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Vorwort. 
Der vorliegende Band laBt vielleicht deutlicher als del' erste das 

Ziel erkennen, das der Verfasser vor Augen hatte: Es sollte nicl1t bloB 
eine moglichst knappe Darlegung der Grundgesetze der technischen 
Mechanik gegeben, sondern vor allen Dingen ihre Anwendung auf die 
einschlagigen Fa,He der maschinentechnischen Praxis gezeigt werden. 

Das Buch enthalt deshalb die Erfahrungszahlen, die zur Zeit vor
liegen, in groBerer Vollstandigkeit als die meisten Hand- und Nach
schlagebucher. Man kann den Beispielrechnungen entnehmen, daB die 
jetzt vorliegenden Zahlenwerte fast immer genugen - am wenigsten 
vielleicht im letzten Abschnitt -, urn sichere Vorausberechnungen zu 
gestatten. Die Dbereinstimmung mit den angezogenen Versuchsergeb
nissen ist jedenfalls keine gemachte, sondern ergibt sich von selbst 
aus den anderen Versuchen entstammenden Ausgangswerten. 

Wenn auch eine gewisse Vollstandigkeit bei der Behandlung des 
Stoffes angestrebt wurde, so war es naturlich doch unmoglich, sie rest
los durchzufUhren. Es war auch nicht beabsichtigt, etwa ein Rezept
buch zu schaffen, das fur jeden in der Praxis einmal vorkommenden 
Fall sofort die Losung in einem fertig vorgerechneten Beispiel liefert. 
Woltl aber solI es die Anleitung bieten, auch andere ahnliche oder 
weitergehende Probleme zu lOsen; zu dem Zweck sind die Hillweise 
auf einschlagige Arbeiten gegeben worden. 

1m bewuBten Gegensatz zu der gebrauchlichen Darstellung hat der 
Verfasser den Wirkungsgrad der Getriebe auf rein statischem Wege 
erklart und berechnet. Man entgeht dadurch mit Sicherheit einer zu 
ganzlich verfehlten Ergebnissen fUhrenden miBverstandlichen Auf
fassung del' Arbeitsgleichung. Wohin die letztere fUhren kann, lehrt 
eine vor einigen Jahren in einer anerkannt guten technischen Zeit
schrift veroffentlichte Berechnung des Beispiels 113. Es wird darin 
zahlenmaBig nachgewiesen, daB, wenn in das Getriebe auf del' einen 
Seite 6 PS eingeleitet werden, auf der anderen Seite 3,3 PS heraus
kommen und im Getriebe selbst 96,4 PS wirken, und das, nachdem 
das Perpetuum mobile bereits 70 bzw. 65 Jahre vorher durch Ma yer 
und Helmholtz erledigt worden ist. Diese eigenartige Rechnung 
wird in mehreren Zuschriften von anderen Seiten noch ausdrucklich 
als richtig anerkannt! Del' Hinweis durfte wohl ohne weiteres die 
ZweckmaBigkeit des vom Verfasser gewahlten Weges beglaubigen, del' 
im ubrigen genau so einfach ist wie die ubliche Arbeitsgleichung. 

Altona, im Jnni 1921. 
P. Stephan. 
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Die Statik der Maschinenteile. 
Nachdem im ersten Bande die allgemeinen Satze -aber die Zu

sammensetzung und Zerlegung von Kraften und Drehmomenten sowie 
-aber das Gleichgewicht auseinandergesetzt worden sind, sollen sie im 
vorliegenden Bande auf die am haufigsten vorkommenden Maschinen
teile angewendet werden. 

In erster Linie werden aus den Lehren des ersten BandeH die fol
genden Satze benutzt werden: 

Uberall, wo Ber-ahrung eines Korpers durch einen allderen statt
findet, treten Kraftwirkungen auf, die senkrecht zur Ber-ahrungsflache 
gerichtet sind. 

Einzelkriifte, gem essen in kg oder t, suchen eine geradlinige Ver
schiebung hervorzurufen oder zu verhindern. Drehmomente, gemessen 
in mkg oder mt, suchen eine Drehbewegung hervorzurufen oder zu 
verhindern. 

Zwei Krafte sind im Gleichgewicht, wenn sie in dieselbe Wirkungs
linie fallen, gleich groB sind, aber entgegengesetzte Richtung haben. 

Drei Krafte sind im Gleichgewicht, wenll ihre Wirkungslinien in 
derselben Ebene liegen und durch denselben Punkt gehen und sie nach 
GroBe und Richtung hintereinander ahgetragen ein geschlossenes Drei
eck hilden. 

Beliebig viele in derselben Ebene wirkende Krafte sind im Gleich-
gewicht, wenn 

die Summe ihrer wagerechten Seitenkrafte Null ergibt, 
die Summe ihrer senkrechten Seitenkriifte Null ergibt, 
die Summe aller Drehmomente in bezug auf denselben Punkt Null 

ergibt. 

1. Der Hebel. 

Ein Hebel ist ein fester, um eine Achse drehbarer Korper, der zum 
Angriff verschiedener Krafte eingerichtet ist, die im allgemeinen in 
derselben Ebene wirken. 

Je nach der For m unterscheidet man gerade Hebel nach Fig. 1 
und 2, gekr-ammte Hebel etwa gemaB Fig. 3, Winkelhebel nach Fig. 4. 
Der gerade Hebel heiBt einarmig, wenn aIle Krafte auf derselben Seite 
der Drehachse angreifen (Fig. 1), dagegell zweiarmig, wenn sich die 
Drehachse zwischen den Kraften befindet (Fig. 2). 

Stephan, Technische J\1echaDik. II. 1 



2 Der Hebel. 

Auf'das Verhaltnis der eigentlichen HebelkraIte P zueinander hat 
die Form des Hebels keinerlei EinfluB. H6chstens ist ein gekrummter 
Hebel insofern vorteilhafter, als er den zweckmaBigsten Angriff einer 
menschlichen Kraft erleichtern kann, wie z. B. die Fig. 3 andeutet. 

o 

Fig. 1. Fig. 2. 

Ein Hebel, bei dem die angreifenclen Krafte in zwei verschiedenen, 
zueinander parallelen Ebenen wirken, ist die in Fig. 5 dargestellte 
Schwinge, die bei Dampfmaschinen-Schiebersteurungen Anwendung 
fincletl). 

Auf den Hebel, clessen Eigengewicht G im Abstande a von der Dreh
achse 0 angreift, wirken ferner die ebenfalls lotrechten Krafte PI und P 2 

Fig. 3. Fig. 4. Fig. 5. 

in den Entfernungen II und 12 von der Drehachse ein. Man erhalt 
dann aus der Gleichgewichtsbedingung fur die Drehmomente in bezug 
auf die Drehachse 0 (Fig. I und 2): 

+ P 2 ·l2 - PI . 11 + G· a = 0 . (I) 

1m Fall des einarmigen Hebels ist, da 11 von der Drehachse aus 
dieselbe Richtung hat wie 12 , PI negativ, also entgegengesetzt zu P 2 

gerichtet. 1m Fall des zweiarmigen Hebels ist 11 negativ, also PI gleich
gerichtet mit P 2' 

Da G im Verhaltnis zu den P im allgemeinen klein ist, so kann es 
haufig auBer acht gelassen werden, und die Gleichung (I) geht uber in 

oder 
PI _!2 
P 2 - 11 . 

1) Z. B. Haeder, Die Dampfmaschine. 1. Auf!. 1890. 

(2a) 

(2b) 



Der Hebel. 3 

Die K raft e am Hebel verhalten sich umgekehrt wie die Hebel
arme 2). 

Der Satz gilt auch noch, wenn der Hebel sich aus der in den Fig. I 
und 2 gezeichneten Regelstellung urn einen beliebigen Winkel IX gedreht 
hat (Fig. 6). Denn werden die Krafte Pin 
ihre Seitenkrafte senkrecht und parallel zu 
den Hebellangen l zerlegt, so lautet die 
Momentengleichung in bezug auf die Dreh
achse 0 

die nach Hebung von cos IX wieder in die F· 6 19 .. 
Gleichung (2a) ubergeht. 

Fur den wagerechten Hebel unter lotrechten Kraften P und Gist 
del' Achsdruck 

beim einarmigen Hebel: N = PI + P 2 + G, (3a) 
beim zweiarmigen Hebel: -N = - PI + P 2 + G, (3b) 

also da PI meist wesentlich groBer ist als P2 , im allgemeinen negativ. 
Der einarmige Hebel ist anzuwenden, wenn die beiden Hebelkrafte P 

entgegengesetzte Richtung haben mussen; er hat einen verhaltnismaBig 
kleinen Achsdruck N. Der zweiarmige Hebel findet Anwendung bei 
gleichgerichteten Hebelkraften; sein Achsdruck ist verhaltnismaBig groB. 
Der Achsdruck bleibt unverandert, wie auch der Hebel ausschwingt, 
solange die Krafte P die lotrechte Richtung beibehalten. 

Beispiel 1. Eine Handdruekpumpe, deren Kolben d = 5 em Durehmesser 
hat, werde dureh einen einarmigen Hebel betrieben, an dem die Kolbenstange 
in 11 = 8 em Entfernung von der Drehaehse angreift. Die Lange 12 des Hebels 
ist zu ermitteln unter der Bedingung, daB der Arbeiter nieht mit mehr als 
P2 = 20 kg driieken solI, wenn der Gegendruek des Wassers p = 9 bzw. 16 kgJem2 

betragt. 
Das Hebelgewieht kann hier vernaehlassigt werden. Somit gilt Gleiehung (2a) 

in der Form 
;,; 
4 . d2 • P . 11 = P 2 • 12 , 

also mit dem zuerst angegebenen Zahlenwert von p 
1 JT 

12 = 20 ·4-· 52 • 9 . 8 '-' 71 em. 

Fiir p = 16 at erhalt man hiernaeh 
16 

l2 = 71 . 9- '" 126 em. 

Beispiel 2. Das Sieherheitsventil eines Dampfkessels fUr p = 12 at "Ober
druek habe den groBten zulassigen Durehmesser d = 7,95 em 3), es greife an 
dem Belastungshebel im Abstand II = 10 em an. Zu bereehnen ist die GroBe 
des erforderliehen Belastungsgewiehtes P2, das im Abstand l2 = 64 em an der 

2) Leonardo da Vinci, 1499. 
3) Die allgemeinen polizeiliehen Bestimmungen iiber die Anlegung von Land

dampfkesseln von 1908 sehreiben als groBten Ventildruek 600 kg vor. 

1* 



4 Der Hebel. 

Hebeldrehaehse angflbraeht wird, wenn noeh das Hebelgewieht G = 1,25 kg den 
Abstand a = 32 em von der Drehaehse hat, ferner der Auflagerdruek N des 
Hebels (Fig. 7). 

Die Gleiehung (1) ergibt 

1 ( Jr )::r 2 2 10 1 25 32 P s = T· "4. d2 • P • II - G . a = 4 . 7,95 . 1 . 64 - ,. . 64-
2 

= 93,07 - 0,63 "'" 92,4 kg. 

Gleiehung (5) liefert 

N = 595,7 - 92,4 - 1,25"", 502 kg. 

Die spatere AUBwiegung des fertiggestellten Ventils ergebe daB Hebelgewieht 
G = 1,22 kg, das Belastungsgewieht P s = 93,38 kg, den Abstand a = 31,4 em 
(dureh Auswiegen auf einer Messersehneide beBtimmt). Dann ist daB Be· 
lastungsgewieht anzubringen im Abstand 

1 . (' ) 5918,4 
l2 = --- 595,7·10 - 1,22·31,4 = '9338 = 63,4 em. 

93,38 ., 

i�_---D--

o 
Fig. 7. Fig. 8. 

Beispiel 3. Eine Kondensatorpumpe naeh Fig. 8 habe den Kolbendureh
messer D = 55 em, der Kolben wiege mit dem dariiberstehenden Wasser und 
der Sehubstange G1 = 380 kg. Die Sehubstange greift an einem zweiarmigen 
Hebel von den Langen II = 45 em und l2 = 75 em an. Anzugeben ist die groBte 
Druekkraft Ps , die an dem Hebel ausgeiibt werden muE, wenn der Kondensator
druek PI = 0,1 at betragt. 

Es ist 

(4) 

also naeh Formel (1) 

P s = (i· D2 • PI + G1 ) • -~! = (~ .552 .0,1 + 380) . ~~ "'" 370 kg. 

Die Kraft ist etwas zu klein bereehnet, weil zu dem Gewieht noeb Reibungs
widerstande und Massendriieke treten. 

Derselbe Hebel kann auch abwechselnd als einarmiger llnd zwei
armiger Verwendung finden. 

Beispiel 4. Zu bestimmen ist der Dampfdruek, mit dem die Dampfmasehine 
der Schwungradandrehvorriehtung naeh Fig. 9 arbeiten muE, wenn der Klinken-



Der Hebel. 5 

druck PI = 3500 kg betragen soIl. Es ist der Kolbendurchmesser D = 15 cm, 
der Kolbenstangendurchmesser d = 4 cm, die Hebellange II = 26 em, l2 = 45 cm. 

Bei abwarts gehendem Kolben gilt Gleichung (2a) in der Form 

-=- . D2 • P . la = Pl· II , 
4 

also 
__ PI . II _ 3500·26 _ 11 5 t p--- -- - , a. 
~ . D2 la ]1;. 152 . 45 
4 4 

Bei aufwarts gehendem Kolben ist PI urn den Winkel IX schrag gerichtet, 

und zwar ist tg IX = 0,475, also cos IX = 1 . Die Klinke erfahrt somit 
VI +0,475a 

die Belastung ~ = 3500 ·1 1,2255,,- 3880 kg. Die Gleichung (2a) lautet in 
cos IX 

dem Fall 

woraus folgt 
3500 26 

p = . 45 = 12,3 at. 
~ . (152 - 42) 
4 

'-t 
.I!'ig. 9. 

Der Mittelwert betragt somit 
11,5 + 12,3 12 

P = 2 "'" at. 

o 
Fig. 10 . 

Sind die auf den Hebel einwirkenden Krafte nicht aIle parallel, 
so sind die zur Kraftrichtung senkrecht stehenden Langen l als Hebel
arme einzusetzen, denn das Drehmoment ist stets das Produkt aus 
der Kraft und dem zu ihr senkrecht stehenden Abstand von der 
Drehachse. 

Beispiel 5. Der niedergehende Kolben der doppeltwirkenden Kondensator
pumpe nach Fig. 10 iibt die Gegenkraft P{ = 70 kg aus, der aufwi;irtsgehende 



6 Der Hebel. 

die Gegenkraft Pi' = 680 kg. Die Hebelliingen seien ~ = 45 em, ls = 120 em. 
Anzugeben ist die Kraft P 2 • 

Man kann hier ohne wesentliehen Fehler annehmen, daB die drei Krafte in 
allen Stellungen den gleiehen Winkel mit dem Hebel bilden. Dann ist naeh 
Gleiehung (2b) 

l 45 
P2 =l~ . (Pi + P;) = 120' (70 + 680) <Xl 280 kg. 

s 
Beispiel 6. Auf den Winkelhebel naeh Fig. 11, dessen Kraftangriffszapfen 

nur zur besseren Aufnahme der Krafte noeh dureh eine SehlieBe verbunden sind, 
wirke die Kraft PI = 450 kg in wagereehter Riehtung am Hebelarm II = 42 em. 
Anzugeben ist die Kraft Ps' deren Hebelarm l2 = ]20 em betragt. 

Man erhiilt sofort aus Gleiehung (2b) 
II 42 k 

P2 = Pl' Z- = 450: f20 = 157,8 g. 
s 

/. 

Fig. 11. Fig. 12. 

Diese Reehnung gilt fiir die Mittellage des Winkelhebels. In den auBersten 
Lagen ist II = 39 em und ls = 112 em, so daB sieh ergibt 

39 
P2 = 450 '1l2 = 156,7 kg. 

Selbstverstandlieh ist zur zweekmaBigen Ausnutzung des Hebels die Sehub
stange lo so anzuordnen, daB in den auBersten Lagen des Winkelhebels ihr Winkel 
gegen den Hebelarm ls urn den gleiehen Betrag von einem Reehten abweieht, 
was der Fall ist, wenn er in der einen Mittellage gerade einen Reehten betragt4). 

Man bemerkt, daB wenn die Kraft durch den Hebel verringert wird, 
der Ausschlag sich in demselben Verhii.ltnis vergroBert und umgekehrt. 

4) Herbst, D. p. J. 1908. 
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Es gibt Hebel, die uberhaupt keine festliegende Drehaehse haben, 
wie z. B. die KuIissen der Dampfmasehinen-Sehiebersteurungen oder 
die Walzhe bel derDampfmasehinenventiIe. Die Walzhebel verwendet 
man gewohnlieh, wenn fur die Einleitung der Bewegung eine groBe 
Kraft erforderIieh ist, fur die Vollendung aber eine groBe Gesehwindig
keit verlangt wird. Aueh die gewohnIiehen Handhebel aus Eisen sind 
Walzhebel, deren kleiner Hebelarm bei der Einleitung der Bewegung 
nur etwa 2 bis 2,5 em lang ist und der sieh beim Niederdrueken des 
langen Hebelarmes bis auf 5 : 7 em vergroBert. Unter Umstanden ist 
aueh einmal die Drehaehse fest, aber die Last walzt sieh dann auf dem 
Hebel (Fig. 12). 

Beispiel 7. Eine aus zwei Half ten bestehende lange Reinigungstrommel 
soll durch den Handhebel nach Fig. 125) so verschlossen werden, daB in der Fuge 
von (j = 1,5 cm Starke ein mittlerer Anpressungsdruck von p = 9 at herrscht. 
Die Hebelverbindung ist in Abstanden von a = 100 cm angebracht; die Hebel
arme sind II = 1 cm, l2 = 30 cm, l~ = 55 cm. Anzugeben ist die am Hebel l2 
erforderliche Kraft P 2 • 

1m geschlossenen Zustande gilt PI = a . (\ . p. Damit ergibt sich nach 
Formel (2a) 

II 100 . 1,5 . 9 . 1 
P2 = Pl· l2- = ----30- - = 45 kg, 

und die beim Einlegen von dem Arbeiter an dem aufgesetzten Hebel aufzu
wendende Kraft betragt 

II 30 
Pi = PI ·1; = 45 . 55 = 24,6 kg. 

Beispiel 8. Anzugeben ist der groBte Ausschlag des von einer Stephenson
Kulisse gesteuerten Dampfschiebers bei Hebung oder Senkung der Kulisse urn 
den Betrag f (Fig. 13). 

Gezeichnet ist die Stellung des Schiebers, bei der sich die Hauptkurbel R 
der Maschine in der Totlage befindet. Auf der Hauptwelle sitzen die beiden 

A 

------- r 
c 

f 
c 

B 
Fig. 13. 

Exzenter mit der kleinen Exzentrizitat r, die gegen die Hauptkurbel um die 
Winkel 90 + (j in der Vorwarts- bzw. Ruckwartsdrehrichtung versetzt sind. Das 
Vorwartsexzenter greift bei den offenen Exzenterstangen l am oberen Kulissen
ende A an, das Ruckwartsexzenter am unteren Ende B. Die Kulisse, die sich 
bei der Verstellung durch den Stein D verschiebt, ist in ihrer Mitte C pendelnd 
aufgehangt. 

Man entnimmt der Fig. 13, daB das am Punkte A angreifende Exzenter um 
den Winkel 0 + f3I zuruckgeschoben werden muB, damit die Kurbel r ihre Mittel-

5) FredeI' ki ng, Hanomag·Nachrichten 1919. 



8 Der Hebel. 

lage in bezug auf die Treibrichtung OA erhalt. Da nun der Ausschlag in Richtung 

der Hauptachse OD fist, so betragt er in Eichtung der geneigtenAchseOA~ . 
cos 1-'1 

Das heiBt, der Punkt A bewegt sich so, als wenn er von einelll Exzenter mit 

dem Halbmesser -!-fl· angetrieben wird, das unter dem Winkel 90 + ,) + fil 
cos 1 

gegen die Hauptkurbel R in der Drehrichtung versetzt ist. Das Entsprechende 
gilt flir den Antrieb des Punktes B. 

Wird jetzt del' Punkt B einlllal als fest angesehen, so verschiebt sich del' 
Punkt D unter der Einwirkung des Vorwartsexzenters um den Betrag 

f C +! a- .--'--
- cos/-I1 2c ' 

( 5) 

und wenn jetzt A voriibergehend als fest angesehen wird, so ver~chiebt sich D 
unter del' Einwirkung des Riickwartsexzenters um 

b=_f_.C-!. 
COSfl2 2c 

(6) 

In der Richtung der Mittelachse, in der sich der Stein D allein verschieben kann, 
erhalt man hieraus die in Fig. 14 eingetragenen Verschiebungen, die sich so 
addieren, als ob sie hervorgerufen wiirden von einem Mittelexzenter ro, das aus 
den beiden a und b nach dem Satz vom Verschiebungsdreieck (entsprechend 
dem vom Kraftedreieck, s. Bd. III) erhalten wird. 

Man ersieht aus Fig. 13, daB bei ganz gesenkter Kulisse nur das Vorwarts
exzenter r unter dem Voreilwinkel (~ den Stein beeinfluBt und bei ganz gehobener 
nur das Riickwartsexzenter. Wird die Rechnung und Konstruktion fiir ver
schiedene Kulissenstellungen durchgefiihrt, so ergibt sich, daB die Endpunkte 
des Mittelexzenters auf cineI' Kurve A'D'C'B' liegen, und daB del' von del' 
Stephenson-Kulisse angetriebene Schieber sich bei del' Verlegung der Kulisse 
aus del' Vorwarts- bzw. Riickwartsstellung in die mittlere Nullstellung urn den 
Betrag 8 verschiebt. 

Sind die Exzenterstangen nicht offen, wie in Fig. 13, sondern gekreuzt, so 
greift das Vorwartsexzenter am unteren Kulissenpunkt Ban. Fiir den Schub 
in Richtung der Achse OB ist jetzt das obere Exzenter um den Betrag (~ - PI 
zuriickzuziehen, damit es seine Mittellage einnimmt. Der Punkt B wird also so 

angetrieben, als wenn er von einem Exzenter __ f_ mit dem Voreilungs-
cos PI 

winkel (j - PI bewegt wiirde. Das Ergebnis ist, daB sich die Kurve A' B' der 
Fig. 14 mit dem Ausschlag 8 umgekehrt an die Sehne A' B' anlegt. 

A' 

.Fig. 14. 

Beispiel 9. Das EinlaBventil einer Dampfmaschine 
nach Fig. 15 vom groBten Hub 8 = 24 mm habe die 
Abmessungen h = 165 mm, 

d l = 200, d2 = 199, do = 38, 
VI = :~, b2 = a, bo = 6, 

ria = 16 mill, 
b= 8". 

Anzugebell ist die Kraft, 
die beim Anheben er
forderlich ist, wenn del' 
Dampfdruck p = 12 at be
tragt. 

Das Ventil ist entlastet 
bis auf den schmalen Ring 
vom auBeren Durehmes
ser d1 + 2 b1 = 20,6 em 
und vom inneren Durch
messer d2 - 2 b2 = 19,3 em. 
Demnach ist die Kraft 
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P =:i- . (20,6 + 19,3) . (20,6 - 19,3) . 12 = 489 kg. 

Hiel'zu tritt noch die Spindelreibung mit P' = 16 kg. Sowie das Venti! angehoben 
ist, ist nul' noch die Spindelreibung zu tiberwinden. 

Bei den Walzhebeln 6) sind zwei AusfUhrungen zu unterscheiden, 
Hebel mit beweglichem Hubpunkt nach Fig. 16 und solche mit festem 
Hubpunkt nach Fig. 17. Der Angriffspunkt der Exzenterstange heiBt 
der Treibpunkt. Damit die Bewegung des Ventils stoBfrei eingeleitet 
und beendet wird, muB im Augenblick seines Hubbeginnes bzw. Nieder
setzens die Hebelubersetzung ganz oder wenigstens nahezu Null sein, 

da ja die Bewegung des Treibpunk
tes in diesen Augenblicken eine ganz 
bestimmte endliche ist, die sich aus 
dem Steurungsmechanismus ergibt. 

Fig. 16. Fig. 17. 

In Fig. 18 rseien A der bewegliche Hubpunkt, B der Treibpunkt 
des Walzhebels, 0 der Beruhrungspunkt des Hebels mit der Walzbahn, 
0 1 bzw. O2 die Krummungsmittelpunkte der 
Bertihrungsstelle von Hebel und Walzbahn, q' .. Or 
die mit 0 auf derselben Beruhrungsnormale 
liegen mussen. Bewegt sich A auf der Lot-
rechten urn ein sehr kleines Stuck nach A', B 
so bleibt vorlaufig noch der Abstand der la 
Krummungsmittelpunkte OP2 unverandert D' 
und, da die Walzbahn festliegt, muB sich 0) 
auf einem Kreisbogen urn O2 nach 0 1' be-
wegen derart, daB A'O; = AD1 ist. Damit er-
halt man den neuen Treibpunkt B' aus der 
Bedingung, daB das Dreieck A'O~B' ~ A01B 
sein muB, weil der Hebel ja starr ist. 

Zieht man AO senkrecht zu A-A', so ist 
Punkt 0 der augenblickliche Drehpunkt des 

c 

Fig. 18. 

ganzen Rebels, da er auf einer Senkrechten zur Bahn AA' und ebenso 
auf einer Senkrechten zur Rolltangente gelegen ist. Das Hebelver-

6) Holzer, Z. d. V. d. 1. 1908. 
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hiiltnis ist dann II : l2. Damit das Vbersetzungsverhaltnis 0 wird, 
muB in dem betreffenden Augenblick der Beriihrungspunkt ° auf 
der Hubgeraden AA' liegen. Die Bewegung geht nur dann rein 
wa,lzend ohne Gleiten vor sich, wenn an jeder Stelle 0 und ° zusammen
fallen. Aus beiden Bedingungen folgt sofort noch, daB im Anfangspunkt 
der Bewegung die Walzkurve senkrecht zur GeradfUhrung AA' verlaufen 
muB, wenn die Anfangsbewegung ganz stoBIos erfolgen solI, was prak
tisch nicht ausftihrbar ist, wie z. B. die Fig. 16 erkennen laBt. Man 
muB, damit kleine Ungenauigkeiten der Einstellung der Steurung ohne 
EinfluB auf den sicheren VentilschluB sind, die Beriihrung schon vor
her aufhoren lassen. 

Ais Walzbahn wird der einfachen und sicheren Herstellung wegen 
fast stets eine Gerade angenommen, die so geneigt sein muB, daB ihre 
Normale im jeweiligen Bertihrungspunkt durch den Schnittpunkt der 
Exzenterstange mit der Ventilachse geht oder ihm wenigstens nahe 
kommt, da sich sonst eine groBere Seitenkraft ergibt, die die Ventil
spindel gegen ihre Ftihrung driickt. Die Vorschrift folgt ohne wei teres 
aus dem Satz fUr das Gleichgewicht von drei Kriiften. 

Beispiel 10. Gegeben seien in Fig. 19 die gleichen Verschiebungen des 
Kolbens der Dampfmaschine entsprechenden Hubpunkte A des Venti!s, aus· 

gehend yom festgelegten 
Anfangspunkt A o' ebenso 
die Reihe B der Treib
punkte ausgehend vom 
festgelegten Anfangs
punkt Bo als Schnitt
punkte des aus A ge
schlagenen Kreises vom 
Halbmesser AoBo mit den 
Senkrechten zur Exzenter-

A stangenrichtung. Gegeben 
ist ferner die gerade Walz
bahn AoO. Anzugeben ist 
die Walzkurve des Hebels. 

Man schlagt aus A den 
Kreis, der Ao 0 beriihrt, 
ebenso aus B, und schlagt 

Fig. 19. dieselben KreisbOgen von 
Ao bzw. Bo aus, zieht 

darauf ihre gemeinsamc Tangente, die die in die Anfangslage zum Hebel zuriick
gedrehte Walzbahn darstellt. Wird diese Konstruktion mehrfach wiederholt, 
so hiillen die zuriickgedrehten Walzbahnen die Walzkurve des Hebels ein. 

Da die durch A gezogene Senkrechte zu AoA nicht durch den Beriihrungs
punkt 0 0 gcht, so tritt ein gewisses Gleiten des Hebels auf der Bahn ein. Man 
gestattet das ineistens, wei! sonst die Treibpunktc der Walzbahn ziemlich nahe
riicken und, wie eine entsprechende Aufzeichnung lehrt, die Walzkurve dann 
wesentlich kiirzer ausfallt. 

Bei den WalzhebeIn mit festen Endpunkten nach Fig. 20 ist A wieder 
der Hubpunkt, B der Treibpunkt; 01 und 02 sind die festen Punktc, 
0 1 und 02 die Kriimmung'lmittelpunkte der Walzkurven. Da samtliche 
Hebelpunkte Kreisbogen um 0 1 bzw. O2 beschreiben, so muB die Ver
bindung mit der Ventilspindel bei A lose sein. Der augenblickliche 
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Drehpunkt fUr die Bewegung der Zentrale 0P2 ist der Schnittpunkt ° 
der Geraden 0101 und 0202. Zieht man noch 0lF II 0 20 und die Ver
bindungslinie °1°2' und dreht sich nun der erste Hebel urn den klein en 
Betrag depl und der zweite entsprechend urn dep2' so daB depl : drp2 
das UbersetzungsverhiiJtnis in dem Augenblick darstellt, so gilt 

ferner 

also 

oder 

0Pl . dqJl 001 0101 -- -- ._- == ===- === =-==--°2°2. drJ!2 002 0lF 

0Pl· depl 

°20 2· d r2 

dqll _ Q~~. 
dr2 -- OlE 

Das heiI3t: die Beruhrungssenkrechte 0P2 teilt die Zentrale 0 10 2 
lIn umgekehrten Verhaltnis der augenblicklichen Ubersetzung. Das 

o 
Fig. 20. Fig. 21. 

UbersetzungsverhaItnis kann also nur Null werden, wenn die Beruh
rungssenkrechte durch den festen Drehpunkt des treibenden Hebels 
geht. Damit kein Gleiten stattfindet, muB der augenblickliche Beruh
rungspunkt D in die Zentrale 0102 fallen, denn nur auf der Zentrale 
stimmen die Bewegungsrichtungen beider Hebel uberein, wie es im gleit
freien Beruhrungspunkt notig ist. Auch hier wird der einfachen und 
sicheren Herstellung wegen der eine Hebel mit gerader Walzkurve aus
gefUhrt. 

Beispielll. Gegeben seien in Fig. 21 die gleiehen Verschiebungen des Kolbens 
der Dampfmasehine entsprechenden Hubpunkte A des Ventils, die festen Dreh
punkte 0 1 und O2 , sowie die Punktreihe B der Lagen des Treibpunktes auf der 
Exzenterstange. Zu bestimmen ist die Walzkurve des zweiten Hebels. 
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Man wahlt den Anfangsberiihrungspunkt Do so dicht an der Hebelachse, 
wie es die Konstruktion des Auges zulaBt, und legt den Endberiihrungspunkt D 
so fest, daB das Endiibersetzungsverhaltnis den besonderen, gerade verlangten 
Wert erhalt; beide Punkte miissen auf oder wenigstens dicht bei der Zentrale 
liegen. Die zugehorigen Anfangslagen DI bzw. D2 des letzteren Punktes auf den 
beiden Hebeln ergeben sich aus ihren vorgeschriebenen Winkelausschlagen. 

Die Verbindungslinie DoDI ist die gerade Begrenzungslinie des oberen Hebels. 
Hchlagt man nun aus O2 einen die Linie ADE beriihrenden Kreis und legt daran 
von D2 aus eine Tangente, s~ tangiert diese den zweiten Hebel im Beriihrungs. 
punkt. Die Durchfiihrung derselben Konstruktion fiir weitere Zwischenpunkte 
ergibt schlieBlich den dargestellten Hebel. Je groBer die Kriimmung des Hebels 
wird, desto kiirzer wird die Walzkurve, und zwar ist dabei die GroBe des Antriebs
exzenters maBgebend. 

Wird verlangt, daB der Hebel bequem zu handhaben ist und leicht 
von einem Ort zum anderen bewegt werden kann, so biIdet man ihn als 
Doppelhebel aus, indem zwei gleiche Hebel an demselben Dreh
zapfen befestigt werden, wie z. B. bei der Zange und der Schere. Soll 
eine groBere Ausladung bzw. Greifweite erzielt werden, so wird jeder 

• • 

Fig. 22. Fig. 23. 

der beiden gleichen He
bel an einem besonderen 
Zapfen eines Zwischen
stiickes angebracht, wie 
z. B. bei der Blockzange 
nach Fig. 22 oder der 
Steinzange nach Fig. 47 . 

Sehr haufig erschei-
nen die Doppelhebel als J Kniehebel: An dem
selben Zapfen greifen 
drei Hebel an, von 

S Q denen gewohnlich zwei 
a einander gleich sind und 
R mit dem dritten in jeder 

Lage gleiche Winkel eX Fig. 24. 
einschlieBen. Sind die 

in den Richtungen der beiden gleichen Hebel wirkenden Krafte P 
und die im dritten angreifende Kraft R, so ergibt die Fig. 23 

bzw. 
R = 2· p. cos eX 

R 
p=---

2· cos eX • 
(7) 

Beispiel 12. Fiir die Buchbinderpresse nach :Fig. 24, die auf einem FuE
gestell zwei Fiihrungssaulen tragt, an denen sich der untere Tisch auf und ab 
verschiebt, wahrend sich das gepreBte Stiick gegen die obere Deckplatte legt, 
ist die erzeugte Druckkraft Q anzugeben, wenn die Zugkraft P = 15 kg betragt 

und das Hebelverhiiltnis :~ = ~~ . 
Die Verbindung der Formeln (2) und (7) ergibt 

R II =p.- =2·S·cosO( l • 
2 
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und wie das zugehOrige Kraftedreieck zeigt, ist 

S = -~<?--, 
SID IX 

mithin 
P 11 Q = - . - . tgIX • 
2 12 . 

(8) 

Hieraus folgt die Zusammenstellung: 

... 0505 

IX = 55° 65° 75° 80° 
5,671 
319,0 

85° 
11,430 
642,8 

88° 
28,636 
1610,8 kg. 

tgIX = 1,428 2,145 3,732 
Q = 80,3 120,6 209,9 

Man erkennt, daB die Anordnung nur ftir Winkel von mehr 
als 70° vorteilhaft ist, daB sie aber bei Winkeln, die in der Nahe 
von 90 ° Iiegen, sehr bedeutende Druckkrafte Iiefert, wie die 
Fig. 25 zeichnerisch darstellt. 

Beispiel 13. Bei dem Steinbrecher nach Fig. 26 betragt 
der Winkel IX bei der gezeichneten Mittelstellung des' Ein
stellkeiles zwischen 74° und 88°. Bei groBen Stticken ist 
die hier in die Brechbacke gelegte Hebeltibersetzung etwa t, 
bei kleinen etwa 1. 
Anzugeben ist die 
groBte auf die Schub
stangekommendeZug
kraft P ftir die Brech
kraft Q = 100 t. 

Die plattenformi
gen Kniehebel aus 
GuBeisen sind so ge
baut, daB sie bei 
einer Erhohung des 
Brechdruckes urn t 
brechen. Man erhalt 
hiemach bei IX = 88 ° 

705 lOIS 1'- mit den Bezeichnun

Fig. 25. gen der Fig. 26 als 
Bruchkraft Fig. 26. 

133,3 . 1 "'" 134 t. 
0,9994 

Die Schubstangenkraft wird nach Formel (8) 

12 
P = 2Q· T· cotglX = 2 ·100·1·0,0349"" 7 t. 

1 

Wenn die Kniehebel in die Strecklage kommen, gentigt eine verhaltnismaBig 
kleine Schubstangenkraft P, um eine sehr bedeutende Druckkraft Q zu erzielen, 
falls nicht die elastische Nachgiebigkeit der Hebel die Kraftwirkung herabsetzt 
(vgl. Bd. IV). Da die Hebel beim Oberschreiten der Strecklage wieder ausein
andergehen, so bleibt man zur Sicherheit stets etwas unter der Strecklage. Nur im 
Fall der Reibungskupplung von Dohmen-Leblanc (Fig. 65) werden die fedemd aus
gebildeten Kniehebel absichtlich durch die Strecklage durchgedrtickt, urn eine 
vollkommene Sicherheit gegen unbeabsichtigtes Losen ~u haben. 

Beispiel 14. Auf den Honeschen Einseilgreifer vom Fassungsvermogen 
Q = 1,5 m3 Kohle = 1250 kg nach Fig. 27, dessen Gewicht G sich zusammen
setzt aus GJ = 900 kg nes innt'l'en Schiebers, G2 = 200 kg beider Schaufeln, 
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Gs = 1140 kg des festen Obergestelles, wirkt durch Vermittlung eines Flaschen
zuges auf den inneren Schaufeldrehzapfen das iiI = 3,56fache des gesamten Seil-

zuges S, auf den auBeren Lenkerdrebzapfen jeder Schaufel das ~2 = 1,38 fache 

oder 

J~ 1S des Seilzuges S. Anzugeben ist die Greif-
kraft P, die erforderliche GroBe des 

Fig. 27. 

Seilzuges S in Abhiingigkeit von dem 
Winkel IX, sowie die zugehOrige Bean
spruchung H des Greiferquerhauptes. 

FUr jede Greiferstellung und entspre
chende Belastung Q' muB gemaB der 
ersten Gleichgewichtsbedingung fiir den 
ganzen Greifer gelten: 

S + 2 . P . sin IX = G + Q' • (9) 

Ferner besteht in bezug auf den auBeren 
Drehzapfen jeder Schaufel die Momenten
gleichung 

p. b = ! . (iii· S - GI )· a - !. (02 + Q'). c, 

also (9a) 

P I ( .. S Gal G Q' c = -_. u I • - 1)· - - - ( 2 + ) . - . 
2 b 2 b 

Wird dieser Ausdruck in die erste GJei
chung eingesetzt, so ergibt sich nach Auf
losung der Klammern 7) 

S· (1 + : . iiI : sin IX ) = GI . (1 + : . sinlX ) + G2 . (1 + : . sinlX ) 

+ Ga + Q' . (1 + ~ . sin IX ) 

G + Q' GI • :- + (G2 + Q') . ~-
S = ---'-=---- + 

1 + : . iiI . sinlX s~IX + : . iiI 
(10) 

Aus der zweiten Gleichgewichtsbedingung fiir die Schaufeln folgt 

H = p. COSIX + i . (Ga + ii2 • S) . cosfJ . (11) 

Angestellte Versuche7) ergaben fUr feine und mittlere Kohlen ziemlich un
vermittelt ineinander iibergehend die Winkel l¥ der Zusammenstellung, und die 
Aufzeichnung des Greifers fUr die verschiedenen Stellungen lieferte die beigesetzten 
Werte von II, a, b, c. Gemessen wurde ferner noch die gegriffene Menge Q • 
Gleichung (10) ergibt dann den Seilzug S und darauf Gleichung (9a) die Greif
bzw. SchlieBkraft P, endlich Gleichung (11) die wagerechte, auf das Querhaupt 
wirkende Kraft H. 

Seilzug und SchlieBkraft unterscheiden sich demnach nicht wesentlich von
einander. Ein mit geringem Gewicht G arbeitender Greifer mull gemaB Gleichung (9) 

kleinen Seilzug S haben, was durch die VergroBerung von -6-· iiI erreicht wird. 

7) Pfahl, Z. d. V. d. I. 1912. 
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/I II 77 0 -- 62t 0 

cos /11'11 0,2250 0,4618 
cos IX 0,5592 0,7660 0,8988 
sin IX 0,8290 0,6428 0,4384 -i-Ir- ~f--- ---~:-~69,5---~02 

_c _II -18,5 -10,5 

54 0 

0,5878 
0,9613 
0,2756 

73,5 
96, 102 
-2,5 

_ab- II' 0,6740 0,7395 0,6815 0,7658 0,7205 

501 0 

0,6361 

74,5 
103, 104 

+7 

1,0 
o 

0,720 

15 

731 0 

0,2840 
1,0 
o 
64 cm 
95 " 

+42 ., 

0,6738 

C 

b 
Q 

-0,0201 -0,0112 -0,1030 -0,0260-0,0245 +0,0680+0,0673 +0,4422 

s 
p 

H 

832 
158 

o 
1085 
149 

1020 
137 

o 
1313 
133 

400 o 
750 
176 
926 990 

972 

1234 1157 1446 

1555 
112 

1667 

2640 
o 

2640 

809 1245 1237 1535 1779 2994 

452 744 954 
272 578 657 
724 1322 1611 

1112 
810 

1922 

1381 1710 2994 
921 1421 1522 

2302 3122 4516 

1250 kg 

3490 kg 

o " 
3490 kg 

3561 ., 

3561 ,. 
704 " 

4265 kg 

Die Hebelanordnung des Greifers in Fig. 27 wird als umgekehrter 
Kniehebel bezeichnet, wei! die Zugkraft den iiberstumpfen Winkel der 
beiden Kniehebel halbiert. Das mechanische Kennzeichen der Knie-

Fig. 28. 

hebel ist, daB am Ende der Bewegung, beim eigentlichen Kniehebel 
nach der Strecklage, beim umgekehrten nach der Klapplage hin, die 
von ihnen ausgeiibte Kraft ganz erheblich ansteigt (Fig. 25). Man 
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bezeichnet deshalb oft jede beliebige Hebelverbindung, die dasselbe 
leistet, als Kniehebelverbindung. 

Beispiel 10. Anzugeben ist der PreBdruck, der von der Giildnerschen Niet
maschine nach Fig. 28 8 ) ausgeiibt wird, wenn der Zylinderdurchmesser d = 30,5cm 
betragt und der PreBluftiiberdruck p = 7 at, und zwar fiir verschiedene Stel
lungen des Kolbens yom Hub 8 = 29 cm. 

Fig. 29. Fig. 30. 

Die Hebelverbindung iet in Fig. 29 fiir die Anfangeetellung besonders heraus
gezeichnet, in Fig. 30 fiir die Endlage. Darunter sind die zugehOrigen Krafte-

of 

Fig. 31. 

a 

8) Schlesinger, Z. d. V. d. I. 1907. 
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dreiecke gesetzt, das der Fig. 30 im hal ben MaBstab des der Fig. 29. In Fig. 31 
sind 10 verschiedene Lagen der Hebelverbindung zusammengezeiehnet und zwar 
fur die Kolbenstangenlange 10 = 64 em, die Druekstangenlange 11 = 36 em, die 
Zugstangenlange 12 = 72 em, die Exzentrizitat a = 0,8 em, die den Stempelhub 
h = 10,8 em ergeben. Die entspreehenden PreBkrafte Q enthalt die folgende 
Zusammenstellung, deren Werte in Fig. 31 eingetragen sind. 

8 
10 = 0 1 2 3 4 5 6 7 8 9 10 

Q = 4,8 7,25 9,35 12,0 15,5 19,63 25,0 31,25 42,80 73,75 166,5 t. 

2. Die Hebelwagen. 

Eine wichtige Anwendung des Hebels bilden die Hebelwagen. Die 
verbreitetste ist die gleicharmige Hebelwage nach Fig. 32. Ihre 
wagerechte Drehachse 0 wird zur Verminderung der Reibung durch 
zwei Stahlschneiden gebildet, die auf zwei mit dem Gestell verbundenen 
Pfannen lagern. In gleichem Abstand l von der Drehachse befinden 
sich bei A und B ebenfalls Schneid en, an denen die beiden Wageschalen 
von gleichem Gewicht hangen, und zwar liegen die drei Schneiden AOB 
m derselben Ebene. Der Wagebalken tragt noch einen Zeiger von der 

Fig. 32. 

Lange r, der bei wagerechter Lage 
des ersteren auf dem Nullpunkt 
einer gleichmaBigen TeiIung steht. 

Fig. 33. 

Damit nun diese Lage eine stabile Gleichgewichtslage des Wage
balkens ist, muB nach Band I Absatz 14 sein Schwerpunkt S unterhalb 
der Unterstiitzung 0 liegen. Fiele S mit 0 zusammen, so ware der 
Wagebalken ja in jeder Lage im unentschiedenen Gleichgewicht und 
die Wage also unbrauchbar. Daran andert sich nichts, wenn die gleich 
schweren Schalen und gleiche Gewichte beiderseits frei beweglich an
gehangt werden. 

1st dagegen die Last Q urn ein geringes Dbergewicht Q' groBer als 
das auf der anderen Schale stehende Vergleichsgewicht P, so dreht sich 
der Balken etwas nach der Seite von Q. Dabei tritt nun das urn die 
Strecke hunter 0 angreifende Eigengewicht G des Balkens auf die 
andere Seite und unterstiitzt so das dort angebrachte Gewicht P mit 
seinem Moment dera.rt, daB nach einem bestimmten Ausschlag urn den 
Winkel iX wieder Gleichgewicht besteht (Fig. 33). Die Momenten
gleichung hierfiir lautet: 

Q . l . cos iX = P . l . cos iX + a . 11. • sin iX 

S t e p han, 'l'echnische Mechanik. II. 2 
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oder, da Q - P = Q' ist, 

Q' = G· ~. tglX. 
l 

(12) 

Fur eine bestimmte Wage sind die Gr6Ben G, h und'l unvedinder
lich, wenn man davon absieht, daB die Strecke h durch ein Schraub
gewicht etwas verstellt werden kann. Die Tangente des Ausschlag
winkels nimmt zwischen IX = 0° und 90° aHe Werte zwischen 0 und (Xl 

an, so daB man scheinbar jede 
l beliebige Dberlast Q' ohne An-

a wendung von Vergleichgewichten 
nur durch den Ausschlagwinkel 

Q messen kann. 
Man macht hiervon Gebrauch 

bei den Gam - und Briefwagen 
nach Fig. 34. Die gezeichnete 
SteHung ist die Gleichgewichts
lage der unbelasteten Wage, in 

Fig. :14. der der Schwerpunkt S des Wage-
balkens um die Strecke h senk

recht unter der Drehachse 0 liegt. Wird jetzt in den Haken bei A 
eine Last Q eingehangt, so nimmt die Wage eine neue, um den Win
kel IX gegen die erste geneigte Lage an, und zwar wird 

oder 

Q • l . cos IX = G . h . sin IX 

h 
Q=G· __ ·tglX 

l 
(12a) 

1st der Ausschlag fur das Gewicht Q = 10 g errechnet, so ermittelt 
sich nach Gleichung (12 a) die weitere Teilung, indem man auf der 
Senkrechten zu OB, der Tangente an diesen Arm, dieselbe Lange gleich
maBig auftragt und von den Teilpunkten die Strahlen nach 0 zieht 
(Fig. 34). Man bemerkt, daB sich die Teilstriche auf dem MeBbogen 
bei gr6Berer Belastung immer naher kommen, weshalb die Anwend
barkeit der Wage nur auf Ausschlage bis zu etwa 40° beschrankt bleibt. 
Man verdoppelt den MeBbereich dadurch, daB man in der Anfangslage 
den Hebelarm l um etwa 40° nach oben gegen die Wagerechte neigt, 
wahrend natiirlich der Schwerpunkt S des Winkelhebels lotrecht unter 
der Aufhangeachse 0 liegen muB. Dann kann dieselbe Teilung von dem 
Punkt 0 der Fig. 34 nach rechts unten nochmals aufgetragen werden. 
Der Abstand der einzelnen Teilstriche ist also bei der halben Belastung 
dieser Wage am gr6Bten. 

Beispiel 16. Eine Materialpriifmasehine fiir die Hiiehstbelastung Q = 3000 kg 
habe den griiBten Aussehlag ex = 24°. Ihr kleiner Hebelarm von der Lange l 

= 0,75 em sei im Ruhezustand urn ; gegen die Wagereehte naeh oben geneigt 

uml bei del' Hiiehstbelastllng lim den gleichen Winkel nach unten. Del' lange 
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Hebelarm habe das Eigengewieht Go = 1l,5 kg, dessen Sehwerpunkt im Ab
stande 11,0 = 54 em von der Drehaehse angreift; im Abstande 11, = 100 em wird 
das Hauptgewieht G angebraeht, dessen GroBe bestimmt werden solI.' 

Es gilt dann fUr die Mittelstellung 

Q . l = (G .11, + G .11,). sin IX_ (13) 2 0 0 2 . 
HierauR folgt 

115·5~. 
, 100' 

mithin 
G = 54,1l - 6,21 = 47,9 kg. 

Beispiel 17. Fiir einen Wagenbalken naeh Fig. 32 seien folgende Abmes
sungen ermittelt: G = 1,508 kg, 11, = 1,50 em, l = 25,1 em, Entfernung der 
unteren Teilung von der Drehaehse r =}O em. Anzugeben ist der Abstand des 
Teilstriehes vom Nul\punkt, der einem Ubergewicht Q' = 10 g entsprieht. 

Man erhiilt aus Gleiehung (12) 

tgIX = QG' l = O~~~ . 25,1 = O,lll . 
11, 1,508 1,50 

Fiir den Zweek der Reehnung kann genau genug an Stelle des kleinen Bogens IX 
seine Tangente gesetzt werden. Damit ergibt sieh die gesuehte Lange 

x = r . IX "-' 30 . 0,111 (Xl 3,33 em. 

Beispiel 18. Zu bereehnen ist die Belastung Q' der Wage des Beispiels 17, 
die fiir eine Hoehstbelastung von 20,5 kg, einsehlieBlieh der Sehalen von je 0,25 kg 
Gewieht, gebaut ist, bei welcher der Zeiger noeh einen Aussehlag von x = 1 mm 
angibt. 

Aus der Gleiehung (12) folgt mit x (Xl r . tgIX und den obigen Zahlenwerten 

Q' = G . .!!:.... • ~ = 1508 . 1,~~ . ~ ..... = 0 3 g 
l r 25,1 30 ,. 

Es ist also das VerhaItnis 

Q' 0,3 1 
e = Q = 20500 = 68333 . 

Man bezeichnet das VerhiiJtnis der Zusatzlast Q', die noch einen 
deutIichen Ausschlag x an der Zeigerspitze gibt9), zur Belastung Q der 
Wage als ihre EmpfindIichkeit: 

Q' G h x 
e = Q = Q . T . -;:. (14) 

Sie entspricht unmittelbar dem Gewicht des Wagebalkens, seinem 
Schwerpunktsabstand von der Drehachse und dem gewahlten Aus
schlag x, der im gewohnIichen Leben rund I mm betragt, bei feinen 
Wagen in der Hand eines sorgfaltigen Beobachters rund 0,2 mm aus
macht; sie ist umgekehrt entsprechend der betreffenden Belastung, der 
Lange des Wagebalkens ulld des Zeigers. Sie wird unter sonst gleichen 
Verhaltnissen am kleinsten fur die Hochstbelastnng der Wage, jedoch 

9) La waezek, D. p. J. 1906. 

2* 
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ist das nicht mehr bemerkte Fehlgewicht Q' bei jeder Belastung einer 
richtig zeigenden Wage das gleiche. 

Beispiel 19. Bei einer Prazisionswage sei das Ge'wieht des Wagebalkens 
G = 273 g, die Hoehstbelastung einschlie13lieh des Sehalengewichtes von je 25 g 
Q = 550 g, der Schwerpunktsabstand von der Drehaehse h = 0,15 em, die Lange 
der Wagebalken 1 = 12,5 em, die Zeigerlange r = 19,5 em und der deutlieh 
wahrnehmbare Aussehlag x = 0,2 mm. Anzugeben ist ihre Empfindliehkeit e 
fiir die Hoehstbelastung. 

Es ist naeh Formel (14) 
273 . 0,15 . 0,02 1 

e = 550.12,5. 19,5 = 163700 . 

Wahrend fiir eine Kramerwage e = 60 000 geniigt, ist dieser Wert hier nieht 
ausreiehend. Er kann dadurch verbessert werden, daB der Wagebalken statt 

aus Messing aus Duralumin hergestellt wird, was sein Gewieht im Verhaltnis ~~_5 
verringert. Dadurch sinkt die Empfindlichkeit auf 8,57 

, 1 
e = 492400 . 

Das Zusatzgewicht Q', das bei Vollbelastung der Wage noch den Aussehlag 
x = 0,2 mm ergibt, betragt dann 

Q' Q 550 1 
= .' e = 492400 ex> 1, 2 mg , 

ist also noeh immer ziemlieh groB. Es kann dureh Verkleinerung von h auf 
0,05 em auf den dritten Teil heruntergebraeht werden. Eine weitere Verringe
rung liefert die Beobaehtung der Zeigerspitze mit einer Lupe. 

Es ist noch zu erortern, warum die drei 
A Drehachsen A, 0, B der Fig. 32 in derselbell 

Ebene liegen mussen. Befindet sich die Dreh
achse 0 urn die Strecke 8 uber der Mitte des 
Balkens AB = 2l (Fig. 35) und ist die Wage 
in B urn das kleine Dbergewicht Q' = Q - P 
mehr belastet, so lautet die Gleichgewichts-

Q bedingung fur die Drehmomente in bezug auf 
Fig. 35. die Drehachse 0 bei der geneigten Lage des 

Balkens 

Q. (l· cos IX - 8' sin IX) = G· (h + 8)' sin IX + p. (l' cos IX + 8' sin IX) . 

Hieraus folgt mit Q = P + Q' 

Q' . I . cos IX = +Q'. 8 • sin IX + G . (h + 8) • sin IX + 2 . P . 8 • sin IX , 

also Q' ·1 
tgIX=~--~--~------~ 

(Q' + G + 2 P) . 8 + G . h . 
(15) 

Der Klammerausdruck im Nenner stellt das Gesamtgewicht dar, das 
an dem Wagebalken angreift. Der Ausschlag und damit die Empfind
lichkeit hangt also bei fehlerhafter Bauart der Wage von der Gesamt
belastung ab und wird urn so kleiner, je groBer der Fehler 8 ist. Inner
halb der jeweiligen Empfindlichkeitsgrenze sind die Angaben der Wage 
aber richtig. 
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Beispiel 20. Flir die Wagen der Beispiele 17 und 18 bzw. 19 werde die 
1 

Empfindlichkeit bei voller Hochstbelastung, der hal ben Last und Io der Vollast 

berechnet, wenn im ersteren Fall 8 = 0,6 betragt und im zweiten 8 = 0,09 mm. 
Man erhalt aus Gleichung (15), wenn in dem Klammerausdruck des Nenners 

das kleine Q' gegenliber den groBen Werten G + 2 P vernachlassigt wird: 
G· h + (G + 2Q)· 8 X 

e= Q.Z ·r' 
also flir die Kramerwage 

1,508·1,5 + 42,508 ·0,06 0,1 1 
e1 = 20,5 ·25,1 ·30 = 32080 ' 

1,508 . 1,5 + 22,508 . 0,06 0,1 1 
ez = 10,5 . 25,1 ·30 = 20850 ' 

1,508 . 1,5 + 2,208 . 0,06 0,1 1 
e3 = 0,7 ·25,1 ·30 = 2200· 

Die Wage gibt immer noch einen Unterschied an von 
, 20500 

Q, = 32080 = 0,64 g, 

bzw. 
10500 

Q; = 20 850 C'V 0,50 g, 

bzw. 
700 

Q:. = 2200 ex! 0,32 g. 

Flir die Chemikerwage mit Duraluminbalken ist 
90,8 . 0,15 + 1190,8 . 0,09 0,02 1 

e1 = 550 . 12,5 . 19,5 = 55500 ' 
90,8 . 0,15 + 690,8 . 0,09 0,02 1 

e2 = 300·12,5 . 19,5 = 50860 ' 
90,8 ·0,15 + 195,8 . 0,09 0,02 1 

e3 = 55·12,5 . 19,5 = 21460 . 

Hierbei ist Q,j = :~ ~~~ = 2,56 mg der kleinste Gewichtsunterschied, den die 

Wage bei 110 Belastung noch mit Sicherheit angibt; er steigt bei Vollbelastung 

auf Q~ = 5:~5~~ = 9,92 mg. Freilich ist der Fehler 8 hier so groB angenommen 

worden, wie er nur ausnahmsweise vorkommen kann. 

Die Angaben der Wage werden falsch, wenn die Schalen nicht genau 
gleiches Gewicht haben oder die Hebellangen verschieden sind. Der 
Fehler wird beseitigt, wenn man die Wagung zweimal vornimmt, und 
zwar bei der zweiten Wagung die Last mit den Gewichten vertauscht. 

Sind die Gewichte der Schalen verschieden, aber die Hebellangen 
gleich, so erhalt man, wenn der Zeiger der Wage auf Null einspielt, 
bei der ersten Wagung Q = PI und nach Vertauschung von Gewichten 
und Last Q = P 2. Durch Addition beider Gleichungen folgt 

Q=!·(Pl+P2 ), (16) 
das wahre Gewicht ist gleich dem arithmetischen Mittel der beiden 
Angaben. 
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Sind auch die HebelHingen verschieden (Fig. 36), so erhiilt man bei 
der ersten Wagung die Momentengleichung Q' II = PI ' l2 und bei der 
zweiten Q ' l2 = P 2 ' ll' Aus der MultipIikation beider ergibt sich 

Q=ip1 ,P2 , (17) 

das wahre Gewicht ist gleich dem geometrischen Mittel beider Angaben. 

-r= 
A 0 B 

I II 2S l~ I 
p 

Q,~ /i,Q 

Fig. 36. Fig. 37, 

Beispiel 21. Infolge des Unterschiedes der Wageschalengewichte UlIl 60 g 
ergibt eine Wage das Gewicht einer Last Q bei der ersten Wiigung zu 0,970 kg 
und bei der zweiten nach Vertauschung von Last und Gewicht zu 1,030 kg. 

Das wahre Gewicht betriigt dann nach Formel (16) 
Q = i . (0,970 + 1,030) = 1,000 kg. 

Wenn es nicht sicher ist, daB der Fehler von den Wageschalen herriihrt, so 
ist nach' Formel (17) anzusetzen 

Q = ~I 0,970 . 1,030 = VO-;-9991 = 0,99955 kg. 
Bei kleinen Abweichungen, wie sie bei Wagen nur vorkommcn konnen, ist 

das geometrische Mittel gleich dem arithmetischen. 

Haufige'Anwendung findet die L auf g c w i c h t s wag e , die aus einem 
ungleicharmigen Hebel besteht, auf dessen Hingeren Arm ein Gewicht P 
so verschoben wird, daB der Wagebalken unter der Einwirkung einer 
bestimmten Last Q wagerecht steht (Fig. 37). Auch hier mussen die 
drei Schneiden in derselben Ebene Iiegen, damit sich die Empfindlich
keit nicht andert. Der Schwerpunkt S des Wagebalkens ist aber ge
w6hnlich urn eine Strecke c von der Unterstutzungsschneide nach dem 
langeren Arm hin verschoben. 

1st Ql das Gewicht der Wageschale, so besteht bei unbelasteter Wage 
die Momentengleichung 

Q1 • a = P , b+ G, c 

und, wenn die Last Q aufgebracht ist, nach derVerschiebullg des Lauf
gewichtes urn die Strecke y 

(Ql + Q) , a = p, (b + y) + G ' c , 

Durch Substraktion folgt hieraus 
P 

Q=--,y. 
a 

(IS) 

Das Gewicht der Last entspricht dem Abstand y des Laufgewichtes vom 
Anfangspunkt der Teilung und ist unabhangig vom Gewicht des Wage
balkens. 
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Beispiel 22. Bei einer Laufgewiehtswage, deren kurzer Hebelarm a = 4,03 em 
betragt, soll 1 em der Teilung t kg entspreehen. Zu bestimmen ist die GroBe 
des Laufgewichtes. 

Man erhalt sogleich aus Formel (18) 

p = Q . a = 0,5 . 4,03 = 2,OUi kg. 
Y 1 

Bei diesel' Wage sei ferner 
G = 2,927 kg, Q1 = 6,472 kg, c = 5,82 cm, 

das letztere MaB wird nach den Angaben in Beispiel 2 bestimmt. Dann ist del' 
ersten Momentengleichung, die zur Formel (18) fiihrte, del' Abstand von der 
Aufhangesehneide bis zum Beginn der Teilung zu entnehmen: 

Q1 G 6,472 2,927 
b = ~p . a - ~p . c = 2,015,4,03 - 2,015' 5,82 = 4,49 cm. 

Bei den Laufgewichtswagen kann der noch mit Sicherheit bemerkte 
Ausschiag am freien Ende gegeniiber einer feststehenden Schneide je 
nach der SorgfaIt, die darauf verwendet wird, zu x = 2 bis 0,5 mm 
angesetzt werden. Die Wage stellt sich dabei um den kleinen Winkel iX 
schrag, und es gilt dann bei dem kleinen trbergewicht ± Q' und der 
Unsicherheit ± y' der Einstellung des Laufgewichtes 
(Ql +Q±Q') 'a'COSiX +G' (c'cosiX+h'siniX) +P·(b +y=Fy')·COSiX. 

Nun ist 
P . b = Q1 . a - G . C , 
P . Y = Q • a und P . y' = Q' . a, 

x 
tgiX.=--y' 

Damit ergibt Hich die Ungenauigkeit der Wage 10) 

x 
Co = G.h· T 

und SO mit die Empfindlichkeit als 
Co G h x 

c= =---'-'-. 
a . (Q + Q1) Q + Q1 a 1 

(19) 

Beispiel 23. An der Laufgewichtswage des Beispiels 22 sei noeh aufgemessen 
h = 1,54 em, l = 108,5 cm. Anzugeben ist ihre Empfindliehkeit fur die Hochst
belastung Q = 50 kg, die halbe Vollast Q = 25 kg und die Belastung Q = 1 kg 
mit X= 2mm. 

Man crhiHt aus Formel (19) 
2,927 1,54 0,2 1 

e1 = 56,472' 4,03 . 108,2 = 27380 ' 

1 
e2 = 15250' 

1 
e3 = 3620' 

Man bemerkt, daB eine gute Empfindliehkeit nur erzielt werden kann, wenn 
das Hebelgewieht G klein gehalten wird und sein Sehwerpunkt nul' wenig unter
halb del' Drehaehse liegt. 

10) Herre, Z. d. V. d. I. 1\117. 
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Das Ubel'gewicht, das nicht mehl' bemel'kt wil'd, ist dann 
Q' = (Q + Ql) . e 

Q' =~~:~~ =~!:~{ = ~!~~ ~ 2 g . 

. Fiir die Beurteilung del' richtigen Wage, bei der die drei Schneiden in derselben 
Ebene liegen, geniigt also die Angabe einer Empfindlichkeit (vgl. S. 21), und 
naturgemaB wil'd die bei der Hochstbelastung zutl'effende angegeben. 

Fur groEe Lasten ist die unmittelbare Gewichtsvergleichung nicht 
angangig, man benutzt dann vielfach dieBruckenwage, deren Schema 
die Fig. 38 zeigtll). Die Last Q, die auf del' Platte del' Wage liElgt, ubt 
auf die beiden Stutzschneiden den Druck N aus und ruft in del' zu
geh6rigen Hangestange die Spannkraft S1 hervor. Man erhalt 

a I- C 
-ibl-

o 

x l-x 
N = Q ·z und Sl = Q . -y-- . 

Die Kraft N druckt auf den un
teren Tragbalken und wird zum 
gr6Beren Teil durch das benach
barte Schneidenpaar aufgenom
men, del' andere Teil verursacht 
in der zweiten Hangestange die 
Zugkraft 

d x d 
S2 = N . e + d = Q '-l . e + d . 

~==j'~~~e~~~l~d~' Del' obere .Wagebalken wird durch 
~----~-----4~~ 

N 
Fig. 38. 

das Gewicht P im Gleichgewicht 
gehalten. Das Schalengewicht 
wird dazu benutzt, die Gewichte 

del' Wageplatte, Zugstangen usw. auszugleichen, so daB die unbelastete 
Wage genau einspielt. 

Die Momentengleichung fiiI'die Stutzachse 0 des Wagebalkens lautet 
l-x x d 

P . a = S1 . b + S2 . c = Q • - - • b + Q . -- . -- . c 
1 1 e+d . 

Daraus folgt 

P'a=Q'b-Q.; .(b~-e~d·C)' 
Damit nun die Lage del' Last auf del' Platte keinen EinfluH hat, 

lIluE das zweite Glied, in dem die Lange x vorkommt, verschwinden. 
Es muE also die Bedingung erfiillt sein: 

b d 
C e+d' 

(20) 

del' untere Tragbalken muB in demselben Verhaltnis geteilt sem WIe 

die Lastseite des oberen Wagebalkens. 
Dann ist P . a = Q . b 

11) Quintenz 1821. 
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und fur a = 10 b: 
lOP=Q, 

weshalb die Bauart auch Dezimalwage heiBt. 

25 

Fur den Wagebalken gelten naturgemaB die oben entwickelten Be
dingungen. 

Beispiel 24. An einer Dezimalwage sei e = 65,2 em, d = 12,1 em, a = 15,0 em. 
Anzugeben ist die GroBe von b und c (Fig. 38). 

Man hat sofort 
1 

b = 10 a = 1,50 CIll. 

Damit liefert die Gleichung (20) 

c = ~(I!j- d) = ~~O· 77,~ = 950 em 
d 12,1 ' . 

Zen t e s i mal wag e n fUr Fuhrwerke u. dgl. bestehen meistens aus 
mehreren Hebelsystemen, die im Verhaltnis 1 : 10 geteilt sind, wie z. B. 

]), 

:Fig. 39. 

die Fig. 39 zeigt. Die 'Hebel a und a1 ruhen auf dem Fundament mit 
den Schneiden 0 und 0 1 , die Fahrbahn ist darauf an den Stellell A 



26 Die Hebelwagen. 

und Al aufgebracht. Sie ubertragen 1/10 der ganzen Last in den Schneiden 
B und B1 auf einen zweiten, ebenfalls im Verhaltnis 1 : 10 geteilten 
Hebel, dessen ruhende Schneide 0 an der Entlastungsvorrichtung auf
gehangt ist. Von der Endschneide D aus greift eine Zugstange an dem 
Laufgewichtsbalken an. 

Um die Empfindlichkeit cler aus mehreren Hebeln mit Zugstangen 
zusammengesetzten Wagen zu bestimmen, werde von dem Schema der 

Fig. 4') ausgegangen. Vor-
: a. I ~ J- ausgesetzt werde, daB die 

,s. 

l.-b.+y~1 ----- , Ix H b I h d cl' --- ---,- - e e wagerec t un Ie 

Zugstangen sowiedie Wir
kungslinien der Lasten 

.I----~----< 

lotrecht verlaufen, daB 
ferner an jedem Hebel 
die Schneid en in der
selben Ebene liegen. Wird 
die Last Q einschlieBIich 
des Tafelgewichtes Q1 um 
eine kleine Uberlast Q' 
vermehrt, so stellen sich .Fig. 40. 

die He bel um die kleinen 
Winkel it1, it2, ita schrag, und es gilt, wenn G1 , G2 , G3 die Gewichte 
der drei Hebel einschlieBIich der Stangengewichte bedeuten, die von 
den festen Schneiden in wagerechter Richtung um die Strecken Cl , c2 , ca 
entfernt sind und in lotrechter um die Strecken hI, h2' ha, fur den 

Hebel 3: 

(Ql +Q +Q'). aa' cos ita = S~· ba ' cos ita-Ga' c3 ' cos ita +Ga·ha·sin its, 

Hebel 2: 

S~ a2 ' cos it2 = S~ . b2 • cos it2 - G2 • c2 • cos it2 + G2 • h2 . sin it2 , 

Hebel 1: 

S~ • a1 • cos it l = P . (b1 + Y) . cos it l + Gl • cl • cos it l - Gl . hI . sin it l . 

Hieraus folgt 

Werden diese Werte in die erste Gleichung eingesetzt, so ergibt sich 

Q ' b1 + Y b2 ba C1 b2 ba ha Q+ l+Q =P·--·--.---+Gl·--·--·-+Ga·_·tgita 
al a2 aa a1 a2 aa aa 

hI b2 ba c2 ba h2 ba ca -Gl . --.-. . tgit1 - G2 • • - +G2 ' .-. tgit2-Ga' --. 
a1 a2 aa a2 aa a2 a3 aa 
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Nun ist wieder tg IXI = 7 ' ferner liefert die Fig. 40 

a l ' sinlXI = b2 ' sinIX2 , 
a2 • sinIX2 = b3 • sin 1X3 , 

27 

also fUr sehr kleine Winkel IX, wie sie praktisch nul' vorkommen, wo 
sin IX '" tg IX ist, 

a1 x a1 
tgIX2 = tglXl '1- = Z' b ' 

2 2 

a2 x a l a2 
tgIX3 = tgIX2' b =-Z' b '-r;' 

3 2 3 

Fur die wagerechte Hebellage gilt entsprechend 

b1 + Y b2 b3 Cl b2 b3 (c 2 b3 (ca 2 Q+Ql=P·---··-·--+Ol ·-·,--02'-·- -03 ,- (I) 
a1 a2 a3 a1 a2 a3 a2 a3 a3 

Wird diese Gleichung von del' obigen abgezogen, so folgt 

, hI b2 b3 X h2 b3 a l x h3 a1 a2 x Q =-01 , - .-.---.--+02'- .- . . --+03 .---- • •• -_. 
a1 az a3 1 a2 a3 b2 1 a3 b2 b3 1 

und damit die Empfindlichkeit1 2) 

e = Q ~~Ql = 1-' a3 (Q 1+ Ql) • (-03 , h3 • -;;: • t 
(22) 

_ O2 , h2 • ~1, b3 + 0 1 • h] . ~2, _b3 ) . 

b2 a2 a2 a l 

Beispiel 25, Die Fig. 40 gibt das Schema del' in Fig. 39 gezeichneten Wage 
wieder, nm ist del' Hebel 3 doppelt vorhanden. Es sei 

Q = 5000 kg Q1 = 550 kg 1 = 90 em 
G1 = 28,5" G2 = 48 G3 = 2 . 52 kg 
a1 = 6 em a2 = 28 em a3 = 20 em 
b1 = 12" b2 = 280" b3 = 200 " 
hI = 0,5" h2 = 4,5" h3 = 2,5" 
C1 = 2,5" c2 = 125 c3 = 95 

Anzugeben ist die Empfindliehkeit, wenn x = 0,2 em angesetzt wird. 
Man erhiiJt aus Formel (22) 

e ~ O~ . _1 (_ 2 . 52 . ~,5 . 6--,-28 _ 48 . ~,5· 6· 200 + 28 5 . ~,5-,-280 . 200) 
90 20· 5550 280 . 200 28 . 280 ' 6 . 28 

1 (78 ) 1 
= 49950000' -1000 - 31,02 + 4750 = 10585' 

Man bemerkt, daB del' Hebel 1 von tiberragendem Einflu13 auf die Empfind
lichkeit ist. 

12) Den selten vorkommenden Fall, daB die Zugstangen und Wirkungslinien 
del' Lasten beliebige Winkel mit den Hebeln bilden und gleichzeitig die Schneiden
bedingung nieht erftillt ist, behandelt S c h 6 n em ann, Denksehriften der Akademie 
der Wissenschaften in Wien, 1853, und danach Brauer-Lawaczek, Die Kon-
8truktion del' Wagen, 1906. 
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Der kleinste Gewichtsunterschied, der gemessen wird, ist mithin 
, 5550 

Q = (Q + Qr) . e =10 585- = 0,53 kg. 

3. Die Reibung. 

Ein fester Karpel' werde von del' Kraft Q mit seiner ebenen Grund
Wiche F senkrecht auf eine gleichfalls ebene feste Auflagerflache auf
gedriickt, die auf den Karpel' mit del' Gegenkraft N = Q zurfwkwirkt 

Fig. 41. 

(Fig. 41). AuBerdem stehe del' Karpel' noch 
unter dem EinfluB einer parallel zur Flache F 
wirkenden Kraft P. Da keine Gegenkraft zu P 
vorhanden ist, so miiBte schon eine ganz ge
ringe Kraft P geniigen, urn den Karpel' zu 

/ bewegen bzw. die Bewegung, die er etwa schon 
besitzt, in Richtung von P zu vergraBel'll. Die 
landlaufige Erfahrung lehrt abel', daB Peine 
bestimmte, oft recht bedeutende GroBe haben 

muB, ehe Bewegung eintritt odeI' die vorhandene Bewegung eine Ande
rung erfahrt. In del' Flache F wirkt demnach zwischen beiden Karpel'll 
eine gewisse Kraft W, die als Rei bung s wid ers tand bezeichnet 
wird 13). 

Del' auftretende Reibungswiderstand erklart sich dadurch, daB sich 
kleine odeI' auch graBere Unebenheiten del' sich beriihrenden, nie ganz 
starren Flachen mehr odeI' weniger ineinander driicken und so die Be
wegung hindel'll 14). Auch scheinbar ganz glatt geschliffene Flachen 
erweisen sich bei genauer Untersuchung noch immer als etwas rauh. 
Del' Grad del' Rauhigkeit und damit del' Reibungswiderstand ist natiir
Iich von del' Art del' betreffenden Karpel' abhangig. Stahl und Bronze 
lassen sich viel bessel' glatten als etwa GuBeisen, die Metalle durchweg 
bessel' als die Halzer und diese wieder bessel' als Steine, wenn von dem 
Auftragen besonders gut glattender Uberziige, wie etwa Politur, ab
gesehen wird. 

Del' Reibungswiderstand zwischen ungeschmiertcn FHichen ist, auBer 
N 

bei ganz geringen FIachendrucken P =-F-' wo er etwas ansteigtl5 ), 

unabhangig vom Flachendruck und allein von del' Druckkraft N ab
hangig l6 ) : 

W=fl·N. (23) 
Er ist auch innerhalb weiter Grenzen nahezu unahhangig von del' Ge
sch windigkeit v, mit del' sich die heiden Beriihrungsflachen gegenein
ander hewegen 17). 

13) Leonardo da Vinci. 
14) De la Hire, 1699. - Leslie, Account of experiments and instruments, 1817. 
15) Bonte, Z. d. V. d. I. 1915. 
16) Amontons, Mem. de l'Acad. des Sciences, Paris 1699. - Coulomb, 

Mem. de Math. et de Phys. 1785. - Klein, Z. d. V. d. I. 1903. 
17) Parant, Mem. de l'Acad. des Sciences, Paris 1700. - Coulomb, a. a. O. 
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Geschwindigkeit ist bei gleichformiger Bewegung, die hier alIein in Frage 
kommt, der Quotient aus dem in einer bestimmten Zeit zurlickgelegten Weg 8 

zu der dazu gebrauchten Zeit t: 

8 
V = t mjsk. (24) 

Dreht sich eine Welle vom Durchmesser d in der Minute nmal urn, so wird ihre 
U mf lngsgesch windigkeit 

:r·d :r·d·n 
v = --- - ~ = - ---

60 60 
(25) 

n 

Allerdings sinkt die Rei bun g s z i f£ e r f-l bei rauhen Metallen mit 
steigender Geschwindigkeit 18). 

Flir guBeiserne Bremsklotze auf stahlernen Radreifen hat sich ergebenl9) 

1 + 0,0312' v 
ii = l'o' 1 ~=-O,16-r:-'/! ' 

worin eimmsetzen ist flir 
1: trockene Reibungsflachen Po = 0,45 , 
2: etwas feuchte ito = 0,30 , 
3: nasse 1'0 = 0,25 . 

Den VerIauf der Reibungsziffer {t in Abhangigkeit von der Geschwindigkeit v 
zeigen die drei Kurven aI' a2, a3 der Fig. 42. Als Kurve b ist die entsprechende 

u- .f - 10 (.f 20 

1\ I I I I 
I 

\ I I I I 

"- I I I I 

~ ~ I I I 

0,1 

~~ I 

----------

r-J't I i I 

~~ '------~ 
I -----+- I 

-------
I 

-----------= ~ 
a, I I 

I 

------- b I aJ 

o,a 

-
I I I I 6 

_L ... _---

v=o 10 &0 Jo .f0 60 70 80 

Fig. 42. 

Abhangigkeit flir stahlerne Radreifen auf Stahlschienen mit 1'0 = 0,24 ein
getragen20). 

FluBeisen mit Walzhaut 21) hat in Vernietun~en, also bei der Gleitgeschwin
digkeit 0, die Reibungsziffer Ii = 0,50, wenn die Vernietung einschnittig ist; 
bei zweischnittigen Vernietungen ist ,il = 0,35. 

Neuere Untersuchungen an trockenen, gasfreien, gut geglatteten Metall
flachen 22) lehren, daB die Reibungsziffer im Gegensatz zu Fig. 42 und den meisten 

18) Galton. 
19) Wichert, Z. d. B. 1894. 
20) Wohler, Zeitung des Vereins deutscher Eisenbahnverw. 1867. - Galton 

nach "Hiitte". 
21) Nach B a c h, Z. d. V. d. J. 1892. 
22) Ecole des Pants et Chausees, Revue generale des Chemins de fer 1910; 

.Jacob, Ann. d. Phys. 1912; bestatigt durch Jahn, Z. d. V. d. 1. 1918. 
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Erfahrungen der Technik sich bei der Geschwindigkeit ° dem Wert ° sehr stark 
nahert. Immerhin lassen fast aile Falle der technischen Praxis bei nicht zu 
glatten und bei geschmierten Flachen eine recht erhebliche VergroBerung der 
Reibungsziffer flo der Ruhe gegenuber derjenigen der Bewegung erkennen23). 
Auch die im allgemeinen gut beglaubigte Formel (23) wird durch neuere theo
retische Untersuchungen angezweifelt24); sie wird durch eine andere ersetzt, die 
bei N = 00 den Reibungswiderstand ° ergibt. FUr die technische Praxis ist auch 
diese Abanderung, auBer bei Fettschmierung (S. 32), bedeutungslos. 

Fur bearbeitete Metall£liichen gelten folgende Zahlen: 

ziemlich rauh, ungeschmiert (GuBeisen)20) i. M. tt = 0,22, 
einigermaBen glatt bearbeitet (FluBeisen, Stahl)26) It = 0,16, 
mit Wasser benetzt, nur eben gefettet27) . . " ,It = 0,14, 
wenig gefettet26b) ............. " ft = 0,12, 
glatt bearbeitet und geoIPO). . . . . . . . .. It = 0,10, 
ganz glatt geschliffen und sorgfaltig geschmiert28) I' = 0,02--:-0,016. 

Die Art der Metalle hat nur sehr geringen EinfluB auf die Reibungsziffer. Da
gegen ist der VerschleiB sehr groB, wenn FluBeisen auf FluBeisen oder Stahl 
lauft; ein Bronze- oder GuBeisenfutter verringert ihn ganz weRentlich29). 

Fur Bronze und Pockholz auf Pockholz30) ist 

gut gefettet ft = 0,06, 
in Wasser ft = 0,10. 

In Stopfbuchsen ist je nach der Fettung30) bei 

Baumwolle oder Hanf ft = 0,06--:-0,11 , 
weichem Leder ft = 0,03--:-0,07, 
hartem Leder fl = 0,10--:-0,13. 

FUr Holz auf Eisen, wenn die Holzfasern in der Reibungs£lache 
parallel zur Bewegungsrichtung liegen, gilt die Zusammenstellung31), 

deren Zahlen allerdings nur an einem kleinen Bremsenmodell gewonnen 
sind. Sie schwanken zwischen den uber und unter dem Mittelwert 
angegebenen Zahlen. 

Die wesentlich kleineren Zahlen an dem unbearbeiteten Walzeisen und ihr 
starkes Schwanken erklaren sich dadurch, daB der Holzklotz von den Uneben
heiten der sich darunter wegbewegenden Scheibe teilweise zuriickgestoBen wird 
und so die Anlage der Flachen fUr einen Augenblick verloren geht. 

23) Amontons, a. a. 0.; des Cannes, Trait{, des forces mouvantes, 1722; 
Bonte, Z. d. V. d. I. 1915. 

24) Painleve, C. R. 1895; Wellstein, Z. f. Math. u. Phys. 1913. 
20) Foppl, Z. d. B. 1901. 
26) z. B. Bachmann, Z. d. B. 1905; v. HanffBtengel, Z. d. V. d. I. 1913; 

Stephan, Uhlands prakt. Masch.-Konstr. 1919. 
27) Morin, Nouvelles experiences sur Ie frottement, 1833/35; Stribeck, 

Z. d. V. d. I. 1902. 
28) Schlesi nger, Z. d. V. d. I. 1910. 
29) z. B. Tre uhei t, Stahl u. Eisen 1919. 
30) Hutte. 
31) Klein, Z. d. V. d. 1. 1903. 
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Bremsscheibe Holzbremse (Iufttrocken) 

aus Zustand II Eiche I Ulme I Burhe I Pappel I Weide 
--

I 

f -

0,30 0,36 0,36 0,39 0,41 
ganz trocken 0,31 0,37 0,37 0,40 0,47 

GuBeisen, 0,32 0,39 0,38 0,41 0,50 
sauber bearbeitet ------0,281- 0,34 

---

nur sauber 0,29 0,32 0,43 

abgewischt 0,30 0,36 0,29 0,35 0,46 
0,31 0,38 0,30 0,37 0,48 

- -

0,47 -1--Q,58 0,38 0,52 0,56 
ganz trocken 0,40 0,49 0,54 0,60 0,60 

0,42 0,51 0,55 0,62 0,62 

FluBeisen, nur sauber 0,48 ~ o:5l 0,52 0,41 
sauber bearbeitet abgewischt 0,51 0,60 0,54 0,65 0,47 

0,54 0,64 0,56 0,73 0,50 

H 1 kl t '-0,4C I-o,31 
.f! z 0 z ° 50 ° 41 

Q,28 ---0,49 ~ 
0,35 0,63 0,38 

mit 01 getrankt I 0:59 I 0;42 0,41 0,74 0,45 
---------- ---------~---'-1- ---0,24 -0,15 ---0,13 --0,38 0,09 saub~r ab- I 0,47 0,14 0,39 0,18 0,14 

gewlscht II 0,56 I 0,17 0,49 0,25 0,15 
---- i:-OJ-2 - -0,14 Q,I6 Q,T7 0,15 

FluBeisen, wenig geolt 0,23 0,23 0,17 
unbearbeitet 0,28 0,29 0,34 0,35 0,21 

II 0,15 0,21 

Klotz mit ()l 
1-0,12 o,u o,ro o,u ---0,13-
I 0,13 0,12 0,12 0,11 0,15 

getrankt , 0,15 0,14 0,14 0,12 0,16 
I 

Bei Schleifsteinen ist gefunden worden!",): 

Sandstein GuBeisen I Stahl I FluBeisen 

Stein grobkornig, frisch gescharft 0,21 

I 
0,29 0,41 

naB stumpf gelaufen 0,24 0,29 0,46 
Stein feinkornig, 

? 0,72 I 0,94 1,0 naB 
Fur Schlitten gilt30): 

Holzkufen auf glatter Holzbahn, ungeschmiert fl = 0,38, 
" , mit Seife geschmiert t-t = 0,15, 

"" ",,, Talg " t-t = 0,07 , 
" "Schnee und Eis . . . . . . . . . . . f1 = 0,035, 

Eisenkufen " . . . . . . . . . . . fl = 0,02. 

Fur bautechnische Anwendungen ist anzunehmen30): 

Eichenholz auf Eichenholz . . . . . . . . . . . . . ft = 0,48, 
(Fasern parallel zueinander und zur Bewegungsrichtung) 1'0 = 0,62, 
Glatt bearbeitete Steine oder Ziegel auf Ziegelmauerwerk f'o = 0,53, 
Steine und Kies auf Holz . . . . . . . . . . .. Ito = 0,46, 

" " " "unbearbeitetem Walzeisen . .. f'o = 0,42, 
Mauerwerk auf Beton . . . . . . . . . . . . .. f'o = 0,76, 

" und rohe Steine auf gewachsenem Boden 
bei trockenem und hartem Tonboden32) f'o = 0,65, 

----

" feuchtem Tonboden . . . . . . . . . . . . . flo = 0,60, 
,. nassem, lettigem Boden . . . . . sinkend bis Po = 0,30. 

32) v. MiilIenhoff, Z. d. V. d. I. 1919. 
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Wird Fett als Schmiermittel dazwischen gegeben, so hat der Flachen
druck auf die GroBe der Reibungsziffer ziemlich erheblichen Ein£luB, 
und zwar nimmt sie ab, wenn der FIachendruck steigt 25 ). 

Fliiehendruek at: 100 200 I 300 400 500 600 

Paraffin I' 
Talg 
Stearin . 
Staufferfett " 

0,0062 
0,0150 
0,0220 
0,171 

0,0051 
0,0075 
0,0130 
0,162 

0,0036 
0,0064 
0,0100 
0,148 I 

0,0027 
0,0048 
0,0075 

0,0026 
0,0046 
0,0060 

0,0025 
0,0039 
0,0050 

Beispiel 26. Eine Triebwerkswelle von d = 6 em Durehmesser soIl das Dreh
moment M = 5184 emkg iibertragen, sie werde gekuppelt dureh eine Sehalen
kupplung naeh Fig. 43 mit i = 6 Sehrauben. Anzugeben ist die auf eine Sehraube 
entfallende Spannkraft P bei El = ~ faeher Sieherheit. 

Von den i Sehrauben wird auf jeden Wellenstumpf die Druekkraft -~-. P aus

geiibt. Zwischen jeder Sehale und der Welle besteht also die Reibungskraft 

It - ; • P. Beide bilden ein Kriiftepaar vom Drehmoment Mr = It .~- p. d • 

worin am siehersten /I = t . (0,22 + 0,16) = 0,19 eingesetzt wird. 

Fig. 43. Fig: 44. 

Da nun die Bedingung ist 
Mr = El . M, so folgt 

P= 2·El·M 
,/t • i· d 

_ ~. ~33 . 5184 _ 2020 k 
- 0,19 . 6 . 6 - g. 

Beispiel 27. Fiir eine Sehei
benkupplung naeh Fig. 44 fiir eine 
Welle von d = 12 em Durehmes
ser, die ein Drehmoment von 
41470 emkg iibertriigt, ist die 

Kraft P zu ermitteln, mit derJjede der i = 6 Sehrauben angezogen werden 
muB, wenn El = it faehe Sieherheit gegen Gleiten verlangt wird. 

Gegeben sei D = 41 em, Dl = 15 em, D' = 28 em, I' = 0,22 bei ziemlieh 
rauhen Fliiehen. 

Aus der Bedingung 

folgt 
t . i . It • P . D' = El . M 

2 . El . M 2 . 1,33 . 41470 _ 2990 k 
P=. D' - g. ~ . It . 6 . 0,22 . 28 

Fig. 45. 

Beispiel 28. Eine Hillsehe Reibungskupplung 
naeh Fig. 45 fiir eine Welle von d = 9 em Dureh
messer hat als iiuBeren Durehmesser des guB
eisernen Reibkranzes Dl = 74,5 em, als inneren 
Durehmesser D2 = 71,3 em. Anzugeben ist die 
Kraft Q, mit der die beiden hOlzernen ReibkiBsen 
jedeB der i = 4 Kupplungsarme anzupressen sind, 
damit das Drehmoment M = 17 500 emkg mit 
El=tfaeher Sieherheit iibertragen wird. 

A1s Material der Reibkissen wird Eiehenholz 
gewiihlt, well die Reibungsziffer f! = 0,31 sieh nur 
auf 0,30 verringert, wenn daB Holz etwas olig 
geworden ist (S. 31). Es gilt nun 

i 
El . M = 2 ',11 • Q . (Dl + D2) , 
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woraus folgt 
2'1,33' 17500 = 258 k . 
4 . 0,31 . 145,8 g. 

Beispiel29. Anzugeben ist die groBtmogliche Zugkraft P einer 3/4 gekuppelten 
Giiterzuglokomotive von Q = 52 t Dienstgewicht, von dem G = 41,8 t auf die 
drei Kuppelachsen kommen, beim Anfahren, bei 3, 10, 17 mjsk Fahrtgeschwin
digkeit. 

Die Lokomotivrader konnen nur dann rollen, wenn die Reibung zwischen 
den Radern und Schienen groBer ist als der Widerstand des zu ziehenden Zuges. 
Es ist also 

P =.1' ·G, 

11 nd man entnimmt der Fig. 42 fiir 

v = 0 m/sk I' = 0,24, also P = 10 t 
3 0,09 3,76 t 

10 0,07 2,9 t 
17 0,06 2,5 t. 

Das gilt auf e bener Strecke bei trockenen Schienen. 
25 

Auf geneigter Strecke, etwa tg e< = 1000 ' der groBten in PreuBen fiir Haupt-

bahnen zulassigen Neigung, ist nach Fig. 46 der Druck zwischen Schiene und 
Rad N = G . cose<, ferner ist eine nach oben gerichtete Kraft Po = G . sina 
erforderlich, um das Gleichgewieht zu erhalten. Es ist demnaeh anzusetzen 

P + Po = ft· N 
oder 

P = G· eose< ell - tglX) . (24) 

Hieraus folgt fiir 

v = 0 m/sk 
3 

10 
17 

P = 9,0 t 
2,72 t 
1,88 t 
1,46 t. 

Auf feuchten Sehienen, wie z. B. 
in Tunneln, ist flO ex> 0,19 33). $~~~~t=:=:~:====~~4J 

.Fig. 46. Fig. 47 . 

. Beispiel 30. ~u bestimmen ist die groBte Breite b eines Steines, wenn die 
Stemzange naeh Fig. 47 ihn noch mit @) = 2faeher Sieherheit fassen soli. Es sei 

11 = 56 em, 12 = 21 em, 10 = 32 em, )' = 138°, 
a = 6,5 cm, h = 37 em, bo = 102 cm. 

Man entnimmt der Fig. 47 die folgenden Zusammenbange: 

a) 11 , cosfJ -10' COSlX = h, 
b) 11 , sinfJ + 10 , sine< = t . bo , 
c) t . bo - 12 • sin(n - fJ - y) = tb + a, 

------

33) Sanzin, Z. d. V. d. I. 1910. 

S t e p han, Technische Mechanik. II. 3 
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d) Pi . ~ .cos( 01 + fJ - ;) =H ·l2·cos(n- /3-)') + ~ Q ·l2 'sin(n - fJ - r), 
e) H· fl = i . Q . 6 , 

dazu kommt nach Formel (7) und Fig. 23 

f) Q + G = 2· p. COSOI • 

Nun lautet Gleichung d) mit Benutzung von e) und f): 

~ • (Q+ G) . li • ~~~~ fJ) = - ~. Q • ~ • l2 • cos(fJ + r) + {_. Q ·l2· sin(fJ + I') 
oder, wenn das Zangengewicht gegeniiber dem groBen Steingewicht der Einfach
heit halber vernachlassigt wird, mit Hinzuziehung von Gleichung c) 

li' (cosfJ + SinfJ) = -~ ·l2· (cosfJ· cos)' - sinfJ· sin),) + ~. bo - ~.b - a. 
tgOi It 2 2 

Wird jetzt aus den Gleichungen a) und b) entnommen 

1 h - ~ • cosfJ 
tgOi = - i' bo - ~ • sinfJ ' 

so folgt schHeJUich 

( . bo-2 ·li· SinP) 
b = bo - 2a - 2li · cosfJ - smfJ • 2h-2 . ~ . cosfJ 

_.!.. 6 ·l2· (cosfJ . cosr - sinfJ· sinr) • 
flo 

(25) 

Der kleinste Winkel fJ, der vorkommt, ist der gezeichnete 25°, wo der ge
meinsame Zapfen der Kniehebel gerade gegen das Ende der Fiihrung stoBt. Dem 
entspricht die kleinste Steinbreite 

( 102 - 2 • 56 . 0,4226 ) 
b = 102 - 2 • 6,5 - 2 . 56· 0,9063 - 0,4226 . 2 . 37 _ 2 . 56 . 0,9063 

2 
- 0,42 . 2 . 21 . (-0,9063'0,7431 - 0,4226'0,6691) , 

mithin b = 75 cm, wie die Zeichnung darstellt. Also in der hOchsten Stellung 
des Kniehebelzapfens besteht gerade doppelte Sicherheit. 

Die groBtmogHche Steinbreite b,= 98 cm wird erhalten fUr h = 5 cm, wofiir 
die Aufzeichnung fJ = 50° ergibt. In dem Fall Hefert die Formel (25) 

98 = 102 _ 2 . 6,5 _ 2.56. (0,6428 _ 0,7660' 102 - 2·56· 0,7660 ) 
2 . 5 - 2 . 56 . 0,6428 

(5 
- O~42 . 2·21· (-0,6428'0,7341 - 0,7660'0,6691) , 

woraus folgt 6 = 1,05, was bei weitem zu klein ist. 
Wird verlangt, daB die Sicherheit mindestens 6 = t ist, so fiihrt die Auf

zeichnung fUr mehrere Winkel fJ und die Untersuchung, bei welchem P die For
mel (25) erfiillt ist, am einfachsten zum Ziel. Probeweise werde angesetzt 
fJ = 40° ; die Aufzeichnung des Schemas Hefert dann h = 21,5 cm und b = 86,5 cm. 
Die Gleichung, die erfiillt sein muB, lautet dann 

86 5 = 102 - 2 . 65 - 2 • 56 • (0 7660 _ 06428 • 102 - 2 . 56 • 0,6428 ) 
, , , , 2·21,5-2'56·0,7660 

1,333 
- 0,42 ·2·21· (-0,7660'0,7431 - 0,6428' 0,6691) = 86,0. 

Man erkennt, daB diese Steinzange den Nachteil hat, nicht ohne Umstellung fiir 
wechselnde Steinbreiten brauchbar zu sein; mit ausreichender Sicherheit werden 
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ja nur Steine zwischen 75 und 86 cm Breite gegriffen. Dagegen ist sie bei Lasten 
mit gleichbleibenden Abmessungen sehr zweckmaBig. 

Goniometrische Formeln. In den Winkel IX der Fig. 48 werde die 
Strecke AB = 1 eingetragen, die bei B mit dem einen Schenkel des Winkels IX 
den Winkel (J bildet. Fallt man jetzt von A das Lot auf diesen Winkelschenkel 
nach G und von B d'ls Lot auf den anderen Schenkel, ferner noch die anderen 
Senkrechten der Fig. 48, so ergeben sich die an die einzelnen Strecken ange
schriebenen Beziehungen 34), also 

sin(1X + (1) = sinlX . cos(1 + COSIX • sin(1 • 

cos(oc + (J) = COSIX • cos(1 - sin IX • sin(1. 

lJ 

cosj./ . sin a; 

sin (a;+j.JJ 

sinfJ·cosa 

I AI I 
,rinfJ..·,rin a;: cos ((Mil) I 

I ., - I 

1 cosfJ·cosa ! 
Fig. 48. 

Nimmt man in beiden Formeln (1 negativ und setzt nach Bd. I S. 28 

sin(-,8) = -sin( +,8) und cos(-,8) = + cos(+ ,8). 

so gehen sie iiber in 

sin (IX -,8) = sinlX . cosfJ - COSIX • sinfJ, 

COS(IX - fJ) = COSIX • cosfJ + sinlX • sinfJ • 

Addiert man die erste und dritte dieser GIeichungen sowie d'e zweite und 
vierte. so folgt 

sin (IX + fJ) + Sin(lX-fJ) = 2· sinlX' cosfJ, 

COS(IX + fJ) + COS(IX - fJ) = 2 . COSIX • cosfJ • 

Setzt man jetzt (J = IX, so ergibt sich 

sin 2 IX = 2 . sinlX • COSIX , 

cos2 IX = 2 . cos2 IX - 1. 

Setzt man andererseits IX + fJ = l' und IX - fJ = 15, so erhalt man 

. . ~ 2 . 1'+ 15 1'-15 sIDy + sinu = . sm-2- . cos-2- , 

1'+«5 1'-15 cosy + cosr5 = 2 . C08-- • cos-- . 
2 2 

34) Dieokmann. Z. f. gewerbI. Unterr. 1917. 

3* 
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Werden die beiden ersten Gleichungen durcheinander dividiert und ferner auf 
der rechten Seite der so entstandenen Gleichung jedes Glied durch coso.: . cosfJ, 
so folgt 

und hiera us mi t fJ = lX 

tgo.: + tgfJ 
tg(o.: + fJ) = 1- tgcX. tgfJ 

2· to"o.: 
tg20.: = -----"'--- . 

I-tg20.: 

Ebenso erhalt man durch Division der dritten und vierten Gleichung 

tgo.: - tgfJ 
tg(lX -Ii) = 1+ tgo.: . tgp· 

Weitere Beziehungen der Art lassen s:ch leicht in entsprechender Weise bilden. 

Beispiel31. EineLeiter vom Gewicht G=25kg 
und der Lange Z = 3,2 m werde im Abstande 
ZI = 0,3 m vom oberen Ende belastet durch die 
Last P = 75 kg. Sie lehne mit der Kraft N 1 

gegen eine gemauerte Wand und stUtze sich mit 
der Kraft N2 gegen einen HolzfuBboden. Anzu
geben sind die StUtzdrUcke NI und N2 und der 
iiuBerste Winkel lX (lfig.49). 

Die Fig. 49 zeigt sofort, daB die Leiter ab
gleitet, wenn der Winkel 0.: zu klein wird, und 
die in dem Fall wirkenden, die Bewegung hin
dernden Reibungskrafte sind in die Figur ein
getragen. 

Die Gleichgewichtsbedingungen ergeben, wenn 
Fig. 49. fUr die Momentengleichung der uniere Stutz-

punkt als Drehachse gewahlt wird, 
+ PI + G - N2 - III . NI = 0, 
+ 112 • N2 - NI = 0 , 
+ G· t ·z· COSlX + Pl· (Z- ZI)· COSlX - flI . NI ·z· COSlX - NI ·Z· sinlX = o. 

Wird die zweite Gleichung mit III erweitert und von der ersten abgezogen, 
so fallt 1'1 . NI heraus und man erhiilt 

PI +G 
N2 = 1-+ .';;-:I'~ . 

Damit liefert die zweite Gleichung 

NI =-- --'_'2 __ • (PI + G). 
1 + III . 112 

Beide Werte sind in die dritte durch coso.: dividierte Gleichung einzusetzen, 
und es folgt 

tglX = L+ ::~ . (1- ~(~~I:Jt/) --1'1. 
Nun ist 1'1 = 0,46 und "2 = 0,62, also 

75 + 25 
N2 = 1+0,46-=0,62- = 77,8 kg, 

NI = 77,8·0,62 = 48,3 kg, 

tgo.: = 1,28~ . (1 _ 75·0,3 + t . 25 . 3,2 ) _ 046 = 121 
0,62 100 . 3,2 " , 
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Die Verhaltnisse werden erheblich verbessert, wenn etwa noch eine Last 
P 2 = 50 kg im Abstande l2 = 10 cm vom unteren Ende aufgebracht wird. In 
die Gleichung fUr tga ist dann noch hinzuzufiigen zu PI der Betrag P 2 und zu 
PI . II der Betrag P 2 • (l - l2)' so daB man erhalt 

tga = !,285 . (I _ 50 . 3,_1+!5 ____ ?,~+1·~5 . 3,2) _ 046 = 068 
0,62 150 . 3,2 ," , 

mithin a '"" 34 o. 

Beispiel32. Welche Kraft P ist erforderlich, um das Drehmoment M=1O mkg 
durch eine Klotzbremse nach Fig. 50 abzubremsen, wenn gegeben ist der Durch
messer der guBeisernen Bremsscheibe 2 r = 60 cm, die Hiihe des Bremsklotzes 
aus Buchenholz h = 30 cm, die Hebellange des Bremshebels 1 = 120 cm bzw. 
a = 30 cm. Ferner ist 
anzugeben der zweck
maBigste Abstand c des 
Bremshebels von der 
Radachse. 

p 

Fig. 50. 
/ 

Fig. 51. 

Der Klotz von der 
Breite b legt sich nicht 
iiberall mit gleichem 
Flachendruck p an die 
Scheibe, sondern in der 
Mitte mit dem griiBten 
Druck pmax und von 
dort nach beiden Seiten 
mit abnehmendem, un
ter dem Winkel (I' gegen 
die Mittelachse geneig. 
tem p derart, daB bei einem Klotz von der Hiihe h = 2 r an den Enden, also 
fiir rp = 90 0 P = 0 sein wiirde (Fig. 51). Als einfachstes Druckverteilungs
gesetz ist hiernach; 

p = pmax • cosrp 
anzusetzen. 

Fiir das zu dem Winkel d rp gehiirige Scheibenelement gilt damit die Mo
mentengleichung 

" 2· /(b' r' d'l) . (p' ,II)' r = M 
o 

oder 

'" 2 . b . r2 . I" . pmax • /cos 'I' . d tp = M . 
o 

Hieraus folgt durch Integration (Bd. I, S. 106) 

M = 2 . f~ • b . r2 • pmax • sin a 

Entsprechend ist fiir die wagerechten Krafte 

x '" 
Q = 2· /(b . r . drp) . (p' cos '7') = 2· b . r . pmax • {cos2q' . d({,. 

o U 

Zur Liisung des Integrals wird geschrieben 

/cos2 rp' drp = /cosrp' (cosrp drp) = /cosrp' d sin'!, . 

(26) 

Durch Anwendung der teilweisen Integration (Bd. I, S. 105) erhalt man hieraus 

/cosrp' dsinq) = cos (I' • siner - /sin(/,' dcosg'. 
Nun ist 

-/sinrp' d cosq = -/sinrp . (- sinq . d,r) = +/sin2 rp . d (I' 

= /(1 - C082'1') • dg' = /d rp - /cos2 'I' • dg. 
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Damit wird schlieBlich 
jcos2 rp . drp = i . (!. sin2rp + arcq,) + C . 

Somit ist 
Q = b • r' pm",,: (arcIX + !. sin2IX) 

Durch Division der Gleichungen (26) und (28) folgt 

(27) 

(28) 

Q =;= ~ • 2· arcIX ~ sin2<x = ~. ~. 
fl • r 4 . SIDIX It • r (29) 

Fur ~ gilt die folgende Zusammenstellung 35), deren Verlauf die Fig. 52 darstellt. 

IX = 10 20 30 40 50 60 0 

:T = sin IX = 0,1737 0,3420 0,5000 0,6428 0,7660 0,8660 

~ = 0,995 0,980 0,957 0,926 0,891 0,854 

Bei den gegebenen Zahlenwerten ist 
h 2r = 0,50 , also i; = 0,957; ferner ist II = 0,29. 

Damit wird bei @5 = tfacher Sicherheit gegen zufii.llige Herabsetzung der Rei· 
bungsziffer 

P = @5 • Q . _a_ = @5. M . i; . ~ = ~ . 10 . 0,957 . 0,30 ex> 37 k . 
l fl • T l 3 . 0,29 . 0,30 . 1,20 g 

Infolge der Wolbung des Brems· 
l,~O I EH klotzes greift die Reibungskraft flQ in . =$: td einem gewissen Absta.nd To von der Dre~. 

achse der Bremsschelbe an, und es gIlt 
natiirlich 

o,~ Q M fl' • To = . 

a:. to 20 JO 40 SO 60 l Setzt man hierin den Wert von Q aus 
Gleichung (29) ein, so folgt 

Fig. 52. T 

To =y' (30) 

Am vorteilhaftesten wird nun die Reibungskraft von dem Bremshebel auf· 
genommen, wenn man 0 = TO macht. Mit den gegebenen Zahlenwerten ist 

o = ~:5~ = 0,314 m. 

Hervorzuheben ist, daB die Formel fUr P nur bei der durch 0 = To bestimmten 
Anordnung gilt. Praktische Anforderungen an die Starke des Bremsklotzes 

~ G zwingen jedoch oft dazu, hier· 
_-----''----I-___ ...:c.~ __ _t von abzugehen. Ferner fiihrt 

Fig. 53. 

man die Anordnung gewohnlich 
doppelt aus, um den Achs· 
druck Q aufzuheben. Man ge· 
langt so zu der Ausfiihrung der 
Fig. 53. Hierin ist 

0 1 das Gewicht, das die 
Bremse stets schlieBt, 

O2 das Gewicht des An· 
kers des Liiftmagne. 
ten, der die Bremse 
lOst, 

35) Bcngel, D. p. J. 1920. 
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G das Gewicht des oberen Hebels, das hier unmittelbar auf die Drehachse 
wirkend angenommen wird. 

Es gilt dann fiir den Hebel von der Lange II 

+P1 ' II - Q . a + l' . Q . To = ° 
und fiir den Hebel von der Lange I2 

-P2 .12 + Q. a + ,u· Q. To = 0. 

Setzt man him'in gemaB den Formeln (29) und (30) ein 

M !: r 
Q= .-'- und r =-"', 

It • T 2 0, 
so wird bei @? facher Sicherheit gegen zufaIIige Verringerung von /' 

PI = ,1!_ . (~"i . a_I) , 
2· II ,n T . 

P2 = 111_. (6' !: . ~_ + 1) . 
2 . I2 /' T . 

(31) 

Man bemerkt, daB auch bei gleicher Hebellange I die Krafte P verschieden 
groB ausfallen. 

Fiir den oberen Hebel ist dann mit umgekehrter Richtung der Krafte P 

G1 • CI - G2 • c2 + G· ° - PI' dl - P 2 • d2 = 0. 

I<'iihrt man beide 1 und d gleich aus, so folgt 

d a @?!: 
G1 • C1 - G2 • C2 = M . !of r 

Beispiel 33. Anzugeben ist der groBte 
Bremsdruck P, der auf das Rad eines drei
achsigen Personenwagens vom Leergewicht 
Q = 16,6 t ausgeiibt werden darf, damit die 
Rader nicht festgebremst werden. 

Bezeichnet 
i die Anzahl der Rader des Eisenbahn

wagens, 
,U1 die Reibungsziffer zwischen den Brems

kIotzen und dem Rad, 
,U2 die Reibungsziffer zwischen der Schiene 

und dem Rad, 

fl 
(32) 

so Iiefert die Gleichgewichtsbedingung fiir die Drehmomente gemaB Fig. 54, wenn 
der Berichtigungsfaktor , bei den verhaltnismaBig kurzen BremskIotzen als 
belanglos vernachlassigt wird, 

also 

Q d 
fll . P . d = /12 • ~ • 2' ' 

P. 1'2 -_·t=--. 
Q 2· fll 

Bei trockenem Wetter, wofiir die Kurven von Wichert und Galton in 
Fig. 42 allein vergleichbar sind, gilt dann die Zusammenstellung: 

v = 20 15 10 6 3 2 1 
ftl = 0,169 0,189 0,221 0,266 0,327 0,358 0,398 
,11 2 = 0,059 0,064 0,066 0,073 0,092 0,109 0,135 

P . ° ° Q . t = ,175 ,169 0,149 0,137 0,141 0,152 0,157 

° m/sk 
0,450 
0,240 

0,267 
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Mithin ist ffir die Angaben der Aufgabe 

p = 16,6' 0,175 = 4,84 t 
6 

zu Beginn der Bremsung. Der Druck muB im weiteren Verlauf heruntergehen 
auf P = 3,79 t und kann zuletzt steigen auf 7,39 t. Da bei den gebriiuchlichsten 
Luftdruckbremssystemen eine Verringerung des erstmaligen. Bremsdruckes nicht 
angiingig ist, muB von Anfang an mit hOchstens P = 3,8 t Bremsdruck gearbeitet 
werden, der nur zuletzt gesteigert wird. . 

Beispiel 34. Der Flachschieber einer Sattdampflokomotive, die mit Dampf 
von p = 12 at Oberdruck arbeitet, sei 360 mm breit und 240 mm lang. Anzu
geben ist die erforderliche Antriebskraft P. 

Die groBte Druckkraft, mit der der Schieber auf seinen Spiegel gepreBt wird, ist 

Q = F . p = 36 . 24 . 12 = 10 370 kg. 

Bei reichlicher Schmierung mit til ist f' = 0,10, also 

P = fl • Q = 0,10 . 10 370 = 1037 kg. 

Wird dem 01 etwas Flockengraphit zugesetzt, so sinkt bei groBer Olersparnis 
die Reibungsziffer auf ft = 0,08. Damit wird 

P = 0,08 10 370 = 830 kg. 

Bei mangelhafter Schmierung steigt die Reibungsziffer auf It = 0,12. In 
dem Fall ist 

P = 0,12 . 10370 = 1245 kg. 

Fiillt die Schmierung einmal giinzlich aua, so ist f' = 0,16, also 

P = 0,16 . 10370 = 1660 kg. 

FUr diesen Wert zuziiglich der Stopfbiichsenreibung ist jedenfalls das Triebwerk 
zu berechnen. 

Fiir die Abnutzung der Schieberreibungsflache ist zu beachten, daB wegen 
der Offnungen im Schieberspiegel der Auflagerdruck rund das 1,75fache des 
Dampfdruckes ist 36). 

Die mittlere Kolbenkraft der Maschlne ist bei D = 45 cm Zylinderdurch
masser und Pm C"U 3,6 at mittlerem Dampfdruck 

3Ii 3Ii 
PI = 4- . D2 • 0,98 . Pm = 4.452 . 0,98 . 3,6 = 5600 kg, 

worin der Faktor 0,98 die Verringerung der Flache durch die Kolbenstange 
beriicksichtigt. 

Hat nun der Kolben den Hub 81 = 60 cm und der Schieber den Hub 8 = 10 cm, 

so ist die auf den gleichen Hub umgerechnete Schieberreibungskraft p. ~ und 
81 

damit ergibt sich das Verhaltnis der durch die Schieberreibung bewirkten Be
lastung der Maschine zu ihrer Gesamtkraft 

p. 8 1037 ·10 
x = Pl' 81 = 5600. 60 = 0,031 . 

Beispiel 30. FUr einen Dampfkolben vom Durchmesser D = 45 cm einer 
Einzylinder-Dampfmaschlne ist der mittlere Reibungswiderstand W zu bestimmen, 
wenn die zwei guBeisernen Dichtungsringe die H6he h = 3,0 em und die Starke 
8 = 1,5 cm haben (Fig. 55). 

36) Wagner, Z. d. V. d. 1. 1899. 
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Die federnden Kolbenringe legen sich mit eipem Flachendruck Po an die 
Zylinderwand, der im Durchschnitt 0,5 at betragt. Der mittlere Dampfdruck ist 
bei der Nennleistung Pm = 3,0 at (in Lokomotivzylindern 3,6 at), bei der Hochst
leistung 4,5 at. Der mittlere Gegendruck beim Ausschub in den Kondensator be-
tragt P = 0,2 at, bei Auspuff in die Luft entsprechend 1,2 at. h.-

Dann ist die von den beiden Kolbenringen bei unbe- i ' __ L 
nutzter Maschine auf die Wandung ausgeiibte Druckkraft 1$ 
Po = 2 . 1C • D . h . Po' Der mittlere Uberdruck auf der einen 
Kolbenseite ist PI = Pm + P2' der mindestens zu 3/4 durch 
den Schlitz des Ringes zwischen Kolben und Ring tritt, so 
daB sich dieser mit der Kraft anlegt 

PI = 1C' (D - 28)' h· f' (Pm + P2)' 
Entsprechend ist die vom Dichtungsring der Gegenseite 
auf die Wand ausgeiibte Kraft 

P2 = ;;r • (D - 28) . h· ! . P2" 
Die Reibungsziffer der glatten Flachen 37) betragt bei ge
ringer Schmierung p, = 0,12 und geht bei guter Schmierung 
mit Zusatz von Graphitemulsion herunter auf (t = 0,08. 
Ais guter Mittelwert ist anzusehen p, = 0,10. Fig. 55. 

Damit erhiilt man den Reibungswiderstand 

3 [4 1 8 1 w = ,u • Jr • D • h • '1:" "3 Po + 2" P,n + P2 - 15 . (P •• + 2 P2)' (33) 

also mit den obigen Zahlenwerlen fiir die Auspuffmaschine 
bei der N ennleistung 

[ 4 1 1,5 1 W = 0,10' 1,5·.7T· 45·3· 3' 0,5 + -2 . 3,0 + 1,2 - 45 . (3,0 + 2'1,2) 

= 63,6 . (0,67 + 1,5 + 1,2 - 0,18) = 203 kg, 

bei der Hochstleistung 

W = 63,6 . (0,67 + 2,25 + 1,2 - 0,23) = 248 kg, 

fiir die Kondensationsmaschine 
bei der Nennleistung 

W = 63,6' (0,67 + 1,5 + 0,2 - 0,11) = 144 kg, 

bei der Hochstleistung 

W = 63,6 . (0,67 + 2,25 + 0,2 - 0,16) = 185 kg. 

FUr eine liegende Dampfmaschine kommt noch der EinfluB des Gewichtes 
des Kolbens und der halben Kolbenstange hinzu mit G '" 100 kg, so daB sich W 
erhOht um 0,10 . 100 = 10 kg. 

Die mittlere Treibkraft des Kolbens ist nach Bd. I, S. 7 mit Pm = 3 at bei der 

Nennleistung P = ~ . D2 . 0,98 . Pm = 4670 kg, 

Hochstleistung P = 1,5 . 4670 = 7020 kg. 

Die Kolbenreibung verzehrl also von der Treibkraft in der 
Auspuffmaschine 

bei Nennleistung 
203 

4670 = 0,0435 , 

bei Hochstleistung 
248 
7020 = 0,0353 , 

37) Gemessen von Haedicke, %. d. V. d. I. 1906. 
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Kondensationsmasohine 

bei Nennleistung 
144 

4670 = 0,0308 , 

bei Hoohstleistung 
185 

7020 = 0,0264 . 

Bei der Gasmasohine sind wahrend des Treibhubes je naoh dem Hoohstdruok 
der Verpuffung 3 bis 5 Kolbenringe zur Diohtung notig. Man kann iibersohlagig 
ansetzen, wenn der mittlere Druok des Treibhubes Pm ist, fUr 

Ring: I 2 3 4 letzten 

P 1!-! i P "" 0,5 at, 
Pm 

wozu nooh jedesmal Po "" 0,5 at tritt. 

Beispiel36. FUr eine Einzylinder-Dampfmasohine ist die Stopfbiiohsenreibung 
der Kolbenstange vom Durohmesser d = 9 om zu bestimmen, wenn d1 = 13 om 
und h = 12 om betragt (Fig. 56). 

Sobald die Stopfbiiohse etwas eingelaufen ist, legt sioh die elastisohe Packung 
mit etwa Po = 0,5 - 1,0 at an die Stange an. Dazu tritt der duroh die Grund
biichse zustromende mittlere Dampfdruok Pl = 3,0 at bei Nennleistung der Ma
sohine, der Bohon vor dem Ende der Paokung duroh ihren gleiohmaJ3igen Wider
stand auf Null abgenoromen hat, so daB ungiinstig gereohnet auf die ganze Hohe h 
der mittlere Druok !-Pl kommt. 

Es gilt somit 
(34) 

und mit den gegebenen Zahlenwerlen bei guter Ausfiihrung, also !! "'" 0,07 : 

W = Jl • 13 . 12· (I + !- . 3) ,0,07 = 86 kg. 

Bei Lokomotiven, wo die Kolbenstange verstaubt, erhoht die sonst zu ver
nachlitssigende Reibung in der Stopfbiichsenbrille das Ergebnis auf das 1,5fache. 

Wird dieselbe Reohnung wie 
in Beispiel 35 durohgefiihrt, so 
ergibt sich, daB die Stopfbiiohse 
von der mittleren Dampfkraft 
verbraucht bei der 

I 

~ h 

Fig. 57. 

I 
-I 

N ennleistung 
86 

4670 '" 0,018 , 

Hochstleistung 7~~~ "" 0,016. 

DaB in der Stopfbiiohse der 
Dampfdruok entsprechend dem 

Abstand von der Grundbiichse geradlinig abnimmt, ist eine ffir die Rechnung 
bequeme Annahme. Zuerst diirfte der Druck langsamer und erst am Ende 
rascher fallen, etwa derarl, daB der nach gleiohen Abstanden erreiohte Span
nungsabfall urn so groBer wird, je kleiner die zugehOrige Spannung ist (Fig. 57). 
Wie man sieht, ist der Untersohied im allgemeinen unerheblich, wenn man die 
ganze Packungslitnge h in Reohnung stellt, von der zur Sicherheit ein kurzes 
Stiickchen unausgenutzt bleiben sollte. 

Beispiel 37. Bei einer Ventilspindel eines Dampfmaschinenventils sei 
d = 16 rom, d1 = 36 mm, h = 30 mm, P = 10 at. Anzugeben ist der Reibungs
widerstand ffir ft = 0,08. 

Man erhalt wieder aus Gleichung (34) 

W = lI: • 3,6 . 3,0 . (I + t . 10) '0,08"", 16 kg. 
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Beispiel 38. Zu berechnen ist der mittlere Reibungswidetstand des Kreuz
kopfes einer Einzylinder-Dampfmaschine vom ZylinderdurchmeBser D = 45 cm, 
die mit 9 at Eintrittsdampfspannung arbeitet, und dem Kondensatorgegendruck 
0,1 at. 

Nach Bd. I, S. 36 ist der mittlere Kreuzkopfdruck N m = ~ . D2 ·0,52 bei 

der Nennleistung der Maschine und bei der Hochstleistung das 1,54fache hiervon. 
Bei guter Schmierung ist anzusetzen It = 0,08. 

Damit folgt bei der 

Nennleistung W = 0,08· ~ .452 .0,52 = 66 kg, 

Hochstlcistung W = 1,54 . 66 = 102 kg. 
Del' Reibungsverlust betragt also im Verhaltnis zur Kolbenkraft bei der 

66 
Nennleistung 4670 = 0,0141 , 

a 

c 

e 

102 
Hochstleistung 7020 = 0,0145 . 

Fig. 58. 

d 

b 

Beispiel 39. Anzugeben ist der Reibungswid!lrstand eines Lokomotivkolben
schiebers fUr iiberhitzten Dampf von p = 10 at Uberdruck ohne Dichtungsringe 
gemij,B Fig. 58a38). 

38) Becher, Z. d. V. d. I. 1913. 
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Der eingeschliffene Schieber nutzt sich im Betriebe sehr schnell derart ein
seitig ab, wie es die Fig. 58b iibertrieben darstellt. Man kann im Mittel an
nehmen, daB er etwa mit 3/, seines Durchmessers D anliegt. Bei Beginn der Dampf
einstr6mung hat er die gezeichnete Stellung, und den Druckabfall in den Dich
tungsflachen enthalt die Fig. 58c, die nach den Angaben zu Fig. 57 gezeichnet 
ist. Den danach bestimmten mittleren Druck sowie die mit fl = 0,07 berechnete 
Reibungskraft W = ! . D . b • Pm . ,i enthalt die folgende Zusammenstellung. 

Breite abc d e 
4,5 13,0 7,5 4,5 7,5 em 

Pm = 9,4 10,9 9,0 9,4 9,0 at 
W' = 44,4 148,9 70,8 44,4 70,8 = 379 kg. 

Bei Beginn der Kompression bzw. Vorausstr6mung hat der Schieber die in 
Fig. 58 d gezeichnete Stellung. Es ist dann entsprechend gemaB Fig. 58 e 

Breite f (J h k 1 m 
0,3 3,0 9,0 3,0 4,0 8,0 4,0 em 

pm = 10,9 9,4 9,0 9,4 9,4 9,0 9,4 at 
W" = 34 89,6 85,0 29,6 39,5 80,8 39,5 '" 307 kg. 

Dazu tritt noch der EinfluB des Schiebergewichtes G ~ 70 kg mit 
W'" = fl • G"", 5 kg. 

Der mittlere Schieberreibungswiderstand kommt dem Mittel aus W' und W" 
zuziiglich W'" nahe: 

W = i (379 + 307) + 5 = 348 kg. 

Urn diese Reibung, den damit verbundenen VerschleiB und die daraus ent
stehenden Undichtigkeiten zu vermeiden, werden solche Schieber zweckmaBig 
von der Schieberstange getragen und durch federnde Ringe gedichtet38 ). 

Beispiel40. Die beiden urn cx = 27° gegen die Wagerechte geneigten Spann
seile eines Drahtseilbahnschutznetzes sind durch je zwei Anker mit einem Funda

mentblock aus Beton verbunden. Die gr6Bte 
H Spannkraft in jedem Seil betragt 8,40 t. Welche 

r-...,...--+===~r Abmessungen erhalt das Fundament, wenn guter 
Tonboden bzw. lettiger Moorboden vorausgesetzt 
wird, bei 6 = 1,2facher Sicherheit? 

Fig. 59. 

Die Spannkrafte S ergeben bei der Zerlegung 
naeh Fig. 59 die lotrechte Seitenkraft V = 2 . S· sin cx 
und die wagerechte Seitenkraft H = 2· S . coscx. 
Es ist nun anzusetzen 

worin G = b . h . 1 . r das Blockgewicht darstellt. Hieraus folgt mit den vor
stehenden Werten fUr H und V 

2'6 (coscx ) b . h . 1 = . S --- + sin cx , 
r flo 

also mit r = 2,3 t/m3 und 110 = 0,60 bzw. 0,30 

b· h·l = ~ ·1,~. 840. (0,89! + 0454) = 170m3 
2,3 ' , 0,60' , 

bzw. 
b . h . 1 = 8,77 . (2,970 + 0,454) = 29,8 m3• 

Wahlt man im ersteren Fall 
h = 2,0 m, b = 2,6m, 

so wird 
1 = 3,27 m; 

(35) 
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wahlt man im zweiten Fall 
h = 2,5m, b = 3,2m, 

so wird 
Z = 3,73m. 

Beispiel 41. Das Tragseil einer Drahtseilbahn liege auf einer Stiitze mit 
der Kraft V = 1,77 t auf, die Spannkraft auf der einen Seite der Stiitze habe 
die wagerechte Seitenkraft H = 18,0 t. Anzugeben ist die GroBe der wagerechten 
Seitenkraft der Spannkraft auf der anderen Seite der Stiitze. 

Der Stiitzdruck V liefert die Reibungskraft 
Hr = fl· V. 

Man kann nun annehmen, daB das Seil in der etwas groBeren Rille des gekriimmten 
Auflagerschuhes nur auf einer Breite von etwa b = 3 mm und auf einer Lange 
von etwa 1 = 60 cm anliegt. Dann ist der FIachendruck 

V 1770 
P = r:b = 60 . 0,3 ~ 100 at. 

Bei Schmierung mit Talg ist demnach gemiiB S. 32 ft = 0,015 und damit 
Hr = 0,015 . 1770 <Xl 27 kg. 

Bei Schmierung mit Staufferfett ist ft <Xl 0,17, also 
Hr = 0,17 . 1770 cov 300 kg. 

Nur bei Schmierung mit dem richtigen Fett ist die Reibung der Seile im 
Auflagerschuh zu vernachlassigen. 

Beispiel 42. Beim ersten Bau der auBeren Maximiliansbriicke in Miinchen 
von 2·44,0 m Spannweite, die als Steinbriicke mit 3 Gelenken (Bd. I, S. 21) 
ausgefiihrt wurde, erhielt jeder Kampfer und der 
Scheitel 33 Gelenke nach Fig. 60 statt nach Bd. I, 
S. 126, die vor dem Einsetzen mit Stearin ge
schmiert wurden, um das Rosten zu verhindern. 
Als der Kampferdruck fiir jedes Gelenk in radialer 
Richtung N r = 117,80 t und senkrecht dazu 
Nt = 3,544 t auf der einen Seite bzw. 
N r = 116,19 t und Nt = 2,476 t auf der an
deren Seite betrug, rutschte die groBtenteils fer
tige Briicke langsam von den viel zu £lachen 
und unrichtig geneigten Gelenken ab39). 

Aus der Gleichung fl· N r < Nt ergibt sich 
die Reibungsziffer 

2,476 
,It = 116,19 = 0,0213 

bzw. 3,544 030 
117,80 = 0, 1 

Fig. 60. 

fiir die unbearbeiteten, aber mit Stearin geschmierten StahlguBfliichen. 
Glatte Flachen, die bei 55 cm Lange und etwa 4 cm Anlagebreite ungefahr 

500 at FIachendruck bekommen hatten, haben sogar nur die Reibungsziffer 0,0060 
(S. 32). Die berechnete Reibungsziffer ist dort, wo aHein die innere Reibung 
der an den Mantelflachen haftenden Schmierschicht iiberwunden wird, haufig ge
messen worden 40). 

Beispiel 43. In einem Aufzug vom Eigengewicht G = 400 kg befinde sich 
die Nutzlast Q = 225 kg um die Strecke a = 20 cm auBerhalb der Mitte. An
zugeben ist der Gleitwiderstand bei dem Abstand b = 1,4 m der Fiihrungsbacken. 

39) Dietz, Z. d. V. d. I. 1904. 
40) z. B. Mabery, J. of the American Soc. of Mech. Eng. 1910; Schle

singer, Z. d. V. d. I. 1910. 
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Aus der Momentengleichung (Fig. 61) N· b = Q . a folgt 

also der Fiihrungswiderstand 
a 

W = 2 . I' . N = 2 . ,II • Q . 7; 

oder mit I' = 0,12 fiir wenig glatte, maBig gefettete Flachen 

20 
W = 2 . 0,12·225· 146 = 7,7 kg. 

Bei SchachtfOrderanlagen, wo die Spurlatten nicht 
immer genau genug liegen und der Ausschlag der Lasten 
groBer werden kann, ist erfahrungsgemaB 41) 

N 

W = 0,012 . Q, (36) 

worin Q die gesamte Be
lastung angibt, die auf der 
betreffendenSeite des Schach
tes hangt. Dazu tritt noch 
der wesentlich groBere Luft-
widerstand des Fahrkorbes 

WL =4·F·v1,.,., (37) I 
I 

worin F die Bodenflache des 
Fahrkorbes in m 2 angibt 
und v die groBte Fahrt
geschwindigkeit in m/sk. 

I ---"'T"---r------r 

'Q 

Fig. 61. 

N 

Beispiel 44. Fiir einen 
Dampfkesselmantel von dem 
inneren Durchmesser D = 

I 
I 
I 

: 
Fig. 62. 

il 

2,40 m und der Blechstiirke 8 = 2,2 cm, der den Uberdruck p = 10 at auf
nehmen solI, ist die Langs- und Quervernietung zu bestimmen. 

Die Vernietungen werden meistens als tJberlappungsnietungen nach Fig_ 62 
ausgefiihrt. Man wahlt in dem Fall die Nietstarke30) 

d = ys:s - 0,4 = y~ 2,2 - 0,4 = 2,9 cm. 

Die durch die Nieten zwischen den Blechen hervorgerufene Reibungskraft 
betragt bei sorgsamer Herstellung und guter Verstemmung fiir 1 cm2 Nietquer
schnitt mindestens w = 1000 kg 42) (genauere Angaben s. Bd. IV). 

Bei der Langsnaht von der beliebigen Lange ~ ist die vom Dampfdruck p 
ausgeiibte Kraft P = D . l . p, von der die eine Halfte vom vollen Blech, die 
andere Halfte von der Vernietung aufgenommen wird. Sind i Niete in i Reihen 
hintereinander vorhanden, so gilt bei der Sicherheit e; gegen Gleiten 

e; . ~ = i . i . d2 • W • 

Durch Verbinden beider Gleichungen erhalt man sofort 

. e;·D·l·p 
~=------. 

2·3...· (J,2. w 
4 

41) Havlicek, ()sterr. Z. f. d. Berg- u. Hiittenwesen 1910. 
42) V.ersuche von Baoh, Z. d. V. d. I. 1892/94/95, 1912. 
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Bezeiehnet jetzt T den Abstand zweier Nieten einer Reihe, die Nietteilung, 

so gilt ja 1 = ~ . T und somit 
J 

;r; • d 2 W 
r --- - • 7 • -- • - ~ 

--- 2 D p. rs' 
also mit den obigen Zahlenwerten und rs = 1,5 bei dreireihiger Langsnaht 

;r • 3 . 2,9 2 • 1000 
-,; = 2. 240 . 10 • 1,5 - = II em. 

Rei der Quernaht ist die auf die Boden wirkende Trennungskraft 

p' = ,-' .. D2 . p, 
4 

und fUr i' Niete gilt 

6 . p' = i' . ~ . d 2 • W • 
4 

(38) 

Hier werden die Niete gewohnlieh in einer Reihe angeordnet, 
aus n . D = i' . -,;' 

und man erhalt 

, n· d 2 • W 

r=D·p·6' 
also mit den obigen Zahlenwerten 

, ;r; • 2,9 2 • 1000 
-,; = 240 .lo-T5- = 7,3 em. , 

(39) 

ZweekmaJ3ig setzt man die Niete etwas naher zusammen, damit sie gut dicht 
halten: 

I' = 2,4d = 7,0 em, 
so daB die Sicherheit betragt 

6' = 7-,~ = 1,56. 
7,0 

Oft reehnet man nur bei der zweireihigen Nietung mit der Sieherheit 1,5 
und erhoht sie bei der dreireihigen urn 10 v. H., urn die ungleichmaBige Ver· 
teilung der Kraft tiber die einzelnen Nietreihen zu berticksichtigen. Bei der 
einreihigen geht man dann mit der Sieherheit urn 5 v. H. herunter 43). 

Bei Lasehennietungen wird die Nietstarke gewohnlieh etwas kleiner gewahlt: 
d = V5--:-s --- 0,6 em. Die Kraft betragt in dem Fall mindestens 1700 kg ftir 
1 cm2 Nietquerschnitt 43 ). 

Wird ein prismatischer K6rper, etwa die Fuhrungsflache des Tisches 
einer Hobelmaschine, mit der Kraft Q in eine Keilnute vom Spitzen
winkel 20= 110 0 gepreBt (Fig. 63), so 
mussen die beiden Gegendrucke der Seiten
flachen, die aus Symmetriegrunden gleich 
sind, der Kraft Q das Gleichgewicht hal
ten. Es folgt somit aus dem Krafte-

ureic:ck uer Fig. 63 N = Q - Der 
2· sino 

Bewegung senkrecht zur Zeichenebene 
wirkt nun an jeuer Seitenflache der 

Q 

Fig. 63. 

Reibungswiderstand ,u • N entgegen. Also ist der Gesamtwiderstand 

W = 2 . /I • N = -/!-- . Q (40) 
sma 

43) Bach, Die Maschinenelemente, 1907. 
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Auf einer zu Q senkrechten FUhrungsflii.che ware der Widerstand 
W = fl . Q. Die Keilnute vergroBert also die Reibungsziffer auf 

I fl 
fl = sin~' 

Dieselben Verhaltnisse gelten fiir die Supportfiihrungen von Dreh
banken u. dgl. nach Fig. 64. 

Q 

Fig. 64. Fig. 65. 

Beispiel 40. Bei der Reibungskupplung von Dohmen-Leblanc (Fig. 65) 
werden i = 4 Schieber, die in Fiihrungen der auf dem Ende der einen Welle be
festigten Scheibe gleiten, mit dem Spitzenwinkel 2 (j = 40 0 durch federnde Knie
hebel in die Rillen des auf dem zweiten Wellenende sitzenden Gehauses gedriickt. 
Anzugeben ist die Kraft Q, die auf einen Schieber auszuiiben ist, fiir eine Welle 
von d = 70 mm Durchmesser, die ein Drehmoment M = 8230 cmkg iibertragt, 
bei D = 78 cm mittlerem Rillendurchmesser, wenn mit @5 = t facher Sicherheit 
gerechnet wird. 

Nach den Angaben von Beispiel 26 gilt mit Formel (40) 

i fl 
"2- Q ' sin(j ·D=@5·M, 

worin fiir die sich glattschleifenden trockenen Anlageflachen fl = 0,16 zu setzen 
ist. Man erhalt so 

Q = 2 @5 • M . sinlJ = 2 . 1,33'8230 . 0,3~2~ ex> 150 k . 
D . i . II 78 . 4 . 0,16 g 

Werden die heiden in der Beriihrungsflache F auf den bewegten 
Korper wirkenden Krafte N und W zu einer Mittelkraft vereinigt, so 

bildet sie mit N den Reibungs" inkel (4 ) (1, und 
man erhalt aus der Fig. 66: 

W II·N 
tgQ = N = N = It. (41) 

Beispiel 46. Es sind die au/3ersten Gleichgewichts
lagen eines Holzbalkens vom Gewicht G und der Lange l 
zu bestimmen, der zwischen zwei unter den Winkeln IX = 40 0 , 

Fig. 66. fJ = 30 0 gegen die Wagerechte geneigten Ebenen aus Beton 
liegt (Fig. 67). 

Der einfacheren Rechnung wegen werde zuerst von der Reibung trotz der 
hohen Reibungsziffer flo = 0,46 abgesehen. Dann sind die Krafte Nl und N2 

44) Parant, Mem. de l'Acad. roy. des Sciences, Paris 1704. 
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senkrecht zu den betreffenden Ebenen gerichtet und, da sonst nur noch das in 
der Balkenmitte angreifende Gewicht G vorhanden ist, so miissen sich die drei 
Krafte im Gleichgewichtsfall in einem Punkt 0 0 
schneiden, so daB hiermit die vereinfachte / ~ \ 
Aufgabe durch Probieren gelost werden kann. / i \ 

Hat der Balken dabei die Neigung y gegen / I \ 
die Wagerechte, so gilt rechnerisch / / I \ 

a) +Nl·sinIX-N2·sinfl=0 __ ;' I \ 
b) + G - Nl . cos IX - Nz • cos(J = 0 I-

c) + Nt ·l· sin ( ]- - IX + J') 

. Fig. 67. 
Wird die Gleichung a) mit COSIX und die Glei· • 

- G . t l· cosy = o. 

chung b) mit sin IX erweitert, so erhalt man durch Subtraktion beider 

Nz . (SinIX . cosfl + COSIX . sinfl) = G . SinIX , 

also nach S. 35 
sin!\: 

Ns = G· sine!\: + fl) 

Ebenso ergibt sich nach Erweiterung mit cosfl bzw. sinfl durch Addition 

N = G. sinfl 
1 sin (IX + /I) 

Wird dieser Wert in die Gleichung c) eingesetzt und der Winkel ; - IX +)' 

zerlegt in ; - IX und y, so ist 

sinfJ [ . (;r) ( Jl ). 1 1 G G· . sm - - IX . COS" + cos - -!\: . sm)' = _. . COS)' 
sine!\: + fJ) 2 '2 2 

oder nach Division durch t G . COS)' 

2 sinfl . 
sine!\: + (J). (cos!\: + smIX . tgl') = 1. 

Hieraus folgt schlieBlich 

tg" __ sin!\: cos /I + cos IX sinfl - 2 sin __ (J_ • cos !\:. _ 
, 2 sinfl cos!\: = t(cotgfl - cotg!\:) . 

Wird die Reibung beriicksichtigt, so sind zwei FaIle zu unterscheiden: Die 
um den Reibungswinkel e gegen die N geneigten Gegenkrii.fte WI bzw. W2 sind 
im Sinne der Bewegung entweder beide nach rechts oder beide nach links gegen 
die N geneigt (Fig. 68), sie schneiden sich dann in 01 bzw. O2 , und durch diese 
Punkte muB jetzt das Schwerpunktslot gehen. Der Erfolg ist derselbe, als wenn !\: 
um e vergroBert bzw. verkleinert und fl urn e verkleinert bzw. vergroBert ware. 
Man erhalt so ohne Rechnung, die das allgemein giiltige Ergebnis nur bestatigt, 

tgJ' = t . [cotg(fl + g) - cotg(1X ± g)]. 

Solange G in der Mitte von l vereinigt gedacht werden kann, haben die 
GroBen von G und l keinen EinfluB auf das Ergebnis. 

Fiir die Zahlenrechnung bestimmt man aus Gleichung (41) tge = 110 = 0,46, 
e = 24 ° 43' und erhalt dann 

tgyz = t· (cotg 54° 43' - cotg 15° 17') , 
tgYI = t· (cotg 5° 17' - cotg 64° 43') 

Stephan, Technische Mechanik. II. 4 
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oder 

also 

Die Reibung. 

tgY2 = t . (0,7076 - 3,6597) = -1,476 , 

tgJ'1 = t . (10,8164 - 0,4723) = +5,172, 

Bei dem groBen Reibungswinkel ist der Balken in jeder moglichen Lage 
noch mit groBer Sicherheit im Gleichgewicht, wie die Fig. 68 ohne weiteres er
kennen laUt. Anders liegt die Sache, wenn flO klein ist. 

Wird ein Korper, der sich mit der Kraft N auf eine Unterlage legt, 
durch eine Zugschnur, in die eine Schrau benfeder eingeschaltet ist, mit 
einer Kraft P l gezogen, so tritt Bewegung mit einer gewissen Geschw.in
digkeit vl ein, sobald P l > It· N ist, und die Feder zeigt eine ziemlich 
bedeutende Verlangerung, die als MaIl von Pl angesehen werden kann. 

-+-- ~ /"'# I 

Fig. 68. Fig. 69. Fig. 70. 

Der Korper werde jetzt an einer zweiten Zugschnur ohne Feder mit der 
so ermittelten Kraft P 1 gezogen und dann gleichzeitig. senkrecht dazu 
mit eingeschalteter Feder durch eine zweite Kraft P 2 (Fig. 69). Man 
bemerkt nun, daB die Feder sich nur wenig dehnt, selbst wenn die 
Geschwindigkeit v2 der zweiten Bewegung eine verhaltnismaBig groBe 
ist 45 ): Der nach einer Richtung bewegte K6rper, in der er einen be
stimmten, unter Umstanden ziemlich hohen Reibungswiderstand findet, 
ist wahrend der Bewegung in der dazu senkrechten Richtung im ersten 
Augenblick nabezu reibungslos. 

Wirken Pl und P2 gleichzeitig langere Zeit auf den Korper ein, so 
stellt sich bald der Reibungswiderstand f-l • N entgegengesetzt zur Rich
tung der Mittelkraft von P l und P 2 ein (Fig. 70), und es ist46 ) 

tglX = P2 v2 

P l VI 

also 

45) Meyer, beschrieben von Mies, D. p. J. 1913. 
46) Camerer, Z. d. V. d. I. 1899. 
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oder 
fl' N 

----==-=-=----===--=- , 

1/1 + (~~r 
(42) 

vorausgesetzt, daB die Reibungsziffer zwischen dem Korper und der 
Unterlage nach jeder Richtung hin denselben Wert hat. 

Beispiel 47. Der Tauchkolben einer Priifmaschine fur Indikatorfedern habe 
den Durchmesser d = 30 cm; er werde abgedichtet durch einen Lederstulp von 
h = I cm Hohe. Dann ist bei p = 5 at tYberdruck der Reibungswiderstand des 
Kolbens 

f! • N = :r • d . h . p . fl = Jl • 3,0 . 1 . 5 . 0,04 = 1,89 kg 

und der Kolben bewegt sich in seiner Achsenrichtung etwa mit VI = 0,1 cmJsk 
Geschwindigkeit. 

Wird er dabei aber mit einer Umfangsgeschwindigkeit V2 = 10 cm/sk um seine 
Achse gedreht, so ist nach Formel (42) der Bewegungswiderstand nur noch 

p = _ _ 1,8~~ = ~~~_ = 1,89 = 0,019 k , 
1 l' 1 (~)2 V 10001 100 g , + 0,1 

also verschwindend gering im VerhiUtnis zu den bewegten Gewichten. 

Beispiel 48. Ein gebremster Kraftwagen rutscht auf einer geneigten, schlupf
rigen StraBe mit einer Geschwindigkeit von etwa tm/sk herunter. 1m unbelasteten 
Zustande liegt der Schwerpunkt des ganzen Wagens so weit nach vorn, daB die 
Vorderrader am starksten belastet sind, und der Wagen rutscht mit den V order
radern voran. 1m vollbeladenen Zustand liegt aber der Schwerpunkt des Ganzen 
naher an den Hinterradern, und der Wagen befindet sich dann im labilen Gleich
gewicht. Er hat das Bestreben, sich so zu drehen, daB der Schwerpunkt die 
tiefste Lage annimmt, und dieser Drehung wirkt an den Radern nur eine ganz 
geringe Reibungskraft in seitlicher Richtung entgegen, so daB sich der Wagen 
querstellt und schlieBlich ganz herumdreht. 

Beispiel 49. Anzugeben ist die Sicherheit gegen Entgleisen des Tisches einer 
Hobelmaschine mit Keilnutenftihrung (2<5 = 110°), wenn das Gewicht des Tisches 
und des Arbeitsstuckes G1 + G2 = 1950 kg 
betragt und der von der Riickseite des 
Stichels unter dem Winkel IX = 45 ° gegen 
die Lotrechte auf das Arbeitsstuck aus
geubte Druck Q = 1900 kg. 

FUr die Rechnung genugt as, eine Keil
nute unter der Gesamtbelastung anzunehmen, 
da die Summe der Wirkungen beider Ftih
rungen denselben Betrag ergibt. Es wird die 
Kraft Q zerlegt in die wagerechte Q • sinlX und 
die lotrechte Q • cos IX, zu der sich die Lasten Fig. 71. 
G1 + G2 addieren. Die Zerlegung dieser Krafte 
in Richtung der Seitenflache der Keilnute und senkrecht dazu (Fig. 71) liefert 
die Bedingung 

® . Q . SinlX . sin" = (Q • COSIX + G1 + G2 ) • cosb . 

Die zur Seitenflache senkrechten Krafte bleiben auBer Ansatz, weil ihre Reibungs
krafte verschwinden, da sich der Tisch mit verhaltnismaBig groBer Geschwindig
keit senkrecht zur Zeichenebene bewegt und somit fiir jede Bewegung in der 
Zeichenebene reibungslos ist. 

4* 
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Man erhalt deshalb 

® = ~~~~ . (1 + (]l + ~2_) , 
tga Q . cos a 

(43) 

und mit den gegebenen Zahlenwerten 

® = 0,7~02 . (1 + T900~~~70ir) = 1,714. 

Da sich Q durch unvorhergesehene Umstande einmal ganz erheblich gegen
iiber den dem Entwurf zugrunde gelegten Annahmen erhohen kann, so ist eine 
ziemlich hohe Sicherheit erforderlich. 

Beispiel 50. Eine Kegelreibungskupplung fiir Kraftwagen nach Fig. 72 soll 
das Drehmoment M = 1955 cmkg mit ® = 1,25facher Sicherheit iibertragen. 

r 

P d 

Der Neigungswinkel betragt i. M. a = 10° und der 
Halbmesser r = 25 cm. Anzugeben ist die Kraft P, 
mit der die Kupplung zusammenzupressen ist. 

Es ist anzusetzen 

JdN·,,,·r=®·M. 

Der Anpressung entgegen wirkt die Seitenkraft 

JdN·sina = P. 

Die zweite, wesentlich groBere Seitenkraft J d N· cos a, 
die bei nicht umlaufender Bremsscheibe die eben-

Fig. 72. falls entgegengesetzt zu P gerichtete Reibungskraft 
f{ • J d N . cos a hervorruft, bleibt auBer Ansatz, da 

beim Einriicken der Kupplung die eine Scheibe sich mit groBer Geschwindigkeit 
gegen die andere bewegtI5). Man erhalt somit 

®·M·sina 
P=--- , (44) 

ft· r 

also mit den obigen Zahlenwerten und It = 0,10 fiir geolte Flachen 

p = 1,25·1955· 0,173?_ = 170 k 
0,10 . 25 g. 

Ein Lederbelag ~n dem kegeligen Gehause erhOht die Reibungsziffer auf 
fi = 0,15 bei etwas Olschmierung, und damit wird 

p' =~ = 113 kg. 
1,5 

Beispiel 51. Man verwendet bei nicht zu breiten Riemen oft eine ballige 
Scheibe, damit sich, wenn der auf der Mitte laufende Riemen (Fig. 73) aus irgend

einem Mangel nicht auf beiden Half ten gleich fest anliegt, 
die losere Halfte sogleich nach dem groBeren Durchmesser 
der Scheibe verschiebt und die fester anliegende nach einem 
kleineren, so daB schnell ein Ausgleich eintritt uI!-d die ganze 
Breite des Riemens in gleicher Weise an der Ubertragung 
mitwirkt. Die Verschiebung ist nur dadurch moglich, daB 
der Riemen immer etwas auf der Scheibe gleitet (Ab
schnitt 17), und zwar besonders bei kleineren Scheiben oft 
recht erheblich. Er ist dann in der Querrichtung ganz 
oder nahezu reibungslos, und nur deshalb vermag der Unter
schied der kleinen Seitenkrafte P = (N2 - N I ) . sin a iiber
haupt eine Bewegung herbeizufiihren. 

Die iiblichen MaBe sind bei gegebener Riemenbreite b cm 
Scheibenbreite B = 1,1 b + 1 cm, 

1 ,/
ScheibenerhOhung h C"V 3,5· r lOB cm. 
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Daraus ergiht sich 
b 

h' B 2h 
tga ='~~=B' 

Setzt man uherschlagig den Unterschied der heiden .AnpreBdrUcke zu :0 'des 

Mittelwertes N, der haufig genau genug zu lOb kg bestimmt werden kann, so 
wird P = b· sina. Es gilt dafur die Zusammenstellung: 

b = 5 10 15 20 25 em 
B= 7 12 18 23 28 " h = 2,5 3 4 4,5 5 

tga = 0,715 0,500 0,445 0,391 0,357 
sina = 0,878 0,559 0,487 0,421 0,379 

P (X) 4,4 5,6 7,3 8,4 9,5 kg. 

Zum Betrieb eines beliebigen Getriebes sei eine bewegende Kraft Po 
erforderlich, wenn man die Reibungswidersta,nde zwischen den einzelnen 
Teilen des Getriebes auBer Ansatz HiBt. Werden die Reibungswider
stande Win Rechnung gestellt, so ist eine Kraft P = Po + W fur den 
tatsachlichen Betrieb notig. Ein Getriebe ist nun um so vorteilhafter, 
je geringer die Reibungswiderstande darin sind, denn ein um so groBerer 
Anteil der bewegenden Kraft P wird darauf verwendet, die verlangte 
Arbeit zu leisten, und ein um so kleinerer Anteil wird in der Maschine 
selbst im allgemeinen nutzlos verzehrt. 

Das Guteverhaltnis der Vorrichtung wird durch das Verhaltnis 
der zum Antrieb erforderlichen Kraft Po ohne Berucksichtigung der 
Reibungswiderstande W zu der tatsachlich mit Einrechnung der Rei
bungswiderstande erforderlichen Kraft P bestimmt: 

Po Po I 17 = ---- = ------- = -- ----
P Po + W l+~' 

Po 
(45a) 

das auch als Wirkungsgrad bezeichnet wird. In man chen Fallen ist 
es vorteilhafter, mit den bewegenden Drehmomenten Mo bzw. M zu 
rechnen, und es gilt entsprechend 

Mo Mo I 
1J =--= ---- -- ---. 

M Mo +Mr Mr 
1 +-

Mo 
(45b) 

Der groBte, praktisch nicht erreichbare Wert des Wirkungsgrades 
ist demnach ffir W = 0 1J = I. 

1st dagegen Po gegenuber W nicht besonders groB oder gar klein, 
so ergeben sich sehr niedrige Werte des Wirkungsgrades. Das trifft 
z. B. bei allen wenig belasteten Maschinen oder Getrieben zu, und im 
Fall des Leerlaufes wird 1J = O. Angaben, die das nicht berucksichtigen, 
sind irrefuhrend. 1m folgenden wird der Wirkungsgrad stets fur 
die Regelbelastung berechnet werden. 

Sind mehrere Getriebe hintereinander zu einer Maschine vereinigt 
und hat das erste den Wirkungsgrad 1Jl' so kommt von der Antriebs-
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kraft P nur noch der'Betrag th . P auf das zweite Getriebe. Dort sinkt 
die weitergeleitete Kraft infolge des Wirkungsgrades 'l}2 des zweiten 
Getriebes auf den Betrag 'l}2' ('I}1 • P) usf. Man kommt so zu dem 
Ergebnis, daB der Gesamtwirkungsgrad einer Maschine gleich dem Pro
dukt der Wirkungsgrade der hintereinander arbeitenden Einzelgetriebe 
ist: 

1] = 111'1]2' 173 • • • (46) 

Erfahrt die Kraft P auBerdem in jedem Einzelgetriebe durch Vber
setzung (Ab<Jchnitt I od. 10) eine Verkleinerung oder Vergr6Berung, 
so wird an dem SchluB betreffend der Wirkungsgrade nichts geandert. 

Beispiel 02. Der l = 2,40 m lange Tisch einer 
Hobelmaschine wiege Gl = 1200 kg, das Arbeitsstiick 
G2 = 750 kg; es sei so aufgespannt, daB der Schwer
punkt um c = 0,15 m aus der Mitte liegt. Der Stahl 

...+<-.---+-__ -+-+__. greift daran mit der wagerechten, in Richtung der 
Tischlange verlaufenden Kraft P = 2000 kg an im Ab

'--f-t-.L.>ooR«-'--t---H--' stand a = 0,30 m von der Mitte entgegengesetzt zu 
c und It = 0,45 m von den wagerechten, in der Ent
fernung b = 0,75 m befindlichen Fiihrungsflachen des 
Tisches. AuBerdem wirkt der Stichel noch auf seiner 
Riickseite unter dem Winkel IX = 30° gegen die Lot
rechte geneigt mit der Kraft Q = 1900 kg auf das 
Arbeitsstiick ein (Fig. 74). Anzugeben ist der Wir
kungsgrad des Hobeltisches, wenn die Reibungsziffer 

-C=.I=='-----r-=:::::u:=- der Fiihrungen 111 = 0,02 betragt UJ).d die des Ar-
beitsstiickes 112 = 0,16 . 

Fig. 74. Man zerlegt die Kraft Q in ihre Seitenkrafte 
Q . sin IX und Q . cos IX. Dann ist 

Nt· b = Gl • tb + G2 • (tb - c) + Q . COSIX . (tb + a) - Q • sinlX . h, 

also 

N' =~Gl + 1 G2 • (1_2C) +~Q'COSIX' (1 + ~~) -Q'BinlX .-~ 
122 b 2 b b 

und entsprechend 

NI' = ~Gl + ~-G2' (1 + 2C) + _1. Q . COSIX . (1 _ 2a) + Q. BinlX' h 
2 2 b 2 b b 

Wird die Kraft P in der wagerechten Ebene urn die Strecke a nach der Mitte 
der Maschine verschoben, so ist ein Drehrnornent hinzuzufiigen (Bd. I, S.63) 
von der GroBe p. a, das aufgenommen wird von zwei Kraften N~, die um etwa 
! l voneinander entfernt an den Seiten der Fiihrungen angreifen. Es ist· also 

N~ = P ·/:Z. 
Verschiebt man jetzt P noch einmal in der lotrechten Mittelebene der Ma

schine um die Strecke h nach unten, so verteilt sie sich jetzt auf die beiden wage
rechten Fiihrungsflachen, und daB hinzutretende Drehmoment bewirkt, daB die 

Krafte Nl sich am einen Tischende urn einen Betrag p. ;l erhOhen und am 

entgegengesetzten Ende urn den gleichen Betrag vermindern. Fiir die Zwecke 
der vorliegenden Rechnung bleibt also der Mittelwert von Nl unverandert. Auch 
die Einzelwerte N~ und N~' haben hier, wo die Stabilitat und vorteilhafteste 
Befestigung des Arbeitsstiickes nicht untersucht werden solI, keinen Wert. 
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Sieht man von del' Reibung ab, so ist Po = P. Del' ReibungswideTstand 
ist nun 

W = /11 • (N~ + Ni' + N2 + 2N~) + /12 • Q 

= ,Ill' (Gl + G2 + Q . cosa + Q . sina + 2 . P . {~-) + /'2 • Q 

= 0,02 . [ 1200 + 750 + 1900 . (0,866 + 0,50) + 2 . 2000 . { : ~:!~ 1 
+ 0,16 . 1900 = 408 kg. 

Beim Riickgang ist Q = P = 0, und damit wird 

Wo = 0,02 . (1200 + 750) = 39 kg. 

J!'iir einen Arbeitsgang ist demnach die Summe del' ReibungswideTstiinde 
447 kg. Damit folgt del' Wirkungsgrad des Tisches 

111 
Ih = ~ W --447- 1;224 = 0,82. 

1 + "'Po- 1 + 2000 

Flir die Hobelmaschine sei ferner bestimmt del' Wirkungsgrad des vierfachen 
Zahnradantriebes '12 = 0,83, des Riemenantriebes 113 = 0,94, des Deckenvorge
leges 1'J4 = 0,95. Dann ist del' Gesamtwirkungsgrad nach Formel (46) 

I) = 0,82 . 0,83 . 0,94 . 0,95 ,-,0,61. 

Beispiel 53. An einer Dampfmaschine betriigt der Wirkungsgrad des Kol
bens 1'JI = 0,969, del' Kolbenstangenstopfbiichse '12 = 0,982, der Kreuzkopf
fiihrung 1'J3 = 0,986, der Zapfen des Kreuzkopfes, der Kurbel, des Hauptwellen
lagers insgesamt 1'J4 = 0,990, des Schwungrades, verursacht durch den Luft
widerstand und die Reibung im zweiten Lager der Hauptwelle, 1'J5 "'" 0,985, del' 
beiden Exzenter je 1'Js = 0,975, del' beiden Schieberstangenfiihrungen und -stopf
biichsen je 1)7 = 0,950, del' Anteil, den die Grundschieberreibung von derMa
schinenkraft verzehrt, Xl = 0,055, der Anteil del' Expansionsschiebel'reibung 
XI = 0,025 _ Anzugeben ist del' Wirkungsgrad del' Maschine. 

Bezeichnet P die vom Dampf auf den Kolben ausgeiibte Kraft, so verringert 
sich diese beim Durchgang bis in die Hauptwelle auf p. III • 172 • 1)3 '1'J4 _ Davon 

ist an der Welle aufzuwenden fiir die Reibung del' Schieber usw. Xl' P . ~-. ~ 
1 1 ~ ~ 

und X 2 • P . - . ~, also in Abzug zu bringen. Das Ergebnis wird durch den 
1'J6 117 

Wirkungsgrad des Schwungrades wei tel' verringert auf 

p. (1'JI • 1'J2 • 1)3 • 1'J4 - - _1_ . [Xl + X2]) • '15' 
'16 • 1/7 

Der Faktor von P stellt den Gesamtwirkungsgrad dar: 

( 0,055 + 0,025 ) 
11 = 0,969' 0,982 . 0,986 . 0,990 - 0,975' 0,950 . 0,985 = 0,83. 

Der Wirkungsgrad von Ventildampfmaschinen ist, wie hiernach leicht ein
zusehen ist, urn 0,05 -:- 0,06 h6her als der von Schiebermaschinen. 

4. Der Keil. 
Ein zur Mittelebene symmetrischer Keil mit dem Spitzenwinkel 21X 

soli durch die auf.den Rucken einwirkende Kraft Po gleichmaBig vor
wartsgeschoben werden (Fig. 75 a). Seine Seitenflachen erfahren hier-
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bei von den anliegenden Druckflachen senkrechte Gegendriicke N, die 
wegen der Symmetrie der ganzen Anordnung einander gleich sind. Das 
aus den drei Kraften gebildete Gleichgewichtsdreieck der Fig. 75 b 
liefert sofort den Zusammenhang 

to Po = N° sin IX 0 (47) 

Hierbei ist jedoch die Reibung an den Seitenflachen nicht beruck
sichtigt, die die beiden Krafte It 0 N der Fig. 76 entgegengesetzt zur 

a 

Fig. 76. 

Bewegungsrichtung hervorruft. Nach Zerlegullg der N und '" 0 N gemaB 
Fig. 76 lautet die Gleichgewichtsbedingung fur die senkrechten Seiten
krafte 

- 2 0 N 0 SlllIX - 2 J.l 0 N 0 cos IX + P = 0, 
aus der folgt 

P = 2 0 N° COSIX 0 (tgIX + It) (48 a) 

N 
Haufig ist die Seitenkraft Q = --- unmittelbargegeben. Dannist 

cos IX 
P = 2 0 Q 0 (tgIX + !-l) (48b) 

Der Wirkungsgrad des Keiles wird hiernach 

Po sin IX 1 
'YJ = P = SinIX + #" cosLX 1 + '" 0 cotglX (49) 

1st die Kraft P im Verhaltnis zu den senkrechten Seitenkraften der 
Gegendriicke N zu klem, so bewegt sich der Keil unter Umstanden 
riickwarts, wobei die Reibungskrafte It 0 N UI;ngekehrt zu den Angaben 
der Fig. 76 gerichtet sind. Man erhalt dann 

-2 oN 0 srnIX + 2 0 '" 0 No cos IX + P l = 0, 

und daraus folgt 

PI = 2 0 No cos IX (tgIX - "') = 2 0 Q 0 (tgIX - ,u). (48c) 

Diese Kraft nimmt den Wert 0 an, d. h. der Keil bleibt stecken, 
ohne daB eine Druckkraft auf seine Ruckseite ausgeubt wird, wenn 
der Klammerausdruck gleich Null ist. Die Bedmgung fur diesen Grenz
fall ist demnach 

tgi\-=It=tge 
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und der Wirkungsgrad beim Eintreiben ist dann nach Formel (49) 

I 
1) =---,-

1+ tge 
tg IX 

I 
1+ f = 0,50. 

Wird IX < e ausgefuhrt, so ist, damit der Keil wieder zuruckgezogen 
werden kann, eine entgegengesetzt zur Richtung von P in Fig. 76 wir
kende Kraft erforderlich, deren GroBe die Gleichung (48 c) angibt. Der 
Keil ist dann selbstsperrend. Der Wirkungsgrad eines selbstsper
renden Keiles nach Fig. 76 ist also stets kleiner als 0,5. 

Beispiel 54. Anzugeben ist der Neigungswinkel 2a, den ein Keil mit Zu· 
lagen nach Fig. 77 erhalten muJ3, wenn er 6 = 3, 4, 5fache Sicherheit gegen 
Losen haben solI. Ferner ist festzustellen die zum Eindriicken erforderliche 
Kraft P, sowie die zum Losen von der Gegenseite her aufzuwendende, wenn 
die Verbindung einer wechselnden Kraft Q = 4,2 t standhalten soIl. 

Als Bedingung fUr den Neigungswinkel erhalt man 

6· tga = tge, 
also mit ,I' = 0,16 

/' tga = --
6 

0,16 = 1 : 18,75, 21X = 6° 6', 
3 

0,1~=1 :25, 2a=4 0 34', 
4 

0,16 , 
=5-- = 1 : 31,25, 2/X = 3° 40 . 

Wiirde der Keil nur so weit eingetrieben, daB 
gerade N <X> Q ist, so wiirde die Verbindung sich 
lockern, wenn bei dem stetigen Wechsel der Rich
tung von Q, wie er z. B. beim Antrieb von Pum
pen haufig vorkommt, diese Krafte die entgegen
gesetzte Richtung zu der in die Fig. 77 einge
tragenen haben. Der Keil muB also wesentlich 
starker angezogen werden, vorteilhaft derart, daB 
in dem betrachteten Fall noch immer die Kraft Q 
besteht26 c). Dann ist im unbelasteten Zustand die 
Anspannung 2 Q und, wenn die Krafte Q in dem 
in die Zeichnung eingetragenen Sinne wirken, so· 
gar 3Q. 

Die dem Eintreiben des Keiles widerstehenden 
Krafte N ergeben sich dann aus den Kraftedrei
ecken der Fig. 77 zu 

2·Q 
N=--, 

cosa 
Fig. 77. 

wahrend die Nasen der Vorlagen die Krafte NI = 2 . Q . tglX aufzunehmen haben. 
Aus den Formeln (48b) und (480) folgt 

P 4 . 4,2 . 0,2133 = 3,585 t, 
4 . 4,2 . 0,200 = 3,360 t, 
4·4,2· 0,192 c~ 3,227 t; 

PI ~ -4·4,2· 0,1067 =~ -1,793 t, 
--- --4·4,2· 0,120 ~ -2,017 t, 
~ -4·4,2 . 0,138 = -2,319 t. 
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Wenn diese Verbindung iiberhaupt noeh ausgefiihrt wird, wahlt man ge
wohnlieh @i = 4. Dann ist der Wirkungsgrad beim Eintreiben naeh Formel (49) 

1 1 r, = ----c~;o_ 
1 + 0,1{) 5' 

0,04 

Beispiel 00. Die Sehalenkupplung naeh Fig. 78 soll bei der Wellenstarke 
d = 6 em das Drehmoment M = 5184 emkg mit @i1 = 'kfaeher Sieherheit iiber

Fig. 78. 

tragen. Anzugeben ist der Neigungs
winkel 01. der auBeren Kegelflaehe, 
wenn die Sieherheit gegen Losen 
6 2 = 4 betragt, die ZUlli. Fest
driieken erforderliehe Kraft P, so
wie die zum Losen erforder liehe PI _ 

Wirkt auf einen sehr kleinen 
Teil des Sehalenkreises die Kraft 
d Q, so gilt die Gleiehung 

d 
@i1 . M = /It . dQ - T ' 

ferner folgt aus den Kraftedreiecken an dem entspreehenden Ringteilehen 

dP =<11.' dQ + dQ· tg 01., 

also 
P =/dQ· (tg + Il). 

Wird jetzt der ersten Gleiehung entnommen 

/ dQ = ~----~~ , 
It'd 

so ergibt sieh 

P = ~.~_~ (1 + tgOl.) 
fl . d It 

und entspreehend 
PI = 2 . @i1 . M (1 _ tgOl.) . 

fl'd ,U 

Wenn nun @i2faehe Sieherheit gegen Losen bestehen soll, muG sein 

fl tgOi. = @i
2 

• 

Mit den obigen Zahlenangaben wird hieraus fiir It = 0,20 (vergroBert, urn 
das Eeken der Ringe zu beriieksiehtigen) 

0,20 
tga =-4= 1:20, 

2 . 4 . 5184 ( 1 )' 
P = -S:-6 . 1 +,r = 2880 kg, 

2 . 4 . 5184 ( I ) 
PI = -~--. 1 +f = 1728 kg. 

Beispiel 56. Die beiden federnden Ringe der 
Fig. 79. Sellerskupplung naeh Fig. 79 werden dureh i = 3 

Sehrauben angezogen. Es ist dieselbe Reehnung wie 
in Beispiel 55 mit denselben Zahlenwerten durehzufiihren, wenn P und PI die 
Krafte bedeuten, die auf eine Sehraube entfallen. 

Man entnimmt cler Fig. 79 fiir die senkreehten Krafte der Zeiehnung 

dN· eosa - It . dN . sina = dQ, 



woraus folgt 

Del' Keil. 

dN=~-~~-. 
cosa - ,11 • Slna 

Flir die wagerechten Krafte del' Zeichnung gilt 
dP = ,II' dQ + dN· sin a + ,II' dN· cosa 

und mit dem vorstehenden Wert von dN 

( 
cosa + sina ) 

dP = II • dQ· 1 +-~----~- . 
, \ cosa - fl' Slna 

Nun ist wieder wie in Beispiel 56 
d 

itl . dQ· "2 = ® . "'L , 

und man erhalt durch die Summierung libel' die ganze Kupplung 

i . P = ~M . (1 + ~ + tz,: ___ ). 
d I-tga'I' 
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Die zum Losen erforderliche Kraft ergibt sich, indem fl negativ ,rechnet 
wird, zu 

2 - tga (~ -I') 
P _ 2·®·M . _____ L __ 

1 - i . d 1 + I' . tg a 

Die Grenze del' Selbstsperrung wird erreicht fUr 

tga = --1 
2 

f' 
-I)' 

Da die Schrauben schon eine Sicherung bilden, so kann die Sicherheit del' Keile 
allein niedriger als in Beispiel 56, etwa zu @5 = 2,75 angesetzt werden. Mit 
f' = 0,22 zwischen den absichtlich ziemlich raub gelassenen Fliichen erhiilt man 
dann 

1 2 
tga = 2~5'--1----=1; 6, 

"022 - 0,22 , 
den gewohnlich ausgeflihrten Wert. 

Damit wird die Kraft, mit der jede Schraube angezogen werden muB, 

2 . 1,33 . 5184 2 + -~ . ( 0,~2- - 0,22) 
P=-----· = 2185 kg 

3 . 6 1 _ 0,2~_ . 

Die zum Losen notige Kraft wird 

2 - 1.. 4,32 
PI = 768· ____ 6_ --- - = 948 kg 

1,037 . 

6 

Beispiel 1)7. Bei einer Spreizringkupplung mit 
Schubkeil nach Fig. 80 sind die Gegendrlicke N ver
schieden groB. Gegeben sei QI = 3410 kg, Q2 = 1690 kg, 
ferner del' Spitzenwinkel des symmetrischen Keiles 
20< = 22° 40', also tga = 1 ; 5, fl = 0,10 bei miiBig 
geschmierten Fliichen. Anzugeben ist del' EinpreB
druck P. Pig. 80. 
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Die Formel (48 b) nimmt in dem Fall die Form an 

P = (Ql + Q2) • (tgex + fl) 
= (3410 + 1690) . (0,20 + 0,10) = 1530 kg. 

Die Fig. 81 a zeigt einen Keil, der mit der einen wagerechten Flache 
auf einer Unterlage aufliegt und mit der anderen, um den Winkel IX 

geneigten einen mit der 
Last Q belasteten Pfosten 
anhebt, der sich gegen eine 
senkrechte Fiihrung stiitzt. 
Bei Beginn der Keilbewe
gung wird sich der Pfosten 
mit dem Keil gegen die 
Wand schieben und, nach
dem er dort den Gegen
druck NI gefunden hat, auf 
dem Keil und gleichzeitig 

a b an der Wand in die Rohe 
'p~ Fig. 81. gleiten. Die Reibungskraft 

III • NI ist demnach nach 
unten gerichtet und die zwischen Keil und Pfosten wirkende !t· N2 
nach der Keilspitze hin. Ihre Zusammensetzung mit den Kraften NI 
bzw. N2 ergibt dann die Widerstande WI und W2 , deren Richtungen 
aus der Fig. 81 a hervorgehen. Wenn nun cler Pfosten im Gleich
gewicht sein solI, miissen sich die Krafte Q, WI' W2 in einem Punkt 
schneiden und ein geschlossenes Kraftedreieck bilden (Fig. 81 b). 

Auf den Keil wirkt nun die Gegenkraft W 2 des Pfostens in cler um
gekehrten Richtung der Fig. 81 a, ferner in der wagerechten FIache 
die aus dem lotrechten Gegendruck N3 und dem Reibungswiderstand 
fl' Na erhaltene Gegenkraft Wa, die um den Reibungswinkel e gegen N3 
geneigt ist, und schlieBlich die die Bewegung hervorrufende wagerechte 
Kraft P. Auch diese drei Krafte miissen, damit Gleichgewicht besteht, 
sich in einem Punkt schneiden und ein geschlossenes Dreieck ergeben, 
das zweckmaBig gleich an das erste angesetzt wird. 

Der Sinussatz liefert dann aus dem ersten Kraftedreieck 

W = Q . sin (eX + e) = Q. sin (eX + e) 
1 . (Jl 2 ) cos (eX + 2 e) , 

sm - - eX - e 
2 

sin(~. + e) 
2 cose W 2 = Q . = Q . --- ------~---. (Jl 2 ) cos (eX + 2 e) sm --eX- e 

2 

und aus dem zweiten Dreieck ebenso 
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sin(~ - IX - 20) 
W = W' 2 " = Q. COS(IX + 9) 

3 2 • (n) cos (IX +2(1) , 
sm --(I 

2 

(50a) 

SolI der Keil gelOst werden, so wirken die Reibungswiderstande nach 
der entgegengesetzten Richtung; der iiberaIl gleich vorausgesetzte Rei
bungswinkel erhii,lt also das negative Vorzeichen. Somit ist die bei der 
Losung aufzuwendende Kraft 

PI = Q. tg(1X - 2£1). (50 b) 

Der Keil wird selbstsperrend, d. h. zum Losen ist eine entgegengesetzt 
zu der in die Skizze 81 a eingetragenen Kraft P gerichtete PI enorder
lich, wenn IX < 2£1 ist. SoIl eine <tJ-fache Sicherheiv 
gegen selbsttatiges Losen bestehen, so gilt 

<tJ·1X = 2(1. (51) 

Beispiel 58. Fiir die Keilverbindung nach Fig. 82 ist die 
dem Beispiel 54 entsprechende Rechnung durchzufiihren. 

Gemessen wurde an einer derartigen Verbindung beim 
Herausdriicken des Keiles tgg = 0,1626c), immerhin erscheint 
es angebracht, mit Riicksicht auf ein unbeabsichtigtes Ein
dringen von 01 und die stiindigen Erschiitterungen beim 
Wechsel der Kraft Q nur mit fl = 0,12 zu rechnen. Au13er
dem wiihlt man die Sicherheit noch ziemlich hoch: @) > 5. 
Man erhiilt so mit tge = 0,120, also e = 6° 51' gemaIfFor
mel (51): 

bei @) = 5 
IX = 2° 44' 

tglX = 0,0478 
= 1 : 20,9 

6 
2° 17' 
0,0398 

1 : 25,1 

7 
1" 57 
0,0342 
1: 29,2 

8 
1 °43' 
0,0299 
1: 33,4 

Hiermit Hefert die Gleichung (50a) in der Form 

P=2Q.tg2e·(I+~-) 
mit Q = 4,2t 

2e' (1 + ~) = 13° 57' 

tg2e' (1 + ~) = 0,2485 

P = 2087 

13° 55' 

0,2478 

2081 

13° 53' 

0,2471 

2076 

also kaum noch von dem Neigungswinkel abhiingig. 

Fig. 82. 

0,2465 

2071 kg, 
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Entsprechend erhalt man 

2e' (1 - ~) = 13° 25' 13° 27' 13° 29' 13° 31' 

. 1 ) 
tg2e' (1 - ~ = 0,2385 0,2391 0,2397 0,2404 

-PI = 2003 2008 2013 2019 kg, 

also nur 4. -7- 2,5 v. H. kleiner als P. 

5. Die Traglager. 
Die Angaben des Abschnittes 3 fiber die Reibungsziffer lehren, daB 

dort, wo es darauf ankommt, den Reibungswiderstand moglichst klein 
zu halten, gut geglattete Flachen unter Benutzung eines Schmiermittels 
zu verwenden sind. Das gilt besonders ffir Zapfen und Lager. Am 
haufigsten sind die Traglager, bei welchen die die Belastung aufneh
menden Lagerschalen den zylindrischen Mantel des Zapfens ganz oder 
teilweise umfassen. 

Die Schmierfahigkeit de'! Oles beruht darauf, daB es infolge seiner 
Kapillaritat das Bestreben hat, sich dorthin zusammenzudrangen, wo 
die Gleitflachen; die durch die Olschicht voneinander getrennt gehalten 
werden, sich am nachsten kommen, also die Gefahr der reinen metal
lischen Beriihrung und dadurch der Anfressung und Erhitzung am 
groBten ist. FUr die Schmierwirkung des Oles und die GroBe der Rei
bungsziffer des Lagers ist seine Zahigkeit allein maBgebend 47 ). Eine 
geringe Abweichung hiervon ist vorlaufig nur ffir eine Mischung des 
Voltol-Oles mit einem beliebigen Mineralol festgestellt worden 48 ). Bei 
groBerem Flachendruck ist ein entsprechend zaheres 01 zu nehmen, da
mit die Schmierschicht nicht zu diinn wird und etwa zerreiBt. Der 
mitt1ere Flachendruck, der bei der Be1astung durch P kg im Lager 
von der Lange 1 cm und der Bohrung d cm herrscht, wird stets berechnet 
aus der Former 

P 
p = ----,;:a: at. (52) 

Da bei der Untexsuchung eines Oles in besonderen Olpriifmaschinen das 
Ergebnis oft von Zufalligkeiten im Zustande der .!1ufeinander bewegten Metall
fIachen abhangt49), so wird die Zahigkeit des Oles in Deutschland fast aus
schlieBlich mit dem Englerschen Viskosimeter dadurch bestimmt, daB die Zeit 
gemessen wird, die eine Menge von 200 cm3 zum Durchstromen eines feinen, 
20 mm langen Trichterrohres von 2,8 mm Durchmesser braucht. Die Engler
ziffer E = 1 hat Wasser von 20° C - diese Temperatur wurde gewahlt, um eine 
bequeme Messung ohne Anwendung von Kiihlvorrichtungen zu erhalten - und 
ein 01, das beispielsweise 5mal soviel Zeit braucht wie Wasser von 20° C, hat 
die Englerziffer 5. Da die Zahigkeit mit steigender Temperatur stark abnimmt, 
so ist die Messung eigentlich bei derselben Temperatur anzustellen, bei der das 
01 im Lager benutzt wird. 

47) Ubbelohde, Petroleum 1912. 
48) Biel, Z. d. V. d. 1. 1920. 
49) z. B. Z. d. V. d. 1. 1911, S. 1533ff. 
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1st y das spezifische Gewicht dee Oles bei der Gebrauchstemperatur, wie 
iiblich im VerhiUtnis zu Wasser von 4° C angegeben, so ermittelt man seine 
spezifische Ziihigkeit z im Verhiiltnis zu Wasser von 4 ° aus der Englerziffer ge
miiB der Umrechnungsformel SO ) 

~ = 4,072. E _ 3,5~. (53) 
)' E 

Da nun Wasser von 4 0 C die 
absolute Ziihigkeit 0,000180 
kg· sk/m2 besitztSO), so i.~t die 
absolute Ziihigkeit eines Oles 

Zo = 0,000180· z kg· skjm2 (54) 

Fiir fast aIle Minerali.i1e er
reicht bei t1 = 185 0 das Verhiilt-

nis -=- den Wert 1, und der Ver-
I 

lauf der Ziihigkeit wird fast ge
nau durch eine gerade Linie dar
gesteIlt, wenn sowohl die Tem-

peratur als auch die Werte ~ 
in logarithmischem MaJ3stab acl
getragen werden. Aus der Fig. 83 
ergibt sich so die Beziehung 
zwischen den Ziihigkeiten bei to 
und bei 20° 51) 

log (-=-) 
yd 

log(~) 
)' 20 

OJ 109201 
1---"---1 

logt1 - logt 
lO~--- log 20 

2,267 - logt ----- - (55) 
0,966 ' 

'r--~2.i---Jl t : 
i-- og '---------I 

Fig. 83. 
TemjJertTfllr 

Fig. 84. 

woraus mit guter Anniiherung die Ziihigkei'G fiir eine beliebige Temperatur t < 100° 
berechnet werden kaJ:?l. Das Ergebnis aus Versuchen und Rechnungen ist in Fig. 84 
fiir eine Reihe von Olen in logarithmischem MaBstab aufgetragen 51). Bemerkens-

50) Ubbelohde, Tafeln zum Englerschen Viskosimeter, 1907. 
51) Oelschlager, Z. d. V. d. I. 1918. 
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wert ist, daB die vegetabilischen 6le durchweg auch in diesem MaBstab eine 
Kriimmung der Linien zeigeni. fiir sie gilt also die Gleichung (55) nicht. 

Sehr hii.ufig werden die vIe gemischt. Die Zahigkeit der Mischung wird 
durch das weniger zahe 61 ganz erheblich starker beeinfluBt als durch das andere 
Die Mischung von n1 Gewichtsteilen eines zahen 6les mit der Englerziffer El 
und von n. Gewichtsteilen eines weniger ziihen 61es mit der Englerziffer E2 hat 
hinreichend genau 51) die Englerziffer 

E _ n1 • El + n2 • E/i __ '_E2~ 
In - n1 + nz • E/t . E/i . 

(56) 

Jedes 61 hat eine bestimmte giinstigste Temperatur, bei der es die geringste 
Reibungsziffer ergibt, die freilich meist nicht geniigend bekannt ist und z. B. bei 
schlechtem Zylinderol oft nur 120 0 betriigt52). Bei zu hoher Temperatur wird bei 
gegebenem Flachendruck die Schichtstiirke so klein, daB an einzelnen Stellen me
tallische Beriihrung eintritt, was die Reibung sofort sehr stark ansteigen liiBt. 

Durch Zusatz von 0,5-:-1,0 v. H. einer Graphitemulsion 53), die hauptsachlich 
dadurch wirkt, daB das 61 durch die Flocken mehr zusammengehalten und nicht 
so leicht weggedriickt wird 54), kann die Schmierfahigkeit wieder erhe.blich erhOht 
werden, derart, daB die Reibungsziffer !-l je nach der Giite des 61es auf das ° 6-:-0,8fache heruntergeht 55). Dazu tritt noch die besondere Eigenschaft des 
reinen Flockengraphits, wcich und schliipfrig zu sein, also keine Reibung zu ver
ursachen. Freilich, wenn schon das giinstigste 61 genommen ist, erreicht man 
mit dem Graphitzusatz nur noch eine gewisse 61ersparnis 56), der im iibrigen 
nur zeitweise' nicht dauernd beizugeben ist55c). 

Die wichtigsten Angaben iiber die 61e enthiilt die Fig. 84 und die folgende 
Zusammenstellung 57 ). 

I 
HanptklasBe 

Einheits
gewicht 

bei 15° 0 Engler
Zitfer 

Zahigkeit 

absolut 

! 
Ent- ' 

~ge- flammungs-I 
horige temperatur I 

Tempe- I 

fatur i 

Erstarrungs
temperatur 

°0 

Anwendungs- I' gebiet 

I kg/dms g • sk/cm2 °0 °0 i 
======~======~~====~=====4======+===F--=~-~~--~-

I. Mineral- Eismaschinen 0,85 -0,91 
ole. 

Spindeln 

Feine MeB

A. Leicht-II maschinen 
maschinen- Dampf-

ole I turbinen 
II Zylinder von 
'I Luft-
I kompressoren 
Lager ffir kalt

gehende 
Maschinenteile 

0,90 

0,85 

0,87 -0,90 

0,87 -0,90 

0,87 -0,91 

52) Kapff, Z. d_ V. d. I. 1901. 

4,5-15 0,27-0,99 20 
1,9-2,5 0,09-0,14 50 
5 -15 0,32-0,99 20 
2 - 3 0,10-0,18 50 
2 - 3 0,10-0,18 50 

9 -13 0,57 -0,85 20 
2,6- 3 0,14-0,18 50 
9,5-22 0,60-1,45 20 
2,7 - 5 0,15-0,32 50 

15 -25 0,99-1,67 20 
2,5-4,5 0,14-0,29 I 50 

53) Eingefiihrt von Acheson, Electrical World 1907. 
54) Putz, D. p. J. 1913. 

145 

140-170 

140 

175 

200 

200 

-21 

I: <-1 
II: <

III: < 0 
IV: <+fJ 

<0 

55) Wagner, Z. d. V. d. I. 1899; Benjamin, Z. d. Bayr. Rev.-Vereins 
1908; v. Hanffstengel, Glasers Ann. 1920. 

56) Saytzeff, Z. d. V. d. I. 1914. 
57) Holde, Z. d. V. d. I. 1912. 
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Einbeits-
Anwendungs- gewicht 

Hauptklasse gebiet bei 15° 0 

kg/dm' 

I Lager fUr !mlt-i 0,90 -0,915 
gehende 

B. Schwer- Maschinenteile: 
maschinen- Transmissions-10,90 -0,93 

ole 1 lager u. dgl. 

I Dynam~ 10,876-0,90 
I maschinen 
1-----1----

II Kleine und 
mittlere 

C. Ole fUr 

I Gasmaschinen 
GroBgas-

Ver- maschinen 
brennungs- Zylinder von 

kraft- Dieselmotoren 
maschinen Lager von 

Dieselmotoren 
Kraftwagen 

i , 

I 
D. Ole fur i NaBdampf 

Dampf-
maSChinen-

1 zylinder , HeiBdampf 

--I 
E. Dunkle 1 Sommerol 

Ole fur II 
isenbahn- il Winterol 
agenachs. 

E 
w 

II 
IT. Pllan- :: 

zenOie. I, 

A. RuMl II wo HeiBlaufen 
, befiirchtet wird 

B . OlivenOlISpinnmaschine 

C . Rizinusol 

I. Andere IT 
F ette usw. 

Vaselin 

Glyzerin 

I u. dgl. 
Zylinder von 
Flugzeugen 

I beste Starr-

1 schmiere 

: 

0,87 -0,94 
0,87 -0,945 

0,89 -0,94 

1 0,90 -0,91 

10,90- 0,94 

0,90 -0,94 

--

0,914 

0,918 

0,965 

0,855-0,905 

II Hebezeuge im 
Freien i. Winterl 1,225 

Ziibigkeit 

zuge-

Engler- absolut biiriga 
Tempe-

Ziffer ratur 
g. sk/cm" °0 

- - --- - -- - ----

30-40 1,98-2,68 20 
5- 7 0,32-0,46 50 

5- 7 0,32-0,46 50 

6- 8 0,38-0,52 50 

12,5-77 0,83-5,14 20 
3,4-8,2 0,21-0,54 50 

77-133 5,14-8,67 20 
8 -15 0,53-0,99 50 
9 -10 0,59-0,66 50 
5 - 7 0,32-0,45 50 

6 - 8 0,38-0,55 50 
8 -14 0,51-0,96 50 

~----

20 -40 1,30-2,68 50 
3,5- 5 0,21-0,32 100 
5 - 8 0,32-0,55 100 

---------

40 -60 2,68-4,14 20 
7 -10 0,45-0,66 50 

25 -45 1,67-3,10 ; 20 
4,5-7,5 0,28-0,511 50 

I 
--- -I------!-

I I 

I 

120-140 8,5 20 

I 
I 

I 

I 

Stephan, Techniscbe Mechanik. II. 
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Ent- Erstarrungs· flammungs-
temperatur temperatur 

°0 0(1 

I} 1,<-10 
175 

II: <-5 
190-160 III: < 0 

IV:<+5 
200 

i 
,~-~-~---

190-210 I 1,<-10 
II: <-5 

210 
III: < 0 
IV:<+5 

220 <-5 
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Nur bei sehr kleiner Belastung P und sehr groBer Umlaufgeschwin
digkeit v stellt sich der Zapfen nach Fig. 85 a im Lager ein, und die 
zugehorige Druckverteilung zeigt Fig. 85 b. Bei sehr groBer Belastung P 
unrl sehr kleiner Umlaufgeschwindigkeit v legt Rich der Zapfen im Sinn 

Fig. S5a. Fig. S5b. 

der Drehbewegung verschoben nach Fig. 86 a an die Lagerschale an, 
und die entsprechende Druckverteilung zeigt Fig. 86 b 58 ). Es folgt dies 
daraus, daB bei zueinander geneigten Flachen, die allein unter einer 

Fig. 86a. Fig. 86b. 

Druckkraft Peine Schmierschicht auf die Dauer halten konnen, der 
Druck in der Olschicht den in Fig. 87 fur verschiedene Verhaltnisse 

von ~mln dargestellten Verlauf annimmt 59), dessen Berechnung an dieser 
m 

Stelle unterbleiben muB. So ergibt sich dann fur eine abgewickelte 
Lagerflache nach Fig. 88 0 ben unter mittleren Verhaltnissen fUr die GroBe 
von P und v die im unteren Teil der Fig. 88 angegebene Druckver
teilung. An den Stellen, wo die Olschicht am diinnsten und am dicksten 
ist, herrscht der mittlere Druck Po' Werden die verschiedenen Drucke p' 
in radialer Richtung um den Zapfen aufgetragen, so erhalt man 60) die 

58) Sommerfeld, Z. f. Math. u. Phys. 1904. 
69) Reynolds, Phil. Transactions of the Royal Soc. 1886. 
60) Giimbel, Monatsbl. d. Berl. Bez.-V. d. 1. 1914; Kutzbach, Z. d. V. 

d. 1. 1915. 
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Darstellung der Fig. 89. Aus ihr folgt ohne weiteres, daB der AnschluB 
einer drucklosen Olzufiihrung an der Stelle E stattfinden muB. Diese 
Stelle verschiebt sich jedoch nach den Angaben der Fig. 87 je nach der 

GroBe von ~mi~ in dem Quadranten AD. Die etwa weiter daraus ge-
m 

zogene Folgerung, daB Schmiernuten, die die Druckflache in mehrere 
Teile zerlegen, ungiinstig wirken, ist aber unrichtig 61). 

Zieht man die auf demselben Durchmesser wirkenden Drlicke p' 
uberall voneinander ab, so erhalt man als pI! den trberdruck, der auf 

Fig. 89. 

jede Mantellinie der unteren Lagerschale kommt; sein Verlauf ist eben
falls in Fig. 89 eingetragen. Dieser trberdruck pI! kann nun an jeder 
Stelle in einen wagerechten und einen senkrechten Seitendruck zerlegt 
werden, wie das die Fig. 89 auch angibt. Die wagerechten Seitendrucke 
heben sich paarweise auf, und die senkrechten p gebenden vierten 
Linienzug der Fig. 89. Werden die p senkrecht fiber dem Durchmesser 
d aufgetragen (Fig. 89 unten), so zeigt sich, daB die Verteilung eine im 

61) Kucharski, D. p. J. 1919. 
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groBen und ganzen gleichmaBige ist, womit die Formel (52) ihre Berechti
gung findet 60). Da der Oldruck an den seitlichen Randern des Lagers Null 
ist, so ist der wahre mittlere Druck P n = C • p. Der Verbesserungsfaktor 
C < 1 ist jedoch nicht genau bekannt62 ) und zudem bei der Auswertung 
der Versuche nicht beriicksichtigt worden. 

Beim langsamen DurchflieBen des Lagers steigt die Temperatur des 
Schmieroles an und seine Zahigkeit nimmt entsprechend abo Infolge
dessen ist der Reibungswiderstand 
des Lagers an verschiedenen Stellen 
nicht derselbe; jedoch muB fur die 
Zwecke der Praxis die Angabe eines 
Mittelwertes genugen. 

Zur Feststellung der mittleren p 
Reibungsziffer im Lager dient die 
Reibungswage, deren erste Aus-
fuhrung die Skizze 90 veranschau- Q Q' Q 
licht 63). Das Lager wird mit dem Fig. 90. 
daran befestigten Balken, der zwischen 
zwei Anschlagen wagerecht liegt, auf die Versuchswelle yom Durch
messer d gehangt; seine Belastung ist P = G + 2 Q, worin angibt 

G das Gewicht des Balkens und Lagers, 
Q die Belastung jeder Wageschale. 

Dreht sich jetzt die Welle rechts herum, so ist links am Hebelarm lo 
ein Dbergewicht Q' aufzubringen, um das Moment der Zapfenreibung 

M =,U' P·{-d 

zu uberwinden. Man erhiilt so 

2· Q' 'lo 
fl= P.d . 

(57) 

(58) 

Bei einer neueren Ausffthrung 64) wird das Lager unmittelbar durch ein 
uber eine Rolle wirkendes Gewicht belastet und das Moment der Zapfen
reibung vermittels einer am Hebelarm lo angreifenden Federwage ge
messen (Fig. 91). Ein in 01 tauchender Dampfungskolben dampft die 
beim Anlaufen eintretenden Schwingungen. 

Die Ergebnisse der Versuche sind folgende 65 ): 

Alle Lager mussen erst einlaufen, ehe sie mit geringer Reibung und 
kleinem Olverbrauch arbeiten, was durch Beigabe von Flockengraphit 
beschleunigt werden kann, der alle kleinen Unebenheiten der Lager
schalen ausfftllt. Am besten laufen weiche Lagerschalen aus WeiB
metall und Bronze ein. Fast gar nicht laufen sich GuBeisenschalen 

62) Kucharski, Z. f. d. ges. Turbw. 1918. 
63) Hirn, etwa 1850. 
84) Lasche, Z. d. V. d. I. 1902. 
65) Striheck, Z. d. V. d. I. 1902. 
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oder gehartete Stahlschalen ein; sie miissen notigen£alls in der ersten 
Betriebszeit mehrmals nachgearbeitet werden. 

Fig. 91. 

Auch gut eingelau£ene Lager miissen sich jedesmal erst wieder auf 
die Dauertemperatur eingelaufen haben. Die Kurven b der Fig. 92 
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zeigen, daB bei einem Sellerslager von d = 7 cm Wellen starke mit Ring
schmierung bei p = 2,9 at die Beharrungstemperatur bei n = 760 Um
drehungen in der Minute erst nach 21/2 Stunden erreicht ist, wahrend 
die Reibungsziffer schon nach 2 Stunden ihren Endwert erlangt hat. 
Etwas giinstiger sind die Verhaltnisse bei einem WeiBmetallager, fur 
das die Kurven a gelten mit p = 10,5 at. Bei den meisten Hebezeugen 
ist also die Reibung immer sehr viel hoher als etwa bei dauernd um
laufenden Wellenleitungen oder Kraftmaschinen. Den Verlauf der Rei
bungsziffer mit steigender Erwarmung des Lagers bei verschiedenen 
Lagerdrucken p bis zum Eintritt des Beharrungszustandes zeigt die 
Fig. 93 ebenfalls fur 760 Umdrehungen in der Minute entsprechend 
der Gleitgeschwindigkeit v = 2,79 m/sk, und zwar bei der AuBentempe
ratur 20°. 

Die Reibungsziffer ,u fur den Beharrungszustand nimmtmit wach
send em Flachendruck p zuerst abo Es bedarf eines um so groBeren 
Druckes, um den kleinsten Wert zu erhaIten, je groBer die Umfangs-

h . d' k't d Z f . t B' d lb n 
t;.~~ gesc wm Ig eI V es ap ens IS . eI emse e 

Lager sinkt sie aber bei jedem Flachendruck auf de n-. 
~ 
c 

~ 
c 

1\ 

, 

\ 

\ \~ 
\\ 

, <\ 
1\ "" "-

.... ~~" 
~t---

• 

~ 
~ 

'-.. 

"'-----

selben Wert 0,0035 bei GuBeisen, 0,0020 bei Wei B
t metall als Lagerschale fiir dasselbe Mineralol mI 

. der Engler-Ziffer 28,4 bei 25 ° (Fig. 94), um dan 
bei kleinen Geschwindigkeiten wieder anzusteige 

n 
n. 
e
B-

Die Ausgangsreibungsziffer der Ruhe ist stets di 
selbe flo = 0,0140 bei GuBeisen und 0,0230 bei Wei 
metall. Die Fig. 94 gilt bei allen Drucken und U m

r fangsgeschwindigkeiten fiir die gleiche Temperatu 
25° und ein WeiBmetallager. 

Die Fig. 92-94 ergeben ferner: 
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Fig. 94. 

Die Reibungsziffer sinkt mit zunehmendem Flachendruck p66) und 
mit steigender Temperatur t 67 ), sie wachst mit steigender Umfangs
geschwindigkeit v des Zapfens 68 ) und ist naturgemaB auch abhangig 

66) Thurston, Friction and last work, 1873. 
67) Woodbury, Engng. 1884. 
68) Tower, 1883. 
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von der Art des Oles 69 ), wenn auch bei richtiger Wahl des letzteren 
dieser EinfluB von geringster Bedeutung ist, denn bei hoherer Tem
peratur nahern sich ja die Zahigkeitswerte alIer Ole. Vberschlagig ent-
spricht ft der YZo71). Bei der niedrigsten Reibungsziffer ist das Produkt 
v' Zo unveranderIich (8). Die Abhangigkeit vom Metall des Zapfens und 
Lagers ist nur ganz geringfiigigG4),65) und verschwindet haufig ganzIich70). 

FUr WeiBmetall- oder Bronzelager mit Ringschmierung von dem Zapfen
verhaltnis l: d = 1-:-1,5 ist bei Verwendung von "Gasmotol'enol" innerhalb der 
Grenzen 71 ) • 

4> v > 0,4 m/sk, 45> t > 25°, 

und 3 < p < 12 + 2 . JIIOV at 
1,23' VO.4• 

f l = pO.6 •• p.o. 

bzw. fiir 12 + 2 . rIO v > p > 50 at 

(59a) 

0,45 . VQ,45 

fl = po.so . p.04- (59b) 

Fur ein Seliers-GuBeisenIager mit Ringschmierung vom Zapfenverhaltnis l: d 
= 3,3 ist ebenfalls bei Benutzung von "GasmotorenOl" innerhalb der Grenzen 

4> v > 0,1 mjsk, 8> p > 1 

1,36' VO. 60• 

fl = pO.58. f1.29 . (60) 

Ringschmierung ist brauchbar bis etwa v = 12 m/sk; damber hinaus 
nimmt die Ollieferung des Schmierringes schnell ab 64). Man wendet dann Spul
schmierung an. Mit 0,8 dm3jmin MineralOl ergab sich72) in einem WeiBmetall
oder Bronzelager bei p > 3 at fl unabhangig von v und innerhalb der Grenzen 

30 < t < 60° , 4 < p < 15 at 

(6la) 

bzw. bei 
60 < t < 100°, 3 < p < 15 at 

(61 b) 

Nur naherungsweise ist also bei Lagerschalen, die den Zapfen voU um
schlieBen 74), 

fI . p = const. 

Die Beziehung gilt nicht fur geteilte Lagerschalen 70). FUr Stahlzapfen in etwa 
halb umfassenden WeiBmetallschalen von Eisenbahnwagen ist im Beharrungs
zustand i. M. fl = 0,0095 bei Schmierung mit RuMI oder einem entsprechenden 
Mineralol unabhangig von p und V 75). Nach langerem Stillstand ist fl = 0,054 65). 

69) Marte ns, Mitt. aus d. KgI. Materialpmfungsamt. 
70) Heilmann, Z. d. V. d. I. 1905. 
71) Nach den Angaben von Stribeck bestimmt. 
72) Nach den Angaben von Lasche bestimmt. 
73) Balfry, Engng. 1913. 
74) Tower; Dettmar, D. p. J. 1900; Saytzeff, Z. d. V. d. I. 1914. 
76) Kirchweger, Organ f. d. Fortschr. d. Eisenbahnwesens 1864. 
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Wenn also die mittlere Temperatur des Oles im Lager bekannt ist, kann It 
hiernach bestimmt werden. Nach mehrstiindigem Einlaufen ist fiir sachgemiW 
geschmierte 

Hauptkurbellager gewohnlicher Dampfmaschinen 52) • 
Kurbelzapfenlager" " 
Lager gewohnlicher Dynamomaschinen und Elektro· 

motoren 74b) ••••••••••••••• t"",35° 
Da~pfturbinenlager, die von dem durchstromenden 01 

gekiihlt werden 64) •••••• 
Sellers.Ringschmierlager 71) 

t = 28 . VO. 50 • pO•12, (62) 

ruhende Lager gewohnlicher Bauart die Ubertemperatur t1 uber die des 
umgebenden Raumes 72) bei 15 < t1 < 80° 

t1 = 310 . (It • P • V)0.763 (63a) 

Wird diese Gleichung mit den Gleichungen (61) zusammengenommen, so 
ergibt sich die Lagertemperatur t bei der Raumtemperatur t2 aus 

p.625+ t2 • to.625 = g~g} . VO. 763 (63b) 

Der obere Zahlenwert gilt fur 30 < t < 60°, der untere fur 60 < t < 100°. Die 
Gleichung trifft genau zu fur p = 4 at. 

Die Belastung p, die bei kleinen Geschwindigkeiten v bis zu etwa 2,5 m/sk 
bei gleichmaBig umlaufenden Zapfen bis zu 50 at, bei in dem Lager unter wech· 
seluder Belastung "atmendem" Zapfen augenblicksweise bis zu 120 at betragen 
kann, wenn auch die mittlere Durchschnittsbelastung 20 at nicht uberschreitet, 
darf steigen 73) 

bei etwa v = 9 m/sk nur bis p = 13 at, 
v = 12" " P = 14,5 " 
v = 18 " P = 16 " 
v = 22,5 " P = 16,5 ". 

Beispiel59. Der Kurbelzapfen einer Dampfmaschine von der Lange l = 17 cm 
und der Starke d = 13 cm erfahre bei der Nennleistung der Maschine die mittlere 
Druckkraft Pm "'" 4380 kg, die Anzahl der Umdrehungen in der Minute sei n = 115. 
Anzugeben ist das Moment des Reibungswiderstandes im Beharrungszustand. 

Die Umfangsgeschwindigkeit des Zapfens ist nach Formel (25) 

= 11:' d . n = 11:' 0,13 . 115 = 0783 I k 
v 60 60 ,mis, 

die Beharrungstemperatur t = 40°. 

Der mittlere, im allgemeinen zugelassene Zapfendruck ist 

Pm 4380 
Pm = -·r-:-i = T3-:-17 "'" 20 at, 

der bei der Hochstbelastung der Maschine bis auf das 1,5fache ansteigt. 
Da die Schmierung durch das Atmen des Zapfens sehr begiinstigt wird, so 

kOnnen in Ermangelung anderer Unterlagen die des Ringschmierlagers gemaB 
Formel (59b) ubernommen werden: 

0,45 .0,783°.45 0,45 ·0,896 
ft = 20°.30. 401.04 = 2,46' 46,5 = 0,0035 . 

Hiermit erhii.lt man nach Formel (57) 

M 3 0,13 k 
1 = 0,0035' 4 80 . 2""" "'" 1,0 m g. 
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Beispiel 60. Die Welle einer Dampfmaschine erfahre durch die Kolbenkraft 
die mittlere Belastung Pm'" 4380 kg in wagerechter Richtung, durch den Riemen
zug S = 1150 kg ebenfalls in wagerechter Richtung und durch das Schwungrad
gewicht G (Xl 5500 kg in lotrechter Richtung (Fig. 95). Gegeben sind die Malle 

a = 0,45m, 
dl = 0,23 m, 
II = 0,35 m, 

bi = 1,10 m, 
b2 = 0,90 m, 
d2 = 0,16 m, 
l2 = 0,24m. 

Zu berechnen ist das Moment der Lagerreibungswiderstande. 
Die von der Kolbenkraft hervorgerufenen Lagerkrafte sind 

N' = P . b2_±~1 + a = 4380 . 2,45 = 5370 k 
I m bi + b2 • 2,00 g, 

N ' P a 0,45 
2 = m ''6-+ b = 4380 . 2 00 = 990 kg. 

I 2 , 

Fig. 95. 

Die vom Riemenzug hervorgerufenen Lagerkrafte sind 

" S b2 0,90 
N, = 'bl +b; = 1150 . 2,00 = 520 kg, 

N ' S bi 0 1,10 ~ = . bi + b2 = 115 . 2~06 = 630 kg. 

Die vom Schwungradgewicht hervorgerufenen Lagerkrafte sind 

N '" G b2 00 0,90 2 k , = . b i +b~ = 55 . 2,00 = 470 g, 

bi 1,10 
N{{' = G . --- = 5500 . -- . = 3030 kg. 

bi + b2 2,00 

Die Gesamtlagerkrafte ergeben sich hieraus nach dem Satz des Pythagoras 
je nach der Richtung von Pm zu 

NI = I!(N~ =f N?)2 + N{"2 = 5445 bzw. 6375 kg, 

N2 = Y(N4 ± N~')2 + N~"2 = 3430 bzw. 3050 kg. 

Die entsprechenden mittleren Zapfendriicke sind 

NI 5445 + 6375 
PI = -i;~d-; = 2.35.23 = 7,3 at, 

N2 3430 + 3050 
P2 = z;:-t; = 2~4--:-f6 = 8,4 at. 
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Die Umfangsgeschwindigkeiten sind 

11: • 0,23 . 115 = 1 39 j k 
VI 60 ' ms, 

11: • 0,16 • 115 = 096 j k 
60 ' ms, 

die Beharrungstemperatur t = 35°. 
Die Reibungsziffern werden in Ermangelung anderer Angaben der Formel (59a) 

entnommen: 
1,23 . 1,390,45 = 1,23 . 1,,1.6 = 0,0097 , 

III = 7,3°,65. 351,04 3,64 . 40,5 

1,23 ·0,96Q,45 = 1,23 . 0,~8 = 00075 
112 = 8,4°,65. 35°,45 3,98 . 40,5 ' • 

Damit wird nach Formel (57) 

l • d2 1 35· 232 

M1 = III • PI . 1O~ . ~ = 2. 0,0097.7,3. 100 = 6,5 mkg, 

1 24.162 
M2 = 2 . 0,0075 • 8,4 . 100 = 1,9 mkg. 

Beispiel 61. Der Kreuzkopfzapfen einer Dampfmaschine habe die Lange 
l = 9,0 cm und den Durchmesser d = 6,0 cm, er erfahre bei der Nennleistung 
der Maschine die mittlere Druckkraft Pm = 4380 kg, die Anzahl der Umdrehungen 
der Maschine sei n = 115 in der Minute. Anzugeben ist das Moment des Reibungs
widerstandes. 

Die Schubstange schwingt um den Zapfen nur um den Winkel {J = 11 020' 
nach beiden Seiten aus. Die mittlere Geschwindigkeit des Kurbelendes der 180 cm 
langen Stange liegt zwischen 0 und der Umlaufgeschwindigkeit der Kurbel vom 
Halbmesser 0,375 m 

n . 0,75 . 115 
Vmax = 60 = 4,52 mjsk, 

betragt also V", '" 2,3 m/sek. Somit ist die mittlere Lagergeschwindigkeit 

3 
V = 2,3' 180 = 0,038 mjsk. 

Die mittlere Lagertemperatur dtirfte etwa t = 35 ° betragen, ferner ist der mittlere 
Zapfendruck 

Pm 4380 
Pm = y:--a; = --g:(f = 81,0 at. 

Damit ergibt die Formel (59 b), die hier freilich tiber ihren durch die Ver
suche gedeckten Geltungsbereich benutzt wird: 

0,45 . 0,038o,6~ = 0,45 . 0,142 = 0,0051_ 
11 = 81°,58. 351 ,39 12,7 . 98,1 

Aus Formel (57) folgt dann 

M = 0,0051 ,4380,0,03", 0,7 mkg. 

Die Zapfenreibungsmomente der Beispiele 59 bis 61, die dieselbe Dampf
maschine vom mittleren Gesamtdrehmoment Mm = 960 mkg betreffen, ergeben 
zusammen 2:.M = 10,1 mkg. Der Gesamtwirkungsgrad der Zapfen betragt mit
hin nach Formel (45 b) 

10,1 
t/ = 1 - 960 = 0,989. 
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Beispiel 62. Zu bereehnen ist das Moment der Exzenterreibung fiir ein 
Exzenter von der Breite b = 8 em und dem Durehmesser d = 42 em, das mit 
n = 115 Umdrehungen in der Minute umliiuft und bei guter Sehmierung des 
Sehiebers die mittlere Druekkraft Pm = 1040 kg erfiihrt. 

Man erhiilt den mittleren Druck 

1040 
p = 8. 42 = 3,1 at, 

die Umfangsgesehwindigkeit 

_ :n;' 0,42 . 115 _ 2 52 / k 
v- 60 -, ms, 

die Temperatur ist bei giinstigen Verhiiltnissen etwa t = 45°. 
Dann ergibt wieder Formel (59a) 

= 1,23' 2,52Q,45 = 1,23'1,52 = 0017 
fl 3,1 0,65 . 45 1,0' 2,08 . 52,5 ' , 

mithin wird das Reibungsmoment 

M = l' 0,017' 1040'0,42 = 3,7 mkg. 

Beispiel 63. Eine Wellenleitung von d = 8 em Durehmesser laufe in der 
Minute mit n = 150 Umdrehungen und belaste i = 12 Sellerssche Ringschmier
lager je mit p = 3 at. Anzugeben ist das Reibungsmoment der Welle bei der 
Anfangstemperatur to = 15 ° und bei der im Beharrungszustand eingetretenen. 

Die Umfangsgesehwindigkeit ist 

v = ;;r' 0,0~_~50. = 0,63 m/sk. 
60 

Hiermit ergibt Formel (62) die Beharrungstemperatur 

t1 = 28 . YO,63 . 3 0,12 = 28'0,794' 1,14 = 25,5° 

und nun folgt aus Formel (60) die Reibungsziffer 

1,36 - 0,63 0,605 1,36·0,757 
f'o = -30,58 . 151,29 = 1,89' 33 = 0,017 

bzw. 
_ 1,36' 0,757 _ 00084 

fl1 - 1,89' 65 -, . 

Damit wird das Reibungsmoment 

M = i . fl • p • l . d • ~ = 12 . 0,017 . 3 . 3,3 . 83 = 5 16 mkg 
o 200 200 ' 

bzw. 

6. Die Spurlager. 
Fallt die WirkungsIinie der helastenden Kraft P mit der Drehachse 

der Welle zusammen, so daB sich der Zapfen auf die ehene, senkrecht 
zur Drehachse stehende Endflache stiitzt (Fig. 96), so greift in jedem 
Flachenteilchen dF dieser Stiitzzapfenflache die zugehorige Belastung 
P 

dF im Schwerpunkt der Flache an, solange die nur durch die diinne 

Olschicht getrennten BeriihrungsfIachen ehen genug und parallel sind. 
Sie erzeugt dort den der Bewegung entgegengesetzten Reihungswider-
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stand W = fl . :F' und das Zapfenreibungsmoment der ganzen Flii.che 
ist demnach 

M = f fl' ~ . dF . r = It • P . r dF 0 I o· 

Den Schwerpunktshalbmesser erhii.lt man nach Bd. I Formel (83) zu 

Hiermit ergibt sich schlieBlich im Fall moglichst e ben erG 1 e i t
flii.chen 

(64) 

Da die ii.uBeren Flii.chenteilchen des Zapfens wesentlich schneller 
umlaufen als die inneren, so nutzt sich dort das weichere Metall im 

Fig. 96. 

Laufe der Zeit auch entsprechend mehr ab als innen, 
wei! die Olschicht doch gelegentlich zerreiBt und so 
wenigstens auf kurze Zeit an einzelnen Stellen me
tallische Beriihrung stattfindet. Infolgedessen liegen 
bald die auBeren Flii.chenteilchen weniger innig auf
einander als die inneren, und die letzteren arbeiten 
jetzt unter einem hoheren 
Flachendruck P aufeinander, 
bis ein Ausgleich stattgefun
den hat derart, daB die beiden 
gleich breiten Flachenelemente 
dF und dFI des Ringaus
schnittes F' der Fig. 97 den 
gleichen Anteil der Druck
kraft P aufnehmen. 

Man erhii.lt hieraus 

dP = dF· P = dFI • PI' 

Fig. 97. 

und da nach Fig. 97 

iet, so folgt 
P : PI = r l : r. 

Der FIachendruck steht im umgekehrten Verhii.ltnis der Entfernung von 
der Drehachee. 

Liegt nun die Flache des Zapfens voll auf, so daB r1 = 0 ist, so kann die 
vorstehende Gleichung scheinbar erfiillt werden durch p = O. FUr die Zeit des 
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Einlaufens trifft das jedenfalls nicht zu, und fiir das vollendete Einlaufen ist 
es auch unmoglich, weil dann erst der nachste Flachenstreifen der Fig. 97 zum 
Anliegen kommt und dann bald auch wieder den Flachendruck 0 erhalt und so 
fort. Die Gleichung wird befriedigend erfiillt durch Pl = 00, wenn in diesem 
Fall 00 der Wert ist, bei dem das Material des innersten Flachenstreifens merk
lich nachgibt. Damit nun der Flachendruck innen nicht so hoch ans~eigt, erhalt 
der volle Spurzapfen in der Mitte mindestens eine Bohrung, die zur Olzufiihrung 
benutzt wird. 

Die Mittelkraft der beiden gleichen Druckkrafte d F . p und d F 1 • P1' 
die auf die beiden auBersten Teilchen der Fliiche F' einwirken, geht durch 
die Mitte ihres Abstandes, ebenso die Mittelkraft der auf die beiden 
nachsten Streifen entfallenden, eben falls einander gleichen Kriifte und 
so fort. Demnach greift die gesamte auf die betrachtete Flache kom-

mende Druckkraft ;, in der Entfernung 

r' = r1 + ~ . (r - r1) = t· (r + r1) 

von der Drehachse an. 
Das Moment des Reibungswiderstandes fUr den eingelaufenen 

Stutzzapfen ist also 

M = '};,fl .;, . F'· r' 

oder 

(65) 

Versuche zur Ermittlung der Rei bun g s z i ff e r von Spurlagern mit 
Wasserkuhlung und Valvoline als SchmiermateriaP6) ergaben im Dauer

zustand bei glatten Stahl
laufringen und mit WeiB
metallausgegossenen Bron ze
druckringen mit Schmier
nuten nach Fig.98a die in 
Fig.99 mit b bezeichneten 
gestrichelten Linien der Tem
peraturen des ablaufenden 
0les und die ausgezogenen 

Fig. 98a. Fig. 98b. der zugehorigen Reibungs-
ziffer in Abhangigkeit von 

dem Flachendruck p und der mittleren Umlaufgeschwindigkeit der 
Druckflache. Waren die Druckringe glatt und die Schmiernuten nach 
Fig.98b in die Stahllaufflachen eingeschnitten, so ergaben sich die 
Linien c der Fig. 99. Fur Stahlzapfen auf Bronze mit dm noch immer 
gebrauchlicheren Schmiernuten nach Fig. 98a, denen als Schmiermittel 
gutes Rubol zulief, ergaben sich 77) die in Fig. 100 dargestellten, aus 

76) Lasche, Z. d. V. d. 1. 1906. 
77) Neumann, Z. d. V. d. J. 1918. 



Formel (64) berechneten Rei
bungsziffern bei der giinstig
sten Temperatur 500 C. 

Die Reibungsziffer liegt 
also wesentlich hoher als 
bei Traglagern. Sie wird er
heblich verkleinert, wenn die 
Schmiernuten im umlaufen
den Teil moglichst tangen
tial gefiihrt sind, weil dann 
das 01 durch die Schleu
derkraft in radialer Richtung 
zwischen die Flachen getrie
ben wird. 

Die Spurlager. 
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Bezeichnet man in Fig. 83 
die Ordinaten mit log Y und die 
Abszissen mit log x, so gilt 

1'=0 10 IS zc zS JO 

Fig. 99. 

log YI 
tgt5 = 10gYI - logY2 = ~ 

logx2 - 10gxI X log .-! 
Xl 

Fig. 100. 
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oder, wenn jetzt zum Numerus iibergegangen wird, 

( X2 )tg <5 = Yl , 
Xl Y2 

woraus folgt 
(66) 

Haufig erscheinen nun Kurvenziige, wenn sie in logarithmischen Koordi
naten aufgetragen werden, mit groBer Annaherung als gerade Linien. Die Kurven 
folgen dann dem Exponentialgesetz der Formel (66). 

Werden die ,u-Kurven der Fig. 99 logarithmisch aufgetragen, so erhalt man 
fiir die Umfangsgeschwindigkeiten 7 < v < 12 mjsk 

bei Schmiernuten nach Fig. 98 a im Druckring 
0,077 

fiir 6 < p < 15,5 at ,Il = V O,17 • pO,63 ' 

15,5 < p < 23 at 
0,047 

,u = VO,17. pO,43 ' 

23 < p < 31,5 at 
0,0125 

It = V O,17. pO,18 • 

bei Schmiernuten nach Fig. 98 b im Laufring 
0,0385 

fiir 5 < p < 13,5 at 1'= VO,17 • pO,78 ' 

13,5 < p < 26,5 at 
0,0195 

,u= 
VO,17. pO,51 ' 

0,0155 
,u= VO,17 • pO,29 • 26,5 < p < 35,6 at 

(67) 

(68) 

Beispiel 64. Das wassergekiihlte Drucklager einer Schiffsturbinenwelle be
steht aus i = 5 Ringen nach Fig. 98 b mit dem auBeren Durchmesser d = 298 mm 
und dem inneren Durchmesser dl = 185 mm. Die Schmiernuten verringern die 
Flache um 11 v. H. Es lauft um mit n = 900 Umdrehungen in der Minute und 
hat die Druckkraft P = 50 t aufzunehmen 76). Zu bestimmen ist daB Dreh
moment der Zapfenreibung. 

Der Flachendruck der Laufflache ist 

P 50000 
P = ~ ~ = = 26,2 at, 

t·F ;n; 
5· 4' (29,8 + 18,5)' (29,8 - 18,5) '0,89 

die mittlere Umlaufgeschwindigkeit 

_ ;n;' dm~ _ ;n; • (0,298 + 0,185) . 900 _ 114 j k 
v- 60 - 2'60 - ,ms. 

Damit kann man den Kurven c ~er Fig. 99 die Reibungsziffer ,u = 0,0056 
und die Temperatur des ablaufenden Oles t = 86 0 entnehmen. 

Das Drehmoment der Spurzapfenreibung betragt hiermit zu Anfang nach 
Formel (64) 

(18,5) 3 

0,0056 29,8 1 - 29,8 
M = 5· -4-.10000. 100 . - _ (18,5)2 = 27,81'1,24 = 34,5 mkg. 

1 29,8 
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Naeh gutem EinIaufen ist gemaB Formel (65) 

M = 5 . 0,0056 .10000. 29,8. (1 + 1~8,5) = 2781 . ~. 1 622 = 339 mk 
4 100 29,8 ' 4' , g. 

Der Untersehied ist also bei derartigen Ringlagern ziemlieh geringfiigig. 
Das Gesamtdrehmoment der fragliehen Antriebsmasehine betragt etwa 

3580 mkg. Der WirkungBgrad deB Spurlagers, ungereehnet die groBeren Ver. 
luste dureh die 61- und Wasserpumpen, ist somit 

rJ = 1 - ::~~ = 0,990 . 

Beispiel 65. Der Kammzapfen einer Dampfsehiffswelle besteht aus i = 6 
Ringen vom mittleren Durehmesser dm = 40 em und der Breite b = 5 em. Er 
sei belastet mit P = 35 t und maehe in der Minute n = 120 Umdrehungen. An· 
zugeben ist das Drehmoment der Zapfenreibung. 

Der Flaehendruek zwisehen den Laufringen ist, wenn fiir die Sehmiernuten 
6 v. H. der Flaehe abgezogen werden, 

P 35000 
P = -;--~-.-----.----; = "'" 9,9 at, i . n • dm • b • 0,94 6 • n • 40 . 5 . 0,94 

die lIlittlere Umlaufgesehwindigkeit ist 

_ n' 0,40 . 120 _ 2 51 / k 
v- 60 -, ms. 

Wird in Ermangelung weiterer Unterlagen die Formel (67 a) aueh fUr die 
vorliegende Umlaufgesehwindigkeit benutzt, BO erhalt man 

0,077 0,077 
f.t = 2,510,17 . 9,9"' •• = 1,17 . 4,24 = 0,0155 

und somit naeh Formel (65) 

1 45 ( 35) M = 4' 0,0155' 35000 '100 1 + 45 = 109 mkg. 

DaB Gesamtdrehmoment der Masehine betragt etwa 11000 mkg, also der Wir· 
kungsgrad des Kammzapfens 

109 
rJ = 1 - 11 000 = 0,990 . 

Beispiel 66. Das Reibungsmoment eines eingelaufenen Spurlagers einer 
Wasserturbine vom AuBendurehmesser d = 14 em und der inneren Bohrung 
dl = 2 em, das bei der Umfangsgesehwindigkeit v = 0,50 m/sk mit P = 8,5 t 
belastet wird, ist zu bereehnen. 

Der Flachendruck betragt bei Abzug von 15 v. H. fiir die Schmiernuten 
8500 

p = = 59,1 at. 
~. 16·12·085 
4 ' 

Die Reibungsziffer etwa aus Formel (67e) zu ermitteln ist nieht angangig, da 
sich der vorliegende Fall ~u weit von dem Giiltigkeitsbereich der Formel ent· 
fernt. Man sehatzt lieber gemaB den Angaben S. 30 (I = 0,02 . 

Dann Hefert Formel (65) 

1 14 ( 2 ) M = 4. 0,02. 8500 '100' 1 +14 = 6,8 mkg. 

Die Formel (64) ergibt,im vorliegenden Fall M = 8,1 mkg, also das 1,19fache 
des naeh EinIaufen zutreffenden Wertes. 

Beispiel 67. Zu berechnen ist die Druekkraft P, mit der eine Lamellen· 
Reibungskupplung naeh Fig. 101 mit i = 8 Reibflachen vom auBeren Durch· 

stephan, Technische Mechanik. II. 6 
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messer d = 40 om und dem inneren Durohmesser d1 = 33 om anzupressen ist, 
wenn sie bei IS =~faoher Sioherheit das Drehmoment M = 1955 mkg tiber· 
tragen solI. 

Da die Flachen sioh bald einlaufen, so ist Formel (65) zu benutzen: 

i (d1 ) IS.M=T·rt.P.d. 1+([, 

worin bei Stahl auf Bronze nach den Angaben S.30 It = 0,10 einzusetzen ist. 
Hieraus folgt mit den gegebenen Zahlenwerten 

P = 1,25' 1955 . 4 = 168 kg. 

8 ·0,1 . 40 ( 1 + !~) 
1st der eine Teil der Ringe aus Eichenholz und der andere aus abgedrehtem 

FluBeisen, so betragt die Reibungsziffer I~ = 0,50, und es wird 

P' = t P "" 34 kg. 

Durch Weiterentwicklung 78 ) der Untersuchungen von Reynolds 
wurde das in Fig. 102 dargestellte Michell-Spurlager 79b ) gefunden, 

Fig. 101. 

das selbst bei den groBten Kraf
ten nur einen einzigen Tragring 
braucht, der auf einer Anzahl 
von annahernd quadratischen 

Fig. 102. 

Segmenten lauft, die so gestiitzt werden, daB sie sich gemaB der 
Fig. 87 etwas geneigt zur Laufflache stellen. An den Randern der 
Segmentplatten ist der Oldruck 0 und er steigt nach der Mitte zu 
derart an, daB dort etwa das 3 fache des mittleren Druckes 

vorhanden ist, wenn bedeutet: 

p 
P =i.P 

P die gesamte Druckkraft in kg, 
F die Fliiche eines Segmentes in cm 2, 

i die Anzahl der Segmente. 

78) Michell. Zeit-schr. f. Math. u. Phys. 1905. 

(69) 
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Wird die Vorderkante der Segmente etwas abgerundet 79), so wird 
der Oldruck und damit die Tragfiihigkeit des Lagers noch erhOht. 

Fiir quadratische Segmente von der Breite a = 4,5 cm, deren Unterstiitzung 
um den Betrag e = 0,12 a hinter der Mitte der Druckflache liegt, ergab sich mit 
einem 01, das bei der mittleren Temperatur t = 55 0 die absolute Zahigkeit 
Zo = 0,00225 kg' sk/m2 hatte, die Reibungsziffer 79b) 

It = 0,00308 • 1 Iv . (1 + 0,14) • vp) (70) Vp -
giiltig fiir 

6 < v < 50 m/sk, 3 -:- 9 < p < 100 at. 

Bei einer anderen mittleren Temperatur ist der Wert von II im Verhaltnis der 
Wurzeln aus den absoluten Zahigkeiten zu andern. Bei p ex> 100 at ist It '" 0,002 
unabhiingig von der mittleren Umlaufgeschwindigkeit v des Laufringes. 

Werden die vorn abgerundeten Segmente genau in der Mitte gestiitzt, so er
gibt sich wieder fiir die mittlere Temperatur t = 55 0 

fl = 0,00762 'l/~ . (71) 

Diese Anordnung liefert also groBere Reibungsziffern, die in hohem MaBe von 
dem Keilwinkel der Olschicht abhiingt80). Erst bei p = lIO at haben die For
meIn (70) und (71) dasselbe Ergebnis. 

Wird die Stiitzung um den Betrag e = 0,12 a nach vorn gelegt, so erhiilt man 
It = 0,004 (72) 

fiir aIle Driicke und Geschwindigkeiten. 
Bei Driicken bis p = 5 at kann Wasser an Stelle von 01 genommen werden, 

wodurch die Reibungsziffer im Verhaltnis der WurzeIn aus den absoluten Zahig
keiten verkleinert wird. 

Werden statt der annahernd quadratischen Platten kreisformige, in der Mitte 
gestiitzte, genommen 81). so wird der theoretische Vorteil der Konstruktion nicht 
voll ausgenutzt. Derartige Lager haben die Reibungsziffer fl = 0,01..-;-0,003. 

Beispiel 68. Ein Michell-Lager vom AuBendurchmesser d = 220 mm und 
der Breite a = 45 mm der i = 12 Tragsegmente laufe mit n = 3000 Umdrehungen 
in der Minute um und sei mit P = 6 t belastet. Das Schmierol flieBe mit der 
Temperatur t1 = 56 0 zu und mit t2 = 76 0 abo Anzugeben ist sein Reibungsmoment. 

FOrl1J.el (69) gibt den mittleren Druck 
6000 

p ex> 1"2-'4,52 = 24,7 at. 

Die mittlere Umlaufgeschwindigkeit ist 

- jl·0,175·3000 _ 275 / k 
v- 60 -, ms. 

Die mittlere Temperatur ist etwa 
t = t· (56 + 76) = 66 0 • 

GemaB Formel (55) erhalt man 

log (~) 
_----,-:-y---,-=66 = ~~67 -log6~ = 2,267 - 1,~~ = 0,85. 
log ( ~ ) 2,267 -log 55 2,267 - 1,740 

_____ l' 55 

79) Engng. 1915; V. F., Brown, Boveri u. Cie-Mitteilungen 1918. 
80) Giimbel, Z. f. d. ges. Turbw. 1917. 
81) Kingsbury, J. of the Am. Soc. of Nayal Eng. 1912. 

6* 
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Bei Verwendung desselben 6les, ~t dem die Zahlenangaben der Formel (70) 
erhalten sind, und wenn die geringe Anderung des spezifischen Gewichtes r <Xl 0,89 
zwischen 55 0 und 66 0 auBer acht gelassen wird, ist hiernach die fiir die vorteil· 
hafteste Anordnung geltende Formel (70) mit dem Faktor [Formel (54)] 

ViZ ( 000225 )1. (0,85 - 1) 
~=' =0,82 
Z55 0,89 . 0,00018 

zu multiplizieren. Man erhalt so die Reibungsziffer 

Ii- = 0,00308· y]g (.1 + 0,14 ·V24,7) ·0,82 = 0,0045. 

Hiermit liefert die Formel (64) 

1 _ (0,13)3 
1 0,22 

M ="3.0,0045.6000.0,22. _ (0,13)2 = 2,38 mkg. 
1 0,22 

7. Der Rollwiderstand. 

Rollt eine starre Walze auf einer ebenfalls starren, wagerechten 
Unterlage (Fig. 103), so findet die Beriihrung nur in einer Mantellinie A 
der Rolle statt. Die lotrechte Kraft Q, mit der die Walze auf die Unter

lage gepreBt wird, und der Gegen
druck N der letzteren fallen in die
selbe Wirkungslinie und heben sich 
gegenseitig auf, so daB der ge
ringste auBere Ein£luB ausreicht, 
urn die Rollbewegung einzulei-

777~~~~~/': ten82). Dem Fall entspricht etwa 
%:; ein wenig belastetes Stahlrad auf 

einer Stahlschiene, die mit der 
Fig. 103. Fig. 104. ganzen Lange auf einer Beton

mauer aufliegt. 
1st die Unterlage nachgiebig, wie etwa eine frische Chaussee

schotterung, und die Walze starr, so stellt die Fig. 104 die Verhaltnisse 
dar. Die Gegenkraft N greift jetzt in der Mitte der vor der Walze 
befindlichen Erhohung an und ist senkrecht zur Beriihrungsflache von 
der Breite AB, also nach dem Mittelpunkt 0 der Walze gerichtet. Um 
den Korper zu rollen, ist eine etwa an der Rollenachse angreifende, par
allel zur Laufflache gerichtete Kraft P erforderlich und ferner auBer 
der gewohnlich sehr kleinen wagerechten Seitenkraft von. N die am 
Rollenumfang angreifende Reibung It . N. Ware die letztere nicht da, 
so wiirde bei geringer Zusammendriickung der Unterlage nur eine glei
tende Verschiebung der Rolle eintreten. 

Die beiden ersten Gleichgewichtsbedingungen ergeben mit den Be
zeichnungen der Fig. 104, wenn auch ft· N ebenso wie N zerlegt wird, 

82) Reynolds, Phil. Transactions of the Royal Soc. 1876; Gumbel, Die 
unmittelbare Reibung fester Karper, 1920. 
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Q - N . cos iX + fl . N . sin iX = 0, 

P - N . sin iX - ,II • N . cos 0. = O. 
Aus der ersteren folgt 

Q = N . coso. . (1 - P . tgiX) 
und aus der zweiten 

P = N· COSiX' (tgiX + ,u). 

Durch Division ergibt sich hieraus mit fl = tg e 

~ = ~gIX + tge = tg(IX + e). 
Q I-tgIX·tge 

85 

In allen praktischen Fallen verschwindet IX gegenuber e, so daB 
sich fUr IX C'U 0 die vereinfachte Fig. 105 ergibt mit N = Q. Dann liefert 
die dritte Gleichgewichtsbedingung mit A als Drehachse p. r = Q . t, 
also die erforderliche Zugkraft an der Achse zu 

Die vorhergehende Gleichung in der abgekurzten Form 

p t 
tgQ =,u>-Q- =-;: 

(73) 

stellt die Bedingung dar, unter der RoUen eintritt; ist 'etwa fl<l, so 
gleitet der K6rper. r 

1st die Roll e n a c h g i e big und die Unterlage starr, wie etwa ein 
Gummirad auf harter StraBe, so bestehen die VerhaltEisse der Fig. 106. 

Fig. 105. Fig. 107. 

I~ Ruhezustand liegt A in der Mitte der Abplattung von der Breite 
BB' = b und der H6he a (Fig. 107), und Q und N, die beide durch A 
gehen, halten sich das Gieichgewicht. Beim Rollen verschiebt sich N 
urn den Betrag t' nach vom, weil die Mantellinie B' sich von der Fahr
bahn abhebt und B sich entsprechend fester anIegt. 

Aus der Momentengleichung p. (r - a) = N· f' foIgt mit 

r2 = (r - a)2 - (~ r 
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oder 
a2 - 2 r a + r2 = r2 - t b2 , 

also 

a - r = ± V r2 - ! bl = r V 1 - (2brY 

bzw., da hier nur das untere Vorzeichen zutrifft und : immer sehr 
klein i'3t, r 

r - a = r' (1 _ ~ b2
_) 

8 r2 

~ =~ =L.(1 +~~). 
N Q r 8 r2 

Die Gleichung geht in die obige (73) uber, wenn der Klammerausdruck 
mit f' zu dem Wert f zusammengezogen wird, da nur der Gesamtaus
druck durch Versuche bestimmt werden kann. 

Man bemerkt, daB in beiden Grenzfallen das Ergebnis das gleiche 
ist, also auch dann, wenn sowohl die Roll e als auch die Laufflache 
nachgiebig ist. 

Nur insofern tritt ein Unterschied ein, als jetzt N senkrecht zu der 
flachen Wolbung von Rolle und Unterlage steht, also gemaB Fig. 108 
die Mittellinie der Rolle in einem Punkt 0' uber dem Mittelpunkt 0 
schneidet. Gleichzeitig wird der Winkel ~ noch kleiner als bei den 
vorherigen Annahmen. 

Da sich im Fall der Fig. 106 und 108 der Halbmesser r der Rolle 
um den Betrag a verkiirzt, so findet stets ein gewisser Schlupf beim 
Rollen statt82b ), ohne daB die Rolle gleitet. 

Es bleibt noch der Fall zu erortern, daB die Roll bah n e I a s tis c h 
ist. Die hinter der Rolle wieder emporsteigende Bahn legt sich mit 

einem Druck daran an, der bei vollkommener 
Elastizitat der Unterlage gleich dem Druck N ist 
und ebenso weit wie dieser von A entfernt ist. 
Der Fall entspricht also, weil die Mittelkraft der 
beiden N durch die Beriihrungslinie A geht, dem 
zuerst besprochenen der vollkommen starren Kor
per. Da die Rolle, deren augenblickliche Dreh
achse A ist, sich auf der Ruckseite bei B' von 
der Unterlage nahezu senkrecht abhebt, so ent
steht dort keine Reibungskraft, die die Verhalt-
nisse etwa and ern wiirde. 

Bei unvollkommener Elastizitat der Unterlage oder, wenn auch nur 
eine ganz geringe Zeit notig ist, urn die vollstandige Ruckbewegung 
auszufiihren, ist die hinter der Stelle A wirkende Gegenkraft kleiner 
als die davor angreifende und befindet sich auBerdem naher an A, so 
daB dann ein je nach dem Grade der Elastizitat mehr oder weniger 
groBer Teil von Q. f' als Moment des Rollwiderstandes in Ansatz 
kommt. 



Der Rollwiderstand. 87 

Fiir den Hebelarm f des Rollwiderstandes gelten folgende Mittelwerteao): 

Material der 

Walze 

GuBeisen 
Stahlrader 
Pockholz 
Ulmenholz 
weiches Holz 
weiches Holz 

Unterlage 

GuBeisen 
Stahlschienen 
Pockholz 
Pockholz 
weiches Holz 
Stein 

mm 

0,05 
0,05 
0,5 
0,8 
1,5 
1,3 

Die Zugkraft P kann auch gelegentlich am ,beren Rand der Rolle 
angreifen, und es gilt dann 

P'·2r=Q·!. (74) 

Sie kann auch, wie der Kettenzug eines Fahrrades oder Lastkraftwagens, 
in geneigter Richtung am Halbmesser r1 eines auf der Rollenachse 
festen Zahnrades angreifen. In dem Fall gilt entsprechend 

p'. r 1 = Q'!. 

Beispiel 69. Zu bestimmen ist der Neigungswinkel IX einer aus FluBeisen 
gebildeten schiefen Ebene, auf der eine Stahlrolle vom Halbmesser r = 60 mm 
gerade anfangt abzurollen. 

GemaB Fig. 109 wird das Gewicht G der Rolle in die beiden Seitenkrafte 
P = G • sin IX parallel zur schiefen Ebene und N = G • cos IX senkrecht dazu zer
legt. Dann ergibt Formel (73) 

also 

mithin 

G • sinlX = G • COStX • L , 
r 

f 0,05 
tgIX =- = - = 0,00083, 

r 60 

IX ",,3' = io°. 
Bei sehr sorgfii.ltiger Aufmessung83) waren die Genauig-

keitsgrenzen der Messung lIT ° und IX ergab sich kleiner als Fig. 109. 
dieser Betrag. 

Beispiel 70. Fiir einen zweiradrigen Drahtseilbahnwagen vom Gesamt
gewicht Q = 550 kg, der auf einer Neigung tgIX = 1 : 3,5 fahrt, ist die erforder
liche Zugkraft anzugeben. Der Raddurchmesser betragt D = 25 cm, der Zapfen
durchmesser d = 35 mm. 

Die Last Q wird entsprechend der Fig. 109 zerlegt. Das Moment des Roll
widerstandes ist dann 

Ml = Q . COStX • f , 
das Moment der Zapfenreibung nach Formel (57) 

Ms = t . fl . Q . d , 

das Moment der Zugkraft, die an der Radachse angreift, bei Aufwartsbewegung 

Ma = (P - Q . sintX) • ~ • 

83) Jahn, Z. d. V. d, 1. }918. 
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Es gilt also 
M3= Ml +M2 

oder mit den vorstehenden Werten und 
1 . tg(X 

cos (X = VI + tg2(X' Slll(x = -:lV:;::l =:+=t:=g=.c2=-1Ji 

P = -,_Q_. (tg(X +~ + fl'!--' VI + tg2~). 
tl+tg21Ji D D 

(75) 

Mit / = 0,005 cm und ft = 0,060 bei Starrschmiere nach dem Einlaufen ergibt sich 

P = 550_. (0,286 + ~ 0,005 + 0,060 . 3,5 . V1,082) 
VI + 0,2862 25 25 

= 529 • (0,286 + 0,00004 + 0,0087) = 198 kg. 

Bei der Ingangsetzung ist fl ungefahr doppelt so groB. 
Bei der Abwartsbewegung des Wagens ist 

P = 529 . (0,286 - 0,0004 - 0,0087) = 146 kg. 

In welcher Hohe des Wage~s das Zugseil angreift, ist fiir die vorliegende 
Rechnung gleichgiiltig, da die Anderung der Hohenlage nur eine andere Ver
teilung des Raddruckes bewirkt (Beispiel 130, Bd. I). 

Beispiel 71. Zu bestimmen ist die Neigung des Gleises, bei der ein Eisen
babnwagen beginnt, von selbst abzurollen. 

Bezeichnet Q' den Anteil des ganzen Wagengewichtes Q, der auf ein Rad 
entfallt, so gilt nach Fig. 109 als treibende Kraft Q' . sinlX am Radhalbmesser R, 
als Gegendruck der Schiene Q' • cos (X mit dem Hebelarm / des Rollwiderstandes. 
Der Achszapfen vom Halbmesser r wird belastet durch Q' - t G, wenn G das 
Gewicht des Radsatzes darstellt, und das Moment der Zapfenreibung, die in 
erster Linie das Abrollen hindert, ist fl' . (Q' - tG) . r. 

Entsprechend lassen sich dieselben Gleichungen mit den zugehOrigen An
teilen der iibrigen Rader niederschreiben. Durch Addition erhiilt man dann 
mit Q' = b • l • p', worin bedeutet 

l die Lange des Zapfens in cm, 
b die Breite der Lagerschale in cm, 

p' den von Q' darauf hervorgerufenen Flii,chendruck in at, 

Q - sin(X • R = Q . COM ./ + '1:,fl' . p' . l • b • r - };fl • 2G. r, 
4 

wenn ein zweiachsiger Wagen angenommen wird. 
Nun ist fl'· p' nach S. 72 unter sonst gleichen Verhaltnissen nahezu un-

veranderlich und man kann also fiir }; (fl' • p') den Wert fl' p = fl' l ~ b ein

setzen. Ebenso wird im letzten Glied der Mittelwert fiir die Reibungsziffer 
/t = t . '1:, fl' gesetzt. Man kann denmach bei gleichen Radern so rechnen, als 
ob die ganze Last auf ein einziges Rad kommt. 

Nach Division durch Q . cos (X . R geht dann die obige Gleichung iiber in 

tglJi = L + ~ . (1 _ 2G)' .!. (76) 
R cos IX Q R 

Die-Neigung wird am kleinsten, wenn Q den geringsten Wert annimmt. FUr 
leere offene Giiterwagen ist Q = 7,3 t, ein Radsatz wiegt G = 1,2 t, der Halb
messer des Radlaufkreises ist R "" 50 cm, der Halbmesser des Zapfens r = 4,5 cm, 
ferner ist / = 0,005 cm und /' = 0,054 bei etwa 10--:-15 Minuten Stillstand. Da
mit wird mit cos IX '"" 1 

t (X = ~005 + 0,054. (1 _ 2· 1,2) . 4,5 _ 00001 000326 = 000336 
g 50 1, 7,3 5Q =-, ~ + ' ,. 
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Die groBte Neigung 84), die Gleise in BahnhOfen haben dtirfen, ist tgiX = 0,0025; 
somit ist die Sieherheit gegen selbsttatiges Abrollen bei Windstille 

® = 33,6= 1,34 . 
25 

Beispiel 72. Anzugeben ist die in wagereehter Riehtung wirkende Kraft P, 
die erforderlieh ist, urn eine Steinplatte vom Gewieht Q = 5,2 t dureh hOlzerne 
Rollen vom Halbmesser r = 8 em und dem Gesamtgewieht G = 40 kg auf Holz
boWen fortzurollen. 

Nur bei der in Fig. llO wiedergegebenen Lage des Steines zu den Rollen 
verteilt sieh sein Gewicht Q gleichmiWig tiber beide Rollen. Trotzdem kann nach 
den Angaben in Beispiel 70 so gerechnet werden, 
als ob die ganzen Lasten Q und G auf eine einzige ~ ~ 
Rolle wirken. Auch wenn P nicht, etwa durch p ~ 
Vermittlung einer Brechstange an der Unterflaehe ' 
des Steines angreift, so wirkt das bei hOherer Lage 2 Q 2; 
von P entstehende Drehmoment nur auf Mehr-iC~a ~ 
belastung der vorderen und Entlastung der hin-
teren Rolle, was auf das Ergebnis ja ohne Ein- Fig. 110. 
fluB ist. 

Das Moment des Rollwiderstandes an der Unterlage ist Ml = (Q + G) . 11 , 
das des Rollwiderstandes am Stein ist M2 = Q . 12' das Moment der bewegenden 
Kraft ist gemiW Formel (74) M = P . 2 r. Man erhalt so aus 

P • 2r = (Q + G) . 11 + Q. la 
P =Q . (11 + 12) + G . 11 

2r ' 

also mit 11 = 0,15 mm, 12 = 0,13 mm 

P = _5_20_0_'-.-:(-,0,_15--'cc+ 0,13) + 40 . 0,15 9 1 ° 04 92 k 
2'~ = ,1+ , =, ~ 

Beispiel 73. Von den vier Laufradern 
des Auslegers eines Portalkranes erfahren 
die zwei vorderen je die Hoehstbelastung 
Q' = ll,37 t, die zwei hinteren je Q" = 0,26 t. 2r 
Anzugeben ist die GroBe des zum Schwenken 
des Auslegers erforderlichen Zahndruekes P, 
der im Abstand Rl = 1,35 m von der Dreh
aehse wirkt (Fig. lll). Gegeben ist ferner 
der Halbmesser des mittleren Laufkreises 
R = 1,50 m, der mittlere Raddurchmesser 
2 r = 0,60 m, der Zapfendurchmesser der 
Rader 2 r1 = 7 em, die Zapfenlange 11 = 
11 em, der Stirndurehmesser der Radnabe 
2r2 = 12 cm. 

Es ist die Gesamtbelastung 

H 
Fig. lli. 

Q = 2· (Q' + Q") = 2· (11,37 + 0,26) = 23,26 t. 

Der Gegendruek N der Schiene wird zerlegt in Q und H, und aus ahnllehen 
Dreieeken folgt 

und damit 

r 
H=Q·

R 

N = jfi,f2 -=t--S2 = Q. VI + (fJ 
84) Techn. Vereinbarungen tiber den Bau und die Betriebseinriehtungen der 

Haupt- und Nebeneisenbahnen. 
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Das Moment des Rollwiderstandes ist 

Ml = N . f = Q . f· VI + (i) 2 = 23260· 0,005' VI + (135~r '" 120 cmkg. 

Das Moment der Tragzapfenreibung ist mit fl = 0,10 (vgl. S. 71) nach Formel (57) 

M2 = ,11 • Q . r1 = 0,10 . 23260 . 3,5 ex) 8140 cmkg. 

Das Moment der Spurzapfenreibung nach Formel (63) 

2 1 - (~r 2 30 1 - (~r 
Ma = -3-' w H· _ (rl)2 = -3-,0,10' 23260· Y50' (7)2 '" 380 cmkg. 

1-- 1--
~ 12 

Treibend wirkt das Moment 

M = P . Rl = P . 135 cmkg. 
Man erhalt somit 

1 
P = 135 . (120 + 8140 + 380) = 64 kg. 

Da sich beim ersten Anfahren die Reibungsziffer vergroBert auf fA, = 0,14 
und der Rollwiderstand nur einen ganz geringen Anteil zu P beitragt, so kann 
genau genug angegeben werden 

Pmax = 1,4' P = 90 kg. 

Fur eisenbereifte Rader von StraBenfuhrwerken ist f naturgemaB 
von der Art der StraBe abhangig. Es ist 85) auf 

glatten Granitplatten . . 
Gleisen der StraBenbahn 
guter AsphaltstraBe . 
gutem Holzpflaster . 
sehr guten Erdwegen . . 
losem Sand ..... . 

... f = 1,5 mm, 
i. M. f = 2,5 

f = 6,0 
f = 1,5 

. f = 4,5 

. f = 15-.;-30 " 

Fur Vollgummibereifung von Lastkraftwagen 86 ) ist auf guter harter Chaussee 
f = 2,4mm. 

Beispiel 74. Zu berechnen ist die notige Zugkraft P, um ein Landfuhrwerk 
von G = 1100 kg Eigengewicht und Q = 3000 kg Ladung auf einer guten Asphalt. 
straBe fortzuschaffen. Die Achsschenkel haben den Durchmesser d = 5 cm, die 
Vorderrader den Durchmesser Dl = 1,0 m, die Hinterrader den Durchmesser 
D2 = 1,2 m. Die Last werde gleichmaBig auf alle 4 Rader verteilt vorausgesetzt. 

Als widerstehende Momente sind die des Rollwiderstandes und der Zapfen. 
rei bung anzusetzen, das bewegende Moment bildet die Zugkraft am Radhalb. 
messer. Es gilt also fiir die Vorderrader 

P DIll d 
2 . 2 = 2 . (G + Q) . f + -2 . (G + Q) . fA, '2- . 

Eine entsprechende Gleichung ergibt sich fiir die Hinterrader. Damit wird 

Dl + D2 
P'-2- = (G+Q) ·(2f+fA,·d), 

85) Berechnet aus den Messungsergebnissen von Gerstner, Handbuch der 
Mechanik, 1831; Morin, Experiences sur Ie tirage des voitures, 1839/42; Brix, 
iJber die Reibung und den Widerstand der Fuhrwerke auf StraBen von ver· 
schiedener Beschaffenheit, 1850. 

86) Nach Wimperis, Engug. 1910. 
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also 
G+Q P = 2 . (2 f + fl . d) . -- - . 

Dl + Dz 
(77) 

Mit / = 0,60 em und fl = 0,10 wird 

4100 
P = 2 . (2 . 0,6 + 0,1 . 5) . 220- = 63 kg. 

Bei etwa 8stiindiger Arbeitszeit am Tage mit passenden Pausen betragt die 
Zugkraft eines 

leiehten Pferdes 60 kg bei v = 1,1 m/sk Gesehwindigkeit, 
mittleren 75"" v = 1,1 " 
sehweren 90"" v = 1,1 " 
Mensehen 15"" v = 0,8 " 

25" " v = 0,4 " 
Sie kann voriibergehend auf das Doppelte gesteigert werden. 

Ist die Fa h r bah nun e ben, so daB das Rad im Punkte B der 
Fig. 112 gegen eine um den Betrag a erhabene Erhahung staBt, so gilt, 
wenn die Zugkraft Pan der Radachse angreift, die 
Momentengleichung 

b 
P.(r-a)=Q·2' 

wobei der sehr kleine Betrag Q . tg ex . a weggelassen 
wird. Mit dem oben bestimmten Wert von r - a 
folgt hieraus 

Nun ergibt die Ableitung des Wertes r - a umgekehrt 

~ = lJ2a 
2r V r' 

und es ist demnach 

Fig. 112. 

(78) 

bei langsamem RoUen. Bei schnellem Rollen steigt der EinfluB der 
Unebenheiten mit dem Quadrat der Geschwindigkeit. 

Die Rechnung setzt voraus, daB die Vorsprftnge der Fahrbahn starr 
sind. Bei nachgiebigen oder elastischen Vorsprftngen ist nur ein Teil
betrag von a in die Formel (78) einzusetzen. Sind z. B. auf die eiserne 
Fahrbahn niedrige Messingstreifen von der Starke a ge16tet, so stimmt 
die Formel mit den Versuchsergebnissen 87) iiberein, wenn i. M. mit 
0,50 a gerechnet wird. Bei Wagen auf rauhen StraBen verringert sich 
der Widerstand noch dadurch, daB nicht alle vier Rader gleichzeitig 
vor gleich hohen V orsprftngen stehen. 

87) Biilz, Forschungsarbeiten des V. d. 1., Heft 154/5, 1914. 
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Als Durchschnittswerte fiir vierradrige, eisen bereifte StraBenfuhrwerke 6f» 

kann man ansetzen bei 

vorziiglichem Steinpflaster . . . . . 
gutem " ..... 
schlechtem " . . . . . 
chaussierter StraBe, glatt und geteert 

mit Sta~b· u~d Schlamm bedeckt 
in schlechter Beschaffenheit . . 

a = 0,030mm, 
0,067 
0,225 
0,035 " , 
0,095 " , 
0,150 " , 
0,55 " 

Beispiel 75. Zu berechnen ist die fiir den Wagen in Beispiel 74 erforderliche 
Zugkraft auf einer gewohnlichen staubigen oder schlammigen Chaussee. 

Der Klammerausdruck der Formel (78) kann als belanglos weggelassen werden. 
Dann ist 

Q [·V--a l/-a ( d d)] 
P = -2- . 2 . R~ + r 2 . R~ + ft· 15;.+ n; 

= 41~ . [1 j2-(J,015 + 1/~0,015 + 010. ( __ 5_ + ~)] 
2 V 50 r 60 ' 100 120 

4100 = -2 ~ . (0,0245 + 0,0224 + 0,0050 + 0,0042) = 115 kg. 

Vorausgesetzt ist eine im ebenen Gelande verlaufende StraBe. Bei der im 
Flachlande gebrauchlichen StraBensteigung tg<x = 0,025 wird nach Formel (75) 
fiir die Aufwartsbewegung 

4100 
p = VI +-O~252 . (0,025 + 0,0235 + 0,0046 . 1,0003) = 216 kg. 

Die Belastung ist also, wenn langere Steigungen von der GroBe vorkommen, 
fiir zwei schwere Pferde schon zu groB. 

Bei einer Steigung der StraBe von tg a = 0,050, wie sie im Hiigelland oft 
vorkommt, ist 

p = ;:;~~- . (0,050 + 0,0235 + 0,0046 . 1,00125) = 319 kg. 
r 1 + 0,052 

Der Wagen erfordert daun 4 mittelschwere Pferde. 

Beispiel 76. An einem Lastkraftwagen mit Vollgummibereifung ist auf 
einer wagerechten, guten harten Chaussee bei Windstille fiir den Fahrwiderstand 
des geschleppten Wagens mit ausgekuppeltem Motor 86 ) festgestellt worden bei 

v = 4 8 12 16 20 24 28 32 36 km/st 

G = 0,0181 0,0190 0,0203 0,0226 0,0248 0,0300 0,0362 0,0430 0,0493. 

Hiernach laBt sich angeben fiir 

0< v < 12 km/st ~ = 17,6 + ~ v + 8~ v 2 kg/t, 

P 2,'(V 
12 < v < 21 km/st 7:[ = 20,3' V 12 kg/t, 

21 < v < 36 km/st -{;- = 25,1 . (21) 1,25 kg/to 

Mit einem leichten Lastkraftwagen mit Vollgummibereifung von D '-. 0,90 m 
Durchmesser sind festgestellt worden 88) auf 

88) V. Kennelly u. Schmig, Institute of Electr. Eng., Cleveland 1917. 
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AsphaltstraBen bei 16 < v < 24 km/st ~ = 14,5 + ~- kg/t, 

Holzpflaster " 16 < v < 23 " 
p v 

-Cr = 18,0 + 4 ", 

guter harter Chaussee " 14 < v < 23 " 
P 2 v2 

Q = 24,0 - 3 v + 30 kg/t, 

P 1 v2 

Q = 28,0 - 4 v + 56 ", schlechter " " 14 < v < 24 " 

Kopfsteinpflaster " 13 < v < 20 " 
P 2 v2 

Q = 29,0 - 3 v + 15 

weicher LandstraBe " 13 < v < 21 
P 3 v2 

Q = 36,5 - 4 v + 30 

Granitsteinen in Zement " 15 < v < 23 " 
P v2 

-Q- = 17,5 + 40 kg/to 

Die letzteren Angaben enthalten nur den reinen StraBen- und dazu den Luft
widerstand. 

Fiir Fahrrader gilt b3i 1,7> v> 10 msk Fahrtgeschwindigkeit als Gesamt
widerstand 89 & ) 

W = 0,64 + 0,0922 . v + 0,022 . vi. 

StraBenlokomotiven von 0,8-;-.1,0 m Raddurchmesser haben auf fester StraBe 
einen Fahrwiderstand von 22 kgft 89b ). 

Bei auf Schienen laufenden Rii.dern hiegt sich die Schiene unter 
dem Raddruck stets etwas durch, wie es die Fig. 113 etwa andeutet. 
Das Rad scheint somit eine etwas geneigte Bahn 
heraufzurollen. Jedoch lauft die Aushohlung der 
Bahn mit dem Rade nahezu unverandert mit, 
und au.Berdem ist die Tangente an die Schienen
kurve an der Rollstelle parallel zur Bewegungs
richtung des Rades. Diese Durchbiegung ist also 
ohne Einflu.B auf den Rollwiderstand. 

Drehensichzweidurch 
die Krafte Q aufein
ander gepre.Bte Roll en 
von den Halbrnessern r1 
und r 2 urn ihre Achsen 0 1 

und O2 , so verschiebt sich 
an jeder Rolle der darauf 
wirkende Gegendruck Nl 
bzw. N2 urn die Strecke t Fig. 113. Fig. 114. 
von der Mittellinie 0 10 2 

nach riickwarts im Sinne der Bewegung jeder Rolle (Fig. 114). Urn 
die Rolle I gegen den Rollwiderstand zu drehen, ist sie durch ein 
Drehrnornent Ml anzutreibe'll. Da nun Nl = N. = Q ist, so gilt fur 
reines Rollen, also P < f£ • N, 

+Ml - Q • t + p . r1 = 0 

89) Schaefer, D. p. J. 1908; Dahme, Z. d. V. d. I. 1919. 
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und fiir die Rolle 2 entsprechend 
+Q . j + P . r2 = 0 . 

Wird der hieraus folgende Wert von P in die erstere Gleichung ein 
gesetzt, so folgt90) 

M1=Q·j·(1 + ~:). (79) 

Die Gleichung trifft auch fiir das Rollen in einem Hohlzylinder zu. 
Steht etwa die Rolle 2 fest und rollt I darauf im Sinne des eingetra

genen Pfeiles ab, so gilt dieselbe Dberlegung. Nun wirkt jetzt auf die 
Rolle 2 noch ein Drehmoment M 2 = M 1 in entgegengesetzter Richtung, 
das sie festhiilt. 

Beispiel 77. Zu berechnen ist die im Abstande 10 = 0,60 m von der Dreh
achse angreifende Kraft Po, die zum Schwenken eines Handdrehkranes nach 
Fig. 115 notig ist, bei der Nutzlast Q = 3 t, ihrer Ausladung a = 4,0 m, dem 

Fig. 115. 

Gewicht der drehbaren Teile G = 2,8 t, seinem Hebelarm b = 1,0 m, dem Ab
stand von der Mitte des oberen Drehzapfens bis zur Mitte der unteren Druck
rollen h = 1,8 m. Gegeben sei ferner der Durchmesser des oberen Drehzapfens 
2 r1 = 11 em, seine Lange 11 = 16 em, der Rollendurchmesser 2 r = 15 em, ihr 
Zapfendurchmesser 2 r2 = 4,5 em, die Zapfenlange 12 = 6 em, der Saulendurch
messer an der Laufstelle der Rollen 2 R = 65 em, der Winkel zwischen den 
Rollenaohsen und der Mittelachse des Auslegers IX = 40°. 

Der obere Spurzapfen hat das ganze Gewicht des Auslegers mit der Last 
zu tragen; die Seitenflachen des Zapfens und des Rollenlagers erhalten die gleiche 
wagerechte Kraft P. Die Momentengleichung fiir die am Ausleger wirkenden 
Kraftepaare lautet bei Gleichgewicht 

+Q' a + G· b - p. h = O. 
Hieraus folgt 

P Q a G b 4,0 1,0 
= . -- + . --= 3000 . - + 2800 .- "'" 8220 kg. 

h h 1,8 1,8 

90) Stribeck, Z. d. V. d. J. 1901; LOffler, Mechanische Triebwerke und 
Bremsen, 1912. 
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Der am eine Stiitzrolle kommende Druck PI ergibt sich leicht aus dem 
Kriiftedreieck zu 

1 1 8220 
PI = 2' p. cos IX = 2.0,766"'" 5370 kg. 

Da ein richtiges Einlaufen der Zapfen hier nicht stattfindet, so ist zu rechnen 
!nit p = 0,10 • 

Man erhalt so das Reibungsmoment des Stiitzzapfens nach Formel (64) 

M = t . '" . (Q + G) • dl = t . 0,10 . 5800 . 11 = 2127 cmkg, 

das Reibungsmoment des Tragzapfens nach Formel (57) 

M2 = t . It . P . d1 = t . 0,10 . 8220 . 11 = 4523 cmkg, 

das Reibungsmoment der 4 Tragzapfen der Rollen 

Ma = 2 . t . p • PI . d2 = 2 . t . 0,10 . 5370 '4,5 = 2416 cmkg, 

das Moment des Rollwiderstandes nach Formel (79) !nit t = 0,005 em 

M, = 2· Pl' t . (1 + ~) = 2 . 5370 . 0,005 . (1 + !!) = 66 cmkg. 

Das gesamte, zum Schwenken notige Drehmoment ist also};M = 91,32 mkg, 
!nithin die gesuchte Kraft 

};M 91,32 
Po = T = 0,6cf"'" 152 kg. 

8. Der Spurkranz. 
Ein Laufkran von der Spannweite b und dem Radstand a (Fig. 116) 

erfahre bei einer bestimmten Laststellung die Raddrucke N l' N 2' Na, N 4' 

1st nun ein Rad, z. B. 1, etwas grof3er als die anderen - Unterschiede 
von 1 mm im Durchmesser kommen haufig vor91 ) -, so eilt es ent
sprechend vor und der Kran stellt sich schief, wobei der Spurkranz 

Fig. 116. Fig. 117. 

des voreilenden Rades die Schiene beriihrt und so eine wagerechte 
Gegenkraft H erfahrt. Hat Heine hinreichende Grof3e angenommeI}., 
so verschiebt sich der Kran entweder in der Richtung von H als Ganzes 
oder fiihrt eine Drehung um das diagonal gegenuberliegende Rad 4 aus. 

Zunachst ist zu entscheiden, unter welchen Umstaliden das eine 
oder andere eintritt. Fur den Fall der Verschiebung im ganzen ist 

H = It • (Nt + N2 + Na + N 4), 

fur den der Drehung ist nach Fig. 117 

H· a = It .(Na · a + N 2 • b + Nt' ya2+-b2). 
-----

91) Pape, D. p. J. 1910. 
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1m Grenzfall sind beide H einander gleich, woraus folgt 
(--1)2 b 

Nl + N2 + N4 = N l • VI + Ca-) + N 2 • a' (80) 

b 
Beispiel 78. Zu bestimmen ist das Radstandverhaltnis - - , bei dem Drehung 

a 
des Laufkranes eintritt, fiir verschiedene Werte der Raddriicke N. 

Es sei 

Dann liefert Formel (80) 

V1+(!f=3-! oder ( b)2 b (b)2 1+ -a =9-6'-a+ -a ' 
also 

b 
-= 1,33 
a 

a.la Grenzwert. Bei jedem groJ3eren Betrag verschiebt sich der Kra.n seitlich. 
Es Bei 

Nl = N2 = 0,3Q 

Dann ergibt sich aus 

und 

Fig. 118. 

c 

Ja 

0,3 . y-; ~ ( ! ) 2 = 0,8 - 0,3 ! 
( b)2 b (b)2 1+ -a =7,1l-5,33'-a+ -a 

b 
-0,- = 1,15. 

Es sei umgekehrt Nl = Na = 0,2 Q und Na = N, = 0,3 Q. 
Dann folgt aUB 

0,2' Y 1 + (! r = 0,7 - 0,2' ! 
b 

- = 1,25. 
a 

Da b im allgemeinen, Bogar bei Portalkranen, erheblich groJ3er 
ist als a, so findet unter gewohnlichen UmstiLnden keine den 
Kran wieder gerade richtende Drehung Btatt, Bondern der Kran 
schiebt Bich an dem Spurkranz zur Seite, wobei das voreilende 
&ad auch in der Laufrichtung etwas gleitet (S. 105). Mit 
'" = 0,22 erhiilt man smnit, wenn Q daB Gesamtgewicht deB 
Kranes einBchlieJ3lich der Last angibt, H = 0,22 • Q • o 

Fig. 119. 
Die GroBe der moglichen S chi e f s tell u n g hiingt 

ab von dem Radstand a und dem Spielraum c zwischen 
den Spurkranzen und der Schiene (Fig. U8), und zwar ist der Schief
stellwinkel r gemaB Fig. 119 bestimmt durch 

2·e 
tgy =--. 

a 
(81) 
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Es liegen demnach immer zwei Spurkranze mit gleicher Kraft H an 
1 

der Schiene an. Ais Durchschnittswert91 ) kann etwa y 0V 200 gelten. 

Die Kegelschnitte. Ein Kegel entsteht dadurch, daB eine gerade, nach 
beiden Richtungen ins Unendliche verlaufende Linie AA um die Achse 00', die 
sie in 0 unter dem Winkel ex schneidet, gedreht wird (Fig. 120). 

Fig. 121. 

!I 

b 
~-""-...!..-"""=_o:-:c ____ _ 

Fig. 122. 

Legt man durch den Kegel einen ebenen Schnitt BB' senkrecht zur Achse 00', 
so entsteht ein Kreis (Fig. 121). Fiir jeden beliebigen Punkt des Kreisumfanges 
gilt mit den Bezeichnungen der Fig. 120 die Mittelpunktsgleichung 

x 2 + y2 = r2 . (82) 

Wird der Schnitt 00' unter einem beliebigen Winkel zwischen 90° und ex 
gegen die Achse gelegt, so entsteht eine Ellipse, deren Halbachsen a und b 
sich urn so mehr voneinander unterscheiden, je mehr der Schnittwinkel sich 
dem Wert ex nahert (Fig. 122). Gezeichnet wird die Ellipse aus den beiden Halb
achsen a und b, indem man durch die Schnittpunkte A und B der aus ihnen ge
schlagenen Kreise mit einem beliebigen Halbmesser MA je eine zu a bzw. b 
Senkrechte AO bzw. BO zieht, die sich in einem Punkt 0 der Ellipse schneiden. 
Man entnimmt der Fig. 122 aus den ahnlichen Dreiecken BAO und MBE das 
Verhaltnis 

x Vb2 _ y2 
a --b-~'~ 

woraus sich nach Quadrierung die Mittelpunktgleichung der Ellips; ergibt: 

(' ,x ) 2 / Y ') 2 

'a' + ~b. = 1. (83) 

Fiir jeden Punkt der Ellipse ist die Summe der Brennpunktabstande OFl und OFs 
dieselbe: 

und zwar ist 

S t e p han, Technische Mechanik. II. 7 
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Wird die Schnittebene DD' parallel zu einer Mantellinie, also unter dem 
Winkel IX gegen die Achse 00' gefiihrt (Fig. 120), so entsteht die Parabel, die 
in der Richtung nach D' ins Unendliche verlituft (Fig. 123). Jeder Punkt der 
Parabel hat von einem Punkt Fund einer senkrecht zur Achse verlaufenden 
Geraden den gleichen Abstand: FO = DC. Den Abstand FM = p bezeichnet 
man als Parameter der Parabel. Aus dem Dreieck FBO erhitlt man nach dem 
Satz des· Pythagoras: 

( x _ ~) 2 + y2 = (x + ~) 2 , 

woraus die Scheitelgleichung der Parabel folgt 

y2 = 2· p. x. 

c' 
Fig. 123. Fig. 124. 

Wird in Fig. 120 der Kegelschnitt EE' gegen die Achse 00' unter einem 
Winkel gefiihrt, der kleiner ist als IX, so entsteht die Hyperbel, die in zwei 
getrennte gleiche Aste bei E und bei E' zerfitllt. Fiir jeden beliebigen Punkt A 
der Hyperbel (Fig. 124) ist der Unterschied der Brennpunktstrahlen FIA und FzA 
derselbe: 

(84) 

wenn MB1= MBz = a als groBe Halbachse der Hyperbel bezeichnet wird und 
entsprechend das von den die Kurve in den unendlichfernen Punkten tangierenden 
Asymptoten auf der Scheiteltangente abgeschnittene Stiick BO = b ala kleine 
Halbachse. Es ist ferner 

MFI = MFa = ± ya2 + b2 = c. 

Nach dem Satz des Pythagoras erhalt man hiermit 

fl = Y (x + C)2 + y2 und f2 = y-;-(x-_~C-:-;)2c-+-'--y--;;2 ; 

damit folgt aus der obigen Grundgleichung durch zweimaliges Quadrieren die 
Mittelpunktgleichung der Hyperbel 

( ~ r -( ~ r = 1. (85) 

1st a = b, so geht sie iiber in 
x 2 _ y2 = a2 • (86a) 

Diese Kurve, deren Asymptoten senkrecht zueinander und um 45° gegen die Mittel
achse geneigt sind, ist die gleichschenklige Hyperbel. Werden die Asymptoten 
als Achsen genommen, so gilt 

x'·y' = c. (86b) 

1st die Hohlkehle des Spurkranzes im Verhaltnis zur Abrundung 
der Schiene k 1 e i n und wird vorlaufig von dem Gleiten des Rades 



Der Spurkranz. 99 

in der fortschreitenden Richtung abgesehen, so ergeben sich ffir die 
Neigung eX des Spurkranzes und die Schiefstellung r die Verhaltnisse92 ) 

der Fig. 125. Die obere Projektion a gibt eine Ansicht gegen das Rad 
auf der um den Winkel r gegen die Zeichenebene geneigten Schiene 
mit der Auflagerstelle At des Laufmantels des Rades und dem Be
riihrungspunkt B t von Spurkranz und Schiene, dessen Bahn beim Rollen 

Fig. 125. 

des Rades die eingetragene veriiingerte Zykloide (S. 150) ist. Die untere 
Projektion b stellt den wagerechten Schnitt E2 durch den Beriihrungs
punkt dar; der Spurkranz wird nach einer Hyperbel geschnitten, der 
Fiihrungszylinder der Schiene yom Halbmesser r und der Achse MM 
nach einer Geraden. 

1st 0 20 2 = xund 02B2 = y, so lautet die Gleichung dieser Hyperbel 
gemiiB Formel (85) 

2 2 
~_ Y2- 1 
~ b~ - . 

92) Schubert, Die Fordertechnik 1914/15. 

7* 
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Durch Differentiation 
2 . X 2 • d x2 2 . Y2 • d Y2 _ 0 --(ir- -- bj-- -

ergibt sich hieraup die Richtung ihrer Tangente, der Schnittgeraden 
des Fiihrungszylinders 

d Y2 _ ~ • (~2_) 2 
llx2 - Y2 a2 

Nun ist nach Fig. 125 b diese Neigung gegen die Laufrichtung des 
b2 

Rades cotg y und fel'Jler -- = cotg IX, also 
a2 

x 
cotg IX = _2 • cotg21X • (87) 

Y2 
In der oberen Projektion 125 a ist durch die Tangente an die Bahn 

des Punktes Beine Ebene El senkrecht zur Zeichenebene gelegt worden, 
die in der linken Projektion 125 c in wahrer GroBe dargestellt ist. Die 
Mittelpunktgleichung dieser Schnitthyperbel des Spurkranzes ist mit 
030 3 = Xl und B303= Yl wieder 

2 2 

~-~=1 
a~ bi 

und durch Differentiation ergibt sich wie oben 

Mit dd Yl = cotg fJ und 
Xl 

oder 

d YI _ Xl ( bl ) 2 

dX I - YI • ~~ . 

bl 
- = cotg IX erhalt man 
a l 

YI = R· Y2. 
e 

Da nun der Abstand des Punktes B von der Projektion 0 der Kegel
spitze in allen parallel zur Kegelachse gefiihrten Schnitten denselben 
Wert hat, so ist 

Man erhalt so 

(88 a) 
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und durch Vergleich mit Gleichung (87) 
e 

cotgf3 = Ii' cotgy. 

101 

(89) 

Da I' und R bekannt sind, muB nur noch e bestimmt werden. Nach 
Fig. 125 a ist 

e2 = y2 + Z2. 

Nach der Hyperbelgleichung ist 

Y; = b;· (x: _ 1) = b~ . (x~ _ aD = cotg2,x . (x; - b~ . tg 2 iX) 
a2 a2 

= x; . cotg2iX - b; , 
und nach den Gleichungen (88 a) und (89) 

cotg 2v 
cotg 2iX . x~ = y~. --'-. 

cotg2 iX 
Damit folgt 

(R + Z)2 
(90) 

Urn z zu ermitteln, wird in Fig. 125 b durch B 20 2 ein Schnitt Ea 
senkrecht zur Laufflache der Schiene gelegt, der die Kegelachse unter 
dem Winkels schneidet. Klappt man ihn urn die Spur Ea in die Zeichen
ebene urn, so ergibt sich die Fig. 125 d, in der die Abrundung der Schiene 
in einer Ellipse geschnitten ist. Ihre Gleichung lautet 

x~ Y~ 
~2 +~b2 = I. 
a4 4 

Durch Differentiation ergibt sich wieder ihre Tangentenneigung im Be
riihrungspunkt B 4 zu 

clY4 _ ~4. (~_)2 
clx4 - - Y4 a4 • 

Nun ist nach Fig. 125 d 

und nach Fig. 125 b 

also 

clY4 = _ tgb = b2 = R + Z 
dX4 1 l 

r 
a4 = HJ = ----

cos (I' + s) 

b2 x4 - = + - . cos 2 (I' + s) . 
1 Y4. 

Der Ellipsengleichung wird entnommen 

~ 
r------

y; r V y~ 
X4 = a4 ' I - r2 = cos (I' + s)' I - ~' 
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und damit wird 

R +z 11;:2- Y! -- = r' cos (y + E) ---
1 r2 • Y! 

= (cosY' COSE - siny . SinE) . Vr2 ~ Y~. 
Y4 

Nun liefert Fig. 125 b 

sinE = Y2 
1 

und 

Setzt man hierin noch wie oben 

X2 
COSE =1 . 

X 2 = Y2' cotgy . tg2 1X 

und aus Gleichung (90) 
- ---- ~ ------

Y2 = VC~tg2:t!2:-_~ C' 
so erhalt man nach einigen Umformungen 

r 
Y4 = - I 1 

VI + cos2y . (tg21X _ tg2y) , 

worin unter gewohnlichen Umstanden genau genug 

cos 2y <Xl 1, tg 2y <Xl 0 
gesetzt werden kann. 

Der Fig. 125 d entnimmt man noch z = r - Y4' also 

z=r'(1- 1 )<Xl r .(I-Sin1X). (91) VI +COtg2 1X 

Wird dieser Wert ebenso wie der von Y2 aus Gleichung (90) in die 
Gleichung fUr e2 eingesetzt, so folgt schlieBlich 

(_~)2= _~ + 2· -i. (1 - sin1X) + (-Ii' cotgy' tg1X' (1 - Sin1X)r (.92) 

R cotg 2y. tg21X - 1 

Hiermit ist der Wert von cotgfJ aus Formel (89) gegeben: 

cotgfJ,"",cotglX' [1 + 2· i· (1 - sin IX) + (~ cotgy ·tg1X· (1- sin IX) r1 t . 
Die von der Schiene auf den Spurkranz im Punkt B ausgeubte Kraft 

wird zerlegt in eine axial gerichtete Seitenkraft H und eine senkrecht 
hierzu stehende V. Wird von der Reibung zwischen Rad und Schiene 
augenblicklich abgesehen, so ist nach Fig. 125 c 

Vo = H· tgfJ 

Wird die Reibung berucksichtigt, so ist mit ft = tg e 
V=H·tg(fJ+e)· (93) 
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Damit erhiilt man das Drehmoment der Spurkrallzreibung M. = V' c 
und die Kraft, die am Laufradumfang angreifen muB, urn die Spur
kranzreibung zu iiberwinden, ist 

p=M,= V'~' 
R R 

oder mit Gleichung (93) und (89) 

tgy 
P = H· tg(fJ + e) • tgp , 

worin noch aus der ersten Gleichung des 
Abschnittes 8 einzusetzen ist 

H = (Q + G)· tge. 

Man erhalt so, wenn beachtet wird, 
daB der Widerstand an zwei Radern auf- so 

tritt, also zu verdoppeln ist, 

tgfJ+tt .L. 
P = 2· (Q +G) .tgy·l _ tgfJ . tt tgfJ (94) 

AuBerdem tritt an den Stirnflachen der 
Naben zweier Rader Spurlagerreibung durch 
die Kraft H auf. 

Wird der haufigste Mittelwert tg IX =! gewiihlt, also 1 - sin IX = 0,5528, 

ferner(l = 0,22, so ergibt sieh tg{J und 1::~': aus der folgenden Zusammen

stellung. Die letzteren Werle sind in Fig. 126 aufgetragen. 

R 
r 

cotgy = 

50 
100 
150 

100 

0,2387 
0,2462 
0,2480 

200 

0,2169 
0,2388 
0,2449 

300 

0,1914 
0,2300 
0,2401 

400 

0,1669 
0,2179 
0,2338 

tg{J 

----------'------c------;------T----~ - - ---
R 
r 

50 
100 
150 

8,930 
8,814 
8,788 

4,654 
4,462 
4,416 

3,290 
3,020 
2,966 

2,648 
2,320 
1,922 

1000· P 
Q + G ~ 

Beispiel 79. Ein Laufkran habe das Eigengewieht G = 7 t, die Nutzlast 
Q = 6,3 t. Der Raddurchmesser sei R = 30,0 em, die Abrundung der Sehiene 
r = 5,6 mm, der Radstand a = 270 em, der griiBte Spielraum zwischen Rad und 
Sehiene c = 4,5 mm, der Tragzapfendurehmesser d = 8,5 em, der AuBendureh
messer der Buchse, gegen die sieh die Radnabe stiitzt, dl = 12,0 em. Anzugeben 
ist der griiBte Bewegungswiderstand des Kranes. 

Seine Schiefstellung betragt 

2c 2'0,45 1 
i'=a=~=300' 
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das Radverhaltnis ist 
r 5,6 1 
R = 300 = 53,5 . 

Mit der Neigung des Spurkranzes tg1X = 0,250 und der Reibungsziffer ft = 0,22 
entnimmt man der Fig. 126 

Q ; G = 3,24 kg/to 

also 
P = 3,24 . 13,3 = 43,2 kg. 

Die Spurzapfenreibung ergibt an zwei Radern bei Belastung der angedriiekten 
FHiehe dureh die Kraft 0,22' (Q + G) mit ft2 ex:> 0,06 naeh Formel (63) 

(8,5)3 
P2 1 12 1 - 12 

Q + G = 2 . -f . 0,06 . 0,22 . 30 '.- (8,5' 2 • 1000 = 4,55 kg/to 
1- 12) 

Hierzu kommt die Tragzapfenreibung mit fta ('U 0,06 naeh Formel (57) 

Pa 8,5 000 k / Q + G = 0,06' 60 . 1 = 8,50 g t 

und sehlieBlieh der Rollwiderstand naeh Formel (73) mit f = 0,005 em 

~ = 0,005 • 1000 = 0 17 k It 
Q+G 30 ' g. 

Der Gesamtwiderstand betragt somit 

P = (7,0 + 6,3)' (3,24 + 4,55 + 8,50 + 0,17) = 13,3'16,46 = 219 kg. 

Wenn die Rader verschieden'e Durchmesser haben, so gleitet 
das eine oder andere auf der Schiene (S. 95), und zwar ein zu groBes 

Fig. 127. 

Rad riickwarts, ein zu kleines vorwarts. Dieses 
Gleiten mit der Gleitgeschwindigkeit vo kann bei 
Vorwartsgleiten aufgefaBt werden als RoHen 
mit einem groBeren Halbmesser Ro auf einer 
Rollinie im Abstand Zo von der eigentlichen 
Gleitflache (Fig. 127). Bei Ruckwartsgleiten ist 
umgekehrt Ro < R. Man ermittelt den Ab
stand Zo aus der Beziehung 

v 
Vo = R' zO' (95) 

worin Vo die gegebene Gleitgeschwindigkeit und v die Radgeschwindig
keit am auf dem Halbmesser R rollenden Rade bedeutet. 

Fur den Beriihrungspunkt B zwischen Spurkranz und Schiene gilt 
jetzt alles obige, wenn ausgegangen wird von der Gleichung 

fJ Ro 
tg o=e·tgy, 

o 
worin nach Fig. 127 eingesetzt wird 

e~ = y~ + (zo - Z)2. 
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Man erhalt so 

cotg IX { (2:0 tg IX) 2 r . cotgfJo"-' . I + _0- + 2· -. (I - smIX) 
I ± ~ R tgy R 

R ~6) 

. [I + ':0 .. (tgc:x:) 2] + (~ . (I _ sin IX ) . tg C:X:)2} t . 
- R tgy R tgy 

Das obere Vorzeichen gilt fiir ein zu kleines Rad, das untere fiir ein zu 
groBes. Die Formel (94) gilt im iibrigen unverandert. Man bemerkt, 
daB unter gewohnlichen Verhaltnissen das geringe Gleiten eines Rades 
von ganz nebensachlichem EinfluB auf P ist. 

1st die Hohlkehle des Rades groBer als die der Schiene, so andern 
sich die Verhaltnisse dahin, daB das Rad bei der Verschiebung auf der 

H 

o 
Fig. 128. Fig. 129. 

Schienc sehr bald in eine SteIlung kommt, wo es sich von der eigentlichen 
Laufflache der Schiene abhebt. Die betreffende Grenzlage ist in Fig. 128 
dargestellt, und es steigt dann auf der Schiene um einen Betrag hI bis 
in die durch Fig. 129 veranschaulichte Grenzlage 87 ). 

Da sich der Radhalbmesser von R auf R + hI + hs vergroBert, so 
muB das Rad unter allen Umstanden auf der Schiene in der Bewegungs
richtung gleiten. 1nfolgedessen verringert sich die Reibungsziffer senk
recht zu dieser Richtung ganz bedeuterid, schatzungsweise von /h = 0,22 
auf /h' = O,ll, und das Rad rutscht somit in eine zweite Grenzlage 
mit kleinerem hI' 

In Fig. 129 bedeutet VI die Belastung des fraglichen Rades lund H 
den Seitenschub, der durch die Reibung der drei anderen Rader aus
geiibt wird: 

H = /h • (V2 + Va + V4 ) = /h • (Q + G - VI)' 

Das ruhenge Eigengewicht des Kranes verteilt sich gleichmaBig iiber 
die vier Rader, das der Laufkatze wird mit dem der Last zusammen
genommen. Fiir eine beliebige Stellung der Last auf der Spannweite b 
des Kranes, im Abstande x vom betrachteten Rad, ist dann genau genug 
(vgl. Bd. I S. 69) 

V =!!.. + !{. (I - ~) 
I 4 2 b . 
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Hiermit ergibt sich nach Fig. 129 

3 Q ( X) 
H4 G +-2· 1 +z; 

tgb = - = fl· ---~,-------;--.,-

VI !G+Q.(I-~) 
4 2 b 

Nun ist nach Fig. 129 
;n; 

IX = 2 - (b + e), 

also 
tgb + tge cotg IX = __ -"''--:c---';,--==---

I-tgb·tge 
oder nach einigen Umformungen 

It· (Q + G) cotglX = - - --- -- ---- ~ --- ---- ------- (97) 

~ . (I - 3fl2) + ~ . (1 - fl2) - ~ • :- (I + fl2) 

Der Grenzwinkel IX ist hiernach auBer von der Reibungsziffer noch von 
der Laststellung abhiingig. 

Die betreffende Stelle der Hohlkehle kann nun als ein kleines Stuck 
eines Kegelmantels aufgefaBt werden, so daB im ubrigen die Bezie
hungen der vorhergehenden Entwicklung gelten. 

Beispiel 80. FUr den in Beispiel 79 untersuchten Laufkran werde der Be
wegungswiderstand berechnet unter Annahme einer Hohlkehle vom Halbmesser 
r l = 6,5 mm. Das Katzengewicht ist in die Nutzlast Q einbezogen. 

Mit den gegebenen Zahlenwerten G = 7 t und Q = 6,3 t, It = 0,22 bzw. 
,t' = O,II erhalt man aus Formel (97) die untenstehenden Betrage von cotg IX • 

1 . r 1 1 
Hiermit ergibt sich 1 - SinlX = 1 - MIt R = 53,5 und )' = 3~OO-YI=t cotg2 1X 

x 
b 

cotglX 
---

I - sinlX 

cotgfJ 

PI kg 

P 2 kg 

Pa + P4 kg 

P kg 

0,1 

0,6064 
0,2665 

0,1443 
0,0339 

1,0123 
0,3083 

30,48 
15,68 

39,67 
19,84 

115,31 

185,5 
150,8 

0,5 0,9 

0,4762 0,3919 0,22 
0,2133 0,1779 0,11 

0,0972 0,0687 0,22 
0,0218 0,0158 0,11 

0,7250 0,5494 0,22 
0,2459 0,1987 0, II 

32,50 36,58 0,22 
18,12 22,34 0, II 

44,02 51,16 0,22 
22,01 25,58 0,11 

II5,31 115,31 I -I 
191,8 203,0 

I 
0,22 

155,4 162,3 0,11 



Der Spurkranz. 107 

wie in Beispiel 79 liefert Formel (92) die eingetragenen Werte von cotg,8. Auch 
hier braucht das Gleiten noch nicht berucksichtigt zu werden. Damit folgt 
aus Formel (94) der auf den Radumfang bezogene Spurkranzwiderstand Pl' 
Nachdem H aus dem Zahler der Gleichung fUr tgl5 berechnet ist, erhalt man 
den Widerstand der Nabenreibung der beiden anliegenden Rader zu P 2 • Die 
beiden weiteren Widerstande P3 und P4 ergeben sich aus Beispiel 79. 

Je nach der Katzenstellung schwankt also der Bewegungswiderstand P in 
kurzen Zeitabsehnitten zwischen den Endwerten der Zusammenstellung. Die 
Anordnung der Hohlkehle verringert also den Spurkranzwiderstand zum Teil 
erheblieh; freilich geht der Gesamtwiderstand nur urn 7 ~ 15 v. H. zuruck. 

Beispiel 81. Die Abrundung einer Eisenbahnsehiene betragt r = 14 mm, 
die Hohlkehle der Eisenbahnwagenrader in neuem Zustand r l = 15 mm, der 
Halbmesser der Rader R ex> 5.0.0 mm. Zu berechnen ist der Fahrwiderstand eines 
Wagens vom Eigengewieht G und der Nutzlast Q. 

Naeh Formel (97) ist beim Anfahren mit f! = .0,24 (S. 29) und x = ! b 

.0,24 . (8,3 + 15,.0) 
cotga = .. ..- --.-- --- ----- -- = 1,1825. 

8,3 . 2 15,.0 ( .0 242) 15,.0 1 (1 2 2) --;c·(I--3·.o,24)+2·· 1-, ---2 '2' +.0,4 

Hieraus folgt 
1 - sina = .0,3545 

und nach :Formel (89) mit ~ = 35,7 und tgyex> 3~.o 

_ [ 2 . .0,3543 (300 . .o,3543)2]! 
cotg,8 = 1,1820' 1 + .. ----:%~f·- + 35,-r:--l,1825 ' 

also tg,8 = .0,6615 . 

Nun ist nach Formel (94) der Spurkranzwiderstand einer Achse 

!.O.o.o ~ = .!.ooo· .0,24 . .0,9 . .015_ 13.0 k / 
Q + G 300 . .0,6615 . .0,8413 ~,. g t. 

Hierzu tritt die Spurzapfenreibung am Hals des Tragzapfens hervorgerufen 
durch die Kraft H = III • (Q + G). Mit der Zapfenreibungsziffer fil = .0,.054 bei 
langerem Stehen des Wagens bzw. (11 ex> ! 'Ul ' wenn das Anfahren wieder kurz 
nach dem Stillsetzen erfolgt, erhalt man mit d = 9,5 em und dl = 12,5 em nach 
Formel (63) 

1 _ (H,5 \3 
!..ooo ·J'._2 _ 100.0 . j .o,.o54} . .0 24 . 12,5 . 12,5J _ J 1,43 k / 
Q+G - 3 t.o,.o27 .' 5.0 _(~)2-t.o,72 gt. 

1 12,5 

Weiter tritt hinzu die Tragzapfenreibung mit 112 = .0,.054 beim Anfahren 
nach langerem Stehen bzw. fi2 = .0,.027 bei alsbaldigem Wiederanfahren naeh 
Formel (57) 

1000 . P3 .o,.o54} 9,5 {5,13 
Q + G = .0,.027 . 10.0 = 2,57 kg/to 

und sehlieBlich der RolIwiderstand nach Formel (73) mit f = .0,.0.05 em 

~~~.-~ = .0,.0.05 . 10.0.0 = .0 1.0 kg/t 
Q+G 5.0 ,. 

AIle Zahlenwerte gelten fUr eine Aehse. Bei dem zweiachsigen Guterwagen 
ist demnach, da beide Aehsen die gleiche oder entgegengesetzte Stellung haben 
k6nnen, 
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1000 . p' 
Q +0 = 2 . (1,30 + 1,43 + 5,13 + 0,10) ('-J 15,9 kg/t 

bzw. 
= 2· (1,30 + 0,72 + 2,57 + 0,10) ~ 9,4 kg/to 

Steht nur eine Achse schief, so ergibt eine entsprechende Addition 

1000· p" 
Q + G- = 1,30 + 1,43 + 2 . (5,13 + 1,00) ~ 13,2 kg/to 

bzw. 
= 1,30 + 0,72 + 2 . (2,57 + 0,10) ~ 7,4 kg/to 

und wenn beide Achsen nicht mit den Spurkranzen anlaufen 

1000· P'" 
Q + G = 10,5 bzw. 5,3 kg/to 

Die Wahrscheinlichkeit, daB beide Achsen mit den Spurkranzen anlaufen, 
ist nun ~~, die, daB nur ein Spurkranz anlauft, ebenfalls t und die, daB beide 
frei sind, t. Messungsergebnisse miissen also je nach den Umstanden zwischen 
den angegebenen Werten streuen. Der Mittelwert wird erhalten, wenn jeder einzelne 
Betrag so oft eingesetzt wird, wie er wahrscheinlich ist. Man erhalt so fiir den 
zweiachsigen Wagen 

1000· P 
Q-{--a ~ 14,1 bzw. 8,1 kg/to 

Fiir einen dreiachsigen Wagen erhalt man unter sonst gleichen Verhalt· 
nissen den Gesamtwiderstand 

1000~ = 2385 
Q+G ' 21,15 18,45 15,75 kg/to 

bzw. = 14,10 12,05 12,10 8,90 
" 

Wahrscheinlichkeit 
8 12 6 1 

27 27 27 27 

also Mittelwert 21,3 bzw. 12,6 kg/to Gemessen wurde im ersteren Fall der Mittel. 
wert 21,2 kg/t 93). 

Nach langerem Stehen ist der Anfahrwiderstand eines einzelnen Wagens 
hiernach i. M. das 1,72fache wie beim Wiederanfahren nach 2 bis 3 Minuten Auf· 
enthalt. Die Messungen ergeben i. M. das 1,8fache, so daB P'l bzw. P'2 oben 
etwas zu hoch gerechnet sind. Der Hochstwert des Anfahrwiderstandes wird 
bereits nach etwa 12 bis 15 Minuten Stehen erreicht. 

Der Anfahrwiderstand in kg/t eines Zuges von mehr als 8 Wagen ist nur 
das 0,55fache des eines einzelnen Wagens93 ), weil dann der EinfluB der schief· 
stehenden Achsen nicht mehr so in den Vordergrund tritt und sich die Wagen 
anscheinend durch Vermittlung der Puffer gegenseitig geradestellen. 

Bei nur zwei Wagen gilt schon der Faktor 0,65. 

Der Fa h r t wid e r s tan d eines regelspurigen Eisen bahnzuges ist im 
wesentlichen abhangig von den oben berechneten Widerstanden und 
dazu dem Luftwiderstand, der einerseits wieder von dem mittleren, nur 
in Betracht kommenden Anteil der Stirnflachen der Wagen und dem 
Quadrat der Fahrtgeschwindigkeit abhangt. 

93) V. Glinski, Z. d. V. d. I. 1912. 
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Bezeichnet 
Q das mittlere Gewicht eines besetzten bzw. beladenen Wagens, 

fiir vierachsige Durchgangswagen. . . . 
" " Abteilwagen...... 
"dreiachsige " . . . . . . 
" zweiachsige offene Giiterwagen, voll 

Q "" 44 t, 
Q ,,37 " 
Q", 23 " 
Q <Xl 24 " 

" " , leer. 
" gedeckte , halbvoll . 

" , leer. . . 

Q<Xl 8 " 
Q <Xl 19 " 
Q (X) 10,4" 

F m die mittlere in Betracht kommende StirnfIache eines Wagens, 
fiir vierachsige Personenwagen . . . . . 
" dreiachsige " . . . . . 
" gedeckte Giiterwagen . . . . . . . 
" offene zweiachsige Giiterwagen, leer. 

· 0,52' F m'" 1,0 m 2, 

· 0,52' F m (X) 0,75 " 
· 0,52' F m (X) 0,75 " 
· 0,52' F m (X) 1,0 " 

, voU · 0,52' F m (X) 0,6 " 

V die Fahrtgeschwindigkeit in kmjst, 

SO gilt94 ) ffir den Widerstand eines Wagens im Beharrungszustand 

052.F (V)2 w = 25 +--' -~. - kgjt 
0' Q 10 . (98) 

Bei einer Neigung der Strecke von + tg x ist dieser Wert zu Wo 

zu addieren. 
Bei starkem Seitenwind ist nach den Versuchsergebnissen 94) V um 

23kmjst zu erhOhen, bei mittlerem Wind schrag von vom ist V um 10 
bis 20 kmjst zu erh6hen, je nach der Wind starke, fiber die nahere An
gaben nicht gemacht werden. 

Beispiel 82. Mit den gegebenen Zahlenwerten erhaIt man aus Formel (98) 
den Wagenwiderstand 94) bei 

D-Ziigen 1 (V)2 
Wo = 2,5 + 44 . ,10 kg/t, 

1 (V)2 Eilziigen Wo = 2,5 + 37' 10 

1 (V)2 Personenziigen . Wo = 2,5 + 30' 10 

1 (V)2 schweren Kohlen-Giiterziigen. . Wo = 2,5 + 40' 10 

gewohnlichen Giiterziigen, die Halite der Wagen offen, die 
Halfte gedeckt, die Halite leer, die Halfte voll: 

Wo = 2,5 + ;0 . (:'0) 2 kgst 

Eilgiiterziigen aus halbbeladenen gedeckten Wagen: 

1 (V' 2 
U'o = 2,5 + 25' 10) " 

1 (V) 2 Leerziigen aus offenen Wagen . . Wo = 2,5 + 8' lO " 

Vorausgesetzt ist Windstille und ebene, kurvenfreie Strecke. 

94) Strahl, Z. d. V. d. I. 1913; eine eingehende Kritik der verschiedenen 
Widerstandsformeln bringt v. Glinski, Glasers Annalen 1918. 
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In Kriimmungen des Gleises werden die Wagen von der Mittelkraft 
aus dem Zug des vorhergehenden und des folgenden Wagens an die 
inner'e Schiene herangedriickt. Die so entstehende Spurkranzreibung 
erhoht den Widerstand ganz wesentlich. Er hangt von einer Reihe 
von Umstanden ab 95 ), deren Verfolgung recht umstandlich ist. Bei zwei
und dreiachsigen Wagen auf einer Kriimmung vom Halbmesser R m 
ist als mit den Versuchsergebnissen iibereinstimmender Mittelwert an
zusetzen 96) 

650 
Wk = ------ kg/to 

R- 50 
(99) 

Dabei ist eine gewisse Erweiterung des Schienenabstandes 8 in der Kriim
mung vorzunehmen, urn ein Klemmen der Spurkranze zu vermeiden. Wenn 
ein Wagen langsam in eine Kurve einfahrt, lauft die Vorderachse in ihrem Spur. 
kranz gegen die auBere Schiene und die Hinterachse stellt sich radial ein, wie 
Fig. 130 angibt. 

1st 8 die Spurweite, bei Vollbahnen 1435 mm, 
81 der Spielraum, den die Spurkranze einer Achse auf gerader Strecke 

haben, bei Vollbahnen 10 bis 25 mm, 
82 die Spurerweiterung in der Kurve, bei Vollbahnen 0 bis 30 mm, 

so ist der Fig. 130 der Anlaufwinkel (~ der Vorderachse zu entnehmen: 
a a 

tgo = --8- . CXl R . 
R + -2- - 8 1 

Fig. 130. Fig. 131. 

Bei schnellerem Durchfahren stellt sich der Wagen bald derart ein, daB 
Vorder- und Hinterrad mit ihren Spurkranzen an der inneren Schiene anliegen, 
wie Fig. 131 darstellt. Er hat sich gegeniiber der Stellung der Fig. 130 urn den 

kleinen Winkel 8 1 + 8 2 gedreht. Man erhiilt jetzt den Anlaufwinkpl nach dem 
a 1 

- ex 

Satz Yom AuBenwinkel als Summe dieses und des Winkels ~. zu 

.5 "'" tg.5 = t a + 81 + 8 2 • 
R a 

Dureh Gleiehsetzen beider Ausdriicke fUr tgo ergibt sich die erforderliehe 
Spurerweiterung 97) 

a2 

8 2 = 2 R - 8 1 • (100) 

95) Boedee ker, Z. d. B. 1915/16. 
96) v. Rockl, Organ f. d. Fortschr. d. Eisenbahnw. 1881. 
97) v. Helmholtz, Z. d. V. d. 1. 1906. 
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Getrennt vom Wagenwiderstand ist der der Lokomotive und des 
Tenders zu behandeln 98). Bezeiehnet 

a1 das auf die nieht gekuppelten Aehsen von Lokomotive und Tender 
entfallende Gewieht in t, 

a2 das auf die gekuppelten Aehsen entfallende, 
G = a1 + a2 das Gesamtgewieht von Lokomotive nnd Tender, 
F die Querprojektionsflaehe der Lokomotive in m 2, 

so kann a1 wie das Wagengewieht behandelt werden. Der Luftwider
stand ist um 10 v. H. gr6Ber als der Flaehe F entsprieht99), weil noeh 
hinter der ersten Flaehe liegende Teile mitwirken. Man erhalt S094) 

a1 a2 0,6' F (V)2 
WI = 2,5 . a + C • a + -a-' 10 kg/to (101) 

Hierin ist einzusetzen fiir Lokomotiven mit zwei Dampfzylindern bei 

2 gekuppelten Achsen c "" 5,8 kg/t, 
3 c"" 7,3 .. 
4 c"" 8,4 .. 
5 .. c "" 9,3 .. 

Bei Lokomotiven mit 4 Dampfzylindern sind diese Werte um 0,2 zu erhtihen. 
Bei den heutigen groBen Lokomotiven ist F <") 10 m2• 

Starker Seitenwind erhOht den Widerstand so, daB V um 18 km/st erhtiht 
werden muB. Der Unterschied von 5 km/st gegeniiber den Wagen erklart sich 
dadurch, daB der zwischen die einzelnen Wagen tretende Seitenwind den Wider
stand durch den auf die Stirnflache jedes Wagens ausgeiibten Druck erhtiht, 
was bei der Lokomotive fortfallt. 

Bei Feld bahnen versehwindet naturgemaB das (ror enthaltende 

Glied, und es ist 100) fUr die Spurweite von 60 em der Widerstand der 
Wagen vom Eigengewieht a"" 2,15 t und der Tragfahigkeit Q = 5,0 t 

Wo = 3 kg/t, (102 a) 

derjenige der Tenderlokomotive von a", 12 t Dienstgewieht 
WI = 1,2 kg/to 

Der Kriimmungswiderstand betragt looa) 
200 

bei 60 em Spurweite: Wk = --R-;:: kg/t , 
-;) 

,. 75 " 

" 90 " 

,. 100 " " 
98) Sanzin, Z. d. V. d. I. 1911. 
99) Frank, Z. d. V. d. I. 1903/07. 

100) Blum, Z. d. V. d. I. 1919. 
100.) Hanomag-Nachrichten 1921. 

350 
WI; = R _ 10 " 

380 
Wk = R-=17 " 

400 
Wk= R-20 " . 

(102 b) 

(103) 
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Beispiel 83. Zu berechnen ist die Anzahl i der gedeckten Wagen, die die 
in Beispiel 29 angegebene 3/4 gekuppelte Giiterzuglokomotive, deren Tender das 
Dienstgewicht 30 that, als Eilgiiterzug mit V = 55 km/st auf einer Strecke mit 
der durchschnittlichen Steigung tga = T~j) gerade befordern kann. 

Nach Beispiel 29 ist die groi3te Zugkraft der Lokomotive auf wagerechten, 
feuchten Schienen bei der verlangten Geschwindigkeit etwa P = 2600 kg. Ferner 
ist die Belastung der nicht gekuppelten Achsen G1 = 10,2 + 30 = 42,0 t, die 
Belastung der gekuppelten Achsen G2 = 41,8 t, das Gewicht eines Wagens im 
Durchschnitt Go = 19 t, der Zahlenwert c = 7,3 kg/to Um mittleren Wind zu 
beriicksichtigen, wird V um 10 km/st erhOht. 

Durch Zusammennehmen der entsprechenden Formel aus Beispiel 82 und 
der Formel (101) erhalt man so 

( V + 10)2 P = G1 • (2,5 + tga) + G2 • (c + tga) + 6· -----w--
+ i . Go . [2,5 + tga + 215 . (V 10 lOr] . 

Hieraus folgt mit den obigen Zahlenwerten 

. _ 2600 - 40,2 '2,51 - 41,8 '7,31 - 6 . 6,52 24 
~ - --- f9 . 4,20 ----- -------~-- ex> • 

Die Strecke enthalte mehrere Kriimmungen von R = 320 m Halbmesser, 
dann verringert sich am Ende der Kriimmung die Fahrtgeschwindigkeit ganz 
erheblich. Die dafiir zutreffende Zugkraft der Lokomotive wird vorlaufig auf 

p' = 2900 kg geschatzt und dann die obige Gleichung nach (VI ~ 10) 2 auf-

gelost. Mit dem zu Wo + tga hinzutretenden Summanden Wk = ~~~ = 2,41 
und, wenn nur mit i' = 20 Wagen gerechnet wird, folgt 

also 

mithin 

( V' + 10) 2 _ 2900 - 40,2 ·4,92 - 41,8 . 9,72 - 20·19· 4,92 
10 - ----------20~~-------

6+-2--, 
t> 

V' + 10 = 1/ 2900 - 1~ - 406 - 1870 = 341 
10 . 6 + 15,2 ' , 

V' = 24_km/st, 

wofiir die geschatzte Zugkraft etwa zutrifft. 

9. Die Kugel. und Rollenlager. 

Ein Kugellager zur Aufnahme einer senkrecht zur Wellenachse wir
kenden Kraft P (Trag lager) besteht gewohnlich aus einem auf die 
Welle aufgesetzten Laufring vom Halbmesser r, einem in den Lager
korper eingesetzten Laufring vom Halbmesser R und einer Anzahl bis 
auf 1/500 mm ubereinstimmender ~ugeln vom Halbmesser r1 (Fig. 132 
und 134). Die Kugeln und Laufringe sind sorgfaltig geschliffen und 
gehartet. 

1st z die Gesamtzahl der im Ringe befindlichen Kugeln, so gilt nach 
Fig. 132 
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P = No + 2Nl . COSiX + 2N2 ' COS2iX + ... + 2Nn • cos niX , 

. n. d d 2't 1 worm n' iX < 21st 0 er, a z· iX = n IS , n < 4 z. 

Bezeichnet b die Zusammendruckung einer 
Kugel, die sie unter den beiden Kraften N von 
seiten qer Laufringe erfahrt, so ist die Zusammen
druckung bo der von No beanspruchten Kugel 
am groBten, die Beanspruchung wird mit steigen
dem Winkel n . iX immer kleiner und erreicht den 

n h Wert 0 fur n' iX '" 2' Der einfac ste Zusam-

menhang, der diese Anderung ausdruckt, ist 
151 = bo • cos iX , 

152 = bo ' COS2iX ... , 

Nun ist unter sonst gleichen Umstanden 101) 

N2 N~ 
Ta=bf=C' 

mithin 

also 102) 

Fig_ 132. 
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P = No· (1 + 2COS1iX + 2cos~2iX + ... + 2cos!niX) (104) 

Rechnet man den Klammerausdruck fUr verschiedene Kugelzahlen z 
aus, so ergibt sich innerhalb der Grenzen 10 > z > 26 

P z 
-CXl-~ 

No 4,37' 
Vorausgesetzt ist, daB die Laufringe unter dem Kugeldruck keine Ver
biegungen erfahren. Wird doch mit einer kleinen Verbiegung der Ringe, 
besonders des Lagerringes gerechnet, so durfte innerhalb der angege· 
benen Grenzen 

5·P 
No =~ (105) 

z 
die groBte vorkomrnende Kugelbelastung102 ) sein. 

Bei den gebrauchlichen geharteten Stahlkugeln ist auf ebener gehar
teter Laufflache die groBte Belastung, bei der die Kugeln vom Dureh
rnesser d = 2 Tl em noch hinreichend elastiseh bleiben und jeden£alls 
dureh den Druck noch keine Haarrisse erhalten, bestimmt durch 

No = k kg/ern 2 (106) 
d2 

mit k = 480 at 103). 

101) Hertz, Crelles Journ. f. Math. 1882. F6ppl, Vorlesungen tiber techno 
Mechanik, 1897. 

102) Stribeck, Z. d. V. d. I. 1901. 
103) Stribeck, Schimming, Z. d. V. d. 1. 1901. 

Stephan, Technische Mechanik. II. 8 
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1m allgemeinen bleibt man mit Rlicksicht auf einen einwandfreien Dauer
betrieb wesentlich darunter. Bei ebenen oder kegelformigen Laufringen gilt alB 
zuiassig k = 40 at. 

Bei Laufringen, deren Krlimmungshalbmesser senkrecht zur Laufrichtung 
der Kugeln (Fig. 133) r2 = i d ist, betragt k = 100 at. 

Bei dem als am vorteilhaftesten erkannten Wert 105) 

r2 = 0,563 d am auBeren Laufring 
r 2 = 0,521 d " inneren 

ist k = 150 at. 

Je besser sich der Laufring der Kugelkriim
mung anschlieBt, desto starker k6nnen die Kugeln 
beansprucht werden .. Bei den zuletzt angegebenen 
Werten von f2 liegen die Seiten der Kugeln noch 

Fig. 133. gerade so weit frei, daB dort keine hinderliche 
Reibung auftritt. 

Kugellager sind immer ffir die groBtmogliche Belastung zu berechnen, 
also bei Riementrieben ffir die der ersten Betriebsanspannung des Rie
mens entsprechende Belastung. Bei Zahnradern rechnet man mit Be
lastungsschwankungen, die das Dreifache des normalen Zahndruckes 
betragen 104). 

Beispiel 84. Flir eine Welle von do = 7 cm Durchmesser und flir die Be
lastung 2 P = 4000 kg soli ein aus zwei Kugelringen bestehendes Kugellager 
berechnet werden. 

Die Verbindung der Gleichungen (105) und (106) ergibt bei der glinstigsten 
Form der Ringe 

oder 

5·P 
150· d2 = --

z 

5·P 5·2000 
d2 • Z = 150 =---rw = 66,7 cm2• 

Wahlt man jetzt 
d = 1-" bzw. 1" 

8 bzw. I" 

die Kugeldurchmesser werden immer in t" angegeben -, so folgt 
66,7 b 66,7 66,7 

Z = 1,9052 = 18 zw. 2,22252 = 14 bzw. 2,5402 = 10 . 

Den Durchmesser 2 r eines Laufringes kann man zu 82 mm annehmen, dann 
wird der Durchmesser des Kreises der Kugelmitten 

2r' = 101 bzw. 104 bzw. 107,5 mm 

und man erhiilt als Kugeldurchmesser 

d = 2Jlr' = 17,65 bzw. 23,35 
Z 

bzw. 33,75 mm. 

Der erste Betrag ist zu klein und scheidet aus, der zweite laBt noch rund 
1 mm Spiel zwischen den Kugeln, der dritte Wert ist zu nehmen, wenn die Kugeln 
durch eillen Kafig geflihrt werden sollen. 

Der Grund flir die Anordnung von etwas nachgiebigen K ugelkafigen 105) 

ist der folgende: Verbiegt sich die Achse etwas, so daB sich der innere Laufring 

104) Gaertner, D. p. J. 1918. 
lP5) Brlihl, 1901, verOffentlicht Z. d. V. d. I. 1909. 
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um den Winkel (J schief stellt, so laufen die in der Ebene des Winkels (J liegenden 
Kugeln nach Fig. 134 auf einem Halbmesser r" > r, dagegen die in der dazu 
senkrecht gelegenen Ebene auf dem unveranderten Halb
messer r. Fiir irgendwelche dazwischen befinclliche Kugeln 
liegt dieser Halbmesser zwischen den beiden Grenzwerten 
r und r". Da sich nun der innere Laufring mit der Welle 
mitdreht, so bewegen sich die auf dem groBeren Kreis rollen
den Kugeln schneller als die auf dem normalen Laufring
halbmesser befindlichen und laufen so auf die davorstehen
den auf, was auf die Dauer zu erheblichen Beschadigungen 
der Kugeln fiihrt und, da die Kugeln mit ziemlichem Druck 
gegeneinander gepreBt werden, starke Reibung und infolge
dessen Warmlaufen des Lagers mit sich bringt. Aus der 
Fig. 134 geht ohne weiteres hervor, daB r" um so groBer 
gegeniiber r wird, je groBer der Kugelhalbdurchmesser d, 
der Kriimmungshalbmesser r2 der Laufringe und je kleiner 
iiberhaupt r ist. Fig. 134. 

Das Drehmoment des Rollwiderstandes be-
tragt nach Formel (79) mit den Bezeichnungen der Fig. 132 

M = Q . f . (1 + ~ + 1 + r1) , 
r1 R 

worin f "'" 0,0067 mm der Hebelarm des Rollwiderstandes bei der groBten 
zulii.ssigen Belastung der Kugeln istl06 ) und Q = No + 2 N1 + 2 N2 
+ ... 2 Nn die Gesamtbelastung aller tragenden Kugeln. FUr 
10<z< 20 istl02) Q = 1,22· P, und man erhiilt 

r~ 

2r1+r+~
M= 1,22' p. t·------

r1 

oder mit dem obigen Zahlenwert von f 

M = 0,000815· p. (~ + ~) cmkg (107) 

unabhangig von der Umlaufgeschwindigkeit der Welle, also auch beim 
Anlaufen. 

Bei einer kleineren Belastung P' des Lagers ist, wie die Versuche107 ) 

ergeben, 

l'/P 
t'=f· V p" (108) 

also groBer als bei der Regelbelastung. Erhoht sich die Belastung iiber 
die letztere hinaus, so steigt f wieder an und zwar nahezu ebenso wie 
es bei Verkleinerung von P zunimmtl07 ). Das riihrt davon her, daB 
bei der Regelbelastung gerade die den mathematischen Beriihrungs
punkt umgebenden Teile der Kugel eine besonders starke Zusammen-

106) Der groBere Wert bei Stribeck ist durch Einsetzen eines fehlerhaften 
R 

Betrages von ---- ent-standen. 
r1 

107) HeB, American Maschinist 1909. 

8* 
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druckung erfahren, so daB der Hebelarm f sich dem gegeniiber dem 
Fall geringerer Belastung etwas verkiirzt; bei weiterem Ansteigen der 
Belastung werden aber auch die weiter nach auBen liegenden Teile der 
Druckstelle zusammengepreBt und f vergroBert sich deshalb wied.er. 

Beispiel 85. Anzugeben ist das widerstehende Moment des in Beispiel 84 
berechneten Kugellagers. 

Man erhiilt aus Formel (107) 

M = 2·0000815·2000· (107 + 25,4 + ~~~) "'" 17 6 cmkg 
, 25,4 132,4 ' . 

Bei halber Belastun:s erhOht sich nach Formel (108) das Moment um das 
2,5 

Y2 = 1,32fache und bei 1,5facher Oberlastung um denselben Betrag. 
p 

Wird daB Lager etwa nach Fig. 135 ausgefiihrt, so zerlegt sich die Belastung 2 
jedes Laufringes gemaB Fig. 136 in eine wagerechte H, die sich gegenseitig auf

heben und eine senkrecht zur Kugelflache gerichtete N = ~. Die Kugeln 
cos 01: 

laufen jetzt aber in der geneigten Ebene auf den Halbmessern _r_ bzw. ~ • 
cos 01: cos 01: 

Damit ergibt sich das widerstehende Moment bei Vollbelastung zu 

( R 1 f1 ) M = 0000815 . p. _. -- + .~. . 
l' f1 COS 2 01: R 

(107a) 

Fiir 01: = 30 0 , also COSOl: = 0,866, wird hiernach bei Bonst gleichen AbmesBungen 
wie oben M1 = 23,0 cmkg, rund 30 v.H. hOher. 

JJ~~ 
H H 

Fig. 136. 

Fig. 135. Fig. 137. 

Stiitzkugcllager werden entsprechend den Tragkugellagern aus
gebildet (Fig. 137). Damit aIle Kugeln gleichmaBig tragen, muB der 
festliegende Kugelring auBen kugelformig geschliffen werden. Die Ku
geln brauchen einen Kugelkafig, da sie ineinander laufen, sowie die 
beiden Laufringe nicht genau zentrisch zueinander stehen 108). Wird die 
.stehende Welle gleichzeitig durch ein Halskugellager gefiihrt, so muB 

108) Szambathy, D. p. J. 1912. 
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der Mittelpunkt der Wolbung der Unterlagerplatte mit der Mitte des 
Halslagers zusammenfallen 108). 

Ffir die Belastung P kg gilt bei z Kugeln von d em Durehmesser 

P = z· d2 • k. (109) 

Bei sehnellaufenden Wellen werden nun die Kugeln dureh die 
Sehleuderkraft etwas naeh auBen gedrangt und arbeiten infolgedessen 
nieht aussehlieBlieh rollend. Um den VersehleiB dureh die eintretende 
Reibung klein zu halten, wird die zulasrsige Beanspruehung von der 
Umdrehungszahl der Welle abhangig109) gemaeht: 

Umdrehungen in der Minute n: 1 200 2000 
Beanspruchurgszahl k: 200 35 15 

Die Kraft, die zum Rollen einer Kugel gebraueht wird, ist naeh der 
Reehnung in Beispiel 73, wenn darin das Kugelgewieht G vernaeh-

lassigt wird und Q = ~ eingesetzt wird, 
z 

P= p.~. 
z d 

1st nur R der Halbmesser des Kugellaufkreises, so ist das widerstehenC'e 
Moment des Spurlagers 

2R 
M = Pr • R • z = t . P 'd ' (1l0) 

worin ffir den Walzarm t bei der Regelbelastung k ex> 80 derselbe Wert 
0,0067 mm einzusetzen ist wie bei den Traglagern. 

1st die Belastung des Lagers kleiner pI, so steigt der Hebelarm 
auf t' an 107): 

13{P 
f=!'Vp' (111) 

ErhOht sieh die Belastung fiber die Regelbelastung hinaus, so steigt t 
ebenfalls wieder in demselben MaBe wie bei entspreehender Verringerung 
der Belastung. 

Beispiel 86. Fiir eine Welle von do = 8 cm Durchmesser und fiir die Be· 
lastung P = 3000 kg bei n = 150 Umdrehungen in der Minute soIl ein Spur. 
kugellager berechnet werden. 

Man erhalt aus Gleichung (109) mit k = 45 at 

3000 
d2 • Z = 45 = 66,7 cm2• 

Wiihlt man jetzt 
d = 1" bzw. t" bzw. I", 

80 folgt 
66,7 1 

z = 1,9052 = 8 
66,7 

2,542 = 10. 

109) Deutsche Waffen. u. Munitionsfabriken, Uhlands prakt. Masch.·Konstr. 
19l6. 
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Der Durchmesser des Kreises der Kugelmitten betragt etwa 

2 r' = llO bzw. U5 bzw. 120 mm, 

der Spielraum der Kugeln ist etwa t d. Damit erhalt man den Kugeldurch. 
messer zu 

2nr' 8 
d = -z_· -9- = 17,0 bzw. 22,9 bzw. 33,5 mm. 

Der richtige Wert ist somit d = iff. 
Das widerstehende Moment dieses Lagers betragt naeh den Formeln (110) 

und (lll) 
11,5 1/80 

M = 0,00067 . 3000· 2,223 . V 45 = 12,6 emkg. 

Kugeltraglager sind nieht verwendbar, wenn etwa infolge von Tem
peraturveranderungen Versehiebungen in Riehtung der Aehse eintreten 
konnen. Kugellager sind allgemein bei hoher Umdrehungszahl nur ge
ring zu belasten, weil auch bei den Traglagern der EinfluB der Reibung 
an den Zwisehenstueken des Kafigs bei hohen Geschwindigkeiten stark 
ansteigt. In beiden Fallen sind Rollenlager vorteilhafter. 

Fur Rollen trag lager von der Rollenlange lem, dem Rollendureh
messer d em, der Anzahl z der RoHen, die mittels kleiner Ansatzzapfen 
in seitliehen Fiihrungsringen befestigt sind, und der Belastung P kg 
ergibt sieh entspreehend wie bei den Kugellagern 

No 5·P 
k = y-: d = Z:Z-:a: at . (112) 

Hierin ist einzusetzen 102) fur 
ungehartete Stahlrollen k = II at, 
gehiirtete k = 40 " 

AIs Hebelarm des Rollwiderstandes fUr die Hoehstbelastung gilt bei 
ungehiirteten Rollen und Laufringen f = 0,0215 mm, 
geharteten " f = 0,010 

Bei einer geringeren Belastung P' ist der zugehorige Hebelarm 
, 1.75/p 

1=I·tp'· (113) 

Beispiel 87. Fiir eine Welle von do = 7 em Durehmesser und der Belastung 
P = 600 kg ist ein Rollentraglager zu bestimmen Bowie das Moment seines 
Rollwiderstandes. 

Es wird gewahlt l = 1,5 do, dann liefert Formel (ll2) fiir ungehartete Rollen 

5· P z 5·600 
d . z = fC:l = 11 . 1,5 . 7 = 26 em. 

Ferner gilt die Beziehung 
d • z < n . (do + d), 

also mit den vorstehenden Zahlenwerten 

26 
d > - - 7,0 = 1,3 em. 

;r 
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Damit folgt die Anzahl der Rollen zu 
26 z = --- = 20. 
1,3 

Das widerstehende Moment des Lagers ist nach Formel (107) 

M = 0 00215 . 1 22 . 600 . (~~ + ~3) "'" 12 0 cmkg , , 1,3 9,6 ' . 
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Man bemerkt, daB Rollenlager mit ungeharteten Rollen und Laufflachen 
nur fiir verhaltnismaBig kleine Belastungen in Frage kommen. 

Urn auBer der senkrecht zur Wellenachse wirkenden Belastung P 
noch einen bestimmten Seitenschub H in der Achsenrichtung mit voller 
Sicherheit aufnehmen zu konnen, lagert man die Welle auf zwei ent
gegengesetzt eingebauten Timkenlagern 110) mit kegelformigen Rollen 
nach Fig. 138. Der Neigungswinkel des Rollenmantels bestimmt sich aus 

H 
tg = 7;' 

In die Formel (112) ist dann statt P einzusetzen 

~ = P '1/1 +(~)2. 
COSiX P 

Dasselbe gilt fur die Berechnung des widerstehenden Momentes nach 
Formel (107). Gerechnet wird 1m ubrigen mit dem mittleren Rollen
durchmesser d. 

Fig. 138. Fig. 139. Fig. 140. 

Stu t z roll en I age r mussen im allgemeinen mit kegelformigen Rollen 
nach Fig. 139 versehen werden, damit reines Rollen stattfindet, und 
zwar gilt 

Jd 
tgiX = ~--. 

R 
Damit ergibt sich bei z RoUen 

N=~' _1 "'" P .(1 +~) 
z COSiX Z R2 (114) 

und der nach auBen wirkende Seitenschub jeder Rolle gemaB Fig. 140 

H = 2 . N . sin iX = 2· P . tg iX 
Z 

110) Dierfeld, D. p. J. 1918, 
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oder 
p a, 

H=-·-, 
z R 

(115) 

der gewohnlich durch ein besonderes Druckkugellager aufgenommen 
wird. 

Es kann gesetzt werden fiir 
gehartete Rollen auf geharteten Laufbahnen k = 40 at, 
guBeiserne" "guBeisernen " k = 25 " 

Fiir das Moment des Rollwiderstandes ergibt Formel (110) in Ver
bindung mit (114) 

(1l6) 

mit 1= 0,05 mm bei der Regelbelastung fiir ungehartete RoHen und 
Laufbahnen. 

Beispiel 88. Das Spurlager des 150-t-Hammerkranes in Bremerhaven 111) 
hat z = 35 Stahlrollen von a = 17,5 em mittlerem Durehmesser, Z = 25 em Lange 
bei R = 110 em mittlerem Halbmesser. Es wird belastet mit P = 380 t bei leerem 
Kran und 530 t bei der Hoehstbelastung. Die Rollen stutzen sieh nieht gegen 
ein Kugelringlager, sondern gegen Spurkranze der guBeisernen Rollbahnen von 
h = 2 em Hohe. Der aufzunehmende Seitensehub von H = 86 t wirkt auf ein 
im FuB angeordnetes Halslager von al = 45 em Durehmesser und II = 26 em 
Lange, sowie auf zwei den Winkel 2 ~ = 60° einsehlieBende Druekrader in der 
oberen Fiihrung von D = 100 em Durehmesser bei b = 13 em Breite, deren 
Zapfen die Starke a2 = 15 em haben. Anzugeben ist das zum Drehen des Hammer
auslegers erforderliehe Drehmoment. 

FUr die oberen Rollen ist gemaB der Rechnung in Beispiel 77 mit t = 0,05 mm 
2 . H . f 86000 . 0,05 

Ml = 2. eos~ = 0,866 '1000"'" 5,0 mkg, 

fur ihre Zapfen mit dem Hoehstwert der Reibungsziffer f1- = 0,14 

M, = 2· H . • ~~ = 86000 . 0,14 . 0,15 = 1043 mk . 
2 2 . cos ~ f1- 2 0,866 . 2 g 

FUr das untere Halslager ist entspreehend 

M H al 1 
3 7' • f1- • "2 = 2" . 86000 . 0,14 . 0,45 = 2709 mkg. 

Fur die Kegelrollen iat, da die Rollenbeanspruehung 

P ( a2 ) 530 000 ( 17,52 ) 
k = ~l---:a;' 1 +R2 = 35.25 '17,5' 1 + W02- = 35 at 

betragt, gemaB Formel (116) 

( 110 175' "1/40 
M, = 2·0,05·530· 17,5 + li6) . Y35 = 370 mkg. 

FUr die Reibung der Rollen an den beiden Spurkranzen ist, da sie auBen 
kugelformig mit dem Mittelpunkt auf der Aehse der Kransaule abgedreht sind, 
gemaB Formel (U5) einfaeh 

M, = .!. . ...!... .!-... . It· 2 . (_1£ + .!. . tg'" - 1) 
2 cos", R 2 2 ' 

111) Z. d. V. d. I. 1899. 
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worin der Klammerausdruek den Halbmesser der Rollen bis Mitte Spurkranz 

angibt. Wird hierin noeh eingesetzt 
d 1 d2 

tgo< = -R und -- = 1 + R2' so folgt 
mit ft = 0,14 cosO< 

M = 530000,0,175,0,14. (1 ~2,52). (17,5 + 25 '17,5 _ 1) = 1180 k 
5 1,10 . 100 + 1102 2 2 . 110 m g. 

Das gesamte erforderliehe Drehmoment ist demnaeh M = 5307 mkg. Um 
die Drehung unter allen Umstanden zu bewirken, ist der Antriebsmotor noeh 
um etwa 30 v.H. starker ausgefiihrt worden mit M <Xl 7000 mkg, wovon aueh 
noeh die Widerstande der Zwiseheniibersetzung zu bewaltigen sind. 

Beispiel 89. Die Ringspurzapfen der Turbinen in ei!lem Kraftwerk am 
Niagarafall verbrannten innerhalb einer Minute, wenn die Olzufuhr einmal aus
setzte. Sie wurden dureh Rollenlager naeh Fig. 141 
ersetzt112), deren widerstehendes Moment zu be-
stimmen ist. Die Regelbelastung betragt P = 70 t, 4-
die hoehste voriibergehend auftretende P max = 125 t, 
die Regelumlaufzahl n = 250, die hoehste nmax = 500; 
ferner ist d = 10,16 em, l = 4,45 em, Rl = 39,4 em, 
R2 = 45,6 em, Ra = 52,0 em, R. = 58,0 em, dl = 
3,81 em, die Anzahl der Rollen z = 16 . 3, die in 
einem groBen, seheibenartigen Kafig gefiihrt werden. 

Bei der hOehsten Dauerbelastung, fiir die das 
Lager bereehnet wurde, ist naeh den obigen Angaben 
k = 40 at einzusetzen, und man erhalt damit 

P = z . l. d . k = 16 . 3 . 4,45 . 10,16 . 40 = 87 t. 
1000 

Bei der Hoehstbelastung ist dann 

125 
kmax = 40 . 87 = 57,5 at. 

Fig. 141. 

Das Moment des Rollwiderstandes ist nun naeh Formel (116) bei der Regel
belastung mit 

lif87 
f = 0,001 . V 70 ' 

MI = 2 . f. P . (RI + RD + Ra + _d_ + ~ + ~) 
3 d RIRsRa 

= 2 ·0001 . 113. 70000 . (39,4 + 45,6 + 52 + 10 16 . [00254 + 00219 
, , 3 10,16 " , 

+ 0,0192]) = 747 emkg. 

Hierzu tritt ein Reibungsmoment, das dureh die Drehung der zylindrisehen 
Rollen entsteht. Wird eine Rolle dureh die Kraft P' angedriiekt und dreht sie 
sieh um ihre Mitte iiber einen kleinen Winkel 0< , so wirkt die dureh die Belastung 
!P' der einen Halfte entstehende Reibungskraft ft·!· P' am Hebelarm il, so 
daB an jeder Rolle das Reibungsmoment M' = 2 . ft . ! . p' . ! l auftritt. Damit 
wird bei z Rollen, also z· P' = P 

Ma = ! . ft . P . l, 
also mit ft = 0,005 

MI = t· 0,005'70000'4,45 = 389 emkg. 
Nun wirkt auf die hintereinander liegenden drei Rollen noeh die Sehleuder

kraft Z = 352 kg (Bd. III), die sie naeh auBen driiekt und die naeh den Angaben 

112) Dierfeld, D. p. J. 1911. 
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S. 50 keinen Reibungswiderstand findet. Die Kraft Z wird dureh die auBen 
angeordneten, in einem be!>onderen Ring gefiihrten Kugeln aufgenommen. Die 
Kugeln vertragen eine Belastung von etwa P l = 100 • d2 = 1450 kg. Demnaeh ist 

y1450 11 = 0,00067 . -352 = 0,00118 em 

und damit entspreehend Formel (107) 

z (R4 R4 - d1) M 3 =-'/l'Z' ---+ ---
3 R4 - d1 R4 

48 ( 58,0 54,19) = -3 . 0,00ll8 • 352· 54,19 + 58,0 = 13 emkg. 

Das gesamte widerstehende Moment des Lagers ist also M ~ ll50 emkg. 

Die Hauptvorteile der Kugel- und Rollenlager gegenuber den Gleit
lagern sind die, daB sie keine Einlaufzeit brauchen, die ffir die Gleit
lager immer eine gewisse Gefahr mit sich bringt, daB sie ferner von der 
Schmierung ziemlich unabhangig sind (Beispiel 89) und daB sie schlieB
lich auch bei absatzweisem Betrieb, wo sich die Gleitzapfen immer erst 
wieder mit einer neuen Olschicht von etwas gesteigerter Temperatur 
umgeben mussen, um gunstig zu laufen, keinen erhohten Widerstand 
bieten. 

Beispiel 90. Die zum Anfahren von StraBenbahnwagen, die G kg wiegen, 
auf wagerechter Strecke erforderliche Zugkraft P betragt naeh Versuchen 113) 

bei Gleitlagern P = 0,0179 . G kg, 
"Kugellagern P = 0,0056 . G kg. 

Bei schneller Fahrt sind die Untersehiede zugunsten der Kugellager nur noeh 
gering. Bei V = 40 km/st Geschwindigkeit braucht ein Personen-Eisenbahn
wagen ftir Normalspur mit Kugellagern nur noeh 10 v.H. weniger Zugkraft als 
einer mit Gleitlagern 114). 

10. Die Baderiibersetzung. 
Auf einer gemeinsamen Achse seien zwei Seiltrommeln von den 

Halbmessern R und Rl befestigt. trber die Trommeln werden zwei 
Seile in entgegengesetzter Richtung geschlungen. An 
dem einen hange die Last Q, an dem anderen werde 
nach beliebiger Richtung mit der Kraft P gezogen 
(Fig. 142). Wird das eine Seil aufgewunden, so wickelt 
sich das andere abo 

Die Anordnung kann als Hebel aufgefaBt werden, 
und Gleichgewicht besteht, wenn die Drehmomente 
der beiden Krafte in bezug auf die gemeinsame Dreh
achse einander gleich sind: Antriebsmoment gleich 

Fig. 142. Lastmoment 

oder 
p. Rl =Q' R, (1l7a) 

113) Adler, Elektroteehnik u. Masehinenbau 1917. 
114) Deutsche Waffen- u. Mun.-Fabriken. EI. Kraftb. u. Bahnen 1912. 
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wobei vorlaufig von allen etwa auftretenden Widerstanden abgesehen 
wird. 

Die Gleichung (ll7 a) kann auch geschrieben werden 
p R 2.71· R·n 
Q = Rl = 2.71· Rl . n' 

(ll8 a) 

wenn n die Anzahl der in einer bestimmten Zeit, gewohnlich ja einer 
Minute, gemachten Umdrehungen angibt. Man kann diesen Zusammen
hang aussprechen: Die Langen der auf- bzw. abgewickelten Seile ver
halten sich umgekehrt wie die an ihnen angreifenden Krafte. Der Zu
sammenhang (U8a) lehrt weiter: Auf derselben Achse sitzende Rader 
ubersetzen die angreifenden Krafte im umgekehrten Verhaltnis ihrer 
Halbmesser. 

Die Gleichungen (ll7 a) und (ll8a) bleiben unverandert, wenn an 
Stelle der Seilrolle mit dem Halbmesser Rl eine Kurbel tritt, solange 
die an der Kurbel angreifende Kraft P senkrecht zu dem Kurbelarm Rl 
gerichtet ist und ihre GroBe nicht andert. 

Werden die Reibungswiderstande mit dem Drehmoment Mw be
rucksichtigt, so geht Gleichung (ll7 a) uber in 

MA = ML + Mw 
oder 

MA _ ML + Mw 1 
M-;' - ~L-- = -;j 

wie Formel (45 b) ergibt. Man.erhalt so fur die Anordnung der Fig. 142 
die genaue Formel 

und damit 

Bei dem in Fig. 143 skizzierten Zahnrader
vorgelege wird die der Kraft P in Fig. 142 
entsprechende pi durch den Zahndruck des 
zweiten, in das groBere eingreifenden Rades be
wirkt, und es gilt demgemaB fur die Lastrolle 

pi . Rl = Q . R = M L , 

wenn wieder ML abkurzungsweise das Drehmoment 
der Last bezeichnet. 

Auf das kleinere Zahnrad wirkt der Zahn
druck P' des groBeren in umgekehrter Richtung 

(117 b) 

(118 b) 

Fig. 143. 

zuruck. Es gilt also fur die zweite Welle mit dem umgekehrten Pfeil 
von pi 

p'. r1 = p. Rs = M A , 

wenn abkurzungsweise MA das Antriebsmoment bezeichnet. 
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Wird jetzt der Wert von P' aus der zweiten Gleichung in die erste 
eingesetzt, so folgt 

MA r1 

ML R~· 
(U9a) 

Auf verschiedenen Achsen sitzende Rader ubersetzen die daran wirkenden 
Dr e h mom e n t e derart, daB Antriebs- und Lastmoment in demselben 
Verhaltnis stehen wie die Halbmesser der auf den zugehorigen Achsen 
sitzenden tJbersetzungsrader, wenn die Reibungswiderstande auBer acht 
gelassen werden. 

Berucksichtigt man die Widerstande im Triebwerk und setzt an: 
'YJo als Wirkungsgrad der Seiltrommel, enthaltend die Seilwiderstande 
und die durch die Trommelbelastung hervorgerufene Lagerreibung der 
Lastwelle, entsprechend 'YJi als Wirkungsgrad des auf der Lastwelle 
sitzenden Zahnrades, 'YJi' als Wirkungsgrad des auf der Antriebswelle 
sitzenden Zahnrades, 'YJ2 als Wirkungsgrad der Kurbel, so gilt 

, I M I P . Rl • 'YJl = L .-
1]0 

Das durch die darauf entfallenden Widerstande verringerte Drehmoment 
des Zahndruckes muB noch dem durch die darauf entfallenden Wider
stande vergroBerten Lastmoment das Gleichgewicht halten. 

Entsprechend ist 

MA . 1]2 = pi . r 1 • J;, , 
'YJl 

und durch Zusammennehmen beider Gleichungen folgt dann 

MA r l I 
M~ = R~ . 'YJo • 1]i • 1]7 • 1]2· 

Gewohnlich nimmt man 'YJt' ·1]1" = 'YJl als Wirkungsgrad des Zahnrad
vorgeleges zusammen, und dann ist genau gerechnet 

MA r1 1 
ML = R; . n~ ~I • 1]2 

(U9b) 

Bei zusammertarbeitenden Zahnradern muB naturgemaB die Ent
fernung entsprechender Stellen der Zahne voneinander, gemessen auf 
den sogenannten Teilkreisen, die bei Drehung der Rader aufeinander 
abrolIen, dieselbe sein. Anderenfalls wurden sich die Rader klemmen. 

1st ZI die Anzahl der Zahne des Rades yom Halbmesser RI und ZI 

die Anzahl der Zahne des Rades yom Halbmesser rv und bezeichnet 7: 

die gemeinsame Teilung beider Rader, so ist 

2n . RI = ZI .7: und 2n . r l = ZI • 7:. (120) 

Die Teilung wird stets als ein Vielfaches von n angegeben, damit nicht 
etwa unzweckmaBige Abrundungen der Zahlen Fehler in die Verzahnung 
bringen. 
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Aus den Gleichungen (120) folgt 

r1 Zl 

Rl Zl 

Das Vbersetzungsverhaltnis der Rader wird durch das Verhaltnis ihrer 
bis zu den Teilkreisen reichenden Halbmesser bestimmt oder einfacher 
durch das Verhaltnis ihrer Zahnezahlen. 

_----oio ----/-;,~----..... " 
/f:\-- ( ]) <) 
,U8 - /M.;, 

I --... _, // 
I ,," 0 -",_, ..-
,'/' ---_ .... , ' , ' , ' 

I / IX. I 
,:;:;"', "," 
~/ 

Fig. 144. FIg. 145. Fig. 146. 

An den erorterten Verhaltnissen wird nichts geandert, wenn die 
Rader gar nicht unmittelbar ineinander greifen, sondern erst durch 
Vermittlung einer notigenfalls iiber Fiihrungsrader laufenden Gelenk
kette oder auch eines glatten Riemens oder Seiles, wie das Fig. 144 an
deutet. Das Zwischenglied kann auch wieder ein starres Rad sein, wie 
Fig. 145 angibt. 

Macht die Lastwelle n1 Umdrehungen, so sind nach Formel (120) 
n1 • Zl Zahne in Eingriff mit ebenso vielen des auf der Antriebswelle 
sitzenden Rades gekommen, das also bei Zl auf dem Umfang befind
lichen Zahnen n2 Umdrehungen gemacht haben muS derart, daB n1 • Zl 
= n2 • Zl ist oder 

Die Raderiibersetzung iibersetzt nicht nur die Drehmomente, sondern 
auch die Umdrehungszahlen der Wellen, und zwar letztere im direkten 
Verhaltnis der Radhalbmesser oder Zahnezahlen, so daB das Produkt 
aus Drehmoment und Umdrehungszahl in der Minute unverandert bleibt. 

Fiir eine doppelte Raderiibersetzung nach Fig. 146 gilt natur
gemaB die der Gleichung (119 b) entsprechende Beziehung: 

MA p. Rs r1 r2 1 
ML = Q--:-fi = R~' R;' fJo • fJl • fJ2 • fJa 

(121) 

Beispiel 91. Die Last Q = 800 kg soll von 2 Arbeitern an einer Winde mit 
einfaehem Vorgelege naeh Fig. 143 die Hohe h = 12 m gehoben werden. Die 
Windentrommel habe den Halbmesser R = 12 em, bis Mitte Seil gereehnet. 
Anzugeben sind die Zahnezahlen des Vorgeleges und die im Mittel zum Heben 
gebrauehte Zeit. 

Die Kraft, die ein Arbeiter dauernd, naturgemaB mit Pausen, an der Kurbel 
liefert, ist etwa 15 kg, sie kann vorubergehend auf 20 kg gesteigert werden. Der 
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Halbmesser der Handkurbel betragt bei einmannigen Kurbeln Ra < 35 em, bei 
zweimannigen 38 bis 40 em. Die Arbeitsgesehwindigkeit ist i. M. v = 0,75 m/sk 
und steigt oder sinkt um etwa 0,25 m/sk. 

Der Wirkungsgrad der Trommel wird i. M. angesetzt zu t}o = 0,96, der einer 
Zahnradubersetzung zu til = 0,93, der Kurbel zu t}a = 0,98 . 

Dann folgt aus Gleiehung (119b) die erforderliehe Obersetzung 

r 2·15·35 1 
R~ = -8-00----=-12 . 0,96 . 0,93 . 0,98 = 10 4 • 

1 , 

.Als geringste Zahnezahl von Zahnradern fUr Handwinden gilt Z1 = 10; dalnit 
wird die des auf der Trommelwelle sitzenden Rades Zl = 104. 1st die Zahnrad
teilung die bei zweimannigen Handkurbelwellen gebrauehliehe f = 0,8 . ;n; em, so 
ergibt sieh aus Formel (120) der Durehmesser 

Z • f 
d1 = _1_ = 10 . 0,8 = 8,0 em ;n; 

und der des anderen Rades 
Z ·f 

Dl = _1_ = 83,2 em, ;n; 

beide im Teilkreis gemessen. 
Aus dem Zusammenhang 2;n;· R . n1 = h ergeben sieh die notigen Um

drehungen der Trommelwelle 
27<· R 

n1 =-h-' 

die Umdrehungen der Kurbelwelle sind demnaeh 

Rl 
na=n1 • r , 

und der Kurbelweg ist naeh Formel 

8 = 27< . Ra • n2 = v· t . 

Hieraus folgt die zum Aufwinden notige Zeit 

t = 27<· Ra • nz_ = 27< :..!!z . n • Rl = 27<· R2 . __ h_. Rl 
v V 1 r1 v 2;n; . R r1 

oder • 
t = !!.-. R~. Rl = ~ . 3_5 . 10 4 = 486 sk. 

v r r1 0,75 12 ' 

Beispiel 92. FUr den Drehkran der Fig. 115 ist das Radervorgelege zu be
stimmen bei dem auf die Trommel von R = 16 em Halbmesser kommenden 
Seilzug Q = 1600 kg fur den Fall, daB zwei Arbeiter an der Kurbelwelle drehen. 

Es ist ein doppeltes Radervorgelege notig, und man erhiilt aus Formel (12I) 
das erforderliehe Ubersetzungsverhiiltnis 

r 1 ra 2· 15·35 1 R; . R; = 1600. 16 . 0,96 . 0,93 . 0,93 . 0,98 = 30 ' 

das zerlegt wird in ! . k . 
Die groBere Obersetzung t wird der Kurbel zunaehst angebraeht, die kleinere 

der Last zunaehst, weil dann die Rader die kleinsten Durehmesser erhalten. 
Wahlt man wieder als kleinste Zahnezahl ZI = za = 10, so wird Za = 60 

und ZI = 50. Hat das der Kurbel zunaehst gelegene Raderpaar die Teilung 
'fa = 0,8 . ;n; und das der Last zunaehst gelegene die Teilung Tl = 1,2 . ;n;, so sind 
die Raderdurehmesser da = 8 em, Da = 48 em, d1 = 12 em, Dl = 60 em. 

Wenn hiiufig kleinere Lasten, etwa bis zu t der Hoehstbelastung, zu heben 
sind, so schaltet man, um die kleinen Lasten schneller heben zu konnen, dureh 
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Versehieben der Kurbelwelle eine andere Ubersetzung ein, die statt t nur 

it = '!J_ = ~ zu sein braueht. Nun ist aber der Aehsenabstand 
D3 2 

a = t ·(d3 + D3 ) = t . (dz + Dz) = 28 em 

festgelegt, so daB man die Abmessungen dieser Rader nieht beliebig wahlen kann. 
Dureh Zusammenfassen der beiden gegebenen Beziehungen erhalt man leieht 

2a 2·28 
D3 = 1 + ii, = i + t = 37,33 em, 

ferner gilt naeh Formel (120) 

Da =Z3 .~. 
:Jl 

Man kann jetzt wahlen 

0,8 

und erhalt dann 

entspreehend dem Durehmesser 
D3 = 38,4 

Demnaeh muB werden 

also 
da = 2a - Da = 17,6 

da za = ~T~ = 22,0 

0,9 1,0 em 

42 38 

37,8 38,0 em. 

18,2 18,0 em, 

20,2 18,0. 

Die Teilung 0,9 ':Jl ist somit unbrauehbar. Die beiden anderen Hefern brauch
bare Rader, die aber beide nieht genau die verlangte Obersetzung haben. Ge
wohnliehe Stirnrader gestatten nieht die Innehaltung einer gegebenen Ober

r 
setzung bei festgelegtem Aehsenabstand, wenn runde MaBe fiir - gelten sollen. 

:Jl 

Beispiel 93. Von einem Elektromotor, der n1 = 1350 Umdrehungen in der 
Minute macht, soIl eine Masehine angetrieben werden mit nz = 56 Umdrehungen 
in der Minute. Anzugeben ist die erforderliehe Obersetzung. 

Man erhalt sogleieh das Obersetzungsverhaltnis 

nz 56 1 
nl = 1350 = 24,1 ' 

d I t · 1 1 
as man etwa zer eg m 5' 4,8 • 

Hat die Riemenseheibe des Motors den Durehmesser d1 = 16 em, so muB 
die auf der Vorgelegewelle sitzende zugehOrige Scheibe den Durehmesser 
Dl = 5 . 16 = 80 em erhalten. 

Sitzt nun auf der anzutreibenden Masehine eine Riemenseheibe vom Dureh
messer Dz = 110 em, so muB die zugehOrige auf der Vorgelegewelle den Dureh-

1 
messer dil = rS . 110 = 23 em haben. 

Die vorst~hende Reehnung setzt voraus, daB die Riemen nieht auf den 
Seheiben gleiten (Absehnitt 17). 
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Eine zur Erzielung der verschiedenartigsten Dbersetzungen auf ge
drangtem Raum oft benutzte Raderverbindung ist das Planeten
getriebe. 

Die einfachste Anordnung ist das Umlaufgetriebe der Fig. 147115). 

Mit der Schubstange der Balancier-Dampfmaschine ist das Zahnrad 
yom Halbmesser r2 fest verbunden; es greift ein in ein mit der Haupt
welle A der Maschine fest verbundenes Rad yom gleichen Halbmesser r l' 
Wahrend eines Umlaufes des Zapfens B auf dem Kreis yom Halbmesser R 
dreht sich das Rad 2 einmal in dem angegebenen Sinn urn seine Achse 
und bewegt dadurch das gleiche Rad 1 ebenfalls einmal urn sich selbst. 
Da aber das Rad 2 auBerdem einmal urn 1 in dem Drehsinn des letzteren 
herumgelaufen ist, so macht das Rad 1 also bei einer Umdrehung des 
Zapfens B 2 Umdrehungen in demselben Sinne. 

/ 
/ 
i 

/ 

\ 
"-

----

............ _---/ 

Fig. 147. Fig. 148. 

Sind die Rader verschieden groB, so ergibt eine gleiche Dberlegung 
als minutliche Umdrehungszahl n1 der Welle bei nz Umdrehungen des 
Zapfens B in der Minute 

n1 = n2 • (1 + ~:) . (122) 

Eine unter der Bezeichnung Differentialgetriebe haufig benutzte Aus
ffihrung stellt die Fig. 148 dar. Auf den gleichachsig gelagerten Wellen A 
und B sitzen Kegelrader yom Halbmesser r1 bzw. r2 , in die ein auf der 
die beiden Hauptwellenachsen senkrecht schneidenden Welle C sitzendes 
Zahnrad yom Halbmesser r3 eingreift. Es sind dann folgende Bewe
gungen moglich: 

1. Die Welle A steht fest, die Welle G dreht sich mit na Umdrehungen in 

der Minute urn sich selbst. Sie rollt dann auf Rad 1 mit ~ = ~ . 2 UmHiufen 
na n{ r1 

in der Minute entgegengesetzt zu ihrer Drehrichtung. Stande die Welle G fest, 
so wiirde sich die Welle B im Sinne des Rollens von G mit der Umdrehungszahl 

'I ra d h n 2 = na . - re en. Da nun aber die Welle G mit der Umdrehungszahl n~ in r2 

116) Watt 1781. 
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demselben Sinne auf dem Rade 2 umlauft, so addieren sich beide Bewegungen 
und man erhalt 

'+" (f3 + fa) n2 = n J n, = na· _. -. 
fl fa 

1m vorliegenden Fall mit fl = f2 wird 
fa 

n2 =2·na·- . 
f2 

(123) 

2. Die Welle A steht fest, die Welle B dreht sich mit na Umdrehungen in 
der Minute. 

Man erhalt sogleich aus Formel (123) die Umdrehungszahl der Welle C zu 

und ihre Umlaufzahl wie oben 

n2 na = ---.~, 

fa + ,/"a 
fl T2 

n2 

1+'1 
f2 

(124) 

Der Umlauf der Welle Chat dieselbe Richtung wie der Drehsinn der Welle B. 
FUr fl = fa wird 

und 

3. Die Welle C steht fest, die Welle A dreht sich mit n1 Umdrehungen in 
der Minute. 

Das Rad 3 dreht sich mit na = n 1 .2 Umdrehungen in der Minute urn 

seine Achse und treibt das Rad 2 mit ;2 = na .2 = n1 . 2 Umdrehungen 
T2 f2 

entgegengesetzt zur Drehrichtung der Welle A urn. 
FUr fl = f2 wird n 2 = nl. 

4. Die Welle A dreht sich mit n1 Umdrehungen in der Minute und die Welle B 
mit n2 Umdrehungen in der Minute in demselben Sinne. Durch zweimalige An
wendung des Falles 2 erhalt man als minutliche Umdrehungszahl der Welle C 

na=~---~~ ~2-nl 
Ta_+-,"-a !~+2 -'"-~+2 (125) 
Tl T2 T2 Tl fl f2 

und als minutliche Umlaufzahl im Sinne der beiden anderen Drehungen 

1 + ~.!l'2 
n; = ~ + ----"2_ = n 1 • fl n 1 (126) 

1 + ,/"1 1 + ,/"2 1 + !"a .. 
f2 fl fl 

FUr Tl = f2 folgt 

und 

5. Die Wellen A und B drehen sich mit den minutlichen Umdrehungszahlen 
n1 bzw. n2 in umge~ehrtem Sinne. 

Durch dieselbe Oberlegung wie unter 4 folgt 

n2 + n 1 n3 = ----
Ta + .Ta 
Tl T2 

und 

Stephan, Technische Mechanik. II. 9 

(127) 
(128) 
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Fiir r1 = r 2 wird 
n2 + n1 r1 

ns = --- -2- . r
s 

und 

Die letztere Formel bildet den Grund zu der Bezeichnung Differentialgetriebe. 
rst noch n1 = n2 , so bleibt die Welle C an ihrem Platz. 

6. Die Welle A dreht sich mit n1 Umdrehungen in der Minute und die Welle C 
mit ns derart, daB die Drehrichtungen iibereinstimmen. 

Aus Fall 1 ergibt sich sogleich die Umlaufzahl der Welle C in entgegen
gesetzter Drehrichtung zu 

ra n,; = ns . r - n1 (129) 
1 

und die Drehzahl der Welle B in entgegengesetzter Richtung zur Drehung der 
Welle A zu 

ra n2 = 2na· ----- - n1 • 
r2 

(130) 

7. Die Welle A dreht sich mit n1 Umdrehungen in der Minute und die Welle C 
mit na derart, daB die Drehrichtungen entgegengesetzt sind. 

Man erhalt entsprechend dem Fall 6 
, ra + n3 =nS • r n1 

1 

(131) 

iibereinstimmend mit der Drehrichtung der Welle A und 

( ra ra ) n2 =nS • -+- +n1 r2 r 1 

(132) 

entgegengesetzt zur Drehrichtung der Welle A. 
Fiir r 1 = r 2 wird 

Fig. 149. 

Beispiel 94. Die gebrauchlichste Anwendung des Differential-Planeten
getriebes, den Antrieb eines Kraftwagens, zeigt die Fig. 149. 
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Die yom Geschwindigkeitswechsel kommende Hauptwelle des Wagens treibt 
vermittels eines Kegelzahnraderpaares den kastenformigen Korper um, in dessen 
Wandungen zwei Differentialkegelrader gelagert sind. Sie bilden eine starre 
Kupplung, die die beiden HaIften der Hinterradachse gleichma13ig mitnimmt, 
solange beide Rader gleiche Umdrehungen machen. Wenn in einer Kurve das 
eine Rad langsamer lauft als das andere, so tritt der Fall 5 der obigen Dar
legungen ein, und beide Achsenhalften verdrehen sich frei gegeneinander. 

VieWiltige Anwendung finden Stirnradergetriebe als ruckkehrende 
Urn I a u fr a d e r w e r k e 116) . Die einfachste Anordn ung zeigt die Fig. 150. 

i 
'C 

Fig. 150. Fig. 151. Fig. 152. 

Der Halbmesser des ersten, sich mit n1 Umdrehungen in der Minute 
drehenden Zentralrades ist n, derjenige des Umlaufrades, das n2 Um
drehungen in der Minute macht, T2, und der des zweiten feststehenden 
Zentralrades, das hier als Hohlrad ausgefuhrt ist, Ta' In der Fig. 151 
ist das ganze System urn die Achse A derart gedreht worden, daB der 
Steg AB ns Umdrehungen gemacht hat, wobei vorlaufig der leichteren 
Vbersichtlichkeit halber n, als ein kleiner echter Bruch gelten soll, daB 
also der Punkt 0 des Rades 3 die Lage 0' angenommen hat. Dabei 
hat der Steg AB auf dem Umfang des Rades 3 den Bogen Ta • Y zuruck
gelegt. 

Da nun Rad 3 feststehen soll, wird es wieder in die alte Lage zuruck
gedreht (Fig. 152); dabei dreht sich Rad 2 urn den Winkel (J derart, 
daB T2 ' f3 = Ta • Y ist, und bewegt einerseits Rad I aus der Stellung 
der Fig. 151 urn den Bogen T2 • (J in die Lage der Fig. 152, so daB sich 
letzteres im ganzen urn den Winkel LX entsprechend n1 Umdrehungen 
in der Minute gedreht hat. 

Es gilt dann ohne weiteres 

Tl • LX = Tl • Y + T2 • fJ 
und in Verbindung mit der vorstehenden ~eziehung 

Tl • LX = Tl • Y + Ta • Y , 

woraus folgt 

116) S chI es ing e r, Werkstatts-Technik 1910. 

(133) 

9* 
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Urn die Dbersetzung zu vergroBern, setzt man auf die Achse B zwei 
sogenannte Schwesterrader gemaB Fig, 153. Man entnimmt ihr sofort 
bei einer Drehung des Steges urn den Winkel y 

r4' Y = ra ' (3, 
r1 ' IX = r1 ' /' + r2 ' tJ, 

also 

(134 a) 

Fig. 153. Fig. 154. Fig. 155. 

Wird das volle Zentralrad 1 durch ein zweites Hohlrad 1 ersetzt, wie 
Fig. 154 angibt, so gilt jetzt 

r 4 '/,=ra '(3 
wie oben, aber 

also 

IX = 1 _r2, '}"4 = 1l,l, 
Y r1 ra ns 

(134 b) 

Dabei ist der Drehsinn von Rad 1 gegenuber der Anordnung nach 
Fig. 153 der umgekehrte. 

Ersetzt man beide Hohlrader durch Vollrader gemaB Fig. 155, so 
gilt wieder 

r4 ' )' = ra ' (J, 

r l ' IX = r 1 ' )' - r2 ' (J , 
also 

1\ == 1l,1 = 1 _r2, _r~ , 
)'. ns r 1 r 3 

(134 c) 

Beispiel 95. Das Zahnrad 0 der Fig, 156 macht no = 200 Umdrehungen in 
der Minute, Anzugeben sind die minutlichen Umdrehungszahlen der beiden 
gleichen Ritzel 5 und 6, wenn gegeben ist 

Zl = 20 , Z2 = 30 , Za = 40 , Z4 = 30 . 

Das Rad 0 vertritt hier den Steg, slie Rader 1 und 6 haben die gleiche Um
drehungszahl der Welle, auf der sie befestigt sind. Man erhiUt sofort aus For
mel (134c) 
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( 30'30) n = 200· 1 - ---
I 40.20 

, 1 ) 
= 200· ('-"8 = -25, 

also entgegengesetzt zu der Drehrichtung des 
Rades O. 

Entsprechend erhalt man die Umdrehungs
zahl der Rader 4 und 5, indem man in 
Formel (134c) die Zeiger 1 und 4 sowie 2 
und 3 vertauscht 

( 20'40) 
n4 = 200· 1 - 30-:-30 

= 200· (+ !) = +22,22 

in gleichem Sinnc wie no' 
Fig. 156. 

Die Umdrehungszahl der Welle B bestimmt sich nach Formel (122) zu 

, T2) '30) 
n 2 = no . (1 + -;1- = 200 . ( 1 + 20 = 500 . 

Andert man die Zahnezahlen nur etwas ab in 
ZI = 23 , Zz = 29 , za = 39 , Z4 = 31 , 

80 ergibt sich 

( 31 . 29) (2 ) n1 = 200· 1 - 39. 23 = 200· - 897 = -0,447, 

( 39 . 23) (2 ) n4 = 200· ,I - 3f~ = 200· + 899 = +0,446 , 

( 29) n2 = 200· 1 + 23 '" 452 . 

Die Ubersetzung ist also bei kleinen Anderungen der Zahnezahlen sehr stark 
veranderlich. 
.. Beispiel 96. Man kann mit den Anordnungen der Fig. 153-155 sehr hohe 
Ubersetzungen erzielen, jedoch sind bei. h6heren Umdrehungszahlen die Ge
schwindigkeiten unzulassig grof3. Der Ubelstand wird 
vermieden durch die Anordnung 117 ) der Fig. 157, bei der 
Rad 0 feststeht. Es sei 

Zo = 125, ZI = 100, Z2 = 40, za = 47, Z4 = 20. 

Wird Rad 4 auf der einen Welle A mit n4 = 2400 Um
drehungenin der Minute angetrieben, so ergibt Formel(133) 
die Umdrehungszahl des Steges zu 

1 2400 
ns = n4 ---- = ;,-; 

1 + r 1 
r 4 

= 400-. 
1 + 100 

20 Fig. 157. 

Fur die Umdrehungszahl des Rades 1 gilt die Formel (l34b): 

( ra'Tl) (47'100) n1 = n' 1 - -- = 400· 1 - ''---- = 24 
8 TO • T2 125 - 40 ' 

117) Wolfram, Werkstatts,l'eqh-nik 1912. 
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so daB die gesamte Ubersetzung zwischen den Radem 1 und 4, die auf den gleich-
1 

achsigen Wellen A sitzen, U = IOU betragt. 

Fiir die praktische Ausfiihrung der Planetenrader ist wichtig, daB 
bei Vollradern (Fig. 155) die Beziehung fiir die Steglange AB 

8 = r1 + r2 = r3 + r4 
oder nach Formel (120) 

genau innegehalten wird. Da bei groBeren Dbersetzungen, fUr die Pla
netenrader hauptsachlich in Anwendung kommen, die Rader 1 und 4 
bzw. 2 und 3 nur wenig voneinander verschieden sein konnen, so miissen 

z, 

70 I---~-I-~--I~~+--~-+ 

651---~-+-~--I~~+---

55 

bO 

-l~;~ /--'.''<M&;/74'hl-

qO -~::-:I~ __ -

Fig. 158. Fig. 159. 

sie auch die gleiche Teilung erhalten, so daB die obige Gleichung 
iibergeht in 

%1 + Z2 = Z3 + Z4' 

Eine groBe Dbersetzung erhalt man nun, wenn Z2' Z4 - ZI . Z3' der 
Unterschied von Nenner und Zahler in dem Bruch der Formel (134 c) 
moglichst klein wird. Das geschleht, wenn man bei beliebiger Wahl 
der Zahnezahl ZI ansetzt ll8 ) 

z2=zl±n, z3=zl±n+l, Z4=ZI±I, (135) 

welche Gleichungen die erste Hauptbedingung erfiillen und worin n 
eine beliebige, nicht zu groBe, ganze Zahl ist. Die Formel (134 c) fiir die 
erzielte Dbersetzung nimmt dann die Form an 

.. 2z1+n 
u= + - ---

(zl±n)' (Zt + I) 
2 z1"+ n bzw. it = - ~-~"-=,,,,--

(ZI + n) . (ZI - 1) 

liB) Gel bhaar, Werkstatts-Technik 1912. 
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Die erstere Anordnung mit Z4 = Zl + 1 ist zu wahlen, wenn beide 
Drehrichtungen ubereinstimmen sollen, die zweite mit Z4 = Zl - 1, wenn 
sie entgegengesetzt sein sollen. In den Fig. 158 und 159 sind nun die 

Dbersetzungen it = n1 als Abszissen und die Zahnezahlen Zl als Ordi-
n. 

naten fur verschiedene n aufgetragen worden. Die Fig. 158 gilt fur 
gleichsinnige Drehung, in ihr gelten die ausgezogenen n-Linien fur das 
negative n und die gestrichelten fur das positive n. Die Fig. 159 gilt 
fur entgegengesetzte Drehung, in ihr gelten die ausgezogenen n-Linien 
fur das positive n und die gestrichelten fur das negative n. Hiermit 
kann die passende Ausfiihrung der Rader leicht gefunden werden. 

Beispiel 97. Die Hauptspindel einer Frasmaschine mache n = 380 Um
drehungen in der Minute, ~e Vorschubspindel solI n1 = 12 Umdrehungen in 
der Minute machen. Die Ubersetzung hat durch ein Planetengetriebe nach 
Fig. 155 zu erfolgen, und zwar mit unverandertem Drehsinn. Anzugeben sind 
die erforderlichen Rader. 

Das Ubersetzungsverhaltnis ist 
.. 12 
u = 380 = 0,0316. 

Man entnimmt nun der Fig. 158 
fUr n = 1 

5 
10 

Zl = 62 
60 
57,6 

bzw. 63 
65 
68. 

Da der Wert 57,6 unbrauchbar ist, so wird Zl = 58 angenommen bei n CXl 8. 
Man erhiilt so mit den Formeln (135) die folgende Zusammenstellung: 

n 
n Zl Z2 Z3 Z4 8'-

r 

1 62 63 62 63 125 
63 62 61 64 125 

5 60 65 64 61 125 
65 60 59 66 125 

8 58 66 65 59 124 
10 68 58 57 69 126 

SoIl etwa ~ = 0,4 cm werden, so konnte man eine der vier ersten Anord
n 

nungen nehmen mit der Steglange 8 = 50 cm. 
Bei entgegengesetzter Drehrichtung ist die Fig. 159 in derselben Weise zu 

benutzen, und man erhalt mit den Formeln (135) die Zusammenstellung: 

n 
Zl Z2 Za Z4 8 • ~~-

y 
n 

64 65 66 63 129 
65 61 65 64 129 

5 62 67 68 61 129 
67 62 63 66 129 

10 60 70 71 59 130 
70 60 61 69 130 
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Sind beide Zentralrader Hohlrader (Fig. 154), so lautet die Grund
bedingung bei gleicher Teilung aller Rader 

Zl - za = Z4 - zS' 

wobei noch weiter die Bedingungen bestehen 

Zz < t· Zl' Zs < t· Z4' 

Wahlt man wieder Zl beliebig, so ergeben sich die giinstigsten Ver
haltnisse, wenn man etwa ansetzt 

Zl Zl 
Zz = -2 - 15 - n, Zs = 2 - 15 - n ± I, Z4 = Zl ± 1. (136) 

Es wird dann 

bzw. Zl + 30 + 2 n 

z. 
150 

I ----

\\ 
150 7Z 

\\ \ 
1'10 

130 I II 

I~ f\ 
\ f\'\. 
f\~ ~ 

"'~~r==::-~ r---..... t--- --

,~~L,t-- --r--
0,03 o,o~ 0,05 0,06 0.07 U 

120 

110 

100 

90 

80 
f--

70 
i=-=== 

60 
0.0. 0.05 0,05 

?7J 

o,o~ 

v II 
/VI 

/ /1/ 

o,oa 0,02 

Fig. 160. Fig. 161. 

Die Auftragung der Zl in Abhangigkeit von it fur verschiedene n ergibt 
dann die Fig. 160 fUr den Summanden + I in den Gleichungen (136) 
und die Fig. 161 fUr den Summanden - I. Ein Vergleich dieser Figuren 
mit den vorhergehenden lehrt, daB man hier leichter groBere Dber
setzungsverhaltnisse erreichen kann als dort. 

Beispiel 98. Die Hauptwelle einer Werkzeugrnaschine rnache n, = 400 Urn
drehungen in der Minute, die Vorschubspindel soIl 5 Umdrehungen in der Minute 
machen bei gleichbleibender Drehrichtung. Anzugeben sind die Zahnezahlen der 
erforderlichen. Rader, .. wenn die Anordnung der Fig. 154 zugrunde gelegt wird. 

Man erhalt das Ubersetzungsverhaltnis 

5 
it = 400 = 0,0125 

und entnimmt jetzt der Fig. 160 

5 
]41 

10 
151 

0,01 
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Da jedoch mit Riicksicht auf die Formeln (136) fiir Z2 und Z3 nur gerade Zahlen 
fUr Zl brauchbar sind, so findet man Zl und entsprechend n etwa nach folgender 
Zusammenstellung: 

I 
n 

n Zl Z2 Z3 Z4 8 '- U 
r 

J 130 49 50 131 81 1: 80,2 
4 140 51 52 141 89 1 : 81,6 
9 150 51 52 151 99 1: 78,8 

Der Annaherung wegen entspricht u in den beiden unteren Zeilen nicht genau 
der Vorschrift; die wirklichen Werte nach Formel (134 b) sind in der letz.ten 
Spalte aufgefiihrt. 

Bei der Anordnung nach Fig. 153 erhalt man bei tiberall gieicher 
Teilung fUr die Stegiange 

Zl + Z2 = Z4 - Z3' 
Man nimmt wieder Zl beliebig an und wahlt jetzt 

z2=zl±n, Z3=ZI bzw. zl±n, z4=3zl +n bzw. 3zl , (137) 

welche Gleichungen die vorstehende Bedingung erfUllen. Die Dber
setzung gemaB Formei (134 a) Iautet dann 

U = (~!lZ~ ~r bzw. 4, 

letzteres, wenn Z1 = Z2 genommen wird. 
Auch in den anderen Fallen weicht u nicht viei mehr als eine Einheit 

von 4 ab, so daB diese Anordnung fUr groBere Dbersetzungen keine 
Bedeutung hat. 

Bei Dbersetzungen tiber 1/100 hinaus muB man die Teilungen der 
beiden Raderpaare etwas voneinander verschieden nehmen. Auch daffu 
sind Kurventafeln aufgestellt worden 118). 

Fig. 162. Fig. 163. 

BisweiIen wird eine zwischen zwei bestimmten Werten ul und U2 
stetig wechseinde Dbersetzung verlangt, die durch e II i p tis c heR a d e r 
erreicht wird, deren Achsen A bzw. B durch je einen Brennpunkt der 
betreffenden Ellipse gehen. 

Die Fig. 162 stellt die eine Grenziage mit der Ubersetzung iiI = ~ 
r 2 

dar, die Fig. 163 die andere mit der Ubersetzung u2 = rz . Die Uber
r l 

setzungsgrenzen konnen also nicht beliebig gewahlt werden, sondern 
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sind einander reziprok. Die Figuren ergeben ohne weiteres, daB ein 
ordnungsmaBiges Zusammenarbeiten nur moglich ist, wenn beide Rader 
gleich sind und den Achsenabstand haben 

(138) 

Bei der in Fig. 164 wiedergegebenen beliebigen Lage der beiden 
Rader zueinander mussen aus der Lage der Fig. 163 gleiche Bogen auf· 
einander abgerollt sein. Infolgedessen liegt der Beruhrungspuflkt 0 stets 
auf der Kreuzungsstelle der Verbindungsgeraden der BrennpunkteA B bzw. 
A' B', denn nach den Angaben S. 97 ist ja AO + A'a = BO + B'O= 2a 
und die Winkel bei 0 sind somit gleich. AuBerdem gilt noch gemaB 
den Fig. 162 und 164 

AA' = RB' = 2· ya 2 - b = r l - r2 , 

wenn a die groBe und b die kleine Halbachse der 
Ellipse bezeichnet. 

Quadriert man diese Gleichung und setzt fur 
2 a den Wert aus Gleichung (138) ein, so folgt 

(rl + r2)2 - h - r2)2 = 4 b2• 

Durch Auflosen der beiden Klammern erhalt man 
die GroBe der kleinen Halbachse zu 

Fig. 164. 
b = F;:-;'; (139) 

Nun ist das Verhiiltnis der beiden Grenzubersetzungen 

(140) 

Nimmt man die Wurzel hieraus und quadriert die Gleichung (139), 

so folgt durch Multiplikation r l = b . ihP 
und durch Division r2 = ~. 

y;p 
Setzt man beide Werte in die Gleichung (138) ein, 

'l'C 1 ) 
2 a = b • (V lfJ + VV' ' 

so wird das Halbachsenverhaltnis der Rader gegeben durch 

b 2'V;P 
-~-~-

a y;p + 1 
(141) 
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Naturlich mussen beide Rader die Bedingung erfUllen, daB die Zahn
teilung auf dem Umfang aufgeht, der den Wert n· (a + b) . x hat. Der 

Zahlenwert x hangt ab von dem Verh~ltnis a - bb und betragt30) bei 
a+ 

b 
I--

a 
----0 
1+~ -

a 
" = 1 

Es gilt also 

0,05 0,1 0,15 0,2 

1,00063 1,0025 1,0056 1,0100 

n(a+b)·x=z·'l. 

Wird hierin fUr b der Wert aus Formel (141) eingesetzt, so ist 

a . (1 + ~~ :VJJ . % = Z • : (142) 

die Bestimmungsgleichung fUr die groBe Achse der Rader und damit 
des Achsenabstandes 2 a bei bestimmter Zahnezahl und Teilung 'l. 

Beispiel 99. Fiir eine kIeine Hobelmaschine ist vorgeschrieben das Ver
haltnis der beiden Grenziibersetzungen 'P = i, die Zahnezahl z = 48 und die 
Teilung 7: = 0,45 . :n. Anzugeben ist die GroBe der elliptischen Rader. 

Man entnimmt der Formel (141) das Halbachsenverhaltnis 

b 2 • ~- ~J>,5775 = 0 866 
a ]l: 9 + 1 1,3333 ' 

und berechnet nun 

alw 

1-~ 
__ b = O,~~ = 0,072 , 
1 + ~ 1,866 

b 

" '" 1,00063 + %~: . 0,00187 = 1,00145. 

Damit liefert die Gleichung (142) 

48·0,45 
a = 1,866--:-1-;-00145 = 11,56 cm, 

woraus der Achsenabstand folgt 2 a = 23,12 cm, die kleine Halbachse 

b = 11,56 . 0,866 = 10,0 cm, 

die beiden Brennpunktsabstande 

fl = 10,0 . 0,57750V 5,78 cm, 
f! = 10,0 : 0,5775 = 17,34 cm. 

Die Ubersetzung schwankt regelmaBig zwischen 

.. 5,78 1 
u1 = 17,34 = -f ' 

.. _17,34 _ 3 
Us - 5~78 - . 
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11. Die Reibungsrader. 

Auf der Lastwelle A sitze etwa eine Seiltrommel vom Halbmesser R, 
auf die das Lastseil aufgewunden werden solI (Fig. 165); das Lastmoment 
ist demnach ML = Q. R. In den Lagem der Welle vom Halbmesser r l 

treten Reibungswiderstande auf, die ein Moment M~ ergeben. Um die 
Welle A anzutreiben, befindet sich auf der parallelen Welle B vom 
Halbmesser r 2 ein Reibungsrad vom Halbmesser R2 , das mit der Kraft P 

Fig. 165. 

an der Stelle a gegen ein entsprechen
des, auf der Welle A sitzendes Rad vom 
Halbmesser RI gedruckt wird. 

Es liegt also der Fall der Fig. 114 
vor, und tatsachlich ist der Betrieb 
nur moglich, wenn mindestens die 
antreibende Scheibe sich etwas ela
stisch zusammendruckt, so daB die 
Kraft Peine kleine Verschiebung / 
entgegengesetzt zur Drehrichtung er
fahrt. So erklart sich, daB die An
ordnung versagt, wenn das Antriebs
rad etwa aus gehartetem, glattem 
Stahl ist 119). 

Die Druckkraft P ruft zwischen den Radem die Umfangskraft T 
hervor, die in Fig. 165 an der Welle A angreifend gezeichnet ist, und es 
gilt naturgemaB T:-S:: p,' P, bzw. wenn mit einer (5 fa chen Sicherheit 
gerechnet wird, 

(5.T=p.-P. 

Bei der haufig vorkommenden Lage der Krafte P und Q senkrecht 
zueinander und, wenn nach GI das Gewicht der Welle A mit der Seil
trommel und dem Reibungsrad bedeutet, hat das Moment der Lager
reibung den Wert 

Mw = PI 'l' p2 + (Q + G1)2. r l = lUI' P . r l • V 1 + (Q t Gif . 

Das Moment des Rollwiderstandes an dem Reibungsrad der Welle A 
ist nach Formel (79) 

MR = P ./. (1 + ;1). 
2 

Somit gilt fur die angetriebene Welle 

T· RI = ML + Mw + MR 
und entsprechend fUr die treibende Welle 

119, Lo ncham pt, Bull. de 1110 Soc. industrielle de Mulhouse 1897. 
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mit 

MJ'v = ,ul . p . r2 . V 1 + (~r ' 
worin G2 das Gewicht der Welle B mit dem daraufsitzenden Reibungs
rad usw. angibt, und 

M'R = P . t . (1 + ~:) . 
Aus der Gleichung fUr e: . T und der Momentengleichung fur die 

Welle A erhiilt man 

also die erforderliche Anpressungskraft 

®·ML 
P=--~--, 

,u • Rl • 171 

worin der Wirkungsgrad der getriebenen Welle ist 

(143) 

rJl = 1 - -~-. [,iiI .r~ . VI + (9 + G1) 2 + t (~ + l_)j. (144) 
,u Rl P Rl R2 

Ebenso erhiilt man aus der Momentengleichung fur die Welle B mit 
den obigen Werten fur T und P 

ML R2 
M A =---'---, (145) 

rJl • rJ2 Rl 

worin der Wirkungsgrad der Welle B sich ergibt aus 

~= 1 + 15.[/11 • r2·l/1 + (rJ2)2 +t·(~+~)]. (146) 
rJ2 It R2 P Rl R2 

Als Reibungsziffer ist festgestellt worden bei GuBeisen auf 

GuBeisen, ziemlich rauh . 
, glatt gelaufen . 

Holz: Eiche . 
Vlme .. 
Buche .. 
Pappel . 
Pockholz .. 
Lederbelag . 

gepreBtem Hanfpapier 

. /' = 0,22 25) 
0,16 26 ) 

0,30 31) 
0,36 31) 
0,29 31) 
0,35 31) 
0,22 119 ) 

0,33 119 ) 

0,40 119 ) 

Beispiel 100. Fur den Reibungshammer nach Fig. 166 mit dem Bargewicht 
Q = 150 kg ist die Anpressungskraft P zu bestimmen und die Breite b der 
h6lzernen Treibstange. 

Aus der Gleichung 



142 Die Reibungsrader. 

folgt sogleieh mit p = 0,30 fur GuBeisen und Eiehenholz und E:> = 1,5 

p =l~~~ = 375 kg 
2· 0,30 . 

Die ebene Flaehe des Holzes, deren Einzelteile nieht naeh der Seite aus
weiehen k6nnen, darf ziemlieh hoeh belastet werden; man wahlt gew6hnlieh 
k = 20 kg/em. Damit wird die Breite 

P 375 
b = 7c = 20~ <Xl 19 em. 

Um den Achsdruck P zu verringern, werden die Reibungsrader fiir 
parallele Wellen gewohnlich als Keiln u tenrader ausgefiihrt (Fig. 167). 

Fig. 166. Fig. 167. 

Die senkrecht zu den Achsen ge
richtete Druckkraft P wird auf
genommen durch die senkrecht 
zu den Richtungsflachen wirken-

Fig. 168. Fig. 169. 

den Krafte N; zwischen ihnen besteht der Zusammenhang P = 2 N 
• sin ex. Somit gilt ffir die Umfangskraft 

®.T=2'{l.N=---f!:-.P, 
sIn ex 

(vgl. Beispiel 45). 
Bei der Bestimmung des Wirkungsgrades dieses Getriebes ist zu 

beachten, daB nur die um Ri bzw. R2 von den Radachsen entfernten 
Stellen aufeinanderroIlen; aIle anderen gleiten, weil sie verschiedene 
Geschwindigkeiten haben, um so mehr, je weiter sie von der Rillenmitte 
entfernt sind. Das in jeder Reibungsflache entstehende Reibungsmoment 

kann nach Fig. 168 angesetzt werden zu M~ = {l . ~ . {, die sich fUr 

die Mittelebene zusammensetzen zu dem Gesamtmoment (Fig. 169) 

2M~ 1 fA, 
Mr=--=~·~·N·l·--

cos ex 2 cosex ' 
P 

Mit N = 2 . geht dieser Ausdruck fiber in . smcx 

1 Il 
M. = -. P·l·--. 

2 sin 2ex 
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Dieses Drehmoment ist sowohl zu den widerstehenden Momenten der 
Welle A als aueh der Welle B zu addieren, und dureh die gleiehe Reeh
nung wie oben ergibt sieh 

p = IS . ML . SiniX (147) 
tt· Rl . 'YJl 

mit 

'YJl = 1 - IS· J~niX 'lttl . ~~ . V~~(Q ~ Glr 
+ ~. ~l . ~_ + t . (~ + ~)]. (148) 

2 Rl sm2iX Rl R2 

Ferner gilt wieder die Gleiehung (140) mit 

1 lS·siniX I T2 -V!----(G2)2 
~; = 1 + ---~ . [ttl· R; . 1 + P 

+ ~- . J . --J!- + t . (~+ !)]. (149) 
2 R2 sm2iX Rl R2 

Bei den zylindrisehen Radern von der Breite b em, die sieh nur in 
einer sehmalen Druekflaehe beriihren, wird mit Riieksieht auf geringe 
Abnutzung nur 

P 
k = --. = 5 kg/em 

b 

zugelassen. Bei den Keilnutenradern, die in verhaltnismiWig groBen 
GuBeisen£laehen aneinanderliegen, in denen keine Verdruekung erfolgt, 
ist zulassig 

N 
k = T = 35 kg/em. 

Beispiel 101. Eine Winde soll die Last Q = 300 kg an dem Trommelhalb
messer R = 8 em mit der Gesehwindigkeit v = 1 mjsk heben. Der .Antrieb er
folgt dureh Vermittlung eines Zahnradergetriebes von der tJbersetzung ill = 1 : 6 
und eines Reibungsradergetriebes von einem Elektromotor aus, der in der Minute 
nl = 1200 Umdrehungen maeht. .Anzugeben sind die Abmessungen, der Aehs
druek und der Wirkungsgrad des Reibungsgetriebes. 

Fur die Trommel gilt die Formel (25), mithin ist ihre Umdrehungszahl in 
der Minute 

n = ~ = 60 . 100 ex> 120. 
2·Jl·R 2·Jl·8 

Die erforderliehe Obersetzung ist hiernaeh 
.. n 120 1 
u = n~ = 1200= 10· 

Mit der Zahnraderubersetzung iiI = t bleibt fur die Reibungsrader die Ober
setzung iia = ~- . 

Wahlt man jetzt als Durehmesser der Vorgelegewelle dl = 5 em, der An
triebswelle da = 4 em, des auf der Vorgelegewelle sitzenden Reibungsrades 
DI = 40 em, so erhalt das auf der Antriebswelle sitzende den Durehmesser 

Da = "t . 40 = 24 em, 
beide bis zur Mitte der Rillen gemessen. 
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Mit dem Wirkungsgrad der Trommel 'f/~ = 0,96 und dem der ZahnradUber
setzung 'f/:t = 0,925 ist das Lastmoment des Reibungsgetriebes 

.. 1 1 
ML=Q·R·u '-'-. 

1 'f/~ 'f/'c{ 

Wird fUr die Keilrader wie Ublich gewahlt tgex = 0,3, also cosex = 1 = 0,957 
03 Vl,09 

und sinex = I ' = 0,288, und ihre Tiefe h = 1,0 cm angenommen, so wird 
} 1,09 

die Lange der BertihrungsHache 

h 
l = -- = 1,045 cm. 

cos ex 

Mit dem Hebelarm des Rollwiderstandes f = 0,05 =, der Reibungsziffer 
ft = 0,16 fUr glattgelaufene, trockene GuBeisenrader, der Zapfenreibungsziffer 
beim Anlaufen i. M. III "'" 0,04, der Sicherheit @5 = 1,5 gegen Anderung der 
Reibungsziffer It und gegen starke Oberlastung, und dem Gewicht der gesamten 
Welle G1 = 22 kg wird, wenn noch vorlaufig p"", 65 kg geschii.tzt wird, nach 
Formel (148) 

, = 1 _ 1,5 . 0,288 . [004 • _5 .1/1 + (22) 2 + _1.. 1,0452 • 0,16 
'f/, 0,16' 40 V 65 2 20·2·0,288 

+ 0,005 - (2~ + 112) 1 = 1 - 2,70' (0,00528 + 0,00821 + 0,00067) = 0,962, 

mithin wird nach Formel (147) 

1,5 . 300 . 8 . 1 . 0,288 
P = 0,96' 0,925 . 6 . 0,16 . 20 . 0,962 = 63,3 kg. 

Hiermit erhiHt man 

N = -;:c---;P-
2· sinex 

63,3 10k 
2 . 0,288 = 1 g. 

Die Anzah! i der Nuten bestimmt sich dann aus 

N 
k=--

i· l 
zu . N 110 3 

~ = T7: = 35· 1,045 "'" • 

Mit den obigenZahlenwerten und dem Gewicht G2 = 20 kg liefertFormel (149) 

1 1,5 . 0,288 [4 1 1,0452 • 0,16 ( 1 1 ) 1 
'f/2 = 1 + 0,16 . 0,04' 24 . .1,058 + "2' 12 . 2 . 0,288 + 0,005' :26 + 12 

= 1 + 2,70' (0,00705 + 0,01263 +'0,00067) = 1,055, 

Fig. 170. 

also 
'f/2 = 0,947 

und 
'f/ = 0,947 ·0,962"", 0,91 • 

Hiermit folgt das erforderliche An
triebsmoment nach Formel (145) zu 

300'8·24 M A = . 
6 . 0,925 . 0,96 . 0,91 • 40 

= 297 cmkg. 

Da.s Andrticken kann durch eine 
Hebela.nordnung nach Fig. 170 erfolgen. 
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Der Antrieb ist ausgeruekt, sobald der Hebelll dureh einen Sehnurzug angehoben 
wird. 1st etwa ls = 30 em und G = 25 kg, so wird die Lange des Belastungshebels 

P 30· 63,3 
II = l2 . -(I = -f5- = 66 em. 

Man bemerkt, daB sieh Reibungsradergetriebe nur fiir verhiiltnismaBig kleine 
Krafte eignen. Sie sind auBerdem nieht fiir geringe Gesehwindigkeiten anwendbar. 

Haufiger als zur Verbindung paralleler Wellen finden die Reibungs
rader Anwendung bei sich senkrecht kreuzenden Achsen als Diskus
getriebe, das bei Verschiebung des Antriebsrades vom Halbmesser Rz 
auf der genuteten Welle eine beliebige 
Obersetzung und sogar die Umsteue-
rung gestattet (Fig. 171). 

Da die Antriehsscheibe meist einen 
Leder- oder Papierbelag hat, wahrend 
die getriebene Scheibe aus glattem 
GuBeisen besteht, so driickt sich nur 
die erstere unter der Kraft P zusam
men, und man kann etwa annehmen 
f = 3,Omm. Die zylindrischeAntriebs
scheibe von der Breite b ruft an der 
getriebenen Scheibe ein Reibungs-

P b 
moment M, = # ·2·2 hervor, dessen 

Gegenmoment an der Treibscheibe 
nur die Wirkung hat, daB sich die 

B 

p 

Lagerbelastungen ein wenig andern. Fig. 171. 
Die Kraft P bewirkt ferner an dem 
Lager der Welle A Spurzapfenreibung, wahrend das Tragiager nur 
durch das Gewicht G1 der Welle und der getriebenen Scheibe, sowie 
die Reibungskraft ft· P belastet wird. 

Es geiten demgemaB die Formeln 

171 = I - ® . [Ill . T1 • (Gl + #) + Ilz' ~ + Tl + ~ .~-], (150a) 
# Rl P - .2 Rl 4 Rl 

I ® [ Tz y(7}2 - ) z f ] - = I + -. #1···· -- + !t + I + -- , 
1]2 ft Rz P Rz 

(150b) 

worin #z die Reibungsziffer der Spurzapfenreibung bedeutet. Je nach 
der Drehrichtung ist das Vorzeichen von # in dem Glied der Tragzapfen
reibung zu wahlen. 

Beispiel 102. An einem Diskusgetriebe nach Fig. 171 sei dl = 5 em, 
ds = 4 em, do = 8 em, b = 5 em, RIm .. = 40 em, R lmin = 8 em, Rs = 15 em, 
Gl = 45 kg, G2 = 35 kg, fl = 0,33 (Lederbelag), III = fl2 <Xl 0,050, f = 0,30 em, 
das Lastmoment ML = 50 emkg. Zu bestimmen ist die Anpressungskraft P 
und der Wirkungsgrad des Getriebes. 

stephan, Technische Mechanik. II. 10 
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Man wablt bei R1--mm die Sicherheit \S = lund erhalt nach Formel (150a), 
wenn vorlaufig P = 25 kg geschatzt wird, 

I [ 5 ('45) 13 0,33 51 
'11 = 1 - 0,33' 0,050· 16 '.25 + 0,33 + 0,050' -2~[6 + -4 '16 

= I - 3,030 . (0,0333 + 0,0203 + 0,0258) = 0,759 . 

Damit wird nach Formel (143) die Anpressungskraft 
1·50 

P =0~33-:-8' -0,759- (Xl 25 kg, 
der entspricht 

25 
k = -- = 5 kg/em. 

5 

Fig. 172. 

Q 

Nach Formel (150 b) ergibt sich dann del' Wirkungsgrad del' Antriebswelle aus 
I I [ 4· .1--(35 - ...... 2 0,30 I 
11~ = I + 0,33' 0,050' 36 '1 1 + .25 - 0,33) + -11{ J 

= I + 3,030 . (0,00976 + 0,0200) = 1,0901 
zu '12 = 0,918 . 

Der Gesamtwirkungsgrad ist in dem Fall also 'I = 0,918 . 0,759 = 0,697 . 
Greift die Diskusscheibe am auJ3ersten Halbmesser RIma, an, so ist bei 

gleichem Lastmoment der Sicherheit jetzt 
40 

S=I· 8 =5. 

S 
Der Wirkungsgrad 'II bleibt unverandert, da das Verhaltnis R sich nicht ge-
andert hat; dagegen wird 1 

_1_. = 1 + ~ . (_1. . 0,00976 + 0,0200) = 1,333, 
'12 0,33.5 .' 

also '/2 = 0,750 und somit 
'/ = 0,750'0,759 = 0,569, 

iibereinstimmend mit dem Messungsel'gebnis 1l9). 
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Dureh die ballige Ausfiihrung der Treibseheibe kann der Wirkungsgrad noeh 
etwas verbessert werden. 

Fur das kegelformige Wendegetriebe nach Fig. 172 erhalt man 
mit den mittleren Halbmessern Rl bzw. R2 der treibenden und getrie
benen Scheibe 

i/· N = T.@3, 
ferner fur die erste Welle 

fO + fl (RI) T· Rl = ML + PI . r l . (01 + ,It· N) + /12· ---2- . P + N· t· 1 +]f . 
. 2 

Daraus folgt wieder 

(151) 

mit (l52a) 

® [ r] (01 ) fO + r 1 ( 1 1 )1 
'YJI = 1 - ---;;. fll· HI· N ± It + 1'2 • COS[\ •. 2Rl + t· Rl + R2 . 

Entsprechend ergibt sich fur die zweite Welle aus 
--- r + r 

MA = T· R2 + ,111· r2 • YP2 + (02 + 1/ • N)2 + ,u 2 • Q. T4 
+ N· t· (1 + !:) 

wieder die Formel (145) fur MA mit 

1 ® [ r2 ·Vl (Os - )2 . ra + r4 - = 1 + -. fll· -_. cos 2 eX + - + It + 11'2 • SllleX • - --
1]2 ,u R2 N 2 R2 

+ t . (-~ + ~)] . 
RI R2 

(152b) 

Die Kraft, mit der der Umsteuerhebel anzudrucken ist, wird be
stimmt zu 

Beispiel 103. Ein Reibungswendegetriebe naeh Fig. 172 solI M L = 300 emkg 

iibertragen bei der Ubersetzung u = n2 = -2i!. und der Sieherheit ~ = 4 .• Ge-
geben sei nl 3 

2 RI = 36 em, 
2 fl = 4,5", 
2fo = 8 
GI = 25 kg, 
II = 18 em, 

2 R2 = 24 em, 
2f2 = 3,5", 
2 fa = 10 '" 
2 f4 = 6 '" 

G2 = 25 kg, 

It = 0,36, 
III = 0,050, 
Ila = 0,050, 
f = 0,15 em, 

l2 = 50 em. 

Zu bestimmen ist die Anpressungskraft N, die Radbreite l, der Wirkungs
grad I}, das erforderliehe Antriebsmoment Mol und die Druekkraft P2. 

Man erhiUt aUB tg IX = i 
sinlX = 0,555 uncI eosl"\ = 0,833. 

10* 



148 Die ReibungsrMer. 

Die Formel (152a) ergibt dann, wenn vorlaufig gesehatzt wird N "'" 70 kg 

4 [ 4,5 (25) 12,5 
171 = 1 - 3 . 0 36· 0,050· 36· 70 + 0,36 + 0,050 . 0,833 . 2--=-36 , 

+ 0,15· U8 + 1~) 1 = 1 - 3,70· (0,00448 + 0,00723 + 0,02084) = 0,888. 

Damit folgt 
4·300 

N = 3.18.0,36.0,888 = 69,7 kg. 

Hiermit wird die Radbreite mit k = 5 kg/em 

und ferner 

l = ti9-,-~ "'" 14 em, 
5 

R{ = R1 - t . l . eoslX = 18 - 7 . 0,833 "'" 12 em, 
R,{ = R1 + t . l . eoslX = 18 + 6 = 24 " 
R~ = Ra - t· l . sinlX = 12 - 7 . 0,555 "'" 8 " 
R~' = Ra + t ·Z· sinlX = 12 + 4 = 16 " 

Die Formel (152b) liefert dann 

1 4 [ 3,5 1/·--2 -(-25)2 16 
17a = 1 + 3.0,36· 0,050· -24· r 0,833 + 70 - 0,36 + 0,050.0,555. 2-:-24 

+ 0,15 . U2 + liS)] = 1 + 3,70 . (0,00607 + 0,00925 + 0,02084) = 1,134 . 

Der Wirkungsgrad betragt also 
0,888 

17 = i,134 = 0,784. 

Damit wird das Antriebsmoment 
300·2 

MA = 0,-784.3 = 255 emkg. 

und die Druekkraft am Umsteuerhebel 
18 

P a = 70.0,555. 50 = 14 kg. 

Der Achsdruck wird vollig aufgehoben bei dem Reibungsgetriebe 
der Zentrator-Kupplung. Sie be
steht aus 3 elastischen Stahlringen, die 
auf der Stahlbuchse der schnelIaufen
den Antriebswelle abrollen (Fig. 173). 
Mit der gegeniiberliegenden Seite rollen 
sie auf einem feststehenden Gehause. 
In dem einen Ring sitzt eine Scheibe, 
die sich auf einem Zapfen drehen kann, 
der seinerseits in der einen AbschluB
wand befestigt ist, die die langsam 
umlaufende Welle antreibt. Das Ganze 
ist also ein Planetengetriebe nach 
Fig. 150. Die Anpressungskraft Q wird 

Fig. 173. dadurch erzeugt, daB der geschlitzte 
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feststehende, auBen kegelformige Ring mehr oder weniger durch das 
auBere, hier nicht gezeichnete Gehause zusammengedriickt werden kann. 

Das Drehmoment der angetriebenen Welle ist 

ML = P'i ·D2 

und das Antriebsmoment mit Hilfe der Formel (133) 

M L + f1 • p. i d4 (d1 ) (d2 ) d1 MA = -------- + 3 . Q . t· 1 + - - + 3 . Q . t· 1 + - .-
Dl d2 Dl d2 

1 +--

ferner gilt 

d1 1 d1 
+,u.P·-2 ds · d-' 

2 

d1 
®. M,l = Il' 3Q· 2' 

Hiermit und mit dem obigen Wert fUr ML geht die Gleichung fiber in 

ML 1 1 
.MA =----- . ~ . -

1 + Dl fJl fJ2 (153) 
d1 

mit 

(154 a) 

(154 b) 

Beispiel 104. Eine Zentratorkupplung soIl das Lastmoment M L = 120 cmkg 
bei 6 = ~facher Sicherheit iibertragen und die Drehung der Welle im Verhaltnis 
u = ~- iibersetzen. Gegeben ist d1 = 24 mm. Anzugeben sind die iibrigen GroJ3en 
und der Wirkungsgrad, sowie das erforderIi~he Antriebsmoment. 

T~ 1 Dl Aus dem u bersetzungsverhaltnis -.;- = 1 + -d folgt 
u 1 

Dl = (u - 1)· d1 = 8·24 = 192 mm. 
Hiermit ergibt sich 

und 
d2 = t(D1 - d1) = 84 mm 

D2 = d1 + d2 = 106 mm. 

Mit f = 0,05 mm und fl = 0,10 bei geschmierten Flachen wird nach For
mel (154a) 

'11 = 1 - \~{~~-~. (2~ + 824 + 1!2) = 0,917 

und mit d3 = 64 mm, d4 = 16 mm wird nach Formel (154b) 

1 = 1 + .~,10 . 64. (16 + 2~ + !9~) = 1,170, 
~ 100 M M M 

also 
0,917 

II = 1,170 = 0,783. 

Das Ergebnis bleibt praktisch unverandert, wenn etwa bei guter Schmierung 
und sehr glatten Flachen fl = 0,08 eingesetzt wird. 
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Das Antriebsmoment wird hiernach gemiil3 Formel (153) 
120 1 

Jt1.t = - 192· 0,783 0<) 17 cmkg 
] + 24 

und d·e Anpressungllkrafc 
2·4·17 

(J = 3 ~-O)O-:-~2,4 --~ 63 kg. 

]2. Die Zahnrader. 
a) Die zykliscben Kurven. Durch Abrollen eines Kreises auf einer Geradell 

entsteht die Zykloide, und zwar die gemeine Zykloide, wenn der erzeugende 
Punkt auf dem Kreisumfang liegt. 

_-1'--=-::::---------==--i4~ Man zeichnet sie, indem man den 
Umfang des Kreises yom Halb
messer r in eine Anzahl beliebiger, 
aber vorteilhaft gleicher Teile teilt 

:Jr und diese Teile auf der Geraden ab
triigt (Fig. 174). Wenn nun Punkt 1 
des Kreises mit Punkt l' der Ge
raden zusammenfiillt, hat der An
fangspunkt A sich um denselben 
Betrag gehoben, wie Punkt 1 sich 
gesenkt. Man zieht also die zur Roll
geraden parallele durch 1, nimmt 

oW- die Sehne lA in den Zirkel und 
schlagt damit aus l' einen Kreis

a bogen, der die durch 1 gezogene 
Parallele in dem gesuchtenKurven
punkt 1" schneidet usf. Aus der 

,,'" Konstruktion folgt sogleich die 
Gleichung der Kurve. Die Abszisse 
auf der Geraden ist r 

4' 

x=r' q;-r' sinq;=r' (q;-sinq;), 
und die Ordinate senkrecht hierzu 
ist (155) 
Y = r - r . cosq; = r . (1 - cosqo). 

Liegt der erzeugende Punkt 
aul3erhalb des Rollkreises (Fig. 175), 
so entsteht die verliingerte Zykloide, 

a liegt er innerhalb des Kreises, die 
"ffl verkiirzte (Fig. 173). Man zeichnet 

sie, indem man wieder die Kreis
teile 1, 2, 3 . .. auf der Geraden 

4" 

r als 1', 2', 3' ... abtriigt, in diesen 
Punkten die Lote I' 1"', 2'-2'" ... 
errichtet bis nach der Bahn des 
Kreismittelpunktes 0 und von dort 
einen Kreisbogen mit OA = a 
schliigt. Der Punkt 1", 2" ... , in 

dem dieser Kreisbogen von dem aus 1', 2' ... mit der Sehne 1 A, 2 A ... ge-
schlagenen Bogen geschnitten wird, ist der zugehorige Punkt der Kurve. Als 
Gleichungen der Kurven erhiilt man wie oben 

x = r' '/ - a' sinrp , 
y = r - a' cosqo . (156) 
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Bewegt sieh der Hollkreis yom Halbmesser r auBen auf dem Umfang eines 
zweiten Kreises yom Halbmesser E, so entsteht die Epizykloide (Fig. 177). 
Lauft der Rollkreis innen auf dem Umfang des Grundkreises, so entsteht die 

f'l' ~ 

q Y3 °1 ~ 

Fig. 177. Fig. 178. 

Hypozykloide (Fig. 178). Bei beiden unterseheidet man wieder je naeh der 
Lage des erzeugenden Punktes zum Rollkreisumfang die gemeine, die verlangerte 
und die verkurzte Kurve. 

Die Konstruktion ist die gleiehe wie oben, nur treten an die Stelle der Lote 
die dureh die betreffenden Punkte des Grundkreises gezogenen Mittelpunkts
strahlen. Die Gleiehungen der Kurven ergeben sieh leieht zu 

x =c (R::i~ r) . eos(~-. 'I) =F a . cos(E-i r . 'I) , 

y = (E ± r)· sin(~ . 'I) - a' sin (R~~. 'I) , (157) 

worin die oberen Vorzeiehen fur die Epizykloide, die unteren fUr die Hypo
zykloide gelten. 

Wird r = 00, so geht die Epizykloide uber in die Evolvente (Fig. 179). 
Sie wird konstruiert, indem man den Kreis yom Halbmesser E in gleiche Teile 
teilt, in jedem Teilpunkt die Tangente an den Kreis - J' 

zieht und die Lange der Tangente gleieh der Bogen
Hinge Yom Teilpunkt bis zum Anfangspunkt A macht. 
lhre Gleiehungen sind 

x = r . (cos'l -+- q . sin,p) , 
y = r . (sin 't - 'P . cos '() . (15R) 

Gemeinsam ist allen zyklischen Kurven die Eigen
schaft, daB die Normale in irgendeinem Punkt 1", 
2" ... durch den Reruhrungspunkt 1', 2' ... des 
rollenden Kreises und des Grundkreises fUr die be
treffende Stelle geht, was sich aus der Aufzeichnung 
der Kurven sofort ergibt. 

b) Allgemeine Darlegungen. Reibungsracler 
eignen sich im allgemeinen nur fur verhaltnis
maBig kleine Krafte, bei groBeren Kraften oder 

A 

Ir 
I 
I 
'<p 

z 

09<'---+------43 
, u I 
~ 

Fig. 179. 
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langsamen Bewegungen sind ineinandergreifende Zahnrader zu nehmen. 
Man unterscheidet die Stirnrader bei parallelen Wellen, die Kegel
rader bei sich schneidenden Wellen, die Schraubenrader bei sich kreu
zenden Wellen. 

Bei den Stirnradern bezeichnet man als Teilkreise diejenigen, mit 
denen entsprechende Reibungsrader aufeinanderrollen wiirden, in denen 
also die Umfangsgeschwindigkeiten beider Rader dieselben sind. 

In Fig. 180 seien aus zwei Stirnradern mit den Achsen 0 1 und O2 

die augenblicklich ineinandergreifenden Zahne herausgeschnitten. Da 
die beiden Zahndruck
krafte sich im Beriih
rungspunkt A aufheben 
sollen, so mussen die 
Zahnpro£ile so bestimmt 
werden, daB sie in jedem 
Beruhrungspunkt die
selbe Normale haben. 
Die Halbmesser nach 
dem augenblicklichen 

Beruhrungspunkt A 
seien Rl und R2 • die zu 

ihnen senkrechten Geschwindigkeiten VI und Va' 

Zerlegt man die V in c1 bzw. c2 in Richtung der gemeinsamen Beriih
rungsnormale beider Zahnkurven und senkrecht dazu, fallt ferner die 
Lote 71,1 und h. von den Mittelpunkten auf die Beriihrungsnormale, so 
ergibt sich aus ahnIichen Dreiecken fiir beide Rader 

C 71, 

V - R' 

Da nun bei ordnungsmaBigem Arbeiten der Rader die Beriihrung dauernd 
bestehen bleiben muB, so kann nur c1 = C2 sein, also 

R 

Fig. 181. 

71,1 V2 VI 

71,2 = 112- : Rl . 

Zieht man jetzt noch die Verbindungslinie OP2 der 
Radmittelpunkte und bezeichnet die Lange bis zum 
Schnittpunkt mit der Normalen als Tl und T2 • so 
folgt aus den entstandenen ahnlichen Dreiecken 

71,1 Tl 

71,2 T2 

mithin ist r l V 2 VI 

r2 = "Ii;: 1(' 
Da nun die Rader gleichmaBig umlaufen sollen, so muB fur jedes 

Rad das Verhaltnis der Geschwindigkeit zum zugehorigen Halbmesser 
unveranderlich sein (vgl. Fig. 181); folglich ist auch das Verhiiltnis der 
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beiden i fur die zusammenarbeitenden Rader unveranderlich, also 

rl_ = konst. 
r2 

Fur jeden Beruhrungspunkt der beiden Zahnprofile muB die beiden 
gemeinsame Normale, in der ja der Zahndruck wirkt, durch denselben 
Punkt 0 der Zentrale gehen, den Beriihrungspunkt der beiden Teil
kreise von den Halbmessern rl und r2I20). 

1m allgemeinen kommen also die zyklischen Kurven als Zahnprofile 
zur Anwendung. Man kann jedoch zu jedem gegebenen Zahnprofil 
eines Rades ein richtig damit zusammenarbeitendes ProW der Zahne 
des zweiten Rades zeichnen 121). 

Gegeben sind in Fig. 182 die beiden Teilkreise von den Halbmessern r 1 

und r2 , sowie die Zahnkurve des Rades 1. Man rollt die Teilkreise bis 
zu den beliebigen Punkten Bl bzw. B2 aufeinander ab, etwa unter Zu-

------ ---------------0. 

Fig. 182. 

hilfenahme der gemeinsamen Tangente (Bd. I, S. 2), tragt 00' = BP 
nach ruckwarts auf dem Teilkreis ab, bestimmt darauf den Punkt AI' 
der in dem Augenblick, wo Bl und B2, sowie der Punkt 0' der Zahn
kurve aufeinanderfallen, in Beruhrung mit dem gesuchten Punkt A2 
des zweiten Profils sein soIl, derart, daB AP' in ·AI senkrecht zur Zahn
kurve steht, und zieht durch Al den Kreis aus 0 1 und tragt schlieBlich 
- --
00 = BlAl dorthin abo Nun wird durch 0 der Kreis aus O2 geschlagen 

--- --
und B2A2 = B1Al dorthin abgetragen. Dann ist A2 der gesuchte Punkt. 

Wird so mehrfach verfahren, so erhalt man eine durch die Punkt
folge 0 gebildete Linie, die den Ort angibt, wo die einzelnen Punkt
paare AIA2 sich decken. Diese Eingriffslinie ist bei neuzeitlichen Radern 
fast stets eine Gerade, von der beim Entwurf der beiderseitigen Zahn
profile ausgegangen wird. Die Kopfkreise der beiden Rader schneiden 
auf der Eingriffslinie die Eingriffsstrecke ab, auf der die Zahne in
einandergreifen (vgl. Fig. 187). 

120) Euler, Comment. IX, 1769. 
121) Reuleaux, Der Konstrukteur, 1865. 
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Ffir ein richtiges Zusammenarbeiten der Rader ist nun erfordeIlich, 
daB .auBer der in Abschnitt 10 bereits genannten Bedingung der gleichen 
Teilung und der oben entwickelten fiber die Zahnform noch die weitere 
erffillt wird, daB die beiden einander gleichen Walzungsbogen bo der 
Teilkreise, die zu der Eingriffstrecke gehoren, groBer sind als die Zahn-

teilung T. Das Verhaltnis e = bl! nennt man die Eingriffsdauer, ffir die 
also gilt: e> 1. T 

Wird die GroBe des durch den Zahndruck N hervorgerufenen Bie
gungsmomentes eines Zahnes in bezug auf seinen FuB ffir den Verlauf 
einer Teilung aufgetragen122), so ist bei der Eingriffsdauer I damit auch 
der Verlauf der Anstrengung des ZahnfuBes gemaB Fig. 183 wieder
gegeben. Ist die Eingriffsdauer 2, so fiberdecken sich die entsprechend 
verlangerten Momentenkurven zur Halfte nach Fig. 184; und da stets 

Fig. 183. Fig. 184. 

~-IIIIII~ 
I ~ .1 I 1: .1. : 't: II I. bg .1 
I I I be. 
:. bt, I .. : .1 

Fig. 185. Fig. 186. 

zwei Zahne die Kraft N aufnehmen, so konnte sie unter Voraussetzung 
gleicher Verteilung auf beide Zahne bei sonst gleicher Zahnform und 
-beanspruchung verdoppelt werden. Liegt die Eingriffsdauer zwischen 
diesen beiden Grenzwerten, z. B. e = 1,5, so verteilt sich der Zahn
druck N wahrend des ersten und letzten Teiles der Eingriffsdauer auf 
zwei Zahne, muB aber wahrend des mittleren Teiles von einem Zahn 
allein aufgenommen werden (Fig. 185). Unter Voraussetzung gleicher 
Verteilung auf beide Zahne gibt somit die Fig. 186 die Beanspruchung 
eines Zahnes an. Sie ist dadurch entstanden, daB die Summe der Bie
gungsmomente der zugehOrigen auBeren Teile in Fig. 185 halbiert 
worden ist. 

Es kommt also darauf an, der Kurve der Fig. 186 eine solche Form 
zu geben, daB der Sprung bei den Vbergangen nicht zu groB wird und 
die Beanspruchung nicht zu sehr schwankt. Dazu ist eine entsprechend 
lange Eingriffsdauer notig. Die gleichmaBige Verteilung desZahndruckes 
auf zwei Zahne findet bei richtig entworfenen und sauber gefrasten 
Zahnen, die spielraumfrei zusammenarbeiten, wenigstens annahernd 

122) Lasche, Z. d. V. d. I. 1899. 
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statt, dagegen bei roh gegossenen Zahnen, die neben den unvermeid
lichen Ungenauigkeiten einen Spielraum von 1/20T haben, nicht. Man 
kann etwa schatzen bei 

gefrasten Radern die Verteilung zwischen 0,40 his 0,60 , 
roh gegossenen " 0,20 " 0,80. 

Zu Beginn des Eingriffes beruhrt die Zahnwurzel des treibenden 
Rades 1 den Zahnkopf des getriebenen 2, in der Mitte des Eingriffes 
beruhren sich beide im Zentralpunkt, am Ende des Eingriffes berUhrt 
der Zahnkopf des treibenden Rades 1 die Zahnwurzel des getriebenen 2. 
Die Zahnreibung wirkt also in der ersten Halfte des Eingriffes auf den 
FuB des treibenden Rades und den Kopf des getriebenen stemmend, 

Fig. 187. 

in der zweiten Halfte des Eingriffes auf den Kopf des treibenden Rades 
und den FuB des getriebenen streichend123). 

c) Die Evolventenverzahnung12O). Die Zahnkurve, die zu einer ge
raden Eingriffslinie gehort und die obigen Grundbedingungen der Ver
zahnung erfullt, ist eine Evolvente. Man zeichnet sie nach Fig. 187. 
Durch den Beruhrungspunkt A der beiden gegebenen Teilkreise von den 
Halbmessern r 1 und r 2 wird die geneigte Eingriffsgerade gelegt; aus den 
Radmittelpunkten 0 1 und O2 werden dann die sie tangierenden Grund
kreise von den Halbmessern Rl und R2 beschrieben. Man tragt nun 
von G1 bzw. G2 auf der Eingriffsgeraden beliebige gleiche Teile nach 
beiden Richtungen ab und ebenso dieselben Teile auf den zugehorigen 

123) Buch ner, Z. d. V. d. T. 1902. 
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Grundkreisen. Jetzt wird mit der Lange GIA aus Gl ein kleiner Kreis

bogen durch A geschlagen, dann mit der Lange 1 A aus l' ebenso an 
den vorigen Kreisbogen anschlieBend und so fort. Die einzelnen kurzen 
Kreisbogen setzen sich zu der Evolvente I zusammen. Entsprechend 
wird die Evolvente II gezeichnet. 

1st der Halbmesser des einen Rades 00, so entsteht die Zahnstange, 
deren Zahnprofil eine zur erzeugenden l;..inie senkrechte Gerade ist. 
Fur die 1nnenverzahnung ist dieselbe Konstruktion der Fig. 187 sinn
gemaB anzuwenden, sie liefert dann konkave Zahnflanken am groBen 
Rad. 

Die Zahnkurve ist der Teil der Evolvente zwischen dem Kopfkreis Kl 
und dem FuBkreis Fl bzw. zwischen K2 und dem Grundkreis G2 • Das 
bis zum FuBkreis F 2 fehlende Stuck wird durch eine willkurliche Kurve, 
oft eine radiale Gerade gebildet. Grund- und FuBkreis fallen zusammen, 
wenn die Bedingung erfullt ist (Fig. 187) 

r-hr=r·sincx. 

Nun gilt ja nach Formel (120) 

worin bedeutet 

z die Zahnezahl des Rades, 
T die Zahnteilung des Rades, 

T 
m = - den Modul der Verzahnung. 

n 

Damit geht die obige Gleichung uber in 

oder 

woraus folgt 

Z h z. 
m· -~f - f = m· 2 · smcx 

2· hi . 
I - --~- = SIncx, 

m·z 

hi 2·
m 

Zo = i~ sinex . 

(159) 

(160) 

Fur ein Rad mit Innenzahnung gilt derselbe Zusammenhang fUr das 
Aufeinanderfallen von Grund- und Kopfkreis. 

h 7 
Beispiel 105. Fur ~ = 6-' dem gebrauchIichsten Wert, ist die Zahnezahl 

anzugeben, bei der Grund. und FuBkreis zusammenfallen. 
Es ist fiir IX = 75° 70° 65° 

sin IX = 0,966 0,940 0,906 
also nach Formel (160) Zo = 69 39 25 
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Bei kleineren Zahnezahlen muB der ZahnfuB willkiirlich bis an den FuBkreis 
verlangert werden. 

Werden die beiden Rjtdmittelpunkte 0 1 und O2 auf der Zentrale etwas 
weiter voneinander entfernt, so stellt sich die Gerade GPz der Fig. 187 
etwas steiler, aber die Evolvente bleibt dieselbe, solange der Grundkreis 
derselbe istl24). Entsprechend stellt sich die Eingriffsgerade bei An
naherung der Mittelpunkte etwas flacher. Der Eingriff wird also durch 
fehlerhafte Aufstellung nicht verandert, was die Evolventenverzahnung 
besonders wertvoll macht. Es arbeiten hiernach auch Evolventenriider 
mit verschieden geneigten Erzeugungsgeraden fehlerlos zusammen 125). 

Von der um den Winkel lX gegen die Zentrale geneigten Eingriff
linie GPs schneiden die beiden Kopfkreise Kl und K2 die Eingriff
strecke BIBs heraus, die allein fur den Eingriff benutzt wird. Die 
groBtmogliche Lange der Eingriffstrecke ist GIGl24), denn ein damber 
hinausgehendes Stuck liefert keinen weiteren Beitrag zur eingreifenden 
ZahnfuBkurve, vielmehr schneidet dann der Kopf des Gegenzahnes, 
dessen Bahn eine verlangerte Epizykloide ist, in das FuBprofil ein. 

Sind die Zahnkopfe gerade so hoch, daB die Punkte G und B der 
Fig. 187 zusammenfallen, so gilt 

a.pi =G-;'02 + 6~(j2 
oder 

(r2 + hKs)2 = (rl . sinlX . COSlX)2 + (rl + r2 - rl • sin 2lX)2. 

Lost man die Klammern auf, so ergibt sich 

hK2 V' (r~ ~) - = 1 + COS 2 lX· 2" + 2·- - I 
r2 r2 rz 

(16Ia) 

oder mit Formel (159) und (120) 

hK2 Zz [11 (zi Zl) ] - = --. V 1 + COS 2 lX· 2" + 2 . - - I 
m 2 Z2 Z2 

(161b) 

als Grenzwert der Kopfhohe bei gegebenen Zahnezahlen und Neigungs
winkel lX der erzeugenden Geraden. 

Wird diese Gleichung nach Zl aufgelost, so erhalt man nach einigen 
einfachen Umformungen Zz 

l 1 ----K;;--(h;-;-) 2 

_ (Zl) /1 z;-:-;n + ~m u l - -- = + -1 
Z2 mm 0 . COSlX)2 

(162) 

als kleinstes Ubersetzungsverhaltnis, das bei gegebenem Winkel lX, der 

Zahnezahl Z2 und dem Verhaltnis der KopfhOhe zum Modul ~K2 ohne 
m 

124) Saalschiitz, Zur Theorie der Evolventenverzahnung, 1870. 
125) Hoppe, Verhandl. d. V. f. GewerbefleiB 1873. 
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starken VerschleiB bzw. ohne Unterschneidung moglich istl26). Die 
Fig. 188 gibt hiernach den Verlauf von u an ffir die Zahnezahlen 

h 
Z2 = 10 --;- 200, die KopfhOhenverhaltnisse ~ = 1,5:- 0,5 und die 

m 

Fig. 188. 

Winkel IX = 75°, 70°, 65°. 

Bei Innenverzahnung geht 
dieselbe Beziehung 

02G~ = G202 + 0 20 2 

fiber in 

(r2 + hK2) 2 = (rl • sin IX • cos IX )2 

+ (rl • sin 2{\ - r1 + ra)2. 

Statt der Formel (161 b) erhalt man hieraus 

hX2 Z2 ll/ (z~ Zl) ] - = -. y 1 + COS 21X' 2 - 2· - - 1 
m 2 ~ ~ 

(161c) 

up.d entsprechend lautet Formel (162) dann 

1 hK2 ( hX2 )2 +-+-
m'z2 m'z2 + 1 
(~-. COSIX)2 

(Zl) u1 = - = 
Z2 nun 

oder 
(163) 

126) Wehage, D. p. J. 1905; Toussaint, Die Wel'kzeugmaschine 1916; 
Stephan, Werkstatts-Technik 1920. 
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Beispiel 106. Fiir den gebrauchlichsten :ijeigungswinkel der erzeugenden 
Geraden IX = 75° 127), die gebrauchlichste Kopfhohe hK2 = m 128), der die FuB· 
hOhe hf2 =,\ m entspricht, und die Zahnezahl Z2 = 100 des einen Rades ist 
die kleinste zulassige Zahnezahl des anderen Rades anzugeben. 

also 

Man entnimmt fiir die AuBenverzahnung der Fig. 188 bzw. der Formel (162) 

u1 = 0,266 (Xl 1 : 3,76, 

ZI=Z2· Ul=27. 

Fiir IX = 70° ergibt sich u1 = 0,160 '" 1 : 6,3 , 
fiir IX = 65° "u1 = 0,108 (Xl 1 : 9,3, 

Hat das kleinere Rad weniger Zahne, so entsteht die Unterschneidung, die 
besonders bei kleinen Zahnezahlen und groBem Winkel IX ganz erheblich sein kann. 
Man pflegt dem bisweilen durch eine "korl'igierte Zahnform" abzuhelfen 129); 

einfacher und zweckmaBiger ist die geeignete Wahl der Kopfhohe und des Nei· 
gungswinkels der erzeugenden Geraden. 

Bei Innenverzahnung erhalt man gemaB Formel (163) mit denselben Zahlen· 
werten fiir 

IX = 75° 70° 65° 
'ul = 2,266 2,160 2,108 
Z1 = 227 216 211 

als kleinste Zahnezahl des groBen Rades, wenn das kleine etwa Z2 = 100 Zahne 
haben soli. Die Unterschneidung kommt also hierbei seltener in Frage. 

Dem Teil ABa = la der Eingriffstrecke (Fig. 187) entsprechen auf 
den Teilkreisen die Bogen ADa, zu deren einem der Zentriwinkel /3a im 
Rade I gehOrt. Das gleiche gilt fur den Teil AB1 = l1' Bezeichnet 
man ferner den zur Zahnkurve F AK gehorigen Zentriwinkel mit ffJ, 
den zur Kopfstrecke AK gehorigen mit ffJK. den zur Fu6strecke FA 
gehorigen mit f{Jf> so ist naturlich f{JK + f{Jt = q' und nach den For
meln (158) 

I/~-- l/~--
f{Jt = r R2 - I - arctg V R - - I, 

II 

l/(r + hK)2 V'(r + hK)2 f{J=V-R- -I-arctg -R--1. 

Nach dem Hohensatz im rechtwinkligen Dreieck ist nun 

(l1 • sintX)2 = (hK2 - II • costX)· [(2 r2 + 2 hK2 ) - (hK2 - II • COStX)], 

femer ist der Fig. 187 zu entnehmen 

(r2 + hK2 ) • sin (PI - crK2) = II • sintX. 

Wird die vorletzte Gleichung nach II aufgelost, so folgt leicht in Ver
bindung mit Gleichung (162) 

l1 = r2 ' costX . U 1 

127) Willis, Prinziples of Mechanism, 1841. 
128) Reuleaux, Konstruktionslehre fiir den Maschinenbau, 1856. 
129) Schmidt, Werkstatts·Technik 1919. 
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Setzt man diesen Wert in die letzte Gleichung ein und driickt f/JK2 durch 
die vorhergehenden Formeln aus, so ergibt sich 

(3 = u1 • cotg IX - arctg [(u1 + 1) • COtglXJ 

r 
J .• sin 2 IX] n + arc sin U 1 ' _2 __ -----,;;;; +2 - IX . 

1 + 2· --.-
- Z2' m 

e 

1 

Fig. 189. 

Bei der zahlenmaBigen Berechnung braucht nur das erste Glied bestimmt 
zu werden, da sich die anderen innerhalb der praktisch erforderlichen 
Genauigkeit vollstandig aufheben. 

Damit ist die Eingriffsdauerl26C) 

1 r2 ' arc(31 + r1 • arc(32 e = .- = -----.----- -
T T 

oder mit Benutzung des Zusammenhanges (159) 

cotglX 
e = 2;- . (ZI • u 2 + Z2 • u1) 

Zerlegt man die Formel (164) in zwei Betrage 

cotglX 
e - ---- . z . U und 

1 - 2n 2 1 

(164) 
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so konnen diese Betrage der Fig. 189 entnommen werden, die den Ver

lauf von e1 in Abhangigkeit von .x, z, hK darstellt. 
m 

Die entsprechende Rechnung ffir die Innenverzahnung liefert nicht 
eine so einfache Formel wie (164). 

Beispiel 107 • Zu bestimmen ist die Eingriffsdauer zweier zusammenarbeitender 
Rader mit AuBenverzahnung von Zl = 30, Zs = 100 Zahnen bei der gebrauch
lichen KopfhOhe hK = m. 

Man erhalt sofort aua Fig. 189 
fiir IX = 75°: e = 0,957 + 1,135 = 2,09 , 

70°: e = 0,825 + 0,926 = 1,75, 
65°: e = 0,739 = 0,794 = 1,53. 

BeIiihren sich zwei zusammenarbeitende Zahne in einem gegebenen 
Augenblick im Punkte 0 0 (Fig. 190) und ist der Eingriff kurze Zeit 
spater nach dem Punkt 0 gewandert, so 
sind die beiden zugehorigen Beriihrungs
punkte 0 1 bzw. 0a, die durch Schlagen der 
KreisbOgen aus 0 1 und O2 durch 0 bestimmt 
werden. Bezeichnet man 0 00 1 = dS1 und 
OoOa = dSa, so gleiten beide Zahne um 
den Betrag dS2 - dS1 aufeinander130). Der 
sich von Punkt zu Punkt andernde Quotient 

dSa - dS l dS l - dSa 
fit = ---- bzw. fh = -----

dSl lis2 

heiSt das spezifische Gleiten der Zahn
flanken 123). 

Fig. 190. 

Dreht sich das Rad 1 um einen kleinen Winkel db, so beschreibt 
die Gerade G10 = T1 • cos.x - x den Zahnbogen ds1 ; das Rad 2 dreht 

sichgleichzeitigumden Winkel db· Tl unddie Gerade 
T2 

G20 = T2 ' cos.x + x 
beschreibt dabei den Bogen ds2 • Man erhalt so 

T 
(T2 ' cos.x + x), 1. d(~ - (Tl • cos.x - x) • db 

T2 

Y1=- (T1'COS.x-x).d{) 

oder 

x' (1 +~~) 
T2 Y = + ----------

1 T1"COS.x-x 

Ya=
T2 ' cos.x + x 

und entspreohend 

x(~ +~-) 

(165a) 

(165b) 

130) Kohn, Z. d. V. d.l. 1895/96; Goebel, ebenda 1896; Lasche, ebenda 1899. 

Stephan, Technische Jlfechanik. II. 11 
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Beide Ausdrucke werden 0 fur x = 0, also im Zentralpunkt A, der 
erstere wird <Xl fUr x = r 1 • COS(\; = AG1 , wenn also die Eingrifflinie 
ganzlich ausgenutzt wird. Da damit ein sehr starker VerschleiB ver
bunden ware, so ist sogar eine zu groBe Annaherung des Eingriffes an 
die Endpunkte a1 bzw. a2 zu vermeiden. Fur x < 0, wird gl negativ, 
die ltichtung des Gleitens wechselt im Zentralpunkt. Das spezifische 
Gleiten bestimmt in erster Linie die eintretende Abnutzung, die ferner 
noch abhangt von der Zahl der Eingriffe in einer festgelegten Zeit und 
v,on der Reibnngsziffer. 

Fig. 191. 

Fig. 192. 

Die Ausdrucke fur g stellen gleichseitige Hyperbeln dar, deren eine 
r 

Asymptote durch a geht und deren andere urn den Betrag 1 + 1 gegen 
die Nullachse gesenkt ist, wie Fig. 191 zeigt. r2 
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Setzt man jetzt x = 11 bzw. 12 , urn den groBten vorkommenden Wert 
des spezifischen Gleitens zu erhalten, so liefern die Gleichungen (165) 
und (163) 

(hm"; = (1 + Zl). I u2 = (I + Zl) • Yl 
Z2 - u2 Z2 

Y2m,x = (I + Z2) . --I u_1_ = (I + Z2) . Y2' 
Zl -u1 Zl 

bzw. (166) 

worin die Werte Y der Fig. 192 entnommen werden konnen. 

Beispiel 108. Die groBten Werte des spezifischen Gleitens sind zu ermitteln 
ftir ein Riiderpaar mit AuBenverzahnung von ZI = 30, Z2 = 100 Ziihnen bei der 
Kopfhohe hK = m . 

Man erhiilt aus den Formeln (166) bzw. der Fig. 192 
13 

IX = 75°: glm,x = 1,3·2,97 = 3,86, Yamax = if· 0,36 = 1,57, 

1,3 ·0,905 = 1,18 , 
13 
3 . 0,191 = 0,83 , 

1,3 . 0,495 = 0,64 , 
13 
3.0,120 = 0,52. 

Der Neigungswinkel IX = 75° liefert demnach einen recht erheblichen Ver
schleiB gegentiber den kleineren Winkeln. Die Verhiiltnisse konen etwas ge
bessert werden, indem man die Kopfhohe niedriger macht, etwa hK = 0,7 . m 131). 

Immerhin ist auch dann noch ftir IX = 75° 
13 

glm,x = 1,3· 1,26 = 1,51 , gam,x = 3 . 0,24 = 1,04. 

Bei Vollbeanspruchung des Triebes muB gIro,. < 1 sein, wenn die Abnutzung 
nicht zu groB werden so11 132). 

Bei der Innenverzahnung gilt 

GIG = T1 • COSIX + X, G2G = T2 • COS IX + x. 
Hieraus ergibt sich wie oben 

x· (~: - I) 
g = + ' 

1 T1 • cos IX + X 

x· (~- 1) 
Y2= -

(165c) 

T2 • cos IX + X ) 

Beide Ausdrucke werden 0 fur x = 0 
und 00 fur - x ~= T1 • cos IX bzw. 
T2 • COSIX. Da bei der Innenverzah
nung die Punkte G1 und G2 auf der
selben Seite der Zentrale 0 10 2 liegen, G 

so haben die g-Kurven die in Fig. 193 
wiedergegebene Lage. 

131) Lindner, Z. d. V. d. I. 1900. 

B 
G 

z;,cosa 

Fig. 193. 

~-I 

B 

132) Nach Angaben von Lasche, Z. d. V. d. I. 1899; Stribeck, ebenda 1894. 

11* 
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Damit das spezifische Gleiten nicht zu groll wird, mull der Eingriff 
bereits vor O2 beendet scin. Ein so einfacher Zusammenhang wie die 
Formeln (166) lallt sich hier nicht geben. 

Beispiel 109.. Anzugeben ist die Kopfhohe des Radell mit Innenverzahnung 
wenn der GroBtwert des spezifischen Gleitens I sein soIl, bei den Zahnezahlen 
Z1 = 100, Z2 = 30 . 

Ausschlaggebend ist nach Fig. 193 Us mit negativem x. Mit dem vor
geschriebenen Wert geht also die zweite Gleichung (165c) iiber in 

'2·COSOl-x= +x(!"I.-l). 
'2 ' 

Hieraus folgt die Lange der Eingriffstrecke zu 

'2 -x ='2· cos (X • - - (167a) 
'1 

Behandelt man die fiir die AuBenverzahnung maBgebende Gleichung (165a) 
ebenso, so folgt aus 

die Strecke 
'1 . cosOl - X = x· (1 + ~:) 

, 
'2· cosOl . ~ (167b) 

+x= 's 
2+..!1.. 

'2 , 
Bei kleinen fibersetzungsverhaltnissen _2_ ist die Innenverzahnung ungiinstiger, 

'1 
insofem als bei der AuBenverzahnung eine groBere Strecke x der Eingrifflinie 

benutzt werden kann; bei groBen Werlen von , 
~ ist sie dagegen giinstiger. In beiden Fallen 

;~s gleiche Ergebnis liefert ..!:!. = 21 . 
'] 

Die Fig. 194 ergibt die Gleichung 

(x· sinOl)2 = (x· coSOl - hKl ) 

. (2'1 - X· coSOl + hKl ), 

Fig. 194. woraus man mit Formel (167 a) leicht erhalt 

h:n1 = i . [VI - (:~ . sin220lf - (1 - ;~ . COs2Ol) ] 

oder, wenn bei den gebrauchlichen Werten der Obersetzung die Wurzel naherungs
weise bestimmt wird, 

hK1 Z1 (zs )2 [ 1 (Z2 • )2] m=-2-· Z1 ·~osOl .1--2-. z;-.SlllOl . 

Die gegebenen Zahlenwerle liefem hiermit 
(X = 75° 70° 

cos (X = 0,2588 0,3420 
sinOl = 0,9659 0,9397 

hKl = 0,286 0,506 
m 

65° 
0,4226 
0,9063 

0,766 

(168) 

Auch bei der Innenverzahnung muB man die Evolvente mit verhaltnismaBig 
kleiner Neigung gegen die Zentrale entwerfen, urn giinstige Betriebsverhaltnisse 
zu erzielen. 

Da die Anzahl der Eingriffe und damit die Abnutzung der Zahne, 
besonders wenn g unzweckmaBig hooh ist, von der Umfangsgesohwindig-
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keit v der Rader abhangt, so pflegt man mit steigender Gesehwindigkeit 
die spezifisehe Belastung des Zahnes herabzusetzen. Man reehnet 
gewohnlieh mit der Gleiehung 

N=c·b·-r=c·b·m·n (169) 

fiir den Hoehstwert des Zahndruekes N kg und eine gegebene oder 
angenommene Zahnbreite b em und entnimmt fiir gefraste GuBeisenzahne 
den Wert ckg/em2 der Fig. 195, indem man sieh bei bester Herstellung 
und Unterhaltung mehr der oberen Kurve a133) nahert und bei dureh
sehnittlieher Bearbeitung und Instandhaltung etwa der unteren b1M). 

Bei guten Werkzeugmasehinen wird oft nur die Halfte des Mittelwertes 
c 

M1 

~ i' 
"-

-( ~ 
b "-.... t----

----- r--- ---... t---
-........ 

--------
r-t--, 

to ~ 
til tI t 

Fig. 195. 

beider Kurven gewahlt135). Fiir roh gegossene GuBeisenrader gilt etwa 
die Kurve c 134). 

Bei anderen Materialien nimmt man gewohnlieh die folgenden Viel-
faehen davon l34): 

StahHormguB je nach Giite 2,0-;..2,5 
geschmiedeter FluBstahl . 3,0 
Stahlbronze . . . . . 2,33 
Phosphorbronze 2,4 
RotguB . . . . . . . 1,33 
Rohhaut, Musselin 136) • 1,0 
WeiBbuchenholz . . . 0,5 

Riehtiger ware es, die durehsehnittliehe Betriebsdauer und die dureh
sehnittliehe GroBe des Zahndruekes zu beriieksiehtigen. Das Ergebnis 
der Sehatzung von c auf dieser Grundlage 137) sehlieBt sieh jedoeh den 
obigen Kurven ziemlieh gut an. 

Beispiel 110. FUr das in Beispiel 95 angegebene Getriebe sind die Moduln 
der Verzahnung anzugeben, wenn in das Getriebe M, = 45 cmkg eingeleitet 
werden. 

133) Friedrich Stolzenberg & Co., Berlin. 
134) Friedr. Krupp, Grusonwerk, Magdeburg. 
135) Ludw. Loewe & Co., Berlin. 
136) Reymann, Werkstatts-Technik 1913. 
137) Schaefer, D. p. J. 1910. 
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Wird del' Wirkungsgrad des Gesamtgetriebes vorUiufig bei mittlerer Schmie
rung zu 1'/ = 0,80 geschatzt, so steht das Rad 1 unter del' Einwirkung des Dreh
momentes 

1 
Ml = M4 .. -;;-' 1'/ = 45 . 100· 0,80 = 3600 cmkg. 

1l 

Man entnimmt nun del' Fig. 187 den Zusammenhang zwischen Drehmoment M 
und Zahndruck N 

M = N . R = N . r . sina , 
ferner del' Gleichung (169) 

und del' Gleichung (120) 

Hiermit el'gibt sich 

also 

2r=m·z. 

M = c' b . m . Jr • ! . m . Z • sin", , 

. 2'M-
m = V z. c. b· Jr' sin", . (170) 

Es wird vorlaufig geschiitzt v <X) 0,5 m/sk; damit liefert die Kurve b del' 
Fig. 195 fiir GuBeisen c = 28 at. Wahlt man ferneI'''' = 70°, also sin", <X) 0,940, so 
wil'd bei Zl = 125 Zahnen und del' Zahnbreite b = 7,5 cm 

l /!f:45' 100· ° 80 
m l = /125.28' 7,5' Jr. ~~940 = 0,305 cm. 

Genommen wul'de mit Riicksicht auf die Achsenabstande in diesem Fall die nicht 
normale Teilung T = 0,3078 . Jr cm. 

Damit folgt del' Raddurchmessel' 
d1 = Zl • m l = 125 . 0,3078 = 38,46 cm, 

also die Umfangsgeschwindigkeit 
_ ~l • J1. • n1 _ 0,3846 .. Jr • 24 _ 0 4 I k 

VI - 60 - 60 -, 85 m s , 

del' Annahme genau genug entsprechend. 

Fig. 196. 

Bei den anderen Radern tritt del' groBte Zahn
druck zwischen den Radern ° und 3 auf. An dem 
Steg greifen nun die in Fig. 196 eingetragenen 
Krafte an, und es gilt demnach 

Pa · (r4 + 2ra) - Pl' r l + P4 • r4 = ° 
oder 

Ma = M 1 - M 4 • 

Somit el'halt man mit Za = 40 und ba = 5,5 cm, 
wenn ferner noch geschatzt wird fUr guten Stahl
formguB c = 21 . 2,5 at 

J 
(-2-' 45 . (100 . 0,80 -- 1) 

Ina = / 40. 21 . 2,5 . 5,5 . J( • 0,940- = 0,405 <X) 0,40 Clp. 

Hieraus folgt 
da = ma . Za = 0,40 . 40 = 16 cm 

und die Radgeschwindigkeit 

16· J(' (400 - 24) 
va =--60'100- - = 3,16 m/sk, 

del' nach Kurve b del' Fig. 195 c = 21,4 at entspl'icht, so daB die obige Schatzung 
zutreffend war. 
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Der Wirkungsgrad der Verzahnung ergibt sich aus Formel (45 b), 
die sich im vorliegenden Fall umformt Zll 

1 1 Mrl + M'2 -- = + -- ----, 
17 Ml M2 

worin Ml und M2 die Drehmomente des Zahndruckes N an den beiden 
zusammenarbeitenden Riidern lund 2 und Mn bzw. M'2 die Mittelwerte 
der Drehmomente der Reibungskraft ft· Nan beiden Riidern angeben. 

Aus den Fig. 187 und 191 erhiilt man sofort fur die AuBenverzahnung 

4 h 
{ft· N· (Tl ' cosa. - x)· (lx fft· N· (Tl ' cos a. + x), dx 
o ° Mn = -- + =--------

4 ~ 
= ft . N· (2 Tl • cos a. - tIl + ! 12 ) , 

4 4 
f ft· N· (T2 • cosa. + x) . d x f ft· N . (T2 • cosa. - x) . llx 

M'2=0 +0 
11 

= ft· N· (2T2 ' cos a. -P2 + -~ll) 
oder, wenn die Werte von 1 gemaB der Ableitung der Formel (164) ein
gesetzt werden, 

M'2 = ft· N· cosa. . (2T2 - ~ • Tl • U 2 + l' T2 ' ul ). 

Damit wird schlieBlich 1260) 

-~ = 1 + ft . c;tg a. . [8 + u l • (I - t) + u2 • ( I - -::)] . (171) 

Hierzu tritt noch der EinfluB der Zapfenreibung, der sich entspre
chend berechnet. 

_M~ + _M;1 = 11-1~N' Tn + ftl' N· TZ2 

Ml M2 N·t"I·sina. N·T2 ·sina. 
(172) 

= .11-1 . (~1 + ~2) , 
sIn a. t"l r2 

worin rz den Halbmesser des Zapfells bezeichnet und ft1 die Zapfen
reibungsziffer. 

Beispiel 111. Anzugeben ist der Wirkungsgrad eines gut geschmierten, ge
frasten Zahnraderpaares von Zl = 30, Z2 = 100 Zahnen bei der Zahnkopfhohe 
hx = m flir die Neigungswinkel IX = 75°, 70°, 65°. 

Bei eingelaufenen Radern kann in dem Fall ft = 0,04 angesetzt werden. 
Auf dem Versuchsstand gemesse~e Werte des Wirkungsgrades 138 ) ergeben sogar 
ft = 0,03 und 0,02 bei ganz in 01 laufenden Radern. Fiir die Zapfenreibungs
ziffer kann reichlich hoch angesetzt werden /)'1 = 0,02, ferner sei iiberschlagig 
r"l = }_ und ~,-2 = J_. 
r1 4 r2 8 

138) Ri kli, Z. d. V. d. I. 1911. 
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Dann erhiilt man aus Fig. 188 bzw. Formel (162) gemaB den Gleiehungen 
(171) und (172) fiir 

ex = 75°·1 = 1 + 0,~4~,26~. (s - 0266. "- + 0 74S' "-) + ~,02 . ~ 
. 'I 2 ' 3 ' 10 0,966 S 

= 1 + 0,0424 + 0,0078 = 1,050 , 

° 1 0,04 . 0,364 (' 7 7 ) 0,02 3 
ex = 70 : -'}- = 1 + -~f--'-' 8 - 0,160 . -if + 0,476 . 10 + 0,940 . -8-

= 1 + 0,0579 + 0,0080 = 1,064 , 

ex = 65°'!- = 1 + ~p4' g-!6~. (s _ 0 108' _7 + 0332.7-) + ~,~~.~_ 
. 'I 2 ' 3 ' 10 0,906 8 

= 1 + 0,0744 + 0,0083 = I,OS3. 

Damit wird 
t} = 0,952 bzw. 0,940 bzw. 0,924 . 

Um den Wirkungsgrad nieht zu sehr zu verringern und das spezifisehe 
Gleiten mogliehst klein zu halten, diirfte demnaeh etwa der giinstigste Neigungs
winkel sein 

ex = 70° 42,6' mit 
3,5 

eotgex = 10' 

Kiirzt man die Zahnkopfhohe noeh auf hK = 0,8 . m, so bleibt das spezifisehe 
Gleiten sieher unter 1. 

; Die Forderungen geringsten spezifisehen Gleitens und des giinstigsten Wir
kungsgrades sehlieBen sieh gegenseitig aus 139). 

Beispiel 112. Anzugeben ist der Wirkungsgrad eines Zahnraderpaares mit 
AuBenverzahnung von za = 100 und Zl = 20, 30, 40, 60, 80, 100 Zahnen fiir 
den Neigungswinkel ex = 70° 42' und die KopfhOhe hK = 0,8 m, wenn im iibrigen 
die Angaben des Beispiels III gelten. 

Man erhiilt gemaB den Formeln (171) und (172), sowie der Formel (162) fiir 

20 ~ = 1 + 0,04' 0,350 . (8 _ 0 114 . 4 + 0 585 . 0 8) + ~2~~ 
Zl = : t} 2 ' "0,944 . 8 

= 1 + 0,05609 + 0,00794 = 1,06403; t} <Xl 0,940 , 

Zl = 30: ~ = 1 + 0,007 . (8 - 0,114 . + + 0,413 . 0,7) + 0,00794 

= 1,06411; '/ <Xl 0,940 , 

~ = 1 + 0,007 . (8 - 0,114 . 1,5 + 0,320 . 0,6) + 0,00794 
t} 

= 1,06409; '/ (Xl 0,940 , 

~ = 1 + 0,007 . (8 - 0,114' 23-- + 0,206 . 0,4) + 0,00794 
'/ ' 

= 1,06399; 'I (Xl 0,940, 

1 ( 1 ' 
t} = 1 + 0,007' 8 - 0,114'4 + 0,169 . 0,2) + 0,00794 

= 1,06398; '/~" 0,940, 

za = 100: 1 = 1 + 0,007 . (8 - 0 + 0) + 0,00794 = 1,06394; Yj '" 0,940 . 
') 

'139) Giimbel, Z. f. d. ges. Turbwes. 1916. 
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Das UbersetzungsverhiiJtnis hat auf den Wirkungsgrad keinen praktiseh 
bemerkbaren EinfluB, was aueh die Versuehe bestatigen 138). Man kann also im 
allgemeinen bei richtiger Zahnform reehnen 

1 f11 (rZl rZ2) -- = 1 + 4 . f1 • cotga + -. -' -- + - -.. . 
1) SIll a rl r2 

(173) 

Zu beachten ist, daB die Reibungsziffer bei ungeniigender Schmierung den 
dreifachen, bei ganz troekenen Zahnen den vierfachen Wert annehmen kann. 
Dem ersteren Fall entspricht dann 1)' cv 0,85 . 

Bei roh gegossenen Zahnradern kann man naeh langerem Einlaufen (ge
gebenenfalls unter Beigabe eines Sehleifmittels) und reichlieher Fettung etwa 
Il = 0,055 ansetzen. Dem wiirde unter sonst gleichen Verhaltnissen naeh For
mel (173) entspreehen 

1 
- = 1 + 4 . 0,055 . 0,35 + 0,008 = 1,085, also 1) = 0,922 . 
1} 

Beispiel 113. Zu bestimmen ist der Wirkungsgrad des Getriebes der Bei
spiele 95 und 110 fiir den iiblichen Neigungswinkel a = 75°. 

Aueh hier trifft die Formel (173) genau genug zu. Man erhalt fiir die 
Rader 3 und 4 mit 

da = 16 em, d4 = 8 em, dza = 3,5 em, dZ4 = 2,5 em, 

:4 = 1 + 4 . 0,04 . 0,268 + ~~0:6 . (~~~ + ~':) = 1 + 0,0429 + 0,01l0 = 1,0539 . 

Fiir die Rader 0 und 3 gilt entspreehend 

1 0,02 3,5 
113- = 1 + 0,0429 + 0,966 '16 = 1,0474. 

FUr die l~ader 1 und 2 ergibt sieh mit 

dl = 19,23 em, d2 = 14,46 em, d'l = 4 em, d'2 = 3,5 em 

1 0,02 (3,5 4) -;J; = 1 + 0,0429 + O~966' 14,46 +19,23 = 1,0522. 

Damit wird der Gesamtwirkungsgrad 

1 
1) = 1,0539. 1,0474 . 1,0522 = 0,860, 

gute Sehmierung vorausgesetzt. 
Reehnet man ungiinstig mit f1 = 0,06 und erh6ht auch die Zapfenreibungs

ziffer III auf 0,03, so wird 

1 
1) = 1,0809' 1,0711 . 1,0783- = 0,800 . 

d) Die Zykloidenverzahnung 140). Man zeichnet die Zahnform der 
Zykloidenverzahnung mit Hilfe zweier Rollkreise mit den Mittelpunkten 
S2I bzw. {22 und den Halbmessern Ih bzw. (12 nach den Angaben zu den 
Fig. 177 und 178. Der Kopf des Zahnes 1 entsteht durch Rollen von (12 

auf r I , der FuB durch ROllen von (11 auf rI , entsprechend der Kopf des 
Zahnes 2 durch Rollen von (11 auf r2 und der FuB durch Rollen von (12 

auf r2 • Jede Zahnflanke setzt sich also aus zwei verschiedenen, entgegen
gesetzt gekriimmten Kurven zusammen, die im Zentralpunkt A inein-

140) Desargues (1593-1662), Camus 1733; Eytelwein, Die Statik der 
festen K6rper, 1808. 
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ander iibergehen (Fig. 197). Dieselben Angaben gelten auch fiir Innen
verzahnung und fiir Zahnstangen. 

Bei einem Paar E in z e 1 r a d e r, die nur miteinander zusammen
arbeiten sollen, kann man die Rollkreishalbmesser beliebig wahlen, ge
brauchlich141 ) ist e = 0,4 r. Bei Satzradern 142), die mit beliebigen 
anderen aus demselben Satz zusammenarbeiten soIlen, miissen aIle Roll
kreise gleich sein. Da nun die Hypozykloide von (! = l r eine radial 
gerichtete Gerade ist, so ist das der groBte Wert des RoIlkreishalb
messers, der fiir das kleinste Rad des Satzes zu nehmen ist. Evolventen
rader sind ohne weitere SatzraderI25 ); allerdings die nach dem Abwalz
verfahren hergestellten nicht genau, da die Begrenzung der Zah!1ezahlen 

" ~ " / / 
,lit. "-

I \ 

q 

Fig. 197. 

bei der Benutzlmg desselben Frasers fiir mehrere verschiedene Zahne
zahlen und seine Zahnung fiir den Schnitt von EinfluB auf die Gestalt 
der Zahnflanken sind 143). 

Zykloidenrader arbeiten nur dann richtig zusammen, wenn beide 
Teilkreise durch den StoBpunkt der beiden je eine Zahnform bildenden 
Kurven gehen. Sie verlangen also eine genaue Einstellung der Rad
achsen. 

Die Eingriffstrecke l = BIAB2 ist gegeben durch die von den 
Kopfkreisen abgeschnittenen Stiicke ABI bzw. ABz der beiden Roll
kreise (Fig. 197) Ihnen entsprechen auf den Teilkreisen die gleichen 
Langen Ani und Anz bzw. AD;' und AD:;. Als Eingriffdauer gilt wieder 

l 
e = -, deren Wert gewohnlich aus der Zeichnung abgegriffen wird. 

T 

141) Weisbach, Ingenieur- u. Maschinen-Mechanik 1851/60. 
112) Willis, Transact. of the Inst. of Civil Eng. 1837. 
143) Barth, Die Grundlagen der Zahnradbearbeitung, 1911; Gerlach, 

Werkstatts-Technik 1913. 
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Urn das spezifische Gleiten zu bestimmen, hat manzuerstfUr 
jedes ZJthnflankenstuck den Wert ds zu bilden. Nun ist fur jede be
liebige Kurve nach dem Satz des Pythagoras 

ds 2 = (lx2 + dy2 , 

und durch Differentiation der Kurvengleichungen (157) mit a = r er
halt man gemiiB Bd. I S. 106 

dx = -(r±e)· sin( ~ . I]?). dl]? ± e· sin(r~ e . I]?). aI]?, 

a y = + (r ± e) . cos(; • I]?) . a I]? - e . cos( r ~ e . I]?) . a I]? . 

Beide Gleichungen sind ins Quadrat zu erheben und dann zu addieren. 
Beachtet man noch die aus den Formeln auf S. 35 leicht zu folgernden 
Gleichungen 

2· sin 1\ • sinp = cos (1\ - p) - COS (1\ + p) , 
2· cos 1\ • cosp = COS (1\ - p) + cos (1\ + p), 

so ergibt· sich ffir die Epizykloide, fUr die das obere Vorzeichen gilt, 

as = 2· ~. (r + e)· sin..!E..-· al]? 
r 2 

und fUr die Hypozykloide, ffir die das untere Vorzeichen gilt, 

ds = 2 .~(r - e)· sin~.dq>. 
r 2 

Bezeichnet abkurzungsweise H (22 das Bogenelement d s fur die durch 
r2 

Rollen des Kreises vom Halbmesser e2 innerhalb des Teilkreises r2 

entstehende Hypozykloide und E e2 das Bogenelement ds fur die ent
r2 

sprechende Epizykloide, so wird gemaB Fig. 197 das spezifische Gleiten am 

H~-E~ 
Zahnkopf des Rades 1: glk = r2 r1 

ZahnfuB 
" " 

Zahnkopf " " 
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E~-H~ 
ZahnfuB des Rades 2: gal = r1 ra 

E _[7a 

r2 

Hierin sind die obigen Werte von d 8 einzusetzen, und man bemerkt, 
daB in demselben Bruch die Rollwinkel cp bei jeder SteHung der Zahne 
zueinander die gleichen sind. Man erhalt 123) so nach einigen einfachen 
Umformungen 

gIl = + 
-1+~ 

[71 

(174) 

DaB die Vorzeichen des spezifischen Gleitens am FuB und Kopf ver
schieden sind, riihrt davon her, daB die Richtung des Gleitens zu beiden 
Seiten des Zentralpunktes A verschieden ist. Es hangt nur von den Ver
hiiltnissen der Teil- und Rollkreishalbmesser a b, ist also ffir jeden Flanken
teil unveranderlich. 

Beispiel 114. Anzugeben ist das spezifische Gleiten fiir ein Raderpaar von 
Zl = 30, Zs = 100 Zahnen, dessen Rollkreishalbmesser das 0,5-, 0,4-, 0,3fache 
der Teilkreishalbmesser betragen. Die Formeln (174) ergeben sogleich 

fue= ~ M ~ 
333 

1 + 10 1 + 10 1 + fo 
UIK=---- ---- ----

I + 10 . ~ 1 + 10 . ~ 1 + 10 . ~ 
5 10 4 10 3 10 

= -0,8125 -0,7433 -0,650, 
333 

1+ 10 1+ 10 1+ 10 
Ulf=+--W +--10 +--llf 

-1+5 -1+--r -1+-3--
= + 1,30 + 0,8667 + 0,5571 , 

10 10 10 
1 + -f 1 + "3 1 + 3--

USK = +-----w1O +~+-1O .10 +--1-010 
1 + "5 . --3- 4 3 1 + "3."3 

= + 0,5655 + 0,4645 + 0,3578 , 
10 10 10 

1 + -f 1 + -3- 1 + "3 

Us f = - _ 1 + It -_ 1 + 1~ - _ 1 + 1~ 
= - 4,333 - 2,889 - 1,857 . 
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Bei groBerer Ubersetzung ist der FuB des groBen Rades ziemlich ungiinstig 
auf Abnutzung beansprucht, und zwar gleichmi1I3ig wahrend des ganzen Ein
grilles. Es kann das dadurch verbessert werden, daB fur das groBe Rad der 
Rollkreishalbmesser ein gut Teil kleiner gewahlt wird, als die gebrauchliche Vor
schrift angibt. Nimmt man im vorliegenden Fall 1!2 = 0,2 . 72 , so wird 

g2f= -1,083 und glK= -0,520, 
womit praktisch vorteilhafte Verhiiltnisse erzielt sind. 

Ffir eine beliebige Eingriffstelle Gist das Drehmoment des Zahn
druckes N in bezug auf die Achse O2 gemiiB Fig. 198 

M2 = N, 02E2 = N' [(72 - (2) 'costp + eJ 
und das der am FuB des Rades 2 angreifenden Reibungskraft 

M;2 = fl' N, GE2 = fl ,N' (r2 - (2) 'sincp. 

Fig. 198. 

Entsprechend ist das Drehmoment des Zahndruckes in bezug auf die 
Achse 0 1 

Ml = N ' 01 E1 = N ' [h + (2) , cos cp - e2] 

und das der am Kopf des Rades 1 angreifenden Reibungskraft 

M;l = fl' N, GEl = .u 'N· h + (2)' sing). 

Die mittleren Drehmomente ffir die gesamte Eingriffstrecke, soweit der 
Rollkreis 2 in Frage kommt, erhiilt man durch Bildung des Ausdruckes 

rpmax 

(M', e2' dcp 
(, 

M,,,= ----
Q2' arccp 

Es ergeben sich so die folgenden Mittelwerte der Drehmomente, wenn Ts 
den groBten Rollwinkel bezeichnet, 

M2 = N, (72 - (2) , -- + e2 , ( sinCP2) 
arCT2 

M1 = N, (r1 + (2) ,-- - e2 , ( Sin g'2) 
, arc 9"2 
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1 - COS972 M., = /'l • N . (r - 0 ) • ------ , 
2 2 d arc 972 

1 - COSIP2 
2U., = a . N • (r + 0 ) • ----- . 

1 i 1 d arCIP2 

Nun ist nach Formel (45 b) 

1 Mn 211'2 --- = I + ---- + ----
1} MI M2 

oder 

~ = 1 + /'l . (-~- 1 -COS!P2-e2 __ +~ __ ! -=:-_~O~_'l-'~~_) . 
Slllq2 - arcqJ2' -- - - Slll1P2 + arcIP2 .-----

\ r1 + (12 r2 - 112 

Das ware der Wirkungsgrad, wenn nur an einer Stelle Eingriff statt
fiinde. Nun findet aber an einem zweiten Zahn noch ein entsprechender 
Eingriff uber den Winkel 971 statt, und der Zahndruck verteilt sich bei 
gefrasten oder gut gehobelten Zahnen etwa im Verhaltnis 0,6 : 0,4. Da
mit folgt schlieBlich 

~=1+0'4'JLt'(1-COSq)2)'(------~--- + 1 ) 
17 . Q2 . (12 

Slll1P2 - -- . arcq'2 Slll1P2 + --- . arCIP2 
r1 +Q2 r2 -(l2 

'I l' 
+0,6.W(I-COSlf1).(--------------+ - ) 

• 121 . Ih smlf1 - ---- . arc971 Sllltpi + --- . arctpl 
r2 -(ll r1 -(ll 

(175) 

worin die beiden letzten Glieder noch die Zapfenreibung in gleicher 
Weise berucksichtigen. 

Beispiel 115. FUr eine Zykloidenverzahnung von Zl = 30 und Z2 = 100 
Zahnen ist der Wirkungsgrad zu bestimmen, wenn das RollkreisverhiLltnis 
1'1 d °2 7 I 1 7 I - = 0,4 un --"---- = 0,4 bzw. 0,2 betragt und das der Zapfen _ z = _ und !..2 =_ . 
71 72 71 4 r. 8 

Einer maf3stablichen Zeichnung fUr It" = 1n entnimmt man • 
. 13 

smrl = 24 = 0,542, 

. 16 200 sm</'2 = 80 = 0, bzw. 
13,5 
40- = 0,338, 
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also 
'PI' = 32 0 48' 

und daraus folgend 
arc'Pl = 0,573 und 

1 - COSrjJl = 0,159 und 

und 'P2 = 11 0 32' bzw. 

arc'P2 = 0,201 bzw. 
1 - cos 'P2 = 0,0202 

Damit ergibt sich mit It = 0,04 und fi1 = 0,02 
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0,345. 
bzw. 0,0588 . 

,0,25 0,125) 
1 (2 '0,159 + 3333 -. -04,0,573 2'0,159 + 03 _ ° 4--:-03 . 0,573 
- = 1 + 0,6 . 0,02 . ' +, + ", 
~ M M 

0,542 - 3:333 +~ 0~4 . 0,573 0,542 + 1 _ 0,4 . 0,573 

+ ° 4 . 002. 2 '0,0202 + T +0.4 . 3,333~~,201 + 2_~~~202 + ~1_ --:-0,4 . 0,201 ( 
0,25 0,125) 

, , 0,4 . '>0 20 ~ . ° 20 
\ 0,201 - -0,3 + 0,4 o,~ 1 0, 1 + i _ 0,4 ' 1 

hzw. fiir das letzte Glied 

-f- ° 4 . 0 02. ~_: 0,0588 + T+-o,-~333 . O,~~~ + ~~,0588_~ 1-~,~~ . 0,3~~ ( 
0,25 r: 0,125) 

, , 02 02' 
0,338 - -0 3 ' ° 2 . 0,345 0,338 - 1 _' ° 2 . 0,345 , + , , 

Die Ausrechnung ergibt 

~ _ 1 + 0012 . (0,318 + 0,0374 + O~l~ + 0,398) 
'} - , 0,542 - 0,0614 0,542 + 0,382 

0008 . ((),0404 + 0,0215 0,0404 + 0!04~) 
+ , 0,200 - 0,115 + 0,200 + 0,134 

bzw. fiir das letzte Glied 

also 

bzw. 

+ 0008. (0,1176 + 0,5177 + 0,117~-t~(),0539) 
, 0,338 - 0,138 0,338 - 0,0862. ' 

-.!. = 1 + 0,0182 + 0,0097 = 1,0279 
'7 

1 - = 1 + 0,0182 + 0,0309 = 1,0491 . 
'} 

Man bemerkt, daB auch hier geringe Abnutzung mit geringerem Wirkungsgrad 
verbunden ist. 

Es folgt schlieBlich 
'I = 0,974 bzw. 0,954. 

Der Wirkungsgrad der Zykloidenverzahnung ist unter sonst gleichen Ver
haltnissen giinstiger als der der Evolventenverzahnung. 

Wie die Fig. 197 erkennen HiBt, legen sich die Zykloidenziihne so 
ineinander, daB eine ausgebauchte Fliiche auf einer ausgehohlten liegt, 
und umgekehrt. Die Beruhrung findet somit in einer groBeren Fliiche 
statt als bei der Evolventenverzahnung, und man konnte die s p e z i
fische Belastung demnach hoher ansetzen. Es wird auch bisweilen 
mitdem 1,5fachen der in Fig. 195angegebenen Wertegerechnet. Meistens 
behiilt man jedoch dieselben Werte bei, besonders naturlich bei roh 
gegossenen Ziihnen, aber auch bei den anderen, urn den schiidlichen 
EinfluB eines etwas fehlerhaften Achsenabstandes auszugleichen. 



17G Die Zahnrader. 

Bei der Zykloidenverzahnung zeigt sich am Ausgangspunkt A der 
Pro£ilbildung ein Sprung in der GroBe des spezifiwhen Gleitens, der sich 
im Laufe des Betriebes durch die erhohte Abnutzung jener Stelle etwas 
ausgleicht. Durch diese Abnutzung wird die aus zwei ineinander uber
gehenden Kreisbogen von entgegengesetzter Krummung bestehende Ein
gri£f.,linie an der Stelle allmahlich zu einer Geraden abgeflacht. 1m Ge
gensatz hierzu ist bei der Evolventenverzahnung das spezifische Gleiten 
an den Enden des Eingriffs am groBten und wirkt somit auf besondere 
Abnutzung der entsprechenden Stellen der Zahne. Dadurch wird im 
Laufe des Betriebes die ursprunglich gerade Eingriffslinie an den Enden 
etwas gekrummt. 

Es liegt nun nahe, eine Eingriffslinie, der sich die beiden ublichen 
Profilarten allmahlich nahern, von vornherein zu wahlen, um die Ab
nutzung nach Moglichkeit zu verringern 144). Wird die Eingriffslinie zu
sammengesetzt aus einem mittleren geraden Stuck, das gegen die Zentral
linie OP2 um den Winkel (X = 75° geneigt ist, und zwei bestimmten, 
sich daran anschlieBenden Kreisbogen, so setzt sich das Zahnprofil nach 
einer nicht eingeburgerten Bezeichnungsweise145 ) zusammen aus einer 
Orthozykloide und einer Zyklo-Orthoide. Die so entstandene Verzah
nung wird abkurzungsweise als Ozoidenverzahnung 133) bezeichnet. 
Sie entspricht im allgemeinen einer Evolventenverzahnung, ohne die 
starke Steigung des spezifischen Gleitens am ZahnfuB, und ist besonders 
fUr groBe Ubersetzungen mit kleiner Zahnezahl am klein en Rad vorteil
haft. Sie liefert auBerdem einen kraftigeren ZahnfuB als die gewohn
liche Evolventenverzahnung. 

Wird die Zykloidenverzahnung mit nur einseitigem Eingriff 
benutzt etwa derart, daB ein einziger Rollkreis auf dem Teilkreis des 
kleineren Rades abrollt und in dem Teilkreis des groBeren, so erhalt 
das kleinere Rad auf der ganzen Zahnhohe ausgebauchte Zahne und 
das groBere ausgehohlte139 ). Das spezifische Gleiten ist dann auf 
der ganzen Lange das gleiche. Der Eingriff beginnt naturlich erst im 
Teilkreis, und der FuBkreis des kleinen Rades liegt nur ein wenig da
runter. Die Kopfhohe kann zu hx = ! T = 1,57 m gewahlt werden, 
die Starke des Zahnes im Teilkreise zu ~ T <Xl 1,96 m. Diese Ver
zahnung durfte sich sehr gut fur groBe Einzelrader eignen. Sie ver
einigt den Vorzug geringer gleichmaBiger Abnutzung mit dem des 
guten Wirkungsgrades. 

e) Die Triebstockverzahnung. Aus der gewohnlichen Zykloidenver
zahnung entsteht die Triebstockverzahnung, indem man den Teilkreis 
des groBeren Rades als Rollkreis verwendet, der auf dem Teilkreis des 
kleineren Rades abrollt. Fur die Zahnstange ergibt sich somit als zu
gehorige Verzahnung des kleineren Rades die Evolvente. 

Das Gegenprofil des kleinereFl Rades schrumpft zu einem Punkt 
zusammen und wird bei der ublichen praktischen Ausfuhrung zu einem 

144) Lindner, Z. d. V. d. I. 1900; Franz, Die Ozoidenverzahnung, 1913. 
145) Reuleaux, Kinematik, 19.00. 
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gleichachsigen Kreis vom Halbmesser ro erweitert. An Stelle der in 
der Fig. 199 vom Punkte A aus gezeichneten Epizykloide tritt so 
ihre im Abstande ro gelegene Aquidistante. Ihre Hohe bestimmt sich 
dadurch, daB die Eingriffsdauer e > 1 sein muB, daB also der Endpunkt B 
der Eingriffstrecke von A weiter als um die Teilung T, auf dem Teil
kreis gemessen, entfernt sein muB. Der Eingriff selbst findet nur auf 
der einen Seite der Zentrale OlA02 statt. Der ZahnfuB des kleineren 
Rades wird als beliebiger Kreisbogen mit einem etwas groBeren Halb
messer als ro gezeichnet. 

Zu beach ten ist jedoch, daB die Aquidistante stets eine fehlerhafte 
Zahnform liefert, was z. B. daraus folgt, daB der Eingriff nicht auf dem 
Teilkreis beginnt; und kleine Fehler bewirken schon ganz erhebliche 
Geschwindigkeitsschwankungen, also StoBe im Getriebe und entspre
chend Verluste und Abnutzungen146). Eine fehlerfreie Anordnung wird 

r, 
\ 
\ 
\ L-._.-

0, 
_·1 - - - _.- -. ~::;::::~. 

I 

! 
/ 

I 
/ 

/ 

Fig. 199. 

erhalten, wenn die Mitten der Triebstocke auf einem Kreis vom Halb
messer r' = V~~+ r~ angeordnet werden und man nun die Eingriff
linie und das Gegenprofil nach den Regeln der allgemeinen Verzahnung 
(Fig. 182) konstruiert147 ). 

InfoIge der groBen Unterschiede der Krummung beider zusammen
arbeitender Profile sind die Gleit- und Abnutzungsverhaltnisse sehr 
ungunstig, so daB diese Verzahnung mit festen Randeisenstaben in dem 
einen Rade, meist einer Zahnstange, nur fur ganz rohe Getriebe Anwen
dung findet. In groBerem Umfange wird sie benutzt fUr den Eingriff 
in Gallsche oder sonstige Treibketten, die zylindrische Zapfen oder 
Stege besitzen. 

Die Verhaltnisse werden ganz bedeutend verbessert, wenn die Zy
linder des einen Rades sich auf ihren Achsen frei drehen konnen. Es 
ergibt sich so das Grissongetriebe, das hauptsachlich fur groBe 
Dbersetzungen angewendet wird. Es besteht aus zwei nebeneinander 

146) Hartmann, Z. d. V. d. 1. 1905. 
147) Gerlach, Z. d. V. d. 1. 1908. 

Stephan, Technische :\Iechamk. II. 12 
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arbeitenden, um eine halbe Teilung versetzten Trieben nach Fig. 200, 
deren eines Rad also nur einzahnig ist. Zahnkurve ist die im Abstande 
ro gezeichnete A.quidistante der verkiirzten Epizykloide, die der Mittel-

a 

punkt der Triebstockrollen beim Ab
walzen des Kreises vom Halbmesser 
r2 + ro auf dem Daumenkreise vom 
Halbmesser r1 = a - rz - ro beschreibt. 

Zeichnet man nach dem in Fig. 182 
" angegebenen Verfahren die Eingriffs

linie auf, so erhalt man die Kurve OB, 
die also mit Ausnahme eines kurzen 
Endstiickes. nahezu geradlinig ver
lauft148). Man teilt den Kreisumfang 
2 TC r1 in eine Anzahl gleicher Teile und 
tragt beispielsweise;;1 auf dem Kreis 
vom Halbmesser rz + ro als ;;2 auf, 
bestimmt durchZiehen des Halbmessers 

Fig. 200. 
XaOs den Punkt Xs auf dem Teilkreis der 

Rollen,zieht jetzt die Gerade xsound tragtdaraufdie Streckero = XSX4 abo 
Dann ist X4 ein Punkt der Eingriffslinie. Schliigt man jetzt aus 0 1 mit 
0 1 X4 einen Kreisbogen und aus Xl einen Kreisbogen mit dem Halb
messer OX4 , so gibt der Schnittpunkt X5 beider Kreise den zugehorigen 
Punkt der Daumenkurve an. 

Die allgemeine Bestimmung des Wirkungsgrades fiihrt auf recht 
umstandliche Ausdriicke. Gemessen 148) wurde fiir ein Getriebe mit der 
Ubersetzung I : 18, wenn wie gewohnlich der Daumen treibt, bei Voll
belastung 'Y} = 0,946, bei halber Belastung 1} = 0,890, dagegen, wenn 
das Rad treibt, bei Vollbelastung 'Y} = 0,905 und bei halber Belastung 
1J = 0,823. Diese Xnderung des Wirkungsgrades ist dadurch zu erklaren, 
daB die Reibungsziffer der Rollen auf ihren Zapfen und die an den 
Daumen denselben Betrag hat, weil das ganze Getriebe gewohnlich in 
Ollauft. Das Gleiten verteilt sich somit auf den Zapfen und den RoUen
umfang um so mehr, je geringer der Zahndruck ist und je schneller das 
Rad lauft, letzteres, weil zu Anfang jedes Eingriffes die Rolle erst auf die 
Drehgeschwindigkeit zu bringen ist. 

Ein Mangel des Grissongetriebes ist, daB es in der angegebenen Form 
nur fiir ganzzahlige Ubersetzungen, und zwar ziemlich hohe zu ver
wenden ist. Er laBt sich dadurch beheben, daB man mehrere Daumen 
in dersclben Ebene anordnet, die entsprechend niedriger gemacht werden 
und sich so der iiblichen Zahnform nahern149 ). Wenn dann die Rollen 
ziemlich groB und breit ausgdiihrt werden, wird cine Riideriibertragung 
erzielt, die fiir groBe Krafte und die verschiedensten Dberaetzungen 
bei hohem Wirkungsgrad und geringer Abnutzung geeignet ist. Er-

148) Roser, Untersuchung des Grissongetriebes, 1901. 
149) Ulmer, Betriebstechnik 1920. 
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forderlich ist naturgemaB, daB die Wellen genau parallel zueinander 
liegen. 

f) Die Stirnrader mit Pfeilzahnen. In Fig. 201 stellen die schraf
fierten Teile den Mittelschnitt zweier zusammenarbeitender Zahnrader 
mit Evolventenzahnung dar. Die Zahne laufen nun von der Mitte nach 
den Seiten des Rades nicht senkrecht 
zur Zeichenebene, sondern urn einen 
Winkel y dazu geneigt150 ). Sie bilden 
also den Ausschnitt einer Schraube mit 
dem Sprung h = AC1 = AC2 , so daB fur 
die Radbreite b gilt 

b 
tgy = 2h' (176) 

Die aus der Beziehung 
M = N· r . sinlX, 

Fig. 201. 

die bei der Herleitung der Formel (165) angegeben wurde, folgende 
Zahnkraft N zerlegt sich hier gemaB Fig. 202 in die beiden Seiten-

krafte NI = ~ . Der spezifische Zahndruck ergibt sich demnach 
2· smy b 

bei der Lange bI = ---. - jeder Zahnhalfte zu 
2· sm)' 

c = .NI = ~kg/cm2, 
bI • T b • T 

ebenso groB wie bei Radern mit geraden, ungebrochenen 
Zahnen. 

Ein wesentlicher Vorteil der Pfeilrader liegt darin, daB 
die Eingriffsdauer vergroBert wird auf 

bo +h h 
e=-------=I+-

bo bo ' 

Fig. 202. 

(177) 

worin bo den Eingriffbogen einer gleichen Verzahnung mit parallel zur 
Achse verlaufenden Zahnen angibt. Die BerUhrung beider Zahne erfolgt 
in geraden Linien, die gegeneinander geneigt sind, und zwar derart, daB 
sie alle Tangenten an dem Grund
kreis der Verzahnung sind. Zieht 
man diese Geraden (Fig. 203), so 
bemerkt man, daB der Eingriff an
fangs nur durch einen Punkt ge
bildet wird und ebenso wieder am 
Ende, daB dazwischen die Eingriff
strecken wechselnde Lange haben, 
die sich in der Mitte uber die ganze Zahnlange bi erstreckt, wenn der 
Sprung gerade gleich der Zahnteilung T ist15I). Es bildet sich also 

150) Neuman!!, Hagener GuBstahlwerke, 1878. 
151) Bauer, 6sterr. Zeitschr. f. Berg- u. Hiittenw. 1890. 

12* 
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ein Eingriffsfeld wie bei der Schnecke (S. 207), dessen GesamtUinge 
Formel (177) bestimmt. Den langsten Eingriff erhalt man, wenn der 
Sprung h gleich der EingriffsUinge bo ist: emax = 2. Man kann also 
in dem Fall bei gefrasten Zahnen unter Annahme einer 1,2 fachen 
Sicherheit damit rechnen, daB ein Zahn das 0,6 fache des Zahndruckes 
N aufnimmt. 

Zur Bestimmung des Wirkungsgrades ist die Rechnung S. 167 zu 
wiederholen. Man setzt an: 

1, 

I fl' Nl . (rl COSiX + x) . dx 
+ () .. -.. - -.-- -_. 

l2 

= W Nl . (2 r l . COSiX - ~. II + !. l2)' 

N = N 
12·siny. 

Man erhalt so mit der zulassigen Unterdruckung der beiden letzten 
Klammerglieder in M rt 

1 N 2rl . COSiX N 2 r 2 ' COSiX 
-= 1 +2'fl'--'--' . +2'11 ' • 
'Y) 2· smy N· r l . smiX 2· smy N· r2 • siniX 

oder 
1 COtgiX -- = 1 + 4 . fl . -. - . 
'Y) smy 

(178) 

An Werkzeugmaschinen findet man bei den Radern mit Schrauben
zahnen nur die eine Halite des Pfeilrades ausgefUhrt. Der Zahndruck NI 
druckt dann (Fig. 202) die Welle mit der Kraft 

N 2 = N 1 • cos)' = ! . N . cotg y 

in axialer Richtung gegen ein Spurlager, dessen Reibungsmoment bei 
Ermittlung des Gesamtwirkungsgrades noch zu berucksichtigen ist. 

Beispiel 116. Bei roh gegossenen StaWformguBradern ist gewohnlich 152) 

hK . = 0,8-;-0,95 , 
m 

hf . = 1,1-;-1,35 , 
m 

und zwar sind die kleinen Werte die haufigeren. Anzugeben ist die Radbreite b ftir 

y = 60° 
h 
-= 0,8 

T 

152) Bach, Die Maschinenelemente, 1892. 
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Man erhiUt aus Formel (176) 

b = 2· k· tgy, 

also die folgende Zusammenstellung: 

1'-1 tgy = 
k 
-=0,8 

T 

60° 
1,732 

2,77 

1 3,46 

6210 
1,921 

3,07 

3,84 

65° 
2,145 

3,44 

4,29 

1,2 4,16 4,61 5,15 

Am gebrauchlichsten ist! = 3,4-;-.4,6. 
T 
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b 

Beispiel 117. Gefraste Rader werden mit denselben Frasern hergestellt wie 
Rader mit geraden Zahnen. Der richtige Eingriff erfolgt also in Schnitten, die 
senkrecht zu den Zahnen liegen. Infolgedessen hat die TeiIung, die in der senk-

recht zur Radachse stehenden Radebene gemessen wird, den Wert _._T_. Die 
Gleichung (120) gilt demnach hier nicht, sondern es ist smy 

2r=~·z. (179) 
smy 

Ein Ritzel von z = 30 Zahnen mit dem Modul m = 0,5 cm hat somit den 
Durchmesser 

bei y = 90° 60° 45° 30° 20°. 
1 

1 1,155 1,414 2,00 2,935 siny = 
d = 15,0 17,33 21,2 30,0 43,85 cm. 

Pfeilrader gleicher Teilung ubertragen also ein groBeres Drehmoment als 
Rader mit geraden Zahnen. Die Gleichung fUr das Drehmoment M = N· r' sinIX 
geht bei der hier ausschlieBlich vorkommenden Eingriffsdauer e = 2 gemaB den 
obigen Angaben und mit Benutzung der Formeln (169) und (179) uber in 

0,6 . M = cob . ~~ • Jl • -':"'-- • .!- . sin IX . 
smy smy 2 

Rechnet man mit cotg IX = 0,35, also 

so folgt hieraus 

1 
-.- = VI + 0,352 = 1,060 , 
smOl 

111 = 2,47 0 cob. z • (~)8 . 
smy 

(180) 

Bei Ritzeln aus Nickelstahl uond Radern mit einem Zahnring aus geschmiedetem 
FluBstahl, die vollstandig in 01 laufen, wird oft bei v = 22,5 mJsk Umfangs
geschwindigkeit im Teilkreis c = 20 at gewahlt153), das ist etwa das 2,5fache 
des Wertes, den die Kurve a der Fig. 195 bei weiterer Verlangerung ergeben 
wiirde, also ziemlich niedrigo In Deutschland und Amerlka geht man mit Ruck
sicht auf die giinstige Schmierung und gute Ausfiihrung bis auf 36 kgJcm 2 und 
gelegentlich noch etwas hOher bei 14,5 < v < 36 mJsk I54 ). 

153) Parsons, nach Kutzbach, Z. d. V. d. r. 1916. 
154) Westinghouse Maschine Co., nach Kutzbach, a. a. O. 
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Soli also das Getriebe M = 1000 mkg iibertragen, so ist die Breite der Ver
zahnung nach Formel (180) bei vorsichtiger Wahl von c 

_ 1000 . 100 .' 2, _ 270 . 2, 
b - 2,47.20.30. 0,52 sm y - 8m 1 , 

mithin bei den oben angegebenen Winkeln ;' 

b = 270 202 135 67,5 31,5 em. 
Hieraus ergibt sieh der Wert der Pfeilrader am klarsten. Man nimmt bei Dampf-

turbinenradern der Art, die mit Ubersetzungen von 110 -:- ;0 arbeiten, hoehstens 

y = 45°, oft 30° und bisweilen sogar 20°. Die KopfhOhe der Zahne betragt ge
wohnlieh hx = 0,6 . m . 

I 
'~ 

Fig. 204. 

K 

Fig. 205. 

Der Wirkungsgrad wird naeh Formel (178) bereehnet mit I~ = 0,03. 1m 
vorliegenden Fall ergibt sieh danaeh allein fiir die Verzahnung bei )' = 30° und 

IX = 70° 42' . ~ = 1 + 4 . 003 . _0,-3_5 also n = 0,922 , 
• 1} , 0,50 ' ./ 

° 1 0,268 
IX = 75 : -;j = 1 + 4 . 0,03 'o~56' also I} = 0,940 . 

Gemessen wurde im letzteren Fall einschlieBlich der Lagerreibung l55 ) unter Vol!
belastung '1/ = 0,936 • 

g) Die Kegelriider. In den meisten Anwendungsfallen schneiden sich 
die heiden Wellen rech twinklig (Fig. 204). Die Zahne werden auf 
der Lange AB von A aus immer kleiner, da aIle Linien nach dem Schnitt
punkt 0 der heiden Achsen zusammenlaufen. Man herechnet sie nach 

155) Bach, Z. d. V. d. I. 1908. 
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den Angaben S. 165 ffir die mittlere Starke. Die Verzahnung wird 
dort bestimmt, wo sie am genausten gemessen werden kann, also an 
der Stelle A, der AuBenseite des Rades. 

Die Teilung ist dort im Verhaltnis 

AO =!"1 = r1m± t· b_·si~~l = 1 + _~_. / r1", .. 

CO rlm rIm 2· r'lm Vrim +r;m 

b 1 

= 1 + 2 . r 1111 • 'V' ,. (Z2) 2 
1+-

Zl 

(181') 

groBer als berechnet. Sie wird gewohlllich mit Hilfe der Erganzungs
kegeP56) gezeichnet mit den Halbmessern 01A = R1 bzw. 02A = R2 ,. 

die senkrecht zu AO stehen Urn hinreichend genau zu verfahren, pflegt 
man die Langen der R rechnerisch zu ermitteln. Es ist nach Fig. 201 

R _~1 R ___ '2_ 
1 - COS(\ ' 2 - COS(J2 ' 

r1 = l· COS(J2' r2 = l· cosb1 , 

,; + r~ = l2. 
Hieraus ergibt sich 

oder 
(182a) 

und entsprechend 

(182b) 

Die Bestimmung hat wenigstens fUr das kleinere Rad insofern einen 
Fehler, als die Verzahnung genau auf einer Kugelflache zu bestimmen 
ware, deren Halbmesser AO = list. Am einfachsten zerlegt man die 
Kugelflache in mehrere tangierende Kegelflachen und erhalt so fur die 
Endstellen Fund K der Zahnflanke die zugehorigen Mittelpunkte Of 
und OK der Fig. 205. Man £alIt von Of, 0 1 , OK und noch je einem Zwischen
punkt Lote auf die durch A gelegte erzeugende Gerade und zeichnet 
die Zahnflanke aus Evolventenstucken, die durch Abrollen derselben 
Erzeugenden auf verschiedenen Grundkreisen entstehen. Bei Radern 
die mehr als 24 Zahne haben, nimmt man gewohnlich die einfache Auf
zeichnung aus dem einen Mittelpunkt 0 1 vor. 

Das mittlere s p e z i f i s c h e G lei ten der Verzahnung ergibt sich fur 
die mittleren Halbmesser, indem eine Stirnradverzahnung zugrunde 
gelegt wird vom Halbmesser 

RIm = rlm ' (1--tiH . 
156) Tredgold. 
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Es gilt also entsprechend fruheren Rechnungen 

MI = N· rim' sin IX, 

M Tl = fl . N . 2 . RI m • cos IX = fl . N . 2 . r I In • 1/1 + iii . cos IX , 

und man erhiilt leicht fur den Wirkungsgrad 

~ = 1 + 2· fl' cotglX '(V1 + iif + VY+-,a~) +.t11 ..• (rZl + rZ2). (183) 
rj smlX rim r 2rn 

Beispiel 118. Anzugeben ist die Verzahnung zweier Winkelrader von der 
Ubersetzung Ul = 1 : 2,5, deren kleineres bei n1 = 1050 Umdrehungen in der 
Minute Ml = 200 emkg aufnehmen solI. 

Gewahlt wird bei a = 70° 42', also sina "" 0,940, Zl = 20, mithin Zz = 50 
Zahne. 

Aus der Gleiehung Ml = N . TIm' sin a folgt, wenn noeh die Zahnbreite 
b "" 3 ~ gewahlt wird, 

M " m . 
1 =- C • " mn . mn . zI2 . Silla . 

Man sehatzt fiir GuBeisen vorlaufig c "" 28 und erhaIt so aus 

MI = c· 1,393 . m3 • ZI 

-"/--200--
m = ~ C393-'-2S-;-20 = 0,~37 em. 

Dem entsprieht Tl = 0,637' _220. = 6,37 em und die mittlere Umfangs
gesehwindigkeit 

Jl • 6,37 
VI = -30- = 0,565 m/sk, 

woraus Kurve b der Fig. 195 als zulassige Belastung.c = 27,8 at ergibt, so daB 
die Sehatzung sehr gut zutraf. Die Zahnbreite wird ferner 

b = 3 . 0,637 . n "'" 6,0 em 

und damit der auBere Halbmesser naeh Formel (181) 

1 
Tl = 6,37 + 3,0' = 6,37 + 1,12"", 7,50 em. 

VI + 2,52 

Hieraus folgt der Modul der AuBenseite des Rades 

Tl 7,50 
m1 = m . - = 0,637 . -6-37-· = 0,75 em. 

rIm , 

. Die Aufzeiehnung der Verzahnung des kleinen Rades enthalt die Fig. 205 
ill 1,2faeher GroBe, und zwar der Deutliehkeit halber flir hk = m. Vorteilliafter 
und gebrauehlieher ist bei der ziemlieh kleinen Zahnezahl hk = 0,7 m. 

1st T,l = 2 em und T,2 = 3 em, 80 liefert Formel (183) mit ft = 0,04 und 
PI = 0,02 den Wirkungsgrad aus 

.1 = 1 + 2 . 0,04 . 0,35 . (Vl~6 + y'i,25) + 0°,020 . (2 +_ ~'l __ ) 
'1 ,94.7,5 2,5'7,5, 

= 1 + 0,028 . 3,764 + 0,0213 . 0,427 = 1,1145 , 

mithin 1) = 0,897 . 
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Der Wirkungsgrad ist von der Ubersetzung abhangig und sinkt mit starker 
"Obersetzung nicht unerheblich. Fur ~ = 1 : 5 ware z. B. unter sonst gleichen 
Verhaltnissen 

~ = 1 + 0,Q28 . (Yl,OJ" + Y26) + 0,009 = 1,191 , 
tl 

mithin tis = 0,839 . 
Aber auch bei der Ubersetzung 1 : 1 ist er nicht unbedeutend kleiner als 

bei Stirnradem: 

-~ = 1 + 0,028 . 2-' 1,414 + 0,009 = 1,087 , 
'fJl • 

mithin til = 0,920 _ 

SchlieBen die beiden Achsen A und B einen beliebigen Winkel () ein, 
so ergibt die Fig. 206 

r l 
]f = COS()l , 

1 

, r2 r--- cos() , 

a l = r l • cotg() , r l + r' = a l • tg(). 

Werden in die letzte Gleichung die beiden 
vorhergehenden eingesetzt, so geht sie tiber in 

COS()l 
= r 1 • tg () . -=======

-VI - cos2 ()l 

Hierin wird die erste Gleichung eingesetzt, 
und man erhalt nach Division durch r l • tg() 

A 

r l 

1 ( r 1 1) Rl 
tgb· 1 +r1 • cos() = -VI - (}~:-r ' 

woraus sich leicht bestimmt 

1 - cos 2 () 

1 + (cos () + US)2 

Fig. 206. 

(184) 

Damit lassen sich die weiteren Rechnungen wie oben durchfUhren. 
Auch Kegelrader konnen Pfeilzahne erhalten 157 \. 1st der Nei· 

gungswinkel J' der Winkelverzahnung zur Tangente an irgendeinen be
liebigen Radkreis tiberall der gleiche, so bildet die Projektion des Zahnes 
auf eine zur Radach"!e senkrechte Ebene die logarithmische Spirale. 
Leichter auszufiihren ist die archimedische Spirale, bei der die trigono
metrische Tangente de"! Winkels der an die Schraubenlinie gezogenen 
Tangente im umgekehrten Verhaltnis zu der Entfernung von der Rad-

lS7) Schiebel, Werkstatts-Technik 1913. 
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achse steht30). Ausgefiihrt wird meistens auf dem Halbmesser rm 
y", = 37 1/'1.°. Je nach der Breite b der Zalme geht dieser Winkel nach 
auBen auf 30 -:.32° herunter und steigt nach innen auf 45 -;- 50°158). 

Das gleichschenklige Dreieck der Fig. 202 andert sich denmach genau 
genug in das der Fig. 207 mit Yl "'" 34° und y, "'" 43°. 

Hieraus ergibt sich 

N = N. CosYa , 
1 sin (Yl + )'2) 

Durch die Vereinigung der Herleitung der Wirkungsgradformeln (158) 
und (183) erhalt man aus 

M = N· rill' sin a , 
M~ = # . Nl ·2· R' . cos a , 
M~ = # . Na . 2 . R" . cosa, 

R' - R . r a + 1 . b . cos bl 
1 - 1'1l! 

mit 
r2 

Fig. 207. 
und 

1/ '---'-'2 b .. 
Rl =rlm.Y1+ul--i'Ul 

fur den Wirkungsgrad den Ausdruck (185) 

..!..=1 +2:fl'Cotg~,(cOSYs'[Y1+U~+Y1+~+!.(UI + ua)] 
1] sm (Yl + Ya) 4 ,rIm ram 

Beispiel 119. Soil das in Beispiel 118 berechnete Raderpaar mit Pfeilzahnen 
versehen werden, so ergibt sich unter sonst gleichen Verhaltnissen der Wirkungs
grad mit den obigen Werten aus 

.!.. = 1 + 2 . 0,04 . 0,35 . (0731 . [ref6 + '7-25 + 6,0. ( 0,4 2,5) 1 
fJ 0,974 ' , ~ , 4 ,6,38 + 6,38-=-2;5 

+ 0,829 . (1,077 + 2,693 - 0,329) + 0~9O:0 • 0,427 

= 1 + 0,1682 + 0,0091 = 1,177 

zu fJ = 0,850 

bei allerdings auch trotz der unveritnderten Abmessungen vergro13erter Dber
tragungsfahigkeit. 

Die ZahnkopfhOhe wird hier gewohnlich zu hK = 0,6 . m gewahlt158 ). 

Ein besonderes Kegelradgetriebe ist das in Fig. 208 dargestellte 
Wechselgetriebe, bei dem ein auf der Welle c verschiebbares zylindrisches 

158) A. Citroen & Co., Paris. 
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Stirnrad a in eins der verschieden groBen Kegelrader b auf der unter 
dem Winkel b geneigten Welle d eingreift159). Bei einfacher Herstellung 
der betreffenden Evolventenverzahnung bietet die Anordnung noch den 
Vortcil, daB der Eingriff in Geraden mit wechselndp.r Neigung erfolgt 
wie bei Pfeilradern, was die Abnutzung verringert. 

b) Die Schraubenriider. Die Stirnrader mit schraubenformigen Zah
nen 'werden auch zur Verbindung zweier im Raum aneinander unter 

Fig. 208. 

einem beliebigen, meist aller
dings einem rechten Winkel 
vorbeilaufenden Achsen be
nutzt. FUr die Vbersetzung 
gilt natiirlich auch hier 

.. ZI n2 
U1 =._- = -. 

Z2 n1 

Fig. 209. 

Die weiteren Verhaltnisse lassen sich am leichtesten ubersehen, wenn 
die Rader wie in Fig. 209 auf die Zeichenebene abgewickelt dargestellt 
werden I60). Man erhiilt sogleich den Zusammenhang der Winkel 

1'1 + 1'2 + J = 2n 

und weiter die Gleichung (179) 

bzw. 
m 

2r =Z .-~ 
2 2 sin 1'. 

Hieraus folgt durch Division das Verhaltnis der Radhalbmesser zu 

r1 ZI sin 1'2 .. sin 1'2 ---= -·-.-=U1 ·-·-· 
ra Z2 SID 1'1 SID 1'1 

(186) 

Nur ffir l'l = )'2' im Fall b = 90 0 fUr 1'1 = 1'2 = 45 0 , entspricht das 
Verhaltnis der Radhalbmesser der Vbersetzung. 

159) Hermann, Z. d. V. d. J. 1916. 
160) Philipp, Z. f. gewerbl. Unterr. 1910/16. 
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Infolge des Zusammenhanges (186) ist es moglich, bei vorgeschrie
benem Achsenabstand a und einem von vornherein festgelegten Ver

Z 
zahnungsmodul m jede verlangte tJbersetzung, etwa u2 = 2 zu er-
zielen. Man kann schreiben Zl 

a = r 1 + r2 = ~ . (S:Y-; + s~2r) = ; . Zl(S~ Y~ + s~;-J 
oder mit dem obigen Zusammenhang zwischen den Winkeln 

2a 1 u2 

m :-z;: = sin Yl - sin ((f + Yl) , 
(187) 

worin allein Yl unbekannt ist. Die Gleichung wird am einfachsten 
durch Probieren gelost. 

Die Eingriffsdauer ist hier, wie die Fig. 209 ohne weiteres ergibt, 
durch die Formel (164) gegeben. Auch das spezifische Gleiten in 
Richtung der Zahnhohe ist dasselbe wie bei der Evolventenzahnung mit 
geraden Zahnen (FormeI165). Dazu tritt aber noch eine Verschiebung 
der Zahne in Richtu~g der Zahnlange b. Bei Drehung des Rades 1 
um einen klein en Winkel dcp verschiebt sich der Zahn des Rades 1 
urn r1 • dcp . cotg Yl nach der einen Seite und der damit zusammel1-
arbeitende des Rades 2 nach der anderen Seite urn r1 • dcp . cotg Y2' 
Man bestimmt das spezifische Gleiten q in der Querrichtung ebenso 
wie das senkrecht dazu und erhalt 

_ ~ d'f . cotgYl + r 1 • dcp • cotgY2 _ 1 + cotgY2 
ql - r 1 • dcp . cotgYl - cotgYl 

und entsprechend 

Nun ist ja 

tgYl = tg(2n - /'2 - f5) = -tg(Y2 + f5), 

womit eine leichte Umformung liefert 

cotgY2 + tg Y2 
q2 = cotgY2 + cotgf5 ' 

_cotgYl_+ tgYl 
ql - cotg Yl + cotg f5 (188) 

Das spezifische Quergleiten ist fur em gegebenes Raderpaar unverander
lich. Es hat fur 15 = 0 (Abschnitt f) den Wert 0 und fUr f5 = 90° den 
Hochstbetrag q = 1 + tg 2 Y • 

Da man zur Verhutung eines starkeren VerschleiBes das spezifische 
Gleiten sonst kleiner als 1 zu halten sucht, so sind die Schraubenrader 
nicht fur die Dbertragung groBer Krafte geeignet. Man berechnet sie 
gewohnlich so, daB bei der Hochstbelastung nur der dritte Teil der aus 
Fig. 195 folgenden spezifischen Be a n s p r u c hun g zugelassen wird. 
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Zur Bestimmung des Wirkungsgrades sind emlge Zwischenrech
nungen notig. Zuerst ist der Mittelwert des spezifischen Gleitens in 
Richtung der ZahnhOhe festzustellen. Es gilt ja die Formel (165) 

x' (1 + u1) 

(II ='1 ~ cos £X - ;; , 

und man hat entsprechend friiheren Rechnungen anzusetzell 
~ , 

2 m = -~ 'J~ X' (1 + u1) • ax + ~ .J' X· (1 + ~) . ax. 
gl II '1' cos £X - x lZ'1 . COS£X + X 

o 0 

Der Ausdruck laJ3t sich schreiben 
1, I, 

2 =~+Ul'f_x.d(rl·cOStX-x)+ I+U1.j x._d(r1 ·cOstX+x). 
glm It 0 r 1 • COStX - X ls 0 + r 1 ' COStX + x 

Durch zweimalige Anwendung der teilweisen Integration (Bd. I, S. 105) folgt leicht 

1 + U 1, 
2 glm = -It-1 . ~ - x·In (rl . COStX - x) - (rl . COStX - x) ·In (rl . COStX- x)] 

+ (rl . COStX - x)] 

1 + U 1, + ~l_l. [+ x ·In (rl • COStX + x) - (rl • COStX + x) . In (rl . COStX + x) 
2 0 + (r1 ' COStX + x)] 

oder nach Einsetzung der Grenzwerte von x 
1 + .. 

2 glm = -ll'Ut . [-ll ·In (rl . COStX - It) - (rl . COStX -ll)' (In(rl . COStX -ll) - 1) 

+ r1 ' COStX • (In r 1 • COStX - 1)] 
1 + .. 

+ -l2 'Ut. [+ lz ·In (rl . cos", + lz) - (rl . COStX + ls)' (In (rl . COStX + l2) - 1) 

+ rl • COStX • (In r1 • COStX - 1)] • 

Durch Auflosen der kleinen Klammern und Anwenden des Logarithmensatzes 

a 
loga - 10gb = log -b-

ergibt sich weiter 

.. [ 1 ( 12 ') 1 ( It) 1 2g = (1 + u ) . r . COM' - _·In 1 + - - - -_·In 1 - -~ • 
1m 1 1 l2' rl • COS'" It r l • COStX 

Nun ist nach friiherem 

ls ='1' COS£X • u 2 , II = 'z' cos£x . U1 ' 

worin u 1 und Us die unterste fur die betreffende Ziihnezahl mogliche 
Vbersetzung ist (Fig. 188), wahrend ~ und Us die tatsachlich vorhandene 
Vbersetzung darstellen. Damit wird schlieBlich 

l ( , ) j In 1 _....!.. U 

glm = (1 + u1 ). In (1 + uz) _ '1 1 . 

2 u2 '2 

r' U1 
1 

(189) 

Ein entsprechender Ausdruck folgt fur gZm' 
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Die zusammenarbeitenden Zahne bewegen sich in zwei zueinander 
senkrechten Richtungen, und sinngemaJ3 ergibt die Formel (42) die zur 
Dberwindung der Reibung in Richtung der Zahnhohe erforderliche Kraft 

fl' N 
P 9 = ===-=~ =c--

VI + (%r 
und die zur Dberwindung der Reibung in der Breite des Zahnes erforder
liche 

Der urn den Winkel ; - ex gegen die Zeichenebene der Fig,209 

geneigte Zahndruck N zerlegt sich nun am Rade 1 in die Seitenkraft 
N· COSYl' die nur Druck in Richtung der Radachse hervorruft, und 
die Seitenkraft N' sin Yl' die das Drehmoment liefert 

Ml = N' sinYl . rl 'cosex, 

Entsprechend zerfiiJlt Pq in eine Seitenkraft Pq • siny!> die entgegen
gesetzt zu dem Achsdruck N' COSYI gerichtet ist, und die in der Rich
tung von N· sinYl verlaufende Pq • COSYl' Ferner liefert die Summe 
aller Pg nach der bereits mehrfach benutzten Dberlegung das Gesamt
drehmoment 

M rg "" Pg • 2 r' cos ex . 

Bezeichnet wieder r z den Halbmesser der Radachse im Lager und 
rs den mittleren Halbmesser des Spurringes, so ergibt sich der Wi r
kungsgrad aus 

1 I P , 
; =l+jf'[ Yj'2r1 'cosex+Pql 'Sill)'!'rl 'sinex 
/ 1 + I~l ' (N· sin)'l + Pql , COSYl) . rZl 

+ fll . (N· cos Yl - Pqt , sin Yl) • rBll 

+ ~ ,[Py2 ' 2 r 2 • COS ex + Pq2 • sinY2 'r2 ' sin ex 
~ + fil ' (N· sin)'2 + P q2 • cos )'2) , r Z2 

+ PI ' (N· COSY2 - Pq2 • sinY2) . rS21, 

Durch Einsetzen der Werte von M, Pg , Pq folgt dann 

.~ ~ I + 2 . I' . "01;< rr 'l'~r,-:-V :+~(~;:f + ,in:, . V: + (g~) 'I 
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(190) 

Beispiel 120. Anzugeben ist die Verzahnung und ihr Wirkungsgrad fur ein 
sieh reehtwinklig kreuzendes Sehraubenradergetriebe von der Obersetzung ill =2: 1 , 
in das bei nl = 165 Umdrehungen in der Minute M 1 = 350 emkg eingeleitet werden. 

Es werde gewahlt Zl = 26 bzw. 22 Zahne, femer sei der Halbmesser r l = 12 em 
dureh die Verhaltnisse gegeben. 

Aus der zweiten Gleiehung (179) folgt dann 

m 2 r 1 2 . 12 2 . 12 
-.~~ = - = ---- = 0,923 bzw. -22 = 1,091 . 
Sill)'l Zl 26 

Man erhalt weiter die Umfangsgesehwindigkeit im Teilkreis 

.7 • 0,12 . 165 
v =- -~ 30-··--- = 2,07 m/sk 

und entnimmt nun der Kurve b der Fig. 195 die gewohnlieh fur GuBeisen zu
lassige Belastung c ex> 23 kg/em2• Damit wird das Drehmoment 

Ml = (. C_ • b • m . n ) . sinYl . (":!... _.m ~) . siniX . 
3 2 Sill)'l 

Wahlt man also b = 5,0 em und sino< = 0,944, so wird 

1/ 350·3·2 
m = V 23. 5,0 . n • 26 . 0,944 = 0,485 '" 0,5 em. 

Fur die Zahneza"hl 22 werde der Einfaehheit halber derselbe Wert von m ge
nommen statt 0,528. 

Hieraus ergibt sieh 

also 

und 

Damit wird 

und 

. 0,50 
Sill)"1 = 0,923 = 0,542 bzw. 0,50 9 

1,091 = 0,44 , 

:'1 = 32° 50' bzw. 26° 4O' 

tg)'l = 0,645 bzw. 0,502. 

1"2 = 90 - )'1 = 57°10' bzw. 63° 20' 

sin)'2 = 0,840 bzw. 0,894, 
tgyz = 1,550 bzw. 1,991. 

Die Formel (186) ergibt dann 
0,542 

r2 = 12.2. 0,840- = 15,49 em 

bzw. 
0,449 

r2 = 12·2· 0,894 = 12,06 em. 

Man pHegt die Rader gleieh groB zu machen, wahlt also die zweite Ausfiihrung 
mit Zl = 22 Zahnen. Dafiir ergeben sieh die Radbreiten 

bl = b· siny = 5 ·0,442 ex> 2,2 em, 
b2 = 5 . 0,894 ex> 4,5 em. 
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Fiir hK = 0,7 . m ergibt nun die Formel (162) die untersten zulassigen Uber
setzungen 

'1+-44 + -44 ~ . 0,7 (0,7)2 

0,25 . 0,1095 - 1 = 0,261, 

und es wird 
r2 
- • U 1 = 0,2625 , 
r' 1 

Damit liefert die Gleiehung (189) das mittlere spezifisehe Gleiten in der Rohen
riehtung des Zahnes 

(1 + 2) ( log 1,484 log 0,7375 ) 
glm =--2-· 0~4343--:-0,484 - 0,4343--:-0;2625 = 3,042, 

= (1 +_0,5)_ . (~g 1,2~! _ ~g 0,518~)= 1674 
g2m 2 . 0,4343 0,261 0,4815 " 

also wegen der niedrigen Zahnezahl sehr hoeh. 

Mit 

Fiir das spezifisehe Gleiten in der Querriehtung erhiilt man 

ql = 1 + 0,5022 = 1,252 , 
q2 = 1 + 1,991 2 = 4,97 -

Damit folgt 

1/1 + (~r = 1,080, 
f glm 

V~+ (-!::.f = 3,133 , 

VI + (e~~r = 1,055. 1/1 + (glm r = 1,852, 
ql 

f' = 0,04, 
r,l = 9 em, r'2 = 2,5 em, 
r'l = 10 em, r'2 = 3,0 em 

ergibt sieh sehlie13lieh aus Formel (190) bei ziemlieh ungiinstigen Verhiiltnissen 

also 

1 '1 1) 
--;j = 1 + 0,04·2·0,35· ( 0~449~1~080 + 0~894 :3)33 , 

0,04 l 0,02 (9 10) j 
+ 1,852· 1 + 0,9-44· ,12-'-0~502 - 12 

0,04 [ 0,02 (2,5 3,0 ')]' 
+ 1,0-55· 1 + 0,944· 12-;-oiFl-;-99f - 12~06 

0,02 (9 2,5 10 3) 
+ 0,944 . \T2 + 12;06 + 12--:-0,502 + 12,06·1,991 ' 

1 
-- = 1 + 0,0705 + 0,0219 + 0,0378 + 0,0369 = 1,167 , 
Ii 

'I = 0,857 . 

Man bemerkt aueh hier, wie die Bewegung naeh zwei zueinander senkreehten 
Riehtungen die Naehteile der Reibung in bezug auf den Wirkungsgrad, nieht auf 
die Abnutzung, verringert. 
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Hyperboloidrader 161), diedenselben Zweckhaben wie Schrauben
rader, werden in der Maschinentechnik nicht benutzt. 

13. Die Schrauben. 
Wird eine schmale, als schiefe Ebene mit dem Neigungswinkel IX zu 

denkende rechteckige Leiste um einen zur Bezugsebene senkrecht 
stehenden Kreiszylin
der herumgelegt, so 
entsteht die flach
gangige Schraube 
(Fig. 210), die gewohn
lich als Bewegungs
schraube angewendet ' 
wird. ,.--

Die Entfernllug 
zweier gleichgelegener 

Fig. 210. 

Punkte auf derselben Mantelgeraden iFlt die Ganghohe h der Schraubc. 
Die auf einen Schraubengang kommende Lange der schiefen Ebene ist, 
wenn r den mittleren Halbmesser der Schraube bezeichnet, als Projek
tion auf die zur Schraubenachse senkrechte Ebene l = 2;rr . r. Damit 
erhalt man den Steigungswinkel der Schraube aus 

h 
tgIX = in. r . (191) 

Wird eine flachgangige Schraube 
mit der Kraft Q in Richtung ihrer Achse 
belastet, so erfahrt bei guter Ausftih
rung jedes kleine Flachenteilchen d F 
des Ganges von der Mutter den Gegen
druck d N, der um den Steigungs
winkel IX gegen die durch dF parallel 
zur Schraubenachse gezogene Mantel
gerade geneigt iet. In die Flache ('IF 
fallt die der Bewegung entgegengerich
tete Reibungskraft fA,' dN (Fig. 211). 
Beide Krafte setzen sich zu der Mittel
kraft d W zusammen, deren Neigung 
gegen die ManteIlinie beim Heben der 
Last IX + 12 ist. 

Die Gleichgewichtsbedingung fUr 
die in Richtung der Achse wirkenden 
Krafte ergibt 

Q = J d W . cos (IX + (2) = cos (IX + (2) • W, 
worin W die gesamte Kraft angibt, 

:Fig. 211. 

die auf aIle in der Mutter befindlichen Gange wirkt. 

161) Tessari, Torino Anati del R. Museo industr. 1871. 

stephan, 'l'echnische lllechanik. II. 13 
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Die Gleichgewichtsbedingung fiir die Drehmomente lautet ent
sprechend 

M = J d W . sin (IX + e) • r = r • sin (IX + e) . w . 
Wird diese Gleichung durch die erste dividiert, so folgt 

M 
-(j = r' tg(1X + g) • 

Man kann nun nach S. 36 auflosen 

tg{1X + Q) = _3~j-~t~~~ 
l~tglX·tge 

(192 a) 

und hierin einsetzen tge = It und nach Formel (191) tglX = ~~--
2n'r 

Man erhalt dann das zum Anziehen der Schraube notige Drehmoment 

h 
~~+u 
2n'r I 

M=Q·r· h 

1 - fl' 2n . r 

(192 b) 

Erfolgt die Bewegung der Schraube in umgekehrter Richtung, so 
daB die Last sich senkt, so kehrt sich die Richtung von fl' dN um 
und W verschiebt sich um den Reibungswinkel e nach der anderen 
Seite von N. Es andert sich also nur das Vorzeichen von (! bzw. tg e . 
und das zum Losen der Schraube erforderliche Drehmoment ist dem
nach 

h 
---fl 
2n'r 

h 
1 +w--

2n'r 

(193) 

Da, wie auch die Fig. 211 andeutet, meistens e> IX ist, so ist dann 
das Vorzeichen von Ml negativ, d. h. es hat die entgegengesetzte Rich
tung wie das zum Anziehen erforderliche Moment M. Die Schmube 
ist also selbstsperrend. Die Sicherheit 6 der Selbstsperrung bestimmt 
sich aus der Forderung, daB bei Anwachsen der Steigung auf das 6 fache 
Ml = 0 wird. Man erhiilt so aus Formel (193) 

e fl·2n·r 
6 =-IX =-- h- . (194) 

LaBt man die Reibung auBer acht, so falIt in Formel (192 b) It fort 
und es wird 

h 
Mo =Q' r .-----. 

2n· r 
(195) 
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Damit ergibt sich der Wirkungsgrad des Schraubengewindes 

h 
1- (1'--

tgex 
--------

tg(ex + [I) 
J 2;rcr 

2;rcr 
1 + (1'-

J h 

195 

(196) 

Hierzu tritt noch der Wirkungsgrad des Spurzapfens vom auBeren 
Halbmesser r2 und dem der inneren Aussparung rs bei der Reibungs
ziffer fil gemaB Formel (65): 

h Q.- .-
2;rc 

1]2 = ~-h----1 ------.-~----;.-
Q . + - p . Q . r . (I + ~) 2;rc 2 1 2 r2 

I 
(197) 

Beispiel 121. Anzugeben ist der Wirkungsgrad einer flachgangigen Sehraube 
vom auBeren Gewindedurchmesser d = 10 em, dem Kerndurehmesser dl = 8 em, 
der Ganghohe h = if!, dem Spurzapfendurehmesser d2 = 7,5 em, ferner die Sieher
heit, mit der noeh Selbstsperrung besteht. 

Der mittlere Gewindedurehmesser ist 

2r = t . (d + dl ) = i . (10 + 8) = 9 em, 

die Steigung betragt 
h = i . 2,54 = 1,905 em. 

Damit wird naeh Formel (196) mit der Reibungsziffer i' = 0,08 fiir die gut ge
sehmierte Stahlsehraube in einer Bronzemutter 

1 _ 0.Q~~,.!}g~ 
'71 = ____ :[_·_9 ___ = O,994~ = 0455 

1 + O,9~·;r ~ 2,188 ' 
1,905 

und naeh Formel (197), wenn man Pl = 0,05 bei absatzweisem Betrieb schatzt, 

1 1 
'12 = --- -------7,5-- = 1,309 = 0,764. 

1 + ;r • 0,05 . 2. 1~905 

Somit ergibt sieh der Gesamtwirkungsgrad zu 

'/ = 0,455 . 0,764 = 0,348 . 

Das zum Bewegen der Sehraube unter der Last Q = 1 t erforderliehe Dreh
moment ist naeh Formel (195) 

M - ~ - 1000· 1,905 - 865 k 
- I) - 2 n . 0,348 - em g. 

Die Sieherheit der Selbstsperrung betragt naeh Formel (194) 

p:; = 0,08 . n . 9 = 1 188 
- 1,905 ,. 

Dabei beriieksiehtigt man die Vergro13erung der Sieherheit dureh die Spurzapfen
reibung nieht, um bei besonders guten Sehmierungs- und Reibungsverhaltnissen, 
die die Reibungsziffer der Sehraube heruntersetzen konnen, nieht. sogleieh aus 
dem Sieherheitsgebiet herauszukommen. 

13* 



196 Die Sehrauben. 

Wird die Sehraube zweigangig ausgefiihrt, also mit h = 2 . 1,905 em bei sonst 
unveranderten Verhaltnissen, so wird der Wirkungsgrad 

1 -- 2 . 0,0054 0,9892 
III = 1~t=f'I,188 = 1,594 = 0,621 , 

I 
112 = l+-t :0,309 0-,0,866, 

also der Gesamtwirkungsgrad 

I; = 0,621 . 0,866 = 0,539 . 

Die Anordnung ist, da IJ < t, nicht mehr selbstsperrend. 

Das zum Bewegen der Schraube unter der Last Q = 1 t notige Drehmoment 
betragt jetzt 

1000 . 2 . 1,905 
111 = ---- - -- = 1124 cmkg. 

2:r . 0,539 

Bei der dreigangigen Schraube von sonst gleichen Abmessungen ergibt sieh 
entsprechend 

also 

und 

_ 0,9838 _ " 
111 . - --1,396-- 0,70.) 

II = 0,705 . 0,907 = 0,640 

M = 1000· 3:1,H05 = 1421 cmkg. 
2 _, . 0,640 

Mit der Verbesserung des Wirkungsgrades durch die VergroBerung der Steigung 
erhoht sieh aueh das zum Antrieb erforderliehe Drehmoment, so daB man bei 
Handantrieb oft den kleineren Wirkungsgrad vorzieht, der noch den Vorteil der 
Selbstsperrung bietet. 

Beispiel122. Zu untersuchen ist die Weston-Senksperrbremse 162) der Fig. 212 
fiir den Fall, daB die Reibungsziffern sich andern. 

Die Last des Kranes iibt auf das Zahnrad A vom Halbmesser ro die Um
fangskraft Po aus und sie bewegt das Zahnrad soweit, daB es auf der Schraube 
vom mittleren Halbmesser r gegen das lose auf der Welle vom Halbmesser r 1 

Fig. 212. 

162) Bergmann, D. p .• J. 1911. 

sitzende Sperrad B mit der Kraft Q ge
driickt wird. Dieselbe Gegenkraft iibt 
die auf der Welle festsitzende Gegen. 
scheibe C auf die andere Seite des Sperr
rades vom Halbmesser r 4 aus, dessen 
Sperrklinke beim Heben der Last iiber 
die Zahne weggleitet. 

In dem Getriebe wirken also fol
gende Drehmomente: 
der Last 

Mo = Po' ro , 

cler Sehraubenreibung 

Ml = Q. r' tg(Oi + Q) = Q . k1 , 

der Mutterreibung, das bei gut einge
laufenen Flachen den Wert hat 
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der Reibung an der Gegenscheibe 

Ma = + . /'a . Q . 'a . ( 1 + ;~) = Q . ka , 

der Traglagerreibung 
M4 = PI . po· '1 = po· k4 , 

des Antriebslllotors M, . 

worin die Werte k vOriibergehend als Abkiirzungen der langeren Ausdriicke 
gesetzt sind. 

Es gilt nun bei der Aufwartsbewegung der Last fiir das Zahnrad .A: 

Mo = MI + M2 = Q . (kl + k2) , 

fUr das Sperrad B: 

M2 = Ma , also ka = ka , 

fUr die Welle: 

Durch Zusammennehmen der drei Gleichungen ergibt sich 

M = Mo + M4 = Mo . (1 + :: ) . 
d. h. die Anordnung schlieBt sich beim Aufwinden der Last zu einer starren 
Kupplung zusammen. 

Bei gleicher Reibungsziffer /'2 = l1a und gleichem imIeren Halbmesser '1 
miissen nach der zweiten Gleichung die auBeren Halbmesser der beiden Druck
scheiben einander gleich sein, '2 = 'a. 

Hort das Antriebsmoment M auf zu wirken, so dreht das Lastmoment Mo 
die Welle riickwarts, bis sich die Sperrklinke mit der Umfangskraft 

P _ Mo _ P . '0 
- - 0-

'4 '4 
gegen das Sperrad B legt. Die Welle wird jetzt belastet durch die beiden Krafte 
Po und P, die nach GroBe und Richtung zusammenzusetzen sind. Der Fehler 
ist klein, wenn allgemein damit gerechnet wird, daB beide Krafte entweder die
selbe oder die entgegengesetzte Richtung haben. Die Kraft, mit der das Sperr
rad von beiden Seiten gefaBt wird, ist nach der ersten der obigen Gleichungen 

Q-~Jl __ . 
-k1 +k2 ' 

sie ist alsQ wesentlich von den Reibungsziffern der Schraube und der Druck
£lachen abhangig. 

SolI die Last gesenkt werden, so ist ein Drehmoment M', das entgegengesetzt 
zu M gerichtet ist, vom Antriebsmotor aufzuwenden. Dabei dreht sich die Schraube 
in dem Rad.A zurUck mit dem widerstehenden Moment M~ = Q .,. (tg e - ex), 
das ebenfalls entgegengesetzt zu Ml gerichtet ist. Es gilt also fiir den ersten 
Augenblick des Andrehens 

am Zahnrad .A: 
Mo = M; + M2 = Q . (ki + ka) , 

am Sperrad B: 
M2 + Ma = P ·'4 = Mo, 

an der Welle: 

("I 1 ) M' = M; + Ma + M~ = Q . (k; + ka) + Mo· k4• - ±- . 
'0 '4 
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Hieraus folgt dureh die gleiehe Reehnung wie oben fiir das Drehmoment 
des Motors bei Beginn des Lastsenkens 

M' = 2Ma + M; = Mo· [ k1
2: 3k--; + 1.:4. (-~- ± :4) I 

oder, da ka = k2 ist, naeh Einsetzen der Werte der. k 

M' = Mo· [ 2 - + fl1 • '"I . (~- ± ~) j. 
2· '" . tg(IX + e) 1 '"0 '"4 
1(2·,"2.(1+~)+ _ 

, '"2 
1st etwa '"I = 4 em, '" = 4,4 em, '"0 = 9,6 em, '"2 = '"a = 15,0 em, '"4 = 16,2 em, 

h = 1,6 em, also 

1,6 0 9 3° 21 tg IX = -8,8 . --;; = 0, 57, IX "'" , 

Mo = 1500 emkg, I'l = 0,03-.;-0,10, I' = Ila = ,Ua = 0,06-.;-0,16, 

also e "'" 3 ° 25'-.;-9 ° 5', so wird bei den niedrigsten Werten der Reibungsziffern 

Mi = 1500 • [ _ ~ __ ~~:118~. + 1 + 0,03 . 4 • (9~6 ± 1:,2)] 
0,06· 15 . 1,267 

= 1500 . (1,044 + 0,020) 
+ 0,005 

je naeh der Riehtung des Sperrklinkendruekes. Damit wird mit dem groBten 
Wert des Lagerdruekes 

M' = 1570~emkg. 

Bei den hOehsten Werten der Reibungsziffern ergibt sieh entspreehend mit e + IX 
= 12° 26' 

M~ = 1500 . (1,222 + 0,067) = 1934 emkg. 

Der giinstigste Fall ware hiernaeh der, daB die Reibungsziffer am Sperrad und 
in den Lagern klein ist, dagegen an der Sehraube groB. Reehnet man mit Pa = Pa 
= 0,06, I' = 0,10, 1'1 = 0,03, was praktiseh leieht erreiehbar ist, so wird mit 
[! = 5°42' 

Mi = 1500 . [~'4 . 0~159-- + 0,03 . 4 . 0,166] 

(i~oo. f5-:-f~267 + 1 
= 1500 . (0,898 + 0,020) = 1376 emkg. 

Dieses Drehmoment M1 lost nun die Verbindung, so daB die Last frei her
untergeht. Dabei eilt sie der augenblieklieh entlasteten Welle vor und sehraubt 
so das Zahnrad A wieder gegen das Sperrad. Das Losen und Wiederauffangen 

der Last erfolgt nun um so mehr 
ruekweise, je groBer die Widerstands
krafte, also die Reibungsziffern am 
Sperrad sind und je mehr die Momente 
an der Sehraube bei Hin- und Her
drehung sieh unterseheiden. Letztere 
werden gleieh fUr e = IX, also im vor· 
liegenden Fall aueh bei niedrigster 
Reibungsziffer, d. h. bester Sehmie
rung der Sehraube. Man sehmiert 
deshalb die Vorriehtung so gut wie 

Fig, 213. irgendmoglieh und halt die Druek-
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kraft Q dadurch klein, daB man das Sperrad B und die Mutterscheibe in mehrere 
Lamellen zerlegt. 

Bei einer Zerlegung in i Lamellen nach Fig. 213 wird k2 = (2 i ~ 1) . ka und 
man erhalt so 

M' = JYlo·I'· 2 + ko.(-~ ± -1-1]. 
k! 2' 1 .ro r4! .-+ t ~ 
k2 

Unter sonst gleichen Verhaltnissen wird mit i = 2 bei den niedrigsten Reibungs
ziffern 

M' = 1500· (0~9T:+3- + 0,020) = 796 cmkg. 

Der Anpressungsdruck betragt dann im Fall i = 1 

Q =!!o ~___ _ _ _J.500_ _ _______ = 903 kg 
kl + k2 4,4 . 0,1186 + t . 0,06 . 15 . 1,267 

und im Fall i = 2, wo k2 um das (2 i ~ l)fache graBer ist, 

1500 
Q = 0~522+-3 . 1,140 = 381 kg. 

Die Wirkung paBt sich in jeder Beziehung dem Lastmoment an. 
Die haufigsten Mittelwerte der Reibungsziffern sind etwa ,U1 = 0,04, I' = 0,10, 

1'2 = /13 = 0,08, und man wahlt auf Grund praktischer Erfahrungen die Druck
flachen so groB, daB das Produkt aus dem Flachendruck p kg/cm2 und der Um
fangsgeschwindigkeit v m/sk der Scheiben etwa die Zahl 30 ergibt163 ). 

1st der Querschnitt der urn den Zylinder nach Fig. 210 herum
gelegten Leiste ein gleichschenkliges Dreieck, so entsteht die s c h a rf
gangige Schraube, deren Kantenwinkel fJ sei. Sie wird gewohnlich 
als Befestigungsschraube benutzt. 

Die in Richtung der Achse wirkende Belastung Q ruft in jedem in 
der Mutter anliegenden FIachenteilchen dF den Normaldruck dN her
vor, der einerseits urn den Kanten
winkel fJ nach innen geneigt ist und 
andererseits urn den Steigungswin
kel x von der zur Achse parallelen 
Mantelgeraden seitwarts abweicht 
(Fig. 214). In den Punkten Ai und A2 
ist d N zerlegt in seine Seitenkrafte 
dN' = dN· cosfJ und 

(iN" = dN· sin fJ. 
1m Punkt B ist die zum Schrau

bengang senkrechte Kraft dN' in 
ihre Seitenkrafte dN' . cosx parallel 
zur Achse und dN'· sin x senkrecht 

Q 

Fig. 214. 

dazu zerlegt, ebenso die auf das Flachenteilchen wirkende Reibungs
kraft f1 • dN in die Seitenkrafte f1 • dN . sin x parallel zur Achse und 
fL • dN . cos x senkrech t dazu. 

163) Nach Kammerer, Bergmann a. a. O. 
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Hiernach ergibt die Gleichgewichtsbedingung fur die Krafte in Rich
tung der Schraubenachse ffir den ganzen Bereich der Mutter 

Q =~ ((aN" noslX- p' fiN 0 sin IX) 

c= i (dN· cosp . cos IX - Ii . aN, sin IX) , 

= (cos fJ . cos IX - fl • sin IX) • N. 

Die Krafte dN" heben sich in der ganzen Mutter gegellseitig auf 
Es verbleibcn noch senkrecht zur Achsenrichtung die bei "Punkt B ein
getragenen Krafte dN' . sin IX und fl' dN, cos IX mit dem Hebelarm r 
m bezug auf die Achse, so daB ihr Drehmoment betragt 

M = (r . (d N' . sin C\- + fl • (l N ' cos IX) 

= r' (cosp· siniX + fl' COSiX) , N. 

Durch Division der Gleichungen fur M und Q erhalt man 

M cos fJ ' sin iX + ,U ' cos IX 
--~-=r' 

Q cos p , cos iX - fl ' sin iX 

und daraus nach Division mit COSiX ' cosp 

tgiX + fl R 
cosfJ M = Q . r . --- -------~--

1- tgIX' L 
cosp 

(198) 

als Drehmoment fUr das Andrehen der Mutter unter der Belastung Q, 
Die Formel entspricht der (192), wenn man hier als Reibungsziffer 

p' = ,up einsetzt. Auch die folgenden Formeln erfahren nur die 
cos 

Anderung, daB die Reibungsziffer in der angegebenen Weise vergroBert 
wird. 

Es ist fiir Whitworthgewinde 

2fJ = 55°, also 
1 

cosfJ = 1,1274, 

fi.ir das metrische Gewinde 

2(1=60°, also l-fJ- = 1,1547 . 
cos 

An die Stelle der Spurzapfenreibung der Bewegungsschraube tritt 
hier der Reibungswiderstand der Mutter auf der Unterlage. Sein Dreh
moment ist nach Formel (64) 

I _ (~)3 
2 '2 

M2 =:3' fl2' Q 'r2 '--(- r )2' 
1- -

r2 

(199) 
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worin 2 r2 die Schliisselweite darstellt. Damit ergibt sich 

~1 =] 

'YJ2 

( r )3 1- ~ 
4 r2 r2 + if' IT • tt2 • h ._-( r -)2 . 

1- ~ 
r2 

201 

(200) 

Beispiel 123. Fur das Whitworthgewinde sind die zur Uberwindung del' 
Gewinde- und Mutterreibung el'fol'del'lichen Drehmomente Ml und M2 zu be
stimmen. 

Anzuwenden sind die Fol'meln (198) und (199). Die Ausl'echnung ergibt mit 

(t = 0,16, also (t {J = 0,18 die folgende Zusammenstellung: 
cos 

AuBen· 
durchmesser d 

Zall L __ mm_ 

i I t 
6,35 
9,52 I 

12,70 

t 15,87 
! 19,05 
t 22,22 

1 25,40 
It 28,57 
Ii 31,75 

It 34,92 
It 38,10 
It 41,27 

I£- 44,45 
1~ 47,62 
2 50,80 

2i 57,15 
2t 63,50 
2£- 69,85! 

3 76,20 
3! 82,55 
3t 88,90 

3f 95,25 
4 101,60 
41- 107,95 

4t 
4£-
5 

114,30 
120,65 
127,00 

Kern
durchmesser d, 

mm 

4,72 
7,49 
9,99 

12,92 
15,80 
18,61 

21,33 
23,93 
27,10 

29,50 
32,68 
34,77 

37,94 
40,40 
43,57 

49,02 
55,37 
60,55 

66,90 
72,57 
78,92 

84,40 
90,75 
96,63 

102,98 
108,82 
115,17 

Steigung h I 

mm 

1,27 
1,59 
2,12 

2,31 
2,54 
2,82 

3,18 
3,63 
3,63 

4,23 
4,23 
5,08 

5,08 
5,65 
5,65 

6,35 
6,35 
7,26 

7,26 
7,82 
7,82 

8,47 
8,47 
8,84 

8,84 
9,24 
9,24 

Sehliissel
weite D 

mlJl em em 
-~-====~===== 

13 
19 
23 

27 
33 
36 

40 
45 
50 

54 
58 
63 

67 
72 
76 

85 
94 

103 

112 
121 
130 

138 
147 
156 

165 
174 
183 

0,071 
0,103 
0,138 

0,168 
0,200 
0,231 

0,263 
0,297 
0,326 

0,360 
0,389 
0,427 

0,456 
0,490 
0,519 

0,584 
0,642 
0,708 

0,765 
0,828 
0,886 

0,950 
1,011 
1,069 

1,109 
1,187 
1,245 

0,078 
0,116 
0,143 

0,164 
0,205 
0,231 

0,258 
0,280 
0,323 

0,350 
0,380 
0,411 

0,440 
0,471 
0,500 

0,560 
0,622 
0,682 

0,747 
0,801 
0,866 

0,925 
0,990 
1,048 

1,095 
1,170 
1,234 

Wenn man bel'ucksichtigt, daB die genaue Bel'echnung del' beiden Dl'eh
momente wenig Bedeutung hat, weil die gebl'auchlichen Schl'auben im allgemeinen 
Abweichungen von 5 Einheiten del' zweiten Dezimalstelle von den angegebenen 
genauen Wel'ten haben, die nur bei bester Hel'stellung auf 2 Einheiten der zweiten 
Dezimalstelle zuriickgehen, und weil del' Wert del' Reibungsziffel' ebenfalls schwankt, 
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so kann man sagen, daB die Hebelarme beider Drehmomente einandel' gleich und 

zwar gleich }~- des aui3eren Gewindedurchmessers sind. 
10 

Fiir das in Deutschland normale Gasgewinde nach Whitworth erhalt man 
bei gleicher Reibungsziffer die folgende Zusammenstellung: 

Innerer 
Rohrdurch· 

messer 

Zoll 

~. 

! 
1 

! .~uBerer -1- Kern- I 
I, Gewmdedurch- uurchme"ser d Steigung h I 
I messer d I ;:, 1 

]J[ 

I mnl I nnn nnn I em 

13 
16,5 
20,5 

23 
26,5 
33 

42 
48 
52 

59 
70 
76 

89 
101,5 
114 

llI:i ~~,I-~!:!i ~~~.~ -
20,7 . 1,82 0,227 
23,2 1,82 0,254 
30 2,31 0,322 

39 
45 
49 

56 
67 
73 

86 
98,5 

III 

2,31 
2,31 
2,31 

2,31 
2,31 
2,31 

2,31 
2,:31 
2,:31 

0,404 
0,458 
0,494 

0,558 
0,656 
0,710 

0,827 
0,940 
1,052 

Auch hier kann man den Hebelarm M/Q des Gewindereibungsmomentes bis 
zum einziilligen Gasrohr gleich dem au/3eren Gewindedurchmesser setzen. Fur 
die gro/3eren Nummern bis 2" ist del' Hebelarm das 0,95fache des au/3eren Ge
windedurchmessers, fiir die ganz starken Rohre das 0,93fache. 

Beispiel 124. Fiir das metrische Gewinde von Befestigungsschrauben 164) 

ist del' Hebelarm des Gewindereibungsmomentes zu bestimmen mit del' Reibungs 

ziffer.', = 0,16, also ~ "" 0,185. 
cos/1 

Man erhiilt nach Formel (198) die folgende Zusammenstellung: 

.luBerer Kern- I Gangh6he h Hebelarm 
Durchmesser d ; durchmesser el, I M:Q Bemerkungen 

mm I mm mm em 
-===-~=== -===----:...-=-- - -----_. ---- ----------

1 0,65 0,25 0,012 
1,4 0,98 0,3 0,016 Mechaniker-2 1,44 0,4 0,022 gewinde 
2,6 1,97 0,45 0,028 (geandertes 
3 2,31 0,5 0,033 Liiwenherz" 
4 3,03 0,7 0,044 gewinde) 
5 3,89 0,8 0,054 
6 4,61 1,0 0,065 

164) Deutsche Industrienormen 1918. 



Die Schrauben. 203 

Aul3erer I Kern· I Ganghiihe h 
Hebelarm 

I Bemerkungen Durehmesser d Durchmesser d, M:Q 

mm i mm I mm em I 

8 6,26 1,25 0,086 

I 10 7,92 1,5 0,107 
12 9,57 1,75 0,128 I 
14 11,22 2 0,149 

I 
I 

16 13,22 2 0,167 

I 
20 16,53 2,5 0,209 
24 19,83 3 0,251 
30 25,14 3,5 0,311 I 
36 30,44 4 0,372 1-.0-42 35,75 4,5 0,432 baugewinde 
48 41,05 5 0,492 (System 
56 48,36 5,5 0,571 Inter-
64 55,67 6 0,650 national) 
72 62,97 6,5 0,728 
80 70,28 7 0,807 
90 79,58 7,5 0,904 

100 88,89 8 1,010 
110 98,89 8 1,095 
120 107,50 9 1,196 
130 117,50 9 1,289 
140 127,50 9 1,382 
150 136,11 10 1,481 

Fur das Maschinenbaugewinde kann der Hebelarm genau genug zu /0 des auBeren 

Gewindedurchmessers angesetzt werden, fur das Mechanikergewinde zu 0,11 des 
auBeren Durchmessers. Der Hebelarm der Mutterreibung entspricht dem des 
Whitworthgewindes. 

Beispiel 125. Die Wirkung der Gegenmutter 
ist zu erortern. 

In vielen Fallen spannt die Hauptmutter den 
Schraubenbolzen mit einer Kraft P an derart, daB 
die Spannkraft von der Anlageflache A der Fig. 215 
an bis zum Ende der Hauptmutter auf den Wert 0 
stetig herabsinkt. Wird jetzt eine Gegenmutter auf
geschraubt, so legt sie sich in der Flache B mit der 
Kraft PI gegen die Hauptmutter, und die dadurch 
erzeugte Spannkraft im Bolzen nimmt wieder von 
B bis C stetig bis auf 0 abo Der gesamte Spannkraft
verIauf ist hiernach in die Fig. 215 eingetragen 165). 

Man sieht, daB jetzt erst die Gewindegange der Haupt
mutter zwischen A und D anliegen, wahrend die 
zwischen D und B befindlichen lose sind. 

Die Gegenmutter entspannt also die Hauptmutter 
derart, daB beide zusammen dieselbe Wirkung haben 
wie die Hauptmutter allein. Sie ist demnach als 
Schraubensicherung von recht mangelhafter Wirkung. 

Wird sie so fest angezogen, daB PI = P wird, 
so entsteht die Spannkraftdarstellung der Fig. 216. 
Die Gegenmutter spannt den Bolzen allein mit der 

16;;) Seemann, D. p. J. 1918. 

~I I I I 
P I I 

I 
1 I 

Fig. 215. 

A B 
• 

Fig. 216. 

c 
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Kraft P an und die untere Mutter liegt jetzt als lose Scheibe darunter. Der Fall 
wird meistens praktisch angewendet, indem man, etwa bei Lagerdeckeln u. dgl., 
die niedrigere Mutter zuerst aufschraubt, nur um genau die Stellung festzusetzen, 
bis zu der das Gewinde angezogen werden solI, und dann das richtige Festziehen 
durch die hOhere Hauptmutter bewirkt. 

Je nach dem Verwendungszweck als Schraubensicherung odeI' als PaBmutter 
ist die niedrigere Mutter auBen bzw. innen anzubringen. 

14. Das Schneckenrad. 
Denkt man sich aus der geniigend lang angenommenen Mutter einer 

flachga.ngigen Schraube einen Streifen parallel zur Achse heraus
geschnitten und mit den Gewindegiingen nach auBen um die Stirnseite 
eines Rades herumgelegt, so erhiilt man ein Schneckenrad. Der 
Querschnitt der erzeugenden Leiste der zugehorigen Schraube, del' 
S c h n e c k e, wird als Zahn einer Zahnstange ausgefiihrt, so daB das 
bei der Schraube als Ganghohe h bezeichnet~ MaB hier in die Teilung i 

der Verzahnung iibergeht, wenn die Schnecke eingiingig ist. Bei zwei
giingigen Schnecken ist die GanghOhe Ii, = 2 i. Hat das Rad z Ziihne 
von del' Teilung i und die Schnecke die Ganghohe Ii, = Y • i, so dreht 

sich das Rad bei einer Umdrehung del' Schnecke um den JL ten Teil 
z 

seines Umfanges; die tibersetzung betriigt also ii = JL . 
z 

Die Schneckenwelle ist stets die antreibende und die Radwelle die 
getriebene. Da das Rad zwischen den Giingen del' sich drehenden 
Schnecke als Zahnrad eingreift, so gelten dafiir die Verzahnungsgesetze. 
Verzahnungskurve ist ausschlieBlich die Evolvente, da die Zykloide in 
den parallel zum Mittelschnitt durch den Eingriff gefiihrten Schnitten 
ungiiustige Eingriffsverhiiltnisse liefertl66). 

Zur Untersuchung des Eingriffes sind durch Schnecke und Rad 
mehrere derartige Schnitte parallel zur Hauptebene des ganzen Getriebes 

Fig. 217. 

zu legen (Fig. 217). Die Schnittkurven im Liingsschnitt del' Schnecke 
werden am besten, wie bei Schnitt 2' angegeben, als Kreuzungspunkte 

166) Ernst, Z. d. V. d. I. 1900. 
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des betreffenden Schnittes mit belie big auf der Zahnhohe festgelegten 
Schraubenlinien erhalten oder auch, indem· man durch 0 einen Fahr
strahllegt, sein Ende nach dem Zahnkopf der Schnecke hinuberprojiziert 
und auf der Achse von der durch H'G' brw. HG gezogenen Geraden den 
dem Bogen bis zum Fahrstrahl entsprechenden Anteil x der Steigung 
auftragt und den so erhaltenen Punkt mit dem ersten geradlinig ver
bindet. FUr den hinteren Teil der den Radzahn umfassenden Schrauben
flanken sind die Schnitte in Fig. 217 an ihrem Platz gezeichnet. An 
dem vorderen Schraubengang verdecken sie sich gegenseitig zum gro
Beren Teil. 

Fur jeden dieser Schnitte sind in Fig. 218 die Zahnstangenverzah
nungen herausgezeichnetl66). T, und Ts sind der Teilkreis des Rades 
bzw. die Teilungsgerade der Schnecke, die sich in C beriihren, KL ist 
die Eingriffslinie der vorderen Flanken PS bzw. TO, HJ diejenige der 
hinteren Flanken QR bzw. UV. Urn das Gleiten der Zahne aufeinander 
zu veranschaulichen, sind die Zahnstangenflanken in gleiche Teile ge
teilt und die zugehorigen Teile der Radzahnflanken konstruiert worden. 
Fur den Mittelschnitt 0 hat man die Evolventenverzahnung mit gerader 
Eingriffslinie nach Fig. 187 zu zeichnen. Bei den anderen Schnitten 
ist das Zahnstangenprofil aus Fig. 217 gegeben, und das dazugehorige 
des Rades ist nach den allgemeinen Verzahnungsregeln (Fig. 182) zu 
bestimmen. 

Dazu ist die Richtung der Zahnstangenprofillote mit Genauigkeit 
festzulegea, was fUr einen Punkt in Fig. 217 angegeben istl67 ). Das 
Lot zu HG in einem beliebigen Punkt laBt sich ohne weiteres in der 
rechten Figur fallen, es trifft die FuBbegrenzungsebene KG im Punkt L. 
Es ist jedoch gegen die Zeichenebene urn den Steigungswinkel y der 
betreffenden Schraubenlinie geneigt, der an die Achse der Schnecke 
wo er sich in wahrer GroBe zeigt, angetragen ist, indem dort zu der 
Schraubenlinie ein Lot errichtet wird. Dieses Lot ist von der Achse 
im Abstande y urn z = y. tg Y entfernt, welche Lange in die linke 
Figur ubertragen wird, wo sie den Zentriwinkel cp Ibestimmt. Jetzt 
wird die durch L gehende Schraubenlinie von der Steigung der Schnecke 
gezeichnet, von der die rechte Figur das Stuck LM enthalt. Urn nun 
das Lot im Punkt AIA2 anzugeben, wird an OA2 der Winkel cp angetragen. 
Dann ist die ihm gegenuberliegende Seite des betreffenden Dreiecks 
die Lotlange in der linken Projektion. Ihr Endpunkt wird nach rechts 
auf LM ubertragen und damit ist auch dort das Lot im FuBpunkte Al 
bestimmt. 

Man ersieht aus den Fig. 218, daB die Zahnprofile sowohlder Schnecke 
als auch des Rades in den Seitenschnitten ganz eigentumliche Kurven 
bilden, die besonders auf der rechten Seite der Schnecke, die sich aus 
dem Rad herausdreht, stark von der Evolventenverzahnung des Mittel
Rchnittes abweichen. 

16;) V. Glinski, 1':. d. V. d. 1. 1908. 
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Tragt man die wagerechten Projektionen der verschiedenen Eingriff
strecken in die GrundriBprojektion der Schnecke in der durch die 
Schneckensteigung vorgeschriebenen Verschiebung gegeneinander ein 
und ubertdigt die betreffenden Endpunkte in den Schneckenquerschnitt, 
so ergibt sich das Eingriffsfeld 168) der Fig. 219. Der Deutlichkeit halber 
ist allerdings nur die Eingriffsflache des mittleren Schneckenzahnes in 
die Querschnittprojektion ubertragen worden. In Fig. 217 war neben 
der gebrauchlichen seitlichen Abschragung des Schneckenrades punktiert 
auch die die Schnecke weiter umfassende zylindrische Begrenzung des 
Rades angedeutet worden. Die Fig. 219 zeigt, daB dadurch das Ein
griffsfeld nur unwesentlich vergroBert wird, und die beiden letzten 
Figuren der Fig. 218 ergeben, daB die Ansatze das spezifische Gleiten 
der Flanken ganz bedeutend erhohen. Urn dieses spezifische Gleiten 
moglichst zu verringern, ftihrt man die Schnecke so kurz aus, daB der 

Fig. 219. 

letzte Teil des Eingriffsfeldes, wo es am groBten ist, nicht mehr benutzt 
wird. AuBerdem entspricht der Verlangerung des Eingriffes eine Ver
ringerung der Eingriffstiefe und umgekehrt. Die Verhaltnisse ver
schlechtern sich, je groBer der Steigungswinkel )' der Schraube ist, 
wenn nicht gleichzeitig der Verzahnungswinkel IX verkleinert wird. Die 
kleinste Zahnezahl des Rades bei a = 75° und hK = 0,3 . T ist z = 28. 

Zu beachten ist noch bei der Aufzeichnung des Eingriffsfeldes, daB 
die Eingriffstrecke der Verzahnung mindestens da aufhoren muB, wo 
sie von dem aus dem Radmittelpunkt geschlagenen Kreis tangiert 
wird 169). Daruber hinaus ist ja nach den Darlegungen S. 157 ein rich
tiger Eingriff nicht mehr moglich, und in der Nahe dieses Punktes ist 
das spezifische Gleiten bereits unzulassig groB. Man hat, insbesondere 
bei mehrgangigen Schnecken, hiernach den vorderen Teil des Eingriffs
feldes entsprechend zu kurzen, wie auch die Fig. 219 angibt, wo die 
vordere Abrundung weggeschnitten ist. Es muB dies durch Verringe
rung der Kopfhohe der Schnecke geschehen oder besser durch Ver
kleinerung des Verzahnungswinkels ex. Das gewahlte Zeichnungsbeispiel 
ist also wenig vorteilliaft. 

1st M2 das Drehmoment des Schneckenrades vom Halbmesser R, 
so kann man die urn den Schneckenhalbmesser r von der Schnecken-

16S) Stri bee k, Z. d. V. d. 1. 1897/98; Ernst, a. a. O. 
16q) Kull, D. p. J. 1906. 
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achse nach dem Rad hin verschobene axiale Kraft Q, die also im 
Punkt 0 der Fig. 217 angreift, ermitteln aus der Gleichung 

M 2 =QoRo 

Die in 0 zwischen dem Schnecken- und dem Radprofil wirkende Kraft N 
ist nun gegen die Mittelachse der Schnecke um den Steigungswinkel y 

geneigt und senkrecht dazu urn den Zahnstangenwinkel i' - tX (Fig. 220). 
Man erhalt so gemaB Formel (49) in Bd. I 

Fig. 220. 

N2 = Q2. (1 + tg2 i' + cotg2 tX)o (201) 

Bezeichnet ferner 

2:n;or on l v - ...,.--~ 
I - 600 cosy 

die Geschwindigkeit des Schneckenpunk
tes 0 und 

27T oR on2 • h 
v = - ---- 0 SIn tX 0 --

'I. 60 l 

diejenige des Radpunktes 0, in der Richtung der Zahnhohe h, wobei l 
die mittlere Lange der Eingriffstrecke angibt, so gilt nach Formel (42) 
als widerstehende Kraft in Richtung der Schneckenbewegung 

p _ floN _ wN 

I - VI + (:: r -VI + (: 0 ul 0 cos Y 0 ~ sin tX r 
und entsprechend als diejenige in Richtung der Radbewegung 

floN floN 
P2= = -C===7================~ vI+(::r VI +(~OU2° h~~SY osintXr 

In die Berechnung ist also an Stelle von fl einzusetzen ffir das Rad 

fl 
flr=-c================= -VI + (~o _~_)2 

R h cosy o sin tX 
und fur die Schnecke 

fl fl. = - 0 

VI +(! oUIo4COSyoSintXr 

Der Einfachheit halber ist hier nicht mit den an jedem Punkt 
des Eingriffsfeldes anders geneigten Teilkrii.ften d N gerechnet worden, 
sondern bereits mit ihrem Mittelwert N, dessen Lage und Richtung 
die oben angegebene ist. Der gemachte Fehler ist jedenfalls unbe
deutenrl. 
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Da nun, wie die Fig. 218 zeigen, die Eingrifflinien im allgemeinen 
nicht sehr von Geraden abweichen, so kann ohne groBen Fehler fur die 
Berechnung der Zahnreibung des Rades die fur die Evolventenver
zahnung gultige Rechnung benutzt werden. Man erhalt als Raddreh
moment 

NoR 
M2 = Q 0 R = -- - ---- ---

VI + tg 2y + cotg IX 2 

und als Reibungsmomen t gemaB der Herleitung von Formel (171) 

M 2r = ff 0 N° cos IX (2 R - i- RIO u2 + i- R 0 U I ), 

worin u1 der Fig. 188 zu entnehmen ist. Fur die Zahnstange ist RI = 00 

und u2 = 0, so daB das Produkt in unbestimmter Form auf tritt, die 

h o d W 2 0 hKI . ler en ert -1----2 anlllmmt. 
(z- cos IX) 

Unbestimmte Formen. Wenn zwei verschiedene Funktionen derselben Ver
anderlichen x, etwa fl(x) und Mx) fiir emen bestimmten Wert von x, etwa a 
ergeben fl(a) = 0 und f2(a) = 00, so ist ihr Produkt der Betrag, dem sich 
fl(a + 0) 0 f2(a + 0) bei immer kleiner werdendem 0 mehr und mehr nahert 

Da nun fl(a) = 0 ist und ebenso f 1( ) = 0, so kann das Produkt auch geschrieben 
werden 2 a 

fl(a + 0) fl(a + 0) - fl(a) 
1 :Y;(a+b) 

- ---- ----- -----

1 1 
f2-(a + 0) - f2(a)-

Bei verschwindend kleinem 0 ist nun der Zahler das Differential d 11 (x) fiir x = a 
1 

und ebenso der Nenner das Differential d 1~(Xf fiir x = a. 

In dem besonderen Fall x = a, bei dem die gegebenen beiden Funktionen 
den Wert 0 bzw. 00 annehmen, sind somit die sonst verschiedenen Ausdriicke 
auf beiden Seiten der Gleichung 

d 11 (a) 
fl(a)· f2(a) = -1--

([---
f2(a) 

(202) 

einander gleich, woraus der wahre Wert bestimmt werden kann. Hat der Quotient 
der ersten Differentiale wieder einen unbestimmten Wert, so ist noch emmal zu 
differentiieren. 0 

In entsprechender Weise berechnet man auch Ausdriicke wie oderoo. o 00 

1m vorliegenden Fall ist nach Formel (162) mit Benutzung der Beziehung 
m' Zl = 2 Rl 

u, ~Vl + ~\! :~:r -I 

also nach Ed. I, S. 105 

1 (2 hKl ,2 ) -( fCOS1X)2 0 - ----z[j - 4 hie 1 • R I 

__ 1_ '1/ (t cos ex) 2 + 2 h!} + (2 hKl)2 
i cos ex ' Rl R; 

Stephan, Technische Mechanik. II. 14 
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Ferner ist ebenso zu bestimmen (Bd. I, S. 105) 

d_ I_ 
Rl I 

dlil - Rt . 

Die Division beider Ausdriioke ergibt fur Rl = 00 

1 
1---·(+2hK1 +O) 
200So.< 2hKl 

U ·R =--- -- -------- =-----
2 1 V(fOOSo.<)2 +0 + 0- (i 0080.<)2 • 

Man erhii.lt so 

~. = ft • . cosx . [2 - h~! : (-~ COSX)2 + ~ ] . YI + tg2y + cotg2x 
II 

= fl • . cotg x . [2 - hRKl : (-$- COSX)2 + u21 1'.111 + 1 tg2y 2 . (203a) . _ + cotg t!t 

Die Seitenkraft Q. tg Y driickt den Bund der Radwelle an das Lager 
und ruft dort Spurkranzreibung hervor vom Drehmoment (Formel 65) 

M~ = ~ p,~ • Q . tgy . r2 • (1 + _rl) . 
2 , r2 

Damit wird 

M~ _ ~. ~ • .!!. . (1 + !:.l_) . tg Y 
Ma - 2 R r2 YI + tglly + cotg2x ' 

(203 b) 

worin r 1 den Wellenhalbmesser und r2 den AuBenhalbmesser des Spur-
ringes bedeutet. -

Entsprechend belastet die Seitenkraft Q. sin x die Traglager, und 
das Drehmoment der dort entstehenden Reibung ist nach Formel (57) 

M" - u". - Q- . r 
2 - /,,"2 sinx l' 

also 
(203 c) 

FUr die mit der Kraft Q belastete Schnecke ergibt Formel 198 das 
Drehmoment einschlieBlich der Schneckenreibung zu 

Us 
tg" +-:--

I sIn x 
Mlr = Q . r . -------

1 --J!:!-. tgy 
SlntX 

also, wenn durch Ml = Q. r· tg i' dividiert wird 

1 
1 + ---f!'!--- . cotg y 

smX 

1 ft. --.-·tgy 
smtX 

(204a) 



Das Schneckenrad. 211 

Die in Richtung der Schneckenachse wirkende Kraft Q belastet das 
Drucklager, das bei neueren AusfUhrungen stets ein Kugellager ist. Zu 
dem Drehmoment MIT tritt somit gemaG Formel (110) 

M~ = 0,00067 . Q. r3 , 
ro 

worin r3 den Halbmesser des Kugellaufringes und ro den der einzelnen 

Kugeln angibt. Zu dem obigen Betrag von .. ~. addiert sich also noch 
171 

M; r3 cotgex --. = 0,00067 ... . --- . (204 b) 
Ml ro r 

p~--------~--~p 

Die beiden Traglager der 
Schneckenwelle werden belastet 
durch die senkrecht aufeinander 
stehenden Seitenkrafte des Rad
druckes N Q . tg Y und Q . cotg IX , 
ferner muG das noch in die Ebene 
von Q . cotg IX fallende Drehmo
ment Q . r aufgenommen werden 
durch den Lagerdruck P am 
Hebelarm 1, dem Abstand der 
beiden Traglagermitten (Fig. 221). 
Traglagers ist demnach 

~Q'cot9t1/ §Q'cofga; 

Fig. 221. 

Die Gesamtbelastung des emen 

Q • V (! . tg Y r + (-~-. cotg IX + ~ r 
und die des anderen 

Q . V (! . tg Y r + (! -. cotg IX - ~ r 
Damit ergibt sich als dritter Addend 

~ = ;;~~d·I.l/ tg2y + (cotglX + 2l~r + V/~~-2y +(:otg:-=2t rl· (204 c) 

Wird die SchneckenweIle, wie es haufig geschieht, mit Tragkugel
lagern versehen, so ergibt Formel (107) 

M~ 0,000815 r4 IV-._-( -2r)-2// ( 2r)2l 
MI = 2.,.· tgIX . r~ 'r tg2)' + cotglX + i-- + r tg 2y + cotglX --z- \' 

worin r4 den Halbmesser des Laufringes der Kugeln vom Halbmesser r~ 
bedeutet. 

Beispiel 126. Anzugeben ist der Wirkungsgrad eines Schneckengetriebes 
von der Teilung i = 1" bei dem Verzahnungswinkel IX = 75° mit z = 30 Zahnen 
am Rade und y = 1, 2, 3 Gangen der Schnecke. 

14* 
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Der Teilkreisdurchmesser des Rades ist 

D = ~ = 30 . 25,4 = 242,6 mm. 
n Jl 

Der TeilriBdurchmesser der Sehneeke betrage 

2r = 76,6 mm. 

Somit wird 

ferner ist 

h 
tgy = 2-- - = 0,1056 bzw. 0,2112 bzw. 0,3167 , 

nor 

eotg'" = 0,268 und sin", = 0,966 , 

die KopfhOhe der Zahne im Mittelsehnitt hK = -;., der Durehmesser der Rad

aehse d1 = 50 mm, der Durehmesser des Drueklagerringes des Rades d2 = 80 mm, 
der Durehmesser der Sehneckenlager da = 35 mm, 
ihr Mittenabstand l = 230 mm, der Laufringdurch
messer des Kugeldrueklagers der Sehneeke d4 = 
55 mm, der Kugeldurchmesser do = t". 

• 4 2 0 

(f1P< 
I II 

i 

/ 1\ 
,// 

" 

. , , 
Fig. 222. 

Sehnitt 0 1 
hK2 = 0,845 0,890 

hK2= 1,045 1,100 
m 
u1 = 0,774 0,807 

hKl = 0,845 0,805 

\ 

2 

FUr das Rad von b = 70 mm Breite, dessen 
Zahne seitlieh unter 45 0 abgeschragt sind, ist 
nun an einer Reihe von Schnitten aus Fig. 222 
die Kopfhohe hK2 zu bestimmen. Es wird dann 
hK2 n d . -- = - . hK2 ausgereehnet und dafiir er FIg. 188 
m ~ 

der zugehorige Wert von U 1 entnommen, wie die 
folgende Zusammenstellung angibt. 

3 4 5 6 7 
1,045 1,26 1,60 1,55 1,10 0,62 em 

1,292 1,559 1,979 1,916 1,360 0,767 " 

0,918 1,066 1,298 1,253 0,945 0,400 " 
0,725 0,600 0,525 0,125 0 0 

Die sieh hieraus ergebenden Mittelwerte U 1 = 0,935 und hKl = 0,45 em, 
hK2 = I,ll em sind in die Formel (203) einzusetzen. Als mittlere Eingriffslange 
wird l = 1,6 . ~ gesehatzt. 

Die Reibungsziffer .. zwisehen der Stahlsehneeke und dem Phosphorbronzerad 
werde bei Laufen im Olbade zu fh = 0,045 angenommen, die Reibungsziffer der 
Lager zu ft~ = fl~' = 0,02. Damit ergibt sieh fiir die eingangige Sehneeke 

0,045 
fl, = -- -_ _ _ _ _ _ "-' 0,045 , 

- / (766 - 111 1 1)2 VI + 2~,26' 1,6-:-2;54 • 30 . 0,966 . (1 + 0,10562) 

f t , = 0,045 ex> 0,000133, 
lit + (24,26 .1,6 ·2,~. 30. 0966)2. __ I. 
r 7,66 I,ll ' 1 + 0,10562 

entspreehend fUr die zweigangige 

fl. CXl 0,045 und fl. '" 0,000271 , 
fUr die dreigangige 

fl, ex> 0,045 und fly ex> 0,000418 . 
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Es ergibt sich so fur y = 1 

M 2r _ • ( _ ~!5____ ~9~) . . 1 /~ _0.].0562 _ '" 0 
-M~- - 0,000133 .2 24,26 .0,0672 + 2 0,268 V + 1 + 0,2682 ' 

wie nach den DarIegungen S. 50 zu erwarten war; auch fur y = 2 und 3 bleibt 
der Betrag verschwindend klein. 

Fur die Spurkranzreibung des Rades wird bei y -= 1 

M~ _ 0,~~-9 . (1 _5_) . 0,1056 00005 
M2 - 2·24,26 . + 8 111 + 0,10562 + 0,2682 = , 

und bei y = 2 und 3: 0,0011 bzw. 0,0016. 
FUr die Traglagerreibung des Rades erhalt man 

Mi 0,02 5,0 0 0043 M; 0,M6 . 24,26 =, . 

FUr die Schnecke liefert Formel (204a) bei y = 1 

0,045 
1 + O~966--;-0,1056 
1 - ~::-~ . 0,10;-

1-,439_ = 1445 
0,995 ' 

entsprechend bei y = 2 den Wert 1,228, bei y = 3 den Wert 1,115. 
Hierzu kommt der EinfluB des Kugeldrucklagers mit 

M; 0,00067 . 5,5 
M; 0~1056--:-6;9g-;-3,85 = 0,0096 

bzw. 0,0048 bzw. 0,0032 

und der der Traglagerreibung 

M;' = O,~· 3,5_. rl/~,05282 + (0,134 + 3,~3) 2 + 1 /0,0528 2 + (0,134 _ ~'~~) 2] 
M1 7,66·0,1056 23,0 V· 23,0 

= 0,0318 bzw. 0,0183 bzw. 0,0144 . 

Wenn nun aile Betrage addiert werden, wird 

fury=l: 
1 
-- = 1,489, 
1) 

also 1) = 0,673 , 

1 
1) = 0,796, " y=2: --- = 1,257, 

" 1) 

1 
1) = 0,878. 

" y = 3: - = 1,139, 
1) 

Der heute gebrauchliche Ersatz der Schneckengleitlager durch Kugeilager 
verbessert zwar den Wirkungsgrad, aber nicht erheblich. 

Die Rechnung setzt giinstige Eingriffwerhaltnisse voraus, die bei der an
genommenen KopfhOhe nicht uberail erfullt sind (vgl. S. 207). 

Gemessen wurde 170) fur die dreigangige Schnecke bei Voilbelastung und 
VI = 2,9 m/s~ 1) = 0,85. Hierbei war infolge der Eingriffsmangel im Dauer
betrieb die Oltemperatur in dem Schnecke und Rad umgebenden qehause uber 
die Lufttemperatur um 85 ° gestiegen. Am giinstigsten ist 168) die Oltemperatur 
t"", 60°. 

Sorgfaltige Bearbeitung und richtiger Entwurf bewirkt tatsachlich eine Er
hohung des Wirkungsgrades. So wurde fiir ein anderes Schneckengetriebe mit 

170) Bach und Roser, Z. d. V. d. I. 1903. 
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Fig. 223. 
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0,9 

.. . y 3 
dem Ubersetzungsverhaltms -Z- = 70 

und der Teilung T = 1,3 . :n; em bei 
n1 = 720 Umdrehungen in der Minute 
'7 = 0,874 bestimmtl71). 

Den HaupteinfluB auf den Wir
kungsgrad '7 hat die Sehraubenrei
bung, dagegen versehwindet die 
Zahnreibung infolge der hohen 
Sehraubengesehwindigkeit vollstan
dig. Wie daran die Werte tga und !t, 
beteiligt sind, zeigt die Auftragung 
der Fig. 220. Der Wirkungsgrad 
steigt bei weiterer ErhOhung des Stei
gungswinkels )' nur noeh wenig an. 

Beispiel 127. Zu bestimmen ist 
der Wirkungsgrad des in Fig. 224 
skizzierten Sehneekenflasehenzuges. 
Es ist die Belastung Po = 2000 kg, 
der Halbmesser der KettennuB ro = 
5 em, die Teilung von Rad und 

Sehneeke T = 1", die ganze Zahnhohe h = 0,7 . r, die Kopfhohe h K = 0,3 . I, 

die Anzahl der Radzahne z = 28, mithin der Raddurehmesser 

Fig. 224. 

D - z_· I _ 28 '2,54 226 
- - ex:> , ern, 

;r :JT 

die Anzahl der Sehneekengange y = 2, der Teil
riBhalbmesser der Sehneeke r = 2,2 em, mithin die 
Sehneekensteigerung 

h 2'2,54 
tg)' = 2", . r = 2~2~2' = 0,367 , 

der Zapfendurehmesser· der Radwelle d1 = 4,0 em, der 
Wellendurehmesser an der Sl?urkranzstelle d2 = 5,0 em, 
der Wellendurehmesser der Sehneeke d4 = 2,5 em 
bzw. d4 = 1,5 em, der Spurkranzdurehmesser der 
Sehneekenwelle d, = 3,5 em, der Abstand der beiden 
Lager l = 22 em, der Durehmesser des Handketten
rades Dl = 32 em, der Zug daran P1 "", 36 kg. Als 
Reibungsziffer werde wegen der Sehmierung dureh 
Starrfett und nieht ganz sauberer Bearbeitung dureh
weg fl = 0,08 eingesetzt. 

Mit dem Verzahnungswinkel a = 70° 10', also 
eotga = 0,360, sina = 0,941 erhalt man, wenn noeh 
gesehatzt wird, die mittlere Eingriffslange zu 1,6' T 

und U 1 C'-O 1: 

171) Schomburg, D. p. J. HJl3. 
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Damit wird mit dem Mittelwert von hKl "'" 0,2' T 

,-----

M2 ( 0,2 . 2,54 . 4 0)' 'I 0,367 2 0004 
M~ = 0,0113'0,360' ,2 - -11,3'0,112- + 0,5 . / + f+3;3602 =, , 

1l!i = 0,~8 ·5. (1 + ~') . 0,367 _ _ = 0,005. 
M2 2 . 22,6 5 Jll + 0,367 2 + 0,3602 

Die Traglager des Rades sind belastet durch die Last t Po in lotrechter Rich
tung und die Kraft 

Q _ M _lPo 'To 
sin-~ - R· siniX - R . SiniX 

senkrecht dazu. Die Zusammensetzung ergibt die Mittelkraft 

P 2 =}. Po' 1 ~-~--(R .T:~J2 = 1000 'I'~-+ (22,~~94Si = 1027 kg, 

somit wird 

:iH"~ = ~,~ 1027 ~ = 0 033 
M2 1000·5 ,. 

Fiir die Schnecke ist 
1 ~,0792. 2 73 

Mv + 0,941 ' 
M- 00792 = 1,269, 

11--'---·0367 
0,941 ' 

1l!; = 0,08_'~ ·~,73. (1 + 2,5) = 0,149. 
MI 2,2'4 3,5 

FUr das schwachere Traglager gilt 

M;' = ~,08· 1,5 .1 0 18352 + (0 134 _ 2,2)2 = 0014 
M I 2 . 2,2 . 0,367 ' , , ' 2,2 " 

fiir das starkere, das noch durch den Zug PI der Handkette belastet wird, 

~'( = _ ~08 . 2,5 '1 1 '0 18352 + (0 134 + 2,2 + 3~~22,6) 2 = 0 049 
M I 2'2,2'0,367' , 22 1000·5 ' 

Die Addition liefert nun 
1 
-- = 0,004 + 0,005 + 0,033 + 1,269 + 0,149 + 0,014 + 0,049 = 1,523 , 

1J 
also 

17 = 0,657 • 

Hiermit erhalt man aua der Gleiehung 

1 1 1 Y ----- • PI • Dl = -' Po • To • - • --
2 2 1J Z 

PI = -- 2~0_· 5 ~ -' 1,523 = 34 kg 
32· 28 . 

nur unerheblich von der obigen Schatzung abweiehend. 
Bei dem ermittelten Wirkungsgrad ist die Vorrichtung nieht selbstsperrend. 

Um nun die notwendige Selbstsperrung hervorzurufen, ist ein kegelformiger 
Druckring vom mittleren Durehmesser d6 = 6 em mit der Neigung fJ = 45° an
geordnet, der bei der ersten Riickwartsbewegung der Last von einer Sperrklinke 
festgehalten wird172). 

172) Becker 1880. 
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In dem Fall faUt der Betrag J1f~ = 0,149 weg und dafiir tritt an dem min
I 

destens schlecht, am besten gar nicht geschmierten Reibkegel, fiir dcn als geringste 
Reibungsziffer (Ia = 0,14 angesetzt wird, 

jfL = 0,14-,-~ ;'i'_~ . 1 414 = 0736 
MI 2,2' 2 ' ,. 

AuBerdem andert sich die Belastung der Traglager der Schnecke, und es wird 
mit Pl C'V 10 kg Kettengewicht 

M;' _ 0,08' 1,5 .1/----2--(~-1;_ 2,2)2 _ 0022 
Ml - -2-:-2~2 . 0,367 - 0,1835 + , 3 + 22 - , 

bzw. 

Mi' = --<>,08---,-2,5 __ . Vo 18352 + (0 134 _ 2,2 + !~_._ 22,~)2-= ° 025 . 
M l 2·2,2·0,367' , 221000·5 ' 

Somit wird jetzt 

1 = 0,004 + 0,005 + 0,033 + 1,269 + 0,736 + 0,022 + 0,025 = 2,094. 
'I 

Damit ist also soeben Selbstsperrung erzielt worden, denn man hat jetzt r/ = 0,478. 

Ehe die Eingriffs- und Abnutzungsverhaltnisse der Schnecken ge
nauer untersucht waren, glaubte man die Abnutzung durch eine groBere 
Anlage£lache verbessern zu konnen, indem man die Schnecke dem Rad
umfang genauer anpaBte. Man erhielt so die Globoidscbnecke 173 ) 

nach Fig. 225. Sie entsteht dadurch, daB der die Zahnliicke der Schnecke 
ausarbeitende Fraser im Kreise aus dem Radmittelpunkt schwingend 
durch den Schneckenkorper bewegt wird, wahrend er sich mit ent
sprechender Geschwindigkeit um seine Achse dreht. 

In demMittelschnitt II liegen samtlicheRadzahne an den Schnecken
zahnen auf der ganzen Lange an, aber nicht in den seitlichen Schnitten, 
von denen nur :lwei, I und III, gezeichnet sind. In ihnen findet nur ganz 
am Angang der Schnecke Beriihrung statt, wahrend von da ab bis zum 
Ende der Abstand immer groBer wird. Das Eingriffsfeld reicht nur vom 
vorderen Teil der Schnecke bis zur Mitte, und die durchgehende Be
riihrung im MitteJschnitt besteht nur aus einer ausspringenden Kante 
in der Mitte der Radzahnflanke 174). Sie entsteht beim Frasen des Rades 
mit einem der Schnecke gleich geformten Fraser, indem die einzelnen 
Schneidkanten dieses Schneckenfrasers je unter verschiedenen Steigungs
winkeln immer durch dieselbe Linie in der Mitte der Radzahnflanke 
hindurchgehen. Die verschiedenen Steigungswinkel ergeben sich wieder 
durch den wechselnden Durchmesser der Schnecke; sie sind am kleinsten 
an den Enden der Schnecke und am groBten in der Mitte. ,Die Radial
projektion auf den Radzahn mit den entsprechenden Schneckenzahn
flanken zeigt die rechte untere Figur der Fig. 225. 

Eine wesentliche Verbesserung bildet das Lorenz-Getriebe175), 

dessen Radzahne mit zwei einfachen Schneidestahlen ungefahr in Form 

173) Leonardo da Vinci, nach Pekrun, Z. d. V. U. 1. 1912. 
174) Lindner, Z. d. V. d. 1. 1902. 
175) Maschinenfabrik Lorenz in Ettlingen, 1893; Lindner, a. a. O. 



Das Schneckenra.d. 217 

"'< 
\ 

J I I 

'" I 
~ \ I 

~ \ I 
I 

" ~ 
~ 

\ 

\ 
\ . 

~ \ \ >ci 
C'l ~/ C'l .!ll I 
bb I 

\ 
I 

ff; I 
"'< 

~ 

... ~ 

'\ 
" 

, 

"" 
\:! 

/ 

~ 



218 Das Schneckenrad. 

der Globoidzahne hergestellt werden. Die Schnecke wird durch ein 
besonderes Schneideverfahren den Radzahnen angepaBt. Eine Dar
steHung des Eingriffes der Lorenz-Schnecke gibt die Fig 226 wieder 
mit den Schnittebenen I, II, III. Zum Vergleich sind die entsprechenden 
Steigungslinien der Globoidschnecke ebenfaHs eingetragen. Ais erzeu
gende Schneidlinie wird der Schneckenhalbmesser bei Zahn 8 gewahlt, 

- ..... -.. Zohl112 
ZoimB 

Fig. 226. 

der nach der Mitte iibertragen, dort den iiblichen Winkel von 15 ° (bis
weilen auch 20°) mit der Achse bildet. 

Es zeigt sich nun bei der Dbertragung nach der Mitte eine gewisse 
Dberschneidung mit der Globoidflache, und die Schraubenflache ist urn 
das MaB dieser Dberschneidung zuriickzusetzen, wie die Fig. 226 er
kennen laBt. 1m Mittelschnitt II beriihren sich Bur noch die heiden 
auBersten Zahne 8 und 12. Der rechte Endzahn 8, der in seiner Flanke 
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die Schneidlinie enthiilt, gleitet naturgemiiB mit ihr uber die Radzahn· 
flanke der ganzen Breite nach hinweg. Zugleich legt sich der Radzahn 
mit seinen Randstreifen vorn und hinten beriihrend an den Schnecken
zahn an, und dazwischen weichen die Zahnflanken nur unmerklich von
einander ab, so daB praktisch - mit Rucksicht auf die eingeschlossene 
Schmierschicht - fast volle Fliichenberiihrung besteht. Der Eingriff 
verliiuft von dort aus weiter hinter der Mittelebene des Rades, und zwar 
in Linienberuhrung, jedoch mit ziemlich sanfter Anschmiegung der 
Fliichen. Er geht bis ans Ende der Schnecke, wo er in der Mittelebene 
aufhOrt. 

Der Wirkungsgrad einer dreigangigen Lorenzschnecke mit einem 
33 zahnigen Rade ist bei Vollbelastung zu 1J = 0,88 bestimmt worden 174), 

wobei die Schneckenwelle mit etwa 920 Um
drehungen in der Minute lief und die Tem
pera tur des im Kasten befindlichen DIes 67 0 

betrug. 
Eine tlbertragungdes Grissonschen Grund

gedankens auf die Schnecke bildet das Pe
krungetrie be 176). Auf radialen Zapfen 
vom Halbmesser rs sitzen auf dem Rad
umfang gehiirtete Rollen vom Halbmesserrs , 
die nur mit einer Mantellinie am Mittel
schnitt der Schnecke anliegen (Fig. 227). 

FUr den Wirkungsgrad gelten die For
mem (203) und (204). Die ersteren mit der 
Abiinderung, daB an Stelle des kleinen fir Fig. 227. 
der volle Betrag von fi einzusetzen ist, da 
die Rollen senkrecht zur Radbewegung nicht gleiten. Ferner ist darin 
fUr u das kleinstmogJiche tlbersetzungsverhiiltnis der Verzahnung im 
Mittelschnitt zu nehmen, wobei hK2 jetzt die halbe Hohe der Rolle an
gibt. Fiir die auf der Schnecke laufenden Rollen gilt nach Fig. 228 

Q. cosY' f + P2 . Q . rs = Q . siny . r6 

und fur die Schnecke 

siny 
M =Q·r·-. 

1 cos y 

Man erhiilt hieraus als Ersatz der Formel (204 a) 

- = -. ,. cotgy +~.- . Mn I ( 1-'2-rS) 
Ml r6 smy 

Fig. 228. 

Hierin ist y der mittlere Steigungswinkel der Globoidschnecke. 

176) Coswiger Maschinenfabrik in Coswig; Pekrun, Z. d. V. d. 1. 1912. 
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15. Die Rolle, Seilsteifigkeit. 
Wird ein tiber eine festgelagerte Rolle geschlagenes Seil an dem 

einen Ende mit der Last Q belastet und am anderen Ende mit der be
liebig gerichteten Kraft P gezogen, so gilt, wenn vorlaufig von allen 
Widerstanden abgesehen wird, die Momentengleichung in bezug auf die 
Rollenachse (Fig. 229) 

P·r=Q·r, also P=Q. 

Bei der festen Rolle ist die Zugkraft gleich der Last. 
Der Lagerdruck N muB den beiden Kraften P und Q das Gleich

gewicht halten. Seine Wirkungslinie geht demnach durch den Schnitt
punkt der Wirkungslinien der beiden Seilkrafte, und seine GroBe wird 

p 

- ---- } 
- -

Fig. 229. Fig. 230 .. Fig. 231. 

durch das parallel zu den drei Wirkungslinien gezeichnete Kraftedreieck 
bestimmt. Nur, wenn P und Q parallellaufen, wird N = 2 Q, und seine 
Wirkungslinie ist dann nattirlich ebenfalls parallel zu den der beiden 
anderen Krafte. 

Die feste Rolle andert also an den Kraftverhaltnissen nichts. Sie 
dient dazu, die Richtung der Zugkraft in zweckentsprechender Weise 
zu andern. 

Wird die Anordnung so getroffen, daB die Last Q an der Rolle an
greift, wahrend das eine Ende des Seiles festgemacht ist und am anderen 
die Zugkraft P wirkt (Fig. 230), so besteht ebenfalls nur dann Gleich
gewicht, wenn die Wirkungslinien der beiden Seilspannkrafte P und S 
und die der Last Q sich in einem Punkt schneiden. Das ist nur in dem 
Fall moglich, daB beide Spannkrafte mit Q denselben Winkel1X bilden. 
Aus der Momentengleichung in bezug auf die Achse der Rolle folgt 
wieder wie oben P = S. Damit ergibt das an die Fig. 230 heran
gezeichnete Kraftedreieck 

p= !Q . 
cos x 

(205) 
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Erfolgt der Zug P parallel zur Last Q (Fig. 231), so erhalt man 
sofort P + S = Q, also 

P=iQ· 
Bei der losen Ro1le ist die Zugkraft gleich der Halfte der Last, wenn 
beide Krafte parallel sind. 

Urn die Last Q der Strecke h zu heben, ist einerseits das feste Seil
trum urn die Lange h zu kiirzen, andererseits auch das lose urn dieselbe 
Strecke anzuziehen. Da die Kiirzung des ersteren nur durch Hinweg
ziehen unter der Rolle stattfinden kann, so ist das lose Trum urn 2 h 
anzuziehen. Man bemerkt, daB das Produkt aus Kraft und Hubhohe 
unverandert geblieben ist: 

Q. h = -~Q. 2 h. 

Oft werden die feste und die lose Rolle miteinander verbunden 
(Fig. 232). 

Beispiel 128. Anzugeben ist der Weg, den die Mitte der losen Rolle eines 
Kranes besohreibt. 

In Fig. 232 bezeiohnen a und b die senk
reohten Abstande des Befestigungspunktes A des 
Seiles und des Beriihrungspunktes B an der festen 
Rolle. Man erhalt dann in bezug auf die um i a 
bzw. i b gegen A und B versohobenen Bezugs
aohsen aus den ahuliohen Dreieoken mit dem 
Spitzenwinkel IX 

x-i b _ x+i b 
-ia - r - y -1a - r +y 

oder als Produktengleiohung gesohrieben 

(x - !b)· (ia -r+y) = (x+lb) '(ia-r -y), 

woraus duroh Auflosen der Klammern folgt 

x' y =!b· (ta - r). 

Ein Vergleioh mit Formel (86b) lehrtl77 ), daB 
der Lastangriffspunkt sioh auf einer gleiohseitigen 
Hyperbel bewegt. 

1m vorstehenden sind die Seile oder 
Gurte ala vollkommen biegsam angenommen 
worden. In Wirklichkeit setzen sie jedoch 

11 
Fig. 232. 

jeder Kriimmung einen gewissen Widerstand entgegen, so daB ein auf 
eine Rolle auflaufendes Seil nicht plotzlich aus der geraden Linie in die 
Kriimmung vom Halbmesser r iibergeht. Die Kriimmungsanderung 
verteilt sich vielmehr auf eine gewisse Strecke, und das untere Ende des 
Seiles bleibt infolgedessen seitlich urn den Betrag e von der Beriihrungs
stelle entfernt (Fig. 233). Beirn Ablaufen erfolgt der Ubergang aus 
der Kriimmung in die gerade Linie ebenfalls wieder allmahlich,. so 
daB bei ganz oder nahezu gleichen Seilkraften P und Q das gerade 

177) Sohaefer, D. p. J. 1909. 
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Seilende unter dem gleichen Winkel rp und um denselben Betrag e 
naher an die Rollenmitte heranrtickt. 

Gemessen wird der Biegewiderstand bei geringer Geschwindig
keit, indem man den Gurt oder das Seil tiber eine Scheibe legt, deren 
Achse auf der wagerechten glatten Ebene rolit, sobald das Drehmoment 
von P das von Q ftberwiegt178 ). 1m Grenzfall des Gleichgewichtes 
gilt also 

p 

P . (r . cos (p - e) = Q . (r . cos rp + e), 

mithul 

und nach 

P 

Q 

e 
1 +-----

r' cosrp 
e 

1---
r' cosrp 

Ausftihrung der Division 

P = Q . (1 +_~_e ), 
r . COS(P 

(206) 

Fig. 233. 
da die weiteren Glieder verschwindend klein werden. 

Der Betrag Q . :2 e heiBt der Biegewiderstand des Seiles oder 
Gurtes. r . cosrp 

Fiir sechslitzige Drah tseile von der Starke 8 cm im Kreuzschlag, wo also 
die Litzen nach der entgegengesetzten Seite gewunden sind wie die Drahte in 
den Litzen, istl79 ) auf der Rolle vom Halbmesser r em bei Belastung dureh Q kg 

2e 
60 
Q + 0,5 
____ .82 

r-5 ' 
(207) 

r . cosq' 

und zwar ist die Schmierung des Seiles ohne EinfluB darauf. 
Bei Han fs e i len istl8D ), je naehdem sie lose oder fest 181) gesehlagen sind, 

i. M. 

2 e 1 8 2 

r -;-cos rp CXl 10' r bzw. 
8 2 

0,13' -".- (20S) . 

Bei Gurten ist aus den S. 240 er6rterten Griinden eine gewisse Abhangigkeit von 
der Gurtgesehwindigkeit festgestellt worden182). Tragt man die Messungsergeb
nisse in logarithmischen Koordinaten auf, so ergibt sich mit guter Annaherung 
fiir genahte Tuchgurte aus Baumwolle oder Hanf 

2e 8 I ----- = 2,68 . . v' e 
r . cos,/, r' (209) 

178) v. Hanffstengel, Z. d. V. d. 1. 1913. 
179) Hirschland, D. p. J. 1906. 
'180) Grashof, Theoretisehe Maschinenlehre, Bd. II, 1877/81. 
181) Redtenbacher, Der Maschinenbau, 1862/65. 
182) v. Ha nffstengel, Mitt. d. V. d. I. iiber Forsehungsarbeiten Heft 145, 

1913. 



Die Rolle, Seilsteifigkeit. 223 

worin die Gesehwindigkeit v in m/sk einzusetzen ist. Ftir aus 8 Baumwolltueh
lagen von je 0,10 em Starke zusammengeklebte Balatagurte mit einer Balata
deeksehieht auf der einen Seite ist 

2 e ( 8 ) 1.37 -'_ 
- -~~-- = 1,61' -- . v' , 
r'eos<r r 

(210) 

ftir aus 8 Baumwolltuehlagen von je 0,10 em Starke zusammengeklebte Gummi
gurte mit beiderseitiger Deeksehieht von Gummi ist 

_~ = 1,07 . (~)J'" . v1 • (211) 
r' eos'l' r 

Die Versuehc und lformeln decken das Gebiet 

0,015 > -~- > 0,050 und 0,2 > v > 4 mjsk. 
r 

Ftir einfache Ledertreibriemen gewohnlieher Gerbung kOnnte man hiernaeh 
ctwa sehatzungsweise setzen 

~ = 2,6 (~)1'2 • v+ , 
eostp r 

womit ein Einzelversueh des Verfassers ungefahr tibereinstimmt. 

Bei Gliederketten ruft die Reibung der einzelnen Kettenglieder 
aneinander dieselbe Erscheinung hervor. 

Je naehdem die Kette gesehmiert ist oder nieht, gilt etwa 180) bei der Ketten
eisenstarke 8 

2 e = 0,1 ~ bzw. 0,15 ~ . (212) 
r'oostp r r 

Bei Gelenkbolzenketten mit dem Bolzendurchmesser d ist 
unter der Kettenzugkraft Q das Moment der Zapfenreibung gemiW 
Formel (57) 

M=!·ft·Q·d. 
Um also die Biegung der Kette beim Auflaufen auf die Scheibe vom 
Halbmesser r hervorzurufen, ist die Zusatzkraft 

Q' = ~ = ft . Q • ~ 
r 2r 

notig. Beim Ablaufen von der Scheibe ist die Biegung wieder ruckgangig 
zu machen, also ein gleiches Moment aufzuwenden. Demnach gilt ffir 
die Zugkraft P auf der Gegenseite der Scheibe 

P = Q + 2 Q' = Q. (1 + ft· -:) . (213) 

FUr gut geschmierte Stahlbolzenketten ergeben die Verauche 182) 

,II = 0,10-;-0,11 , 

ftir gut gesehmierte Treibketten, die roher gearbeitet sind, 

,tt = 0,13-;-0,15 . 

Die niedrigeren Werte getten fiir groBe Ketten, die hOheren ffir kleine. 
Zu beaehten ist, daB bei den Stahlbolzenketten daa SehmierOl aus den nieht 

mit Sehmiernuten versehenen Auflagerflaehen sehr bald herausgedrtiekt wird. 
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Die Reibungsziffer steigt gleichma.Big in It Stunden auf das Doppelte, um sich 
dann einem das 2,4fache des oben angegebenen bildenden Grenzwert zu nahern, 
der in 3 Stunden erreicht wird. Bei den Treibketten wird der das 1,5fache des 
angegebenen betragene Endwert erst nl1ch etwa 5 Stunden erreicht, da hier das 
Schmierol nicht einfach herausgedriickt werden kann. 

Man hat die Seil- und Riemensteifigkeit bisher nur fur den Um
fassungswinkel x = 180 0 untersucht. Es liegt kein Grund zu der An
nahme vor, daB sich bei kleinerem Winkel x erhebliche Abweichungen 
einstellen, solange der Winkel so groB bleibt, daB die ausreichende Lange 
fur die Ausbildung der Wolbung sowohl auf der Au£Iauf- als auch auf 
der Ablaufseite vorhanden ist. Wie sich die Sache bei der kurzen Be
ruhrung von Transportbandern oder Drahtseilbahnzugseilen mit ihren 
Tragrollen gestaltet, ist unbekannt. 

Bei halbumspannter Rolle erfahren die Rollenzapfen vom Halb
messer r1 den Druck P + Q (Xl 2 Q. Das hierdurch verursachte Zapfen
reibungsmoment ist gemaB Formel (57) 

M = ft1 . 2 Q. r1, 

und die zu seiner tJberwindung am Rollenhalbmesser r erforderliche 
Kraft wird 

M r 1 PI =-- = 2 . ftl . Q . - . 
r r 

Um sie ist der oben ermittelte Betrag von P noch zu erhohen, und 
man erhalt so 

( 2 e rl) 
P = Q. 1 + ;:-'costp + 2ftl • r . 

Der Wirkungsgrad der Rolle folgt demnach aus 

G 

Fig. 234. 

I 2 e r1 
--- = 1 + -~- + 2ftl '-. 

1) r' costp r 
(214) 

Die Vereinigung von mehreren festen und losen 
Rollen nennt man einen Flaschenzug. 

Die einfachste Zusammensetzung der Art ist die 
in Fig. 234 wiedergegebene. Man hat sofort 

Q' = 1_ . (Q + G) • _~ , 
2 'Yj 

Q" = ~ . (Q' + G) • ~ , 
2 'Yj 

Q'" = ! . (Q" + G) . ~ , 

P = Q""~' 
'Yj 
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Durch Riickwiirtseinsetzen ergibt sich leich t bei i losen Rollen 

p = . Q. + ~. [1_1 )+ (_1 )2 + ... + (_1 )i] . 
2"rJ'+1 17 \2rJ 2rJ 2rJ 

Der Klammerausdruck ist eine geometrische Reihe mit dem Anfangs

glied a = -!- und dem Quotienten q = -2~' Die Summe einer solchen Reilie 
211 II 

von i Gliedern stellt sich dar als 

I = a + a . q + a ' q2 + a ' q3 + . , , + a . q' - J , 

Ohne weiteres ergibt sich 

q , ~ = a ' q + a . q2 + a ' q3 + ' .. + a ' qi , 

Durch Subtraktion beider Reilien folgt 

(q - 1) , I = a' (q' - 1) , 
also die Summe 

qi -1 
~=a'--, 

q-l 

Damit erhiilt man schlieBlich 

( 1)2 (1 )i+2 
P = 2 Q ' (_I_)i+1 + 2 G, 2;J - ~ 

,2rJ 1 __ 1_ 
2rJ 

(215) 

(216) 

Man entnimmt der Fig. 234, daB wenn die Last Q um eine Strecke h 
gehoben wird, die Kraft Q' bereits um 2 h wand ern muB und Q" um 4 h, 
Q'" um 8 h, also allgemein P um 2i , h, ~~~~~ 

Aus diesem Grunde heiBt die Anordnung "'" 
Potenzflaschenzug. Er ist im allgemeinen 
praktisch unbrauchbar und wird nur bei ein
zelnen Aufziigen zur Hubverminderung des 
die Stellung des Fahrkorbes anzeigenden 
Seiles benutzt. 

Beispiel 129. Der Hubanzeiger eines Lasten
aufzuges von 1£ = 18 m Hubhohe Boll nur etwa 
1£1 = t m Lange erhalten, Wieviel lose Rollen sind 
dem Potenzflaschenzug zu geben. 

Aus dem Zusammenhang 1£ = 2' . 1£1 erhalt man 

alsoi"",5 

und damit 

1£ 18 
2'=-=-=36, 

1£1 0,5 

1£ 18 
1£1 = 25 = 32 = 0,5625 m. 

Der Wirkungsgrad hat hier kein Interesse, 
Der gewohnliche Flaschenzug besteht 

aus zwei Flaschen, worin die Rollen meistens 
auf derselben Achse nebeneinander angeordnet Fig. 235. 

S t e p han, Technische Mechanik. II. 

p p 

Fig. 236. 
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sind, bisweilen aber auch auf verschiedenen Achsen untereinander 
(Fig. 235 und 236). 

1st die Zugkraft im letzten Seiltrum P, so ist die im vorhergehenden 
kleiner: p' = p. fJ, <lie im zweiten wieder entsprechend kleiner: P" 
= p' . fJ und so fort, wobei 1] wieder den Wirkungsgrad einer Rolle 
angibt. Bei insgesamt i Rollen ist die Spannkraft im ersten Seiltrum 
P(9 = P • fJi. Samtliche Seile, abgesehen yom letzten, an dem die 
Zugkraft P angreift, tragen zusammen die Belastung Q + G, worin G 
das Gewicht der unteren Flasche angibt. Es ist also 

p' + P" + P'" + ... + P(i) = Q + G 
oder 

p. (fJ + 1]2 + 1]3 + ... + fJi) = Q + G. 

Die Summe der geometrischen Reihe ist nach Formel (215) zu be
stimmen, man erhaIt so 

(217) 

Sieht man yom Rollenwiderstand ab, setzt also fJ = 1, so werden 
aIle p' einander gleich. Die Grundgleichung lautet dany! 

i· Po = Q + G, 
woraus sich ergibt 

Fig. 237. 

Q 

P _Q+~ 0- . 
~ 

(218) 

Der Gesamtwirkungsgrad des gewohnlichen 
Flaschenzuges ist demnach 

Po rJ 1 - 1]i 

11:s= P = i' 1 - 1] , 
(219) 

worin fJ derjenige jeder einzelnen Rolle ist. 
Man entnimmt den Fig. 235 und 236 ohne 

weiteres, daB zur Hebung der Last Q um die 
Strecke h die Kraft P das letzte Seiltrum um 
die Strecke i· h herausziehen muB. 

Beispiel 130. Fiir einen Speieherkran mit der 
Hoehstbelastung Q = BOO kg einsehlieBlieh Haken und Gegengewieht 
und der Hubhohe h = 24 m steht aus ortliehen Grunden nur die 
HubhOhe hl = 1,5 m des Wasserdruekkolbens zur Verfugung. Das 
Zugseil, bestehend aus 6· 7 Drahten von 1,5 mm Starke hat den 
Durehmesser 8 = 1,4 em, die zugehorigen Rollen haben den Durch
messer D = 60 em, die Nabenb~hrung der Rollen ist d = 7,5 em. 
Anzugeben ist die erforderliehe Obersetzung des zwisehengesehalte
ten Flasehenzuges und die groBte im Lastseil auftretende Spannkraft_ 

Die Ubersetzung folgt sofort aUB 

h 24 
--= -= 16. 
hl 1,5 
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Wenn schatzungsweise vorlaufig der Mittelwert der Seilspannkraft zu noo kg 
angesetzt wird und die Reibungsziffer der Nabe zu P = 0,06, so ergibt sich der 
Wirkungsgrad einer halbumschlungenen Rolle aus den Formeln (214) und (207): 

60 --- + 050 
1 = 1 l!~00 ~~'_'142 2'006. 7,5 
II + 30-5 ' + , fiO 

= 1 + 0,0435 + O,0lf5 = 1,0585, 
mithin 'I = 0,945 . 

Fiir eine viertelumschlungene Rolle 
erhalt man entsprechend aus 

1 ,-
~ = 1 + 0,0435 + 0,015 . ! . V2 
Y/ 

= 1,0541 
') = 0,950. 

Damit wird fiir den in Fig. 237 
mit den beiden Ablenkungsrollen 
dargestellten Flaschenzug nach 
Formel (219) 

= ~,94~ . ! - 0,-~~516 . 0 9502 

Y/~: 16 1 - 0,945 ' 

= 0,572, 

in Ubereinstimmung mit den 
Messungsergebnissen 183), und die 
groBte Seilspannkraft 

Q 800 
Qmax = Y/::; = 0:-572 = 1400 kg. 

Beispiel 131. Ein ameri~ 
kanischer Schaufelbagger 181) nach 
Fig. 238 von 1,9 m3 Inhalt solI 
durch den Flaschenzug die Kraft 
Q = 30 t auf die Schaufel aus~ 
iiben. Die Zugkette hat die Eisen~ 
starke 8 = 3,2 em, den Durch~ 
messer D der RolIen enthalt die 
Skizze, die zugehorigen Achsen 

D 
haben den Durchmesser d <Xl "6 . 
Anzugeben ist die auf die Winden~ 
trommel ausgeiibte Zugkraft P. 

Fiir eine ziemlich trockene 
Kette ist der Wirkungsgrad, wenn 
die Zapfenreibungsziffer bei dem 
mit vielen Unterbrechungen ar
beitenden Betrieb und maBiger 
Schmierung zu PI = 0,08 ange
nommen wird, gemaB den For~ 
meln (212) und (214) 

183) Eilert, Z. d. V. d. 1. 1910. 
184)Richter, Z. d. V. d.1. 

1907. 
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bei den halbumspannten RoUen 
1 3,2'2 1 
~ = 1 + 0,15 . --70- + 2'0,08 . -6 = 1,0162 : '11 = 0,984, 

bzw. mit D = 37,5 em ~ = 1,0283: 'fi1 = 0,973, 
'II 

bei den viertelumspannten Rollen 

1 32·2 1 I/i 
~I-; = 1 + 0,15 . --h,:c + 2 . 0,08 '6 . r -2 = 1,0154: 172 = 0,985 , 

bei den aehtelumspannten Rollen mit sin 22t O = 0,383 

1 3,2'2 1 
'73 = 1 + 0,15 . --71;t + 2 . 0,08' 6 '0,383 = 1,0145: '73 = 0,987 . 

Es sind nun vorhanden 2 halbumspannte Rollen von 71,1 bzw. 37,5 em 
Durehmesser, 2 viertelumspannte von 71,1 em Durehmesser und 2 gleieh gro13e 

aehtelumspannte. Somit ist der Gesamt-
If wirkungsgrad 

2a 

.Fig. 239. 

172' = 0,984'0,973' (0,985 '0,987)2 = 0,906. 

Damit wird 

p_ Q _ 30 
- 3· 172 - 3--:0,906 = 11,05 t. 

Fig. 240 . 

BeispielV32. Auf den in Fig. 239 dargestellten Selbstgreifer 185) mit einem 
Paar vierrolliger Flasehenziige wirken bei Beginn des Greifens sein ganzes Eigen
gewieht G = 2200 kg, das Gewieht des Unterteiles G1 = 1600 kg. Zu bereehnen 
ist der Flasehenzug, dessen Rollen D = 36 em Durehmesser haben, bei einem Draht
seil von 8 = 1,8 em Durehmesser, bestehend aus 6· 30 Drahten von je 0,8 mm 
Starke. Gegeben seien noeh die Abstande a = 84 em, b = 55 em, C = 59 em, 
ferner die inneren Nabendurehmesser der RoUen d = 8 em. 

Die erforderliehe Zugkraft eines Flasehenzuges ist gema13 Fig. 239 

p = ~ . [~1_. (c - b ) + {. (a - c) j , 
1 30800 

P = 59-' (800· 4 + 1100· 25) = --59- = 523 kg. 

185) Heinold, Z. d. V. d. 1. 1916. 
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Der Wirkungsgrad einer Rolle beliltimmt sieh naeh den Formeln (214) und (207) 
mit ~Il = 0,10 fur die oft mangelhaft gesehmierten, in Staub arbeitenden Zapfen, 
wenn noeh die mittlere Seilkraft zu 160 kg gesehatzt wird, aus 

60 
1 ~160 + 0,50 
;J=1+-f8-5 

8 . 1 82 + 2 . 0 10 . ~-~ = 1 15 , '36' 
zu 

'i = 0,87. 

Damit wird der Gesamtwirkungsgrad des Flasehenzuges nach Formel (219) 

0,87 1 - 0,87~ = 0 715 
Ii::; = -4,--' 0,13 ,. 

nnd die Zugkraft am Seilende 

P 523 
P1 =T.'7;z =4-'0,715= 183 kg. 

Auf den gesehlossenen Greifer, dep Q = 0,6 m3 Koks = 300 kg faBt, wirken 
die in Fig. 240 eingetragenen Krafte an den Abstanden a = 38 em, b = 42 em, 
c = 94,5 em. In dem Fall wird 

1 
p =9(5' (150, 56,5 + 800· 52,5) = 534 kg. 

Der Greifer ist so gebaut, daB die erforderliehe Flasehenzugkraft P wahrend 
des ganzen SchlieBweges sich nur zwischen den angegebenen Grenzen andert, 
also nahezu unveranderlich bleibt. 

Fur viele Zwecke ist ein Flaschenzug erwunscht, der selbstsperrend 
ist, was allerdings am einfachen Flaschenzug durch Anbringung einer 
selbsttatigen Seilklemme auch erreicht werden kann 186). Vor der 
EinfUhrung des Beckerschen Schraubenflaschenzuges (Beispiel 127) 
benutzte man in solchen Fallen den Ketten - D iff ere n t i a I -
flaschenzug nach Fig. 241, der bei nur drei Rollen eine sehr groBe 
tlbersetzung liefert 187). 

Die end lose Kette lauft auf die obere kleine Rolle vom Halbmesser r1 

bei B ungespannt auf, wahrend sie auf der anderen Seite bei 0 mit 
etwa 1/2 Q angezogen wird. Um die Kette auf der Rolle festzuhalten, 
mussen also die oberen, fest miteinander verbundenen Rader mit zahn
artigen Vorsprungen versehen sein, die in die Kette eingreifen. 

1st auf der Zugseite der Unterflasche bei F die Kettenspannkraft P', 
so betdigt sie auf der anderen Seite bei E p'. Yj, und es gilt 

Q = pi + p'. Yj = p'. (1 + Yj). 

Fur die oberen beiden Rader ist zu beachten, daB das Drehmoment 
1 

des ablaufenden Trums stets das -- fache des des auflaufenden Trums 
1) 

186) Heinrich K e s s I e r, 0 berlahnstein. 
187) Weston, 1861. 
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ist, wie das im vorstehenden auch an der Unterflasche festgestellt wurde. 
Es gilt demnach gemaB Fig. 241 

Fig. 241. 

P . r2 + P'1] . r 1 = (0· r 1 + p'. r2)· ~ • 
1] 

Wird hierin eingesetzt p' = -1 Q ,so folgt 
+17 

P=Q._1]_.(~_~). 
1 + 17 1]2 r2 

Setzt man voriibergehend 1] = 1, so wird 

1 ( rl) Po=Q·- ·1-- , 
2 r2 

also der Gesamtwirkungsgrad 

1-~ 
Po 1+1] r2 1],.=-=---.----. 

~ P 2·1] 1 r1 

1]2 ---;:; 

(220) 

(221) 

Der Formel ist zu entnehmen, daB die Zugkraft P 
r 1 recht klein wird, wenn das Verhaltnis sich der 1 

nahert. Gebrauchlich sind die Werte 

II 
12 

bzw. 

r 2 

Wird die Kette bei A um die Strecke l abwarts gezogen, so geht 
sie bei D um denselben Betrag in die Hohe. Damit rollt das andere 

Lasttrum bei 0 um l· ~- abo Die beiden Kettentriimer, an denen die 
~ r 

Last hangt, werden also insgesamt um den Betrag l - l . ~ gekiirzt 
r2 

und die Last somit um die Halfte gehoben. Man erhaIt so bei dem Last
weg h 

h 1 ( rl) - = - -. 1 - --- . 
l 2 r 2 

(222) 

16. Die Bandreibung. 

Wird ein an dem einen Ende mit der Kraft 8 1 angespanntes Band 
oder Seil iiber eine feststehende Scheibe hinweggezogen, so ist dazu eine 
erheblich groBere Zugkraft 8 2 am anderen Ende aufzuwenden (Fig. 242). 

Es werde zur Bestimmung des Zusammenhanges innerhalb des um
faBten WinkelscX ein Bogenteilchen dcX herausgegriffen. Das zugehorige 
Teilchen des Seiles steht auf der einen Seite unter der Spannkraft 8, 
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auf der anderen Seite ist sie auf 8 + d8 gestiegen. Denn es ist zu 8 
noch die Reibungskra£t fl . N hinzugekommen, entgegengesetzt zu der 
in Fig. 243 angegebenen Richtung. 

Da d8 gegenuber 8 verschwindet, so ergibt .sich aus dem Krafte
dreieck der Fig. 244 ohne weiteres 

t N = 8· sin t d1X 
oder, da bei kleinen Winkeln der Sinus gleich dem Bogen ist, 

N = 8· d1X. 
Somit wird 

d8 = ,U' 8· do\' . 
oder nach Trennung der Veranderlichen 

d8 
= u·d N 8 I "". 

li'ig. 242. Fig. 243. Fig. 244. 

Die Integration dieser Gleichung zwischen den Grenzen 8 1 und 8 2 

ergibt nach Formel (142) in Bd. I 
8 

log nat 8 2 - log nat 8 1 = log nat 8 11 = fl . 1X , 
1 

und man erhalt, wenn zum Numerus ubergegangen wird 188), 

8 2 ,n • IX (223) S=e . 
1 

Das Verhaltnis der beiden Spannkrafte hangt nur von der GroBe der 
Reibungsziffer und des umfaBten, in BogenmaB gemessenen Winkels 
ab, und nicht vom Halbmesser der Scheibe, deren Um£ang also jede 
beliebige ausgebauchte Krummung haben kann. 

Die Formel (223) gilt, wenn die Richtung der Bewegung mit der der 
Kraft 8 2 ubereinstimmt. Bewegt sich das Band entgegengesetzt nach 
der Richtung der Kraft 8 1 unter dem Gegenzug 8 2 , so hat ,U' N die in 
Fig. 243 eingetragene Richtung, und es £olgt durch die gleiche Uber
legung wie 0 ben 

8 1 
~ = e--I" IX = --- (224) 

8 1 el' .'" . 

188) Euler, Peters burger Abh. 1765. Eytelwein, Handbuch der Mechanik 
fester K6rper, 1842. 
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Die GroBe des Wertes e'" IX in Abhangigkeit von dem Winkel IX 

und der Reibungsziffer f1, gibt die Fig. 245 an. 

Fig. 245. 

FUr die Reibungsziffer ist anzusetzen 
bei Hanfseilen 30) auf Eisentrommeln ....... f.l ~ 0,25 , 
"" "Holztrommeln. . . . . . . f.l '" 0,40 , 
" runden, gefetteten Drahtseilen 189) auf GuBeisen . f.l = 0,13, 

"" " " " flachen Drahtseilen 190) auf 

" Eichenholz f.l = 0,16, 
" Leder. It = 0,16, 

gewohnllch 
trocken geschmiert 

Eichenholz 0,65 0,21 
Pappelholz 0,65 0,32 
WeiBbuche 0,65 0,13 
Leder . .. 0,17 0,16 

bei Stahlbremsbiindern au) auf GuBeisenscheiben 

stark 
geschmiert 

0,15 
0,17 
0,10 
0,12 

. ,I <Xl 0,18. 

189) Baumann, PreuB. Z. f. Berg., Hiitten- u. Salinenwesen, 1883. 
190) Kottgen, Z. d. V. d. I. 1902. 
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Beispiel 133. Die Last Q = 100 kg solI langsam heruntergelassen werden, 
indem das Hanfseil iiber eine festliegende hOlzerne Walze gleitet, die es mit dem 
Winkel IX = 90 0 umspannt (Fig. 246). Anzugeben ist die gegenhaltende Zugkraft P. 

Man entnimmt der Zusammenstellung fl = 0,40.und der 
Fig. 245 e i' • IX = 1,88. Somit liefert Formel (224) 

P = -.!l __ = ~O- = 53 kg. 
e'''' IX 1,88 

Beispiel 134. Ober eine guBeiserne Spllltrommel lauft 
ein HanIseiI. Anzugeben ist der Umspannungswinkel IX, 

der notig ist, damit die Last Q = 500 kg durch eine Kraft 
P = 5 kg angezogen wird. 

Es ist anzusetzen fl = 0,25. Die Herleitung der 

Formel (223) ergibt If • IX= log nat ~- , also 

500 log 100 2 
IX = 4· log nat -5- = 4· -log e = 4· 0,43429 ' 

IX = 18,46 = 5,89 . 1l , 

d. h. es sind nahezu 3 volle Umschlingungen notig. 

Fig. 246. 

Beispiel 135. Bei kurzen Drahtseilbahnen geniigt eine halbe Umschlingung 
des Zugseiles aus Stahldraht auf der ledergefiitterten Antriebsscheibe, fiir die 
/t = 0,16 ist. Rechnet man noch mit i facher Sicherheit im Fall besonderer Be
wegungswiderstande oder frisch geschmierten Seiles, so daB fl bis auf 0,12 herunter
gehen kann, so ist bei IX = 1l das zulassige Verhaltnis der beiden Seilspannkrii.fte 

8 2_ = eO,12.;t = 1,458. 
8, 

Bei einem groBeren Verhiiltnis der Spann
krMte wird die in Fig. 247 dargestellte An
ordnung getroffen, mit einer vorgelegten 
Scheibe. Aus den beiden Beziehungen, die 
die Figur angibt, 

a1 as 
n=0,9·D und a, + a2 = 1,2 . D , 

folgt leicht 
a, = 0,632. D 

und damit 

sin{J = 0~6:2 = 0,7785 , 

also tJ '-" 51 0 • 

Der umschlossene Winkel 
ist mithin 
IX = 2· (n + (J) = 462 0 = 8,06 • 
und man erhalt so 

8 
~_ = eO,12. 8,06 = 2,63. 
81 

Fig. 247. 

Fig. 248. 

Die Gegenscheibe am anderen Ende der Bahn steht unter dem EinfluB eines 
Spanngewichtes Q, so daB dort nach den Regeln fiir die lose Rolle die Spann
krafte sind 8 , = 8 2 = 1 Q . 

Liegt die Gegenscheibe hOher als der Antrieb, so ist sie natiirlich festzulegen 
und die Spannscheibe muB mit dem Antrieb zusammengelegt werden, wie Fig. 248 
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zeigt, mit einer losen Scheibe auf der Achse der zweiri1ligen Antriebsscheibe. Es 
ist dann 81 = t Q, also §~ = l,315 Q. Wenn die Starke des Zugseiles es erlaubt, 
kann man hiernach die ubertragung durch VergroBerung des Spanngewichtes Q 
bis zu einem gewissen Grade verbessem. Dariiber hinaus ist die Antriebsscheibe 
dreirillig auszufiihren. 

Unter gewohnlichen Betriebsverhaltnissen mit /t = 0,16 erhalt man bei halb-

umspannter Scheibe _~2_ = 1,655 und bei der zweirilligen Scheibe mit der vor-
l 

gelegten Hilfsscheibe _:2_ = 3,63. Man bemerkt, daB eine gar nicht so erhebliche 

ErhOhung der Reibun~ziffer das Verhaltnis ~~ bei groBerem Winkel '" ganz 
bedeurend verbessert. 1 

Wenn das Verhaltnis ~2 einen kleineren Wert annimmt, als die 
1 

Zahl eft· IX betragt, so andert sich bei im allgemeinen gleichbleibender 
Reibungsziffer f-t einzig der Winkel derart, daB die Spannkraft SI auf 
einem Ruhewinkel £Xl unverandert bleibt und erst in dem darauffolgenden 
Gleitwinkel £X s sich stetig von SI auf S2 vergroBert 180). NaturgemaB ist 
£Xl + £x 2 = IX, und £Xs bestimmt sich aus Formel (223) zu 

1 S 
arc£xs = - - • log nat S2. 

f-t 1 

1st an einer Welle das Drehmoment M durch ein die Bremsscheibe 
yom Halbme~ser r mit dem Winkel £x umfassendes Stahlband abzu
bremsen, so ist die auf den Umfang des Rades bezogene Bremskraft 
Q = M. Zwischen den beiden Spannkraften Bl im ablaufenden und S, 
im auflaufenden Trum des B rem s ban des (Fig. 249) herrscht dann die 
aus der Momentengleichung in bezug auf die Achse folgende Beziehung 

S2 - SI = Q. 
Wird hierin die GleichUng (223) eingesetzt, so wird 

B _ M. 1 
1 - r eft· IX - 1 

(225) 

In bezug auf die feste Drehachse 0 
des Bremshebels gilt nun 

a P +Bs' b2 + Bl . b1 + p. a = 0, (226) 

Fig. 249. worin die am Hebel in demselben Sinn wie 
das abzubremsende Moment M an der 

Scheibe drehenden Momente positiv gerechnet werden. Mit den vor
stehenden Gleichungen folgt hieraus 

(227) 
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Hierin ist das Verhaltnis :1 positiv einzusetzen, wenn die beiden Dreh-
2 

momente 81 ' b1 bzw. 8 2 , b2 am Hebel in demselben 8inne drehen, 
anderenfalls negativ. 

Beispiel 136. Es seien die verschie
denen Anordnungen der Bandbremsen ge
miill Formel (227) zu untersuchen 191). 

Der einfachste Fall ist b1 = 0, d. h. das 
Bremsband ist mit dem ablaufenden Ende 
belie big am Gestell befestigt. Da immer 

... '" . 'd P ' a t' d ee" > 1 1St, so Wlr Q. bz nega IV un es 

sind die beiden Ausfiihrungen del' Fig. 250 
und 251 moglich: 

e,t"'" = 1 1,5 2 
P'a -3 -2 "~- = - LX) 

Q·bz I 

Fig. 250. Fig. 251. 

2,5 3 N, 

-1,67 -1,5 -1. 

. P'a 
Die Anordnung ist unzweckmiil3ig, da der Zahlenwert des Verhiiltmsses ~b2 

immer sehr gro/3 ausfiillt, wie die Zusammenstellung ergibt, die die praktisch vor
kommenden Werte zwischen senkrechten Strichen enthiilt. 

1st + 1 > ~ > 0, so ergibt sich fiir den mittleren Wert bb1 =} die folgende 
~ 2 

Zusammenstellung: 

ell . a = 1 1,5 2 
P·a 

-4 -2,5 --- = - (Xl 
Q. bz 

~: . ;:=1'3 

+P 
, 1 Z 

Fig. 252. Fig. 253. 

2,5 3 (Xl , 

-2 -1,75 -1. 

Fig. 254. Fig. 255. 

Abgesehen davon, da/3 der Fall der Fig. 253 praktisch nicht gut zu verwirklichen 
ist, ist die Anordnung nach Fig. 252 noch ungiinstiger als die ersten. 

b 
1st -b1, = + 1, so erhiilt man 

2 

e,II' '" = 1 1,5 
p·rt 

-5 Q':b; = - (Xl 

2 2,5 3 (Xl , 

-3 -2,33 -2 -1. 

Es entstehen die Ausfiihrungen nach Fig. 254 und 255, die den Vorteil bieten, 
fiir beide Drehrichtungen del' Bremsscheibe dieselbe Wirkung zu ergeben. Frei
lich sind die erforderlichen Kriifte Precht bedeutend. 

191) Siebeck, Z. d. V. d. 1. 1910. 
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Wird ~~ > + 1, so ergeben sich die Fig. 256 und 257. Fiir -~; = 2 ist bei· 

spielsweise 

el" IX = 1 

P'a 
1,5 

--=-00 
Q'b2 

-7 

Fig. 256. Fig. 257. 

2 2,5 3 00, 

-4 -3 -2,5 - 1. 

Fig. 258. Fig. 259. 

b1 Man erkennt, daB die Ausfiihrungen mit positivem Verhaltnis - - um so un· 
giinstiger werden, je groBer es ist. b2 

Es sei nun 0 > -bb1.. > - 1, beispielsweise etwa f- = - -!-. Dann ergeben 
2 2 

sich die Fig. 258 und 259, wovon die letztere wieder praktisch unbrauchbar ist. 

e,Il'1X = 1 1,5 2 2,5 :3 00, 

P'a, 
-2 -1,5 -1,33 -1,25 -l. Q --:6; = - eX> 

Die Verhaltnisse sind gegeniiber der erst,en Anordnung schon giinstiger geworden. 

Bei -~~ = -1 wird fiir jeden Wert von e,U'" QP": = -1, und die Anord-
2 2 

nung ware die der Fig. 260 (die der Fig. 259 entsprechende wird beiseite gelassen). 
Bei kleinem Ausschlag des Hebels tritt iiberhaupt keine Bremsung ein, sondern 
erst bei ziemlich groBem, weil dann die Hebelarme b1 und b2 infolge der Drehung 

verschieden groB werden. Die Anordnung 
ist fiir wechselnde Drehrichtung der Scheibe 
verwendbar, weil sie kriiftiger wirkt als die 
der Fig. 254, wenn der Bremshebel so be
wegt wird, daB dabei b2 > b1 wird. FUr die 
entgegengesetzte Bewegung des Hebels ist 
sie unbrauchbar, denn wenn die Bremse 
unbelastet angespannt wird, wie bei Ge
wichtsbelastung und elektromagnetischer 
Auslosung, so wird die Spannkraft im 
Band iiberall dieselbe 

Fig. 260. Fig. 261. 

P·a s= - -----
b2 • (-~~ + 1) , 

also im vorliegenden Fall, wo der Klammerausdruck 0 ist, S "'" 00: die Bremse 
wird zu Bruch gehen. Eine andere Ausfiihrungsform ist die der Fig. 261. 

Esseijetzt -1 > _~l > - e'u, IX (Fig. 262). DanngiltdiefolgendeZusammen-
P'a 2 

stellung fiir Q-:-b; : 
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e U • X = 1,5 [ 2 
I 

2,5 3 

~= -1,5 
' " 

0 :-0,5 t -0,667 -0,75 
b2 

! -0,50 -2 0 -0,333 

-2,5 0 -0,25 

Man entnimmt der Fig. 262, daB bei Bewegung des 
Rebels in Richtung der eingetragenen Kraft P das Band 
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]lg. 262. 

von der Scheibe abgehoben, d. h. die Bremse gelost wird. Die Anordnung ist 
also selbstsperrend, und man erhiilt, wenn in der Rebelgleichung P . a = 0 ge
setzt wird, mit 8 2 = 81 + Q 

8'- Q l----b' 
I +---.! 

ba 

(228) 

Die Werte sind groBer als die der Gleichungen (223) fiir 81 und 8a• Die Differen
tialbremsen mit Selbstsperrung gemiiB der vorstehenden Darlegungen sind aber im 
allgemeinen unbrauchbar, weil sie bei hinreichend groBer Umfangskraft Q und 
gegebener Belastung P des Rebels wohl sperren, dagegen bei kleiner werdendem Q 
die Scheibe gleiten lassen. 

Maoht man jetzt ~~ = - e,1I ." , so wird ~: :~ = O. Damit ist die Grenze 

des Selbstsperrungsgebietes erreicht. 

Wiihlt man ~ < - e,1I • " , so gilt die folgende Zusammenstellung fiir p. a : 
~ Q'~ 

e,u-a:= 1,5 2 2,5 

b1 0 --= -1,5 
b2 

-- 2 +1 0 
-2,5 +2 +0,5 0 
---3 +3 +1 +0,333 
--4 +5 +2 +1 Fig. 263. 

Die Anordnung ist die der Fig. 263; es ist das das praktisch benutzte Gebiet der 
Differentialbremse. 

Wird schlleBlich ba = 0 gesetzt, also 

so wird 

b1 
---00 ba - , 

P'a 1 
Q • ba 1 - elt • IX 

Dem entspricht die Mufige Anord. 
nung nach Fig. 264 und 265, und es 
gilt die Zusammenstellung: 

el"" = 1 1,5 

P'a 
----=-00 -2 

Q. b2 

2 

-1 

Fig. 264. Fig. 265. 

2,5 3 00, 

- 0,667 - 0,50 o. 
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Ein Vergleich mit der ersten Zusammenstellung fUr b1 = 0 lehrt, daB jene An
ordnung bei genau gleichen konstruktiven MaBnahmen eine sehr viel groBere 
Bremskraft P erfordert als die vorliegende, also unzweckmii,Big ist. 

Beispiel 137. Eine Spreizringkupplung nach Fig. 266 habe den Durchmesser 
D = 50 cm, die Ringbreite b = 9 cm, der anpressende Schubkeil habe die Nei
gung 1 : 5 auf beiden Seiten. Zu berechnen ist das iibertragene Drehmoment M 192). 

Der Neigung tglX = 1 : 5 entspricht der Winkel 11 020', so daB der Spreiz
ring auf dem Bogen lX = 337 0 = 5,882 anliegt. Mit ft = 0,18 fiir trockene Flachen 
wird e" . " = 2,88. Da der Schubkeil geolt wird, so muB man damit rechnen, 
daB die Anlageflache etwa die Reibungsziffer p = 0,12_habenkann,der eft." = 2,03 
entspricht. 

Ruft der Schubkeil auf der einen Seite die Spreizringspannkraft 8 1 hervor, 
so ist .sie auf der anderen Seite 8 2 = 8 1 • ef'. ". Dazu tritt noch eine Spannkraft 
80 <XI 30 kg, die aufzuwenden ist, um den lose in der Trommel sitzenden Ring 
auf den Trommeldurchmesser aufzubiegen. Man erhalt so als Zugkraft am Keil 
gemaB Beispiel 57 

P = (80 + 81) • tg(lX + e) + (80 + 82) • tg(lX + e) 

und als iibertragenes Moment 
D 

M = (82 - 81) • 2" . 

Nun ist die Anpressungskraft N an einer beliebigen Stelle nach Fig. 244-
N = 8· dlX, und nach den obigen Angaben gilt 

Fig. 266. 

D 
N = b· 2". dlX· p, 

also durch Gleichsetzen beider Ausdriicke 

2·8 
P = -b-:li· 

Damit die Abnutzung beim Einriicken nicht._zu groB 
wird, ist der groBte zugelassene Anpressungsdruck 
zwischen GuBeisenflachen pmax = 15 at. Hieraus folgt 

D 
8 2 = b • -2- . pmax = 9 . 25 . 15 '" 3380 kg, 

also 

8 2 3380 
8 1 = -- = 2 03 <XI 1660 kg, 

elt . ex. , 

im ungiinstigen Fall, und bei fehlender Schmierung 

, 3380 
8 l = -~88 <XI 1170 kg. 

Dem entspricht der kleinste Anpressungsdruck 

15 
1)1 = 2,03 = 7,4 at 

bzw. 

p; = ;':8 = 5,2 at. 

192) Eberle, Z. d. V. d. 1. 1908. 
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Das iibertragene Drehmoment ist nun 

bzw. 
M = (3380 - 1660) . 0,25 = 430 cmjkg 

M' = (3380 - 1170) . 0,25 = 550 cmjkg. 
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Die Wirkung des Getriebes ist ziemlich erheblich von der Innehaltung der der 
Rechnung zugrunde gelegten Reibungsziffer abhangig. 

Beispiel 138. Anzugeben ist der von einer Bandbremse bei der Umfassung 
IX = 0,7 ·2:n: auf die Welle ausgeiibte Achsdruck, wenn die kleinere Bandspann
kraft 8 1 = 100 kg betragt. 

Mit fl = 0,18 und IX = 0,7 . 2:n: ergibt sich e,n' IX = 2,21, also 8 2 = 221 kg. 
Beide Krafte schlieBen miteinander den Winkel 

:;r - 0,7':n: = 0,3':Jl = 0,3' 180 = 54° 
ein und es ist somit der Achsdruck 

R = 81 • y'1 + 2,21 2 + 2 . 2,21 . cos 54 0 = 100 . y'1 + 4,884 + 1,365 '" 270 kg. 

Der Achsdruck wird vtillig aufgehoben, wenn zwei Differentialbremsbander 
in entgegengesetzter Anordnung urn die Scheibe gelegt werden, wie bei der Kraft
maschinenkupplung der BAMAG193) nach Fig. 26'7. Freilich ist dann der Spann
kraftunte~chied wesentlich kleiner, aber damit auch die Abhangigkeit von der 
etwaigen Anderung der Reibungsziffer. Bei der Ausfiihrung ist IX = 0,75':n: und 
bei gut geschmierten Gleitflachen fl = 0,10, also eU ' '" = 1,27 . 

Es ist ferner absichtlich der Grenzfall der Selbstsperrung mit _~l = 1,27 ge-
2 

wahlt worden, so daB das Einriicken der Kupplung ohne Kraftanstrengung erfolgt. 
Bei geringer Belastung gleitet sie dann (Beispiel 136) und faBt erst, wenn die 
Bremsscheibe dieselbe Geschwindigkeit hat wie das 
auf dem zweiten Wellenstumpf sitzende Gehause, in 
dem die festen Drehzapfen 0 gelagert sind. Sinkt 
4.ie Geschwindigkeit der Zusatzmaschine etwa wegen 
Uberbelastung, so rutscht die Kupplung ohne StoB 
oder iiberhaupt Bewegung der Hebel und schlieBt 
sich wieder selbsttatig fest, sobald beide Wellen die 
gleiche Geschwindigkeit haben. 

Das gesamte, bei voller Anspannung 8 2 der Ban
der iibertragene Drehmoment wird nach Formel (225) 

also z. B. mit 8 2 = 2000 kg und D = 50 cm 

M = 0,213 . 2000 . 0,50 = 213 mjkg. 

17. Der Riemen- und Seiltrieb. 

Fig. 267. 

Die meisten Riemen- und Seiltriebe arbeiten mit Vorspannung, 
d. h. der Riemen oder das Seil wird so auf die ruhenden Scheiben gelegt, 
daB in allen Teilen eine gewisse Spannkraft So entsteht. Wird jetzt die 
eine Scheibe durch ein Drehmoment Ml bewegt, wahrend auf die andere 
ein entgegengesetztes Drehmoment M2 einwirkt, so gilt ja nach den 
Darlegungen in Abschnitt 10 

193) Ohnesorge, Z. d. V. d. T. 1908. 
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solange der Riemen infolge der Reibung auf den Scheiben festliegt, 
und die Spannkrafte 8 0 steigen in clem ziehenclen Trum auf 82 und 
sinken in dem losen Trum auf 8 1 (Fig. 268). Wenn schlie.3lich Uber

lastung eintritt, so beginnt 
cler Riemen auf cler einen 
Scheibe zu gleiten, uncl in 
dem Augenblick liegt cler 
Fall der Fig. 242 vor. Es gilt 
demnach auch hier die For

fl, mel (223): 
82 = 8 1 • e)' • <X 

und ebenso die andere 

~~~~~~~~~~~~~~~~ Jl1 / 82 - 81 = ~ = 8n , 
~ ______ ~ ______ ~.I r1 

Fig. 268. worin 8n die am Umfang 
der Scheiben wirkende Nutz

spannkraft bezeichnet. Beide zusammen ergeben wieder die Gl. (225), 
die haufig in folgender Form geschrieben wird: 

eU-1X 8 8 
8-8. n n 

2 - n eU' IX _ 1 = T - e-~-:;: = k . (229) 

Der Wert k heiBt die Ausbeute des Riementriebes194). 

die ZU'3ammenstellung: 
Es gilt dafiir 

el' • IX = 1 1,6 1,8 2,0 2,2 2,4 2,6 3,0 
k = ° 0,3750 0,444 0,50 0,545 0,5833 0,6153 0,6667. 

Nun ist zu beriicksichtigen, daB der Riemen oder das Seil an den 
Scheiben nicht als geomAtrische Tangente anliegt, wie es Fig. 268 dar
stellt, sondern die Band- bzw. Seilsteifigkeit wirkt schon dahin, daB an 
der Auflaufstelle A der Umfassungsw~nkel x um den Betrag x' 

A 

s 
Fig. 269. 

verkleinert und an der Ablaufstelle B um einen 
anderen Betrag x" vergroBert wird (Fig. 269). 
Der Unterschied beider Winkel riihrt zum Teil 
davon her, daB die Spannkraft 8 2 wesentlich 
groBer ist als 8 1 und nicht, wie bei den Dar
legungen iiberdie Bandsteifigkeit in Abschnitt 15, 
gleich groB. Er wird noch weiter dadurch be
ein£luBt, daB der bei A au£laufende Riemen die 
umgebende Luft ebenso wie die umlaufende 
Scheibe mit sich reiBt, die so ein Kissen zwi
schen Riemen und Scheibe bildet, bis sie wirk

lich hinausgedriickt ist195), wahrend bei B der auBere Luftdruck den 
Riemen noch etwas gegen die Scheibe preBt, wenn die reine Gurt
steifigkeit schon iiberwunden sein sollte. 

194) Boes ner, Aus Theorie und Praxis des Riementriebes, 1914. 
195) Ka m merer, Mitt. des V. d. I. tiber Forschungsarbeiten, Heft 56/57, 1908. 
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Die GroBe des AuspreBweges r· ex', der durch die eigentliche Gurt
steifigkeit kaum verandert wird, hangt ab von der Luftmenge, die etwa 
dem Quadrat der Riemengeschwindigkeit 'V entspricht, und wird um 
so groBer, je breiter der Riemen ist; uberschl.ii.gig werde dafur die Ab
hangigkeit von der Quadratwurzel der Riemenbreite b eingesetzt. Er 
wird um so kleiner, je groBer die auf den em Riemenbreite ent-

S' 
fallende Spannkraft b an der Stelle ist, und man kann demnach an-
setzen 

(230) 

Werden 'V in mjsk, b und r in cm, S' in kg und ex' in BogenmaB gemessen, 
so ist nach Versuchen, die mit demselben Riementrieb im lufterfilllten 
und lnftverdfinnten Raum angestellt wurden I96), 

0=0,118. (231) 

Freilich sind zur sicheren Festlegung aller Abhangigkeiten noch weitere 
Untersuchungen notig. Bei Seilen und glatten Stahlbandern hat ex' 
nur den durch die Seil- bzw. Bandsteifigkeit bedingten Wert. Den 
meistens kleineren Winkel ex" vernachlassigt man der Sicherheit halber 
gewohnlich. 

Der so um den Betrag ex' verkleinerte Umfassungswinkel zerfallt 
nun noch bei geringer Belastung in einen Ruhewinkel exo' in dem die 
Spannung des Riemens nnverandert bleibt197 ), und den Gleitwinkel IX, 
in dem sie sich zwischen den Endwerten SI und S2 andert. Wenn man 
von den wenig nachgiebigen Stahlbandern absieht, so sind aIle Riemen 
und Seile verhaltnismaBig nachgiebig, so daB sie sich bei der VergroBe
rung der Spannung auf der getriebenen Scheibe merklich dehnen und 
bei der Verringerung der Spannung auf der treibenden Scheibe wieder 
zusammenziehen. Infolgedessen gleitet jeder Riemen in diesem Arbeits
winkel IX auch bei verhaltnismaBig geringer Belastung immer etwas. 

Beispiel 139. Ein Riemen von b = 18 em Breite laufe liber zwei guBeiserne 
Riemenseheiben von D = 61 em Durehmesser, die n = 860 Umdrehungen in der 
Minute maehen. Anzugeben ist die GroBe des AuspreBwinkels, wenn das Leer
trum mit 8 1 = 297 kg angespannt ist und das ziehende mit 8 2 = 430 kg. 

Man erhiUt die Riemengesehwindigkeit 

= Jr. 0,61 . 860 27 50 / k v 60 ex> , ms. 

Damit liefert die Gleiehung (230) fiir die Scheibe 1 

IX' = ~,1l8 . 2_~,5~-" ~1 = 0752 ex> 43 0 

1 297 . 30,5 ' , 

und as wird ferner fiir die Scheibe 2 

1_43·~97 29fo 
IX, - 430 ex> • 

196) Skutsch, Verh. d. V. f. GewerbefleiB 1913. 
197) Grashof, Theorie der Getriebe, 1881; Brauer, Z. d. V. d. J. 1908. 

s t e p han, Technische Mechanik. Il. 16 
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~Auf der treibenden Scheibe ist also beiVollbelastung der Gleitwinkel.x "'" 150°, 
auf der getriebenen nur rund 137°. Bei gleich groBen Scheiben gleitet der Riemen 
im Fall der Oberlastung hauptsachlich auf der getriebenen Scheibe 198). 

Sind die aus gleichem Material bestehenden Riemenscheiben verschieden groB, 
so liegt bei offenen Trieben nach Fig. 268 der geometrische UmfassungswinkellX 
auf der kleineren Scheibe um ebensoviel unter 180° als auf der groBeren dariiber. 
Der Riemen gleitet somit bei groBerer Obersetzung gewohnlich auf der kleineren 
Scheibe, und zwar lauft der Trieb immer wesentlich ungiinstiger, wenn die groBe 
Scheibe treibt, ala umgekehrt, weil dann das schwacher gespannte Trum auf die 
kleine Scheibe aufiauft, wodurch sich dort der groBere AuspreBwinkel einstellt. 

Eine erhebliche Verbesserung erzielt man in dem Fall dadurch, daB die kleinere 
Scheibe aus Holz hergestellt wird, weil dann die Reibungsziffer soweit ansteigt, 
daB die Verringerung des Gleitwinkels .x ausgeglichen wird. Will man den um
faBten Winkel bei groBen Laufgeschwindigkeiten nahezu ganz ausnutzen, so muB 
man gelochte Riemen verwenden, die der mitgerissenen Luft leichten Austritt 
gestatten. 

Die Rei bun g s z iff e r Jl zwischen dem Treibriemen und der Scheibe 
hangt nun von einer Reihe von Umstanden abo In erster Linie spielt 
die Fettung des Riemens eine Rolle. Bei starkerer Fettung des Leden;, 
fUr das eingehendere Untersuchungen 199) nur vorliegen, ist Jl unter 
sonst gleichen Umstanden wesentlich Mher ala in verhiiltnismaBig 
trockenem .zustand, weil sich auf der Scheibe ein zwar sehr diinner, 
aber auBerst zaher Fettiiberzug bildet, der um so gleichmaBiger ist, je 
glatter die Scheiben- und Riemenflachen sind. Nun findet wie bei 
den Zapfen im Lager eine Verschiebung der Schmierschichten gegen
einander statt, und bei der graBen Zahigkeit der hier nicht erwarmten 
Schmiere stellt sich bei jeder Gleitgeschwindigkeit fast sofort wieder 
ein Beharrungszustand ein. Auf rauhen Scheiben, wo sich diese gleich
maBige Schmierschicht nicht ausbilden kann, ist die Reibung geringer 
als auf glatten Scheiben198). 

AuBer der Fettung ist von EinfluB der mittlere Flachendruck Pm at, 
mit dem sich der Riemen auf die Scheibe legt, und zwar sinkt die 
Reibungsziffer mit wachsendem Pm; ferner die Gleitgeschwindigkeit 
c cm/ak zwischen Riemen und Scheibe und schlieBlich noch die 
Temperatur, deren Erhohung die Zahigkeit der Schmierschicht ver
kleinert. 

Bei etwa 20° C ergab sich 200) an einem wenig gefetteten, lohgaren Leder
riemen, wie er im Betrieb meistens vorkommt, mit nur geleimten Verbindungs
stellen 

fl = -0,812 + 0,845.' (~m ) - 7~5 + 0,07 . c t , (232a) 

und zwar auf guBeisernen Scheiben. Auf einer besonders glatten schmiedeeisernen 
Scheibe hatte die erste Ziffer den Wert -1,076. 

198) Skutsch, Versuche iiber den EinfluB der Oberflachenbeschaffenheit 
guBeiserner Riemenscheiben, 1911. 

199) Sellers, Lewis, Transact. of the American Soc. of Mech. Eng. 1885, 
iibersetzt von Skutsch, Glasers Annalen 1914; Skutsch, D. p. J. 1914; Frie
derich, Z. d. V. d. 1. 1915; Stephan, D. p. J. 1913. 

200) Stephan, Die Treibriemen und Riementriebe, 1920. 
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Nachgenahte Leimstellen verringern die Reibung, und es ergab sich als Mittel
wert fiir den ganzen, etwas fetteren Riemen 

!t = -0,421 + 0,22 . (P2~'-) - 7~5 + 0,40 . c t (232b) 

auf guBeiserner Scheibe; auf einer schmiedeeisernen hatte die erste Ziffer den 
Wert -0,444. 1 

Durch besonders starkes Fetten laBt sich der Faktor von c' noch weiter ver
doppeln. Freilich geht der Zahlenfaktor des zweiten Gliedes dann so weit zuriick, 
daB es nahezu verschwindet, und das erste steigt bis auf -1,6. Die Messungen 
umfaBten den Bereich 

0,06 < ~m < 0,4 at, 0,3 < c < 18 cmjsk. 

Auf einer hOlzernen Scheibe ergab ein gebrauchter lohgarer Riemen bei 

und 2 < c < 11,5 cm/sk 

(
p \ __ 1 1 

II = ° + 0,1 . f) 7,5 + 0,23 . c 4" • (232c) 

Fiir die anderen Riemenmaterialien muB man vorlaufig die gleichen Werte 
der Reibungsziffer wie bei Lederriemen ansetzen. Die Reibungsziffer des leicht 
gefetteten Stahlbandes auf dem Korkbelag der Riemenscheibe entspricht etwa 
der zwischen Leder und glatter Scheibe 20 1). 

Durch das Gleiten, mit dem sich der Riemen der Belastung anpaBt, 
sind Riementriebe besonders wertvoll fur schnellgehende Maschinen mit 
schweren bewegten Massen, die beim Ingangsetzen der Bewegung einen 
hohen Beschleunigungswiderstand (Bd. III) entgegensetzen. -

Beispiel 140. Fiir einen wenig ge£etteten Treibriemen (Formel 232a) sind 
die Reibungs- und Spannungsverhaltnisse zahlenmaBig zu untersuchen. 

Man entnimmt der Fig. 243 den Flachendruck des Riemens von der Breite 

N 
b cm zu P = b Nun liefert die Fig. 244 die Beziehung N = S· drx • r drx 

und damit wird 
S 

p=~. 

Die Spannkraft S kg erzeugt in dem Riemen yom Querschnitt b . s cm 2 die 
gleichformig iiber den Querschnitt verteilte Spannung 

S 
0= -kgjcm2 • 

b·s 

Setzt man diesen Wert in die vorstehende Gleichung ein, so folgt .E.. = 0 • !... 
und der Mittelwert 2 D 

Pm S 
T=om'D' 

Die mittlere Anspannung beider Riementriimer kann nun keine andere sein 200) 

als die Anfangsspannung 0 0 im Ruhezustand vermindert urn die durch die Flieh-

201) Eloesser-Kraftband Ges. m. b. H., Charlottenburg. 

16* 
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kraft (Bd. III) des schnellaufenden Riemens erzeugte Spannung Of' Damit wird 
schlieBlich 

Pm ) 8 
2=(00 -0, '/5' (233) 

FUr den ziemlich trockenen Riemen, der auf guBeiserner Scheibe die Reibungs
ziffer der Formel (232a) ergab, gilt nun die folgende Zusammenstellung fUr It', 
die beiden ersten Summanden jener Formel: 

~ ___ ~ ____ il--=o 1:30 1 4~ __ I_!~ __ L~~_j 100 1150 1 200 
- ----0

0 
- ~~---\i ----r--~-I-- I -! I 

I 'I I 10 :' 0,115 i 0,166 0,204 0,236 0,293 0,338 0,401 0,449 
15 I 0,066 I 0,115 1 0,152 0,180 0,236 0,277 0,338 0,383 
20 I 0,080 I 0,115 0,143 0,196 0,236 0,293 0,338 
25 ' 0,054 i 0,088 0,115 0,166 0,204 0,261 I 0,303 
30 : 0,066 0,093 I 0,143 0,180 0,236 0,273 
35 ; 0,052 0,074' 0,124 0,160 0,215 0,255 
40 0,059 0,107 0,143 0,206 0,236 
50 0,080 0,115 0,166 0,204 
60 0,059 0,093 0,143 0,180 

und fiir den letzten Summanden: 

c = 2,5 5 7,5 10 15 20 25 cmjsk 
fl" = 0,088 0,105 0,116 0,125 0,138 0,148 0,157 

Nimmt man einschlieBlich der elastischen Dehnung und Wiederzusammen
ziehung des Riemens noch ein Gleiten mit der Geschwindigkeit c = 2,5 cmjsk 

an, so ergeben sich z. B. fiir das Verhaltnis ~ = 100 die Reibungsziffern der 
8 

nachstehenden Zusammenstellung. Wird ferner mit dem Gleitwinkel IX = 175 0 

= 3,054 gerechnet, so erhiHt man die Zahlen der dritten Zelle fiir das Verhaltnis 
8 2 f' • 7i -=e . 
8 1 

Die beiden Spannungen gehen nun ineinander iiber, wie es die Fig. 270 zeigt. 
Man erhii.lt daraus die mittlere Spannung am, indem man den Fliicheninhalt der 
Spannungskurve bestimmt und ihn durch die Lange IX dividiert.: 

IX IX 

am = ~ . r a • d IX = : . r a1 • e fl • IX • d IX • 
IX IX • 

~ 
o 0 

Nun ist nach Formel (140) in Bd. I 

fl . " 1 fl • IX Ie 'dlX= ·e +0, 
/1 

also 
Fig. 270. 

am = a1 _ • (e ft· IX _ e:l) = ~:; . (e ft . IX _ 1) • 
I~ . IX It . IX 

Hieraus folgt die Spannung im losen Trum 

(234) 

worauB sich fiir das gewahlte Beispiel die vierte Zelle der Zusammenstellung 
ergibt. Die fiinfte liefert nun die Formel (223). 
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"0 - a,= 10 15 20 25 30 35 40 
fl= 0,426 0,365 0,324 0,292 0,268 0,248 0,231 

e'uo-x = 3,67 3,16 2,69 2,44 2,28 2,13 2,02 

a1 = 4,9 8,0 11,7 15,5 20,8 23,0 27,6 
"2 = 19,7 25,3 31,5 37,8 47,4 49,1 56,8 

Man rechne_t gewohnlich bei halbumspannter Scheibe mit dem 
verhaltnis e ,tt • " = 2, 
also 

_ 0,301 
fl . 0; = 0,4343 = 0,6935, 

245 

50 
0,203 

1,86 

36,1 at 
67,2 at. 

Spannungs. 

und bei eX = 175° = 3,054 folgt hieraus die erforderlicheReibungsziffer ,It = 0,227. 
Nimmt man wieder ein Gesamtgleiten von c = 2,5 cm/sk., also fl"= 0,088 an, 
so wird ,U = 0,139, und man erhalt durch eine zeichnerische Interpolation die 

folgende Zusammenstellung von"o - a, und daraus wieder "1 = ("0 - "f) . ~,6:B5 . 

D 
--- = 30 

8 
40 50 75 100 

"0 - at = 13 17 21 26 42 
"I = 9 12 14,5 18 29 

Man bemerkt, daB die V orspannung ao - ", immer etwas kleiner ist als der 
Mittelwert t . ("1 + "2) der beiden Betriebsspannungen. 

Wenn die mogliche Reibungsziffer vollstandig ausgenutzt werden solI, ist 
zur Erzielung eines bestimmten Spannungsverhaltnisses auf kleinen Scheiben 
eine fast genau im Verhaltnis der Scheibendurchmesser kleinere Vorspannung 
zu nehmen. Da die Riemen auch eine mit der Verkleinerung der Scheib en wach
sende Biegungsbeanspruchung erfahren (Bd. IV), so ergibt sich so bei den ge
brauchlichen Scheibenverhaltnissen ungefahr die gleiche Gesamtanstrengung. 
GroBe Spannkrafte konnen bei verhaltnismaBig geringem Gleiten nur auf hin
reichend groBen Scheiben iibertragen werden. 

Beispiel 141. Von einer Welle, die unter dem Drehmoment Ml = 4200 cmkg 
n1 = 860 Umdrehungen in der Minute macht und hI = 0,83 m iiber dem Maschinen· 
hausfuBboden liegt, solI eine zweite Welle, die mit n 2 = 150 Umdrehungen in der 
Minute umlauft und im wagerechten Abstand a = 5,52 m von der ersten entfernt 
h2 = 3,76 m iiber dem MaschinenhausfuBboden liegt, durch einen Doppelriemen 
von der Starke 8 = 1,0 cm angetrieben werden. Die Antriebsscheibe habe den 
Durchmesser Dl = 60 cm. Anzugeben ist die Riemenlange, die Spannung in den 
beiden Triimern, die erforderliche Riemenbreite und die GroBe des Gleitens. 

Man erhalt den Durchmesser der zweiten Scheibe zu 

n1 860 
D2 = Dl 'n2 = 60 '150 = 344cm. 

Ausgefiihrt wird D2 = 350 cm. 
Der unmittelbare Achsenabstand betragt nach Fig. 268 

l/ - (h2- -li1-)-2 .r-(376=S:f)-2 ---
d=-a' 1+ ,----a,- =552'Vl+ --- 552- = 552·p,2818=624,85cm. 

Der auf der kleineren Scheibe umfaBte Winkel ermittelt sich aus 

cos tX1 = r2 - r1 = ~75_=-_30 = 02319 
2 d 624,85 ' 

zu "'1 = 2 . 76° 35' = 153° 10' . 
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Zur genauen Bestimmung der Gesamtlange200) schreibt man mit den Be
zeichnungen der Fig. 268 

l/ ~-~(r2 -~- rl)~2 r2 - r1 ( r. - rl) 
L =.2 . d· 1 - --a, + r 1 • 2 . arc cos d- + r 2 • 2· ;r - arc cos ---[- . 

r - r 
Setzt man voriibergehend ~-d--} = x, so gelten die folgenden Reihenent-
wicklungen 

Yl - x 2 = 1 - t . x 2 + -Ii . :If - ... , 

_7 (' 1 x 3 1 . 3 x5 \ 
arc cos x = T - ,x + -2 . -:f + 2-:-,r . 5' + . . .) . 

Damit folgt nach Wiederherstellung des Wertes von x 

(r1 - r2)2 (r1 - r2)i 
L=2· d +.7' (r1 + r2) + --d- + 1,714' d3 + (235) 

also im vorliegenden Fall 
1452 1454 

L = 2 . 624,85 + ;r • 205 + 624,85 + 1,714' 624,85~ 
= 1249,70 + 644,03 + 33,64 + 1,06 = 1928,4 cm. 

Die Berechnung ist wesentlich genauer und weniger zeitraubend als der Um
weg tiber die Kosinus- und Bogentafeln. Sie ergibt die Lange des ungespannten, 
stumpf gestoBenen Riemens. 

Die Umlaufgeschwindigkeit des Riemens mit Berticksichtigung seiner Starke 
enthalt schon das Beispiel 139: v = 27,5 mjsk. 

Man kann nun je nach dem Grade des Gleitens, das man zulassen will, das 
Spannungsverhaltnis der beiden Riementriimer innerhalb gewisser Grenzen wahlen. 

Am gebrauchlichsten ist {2 = e" . Ii = 2, wenn der umfaBte Winkel in der Nahe 
.. 1 

von 180 0 liegt. Der Ubersicht wegen werde mit den drei Werten 1,8 -2 -2,2 
gerechnet. 

Man erhalt dann aus Formel (229) mit 

4200 
Sn = 30,[)- = 135,5 kg 

die in Zelle 3 der Zusammenstellung angegebenen Werte von S2 und daraus die 
darunterstehenden von S1" Die Formel (234) liefert dann die Werte der Zelle 5 
von So - Sf· 

Bei der groBen Geschwindigkeit beansprucht die Fliehkraft den Riemen mit 
der in Zelle 6 stehenden Kraft Sf (Bd. III). Die Vorspannkraft So folgt dann 
durch Addition der Zellen 5 und 6 (Zelle 7). Da der Doppelriemen nach einer 
spateren Rechnung (Bd. IV) bei Herstellung aus Prima eichenlohegegerbtem Leder 
mit 02 = 16,5 kgjcm 2 beansprucht werden kann, so ergibt sich seine Breite aus 

b = - S2_ (Zelle 8). 
8' 02 

Zu den Spannkraften S1 und S2 ist Sf zu addieren, damit werden dann die 
AuspreBwinkel gemaB Formel (230) berechnet: 

3 
0,118 .27,52 180 b2 

IY.' ___ '~_--'-'--~' 
1 - 30 ;r S2 + Sf 

an der treibenden kleineren Scheibe (Zeile 9) und 
:; 

0,118 . 776 180 b2 
(x' - - ... -- -----. - • ---- --- -

2 - 30 ;r S1 + Sf 

an der getriebenen groBeren Scheibe (Zeile 10). 
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Nun folgen die erforderlichen Reibungsziffern auf den Scheiben durch Divi
sion del' Werte in Zeile 3 durch den in BogenmaB ausgedriickten Gleitwinkel 

-, 
!Xl = (153 0 - ai) . 180 bzw. 

n 
&'2 = (207 0 - &'f) • 18O' 

I. eU - x = 1,8 2,0 2,2 
2. /1' &' = 0,588 0,693 0,788 
3. S2 = 298 271 247 kg 
4. Sl = 165,5 135,5 112,5 
5. SO-Sf = 225,5 195,5 171,5 
6. Sr = 131,5 120,5 109,5 
7. So 357 316 281 
8. b 18,0 16,5 15,0 em 
9. (X' 

1 29!-0 2810 27t O 

10. (x' 2 C'0 710 
"2 710 2 710 

"2 
II. [11 0,273 0,319 0,360 
12. lt2 0,169 0,199 0,226 

1:3. (Ym) = 
, 2 '1 

0,660 0,624 0,603 at 

14. (p",-) = 
2 '2 

0,1l3 0,107 0,103 " 

15. [If = 0,081 0,088 0,092 
16. [I' -" - 0,318 0,327 0,333 
17. [lj' = 0,192 0,231 0,268 
18. c 56,8 118,6 215 cm/sk 

19. 10O· 
c 

2,1 4 7,8 % " v 
20. Ce = 7,1 6,8 6,6 cm/sk 
21. !t] = 0,106 0,1065 0,107 
22. [I'JI = 0,163 0,213 0,253 
23. C1 C~ 0,25 0,73 1,47 cm/sk 

Del' Unterschied der Gleitwinkel &' macht sich in den Zeilen 11 und 12 sehr er
heblich bemerkbar. Wird wieder ein ziemlich trockener Riemen angenommen, 

fiir den die Formel (232a) gilt, so folgt nach Bestimmung von P2"' = ~b--::f . ~ff 
1 

(Zeilen 1:3 und 14) del' erste Teil der Reibungsziffer fit = -0,812 + 0,845 . (~'" )7.5 

(Zeilen 15 und 16). Damit wird -also [I;' = 0,07 . cf = PI - fi; (Zeile 17) und die 

notige Gleitgeschwindigkeit c1 = (~J~ r Den Wert enthiilt die Zeile 18 in 

absoluter GroBe und die Zeile 19 in v. H. del' Umlaufgeschwindigkeit. Man er
kennt sofort, daB nul' die erste Spalte soeben noch praktisch mit Vorteil ver
wendbare Werte liefert. Auf del' zweiten Scheibe besteht in allen dl'ei Fallen 
noch ein betrachtlicher Ruhewinkel, da /i: > !'2 ist. Durch die elastische Aus
dehnung rutscht del' Riemen auf del' Scheibe mit del' mittleren Geschwindig
keit Cc (Bd. IV)., die Zeile 20 enthiilt. Sie gibt gleichzeitig den Wert des Gleitens 
auf del' zweiten Scheibe an. 

Bei groBen Ubersetzungen und hohen Umlaufgeschwindigkeiten ist auf eisernen 
Scheiben starkes Gleiten erfol'derlich, um eine hohe Ausbeute zu erzielen. Damit 
ist natiirlich ein entspl'echend hoher VerschleiB und gel'inger Wil'kungsgrad ver
bun den. 

Allerdings ist - wenigstens in den beiden letzten Spalten - der sichere 
Geltungsbereich del' Formeln (232) weit iiberschritten worden. 
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Infolge des Gleittms auf der Antriebscheibe urn 2,1 v. H. ~nd auf der ge
triebenen urn ! v. H. beim ersten Spannungsverhaltnis ist die Ubersetzung tat-
sachlich .. 350 0,979 

u = -.~-- . .- - = 5 728 
0,9975 60 ' , 

., 860 
wahrend verlangt war u = 150 = 5,737 . 

Der Unterschied ist vollig belanglos, dagegen nicht mehr bei den anderen 
Spannungsverhaltnissen. Da das Gle.i.ten des Riemens von seiner Fettung abhangt, 
so kann man eine vorgeschriebene Ubersetzung immer nul' annahernd erreichen. 
1m allgemeinen geniigt bei einem richtig gewahlten Riementrieb die Abrundung 
auf den nachsthoheren im Handel zu beschaffenden Riemenscheibendurchmesser, 
urn das Gleiten ungefahr auszugleichen. 

1st die kleinere Scheibe die getriebene, so werden die Verhaltnisse noch un
giinstiger, weil dann infolge del' geringeren Spannkraft S; an del' Auflaufstelle 
der AuspreBwinkel noch groBer, also del' Gleitwinkel entsprechend kleiner wird. 

1st die kleinere Scheibe aus Holz, so tritt an Stelle del' Zeile 15 aus Formel (232 c) 
1 

fl~ = 0,1 . (~"t 7,5 (Zeile 21) und, eS
4 
bleibt dann fl'f als Unterschied gegen Zeile 11. 

Hieraus-folgt wie oben c[ = (0J-3) (Zeile 23)_ Man sieht, daB das elastische Gleiten 

schon groBer ist als gas zur Erzielung del' Spannungsunterschiede erforderliche. 
Wahrend man groBe Ubersetzungen bei hoher Umlaufgeschwindigkeit auf eisernen 
Scheiben hochstens mit dem Spannungsverhaltnis 1,8 betreiben soUte, kann man 
unter gleichen Verhaltnissen bis auf 2,5 gehen, wenn die kleinere Scheibe aus 
Holz ist. 

Durch das Abschleudern del' Luft beeinflussen sich die beiden Riemenscheiben 
stark, wenn del' Achsenabstand zu gering genommen wird 202); del' AuspreB
winkel wird dadurch auf jeder Scheibe vcrgroBert und damit wieder das Gleiten 
des Riemens. 

Fig. 271. 

In del' Fig_ 271 sind fUr verschiedene Werte von fl, die bei IX = 180 0 

die eingetragenen SpannungsverhiiJtnisse ergeben, die fUr andere 

202) z_ B. Mittermayr, Z. d_ V. d_ L 1919. 
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Winkel zutreffenden Werte von ef" IX fur den Gebrauch zusammen
gestellt. und zwar des bequemen V'berblickes halber in Polarkoordinaten. 
Die Linien sind sogenannte logarithmische Spiralen. 

Die errechnete Vorspannung des Riemens muB beirn Auflegen 
nicht unbedeutend vergroBert werden, weil sich das Riemenmaterial 
unter einer bestimmten Belastung dauernd streckt Es gibt zuerst ganz 
bedeutend nach, freiIich mit der Zeit immer wenigerI9ge); dabei sinkt 
naturgemaB die Spannung Sie ist bei Leder 2 Minuten nach dem Auf
legen i. M. um das 1,5 fache groBer als nach 28 Tagen. Von dieser Zeit 
an fallt sie nur noch langsam, so daB ein Nachspannen erst nach etwa 1 
bis 11/2 Jahren notig wird. Es gilt 200) i. M. fur Lederriemen 

reiner Eichenlohe-Grubengerbung . °2MlD = 1,37 
C28 Tage 

gewohnlicher lohgarer Gerbung . 1,50 
moderner Gerbung . . . . 1,67 
hydrodynamischer Gerbung 1,28 
Chromgerbung . . . . . . . . 1,73 

Bei Textilriemen falit die Spannung wesentlich schneller und starker 
abo Man kann den etwa nach 18 Tagen erreichten Betrag als RegeI
spannung ansetzen und muB dann etwa nach 3/4 Jahren bereits wieder 
nachspannen. Es gilt i. M. fur 

gewebte Baumwollriemen . . . 03 MIn. = 2,22 
018 Tage 

" Kamelliaarriemen.. 2,22 
genahte Baumwolltuchriemen 2,0 
Balatariemen. . . . . . . . 1,67 
geflochtene Baulllwollgarnriemen 2,13 

Stahibander, die auf einem ganz dunnen, auf die Eisenscheibe ge
leimten Korkbelag von oft nur 1/2 mm Starke oder auf Holzscheiben 
laufen, bieten den Vorteil, daB sie eine Nachspannung nicht erfordern. 
Das gleiche gilt fur Drahtgliederriemen mit Papiergarnbewicklung 202), 
die zum guten Durchziehen in richtiger Weise gewachst werden mussen. 

Bei geneigten Werkzeugmaschinen-Antrieben mit obenliegender 
Antriebsscheibe kann die Gleichma13igkeit der Riemenspannung durch 
Einlegen einer leichten Holzrolle mit seitlichen Fiihrungsrandern zwi
schen die beiden Riementriimer bewirkt werden 203), die durch ihr Eigen
gewicht etwas weiter heruntersinkt, wenn der Riemen schIafi'er wird. 

Der in Richtung der Verbindungsgeraden din 
beiden Wellenmitten (Fig. 268) wirkende Achs
druck Q ist aus dem in Fig. 272 dargestellten 
Kraftedreieck zu bestimmen: 

Q2 = 8r + ~ - 2.81 .82 , COSIX2 • 

Man kann nun einsetzen COSIX 2 = 2 . cos 2 ~2_ - I 

IX r - r und aus Fig. 268 entnehmen cos 2 = _1 __ ~ • 
2 d 

203) Ernst Zimmerma'nn, Remscheid, 1920 .• 

Fig. 272. 
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Damit erhalt man 

Q = 81 • y~-+ (~:r -4 '!~~l (~~~-~~r --1T (236) 

Bei gleich groBen Scheiben ergibt sich einfach 

Q = 8 1 + 8 2 = 81 • (I +~) . (237) 

Beispiel 142. Anzugeben ist der Achsdruck des in Beispiel 141 berechneten 
Riementriebes. 

Es ist fUr 
e,n' IX = 1,8 

Sl'T 165,5 
2,0 

135,5 
2,2 

1I2,5, 
ferner 

r2 -r1 175-30 
d --624,85- = 0,2319 . 

Damit geht das letzte Glied unter der Wurzel in Formel (236) tiber in 

+ §'2_. (-2.0,23192 + I) = + S~. 0,8925 
Sl Sl 

und man erhiilt 
Q = 400 353 315,4 kg. 

Die Formel (237) liefert bei gleichen Zahlenwerten 

Q' = 463,5 406,5 359,5 kg, 
urn 

16 15 14v.H. 
zu groB. 

Da man den Lederriemen zu Anfang etwa mit dem 1,5faehen Betrag anzu
spannen hat, so steigt der Aehsdruek auf 

Qo = 600 530 470 kg, 
das ist das 

4,44 3,92 3,48 faehe 
der Nutzspannkraft Su. 

Bei Textilriemen ist i. M. 

Qo = 800 705 630 kg, 
das 

5,92 5,21 4,66 fachc 
der Nutzspannkraft Su. 

Hierauf ist bei Bemessung von Lagern, besonders von Kugellagern, zu achten. 

DerWirkungsgrad des Riementriebes hangt ab von derRiemell
steifigkeit, dem Gleiten auf den Scheiben, der Zapfenreibung und schlieB
lich dem Luftwiderstand. 

Zur Untersuchung der Wirkung der Riemensteifigkeit wird auf die 
Fig. 268 und 233 zuruckgegriffen. Die Drehmomente an den beiden 
Wellen lund 2 sind mit den dort eingetragenen Bezeichnungen 

M2 = 8 2 • (r2 ' C08(p~ - i{) - 8 1 • h' cosrp; + e~) , 
M1 = 8 2 , (r1 cos<pr + en - 81 • (rl cosTi - e1) , 

worm die unten an r, e, <P gesetzten Ziffern die betreffenden Wellen 
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angeben und die oben angesetzten Striche die Angriffstelle der Krafte 
8 1 und 8 2 , 

Wird in beiden Gleichungen 8 2 , r2 ' COSf{''' herausgezogen und dann 
dividiert, so folgt 

e'{ 8 1 COS rp~ ( e.i) 
r2 • cosrp~ 1 - ;.~ ~q - 8 2 ' cosrp'.{· 1 + ra' cosrp~ , 
r1 • cosrp1" 1 e1' SI cosrpi (I ei ) 

+ r1 • cosrp'{ - Sa' cosrp1' . - r;-: cosrpi 

Wird von den Nebeneinfliissen abgesehen, so gilt ja die zu Anfang 

des Abschnittes angefiihrte Gleichung MM~ = !a . Die dahinter stehenden 
1 r 1 

Faktoren der rechten Seite stellen also den Wirkungsgrad 1JSt dar. 
Da vorUiufig nur fiir den Mittelwert der Riemensteifigkeit einige 

Angaben vorliegen (S. 223), so wird der Ausdruck durch Gleichsetzen 
der sicher verschiedenen cosrp' = cosrp" und e' = e" den derzeitigen 
Kenntnissen angepaBt und vereinfacht in 

(I _ 81) • (1 - ~ ) 
Sa r2 • cosrpa 

1JSt = (I SI) (I + e1 ) , 
- Sa . r1 • COSrpl 

der sich durch die Ausfiihrung der Division bis zu den kleinen Gliedern 
erster Ordnung noch weiter vereinfacht: 

1JSt = 1 - (r1 • ~Srpl + r;: :~srpJ . (238) 

Gleitet der Riemen auf der treibenden Scheibe 1 mit der Geschwindig
keit c1 und auf der getriebenen 2 mit der Geschwindigkeit ca bei der ohne 
Beriicksichtigung des Gleitens festgestellten Umlaufgeschwindigkeit v, 
so gilt fiir die Welle 1 

und fiir die Welle 2 

, V 
'f/GZ=-

V + cl 

" v - c2 
1JGI = --- . 

v 

Der Gesamtwirkungsgrad findet sich durch Multiplikation beider Anteile: 

I-~ 
1JGI = V - c2 = __ v_ = 1 _ c1 + ca , 

v+c1 1 c2 V +-v 

(239) 

worin die Betrage C sowohl das elastische Gleiten als auch das un
elastische enthalten. 
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Sind die Zapfendurchmesser in den Lagern dl bzw. d2 und die durch 
das Eigengewicht der Riemenscheiben G1 bzw. Ga in Verbindung mit 
dem Achsdruck des Riemens Q hervorgebrachten Lagerbelastungen PI 
bzw. P2 , so ergibt sich bei Beriicksichtigung der Lagerreibung an den 
beiden Wellen 

I Ml b 'YJz = - - zw. 
Ml + -t . #1 • PI . dl 

also durch Multiplikation beider Gleichungen, nachdem vorher durch 
MI bzw. Ma dividiert ist, 

1 _ #2 .~~. ~2 
2 M2 1 ( PI . dl P 2 • d2 ) 'YJz = -- = 1 - - -. #1' -- - + P2' -- • (240) 

1 + ~. PI . ~ 2 Ml Ma 
2 MI 

Der Luftwiderstand glatter Riemen ist recht gering200); von groBerem 
EinfluB ist bei schnellaufenden Trieben derjenige der Scheiben, der nur 
schatzungsweise zu I/a bis 1 v. H. je nach der Geschwindigkeit angesetzt 
werden kann. 

Den Gesamtwirkungsgrad erhalt man durchMultiplikation derEinzel
anteile: 

'YJ = 'YJSt • 'YJGl • 'YJz • 'YJL , 

wovon die beiden ersten und groBten Beitrage auch das Vbersetzungs
verhaltnis beeinflussen. 

Beispiel 143. Anzugeben ist der Wirkungsgrad des in den Beispielen 141 
und 142 bereehneten Riementriebes. 

Man erhiilt aus GIeiehung (233) mit dem S. 223 fiir lohgare Ledertreibriemen 

angegebenen Wert von -~ - bei 
r . eos<p 

v = 27,5 mjsk, r1 = 30 em, r2 = 175 em, 8 = 1 em, 

2,6 4 ( 1 1) 
'lSt = 1 - 2' 27,5,· 301,2 + 1751.2 

= 1 - 1,3 . 1,605 . (0,0169 + 0,0020) = 0,961 . 

Eine kleine Riemenseheibe setzt diesen Anteil des Wirkungsgrades stark herunter. 
Die GIeiehung (239) ergibt dann, wenn bei eisernen Seheiben nur die Werte 

fUr das Spannungsverhiiltnis 1,8 genommen werden, mit c] = 56,8 emjsk 
und c2 = 7,1 emjsk 

- 1 _ 0,568 + 0,071 - ° 977 
rim - 27,5 -, . 

Dagegen ergibt sieh, wenn die kIeinere Scheibe aus Holz ist, 

2·0,066 
'lm = 1 - --27,5 = 0,995 

beim Spannungsverhiiltnis 2,2. 
Da kIeine eiserne Seheiben ein hohes GIeiten haben, wenn der Riemen voll 

ausgenutzt wird, so wirken sie aueh aus diesem Grunde auf den Wirkungsgrad 
sehr ungiinstig ein. 



Der Riemen- und Seiltrieb. 253 

.Als Wellenstarken werden angenommen dl = 6 em, d2 = 8 em. Beispiel 62 
Hefert dann ffir die Ringsehmierlager der Welle 2 die Reibungsziffer I· 2 = 0,0084; 
eine gleiehe Reehnung ffir die Welle 1 ergibt fil = 0,035 im Dauerbetrieb. 

Die Neigung des Riemenzuges gegen die Wagerechte folgt aus Fig. 268 zu 

t ,_ h2 - hI _ 3,76 - 0,83 _ 05231 
g) - a -- 5,52 -, , 

also )' = 27 0 35'. 
Die GroBe des Riemenzuges betragt nach Beispiel 142 unter ungiinstigsn 

Umstanden Qo = 600 kg. Dazu tritt in senkrechter Riehtung an Welle 1 das 
Gewicht der Riemenscheibe mit dem des Motorankers GI ~ 340 kg und an Welle 2 
das Gewicht der guBeisernen Scheibe mit Welle G2 ex; 800 kg. 

Die entspreehenden Kraftedreiecke ergeben dann 

(340)2 340--
PI = 600" 1 + 600 - 2 . 600 . 0,463 = 536 kg, 

-- (800)2 800----
P 2 = 600 '1 1 + 600 + 2· 600' 0,463 = 1187 kg. 

Damit folgt aus Formel (240) 

l' 536 . 6 536 . 8 . 
'Iz = I - -2-' (0,035' 4200 + 0,0084' 4200 . 5,728) 

536 
= I - 2 .4200' (0,035 . 6 + 0,0084' 8 ·5,728) = 0,978 . 

Der Luftwiderstand ist bei der hohen Umfangsgeschwindigkeit der Scheib en 
zu etwa 17L = 0,990 anzusetzen. 

Damit wird der Gesamtwirkungsgrad bei guBeise.rnen Riemenscheiben 

'} = 0,961 . 0,977 . 0,978 . 0,990 = 0,91 . 

Der gewahlte Trieb ist allerdings ein besonders ungiinstiger. 

Durch Anbringen einer Spannrolle auf dem weniger gespannten 
Trum gemiW Fig. 273 kann der Trieb wesentlich verbessert werden. 
Man kann es stets so einrichten, daB der Gleitwinkel ex auf beiden 
Scheiben derselbe ist, so 
daB bei den verschieden 
groBen AuspreBwinkeln eX' 
sich ergibt eXI = Oi + eX; 
und eX 2 =;X + eX;. Jedoch 
ist damit das Gleiten auf 
den Scheiben noch immer 
verschieden, und zwar auf 
der kleineren wesentlich 
groBer, weil der mittlere 
Anliegedruck Pm, der in die 
Formeln (232) fur die Rei-
bungsziffern eingeht, auf Fig. 273. 
der kleineren Scheibe groBer ist. 

Beispiel 144. Der Trieb des Beispiels 140 ist zu untersuehen ffir den Fall, 
daB eine Spannrolle angebracht wird, die den umfaBten Winkel auf der kleinen 
Scheibe auf <Xl = 240 0 vergroBert. 
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Die Aufzeichnung ergibt dann den Winkel <X2 = 215°. Es kann je!zt un
bedenklich auch auf eisernen Scheiben mit dem Spannungsverhaltnis e I' • " = 2,2 
gearbeitet werden (vgl. Fig. 271). 

Die entsprechenden Zeilen 1 bis 10 der Zusammenstellung S. 247 bleiben 
unverandert. Mit 

<Xl = 240 - 27t = 212jO und <X2 = 215 - 7t = 207tO 
folgt jetzt 

log nat 2,2 
PI = - " = 0,212 , 

212t .~ 
180 

log3at2,~ 

207 1 • I' 
" ISO 

= 0,219, 

also nur wenig voneinander verschieden. 
Es bleibt weiter unverandert, 

~m = 0,603 bzw. 0,103 

und damit 
fl~ = 0,092 bzw. fl·f = 0,333 . 

Auf der Scheibe 2 ist wieder ein ziemlich betrachtlicher Ruhewinkel vorhanden. 
Auf der Scheibe 1 ergibt sich 

1''( = 0,212 - 0,092 = 0,120 
und damit das Gesamtgleiten zu 

(0,120)4 
c1 = 07>7 "'" 8,1 cmjsk, 

nur wenig groller als das elastische Gleiten Co = 6,6 cmjsk. 
Zum Andriicken der Spannrolle vom Halbmesser To"'" 0,7 TI = 20 cm ist er-

forderlich (Fig. 273) die Kraft Q = 2 . 8 1 • cos ~ . Die Aufzeichnung liefert 
fJ = 86! 0. Mit 8 1 = 112,5 kg erhalt man hieraus 

Q = 2 . 112,5'0,7284 = 164 kg. 

Einen Trieb mit Druckrollen204), der besonders fur ganz geringe 
Wellenabstande geeignet ist oder, wenn beide Riemenscheiben im 

Fig. 274. 

gleichen Sinne umlaufen sollen, stellt die Fig. 274 
dar. Das lose Trum ist vollig schlaff und erhalt die 
Spannkraft 8 1 dadurch, daB je eine Druckrolle es 
mit der Kraft N1 bzw. N2 gegen die Scheibe preBt. 
Man kann so je nach dem umfaBten Winkel IX an 
jeder Scheibe ein anderes Spannungsverhaltnis 
e" '" erzielen. Es bestehen die Gleichungen 

81 = 2· Po . N1 bzw. 8'( = 2 . Po . N 2 , 

worin bei Leder auf eisernen Scheiben Po"'" 0,13 
gesetzt werden kann. Freilich ist dieser Wert nur 
bei den geringen Flachendrucken des gebrauch

lichen Riementriebes ge£unden worden; vielleicht ist er bei den hier 
vorkommenden sehr hohen Flachendriicken groBer. 

204) Koch & Cie., Remscheid, 1919. 
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Beispiel 145. Die eiserne Riemenseheibe mit dem Halbmesser r1 = 13 em 
werde dureh das Drehmoment Ml = 11 mkg mit n1 = 1050 Umdrehungen in der 
Minute gedreht. Der Riemen von 8 = 5 mm Starke und b = 8 em Breite treibe 
eine zweite im Abstande a = 65 em befindliche WeUe mit dem Ubersetzungs
verhaltnis 1 : 3,5, also der Umdrehungszahl n2 = 300 an. Anzugeben sind die 
im Riemen auftretenden Spannkrafte und die Krafte N der Druckrollen. 

Man erhalt den Halbmesser der zweiten Scheibe zu 

1050 
r2 = 13· 300 <X) 45 em. 

Die Umlaufgesehwindigkeit des Riemens ist 

:T • 0,26 . 1050 
v = -- --------- = 14,3 m/sk. 

60 

Die Aufzeichnung liefert die umfaBten WinKel 

iXl = 150°, iX2 = 230°. 

Infolgedesse~ nimmt man das Spannungsverhaltni! auf der treibenden Scheibe 
nur zu e ."1 • '" = 1,6, auf der getriebenen zu e /'2 • '" = 2,4. Dem entspricht nach 
(ler ZusammenBtellung S. 240 die Ausbeuteziffer 

kl = 0,3750 bzw. k2 = 0,5833 . 

Die Nutzspannkraft ist nun 

S = Ml 1100 
n r

l 
= 13 = 84,6 kg, 

also die Spannkraft im ziehenden Trum 

S Sn 84,6 k 
2 =tc; = -0-;-375 = 225,7 g 

und damit die beim Auf- bzw. Ablauf von der Scheibe erforderliche 

S; = ~ = ~2!>,~ = 141 kg 
e."'· IX, 1,6 -

auf der treibenden Scheibe und 

auf der getriebenen Scheibe. 

S;' = 225,7 = 94 kg 
2,4 

Wird fUr die Schleuderkraft Sf ein Zuschlag von 2 kg gemacht, so ergibt 
sich der AuspreBwinkel beim Auflaufen auf die treibende Scheibe nach Formel (230) 

0,118 . 14,32 • 8~ __ ° 1841 101 ° 
iXf = 228 . 13 ' """ 2' 

Damit wird 
<Xl = 150 - lOt = 139tO, 

wahrend iX2 = 230° unverandert bleibt. 
Man erhalt somit die erforderlichen Reibungsziffern 

lit = 
log nat 1,6 

= 0,193, 

139t· 1;0-

/J 2 = 
log nat 2,4 

or 
230· -180 

= 0,218. 
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Durch Vereinigung der Gleichungen (233) und (234) ergibt sich jetzt 

( Pm) = ~:_ = _e_~;;;t- 1 = ~}41' 0,6 = 0,865 at, 
21 b·D1 Ill' Oil 8'26'lognatl,6 

( Pm ') = _ SL. eit2· ;;;, ~ 1_ = __ ~. 1,4, = 0,209 at. 
2 a b·Da .iTa·Cia 8·90· log nat 2,4 

Hiermit folgt der erste Anteil der Reibungsziffer bei einem langere Zeit benutzten 
Lederriemen 

1 

11: = - 0,812 + 0,845 . 0,865 7.5 = 0,050 , 
1 

f1~ = - 0,812 + 0,845 . 0,209 7;5 = 0,229 , 
also 

p~' = 0,193 - 0,050 = 0,143 . 

Auf der getriebenen Scheibe besteht noch ein geringer Ruhewinkel, da 
0,218 < 0,229 ist. 

Auf der treibenden Scheibe ist somit die notige Gleitgeschwindigkeit 

'0,050 '4 

C = ( 0,07 ) = 0,26 cmjsk. 

D~e mittlere Gleitgeschwindigkeit des elastischen Gleitens betragt schon 0,9 cmjsk 
(Bd. IV). , 

Die Spannungsverhal~nisse sind demnach annahernd richtig gewahlt, so daB 
sogar noch ein geringer LrberschuB bei auftretenden Belastungsspitzen besteht. 
1m allgemeinen nimmt man darauf keine Rticksicht, da die immer nur kurze Zeit 
dauernden Belastungsspitzen durch erhohtes Gleiten bei verringertem Wirkungs
grad aufgenommen werden. 

Mit der Reibungsziffer ,110 = 0,13 ergeben sich die Andruckkrafte der RoUen: 

S; 141 
N1 = -2-'--';; = -2-;-0-;13 = 542 kg, 

94 
Na = 2 '0,13 = 362 kg. 

Die Spann- und Druckrollentriebe haben neben der vorteilhafteren Aus
nutzung des Riemens den Vorzug, daB der Riemen nicht starker angespannt 
werden kann, als der Betrieb es erfordert, und daB mindestens des Nachts die 
vollstandige Entspannung mit Leichtigkeit durchgefiihrt werden kann, die den 
Riemen sehr schont. 

Bei dem Achsenabstand und der Anspannung, mit denen die Riemen
triebe gewohnlich arbeiten, ist der Durchhang der Riementriimer so 
gering, daB seine Einwirkungen unbeachtet bleiben konnen. Bei den 
Seiltrieben, deren Achsenabstande gewohnlich erheblich groBer sind, 
miissen sie oft wenigstens naherungsweise beriicksichtigt werden 205). 

Das Seiltrum von der geradlinig gem essen en Lange 

(241) 

205) Eine in der Genauigkeit tiber die Anforderungen der Praxis hinausgehende 
Berechnung gibt Duffing, Z. d. V. (I. I. 1919. 
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und dem Gewicht q kg/m hangt unter der Wirkung der Spannkraft 8 
durch um den Betrag (Bd. I Formel 125 b) 

q·12 
/=-8.8' 

Die Richtung der End
tangente wird erhalten, 
wenn man den doppel
ten Durchhang auftragt 
(Fig. 275) und von dort 
aus die Geraden nach den 
Endpunkten zieht. Man 
bemerkt, daB sich das Seil 
in dem mit der Kraft 8 1 

gespannten oberen Trum 
um die Winkel 1.5~ bzw. 1.5~ 
weiter an die Scheiben 
anlegt und in dem mit 
der Kraft 8 2 gespannten 

.. 
Fig. 275. 

unteren um entsprechende Winkel1.5~ bzw. 1.5':, weniger anlegt, so daB der 
ull1faBte Winkel gegeben ist durch 

~1 = 1X1 + 1.5~- 1.5? bzw. ~2 = 1X2 + 1.5; - 1.5~. (242) 

Bei der geringen Breite der Seile und ihrer Form besteht kein Aus
preBwinkel. 

Der Sinussatz ergibt nun 

sin1.5i = 2 /1. sin (~ + y _ fJ _ l.5i) = 4/1 . cos(y - (J - 1.5~) 
11 2 1 ' 

. s., 2/1 . ( n + (J s.,) 411 ( (J s.,) smu2= t 1 ' sm n- 2 - y -U2 =-l-'cOS y- +U2, 

sin1.5~ = 2/; . sin (; + y + (J - 1.5~) = 4 {2 . cos(y + (J - l.5'(), 

Sin1.5~=~t;.sin(n- ~ -y-{J-1.5~)= 4!2.COS(y +(J+1.5~). 
Man kann jetzt schreiben 

sin1.5i = 4 i1 . [cos (y - (J) • cosd l + sin (y - fJ) • sin1.5a • 

Die Winkel (j sind bei den hier in Frage kommenden Ausfiihrungen 
noch so klein, daB man, ohne einen wesentlichen Fehler zu begehen, 
cos d ex> I setzen kann. Dann folgt ziemlich einfach 

cos(y - fJ) cosy' cosfJ + siny· sinfJ 
sin (j~ = --:;---"---'-'---

_1 _ _ sin (y _ fJ) _1_ - siny· cosfJ + cosy' sinfJ 
4/1 4/1 

S t e p han. Technisohe Mechanik. II. 17 
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Nun ergibt die Fig. 275 

a l 
cosy = --, cos(3 = -, 

d d 

h - h . R r l - r 2 siny = _2 __ 1, smv = --; 
d d 

damit wird nach Multiplikation alIer Glieder mit d2 

• !i.' _ a . l + (h2 - hI) • (rl - r2) 
smUl - Z. d2 

4. 11 - (h2 - hI) • l + a· (rl - r 2) 

Setzt man hierin ein 
281 

-=--, 
4/1 q' a" 

90 folgt nach Division alIer Glieder durch a2 

· , , + h'· r' 
sm{)l = 8'. (1 + h'2) - , • h' + r' , (243 a) 

worin abkiirzungsweise bezeichnet 

8"= 2 .~8. (244) 
, q' a" 

Entsprechend erhii.lt man 

· ()" , - h' . ,,' 
sm 1 = ~. (1 + h'2) _ , . h' _ ,,' , (243 b) 

· , ,+ h'· r' 
sm {)2 = 81' (1 + h'2) + I; • h' - ,,' , (243 c) 

· ()" , - h' . r' 
sm 2 = 8~' (1 + h'2) + , . h't + r' • (243 d) 

Da sich bei kleineren Winkeln der Sinus vom Bogen nur wenig 
unterscheidet, so kann man genau genug die wirklich freihiingende 
Lange der beiden' Triimer ansetzen zu 

II = l- rIO sin{)i- r 2 ' sin~ , 
l2 = l + r1 • sin{)r + r2 • sin{)~ , 

und der wahre Durchhang ist denmach 

I - q' tt _ q ° a2 ° ,2 (1 r1 ·!i.I r 2 • !i./)2 
1- - • --oSillUI--oSillu2 

8.81 8.81 l l 

I = q' a2 
• '2. (1 + -.!!.. . !i." + ..!:!. . ",,)2 

2 8.82 l Sill UI l smU2 



Der Riemen- und Seiltrieb. 259 

Riermit ist die vorstehende Berechnung zu wiederholen. Es folgt 
dann, wenn abkiirzungsweise geschrieben wird 

1'} = 1 - ~L. sinb' - ~L. sin(j' 
1 a" 1 a', 2, 

{} = 1 + l. sinb" + ~~-. sinb" 
2 a" 1 a', 2, 

l 2· S 

41 q'a"'{} 

und damit allgemein . ,+ h' . r' 
sm b = ~, ---=-----

~. (1 + h'2) + C' h' + r' {} --

(243 e) 

Seiltriebe lii.Bt man gewohnlich nicht mit starkerem Gleiten laufen, 
als die elastische Dehnung und Zusammenziehung nun einmal hervor
bringt, wenn natiirlich auch Unterschiede der Fettung geringe Unter
schiede im Gleiten bzw. Anliegen verursachen. Die hierfiir zutreffenden 
Reibungsziffern sind bereits S. 232 zusammengestellt. Man rechnet 
also durchweg bei gefetteten Drahtseilen auf Ledereinlagen mit fl = 0,16, 
bei leicht gefetteten Ranf- und Baumwollseilen auf Gu13eisen mit 
fl = 0,25. Nahere Angaben iiber die Veranderlichkeit der Reibungs
ziffer mit dem Anlagedruck und der Gleitgeschwindigkeit liegen nicht vor. 

Um die Reibung zu erhohen, laufen festgeschlagene runde Seile in 
Keilnuten nach Fig. 276, deren Spitzenwinkel gewohnlich 2(J = 45C> 
betragt. Lose geschlagene Quadratseile laufen in Rillen mit dem Spitzen
winkel2(J = 90°. Um ein gutes seitliches Anliegen zu erzielen, was bei 
den Quadratseilen nicht der Fall ist, stente man die Seile bisweilen mit 
trapezfOrmigem Querschnitt her, deren Seitenflachen einen Winkel von 
46° mit der Achse bilden 206). Nach den Darlegungen S. 48 ist dann 
in gewohnlicher Weise zu rechnen, nur mit der Rei-

bungsziffer fl' = .fl ~, also 
Sinu 

bei b = 22 1/ 1 0 mit fl' C'V 0,65, 
bei (J = 45 0 mit. fl' C'V 0,35. 

Man erhiilt so die foIgende Zusammenstellung, die 
zugleich die zugehorigen Ausbeuteziffern gibt: 

IX = 130 140 150 160 170 180 
eO•16 • ex. = 1,44 1,48 1,52 1,56 1,61 1,65 
eO•35 .;x = 2,21 2,35 2,50 2,66 2,82 3,00 
eO.65 .! = 4,37 4,90 5,48 6,14 6,88 7,71 

kO,16 = 0,305 0,324 0,342 0,359 0,377 0,394 
kO,35 = 0,548 0,575 0,600 0,624 0,646 0,667 
kO,65 = 0,772 0,796 0,818 0,838 0,855 0,871 

206) Keller, Z. d. V. d. I. 1898. 

Fig. 276. 

190 200 0 

1,70 1,75 
3,19 3,39 
8,64 9,68 
0,412 0,429 
0,687 0,705 
0,884 0,897 

17* 
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Beispiel 146. Ein Drahtseiltrieb fiir Ms = 110 mkg an der Seilscheibe vom 
Durchmesser DB = 1,40 m, die mit ns = 180 Umdrehungen in der Minute um
lauft, wird bewegt von einer Welle, die n1 = 160 Umdrehungen in der Minute 
macht. Der wagerechte Achsenabstand betragt a = 115,25 m, die Hohe der 
ersten Welle tiber dem MaschinenhausfuBboden h1 = 4,42 m, die der zweiten 
hs = 13,38 m. Anzugeben sind die auftretenden Seilspanukrii.fte und der Wir
kungsgrad des Triebes. 

Man erhalt den Durchmesser der Antriebsscheibe zu 

ns 180 
D1 = Ds • n~- = 1,40 '166 <Xl 1,60 m. 

und hiermit den auf der kleineren Scheibe umfaBten Winkel, wenn vorlaufig von 
dem Durchhang der Seiltriimer abgesehen wird, aus 

"'s r1 - rs r1 - rs 
cos2 = -d- = -,====::;::::==~:=:: 

a'Vl+(hs-:h1 f' 
Mit 

, = r1 - rs = 0,10 = 0000868 
r a 115,25' , 

h' = hs - h1 = 8,96 = 0 0777 
a 115,25' 

ergibt sich 
cos ~ = r' _ = 0,000868 = 0,000865 , 

2 VI + h'2 1,00302 

also ~~ = 89° 57'. 
2 

Infolge des Seildurchhanges vergroBert sich der Winkel auf schatzungsweise 
£XI = 185°. 

Dem entspricht nach der Zusammenstellung 

e'" IX = 1,675 und k = 0,403. 

Es ist nun die Nutzspannkraft 

M2 110 
Sn = r; = 0,70 = 157 kg, 

also die Spannkraft im ziehenden Trunl 

Sn 157 
S2 = 7c = 0,403 "" 390 kg 

und die im losen Trum 
Ss 390 

Sl = et<. IX = 1,675 = 233 kg. 

Die erstere Kraft verlangt (Bd. IV) ein Seil von 13 mID Durchmesser aua 42 Drahten 
von je 1,4 mID Starke, das etwa q = 0,65 kg/m wiegt. 

Mit 
t = VI + h'2 - r/2 = VI + 0,006045 - 0,00000075 = 1,00302 

ergibt sich 
, 2 ·233 

8 , = 0,65 • 115,25 • 1,003 = 6,189 , 

sj = 6,190 . ~:~ = 10,368 
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und nun wird nach den Formeln (243), wenn von vornherein {} = 1 gesetzt wird, 

. , _ 1,00302 - 0,00007 _ 0 1631. (j' - 9° 23' 
SID~, - 6,189 . 1,00605 _ 1,003 - 0,0777 + 0,00087 -, . 1 - , 

. (j" - 1,00295 _ 0 09688· ~',' = 5 ° 33', 
SID 1 - 10,368 • 1,00605 - 0,0779 + 0,0009 -, . 

SID• '2' = 1,00295 - 01591· ., - 9° 9' 
u 6,226 + 0,0770 -, . u. - , 

. <" - 1,00295 _ 0 09525. 'If - 5° 28' 
SIDu. - 1O,430+0~0788 -, . u. - . 

Hiermit folgt schlieBlich 
IX1 = 180° 6' + 9° 23' - 5° 33' = 183° 56', 
IX2 = 179° 54' + 9° 9' - 5° 28' = 183° 35' . 

Die Annahme IX '" 185° war somit noch etwas zu reichlich, ohne daB freilich 
daB praktische Rechnungsergebnis dadurch beeinfluBt wird. Bei Drahtseiltrieben 
der gebrauchlichen Spannweiten kann die Beriicksichtigung der VergroBerung 
des umfaBten Winkels durch den Seildurchhang fUr die praktische Berechnung 
noch immer unterbleiben. 

Der Durchhang selbst betragt 

1 - a·!; _ 115,25· 1,0030 
1 - - 89 = 4,67 m, 4·8; 4·6,1 

28,88 
12 = 10,368 = 2,785 m. 

Die geringe Langenanderung durch die elastische Dehnung des Seiles hat darauf 
nur ganz geringfiigigen EinfluB. 

Da die geraden Verbindungslinien der Endpunkte beider Seiltriimer in der 
Mitte nur um 1,50 m voneinander entfernt sind, so ist der Trieb nur mit einer 
UnterBtiitzungsscheibe von etwa Do = 0,8 m in der Mitte des Leertrunls brauch
bar, deren Hohenlage so bestimmt werden kann, daB die berechneten Winkel 0' 
an den Hauptscheiben unverandert bleiben. . 

Auch bei Drahtseilen der iiblichen Litzenkonstruktion ist zu Anfang eine 
groBere Anspannung notig. Wenn das Seil mit der Ruhespannkraft 

8 = 81 • (el,·1i - 1) = 233-.:. 0,675 = 304 k 
o {t • IX 0,518 g 

etwa 3-:-4 Wochen nach dem Auflegen arbeiten solI, die dann nur noch langsam 
und wenig abnimmt, so muB 3 Minuten nach dem Anspannen eine um etwa 15 v.H. 
hohere Spannkraft vorhanden sein 207). 

Der durch die Seilsteifigkeit hervorgerufene Anteil des Wirkungsgrades ist 
nach den Formeln (238) und (207) 

_ 1,32. 233 + 0,5 233 + 0,5 T90 + 0,5 -390 + 0,5 ( 
60 60 60 60) 

'lSt - 1 - 4"" -70 _ 5- + ----SO - 5- + -70 - 5- + 80 - 5-

= 1 - 0,4225 . (0,01165 + 0,01010 + 0,01005 + 0,00872) = 0,9829 . 

Das elastische Gleiten auf jeder Scheibe betragt bei 

_ Jr. 1,6 . 160 _ 1341 j k 
v - --60-- - , m s 

Umlaufgeschwindigkeit c = 0,21 cmjsk. (Bd. IV.) Damit wird der betreffende 
Anteil des Wirkungsgrades 

2· 0,21 
'fJGI = 1 - 1341 = 0,9997 . 

207) Stephan, D. p. J. 1916. 
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Bei den Wellendurohmessern d1 = 7 om, d. = 6 om, do = 5 em und den Ge· 
samtgewiohten von Soheibe, Welle und dem zugehOrigen Teil des Seilgewiehtes 
G1 = 275 kg, G. = 245 kg, Go = 120 kg wird, wenn der Aohsdruok genau genug 
in wagereohter Riohtung zu 

Q = 81 + 8. = 233 + 390 = 623 kg 

angesetzt wird, gemaB Formel (239) mit {11 = f'2 '" 0,04 und (10 "" 0,06 

= 1 _ ~,04_·_62~_ .(V~1:)· 7 + l/~+ (~~) •. 6 + 15. 120) 
I}, 2 • 11 000 180 r 623 ' 623 

160 
= 1 - 0,001133 • (6,80 + 6,56 + 0,289) = 0,9845 • 

Als Anteil des Luftwiderstandes des Seiles und der 3 Soheiben werde 1] = 0,9925 
gesohiitzt. 

Damit wird der Gesamtwirkungsgrad 
I} = 0,9829 • 0,9997 . 0,9845 • 0,9925 = 0,960 • 

Beispiel 147. Von dem Seilsoheibensohwungrad einer Dampfmasohine von 
Dl = 4,50 m Durehmesser, daB mit n1 = 115 Umdrehungen in der Minute um
lauft, ist das Drehmoment Ml = 4000 mkg duroh Hanfseile von d = 5,0 om 
Durchmesser weiter zu leiten auf eine mit n. = 225 Umdrehungen in der Minute 
laufende Welle, die in wagereohter Riohtung a = 12,40 m und in lotreohter 
h. - hi = 4,30 m entfernt liegt. Zu bereohnen sind die Seile und der Wirkungs
grad des Triebes. 

Der Durohmesser der zweiten Seilsoheibe ist 

115 
D. = 4,50 • 225 = 2,30 m. 

Damit ergibt sioh der auf dieser Soheibe umfaBte Winkel aus 

008 1X2• = 4,50 - 2,30 = 008875 
2 ·12,40 ' 

zu 1X2 = 169° 48'. Gesehiitzt wird demnaoh vorlaufig <Xa = 175°. 
Dafiir liefert die Zusammenstellung bei festgesehlagenen Rundseilen 

k = 0,863, e'u'. iX. = 7,34, 

bei lose geschlagenen Quadratseilen 

k = 0,661 , e""· iX, = 2,91 • 

Die Nutzspannkraft der Seile betragt 
Ml 4000 

8 n = ~ = 2,25 "" 1800 kg. 

und die in den ziehenden Triimern 
1800 1800 

8. = 0,863 = 2086 kg bzw. 8. = 0,661 = 2722 kg, 

die in den Leertriimern 
2086 

8 1 = -7,34 = 280 kg bzw. 
2722 

81 = 2,91 = 936 kg. 

LaBt man alB Hoohstbeanspruohung der Seile auf der geraden Strecke bei 
mindestens 6jahriger Liegedauer fiir die lose gesohlagenen Quadratseile von 
F = 52 = 250m2 Quersohnitt 0= 16 kg/emz ZU2D8) und fUr die fest gesohlagenen 

208) Bonte, Z. d. V. do I. 1919. 
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Rundseile vom Quersehnitt F = ~ .52 ,-,20 cm2, die etwas weniger Fasem im 

Quersehnitt enthalten, a = 15 kg/em 2 , so folgt die Anzahl der Seile zu 

. 2086 . 2722 
t = 20 . 15 = 7 bzw. t = 25 . 16 = 7 , 

die je q = 1,90 bzw. 2,05 kg/m wiegen. 
Man berechnet jetzt die Hilfswerte 

r' = cos -t = 0,08875, h' = ~~ = 0,3469 , 

!; = VI + h'2 - r's = 1/1 + 0,1096 - 0,0079 = 1,050 , 

2·280 2·936 
8i = 7' 1,90 • 12,4 • 1,05 = 3,238 bzw. 8; = 7 . 2,05 . 12,4 • 1,05 = 10,02 , 

8~ = 3,238'7,34 = 23,75 bzw. 8; = 10,02'2,91 = 29,15, 

2,25 1,050 + 0,3469 '0,08875 
{}1 = 1 - 12,4' 1,05 3,238' 1,1096 - 1,050 . 0,3469 + 0,0888 

1,15 1,050 + 0,0308 1 00564 00246 09190 
12,4 . 1,05 3,594 + 0,3642 - 0,0888 = -, -, =, 

bzw. entsprechend 

{}1 = 1 - 0,0172 - 0,0084 = 0,9744, 

2,25 1,050 - 0,0308 
#. = 1 + 12,4'1,05 23,75' 1,1096 - 0,3642 - 0,0888 

1,15 1,0192 
+ 12,4' 1,05 26,34 + 0,3642 + 0,0888 = 1 + 0,0215 + 0,0106 = 1,0321 

bzw. entspreehend 

{}2 = 1 + 0,0175 + 0,0087 = 1,0262. 
Da.mit wird schlieBlieh 

• ~I _ 1,050 + 0,0308 
sm u, - 3,594 = 0,2971 bzw. 0,0972 , 

0,9190 - 0,3642 + 0,0888 

· ~,,_ 1,050 + 0,0308 
smu, - 26,34 

1,0321 - 0,3642 - 0,0888 
= 0,04315 bzw. 0,0328, 

· ~' 1,050 + 0,0308 
sm 2 = 3,911 + 0,3642 _ 0,0888 = 0,2581 bzw. 0,01)26, 

· ~,,_ 1,050 + 0,0308 _ b 
sm • - 25,521 + 0,3642 + 0,0888 - 0,0416 zw. 0,0319, 

also 
~i -~? = 17° 17' - 2° 38' = 14° 29' bzw. 3° 42', 

~~ - ~~' = 14° 57' - 2° 23' = 12° 34' bzw. 3° 29' • 

Der auf der kleineren Scheibe umfa.6te Winkel betrii.gt demnach 

/Xs = 169° 48' + 12° 34' = 182° 22' bzw. 173° 17' • 

Die obige Schii.tzung entspricht also annii.hemd dem Wert fUr die lose ge
schlagenen Quadratseile. Fiir die fest gesehlagenen Rundseile ist die Rechnung 
etwas zu ungiinstig. 
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Der Durchhang der Seile in der Mitte ist mit den vorstehenden Zahienwerten 
in den Ieeren Triimern 

t = a . ~ . {}1 = 12,40 . 1,050 . 0,9744 = 0977 
1 4 . 8f 4 . 3,238 ' m bzw. 0,316m, 

in den ziehenden Triimern 

t = a'l; . {)s = 12,40 . 1,050 . 1,0321 = 0141 b 0114 
2 4. 8; 4 . 23,75 ' m zw. , m. 

Die lose geschlagenen Seile haben in beiden Triimern den geringeren Durchhang. 
Beim Auflegen miissen die Seile wesentlich starker angezogen werden, als 

die Rechnung ergibt. Freilich liegen dariiber gar keine Versuchsunterlagen vor. 
Einstweilen diirfte vielleicht die doppelte Anspannung 3 Minuten nach Herstel
lung der Verbindung anzunehmen sein, wenn die berechnete Anspannung etwa 
3 W ochen nach dem Auflegen noch vorhanden sein Boll. 

Das Gewicht der Seilscheibe von 2,3 m Durchmesser mit der Welle von 
d = 12 cm Starke betragt etwa G = 1800 kg. Wie eine Aufzeichnung leicht er
gibt, wird dann der Achsdruck 

P = 3350 bzw. 4550 kg. 

Der Wirkungsgrad setzt sich aus folgenden Betragen zusammen: 
Anteil der Seilsteifigkeit nach Formel (238) und (208) 

11st = 1 - ! '0,13' 52. (4!0 + 2!0) = 0,9893 

bzw. 

1 - ~ • ° 10 . 52 . (0,222 + 0,435) = ° 9918 
2 ' 100 ,. 

Zur genauen Bestimmung des elastischen Gleitens liegen nicht alle Unterlagen 
vor, so daB nur geschatzt wird 

11m = 0,990. 

Nach Formel (240) ist mit f-l = 0,02 allein fur die kleinere Scheibe 

1 3350·12 
'1z = 1 - - • 0,02' ---- = 0,9714 bzw. 0,9594. 

2 4000 .~1_5 
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Die Zapfenreibung des groBen Schwungrades sowie sein Luftwiderstand wird am 
richtigsten dem Wirkungsgrad der Dampfmaschine zugerechnet. 

Ebenfalls geschatzt wird der EinfluB des Luftwiderstandes der Selle und der 
kleineren Scheibe zu 

'1L= 0,995. 

Der Gesamtwirkungsgrad ist hiermit 
11 = 0,947 bzw. 0,937. 

Der Trieb mit den lose geschlagenen Seilen hat infolge des erheblich kleineren 
Spannungsverhaltnisses einen erhOhten Achsdruck, der den Wirkungsgrad herunter
setzt. Der Unterschied in der Steifigkeit der Seile ist von ganz nebensachlicher 
Bedeutung. Der Unterschied im Wirkungsgrad zugunsten der fest geschlagenen 
Seile besteht allerdings nur dann, wenn man ihre Leistungsfahigkeit auch voll 
ausnutzt, sie also mit hohem Spannungsverhaltnis und groBem Durchhang im 
Leertrum betreibt, was freilich haufig nicht geschieht 208 ). 
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