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V or"\vort und Einleitung. 

Mit den Bernoullischen Zahlen hat von Jacob Bernoulli an 
bis in die Gegenwart hinein eine grosse Zahl ausgezeichneter Mathematiker 
sich beschäftigt, und manche dieser Forscher sind von ihnen wiederholentlieh 
angelockt worden. 

Das hat seinen Grund vorzüglich in ihrer grossen Wichtigkeit für 
die Analysis. Nachdem .J aco b Bernoulli sie zum Zweck der Summation 
der Potenzen der natürlichen Zahlen eingeführt hatte, wurden sie von 
Euler mit den Summen der reciproken Potenzen der natürlichen Zahlen 
und den Potenzen der Ludolphischen· Zahl, sowie mit den Coefficienten 
der Reihen für die Tangente, Cotangente und Cosecante und ebenfalls 
einiger Exponentialfunctionen in engen Zusammenhang gebracht; während 
Mac La.urin sie schon vorher in der nach ihm benannten Summenformel 
zum Ausgleich der Differenz zwischen einer endlichen Reihe und einem 
bestimmten Integral benutzt hatte. 

Doch liegt eine zweite Ursache des mit Vorliebe gepflegten Studiums 
derselben auch in ihrer Biegsamkeit und Elasticität. Ihre, wie man fast 
sagen möchte, protausartige Natur lässt sie in der mannigfaltigsten Weise 
ans Licht treten. Der eine Mathematiker bringt sie mit der harmonischen 
Reihe in Verbindung, der andere lehrt die Möglichkeit, mittels ihrer die 
ungeraden Zahlen in zusammengesetzte und Primzahlen zu trennen, und 
der dritte baut sie aus Einheitswurzeln auf. -

Den Methoden möglichst leichter Berechnung derselben wandten sich 
naturgernäss die ersten Bestrebungen zu. Ein Mittel, sie successive, jede 
aus allen ihr vorangehenden, aufzufinden, hatte Ja c ob Be r n o u 11 i angegeben, 
und Moi vre hat diesen Gedanken in eine Gleichung gebracht. An diese 
älteste Recursionsformel schloss sich nun eine ganze Reihe anderer von 
ähnlichem Charakter an, in denen allen sämmtlihe Bernoullische Zahlen 
bis zu einer bestimmten (als unbekannt anzusehenden) linear und mit ab­
wechselnd positiven und negativen Factoren verbunden dem Rechner ent­
gegentreten. In neuerer Zeit ist es gelungen, diese Formeln zu verkürzen, 
indem nunmehr schon zur Ermittelung einer Bernoullischen Zahl etwa die 
Hälfte der ihr vorangehenden ausreicht. In einer dritten Gruppe recursiver 
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Gleichungen steht auf der linken Seite die unbekannte Bernoullische Zahl, 
während die Glieder der rechten Seite die Producte von je zwei Bernoulli­
schen Zahlen enthalten und sämmtlich positiv sind. Endlich sind auch 
noch Recursionsformeln vorhanden, in denen die Bernoullischen Zahlen mit 
Secantencoefficienten vermischt vorkommen. 

Wurde nun hierdurch das hauptsächlichste Bedürfniss befriedigt, so 
wandte sich das weitere Interesse der unabhängigen Darstellung derselben 
durch directe Formeln zu, sowie etwa ein Binomialcoefficient sowohl recursiv 
durch zwei benachbarte der vorangehenden Potenz, als auch ohne Kenntniss 
derselben direct ausgedrückt werden kann. Für die Bernoullischen Zahlen 
sind die directen Formeln aus den mannigfachsten Gesichtspunkten auf­
gestellt worden, deren gruppenweise Zusammenfassung nur eine Vorweg­
nahme des nachfolgenden Inhaltsverzeichnisses sein könnte und daher hier 
unterbleiben möge. Nur mag bemerkt werden, dass die meisten derselben 
auf dem Princip der Coefficientenvergleichung beruhen und dass sie wegen 
ihrer Vielgestaltigkeit und wegen der Erfindungskraft ihrer Urheber in­
tellectuelles Vergnügen bereiten, während für die praktische Anwendung 
die Recursionsformeln immer die bequemeren bleiben werden. 

Aber nicht nur die Aufmerksamkeit des Analytikers wird durch die 
Bernoullischen Zahlen in Anspruch genommen, sondern auch der Blick des 
Zahlentheoretikers lenkt sich ihnen zu. Nicht allein, dass man Factoren 
von einfacher Gestalt angeben kann, deren Product mit den Bernoullischen 
Zahlen ganzzahlig ist, - es gelang zwei Mathematikern, von Stau d t und 
Clausen, gleichzeitig und unabhängig von einander den höchst merk­
würdigen Satz zu entdecken, dass jede Bernoullische Zahl sich von einer 
positiven oder negativen (nicht von vornherein angebbaren) ganzen Zahl durch 
eine Reihe von Brüchen unterscheidet, deren Nenner Primzahlen, die sich 
aus der Nummer der Bernoullischen Zahl vollständig und sicher bestimmen 
lassen, und deren sämmtliche Zähler gleich der Einheit sind. An dies 
Theorem knüpfen sich Untersuchungen über die genannten ganzzahligen 
Bestandtheile, andere beziehen sich auf die Theilbarkeit gewisser linearer 
Functionen gleichweit von einander abstehender Bernoullischer Zahlen durch 
die Potenzen einer mit ihrer Distanz zusammenhängenden Primzahl, noch 
andere auf die mit den Bernoullischen Zahlen eng verbundenen Tangenten­
coefficienten, und insbesondere auf deren Endziffern. 

Dieses umfangreiche in Werken und Zeitschriften verstreute Material 
zu sammeln und einheitlich darzustellen, schien dem V erf. eine des Studiums 
und der Arbeit wohl würdige Aufgabe zu sein. Nachdem dies in Vor­
lesungen an der hiesigen Universität versucht worden, wagt er es, dieselben 
zu gegenwärtigem Werkchen vervollständigt in weitere Kreise hinauszusenden. 

Bei den Referaten über die einzelnen Abhandlungen, wobei auch die­
jenigen über die Secantencoefficienten, insoweit sie mit den Bernoulli­
schen Zahlen zusammenhängen, nicht entbehrt werden konnten, musste 
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natürlich der Hauptinhalt einerseits so ausführlich dargestellt werden, dass 
ein Rückgreifen auf die Quelle, besseren Verständnisses wegen, unnöthig 
wird, andererseits verbot sich eine zu grosse Breite und eine zu specielle 
Wiedergabe von selbst, es musste das minder Wesentliche ganz ausgeschieden 
oder nur kurz mit einem Hinweis auf das Original erwähnt werden. Ob 
in dieser Hinsicht, wo doch Vieles dem persönlichen Ermessen anheimfällt, 
im Grossen und Ganzen das Richtige getroffen ist, bleibt selbstverständlich 
dem Urtheil der sachkundigen Leser überlassen. Dass verschiedenartige, 
aber in derselben Abhandlung vereinigte Untersuchungen in dem Buche, 
soweit sie überhaupt die Bernoullischen Zahlen angehen, getrennt und an 
der betreffenden Stelle zur Sprache kommen, darf wohl kaum besonders 
bemerkt werden. -

Zur Einführung in die Theorie der Bernoullischen Zahlen eignen sich 
mehrere Wege, je nach der Erklärung, welche man für sie zu Grunde legt. 
Die bekannten Entwickelungen von Schlömilchl) und Stern 2) knüpfen 
an die Exponentialfunctionen an; an dieser Stelle schien es naturgemäss, 
von der ursprünglichen Bedeutung der Zahlen auszugehen, und von da aus 
die Eigenschaften derselben (dass sie sämmtlich positiv sind, schneller als 
jede geometrische Reihe wachsen und dass die früher mit geradem Index 
bezeichneten den W erth Null haben), sowie auch die Recursionsformeln 
selbst abzuleiten. 

Die weitere Gliederung des ganzen Stoffes ergiebt sich nach dem früher 
Gesagten von selbst in die drei Abschnitte: Recursionsformeln, Unabhängige 
Darstellungen, Zahlentheoretische Untersuchungen, doch wurde, um die 
Symmetrie nicht zu stören, der Vervollständigung der Mac-Laurinsehen 
Summenformel nebst Beispielen, nachdem dieselbe in ihrer ursprünglichen 
Gestalt bereits im ersten Abschnitt entwickelt worden, ein besonderer, der 
vierte Abschnitt, gewidmet. 

Innerhalb der einzelnen Abschnitte ist, soweit als thunlich, d. h. soweit 
als sachlich Zusammengehöriges dadurch nicht auseinander gerissen wurde, 
die historische Folge beobachtet. Dabei stellte sich heraus, dass öfters 
dieselben Formeln von verschiedenen Autoren, die unabhängig von einander 
arbeiteten, aufgestellt worden waren, und vorliegendes Werkchen möchte 
fernerhin den Forschern die unnütze Mühe ersparen, alte Formeln von 
Neuern zu erfinden. 

Die Litteraturnachweise, von denen der Verf. einzelne der Freundlich· 
keit seines verehrten Collegen Herrn Hurwitz verdankt, sind an den be­
treffenden Stellen und in einem zusammenfassenden Register angegeben. 
Das Buch kann zwar in dieser Beziehung nicht den Anspruch auf Voll­
ständigkeit erheben, doch hofft der Verfasser, von den Gesichtspunkten, denen 

1) Grunerts Archiv, Bd. 10 (1847), S. 342, oder Comp. d. höh. Analysis li zu 
Beginn der Abhdl. über die Bernoullischen Functionen. 

2) Zuerst mitgeteilt in G. F. Meyers Doctor-Dissertation, Göttingen 1859. 
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die mannigfachen Gleichungen ihre Entdeckung verdanken, keinen wesent­
lichen fortgelassen zu haben. Jedenfalls aber würde ihm jede öffentliche 
oder private Belehrung in dieser Hinsicht willkommen sein. -

Vorliegendes Buch, für dessen sorgfältige Ausstattung der Verfasser der 
geehrten Verlagshandlung von Julius Springer seinen b.esten Dank aus­
spricht, ist in erster Reihe für die studirende Jugend bestimmt und sind 
darin die Kenntnisse eines Studenten im dritten oder vierten Semester 
vorausgesetzt. In Rücksicht hierauf, sowie auch, um die Einheitlichkeit der 
Darstellung zu wahren, sind die Beweise öfters anders als in den Original­
abhandlungen geführt worden , ohne dass es in der Regel dem Verfasser 
nöthig erschienen wäre, dies besonders zu erwähnen. Zahlenbeispiele sind 
der Raumersparniss wegen nur wo sie für das Verständniss dringend noth­
wendig waren, gegeben worden. Ueberhaupt hat sich der Verfasser bemüht, 
die wissenschaftliche Haltung nirgend durch unnütze Breite zu beeinträchtigen, 
so dass dies Werkchen über die Bernoullischen Zahlen auch dem Facheollegen 
Orientirung und, wie der Verfasser zu hoffen wagt, Anregung zu neuen For­
schungen auf diesem Felde darzubieten vermöchte; denn dass diesem un­
erschöpften Boden noch fernerhin beachtenswerthe Früchte entspriessen 
können, ist dem Verfasser, der selbst einzelne Halme ausreifen lässt, völlig­
unzweifelhaft. 

Königsberg, im September 1892. 

Louis Saalschütz. 
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Erster Abschnitt. 

Recursionsformeln. 

§ 1. 

Erklärung der Bernoullischen Zahlen. Einfachste vollständige 
Recursionsformeln. 

Die Bernoullischen Zahlen verdanken ihren Namen dem Mathe· 
matiker Jacob Bernoulli, der sie in die .Analysis einflihrte, und nach 
welchem Moivre und Leonhard Euler sie benannten. Die Einführung 
geschah bei der Lösung der .Aufgabe, die Summe der ganzen positiven 
Potenzen der natürlichen Zahlen zu finden 1), was in folgender .Art be­
werkstelligt werden kann. Seien x und p positive ganze Zahlen und: 

(1) SP(x) = lP + 2P + 8P + ... + xP; 

dann ist SP(x) die. Summe einer arithmetischen Reihe pten Grades, hat also 
die Form: 

(2) S I'()= + x(x-1)+ x(x-1)(x-2)+ + x(x-1) ... (x-p) 
x aox al 1. 2 a2 1. 2. 3 . . . a P 1. 2 ... (p+ 1) 

wobei a0 a1 .•• aP die Anfangsglieder der Hauptreihe und ihrer Differenz­
reihen sind. Wir können somit auch, wenn wir nach Potenzen von z 
ordnen, setzen: 

Setzen wir hierin x-1 an Stelle von x und ziehen die entstehende Gleichung 
von (3) selbst ab, so ist mit Rücksicht auf die Bedeutung von SP(x) 
(s. Gl. (1)): 

1) Ars conjectandi, Basel 1713, S. 97. Bernoulli selbst hat nur die ersten 
fünf Zahlen berechnet. Genaueres siehe in der späteren Anm. zu Gl. I. 

Saalschütz. 1 
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(4) a;P = A. {<p + 1) xP- (pt~)p :x;P-1 ± ... + (-l)P} 

oder 

+ B {pxP-1- PT_";1) :x;P-2 ± ... + (-1)~>-1} 

+ 0t {(p-1) :x;P-2- (p- ~).(:- 2) xP-3± •.• + (-l)P-2} 

+ ... + OP-1· 

Diese Gleichung steht linter der Form: 

xP = oc0 + oc1 x + ~ z2 + ... + ocp xP 

und gilt für alle positiven ganzzahligen W erthe von x; das ist nicht anders 
möglich, als wenn einzeln : 

ot0 =0, IX1 =0, ~=0, ... 1Xp_1 =0, iXp-1=0 

sind. Folglich ist nach (4) zunächst: 

A.(p+1)=1 

B'n-A. (P+ 1)P = 0 
1' 1.2 ' 

woraus: 

(5) 
f A=p~1 
t B=;' 

und, wenn wir den Coefficienten von xP-k bilden und darin die W erthe für 
A. und B aus (5) einsetzen: 

(6) (-l)k p(p-1) . .. (p-k+1) + (-1)"-1 p(p-1) ... (p-k+1) 
(k+1)! 2. k! 

+ (-1)"_ 2 (p-1) ... (p-k+1) C + (-1)1•-s (p-2) ... (p-k+1) C. 
(k-1)! 1 (k-2)! 2 

p-k+1 + ... + 1 ck-1 = o. 

Mittels dieser Gleichung, worin nacheinander k = 2, 3, ... p zu setzen 
ist, kann man successive die Grössen C1, C2, bis Cp_1 berechnen. Dabei 
hängt Ck-1 von k und von p ab; führen wir nun andere Grössen b1, b2, 

• • • bk-1 mittels der Gleichungen: 
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(7) 
I Gt =pbl 

c.- p(p-1) b .
1 

z- 1.2 2 

c _i_ p (p-1) ... (p-k+2) b 
k-1- (k-1)! k-1 

ein, so geht (6) nach Fortlassung des gemeinsamen Factors 

p (p-1) ... (p-k+ 1) 

und Multiplication mit k !, wenn (k)11 die Bedeutung: 

(k),. = k (k-1) ... (k-h+ 1) 
1. 2 ... h 

hat, in folgende Gleichung über : 

(8) 2 ~k+\) - (k)1 b1 + (k)~ b2 + ... + (-1)k - 1 (k)k-l bk-t = 0 
oder auch: 

(9) (k)1 bk-1 -(k)2 bk-2 ± ... + ( -1)k (k)~;_1 b1 + (-1)k+l 2 ~k-:1 ) = 0. 

In diesen Gleichungen kommt p nicht mehr vor, die Grössen b1 b2 ••• 

hÜ.ngen also nur von ihrem Index ab und sind daher der Reihe nach 
zu berechnen möglich. Setzen wir z. B. in (9) k = 1, 2, 3, 4, 5, so er· 
halten wir: 

1 1 1 
b1 = 12' bz = 0, b3 =- 120' b4 = 0, bs = 252. 

Die Rechnung wird aber wesentlich durch den Umstand vereinfacht, dass 
alle b mit geradem Index verschwinden. Dies lässt sich in folgender Art 
beweisen. Setzen wir in (3) x = 1 , wodurch die linke Seite gleich der 
Einheit wird, für A und B die Werthe aus (5) und für die Ct. die Werthe 
aus (7) ein, so entsteht die Gleichung: 

(10). 

setzen wir andererseits in (8): k = p, so wird : 

und die Addition beider Gleichungen liefert : 

(11) 

Wird darin p = 2 oder 3 gemacht, so ergiebt sich : 

b2 =0, 
1* 
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was also der obigen Bemerkung zufolge der feste W erth für b'l ist; setzt 
man dann in (11) p = 4 oder 5, so folgt: 

b4=0, 
und so überhaupt: 

(12) 

womit die obige Behauptung erwiesen ist. 
Wir setzen nun: 

(13) 

dann sind die Grössen B11 B2 , B3 ... die Bernoullischen Zahlen. 1) 

Sie lassen sich somit aus den b's leicht berechnen oder auch direct mittels 
Recursionsformeln successive herleiten, worauf wir demnächst zurückkommen. 
Die von J ac. Bernoulli angegebenen sind: 

1 1 1 1 5 
B1 = 6' B2 = 30' Bs = 42' B 4 = 30' B5 = 66. 

Die folgenden bis zur 15 ten sind von Eule r 2), bis zur 31 ten von 0 h m 3), 
bis zur 62ten von Adams~) berechnet; die ersten 32 derselben sind am 
Ende des Buches angegeben. 

Da die C mit geradem Index mit den b gleicher Gattung verschwinden, 
so schliesst die rechte Seite von (3) für ein gerades p mit :c, für ein un­
gerades mit :c2 ; drücken wir nun die C durch die B. Z. (d. h. Bernoullische 
Zahl oder Bernoullische Zahlen) aus, so erhalten wir die Formeln: 

(14) x•n+t x'" B 12n + 22n + ... + a;2n = 2n+1 + _2_ + {2nh T q;2n-1 

-(2n)3 ~· ,x:m-s± ... +(-1)n+1(2n)2 ,._1 !~ x, 

(15) 
x•n+• x•n+t B 

12n+t + 22n+t + ... + a;2n+1=2n+2 + -2- + (2n+1)t 21_ a;!n 

- (2n+ 1)3 ~· a;2n-2 ± ... + (-1) 71 +1 (2n+1)2,._1 :: a;2, 

Die Schlussglieder in diesen Gleichungen sind in kürzester Form : 

(16) in (14): (-1)"+1B,.x, in (15): (-1)"+1 271 B,.x2, 

1) Die obige Bezeichnungsart ist die jetzt gebräuchliche, früher wurden die 
Zahlen B 11 B8 , B5 ••• benannt, indem B,, B 4 , B6 ••• als Null galt. 

") Calculus differentialis II, cap. V, § 122. 
3) Journal für reine und augewandte Mathematik, begründet von Crelle, 

in der Folge immer als J. für Math. citirt, Bd. 20 (1840), S. 11. 
•) ib. Bd. 85 (1875), S. 269. 
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Wir wollen nunmehr beweisen, dass die B. Z. si1mmtlich positiv 
sind und von der vierten an immer grösser werden. 

Zu dem Zweck erheben wir die Gleichungen (14) u. (15) aufs Quadrat. 
Nun ist zunächst: 

(17) (1P + 2P + ... + zP)2 == 12P + 22P + ... + z2p 

+2 f1P. 0 +2P.1P+ 3P (1P+2P) + ... +zP (1P+ ... + (z-1)P)}. 

Bezeichnen wir nun allgemein : 

(18) 
:JJ 

1 k + 2k + ... + zk = ~ yk = .J:xk , 
I 

so ist also: 
:JJ 

(19) (..!'zP)2 = Iz2P + 2 ~. {11' (.l:yP- yP)}; 
I 

aber nach (14) und (15) ist: 

(20) .J:yP- yP = ~::;- y: + (p)1 ~1 yP-1 =t= ••. , 

also wird aus (19): 

(21) 

so dass sich .l:z2P forthebt. Unterscheiden wir nunmehr, ob p gerade oder 
ungerade ist und nehmen zuerst : 

p=2n, 

so erhalten wir, indem für (20) die Gl. (14) zur Anwendung kommt, aus (21): 

(22) (xm+• )2 2 4n+I ) B, B 4n-I · 2n+l + ... ±Bnx = 2n+1 Ix +(2n 1 T x 

-(2n)a ~· ..!'z4n-a± ... +(-1)"+12B,. Iz2n+t. 

Hier ist für alle Summen auf der rechten Seite Gl. (15) anzuwenden, und 
vergleichen wir dann die Coefficienten vou z2 auf der linken und rechten 
Seite, so entsteht die Gleichung : 

(23) 2 _ 4n+l . 4n-1 4n-3 
B,. --- 2n+l B2n + (2n)1 - 2- B1 B2n-t + (2n)a - 4 - B2 B 2n-2 

+ ... + (2n)2n-3 ~~~ Bn-1 Bn+l + (2n+1) B!. 
also: 

(24) B2n = ~~ {(2n+1)2 (4n- ·1)B1 B2,._1 +(2n+1)4 (4n-3) B2 B2,._2 

+ ... + (2n+ 1)2 .. _ 2 (2n+3) B,._1 B,.+l + 2n (2n+1) B~}. 
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Nehmen wir jetzt 
p=2n+l, 

so tritt nur ein wesentlicher Unterschied einr dass nä.mlich auf der linken 
Seite die niedrigste Potenz x4 ist, also x2 nicht vorkommt. Verfahren wir 
ausserdem ganz analog der bisherigen Durchführung, so gelangen wir 
zu der Gleichung: 

(25) B2n+l = 4n~S {(2n+2)2 (4n+l)B1 B2n+(2n+2)4 (4n-l)B2 B2,._1 

+ ... + (2n+2)2 n (2n+3) Bn Bn+1}. 

Also ist z. B. : 

B3 = ~ .(4)2 • 5B1 B2 

B4 = ! {(5)2 • 7 B1 B3 + 4. 5 B!} 

B5 = 111 {(6)2 • 9 B1 B4 + (6)4. 7 B2 B8} 

u. s. w. 

Nimmt man nun B1 = i- als bekannt an, oder entwickelt es aus der be­
kannten Gleichung: 

(.Ex)2 = ..Exs, 

so erschliesst man aus (24) und (25) successive, dass alle B. Z. positiv sind; 
ferner folgt aus (24) und (25) gemeinschaftlich: 

(26) 

also von p = 4 ab : 

(27) 

und wenn p genügend gross ist: 

(28) B > p(p+l) B · 
p 12 p-1• 

in der That wird sich später zeigen, dass für grosse W erthe von p 
sehr nahe: 

(29) 

ist, was wegen n 2 = 9,87 mit (28) in Uebereinstimmung steht. Aus (28) 
folgt, dass der Quotient Bp : Bp_1 immer grösser wird und schliesslich über 
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alle Grenzen hinaus wächst: es nehmen also die B. Z. von einer leicht 
zu bestimmenden an schneller zu als irgend eine wachsende 
geometrische Reihe. Ist nämlich deren Exponent e, so braucht nur p 
aus der Beziehung: 

berechnet zu werden. 
Wir gehen nunmehr zu Gl. (9) zurück, um daraus Recursionsformeln 

für die B. Z. zu gewinnen. 

Setzen wir in (9) k =2m, bk-2 = bk_4 = ... = b2 = 0 und für bk-1. 
bk-3, ... b1 die Werthe aus (13), so erhalten wir nach Multiplication 
mit (-t)m-1: 

(2m)l ~:- (2m)3 :!:'.::~ ± ... + (-t)m-1 (2mhm-1 ~1 

2m-1 + (-l)m 2(2m+l) = O. 

Multipliciren wir diese Gleichung mit 2m+ 1, so entsteht daraus: 

I (2m+l)1 Bm-(2m+l)3 Bm-l + (2m+l)5 Bm-2 + ... 
+ (-t)m- 1 (2m+1)2m-1 B1 +(-l)m(m-t)=O. 

Dieses ist die älteste Recursionsformel; sie wird auf Moivre 1) zurück­
geführt. 

1) Miscellanea analytica (London 1730) Complementum S. 6ff.- J. Bernoulli 
findet zunächst (Ars Conjectandi, Basel i 713, S. 97) die Potenzsummen nach ein­
ander aus den Formeln flir die figurirten Zahlen z. B. nach Aufstellung der 
Gleichungen: 

.El=n 
n'+n 

.En=-2-

in folgender Art: 
.., (n-1) (n-2) (n-3) _ n(n-1) (n-2) (n-3) 

..:.. 6 - 24 
oder: 

also: 
4 6 3+ 11 2 6 4 3 2 

..En3 = 6 ..En2-11 ..En + 6 2.1 + n - n n - n = ~ + ~ + ~ 
4 4 2 4 . 

So giebt er die Summen bis _.En10 einschliesslich und folgende Formel an, worin c 
den Exponenten irgend einer (ganzen positiven) Potenz bedeutet: 
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Setzen wir in (9) k = 2m+ 1, wodurch u. A. 
' Bm 

bk-l = 0, bk-2 = (-1)"'+1 2m 

wird, und verfahren ausserdem wie oben, so erhalten wir: 

TI (2m+ 2)2 Bm- (2m+ 2)4 Bm-I +(2m+ 2)6 Bm-2 + ... 
+ (-1)111-1 (2m+2)tm B1 + (-l)"'m=O; 

dieselbe ist von Jacobi 1) mitgetheilt. 
Subtrabiren wir I von II, so ist der bekannten Gleichung 

(n+l)k = (n)k + (n)k-1 oder: (n+ l)k+I -(n)k = (n)k+l 
zufolge: 

III (2m+ 1)2 B".- (2m+ 1)4 Bm-1 +(2m+ 1)6 Bm-2 + ... 
+ (-1)'11- 1 (2m+ 1)2m B1 +(-1)111 .1- = 0. 

"" e = nc+I + ne + _!!___ A c-1 + c(c-1) (c-2) B e-a 
..:..n c+1 2 2 n 2. 3. 4 n 

+ c(c-1) ... (c-4) C c-5 + 
2.3 ... 6 n · ·· 

.und so fort durch Verminderung des Exponenten um je zwei Einheiten, bis man 
(schliesslicb) zu n• oder n gelangt•. Diese Formel ist augenscheinlich durch In­
duction entstanden, wenigstens fehlt der präeise Beweis dafür, dass die Zahlen 
A, B, C ... constant, und besonders auch dafür, dass die Coefficienten der 
zwischenliegenden Potenzen Null sind, und dass A, B, C ... , wie anfänglich, 
so auch in' ihrem weiteren Verlauf abwechselnde Zeichen haben müssen. Diese Be­
weise sind später von Euler mittels der trigonometrischen Reiben, in denen er 
das Vorkommen der B. Z. entdeckte (s. § 2 insbesondere Anm. zu GI. Xl), ge­
führt worden. (Auf Grund der ursprünglichen Definition der B. Z. sind solche 
Beweise bis jetzt, soweit dem Verf. bekannt, überhaupt noch nicht gegeben worden.) 
Bernoulli findet aus obiger Formel nach und nach die Zahlen A, B, C ... , 
indem er successive c = 1, 2, 3 ... und jedesmal n = 1 setzt, wodurch die linke 
Seite 1 wird. Diesen Gedanken hat Moivre durch eine Formel dargestellt, indem 
er eben in der obigen n = 1 setzte; weiter hat der berühmte Mathematiker in 
dieser Beziehung nichts hinzugefügt.- Jedoch macht er einige Anwendungen 
der B. Z., u. A. auf das Verhältniss des mittleren Coefficienten von (a+b)" 
(n positive ganze Zahl) zur Summe aller, welche Aufgabe schon von Stirling 
(der mit Moivre in freundschaftlichem Briefwechsel stand) in Angriff genommen 
worden war und später von Euler reproducirt wurde. Auch schliesst Moivre 
,aus der Analogie", dass die Bernoullische Formel ebenfalls für negative 
Exponenten gelten werde, giebt die (abgesehen vom fehlenden Restgliede) richtige 
Gleichung dafür an und fügt Anwendungen hinzu. - Die letzte Formel des Buches 

(Summation der Reihe 1 - ; 2 + 312 - 4\ ± ... mittels der B. Z. und lg2) ist 
nicht richtig. 

1) Bei Gelegenheit seiner Untersuchung über die Mac-Laurinsche Summen­
formel, J. für Math. Bd. 12 (1834), S. 263. 
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Diese Recursionsformel findet sich in einer Abhandlung von Stern 1), auf 
die wir noch später zurückkommen. 

Uebrigens macht die Entwickelung neuer Formeln keine besondere 
Schwierigkeit, ist aber im Allgemeinen, d. h. wenn die neue Form nicht 
für besondere Zwecke brauchbar ist, auch nur von untergeordnetem Interesse. 
Setzen wir z. B. in ll m-1 statt m und addiren sie dann zu I, so er­
halten w1r mit Benutzung von (30): 

IV (2m+ 1) Bm-(2m)s Bm-1 + (2m)5 Bm-2 + ... 
+ (-1)111- 1 (2mhm-l B1 + (-1 )"'. t = 0. 

Ob die Formeln I bis IV oder die Formeln (24) und (25) für die wirk­
liche Ausrechnung bequemer wären, lässt sich wohl nur durch die Praxis 
selbst entscheiden. Erstere haben den V ortheil, dass die, späterhin recht 
unbequemen, B. Z. darin nur linear vorkommen, die letzteren, dass sie etwa 
halb so viele Glieder haben und dass alle diese positiv sind, so dass die 
Coefficienten in (24) und (25) im Allgemeinen kleiner sein müssen als in 
I bis IV. 

Zusammenhang der Bernoullischen Zahlen mit den Coefficienten 
der Entwickelung von Exponentialgrössen sowie trigonometrischer 
Functionen und mit den Summen der reciproken Potenzen der 

natürlichen Zahlen. Weitere Recursionsformeln. 

Wir betrachten die Function: 

x e-"+1 
2 · e"'-1; 

dieselbe hat für X= 0 den Werth 1, wächst mit zunehmendem x, wird aber 
für keinen reellen endlichen W erth von x (und überhaupt für keinen W erth, 
dessen Modulus kleiner als 2.7r ist) unendlich und bleibt ungeändert, wenn 
- x an Stelle von x gesetzt wird ; sie lässt sich also nach Potenzen von x 
und aus letzterem Grunde nach Potenzen von x2 entwickeln. Wir können 
daher setzen : 

(1) 

}fultipliciren wir beiderseits mit eX -1 und setzen für ex die unendliche 
Reihe, so erhalten wir 2) aus Gleichung (1) die Gleichung: 

l) J. für Math. Bd. 84, S. 267. 
2) Bei den Hinweisen auf Gleichungen, die mit deutschen Ziffern bezeichnet 

sind, ist immer der vorliegende § zu verstehen, wenn kein anderer § ausdrücklich 
beigefügt ist. - Die römischen Bezeichnungszahlen laufen fort. 
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und nun giebt die Vergleichung der Coefficienten von x 3, x5, x2mH die 
Gleichungen : 

1 
2(2m)! · 

Die erste dieser Gleichungen giebt a1 = t, die zweite a2 =- -fo, und 
die letzte lässt sich sehr leicht auf die Form bringen: 

(3) (2m+ 1)1 am +(2m+1)3 am-l + ... +(2m+ 1hm-l a1 +(t-m)=O; 

diese Gleichung kann aber in vollständige Uebereinstimmung mit Gleichung I 
gebracht werden, wenn nämlich: 

(4) k=l, 2, ... m 

gesetzt wird. - Vergleichen wir in (2) die Coefficienten von x2m+2, so ge­
langen wir durch dieselbe Substitution ( 4) zur Gleichung II. - Wir haben 
demnach 1): 

(5) 

bis zu welchem Werthe von x diese Reihe convergirt, werden wir später 
bestimmen. 

Wir betrachten ferner die Function: 

~ cot ~-
2 2' 

dieselbe ist der vorigen sehr ähnlich, hat den W erth 1 für x = 0, bleibt 
ungeändert wenn x mit - x vertauscht wird, und wird für x = 2.7r un­
endlich, sie lässt sich also nach Potenzen von x2 entwickeln und wir 
setzen 2): 

(6) 

1) Euler a. a. 0. II, § 114ft'. 
2) Dass die Coefficienten der rechten Seite von (6) negativ, also die {fs positiv 

sind, lässt sich von vornherein in folgender Art darthun. Sei: 

(a) y=xcotx 
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statt der linken Seite können w1r 

X 1 + COSX 

2 -sin.x-
setzen; multipliciren wir dann mit sinx und führen für sinx und cosx 

so ist: 

(b) 
dy X 
-d =J!'= cotx- -.-.-= cotx-x (1 +cot2x) 

X Sln·x 
oder auch: 

x2 x2 
• .1 sinxcosx-x 
9 = sin2x = 

x(1- 6 ± ... ) (1- 2 ± ... ) -x 

x2 
x2(1-3 + ... ) 

hieraus folgt, wenn wir y' für x = 0 mit !f. bezeichnen: 

(c) y~ = 0. 
Ferner ist: 

sinx x 2 x" _ 
-= 1 --3, + -5, + ... 

X • • 

folglich sind für x = 0 alle Differentialquotienten hiervon endlich oder 0, und 
die Function selbst gleich 1; schreibt man also y in der Form: 

cosx 
J!=~, 

X 

so sieht man, dass alle Differentialquotienten von y für x = 0 endliche Werthe 
haben. Nunmehr folgt aus (b): 

(d) 

(e) 

(f) 

xy' = y - x2 - y2 

xy" =- 2x- 2yy' 

xy"' + y" =- 2 - 2y'2- 2yy" 

und wenn man ( e) n - 2 Mal differentürt : 

(g) xy(n) + (n-2 + 2y)y<n-1)=- 2 {y<n-2)y' + (n-2)1y(n-3ly" + ... 

+ (n-2)n-3 y•y<n-2)}; 

für x = 0 kann man das Glied xy"' in (f) und ebenso xy(n) in (g) fortlassen, da 
kein Differentialquotient von y für x = 0 unendlich ist, also folgt aus (f): 

(h) y~=--}. 

Setzen wir nun in (g) n = 2m+ 2 und x = 0, so wird: 

(2m+ 2) y~2m+l) =- 2 {y~2m)y~+(2m)l y~2m-l)y~' +--·+(2m )2m- I Y~Yi2m)} 
und hieraus folgt mit Rücksicht auf (c) successive: 

(i) y"' = 0 y(5) = 0 y(2m+tl- 0 
0 ' 0 ' ••• 0 - • 
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die Reihen ein, so giebt die Vergleichung der Coefficienten von x 2111 die 
Gleichung: 

(2m+1)1 ßm-(2m+1)3 ßm-l ± ... +(-1)'"-1 (2m+1)zm-I ß1 

+ (- 1 )"' 2m2 l = 0; 

diese stimmt aber vollständig mit I überein, wenn ß mit B vertauscht 
wird, es ist also : 

ßm=Bm 
und somit: 

(7) 

oder auch: 

(8) 

'Multipliciren wir diese Gleichung mit sin x und setzen für cos x und sin :c 
die Reihen, so giebt der Vergleich der Coefficienten von x2m die Recur­
sionsformel : 

V 22m (2m+ 1)1 Bm-2 2111- 2 (2m+ 1)3 Bm-1 ± ... 
+ (-1)m-1 (2m+ 1hm-l 22 B1 +(-1)111 2m= 0. 

·~ 

Durch Zerlegung der Cotangente in Partialbrüche und Entwickelung 
derselben nach Potenzen von x erhält man, wie in jedem Lehrbuch der 
algebraischen Analysis oder der Differentialrechnung 1) zu finden ist: 

1 X ~ -~ 
(9) cotx = x- 282 n 2 - 284 :JT'- 28,, n"- .. , 

worin 8 2111 die Summe der unendlichen Reihe: 

(10) 
1 1 ] 

82 =1+-+-+-+ m 22m 32m 42m • • ' 

Setzt man in (g) n = 2m+ l und x = 0, so erhält man: 

(k) (2m+1)y~2m) =-2 {(2m -1)1 y~2m-2)y~' + (2m-1)3 yFm-4)y~4) + ... 

+(2m- 1hm-3 y~' y~2m-2)} 
und hieraus ergiebt sich, indem für 1n: 2, 3, : .. m substituirt wird mit Rücksicht 
auf_ (h) nacheinander, dass y~, y~4), ••• y~2m) negativ sind. Setzt man nun in der 
Gle1chung: 

x? X 4 xt: (l) x cotx= 1 +y(2)_ + y(4) _ + y<Gl _ + 
0 2! 0 4! 0 6! ..• 

i statt x, so erhält man die Gleichung (6), in welcher also die ß's nunmehr als 

positiv bewiesen sind. 
1) Z. B. Schlömilch, Compendium d. höheren Analysis I. §50 GI. 13. 
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bedeutet. Der Vergleich der Gleichungen (8) und (9) giebt die sehr wichtige 
von Eu 1 er 1) aufgefundene Beziehung : 

(11) 

oder: 

(12) 

Daraus 

(13) 

nun ist: 

(14) 

also ist: 

(15) 

folgt: 
2m (2m-1) S2m 
~- -- . 82m-2; 

Bm < 2m(2m-1) 
Bm-1 --~- ----' 

nähert sich aber schnell diesem W erthe und bei wachsendem m von unten 
her dem W erthe: 

(16) 

Hiermit können wir nunmehr die Grenze für die Convergenz der Reihen (5) 
und (7) bestimmen. Bezeichnen wir das in x2m multiplicirte Glied der 
Reihe (5), abgesehen vorn Yorzeichen. mit um, so ist: 

Um Bm (2m-2)! x' 
Um-1 = Bm-1. (2m)-!- 4n' 

also wegen (15) für x = 2n: 

_u",_ < 1. lim ~ = 1 
llm-1 ' Um-1 

folglich convergirt (5), da die Zeichen abwechseln bis einschliesslich x = 2n. 
Die Reihe (7) dagegen, welche dieselben Coefficienten wie (5) aber gleiche 
Vorzeichen hat, convergirt nicht mehr für x = 2n, wofür beide Seiten 
von (7) - oo werden, sondern nur für x < 2n. - Für x > 2n wird 
Gleichung (5) unbrauchbar, Gleichung (7) falsch. -Hat T2m die Bedeutung: 

(17) 
1 1 

T2m = 1 + 32m + [,2m + · · ., 
so ist bekanntlich: 

I) A. a. 0. Il, § 125. 
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und daher: 

(18) 
j (221"-1) n21" Bm 

l T2m = (2m)! 2' 

B 2 .(2m)! T 
m = (22"'-1) n2"' 2m· 

Aus der Formel: 

X X X X 
2 tg 2 = 2 cot 2- - x cot x 

folgt mittels (7) und (8): 

x x x 2 x 4 • x• (19) -2 tg Z = B1 (22-1) 2T + B2 (2L-1) 4! + B3 (2 6-1) 6f + ... 

-:~r<x<Jr 
und daher: 

(20) tgx=B1 22(22-1) :! +B2 24(24-1) ~; +B3 26(26-1) ~ + ... 

-;<x<;. 
Schreibt man die linke Seite von (19) : 

x sinx 
2 I+cosx' 

multiplicirt mit 1 + cos x und führt für sin x und cos x die Reihen ein, 
so erhält man durch Vergleich der Coefficienten von a;2m folgende Recursions­
formel: 

VI 2(22n'-1)B111 -(2m)2 (2 2m-2-1)B",_l +(2m)4 (2 2m-4-l)Bm-2+ ... 

+ ( -1)m-l (2m)2m-Z (2 2-1)B1 +(-1)"' m = 0. 

Multiplicirt man 20) mit cos x, so führt der Vergleich der Coefficienten 
von x 2"'-2 zu der von Stern und Schlömilch gefundenen Formell): 

VII 22m(22"'-l)Bm-(2m)2 22m-2 (22m-2_1) B 111 _ 1 ± ... 
+ (-1)111-1 (2mhm-2 22(22-1) B1 + (-1)m 2m= 0. 

Diese Gleichung verhält sich also gewissermassen zu VI wie die Gleichung V 
zur Gleichung I. 

Subtrahirt man Gleichung II, nachdem darin m- 1 statt m gesetzt 
ist, von VI, so entsteht: 

VITI 2 (22111 -l) Bm-22m-2(2m)2 B 111 _ 1 + 22m-4 (2m)4 Bm-Z + ... 
+ (-1)'"-1 22 (2m)2111_ 2 B1 + (-1)m (2m-1) = 0, 

1) Stern, J. für Math. Bd. 26 (1843), S. 90; Schlömilch, Grunerts Archiv 
3. Bd. (1843), S. 9 (siehe § 14). - In demselben Bande des Archivs (S. 64) giebt 
Göpel noch einige ältere Quellen an. 
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welche (als Sm) zu Beginn einer Abhandlung von Stern abgeleitet wird, 
auf die wir noch später (§ 5) zurückkommen. 

Mittels der Formel : 

X 
cotx + tg 2 = cosec x 

erhält man aus (8) und (19): 

1 x x 3 x 5 
(21) cosecx= x + 2(21-1)B1 2! + 2(2S-1)B2 4f + 2(25-1)B3 6T +··· 

O<x<.;or 
und multiplicirt man diese mit: 

. xs xa xi 
smx=x- 01 + -5 , - "! ± ... , 

u. . I. 

so giebt die Nullsatzung des Coefficienten von x2m die Recursionsformel: 

IX 2 (2 2"'-1-1) (2m+ 1)1 B111 -2(22m-3-1) (2m+ 1)3 Bm-1 ± ... 
+ (-1)"'-12(2-1) (2m+ 1hm-1 B1 +(-1)m= 0, 

welche aber identisch mit (V- 2 . I) ist. 

Der Vollständigkeit wegen und für späteren Gebrauch mögen noch die 
bekannten Gleichungen l): 

Jlg(s:x)=-; B1 ~; 
(22) l 2(22-1) x 2 2J(24-l} .1:4 25 (26-1} x 6 

lg(cosx)=---1-- B1 21 - --2--B2 TI- --3--Bs G!-

hinzugefftgt werden. 

Wir reihen hier noch einige Formeln an, in denen Producte der B. Z. 
vorkommen. Mnltipliciren wir die Gleichungen (8) und (20) mit einander, so 
fiiesst aus der Nullsatzung des Coefficienten von ;c2m-1 die Gleichung: 

X (2 2"'-1) B 111 =(2m)2 (22m-2-l) B1 Bm_1 + (2m)4 (22m-4-1)B2 Bm-2 

+ ... + (2m}2m-2 (2 2-1) Bm-1 Bl. 

Ferner setzen wir mit Euler2): 

so ist: 

1 X y = 2- cot 2 , 

-;~ = y' = - 4s~2_:!C = - ! (1 + 4y2) 
2 

') Schlömilch a. a. 0. §50. Gleichungen (9) und (11). 
2) A. a. 0. §§ 119, 120, 122, 123. 
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oder: 

(23) 4y' + 1 + 4y2=0. 

Nun ist nach (7): 

1 1 x' x•m-• 
y'=----.- B1 -2,- 3B2 -4,-- ... -(2m-1)B111 -(2 - )' 

X • • 111. 

y2 = ~. - 2 ~~ + ( 2~~! - 2 !! ) 3;2 + ... 
( 2Bm + 2B, Bm-I + 2B, Bm-2 + ) 9 n "+ + - (2m)! 2!(2m-2)-l 4! (2m-4)! · · · x- ,_" · · · 

also ist nach (23): 

( "B ) B B' 
- 4 i) 21 + 1 = 0, - 5 -4(- + 2! 2! = 0 

und allgemein 1) : 

XI (2m+ 1) Bm = 2(2m)2 B1 Bm-1 + 2(2m)4 B 2 Bm~z + ... 

12 (2m)m-1 Bm-1 Bm+I . m ungerade 
+ 2 2 

(2m)", B 111 Bm m gerade. 
2 :? 

Endlich setzen wu : 

(24) 

so dass also, wie der Vergleich mit (20) zeigt: 

(25) Tm= 2(2 2111 -1) Bm 

ist. Setzen wir : 
X 

Z=tg 2 

so entsteht, ähnlich wte (23) die Gleichung: 

z' - } (1 + z2) = 0 
d. i.: 

( -z:- x• x• ) 1 1 x x' + ::"_ + )2 _ f) 
2! + 3 .. 2 ·4! +5 .. strr + ··· -2-2(-rl -F + .. 2 4! rs 6! ··· -

und hieraus 2): 

1) Aus Gleichungen dieser Art schliesst Euler auf die Positivität derB. Z. 
2) Die Gleichungen (26) finden sich bei Euler a. a. 0. t. li § 181, woselbst 

die Grössen -r., -z:-., -z:-3 ••• , mit A, B, 0 . .. bezeichnet sind, doch ist der Weg zu 
ihrer Auffindung ein wesentlich anderer als oben. 



(26) 

§ 3. Die Mac-Laurinsche Summenformel. 

T1 = 1 

3T2 = t (4)2 T~ 

5T3 = (6)2 T1 T2 

7 T4 • (8)2 T1 T3 + + (8)4 T! 

(2m-1) T111 • (2m)2 T1 Tm-1 + (2m)4 T2 Tm-2 + · · · 
f (2m)m-1 Tm-1 Tm+1 

+ 2 2 l + (2m)111 T,~ T:, . 

m ungerade 

m gerade. 

Daher ist, wenn die T durch die B. Z. ausgedrückt werden : 

XII (2m-1) (22"'-1) Bm = 2(2m)2 (22-1) (22m-2-1) B1 Bm-1 

+ 2(2m)4 (24-1) (22m-4_1) B2 B111_ 2 + ... 

17 

J 2(2m)m-t (2"'-1-1)(2111+1-1) Bm-1 Bm+1 ... m ungerade 
+ 2 2 1 (2m)111 (2111 -1) (2111 -1) B111 B,"- .... m gerade. 

2 2 

Bezüglich der Einfachheit steht, so zu sagen, X zwischen XI und XII. 

§ 3. 

Die Mac-Laurinsche Summenformel. 

Kurze Zeit nachdem die B. Z. eingeführt worden, sind sie schon zu 
einer wichtigen Anwendung gelangt, welche sich auf die Summation von 
Reihen bezieht. Mac Laurin war es, der sich zuerst die Aufgabe stellte, 
die Summe einer Reihe durch ein bestimmtes Integral (oder umgekehrt 
ein bestimmtes Integral durch die Summe einer Reihe) auszudrücken 1) und 
er löste sie mittels gewisser Zahlen, die mit den B. Z. in engem Zusammen­
hang stehen. Allerdings vermochte er den begangenen Fehler nicht zu 
schätzen, schon deshalb nicht, weil Begriff und Methode solcher Schätzungen 
auf dem mehr als 50 Jahre später entwickelten Restausdruck Lagrange's 
für die Taylorsche Reihe 2) basiren. Die Vervollständigung der Summen­
formel des Mac Laurin, wie man sie nennt, ist erst innerhalb dieses 
Jahrhunderts ausgeführt und wir behalten uns deren Darstellung nebst 
Beispielen für den vierten Abschnitt vor. Gegenwärtig wollen wtr 
die Summenformel in ihrer ursprünglichen Gestalt ableiten, um von 

1) A Treatise of Fluxions, Edinburgh 1742, 2. Theil, §§ 828 ff. 
")Theorie des fonctions, Paris 1797; 2. 'Ausgabe 1813, 1. Theil cap. VI, 

insbesondere §§ 38 ff. 
Saalscbütz. 2 
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ihr für Fälle, in denen sie abbricht und deshalb streng richtig ist, Gebrauch 
machen zu können. 

Wir wollen dabei Mac Laurin's klarem Gedankengange folgen und 
knüpfen, wie es zu jener Zeit üblich 
war, an eine geometrische Construc-
tion an. 

Sei PQ (s. die Figur) eine Curve 
mit den laufenden Coordinaten x, y 
bezüglich eines durch 0 als Ur­
sprung gelegten Coordinatensystems. 
Sei OA = a, AB= h, und A der In­
halt des oben von der Curve begrenzten 

H 

o------A+---_,r---~c#---~B~ 

Flächenstücks.ABGJi'. Dann ist, wenn wir AJi' mit y0 , (ady) mit y~, (dd·~) 
X x=a X x=a 

mit y~' etc., BG mit y1 bezeichnen: 

a+ft ft 

A= L ydx = L ydx1 , 

falls x = a + x1 substituirt wird ; und wenn wir y nach dem schon damals 
bekannten 1) Ta y 1 o r sehen Lehrsatz entwickeln : 

h 

(1) f ( , u xi 111 xf ) d 
A = . 0 Yo + Yo X1 + Yo 2T + Yo 3T + · · · x 

I h2 II h" 111 h4 
= Yoh + Yo 2! + Yo 3f + Yo 4f + · · • 

Denken wir uns jetzt über derselben Abscissenaxe eine Curve mit der 
Ordinate z = y' gezeichnet und nennen das dem Flächenstück ABGF ent­
sprechende A1, so ist analog mit (1): 

(2) I 11 h" lU h3 

A1 = Yo h + Yo 2f + Yo 3f + · · ·' 
ebenso, wenn die Curven mit den Ordinaten y", y"', _ .. gezeichnet und 
die entsprechenden Flächenstücke bez. A2 , A3 , benannt werden: 

(3) 

(4) 

L -- II z + 111 h' + ~· 2 -- Yo t Yo 2f · · · 

A 3 =y~" h + ... 
u. s. w. 

Aus diesen Gleichungen eliminiren wir die Constanten y~, y~', y~" ... und 
multipliciren zu diesem Zweck Gleichung (1) mit 1 und die folgenden 

') Siehe Mac Laurin a. a. 0. § 751. Taylor's ~IethoduR Incrementorum, 
worin der qu. Lehrsatz steht, ist 1715 veröffentlicht worden. 
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Gleichungen (2), (3), (4) Uo so Wo mit den unbekannten Factoren a1h, a2h2, 

a3h3, 0 0 0 , die wir so bestimmen, dass : 

(5) 

1 
at+2=0 

a2 + ~l + ~!=0 
+ a2 + al + 1 0 

a3 2! 3! 41= 
ak-l + ak-2 a!.-3 a. 1 0 

ak +~ 3! + ---v- + 00 0 +kT + (k+1)! = 

wird, wonach sich ergiebt: 

(6) A + A1 a1 h + A2 a2 h2 + A 3 a3 h 3 + 0 0 0 = y0 ho 

Nun ist aber der Erklärung der Grössen A1 , A2 , A3 0 0 0 zufolge: 

h 

Al = L y'dxl = Y1 -Yo 

" 
A.2 = f y"' dxl = y;'- y~' 

• 0 

Uo So wo, 

also entsteht aus (6) die Gleichung: 

(7) hy0 = A + a1 (y1 -y0) h + a2 (y;-y~) h2 + a3 (y;'-y~') h3 + 0 0 0 

Uebertragen wir nun dieselbe Betrachtung auf die Flächenstücke über 
BC, CD u. so w., wobei: 

BC=CD=ooo=h 

sein soll, und nehmen die Anzahl der Flächenstücke = q an, so giebt die 
Addition der Gleichung (7) und der ihr entsprechenden: 

a+qh 

(8) h (Yo +Yl +Y2 +. 0 0 Yq-1) = L ydx + al (yq-yo) h 

+ a2 (y~-y~) h2+a3 (y~-y~') h3 + o•· 

Aus den Gleichungen (5) folgt: 

uo so wo, somit, wenn wir in (8) beiderseits hyq addiren: 
2* 
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a-+-qh 

(9) h(yo+Y1+Y2+···+yq)=.L ydx+ ~ (yq+Yo)+~~(y~-y~ 

h' ( 111 ''') + h6 ( (5) (5)) + 
-720 Yq -Yo 30240 Yq -yo · · · 

Sodann setzt Mac Laurin in dieser Gleichung zuerst: 

(10) y=xr, a= 0, h= 1 

und erhält dadurch: 

(11) 1+2,.+3'"+ ... +q'"=;~; + q; +;;qr-1_r(r-;~6r-2)qr-3+··· 

worin, wie er meint, r eine beliebige Zahl ( ausser -1) sein kann. Für 
negative oder gebrochene Exponenten bedarf dies jedoch noch besonderer 
Untersuchung, während für positive ganzzahlige 1· die Formel (11) auf der 
rechten Seite abbricht und daher zweifellos richtige Resultate liefert. Hieraus 
erschliesst Mac Laurin den Zusammenhang der Grössen a1 a2 • • • mit den 
B. Z. Dies gestatten aber schon die Gleichungen (5) selbst. Setzen wir 
nämlich darin : 

(12) - 1 - ( 1)h bh-1 a1-- 2' ah- ,- (h-1)!' h = 2, 3, ... k, 

so nimmt die letzte derselben nach l\Iultiplication mit (- k !) folgende 
Gestalt an: 

(-1)"-1 1k) b + '-1)"-2 (k) b + -(k) b + k- 1 - 0· ' \ 1 k-1 ( 2 k-~ ... k-1 1 2(k+1)- ' 

diese Gleichung ist aber identisch mit (8) des § 1 und wir sehEessen 
daraus mit Rücksicht auf (12) und (13) des § 1: 

(13) k= 1, 2, :), ... 

Setzen wir noch : 

(14) y=f(x), also y0 =f(a), Ym=f(a+mh) 

und a + qh = b, so bringen wir dadurch die Mac-Laurinsche Summen­
formel auf die Gestalt: 

b 

(15) h jf(a) + f(a +h) + f(a + 2h) + ... + f(b)\ = .L f(x) dx 

+ h f(b)tf(a) + B1 ~~ (t (b)- (' (a))- B~ i~ (f"' (b)- fw la)) 

+ B 3 ~~ (f5) (b) -(C5) (a)) + ... 
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Dieselbe ist streng richtig, wenn f(x) eine ganze rationale Function von x 
ist (oder y = f(x) die Gleichung einer algebraischen Curve darstellt), weil 
ihre rechte Seite in diesem Falle abbricht. 

"Mac Laurin leitet, indem er die Mittelordinaten der einzelnen 
Flächenstücke benutzt, noch folgende Formel 1) ab: 

b+~ 

(16) h lf(a) + f(a+h) + f(a + 2h) + ... + f(b)} = L~~f(x)dx 
2 

+~1 ~:(f'(b+ ~) -f (a-{)) + x2 -~ (r"(b+ ~)-f"(a-~~-))+ ... , 

worin die x folgende W erthe haben 2): 

Hiermit berechnet Mac Laurin als Beispiellg2 (was fast ebenso genau 

mit (15) zu machen ginge), indem er h=~, a=-~, b= 1:, y=~ setzt 

und rechts die beiden ersten Correctionsglieder benutzt, auf 6 Stellen mit 
dem Fehler einer Einheit in der 6ten Stelle. -

Euler leitet die Mac-Laurinsche Formel, in rein analytischer Ein­
kleidung, nochmals ab 3); was er aber wesentlich Neues hinzu bringt, ist die 
Erkenntniss, dass die Gleichungen (5) auch auftreten, wenn die gerade 
Function: 

nach Potenzen von tt entwickelt werden soll-1), woraus zunächst geschlossen 
wird, dass die a mit ungeradem Index (ausser a1) gleich Null sind. Hieran 
knüpft sich der Zusammenhang dieser Grössen mit den Potenz-Summen der 
reciproken natürlichen oder ungeraden Zahlen 5); den Zusammenhang der 
a's mit den B. Z. entwickelt Euler in gleicher Art wie Mac Laurin. 

1) A. a. 0. §§ 831, 832. 
"') Dieselben genügen der Gleichung: 

· + «k-1 + «k-2 + + a, + 1 0 
xk -3!~ 5! · · · (2k-1)! (2k+1)! = ' 

welche mit Gleichung IX zu vergleichen ist. - Im Allgemeinen bietet (16) gegen­
über (15) zu geringen Vortheil dar, um ein längeres Verweilen bei ihrer Ab­
leitung zu rechtfertigen. 

3) Institutiones Calculi differentialis, t. II cap. V. 
') Siehe oben Gleichung (1) des § 2 und nachfolgenden Text. 
") Siehe oben Gleichung (11) des § 2 und vorher. 
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§ 4. 
Zusammenhang der Bernoullischen Zahlen mit den Secanten­

coeffi.cienten. 

Wir haben gesehen, dass die B. Z. mit den Entwickelungscoefficienten 
der Cotangente, Tangente und Cosecante in derartig engem Zusammenhang 
stehen, dass diese Coefficienten je durch eine einzelne B. Z. ausgedrückt 
werden können 1). Bei der Secante ist dies nicht der Fall, doch bieten 
deren Entwickelungscoefficienten mit den B. Z., oder auch insbesondere mit 
den Tangentencoefficienten, mancherlei Analogieen dar und stehen mit 
letzteren durch einfache Gleichungen im Zusammenhang, so dass es im 
Rahmen unserer Betrachtungen liegt, auf diese Beziehungen näher einzugehen. 

Sei: 

(1) 

(2) 

dann nennen wir die Grössen ~0 (= 1), ~X1 , ~X2 u. s. w. Secantencoeffi­
cienten oder auch nach dem Vorschlag Scherk's und anderer Mathe­
matiker Eulersche Zahlen, weil Euler die ersten neun derselben be­
rechnet hat; die Grössen ß1 , ß2 , ß3 ••• nennen wir Tangentencoeffi­
cienten, und sie stehen mit den B. Z., wie der Vergleich der Gleichung (2) 
mit § 2, (20) zeigt, in dem einfachen Zusammenhang: 

(3) 

Beide Arten von Coefficienten kommen gleichzeitig m der Entwickelung: 

(4) ( n x ) x• x 3 

tg T + 2 = sec x + tg x = 1 + y 1 x + y 2 2f + y 3 3! + ... 
vor, so dass nämlich: 

(5) 

ist, aus welchem Umstande mit Recht auf die Gleichartigkeit von oc111 und 
ßm geschlossen werden kann. 

Eine Recursionsformel zwischen den Secantencoefficienten erhält man 
aus der Gleichung: 

secx.cosx= 1; 

die Nullsetzung des Coefficienten von xzm giebt2): 

XIII ~~~~- (2m)2 ~Xm-1 + (2m)~o OCm-2 + ... 
+ ( -1)111- 1 (2m )2m-2 ~1 + (-1)111 = 0, 

eine Recursionsformel zwischen den Tangentencoefficienten folgt aus Gl. VII 

1) Siehe die Gleichungen § 2 (7), (8), (19), (20), (21). 
2) Euler, calc. different. II, cap. VIII, § 226; Zahlenwerthe ib. § 224. 
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(§ 3), wenn wir Bk mittels (3) durch ßk ausd1·ücken und die Gleichung 
durch 2m dividiren, und zwar: 

XIY ßm- (2m-1)2 ßm-1 + (2m-1)4 ßm_2 + ·· · 
+ (-1r-1 (2m-1)2m_2 ß1 + (-1)'" = o. 

Aus XIII folgert man, dass die Secantencoefficienten, aus XIV, dass die 
Tangentencoefficienten ganze Zahlen sind; von den letzteren weiss man, dass 
sie positiv, weil die B. Z. es sind, von den ersteren werden wir es bald 
beweisen. Die ersten 14 Secantencoefficienten sind von Scherkl) berechnet 
worden, wobei er bemerkte, dass die 9te von Euler nicht richtig angegeben 
war. Sie haben folgende Werthe: 

~1 

x2 

~3 

~4 

~5 

C(G 

4 

-

1 
5 

61 
1385 

50521 
2702765 

199360981 
~8 19391512145 
~9 2404879675441 
C(lO = 370371188237525 
C(ll = 69 34887 4393137901 
C(l2 = 15514534163557086905 
C(13 = 4087072509293123892361 
C(14 = 12522 5964140362 98654 68285 

Die ersten 15 Tangentencoefficienten sind : 

~ 1 
~ 2 
ßs 16 
ß4 272 
ß5 7936 
ßr. 3 53792 
ß7 22368256 
ßs 19037_57312 
ßg 2098653 42976 
ß1o = 29088885112832 
ß11 = 4 95149 8053124096 
ßt2 = 1015 42388 65068 52352 
ßt3 = 246921480190207983616 
ß14 = 70251601603943959887872 
ß15 = 2 3119184187 80959 78414 73536 

1 ) Mathematische Abhandlungen, Berlin 1825; 1. Abhandlung: Von den 
numerischen Coefficienten der Secantenreihe, ihrem Zusammenhange und ihrer 
Analogie mit den Bernoullischen Zahlen. 
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Beziehungen zwischen den Eulerschen und den Bernoullischen Zahlen 
liefert jede Gleichung zwischen sec x und einer oder mehreren der Func­
tionen tg x, cot x, cosec x, wobei das Argument anstatt x auch 2x oder 

i sein kann. Die einfachsten sind die von Scherk (a. a. 0.) aufgestellten. 

Aus der Gleichung : 

sec x = sin x tg x + cos x 
oder: 

~ ~ ~ ~ ~ 
1 + rx1 2T + rx2 4T + ... = (x- 3f ± ... ) (ß1 x + ß2 3T + ß3 5f + ... ) 

folgt: 

XV 0Cm=(2m)1 Pm- (2m)s Pm-1 + ... + (-1)'"-1 (2m)2m-1 ß1 + (-1)"'; 

subtrahirt mim XIV hiervon, so ist auch: 

XVI 0Cm=(2m-1)1ßm-(2m-1)3 Pm-1 ± ···+ (-1)"'-1(2m-1)2m_1ß1 . 

Aus der Gleichung: 

folgt die weniger einfache: 

(6) (2m+1)rxm=22m+1(22m-1-1)(2m+ 1)1 Bm-22m-1 (22m-3_1) (2m+1hBm.:..l 

± ... + (-1)m-1 23(2-1) (2m+ 1)2m-1 B1 + (-1)"'. 

Mittels dieser Gleichungen lässt sich die mte Eulersche Zahl aus den m 
ersten Tangentencoefficienten oder B. Z. berechnen. Ferner ist: 

oder: 

woraus: 

XVII 

tgx=sinx secx 

ßm=(2m-1)1 tXm-1- (2m-1)3 :Xm-2 ± ... 
+ (-1r-2(2m-1) 2m-3 rx1 +(-t)m-1 

und, wenn Glei<Jhung XIII hierzu addirt oder - mit m -1 statt m­
subtrahirt wird: 
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ßm=OCm-(2m-1)z OCm-1 + (2m-1)4 OCm-2 + ... 
+ ( -1 )m-l (2m-1 )2m-2 ocv 

ßm=(2m-2)1 rl.m-1 -(2m-2)3 rl.m-2 ± ...... . 
+ ( -1 )"'(2m- 2hm-3 ocl. 

Mit diesen Gleichungen 1) kann man die mte B. Z. ans den m-1 (bez. m) 
ersten Eulerschen Zahlen finden. Andere Gleichungen, welche abwechselnd 
eine Eulersche und eine Bernoullische Zahl ergeben, sind von Stern 2) auf­
gestellt. Aus der Eulerschen Formel3): 

(7) eos xn + ta mn sin xn = ( 1 + _x_) ( 1-_x_) (1 + _x_) 
2n ° 2n 2n n-m n+m 3n-m 

(1-.-x )(1 +~) ... .3n+m <Jn-m 

folgt für n=2, m=1, Xlf=lt: 

(8) cos : + sin ~ = (1 + x) ( 1-;) ( 1 + ~) ( 1-;) ... 
oder: 

(9) 1 +A1u+~u2+A3u3 + ... =(1 +x) ( 1-; )(1 + ~) ( 1-~-) ... 
wobei: 1t = Xlf. 

n-----1 

( 10) 
A /Ln f ( -1 )-2- • • • n ungerade 
"= 2z•.nf' fln = \ ,. 

\(-1)2 ... n gerade. 

Nimmt man jetzt von (9) beiderseits die natürlichen Logarithmen, führt 
ausser T2m (s. § 2, (18)) auch U2m+l: 

(11) 

ein, und erinnert sich der Beziehungen (siehe (5)): 

(12) 
T2111 = \; r"'· (2m~ 1)! t~;• = ( ; Y'"· --:(2;:-m-.-1-cl:;-;:)""'"! "1_2m_2-_1 

Um ( n)2m+1 1 "12m 

2 = 2 · (2m)! 2' 

so findet man leicht: 

(1:3) lg(1 +A1u+A2u 2 + ... ) = U1x- -§- T2x 2 +} U3x 3-{- T4x 4 ± ... 

1) Wie man sieht, entsprechen die Gleichungen XV u. XVI vollkommen den 
Gleichungen XVII u. XVIIIa, die Gleichung XVIIIa. ist bei Scherk in anderoc 
Art abgeleitet und die Gleichung XVI fehlt bei ihm. 

2) J. für Math. Bd. 26 (1843), S. 88. Ueber die Coefficienten der Secantenreihe. 
3) Euler, Introd. in anal. infin. § 171. 
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oder: 

worin: 

(15) 

Gilt aber eine Gleichung von der Form (14), so findet zwischen den 
Coefficienten der linken und rechten Seite die Beziehung 1) statt: 

(16) mA111 =mam + (m-1) am-1 A1 + (m-2)am-2 ~ + ... +a1 Am-1, 

folglich erhält man nach Einsetzung der Werthe aus (10) und (15): 

mfl-m _ .1. {c- 1)m+l mym-1 + (-l)m ( -1) ----'!:I__ ______I!_~ 
22711m!- 2 2mm! m · 22 .1! 2111 - 1 (m-1)! 

+ ( 1)m-1 ( 2) 1-"2 Ym-3 + + fLm-1 Yo } 
- m- 242! 2"' 2 (m-2)! ... 221" 2 (m-1)! 21 .1! 

oder mit ( -1 )711 +1 2111 ( m -1)! multiplicirt, wenn man sich der Gleichung 

' k! (:~k)! = (n)k erinnert: 

(1 ~) 1 (m-1)1 (m-1 ), + +( 1)711_ 2 (m-1)111_, 
1 -2-J'm-1-~}'m-2-~J'm-3 ··· - Pm-2 2"' 1 ·J'l 

+ (-1)m-1 (m-l)m-1 + (-1)711 _1_- 0 Pm-1 2m J'o ftm 2m - · 

Denkt man sich hierin m' statt m geschrieben und unterscheidet ungerades 
m' =2m+ 1 und gerades m' =2m, so erhält man die beiden Gleichungen: 

XIXa rx.m- (2m)1 {Jf - (2m)2 a2;-' + (2m)s {j~~~ +-- + ... 

+( 1)"'(2) (j, +( 1)"'(2) «o + (-l)"'-1-' O - m 2m-l 22111-1 ,- m 2m 22"' -~ = ' 

XIXb ßm-(2m-1)1 «n2-' -(2m-1)2 {j2-;-' +(2m-1)3 a2-;;-• +--+··· 

+(-1)111 - 1(2m-1)2m-2 2.e,'_. + (-1)711 (2m-1 )2m-l 2.~~1 + (2.!~: =0. 

1) Man beweist dieselbe am leichtesten folgendermaassen: Durch 
tiation von (14) nach u wird: 

oder: 

A,+2A2u+3A3u2 +··· _ . +- 2 + 3 . 2 + 
l+A +A •+ -a1 • a2u a3u ... 

t'u 2u ... 

Differen-

A1 + 2.A2u+3A3u2 + ... =(a1 + 2a2u + 3a3 ~t 2 + ... ) (1 + A 1u +A2u2 + ... ) 
und die Vergleichung der Coefficienten von u'"-1 führt unmittelbar zu (16). 
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Aus ihnen findet man nacheinander für m = 0, 1, 1, 2, 2, ... abwechselnd 
aus XIXa und XIXb tr.0, ßv o:11 ß2 , cx2 u. s. "< -

In den bisher aufgeführten Gleichungen kommen sämmtliche Coeffi. 
cienten tr., ß linear und einzeln vor; man kann aber leicht Formeln bilden, 
in denen Producte je zweier Coefficienten tr., cx oder ß, ß oder tr., ß vor­
kommen. (Siehe die Gleichungen XX bis XXIII.) Zunächst folgt aus 
XII nach Multiplication dieser Gleichung mit 22m und Forthebung von 
2m (2m-1): 

XX ßm=2(2m-2)1ßtßm-1 +2(2m-2)sß2ß"'--2+2(2m-2hßsßm-3 + ... 

J2(2m-2)m-2 ßm-1 ßm+t ... m ungerade, 
+ 2 2 l (2m-2)m-l ß'!!. ßm ... m gerade. 

2 :? 

Eine entsprechende Gleichung zwischen den Secantencoefficienten existirt 
nicht. - Sodann aus: 

lg sec x = - lg cos x 

oder, mit Rücksicht auf (3) und auf § 2, (22), aus: 

( x 2 x• ) x 2 x• x" 
(18) lg 1 + tr.1 2! + tr.2 4! + ··· = ß1 2T + ß2 4 ! + ßB 6! + · · · 

folgt nach dem Satze (16): 

mam m(Jm + ( 1) a, ßm-1 + ( 2) a. fJm-e + 
(2m)! =(2m)! m- 2! (2m-2)! m- 4l (2m-4)! · · · 

+ 1 Clm-1 (J, 
·(2m-2)! :f! · 

und mit (2m)! multiplicirt : 

m(2m-1) (2m-2) p 
mtr.m = mßm + 1 . 2 0:1 m-1 

+ m(2m-l) (2m-2) (2m-3) (2m-4) 
1 . 2 . 3 . 4 tY-2 ßm-2 + · · · 

also durch m gehoben: 

XXI O:m = ßm + (2m-1)2 0:1 ßm-1 + (2m-1)4 tY-2 ßm-2 + · · · 

+ (2m-1hm-2 IXm-1 ßt· 

Diese Gleichung ist von Stern (a. a. 0.) aufgestellt. Aus der Gleichung: 

(19) ( n x) l+tg~ ~cot~+~ 
sec x + tg x = tg 4 + 2 = x = 

1 - tg -2 '!!. cot '!!. - '!!. 
2 2 2 
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oder (siehe (7) des § 2): 

( X X 2 x 3 ) ( X XZ x• ) 
1 +71 T + l'z 2! + /'ss! + ... 1- 2-Bl2! -Bz4! - ... 

folgen die Gleichungen: 

(20) 

J ~l -1!- =-} 

k_11!_-o 
2! "2" 1!-

k _ ~ J'z _ Yt B, _ 0 
3! 2 2! 1! 2!-

1':!_ - 1 k - b_!l_t - 0 
4! :r 3! 2! 2!-

Yo 1 Y• YsB, y,B, _ 0 
5f- 24f- 3!2! -1!4!-

u. s. w. 
und allgemein : 

2m-1 
/'2m-l =-2- /'2m-2+ (2m-1)2 /2m-3 B1 + (2m--1)4/2m-5B2 + ... 

(21) 
+ (2m-1hm-2 /'1 Bm-1 

2m . 
/'2m=2 /'2m-l + (2m)z /'2n.-2 B1 +(2m), /'2m-4 B2 + · · · 

+ (2m)2m-2 )'z Bm-1· 

Man schliesst aus (20) und (21) successive: 

y 1 = ß1 = 1, also positiv, also auch B1 positiv 

l'z = :X1 = /'1 ~' 
., 

)'g =ßz > f)'z ., 
" " " Bz ~' 

1'4 = :Xz >41's " " 
/'5 = ß3 > t/'4 " " " " B3 " u. s. w. 

und: 

(22) 

[ 2m-1 
ßm> -2- Xm-1 

l 2m 
t:Xm > 2 ßm 

also auch: 

(23) 
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Die Grössen (X und ß sind also sämmtlich positiv und wachsen 
sehr schnell und bis über alle Grenzen 1). 

Zu diesen Schlüssen eignen sich die Gleichungen (20) und (21) (die 
noch nicht aufgestellt zu sein scheinen) sehr gut, zur wirklichen Berechnung 
aber sind die folgenden, von Scherk (a. a. 0.) abgeleiteten weit brauch­
barer und wohl überhaupt, da sie nur positive und halb soviel Glieder haben, 
als alle in diesem § bisher angegebenen Gleichungen, die für den Zweck 
dienlichsten. 

Wird für den Augenblick tg ~ durch t bezeichnet, so ist: 

1+~ 2~ x 
secx=r-t"=1 + l-t"=1 +tg 2 .tgx 

der Vergleich der Coefficienten von x 2m ergiebt: 

+··· 

also: 

XXII 22111-l 7.m=(2rn)l 20 (22m-2+ 1) ßl ßm + (2m)s 22 (22m-6 + 1) ß2 ßm-1 

+ (2m)5 24 (2 2m-lO+ 1) ßs ßm-z + · ·· 

J(2m)m 2m-l ßm: 1 ßm+t m ungerade 

+ - 2 

l(2m)m-1 2m- 2 (2 2 +1) ßm ßl!l_ m gerade, 
2 2 

+1 

wobei noch besonders bemerkt werden möge, dass für ein ungerades m 
das letzte Glied aus irgend einem, etwa dem kten (mit ßk ßm-k+ l) hervor-

geht, wenn k = mtl gesetzt und das Resultat mit t multiplicirt wird. 

1) Aus (12) folgt für genügend grosses m, da sich T2", wie U2m+t der 1 nähern: 

~- =2m (2m-1). 4
2 , _p",_ = (2m-1) (2m-2). _i., 

lXm-1 1r ßm~t 'Tl 

womit also (23) in Einklang steht. 
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Endlich folgt aus der Gleichung: 

dtgx = sec2x 
dx 

oder: 
x 2 x• ( x 2 x• )2 

ßt + ß2 2! + ßs 4 ! + · · · = 1 + rxl 2 ! + r.t2 4 ! + · · · 
durch V er gleich der Coefficienten von x2m-2: 

XXIII 

J (2m-2)m-l :Zm-1 Zm-1 Jn ungerade 

+ 2 ~ 

l2 (2m-2)m-2 <Xm Zm m gerade. 
--1 
2 2 

Mittels XXII kann man die mte Eulersche Zahl durch die m ersten 
Tangentencoefficienten finden, mittels XXIII den mten Tangentencoefficienten 
aus den m- 1 ersten Eulerschen Zahlen berechnen. 

§ 5. 
Verkürzte Recursionsformeln. 

Im Gegensatz zu den bisher aufgestellten Recursionsformeln, welche 
sämmtlich zur Berechnung der mten B. Z. aller vorangehenden B1 bis Bm-1 

bedürfen, sollen jetzt einige entwickelt werden, welche nur die Hälfte der­
selben enthalten und demnach zweckmässig als verkürzte Recursions­
formeln bezeichnet werden können. Formeln dieser Art sind zuerst von 
SeideP) gefunden und kurze Zeit darauf von Stern2) erweitert worden. 
Ihre Ableitung beruht auf den Gleichungen, welche für die höheren 
Differenzen gegebener Grössen gelten. Aus anderm Princip sind einige 
Formeln gleichen Charakters vom Verfasser abgeleitet worden. - Indem 
wir die speciellen, übrigens sehr hübschen, Entwickelungen Seidels über­
gehen, wenden wir uns zur Darstellung der Sternsehen Ergebnisse. 

Es sei tt, tt1 , u2, •.. uk eine Reihe von Zahlen, und es mögen 
6. u, 6. tt1 , .•. , 6. 2tt u. s. w. die Bedeutung haben : 

6.u = u1 -u, 6.tt1 = tt2-u1, ... 6.uk-l = uk-ttk-1> 

6. 2tt=6.u1 -6.u, 6. 2u1 =6.tt2 -6.u1, ... 6. 2uk_2=6.uk_1-6.uk_2, 

1) Sitzungsberichte d. Akad. d. Wissensch. zu München Bd. VII (1877) p. 157. 
2) Abhandlungen der Gesellschaft d. Wissensch. zu Göttingen Bd. 23 (1878): 

"Beiträge zur Theorie der Bernoullischen und Eulerschen Zahlen." 
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allgemein: 

(1) 6_hu,. = 6_h-Iur+I- 6."-ltt,., 

wobei 6.1ur als 6.un 6. 0ur als Ur, u0 als u zu verstehen ist. In dem folgenden 
Schema, das wir der Anschaulichkeit wegen hinstellen, ist jede Zahl um 
die links danebenstehende zu vermindern. um die darunterstehende zu 
erhalten: 

(A) u 

Setzen w1r 
h=m-1, 

u1 lt2 lls u4 u5 ltQ lt7 Us 

6.u 6.ul 6.uz 6.u3 6.u4 6.u5 6.u6 6.t7 
6.2u ß2u1 L2u2 ß2us 6 2u* 6_2 u5 6_2u6 

6_3u 631~1 L3u2 63us L3 u4 6_3u5 

L 4 n 6 -lu1 L 4 u2 L4us 6_4u-l 

L5u L5u1 L51~2 L.:.liu 3 

6 6lt l'>6ul D,6uz 
D.7u 67u1 

L.:.Bu. 

m (1) h=m, r=n, so dann h=m-1, r=n+l 
r=n, so erhalten wir: 

L'."'Un 

6_m-1u"+1 

6_m-1un 

6_m-1un+l - 6_m-1un 

Lm-zun+2 - 6_m-2u,.+1 

Lm-2un+l- Lm-2un 

also durch Elimination von Lm-1un+1 und 6_m-lu 11 : 

m gleicher Art entwickelt man leicht: 

und 

(2) 6_mun = 6_m-kun +k- (k)16.m-kun-l-k-l +(k)2 Lm-kun+k-2+···±6."'-kttn 

und insbesondere für k = m : 

(3) L 111 1tn = lt111+ 11 -(m\ Um+n-1 + (m)2 Um+n- 2 + ... + (-l)mun. 

Bilden ferner die Zahlen a a1 a2 a3 u. s-. w. eine arithmetische Reihe 
pten Grades und sind die Anfangsglieder der Hauptreihe und ihrer p Differenz-

' 2 p 
reihen a, a, a, . . . a, so ist, wie aus der Elementarmathematik bekannt, 
das x + 1 te Glied der Hauptreihe : 

1 2 3 p 

(4) a,r = a + (x)1 a + (x)2 a + (x)3 a + ... + (x)p a. 

Da nun eine Reihe pten Grades erst durch p + 1 Glieder bestimmt wird, 

so kann man irgend welche p + 1 auf einander folgende Zahlen a a1 a2 ••• ap 

als Anfang einer Reihe pten Grades ansehen und es ist demnach nach (4): 

1 2 p 

(5) aP = ct + (p)1 a + (p)2 a + ... + (P)p a. 
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Setzen wir nun p = n und vergleichen die Reihe : 

mit a, a1 , a2 , ••• an, so ist: 

I ' 
a=Lc."'u, a=6 111 + 1u, ä=Lc.m+~u. 

also ist nach (5), wenn die Glieder der rechten Seite in umgekehrter Reihen­
folge geschrieben werden: 

Unter der Annahme, dass n grösser als m ist, sind die Binomialcoefficienten 
(m)", (m)n-l, ... (m)m+l sämmtlich Null, also kann dann (3) auch ge­
schrieben werden: 

n>m. 
Andererseits folgt aus (3) für n = 0: 

(8) 6 111U = 1tm -(m)1 U 111_ 1 + (m)~ 1!111 _ 2 + ... + (-1)111 (m)m U. 

\Vir machen nun über die Grössen u folgende Annahme: 

die beiden letzten Gleichungen gelten für m > 0. Setze11 wir sodann in (8) 
2m statt m, so erhalten wir die Gleichung: 

(10) 6 2'"tt=(-1)m-l {B111 - (2m)2 Bm-1 + (2m)4 Bm-2 + ... 

+ (-1)111- 1 (2m)~ 111_ 2 B1 + (-1)"•-l (111 + 1)}. 

Nun folgt aus Gleichung II (§ 2) mit (m- 1) statt m: 

dadurch nimmt die Klammer in (10) die Form 

an und somit ist: 

(11) 

oder auch wegen (9): 

(12) 
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Setzen wir m (8) 2m + 1 statt m, so erhalten wir: 

ß 2"'+1u=(-1)"' {C2m + 1)1 B 111-(2m+ 1)3 Bm-1 +(2m+ 1)5 Bm-2 

+ ... + (-1)"'-1 (2m+ 1hm-l B1 +(-1)"'-1 (m +1-)}: 

die Summe der ersten m Glieder ist aber nach I (§ 2) = (-1)"'-1 (m-{-), 
also wird: 

(13) .6. 2"'+1u =-(2m+ 1) 

oder auch wegen (9): 

(14) ß2m+1u = U2m+l- (2m+ 1). 

Die Gleichungen (12) und (14) gelten auch noch für m = 0 und lassen 
sich in die eine: 

(15) ß 111U =Um+ (-1) 111 111 m=O > 
zusammenziehen. 

Substituiren wir nun in die Gleichung (6) die W erthe von L:,.m+nu, 

L:,.m+n-tu u. s. w. gernäss (15), so ergiebt sich: 

(16) ß 111U 11 = Um+n + (n)1 Um+n-1 + (n)2 Um+n-2 + ... + (n)n U 111 

+ 1-1)"'+" {(m+n)-(n)1 (m+n-l)+(n)2 (m+n-2)=t= ... +(-1)"(n)nm}; 

hierin verschwindet die zweite Zeile für n > 1 nach dem Arndtschen 

Satze 1) (für n = 1 ist sie 1), und zieht man dann (7) von (16) ab, so 
erhält man: 

(11) 0=((n)1 +(m)1) Um+n-1 +((n)2-(m)2)um+n-2 +( (n)3 +(m)s)um+n-s 

+ ... + ((n)11 + ( -1)"-1(m)n) 11 111 n 5 m. 

Wir müssen nunmehr vier Fälle unterscheiden: 1) 111 ungerade, n ge­

rade; 2) m ungerade, n ungerade; 3) m gerade, nungerade: 4) m gerade, 
n gerade. 

') Dieser Satz (J. für Mathematik Bd. 31 p. 239), der sich wohl auch auf 
Cauchy zurückführen lässt, lautet: 

"\Venn die Zahlen a0 a, a2 ••• eine arithmetische Reihe von geringerem als 
dem nten Grade bilden, so ist: 

(a) a0 - (n)1 a1 + (n)2 a2 - (n)3 a3 ± ... + (-1)"(n) 11 a11 = 0. 

Die linke Seite dieser Gleichung ist nämlich gernäss (8): (-1)". ß 11a0 , und da 
bei einer arithmetischen Reihe die Glieder der nten Differenzreihe verschwinden, 
falls ihr Grad kleiner als der nte ist, so gilt die Gleichung (a). 

Saalschü tz. 3 
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In diesen vier Fällen erhalten wir nach (9) unter der Voraussetzung, 
dass m > 1 ist, beziehungsweise die Gleichungen: 

((n)1 + (m)l) Bm+n-1- ((n)s + (m)s) Bm+n-s ± ... 
2 2 

n-2 + (-1)-2 ((n)n-1 +(m)n-l)Bm+l = 0 1 
2 

((n)2-(m)2) Bm+n-2- ((n)4-(mh) Bm+n-4 ± · · · 
2 2 

n+l 

+ (-1)-2 ((n)n-1 -(m)n-1) Bm+l = 0 2 
~ 

XXIV 
((n)l +(m)1) Bm+n-1- ((n)s +(m)s) Bm+n-s ± · · · 

2 2 
n-1 + (-1)-2 ((n)n + (m)n) B!"_ = 0 3 

2 

((n)2-(m)2) Bm+n-z- (Cn)4 -(m)4) Bm+n-! ± · · · 
2 2 

n-2 

+ (-1)-2 ((n)"- (m)n) B!"_ = 0 4 
2 

n>m. 

Setzen wir in diesen Gleichungen den höchsten Index = s, den niedrigsten 
= r, so haben wir vier Beziehungen zwischen den B. Z. Bs, B8 _ 1, ••• B" 
so dass also zur Berechnung von B s nicht alle vorhergehenden B. Z. ge­
braucht werden, wie das in allen Formeln der früheren §§ der Fall war, 
sondern nur diejenigen von B,. an. Zwischen r und s besteht nun eine 
Beziehung, welche aus der Bedingung n > m folgt. Im 1 ten Falle ist: 

also: 

m+n-1=2s 

m + 1 =2r 

m = 2r - 1, n = 2s- 2r + 2 

und daher die Bedingung : 

2s> 4r- 3; 

nimmt man r als gegeben an, so ergiebt sich hieraus, dass s jeden W erth 
haben darf, der gleich oder grösser als 2r - 1 ist, so dass also aus den 
B. Z. B,. bis B2 ,._2 alle höheren mittels XXIV1 berechnet werden können. 

Allerdings sind die Formeln, wenn sie nicht als Beziehungen zwischen 
den B. Z., wie sie in Untersuchungen von Wichtigkeit werden können, 
sondern als Gleichungen zur schrittweisen Berechnung derselben aufgefasst 
werden, um so vortheilhafter, je weniger Glieder sie enthalten. Fragen 
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wir also, wieviel vorangehende B. Z. zur Berechnung einer bestimmten B. Z. 
gegeben sein müssen, so ist s als gegeben anzusehen und daraus der Maximal­
werth vom r zu bestimmen ; die gefragte Anzahl ist dann mindestens gleich 
den resultirenden s- r. Man findet nun m den vier Fällen: 

xxrv1 
< 2s+3 also für unger. s+1 für ger. 

s 
r -4-, s:r<-2-, s:r < 2 

XXIV2 r< st2, r=s+1 s 

" " " < 2 , " " " r<2 

X..'ilYg < 2s+1 s-1 )" < ~ l) r -4-, " " )"<~' " " " 
s-1 s XXIV4 

< s+1 r -2-, " " " r < -2-, " " " 
r~-· <2 

Die Gleichungen xxrv1 und XXIV2 gelten nur für m>1; ist m = 1, so 
n n-1 

tritt zu X..'ilY1 noch links (-1)2.-t hinzu, zu XXIV2 noch (-1)-2-.-h 
und sie gehen in bez. IV und III (§ 2) über. 

Um nun die möglich kleinste Anzahl von Gliedern zu erhalten, setzen 
Wir m X..TI\\ und X..'UV 3 : n = m + 1. Es ist aber 

(m + 1)k + (m)k = 2m~~k (m + 1)k, (k= 1, 3, 5 ... ) 
1n 

also entsteht, nach )!ultiplication mit ( m + 1 ), die Gleichung: 

XXV (2m+1)(m+1)1 Bm-(2m-1) (m+1)3 Bm-1 +(2m-3)(m+1)5 Bm-z 
m-1 J (-1)----:l (m+ 2) (m+ 1)m Bm~t .. m ungerade> 1 

+ ···+ l 111 

(-1)2 (m+ 1) (m+ 1)m+t Bm ... m gerade 

=Ü. 

Setzen wir ferner in X..XIV 2 und XXIV 4 n = m + 2, so gelangen wir zu 
demselben Resultat, denn es ist: 

(m+ 2)k+1 - (m+ 1)k+1 = (m+ 1)k 

(m + 1)k+1 - (m)k+I = (m)k 
also: 

(m+2)k+l-(m)k+I = (m+1)k + (m)k· 

1) Man kann in XXIV3 auch r = 8t 1 annehmen; die Gleichung (7) gilt 

nämlich auch noch für n = m- I, falls Um_1 = Un Null, wie es hier, weil nun­
gerade, nach (9) der Fall ist; daher gilt auch (17) und mit dieser Gleichung_ auch 
XXI"V3 noch für n = m- I. Doch ist diese Annahme unwesentlich, weil sie in 
der Anwendung zu keinem neuen Resultate führt. 

3* 
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Die Gleichung XXV ist die erste der beiden von Seidel (a. a. 0.) auf­
gestellten Gleichungen und erscheint hier also, wie gesagt, als Specialfall 
der allgemeineren Sternsehen Gleichungen XXIV. 

Wir machen nunmehr eine zweite Annahme : 

und suchen zunächst wieder ß 711u zu bestimmen. Nach (8) und (19) wird: 

ß2mu=(-1)111-1 {2(22111-1) Bm-(2m)z 2(22m-2-1) Bm-l ± ... 

+ (-1)"'-1(2mhm-2 2(2 2-1) B1}- (2m+1); 

hierin hat wegen Gleichung VI (§ 3) die Klammer den Werth: 

2 (C-1)m+Lm-(22m_1) Bm) 

und somit ist 

(20) 

oder wegen (19): 

(21) 

Weiter ist: 

ß2mHu=(-1)111 {(2nt + 1)1 2(22m_1) B 111 -(2m+ 1)s 2(22m-2_1) B111_ 1 

± ... + (-1)"'-1(2m+1)2111 _ 1 2(2 2-l)B1} + (2m+2); 

zieht man nun Gleichung I (§ 2) von V (§ 3) ab, so entsteht: 

XXVI (2m+1)1 (2 2"'-1) B 111 -(2m+1)3 (2 2"'-2-1) Bm-1 ± ... 
+ (-1)"'-1 (2m+ 1)2711 _ 1 (2 2-1) B1 + (-1)"' (m+t) = 0 

nnd mittels dieser Gleichung wird: 

(22) 

somit, mit Rücksicht auf (19): 

(23) 
fD."'~t = (-1)m-l_um 

'lßu =u1 -u=2. 

Diesen Gleichungen gernäss geht jetzt aus (6) folgende hervor: 

(m > 1) 

(24) UmUn =- Um+n-(n)1 Um+n-1 -(n)2Um+n-2- ... - (n)n Um 

+ (-1)"'+"-1 (1--(n)1 + (n)2 -(n)3 ± ... + (-l)n (n)n), 
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deren 2te Zeile verschwindet. Ziehen wir diese Gleichung von (7) ab, so 
erhalten wir: 

(25) 0 = 2um+n + ((n\- (m\) Um+n-1 + ( (n)2 + (m)2) Um+n-2 

+ ((n)3 - (m)s) Um+n-3 + ... + ((n)n + (-1)n (m)n) Um, 

m>1, n=m > 
wobei zu bemerken, dass die Gleichung auch noch für n = m- 1 gilt, 
falls Un = 0, also nungerade ist. Die Gleichung (25) gilt nicht mehr für 

m=1; soll m= 1 gesetzt werden, so ist das letzte Glied ((n)n+ (-1)n(m)n)um 

durch (-1) zu ersetzen, was leicht aus (24) und (6) mit 6.1t= 2 sich 
erweisen lässt. In den obigen vier Fällen: 1) m ungerade, n gerade; 
2) m ungerade, n ungerade; 3) m gerade, n ungerade; 4) m gerade, 
n gerade erhalten wir nunmehr bezüglich folgende Gleichungen, in denen 
zur Abkürzung Wle m § 2 (25): 

(26) 

gesetzt ist : 

((n)1 -(m)l)rm+n-1- ((n)3 -(m)3) Tm+n-3 ± ... 
II 2 

n-2 

+ (-1)-2 ((n)n-1- (m)n-1) Tm+!= 0 1 
II 

2Tm+n- ((n)2 + (m)2) Tm+n-2 + ((n)4 +(m)4) "<m+n-4 + . · · 
2 2 2 

n-1 
+ (-1)-2 ((n)n-1 + (m)n-1) Tm+1 = 0 2 

2 
XXVII 

((n)1 -(m)1) Tm+n-l- ((n)3 - (m)3) Tm+n-3 ± ... 
2 2 

n-1 + (-1)-2 ((n)n- (m)n) r~ = 0 3 
2 

2Tm+n- ((n)2 + (m)2) Tm+n-2 + ({n)4 + (m)4) Tm+n-4 + · ·· 
2 2 2 

n 

+ (-1)2 ((n)n + (m)n) T!!'_ = 0 4 
2 

> n=m. 

Nehmen wir in den ersten beiden Gleichungen m = 1, so müssen wir noch 
n n~ 

in der ersten (- 1) 2, in der zweiten (--1 )-2- hinzufügen und erhalten, 
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wenn n = 2m, bez. = 2m -1 gesetzt wird, nach Division durch 2, die 
beiden Gleichungen : 

XXVIII 

XXIX 

(2m-1) (2 2>n-1) Bm- (2m)3 (22m-2-1) Bm-1 ± ... 
+ (-1)m-1 (2mhm-l (22-1) B1 + (-1)m.t = 0, 

2(22m_1) Bm-(2m-1)2 (2 2m-2_1) Bm-l ± ... 
+ (-1)m-1 (2m-1hm-2 (2 2-1)B1 + ( -I)m .t = 0. 

Setzen wir in den beiden letzten Gleichungen von XXVII m = 2, und 
n = 2m-1, bez. =2m-2, so erhalten wir: 

XXX 

XXXI 

(2m-3) (22"'-1) Bm- (2m-1)3 (22m-2_1) Bm-1 ± ... 
+ (-1)m-1(2m-1hm-1 (2 2-1) B1 = 0, 

2(22"'-1) Bm- ((2m- 2)2+1)(2 2m-2-1)Bm-1 

Diese Gleichungen XXVIII-XXXI lassen sich mehr oder weniger 
umständlich auch aus den Gleichungen der §§ 1 und 2 beweisen. Bezeichnen 
wir nämlich durch den Index (m + 1) oder (m-1) an den römischen 
Ziffern, bezüglich an deren Summe oder Differenz, dass in den durch 
die Ziflem bezeichneten Gleichungen, bezüglich Gleichungs-Summen oder 
-Differenzen m + 1 oder m -1 an Stelle von m treten solle, so können 
wir uns in folgender Art kurz ausdrücken: 

Gleichung XXVIII ist identisch mit V-I-YI; 

" 
XXIX 

" " 
(V -I)(m-1)+ V; 

" 
XXX 

" " " 
(V -I) -(V -I)(m-1)- 2YI; 

XXXI 
" " " 

2(V- I) +VI- VI(m-1)· 

Den speciellen Beweis dieser Identitäten überlassen wir dem Leser, wobei 
wir noch bemerken, dass die Operation V-I schon im vorliegenden § (in 
Gleichung XXVI) ausgeführt ist. 

Setzen wir in den Gleichungen XXVI4 und XXVII4 n = m und heben 
durch 2, oder in XXVII1 und XXVII3 n = m + 1 , so gelangen wir zu 
der Gleichung: 

m-1 

{ (-1f2~- (m)m-1 (2m+1-1) Bm+l 

+ m 2 

(-1)2 (m)m (2"'-1) B11_1_ • • • 

m ungerade 

=0. 
m gerade 

2 
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Dies ist die zweite der beiden von Seidel (a. a. 0. Gl. XIII) aufgestellten 
Gleichungen. 

Die folgenden Formeln sind vom Verfasser aufgestellt und sollen, um 
den Zusammenhang an dieser Stelle nicht zu unterbrechen, in dem späteren 
§ 22 als Beispiel für die 1v1ac-Laurinsche Summenformel bewiesen werden. 
Auch sollen dort die allgemeineren, hier nur die speciellen mit der möglich 
kleinsten Anzahl von Gliedern angegeben werden. 

XXXIII B (m)3 B + (m)s B -
m- --~- m-1 --2 m-2 + · • · m- m-

m ungerade 
-2- 2 

1 {

(-l)m;l ~l•; Bm+l 

+ m2 
(-l)T (m)m-1 B m gerade 

= (2m)m (2m+ I); 
7l!.+l m+2 

2 2 

XXXIV 2(22m_l) Bm- (m)sl 23(22m-Ll)Bm-t+ (m)s2 25(22m-4.1)Bm-2+··· m- m-

m ungerade 

=1. 
. mgerade 

Die letzte Gleichung lässt sich mit Benutzung der Bezeichnung (§ 4 
Gl. (3)): 

noch etwas einfacher in der Art schreiben: 

XXXV (m)1 p (m)3 p + (m)5 p _ 
4m-1 m - 4m-s m-1 4m-s m-2 + · • • 

m ungerade 

=1, 
m gerade 

wobei bemerkt werden mag, dass das erste Glied auf der linken S!!ite eine 
ungerade ganze Zahl, alle anderen Glieder auf derselben Seite gerade ganze 
Zahlen sind. 
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§ 6. 

Andere Formeln, welche auf den Gleichungen für höhere 
Differenzen beruhen. 

Aus den Gleichungen, vermittelst derer SeideP) und Stern die im 
vorigen § entwickelten Formeln abgeleitet haben, folgen noch andere Be­
ziehungen zwischen den Tangentencoefficienten (oder den B. Z.) und zwischen 
diesen und den Secantencoefficienten. 

Wir wollen zuerst Seidels :Methode (a. a. 0.) angeben, die Grössen 
x und ß (s. § 4 Gleichungen (1) und (2)) successive und zwar abwechselnd 
durch blosse Addition positiver ganzer Zahlen zu finden. Nehmen wir für 
die u in § 5 die Werthe an: 

(1) n=O 
> 

und substituiren diese W erthe in die rechte Seite von § 5, (8), nachdem 
darin 2m statt m gesetzt worden, so stimmt diese Gleichung, abgesehen vom 
Zeichen mit der linken Seite von XIII (§ 4) überein, es ist somit: 

(2) 

Setzen wir aber in § 5, (8) 2m-1 statt m, so ist die rechte Seite identisch 
mit der rechten von XVII (§ 4), wenn wir die letztere mit (-1)m mul­
tiplicirt haben; es ist demnach : 

(3) 

1) Nennen wir mit Seidel die erste Horizontalzeile des Schema's (A) in§ 5 
Stammreihe und die schräg gestellte Reihe der Endglieder der V erticalreihen 
u, ßu, ß 2u, ß 3u u. s. w. Terminalreihe, so nimmt er erstens u = 1 und be­
stimmt die anderen Grössen durch die Bedingung, dass, vom 3ten Gliede (u., bez. ß 2u) 
an, Stammreihe und Terminalreihe übereinstimmen sollen; dann beweist er, dass 
in diesem Falle die Stammreihe die Form: 

1, -}, B10 0, - B2 , 0, B3 , 0, - B4 u. s. w. 

erlangt. Der weitere Verfolg führt dann zu Gleichung XXV. Zweitens wählt 
S. u = 0, u1 = 1 und bestimmt die weiteren Grössen so, dass, vom ;:lten Gliede 
(u2 , ß 2u) an, Stammreihe und Terminalreihe entgegengesetzt gleich (ß 2u = - u20 

ßau=-Us u.s.w.) werden, dadurch erreicht er, dass die Stammreihe folgende wird: 

0, 1, r 10 0, - r 2 , 0, r 3 , O, - r 4 u. s. w. 

worin die r: kurz als Halbtangentenfactoren bezeichnet werden können, so zwar, 
dass (s. § 2 Gleichungen (24) und (25J): 

Tm= 2(2 2m-1) Bm 

ist. So dann aber zeigt Seide 1 noch, dass man zu diesen Grössen successi ve durch 
blosse Addition positiver ganzer Zahlen gelangen kann, und dies ist für seine 
Darstellung besonders charakteristisch. -Aus der obigen Bedingung ergiebt sich 
die Gleichung XXXII. 
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Vermöge der Gleichungen (1), (2), (3) kann man nun das Schema (A) des 
§ 5 constmiren, wenn man bei den ungerade benannten V erticalreihen (mit 
dem Anfangsgliede -u1, -u3 , u5 u. s. w.) von oben mit dem Werthe 0 be­
ginnt und so herabsteigend zu ± ßm gelangt, während man bei den gerad­
benannten unten mit 0 beginnt und aufsteigend schliesslich zu ± ocm kommt. 
Bei geringer Aenderung der Anordnung hat man aber dabei nur Additionen 
positiver Zahlen auszuführen. Schreibt man nämlich Gleichung (1) des § 5 
m zwei verschiedenen Formen : 

und setzt darin nacheinander bezüglich: 

2 ... 2m-1; 

r =2m-2 2m-3 ... 0; 

so erhält man: 

2m 2m-1 

0 1 

1 

2m-1 

+ 6_2m-lu 

Setzen wir nun mit vorübergehender Einführung neuer Bezeichnungen: 

k k 

1 
6. U2p-k = (-1)1' OCp, 

( 4) wobei: 

o 2P 
OCp = OCp, OCp = 0, 

so gehen die vorigen Gleichungen nach Hebung durch ( -t)'n in folgende über: 

2m-2 2m-1 

ßm= 0 + OCm-1 OCm = 0 + ßm 

2m-3 2m-2 1 2m-2 2m-1 1 

(5) 
ßm= ßm + OCm-1 OCm = OCm + ßm 

1 2 2m-3 2 2m-2 

ßm= ßm + OCm-1 OCm OCm ·+ ßm 

1 1 
ßm = ßm + 0 OCm 17.111 + 0. 
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Daraus resultirt nun folgendes Rechnungsschema: 

1 0 cxl 0 0(2 0 zs u. s. w. 

1 

p2 
1 4 1 

ßl cxl 0(2 ßs C(3 

1 s 
0 ß2 0'"2 ßs 0!3 

ßs 
3 

ß2 1)(2 CXg 

1 4 

0 ßs CXg 

ßs O:g 

0 
oder lll Zahlen: 

1 0 1 0 5 0 61 u. s. w. 

1 1 1 5 5 61 
0 2 4 10 56 

2 2 14 46 

0 16 32 

16 16 

0 

wobei die allmähliche Entstehung der Yerticalreihen von selbst (bez. durch 
die Gleichungen (5) mit m = 1, 1, 2, 2, 3, 3 u. s. w.) erhellt. 

Wir behalten die Grössen u in der durch (1) bestimmten Bedeutung 
bei, so dass also auch die Gleichungen (2) und (3) gültig bleiben, substituiren 
für uk und [;-,ku diese W erthe in die Gleichungen (3) und (6) des § 5 
und setzen deren rechte Seiten einander gleich. Indem wir dann über die 
Natur der Zahlen m und n verschiedene Annahmen machen, erhalten wir 
folgende von Stern 1) herrührende Gleichungen: 

XXXVI 

1) m und n gerade, m = 2k, n = 2r. 

IXk+r- (2k)2 cxk+r--1 + (2k)4 IXk+r-2 + ... + (-l)k OCr= 

(2r)l ßk+r- (2r)s ßA+r-1 ± · · · + (-1Y-1 (2r)2r-1 ßk+I· 

2) m gerade, n ungerade, m = 2k, n = 2r + 1. 

xxxvn (2k)1 ock+r- (2k)s ock+r-1 ± ... + (-1)k-1 (2k)2k-l cx,+1 = 

ßk+•+t- (2r + 1)2 ßk+r ± .. · + (-1Y (2r + 1)2r ßk+1· 

1) Abhandl. der Gesellsch. d. Wissensch. zu Göttingen Bd. 23 (1878): "Bei­
träge zur Theorie der Bernoullischen und Eulerschen Zahlen". 
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3) m ungerade, n gerade, m = 2k + 1, n = 2r. 

XXXVIII (2k+1\ ak+r-(2k+1)s ak+r-t±··· +(-1)k-l(2k+1hk+t<Xr= 

ßk+r+t- (2r)2 ßk+r + (2r)4 ßk+r-1 + · · · + (-1)' ßk+t· 

4) m und n ungerade, m = 2k+ 1, n = 2r+ 1. 

XXXIX <Xk+r+t- (2k+ 1)2 ak+r ± ... + (-1)k (2k+ 1)2k a,+l = 
(2r+ 1)1 ßk+r+l- (2r+1)s ßk+r ± ... + (-1)' (2r+1hr+l ßk+t· 

Die Gleichungen XXXVI-XXXIX geben Beziehungen zwischen Secanten­
coefficienten und Tangentencoefficienten; durch specielle Annahmen (k = 0 
oder 1, r = 0 oder 1 u. a.) gelangt man zu Formeln, die in den §§ 2 und 4 
entweder direct enthalten sind, oder sich ausnahmslos mehr oder weniger 
einfach aus jenen ableiten lassen. Wegen ihrer Einfachheit bemerkens­
werth ist z. B. folgende aus XXXVIII durch k = 0 entstehende: 

XL a,. = ßr+t- (2r)2 ßr + (2r)1 ßr-1 + ... + (-1)" ßt; 

man erhält sie auch durch die Operation XY + XIV(m+t)· 
Zu verwickelteren Beziehungen zwischen den B. Z. können wtr in 

folgender Art gelangen. Wir nehmen die Annahme (9) des § 5: 

(6) m>l. 

wieder auf. Dann ist: 

also: 

Setzen wir nun m (16) des § 5, in welcher Gleichung für n > 1 die 
zweite Zeile fortfallt, 

(8) m = 2k, n = 2r, r > 0, k > 0 

und z. A.: 

(9) 2k+ 2r = s, s > 0 

so erhalten wir nach (7) : 

(10) ß 2ku2r =- ßu.-(2k)2 ßus-2-(2k)4 ßus-4- ... - ßus-2k; 

drücken wir nun die Glieder der rechten Seite wieder durch (16) des 
§ 5 aus, indem darin m = 0 und successive n = s, s- 2, ... s- 2k 
genommen wird, so erhalten wir, wie leicht zu übersehen, das Resultat: 
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(11) - 6 2ku2r=A1u.+As Us-2+ ... + A21+t Us-2l+···+As-t u2 +Asu1, 

und zwar ist darin: 

(12) 

und: 

l 

A21+1 = ~ (2k)2h (s-2h)2t-2h+1 
0 

.. 
T k 

(13) A. = ~ (2k)2h (s-2h}•-2h = ~ (2k)2,. = 22k-1. 
0 0 

Die Werthe für A21+t sind mittels (12) numerisch auszurechnen, doch kann 
für l > k die obere Grenze = k genommen werden, da die weiteren Bino­
mialcoefficienten verschwinden 1). 

Setzen wir andererseits in § 5, (3) m = 2k, n = 2r, so ist: 

und vergleichen wir nun die Werthe von ,6.'Jku2r in (11) und (14) mit 
einander und setzen für die u die W erthe aus (6) ein, so erhalten wir die 
Recursionsformel besonderer Art, in welcher aber alle B. Z. von B1 bis 
Bk+r vorkommen: 

XLI A1 Bk+r-As Bk+•·-1± ... + (-1)Hr-1 A2k+2r-1 B1 + (-1)k+r22k-2 

=- Bk+r + (2k)2 Bk+r-1- (2k)4 Bk+r-2 ± ... + (-1)k+1 B,.. 

Derartige Formeln wie diese sind in der genannten Abhandlung von Stern 
noch in grösserer Anzahl enthalten, z. B. folgende zwischen Tangenten­
coefficienten : 

XLTI ßk+r+1- A1 ß"+•· + A2 ßk+r-1 + ... + (-l)k+r Ak+r ß1 = 

(2r)1 ßk+r- (2r)s ßk+r-1 ± ... + ( -1 y-t (2r )2r-1 ßk+ 11 

welche mittels XXXVI auch in eine Gleichung zwischen Tangenten- und 
Secantencoefficienten umgeformt werden kann und worin: 

l 

At = ~- (2k)2,. (2k + 2r- 2h)2t-2h, 
u 

1) As-1 lässt sich auch durch einen kürzeren geschlossenen Ausdruck: 

As-1 = 22k-1 (k + 2r) 

darstellen, As-s u. s. w. bis A2k+I ebenfalls, doch erreicht man dadurch nur unter 
Umständen Erleichterung (bez. Verkürzung) der Rechnung, und wollen wir hierauf 
nicht näher eingehen. 
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also identisch mit dem früheren A21+1 ist; wir verweisen in dieser Be­
ziehung den Leser auf die angegebene Quelle, woselbst auch einige 
Zahlenbeispiele stehen. 

Andere Recursionsformeln, welche schliesslich auch auf der Betrachtung 
von Differenzenreihen basiren, rühren von Schlömilch und Bauerl) her 

1n 

und sind in wenig geänderter Form, und wenn Ck die Summe der Com-
binationen kter Klasse ohne Wiederholungen der Zahlen 1 , 2, 3, . . . m 

m m 
(insbesondere C0 = 1, Gm = m !) bedeutet, folgende : 

XLIII 

XLIV 

(2m-1).(2m-1)! _2m-l _2m-l m-1 

2(2m+ l) - C2m-2 B1 C2m-4 B2 ± ... + ( -1) Bm 

tn.. (2m)! 
2(m+l) 

2m 2m 
= C2m-l Bl - C2m-s B2 ± ... 

+ (-1)m-l m(2m + 1) Bm. 

Der Beweis knüpft an eine independente Darstellungsweise an und 
soll an betreffender Stelle nachgeholt werden. 

§ 7. 

Algebraische Herleitung der in § 2 auf trigonometrische Weise 
gefundenen und einiger anderer Formeln. - Potenzenreihen mit 

abwechselnden Vorzeichen. 

Die in § 1 für die Formeln I bis IV gegebenen Ableitungen beruhen 
auf der ursprünglichen Verwendung der B. Z. zur Summation der Reihe 
1P + 2P + ... + xP. Wir wollen nunmehr zeigen, wie aus demselben Princip 
auch die Formeln V bis VIII und überhaupt alle nicht-verkürzten Recursions­
formeln entwickelt werden können. 

Setzen wir in der Gleichung (14) des § 1, d. i.: 

x•n+1 x•n B1 2n-l -
(1) 12n + 22n + ... + x2n= 2n+1 + ~2- + (2n)c2-- x + ... 

+ (-1)n+!Bn X 

2x statt x, und multipliciren dieselbe Gleichung (1) mit 22n+l, so giebt 
die Differenz der zweiten der entstehenden Gleichungen weniger der ersten 
folgende: 

2) -12n + 22n _ 32n + 42n + ... _ (2x-1)2n + (2x)2n 

=t (2x)2n + (2;)1 (22-1) Bl (2x)2n-l- (2:)• (24-1) B2 (2x)2n-3 ± ... 

+ (-1)n+1 (22n-1) Bn (2x). 
1 ) Siehe § 11 am Ende. 
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Andererseits ist die linke Seite eine arithmetische Reihe 2n-1 ten Grades 
mit dem allgemeinen Gliede: 

(3) Tx = (2x)2"- (2x-1 )2" = (2n )1 (2x)2n-1_ (2n)2 (2x)2n-2 ± ... 
+ (2n)2n-1 (2x)- 1 

und daher, wenn in (3) x = 1, 2, 3 ... x gesetzt wird, gernäss der 
Gleichung (14) des § 1 (oder (1) hierselbst) und (15) des § 1 oder: 

(4) 
2n+2 2n+1 B 

pn+l+22n+1+···+x2n+1=~n+z+T +(2n+1)1 cj-x2"+··· 

+ (-1)"+1 2ntl Bn x2 

die linke Seite von (2) oder die Summe von T"". gleich folgendem Ausdruck: 

(5) ~ T = (2n) 22n-1 a;2n + 2211-2 ((2n) - (2n)2) x211-l + ... 
;::1 x 1 2n 1 2n-1 

+ ( -1)" 22n {(2n-1)1 22n-1 B 11 _ 1 - (2n-1)3 22n-3 Bn-2 ± ... 

+ (-1)"- 2 (2n-1)2n-s 23 B 1 + (-1)"-1 2(2n-1) + (-1)" 2} x 2 

+ (-1)"+1 {(2n)2 22n-2 B11 _ 1 - (2n) 11 22"-4 B 11 _ 2 ± ... 

+ (-1)"-2 (2n)2n-2 22 B1 + (-1)"-1 (2n)zn-1 + (-1)".1} X. 

V ergleicht man die Coefficienten von x2 und von x mit denen auf der 
rechten Seite von (2), so erhält man die Gleichungen: 

(6) (2n-1J1 22"-1B11_ 1 -(2n-1)3 2211-3 B 11_ 2 ± ... 
+ (-1)"- 2 (2n-1)2n-s 23 B1 -f (-1)"-l.±(n-1) = 0, 

(7) 2(2 2"-1) Bn- (2n)2 22"-2 Bn-1 + (2n)4 22"-* Bn-2 + ... 

+ (-1)"-1 (2n)2n-2 22 B 1 + (-1)" (2n-1) = 0. 

Von diesen geht (6) für n = m + 1 nach Division durch 2 in V über, 
und (7) ist (für n = m) identisch mit VIII. 

Setzen wir ferner in (1) x = 2, und multipliciren mit 2n + 1, so 
erhalten wir, wie leicht zu übersehen, die Gleichung: 

XLV 2(2n+ 1)1 B"- 23 (2n+ 1)3 B11_ 1 ± ... 

+ (-1)"-1 22"-1 (2n+1)2n-1 B1 +(-1)" {2n(22n-1+1) + 1-3. 22n-1} = 0. 
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Diese Meyersche Gleichung (s. die nächste Anmerkung) ist insofern interessant, 
als sie mit I und V zusammengehalten aussagt: 

Wenn man in I die Glieder mit den bezüglichen Potenzen von 2, 
nämlich 22m, 22m-2, 2 2171-4, ... 22 multiplicirt oder durch dieselben Grössen 
dividirt, so erhält man von den B. Z. freie Ausdrücke. - Macht man 
die Operation 

V+~~~ - 2I, 

so erhält man folgende Gleichung : 

Ziehen wir die Gleichung XL V von der durch 2 getheilten V ab, 
so erhalten wir: 

XLVI 2(2n+ 1)1 (22n-2_1)B,.-23 (2n+ 1)3 (22"- 6-1) ß,._1 ± ... 
+ (-1)"-1 22n-1 (2n + 1)2n-1 (22-2n_1) B1 

+ (-1)n {s. 22n-1-1-n (22n+ 1)} = 0.1) 

Man kann diese Gleichung auch, wenn man gerades und ungerades n 
unterscheidet, in der Form schreiben: 

für gerades n : 

2(2n+1)1 (22"-2-1) (B,. + ~ B1) 

- 23(2n+1)3 (2 2"-6-1) (Bn-l + n 2 1 B2 ) ± ... 

+(-1),.;-2 2"-1(2n+1)n-1(2 2-1)(Bn +n+2 Bn) 
:~+1 n 2 , 

+ {s. 22n-1_1- n (22"+1)} = 0, 

1 ) Die Gleichungen XLV und XLVI sind von G. F. Meyer in seiner Doctor­
dissertation ( Göttingen 1859, Gleichungen (24) und (20)) aufgestellt worden. Er 
leitet darin nach einem von Stern angegebenen Princip tvgl. dessen Abhandlung 
zur Theorie der Bernoullischen und Eulerschen Zahlen in den Abhandl. 
d. Gesellsch. d. Wissensch. zu Göttingen Bd. 23, 1878) die bekannten Gleichungen 
für die Bernoullischen und die Eulerschen Zahlen ab und entwickelt einige neue 
Formeln. - Wir könnten ebenso gut in (1) oder (4) x = 3 u. s. w. setzen und 
würden dadurch beliebig viele Formeln, die jedoch kein besonderes Interesse be­
anspruchen können, erhalten. 
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für ungerades n : 

( n-1 ) -23(2n+1)3 (2 2n-6-1) Bn-1--2-B2 ± ... 

so dass also in XL Vllb die B. Z. Bn+1 nicht vorkommt. 
-2-

Setzt man in ( 4) x = 2 und multiplicirt mit 2n + 2, so erhält man 
nach Theilung durch 2 : 

XL VIII 2(2n + 2)2 Bn- 23 (2n + 2)4 Bn-1 ± ... 

+ (-1)n-1 22n-1(2n+2)2n B1 +(-1)n{n(22"+1)-(22"-1)}=0.l) 

Die Gleichung VI folgt durch die Operation VIII+ IIcm-1); hingegen 
ist VII nicht so einfach abzuleiten, sondern wir bedürfen dazu der Mac­
Laurinsehen Summenformel. Setzen wir nämlich darin (§ 3 GL (15)) 

(9) f(x) = x~', a = 3, h = 4, b = 4 q + 3 = y, 

so erhalten Wlr: 

(10) 4 {31' + 7P + 11P + ... + y~'}= [;:~J: + 2(yP + 31') 

+ (p)1 42 ~1 (yP-1-3P-1) _ (p)3 44 !1 (yP-3-3p-3) ± ... 

oder wenn wir kurz: 

(11) 3P + 7 P + 11P + ... + yP mit L;yP 

bezeichnen und die von y unabhängigen Glieder in (10) durch das Zeichen C 
zusammenfassen : 

(12) 

und insbesondere für p = 2m und p = 1 : 

1 ) Auch diese Gleichung findet sich in der Meyerschen Dissertation und 
führt in Verbindung mit VIII auf andere der dortigen Formeln (Gleichungen (23), 
(19) und (21) a. a. 0.). 



§ 7. Algebr. Herleitungen. Potenzenreihen mit abwechs. Vorzeichen. 49 

Yim+I y2m B B 
(13) .Ey2m=l 2m+ I + -2- +4(2m)l Ty2m-1-43(2m)s -l~ y2m-s ± ... 

+ (-1)m+l 42m-1 Bm y + C1, 

(14) 
- y• y 

.Ey- s + 2 + c2, 

worin C1 und C2 von y unabhängige Zahlen sind. Von diesen Formeln 
werden wir demnächst Gebrauch machen. 

Multipliciren wir erstens die Gleichung (1) mit 42n+1, setzen zweitens 
in (1) 4x statt x und ziehen die entstehenden Gleichungen von einander 
ab, so erhalten wir: 

(15) (12"+22"+32"-3.4 2n)+ ... +( ( 4x-3)2"+( 4x-2)2"+( 4x-1 )2"-3( 4x)2n) 

=-{t ( 4x)2"+(2n)1 (2L 1) ~~ (4x)2n-1_(2n)3 (28-1) !• (4x)2n-3 ± ... 

+ (-1)"+1 (2!"-1) Bn (4x)l 

Setzen wir nun, um Potenzen von 3 in den Formeln zu vermeiden: 

(16) 4x - 1 = y, 

so wird das allgemeine Glied der linken Seite von (15): 

(17) ( 4x-3)2"+( 4x-2)2"+( 4x-1)2"-3( 4x)2n= (y-2)2"+(y-1)2n+y2"-3(y+1 )2n 

=-(2n)l(21+4)y2n-1+(2nM2L2)y2n-L(2n)s(23+4)y2n-3+(2nM2L2)y2n-4 

+ ... + (2n)2n-2 (22n-2_2) y2-(2n}.!n-l (22n-1+ 4) Y+(22n_2). 

Die linke Seite von (15) verlangt nun, dass wir die rechte Seite von (17) 
summiren, d. h. darin x = 1, 2, 3, ... x oder y = 3, 7, 11, ... y setzen 
und addiren sollen; da nun y in (16) dieselbe Form hat, wie in (9) (man 
brauchte eben nur in (16) x = q + 1 zu setzen), so sind zur Summation 
die Formeln (12) bis (14) verwendbar; wir wollen jedoch nur den Coeffi­
cienten von y bilden; ein solches Glied existirt nur, wie (12) zeigt, wenn 
p gerade oder wenn p = 1 ist. Da nun noch 

.E1=x=~+t 

ist, so erhalten wir als den verlangten Coefficienten E1 von y folgenden 
Ausdruck: 

(18) E1 = (-1)n {(2n)2 (22-2). 24n-G B"_1 - (2n)4(2L2). 24n-10 B"_2 ± ... 

+( -1)"-2(2nhn-2 (2"-2-2)2 2 B1 +( -1 )"-1(2n )2"_1(22"-1+4) ·t+( -1)" 2":--2} 

=(-1)" P, 
wenn die Parenthese mit P bezeichnet wird. 

Saalschütz. 4 
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Der Coefficient von y auf der rechten Seite von (15) E,. ist, wenn 
4x = y + 1 gesetzt und die Reihenfolge der Glieder umgekehrt wird: 

(19) E,=(-1)n {(21on_1)Bn-(2nM21on--1)Bn_1+(2nM2•n-S_1)Bn-2 + ... 
+ (-1)n-l (2n)2n-2 (2 4-1) B1 + (-1)n-1-§-. (2n)2n-1} 

=(-1)n Q, 

wenn die Klammer mit Q bezeichnet wird; wir haben also die Gleichung: 

(20) 

oder P=Q, 

welche sich noch vereinfachen lässt. Wir führen die Abkürzungen : 

Y=(2n)2 24"-4Bn-1-(2n)4 24n-s Bn-2 ± ... + (-1)n(2n)2n-22 4B1 

(21) { K~ (2•), 2••-• B__, - (2n), 2~• B._ 2 ± ... + ( -1)"(2n)h-• 2' B, 

L=(2n)2 Bn-1 - (2n)4 Bn-2 ± ... + (-1)" (2n)2n-2 B1 

ein, von denen wir Y als Unbekannte betrachten, während K vermöge (7) 
und L vermöge ll(n-1) (in § 1) sich bestimmen: 

(22) 

damit wird: 

{ 
K = 2 (22"-1) Bn + (-1)" (2n-1), 

L = (-1)" (n-1); 

(23) P= 22n-2K- i Y + (-1)"-ln(22n-1+4) + (-1)n 2'"~'-l 

= 22n-1(22n_1) Bn + (-1)n-1(4n+t)-t Y; 

(24) Q=(2'n-1) Bn- Y+L+(-1)"-1 3n 

= (2'"-1) Bn- Y +(-1)"-1 (2n + 1). 

Durch Gleichsetzung der Ausdrücke (23) und (24) folgt: 

d. i. gernäss der Erklärung in (21): 

XLIX (22"-1)(22n+2) Bn-(2n)2 24n-4ßn-l + (2n)4 24n-8 Bn_2 + ... 
+ (-1)n-l (2n)2n-l! 24 B1 + ( -1)" (4n-1) = 0. 
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Ziehen wir von dieser Gleichung noch (7) ab, so entsteht genau die 
Gleichung VII in § 2.1) 

Da nun sämmtliche Recursionsformeln, in denen die B. Z. vollzählig 
und einzeln (nicht in Producten) vorkommen, wie an den betreffenden 
Stellen bewiesen worden ist, sich aus den Gleichungen I bis VIII mittels 
einfacher Operationen (Addition, Subtraction und Substitution von m ± 1 
statt m) ableiten lassen, so können wir behaupten, dass alle diese nach 
einfachen algebraischen Principien (ohne trigonometrischer Formeln 
zu bedürfen) entwickelt zu werden vermögen. 

Wir knüpfen noch einige Formeln an die Gleichung (2) an, indem 
wu fragen, wie deren rechte Seite sich ändert, wenn die linke mit einer 
ungeraden Zahl schliesst. Bei den Gleichungen ( 1) und ( 4) ist einfach, 
wenn man um ein Glied weiter gehen will, x + 1 statt a; zu setzen; bei 
der Gleichung (2) aber und der entsprechenden mit 2n + 1 statt 2n bedarf 
dies noch einer besonderen Untersuchung. Ziehen wir in (2) beiderseits 
(2x + 1 )2" ab, und setzen: 

2x+ 1=y, 
so erhalten wir: 

-12"+22"=t= ... +(y-1 )2"-y2"=-y2"+t(y-1 )2"+ (2;)1 (22-1)B1 (y-1)2n-1 

- (2:)3(24-1) B2 (y-1)2n-3 ±. •. + (-1 )n+l (22"-1) Bn (y-1). 

Die rechte Seite beginnt also mit - ty2"; sammeln wir ferner die Glieder 
mit y2n-2k und y2n-2k-I, so ist der Coefficient des ersteren: 

22--1 24--1 t (2nhk- (2n)1 (2n-1)2k-1 - 2- B1 + (2n)3 (2n- 3)2k-3 - 4 - B 2 + ... 
22k--1 + (-1)k (2nb_1 (2n-2k+ 1)1 ----zk- Bk 

d. i. mit Benutzung der leicht erweislichen Identität: 

(26) 

1) Summirt man die linke Seite von (15) direct nach x und vergleicht die 
beiderseitigen Coefficienten von x, so gelangt man zu der Gleichung: 

L (22"-1)(22"+ 2) Bn-(2n)2 2'"-'32B"_1 +(2n)4 24n-s 34Bn_2 + ... 
+ (-1)n-1 (2n)2n_2 24. 32n-2 B1 + (-1)" (4n-3). 32n-1 = 0, 

aus welcher mittels XLIX auch noch Bn eliminirt und dann n+ 1 statt n gesetzt 
werden könnte. - Man könnte auch noch in (15) nach Substitution von y die 
Coefficienten von y• vergleichen, und auch noch mit Gleichung (4) ebenso ver­
fahren, wie es hier mit Gleichung (1) geschehen ist; doch wollen wir uns dabei 
nicht weiter aufhalten. 

4* 
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(wobei f.t eine beliebige Zahl sein kann, h und r aber positive ganze 
Zahlen sind), wenn 

p, = 2n, h = 2k, t· = 1, 3, ... , 2k - 1 

gesetzt werden (bei umgekehrter Anordnung): 

und dies ist mittels einer durch die Operation (V- l)(k) entstehenden 
Gleichung Null. Desgleichen ist auch der Coefficient von y 0 Null. 

In ähnlicher Art findet man den Coefficienten von y2n-2k-I: 

k {22k+2_1 . 22k_l 
= ( -1) (2n)2k+l 2k+ 2 Bk+l- (2k + 1h 2k B~; ± ... 

22-1 } ± (2k+ 1)2k - 2- B1 +i 

= (-1)" (~~~~1 {(22"+2 -1) Bk+t- (2k+ 2)2 (22"-1) Bk± ... 

± (2k+ 2}2!; (22-1) B1 + (k+1)} 

d. 1. gernäss VI(k+r): 

und somit: 

(27) -12" + 22n + ... + (y-1)2n -y2n=- { Y:" + (2n)1 
22

2 l B1 y2n-l 

- (2n)s ~· 4 1 B2 y2n-3 ± ... + (-J)n+l (22n_1) B,. y} 
y = 2x + 1. 

Wird 2n + 1 statt 2n gesetzt, so erhält man zunächst an Stelle von (2) 
ohne Schwierigkeit: 

(28) -12n+I + 22n+I + ... _ (2x-1)2n+l + (2x)2n+l = t(2x)2n+I 

+ (2n + 1)1 2• 2 1 Bl (2x)2n + ... + ( -1)"+1 2ntl (22"-1) Bl (2x)t 

und hieraus in ganz ähnlicher Behandlungsart wie oben, wobei, falls wieder 

2x + 1 =y 

gesetzt wird, ausser y2"+1 nur gerade Potenzen von y einschliesslich yo 
vorkommen: 
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(29) _pn+l + 22n+1 + ... + (y-l)2n+l- y2n+1 

{yan+t 22-1 Sn -
=- - 2- + (2n+1)1- 2- B1 y + ... 

22"-1 } 22"+•-1 + (-1)"-1 (2n+ 1)2n-1 ~ B,. y2 + (-1)"-1.2 2n+2 B,.. 

Nun kann man die Gleichungen (2) und (27), sowie (28) und (29) zu­
sammenfassen, wobei y sowohl eine gerade wie eine ungerade (ganze positive) 
Zahl bedeuten kann, indem man schreibt: 

(30) 11"-22"+ 32n_42n ± ... + (-1)Y+l y2n 

= (-1 )Y+l {t y2n + (2n\ 2• 2 1 Bl y2n-1- (2n)s 2• 4 1 B2 y2n-s ± .. • 

+ (-1)"+1 (22"-1) B,. y}, 
(31) }211+1- 22n+1 + 32n+1- 42n+1 ± ... + (-1)Y+l y2n+l 

{ 22-1 24-1 = (-1}v+l t y2n+1+(2n+1)t-2- B1 y2"-(2n+l)s -4- B2 y2n-2± ... 

+ (-1)n-1 2nil (22"-1) B,. y2 + (-1)" 2;:~2 1 Bn+l} 

22"+ 2-1 + (--1)" 2n+2 Bn+l" 

Diese Formeln finden sich (in anderer Art abgeleitet) bei Euler im 2ten Theil 
des Ca.lc. diff., cap. VII § 184. Wir werden von ihnen (abgesehen von 
ihrem eigenen Interesse) später Gebrauch machen. 



Zweiter Abschnitt. 

Unabhängige Darstellungen. 

§ 8. 

Die Formeln von Eytelwein und Laplace. 

Die ersten Formeln für die unabhängige Darstellungsweise der B. Z. 
rühren von Laplace und Eytel wein her. Dieselben sollen hier mittels 
Modification eines Eulerschen Gedankens aus einem und demselben Princip 
abgeleitet werden. 

Nach Aufstellung der Gleichungen § 7 (30) (31) und nachdem er noch 
bemerkt hat, dass bei einem geraden Exponenten die rechten Seiten für ein 
gerades oder ungerades y sich (der Form nach) nur durch das Vorzeichen 
unterscheiden (wii.hrend bei einem ungeraden Exponenten noch eine von 
der Natur der Zahl y unabhängige Constante hinzukommt), fahrt Euler 1) 
folgendermaassen fort : 

"Wenn also y eine unendlich grosse Zahl wird, muss, da diese weder 
paar noch unpaar ist, diese Betrachtung (d. h. Unterscheidung) aufhören, 
und es sind daher in der Summe die zweideutigen Glieder zu entfernen, 
woraus folgt, dass die Summe von Reihen dieser Art, wenn sie bis in's 
Unendliche fortgesetzt werden, durch die alleinige hinzuzufügende Constante 
ausgedrückt werden. 

"Deshalb wird sein : 

1-1 +1 -1 + u.s. w. in infinitum = 1-
1-2 +3 -4 + ., 
1-22+32-42+ ,, 
1-23+33-43+ 

" 
1-24+34-44+ 

" 
1-25+35-45+ 

" 
1-26+36-46+ 

" 
1-27 + 37-47 + 

" 
u. s. w., 

1) Calc. diff. II, cap. VII § 185. 

" 
" 
" 
" 
" 
" 
" 

22-1 
= -2- Bl 

,. =Ü 
24-1 

" =--4- B2 

,. =Ü 
26-1 

=~B3 

., =Ü 
28-1 

Bt ,, =--8-
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"Auch werden dieselben Summen durch die oben angegebene Methode, 
Reihen, in denen die Zeichen + und - abwechseln, zu summiren, ge­
funden."l) 

Diese Schlussfolgerung Eulers wird jetzt Niemand als ausreichend 
ansehen können, trotzdem darauf aufmerksam zu machen ist, dass er an 
einer früheren Stelle2) die Summe der links stehenden schliesslich zwischen 
unendlichen Grenzen oscillirenden Reihen so erklärt, "dass sie den W erth 
des endlichen Ausdrucks, aus dessen Entwicklung die vorgelegte Reihe 
folgt, bezeichnet.'' Trotzdem wäre es schade, ihre Resultate fallen zu 
lassen, da sie in einfacher Art zu sonst weniger leicht zu gewinnenden 
Formeln für die unabhängige Darstellung der B. Z. führen. Wir wählen 
daher folgende unanfechtbare Darstellungsweise. 

Sei y eine positive ganze gerade oder ungerade Zahl, v eine beliebige 
reelle Grösse und 1p(v) durch die Gleichung definirt: 

vY 1 
(1) 1J'(V)=(-l)Y+ll+v + I+v; 

dann ist: 

und 

(2) 

(3) 

und: 

(4) 

v•+l v 
V1J'(v)=(-l)Y+l_ +­

l+v l+v 

:v (V1J'(v))=(-l)Y+l vY Y~{J~1 + (1~v)•· 
Jetzt wollen wir 

= VV'(v) 

! (vVV'(v)) = V'ltf(v) 

~, (vV 21J'(v)) = V3tJI(v) 

u. s. w. 

1 
cp(v) = (1 +v)' 

setzen. Damit nimmt Gleichung (2) die Form an: 

VV'(v) = (-l)Y+l vY v~;-;;. 1 + cp(v); 

dann folgt weiter: 

V~(v) = (-l)Y+l vY y2v'+(2y'+2~;~~~3+(Y2+2y+ 1) + vcp(v); 

1) Auf den letzten Passus kommen wir später zurück. 
') ib. cap. I § 9. 
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und dann schliesst man durch Induction leicht weiter, dass VPtp(v) die 
Form haben muss: 

(5) 

worin 1Jo 1]1 1]2 • • • 1}p ganze rationale Functionen pten Grades von y sind. 
Nun ist aber (nach der Erklärung in (1)): 

1p(v) = 1-v + v2- v3 ± ... + (-1)!1+1 vY-1 

f VV'(v)= :v (v1p(v)) = 1- 2v+3v2 -4v3 ± ... + (-1)Y+Iyvy-1 

V21p(v) = 1-22v+32v2-42v3 ± ... + (-1)Y+1 yz vY-1 

l VP~(v)·-·1_:_2P.v+3P~2~4;v3 ~ ." .. -f- (~{)Y+1 ;P ~y-~ 
(6) 

folglich nach (5): 

(7) 1-2Pv+3Pv2+ ... +(-1)Y+l yPvY-1=(-1)Y+lvY '1/ovP~i·+~;.:;-:v+'1/P 

+ vp-l rp(v). 

Hierin setzen wir v = 1, dann wird 1JoVP + 1]1 vP-1 + ... + 1jp eine 
ganze rationale Function pten Grades von y und somit, wenn a0 a1 •.• ap 
Constanten, d. h. von p abhängige Zahlen bedeuten: 

(8) 1P-2P+3P- 4P ± ... + ( -1 )Y+l yP =( -1 )Y+l {a0yP + a1 yP-1+ ... +ap} 

+ [ vp-lrp( v)]v=l" 

Schreiben w1r nun aber in § 7 Gleichungen (30) und (31) p statt 2n 
oder 2n + 1 und verstehen unter b0 b1 . . . bp von p abhängige Zahlen, 
deren Bedeutung aus den dortigen Gleichungen leicht zu entnehmen ist, 
und setzen ausserdem : 

(9) für ungerade p, 

für gerade p, 

so erhalten dieselben die gemeinsame Form : 

(10) 1P-2P+3P-4P ± ... + (-1)Y+lyP=(-1)Y+1 {b0yP+b1 yP-1+ ... +bp}+cl'" 

Die Gleichungen (8) und (10) gelten (bei festgehaltenem p) für jeden posi­
tiven ganzzahligen Werth von y, folglich gilt für dieselben Werthe eben­
falls die Gleichung: 
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(11) (-1)Y+1 {(a0-b0) yP + (a1 -b1) yp-1 + ... + (ap- bp)} 

+ [ Vp-l cp(v)]v=t- Cp = 0. 

Setzt mau hierin y = 1, 3, 5,. 0. 2p + 1 und z. A. [Vp-1 cp(v)]v=t = dP, 
so hat man: 

(at -b1) + (a2-b2) + ... 
+ (ap-bp) + (dp-cp) = 0 

31'-1 (a1 -b1) + 3p-2 (a2-b2) + ... 
+ (ap-bp) + (dp-cp) = 0 

(2p+ 1)1' (a0-b0) + (2p+ 1)1'-1 (a1 -b1 ) + (2p+ 1)p-2 (a2 -b2) + ... 
+ (ap-bp) + (dp-cp) = 0 

folglich, da die Determinante I± 1 3P-1 5P-2 ••• (2p -1 )11 nicht ver­
schwindet 1): 

a0-b0 = 0, a1-b1 = 0, .. 0 ap_1-bp-1 = 0, und (ap- bp) + ( dp- cp) = 0. 

Setzt man nun noch in (11) y = 2, so ergiebt sich 

also ist: 

folglich mit Rücksicht auf (9): 

(12) 

J[V2n-2 cp(v)]v=1 = (-1)"-12•~n 1 Bn = (-1)n-1 :.: 

[ 2n-1 ( )] O 

1 V cp V v=1 - - 1 -

cp(v) - (1+v)"" 

1) Der W erth einer Determinante von der Form: 
_jJ p-1 

lro rxo 
__ p p-1 
'r. rx1 0 

rx0 1 

rx1 1 

p __ p-1 p 1 
rxP rxp . . . rx 

ist: (a0 -u1) (a0-a2 ) •• o (a1 - a2) ••• (ap_1 -ap)o 
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Von diesen Gleichungen gehen wir nun aus. Dabei lassen sich die linken 
Seiten in zwei wesentlich verschiedenen Formen darstellen, je nach der Art, 
wie vPrp(v) entwickelt wird. 

I. Unabhängig von dem speciellen Werthe der Function q;(v) ist: 

q;(v) = q;(v) 

vq;(v) = rp(v) +vq;'v 
(13)a v 2q;(v) =q;(v)+3vq;'v+v2q;"v 

v3q;(v) = q;(v) + 1vq;'v+ 6v2q;"v+v3q;111v 
v4rp(v) = q;(v) + 15 vq;'v+ 25 v2-,p"v + 10 v3q;111v+v4q;(4)v 

und desgleichen im allgemeinen Ausdruck : 

p p 

(13)b VPq;(v) = q;(v) + c1 vq;'(v) + c2 v2q;"(v) + ... 
p + Cp_1 vP-1 q;CP-1) ( v) + vPq;(P) (v) 

so dass also : 
. 0 1 1 p p 

J Co= C0 = C1 = 1, c0 = Cp = 1 

)2 3 3 "' "' 4 
lc1 =3; l1_=7, c2 =6; c1 =15, c2 =25, c3 =10; 

(14) 

P+1 p P p 
um allgemein ck mittels einer recurrirenden Entwicklung aus c0 c1 cP 
zu erhalten, wenden wir die Operation V auf (13) noch einmal an und 
erhalten dadurch sehr leicht die Recursionsformel: 

(15) 
p 

Wir können nun aber statt der Grössen ck andere einführen, welche sich 
unabhängig oder abhängig von einander berechnen lassen und öfters in der 
Analysis vorkommen; diese werden durch die Gleichung definirt: 

p 
(16) ak=kP- (k)1 (k-1)P + (k)2 (k-2)P + ... + (-1)k-1 (k),._1 lP. 

Hieraus: 

und weiter: 

2 3 3 4 4 4 
a2 = 2; a2 = 6, a3 = 6; a2 = 14, a3 = 36, a4 = 24; 
5 5 5 5 

a2 = 30, a8 = 150, a4 = 240, a;; = 120; 
6 6 6 6 6 
a2 = 62, a3 = 540, a4 = 1560, a5 = 1800, a6 = 720. 
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Fügt man zur rechten Seite von (16) noch die nichts geltende Grösse 
(-l)k (k)k OP hinzu, so sieht man, dass nach dem Arndtschen Satze 
(siehe S. 33) 

p 
für k > p : ak = 0 

p 
ist. Bildet man ferner ak-t• so ist: 

p p 

ak + ak- 1 =kP- (k-1)1 (k-1)P + (k-1)2 (k-2)P + ... 
also: 

p p ~ 
k(ak + ak-1) =kP+1 - (k)1 (k-1)~'+ 1 + (k)2 (k-2)P+1 + ... = ak; 

folglich: 

(17) 
p+l p p 

ak = k (ak-1 + ak), 

welches die gewünschte Recursionsformel ist. Aus derselben ergiebt sich 
für k=p + 1: 

p+1 p 

ap+I = (p + 1) aP, 

und folglich : 

(18) 

p p 
Jetzt führt der Vergleich der Zahlen Ck mit ak zu der Vermuthung, dass 

(19) 

welche als richtig erkannt wird, wenn man in (15) die aus (19) folgenden 
p p P+1 

W erthe für ck, Ck-l, ck einsetzt und dadurch die Entstehung der Gleichung 
(1 7) bewirkt. 

Somit wird die Gleichung (13): 

p+t P+1 
a a 

VPqJ(v) = qJ(v) + 2j vql(v) + 3~ v2qJ"(v) + ... 
P+1 

+ af vJ-1 (/J(p-1) (v) + vP qJrp> v. 
p. 

Setzen wir nun für qJ(v) seinen speciellen Werth 1: (1 + v)2, so dass 

(k)() = (-1)k 2. 3 ... (k+l) 
qJ V • (1 +v)kH 
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so erhalten wir nach (12) 

2n-1 l!n-1 2n-1 2n-1 2n-1 

LI (-1)n-t ßn=22n-2 at- 22n-s a2 + 22n-4as + ... -2a2n-2 + a2n--t 

2n 2n 2n 2n lln 
Lla 0 = 22n-t al- 22n-2 az + 22n-s aa + ... + 2a2n-t- a2n. 

Die erste dieser Formeln ist also eine unabhängige Darstellungsart von 
ßn und somit von Bn und ist zuerst mittels Differenzreihen von Eyt.el wein 1) 

aufgestellt worden. 

II. Für den W erth aus ( 4): 
1 m(v)=-­

r , (l+v)• 

folgt nach den Erklärungen (3) durch directe Ausrechnung: 

vq;(v) 
1-v 

(1 +v)3 

l-4v+v2 

(1 +v)4 

1) Abhandlungen der Akad. d. Wissensch. zu Berlin Jg. 1816-1817 Mathem. 
Kl. S. 28: Über die Vergleichung der Differenz-Coefficienten mit den Bernoulli­
schen Zahlen. Die Gleichung LI ist identisch mit form. (67), die Lla mit form. 
(69) bei Wo r p i t z ky, Studien über die Bernoullischen und Eulerschen Zahlen, 
J. f Math. Bd. 94 (1883), S. 203, welchen Aufsatz wir später nur mit dem 
Namen des Autors citiren und in § 12 näher besprechen werden. Nimmt man 
in (7) zuerst v als positiven echten Bruch an, setzt dann y = oo , wodurch das 
Ite Glied auf der rechten Seite verschwindet, und behandelt dann 

lim (1P - 2P + gP - 4P ± ... in infin.) 
v=l 

nach der von Euler zu Beginn von Cap. I (a. a. 0.) gegebenen Regel, so gelangt 

man nach Einsetzung der Werthe von [ VPq;(v)]v=l aus (12) zu der Formel: 

P+t P+l P+l p+t 
2P ~ - 2P-1 a2 + 2P-2 aa =+ + (- 1)P ap+t 1 2 3 ... p+l 

J p-1 

(-1 )-.- ßp+t p ungerade 

)0 ,-
l p gerade 

welche mittels (17) sehr leicht in die Gleichungen LI und Lla umgeformt werden 
kann. = Jedenfalls ist aber die im Text befolgte Methode als die strengere zu 
erachten. 
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Diese Ausdrücke legen die V ermuthung nahe, dass allgemein sein wird: 

2t 'k 2k 2k 2• 2t 

= l+O, v+ 02 v•+ ... +Ck_1 vk-'+Ckvt+ Ck_1 vk+'+ ... +C,v•t-'+v'k 
j v2krp(v) 

(l+v)•k+• 

(20) I v2A+lcp(v) 
!k+t 2k+ 1 2k+t = 1 + !1__~, + c. v2 f-__._ .. + ck vk+t- ... - c, v•k-l- c, v2k- v•k-t-1 

(l+v)"k+3 . 

Die Richtigkeit dieser Annahme lässt sich am einfachsten in folgender Art 
beweisen. Es sei: 

1 
W=­

V 

und es möge für eme gewisse Klasse von Functionen f(v) die Gleichung 
bestehen: 

(21) wf(w) = vf(v). 

du 
Differentiiren wir diese Gleichung nach v, so ist wegen: - =- w2 und 

a~, 
nach den Bezeichnungen (3): 

(22) - W 2\lf(w) = Vf(v) 

oder mit v multiplicirt: 

(23) - w\Jf(w) = vVf(v). 

Möge ferner für eine andere Klasse von Functionen die Gleichung 

(24) - wF(w) = vF(v) 

gelten, so folgt wieder durch Differentiation nach v: 

(25) 

oder 

(26) wVF(w) = v\JF(v); 

aus der Gleichung (21) folgen also (22) und (23), aus (24) folgen (25) 
und (26). Nun ist: 

tc v2u· 'f 

wcp(w) = (l+wl" = (v+IJ" = (l+vf = vcp(v), 

folglich gilt für f(v) = <p(v) die Gleichung (21) und daher nach (23): 

- w\Jcp(w) = v\Jcp(v), 

also gilt für F(v) = \l<p(v) die Gleichung (24) und deshalb nach (26): 

wV2cp(w) = vV2cp(v) 
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d. i. Gleichung (21) für f(v) = V 2tp(v); in dieser Art folgen nach und 
nach die Gleichungen: 

- wV3tp( w) = vV 3tp(v) 

wV4 tp(w) = vV 4 tp(v) 

- wV5 tp(w) = vV 5 tp(v) 
u. s. w. 

oder wenn man die Formen (22) und (25) benutzt: 

w2v2ktp(w) = v2ktp(v) 

- w2v2k+ltp(w) = v2k+ltp(v) 

und zusammengezogen: 

(27) 
c = {+ 1 für gerade p 

- 1 für ungerade p. 

Nun ist ohne Weiteres zu erkennen, dass VPtp(v) die Form hat, worin 
c0 c1 ••. cP Constanten bedeuten : 

(28) 

Also ist nach (2 7) 

EW 2 (c0 +c1 w+ ..• + CpWP) 
(l+w)P-l- 2 

vP+2 _ E(c0vP+c,vp-'+···+cp) 
· vP+2 = (v+l)P+~ 

folglich: 

J (29) 

I 

cfl_1 = sc1 

u. s. w. 

d. h. für gerades p: 

Cp= Co 

Cp-1 • Cl 

Cp = Cp 
z-+1 z--1 

Cf!_ = Cp_ 
2 2 

womit der verlangte Beweis geführt ist. 

C0 + C1 V+ ••• + Cp-t ~1 + Cp t;P 
-- · (l+v)P+2 

für ungerades p: 

Cp=- C0 

Cp-1 • -Cl 

Ce_i:l = - Cp-1 
2 2 

Um nun aber die Coefficienten im Zähler von VPtp(v) nach und nach 
berechnen zu können, hat man die Operation V für die Gleichung (28), 
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p 
worin eh durch Ch zu ersetzen ist, noch einmal auszuführen und gelangt 
dann gernäss der Gleichung : 

vP+1qJ(V) = :1: (v. V'PqJ(v)) 

unschwer zu der Beziehung : 

(30) 
p+l p p 

eh= (h + 1) c"- (P + 2- h) ch-1 

welcher noch die Bemerkungen hinzugefügt werden können : 

_p+t p p+l 
h < - 2-, C0 = C0 = 1 

und sodann (nach (29)): 

p p p+l p+l 
für gerades p: cp-h = eh, cp+l-h = eh. 

Die ersten dieser Zahlen s~d : 

1 1 2 2 3 3 
(31) C0 =1, C1='-1; C0 =1, C1 =-4; C0=1, C1=-ll; 

4 4 4 
C0 =1, C1 =-26, C2=66. 

Dieselben hängen nun wiederum mit anderen öfters vorkommenden Zahlen 
zusammen. Die Definition der letzteren ist: 

Fügt man noch die Gleichung : 

p 

(33) Ak+l = (k+ 1)P- (P + 1)1 kP + (P+ 1)2 (k-1)1' + ... 
+ (-1)k-l (P+ 1)k-l 2P+ (-1)" (P+ 1)k lP 

hinzu, multiplicirt (32) mit p + 1 - k, welches man für die einzelnen 
Glieder in der Art theilt: 

p + 1- k = (p + 1)- k = p- (!v- 1) = (p -1)- (k- 2) u. s. w., 

und Gleichung (33) mit k + 1, wobei: 

k + 1 = (k + 1) = (k- 1) + 2 = (k- 2) + 3 u. s. w., 
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so wird: 
p 

(P+ 1-k) Ak= (P+ 1) kP-2 (P+ 1)2 (k-1)P+ 3(P+ 1)3 (k-2)P + ... 
- k1'+1 +(p+1)1 (k-1)P+1-(p+1)2 (k-2)P+t ± ... 

1' 
(k+1)Ak+1=(k+1)P+1-(p+1)1 kP+1+(p+1)2 (k-1)1+1-(p+1)s(k-2)P+1± ... 

- (p+1) kP+ 2(p+1)2 (k-1)P- 3(p+1)3 (J.:-2)P ± ... 

Addiren wir, so zerstören die erste und die vierte Zeile einander, und die 
Summe der 2ten und 3ten ist : 

p+l 

also = Ak+t und somit haben wir: 

p+l p I' 

(34) Ak+t = (p + 1-k) Ak + (k + 1) AA+t· 

Aus (32) folgt: 
p p 

(35) Ao=O A1 = 1 

und nach dem Ar n d t sehen Satze: 

p 

(36) Ak = 0 für k > p + 1, 

somit aus (34) für k = p: 

p+l p p-1 1 

(37) Ap+t = Ap = Ap-r = ... = A1 = 1. 

Die Gleichung (34) folgt aber auch aus (30) (mit p-1 statt p), wenn man: 

(38) 

setzt und da noch nach (35) und (37) 

2 2 

A1 = 1, A2 = 1 
und aus (31): 

1 1 

C0 = 1, C1 = - 1, 

welche W erthe die Gleichung (38) erfüllen, so ist letztere überhaupt richtig. 
Mittels derselben und aus der für gerades und ungerades p geltenden : 

(39) 
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folgt dann: 
p+l p+l 

Ap+l-!t = Ah+t 

oder mit p statt p + 1, h statt h + 1 : 

(40) 

welche Gleichung also für gerades oder ungerades p gilt. 
p 

Einige Werthe der Zahlen Ak sind: 

1 2 3 3 4 4 
A1 =1; A1 = 1; A1 = 1, A2 =4; A1 =1, A~=11; 

5 5 5 6 6 6 
A1 =1, A.2 = 26, A3 =66; A1 =1, A2 =57, A3 =302; 

7 7 7 7 
A1 = 1, A.2 = 120, A3 = 1191, A4 = 2416. 

p p 

Die Substitution von C" aus (38) in (28) (c~.- = C~.-) giebt: 
für gerades p : 

( 41) 

für ungerades p: 

P+1 P+ 1 P+t P-l P+ 1 
A1 (1-rP)- A 2 (1;-'cP-1) ± ... ± AP+, (v-2- -v-2-) 

(42) VPfP(v)=--- (l+vp+• • 

65 

und die Substitution dieser W erthe in (12) giebt die independente Dar­
stellungsweise: 

2n-1 2n-1 2n-l 2n-1 

LU (-1)"-1 ßn=2\ Al-A2 ± ... + (-1)"-2 An-1 + (-1)''-1 tA" }, 

während die andere Gleichung zu einer Identität zusammenfällt (oder neu 
bewiesen ist). Die Formel LII ist von Laplace aufgestellt 1) und es ist 
uns also gelungen, die so verschieden aussehenden Formeln von Eytel­
wein und Laplace (LI und LU) aus derselben Quelle (nämlich mittels der 
Darstellungen in (12)) abzuleiten. 

1) Siehe Memoire sur l'usage etc., in den Mem. de l'Acad. des Seiences 
il Paris 1777, p. 99 ff. (insbesondere p. 106 bis 109), oder Lacroix, Traite des 
differences t. Ill 2de Edit. p. 114. 

Saalschütz. 5 
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(1) 

(2) 

(3) 

(4) 

Zweiter . Abschnitt. U nabhä.ngige Darstellungen. 

§ 9. 

Formeln, die durch den Mac-Laurinsehen Lehrsatz 
gewonnen sind. 

Fasst man die Gleichungen 1) : 

2 . x 2 x' x6 

fi{fC) = + a: = 1 - cx1 -2, +IX:! 4 , - oca -6, ± · · · ea: e . . . 

f3 (fC) = secfC 

ins Auge, vermöge deren die Functionen f1{fC) u. s. w. nach Potenzen 
von fC entwickelt sind, so erkennt man, dass die Entwickelung der Functionen 
f1(fC) u. s. w. in die Mac-Laurinsche Reihe zu einer directen Darstellung 
der IX und ß führen muss, wenn es gelingt, die höheren Differential­
quotienten von f1 (fC) u. s. w. (für fC= 0) in unabhängiger Art zu erhalten. 
Dies ist für die Functionen f1(fC) und f 2 (fC) von Scherk 2), für die 
Functionen f3(fC), f4(fC), f5(x) von Schlömilch 3) durchgeführt worden. 

Sei y = &' und Y eine Function von y, also auch mittelbar von x; 

wir stellen uns die Aufgabe :~ auszudrücken. 4) Es ist: 

ilky 
'!J= er, dxk = y, 

1) Die Gleichungen (3), (4), (5) sind identisch mit den Gleichungen (1), (2), 
(4) des § 4; die Richtigkeit der Gleichungen (1) und (2) erkennt man (falls man 
nicht in (3) und (4) ix statt x einsetzen mag), indem man mit dem Nenner der 
linken Seite heraufmultiplicirt, für ex und "-x die Reihen einsetzt, die Coeffi­
cienten von x2m, bez. x2"'+ 1 beiderseits vergleicht und sich von der Identität der 
entstehenden Recursionsformeln für die rt und die {j mit XIII, bez XIV (§ 4) 
überzeugt. 

2) Math. Abhdl., Berlin 1825, erste Abhandlung (vgl. oben § 4). Schlö­
milch stellt die in Rede stehende Ableitung in kürzerer Art dar (J. für Math. 
Bd. 32 (1846), S. 360), citirt dabei aber irrthümlicher Weise statt der genannten 
Scherkschen Abhdl. diejenige desselben Verfassers im 4ten Bande des Journals 
für llathematik. 

II) Grunerts Archiv 16ter Bd. (1850), S. 411. 
4) Vgl. Schlömilch, Compend. der höh. Analysis II, Abhandl. über die 

höheren Differentialquotienten. 
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folglich nach und nach: 

tlY tlY 
ax-='!1 tly 

und in allgemeiner Form: 

so dass: 

1 p 2 3 3 p 
(7) a1 = ~ = 1, a2 = 2, a2 = 6, a3 = 6 u. s. w. ap+t = 0 

ist. Differentiirt man noch einmal nach x, so gelangt man leicht zu der 
Recursionsformel: 

(8) 
P+l P P 
ak=k (ak + ak-t); 

p 
dieselbe stimmt mit § 8, (17) überein, und da auch, wie dort ~ = 1, 
}J p 
aP+t = 0, so sind die Zahlen ak hier und dort identisch und also durch 
die Recursionsformel (8) oder durch die Gleichung (§ 8, (16)): 

p 

(9) ak = k"- (k)1 (k-1)1' + (k)2 (k-2)P:::;: ... + (- 1)k-1 (k)k-l 1P 

bestimmt. 1) 

p • 
1) Scherk macht darauf aufmerksam, dass die Grössen ak sich auch m 

combinatorischer Weise gewinnen lassen. Versteht man nämlich unter CA (1, n) 
die Summe der Combinationen mit Wiederholungen der Elemente 1, 2, 3 ... n 
in der hten Klasse, also z. B. 

C2 (1, 3) = 1 . 1 + 1 . 2 + 1 . 3 + 2 . 2 + 2 . 3 + 3 . 3 = 25 

so ist, wie leicht zu übersehen: 

(a) c,, (1, n) =eh (1, n-1) + n o,,_l (1, n) 
oder auch: 

(b) Cp-k(1,k+ 1) = Op-k(l,k) + (k + 1) Cp-k-I (1, k + 1); 
setzen wir nun: 

(c) 
p 

Cp-k (1, k + 1) = ck, 
5* 
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Setzen wir nun zuerst: 

(10) 
2 2y 

Y=fl(x)= ex+e-x = l+y' 

so haben wir, um (6) verwenden zu können, die Differentialquotienten von 
Y nach y zu bilden; doch brauchen wir ihre W erthe nur für x = 0 oder y = 1. 
Aus (10) erhält man durch fortgesetzte Differentiation: 

(1 + y2) y- 2y = 0 

(11) 

dY 
(1 + y2) ay + 2y y- 2 = 0 

(1 + 2)d'Y + 4 ar + 2Y=O y dy 2 y dy 

dk y dk-1 y dk-2 y 
(1 + y2) dyk + 2ky dyk-1 + k (k-1) dyk-2 = 0. 

Setzt man in diesen Gleichungen y = 1, und bezeichnet der Kürze wegen: 

[dkY] . 
-d k mit Yk, y y=1 ' 

so erhält man successive: 

J:r 2! 3! 4! 
(12) Y0 = 1, Y1 = 0, 2 =- 2' Y:~ = 2' Y4 =- 2,' 

und aus der letzten (11) 

(13) 2Yk + 2kY~;_1 + k(k-1) Y1.-2 = 0. 

so geht Gleichung (b) in: 
I' p -1 p-1 

C~; = ck-l + (k + 1) c1, 

d. i. in Gleichung § 8, (15) über, und da auch noch: 

I' 
CP (1, 1) = 11' = 1, c0 = 1 

und wie aus (a) für h = 1 folgt: 

1 . p 

C0 (1,n)=n { (1+2+3 +···+n)-(1+2+3 + ... +{n-1}) }=1,cp=1 

p 

ist, so ist die Grösse Ck der Gleichung (c) mit der dortigen identisch und daher 
nach Gleichung (19) des § 8: 

(d) 
p 

a" = k! c~,-k (1, k) 
5 

B. a3 = 6C, (1, 3) = 150. 
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Die Werthe (12) lassen sich durch die Gleichung 

(14) 
coset n).k! 

Y,. = (-1)" k-' 
2-2-

zusammenfassen, welche demnach für die W erthe k = 1, 2, 3, 4 (auch für 
k = 0) gilt. Nehmen wir an, sie gelte (kurz ausgedrückt) für die Wertbe 
k = 1, 2 bis k- 1 einschliesslicb und setzen wir diese Werthe in (13), so 
erhalten wir: 

(kn) ( k-1 ) cos - cos-n 
(-1)kYk=k! k-! -k! k4 s 

22 2.2-2-
k' (·;- (kn) k-1 ) 2k~l y 2 cos 4 - cos ( ---:r- .n) 

(k+l) n da aber die Klammer, wie leicht darzuthun, soviel als cos 4 ist, 

so ist die Allgemeingültigkeit der Gleichung (14) nachgewiesen. 

Nun ist aus (1), wenn wir die Bedeutung Y=f1(x) festhalten: 

p 

(15) [dP::] = {(-1)"2" ~~ 
dxZ '"=o 0 . . 

p gerade 

p ungerade 

also für p = 2m, 2m + 1 : 

LITI 

LIIIa 

oder: 

2n 3tr 4n 5n 
2m COS T 2m COS T 2m COS T 2m COST 

( -1)111 - 1 OCm = a1 -=--o - a2 -;;:;;:- + a3 ----=.;- - a4 -_- ± ... 
V2 r2 V2- V2 3 

. (2m+t) zm cos-4-n 
-a2m- y2"~; 

2n Sn 4n 5n 
2m+1 COS T 2m+1 COS T 2m+1 COS T 2m+l COS T 

0 = al v20 - a2 l"2 + a3 V22 . ·- a4 V2" ± ... 

(2m+2) 
2m+l COS - 4- n 

+ a2m+1 l'22m-

2m 2m 2m 2m 2m 

1 a. a3 + a4 a6 + a.; _ 
LITI' (-1)'"- !Xm=-z-- -2 4--8 8 + · · · 

2m+l 2m+l 2m+l 2m+l 2m+l 

0 _ a2 _ ~ + a4 _ a6 + a.; _ 
LIII'a - 2 2 4 8 8 + ... 

Dies sind also unabhängige Darstellungen für die Eulerschen Zahlen. 
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Setzen wir nunmehr: 

(16) 
e'-e-x 2 

y =Mx)= ex+e-x = 1- I+y'' 

so treten bei gleicher Art des V erfahrans an Stelle der Gleichungen (12), 
(13) und (14) folgende 

(17) 

(18) 

und hiermit allgemein 

(19) 
sin c~1 n) k! 

yk = (-l)k-1 k-1 
2-2-

Nunmehr folgt ans (2): 

(20) [dPY] = j (-l)v--;1 ßv~l 
dxP x=O ) 

t 0 . . . 

p ungerade 

p gerade 

also ist nach (6) für p =2m - 1, 2m: 

. 2n . 3n . 4n • 5Jt 
2m-1 sm 4 2m-1 sm 4 2m-1 Slll 4 2m-1 sm 4 

LIV (-1)'"-1 ßm = al ,rno - a2 --;=:-- + as .rn• - at ,;-s ± ... 
y2 t2 y2 y2 

LIVa 

oder: 

LIV' 

LIV'a 

. 2mn 
2m-l B1ll - 4-

+ a2m-l f22m-2 . 

• 21t • 31t • 41t • 51t 
2m sm T" :Im sm 4 2m sm 4 sm T" 

0 = a1 -- - a2 -- + a3 -- - a4 -- + ... 
V2" v2 v2· v2· -

. (2m+1)n 
2m S1n--4-

- a2 
111 f22m-1 

2m-1 2m-1 2m-1 2m-1 2m-1 2111-l 

( -l)m-1 ß - a1 - a, + a, - a5 + as - as + 
m- 1 2 4 4 8 16 - · · · 

2m 2m 2m 2m 2m 2m 

0 = ~1 - ~· + :· - :5 + ~6 - ;6 ± ... 

Ansser diesen Formeln enthält die Scherksche Abhandlung noch andere, 
welche aus LIII und LIV durch Trennung und anderweitige Zusammen-
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fassung ihrer Glieder mit Benutzung von Lilla und LIVa (oder ähnlichen) 
hervorgehen und hier übergangen werden mögen.l) 

Die Entwickelungen von S c h l ö m i 1 c h bedürfen der höheren Differential­
quotienten von sink x für x = 0. Es ist nach bekannten Formeln 

für ungerades k: 
k-l 

(21) (-1)-2 2k-l sinkx=sinkx -(k)1 sin (k-2) x +(k)2 sin(k-4) x+ ... 

für gerades k : 
k 

k-1 
+ {-1)_2_ (k)k_1 sinx, 

-2-

(22) (-1)"2" 2k-lsinkx=coskx-(k)1 cos (k-2) x+(k)2 eos(k-4) x+ ... 
k_l k 

+ (-1)"2" (k)t-l cos2x+(-1)"2" f(k){'; 

ferner: 

J p-1 

(23) 
dP sin ax (- 1 )-2- aP cos ax p ungerade 

dxP -
\(-1)-f aP sin ax p gerade 

und: 

f P+1 

(24) 
dP cos ax (-1)~aP sinax p ungera.de 

dxP I (-1)f aP cos ax p gerade. 

Differentiiren wir nun (21) und (22) p mal nach x und führen die Be­
zeichnung em: 

p 

(25) G-k = kP - (k)1 (k- 2)P + (k)2 (k- 4)P =f ... 
' k-l 

J (-1)-2 (k)k-;1 . 1P 

+ 
\ (-1t-;9 (k)_~-1 21' 

k ungerade 

k gerade 

so folgt: 
p.-t 

[ 
]J • k ] - (- 1)-2 p 

D:x sm x =o - 2k 1 • G-k (26) p + k gerade, 

(27) . p + k. ungerade. 

1) Die Gleichungen LIII', Llll'a, LIV', LIV'a finden sich auch bei W orpitzky 
als form. (81 ), (82), (86), (87). 
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Die erste Formel gilt also, wenn p und k gleichartig (beide gerade oder 
beide ungerade), die 2te, wenn p und k ungleichartig sind, wobei noch 

p 

bemerkt werden mag, dass Gk für ungleichartige p und k nicht ver-
schwindet, so dass die Formeln (28) und (29) nicht in eine zusammengezogen 
werden können. Weiter ist: 

(28) • k - . x• x•- k 
Slll X - zk (1 - 3! + .5! + ... ) 

- k - k k+2 + (_!__ + k (k- _!2) k+4 + 
- X 6 X 120 72 X ••• 

daher: 

(29) [Dp•k] 
. c Slll X x=O = 0 . 

Jetzt ist nach Gleichung (3): 

(30) 

und nach dem binomischen Lehrsatz : 

(31) 1 1+ 1 . 2 + 1. 3 . 4 + 1. 3. 5 . 6 + secx=---.-= -2-sm x -2 4 sm x -2 4 6 sm x ... 
Vl-sm2 x · · · 

daher nach (26) mit Rücksicht auf (30): 

LV n-l _ 1 1 2" 1 . 3 1 2" 1 . 3 . 5 1 2" _ 
(-1) rl.n-2·2G2-z.4'2SG4+2.4.625 G6+··· 

+ (- 1)n_1 1.3 .. (2n-l) _1_ G 
2. 4 .. (2n) · 22•-l 2"' 

Ferner ist nach ( 4) 

(32) [ 2n-! ] 
Dx tgx x=O = ßn 

und wieder nach dem binomischen Lehrsatz 

daher: 

LVI 

sinx . 1 . 3 + 1.3 . . 1 tgx = ---- = smx + -2- sm x 24 sm"x 1 - ... 

fl-sin2 x · 

2n-1 1 1 2n-l 1.3 1 2n-~ 
(-1)n-l ßn = Gl- 2'-22 Gs + 2.4 2• G5 + ... 

+ ( 1.)n-l 1.3 .. (2n---3) 1 2Gn-1 

- 2.4 .. (2n-2) 2••-• 2n-l• 
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Endlich ist nach ( 5) : 

(33) [D~ tg (~ + _:x;_)] = y 
4 2 x=O P 

und: 

tg (~ + ;)= 1~0:i:x=cosx+sinxcosx+sin2xcosx+sin3xcosx+ ... 

Nun ist: 

(34) D.." sinkx = k sink-lx cosx, sink x cosx = k ~ 1 Dx sink+lx 

daher nach (33): 

_ [n"+I (sinx + sin•x + sin"x + )] 
)'p - X 1 2 3 . • • x=O' 

und, wenn wir gerades und ungerades p trennen, wobei nach den Gleichungen (5) 
des § 4: )12n = OCn, )12n-l = ßn ist, folgt: 

2n+t 1 1 2n+t 1 1 2n+t 1 1 w+t 
LVII (-l)nocn=G1-3 22 Gs + 524 Gs + ···+ (-l)n 2n+122n G2n+l 

und 

Diese beiden Formeln haben, wie man sieht, einfachere Coefficienten als LV 
und L YI und alle vier Formeln haben vor LIII und LIY (oder LIII' 
und LIV') den Umstand voraus, dass die letztgenannten Scherkschen 
etwa ein und einhalbmal so viele Glieder haben als die obigen von Schlö-

P 
milch herrührenden, und dass überdies Gk 1) etwa nur halb so viele Sum-

P 
manden besitzt als ak. 

§ 10. 

Princip der Coef:llcientenvergleichung. 

Aus ähnlichem Grundsatz wie die Formeln des vorigen Paragraphen ist 
die nachfolgende, von Seher k 2) aufgestellte Formel, für die unabhängige 
Darstellung der B. Z. entstanden, an welche sich gleichzeitig eine Formel 

p 
1) Die Veröffentlichung einer eingehenderen Untersuchung über die Grössen Gk 

behält sich V erf. vor und theilt hier nur aus derselben die Recursionsformel: 

mit. 
2) Lrber einen allgemeinen die B. Z. und die Coefficienten der Secantenreihe 

zugleich darstellenden Ausdruck. J. für Math. Bd. 4, S. 299 (1829). 
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für die unabhängige Darstellung der Secantencoefficienten anschliesst. Diese 

Formeln beruhen auf der Entwickelung der Function y: 

(1) 
p-1 

y= p-e" 

nach Potenzen von u, die bereits von Euler und später von Laplacel) 

ausgeführt worden ist. Da wir sowohl p wie u, um nicht unnütz weit­

schweifig zu werden, imaginäre W erthe zu geben beabsichtigen, ist es hier 

unabweisbar, die Entwickelbarkeit von y und die Begrenzung derselben 

nach den Elementen der Functionenlehre zu untersuchen. Zunächst sehen 

wir, dass für p = 1 eine Entwickelung nach steigenden Potenzen von u 
nicht möglich ist, denn in diesem Falle wäre: 

1 1 ( u u2 u 3 )-1 
1-e" = u 1 + 2! + 3f + 4T + · · · 

p-1 
also --u für u = 0 unbestimmt, und sonst Null. 

p-e 
Wir schliessen daher 

den W erth p = 1 im Folgenden 
Anwendung wegen: wenn p sehr 

u em endlicher echter Bruch, 
p-1 
klein ist, so wird: 

aus. Dagegen bemerken wir späterer 
nahe an 1 und u sehr klein, so dass 

un 
aber --1 (n = 2, 3, ... ) verschwindend 

p-

Im Allgemeinen, d. h. wenn p verschieden von 1, ist für 1t = 0 der 

W erth von y gleich der Einheit, also ist eine Entwickelung nach Potenzen 

von u möglich, und zwar so lange, als der Betrag von u, den wir wie 

üblich mit Iu! bezeichnen, unterhalb desjenigen W erthes bleibt, für welchen 

der Betrag von p- e" zum ersten Male verschwindet. Sei nun 

(3) p = T (COSIX + i Sin<X) 

gegeben, und sei: 

( 4) U= U+iß, 

wo U und -& reelle Grössen sind. Dann ist: 

(5) 

und 
p--e" = r cos oc- ec cos-& + i (r sin <X-er; sin -&), 

1 ) Calc. diff. II, cap. VII, § 173 ff. - Lacroix, Traite des differences 
(t: III des Traite du calcul diff. etc.) p. 107 ff. - Beide Citate rühren von 
Scherk her. 
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also: 

(6) jp- eu I= R = fr2 + e2U -2reu cos ( oc-'1?) 

=f(r-eu)2 + 4reUsin2" 2 .&. 

Solange also nicht gleichzeitig 

(7) 

ist, bleibt R positiv und y nach Potenzen von u entwickelungsfahig. In 
dem ausgeschlossenen Falle wäre 

also muss nach (5): 

(8) 

sein. 1) 

U2 + -&2 = (lgr)2 + oc2 

Wir gehen nun zur Entwickelung selbst über. Da eine Function, 
wenn überhaupt, sich nur auf eine Art nach Potenzen ihres Arguments 
entwickeln lässt, so sind die zu Grunde gelegten Voraussetzungen, falls sie 
nicht etwa mit den Bedingungen der Entwickelbarkeit, also hier mit (8) in 
Widerspruch gerathen, ohne Einfluss auf die Coefficienten. Wir nehmen 
p und u reell und positiv, und p < 1 an; dann ist von selbst eu > p, und 
die Bedingung (8) verlangt nur noch, dass 

sei, was jedenfalls möglich zu machen geht. Dann ist : 

(9) 
1-p 

y = u(l u) = (1-p) (e-u + pe-2u + p2e-3u + p3e-4u + ... ) e -pe-

= (1-p){ 1-u -3! 
u• 

+2T ± 
u2 u3 + P- 2pu + 22p 2!- 23p 3! ± 
u 2 u 3 + p2- 3p2u + 32p2 2! -33p2 3! ± ... 

+ p3- 4p3u + 42p3 u•- 43p3 u" + 
2! 3!-

+ u.s. w. } 
1) Ob auch juj = Y(lgr) 2 +a2 sein darf, mit anderen Worten, wie es mit 

der Entwickelungsfahigkeit auf der Peripherie des Convergenzkreises selbst sich 
verhält, kann hier ausser Betracht bleiben. 
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also, vertical addirt, wenn 

(10) 

gesetzt wird : 

Wir können nun statt der unendlichen Reihen Cn endliche Reihen uns ver­
schaffen, wenn wir das Product (1-p )n+ 1 Cn bilden. Multipliciren wir 
Cn mit: 

n 
so ist der Coefficient Ak von pk-I : 

n 
(12) 4·h =k"-(n+ 1\ (k-1)" + (n+ 1)2 (k- 2)" + ... ± (n+ 1)k-t 1". 

Dies ist aber genau die Grösse, die schon in der Laplaceschen Formel (§ 8) 
n 

gebraucht wird und (daselbst Gleichung (32)) ebenfalls mit Ak bezeichnet 
wurde. Nach dem Arnd tschen Satze ist: 

n 
Ak=O für k>n 

und somit: 

n 11 n n 

(13) (1-p)"+1 C,. = .A.1 + ~P + A3p 2 + ... + Anpn-t, 

folglich: 

n n n n 

(14) (-1)" (1- ) Cn =Al +A,p+A.p" + ... + Anp"-1 = A 
p n! n! (JJ-1)" n' 

weun wir die Abkürzung An einführen. Daher ist nach (11): 

(15) 
00 

P-1 -1+A· + ·1 2+A 3+ -1+~.A. n --u- ln 4 ""'n s1t ·· ·- ~ n 1t • p-e - 1 

n 
Aus den Gleichungen (35), (37) und (40) des § 8 wissen wir von den Ak, dass 

(16) 

n n 
(17) An+l-k = Ak; 

und ferner ist: 
n n n 

(18) A1 + A 2 + ... + An = n! 
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Nehmen wir nämlich p sehr wenig verschieden von 1 an, so unterscheidet 
n 71 

sich der Zähler von A11 sehr wenig von ~ A", folglich ist dann naci;J. (15): 
k=l 

und für ein sehr kleines u, wie es dann durch die Bedingung u < lg (1 : p) 
geboten ist, zeigt der Vergleich mit (2), dass 

n 

~ .A"=1 
~ n! 

1 

sein muss, wodurch (18) bewiesen ist.1) 

n 
1) Dies lässt sich übrigens auch leicht aus der Definition der Ak beweisen. -

Die Gleichung (13) lässt sich auch in anderer Art als richtig erkennen, wobei 
n 

das Auftreten der A~; weniger auffallend erscheinen wird. Setzt man in Gleichung (7) 
des § 8 n statt p, t' = - p und versteht unter p wie oben im Text einen positiven 
echten Bruch, und nimmt y als oo an, so geht die linke Seite in 0 11 über; auf 
der rechten Seite fällt aber der erste Summand wegen des Factors vY d. i. (-p)Y 
fort, und wir erhalten die Gleichung: 

(a) cn = vn-ltp(-p). 
Nun folgt aus (38) des § 8 

n n+l 
C"v" = Ak+lP'~ 

und aus {i:l9) desselben Paragraphen: 
n n+l 

(-1 )" Cn-ll v" = Ah+t P"; 

( k < -~) =-= 2 

setzt man diese W erthe in die Gleichungen (20) des § 8 ein und 2 k bez. 2 k + 1 = n, 
so gelangt man zu der einen Gleichung: 

n+l n+l n+l n+l 
71 (- )-A,+A.p+AsP"+···+An.HP" 

V fJJ P - (1-p)"+• 
also mit n-1 statt n nach (a): 

n n n 
C - A,+A.P+···+A .. p"-' 
·n- (1-lJ)n+t 

und dies ist Gleichung (13) des Textes. -
Bei der Annahme p > 1, 1J = 1: q, wofür bei positivem tt aus (8): 

u < lg p, e" < p, e-" > q 
folgt, ist zunächst: 

P--:-1 q-1 
P -eu = 1- q + q. q-e-u 

und lässt sich sodann (q-1): (q-e-") nach der im Texte für (p-1): (p-e") 
augewandten Methode entwickeln, man erhält somit (wenn q zuletzt wieder 
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Wir wenden nun die Gleichung (15) an. Wir setzen: 

(19) p=i, u=ix, 

wobei x positiv sein möge, dann ist nach (3) und (4): 

r=1, oc=i, U=O, {}=x, [u[=x 

lmd es muss also nach (8): 

(20) X< i 
angenommen werden. Wir bilden zuerst An und nehmen darin die beiden 
Glieder: 

(21) 

zusammen. 

d. 1. nach bekannten Formeln: 

{ (n+1 ) . . (n+1 )} (n+1-2k ) = 2 cos ~ n + t sm ~ 1r cos 4 1r , 

ferner: 

1 . 1 1- ( 3n + . . 3:n:) p- = z- = l2 cos 4 t sm 4 

( 1) 1 ( 3nn . . 3nn) p- -n = 2~ cos 4 - t sm 4 

und 
." 1 (n-1)n + . . (n-1)n 
t- = cos --2- t sm --2-, 

also: 

22) 
n n n . . 1t 

A pk-1 + A pn-k n cos4-t sm 4 n 
k n+l-1; n"=2Ak -"- cos(n+1-2k) 4 .x" 

(p-1)" 22 

11 1-i n = 2 A" n+i cos (n+ 1- 2k)-4 ·x". 
2-.-

= 1:p gesetzt wird) eine andere Form der Entwickelung für (p-1): (p-eu) 
und aus dem Vergleich der beiden Darstellungen, die realiter übereinstimmen 

n 
müssen, erschliesst Scher k ohne vorangehende Kenntniss der Ak die Richtigkeit 
der Gleichung (17): 
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Ist n gerade= 2m, so ist hierin k = 1, 2 ... m zu setzen und es ist dann: 

cos(2m + 1-2k)i= + fi, wenn 2m+1-2k von der Form 8h±1 ist, 

cos(2m + 1-2k)i=- ff, " 
,, 

" " " 8h± 3 ". 

Daher ist, wenn An i" in (15) mit E 11 bezeichnet, also: 

(23) p-1 ~ 
--u = 1 + ..:;:: E 11 X 11 

p-e 1 

gesetzt wird: 

(24) 
1-i 2m 2m 2m 2m 2m 

E2m = 2m(2m)! (Am-Am-I- Am-2 + Am-3 +--+ etc. ± A 1 ). 

Ist hingegennungerade =2m -1, so hat man wieder in (22) k = 1, 2, ... m 
zu setzen und die Gleichungen zu addiren, aber von dem letzten Summanden 
nur die Hälfte zu nehmen. Dabei ist: 

m-k 

cos (2m- 2k) ~ = (-1 )-2-, wem1 m - k gerade ist, 

cos (2m - 2k) ~ = 0 , wenn m- k ungerade ist. 

Daher der Coefficient von x2111- 1 in (23): 
2m-1 

1-i ( 2m-l 2m-1 2m-l 2m-l {Al ) 
(25) E2m-1=2m-1(2m-1)! {-Am- Am-2 + A",--4.- Am-6 ± ... ± 2m-l • 

A2 
Nun ist für die Werthe (19): 

p - 1 = i - 1 = 1 - i (sec x + ta x + i) 
p-eu i-cosx-isinx 2 ° ' 

also (nach den Bezeichnungen in (1) und (2) des § 4): 

p - 1 1-i ( oo x•"' ~ x21n-t ) 
(26) p-eu = 1 + -2- ~m OCm (2m)! + '7'" ßm (2m-l)! · 

Der Vergleich der rechten Seiten von (23) und (26) liefert nun mittels 
(24) und (25) die Gleichungen: 

LIX 

LX 

1 2m 2m 2m 2m 2m) 
OC111 = 2m_1 (Am - A111_ 1 - Am-2 + Au,_3 + - - + etc. ± A1 

1 ( 2m-l 2m-l 2m -1 2m-l 
ßm = 2•'•-2 i Am - Am-2 + Am-4 - Am-6 ± • . • 

f (-l)m-;r ~~-~ 
+ l (-l)m;-2 A;-~ 

. m ungerade) 

. m gerade. , 



80 Zweiter Abschnitt. Unabhängige Darstellungen. 

Die Formel LX ist wohl überhaupt die einfachste bisher für die 
unabhängige Darstellungsweise der Tangentencoefficienten (oder 

derB. Z.) aufgestellte, sie hat für ßm i Summanden, während die Schlö­

m i l c h sehe LVIII m Summanden hat. Wenn man allerdings annimmt, dass die 
n n 

Zahlen Ak bez. Gk zum vorliegenden Zwecke erst berechnet werden müssen, so 
stehen sich diese beiden Formeln ziemlich gleich, denn wie der Vergleich 

2m-1 2m 

der Gleichungen (12) und § 9, (25) zeigt, hat Ak k Summanden, Gk nur 
die Hälfte davon. Hingegen hat die Laplacesche LII m Glieder, die 

Scherksche LIV etwa 3;, die Eytelweinsche LI 2m-1 Glieder. 

Auch die Gleichung LIX für 'Xm lässt sich, wie W orpi tzky bemerkt, 
mittels der Gleichung (18), die sich auch für n =2m schreiben lässt: 

2m 2m 2m 

(27) A1 + A 2 + ... + Am = + . (2m)! 

durch Addition oder Suhtraction auf etwa die Hälfte der Glieder bringen1): 

LXI 

(2nl)! -1 2m 2m 2m 2m 2m 
LXII Zm - ~ = 2111 __ 0 ( Am-1 + Am-2 + Am-5 + Am-6 + Am-9 

2m + Am-10 + etc.). 

Mittels der recurrirenden Beziehung zwischen den Ar: 

(28) 4 (1 ) + An-1 + An-o + An-s + + A, + 1 _ 0 
~ II -p -~- -2, -3, .. . ( -1)1 '- , . . n . n. 

welche sich aus (15) durch Multiplication mit dem Nenner und Reihen­
entwicklung von eu leicht ableiten lässt, folgt noch eine Anzahl von 
Recursionsformeln für oc111 und ßm , die theils von Scher k selbst, theils 
von Stern aufgefunden und von uns der Hauptsache nach in § 4 an­
gegeben worden sind. - Die Substitution 

p=-1, u=ix 

in (15) führt zu der Laplaceschen Formel. 

1) Siehe bei Worpitzky form. (84). - Die Scherksche Formel findet sich 
daselbst als form. (88). 
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§ 11. 

Formeln, die mit Dül'erenzenreihen im Zusammenhang stehen. 

Bezeichnen wir die Glieder einer arithmetischen Reihe p ten Grades 
mit u, u1, u2, ••• u", und die Anfangsglieder der Differenzenreihen w1e m 
§ 5 mit 6.u, 6. 2u ... !::,.Pu, so ist (s. daselbst Gleichung (8)): 

(1) 6. ku = uk- (k)1 2tk-l + (k)2 uk-2 + ... ± (k)ku k = 1, ... p 

für k > p aber: ~::,.ku = 0, ferner die Summe S", der ersten rc Glieder: 

und der Coefficient C1 von x auf der rechten Seite dieser Gleichung: 

(3) 

Sei nun die arithmetische Reihe pten Grades folgende: 

lP, 2~', 3/' ... a;P; 

dann ist: 

~t = 1P, 6.u = 21' ,...--- 1P =- (lP - 21'), /::,. 2u = 31' - 2 . 21' + 1P 

= F' - 2 . 2P + 31' 
und überhaupt: 

ßku=(-1)k (F- (k)1 2~' + (k)2 3~ + ... ± (k)".(k+1)~') 

oder wenn: 

(4) 

gesetzt wird : 

(5) 

und daraus nach (3) der Coefficient von rc in der nach Potenzen von rc 
entwickelten Summe 1P + 2P + ... + a;P: 

P TJ p 

C1 = 1 + ~1 + ~· + · · · + P ~ 1 • 

worm noch 
p 

(6) ~,=(-1)Pp! 

gesetzt werden kann, weil /::,.P (xP) = p! ist, während 

(7) 7c >P· 
Saalsehütz. 6 
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Andererseits ist nach den Gleichungen § 1 (14), (15), (16) der Coefficient 
von x in dem Summenausdruck für lP + 2P + ... + xP: 

für ein gerades p gleich ( -1) ~ + 1 B P 
:r 

für ein ungerades p gleich 0. 

Demnach ist, wenn p = 2m gesetzt wird: 

LXUI 

LXIIIa 

2m 2m 2m 

(-1)m+t Bm =1 + N2, + N.3, + ... + N, .. 
2m+l 

2m-1 2m-l 2m-1 

0=1 +-~ + ~· + ... + N;;t. 
Die erste dieser Gleichungen giebt eine independente Darstellung für Bm an, 
welche noch vereinfacht werden kann. Zu dem Zweck drücken wir zuerst 

p p 

die Grössen Nk durch die uns schon bekannten ak aus. Der Vergleich der 
Definitionsgleichungen ( 4) und § 8 ( 16): 

" Nk = 11' - (k)l 2P + (k)2 3P + ... ± (k)k (k + l)P 

~k = (-1)k-I { (k\ 1P- (k)2 2P + (k)3 3P =j= ... + (k)k kJJ} 

= (-l)k-lk { 1P-1-(k-1)1 2P-1 +(k-1)2 3P-1 =t= .•• =j=(k-1)k-lkJ'-1 } 

ergiebt sofort: 

oder: 
p+l 

p 
Nk = (-l)k ak+t . 

k+l 

Hierdurch nehmen die obigen Gleichungen die Form an 1): 

2m+1 2m+l 2m+l 2m+l 

LXIII' ( 1)m+l B - a, a. + as - + a•m+t 
- m- P- - 22 3' + · · · (2m+l)2 

2m tm 2m 2m 

LXIII'a 0 a, a, + a3 _ a2m 
= P - 22 32- + · · · - (2m)! · 

')Die erste dieser beiden Gleichungen findet sich bei Worpitzky als 
form. (61). 
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Schreibt man nun die Gleichung (1 7) des § 8 in der Form : 

setzt darin k = 1, 2, ... p + 1 und multiplicirt die entstehenden Gleichungen 
erstens abwechselnd mit + 1 und - 1, so erhält ma.n: 

also auch: 
p p p }J 

(9) { _ ;2 + ;a + ... + (-1)P+l ~ = 0 

und zweitens bez. mit 1, - t, t,- t, ... ( ~i, so erhält man mit Rück-
sicht auf die eben gefundene (9): P 

p+l p+l p+l p+l 

(10) a,_ a. + as - + ( 1)P ap+, p---w -w+··· - (p+lf 
p p p p 

= _ a, + a. _ a9 + + (-l)P __!2_ 
2 3 4 -··· p+l 

oder auch: 

(11) 

-Rierdurcb gehen aus den Gleichungen LXlli' und LXlll'a folgende hervor: 

LXIV 

LXIVa 

oder: 

LXV 

LXVa 

2m 2m 2m 2m 

( 1)m B _ a,_ a. + aa - llam - "'-2-3 T+···-2m+l 

2m-1 2m-1 2m-1 2m-1 

0 = ~ - ~ + ~ -+ + a.m-1 
2 3 4 · · · 2m 

2m 2m 2m 2m 

( 1)"'+1 B a, a. + aa - a.m 
- m=u-2.3 3.4+···-2m(2m+l) 

2m-1 2m-1 2m-1 2m-1 

0 = ~ _ ~-+ ~ + + ll"m-...:L_ • 
1.2 2.3 3.4 · · · (2m-1)2m 

Ehe wir weiter geben, mögen noch diese Gleichungen auf eine andere 
mehr directe Art abgeleitet werden. 

6* 
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Setzen wir mit Cauchyl) 

1' p p 
(12) xP = a1 (x)1 + a2 (x)2 + ... + aP (x)p, 

so müssen sich durch Vergleich der Coefficienten von x1 bis :x;P auf beiden 
p p p 

Seiten der Gleichung (12) die Coefficienten a1, a2 ••• aP bestimmen lassen. Dies 
erreichen wir in geschickterer Art, indem wir :fdr · x nach einander die 
W erthe 1, 2, 3 ... p setzen. Dadurch erhalten wir folgende Gleichungen: 

(13) 

Mu~tipliciren wir nun diese letzte Gleichung mit 1, die vorletzte mit -(k)1 , 

die drittletzte mit + (k)2 u. s. w., die ste, 21e, 1 te mit bez. (-1)k-S (k)k-3, 
p 

(-1)k-i (k)k_2 , (-1)k-1 (k)k-1 , so ist der Coefficient von ak die Einheit 
p 

und von irgend einem andern, etwa von a" (h < k): 

eh= (k),.- (k)1 (k-1),. + (k)2 (k-2),. + ... ± (k)k-h (h)" 

oder auch mit Hinzufügung der nichts geltenden Glieder mit den Factoren 
(h-l)h, (h-2),. u. s. w. 

eh= (k)"- (k)1 (k-1)" + (k)2 (k-2)" + ... ± (k)k-1 (1)" + (k)k(O)"; 

dies ist aber, da h < k ist, nach dem Arndtschen Satze Null, da die Grössen 
(k)1" (k-1),. u. s. w. eine arithmetische Reihe vom hten, also von einem 
geringeren als dem kten Grade bilden, folglich ist: 

p 

(14) ak = kP- (k)1 (k-1)P + (k)2 (k-2)P =j= ••• ± (k)k_1 1" 

d. h. die uns wohlbekannte durch (16) des§ 8 bestimmte Grösse. Summiren 
wir nun die Gleichung (12) nach x, so ist, wenn man sich der Gleichung 

(k)k + (k + 1)k + (k + 2)k + ... + (r)k = (1· + 1)k+l 

erinnert 2): 

1) Resumes analytiques, Turin 1833, p. 33 ff. 
2) Vergl. Cauchy a. a. 0. p. 70. 
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p p 
(15) 1P + 2P + ... + xP = a1 (x + 1)2 + a2 (x + 1)3 + ... 

p 

+ aP (x + 1)p+l 

und der Coefficient von x auf der rechten Seite: 

p p p p 

(16) _ a1 a2 + a3 _ ap 
- f:2- 2.3 3.4 + ... ± itP+W 

Andererseits ist, wenn die linke Seite von (15) durch die B. Z. ausgedrückt 
wird, der Coefficient von x für gerades p von B p abhängig, für ein un­

-2 
gerades p Null. Daher ist (für p= 2m, 2m- 1): 

2m-1 2m-1 2m-1 2m-1 

0 a1 a, + a 8 _ + a2m-l 
= f:2- 2.3 3.4 + · · · (2m-1)2m' 

welche Gleichungen mit LXV und LXVa übereinstimmen. 1) 

1) Diese Formeln rühren von Bauer her, der sie (nebst einigen anderen 
verwandten Charakters) durch Vergleich einer besonderen Entwickelung der 
Gamma-Functionen mit der Stirlingschen Reihe gewonnen (J. für Math. Bd. 57 
(1860), p. 256) und daran einige andere Darstellungen der B. Z. angeknüpft hat 
(J. für Math. Bd. 58 (1861), p. 292), welche im Wesentlichen hier oben im Text 
reproducirt werden sollen. - Die Gleichungen LXIV und LXV finden sich auch 
bei Worpitzky als (36) und (60), dem auch die zweite Methode der Haupt­
sache nach entstammt. Aus diesen Gleichungen lassen sich noch leicht andere 
ableiten. Wendet man die Gleichung (17) des § 8: 

p (p-l p-l) 
ak = k ak-t + ak 

auf LXV an und addirt LXVa, so erhält man: 

2m-1 2m-~1 2m-~1 2m-1 

(-1)m+1Bm=2 {1\-2\ + 3\ =j= ••• + (2m_a{)''(2~+I)} 
und wendet man hierauf die genannte Gleichung noch einmal an, so entsteht die 
Worpitzkysche Gleichung (37): 

2m-2 2m-2 2m-2 2m-2 

( 1)m+t B _ 2 { al a2 + as - . U2m-2 } 
- m- 3.4- :c~5 u + ... - 2m(2m~+f)' 

welche von den bisherigen Gleichungen dieses Paragraphen insofern die einfachste 
p 

ist, als bei der Berechnung der ak die Zahlen I, 2, 3 ..• auf die niedrigste Potenz 
zu erheben oder die obige Recursionsformel am wenigsten oft anzuwenden ist. 
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Wir wollen nunmehr auf Grund der Gleichungen LXIV und LXIVa eine 
merkwürdige Beziehung entwickeln, welche zwischen den B. Z. und der 
harmonischen Reihe besteht. 1) 

Nach der Erklärung von ßuh in § 5 (Gleichung (1) mit h = 1, 
r = h) ist, wenn: 

(17) 

gesetzt wird: 

(18) 

ebenso: 

(19) 

und demnach: 

u" =f(h) 

ßf(h) = f(h + 1)-f(h) 

ßq;(h) = q;(h + 1)-q;(h) 

ß(q;(h)f(h)) = q;(h+1) f(h+1)-q;(h)f(h) 

= q;(h+1)f(h+1)- q;(h+1)f(h)+q;(h+1)f(h)-q;(h) f(h) 
d. i. 

(20) ß(q;(h)f(h)) = q;(h + 1) ß{(h) + f(h) ßq;(h). 

Setzen wir hierin q;(h) = h + 1, so ist: 

ß((h+ 1) f(h)) = (h + 2) ß((h) + f(h) 

und mit D.f(h) statt f(h): 

(21) ß((h+ 1) 6f(h)) =(h + 2) t:, 2f(h) + t:,f(h), 

multipliciren wir diesen Ausdruck mit h + 1 und nehmen wieder die 
Differenz, so erhalten wir: 

(22) D. {eh+ 1) ß((h + 1) 6f(h))} = (h + 2) (h + 3) t:, 3f(h) 

+ 3 (h + 2) ß 2f(h) + t:,f(h ). 

Die linken Seiten der Gleichungen (21) und (22) bezeichnen wir mit 
D 2f(h ), bez. D3f(h) und ebenso allgemein : 

1) u· R "h 1 1 1 _I _ _!_ - 1-le e1 e , :r, -s-, . . . 1, , +I' . . . wird die harmonische ge-m- m m 
nannt, weil, wenn man auf einer geraden Linie von einem Punkte A aus nach 

derselben Seite die Strecken AD =_!__I' AC = _!_, AB = _I_ aufträgt, die 
m- m m+l 

Punkte AB 0 D (besser gesprochen A mit C und B mit D) vier harmonische 
bilden. 
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während: 

(24) Df(h) = 6.f(h) 

ist. Dann ist, da: 

(25) 6.(h+ 1) (h + 2) ... (h +k) = k (h + 2)(h + 3) ... (h +k) 

ist: 

oder: 

D4f(h) = (h + 2) (h + 3) (h+ 4) 6. 4f(h) + 6(h+2) (h + 3) 6. 3f(h) 

+ 7 (h + 2) 6. 2f(h) + 6.f(h) 

3 3 

D4f(h) = c3 (h + 2) (h + 3) (lt + 4) 6. 4f(h) + c2 (h + 2) (h + 3) 6. 3f(h) 
3 3 + C1 (h+ 2) ß 2((h) + C0 ßf(h) 

3 8 3 3 
wenn c0 = 1, c1 = 7, c2 = 6, c3 = 1 sind. Hieraus erschliessen wir die 
allgemeine Form von DPf(h), wenn vorübergehend (h+2) (h+3) ... (h+r) 
mit [h + r J bezeichnet wird: 

p-1 p-1 p-1 

+ Cp-s [h +p-2]ßP-2f(h) + ... + C1 [k+2]6.2{(h) + c0 6.((h), 

p-1 

worin die ck constante Zahlen sind, von denen, wie sofort zu übersehen, 
p-1 p-1 

Cp-t und c0 den Werth 1 besitzen. Um ihre Werthe zu erhalten, machen 
wir nochmals dieselbe Operation, bilden also die Gleichung: 

und gelangen so unschwer zu der Recursionsformel: 

p p-1 p-1 

Cp-h = (p + 1-h) Cp-Tt + Cp-h-1 

oder mit p - h = k: 

p p-1 p-1 

(27) ck = (k + 1) ck + ck-1· 

Diese Formel ist aber identisch mit § 8, (15) (mit p-1 statt p) und 
p 2 3 3 

da auch die ersten W erthe der jetzigen Ck ( c1 = 3, c1 = 7, c2 = 6, 
1 t 2 2 3 3 

c0 = c1 = c0 = c2 = c0 = c3 = 1) mit den dortigen übereinstimmen, so 
sind es überhaupt dieselben Grössen, d. h. wir haben aus § 8, (19): 

p+l 
P ak+l 

Ck = (k+l)-! 
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und demnach wird aus (26): 

p p p 

(28) DPf(h)= ~1 6f(h) + a,i~2] ß 2f(h) + ai~~~~] ß3f(h) + .··. 
p 

+ ap [h+p) ßPf(h). 
1.2 ... p 

Nehmen wir nun hierin den speciellen W erth : 

(29) 
1 

f(h) = 1 +h 

an, so ist: 

1 1 rf(h) ~ ·+2 ~.+, ~- (h+l)(h+2J 

1 ~
2f~h). (h+;;-(~+3) + (h+I)\h+2) =( "h,-+.-1"')(h.-~;--;·22~)(:;c;-h+~3) 

p _ (-1)Pp) (-1)Pp) 

ß f(h)- (h+ 1) ... (h+v+ I) (h+ 1)(h+P+ I)[h+Pl' 

(30) 

folglich nach (28): 

p p p p 

(31) DP ( 1 ) _ 1 { a1 a, + a3 _ ap } 
1+h --h+l h+2-h+3 h+4 + ... ± h+p+l 

daher ist für h = 0 und p = 2m und 2m -1, wie der Vergleich mit 

LXIV und LXIV a zeigt : 

(32) 
f [n2m (l~h)L=o = (-1)m+l Bm 

t [ D2m-1 (1 ~h) ]"=O = 0. 

Diese Formeln, deren Aehnlicbkeit mit § 8 (12) der Leser wohl schon 

selbst mit Interesse wahrgenommen hat, verdanken wir, wie gesagt, Bauer 1) 

und sie sagen also aus: 

Wenn von der Reihe 1, t, t . . . die Differenzreihe gebildet wird, 

wenn deren Glieder bez. mit den Zahlen 1, 2, 3 . . . multiplicirt werden 

und wieder die Differenzreihe gebildet wird, wenn deren Glieder wiederum 

mit den Zahlen 1, 2, 3 ... multiplicirt werden und abermals die Differenz-

1) J. für Math. Bd. 58 (1861) p. 292. Bauer gebraucht übrigens die 

Grössen N", welche mit d;, durch die Gleichungen (8)a und (8)b zusammenhängen; 
auch haben bei Bauer die Zeichen ß und D eine etwas andere Bedeutung als 
bei uns. 
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reihe gebildet wird , und so fort, dann sind die Anfangsglieder dieser 
Differenzreihen von der zweiten an : 

Bu 0, - B2, 0, B3 , 0, - BM 0 u. s. w. 

Z. B. 

1 t t J ... J_ t t t 4 " 
I -t -t -T~ -io -irr --n- -7f~ 

_l._ -t - _l_ -l- - -~- -l- - t 2 4 " Vj 

II i=Bl n- -fo irr -n- n 
_l_ t 3 ->s\ --f'l: 3 
6 Tl! 1-s-

III 0 --r/o -io --.fo -n-
0 --Iu --.f-ö --.h --A 

IV --io=-B2-io -rh -rt-o 
--rl7J --rlo -rh -rh 

V 0 n- -n 
0 i2 -h 

VI h=Bs -n 
n: -n-

VII 0 

Wie man sieht, sind auch die 2ten Glieder der Differenz- und der Zwischen­
reihen ± Bm oder ± -!- Bm, doch wollen wir den einfachen Beweis dafür 
übergehen. Hingegen lässt sich hier am leichtesten der Beweis einiger 
von Bauer angegebenen Recursionsformeln anschliessen, die jedoch schon 
etwa dreizehn Jahre zuvor von Schlömilch 1) aufgefunden sind. Es ist 
(siehe (23)): 

Drf(h) = 6. ((h + 1) DP-1((h)) = (h + 2) D.Dp-1f(h) + Dp-1f(h) 

= (h + 2) np-l f(h + 1)- (h+ 1) nP-1f(h) 

oder wenn z. A.: 

(33) [D'' f(h)] = d h=m m 

gesetzt und p + 1 statt p geschrieben wird: 

(34) (h+ 2) D 1' = (h + 1) D~' + DP+1 

11+1 ,, " 

') Grunerts Archiv, 9. Bd. (1847) S. 333: Relationen zwischen den Facultäten­
coefficienten. - Die im Text angegebene Form rührt von Schlömilch her, 
während Bauer die Combinationen der Brüche I, {-, -}, ... ~~~ verwendet. 
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hieraus für h = 0, 1, 2, ... 

2d" = D" + DP+1 

1 0 0 

snv = 2d + nv+t = nP + (1 +-t) n]J+t + t nv+2 
2 1 1 0 0 0 

4IY' = sd + nv+l = d + (1 +t+!-) nv+t 
3 2 2 0 0 

u. s. w. 

m 
oder, wenn Ok die Summe der Combinationen ohne Wiederholungen der 
Zahlen 1, 2, 3 . . . m in der kten Klasse bezeichnet: 

m m m 
(35) (m+ 1)! DP =Gm D~' + Cm-tDp+t + ... + C0 Dp+m, 

111 0 0 0 

m m 
wobei C711 = m!, C0 = 1 ist. Setzen wrr nun wieder: 

f(h) = h~l und P= 1, so ist nach den Gleichungen (30): 

fll-- 1 fll-_J 
m - (m+l) (m+2)' 0 - 2• 

während D2, D3, D4, . . . durch die Gleichungen (32) gegeben sind; man 
0 0 0 

erhält demnach die Formel: 

1n.m! m 111 

2(m+2) = Cm-t Bl - Cm-s B2 ± ... 

J
. m-1 

(-1)_2_ Bm+l • . . 

+ 2 l (-l)m;-2 m(m+l) B 
. 2 '!}" 

m ungerade 

m gerade 

m+l m 
oder getrennt (und mit m statt - 2-, bez. 2~): 

LXVII 
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Für p = 2 erhält man andere Formeln, die auch aus den Operationen : 
LXVIT- 2m. LXVI und LXVI- (2m-1) LXVII(m-1) hervorgehen. 

Dieses sind die am Ende des § 6 erwähnten Gleichungen. 

§ 12. 

Independente Darstellungen mittels der Bernoullischen Functionen. 

Es wird in der neueren Mathematik mit Recht nicht nur auf die Er­
gebnisse einer Untersuchung Gewicht gelegt, sondern auch auf die Methode, 
durch welche sie gewonnen worden sind, und dabei diejenige bevorzugt, 
welche sich durch Einheitlichkeit der Gesichtspunkte, durch Ableitung aller 
Resultate aus derselben Quelle auszeichnet. In diesem Sinne ist eine Ab­
handlung des Herrn W orpi tzky 1) beachtenswerth, in welcher alle Er­
gebnisse aus dem einen Princip der Umformung der Bernoullischen 
Functionen hervorgehen. Der materielle Gewinn der Abhandlung ist aller­
dings nicht in demselben Maasse bedeutsam, denn eine grössere Anzahl von 
Formeln ist bereits früher auf anderem Wege entwickelt oder gleichsam 
nur zufällig noch nicht aufgestellt worden, wie wir dies im Einzelnen 
erkennen werden. 

Die rechte Seite der Gleichungen § 1, (14) und (15) nach Aenderung 
des Vorzeichens ihres 2ten Gliedes ist von Raabe unter Aufhebung der 
Beschränkung von :c auf positive ganze Zahlen als Be rn o ulli sehe Function 2) 
bezeichnet worden. Nach dem Vorgang des Herrn Schlömilch erklärt 
Herr Worpitzky den (2n+1)-fachen, bez. (2n+2)-fachen Werth der­
selben als Bernoullische Function und wir folgen dieser Benennung und setzen: 

p+1 

J( -1)-2 (P)p-1 Bp-1 :c 
+. 2 

\ ( -1)-t (:P)p-2 B P x2 
'2-1 

p ungerade 

. p gerade, 

1) Studien über die Bernoullischen und Eulerschen Zahlen. J. für Math. 
Bd. 94 (1883) S. 203. 

") .Die Jacob-Bernoullische Function", Zürich 1848 und J. für Math. Bd. 42 
(1851) S. 348. Ziemlich gleichzeitig hat auch Malrosten (J. für Math. Bd. 35 
(1847) S. 55) einige Hauptsätze über diese Function entwickelt (vgl. später§ 21). 
Später ist es Herrn Schlömilch gelungen, die ganze Discussion durch Dar­
stellung der Bernoullischen Function als Differentialquotient sehr wesentlich zu 
vereinfachen. (Zeitschr. für Math. und Physik, Bd. 1 (1856) S. 193 und Comp. 
der höh. Analysis, IIter Bd. an betreffender Stelle.) Auch Hermite ist auf 
dieselbe in einem Briefe an Borchardt nochmals zurückgekommen (J. f. Math. 
Bd. 79 (1875) S. 339). - Wir beabsichtigen nicht eine nähere Discussion über 
die Bernoullischen Functionen zu geben, sondern wir werden, ohne dadurch 
Lücken entstehen zu lassen oder besonders umständlich zu sein, das Erforderliche 
darüber an betreffender Stelle aus unseren Forn1eln ableiten. 
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so dass für ein ganzes positives x: 

(2) lP-1 + 21'-1 + ... + (x-1)P-1 = i p (x, p) 

ist. 

Der Erklärung (1) zufolge ist p (x, p) eine ganze rationale Function 
pten Grades von x. Gelingt es nun, irgend einen andern Ausdruck für die 
linke Seite von (2), etwa: 

(3) 1P-1 + 21'-1 + ... + (x-1)P-1 = 1p(x) 

zu finden, so dass 1p(x) ebenfalls eine ganze rationale Function pten Grades 
für x ist, so stimmen p ( x, p) und p 1p(x) in beliebig vielen positiven 
ganzen W erthen von x überein, sind also einander identisch gleich; man 
darf folglich sowohl die Coefficienten irgend welcher gleichen Potenzen 
von x einander gleich setzen, als auch die Functionen selbst für beliebige 
W erthe von x. 

1. Man setzt (vgl. § 11, (15)) 

wobei sich (vgl. § 11, (14)): 

p 

(5) ak = kP- (k)I (k-1)1' + (k)2 (k-2)P :::;:: ... ± (k)k-1 11' 

ergab. Die durch Vergleich mit rp (x ~ ~ f + 1) entstehenden Formeln 

coincidiren entweder mit den Bauersehen oder sind aus diesen ohne Mühe 
abzuleiten. Wir haben sie bereits in § 11 angegeben. 

2. Man setzt: 

Die rechte Seite ist, wie die linke, eine Function p ten Grades von x, in 
welcher der Coefficient von x 0 verschwindet, was man beiderseits durch 
die Annahme x = 0 erkennt, also lassen sich durch Vergleich der Coeffi­
cienten der 1 ten bis p ten Potenz von x auf beiden Seiten von (6) die 

p p 
W erthe von A1 bis Ap bestimmen. Bequemer verfährt man in folgender 
Art: man setzt x = 1, 2, 3, ... k, ..• r, u. s. w.; dann erhält man folgendes 
System Gleichungen: 



§ 12. Independente Darstellungen mittels der Bernoullischen Functionen. 93 

IJ 

l,:J'=A1 (p+k-l)p + 

p + Ak (p+r-k-1)p + ... 

Multipliciren wir diese Gleichungen von der untersten beginnend mit 
bez. 1,- (P + 1)1 , + (p + 1)2 , ..• ± (p + l)r-k-1 1 + (p + l)r-k .. . , 

p 
so ist der Coefficient von Ak nach Hinzufügung einiger verschwindender 
Glieder: 

(7) (p+r-k)p- (p+r-k-l)p (p+l)l ± ... ± (p+l)p (p+l)r-k-1 

+ (P)p (p+l)r-k ± (p-l)p (p+l)r-k+t + ... ± (1·-k)p (p+l)p 

+ (r-k-1)" (p+l)p+t· 

Alle Glieder mit den Factoren (p- 1 )p, (p- 2)p ... (r- k- 1 )p ver­
schwinden, weil ihre Argumente kleiner als p, aber, auch einschliesslich der 
letzten, nicht negativ sind. Multipliciren wir die Summe (7) mit p! und 
bezeichnen, wie auch sonst üblich, den Zä.hler von (m)p mit [m]p, so bilden 
die Zahlen [p+r-k]p, [p+r-k-n" . .. [r-k-1]p eine arithme­
tische Reihe pten Grades, also ist die Summe (7) Null, ·solange k < t" ist; 

p 
der Coefficient von A,. ist aber 1, folglich: 

p 

(8) Ar= ri'- (p+1)1 (r-l)P + (p+l)2 (r-2)P + ... 
+ (-1)P-1 (p + 1),.-t lP; 

p 
wir sehen also, dass A.,. identisch ist mit dem durch (32) in§ 8 (für k=r) 
definirten, es ist also u. A. nach § 8, ( 40): 

]J " (9) Ap+t-r = A,., 
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was auch aus (6) abgeleitet werden kann, aus welcher Gleichung besonders 
leicht durch Vergleich der Coefficienten von xP 

p ]J Jl 

(10) A1 + A2 + ... + A" = p! 

folgt. :Man kann nun statt (6) auch schreiben: 

p p j) 

(11) xP = A1 (x)1, + A2 (x + 1)p + ... + AP (x+p-1)P' 

Summirt man diese Gleichung für x von 1 bis x, so erhält man: 

Der Coefficient von x auf der rechten Seite ist: 

(13) (-1)p-11! (p-1)! AJI + (-1\n-2 2! (p-2)! J + 
(p+I)! 1 1 (p+I)! ~'"2 ••• 

(p-1)!1! p p! p 

- (p+l)! Ap-1 + (p+I)! AP 

f". k! (p-k)! h 1 h . b ·d k 
worin ur (P+ I)! auc (p+l) (P)k gesc ne en we1 en ann. Vergleicht 

man den Ausdruck (13) mit den Coefficienten von x auf der rechten 
Seite der Gleichungen § 1, (14) und (15) und berücksichtigt (9), so erhält 
man 1) für p =2m: 

LXVIII (-1)"'+1 B = __ 1 __ {2m-!_ j"'_ 2m-3 :r 
m 2m (2m+ll (2m-l)0 1 (2m-I), · 2 

2m-5 2m 3 2m 1 2m } 
+ 12--1) As + ... + ( -1 )"'-2 (-2-1)- Am-1 + ( -1 yn-1(_2 -1-)- Am 

\ m- " m- m-2 m- m-1 

und für p =2m+ 1: 

LXVIII. 
2m+l 2m+l 2m+l 2m+l 

Ü=~-~+~+ +(-1)m-1_Am __ 
(2m)0 (2m\ (2m)2 ·' • (2m)m-l 

2m+l 

+ (-1)m ~ Am+t. 
• (2m)". 

3. Nach Gleichung (1) ist: 

( 1 2 ) _ l-2n + .2 ) B, (2· ) B, ( )n (' ) Bn-t 'P 2' n - 2•n ( n 2 2 •n-•- n 4 2 2n- , ± · · · + -1 2n 2n-2 22 

') Diese Gleichungen sowie auch (6) oder (11) und die folgenden LXIX sind 
Herrn Worpitzky eigenthümlich (a. a. 0. form. (58), (62) u. s. w.). 
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d. i. nach VIII (§ 2): 

(14) 

und in gleicher Art: 

(15) cp(1, 2n + 1)=0. 

Nun ist nach (2) und (12) für positive ganze x: 
p-1 p-1 p-1 

(16) .E(x-1t-l =.Al (x)p + ~ (x+ n, + ... + .Ap-1 (x+p-2)p 
1 =- cp(x,p) 
p 

also muss der 2te Theil dieser Gleichung auch für beliebige x richtig sein. 
Setzen wir nun p = 2n, x = t und bedenken, dass für jeden beliebigen 
W erth von :x : 

(17) 

also: 

und auch: 
2n-1 2n-l 2n-1 in-1 2n-l 2n-1 

.Al = .A2n-!, A2 = .A2n-2, • · · .An-1 = .An+1 

ist, so erhalten wir: 

oder auch: 

{ 
2n-1 2n-1 2n-1 

LXIXa ßn =(-1)" 2fn-l 2.A1 (i)211 + 2.A2 (i\n + ... + 2An-1 (n-i\n 

211-1 } 
+An (n-t)zn · 

(Statt der Gleichung (16) kann auch die minder einfache aus (4) folgende: 

p-1 p-1 p-1 1 
(18) a1 (x)2 + a2 (x)s + ... + ap-1 (x)p = i qJ (x,p) 

benutzt werden.) 

4. Nach Gleichung (1) ist: 

(19) ({J (±, 2n) = (±)2"- 22n (t)2n-I + (2,n)2 Bl (-!-)2»-2 + ... 
+ (-1)n (2n)2n-2 Bn-1 (t)" 

(20) = 4!" {1-4n+(-1)n r} 
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wobei Y dieselbe Bedeutung wie in § 7, Gleichungen (21) hat. Benutzt 
man nun die Gleichung (25) desselben Paragraphen, so gelangt man leicht zu: 

(21) 
2211 (2•"-1) 2611-2 

ßn = -2n-- Bn = (-1)" nT2m=i+ 1). rp (t, 2n) 

und kann mittels der Ausdrücke (19) oder (18) oder (16) für rp(-1-, 2n) 
Gleichungen für ßn bilden. 

Entsprechend ist: 

(22) rp (-!-, 2n + 1) = 42!+1 {1- 2ntl. 22 + z}, 
wobei Z die Bedeutung hat: 

(23) Z=(2n+1)2 B1 24 - (2n+1)4 B2 2b ± ... 
+ ( -1)"+ 1 (2n + 1 )2n B" 21". 

Zieht man hiervon die unmittelbar aus Y folgende Gleichung: 

ab, so folgt nach leichter Umformung gemäss XY: 

(24) Z- 2n = (2n + 1) {(-1)"+1 '7.111 + 1} 

und demnach aus (22): 

(25) (·L 2 . + •) = (-1)"+1 (2n + 1) otn rp 4> n I 24"+2 

und es können somit für rx 11 aus (1) (oder (22)) (16) und (18) Ausdrücke 
gewonnen werden. Der erstere ist 1): 

LXX (-1) 11 !X 11 = 2n ~ 1 {4n+1-(2n+1)~ B 1 24 + (2n+1)4 B2 2° + ... 

+ (-1)" (2n + lhnBn 2'"l 

5. Bildet man die Bernoullische Function nach der ~Iethode von 
Schlömilch und wendet gewisse Reihenentwickelungen an, so gelangt man 
zur Laplaceschen Formel und den Formeln, welche Scherk in seinen 
beiden Abhandlungen über diesen Gegenstand aufgestellt hat und mit denen 
wir uns in den §§ 8-10 beschäftigt haben. 

p 

Ren· W orpitzky führt noch eine mit a" nahe zusammenhängende 
p 

Zahl ak ein, wodurch er einigen Formeln ein geschickteres Aussehen ver· 

1) W orpitzky form. (66). 



§ 13. Combinatorische Ausdrücke. 97 

leiht. Auch leitet er nach seinem Princip Recursionsformeln ab, zu 
denen eigentlich auch die obige LXX gehört. In beiderlei Beziehung ver­
weisen wir auf die Abhandlung selbst. 

§ 13. 

Formeln minder einfachen Baues. ( Combinatorische Ausdrücke. 
Formeln, welche Potenzsummen enthalten. Zusammenhang der 

Bernoullischen Zahlen mit den Einheitswurzeln.) 

1. Wenn eine Gleichung von der Form: 

(1) lg (1 + .A1 u + ~ u2 .f. ...4.8 us + ... ) = a 1 u + a 2 u2 + a 3 us + ... 
existirt, so besteht, wie wir in § 4 gesehen haben, zwischen den Grössen 
.A und a eine Recursionsformel (s. daselbst (16)); es lassen sich aber auch 
die ak in combinatorischer Art durch die .Ak ausdrücken, und umgekehrt. 
Ist nämlich der Absolutwerth: 

I .At u+.A2u2+.Asus + ... 1 < 1, 
so ist: 

(2) lg(1+.A1 u+~u2+ ... )=(.A1 u+~u2+·· .)-t(.A1 u+.A2u2 + ... )2 

+ tCAtu+~u2+ ... )s+ ... 

Auf der rechten Seite kommt um in den ersten m Klammern vor; in der 
mten ist .A;_" der Coefficient davon, und wenn r < m ist, so giebt der 
polynomische Lehrsatz den Coefficienten von um in {...4.1 u + ~ u2 + .. ,Y. 

m 
Bezeichnen wir denselben mit Cr (...4.1 , ...4.2, ••• .A"), wobei 11- eineAbkürzung 
für m - r + 1 sein soll, so ist: 

(3) m r! .APt .AP• Ap,u Or (.Al, ~~ " • .Al')= E p I p I I 1 2 • ' • ,u 1' ..... p,.. 

wobei die p 1 p 2 ••• P11- auf alle mögliche Arten so als ganze, nicht negative 
Zahlen zu wählen sind, dass die beiden Gleichungen: 

( 4) {Pt + P2 + · .. + P" = r 
Pt +2p2 + .. · + p,p,.=m 

durch sie befriedigt werden. 1) Nunmehr folgt durch Vergleich der rechten 
Seiten von (2) und (1): 

1) Der studirende Leser suche zu beweisen, dass die Anzahl der von Null 
verschiedenen p, die den Gleichungen: 

Saalschütz. 

{Pt + P2 + Pa + .. · = r 
Pt + 2p2 + 3ps + · · · = m 

7 
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m m m 

(5) a. = C1 (Av ... Am)- t C2 (.A1 , ... Am-1) + t C3 (.A11 • .. Am-2) + ... 

m m 
wobei übrigens C1 (Au ... Am)= A"., Gm (A1) = A';' ist. 

Betrachtet man beide Seiten von (1) als Exponenten von e, so kommt 
man leicht zu folgender Gleichung : 

(6) 

Diese beiden Gleichungen lassen sich noch in eine bequemere Form bringen. 
Da nämlich r nach einander die W erthe 1, 2, 3 ... m annimmt, kann man 
von der ersten Gleichung (4) als Bedingungsgleichung absehen und den 
Ausdruck in anderer Art, nach abnehmenden p ordnen, d. h. so dass, wenn 
man sich p 1 p 2 p 3 ••• Pm als Zahl in dem System mit der Grundzahl m 
(oder > m, aber dann nur als m-stellige Zahl) hingeschrieben denkt, diese 

Zahlen immer kleiner werden. Der Coefficient von Af1 .A~2 • • • ist dann: 
(r-1)' (-lY-1 1 1 ,· und also: 

P1·P•· Pa···· 

(7) a,,l= ~ 
P!!P2,··· 

wobei die Gleichung: 

(8) p1 + 2p2 + 3p3 + ... + mpm = m 

(0! = 1) 

erfüllt sein muss, und r als Abkürzung für p 1 + p 2 + ... +Pm bei­
behalten ist. 

Noch einfacher wird die Gleichung (6), nämlich: 

(9) (O! = 1) 

wieder unter Voraussetzung von (8). 

genügen, höchstens die kleinere der beiden Zahlen : 

d [Vl+S (m-r)+ 1] r un s= 2 

d "b h t . .. 1 [l"Sm+ 1-1] . t un u er aup me grosser a s ---2--- 1s . (Das Zeichen [a] bedeutet die 

grösste in a enthaltene ganze Zahl.) 
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Die Gleichung (7) giebt noch zu einer anderen Bemerkung Veranlassung. 
Zwischen den Coefficienten einer algebraischen Gleichung: 

und den Potenzsummen ihrer Wurzeln Sv S2, ••• Sm bestehen bekanntlich 
dieN ewtonschen Beziehungen von folgender Form (wobei m < n voraus­
gesetzt wird) : 

die independente Auflösung derselben ist von Waringl) gegeben und lautet: 

m 

Sm= c;• -m C~-2 C2 + ~. ( ~ Pa, ft,y ... c: c: C~ .. . ) C~n-k 
3 a,fl,y ... 

p = (- 1)s+km. (m-k+1) (m-k+2) ... (m-k+s-l) 
a,ß,y... a! ß! y!... ' 

wobei 
2oc + 3ß + 4;v + ... = m - k 

sein muss und 

oc+ß+;v+ ... =s 

gesetzt ist. Dies ist aber in wenig geänderter Form: 

Sm=(-1)"'m ~ 
p,,p2 ... f 

(11) l 
(-1)r (r-1)! CP1 CP2 CPa 

' ' ' 1 2 3 ... P1· Po· Ps· · · · 

P1 + 2p2 + 3p3 + ... = m 

r = P1 + Pz + Ps + .. · 
Vergleicht man hiermit die Gleichung (7), so sieht man, dass man sie nur 
mit (-1 )m-1 m zu multipliciren hat, um als rechte Seite genau die 
W aringsche Form (mit Ah statt Ch) benutzen zu können. Dies darf aber 
auch nicht weiter auffallen, denn setzt man in (1 0): Sm = ( -1 )m-1 mam 
und überhaupt Sk = ( ~ 1 )k-1 kak, so geht daraus nach Forthebung von 
(-Ir-1 eine Gleichung hervor, die sieb als identisch mit§ 4, (16) erweist. 

Wenden wir (7) auf die Gleichungen (22) des § 2 an, so gelangen wir, 

indem für sin x und cos x die Reihen genommen werden und - x 2 als u 
X 

bezeichnet wird, zu folgenden, inhaltlich von Stern 2) aufgestellten Formeln: 

1) Meditationes algebraicae, 3 . .Aufi. Cambridge 1782, S. 1. 
2) J. für Math. Bd. 26 (1843) S. 88. -Stern, von dem auch die weiterhin 

folgenden Gleichungen LXXII bis LXXV herrühren, wendet dabei die ursprüng­
lichen Formen (5) und (6) an. 

7* 
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{

(-1)m+1 22m-1B':' = ~ (-1)'_1 (r1 ~)! (~)Pt (-\)P2 ... (-1_1)Pm 
m.(2m). Pt·P2 .... 3. 5. 2m+l. 

LXXI Pt. P2• ... 

(-1)m+l Pm 1 = ~ (-1)"-1 (r1 ~)! (~)Pt (-\)P2 ... (-1-,)Pm. 
(2m). Pt·P2 .... 2. 4. (2m). 

Pt. P2 ... 

Erinnert man sich der Eulerschen Methode, die reciproken Potenzsummen 
zu bestimmen, welche an die oben erwähnten N ewtonschen Gleichungen 
anknüpft, so erkennt man, dass sich auch im Anschluss daran die vor­
stehenden Formeln beweisen lassen. 

Aus der Gleichung (§ 4, (18)): 

1 (1 + «t 2 + "• 4 + ) _ Pt 2 + P. 4 + g 2! X 4! X .. • - 2! X 4! X ••• 

folgen nach (7) und (9) die beiden: 

LXXII ~ _ ~ (-1)r-1 (r-1)! ("t)Pt (Q;•)P2 (~)Pm 
(2m)!-~ p1!p2! ... 2! 4! .. · (2m)! ' 

PttP2t··· 

LXXIII ..!!!!!__ _ ~ 1 ( Pt )PI ( P2 )P2 (~)Pm 
(2m)!- pt!p2 ! ... 2! 4! ... (2m)! · 

Pt. P2 ... 

Benutzen wir endlich die Gleichung (14) des § 4, so ist mit Rücksicht 
auf (10), (15) und (5) desselben Paragraphen: 

LXXIV 

LXXV 

worin 

f IXm -~ (- 1)r-1 (r-1)! AP1 "(• APom+t 
22m+•(2m+1)!- ~ Pt!p2 ! ... I 2 '" 2m+I' Pt, P2 ... 

) Pt+2p2+ ... +(2m+1)P2m+l = 2m+1 

l r =Pt + P2 + · .. + Psm+t 

f--~ = ~ (-1)''-1 (r-ll!_ AP1 4P• 4Pom 
2•"'+1 (2m)! ~ Pt! Po!... t ~""2 ... ~""2m ' 

Pto P2 ... 

J Pt + 2p2 + ... + 2m P2m = 2m 

l r =Pt + P2 + .. · + P2m 

k-t 

J 
(-1)-. 

Ak = l2•k kl 

(-1)-} 
22k k! 

k ungerade 

k gerade, 

von welchen Gleichungen LXXIV die einzige dieses Paragraphen ist, welche 
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explicite oc". durch bekannte Grössen, allerdings in höchst complicirter 
Weise ausdrückt. 

Einige Recursionsformeln zwischen den B. Z. und zwischen den 
Tangentencoefficienten lassen sich auch direct [mit Gleichung (10) in Zu­
sammenhang bringen, z. B. II, welche sich nach Multiplication mit 2 :(2m+ 2)! 
m der Form darstellt: 

Bm 2 Bm_1 + 2 Bm- _ + ( 1)m-1 2 B, 
(2m)!- 4! (2m-2)! 6! (2m-4)! + "· - (2m)! 2! 

+ (-1)m m. (2m~2)! = 0. 

Diese Gleichung entsteht nun aus (10), indem man: 

8 Bk 0 2 
k = (2k)!' "= (211+2)! 

setzt, also hat man nach (11): 

LXXVI ( 1 1 Bm ~ ( 1) 1 ( 2 )PI ( 2 )P2 ( 2 )Pm - )m- m(2m)! = ~ - r- 4! 6i · ·' t2m+2)! 
PttP2··· 

welche mit der ersten LXXI zu vergleichen ist. 1) 

2. Eine andere independente Darstellung der B. Z. hat Kronecker 2) 

aus der Interpolationsformel von Lagrange abgeleitet. Ist u eine von x 
abhängige Grösse und sind u0 ~ u2 ••• Un die Werthe, welche dieselbe 
bezüglich für x = x0 , x 1, x 2 , ••• Xn annimmt, so lautet die Formel 3): 

(12) (x-x,)(x-x2 ) ... (x-xn) + (x-x0 )(x-x2 ) ... (x-xn) + 
U = (Xo-X1 ) (x0-x2 ) ••• (x0-Xn) Uo (x1-x0 ) (X1-X2) ... (x1 -Xn) Ul "' 

+ (x-x0 ) (x-x.) ... (x-xn-1) 
~--~7---~--~-~~un; (xn-x0) (xn-x1 ) ••• (xn-Xn-1) 

diese Gleichung gilt streng, wenn u eine ganze rationale Function nten 
Grades von x ist. Setzen wir darin Xk = k, so wird sie: 

(1S) _ ( 1)n {(x-1) (x-2) ... (x-n) . x {x-2) ... (x-n) 
u- - n! Uo- ll(n-1)! ul 

+ x(x-l)(x-3) ... (x-n) _ + 1-l)n x(x-1)(x-2) ... (x-n+I) } 
2l(n-2)! U2+... \. n! Un. 

') Für die Eulerachen Zahlen giebt es keine Gleichung der Art wie LXXI 
und LXXVI (wo auf der rechten Seite der höchste Index von p gleich dem Index 
auf der linken Seite ist), weil die Secante für keinen reellen oder complexen 
endlichen Werth von x verschwindet. 

2) Bemerkungen zu der [in demselben Heft enthaltenen) Abhandlung des 
Herrn Worpitzky, J. für Math. Bd. 94 {1883), S. 268. 

3) Siehe Ca u chy, Algebr. Analysis Cap. 3 und Note V. 
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Wir setzen jetzt: 

(14) U= ln-1 + 2n-1 + 3u-l + ... + (x-l)n-1 

also nach § 1, (14) bis (16): 

(15) 

n ungerade 

n gerade, 

hieraus folgt, dass u eine ganze rationale Function nten Grades von x ist; 
für x = 0 folgt aus (15): u0 = 0, für x = 1 aus (14) oder aus den 

Gleichungen I, II, je nachdem n-;-1 oder ~-1 gleich m gesetzt wird: u1 = 0. 

Die übrigen W erthe: 

U2 = 1 n-1, U3 = 1 n-1 + 2n-1, ... Un = 1 n-1 + 2n-1 + ... + (n-l)n-1 

ergeben sich aus (14). Setzen wir nun in (13) für u den obigen Werth 
(15) ein, nehmen n ungerade =2m + 1 an, und vergleichen beiderseits 
die Coefficienten von x, so erhalten wir die Gleichung: 

LXXVII 

Dies ist die Kroneckersehe Formel für Bm, an welche sich unmittelbar 
für n = 2m + 2 die folgende anschliesst : 

LXXVIIa 0 

+ (2~!~2+• (12m+!+ 22m+t + ... +(2m+ 1)2m+t). 

Diese Formeln können mit den Bauersehen (§ 11) LXIV und LXIVa 
(letztere mit 2m+ 1 statt 2m-1) in einen gewissen Zusammenhang gebracht 
werden. Ordnet man nämlich die Formeln nach den Potenzen 12m, 22m, 32m ••• 

bezüglich 12"'+1, 22111+ 1, 32"'+1 ••• , so sind die Coefficienten von k2m in 
LXXVIT und LXIV, sowie von k2111+1 in LXXVII". und LXIVa ein· 
ander gleich. 
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Der Coefficient von J&m in der ersteren Gleichung sei ( -1 )k-t rk, 
in der letzteren (-1)k-1 Ck. Dann ist: 

(16) n = (2m+1)k+1 _ (2m+1)k-l-2 + + (2m+1)2m+t 
1 k k+1 k+2 _ ... _ 2m+1 

p 

und wie aus der Bedeutung von ak (§ 8, (16)) leicht abzuleiten: 

(17) 

Sei nun: 

(18) m (n h) = (n)J, _ inlh+l + (n)h+2 -+ + (-1)n-h (n)n. 
-r ' h h+1 h+2 ... n' 

multipliciren wir dann die Gleichungen : 

(n)h = (n-l)h-1 + (n-1)h 

(n)h+t=(n-l)h + (n-1)h+1 

(n)h+2=(n-l)h+1 + (n-l)h+2 

(n)n = (n-1)n-l 

1 1 1 1 . 
bezüglich mit den Factoren h' - h+ 1, + h+2, ... ± n und addiren, 

so erhalten wir mit Rücksicht auf die leicht erweisliche Gleichung: 

(19) (n-1)h-t _ (n-1)h + (n-1)h+t _ + (-l)n-h (n-1)n-1 = (n-1)h-t 
h h+l h+2 +... n n 

folgende Beziehung: 

( h) - (n-l)h_, + ( 1 h) q; n, - n q; n- , ; 
ebenso ist: 

q;(n-1,k)= (n;~~-· + q;(n-2,h) 

q; (n- 2, h) = (n;~~-• + q; (n-3, h) 

q; (h, h) = (h- !)h-t . 

Die Addition dieser Gleichungen giebt den Werth von q; (n, h) und der 
Vergleich mit (18) die Identität: 

(20) (n)h _ (n)h+1 + (n)h+2 + + (n)n 
h h+1 h+2 ... _ n 

_ (n-1)h_1 + (n-2)h_1 + (n-3)/t-t + + (h)h_1 + (h-l)h_1 
- n n -1 n- 2 ·" h+l h · 
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Substituirt man hierin n = 2m + 1, h = k + 1, so ergiebt sich die 
Gleichheit von rk und c k 1). . 

3. Setzt man in (14) des § 1 x = 1, 2, 3 ... m, so kann man aus 
dem entstehenden Gleichungssystem B1, B2 ••• Bm berechnen; auf diese 
W ßise gelangt man zu folgender Formel, deren speciellere Ableitung hier 
übergangen werden soll: 

( 1)m-1 B _ 2 (m), P.m 2 (m)2 :: + 2 (m)8 P.m _ 
- m -l (tn+l)1 • 1 -2 (m+2), r2 3 (m+3)s 3 + ··· 

+ (-1)m-l ! (m)m p 
m (2m)m m 

LXXVTII worin: 

;; =12m+ 22m+ +um_ 2m+1+2k '-~m 
Ik . . . tu 2 (2m+l) . '" 

m 2m-1 
pl =2(2m-tl)" 

Diese Formel ist der obigen Kroneckerschen, an deren :Bau sie erimi.ert, 
insofern vorzuziehen, als sie nur halb so viel Glieder hat, als jene, ohne 
sich jedoch deshalb durch besondere Einfachheit auszuzeichnen. Sie steht 
übrigens mit der W orpi tz kyschen Formel LXVIII in ähnlichem Zusam1nen­
hang, wie die Kroneckersehe mit der :Bauerschen. Ordnet man nämlich 
die beiden Formeln LXXVIII und LXVIII nach den Grössen 1 i!m, 22m, ••• m2m 

p 

(wozu für die Worpitzkysche die Gleichung § 12, (8) für die Ak benutzt 
werden muss), so findet sich, dass wieder die Coefficienten von k2m über­
einstimmen; aber auch dafür soll der, nicht ganz einfache, Beweis an dieser 

Stelle unterdrückt werden. 

4. Ein eigenthümlicher Zusammenhang zwischen den :B. Z. und den 
Wurzeln der Einheit ist von Kronecker aufgefunden worden. 2) Es ge­
lingt ihm nämlich im Allgemeinen, zwei gewisse symmetrische Functionen 
der willkürlich anzunehmenden Grössen a, b, c, . . . durch Potenzsuntmen 
derselben und durch die B. Z. auszudrücken, woraus bei besonderer An­

nahme von a, b, c, ... Formeln für die :B. Z. sich ergeben. 

Seien Pk und Rk folgende symmetrische Functionen der n Grössen 

a, b, c, .•. 

1) Ninunt man h = 1 an, so entsteht die nette Gleichung : 

(n)1 _ (n)2 + (n)3 _ + (n)n _ 1 + .!_ + _!_ + + _!_ 
1 2 3 + · · ·- n - 2 3 · · · n· 

2) Sur quelques fonctions symetriques et sur les nombres de Bernoulli. 
Liouville J., II. Serie, t. I (1856) p. 385. 
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Pk =~(± a±b ± c ± .. . )k, 

R"=~±(±a± b±c± ... )k, 

wobei alle möglichen Combinationen der vor a, b, c, . . . stehenden Zeichen 
zu nehmen und di.e kten Potenzen (k positive ganze Zahl) der Klammern 
für Pk zu addiren, für Rk mit dem Vorzeichen, welches gleich dem Product 
der Zeichen in der Klammer ist, zu versehen und dann zu addiren sind; 
die Anzahl der Klammern ist dabei als Anzahl der Variationen von zwei 
Elementen in der nten Klasse mit Wiederholungen gleich 2n. 

(23) 

Z. B. ist für n = 2: 

Pk = (a + b)k + (a- b)k + (- a + b)" + (- a- b)k 

R" = (a + b)k- (a- b)k- (- a + b)k + (-a-b)". 

Aus der Definition folgt sofort, dass: 

{
für ein ungerades k: Pk = 0 

für ein gerades k: Pk = 2 ~ ( + a ± b ± c ± ... )" 
ist. Für Rk, dem wir mitunter, um uns kürzer ausdrücken zu können, 
noch den oberen Index n geben, gelten folgende Sätze: 

(24) 

n f ~k = 0, wenn k < n 

) ~" = 0, wenn n + k ungerade 

lRn= znn! abc . .. 

Dieselben lassen sich direct beweisen, ergeben sich aber noch leichter aus 
dem Folgenden. 

Sei nun: 

so ist auch: 

F(x) = e<a+b+c+ ... )x + e<-a+b+c+ ... )x + ... 
x2 = 1 +(a+b+c+ ... ) x + (a+b+c+ ... )2 21 + ... 
x• + 1+(-a+b+c+ ... )x + (-a+b+c+ . .. )2 21 + ... 

+ etc. 

oder nach (23): 

(26) 
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Di:fferentiiren wir (25), nachdem beiderseits Logarithmen genommen worden, 
so erbalten wir: 

F'(x) 
F(x) = 

oder nach § 9, (2): 

also, wenn wir die Bezeichnung: 

(27) 

einführen: 

F'(x) x' x 5 _ 

F(x) = 82 ß1 X- 84 ßz 3T + 86 ßs 5T + · · · 

+ u.s.w. 

Multipliciren wir diese Gleichung mit F(x), setzen für F(x) den Ausdruck 
aus (26) und für F' (x) dessen Differentialquotienten, so erbalten wir die 
Gleichung: 

Mittels der Abkürzungen: 

(29) Pk s2" ( 1)k P2k 
{Zk-1)! = S2k, - 2n (2k)! = P2k 

wird diese Gleichung : 

00 00 00 

(30) :::S (-1)" 2k Pzk x2k-1_ (1 + ::5, (-l)k P2k x2k) ~ (-l)k+t s2kx2k-1=0; 
1 1 1 

und wenn der Coefficient von a;2m-t gleich Null gesetzt wird, so giebt dies: 

V ermittelst dieser Gleichung, in welcher die Anzahl n der Grössen 
a, b, c, ... unabhängig von m ist, kann man, wenn man die B. Z. als be· 
kannt annimmt (mit Benutzung von (29)), successive p 2, p 4 ••• Pzm und 
hieraus P2m durch die Potenzsummen 82, 84 , ••• 82m und bekannte Grössen 
ausdrücken, aber dies kann auch in combinatorischer Art direct für Pzm ge· 
schehen, denn, setzt man: 

(32) 
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wodurch obige (31) in: 

(33) f1m- q1 11m-t + q2 Om-2 =F · • • ± qm-1 61 + mqm = 0 

übergeht, so sind die ak die Summen der kten Potenzen der Wurzeln der 
Gleichung: 

(34) m=n < 
und s2k die Summe der (2k)ten Potenzen der Wurzeln der Gleichung: 

(35) z2n - ql z2n-2 + q2 z2n-4 + ... = 0 

und nun kann man die Gleichung (33), die als N ewtonsche Formel sich 
erweist (wenn man darin nach einander m = 1, 2, 3, ... m gesetzt denkt), 
für die qk auflösen und erhält 1): 

"'G a (J r J qm = ..:" a,(J,y,cl ... 01 (J2 (]3 (J4 • • • 

wobei: 
oc + 2ß + 3y + 4ö + ... = m 

Ga,tJ,r,o ... = (-1)tJ+•+···{ oc! 2flß! sry! 4°Ö! ... }-1. 

Aus qm findet man dann Pm und Pm. 
Man kann aber auch, was für uns das Wichtigere ist, die Gleichung (31) 

oder (33) zur Bestimmung der Tangentencoefficienten, und somit derB. Z. 
benutzen, indem man für die a, b, . . • geeignete Substitutionen anwendet. 
Diese kann man so wählen, dass die p k entweder möglichst einfach werden, 
oder in möglichst geringer Zahl auftreten. Die zweite Modalität findet 
sich bei Kronecker verwendet, doch mögen auch der ersten einige Zeilen 
gewidmet werden. Setzen wir : 

(36) a=1, b=c= ... =O, n=1, 
so wird: 

P2" = 2, sk = 1, 

und die Gleichung (33) wird zu XIV. - Setzen wir: 

(37) a= 1, b= 1, c= ... =0, n= 2, 

so wird: 
P2k = 2. 22k = 22k+1, s2k= 2 

und die Gleichung (33) geht in folgende über: 

LXXIX ßm- (2m-1)2 2ßm-t + (2m-1)4 23ßm-2 + ... 
+ (-1)m-l (2m-1)am-2 22m-3 ßt + (-1)m 22m-2= 0, 

1) Siehe Serret, Höhere Algebra (deutsch von Wertheim) 1. Bd. § 201. 
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woraus mittels der W aringschen Formel (11) diese: 

LXXX 

entfliesst 1). Und in dieser Art können durch andere Substitutionen aus 
(33) beliebig viele Recursionsformeln und dann durch (11) gleichzeitig die 
zugehörige independente Darstellung für die Tangentencoefficienten gebildet 
werden. 

Kronecker nimmt die Grössen a, b, c u. s. w. als die 2m Wurzeln 
der Gleichung: 

(38) x2"' - 1 = 0 

also n = 2m an. Setzt man in (10) p statt m, so lautet die Gleichung 

für f-1. :S 2m: 

(39) {
81-' =0 

82m- 2m =0 

also wird aus (31): 

Sz111 + 2mpzm = 0 

und dann nach (29) und weil S2m = 2m ist: 

ß = (-1)m+l P2m 
m 22m 2m 

LXXXI 

P< 2m 

,u=2m 

wonn die 2m Grössen a, b, c, ... die (2m)ten Wurzeln der Einheit sind. 

So ist z. B. für m = 2: 

a = 1, b =- 1, c = i, d = - i 
demnach: 

p! = 2 {o +(2i)4 + (-2i)4+ü+24+(2+2i)4 +(2-2i)4+24}= -128 

und hiermit: 

ß - 128 - ') 
2 - 16.4- ~. 

1) Die Gleichung LXXIX entsteht auch aus XVII, wenn man darin für 
am_1, «m-2 u. s. w. die Gleichung XV verwendet, und ebenso entsteht aus XV 
mittels XVIIIa eine für die Secantencoefficienten. Verfasser bemerkt noch persönlich, 
dass er durch die Resultate der obigen Substitutionen (36) und (37) auf die An­
wendung der N ewtonschen Formeln und das, was damit zusammenhängt, in 
Nr. 1 dieses Paragraphen geführt wurde. 
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Trotz des geringen praktischen Nutzens der Gleichungen LXXXI erscheint 
doch der durch sie klargelegte Zusammenhang der B. Z. mit den Einheits­
wurzeln dem Verfasser von hohem Interesse. 

Ueber den zweiten Theil dieser Abhandlung können wir nunmehr, 
ohne unverständlich zu werden, kürzer referiren. Sei 

so ist auch 

( 41) ifJ(:c) = ~ ± e<±a±b±c± ... ).:v, 

wo das Zeichen vor e gleich dem Product der Zeichen im Exponenten zu 
nehmen ist. Also wird: 

n 

(42) m.() ~ Bk k opa; = ~ kl X • 
1 • 

Nun beginnen die Klammern in (40) mit bez. 2a:v, 2b:v, 2c:v u. s. w., 
n n 

also ifJ(:v) mit 2n ab c ••• a;n, daher ist Rn= 2n n! ab c •.• und Rk = 0 
für k < n; ferner enthält jede Klammer nur ungerade Potenzen von a;, 

also ifJ(:c) für gerades n nur gerade, für ungerades n nur ungerade, somit 
n 

muss Rk = 0 sein, wenn k und n verschiedenartig sind; hiermit sind die 
Sätze (24) bewiesen. Es ist also: 

(43) 

Wird nun wieder die Gleichung ( 40) logarithmisch differentiirt, so ent­
steht bei Benutzung der Gleichling § 2, (5): 

41'(x) = .!!:_ + ~ (-1)k-1 2•k Bk s.k 2k-1 
41(x) x f" (2k)! a; · 

Die weitere Behandlung ist ganz analog derjenigen des ersten Theiles und 
führt bei Anwendung der Abkürzungen: 

(44) 

zur Gleichung: 

{

Rn+!k n! 
-n- (n + 2k)! = w2k 

Rn 

(- 1)" 22k Bk s.k = t 
(2k)! 2" 

(45) t2m + W 2 t2m-2 + W4 f2m-4 + . ·. + W2m-2 t2 + 2mW2m = 0 
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und schliesslich zur Formel: 

2m 

LXXXII B - (-1)m R,m -( 1)m :E±(±a±b±c± ... )'"' 
m- 2•m(2m+l) ... (4m)- - · 241"(2m+l)(2m+2)(2m+3) ... (4m)' 

wenn a, b, c, ... wie oben die Wurzeln der Gleichung (38) sind. 

Für m = 2 ist z. B. wieder: 

a = 1, b =- 1, c = i, d =- i, 

R8 = 2 {o-(2i)s- (- 2i)s + 0-2s + (2 + 2i)s + (2-2i)S- zs} 

= 2 . 2S . 28 = 211 . 7 

und hieraus: 

wie es sein soll. 

§ 14. 

Darstellung durch bestimmte Integrale. 

Wenn es nur darauf ankäme, Näherungswerthe für die B. Z. oder die 
Eulerschen Zahlen zu finden - und dabei kämen nur die weiter hinaus 
gelegenen in Betracht -, so wäre es am einfachsten, für die B. Z. die 
Gleichung § 2, (12) und für die Eulerschen Zahlen die 2te Gleichung (12) 
des § 4 anzuwenden, indem sich S2m bez. U2m+1 sehr bald durch 1 ersetzen 
liessen. Weit complicirter ist die Berechnung eines bestimmten Integrals, 
das sich durch keinen geschlossenen Ausdruck darstellen lässt; das ist aber 
bei den folgenden nicht angänglich, und so wäre es sehr unzweckmässig, 
mittels dieser bestimmten Integrale die Bernoullischen oder Eulerschen 
Zahlen berechnen zu wollen, zumal das Interesse sich meistens an den 
gerrauen W erth derselben heftet. Wir haben daher die U eberschrift dieses 
Paragraphen so zu verstehen, dass wir einerseits werden in den Stand 
gesetzt werden, gewisse bestimmte Integrale durch die als bekannt voraus­
zusetzenden Eulerschen und Bernoullischen Zahlen auszudrücken, und 
dass wir andererseits ein neues Beweismittel für die Beziehungen zwischen 
den genannten Zahlen erhalten. 

Die Ersten, welche die B. Z. mit bestimmten Integralen in Zusammen­
hang brachten, scheinen Plana und AbeJl) gewesen zu sein. Unabhängig 
von ihnen hat Schlömilch bestimmte Integrale für die B. Z. sowie für 

1) Plana, wie Catalan angiebt in den Mem. de l'Academie de Turin 1820, 
Abel, Oeuvres completes t. li. Abhandl. XVlll, 2 (p. 235). Beide haben dasselbe, 
im Text als LXXXIV bezeichnete, Integral angegeben. 
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die Tangenten- und Secantencoefficienten aufgefunden 1) und später Catalan 
diesen noch einige von anderer Art hinzugefügt. 

Herr Schlömilch geht von den beiden Gleichungen (mit leichter 
Aenderung 1m 2ten Integral): 

(1) 
1 

=----
e·v+ e-x 

00 

(2) J. = J• sin(x®) d® _ 1 e.r--::- e-x 
" !!. 8 - n 6 - Y ex + e-.c 

o e2 - e 2 

aus, deren Richtigkeit sich in folgender Art beweisen lässt. Sei: 

00 00 

(3) L e-aB cos (x6) ae = u, L e-a& sin (x6) ae = V, 

so folgt durch partielle Integration (unter Voraussetzung eines positiven oc): 

U=}__:::_ V 
CX IX 

und hieraus : 

(4) u- " v x - cx 2+x2 ' = cx 2+x2 • 

Nun ist: 

OOJ . -"& -~6 -~~~ ) (5) Jl = 0 cos (x6) (e 2 - e 2 + e 2 + . . . ae, 

00 7t 31t 5Jl 

(6) J2 = L sin cxe) (e-2 6 + e-2 6 + e-2 6 + ... ) ae, 

· d 1 · U d V f" h · d n Sn 5n t es srn a so 1n un ur oc nac eman er 2 , 2 , 2 u. s. w. zu se zen, 

und die entstehenden Ausdrücke mit abwechselnden, bez. gleichen Zeichen 
zu summiren; setzt man ferner in den Partialbruch-Entwickelungen für 
sec x und tg x, um am leichtesten zum Resultat zu gelangen ix statt x, 
so kommt man zu folgenden bekannten Gleichungen: 

1 (1 3 5-) ex+~x= 2.7T n 2 +4x2 - (3n)"+4x2 + (5n)'+4x2 +.-. 

eX-~X ( 1 1 1 ) 
ex+~x = Sx n 2 +4x2 + (3:n:) 2+4x2 + (5:n:) 2+4x2 + · · · · 

1) Grunerts Archiv 1. Bd. (1841) S. 360 und 3. Bd. (1843) S. 9. 
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Die Anwendung derselben bei der Summation führt unmittelbar zu den 

Gleichungen {1) und (2). Entwickelt man deren beide Seiten nach Potenzen 

von x und benutzt dabei für die rechten Seiten die Gleichungen (1) und (2) 

des § 9, so erhält man durch Vergleichung die Formeln: 

LXXXIII 

LXXXIV 

Das 2te Integral lässt sich noch in bemerkenswerther Art umformen. Setzt 

man links 2 e statt 8 und dividirt beide Seiten durch 22m, so wird mit 

Benutzung des W erthes § 4, (3) für ßm: 

(7) 

und hieraus: 

(8) 

zieht man diese Gleichung von der auf die Form: 

gebrachten (7) ab, so erhält man: 

00 00 - J E)2m-1 d@ f E)2m-1 d@ 
ett&+ 1 + tt8 

o 0 e" + 1 

22m (22m- 1) B". 
4m 

(22m -1) (22m-'-1) B". 
2m 

oder, wenn man im 2ten Integral 2 8 statt e setzt und die Gleichung 

durch 22m -1 dividirt: 

LXXXV 

Zieht man diese Gleichung wiederum von (7) ab, so entsteht: 

LXXXVI 



§ 14. Darstellung durch bestimmte Integrale. 113 

Aus diesen Gleichungen 1) leitet Schlömilch einige Recursionsformeln, 
wie z. B. XIV (oder VII) in folgender Art ab: aus der leicht beweisbaren 
Gleichung: 

ro n 
(9) ea.r sin (8x) = ~ ((nh x"-1 8- (n)s cxn-3 fJ3+(n)5 cxn-5 f}5 + ... ) x 1 

1 n. 

ergiebt sich als Coefficient von x2"'- 1 :(2m- 1)! in der Entwickelung von 
(1fT: + e-x) sin ( 8x) dieser : 

(10) 2{(2m-1)1 6-(2m-1)3 fJ3±---±(2m-l)2111 _ 1 f)2m-1}-

Multipliciren wir nun Gleichung (2) mit ~"' + e-x, suchen beiderseits den 
Coefficienten von x2m-1 : (2m- 1)! auf, welcher rechts= 1 ist und links 
aus (10) hervorgeht, und wenden zur Integration die Gleichung LXXXIV 
an, so erhalten wir die Gleichung: 

(2m -1)1 ß1 -(2m -l)s ß2 ± ... + (- J)m-1 (2m- 1)2m-1 ßm = 1, 

welche von XIV nicht verschieden ist. 

Ferner liefern die Gleichungen LXXXIII bis LXXXVI, wie Schlömilch 
bemerkt, neue einfache Beweise für die Gleichungen§ 2, (12) und § 4 (12). 
Entwickelt man z. B. LXXXIII in der Art: 

00 :rt€1 3:rt8 5:rt& 

~-7..111 = f 82"'(e-2-e--2-+e--2-=t= ... )d8 
• 0 

und benutzt die bekannte Gleichung 

(11) OCr· C-tt€1 fj2m ae = T(2m+l) =(2m)! 
,u2m+l fl2m+ tl 

• (l 

so erhält man : 

. ( 2 )2m+1 { 1 1 _ \ 
(12) ~- Xm =(2m)! ;- 1- 32m+t + 52m+t + • • 'J 

übereinstimmend mit § 4, (12).2) 

Wie G. F. M e y er in seiner Doctor-Dissertation (S. 51) näher aus­
führt, sind die Arndtschen Integrale3) nur formal von den Schlömilch­
scben verschieden: so folgt z. B. aus LXXXIII durch die Substitution: 

~ e = lgtgq? 

1) Die Gleichungen LXXXIV bis LXXXVI werden in dem zweiten Aufsatz 
(a. a. 0. 3. Bd.) auf anderem interessantem Wege entwickelt. 

") Ab e l benutzt umgekehrt die Gleichung § 2, (12) zur Auffindung des 
Integrals LXXXIV, so dass die Ableitung Schlömilchs, als von einfacheren 
Voraussetzungen ausgehend, vorzuziehen ist. 

3) Grunerts Archiv Bd. 6, S. 438. 
Saa!schiitz. 8 
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die Gleichung : 
:tC 

(13) I (lgtgtp)2m dtp= (; rm+1 rl.m· 

Wir kommen nun noch zu einigen von Catalan angegebenen Integralen. 1) 

1 ) Dieser schätzbare belgisehe Mathematiker hat einen Theil seiner Arbeiten 
und darunter diejenigen, die sich auf die B. Z. und die Eulerachen Zahlen be­
ziehen und zwischen 1855 und 1867 zum ersten Mal veröffentlicht wurden, in 
einem Memoire gesammelt, welches in den Memoires de la Societe Royale 
des Seiences de Liege, 2. Serie, t. XII (1885) erschienen ist (darin über die 
B. Z. u. s. w. p. 81-119). Die Arbeiten sind anscheinend ohne Rücksicht auf die 
Abhandlungen der deutschen Mathematiker gemacht (nur an einer Stelle wird 
der Aufsatz Schlömilchs im 16. Bd. von Grunerts Archiv erwähnt} und stimmen 
in ihren Resultaten vielfach mit den letzteren überein. Die hauptsächlichsten 
Ergebnisse sind ausser den im Text zu behandelnden Integralen, nach unserer 
Bezeichnung und mit Angabe der Zeit der Veröffentlichung, folgende: 

p p p 

1855. ~xP = a1 (x+ 1)2 + ~ (.x+ 1)3 + ... + aP (x+ l)p+1 

d. i. § 11, (15) mit Hinweis aufLacroix, Puiseux und Pepin (aber nicht 
auf Cauchy). 

1859. Mittels Differenzenreiben (§ 5, (8) mit Um= (m + 1)P) die Bauersehen 
Formeln LX V und LXV a, sowie LXIII und LXIIIa. 

1862. Recursionsformel V und einige bestimmte Integrale, unter anderen: 
:tC 

JY sin (2mco) dro = (-1)m-1 2m-1 

0 e2:rrcotw_1 sin2m+2ro 4l2m+1) 

:tC 

JY sin (2m co) 

0 e:rrcotw _ 1 
dro - (-l)m-1_»_,_ 

· 2m+2 - 2m+1' 
Slll fD 

deren Beweis nach Analogie der im Text behandelten auszuführen geht. 

1864. Recursionsformel , identisch mit (V - I) : (2m + 1); Beweis, dass die 
Grössen r .. = 2(2~-1) B,. ungerade ganze Zahlen sind, die sich durch 
alle ungeraden Theiler von nl heben lassen (siebe § 15, Nr. 1) nebst 
einigen anderen zahlentheoretischen Bemerkungen. 

1867. Aufstellung der Gleichungen XVIII, XXI, XXIII· und der Formel: 

. J y,-( Y~ 2) 1 ••• nungerade 
Yn Yn-t + Yn- a - + · n · _ 0 

(n-1)!- (n-2)! 1! (n-4)! 3! + · .. - l Y1 - ' 
t (n-1)! ..•.. n gerade 

welche für ungerades und gerades n in die beiden Formeln XVIIIb und 
XVI zerfallt und sich sehr einfach beweisen lässt, indem man nämlich 
die Gleichung (§ 4, (4)): 

a;2 

sec x + tg x = 1 + Yt x + Y2 2f + · · · 
nach x ditferentiirt und beide Seiten mit 1- sin x multiplicirt. 
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Wir schicken zwei Gleichungen voraus. Es ist (i = V -1): 

(v+i)" + (v-i)"=2 {v"-(n)2 v"-2 +(n)4 v"--' + .. .}. 

(v+i)"-(v-i)"=2 {(n)1 v"-1-(n)3 v"-3+(n)5 vn-5 + .. ·} i; 
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andererseits ist, wenn v = cot w gesetzt wird, nach dem Mo i v r e sehen 
Lehrsatz: 

also ist: 

(14) 

( + ')n + ( ')n 2cosnco v z v-z =-.--
sin"ro 

( +')"-( _ ')tr- 2sinnco . 
V I V ~ - sin" ro ~ ' 

f _ cosnco 
v"- (n)z vn-2 + (n)4 vn-4 + ... = ~-­

sin co 

1 (n)l vn-I_(n)3 vn-a + (n)5 vn-5 + ... = s~:ro 
Sill ro 

v = cotw. 

Setzen w1r nun m Gleichung XVIIIa, d. i. : 

ßm=!Xm-(2m-1)2 Xm-1 ± ... ± (2m-1}2m-2 :t.1 

für C(1 , ~2 , .•. !Xm die Integrale gernäss LXXXIII, so wird: 

und, wenn wir 6 = cot w setzen, nach (14): 

LX.XXVII 

n 
2 

J coscocos(2m-1 ro) 

~cotw + -?fcotw o e e 

In gleicher Art folgt aus XVI: 

LXXXVIII 

Setzen wir m XIII, d. i. 

dco ß 
sin2m+2-;-=1- m· 

OCm - (2m)2 OCm-I + (2m)4 !Xm-2 + ... ± :x0 = 0 



116 Zweiter Abschnitt. Unabhängige Darstellungen. 

für oc0 , oc1, ••• ocm die Integralausdrücke aus Gleichung LXXXIII, welche 
auch für m = 0 gilt, so kommen wir zu der interessanten Gleichung: 

(15) 

1r y 

f cos2mro dro = 0 
n "2m2 1 

0 e2 cotw + e-ycotw sm + ro 

m Folge deren statt LXXXVII auch: 

LXXXVII' f~ sinro sin (2m-1 ro) dro ß 
• 2m+2 = t m 

;-cotw + -~cotw sm ro o e e . 

geschrieben werden kann. 

Bilden wir endlich V-I: 

und hieraus: 

(2m)1 (22m_1) :::- (2m)3 (22m-2_1) 4~;-~) ± ... + (-1)"' . t = 0 

und setzen darin für (2•"'-l) Bm die Integralwerthe aus (7) 4m u. s. w. 

so erhalten wir: 

(16) 

1r 
y 

f sin (2mro) dro = (- 1)"'-1 . .1_4' 

0 encotw _ e-n:cotw sin2m+2ro 

Schliesslich folgen aus den Gleichungen (1) und (2) des § 4, nämlich: 

ein, 

a;2 x• x• x5 

secx = 1 + oc1 2! + o:2 4 ! + ... , tg x = ß 1 x + ß2 3 ! + ß3 5! + .. · 
in Verbindung mit LXXXill, bez. LXXXIV diese: 

(17) 

wogegen Catalan in gleicher Art aus diesen von P oisson 1) gefundenen 
Integralen die Gleichungen LXXXIrr und LXXXIV ableitet. 

1) Nach Angabe Catalan's in Cah. XVIII des Journal de l'Ecole 
Po lyt echniq ue. 
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Zahlentheoretische Untersuchungen. 

§ 15. 

Factoren, deren Product mit den Bernoullischen Zahlen 
ganzzahlig ist; Hüifssätze aus der Zahlenlehre. 

Im vorliegenden Abschnitt sollen die sehr merkwürdigen zahlen­
theoretischen Eigenschaften der B. Z. entwickelt werden, und wir beginnen 
damit, numerische Factaren aufzusuchen, welche, wenn man sie mit den 
B. Z. multiplicirt, ganzzahlige Producte geben. 

1. Setzen wir, wie in § 2, (24): 

(1) 

so dass also (ib. (25)): 

(2) 'rm = 2 (22111 - 1) Bm 

ist, so war es schon Euler bekannt, dass die 'rm ganze ungeraqe Zahlen 
sind, wofür jedoch ein Beweis sich bei ihm nicht findet. D.erselbe lässt 
sich mittels der Gleichungen § 2, (26): 

(3) (2m-1) 'rm = (2m)2 'r1 T2m-1 + (2m)4 T2 'r2m-2 + · · · 
f (2m)m-1 Tm-1 Tm+l 

+ 2 2 

)t(2m)m Tm Tm ~ y y 

m ungerade 

m gerade 

und VI in folgender Art führen. Seien die Zahlen T1 -r2 ... Tm-1 als ganze 
ungerade erkannt (die ersten sind: 1, 1, 3, 17, 155), so sind auch die 
Producte r 1 Tm-t, T2 Tm-2, ... -r"._1 Tm+t bez. 'rm 'rm ungerade Zahlen; ferner 

---- .,- y 
ist, wie bekannt : 2 2 -
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1 + (2m)1 + (2m)2 + ... + (2m)2m = 22m 

1- (2m)1 + (2m)2 + ... + (2m)2m = 0 
also: 

1 + (2m)2 + ... + (2m)sm-2 + 1 = 22m-1 

und daher: 

{ 
(2m)m-1 . . 

(2m)2 + (2m)4 + ... + 
t (2m)m .. 

m ungerade 
= 22m-2-1, 

m gerade 

folglich muss von den Zahlen (2m)2 , (2m)4 , ••• (2m)m-1 bez. t (2m)m 1) 

eine ungerade Anzahl unpaar sein; dasselbe gilt von ihren Producten mit 
r 1 Tm_1 u. s. w., und daher ist deren Summe, d. h. (nach (3)) (2m-l) 'Tm 

eine ganze ungerade Zahl, also etwa: 

(4) 

wo Cm eine ganze ungerade Zahl ist. Multipliciren wir nun Gleichung VI 
mit 2, so lautet sie mit Benutzung von Gleichung (2): 

(5) 2Tm-(2m)2 Tm-1 + (2m)4 Tm-2+ . .. + (-1)"'-1 (2m)am-2Tl 

+ (-l)m. 2m=0, 

also ist 2 Tm und daher 2!0"' 1 eine ganze Zahl; da aber 2 und 2m - 1 

keinen Factor gemeinsam haben, muss 2m- 1 in Cm aufgehen, also ist 
nach (4): 

(6) Tm= 2 (22111 -1) Bm = einer ganzen ungeraden Zahl. 

Daraus folgt, dass B 111 immer den Factor 2, aber stets nur einfach 1m 

Nenner enthalten muss. 

Weiter ist, wie aus XIV hervorgeht, ßm eme ganze Zahl, also 
(nach § 4 (3)): 

(7) 
22m-1 (2•m-1) Bm 

ßm = = ganzer Zahl. 
m 

Der Vergleich der Ausdrücke für 'Tm und ßm liefert: 

2•m-• ß - 't'm 
m- m 

oder wenn m = 2r . m' gesetzt wird, wobei m' das Product aller ungeraden 
Factaren von m ist: 

22111-2-1" 
R ·Tm pm=--m,--; 

1) Es ist !- (2tn)111 = t ((2m-l)m-1 + (2m- 1)111) =(2m- l)m-1, also 
eine ganze Zahl. 
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da nun m' prim gegen 21m-2-r ist, so folgt: 

erstens, dass Tm durch alle ungeraden Factoren von m theilbar ist, 
zweitens, dass Pm den Factor 22m-ll-•· besitzt, aber durch keine 

höhere Potenz von 2 theilbar ist. 

2. Eine Verallgemeinerung der Gleichung (7) ist von Lipschitzl) 
in folgender Art ermittelt worden. 

Setzen wir in § 2, (5) a:c statt :c und ziehen von der entstehenden 
Gleichung die erstere selbst ab, so erhalten wir nach Fortlassung des 
Factors a; auf beiden Seiten : 

Die Klammer auf der linken Seite können wir, wie leicht zu übersehen, 
in der Form darstellen : 

d eax-l 
2-lg---(a-1) 

dx ex-1 ' 

so dass wir erhalten: 

(9) 

Y erstehen wir nun unter a eine positive ganze Zahl und dividiren erc- 1 
in eorc -1, so erhalten wir : 

(10) 
d eax-1 ex+2e2x+ .. ·+(a-1) e(a-l)rc f(x) 

dx lg ex-l = 1+ex+e2"'+···+e<a-1)x = rp(x)' 

wobei f(x) und q;(x) zur Bezeichnung von Zähler und Nenner dienen. 
Für x = 0 sind Zähler und Nenner ganze positive Zahlen, und zwar ist: 

(11) q;(O) = a. 

Differentiiren wir (1 0) weiter, so erhalten wir: 

d f(x) rp(x)f'(x)-f(x)rp'(x) 
dx rp(x) = ( rp(x))2 

und allgemein der Form nach: 

(12) 
dk-1 f(x) dk eax_t F(x) 
dxk-1 rp(x) = dxk lg ex-l = (rp(x))k' 

worin F(x) eine ganze rationale Function von &' mit ganzen Coefficienten 

1) J. für Math. Bd. 96, p. 1; Nr. 1 der Abhandlung. 
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und daher für x = 0 eine ganze Zahl ist. Differentüren wir daher 
Gleichung (9) 2m-1 mal und setzen dann x = 0, so erhalten wir: 

G(a) B 111 (a2m-1) 
a2111 = 2m 

oder: 

(13) 

worin G(a) eine ganze (von a abhängige) Zahl ist. Diese Gleichung ist 
eine Erweiterung von (7). 

Setzen wir jetzt in (9) bx statt x, multipliciren mit b, und ziehen 
von der so entstehenden Gleichung die ursprüngliche (9) ab, so erhalten wir: 

(14) 

Wir nehmen jetzt b ebenfalls als ganze positive Zahl und prim zu a an, 
(eabx_1) (e"'-1) 

dann ist (ea"'-l)(eb"'-l) eine ganze Function von &', denn wenn eX vorüber-

gehend mit y bezeichnet wird, so gehen ya-1 sowie yb-1 in yab_1 
auf, haben aber den Factor y -1 und, da a gegen b prim ist, nur diesen 
gemeinsam, so dass nach Hinzufügung dieses Factars zu yab -1, dies Product 
durch dasjenige von ya -1 und yb -1 theilbar wird. Für x = 0 oder 
y = 1 wird dieser Ausdruck 1, denn : 

Bezeichnen w1r den allgemeinen Ausdruck mit lf'(x), so ist also: 

(15) w(x) = (eabx-1)(e·"'-1) = 1 +AeX + Be2x + ... + Ke(a-l)(b-l).T 
'r (eax_ 1) (eb·"-1) 

worin A, B ... K ganze Zahlen sind, deren Summe gleich Null sein muss, 
da lp(O) = 1 ist. Dann ist: 

dlg1Jl(x) _ Ae·"'+2Be2x+ .. .+(a-1) (b-1) Ke(a-l)(b-l)x 
dx - 1Jl(x) 

und bei mehrfacher Differentiation: 

a" lg 1/1 (x) 1Ji'(x) 

dx" = (1Jl(x))" 

worin 'P(x) eine ganze Function von e·r und für x = 0 eine ganze Zahl 

und daher der Bruch 'P(x): (lf'(x)Y für x = 0 dieselbe ganze Zahl ist. 
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Differentiiren wir nun (14) 2m -1 mal, und setzen dann x = 0, so er­
halten wir: 

(16) 
(a2m-1) (b21"-1) 
'------',2o-'-71-~- Bm = G ( a, b ), 

wenn G (a, b) eine ganze (von a und b abhängige) Zahl bedeutet und wobei 
vorausgesetzt ist, dass die positiven ganzen Zahlen a und b prim gegen­
einander sind. 

Um noch e1mge weitere Folgerungen machen zu können, schieben wir 
an dieser Stelle einige Sätze aus der Zahlenlehre mit möglichst einfachen 
Beweisen ein, auf welche wir auch später wiederholentlieh werden recurriren 
müssen. 

3. Sätze aus der Zahlenlehre. 
I. Der Fermatsche Lehrsatz. 

Wenn die ganze Zahl a durch die Primzahl p nicht theil­
bar ist, so ist die Differenz aP- 1 -1 durch p theilbar oder in 
Zeichen: 

(1 7) aP-1-1 = 0 (mod. p). 

Beweis.l) Seien u und v beliebige ganze Zahlen, so ist: 

(u + v)l' = uP + (p)1 nzr-1 v + ... + (P)p-1 uvzr-1 + vP, 

darin sind alle Coefficienten (p )1 , (p )2 , •.• (P)p- 1 durch p theilbar, weil p 
eine Primzahl und sämmtliche Factoren der Nenner kleiner als p sind. 
Daher ist: 

(u + v)P -- uP + vP (mod. p). 

Sind nun g1 , g2 , ••• 9a positive ganze Zahlen, so folgen hieraus die Con­
gruenzen: 

(gl + 9z + · · · + 9aY' - gi + (gz + · · · + 9a)P 

(gz + g3 + · · · + gaY' - ~ + (gg + · · · + 9a)P 

(g3 + 9! + · · · + 9a)" .::_=: gf + (g4 + · · · + 9a)P 

( + )/}- p + p 9a-1 9a = ga-1 ga 

1) Das Symbol (Congruenz): 

a = b (mod. rn), oder a-b=:: 0 (mod. m) 

(mod. p) 

(in Worten: a congruent b nach dem Modul m, bez.: a-b congruent 0 nach 
dem Modul m) bedeutet, dass a und b durch 1n dividirt denselben Rest lassen, 
oder dass die Differenz a-b durch m ohne Rest theilbar ist. 
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also addirt 1): 

(18) (g1 + 92 + .. · + Ua)P -··I; + g~ + ... +u: (mod. p). 

Setzt man hierin g1 = g2 = ... = Ua = 1, so hat man 

aP ~ a (mod. p) 
oder: 

a (aP-1 - 1) = Vielfachem von p, 

also, da a prim zu p vorausgesetzt wurde: 

ai'-1 - 1 = Vielfachem von p, 

w. z. b. w. 

11. Folgerungen. 

Ist v ein Vielfaches von p - 1, etwa: 

v = m (p-1) 

und erhebt man die Congruenz 

aJJ-1 _ 1 (mod. p) 

zur mt•n Potenz, so folgt: 

am(p-l) = 1 (mod. p) 
oder: 

(19) a'' - 1 = am (p-1) - 1 ~ 0 (mod. p). 

Ist a von der Form mp + 1, so ist für jede beliebige ganze 
Potenz s: 

a"- 1 = (mp + 1)• -1-0 (mod. p), 

wie ohne Weiteres zu erkennen ist. Ist aber a prim gegen p und nicht 
von der Form m p + 1 und ist q prim gegen p - 1, so ist aq - 1 
durch p nicht theilbar. Denn, es sei: p-1=oc q+ß (oder q=oc(p-1) +ß, 
falls q > p- 1 ist), wo oc und ß positive ganze Zahlen, und ß < q ist, 
so wäre mit aq - 1 auch a'"' - 1 theilbar durch p, und nach dem 
Fe r m a t sehen Lehrsatz auch aa q + ~ - 1 , daher auch die Differenz 

1) Man überzeugt sich sehr leicht davon, dass man Congruenzen nach dem­
selben Modul addiren, subtrahiren und mit einer beliebigen ganzen Zahl mul­
tipliciren, hingegen durch eine ganze Zahl nur dann dividiren darf, wenn diese 
prim zum Modul ist. Auch folgert man leicht aus den Congruenzen: 

a1 ···- b1 , a2 ::::.:. b,, ... an - bn (mod. p), 

dass auch 0 1 a2 ••• an b1 b2 ••• bn (mod. p) und dass im Besonderen a~ c':'= b~ 

( mod. p) ist. 
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a«q (afi- 1); und da a nicht durch p theilbar ist, so müsste alt- 1, wo 
ß < q ist, durch p theilbar sein; ebenso würde, wenn q = o.:1 P +Pt ist, 
folgen, dass aßt -1 = 0 (mod. p) wäre, wo Pt < ß ist, und in gleicher 
Schlussweise käme man schliesslich dahin, dass a - 1 durch p theilbar 
sein müsste, was ausgeschlossen wurde, und womit die Hinfälligkeit der 
Annahme aq - 1- 0 (mod. p) dargethan ist. (Wäre eine der Zahlen 
p, Pt u. s. w. Null, so würde q, gegen die Voraussetzung, nicht prim 
gegen p - 1 sein.) 

Ist aber n ein Theiler von (p -1) oder ein Multiplum eines Theilers, 
so kann auch 

(20) an- 1 - 0 (mod. p) 

sein, und man nennt (2 eine primitive Wurzel von p, wenn für 
keine kleinere Zahl z als p ____:._ 1 die Differenz (2"- 1 durch p 
theilbar ist. 

Zum Beispiel ist für p = 7 : 

12=: 1 13 - 1 14:::=-::: 1 15:=::=:: 1 16 = 1 

22- 4 23 == 1 24 == 2 25 4 
2' •··•.• ll :==-:-: --

32= 2 33= 6 34= 4 35= 5 36 ==- 1 

42= 2 43= 1 44 --- 4 45 - 2 4' = 11 (mod 
7), 

52 -------: 4 53= 6 54= 2 55=-= 3 56 -- 1 

62= 1 63- 6 64= 1 6 5 = 6 66 -1 

es sind also 3 und 5 primitive Wurzeln von 7, aber 2, 4, 6 nicht (hin­
gegen ist u. A. auch 3 + 7 = 10 eine primitive Wurzel von 7). Dem 
allgemeinen Beweise der Existenz primitiver Wurzeln von Primzahlen schicken 
wir noch einen an sich sehr wichtigen Satz voraus. 

111. 

Jedes Polynom des 1zten Grades für x kann durch nicht mehr 
als n untereinander, nach dem Primzahlmodul p, incongruente 
Werthe von x theilbar durch p gemacht werden; 

oder mit anderen Worten: 

Keine Congruenz vom nten Grade, deren Modul eine Prim­
zahl ist, kann durch mehr als n untereinander bezüglich p in­
congruente Werthe von x befriedigt werden. Ist dies dennoch 
der Fall, so ist die Congruenz identisch, d. h. ihre sämmtlichen 
Coefficienten sind durch den Modul theilbar. 
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Beweis. Wenn das Polynom, in dem die C~c ganze Zahlen sind: 

f(x) = 00 + G1 x + C2 x2 + ... + Cn xn 

für die n + 1 W erthe x = x0, x1 ••. Xn theilbar durch p wäre, so könnten 
wir die folgenden Gleichungen aufstellen, in denen a0 , a1, a2 ••• an ganze 
Zahlen bedeuten: 

2 n j G0 + C1 x0 + G2 x 0 + ... + Cn x0 = a0 p 

Go + Cl xl + c2 X~ + ... + Cn X~ = al p 

I~. ~ ~. ~. ~ ~, ~: ~ ~ ~. ~: . ~. ~ 
(21) 

Lösen wir sie nach den C~c auf und bezeichnen die Determinante 

...., + 1 2 n "t D · t d W th .:. _ x1 x2 •.. Xn m1 , so IS eren er : 

(22) 

also, da die Xk untereinander nach p incongruent, folglich keine der 
Differenzen durch p theilbar vorausgesetzt wurde, D primgegen p; folglich 
Ck, da es durch eine Gleichung von der Form (bk eine ganze Zahl): 

(23) 

gegeben wird und andererseits als ganze Zahl bekannt ist, durch p theilbar, 
weil eben D nur in bk aufgehen kann. 

Sind also die Coefficienten nicht sämmtlich durch den Modul theilbar, 
so kann die Congruenz 

(24) C0 -t- C1 x -t- C2 x 2 + ... -t- Cn xn := 0 (mod.p) 

höchstens n incongruente Wurzeln (d. h. Auflösungen) haben. 

Sind zwei (oder mehr) Wurzeln untereinander congruent, so verliert 
die frühere Schlussart ihre Gültigkeit, denn D erhält den Factor p und 
aus (23) folgt nicht mehr, dass Ck durch p theilbar sein muss; solche 
Wurzeln besitzt (24) beliebig viele, wenn diese Congruenz überhaupt 
Wurzeln besitzt; denn in der That, wenn x eine Wurzel von (24) ist, so 
ist x + kp, wie sofort zu erkennen, ebenfalls eine Wurzel. 

Hingegen hat nicht jede Congruenz nten Grades n Wurzeln, sondern 
sie kann weniger als n, auch gar keine besitzen. So haben z. B. für jede 
ungerade Primzahl die Congruenzen: 

xP-1 - 2 ::== 0, xp-1 + 1 _ 0 (mod. p) 

keine Wurzel, weil für jedes durch p theilbare x 

xr-1 ---=: 0 (mod. p) 
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und für jedes durch p nicht theilbare x nach dem Fermatschen Satz: 

xP-1 -1 ~~ 0 (mod. p) 
ist. 

IV. Primitive Wurzeln. 

Für jede Primzahl p existiren primitive Wurzeln. 
Beweis. Wir zeigen zuerst: 
Wenn a prim gegen p und von den Potenzen: 

a" die erste ist, für welche 

a" - 1 :cc::..: 0 (mod. p) 

gilt, so ist n em Theiler von p- 1. 

Denn, wenn 
p-1 = cx.n + ß 

wäre, wo ß < n ist, so würde wie in Folgerung II sich ergeben, dass auch: 

aß -1 :::..= 0 (mod. p) 

sein müsste, was gegen die Voraussetzung ist. Ist also q kein Theiler von 
p- 1, so kann die Congruenz 

X'l-1 =c 0 (mod. p) 

keine "\V urzel besitzen, die nicht schon einer Congruenz 

x" - 1 -- - 0 (mod. p), 

wo ?1 em gemeinsamer Factor von q und p - 1 ist, genügt hätte. 

Alle Zahlen (< p), welche einer der Congruenzen: 

x"- 1 . 0 (mod. p), 

worin n als veränderliche ganze Zahl < p- 1 gedacht wird, genügen, 
werden also erschöpft, wenn wir für n nacheinander die Reihe der 
Theiler von p- 1 (mit Ausschluss von p- 1 selbst) nehmen und jedes­
mal die ·wurzeln dieser Congruenz aufsuchen; und es ist zu zeigen, dass 
mit den genannten Zahlen nicht zugleich die Zahlen von 1 bis p- 1 
erschöpft werden. Die übrig bleibenden sind dann primitive Wurzeln von p. 

Wir bilden nun, wenn n, n1 , n 2 •.• die Theiler von p- 1 sind, 
die Differenzen : 

(25) 
p~l 

x"- 1, x"t-1, x"2-1, ... x-2--1, 

suchen ihren kleinsten Dividuus (oder mit anderem Ausdruck, ihren General­
nenner) N und dividiren denselben in xz'-1-1; da in N alle aus ver-
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schiadenen Gliedern der Reihe (25) herstammenden mehrfachen Factaren 
nur einmal genommen werden, so ist der Quotient eine ganze Function 
von x, welche dann durch Substitution der primitiven Wurzeln von p theil­
bar durch p (oder congruent der Null nach dem Mod. p) gemacht wird. 

Seien nun q, r, s, t ... ungerade Primzahlen, m, :x, ß, )', o ... positive 
ganze Zahlen und p- 1 von der Form: 

(26) p - 1 = 2111 q" y,a sr t0 •.. ; 

die Theiler von p- 1 sind dann mit Ausschluss von p- 1 selbst 

(1, 2, 22, .•• 2111') X (1, q, q2, ••• qa') X (1, r, r 2, ••• r~') X (1, s, s2, ••• sr') X ... 

wonn entweder: m'=m-l, :x'=:x, ß'=ß, y'=y, 
oder m'=m, CT.'=:x-1, ß'=ß, r'=r, 
oder rn'=m, x'=x, ß'=ß-l, y'=r, 
oder »t'=m, x'=z, ß'=ß, y'=r-1, ... 

u. s. w. 
ist. 

Alle Differenzen, welche den Theilern entsprechen, finden sich m dem 
Producte wieder, welches gleichzeitig durch die Differenzen 

m a ~ "-1 
x2 q r s' ... -1, u. s. w. 

oder wenn wir p- 1 mit .Jl bezeichnen, durch: 

' elf M M ,lt 

(27) x2-l, xg---1, xr-1, x 5 -1, ... 

getheilt wird. Dies Product N ist aber, bei geschickter Befolgung der be­
kannten Regeln, wenn wir der Deutlichkeit wegen fünf Primzahlfactaren 
q, r, s, t, u in M voraussetzen: 

wo also oben die Combinationen der 1 ten, 3ten, 5ten, ... Klasse, unten die der 
2ten, 4ten, ... Klasse, soweit Elemente vorhanden sind, erscheinen. Um zu 

_lf M 

beweisen, dass die Grössen der Reihe (27) z. B. x 2-1 und x q_ 1 ohne 
Rest in N aufgehen, schreiben wir letzteres in folgender Art : 
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(29) 

Jl1 N lrl ;11 

(xÜ + 1) (xi11ri+ 1)(x2q.t+ 1) (x21'St+ 1) 
M N lrl M 

(x2qt + 1) (x2rt+ 1) (x2st+ 1) (x2qrst+ 1) 

JJ M ,11 M 

(x:IU + 1) (x2f]rn + 1) ... (x2Stii + 1) (x2qNtli + 1) 
Jl1 ,l1 ,lJ M 

(x2'fu + 1) ... (x2tu+ 1) (x2qrsu + 1) . .. (x2rstu + 1) 

,11 .l1 

Da (x21 -1) m x 2-1 als Factor steckt, so geht jede der oben genannten 
M M 

beiden Grössen in dem Product ( x 2-1) (x2q + 1) auf; ferner ist es von 
den beiden ersten Brüchen an sich klar, dass sie ganze Functionen von x 
sind (vgl. vorher den Text nach Gleichung (14)), dies ist aber auch bei 
den folgenden Brüchen der Fall, und zwar liegt die Wurzel und zugleich 
der Beweis der Methode ihrer Bildung in der wechselweise in Zähler und 
Nenner erfolgenden Ergänzung der fehlenden Factoren; doch möge noch 
ein directer Beweis für den letzten Bruch folgen, wobei wir uns auf den 
(fast ohne Weiteres einleuchtenden) Satz der Functionenlehre stützen: Jede 
eindeutige Function von z, die für keinen endlichen reellen oder complexen 
Werth von z unendlich wird, ist eine ganze Function von z. 1) 

Setzen wir nun z. A. 

so ist der letzte Bruch in (29) 

(30) F = ~z'lrst + 1)~'_±_12_(z'1" +~· .. (zs' +~)_~±__!)_ 
(z'1rs + 1) ... (zrst + 1) (z'1 + 1) ... (i + 1) 

und dessen Nenner kann nur verschwinden, wenn z=- 1 oder wenn, 
ohne dass dies der Fall ist, einer der Factoren z'l + 1, ... zt + 1, oder 
wenn mit Ausschluss dieser beiden Möglichkeiten einer der Factoren 
z'I~'8 + 1, ... zrst + 1 Null wird. Für z =- 1 verschwinden alle acht 
(= 23) Factoren im Zähler wie im Nenner und der Bruch bleibt von 0 

und von oo verschieden. Ist z't + 1 = 0, so sei [! eine bestimmte V-1; 
dann setzen wir, unter b' eine beliebig kleine Grösse verstehend: 

(31) 
fZ = [! + 01 

lz'l = [!'1 + q. [!'f-l 01 =- 1 + ö, 

1) Siehe z. B. DUl·ege, Elemente der Functionenlehre (Leipzig 1873) § 31. 
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wenn die sehr kleine complexe Zahl q . (!'1-1 Ö' mit ö bezeichnet wird. 
In F ist dann : 

(z'lrst + 1) (zqr + 1) (z?• + 1) (z'11 + 1) = 1·8t .1·. 8. t. ~4 = 1 
(zqrs + 1) (zqrt + 1) (zqst + 1) (z'~ + 1) 1.8. rt. 8t .1. ~· 

und die anderen Factoren verschwinden nicht mit ö = 0. Ebenso für 

z = V-1, V-1, V-1. Ist endlich zgrs + 1 = 0, so sei 6 eine be­
sti=te (primitive) (qrs)te Wurzel aus -1, dann verschwinden in (30) 
für z = 0 nur die Factoren zqrst + 1 und zqrs + 1 und deren Quotient 
ist t. Also ist F für keinen endlichen W erth von z unendlich und folglich 
eine ganze Function von z und ebenfalls von x. 

Man beweist in gleicher Art leicht, dass F, sowie die anderen Brüche 
in (29) für keinen W erth von x verschwinden, für den nicht auch eine 
der Grössen der Reihe (27) nach Ausschluss der ersten beiden, verschwindet 
und schliesst daraus, dass N keine überflüssigen Factoren besitzt. 

Dividiren wir nun N (Gleichung (28)) in xP-1 - 1 = xM- 1, so 
erhalten wir den Quotienten Q: 

M M 

(32) 
M ( 2qr + 1) ( 2rstü + 1) 

Q = (x"E + 1). xill ..•... x M ' 

(x2q + 1) ...... (x2qrstu + 1) 

welcher nunmehr auch als ganze Function von x nachweisbar ist. 

Ist nun N für x vom Grade g, so hat die Congruenz: 

(33) N ~- 0 (mod. p) 

nach III höchstens g Wurzeln und der Quotient Q = ( a;P-1 - 1): N kann 
daher, da a;P-1-1 =::: 0 (mod.p) p-1 incongruente Wurzeln hat, durch 
mindestens p-1-g Werthe von x theilbar durchp gemacht werden; anderer­
seits hat die Congruenz: 

(34) Q c:c- 0 (mod. p), 

da sie vom Grade p-1--g ist, höchstens ebensoviel Wurzeln; sie hat also 
genau p-1-g Wurzeln und dies sind die primitiven Wurzeln von p, 
die anderen Wurzeln von 

(35) a;P-1 - 1 -c~ 0 (mod. p) 

befriedigen auch die Congruenz (33) und eine oder mehrere der Congmenzen 
(deren linke Seiten in (2 5) stehen): 

x"-1 0, x"• -1 0, ... (mod. p). 
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Der Werth endlich von p-1-g oder die Anzahl der primitiven Wurzeln 
von (35) ist: 

(36) 
1 

stu 

und in gleichem Ausdruck allgemein, wenn q, r, . ... u die beliebig vielen 
(und zu beliebig hohen Potenzen erhobenen) Primzahlfactoren von p-1 sind. 

Beispiele. Für p = 13 ist: 

x 6 + 1 N = (x6- 1) (x2 + 1), Q = x' + 1 = x4- x2 + 1 

und die Wurzeln von x4 - x 2 + 1 0 (mod. 13) oder die primitiven 
Wurzeln von x12- 1 0 (mod. 13) sind x = 2, 6, 7, 11. Für p = 61 
ist q= 3, r= 5 

x6 + 1 N = (x3° -1) (xlO + 1) x'+ 1 = (xso_1) (xlo+ 1) (x4- x2 + 1), 

Q = (x"o + 1) (x' + 1) = x16 + x14- xlo- xs- x6 + x2 + 1 
(xs + 1) (x'o + 1) . 

V. Folgerung. 

Ist (! eine primitive Wurzel der Primzahl p und ist !t-1 _ 0 (mod.p), 
so ist v ein Vielfaches von p- 1. 

etwa 

(37) 

Beweis: Jedenfalls kann v nicht kleiner als p - 1 sein; ist also 
v = t7. (p-1) + p, wo P < p- 1 ist, so gelten die Congruenzen 

{
(!a(p-t) -.-.-.· 1} (mod. p), 
(;/ ·-cc- ft 

dabei ist p, von 1 verschieden, wenn nicht ß = 0 ist, und die Multipli­
cation der Congruenzen (37) giebt 

(!v = ft (mod. p), 

und nur (!'' 1 (mod. p), wenn v = t7. (p-1) ist, w. z. b. w. 

Weitere Eigenschaften der primitiven Wurzeln 1) werden im Folgenden 
nicht gebraucht werden. 

1) Siehe darüber, insbesondere über die Aufsuchung derselben, über die Dar­
stellung aller Wurzeln einer binomischen Congruenz durch die Potenzen der 
primitiven und über die zahlentheoretische Bedeutung des Ausdruckes (36) Serret, 
Höhere Algebra (deutsch von Wertheim) II Bd. Nr. 305ff., woselbst auch eine Tabelle 
der kleinsten primitiven Wurzeln der Primzahlen zwischen 1 und 1000 sich findet. 

Saalschütz. 9 
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4. Wir wenden uns nun zu den B. Z. zurück. Sei die ungerade 
Primzahl p einer der Factoren, die den Nenner von Bm bilden, so muss, 
da 2 (22m- 1) Bm nach (6) eine ganze Zahl ist, p in 22m- 1 aufgehen, 
folglich kann wegen der 2ten Folgerung in IT, p - 1 nicht prim gegen 
2m sein. Ferner kann p- 1 nicht grösser als 2m oder p nicht grösser 
als 2m + 1 sein. Denn, betrachten wir die Gleichung I (§ 1 ), so müssten, 
wenn Bm im Nenner den Primzahlfactor p >2m+ 1 hätte, noch andere 
B. Z. denselben Factor im Nenner besitzen, damit er, sich bei der Addition 
der betreffenden Glieder der Gleichung I fortzuheben, die Möglichkeit 
erhielte. Ist k der kleinste Index der in Rede stehenden B. Z., und wendet 
man Gleichung I auf Bk an, wo nun um so mehr p > 2k + 1 ist, so 
folgt hieraus, dass es eine oder mehrere B. Z. mit noch kleinerem Index 
als k geben muss, in deren Nenner sich der Factor p findet; in der Art 
käme man schliesslich dahin, dass er im Nenner von B1 stecken müsste, 
und dies ist nicht der Fall. Jeder Primzahlfactor des Nenners von Bm 
ist also um 1 vermindert nicht grösser als 2m und nicht prim zu 2m. 
Nehmen wir nun in (13) für a eine primitive Wurzel von p, so muss 
zunächst p, da es nicht in a2m aufgeht, in dem anderen Factor a2m -1 
aufgehen; dazu genügt aber gernäss der Folgerung V nicht, dass 2m mit 
p- 1 gemeinsame Factoren besitzt, sondern es muss p- 1 einTheiler 
von 2m oder gleich 2m sein. 

Endlich lässt sich auch noch zeigen, dass der Primzahlfactor p nicht 
mehrfach im Nenner von Bm vorkommen kann. 

Es ist: 

(38) {p-1)P-l = pP - 1 - (p-1)1 pP-2± ... + {p-1)p-sp2-{p-1)p-II.P+1 

= 1-p (p-1)+.A'p2= 1 +p+Ap2= 1 +p(1+Ap), 

worin A' und A ganze Zahlen sind. Erheben wir diese Gleichung zur 
octen Potenz, wobei oc prim gegen p ist, so ist: 

(39) (1 + p + Ap2)" = 1 + p (oc + Bp), 

worin B eine ganze Zahl ist. Ferner hat, wenn ß prim gegen p ist, 
der Binomialcoefficient (p")k, wie leicht nachzuweisen: 

für k=ß 

" k = ßp 

" k = ßp2 

k- P.'O'J''-1 
" - F 

v-1 

v-2 

Factoren p 

" 

" 

p 

p 

1 Factor p., 
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folglich hat (P•h. pk für k > 2 mindestens v + 2 Factoren p; daher ist: 

(40) { 1 + p (oc+Bp) V= 1 + pv+l (oc + Bp) + Cp•·+i 

= 1 + p•+l (oc + Dp), 

worin C und D ganze Zahlen sind. 

Ist nun p = ocp• und oc prim gegen p, so folgt durch Zusammen­
fassung von (38), (39) und ( 40): 

(41) 

Setzen wir nun in (13) a = p- 1, 2m, das wir als Vielfaches von p-1 
erkannt haben, = p (p -1) und dabei weiter p, = ocp•, worin oc prim gegen 
p sein soll, während v unter Umständen auch Null sein kann, und 

z 
B =-­

m pY' 

wobei Z den Zähler und die von p unabhängigen Factoren des Nenners 
umfasst, so ist nach (13) und ( 41): 

(p-1) 2m {(p-l)IL(p-l)_l} Z 
G(a) = .. 

ap"'+Y (p-1) ' 
(42) 

Dieser Ausdruck soll eine ganze Zahl sein; da aber p weder in (p-1)2111- 1 

noch in Z, noch auch, da oc prim gegen p ist, in oc + Dp aufgeht, so ist 
die Möglichkeit dafür nur dann gegeben, wenn y = 1 ist, wenn also der 
Nenner von Bm nur einfache Primfactoren besitzt, was behauptet wurde. 

Hieraus können wir noch weitere Schlüsse ziehen. Zunächst folgt 
aus (13). wenn g eine beliebige ganze Zahl ist: 

g2m (g2111 -1) B 111 =ganzer Zahl, 

und der erwähnten Eigenschaft zufolge ist dann der Factor g2m-l über· 
flüssig, es ist also : 

(43) 

wo G eine ganze Zahl bedeutet. 

Vergleicht man (43) mit (13), so folgt, dass 

G.g2m-1 
-~·-· = aanzer Zahl 

2m "' 
9* 
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ist; nimmt man also g prim zu m an, so folgt, dass 

{ om 1) 
g g - B = ganzer Zahl 

m m ' 

und nimmt ·man g prim zu 2m (also ungerade) an, dass auch 

g(g•m-l) B =ganzer Zahl · t 2m m IS. 

Wir fassen nochmals die Resultate zusammen und bezeichnen dabei 
mit G10 G2 ••• ganze Zahlen; ausserdem sollen a, b beliebig zu wählende 
positive ganze Zahlen sein, welche nur prim zu einander sind. 

Dann ist: 

LXXXIX 

2(22m-1) Bm = Gl 

2•m(2•m-1) 
2m Bm = G2 

a(a2m_l) Bm = G5 

a(a•m-1) 
----'-----'- Bm = G6 

m 
a primzum 

a prim zu 2m. 

Wir haben gegenwärtigen Abschnitt mit diesem Paragraph begonnen, um 
deutlich zu zeigen, welche Resultate sich ohne Kenntniss des v. Staudtschen 
Satzes (siehe den folgenden Paragraph) gewinnen lassen, betonen aber aus­
drücklich, dass diese fast sämmtlich zur Zeit der Entstehung genannten 
Satzes noch nicht ausgesprochen waren, wodurch die Bedeutsamkeit seiner 
Auftindung wesentlich erhöht wird. 

§ 16. 

Der v. Staudt-Cla.usensche Satz. 

Der schönste Satz über die zahlentheoretischen Eigenschaften der B. Z. 
ist gleichzeitig von den Mathematikern v. Staudt und Clausenl) entdeckt 
worden. Derselbe lautet: 

1) v. Staudt im J. für Math. Bd. 21 (1840), S. 372; Clausen, Astronomische 
Nachrichten Bd. 17 (1840), S. 352. 
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Wenn a, b, ... l diejenigen ungeraden Primzahlen sind, deren 
um die Einheit kleinere Nachbarn die Zahl 2m theilen, so ist: 

eine positive oder negative ganze Zahl. 

Wir geben den Beweis mit geringen Abkürzungen so, wie er von 
v. Staudt geführt worden ist: 

l. Seien n, a, b, {, g positive ganze Zahlen, so ist : 

(1) (f + ga)n - tn + nrn-1 ga (mod. a2). 

Hierin setzen wirf= 1, 2, ... a; g = 0, 1, 2, ... (b-1) und addiren alle 
Congruenzen (deren Anzahl ab ist) und zwar so, dass wir für die linken 
Seiten zuerst g = 0, dann g = 1 , dann g = 2 u. s. w. und jedes Mal 
nacheinander f = 1; 2, ... a setzen, für die rechten Seiten aber zuerst 
f = 1, dann f = 2, dann f = 3 u. s. w. und jedes Mal nacheinander 
g=O, 1, 2, ... (b-1) annehmen; dadurch erhalten wir: 

(2) p + 2n + 3n + ... +(ab)"- b (1 n + 2n + 311 + ... + a") 

b (b-1) + na - 2- (1 n-1 + 2"-1 + ... + an-1) (mod. a2), 

oder, wenn wir die Abkürzung: 

(3) S"(x) = 1 n + 2" + ... + xn 

einführen: 

(4)a 
ab (b-1) S"(ab) b S"(a) + n ~--2- sn-1 (a) (mod. a2) 

und auch 

S"(ab)- b811(a) (mod. a). 

Seien nun A, B, 0, ... K, L relative Primzahlen, so folgt aus (4)b, wenn 
darin B C ... L statt b und A statt a gesetzt wird, dass die Differenz 
S11(ABC ... L)- BC ... L. S"(A) durch A theilbar ist, also auch der 
Ausdruck: 

S"(ABC ... L) - BC ... LS"(A) -AC ... LS"(B) - ... 

-AB ... KS"(L); 

da derselbe aber für A, B, C, ... L symmetrisch und diese gegen einander 
prim sind, so ist er nicht nur durch B, durch 0 u. s. w., sondern auch 
durch das Product AB ... L theilbar, d. h.: 

(5) S"(AB C ... L) _ ß"(Al _ S"(B) _ _ sn(L) _ z hl 
ABC ... L A B . . . L - ganzer a . 
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Setzen wir ferner in ( 4)a a = c•-t, b = c, so wird: 

die linke Seite lässt sich also durch c<J.•-2 dividiren und um so mehr 
(fü~ s > 2) durch e', dann ist unter der Voraussetzung, dass c ungerade 

oder dass n gerade ist, das 3te Glied für sich selbst eine ganze Zahl; 
setzen wir also, was wir später allein brauchen, 2n statt n, so folgt ohne 
Beschränkung für c: 

S 2n( es) S'n( c•-1) 
-- - ---- = ganzer Zahl es es-1 • 

und, wenn man 8 = 2, 3, ... 8 setzt und alle Gleichungen addirt: 

s2n(es) s2n(c) 
-- - -- =ganzer Zahl. es c (6) 

Seien nun a0, a, b, ... t Primzahlen. Nehmen wir dann in (5) für A, 

B, ... L bez. a~, aa, bß • ... t:", so erhalten wir mit Berücksichtigung von (6): 

82n (ar aa fll ... t'') sm(a ) S211(a) S2n(t) 
o - __ !_ - -- - ••• - --=ganzer Zahl. 

ar aa fll ... t'& ao a t (7) 
0 

Zur Gültigkeit dieser Gleichung genügt übrigens auch, dass a0 , a, b ... t 
relative Primzahlen sind. 

2. Wenn p eine Primzahl und n eine beliebige positive ganze Zahl 
ist, so ist entweder sn(p) + 1 oder sn(p) durch p theilbar, je nachdem 
n durch p - 1 theilbar oder nicht theilbar ist. 

Beweis. Im ersten Falle ist für jede ganze durch p nicht theilbare 
Zahl x nach § 15, (19): 

(8) xn- 1 (mod.p) 

und daher, wenn wir für x: 1, 2, •.. p- 1 setzen und addiren: 

oder: 
sn(p)-pn- (p-1) (mod.p) 

sn(p) + 1 -P (pn-1 + 1) (mod.p), 

also sn (p) + 1 durch p theilbar. 

Im zweiten Falle, in welchem n durch p - 1 nicht theilbar ist, 
nehmen wir für X eine primitive Wurzel(} von p (§ 15, No. 3, n und IV), 
dann gilt die Gleichung (8) nicht (ib. V); ferner sind die Reste der Zahlen 
f!, 2(!, 3(!, ... (p- 1) e nach p sämmtlich von einander verschieden, weil 
weder die Differenz zweier Zahlen, die kleiner als p, noch e durch p theilbar 
ist, also sind diese Reste in anderer Reihenfolge den Zahlen 1, 2, ... p-1 
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nach p congruent und daher ihre nten Potenzen den nten Potenzen der 
Zahlen 1 bis p-1; daher ist: 

t!'' (1" + 2" + ... + (p-l)n) , 1" + 2n + ... + (p ·-1)n (mod. p), 

also (!t - 1) ( 1 n + 2" + ... + (p- 1 )n) durch p theilbar, folglich muss,. 

da, wie gesagt, e" - 1 nicht durch p theilbar ist, der andere Factor durch 
p theilbar sein, und daher auch: 1" + 2n + ... + (p-1)" + pn. 

(9) 

(10) 

Wir haben also: 

8" (p) + 1 = ganzer Zahl, wenn n durch p-1 theilbar, 
p 

S" (p) = ganzer Zahl, wenn n durch p-1 nicht theilbar. 
p 

Die erste dieser Gleichungen gilt auch für p=2 bei beliebigen n; ausserdem 
käme sie aber für ein ungerades n nie in Anwendung. 

3. Seien a, b, ... l, p, q, ... t ungerade Primzahlen der Art, dass 2n 
durch a-1, b-1, ... Z-1 getheilt, durch p-1, q-1, ... t-1 nicht 
getheilt wird, sei ferner: 

(11) V = 2 ab ... l X pq ... t oder V = 2r aa bfl .•. zi. X pn q< ... t-t 

und mögen G, G1 , G2 , Ga, ... Gp, .. . , ganze Zahlen bedeuten, dann gelten 
nach (7), (9) und (10) für beide Werthe von v die Gleichungen 

S'"(v) S'n(2) S'"(a) S'"(l) S'"(p) S'"(t) 
-t-, ---2-- -a-- ... - -1-. ---p-- ... --t-=G1 

S'" (2)+ 1 
2 = G2 

s•n (a)+ 1 
---'-'---'---- = Ga 

a 

Addiren w1r dieselben, so erhalten wir den wichtigen Satz: 

(12) S'" _01 + _!__ + _!__ + __!__ + + __!__ = G 
v 2 ab··· l' 
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worin 2, a, b, ••• Z diejenigen Primfactaren von v sind, welche um 1 vermindert 
in 2 n aufgehen und wo die ganze Zahl G die Summe G-1 + G2 + ... + Gt ist. 
(Ist v eine ungerade Zahl, so fällt der Bruch t fort.) 

4. Seim eine beliebige ganze positive Zahl gleich od~r grösser als 3, 
und x das Product aller Primzahlen, welche gleich oder kleiner als m sind, 
so ist xm-2 durch m theilbar. 

Beweis. Möge die Primzahl p in m zur octen Potenz erhoben vor­
kommen, so hat nach Voraussetzung auch x den Factor p, und es müsste 
also pm-2-a eine ganze Zahl, oder: 

Pa> 2 + CX 

sein; dies findet aber (abgesehen von dem Falle p = 2, :z > 2) für 
p = 3, IX > 1 und um so mehr für p> 3, cx > 1 statt. 

5. Schreiben wir nunmehr die Gleichung (14) des § 1 in folgender 
Form: 

(13) 
s2n (x) x.,' x•n-r xm- 3 

-x- + (-1)n Bn= 2n+l + -2- + (2n)2 Bl X. 2n-1 

~~ X 
- (2n)4 B2 X. 2n-3 ± ... + (-1)n (2n)2n-2 Bn-1 X. 3, 

so lässt sich hiermit beweisen, dass für B,. der in Rede stehende Satz 
gilt, wenn er für jedes B., wo v < n ist, richtig ist. Sei dies der Fall. 
sei also: 

(14) 
, _ I 1 1 1 

(-1) B,.- .A, + 2 + -;;- + {j + ... + -i' 
worin IX, ß, ... A. alle Primzahlen derart sind, dass 2 'I' durch cx - 1. 
ß-1, ... A-1 getheilt wird, oder, wie wir uns fortan kürzer ausdrücken 
wollen: die Staudtschen Primzahlen für 2v. Jetzt nehmen wir x 
gleich dem Product aller Primzahlen, welche gleich oder kleiner als 2n+1 
sind, dann ist jedes Glied auf der rechten Seite von (13) eine ganze Zahl. 
Ein solches Glied ist nämlich 

x2n-2r-1 

± (2n)2v Bv X. 2n _ Zv + 1 ; 

da nun 

2 < oc < ß < ... < A .~ 2v + 1 < 2n + 1, 

so enthält x alle diese Primzahlen, also ist B,. x eine ganze Zahl; da 
2n-2'1'+1, welches für den Augenblick m genannt werde, mindestens=3, 
so ist nach No. 4 xm-2 : m eine ganze Zahl, und (2nhv als Binomialcoefficient 
ebenfalls, folglich das ganze Product; die ersten beiden Glieder sind auch 
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ganze Zahlen, daher auch die ganze rechte Seite von (13). Sind nun 
2, a, b, ... l die Staudtschen Primzahlen für 2n, so sind diese sämmtlich 
in x enthalten und es ist also nach ( 12): 

s•n (x) + ! + ! + _!_ + + ! - G 
x 2 a b ··· l- · 

Die Subtraction dieser Gleichung von (13) giebt: 

(-1)n Bn- (~ + ± + ... ++)=ganzer Zahl, 

oder wenn m statt n geschrieben wird: 

XC ( -1)"' B". =Am + ~ + ± + ! + ... + f, 
worin Am eine positive oder negative ganze Zahl ist, und a, b, ... l sämmt­
liche Primzahlen sind, deren um die Einheit geringere Nachbarn 2m 
theilen. Dies ist nun der Staudtsche Satz, welcher allgemein gilt, da er 
für B~ = 1 - t - -§- richtig ist. 

Anmerkung. Zum vorangehenden Beweise sind die Gleichungen (4)a 
und (7) nicht erforderlich, sondern nur ( 4)b und (5). - Die Ergebnisse 
des vorigen Paragraphen, welche hier in Betracht kommen, lassen sich in 
die Gleichung zusammenfassen: 

1 ct 'I cp ! 
Bm= Gm+2+ a + c+f +···+z' 

worin G171, IX, )', cp, ... A positive oder negative ganze Zahlen und a, c, (, ... l 
Primzahlen sind, der Art, dass 2m durch a-1, c-1, f-1, ... l-1 ge­
theilt wird; diesen gegenüber präcisirt der Staudtsche Satz unsere Kennt­
nisse, indem er ausspricht, dass alle Primzahlen dieser Art im Nenner von 
B111 enthalten sind, indem er den Absolutwerth der Zähler IX, )', ••• A als 1 
bestimmt und indem er deren Vorzeichen festsetzt. - Setzt man übrigens 
die Ergebnisse des vorigen Paragraphen voraus, so braucht man in dem 
obigen Beweis für den Staudtschen Satz nicht mehr dessen Gültigkeit für 
B,. (v < n) anzunehmen, erspart sich also den Schluss von n auf n + 1.-

Bezüglich derjenigen Theiler von m, die in dem Zähler von Bm auf­
gehen, bemerken wir nach Lipschi tz (in der § 15, Nr. 2 genannten Ab· 
handlung) Folgendes: Sei p ein primärer Theiler von m, der nicht zu den 
Staudtschen Primzahlen gehört. Ist nun (! eine primitive Wurzel von p, 
dann geht, da 2m kein Vielfaches von p- 1 ist, p nicht in (!2111-1 auf 
(§ 15 Nr. 3, V), und ebensowenig in [! 2111• Aber nach LXXXIX ist 
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d. i. eine ganze Zahl, also muss p, und wenn 2m den Factor pn enthält, pn: in 
dem Zähler von Bm aufgehen. Ist insbesondere m eine Primzahl (> 3), so 
ist der Zähler von Bm durch m theilbar, wie schon Adams 1) bemerkt hat. 

6. Wir geben noch einen Beweis des Staudtschen Satzes, welcher 
wohl der erste sein dürfte, der an eine unabhängige Darstellung der B. Z. 
anknüpft. Wir benutzen dazu die Kroneckersehe Formel LXXVII, welche 
mit geringer Aenderung in der Form lautet: 

(15) (-1r Bm=-{(2m+1)2 22m-1_(2m+1)3 32m-I± ... -(2m+1hm+r(2m+1)2m-I} 

ß2m(2) ~(3) ß2m(2m+l) 
+(2m+1)2 - 2- --'-(2m+1)3 - 3-± ... -(2m+1hm+I 2m+l-. 

Seien nunmehr 2, 3, b, c, ... l die Sta ud tschen Primzahlen für 2m 
und mögen in der Zahl k einige von ihnen etwa d, e, ... g einfach oder 
mehrfach vorkommen, während die übrigen Factoren von k zur Kategorie 
der p, q ... in Gleichung (11) gehören, dann ist nach (12) (worin v dem 
2ten Ausdruck in (11) entspricht): 

(16) S~(k) = Gk- ( ~ + + + ... + ~-) 

worin G k eine ganze Zahl bedeutet ; und wir wollen nun, indem wir ( 16) 

zur Substitution in (15) benutzen, den Factor von ; und von ~, wenn f 
irgend eine der Zahlen 3, b, c, ... l ist, und sodann den Rest dieses Factors 
nach f aufsuchen. Die Zahl 2 kommt in allen geraden Zahlen vor, der 

F t 1 . l ac or von 2 1st a so : 

-{(2m+1)2 +(2m+1)4 + ... + (2m+1hm} 

d. i. - (22m_1), also der Rest nach 2 gleich + 1; die Zahl f kommt 
zuerst als Theiler von k = f und dann als Theiler der Zahlen 2{, 3{, ... vf 
vor, wenn 2m+ 1 > vf, aber< (v + 1){ ist, der Factor von 1: f ist somit: 

(2m+ 1)r- (2m+ 1)2r + (2m+ 1)3r + ... ±(2m+ 1)vr· 

Dieser Ausdruck ist aber gernäss dem in der Anmerkung 2) bewiesenen 
Zusatz congruent der Einheit nach dem Modul {, und somit auch der Rest 

1 ) J. f. Math. Bd. 85 (1878), S. 269. 
2) Lehrsatz. Wenn p eine Primzahl, g, k, m positive ganze Zahlen sind 

und zwar m zwischen gp und (g+l)p mit Einschluss der unteren Grenze liegt, 
so ist: 

(a) (m)kp =. (g)k (mod. p). 
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nach f gleich + 1. Fassen wir also die ganzzahligen Theile sämmtlicher 
82711 (k') Quotienten, die Glieder -von der Form (2m + 1 )k' . -k,-, wobei k' keine 

Beweis. Sei: 

(b) m=gp+h 
dann ist: 

() ( ) - (gp+h) ... (g=:lp+h+1).(g=ip+h) ... (fi=2p+h+l) ... (g=k-F1p+h) ... (g=kp+h+1) 
0 mkp- 1.2 ... p . (1'+1l ... (2p) .•... (k-1p+1J ... (kp) · 

Die erste Abtheilung des Zählers lässt sich auch schreiben: 

sie ist also, da 

(gp + 1) (gp + 2) ... (gp + h) = 1 . 2 ... h } 
(mod.p), 

((g-1)p+h+1) ... ((g-1)p+p-1) - (h+1) (h+2) ... (p-1) 

abgesehen von dem Factor _qp, nach dem Wilsonschen Satze _ -1 (mod. p) 
und lässt sich also auf die Form: gp. (-l+a1 p) bringen, wo a1 eine positive 
ganze Zahl ist, die auch unter Umständen - 0 (mod. p) sein kann; aus den gleichen 
Gründen lässt sich die 2te Abtheilung des Zählers auf die Form (g-1)p (-1 +a2p) 
bringen und so fort, demnach der ganze Zähler auf die Form: 

(d) g(g-1) ... (g-k + 1)pk(-l)k (1 +Ap), 

worin A eine positive oder negative ganze Zahl bedeutet. 
1m Nenner ist: 

1. 2 ... (p-1) (p+1) ... (2p-1) ::= ... - (k-1p+1) ... (kp-l) ::= -1 (mod.p), 

daher lässt er sich auf die Form bringen: 

(e) 1. 2 .. . k.pk (-1)k (1 +Bp), 

worin B ebenfalls eine positive oder negative ganze Zahl ist. Demnach ist: 

(f) ( ) _ (g)k (1 +Ap) 
m kp- (1+Bp) 

d. i. wenn wir zu dividiren anfangen: 

(A-B) (g)k 
(m)kp = (g)k + 1+Bp .p. 

Nun ist p primgegen l+Bp, aber (m)kP eine ganze Zahl, also muss 1 +Bp (wenn 
man für p seinen Zahlenwerth setzt) in (A-B)(g)!.: aufgehen; ist der Quotient 
die ganze Zahl C, so ist: 

(g) (m)kp = (U)k + Cp (g)k (mod. p) 
w. z. b. w. 

Zusatz. Da: (g)1 -(g)2 ± ... ±(g)g= 1, so ist: 

(m)"- (m)2" + (m)3" + ... ± (m)0" -~ 1 (mod.p). 
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Staudtschen Primzahlfactaren enthält (wie z. B. in S2m (5): 5 für m = 3), 

und welche Glieder deshalb ganzzahlig sind, sowie die ganze erste Zeile der 
Gleichung (15) in den .Ausdruck Am zusammen, der eine ganze Zahl dar­
stellen soll, so erhalten wir: 

(-1)m Bm =Am + { + ~ + ~ + ... + }, 
welche Gleichung mit XC übereinstimmt. 

Die ersten zehn B. Z. in dieser Art dargestellt sind: 

-Bt=-1+t+t 
B2 =-1+t+t+ t 

-B3 =-1+t+t+ t 
B,. =-1 +t+t+ t 

- B5 =- 1 + t + t + n 

B6 =- l+t+t+t+t+n 
-B1 =- 2+t+t 

Bs = 6+t+t+t+n 
-Bg =- 56+t+t+t+n 

B10= 528+t+t+t+rr· 

§ 17. 

Recursionsformeln zwischen den ga.nzzahligen Bestandtheilen der 
Bernoullischen Zahlen. 

Setzt man die Staudtschen Ausdrücke für die B. Z. (Gleichung XC) 
in irgend eine Recursionsformel ein, so erhält man, da die gebrochenen 
Bestandtheile derselben aus dem Index m gefunden werden können, eine 
recurrirende Gleichung zwischen den ganzzahligen Bestandthaileu derselben. 
Dies ist zuerst von Hermite, dann von Stern und in noch allgemeinerer 
Methode von Lipschitz ausgeführt worden. Sie gebrauchen dabei einige 
zahlentheoretische Sätze über die Summen gewisser Binomialcoefficienten, 
die wir vorausschicken wollen. 

1. Sei p, eine positive ganze Zahl, p eine ungerade Primzahl und p, 
durch p -1 nicht theilbar; ist dann 

(1) ,U=V (p-1) +r 

und x eine beliebige ganze positive Zahl, so ist immer: 

(2) 

Nun ist für x <P= 

(3) 

also ist: 

(1 + x)~-'--:: (1 + xY (mod. p.). 

{ 
xk (p-1) :,,:: 1 } 

(mod.p), 
x"' (p-1) + t -:_-= xt 
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(4) (1+x)u _ 1+(,u)p-1+(.uhp-2+ ··· +,u,(p-1) 

+ {Gu)1 + (,U)p + (u)2p-1 + ... + (,u),·(p-1)+1} x 

+··· 
+ {Gu)p-2+(.U)2p-s+(.u)sp-4 + .. -+(,u),(p-J)+p-2} xP'-2 (mod.p). 

Da dieser Ausdruck p- 2ten Grades nach (2) dem Ausdruck 

(5) 

der höchstens vom p-2t•n Grade ist, für die p-1 Werthe x=1, 2, ... p-1 
congruent ist, so müssen nach dem Satze § 15, No. 3 III die einzelnen 
Coefficienten von x in (4) und (5) einander congruent sein; es ist also: 

(6) Gu)t-(r)t + (,u)p-I+t + (.u)2(p-J)+t + ... + (.u)dp-1J+t =-=c: 0 (mod.p) 

0 < t<:::_p-2. 

Diese Congruenz bleibt auch richtig, wenn w1r sie mit z" multipliciren, 
falls z und oc beliebige positive ganze Zahlen sind, und da auch 

z" c_c~ za-k(p-l) (mod. p), 

so gilt auch die Congruenz 1): 

(7) ((.U)t-(r)t) z" + (,u)1,_1+t za-(p-!) + ... 
+ (,U)v(p-1)+rza-v(P-!)- 0 (mod.p) 

oc-v(p-1) > 0. 

Geht aber p- 1 in ,u auf, so ist 

(8) 

Dabei bleiben aber die Congruenzen (3) bestehen, bezeichnen wir also. 

(9) 

1) Der Grundgedanke des Beweises für die Gleichungen (6) und (7) rührt 
von Herrn Rogel her ("Arithmet. Entwickelungen", worin noch anderes die B. Z. 
Angehendes vorkommt, in Hoppe's Archiv 2. Reihe, 11. Theil (1892) S. 77), die 
nachfolgenden Beweise für die Gleichungen (13) und (14) hat Verfasser hinzugefügt. 
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so haben wir ein System Gleichungen von folgender Form: 

fürk=1, ... p-2 

Ist somit die Determinante: 

1 1 1 1 

.i=D 
1 (p-1) (p-1)2 ... (p-1)P-2 \ 

und: 

I. 1. 1 . 1 .I=D' 
I (p-2) (p-2)2 ... (p-2)p-2 I 

so folgt durch .Auflösung der Gleichungen (10) zunächst: 

D.C0 =Ap+D', 

worin A eine ganze Zahl bedeutet. Nun ist aber leicht zu beweisen, dass 

D = D' = 1 . 2! 3! ... (p-2)! 

sodass also D prim gegen p ist; folglich: 

A 
Co= Jj. P+ 1; 

da aber C0 eine ganze Zahl ist, muss ]) in A aufgehen, es ist also: 

(11) C0 =:; 1 (mod. p). 

Ferner gilt aber auch für k < p die Congruenz : 

(12) 1- k + k2 + ... - kJ'-2 -- 0 (mod. p); 

ziehen wir dieselbe als Gleichung geschrieben von den ersten p - 2 
Gleichungen (10) ab, und benutzen das Resultat (11), dass C0 -1 durch 
p theilbar ist, so erhalten wir Gleichungen von folgender Form: 

(C1 + 1) k + (C2 -1) k 2 + (C3 + 1) k3 + ... + (Cp-1&+ 1)kP-2=bkp 

oder: 

oder: 

(C1 + 1) + (C2 -1) k+(C3 +1) k 2 + ... + (Cp_ 2+1) kP-3 O(mod.p) 

k=1,2, ... p-2. 
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Also folgt nun nach dem Satz ill in § 15 : 

C1 + 1 = 0, C2 -1 == 0, ... CP_ 2 + 1-0 (mod. p), 
daher: 

(13) Ct = (-1}1 (mod. p) t= 0, 1, .. . p-2, 

wobei die Werthe von Ct durch (9) gegeben sind. 

Allgemeiner ist dann wieder : 

(14) (Cu)t + (-1)1+1) .za + (,u)p-l+t z«-(p-1) + (.U)2(p-1J+t za-2(p-1) + ... 

+ (u)~<-(p-1)+t z«-,u+(P-1) 0 (mod. p) 

:l-,U + (p-1) > 0 

und diese Congruenz gilt für jeden positiven ganzzahligen W erth von e 
und für die W erthe t = 0 bis t = p - 2, wenn p - 1 in ,u aufgeht. 

2. H ermi te 1) benutzt die Gleichung I, die er in folgende Form 
bringt: 

(15) - (2m+1 )2 B1 + (2m+1\ B2 + ... + ( -1)"' (2m+1)2111 B". + (m-t)=O. 

Das giebt nach Gleichung XC und den Ausdrücken am Ende von § 16: 

(16) (2m+1)2 (.Al +t+t) 

+(2m+ 1)4 (A2 +t+ ~ +t) 

+(2m+ 1)s (.As +l+t+f) 

+ 
+ (2m+lhm(Am+t+§+i-+ ... +f) 

+ (m-t)=O. 

Nun beweist Hermite, dass alles von den Grössen A1 , A 2 , ••• Am Un­
abhängige aus ganzen Zahlen besteht. Der Coefficient von t ist: 

und das ist 2 2111 - 2, also das Glied selbst 22m-l_ 1; der Coefficient von t, 
2m+1 

er heisse 6 3 oder, so lange kein Irrthum möglich ist, a3 , ist: 

(17) a3 = (2m+1)2 +(2m+ 1)4 + ... +(2m+ 1)2".. 

Wie aus (6) für fJ=2m+1, p=3, v=m, t=O folgt, ist a3 - 0 
(mod. 3), also a3 : 3 eine ganze Zahl. 

1) Extrait d'une lettre de M. Hermite a M. Borchardt, J. für Math. Bd. 81 
(1876), s. 93. 
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Im Allgemeinen kommt nun der Bruch 1 : p bei allen B. Z. vor, deren 

verdoppelter Index sich durch p-1 theilen lässt, also beim Index p 2 \ 
(p-1) (p-1) (p-1) . ' 

2-2-, 3 2-, ... v-2-, wenn 2m zWischen v (p-1) und (v+1) (p-1) 

mit Einschluss der unteren Grenze liegt. Demnach ist der Coefficient 
1 

Op von-: 
p 

(18) Op =(2m+ 1)p-l + (2m+1)2(p-1) + ... + (2m+1)v(p-l)· 

Dass nun OP durch p theilbar ist, beweist Hermite mit Hülfe von Ein­
heitswurzeln 1), wir erkennen es aus der Gleichung (6), wenn darin 
p.. = 2m + 1 und t = 0 gesetzt, aber p und v darin in gleicher Be­
deutung (da p -1 als gerade Zahl in 2m+ 1 nicht aufgeht) belassen 
werden. 

Wir erhalten nun die Recursionsformel 

XCI (2m+1) A". + (2m+1)3 A",_l + ... + (2m+1hm-l A1 

p<;2m+l 
+ m + 22m-1 - 1 + ~ 6p = 0' 

p=3 p 

wo in der zweiten Zeile lauter ganze Zahlen stehen, und sich die Summation 
über alle Primzahlen von 3 an bis höchstens 2m+ 1 einschliesslich erstreckt. 

S. Stern2) geht von der Gleichung III, die er bei dieser Gelegenheit 
aus I und TI ableitet, aus und gewinnt dadurch leicht folgende Gleichung: 

(19) (2m+1)1 (A1 +t+t) + (2m+1)3 (A2 +t+t+t) + ... 

Der 

cient 

(20) 

+ (2m+1hm-1 (Am+ t+t+t+ ... +1-) + t= 0. 

Coefficient von t ist jetzt 22m, also das Glied selbst 22"'-1, der Coeffi-
1 

von-: 
p 

0~ = (2m+1)p-2 + (2m+1)2p-3 + ... + (2m+1)vp-(•+ll 

v(p-1)< 2m<(v+1)(p-1). 

Setzen wir nun m (6) p, = 2m + 1, t = p - 2, so hat die linke Seite 
von (6) die beiden Glieder: (2m+ 1)v(p-l)+p-2 - (r)p-2 mehr als 0~, ist 
nun aber r = p- 2 der Rest von 2m+ 1 nach p-1, so ist 2m+ 1 
=v(p-1) +p-2=(v+1) (p-1)-1, was angänglich ist (nämlich 

1) Am Ende des Aufsatzes fügt er die Gleichung (7) in etwas anderer Form 
ohne Beweis hinzu. 

2) Auszug aus einem Schreiben an Herrn Borchardt, J. für Math. Bd. 84 
(1878), s. 267. 
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für p = 3 bei beliebigem m), dann sind beide Glieder = 1 und ihre 
Differenz 0; und ist r <P - 2, so ist (2m + 1) < v (p - 1) + p - 2, 
also beide Glieder einzeln O, daher ist in beiden Fällen ~ durch p theil­
bar und wir erhalten aus (19) die Recursionsformel: 

XCII (2m+ 1)2 Am+ (2m+ 1)4 Am-1 + ... 

4. Stern hat in der Abhandlung, in welcher er die verkürzten 
Recursionsformeln entwickelt 1), noch eine andere Formel in gleicher Art 
wie Gleichung III behandelt. Setzt man in XXIV m = 2, n =2m, oder 
zieht man IV von III ab, so gelangt man zu der Gleichung: 

Werden hier die Staudtschen Werthe für die B. Z. substituirt, so ist zu­
nächst der Coefficient von t: 

1 + (2m )2 + (2m)4 + ... + (2m)2m-2 + (2m )2m-2 = 22711- 1 - 2, 

also das Glied selbst 22711- 2 -1. Ferner kommt 1 : p zuerst in BP_1 und 
-2-

überhaupt in Bk (p-1) vor, und hiervon ist der Coefficient in (21): 
-2-

± (2m )k (p-1)_2, also ist der Gesammtcoefficient 
1 d; von --: 
p 

(22) 
" j(2m)v(p-1)-2 

6P = (2m)p-3 + (2m)2p-• + (2m)sp-5 + ... + ) 
~ (2m)27n-2 -1, 

dabei ist v wieder so zu wählen, dass 

v (p-1) <2m< (v+1) (p-1) 

ist, und es gilt das in (22) oberhalb geschriebene Schlussglied für den 
Fall, dass v (p-1) <2m, das unterhalb geschriebene für den Fall, dass 
v (p-1) = 2m ist. Im ersten Falle setzen wir in ( 6) f-l = 2m, t = p- 3; 
dann kommen wieder zu 6~ die beiden Glieder (2m),(p-l)+p-s- (r)p-s 
hinzu. Nun ist nach der Erklärung von r in (1): 

f 2m= v (p -1) + p- 3 
entweder: 1 

~ r=p-3=t 
{

2m<v(p-1) +p-3 
oder 

r<p-3=t 

1) "Beiträge zur Theorie der Bemoullischen und Eulerschen Zahlen", Abhandlg. 
der Gesellsch. der Wissensch. zu Göttingen Bd. 23 (1878), vgl. § 5. 

Saalsehütz. 10 
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also ist in beiden Fällen die genannte Differenz Null, und daher o'~ durch 
p theilbar. 

Gebt hingegen p-1 in 2m auf, so setzen wir in (9) .u =2m, 
t p-8, dann hat das letzte Glied in (9) den Index 2m-(p-l)+p-3, 
d. i. 2m-2; also ist dann: 

d~=Ct-1; 

aber nach (13), da t = p- 3 eine gerade Zahl ist: 

Cr _ 1 (mod. p), 

folglich wiederum o;: dUl·cb p theilbar, und wir erbalten somit aus (21) 
die Recursionsformel : 

xcm ((2m)2 -1) Am+ (2m)4 Am-1 + ... 
p<2m+l 11 

+ (2m)2m .A1 + 22m-2 -1 + ~ ap = 0, 
p=S p 

wo wiederum alle einzelnen von den .A's unabhängigen Glieder wie in 
XCI und XCIT ganze Zahlen sind. 

§ 18. 

Fortsetzung. 

Recursionsformel, mit willkürlichem Parameter, für die ganz­
zahligen Bestandtheile der Bernoullischen Zahlen. Beweis für den 

Staudtschen Satz. 

Herr Lipschitz bemerkt in seiner schon öfters erwähnten grossen 
Abhandlung über die B. Z.l), dass aus den vorangehenden Recursionsformeln 
für die .Ak eigentlich nicht hervorgehe, dass sie ganze Zahlen sind, mit 
anderen Worten, dass diese Formeln keinen nenen Beweis für den Staudt­
schen Satz liefern, und stellt sich die Aufgabe, aus einer allgemeineren 
Formel, von der die Hermitesche und die (erste) Sternsehe specielle Fälle 
sind, diesen Nachweis zu führen. Bei dem Referat über diese eigenartige 
Entwickelung opfern wir bei einzelnen Annahmen die Allgemeinheit der 
einleitenden über das Hauptziel der Abhandlung hinübergreifenden Be­
trachtungen dem Interesse einer durchsichtigen, möglichst gedrängten Dar­
stellung. 

1. Sei u eine beliebige positive Grösse, s eine positive ganze 
und bedeute 1/>(u) den Ausdruck: 

(1) ( 1 1 ) 1 ( 1 1 ) 
1/>(u) = t u• + (u+ 1)s - s-1 u•-1 - (u+ J)•-t ; 

1) J. für Math. Bd. 96, S. 1. 

Zahl 
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dann soll dieser Ausdruck mit den B. Z. in Zusammenhang gebracht und 
zu dem Zweck jeder Bruch zunächst durch ein bestimmtes Integral aus­
gedrückt werden. Setzen wir in die Integralformel: 

00 

J -'J s-1 d ( 1) e ·I Y Yt = s- ! 
0 1 

die sich leicht durch partielle Integration beweisen lässt: y1 = uy (wobei 
eben u als positiv vorausgesetzt ist), so erhalten wir: 

00 t e-uy y•-1 u' dy = (s-1)! 

und daher: 
00 

(2) 1 1 -ug s-1 d 
u• = (s-1)! 0 e Y Y; 

ebenso ist: 

1 1 f -(l+u)g s-1 
(u+1)8 = (s-1)! ]0 e Y dy 

und somit wird, wie leicht zu sehen: 

00 

(3) lP(u)= ~s~l)! L e-uy y•-1 {t(1+e-y)- ~ (1-e-y)}dy 

00 

=--1 _ 1 (e-uy -e-(u+l)y) {t l+e-~ _ _!__} s-1 d . 
(s-1)! 0 1-e-~ y Y Y 

Nun ist nach (5) des § 2: 

(4) 
1+e-u 1 B B 

t 1 - e--• - y = 2! y - 4 i y3 + 0 0 0 

Die Formel hat aber kein Restglied, während wir eines solchen bedürfen, 
da y bei der Integration die grössten W erthe bis zu oo hinauf annehmen 
muss, bei denen also von Convergenz der Reihe nicht mehr die Rede ist, 
so dass untersucht werden muss, ob nach Multiplication mit den anderen 
(sich der Null nähernden) Factoren unter dem Integralzeichen eine Integration 
angänglich wird. Wir gelangen aber zu einem Restgliede, wenn wir von 
der bekannten Eulerschen Gleichung: 

-.v - ( y•) ( y• ) ( y• ) tf- e - 2y 1 + n• 1 + 4n 2 1 + gn• ... 

10* 
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ausgehen, davon beiderseits die Logarithmen nehmen und nach y differentiiren; 
entwickeln wir dann die Brüche, der identischen Gleichung: 

1 ~+1 

1+x = 1- x + x2 + ... + (-1)q-t xq + (-1)q 1+x 

gemäss, nach Potenzen von y und führen statt der Summen der reciproken 

Potenzen mittels § 2, (11) die B. Z. ein, so gelangen wir, nachdem f statt y 

gesetzt ist, zu folgender vervollständigter Gleichung: 

(5) 

f t l+e-Y _ _!__ = B, _ B 2 3 + ... + (-l)q-1 Bq 2q-1 + R 
1-e-Y y 2!y 4! Y - (2q)! Y ' 

l 
Multipliciren wir nun irgend ein Glied auf der rechten Seite von (5) mit 
e-uy y•-1 und integriren von 0 bis oo, so erhalten wir, abgesehen von den 
constanten Factoren nach (2): 

00 

(6) f 2k-l -uy s-1 d (2k+s-2)! 
0 Y e Y Y = u2k+s-1 k=1, 2, ... q 

(entsprechend für u + 1 statt u) ; das Restglied R aber giebt: 

(7) 
00 00 oo -uy 2q +s 
f Re-uy •-1 d -(-1)" __ 2 __ ~ J e y dy . 
J y Y- · (2n)2"+2 • ...;;;;. t2q+2 (1+ L) 

0 1 0 t•n:• 

Nach dem bekannten Satze vom Mittelwerth ist aber 

wobei wir von r wissen, dass es zwischen 0 und oo liegt, dass also 1 : (1 +r) 
ein positiver echter von t abhängiger Bruch ist. Sei 11 der grösste aller 
dieser Brüche, so ist wieder mit Anwendung der Gleichung § 2, (11) die 
rechte Seite von (7) absolut genommen: 

(9) 

und demnach : 
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Einen entsprechenden Ausdruck erhalten wir, wenn u + 1 an Stelle von tt 

gesetzt wird und hiermit IP(u) nach Gleichung (3). 

Wir brauchen nun für unseren Zweck die Annahme : 

(11) s=2; 

dann wird nach (3) und (1): 

Die beiden Reihen in (12) gehören zu den semiconvergenten, die Glieder 
werden nämlich nur bis zu demjenigen kten kleiner, bis zu welchem und 
für welches noch 

d. i. nach § 2, (16) näherungsweise: 

(13) 

ist, welche Bedingung mit wachsendem k unerfüllbar wird. Wir können 
nun u so gross annehmen, dass nicht nur die Bedingung (13) für k=q+ 1, 
und um so mehr die entsprechende für u + 1, erfüllt wird, sondern auch, 
dass das Restglied, welches, wie (12) zeigt, ein aliquoter Theil des kten 
für k = q + 1 ist, beliebig klein wird. Wir können daher beide Seiten 
der Gleichung (12) nach fallenden Potenzen von u entwickeln und die 
Coefficienten gleicher Potenzen bis 1 : u2q+l einander gleichsetzen. I) Bevor 

') Ein strenger Beweis dafür, der z. B. (mit _!_ = x) mittels Determinanten 
u 

von der Form D § 15, (22) zu führen geht, würde hier zu viel Platz beanspruchen 
und möge dem studirenden Leser überlassen bleiben. 
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wir dies aber thun, möge, um die Fremdartigkeit des Anblicks der 
Gleichung (12) zu mildern, Folgendes bemerkt werden. 

Multiplicirt man (12) mit u2 (u + 1)2, hebt 1/ 2 gegen 3 B1 fort, setzt: 

1 1 1- z 
u=v- 2 , v=t' f=2z, also u=""""2Z 

und zieht (1- z2)3 als Factor heraus, so erhält man: 

0=(1-z2)3{Bl (1-z2)-3-B2. (1-z)-s;-_:(1+z)-• 

+ B 222(1-z)-'-(1+z)-'_B 244(1-z)-"-(1+z)-•+ }· 
s·Z 2z 4·z 2z _ ... , 

und wenn man die Klammer nach z entwickelt und die Coefficienten von 
zo, z2, z4 • • • einzeln gleich Null setzt, so erhält man Gleichung V mit 
verändertem Schluss, der sich mittels der identischen Gleichung: 

als nur formal von dem ursprünglichen verschieden erweist. -

Wir setzen nunmehr in die Gleichung (12) die Staudtschen Aus­
drücke für die B. Z. 

(14) 

ein, worin 2, a, b, •. . die Staudtschen Primzahlen für 2k sind. Man 
denke sich nun diese Form für Bk, worin a = 3 ist, und b u. s. w. in 
bestimmter Art aus k gefunden werden können, von vornherein angenommen 
und alles Unbekannte, also auch die etwaigen fehlenden positiven oder 
negativen Brüche mit Primzahl-Nennern, deren Summe, wie leicht zu er­
kennen, nie eine ganze Zahl sein kann, in Ak zusammengefasst; zeigt 
sich dann, dass Ak eine ganze Zahl ist, so ist der Staudtsche Satz 
von Neuern bewiesen; und dies soll für k = m unter der Voraussetzung, 
dass Av ~' ... Am-l ganze Zahlen sind, geschehen. Die erste Zeile der 
rechten Seite von (12) liefert: 

(15) .Al A. Aq lTI ( ) + ( 1) BH1 - s - 5 - • · •- 4·+1- Tq U - q 8 ---.-----+•' 
U U U"" U q 

wenn Pq(u) die Function ist: 

(16) Pq(u)=(i+~) ~.+({+~+i) ~s+(i+~+~) ~,+ ... 
( 1 1 1 1) 1 + 2 + 3 + b + "· + T · u•H1 · 
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Wir wollen diesen Ausdruck .in anderer Art anordnen. Der Coefficient 

von i (und von-}) in ihm ist: \ + _!, + ... + 2
1+" und von einer be-u u u q 

liebigen reciproken Primzahl p: :P + u•;_, + u3!~-2 + · · · + u.l.(p~I)+1' 
worin ..1 (p-1) (<) 2q ist.l) Daher ist: 

(17) lf'q(tt) = l ( -b + ~" + .. · + u•';+,) 
P(<)21f+l 1 1 1 1 1 

+ ~ -P · (u:~' + 2p-1 + 3}J-2 + · · · + .. (p-1}+1) 
p=3 u u u 

und es folgt nun aus (12) bei Fortlassung des Restgliedes die Gleichung 2): 

1) Durch das Zeichen <<l möge ausgedrückt werden, dass ,t die grösste im 
Quotienten 2 q : (p-1) enthaltene ganze Zahl ist. 

2) Lässt man Y'q(u) und iJiq(u+1) ins Unendliche gehen, so ist die Summe 
der bei ll'q(u) hinzugefügten Glieder von der Ordnung 1:u2q+ 3, denn der Coefficient 
von 1:u2•+ 3 in (16) (mit q+1 statt q) ist kleiner als: 

und daher, da 

1 1 1 1 
2 + 3 + 4 + ... + 2q+3 < lg (2q + S) 

lg(2q+~·+2) 
lg (2q+k) 

mit wachsendem k immer kleiner (und schliesslich = 1) wird: 

lg (2q+3) ( lg (2q+5) 1 {lg (2q+5))2 1 ) 
'Poc(u)-'F,J (u) < u2q+3 1 + lg (2q+3) 'U2 + lg (2q+3) u• + · · · 

~ lg(2q+3) 
= !" 2q+3 ' u 

wo ~ wenig grösser als 1 ist. Dadurch werden aber die einzelnen Summen in (17) 
unendliche geometrische Reihen und daher: 

'1'. (u) = 'F(u) = · -~- + ~ -~__!~-, 
oo 2 (u -u) P p(uP-u) 

wo die Summation sich über alle ungeraden Primzahlen zu erstrecken hat, und 
es ist, wenn 

(-1)m s Bq+1 + 6Ig (2q+ 3) = 0 

(- 1 )"'""1 s' Bq+l - 6' lg (2q + 3) = 0' 
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2. Suchen wir in (18) beiderseits den Coefficienten von 1: un, so 
ergiebt die Vergleichung für n= 2m+ 2 die Formel XCI von Hermite, 
und für n = 2m + 3 nach Addition der eben genannten Gleichung die 
Formel xcn VO,D Stern. Wir sehen von der Ausführung dieser Opera­
tionen ab und setzen, unter a eine beliebige positive ganze Zahl ver­
stehend, in (18) statt u successive: u-a, u-a+1, u-a+2, ... u, 
u + 1, ... u + a-1 ein und addiren sämmtliche Gleichungen; dadurch 
erhalten wir: 

A 1 A2 + A 1 + A. + = - (u-a)" - (u-a) 5 - • • • (u+a)" (u+a) 5 • • • 

Jetzt suchen wir hierin die Coefficienten von u-n auf, wobei n nicht 
grösser als 2q + 1 zu denken ist. Der Coefficient von u-n in 1: (u-a) 
ist an-t, in 1:(u-a)2 ist er (n-1)an-a, ebenso(n-1)tn-2 in1:(u-t)2, 

ferner allgemein in (u-a)_,. ist er (n-1)n-r an-r oder (n-1)r-1 an-r 
und daher in dem Factor von 1: p in Pq(u- a) (siehe Gleichung (17)): 

(n-1)p-1 an-p + (n-1)2(p-1) an-apH + (n-1)s(p-l) an-SP+2 + ... 
+ (n-1)~(p-1) an-1->•(p-1) 

v (p-1)(<ln-1 
und insbesondere in dem Factor von t: 

(n-1)2 an-S+ (n-1)4 an-5 + ... + (n-1)2> an-2>-1 

= t ((a + l)n-1 + (a-1)n-1 _ 2an-1) 

2v(<) n-1. 

Wird -a an Stelle von a gesetzt, so hat das den Erfolg, dass alle Glieder 
ausser der Summe nach t den Factor 1 + (-1)n erhalten, derselbe ist 0 

gesetzt wird, (wo e' und ~· dasselbe für u+ 1 bedeuten, was e und~ für u sind): 

( 1 1 ) 1 1 t tt 2 + (u+I) 2 - u + u+l + 'P(u)- P(u+ 1) 

A1 A 2 Aq + A1 + + Aq 
= - u" - us - ... - ~2q+l (u+l)" . . . (u+l)2q+1 

c c• 
+ u2q+a + (u+l)2q+S 

Mittels dieser Gleichung, welche eine Schätzung des Fehlers gestattet, wird die 
links stehende Function von u in eine halbconvergente nach fallenden Potenzen 
von u und u+l fortschreitende Reihe entwickelt. 
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für ungerades n, 2 für gerades n, auch die erwähnte Summe ist im ersten 
a-1 

Falle 0, aber im zweiten Falle: 2 ~ tn-2, so dass wir für ein ungerades n 
1 

die identische Gleichung 0 = 0 erhalten. Nehmen wir n gerade = 2m+ 2 
a a-1 

an, und setzen ~ t2"' - a2"' statt ~ t2"', so erhalten wir die Gleichung: 
1 1 

a 

XCIV (2m+1) ~ t2"' +t ((a+1)2m+1+(a-1)2m+1-6a2m+1-2(2m+1)a2"') 
1 

+ ,:S ~ {(2m+1)p-1 a2m+2-p+(2m+1)2(p-l) a2"'+3- 2P + ... 

+ (2m+l)v(p-1) a2m+1-v(p-1)} 

+ {(2m+1)2 A1 a2"'-1+ (2m+1)4 A2 a2m-s + ... + (2m+1)2m Ama} = 0, 

v(p-1)< 2m+1<(v+ 1) (p-1) 

wo die Summation nach p über alle ungeraden Primzahlen bis 2m+ 1 
auszuführen ist. 

Diese Recursionsformel hat nun den positiven ganzzahligen, sonst will­
kürlichen Parameter a und wir werden denselben nun benutzen, um den 
Nachweis zu führen, dass A111 eine ganze Zahl ist, falls A1 , A2 , ••• Am-1 
es sind. Wir setzen zu dem Zweck: 

a=2m+l 

und wollen die ganze Gleichung durch (2m+ 1)a oder a2 dividiren, wo­
durch Am den Factor 1 erhält. 

Statt der mit } multiplicirten Klammer können wir auch schreiben: 

dieser Ausdruck lässt sich durch a2 und (wie die frühere Form zeigt) 
durch 4, also durch 4 a2 heben. In der letzten Klammer in XCIV lässt 
sich jedes Glied durch a2 heben. Wir kommen nun zur Summe nach p. 
Wenn die Differenz, die wir der Kürze wegen mit (j bezeichnen wollen: 

Ö=2m+1-v(p-1) 

grösser als 1, also mindestens 3 ist, so können wir a 2 herausheben und 
es ist dann nach§ 17, (7) (mit 1X=2m-1, t=O, ,u=2m+1) der 

1 
zurückbleibende Factor von - durch p theilbar. Ist aber 0 = 1, so sind 

p 
zwei Fälle zu unterscheiden, nämlich dass p in 2m+ 1 aufgeht, oder dass 
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p in 2m+ 1 nicht aufgeht, also prim gegen 2m+ 1 ist. In diesem 
1 

letzteren Falle heissen die beiden Schlussglieder des Factars von 
p 

(20) (2m+ 1hm+t-p aP +(2m+ 1)a; 

wir können daher, da p mindestens 3 ist, diese und somit den ganzen Factor 
durch a2 heben, aber nach der genannten Gleichung ebenfalls durch p, folglich 
auch durch pa2. 

Ist endlich Ö = 1 und gleichzeitig p ein Theiler von 2m+ 1 oder a, 
so ist im ersten Glied der Summe (20) aP durch a2p theilbar und umsomehr 
die Potenzen von a in den vorangehenden Gliedern, das letzte giebt aber 
durch a2p getheilt 1 : p. Sind also p, p', p" . . . diejenigen Primzahlen 
unter denen, über welche sich die Summation in XCIV zu erstrecken hat, 
welche in 2m+1 aufgehen, während gleichzeitig p-1, p'-1, p"-1 ... 
Theiler von 2m sind, so lässt die Summe nach p, wenn wir sie durch a 2 

dividiren, den Rest 
1 1 1 
p-+p.+pu+··· 

Dividiren wir nun noch das Anfangsglied von XCIV, worin wir die Summe 
auch nach früherer Bezeichnung als 82m(a) schreiben können, durch a2, so 
erhalten wir als Gesammtwerth des Restes der Division der linken Seite 
von XCIV durch a2 ausser Am· den Ausdruck: 

S 2m(a) 1 1 1 
-a- + p + p' + ?' + ... , 

worin p, p', p" ... diejenigen Primfactaren von a sind, welche um 1 ver­
mindert 2m theilen. Dieser Ausdruck ist aber nach dem von v. Stau d t 
bewiesenen durch Gleichung (12) des § 16 dargestellten Satze eine ganze 
Zahl. Folglich ist auch Am eine ganze Zahl und somit der Staudtsche 
Satz von Neuern bewiesen. 

3. Schliesslich möge der eigenthümliche theoretisch interessante Zu­
sammenhang der B. Z. mit der Anzahl der Primzahlen hervorgehoben werden. 
Setzen wir in XCIV a = 0, wodurch die Hermitesche Gleichung XCI 
entsteht, bezeichnen ferner 

2 h~l {C2m+ 1)2h +(2m+ l)41, + ... +(2m+ 1)2•h} =P(m, h) 

und setzen fest, dass fJ(2h + 1) = 1 sein soll, wenn 2h + 1 eine Primzahl 
ist, und= 0, wenn 2h + 1 eine zusammengesetzte Zahl ist, so können wir 
die Gleichung XCIV folgendermaassen schreiben: 

(22) P(m, 1) l9(3) + P(m, 2) fJ(5) + ... + P(m, m) fJ(2m+ 1) 

=1-m-211m-t_ {C2m+1)2 A1 +(2m+1)4 ~ + ... +(2m+1)2m Am}. 
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Denken wir .uns also .A1, .A2 , ••• Am gegeben, so können wir nach­
einander 8 (3), 8 (5), ... 8 (2m+ 1) berechnen und aus ihren 
Wertben 1 oder 0 erkennen, ob ihr Argument eine Primzahl 
ist oder nicht. So hängen die m ersten B. Z. mit der Anzahl 
der Primzahlen . unter den ersten m ungeraden Zahlen zu­
sammen. 

Z. B. folgen für m = 3 und m = 4 aus den bekannten W erthen 
(siehe am Ende des § 16): .A1 = ~ = .A3 = A 4 =- 1 die Gleichungen: 

21 8 (3) + 7 e (5) + 8 (7) = 29 

85 8(3) + 27 fJ(5) + 12 8(7)+ fJ(9)= 124; 

sind nun e (3) und fJ (5) als 1 bekannt, so folgt aus der ersten Gleichung 
fJ (7) = 1, 1aus der zweiten fJ (9) = 0, also ist 7 eine Primzahl, 9 eine 
zusammengesetzte Zahl. 

Bezüglich eines anderen Gegenstandes der Lipschitzschen Abhandlung 
(nämlich des Zusammenhanges von lP(t~) für s= 1 mit der Riemannschen 
Function t (s)) ist auf das Original selbst zu verweisen. 

§ 19. 

Congruenzen zwischen den Bernoullischen und zwischen den 
Eulerachen Zahlen. 

1. Herr Kummer stellt folgenden Satz aufl): 

"Wenn cp (x) eine Function von x ist, welche in eine nach auf­
steigenden ganzen Potenzen der Grösse (erx- e•x) geordnete Reihe sich 
so entwickeln lässt, dass die Coefficienten dieser Entwickelung rationale 
Zahlen sind, in deren Nennern die Primzahl A. nicht als Factor vorkommt, 
und wobei r und s rationale Zahlen sind, deren Nenner den Primfactor 2 
ebenfalls nicht enthalten, wenn ferner dieselbe Function cp (x) nach Potenzen 
von x entwickelt folgende Reibe giebt: 

(1) 

so findet unter den Coefficienten dieser Entwickelung folgende Congruenz 
statt: 

(2) Am- (n)1 Am+l-1 + (n)2 Am+2l-2 + ... + (-1)n Am+nl.-n 

-0 (mod. A"). 

1) J. für Math. Bd. 41 (1850), S. 368. "Ueber eine allgemeine Eigenschaft 
der rationalen Entwickelungscoefficienten einer bestimmten Gattung analytischer 
Functionen." 
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Die Zahlen m und n sind beliebige ganze Zahlen und nur der emen Be­
dingung unterworfen, dass m > n ist. 

Die besonderen Fälle für n = 1, 2, 3 sind: 

(3) Am- Am+l-1 _ 0 (mod . .A.); m > 1, 

(4) Am- 2Am+l-1 + Am+21.-2 0 (mod. A2); m> 2, 

(5) Am- 3 Am+l-t + 3Am+2l-2- Am+sl-3- 0 (mod . .A. 3); m > 3." 

Der Ausdruck Congruenz ist bei diesem merkwürdigen Satze in dem 
allgemeineren Sinne zu verstehen, dass, wenn die A",, Am+l.-1 u. s. w. ge­
brochene Zahlen sind, der Zähler der linken Seite von (2) sich durch .A,n 
theilen lässt. Der Beweis desselben ist folgender: 

(6) 

Nach Voraussetzung ist: 

00 

f{J (x) = ::S, ak ( e•·x - &·"')k' 
0 

also nach dem binomischen Lehrsatz: 

(7) 

Um die Entwickelungscoefficienten der Reihe (1) zu erhalten, differentiiren 
wir (7) mmal nach x und setzen x = 0, das giebt: 

00 " 
(8) Am=~~ (-1)" (k)h ak {r(k-k) +sk}'". 

0 0 

Setzen wir: 
r (k- k) + sh = t, 

so hat, wenn auch r und s gebrochene Zahlen sind, t im Nenner nicht 
den Factor .A., ebensowenig wie ak, und es wird die linke Seite von (2), 
welche wir mit L bezeichnen wollen: 

00 k 

(9) L = ~4 ~ (-1)h (k)h ak {t'n- (n)1 tm+l.-1 + (n)2 tmHI.-2 + ... 
0 0 

00 k 

= ~ ~ ( -1)h (k)h ak tm (1-tl-l)n. 
0 0 

Besitzt nun t den Factor A, so ist t"' durch A"' theilbar, besitzt es den 
Factor A nicht, so ist nach dem Fermatschen Lehrsatz (1-tl-l)n durch 
.A,n, also jedes Glied der Doppelsumme in (9) und somit sie selbst ebenfalls 
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durch die kleinere der beiden Potenzen .Ä!" und A,n theilbar 1), da keiner 
der Factoren A sich gegen einen gleichen in einem Nenner aufheben kann. 
Nehmen wir, der Voraussetzung gernäss m > n an, so ist hiermit die Con· 
grnenz (2) bewiesen. Wir machen von derselben nunmehr mit Kummer 
zuerst eine Anwendung auf die Bernoullischen und dann auf die Euler­
schen Zahlen. 

2. Setzen wir in § 2, (5) oder in der damit identischen Gleichung 

(1 0) _1_ - _!_ - _!_ + B, - B2 3 + Ba 5 -
e-"'-1- X 2 2! X 4! X 6! X + ... 

ax statt x, wobei a eine beliebige positive ganze Zahl ist, multipliciren 
mit a und ziehen davon (10) selbst ab, so erhalten wir (vgl. § 15, (8)): 

(11) _a _ __ 1_ = 1-a + B, (a2 - 1) x _ B. (a4 __ 1) xs + ... 
eax_1 eX-1 2 2! 4! -

Die linke Seite, die wir mit cp(x) vergleichen, können wir nach ganzen 
aufsteigenden Potenzen der Grösse z = e·" -1 entwickeln, denn sie ist: 

(12) 1 
z 

1 ( z z2 za-!)-1 1 = - 1 + (a)2 - + (a)3 - + ... + - - -, z a a a z 

b . 'h 1 " hbt WO e1 SIC - tOrt e . Ist nun A eine beliebige Primzahl, und a so ge-
z 

wählt, dass es nicht durch A theilbar ist, so erhält kein Nenner in der 
Entwickelung von cp (x) nach z den Factor A, und die Grösse t (in 
Gleichung (9)) ist überhaupt eine ganze Zahl, da r = 1, s = 0 ist, also 
ist auf diese Function cp (x) die Gleichung (2) anwendbar und der Vergleich 
der rechten Seiten von (1) und (11) ergiebt für m = 2'11 - 1 und m = 2v: 

(13) 
a2'-1 J A2v-1=(-1)•-1 ~ B,. 

t A2v =0. 

Nun ist A, -1 eine gerade Zahl; nehmen wir also m = 2v- 1, so sind 
alle Glieder in (2) von 0 verschieden, und zwar ist, wenn z. A.: 

l-1 . 
~mit,u 

bezeichnet wird : 
a2(v+k~t)_ 1 

Am+k(J.-1) = A2(v+k~t)-1 = ( -1 )•+k,u-1 - 2""(-;-v---;-+--ok----op,) 

1) Ist t gebrochen= t,: t21 so ist der Zähler von 1-tJ.-1 nämlich t!-1-t!-1 

= (t!-1-1)- (t~-1 -1) durch J. theilbar. 
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und die Congruenz ( 2) unter Fortlassung des Factors ( -1 )•-l: 

XCV 
a2'-l a2'+2~-'-1 a2•+'."-1 
~2-;- B,.- (-1)~-' (n)1 211+2/l- B•+.u + (n)2 211+4.u B,+2,u 

a2•+6,u _ 1 aSb+2n,u _ 1 
-(-1}"(n)s 2v+6.u B,+s,.+ ... ± 211+2n.u B•+n,u O(mod . ...J.n) 

.t-1 = n+1 
f..t=-2-, v>-2-. 

Die Bedingung für v entstammt der obigen: rn > n; ist dieselbe nicht 
erfüllt, so ist der Modul der Congruenz A.2•-l. 

Wir nehmen nunmehr für a eine primitive Wurzel von A und legen 

dem v die Bedingung auf, kein Vielfaches von .t 2 
1 zu sein: dann 

ist a2''-1 nicht durch A, theilbar (siehe § 15, Nr. 3, V), aber wohl 
a21-'-1 =a.i!-1-1 und es sei: 

(14) a2." = 1 + cA., 
wo c eine positive ganze Zahl ist. Wir führen nun die Bezeichnung: 

) B,. B,·+u B•+2u ( B,+sl-' 
(15) 1p(v,n =--(-1}"(n)1 -+' +(n)? -+2· - -1}"(n)3-+3 +··· 

V 11 .U -11 .U 11 fL 

+ B,+n,u 
- 11+n.u 

ein und wollen beweisen, dass 1p(v, n) durch A,n theilbar ist. Zu dem Zweck 
bilden wir den Ausdruck: 

Derselbe ist, nach Potenzen von A. geordnet: 

(16) 
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Nun ist, wie leicht zu übersehen: 

(17) 

also ist der Coefficient von ± ck ).k in (16): 

d. i. nach der Bezeichnung ( 15) : 

= (n)k. lf (v+ kf.J,, n-k) 

und demnach: 

(19) lJI(v,n)=lp(v, n)±(n)1 CAVJ(V+f-l, n-1) ± (n)2 c2A21p (v+2f-l, n-2) ± ... 

± (n)n-1 c"-1 A,n-1 lp (v + ( n-1) ,u, 1) ± c" A111p (v + nf.J,, o ), 

worin überall ± geschrieben wurde, weil es beim Beweise auf das Vor­
zeichen nicht ankommt. Sei nun v' irgend eine ganze positive Zahl, die 

kein Vielfaches von .t-; _1 ist, und seien die Congruenzen: 

1p(v', 1) -- 0 (mod.J.), 1p(v', 2) 0 (mod./. 2), ••• lp(v',n-1)==0 (mod.J."-1) 

bewiesen, so ist, da v + k,u eine Zahl ist, die der Forderung für v' genügt, 
VJ(v+kf-l, n-k) durch }.,n-k theilbar, daher folgt aus (19): 

(20) lJI(v,n) = '!f(v,n) + A2", 

wo A eine ganze oder mindestens eine rationale Zahl ist, deren Nenner 
nicht den Factor ). enthält. .Jetzt lautet die Congruenz XCV nach Multipli­
cation mit 2 : 

a2' lJI(v, n) - lp (v, n) :::= 0 (mod. A"), 

folglich ist nach (20): 

(a2•- 1) 1p (v, n) 0 (mod. A") 

also, da a2• - 1 nicht durch ;., theilbar ist: 

(21) !p (v, n) == 0 (mod. Än). 

Dieser Beweis kann aber genau in derselben Art von n = 1 an beginnen, 
die Congruenz (21) ist also allgemein bewiesen, d. h. wir haben: 
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XCVI 

worin v kein Vielfaches von f-t sein darf. 

Beispiel. Für Ä = 7, n = 2, v= 2 ist: 

}.-1 - n+1 
f-t = 2' 1' > -2-' 

B2 + 2 B 5 + B8 41895 _ 3. 19 72_ 
2 5 s=2•.s:-5.ll.i7-2'.11.17" 

3. Weit einfacher ist die Anwendung der Congruenz (2) auf die 
Secantencoefficienten. Es ist nämlich nach § 9, (1): 

(22) 

X X 

und wenn e 2" - e- 2" = z gesetzt wird: 

also cp(x) eine Function, die dem obigen Satze genügt (r = t, s =-t); 
der Vergleich von (22) mit (1) giebt: 

A2v-l = Ü 

A21• = ( -1 )'' IX,, 

und folglich ist unmittelbar: 

XCVII x, + (-1)u+l (n)1 Xv+.11 + (n)2 OCv+2.u + (-1}"+1 (n)s !1:•+3!• + .. • 
+ (-l)n(.u+l) O':v+n.u --0 (mod. A.n) 

A.-1 - n 
.U = -2-' V > -2· 

Hieraus lassen sich sehr leicht einige interessante Eigenschaften der Euler­
schen Zahlen ableiten, die zuerst von Scher k 1) angegeben sind. In § 15 
ist am Ende von Nr. 1 gezeigt, dass die ßm von m = 2 an ganze gerade 
Zahlen sind; hieraus folgt nach Gleichung XV, dass die oo;m von m = 1 an 
ungerade ganze Zahlen sind; die ersten derselben sind (siehe § 4) oc1 = 1, 
oc2 = 5, IX3 = 61, rx4 = 1385. Setzen wir nun in XCVII: n = 1, A. = 3 
und v der Reihe nach = 1, 2, 3, ... so folgt nacheinander, dass 

1) In der im § 4 citirten Abhandlung. 
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durch 3 theilbar sind ; nun ist cx1 -: 1 durch 3 theilbar, also folgt der 
Reihe nach, dass cx2 + 1, oc3 - 1, cx4 + 1, oc5 - 1 u. s. w. durch 3, und 
da es gerade Zahlen sind, durch 6 sich theilen lassen. 

Ferner sei n = 1, A = 5, so folgt, dass cxvH- exv durch 5 theilbar 
ist; nun ist oc1 = 1, also müssen cx8, cx5, u. s. w. mit 1 oder 6 endigen, 
also, da es ungerade Zahlen sind, mit 1 ; dann ist oc2 = 5 , also müssen 
cx4, cx6, u. s. w. mit 5 oder mit 0 schliessen, folglich als ungerade Zahlen 
mit 5. 

Weitere sich hier ansebliessende Eigenschaften der Eulerschen Zahlen 
und ihrer Diff'erenzenreihen sind von Stern 1) aufgefunden worden; näher 
darauf einzugehen, würde den Rahmen dieses Buches überschreiten. 

§ 20. 

Congruenzen zwischen den Lipschitzschen Producten und zwischen 
den Tangentencoefflcienten. 

1. Wir verstehen unter den Lipschitzschen Producten die in den Gleichungen 
LXXXIX mit G8 und G4 bezeichneten, von denen Lipschitz (s. § 15, 
No. 2) bewiesen hat, dass sie ganze Zahlen sind, und wollen zeigen, dass sie, 
mit richtigem Vorzeichen genommen, an Stelle der Grössen Am, Am+l-l u. s. w. 
in die Congruenz (2) des § 19 eingesetzt, dieselbe befriedigen. Zu dem 
Zweck knüpfen wir an die Congruenz XCV an, in welcher v nur die Be-

dingung zu erfüllen hat, nicht kleiner als ntl zu sein, und setzen 
darin z. A. 

(1) 

dann ist sie : 

(2) F(v, n) = f(v) + (-1}"+1 (n)1 f(v+t-t) + (n)d(v + 2,u) 

+ (-1)~<+1 (n)3 f(v+3,u) + ... ±f(v+n,u)-0 (mod. An), 

wobei F(v, n) eine Bezeichnung für die linke Seite sein soll. Sei nun b 
eine ganze, durch A nicht theilbare Zahl und sei H der Ausdruck: 

(3) H =f(v) + (-1)1'+1 (nh b2·"f(v+,u) + (n)2 b41' f(v+ 2,u) + ... 
± binl'f(v+nt-t); 

setzen wir dann ähnlich wie in Gleichung (14) des § 19: 

b2." = b}·-1 = 1 +CA, 

1) J. für Math. Bd. 79 (1875), S. 67. 
Saa.lschütz. 11 



162 Dritter Abschnitt. Zahlentheoretische Untersuchungen. 

so ist der Coefficient von ± d< A,k, genau entsprechend dem dortigen Aus­
druck (18): 

(n)k{f(v+k.u)+ (-l)~'+1 (n-k)1 f(v+kp, + .u)+(n-k)2 f(v+k.u+2.u) + ... 
+ f(v+k,u+n-k.u)}. 

Hierin ist aber die Klammer nichts Anderes als F(v+kp,, n-k) und 
folglich nach (2) durch A,n-k theilbar, daher ist H durch Jn theilbar und 
wir haben also nach Multiplication mit b2"' die Congruenz : 

(4) bb f(v) + (-l)~t+I (n)1 b8"'+2,u f(v+.u) + ... 
± b2vHn~t f(v+n,u) =: 0 (mod. Jn) 

und auch, wenn wir Congruenz (2) hiervon abziehen: 

(5) (b2•-1) f(v) + (-1)"+ 1 (n)1 (b2"'+2~<-1) f(v+p,) + ... 
± (b2•+2n~t-1) f(v+n,u) =: 0 (mod. A,n). 

Nehmen wir nun in (4) b gleich a, in (5) b prim zu a an, so erhalten 
wir mit Benutzung von (1) die Congruenzen im eigentlichen Sinne des Wortes : 

(b2• -1) (a2"'-1) (b2•+2~'-1) (ali•H~t_1) 
xcvmb 21' B,. + (-1)~'+1 (n)1 21'+ 2!' B,.+~< 

(bb-1-'!' -1) (ali•Hft -1) + (n)2 2v+4l' Bntll,u + ... 
(bbt2n,u_1)(ab+2n,u_1) _ n + (-l)nt~<tl) 2" + 2nl' B"'+n~t = 0 (mod. Ä ) 

l.-1 >n+1 
p=-2-' V=~· 

Hierin sind die einzelnen Summanden, wie bereits bemerkt, von Lipschitz 
als ganze Zahlen nachgewiesen worden. Setzen wir in XCVlila a = 2, so 
erhalten wir als speciellen Fall, indem die Lipschitzschen Producte in 
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die Tangentencoef:ficienten übergehen, folgende von S t er n entwickelte 
Congruenz 1) : 

XCIX p., + (-1)~'+1 (n)l P•+l' + (n)2 ß•+211- + (-1)~'+1 (n)a ß•+B!' + · · · 
+ (-1)n(l'+1> p•+nl' = 0 (mod. A,n) 

A.-1 >n+l 
J.l = -2-' V= ---r· 

Setzen wir hierin A. = 3, n = 1, v > 1, so folgt, wie bei den E ulerschen 
Zahlen, dass Pt. -1, P2 + 1, Pa -1, p4 + 1 u. s. w. durch 3 theilbar sind; 
setzen wir A. = 7, so ergiebt sich, dass p., + P•+s (wie ebenfalls auch 
«" + IX.,+8) durch 21 theilbar ist. Setzen wir A. = 5, so sehen wir, da 
P1 = 1 , P2 = 2, dass von Pa an die Tangentencoef:ficienten (als gerade 
Zahlen) abwechselnd mit 6 und 2 schliessen müssen, worauf zuerst Stern 
(a.a.O.) aufmerksam machte. Derselbe entwickelt (ib.) aus der Congruenz XCIX 
bezüglich der Differenzreihen der Tangentencoef:ficienten Folgendes: 

Für A. = 5 ist die linke Seite von XCIX nämlich: p.,- ( n )1 ßv+2 ± ... 
diente Differenz der Reihe ß.,, p"+,., p.,+, u. s. w. Ist nun v eine ungerade 
Zahl, so ist, nach § 15, No. 1. am Ende, ß., durch 22•-2, p.,+2, p"+' u. s. w. 
durch höhere Potenzen von 2 theilbar, folglich auch der ganze Ausdruck 
p., -(n)1 Pv+2 + (n)2 p.,+4 + ... durch 22>-2 theilbar. Ist nun v nicht nur 

> ntl, wie es für XCIX verlangt wird, sondern> ntl (z. B. für n=5 

nicht v > 3, sondern v > 5), so ist 2v,- 2 > n und daher genannter 
Ausdruck durch 10n theilbar, d. h.: 

Sämmtliche Glieder der nten Differenzreihe der Zahlen ß", 
p,+2• p,.+4 u. s. w. schliessen mit n Nullen und diejenigen der 1ten, 
2ten, 3ten Differenzreihe u. s. w. mit bezüglich 1, 2, 3 u. s. w. Nullen. 

Hieraus folgt, dass die den Nullen vorangehende geltende Ziffer in 
jeder Zeile constant bleibt, nur in der letzten Zeile ist die erste dieser 
Ziffern von den anderen verschieden. In dem folgenden der Sternsehen 
Abhandlung (mit Verbesserung eines Fehlers in ßt5 und den darunter 
stehenden Differenzen) entlehnten Beispiel ist in der ersten Rubrik, welche 
die Nummer der Differenzreihe oder den W erth von n angiebt, der hierfür 

1) Stern leitet dieselbe in der Abhandlg. im J. für Math. Bd. 88, S. 85 
direct ab, indem er die Voraussetzung des Kummersehen Satzes im vorigen 
Paragraph dahin erweitert, dass cp(x) (vgl. § 19, (6)) in der Form: 

sich darstellen lässt. 

00 

q;(x) = &x ~ ak (er"'- e•x) 
0 

11* 
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ausreichende kleinste W erth V{)n 11 in Parenthese beigefügt. Von ß7 an 
sind nur die 7 letzten Ziffern angegeben. 

Diff. I (3) 

" II (3)
1 

" Ili (3), 

" IV (3)1 

" V (5)/ 

ßa ßs / ß1 ß9 ß11 ß1a 
1 

ß1s 
16 7936 . 2368256.5342976 . 3124096 . 7983616 .1473536 

7920 23603201 2974720 7781120 4859520 3489920 

2352400 0614400 4806400 7078400 8630400 

8262000 4192000 2272000 1552000 

5930000 8080000 9280000 

2150000 1200000 

Für ß. = ß3 ist also die 4te Differenzreihe als letzte anzusehen, für ßv= ß5 

erst die 5te (mit 1200000 als Beginn); der Congruenz XCIX für n = 5 
genügt schon 11 = 3, daher fangt die letzte Reihe mit . 2150000 an, d. h. 
mit einer Zahl, die den Factor 55 . 24 besitzt. 

Ist 11 eine gerade Zahl, so ist ein derartiges Gesetz nicht allgemein 
gültig. I) 

2. Herr Stern macht von der Congruenz XCIX noch Anwendungen 
anderer Art. Setzen wir darin 11 = 1 und n = 1, so folgt: 

oder: 

(6) ßu+l (-1}u (mod . .2) 

oder auch: 
.1.-1 

(7) ß<+l --- (-1)_2_ (mod . .2); 
-2-

setzen wir weiter in XCIX n = 1 und 11 = 1 + ltp, h = 0, 1, 2, ... k -1, 
so erhalten wir: 

(8) 

1) Z. B. für n = 121, v = 62 ist ß62 durch 22•-•-r (r = 1), d. i. durch 2"' 
theilbar, aber ß64 nur durch 2128_ 2_ 6 = 2120, also auch die Reihe ß62 - 121 {164 ± ... 
nur durch 2120, so dass die 121" Differenzreihe in ihren Zahlen nicht 121 Nullen 
am Ende, sondern 120 Nullen und eine vorangehende 5 zeigen würde. (Der 
Sternsehe Beweis für seine, im Text negirte, Behauptung enthält ein leicht zu 
entdeckendes V ersehen.) 
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und wenn wir diese Congruenzen miteinander multipliciren: 

(9) 

Aus dieser Sternsehen Gleichung können wir eine interessante Folgerung 
ziehen. Bezeichnen wir nämlich kfl + 1 mit m, so ist A eine ungerade 

Primzahl der Art, dass a 2 
1 in m- 1 oder A- 1 in 2 (m -1) aufgeht; 

sind nun A, A1, A2, ••• Ar sämmtliche Primzahlen dieser Art, so folgt aus 
obiger Congruenz (wobei die Bedeutung von k1, k2 u. s. w. und fll, fl2 u. s. w. 
sich von selbst ergiebt): 

Pkp.+l + (-l)k~'-+ 1 =Pm+ (-l)m ist theilbar durch A 

" " 

" " 
A,. 

also: 

c 

Nun sind aber Ii, li17 ~ •••• Ar nichts Anderes als die Staudtschen Prim­
zahlen für m- 1 mit Fortlassung von 2, daher können wir die Congruenz 
C auch in Worten so aussprechen: 

Die Summe Pm+ (-l)m ist durch den halben Nenner von 
Bm-l theilbar. 

Bei kleinen Wertben von m (etwa bis m = 10) kann man Pm aus 
seinen zahlentheoretischen Eigenschaften, zu denen auch die Theilbarkeit 
durch 2~m-2-r (s. § 15, No. 1, a. E.) gehört, wenn man seinen Werth mittels 
der aus § 2 (18) und § 4 (3) folgenden Formel : 

(2m-l)! 22m+l 
Pm= 2m T'J.'NI 

n: 

auf etwa 7 Ziffern berechnet (T2m darf gleich 1 gesetzt werden), genau 
finden; für grössere m reichen die genannten Eigenschaften dazu nicht 
mehr aus. Z. B. ist für m = 7 : 

P7 - 1 = 1365x, A = 4096y, 1365x- 4096y =- 1, 

hieraus: 
x= 3 + 4096n 

y= 1 + 1365n, 

worin n eine zunächst unbestimmte positive ganze Zahl ist; also: 

P7 = 4096 + 5591040 n; 
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der Näherungswerth ist: 

ß - lS! 215 
- 22370000 7- :n;14 - ' 

folglich n = 4 und hiermit genau: 

ß1 = 22368256. 

In dem ersten Theile der genannten Abhandlung von Stern sind mit Be­
nutzung anderer Principien Betrachtungen über eine .. Reihe von Zahlen 
angestellt, die mit den Tangentencoefficienten in ziemlich engem Zusammen­
hang stehen. Wir gehen auf dieselben hier nicht näher ein und schliessen 
diesen Paragraph und zugleich diesen zahlentheoretischen Abschnitt mit 
einer interessanten Congruenz aus demselben Aufsatz, die sich auf eine 
B. Z. mit einem Index von besonderer Natur bezieht. 

Drücken wir nämlich in· (7) ßJ.+ 17 wo A. eine beliebige ungerade Prim­
-2-

zahl war, durch die B. Z. aus, so erhalten wir: 

2l+1 (21.+1_1) - i.-;1 
· L+I B.t~I=(-1) (mod.J) 

oder, wenn wir mit A. + 1 multipliciren und rechts das Glied mit Ä fort­
lassen 

i.-1 

CI 2H1 (2i.+l_l) BHt- (-l)_ll_ (mod.J), 
-2-

und dies ist eine Congruenz im eigentlichen Sinne wie die meisten in diesem 
Paragraph, da auf ihrer linken Seite eine ganze Zahl steht. 



Vierter Abschnitt. 

Die Mac-La urinsehe Summenformel. 

§ 21. 

Das Restglied der Mac-Laurinsehen Summenformel in seinen ver­
schiedenen Gestalten.-Reihen mit positiven und negativen Gliedern. 

Die Unvollkommenheit der Mac-Laurinsehen Summenformel besteht, 
wie in § 3 gesagt, darin, dass dabei eine Abschätzung des begangenen 
Fehlers nicht möglich ist. Eine solche Absch!l.tzung ist bei allen unend­
lichen Reihen unerlässlich, bei den hier zur Verwendung kommenden aber 
um so mehr, als deren Glieder in die B. Z. multiplicirt sind und deshalb 
wegen des raschen Wachstbums der letzteren (s. § 2, (13) und (16)) sehr 
oft anfänglich abnehmen und dann wachsen. Reihen dieser Art heissen 
halb-convergent und haben gegenüber convergenten, bei denen der Fehler 
beliebig klein gemacht werden kann, die Eigenthümlichkeit, dass derselbe 
nicht mit Sicherheit unter eine bestimmte Grenze sich herab­
drücken lässt. Die Aufstellung eines Restgliedes ermöglicht es, zu erkennen, 
welche untere Fehlergrenze im gegebenen Falle überhaupt erreichbar ist, 
und wie weit, um sie zu erreichen, die Rechnung geführt werden müsste. 
Hiernach bleibt zu entscheiden, ob die erzielbare Genauigkeit ausreicht; dies 
ist aber häufig der Fall, und man wird oft sogar nach Beurtheilung des 
möglichen Fehlers in der Lage sein, die Rechnung schon vor dem Gliede 
genauesten Resultates schliessen zu dürfen, so dass die halbconvergenten 
Reihen vielfach äusserst nützliche Berechnungsmethoden liefern. 

Wir gehen nunmehr also daran, die Gleichung (15) des § 3 durch 
Hinzufügung eines Restgliedes zu vervollständigen und folgen dabei an­
fänglich der Darstellung des Herrn Schlömilch in dessen bekanntem und 
vortrefflichem Compendium der höheren Analysis 1). 

1) Zweiter Theil, in der Abhandlung über die Bernoullischen Functionen und 
die halbconvergenten Reihen. 
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Es ist, wenn, wie gebräuchlich, die Forderung f(x) n mal nach x zu 
differentüren und dann x + ht an Stelle von x zu setzen, durch f\n) (x + ht) 
ausgedrückt wird: 

(1) 
h h 2 hm 

f(x+ h) =f(x) + T f'(x) + 1.2 f"(x) + ... + 1. 2 ... m f(ml (x) 

1 

hm+t f + ---- (1-t)mf(m+tl (x +ht) dt, 
1.2 ... m. 0 

wie durch partielle Integration zu beweisen geht. Nehmen w1r der 
Reihe nach: 

f(x) = F(x), F'(x), F"(x), ... F<2n-ll(x) 

m=2n, 2n-1, 2n-2, ... 1, 

so erhalten wir die folgenden 2n Gleichungen: 

1 

+ h2n+1 f (1-t)2n F<2n+I) (x+ht) dt . 
• 0 1.2 ... (2n) 

F'(x +h)- F'(x) = ~ F"(x) + 1~22 F 111(x) + ... + 1. 2 ~~;~_1/'<2"l(x) 
1 

+ h2n f (1-t)•n-t F(2n+ll(x+ht) dt. 
, 0 1.2 ... (2n-l) 

F"(x+h)-F"(x)= !!_ F'"(x)+ !!!_ F'v(x)+ ... + h,•n-• F<2nl(x) 
1 1. 2 1. 2 ... (2n-2) 

1 

+ h2n-! f (1-W"-! F(2n"'- 1l(x+ht) dt, 
0 1. 2 ... (2n-2) 

1 

F<2n-l)(x+h) _ F<2n-1>(x) = ~ ffi2n)(x)--l--h2 L 1 1 t F(2n+l) (x+ht) dt. 

Die erste dieser Gleichungen multipliciren wir mit 1, die zweite mit a1 h, 
die dritte mit a2 h2, die vierte mit a 3 h3 u. s. w., wobei a1, a2, a3 u. s. w. 
vorläufig unbestimmte Coefficienten bedeuten mögen, und addiren dann alle 
Gleichungen; dies giebt: 
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(2)(F(x+h)-F(x)) + a1 h(F'(x+h)-F'(x)) + a2 h2(F"(x+h)-F"(x)) + ... 
+ a2n-lh2n-1 (F(lln-1) (x+h)-F(2n-1)(x)) = hF'(x) 

+ (i! + ;!) h2 F"(x) 

+ (;! + ~~ + -fi) h3 F 111 (x) 

+ ( 1 + a, + a2 + + a2n-1) h2n F(2n)( ) 
(2n)! (2n-1)! (2n-2)! ·· · -----rr- X 

1 

+ h2n+1 J {Q-t)lln + Cl_, (l-t)2n-l + + a2n-1 (1-t)} """2n+l) ( +ht)dt 
o (2n)! (2n-1)! · ·· 1! .I'' X • 

Ueber die noch unbestimmten Coefficienten aH a2, ••• a 2n_1 wollen wir 
jetzt so verfügen, dass rechts die mit h2, h3, ... h2n multiplicirten Aus­
drücke wegfallen, dass also folgende 2n-1 Gleichungen stattfinden: 

~ + a, + a2 =Ü 
3! 2! 1! 

1 + a, + a 2 + + a2n-1 0 
(2n)! (2n-1)! (2n-2)! ··· -----rr- = · 

Diese Gleichungen sind dieselben wie§ 3, (5) (mit k= 2n-1), deren 
Auflösung durch § 3, (13) gegeben ist. Daher wird, wenn wir zur Ab­
kürzung den Inhalt der Klammer unter dem Integralzeichen mit 

bezeichnen, so dass also: 

cp (t, 2n) 
(2n)! 

(3) rp(t, 2n) = (1-t)2n- n (l-t)2n-I + (2n)2 B1 (1-t)2n-2 

- (2n)4 B 2 (1-t)2n-4 ± ... + (-1)n (2n)2n-2 Bn-1 (1-t)2 

ist, aus Gleichung (2) folgende: 
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(4) 

J
F(x + h)- F(x) -th {F'(x + h)- F'(x)} 

+ B2~• {F" (x + h)- F"(x)} + ... = hF'(x) + R2n, 

l 1 
2n+l 

R2n = ~2n)! L qJ (t, 2n) FC2n+l) (x + ht) dt; 

also ist auch: 

(5) h F'(x) = F(x+h)- F(x)- ~{F'(x + h) -F'(x)} 

+ B2~2 {F"(x+h)- F"(x)}- B~r {F<4l (x+h)- FC4l(x)} ± ... 

+ (-l)n B(%1 h~~~· {F(2n-2)(x+h) -F(2n-2) (x)}- R2n· 

Setzen wir hierin der Reihe nach: 

x=a, a+Tt, ... a+(q-l)h 

und addiren alle Gleichungen, so entsteht: 

(6) h{F'(a) + F'(a +h) + ... + F'(a +q-l h)} 

= F(a + qh)- F(a)- ~ {F'(a + q-1 h)- F'(a)} ± ... 

+ (-l)n B(.; h;~~ {F(2n-2) (a +qh) _ F(2n-2) (a)}- ~R2n, 

worin ~R2n die Bedeutung hat: 

(7) 
1 

h2n+t f q-1 
~R2n = -(2 )' qJ (t, 2n). ~k F(2n+1>(a+kh +ht) dt. 

n · o o 

Führen wir nun statt der Function F(x) eine andere mittels der Gleichung 

F'(u) = ((1t) also F"(u) = f'(u) u. s. w. 

ein, setzen : 

(8) 

und 
q-1 

~.((m>(a+kh+ht) = Um(t), 
0 

so dass 
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b 

Lt(u) du = F(b)- F(a) 

und: 
q-1 q-1 

(10) ~F<2n+l>(a+kh+ht) = ~f<2n>(a+kh+ht) = U2n (t) 
0 0 

werden (wobei die Differentiation, wie gesagt, nach dem Argument oder 
nach ll auszuführen ist), so erhalten wir nach (6) und (7) und mit Be­
nutzung der Abkürzungen 

(11) V= B1 ~~ (f'(b) -f'(a))- B2 :; (f 111 (b)-(111 (a)) ± ... 

+ (-1)" Bn_1 (2~:;)! (f<2n-3)(b) _ f(2n-3)(a)), 

(12) 

diese Gleichung: 

CII h {t(a) + f(a + h) + ... + f(a + q-1h) + f(a + qh)} 

b 

= Lt(x)dx+~(f(b)+f(a))+ V+P2"; a+qh=b. 

Wir wollen nun mit Hülfe unserer Gleichungen für die B. Z. diejenigen 
Eigenschaften der unter dem Integralzeichen stehenden, durch (3) definirten 
Function cp (t, 2n) 1), welche wir zur Umformung obiger Summenformel 
brauchen, ableiten. Zunächst ist: 

(13) cp (t, 2n) = cp (1-t, 2n), 

denn in der Differenz : 

q;(t, 2n) -cp(1-t, 2n)= {(1-t)2"- t2n}- n {(1-t)2n-1_t2n-l} 

+ (2n)2 Bl {(1-t)2n-2_ t2n-2} +. ·• 

+ ( -1)n-k+1(2n)2n-2k Bn-k {(1- t)2k- t2k} ± ... 

+ (-l)n (2n)2n-2 Bn-1 {(1-t)2-t2} 

1) Dieselbe ist (unter dem Namen der Bernoullischen Function) ziemlich 
gleichzeitig von Raabe und Malrosten discutirt worden. (Vgl. § 12 am Anfang.) 
In der Malrostensehen Abhandlg. stehen u. A. die im Text mit (13), (16) u. s. w. 
bezeichneten wichtigen Gleichungen. 
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ist der Coefficient von t2k: 

(2n)2k-t (2n) (2n-1)zk + (2n)2 (2n-2)2k B1 -(2n)4 (2n-4)2k B2 ± ... 
+ (-l)n-k (2n)zn-2k-2 (2k + 2)2k Bn-k-1 

d. i. mit Benutzung von Gleichung (17) des § 19 : 

= (2n) 2k {1-t (2n-2k) + (2n-2k)2 B1 - (2n-2k)4 B2 ± ... 

+ ( -1)n-k (2n-2k)2n-2k-2 Bn-k-1} 

und hier ist die Klammer nach II, wenn darin m = n - k - 1 gesetzt 
wird, Null. Ebenfalls ist der Coefficient von t2k+1 : 

=- (2n)2k+1 {1-t(2n-2k-1)+ (2n-2k-1)2 B1-(2n-2k-1)4 B2 + ... 

+ ( -1 )n-k (2n- 2 k-1 )2n-Sk-2 Bn-k-1} 

nach I mit m = n - k - 1 gleich Null. Wir dürfen also auch die 
Definitionsgleichung (3) ändern, indem wir auf deren rechte Seite t statt 
(1-t) setzen. Wir erklären also: 

(14) f{!(t, 2n) = t2n- 22n t2n-1 + (2n)2 B1 t2n-2_(2n)4 B2 t2n-4 ± ... 

+ (-1)n (2nhn-2 Bn-1 t2 

und fügen hinzu : 

(15) f{!(t,2n+1)=t2n+1_ 2n:l t2n+(2n+1)2 B1 t2n-1_ (2n+1)4 B2 t2n-3 + ... 

+ (-1)n (2n + 1)2n-2 Bn-1 t3 + (-1)n+l (2n+1)2n Bn t; 

dann folgt unmittelbar : 

(16) 
f drp(t, 2n) - 2 (t 2 - 1) 

dt - nrp ' n ' 

), drp(t, !:+l) = (2n + 1) {rp(t, 2n) + (-l)n+l Bn}· 

Da nun, wenn z = 1 - t ist, identisch 

also: 

ist, so ist auch: 

cp (t, 2n) = cp (z, 2n), 

dtp (t, 2n) drp (z, 2n) ----a:t- = - _d_z_ 
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(17) q; (t, 2n-1) =- q; (1-t, 2n-1), 

folglich ist: 

f q; (0, 2n) = q; (1, 2n) = 0 

lq;(O, 2n-1) = q; (t, 2n-1) = q; (1, 2n-1) = 0. 
(18) 

Der Werth q; (t, 2n) für t = t ist aber 

(19) q; (t, 2n) = 2~" {t-2n+ 2 2 (2n)2 B1 -24(2n)4 B2 ± ... 

+(-1)"22"-2 (2n)2n-2 Bn-1} = (-l)n 2;~11=11 Bn =(-1)n ( 2 -22~_1) B" 

(nach VIII mit m = n). Wir nehmen nun an, dass cp(t, 2n-1) zwischen 
t = 0 und t = t nicht vers eh winde, und sehen zu, was daraus folgen 
würde. Dann nimmt q; (t, 2n) dauernd zu, oder dauernd ab, im ersten 
Falle ist es dauernd positiv, im zweiten dauernd negativ. Die Differential­
quotienten von q;(t, 2n+l) für t=O und t=t sind nach (16), (18) 
und (19): 

( dcp(t, 2n+1)) = (-l)n+l (2n+l) Bn 
dt 1=0 

(dcp (t, 2n+1l) = (-1)n (2 +1) (1--1-) B 
dt t=f n 22n-1 n· 

Beide Differentialquotienten sind also von verschiedenen Vorzeichen, daher 

muss dcp (t, :tn+1) zwischen 0 und t einmal und nur einmal verschwinden 

(weil q; (t, 2n) dauernd zu- oder abnimmt), cp (t, 2n+ 1) behält also da­
zwischen dasselbe Vorzeichen, da die Function für t= 0 und für t=~­
Null ist. Verschwindet also q;(t, 2n-1) nicht zwischen t=O und t=f, 
so geschieht dies bei q;(t, 2n + 1) ebenso wenig. Nun findet aber der 
angenommene Fall in der That statt, denn es ist: 

cp (t, 1) = t, q; (t, 2) = t (t-1), q; (t, 3) = t (t-1) (t-t), 

also behält q; (t, 2n) zwischen 0 und t, und daher wegen Gleichung (13) 
auch zwischen t und 1 dasselbe Zeichen, und erreicht für t = t ein 
Maximum oder ein Minimum, welches durch (19) gegeben ist. Daher ist 
überhaupt (wenn t zwischen 0 und 1 bleibt): 

22n_1 
(20) q;(t,2n)=(-1)nf9 2211_ 1- Bn 0<6<1. 

Wir heben noch einmal hervor: Die Function cp (t, 2n) ist eine gerade 
Function, die zwischen 0 und 1 nicht ihr Zeichen ändert, und deren 
Differentialquotient zwischen 0 und t ebenfalls dasselbe Zeichen beibehält. 
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Wir können nunmehr dem Restgliede mehrere vom Integralzeichen 
freie Formen geben. 

1. Bedeutet fJ einen positiven echten Bruch, so ist: 

1 1 t t:p (t, 2n) U2n (t) dt = U2n (fJ) t t:p (t, 2n) dt. 

Aus den Gleichungen (16) folgt aber: 

t t 

[ t:p (t, 2n+1l = (2n+l) {fo t:p (t, 2n) dt + ( -1)n+t Bn t} 
also insbesondere: 

(21) 
Jt <p (t, 2n) dt ~ (-1)" ~· 
lt t:p (t, 2n) dt = (-1)n Bn; 

daher wird obiger Ausdruck: 

= (-1)n Bn U2n ({}) 

und folglich (siehe Gleichungen (10) und (12)): 

CHI 

2. Wenn die Bedingung erfüllt wird, dass die Summe 

g-1 

~ f<2n) (a+ kh+ht) = U2n (t) 
0 

zwischen t = 0 und t = 1 nicht ihr Zeichen ändert, so ist: 

1 1 

(22) t q;(t, 2n) U2n (t) dt = t:p (fJ, 2n) L U2n (t) dt 

= cp({}, 2n) I_ ~ f<2n-1) (a+kh+ht) [
q-1 ]1 

h 0 0 

( 
(j q-1 ) = p_\.ß'~ ~~ f' f<2n-t) (a + kh)- :t• f(2n-1) (a+kk) 

= IP (,ß-k~~) (r<2n-t) ( a + qh) - f(2n-t) ( a)}' 
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folglich wird P211 (s. Gleichung (12)) mit Rücksicht auf (20): 

(23) P2n = (-1 )n+l (;:;! 612~:-11 Bn (f(ln-1) (b) - f('J.n-1) (a)) 

0<8<1. 
Demnach ist auch nach Gleichung CII : 

b 

(24) h {t(a) + f(a + h) + ... + f(b)}= fat(x) dx + : (f(b) + f(a)) +V 

+ (-1)n+l Bn (::;! (f(Sn-1) (b) _ f(2n-1) (a)) 

+ ( _ 1 )n+1 ( e 2~:_11 _ 1) Bn (:;! (r<<Jn-1) (b) _ f<Bn-1) ( a)). 

Gehen wir andererseits in CII um ein Glied weiter und setzen demgemä.ss 
in (23) n + 1 an Stelle von n, wozu die Voraussetzung erfüllt sein muss, 
dass auch U2n+2 (t) nicht sein Zeichen ändert, wenn t von 0 bis 1 wächst, 
so ist nach (23) statt der letzten Zeile in (24) nur zu schreiben nöthig: 

(-1)n+\2::+;)! el 2~:2_;1 Bn+t(f<2n+1>(b)-f<2n+t>(a)); O<Bl<l. 

Die beiden in der Form verschiedenen Restglieder müssen dem W erthe, 
also auch dem Zeichen nach übereinstimmen ; haben also 

f(2n-1) (b) _ f(Sn-1) (a) und f(2n+1) (b) _ f(9n+1) (a) 

gleiche Zeichen, so muss ( 8 2:lln-; -1) negativ, kann also nur ein nega­

tiver echter Bruch, etwa = - 8 2 sein, haben aber die genannten Differenzen 

verschiedene Zeichen, so muss ( 8 2;2n-~ - 1 ) positiv sein und ist daher, 
22n-l_1 221>-1-1 

da es höchstens 22,._1 werden kann, als 8 3 • 2111 1 darzustellen. 

1 

Nun ist f('J.n-1) (b)- f<2n-1) (a) aus der Integration t U2n (t) dt hervor-

gegangen, hat also mit U2n (t) dasselbe Vorzeichen, und ebenso die andere 

Differenz mit U2n+2 (t). 

Ist also die Bedingung erfüllt, dass die Summe U2n (t) 
q-1 

= ~ (<Bnl(a + kk + kt), wahrend t von 0 bis 1 geht, nicht ihr 
0 

Zeichen ändert, so ist die Gleichung CII mit dem Restgliede 
P2n in (23) anzuwenden. 
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Ist ausserdem noch die Bedingung erfüllt, dass auch 
q-1 

U2n+2 (t)= ~ {<2n+2) (a+kh+ht) das Zeichen beibehä.lt, w!ihrend 
0 

t von 0 bis 1 geht, so gelten folgende Formeln: 

b 

CIV h {f(a) + f(a+h) + ... + f(b)}= L f(x) dx + ; (f(b) + f(a)) 

h2n ( J (-1)" E>B,.(2n)! [<2"-1>(b)-f<2"-1)(a)) ... wennU2n(t)U2n+2(t)>O 

+ 1 {-1)"+1 E>'B,. (;~! (fC2n-t> (b)- f<'~n-1> (a)) ... wenn U2,.(t) U2n+2 (t)<O 

0 <{:.} < 1 

wobei 6>' noch genauer durch 

(25) 

dargestellt werden kann. 

In beiden Fällen ist aber das Restglied ein positiver oder negativer 

Bruchtheil desjenigen Gliedes, mit dem die Rechnung schliesst. 1) 

Wenn f'2n)(x) nicht sein Zeichen lindert, während x von a bis b geht, 

so behält auch U2n (t) sein Zeichen, und zwar dasselbe, welches (C2n) (x) 

besitzt, bei, während t von 0 bis 1 geht, denn in den Gliedern der durch 
q-1 

U2n ( t) bezeichneten Summe ~ fC2n) ( a + kh + kt) ist das kleinste Argument, 
0 

für k=O und t=O, a; und das grösste, für k=q-1 und t=1, b. 
Aendert nun fC2n+2) (x) auch nicht sein Zeichen, während x von a bis b 

1) Dis Formeln CIII bis (25) sind von Malmstim in der Abhandlg. Sur la 
formule hu~ = 6,u. u. s. w. J. für Math. Bd. 35, S. 55 entwickelt. Er weist darin 
auf die früheren Arbeiten von Liouville und Cauchy auf diesem Gebiete 
(Stirlingsche Reihe) und besonders auf Poisson in dessen Memoire Sur le 
calcul numeriqua des integrales delinies und J aco bi De usu legitimo formulae 
summatoria.e Maclaurinianae (J. f. Math. Bd. 12, S. 263) hin. - Auch hebt er 
hervor, dass die Bedingung, U2n solle nicht sein Zeichen wechseln, weniger be­
schränkend ist als die vor ihm aufgestellte, dass fC2n) (x) nicht das Zeichen wechsele, 
während x von a bis b geht. - In der That zieht die zweite die erstere nach sich, 
jedoch nicht umgekehrt. (Siehe im Text!) 
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geht, so schreibt man die Gleichung CIV mit ihren Bedingungen zweck­
mässig folgendermaassen: 

b 

CV h{f(a)+f(a+h)+f(a+2h) + ... + f(b)} = L f(x)dx+i(f(b)+f(a)) 

+ V+ ( -1)n+t Bn (::;! ([<2n-tl(b)- f(2n-l) (a)) (1- e B), 

wenn: 8 (f<2n-l)(b) _ f(2n-l)(a)) (f<2n+ll(b) _ f(2n+t) (a)) > 0 

c=± 1, O< B< 1. 

1 t 1 

3. Wir theilen das Integral L cp (t, 2n) U2n (t) dt in (12) in L + J-!-; 
im 2ten setzen wir: t = 1 - z, dadurch wird: -

U2n (t) = U2n (1-z) 

und cp(t, 2n) = cp(1-z, 2n) = cp(z, 2n), also das 2te Integral 

t 
= L cp(z, 2n) U2n(l-z) dz 

und daher das ganze Integral: 

1 t 
(26) L cp(t, 2n) U2n (t) dt = L cp(t, 2n) { U2n (t) + U2n (1-t)} dt 

= (-1)" ~n (U2,. (r) + U2n (1-r)) 0 < r < t 
nach (21), somit: 

CVI 
h•n+t 

Pzn = (-1)"+1 (2n)! Bn (Uzn (r) + U2n (1-r)) 

O<r<t· 
4. Durch partielle Integration erhält man: 

1 1 L cp(t, 2n) U2n (t) dt = i [ D2n-1 (t) rp(t, 2n)l 

1 

- !~ f TT (f) d!p (t, 2n) df 
h U2n-1 dt • 

0 

Saalschiitz. 12 
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Der erste Ausdruck verschwindet nach (18), und das Integral theilen wir 
wieder; jetzt ist: 

dtp (1-z, 2n) dcp (1-z, 2n) dtp (z, 2n) 
d (1-z) = - dz = - dz 

also das ganze Integral 

1 t L cp(t, 2n) U2n (t) dt =- i L (U2n-t (z)- U2n-t (1-z)) dtp ~~ 2n) dz 

d. i. da dtp (dz, 2n) zwischen 0 und -!- nicht sein Zeichen ändert: z ~ 

Daher ist: 

5. Unter der Voraussetzung, dass die Summe: 

nicht ihr Zeichen ändert, wenn r von 0 bis t geht, kann das Integral 
in (26) auch auf die Form gebracht werden: 

(27) 
1 . 1 t 
f rp(t,2n) U2n (t)dt=cp({),2n).h [u2n-t(T)-U2n-t(1-r)] 
•0 0 

= cp (fJ, 2n) i ( U2n-l (1)- U2n-t (0)) 

wobei {) zwischen 0 und t liegt. Dieser Ausdruck stimmt mit der rechten 
Seite in (22) überein (dass dort {} zwischen 0 und 1 liegen durfte, ist 
dabei gleichgültig), wir kommen also zu denselben Formeln wie dort, und 

1) Der Gedanke von Nr. 3. und 4. und insbesondere die Gleichung CVII 
rührt von Herrn Schlömilch her (s. a. a. 0.). Die Einschränkung des Arguments 1: 

auf die Grenzen 0 bis t kann unter Umständen von Wichtigkeit werden. 
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erkennen, dass jene Formeln auch gelten, wenn die dort der Summe Uin (t) 
(bez. dieser und U2n+2 (t)) für t zwischen 0 und 1 auferlegten Bedingungen 
von der Summe Uin ('r) + U2n (1- T) bez. von dieser und von U2n+ 2 (T) 

+ U2n+2 (1- T) für T zwischen 0 und t erfüllt werden. 

Bemerkung. Alle diese Formen des Restgliedes kommen bei be· 
treffenden Problemen zur Anwendung, doch würde es hier zu weit führen, 
wollten wir zu allen diesen Beispiele geben. - Treffen die Bedingungen 
von Nr. 2. und die daran anknüpfenden nicht zu, so muss man 
suchen, das Restglied in Grenzen einzuschliessen, um so eine Schätzung 
seines Werthes zu gewinnen. Die von Herrn Schlömilch ausgeführte 
Umformung der Lambertschen Reihe (für :c nahe an 1) liefert ein gutes 
Beispiel zu diesem Verfahren. 1) 

6. Wir können noch folgenden Satz hinzufügen. Wenn die Reihe V: 

V= B1 ~; (f'(b)- (l(a))- B2 :~ (f"'(b)- ( 111 (a)) 

+Ba :; (f<5>(b) -(<5>(a)) =f .•• + (-1)n Bn_1 (2~:;)! (f<2n-S)(b) _ f<2n-Sl(a)) 

für jeden W erth von n bis einschliesslich n = oo und für beliebige inner­
halb gewisser Grenzen gelegene W erthe von a und h convergirt, d. h. einen 
endlichen bestimmten W erth besitzt, so nähert sich das Restglied in der 
Mac-Laurinsehen Smenformel der Null, kann also fortgelassen werden. 

Beweis. Da wir in der Reihe beliebig weit gehen können, muss, wenn 
die einfachste Form des Restes Clll zu Gmnde gelegt wird, die Gleichung 
gelten: 

h2 B h2n-2 
B1 2 ! (f'(b)- f'(a)) =f •.. + (-1)n ;:':__2)! (f<2n-3) (b) _ f<2n-S) (a)) 

+ ( -1 )n+l Bn h2~t1· qi f<~n) (a+kh + h{)) 
(2n). 0 

h2n+ip+l q-1 

+ (-1)ntp+l Bn+p (2n+2p)! ~ f(2nt2p) (a+kh+MJp) 

o<{!J<1, 
1) Sitzungsberichte der Kgl. Sächsischen Gesellsch. der Wissensch. Bd.l3 (1861 ), 

S. 120 oder Comp. d. höh. Anal. II an betreffender Stelle. 
12" 
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also muss sein: 

B · h2n+l g-1 B h2n 
(28) _!!___ ~ f<2n) (a+kh+h#) = -"- (f<2n-1l(b)- f<2n-1l(a)) + ... 

(2n)! 0 (2n)! 

B h2nt2p-2 
+ (-l)P-1 11tp-1 . (f<2n+2p-S)(b) _ fC2n+2p-Sl(a)) 

(2n+2p-2)! 

Da nun die Reihe V der Voraussetzung mich convergirt, lässt sich n so 
gross wählen, dass der Absolutwerth der Summe: 

B h"' B h2"t2 
___E__ (f(2n-1)(b) _ f(2n-l)(a)) _ ntl (f<2ntl)(b) _ f<2ntl)(a)) + 
(2n)! (2n+2)! -

B h2nt2p-2 
+ (-l)Ptl ntp-l (f(2nt2p-3l(b) _ fC2nt2p-Sl(a)) 

(2n+2p-2)! 

für jeden W erth von p unterhalb einer beliebig klein anzunehmenden Zahl 
c bleibt. Halten wir nun ein so bestimmtes n in Gleichung (28) fest, 
ändern aber p, so wird im Allgemeinen eine Gruppe der Restglieder: 

B h2n+2ptl q-1 
(-l)P n+p ~. +f2"+2p) (a+kh+h#) 

(2n+2p)! f 1 · P 

(worin {)P ein von p abhängiger positiver echter Bruch ist) mit dem links 
B h2n+l q-1 

stehenden (2 ) 1 ~k fC 2n) ( a + kh + h#) gleiche Vorzeichen haben, und die 
n . o 

a n d er e Gruppe entgegengesetzte. Bezeichnen wir ein Restglied aus der 
letzteren Gruppe mit - [!~ +P und das in (28) auf der linken Seite stehende 
mit [! 11 , so dass (! 11 und t!~+P gleiche Zeichen haben, so gilt nach (28) die 
Gleichung: 

oder: 

also müssen sich (] 11 und (!~+p der Null nähern, wenn n genügend gross 
angenommen war. 

Ist aber ferner (} 11 +p em Glied der Gruppe, die mit t!n gleiche Zeichen 
hat, so folgt aus (28): 

d. h. (!n+p unterscheidet sich äusserst wenig von (!", oder mit anderen 
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Worten: l!n nähert sich mit wachsendem Index einem bestimmten Grenz­
werth. Derselbe kann nur Null sein.l) 

Um dies zu zeigen, schreiben wir mit Rücksicht auf Gleichung (12) 
des§ 2: 

q-1 
ll = 2S,n h2n+l ~f(2nl(a+kh+h{)) 
eo:n (2n)2n ~ ' 

und es sei nun f<2n>(a+kh+h{)) in der Form dargestellt: 

so dass der Zähler für a + (k + {)) h = 0 nicht oo wird, der Nenner aber 
für diesen W erth verschwindet oder endlich bleibt, in welch' letzterem Falle 
die Einführung der Function 1p unnütz ist, d. h. 1p(a + (k + {))h) = 1 ge­
setzt werden kann. Da nun nach Voraussetzung a und h (innerhalb ge­
wisser Grenzen) beliebige Werthe annehmen können, so setzen wir a als 
~on 0 verschieden und h als von 1 verschieden voraus. Dann hat in der 
Summe 

keiner der Nenner einen Factor mit h2n+1 gemeinsam, es bleibt also die 
von n abhängige Grösse h2n+1 sicher in l!n als Factor bestehen. Soll also 
der Ausdruck l!n dennoch mit wachsendem n von n unabhängig werden, 
so kann er nur dem Werthe Null zustreben.2) Würde etwa l!n unendlich 
werden, so würde, da die Reihe V nach Voraussetzung convergirt, die zu 
summirende Reihe auf der linken Seite der Summenformel oder das Integral 
auf der rechten Seite oder Beides ± oo werden, - Fälle, welche natürlich 
die Anwendung der Formel eo ipso verbieten. 

Soll a = 0 oder h = 1 gesetzt werden, so ist erst nach Durchführung 
der allgemeineren Rechnung zu untersuchen, ob beide Seiten der resul­
tirenden Gleichung sich mit verändertem a (oder h) in der Nähe dieses 
W erthes und bis zu ihm heran stetig ändern. In diesem Falle ist die 
Vollziehung des Grenzüberganges gestattet. 

1) Dies darf noch nicht als durch das Vorhergehende bewiesen angenommen 
werden, da möglicher Weise eine Gruppe der (- ll~+P) gar nicht existirt, wie 
auch andererseits die Gruppe der filn+P nicht immer vorhanden zu sein braucht. 

• 2) Aus Beispielen ergiebt sich, dass dies in der Art geschehen kann, dass 
q-1 • . . h . 
~ f<2n) (a+kh+ho&) emen endheben Werth bes1tzt, während - em echter 
0 2n 

Bruch ist, und daher (_!!:__)':An sich der Null nähert, indessen lim. S2n = 1 ist. 
2n· 
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7. Summation von Reihen mit abwechselnd positiven und 
negativen Gliedern. 

Setzen wir in Gleichung CII q = 2r und behaltenbin der Bedeutung 
a + 2 r h bei, so entsteht: 

b 

(29) h {f(a) + f(a + h) +. 0. + f(a + 2rh)} = L f(x) dx 

. + h f(b)tf(a) + V+ P2n; 

setzen wir ferner in CII 2 h statt h und q = r, wodurch V in V' und 
P2n in P2n übergehen möge, so erhalten wir: 

b 

(30) 2h {rCa) + f(a + 2h) + 0 0 0 + f(a + 2rh)} = L f(x) dx 

+ h (f(b) + f(a)) +V'+ P~n• 

Wir ziehen nun (29) von (30) ab und gebrauchen die Abkürzungen: 

(31) 

(32) 

V'-V=W=B1 (2 2-1)· ~~ (f'(b)-f'(a)) 

-B2 (2 4 -1) :~ (f'"(b)-f"'(a)) + ..• 

+ (-l)n B,._1 (22n-2-1) (2~:;)! (f<2n-S) (b) _ (<2n-S) (a)), 

dann erhalten wir: 

CVIII h {f(a)- f(a + h) + f(a + 2h)- f(a + 3k) ± ... 

- f(a + 2r -lk) + f(a + 2rh)} = h f(b)tf(a) + W + P. 

In dieser Gleichung kann P fortgelassen und W bis ins Unendliche fort­
gesetzt werden, wenn W für n = oo convergirto 

Wir setzen jetzt in CVIII a = 1, h = 2; so wird mit Benutzung des 
Werthes (§ 4, (3)): 

R = 22m(22m_l) B 
Pm 2m m 
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der Ausdruck für W folgender: 

(33) W= fi (f'(b)-('(1))- :j (f"'(b)-{"'(1)) 

+ ~i (f!5>(b) _ f<5>(1)) + ... ± <2!~a)! (f<ln-a> (b) _ f<2n-s>(1)) 

und wenn wir das von b Abhängige und das von b Unabhängige in CVIII 
(abgesehen von P) von einander trennen, zu welchem Zweck: 

{ 
w<h.±> = ± f(b) + ~i f'(b)- :i (111 (b) ± ... ± 

(34) 
w<l> = f(1)- ~i f'(1)+ :i (111(1) + ... + 

gesetzt werden möge : 

fl,._l (<ln-8) (b) 
(2n-3J! 

fl,._l (<ln-3) (1) 
(2n-3)! 

CIX 

J'(l)- ((3) + ((5) + ... + f(4r + 1) = i (W(1)+ W(b,+) + P) 

((1) ~ ((3) +f(5) + ... - f(4r-1) = i (W(1>+ w(b,-> + P) 

b = 4r + 1. 

In dem Falle, dass die Function f(:e) sich nach Potenzen von :e ent· 
wickeln lässt, kann der von b unabhängige Theil der Gleichungen CIX in 
eine andere Form gebracht werden, in welcher die Secantencoeffi· 
cienten zur Anwendung kommen. Sei nämlich: 

(35) 

so ist der Coefficient von a;. in "W(1) : 

4 
die erste Zeile ist aber nach Gleichung XIV Null, die zweite Zeile (-1)"2 «;. 

nach Gleichung XV. Daher ist: "!" 

(36) 

Dieser Ausdruck lässt sich sehr kurz in einer symbolischen Form dar• 
stellen. Führen wir nämlich die Bezeichnungen: 
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ein, so ist 

(38) w<1> = f(E), 

wofern nach der Entwickelung von f(E) mittels (35) die Exponenten von 
E in Indices umgewandelt werden. Ebenso lässt sich der von b abhängige 
Theil in CIX symbolisch darstellen, wobei die Gleichung XVII benutzt 
werden muss; derselbe ist in der ersten dieser Gleichungen: tf(E+b+l), 
in der zweiten: - t f(E+b-1) und daher zusammengezogen: 

CX f(l)- {(3) + {(5) + ... + (-lt+1 f(2n-1) 

=t {f(E) + (-l)n+l f(E + 2n) + P}-

In dieser Form, aber unter Fortlassung des Restgliedes P ist die Gleichung 
von Cesaro 1) angegeben worden, der sie aber auch nach symbolischen 
Principien entwickelt hat. Nur ungerne verzichten wir darauf, diese ele­
gante Methode 2), welche jedoch nicht im Stande ist, das Restglied zu 

1) Sur les nombres de Bernoulli et d'Euler. Nouv. Annales de Mathematiques, 
ser. III, t. V (1886), p. 305. 

") Setzen wir ausser den Bezeichnungen von (37) noch: 

B0 = 1, B1 = -t, B2k = (-1)k+t Bk, ß2k+t = 0 

E~ = 1, E~k-1 = (-l)k-1 ß~;, E~" = 0 

so heissen die Gleichungen I, XIII, XIV in symbolischer Form: 

k>O, 

k>O, 

n=O, 1, . .. 

Cesaro führt noch ultra-bernoullische Zahlen IBn nach dem Vorgang von 
Trudi (Atti del Accad. di Napoli, 1865) und ultra-eulersche Zahlen 0:n ein, 
die ersteren genügen der symbolischen Gleichung: 

n=1,2, ... 

mit der Bedingung }8° = IB0 = 0, uud hängen nahe mit der Entwickelung von 

p- 1u, also mit den Zahlen Ä,. zusammen (siehe§ 10, Gleichungen (14) und (15)), 
p-e " 
indem nämlich: 

p 5Bn =- n! --1 An-t p-

ist; die letzteren befriedigen die symbolische Gleichung: 

(~+l)n+P(~-1)"= 0; n= 1, 2, 3, ... 

und beide Sorten von Zahlen werden von Cesaro zur Umformung von Reihen 
benutzt und mit Aufgaben der Astronomie und bestimmten Integralen in V er­
bindung gebracht. 
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liefern, hier darzulegen, bemerken aber zugleich, dass die von Cesaro ge­
wä.hlten Beispiele auf halbconvergente Reihen führen, so dass keine Be­
rechtigung vorlag, die Untersuchung des Restgliedes fortzulassen. 

§ 22. 

Erstes Beispiel. 

Als erstes Beispiel wählen wir ein solches, bei welchem f(:c) eine 
ganze rationale Function von x ist, wobei also die Reihe auf der rechten 
Seite der Mac-Laurinsehen Summenformel von selbst abbricht und somit 
die Hinzufügung des Restgliedes unnöthig wird. Dies Beispiel liefert den 
Beweis für die in § 5 ( am Ende) angeführten Recursionsformeln. 

Wir nehmen in der Summenformel: 

b 

(1) _h {r(a) +f(a+h) + ... + f(b)} = Lt(:c) da;+~ (f(b) + f(a)) 

+B1 ;; {f(b)- f(a))- B2 :~ {f"'(b)-f"(a)) + B3 :; {f5>(b)-f<5l(a)) ± ... 

für f(:c) die Function: 

(2) 

worin p und q positive ganze Zahlen sein sollen, und ausserdem: 

(3) a=O, b=1, h=1 

a.n. Dann ist [<n>(:c) für mindestens einen der beiden Werthe a; = 0 
und x = 1 nur in den Fällen von Null verschieden, wenn n zwischen p 
und p + q einschliesslich der Grenzen liegt. Und zwar ist, mit Fortlassung 
der sowohl für a; = 0, wie für x = 1 verschwindenden Glieder: 

f<n) (:c) = (n)n-pP! q (q-1) ... (q-n+p+1) (-l)n-p (1-x)q-n+p + ... 
+ (n)q p (p-1) ... (p-n+q+ 1) (-1)q q! xP-n+q 

und daher nach leichter Umformung: 

(4) {
f(n)(l) = (-1)q n! (P)n-q = (-1)q nl (P)p+q-n, 

f<n>(O) = ( -1)n-p n! (q)n-p = (-1)n-p n! (q)p+q-n, 

und folglich, wenn n eine ungerade Zahl ist: 

(5) f<n>(1)- tn(O) = n! ( ( -1)P (q)p+q-n + (-1)q (P)p+q- n)· 
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Die linke Seite der Gleichung (1 ), sowie das dem Integral folgende Glied 
auf der rechten Seite verschwinden, und das Integral hat den Werth: 

(6) 

Nunmehr müssen wir die vier Fälle unterscheiden: 

1) p ungerade, 

3) p gerade, 

q gerade; 

q ungerade; 

Ad 1) n erhält die W erthe: 

2) p ungerade, 

4) p gerade, 

n = p, p + 2, p + 4, ... p + q- 2, 

q ungerade; 

q gerade. 

dann ist, wenn wir es mit dem Zeichen so einrichten, dass die Bernoullische 
Zahl mit dem kleinsten Index positiv erscheint: 

q>p 

worin q-P statt (q).- (p ) 2 geschrieben ist. 
2 q+p-1 

Ad 2) n erhält die W erthe : 

n=p, p+2, p+4, ... p+q-1, 

und es entsteht die Gleichung: 

p+l Bp+t Bp+S 

8) 0 = (P+~k(~~q+I) + p;l (1 +(P)q)- P;3 ((q)q-2 + (P)q-2) 

Bp+5 q-l 

+ p;5 ((q)q-! + (P)q-4) + ... + (-1)-2 Bp7;q 

Ad 3) n erhält die W erthe: 

n = p + 1, p + 3, ... p + q- 2, 

und es ist: 

q=p >' 
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Bp+s q-1 

+ P-:6 ((ll)q-&-(P)q-&) + ... + (-1)-2 q 2 P BP+~-1 

ll>P· 
Ad 4) n erhält die W erthe: 

n=p+ 1, p + 3, p + 5, .. . p+q-1, 

und die Gleichung wird: 

Bp+s q-2 

+ v+6 ((ll)q-5 + (P)q-5) + ... + (-1)-2 Bp:q 

q>p. 

Um nun eine Gleichung zu erhalten, welche möglichst wenige Barnoullische 
Zahlen enthält, ist in (8) und (10) q = p oder, was bis auf den Factor t 
zu demselben Resultate führt, in (7) und (9) q = p + 1 zu setzen. Das giebt: 

(11) B 2(p). B + 2(p); B -
p- 2p-2 p-1 2p-4 p-~ + ... 

{ 

p-1 2 
(-1) 2 P+ 1 Bp~l . . .•. p ungerade 

+ pH 
(-1)-2 2 (p )p-t B d P+2 pt2 •••• p gera e 

1 
(2p)p (2p+ 1) 

Wir machen nun noch eine zweite Annahme: 

(12) 

dann ist die linke Seite von (1) : 

{(0) + {(1) + {(2) = 1, 

das Integral: 
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ferner ist, mit Benutzung der Ausdrücke (4): 

f (n)() ( 1 n-:-P '() ( 2 )p+q-n+ +( 1)q () p+q-n X=-) n. q p+q-n -X ... - n! Pp+q-nX 

und daher: 

r<n) (b) = (-1)'1 n! (p)p+q-n zP+q-n 

r<n) (a) = (-1t-p n! (q)p+q-n zP+q-n 

und für ungerades n: 

so dass sich diese Differenz von (5) nur durch den Factor 2p+q-n unter­
scheidet. 

Daher nimmt in dem ersten der obigen vier Fälle (p ungerade, q gerade 
und n successive gleich p, p + 2, ... p + q- 2) die der (7) entsprechende 
Gleichung folgende Form an: 

q-2 
± ... + ( -1)_2_ 22 q--:;p Bp+q-1; 

2 

ähnliche Formen erhalten die Gleichungen in den anderen drei Fällen. 
Multipliciren wir nun (7) mit 2P+fJ+1 und ziehen (13) davon ab, so er­
halten wir: 

q-2 
± ... + (-1)_2_ 22 (2P+fJ-1-1) q 2 p Bp+q-1; 

2 

ebenso in den anderen Fällen: 

p-1 
(15) (-1)-2 

Bp+l 

2" czv+I -1) p..;_ 1 (1 + (p),J 

Bp+S 

zq-2 (2P+ s -1) P ..;_ 3 ( (q),,-2- (P )q-2) ± ... 
q-t + (-1)-2 2 i2P+fJ -1) BP+'I; 

2-



(16) 

(17) 
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Bp+4 

- 2q-S (2PH_l) p;4 ((q)q-s-(P)q-s) ± · · · 
q+l 

+ (-1)_2_ 22(2P+q-1-l) q p B . 2 p+q-1, 
2 

p-2 Bp+2 

(-1)-2 = 2q-l (2P+2-l) p;2 ((q)q-1 +(p)q-1) 

Bp+4 

- 2q-s (2PH_l) p;4 ((q),1-s+(P)q-s) ± ·· · 
q+2 + (-1)_2_ 2 (2P+q -1) Bp+q. q >P· 

-2-

Setzen wir nun wiederum in (15) und (17) p=q, oder m (14) und (16) 
q = p + 1, so erhalten wir: 

2 (22P -1) Bp- (P)sl 23 (22P-2 -1) Bv_1 + ifls2_ 25(22P-4 -1) Bv _ 2 + ... 
p- p-

p ungerade 

+ =1. 

. p gerade 

Es möge noch bemerkt werden, dass in dieser Gleichung sämmtliche Glieder 
auf der linken Seite ausser dem ersten, welches eine ungerade ganze Zahl 
ist, ganze gerade Zahlen sind.l) 

§ 23. 

Zweites Beispiel. 

Es soll ein Stück der harmonischen Reihe, nämlich 

(1) 
1 1 1 

1 +2+s+···+11 
summirt werden. 

(2) 

Setzen wir: 
1 

f(x) =-
X 

1) Siehe Zeitschr. f. 1\Iath. u. Physik, 37ter Jahrg. (1892), S. 378. 
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und verstehen unter a und b (> a) positive ganze Zahlen, so ist zunächst 
nach Oll mit k = 1 : 

Beide Differentialquotienten behalten also ihr Vorzeichen, während x von 
a bis b zunimmt, es ist somit CV zur Anwendung zu bringen und da 
sowohl f<2n-l)(b)- f<2n-1>(a) als auch f<2n+1l(b) - f(2n+1l(a) positiv, also 
ihr Product positiv und demnach s = + 1 ist, so haben wir, weun im 
Restglied 1- 6={} gesetzt wird: 

(5) R=lgb-lga+ i(f +~)- ~1 (~-1) + !2 (~ -~) + ... 

+ (-l)n-l ::-2 (b2!_,- a2!-2) + (-1)n ~2!n (b!n- a;n )· 
Würden wir hierin a = 1, b =p setzen, so wären wir nicht im Stande, 
den W erth der von a abhängigen Summe, die jetzt die Form: 

(6) _!+!!.I_ Bz + ... + (-l)n Bn-1 + (-1)n+l ~Bn 
2 2 4 - 2n-2 2n 

annähme, zu beurtheilen, da ihre Summanden von ~· an wachsen. Würden 

wir mit einem (unbekannten) Bruchtheil des kleinsten Gliedes !• schliessen, 

so würde die Unsicherheit bis 2!2 reichen, das Resultat also nur auf zwei 

Decimalstellen sicher sein. Man darf aber auch nicht die Reihe (6) als 
von b unabhängig, sie also nicht als constant betrachten, wie es geschehen 
ist, denn der echte Bruch {} wird im Allgemeinen sich mit b ändern. 

Wir verfahren also in folgender Art. Wir bezeichnen den W erth der 
Reihe (6) mit Eb und setzen dies in (5) ein, dann erhalten wir (für a= 1): 

(7) 1 1 1 1 B1 

1 + 2 + 3 + ... + b- lgb = Eb + 21) - 2b• ± ... 

Aus (6) folgt, dass 

(8) 1 1 1 ~ {> 0,575 
Eb = 2 + 12-120 + 252 < 0,579 
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also für jeden Werth von b eine endliche zwischen 0,575 und 0,579 ge­
legene Zahl ist. Lassen wir daher in (7) b über alle Grenzen wachsen 
und bezeichnen den W erth, den Eb für b = oo annimmt, unter der Voraus­
setzung, dass dies nicht nur ein endlicher, sondern ein bestimmter W erth 
ist, mit E, so ist: 

(9) lim (1 + ! + ! + ... + ! -lgb) = E. 
b=OO 

Setzen wir nun in (5) a = p + 1, ziehen dann (5) von (7) ab und lassen 
b = oo werden, so erhalten wir : 

+ B, - + ( 1)n-1 B11-1 + ( 1)n fl'Bn 
4(p+l)4 + ··· - (2n-2)(p+l)2n 2 - 2n(p+l)'n· 

Die grösste Genauigkeit wird erreicht, wenn wir mit einem Bruchtheil des 

kleinsten Gliedes aufhören; ist Bk : ( 2k (P + 1 t) dies Glied, so muss der 
Quotient: 

(11) 

sich, nach der grösseren Seite hin, so wenig wie möglich von 1 unter­
scheiden. Wir benutzen nun zuerst für das Verhältniss Bk+l: Bk die an­
genähert richtige Gleichung § 2, (16) und erhalten also, wenn bei gleicher 

Annäherung der Quotient 2k2: 2 = 1 gesetzt wird : 

(12) k + 1 = x(p + 1). 

Rundet man nun x(p + 1)- 1 nach oben hin zur ganzen Zahl ab, so 
wird dies in der Regel, d. h. schon für mässig grosse W erthe von p, der 
richtige W erth von k sein, und um dies zu prüfen, kann man die strenge 
Gleichung § 2, (13) (oder die bekannten genauen Werthe der B. Z.) be­
nutzen und, falls es nöthig ist, k so lange variiren, bis der Quotient (11) 
gleich 1 oder wenig grösser als 1 ist. 

Für p = 4 folgt z. B. aus (12) k = 15 und setzen wir in (10) n= 15, 
so ist die Unsicherheit kleiner als 

3:.1~30 = 0,00000 00000 0000215329. 

Setzen Wir aber, um die Rechnung abzukürzen, in (10) n = 3, so er­
halten wir: 
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(13) 1 1 1 1 1 
1 + 2 + 3 + ... + p-=E+Ig(p+ 1)- 2(p+l)- 12(p+1)2 

1 
+ 120(p+l)4 

und hierbei ist, wenn wir das Restglied fortlassen, das Resultat schon für 
p = 9 um weniger als 0,0000000040 zu gross. 

Was nun die Zahl E betrifft, so kann der Beweis für ihre Bestimmt­
heit in folgender Art, die zugleich zu ihrer Berechnung dient, geführt 
werden. In der bekannten Gleichung: 

(14) 

ist der Rest innerhalb der Klammer kleiner als 

x2n+s { ) x•n+t x2 
2n+3 1 + x2 + x4 + · · · = 2n+3 · 1-x•; 

setzen wir .nun x = 21k' so entsteht aus (14), wenn {) ein positiver echter 
Bruch ist: 

2k-l-1 1 1 1 1 
lg 2k-1 = k + 3. 22 k8 + 5. 24 k5 + · · · + (2n+l)22n k 2n+1 

4t + (2n+3) 2•n k2n+1 (2k-1)(2k+1)" 

Wird nun nach einander k = 1, 2, 3, ... z angenommen, so giebt die Ad­
dition aller Gleichungen auf der linken Seite lg (2z+1) und dies ist soviel 

als lg 2 + lg z + 2-tt' (0 < {)' < 1); bringen wir nun lg z auf die rechte 
Z I 

Seite und lassen z unendlich werden, wobei das Glied : fortgeht, so er-
halten wir: z 

(15) lg2 = }~ (1 + ~ +-} + ... + ~- lgz) + i2• + 5~2• + · ·. 
+ s.n+t + 1 ( .ftl + .tt. + .fts + } 

(2n+1) 22n (2n+3) 22R 1.1.3 22R+t.3-:5 s•n+t.5.7 • • • 

worin nach (9) die erste Klammer auf der rechten Seite = E, und: 

1 1 1 
s" = 1 + 2h + 3h + 4h + ... 

ist. Die letzte Klammer in (15) ist > ~ (wobei zu bemerken, dass die 

Brüche {)1 , {)2 ••• nahe an 1 liegen) aber kleiner als: 

1 1 1 1 
1 . 3 + 3:5 + "5:7 + ... = 2; 
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wir bringen sie mit ; ( B pos. echter Bruch) in Rechnung und haben demnach: 

(16) 

woraus E beliebig genau berechnet werden kann I); für n = 10 ist z. B. 
das Correctionsglied kleiner als 1 : 46000000. 

Diese Grösse E ist unter dem Namen der Eulerschen oder der 
Mascheronischen Constanten 2) bekannt; Euler giebt dafür (a. a. 0.) den 
Werth an: 

Sei die Reihe 

E = 0,5772156649 015325. 

§ 24. 

Drittes Beispiel. 
(Stirlingsche Reihe.) 

R = lg 1 + lg 2 + lg 3 + ... + lg p, 

zu summiren, - eine Aufgabe, welche zuerst von Stirling und zwar 
zwölf Jahre vor Veröffentlichung der Mac-Laurinsehen Summenformel ge­
löst worden ist. 3) 

Es ist also f(z) = lgz zu setzen; würden wir nun in Gleichung Oll 

a= 1, b=p, h=1 

annehmen, und dann die Summe 

!i {'(1)- !i f"'{l) + , .. + (-l)n (::=2)! fC2~-3) {1) 

+ (-l)n+l &Bn f(~n-1) (1) 
(2n)! 

einer Constanten gleich setzen, so wäre dies von vornherein ebenso un-

1 ) Man kommt etwas schneller zu einem Ausdruck für E, wenn man die 
Reihe für lg(l+x) benutzt und darin x successive = 1, --}, -}, ... ~ setzt, doch 
bietet der obige Ausdruck den für die Rechnung wesentlichen V ortheil der gleichen 
negativen Vorzeichen sämmtlicher zu lg 2 hinzuzufügender Grössen, deren Summe 
übrigens, wie leicht zu übersehen, kleiner als -i- ist. 

2) Euler, Calc. di:lf. t. II cap. VI§ 148; Mascheroni Adnotationes ad Ca.lc. 
Int. Euleri. Ticini, 1790 bis 92, woselbst die Constante auf 32 Stellen angegeben 
wird (1. Theil S. 11, 8. 60, und an anderen Stellen). 

II) Methodus di:lferentialis, London 1730, p. 135. 
Sa.a.lschü tz. 13 
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statthaft wie im zweiten Beispiel, weil {) wiederum von p abhängig ist. Wir 
nehmen also : 

a=p + 1, b=w, h= 1 

an, wobei w sich der Unendlichkeit nähern soll. Dann ist: 

(1) f{2r-l)(x) = (2r-:-2)! fC2n)(x) =- ~2n-l)! fC2n+2l(x) =- (2n:::l-12J 
x21-1 ' x2n ' x2n+2 ' 

folglich behalten fC2n)(x) und fC2n+2l(x) ihr Vorzeichen, wenn x von a bis b 
geht und das Product 

(f(2n-l)(b) _ f<2n-l)(a)) (f<2n+l)(b) _ fC2n+l)(a)) 

ist positiv, es ist also CV mit EO = 1 in Anwendung zu bringen. 

Das Integral ist : 

(l) 

(2) J lgxdx = w (lgw-1)- (P+ 1) (lg(p+ 1)-1), 
pi-1 

die Reihe V wird : 

(3) V= ~2 (! - v!I)- 3~~ (~s- (p~ 1)3) ± · · · 

+ ( l )n Bn-t ( 1 1 ) 
- (2n-3) (Zn- 2) ro2•-a - (p+ 1)2n-a 

tmd, mit 1- 6={): 

(4) P, -(-1)n+l <ltBn (-1__ 1 )· 
2n- (2n-1)2n ro2n- 1 (p+1)2n-t 

Der positive echte Bruch 8 ist dabei in folgender Art entstanden. Nach 
§ 21, (22) ist, wenn h = 1 und k statt a+k gesetzt wird, 

J1 
q; (t, 2n) "'~ f<2n) (k + t) dt = cp ( r, 2n) J1 w~: fC 2n) (k + t) dt. 

[I o p+1 o p+t 

Nehmen wir nun 2w statt w, so ist: 

1 1 

(5) J q;(t, 2n) 2~1 
f(2n)(k+t)dt=cp(r',2n) J 2~1 

f<2n>(k+t)dt 
0 p+l 0 p+l 

und andererseits : 

(6) = J1 
q;(t, 2n) ('"~1 + 2~1) fC2nl(k+ t) dt 

0 p+l w 

1 1 . 

= q;(1:, 2n) f w"jl f<2n) (k+ t) dt + cp (7:'', 2n) J 2'i1 fC2n) (k + t) dt. 
0 p+l 0 w 
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Nun ist nach § 21, (20): 

22n-1 22n-1 
({J('f', 2n) = (-1)n e 22R-1 Bn, cp('r', 2n) = (-1)n e· 22R-1 Bn, 

22n_l 
cp(r', 2n) = (-1)n 6)" 22n_1 Bn, 

wo fiJ, 8', 8" positive echte Brüche sind. Bezeichnen wir noch: 

Jl OJ-1 fl 2w-l 

- ~k [<2n) (k + t) dt mit A, - :S f< 2n) (k + t) dt mit B, 
0 p+1 0 OJ 

so folgt durch Vergleichung von (5) und (6) 

(7) B'(A+ B) =BA+ B"B; 

es ist aber: 

In dem Falle, dass w sich der Unendlichkeit nähert, wird also B = 0, 
und wir erhalten dann aus (7): 

daraus folgt, dass auch in ( 4) {) ungeändert bleibt, wenn 2w statt w ge­
nommen und w = oo gesetzt wird. 

Endlich ist: 

Setzen wir nun z. A. 

f(b) + f(a) 
. 2 . 

es) 1p(p) = (p+t) Ig(p+1)- (P+1) + 1.2~+1)- s~4(!+w ± ··· 
B + (-1)n (2n-3) (2n__:_2}1 (p+l)m-s 

und 

(9) ( ~<~)- B, _ + ( 1)n Bn-J 
Z w, u - 1. 2m+ · · · - (2n-3) (2n-2) co2" 3 

+ ( 1)"+1 .8' Bn 
- (2n-1) 2nco271- 1 ' 

so giebt die Mac-Laurinsche Summenformel die Gleichung: 

(10) lg ((p+ 1) (p+ 2) ... w) = (w+t) lgw-w+ z(w,fJ) 

- 1jJ (p) + (-1)n (2n-1) :n ~;+t)•n ,. 
13* 
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Ebenso ist: 

(11) lg((p+1){p+2) ... (2w)) = (2w+t) lg(2w)-2w+z(2w, ~') 

-V' (p) + ( - 1)n (2n-l) :~ ~;+1)2n-1! 
worin ~ und ~· positive echte (für w = oo einander gleiche) Brüche 
sind. Multipliciren wir nun Gleichung (10) mit 2, addiren beiderseits 
2wlg2-tlg(2w+1), ziehen Gleichung (11) ab und fiigen links: 

1 (I . 2 ... p)' 1 (1 2 ) 0 
g 1.2 ... p - g . ..• p = 

hinzu, so erhalten wir: 

(1 ) l 29"'. (1. 2 .•. m)2 ·- l (1 2 ) - l l m2 
2 g 1. 2 ... (2m) f2m+l g · ... p - 1r g 2m{2m+l) 

+ 2z(w, '1?)-z(2w, 11')- VJ{p)+(-1)n (2n-1)2~~+1)'n 1 (2'1? -11'). 

Der links unter dem Logarithmus stehende Bruch ist 

(13) 
(2.4 ... 2m)2 2.4 ... 2m 1 

= 1. 2. 3 ... 2m f2m+l = 1. 3 ··· (2m-1) · f2m+t' 

Wir lassen nun w unendlich werden; dann wird der Ausdruck (13): ~. 

1 ro2 

2 lg 2m (2co+1) =- lg 2, 

z (w, ~) und z (2w, fJ') verschwinden, und endlich wird nach den früheren 
Ausführungen 'I?' = U. Demgernäss ist, wenn für V' (p) der W erth zurück­
gesetzt wird: 

(14) R=lg(1.2 ... p) =tlg(2.7r) +CP+1-)lg(p+1)-(p+1) 

+ B1 B. + + ( t)n Bn-1 

1 . 2. (p+l) - 3. 4 (p+l)3 - • • • - (2n-3) (2n-2) (p+l)2n 3 

+ ( 1)n+l 41' Bn 
- (2n-l) 2n (p+1) 2n 1 • 

Die Reihe auf der rechten Seite ist wiederum halbconvergent, und die 
Rechnung daher mit oder vor dem kleinsten Gliede abzubrechen. 

Addirt man zu (14) beiderseits lg (p + 1) und schreibt dann p statt 
p + 1, so erhli.lt man für lg (1. 2 ... p) einen anderen Ausdruck, doch 

stimmt dieser, wenn man die rechten Seiten nach Potenzen von _!_ ent­
p 

wickelt, bis zum Coefficienten der 2n- 2ten Potenz mit (14) überein. 
Gleichung (14) ist aber vorzuziehen, weil der Factor von ~ im Restglied 
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etwas kleiner und somit die Unsicherheit geringer ist, als bei der in eben 
beschriebener Art entstehenden Gleichung. 

§ 25. 

Viertes Beispiel. 

Es soll die unendliche Reihe : 

sink + sin2h + sin3h + 
1 2 3 ... 

für W erthe von h, bei denen sie convergirt, summirt werden. 

Dies Beispiel ist gewählt, um den aus der Anwendung des Satzes § 21, 
Nr. 6 fliessenden Vortheil vor Augen zu führen. Wir betrachten nämlich 
die allgemeinere Reihe R : 

(1) R -h (sina + sin(a+h) + sin(a+2h) + sin(a+3h) + ) 
- \ a a+h a+2h a+3h · · · 

und beweisen, dass für sie die Reihe V(§ 21, (11)) convergirt, so dass das 
Restglied, dessen Bestimmung und Beurtheilung recht unbequem (übrigens 
aber durchführbar) ist, fortgelassen werden kann. 

Es ist: 

(2) f(x) = sinx 
X 

und wir bilden den 2m -1 ten Differentialquotienten hiervon auf zwei Arten. 
Zuerst nach der bekannten Methode der Differentiation eines Productes : 

(3) D:'-1 (sinx.x-1) = (-1)m+l co;x {1 - (2m-1~~2m-2) + (2m-1)~}2m-4) =f ... } 

+ (- 1)m sinx {2m-1_ (2m-1) ... (2m-3) + (2m-1) ... (2m-5) _ ···} 
X X x• Xo + ' 

wobei jede Klammer soweit fortzusetzen ist, bis sie von selbst abbricht. 
Zweitens ist: 

sinx x 2 x2m 
-x- = 1 - 3! ± · · · + (-1)m (2m+ I)! + · · · 

und somit: 

9m-1 SlnX m X X X _ • • 
(

• ) { • 5 } 
(4) D.., ----x- =(-1) 1! (2m+l)- 3! (2m+3) + 5! (2m+5) + ... m mfin. · 

(5) 

Diese letztere Gleichung formen wir unter der Voraussetzung, dass 

x=2m < 



198 Vierter Abschnitt. Die Mac-Laurinsche Summenformel. 

ist, um. Ziehen wir 2~ als Factor heraus, so erhalten wir: 

wonn: 

. x x• 
(7) Po =smx- 2m+ I + 2! (2m+3) 

:Jf' 
4! (2m+5) ± · · · 

Nun ist weiter: 

P0 =sinx- 2m~l {1-(1- 2m~3 ) ~; + ( 1-2m~s) ~+···} 
(8) =sinx- 2m~ I P1 ; 

(9) 
x• x 6 

3! (2m+5) + 5! (2m+7) + · · · 

(10) 

x5 
4! (2m+7) ± · · ·' 

. x { ( 2 ) x• ( 4 ) x• _ } 
= smx- 2m+3 1- 1-2m+5 2! + 1-2m+7 4! + ··· ' 

x• x• x6 _ 

(13) Ps=cosx+2m+5 -3!(2m+7) + 5!(2m+9) + ... , 

=cosx+ 2m~4 {{ 1 -2m~5) x-( 1 - 2m~7) ~; ± · ·} 

(14) 

xs 
4!(2m+9) ± · · · 

Wie man sieht, erhält man P3 , wenn man in P1 m + 1 statt m setzt und 
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in gleicher Art P4 aus P2 ; so ist die weitere Fortsetzung klar, und all­
gemein ergiebt sich, wenn in P,2 m+r-1 statt m gesetzt wird: 

(16) 
x5 

5! (2m+2r+5) ± · · · 

Es soll jetzt gezeigt werden, dass dieser Ausdruck mit wachsendem r nach 
sina; convergirt. Ein Satz von A bel lautetl): 

Wenn ,;0 , ,;1 , ,;2 • • • eine Reihe positiver abnehmender Grössen ist, 
a0 , a1 , a2 • • • eine endliche oder eine convergente unendliche Reihe bilden 
und M den grössten Absolutwerth der Summen: a0 , a0 + a17 a0 +a1 +a2 , .. . 

bezeichnet, so ist der Absolutwerth der Summe E0 a0 + e1 a1 +~>2 a2 + .. . 
kleiner als Eo M. 

Betrachten wir nun in (16) die Factoren: 

1 1 1 

xa xz; 
als e0 , ,;17 e2 ... und x -tl, + 5I + ... als die Reihe a0 + a1 +a2 + ... , 

· · x" x• x5 
so kann der grösste Absolutwerth M der Summen: x, a:- 3 ! , x- 3! + 5!, 

u. s. w. bei grossem x sehr beträchtlich ausfallen, kann aber nie eine ge­
wisse von m abhängige Grenze überschreiten, da a: höchstens gleich 2m 
werden sollte. Wir können daher immer r so gross wählen, dass: 

E M- M -'Yl 
0 - 2m+2r+1 - ., 

beliebig klein wird 2), also 

(17) P2r = sinx ± r; 
dem sin x beliebig nahe kommt. 

1 ) Siehe Serret-Harnack, Differentialrechnung S. 173. 
2) Da die Reihe in (16) regelmässig abwechselnde Zeichen hat, so ist der 

grösste Absolutwerth der genannten Summen kleiner als das grösste Glied der 
Reihe, also für x = 2m: 

der Werth: 

für den 

(2m)21"-1 

M< 2m-1!; 

r = (2m)2ms 

M 1 
2m+2r+l <(2m)! 2s 

wäre, würde also genügen, um, bei wachsendem s f'ur endliches oder unendliches m 
"1 nach 0 hin convergiren zu machen. 
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Mit Benutzung der Gleichungen (6), (8), (10), (12), (14) findet 
man nun: 

(18) D'Jm-1 sinx = (-1)"' {sin:c _ xcosx _ :c2 sin:c 
:c x 2m 2m+l (2m+I) (2m+2) 

x 3 cosx x• P } 
+ (2m+ I) (2m+2) (2m+3) + (2m+ I) ... {2m+4) 

und bilden wir jetzt eine Gleichung analog (18) mit dem Werthe P2r aus 
(17), so lautet diese: 

(19) D2m-1{sinx) (-1)"'{. (l x2 + x• _ 
:c x =~ sm:c - (2m+1)(2m+2) (2m+l) ... (2m+4) + ··· 

a;2r ) 
+ ( -1)' (2m+ I) ... (2m+2r) 

( x xa ,. x2r-1 ) 
- cos:c 2m+!- (2m+l) ... (2m+3) + ··· + (-1) (2m+l) ... (2m+2r-1) 

27' 

± (2m+l) ~- (2m+2r) · 1}}· 

COB X. X 
Die Factoren von sinx und cos :c oder auch von 2m+ I sind (wegen (5)) 

echte Brüche und wir dürfen daher mit Fortlassung des sehr kleinen in 1} 

multiplicirten Gliedes schreiben: 

(20) D2m-1 (sin x) = (-1)"' {{} 0 _ .ft'x cosx} 
x x 2m sm:c 2m+l O<{!,}<l, 

x<2mo 

Wir wenden uns nun zur Reihe V; in derselben ist b = oo und irgend 
ein von b abhängiges Glied, wenn Bm durch 82m ausgedrückt wird: 

(21) B h"'n f(2m-1)(b) = + 2 S (!!:..)2m. (n2m-1 {sinx)] 
m 2m! - 2m 2:n: x x x=oo 0 

Für endliche W erthe von m ist der Ausdruck [ J, wie aus (3) für x = oo 

folgt, Null. Ferner muss, damit R convergire, h zwischen 0 und 2.7l' 
angenommen werden (siehe nachher!); nähert sich nun m selbst auch der 

Unendlichkeit, so muss, da m von x vollkommen unabhängig ist :c >2m 
< 

gedacht werden können. Ist :c >2m, so ist wieder nach (3): n:-1 (si:x) 
= 0 für :c = oo; ist aber a; < 2m, so ist nach (20) der Absolutwerth: 



§ 25. Viertes Beispiel. 201 

j D2m-1 (sinx) I < ·(21) 
1 x x I 2m 

also für m = oo ebenfalls Null, und da iu beiden Fällen der Factor (2:rm 
auch verschwindet, so sind iu der Reihe V sämmtliche von b abhängige 
Glieder Null und somit das ganze Aggregat derselben ebe~falls. 

Der von a abhängige Theil Va von V ist aber, wenn {)1 , fJ2 , fJ3 , .•• 

~ , {)~, {)~, . . . positive echte Brüche sind, und a < 2, d. i. a < ! . n an-
1f 

genommen wird: 

(22) Va =-Bl ;: f' (a) + B2 :; {"' (a) + ... 

= sina { ~1 82 ( 2~ r + ~ 84 ( :'Jfr + ~3 86 (2: r + .. ·} 
{ .(7~ ( h ) 2 .(7~ ( h )4 -IY, ( h ) 6 } -acosa 1:3 82 2:n + 2.5 84 2n + 3.7 86 2:n + ... ; 

diese beiden Reihen in den Klammern convergiren, und es ist daher (nach 
§ 21 Nr. 6): 

(23) R = f sin x dx + ~ sin a + Va. Ja x a 

Wir wollen nun a klein annehmen und 0 werden lassen, und dann zeigen, 
dass der Uebergang auf beiden Seiten stetig erfolgt: Auf der linken Seite 
ist nach (1) : 

sina (sink sin2h ) . (cosh cos2h ) 
R=h -a- + hcosa a+ii + a+2h +··· +hsma a+h + a+2h + ... 
hier haben die eingeklantmerten Reihen, wenn h zwischen 0 und 2 n liegt, 
nach bekannten Convergenzregeln 2) endliche bestimmte W erthe und behalten 
solche auch für a = 0, folglich geht R stetig in den W erth: 

(24) R = h 1 + sin h + sin 2h + sin 3h + 
a=O · 1 2 3 · · · 

über. 

1) Sind .A und B beliebige gegebene Zahlen, so ist VA 2+B2 das Maximum 
des Absolutwerthes von .A cos ·v + B sin v; denn .A 2 + B 2 - (.A cosv + B sin v) 2 

= (A sinv- B cosv)', ist also immer positiv ausser für: 
B 

tgv= 7 , 

wofür die Differenz Null wird. Im Text sind .A und B positive oder negative 
echte Brüche. 

2) Siehe Schlömilch Comp. d. höh. Anal. I § 40. 
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Auf der rechten Seite ist: 

oo oo a 

r sinx d _ J sinxd f sinx d -- X- -- X- -- X 
•0 X 0 X 0 X 

und für sehr kleine W erthe von a: 
a a 

J sinx d _ J 
0 

----;; x -
0 

dx = a, 

also wird, wenn wir die beiden convergenten Reihen in (22) mit A1 und A 2 

bezeichnen, die rechte Seite von (23): 
C1:J 

f sinx h . 
= ----;;- dx-a + 2 + A1 sma -~acosa 

• 0 

und geht bei abnehmendem a stetig in den Ausdruck, für a = 0: 

(25) 
00 

f ~inx dx + !:_ 
• O X 2 

über; aus (24) und (25) folgt nun: 

sin !! + sin 2h + sin 3h + foo 
1 2 3 ... = 0 (26) 

sin x h 
----;;- 2' 

und mittels des bekannten Integralwerthes: 

00 

J sinx dx = !' 
0 '" 2 

ergiebt sich: 

(27) sinh + sin 2h + sin3h + _ n-h 
1 2 3 ... - 2 

Für h = 0 und h = 2.:rr gilt diese Formel nicht mehr, wie man auch so­

fort sieht, aber für h = i liefert sie die bekannte Gleichung: 

n 1 1 1 . 
4 = 1 - 3 + 5 - 'i ± . . . m infin. 

Ist die Summation der Reihe (27) in anderer Art ausgeführt worden, so 
folgt aus (26) der W erth des bestimmten· Integrals. 

§ 26. 

Eine Eulerache Reihenumformung. 

Wir berichten zum Schluss unserer Ausführungen über die Bernoulli­
schen Zahlen (selbst durch ein Citat Scherks darauf aufmerksam gemacht) 
von einer eigenthümlichen Verwendung derselben seitens Eulers, merk-
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würdig dadurch, dass der grosse Mathematiker aus der Primzahl 691 (dem 
Zähler von B6 ) auf das Vorhandensein der B. Z. in gewissen Coefficienten 
schliesst. In dem zweiten Theil einer Untersuchung 1): "De Curva hyper­
geometrica, hac aequatione expressa y = 1 . 2. 3 ... x" setzt Euler die 
Reihe: 

s = xm+i.- (m)1 (x-1)111 +7. + (m)2 (x-2)"'+1· + ... , 

worin m und 2 positive ganze Zahlen sind 2), auf ziemlich verschlungenem 
Wege m folgende Form um: 

s ( 1n) 7. • ( m) i.-2 
O.+I)(A.+2) ... (.t-/--m) = x-2 -/--(A)2 p x- 2 

( m)i.-4 ( m)l.-6 -/-- (J)4 Q X- 2 -/-- (J)6 R X- 2 -/-- ... 

Darin enthüllen sich P, Q, R . . . als ganze Functionen von m mit völlig 

( m m' m ) . regellos erscheinenden Coefficienten P = 12 , Q = 48 - 120 u. s. w. , d1e 

sechste dieser Grössen U hat den W erth 

5. 7 . 11 m" _ 691 m 
u = 4096 . 27 + .. . - 8 . 9 . 5 . 7 . 13' 

und hierdurch gelingt es Eulers scharfem Blicke, zwischen den Grössen 
P, Q, R u. s. w. folgende, in ihrer Gestalt ein wenig geänderte, Recursions­
formeln zu entdecken: 

2P= B1m, 

4 Q = (4)2 B1m P- (4)4 B2m, 

6 R = (6)2 B1m Q- (6)4 B2m P-/-- (6)6 B3m, 

8 S = (8)2 B1m R- (8)4 B2m Q-/-- (8)6 B3m P- (8)8 B 4m, 

u. s. w. 

deren Gesetz klar vor Augen liegt. Wir gehen auf die im Original nur 
angedeutete Begründung nicht ein und bemerken gleicherweise, dass die 

p 

P, Q, R, ... enge mit den in § 9 eingeführten Grössen Gk zusammen-
hängen, glauben im Uebrigen dem Leser durch den Hinweis auf jene Ab­
handlung eine willkommene Anregung zum Studium gegeben zu haben, 
und ergriffen gerne diese Gelegenheit zu ihrer Erwähnung, um dem hohen 
Geiste Eulers, dessen wir an den verschiedensten Stellen dieses Buches 
gedachten, auch das letzte Wort darin zu lassen. 

1 ) Novi Commentarii Petrop. t. XIII (1769), p. 3. 
2 ) Euler spricht es allerdings aus, dass m eine beliebige Zahl sein kann, doch 

bedarf dies jedenfalls noch besonderer Untersuchungen und Deutungen. 
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Die Bernoullisohen Zahlen. 
Nr. Zähler Nenner 

1 1 6 

2 1 30 
3 1 42 

4 1 30 

5 5 66 

6 691 2730 

7 7 6 

8 3617 510 

9 43867 798 

10 1 74611 330 

11 8 54513 138 

12 2363 64091 2730 

13 85 53103 6 

14 2 37494 61029 870 

15 861 58412 76005 14322 

16 770 93210 41217 510 

17 257 76878 58367 6 

18 26315 27155 30534 77373 1919190 

19 . 2 92999 39138 41559 6 

20 2 61082 71849 64491 22051 13530 

21 15 20097 64391 80708 02691 1806 

22 278 33269 57930 10242 35023 690 

23 5964 51111 59391 21632 77961 282 

24 . 560 94033 68997 81768 6249127547 46410 

25 49 50572 05241 07964 82124 77 525 66 

26 80116 5718135489 95734 79249 91853 1590 

27 29 14996 36348 84862 42141 81238 12691 798 

28 2479 39292 93132 26753 6854157396 63229 870 

29 84483 61334 88800 41862 04677 59940 36021 354 

30 121 52331 40483 7 5557 20403 04994 07982 02460 41491 567 86730 

31 123 00585 43408 68585 41953 03985 74033 86151 6 

32 10 67838 30147 86652 98863 85444 97914 26479 42017 510 

-~---------...._.__-
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