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Yorwort und Einleitung.

Mit den Bernoullischen Zahlen hat von Jacob Bernoulli an
bis in die Gegenwart hinein eine grosse Zahl ausgezeichneter Mathematiker
sich beschéftigt, und manche dieser Forscher sind von ibnen wiederholentlich
angelockt worden.

Das hat seinen Grund vorziiglich in ihrer grossen Wichtigkeit fiir
die Analysis. Nachdem Jacob Bernoulli sie zum Zweck der Summation
der Potenzen der natiirlichen Zahlen eingefiihrt hatte, wurden sie von
Euler mit den Summen der reciproken Potenzen der natiirlichen Zahlen
und den Potenzen der Ludolphischen Zahl, sowie mit den Coefficienten
der Reihen fiir die Tangente, Cotangente und Cosecante und ebenfalls
einiger Exponentialfunctionen in engen Zusammenhang gebracht; wihrend
Mac Laurin sie schon vorher in der nach ihm benannten Summenformel
zum Ausgleich der Differenz zwischen einer endlichen Reihe und einem
bestimmten Integral benutzt hatte.

Doch liegt eine zweite Ursache des mit Vorliebe gepflegten Studiums
derselben auch in ihrer Biegsamkeit und Elasticitdt. Ihre, wie man fast
sagen mochte, proteusartige Natur lisst sie in der mannigfaltigsten Weise
ans Licht treten. Der eine Mathematiker bringt sie mit der harmonischen
Reihe in Verbindung, der andere lehrt die Moglichkeit, mittels ihrer die
ungeraden Zahlen in zusammengesetzte und Primzahlen zu trennen, und
der dritte baut sie aus Einheitswurzeln auf. —

Den Methoden mdoglichst leichter Berechnung derselben wandten sich
naturgemd#iss die ersten Bestrebungen zu. Ein Mittel, sie successive, jede
aus allen ihr vorangehenden, aufzufinden, hatte Jacob Bernoulli angegeben,
und Moivre hat diesen Gedanken in eine Gleichung gebracht. An diese
dlteste Recursionsformel schloss sich nun eine ganze Reihe anderer von
ghnlichem Charakter an, in denen allen simmtlihe Bernoullische Zahlen
bis zu einer bestimmten (als unbekannt anzusehenden) linear und mit ab-
wechselnd positiven und negativen Factoren verbunden dem Rechner ent-
gegentreten. In neuerer Zeit ist es gelungen, diese Formeln zu verkiirzen,
indem nunmehr schon zur Ermittelung einer Bernoullischen Zahl etwa die
Hilfte der ihr vorangehenden ausreicht. In einer dritten Gruppe recursiver
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Gleichungen steht auf der linken Seite die unbekannte Bernoullische Zahl,
withrend die Glieder der rechten Seite die Producte von je zwei Bernoulli-
schen Zahlen enthalten und siémmtlich positiv sind. Endlich sind auch
noch Recursionsformeln vorhanden, in denen die Bernoullischen Zahlen mit
Secantencoefficienten vermischt vorkommen.

Wurde nun hierdurch das hauptsichlichste Bediirfniss befriedigt, so
wandte sich das weitere Interesse der unabhingigen Darstellung derselben
durch directe Formeln zu, sowie etwa ein Binomialcoefficient sowohl recursiv
durch zwei benachbarte der vorangehenden Potenz, als auch ohne Kenntniss
derselben direct ausgedriickt werden kann. Fiir die Bernoullischen Zahlen
sind die directen Formeln aus den mannigfachsten Gesichtspunkten auf-
gestellt worden, deren gruppenweise Zusammenfassung nur eine Vorweg-
nahme des nachfolgenden Inhaltsverzeichnisses sein konnte und daher hier
unterbleiben mége. Nur mag bemerkt werden, dass die meisten derselben
auf dem Princip der Coefficientenvergleichung beruhen und dass sie wegen
ihrer Vielgestaltigkeit und wegen der Erfindungskraft ihrer Urheber in-
tellectuelles Vergniigen bereiten, wihrend fiir die praktische Anwendung
die Recursionsformeln immer die bequemeren bleiben werden.

Aber nicht nur die Aufmerksamkeit des Analytikers wird durch die
Bernoullischen Zahlen in Anspruch genommen, sondern auch der Blick des
Zahlentheoretikers lenkt sich ihnen zu. Nicht allein, dass man Factoren
von einfacher Gestalt angeben kann, deren Product mit den Bernoullischen
Zahlen ganzzahlig ist, — es gelang zwei Mathematikern, von Staudt und
Clausen, gleichzeitig und unabhingig von einander den hdchst merk-
wiirdigen Satz zu entdecken, dass jede Bernoullische Zahl sich von einer
positiven oder negativen (nicht von vornherein angebbaren) ganzen Zahl durch
eine Reihe von Briichen unterscheidet, deren Nenner Primzahlen, die sich
aus der Nummer der Bernoullischen Zahl vollstindig und sicher bestimmen
lassen, und deren simmtliche Zidhler gleich der Einheit sind. An dies
Theorem kniipfen sich Untersuchungen iiber die genannten ganzzahligen
Bestandtheile, andere beziehen sich auf die Theilbarkeit gewisser linearer
Functionen gleichweit von einander abstehender Bernoullischer Zahlen durch
die Potenzen einer mit ihrer Distanz zusammenhingenden Primzahl, noch
andere auf die mit den Bernoullischen Zahlen eng verbundenen Tangenten-
coefficienten, und insbesondere auf deren Endziffern.

Dieses wmfangreiche in Werken und Zeitschriften verstreute Material
zu sammeln und einheitlich darzustellen, schien dem Verf. eine des Studiums
und der Arbeit wohl wiirdige Aufgabe zu sein. Nachdem dies in Vor-
lesungen an der hiesigen Universitit versucht worden, wagt er es, dieselben
zu gegenwirtigem Werkchen vervollstindigt in weitere Kreise hinauszusenden.

Bei den Referaten iiber die einzelnen Abhandlungen, wobei auch die-
jenigen tber die Secantencoefficienten, insoweit sie mit den Bernoulli-
schen Zahlen zusammenhingen, nicht entbehrt werden konnten, musste
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natiirlich der Hauptinhalt einerseits so ausfiihrlich dargestellt werden, dass
ein Riickgreifen auf die Quelle, besseren Verstindnisses wegen, unnothig
wird, andererseits verbot sich eine zu grosse Breite und eine zu specielle
Wiedergabe von selbst, es musste das minder Wesentliche ganz ausgeschieden
oder nur kurz mit einem Hinweis auf das Original erwihnt werden. Ob
in dieser Hinsicht, wo doch Vieles dem personlichen Ermessen anheimfllt,
im Grossen und Ganzen das Richtige getroffen ist, bleibt selbstverstindlich
dem Urtheil der sachkundigen Leser iiberlassen. Dass verschiedenartige,
aber in derselben Abhandlung vereinigte Untersuchungen in dem Buche,
soweit sie iiberhaupt die Bernoullischen Zahlen angehen, getrennt und an
der betreffenden Stelle zur Sprache kommen, darf wohl kaum besonders
bemerkt werden. —

Zur Einfithrung in die Theorie der Bernoullischen Zahlen eignen sich
mehrere Wege, je nach der Erklirung, welche man fiir sie zu Grunde legt.
Die bekannten Entwickelungen von Schlomilchl) und Stern?) kniipfen
an die Exponentialfunctionen an; an dieser Stelle schien es naturgemiss,
von der urspriinglichen Bedeutung der Zahlen auszugehen, und von da aus
die Eigenschaften derselben (dass sie simmtlich positiv sind, schneller als
jede geometrische Reihe wachsen und dass die frither mit geradem Index
bezeichneten den Werth Null haben), sowie auch die Recursionsformeln
selbst abzuleiten.

Die weitere Gliederung des ganzen Stoffes ergiebt sich nach dem frither
Gesagten von selbst in die drei Abschnitte: Recursionsformeln, Unabhingige
Darstellungen, Zahlentheoretische Untersuchungen, doch wurde, um die
Symmetrie nicht zu stéren, der Vervollstindigung der Mac-Laurinschen
Summenformel nebst Beispielen, nachdem dieselbe in ihrer urspriinglichen
Gestalt bereits im ersten Abschnitt entwickelt worden, ein besonderer, der
vierte Abschnitt, gewidmet.

Innerhalb der einzelnen Abschnitte ist, soweit als thunlich, d. h. soweit
als sachlich Zusammengehoriges dadurch nicht auseinander gerissen wurde,
die historische Folge beobachtet. Dabei stellte sich heraus, dass Ofters
dieselben Formeln von verschiedenen Autoren, die unabhingig von einander
arbeiteten, aufgestellt worden waren, und vorliegendes Werkchen mdchte
fernerhin den Forschern die unniitze Miihe ersparen, alte Formeln von
Neuem zu erfinden.

Die Litteraturnachweise, von denen der Verf. einzelne der Freundlich-
keit seines verehrten Collegen Herrn Hurwitz verdankt, sind an den be-
treffenden Stellen und in einem zusammenfassenden Register angegeben.
Das Buch kann zwar in dieser Beziehung nicht den Anspruch auf Voll-
stindigkeit erheben, doch hofft der Verfasser, von den Gesichtspunkten, denen

1y Grunerts Archiv, Bd. 10 (1847), S. 342, oder Comp. d. hth. Analysis II zu

Beginn der Abhdl. iiber die Bernoullischen Functionen.
) Zuerst mitgeteilt in G. F. Meyers Doctor-Dissertation, Gottingen 1859.
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die mannigfachen Gleichungen ihre Entdeckung verdanken, keinen wesent-
lichen fortgelassen zu haben. Jedenfalls aber wiirde ihm jede Offentliche
oder private Belehrung in dieser Hinsicht willkommen sein. —

Vorliegendes Buch, fiir dessen sorgfiltige Ausstattung der Verfasser der
geehrten Verlagshandlung von Julius Springer seinen besten Dank aus-
spricht, ist in erster Reihe fiir die studirende Jugend bestimmt und sind
darin die Kenntnisse eines Studenten im dritten oder vierten Semester
vorausgesetzt. In Riicksicht hierauf, sowie auch, um die Einheitlichkeit der
Darstellung zu wahren, sind die Beweise 6fters anders als in den Original-
abhandlungen gefiihrt worden, ohne dass es in der Regel dem Verfasser
nthig erschienen wire, dies besonders zu erwihnen. Zahlenbeispiele sind
der Raumersparniss wegen nur wo sie fiir das Verstidndniss dringend noth-
wendig waren, gegeben worden. Ueberhaupt hat sich der Verfasser bemiiht,
die wissenschaftliche Haltung nirgend durch unniitze Breite zu beeintrichtigen,
so dass dies Werkchen iiber die Bernoullischen Zahlen auch dem Facheollegen
Orientirung und, wie der Verfasser zu hoffen wagt, Anregung zu neuen For-
schungen auf diesem Felde darzubieten vermochte; denn dass diesem un-
erschopften Boden noch fernerhin beachtenswerthe Friichte entspriessen
konnen, ist dem Verfasser, der selbst einzelne Halme ausreifen lisst, volliz
unzweitelhaft.

Konigsherg, im September 1892.

Louis Saalschiitz.
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Erster Abschnitt.
Recursionsformeln.

§1
b .
Erklirung der Bernoullischen Zahlen. Einfachste vollstindige
Recursionsformeln.

Die Bernoullischen Zahlen verdanken ihren Namen dem Mathe-
matiker Jacob Bernoulli, der sie in die Analysis einflihrte, und nach
welchem Moivre und Leonhard Euler sie benannten. Die Einfithrung
geschah bei der Losung der Aufgabe, die Summe der ganzen positiven
Potenzen der natiirlichen Zahlen zu finden!), was in folgender Art be-
werkstelligt werden kann. Seien 2 und p positive ganze Zahlen und:

S Sr@) =17 427 + 30 4 ... + a7

dann ist SP(z) die Summe einer arithmetischen Reihe pte" Grades, hat also
die Form:

x (x—1) z(x—1) (x—2) z(xz—1)...(x—p)
T2 TR 195 To-tO T G

wobei @, @, ...a, die Anfangsglieder der Hauptreihe und ihrer Differenz-

reihen sind. Wir konnen somit auch, wenn wir nach Potenzen von z
ordnen, setzen:

(2) Srz)=a,z+a

(8)  SP(x) = AwPt1 + Bap 4 CoaP—1 4 Cuap—2 + ...+ Cp_y 2.

Setzen wir hierin #—1 an Stelle von z und ziehen die entstehende Gleichung

von (3) selbst ab, so ist mit Riicksicht auf die Bedeutung von SP(z)
(s. GL (1)):

1) Ars conjectandi, Basel 1713, S. 97. Bernoulli selbst hat nur die ersten
fiinf Zahlen berechnet. Genaueres siehe in der spiteren Anm. zu Gl. L
Saalschiitz. 1
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Erster Abschnitt. Recursionsformeln.

(4) xh=4{@4-Uﬂu_g?%wxwﬂi“.+c-n@

+ B {px"~1———p (lp;ﬁ P24 ... 4 (_1);»—1}

+¢q {@_1) xp—z__(ll:_lll%’—_?) oP—34... + (__1)p—2}
+ ...+ Cpy.
Diese Gleichung steht unter der Form:

=yt rtazi4 ... f2,2P
oder

B+ttt .. 4 (2,—1) 2P =0

und gilt fiir alle positiven ganzzahligen Werthe von x; das ist nicht anders
moglich, als wenn einzeln:

ag=0, 0y =0, =0, ... a, =0, ,—1=0
sind. Folglich ist nach (4) zunichst: _
Adp+1)=1
m—A%%M=m

woraus:

l =

" {A:

p

B=

?

und, wenn wir den Coefficienten von xP—* bilden und darin die Werthe fiir
A und B aus (5) einsetzen:

: pp—1...(p—k+1) —1 P@—1)...(p—k+1)
©® v k+1)! LI A

o(@—D ... (p—Ek+1 s (P—2)...(p—k41
+ (—1) 2\ P )(k_(.I;)‘ + )Cl+(_1)h s(p )(],_(12))' +)02

+.. 4 =L g =,

Mittels dieser Gleichung, worin nacheinander k==2, 3, ... p zu setzen
ist, kann man successive die Grossen Cj, C,, bis C,_; berechnen. Dabei
hingt C;_; von % und von p ab; fihren wir nun andere Gréssen by, by,
.-« by—y mittels der Gleichungen:



§1. Erkliirung der Bernoullischen Zahlen. Einfachste vollst. Recursionsformeln. 3

l C, = pb,

- C__p@—nb

1.2
(p—1 —k4-2
le - plp %k_(lz;‘ + )b

ein, so geht (6) nach Fortlassung des gemeinsamen Factors
p»(p—1)...(p—k+1)
und Multiplication mit %!, wenn (k), die Bedeutung:

kE(k—1)...(k—hI-1
(k) = ( 1).2.(..1. +D

hat, in folgende Gleichung iiber:

(8) 2—(Lkl+_ll) — B+ ® by F oo A+ (=D By by =0

oder auch:

—1
(9) (k)l bk——1_"(k)2 bk—2 = - (“—l)k (k)k—i 1+ ("" 1)k+ Z(k—}-l) =0.

In diesen Gleichungen kommt p nicht mehr vor, die Gréssen by by ...
hingen also nur von ihrem Index ab und sind daher der Reihe nach
za berechnen méglich. Setzen wir z. B. in (9) k=1, 2, 3, 4, 5, so er-
halten wir:

1 =00 =gy b =0 b =355

by =

Die Rechnung wird aber wesentlich durch den Umstand vereinfacht, dass
alle b mit geradem Index verschwinden. Dies lisst sich in folgender Art
beweisen. Setzen wir in (3) =1, wodurch die linke Seite gleich der
Einheit wird, fiir 4 und B die Werthe aus (5) und fir die C, die Werthe
aus (7) ein, so entsteht die Gleichung:

(10} 5oy Bh b+ (0 b+ (s by + () by + -

setzen wir andererseits in (8): k==p, so wird:

(10), 3 (p+ (LD — Db+ (2) b —(P)s b+ (D) 0 F ... =0,
und die Addition beider Gleichungen liefert:
(11) (0)s by + (B)y by + (D)6 b + ... == 0.
Wird darin p=2 oder 3 gemacht, so ergiebt sich:
b, =0,

1&



4 Erster Abschnitt. Recursionsformeln.

was also der obigen Bemerkung zufolge der feste Werth fiir b, ist; setzt
man dann in (11) p==4 oder 5, so folgt:
b, =0,
und so iiberhaupt:
1 2) by, =0,

womit die obige Behauptung erwiesen ist.
Wir setzen nun:

_5
T8

h4-1 B
> by ==(—1) h

(13) b, —

dann sind die Gréssen By, B,, B, ... die Bernoullischen Zahlen.?)
Sie lassen sich somit aus den b’s leicht berechnen oder auch direct mittels
Recursionsformeln successive herleiten, worauf wir demnichst zuriickkommen.

Die von Jac. Bernoulli angegebenen sind:

B—=ip—Lp_>3

1
B1=F’B°_30’ s =g Pr=3p B ="

Die folgenden bis zar 15t" sind von Euler2), bis zur 31t von Ohm3),
bis zur 62t" von Adams%) berechnet; die ersten 32 derselben sind am
Ende des Buches angegeben.

Da die C mit geradem Index mit den b gleicher Gattung verschwinden,
so schliesst die rechte Seite von (8) fiir ein gerades p mit z, fiir ein un-
gerades mit #2; driicken wir nun die C durch die B. Z. (d. h. Bernoullische
Zahl oder Bernoullische Zahlen) aus, so erhalten wir die Formeln:

on » 41 2n B _
(14) 12 4 22 +...+x-n=’2”n+1 +§27~+(2n)1»‘—x2" 1

_(2 n) R S + (_ 1)n+1 (2")071—-1 2

xin+2

I i L2 4 @nd1), _szn

— (2n+4 s 5+ B, M4 4 (— 1)t (27&—{—1),,,-1 2:2
Die Schlussglieder in diesen Gleichungen sind in kiirzester Form:

(16) in (14): (="' Bz in (15): (—1)"* 2 g o

') Die obige Bezeichnungsart ist die jetzt gebriuchliche, friiher wurden die
Zahlen B,, B;, B; ... benannt, indem B,, B,, B; ... als Null galt.

%) Calculus dlfferentla.hs II, cap. V, § 122

% Journal fiir reine und a,ngewandte Mathematik, begrundet von Crelle,
in der Folge immer als J. fiir Math. citirt, Bd. 20 (1840),

*) ib. Bd. 85 (1875), S. 269.



§ 1. Erklarung der Bernoullischen Zahler. Einfachste vollst. Recursionsformeln. 5

Wir wollen nunmehr beweisen, dass die B. Z. simmtlich positiv
sind und von der vierten an immer grésser werden.

Zu dem Zweck erheben wir die Gleichungen (14) u. (15) auf’s Quadrat.
Nun ist zuniichst:

17) (1P 420 4 ... 4 o)== 1% 4 22 | .. J 2%
+2{1p.0+2r.1p+3p (1P4-20) 4 ... 22 (1P + ... +(x-—1)p)}.

Bezeichnen wir nun allgemein :

x

(18) 142k b= D yk= Ik,
1
so ist also:
(19) (2272 = Zz¥ + 2 J{yr (Zyr — 99}
1

aber nach (14) und (15) ist:

(20) Sp—p =L Y gy By

also wird aus (19):

(21) (2ar)2=2x2%}2 1 Ax21’+1 7 x4 (p)1 B 22:21‘—1?...},

so dass sich 22 forthebt. Unterscheiden wir nunmehr, ob p gerade oder
ungerade ist und nehmen zuerst:

p=2n,
so erhalten wir, indem fiir (20) die G1. (1 4) zur Anwendung kommt, aus (21):
pM1
(22) (m + ...iB,.x) = + Zytnt i (2m), 5 By span—

— (@n)y B Sptn—s 1 | (—1y+12B, g,

Hier ist fiir alle Summen auf der rechten Seite Gl. (15) anzuwenden, und
vergleichen wir dann die Coefficienten von #2 auf der linken und rechten
Seite, so entsteht die Gleichung:

dntl 4 4 —3
(28) BY=—— s By @o) 57 B By @0 2B, B,
n+3 ,
+...+ 2 )2"——3 2%+2 Bu—1 Bpy1 + (2n+1) B;,.

also :

@4) By— gl {@nt1), (n DB By +@rt1), (4n—9) B, By,

+ ...+ @n41),,_, 2n43) B,_, B, ., + 2n(@2n+1) BE}.
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Nehmen wir jetat
p=2n+1,

so tritt nur ein wesentlicher Unterschied ein, dass n#mlich auf der linken
Seite die niedrigste Potenz «* ist, also #2 nicht vorkommt. Verfahren wir
ausserdem ganz analog der bisherigen Durchfiilhrung, so gelangen wir
zu der Gleichung:

(25) Bonsr=gorg @n-+2) (40+1) B, Byt (2n42),(4n—1) B, B,

+ ... + (@n+2),, (2n+3) B, B,,+1}.
Also ist z. B.:
2.3
B, ==~ B,

4), .5 B, B.

[a—- co|»-a ﬂ[l—‘

(
{(5)2 7B, B, + 4. 532}
{

(6)-9 By B+ (6)s.75; By}

u. S. w.

=1

et

Nimmt man nun B; =} als bekannt an, oder entwickelt es aus der be-
kannten Gleichung:
(2)? = 23,

so erschliesst man aus (24) und (25) successive, dass alle B. Z, positiv sind ;
ferner folgt aus (24) und (25) gemeinschaftlich:

—1 1
(26) P > 2§+1 P(P+ ) BP—11

also von p=4 ab:
(27) B,>B,,

und wenn p geniigend gross ist:

1
(28) B,> 22l p .

in der That wird sich spiter zeigen, dass fiir grosse Werthe von p
sehr nahe:

(29) By = ﬁ-.» Bp—y

ist, was wegen &%= 9,87 mit (28) in Uebereinstimmung steht. Aus (28)
folgt, dass der Quotient By, : By, immer grosser wird und schliesslich iiber
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alle Grenzen hinaus wiichst: es nehmen also die B. Z. von einer leicht
zu bestimmenden an schneller zu als irgend eine wachsende
geometrische Reihe. Ist namlich deren Exponent e, so braucht nur p
aus der Beziehung:
204D
12 >

berechnet zu werden.

Wir gehen nunmehr zu Gl. (9) zuriick, um daraus Recursionsformeln
fiir die B. Z. zu gewinnen.

Setzen wir in (9) k=2m, by_g =by_4 = ... = b, = 0 und fiir b;_;,
by—3, ... b, die Werthe aus (13), so erhalten wir nach Multiplication
mit (—1y"—1:

B Bm— B,
(2m), "2% — (2m), 2,”!—__12 + ... + (=11 (2m)zmay —2‘1‘
m 2m—1
+ D" gmn = °

Multipliciren wir diese Gleichung mit 2m -1, so entsteht daraus:

I (2m—+1), Bp— (2m+1); By + @m+1), By s F ...
+ (=1t 2m4-1)2m—y B4 (—1)"(m—%) =0.

Dieses ist die #lteste Recursionsformel; sie wird anf Moivrel) zuriick-
gefiihrt.

) Miscellanea analytica (London 1730) Complementum S. 6ff. — J. Bernoulli
findet zun#ichst (Ars Conjectandi, Basel 1713, S. 97) die Potenzsummen nach ein-
ander aus den Formeln fiir die figurirten Zahlen z. B. nach Aufstellung der
Gleichungen:

2l=n

Sy = n‘-’—zl-n

n?

5 __ M n

in folgender Art:
' 5 (r=1) (n—2) (#—3) _ n(n—1) (n—2) (n—38)
. =

oder: . 234 ,
Z(n®—6n2411n—6) = nt —6nd4-11n*—6m
also: 4
o n*—6n2t+-11n2—6m nt nd n?
Snd =6 Zn>—11 Zn+6 31+ + —r e

So giebt er die Summen bis S einschliesslich und folgende Formel an, worin ¢
den Exponenten irgend einer (ganzen positiven) Potenz bedeutet:
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Setzen wir in (9) k==2m <1, wodurch u. A.

i Bn
by =0, b_g==(—1)"+ 5~

wird, und verfahren ausserdem wie oben, so erhalten wir:

II (2m4-2), By— (2m+2), B,_1 + (2m+2)g B,y F ...
+ (=11 @m 4 2)g,, By + (— 1y m=0;

dieselbe ist von Jacobil) mitgetheilt.

Subtrahiren wir I von IL so ist der bekannten Gleichung
(1) = (n)x + (m)x—1 oder: (4 1)kyy — (n)r = (M1

zufolge :

I (2m+4-1), Bp— (2m+1), By + (2m41); B—s F ...
4+ (— 1)1 (2m 4 1)g,, B, 4+ (—1)y7. 1 =0.

netl ne ¢ . cle—1) (c—2) .
[ - - ¢—1 SRy 20 S C—
M=yt gt g AT T B
c(c—1)...(c—4) c—s
55 T

»und so fort durch Verminderung des Exponenten um je zwei Einheiten, bis man
(schliesslich) zu #*? oder n gelangt‘. Diese Formel ist augenscheinlich durch In-
duction entstanden, wenigstens fehlt der pricise Beweis dafiir, dass die Zahlen
A, B, C ... constant, und besonders auch dafiir, dass die Coefficienten der
zwischenliegenden Potenzen Null sind, und dass 4, B, C ..., wie anfinglich,
80 auch in ihrem weiteren Verlauf abwechselnde Zeichen haben miissen. Diese Be-
weise sind spiter von Euler mittels der trigonometrischen Reihen, in denen er
das Vorkommen der B. Z. entdeckte (s. § 2 insbesondere Anm. zu Gl. XI), ge-
fiihrt worden. (Auf Grund der urspriinglichen Definition der B. Z. sind solche
Beweise bis jetzt, soweit dem Verf. bekannt, fiberhaupt noch nicht gegeben worden.)
Bernoulli findet aus obiger Formel nach und nach die Zahlen 4, B, C ...
indem er successive ¢=1, 2, 8 ... und jedesmal n = 1 setzt, wodurch die linke
Seite 1 wird. Diesen Gedanken hat Moivre durch eine Formel dargestellt, indem
er eben in der obigen n =1 setzte; weiter hat der beriihmte Mathematiker in
dieser Beziehung nichts hinzugefiigt. — Jedoch macht er einige Anwendungen
der B. Z., u. A. auf das Verhiltniss des mittleren Coefficienten von (z--b)*
(n positive ganze Zahl) zur Summe aller, welche Aufgabe schon von Stirling
(der mit Moivre in freundschaftlichem Briefwechsel stand) in Angriff genommen
worden war und spéter von Euler reproducirt wurde. Auch schliesst Moivre
,aus der Analogie“, dass die Bernoullische Formel ebenfalls fiir negative
Exponenten gelten werde, giebt die (abgesehen vom fehlenden Restgliede) richtige
Gleichung dafiir an und fiigt Anwendungen hinzu. — Die letzte Formel des Buches

(Summation der Reihe 1 — % -+ 51—{——-% =+ ... mittels der B. Z. und 1g2) ist

nicht richtig.
1) Bei Gelegenheit seiner Untersuchung iiber die Mac-Laurinsche Summen-
formel, J. fiir Math. Bd. 12 (1834), S. 263.
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Diese Recursionsformel findet sich in einer Abhandlung von Sternl), auf
die wir noch spiter zurtickkommen.

Uebrigens macht die Entwickelung neuer Formeln keine besondere
Schwierigkeit, ist aber im Allgemeinen, d. h. wenn die neue Form nicht
tiir besondere Zwecke brauchbar ist, auch nur von untergeordnetem Interesse.
Setzen wir z. B. in I m— 1 statt m und addiren sie dann zu I, so er-
halten wir mit Benutzung von (30):

v (2m+1) B,—(2m); B,—3 + (2m); Byg F ...
+ (=1t @My By (— 1. 3 =0

Ob die Formeln I bis IV oder die Formeln (24) und (25) fiir die wirk-
liche Ausrechnung bequemer wiren, lisst sich wohl nur durch die Praxis
selbst entscheiden. Erstere haben den Vortheil, dass die, spiterhin recht
unbequemen, B. Z. darin nur linear vorkommen, die letzteren, dass sie etwa
halb so viele Glieder haben und dass alle diese positiv sind, so dass die
Coefficienten in (24) und (25) im Allgemeinen kleiner sein miissen als in
I bis IV.

Zusammenhang der Bermoullischen Zahlen mit den Coefficienten

der Entwickelung von Exponentialgrossen sowie trigonometrischer

Functionen und mit der Summen der reciproken Potenzen der
natiirlichen Zahlen. Weitere Recursionsformeln.

Wir betrachten die Function:

xr er41

2 er—1’

dieselbe hat fiir £ =0 den Werth 1, wiichst mit zunehmendem z, wird aber
fiir keinen reellen endlichen Werth von  (und iberhaupt fiir keinen Werth,
dessen Modulus kleiner als 2 ist) unendlich und bleibt ungeindert, wenn
— an Stelle von x gesetzt wird; sie lisst sich also nach Potenzen von z
und aus letzterem Grunde nach Potenzen von #2 entwickeln. Wir kiénnen
daher setzen:

x er+1 x? xt 8
) Ta1— 1 ta gy T b gt

Multipliciven wir beiderseits mit ¢*—1 und setzen fiir ¢ die unendliche
Reihe, so erhalten wir?) aus Gleichung (1) die Gleichung:

1) J. fiir Math. Bd. 84, S. 267.

2) Bei den Hinweisen auf Gleichungen, die mit deutschen Ziffern bezeichnet
sind, ist immer der vorliegende § zu verstehen, wenn kein anderer § ausdriicklich
beigefiigt ist. — Die rémischen Bezeichnungszahlen laufen fort. -
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@ Fe+i+5+5 +)=Ctagt+af+ ) (F+5+5+-)

und nun giebt die Vergleichung der Coefficienten von z3, z% 2z2mt1 die
Gleichungen:

9 1 __ 1

3 te—1
a oo 1 _ 1
wtn T =z
am—1 am—2 1 1

am a, p—
emyitem—grsitam—gsi t - T argm_ni T @nrn —2@m

Die erste dieser Gleichungen giebt a, =}, die zweite @, = — ;%;, und
die letzte lisst sich sehr leicht auf die Form bringen:

3) (Cm4-1)an+Rmt-1)a,1+...4+(@m+ Dop_y a,+ (1 —m)==0;

diese Gleichung kann aber in vollstindige Uebereinstimmung mit Gleichung I
gebracht werden, wenn namlich:

(4) a, = (—1)+1 B, k=12 ..m

gesetzt wird. — Vergleichen wir in (2) die Coefficienten von 22"t2, so ge-
langen wir durch dieselbe Substitution (4) zur Gleichung II. — Wir haben
demnach 1):

z er-1 x? xt z% __
) z Wil=1+B1W—B2H+BSH+...;

bis zu welchem Werthe von # diese Reihe convergirt, werden wir spiter
bestimmen.

Wir betrachten ferner die Function:

X x

‘2— cot ?,

dieselbe ist der vorigen sehr ahnlich, hat den Werth 1 fiir £ =0, bleibt
ungetindert wenn 2 mit — 2 vertauscht wird, und wird fiir z = 2x un-
endlich, sie lisst sich also nach Potenzen von z? entwickeln und wir
setzen 2):

T x x? xt a®
(6) gty =1—F 57 —8 57— B 55—

1) Euler a.a. 0. II, § 1141
2) Dass die Coefficienten der rechten Seite von (6) negativ, also die §'s positiv
sind, lisst sich von vornherein in folgender Art darthun. Sei:

(a) y==zxcotz
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statt der linken Seite konnen wir
1+ cosz

sin

x
2

setzen; multipliciren wir dann mit sinz und fithren fiir sinz und cosz

so ist:
(b) Z—Z=y‘=cotz— Sﬁi_,;=cotx—x (1 + cot?2)
oder auch: . ]
sinzecosx —z x(l_%i"') (1—%i)——x
¥ = gin?z - - (1_%; o
hieraus folgt, wenn wir ¥’ fiir £ = 0 mit ¥’ bezeichnen:
(© ¥h =0.
Ferner ist: ) .
L A

folglich sind fiir £ = 0 alle Differentialquotienten hiervon endlich oder 0, und
die Function selbst gleich 1; schreibt man also ¥ in der Form:
cosx
sinz '
x

Z/:—_—

so sieht man, dass alle Differentialquotienten von y fiir x =0 endliche Werthe
haben. Nunmehr folgt aus (b):

@ zy =y —a*—y?
e Yy = — 22 — 2y
4 2 zle
(f) z!/lu +yll —_— 2 - 2y12 — nyll

und wenn man (e) n — 2 Mal differentiirt:
(8) zy™ +n—242y)yr—V=—2 {y("— Dy’ + (n—2), y—y" + ...

+ (n—2),—; y‘y""2>};

fiir £ = 0 kann man das Glied xy*‘ in (f) und ebenso xy( in (g) fortlassen, da
kein Differentialquotient von y fiir £ = 0 unendlich ist, also folgt aus (f):

(b) Y =—13.
Setzen wir nun in (g) # =2m--2 und =0, so wird:
(2m 4 2) e =— 2 Jymy -+ ), YDy ..+ 21 )

und hieraus folgt mit Riicksicht auf (c) successive:
) Y =0, Y =0, ... D —0,
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die Reihen ein, so giebt die Vergleichung der Coefficienten von 27 die
(Hleichung:

(2m + 1)1 ﬂm — (2m + 1)3 ﬂm——l + ... + (—- 1)”1_1 (2'm -l- 1)2,,,_1 ﬂl
(=1 = —o;

diese stimmt aber vollstindig mit I iiberein, wenn B mit B vertauscht
wird, es ist also:

Pn= B,
und somit:
(M) Lot e—=1—B 5 —B, Y B T —
oder auch:
(8 zeotr =1 — 22 Blﬁ-—z B24—‘-—2 B36'_

Multipliciren wir diese Gleichung mit sinz und setzen fiir cosz und sinz
die Reihen, so giebt der Vergleich der Coefficienten von x2" die Recur-
sionsformel :

A 22 (2m+ 1), B,,—2%—2 (2m+1); By +...
4 (—1ym=1 (2m41)g, 1 22 B, +(— 1y 2m=0.

Durch Zerlegung der Cotangente in Partialbriiche und Entwickelung
derselben nach Potenzen von z erhilt man, wie in jedem Lehrbuch der
algebraischen Analysis oder der Differentialrechnung?!) zu finden ist:

1 x x? T
(9) 00t$=?—282?—26'4 F—QSGF——“‘
worin Sy, die Summe der unendlichen Reihe:

1 1 1
(10) S2m=1+‘22~,,7+§,7+z§;,7+-~«

Setzt man in (g) n=12m-+}1 und x =0, so erhiilt man:
() @m0y =—2{(@2m —1), y@m=y + @m—1)yr—0yd 4.
+ (2m — D)z 9 92—

und hieraus ergiebt sich, indem fir m:2,8, ... m substituirt wird mit Riicksicht

auf (h) nacheinander, dass Yoo ¥4, ... yU'™ negativ sind. Setzt man nun in der
Gleichung:

x? at z
@ zeotz=1 +y¢(v2)§f + y = I + y(ﬁ) _|_

% statt z, so erhilt man die Gleichung (6), in welcher also die f's nunmehr als

positiv bewiesen sind.
1} Z. B. Schlémilch, Compendium 4. htheren Analysis I. § 50 Gl. 18.
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bedeutet. Der Vergleich der Gleichungen (8) und (9) giebt die sehr wichtige
von Euler!) aufgefundene Beziehung:

22m—1 p2m
(1 1) Szm = _—(Q—m),'t_ m
oder:

(2m)!
(1 2) Bm = m S2""
Daraus folgt:

B 2m(@2m—1)  Som
(1 3) B — - 4z Som—s’
nun ist:
713? 3 v
(14) ~g‘=Sg>‘S4>‘Si;>"'>Soo=1
also ist:
By 2m (2m—1)

(1 5) By— 4n® '

nihert sich aber schnell diesem Werthe und bei wachsendem m von unten
her dem Werthe:
(16) AB,,, — m?

o .

Bm—l W

Hiermit kdnnen wir nunmehr die Grenze fiir die Convergenz der Reihen (5)
und (7) bestimmen. Bezeichnen wir das in 2?* multiplicirte Glied der
Reike (5), abgesehen vom Vorzeichen, mit #,, so ist:

Une B . (2”!—2)! x?
Um—  Bm—  (2m)!  4n?

also wegen (15) fiir z ==2x:

Uy . Um

ey LS =
folglich convergirt (5), da die Zeichen abwechseln bis einschliesslich £ = 2.
Die Reihe (7) dagegen, welche dieselben Coefficienten wie (5) aber gleiche
Vorzeichen hat, convergirt nicht mehr fiir # = 2, wofiir beide Seiten
von (7) — oo werden, sondern nur fir # < 2a. — Fiir ¢ > 27 wird
Gleichung (5) unbrauchbar, Gleichung (7) falsch. — Hat T, die Bedeutung:

- . 1 1
(17) 12m=1+§§,;+5§,;+---,
so ist bekanntlich:

. 1
[Qm == (1 - gﬁ) S2m

1) A. a 0.1, § 125.
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und dsher:
T. — (22!!1___1) aun Bm
(18) 2m (2m)! — 9
2.(2m)! T
Bm = '(_2551___1)751—” Q-
Aus der Formel:
x X M X
5 tg 5 = —2‘cot 5 —zcotx

folgt mittels (7) und (8):

x

(19) Jteg =B =D 5 +B @15 + B@—1 5 +...
—rlr<lr

und daher:

(20) tgz=DB,22(22—1): + B, 2¢(2¢—1) f_j + By 26(20—1) & + ...

.
Schreibt man die linke Seite von (19):

& _sinx
2 1-+}cosx’
multiplieirt mit 14 cos 2 und fiihrt fiir sin z und cosz die Reihen ein,

so erhilt man durch Vergleich der Coefficienten von 22 folgende Recursions-
formel:

VI 2(2#—1)B,—(2m),(22"~2—1) B,,_; + (2m), (2¥"—*—1) B3 F ...
+ (— 1)1 (2m)g,_g (22— 1) B, 4 (— 1" m = 0.
Multiplicirt man 20) mit cos z, so filhrt der Vergleich der Coefficienten
von #2"~2 zu der von Stern und Schlémilch gefundenen Formell):
vl 22m (22m 1) B,,— (2m)q 2272 (22—2—_1) B, + ...
+ (— 1)1 @m)gg 22(22—1) By + (—1)" 2m =0,

Diese Gleichung verhilt sich also gewissermassen zu VI wie die Gleichung V
zar Gleichung 1.

Subtrahirt man Gleichung II, nachdem darin m—1 statt m gesetat
ist, von VI, so entsteht:
Vi1 2 (22'"— 1) 3111—22”‘”‘2(271%)2 Bm—] + 22m—4 (2m)4 Bm——2 F...
+ (— 1)1 22 2m)g,ug By + (— 1) (2m—1) =0,
1) Stern, J. fiir Math. Bd. 26 (1843), 8. 90; Schlémilch, Grunerts Archiv

3. Bd. (1843), S. 9 (siehe § 14). — In demselben Bande des Archivs (S. 64) giebt
Gdpel noch einige #ltere Quellen an.
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welche (als Spy) zu Beginn einer Abhandlung von Stern abgeleitet wird,
auf die wir noch spiter (§ 5) zuriickkommen.
Mittels der Formel:

x
cotz - tg 5 == cosecz

erhilt man aus (8) und (19):

21 ! 4 o@i—1)B, & 4 2(25—1)B, & 4+ 2(25—1)B, %

( )coseca::—a?—{— (21—1) 1’ﬂ+ (28—1) 22!"‘*‘ (25—1) 3_6T+"'
0lz<nm

und multiplicirt man diese mit:
sinx=x—g—j + % — % + ...,
so giebt die Nullsetzung des Coefficienten von z2" die Recursionsformel:
X 2 (2¥—1—1)(2m+1), B,—2(22#=3—1) (2m~+1); B3 + ...
+ (=D 12(2—1) @m+1)gu—y By+(—1)" =0,

welche aber identisch mit (V—2.I) ist.

Der Vollstindigkeit wegen und fiir spiteren Gebrauch mégen noch die
bekannten Gleichungen!):

sinx 2 xz? 23 xt 28 z®
( Jlg(_)=‘T Bigr—g By — g Bgr—
22)
) 2(2°—1) x® 23(2¢t—1) xt 25(26—1) ,, x*
g (0s) =—"5-" B, s — 5 — B yr —— 35 Bigr—

hinzugefiigt werden.

Wir reihen hier noch einige Formeln an, in denen Producte der B. Z.
vorkommen. Multipliciren wir die Gleichungen (8) und (20) mit einander, so
fliesst aus der Nullsetzung des Coefficienten von z2?7—1 die Gleichung:

X (22 —1) B,—(2m), (2"~2—1) B, By_y+ (), (2%—4—1) B, By
+ ... 4 (2w)gim—s (22—1) B,y B;.

Ferner setzen wir mit Euler?):

1 z
y——é cot 'é‘,
s0 ist:
dy v 1 2
—a_y.—. is ‘_»4,-—“"4'(1+4?/)

1) 8chlémilch a. a. O. § 50. Gleichungen (9) und (11).
?) A.a. 0. §§ 119, 120, 122, 123.
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oder :
(28) 4y + 14 4y2=0.
Nun ist nach (7):
’ 1 1 m? x?ﬂl—‘?
Yy=—g—Bg—3bhy— —C@m=1)5B G,
1 .B1 B‘l: B_—_, .
r= L— (2'2' 4!):1:2-!—...

2Bm 2B Bm—l 2B Bm——) -2
+ (= @m)! + or@m— 212m—72)! + 4! 2m—4)! ) & + -

also ist nach (23):
(IR

und allgemeinl):

XI  (2m41) B, = 2(2m), B, B, + 2(2m), B, By, + ...

2 (2m)y—y By—1 Bmyr - . . . m ungerade
2 2
(2”7/)771 Bm Bm P gerade.
53

Endlich setzen wir:
x x x? x°

so dass also, wie der Vergleich mit (20) zeigt:

(25) T = 2(22’”—"'1) Bm
ist. Setzen wir:

z=tg z

2

so entsteht, ahnlich wie (23) die Gleichung:
— 3+ =0
d. i.:

T x‘_’ w4 1 1 x w:} ‘,I.S ;
(2—34-3172 ‘g+5fgﬁ+---)—*§“§(fx ot ot =

und hieraus?2):

) Aus Gleichungen dieser Art schliesst Euler auf die Positivitit der B. Z.

%) Die Gleichungen (26) finden sich bei Euler a.a. O. t. II § 181, woselbst
die Gréssen 7y, 7, 7;..., mit 4, B. C... bezeichnet sind, doch ist der Weg zu
ihrer Auffindung ein wesentlich anderer als oben.
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7, =1
3T, =14 (4), T
5T, = (6,7 T,
T, =0+ 1BLT,

26 .
(26) @m—1) 7, = (2m)y T, Ty + (2M), Ty Tueg + ---
l(zm)m—l Tn—l Tmtl = - - - M ungerade
+ 2 2
l% (2m)m Tn Tm . . . . . m gerade.

Daher ist, wenn die 7 durch die B. Z. ausgedriickt werden:

XII  (2m—1) (22—1) B, = 2(2m), (22—1) (22"~2—1) B, B,_;
+ 2(2m)y (2*—1) (22~*—1) B, By + ...

, 2(2m)p—y (2m—1—1)(2m+*1—1) B,, 1 By1 ... m ungerade
2 2

1 @m), (2m—1) (27"—1) B, B, ....m gerade.
2 2

Beziiglich der Einfachheit steht, so zu sagen, X zwischen XI und XIIL

§ 3.
Die Mac-Laurinsche Summenformel.

Kurze Zeit nachdem die B. Z. eingefiihrt worden, sind sie schon zu
einer wichtigen Anwendung gelangt, welche sich auf die Summation von
Reihen bezieht. Mac Laurin war es, der sich zuerst die Aufgabe stellte,
die Summe einer Reihe durch ein bestimmtes Integral (oder umgekehrt
ein bestimmtes Integral durch die Summe einer Reihe) auszudriicken?!) und
er loste sie mittels gewisser Zahlen, die mit den B. Z. in engem Zusammen-
hang stehen. Allerdings vermochte er dem begangenen Fehler nicht zu
schitzen, schon deshalb nicht, weil Begriff und Methode solcher Schitzungen
auf dem mehr als 50 Jahre spiter entwickelten Restansdruck Lagrange’s
fir die Taylorsche Reihe?) basiren. Die Vervolistandigung der Summen-
formel des Mac Laurin, wie man sie nennt, ist erst innerhalb dieses
Jahrhunderts ausgefiihrt und wir behalten uns deren Darstellung nebst
Beispielen fiir den vierten Abschnitt vor. Gegenwirtig wollen wir
die Summenformel in ihrer wurspriinglichen Gestalt ableiten, um von

5 A Treatise of Fluxions, Edinburgh 1742, 2. Theil, §§ 828 ff.
%) Théorie des fonctions, Paris 1797; 2, 'Ausgabe 1818, 1. Theil cap. VI,
insbesondere §§ 38 ff.
Saalschiitz. 92
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ihr fiir Fille, in denen sie abbricht und deshalb streng richtig ist, Gebrauch
machen zu kénnen.

Wir wollen dabei Mac Laurin’s klarem Gedankengange folgen und
kniipfen, wie es zu jener Zeit iiblich
war, an eine geometrische Construc- /ol
tion an.

Sei PQ (s. die Figur) eine Curve
mit den laufenden Coordinaten wx,y
beziiglich eines durch O als Ur-
sprung gelegten Coordinatensystems.
Sei OAd=a, AB="h, und 4 der In-
halt des oben von der Curve begrenzten

2,
Flichenstiicks ABGF. Dann ist, wenn wir AF mit y,, ( %) mit g, ( ny,)
r=a r=a
mit y) etc, BG mit y; bezeichnen:

o

T

A B (74

ath h

A—-‘ ydo = j yda,,

falls # =a + %, substituirt wird; und wenn wir y nach dem schon damals
bekannten) Taylorschen Lehrsatz entwickeln:

h

1 A= _[0 Yo + Yo 21+ 9y 5 “ -“’ +..)4a

, P
=yoh+yo~2-1+y + o a1 e
Denken wir uns jetzt iiber derselben Abscissenaxe eine Curve mit der
Ordinate 2==y’ gezeichnet und nennen das dem Flichenstiick ABGF ent-
sprechende A4;, so ist analog mit (1):

(2) A=y b+ y 2. e 37 e
ebenso, wenn die Curven mit den Ordinaten g, y', ... gezeichnet und
die entsprechenden Flichenstiicke bez. A4,, A;, ... benannt werden:
7/2

(3) Ay =y h 4y 2!+...
(4) Aj=—y“h+...

WS w.
Aus diesen Gleichungen eliminiren wir die Constanten y., y.', . ... und

multipliciren zu diesem Zweck Gleichung (1) mit 1 und die foloenden

) Siehe Mac Laurin a. a. 0. § 751. Taylor's Methodus Incrementorum,
worin der qu. Lehrsatz steht, ist 1715 verdffentlicht worden.
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Gleichungen (2), (8), (4) u. s. w. mit den unbekannten Factoren a,h, a,h2,

ash3, ..., die wir so bestimmen, dass:
a, + —1~ =0
a) + + 3‘
®)
a3 + + + 4|
o, + a/.2'—1 + ak—z + a;.—a 4.4 4 L' I (k-}—l)' —0

wird, wonach sich ergiebt:

(6) A+ A a b+ Aya, b2+ 450, 0% + ... =y,h.
Nun ist aber der Erkldrung der Grossen A4,, 4,, 4; ... zufolge:
h

4, =j yde, =y, —y,
)
4, = f y'de, =y —y,
y
4= J'O y" day =y —y,
u. s. w.,

also entsteht aus (6) die Gleichung:
(1) hyo==Aa, (4 —Yo) h+a, (y;—yp) B2+ a; (yi'—y,) h* 4+ ...

Uebertragen wir nun dieselbe Betrachtung auf die Flichenstiicke iiber
BC, CD u. s. w,, wobei:

BC=CD==...=1h

sein soll, und nehmen die Anzahl der Flichenstiicke == ¢ an, so giebt die
Addition der Gleichung (7) und der ihr entsprechenden:

a+qh

® kGt yntHt . Ye)= j ydz + ay (Yo —yo) b
+ o (yo—yo) B2 +as (yy —y) P - ...
Aus den Gleichungen (5) folgt:
Gy=—1% =1, a3=0, a,=— 115, 4, =0, ay= 3517,

w s, w., somit, wenn wir in (8) beiderseits Ay, addiren:
2!‘
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a+gqh
@ ot n Aty = [ vint g )+ f3 0—w)
h* ' he
— w50 Wi'— ") + 5500 WP — ¥ + ...
Sodann setzt Mac Laurin in dieser Gleichung zuerst:
(10) y=2o, a=0, h=1
und erhilt dadurch:

r » r__ qr+l r r r—1 __ r (f—l) (T—O) _.3
(11) 1+2 +3 .oe T+1+~§+1'2q —720'—— +..
worin, wie er meint, 7 eine beliebige Zahl (ausser —1) sein kann. Fiir

negative oder gebrochene Exponenten bedarf dies jedoch noch besonderer
Untersuchung, wihrend fiir positive ganzzahlige 7 die Formel (11) auf der
rechten Seite abbricht und daher zweifellos richtige Resultate liefert. Hieraus
erschliesst Mac Laurin den Zusammenhang der Grossen a;, @, ... mit den
B. Z. Dies gestatten aber schon die Gleichungen (5) selbst. Setzen wir
niamlich darin:

1 b
12) =95 W= (— D4 (hh_—:ll)!’ h=2,3,...k

so nimmt die letzte derselben nach Multiplication mit (— k!) folgende
Gestalt an:

k—1
(— 1= (B By A+ (= D=2 8y Yo+ oo — (Bt by + 5575 = 0

diese Gleichung ist aber identisch mit (8) des § 1 und wir schliessen
daraus mit Riicksicht auf (12) und (13) des § 1:

1 ) . By ‘
(13) g = — 5, Gy, = (— 1) Tz—kh)—' Gypqq =0, kF=1,2,3, ...

Setzen wir noch:
(14) y="f(2), also y,=f(a), Ym="r(a+mh)

und @ 4+ gk =1>, so bringen wir dadurch die Mac-Laurinsche Summen-
formel auf die Gestalt:

b

(15) W@ £ @ AR +fat2h) + ..+ FO) = 7(@)da
+ 5 12T f(b) +f(a) + Bl 51 (f/ b) __f/ a)) B ( ﬂl( ) — (a>)
+ By 5 (F9 ) — 19 (@) F
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Dieselbe ist streng richtig, wenn f(z) eine ganze rationale Function von z
ist (oder y==f(«) die Gleichung einer algebraischen Curve darstellt), weil
ihre rechte Seite in diesem Falle abbricht.

Mac Laurin leitet, indem er die Mittelordinaten der einzelnen
Flachenstiicke benutzt, noch folgende Formell) ab:

bt )

(16)  hif(@) +F(a+1) P+ 20 + ..+ fO) = e

(05— a— ) + % 4 (f"'(b+%>—f"<a—§))+...,
worin die x folgende Werthe haben2):

also oy =— !

A7) o, =(—1)k. 2(2%—11) w.

7
(Qk)" 3 12=%, u. S.
Hiermit berechnet Mac Laurin als Beispiel 1g2 (was fast ebenso genau
1 15
=3 b= = y_.z setzt
und rechts die beiden ersten Correctionsglieder benutzt, auf 6 Stellen mit
dem Fehler einer Einheit in der 6%n Stelle. —

Euler leitet die Mac-Laurinsche Formel, in rein analytischer Ein-
kleidung, nochmals ab3); was er aber wesentlich Neues hinzubringt, ist die
Erkenntniss, dass die Gleichungen (5) auch auftreten, wenn die gerade
Function:

mit (15) zu machen ginge), indem er b=

v I4e™  uw e’_-}-e

2 l1—e* 2

"l‘ u‘:

8‘—6

nach Potenzen von w entwickelt werden soll*), woraus zunichst geschlossen
wird, dass die @ mit ungeradem Index (ausser a,) gleich Null sind. Hieran
kniipft sich der Zusammenhang dieser Grossen mit den Potenz-Summen der
reciproken natiirlichen oder ungeraden Zahlen %); den Zusammenhang der
a's mit den B. Z. entwickelt Euler in gleicher Art wie Mac Laurin.

5 A.a. 0. §§ 831, 832.
’) Dieselben geniigen der Gleichung:

N T 0,

+ - +(2k 1)‘+(2k+1)‘

welche mit Gleichung IX zu vergleichen ist. — Im Allgememen bietet (16) gegen-
itber (15) zu geringen Vortheil dar, um ein lingeres Verweilen bei ihrer Ab-
leitung zu rechtfertigen.

%) Institutiones Caleuli differentialis, t. II cap. V.

) Siehe oben Gleichung (1) des § 2 und nachfolgenden Text.

°) Siehe oben Gleichung (11) des § 2 und vorher.
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§ 4.
Zusammenhang der Bernoullischen Zahlen mit den Secanten-
coefficienten.

Wir haben gesehen, dass die B. Z. mit den Entwickelungscoefficienten
der Cotangente, Tangente und Cosecante in derartig engem Zusammenhang
stehen, dass diese Coefficienten je durch eine einzelne B. Z. ausgedriickt
werden konnenl). Bei der Secante ist dies nicht der Fall, doch bieten
deren Entwickelungscoefficienten mit den B. Z., oder auch inshesondere mit
den Tangentencoefficienten, mancherlei Analogieen dar und stehen mit
letzteren durch einfache Gleichungen im Zusammenhang, so dass es im
Rahmen unserer Betrachtungen liegt, auf diese Beziehungen niher einzugehen.

Sei :

xG

1) secx=1+a1%+a2%+a3ﬁ+...,

@) tgo =P+ b o+ B

dann nennen wir die Gréssen o, (=1), o, o, u. s. w. Secantencoeffi-
cienten oder auch nach dem Vorschlag Scherk’s und anderer Mathe-
matiker Eulersche Zahlen, weil Euler die ersten neun derselben be-
rechnet hat; die Grossen f;, f,, f; ... nennen wir Tangentencoeffi-
cienten, und sie stehen mit den B. Z., wie der Vergleich der Gleichung (2)
mit § 2, (20) zeigt, in dem einfachen Zusammenhang:

9wm (92m_1
(3) ﬂm = —(2m ) Bm.

Beide Arten von Coefficienten kommen gleichzeitig in der Entwickelung:

z

2 3

4) tg (% + ?)zsecx+tgx=1 + x4y g'— + y; z—!—i-
vor, so dass nimlich:

(5) ;V‘Zm = 72711—1 = Pm

ist, aus welchem Umstande mit Recht auf die Gleichartigkeit von o,, und
Bm geschlossen werden kann.
Eine Recursionsformel zwischen den Secantencoefficienten erhilt man
aus der Gleichung:
secz.cosx==1;

die Nullsetzung des Coefficienten von z2m giebt?):
X111 Ly — (2M)y Ay + (2M0) g F ...
+ (=Dt @m)gn—g 2y + (— 1" =0,
eine Recursionsformel zwischen den Tangentencoefficienten folgt aus Gl VII

') Siehe die Gleichungen § 2 (7), (8), (19), (20), (21).
°) Euler, calc. different. II, cap. VII, § 226; Zahlenwerthe ib. § 224.
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(§ 8), wenn wir By mittels (3) durch f; ausdriicken und die Gleichung
durch 2m dividiren, und zwar:

XIv Pn— 2m—1), 68, + Cm—1), B, , F ...

+ (=1t (@m—1),,_, f + (—1)y*=0.
Aus XTI folgert man, dass die Secantencoefficienten, aus XIV, dass die
Tangentencoefficienten ganze Zahlen sind; von den letzteren weiss man, dass
sie positiv, weil die B. Z. es sind, von den ersteren werden wir es bald
beweisen, Die ersten 14 Secantencoefficienten sind von Scherkl) berechnet

worden, wobei er bemerkte, dass die 9% von BEuler nicht richtig angegeben
war. Sie haben folgende Werthe:

o, = 1
%, = 5
g = 61
o, == 1385
o = 50521
o = 2702765
%, = 199360981
o, = 19391512145
oy = 2404879675441
&y == 370371188237525
oy = 69348874393137901
oy = 15514534163557086905
Ay = 408707250929 3123892361

o, = 12522596414036298654 68285
Die ersten 15 Tangentencoefficienten sind:

ﬁ1 = 1
e = 2
ﬂs = 16
/34 = 272
/35 = 7936
B, = 353792
B = 22368256
B = 1903757312
B = 209865342976
Bio = 29088885112832
b= 49514980531 24096
/312 = 101542388 65068 52352
ﬂ13 = 246921480190207983616
b= 7025160160394 3959887872

P = 23119184187809597841473536

1) Mathematische Abhandlungen, Berlin 1825; 1. Abhandlung: Von den
numerischen Coefficienten der Secantenreihe, ihrem Zusammenhange und ihrer
Analogie mit den Bernoullischen Zahlen.
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Bezichungen zwischen den Eulerschen und den Bernoullischen Zahlen
liefert jede Gleichung zwischen sec # und einer oder mehreren der Func-
tionen tg z, cot z, cosec , wobei das Argument anstatt x auch 2z oder

% sein kann. Die einfachsten sind die von Scherk (a. a. 0.) aufgestellten.

Aus der Gleichung:

secx =sinz tgx + cosz
oder:

R C RS 1 Py Ny S AR

xz? xt
+1— 51 + T
folgt:
Xv Eon == (zm)l ﬁm - (2m)3 ﬂm—l -_’—_ o + (— 1)'"_1 (zm)'Zm—l ﬂl + (— l)m;

subtrahirt man XIV hiervon, so ist auch:

XVI ap=(2m—1), f—(2m—1); Bry £+ (=11 2m—1),,, , b

Aus der Gleichung:
sec £ = 2sinz cosec (2z)

oder (siche Gleichung § 2 (21)):
2 4 2 4 2
1+alg~!+12%+..,=(1—%+%¥...)(1+23(2—1)B1%

+ 25(23—1)1‘—: +2r@—1 T+ )
folgt die weniger einfache:
(6) (2m—+1)ay=22"+1(22m—1—1)(2m+1), B, —22"—1(22%—3—1) (2m+1),B .3
4+ .. 4 (—1)y=1252—1) 2m + gm_y B, + (—1)".

Mittels dieser Gleichungen lisst sich die mt¢ Eulersche Zahl aus den m
ersten Tangentencoefficienten oder B. Z. berechnen. Ferner ist:

tgx =sinz sec z
oder:

hotbi+hg+=(o—gz ) 1taug+ah +.)
woraus:
XVII Bu==(2m—1), apg — @m—1); %z + ...
+ (=12 @m—1) gy @y + (— 1y

und, wenn Gleichung XIIT hierzu addirt oder — mit m—1 statt m —
subtrahirt wird:



§ 4. Zusammenhang der B. Z. mit den Secantencoefficienten. 25

XVIII, Bt (2 —1), sy + (2m—1), @y F ...
+ (=11 (2m—1)gpm_s a,
XVIIL, Pum=(2m—2), sy — (2 —2); g k- e

+ (—1)" (2m—2)g,n—3 2.

Mit diesen Gleichungen?) kann man die mte B.Z. aus den m—1 (bez. m)
ersten Eulerschen Zahlen finden. Andere Gleichungen, welche abwechselnd
eine Eulersche und eine Bernoullische Zahl ergeben, sind von Stern?) auf-
gestellt. Aus der Eulerschen Formel3):

- zn mx . xm z oz ®
(7) coséﬁ—]—th—nsm%—(l-l——)(l n+m)(1+3n_~m)

n—m

(1—%””:;1) (1 +-573ﬁ)

folgt fir n=2, m=1, awr=u:

(8) cos%—l—sin%:(l—{—x)(l—%) (1+%) (1-——’7”—)

oder:
(9) 14 Ayut dyu+ Agus + ... =(1 +2) (1—§)(1 + g) (1 2

U == ZT.

wobei:

n1
(—1)"® ... n ungerade
(10) Ay = g = = -
o \(—1)7 ... 0 gerade.
Nimmt man jetzt von (9) beiderseits die natiirlichen Logarithmen, fiihrt
ausser T, (s. § 2. (18)) auch Ugpmqq:

1 1 1
(11) Ugmsr = 1-— St 1 + 5+l imt1 ...

ein, und erinnert sich der Beziehungen (siehe (5)):

T — (2)" i 2 = (2)™ g 22
j =\ @m—1)!' 2 = \2 (2m—1)! 2

IU . 1 2m+1. 1 Un T 2m+1. Ly?_m‘
21\ g Cmy! 2 _(?) @my 2

so findet man leicht:

13) g+ dutdu+ .. )=Ux— 1 Ta?+; Ud—} Tzt + ...

(12)

) Wie man sieht, entsprechen die Gleichungen XV u. XVI vollkommen den
Gleichungen XVII u. XVIIls, die Gleichung XVIII, ist bei Scherk in anderer
Art abgeleitet und die Gleichung XVI fehlt bei ihm.

?) J. fiir Math. Bd. 26 (1848), S. 88. Ueber die Coefficienten der Secantenreihe.

3 Euler, Introd. in anal. infin. § 171.
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oder:

(14) lg (14 Ayu + Ayu? + ...) = ayu + a,u? 4 au® + ...,
worin :

(15) a,, = (-— 1)m+1 Yo

2m+1 g’

Gilt aber eine Gleichung von der Form (14), so findet zwischen den
Coefficienten der linken und rechten Seite die Beziehung!) statt:

(16) mA,,=ma, + (m—1)a,_, 4, + (m—2)ay,_o 45+ ... +a; Ay,
folglich erhilt man nach Einsetzung der Werthe aus (10) und (15):

mu, MYy Ym
gy = U g (=1 1) g e

m— &, Ym— Hdm—1 Yo
+ (=D 0 —=2) 95y gy Tt gy 3, 1'}

oder mit (—1)7+1 27 (m-—1)! multiplicirt, wenn man sich der Gleichung

n!
z—'*(n—-)— (’ﬂ)k erinnert:
” —_ 2 —1 m—
(1 l) —17}/)71—1 (m2 ) ) m—a= (m }m~3+ +( 1)m— m—o (’m2mll = 71
—1 m—1 m 1
+ (1) oy o Qm) Yo+ (— 1" om = 0.

Denkt man sich hierin m‘ statt m geschrieben und unterscheidet ungerades
m'==2m -4 1 und gerades m' = 2m, so erhilt man die beiden Gleichungen:

XIX, — (2m), Pr B __ (2m), me 4 (2m), Pt '"'1 4 — .

— 1™ ﬂ m (=1ym* —_
+ ( 1) (zm)2m—1 oem—1 + (_1) (2m)2m 20711 + 92m =0,

XIX, fn—@m—1), “m=t — @m—1), Brcs 2 1) @ 4

+(_1)”l_1(2m—1)2”1—2 tzi’—fll—_? + (_1)"1 (2m_1)2m—1 22711— + (22771— =0.

1) Man beweist dieselbe am leichtesten folgendermaassen: Durch Differen-
tiation von (14) nach u wird:

A2 403402+ ...
T A A ... O 2wt Sa

oder:

A+ 24,u+4-343u 4 ... =(a;, + 2a,u + 3agu 4 ...) (1 4+ Au + Au+...)

und die Vergleichung der Coefficienten von w"—! fijhrt unmittelbar zu (16).
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Aus ihnen findet man pacheinander fiir m =0, 1,1, 2, 2,... abwechselnd
aus XIX, und XIX}, oy, By, %, Foy % U. 8 W. —

In den bisher aufgefithrten Gleichungen kommen simmtliche Coeffi-
cienten o, B linear und einzeln vor; man kann aber leicht Formeln bilden,
in denen Producte je zweier Coefficienten a, « oder B, f oder o, B vor-
kommen. (Siehe die Gleichungen XX bis XXIII.) Zunichst folgt aus
XIT nach Multiplication dieser Gleichung mit 22" und Forthebung von
2m (2m—1):

XX ﬂm= 2 (2m— 2)1 ﬁ1 ﬂm—1 +2(2m— 2)3 132 ﬁm—z +2(2m— 2)5 :33 :Bm— s+
J 2(2m—2)n—2 Pn—y Pn+y ... m ungerade,

2 2

l (2m—2)m—y Bn Pn ... m gerade.

Eine entsprechende Gleichung zwischen den Secantencoefficienten existirt
nicht. — Sodann aus:

lgsecx = — Igcos x

oder, mit Riicksicht auf (8) und auf § 2, (22), aus:

a8)  g(ttmgtaf b ) =AG FAL A+

folgt nach dem Satze (16):

M __ mﬁm + (m “1 Brm—s -+ (,m )4' ﬁm—e 4.

(2m)! @m)! 2' (2m—2)! Cm—ar
_Oma By
+1. @m—9)1 9!
und mit (2m)! multiplicirt:
2m—1) 2m—2
mo,, = mﬂm m( n 1)2( " ) Kl ﬂm_l

2m—1) (2m—2) @m—3) @m—4
+ e )(m1.2).:§>.1 MO B +

also durch m gehoben:

XXI Ay = ﬂm + (2m_1)2 % :Bm—1 + (2m_ 1)4 %y ﬁm—‘_’ +
+ (2m—1)9,, %m—1 ﬂl‘

Diese Gleichung ist von Stern (a. a. 0.) aufgestellt. Aus der Gleichung:

I+tgs  Jeotg+3

14 x 2 5 ° 2

(19) Secx_l_tgx:tg(—l-*—?): z'=a; @ T
1—tg geot 5 —5
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oder (siehe (7) des § 2):

z x® z* z 22 el
((tnt+nn+ng+)(1-s—n5—B5E—)
x x? xz*
folgen die Gleichungen:
1=1
n—i=1
i o
B—ifi=o
20 3 ¥ > _ nB__
(20) Yo =0
1:&___1__’1‘_72-81_:0
4! 2 3! 2! 2!
Yo 1% wB_ nB__
5! ERPY 312! 114!
w s w

und allgemein:

2m—1
Vom—1= —mé‘ Yom—2+ (2m—1), you_3 B+ 2m—1), Yap_5B, + ...

—-F (2m—— 1)2,,1_2 gt -Bm-l

2 .
}}2m=%n}/2m-—l T (2m)2 Yon—2 Bl + (Zm)4 Vom—a B‘z + ...
+ (Q‘m)2m—2 V2 B

(21)

Man schliesst aus (20) und (21) successive:

y1 = f, =1, also positiv, also auch B, positiv

Vo= =) .
73=ﬂ2>%7~2 ) i) 5 w By
74 = % > % ;/% b 7
75=ﬂ3 >%74 * it 2 ] B3 .
u. S. w
und : 0 )
[ﬁm > 771«2 Am—1
/
(22) 2m
also auch: om (2 1
> 2m ( T—,J 1
(23)

B> (2m— 1)4(2m —2) B
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Die Grossen « und g sind also sdmmtlich positiv und wachsen
sehr schnell und bis iiber alle Grenzenl).

Zu diesen Schliissen eignen sich die Gleichungen (20) und (21) (die
noch nicht aufgestellt zu sein scheinen) sehr gut, zur wirklichen Berechnung
aber sind die folgenden, von Scherk (a. a. O.) abgeleiteten weit brauch-
barer und wohl iiberhaupt, da sie nur positive und halb soviel Glieder haben,
als alle in diesem § bisher angegebenen Gleichungen, die fiir den Zweck
dienlichsten.

Wird fiir den Augenblick tg 2 Qureh ¢ bezeichnet, so ist:

secx——j—i_——l-{-l —1+tg tgx
folglich:

m?ﬂl‘“l
1+71 2‘+ + m(2m)‘ —1+( + 3y+ +2om_ 2m 1)y+ )
(ﬂ]_ 1 + ﬂ 3y + + ﬂm (2":]"—;1)| + "')

der Vergleich der Coefficienten von z2" ergiebt:

a’" = ﬁl ﬁ’" l 6 ﬁln"‘l
(2m)! 1! @m—1)! (i + 22"'—1) + 3! (2m—3)! (‘) + gTm— 3) + ..
J’ s Buss

m ungerade

Tml !
+
ﬂ"! ﬁ”l
a1 1 1 ad
(m—1)! (m—+- 1"' om—1 + oM « M geraae

also:

XXIT 2201 o, =(2m), 20(22=24-1) f, B+ (2m); 22 (22 =6+ 1) B, By
+ (2m); 2+ (22104 1) B Sy +

I(Qm)m 2"~ Bysy Busy - - - . . . . m ungerade

l(Zm),,l_1 2n=2(224-1) B B w1 oo m gerade,
2 2

wobei noch besonders bemerkt werden moge, dass fiir ein ungerades m
das letzte Glied aus irgend einem, etwa dem %' (mit f; fr_rt1) hervor-

+1

geht, wenn &k = gesetzt und das Resultat mit 1 multiplicirt wird.

) Aus (12) folgt fiir geniigend grosses m, da sich T, wie U,,,, der 1 nihern:
o 4 6:71 4
= 2m 2m—1). o, T m—1) (2m—2) . —
o @m—1). S 5 = 2m—1)@m—2).
womit also (23) in Einklang steht.
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Endlich folgt aus der Gleichung:

dtgx

= sec?x
dx

oder:
2 4 2 4 2
Btby+bhgt —(1+ag+aufi+)

durch Vergleich der Coefficienten von x2*—2:

XXIIT B, = 2y ot + 2(2m—2)y oy 29 + 2(2m—2) 0ty 2,3 + ..o

I @2m—2),, 1 %y—y %u—y . . . wm ungerade
2 2

l2(2m—2),,,_2 Im _ Im e . . M gerade,

2

Mittels XXII kann man die m'® Eulersche Zahl durch die m ersten
Tangentencoefficienten finden, mittels XXIII den m®™ Tangentencoefficienten
aus den m-—1 ersten Eulerschen Zahlen berechnen.

§ 5
b -
Verkiirzte Recursionsformeln.

Im Gegensatz zu den bisher aufgestellten Recursionsformeln, welche
sammtlich zur Berechnung der mte® B. Z. aller vorangehenden B, bis B,_;
bediirfen, sollen jetzt einige entwickelt werden, welche nur die Hilfte der-
selben enthalten und demmnach zweckmissig als verkiirzte Recursions-
formeln bezeichnet werden kionnen. Formeln dieser Art sind zuerst von
Seidell) gefunden und kurze Zeit darauf von Stern?) erweitert worden.
Thre Ableitung beruht auf den Gleichungen, welche fiir die héheren
Differenzen gegebener Grossen gelten. Aus anderm Princip sind einige
Formeln gleichen Charakters vom Verfasser abgeleitet worden. — Indem
wir die speciellen, iibrigens sehr hiibschen, Entwickelungen Seidels iiber-
gehen, wenden wir uns zur Darstellung der Sternschen Ergebnisse.

Es sei u, u;, #,, ... u, eine Reihe von Zahlen, und es mdgen
Du, Dug, ..., A% u.s. w. die Bedentung haben:

Dth=== sy —u, DNty == 2ty—0y, ... DNty ==, —u;_4,
D=y — D, AN2uy=Ntty — Nty, ... N2y_g=Nitg _1—Auy_g,

Ny == Ah—lul _A/l—-lu’ Ahul — L\/z—lu2 _Ah——lul, . S. W.

') Sitzungsberichte d. Akad. d. Wissensch. zu Miinchen Bd. VII (1877) p. 157.
°) Abhandlungen der Gesellschaft d. Wissensch. zu Gottingen Bd. 28 (1878):
»Beitriige zur Theorie der Bernoullischen und Eulerschen Zahlen.
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allgemein :

@ Ny, = Ny, — N1y,

wobel Alu, als Au,., A%, als u,, u, als u zu verstehen ist. In dem folgenden
Schema, das wir der Anschaulichkeit wegen hinstellen, ist jede Zahl um
die links danebenstehende zu vermindern, um die darunterstehende zu
erhalten:

(A) wouy Uy g uy u; Uy 78 Ug
Du Dy Dy Ly Duyg Dug Dy Dy
N2u D2y LPuy L%uy N2up HNPug N2y
ON3w L83u, L3u, ABug L\Buy, Adug
VAT VAN VARV TRRA S TRV T
P Oy LPuy, Ndug
ONSw Ou NS,
OTw ATy
N8u,
Setzen wir in (1) h=m, r=n, sodann h=m — 1, r=n 4 1 und
h=m—1, r=mn, so erhalten wir:

Amun R Z—\m-lun-l-l —_ Am—lun
Am=hy, o= O 2, — A2
Am—lun J— Am_zun-;-l _ AIII—Zun

also durch Elimination von A~ lw, .., und A% ly,:
DUy = L0, 5 — 2067, D2,
in gleicher Art entwickelt man leicht:
(2) DMy = Ny o= (B)y A" Uy iy - B)y 5"ty g2 F oo ARty
und insbesondere fir k=m:
(3) LUy = Wy n— (Mg Wpgny F (M) gy F oo+ (— 1)t

Bilden ferner die Zahlen @ a; a, @; u. s. w. eine arithmetische Reihe
ptet Grades und sind die Anfangsglieder der Hauptreihe und ihrer p Differenz-

r
reihen a, al, aQ, ... a, so ist, wie aus der Elementarmathematik bekannt,
das z -+ 1t¢ Glied der Hauptreihe:
1 2 3 P
(4) a,=a+ @) a+ @), a+ @); a4+ ...+ (@), a

Da nun eine Reihe pte" Grades erst durch p 4 1 Glieder bestimmt wird,
so kann man irgend welche p 4+ 1 auf einander folgende Zahlen @ @, @, ... 4
als Anfang einer Reihe p'*» Grades ansehen und es ist demnach nach (4):

() a,=a + (p) (2 + (p), ci + ... + ) c};
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Setzen wir nun p = und vergleichen die Reihe:
A™u, NPy, ANy, oo D™,

mit a, a4y, a,, ... an, S0 ist:

1 2 n
a =AMy, a==N\"+tly, a= A" 2y, . . qg= A"y,

also ist nach (5), wenn die Glieder der rechten Seite in umgekehrter Reihen-
folge geschrieben werden:

(6) Amu" = A\"+ny + (”)1 A\n+n—ly, + (,n)z AMEN—2y + . + (’n)n A"y,

Unter der Annahme, dass # grosser als on ist, sind die Binomialcoefficienten
(M), (Mg, ... (M)py1 simmtlich Null, also kann dann (3) auch ge-
schrieben werden:

(7) Amun = Umn— (7”)1 Umt-n—1 + (m')~2 Usn +n—a + ... + (_"‘ 1)” (m>n Um

n § m.
Andererseits folgt aus (3) fiir # =0:

(8) A" =24, — (M) Uy + (M) Uy F ... + (— 1) (m),, u.
Wir machen nun iiber die Grossen u folgende Annahme:
(9) U= 1’ Uy = — %"7 Uy = (— 1)]"—1 Bm~ Ugint+1 = 0,

die beiden letzten Gleichungen gelten fiir m > 0. Setzen wir sodann in (8)
2m statt m, so erhalten wir die Gleichung:

10) Ay —(— 1)1 {B,,, — (2m), Byq 4 (2m), Byg T ...
+ (— 1yt @m),, By 4 (— Lyn—1 (m + 1)},
Nun folgt aus Gleichung IT (§ 2) mit (m— 1) statt m:
(2m)y B, _1—(2m)y Bypg ... 4 (—1)"2(2m) g, B, 4 (—1)"—1(m—1)=0:
dadurch nimmt die Klammer in (10) die Form

B, + 2(—1y"1m

an und somit ist:
(11) AN\ 2y — (__l)m—l B, + 2m
oder auch wegen (9):

(12) APy == 1tg,, 4 2m.
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Setzen wir in (8) 2m 4 1 statt m, so erhalten wir:

vy —(— 1y §(@m + 1), Bu—(@m+1); Bumy + (@m+1); By
F s (1) @ Dy By (— )
die Summe der ersten m Glieder ist aber nach I (§ 2) = (—1)"1(m—1),
also wird:
(18) Ay == — (2 - 1)
oder auch wegen (9):
(14) ALy = yg,, o — (2m + 1).

Die Gleichungen (12) und (14) gelten auch noch fiir m = 0 und lassen
sich in die eine:

(15) DAY == Uy, - (— 1) m m=20

VI

zusammenziehen.

Substituiren wir nun in die Gleichung (6) die Werthe von A"y,
Am+r—ly u.s. w. gemiss (15), so ergiebt sich:

(16) AUy == U+ (1)) Umgn—y + (1)s Umgn—s + -+ (M)n U
+ (—1ym+n {(m—{—n)—(n)1 (m+n—1)4(n)y (m+n—2)F.. .+(—1)"(n)nm} ;

hierin verschwindet die zweite Zeile fir # > 1 nach dem Arndtschen
Satzel) (fir » =1 ist sie 1), und zieht man dann (7) von (16) ah, so
erhilt man:

a7 o =((”)1 +(7”)1) Un+n—1 +((")2—(’” )z) Unt-n—2 +((">3 +(m)3) Umtn—s
+ ... F ((n),, + (— 1)"—1(912),,) Uy, "< m.

Wir miissen nunmehr vier Fille unterscheiden: 1) s ungerade, n ge-
rade; 2) m ungerade, n ungerade; 3) m gerade, » ungerade: 4) m gerade,
n gerade.

) Dieser Satz (J. fiir Mathematik Bd. 31 p. 239), der sich wohl auch auf
Cauchy zuriickfiihren ldsst, lautet:

Wenn die Zahlen @, a, a, ... eine arithmetische Reihe von geringerem als
dem nten Grade bilden, so ist:

(@) ag — (n)y a; + (0)y @y — M)z a5 £ ... + (— 1)"(n)ya, =0.

Die linke Seite dieser Gleichung ist niimlich gemiss (8): (—1)n. A7a,, und da
bei einer arithmetischen Reihe die Glieder der nmten Differenzreihe verschwinden,
falls ibr Grad kleiner als der nte ist, so gilt die Gleichung (a).

Saalschiitz. 3
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In diesen vier Fillen erhalten wir nach (9) unter der Voraussetzung,
dass m > 1 ist, beziehungsweise die Gleichungen:

((")1 + (m)1) Bpin—y — ((”)3 + (m)s) Bpynsg £...
2 — 2
+ (—1)z ((")n—l +(m)n—1) By =0 1
S
((m)y— (m)s) By — ((W)y— (m)s) Bopn—y + - ..
2 - 2
+ (—1) ((n),,_1 ——(m),,_l) By =0 2
2
XXIV
((”)1 + (m)1) Bnyn—y — ((”)3 + ("”)3) Bnyn—g £ ...
2 2
n—1
+ (=12 ((n)a + (m)a) Ba=10 3
z
((n)2_ (m)‘z) Bn1+n—2 - ((n)4— (m)4) Bm+n—4 + ...
2 2
n—32
+ (—1) 2 () — (m)a) Bp=0 4
z
n>>m.
Setzen wir in diesen Gleichungen den hochsten Index = s, den niedrigsten
= r, so haben wir vier Bezichungen zwischen den B. Z. By, B,_,, ... B,,

so dass also zur Berechnung von B; nicht alle vorhergehenden B. Z. ge-
braucht werden, wie das in allen Formeln der friiheren §§ der Fall war,
sondern nur diejenigen von B, an. Zwischen r und s besteht nun eine
Bezichung, welche aus der Bedingung # > m folgt. Im 1ter Falle ist:

m—+n—1=2s
m -4 1=2r

also:
m=2r—1, n=2s—2r 4 2

und daher die Bedingung:
258> 4r — 3;

nimmt man 7 als gegeben an, so ergiebt sich hieraus, dass s jeden Werth
haben darf, der gleich oder grosser als 2r — 1 ist, so dass also aus den
B. Z. B, bis B,,_, alle htheren mittels XXIV, berechnet werden konnen.

Allerdings sind die Formeln, wenn sie nicht als Beziehungen zwischen
den B. Z., wie sie in Untersuchungen von Wichtigkeit werden konnen,
sondern als Gleichungen zur schrittweisen Berechnung derselben aufgefasst
werden, um so vortheilhafter, je weniger Glieder sie enthalten. Fragen
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wir also, wieviel vorangehende B. Z. zur Berechnung einer bestimmten B. Z.
gegeben sein miissen, so ist s als gegeben anzusehen und daraus der Maximal-
werth vom r zu bestimmen; die gefragte Anzahl ist dann mindestens gleich
den resultirenden s—r. Man findet nun in den vier Fillen:

XXIV, r<252_3,a150 fiir unger.s:rz%, fiir ger.s:r—é%
A, <P L 2T e vz )Y

Die Gleichungen XXIV, und XXIV, gelten nur fiir m > 1; istm =1, so
n—1

tritt zu XXIV; noch links (—1)?.} hinzu, zu XXIV, noch (—1)72 .4,
und sie gehen in bez. IV und III (§ 2) iiber.

Um nun die moglich kleinste Anzahl von Gliedern zu erhalten, setzen
wir in XXIV, und XXIV,;: n=m +4 1. Es ist aber

(m—}—l)k+(m),‘.=%——’—c(m+ Vs, k=1,85..)

also entsteht, nach Multiplication mit (m + 1), die Gleichung:

XXV (2m~+1)(m+4-1), B,,— (2m—1) (m+-1); B, + (2m—3)(m—+1); B,
m—1

](—1)T (m—42) (m+4-1),, Byuyy - . m ungerade > 1
+ ...+ I 2 = 0.
(—

m

1)2 (m~+1) (m~+1)py4y Ba . . . m gerade

Setzen wir ferner in XXIV, und XXIV, n=m - 2, so gelangen wir zu
demselben Resultat, denn es ist:

(m 421 — (M gy = (m+ 1)
(m+ 1) — (M1 = (M)
(m~+ 2}k 41— (M1 = (m+ 1) + (m);.

1) Man kann in XXIV, auch » = 1o annehmen; die Gleichung (7) gilt

also :

1
2
nimlich auch noch fiir »=m — 1, falls u,, , = u, Null, wie es hier, weil »n un-
gerade, nach (9) der Fall ist; daher gilt auch (17) und mit dieser Gleichung auch
XXIV, noch fir #n=m—1. Doch ist diese Annahme unwesentlich, weil sie in
der Anwendung zu keinem neuen Resultate fiihrt.
3*
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Die Gleichung XXV ist die erste der beiden von Seidel (a. a. O.) auf-
gestellten Gleichungen und erscheint hier also, wie gesagt, als Specialfall
der allgemeineren Sternschen Gleichungen XXIV.

Wir machen nunmehr eine zweite Annahme:
(19) u=—1, uy =1, up, = (—1y*1.2(2¥"—1) By, tgpns1 =0, (m>0),

und suchen zuniichst wieder A™u zu bestimmen. Nach (8) und (19) wird:
Ay (— 1)1 {2(2‘-»"_1) By — (2m), 2(22m—2—1) Bpy_y + ...
+ (1 2ms 2(22—1) B | — (2mo1);
hierin hat wegen Gleichung VI (§ 8) die Klammer den Werth:
2 (— 1yt im—(22"—1) B,)

und somit ist

(20) APy = (—1)" 2(22"—1) B,,—1
oder wegen (19):

(21) NPY = — uy,, — 1.
Weiter ist:

Aty (T {(2m 1), 222—1) Byy— (2m -+ 1), 2(22—2—1) B,_,
+ oo (=1 (2m A 1)y 2(20—1) Bl} 1 2m42);

zieht man nun Gleichung I (§ 2) von V (§ 3) ab, so entsteht:

XXV @m+-1), (22"—1) B, — (2m+1), (22%=2—1) B,y + ...
+ (=171 2m 4 1)2p 1 (22—1) B, + (—1)" (m+ ) =0

und mittels dieser Gleichung wird:

(22) Aty == 1,

somit, mit Riicksicht auf (19):

f Ay = (—1)"—1—uy,, (m>1)

23 !
(23) | Du =y —u = 2.
Diesen Gleichungen gemiiss geht jetzt aus (6) folgende hervor:
(24) A"y = — Uy — (R)y Uipgn—1 — (B)gUmipn—g — .. — (W) Unm

(=1t (T (), 4 (1) — () % ...+ (— 1) ())
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deren 2t¢ Zeile verschwindet. Ziehen wir diese Gleichung von (7) ab, so
erhalten wir:

(25) 0=2up4n + ((n)l - (m)l) Umtn—1 + ((n)2 + ('m')z) Um+n—2
+ (W) — (m)s) Umtnz + - + (W) + (—1)" (0),) U,

m>1 n=m

>

wobei zu bemerken, dass die Gleichung auch noch fiir n=m —1 gilt,
falls u,==0, also » ungerade ist. Die Gleichung (25) gilt nicht mehr fiir
m==1; soll m==1 gesetzt werden, so ist das letzte Glied ((n),,—{— (—1)"(m),,) Um
durch (—1) zu ersetzen, was leicht aus (24) und (6) mit Aw=2 sich
erweisen lisst. In den obigen vier Fillen: 1) m ungerade, » gerade;
2) m ungerade, » ungerade; 3) m gerade, n ungerade; 4) m gerade,
n gerade erhalten wir nunmehr beziiglich folgende Gleichungen, in denen
zur Abkiirzung wie in § 2 (25):

(26) 2(221‘——1) .Bk == T}

gesetzt ist:

((”)1 - (m)1) Tmgn—1—" ((”)3 ——(m)3) Tngn—3 £ ...

+ (=D (Bact — (W)oy) i1 =0 1

2 — ((n)e =+ (m);) Tt + ((m)y+ (m),) Tmtng F o
(1T (s ) T = O 2

o (), —(m),) Tt — () — (m)s) Tt

+ )T ((m)n — (m)) T =0 3

20— (0 + (),) Totnz + ((n>4 o+ 7)) Tt F o
+ (— 1) (s + (m)a) T = 0 4

C =

Nehmen wir in den ersten beiden Gleichungen m = 1, so miissen wir noch
n n+1
in der ersten (—1)2, in der zweiten (-—1) 2 hinzufiigen und erhalten,
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wenn #==2m, bez. = 2m-—1 gesetzt wird, nach Division durch 2, die
beiden Gleichungen :

XXVIII (2”2—1) (227'1_1) Bm"—‘ (2m)3 (22m—2_1) Bm—l +...
+ ('—" 1)"2_1 (2m)2,,,_1 (22——1) ‘B1 -+ (__ 1)171_ _%_ J— O,

XXIX 2(22”'—-1) B,,,—(Qm_1)2 (22771—2_1) Buey + ...
+ (—1ym=1(2m—1)y, 5 (22—1)B, + (—1)».L = 0.

Setzen wir in den beiden letzten Gleichungen von XXVII m = 2, und
n ==2m—1, bez. = 2m—2, so erhalten wir:

XXX (2m—38) (22" —1) Bp— (2m—1), (22"—2—1) B,_; + ...
-|— (— 1)"'_1 (2m— 1)2m—1 (22—-1> Bl = 0,

XXXI 2(2¥"—1) B, — ((2m— 2),+1)(22"—*—1) B,
+ (2m—2), (22 ~4—1) By +... + (—1)m1 (2m—2),,_y (22—1) B, = 0.

Diese Gleichungen XXVIII—XXXT lassen sich mehr oder weniger
umstindlich auch aus den Gleichungen der §§ 1 und 2 bheweisen. Bezeichnen
wir nimlich durch den Index (m -+ 1) oder (m—1) an den romischen
Ziffern, beziiglich an deren Summe oder Differenz, dass in den durch
die Ziflern bezeichneten Gleichungen, beziiglich Gleichungs-Summen oder
-Differenzen # + 1 oder m — 1 an Stelle von m treten solle, so konnen
wir uns in folgender Art kurz ausdriicken:

Gleichung XXVIII ist identisch mit V—I—VT;

3 XXIX ” 2l 9 (V'_'I)(m—l) -+ V;
" XXX 1 . ’ (V—I) _— (V_I)(m—l)— 2VI;
XXXI I ” ” 2(V_ I) + VI — ‘rl(m—l)'

Den speciellen Beweis dieser Identitdten iiberlassen wir dem Leser, wobei
wir noch bemerken, dass die Operation V-—T schon im vorliegenden § (in
Gleichung XXVI) ausgefiihrt ist.

Setzen wir in den Gleichungen XXVIL, und XXVII, # = m und heben
durch 2, oder in XXVII, und XXVII, n=m 4 1, so gelangen wir zu
der Gleichung:

XXXIT (22—1) Bj— (m), (22"—2—1) B,y 4 (m), (22"—4—1) By + ...

m—1
(—1) 2 (m)p—y (2"*t*1—1) B, 1 . . m ungerade
2
m = 0,
(=12 @m)n @"—1) B, . . . . . m gerade
2
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Dies ist die zweite der beiden von Seidel (a. a. 0. Gl XIIT) aufgestellten
Gleichungen.

Die folgenden Formeln sind vom Verfasser aufgestellt und sollen, um
den Zusammenhang an dieser Stelle nicht zu unterbrechen, in dem spiteren
§ 22 als Beispiel fir die Mac-Laurinsche Summenformel bewiesen werden.
Auch sollen dort die allgemeineren, hier nur die speciellen mit der mioglich
kleinsten Anzahl von Gliedern angegeben werden.

XXXIIT By— e p 4 Mg
(— 1)_— (m"sz Bniy - . . 'm ungerade
* 7= (m) = @ :2m+f);
(—1) 2 m—x-ﬁBm.‘.g . . . m gerade
& =

XXXIV 2(227-1) B,— Wb gs@em—2_1)p, 4 O g50m—.1)p, ,F ..

(—1) 2 S:")m 2m (2m+1—1) B,y . . . m ungerade
— 2

2

+ =1,

(_ 1) 2 (m_:zl—1 9m—1 (2m+ __1) B”L‘tg L. mgerade
2

Die letzte Gleichung lisst sich mit Benutzung der Bezeichnung (§ 4
(3)):

g2m—1 (227}1__1) _Bm
m

ﬂm =

noch etwas einfacher in der Art schreiben:

XXX‘T 4(2"._)11 ﬂm - 4(::E3 ﬁm—l + i’rz)—s ﬂm—2 +
m—1 )
(=12 ﬂL‘H . . . . . m ungerade
(—172 ’"—1 ﬂ,,, . . m gerade

wobei bemerkt werden mag, dass das erste Glied auf der linken Seite eine
ungerade ganze Zahl, alle anderen Glieder auf derselben Seite gerade ganze
Zahlen sind.
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§ 6.
Andere Formeln, welche auf den Gleichungen fiir héhere
Differenzen beruhen.

Aus den Gleichungen, vermittelst derer Seidell) und Stern die im
vorigen § entwickelten Formeln abgeleitet haben, folgen noch andere Be-
ziehungen zwischen den Tangentencoefficienten (oder den B. Z.) und zwischen
diesen und den Secantencoefficienten.

Wir wollen zuerst Seidels Methode (a. a. O.) angeben, die Grossen
a2 und B (s. § 4 Gleichungen (1) und (2)) successive und zwar abwechselnd
durch blosse Addition positiver ganzer Zahlen zu finden. Nehmen wir fiir
die « in § 5 die Werthe an:

1) Ugn = (—1)"aty, gy =0, ns 0

und substituiren diese Werthe in die rechte Seite von § 5, (8), nachdem
darin 2m statt m gesetzt worden, so stimmt diese Gleichung, abgesehen vom
Zeichen mit der linken Seite von XIII (§ 4) iiberein, es ist somit:

(2) Dy == 0,

Setzen wir aber in § 5, (8) 2m—1 statt m, so ist die rechte Seite identisch
mit der rechten von XVII (§ 4), wenn wir die letztere mit (— 1) mul-
tiplicirt haben; es ist demnach:

) Dty = (—1)" B

1) Nennen wir mit Seidel die erste Horizontalzeile des Schema’s (4) in § 5
Stammreihe und die schrig gestellte Reihe der Endglieder der Verticalreihen
u, Au, N, N\% u. s. w. Terminalreihe, so nimmt er erstens » = 1 und be-
stimmt die anderen Grossen durch die Bedingung, dass, vom 3ten Gliede (u,, bez. /\ %)
an, Stammreihe und Terminalreihe iibereinstimmen sollen; dann beweist er, dass
in diesem Falle die Stammreihe die Form:

1, %, B, 0, — B,, 0, B;, 0, — B, u.s. w.
erlangt. Der weitere Verfolg filhrt dann zu Gleichung XXV. Zweitens wihlt
S. u=0, u, = 1 und bestimmt die weiteren Grdssen so, dass, vom 3ten Gliede

(#,, A\*%) an, Stammreihe und Terminalreihe entgegengesetat gleich (A\’u = - u,,
A\%u=——1u, u.s.w.) werden, dadurch erreicht er, dass die Stammreihe folgende wird:
0,1, 1,0 —1,0 15, 0, —7, usw

worin die z kurz als Halbtangentenfactoren bezeichnet werden konnen, so zwar,
dass (s. § 2 Gleichungen (24) und (25)):

T == 2(227—1) B,,

ist. Sodann aber zeigt Seidel noch, dass man zu diesen Grossen successive durch
blosse Addition positiver ganzer Zahlen gelangen kann, und dies ist fiir seine
Darstellung besonders charakteristisch. — Aus der obigen Bedingung ergiebt sich
die Gleichung XXXII.
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Vermége der Gleichungen (1), (2), (3) kann man nun das Schema (A) des
§ 5 construiren, wenn man bei den ungerade benannten Verticalreihen (mit
dem Anfangsgliede u,, #3, #; u. s. W.) von oben mit dem Werthe 0 be-
ginnt und so herabsteigend zu + f, gelangt, wihrend man bei den gerad-
benannten unten mit 0 beginnt und aufsteigend schliesslich zu + a, kommt.
Bei geringer Aenderung der Anordnung hat man aber dabei nur Additionen
positiver Zahlen auszafithren. Schreibt man namlich Gleichung (1) des § 5
in zwei verschiedenen Formen:

A”u, J— Ah—lur_,_l - A”—lu,; Ah--lul__|_1 — Ahur _I__ Ah——lur
und setzt darin nacheinander beziiglich :

h=1 2 ... 2m—1; 2m 2m—1 ... 1
r=—2m—2 2m—3 ... 0; 0 1 ... 2m—1

so erhilt man:

Dugm—g == Ugp—1 — Ugm—g O7luy = AWy, 4 A1y

Az“Zm—S = Auzm_z _ A’uzm_g A?ﬂl—?ug S L\W—lul + AN\2m—2y

A27"—2u1 —_ A2m—3u2 J— A?m—sul Au2m—-1 p— Ag“Zm——Z + AuZm—Z

AP —ly = N\m—2y _ N\2m—2y Ugm = Nlgp1 + Ugm_y.

Setzen wir nun mit voriibergehender Einfiihrung neuer Bezeichnungen:

k o2p—k
A"'ugp_k = (— 1)1’ %p, NF— lugp__k = (— 1)" ﬂp
(4) wobei:
0 2p 0 2p—1
ap = op, oy =0, ﬂp = ﬂpa Bp =0,

so gehen die vorigen Gleichungen nach Hebung durch (— 1) in folgende iiber:

2m-—2 2m—1

ﬂm = 0 + %p &y = 0 4 ﬂm
2m-—3 2m—2 2m—2 2m—1

ﬂm = ﬂm + “m—l Ay = &y - ﬂm

(5) : :
1 2m—3 1 2m—2
ﬂm = ﬂm + %y A = %p + ﬂm
1 1
ﬂm == :Bm +0 Am on + 0.

I
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Daraus resultirt nun folgendes Rechnungsschema:

10 o0 o 0 2y us w.
1 2 1 4 1
Byooy By ay fy o
3

1 2
0 By o fs o3
3 2 3

By oy By oy

oder in Zahlen:
61 u. s w.

5 61
10 56
14 46
16 32
16 16

0

[ury
[oy

[T RS

S O = ot Ot

wobei die allmihliche Entstehung der Verticalreihen von selbst (bez. durch
die Gleichungen (5) mit m =1, 1, 2, 2, 3, 3 u.s. w.) erhellt.

Wir behalten die Grossen « in der durch (1) bestimmten Bedeutung
bei, so dass also auch die Gleichungen (2) und (8) giiltig bleiben, substituiren
fiir u; und AFu diese Werthe in die Gleichungen (3) und (6) des § 5
und setzen deren rechte Seiten einander gleich. Indem wir dann iiber die
Natur der Zahlen s und 7 verschiedene Annahmen machen, erhalten wir
folgende von Sternl!) herrithrende Gleichungen:

1) m und » gerade, m = 2k, n = 2r,
XXXVI Cegr — (2K); g1 + (28); tppra F oo + (— 1), =
(27‘)1 ﬂk+r — (27‘)3 /3/,-+,-,_1 + ... + (— 1)"_1 (21‘)2,-_1 ﬁk-{'l'

2) m gerade, n ungerade, m =2k, n = 2r 4 1.
XXXVII  (2K); otpgr — (28); pgr1 & ooo 4 (— 151 (2E)opy g =
Bitrir— (2r 4 1)y frgr = ... + (—1) @r+1) frga

) Abhandl. der Gesellsch. d. Wissensch. zu Gottingen Bd. 23 (1878): ,,Bei-
trige zur Theorie der Bernoullischen und Eulerschen Zahlen“.
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3) m ungerade, n gerade, m ==2k-}1, n=2r.
XXXVIIL (2k41), atpyr—(Rk+1)5 oty pa .. - (—1Y 125+ 1)oppy o0, =
Bretrir— @)y Brir + @)y Prara F oo + (—1) B

4) m und » ungerade, m = 2k} 1, n =—2r-}1.
XXXIX Afeprdl1 — (2k+ 1)2 Lfent-r i cee —I'-' (— 1)k (2k+ 1)2k Api1 =
2r +1); frgrir— 2r41); By + .o 4 (—1) (20 +Dgrgr Pt

Die Gleichungen XXXVI-—XXXIX geben Beziehungen zwischen Secanten-
coefficienten und Tangentencoefficienten; durch specielle Annahmen (% == 0
oder 1, r =0 oder 1 u. a.) gelangt man zu Formeln, die in den §§ 2 und 4
entweder direct enthalten sind, oder sich ausnahmslos mehr oder weniger
einfach aus jenen ableiten lassen. Wegen ihrer Einfachheit bemerkens-
werth ist z. B. folgende aus XXXVIIT durch %==0 entstehende:

XL ap = Prp1— )y Br + (21)y Bra F .. + (=1 B;

man erhilt sie auch durch die Operation XV 4 XIV, 4.
Zu verwickelteren Beziehungen zwischen den B. Z. ktnnen wir in
folgender Art gelangen. Wir nehmen die Annahme (9) des § 5:

(6) u=1, 4y =—1, gy, = (—1)" B, tgpy1==0 m

VI

wieder auf. Dann ist:

Au2m = Upny1 — Uy =— — gy
Au2m-—1 = Uy — Ugp—1 == Uy
also:
(7) Up = — DUgp = DNtk

Setzen wir nun in (16) des § 5, in welcher Gleichung fiir » > 1 die
zweite Zeile fortfillt,

®) m — 2k, n = 2r, F>0, k> 0
und z. A.:

(9) o + 2r = s, §> 0
so erhalten wir nach (7):

(10)  APuy, = — Aug—(2k)y Augo—(2k)y Nthgy — ... — Ntts_op;

driicken wir nun die Glieder der rechten Seite wieder durch (16) des
§ 5 aus, indem darin m==0 und successive n =35, s — 2, ... s — 2k
genommen wird, so erhalten wir, wie leicht zu iibersehen, das Resultat:
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(11) — A%ug,=Aus+ Az s o+ ... + gyt st ... As_1 9y + Asuy,

und zwar ist darin:
!

(12) Aprir = D (2K)on (s—2h)ar—an 41
0
und :
+ 2
(1 3) AS = 2 (270)211 (S_ 2h>s—2h - E (270)2/, = 22"_1.
0 0

Die Werthe fiir Ag;y sind mittels (12) numerisch auszurechnen, doch kann
fir >k die obere Grenze =% genommen werden, da die weiteren Bino-
mialcoefficienten verschwinden?).

Setzen wir andererseits in § 5, (3) m = 2k, n=2r, so ist:

(14) DNy, == ug -+ (2K)y ths—g + (2F); Us—g -} ... + Us_ar

und vergleichen wir nun die Werthe von A%u,, in (11) und (14) mit
einander und setzen fiir die u die Werthe aus (6) ein, so erhalten wir die
Recursionsformel besonderer Art, in welcher aber alle B. Z. von B, bis
B+, vorkommen :

XLI A, Brar— Ay Biproa ... + (— 1)+ Ay o B, 4 (—1)e+r22k—2
= — Bitr + (2k)y Bryyo1 — (2K), Bitr—o+ ... + (— 1M1 B,.

Derartige Formeln wie diese sind in der genannten Abhandlung von Stern
noch in grosserer Anzahl enthalten, z. B. folgende zwischen Tangenten-

coefficienten :

XLII ﬂk+r+l -_— Al /31.-.;.7- + Ag ﬂk+r—-l ‘_f‘_ .. + (_ 1)/r+r Ak+r ﬂl ==
(27 Brar — (20) Brar—1 £ ... + (— 1V (20)2r—1 Brans

welche mittels XXXVI auch in eine Gleichung zwischen Tangenten- und
Secantencoefficienten umgeformt werden kann und worin:

!
A =, (2k)y, (2k + 2r — 2R)aron,
1]

1) As_1 lisst sich auch durch einen kiirzeren geschlossenen Ausdruck:
As_y = 2%—1 (k4 2r)

darstellen, As—3 u. s. w. bis Aak+1 ebenfalls, doch erreicht man dadurch nur unter
Umstéinden Erleichterung (bez. Verkiirzung) der Rechnung, und wollen wir hierauf
nicht niher eingehen.
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also identisch mit dem fritheren Ag;y, ist; wir verweisen in dieser Be-
ziechung den Leser auf die angegebene Quelle, woselbst auch einige

Zahlenbeispiele stehen.
Andere Recursionsformeln, welche schliesslich auch auf der Betrachtung
von Differenzenreihen basiren, riihren von Schlémileh und Bauerl) her

m
und sind in wenig geiinderter Form, und wenn C) die Summe der Com-
binationen #ter Klasse ohne Wiederholungen der Zahlen 1, 2, 3, ... m

(insbesondere go =1, g'l,,, =m!) bedeutet, folgende:

9m—1).2m—1)! 2m—1 2m—1
XL (—m—me) — Com2B, — Co_s By + ... 4+ (—1yn—1 B,
2m 2m
}(_LI‘7 . (2”1)! = Cgm._l Bl _— Cgm_g B2 i “ee

2(m1)
+ (— 1)1 m(@m+1) B,

Der Beweis kniipft an eine independente Darstellungsweise an und
soll an betreffender Stelle nachgeholt werden.

§ 7.
Algebraische Herleitung der in § 2 auf trigonometrische Weise
gefundenen und einiger anderer Formeln. — Potenzenreihen mit

abwechselnden Vorzeichen.

Die in § 1 fiir die Formeln I bis IV gegebenen Ableitungen beruhen
auf der urspriinglichen Verwendung der B. Z. zur Summation der Reihe
1r 27 4 ... 4 2P, Wir wollen nunmehr zeigen, wie aus demselben Princip
auch die Formeln V bis VIII und iiberhaupt alle nicht-verkiirzten Recursions-
formeln entwickelt werden konnen.

Setzen wir in der Gleichung (14) des § 1, d. i.:

n+1 2n
(O b= T (2, Bgmrx
+ (—1)"*'B, 2

2z statt z, und multipliciren dieselbe Gleichung (1) mit 227!, so giebt
die Differenz der zweiten der entstehenden Gleichungen weniger der ersten
folgende:

2) 129 g gt (2 — 1) | (20)
—4 @ayn 4 % @2 1) B, (201 — B (201 B, 23 1....

+ (— 1)*+1(22"—1) B, (2%).
1) Siehe § 11 am Ende.
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Andererseits ist die linke Seite eine arithmetische Reihe 2#—1ten Grades
mit dem allgemeinen Gliede:

(8) To= (@) — (2a—1)"—(2n), (20"~ — (2n), 22p"— +
+ (Cn)gp—1 (22) — 1

und daher, wenn in (3) x=1, 2, 3... & gesetzt wird, gemdss der
Gleichung (14) des § 1 (oder (1) hierselbst) und (15) des § 1 oder:

an+?

Y +E -|— (Zn—{-l)1 A

(4) 12n+1+ 22n+1+ + x2n+l

neq 2041
+ (1) —=—B

n

die linke Seite von (2) oder die Summe von T, gleich folgendem Ausdruck:

< o _ (2n), _
6) S L= (my 2n g 4 2v ((2 h — _Zn_zl)xzn 14

+ (— 1)" {(27&——1) 22—1 B, | — (2n—1), 222=3 B, _

+ (—1)"=2 (2n—1)s,_s 23 By + (— 1)1 2@2n—1) + (— 1) 2} «?

(= 1) {(2@2 2mm—2 B, | (2n), 22" By_y + ...
4 (—1)"=2 (20)n_s 22 B, + (— 1"~ (20)gn_y + (— )" 1} z

Vergleicht man die Coefficienten von #? und von x mit denen auf der
rechten Seite von (2), so erhilt man die Gleichungen:

(6) (2n—1); 221 B, ; — (2n—1), 22"=8 B, o + ...
+ (—1)"=2 (2n—1)5,_3 23 B; 4 (— 1)1 4(n—1)=0,
(7 2(22"—1) B, — (2n), 22"~2 B,_; + (2n), 2"—4 B, 3 F ...
+ (— 1)1 (2n)3y_g 22 B, + (—1)" (2n—1) = 0.

Von diesen geht (6) fiir m==m 4 1 nach Division durch 2 in V diber,
und (7) ist (fiir % ==m) identisch mit VIIL

Setzen wir ferner in (1) =2, und multipliciren mit 2% 4+ 1, so
erhalten wir, wie leicht zu iibersehen, die Gleichung:

XLV 22n+1) By —25(2n+1)g By £ ...
+ (=122 2 1)gy_y By 4 (—1)7 {2,@(22n_1+1) 4+1-3 .2271—1} =0,
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Diese Meyeorsche Gleichung (s. die nichste Anmerkung) ist insofern interessant,
als sie mit I und V zusammengehalten aussagt:

Wenn man in I die Glieder mit den beziiglichen Potenzen von 2,
ndmlich 2%, 22m—2 22n—4 . 22 multiplicirt oder durch dieselben Grissen
dividirt, so erhilt man von den B. Z. freie Ausdriicke. — Macht man
die Operation

Ve — 21,

so erhilt man folgende Gleichung:

(8) (@n41), (2" — Zi) B, — (20 +1), (.2,,_1_2_,'1:1)2 Boy + ...

+ (— 1)1 (204 1)g,_y (2—%) By + (—1)* 2n+1) ﬁgz_n—:uﬂf‘l=0-

Ziehen wir die Gleichung XLV von der durch 2 getheilten V ab,
so erhalten wir:

XLVI  2(2r-1), (22—2—1) B,— 25 (204 1); (22— —1) B,y + ...
(=11 251 @0 4 Dauy @70 —1) By
+ (—1) {3 211y (20 1)} — 0.}

Man kann diese Gleichung auch, wenn man gerades und ungerades »
unterscheidet, in der Form schreiben:

fiir gerades »:
XLVIL, 2(2n-H 1), (2= —1) (B, + | By)

— 23@n 1)y @7 —1) By + "5 By) £ ...

n—32

+ (—1)y2 21 (2r4-1), 4 (22—1) (B£+1 + n+-2 Bn\)
2

# sy
2

+ {3.22"—1—-1 —n (22"4—1)} =0,

1) Die Gleichungen XLV und XLVI sind von G. F. Meyer in seiner Doctor-
dissertation (Gdttingen 1859, Gleichungen (24) und (20)) aufgestellt worden. Er
leitet darin nach einem von Stern angegebenen Princip (vgl. dessen Abhandlung
zur Theorie der Bernoullischen und Eulerschen Zahlen in den Abhandl.
d. Gesellsch. d. Wissensch. zu Gottingen Bd. 23, 1878) die bekannten Gleichungen
fiir die Bernoullischen und die Eulerschen Zahlen ab und entwickelt einige neue
Formeln. — Wir konnten ebenso gut in (1) oder (4) x = 3 uw.s. w. setzen und
wiirden dadurch beliebig viele Formeln, die jedoch kein besonderes Interesse be-
anspruchen konnen, erhalten.
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fiir ungerades 7:

XLVII, 2(2n+1), (@¥—2—1) (B,—n B,)

n—1

— 22 @nt 1), @ —1) (B — "5 B) £

n—3 3

F (—1)7 212 (20 1), (20—1) (B,,H—ﬁTB,,_,)
2
—{3.22':—1—1-_1@ (22n+1)} — 0,
so dass also in XLVIIy die B. Z. B,4; nicht vorkommt.
2

Setzt man in (4) #==2 und multiplicirt mit 2» -+ 2, so erhilt man
nach Theilung durch 2:

XLVIII 2(2n+2), B,—23(2n+2), By £ ...
4 (— 1yt 22— (2 4 2),, B, 4 (— 1) {n (@2 4-1) — (22— 1)} —0.1)
Die Gleichung VI folgt durch die Operation VIII+4-Ik,,_;y; hingegen

ist VII nicht so einfach abzuleiten, sondern wir bediirfen dazu der Maec-
Laurinschen Summenformel. Setzen wir nimlich darin (§ 8 Gl (15))

9) f@) —ab, a=3, h—4, b—dq 43—y,

so erhalten wir:

(10) 4 {311 + 14+ yr} [p-H] 4 2(y» - 3)
Ty 25 oty — () 0 B i) 1

oder wenn wir kurz:

11 82 4 72 4 112 4 ... 4 y? mit Sy

bezeichnen und die von y unabhingigen Glieder in (10) durch das Zeichen C
zusammenfassen:

12) Zyr= 1;’+1 + U ), D), B e

und insbesondere fiir p = 2m und p=1:

') Auch diese Gleichung findet sich in der Meyerschen Dissertation und
fithrt in Verbindung mit VIII auf andere der dortigen Formeln (Gleichungen (23),
(19) und (21) a. a. 0.).
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(13) Z'y’”'——} 2m+1 + ?/2 + 4(2m), __y2m—1_43(2m) yms 4
+ (_1)m+1 42m—1 B, Y + Cl!

(14) Zy=y§+%+(}27

worin C; und C, von y unabhingige Zahlen sind. Von diesen Formeln
werden wir demnichst Gebrauch machen.

Multipliciren wir erstens die Gleichung (1) mit 427+1, setzen zweitens
in (1) 4z statt z und ziehen die entstehenden Gleichungen von einander
ab, so erhalten wir:

(15) (1‘~"‘+22"+3?"—3.4?")—|—...+((4x——3)2"+(4x—2)2"-{-(4«:—1)2"——3(41:)2")
_ {% (42)4(2n), (2 —1) 2 (42) 1 —(2n)y (25—1) Tt (423 & ..
+ (___ 1)n+1 (2471_1) Bn (4z)}
Setzen wir nun, um Potenzen von 3 in den Formeln zu vermeiden:
(16) dr — 1 = Y,
so wird das allgemeine Glied der linken Seite von (15):
(A7) (42-8)*"+(42—2)"+(4a—1)"—3(42)*"= (y—2)*"+(y—1)*""+y>"-3(y+1)*
=—(2n); (21+4)y >~ 1H(2m)y(27-2) y "2 (2n)y(254-4)y "~ (2m)y (21 2y
o () (22— 2) g2 — (2n)ans (2 4 y + (27 —2).

Die linke Seite von (15) verlangt nun, dass wir die rechte Seite von (17)
summiren, d. h, darin z =1, 2, 3, ... z oder y=3, 7, 11, ... y setzen
und addiren sollen; da nun y in (16) dieselbe Form hat, wie in (9) (man
brauchte eben nur in (16) 2=¢ 41 zu setzen), so sind zur Summation
die Formeln (12) bis (14) verwendbar; wir wollen jedoch nur den Coeffi-
cienten von y bilden; ein solches Glied existirt nur, wie (12) zeigt, wenn
p gerade oder wenn p==1 ist. Da nun noch

21=w=%+<}

ist, so erhalten wir als den verlangten Coefficienten E; von y folgenden
Ausdruck:

(18) B —(—1)" {(24@)2 (22-2).20—6 B, — (2m),(24—2).247~10B, & ...

(=13 2n)2n—2 (2"—2—2)2?B1+(—1)”"1(2n)2,._1(22"—1+4).%;+(—1)n2~—21_2}

=(—1)" P,
wenn die Parenthese mit P bezeichnet wird.
Saalschiitz. ’ 4
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Der Coefficient von y auf der rechten Seite von (15) E, ist, wenn
4xr =y + 1 gesetzt und die Reihenfolge der Glieder umgekehrt wird:

(19) E,—(-1)" {(2‘"—1)B,,—(2n)2(2‘"—4 —1)B,_,(20),(24"~5-1)B,_5 F ...
+ (= 1) (20)y_5 (24—1) By 4 (— 1) 4. (2n)2,1-1}

—(1re

wenn die Klammer mit @ bezeichnet wird; wir haben also die Gleichung:
(20) E =E,

oder P=gq,

welche sich noch vereinfachen lisst. Wir filhren die Abkiirzungen :

I Y= (2n), 244 B,_; — (20), 245 B,_y + ... + (—1)"(2n)p,—224 B,
(21) lK= (2n), 227=2B,,_; — (20),22 4 B,_y & ... + (— 1)*(2n)gy_,22B,
L=(2n), Buoy — (2n)y Bomg + ... + (—1)" (20)gn_s B,

ein, von denen wir Y als Unbekannte betrachten, wihrend K vermoge (7)
und L vermige I,y (in § 1) sich bestimmen:

22) { K=2(2"—1) B, + (—1)* 2n—1),

= (=1 (r—1);
damit wird:

(23) P=2"—2K—} Y+ (—1)—tn(@0—1 4 4) 4 (— 1) L";_’_—_l
— B 1) By (— 1P (44 D — 3 T

(24) Q=(2*"—1) B, — Y+ L+ (—1)"" 3n
= (2**—1) B, — Y+(—1)* (2n + 1).

Durch Gleichsetzung der Ausdriicke (23) und (24) folgt:

(25) Y — (20 —1) 22+ 2) B, + (—1)" (4n—1)

d. 1. gemiss der Erklarung in (21):

XLIX  (22—1)(22n+42) By— (2n), 21— 4 B,_; + (21),24~5 B, _, F ...
+ (— 1)1 (20)gp_p 24 B, + (— 1) (4n—1) = 0.
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Ziehen wir von dieser Gleichung noch (7) ab, so entsteht genau die
Gleichung VII in § 2.1)

Da nun simmtliche Recursionsformeln, in denen die B. Z. vollzihlig
und einzeln (nicht in Producten) vorkommen, wie an den betreffenden
Stellen bewiesen worden ist, sich aus den Gleichungen I bis VIII mittels
einfacher Operationen (Addition, Subtraction und Substitution von m + 1
statt m) ableiten lassen, so kinnen wir behaupten, dass alle diese nach
einfachen algebraischen Principien (ohne trigonometrischer Formeln
zu bediirfen) entwickelt zu werden vermégen.

Wir kniipfen noch einige Formeln an die Gleichung (2) an, indem
wir fragen, wie deren rechte Seite sich &ndert, wenn die linke mit einer
ungeraden Zahl schliesst. Bei den Gleichungen (1) und (4) ist einfach,
wenn man um ein Glied weiter gehen will, # 4 1 statt # zu setzen; bei
der Gleichung (2) aber und der entsprechenden mit 2n -1 statt 2n bedarf
dies noch einer besonderen Untersuchung. Ziehen wir in (2) beiderseits
(224 1) ab, und setzen:

224+ 1= Y,

so erhalten wir:
12T (=) -y Ty 317 O @2 1) By - 1yt
2
—®h(941) B, (1) 1 ... (=11 @1 —1) B, (3—1).
L =1 B,@—1) (

Die rechte Seite beginnt also mit — }#2*; sammeln wir ferner die Glieder
mit 272 und 2% so ist der Coefficient des ersteren:

221 2¢—-1 _
¥ (2”)21.-_—— (2m); (2n—1)9k—y —5— By + (2m); (20 — B)gs—3 — B F -

. 2% —1
+ (— 1) 2m)gk— 2n—2k+ 1), ~5— B,

d. i. mit Benutzung der leicht erweislichen Identitit:

(26) (1r (f—1rer = ()a (),

) Summirt man die linke Seite von (15) direct nach x und vergleicht die
beiderseitigen Coefficienten von x, so gelangt man zu der Gleichung:

L (22—1)(22"42) B,— (2n), 2"—*82B,_, + (2n), 24"—3 3¢ B, , T ...
+ (—1)"=1 (2n)g5—p 24,872 B, + (—1)" (4n—3).32—1 = 0,

aus welcher mittels XLIX auch noch B,, eliminirt und dann -1 statt » gesetzt
werden kdnnte. — Man konnte auch noch in (15) nach Substitution von y die
Coefficienten von y* vergleichen, und auch noch mit Gleichung (4) ebenso ver-
fahren, wie es hier mit Gleichung (1) geschehen ist; doch wollen wir uns dabei
nicht weiter aufhalten.

4*
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(wobei a eine beliebige Zahl sein kann, » und 7 aber positive ganze
Zahlen sind), wenn

uw=2n h=2k r=13, ..., 2k —1
gesetzt werden (bei umgekehrter Anordnung):

(1 22 {(2k 1), (22 —1) By —(2k+ 1) 2%—2—1) Byy + ...

%11
+ (k4 1)giey (22—1) B, F 2"“‘1\

und dies ist mittels einer durch die Operation (V—I)y) entstehenden
Gleichung Null. Desgleichen ist auch der Coefficient von y° Null.

In shnlicher Art findet man den Coefficienten von y2"—2/"“1:

. Q2% 2% 1
=~ @us g ! B — (2k+1)o iR

= @h+ 1w 25 B T4

_(_ )I. (2n ?k-H {(22A+2_1) BH—I— (270-—{—2);, 22L__1) B/, +
+ (2h+ Do (22— 1) B, F (£ +1))

d. 1. geméiss VI(k+1):

‘ !
= (——1)*"‘—1 (2n)2k+1 2L+2 BA+1
und somit:
@1 —1 42 F L =l —yin=— {4 2n), T By
— @)y Z Byt £ (1) @0 —1) Byy)

y==2x 4+ 1.

Wird 2n 4 1 statt 2n gesetzt, so erhilt man zunichst an Stelle von (2)
ohne Schwierigkeit:

(28) —12n+1 + 92n4-1 F...— (21_1)211-)—1 + (Zx)zn-{-l — %(21,)%—}—1
+@n1), 251 B oy T L 4 (— 1yt 2L 221y B, (20

und hieraus in ganz shnlicher Behandlungsart wie oben, wobei, falls wieder
22 + 1=y

gesetzt wird, ausser y***! nur gerade Potenzen von y einschliesslich y°
vorkommen :
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(29) — 12nt1 + 92n-+1 F...+ (y_ 1)2n+1 —_ y2n+l
1 27—1 —_
—— {5 e+ B By F

(=11 (20 Dy o2 B gl (12 B 1 g
(_ 2n—1 on n ?/ . 2n+2 ne

Nun kann man die Gleichungen (2) und (27), sowie (28) und (29) zu-
sammenfassen, wobel y sowohl eine gerade wie eine ungerade (ganze positive)
Zahl bedeuten kann, indem man schreibt:

(30) 132 __92n + 3 __ 42n + ... + (__ 1)y+l y2n
22—1 2¢—1
= (—1)¥+! {% ¥ 4+ (20), —— B y*" — (2m);

+ (___ 1)n+1 (2211___1) Bn y}’

B, 434 ..,

(31) 12041 __ 92041 + J2n+1__ 42n+1 + ... + (___ 1)y+1 y2n+1
— (—1pH {% y b a1 250 By — (@t 1), B Byt
2n-41 2m+2__1
+ (—1)! —n;; (2—1) By y? + (—1)* “IWmIT Bn+1}
gen2_q

+ (=1 e Byyy.

Diese Formeln finden sich (in anderer Art abgeleitet) bei Euler im 2t Theil
des Calc. diff., cap. VII § 184. Wir werden von ihnen (abgesehen von
ihrem eigenen Interesse) spiter Gebrauch machen.



Zweiter Abschnitt.
Unabhiingige Darstellungen.

§ 8.

Die Formeln von Eytelwein und Laplace.

Die ersten Formeln fiir die unabhingige Darstellungsweise der B. Z.
rithren von Laplace und Eytelwein her. Dieselben sollen hier mittels
Modification eines Eulerschen Gedankens aus einem und demselben Princip
abgeleitet werden.

Nach Aufstellung der Gleichungen § 7 (30) (31) und nachdem er noch
bemerkt hat, dass bei einem geraden Exponenten die rechten Seiten fiir ein
gerades oder ungerades y sich (der Form nach) nur durch das Vorzeichen
unterscheiden (wihrend bei einem ungeraden Exponenten noch eine von
der Natur der Zahl y unabhingige Constante hinzukommt), fihrt Euler?l)
folgendermaassen fort:

»Wenn also y eine unendlich grosse Zahl wird, muss, da diese weder
paar noch unpaar ist, diese Betrachtung (d. h. Unterscheidung) aufhdren,
und es sind daher in der Summe die zweideutigen Glieder zu entfernen,
woraus folgt, dass die Summe von Reihen dieser Art, wenn sie bis in’s
Unendliche fortgesetzt werden, durch die alleinige hinzuzufiigende Constante
ausgedriickt werden.

,»Deshalb wird sein:

1—1 41 —1 4 u.s. w. in infinitum =%
22—1

1—2 +3 —4 + " ” ” - 9 Bl
1—erps—ep —0
1—23+33_43+ ” " 0 =—2*:1 B‘Z
1‘_24+34—44+ ” ” ’ =0
6

1_25+35_45+ 2 ] ’ =261B3
1—264-36—464 b ” " =0

- - 25—1
1—27 487474 " " =—3 B,

%) Cale. iff. II, cap. VII § 185.
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sAuch werden dieselben Summen durch die oben angegebene Methode,
Reihen, in denen die Zeichen 4 und — sbwechseln, zu summiren, ge-
funden.“1)

Diese Schlussfolgerung Eulers wird jetzt Niemand als ausreichend
ansehen koénnen, trotzdem darauf aufmerksam zu machen ist, dass er an
einer fritheren Stelle?) die Summe der links stehenden schliesslich zwischen
unendlichen Grenzen oscillirenden Reihen so erklirt, ,,dass sie den Werth
des endlichen Ausdrucks, aus dessen Entwicklung die vorgelegte Reihe
folgt, bezeichnet* Trotzdem wire es schade, ihre Resultate fallen zu
lassen, da sie in einfacher Art zu sonst weniger leicht zu gewinnenden
Formeln fiir die unabhiingige Darstellung der B. Z. fiihren. Wir wihlen
daher folgende unanfechtbare Darstellungsweise.

Sei y eine positive ganze gerade oder ungerade Zahl, » eine beliebige
reelle Grosse und (v) durch die Gleichung definirt:

8 v = (O T+

dann ist:

() = (—1pH 4

und
\ d _ v+y+1
(2) d—'o (w(g))_(_l)y—l'—l U y(l_*:'_/,v)z + (l+‘0)2.
Jetzt wollen wir
4 () = vyw)
3) 2 (oyp) = vy0)
2 () = vy
u. s. w.
und:
1
(4) pO) = aTLoF

setzen. Damit nimmt Gleichung (2) die Form an:

V) = (— 1t o HEEEL 4 o),

dann folgt weiter:

2y2+4-2y — 2
v2p(v) = (—1)r+1 v ¥ 0’42y’ + y(li)v;;—l-(y +2+1) + ve(o);

*) Auf den letzten Passus kommen wir spiter zuriick.
) ib. cap. 1 § 9.
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und dann schliesst man durch Induction leicht weiter, dass \Py(v) die
Form haben muss:

y —1 ess
) Pyl = (U WS Tt 4 grlgp),

worin 7j, 7y 7, ... 7)p ganze rationale Functionen p*" Grades von y sind.

Nun ist aber (nach der Erklirung in (1)):
Yo)=1—0v 4+ 02 — 03 + ... 4 (—1p+1py-1

I Vyl)= % (W(v)) =1—204302 — 403 +.. 4 (—1ptlyw—1!
(6) Voap(v) =1—224-322—423 4 ... 4 (—1p+1 y2 w1

l V."w.(v).= .1-—.-2".1)-[-' 8rp2—4rpd + ... 4 (-_1)y+1 yP w1
folglich nach (5):

e e
(14v)p+t

+ VFTl (o).
Hierin setzen wir v =1, dann wird 7,07 + 7,v*7' 4 ... 4 7, eine

ganze rationale Function p%® Grades von y und somit, wenn a, a, ... a,
Constanten, d. h. von p abhingige Zahlen bedeuten:

7)) 1—2Pp4-8Pp2F . - (—1WpHlyPoy—1=(—1W+1ww
)

(8) 1P—2p4 80— 4Py . 4 (— 1)+ gp—(—1p+1 {aoyp-}- o yp—1+...+ap}
+ [Vp_l(p(v)]uz-_l'

Schreiben wir nun aber in § 7 Gleichungen (30) und (31) p statt 2n
oder 2n+41 wund verstehen unter b, b, ... b, von p abhingige Zahlen,
deren Bedeutung aus den dortigen Gleichungen leicht zu entnehmen ist,
und setzen ausserdem:

J P—1 gpt1_1
(9) = (—1)* 3F7T Bpyx - - . fiir ungerade p,
)

o . . . . . . . . . fir gerade p,

50 erhalten dieselben die gemeinsame Form:

(10) 1P—2p-3p—4p .. (=1 yr—=(—1p+? {bo yP4b P .—{—b,,}—|—c,,.

Die Gleichungen (8) und (10) gelten (bei festgehaltenem p) fiir jeden posi-
tiven ganzzahligen Werth von y, folglich gilt fiir dieselben Werthe eben-
falls die Gleichung:
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an (1 fa—b) ¢+ @)+ (@ — 1)
+ [V )], o= =0.

Setzt man hierin y=1,38,5,...2p+ 1 und z. A. [Vp_l (p(v)]v=l= d,
so hat man:

(a—1o) + (a,—b;) + (a2—8;) + ...
+ (@y—by) + (dp—cp) = 0
37 (ag—0by) + 3¢~ (a, —0,) + 372 (a,—by) + ...

+ (ap'— p) + (dp—cp) =0
(2p+1)7 (@g—bo) + (2p + 1)~ (a; —b,) + (20 + 172 (a,—b,) + ...
+ (@,—bp) + (@, —¢,) =0

folglich, da die Determinante 2 4+ 1 3#—! 57—2 _ (2p —1)11 nicht ver-
schwindet1):

ay—by =0, ay—b; =0, ... ap_1—b, 1 ==0, und (@, —b,) + (d, —c,)=0.
Setzt man nun noch in (11) y==2, so ergiebt sich
— (@4p—0b,) + (dy—c,) = 0,

also 1ist:

ap—0b, =0, d,—c, =0,

folglich mit Riicksicht auf (9):

J[V2n—2 (p(v)]v=1 —_ (_ 1))1—1 22'12;—1 Bn — (_l)n——l 2£2"77
(12)

[VQn—l q)(v)]v:l =0

(Q;) p— _.1_
¢ o
1) Der Werth einer Determinante von der Form:
| p—1
otf; o ... 1
p—1
A - |
o o} a1
o %p -

ist: (dp—at,) (tg—a) o (@, —e) ... (@, —a,)
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Von diesen Gleichungen gehen wir nun aus. Dabei lassen sich die linken
Seiten in zwei wesentlich verschiedenen Formen darstellen, je nach der Art,
wie YPgp(v) entwickelt wird,

I. Unsbhingig von dem speciellen Werthe der Function ¢(v) ist:

P(v) = @(v)
VP(©) = p(v) +vg'
(18)s  { V@(v) = @(v) + 3vg'v + v
V3p(v) = p(v) + Tvp'v 4 6 v2p"y 4 v3p*y
Vig(v) = @)+ 15 vp'v + 25 vy + 10 3y 4 vty

und desgleichen im allgemeinen Awusdruck:

(13) VPR(t) = 9(v) + & v/(6) + G 029"(0) + ..
+ (’{;—l vp1 (P(p'"l) (1}) -+ wp (p(l‘) (q,)

so dass also:

2 0 1 1 p p
j ‘ CO=CO=(,‘1=1’ c()=cl)=1

(14) 1

3 4 4 4
g =28; ¢, =1, ¢g=6; ¢, =15, ¢, =25, ¢; =10;

1 PP P
um allgemein ¢, mittels einer recurrirenden Entwicklung aus ¢, ¢; ... ¢,

zu erhalten, wenden wir die Operation ¥ auf (13) noch einmal an und
erhalten dadurch sehr leicht die Recursionsformel:

11 P P
(15) ee=F+1) ¢, + cr;.

»
Wir konnen nun aber statt der Grossen ¢, andere einfiilhren, welche sich
unabhiingig oder abhiingig von einander berechnen lassen und ofters in der
Analysis vorkommen; diese werden durch die Gleichung definirt:

(16)  ap =P — (B} (F—1)P - By (F—20 F ... + (— 1) (B)y 17,

Hieraus:

und weiter:

2 3 4 4
ay ==2; a, =06, a3 = 6; a, = 14, a; = 36, a, = 24;

o
'S

5 5 5
@y = 30, ay =150, a, — 240, a; — 120;

@

6 6 6 6 6
a, == 62, a; = 540, a, = 1560, a; = 1800, a, — 720.
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Fiigt man zur rechten Seite von (16) noch die nichts geliende Grosse

(—1)* (k)r OP hinzm, so sieht man, dass nach dem Arndtschen Satze
(siche S. 33)

P
firk>p:a,=0

P
ist. Bildet man ferner a;_,, so ist:

a + Gpey = — (E—1) (b— 1) 4 (F—1), (k—2) T ...

also:
» P L pH
k(@ + apmy) =R+ — (B)y (b— 1! 4 (B), (k— 2P+ T .. =g ;
folglich:
p+1 4 14
av) ar ="k @r—1 + ax),

welches die gewiinschte Recursionsformel ist. Aus derselben ergiebt sich
fir k= p + 1:

p+1 »

ap-{-l == (17 + 1) ap9
und folglich:

(18) ap == p!

p »
Jetzt fithrt der Vergleich der Zahlen ¢; mit a; zu der Vermuthung, dass

P41
Gk
(19) %= G
welche als richtig erkannt wird, wenn man in (15) die aus (19) folgenden

p p p+1
Werthe fiir ¢k, ¢x—1, ¢4 einsetzt und dadurch die Entstehung der Gleichung

(17) bewirkt.
Somit wird die Gleichung (13):

P41 H
VPP(0) = p0) + 55 99'@) + & 0% 0) + ...
p1

+ % Pl (P(p—l) (1)) + P (prp) .
Setzen wir nun fiir @(v) seinen speciellen Werth 1:(1 4 v)2, so dass

. 2.3, . (k1
P (o) = (1. 23 kY
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so erhalten wir nach (12)

2n—1 2n—1 2n—1 2n—1 2n—1

LI (=1t =02 ay — 273 a, + 2" 4ay F...—2a5, 5 + gy

2n 2n 2n 2n 2n
LI, O0=2¥"1g —272q,4-2"3¢q, F .. 4 245, ;—ay,.

Die erste dieser Formeln ist also eine unabhingige Darstellungsart von
B, und somit von B, und ist zuerst mittels Differenzreihen von Eytelwein?)

aufgestellt worden.
II. Fiir den Werth aus (4):

1
W)= oy

folgt nach den Erklirungen (8) durch directe Ausrechnung:

1—o

Vel) = Gy

o l—dupr®
Vig() = Ao

_1=11v411 24"
VIOl = Ty

1) Abhandlungen der Akad. d. Wissensch. zu Berlin Jg. 1816—1817 Mathem.
Kl. 8. 28: Uber die Vergleichung der Differenz-Coefficienten mit den Bernoulli-
schen Zahlen. Die Gleichung LI ist identisch mit form. (67), die LI, mit form,
(69) bei Worpitzky, Studien iber die Bernoullischen und Eulerschen Zahlen,
J. f Math. Bd. 94 (1883), S. 203, welchen Aufsatz wir spiter nur mit dem
Namen des Autors citiren und in § 12 niher besprechen werden. Nimmt man
in (7) zuerst v als positiven echten Bruch an, setzt dann y = o« , wodurch das
1te Glied auf der rechten Seite verschwindet, und behandelt dann

lim (1 — 2 4 8° — 47 4+ ... in infin)

=1
nach der von Euler zu Beginn von Cap. I (a. a. O.) gegebenen Regel, so gelangt
man nach Einsetzung der Werthe von [VA“(p(v)]v:__1 aus (12) zu der Formel:

1 1 P+l .
R N S
_ = p+1 - . . p ungerade
0 . . . . . . . p gerade

welche mittels (17) sehr leicht in die Gleichungen LI und LI, umgeformt werden
kann. — Jedenfalls ist aber die im Text befolgte Methode als die strengere zu
erachten.
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Diese Ausdriicke legen die Vermuthung nahe, dass allgemein sein wird:

Vv¥oe(v)
2k 2k 2k 2k e 2k
G v G Gy T E G v Gy 8 L C o™ e
= (I-Foyeee
(20)
V@)
2k 41 ok +1 ok -+1
_ 14+ GC v G v G T — L — G o™ — (0% — ot
- (T o ‘

Die Richtigkeit dieser Annahme lisst sich am einfachsten in folgender Art
beweisen. Es sei:

1
W = —
v

und es moge fiir eine gewisse Klasse von Functionen f(v) die Gleichung
bestehen:

(1) wfw) == vf(v).

Differentiiren wir diese Gleichung nach v, so ist wegen: %C- = —w? und
nach den Bezeichnungen (3):

(22) — w?Vflw) = Vf(v)

oder mit » multiplicirt:

(28) — wVfw) = oVA).

Moge ferner fiir eine andere Klasse von Functionen die Gleichung
(24) — wF(w) = vF(v)

gelten, so folgt wieder durch Differentiation nach v:

(25) w2V F(w) = VF{v)

oder

(26) WV F(w) = vV F(v):;

aus der Gleichung (21) folgen also (22) und (23), aus (24) folgen (25)
und (26). Nun ist:
,U‘.’u.

’WP(W) = = R 7 = : 7 = ?J(P(’U),
A +w) (v+1) (1+v)

folglich gilt fiir f(v) = @(v) die Gleichung (21) und daher nach (28):
— V) = WVp(e),
also gilt fiir F(v) = Y@(v) die Gleichung (24) und deshalb nach (26):
wV2p(w) = vV ?p(v)
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d. i. Gleichung (21) fiir f(v) = V?@(v); in dieser Art folgen nach und
nach die Gleichungen:

— wV3p(w) = vV 3p(v)

wVipw) = vVip@)

— wVop(w) = vV °@(v)
u. S. w.

oder wenn man die Formen (22) und (25) benutzt:
WV gw) = v ¢(v)
— Wyt g(w) = g +ig()
und zusammengezogen :

"
@7)  e.wVPple) = Vrg(), g={+1 iir gerade p

— 1 fiir ungerade p.

Nun ist ohne Weiteres zu erkennen, dass VP@(v) die Form hat, worin
C € ... ¢, Constanten bedeuten:

(28)  VPpE) = Gt+e v+e v —l——({—li_vs;pﬂi’a— e

Also ist mach (27)
swi(cotc¢ w4t ...+ cow?) CwrE2 (P Pl .. - 6p)

(1+w)r+2 vPF2 T (v4-1)p32
Gt v G VP
= oy
folglich :
cp = &€,
Cpey == £0;
u. s. w,
d. h. fiir gerades p: fir ungerades p:
Cp==Cy Cp= — G
Cp— =0 Cp1=—"04
29 — _
(29) Cp = _, Cp1 = — Cp—1
2 T 2 2 2
‘v =0
2 2

womit der verlangte Beweis gefiihrt ist.

Um nun aber die Coefficienten im Zibler von Y”g(v) nach und nach
berechnen zu konnen, hat man die Operation V fiir die Gleichung (28),
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?
worin ¢, durch Cj zu ersetzen ist, noch einmal auszufiihren und gelangt
dann gemiss der (leichung :

vrrigw) = & (v.yrem)

unschwer zu der Beziehung :

1 P »
30) Ch=k+1)C,— (p+2—1) Chy
welcher noch die Bemerkungen hinzugefiigt werden konnen :

1 P p+1
k zl')—:?‘-—‘, CO — CO = 1

und sodann (nach (29)):

. P p p+1 pH1 pH1 p
fiir ungerades p: Cp_j=—C), Cpy1_)=0Ch, Cpp1=— (p+3) Cpa
2 2
» p  ptl p+1
fir gerades p: C,_p= Cs, Cpy1_ = Ch.

Die ersten dieser Zahlen sind:

1 1 2 3 3
(1)  Cy=1,0=—1;Cp=1, C,=—4; C,=1, (,=—11;
4
C

N
|
=
Y
I
|
(]
>
wQus
|
(=
o

Dieselben hiingen nun wiederum mit anderen 6fters vorkommenden Zahlen
zusammen. Die Definition der letzteren ist:

(82) A=k — (p+1), (b= 1) (- 1)y (b— 2P F.... & (—1)F—1 (p 1)y 12.
Fiigt man noch die Gleichung:
(38) Apr = (k4-1)p— (p 4 1) 72 4 (p+1), E—1) F ...

F (=1 (0 s 20 (— 1) (p+ 1), 17

hinzu, multiplicirt (32) mit p + 1 — %, welches man fiir die einzelnen
Glieder in der Art theilt:

p+1—bk=p+1l)—bk=p—,k—1DD=pP—1)—k—2)us w,
und Gleichung (33) mit % 4 1, wobei:

ktl=F+D=@F—1)+2=(F—2)+3us w.,
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so wird:

(+1—8) A= @+ DR —2 @+ 1), k— 1P+ 3(p+ 1) (—20 F ...
— kP A (1), (k— 1P —(p+ 1)y (b—2p £ .

(k+1) A= (e 1 (1), B F (1), (=1 H—(p )y (2 .
— (1) B2 4 2(p41), (k—1)7 — 3(p41), (F—2)p & ...

Addiren wir, so zerstoren die erste und die vierte Zeile einander, und die
Summe der 2% und 3ter ist:

(k4 1)pH — (p+2), B+ 4 (p+2), (h—1p — (p+-2), (R —2pH ..

p+l
also = Aj1, und somit haben wir:

¥l ) »
(34) Ak+1 = (p + 1-—-]6) A+ (k -+ 1) Ak_.|_1.
Aus (32) folgt:
(35) A, =0 4, =1

und nach dem Arndtschen Satze:

P
(36) A, =0 fir k;;p—{-—l,
somit aus (34) fir k==p:
- p+1 » p—1 1
87) Ap_}_]: =4, 1=...=4,=1.

Die Gleichung (34) folgt aber auch aus (80) (mit p—1 statt p), wenn man:

P p+1
(38) Cp = (— 1) A
setzt und da noch nach (85) und (37)

A4, =1, 4,=1

und aus (31):
1 1
CG=1 0 =—1,

welche Werthe die Gleichung (88) erfiillen, so ist letztere iiberhaupt richtig.
Mittels derselben und aus der fiir gerades und ungerades p geltenden:

p P
(39) Cpp = (—1) C,
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folgt dann:
p+1 P+l
Api1—n = Anpa

oder mit p statt p 4+ 1, b statt A 1:

P P
(40) Apjap = 4,

welche Gleichung also fiir gerades oder ungerades p gilt.

P
Einige Werthe der Zahlen A, sind:

1 2 3 3 4 4
A=1; A, = 1; 4= 1, Ay=14; 4, =1, 4, =11;
5 5 5 6 6 6

A =1, A,= 26, A;=66; 4, =1, A, =57, A, = 302;

A =1, 4, —120, 4, =—1191, 4, — 2416.

p
Die Substitution von Cj aus (38) in (28) (¢, = 5’,) giebt:
fiir gerades p:

r+1 r+1 P41 r
A, (1407) — A, 0o + 4, @0+ ) F oot A 07
(4n vel)= T ,
fiir ungerades p:
P41 p+1 PH1 p—t P+1
A (1—w?)— A, (v—o*~) + ...+ Aps (0 T —0v 2)
(42) Vp(p(v)"—__- (l+,u)p+'.' ? ’

und die Substitution dieser Werthe in (12) giebt die independente Dar-
stellungsweise:

2n—1 2n—1 n—1 2n—1

LI (—1) 18, =2 4 — A, +... 4 (—1)" 2 4,y + (—1)"1 14, },

wihrend die andere Gleichung zu einer Identitit zusammenfillt (oder neu
bewiesen ist). Die Formel LII ist von Laplace aufgestelltl) und es ist
uns also gelungen, die so verschieden aussehenden Formeln von Eytel-
wein und Laplace (LI und LII) aus derselben Quelle (n#imlich mittels der
Darstellungen in (12)) abzuleiten.

) Siehe Mémoire sur l'usage etc., in den Mém. de 1'Acad. des Sciences
4 Paris 1777, p. 99 ff. (insbesondere p. 106 bis 109), oder Lacroix, Traité des
différences t. III 2de Edit. p. 114.

Saalschiitz. 5
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§ 9.
Formeln, die durch den Mac-Laurinschen Lehrsatz
goewonnen sind.
Fasst man die Gleichungenl):

2 . x? x* x®
(1 f1(~’”)=m=1—“1§+°‘z@"°‘3@—---

4

O AO=Srm=he—hy+AR—ATE.
3) fg(x)=secx =1+°‘1;—j+“2’§!>+%%§+-..
@  f@—=ter —Pe+hothoath I+

X

(8) fi@)=tg (T +5 =1+;'1x+?z£f+y3£j+---
4 2 2! 3

ins Auge, vermdge deren die Functionen fj(x) u. s. w. nach Potenzen
von z entwickelt sind, so erkennt man, dass die Entwickelung der Functionen
fi(z) u.s. w. in die Mac-Laurinsche Reihe zu einer directen Darstellung
der « und B filhren muss, wenn es gelingt, die hoheren Differential-
quotienten von fj(z) u.s. w. (fiir z=0) in unabhingiger Art zu erhalten.
Dies ist fiir die Functionen fi(z) und f,(x) von Scherk?), fiir die
Functionen f,(z), f,(z), fs(#) von Schlémilch3) durchgefiithrt worden.

Sei y ==¢” und Y eine Function von y, also auch mittelbar von «;

wir stellen uns die Aufgabe %;%7 auszudriicken.?) Es ist:

dk
y=¢, =19

1) Die Gleichungen (3), (4), (5) sind identisch mit den Gleichungen (1), (2),
(4) des § 4; die Richtigkeit der Gleichungen (1) und (2) erkennt man (falls man
nicht in (3) und (4) iz statt x einsetzen mag), indem man mit dem Nenner der
linken Seite heraufmultiplicirt, fiir e und e—* die Reihen einsetzt, die Coeffi-
cienten von %", bez. x2™+! beiderseits vergleicht und sich von der Identitdt der
entstehenden Recursionsformeln fiir die ¢ und die g mit XIII, bez XIV (§ 4)
iiberzeugt.

?) Math. Abhdl.,, Berlin 1825, erste Abhandlung (vgl. oben § 4). Schlé-
mileh stellt die in Rede stehende Ableitung in kiirzerer Art dar (J. fir Math.
Bd. 32 (1846), S.360), citirt dabei aber irrthiimlicher Weise statt der genannten
Scherkschen Abhdl. diejenige desselben Verfassers im 4ten Bande des Journals
fiir Mathematik.

%) Grunerts Archiv 16ter Bd. (1850), S. 411.

4 Vgl. Schlémilch, Compend. der héh. Analysis II, Abhandl. iiber die
hoheren Differentialquotienten.
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folglich nach und nach:

¥ __ dY
@Yy

ey_ dy o, &Y

dz? =Y dy ?/ d/y2

&Y Y , ¥ s &Y

CAE A N T

ay ay d“Y
d—_——y dy+7y2 dy2+6y3 3+

und in allgemeiner Form:

» »
*Y_ a0, dY &, s
©  m=1vqg tav + v G + g
so dass:
1 » 2 3 3 »
(7 o =a;,=1,0,=2,8,=6,a;,=6usw a,;, =0

ist. Differentiirt man noch einmal nach z, so gelangt man leicht zn der
Recursionsformel:

pF1 P p
(8) a,=Fk (@ + ak—l)?
p
dieselbe stimmt mit § 8, (17) ﬁberein und da auch, wie dort @, =1,

P
ayyy =0, so sind die Zahlen ak hier und dort 1dentlsch und also durch

die Recursionsformel (8) oder durch die Gleichung (§ 8, (16)):

9) ap=k — @), E—1) 4 (B B—2" F ... + (— 15~ By 17

bestimmt, 1)

1) Scherk macht darauf aufmerksam, dass die Grossen ;;, sich auch in
combinatorischer Weise gewinnen lassen. Versteht man n#mlich unter C, (1, %)
die Summe der Combinationen mit Wiederholungen der Elemente 1, 2, 3 ... n
in der hten Klasse, also z. B.

¢(1,8)=1.14+1.241.84+2.242.343.3=25

so ist, wie leicht zu iibersehen:

(a) Co(l,m)=0C, (1, n—1) + n Chy (1, m)

oder auch:

(b) Cp—i (l k4 1) = C,,_k (1, k) + (& + 1) C,,_k__l (1 E41);
setzen wir nun:

© Cpk (1, +1) = g,

H*
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Setzen wir nun zuerst:
2 %
Fter T Iy

so haben wir, um (6) verwenden zu konnen, die Differentialquotienten von
Y nach y zu bilden ; doch brauchen wir ihre Werthe nur fiir =0 oder y == 1.
Aus (10) erhilt man durch fortgesetzte Differentiation:

I+9y)¥Y—2y=0

dyY
A+99) G + ¥ —2=0

(10) . Y=f)=

(11) .

Y Y
(499 G + 4y Gy + 27 =0

Y prame -2y
1493 ¥ + 2ky = + k(k—l)d—ykj = 0.

Setzt man in diesen Gleichungen y =1, und bezeichnet der Kiirze wegen:

Yy .
[W]y=l mit ¥y,

so erhilt man successive:

- 2! 3! 4!
(12) Yo=1, ¥, =0, 12=-”‘2‘a Y3=?a Y4=—'2"_)7
und aus der letzten (11)
(18) 2Y,+ 2kY;y + k(k—1) Y}, = 0.
so geht Gleichung (b) in:
P p-1 p—1
¢ =C—1 + (b + 1) ¢,

d. i. in Gleichung § 8, (15) iiber, und da auch noch:
b
C, 1, 1)=17‘=1, o =1
und wie aus (a) fir h = 1 folgt:

Cot M= { (1243 4 o) — (14248 - a1 =1, 6,1

. . . P
ist, so ist die Grosse cx der Gleichung (c) mit der dortigen identisch und daher
nach Gleichung (19) des § 8:

Y4
@ ap =k!C, (1, k)
B. a, = 6C, (1, 3) — 150.
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Die Werthe (12) lassen sich durch die Gleichung

cos (—— n) k!
(14) Yk = (— 1)k k—1 N ==
zusammenfassen, welche demnach fiir die Werthe k=1, 2, 8, 4 (auch fiir
k==0) gilt. Nehmen wir an, sie gelte (kurz ausgedriickt) fiir die Werthe
k=1, 2 bis k— 1 einschliesslich und setzen wir diese Werthe in (183), so

erhalten wir:

cos (k—”) (cos r n) k! — - k—1
(=Y, =k—5~— k! y— = (]/2 cos (71_) —cos(~—— )
2 2 2.23 =
da aber die Klammer, wie leicht darzuthun, soviel als cos%l)—” ist,

so ist die Allgemeingiiltigkeit der Gleichung (14) nachgewiesen.
Nun ist aus (1), wenn wir die Bedeutung Y =f,(z) festhalten:

. 7
(15) i2q J‘ Wi e pogemde
da? lu=o . p ungerade
also fiir p=2m, 2m 4 1:
27 3n 4n 4
i1 2m COS— 2m COST 2m COST 2m COST
L (—1*la,=a 5 —a, s + ag " —ay e +..
2m COS(—2"1+1)7I7
4
Y™
n 3n 47 24
2m+1 COS —— 2m+1 GOST 2m+1 €OS - 2m+1 €08 ——
LHIa 0—01 W—-az V—§+a3 7_—2«—(14 ——V?S—i
2m+1 CO:! (2m+2)
+ a2m+l V—gm
oder:
2m 2m 2m 2mn 2m
a, a, a, __
LI (— 1)t = — a+~——-|-§7+...
2m41 2m+1 2m+1 2m+1 2m+1
a. a, _
LIIF, 0=2—%+3—%+5%7F

Dies sind also unabhingige Darstellungen fiir die Eulerschen Zahlen.
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Setzen wir nunmehr:

2
so treten bei gleicher Art des Verfahrens an Stelle der Gleichungen (12),

(18) und (14) folgende

!
A7) Y,=0,F=1,N,=—1, F;=0, F,— 5, Vi —=— o
(18) 2Y) 4 2kYy + h(h—1) Yoy =0
und hiermit allgemein
() p
(19) Y= (— 1 - B =

Nunmehr folgt aus (2):

(20)

[dPY] J(—-l)T Boss - - . D ungerade
0

dx? |z=

10.......pgerade
also ist nach (6) fir p=2m —1, 2m:

o 2 .. 37 . 4Am . &7
2m—1 81N —— 2m—1 S0 —  2m;m—1 81N —— 2m—1SIn e

LIV (—1)"1f,—a, —o—ay, — +a f a4, —+...
( ) ﬂm 1 ﬁo 2 V2 3 V»g-z 4 VZ 3
2mn
2m—1 sin <
Bam—1 s V—nm.—z
. 2 < 37 - 4m 57t
2m 81N e 2m S1N e 2m 81N e Sl]l e
LIV O=a ——a — + a5 —— — — x ...
: et 42 vz T M
2m sin (_—___Qm-l;l)ﬂ
— Q2m Fﬁzm—l 3
oder:
2m—1 2m—1 ‘>m~—1 2m—1 2m—1 2m—1
a, [43 a,
LIV (—pr = — g+ F—F+F— 1t
2m 2m 2m 2m 2m 2m
LIV, 0= S BT

Ausser diesen Formeln enthiilt die Scherksche Abhandlung noch andere,
welche aus LIIT und LIV durch Trennung und anderweitige Zusammen-
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fassung ihrer Glieder mit Benutzung von LII, und LIV, (oder #hnlichen)
hervorgehen und hier fibergangen werden mogen.l)

Die Entwickelungen von Schlémilch bediirfen der hoheren Differential-
quotienten von sinfz fiir £ =0. Es ist nach bekannten Formeln

fiir ungerades k:
(21) (—l)k:fl“ 2¢—1gin* g==sinkz — (k), sin (k—2) z + (k) sin (k—4) 2 F ...
+ (DT @)y sz,
2
fiir gerades k:
(22) (— 1)% 2%—Lgink ge==coskz— (k), cos‘(k— 2)z+(k)y cos(k—4)z F ...

+ (= DF @), cos 22+ (—DE 3 (R), 5
z F

ferner:
p—1
d” sin ax ](——— 1)2 aPcosax . . . . p ungerade
(28) dzr P :
(—1)?aPsinaz . . . . p gerade
und:
. & cosax _ J(—— 1) 2 aP singz . . . . p ungerade
T
l‘ (— 1)7 aP cosax . . . . p gerade.

Differentiiren wir nun (21) und (22) p mal nach z und fithren die Be-
zeichnung ein:

(25) G, =k — (B), (k—2)? + (B)y (b—4)? F ...
k=1
J(— 1)z (k),._l . . . . k ungerade
](—1) z (k)k . . . k gerade
so folgt:
(—)*F 2
(26) [D sin® x]w_o e A k gerade,
(27) [DZ sin"'x]z=0= 0 . . . . . . . p+ k ungerade.

1) Die Gleichungen LIII’, LllI‘a, LIV‘, LIV'a finden sich auch bei Worpitzky
als form. (81), (82), (86), (87).
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Die erste Formel gilt also, wenn p und k gleichartig (beide gerade oder
beide ungerade), die 2t¢, wenn p und %k ungleichartig sind, wobei noch

P
bemerkt werden mag, dass &, fiir ungleichartige p und %k nicht ver-
schwindet, so dass die Formeln (28) und (29) nicht in eine zusammengezogen
werden kénnen. Weiter ist:

2 4
(28) sin"'x:z"(l——%—i—%?...)"
. k E(k—1 -
=xA_ka+2+(120+ kBl — ))x’t+4+...
daher:
(29) fir p <<k [D‘: si_n"'.'clc=o = 0.

Jetzt ist nach Gleichung (3):

(30) [Di"sec x]z — = %

und nach dem binomischen Lehrsatz:

L —1+~sm2x+ sm4x +; Z ZSme-l—...

(31) secx=‘/

1—sin® x
daher nach (26) mit Riicksicht auf (30):

112 1.312" 1.8.51 2 _
LV (—1)"_1d.n= ;. Gz——ﬂ +2 1. 69" GG
@2n—1) 1

g 1.3..
+ (=D 2.4..(2n) 2wt G””’

Ferner ist nach (4)

(32) [D2 " tg @)= b

und wieder nach dem binomischen Lehrsatz

tgr = _ T sinz + % sind3z - —;—i sindz 4 ...
: VY 1—sin?x .
daher:
1 2n—1 1 1 2n—1 1 271—-1__
e (=)= ’3"=G1—2 g G g b T o

1.3..(2n—8) 1 31
n—1 *-° Z
+( 1) 9.4, (an—g) 3o Fan—1-
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Endlich ist nach (5):

» x x
(33) [Dx tg (5 + ?)Lﬂ -7,
und:
1 ﬁ —_ CO8X —_ . 12 i3
tg (4 + 2) T—sinn cosz - sinz cosz -+ sin?z cosz -} sindz cosx |- ...
Nun ist:
(34) D, sinfy = ksin“—1lx cosz, sin®z cosz = q»_—a D, sinf+1g
daher nach (83):
pH1 sinze sin’z sm x

und, wenn wir gerades und ungerades p trennen, wobei nach den Gleichungen (5)
des § 4: Yon = at,, Yon—1 = Pn ist, folgt:

1 2r+sL 1 2nt1

1 L
LvII (—1) Xn == Gl s+ 5 9i U5 +-. 1)n2n+1 gen G2"+1

und

11
LVIIT (-1)"='f, = § 50— 755 o+ 6 R 2n 2?n—-1G2n

Diese beiden Formeln haben, wie man sieht, einfachere Coefficienten als LV
und LVI und alle vier Formeln haben vor LIII und LIV (oder LIV
und LIV‘) den Umstand voraus, dass die letztgenannten Scherkschen
etwa ein und einhalbmal so viele Glieder haben als die obigen von Schls-

P
mileh herrithrenden, und dass iiberdies G1) etwa nur halb so viele Sum-

»
manden besitzt als a,.

§ 10.
Princip der Coefficientenvergleichung.

Aus ahnlichem Grundsatz wie die Formeln des vorigen Paragraphen ist
die nachfolgende, von Scherk?) aufgestellte Formel, fiir die unabhingige
Darstellung der B. Z. entstanden, an welche sich gleichzeitig eine Formel

P
1) Die Veroffentlichung einer eingehenderen Untersuchung iiber die Grossen G«
behiilt sich Verf. vor und theilt hier nur aus derselben die Recursionsformel:

2 P P
Gr=k\kG) + 4(k—1) G‘k_g}
mit. )
?) Uber einen allgemeinen die B. Z. und die Coefficienten der Secantenreihe
zugleich darstellenden Ausdruck. J. fiir Math. Bd. 4, S. 299 (1829).
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fiir die unabhingige Darstellung der Secantencoefficienten anschliesst. Diese
Formeln beruhen auf der Entwickelung der Function y:

p—1

p—e"

nach Potenzen von u, die bereits von Euler und spiter von Laplacel)
ausgefiihrt worden ist. Da wir sowohl p wie %, um nicht unniitz weit-
schweifig zu werden, imaginiire Werthe zu geben beabsichtigen, ist es hier
unabweisbar, die Entwickelbarkeit von y und die Begrenzung derselben
nach den Elementen der Functionenlehre zu untersuchen. Zuntichst sehen
wir, dass fiir p=1 eine Entwickelung nach steigenden Potenzen von
nicht moglich ist, denn in diesem Falle wire:

(1) y=

1
1—e®

R

— fiir ¥ =0 unbestimmt, und sonst Null. Wir schliessen daher
den Werth p==1 im Folgenden aus. Dagegen bemerken wir spiterer

Anwendung wegen: wenn p sehr nahe an 1 und u sehr klein, so dass

also p—1
P

pil ein endlicher echter Bruch, aber 1’121 (n==2, 8, ...) verschwindend
klein ist, so wird:

R ot S BT u_\? L
® = im =t ) )

Im Allgemeinen, d. h. wenn p verschieden von 1, ist fiir w==0 der
Werth von y gleich der Einheit, also ist eine Entwickelung nach Potenzen
von # moglich, und zwar so lange, als der Betrag von u, den wir wie
iiblich mit |u| bezeichnen, unterhalb desjenigen Werthes bleibt, fiir welchen
der Betrag von p—e* zum ersten Male verschwindet. Sei nun

(3) p =7 (cosa + % sinx)
gegeben, und sei:

(4) == U419,

wo U und ¥ reelle Grossen sind. Dann ist:
) ul =+ VT2,
und

p—et ==rcos & — el cos 4 4 (r sin o— eV sin ),

1) Cale. diff. II, cap. VII, § 178 ff. — Lacroix, Traité des différences
(t: I des Traité du caleul diff. etc.) p. 107 f. — Beide Citate rithren von
Scherk her.
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also:
(6) [p— ¢*| = R =Yr2+ 3V —2reVcos (a—)

=]/(r—e”)‘3 + 4reUsin? “;a-

Solange also nicht gleichzeitig
[ eV =1r

) ]z?=a

ist, bleibt R positiv und % nach Potenzen von u entwickelungsfihig, In
dem ausgeschlossenen Falle wiire

U? 4 92 = (Igr)? 4 o2

also muss nach (5):

(8) |u] < Vg + o2
sein. 1)

Wir gehen nun zur Entwickelung selbst iiber. Da eine Function,
wenn iiberhaupt, sich nur auf eine Art nach Potenzen ihres Arguments
entwickeln ldsst, so sind die zu Grunde gelegten Voraussetzungen, falls sie
nicht etwa mit den Bedingungen der Entwickelbarkeit, also hier mit (8) in
Widerspruch gerathen, ohne Einfluss auf die Coefficienten. Wir nehmen
p und % reell und positiv, und p <1 an; dann ist von selbst ¢ > p, und
die Bedingung (8) verlangt nur noch, dass

o<l

sei, was jedenfalls mdglich zu machen geht. Dann ist:

(9) Y= _ei(l_l—_—-h == (] —p) (e—u _.I_pe—?u + pPe—3u | ple—t 4 .. )

u3

u'}
=(1——p){l—u +oa — .
2 2zp ¥ 93p ¥
+p—2pu + 25— 2o £ .
—+ p% — 3p% 4 32 2% g3 2 %
» P + 3%t oy —3P o £ .
2 3
+ p® — 4pdu 4+ 421,3%_ 43p3 _g_' .
+ w.s w. }

H+

) Ob auch |u| = V(lg7)* - «® sein darf, mit anderen Worten, wie es mit
der Entwickelungsfihigkeit auf der Peripherie des Convergenzkreises selbst sich
verhilt, kann hier ausser Betracht bleiben.



76 Zweiter Abschnitt. Unabhingige Darstellungen.

also, vertical addirt, wenn
(10) Co=14 2" 4 372 4 47p> 4 ... in inf
gesetzt wird:

(11) y=Q1—p) (G—C | + 65— Cg=--.)

Wir kénnen nun statt der unendlichen Reihen C, endliche Reihen uns ver-
schaffen, wenn wir das Product (1—p)*+! C, bilden. Multipliciren wir
C, mit:

A—pytt=1—(m+1) p+@+1) p>F... £ p"

so ist der Coefficient A4, von p*—1:
(12) Ay =k"—(n+1), b—1)" 4 (e 1), (E— 2" F ... &+ (n4 1)y 17

Dies ist aber genau die Grosse, die schon in der Laplaceschen Formel (§ 8)

gebraucht wird und (daselbst Gleichung (32)) ebenfalls mit Ank bezeichnet
wurde. Nach dem Arndtschen Satze ist:

A, =0 fir k~>n

und somit:
(13) Q=pt Cr=A; + p+ 430> + ... + 4, p"7,
folglich:

1) oy Cn "fl'*‘ £2p+£3p2 +... 1 filnpnﬁl .
(14) ( 1) (1"‘17) —ﬁT - n! (p—l)” - Am

wenn wir die Abkiirzung 4, einfithren. Daher ist nach (11):

o]
(15) ﬁ:l,,=1+Alu+A?u2+A3u3+...=1+§.Anu".

€

Aus den Gleichungen (35), (37) und (40) des § 8 wissen wir von den 4,, dass

(16) A =A4,=1
(1 7) An +1—f = A/c?
und ferner ist:

n

(18) A4 d 4. A4 =n
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Nehmen wir nimlich p sehr wenig verschieden von 1 an, so unterscheidet

sich der Zshler von A, sehr wenig von > ;11“ folglich ist dann nach (15):
k=1

1 2 2 3 3
. 'Al. u A1+A2 u )2 ﬂ u )3
y=1+7 5+t % (p-—-l +2" silp—1) t o
und fiir ein sehr kleines %, wie es dann durch die Bedingung «<Clg(1:p)
geboten ist, zeigt der Vergleich mit (2), dass
n 4, .

En!—l

1

sein muss, wodurch (18) bewiesen ist.1)

*) Dies ldsst sich iibrigens auch leicht aus der Definition der jk beweisen. —
Die Gleichung (13) lisst sich auch in anderer Art als richtig erkennen, wobei

n
das Auftreten der 4, weniger auffallend erscheinen wird. Setzt man in Gleichung (7)
des § 8 n statt p, v = — p und versteht unter p wie oben im Text einen positiven
echten Bruch, und nimmt y als o an, so geht die linke Seite in C, iiber; auf
der rechten Seite fillt aber der erste Summand wegen des Factors ¥ d.i. (—p)¥
fort, und wir erbalten die Gleichung:

@ Cp=vV"'¢(—p)
Nun folgt aus (38) des § 8

n nt1
K = AI.~+1 2)/‘; (k § 121)
und aus (39) desselben Paragraphen:
n n+1 "
(——' l)n Cn—-/z o = Ah—{»—l ph; (h > ?)

setzt man diese Werthe in die Gleichungen (20) des § 8 ein und 2% bez. 2k 4 1==,
so gelangt man zu der einen Gleichung:

712—1_‘_72-1 +7:;—1 + +n+1
p » PP A Ay, P
\% '© (_ p) == . (li_p)n.*-? LS

also mit n—1 statt » nach (a):

n n n
O, =— A, + 4,0+ ... 4 A, p"
* 1—p)m+
und dies ist Gleichung (13) des Textes. —
Bei der Annahme p>>1, p =1:g¢, wofiir bei positivem u aus (8):

wlgp, e <p e >q

folgt, ist zunichst:

p—l 4 4=l

p__eu"”l Q+Q'q_e—u
und ldsst sich sodann (g—1):(¢—e %) nach der im Texte fiir (p—1):(p—e¥)
angewandten Methode entwickeln, man erhilt somit (wenn ¢ zuletzt wieder
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Wir wenden nun die Gleichung (15) an. Wir setzen:
(19) p=1i, u=ix,
wobei # positiv sein mdge, dann ist nach (3) und (4):
r=1, a=g, U=0, d=u=, |u=2z
und es muss also nach (8):
(20) < Z

angenommen werden, Wir bilden zuerst 4, und nehmen darin die beiden
Glieder:

, noo » ) n 1

(21) A PPt Ay pnF = A (pF - pr ) ?
zusammen. Es ist:

- kn (n-+1—k)
k — full
pF 4 prtl—k = {cos (7) + cos( 5 x)}
+i {sin (&) 4 sin (B0 ")")}

d. i. nach bekannten Formeln:

=2 {cos (MT—H 7!') + i sin (7—1-4"E Jt)} cos ("I :t),

4
ferner:
. — 3n . . 3m
p—1l=i—1=y2 (cosT + 15111—4—)
I | Snx . . Snxm
(p—1)y "= 2 (cos ~ — isin —4—)
und
i"—1 =— oS (n—1)=m + isin (’n——l)m;,
2 2
also:
— An & cos > —isin *
. Ap pF—t + Apyq g prk n COSF—1sin o N
22) (P_'i)" =2 AAT coSs (/n+1___2k) e i
2 1 s
=24, éﬁzi cos (n 1—2]0)%-27”.

= 1:p gesetzt wird) eine andere Form der Entwickelung fiir (p—1):(p—e¥)
und aus dem Vergleich der beiden Darstellungen, die realiter iibereinstimmen

miissen, erschliesst Scherk ohne vorangehende Kenntniss der Ay die Richtigkeit
der Gleichung (17):

n n
Apprer = 4.
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Ist ngerade == 2m, so ist hierin k==1,2...m zu setzen und es ist dann:

cos (2m + 1——270)4__ + Vi, wenn 2m-+1—2k von der Form 8h 41 ist,

005(2m+1—2k);=—1/;; ” ” w » o ShE3 .
Daher ist, wenn A4, " in (15) mit E, bezeichnet, also:
o0
(28) 2 =14 X,
b—e 1

gesetzt wird:

1—2 2m 2m 2m 2:n.
(24)  Ban = gagy (4n g — Ly A gt ote. 2 Ay,
Ist hingegen » ungerade = 2m — 1, so hat man wieder in (22) k=1, 2, .,
zu setzen und die Gleichungen zu addiren, aber von dem letzten Summanden
nur die Hilfte zu nehmen. Dabei ist:

m—k
cos (2m — 2k) %-: (—1) 2, wenn m —Fk gerade ist,

cos (2m — 2k) :;— =0, wenn m —k ungerade ist.

Daher der Coefficient von z®*—! in (23):

2m—1

1—i 2m—1  2m—1 2m—1 2m—1 Al
(25) Epppy= m (—% Ap —Ap o+ Adps—Ap s+ ... £ 2m—1 )

2
Nun ist fiir die Werthe (19):
p—l i—1 1= -
p—e* = i—cosw—isinz 2 (secx + tgz + 9,
also (nach den Bezeichnungen in (1) und (2) des § 4):
. p— 1—4 L2m p2n—1
(26) p__ =1 + (2’" o (2m)‘ ﬁm 2?)1 1)‘)

Der Vergleich der rechten Seiten von (23) und (26) liefert nun mittels
(24) und (25) die Gleichungen:

1 2m 2m 2m 2m 2m
LIX &%y, = '21n——1 (-Am - Am—l - Am——2 + Am——3 + - + ete. + A])
1 2m—1  2m—1 2m-—1 2m—1
LX ﬂl" = Qmj '2L Am - Am—2 + Am—4 - Am—G i oo

m—1 ‘3m—~ 1

I(—l) 2 .o mungerade)

m—2 om—1
l(—l) 2 4, . . . mgerade
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Die Formel LX ist wohl tiberhaupt die einfachste bisher fiir die
unabhingige Darstellungsweise der Tangentencoefficienten (oder
der B. Z.) aufgestellte, sie hat fiir 8, "—; Summanden, wihrend die Schls-
milchsche LVIIT m Summanden hat. Wenn man allerdings annimmt, dass die

n n
Zahlen A, bez. G zum vorliegenden Zwecke erst berechnet werden miissen, so
stehen sich diese beiden Formeln ziemlich gleich, denn wie der Vergleich

2m—1 2m

der Gleichungen (12) und § 9, (25) zeigt, hat 4, % Summanden, G, nur
die Hilfte davon. Hingegen hat die Laplacesche LII m Glieder, die

Scherksche LIV etwa.— die Eytelweinsche LI 2m—1 Glieder.

Auch die Gleichung LIX fiir o, lisst sich, wie Worpitzky bemerkt,
mittels der Gleichung (18), die sich auch fiir # = 2m schreiben lisst:

2m 2m

(27) A1 + A + ...+ Am == ‘T . (2’”3)
durch Addition oder Subtraction auf etwa die Hilfte der Glieder bringenl!):

2m) 2m 2m Qm

LXI oy, + ( Tom c)m om—2 (Am + Ap—s + Ay + Am 7+ Am-—S + Etc)

(2m) ! 2m 2m 2m

om = 2:114 (Am-—-l + Am—" + Am—s + Am——G + Am—9

&

LXIT «, —

2m

+ 40 + etc.).

Mittels der recurrirenden Beziehung zwischen den A4,:

R

1)' + 'n'

welche sich aus (15) durch Multiplication mit dem Nenner und Reihen-
entwicklung von e* leicht ableiten lasst, folgt noch eine Anzahl von
Recursionsformeln fiir o, und f,, die theils von Scherk selbst, theils
von Stern aufgefunden und von uns der Hauptsache nach in § 4 an-
gegeben worden sind. — Die Substitution

p=—1, u=ix

in (15) fiihrt zu der Laplaceschen Formel

') Siehe bei Worpitzky form. (84). — Die Scherksche Formel findet sich
daselbst als form. (88).
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§ 11.

Formeln, die mit Differenzenreihen im Zusammenhang stechen.

Bezeichnen wir die Glieder einer arithmetischen Reihe pter Grades
mit u, u,, Uy, ..., und die Anfangsglieder der Differenzenreihen wie in
§ 5 mit Au, A2 ... APu, so ist (s. daselbst Gleichung (8)):

(1) A"'u == Uy — (70)1 Up—1 + (k)z Ur—2 F...+ (k)ku k= 1, e P

fiir &> p aber: A*u==0, ferner die Summe S, der ersten z Glieder:

(2) Sp=(z); u + @)y Du+ ()3 N2+ ... + (2)p4y APu

und der Coefficient C; von z auf der rechten Seite dieser Gleichung:

A Nu _ Py
3 01=“—7+T+-“i%ur

Sei nun die arithmetische Reihe pt® Grades folgende:

17, 27 37 | .. zP
dann ist:

=17, Ay =27 — 1P ==— (1P — ), Ay=3" —2.20 + 17

=17 —2 27 4 g
und iiberhaupt:

Abu=(—1) (17 — (), 2 + (8); 32 F ... + (), (k+ 1))

oder wenn:

@) No= (12 — &)y 2 4 (B), 30 F ...+ ®)e (b + 1))
gesetzt wird:

(5) A"u = (—— l)k ﬁk

und daraus nach (8) der Coefficient von # in der nach Potenzen von
entwickelten Summe 17 - 272 4 ., 427

/4 14 Y
N, , N, N,
01_1+2 + 32+"'+p_|_l_)1’

worin noch
14
(6) Ny=(—1pp!

gesetzt werden kann, weil AP (zF)==p! ist, wihrend

P
(7) N, =0 k> p.
Saalschiitz. 6
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Andererseits ist nach den Gleichungen § 1 (14), (15), (16) der Coefficient
von £ in dem Summenausdruck fiir 17 4 27 4 ... J- 2P:

o . F+1
fiir ein gerades p gleich (—1)?

P
'_-2_
fiir ein ungerades p gleich 0.
Demnach ist, wenn p = 2m gesetzt wird:
2m 2m 2m
LXTIT (—1p+1 B, =145 4 Ly —2;2’1{"_;1
2m-—l "m—l m—l
LXII, o_1+ + LA I T ¥ "H

Die erste dieser Gleichungen giebt eine independente Darstellung fiir B, an,
welche noch vereinfacht werden kann. Zu dem Zweck driicken wir zuerst

» P
die Grossen Nj durch die uns schon bekannten a; aus. Der Vergleich der
Definitionsgleichungen (4) und § 8 (16):

Nem 10 — (B 20 + (K 8 F ... & (B (b + 1)
a= (— 1)~ {(#), 17— (B)y 2+ (B); 3 F ... F (B v |
= (— R P (1), 2 (1), B F LT (k—l)k_xklr—l}

ergiebt sofort:

» . pt
(8)a Q== (— 1)/“—1 kN,
oder:
14 Pl
a
(8) Fy= (— 1) et

Hierdurch nehmen die obigen Gleichungen die Form anl):

"m+1 2m~+1  2m-+1 2m+1
az aa F

LXIIT (_1)m+l By= {1t — 55 +

Tam+1
-t (2m~}-1)?

2m 2m 2m 2mn
LXIIT —_h & & Gm
a V=1 — o+ T @m)!

') Die erste dieser beiden Gleichungen findet sich bei Worpitzky als
form. (61).
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Schreibt man nun die Gleichung (17) des § 8 in der Form:

pa
a P
T = W +

setzt darin k==1, 2, ... p 4 1 und multiplicirt die entstehenden Gleichungen

erstens abwechselnd mit 4+ 1 und — 1, so erhiilt man:
1 1 p+1
P+ ) @ — Gp1
“1——2‘+§+---ip+1 = (
also auch:
p p P »
4 __ % 4 % 1y &
® R R AR A e
und zweitens bez. mit 1, — 3, 4, — 1, ... (;_,:)lp, so erhilt man mit Riick-

sicht auf die eben gefundene (9):

p+1 p+1 p+1 p+1
10 —1y e
(10) T+ aF+ =D TR
P P y P
—_ %, % a6 1)? %
=—3+3—Z+..+= )p-l—l
oder auch:
p p »
_— M 1t % .
(11) =15 g5t TD » (pF1)

Hierdurch gehen aus den Gleichungen LXIIT‘ und LXTIF, folgende hervor:

"m 2m 2m 2m
LXIv D" Bu=g — 3 + P F =y
2m—1 2m—1  2m—1 2m—1
LXIV, 0= — 2 + 2 F.. %
oder:
2m 2m 2m 2m
LXV (—)m+ B, = o — %-}-%;...—ﬁﬁ
2m—1 2m—1 2m—1 2m—1
LXV, 0=% 3+34+"'+(2n?2—m1)12m

Ehe wir weiter gehen, mogen noch diese Gleichungen anf eine andere

mehr directe Art abgeleitet werden.
6*
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Setzen wir mit Cauchy!)

4 p P
(12) a?=ay (z) + a3 () + ... + & (¥)p,
so miissen sich durch Vergleich der Coefficienten von z! bis #? auf beiden

pp P
Seiten der Gleichung (12) die Coefficienten a,, , ... a, bestimmen lassen. Dies
erreichen wir in geschickterer Art, indem wir fiir # nach einander die
Werthe 1, 2, 3 ... p setzen. Dadurch erhalten wir folgende Gleichungen:

P
1?7 =g,
» » P
=2y +a
P ? P
(13) 8 =(3) a; + (8 @+ 05

B — (), dy 4 ()t + (g @y + .. + (B i

Multipliciren wir nun diese letzte Gleichung mit 1, die vorletzte mit — (&),,

die drittletste mit 4 (k), w. s. w., die 8te, 2te, 1t mit bez. (— 1)~ (k);_s,
P

(— 1Y 2 (K)j—g, (—1)F=* (k)k—1, so ist der Coefficient von a; die Einheit

»
und von irgend einem andern, etwa von a; (k< %):
Cp= (k) — (&), (b—1)p + (K)o (b-—2)n F ... £ B)ien (B
oder auch mit Hinzufiigung der nichts geltenden Glieder mit den Factoren
(h—1)p, (h—2), u.s. w.
Ch= (k) — (k) (k—1)p + (B)y (b—20 F - - - £ *Je—r (Dn F (B)x (05

dies ist aber, da h <k ist, nach dem Arndtschen Satze Null, da die Grossen
(®)n, (k—1),u.s. w. eine arithmetische Reihe vom A", also von einem
geringeren als dem kten Grade bilden, folglich ist:

(14) @ =k — (k) b—1P + (B (—2) F ... & Bmy 17

d. h. die uns wohlbekannte durch (16) des § 8 bestimmte Grosse. Summiren
wir nun die Gleichung (12) nach z, so ist, wenn man sich der Gleichung

B+ GF+ 0 +E+ 2+ + Ok =0 +Ds1
erinnert2):
1) Résumés analytiques, Turin 1833, p. 33 ff.
?) Vergl. Cauchy a. a. O. p. 70.
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(15) 1P 42 4. 4wr—a @41, +a (@t 1), +...
+£p(“’+1)ﬁ+1

und der Coefficient von z auf der rechten Seite:

P P P P
A A A
(16) =13~ 2sT3aT F 7

Andererseits ist, wenn die linke Seite von (15) durch die B. Z. ausgedriickt
wird, der Coefficient von z fiir gerades p von B, abhingig, fiir ein un-
2

gerades p Null. Daher ist (fir p==2m, 2m — 1):

2m 2m 2m 2m
_qyn+1p — % % , G . lem
By =y —g3tggF om@mI1)

2m—1 2m—1 2m—1 2m—1

=% __ % G _Pm
O=15—93 34T ¥ oo

welche Gleichungen mit LXV und LXV, iibereinstimmen.?)

') Diese Formeln rithren von Bauer her, der sie (mebst einigen anderen
verwandten Charakters) durch Vergleich einer besonderen Entwickelung der
Gamma-Functionen mit der Stirlingschen Reihe gewonnen (J. fiir Math. Bd. 57
(1860), p. 256) und daran einige andere Darstellungen der B. Z. angekniipft hat
(J. fiir Math. Bd. 58 (1861), p. 292), welche im Wesentlichen hier oben im Text
reproducirt werden sollen. — Die Gleichungen LXIV und LXV finden sich auch
bei Worpitzky als (36) und (60), dem auch die zweite Methode der Haupt-
sache nach entstammt. Aus diesen Gleichungen lassen sich noch leicht andere
ableiten. Wendet man die Gleichung (17) des § 8: .

P p—1 -1
ap==rK (ak-x + a; )

auf LXV an und addirt LXV,, so erhilt man:
2m—1  2m—-1  2m—1 2m—1

ay a, a; Aom—1
T.5—2.4tgst -+ @m—1) (2m—{——j}

(_ 1)m+1 Bm p— ] {
und wendet man hierauf die genannte Gleichung noch einmal an, so entsteht die
Worpitzkysche Gleichung (37):

2m—2 2m—2 2m—2 2m—2
Q. a. a Q.

—_1yn+1 f— et SN 8 — 2m—2

(= By =2\ — 45 t5sF 2m(2m+1)}’
welche von den bisherigen Gleichungen dieses Paragraphen insofern die einfachste

P
ist, als bei der Berechnung der a; die Zahlen 1, 2,8 ... auf die niedrigste Potenz
zu erheben oder die obige Recursionsformel am wenigsten oft anzuwenden ist.
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Wir wollen nunmehr auf Grund der Gleichungen LXIV und LXIV, eine
merkwiirdige Beziehung entwickeln, welche zwischen den B. Z. und der
harmonischen Reibe besteht.l)

Nach der Erkidrung von Aw, in § 5 (Gleichung (1) mit A =1,
r =~h) ist, wenn:

amn wy, == f(h)

gesetzt wird:

(18) Af(h) =f(h + 1)—f(h)
ebenso:

(19) Agh) =@k +1)—@(k)

und demnach:
A(@®)fR) = ph+1) fh+1)— @(B)f(h)

= @(h+1)f(b+1)— @b+ 1) () +@(k+1) fB)— (k) f(R)
d. i

(20) D(@®)Fh) = @+ 1) AFR) + f(h) Ag(h).
Setzen wir hierin (k) ="h - 1, so ist:
A 41) fB)) = (& + 2) Af(R) + F(R)
und mit Af(k) statt f(k):
@) A(G+1)AFR) =+ 2) AYE) + AR,

multipliciren wir diesen Ausdruck mit 24 1 und nehmen wieder die
Differenz, so erhalten wir:

(22) A {(h +1a(r+1) Af(h))} = (b + 2) (k4 3) A3(R)
+ 8(h+ 2) A(B) + AF).

Die linken Seiten der Gleichungen (21) und (22) bezeichnen wir mit
D?f(h), bez. D3f(h) und ebenso allgemein:

(28) DPf()y= A (,_,(h+DA (1) A . A ( (1) TAY{(0) o T

1 1 1
m—1 m’ m+1 """
nannt, weil, wenn man auf einer geraden Linie von einem Punkte A4 aus nach

derselben Seite die Strecken AD — —-1——, AC = l, AB = 1 auftrigt, die
m—1 m m-41

Punkte ABCD (besser gesprochen A mit ¢ und B mit D) vier harmonische
bilden.

') Die Reihe 1, §, L,... wird die harmonische ge-
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wihrend:

(24) Df(h) = Af(R)

ist. Dann ist, da:

25 AGH+LR+2)...+k)=kE+2)R+3)... (R+F)
ist:
Dif(h) = (h+ 2) (h+ 3) (h+4) A (h) + 6(—+2) (h+ 3) A¥(h)
+ 7(h +42) A2f(R) + Af(R)

oder:
DY == £ (k4 2) (k- 3) (b 4) AR + 6 (b 2) (b4 3) ASFR)
o (h4-2) AYR) 4 ¢ AFR)

3 3 3 3
wenn ¢ =1, ¢, =17, ¢, =06, ¢;=1 sind. Hieraus erschliessen wir die

allgemeine Form von DPf(k), wenn voriibergehend (-2) (A+3) ... (h+7)
mit [k 4 7] bezeichnet wird:

p—1 p—1
(26)  D'f(h)=cpa [k + 2] OPfR) + s [k 42 —1] 27~ Y(R)
—1 —1 —1
+ 217—3 [2+p—2]pr=0) + ... + o [+ +2] Az + o A,

p—1
worin die ¢; constante Zahlen sind, von denen, wie sofort zu iibersehen,
»—1 p—1
¢,y und ¢, den Werth 1 besitzen. Um ihre Werthe zu erhalten, machen

wir nochmals dieselbe Operation, bilden also die Gleichung:
A ((h + 1) D)) = D" TH£(h),
und gelangen so unschwer zu der Recursionsformel:
P p—1 p—1
o=@+ 1—h) cpn + o
oder mit p — h=kFk:
P p—1 p—1
(27) ce="F+1)ex + ce
Diese Formel ist aber identisch mit § 8, (15) (mit p—1 statt p) und

p 2 3 3
da auch die ersten Werthe der jetzigen ¢; (¢, =38, ¢ =7, ¢, = 6,
1 2 2 3 3
€y = c‘1 =y ==0y =Cy==c;==1) mit den dortigen iibereinstimmen, so
sind es iiberhaupt dieselben Grossen, d. h. wir haben aus § 8, (19):
p+1
Qg+l

T D)

v
C
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und demnach wird aus (26):

P P P
@8) Do) =2 At + =0T a4 BT nay 4

P
+ ‘1";2["’1’; APFR).

Nehmen wir nun hierin den speciellen Werth:
1

(29) fh) = 1+7

an, so ist:
M) =Sz — BT =~ DT

s0) AT =G5 75 + G0 0TS — G TTRIDETS
D) = Cop _ cym

G+t~ RFDEFp+D B+
folglich nach (28):

4 » p
as

1 1 a’ a a,

L B DL e S -8 T . A
31 D (1+h) A1 {h+2 h3 trgat oot h+p+1}
daher ist fir =0 und p=2m und 2m—1, wie der Vergleich mit
LXIV und LXIV, zeigt:

(27 ()]s = 20 2

([ (il o=

Diese Formeln, deren Aehnlichkeit mit § 8 (12) der Leser wohl schon
selbst mit Interesse wahrgenommen hat, verdanken wir, wie gesagt, Bauer?)
und sie sagen also aus:

Wenn von der Reihe 1, 1, 1 ... die Differenzreihe gebildet wird,
wenn deren Glieder bez. mit den Zahlen 1, 2, 3 ... multiplicirt werden
und wieder die Differenzreihe gebildet wird, wenn deren Glieder wiederum
mit den Zahlen 1, 2, 3 ... multiplicirt werden und abermals die Differenz-

(32)

1) J. fir Math. Bd. 58 (1861) p. 292. Bauer gebraucht tibrigens die

p P
Grdssen N, welche mit @, durch die Gleichungen (8)a und (8)b zusammenhéngen ;
auch haben bei Bauer die Zeichen A\ und D eine etwas andere Bedeutung als
bei uns.
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reihe gebildet wird, und so fort, dann sind die Anfangsglieder dieser
Differenzreihen von der zweiten an:

B, 0, — B, 0, B;, 0, — B,, 0 u.s.w,

Z. B.
I % 1 1 + ¥ 3
I -3 —% —1r —% — % — — 5%
—% —3 -1 — % — %+ — 4 — %
I t=B & 5 1 res 3%
A S ¥
m 0 —ds —d% —d =
0 — — v — % — ¥r
v —do=—B—¢ —1iv 130
— s —& —rhv —ris
v E2y s
7 ?
VI d=B
s 77
VII 0

Wie man sieht, sind auch die 2t Glieder der Differenz- und der Zwischen-
reihen + B,, oder + 1 B,, doch wollen wir den einfachen Beweis dafiir
iibergehen. Hingegen lisst sich hier am leichtesten der Beweis einiger
von Bauer angegebenen Recursionsformeln anschliessen, die jedoch schon
etwa dreizehn Jahre zuvor von Schlémileh?l) aufgefunden sind. Es ist

(siehe (23)):
Df(hy = £ ((h++1) D" 7 f(h)) == (h+2) AD" 7' f(h) + D* ()
= (h42) D'7f(h+1)— (h4-1) D' f(R)
oder wenn z. A.:

9 (D10, . — 2

m

gesetzt und p -+ 1 statt p geschrieben wird:

(34) (h+2) D" = (h 4+ 1) D” + D!
h+1 3 13

') Grunerts Archiv, 9. Bd. (1847) 8. 333: Relationen zwischen den Facultiten-
coefficienten. — Die im Text angegebene Form riihrt von Schlémileh her,
withrend Bauer die Combinationen der Briiche 1, &, &, ... % verwendet.
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hieraus fiir h=20,1, 2, ...
2P = D? + D'
1 0 0
3D" = 20" 4 D" =P’ + (14-4) D" 1 D
2 1 1 0 0 0

4AD" = 8D" 4 D" = DP 4 (1 41 +1) D'
3 2 2 0 0

+ (1. 3+1.441. )D1’+2 ! 1)1’+3

1 1.2.3
u. S. W.
m
oder, wenn O die Summe der Combinationen ohne Wiederholungen der
Zahlen 1, 2, 8 ... m in der %t® Klasse bezeichnet:
(35) (’m+ 1 D' = Cm -Dp + Cm lD i + ...+ C Dp—l—m
wobei 61'7:,2 =m!, Cy,=1 ist. Setzen wir nun wieder:
fih) = m und p=1, so ist nach den Gleichungen (30):
1
DNe—=— —————— Dl=—{,
m (m~+1) (m+2)’ )
withrend D2, D%, D4 ... durch die Gleichungen (32) gegeben sind: man
0o o o
erhilt demnach die Formel:
m.m! w
2(m+2) = C —1 B - (-Ym——s B =+ .
](—1) 2 Buyeir . - - . . . 'm ungerade
+ z
m—2
](—I)Tﬂ@;ﬁ B,. . . . mgerade
oder getrennt (und mit m statt m—i_l , bez. f’f):
2m—1) (2m—1)! 2m—1 2m—1
Lxvi @) O o aBi—CaneaBy - (1B,
. 9m)! 2m 2m
LXVIT 2%*%) — Cy—1B,— Cam—s By & ... 4 (—1)y"—m(2m+-1) B
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Fir p==2 erhilt man andere Formeln, die auch aus den Operationen:
LXVII—2m .LXVI und LXVI — (2m—1) LXVII,_,y hervorgehen.
Dieses sind die am Ende des § 6 erwihnten Gleichungen.

§ 12.
3
Independente Darstellungen mittels der Bernoullischen Funectionen.

Es wird in der neueren Mathematik mit Recht nicht nur auf die Er-
gebnisse einer Untersuchung Gewicht gelegt, sondern auch auf die Methode,
durch welche sie gewonnen worden sind, und dabei diejenige bevorzugt,
welche sich durch Einheitlichkeit der Gesichtspunkte, durch Ableitung aller
Resultate aus derselben Quelle auszeichnet. In diesem Sinne ist eine Ab-
handlung des Herrn Worpitzky!) beachtenswerth, in welcher alle Er-
gebnisse aus dem einen Princip der Umformung der Bernoullischen
Functionen hervorgehen. Der materielle Gewinn der Abhandlung ist aller-
dings nicht in demselben Maasse bedeutsam, denn eine grossere Anzahl von
Formeln ist bereits friiher auf anderem Wege entwickelt oder gleichsam
nur zufillig noch nicht aufgestellt worden, wie wir dies im Einzelnen
erkennen werden.

Die rechte Seite der Gleichungen § 1, (14) und (15) nach Aenderung
des Vorzeichens ihres 2ten Gliedes ist von Raabe unter Aufhebung der
Beschrankung von  auf positive ganze Zahlen als Bernoullische Function 2)
bezeichnet worden. Nach dem Vorgang des Herrn Schlémilch erklirt
Herr Worpitzky den (2n-1)-fachen, bez. (2n - 2)-fachen Werth der-
selben als Bernoullische Function und wir folgen dieser Benennung und setzen:

(1) @z, p) =aP — Far~1 + (p), B, zP—? — (p)y B, xP—* + . ..

ptl
I(—l) 2 (P)p—1 Bp—1x . . . p ungerade
+ ) :
l(—— 1)% (p)p—2 Bp_l 22 . . . p gerade,

!) Studien iiber die Bernoullischen und Eulerschen Zahlen. J. fiir Math.
Bd. 94 (1883) S. 208.

%) ,Die Jacob-Bernoullische Function®, Ziirich 1848 und J. fiir Math. Bd. 42
(1851) S. 348. Ziemlich gleichzeitig hat auch Malmstén (J. fiir Math. Bd. 35
(1847) 8. 55) einige Hauptsitze tiber diese Function entwickelt (vgl. spiiter § 21).
Spiter ist es Herrn Schlomilch gelungen, die ganze Discussion durch Dar-
stellung der Bernoullischen Function als Differentialquotient sehr wesentlich zu
vereinfachen. (Zeitschr. fir Math. und Physik, Bd. 1 (1856) S. 193 und Comp.
der hoh. Analysis, IIter Bd. an betreffender Stelle) Auch Hermite ist auf
dieselbe in einem Briefe an Borchardt nochmals zuriickgekommen (J. f. Math.
Bd. 79 (1875) S. 339). — Wir beabsichtigen nicht eine nihere Discussion iiber
die Bernoullischen Functionen zu geben, sondern wir werden, ohne dadurch
Liicken entstehen zu lassen oder besonders umstéindlich zu sein, das Erforderliche
dariiber an betreffender Stelle aus unseren Formeln ableiten.
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so dass fiir ein ganzes positives x:

@) -1 201 L - (z—1)P =11; @ (z, p)

ist.

Der Erklirung (1) zufolge ist ¢ (x, p) eine ganze rationale Function
pte2 Grades von x. Gelingt es nun, irgend einen andern Ausdruck fiir die
linke Seite von (2), etwa:

3) 171 20— L (a— 1)t = ()

zu finden, so dass y(z) ebenfalls eine ganze rationale Function p**" Grades
fiir  ist, so stimmen ¢(z,p) und py(x) in beliebig vielen positiven
ganzen Werthen von z iiberein, sind also einander identisch gleich; man
darf folglich sowohl die Coefficienten irgend welcher gleichen Potenzen
von z# einander gleich setzen, als anch die Functionen selbst fiir beliebige
Werthe von .

1. Man setzt (vgl. § 11, (15))

@) Swr—a @4 1)+ ay@+ Dy + 2 @+ Dps

wobei sich (vgl. § 11, (14)):

I}

(5)  dp=— By —1)? + By F—2)P F ... £ (B 17

p+l p+1)

ergab. Die durch Vergleich mit =—=———"+——" entstehenden Formeln

p+1

coincidiren entweder mit den Bauerschen oder sind aus diesen ohne Miihe
abzuleiten, Wir haben sie bereits in § 11 angegeben.

2. Man setzt:

6) w0 — Ay @) + Ay @+1)y + Ay s @+2), + ... + 4 @+p—1),.

Die rechte Seite ist, wie die linke, eine Function p*n Grades von z, in
welcher der Coefficient von x° verschwindet, was man beiderseits durch
die Annahme =0 erkennt, also lassen sich durch Vergleich der Coeffi-
cienten der 1ten bis pten Potenz von z auf beiden Seiten von (6) die

P p
Werthe von 4; bis A4, bestimmen. Bequemer verfihrt man in folgender
Art: man setst 2=1, 2, 8, ...k ... 7, s w.; dann erhiilt man folgendes
System Gleichungen: ’
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» ’
17 =4,
, p »
=4, (p+1), + 4,

8 — 4, (p42), + 4 (p 1), + 4,

b = A: +k—1),+ . . . . + Ay

(1 =4y 04Ky + - . o o o .+ Ay (1),

(r—17 = Az; p+r—2,4+ . . . . + A]Z (p4r—k—1), + ...
Y= Ap1 p+r—1,4+ . . . . + A]; (p+r—Fk), + ... —{—Ap,.

Multipliciren wir diese Gleichungen von der untersten beginnend mit
bez. L, — (4 1y, + @+ Dy oo 20+ Dottty T (@ + Dy .oy

P
so ist der Coefficient von A4; nach Hinzufiigung einiger verschwindender
Glieder:

(7)) (p+r—k)p — (p+r—k=1), (p+1)1 £ ...+ (p+1), @ +1)rm
q'_ (p)p (p+ 1)r—/.' i (p—l)p (p+ 1)r—-k+1 + i (r‘—k)p (p+1)p
F (r—k—1), (p+1)p4a.

Alle Glieder mit den Factoren (p —1),, (p—2), ... (r —k—1), ver-
schwinden, weil ihre Argumente kleiner als p, aber, auch einschliesslich der
letzten, nicht negativ sind. Multipliciren wir die Summe (7) mit p! und
bezeichnen, wie auch sonst iblich, den Zahler von (m), mit [m],, so bilden
die Zshlen [p+r—Fk],, [p+r—k—1],, ... [r—k—1], eine arithme-
tische Reihe pte" Grades, also ist die Summe (7) Null, solange k<< 7 ist;

P
der Coefficient von A4, ist aber 1, folglich:

®) A= — (p+ 1), r— 1y + (p+ D), —2P T ...
(=1t (p o+ Do 175

v
wir sehen also, dass A, identisch ist mit dem durch (32) in § 8 (fiir k==7)
definirten, es ist also u. A. nach § 8, (40):

P »
©) ' Ay = 4,
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was auch aus (6) abgeleitet werden kann, aus welcher Gleichung besonders
leicht durch Vergleich der Coefficienten von 2P

» Iz P
(10) 4, + 44 ...+ 4, =p!
folgt. Man kann nun statt (6) auch schreiben:

) » » p
(11) 2 =A (), + Ay (c+1), 4+ ... + 4, (z+p—1),.
Summirt man diese Gleichung fiir £ von 1 bis z, so erhilt man:
» » »
(12) X =4, @+ )+ L@+ + ... + 4 (4D

Der Coefficient von z auf der rechten Seite ist:

(18) (=D Ly s OB gy

(p+1)! (pDY
_ (=11 " !
i A+ Gl 4
worin fiir k(p—h! auch 1 geschrieben werden kann. Vergleicht
(p+1)! (P+1) (0

man den Ausdruck (13) mit den Coefficienten von z auf der rechten
Seite der Gleichungen § 1, (14) und (15) und beriicksichtigt (9), so erhalt
manl) fiir p = 2m:

— 2m D 2m
LXVIII (___1)m+l B, 1 {(2772 1 2m—S8 27

= 2m@m+1) \@m—1), 17 @m—1), 2

2m—5p 2m 3 °”’ 1 2m
1 \ym—2 _{yn—1____ -~
+ (@m—1), 45 F .+ (1) @Cm—T1), s Ap—z+(=1)" (2m—1)m—1 A’"}

und fiir p=2m 4 1:

22“ 2m+1 2;1/1—}-1 2;1n+1
7 . 1 —1\m—1 _ “m
LXVII, 0= @Cm), (2 m)1 + (2 m) -+ (1) @m)m—_1
2m+-1

Ap
+ 0
3. Nach Gleichung (1) ist:
1 2 B
99 (‘157 2”) - n + (2 )2 2271— (Zn)4 22n~4 -— . ( 1) (2”)271—2 Bt

) Diese Gleichungen sowie auch (6) oder (11) und die folgenden LXIX sind
Herrn Worpitzky eigenthiimlich (2. a. 0. form. (58), (62) u.s. w.).
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d. i. nach VIII (§ 2):
9m__1

(14) 3 20) = (—1)" Gmr D=y B,
und in gleicher Art:
(15) 9@} 20 + 1) =0,

Nun ist nach (2) und (12) fiir positive ganze x:
p—1 p—1 p»—1 -1
16) 2He—1)"" =4 @+ 4 (x+1), + ... + 4y (z+1—2),
= % ®(z, p)

also muss der 2% Theil dieser Gleichung auch fiir beliebige z richtig sein.
Setzen wir nun p==2n, =14 und bedenken, dass fiir jeden beliebigen
Werth von «:
17) (@)p=(—1" (p—=x—1),
also:

(%")2,, = (2% - 'g')gnv ('g')zn = (2n — %)2,, u. §. wW.

und auch:
2n—1 2n—1 2n—1 2n--1 2n—1 2n—1

-Al = A2n—17 Az = Azn—27 .o An—l = An+1
ist, so erhalten wir:
2 __ 1 Bn 2n—1 2n—1 .
XX 1 R B2 A, R 1))

2n—1
+ 4, (n — ?1?)2;1
oder auch:
2n—1 2n—1 2n—1
LXIX, f, = (—1)? 21 {ZA By + 245 By, + -4 2Apy (0—13),
2n—1
+ dn (1—4),,)

(Statt der Gleichung (16) kann auch die minder einfache aus (4) folgende:

p—1

(18) 5 @+t @ A s W= L p(ap)
benutzt werden.)
4. Nach Gleichung (1) ist:
(19) ¢ (G 20 = (" — 5 (D7 + @), B, (2 F
+ (—1)* 2n)ap—s Baoy (1)’

(20) =417"{1—-4n+(—1)” Y}
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wobei Y dieselbe Bedeutung wie in § 7, Gleichungen (21) hat. Benutzt
man nun die Gleichung (25) desselben Paragraphen, so gelangt man leicht zu:

22" 22)7___1 26"—-?
@) =" B (=1 ey 9 G 20)

und kann mittels der Ausdriicke (19) oder (18) oder (16) fiir ¢ (4, 2n)
Gleichungen fiir f, bilden.

Entsprechend ist:

1 o1,
(22) 0 272'+1)=4T.,_1{1— n‘j— .22 Z},
wobei Z die Bedeutung hat:
(23) Z=@2n+1), B, 2! — (2n+1), B, 2° £ ...

+ (1) (2n 4 1), B, 2"

Zieht man hiervon die unmittelbar aus V folgende Gleichung:
2n=2n+1), B; 22 — (2n+4 1), B, 2! £+ ... 4+ (—1)**1 (20 1)9, B, 22"
ab, so folgt nach leichter Umformung gemiss XV:

(24) Z—2n=(2n+1) {(-1)'1+1 A+ 1}

und demnach aus (22):

(25) @k 20 4 1)— (—1pn BN

und es konnen somit fiir o, aus (1) (oder (22)) (16) und (18) Ausdriicke
gewonnen werden, Der erstere istl):

LXX  (—1)" oy — ﬂlﬂ {4n+1—(2n+1)2 B, 24+ (2n41), B, 25F ...
' + (—1)" (20 4 1), B, 24n}.
5. Bildet man die Bernoullische Function nach der Methode von
Schlémilch und wendet gewisse Reihenentwickelungen an, so gelangt man
zur Laplaceschen Formel und den Formeln, welche Scherk in seinen

beiden Abhandlungen iiber diesen Gegenstand aufgestellt hat und mit denen
wir uns in den §§ 8—10 beschiftigt haben.

r
Herr Worpitzky fiihrt noch eine mit @, nahe zusammenhingende

p
Zahl a; ein, wodurch er einigen Formeln ein geschickteres Aussehen ver-

1y Worpitzky form. (66).
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leiht. Awuch leitet er nach seinem Princip Recursionsformeln ab, zu
denen eigentlich auch die obige LXX geh6rt. In beiderlei Beziehung ver-
weisen wir auf die Abhandlung selbst.

§ 13.

Formeln minder einfachen Baues. (Combinatorische Ausdriicke.
Formeln, welche Potenzsummen enthalten. Zusammenhang der
Bernoullischen Zahlen mit den Einheitswurzeln.)

1. Wenn eine Gleichung von der Form:
®H g +A1u+A2u2:|—A3u3+...)=a1u+a2u2+a3u3+...

existirt, so besteht, wie wir in § 4 gesehen haben, zwischen den Grossen
A und a¢ eine Recursionsformel (s. daselbst (16)); es lassen sich aber auch
die a; in combinatorischer Art durch die A, ausdriicken, und umgekehrt,
Ist nimlich der Absolutwerth:

| Aju+ dgu?+ Agud ... | <1,
so ist:
(@ g(Q+4jut-du+4.. )=(dutdyu4.. ) —3(4 v+ d,u?4...)?
+ L du+ w4 )3 F. ..
Auf der rechten Seite kommt #™ in den ersten m Klammern vor; in der

mbn ist AT der Coefficient davon, und wenn 7 <C m ist, so giebt der
polynomische Lehrsatz den Coefficienten von #” in (4% + A, u? 4 ...y,

Bezeichnen wir denselben mit C, (4,, 4,,... 4,), wobel u emneAbkiirzung
fiir m—o» <4 1 sein soll, so ist:

m
3) C. (Ay, 4gy.. . 4)=2 4 A A

r!
FATARY A
wobei die p; p, ...p, auf alle mégliche Arten so als ganze, nicht negative
Zablen zu wihlen sind, dass die beiden Gleichungen:

@ {p1+ Pt pu=r
P20+ . Fup=m

durch sie befriedigt werden.l) Nunmehr folgt durch Vergleich der rechten
Seiten von (2) und (1):

9 Der studirende Leser suche zu beweisen, dass die Anzahl der von Null
verschiedenen p, die den Gleichungen:

{Pl"‘ o+ ps+...=r

P+, +8ps ... =m
Saalschiitz. 7
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(B) an=0C;(4),...4,) — 1 C(4y, ... dn) + 3 Cs (4y, ... An) F ...

m

1
i'. ‘E Cm (Al)’

wobei iibrigens C; (4;,...4y) = 4, Oy (4,) = AT ist.
Betrachtet man beide Seiten von (1) als Exponenten von e, so kommt
man leicht zu folgender Gleichung:

m m

6)  Au=0 (@, O+ 3,0y (@1 .. Guea) + - + 7 Co ().

Diese beiden Gleichungen lassen sich noch in eine bequemere Form bringen.
Da niamlich 7 nach einander die Werthe 1, 2, 3 ... m annimmt, kann man
von der ersten Gleichung (4) als Bedingungsgleichung absehen und den
Ausdruck in anderer Art, nach abnehmenden p ordnen, d. h. so dass, wenn
man sich p; P, Ps ... P, als Zabhl in dem System mit der Grundzahl m
(oder > m, aber dann nur als m-stellige Zahl) hingeschrieben denkt, diese

Zahlen immer kleiner werden. Der Coefficient von Af‘ A’; ... ist dann:
— (r—1)! .

(_1)7‘ IW und a:ISO.

7 — 1=t =D g s 01—1

(1) an= 2= (U7 oy A A A (0!=1)

P1, P2y 1020 b
wobei die Gleichung:
(8) P+ 2p+3p, ..+ mp,, =m

erfiillt sein muss, und # als Abkiirzung fiir p, 4 p, + ... + pn bei-
behalten ist.

Noch einfacher wird die Gleichung (6), ndmlich:

aft o a3 ...
9 A=y 12 37 0l=1
( ) n phpz’,‘" ,p1!p2!.ps! . b ( )

wieder unter Voraussetzung von (8).

geniigen, hochstens die kleinere der beiden Zahlen:

V148 (m—r) +1]
2

r und s=[

und iiberhaupt nie grésser als V8m-i;1:}] ist. (Das Zeichen [a] bedeutet die
grosste in @ enthaltene ganze Zahl.)
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Die Gleichung (7) giebt noch zu einer anderen Bemerkung Veranlassung.
Zwischen den Coefficienten einer algebraischen Gleichung:

2 — "t Gzt F ...+ Cp=0

und den Potenzsummen ihrer Wurzeln S, S,, ... S, bestehen bekanntlich
die Newtonschen Beziehungen von folgender Form (wobei m ? % voraus-
gesetzt wird) :

(10) Bpn—C 84 CSn-aF...+:Cry 8 FmCp=0;
die independente Auflosung derselben ist von Waring!) gegeben und lautet:

m
Sp=C'—m "+ (S P, GG )™

1
3« B,y..

Po,g,y..=(—1ym (m—k‘i'])(m*";‘l—?) '(m—k—I—s—l)’

wobei
20 + 8644y +...=m—k

sein muss und

a+ft+y+...=
gesetzt ist. Dies ist aber in wenig gednderter Form:
Sm= _1)m 2 ( 1)’ ——‘(IT——I)%——CPI C”z 1’3
1P Pipyipyt -
11 .
l b+2p +3p;+ ...=m
r=p +p;+p+...

Vergleicht man hiermit die Gleichung (7), so sieht man, dass man sie nur
mit (—1)»1m zu multipliciren hat, um als rechte Seite genau die
Waringsche Form (mit 4, statt C,) benutzen zu komnen, Dies darf aber
auch nicht weiter auffallen, denn setzt man in (10): S, = (—1)""! may,
und tiberhaupt Sy = (— 1)*—*ka,, so geht daraus nach Forthebung von
(—1)"—! eine Gleichung hervor, die sich als identisch mit § 4, (16) erweist.

Wenden wir (7) auf die Gleichungen (22) des § 2 an, so gelangen wir,

. . sinx
indem fiir

und cosz die Reihen genommen werden und — z2? als u

bezeichnet wird, zu folgenden, inhaltlich von Stern?) aufgestellten Formeln:

) Meditationes algebraicae, 3. Aufl. Cambridge 1782, S. 1.

%) J. fiir Math. Bd. 26 (1843) S. 88. — Stern, von dem auch die weiterhin
folgenden Gleichungen LXXII bis LXXV herriihren, wendet dabei die urspriing-
lichen Formen (5) und (6) an.

7*
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O =2 0 (@) () )™
LXXI P1, P2 -
ot =3 = () @) )™

Erinnert man sich der Eulerschen Methode, die reciproken Potenzsummen
zu bestimmen, welche an die oben erwidhnten Newtonschen Gleichungen
ankniipft, so erkennt man, dass sich auch im Anschluss daran die vor-
stehenden Formeln beweisen lassen,

Aus der Gleichung (§ 4, (18)):
g (14520 + Fot+ .. ) Bogrp Bpy

folgen nach (7) und (9) die beiden:

LxxIl (gz)!—p,zp, = e (3 @) ()™
LxxOl (;721)' =2 pl!pt!... (%)m (%)p, ((g;;)!)pm'

01y P2 -

Benutzen wir endlich die Gleichung (14) des § 4, so ist mit Riicksicht
auf (10), (15) und (5) desselben Paragraphen:

( — (T_l) Py Pym+t1
e 3, (VT A A
XXIV b
L _p1+2p2+...+(2m+1)_p2m+1 —om-1
r=p +ps + ... +Pamp1
m p— (’I‘—l)! Py 4D DPom
_2?m+€(27n)! = 2 (—‘1) lp—l!pzi Al A22 A2:" y
P1y P2 o
LXXV
P1+2p + oo+ 2mpoy = 2m
r=p; +p, + ... + Pam
worin
ks
J%%lkl_ %k ungerade
A, = f
T
](—;;;1—;0—'— .« . . k gerade,

von welchen Gleichungen LXXIV die einzige dieses Paragraphen ist, welche
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explicite o, durch bekannte Grissen, allerdings in hdchst complicirter
Weise ausdriickt.

Einige Recursionsformeln zwischen den B. Z. und zwischen den
Tangentencoefficienten lassen sich auch direct [mit Gleichung (10) in Zu-
sammenhang bringen, z.B. II, welche sich nach Multiplication mit 2 : (2m-}-2)!
in der Form darstellt:

B 2 B, 2 Bp, — ., 2 B
@m1  diEm—g1 T e T T U G 2
2
+ ) m Gy =0
Diese Gleichung entsteht nun aus (10), indem man:
___ B . 2
Sj == @K1’ Cr= @nt2)!
setzt, also hat man nach (11):
w1 Bm 2\o1 (22 2 \tm
vl i =3 o (@) (65 ()

Py P2 .

welche mit der ersten LXXI zu vergleichen ist.1)

2. Eine andere independente Darstellung der B.Z. hat Kronecker?)
aus der Interpolationsformel von Lagrange abgeleitet. Ist # eine von z
abhingige Grosse und sind u, #, %, ... u, die Werthe, welche dieselbe
beziiglich fiir # = 2, 2, #,, ... #, annimmt, so lautet die Formel3):

__ (r—=) (x—=,) ... (x—2n) (—a,) (2—,) ... (x—2n)
(12) v = o ) ) Y0 T @—a0) () .. (@—am) 2 T
+ (x—ax,) (x—a,) ... (T—2n—1) .
(.’L'n—xo) (xn——:cl) s (xn"—xn—l) o

diese Gleichung gilt streng, wenn % eine ganze rationale Function nten
Grades von z ist. Setzen wir darin x; =¥, so wird sie:

18)  w=(—1)" {(x—l) (x—f!) T2 Gl B x_(agl—%___lg_af:@ u

z(e—1)(x—2) ... (x—n-+1) “n}~

z(x—1) (x—38) ... (x—n) _ .
n!

+ 21 (n—2)! Uy F ... (—1)

!) Fiir die Eulerschen Zahlen giebt es keine Gleichung der Art wie LXXI
und LXXVI (wo auf der rechten Seite der hdchste Index von p gleich dem Index
auf der linken Seite ist), weil die Secante fir keinen reellen oder complexen
endlichen Werth von « verschwindet.

’) Bemerkungen zu der [in demselben Heft enthaltenen] Abhandlung des
Herrn Worpitzky, J. fir Math. Bd. 94 (1888), S. 268.

%) Siehe Cauchy, Algebr. Analysis Cap. 3 und Note V.
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Wir setzen jetat:
(14) w=17=1 4 an—t 4 3n—t 4 | (z—1)—

also nach § 1, (14) bis (16):

(15) u=’% A (n)1 Lgn—2x .,
n1
(—1)2 Bn;mv . . . . n ungerade
+
= n—-l
(—1) n_, ®% . . n gerade,

hieraus folgt, dass # eine ganze rationale Function nt*® Grades von z ist;
fiir £ = 0 folgt aus (15): uo 0, fir x =1 aus (14) oder aus den
Gleichungen I, TI, je nachdem 22" oder #—1 gleich m gesetzt wird: u, = 0.
Die iibrigen Werthe:

Uy == 171 gy == 171 - 201 gy =11 2 4 (n—1)nt

ergeben sich aus (14). Setzen wir nun in (13) fiir « den obigen Werth
(15) ein, nehmen # ungerade = 2m - 1 an, und vergleichen beiderseits
die Coefficienten von a, so erhalten wir die Gleichung:

LXXVII (— 1y By =1 Ve qam__ @ Da (gam t gam)

@m+4-1), .., _ 2m~-1) " n
+ i" )s (12m+22m+32m)+.“_(__ 2—;_*_21”1-%1 (127 +22m+32m+.”+(2m)27 )'
Dies ist die Kroneckersche Formel fiir B,, an welche sich unmittelbar
fir n=2m -+ 2 die folgende anschliesst:

LXXVII, 00— M 12m41 (2_m:9’_i—‘2_)§ (12m-|-1 + 22m+1) + ...

(2m+-2)
+ 2m+zr2n+z (12m+1 4 2wt (2'm+ 1)2m+1)'
Diese Formeln kénnen mit den Bauerschen (§ 11) LXIV und LXIV,
(letztere mit 2m 4 1 statt 2m—1) in einen gewissen Zusammenhang gebracht
werden. Ordnet man nimlich die Formeln nach den Potenzen 127, 22m 32m
beztiglich 1%m+1) 22m+1 82m+1 50 sind die Coefficienten von 2 in

LXXVII und LXIV, sowie von A%*'+! in LXXVII, und LXIV, ein-
ander gleich,



§ 13. Formeln mit Potenzsummen. 103

Der Coefficient von %*" in der ersteren Gleichung sei (— 1)1 I,
in der letzteren (—1)*— Cj Dann ist:

@Cm+1)py;  (2mH1) @m+1)om 4y
(16) I, = L+1k+ k+é‘+‘2i im*—FTi

und wie aus der Bedeutung von ak (§ 8, (16)) leicht abzuleiten:

(k+1), | (*42), (2m) gim—
17) Ck——k+1+k+2 + k+3+ -t 2m-2|—1k'
Sei nun:
189 iy =0 O By O

multipliciren wir dann die Gleichungen:
)y =(®m—1p + —1),
Mhr=0m—1)p F+ O—1)pn
(Mh+a =0 —Dpp1 + (0—1)p4s
('n)n == (”‘"’— 1)7!—1

1 . 1 1 1 1 .
beziiglich mit den Factoren R + TR + und addiren,

so erhalten wir mit Riicksicht auf die leicht erweisliche Gleichung:

=1y (n=1) | (B—Dns+s net @—=Dn_y  (n—1p—y
(19— k1 T h—|—£ Foot (Y PETE=

folgende Beziehung:
— 1)
g ) =" 4 p—1, 1
ebenso ist:

— 2y
pon—1,0) =" 4 o)

po—2,m)= " 4 o3 )

(h b l)h—‘
@y By= Lo

Die Addition dieser Gleichungen giebt den Werth von ¢ (», ) und der
Vergleich mit (18) die Identitst:

20 Al s S

(n—1);_, (n—2)p_, (n—3)p_, () (h—1)p_,
= ”h + n_"l + n_"2 4 ...+ Hh—l 4 ==,
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Substituirt man hierin # = 2m 4+ 1, k=% 4 1, so ergiebt sich die
Gleichheit von I', und C, ).

3. Setzt man in (14) des §1 2=1,2,8 ...m, so kann man aus
dem entstehenden Gleichungssystem B, B, ... B, berechnen; auf diese

Weise gelangt man zu folgender Formel, deren speciellere Ableitung hier
tibergangen werden soll:

— 2 (m), > 2 m, p 2 (m) o
" B =1 Gy, B T2 gy, 2 T S ey, T

n— 2 (M)
+ (—1) lﬁmP

LXXVIII < worin:

m _ 1om 2 an 2m-+14-2k
Pr=1 —|—2”’+...+k‘——————2(2m+1) . k2m
m 2m—1

P =3 Gnt1y

Diese Formel ist der obigen Kroneckerschen, an deren Bau sie erinnert,
insofern vorzuziehen, als sie nur halb so viel Glieder hat, als jene, ohne
sich jedoch deshalb durch besondere Einfachheit auszuzeichnen. Sie steht
iibrigens mit der Worpitzkyschen Formel LXVIII in ghnlichem Zusammen-
hang, wie die Kroneckersche mit der Bauerschen. Ordnet man nimlich
die beiden Formeln LXXVIII und LXVIII nach den Grossen 12 22m ..  m?m

(wozu fiir die Worpitzkysche die Gleichung § 12, (8) fur die AI; benutzt
werden muss), so findet sich, dass wieder die Coefficienten von k™ iiber-
einstimmen; aber auch dafiir soll der, nicht ganz einfache, Beweis an dieser
Stelle unterdriickt werden.

4. Ein eigenthiimlicher Zusammenhang zwischen den B, Z. und den
Wourzeln der Einheit ist von Kronecker aufgefunden worden.?) Es ge-
lingt ihm nimlich im Allgemeinen, zwei gewisse symmetrische Functionen
der willkiirlich anzunehmenden Grossen a, b, ¢, ... durch Potenzsummen
derselben und durch die B. Z. auszudriicken, woraus bei besonderer An-
nabme von @, b, ¢, ... Formeln fiir die B, Z. sich ergeben.

Seien P, und Bj folgende symmetrische Functionen der 7 Grossen
a, b c, .

1) Nimmt man h=1 an, so entsteht die nette Gleichung:

R T L R

%) Sur quelques fonctions symétriques et sur les nombres de Bernoulli.
Liouville J., II. Série, t. I (1856) p. 385.
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(21) Pi=2X(+a+b+c+.. )
(22) Bi=2+(xat+btc+..),
wobel alle mdglichen Combinationen der vor @, b, ¢, ... stehenden Zeichen

zu nehmen und die k¢® Potenzen (% positive ganze Zahl) der Klammern
fir P, zu addiren, fiir B, mit dem Vorzeichen, welches gleich dem Product
der Zeichen in der Klammer ist, zu versehen und dann zu addiren sind;
die Anzahl der Klammern ist dabei als Anzahl der Variationen von zwei
Elementen in der mte" Klasse mit Wiederbolungen gleich 27,
Z. B. ist fir n==2:
Pr=(@+b\+ (a—bf+ (—a+bf + (—a—0b)
Ri= @+ b — (@— b — (—a + b + (—a — B}
Aus der Definition folgt sofort, dass:

{fiir ein ungerades k: P = 0

23
(23) fiir ein gerades k: Pr=22(+a+btc+..)

ist. Fir Ry, dem wir mitunter, um wuns kiirzer ausdriicken zu konnen,
noch den oberen Index # geben, gelten folgende Sitze:

n

n
[Rk= 0, wenn k& << n
(24) le =0, wenn » -+ % ungerade

n
R,=2"n! abec...

Dieselben lassen sich direct beweisen, ergeben sich aber noch leichter aus
dem Folgenden.

Sel nun:
(25) F(z) = (e%* 4 ¢792) (65 4 ¢ t%) (e - ¢c2) . . .
so ist auch:
F(x) = gla+b+tect. )z + el—atbtet .. )z + .
=14+@+}b+c+..)z4+(a+b+c+ ...)?

+ patbt o .. ) @ (—abbtot ..
+ ete.
=2+ P+ PO F R 4

24
x?
5+

oder nach (23):
xz? x*
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Differentiiren wir (25), nachdem beiderseits Logarithmen genommen worden,
so erhalten wir:

F' (x) eaxr—e—ax ebT—e—bx
F(J)) a eaw+e—aw + eb:r—!—e—-b.z‘ + e

oder nach § 9, (2):
Fx asx:i bsxs
-F;—-a(ﬂl az—f, —g,—_—l_-\) —|—b(ﬂ1bx—ﬂ2 T i) + uw.s w.

also, wenn wir die Bezeichnung:
(27) Sp=a"+b"+4c" + ...
einfiithren :
F'(x) z? x __
Fw) Sy pra—8, B, 3_!+ Ssﬂ?,'ﬁ + .-

Multipliciren wir diese Gleichung mit F(z), setzen fiir F'(z) den Ausdruck
aus (26) und fiir F“(«x) dessen Differentialquotienten, so erhalten wir die
Gleichung:

x2k

2he—1
(28) 2 Py g (2n+ S P ) 3( 1ot sy St

Mittels der Abkiirzungen:

_Pog

(29) B S = Saksy (""" 1) on (2’0)‘ = Dok

@k—1)!

wird diese Gleichung:
© 0 ©

(30) S (= 1) 2hpag 21— (14 3 (10 s 28) J (- 1) seati1 =04
1 T <

und wenn der Coefficient von 22— gleich Null gesetzt wird, so giebt dies:
(31) Som + Py Som—g + Dy Sam—s + ... 4 Pam—s So + zm}hm = 0.

Vermittelst dieser Gleichung, in welcher die Anzahl n der Grossen

@, b, c, ... unabhiingig von m ist, kann man, wenn man die B. Z. als be-
kannt annimmt (mit Benutzung von (29)), successive p,, Py . . . Porm und
hieraus P,, durch die Potenzsummen S,, S,, ... Sa, und bekannte Grdssen

ausdriicken, aber dies kann auch in combinatorischer Art direct fiir pon, ge-
schehen, denn, setzt man:

(32) Sof = 26k, p2k == ('—' l)k »qk
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wodurch obige (31) in:
(33) On— 4 On—1+ % On—a F ... & gn 6, F Mgy, =0

iibergeht, so sind die 0y die Summen der %t Potenzen der Wurzeln der
Gleichung :

(34) V—a ¥+ ey tF... =0 m=n
und 8y die Summe der (2k)" Potenzen der Wurzeln der Gleichung:
(35) Zn ¢ Z2n—2 _|_ A z2n—14 F...= 0
und nun kann man die Gleichung (38), die als Newtonsche Formel sich
erweist (wenn man darin nach einander m =1, 2, 3, ... m gesetzt denkt),
fiir die g, aufldsen und erhiltl):

Gn =26 ys... 0 0 o af...
wobei:

«+284+3y+40+...=m

Ga,p,1,9... = (—1)”“"'{«! 2881 87y 4"6!...}*‘.

Aus ¢, findet man dann p,, und P,.

Man kann aber auch, was fiir uns das Wichtigere ist, die Gleichung (31)
oder (33) zur Bestimmung der Tangentencoefficienten, und somit der B. Z.
benutzen, indem man fiir die a, b, ... geeignete Substitutionen anwendet.
Diese kann man so wihlen, dass die p, entweder mdoglichst einfach werden,
oder in mdglichst geringer Zahl auftreten. Die zweite Modalitit findet
sich bei Kronecker verwendet, doch mdgen auch der ersten einige Zeilen
gewidmet werden. Setzen wir:

(36) a=1 b=c=...=0, n =1,

S0 wird :
Py =2, §, =1,

und die Gleichung (33) wird zu XIV. — Setzen wir:
(37) a=1,b=1¢c=...=0, n=2,

S0 wird :
Py ==2.2% =2%+1 g ——29

und die Gleichung (33) geht in folgende iiber:

LXXIX B — @m—1), 2By + 2m—1), 25Bps T ...
+ (— 1) @m—1)amg 258 B | (—1)m 2m—2 — 0,

') Siehe Serret, Hohere Algebra (deutsch von Wertheim) 1. Bd. § 201.
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woraus mittels der Waringschen Formel (11) diese:

=D B g (=D (282 QU1
LXXX  am—)! —12 —1) 1“12!“_(5) (W)

1 121 ore

entfliesst!). Und in dieser Art konnen durch andere Substitutionen aus
(33) beliebig viele Recursionsformeln und dann durch (11) gleichzeitig die
zugehorige independente Darstellung fiir die Tangentencoefficienten gebildet
werden.

Kronecker nimmt die Grossen a, b, ¢ u.s. w. als die 2m Wurzeln
der Gleichung:

(38) gm —1=0
also n = 2m an. Setzt man in (10) u statt m, so lautet die Gleichung
fiir u < 2m:
S =0 u << 2m

(39) { )

Som — 2m =0 u=2m
also wird aus (381): ,

Som + 2m Py = 0

und dann nach (29) und weil Sy, = 2m ist:

Py

I ﬂm = (—1)m+1 27’"227"

LXXXI oder:
Z(xatbtest.. )™

1 B, = (— 1yt ZELE LT,

worin die 2m Gréssen @, b, ¢, ... die (2m)t® Wurzeln der Einheit sind.
So ist z. B. fiir m = 2:
a=1,b=—1c¢c=4 d=—1

demnach :

P, =2 {o + (204 4 (—20)t 0424 4 (24-26)4 + (2—20)t + 24}= —128

und hiermit:
128
= = 2.
/32 T 16.4

1) Die Gleichung LXXIX entsteht auch aus XVII, wenn man darin fir
Om_1y Om_2 W S w. die Gleichung XV verwendet, und ebenso entsteht aus XV
mittels X VIII, eine fiir die Secantencoefficienten. Verfasser bemerkt noch persénlich,
dass er durch die Resultate der obigen Substitutionen (86) und (37) auf die An-
wendung der Newtonschen Formeln und das, was damit zusammenhingt, in
Nr. 1 dieses Paragraphen gefiihrt wuarde.
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Trotz des geringen praktischen Nutzens der Gleichungen LXXXI erscheint
doch der durch sie klargelegte Zusammenhang der B.Z. mit den Einheits-
wurzeln dem Verfasser von hohem Interesse.

Ueber den zweiten Theil dieser Abhandlung kénnen wir nunmehr,
ohne unverstindlich zu werden, kiirzer referiren. Sei

(40) Bla) = (= — =) (&b — o) (¢ —e~n) ..,
so ist auch
(41) D(z) = 5 + ehatitet .o,

wo das Zeichen vor e gleich dem Product der Zeichen im Exponenten zu
nehmen ist. Also wird:

k.

?7"‘:0:
ok

(42) D) — ?

Nun beginnen die Klammern in (40) mit bez. 2az, 2bz, 2c¢xr u. s. w.,

n n
also P(z) mit 2"abec... 2" daher ist B,=27#n!abec... und B, = 0
fiir k<#; ferner enthilt jede Klammer nur ungerade Potenzen von z,
also P(z) fiir gerades » nur gerade, fiir ungerades # nur ungerade, somit

n
muss R, =0 sein, wenn % und # verschiedenartig sind; hiermit sind die
Sitze (24) bewiesen. Es ist also:

ook

Wird nun wieder die Gleichung (40) logarithmisch differentiirt, so ent-
steht bei Benutzung der Gleichung § 2, (5):

2@ __n S k=1 2% By So oy 4
o@ — s T 21*(_1) @ T

Die weitere Behandlung ist ganz analog derjenigen des ersten Theiles und
fiihrt bei Anwendung der Abkiirzungen:

n

Ry o n! — Wy
n o (n- 2k)!
" D
& 2% By S -

(_1) h(gk)| = g
zur Gleichung:

(45) tom + Wy tom—s + Wy tom—a + o + Wam—2 tg + 2mw2m =0



110 Zweiter Abschnitt. Unabhingige Darstellungen,

und schliesslich zur Formel:

2m

R,, Z+(+ta+bt+c+.. )™
LXXXII = (=1t (-]
Bu=(=1)" g @m+1)...(4m) =1y " 29 2m41)(2m+2)(2m+3)... (4m)’

wenn @, b, ¢, ... wie oben die Wurzeln der Gleichung (38) sind.

Fiir m =2 ist z. B. wieder:

a=1, b=—1, c=14, d=—1,

R,—2 {0-(208 — (—20)% + 0—25 4 (2 4 26)8 + (2—20)5 — 28}
=2 .28, 28 =211 7
und hieraus:
B _ 211‘7__ 1
27 285.6.7.8  30?
wie es sein soll.

§ 14.
Darstellung durch bestimmte Integrale.

Wenn es nur darauf ankéime, Niherungswerthe fiir die B. Z. oder die
Eulerschen Zahlen zu finden — und dabei kiimen nur die weiter hinaus
gelegenen in Betracht —, so wire es am einfachsten, fiir die B. Z. die
Gleichung § 2, (12) und fiir die Eulerschen Zahlen die 2t¢ Gleichung (12)
des § 4 anzuwenden, indem sich Sy, bez. Ugpny sehr bald durch 1 ersetzen
liessen. Weit complicirter ist die Berechnung eines bestimmten Integrals,
das sich durch keinen geschlossenen Ausdruck darstellen lasst; das ist aber
bei den folgenden nicht anginglich, und so wire es sehr unzweckmissig,
mittels dieser bestimmten Integrale die Bernoullischen oder Eulerschen
Zahlen berechnen zu wollen, zumal das Interesse sich meistens an den
genauen Werth derselben heftet. Wir haben daher die Ueberschrift dieses
Paragraphen so zu verstehen, dass wir einerseits werden in den Stand
gesetzt werden, gewisse bestimmte Integrale durch die als bekannt voraus-
zusetzenden Eulerschen und Bernoullischen Zahlen auszudriicken, und
dass wir andererseits ein neues Beweismittel fiir die Bezichungen zwischen
den genannten Zahlen erhalten,

Die Ersten, welche die B. Z. mit bestimmten Integralen in Zusammen-
hang brachten, scheinen Plana und Abell) gewesen zu sein. Unabhingig
von ihnen hat Schlomilech bestimmte Integrale fiir die B. Z. sowie fiir

) Plana, wie Catalan angiebt in den Mém. de I’Académie de Turin 1820,
Abel, Oeuvres complétes t. II. Abhandl. XVIII, 2 (p. 235). Beide haben dasselbe,
im Text als LXXXIV bezeichnete, Integral angegeben.
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die Tangenten- und Secantencoefficienten aufgefundenl) und spiter Catalan
diesen noch einige von anderer Art hinzugefiigt.

Herr Schlémilech geht von den beiden Gleichungen (mit leichter
Aenderung im 2ten TIntegral):

) J1=]@ cos (@) dO 1

I3 7, er —
LIRS L et e
% .
@ o [ sn@e)de _ e
T Ee e T e

aus, deren Richtigkeit sich in folgender Art beweisen lisst. Sei:

Q0 20
3 -‘. ¢4 cos (£0) dO =T, j‘ e—%0 sin (20) dO =7,
0 0
so folgt durch partielle Integration (unter Voraussetzung eines positiven o):
r=1_2y
o o
V= LU
o
und hieraus :
o ®
Nun ist:
0 7 3z s
(5) J, _—_j cos (@0) (7T —e 1% 472 F..)d6b,
0
0 7 37 5n
(6) J2=j sin(20) (7274 ¢ 2 4 e 2 % 4 ..)d6,
0
es sind also in U und V fiir « nacheinander %, %, 5~275 u. s. w. zu setzen,

und die entstehenden Ausdriicke mit abwechselnden, bez. gleichen Zeichen
zu summiren; setzt man ferner in den Partialbruch-Entwickelungen fiir
secx und tgx, um am leichtesten zum Resultat zu gelangen iz statt =,
so kommt man zu folgenden bekannten Gleichungen:

1 1 3 5  _
e fe—a 27 (152—1—4{1:2 T (Bm)it4x? + Grytdz T - )
el —e—T 1 1 1
erfe—= 8z (752—}—456“’ + Bm)> 4t + (5r)*Faz® + - )

’) Grunerts Archiv 1. Bd. (1841) S. 360 und 8. Bd. (1843) S. 9.
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Die Anwendung derselben bei der Summation fithrt unmittelbar zu den
Gleichungen (1) und (2). Entwickelt man deren beide Seiten nach Potenzen
von z und benutzt dabei fiir die rechten Seiten die Gleichungen (1) und (2)
des § 9, so erhilt man durch Vergleichung die Formeln:

[o o]
o 4o
LXXXIII j Y
0€e? +e T
T e de
LXXXIV J =1
o€ —e 2

Das 2te Integral lisst sich noch in bemerkenswerther Art umformen. Setzt
man links 26 statt © und dividirt beide Seiten durch 22", so wird mit
Benutzung des Werthes § 4, (8) fiir f,:

(v o)
j @m—1d® __ (@"—1) Bn
]

()

0 _ 79 - 4m
und hieraus:
on o0
(8) J’ @21 d@ J' er—do __ (2" — 1&;
0o €°+1 o €9—1 2m

zieht man diese Gleichung von der auf die Form:

o 6

j e? @1 d@ __ 2 (2" —1) Bn
0

eﬂ@_ 1 4m

gebrachten (7) ab, so erhilt man:

. 0‘9 @m—1de ® ™1 d@ _ (22m_1) (2%—1_1) B..
o €41 o ;29 +1 2m

oder, wenn man im 2t Integral 26 statt © setzt und die Gleichung
durch 22" —1 dividirt:

[o o}
@m—1d9 (21 —1)B,
LXXXV _[O o o .

Zieht man diese Gleichung wiederum von (7) ab, so entsteht:

(e o]
: om=do _ B.
LXXXVI L e —
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Aus diesen Gleichungenl) leitet Schlomilch einige Recursionsformeln,
wie z. B. XIV (oder VII) in folgender Art ab: aus der leicht beweisbaren
Gleichung:

. & 1 PN
(9) ¢ sin (Ox) = % ((m); 2=+ O— (n); om—3 @34 (m); =3 O3 F ...) =
ergiebt sich als Coefficient von 22~ : (2m — 1)! in der Entwickelung von
(€ +e72) sin (Oz) dieser:

1) 2{em—1, 6—@n—1) 6 ...+ @m— s -1}

Multipliciren wir nun Gleichung (2) mit e* 4 ¢—%, suchen beiderseits den
Coefficienten von z?"—1:(2m — 1)! auf, welcher rechts=1 ist und links
aus (10) hervorgeht, und wenden zur Integration die Gleichung LXXXIV
an, so erhalten wir die Gleichung:

@m—1) py—C@m—1) fo£... + (— 1" 2m— Loy fu =1,

welche von XIV nicht verschieden ist. .

Ferner liefern die Gleichungen LXXXIIT bis LXXXVI, wie Schlémilch
bemerkt, neue einfache Beweise fiir die Gleichungen § 2, (12) und § 4 (12).
Entwickelt man z. B. LXXXIII in der Art:

K né 3né

sx6 s
}’ Ky == [ 68 (C— P62 e 2 ¥) ae
<0

und benutzt die bekannte Gleichung

(11) T e @M 1@ 1"(2m+1)= (2m)!

om-1 2m+11?
wt u
Jo

so erhilt man:
9 \2m+1 1
(12) 1 o, = (2m)! (;) {1 —gwr T g T

iibereinstimmend mit § 4, (12).2)

—

Wie G. F. Meyer in seiner Doctor-Dissertation (3. 51) niher aus-
fithrt, sind die Arndtschen Integrale3) nur formal von den Schlémilch-
schen verschieden; so folgt z. B. aus LXXXIII durch die Substitution:

5 0=Ilgtgp

) Die Gleichungen LXXZXIV bis LXXXVI werden in dem zweiten Aufsatz
(a. a. 0. 8. Bd.) auf anderem interessantem Wege entwickelt.

%) Abel benutzt umgekehrt die Gleichung § 2, (12) zur Auffindung des
Integrals LXXXIV, so dass die Ableitung Schlémilchs, als von einfacheren
Voraussetzungen ausgehend, vorzuzieben ist.

%) Grunerts Archiv Bd. 6, S.438.

Saalschiitz. 8
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die Gleichung:

T

z
2m+1
(13) j (g tg @)™ dp = (3‘2—) %
0
Wir kommen nun noch zu einigen von Catalan angegebenen Integralen. 1)

1y Dieser schitzbare belgische Mathematiker hat einen Theil seiner Arbeiten
und darunter diejenigen, die sich auf die B. Z. und die Eulerschen Zahlen be-
ziehen und zwischen 1855 und 1867 zum ersten Mal verdffentlicht wurden, in
einem Mémoire gesammelt, welches in den Mémoires de 1a Société Royale
des Sciences de Lidége, 2. Série, t. XII (1885) erschienen ist (darin iiber die
B.Z. u.s. w. p. 81—119). Die Arbeiten sind anscheinend ohne Riicksicht auf die
Abhandlungen der deutschen Mathematiker gemacht (nur an einer Stelle wird
der Aufsatz Schlémilehs im 16. Bd. von Grunerts Archiv erwithnt) und stimmen
in ihren Resultaten vielfach mit den letzteren iiberein. Die hauptsichlichsten
Ergebnisse sind ausser den im Text zu behandelnden Integralen, nach unserer
Bezeichnung und mit Angabe der Zeit der Verdffentlichung, folgende:

p P P
1855. Zep=a, (z+ 1)+ (@41 + ... +a, @+ 1)5,
d. i. § 11, (15) mit Hinweis auf Lacroix, Puiseux und Pépin (aber nicht
auf Cauchy).

1859. Mittels Differenzenreihen (§ 5, (8) mit u,, = (m -+ 1)?) die Bauerschen
Formeln LXV und LXYV,, sowie LXIII und LXIII,.

1862. Recursionsformel V und einige bestimmte Integrale, unter anderen:

T
3
sin (2m w) do (— 1ym—1 _2m—1
o &7 cobw | gin2mt2, - 4(2m—+1)
Z
j‘ sin (2m w) do (— 1yt _m
o €700 1 sin? 24 2m-1’

deren Beweis nach Analogie der im Text behandelten auszufiihren geht.
1864. Recursionsformel, identisch mit (V —1I): (2m-}-1); Beweis, dass die
Grossen zm = 2(22"—1) B, ungerade ganze Zahlen sind, die sich durch
alle ungeraden Theiler von m heben lassen (siche § 15, Nr. 1) nebst
einigen anderen zahlentheoretischen Bemerkungen.
1867. Aufstellung der Gleichungen XVIII, XXI, XXIII'und der Formel:

Y2
. 25— ... nungerade
77!1' 7"2—'11‘+ ‘ 712;;3‘;-.”— Jl'(n—2)! O’
R l ('n,ﬁl_'y ..... n gerade

welche fiir ungerades und gerades » in die beiden Formeln XVIIIp und
XVI zerfallt und sich sehr einfach beweisen lisst, indem man nimlich
die Gleichung (§ 4, (4)):

secx+tgx=1+71x+72%‘+

nach x differentiirt und beide Seiten mit 1— sinx multiplicirt.
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Wir schicken zwei (leichungen voraums. Es ist (1,=V—-1)
(04 + (0— i) =2 {v"-—— (n)y "2 (m), " F .. }

(0 i)y — (v— iy =2 {(n)1 2" — (m)y "5+ (n)g "5 F .. } i

andererseits ist, wenn v=—cotw gesetzt wird, nach dem Moivreschen
Lehrsatz:

. . 2cosn e
n e AN —
=
. . 2sinne .
2\n n__
+ i —— =",
also ist:
0 n—g w—t — __ COBR®@
V" —(n)y 0" 2 - (n), v Foo= g,
14 - _ S sin# o
(14) I(")l”n 1—(n)s v" % 4 (n); 0" 5+---=m
v = cot w.

Setzen wir nun in Gleichung XVIIL,, d.1i.:
ﬂm = %m — (2m"‘“1)2 N N (2m_‘1)2m—2 %

fir o, %, ... a, die Integrale gemiiss LXXXIII so wird:

LB __]9(@2’"*1—(2"1,——1)2 @34 (2m—1), 0" F..)0dO
m T n_@ _ff
0 €% e ?

und, wenn wir € ==cotw setzen, nach (14):

Ry

Im—1
LXXXVII j 08 cos (2m—1 w) Sin;‘fn ©  — 4 B
o efcotw_*_e_?-cotw 2]

In gleicher Art folgt aus XVI:

T
Zz
" coswsin Zm—1 o) de 1
LXXXVII j Feoto  _Zeotw sinmtrg T2 G
o€ —e =
Setzen wir in XIII, d.i.
L — (2m)2 X1 + (Zm)4 Ay + ... = Xy == 0 (“o = 1)
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fiir o, o, ... @, die Integralausdriicke aus Gleichung LXXXIII, welche
auch fiir m = 0 gilt, so kommen wir zu der interessanten Gleichung:

b4

z
2m o de

1 5 cos i —_ 0
( ) jlo e—’e—'cotw + e—-’z'- cote SN H2a !
in Folge deren statt LXXXVII auch:

¥
LXXXVH; Sinm sin (2m—-1 0)) _ dﬂ) —_

JO e—;—'cotw_}_ e—;cotw sin2"+2 g %ﬂm

geschrieben werden kann.
Bilden wir endlich V—I:

(2m+ 1)1 (22’"— 1) Bm _—(2”7’ + 1)3 (22’"—2—1) Bm—-l _‘t e i 2m;_ : = 0

und hieraus:

Bm-l

fm_p = D=0

Bln m—.
(2m), (22—1) 7 — (2m); (22 —1)

Qm— 1) B, a

und setzen darin fiir .s. w. die Integralwerthe aus (7) ein,

4m
so erhalten wir:
4
7
sin (2m ) do _ - 1
(16) Jo e oot _ —mcotw gin?t2gq (— ™. L

Schliesslich folgen aus den Gleichungen (1) und (2) des § 4, nimlich:

x? x4 w3 x;—)
Secx=1+“1§+ (ZQZ!‘ +-.., tgx:ﬁlﬁ-"—ﬂz'g +ﬁ35—!+...

in Verbindung mit LXXXIII, bez. LXXXIV diese:

7 t + ! ? ¢ t
ex e exrt — e—

(17) secy == j '—;t—t—_Tt- dt, tgz = J\ 77———7’* dt,
0 eZ + e 2 0 e’ —e 2

wogegen Catalan in gleicher Art aus diesen von Poissonl) gefundenen
Integralen die Gleichungen LXXXIII und LXXXIV ableitet.

) Nach Angabe Catalan’s in Cah. XVIII des Journal de I'Ecole
Polytechnique.



Dritter Abschnitt.
Zahlentheoretische Untersuchungen.

s 15.

Factoren, deren Product mit den Bernoullischen Zahlen
ganzzahlig ist; Hiilfssitze aus der Zahlenlehre.

Im vorliegenden Abschnitt sollen die sehr merkwiirdigen zahlen-
theoretischen Eigenschaften der B. Z. entwickelt werden, und wir beginnen
damit, numerische Factoren aufzusuchen, welche, wenn man sie mit den
B. Z. multiplicirt, ganzzahlige Producte geben.

1. Setzen wir, wie in § 2, (24):
x x x® x®
(1) tg—z“=Tl-2—!+T2E+TSE°!+...
so dass also (ib. (25)):
(2) T, =22 —1)B,

ist, so war es schon Euler bekannt, dass die 7, ganze ungerade Zahlen
sind, wofiir jedoch ein Beweis sich bei ihm nicht findet. Derselbe lisst
sich mittels der Gleichungen § 2, (26):

(3) (2m—1) T, = (2m), Ty Tom—1 + (W), Ty Tom—z + - - .

I (2m)p—1 Tp—1 Tmy1 . . . m ungerade
4 2 T2
l%z(zm),,, TnTp ..M gerade
und VI in folgender Art fithren. Seien die Zahlen 7, 7, ... 7,—; als ganze

ungerade erkannt (die ersten sind: 1, 1, 3, 17, 155), so sind auch die
Producte T; Typ—1, To Tm—2y - -+ Tm—1 Trmt1 DOZ Tpy ‘r%l ungerade Zahlen; ferner
T T T o

ist, wie bekannt: 2 2 “
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14 (2m), + 2m), + ... + (2m)g, = 20
1—@m), +(@m), F ...+ (2m)am =0

14 @m)y + ...+ @gng + 1 = 20—

also:

und daher:

(2m)p— . . . m ungerade —gmer 1,

2m), + (2m), 4+ ... + {
(2m), + (2m), 3(@m), . . . m gerade
folglich muss von den Zahlen (2m),, (2m),, ... (2M)u—1 bez. § (2m),, 1)
eine ungerade Anzahl unpaar sein; dasselbe gilt von ihren Produecten mit
T, Tm—1 W. 5. W, und daher ist deren Summe, d. h. (nach (8)) 2m—1) 7,
eine ganze ungerade Zahl, also etwa:

— _Ca
4 Tn == g1’
wo C,, eine ganze ungerade Zahl ist. Multipliciren wir nun Gleichung VI
mit 2, so lautet sie mit Benutzung von Gleichung (2):

(5) 2 Tn— (2m)2 Tin—1 + (27”/)4 Tm—2F - .- + (—' l)m—l (2m)2m—2 Ty

. + (—1)™ . 2m =0,
also ist 27, und daher 2301'1 eine ganze Zahl; da aber 2 und 2m —1
keinen Factor gemeinsam haben, muss 2m —1 in C,, aufgehen, also ist
nach (4):

(6) Tp = 2 (222 —1) B,, = einer ganzen ungeraden Zahl,

Daraus folgt, dass B,, immer den Factor 2, aber stets nur einfach im
Nenner enthalten muss.

Weiter ist, wie aus XIV hervorgeht, f(, eine ganze Zahl, also
(nach § 4 (8)):

(7) ﬂm _ g2m—1 (2?'"—1_)_&

pm == ganzer Zahl.

Der Vergleich der Ausdriicke fiir 7,, und S, liefert:

22m—2

ﬂm —_ — Tm

oder wenn m ==2". m‘ gesetzt wird, wobei s’ das Product aller ungeraden
Factoren von m ist:

2 —2mr’
2 - Tm

i b

ﬂm ==

m

D) Es ist & @m),, =3 (@m—1D)pm_y + (2m—1),) = (@m — L)p_1, also
eine ganze Zahl,
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da nun m' prim gegen 22m—2— ist, so folgt:

erstens, dass 7, durch alle ungeraden Factoren von m theilbar ist,

zweitens, dass f, den Factor 2¥"—%— besitzt, aber durch keine
hthere Potenz von 2 theilbar ist.

2. Eine Verallgemeinerung der Gleichung (7) ist von Lipschitz!)
in folgender Art ermittelt worden.

Setzen wir in § 2, (5) az statt x und ziehen von der entstehenden
Gleichung die erstere selbst ab, so erhalten wir nach Fortlassung des
Factors 2 auf beiden Seiten:

1 N | B B. B,
®) %.(a z_:f_l — ;J_Fl) =g @—1)z— 2 @123+ (@—1) a5 F ...

Die Klammer auf der linken Seite konnen wir, wie leicht zu iibersehen,
in der Form darstellen:

d ear —1

so dass wir erhalten:

d . ewr—1 a—1 B, B
(9) d—xlgeT_"—l=T+?(ag———])x———ﬁ(a“——l)m?’j;...

Verstehen wir nun unter a eine positive ganze Zahl und dividiren e*—1
in e®—1, so erhalten wir:

d eer—1  er2er4.. . (a—1)ela-Nz  f(x)
(10) %lg er—1 1t ertetof.. Fea—Dr  g)’

wobei f(2) und ¢(x) zur Bezeichnung von Zihler und Nenner dienen.
Fiir #=0 sind Zihler und Nenner ganze positive Zahlen, und zwar ist:

(11) p(0) = a.
Differentiiren wir (10) weiter, so erhalten wir:

a4 fl@) _ o@)f' (@) —f(x) ¢’ ()
dz g(r) (p())?

und allgemein der Form nach:

A f@) @ ean F(z)

12) W 9@ ark C e T (g

worin F'(z) eine ganze rationale Function von ¢* mit ganzen Coefficienten

) J. fir Math. Bd. 96, p. 1; Nr. 1 der Abhandlung.
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und daher fiir ¥ = 0 eine ganze Zahl ist. Differentiiren wir daher
Gleichung (9) 2m—1 mal und setzen dann # = 0, so erhalten wir:

G(a) _ Bu(™—1
arm 2m

oder:
(13)
worin G (a) eine ganze (von @ abhingige) Zahl ist. Diese Gleichung ist
eine Erweiterung von (7).

Setzen wir jetzt in (9) bx statt z, multipliciren mit b, und ziehen
von der so entstehenden Gleichung die urspriingliche (9) ab, so erhalten wir:

am (aam_ ]) B
2m

= G(a),

abz—1) (e7—1 —1)(b—1
(9 3 Gy = e o @D =)

— 4f (at—1) (bt—1) 2 + ...

Wir nehmen jetzt b ebenfalls als ganze positive Zahl und prim zu @ an,
" (e2b=—1) (ez—1 )
(az 1) (eb.z'
gehend mit ¥ bezelchnet wird, so gehen y*—1 sowie y*—1 in y?¢—1
auf, haben aber den Factor y—1 und, da a gegen b prim ist, nur diesen
gemeinsam, so dass nach Hinzufigung dieses Factors zu y®—1, dies Product
durch dasjenige von y*—1 und y*—1 theilbar wird. Fir 2= 0 oder

y=—=1 wird dieser Ausdruck 1, denn:

oyt i) =
yb_l yb=1_ ’ y(l_l y=1— a

Bezeichnen wir den allgemeinen Ausdruck mit w(z), so ist also:

dann is eine ganze Function von ¢%, denn wenn ¢” voriiber-

(enbz—1) (ev—1)

(15)  y@) = 1y o1y —

—1+de*+ B + ...+ Kele-D0—De

worin A4, B... K ganze Zahlen sind, deren Summe gleich Null sein muss,
da p(0)=1 ist. Dann ist:

dlg p(x) AeT—|—ZBe2-Z‘+ (a—1) (b—1) Kele—1)(0—D=

dx P (2)
und bei mehrfacher Differentiation :
dlgw(@) _ T
da* (% ()

worin W(z) eine ganze Function von e* und fiir z =10 eine ganze Zahl
und daher der Bruch ¥(z): (tp(x))/’ fiir £==0 dieselbe ganze Zahl ist.
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Differentiiren wir nun (14) 2m—1 mal, und setzen dann =0, so er-
halten wir:

(1 6) (azm —_ 1) (b?ﬁl

2m

11“) Bm =G (aa b)’

wemn G (@, b) eine ganze (von a und b abhingige) Zahl bedeutet und wobei
vorausgesetzt ist, dass die positiven ganzen Zahlen a¢ und & prim gegen-
einander sind.

Um noch einige weitere Folgerungen machen zu konnen, schieben wir
an dieser Stelle einige Sitze aus der Zahlenlehre mit méglichst einfachen
Beweisen ein, auf welche wir auch spiter wiederholentlich werden recurriren
miissen.

3. Siitze aus der Zahlenlehre.
I. Der Fermatsche Lehrsatz.

Wenn die ganze Zahl ¢ durch die Primzahl p nicht theil-
bar ist, so ist die Differenz a?~!— 1 durch p theilbar oder in
Zeichen:

an aP~1—1 == 0 (mod. p).
Beweis.1) Seien # und v beliebige ganze Zahlen, so ist:
(v =w 4 (p)y W™ v 4 ... + (P)p— weP~* 4 0P,

darin sind alle Coefficienten (p);, (p),, ... (P)p—1 durch p theilbar, weil p
eine Primzahl und simmtliche Factoren der Nemner kleiner als p sind.
Daher ist:

(u + v)P = u? 4 vP (mod. p).
Sind nun gy, g, - .. ga positive ganze Zahlen, so folgen hieraus die Con-
gruenzen:

@+t -+ =406+ . +a)
(92 + 95 +---+ya)"29§+(93 +---+ga)p
9+ 9.+ -+ 9 =95+ (9. +...+9)" | (mod. p)

o1t 9)" =9> , + &

1) Das Symbol (Congruenz):
a = b (mod. m), oder a—b =0 (mod. m)

(in Worten: @ congruent b nach dem Modul m, bez.: a—b congruent 0 nach
dem Modul m) bedeutet, dass ¢ und b durch m dividirt denselben Rest lassen,
oder dass die Differenz a—D0 durch m ohne Rest theilbar ist.
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also addirt?):
(18) G+o+t--+9)' =6 +9 +...4+9 (mod p).
Setzt man hierin ¢, =g, =...=g, =1, so hat man

a? =a (mod. p)
oder:
a (ap—! — 1) = Vielfachem von p,
also, da a prim zu p vorausgesetzt wurde:

a?—! — 1 = Vielfachem von p,

w. z. b. w.

Il. Folgerungen.
Ist v ein Vielfaches von p—1, etwa:
v=m (p—1)
und erhebt man die Congruenz
a?~1 =1 (mod. p)
zur mt Potenz, so folgt:

a1 = 1 (mod p)
oder:

(19) at — 1=¢a"0®-1) — 1= 0 (mod. p).

Ist @ von der Form m p + 1, so ist fiir jede beliebige ganze
Potenz s:
' —1=@mp+ 1)* —1=0 (mod. p),

wie ohne Weiteres zu erkennen ist, Ist aber @ prim gegen p und nicht
von der Form mp - 1 und ist ¢ prim gegen p»p — 1, so ist a9 — 1
durch p nicht theilbar, Denn, es sei: p—l=a g} f (oder g=x(p—1)+p,
falls ¢ >p—1 ist), wo o und B positive ganze Zahlen, und f<gq ist,
so wire mit a4 — 1 auch a%— 1 theilbar durch p, und nach dem
Fermatschen Lehrsatz auch q*? +f — 1, daher auch die Differenz

1) Man iiberzeugt sich sehr leicht davon, dass man Congruenzen nach dem-
selben Modul addiren, subtrahiren und mit einer beliebigen ganzen Zahl mul-
tipliciren, hingegen durch eine ganze Zahl nur dann dividiren darf, wenn diese
prim zum Modul ist. Auch folgert man leicht aus den Congruenzen:

a, = by, @, =10y, . .. ap =b, (mod. p),

dass auch @, @, ...a, =0, b, ...b, (mod. p) und dass im Besonderen a? = b
(mod. p) ist.
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a°¢ (@f — 1); und da @ nicht durch p theilbar ist, so miisste af — 1, wo
<< q ist, durch p theilbar sein; ebenso wiirde, wenn ¢ = o, f 4 B, ist,
folgen, dass aft — 1 = 0 (mod. p) wire, wo B, <C B ist, und in gleicher
Schlussweise kime man schliesslich dahin, dass @ — 1 durch p theilbar
sein miisste, was ausgeschlossen wurde, und womit die Hinfilligkeit der
Amnahme a¢ — 1 = 0 (mod. p) dargethan ist, (Wire eine der Zahlen
P, B w. s. w. Null, so wiirde ¢, gegen die Voraussetzung, nicht prim
gegen p — 1 sein)

Ist aber % ein Theiler von (p —1) oder ein Multiplum eines Theilers,
so kann auch

(20) a*—1 =0 (mod. p)

sein, und man nennt g eine primitive Wurzel von p, wenn fiir
keine kleinere Zahl z als p— 1 die Differenz g* — 1 durch p
theilbar ist.

Zum Beispiel ist fiir p=7:
1T=1 18=1 1¢= 15> = 18=1

92=—=14 28=1 2¢=2 25 =4 260=1
32=2 33=6 B¢t=4 35=5 36—

v (mod 7),
42 = 2 43=1 4+1=14 45 =2 46 =

52=4 55 = 5¢=—192 55— 56 =

62=1 63=6 6:1=1 65=6 60=1

es sind also 3 und 5 primitive Wurzeln von 7, aber 2, 4, 6 nicht (hin-
gegen ist u. A. auch 83 4 7 = 10 eine primitive Wurzel von 7). Dem
allgemeinen Beweise der Existenz primitiver Wurzeln von Primzahlen schicken
wir noch einen an sich sehr wichtigen Satz voraus.

Jedes Polynom des ntr Grades fiir # kann durch nicht mehr
als » untereinander, nach dem Primzahlmodul p, incongruente
Werthe von z theilbar durch p gemacht werden;

oder mit anderen Worten:

Keine Congruenz vom nt™ Grade, deren Modul eine Prim-
zahl ist, kann durch mehr als # untereinander beziiglich p in-
congruente Werthe von z befriedigt werden. Ist dies dennoch
der Fall, so ist die Congruenz identisch, d. h, ihre simmtlichen
Coefficienten sind durch den Modul theilbar.
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Beweis. Wenn das Polynom, in dem die C; ganze Zahlen sind:
fey=C + Cx 4 Cy2*+ ... 4 Cy 2"

fiir die # -+ 1 Werthe x==x, , ... x, theilbar durch p wire, so konnten
wir die folgenden Gleichungen aufstellen, in denen a;, a,, a, ..., ganze
Zahlen bedeuten:

JQ+Q%+@%+W+mﬁ=%p

1) Co+Cray +Cat+ ...+ Cral=nap

Cot Cpan+ Ca’ + ... + Cpan=oa,p.
Losen wir sie nach den () auf und bezeichnen die Determinante

2+ 1l :vi ..., mit D, so ist deren Werth:

(22) D= (% — ) (®s — ) - - . (Tn — Tp),
also, da die x; untereinander nach p incongruent, folglich keine der

Differenzen durch p theilbar vorausgesetzt wurde, D prim gegen p; folglich
Cy, da es durch eine Gleichung von der Form (b, eine ganze Zahl):

by .
(28) ¢ = 22

gegeben wird und andererseits als ganze Zahl bekannt ist, durch p theilbar,
weil eben D nur in b, aufgehen kann.

Sind also die Coefficienten nicht simmtlich durch den Modul theilbar,
so kann die Congruenz
(24) Co+Ciz+ Cat+4 ...+ C, 2" = 0 (mod. p)
hochstens % incongruente Wurzeln (d. h. Aufldsungen) haben.

Sind zwei (oder mehr) Wurzeln untereinander congruent, so verliert
die friihere Schlussart ihre Giiltigkeit, denn D erhilt den Factor p und
aus (28) folgt nicht mehr, dass Cj durch p theilbar sein muss; solche
Wurzeln besitzt (24) beliebig viele, wenn diese Congruenz iiberhaupt
Wurzeln besitzt; denn in der That, wenn = eine Wurzel von (24) ist, so
ist  + kp, wie sofort zu erkennen, ebenfalls eine Wurzel.

Hingegen hat nicht jede Congruenz nt™ Grades » Wurzeln, sondern
sie kann weniger als n, auch gar keine besitzen. So haben z. B. fiir jede
ungerade Primzahl die Congruenzen:

21— 2 =0, 2141 =0 (mod. p)
keine Wurzel, weil fiir jedes durch p theilbare z
2r~' == 0 (mod. p)
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und fiir jedes durch p nicht theilbare z nach dem Fermatschen Sataz:
21 —1 = 0 (mod. p)
ist.
V. Primitive Wurzeln.

Fiir jede Primzahl p existiren primitive Wurzeln.
Beweis. Wir zeigen zuerst:
Wenn e prim gegen p und von den Potenzen:

1,a,a%...a" a"¥L, ...
a” die erste ist, fiir welche

a®—1 =0 (mod. p)
gilt, so ist » ein Theiler von p—1.

Denn, wenn

p—l=oaon+4+p

wire, wo f§ < # ist, so wiirde wie in Folgerung I sich ergeben, dass auch:

sein miisste, was gegen die Voraussetzung ist. Ist also ¢ kein Theiler von
»—1, so kann die Congruenz

2t—1 =0 (mod. p)
keine Wurzel besitzen, die nicht schon einer Congruenz
2" — 1 =0 (mod. p),

wo 7 ein gemeinsamer Factor von ¢ und p— 1 ist, gentigt htte.
Alle Zahlen (< p), welche einer der Congruenzen:

z" — 1= 0 (mod. p),

worin # als veridnderliche ganze Zahl <(p —1 gedacht wird, geniigen,
werden also erschopft, wenmn wir fiir » nacheinander die Reihe der
Theiler von p — 1 (mit Ausschluss von p — 1 selbst) nehmen und jedes-
mal die Wurzeln dieser Congruenz aufsuchen; und es ist zu zeigen, dass
mit den genannten Zahlen nicht zugleich die Zahlen von 1 bis p —1
erschopft werden. Die iibrig bleibenden sind dann primitive Wurzeln von p.

Wir bilden nun, wenn #, #%,, %5 ... dle Theiler von p — 1 sind,

die Differenzen:
p1
(25) zt— 1, g —1, g —1,.. . 22 —1,

suchen ihren kleinsten Dividuus (oder mit anderem Ausdruck, ihren General-
nenner) N und dividiren denselben in aP—1—1; da in N alle aus ver-
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schiedenen Gliedern der Reihe (25) herstammenden mehrfachen Factoren
nur einmal genommen werden, so ist der Quotient eine ganze Function
von z, welche dann durch Substitution der primitiven Wurzeln von p theil-
bar durch p (oder congruent der Null nach dem Mod. p) gemacht wird.

Seien nun ¢, 7, s, ¢ ... ungerade Primzahlen, m, «, B, », ... positive
ganze Zahlen und p —1 von der Form:

(26) p—1=2mqupdgrd .,

die Theiler von p— 1 sind dann mit Ausschluss von p—1 selbst

(1,2,22,...2")X (1,4,9% ... ¢*) X (L, 1,72, ... 75) XX (1,8,8%...87) X ...

worin entweder: m'=m—1, o'=qz, =45, Y=y ...
oder m'=m, a=a0—1, p'=p, Y=y, ...
oder m'=m, al=a, p=p—1, y=yp, ...
oder m‘=m, al=a, p=p, y=y—1,...
. s. w.
ist,

Alle Differenzen, welche den Theilern entsprechen, finden sich in dem
Producte wieder, welches gleichzeitig durch die Differenzen
a 3—1 s

x2’"—lq"7'gs". 1, w2’”q“—1 Bt 1, meq r g,

m 3 7—1
22 TS T 1 ws .

oder wenn wir p— 1 mit M bezeichnen, durch:

‘u M M M
(27) 2?2 —1, z1—1, 27 —1, z5 —1,...

getheilt wird. Dies Product N ist aber, bei geschickter Befolgung der be-
kannten Regeln, wenn wir der Deutlichkeit wegen fiinf Primzahifactoren
a4, r, 8, t, u in M voraussetzen:

M M M M

M
(@21 4-1)... (@2 1) (@Fr 1)L (@B 1) (@8 4 )
M M M M 4

@ 4-1)... (a2 - 1) . (€27 1) ... (@250 1)

(28) N=(x%—~1).

wo also oben die Combinationen der 1ten, 3ten 5ten  Klagse unten die der

2ten  gten  Klasse, soweit Elemente vorhanden sind, erscheinen. Um zu
M M
beweisen, dass die Grossen der Reibe (27) z. B. 22—1 und 27 —1 ohne

Rest in N aufgehen, schreiben wir letzteres in folgender Art:
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M M M 1 ZE —ll 1
= s 2qrs
(29) N=(z?—1).(z"41). + ) ~(mfl)(m M+ )
<as"ff +1) (@¥41) @ 41)
M M M M
@4 1) @ 1) @041 @ 1)
M M
(x2q1+ 1) (x2rt+1) (xz.sr ! 1) (‘I2qrsl ! 1)
M M M M
(xzu 1) (.1,2'1r"+ 1) (sttu+1)(x2qrstu+1)
M M

(x2r/u+1) (x.2tu_+_1) (‘,L.Zr/r.su | 1) (erstu_i_l)

M M
Da (2%—1) in 2 —1 als Factor steckt, so geht jede der oben genannten
M M

beiden Grossen in dem Product (x2 —1) (2224 1) auf; ferner ist es von
den beiden ersten Briichen an sich klar, dass sie ganze Functionen von z
sind (vgl. vorher den Text nach Gleichung (14)), dies ist aber auch bei
den folgenden Briichen der Fall, und zwar liegt die Wurzel und zugleich
der Beweis der Methode ihrer Bildung in der wechselweise in Zihler und
Nenner erfolgenden FErginzung der fehlenden Factoren; doch moge noch
ein directer Beweis fiir den letzten Bruch folgen, wobei wir uns auf den
(fast ohne Weiteres einleuchtenden) Satz der Functionenlehre stiitzen: Jede
eindeutige Function von 7, die fiir keinen endlichen reellen oder complexen
Werth von z unendlich wird, ist eine ganze Funetion von 2.1)

Setzen wir nun z. A.
M
glqrst

=2

so ist der letzte Bruch in (29)

Lqrst qr 753
e 12 =)
1) (T D) D
und dessen Nenner kann nur verschwinden, wenn #==— 1 oder wenn,

ohne dass dies der Fall ist, einer der Factoren 27 4 1,...2" 4 1, oder
wenn mit Ausschluss dieser beiden Moglichkeiten einer der Factoren
241, ... 25 4 1 Null wird. Fiir z==— 1 verschwinden alle acht
(= 23) Factoren im Zihler wie im Nenner und der Bruch bleibt von 0

[//—
und von oo verschieden. Ist 27 4~ 1 ==0, so sei @ eine bestimmte 1/——1;
dann setzen wir, unter &’ eine beliebig kleine Grosse verstehend:

fz =e + o

31
1) 'z’l=——=o’1+q.0’1—1<§’=—1+(§

D) Slehe z. B. Durége, Klemente der Functionenlehre (Leipzig 1873) § 31.
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wenn die sehr kleine complexe Zahl ¢ .07—! 6’ mit O bezeichnet wird.
In F ist dann:

E™ 1) T 1) P 1) (27 4) __ rst.r.s.t.ot

L 1) (z((rt+ 1) (z"“+ 1) (224 1) = rs.rt.st.1.8° 1

und die anderen Factoren verschwinden nicht mit 0 = 0. Ebenso fiir

T s____ —_—
¢ =V—1,1—1, Y—1. Ist endlich 2 4 1 =0, so sei o cine be-
stimmte (primitive) (grs)t® Wurzel aus —1, dann verschwinden in (80)
fiir 2=0 nur die Factoren 27 4- 1 und 2?7 4+ 1 und deren Quotient
ist ¢. Also ist F fiir keinen endlichen Werth von #z unendlich und folglich
eine ganze Function von #z und ebenfalls von z.

Man beweist in gleicher Art leicht, dass F, sowie die anderen Briiche
in (29) fiir keinen Werth von z verschwinden, fiir den nicht auch eine
der Grossen der Reihe (27) nach Ausschluss der ersten beiden, verschwindet
und schliesst daraus, dass N keine iiberfliissigen Factoren besitzt.

Dividiren wir nun N (Gleichung (28)) in 2#~! — 1=z —1, so
erhalten wir den Quotienten @:

M l M
2¢r 2rstu
(32) Q=(x?+1)(xn; +h...... (xM _|_.1-)7

(@ 4+1)...... (w2arstu |- 1)

welcher nunmehr auch als ganze Function von z nachweisbar ist.

Ist nun N fiir # vom Grade g, so hat die Congruenz:
(33) N 0 (mod. p)

nach III hochstens ¢ Wurzeln und der Quotient @==(x?—'—1): N kann
daher, da 27—1—1= 0 (mod. p) p—1 incongruente Wurzeln hat, durch
mindestens p—1—g Werthe von # theilbar durch p gemacht werden; anderer-
seits hat die Congruenz:

(34) Q = 0 (mod. p),

da sie vom Grade p—1-—g ist, hochstens ebensoviel Wurzeln; sie hat also
genau p—1—g Wurzeln und dies sind die primitiven Wurzeln von p,
die anderen Wurzeln von

(85) zP—1 —1 = 0 (mod. p)

befriedigen auch die Congruenz (83) und eine oder mehrere der Congruenzen
(deren linke Seiten in (25) stehen):

' —1:-°0, 2 —1-0,...(mod p).
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Der Werth endlich von p—1-—g¢ oder die Anzahl der primitiven Wurzeln
von (85) ist:

M 1 1 1 1 1 1 1
(3 5 (1 — s r——wtgttE—m o~ m

qrs stu

TR IR W

qrst rstu qrstu

= =) -

und in gleichem Ausdruck allgemein, wenn ¢, 7, ... % die beliebig vielen

(und zu beliebig hohen Potenzen erhobenen) Primzahlfactoren von p—1 sind.
Beispiele. Fiir p = 13 ist:

— (25— 2 I o S
und die Wurzeln von #*— 22+ 1 =0 (mod. 18) oder die primitiven
Waurzeln von 212 — 1 = 0 (mod. 13) sind 2=2, 6, 7,11. Fir p==61
ist g=3, r=2>5

P

Ne= (230 —1) (219 + 1) i (230 —1) (210 + 1) (z* — 22+ 1),

Q=%=zlﬁ—|—x14—x1°—w8—xe+x2+1.

V. Folgerung.

Ist o eine primitive Wurzel der Primzahl p und ist g?—1 = 0 (mod. p),
so ist ¢ ein Vielfaches von p— 1.

Beweis: Jedenfalls kann v nicht kleiner als p— 1 sein; ist also
etwa v==0 (p—1) 4+ f, wo f<p—1 ist, so gelten die Congruenzen

{Qa (p—1 =—
o =unu

dabei ist # von 1 verschieden, wenn mnicht f== 0 ist, und die Multipli-
cation der Congruenzen (37) giebt

(37) } (mod. ),

©0° = p (mod. p),
und nur @ = 1 (mod. p), wenn v=o (p—1) ist, w.z. b. w.

Weitere Eigenschaften der primitiven Wurzelnl) werden im Folgenden
nicht gebraucht werden.

1) Siehe dariiber, insbesondere iiber die Aufsuchung derselben, &iber die Dar-
stellung aller Wurzeln einer binomischen Congruenz durch die Potenzen der
primitiven und iiber die zahlentheoretische Bedeutung des Ausdruckes (36) Serret,
Hohere Algebra (deutsch von Wertheim) IT Bd. Nr. 305 ff., woselbst auch eine Tabelle
der kleinsten primitiven Wurzeln der Primzahlen zwischen 1 und 1000 sich findet.

Saalschiitz. 9
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4. Wir wenden uns nun zu den B. Z, zuriick. Sei die ungerade
Primzahl p einer der Factoren, die den Nenner von B,, bilden, so muss,
da 2 (2** —1) B, nach (6) eine ganze Zahl ist, p in 2% —1 aufgehen,
folglich kann wegen der 2t Folgerung in II, p—1 nicht prim gegen
2m sein. Ferner kann p—1 nicht grosser als 2m oder p nicht grosser
als 2m 41 sein. Denn, betrachten wir die Gleichung I (§ 1), so miissten,
wenn B, im Nenner den Primzahlfactor p > 2m 4 1 hitte, noch andere
B. Z. denselben Factor im Nenner besitzen, damit er, sich bei der Addition
der betreffenden Glieder der Gleichung I fortzuheben, die Moglichkeit
erhielte. Ist & der kleinste Index der in Rede stehenden B. Z., und wendet
man Gleichung I auf B, an, wo nun um so mehr p > 2k 4 1 ist, so
folgt hieraus, dass es eine oder mehrere B. Z. mit noch kleinerem Index
als % geben muss, in deren Nemner sich der Factor p findet; in der Art
kiime man schliesslich dahin, dass er im Nenner von B; stecken miisste,
und dies ist nicht der Fall. Jeder Primzahlfactor des Nenners von B,
ist also um 1 vermindert nicht grosser als 2m und nicht prim zu 2m.
Nehmen wir nun in (18) fiir @ eine primitive Wurzel von p, so muss
zundichst p, da es nicht in a?” aufgeht, in dem anderen Factor a?”—1
aufgehen; dazu geniigt aber gemiss der Folgerung V nicht, dass 2m mit
p»— 1 gemeinsame Factoren besitzt, sondern es muss p — 1 ein Theiler
von 2m oder gleich 2m sein.

Endlich lisst sich auch noch zeigen, dass der Primzahlfactor p nicht
mehrfach im Nenner von B, vorkommen kann.

Es ist:
(88) (p-1p'=pr'—(p-1); pr2+... + (P-1)p—s p’—(p-1)p—2p+1
=1—p(p—1)+AP=14p+ Ap>=1+4p (14-4p),

worin A' und A4 ganze Zahlen sind. Erheben wir diese Gleichung zur
aten Potenz, wobei « prim gegen p ist, so ist:

(39) (A +p + 4p?* =1+ p (x + Bp),

worin B eine ganze Zahl ist. Ferner hat, wenn £ prim gegen p ist,
der Binomialcoefficient (p”),, wie leicht nachzuweisen:

fir k=4 v Factoren p
” k= ﬂp y—1 ” D
” k= ﬂ.p2 y—2 » b

» k= pp 1 Factor p,
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folglich hat (%), .p* fiir & § 2 mindestens v 4~ 2 Factoren p; daher ist:

(40) {1 +p (2 Bp) }”" =1+ p"*' (a4 Bp) + Cp*+*
=14 p**' (x4 Dp),

worin C und D ganze Zahlen sind.

Ist nun y=ap” und « prim gegen p, so folgt durch Zusammen-
fassung von (38), (39) und (40):

(41) (p — """ =14 p*+ (a4 Dp).

Setzen wir nun in (18) a=p — 1, 2m, das wir als Vielfaches von p—1
erkannt haben, = p(p —1) und dabei weiter == ap®, worin a prim gegen
p sein soll, wihrend » unter Umstéinden auch Null sein kann, und

A
Bm =};§ 3

wobei Z den Zihler und die von p unabhiingigen Factoren des Nenners
umfasst, so ist nach (18) und (41):

(p_1)2m {(p_l)p.(p—l)__l} Z

42 G(a) =
(42) @ ap”t (p—1) ’
+Dp
— (P 1)2m—1 Z.,f;py i

Dieser Ausdruck soll eine ganze Zahl sein; da aber p weder in (p—1)2"—1
noch in Z, noch auch, da o prim gegen p ist, in « 4 Dp aufgeht, so ist
die Moglichkeit dafiir nur dann gegeben, wenn =1 ist, wenn also der
Nenner von B,, nur einfache Primfactoren besitzt, was behauptet wurde.

Hieraus konnen wir noch weitere Schliisse ziehen. Zuniichst folgt
aus (18), wenn g eine belichige ganze Zahl ist:

g*™ (g*"—1) B,, = ganzer Zahl,

und der erwihnten Eigenschaft zufolge ist dann der Factor ¢g®"—! iiber-
fliissig, es ist also:

(43) 9 (¢*"—1) B, = @,

wo G eine ganze Zahl bedeutet,
Vergleicht man (43) mit (18), so folgt, dass

2m-—1
q‘gfn— - == ganzer Zahl

9*
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ist; nimmt man also g prim zu m an, so folgt, dass

g (92;:_1) B, = ganzer Zahl,

und nimmt man g prini zu 2m (also ungerade) an, dass auch

g(g""—1)

g B = ganzer Zahl ist.

Wir fassen nochmals die Resultate zusammen wund bezeichnen dabei
mit Gy, G, ... ganze Zahlen; ausserdem sollen @, b beliebig zu wihlende
positive ganze Zahlen sein, welche nur prim zu einander sind.

Dann ist:

2(2m—1) B, = G,

gm(gmm 1)
—am In =G

a™ (a2m_1) _
9m m T G3
LXXXIX @=L —1) p _ &
2m m 4

a(@”—1) B, = Gy

om___

a(a_m_l_)Bm___ Gy @ prim zu m
am__

a(a2 milﬁ) = G a prim zu 2m.

Wir haben gegenwiirtigen Abschnitt mit diesem Paragraph begonnen, um
deutlich zu zeigen, welche Resultate sich ohne Kenntniss des v. Standtschen
Satzes (siehe den folgenden Paragraph) gewinnen lassen, betonen aber aus-
driicklich, dass diese fast simmtlich zur Zeit der Entstehung genannten
Satzes noch nicht ausgesprochen waren, wodurch die Bedeutsamkeit seiner
Auffindung wesentlich erhoht wird.

§ 16.
Der v. Staudt-Clausensche Satez.

Der schonste Satz iiber die zahlentheoretischen Eigenschaften der B. Z,
ist gleichzeitig von den Mathematikern v. Staudt und Clausenl) entdeckt
worden. Derselbe lautet:

1) v. Staudt im J. fiir Math. Bd. 21 (1840), S. 372; Clausen, Astronomische
Nachrichten Bd. 17 (1840), S. 352.
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Wenna, b,...7 diejenigen ungeraden Primzahlen sind, deren
um die Einheit kleinere Nachbarn die Zahl 2m theilen, so ist:

But 0 lg o+ p+ ot 1)

eine positive oder negative ganze Zahl

Wir geben den Beweis mit geringen Abkiirzungen so, wie er von
v. Staudt gefiihrt worden ist:

1. Seien #, a, b, f, g positive ganze Zahlen, so ist:
1) (f + 90 ="+ nfr—1ga (mod. a?).

Hierin setzen wir f==1,2,...a; g==20, 1,2, ... (b—1) und addiren alle
Congruenzen (deren Anzahl ab ist) und zwar so, dass wir fiir die linken
Seiten zuerst g =0, dann g=1, dann g= 2 u. s. w. und jedes Mal
nacheinander f=1; 2, ... @ setzen, fiir die rechten Seiten aber zuerst
f=1, dann f=2, dann f = 3 u. s. w. und jedes Mal nacheinander
9=0,1,2,...(b—1) annehmen; dadurch erhalten wir:

@ 1427434 f@)r=0bA"+ 2"+ 3"+ ... + a")

+ na b (b2—1) (171—1 e N a’l_l) (mOd (12),

oder, wenn wir die Abkiirzung:

(3) 8n(x) =17 4 27 4 ... 4 2®
einfithren :

(4), S™(ab) = b S*a) + » &I;_l—) 8§71 (a) (mod. a?)
und auch

(4 S*(ab) = b 8*(a) (mod. a).

Seien nun 4, B, C, ... K, L relative Primzahlen, so folgt aus (4), wenn
darin BC ... L statt b und A statt a gesetzt wird, dass die Differenz
S"(4BC ... L)— BC ... L.8"(4) durch A theilbar ist, also auch der
Ausdruck :

SYABC ...L) — BC... LS"(4) — AC...LS*B) — ...
— A4B... KS"L);
da derselbe aber fiir 4, B, C, ... L symmetrisch und diese gegen einander

prim sind, so ist er nicht nur durch B, durch C u. s. w, sondern auch
durch das Product 4B ... L theilbar, d. h.:

5 SUABC...L) SM4)  8*(B) SYIL)
(5) ABC..L ~ 4 T B T T L

== ganzer Zahl.
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Setzen wir ferner in (4), a =c¢*"1, b=¢, so wird:

§7(65) — e8°(c=1) — 0 =Y g1 (1-1) = 0 (mad. o2~

die linke Seite lisst sich also durch ¢**~—2 dividiren und um so mehr
(fiir s> 2) durch ¢*, dann ist unter der Voraussetzung, dass ¢ ungerade
oder dass # gerade ist, das 3% Glied fiir sich selbst eine ganze Zahl;
setzen wir also, was wir spiter allein bramchen, 27 statt #, so folgt ohne
Beschrinkung fiir c:

S(es)  §mes—1)

= ganzer Zahl,

cs cs—1
und, wenn man $==2, 3, ...s setzt und alle Gleichungen addirt:
8™es) __ 5™ .
(6) e g = ganzer Zahl.
Seien nun @, a, b, ... ¢ Primzahlen. Nehmen wir dann in (5) fiir 4,

B, ... L bew a, a% bP. ... 1%, so erhalten wir mit Berticksichtigung von (6):

S’z”(a: a® ... ) _ S™a)  S™a) sy
a:a“bﬁ...t' a a t

(™)

== ganzer Zahl.

Zur Giiltigkeit dieser Gleichung geniigt iibrigens auch, dass a;, @, b ... ¢
relative Primzahlen sind.

2. Wenn p eine Primzahl und # eine beliebige positive ganze Zahl
ist, so ist entweder S"(p)+ 1 oder S*(p) durch p theilbar, je nachdem
n durch p — 1 theilbar oder nicht theilbar ist.

Beweis. Im ersten Falle ist fiir jede ganze durch p nicht theilbare
Zahl z nach § 15, (19):
8) z" = 1 (mod. p)
und daher, wenn wir fiir #:1,2,...p— 1 setzen und addiren:

S (p)—p" = (p—1) (mod. p)

8*(p) +1=p ("' +1) (mod p),
also 87 (p)+ 1 durch p theilbar.

Im zweiten Falle, in welchem # durch p—1 nicht theilbar ist,
nehmen wir fiir # eine primitive Wurzel ¢ von p (§ 15, No. 3, IT und IV),
dann gilt die Gleichung (8) nicht (ib. V); ferner sind die Reste der Zahlen
©, 20, 30,...(p—1)0 nach p simmtlich von einander verschieden, weil
weder die Differenz zweier Zahlen, die kleiner als p, noch g durch p theilbar
ist, also sind diese Reste in anderer Reihenfolge den Zahlen 1, 2, ... p—1

oder:
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nach p congruent und daher ihre z'e® Potenzen den nt*™ Potenzen der
Zahlen 1 bis p—1; daher ist:

e(Ir 2. =1 =1"42"4 ... 4 (p —1)" (mod. p),

also (" —1) (1” +2" ...+ (p— 1)") durch p theilbar, folglich muss,
da, wie gesagt, 0" — 1 nicht durch p theilbar ist, der andere Faetor durch
p theilbar sein, und daber auch: 1" 4 2" + ... 4 (p—1)* 4 p™.

Wir haben also:

@ S

» = ganzer Zahl, wenn % durch p—1 theilbar,

p — ganzer Zahl, wenn % durch p—1 nicht theilbar,

Die erste dieser Gleichungen gilt auch fiir p==2 bei beliebigen »; ausserdem
kime sie aber fiir ein ungerades # nie in Anwendung.

3. Seien @, b,...1, p, ¢,...t ungerade Primzahlen der Art, dass 2»
durch a—1, b—1, ... I—1 getheilt, durch p—1, g—1, ... {—1 nicht
getheilt wird, sei ferner:

(11) v=2ab...IXpq...toder v==2"a*bf ... I X p7Tg... ¥

und mégen G, Gy, Gy, Gq,...G,, ..., ganze Zahlen bedeuten, dann gelten
nach (7), (9) und (10) fiir beide Werthe von v die Gleichungen
S0 STE) ST SMO_Ste) _ _SmO_ g
- 5 A 7 > =0

S‘ZTI 2 1
O+ g,

S (a)4+1 —a

a a

O+ _ g,

S @
P ?
n

S_t(t_) — G,

Addiren wir dieselben, so erhalten wir den wichtigen Satz:

S (v)
—

(12) ‘g trtptotr=6
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worin 2, q, b, ... ! diejenigen Primfactoren von » sird, welche um 1 vermindert
in 2 aufgehen und wo die ganze Zahl @ die Summe G, 4 @, +-...} Gy ist.
(Ist v eine ungerade Zahl, so fsllt der Bruch } fort.)

4, Sei m eine beliebige ganze positive Zahl gleich oder grosser als 3,
und « das Product aller Primzahlen, welche gleich oder kleiner als m sind,
so ist ™2 durch m theilbar.

Beweis. Moge die Primzahl p in m zur «t*® Potenz erhoben vor-
kommen, so hat nach Voraussetzung auch z den Factor p, und es miisste
also pm—?—¢ eine ganze Zahl, oder:

p“§2—|—1

sein; dies findet aber (abgesechen von dem Falle p = 2, « < 2) fiir

p=23, « < 1 und um so mehr fiir p>>3, « S 1 statt.

5. Schreiben wir nunmehr die Gleichung (14) des § 1 in folgender
Form:

w?ll w2n~ 3

—2——-{—(2”)2]312:.2"—_

a8 O 4 (—yn—r 4 :

T 2nt-1

n—5

x?
—(@n), By g ...+ (—1) (2n)an—2 Bus % 5
so lasst sich hiermit beweisen, dass fir B, der in Rede stehende Satz
gilt, wenn er fiir jedes B,, wo v < ist, richtig ist. Sei dies der Fall,
sei also:

v B e t, 1,1 1
(14) ('_1) Ba'—Al'+2+u+6+...+l,
worin «, f, ... A alle Primzahlen derart sind, dass 2v durch o« -— 1,
p—1, ... A—1 getheilt wird, oder, wie wir uns fortan kiirzer ausdriicken

wollen: die Staudtschen Primzahlen fir 2v. Jetzt nehmen wir z
gleich dem Product aller Primzahlen, welche gleich oder kleiner als 2n+1
sind, dann ist jedes Glied auf der rechten Seite von (18) eine ganze Zahl
Ein solches Glied ist némlich

.172" —2r—1

£ @k By g g, 1

da nun

2<a<ﬂ<...<2§ 2v+1<<2n+41,

so enthilt # alle diese Primzahlen, also ist B, x eine ganze Zahl; da
2n—32v+1, welches fiir den Augenblick m genannt werde, mindestens=3,
so ist nach No. 4 2™—2:m eine ganze Zahl, und (2»)s, als Binomialcoefficient
ebenfalls, folglich das ganze Product; die ersten beiden Glieder sind auch
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ganze Zahlen, daher auch die ganze rechte Seite von (13). Sind nun
2, a,b,...1 die Staudtschen Primzahlen fiir 2%, so sind diese sfimmtlich
in # enthalten und. es ist also nach (12):
S7@ 1 1 1 1
2 tztotgzt =6
Die Subtraction dieser Gleichung von (13) giebt:
(—1y" B, — (; i+ ll) — ganger Zahl,

oder wenn m statt » geschrieben wird:
1 1 1 1
XC (—1)mBm=Am+?2+ @ + b ++77

worin A, eine positive oder negative ganze Zahl ist, und @, b, ... I sémmt-
liche Primzahlen sind, deren um die FEinheit geringere Nachbarn 2m
theilen. Dies ist nun der Staudtsche Satz, welcher allgemein gilt, da er

fir By = 1 — } — 1 richtig ist.

Anmerkung. Zum vorangehenden Beweise sind die Gleichungen (4),
und (7) nicht erforderlich, sondern nur (4), und (5). — Die Ergebnisse
des vorigen Paragraphen, welche hier in Betracht kommen, lassen sich in
die Gleichung zusammenfassen:

By— Gt g+ o+l 424

worin G, o, ¥, @, ... A positive oder negative ganze Zahlen und a, ¢, f, .. .1
Primzahlen sind, der Art, dass 2m durch a—1, ¢—1, f—1,...1—1 ge-
theilt wird; diesen gegeniiber pricisirt der Staudtsche Satz unsere Kennt-
nisse, indem er ausspricht, dass alle Primzahlen dieser Art im Nenner von
B,, enthalten sind, indem er den Absolutwerth der Zahler o, V... Aalsl
bestimmt und indem er deren Vorzeichen festsetzt. — Setzt man diibrigens
die Ergebnisse des vorigen Paragraphen voraus, so braucht man in dem
obigen Beweis fiir den Staudtschen Satz nicht mehr dessen Ghiltigkeit fiir
B, (v < n) anzunehmen, erspart sich also den Schluss von # auf » 4 1, —

Beziiglich derjenigen Theiler von m, die in dem Zshler von B, auf-
gehen, bemerken wir nach Lipschitz (in der § 15, Nr. 2 genannten Ab-
handlung) Folgendes: Sei p ein primirer Theiler von m, der nicht zu den
Staudtschen Primzahlen gehort. Ist nun @ eine primitive Wurzel von p,
dann geht, da 2m kein Vielfaches von p—1 ist, p nicht in @*"—1 auf
(§ 15 Nr. 3, V), und ebensowenig in ©%". Aber nach LXXXIX ist

m

92711(9?”1__1) .
2m B, = G;,



(15)
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d. i. eine ganze Zahl, also muss p, und wenn 2m den Factor p” enthilt, p™ in
dem Zshler von B, aufgehen. Ist insbesondere m eine Primzahl (> 3), so
ist der Zahler von B,, durch m theilbar, wie schon Adams?!) bemerkt hat.

6. Wir geben noch einen Beweis des Staudtschen Satzes, welcher
wohl der erste sein diirfte, der an eine unabhiingige Darstellung der B. Z.
ankniipft. Wir benutzen dazu die Kroneckersche Formel LXXVII, welche
mit geringer Aenderung in der Form lautet:

(-1"B, = —{(2m+1)2 23m—1_(2m+1 )3 gem—14 .—(2m+1)2m+1(2m+1)2'"’1}

Sz (2) S2m(2m+-1) '

+ (2 + 1 T 2m+1l

—(2m +1)3

—(2m+1)gp11

Seien nunmehr 2, 3, b, ¢, ... ! die Staudtschen Primzahlen fiir 2m
und mdgen in der Zahl % einige von ihnen etwa d, e, ... g einfach oder
mehrfach vorkommen, wiahrend die iibrigen Factoren von % zur Kategorie
der p, ¢ ...in Gleichung (11) gehdren, dann ist nach (12) (worin v dem
2ten Ausdruck in (11) entspricht):

(16) PO — e (gt

worin &, eine ganze Zahl bedeutet; und wir wollen nun, indem wir (16)

zur Substitution in (15) benutzen, den Factor von }2— und von %, wenn f
irgend eine der Zahlen 3, b, ¢, ... 1 ist, und sodann den Rest dieses Factors
nach f aufsuchen. Die Zahl 2 kommt in allen geraden Zahlen vor, der

Factor von % ist also:

—{@m 1y + @t 1)+ A+ @t D

d.i. — (2?2 —1), also der Rest nach 2 gleich 4 1; die Zahl / kommt
zuerst als Theiler von & ==7f und dann als Theiler der Zahlen 2f, 3f,...vf
vor, wenn 2m 41 §vf, aber < (v -+ 1)f ist, der Factor von 1:f ist somit:

2m+ 1)y — 2m+4 1)+ Cm+ 1)3, F ... £ (2m 4 1),p.

Dieser Ausdruck ist aber gemiss dem in der Anmerkung?) bewiesenen
Zusatz congruent der Einheit nach dem Modul f, und somit auch der Rest

1) J. f. Math. Bd. 85 (1878), 8. 269.

?) Lehrsatz. Wenn p eine Primzahl, g, k, m positive ganze Zahlen sind
und zwar m zwischen gp und (9+1)p mit Einschluss der unteren Grenze liegt,
so ist:

(a) (M)p = (), (mod. p).
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nach f gleich 4 1. Fassen wir also die- ganzzahligen Theile siimmtlicher

. . S (k)
Quotienten, die Glieder von der Form (2m + 1) . 7

, wobel k&’ keine

Beweis. Sei:

(®) m=gp+*h 0<h<p

dann ist:

(c) (m) = lgpth)... (g—1p+-h41) . g—1p+-h)...(q=2p+h-1)... o=k p+h) ... G—k pth41)
kp 1.2 ... » . (@F) ... @p ..... (k—ip+1) ... (kp) :

Die erste Abtheilung des Zihlers lisst sich auch schreiben:

99 (9p+1) ... (9p+1).(9—1 p+1+1) (9—1 p+h+2)...(9—1 p+4p—1),

sie ist also, da

(9p+1)(9p+2)...(9p+7) =1.2...2

} (mod. p),
(6—=1) p+2+1)..(9— V) p+p—1) = (h41) (h+2)...(p—1)
abgesehen von dem Factor gp, nach dem Wilsonschen Satze =—1 (mod. p)

und lisst sich also auf die Form: gp.(—1--a, p) bringen, wo a, eine positive
ganze Zahl ist, die auch unter Umstéinden = 0 (mod. p) sein kann; aus den gleichen
Griinden lisst sich die 2te Abtheilung des Zihlers auf die Form (g — 1)p (—14-a,p)
bringen und so fort, demnach der ganze Zihler auf die Form:
@ 9(9—1)...(6—Fk + 1)p*(— 1)* (1 4 4p),
worin A eine positive oder negative ganze Zahl bedeutet.

Im Nenner ist:

1.2..(p—1)=(p+1)...2p—1) =... = (k—1p+1)...(kp—1) = — 1 (mod.p),
daher lisst er sich auf die Form bringen:

(e) 1.2...k.p* (—1)k 1+ Bp),

worin B ebenfalls eine positive oder negative ganze Zahl ist. Demnach ist:

k(144
® (m)y — DAL

d.i. wenn wir zu dividiren anfangen:
(4—B) (9)

(m)ep == (9)i + 11 By

Nun ist p prim gegen 1--Bp, aber (m);p eine ganze Zahl, also muss 14 Bp (wenn
man fir p seinen Zahlenwerth setzt) in (4 — B)(g), aufgehen; ist der Quotient
die ganze Zahl C, so ist:

8 )iy = (9 + Cp = (9)1 (mod. p)
w. z. b. w.
Zusatz. Da: (9), — (9, +...+(g9), = 1, so ist:

(M)p — (M) + (M)sy F ... & (m)gp =1 (mod. p).
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Staudtschen Primzahlfactoren enthalt (wie z. B. in 8% (5): 5 fiir m = 3),
und welche Glieder deshalb ganzzahlig sind, sowie die ganze erste Zeile der
Gleichung (15) in den Ausdruck A, zusammen, der eine ganze Zahl dar-
stellen soll, so erhalten wir:

(—1" Bu—mdu+ 5+ 5+ 5+ F

welche Gleichung mit XC iibereinstimmt.

Die ersten zehn B. Z. in dieser Art dargestellt sind:

— B =—1+3+% Bo—— 1+i+i+i+itoy
By——1+i+3+1 —B=— 24+i+3}

—By——14+3+4+1  B=  b+i+ititay
Bo=—1+i+i+4 —Bo——36+i+i+itss

—By=—1+3+i+d  Be= 52841+l

§ 17.
Recursionsformeln zwischen den ganzzahligen Bestandtheilen der
Bernoullischen Zahlen.

Setzt man die Staudtschen Ausdriicke fiir die B. Z. (Gleichung XC)
in irgend eine Recursionsformel ein, so erhilt man, da die gebrochenen
Bestandtheile derselben aus dem Index m gefunden werden konnen, eine
recurrirende Gleichung zwischen den ganzzahligen Bestandtheilen derselben.
Dies ist zuerst von Hermite, dann von Stern und in noch allgemeinerer
Methode von Lipschitz ausgefithrt worden. Sie gebrauchen dabei einige
zahlentheoretische Satze iiber die Summen gewisser Binomialcoefficienten,
die wir vorausschicken wollen.

1. Sei u eine positive ganze Zahl, p eine ungerade Primzahl und u
durch p—1 nicht theilbar; ist dann

1) u=v(p—1+4r olr<lp—1
und z eine beliebige ganze positive Zahl, so ist immer:

(2) A+ 2= (1+2)" (mod. p.).

Nun ist fir z <p:
3)

also ist:

{ k=D =1

gk =D+t o= gt

} (mod. p),
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(4) Q42 = 14+ (Wp—1+ Wep—2+ ... + ty(p—1
+ {00+ W Wy o+ (rpia} @
4 ...
{8t s sy (sl 7 (0l ).

Da dieser Ausdruck p-—2f® Grades nach (2) dem Ausdruck

(5) 4oy =1+0), 24+0%2 + ...+ o,

der hdchstens vom p—2ten Grade ist, fiir die p—1 Werthe z=1, 2, ... p—1
congruent ist, so miissen nach dem Satze § 15, No. 3 III die einzelnen
Coefficienten von « in (4) und (5) einander congruent sein; es ist also:

6) (@We—)e+ (Wp—1+t+ Wep—1y+1+ - + (W (p—1y4s = O (mod. p)
0 :é t 2 p—2.

Diese Congruenz bleibt auch richtig, wenn wir sie mit 2* multipliciren,
falls z und o« beliebige positive ganze Zahlen sind, und da auch

2% — z%—k (=1 (mod. p),

so gilt auch die Congruenzl):

M ((M)l_'(r)t) 2 4 (Wy—ygr 220N 4
+ (/u)v(p—l)+tza—v<p—l) =0 (mod P)
x—v(p—1) 0.
Geht aber p—1 in u auf, so ist

{(l-l-x).“:l fiir w<p—1‘{

d. p).
(14 2)* = 0 fiir x=p—1} (mod. 7)

(8)

Dabei bleiben aber die Congruenzen (3) bestehen, bezeichnen wir also.

C, = - _ .
) { () (Wp—1 + (W)2ip—1) + + (w), O<t:<p——-2,

Cr= (W)t + (Wp—1+t+ Wap—1)+ ¢+ -+ (Wu—p—1)+

) Der Grundgedanke des Beweises fiir die Gleichungen (6) und (7) rihrt
von Herrn Rogel her (,,Arithmet. Entwickelungen®, worin noch anderes die B. Z.
Angehendes vorkommt, in Hoppe's Archiv 2. Reihe, 11. Theil (1892) 8. 77), die
nachfolgenden Beweise fiir die Gleichungen (13) und (14) hat Verfasser hinzugefiigt.
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so haben wir ein System Gleichungen von folgender Form:
’ fakp firk=1, ... p—2

(10) C,+C k4 Co k24 ... + Cpo kP2 =
1ap_,p—l fiir k=p—1.
Ist somit die Determinante:

I 1 1 1 o 1

1 1 (p—1) (p—1)%... (p—1p°
und:

1 1 o 1
=D’

| (7—2) (p—2)? ... (p—2)p~?
so folgt durch Auflsung der Gleichungen (10) zuni#chst:
D.,C,=Ap+ D,
worin A eine ganze Zahl bedeutet. Nun ist aber leicht zu beweisen, dass
D=D=1.2!38!... (p—2)!

sodass also D prim gegen p ist; folglich:

A
C0= ﬁ.p+1;

da aber C, eine ganze Zahl ist, muss D in A4 aufgehen, es ist also:

a1 Cy =1 (mod. p).

Ferner gilt aber auch fiir £ < p die Congruenz:

(12) 1—k+RkF...— k2= 0 (mod. p);

ziehen wir dieselbe als Gleichung geschrieben von den ersten p — 2

Gleichungen (10) ab, und benutzen das Resultat (11), dass ¢, —1 durch

p theilbar ist, so erhalten wir Gleichungen von folgender Form:
Ci+DE+C,— DR+ (Cs +1D)E ...+ (Cpmat+ 1P 2=0; p

oder:

(Ci+ D)+ (Co—1) k24 (Co+1) &3 + ... + (Cp—s+1) kP~2 =0 (mod. p)

oder:

(C,+1) + (C—1) k4 (C+ 1) k2 + ... 4 (Cpmat-1) ko2 = 0 (mod. p)
k=1,2,...p—2.
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Also folgt nun nach dem Satz III in § 15:
¢,+1=0,0—1=0,...C,_,+1=0 (mod. p),

daher :

(13) Cr = (— 1) (mod. p) t=0,1,...p—2,

wobei die Werthe von C; durch (9) gegeben sind.

Allgemeiner ist dann wieder :

(14) ((,u)t +(— l)tﬂ) 2+ )p—140 2D + (W p—ryge 25PN L
+ (Wu—p—1 41 £~ FHE"V = 0 (mod. p)
1—p+(p—1)0
und diese Congruenz gilt fiir jeden positiven ganzzahligen Werth von &
und fiir die Werthe {=10 bis {==p — 2, wenn p—1 in u aufgeht.
2. Hermitel) benutzt die Gleichung I, die er in folgende Form
bringt :
(18) — (2m+-1), B, 4+ (2m+-1), By F ... + (— 1) (2m~+1)a,, B+ (m—3%) =0,
Das giebt nach Gleichung XC und den Ausdriicken am Ende von § 16:

(16) (2m+1)2 4 +++d
+ (@m+1), (4H+3+3+D
+ @2m+1); (4s+3+3+4)

+ (2m+1)2m(Am+71[+}+71;++%)
+ (m—3) =0.
Nun beweist Hermite, dass alles von den Grossen 4, 4,, ... 4, Un-

abhiingige aus ganzen Zahlen besteht. Der Coefficient von } ist:

@Cm—+1), + 2m41), + ... + @m 1), — 1
und das ist 22"-—2, also das Glied selbst 22—1-—1; der Coefficient von 1,

2m-1
er heisse o oder, so lange kein Irrthum moglich ist, g;, ist:

an O =02m+1), + Cm~+1), + ... + @m+ 1.

Wie aus (6) fir u=2m-+1, p=38, v=m, t=20 folgt, ist 6, =0
(mod. 8), also 0;: 3 eine ganze Zahl.

) Extrait d'une lettre de M. Hermite & M. Borchardt, J. fiir Math. Bd. 81
(1876), S. 93.
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Im Allgemeinen kommt nun der Bruch 1:p bei allen B. Z. vor, deren
p—1
2 ?

2(p;-1)’ 3 (p;l)’ ... 'u(pz_l), wenn 2m zwischen ¥ (p—1) und (v41) (p—1)

mit Einschluss der unteren Grenze liegt. Demnach ist der Coefficient

verdoppelter Index sich durch p— 1 theilen ldsst, also beim Index

1
0, von —:
r P

.(18) 0y = (2m+ 1)1 + Cm+1)y) + ... + Cm+1)—)-

Dass nun ¢, durch p theilbar ist, beweist Hermite mit Hilfe von Ein-
heitswurzeln 1), wir erkennen es aus der Gleichung (6), wenn darin
pm=2m + 1 und ¢ == 0 gesetzt, aber p und » darin in gleicher Be-
deutung (da p —1 als gerade Zahl in 2m -+ 1 nicht aufgeht) belassen
werden.

Wir erhalten nun die Recursionsformel

XCI Cm4-1) 4, + @m+1)g 4y + ... + Cm4-1)g 1 4

p:<:2m+1

fmpom——1 43 2=,

p=3 p
wo in der zweiten Zeile lauter ganze Zablen stehen, und sich die Summation
{iber alle Primzahlen von 3 an bis hochstens 2m -1 einschliesslich erstreckt.

8. Stern?) geht von der Gleichung III, die er bei dieser Gelegenheit

aus I und IT ableitet, aus und gewinnt dadurch leicht folgende Gleichung:

19 @m41), (4 +3+H+ @mt1) (L +HE+HE+D +
+ @m+1)pps (An+ 3 +3+3+ -+ D+ =0
Der Coefficient von 1 ist jetzt 2%* also das Glied selbst 221, der Coeffi-

. 1
cient von —:
p

20)  o,=Cm+1), 2+ Cm+1)gys+ ... + Em+1)p o4y
vp—1)Z 2m < (v+1) (p—1).

Setzen wir nun in (6) u=2m+ 1, t=p — 2, so hat die linke Seite
von (6) die beiden Glieder: (2m - 1)yp—1)4p—2 — (#)p—2 mehr als ¢, ist
nun aber r=p— 2 der Rest von 2m 4+ 1 nach p—1, so ist 2m | 1
=v(p—1) 4+ p—2=(v+41) (p—1)—1, was angiinglich ist (nimlich

1) Am Ende des Aufsatzes fiigt er die Gleichung (7) in etwas anderer Form
ohne Beweis hinzu.

%) Auszug aus einem Schreiben an Herrn Borchardt, J. fir Math. Bd. 84
(1878), S. 267.
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fiir p = 3 bei beliebigem m), dann sind beide Glieder = 1 und ihre
Differenz 0; und ist r<{p—2, so ist Cm 4 1)<<v(p—1) 4+ p—2,
also beide Glieder einzeln 0, daher ist in beiden Fillen o, durch p theil-
bar und wir erhalten aus (19) die Recursionsformel:

XCII @m+41), 4, + @mA41), Ay + ...
P m+1 ,
+ (2m+ 1)2m—-1 4, + 28m—1 -+ 2 % = 0.
p=3

4. Stern hat in der Abhandlung, in welcher er die verkiirzten
Recursionsformeln entwickeltl), noch eine andere Formel in gleicher Art
wie Gleichung IIT behandelt. Setzt man in XXIV m=2, n = 2m, oder
zieht man IV von III ab, so gelangt man zu der Gleichung:

21) — B, +(2m), B,— (2m); By & . .. + (—1)" ((2m)om—2 —1) B,,=0.

Werden hier die Staudtschen Werthe fiir die B. Z. substituirt, so ist zu-
niichst der Coefficient von 1:

14 (2m)y, + @m) + ... + (2mM)ap—s + @M)ay — 2 = 22m—1 _ 3,

also das Glied selbst 2?»—2—1. Ferner kommt 1:p zuerst in B,_; und

3
tiberhaupt in Bj(,—1) vor, und hiervon ist der Coefficient in (21):
2

+ (2m)y (p—1)—2, also ist der Gesammtcoefficient o von 11;

f (2m)y p—1)—2

@2) 0} = (mlpms + s+ @y oo T
m—2 — 4,

dabei ist ¥ wieder so zu wihlen, dass

v(p—1) Z22m ] (v+1) (p—1)

ist, und es gilt das in (22) oberhalb geschriebene Schlussglied fiir den
Fall, dass v (p—1) < 2m, das unterhalb geschriebene fiir den Fall, dass
v (p—1)=2m ist. Im ersten Falle setzen wir in (6) u==2m, t=p—38;
dann kommen wieder zu o} die beiden Glieder (2m),(p—i)+p—s — (")p—s
hinzu. Nun ist nach der Erklirung von # in (1):

f2m=v(p—1)—|—p———8 I2m<v(p—1)+p—3
entweder: oder
1 r=gp—3=t¢ 1 rp— 3=t

1 ,,Beitriige zur Theorie der Bernoullischen und Eulerschen Zahlen*, Abhandlg.
der Gesellsch. der Wissensch. zu Gottingen Bd. 23 (1878), vgl. § 5.
Saalsehiitz. 10
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also ist in beiden Fillen die genannte Differenz Null, und daher ¢/ durch
p theilbar,

Geht hingegen p—1 in 2m auf, so setzen wir in (9) u=—2m,
t=p—38, dann hat das letzte Glied in (9) den Index 2m—(p—1)+p—3,
d. 1. 2m — 2; also ist dann:

6;; =C—1;
aber nach (13), da {==p — 3 eine gerade Zahl ist:
C; =1 (mod. p),

folglich wiederum ¢, durch p theilbar, und wir erhalten somit aus (21)
die Recursionsformel :

XCIII ((em),—1) 4, + (@m), Ay + ...
) piﬁm-{-l “
+ @mgn 4+ 22 —14+ 3 T =0,
p=3
wo wiederum alle einzelnen von den A’s unabhingigen Glieder wie in
XCI und XCII ganze Zahlen sind.

§ 18.
Fortsetzung.

Recursionsformel, mit willkiirlichem Parameter, fiir die ganz-
zahligen Bestandtheile der Bermoullischen Zahlen. Beweis fiir den
Staudtschen Satz.

Herr Lipschitz bemerkt in seiner schon &fters erwihnten grossen
Abhandlung iiber die B. Z.1), dass aus den vorangehenden Recursionsformeln
fiir die A eigentlich nicht hervorgehe, dass sie ganze Zahlen sind, mit
anderen Worten, dass diese Formeln keinen neuen Beweis fiir den Staudt-
schen Satz liefern, und stellt sich die Aufgabe, aus einer allgemeineren
Formel, von der die Hermitesche und die (erste) Sternsche specielle Fille
sind, diesen Nachweis zu fiihren. Bei dem Referat tiiber diese eigenartige
Entwickelung opfern wir bei einzelnen Annahmen die Allgemeinheit der
einleitenden iiber das Hauptziel der Abhandlung hiniibergreifenden Be-
trachtungen dem Interesse einer durchsichtigen, moglichst gedringten Dar-
stellung.

1. Sei u eine beliebige positive Grosse, s eine positive ganze Zahl
und bedeute ®P(u) den Ausdruck:

R e

1) J. fiir Math. Bd. 96, S. 1.
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dann soll dieser Ausdruck mit den B. Z. in Zusammenhang gebracht und
zu dem Zweck jeder Bruch zun#chst durch ein bestimmtes Integral aus-
gedriickt werden. Setzen wir in die Integralformel:

oo

J-O e yi_l dy, = (s—1)!

die sich leicht durch partielle Integration beweisen lisst: y, =wuy (wobei
eben % als positiv vorausgesetzt ist), so erhalten wir:
[oe]

J ey T u dy = (s— 1)
0
and daher:

0
1 1 —uy s—
(2) u_“‘=l (s—1)! J. ¢ yy 1d?/;

ebenso ist:

fo o]
1 _ 1 — 4wy  s—1
@Iy — =D Le y o dy

und somit wird, wie leicht zu sehen:

@) Pe)= (s_ll)! j Yy {1} (1+e*y)—% (1—e—y)} dy

>

1 — — (1) 1+ev 1 —1
= ), € = IS —
Nun ist nach (5) des § 2:
1+4ev 1 B B
(4) bt — =R — ..

Die Formel hat aber kein Restglied, wihrend wir eines solchen bediirfen,
da y bei der Integration die grossten Werthe bis zu co hinsuf annehmen
muss, bei denen also von Convergenz der Reihe nicht mehr die Rede ist,
so dass untersucht werden muss, ob nach Multiplication mit den anderen
(sich der Null niahernden) Factoren unter dem Integralzeichen eine Integration
angiinglich wird. Wir gelangen aber mu einem Restgliede, wenn wir von
der bekannten Eulerschen Gleichung:

ey—e_"’=2y(1+g—z) (1+Zy;)(1+9{—)
. 10*
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ausgehen, davon beiderseits die Logarithmen nehmen und nach y differentiiren;
entwickeln wir dann die Briiche, der identischen Gleichung:

1 29+1

I+ Itz

gemiiss, nach Potenzen von y und fiihren statt der Summen der reciproken

—1— a4 T (D) (1 S

Potenzen mittels § 2, (11) die B. Z. ein, so gelangen wir, nachdem }é— statt y
gesetzt ist, zu folgender vervollstindigter Gleichung:

4 1 __B 1_3_ g—1 "q—l
3 1—e ¥ y 21 Y -+ ( 1) (2q)’ + R
5)
( R=(—1y 200 A

(2m)??+? ? pat2 (1+

2n?

Multipliciren wir nun irgend ein Glied auf der rechten Seite von (5) mit
e~ 4! und integriren von O bis oo, so erhalten wir, abgesehen von den
constanten Factoren nach (2):

e8]
- —1 2k —
6) Ly“" eyt gy — BEEsT R ;,fjs_l , k=1,2,...q

(entsprechend fiir # 4 1 statt #); das Restglied R aber giebt:

o] ® ey 2q+sd
7) ( Ryt ay—=(—1). > . St .
@] y= I 2), )

Nach dem bekannten Satze vom Mittelwerth ist aber

R oc
WPt ay 1 —uy 2q+s ;1 (2q+s)!
®) Jo 1+,iy!2 14 ¢y dy_l‘l‘f pats+r’
T

wobei wir von 7 wissen, dass es zwischen 0 und oo liegt, dass also 1:(147)
ein positiver echter von ¢ abhingiger Bruch ist. Sei ¥ der grosste aller
dieser Briiche, so ist wieder mit Anwendung der Gleichung § 2, (11) die
rechte Seite von (7) absolut genommen:

w1 Q9! . Bop @t
©) <0(2q:]|—2)' Jt T = € @g o)l it

0<e<<

und demnach :
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[s o]
— 14 1) s—1 B, ! B, (s+2)!
uy J—
(10) Le (-%1 e_y‘”‘y")y W=-r ~m— 3 pn *

s B, (s+2¢—2)! Bip1  (s429)!
+ 0T g e T e gl A

Einen entsprechenden Ausdruck erhalten wir, wenn # -} 1 an Stelle von u
gesetzt wird und hiermit @ () nach Gleichung (3).

Wir brauchen nun fiir unseren Zweck die Annahme:
(11) s§=2;
dann wird nach (8) und (1):

9 2=+ + Gre) —w tag
B1 _B2 B B
—w T W £ 4 (1) uﬂq({l-l +(—1)¢ uﬂz-:-ls
—_— Bl Be —_ _1\¢ ___B(L* _ atl _Bq+1
wrnyE T g Tt OV g H DT e
0<< {z} <L

Die beiden Reihen in (12) gehéren zu den semiconvergenten, die Glieder
werden nimlich nur bis zu demjenigen kte® kleiner, bis zu welchem und
fiir welches noch

B,
u? > B,

I
1

d. i. nach § 2, (16) niiherungsweise:
k2
(18) w >

ist, welche Bedingung mit wachsendem % unerfiillbar wird. Wir kinnen
nun % so gross annehmen, dass nicht nur die Bedingung (13) fiir k=¢q 1,
und um so mehr die entsprechende fiir % -4 1, erfiillt wird, sondern auch,
dass das Restglied, welches, wie (12) zeigt, ein aliquoter Theil des kten
fir k=g¢q + 1 ist, beliebig klein wird. Wir konnen daher beide Seiten
der Gleichung (12) nach fallenden Potenzen von u entwickeln und die
Coefficienten gleicher Potenzen bis 1 : %?¢+! einander gleichsetzen.l) Bevor

1) Ein strenger Beweis dafiir, der z. B. (mit 7} = z) mittels Determinanten

von der Form D § 15, (22) zu fiihren geht, wiirde hier zu viel Platz beanspruchen
und moge dem studirenden Leser iiberlassen bleiben.
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wir dies aber thun, mdge, um die Fremdartigkeit des Anblicks der
Gleichung (12) zu mildern, Folgendes bemerkt werden.
Multiplicirt man (12) mit 2 (« 4 1), hebt 1/ gegen 3 B, fort, setzt:

1—2

1 1
U= — 5, V=1, t =2z, also u = %

und zieht (1—22%)3% als Factor heraus, so erhilt man:

(1=~ — (142
: 22

+ B, . 2%? A=z — (A" B, . 24zt Q=2 "°—(142° + “.};

0 — (1—223 {31 (1—e2)—38 — B,

2z 2z

und wenn man die Klammer nach 2z entwickelt und die Coefficienten von
29 22, z¢... einzeln gleich Null setzt, so erhilt man Gleichung V mit
verindertem Schluss, der sich mittels der identischen Gleichung:

22((2m + L)ap_1 — 22 (M)p_3) By — 2m =10

als nur formal von dem urspriinglichen verschieden erweist. —

Wir setzen nunmehr in die Gleichung (12) die Staudtschen Aus-
driicke fiir die B. Z.

(14) (1 Bi—dit 5+ o+ 7+ ...

ein, worin 2, @, b, ... die Staudtschen Primzahlen fiir 2% sind. Man
denke sich nun diese Form fiir B, worin a=—3 ist, und b u.s. w. in
bestimmter Art aus % gefunden werden kinnen, von vornherein angenommen
und alles Unbekannte, also auch die etwaigen fehlenden positiven oder
negativen Briiche mit Primzahl-Nennern, deren Summe, wie leicht zu er-
kennen, nie eine ganze Zahl sein kann, in 4, zusammengefasst; zeigt
sich dann, dass 4y eine ganze Zahl ist, so ist der Staudtsche Satz
von Neuem bewiesen; und dies soll fiir k== unter der Voraussetzung,
dass 4, 4,,... An—1 ganze Zahlen sind, geschehen, Die erste Zeile der
rechten Seite von (12) liefert:

4, A A4 B
(15) — St S W)+ (e i,

wenn ¥, () die Function ist:
a6) Fw=(3+5)wt+(sts+s)wt(E+sti)at-

+(%+é—+%+...+%) ﬁ
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Wir wollen diesen Ausdruck in anderer Art anordnen. Der Coefficient

von § (und von %) in ihm ist: -13—1— + .+ 2q+“ und von einer be-

1
liebigen reciproken Primzahl p: — + 2p—1 -+ ;35-7 + ...+ A=
worin 4 (p—1) (<) 24 ist. 1 Daher ist:

(17) }[/q(u)=%) ( +u;+ + 2/1—}.1)
P(QUtt
1 1 1 1
+ bgs P (W’ + ! + w2 ot ut (1"1)+1)

Ao—1) 52
und es folgt nun aus (12) bei Fortlassung des Restgliedes die Gleichung?):

(18) t}(ui-z‘i"‘_l‘—e)'—'l—‘i‘u*l‘l-*-?’q(u)—g’q(u—l—l)

(u+1) u
4, 4,
— e E Tt ET T ey

1) Durch das Zeichen (“2) moge ausgedriickt werden, dass 1 die grosste im
Quotienten 2g:(p—1) enthaltene ganze Zahl ist.

%) Lisst man %,(u) und ¥,(x+1) ins Unendliche gehen, so ist die Summe
der bei ¥, (u) hinzugefiigten Glieder von der Ordnung 1:u2%+3 denn der Coefficient
von 1:4%%?% in (16) (mit ¢--1 statt ¢) ist kleiner als:

1 1
syt o <leCits)
und daher, da
lg 294k +2)
lg (294-F)
mit wachsendem % immer kleiner (und schliesslich = 1) wird:

lg (294-3) lg (29-45) 1 lg (294+5)\2 1
¥ () — ¥, () < ECEED (1 4 BrHD L (B )

__ ~lg(q+3)
=S 7RI

wo ¢ wenig grosser als 1 ist. Dadurch werden aber die einzelnen Summen in (17)
unendliche geometrische Reihen und daher:

b4 (u) = gl(u 2 (ua__u) + 2 <p (up—u)
wo die Summation sich iiber alle ungeraden anzahlen zu erstrecken hat, und
es ist, wenn
(—1y"eByy1 + $lg (294 3)=2C
(— 1yt &' By — §'lg(20+3) = ¢
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2. Suchen wir in (18) beiderseits den Coefficienten von 1:u”", so
ergiebt die Vergleichung fiir # == 2m 4 2 die Formel XCI von Hermite,
und fiir #==2m + 8 nach Addition der eben genannten Gleichung die
Formel XCII von Stern. Wir sehen von der Ausfiilhrung dieser Opera-
tionen ab und setzen, unter a eine beliebige positive ganze Zahl ver-
stehend, in (18) statt « successive: u—a, u—a 41, u—a 42, ... «,
#—+1,...44a—1 ein und addiren simmtliche Gleichungen; dadurch
erhalten wir:

1 1 <! 1 1
(19) 4+ ) + 3 i e Hd — Hea)

—a$1
A4 4 A, 4
T w—a® (@w—a)® T + (u+-a)® + (uta)® +-
Jetzt suchen wir hierin die Coefficienten von u—” auf, wobei # nicht
grosser als 2¢g+ 1 zu denken ist. Der Coefficient von «—" in 1:(u—a)
ist @»1 in 1:(u—a)? ist er (n—1)a"2, ebenso (n—1)t"—2in 1:(u—%)%,
ferner allgemein in (#—a)—" ist er (n—1),_, " oder (n—1),—, a™"
und daher in dem Factor von 1:p in ¥ (u —a) (sieche Gleichung (17)):
(n—-l)p_l a™P + (n—l)g(p_l) a2+l + (n—l)g(p_l) g%+ + e
+ ("——1)v(p.4) an—l—-r(p—-l)
v(p—l)(é)n—l
und insbesondere in dem Factor von i:
(n—1),a"8 4 (n—1), a3 + ... 4+ (n—1)* g»—2—1
=1 ((a + 1=t f (a—1)—t — zan-—l)
2y (?) n—1.
Wird —a an Stelle von a gesetzt, so hat das den Erfolg, dass alle Glieder

ausser der Summe nach ¢ den Factor 14 (—1)” erhalten, derselbe ist 0

gesetzt wird, (wo & und ¢’ dasselbe fiir u{-1 bedeuten, was & und ¢ fiir  sind):

1 1 1 1
o+ ) — %t + Y0 — PatD
Al A? A‘ A1
=—w— @ T am tagy T T ogEn
c (04
+ 2£20°+3 + (u+1)2q+s'

Mittels dieser Gleichung, welche eine Schitzung des Fehlers gestattet, wird die
links stehende Function von « in eine halbconvergente nach fallenden Potenzen
von u und u-1 fortschreitende Reihe entwickelt.



§ 18. Recursionsformel mit willkiirlichem Parameter. 158

fiir ungerades #, 2 fiir gerades #, auch die erwihnte Summe ist im ersten
a—1
Falle 0, aber im zweiten Falle: 2 ) #"—2, so dass wir fiir ein ungerades =
1
die identische Gleichung 0 =0 erhalten. Nebmen wir % gerade = 2m +4- 2

a a—1
an, und setzen ¢ — a®" statt 2", so erhalten wir die Gleichung:
1 1

XCIV  (2m+-1) 2 £+ } (a-H1)2m 414 (a—1)8mH—6 g¥m+1—2 (2m4-1) a?m)

+ 3 {em 1) a @ @m gy et 4

F @D,y im0}

+ {(2m 1), 4y @t 4 (2m A1), 4y a2 1 .. 4 (2m 4 1)gm A a} —0,
vip—1)<<em+1<(v+41)(p—1)

wo die Summation nach p iiber alle ungeraden Primzahlen bis 2m 41
auszufiihren ist.

Diese Recursionsformel hat nun den positiven ganzzahligen, sonst will-
kiirlichen Parameter @ und wir werden denselben nun benutzen, um den

Nachweis zu fiihren, dass 4, eine ganze Zahl ist, falls 4, 4,, ... Ay
es sind. Wir setzen zu dem Zweck:
a=2m+41

und wollen die ganze Gleichung durch (2m 4 1)a oder a2 dividiren, wo-
durch 4, den Factor 1 erhilt.
Statt der mit 1 multiplicirten Klammer kénnen wir auch schreiben:

— 4a? 1 4 2(2m—+-1), a* 1 4 ... 4 2(2m + 1) a—2 (2m + 1) a®™7;

dieser Ausdruck lisst sich durch @2 und (wie die frithere Form zeigt)
durch 4, also durch 442 heben. In der letzten Klammer in XCIV lisst
sich jedes Glied durch a2 heben. Wir kommen nun zur Summe nach p.
Wenn die Differenz, die wir der Kiirze wegen mit 0 bezeichnen wollen:

o0=2m—+1—v(p—1)

grosser als 1, also mindestens 8 ist, so kiomnen wir a2 herausheben und
es ist dann nach § 17, (7) (mit «=2m—1, t=0, u=2m -} 1) der
zuriickbleibende Factor von 1].7 durch p theilbar. Ist aber 0 ==1, so sind

zwei Fille zu unterscheiden, némlich dass p in 2m+ 1 aufgeht, oder dass
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p in 2m-1 nicht aufgeht, also prim gegen 2m -1 ist. In diesem

letzteren Falle heissen die beiden Schlussglieder des Factors von %:

(20) @M+ Dany1—p @ + (2m + 1)a;

wir konnen daher, da p mindestens 3 ist, diese und somit den ganzen Factor
durch a? heben, aber nach der genannten Gleichung ebenfalls durch p, folglich
auch durch pa?

Ist endlich 6 =1 und gleichzeitig p ein Theiler von 2m 41 oder a,
so ist im ersten Glied der Summe (20) a? durch a?p theilbar und umsomehr
die Potenzen von @ in den vorangehenden Gliedern, das letzte giebt aber
durch a?p getheilt 1:p. Sind also p, p’, p“... diejenigen Primzahlen
unter denen, iiber welche sich die Summation in XCIV zu erstrecken hat,
welche in 2m 41 aufgehen, wihrend gleichzeitig p—1, p'—1, p“—1 ...
Theiler von 2m sind, so lisst die Summe nach p, wenn wir sie durch a?
dividiren, den Rest

1 1 1
ottt

Dividiren wir nun noch das Anfangsglied von XCIV, worin wir die Summe
auch nach fritherer Bezeichnung als S?"(a) schreiben konnen, durch a2, so
erhalten wir als Gesammtwerth des Restes der Division der linken Seite
von XCIV durch a? ausser 4, den Ausdruck:

S™Mo 111
Rt R

worin p, p', p* ... diejenigen Primfactoren von a sind, welche um 1 ver-
mindert 2m theilen. Dieser Ausdruck ist aber nach dem von v. Staudt
bewiesenen durch Gleichung (12) des § 16 dargestellten Satze eine ganze
Zahl. Folglich ist auch A,, eine ganze Zahl und somit der Staudtsche
Satz von Neuem bewiesen.

8. Schliesslich moge der eigenthiimliche theoretisch interessante Zu-
sammenhang der B. Z. mit der Anzahl der Primzahlen hervorgehoben werden.
Setzen wir in XCIV @ ==0, wodurch die Hermitesche Gleichung XCI
entsteht, bezeichnen ferner

ﬁ {(2m+ Dar 4 @m+Dyap + ... + @m+ 1)2,,,} — P(m, )

und setzen fest, dass @ (2 4-1)==1 sein soll, wenn 2k + 1 eine Primzahl
ist, und = 0, wenn 2% 41 eine zusammengesetzte Zahl ist, so konnen wir
die Gleichung XCIV folgendermaassen schreiben:

@2)  P(m1)6() - P(m,2) O(5) + ...+ P(m,m) 6(2m+1)
—1—m—gwm1__ {(2m+1)2 A, 4 (2mA-1), Ay + ...+ @mt D)o, A,,,},
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Denken wir uns also 4,, 4,,... 4, gegeben, so konnen wir nach -
einander 6(8), 6 (5),... 6(2m + 1) berechnen und aus ihren
Werthen 1 oder 0 erkennen, ob ihr Argument eine Primzahl
ist oder nicht. So hingen die m ersten B. Z. mit der Anzahl
der Primzahlen unter den ersten m wungeraden Zahlen zu-
sammen.

Z.B. folgen fir m =3 und m = 4 aus den bekannten Werthen
(siche am Ende des § 16): 4, = A, =4, = A4, = —1 die Gleichungen:

216 (3) 4+ 76(5) + 6(7)=29
856 (3) + 276 (5) + 12 O(7) + 6(9) = 124;

sind nun © (8) und ©(5) als 1 bekannt, so folgt aus der ersten Gleichung
O (7) =1, ,aus der zweiten @ (9) = 0, also ist 7 eine Primzahl, 9 eine
zusammengesetzte Zahl.

Beziiglich eines anderen Gegenstandes der Lipschitzschen Abhandlung
(nimlich des Zusammenhanges von @ (%) fiir s=1 mit der Riemannschen
Function §(s)) ist auf das Original selbst zu verweisen.

§ 19.

Congruenzen zwischen den Bernoullischen und zwischen den
Eulerschen Zahlen.

1. Herr Kummer stellt folgenden Satz aufl):

,Wenn @ (z) eine Function von z ist, welche in eine nach auf-
steigenden ganzen Potenzen der Grisse (' — e*®) geordnete Reihe sich
so entwickeln lisst, dass die Coefficienten dieser Entwickelung rationale
Zahlen sind, in deren Nennern die Primzahl A nicht als Factor vorkommt,
und wobei 7 und s rationale Zahlen sind, deren Nenmner den Primfactor A
ebenfalls nicht enthalten, wenn ferner dieselbe Function ¢ (#) nach Potenzen
von z entwickelt folgende Reihe giebt:

1) p@)=A+ Doty Sy

so findet unter den Coefficienten dieser Entwickelung folgende Congruenz
statt:

(2) Am - (n)l Am+l—1 + (%)2 A7n+21—2 F... + (_1)7: Am+nl—-n
= 0 (mod. A").

Y J. fiir Math. Bd. 41 (1850), S. 368. ,Ueber eine allgemeine Eigenschaft
der rationalen Entwickelungscoefficienten einer bestimmten Gattung analytischer
Functionen.*
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Die Zahlen m und # sind beliebige ganze Zahlen und nur der einen Be-
dingung unterworfen, dass m § n ist.

Die besonderen Fille fiir » =1, 2, 8 sind:
(8) Ap— Apyi—y = 0 (mod. A); m ; 1,
4) A, —2A4n131 + Anpar—s = 0 (mod. 4%); m§ 2,
(5) A, — 3 Apyi—1+ 34nya1—2s— Amysis = 0 (mod. 43); m § 3.

Der Ausdruck Congruenz ist bei diesem merkwiirdigen Satze in dem
allgemeineren Sinne zu verstehen, dass, wenn die 4,,, Apy1—y u. 5. W. ge-
brochene Zahlen sind, der Zahler der linken Seite von (2) sich durch A»
theilen lisst, Der Beweis desselben ist folgender:

Nach Voraussetzung ist:
[
0
also nach dem binomischen Lehrsatz:
o kK ,
(7) ‘P(x) —_— 2 2 (—l)h (k)h a e{,-(k—h)+sh,z.
00

Um die Entwickelungscoefficienten der Reihe (1) zu erhalten, differentiiren
wir (7) mmal nach # und setzen z =0, das giebt:

o kK
(8) 4, =33 S (—1) By ax {r(k—h) + sh}™,

0
Setzen wir:

r(k—5) + sh = t,

so hat, wenn auch r und s gebrochene Zahlen sind, # im Nemner nicht
den Factor A, ebensowenig wie a,, und es wird die linke Seite von (2),
welche wir mit L bezeichnen wollen:

o Kk
9) L= 2 2,, (1) (B ar {t" — (), tmti—1 4 (m), 242 T,
0 0 + tm+n7.—n}

I
OMS

k
S (—1Yt (k) ax 7 (1—82—1)7,
0

Besitzt nun ¢ den Factor A, so ist ¢ durch A™ theilbar, besitzt es den
Factor A nicht, so ist nach dem Fermatschen Lehrsatz (1—¢*—1)" durch
A7, also jedes Glied der Doppelsumme in (9) und somit sie selbst ebenfalls
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durch die kleinere der beiden Potenzen /” und A* theilbarl), da keiner
der Factoren A sich gegen einen gleichen in einem Nenner aufheben kann.
Nehmen wir, der Voraussetzung gemiss min an, so ist hiermit die Con-
gruenz (2) bewiesen. Wir machen von derselben nunmehr mit Kummer
zuerst eine Anwendung auf die Bernoullischen und dann auf die Euler-
schen Zahlen.

2. Setzen wir in § 2, (5) oder in der damit identischen Gleichung

1 1

1 B
i hs L LES L

ax statt x, wobei a eine beliebige positive ganze Zahl ist, multipliciren
mit ¢ und ziehen davon (10) selbst ab, so erhalten wir (vgl. § 15, (8)):

a 1 1—a B B,
(11) m——e‘r_—l=7+?;(a2—1)x_'ﬁ(a4‘—1)x3i...

Die linke Seite, die wir mit ¢(x) vergleichen, kinnen wir nach ganzen
sufsteigenden Potenzen der Grisse 2 ==¢"— 1 entwickeln, denn sie ist:

15 e@ = @0yt

—lt@ir@i o+ )

a 1 a 1

wobei sich% forthebt. Ist nun A eine beliebige Primzahl, und @ so ge-

wihlt, dass es nicht durch A theilbar ist, so erhilt kein Nenner in der
Entwickelung von ¢(z) nach z den Factor A, und die Grésse ¢ (in
Gleichung (9)) ist iiberhaupt eine ganze Zahl, da r=1, s= 0 ist, also
ist auf diese Function ¢ (z) die Gleichung (2) anwendbar und der Vergleich
der rechten Seiten von (1) und (11) ergiebt fir m =2 — 1 und m = 2»:

a®—1
2v

f Ay = (—1y
1 Ay, =0.

(13) By

Nun ist A—1 eine gerade Zahl; nehmen wir also m=2»—1, so sind
alle Glieder in (2) von O verschieden, und zwar ist, wenn z. A.:

i—1 .

5 mit

bezeichnet wird:

Q20+ke) _q

vdhu—1 )
1) S Fha) Dot

Ay k(—1) = Asvihpy—1 = (—

Y) Ist ¢ gebrochen = ¢, : t,, so ist der Zhler von 1—¢*~! nimlich $#—1 — ¢!

= (5 —1) — (t*7*—1) durch 1 theilbar.
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und die Congruenz (2) unter Fortlassung des Factors (—1)—1:

2 + — 1 2V—{-4u 1

XCV RS B — (—1) (n)1 e B, . (n)2 ErEwps B, s,
__1 a27+2n,u,_1
- (_ (")3 211—{-6 1+3u +...+ mm Bv.*.,,y =0 (mod. /1")
M= 9 v 2 -

Die Bedingung fiir » entstammt der obigen: m § n; ist dieselbe nicht
erfiillt, so ist der Modul der Congruenz A%—1.
Wir nehmen nunmehr fiir @ eine primitive Wurzel von A und legen

dem v die Bedingung auf, kein Vielfaches von A1 zu sein; dann

2
ist a®—1 nicht durch A theilbar (siche § 15, Nr. 3, V), aber wohl

a? —1=g*"1—1 und es sei:
(14) o =14 ¢k,

wo ¢ eine positive ganze Zah! ist. Wir fithren nun die Bezeichnung:

B u r+2u B"
(18) YOsm)= 7 — (=1 () S5 - () 2 () oA
B

y4nu
* - v4+nyu
ein und wollen beweisen, dass y (v, n) durch A” theilbar ist. Zu dem Zweck
bilden wir den Ausdruck:

+ a* B, .o
v_|_1“+()2 v_*_’gy”-l—usw
1/+2u

B,
— S — 1Oy (L6 S o)y (oA B fus,

B,
Fly,m)=—-— (—1)(n), -

Derselbe ist, nach Potenzen von A geordnet:

(16) P = (1 2 e (e () o

— (n), (2) v;:;;: + (n); (8); yj;ﬂ + . }+

+ ¢k Ak {(n) 1+Im — (1) (g1 B+ 1) p-{vjz;ck—itll))i

T R N N

+ ¢ An ”'"".
v+np
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Nun ist, wie leicht zu iibersehen:
(17) (Dpsr B47)k = (n) (0—F),,

also ist der Coefficient von + ¢*A% in (16):

v+ ku 1 (k+1) B" nu
(18) (n)/t{ _;L# ( 1) ( k)l v +k+1\y’ + ..+ (n_k)ﬂ—/\' ;:gﬁ}

d. i. nach der Bezeichnung (15):
= (). @ v+ ku, n—F)
und demnach:
19) P(v,m)=1y (v,n) £ (n), cAp (v+u, n—1)+ (n), c2A% (v+2u, n—2) +...
+ (W @1 (v (r—1) 1, 1) £ A (v+ np, 0),

worin iiberall 4+ geschrieben wurde, weil es beim Beweise auf das Vor-
zeichen nicht ankommt. Sei nun %' irgend eine ganze positive Zahl, die

kein Vielfaches von ;';2_—1 ist, und seien die Congruenzen:
(¥, 1) == 0 (mod. £), p (¥, 2) = 0 (mod. A2), ... Y (¥',n—1)=0 (mod. A*~?)

bewiesen, so ist, da » 4 ku eine Zahl ist, die der Forderung fiir ¥’ geniigt,
pv+ku, n—Ek) durch A"—* theilbar, daher folgt aus (19):

(20) W, m) =y (v,m) + LA,

wo A eine ganze oder mindestens eine rationale Zahl ist, deren Nenner
nicht den Factor 4 enthilt. Jetzt lautet die Congruenz XCV nach Multipli-
cation mit 2:

a* ¥Y(v,n) — p(v,n) = 0 (mod. 4%),
folglich ist nach (20):
(a®* — 1) p (v, n) = 0 (mod. A"
also, da a? — 1 nicht durch A theilbar ist:
(21) W (¥, ») == 0 (mod. A").

Dieser Beweis kann aber genau in derselben Art von #==1 an beginnen,
die Congruenz (21) ist also allgemein bewiesen, d. h. wir haben:
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XOVI 20 (L)t ), - ”“ ()2_:525 (=1 0 -”Cé:i

B
n(w A n
+ (=1 @+ v hne = 0 (mod. A™)

ntl
2
worin ¥ kein Vielfaches von u sein darf.
Beispiel. Fiir A=17, n=2, v=2 ist:

4895 3.19 .,
2+2 +s—24.3.5.11.17‘—24.11.17"'

3. Weit einfacher ist die Anwendung der Congruenz (2) auf die
Secantencoefficienten. Es ist nimlich nach § 9, (1):

(22) @)=

o o
R LR L LS

x

x
und wenn 67 — ¢ % = z gesetzt wird:

@) =144,

also @(z) eine Function, die dem obigen Satze geniigt (r =14, s=—1%);
der Vergleich von (22) mit (1) giebt:

AZ)’—] =0

Am, = (—1)‘ oy

und folglich ist unmittelbar:

XCVII oy -+ (—1),u+1 (m) Ayt + (n)y %yia0 + (___1).u+1 ()5 iz + -
+ (—1)etD o == 0 (mod. A7)

Hieraus lassen sich sehr leicht einige interessante Eigenschaften der Euler-
schen Zahlen ableiten, die zuerst von Scherk?l) angegeben sind. In § 15
ist am Ende von Nr. 1 gezeigt, dass die S, von m =2 an ganze gerade
Zablen sind; hieraus folgt nach Gleichung XV, dass die o, von m =1 an
ungerade ganze Zahlen sind; die ersten derselben sind (siehe § 4) «; =1,
oy =25, a3 ==61, o, = 1885. Setzen wir nun in XCVII: n=1, =3
und v der Reihe nach =1, 2, 3,... so folgt nacheinander, dass

oy 4oy, oy Yooy, oy oy, oy 4 oay, uwoso W

Y In der im § 4 citirten Abhandlung.
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durch 8 theilbar sind; nun ist oy —1 durch 3 theilbar, also folgt der
Reihe nach, dass ay + 1, a3—1, o, 41, 2y — 1 u. s. w. durch 8, und
da es gerade Zahlen sind, durch 6 sich theilen lassen.

Ferner sei n==1, A=25, so folgt, dass «,, s—a, durch 5 theilbar
ist; nun ist «; == 1, also miissen o, o5, u. s. w, mit 1 oder 6 endigen,
also, da es ungerade Zahlen sind, mit 1; dann ist o, == 5, also miissen
%y, g, W. S. w. mit 5 oder mit O schliessen, folglich als ungerade Zahlen
mit 5.

Weitere sich hier anschliessende Eigenschaften der Eulerschen Zahlen
und ihrer Differenzenreihen sind von Stern!) aufgefunden worden; niher
darauf einzugehen, wiirde den Rahmen dieses Buches iiberschreiten.

§ 20.

Congruenzen zwischen den Lipschitzschen Producten und zwischen
den Tangentencoefficienten.

1. Wir verstehen unter den Lipschitzschen Producten diein den Gleichungen
LXXXIX mit G; und G, bezeichneten, von denen Lipschitz (5. § 15,
No. 2) bewiesen hat, dass sie ganze Zahlen sind, und wollen zeigen, dass sie,
mit richtigem Vorzeichen genommen, an Stelle der Grossen A4, 4,321 0. 5. W.
in die Congruenz (2) des § 19 eingesetzt, dieselbe befriedigen. Zu dem
Zweck kniipfen wir an die Congruenz XCV an, in welcher ¥ nur die Be-

dingung zu erfiillen hat, nicht kleiner als n_;l zu sein, und setzen
darin z. A.

a21'+2klu -1

1 5y Foha By =f(v+ku);
dann ist sie:

@) Fv,m) =)+ (=1 () f+ ) + (0 F(v +210)
+ (—1)* (m)g f(v+3u) 4+ ... £ F (v +npu) = 0 (mod. A7),

wobei F'(v, n) eine Bezeichnung fiir die linke Seite sein soll. Sei nun b
eine ganze, durch A nicht theilbare Zahl und sei H der Ausdruck:

3) H=—r®) + (— 1)yt (), 0 f (v +4 ) + (0), b8 f v+ 241) + ...
= 4 v )
setzen wir dann ébnlich wie in Gleichung (14) des § 19:

B2 = Pl = 1 44,

1) J. fir Math. Bd. 79 (1875), S. 67.
Saalschiitz. 11
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so ist der Coefficient von + ¢* A%, genan entsprechend dem dortigen Aus-
druck (18):

3§ (0-Ho)+ (— L4 008y £+t 1)+ Ol 4200 ..
+ (v bt n—u) .

Hierin ist aber die Klammer nichts Anderes als F(v-ku, n—k) und
folglich nach (2) durch A"—* theilbar, daher ist H durch A" theilbar und
wir haben also nach Multiplication mit %% die Congruenz:
4) B F() 4 (—1)p+1 (n), B+ Fv A pr) + ...

+ b2 Fe f(y 4 pu) = 0 (mod. A7)
und auch, wenn wir Congruenz (2) hiervon abziehen:
©) E*—1) @) + (=D (n), @ *—1) fv+ ) + ...

+ (b2t —1) f(v+np) = 0 (mod. A7).

Nehmen wir nun in (4) b gleich @, in (5) b prim zu a an, so erhalten
wir mit Benutzung von (1) die Congruenzen im eigentlichen Sinne des Wortes :

2y ¢ _2v 420 ¢, v +2
a”™ (a** —1) +1 a®r e (@ T 1)
3y B, +(_1)y. (n)l W'— Bi‘+,u

a21'+4y, (a21/ +du 1)

+(n)2 21)_1_4‘“

XCVIII,

Buigy + - ..

a2v+2ny, (a21/+2ny

(e D Byine = 0 (mod. 47)

b2v_1 a2v_1 b2v+2y__1) a2v+2y_1)
XCVIHb (—_‘—)25,—"—) B, + (—1)“-}-1 (")1 ( 2,”_*52” BH—M

(b21'+4,ll,_1) (a27+4,u,__ 1)
+(n)2 2y -4 B"'HM + .
b2v+2n[,c_1 a2‘v+2n‘u_1
+ (—1)rtn ( 21;_{)_(27”,, ) By =0 (mod. An)
r—1 n+41
w="tg v 2

Hierin sind die einzelnen Summanden, wie bereits bemerkt, von Lipschitz
als ganze Zahlen nachgewiesen worden. Setzen wir in XCVIII, a==2, so
erhalten wir als speciellen Fall, indem die Lipschitzschen Producte in
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die Tangentencoefficienten iibergehen, folgende von Stern entwickelte
Congruenz!):

XCIX B, + (=1 )y fry + 1)y Brgon + (—1)* 1 (0)3 Brisu + -
+ (—1yre+D B, = 0 (mod. A7)

Setzen wir hierin A=3,n=1, » 1, so folgt, wie bei den Eulerschen
Zahlen, dass f; —1, f,+ 1, f;—1, B, 41 u. s. w. durch 3 theilbar sind;
setzen wir A==17, so ergiebt sich, dass B, 4 .15 (wie ebenfalls auch
oy 4+ a,43) durch 21 theilbar ist. Setzen wir A =05, so sehen wir, da
pi=1, f,=2, dass von f; an die Tangentencoefficienten (als gerade
Zahlen) abwechselnd mit 6 und 2 schliessen miissen, worauf zuerst Stern
(a.2.0.) aufmerksam machte. Derselbe entwickelt (ib.) aus der Congruenz XCIX
beztiglich der Differenzreihen der Tangentencoefficienten Folgendes:

Fir A=25 ist die linke Seite von XCIX nimlich: B, —(n); Brys+ ...
die n*® Differenz der Reihe B, B,1s, fy44 u.s. w. Ist nun » eine ungerade
Zahl, so ist, nach § 15, No. 1. am Ende, f, durch 2*—2, 8,1, B,  u.s.w.
durch hohere Potenzen von 2 theilbar, folglich auch der ganze Ausdruck
By—m)y Buye + M)y Puya F ... durch 222 theilbar. Ist nun ¥ nicht nur

; ﬁ-;;l, wie es fiir XCIX verlangt wird, sondern > ”__2*'1 (z. B. fiir n=5
nicht » _>—_ 3, sondern v —;‘ 5), so ist 2v—2 ; » und daher genannter
Ausdruck durch 10" theilbar, d. h.:

Simmtliche Glieder der nmte Differenzreihe der Zahlen f,
Bit2, Piga u.s. w. schliessen mit » Nullen und diejenigen der lten
2ten, 3ten Differenzreihe w. s. w. mit beziiglich 1, 2, 3 u. s. w. Nullen.

Hieraus folgt, dass die den Nullen vorangehende geltende Ziffer in
jeder Zeile constant bleibt, nur in der letzten Zeile ist die erste dieser
Ziffern von den anderen verschieden. In dem folgenden der Sternschen
Abhandlung (mit Verbesserung eines Fehlers in f;; und den darunter
stehenden Differenzen) entlehnten Beispiel ist in der ersten Rubrik, welche
die Nummer der Differenzreihe oder den Werth von »# angiebt, der hierfiir

Y) Stern leitet dieselbe in der Abhandlg. im J. fir Math. Bd. 88, S. 85
direct ab, indem er die Voraussetzung des Kummerschen Satzes im vorigen
Paragraph dabin erweitert, dass g(x) (vgl. § 19, (6)) in der Form:

0
(p(w) = 1% 2"‘ a, (ev'a: - esz’)
0

sich darstellen lisst.
11*
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ausreichende kleinste Werth von v in Parenthese beigefiigt. Von f; an
sind nur die 7 letzfen Ziffern angegeben.

:Bs ﬂ5 /37 /39 ﬁll ﬂ13 | ﬂ15

16|7936|. 2868256|. 5342976|. 3124096 |. 7983616|. 1473536
Diff. I(3) |7920| 2360820 2974720 7781120| 4859520| 3489920
, TI(3) 2852400 0614400, 4806400| 7078400 8630400
, II1(3) 8262000 4192000/ 2272000 1552000
, IV (3) 5930000| 8080000| 9280000
» V(5 { 2150000/ 1200000

Fiir f, = B, ist also die 4t Differenzreihe als letzte anzusehen, fiir f,=f;
erst die 5% (mit 1200000 als Beginn); der Congruenz XCIX fiir #n =75
geniigt schon » =38, daher fingt die letzte Reihe mit . 2150000 an, d. h.
mit einer Zahl, die den Factor 53 . 2¢ besitzt.

Ist v eine gerade Zahl, so ist ein derartiges Gesetz nicht allgemein
giiltig.1)

2. Herr Stern macht von der Congruenz XCIX noch Anwendungen
anderer Art, Setzen wir darin ¥ =1 und % =1, so folgt:

by + (—1)t! B4y = 0 (mod. £)

oder:
(6) But1 = (—1)* (mod. A)
oder auch:
A—1
(M ﬁ;_j_l = (—1)Z (mod. 4);

setzen wir weiter in XCIX n=1undv=1 4y, h=0,1,2,... k—1,
so erhalten wir:

Prutr = (—1)* Bupr
Bstr = (—1)* Bouta

Brus1 = (—1)* Bu—tyut1

Puta = (=1 l

- (mod. 4)

1) Z. B. fiir n=121, » =62 ist B, durch 2%~ (r=1), d.i. durch 2**
theilbar, aber g, nur durch 21%—2—% = 2%, also auch die Reihe f;, —121 f;, +...
nur durch 21 go dass die 121* Differenzreihe in ihren Zahlen nicht 121 Nullen
am Ende, sondern 120 Nullen und eine vorangehende 5 zeigen wiirde. (Der
Sternsche Beweis fiir seine, im Text negirte, Behauptung enthilt ein leicht zu
entdeckendes Versehen.)
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und wenn wir diese Congruenzen miteinander multipliciren:
— i—1
) Brutr = (—1)k* (mod. A) p="5
Aus dieser Sternschen Gleichung konnen wir eine interessante Folgerung

zichen. Bezeichnen wir nimlich %z -1 mit m, so ist A eine ungerade

Primzahl der Art, dass }%1 inm—1 oder A—1 in 2 (m—1) aufgeht;
sind nun 4, 4;, 4,, ... A, simmtliche Primzahlen dieser Art, so folgt aus
obiger Congruenz (wobei die Bedeutung von %, %, u. s. w. und g, y, u.s, w,

sich von selbst ergiebt):
Brw+1 + (1Yt =B, 4 (—1) ist theilbar durch A
ﬂk:#x+1 + (_']‘)km1+1 = ﬂm + (_1)m » ” 9 /11

ﬁkr.“r+1 + (_l)k,-y,-frl = ﬂm + (___l)m 2 ” ” A
also:

C Bu+ (—1)m =10 (mod. A 4y 4 ... ).

Nun sind aber A, A;, Ay, ... 4, nichts Anderes als die Staudtschen Prim-
zahlen fiir m— 1 mit Fortlassung von 2, daher kénnen wir die Congruenz
C auch in Worten so aussprechen:

Die Summe g, + (—1)" ist durch den halben Nenner von
B,,_; theilbar.

Bei kleinen Werthen von m (etwa bis m ==10) kann man f, aus
seinen zahlentheoretischen Eigenschaften, zu denen auch die Theilbarkeit
durch 2%—2— (5. § 15, No. 1, a. E.) gehort, wenn man seinen Werth mittels
der aus § 2 (18) und § 4 (3) folgenden Formel:

2m—1)1 22+
ﬂm = (—_—gm_— Tﬂm
w

auf etwa 7 Ziffern berechnet (T, darf gleich 1 gesetzt werden), genau
finden; fiir grossere m reichen die genannten FEigenschaften dazu nicht
mehr aus. Z. B. ist fir m = 7:

B, — 1=1365z, B, = 4096y, 1365z — 4096y = — 1,

hieraus:

=238 4 4096#%
y=1+4 1365n,
worin # eine zunichst unbestimmte positive ganze Zahl ist; also:

B, = 4096 + 5591040 x;
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der Niherungswerth ist:
By = 13! 2
folglich #n==4 und hiermit genau:
B, = 22868256.

In dem ersten Theile der genannten Abhandlung von Stern sind mit Be-
nutzung anderer Principien Betrachtungen iiber eine.Reihe von Zahlen
angestellt, die mit den Tangentencoefficienten in ziemlich engem Zusammen-
hang stehen. Wir gehen auf dieselben hier nicht niher ein und schliessen
diesen Paragraph und zugleich diesen zahlentheoretischen Abschnitt mit
einer interessanten Congruenz aus demselben Awufsatz, die sich auf eine
B. Z. mit einem Index von besonderer Natur bezieht.

Driicken wir némlich in-(7) 8141, Wo A eine beliebige ungerade Prim-
2

zahl war, durch die B. Z. aus, so erhalten wir:
22—‘—1 21-{—1 1 i—1
&= T )Bl+1_(_1) T (mod. A)

oder, wenn wir mit A - 1 multipliciren und rechts das Glied mit A fort-
lassen

i—1
cI ga+1 (9a+1__1) B =(—1) T (mod. 4),

und dies ist eine Congruenz im eigentlichen Sinne wie die meisten in diesem
Paragraph, da auf ihrer linken Seite eine ganze Zahl steht.
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Die Mac-Laurinsche Summenformel.

§ 21.

Das Restglied der Mac-Laurinschen Summenformel in seinen ver-
schiedenen Gestalten.—Reihen mit positiven und negativen Gliedern.

Die Unvollkommenheit der Mac-Laurinschen Summenformel besteht,
wie in § 3 gesagt, darin, dass dabei eine Abschitzung des begangenen
Fehlers nicht moglich ist. Eine solche Abschiitzung ist bei allen unend-
lichen Reihen unerlisslich, bei den hier zur Verwendung kommenden aber
um so mehr, als deren Glieder in die B. Z. multiplicirt sind und deshalb
wegen des raschen Wachsthums der letzteren (s. § 2, (18) und (16)) sehr
oft anfinglich abnehmen und dann wachsen. Reihen dieser Art heissen
halb-convergent und haben gegeniiber convergenten, bei denen der Fehler
beliebig klein gemacht werden kann, die Eigenthiimlichkeit, dass derselbe
nicht mit Sicherheit unter eine bestimmte Grenze sich herab-
driicken lasst. Die Aufstellung eines Restgliedes erméglicht es, zu erkennen,
welche untere Fehlergrenze im gegebenen Falle iiberhaupt erreichbar ist,
und wie weit, um sie zu erreichen, die Rechnung gefiihrt werden miisste.
Hiernach bleibt zu entscheiden, ob die erzielbare Genauigkeit ausreicht; dies
ist aber hiufig der Fall, und man wird oft sogar nach Beurtheilung des
moglichen Fehlers in der Lage sein, die Rechnung schon vor dem Gliede
genauesten Resultates schliessen zu diirfen, so dass die halbconvergenten
Reihen vielfach Husserst niitzliche Berechnungsmethoden liefern.

Wir gehen nunmehr also daran, die Gleichung (15) des § 8 durch
Hinzufiigung eines Restgliedes zu vervollstindigen und folgen dabei an-
fanglich der Darstellung des Herrn Schlomileh in dessen bekanntem und
vortrefflichem Compendium der hoheren Analysis?).

1y Zweiter Theil, in der Abhandlung tiber die Bernoullischen Functionen und
die halbconvergenten Reihen.
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Es ist, wenn, wie gebriuchlich, die Forderung f(z) # mal nack z zu

differentiiren und dann @ - ht an Stelle von # zu setzen, durch f™ (z 4- ht)
ausgedriickt wird:

1) @R =@ + 2@+ 150 + .+ o [ (0)

hm+l
1.2...m

_L (1 —tym fmt)) (z 4 ) dt,

wie durch partielle Integration zu beweisen geht. Nehmen wir der
Reihe nach:

f(z) = F(z), Fl(x)’ F), . . . F(2n—1)(x)
m=2n, 2n—1, 2n—2,... 1,

so erhalten wir die folgenden 22 Gleichungen:
P L an
F(x+h)—F(z)=~1-F(x)+l—.§F(x)+ R 2 F (©)

1
ponts [ A=D" panin) (5 4 1) at
+ |, 126 (@ +ht) dt.

=

1

F4(z4-h) — F(z) = % Fa)+ 1% Fi@) +...+ 1—2"(—2—,,:7) F@) (z)

1
. (l_t)‘zn—z b
+ pn L Lo tag POV etht) s
Fun=3(g 4 ) — Fer—D(z) =% Fam(z) 4 12 [ T R @-ht) dt.

Die erste dieser Gleichungen multipliciren wir mit 1, die zweite mit a, 7,
die dritte mit a, k2, die vierte mit ag %% u.s. w., wobei ay, a,, a3 u.s. W.
vorliufig unbestimmte Coefficienten bedeuten mogen, und addiren dann alle
Gleichungen; dies giebt:
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@) (Fla+h)—F(@)) + a,h(F(a+h)—F'@)) + a,h?(F“(@-+h)— F'(@)) + ...
+ @on—1 p2n—1 (F(nn—l) (x_*_ h) — F@n—1) (x)) J— hFl(x)

+ (5 + 5) 2 @)

+ (5 + 5+ 5) P

1 a, a, %90—1\ 9, mi2n
+ (@W to o taa 7T T) e BN (2)

1
i _p2n—1 _, (1—¢
+ R J.o {(1(27:))! +° ((;n_t)l)! + o 11_5”‘)} JCrD (w b dt

Ueber die noch unbestimmten Coefficienten a,, a,, ... @gp—; wollen wir
jetzt so verfiigen, dass rechts die mit A2 K3, ... k%" multiplicirten Aus-
dricke wegfallen, dass also folgende 272—1 Gleichungen stattfinden:

1 a

at =0

1 a, a, 0
ntatn=

1 a a a.

4! I 31‘ I 22! I 13! 0,

@y

1 a, a, n—1 ___
2n)! + (2n—1)! + (2n—2)! t+o+ =0

Diese Gleichungen sind dieselben wie § 8, (5) (mit k== 2n — 1), deren
Auflésung durch § 8, (18) gegeben ist. Daher wird, wenn wir zur Ab-
kiirzung den Inhalt der Klammer unter dem Integralzeichen mit

L4 @ 2”‘)
2n)!

bezeichnen, so dass also:
3) @@ 2n) = (1—P» — n (1 —8)*—1 4 (2n), B, 1 —£)*—2
— (2n), B, A —tpn—t 4 ... 4 (—1)" (20)en—2 Ba—a (1 —1)?

ist, aus Gleichung (2) folgende:
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Flz+h) — F(z)—3h {F’(x +h) — F‘(x)}

B1 h? 44 2 - d
@ + A @+ 1) — P F . =hF @) + B

1
h2n+1

By = @t -“0 @ (8, 2n) FCrH) (x4 ht) dt;

also ist auch:
(5) h (@)= F(z+-h) — F(z) — o {F’(x +h)— F’(z)}

B

+ B {F"(x—}—h) — F”(x)} _ EZ!E{F“) (o) — F@(x)} .

+ (- Bt e (o) — Fer-d @) — B,

Setzen wir hierin der Reihe nach:

z=a,a+h ...a+@—1r

und addiren alle Gleichungen, so entsteht:
(6) h{F’(a) + F(adh) 4+ ...+ Flatqg—1 h)}

— Fla+qh) — F(a) — & {F’(a-l— a—1h) —F‘(a)} £
+ (1) % {F(2n—2) (a —{—qh) — Fren—2) (a)} — ER%’
worin SRy, die Bedeutung hat:

1

2n4-1 7—1
(7) SRy = % j-(p(t, 2n). 2F(2n+l>(a+kh+ht)dt.
Yo 0

Fithren wir nun statt der Function F(z) eine andere mittels der Gleichung

Fi(u)y ={f(u) also F“(u)=f"(u) u. s. w.
ein, setzen:
®) a4 gh=1%

und
g—1

2,‘ f™(a+kh+hi) = U, (2),
0

so dass
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3
[ ro au = Fo)— @
a

und:
q—1

10) EF@“+I) (@+kh+ht) = FfO (@a+kh+ht) = Usn (1)
> o

werden (wobei die Differentiation, wie gesagt, nach dem Argument oder
nach # auszufiihren ist), so erbalten wir nach (6) und (7) und mit Be-
nutzung der Abkiirzungen

1) V=238 2 (r®)—r@)— B » (f"'(b F(@))

+ (—1)? By (2 2)‘ (f(an—s)(b) - f(sn_s)(a))

1
(12) P, =— —:‘-2—7;—, [0 @ (¢, 2n) Usn(t) dt

diese Gleichung:

o @+t o+ TR+ Fat gh)
b

—[r@ a4+ 5 ((O+@)+ V+ B atah=b.

Wir wollen nun mit Hiilfe unserer Gleichungen fiir die B. Z. diejenigen
Eigenschaften der unter dem Integralzeichen stehenden, durch (8) definirten

Function @(t, 2»)Y), welche wir zur Umformung obiger Summenformel
brauchen, ableiten. Zuniichst ist:

(13) @ (t, 2n) = @ (1 —¢, 2n),

denn in der Differenz:
(¢, 2m) — p(1—1,2m) = {(1 — tzn} o {(1 _t)zn_l_tz,._l}
+ @) B, {a ool
+ (—1)*+20)2y 2 Bri {(1__,;)%_ tzk} £
+ (—1)* (2m)an—z Bps {(1 —tp— t2}

1y Dieselbe ist (unter dem Namen der Bernoullischen Function) ziemlich
gleichzeitig von Raabe und Malmstén discutirt worden. (Vgl. § 12 am Anfang.)
In der Malmsténschen Abhandlg. stehen u. A. die im Text mit (13), (16) u. s. w.
bezeichneten wichtigen Gleichungen.
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ist der Coefficient von #2¢:
(2”)2k —3 (Zn) (2%— 1)2k + (2n)2 (2%— 2)2k By ——-(271.)4 (2%—-4)2,, B, + ...
+ (—1)"* (2n)an—sx—s (2K + 2)o Bp—i—1

d. i. mit Benutzung von Gleichung (17) des § 19:
— (2n) {1 — 3 (2n—2K) + (2n—2K), B, — (2n—2k), B, + .

+ (—1)—* (20— 2k)p_gis Bn_k_l}

und hier ist die Klammer nach II, wenn darin m———n—k—— 1 gesetzt
wird, Null. Ebenfalls ist der 009fﬁc1ent von 2A+1:

= — (2M)ar 1 {1 —3(2n—2k—1)+ (2n—2k—1), B;—(2n—2k—1), B, +
+ (= 1) @1 —2k—1)on—is Bria)

nach I mit m=xn—"% — 1 gleich Null Wir Qiirfen also auch die
Definitionsgleichung (3) #ndern, indem wir auf deren rechte Seite ¢ statt
(1 —+%) setzen. Wir erkliren also:

14) ¢, 2%)—752"———22 £n=1  (2m), B, t2%—2—(2m), B, t2n—4 4

+ ('— l)n (2”)2,,_2 Bn—l 124

und fiigen hinzu:

2n+l

(15) p(t.2n+41)=tn+1— —— 4 (2n+1), B, 12"~ 1— (2’”/-}—1)4 23 4.

+ (_‘ 1)” (2'"' + 1)271——2 B, 34 (— 1)n+1 2n4 1)2n B,t;

dann folgt unmittelbar:

do(t, 2n
I _Q)(T)‘ = 2n¢(t, 2n—1),

16) '
| 262D . ant1) fpts 2m) + (— 17+ B,

Da nun, wenn #=1 —¢ ist, identisch

@ 2n)=¢ (Z, 2n),
also:

de (8, 2n) do (2, 2n)

Ta T de
ist, so ist auch:
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@97 @t 2n—1) = — @ (1—4, 2n—1),
folglich ist:
f @ 0,20) =@ (1,20) =0
V@ (0, 2n—1) = ¢ (4, 20—1) = @ (1, 2n—1) — 0. n>1
Der Werth ¢ (¢, 2n) fiir =1 ist aber

(18)

(19) P & 2n) =

1
(__l)n 22n—2 (2%)2,, —2 Bn—l} - (___1)71 22n——1 B _(__l)n ( 22T_1) Bn

o {1——2n 4 22(2n), B, —24(2n), By +

(nach VIII mit m ==n). Wir nehmen nun an, dass @(f, 2n—1) zwischen
{=0 und ¢{==14 nicht verschwinde, und sehen zu, was daraus folgen
wiirde. Dann nimmt ¢ (f, 2n) dauernd zu, oder dauernd ab, im ersten
Falle ist es dauernd positiv, im zweiten dauernd negativ. Die Differential-
quotienten von @(t, 2n+1) fir {=0 und ¢ =1 sind nach (16), (18)
und (19):

dg (¢, 2n-11) .
(_'L(t_d?’”r_)t:o — (—1)"H @n41) B,

(5{‘2%@)1=% = (—1)* @n+1) (1 —'é—,}':l) B,.

Beide Differentialquotienten sind also von verschiedenen Vorzeichen, daher

muss d—"it’—dzn;!i) zwischen 0 und § einmal und nur einmal verschwinden

(weil @ (t, 2n) dauernd zu- oder abnimmt), @(f, 2n+1) behalt also da-
zwischen dasselbe Vorzeichen, da die Functlon fir t=0 und fir t=1
Null ist. Verschwindet also @(?, 2%—1) nicht zwischen {=0 und {=1,
so geschieht dies bei ¢(¢,2n -+ 1) ebenso wenig. Nun findet aber der
angenommene Fall in der That statt, denn es ist:

1) =t @t2)=1t(0—1), ¢ 3)=10t—1) (¢—3),

also behdlt @ (¢, 2n) zwischen 0 und §, und daher wegen Gleichung (13)
auch zwischen 4 und 1 dasselbe Zeichen, und erreicht fiir {=14 ein
Mazximum oder ein Minimum, welches durch (19) gegeben ist. Daher ist
tiberhaupt (wenn ¢ zwischen 0 und 1 bleibt):
M1

(20) (t 2’”’) - (_1)71 227:»—1

B, 0= = 6= < 1.
Wir heben noch einmal hervor: Die Function ¢(f, 2m) ist eine gerade
Function, die zwischen O und 1 nicht ihr Zeichen #ndert, und deren
Differentialquotient zwischen 0 und 4 ebenfalls dasselbe Zeichen beibehiilt.
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Wir kénnen nunmehr dem Restgliede mehrere vom Integralzeichen
freie Formen geben.
1. Bedeutet ¥ einen positiven echten Bruch, so ist:

1

J. @ (t’ 2”) Usn (t) dt = Uy, (19) I @ (t’ 2”) dt.

0
Aus den Gleichungen (16) folgt aber:

4

[q) , 2%-{—1)]; — (2n41) {j

ot 2n) dt 4+ (—1)H B, t}
also insbesondere:

3
/Y0

(21)
1
lj @ (8, 20) dt = (—1) By
0
daher wird obiger Ausdruck:
= (—1)" B, Uz, (9)
und folglich (siche Gleichungen (10) und (12)):

on+41 y—1
CHI Py, = (—1)+1 ’22—7;‘ B, 13 fon) (a4-kh+hd)  0<I<< 1.
" 0

2. Wenn die Bedingung erfiillt wird, dass die Summe

g—1

R 10 (@ hh4-) == Ua (9

zwischen == 0 und #==1 nicht ihr Zeichen #ndert, so ist:

1

1 )
(22) j @, 2n) Uy, () dt = @ (9, 2n) ‘ Usn (£) dt
0 Jo

g 1
— @9, 2n) % [121 fen—1) (4 4 kh -+ kt)]
0

0

p —1
= 2@}; 2n) (Elk 7= (a4 kh) __(12,‘ fen—1 (a+kh))
1 0

— ‘?’,,,,(%ﬁ@ ( fEr=1) (g4 gh) — f@n=D (a)),
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folglich wird P, (s. Gleichung (12)) mit Riicksicht auf (20):

(23) Py = (—1)**1 (ZL:;T @2;:;11 B, (f(zn—l) () — fFen—D (a))

0< O L1
Demnach ist auch nach Gleichung CII:

b
8 1@ + 1@+ + ...+ FO)} = 1@ da + 5 (O + @) + ¥
+ (— 1)m+! B, %_'_ (f(Zn—l) (®) — f@n—=1) (a))
+ (1 (O52E — 1) B g (PO ) — " @),

Gehen wir andererseits in CII um ein Glied weiter und setzen demgemiss
in (28) #+ 1 an Stelle von #, wozu die Voraussetzung erfiillt sein muss,
dass auch Up,2 (f) nicht sein Zeichen indert, wenn ¢ von O bis 1 wichst,
so ist nach (23) statt der letzten Zeile in (24) nur zu schreiben nothig:

Qa2
Q2n 41

hnt2

—1ym (2nF2)! 6,

1 Buia (f(2n+l) (b) — f@nt1) (a)); 0< @1 <1

Die beiden in der Form verschiedenen Restglieder miissen dem Werthe,
also auch dem Zeichen nach iibereinstimmen; haben also

£en—=1 (b) — f@"=1) (g) und f@r+7) (b)) — Fen+D (g)

P —
gleiche Zeichen, so muss @?22”—_11— 1) negativ, kann also nur ein nega-

tiver echter Bruch, etwa = — ©), sein, haben aber die genannten Differenzen

verschiedene Zeichen, so muss (@ 72"_—1—-1) positiv. sein und ist daher,

Qam—1__ 1 92n—1

da es hochstens e werden kann, als 6. —-2”_;11 darzustellen.

1
Nun ist £@7= (b) — f@"—1 (@) aus der Integration j Uy, (f) dt hervor-
0

gegangen, hat also mit Us, (f) dasselbe Vorzeichen, und ebenso die andere
Differenz mit Uppy g (f).
Ist also die Bedingung erfiillt, dass die Summe Uy, ()
g—1
= N f®(a 4 kh + ki), wihrend ¢ von 0 bis 1 geht, nicht ihr
0

Zeichen #ndert, so ist die Gleichung CII mit dem Restgliede
Py, in (23) anzuwenden.
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Ist ausserdem noch die Bedingung erfiillt, dass auch
q—1
Ugnia ()= D"+ (a+Lkh+ht) das Zeichen beibehslt, wihrend
0
¢t von 0 bis 1 geht, so gelten folgende Formeln:

b

oV aff@+fat) o+ FO)) = j f(@) ds + 5 () + (@)
+ V4 (1) B, (2 - (Femh (8) — fon (@)

I (—1)" OB, (2"—:‘), (£~ (&) — O ()) ... wenn Ua({) Uus2 (60

+
](—1)7”—1 @‘B 2 )\ (f(2"—1) ( ) - f(ﬁn—l) ((l)) ... wenn Uy, (t) U2n+2 (t)< 0
o<{o} <1

wobei @’ noch genauer durch

22ﬂ-—1 _

(25) O = 0" ——

0o <1

dargestellt werden kann.

In beiden Fillen ist aber das Restglied ein positiver oder negativer
Bruchtheil desjenigen Gliedes, mit dem die Rechnung schliesst.?)

Wenn f@)(z) nicht sein Zeichen &ndert, wihrend 2 von a bis b geht,
so behalt auch U,,(f) sein Zeichen, und zwar dasselbe, welches f©*?) ()

besitzt, bei, wihrend ¢ von O bis1 geht, denn in den Gliedern der durch
g—1

an () bezeichneten Summe % fC (a4 kh -+ ht) ist das kleinste Argument,
0

fir k=0 und =20, a; und das grosste, fiir t=¢—1 und t=1, d.
Aendert nun f®7*+2(z) auch nicht sein Zeichen, wihrend # von a bis b

1) Dis Formeln CIII bis (25) sind von Malmstén in der Abhandlg. Sur la
formule hu, = Au, u. s. w. J. fiir Math. Bd. 85, S. 55 entwickelt. Er weist darin
auf die fritheren Arbeiten von Liouville und Cauchy auf diesem Gebiete
(Stirlingsche Reihe) und besonders auf Poisson in dessen Memoire Sur le
calcul numérique des intégrales définies und Jacobi De usu legitimo formulae
summatoriae Maclaurinianae (J. f Math. Bd. 12, 8. 263) hin. — Auch hebt er
hervor, dass die Bedingung, Us, solle nicht sein Zeichen wechseln, weniger be-
schriinkend ist als die vor ihm aufgestellte, dass £(27) () nicht das Zeichen wechsele,
wihrend « von a bis b geht. "In der That zieht die zweite die erstere nach sich,
jedoch nicht umgekehrt. (Siehe im Text!)
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geht, so schreibt man die Gleichung CIV mit ihren Bedingungen zweck-
missig folgendermaassen:

b
OV b {f@+F(atR)+(at28) + ..+ O} = [ F&)ds+5(F0)+1le)
4+ V4 (—1)y+' B, o (2 ), (f<2n—1>(b) — f@n= (a)) (1— £6),
wenn: & (f@=1(p) — f@n—1) (a)) (f(2n+l) (b) — Fen+Y (a)) >0
e=4+1, 0<OLL.

1 oy
3. Wir theilen das Integral j' @ (t, 2n) Uan () @t in (12) in [ + j :
0 J0

1 k]
el
im 2ten setzen wir: ¢=1— 2, dadurch wird:

U2n (t) = Uzn (1—2)
und @ (¢, 2n) = @ (1—z, 2n) = @(z, 2n), also das 2% Integral

¥
= "- (2, 2n) Usp (1—2) dz

und daher das ganze Integral:

1 24
@) | pt2m nod= | g2 {020+ G (1—0} a
0 0

= 1 2 (U (@) + T (1—1) 0<T<}

nach (21), somit:

CVI P = (—1)»+1 B (Ven(® + Uin (1—0))

o<<r<i.

4. Durch partielle Integration erhilt man:

1

| ot2m Un at = [Ous O 0 2n)]:

t 2n) at.

—1 jl Tans () 22

Saalschiitz. : 12
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Der erste Ausdruck verschwindet nach (18), und das Integral theilen wir
wieder; jetzt ist:

dp(1—2,2n) _ do (1—z2n) do (2, 2n) 2n)

d(1—=z) dz Tz
also das ganze Integral

1
1 do (2, 2
J' (t, 20) Uy (t) dt =__ﬂ' (Uines () — Uy (1—2)) 22527 g,
0 0
d. 1. da dg E;’ 2n) zwischen O und 1 nicht sein Zeichen &ndert:

g1

= (—1y+ 5=t B {Tua(®) — Ui (1—0))

Daher ist:

her Qw1

CvIl P = ("' 1)n+l (2”)' 22n~1

B, (Uznes (1—7) — Upas @)
0<T<i

5. Unter der Voraussetzung, dass die Summe:
g—1
S {f(2")(a+kh+k-r) + £ (a4 (k-l—l)h—-—hr)}=U2,, (©)+ Vs (1—7)
0
nicht ihr Zeichen #ndert, wenn 7 von 0 bis 4 geht, kann das Integral
in (26) auch auf die Form gebracht werden:

1

(27) [ P, 20) T (0 A = @ (9, 20).5; | Doncs (8) — Vo (1—7)|
0
= @ (9, 2n) % ( U2n—1(1) — Uznm (O)\)
q—1 1
=@, 2n) 5 [ k f“"'“(a+kh+’”)]
0 0

— 9 @, 20) 5 (FO"—0 ) — 2 (@)

wobei ¥ zwischen 0 und } liegt. Dieser Ausdruck stimmt mit der rechten
Seite in (22) tiberein (dass dort ¥ zwischen O und 1 liegen durfte, ist
dabei gleichgiiltig), wir kommen also zu denselben Formeln wie dort, und

1) Der Gedanke von Nr. 8. und 4. und insbesondere die Gleichung CVII
rithrt von Herrn Schlémilch her (s. a. a. 0.). Die Einschriinkung des Arguments »
auf die Grenzen 0 bis 4 kann unter Umstéinden von Wichtigkeit werden.
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erkennen, dass jene Formeln auch gelten, wenn die dort der Summe T, (f)
(bez. dieser und Ug,yg (f)) fiir # zwischen 0 und 1 auferlegten Bedingungen
von der Summe U, (7) + Us, (1—7) bez. von dieser und von Usyqg (7)
+ Ugnyg (1—7) fiir 7 zwischen O und } erfiillt werden.

Bemerkung. Alle diese Formen des Restgliedes kommen bei be-
treffenden Problemen zur Anwendung, doch wiirde es hier zu weit fiihren,
wollten wir zu allen diesen Beispiele geben. — Treffen die Bedingungen
von Nr. 2. und die daran ankniipfenden nicht zu, so muss man
suchen, das Restglied in Grenzen einzuschliessen, um so eine Schitzung
seines Werthes zu gewinnen. Die von Herrn Schlomileh ausgefiihrte
Umformung der Lambertschen Reihe (fiir # nahe an 1) liefert ein gutes
Beispiel zu diesem Verfahren.l)

6. Wir konnen noch folgenden Satz hinzufiigen. Wenn die Reihe V:

V=B, o (F'O)— @) — B o (f“’(b) (@)
+ By g (FOD —1O@) Fr (1) Bas g (12 ) — [0=9(e))

fiir jeden Werth von 7 bis einschliesslich # == co und fiir beliebige inner-
halb gewisser Grenzen gelegene Werthe von a und % convergirt, d. h. einen
endlichen bestimmten Werth besitzt, so nishert sich das Restglied in der
Mac-Laurinschen Summenformel der Null, kann also fortgelassen werden.

Beweis. Da wir in der Reihe beliebig weit gehen kdnnen, muss, wenn
die einfachste Form des Restes CIII zu Grunde gelegt wird, die Gleichung
gelten :

2n—2

B 2 (&) — @) F ... 4 (— 1) ("27; g (9 ©) — [ (a))

+ (— 1)n+1 2 f @& (@+-kh + hJ)

2n+2p—2

h
=B, 57 o1 (f ®-f (a’)) Foog(=1)ne ﬁﬁiz—p:_—é)‘ (f(2"+2p—3)(b)_f(2n+2p—3)(a))

I 2nt+2p+1 g1

+ (__1)n+p+ n+p 79 1.9 11 (2%+2p)‘ 214 f(2n+2p) (a+kh+k0p)

o<fr)<t

1) Sitzungsberichte der Kgl. Stichsischen Gesellsch. der Wissensch. Bd. 13 (1861),
S.120 oder Comp. d. hth. Anal. II an betreffender Stelle.
12*



180 Vierter Abschnitt. Die Mac-Laurinsche Summenformel.

also muss sein:

(28) (2n zf(“")(a—l—kh-l—hﬁ)——-BT——gT)‘ (Fen—D(5) — fo—D(@) F ...

n ( L1 Bn+p—1 piniie— f(2n+2p—8) b @n+-2 p—3)
— Gurap—oy ( & —f (@)
n+ 2n42p4l g—1
+ = gy D O 1),

Da nun die Reithe ¥V der Voraussetzung nach convergirt, lisst sich % so
gross wihlen, dass der Absolutwerth der Summe:

2n

1h
B (f—0) — (@) — oL " (o) — frso@)

2n49p—2

+ (—1)r+t B’(‘;—Z_-*_l;_;;.g)‘_ (f(2n+2p—s) (b) — fOn+2r—9) (a))

fiir jeden Werth von » unterhalb einer beliebig klein anzunehmenden Zahl
& bleibt. Halten wir nun ein so bestimmtes » in Gleichung (28) fest,
sindern aber p, so wird im Allgemeinen eine Gruppe der Restglieder:

2n+2ptt ¢—1

Bn
iy == EA (Y
worin 1), ein von p abhingiger positiver echter Bruch ist) mit dem links
» 81
2n+1 ‘/'—1
stehenden —’('2h)‘ A,, @ (a + kh+ k) gleiche Vorzeichen haben, und die
0

andere Gruppe entgegengesetzte. Bezeichnen wir ein Restglied aus der
letzteren Gruppe mit — 07,4, und das in (28) auf der linken Seite stehende
mit ©,, so dass o, und Q%,, gleiche Zeichen haben, so gilt nach (28) die
Gleichung :

On =+ (< &) — Onip

oder:

<&
also miissen sich g, und @}, der Null nihern, wenn % geniigend gross
angenommen Wwar.

Ist aber ferner 0,., ein Glied der Gruppe, die mit g, gleiche Zeichen
hat, so folgt aus (28):

‘Qn + Onip

On— Onip 2&

d. b. 0,1, unterscheidet sich &Husserst wenig von g,, oder mit anderen
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Worten: g, nihert sich mit wachsendem Index einem bestimmten Grenz-
werth, Derselbe kann nur Null sein.))

Um dies zu zeigen, schreiben wir mit Riicksicht auf Gleichung (12)
des § 2:

28 ong1 ‘S 2n)

und es sei nun f@?(a-+kkh-+hJ) in der Form dargestellt:

o(a—+(k+8)h)
p(a+E+o)h)

so dass der Zihler fir @ 4 (¥ 4 9¥) h==0 nicht o wird, der Nenner aber
fiir diesen Werth verschwindet oder endlich bleibt, in welch’ letzterem Falle
die Einfthrung der Function y unniitz ist, d. h. Q/)(a + &<+ 9 k) =1 ge-
setzt werden kann, Da nun nach Voraussetzung a und % (innerhalb ge-
wisser Grenzen) beliebige Werthe annehmen konnen, so setzen wir a als
von O verschieden und % als von 1 verschieden voraus. Dann hat in der
Summe

£ (a+(b+9)h) =

Eg 9 (a-+E+8)P)
v w(e+GE+ah)

keiner der Nenner einen Factor mit A?*+! gemeinsam, es bleibt also die
von % abhingige Grosse h?™+! sicher in g, als Factor bestehen. Soll also
der Ausdruck o, demnoch mit wachsendem % von % unabhingig werden,
so kann er nur dem Werthe Null zustreben.?) Wiirde etwa @, unendlich
werden, so wiirde, da die Reihe V nach Voraussetzung convergirt, die zu
summirende Reihe auf der linken Seite der Summenformel oder das Integral
auf der rechten Seite oder Beides 4 c werden, — Fille, welche natiirlich
die Anwendung der Formel eo ipso verbieten.

Soll @ =0 oder k=1 gesetzt werden, so ist erst nach Durchfiihrung
der allgemeineren Rechnung zu untersuchen, ob beide Seiten der resul-
tirenden Gleichung sich mit veréindertem a (oder A) in der Nihe dieses
Werthes und bis zu ihm heran stetig #ndern. In diesem Falle ist die
Vollziechung des Grenziiberganges gestattet,

1) Dies darf noch nicht als durch das Vorhergehende bewiesen angenommen
werden, da mdglicher Weise eine Gruppe der (—g/,,) gar nicht existirt, wie
auch andererseits die Gruppe der ¢, +p Dicht immer vorhanden zu sein braucht.

_?) Aus Beispielen ergiebt sich, dass dies in der Art geschehen kann, dass
¢—1

2 f@m (a+kh-h#) einen endlichen Werth besitzt, wihrend ~2h— ein echter
7T

0
Bruch ist, und daher ( 2i )2" sich der Null nihert, indessen lim. Spn=1 ist.
-
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7. Summation von Reihen mit abwechselnd positiven und
negativen Gliedern,

Setzen wir in Gleichung CII ¢ = 27 und behalten b in der Bedeutung
@ -+ 27rh bei, so entsteht:

b

@) wff@+f@+n -+ +fa+2rn) = fo)da
+2 OO vy p,;

setzen wir ferner in CII 2% statt 2 und g=r, wodurch ¥V in ¥V’ und
P,, in P;, iibergehen moge, so erhalten wir:

b

30  2h{f@+F@+2m)+... +1@+ 2w} =] f@)ds
+ 5 (fO) + @) + V' + P
Wir ziehen mun (29) von (30) ab und gebrauchen die Abkiirzungen:
(31) V'—V=W=B, 2:—1) o (f'®)— f'@®)
— B, @ —1) 3 (F“O)— " (@) £ -+
+ (=1 Bus (27— 1) g (F=9(0) — /9 @),

(32) Pén_P2n=R

dann erhalten wir:

OVIT  w{f@—F(a+8) +F@+2h) —f@+ 3 ...
——f(a-|—2r—1h)+f(a+2rh)}=h’%f(a)+ W+ P.

In dieser Gleichung kann P fortgelassen und W bis ins Unendliche fort=
gesetzt werden, wenn W fiir » = oo convergirt.

Wir setzen jetzt in CVIII a =1, h=2; so wird mit Benutzung des
Werthes (§ 4, (3)):

9on (22m 1
po=2C"=D g,
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der Ausdruck fiir W folgender:
(5 W= O-rw) - & @Eo—rw)
+ & (fon —rom)F ... £ G (e ) — reow)

und wenn wir das von b Abhingige und das von b Unabhingige in CVIII
(abgesehen von P) von einander trennen, mu welchem Zweck:

j Wo, =% 0) + & po)— if"’(b)i...iﬁf(ﬂn—3>(b)
(34)
]Wm = r—brao)+ErnF..F (23""29,)- fen=a(1)

gesetzt werden moge:

If(l)—f(3)+f(5)?--- +i@r+1) =3 (Wo+ W+ D)

CIX ]f(l)_— FO+IOF. ... — f4r—1)=}(Wo+ We+ P)
In dem Falle, dass die Function f(z) sich nach Potenzen von # ent-
wickeln lisst, kann der von b unabhingige Theil der Gleichungen CIX in

eine andere Form gebracht werden, in welcher die Secantencoeffi-
cienten zur Anwendung kommen. Sei nimlich:

(85) f@=a+az4+...4+a:2*+...,
so ist der Coefficient von @; in Way:
A4t
J(—l) 2 (A)1fatr - - . A ungerade
2

1—(A) B+ (A)s Bo— (D5 B3 = 1( l)i Dics B P
—1)2 (A _;_,. . « « A gerade;

die erste Zeile ist aber nach Gleichung XIV Null, die zweite Zeile (-—l)2 4 i
nach Gleichung XV. Daher ist:
(36) Way=ay—ay, 0, + a, 0, — a; o3 + ...

Dieser Ausdruck lisst sich sehr kurz in einer symbolischen Form dar-
stellen, Fiihren wir niimlich die Bezeichnungen:

(37) E0=1, E2k=(—1)"ock, E1=E3=E5=...=0
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ein, so ist
(38) Way = f(E),

wofern nach der Entwickelung von f(E) mittels (35) die Exponenten von
E in Indices umgewandelt werden, Ebenso lisst sich der von b abhingige
Theil in CIX symbolisch darstellen, wobei die Gleichung XVII benutzt
werden muss; derselbe ist in der ersten dieser Gleichungen: 4 f (E+4b-41),
in der zweiten: — % f (E+b—1) und dsher zusammengezogen:

X FA)—F8) +FB)F ... + (—1y+ f(2n—1)
=%{f(E? 4 (—1)mtt f(E + 2n) 4 P}.

In dieser Form, aber unter Fortlassung des Restgliedes P ist die Gleichung
von Césarol) angegeben worden, der sie aber auch nach symbolischen
Principien entwickelt hat. Nur ungerne verzichten wir darauf, diese ele-
gante Methode?), welche jedoch nicht im Stande ist, das Restglied zu

1) Sur les nombres de Bernoulli et d'Euler. Nouv. Annales de Mathématiques,
sér. ITI, t. V (1886), p. 805.

%) Setzen wir ausser den Bezeichnungen von (37) noch:
B,—1, B, = §, Boy = (—1) By, Bypr =0 E>0,
Ey=1, Eyy = (—1)* B, By =0 k>0,
so heissen die Gleichungen I, XIII, XIV in symbolischer Form:
(B-+1)"—Br =, (B+1y+ 4 (B— 1)+ =0, (B41) +(F—1y =2,
n=0,1,...

Césaro fiihrt noch ultra-bernoullische Zahlen B, nach dem Vorgang von
Trudi (Atti del Accad. di Napoli, 1865) und ultra-eulersche Zahlen €&, ein,
die ersteren geniigen der symbolischen Gleichung:

(§B+1)"—p%”=n n=12,...
mit der Bedingung B°= B, =0, und hiingen nahe mit der Entwickelung von
p—1 also mit den Zahlen 171’ ,» zusamimen (siehe § 10, Gleichungen (14) und (15)),

p—e’
indem n#mlich:

%n=_ n! ITf)——l y: -

ist; die letzteren befriedigen die symbolische Gleichung:
EC+1)+pE—1=0; n=123,...

und beide Sorten von Zahlen werden von Césaro zur Umformung von Reihen
benutzt und mit Aufgaben der Astronomie und bestimmten Integralen in Ver-
bindung gebracht.
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liefern, hier darzulegen, bemerken aber zugleich, dass die von Césaro ge-
wihlten Beispiele auf halbconvergente Reihen fithren, so dass keine Be-
rechtigung vorlag, die Untersuchung des Restgliedes fortzulassen.

§ 22,
Erstes Beispiel.

Als erstes Beispiel wihlen wir ein solches, bei welchem f(z) eine
ganze rationale Function von z ist, wobei also die Reihe auf der rechten
Seite der Mac-Laurinschen Summenformel von selbst abbricht und somit
die Hinzufiigung des Restgliedes unnéthig wird. Dies Beispiel liefert den
Beweis fiir die in § 5 (am Ende) angefithrten Recursionsformeln.

Wir nehmen in der Summenformel:

W) Y@+ @D+ 4 O} = | f@) e+ § (70 + )

h4

+ B, § (r®O—r@)— B 3 (F®—r1@) + B, Z—? (OO —19@) +...
fir f(2) die Function:

@ f(@) =" (1—=)’,

worin p und ¢ positive ganze Zahlen sein sollen, und ausserdem:

(3) a=0,b=1h=1

en. Dann ist f™(z) fir mindestens einen der beiden Werthe z = 0

und # =1 nur in den Fillen von Null verschieden, wenn # zwischen p

und p + g einschliesslich der Grenzen liegt. Und zwar ist, mit Fortlassung

der sowohl fiir # =0, wie fiir £ =1 verschwindenden Glieder:

[ (@) = (R)p—pp!q(@—1) ... (g—n+p+1) (—1)? (1—z)r—+p 4 ...
+ () p (p—1) ... (p—n+q+1) (—1)7 gt P+

und daher nach leichter Umformung:

{f('ﬂ(l) =(—1" %! (D= (1) 2! (D)ptg—n,
fO(0) = (—1)"=7 n! (q)n—p = (—1)"7 n! (@p+g—n

(4)

und folglich, wenn % eine ungerade Zahl ist:

() 1) —£(0) = n! (—1)" @p+g=n + (—1)? (B)pg-n)- -
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Die linke Seite der Gleichung (1), sowie das dem Integral folgende Glied
auf der rechten Seite verschwinden, und das Integral hat den Werth:

1

P(1—\l gy — L@+ Tlg+1) 1 )
©® L“ (I—o)'de = = 2t — G+ GFatD)

Nunmehr miissen wir die vier Fille unterscheiden:

1) p ungerade, ¢ gerade; 2) p ungerade, ¢ ungerade;
3) p gerade, q ungerade; 4) p gerade, g gerade.
Ad 1) n erhslt die Werthe:
n=pp+2p+4...0+e¢—2

dann ist, wenn wir es mit dem Zeichen so einrichten, dass die Bernoullische
Zahl mit dem kleinsten Index positiv erscheint:

2 By Bpis
M = Grgetary tpir ~ p1s @m— @)
Bpts g1
+ 575 @ — @) F o+ (D7 FE B
¢>p
worin 72 statt D=k gegchrioben ist.
AQ 2) n erhilt die Woerthe:
n=p p+2,p+4 ...0+a¢—1,
und es entsteht die Gleichung:
2 By Byis
9 0= Gra orary + prr () — 575 (@ +00ms)
Byts ~ —
+ 755 ((Q)q—4 + (Z’)q—4) F.o.o.o+(—1? Bp_—;;q
1< P

Ad 3) » erhilt die Werthe:
n=p-+4+1,p+3,...p+9—2

und es ist:
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—n¥ Fefs iis
(9) 0 =(P+Q)p (pqF1) + p+2 ((Q)q—l—<p)q_1) + m ((Q)q—3—(p)q—3)
Bpts
+I';¢2§ ((Q)q—s - (P)q—s) $ + ( 1) 2 B +q__1
9>p.
Ad 4) n erhilt die Werthe:
n=p+1p+3 p+35...p+e¢—1,
und die Gleichung wird:
(_ 1)_2_ Bp;{_z BEF
(10) 0= ¥, 7FeFD) + pF2 ((.‘l)q—l'}‘(l’)q—l) ~pi4 ((Q)q—3+(1’)q—3)
Byte
+ i’ﬁ ((Q)q—é + (Z’)q—fw) F..-+ (—l) o T+
q s b-

Um nun eine Gleichung zu erhalten, welche mdglichst wenige Barnoullische
Zahlen enthilt, ist in (8) und (10) g==p oder, was bis auf den Factor §
zu demselben Resultate fiihrt, in (7) und (9) ¢=p +1 zu setzen. Das giebt:

2(p)s 2(p); —
(11) B, — 2p1’) Bps+ 21)({)4 By aF...
—1
(-—1) 2 m p+1 ...... » ungerade
+ +2
(— 1) 2 2(1_’*)_"2_‘ Bp+2 . ... p gerade
__ 1 __ .
(2p), @p+-1)
Wir machen nun noch eine zweite Annahme:
(12) f@)y=2"2—2)?, a=0, b=2, h=1,
dann ist die linke Seite von (1):
O+ 1)+ @) =1,
das Integral:
2 ¢ optat
? o a\ 4 =21)+q+1j 1— & d& — .
J, & @—oras A e M EEL
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ferner ist, mit Benutzung der Ausdriicke (4):

FO @)= (—1)""2! @psgmn @—2) T oo (1) B Dy 8 H"
und daher:

OO = (=1 Al @y 27T

£ @)= (=" nl Qa2
und fiir ungerades n:

O 0= @ =n! (—1 @pton+ (=1 @)prs—n)- 2+,

so dass sich diese Differenz von (5) nur durch den Factor 27" unter-
scheidet.

Daher nimmt in dem ersten der obigen vier Fille (p ungerade, ¢ gerade
und % successive gleich p, p + 2, ... p+g—2) die der (7) entsprechende
Gleichung folgende Form an:

Bp+1 By+

+ 20 20 (e — (P)yms)

©w

p+l
(—1) 2 gP+a+l

(P+O» (p+9+1)

p+1
(18) (—1) ¥ =
()T 22 B, q>p

2

dhnliche Formen erhalten die Gleichungen in den anderen drei Fillen.
Multipliciren wir nun (7) mit 27+9+! und ziehen (13) davon ab, so er-
halten wir:

Bpia Byis

(14) (__1)1% = 9 <2p+l_1) 21 —20-2(2r13—1) _ﬁ ((q)q—2‘_(p)q——2)

+ ('—’1) 22 (2p+q—1 1) g p Bp—|—q—1 q >}7

ebenso in den anderen Fillen:

p—1 Bﬁz—“
s ()T =21 2 (14 0))
Bpys

— 2072 (P8 1) Eg ((q),,_z—(p>q—-2) *

=1 ﬁ
+ (—1)* 2" —1) B ot Sy
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—3 By+a

(16) (—1) T = go- @+ —1) 20 (@er—(2))

By
— 9e—B (gp+e__1) p——|—24 ((q)q_?,——(p),[_s) +...

Do

7+1 q—p p
+ (—1)y =T 2z2(r¥ei1) Bp+!]—17 >p

=2 Bys2
17) (1) = 2 @+ 1) 5 (@) + B))
Byt
— 2= @ —1) = (@ (B)s) £ -
ot .
+ DT 2@ 1) By, (=

Setzen wir nun wiederum in (15) und (17) p =g, oder in (14) und (16)
g=p + 1, so erhalten wir:

2 (2% —1)B,— Pros =2 _1)B, , 4 W os@¥~_1)B, ,7..
P p—1 P p—2 »

(—1)2 21’(2”'“—1) b1 » ungerade
=

p——2
(_1) (P)p—1 op—1 (2p+2___1) B +2 . . p gerade

-t

Es moge noch bemerkt werden, dass in dieser Gleichung s@mmtliche Glieder
auf der linken Seite ausser dem ersten, welches eine ungerade ganze Zahl
ist, ganze gerade Zahlen sind.l)

§ 23.
Zweites Beispiel.
Es soll ein Stiick der harmonischen Reihe, nimlich
1 1 1
) l+5+5+-+5
summirt werden.
Setzen wir:
1
@) f@)=-

1y Siche Zeitschr. f. Math. u. Physik, 37ter Jahrg. (1892), S. 378.
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und verstehen unter @ und b (> a) positive ganze Zahlen, so ist zuniichst
nach CII mit A=1:

1 dx 1 1
® RB=itg+omtet3= j +5 (3 +5)+ 7+ Pan

worin ¥V durch § 21, (11) gegeben ist. Nun ist:

[ o = B

.7}2”+3 *

(4)

Beide Differentialquotienten behalten also ihr Vorzeichen, wihrend = von
@ bis b zunimmt, es ist somit CV zur Anwendung zu bringen und da
sowohl f@»=1 () — fCn—D(g) als auch f@+)(h) — fCr+1)(a) positiv, also
ibr Product positiv und demnach &£==+4 1 ist, so haben wir, wenn im
Restglied 1 — O=1 gesetzt wird:

1(1 1 B (1 1 B, (1 1) _
(5) R=lgb—lga+§(3+5)—7(b_2—_2)+Z(§*_a4)+"'

vt By (1 1 Z8Ba[1 1
+ (""1) ! 27n—2 (Wz - a?n—-?) + ('—"1) on (bzn a?n)'

Wiirden wir hierin a =1, b=y setzen, so wiren wir nicht im Stande,
den Werth der von @ abhiingigen Summe, die jetzt die Form:

(6) % + % B -+ (—l)n 27:-_1 + (_l)n+l 2n

" . . B .
annihme, zu beurtheilen, da ihre Summanden von @4 an wachsen. Wiirden

wir mit einem (unbekannten) Bruchtheil des kleinsten Gliedes% schliessen,

so wiirde die Unsicherheit bis % reichen, das Resultat also nur auf zwei

Decimalstellen sicher sein. Man darf aber auch nicht die Reihe (6) als
von b unabhiingig, sie also nicht als constant betrachten, wie es geschehen
ist, denn der echte Bruch ¢ wird im Allgemeinen sich mit b #ndern.
Wir verfahren also in folgender Art. Wir bezeichnen den Werth der
Reihe (6) mit Ej, und setzen dies in (5) ein, dann erhalten wir (fir o =1):

1 1 1 1 B
(7 ldstgt o ty—lgb="E 4 5 —5ht...

Aus (6) folgt, dass

. 1 1 g (> 0,575
(8) By = + 12 {

120 + 252 1< 0,579

2O] =
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also fiir jeden Werth von b eine endliche zwischen 0,575 und 0,579 ge-
legene Zahl ist. Lassen wir daher in (7) b iber alle Grenzen wachsen
und bezeichnen den Werth, den E), fiir b == oo annimmt, unter der Voraus-
setzung, dass dies nicht nur ein endlicher, sondern ein bestimmter Werth
ist, mit E, so ist:

1 1 1
9 Im (145 4+ 5 4.+ ——lgh)| = E.
9 Dm (145 4 g 4.+ 5 —lgh) =

Setzen wir nun in (5) a==p -} 1, zichen dann (5) von (7) ab und lassen
b= oo werden, so erhalten wir:

1 B

1 1 1 :
(10) 1 +5+5+-+ ?—E—{—lg(p-,-l)—z(p_l_l) — STy
—_ 'B? g n— anl n '9‘3,, X

+ e T + (—1)» (2n-2)(p+1)2”—?+ (1) TRy

Die grosste Genauigkeit wird erreicht, wenn wir mit einem Bruchtheil des

kleinsten Gliedes aufhoren; ist Bk:(2k(p—|— 1)2k) dies Glied, so muss der
Quotient :

B . By
@k-+2) (p+ 1"+ 7 2h(p+1)™
sich, nach der grdsseren Seite hin, so wenig wie moglich von 1 unter-

scheiden. Wir benutzen nun zuerst fiir das Verhiltniss By : By die an-
geniihert richtige Gleichung § 2, (16) und erhalten also, wenn bei gleicher

(11)

Anntherung der Quotient 2,0—2_];_—2 =1 gesetzt wird:
(12) k4 1=x(p+1).

Rundet man nun #(p 4+ 1) — 1 nach oben hin zur ganzen Zahl ab, so
wird dies in der Regel, d.h. schon fiir missig grosse Werthe von p, der
richtige Werth von & sein, und um dies zu priifen, kann man die strenge
Gleichung § 2, (13) (oder die bekannten genauen Werthe der B. Z.) be-
nutzen und, falls es néthig ist, k¥ so lange variiren, bis der Quotient (11)
gleich 1 oder wenig grosser als 1 ist.

Fiir p =4 folgt z. B. aus (12) k=15 und setzen wir in (10) n=15,
so ist die Unsicherheit kleiner als

B

5620 1;30 = 0,0000000000 00002 15329.

Setzen wir aber, um die Rechnung abzukiirzen, in (10) » =38, so er-
halten wir:
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18) 14545+t r=F+80+D—gos — BoFD

1 £y
+ 120 (p+1)* ~ 252(p+1)%°

und hierbei ist, wenn wir das Restglied fortlassen, das Resultat schon fiir
p=9 um weniger als 0,0000000040 zu gross.

Was nun die Zahl E betrifft, so kann der Beweis fiir ihre Bestimmt-
heit in folgender Art, die zugleich zu ihrer Berechnung dient, gefiihrt
werden. In der bekannten Gleichung:

1+x x4t
(14) gt =ofo+ S+ g+
ist der Rest innerhalb der Klammer kleiner als
20+3 5 . 221 22
13 (1 +a22 ot ) i3 Iz
setzen wir nun 2 = 21_k’ so entsteht aus (14), wenn & ein positiver echter
Bruch ist:

2k-4—1 1
€ o — k + 5 L3+ 5. 24L + -+ g

b
T @n3) o ke 1) @)

Wird nun nach einander k=1,2, 8,...# angenommen, so giebt die Ad-
dition aller Gleichungen auf der linken Seite lg (22+41) und dies ist soviel

als 1g 2 +1g2s + 5 (O < ¥ < 1); bringen wir nun lgz auf die rechte

Seite und lassen 2z unendlich werden, wobei das Ghed fmtgeht so er-
halten wir:

(15) lg2=lim (14 545+t — e+ g ygtoos

S2n+1 1 1 '9'2 'ﬁs
+ @1y o7 + @npsem \T13 t g T T

worin nach (9) die erste Klammer auf der rechten Seite = FE, und:
1 1 1
Si=1+4g g+t -

ist. Die letzte Klammer in (15) ist > ! (wobei zu bemerken, dass die
Briiche 9,9, ... nahe an 1 liegen) aber klemer als:

1 1 1 1
tstsstsat =2
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wir bringen sie mit g (© pos. echter Bruch) in Rechnung und haben demnach:

S 55 Sgn+1 @
(16)  E=lg2— g% — 5 or — " @tz @y

woraus & beliebig genau berechnet werden kannl); fiir % — 10 ist z. B.
das Correctionsglied kleiner als 1:46000000.

Diese Grosse E ist unter dem Namen der Eulerschen oder der
Mascheronischen Constanten?) bekannt; Euler giebt dafiir (a. a. 0.) den
Werth an:

E =0,5772156649015325.

§ 24.

Drittes Beispiel.
(Stirlingsche Reihe.)

Sei die Reihe
R=Igl+41g2 4+ 1g3+4 ...+ 1gp,

zu summiren, — eine Aufgabe, welche zuerst von Stirling und zwar
zwolf Jahre vor Verdffentlichung der Mac-Laurinschen Summenformel ge-
16st worden ist.?)

Es ist also f(#) =1gz zu setzen; wiirden wir nun in Gleichung CII
a=1, b=p, h=1

annehmen, und dann die Summe

4 B2 70 n Bn-l ,;_
()= 35 F0) % .. (1) sy P ()

+ (1 S

- o (1)

einer Constanten gleich setzen, so wire dies von vornherein ebenso un-

') Man kommt etwas schneller zu einem Ausdruck fiir E, wenn man die

Reihe fiir 1g(14-2) benutzt und darin 2 successive = 1, 2, ;, . % setzt, doch

bietet der obige Ausdruck den fiir die Rechnung wesentlichen Vortheil der gleichen
negativen Vorzeichen simmtlicher zu lg 2 hmzuzuﬁigender Grossen, deren Summe
iibrigens, wie leicht zu iibersehen, kleiner als ? ist. :

®) Euler, Cale. diff. t. II cap. VI § 143; Mascheroni Adnotationes ad Cale.
Int. Euleri. Ticini, 1790 bis 92, woselbst die Constante auf 32 Stellen angegeben
wird (I. Theil 8. 11, 8. 60, und an anderen Stellen).

%) Methodus differentialis, London 1730, p. 135.

Saalschiitz. 13
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statthaft wie im zweiten Beispiel, weil ¥ wiederum von p abhingig ist. Wir
nehmen also:
a=p+1, b=0w h=1

an, wobei  sich der Unendlichkeit nihern soll. Dann ist:

2_.9 In—1)! 2n--1)!
(1) 1o =T, fon = — O, prea ) — — D!

x2n+2 ?

folglich behalten f®7 (z) und f®»+2 (z) ihr Vorzeichen, wenn z von ¢ bis b
geht und das Product

(f(Zn—l) ®) — f(2"—1>(a)) (f(2n+l) () — f(2n+1) (a))

ist positiv, es ist also CV mit ¢=1 in Anwendung zu bringen.
Das Integral ist:

w

@ jwlgzdx=wagw-1>—(p+1)(1g(p+1)—~1),
die Reihe V wird:

B, (1 1 B (1 1
®) V=15 (o — ) — i (o — ) 2

., Bu, 1 1
+ I gy (e — (p+1)2"—3)

und, mit 1 — G=149:
n 9B, 1 1
4) -Pzn = (_1) +1 Bn—1)2n (wg,,__l - (p_l_l)en——t)'

Der positive echte Bruch © ist dabei in folgender Art entstanden. Nach
§ 21, (22) ist, wenn 2 ==1 und % statt a}-k gesetzt wird,

1

(p(t Zn)wi @ (k41) dt = @ (7, 2m) j wg @ (k4 ¢) dt.
0

p+l
Nehmen wir nun 2w statt w, so ist:

1 2w—1 1 oow—

(5) j e 2n) D £O (k41) dt = (7, 2n) j. > e (k1) di
0 p+1 0 pt1

und andererseits:

(6) — [ oo (S +F)rergroa

[i] p+1

-

w—1 2w—1

— o 2n) [ O E+2) dt + o (e, 20) j S 0o a

0 p+1
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Nun ist nach § 21, (20):

2 —1 —1
(P(’L’, 2”’) = (_l)n 9an—1 Bm <P(T 2”) _(_'1)" @‘ GEn—1 Bm

m_]
22"—1

@ (7", 2n) = (—1)" @“ B,,

wo 6, O, O positive echte Briiche sind. Bezeichnen wir noch:

1 1
w—1 w—
I S f@ (k1) dt mit 4, — 221 e (k+4-t) dt mit B,

0 pt1
so folgt durch Vergleichung von (5) und (6)
) &4+ B)—=060A + 6"B
es ist aber:
1 1 1 1
A= (2”'—2)' ((p+l)2n—1 - m2n~1)7 B = (2”‘_2) ( m—1 @&)Tn—_.l)-

In dem Falle, dass w sich der Unendlichkeit nihert, wird also B=0,
und wir erhalten dann aus (7):

& = 6;

daraus folgt, dass auch in (4) ¥ ungeindert bleibt, wenn 2w statt w ge-
nommen und @ = o gesetzt wird.

Endlich ist:

fO+f@ __ lgo+1g(p+1)
2 2 )

Setzen wir nun z. A.

B, B
n B,
+ U ey g
und
n B,
(9) 1(w7 0) =73 . + (— 1) (2”—3) (2%—2) o —3

9 B
1)+ _ n_____
+ ( 1)” @n—1) 2neo™—1’

so giebt die Mac-Laurinsche Summenformel die Gleichung:

10)  lg(+1) (p+2)...0) =@+ go—w+ 1T

n 4B,
-y (-p) + ('—1) (On—1) 2n (pF1)=n—"

13*
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Ebenso ist:

(11) g ((p+1)(@+2) ... (20) = Qu+13) 1g (20) —20+y 20, ¥)

\ n &' B,
—Yy (.p) + (""1) @n—1) 2n (pF1)=—2

worin ¥ und ¥ positive echte (fiir w == oo einander gleiche) Briiche
sind. Multipliciren wir nun Gleichung (10) mit 2, addiren beiderseits
2w1g2 — 11g (2w+1), ziehen Gleichung (11) ab und fiigen links:

1.2..

hinzu, so erhalten wir:

2%.(1.2...0)?°
2...(20) V2u0-+1

+ 21(0)’ 19)—-—2’(2(1), 19’) - 1/’(1’)"" (—'1)" (2n_1)2,’ﬁ;’+l)2n—1 (20 - 0‘)

a2 —1g (1.2..0) =118 57T

Der links unter dem Logarithmus stehende Bruch ist

2.4... 20)° 2.4... %0 1

13 = ) = .
(13) 1.2.3...20 V2011 1.8...Co—1) " Yoptl1

Wir lassen nun o unendlich werden; dann wird der Ausdruck (18): V%,
1 lg — @
2890 @atl)

7 (0, V) und y(2w,7) verschwinden, und endlich wird nach den friiheren
Ausfithrungen % =19, Demgemiss ist, wenn fiir vy (p) der Werth zuriick-
gesetzt wird:

(14) R=Ig(1.2..p)=11gx) +(@+Hlgl@+1)—(+1)
B, B, n B,
t i~ 5oy o T O e gy

n 9B,
+ (= (@n—1) 2n (p+1)" "

- lgza

Die Reihe auf der rechten Seite ist wiederum halbconvergent, und die
Rechnung daher mit oder vor dem kleinsten Gliede abzubrechen.

Addirt man zu (14) beiderseits 1g (p+1) und schreibt dann p statt
241, so erhilt man fiir g (1.2...p) einen anderen Ausdruck, doch

stimmt dieser, wenn man die rechten Seiten nach Potenzen von % ent-

wickelt, bis zum Coefficienten der 2n—2%2 Potenz mit (14) iberein.
Gleichung (14) ist aber vorzuziehen, weil der Factor von @ im Restglied
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etwas kleiner und somit die Unsicherheit geringer ist, als bei der in eben
beschriebener Art entstehenden Gleichung.

§ 25.
Viertes Beispiel.

Es soll die unendliche Reihe:

sin h sin 2h sin Sh
T +t—5 t—5 t--

fiir Werthe von %, bei denen sie convergirt, summirt werden.

Dies Beispiel ist gewihlt, um den aus der Anwendung des Satzes § 21,
Nr. 6 fliessenden Vortheil vor Augen zu fiihren. Wir betrachten nimlich
die allgemeinere Reihe R:

sin(a-}2h) |, sin(a-}+3h)
a-}-2h + a-}+3h +)

4 [sina sin (a4 h)
W m= (54D
und beweisen, dass fiir sie die Reihe V (§ 21, (11)) convergirt, so dass das
Restglied, dessen Bestimmung und Beurtheilung recht unbequem (iibrigens
aber durchfiihrbar) ist, fortgelassen werden kann.

Es ist: .
(2) f(x) —_ smax

T

und wir bilden den 2m — 1ten Differentialquotienten hiervon auf zwei Arten.
Zuerst nach der bekannten Methode der Differentiation eines Productes :

om—1 /. 1\ [_1{\m+1 COST @Cm—1)(2m-2) | (2m—1)...(2m—4) __
(8) D™ (sing.o ) = (1 +t & {1_ o2 & - +}

+ (1 BE

2m—1  (2m—1)...2m—3) , @m—1)...(2m—5)__
~ { _— + 5 +...},

z x® x
wobei jede Klammer soweit fortzusetzen ist, bis sie von selbst abbricht.
Zweitens 1ist:

sinx x?

m ¥
z =1———!‘:‘:...+(—1) m""-..

und somit:

am—1{ 8inx m x x® ® _— e .
4) D, (T)‘:(“l) {1!(2m+l)_3!(2m+3) + 5T @ngs T mﬁ“'}-

Diese letztere Gleichung formen wir unter der Voraussetzung, dass

(5) z z 2m
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ist, wum. Ziehen wir L als Factor heraus, so erhalten wir:

om
O 2 (5 = 1 anr) o~ (1) 5 H ) 57
L
worin :
(7) By=sine — g%y + 2!(23:;4-3) - 4!(29;:4-5) t...

Nun ist weiter:

Iy @ 2\ a 4 \at_
Po=sinz — g {1—(1—2m+3)2_!+(1—2m+5)ﬂ+"'}

. X
® =sma:—2—————m+1 P

1?4 6

xz? z F
9) P,=cosz+ 1.Gm+3) 31 @m—+t5) + 5! (2m+4-7) + ...

x 1 3 x® 5 \zb__
= cosz+ 2m+2{(1_ﬁﬁ)“"— (1_2m+5)§ +(1——2m+7)§+'"}

x
(10) =cosx—|—2m—+2— Y

. z z° x®
A1) B =sine — 5 oy + 5 @nt8)  H@EmEn L
. x 2 z? 4 zt__
—sing— 0 {1_(1_2—m—{—5)§—!+ (1—2——m+7)1—!+...},
(12) =sinx——2m%.1’3;

4 6

z? x x —
(18) Fy=coso+ 3.5 — 57@ms7) T 5T@mye) T

=c0sa¢—l—§~m%L {(l—ggl—_*‘—'s) x—(l—%)g—?i},
(14) =cosx+2m%t.1’4;

3 x.’)

. X X
(15) Py=sine—g s + sr@mtn — fi@mt9) £

Wie man sieht, erhilt man P;, wenn man in P, m-41 statt m setzt und
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in gleicher Art P, aus P,; so ist die weitere Fortsetzung klar, und all-
gemein ergiebt sich, wenn in P, m 4 r—1 statt m gesetazt wird:
3 x5

. X X
(6) Py =sinz— g vo5 + 5T Gmrerds) 51 Gmioris T

Es soll jetzt gezeigt werden, dass dieser Ausdruck mit wachsendem 7 nach
sinz convergirt. Ein Satz von Abel lautetl):

Wenn &, &, & ... eine Reibe positiver abnehmender Grissen ist,
@y, @y, Gy ... eine endliche oder eine convergente unendliche Reihe bilden
und M den grossten Absolutwerth der Summen: ay, a, + a,, @, +a; 4 a,, ...
bezeichnet, so ist der Absolutwerth der Summe &, a,+ & a, -+, a,+ ...
kleiner als g, M.

Betrachten wir nun in (16) die Factoren:

1 1 1
2m—+-2r4+1° 2m~+-2r+43’ 2m4-24+-57

als &), &, & ... und x——g: -+ % F ... als die Reihe ay+a,+a,+ ...,
. . 3 3 5
so kann der grosste Absolutwerth M der Summen: z, z — %, z—% + %,
u. s. w. bei grossem z sehr betrichtlich ausfallen, kann aber nie eine ge-
wisse von s abhingige Grenze iiberschreiten, da z hochstens gleich 2m
werden sollte. Wir kinnen daher immer r so gross wihlen, dass:

M
fo M=oy =1
beliebig klein wird?), also
a7 Py, = sinx + 7

dem sinz beliebig nahe kommt.

1)} Siehe Serret-Harnack, Differentialrechnung S. 173.
%) Da die Reihe in (16) regelmissiz abwechselnde Zeichen hat, so ist der

grosste Absolutwerth der genannten Summen kleiner als das grosste Glied der
Reihe, also fir x =2m:

2m)2Mm—1
w7
der Werth:
= (2m)*"s
fiir den
M 1

SmorF1 ~ @m)i%

wire, wiirde also geniigen, um, bei wachsendem s fiir endliches oder unendliches m
n nach O hin convergiren zu machen.
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Mit Benutzung der Gleichungen (6), (8), (10), (12), (14) findet

man nun:

am—1 sing _ (—1)" . £ cosx z? sinz
(18) D = m {sm T ol T @mi1) @mto)
z® cos x xt P,
+ @m+1) (2m+2) @m+3) + @m+1).. (2m+4)}

und bilden wir jetzt eine Gleichung analog (18) mit dem Werthe Py, aus
(17), so lautet diese:

am—a [ sin 2 _(_l)m . 22 xt —
19 Dz (—x—)_ B {smx(l— (2m+1)(2m+2)+(2m+l)...(2m+4) +

zﬁr
+ (=1 @mF1)... (2m+2r))

x x3 x2r—1
—cos® (2m+l — @D eny T T gary (2m+2r—1))

.’1127'

* @m+1)... Cm-+4-2r) ° 77}'

Die Factoren von sinz und cosz oder auch von % sind (wegen (5))

echte Briiche und wir diirfen daher mit Fortlassung des sehr kleinen in #
multiplicirten Gliedes schreiben:

20y D (Siz x) o {19 sing — T2 jﬁi’;} 0< {Z,} <1,

xz2m.

Wir wenden uns nun zur Reihe ¥; in derselben ist & = co und irgend
ein von b abhingiges Glied, wenn B, durch S, ausgedriickt wird:

@) B, f(am—n(b) — + 28 (—)m- [Dim_l (‘s’%ic\)]mw

Fiir endliche Werthe von m ist der Ausdruck [ ], wie aus (3) fiir z =00
folgt, Null. Ferner muss, damit R convergire, # zwischen 0 und 2x
angenommen werden (siehe nachher!); nihert sich nun m selbst auch der

Unendlichkeit, so muss, da m von z vollkommen unabhingig ist x% 2m

gedacht werden kommen. Ist z>>2m, so ist wieder nach (3): D" (?)

=0 fiir £ = oo; ist aber 2 << 2m, so ist nach (20) der Absolutwerth:
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9m—1 (sinz) | ER)
!Dz (T)] < o
also fiir m==co ebenfalls Null, und da in beiden Fillen der Factor (%)m

auch verschwindet, so sind in der Reihe ¥V simmtliche von b abhingige
Glieder Null und somit das ganze Aggregat derselben ebenfalls.

Der von a abhingige Theil ¥V, von V ist aber, wenn 9;, 9,, 3, ...

1, U2, ¥, ... positive echte Briiche sind, und 4 << 2, 4. 1i. a<—27;.n an-
genommen wird:

(22)  Vem—Bipi @+ B [ @F ...
= ging {—“} s, (%)24- %8, (—2-’57;)4+ % s, (2—’:;)"4- }
— g cosa {1—%,’ S, (%)2+ 21125 S, (%)44— ;/—“37 Sy (—21:‘—)6 -+ },

diese beiden Reihen in den Klammern convergiren, und es ist daher (nach
§ 21 Nr. 6):

y __ [ sinzx h sina

(28) R—T; - dx+? = + V.

Wir wollen nun @ klein annehmen und O werden lassen, und dann zeigen,
dass der Uebergang auf beiden Seiten stetig erfolgt: Auf der linken Seite
ist mach (1):

sin a ( sinh sin 2h

cosh cos 2h
R—hT—l-hcosa )

ﬁﬁ + a—}-—2h +...) +hslna(m + m-}- e
hier haben die eingeklammerten Reihen, wenn % zwischen O und 2x liegt,

nach bekannten Convergenzregeln?) endliche bestinmte Werthe und behalten
solche auch fiir a = 0, folglich gebht R stetig in den Werth:
(24) Remo=h.1 4 snll h + sin22h + sin33h + ...

itber.

%) Sind A und B beliebige gegebene Zahlen, so ist Y42+ B? das Maximum
des Absolutwerthes von 4 cosv -+ B sinv; denn A?- B? — (4 cosv }- Bsinv)?
= (A sinv — Bcosv)? ist also immer positiv ausser fiir:

B
tg V= I,
wofiir die Differenz Null wird. Im Text sind 4 und B positive oder negative
echte Briiche.
?2) Siehe Schlémilch Comp. d. hoh. Anal. I § 40.
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Auf der rechten Seite ist:

w . m . .

sm sin & sm &
[ dr = j — dx — I dx
Ja 0 0 x

T x

und fiir sehr kleine Werthe von a:

a a

j L iy = j dz = a,
0 0

T

also wird, wenn wir die beiden convergenten Reihen in (22) mit 4, und 4,
bezeichnen, die rechte Seite von (28):

o) .
= [ B Gz —a+ L3 + 4;sina — A4,acosa
J, = 2 :
und geht bei abnehmendem a stetig in den Ausdruck, fir a =20:
(25) j L PR
0
iiber; aus (24) und (25) folgt nun:

sinh sin 2h sin 3h

r t 5

(26)

und mittels des bekannten Integralwerthes:

e 8}

" sn;x dm=g

0o

ergiebt sich:

(27> Sﬂi_h'+511‘227‘+311;3h+"_=7‘gh 0<h<< 27

Fir =0 und h=2x gilt diess Formel nicht mehr, wie man auch so-

fort sieht, aber fiir b = g liefert sie die bekannte Gleichung:
1 ..
=1 _'37+—5'_7i"' in infin.

Ist die Summation der Reihe (27) in anderer Art ausgefithrt worden, so
folgt aus (26) der Werth des bestimmten Integrals.

§ 26.
Eine Eulersche Reihenumformung.
Wir berichten zum Schluss unserer Ausfiihrungen iiber die Bernoulli-

schen Zahlen (selbst durch ein Citat Scherks darauf aufmerksam gemacht)
von einer eigenthiimlichen Verwendung derselben seitens Eulers, merk-
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wiirdig dadurch, dass der grosse Mathematiker aus der Primzahl 691 (dem
Zshler von B;) auf das Vorhandensein der B.Z. in gewissen Coefficienten
schliesst. In dem zweiten Theil einer Untersuchungl): ,De Curva hyper-

geometrica, hac aequatione expressa y=—1.2.3 ... 2% setzt Euler die
Reihe:

s = o+t — (m), (z— 1"+ + (m)y (2— 2 F .

2]
worin m und A positive ganze Zahlen sind?), auf ziemlich verschlungenem
Wege in folgende Form um:

m

arvaryaEm = (2—8) T@e P (e —5) "

+ (A, @ (x”‘ ?‘;)l—4 + () B (x—- 72@)7-—6 + ...

Darin enthiillen sich P, @, B ... als ganze Functionen von m mit véllig

. . m m? m .
regellos erscheinenden Coefficienten (P= o Q= 8 o S W.), die
sechste dieser Gréssen U hat den Werth

U___5.7.11m“_ 691 m
= 4096.97 T T §9.5.7.1%

und hierdurch gelingt es Eulers scharfem Blicke, zwischen den Grissen
P, Q, R u.s w. folgende, in ihrer Gestalt ein wenig geinderte, Recursions-

formeln zu entdecken:
2P = Bym,
4 Q = (4), Bym P— (4), Bym,
6 R = (6), Bym @ — (6), Bym P -+ (6); Bym,
88 ==(8), Bym B — (8), Bym @ + (8); Bym P— (8); Bm,

u. 8. w.

deren Gesetz klar vor Augen liegt. Wir gehen auf die im Original nur
angedeutete Begriindung nicht ein und bemerken gleicherweise, dass die

P, Q@ R, ... enge mit den in § 9 eingefiihrten Grossen Cgk zusammen-
hiingen, glauben im Uebrigen dem Leser durch den Hinweis auf jene Ab-
handlung eine willkommene Anregung zum Studium gegeben zu haben,
und ergriffen gerne diese Gelegenheit zu ihrer Erwithnung, um dem hohen
Geiste Eunlers, dessen wir an den verschiedensten Stellen dieses Buches
gedachten, auch das letzte Wort darin zu lassen.

1) Novi Commentarii Petrop. t. XIII (1769), p. 3.

%) Euler spricht es allerdings aus, dass m eine beliebige Zahl sein kann, doch
bedarf dies jedenfalls noch besonderer Untersuchungen und Deutungen.

- -
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Die Bernoullischen Zahlen.
Zihler

U ek ek ek

. 691

.7

3617

43867

174611

8 54513

2368 64091

85538103

237494 61029

861 58412 76005

77093210 41217

257 76878 58367

26315 27155 30584 77873

292999 39138 41559

. 261082 71849 64491 22051
1520097 64391 80708 02691

. 27833269 57930 10242 35023
5964 51111 59891 21632 77961

. 56094033 68997 81768 62491 27547
495057205241 07964 82124 77525

. 80116 5718135489 95734 79249 91853

. 2914996 36348 84862 42141 81238 12691

2479 8929293132 26753 6854157396 63229

84483 61334 88800 41862 04677 59940 36021

121 52381 40488 75557 20403 04994 07982 02460 41491
12300585 43408 68585 41953 08985 74033 86151

10 67838 30147 86652 98863 85444 97914 26479 42017

Nenner

6
30
42
30
66
2730
6
510
798
330
138
2730
6
870
14322
510
6
1919190
6
13530
1806
690
282
46410
66
1590
798
870
354
56786730
6
510
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