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I. Die Grundlagen der Ähnlichkeitsmechanik 

1. Auf g ab e s t e 11 u n g. Die Hilfsmittel der Ähnlichkeitsmechanik 

werden zur Lösung wichtiger dynamischer Aufgaben in denjenigen Fällen 

herangezogen, in denen der übliche mathematisch-deduktive Weg nicht zum 

Ziele führt, für die aber die Praxis eine Voraussage der zu erwartenden 

zahlenmäßigen Ergebnisse fordert. So können zum Beispiel die Wider

stände der Schiffe, die an den Antriebsschrauben wirkenden Kräfte und 

Drehmomente, die Druckverluste in Hohrleitungen, ferner zahlreiche ·wellen

und Schwingungserscheinungen der verschiedensten Art sowie andere tech

nische oder physikalische Vorgänge mit Hilfe der Ähnlichkeitsmechanik 

oft in überaus befriedigender Weise zahlenmäßig fl;lstgestellt werden. 

'Vährend der Geltungsbereich der allgemeinen Mechanik, soweit es 

sich um rein dynamische Erscheinungen handelt, praktisch unbeschränkt ist, 

sind der Anwendungsmöglichkeit der .tihnlichkeitsmechanik Grenzen ge

setzt. Nicht alle Bewegungsvorgänge lassen sich mittels eines Modells 

nachahmen, und daher können auch nicht alle dynamischen Aufgaben, welche 

die Praxis stellt, durch die Hilfsmittel der Ähnlichkeitsmechanik einer 

Lösung zugeführt werden. Hierbei ist noch zu unterscheiden, ob der betref

fende Bewegungsvorgang sich streng den Forderungen der Ähnlichkeits

mechanik unterordnen läßt, oder ob er ihnen von Natur widerstrebt und 

sich dann nur näherungsweise den Ähnlichkeitsgesetzen - je nach Art des 

Falles mehr oder weniger befriedigend - fiigt. 

Die Gesetze der .tihnlichkeitsmechanik werden von dem Ingenieur, 

vomehmlich von dem des Schiffbaus und des Luftfahrzeugbaus, mangels 

anderer Lösungsmittel oft benutzt, und es ist daher sehr erwünscht, daß 

er über die Grundlagen der Ähnlichkeitsmechanik genügende Kenntnis 

besitzt, um bei der Anwendung und Handhabung dieses wichtigen Hilfs

mittels der Technik seine Folgerungen mit Sicherheit ziehen zu können. 

Volle Vertrautheit mit den grundlegenden Fragen der Ähnlichkeits

mechanik ist häufig bei den Mathematikern oder Physikern zu finden, sel

tener bei den Ingenieuren, die doch gerade wegen der Möglichkeit vielsei

tiger technischer Anwendungen vornehmlich berufen sein sollten, dieses 

wichtige Sondergebiet der Mechanik zu pflegen. Dies ist im wesentlichen 

darin begründet, daß die Ähnlichkeitsmechanik nur selten Vortragsgegen

stand an den Technischen Hochschulen ist. Der Ingenieur ist im Bedarfg.. 

falle auf die verstreuten Abhandlungen Uber dieses Gebiet angewiesen oder 
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er stellt mangels Kenntnis derselben eigene· Überlegungen an, ohne sich 

den schon vorliegenden Wissensstoff nutzbar zu machen. Erschwerend 

wirkt hierbei der Umstand, daß es - nach meiner Kenntnis - keine den 

Bedürfnissen der Technik augepaßte einheitliche und übersichtliche Dar· 

stellung der Ähnlichkeitsmechanik gibt. Wenn es für den praktischen 

Ingenieur zunächst auch nicht auf die Herleitung der Beweise dieses 

Wissenszweiges ankommt, sondern in erster Linie auf das Endergebnis, 

das ist das für den betreffenden Fall geltende "Modellgesetz", so wird er 

sich doch über die Eigenart und über die vorteilhafte Verwendung von 

Modellversuchen nur dann vollkommene Klarheit verschaffen und die Ähn

lichkeitsmechanik richtig anwenden können, wenn er mit den Grundvor

stellungen dieses Wissensgebietes völlig vertraut ist. 

Das Ziel der vorliegenden Arbeit ist, diese Grundvorstellungen der 

Ähnlichkeitsmechanik in einem einheitlichen Bilde und in einer der Auf

fassung des Ingenieurs und dem technischen Maßsystem augepaßten Form 

darzubieten, sowie zugleich einen überblick über den Anwendungsbereich 

und die Grenzen dieses Zweiges der Mechanik zu entwerfen. Zugleich 

möchte ich durch diese Untersuchungen erreichen, daß die Mechanik der 

Modelle, welche gerade dem Schiffbau, in den vielen noch ungelösten hydro

dynamischen Fragen so reichlichen Nutzen durch zahlenmäßige Aufklärung 

bringt, Gemeingut aller derjenigen Männer werde, welche als Ingenieure 

den deutschen Schiffbau betreuen. Und so habe ich in den folgenden Be

trachtungen vor allem Wert darauf gelegt, daß die in der Technik heute 

oft schematisch augewandten Modellgesetze auf ihre wahre Bedeutung hin

sichtlich der Nachahmung mechanischer Bewegungsvorgänge untersucht 

werden. 
2. V er w e n d u n g s z w e c k d er Ä h n 1 i c h k e i t s m e c h a n i k. 

Bedeutung der Mode 11 g es e t z e. Um einen Überblick über das 

Wesen und die Bedeutung der Ähnlichkeitsmechanik zu gewinnen, sollen 

die grundlegenden Vorstellungen an einem Beispiel erläutert werden: Eine 

große ebene rechteckige Platte wird in ruhendem Wasser, das nach den 

Seiten und nach der Tiefe hin praktisch als unendlich ausgedehnt zu be

trachten ist, rechtwinklig zu ihrer Ebene mit vorgeschriebener Geschwin

digkeit gleichförmig bewegt. Die Platte soll dabei bis zu solcher Tiefe 

untergetaucht sein, daß ihre Oberkante sich um die Plattenhöhe unter dem 

Wasserspiegel befindet. 

Beim Vorwärtsbewegen der Platte wird sich der ursprünglich ebene 
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Wasserspiegel verändern. Vorn staut sich ein Wellenberg auf, hinten 
senkt sich ein Tal ab, an welches sich dann weitere immer niedrige1·e 
Wellen anschließen. Auch die Umkehrung des Vorganges wäre zulässig, 
indem die Platte in lotrechter Stellung fest verankert wäre und das Wasser 
gegen sie gleichmäßig und ohne Durchwirbelung, also geschichtet, anströme; 
(loch soll dieser zweite Fall der jetzigen Betrachtung nicht zu Grunde 
gelegt werden. Gefragt ist nach dem Widerstand der Platte, also nach 
dem Gesamtdruck, den das Wasser auf die Vorder- und Rückseite ausübt. 

Die strenge mathematische Behandlung dieses Vorgangs nach den 
hydrodynamischen Grundsätzen führt auf Differentialgleichungen, deren 
Integration den Mathematikern bisher nicht gelungen ist. Auch die Be
mühungen, die Aufgabe mit Hilfe vereinfachender Voraussetzungen wenig
stens näherungsweise auf deduktiYem Wege zu lösen, sind insofern ge
scheitert, als sie Rechnungsergebnisse lieferten, die mit wirklich durch
geführten Messungen keine fiir praktische Anwendungen genügende Über
einstimmung zeigten. Der natürliche Weg, den W asserwiderstaml großer 
Platten oder anderer ausgedehnter Körper, z. B. von Schiffen, zu messen, 
ist wegen deren Größe entweder überhaupt nicht gangbar oder kann nur 
mit ganz außerordentlichem Aufwand an Versuchsgerät und Maßarbeit durch
geführt werden. 

Hier kommt eben die Ahnlichkeitsmechanik zu Hilfe und führt auf 
Grund eines Versuchs an einem der Kosteners}Jarnis wegen verkleinerten 
Modell zn einer Lösung der der Analysis unzugänglichen Aufgabe in allen 
den Fällen, in denen es gelingt, an einer geometrisch ähnlichen, verklei
nerten Ausfülmmg die Bewegungsvorgänge "mechanisch ähnlich" denen der 
meist großen Hauptausführung nachzuahmen und die ~Iessung an dem 
Modellvorgang statt an der großen Anordnung vorzunehmen. Der an dem 
:Modell gemessene Wert, wie z. B. der Wasserwiderstand oder die Leistung 
desselben oder der Druck auf die Flächeneinheit an einer Stelle der Platte, 
läßt sich alsdann mittels bestimmter übertragungsmaßstähe auf nie große 
Ausführung umrechnen. 

Grundbedingung für die Anwendbru:keit des Verfahrens ist stets, 
daß die Bewegungsvorgänge an den beiden geometrisch ähnlichen Ausfüh
rungen auch mechanisch ähnlich verlaufen. Diese Forderung führt im 
Falle ihrer Erfüllung auf eine von der Art der wirkenden Kräfte abhängige 
Beziehung zwischen den linearen und zeitlichen Größen der beiden Ver
gleichsvorgänge. Diese Beziehung ist bei Anstellung des Modellversuchs 
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genau einzuhalten und wird das "Modellgesetz" des betreffenden Falles 

genannt. Die Aufsuchung der für verschiedene Fälle verschiedenen Modell

gesetze, durch welche der zeitliche Verlauf der Modellbewegung in Ab

hängigkeit von den linearen Abmessungen festgelegt wird, bildet die Haupt

aufgabe der Ähnlichkeitsmechanik 

Die Anwendung der Ähnlichkeitsmechanik auf die vollständige zahlen

mäßige Lösung einer praktischen AuJgabe erfordert die Ausführung fol

gender 6 Schritte: 

1. Bine auf Grund der Mechanik anzustellende Voruntersuchung zur 

Prüfung der Frage: Kann die vorgelegte Aufgabe überhaupt nach 

dem Ähnlichkeitsverfahren behandelt werden? 

2. Die Aufsuchung des für den betreffenden Fall einzuhaltenden 

Modellgesetzes. 

3. Durchführung des Modellversuchs unter Beachtung des gefundenen 

Modellgesetzes. 

4. Die Umrechnung des am Modell gemessenen Wertes auf die Haupt

ausführung unter Benutzung eines besonders zu bestimmenden 

übertragungsmaßstabes. 

5. Die Anstellung eines Versuches an der großen Ausführung zm· 

unmittelbaren Messung der in Rede stehenden Größe. 

6. Der y ergleich der nach dem Modellverfahren und nach der un

mittelbaren Messung gefundenen Werte für die große Ausführung 

und Abschätzung des Genauigkeitsgrads .des Modellverfahrens 

In der Regel beschränkt sich die technische Praxis in gewohnheits

mäßiger Übung auf die Ausführung der Schritte 3 und 4. Es ist aber drin

gend zu fordern, daß sowohl die grundlegende Seite der Aufgabe - soweit 

si'3 die Anwendbarkeit der benutzten Ähnlichkeitszusammenhänge betrifft

als auch der sorgfältige Vergleich zwischen dem Ergebnis der Modellunter

suchungen und der Messungen an der großen Ausführung, ein V er gleich, 

der doch allein über den praktischen Wert des betreffenden Modellverfahrens 

entscheidet, größere Würdigung findet wie lJisher. Denn nur bei scharfer 

kritischer Durchdringung des Einzelfalls werden Mittel und Wege zur Ver

besserung des jeweiligen Verfahrens und zur Vervollkommnung der unter

suchten Konstruktionen erschlossen. 

Für das herangezogene Beispiel der im Wasser bewegten Platte 

ergibt die besondere Voruntersuchung, daß der Modellvorgang dem Haupt

vorg-ang mechanisch iHmlieh nachgebildet werden kann, und daß die an der 
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Wellenbildung beteiligte Schwerkraft den maßgebenden Einfluß auf das 

hier einzuhaltende Modellgesetz ausübt, dem bei vierfacher linearer Ver

kleinerung des Modells dadurch Rechnung getragen wird, daß die Geschwin

digkeit der Modellplatte nur halb so groß wie die der großen Platte bemessen 

wird. Bei der Durchführung des Modellversuchs möge ein Widerstand der 

kleinen Platte w = 28,01 kg gemessen werden. Da der Übertragungsmaß

stab für die Kräfte unter Berücksichtigung der verschiedenen Einheits

gewichte der beiden Flüssigkeiten zu 65,6 bestimmt wird, so ergibt die Um

rechnung auf die Hauptausführung einen Widerstand von "\V = w . 65,6 = 

1837,5 kg auf die große Platte. 

Wegen weiterer Einzelheiten dieses Beispiels sei auf die Anwen

dungen im Teil III (Abschnitt 33) hingewiesen. Hier kam es weniger auf 

das Zahlenmäßige des Falles an als vielmehr auf die Art der Handhabung 

des Modellverfahrens bei praktischen Anwendungen. 

3. E n t s p r e c h c n d e G r ö ß e n. K i n e m a t i s c h e Ä h n 1 i c h -

k e i t. Die Forderung ähnlicher Bewegungsvorgänge für Hauptausführung 

und Modell ist in dem Beispiel der Wechselwirkung zwischen Platte und 

Wasser in folgender Weise zu erfüllen: Erstens ist eine geometrisch ähnlich 

verkleinerte Platte herzustellen, so daß die Abmessungen der großen Aus

führung das ).-fache der entsprechenden kleinen Platte sind. Ferner soll 

bei dem Vorgang im Großen uuch die Bahn jedes Einzelteilchens sow0hl 

der Platte als der Flüssigkeit geometrisch ähnlich der Bahn der entspre

chenden Teilchen des Modells und zwar ebenfalls 1.. mal so groß wie diese 

werden. 

Weiter ist dafür zu sorgen, daß ein beliebiger Zeitabschnitt bei der 

Bewegung eines Teilchens des Hauptvorgangs das -r fache, des zugehörigen 

Zeitabschnitts der Modellbewegung wird, wobei -r eine in dem betreffenden 

Fall feste Zahl für alle Teilchen und für alle entsprechenden Zeiten ist. 

Durch die so vorgeschriebene Zuordnung sind die Begriffe "entspre

chende Längen" und "entsprechende Zeiten" festgelegt. Handelt es sich 

bei Ähnlichkeitsvorgängen nur um die Zuordnung der linearen und der zeit

lichen Größen ohne Rücksicht auf die Massen und die bewegenden Kräfte, 

so spricht man von kinematischer Ähnlichkeit. 

Betreffs unseres Beispiels ist ersichtlich, daß mit der Erfüllung der 

Ähnlichkeit aller linearen und zeitlichen Größen für Modell und Ha.uptaus· 

führung auch die Wellen an der Oberfläche des Wassers und die gesamten 

inneren Strömungslinien in beiden Arten ähnlich verlaufen müssen. 
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Weiter sollen bei beiden Ausführungen entsprechende Raumteilchen 
dadurch einander paarweise zugeordnet werden, daß der Raum der Haupt

ausführung und des Modells je durch drei Scharen beliebiger Flächen geo
metrisch ähnlirh in unendlich kleine Teile zerlegt wird. 

4. Abhängigkeit des Zeitmaßstabes vom Längen
rn aß s t ab bei d y n a mischen Mode 11 vor g ä n g e n. Als notwen
dige, aber nicht hinreichende Bedingung dafür, daß zwei Vorgänge mecha

nisch ähnlich verlaufen, gilt das Bestehen kinematischer Ähnlichkeit 
zwischen den beiden Vorgängen: es wird also gefordert, daß jeder linearen 
Abmessung des Modellvorgangs eine .1. mal so große lineare Abmessung 

des Hauptvorgangs und jedem Zeitabschnitt des Modellvorgangs ein r mal 
so großer Zeitabschnitt des Hauptvorgangs entsprechen muß. ). und r, 

welche für alle entsprechenden Längen und Zeiten der beiden mechanisch 
ähnlichen Vorgänge unveränderliche Zahlen sind, sollen kurz als "Längen
maßstab" und "Zeitmaßstab" bezeichnet werden. 

Im allgemeinen wird erklärlicherweise der Längenmaßstab größer 
als 1 und zwar beliebig frei z. B. l. = 4 gewählt. Dann darf über den Zeit
maßstab 1: nicht mehr frei verfügt werden, da andernfalls die Vorgänge 

nicht mechanisch ähnlich verlaufen würden. Z. B. würden im Fall der 
Vorwärtsbewegung der Modellplatte bei einem beliebig angenommenen r 
- oder gleichbedeutend damit bei beliebig gewählter Fortschrittsgeschwin
digkeit der Platte - die Wellen an der Oberfläche und die gesamte innere 
Strömung nicht ähnlich der großen Ausführung nachgeahmt. Der Zeit

maßstab 1: ist, wie aus den späteren Untersuchungen hervorgeht, bei dyna
mischen Vorgängen abhängig von ). und von den Eigenschaften der be
schleunigten Stoffe, das sind in unserm Beispiel die beiden beschleunigten 
Flüssigkeiten. Der Zahlenwert von r wird durch das jeweils geltende, noch 
zu bestimmende "Modellgesetz" festgelegt. Je nach der Art der wirkenden 
Kräfte wird 1: größer oder kleiner als 1 ausfallen. Ist in dem gewählten 
Beispiel der Längenmaßstab l = 4, so finden wir später aus dem in diesem 

Fall geltenden Modellgesetz, daß zur Erfüllung mechanischer Ähnlichkeit 
.- = 2 als Zeitmaßstab eingehalten werden muß. Wenn also bei dem Modell
vorgang unseres Beispiels alle Längen auf das 4 fache verkleinert werden, so 
sind sämtliche Zeiten auf die Hälfte zu kürzen, andernfalls ist ein ähnlicher 

Strömungsverlauf nicht zu erzielen. 

5. Der Begriff "mechanische Ähnlichkeit". Man könnte 
sich vorstellen, daß die eben genannte Abhängigkeit zwischen den linearen 
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und den zeitlichen Größen durch zwei kinematische Vorrichtungen, eine 
große und eine kleine - vielleicht nach Art der in der Physik zur V er· 
anschaulichung benutzten Wellenapparate - verwirklicht werden, so daß 
jeder einzelne Punkt zwangläufig die vorgeschriebene Bahn durchliefe. 
Man würde es dann nur mit "kinematischer" Ähnlichkeit zu tun haben. 

Wenn dagegen zwei Vorgänge "mechanisch ähnlich" verlaufen sollen, 
so wird damit gefordert: Die einzelnen Punkte sollen sich nicht unter kine· 
matischem Zwang bewegen, sondern alle Massenteilchen sollen ihre Bewe
gungen frei unter der Wirkung der natürlicl1en Kräfte ausführen. 

Die beiden ähnlichen Bewegungen der Hauptausführung und des 
'Modells sollen also in allen Teilen selbsttätig nach dem dynamischen 
Grundgesetz: "Beschleunigungskraft ist gleich Masse mal Beschleunigung" 
vor sich gehen, und es sind daher zwei entsprechende Beschleunigungs
kräfte der Hauptausführung und des Modells nicht nur verhältnisgleich den 
entsprechenden Beschleunigungen der beiden Massenteilchen, also durch 
Längen· und Zeitgrößen bestimmt, sondern auch verhältnisgleich den Massen 
und damit den Dichten der beschleunigten Massen. So fallen z. B. alle 
Kräfte in dem oben behandelten Fall einer in der Flüssigkeit bewegten 
Platte um so kleiner aus, je kleiner die Dichte der zu beschleunigenden 
Flüssigkeit ist. 

Aus diesen Betrachtungen ist ersichtlich, daß sowohl die physikalische 
Art der die Beschleunigung hervorrufenden Kräfte wie auch die Eigen· 
schaften der beschleunigten Massen einen bestimmenden Einfluß auf die 
Ähnlichkeitsbeziehungen der beiden Vorgänge haben. 

Da die dynamische Grundgleichung die beiden mechanisch ähnlichen 
Bewegungen beherrscht, so müßten die Vorgänge treffender "dynamisch 
ähnlich" genannt werden. Jedoch soll die einmal eingebürgerte Bezeich
nung "mechanisch ähnlich" beibehalten werden. 

In dem Beispiel der bewegten Platte wird der Modellvorgang ähnlich 
nachgeahmt dlU"ch Einhalten der richtig bemessenen Fortschrittsgeschwin;. 
dfgkeit der Modellplatte, also dadurch, daß der Modellversuch unter sorg" 
fältiger Einhaltung eines Modellgesetzes durchgeführt wird. Es gibt aber 
viele Fälle, in welchen der Modellvorgang vollständig selbsttätig verläuft und 
in welchen sich das Modellgesetz ohne äußeres Zutun allein durch das Wirken 
der Kräfte vollzieht. Als Beispiel sei clas physische Pendel genannt: hier 
wird ein Modell nach Ablenkung aus der Gleichgewichtslage selbsttätig seine 
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Bewegungen mechanisch ähnlich denen der großen Pendelanordnung aus

führen (vgl. Abschnitt 34). 

6. Geschichtliche Entwicklung der Ähnlichkeits

mechanik. Schon Aristoteles*) hat Untersuchungen über das statische 

Verhalten geometrisch ähnlicher Holzstäbe gegen Biegung angestellt. 

Galilei**) beschäftigte sich mit Betrachtungen statischer Art über Ähnlich

keit von Maschinen und fand, daß der Festigkeitswiderstand eines Kon

struktionsgliedes nicht im Verhältnis seiner linearen Abmessungen wächst. 

Jedoch erst Isaac Newton***) hat in seinen 1687 veröffentlichten 

"Principien" den Begriff der "mechanischen Ähnlichkeit" klar aus~e

sprochen, indem er die Frage aufwirft, unter welchen Bedingungen ver

laufen zwei geometrisch ähnliche Vorgänge auch mechanisch ähnlich? 

Er fordert für zwei mechanisch ähnliche Vorgänge, daß die Längen, 

Zeiten, Kräfte und Massen je ein unveränderliches Verhältnis zu 

den entsprechenden Elementen des andern Vorgangs haben und stellt die 

notwendigen und. hinreichenden Bedingungen für das Bestehen mecha

nischer Ähnlichkeit, sowie ferner ein allgemeines Ähnlichkeitsgesetz für 

alle dynamischen Fälle auf. Dieses letztere verwertet er mit Vorteil bei 

der Behandlung von Aufgaben über die Bewegung von Körpern in wider

stehenden Mitteln. Von Newton stammt jedoch nicht das häufig mit seinem 

Namen belegte Gesetz der entsprechenden Geschwindigkeiten, welches z. B. 

bei Modellversuchen zur Ermittlung des Schiffswiderstandes angewandt 

wird. Auch hat er die für die praktischen Anwendungen entscheidende 

Frage, ob und unter welchen Umständen das von ihm aufgestellte allgemeine 

Ähnlichkeitsgesetz verwirklicht werden kann, nicht aufgeworfen. 

Cauchy hat 1829 in einer der Pariser Akademie der Wissenschaften 

vorgelegten Abhandlung eine Verallgemeinerung eines von Savartt) experi

mentell gefundenen Satzes über die Schwingungen ähnlicher elastischer 

Gefäße gegebentt): Er beweist dort, daß die Differentialgleichungen der Be

wegung eines großen elastischen Körpers in vollkommene Übereinstimmung 

mit denen eines geometrisch ähnlichen Modells gebracht werden können 

und zeigt ferner, daß - als Folge des Wirkens elastischer Kräfte - die 

•) Aristoteles, Mechanica problemata. 

••) Galilei, Discorsi 1638. deutS<!h Ostwaids Klassiker Reft 11 S. 106-109. 

•••) Newton, Principia 1687, liber Il sectio VII propositio 32. 

t) Savart, An.1aJes de Chimie, Paris. 1820, Bd. 29, 

tt) Cauchys Beweisgang ist in oor Dynamik von Ro•u1h. d(',u1\\!cll. von Schepp, Leipzig. 

1~98. Bd. 1, S. 331, .im Auszug w,iedergegeben. 
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Schwingungszeiten verhältnisgleich mit den linearen Abmessungen der 

Ausführung wachsen müssen. 

Bertrand*) hat dann im Jahre 1847 in Anlehnung an die Cauchysche 

Beweisführung die Gesetze der mechanischen Ähnlichkeit in voller Strenge 

ausgesprochen und das Newtonsehe allgemeine Ähnlichkeitsgesetz in die 

Form einer Bedingungsgleichung gekleidet, der die vier V ergleichsmaß

stäbe der Längen, Zeiten, Kräfte und Massen genügen müssen. Weiter hat 

er die Wichtigkeit der Ähnlichkeitsbeziehungen für praktische Zwecke 

betont und in den Anwendungen einige besondere Modellgesetze entwickelt. 

So ist unter seinen Beispielen auch eins, in welchem die Schwerkraft die 

Bewegungsvorgänge beeinflußt, und er findet als Modellgesetz dieses Falles, 

daß entsprechende Zeiten des Haupt- und des Modellvorgangs in geradem 

Verhältnis der Wurzeln aus entsprechenden Längen und in umgekehrtem 

Verhältnis der Wurzeln aus den beiden Erdbeschleunigungen stehen müssen. 

Der ganzen Herleitung nach haben wir in diesen 1847 veröffentlichten Er

kenntnissen den Keim des beim Wirken der Schwere gültigen "Modellgesetzes 

der entsprechenden Geschwindigkeiten" zu erblicken. 

In der Technik hat William Froude**) 1869 der Ähnlichkeitsmechanik 

Heimatrecht verschafft, indem er der englischen Admiralität vorschlug, den 

Schiffswiderstand nach einem Verfahren zu bestimmen, bei welchem ein 

Schiffsmodell mit solcher Geschwindigkeit geschleppt wird, daß die von 

ihm erzeugten Wellen - an Bug und Heck und an den Seitenwänden -

denen des großen Schiffes mechanisch ähnlich werden und so die Bezie

hungen mechanischer Ähnlichkeit für die beiden Vorgänge Geltung erhalten. 

Dieses von Froude benutzte Modellgesetz ist nur anwendbar in dem Fall, 

daß allein die Schwerkraft auf die Beschleunigungsvorgänge bestimmend 

einwirkt. 

Weiter hat H. v. Helmholtz***) die Ähnlichkeitsmechanik in mehreren 

fruchtbringenden Untersuchungen gefördert. 

*) Bertrand, Comptes Re:OOus (25) 1847, S. 163 und Journal de 1'6cole polyt. 1848. 

cahier 32 S. 189. 

**) William Froude, Transaetioos of the Inst. of Nav. Arch. XI, 1870, S. 80-93, und 

Report of the British Association 1872, sowie Verb. d. Vereins z. Bef. d. GewerbfleiJles. 

1876, s. 333. 

***) Helmholtz, Ober ein Theorem, geometrisch ähnliche Bewegungen flüssiger Körper 

betreffend, nebst Anwendung auf das Problem, Luftballons zu lenken, Monatsberichte der 

Aka.d. d. Wiss., Ber1in 1873 S. 501 und Zur Theo.rie von Wind und Wellen, Sitzungsberichte 

.Ger Aknd. d. Wiss. Berlin 1889 Bd. 2 8. 761, ferner Verh. d. pbys. Ges. Berlln 1889 8. 61. 
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l!'ür Bewegungsvorgänge in Flüssigkeiten, bei denen die Zähigkeit 

maßgebenden Einfluß besitzt, hat 0. Re y n o 1 d s *) dem in solchen Fällen 

geltenden Modellgesetz eine besonders geschickte Form gegeben.**) 

7. Die Bartrandsehe Bedingungsgleichung zwi

schen den vier Ähnlichkeitsmaßstäben der dynami

schen Grundgleich u n g. Bartrand erkannte, daß im Falle mechani

scher Ähnlichkeit die dynamischen Grundgleichungen der Bewegung für 

zwei entsprechende Vorgänge zu vollkommener Übereinstimmung zu brin

gen sind. Zur Durchführung dieses Vergleichs benutzte er den Satz von 

den virtuellen Arbeiten in der Gestalt der Lagrangeschen Grundgleichung. 

Wir wählen einen anderen, dem Ingenieur geläufigeren Weg und gehen 

von den gewöhnlichen Differentialgleichungen der Bewegung aus. Sie 

mögen für eine beliebig gewählte Richtung die Form haben: 

l<'ür die Hauptausführung 

Filr das Modell . . . . . 
d~ X 

m d t2 = k, . . . . . . . . . . (2) 

wobei die großen und weiter unten auch die eingeklammerten Formelzeichen 

stets für den Hauptvorgang, die kleinen für den Modellvorgang gelten 

sollen. Es bedeuten in den beiden mechanisch ähnlichen Vorgängen: 

X und x entsprechende Längen oder Koordinaten, 

T 
" 

t " 
Zeiten, 

K " 
k 

" 
M 

" 
m " 

Kräfte, 

Massenteilchen. 

Es bezeichne ferner: 

l den Längenmaßstab, also das Verhältnis -~ 

"' den Zeitmaßstab, also das Verhältnis .. ; 

:.e den Kräftemaßstab, also das Verhältnis . -~ 

11 den Massenmaßstab, also das Verhältnis ! , 
*) Reynolds; Phil. Transa.ctions of the Roya.l Soe. ot. Lond.on Bd.174, 1883 S. 935 u. 973. 

••) W eibere geschiehtliehe Quellen, vor allem der Gegenwart, sind bei der späteren 

ausführliehen Behandlung des GereJistandes in Teil II UJid 111 zu finden. 
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für letzteres kann geschrieben werden: 
(r> 

!tl ( )Vol () Vol ·- -- __ e_ - --- -- _g __ 
m -· e vol -- r 1 ' ---- vo 

g 

worin (e) = (r) und e = _r die Dichten der beiden bewegten Stoffe, Vol 
•g) g 

und vol entsprechende Rauminhalte sind. 

Es bestehen also die Gleichungen: 

X=xl 'r=h K=kx :M = m I" .•.•..• (3) 

Im Abschnitt 13 wird gezeigt, daß für zwei entsprechende Geschwin· 

digkeiten der Hauptausführung und des Modells V x = : ~ und v x = ~~ die 

Ähnlichkeitsbeziehung V x = Vx -t und für zwei entsprechende Beschleuni· 

gungen 

Wird dies in GI. 1 eingesetzt, so geht sie über in: 

d2 x l 
m p ·d- --t:,- -.;- = k x 

- -r-
(1 a) 

Soll diese den Hauptvorgang beschreibende Differentialgleichung voll

kommen übereinstimmen mit der den Modellvorgang betreffenden GI. 2, so 

muß die Gleichung 
l 

p--.;-=lt, ......•.......• (4) 
~-· 

die "B e r t r an d s c h e B e d i n g u n g s g I e i c h u n g z w i s c h e n d e n 

vier Ähnlichkeitsmaßstäben l, -r, x, p", erfüllt sein. Dies Er· 

gebnis läßt sich so zusammenfassen: Sollen zwei Bewegungsvorgänge me· 

chanisch ähnlich verlaufen, so ist_ eine notwendige Bedingung, daß die für 

den ersten Vorgang geltenden Bewegungsglei9hungen vollständig mit den 

für den ähnlichen Vorgang geltenden zur Übereinstimmung gebracht wer

den können. Diese Bedingung ist erfüllt, wenn zwischen den vier Ähn-

lichkeitsmaßstäben l, -r, ", p die Bedingungsgleichung 4 - also x = p ~ -
~ 

besteht. 
Aus dieser Gleichung ist weiter zu ersehen, daß erstens der Kräfte

maßstab x abhängt von dem Massenmaßstab p, also auch von den Eigen-
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schaften der beschleunigten Stoffe, und daß zweitens in jedem Einzelfall bei 

unveränderlichem l und ' nur dann p. eine feste Zahl sein kann, wenn x eine 

solche ist. 

Dabei ist folgendes als wesentlich zu beachten: Die Verwirklichung 

der Nachahmung eines Hauptvorgangs durch einen Modellvorgang ist, wie 

weiter unten noch näher erörtert wird, praktisch nur dann erreichbar, wenn 

der Kräftemaßstab x für alle Paare entsprechender Kräfte des behandelten 

Falls denselben unveränderlichen Wert besitzt. Mit der Unveränderlichkeit 

von x ist sofort die Unveränderlichkeit von p. verbunden. Da die Masse 

eines Teilchens gleich dem Produkt aus Dichte und Rauminhalt ist, so folgt 

aus dem unveränderlichen Verhältnis der Massen auch ein unveränderliches 

Verhältnis der Dichten (Q) und (l aller entsprechenden Massenteilchen. 

8. Er f ü 11 u n g der An f an g s- u n d G r e n z b e d in g u n g e n. 

Soll die Integration der Differentialgleichungen der Bewegung auf mecha

nisch ähnliche e n d I i c h e B e w e g u n g s v o r g ä n g e führen, so müssen 

in beiden Ausführungen schon anfangs die Koordinaten entsprechender 

Teilchen einander geometrisch ähnlich sein, die Dichten entsprechender 

Teilchen in einem festen Verhältnis stehen und die entsprechenden Massen 

sich in parallelen Richtungen und im richtigen Zeitverhältnis ähnlich be

wegen. Sind diese Anfangsbedingungen auf Grund fester Maßstäbe l, r 

und f/. erfüllt, so werden beide Massengruppen fortfahren, sich ähnlich zu 

bewegen, wenn sie unter der Wirkung solcher Kräfte stehen, die sich einem 

einheitlichen Kräftemaßstab x unterordnen. Dieser muß dann die 

Bertrandsche Bedingungsgleichung zwischen den vier Ähnlichkeitsmn ß-

stäben x = I" _l~ erfüllen. 
'l" 

Besondere Aufmerksamkeit ist ferner darauf zu richten, daß die 

Ähnlichkeit auch an den äußeren Grenzen der bewegten Körper wirklich 

gewahrt wird. So muß in dem hier zur Erläuterung herangezogenen Bei

spiel der in einer Flüssigkeit bewegten Platte bei dem Modellversuch sorg

fältig darauf geachtet werden, daß die Modellflüssigkeit nach den Seiten 

und nach der Tiefe entsprechend den für die große Ausführung gestellten 

Bedingungen praktisch als unbegrenzt angesehen werden kann, damit die 

Begrenzungswände auf die Ähnlichkeit der Nachahmung des Strömungs

vorgangs keinen merkbar störenden Einfluß ausüben können. Ganz allge

mein muß die geometrische Ähnlichkeit für alle Teile der Hauptausführung 

und des Modells gewahrt sein. 
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Gegen dieo;e Bedingungen wird i11 den pl·aktischPu An\\'PIHlttn~e11 

recht häufig verstoßen. 

9. g i n h e i t I i c h k e i t d e :,; 1\. r ii f t e m a Li " t u h,..; b e i 111 P e h 1t ·-

n i s c h ii h n I ich I' 11 Vor~ ii n g e 11. Der We1·t tk,..; KI·iil'tl'maHstnbf' 

X ~teilt Ansführun~en .\ hschnitt~ I 1.11!-!leü~h 

u~x 

K ]Ii d'f2 
k = d2x ' 

tlas ist da,; VPrhiiltni,; 

lll (ft? 

r·onden Ma.ssenbeschleunigungt>kräfte zweiel' ent.-prechellllm· ~fa,.,;;onteil· 

f'hen, dar. Die resultierende Beschleunigungskraft setzt sich im allge-

111einen aus verschiedenartigen Kräften zusammeu. Für letztere können iu 

Frage kommen: Irdische Schwerkräfte, die allgemeine Schwere, die Vli.iBsig-

keitsreibung, elastische Kräfte, Kapillarkräfte, Normal- und Tangential

kräfte starrer Körper, Druckkräfte in Flüssigkeiten. Dämpfuug:;wider 

Fitii.nde und andere mehr. .Jede einzelne dieser Kräftearteu muß. "·e11u sit~ 

an dem betreffenden Fall überhaupt beteiligt ist, an den ~Iasseu der beideu 

mechanisch ähnlichen Vorgänge derart wirksam sein, daß je einer Binzel

kraft des ModellR eine x mal so große Einzelkraft der Hauptausfiihi'IIllf! 

entspricht. 

·werden Hir eine bestimmte l{ichtung, die al..; x- llichtung hewielmet 

wird, die einzelnen Kräftenrten des Hauptvorgangs mit K~o K 0 , K: w;w., 

•lie des Modellvorgangs mit k ,. k,, k, usw. bezeichnet. in •lem Si nnP. daE 

in drm Gin. 1 und 2 für K und k gesetzt werden kann: 

K = K, r· K! + K:, ~ 

k ..:..~ kl + k~ !·· k:: ' 

so lauten Glu. 1 nn!l 2 jetzt: 

d2 X 
\1 dT2 - K, ...:_ K~ ~ K~ + 

k,-;- k2 + k:;+ ........... (Ii; 

Bertmnd hat klar erkannt, daß die beiden Vorgänge nur dann meeha· 

nh;ch ähnlich verlaufen können, wenn die entsprechenden Paare K 1, k 1 und 

K2, kz usw. der verschiedenen Kräftearten, welche an den betreffenden Vot·

gängen mitwirken, den gleichen Kräftemaßstab )! wie die Beschleuniguug.-

kriifte nufweisen. Der Vergleich der letzteren hat auf die Bedingungf'-

u:leichung zwischen den vier .1\hnlichkeitsmaßRtiibcn x ,u :; gefiihrl: der 
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Vergleich der Glieder der rechten Seiten liefert für jede einzelne der au 

dem Bewegungsvorgang beteiligten Kräftem·ten eine neue Gleichung ft\r x, 

entsprl:'chend den Verhältnissen 

lU. W i d e r 1:1 p r e c h e n d e B e d i n g u n g e n u n d G r e n z e n d c r

Anwendbarkeit der Ä h n 1 ich k e i t s m e c h an i k. Bei der An 

wendung der .:{hnlichkeitsmechanik auf einen praktischen Fall wird der 

Längenmaßstab J. beliebig passend gewählt. Außerdem ist p, das Ver 

hältnis entsprechender Massen durch die Dichten (r)/(g) und r/g der beiden 

beschleunigten Stoffe der Hauptausführung und des Modells und durch daH 

Verhältnis entsprechender Rauminhalte, also durch l 8 , gegeben. So sind 

in der Bartrandsehen Bedingungsgleichung aer vier Ähnlichkeitsmaßstälx! 
A 

:.~ p - 2 nur 11 und r noch Unbekannte. 
T 

Sofern zu dieser Gleichung noch eine weitere Beziehung hinzutritt. 

die 11 aus 4 und r zu berechnen gestattet, werden alle vier Maßstäbe 

l, ,, 11 und p und damit auch das für den Fall in Frage kommende Modell 

gesetz bekannt. Eine solche zweite Beziehung ist durch die obige Gleichung 
K, 

"=~t;- gegeben. Aus dieser Betrachtung ist daher der folgende wichtige 

Schluß zu ziehen: Die an sich noch unbekannten Werte des Zeitmaßstabs ·1 

und des Kräftemaßstabs x werden durch zwei unabhängige Beziehungen 

eindeutig bestimmt, nämlich durch den V er gleich der entsprechendeu 

Massenbeschleunigungskräfte MB und mb, der auf die Bartrandsehe 

Bedingungsgleichung der vier Ähnlichkeitsmaßstäbe fUhrt, und zweitens 

durch den Vergleich zweier entsprechender Kräfte, die die physikalische 

TJrsache der Massenbeschleunigung sind, wie z. B. die Schwerkraft. 

Eine dritte Gleichung "= K2 /k~, welche einer zweiten beteiligten 

Kräfteart entspringt, führt bei dieser Aufgabestellung, wie wir später sehen 

werden, zu Widersprüchen für den Fall, daß sie eine weitere unabhängige 

Beziehung liefert. Wie die Anwendungen zeigen, stellen sich einem Aus

weg aus dem Widerstreit der Bezieh1mgen in der Regel unüberwindlicbe 

Schwierigkeiten entgegen. Das Anwendungsgebiet der Ähnlichkeits

mechanik ist demnach beschränkt: Mechanisch ähnliche Vorgänge lassen 

sich im allgemeinen nur in denjenigen Fällen erzeugen, bei denen entweder 

mll' e in e Kräfteart, wie z. B. nur die Schwerkräfte oder nur elastische 

Kräfte oder nur innere Reibungskräfte usw., maßgebenden Einfluß habeiL 
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"der bei denen as gelingt, verschiedene Kräftearten zu gemeinsumer Wir

jnmg mit sich rticht widersprechenden Beziehungen zu bringen. 

11. Sonderstellung der Normal- und Ta.ngontial

kräfte starrer Körper, der Druckkräfte unzusammen-

drückbarer Körper und der reinen Dämpfungswider 

~ t ä n d e. D e r H e g r i ff "p h y s i k a li s c h e Kr ä f t e". Die an dcl' 

t )berßü.che und im lnnern starrer Körper wirkenden Normalkräfte, ferner 

die im Innern starrer Körper angreifenden Tangenüalkräfte, sowie die im 

lnnern oder an den äußeren Begrenzungswänden auftretenden Normal

kräfte nnzusammendrückbarer Flüssigkeiten nehmen in der Ähnlichkeits 

mechanik eine Sonderstellung unter den Kräften ein. Während die übrigen 

Kräfte durch physikalische Beiwerte, zum Beispiel die Schwerkraft eines 

Körpers durch den Beiwert des Einheitsgewichtes oder llie Fli.issigkeitc;· 

reibung durch den Beiwert der Zähigkeit usw., erklärt werden, ist dies bei 

der eben genannten Gruppe von Kräften nicht möglich. Die letzteren lie

fern aus diesem Grunde auch keine Beziehungen zwischen x und den au

deren Maßstäben. Hieran ändert natürlich nichts, wenn man sie in der 

Form schreibt: Kraft gleich SpannmJ.g mal zugehörige Fläche, wobei die 

Hpannung als Kraft durch zugehörige Fläche erklärt wird. 

Zu dieser Sondergruppe gehören auch die reinen Dämpfungswider

stände, die, sofern sie lediglich eine Folge der Massenbeschleunigung vou 

Flüssigkeitsteilchen sind. in der reinen Form W = a (e) F V2 mit a ala 

Zahlenbeiwert auftreten. 

Bei den einzelnen Anwendungen der Ähnlichkeitsmcchunik fällt dieso 

Bonderstellung der physikalisch nicht erklärten Kräfte dadurch besonderH 

auf, daß jede der übrigen mit einem physikalischen Beiwert behafteten 

Kräfte bei der Untersuchung eine besondere Beziehung zwischen • und 

den anderen Maßstäben liefert, die zusammen mit der Bartrandsehen Be

dingungsgleichung zwischen den vie:r Ähnlichkeitsmaßstäben auf das für 

den betreffenden Fall giltige Modellgesetz führt. Als physikalisch erklärte 

·Kräfte treten im Teil II bei Aufstellung der Modellgesetze folgende fünf 

Kräftearten auf: Irdische Schwerkräfte, allgemeine Schwerkräfte. innere 

FlUssigkeitsreibung, elastische Kräfte und Kapillarkräfte. 

Zu diesen durch physikalische Beiwerte erklärten Kräften, die kurz 

'Physikalische Kräfte" heißen sollen, gehören also weder die oben aufge

führten Normal- und Tangentialkräfte. noch die reinen Dämpfungskräfte: 

Nie begrUnden kein besonderes Modellgesetz wie die physikalischen Kräftf' 
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und können daher auch nicht zu widersprecheudeu Heiicbuugen liihl'eu. ll"il 

Kräftemaßstab nimmt von selbst - das heißt uuf Grund der Iiatiirlicheu B1· 

scbleunigungsvorgiinge - den durch die resultierende Beschleunignugl-· 

l<raft und, wenn eine physikaliHChf> Kraft mitwit·kt. Iien zugleich iiiiCh rlnrcl. 

diese bestimmten Wert :t a11. 

Sofern 'l'angentialkräfte dm·ch phykiikali~Schc Beiwerte wit· im Falf,

gleitender Reibung erklärt werden, sind sie zu den physikalischen Kräft<'J' 

:~.:u zählen. Nur wenn etwa die Reibungskräftc, wie es oft Rchematisch gt-· 

schiebt, mit den Normalkräften gleichmäßig wachsend - aiHo mit unver

iinderlichem Beiwert - angenommen werden, gehören r-;ie in tlit> ~ntuh•J·

gruppe von Kräften, die kein ModellgeRatz begriindeu. 

12. A n s s c h I i c ß 1 i C' h c V e r w e n d u n g d c !!< t I! c h 11 i s c h c 11 

M a ß s y s t r. m H. D i l' d I' e i t n c h 11 i R c h c 11 G r u n d mn ß s t ii b •· 

l, 1, r. d I' •· X h n I ich k e i t ,; m "eh an i k. Während }iathematikeJ· nnd 

Physiker bei der Behandlung mechanisch ähnlicher Vorgänge das phy,..ika 

lischr. Maßsystem mit den Grundeinheiten. Länge. Zeit und Masse bevorzugPtL 

ilit es bei technischen Anwendüngen geboten, das technische Maßsystem :1.:11 

henntzen. In den folgenden Untersnchw1gen werden daher überall das :\lctt•r 

als Längeneinheit, die Sekunde nls Zeiteinheit und das Kilogramm al,; Kl'art 

einheit w1·waudt. Von diesen drei Grundeinheiten werden allP wnitl'l'f'll "\1 a I~ 

t•inheitcu abgeleitet. 

~ntsprechend den untereinander nicht vergloichbm·e11 Ausmaue1. •le; 

Iechnischen Mechanik gibt, es in der technischen Ähnlichkeitsmechanik a11eh 

uur drei "Grundmaßstäbc". den LiLngenmnßstal1 i., den Zeitmaßstah ' und 

tlen Kriirtcmaßsta b x mit den im Abschnitt i festgesetzten ßedentuugeu 

Bei iihnlichen Vorgängen sind daher entsprechende Längen L. I, ent 

:-:prechende Zeiten T. t. sowie entsprechende Kräfte K. k durch llie CHn. 

L . : l J., 1' .:: t ', K k x . einuuder 7.ugcOJ'rllll'l. )., '. ll :-~ind fiir .iödeu 

l~inzelfall unveränderliche Zahlenwerte. 

Der Massenmaßstab p. scheidet bei Wuhl tlielleö Mußsysteml.4 u)t,. 

<frnndmaßstab aus. Er läßt sich sofort ans l, 1·; x mittels der Bcrtrand 

:-:eben Bedingungsgleichung zwischen den der J\hnlichkeitsmnßRtiihen 7.11 

q 
'l" • 

P· = x -.r able1ten. 

Im physikalischen Maßsystem würdeu1:1ich uie Ähnlichkeitl:;bcziehuH

gen bel Wahl von .t, ~" und p. als Grundmaßstäbe am einfachsten gestalten. 

Dieser letztere Weg ist von den PhyRikern nicht immer heRchritten worden_ 
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-io hat lldmhultz in :-;einer .\bhandltu1~ .,Ober ci11 Theorem. geonw 

Irisch ähnliche Bewegungen flüssiger Köt·pcr betreffend, nebst Anwenduu~; 

1111 daK Problent, Luftballons zu lenken"•) andoro Grundmaßstäbc, darunter 

auch den Ge~;chwinrligkeitr.;maH>itab 11 • Vf\· seinen Xhnlichkeitsbetrachtuu 

~eu zugrunde JO!;elegt. Die von ihm entwickelten Ähnlichkeitszusatumeu 

rtlingE> hnbcn jedoch dadurch eine wenig üherl'1ichtliche Form erhalten. 

I :1.. A h g t~ I c i t c t P ü b e r t r a g u n g s m n. ß s t ä b c. D i e M a ß 

- t a b r e g t' I. 'iit der Fcstlegung der Maßstäbe fi.ir die Grundgrößen der 

Längen, %eiten nnd Kriiftc sind auch die Übertragungsmaßstäbe für die ah 

~~leiteten Größen der neRchwinrligkeiten. Fliichcn. Rauminhalte. ße.-chleu 

nigungen nsw. gegeben. 

Ef:' bezeichnen V und '" zwei entHtn·echcndc GeHchwindigkeiten rh·r 

lluuptuusfi.lhrung nnd des ModellE" iu m/Rk: dann i;.;:t V- ~ ~ und v ~; 
Fiir die enb;prechenden Bahnelemente dl-' und d s gilt. d:..; ··· d 10 ~. fiir die ent 

dS 
"prechcnden Zeitelemente d T und rl t gilt rl T d t r. ~ithin ist: V :-= d T 

•l" i. i. i . 
. I t ., :.:: \ -; und der 1hcrtrn.gnngf.ann.Hf.ttah fi\r cnlRIH'cchcnde Gm;chwiu-

,figkeitPn wird: 
i. 

Ftrr (~l'"('hwindil{keitBkoruponenten gilt da,.; (;leiclw. ll.lso 

V, i. 
,. ' 

. . • . (KJ 

::iiml daher h11i :twoi mechanisch ähnlichen Vorgäugen diP linearen 

.\lJwt~Hnungcn an dc11 LiingennwßstaL i. und die zeitlichen Größen an den 

ldtmaßstuh' ~cbuuch·H. su "ind die (~eschwindigkcitt'tt clm· Hauptausführung 

•111d de~ Modell~' mittel;.;: des fcHten ·ebcrtragsmaßstnhcs ~ paunvcise einander 
t 

ctiR •• CJlt8pl'eChcnde (;CRChwindigkeitcn" zugeordnet. 

Auf Grund gleicher Cbcrlegungen ergibt sich für deu übertraguogH-. 

>11atlstah entsprechender Beschleunigungen B und b, gemcR!'lcn in m/sk". da,.; 

in tlcm hetrf'ffcnden .1\.hnlichkeitsfall feRtc Vt>rhiiltni;.;: 

B ~ 
h . ,~ 

Fiir llc•sehiPIItliguugskomponenteu [!ilt rln;.; (;leidlP. also 

B, ;. 
b, - t•!. 

. . . . il)) 
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Ftir entsprechende Arbeiten A und a, gemeR8en in m/kg, wird d ..... 

feste nbertragungsmnßstab 
A 
- :: Ä" ..... . 
a 

Hieraus ist ersichtlich. daß bei zwei mechanisch ähnlichen Vorgiio 

gen je zwei beliebige, einander entsprechende mechanische G1·ößen allgfl 

mein derart einander zugeordnet aind, daß .für jede Größenart ein beson 

derer fester Übertragungsmaßstab besteht der (ltl8 tiP.n .drei nrnndmnll 

stäben l. r, " gebildet werden kann. 

Vergleicht man bei den Geschwindigkeiten die Maßeinhl~il ;k mit 

dem Übertragungsmaßstab ! , und stellt man ferner der Maßeinheit dHc 
T 

Beschleunigung 8~2 den Übertragungsmaßstab A gegenüber, ISO erkennt. 

man, daß Maßeinheit lllld Übertragungsmaßstab je dasselbe Bildungsgeset.,, 

zeigen. Dieser Zusammenhang besteht bei mechnnisch iihnlichen Vorgän 

gen für alle Größenarten. 

In der folgenden 1'afel sind in t::ipalte 1 die wichtigsten mechanischen 

Größen zusammengestellt worden; Spalte 2 enthii.lt die technischen Maß 

oinheiten, Spalte 3 die Übertragungsmaßstäbe und Spalte 4 die zugehörigen 

Abnlichkeitsbeziehungen. Unbenannte Zahlengröf)cn wie Winkel, Deh 

nungen, Schiebilngen usw. sind in Hauptausführung und Modell gleich groß 

Ihre Maßeinheiten und Übertragungsmaßstäbe sind gleich 1. 

Ein Vergleich der Spalten 2 und 3 läßt die H.ichti~ 

k e i t f o l gender "Maß s t a b·r e g e I" er k e n n e n : B e i m c c h n. 

nisch ähnlichen Vorgängen ist der übertragungsma.ß 

stab für eine beliebige abgeleitete Größe au~< den 

Grundmaßstäben 1., t, x in der gleichen Weise zu bil 

d e n . w i e d i e z u g eh ö r i g P M a ß e i n h e it a u " rl e n G r u n rl 

m a ß e n m, sk, kg. 

14. Die crweiter.te MaßstabregeL Zwei Vor~ä.ugt> ~eit:n 

mechanisch ähnlich. Lh L2 seien zwei beliebige Längen -deF< Hanptvor. 

gangs, I~> 12 die entsprechenden Längen clel' Modellvorgangl'. Dann gilt. 

fUr den Längenmaßstab: 

.. L1 ·- L1 _ L1 + L, _ L2 ·- L1 .. .:1 L d L 
4 - ·;- - 12 - l2 + 11 - -.;--~';' '-· "'1 - dl . 

Die gleiche Erweiterung gilt für andere Größenarten. Daraus "ntspringt 

der Satz: Entsprechende Summen oder Differenzen oder Differentiale einer 



Länge 

Zeit. 

Kraft . 

Fläche 

Rauminhalt 

fleschwindigkeit . 

Besehleunigung· 

HP.kunriliche Drehzahl . 

Winkelgeschwindigk('lit 

Winkelbeschleunigung . 

Masse. 

Drehmoment 

Arbeit. 

Leistung 

Druck auf Flächeneinheit . 

Dichte _!:inheit~gew_icht 
Erdbeschleumgung 

t~inheitsgewicht 
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2 a 
j 

Formel_~eichcn I' . ' Ueber· : 
fur Techmsche I . 

Haupt- und 1 . tragungs- ! 
aus- M d I Maßeinheit ß t b :. führung o eil : ma s a ' 

I. 

T 

K 
F 

Vol 

V 

B 

M 

p 

r) 

k 

f 

vol 

,. 

h 

ll 

m 

nt 

1\ 

' !:' 

p 

r 

111 

sk 

kg 

ms 
m 
sk 
m 
sk2 

1 

si< 
1 

sk 

sk2 
kgs~~ 

m 
mkg 

mkg· 

mkg 
-sk-

kg 
m~ 

kgsk1 

~ 
kg 
ms 

i. 

),2 

p 
). 

T 

i. lC 

' 

•rechnischer Zähigkeitsheiwf~rt r TJI 
kgsk 
- m2--

lC I 

.f2 

Zähigkeitsmaß. 

Elastizitätsmodul 

Schubmodul . 

Winkel 

Dehnung 

Schiebung. 

!v 

E 

·r· 

I' 

a 

m2 
sk 
kg 
ßl2 
kg 
m2 

).2 

r 

Ahnlichkeib· 

beziehung· 

L ::: Ii. 

T:::tt 

K:::k11 

F -.. :: f J..2 

Vol :. vol.l1' 

V 
i. 

i. 
ß. b ;,"? 

Ii.' c ~ '2 
X 'I~ 

·1\I.::: m -, 
J. 

'!l» = m .l11 

A=a.lx 
.h E c.;:e --, 

lC 
p . p 12 

X 't 

'"' =" "12 
.l~ 

Jlr:::jt-· 
I 

I( 

E • e·
.l' 

(a)::: a 

(•)=1-

(r) =r 
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beliebigeu (;h·ößenurt huben bei mechanisch iihnlichen V urgängen den;;el heu 

Übertragungsmaßstab wie die zugehörigen einfachen Größen. 

Es seien femer F und f zwei beliebige einander entsprechende Flä

chen. Dann ist der zugehörige übertragungsmaßstab: 

L, L2 __ Lt (Lt + L21 
-. I;I;- - It ll1 + l2l 

Ehen~-<o gilt fiil· dn,.; Quadrat einet· Größe z. B. der Geschwindigkeit: 

y~_v~ 
\'1 V~ 

. (12) 

Weiter kanu mun deu Übertragungsmaßstab z. B. fi.ir zwei eutsp1·echt>11de 

BeRchleunignngen B und h ilt folgender ·weise ausdrUcken: 

i, B ~2 \'2 1 y2 y2 

r~ b ·· T,2 i v2 C ·· L J · · • · (la) 

.\lle die::;e Cmforllluugen lassen sich iu folgende "erweiterte .Maßstabregel" 

:t.U8ttmmenfassen: Bei zwei mechanisch ähnlichen Vorgängen läßt sich de1· 

Übertragungsmaßstab zwischen zwei entsprechenden Größen ersetzen durch 

rlen tl'bertragungRmnßstab zweier beliebiger anderer entspre<•ht>nder 

Größen. sofern >-'i<· gleiche Maßeinheit wie die ersteren haben. 

15. D a s n 1 l g e m e i n e X h n I i c h k e i t s g e s e t z N e w t o n ~ 

a I ~-< ~, o l ~ e d e r T r ii g h c i t d er h es c h l e u n i g t e n M a s s e n. Ln 

zwei mechanisch ähnlichen V ol!gängeu, Hauptausfühnmg und Modell, er

fahren zwei entsprechende Massenteilchen M und 111 entsprechende Be

"chleunignn~cn B und h. Die zw· Überwindung der Trä~~:heit der "Massen 

erfordel"!ichen beiden Beschleunigungskrfifte sind MB und m h. Aus ihnen 

soll dm· Kräftemaßl"tah 1t abgeleitet wt>rdeu. DiP Dichte ,.oll )1 sei((!) • ~~ • 
r diP \"Oii m (!- · o· DaR V erhiiltnis der entsprechenden Rauminhalte von M ,... 

uncl m iKt Vol/,·ol F De1· Übertragungsmaßstab. der zwei entf;preeheudeli 

B i,. 
Hesdth•unigungeu ist nach der Maßstabregel deR .-\hschnitt,.; lß: -b-- · -'-' .--.. ,. ,. 

·r.~ '\ 

'"\us dem Vergleich der Maisenbeschleunigungskräfte ergiht sieh als allgP

meine CHeichung für d(m Kräftemaßstab x : 

" 
abo 

M:B 
rnb 

(~) ).4 
(! ,-~ . 

/14) 
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:1der wenn /. uud 1 .iti d11rch da~ Vcrhältni" zwei1•r enhpt·et~lwmll!l' Liin

~en L{l nml ;~,weier cut!;lJ!'echmuler leiten Tlt det· lf•Htptau"fiiht·Hng tülll 

'tl'f.: \lorlellE< erf.:Ptzt werdnn: 

fe1 L 1 t~ 

I! 11 T~ 

W. J.l läL\t :;ich unter Heranziehung der et·weitertcn \lnßstu hn~gel 

'"'" ,\IJ,..(·hnit.tef.: 1·1 auch in der Form schreiben: 

MB 
?. . lll.,l 

(QJ ).2 y . ({I; ~~- V2 
e · ,1 l! r ,.~ 

lö) 

Ci-1. lü ist im Hinblick auf das tcchni!;chc Malisytilem a111 zweckmiißig

'-'h!n gc,.taltet, insofern in ihr außer den Dichten der beiden Vergleichsstoffe 

nnr noch Beziehungen zwischen den Grundgrößen der Längen und Zeitcu 

;;uftreten. Bei den Anwendungen wird jedoch fa,.;t nur GI. 16 benutzt, die 

"'ich auf den abgeleiteten Größen der Flüchen und Geschwindigkeiten auf

i~ml. In der Form l'iner Verhältnisgleichung lautet 16: 

M B : m b ..• IQ) F vz : !? f v~. . 17) 

Hieraus folgt, &\all. wenn a eine unveriindcrliehe Zahl iRt. die Triigheit;:

:.J·ii.ftp <llt(·h iu df'J' Form gf'schriebcn werden können: 

I MR 'CfiiQIF\'1 

lll IJ . ll !! f V~ 

D i P '• l' i d P 11 11 i c h t v o n e i 11 a n d e 1· z 11 t. 1· e n 11 e n tl e 11 ( ~ I 11. lH I) i I -

d P 11 rl a ~ ,. o 11 \ e w t o 11 a n f g e ~ t c I l t I' ,.a I I g c 111 c i 11 e 2\. h n l i c h -

k Pi t Hg c f.: I' t ;~,". Inhaltlieh !;agen sh• tla.ssclbc nn;: wie die im Abschnitt 7 

<-r1t wiekeltl' BPttrntu!RchP Bedingungsgleich uni! 4 zwischen &Ieu dPr 

Xhnlichkoit::;mal)l'tiihen: ~ I' ,~: nur dit· For111 if't 1'ine atulet'P. 

Die Gin. JS Hind ciue Hnmitteihnre l•'olgc der 'l'I·iighcit; denn sie ;;ind 

,His det· tlynamischcn Grundgleichung .,Kraft gleich MaRse mal Beschleuni

!.(ung" lediglich auf Grund der Bedingung, daß Haupt- und Modellvorgang 

1 IwiHmHlct· mechani;:ch iihnlich verlaufen sollen, o h n c Zu h i I f e nahm c 

i r I! t• n d w e l c h c r h e H o n d er c n V o r a u s;: c t z 11 n g e n o d e r A n-

n a h m e n a bgeleitct worden. 8 i e g e I t e 11 :-: t P t s i n ,. o I I e r 

;.; t r c n g f\ f ii ,. :t I I P d .v n a m i :-: e h e n V o r g ii n g e " o I I k o m m e 11 e r 
I' 

m e c h ;t.ll i "(' h Pr .\ lt 11 I i <' h k e i t. Iu Worte gekit'idet lautet daR, le-

·hgl.ich eiuc Folgerung aw~ der Wirkung der Massenträgheit darstellende, "a 11-

Y: e m e i n e .:\ h n I i c h k e i t s g e s c t z ~ e w t o n s": Bei zwei mechanisclt 

iihnliclwll Vot·gängen, fih· welche 'e'. '.! rlie Pntf;;prf'rhPndf'n Dirhtf'lt. F. f zwPi 
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Hotsprechende Flächen, V, v zwei entsprechende Geschwindigkeiten i'lind und 

a eine feste Zahl ist, können je zwei entsprechende Trägheitskräfte in der 

Form: M ß ""' a ((I) F V2 und m b :-:: a f1 fv'l geschrieben werden. Wenn dahe.· 

die Trägheitskraft m b des Modells bekannt ist, so ist die enü;prechende dP. .. 

Hauptvorgangs zu. berechnen aus: 
MB __ ((I)F V2 
mb - (I fv2 · tl») 

Diese Gesetzmäßigkeit gilt, wie sogleich bewiesen wird, sinngemäß 

auch für je zwei entsprechende Einzelkräfte einer beliebigen anderen an 

den mechanisch ähnlichen Bewegungsvorgängen beteiligten Kräfteart. 

wobei zu beachten ist, daß die Zahl a nur ftir ein einzelnes Paar ent 

sprechender Kräfte gleich ist, für ein anderes aber immer einen anderen 

Wert bat. 

Auch Gl. 14, welche später oft benutzt wird, stellt wie die Gin. 18 

das Newtonsehe allgemeine Ähnlichkeitsgesetz dar, aber in Form einer 

Bedingungsgleichung zwischen den drei technischen Grundmaßstäben .t, "• • 

Mit fJ· ; (V ).:1 geht 14 in die Bertrandselw Redingungsgleichnng zwi 

Heben den vier Ähnlichkeitsmaßstäben über. welche sich nlso aiR Pine dritt~ 

f<'orm des allgemeinen Ähnlichkeitsgesetzes erweist. 

16. G ü 1 t i g k e it des allgemeinen Ä h n I ich k e i t,.. 

gesetzesfür alle entsprechenden Kräfte an MaRsenteil 

<l h e n. Zwei mechanisch ähnliche Vorgänge mögen nnt.er der Wii·kun~ 

einer bestimmten Kräfteart z. B. der Schwere stehen, deren an entsprechen 

den Massenteilchen M und m angreifende Kräfte K, und k, sein. lhr t'rber 

tragungsmaßstab ist 1t -- ~: • :N'nch den Au:-~fiihrnngen der .\hHchnitte H urul 

10 besteht wegen der Einhaltung des Kräftemaßstabes dus,; gleich!! )( au(',b 

für die Trägheitskräfte MB und m b, das heißt, es gilt unter Benntmng df'IK 

soeben abgeleih•ten nilgemeinen Ähnlichkeitsgesetzes rlir> GI. 

K 1 1\f B (q) F V2 
l!- -- -~ ----- ------- kt - mb · · q fv2 

nnd daher für K, und k, auch die Gln. 18, also: 

I Kt = a ((I) }' Vt } _ 

k1 =aefv:l 
~)1 

Da an die Stelle der Schwere jede andere Art von Kräfteu treten 

kann, so ist aus Gln. 20 die Folgerung zu ziehen: Bei Be sl ehe n 

mechanischer Ähnlichkeiten gilt daR a1lJ!emeine .~hn 
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I i c h k e i t s g e " e t z n i e h t 11 11 r f ü r e 111 t-; p r e e h e 11 d e B e s c h l e u -

uigungskräfte. :;ondcrH auch für iedc!;; Paar ent

R p r e c h e 11 d c r E i n z e l k r ä f t e e i 11 c r a 11 d e r e n <l n d e r B e w e -

g u n g v o n M u 11 d m b e t e i l i g t e n K r ä f t e a r t . 111 ~,; o z. B. f ü r 

~chwerkräfte, innere Reibungskräfte zäher Flü:;;sig

k e i t e n . e I a s t i s c h e K r li f t e . ~ o r m n I k r ä f t e usw. 

17. Gültigkeit (l e:,; a II gemeinen .\. h n l i c· h k ,1 i t " -

g es e t z es f i.i.r Gesamt w .i der ö t ä n d e und a·n der e Mi t t e I -

k r ä f t e. Bei zwei mechanisch ähnlichen Vorgängen möge .ic eine ent

spre·chende Gruppe eimmder zugeordneter Kräfte zu je ein.-r Mittelkraft 

im Sinne der Statik vereinigt werden. ln dem Falle der in einPl' Flüssig

keit vorwärts bewegten Platte seien 1.. B .• tlle wagerechten, auf die Platte 

hinten und vorn wirkenden Kräfte 1.u einem Gesamtwiderstande 'V ttn der 

Hauptausführung und w am Modell zusummengefaßt. Die einzelnen Teil

kräfte von W und w sind nach dem Wechselwirkungs::;at1. von gleiche1· 

Größe wie die entgegengesetzt gerichteten wagerechten Druckkräfte D,. 

D2, Ds ..... und d17 d2, dl · ·, welche auf die mit der Platte in Berüh

rung tretend~11 Massenteilchen der FHiRsigkeit wirken. ,.;o daß nw11 Bebrei

hen kann: 

und 
W = Dt + D2+D$ 

w = d1 + d2 + ds + 
llnter Heranziehung des allgemeinen Ähnlichkeitr~ge~,wtwn der . \ lu·wlmitt4.' 

15 und 16 können W und w geschrieben werden in der Form: 

W = a1 (e) F V2 + a2 (e) F V2 + aa ((I) F V2 + ... = (a1 + a2 + a3 + ... . '\(I! F V:! 

w --- a, e f y2 + a 2 C? f v2 + a 3 C? f \'2 + ... 
oder 

W = a (f!) F Vi t; . . . 
w = apfv2 f 

hierin bedeute11 '(}', !! die entsprechenden Dichten, F, i zwei beliebig em

Hprechende Flächen und V, v zwei beliebig entsprechende Geschwindigkei

ten. Die Gin. 21 sind von derselben Bauart wie die Gin. 18. Sie lassen 

sich auf jede Art entsprechender Mittelkräfte anwenden, so daß allgemein 

der Satz ausgesprochen werden kann: I m F a 11 m e c h a n i s c h e r A h n

lichkeit gilt für alle paarweise einander J~ugeordne

t e n M i t t e l k r ä ft e, d i e s i c h a u f e n t s p r e c h e n d e K ö r p e r 

oder entsprechend abgegrenzte Körperteile bezieheil 



4\ h e 11 f u I I:; da~ 11 I J g c 111 e i 11 t\ .:\. h 11 I i <: b k e i 1 ,;; g es c t i. w i e t' ~ 

i 11 d e 11 A ~ s c h 11 i t t e n 15 u n d 16 fit r d i e a n e n t s pt· e c h e n d e n 

\lnssenteilehc11 \\'irkenclc•n Kräft•• hc•wiesen worden 

j Ii I. 

Die Hichtigkeit der Gin. :H ist nicht durnn gebunden, daß jede•· dt•r 

Körper unveriindcrliche Dichte hat. Die Dichte kann von Punkt zu Punkt 

•mdcn• W crtl• annehmen: rloch mnll rlr.r \la~o;;;cnmaß~;~tah I' rlc!': At.· 

;..r.hnittcs 7 eilw reste Zahl Hein. 

18. ..\ n d t~ r e I<' o l' m c n d e "' a ll g e 111 c i n e n .~ h nl i c h k e i t ·to< ' 

~ f! ö e t z c s. In clcn \'m·hergehcnden Abschnitten ist nutet· Vorn.ussetzu~·~ 

mechanisch ähnlicher Vorgänge die Gültigkeit deR nllgemein~n Xhnlich· 

keitsgesetzes fiir alle Arten von Kräften bewiesen worden, so daß fUr ZW(~i 

beliebige Einzel- oder Mittclkriiftf' rlm· llauptausfiihrung unrl de~;~ Modell" 

.4etr.; eHe hehlen CHn. beF;tehen: 

K L' \"'l} ;·_ a 1(1• r ·• . 

k : -a (I f v2 

C11ter Bcnutzuug der erweiterten MaßRtn.bl·cgcl cle!i .\ hsl'hnilf,.; 14 kiimtPII 

die Gin. 22 ii il('l'~efiihrt worden in: 

odet· in 

odtw i 11 

K I . 1.' \' \' } -- U 1.1,1• ~ · 1 ~ 

k :::: rl (! rr., ,.,! 

K rt'' I (I' 1•' \'2 r V~ \' 
k cr"~,~r,·~·\'~ . ,., 

K 
\'2 I rl" 1 l'' 1.'1 - · 
L 

k rr"'!! p 
,-~ J I 

K n""'l'' VB 
k r.'"' (! I, h 

oclPr in uod1 anden• Jo'ormeu. ER kommt nur darn nf an. tluß da . ..: \' erhiiltnill 

•o• }.4 
1\1 k --- 1t anf deu dmd1 die GI. l·l gegcbentm Wert ;c::: ~ ; 2 f.iihrt; rlic.HB 

~·orderHng i~;t aher im Hinblick auf die Maßstabregel des Abschnitt~:~ 1:~ 

bei sämtlichen vorstehenden Formen erfiillt. In den obigen Gleichungen 

hedeuten L lllld I, v. und V1 oder V, und v2 und B und b det· Reihe nach 

j(' zwei beliebige einander entsprechende Lilngen. Geschwindigkeitl'll nntl 

Ht>!<ehli'Hlligung<"n eiN· Hnnptum~fiihrung und deR Mo<lellR. 



1!.1. D a :s n a t ü r 1 i c h e V e r I u. h r e u z u r A u f :s u c h u u g d e :::: 

je w c i l.s g ii 1 t i g c n Mode II g c s c t z es. Der Weg zur Auffindung 

•les für eine vorgelegte Ähnlichkeitsnutgabe geltenden Modellgesetzes ist 

hereits in allgemeinen Zügen angedeutet worden. Es erscheint angebracht, 

hier an dieser Stelle das nilgemeine Verfuhren nach Festlegung der wich

ti~sten Grundbegriffe noch einmal kurz im Zusammenhang zu crörtem. 

Zunächst ist vor Anstellung des im Abschnitt 2 erläuterten Modell

vei·suchs mit großer Sorgfalt zu prüfen, ob die vorgelegte Aufgabe über

haupt nnch dem Ähnlichkeitsverfahren behandelt werden kann und weiter, 

ob sie sich streng oder nur näherungsweise fügt. Zur Beantwortung dieser 

iiußerst wichtigen Frage ist festzustellen, ob eine oder mehrere Kräftearten 

auf den vorgelegten, nach den Lehren der Ähnlichkeitsmechanik zu behan

delnden Fall maßgebenden Einfluß ausüben. Sind mehrere Arten physika

lischer Kräfte im Sinne des Abschnitts 11 beteiligt, so liegt nicht der ein

raehe Fall vor, und für die Prüfung auf i\hnlichkeit kommen die Dar

legungen des Abschnitts 31 - je nach Art des Einzelfalles mit mehr oder 

weniger Erfolg - zur Verwendung. Stehen dagegen die Bewegungen der 

Hauptausführung tmd des Modells nur unter der Wirkung einer einzigen 

Art physikalischer Kräfte, so kann dm· Modellvorgang dem Hauptvorgang 

mechanisch ähnlich nachgebildet werden und es ist nun zweitens das für 

den Fall maßgebende Modellgesetz aufzusuchen. Dies ist im Teil II durch

~ertihrt worden für folgende fünf Arten physikalischer Kräfte: Irdische 

Schwerkräfte, allgemeine Schwerkriifte. innen~ Flüssigkeitsreibung. elasti

~rhe Kräfte und Knpillarkräfte. 

Es sei hier daran erinnert. daß die im Abschnitt 11 wegen ihrer 

Souderstellung aufgeführten Kräfte keine physikalischen Kräfte sind und 

tlaß sie duher, ohne einen Einfluß auf die Ermittlung des Modellgesetzes 

auszuüben, an den ßcwegungsvorgiingcn stob;; mitbeteiligt sein diirfen. Der 

besondere Fall, daß diese letzteren Kräfte allein beschleunigt auftreten. 

wird im Abschnitt 32 behandelt. 

Das zur Erzielung mechanischer 1\hnlichkeit einzuhaltende Modell

~esetz kann aus verschiedenen Ansätzen gewonnen werden. In der tech

nischen .Mechanik ist es am natürlichsten, in jedem Einzelfalle von den 

Differentialgleichungen der Bewegung für den Haupt- und Modellvorgang 

auszugehen und die einzelnen - Kräfte darstellenden - Glieder derselben 

zn Yergleichen. Man erhält so zunäc.hst au.s den Trii~heitR- oder MaR:·I'u-



beschleunigungsgliedern das in Gleichung 14 aufgestellte allgemeine Ahu

Uchkeitsgesetz Newtons in Form eine!' Bedingungsgleichung zwischfln den 

GrundmaßRt.ähen J.. 1. :-.: 

<,g) ).!l ~- -- ~~ ~ }. 
n - •> ·- f, ( ) I 

(! T" f T· 
2'7 a) 

nnd ferner t~ine zweite Gleichung: 

K 
Y. -k . 

in welcher K uud k sich je nach Art der wirkenden physikalischen Kraft 

durch einen physikalischen Beiwert, sowie durch mechanische Größen, wif~ 

Länge, Zeiten, Geschwindigkeiten usw. ausdrUcken lassen. wodurch ;;,chliell

lich eint• zweitf' B!ldingungsgleichtmg in der For111 

K 
:t. k f:: (~.I :!,7 b; 

nntsteht. Aus Gin. 2i n und 27 b geht dann durch 

~esuchte ModellgeRetz in der Grundform 

: F (~I. 

AusschRitung vou K dat~ 

'2ti) 

hervor. welches bei willkürlich gewähltem Längenmaßstab den zm Errei

ehung mechanischer :\hnlichkeit einzuhaltenden Zeitmaßstah r zu lw

rechnen gestattet. 

Sind so die Grundmaßstäbe i. und z festgelegt, so ist auch sofort der 

dritte Grundmaßstab x aus 27 a oder 27 b zu ermitteln. Ebenso können jetzt. 

nachdem .l, 1 und x bekannt sind, sämtliche Übertragungsmaßstäbe fi.ir dh~ 

abgeleiteten Größen nach Maßgabe der Spalte 3 in d~ Zusammenstellung 

tles Ahilchnitts 13 berechnet werden, Zum Beispiel erhält man als Ge-

8Chwindigkeitsmaßstab ~- :.-: ~- . als Beschleunigungsmaßstab ~ :~ usw .. 

Beziehungen, welche gestatten. der Grundform , = F (4) des .Modellgesetze~; 

verschiedene Gestalten zu geben, ohne dessen eigentlichen Inhalt zu beein

flussen. Nähere Einzelheiten über dieses natürliche Verfahren zur Auf

:itellung des jeweiligen Modellgesetzes und dessen Umformungen fi.ir den 

praktischen Bedarf sind im Teil II enthalten. 

Im folgenden Abschnitt 20 werden noch andere Wege zur Ermittlung 

des Modellgesetzes genannt, die manchmal schneller zum Ziele führen 

können als die oben geschilderten. Dennoch erscheint das hier erörterte 

Verfahren insofern als das zweekmäßigstc, als es den Untersuchenden 

zwingt, sich über die natürlichen Ursachen der beiden ähnlichen Bewegungs

vorgänge, das Bind die Kräftf', volle Reehenschaft abzulegen. Es ist aber 



uicht nötig, die Differentialgleichungen der Bewegung voll hinzuschreihen~ 

denn es kommt nur auf die allgemeine Bauart der einzelnen Glieder dieser 

Gleichungen an. Ist mau in einzelnen Fällen angewiesen, von den 

t!lomentengleichungen statt von den Kräftegleichungen auszugehen, so iRt 

r.u. beachten, daß der Vergleich der entsprechenden Glieder nicht auf 11 :<on 

dern auf da~ Verhältnis zweier Momente, also t\Uf Ä. x, fUhrt. 

20. A n d e r e W e g e z u r A u f s u c h u n g d e r M o d e ll 

g es e t z e. Es leuchtet ohne weiteres ein, daß die im Abschnitt 7 ausge~ 

flprochene notwendige Bedingung der vollständigen Übereinstimmung der 

Differentialgleichungen der Bewegung für zwei mechanisch ähnlich zu 

gestaltende Vorgänge nuch für alle analytischen Folgerungen gelten muß. 

die aus den Differentialgleichungen der Bewegung gezogen werden, gleich· 

gültig ob die Form der neuen Beziehungen eine endliche oder differentielll\ 

ist. Zieht man zum Vergleich, z. B. bei einer Strömungsaufgabe, eine 

I<Jnergiegleichung über den hydrodynamischen Druck heran, so läßt sie sieb 

- aufgestellt für die Hauptausführung - nach dem Vorbilde des BeweiH 

"edahrens im Abschnitt 7 zur vollen Übereinstimmung mit der füt· daR 

Modell geltenden Energiegleichung bringen, sofern im übrigen die Bedin· 

gungen für den mechanisch ähnlichen Verlauf der beiden Vorgänge erfüllt 

eind. Durch den Vergleich der entsprechenden Glieder entstehen dann auH 

den beiden Energiegleichungen genau dasselbe Modellgesetz und dieselben 

::mderen Ähnlichkeitsbeziehungen wie aus den Differentialgleichungen der 

'Bewegung. Einzelheiten der Durchführung sind bei Besprechung des durcl1 

die Schwerkraft bedingten Ähnlichkeitsfalles zu finden. 

Jn diesem Sinne kann die Herleitung des jeweils geltenden Modell

gesetzes nuch aus dem Prinzip der virtuellen Arbeiten oder aus dem ein

fachen Arbeitssatz oder aus dem Antriebssatz erfolgen; es kann hierzu ein 

erstes Integral der Differentialgleichungen der Bewegungen v = f'(t) oder 

dn zweites Integral x = f(t) usw. herangezogen werden. Alle Ansätze 

führen auf das fi.\r den vorgelegten Fall zu beuchtende Modellgesetll: 

r :::o F (Ä) oder deren gleichwertige Nebenformen. 

Wie die späteren Untersuchungen des Teils li zeigen, kommen in 

tlem einzelnen Modellgesetz, sofern es noch allgemein für die betreffende 

Kräfteart gilt, zwei Eigenschaften der beiden sich ähnlich bewegenden 

Massengruppen zum Ausdruck: erstens die durch die Massenbeschleunigungs

kraft in die Untersuchung eingehende Dichte der heiden Körper und als 
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:tweite Eigen::;chaft. diejenige, welche durch den besonderen "phy::;ikulil:lclu~r 

Beiwert" der für das Modellgesetz maßgebenden Kraft erklärt wird. Mit 

Hücksicht hierauf wird man die Richtigkeit folgenden abgekürzten V er 

fahrens für alle physikalischen Kräfte mit Ausnahme der allgemeineil 

l:ichwere bestätigt finden: Die Anwendung der Maßstabregel des Ab 

schnitts 13 auf das Verhältnis*) "physikalischer Beiwert : Dichte" fülil't 

nnter der allgemeinen Annahme, daß beide Größen je für Hauptausführung 

und Modell verschieden sind, sofort auf die gesuchte Modeliregeh = F {j.) 

Auch dieser von Bader*•) empfohlene abgekürzte Ansatz wird später bei 

Behandlung der Einzelfälle Berücksichtigung finden. In der Tat kommt 

es bei Aufsuchung des Modellgesetzes lediglich darauf an, die drei Grund 

maßstäbe .(, -r und x festzulegen. Spielen nun wie iu den einfachen Fällen 

tler Ähnlichkeitsmechanik in die Vorgänge nur zwei Eigenschaften dm 

beteiligten Stoffe, ausgedrückt durch die zwei entsprechenden Beiwerte 

z. B. Dichte und Einheitsgewicht, hinein, so genügen zwei Gleichungen zm 

Bestimmung von 1: nnd x, wenn I. willkürlich festgesetzt wird. Sind jedoch 

drei Eigenschaften zu berücksichtigen, z. B. außer obigen noch die Zähig· 

keit, so bestimmen drei Gleichungen die Werte von J., 1. x, ein Fal), der 

im Abschnitt 31 besonders behandelt wird. 

Von diesem Standpunkte aus finden wir auch die in Abschnitt LI 

erörterte Sonderstellung gewisser Kräfte wie z. B. der Normalkräfte unzu

snmmendrückbarer Flüssigkeiten bestätigt: Jene Kräfte können nicht durch 

einen physikalischen Beiwert erklärt werden, der die Aufstellung einer 

besonderen Gleichung zwischen .(, 1: nnd x ermöglichte, so daß sie auf dif• 

Ahnlichkeitsansätze und die daraus abzuleitenden Beziehungen keinen Ein

fluß haben. Sie begründen, wie wir schon früher feststellten. kein beson

deres Modellgesetz. 

21. "U n v o 11 s t 11 n d i g e" u rytl "an genäherte" m e c h an i · 

s c h e Ähnlichkeit. ln den bisherigen Betrachtungen wurde mecha

nische .Ähnlichkeit der beiden Vergleichsvorgänge in aller Strenge voraus

gesetzt, die Ähnlichkeit sollte in jeder Beziehung vollkommen sein. E& 

bestanden also für entsprechende Längen, Zeiten und Kräfte je ein fester 

*) Im Fall des Wirkens der allgemeinen &hwero kommt das Produkt "physika

lischer Beiwert mal Dichte" in Betracht. Ver~deirhc rlio Ausfiihrungen um Schluß ode~ 

Abschnitts 25. 

**J Bader, Einftilmmg in die Dynamik derFingzeuge mit besonderer Berii<:ksichtigung 

der mechaniSPh1'n i\lmlil'l1k~>it. For!<ohnn~tsnrhPitrn Heft. 189 11. 190. BP.rlin 1916. 
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Maßstab A, l, lrj außerdem war das Verhältnis der Dichten entsprechender 

Massen ebenfalls unveränderlich und der Bartrandsehen Bedingungs

gleichung 4 als Ausdruck des Newtonsehen allgemeinen Ähnlichkeits

gesetzes Genüge geleistet. Man kann aber häufig die Ergebnisse von 

Modellversuchen mit Vorteil auch dann zur Lösung praktischer Aufgahen 

benutzen, wenn die Ähnlichkeit nicht in allen Teilen der beiden Vergleichtl

Ausführungen und -Vorgänge gewahrt ist. Zur näheren Erläuterung diene 

folgendes einfache Beispiel: Ein scheibenförmiger Körper sei an dem Ende 

eines eingespannten Stabes befestigt und führe Verdrehungsschwingungen 

aus. Von dieser Hauptausführung denke man sich zunächst ein in allen 

Teilen drei mal so kleines Modell aus demselben Stoff hergestellt. Dessen 

Schwingungszeit wird dann dreimal so klein ausfallen wie die der großen 
Ausführung. 

Der Zweck des Modellversuchs soll aber hier nur der Vergleich der 

Bewegungsvorgänge der beiden Scheiben sein; auf die Verdrehungserschei

nungen des elastischen Stabes komme es gar nicht an. Dieses Ziel kann 

auch durch ein geändertes Modell erreicht werden: Man ersetze den elasti.

schen Modellstab durch einen anderen, dessen Länge dreimal so groß 

wie die der Hauptausführung ist und dessen Querschnittsfläche neunmal 

so klein wie der des großen Vorbildes ist. Der elastische Stoff sei der 

gleiche. Auch in diesem veränderten Modell mit unähnlich ausgebi.ldetem 

elastischen Konstruktionsgliede bewegt sich die Scheibe mechanisch ähnlich 

zu der der Hauptausführung, indem sowohl ihre Wege wie ihre Zeiten 

ebenfalls auf ein Drittel verkleinert sind, genau wie bei dem ersten Modell. 

Die Differentialgleichungen der Bewegung lassen sich auch hier für die 

beiden Scheiben zur Übereinstimmung bringen. 

Solche Vorgänge, bei denen nicht die gesamte Anordnung die Züge 

mechanischer Ähnlichkeit aufweist, bei denen sich aber ein maßgeblicher 

Teil der Massen unter der Wirkung von Kräften, die in beiden Ausführungen 

gleichwertig sind, mechanisch ähnlich bewegt. sollen als "unvollständig 

mechanisch ähnlich" bezeichnet werden. 

Die Abweichungen von vollständiger mechanischer Ähnlichkeit 

können sehr weit getrieben werden, ohne daß die mathematische Überein

stimmung in der Form der Bewegungsgleichungen verloren geht. Schließ

lich kann man auch noch die mechanische oder physikalische Gleichartig· 

keit der beiden Vorgänge aufgebeu und langt dann bei rein "mathematischer 

Ähnlichkeit" an, bei der zwei Erscheinungen ganz verschiedener physika• 
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lischer Art auf Grund übereinstimmender Formen der Differential

gleichungen mit Vorteil verglichen werden können. 

Wohl zu unterscheiden von der eben geschilderten unvollständigen 

Ähnlichkeit ist die "angenäherte mechanische Ähnlichkeit". Letztere liegt 

vor, wenn nicht nur eine physikalische Kräfteart, sondern zwei oder mehr 

an den Vergleichsvorgängen beteiligt sind. Überwiegt dann der Einfluß 

der einen Kräfteart, so können meist die für diese allein gültigen Ähnlich

keitsbeziehungen in Modellversuchen ausgenutzt werden, doch ist dabei 

unerläßlich, die Größe desjenigen Fehlers festzustellen oder abzuschätzen, 

der in der Vernachlässigung der die mechanische Ähnlichkeit beeinträch

tigenden störenden Nebeneinflüsse begründet ist. Der Fall angenäherter 

mechanischer Ähnlichkeit liegt in der Regel bei den praktischen Anwen

dungen vor und für diese besitzt er einen hohen Wert wegen der oft weit

gehenden Annäherung, wenngleich die mechanische Ähnlichkeit nicht in 

mathematischer Strenge besteht. 

In den Teilen ll und III werden die Modellgesetze und die Anwen

dungsgebiete der vollständigen einschließlich der angenäherten mechani

schen Ähnlichkeiten behandelt; im Teil IV schließen sich einige Fälle un

vollständiger mechanischer Ähnlichkeit an. Die "statische" Ähnlichkeit, 

welche die Festigkeitsbeziehungen geometrisch ähnlicher Körper aufzu

suchen hat, wird, als den Rahmen der Arbeit überschreitend, hier nicht in 

den Bereich · der Betrachtungen gezogen. 

11. Die :&lod~lgesetze. 

22. Das Frondesehe Modellgesetz für Bewegungen 

u n t e r d e r W i r k u n g d e r S c h w e r k r a f t. Die beiden Bewegungs

vorgänge der Hauptausführung und des Modells sollen unter der Wirkung 

der Schwerkraft mechanisch ähnl:ch verlaufen. Die Schwerkraft greife ala 

einzige physikalische Kraft im Sinne des Abschnitts 11 an allen Massen

teilchen der als unzusammendrückbar vorausgesetzten festen oder flüssigen 

Körper an. Störende Nebenerscheinungen irgendwelcher Art sollen aus

geschlossen sein. Die Normal- und Tangentialkräfte im lnnern oder an 

der Oberfläche fester Körper und die Normalkräfte an flüssigen Körpern 
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üben nach den Ausführungen des Abschnitts 11 keinen Einfluß auf das 

Modellgesetz aus. Tangentialkräfte an den Teilchen flüssiger Körper sind 

wegen des Ausschlusses der Zähigkeit nicht vorhanden. Zu vergleichen 

sind dann nur die Massenbeschleunigungkräfte MB und mb, kurz Trägheits

kräfte genannt, und die Schwerkräfte Q und q, wobei sich wie immer die 

großen und die eingeklammerten Buchstaben auf die Hauptausführung, die 

kleinen auf das Modell beziehen. 

Die hier zu lösende Aufgabe lautet: Es ist nach willkürlicher Wahl 

des Längenmaßstabs ), derjenige Zeitmaßstab T zu berechnen, dessen An

wendung mechanische Ähnlichkeit zwischen Haupt- und Modellvorgang 

gewährleistet. Bezeichnet x den Kräftemaßstab, (!!) = ((r)) und!!= r_ dieDichtcn, 
,.; g 

{1) und r die EinhPitsgewic·hte der beirlen Körper, ferner(:..:)= ~~~ und g = ~ die 

entsprechenden Erdbeschleunigungen, so erhält man die beiden Bestim

mungsgleichungen 27 a und 27 b 

" = f, (l, r) und "= f2 (l., -r) 

gemäß Abschnitt 19 durch folgende Ansätze: 

v = M B = (v~ ,,, _l,- =SI!)_ ~4- (28) 
A DJ b !! oll. 'f2 e 12 • ' • ' ' • ' , ' 

und 

~e=~=lr) Vol = ~lla 
q r vol r . . • . . • (29) 

Durch Gleichsetzung der beiden Ausdrücke für" entsteht: 

J,j_ l,3 = J!!}_ ~ oder -r = I ). il')Jr) 
r e "2 f!,r 

und daher das Modellgesetz: 

A) .. (30) 

eine Beziehung, mittels welcher der Zeitmaßstab -r aus dem Längenmaß

stab berechnet werden kann und die wir nach dem Förderar dieses Teils 

der Ähnlichkeitsmechanik d a s Fr o u des c h e Mo d e 11 g e s e t z für 

d e n Z e i t m a ß s t a b nennen wollen. 

Sind T und t zwei entsprechende Zeiten, L und I zwei entsprechende 

Längen, so gilt weiter 

ß) T: t = 1/_L)_: 1/ I . . . . . . . . . . 
,g V g 

(31) 

Da die Erdbeschleunigung bei den meisten Anwendungen praktisch als 
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unveränderlich anzusehen ist, so können Gleichungen A und B auch in der 

:J,i'orm geschrieben werden: 

und 
1': t = '( L : y I . . . . . . . . . . . . . (33) 

Die letzte Beziehung, die wir als F r o u d e s M o d e 11 g e s e t z f ü r e n t

s p r e c h e n d e Z e i t e n bezeichnen wollen, lautet in Worten: Sollen an 

der Erdoberfläche zwei Vorgänge unter der alleinigen Wirkung der Schwer

kraft mechanisch ähnlich verlaufen, so ist dafür zu sorgen, daß das Ver

hältnis entsprechender Zeiten gleich der Wurzel aus dem Verhältnis ent

sprechender linearer Größen ist. 

Ffu· die allgemeine Darstellung der Modellgesetze ist es nicht zweck

mäßig, die beiden Erdbeschleunigungen im Zähler und Nenner der GI. A 

wegzuheben; man würde sich sonst eines besonderen Vorteils der Ähnlich

keitsmechanik berauben, der bei der weiter unten erörterten dimensionslosen 

Darstellung der Modellergebnisse im Abschnitt 24 noch eingehend zur 

Sprache kommt. 

Zwecks Aufsuchung des Geschwindigkeitsverhältnisses V/v ersetze 

man i.fr in GI. 30 nach der Maßstabregel durch V/v und schreibe: 

oder 

Mithin wird: 

l -- (g) ;:i ... g 

A.2 1 - (g) und ~- · ·· ' (g) 
r2 T-g v2 -·· '" g 

V: V= l1i-"(i) = fL(~): Vt-g 
g 

. . dJ4) 

. (35) 

und mit Gleichsetzung der beiden Erdbeschleunigungen (g) und g, sowie 

unter Einführung entsprechender Rauminhalte ~ und b, z. B. der Wasser-

verdrängungen, wird: 

v: v = rl = J'L: n .,_~ J"ftf: .~ u , . . . . . . . . (36) 

eine Beziehung, die das Fr o u desehe Mo d e 11 g e setz d Q r e nt -

sprechenden Geschwindigkeiten heißt und in Worten lautet: 

Sollen an der Erdoberfläche zwei Vorgänge unter der alleinigen Wirkung 

der Schwerkraft mechanisch ähnlich verlaufen, so müssen sich entspre

chende Geschwindigkeiten der Hauptausführung und des Modells wie die 

Wurzeln aus entsprechenden Längen verha1tl:'n. Diese Form des Frondesehen 
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Modellgesetzes ist ihrem Inhalte nach völlig gleichbedeutend mit den oben 

gegebenen Formen A und B: Alle drei Gleichungen legen den zeitlichen 

Verlauf des mechanisch ähnlich nachzubildenden Modellvorgangs in Abhän

gigkeit von den linearen V erhältniesen fest. Ist z. B. 1: = VA erfüllt, Sö 

befolgen die Geschwindigkeiten ohne weiteres die zuletzt in Gl. 36 gefor

derte Gesetzmäßigkeit und umgekehrt. 

Für das Beispiel der im Wasser bewegten Platte kommen die Fronde

tsehen Modellgesetze in Betracht, solange die Schwerkraft allein maß

gebenden Einfluß auf die Ähnlichkeitsbewegungen hat. Als wesentlich für 

das Verständnis des V ergleiehe der beiden Vorgänge ist wohl zu beachten, 

daß da.s Froudesche Gesetz der entsprechenden Geschwindigkeiten nicht 

allein für die beiden Platten der Hauptausfühnmg und des Modells, sondern. 

wenn beide Vorgänge wirklich mechanisch ähnlich verlaufen, gleicherweise 

mtch für alle einander entsprechenden Massenteilchen der beiden Flüssig

keiten erfüllt ist. 

Weiter ergibt sich für das Verhältnis entsprechender Beschleu

lligungen folgendes: Na.ch der Maßstabregel ist B/b =i./'r2, so daß die GI. 34 

l - (g 
i2- g 

iu die Gleichung-: 

D .•........ riW) 

lil•t>rgeht. aus welcher mit (g) = g die Beziehung 

B b = 1 ode1· B- b ·~ unv. . . . . . . . . . . ras) 

hervorgeht. Die letzte Gleichung stellt das Fr o u d e s c h e Mo d e ll -

g e s e t z f ü r e n t s p r e c h e n d e 13 e s c h I e u n i g u n g e n dar und lautet 

in Worten: Verlaufen an der Erdoberfläche zwei Vorgänge unter der 

:1.lleinigen Wirkung der Schwerkraft mechanisch ähnlich, so sind entspre

chende Beschleunigungen der Hauptausführung und des Modells gleich 

groß. 

Das Modellgesetz C läßt sich noch auf eine andere wichtigA Form 

hringen: Man schreibe die Verhältnisgleichung: 

V8 : v2 = L (g) : I g 

in der Form: 

E 
V2 v2 

L(g:•-- l g . 'I ' . . . . . . . . . . . . i31J) 

~orin qi eine unbenannte Größe ist, dn Zähler wie Nenner der beiden Brüche 
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benannte Größen der gleichen Maßeinheit m2/sk2 sind. rp soll im folgenden 

als "Froudesche Zahl" bezeichnet werden. Die Gleichung E, die das 

Froudesche Modellgesetz für dimensionslose Darstel

l u n g heißt, läßt sich so in Worte kleiden: Verlaufen an der Erdo herfläche 

zwei Vorgänge unter der alleinigen Wirkung der Schwerkraft mechanisch 

"h 1' h b d' h d A .. V2 d v2 • d H a n 1c , so erge en 1e entsprec en en usdruckeT:-(~) un lg m er aupt-

ausführung und im Modell dieselbe Frondesehe Zahl rp. 

Als dimensionslose Zahl ist rp von den augewandten Maßeinheiten 

gänzlich unabhängig, so daß sich bei Berechnung von rp - immer unter der 

Voraussetzung mechanisch ähnlicher Vorgänge - der gleiche Wert ergibt. 

unabhängig davon, ob die Längen in Meter, in Zentimeter, in Zoll usw. 

und ob die Zeiten in Sekunden, in Minuten, in Stunden oder in anderen Ein·· 

heiten gemessen werden. 

Dies läßt sich auch so aussprechen: Das Kennzeichen dafür, daß 

Vorgänge der hier behandelten Art - also solche unter der Wirkung der 

Schwerkraft - mechanisch ähnlich verlaufen, ist die Übereinstimmung der 

Frondesehen Zahl rp; nicht ähnliche Vorgänge ergeben verschiedenes ,, 

Gerade die Unbenanntheit der Größe rp ermöglicht es, diese im Abschnitt 24 

als unabhängige Veränderliche bei der dimensionslosen Darstellung der 

Modellergebnisse zu benutzen. 

Würde man in der Gleichung E die Erdbeschleunigung (g) gegen g 

weggehoben haben, so würden die verbleibenden Ausdrücke V2/L und v21l 

keine unbenannten Zahlen und ihre Werte abhängig vom Maßsystem sein. 

Die später erörterten Vorteile einer dimensionslosen Behandlung mocha· 

nisch ähnlicher Vorgänge wären mit dieE~en gekür~ten Ausdrücken nicht zu 

erzielen. 

Alle fünf Modellgesetze A bis E haben bei verschiedener Form den· 

selben Inhalt, insofern sie offen oder verdeckt eine Aussage über den Zeitmaß

l!tab darstellen, der zur Erzielung mechanischer Ähnlichkeit des Haupt- und 

des Modellvorgangs nach erfolgter Wahl von). einzuhalten ist. 

Für den Kräftemaßstab x gilt nach GI. 29 

(r) x=---- ).3. , ....•....... i40) 
r 

Diese Beziehung kann in der Form: 

K : k = (r) Vl : r 13 . . . . . . . . . . . ( 40 al 

geschrieben werden. In Worten heißt dies: Wenn zwei Vorgänge, die unter 
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4er alleinigen Wirkung der Schwere verlaufen, mechanisch ähnlich sind, 

verhalten sich je zwei entsprechende Kräfte wie zwei entsprechende Pro· 

clulde aus Einheitsgewicht und dritter Potenz einer linearen Größe. Bei 

übereinstimmendem Einheitsgewicht der zu beschleunigenden Körper gehen 

clie letzten Gleichungen über in: 

X= A_3 . • . • :41) 
und in: 

K:k=V:Fl=~:u (42) 

wenn l8 und b zwei entsprechende Rauminhalte, z. B. die Wasserverdrän

gungen, sind. Gl. 42 sagt aus,. daß sich unter den aufgestellten Voraus· 

setzungen zwei entsprechende Kräfte wie die dritten Potenzen entsprechender 

linearer Größen verhalten. 

Werden entsprechende Leistungen von Hauptausführung und Modell 

mit E und e bezeichnet, so gilt nach der Maßstabregel des Abschnitts ta~ 

E cc: e l_x = e _y_ x, 
'1: V 

woraus mit Gl. 40 und V/v =I' 1 

E = e VA. _(~_ 1 u 

hervorgeht. Als Übertragungsmaßstab für zwei Leistungen Arhält man 

somit: 

oder 

E (r) ? ---=- --12 
e r 

7 ; 

E: e:::. {r) L-2: r t:i . . . . . . . 148) 

und bei übereinstimmendem Einheitsgewicht der beschleunigten Körper: 

7 7 7 7 

E: e =I)! : 12 = ~6 : ur; . . . . . . . . . . (43 a.) 

in Worten: Entsprechende Leistungen verhalten sich bei gleichem J!Jinheits

~ewicht der beiden beschleunigten Massen wie die ~ te Potenz entspre;. 

ehender linearer Größen. 

Handelt es sich, wie- zumeist bei den praktischen Anwendungen de& 

Jo~roudeschen Modellgesetzes, um die Nachahmung der Strömung einer un• 

zusammendrückbaren Flüssigkeit mittels eines Modells wie z. B. bei der im 

Wasser nahe der Oberfläche bewegten Platte, so kommt- auch das Verhältnis 

der auf die Flächeneinheit b~ogenen DrUcke P und p der Hauptausfiihrung 
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und des Modells in Betracht. Aus den Differentialgleichungen der Be

·wegung ist zu ersehen, daß nicht die Drücke beschleunigend auf die Flüssig

keitsteilchen wirken, sondern die Druckunterschiede an je zwei parallelen 

Seitenflächen der Teilchen, also die Differentiale d P und d p. Für den 

Ähnlichkeitsvergleich kommen die Kräfte dP . dF und dp . df in Betracht, 

worin dF und df zwei ansprechende Flächenelemente sind. Somit wird: 

und der Übertragungsmaßstab für die Druckunterschiede berechnet sich zu: 

:: =; 1 • • • • • • , • • , , , , . 144; 

eine Gleichung, dereu Richtigkeit ohne weiteres aus der Maßstabregel er

kannt wird, da die Maßeinheit von P und p kg/m2 ist. Sie kann auch in 

der endlichen Form: 

•44 a) 

odt-1' mit 11 =(yo,:y.~n 

..1 l' _ (r) .. ··- ... l. . . . . . . . . . . . . . (45) 
..1p r 

geRchrieben werden. Bei Gleichheit der beiden Einheitsgewichte lautet sie: 

JP -=A., . .............. (46) 
.dp 

worin dP und J p entweder zwei entsprechende Druckunterschiede oder 

zw('i entsprechende Überdrücke über die Atmosphäre bedeuten. Denn offen

sichtlich bildet ein gleichmäßiger, über die gesamte Flüssigkeit ausge

dehnter Zusatzdruck im Hinblick auf die Uuzusammendrückbarkeit der

selben keine Beschleunigungsursache; und es ist daher zulässig, den Außen

druck bei tlem Modellvorgang beliebig, also nicht mechanisch ähnlich, Mn

dern z. B. glei('h dem des Hauptvorgangs zu wählen. Gleichheit des Außen· 

drucks bei Haupt- und Modelvorgang hat allerdings mechanisch UDä.hnliche 

absolute Flüssigkeilsdrücke, aber trotzdem- und das ist das Wesentliche

mechanisch ähnliche Druckunterschiede und mechanisch ähnliche Uber

drücke über die Atmosphäre zur Folge. 

Bei starren Körpern haben die Normal- und Tangentialspannungen 

ebenfalls den durch die Gln. 45 und 46 gegebenen übertragungsmaßstab. 
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23. A n d e r e A b 1 e i t u n g e n d e s lf r o u d e s c h e n M o d e ll -

g es e t z es. Das natürliche Verfahren zur Aufsuchung des Modellgesetzes 

besteht in dem Vergleichen der in den Bewegungsgleichungen auftretenden 

Trägheitskräfte und physikalischen Kräfte. Statt dieser können auch ent

sprechende Glieder anderer die ähnlichen Vorgänge beschreibender Glei" 

ehungen herangezogen werden. 

Wählt man hierzu in dem Falle der in der Flüssigkeit bewegten 

.Platte die Druck g I eich u n g aus, so lautet sie für zwei entsprechende 

Massenteilchen der HRnptausführung und des ModellR 

p V2 
H - Z + . , + 2·-r , ty> gJ 

h 
p I y2 

z + r T 2g. 

zwei Uleichungen, in denen H und h die Gesamteuergien zweier entspre~ 

ehender Flüssigkeitsteilchen bezogen auf die Gewichtseinheit sowie Z und z 

die zwei entsprechenden Höhenordinaten der Teilchen über einer ange

nommenen wagerechten Bezugsebene sind. Man erhält aus dem V er gleich 

zweier Glieder der obigen Gleichungen 

Z V2g 
z (gYv2 

<!fler wenn Z: z gleich }. und 1lie ErdheKchleunigungen einande1· gleich 

/!P.setzt werden: 
i. 

tlH her wie in Abschnitt 22: 

Folgender Weg - mit Benutzung der Glieder des Arbeitssatze~:; 

il't mit dem vorigen verwandt; er ist für jeden ~~hnlichkeitsfall gangbar. 

in dem allein die Schwerkraft bestimmend ist: Man bilde das Verhältnis der 

Pinander entsprechenden Glieder der Lageenergie und das der entspre

.fthenden Glieder der Bewegungsenergie. Man erhält dann: 

M(g)Z _ MVt2 
mg-z - -:fffivi 

! .Ii'_ l - '!_2 
g - y2 

mtd mit Gleichsetzung von (g) und g wieder: 

V : v =-= YT = YL: Y l . 
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Ein einfacher und überzeugender Beweis des Frondesehen Modell

gesetzes kann auch a u s d e m V e r g 1 e i c h d e r B e s c h 1 e u n i g u n g e n 

zweier entsprechender Massenteilchen M und m erbracht werden. Da unter 

den in Abschnitt 22 aufgestellten Voraussetzungen die Trägheitskraft, die 

Schwerkaft und die resultierende Oberflächenkraft an jedem einzelnen 

Massenpunkte nach den Grundsätzen der Dynamik ein geschlossenes Kräfte

dreieck bilden, so gilt ein Gleiches für die Beschleunigungsgrößen. Das 

heißt: Die negativ genommene resultierende Beschleunigung b, die Erd

beschleunigung g und die der resultierenden Oberflächenkraft entspre-

chende Beschleunigung ergeben für jeden Massenpunkt m des Modells ein 

geschlossenes Beschleunigungsdreieck Soll mechanische Ähnlichkeit be-

stehen, so muß das entsprechende Beschleunigungsdreieck für das. 

Massenteilchen M des Hauptvorgangs jenem für m des Modells ähnlich 

sein. Da die eine Dreieckseite, die der Erdbeschleunigung, in beiden 

Fällen gleich groß ist, so müssen auch die andern Seiten je über 

einstimmen; es muß somit die resultierende Beschleunigung B der Haupt 

ausführung gleich der entsprechenden b des Modells, also 

B=b 

sein. Bei mechniRch ähnlichen Vorgängen ist aber nach der Maßstabregl-l

stet:; 

Hieraus folgt weiter: 

also 

l 
B=b- 2 

'1 

oder l 2 1 ---- - 1 
-z-2 l --

Vt .. - .. --:;--J.-L.l. 
V• 

Auch der im Abschnitt 20 besprochene abgekürzte Ansatz soll hier 

versucht werden. Er lautet: Die Anwendung der Maßstabregel auf da& 

Verhältnis "physikalischer Beiwert geteilt durch Dichte" führt sofort auf 

das gesuchte Modellgesetz -r == F (l). Die Eigenschaft der Schwere wird 

im technischen Maßsystem durch das Einheitsgewicht ausgedrückt; der phJ 

sikalische Beiwert der Schwere ist also (r) und r; die beiden Dichtell 

sind (f!) = (1') und f! = r_ . Daher lautet der Ansatz mit tlen Angaben des;; 
(g) g 
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Abschnitts 13 über die Ähnlichkeitsbeziehungen für Einheitsgewicht und 

Dichte: 

oder 

und bei Gleichheit der Erdbeschleunigungen (gl 1md g 

Ä. 
- 2 = 1' 
'( 

was sogleich, wie eben durchgeführt, das Fraudesehe Modellgesetz 

V:v=ff=(f::yf 
ergibt. 

Weiter werde noch der eigenartige Beweis erwähnt, den Tullinger*) 

für das durch Gleichung 36 dargestellte Gesetz der entsprechenden Ge

schwindigkeiten erbringt, welches erfüllt werden muß, wenn die von Schiff 

und Modell erzeugten Wellen ähnlich verlaufen sollen. Er stellt nach 

längeren analytischen Vorbereitungen die Differentialgleichungen der 

relativ vom Schiff aus stationär verlaufenden Stromlinien auf, für welche 

er geometrische Ähnlichkeit in Hauptausführung und Modell verlangt. 

Diese Forderung führt ihn schließlich auf die Beziehung: 

Z _ V2 g 
z-- ü~f -v2 , 

ein Ansatz, den wir im Abschnitt 23 ohne weiteres aus der Druckgleichung 

ableiten konnten. 

24. Dimensionslose Darstellung der Modellergeb

• i s s e b e i G ü 1t i g k e it d e s -Fr o u d e s c h e n M o d e 11 g e s e t z e s. 

'Nach den Ausführungen der Abschnitte 15-17 gilt bei Voraussetzung 

mechanisch ähnlicher Vorgänge für zwei beliebige entsprechende Kräfte 

K und k der Hauptausführung und des Modells stets d a s a 11 g e m ein e 

Kräftegesetz des Newtonsehen Ähnlichkeitsprinzips, 

welches nach Gin. 18 und 20 die Form hat 

I K = a (e) F V2 t . . . . . . . . . . . . . i.47) 
k=aefv2 j 

*) Tulllnger, k. k. Schiffbau-Ingenieur, Beweis dea Gesetzes der korrespondierenden 

Geechwindigkeiten fl1r die dJU.rch Wellenbildung entstehenden Se.biffswiderstlinde, Mitt. lW$ 

c!em Geb. des Seewesens, Pola 1881, S. 230. 



- 44 -

und wofiir auch geschriehen werden kann 

I K = E (e) L2 v~ } 

k=11el2 v2 
. . . . . . . . . . • . . (48) 

Hierin bedeuten (e) hnd e die entsprechenden Dichten der beiden beschleu

nigten Massen, F und f zwei beliebige entsprechende Flächen, L und I 

zwei beliebige entsprechende lineare Größen, V und v zwei beliebige ent

sprechende Geschwindigkeiten und die Kennziffern a und E reine Zahlen

werte. 

Wirken nur Schwerkräfte auf die ähnlichen Vorgänge bestimmend 

ein, so kann das Frondesehe Modellgesetz, z. B. in der Form E, 
v2 v2 

L@ = rg=f 
herangezogen werden. Es gilt also: v= = 9' L(g) und nach Gl. 48 

K = E ((I) L2. 9' L (g) = E 9' ((I) (g) LS 

Hieraus geht mit"""::' und (t~)(gJ = (r) da.s Sondergesetz en ts p r e

c h e n d e r K rä f t e für d e n d ur c h d i e S c h w er k r a. ft h t> -

dingten Ähnlichkeitsfall 

I K =C(r)L8 1 
k = 'y }S f . . . . . . . . . . . . . •4H) 

hervor. In den Gln. 49 sind L und l zwei beliebige entsprechende UneHrE' 

Größen, (r) und r die beiden Einheitsgewichte und t ein Zahlenwert, dil• 

"Kennziffer" des Sondergesetzes entsprechender Kräfte. 

Ermittelt ·man durch ein Modellversuch den wahren Wert einer Kratt. 

also die Größe k in kg, so berechnet sich aus GI. 47 die Kennziffer a deH 

allgerneinen Kräftegesetzes zu 

k 
a- -efv2 .. 

Die entsprechende Kra.ft K der Hauptausfi.ihrung ist. dann mit gleichet· 

Kennziffer a 

In diesen Gleichungen bedeuten F und f zwei beliebige entsprechende 

Jflächen, V und v zwei beliebige nach dem Frondesehen Modellgesetz ein

ander entsprechende Geschwindigkeiten. 

Unter Umständen ist es zweckmäßiger, K nicht mittels des allge

meinen Kräftegesetzes, sondern aus dem Sondergesetz der Kräfte zn er-
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mitteln. Es kommt dann nicht a, sondern die zweite Kennziffer ~in Betracht. 

Nach Gl. 49 hat man: 
k '= rP · 

und die entsprechende Kraft K der Hauptansführung wird: 

K=~(,)V, 

. . . . (51) 

eine Beziehung, die dieselbe Anzahl kg wie die obige GleichungK=a((I)FV2 

liefert, sofern beim Modellversuch wieder das Gesetz der entsprechenden 

Geschwindigkeiten befolgt wird. 

Von dem gegenwärtigen Standpunkte aus ist es leicht, die großen 

Vorteile der dimensionslosen Darstellung der Modellergebnisse zu erkennen. 

In dem hier vorliegenden Fall, in welchem allein die Schwerkraft wirkt, 

ist diese eigenartige Behandlung der Modellergebnisse so durchzuführen: 

Vorgänge, welche mechanisch ähnlich verlaufen, haben nach Abschnitt 22 
v2 y2 

dieselbe Frondesehe Zahl fJi = Tg - oder L(g) - und nach den eben an-

gestellten Betrachtungen auch dieselbe Kennziffer ~ in dem Sondergesetz 

der Kräfte k = 'r !3. Jeder neue, unter veränderten zeitlichen und Ge· 

schwindigkeitsbedingungen an dem Modell zustandekommende Vorgang 

liefert ein neues fJi und ein neues ,, so daß jedem Werto rp ein bestimmter 

Wert ' zugeordnet ist. Es besteht also eine Beziehung: 

~= t'(q)' . 152) 

die wir das "Zahlengesetz der betreffenden Größe" - hier der Kraft k 

Qder K - nennen wollen, und das durch Auftragung in einem rechtwink

ligen Achsenkreuz als "Kurve der Kennziffern b" oder "Eigenschaftskurve" 

am übersichtlichsten zum Ausdruck gebracht wird. Jeder einzelne Modellver-

such liefert eine bestimmte Frondesehe Zahl fJi = [~- als Abszisse und eine be

stimmte Kennziffer ' = 1~3 - ebenfalls eine reine Zahl - als Ordinate, ein 

Wertepaar, das für alle mechanisch ähnlichen Vorgänge, also auch für den 

Hauptvorgang, unveränderlich ist. Der einzelne Punkt der Kurve '= f (rfi 

bestimmt in seinem Abszissenwert die Gesetzmäßigkeit zwischen den linearen 

und den zeitlichen oder den Geschwindigkeitsverhältnissen und in seinem Ordi

natenwert die gemeinsame Kennziffer der einander entsprechenden Kräfte 

k = 'r P und K == ~(;) L3 für alle mechanisch ähnlichen Ausführungen, gleich

gültig welche Dichte die beschleunigten Körper haben. 

Das oben geschilderte Verfahren bietet daher einen vorzüglichen über

blick darüber, welche Werte eine Größe rler Xhnlichkeitsmechanik bei dem 
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verschiedenartigsten Wechsel der Bewegungsverhältnisse und der Dichten 

der beschleunigten Massen annehmen kann. Vor anderen Darstellungs

arten kann es den besonderen Vorzug für sich in Anspruch nehmen, da.ß 

es die Modellergebnisse als reine Zahlenwerte maßfrei - also in dimensions

loser Form - für jedes Maßsystem sofort verwendbar zum Ausdruck bringt 

und so jede Umrechnung bei Benutzung anderer Maßeinheiten erspart•). 

Die ausgezeichneten Eigenschaften, welche der dimensionslosen Dar

stellung zukommen, bleiben erhalten, wenn statt der Frondesehen Zahl 'I 

die Zahlen V,;-, q2, log rp usw. als Abszissen und statt der Kennziffer C die 

Zahlen V;~~·, log ;usw. als Ordinaten oder irgend eine andere algebraische 

Form von rp und ; aufgetragen werden. 

Zieht man es vor, dieKräfteKund k in der Form 47 des allgemeinen 

Kräftegesetzes zu schreiben, so ist aus den Modellversuchen mittels GI. 50 

eine Beziehung zwischen der Kennziffer a und der Frondesehen Zahl cp, 

a = [<' (•1) • . . . . . • • • . . . . . (53) 

aufzustellen, welche, ebenso wie ; = f {rf) eine Abhängigkeit zwischen zwei 

unbenannten Zahlen ausspricht und daher dimensionslos dargestellt werden 

kann. Bei äußerlich veränderter Form bietet a = F (•/) dasselbe wie'= f (rp). 

25. D a s T h o m s o n s c h e M o d e 11 g e s e t z f ü r B e w e -

g u n g e n u n t e r d e r W i r k u n g d e r a 11 g e m e i n e n S c h w e r e. 

Die Bewegungsvorgänge der Hauptausführung und des Modells sollen 

unter alleiniger Wirkung der allgemeinen Massenanziehung zustande

kommen. Als Masse wird je eine unzusammendrückbare Flüssigkeit vor

ausgesetzt. Zur Bildung des Ansatzes für das Modellgesetz sind somit zu 

vergleichen die Trägheitskräfte MB und mb und die Anziehungskräfte 

M M1 m m 1 • . m4 • 
K = ( •) -R.' - und k = a -;,--, wonn (a) = a = 648.1Q-t2 -k,- dte Unver-

- r• s ... kg 

ändel'liche der all ~ em,.inen l\Irtsstmanziehung ist. 

Man erhält hierfür den Kräftemaßstab x: 

M B (rl) 'I A11 r2 ·------ ---·-- m u- R2 amm1 

und daraus 
ß - 'Mt r2 

-i;-- -~~ IF . 

Bezeichnen (!!) und f! die entsprechenden Dichten der sich ähnlich bewe-

•) Giimbel, ül:er ei~e internationale Sprache im Sehiflbnu, Zeitschrift Schiffbal& 

1912/13, s. 413. 
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genden Massen, so geht die letzte Gleichung mit Mt= (e) Vol und m1 = e vol 

und unter Benutzung der Maßstabregel des Abschnitts 13 über in: 

l ((!) . 1 
-~2 =- (! 'J.Ll2. 

Das Modellgesetz lautet also: 

. . . . . . (54) 

oder 

(54 a) 

und bei Verwendung gleicher Dichten für Hauptausführung und Modell: 
'l = 1 odt•r '1' = t. . . . . . . . . . . . (54 h) 

Dies heißt in Worten: Bewegen sich zwei unzusammendrückbare Flüssig

keiten unter alleiniger Wirkung der allgemeinen Schwere mechanisch 

ähnlich, so verhalten sich entsprechende Zeiten - unabhängig von den 

linearen Abmessungen - umgekehrt wie die Wurzeln aus den Dichten der 

beiden Flüssigkeiten. Bei gleicher Dichte verlaufen die Vorgänge voll

kommen synchron. Die Gln. 54 sollen das T h o m so n s c h e Mo d e ll
g es e t z genannt werden, da William Thomson in der Abhandlung "Dyna

mical Problems regarding Elastic Spheroidal Shells and Spheroids of 

Incompressible Liquid", Phil. Trans. 1863 (Math. and Phys. Papers Bd. III 

S. 384) - bei Untersuchung der Schwingungen von Flüssigkeitsmassen 

überall gleicher Dichte unter alleiniger Wirkung der allgemeinen Schwere

diese Gesetzmäßigkeit nachweist. 

Als M o d e 11 g e s e t z f ü r e n t s p r e c b e n d e G e s c h w i n d i g -

k e i t e n erhält man in diesem letzten Fall aus: V: v = 'J./'l mit -r = 1: 

V : v .:: L : I • • • . • . • . . • . • • . (56) 

In Worten: Die Geschwindigkeiten verhalten sieb wie die linearen Ab

messungen. 

Der Kräftemaßstab ist: 

und unter Verwendung des Modellgesetzes der GI. 54 

x=-/2 -;2=(+t=l~( 
ßci glPiehcr Dichte wird mit r = 1: 

X= 'J.1, . • . • • , , , , , , , , , , (56) 
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Das Verhältnis entsprechender Drücke P und p auf die Flächeneinheit ergibt 

sich hieraus zu: 

p- II - 22 
p- i2 _". (57\ 

Der abgekürzte Ansatz ist in diesem Falle, wie im Abschnitt 20 beson· 

ders hervorgehoben wurde, in folgender Weise unter Benutzung der Maßstab

regel durchzuführen: 

(a) (e) = ae--;;\. 

Diese Beziehung liefert sofort Gl. 54 und lehrt, daß bei einer dimensionslosen 

Darstellung die unbenannte Zahl 1J = (a) (e) Tl oder a f1 t2 in Betracht zu 

ziehen wäre. 

26. D a s R e y n o 1 d s s c h e M o d e ll g e s e t z f ü r B e w e g u n g e n 

unter der Wir k u n g der F 1 ü s s i g k e i t s r e i b u n g. Zwei unzu

sammendrückbare Flüssigkeiten sollen sich unter der alleinigen Wirkung 

innerer Reibungskräfte mechanisch ähnlich bewegen. Störende Nebenerschei

nungen irgend welcher Art sollen ausgeschlossen sein. Die Normalkräfte im 

Innern oder an der Oberfläche der beiden Flüssigkeiten üben nach Ab

schnitt 11 keinen Einfluß auf das zu suchende Modellgesetz aus. Die zt1 

lösende Aufgabe lautet: Es ist nach willkürlicher Wahl des Längenmaß

stabs l derjenige Zeitmaßstab r zu berechnen, dessen Anwendung beim 

Modellversuch die mechanische Ähnlichkeit des Haupt- und Modellvorgangs 

gewährleistet. 

Die vollständigen Differentialgleichungen anzuschreiben, ist nicht er· 

torderlich; es genügt vielmehr, die Trägheitskräfte MB und mb sowie die 

Reibungskräfte K und k zu vergleichen und ihre V erhältniese einander gleich 

zu setzen. 

Die inneren Reibungskräfte an entsprechenden Flächen F und f eines 
oV i'V 

Flüssigkeitsteilchens sind: K = (~) a-N F und k ='I 0 n f. Darin bedeuten 

(1J) und 1J die technischen Zähigkeitsbeiwerte der beiden Flüssigkeiten, im 

technischen Maßsystem in kg sk/m2 zu messen, ferner 1_~ und ~ v die Ände· 
rn (in 

rungsgrade der Geschwindigkeit bei Fortschreiten in Richtung der Flächen-

normalen N und n. (~) ;· :- und 'I ·~: sind die durch die Zähigkeit hervor

gerufenen Schubspa.mmngen an den Flächen F und f. 
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Bezeichnet x den Kräftemaßstab, ferner (e) und e die Dichten, so er

hält man die beiden Bestimmungsgleichungen 27 a und 27 b, also 

x = f1 (l, 1:) und x = f2 (l, -r), 

gemäß Abschnitt 19 durch folgende Ansätze: 

x = l\I B = _(e) lLl_ = U>l }I 
m b e -r2 e '&"2 

0 0 (58) 

und ",v 
K ('I) ll-N F (7j) l ("') .1.2 

X= -k = ~-_1[\r_ f = -'J -'r-yÄ2 = -~ ~ , ... , . , (59) 

on 
Durch Gleichsetzung der beiden Ausdrücke für x entsteht: 

('Tj) .1.2 - (Q) l4 

oder 

--;;-~ - -e --:,;2 -

- '2 'Tj/(1 
T-A-()!(), 

fj ,,(! 

Beim Zusammenwirken von Trägheit und Flüssigkeitsreibung emp

fiehlt es sich, das Verhältnis "technischer Zähigkeitsbeiwert : Dichte" nach 

dem Vorschlage von Maxwell als maßgebende Größe einzuführen. Dies Ver

hältnis, welches als "dynamisches Zähigkeitsmaß" (11) und v für Hauptaus

führung und Modell bezeichnet und bei technischen Untersuchungen in m'/sk 

gemessen wird, ist somit: 

(v) = -~:~- und v = -~ . . . . . . (60) 

Dies in die obige Gleichung für 'f eingesetzt, ergibt: 
Jl 

A) -r = .1.2 (~f, . . . . . . . . . (Gl) 

eine Beziehung, mittels welcher der Zeitmaßstab r aus dem Längenmaßstab Ä. 

berechnet werden kann und die nach dem Fürderer dieses Teils der Ähnlich

kcitsmechanik d a s R c y n o 1 d s s c h e M o d e ll g e s e t z f ü r d e n Z c i t -

m aß s t ab genannt werden soll. 

Sind T und t zwei entsprechende Zeiten und L und l zwei entsprechende 

Längen, so gilt: 

B) 
I., l" 

T: t = T;j-: i ' 0 0 0 0 - 0 0 0 0 0 0 - 0 (6:2) 

eine Gleichung, die als n e y n o l d s s c h e s M o d e I 1 g e s e t z f ü r e n t -

s p r e c h e n d e Z e i t e n bezeichnet werden soll. Für den Fall gleicher 

Flüssigkeiten im Haupt- und Modellvorgang vereinfacht es sich zu: 

T : t = L2 : 12 . . . . . . . . . . . . . . (63) 

In Worten lautet das Reynoldssche Modellgesetz der Gin. 62 und 63: Sollen 
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zwei Strömungsvorgänge in unzusammendrückbaren Flüssigkeiten unter der 

alleinigen Wirkung der inneren Reibung mechanisch ähnlich verlaufen, so 

müssen sich entsprechende Zeiten wie die Quadrate entsprechender linearer 

Abmessungen und umgekehrt wie die dynamischen Zähigkeitsmaße der beiden 

Flüssigkeiten verhalten. 

Zwecks Aufsuchung des Geschwindigkeitsverhältnisses schreibe man 

Gl. 61 in der Form: 

oder 

oder 

C) 

Ä. V -l---1 
"" (v) -

V L V -------1 v 1 (v) -

• _ (v) • v 
V .v--L'T. 

Bei Gleichheit der beiden Flüssigkeiten vereinfacht sich dies zu: 

(641 

V:v=f=+. . ...... (65) 

Gln. 64 und 65 sprechen d a s R e y n o l d s c h e M o d e ll g e s e t z f ü r 

e n t s p r e c h e n d e Ge s c h w in d i g k e i t e n aus und lauten in Worten: 

Sollen in unzusammendrückbaren Flüssigkeiten zwei Strömungsvorgänge 

unter alleiniger Wirkung der inneren Reibung mechanisch ähnlich verlaufen. 

so müssen entsprechende Geschwindigkeiten im umgekehrten Verhältnis ent

sprechender linearer Abmessungen und im geraden Verhältnis der dynami

schen Zähigkeitsmaße der beiden Flüssigkeiten stehen. 

Weiter läßt sich aus Gl. 61 das Mode 11 g es e t z für c n t s p r e

c h ende Be s c h 1 e uni g u n g e n ableiten. Man schreibe 

.4,2 V 
-1'3-·--= 1 
~ (v) 

oder mit B: b = l/"2 

D) 
(v) v 

ß2: b2 = -T:f: -ts ..... . . . (66) 

Das Modellgesetz 0 läßt sich noch auf folgende wichtige Form bringen: 

VL vl . 
E) -(v)- = v = 1/J, . . . • . . . . . • . . . (67) 

worin 'I' eine unbenannte Größe ist, da Zähler und Nenner die gleiche Maß

einheit m2/sk haben. l/J wird nach dem Entdecker dieser Beziehung als 

"Reynoldssche Zahl" bezeichnet. Die Gleichung E, die d a s R e y n o 1 d s -

s c h e M o d e 11 g e s e t z für d i m e n s i o n s l o s e D a r s t e ll u n g ge

nannt werden soll, läßt sich so in Worte kleiden: Verlaufen zwei Bewegungs-
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vorgänge in unzusammendrückbaren Flüssigkeiten unter alleiniger Wirkung 

der inneren Reibung mechanisch ähnlich, so ergeben die entsprechenden Aus-

d ·· k V L d v l · 1 H t r··h d . M d 11 d" lb R ruc e (v) un 11 m her anp aus u rung un 1m " o e wse e ey-

noldssche Zahltp. Als dimensionslose Zahl ist l/J von den augewandten Maß

einheiten unabhängig, so daß sich bei Berechnung von '/J - immer unter der 

Voraussetzung mechanisch ähnlicher Vorgänge - in verschiedenen Maß

systemen der gleiche Wert ergibt. Das Kennzeichen dafür, daß Strömungs

vorgänge der hier behandelten Art mechanisch ähnlich verlaufen, ist somit 

die Übereinstimmung der Reynoldsschcn Zahl 1/J ; nicht ähnliche Vorgänge 

ergeben verschiedenes 1/J. 

Alle fünf Modellgesetze A bis E haben bei verschiedener Form den

Reihen Inhalt, insofern sie offen oder verdeckt eine Aussage über den Zeit

maßstab 1: darstellen, der bei m~chanischer Ähnlichkeit des Haupt- und Modell

vorgangs einzuhalten ist. 

Für den Kräftemaßstab :c war oben in GI. 59 
(n) ).2 

;c = - -- ~--

'1 T 

ermittelt worden. Dies läßt sich auf Grund der Maßstabregel und des Modell

gesetzes E in der Form schreiben: 
~ !r;) V L __ r'l! (v; ~ IQ) (1-)"1 ~ (1JJ!f(Q) 

x~--~-vl~ ~;-~ i-~~~ ~ ~2/e ..... (6HJ 

Dies heißt in \Vorten: Je zwei entsprechende Kräfte stehen unter den vor

liegenden umständen im geraden Verhältnis der Quadrate der technischen 

Zähigkciü.;beiwCI tc und im umgekherten Verhältnis der Dichten der beiden 

Flüssigkeiten. Bei Gleichheit der Flüssigkeiten wird x = 1, d. h. die Kräfte 

an der Hauptausführung und am Modell sind je gleich groß. 

über das Verhältnis entsprechender auf die Flächeneinheit bezogener 

Drücke P und p der Hauptausführung und des Modells gilt folgendes: Be

schleunigend auf die Flüssigkeitsteilchen wirken die Kräfte dP . dF und 

dp. df, wenn dF und df zwei entsprechende Flächenelemente und dP und dp 

je die Druckunterschiede an zwei gegenüberliegenden Flächen der recht

winkligen Teilchen sind. Alsdann gilt: 

oder 

~ d p d_!_ ~ __d R_ ·,2 
X~dpdf~dpA 

dP X 

-ap-I2 
oder in der endlichen Form und unter Benutzung von GI. 59 



- 52 

JP- IC- ('/) 1- ('/)V/L 
Ap- J.2 -~~- fJV/1 ' .••. • • ... (69) 

woraus bei Gleichheit der beiden Flüssigkeiten 

.JP 1 t 12 

.t~p -~,...-T--L2 (70) 

entsteht. Hierin bedeuten d P und .I p entweder zwei entsprechende endliche 
Druckunterschiede oder zwei entsprechende Überdrücke über die Drücke des 
ungestörten Zustandes. Die absoluten Drücke brauchen, ganz wie im Falle 
des Abschnitts 22, nicht mechanisch ähnlich zu sein. 

Für die Unterschiede und die Absolutwerte der tangentialen Zähig
keitsspauuungen gelten ebenfalls die übertragungsmaßstäue der Gin. 69 
und 7Q. 

Mittels des abgekürzten Ansatzes nach Abschnitt 20 und auf Grund 
der Maßstabregel des Abschnitts 13 erhält man die Gleichung: 

·~ pbysikal. Beiwert _ ('/) _ 'I 12 _ 'I J.2 
- -:ofclite ------ -w- --e- :;('["2 -e-~ 

T 

und daraus sofort das Reynoldssche Modellgesetz für den Zeitmaßstab: 

'" = J.2 -c~ne) = l2 i) . 
in Übereinstimmung mit Gl. 61. 

27. Dimensions 1 o s e Dar s t e 11 u n g der Mode 11 er g e b
n i s s e h e i G ü 1 t i g k e i t d e s R e y n o 1 d s s c h e n M o d e 11 g e s e t z e s. 
Die Ausführungen des Abschnitts 24, in welchen die Schwerkraft als maß
gebend für das Modellgesetz vorausgesetzt wurde, lassen sich sinngemäß auf 
die mechanisch ähnlichen Bewegungsvorgänge zäher, unzusammendrückbarer 
Flüssigkeiten übertragen. Unter Benutzung der dort erläuterten Bezeich
nungen gilt zunächst das allgemeine Kräftegesetz des Newtonsehen Ähnlich
keitsprinzips: 

oder auch 

K=a(e)FV2 
k:::: a (I fv2 

. . . . . . . . . . . . . (71) 

K = E (e) L2 v2 l 
J . • . . . • . • . . . . . (72) 

k:::: E(!l2 v 2 

worin die Kennziffern a und E reine Zahlenwerte sind. 
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Wirken nur innere Reibungskräfte auf mechanisch ähnliche Vorgänge 

bestimmend ein, so kann das Reynoldssche Modellgesetz, z. B. in der Form E, 

VL vl 
Tvr=-v-="' 

herangezogen werden. Es ist also V2 L2 = tp2 (v)2 und v212 = rp2 v2. 

Aus Gl. 72 entsteht dann: 

K = ~ ((!) rp2 (v)~ 

und mit E tpt = ' d a s S o n d e r g e s e t z e n t s p r e c h e n d e r K r ä f t e 

für den durch die inneren Reibungskräfte bedingten 

Ähnlichkeitsfall: 

K=b(f!)(v).2}• ............ (73) 
k = ~Q v2 

hervor, worin !!!) und 1.1 die Dichten, (v) und v die dynamischen Zähigkeits

maße und ~ ein reiner Zahlenwert, die "Kennziffer" des Sondergesetzes 

entsprechender Kräfte, ist. 

und 

Die Kennziffern a und ' sind aus den Beziehungen: 
k 

a = -i/-(v2 . . . . . . . . . . . . . . (74) 

17G) 

zu berechnen, wobei der wahre Wert von k aus einem ModellverRuch er· 

mittelt wird. 

Alle weiteren Einzelheiten sind sinngemäß aus Abschnitt 24 zu über

nehmen; auch die dimensionslose Darstellung der Modellergebnisse ist nach 

den dortigen Angaben - jedoch unter Beachtung des Reynoldsschen Mo

dellgesetzes - durchzuführen. Man erhält hier, für ähnliche Bewegungsvor· 

gänge mit Flüssigkeitsreibung, eine Beziehung 

~=f(~l), ... (76) 

"das Zahlengesetz der in Betracht kommenden Größe", also hier der Kraft k 

oder K. In diesem Gesetz ist die unabhängige Veränderliche tp die Re y -

n o 1 d s sehe Zahl und ~ die Kennziffer des Sondergesetzes der Kräfte. Die 

Auftragung in einem rechtwinkligen Achsenkreuz ergibt wieder die über· 

sichtliche "Kurve der Kennziffern C" oder "Eigenschaftskurve". 

Jeder einzelne Modellversuch liefert eine bestimmte Reynoldssche Zahl 

''' = _v 1 als Abszisse und eine bestimmte Kennziffer ~=- ~. -ebenfalls eine 
T V (!~ 

reine Zahl - als Ordinate, ein Wertepaar, das für alle einander mechanisch 

ähnliche Vorgänge, also auch für den Hauptvorgang, unveränderlich ist. 
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Die so gegebene Kurve bietet einen vorzüglichen Überblick über die 

Kennziffern ; der betreffenden Vorgänge und ist gültig für alle Arten zäher 

Flüssigkeiten und unabhimgig von der Wahl des Maßsystems. Es ist sonach 

möglich, die Ergebnisse von Modellmessungen, die im Wasser vorgenommen 

werden, ohne weiteres auf die Vorgänge in anderen Flüssigkeiten oder in 

Luft, von deren Zusammendrückbarkeit man häufig absehen kann, zu über

tragen, sofern der betreffende Fall den Forderungen Reynoldsscher Ähnlich

keit genügt. 

Blasius *) weist darauf hin, daß es vorteilhaft erscheint, Modellver

suche für Luft (z. B. für Luftschiffe) in Wasser vorzunehmen. Denn sind 

die Abmessungen des Modells gleich ein Zehntel der Wirklichkeit gewählt, so 

ist bei Verwendung gleicher Flüssigkeit v l = V L zu machen, also die Mo

dellgeschwindigkeit v = V. L/1 = 10 V, d. i. gleich der zehnfachen der in 

Wirklichkeit vorhandenen Geschwindigkeit zu bemessen; während bei Ver

wendung von Wasser an Stelle Luft der gleiche Wert von rp schon bei mäßi

gen Geschwindigkeiten erreicht wird, da v für Wasser nur 1/ 10 bis 1/2o von dem 

für Luft ist. Als Flüssigkeiten mit noch geringerem v nennt er für Modell

versuche mit Zähigkeitserscheinungen: Quecksilber, Schwefelkohlenstoff, 

Äther, Methylalkohol. 

Zieht man es vor, die Modellkraft in der Form des allgemeinen Ähn

lichkeitsgesetzes, also k = a f! f v2, zu schreiben, so hat man an Stelle von '= f(l/1) eine Beziehung zwischen der Kennziffer a und der Reynoldsschen 

Zahl 1/J, also: a = P (1/J) . (771 

zu setzen, die eine entsprechende Darstellung und Verwendung wie ~ = f ( '/' J 

gestattet, ohne jedoch inhaltlich etwas Neues zu bieten. 

28. D a s C a u c h y s c h e M o d e ll g e s e t z f ü r B e w e g u n g s -

vor g ä n g e unter der Wirkung e last i s c h c r Kr ä f t c. Die Uw 

tersuchungen gelten für geometrisch ähnliche, homogene Körper, die sich 

nach allen Richtungen gleichartig verhalten. Es wird vorausgesetzt, daß nur 

"elastische Kräfte" wirken, das sind solche, welche in gleichem Verhältnis 

wie die durch sie erzeugten Formänderungen stehen. Andere physikalische 

Kräfte sollen ausgeschlossen sein. Bei sehr schnellen Schwingungsvorgängen 

müssen in einzelnen Fällen noch Verbesscrungsglieder**) in den Differential

gleichungen der Bewegung in Betracht gezogen werden. 

*) Blasius, Mitteilungen über FollSChungsarbeiten des Vereins deutscher Ing,enieur!'<, 

Heft 131, .S 8. 

**) Love-Timpe, Lehrbuch der Elastizität 1907, § '2:17 u. f. 
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Die Bezeichnungen sind die der früheren Abschnitte. Das gemeinsame 

Merkmal der unter a bis h entwickelten Modellgesetze besteht darin, daß ent

sprechende Zeiten in dem gleichen Verhältnis wie entsprechende lineare Ab

messungen von Hauptausführung und Modell stehen. Diese Gesetzmäßigkeit 

soll nach Absatz d als das Ca u c h y s c h e Mode 11 g es e t z bezeichnet 

werden. 

a) D e h n u n g s s c h w i n g u n g e n im I n n e r n v o n D r ä h t e n, 

S e i 1 e n u n d S t ä b e n. Die elastischen Kräfte in Hauptausführung und 

Modell sind K = (a) F und k = a f, worin (a) und a die Normalspannungen be

zeichnen. Nach Hookes Gesetz ist, wenn E und e die entsprechenden Ela

stizitätsmoduln sind und (E) und E die für ähnliche Vorgänge gleich große 

Dehnung ist: 

und daher: 

K = (h) E F und k = E e f. . . . . . . . . . . (78) 

Aus dem Vergleich der Trägheits- und elastischen Kräfte entspringt: 

X= "M Bb = (E) EfF =~l2 
m Ee e 

oder 

woraus, wenn 
E e (.,) = -(~Y und v = -i . . . . . . . . . . . (79) 

als "dynamische Elastizitätsmaße" der beiden Körper bezeichnet werden -

zu messen in m2jsk2- folgende Modellgesetze hervorgehen: 

A) 

B) 

C) 

D) 

E) 

~ = lJl(;) 
L l 

T: t= V(~)- :VJIC 

v: v = V(Jif: Vv- . . . . . . . . . (80) 

B :·b = -~~ :-i-
V2 y2 
(J!T = v = x = unv. Zahl. 

Die Geschwindigkeiten, z. B. der Fortpflanzung der Erscheinungen, 

verhalten sich somit wie die Wurzeln aus den dynamischen Elastizitätsmaßen 
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und sind unabhängig von den linearen Abmessungen. Für den Fall gleicher 

Stoffe bei beiden Körpern wird V = v, und das Modellgesetz der Zeiten lautet: 

T:t=L:l. .......... . . (HO a) 

In Worten: Entsprechende Zeiten verhalten sich wie entsprechende lineare Ab

messungen. 

Der Kräftemaßstab x wird aus dem Verhältnis der entsprechenden 

Kräfte mittels GI. 78 ermittelt zu: 

V= (fLEF_=l2 E (80b) 
~ Eef e · · · · · · · · · · · 

oder bei gleichem Stoff zu: 

i!=l2 . .............. (8ÜCJ 

Als unabhängige Veränderliche wäre bei dimensionsloser Darstellung 

unter Benutzung der Form E die Zahl X = v2
_ oder auch ;__ zu wählen. 

V ~V 

b) Dehnungsschwingungen in unbegrenzten festen 

K ö r p er n. Die Elastizitätslehre zeigt, daß das elastische Verhalten homo

gener, nach allen Richtungen gleichartiger Stoffe durch zwei der drei Fest

werte: Elastizitätsmodul, Schubmodul und Poissonsche Verhältnisziffer 

( 1). · und · L der Querzusammenziehung bestimmt wird. Die Differential-
,m m 
gleichungen der Dehnungsschwingungen in unbegrenzten Körpern führen auf 

Modellgesetze derselben Form wie oben unter a, wenn die beiden Vergleichs-

körper aus gleichem Stoff bestehen, also E (e) = e/e und (!)· = ~- ist. Es gilt 

hier also das Modellgesetz V = v, d. h.: Die Geschwindigkeiten, z. B. der Aus

breitung von Dehnungsschwingungen, sind unabhängig von linearen Größen, 

z. B. von den Wellenlängen; Dehnungswellen pflanzen sich mit unveränder

licher Geschwindigkeit in einem unbegrenzten Stoffe fort. Eine andere Form 

dieses Modellgesetzes ist: 

T:t=L:I. 

Es stehen also entsprechende Zeiten in dem gleichen Verhältnis wie entspre

chende lineare Abmessungen. 

Bei verschiedenen Stoffen in beiden Anordnungen treten in den Bewe

gungsgleichungen hier die drei Größen: Elastizitätsmodul, Poissonsche Ver

hältnisziffer und Dichte auf, und die Ähnlichkeitsverhältnisse müssen einer 
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besonderen Prüfung unterzogen werden. Man findet auch hier dieselbe Ge

setzmäßigkeit wie unter a, doch ist jetzt für (v) und., zu setzen: 

1 1--
()- ~. (m) 
" - (C?) (t + __}_) (1 - ~--) 

(m) {m) 

und 

Dehnungswellen dieser Art breiten sich in Kugelform aus. 

. (81) 

c) Biegungsschwingungen stabförmiger Körper. 

Die einzelnen Teilchen stehen unter Wirkung elastischer Kräfte (a) dP und 

a df. Aus dem Vergleich der Trägheits- und der elastischen Kräfte folgen 

wieder die gleichen Modellgesetze wie unter a, so daß z. B. der Satz gilt: 

Die Schwingungsdauer ähnlicher stabförmiger Körper gleichen Stoffes 

wächst im Verhältnis der linearen Abmessungen, die Schwingungszahl also 

im umgekehrten Verhältnis. 

d) Biegung s vor g ä n g e in Platten, Gefäßen und an

d e r e n K ö r p e r n. Für geometrisch ähnliche Platten und Gefäße desselben 

Stoffes hat Cauchy 1829 in einer der Pariser Akademie der Wissenschaften 

eingereichten Abhandlung folgende Verallgemeinerung eines von Savart 

1825 aufgestellten Gesetzes abgeleitet**): "Wenn wir die Höhe des von einem 

Körper, einer Platte oder einem elastischen Stab ausgehenden Tones durch 

die Anzahl der in der Zeiteinheit hervorgebrachten Schwingungen messen, so 

steht die Höhe im umgekehrten Verhältnis wie die linearen Abmessungen des 

Körpers, der Platte oder des Stabes, vorausgesetzt, daß seine sämtlichen Ab

messungen in einem gegebenen Verhältnis geändert werden." Entsprechende 

Zeiten stehen also im geraden Verhältnis der linearen Abmessungen, und die 

Modellgesetze sind die gleichen wie unter a, b, c. 

Ob für geometrisch ähnliche Körper, deren Stoffe verschieden sind, ein

fache Ähnlichkeitsbeziehungen gelten, bedarf einer besonderen Prüfung. 

e) Längsschwingungen in unbegrenzten elasti

schen F I ü s s i g k e it e n. Vermöge der Votumelastizität einer Flüssig

keit breitet sich eine örtliche Zusammendrückung in ihr als Welle in Kugel

anordnung aus. Auf die einzelnen Teilchen der beiden mechanisch ähnlichen 

Vorgänge wirken dabei die entsprechenden Druckkräfte K = P F und k = p f. 

*) Riecke, Lehrbuch der Physik, 1. Bd., 1912, S. 255 u. 209. 

**) Routh, Dynamik, deutsch von Schepp, 1. Bd. 1898, S. 331. Hier ist der Cauchysche

Beweis in gekürzter Form wioedergegeben 
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Für die Drücke P und p gelten die Gleichungen: 

P -c dVol 
- Vol 

dvol 
p=cvor' 

worin C und c die Volum-Elastizitätsmoduln der beiden Körper, gemessen in 

kgJrn2; sind. Aus dem Vergleich der Trägheits- und der Druckkräfte ergibt 

sich der Kräftemaßstab K zu: 

C~_vol F 
MB Vol 

•= mb =~rf 
c vol 

oder da J Vol/V ol und 4 vol/vol bei mechanisch ähnlichen Vorgängen gleiche 

Zahlen sind: 

also 

~=.tfc~:r l 
~=l~ I' 

. . . . (82) 

worin (v) = C,((l) und v=cte die "dynamischen Kompressionsmaße" der beiden 

Flüssigkeiten - zu messen in m2/sk.2 - sind. Die äußere Form der Modell

gesetze ist also die gleiche wie unter a, und es gelten daher sinngemäß die 

entsprechenden Beziehungen. 

f) Schiebungsschwingungen in unbegrenzten ela

stisch f es t e n Körpern. Außer den unter b behandelten Dehnungs

schwingungen kommen in unbegrenzbm festen Körpern noch Querschwin

gungen auf Grund der Schubelastizität zustande. Die Voraussetzungen sind 

die gleichen wie früher. Die in Hauptausführung und Modell auftretenden 

Schubkräfte sind K = (-r) d F und k ="" d f, worin (-r) und ~· hier nicht den 

Zeitmaßstab, sondern Schubspannungen bedeuten. Nach dem Hookeschen 

Elastizitätsgesetz ist, wenn (r) und r die bei mechanisch ähnlichen Vorgän

gen gleich großen Schiebungswinkel in Bogenmaß, und G und g die ent

sprechenden Schubmoduln der beiden Stoffe sind: ('E) = (r) G und""= r g und 

daher: 
K = (r) Gd .I!' und k = r g d f. . . . . . . . . . (83) 
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Aus dem Vergleich der Trägheits- und Schubkräfte erhält man für den 

Kräftemaßstab: 

oder mit (r) = r 

Führt man 

MB (r) G dF x--------
- mb- rgdf 

G 
(v) == (i) und Jl = -~ (84) . . . . . . . . . . . 

II 

als "dynamische Schiebungsmaße" der beiden Körper - zu messen in m2/sk2 

- ein, so entstehen wieder dieselben Formen der Modellgesetze wie unter a, 

jedoch mit dem Unterschiede, daß an Stelle von E und e die Schubmoduln G 

und g treten und die Schiebungswellen sich wie die Weilen unter b und e in 

Kugelanordnung ausbreiten. 

g) V erd r eh u n g s s c h w i n g u n g e n s t ab f ö r m i g e r K ö r -

p er. Zu vergleichen sind wie unter f die Schubkräfte und die Trägheits

kräfte äer Hauptausführung und des Modells. Es gelten daher hier die 

gleichen Ansätze wie dort; doch entfällt eine Ausbreitung der Erscheinungen 

in Kugelform. Das Modellgesetz für den Zeitmaßstab lautet also wieder: 

"=).V-(~) 
und das für entsprechende Zeiten: 

oder bei gleichem Stoff: 

L l 
T: t == l{~) 'V~ 

T:t=L:l, 

also in Worten wieder: Die Schwingungszeiten stehen bei mechanisch ähn

lichen Vorgängen im geraden Verhältnis der linearen Abmessungen, die 

Schwingungszahlen somit im umgekehrten. 

h) Zusammengesetzte Festigkeitsvorgänge in Kör

p e r n g 1 e i c h e n S t o f f c s. Im allgemeinsten Beanspruchungsfalle 

werden die elastischen Kräfte der beiden mechanisch ähnlichen Vorgänge der 

Hauptausführung und des Modells aus Dehnungskräften (rr) F, rr f und 

Schiebungskräften (r) F, " f gebildet, worin (rr), a entsprechende Normal

spannungen und (r), " entsprechende Schubspannungen sind. Beide Kräfte

arten ergeben unter Hinweis auf Gl. 80c -bei Voraussetzung des gleichen Stoffes 

- denselben Kräftemaßstab x = l 2• Dies geht auch schon daraus hervor, 

<daß nach dem Hookeschen Gesetze (rr) = (~) E == E e =er und(")= (r) G == r g == -r ist 
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und sich daher entspreche11de Kräfte wie entsprechende :Flächen verhalten .. 

Entsprechende Spannungen sind gleich groß. 

Wie in den eben behandelten Fällen gilt also als Modellgesetz für den 

Zeitmaßstab bei gleichem Stoff der beschleunigten Massen: 

und daher: 

und: 

also: 

-r=l 

T:t=L:l 

V l ---= -=1 
V -r 

V=v= unv., 

woraus sich folgende Verallgemeinerung des Cauchyschen Modellgesetzes 

ergibt: Wenn sich zwei geometrisch ähnliche Körper gleichen Stoffes unter 

der Wirkung entsprechender, aber sonst beliebiger elastischer Kräfte 

mechanisch ähnlich bewegen, verhalten sich entsprechende Zeiten wie die 

linearen Abmessungen und entsprechende Kräfte wie die Quadrate der 

linearen Abmessungen. Entsprechende Spannungen und entsprechende Ge

schwindigkeiten sind je gleich groß. 

29. Das Mode 11 g es e t z für W e 11 c n beweg u n g e n unter· 

d e r W i r k u n g v o n K a p ill a r k r ä f t e n. An der Oberfläche von 

Flüssigkeiten können Bewegungen beobachtet werden, bei denen die Kapillar

kraft in der oberen Schicht die Schwere bedeutend an· Einfluß i.iberw~gt. 

Ein solcher Fall liegt z. B. bei den leichten, durch einen sanften Wind hervor

gerufenen Kriiuselungen des "\Vasserspiegels vor und soll der folgenden Be

trachtung zugrunde gelegt werden. Die durch die Kapillarität des Wassers 

bedingten Wellen heißen Kapillarwellen oder nach Lord Kelvins Vorschlag. 

"Riffeln". Sie befolgen wesentlich andere Gesetze wie die langen, durch die· 

Schwere hervorgerufenen Weilen. 

Kapillarkräfte erzeugen an der Grenze zweier Flüssigkeiten odel." an 

der hier vorausgesetzten freien 'Vasseroberfläche in einer sehr dünnen 

Grenzschicht eine von der Temperatur abhängige, sonst unveränderliche Zug

spannung, die Oberflächenspannung S oder s, die in einem an Luft an

grenzenden Wasserspiegel etwa i4 .10- 4 kg/m beträgt und deren Wirkung 

auf die Druckverhältnisse in der oberen Grenzschicht der einer elastischen 

Haut gleichkommt, die über die Oberfläche der Flüssigkeit gespannt ist. 
Zur Untersuchung der mechanisch ähnlichen Erscheinung dieser Art 

vergleiche man je miteinander die Trägheitskräfte MB und mb und die Ka

pillarkräfte K = 8 L und k = s I, . . . . . . . . · · · (86)1 
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worin S und s die Oberflächenspannungen der Hauptausführung und des 

Modells und L, 1 zwei entsprechende Längen sind. Man erhält dann für den 

Kräftemaßstab x : 

X =_!IJ!_= SL :::~l 
m b sl s 

und hieraus, wenn(~) und e die Dichten der beiden Flüssigkeiten sind, 

jQ)_l3 }_ ::: s l 
e -c-2 s 

oder 

(86) 

Bezeichnet man noch (w; =-: S/ ((!) und w = s 'e als "dynamische Ka

pillaritätsmaße" der beiden Flüssigkeiten - zu messen in m'fsk2 .-, so 

gelten folgende Modellgesetze entsprechend dem Vorgehen in den früheren 

Untersuchungen: 

A) 

B) 

C) 

D) 

E) 

~2 ::: .P (:) 

L3 p 
TZ: t2 = -(;;;y:-;-

V:Y= V\~): V~f 
• _ (oo) • oo 

B.b--D'V 

vz L V~ l 
(~) ::: -;- =; 

(~7) 

worin ; eine unbenannte Zahl, also nna1hängig von der Wahl des Maß

systems ist. 

Bei Gleichheit der Flüssigkeiten in Haupt- und Modellvorgang geht 

C über in: 

V:v=Vf=V}, ............. (HH) 

eine Gleichung, aus der folgender Schluß gezogen werden kann: Die Fort

pflanzungsgeschwindigkeiten von Kapillarwellen stehen im umgekehrten 

Verhältnis der Wurzeln aus den Wellcnliingcn*J, im Gegensatze zu den durch 

die Schwere bedingten Trochoidenwellen, deren Geschwindigkeiten im 

geraden Verhältnis der Wurzeln aus den Längen wachsen. Bei den 

Trochoidenwellen nimmt die Geschwindigkeit mit der Länge zu, bei den 

Riffelwellen dagegen ab. 

*) Lamb, Lehrbuch der Hydrodynamik, deutsch Yon Frieodel, 1907 § 263. 
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Aus dem Vergleich der ·weiienlängen dieser Kapillarerscheinungen hat 

Grunmach *) die Oberflächenspannung S verschiedener Flüssigkeiten 

bestimmt. 

30. üb erb Ii c k üb e r die Mo d e II g es e t z e. ln den Ab

schnitten 22-29 sind die verschiedenen Modellgesetze aufgestellt worden, 

welche zu beachten sind, je nachdem irdische Schwerkräfte oder die all

gemeine Schwere oder innere Flüssigkeitsreibung oder elastische oder Ka

pillarkräfte als einzige physikalische Kräfteart auf die mechanisch ähnlich zu 

gestaltenden Vorgänge bestimmenden Einfluß ausüben. Wie verschieden der 

zeitliche Verlauf und damit die sonstigen Umatände im Modell nachzuahmen 

sind, wenn mechanische Ähnlichkeit verbürgt sein soll, geht aus folgendem 

überbHck über die bisher abgeleiteten Modellgesetze hervor, welche hier 

nur für die Fälle gleich e n S t o f f c s für Hauptausführung und Modell 

zusammengestellt sind. 

Es gilt unter der Wirkung von 

Zeitmaßstab 

ZeiteiL . 

Geschwin· 
digkeiten 

Beschleuni
gungen 

---------

Schwer!> räflen: 

Frondes 
Modellgesetz 

1 
l =). t 

I 1 
T:tc:::L2:l2 

I 1 
V : v --= L ~ : 12· 

B=b 

I 
Allgemeiner Flüssigkeits-

Schwere: reibung: 

I 
Thomsons Reynolds' 

i Modellgesetz Modellgesetz 

·r = 1 l = i.2 

T=t T: t = L2 : 12 

V:v=L:l V : v = L- 1 : I- 1 

Für dimen
sionslose 
Darstel
lungen 

V2 v• . . VL vl 
----=-=fi T2(a)(e)=Vae -=---·=1/J 
L1g) lg (v) ~· 

=1J Kräfte maß-
stab . K = ).3 " = ,t4 

Kräfte. . . K : k = La : 13 K : k = L4 : 14 

Spannungen 
= Kräfte 
aufFI.-Einh. P: p ~~ L: I 

;c=1 

K=k 

•) Grunmach, Annalen der Physik, 1900 Bd. 3 S. 660. 

Elastischen 
Kapillarkräften: 

Kräften: 

Cauchys 
Nachstehendes 

Modellgesetz Modellgesetz 

I 

• _3_ 
'l=). 'l=A.~ 

3 3 
T:t=L:I I T: t = L2: 12 

I I 
V=v V:v=L --2 :l--2 

"= ).2 K = l 
K : k = L2 : 12 K : k = L : I 

P=p P:p=L- 1:r1 
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31. D i e M o d e 11 g e s e t z e f ü r B e w e g u n g u n t er d e r 

g l e i c h z e i t i g e n W i r k u n g z w e i e r K r ä f t e a r t e n. Im Ab

schnitt 19 ist ausges,Prochen worden, daß der einfache Fall der Ähnlichkeits

mechanik nicht vorliegt, wenn an den Beschleunigungsvorgängen der Haupt

ausführun_g und des :Modells mehrere Arten physikalischer Kräfte im Sinne 

des Abschnitts 11 beteiligt sind. Dieser Fall werde jetzt untersucht: Es 

wirke z. B. außer der Schwerkraft noch die innere Flüssigkeitsreibung. 

Nach den Betrachtungen des Abschnitts 19 erhält man dann für die 

drei Maßstäbe l, -r, " eine erste Beziehung aus dem Vergleich entsprechen

der Trägheitskräfte, eine zweite aus dem Vergleich entsprechender Schwer

kräfte und eine dritte aus dem Vergleich der inneren Reibungskräfte der 

Flüssigkeit, also drei Gleichungen der folgenden Form: 

a) ~e= fd.l,-r) 

b) •=f2(.l,-r) 

c) ~e = fs (A., -r). 

Aus dem Bestehen dieser drei Gleichungen mit den drei Unbekannten 

A., -r, " geht hervor, daß jetzt auch der Wert von l zu berechnen ist, also 

nicht wie in den früheren einfachen Fällen frei gewählt werden·darf. 

Gln. a und b führen durch Gleichsetzung auf das Frondesehe Modell

gesetz -r == F1 Ii.), welches nach Gl. 30 lautet: 

. (HU) 

G ln. b und c liefern ein zweites, hier gleichzeitig geltendes Modellgesetz 

r ~: ~'2 (l), das Reynoldsschc, das nach Gl. 61 lautet: 
·> V 

'r "-= ,.. (vf' · · · · (00) 

ln Gln. 89 und 90 bedeuten (g) und g die Erdbeschleunigungen, sowie 

(v) = ('/)/((!) und v =-= 1Jif die "dynamischen Zähigkeitsmaßc" der beiden 

Flüssigkeiten. Damit beiden Gesetzen zugleich Genüge geleistet wird, muß 

gelten: 
>'> V _lr,g 
"-c;r- V ~--(g) 

oder unter Gleichsetzung von (g) und g: 
,.2 

l4 (v)2 = l 
also: 
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oder: 

.t = ( (~ )f . . . . . . . . . . . . . . (91) 

und bei gleichem Stoff für Hauptausführung und Modell: 

l:::1, ....... . . . (91 a) 

zwei Gleichungen, die ein Modellgesetz für den Längenmaßstab .t darstellen 

und so ausgesprochen werden können: Stehen zwei mechanisch ähnlich zu 

gestaltende Vorgänge unter der Wirkung der Schwerkraft und der Flüssig

keitsreibung, so ist der Längenmaßstab .1. nicht mehr frei wählbar, sondern 

nach Gl. 91 durch die Eigenschaften der beiden Flüssigkeiten bestimmt. Bei 

gleichem Stoff läßt sich der Hauptvorgang nicht durch ein Modell nach

ahmen. 

Aus Gl. 90 und 91 folgt weiter als Modellgesetz für den Zeitmaßstab: 

- (("))~ " -(("))!_ 
'f- --,; a -(v)- v s •••.•.•.... (92) 

Ferner ergibt sich aus Gln. 90 und 91 als Modellgesetz für ent

sprechende Geschwindigkeiten: 

_! = !__::: ( (v) )i .. 
V 'f V 

. (9B) 

Der Kräftemaßstab " ist aus 

" = _k)_ )ß = j_r)_ (v)2_ 
r r v2 

~r.u berechnen. 

In den meisten Fällen, in denen Schwere und Zähigkeit vereint wirken, 

wird es nicht möglich sein, diese Gesetze bei den Modellversuchen praktlsch 

zu verwirklichen, so daß auf eine vollständige Nachahmung der Vorgänge 

der Hauptausführung in einem Modell verzichtet werden muß. Es ist dann 

in jedem Einzelfall besonders zu prüfen, ob nicht der Einfluß einer der 

Kräfte, z. B. der inneren Reibung so geringfügig ist, daß er ohne nennens· 

werten Schaden für den Vergleich außer acht gelassen werden kann. Es 

liegt somit der Fall angenäherter mechanischer Xhnlichkeit vor, der in Ab

schnitt 21 vornehmlich wegen der Notwendigkeit der Fehlerabschätzung 

erörtert worden ist. 

Die hier für die Schwerkraft und die Zähigkeit angestellten Betrach

tungen lassen sich für je zwei andere physikalische Kräftearten unter ent

sprechender Anpassung verwenden. Bei gleichzeitiger Wirkung von irdischer 
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1-\l:hwere*, uud elastisehen Kriiften bestehen gleichzeitig das Froud''iwlw und 

dn~ eauchyschP Modellgesetz der Gln. 30 und 80. also 

1111!1 

). V-~·':_ , 
II• 

an;.; llt·J·pu Vereinigun~ und mit (g) =· g folgeudl' Modellgeset~•· hermrguhHt: 

(p; 
1/}. ~v-(111 V l 

~ 
J,l'' 

i. -= 1/). -· ,. I' \' ,. 
!14 

~ c·c _([~ ).~ = \r, \"'': 
r r ~·1 

hit>rin haben IYh ,. .\e nach .\.rt det· elasti,.,elu•u Kräftf' di!• auf.: t(,.,, J·:ill~t>l· 

fiillen des Abschnitts 28 zu cutnehmende Bt'deutung. 

:12. Der F a II a I I g c m t• i 11 e r m e c h a 11 i ,.; e h e r A h 11 l i c h · 

k ,. i t o h n e B e s t e h e n e in e s b e s o n d e I' e 11 \[ o d e I I g e s e t z l' .-. 

Es wird hier vorausgesetzt, daß physikalische Kräfte im :-li11ne des Ah . .;;chnittf.: 

II nicht wirken. An den beiden mechanh-:cl1 iilmlieh Yerhufendeu Vorgüngen 

~ollen nur beteiligt Sl'in: Die Masscnheschleuuigungl'- oller Träght'it;;kriifü· 

und Kräfte aus jerwr Sondergruppe des Abschnitt:': 11. dere11 VertrdPr in

sofern kein Modellgesetz begründen kor111tcu, a ]" sit• "'ich nicht durch phy:o:ikn

lisehe Deiwerte erklären ließen. .\ls Beispil'l 111iigc folgendPr'. prnkti:o:Ph 

allerdings nicht zu verwirkliehender Idealfall dienen: Eine unbegrPn~t n us

gedehnte FlüssigkPit ströme gcgrn eineil in ihr ruhenden Körper. Die Flüssig

keit sei unzusammendrückbar und l'Pibungsfrci: aneh HPihtill~skl'äftP nn dnr 

< > herfläche des Körpnrs seien ausgeschlossen. 

Dm· Vergleich der Trägheitskräfte liefert wie immer die dl'm n ll-

1-(L'IIlPinen NPwtom~chPil )\ h nlic.h kcitsg!'SPt~ g-lei(· hwPrtig-P Bezinhung: 

.M: B (rn l' 
:II =- . . ~· =. . .. 

m h I? t~ · 

Dies ist die einzige CHeichung, die ~wischen den drei Gnwtlm;lUstiihPn ;_, 1. :~~ 

in diesem Falle aufgestellt werden kann, da die Druckkräfte unzusammeH

drückbarc Flüssigkeiten auf keine Ähnlichkeitsbeziehung führen. DarauF 

folgt daß nicht nm ), wie in den früheren einfachen Ähnlichkeitsfällcn. 

•} Der Fall glcichzc.itigen W.irkeM von aUgemeiner Schwcro Ulltl Elastizität. lwnnul 

in dct• Astrophysik vor; er ist in ähnlicher Weise wie die oben hesprochmwli Fällr• 1111 

hehandeln. HiNzu >:i~>h<> Tlromwich. Prol'. Lonrl. Mat.h. So<'. Tlrl. 30 lfl~R .';, !IR 
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Hond·mt auch frei gewählt werden darf, worauf daun 11, durch Gl. 95 bc

Ktimmt ist. Da Ä. und 'f willkürlich angenommen werden können, so er(!:ibt 

.;ich für die bP-inf:'n Vergleichsvorgänge kein Modellgesetz der entsprechenden 

neschwindigkeiten: Die Geschwindigkeiten rler Hauptausführung und des 

~[ödells können frei gewählt werden. Für die Kräfte gilt nur das durch GI. 95 

ausg•~drückte allgemeine _i\hnlichkeitsgesetz Newtons, das für zwei beliebige 

t•inander entsprechende Kräfte nach (len Ausführungen rlPr Abschnitte 15 und 

1fi in dPJ' Form der Gin 20 geschrieben werden kamt: 

' 

K::.: a ((I) FV2 ). 

kcc:a(lfv'2 I 
worin die Kenmdffel' a für beidc Kräfte denselben Zahlenwet·t hat. 

111. Anwendungen det• Äholicbkeitsmt-dtanik. 

:::L n i l' \V i d e I' "; t ä 11 u e llll er g c s t e II t e 1" • g a ll z 0 d e l' 

ll•ilweisP ei11getauchter Platten in unbegrenztem 

Wasser. (Anwendung 1.). Das im Teil I und II wiederholt zur Er

läutenmg herangezogene Beispiel des Abschnitts 2 werde jetzt nach den 

VorF~ehriften de1· .i~hnlichkeitsmechanik zu Ende gefi.ihrt. 

l•'üt• die Himptausführung ist gegeben: Plattenfläche F = 0,8 . 0,8 :;..; 

0.6-1 m"; 'l'aucht-iefe 0,8 m, gemessen vom Spiegel bis Plattenoberkante; Fort

Hebrittsgeschwindigkeit der Platte in Richtung der Flächennormalen V= 

5 m/sk. Die Aufgabe lautet: Der Widerstand dieser großen Platte in See

was~=;et· vom l<;inheitsgewi'cht 'r' = 1025 kg/m" ist mittels des Modellver

fnhrons zu bestimmen. 

Das }fodell, das in gewöhnlichem Wasser mit l = 1000 kgfm3 ge

.;ehleppt werden soll, werde im Maßstabe 1 :4 hergestellt; also ist der Längen

maß~tab Ä. = -!. Da die Bewegungsvorgänge sich nahe der Flüssigkeitsober

fläche abspielen, treten die in Abschnitt 2 geschilderten Wellenerscheinungen 

auf. f)amit det· Hauptvorgang im Modell mechanisch ähnlich nachgebildet 

werden kann, sind die Arten der an der Beschleunigung beteiligten Kräfte 

fpstzustellen: In Frage kommen die Schwerkräfte w1d die an der Flüssigkeit 

wirkendl.'n äußern und hmern "Not·maldriicke. Da dil' Flüssigkeit sich hier 
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i'Jaktisch ab unzusammendritckbar enveist, so begründen nach Abschnitt 11 

11ie :'>!ormaldrücke kein Modellgesetz, und die Schwerkräfte allein haben maß

~ebenden Einfluß auf den zeitlichen Verlauf, so daß zur Erzielung 

mechanischer Ahnlichkeit nach Abschnitt :22 das FronrlPRciH• ModPII~eseb: 

•·inzuhaltrn il'<t. Fiir f!pn Zeitmaßstab gilt also GI. ~2: 

I). 14 2: 

1l. h.: Wenn die Oberflächenwellen mechanisch ähnli{'h verlu nfen ,;o I h~n. "' • 

müssen alle Zeiten der gt·oßen Ausführung gleich dem zweifachen der ent

><preehenrlen ~1odellzeiten sein - lllltPr \{odell hier die klPine Plattfl lind rlie 

um11:eb!'JHle F!iissigkeit verstanden. 

Die so vorgeschriebenen Zeitverhältuisse werden durch richtige lk 

lllesr:~uug der .\fodellplattengcschwindigkcit ,. erzwungen. die das FJ·on,h•"clw 

Mnrlell~P>~rtz für Pntsprechende Geschwindigkeiten (GI. ~Ii). a ll'<o: 

V:, •. 1 i. 1-1 :L 

··rfüllen muC1. E" sind daher alle bei dem Modell auftretenden lieschwindig 

keitt-n auf diP Hälfte der entsprechenden Geschwindigkeiten der großen ..-\uioi-

fiihrung zu verkleinern. das Modell ist mit ,. · ~ = ~.:> 1nlsk z11 !4Ch1Ppp1~il 
:->1•in Wirlerstand wird hierbei zu w =" :!H.Ol kg g<'me,;sPII" '· 

DPr Kriiftemaßfltab wird nach GI. 40 bestimmt zu: 

• 'I I:YJ 4:1 . _1025 . (J'~l ij 
Y. · J.- r · 1000 ·- ·, · 

1111d rlahPI' i>~t der ge~;uchtc Widerstand der großen Platte: 

w w X . 2R01 0 lii>,(i ... l~37Jl kg. 

Oie Üher,lt·ücke (übet· die Atmosphäre) d P und d p. sowohl auf die 

Platten Wil' imwr·hn lh rll'r Fliissigkeiten, haben nach m. 4!) rlrn ÜhPrtt·agungs

!llHßRtllh 

r.r ). .. lU'2iJ , 
r IOOJ·" ···LI . 

..;o daß z. H .. iedcm an beliebiger Stelle der Modellplatin gemes"t.'lll'll f'rher

druck ein .u mal so groß<'r Wert an der großen Platte entspricht 

* J H. Enge!R uu. . .l Fr. Uebers, Der Be-iwert k i1t rler FurnH·I W c-c k l' 1-' '! fiir deu 
:! I!' 

\Y n,;;erwiderstaml hcwegter pla.ttcnförmlger .ound. prismatiiK:her Körper. Schiffbau IX . .Jahr!! 
\!'. Ii un~ 7. FPI'IH'r En!!:<+<. Hnnrl\)uP.h d<'S Wttsserh~ns 1914 II. Tld. R. M:?. 
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Bei dimensionsloser Vorstellung, nach Ab:;;chnitt 24, würde dct· ('fwi. 

benutzte Modellversuch folgenden Punkt det· Eigenschaftskurve a F ,,.1 
V~ 
-;;-r wird mit l = 0,2 m: ,., liefern: Die A hsr.iRse rp . -

252 • 
f/1 = 9,8T-:-ö2 '- a,l!:l. 

Die Ordinate, welche durch die Kennziffer u in der <:!. k ~ rc !.' r,·" Prkliir·• 

wird, berechnet sich mit f = 0,22 = 0,04 m" zu 

k 28,01 
n' - · ·- l,lll. · e. r v2 · · HJOO;g. o,w. 2,52 

Das Ketmzeichen mechanischer 1:\.hnlichkeit liegt in der ÜiJcrPiq

stimmung des Wertepaars ffJ, a; die Hauptausführung muß rla.her daR gleich'· 

Cf und a wie das Modell ergeben: Ln der 'l'Rt erhält mau: 
ij2 

!/' ( "1-- . ) . .. ;{.]\) . 
. l,o .. ( ,P. 

K IK37,0 
rr ((!) F Vt i(J2fi/g. ü,6·f. 5~ I ,lU .. 

Die Zulässlgkeit des Verfahrens für beliebig gefmmte, aus- und <'in 

tauchende Platten bei beliebiger Tauchtiefe - zunächst innerhalb eines ah

gegrenzten Bereichs - haben Engels und Gebers in den .Jahren 1906 und 

1907 durch sorgfältige in der übigauer Versuchsanstalt t.lurchgeführte Ver

suche nachgewiesen. Die inneren Reibungskräfte, welche bei Flüssigkeit>'· 

bewegungen stets auftreten, haben auf das hier durch Versuche festgestcllt1· 

Modellgesetz so gut wie keinen Einfluß. 

:~4. Ähnlichkeitsbezieh u 11 g e n b c i I' n 11 d e lu. ( A 11 -

wend u n g 2.) Zwei geometrisch ähnliche Pendel mögen sich bei .\ 11· 

nahme gleichen Ausschlagwinkels unter alleiniger Wirkung der Schwere hi~· 

wegen. Die linearen Abmessungen der Hauptausführung sind i. mal so gi'OI~ 

wie die entsprechenden des Modells. Die Auflagerwiderstände starrer Kiir

per haben nach Abschnitt l1 keinen Einfluß auf das Modellgesetz, die 

Schwere ist allein bestimmend. l•~s muß also das Frondesehe ModellgeBdz 

bestehen. 

Nach Absehnitt 22 wird daher der Zeitmaßstab: 

1:= j/J. g~c:.l I.. 
!gi 

:Ferner gilt für entsprechende Zeiten: 

T: t :: ~~ L~_: I! l 
(g; r g. 

und für entsprechende Geschwindigkeiten: 
V: V~: V; .. 
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""wit• fiir Put~;predH-'IHIP Bm.;ehleunigungeu: 

B - h. 

Ver Krüftenmli:-;tnh i wird. \H'IIII (r) 111111 r diP hPidnn l•:inheitsgewichte 

sind: 

r. K:k 'r·L'1 :;·P. 

!-::-; siud aJ:-;., alle an wechauische Ähulichkeit zu stellenden Forderungen er, 

füllt. und es gilt der Satz: Geometrisch iilmlichP Pendel hPwe~en sich hei 

;.dPirhem A usschla,!! i-'elbsttiitig mechaniseh iihnlich. 

:~f:L 'it>c·hanisehP Ahnliehkeil dPr freieil (:lerstner· 

'- <· h e n T r o e h o i 1! e 11 w e II e 11 . ( A n w e 11 d u n g ß.) DiP zuerst 

von < :erstncr 1R02 nnd dam1 erneut nm Hankim• 18fi2 wimlm· untersuchten 

.rmchuidenwellen siml freie an der ~Ieeresohprfläclw zu beobachtende Wellen, 

<)Pn·u Entstehungsur!'<aelw. der \-Viud. an der betreffenden Stelle nicht mehr 

'tnhält. Sie treten nm vollkommc11steu unf hohcr Sec als "Dünungswellen" 

auf. wP!rhe als Folge des \Vindes Bach rlPsscB AhflauPn unter der Wirknng 

,ft·r Sf'hwcre noch lange hintct·bleiben. 

Die einzPinen Fliissi~keitsteildum dmchlaufeu bei reinen Trochoiden 

>~·dh·u 1-'iimtlich in dPr ~lPiehPn ZPit. rlPr Sehwingungszeit, Kreisbahnen, deren 

I lill'ehBH'Sser mit der Til'fP uar·h l'inem Exponcntialgesetz abnimmt, um erst 

~11 nnl·mlliclwr Tief<' ~lcid1 \'ull zu werden. Die freie Oberfläche ist im 

!.~IIPI'sehnitt Pilll' Linie IIJI\'eriindl'rlichen Druekes und hat die Form einm 

1lurr·h A hrolleu Pilw,.; K n•isPs PIIIHtchenden Trochoide. Die im lnrwm der 

Fliissigkdt lil'/.!I'IH!Pn Liuien liHveriindPrlichcn Dmcke,- :-:ind Plwnfalls 

l'r·oehoid .. n YOII gleic·hPr \oVPIIPnliinge wiP rlie oben;te. alll'r mit nach unten 

liTIIII<'l' kleiuer· werdmu!Pn Hülwu. DiP lliihP .\mh~r Pinzclnen Trochoide, ge-

111Pssnn vom Tu lpunkt bis ;~,um Selwitd !)ps Kamme,.., ist gleich dem Durch

riiPSSI'I' d1·1· mn dl'n Fliis;;igkeitstdldu~n l'iner Troehoide durchlaufenen KreiR· 

bahnen. .fpde dPr iibm·dnanderliegerulen Troehoiden kann als mögliche 

hPil' Ol~Prflüc:lw in der \'atur vorkommen und al,; solche betrachtet werden, 

1vohei als iinllct·e oben gelegene Trochoide dir Zykloide, das ist die mit 

SpitZPli iu dPn Kämmeil \'l'l'iaufcnde Trochoide gelten soll. Die unterste, in 

nBPndlieh1•r Tiefp dnrunter befindliche Trochoide ist eine wagerechte Gerade. 

I li" Fortpflanzungsgebchwindigkcit der Welle ist abhängig von der Länge 

n111l nnahhängig vm1 der Höhe der Welle. Handelt es sich in einem prak

,ti:-:c-hcn Fall um eine Trochoidenkurve von gegebener Wellenlänge und Höhe, 

:"'" Plflpfiph)t. 1':-; ;;ich bei Xhnlichkcitsbetrachtungen, die Schar der 'l'rochoiden 

in (;PrlnnkPll narh oh!11l his zur ZykloiclenkurvP nl~' iclePIIer fhenze r,u er-
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gäuzuu, su daß als "vollständige 'frochoidenscluu" tlie Gesamtlwit aJh,. 

•rrochoiden von der in unendlicher Tiefe wagerecht verlaufenden hi;-; "'ur 

Zykloide oben gelten soll. Der Begriff der "vollständigen Trochoidenwelle 

befreit die Ähnlichkeitsuntersuchungen von störcntlen Betrachtungen ilhe1 

den Einfluß der verschiedenen Wellenhöhen und führt auf ein besonder,.; <'i u· 

faches und allgemeines Endergebnis. Bei Bezugnahme auf den jeweils m•· 

liegenden praktischen Fall sind dann die obcrm Trochoiden his znr wirk 

Iichen Wellenoberfläche wieder wegzudenken. 

Mit irgend einer solchen vollständigen Trochoidenwelle werde .iet,.;t 

eine kürzere geometrisch ähnliche "Modelhvellc" verglichen. Der Län~en

maßstab sei ~. Da die reine Trochoidenform nur durch die SchwerP - untm 

Ausschaltung einer Flüssigkeitsreibung - bedingt wird, so kommt für clii· 

Ähnlichkeitsbeziehungen wieder das Frondesehe Modellgesetz in Frage. ~-:~ 

ist also ·r-= 1 i oder T: t = 1' L: 11 f; in Worten: Entsprechende Zeiten 

z. B. die Schwingungszeiten oder die Umlaufszeiten entsprechender Teilchen 

wachsen wie die Wurzeln aus den Wellenlängen. Ffir entRprPI'hnnrle G1·; 

schwindigkeiten gilt weiter : 
V:v-1-L-:v"l: 

also auch die Fortpflanzungsgeschwindigkeiten der 'l'rochoidenwelleu und di!'\ 

Kreisgeschwindigkeiten entsprechender FlüssigkeHRteilchen wnchRen mit clen 

Wurzeln aus den Wellenlängen. 

Aus Vorstehendem geht die Richtigkeit folgender allgemeilwt· ~ät:~.•r 

iiber die Ähnlichkeit von Trochoidenwellen hervor: 

1. Die zeichnerische Darstellung der "vollständigen 'l'rochoideuo;chur 

einer einzigen DünungsweBe mit beliebig gewählter Liinge liefert. 

bei geometrisch ähnlicher Verkleinerung oder Vergrößerung allr. 

für Trochoidenwellen überhaupt in Frage kommenden Formen. EB 

würde einen guten Überblick bieten, wenn die im Schiffban vielfach 

verwendeten Trochoidenwellen als "vollständige Trochoidenschar 

in einer einzigen Tafel dargestellt würden, aus der unter Benutzun~~: 

eines passenden Maßstabes die erforderlichen Angaben entnommert 

werden könnten. 

2. Vollständige Trochoidenwellen sind nicht nm geometrisch älmliclt 

untereinander, sondern verlaufen selbsttätig auch mechanisch ähn 

lieh. Ist der Längenmaßstab gleich A, so ist der Zeitmaßstab 

"" = Vf, und der Kräftemaßstab bei gleichen Einheitsgewichtet~ 

nach GI. 41: x = 1.8 • 
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ßti. Der Helm h u l t z s c h e Fa II m e t· h n n i ~ e l1 ,. r A h 11 

I; ich k e i t von W a. s s er- und Luftwoge n. (Au wend u n g 4.) 

Helmholtz *;, hat in den Jahren 1888 bis 1890 grundlegende Unter~,<uchungen 

über die Enstehungsursache von Wellen angestellt und <lueh tlie Frage 

Jiuch gcometriscl1 und mechanisch ähnlichen vV cliPJ&erseheimmgeu auf 

geworfen. I-Herbei leitet er die Ähnlichkeitsbeziehungen n us dPIIl \'er gleicht' 

cutsprechender Glieder der hydrodynamischen Gleiehuugen ah. Ohne auf 

Einzelheiten einzugehen, die in den angegebenl1ll QuellPli zu fitHltm ";ind. 

f<>lgen wir hier dem Helmholtzschen Gedankengang nm "'" w~>it. ;als ~~r fiir 

die Aufstellung der Modellgesetze maßgebend ist. 

Strömen zwei Flüssigkeiten verschierlener DiehtP. z. ll. Luft untl 

Wasser, mit scharfer Grenze gleichmäHig übereinander ... ;o sind naeh Helm

holtz die Bedingungen für das Entsteh('n Yun '\Yellrner:'lclwimmgen gegeben. 

die l<ich in unveränderter Form und mit gleichfürmigPr Gt·;whwindigkeit fort

pflanzen, ähnlich der Art, wie wir sie an der \Va::;;.;eroberfliichr lwnneu 

Solche ·wellen an den Grenzflächen YersßhiedPH schwerer, mit \'f'r~'<ehindene• 

Geschwindigkeit strömender Flüssigkeiten kommen sehr häufig ,-or. nicht 

nur iri dem erörterteu Fall. :'londem auch im Imwrn des Merre..; und dPI 

atmosphärischen Luft. In der Atmosphü.re Wf'rdcn sie sichtbar. wenn eint• 

untere kältere Luftschicht so weit mit Wasserdumpf gPsiittigt ist. dnl.\ die 

W cllenberge, in denen der Druck geringer ist. ~Phel zn hilden, anfangeil 

Dann erscheinen die bekannten Lämmerwolken als streifigt~, sehr n1gelmiißig 

gebildete Wolkenzüge. Aber auch in der Oze,l.nographie sind sie :ds intcriH' 

oder unterseeische 'Wellen *t hPkannt nwl in YPrFw.hintlenPn Fm'lllf'll nnf FlPt' 

heobachtet worden. 

Alle diese Erscheinungen faßt Helmholtz unter dem Namen .,Stntiouiirt< 

Wogen" - wir wolle11 kurz ,.Wogen" sagen - zusammen. Er nennt ::~ie 

tleshalb stationär, weil er sie vom relativen Standpunkt auK bctracht 1'1. indem 

er mit den Wogen fortrückt. Durch diesen Kunstgriff sieht t·r rlir Wellen 

flächen unbeweglich; innerhalb derselben strömt die Flüssigkeit in ge 

wundeneu unbeweglichen, also stationären Linien. In Wi1·klichkeit sind es 

fortschreitende Wellen, die sich ganz lllleh Art der Trorlwiilenwellr>n ( A h 

*) Helmholtz, ISitzung.<;ber·ichte d. Akad. d. Wis.~. Berlin 18&\;1 S. i61 11. lt~tlO S. ll:i3. 

Kritische Bemerkungen hierzu von ,V. Wien, Lchrbnr.h ll't>l' Hy<lrnrlynnmik 1~ S. l(i!l nnrl 
Rudzki, Physik der Erde 1911 S. 323 . 

.. ) Krümme!, Ozeanog1·a.phie ßtl. 1T 1911 S. 18!'!. 
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,.:eJmitt 3f)) verhalten untl wil:' diese durch das alleinige Wirken der Schwere, 

•)hnc daf) n nf Flüssigkeitsreibung Hücksicht zu nehmen ist. erklärt werden 

können. Sie unterscheiden sich von jenen nur dadurch, daß zwei ver

~ehiedcne Dichten. die der oh(•J·en Fliissigkeit und die der uuter<'n :;chwf'rereu 

i1!. die Untersuchung eingehen. 

\ach Hl'lmhnltz V orgeheu ;,;olleu die llediuguugeu mechanischet 

ltmlichkeit. für zwei mechanisch ähnlich verlaufende Wogenvorgänge uuf

~esncht \V erden: Den 1-lauptYorgaug stellen für uns die Luftwogen um 

Himmel. den ~lodellYorgang die gewöhnlichen Wind-Wasserwogen dar. Auf 

•lrst.ere hezi<'ht•n ,.:ic·h die grofle11 nnd Pingeklammerten, auf letztere die kleinen 

lluchstabl'll. Hezeiehneu V,. ,., die entsprechenden Geschwindigkeiten der 

heiden oherm Flüssigkeiten und V2• ,.2 die der beiden unterel.l Flüssigkeiten 

- f;i\mtlieh relativ zu den ruhend zu denkenden Vl ogenflächen zu verstehen -·, 

,..ind ferut-1' '(11 . ;' 1 ·'1g!, e1 :. r,lg die entsprechenden Dichten der beiden oberen 

FlüRsigkeiteu uml \!h' -· I Y2JI' g 'I e~ ·:.:. r~lg die der beiden unteren. so können dio 

13emoullisehen Druckgleichungen { vgl. Abschnitt 23) an den Grenzfläeheu 

·clel< Hanpt- nncl )lodcllvorgangs gcRchrieben werden: 

PI v,~ p2 v·· 
4. Zl+ + und t ·~ z~ + 2-

l I' 1 ! ilp:i lY2.·, -r· 2Tg 

zl P1 -+ 
v,t 

und •~2 -- z2 + ~~- + v2t ,,, -:· ·) o· Y2 2g. r -:-

Him·nu::-; C'lllstebeu mit Z., .::: z"-= z und z, :: z, ~ z ,.:owie wegen P, =- P, lllld 

p, :. p2 fii .- Stellen flt>1· (: I'Pnzfläche: 

llllrt dtii"H ll!< 

h) 

. Z L 
Ist 1 • ..:.. -z- ..:.. ·I der Länge11maHstah dl'J" beiden 1neclwuiseh ähnlich zu 

~t-Htaltenrlpn Vorgängl'. ;;o k/it-llll'll die fi-h1. a und h zur f'rbereiilstimmung 



l(ebracht werden, wcnu allP Oliedet· derselheu in dPm:-;l'lhen Vt>rhliltni,.: l 

"tnhnn. wPnn a!Ro dir Bedingungen el'fi.illt :-;ind: 

\' ., 1- \(!1' 
V., 

2- ! l!t' 

). 
2(g• -,,~2) =(et' 2(g• \f!ll - !(II' 

\' 12 l!l V2~ I? 1 
•) 0' !h -p, •) <1' 

I?~ I! I _", _,., 

• \{JJ• !!1 D I t H ., "·"rau,.. nut '·''-- -( - und ,. al,; ichtPn'rhii tnisse in r en aupt- nm 
l!t I l!t 

in den Modell wogen. entsteht: 

V,t I 
1 

V/ 
L ·r-gc) -

I 
). 

E lg, 
··) .. 

I vl2 I V:! I 
I 2 - lfl 

I f) 
-

g g 

Aus GI. r· i,.;t mit (g) - g J~:ll folgPrll: \Vircl da,.. \"•·rhilltnis der DichtPli 

11id1t I!Pii.ndert. so lauten rlir> )fodrllgPsPt~~:P: 

I..::. Vl Ulld 

V 
.ll -I 1:-: I I. 

\" 

1•:,.. lw:4l'ltt ah;o. wie 11icht anders z 11 •·rwa rtPn war. das L•'ruudeschp Modell 

~"setz. rlas hier in die \\'orte gPklr·irll't wPnh•11 kann: Bei unverändertem 

I lichtl'n~rhältnis \'et·halten sich ent,.;pn~r:hendP Geschwindigkeiten ähnlicher 

W oglHl. "'· 1\. deren L<'ortpfl:mzungsgcschwindigkPitPn. wie die Wurzeln auA 

tl .. ,, lincarcu :\hmessungrn. FPrnr~r gilt unter dieser Voraussetzung 

\·,·~.,.,· Vlfv/.d.h.dieGr~schwilldigkeiten lwirlm· Medien wachsen in gleichem 

\·m·hältnis. Bei doppelter Wiwlges!·hwindigknit werd!m sich also mechanisch 

JhnHchr· Wogen mn vicrfnr.lwn Lirwnrabmrssungen bilden können. 

~ind hPi rlen :\.hnliehkeitsschli.isi:'Pil die Dichteverhältnisse verschieden, 

"'" führen die Gln. c, in ihrr•r .\llg('(Jteinlwit ~eltPrHl. anf Pin r•r·wPitr~rtPR Froude

,..f'IH~s Modellgeseh folgender Form: 

v·' \"I~ 
Ull\. Zahl I 1-

cg. J er 
'"' 

I 
·d) 

V" Y-i~ ., 
1111'·· Zahl Lg I -·· I E! lg-
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l:li,·ntll" geht mit 'P: g die Beziehung 

hervor. 

L 
l 

Hehnholtz gibt folgendes Zahlenbeispiel hierzu an: Fiir rlie Wind 

Wa.ssrrwogen de8 Modellvorgangs ist: 

f = _1!_1 ::.c: Yt_ = 1,21!_ = _1 __ 
. pz Y2 1000 773,4 

für die WogPJJ z.wi,;(cheu zwoi heuachharten Luftströmungen Yon ohen 1() 

\tnd nnten 0" C il'lt 

I >i1~ Wogen können in beiden Fällen kongruent verln ufen. Ist dies der Fali. 

liegt also gleiche Wellenlänge vor, so isU. = L/1 = 1 und es wird fiir rlie hPiifnn 

oberen Strömungen: 

T • T -- 1 - • 
\l.,l- 1.45 .1 

l·:ntsprechend erhält man für dh~ heiden 1mteren Schichten 

V2 : v2 = VC--=-M: 111--i l 
v2 : v2 == 5;3 : 1 / 

d. h. in Worten: Sollen Wind-Wasserwogen und atmosphärische Luftwogeil 

kongruente Form haben, so müssen die Geschwindigkeiten der beidet• 

atmosphärischen Luftschichten, bezogen auf die Wogenflächen, nnd damit 

auch ihre Strömungsgeschwindigkeiten gegeneinander nach Maßgabe dP.r 

Gln. f und g erheblich vermindert werden. Bei starker Herabsetzung dea 

Dichteunterschiedes können große, viele Kilometer lange Wogen Rchon auf 

Grund sehr kleiner Strömungsunterschiede entstehen. 

37. Stehende Sc h w in g u n g e n in Behältern Seiche .'1 

(Anwend u n g 5). Die Schwingungen einer Flüssigkeit, die sich in einem 

beliebig geformten, offenen Gefäße hin- und her bewegt, sollen in einem geo · 

metrisch ähnlichen, verkleinerten Modell nachgeahmt werden. Reibungs· 

kräftesollen nicht vorhanden sein. Bei Anfsnchung rles Modellgesetzes kommt 
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als einzige physikalische Kraft die Schwere in Frag(•. l~s gilt llaher da .. <; 

Frondesehe Modellgesetz. Bezeichnet ). llen Längenmaßstab zwischen Haupt

ausführung und Modell, so wird der Zeitmaßstab -r == Jl.f und für entsprechende 

Zeiten, z. B. die Schwingungszeiten, gilt bei mechanisch ähnlich verlaufenden 
Vorgängen: 'f: t = JIC: VT. In einem linear auf '/,00 verkleinerten Modell 

wird die Schwingungszeit auf den 10. Teil vermindert. 

Diese Gesetze finden Anwendung, wenn es sich darum handelt, <tw': 

Modellversuchen die Schwingungsdauer der in Behältern Rchwingenden 

Flüssigkeiten zu bestimmen, z. B. in den Schlingerbehältern der Scniffe, i 11 

1len Tendern der Lokomotiven und in den vielen verwandten technisclwn 

Fällen, in denen es unmöglich ist, die Aufgabe auf streng mathematischem 

Wege zu lösen. Für Hydrologen und Ozeanographen bilden die freien Schwin 

gungen geschlossener Seen oder teilweise offener Bm·h!Ptt uwl Meeresteile 

häufig den Gegenstand schwieriger Untersuchungen. I lpr .Ja pa ner Honda * 
und seine Mitarbeiter haben die Schwingungen der SePu dlll'ch Modellver· 

:·mcho nachgeahmt, so daß ein Vergleich mit den größtenteils von Chrystal'*\ 

gelieferten theoretischen Näherungsergebnissen ermöglicht war. Die stehen· 

!Jen Schwingungen der Seen heißen "Seiches", ein von den Anwohnern drs 

Genfer Sees zuerst gebrauchter Name. In Genf erreichen die Seiches auf 

Grund der eigentümlichen Form der Bodengestaltung des Sees große Höheu. 

ausnahmsweise bis zu 2 m bei einer Dauer von 73 :Minnten für die Grunll
sehwingung, so daß sie hier früher als an anderen Seen auffielen. 

Auch zwei- und mehrknotige Schwingungen lassen sich an ModellPli 
verfolgen. 

Rudzki ***) bemerkt, daß die Schwingungeu eiucr gespannten Saite, der<'n 

Massen im umgekehrten Verhältnis zu den Tiefen der Flüssigkeit stehen, nuf 

dieselbe Form der Differentialgleichung führen und daß auch mit einem solchen 

Saitenmodell die Schwingungszeiten aufgesucht werden können. Hier besteht 

dann aber nicht mechanische, sondern nur mathematische Ähnlichkeit (v~l. 

Abschnitt 21). 

38. E r m i t t I u n g d e s S c h i f f s w i d c r s t a n d (• B n a c h d e m 

Frondesehen Modellverfahren (Anwendung 6). William 

*) Honda, Terada, Yoshtida und Isitani, Secondurr Undulatione nf oeeani<· TJdNJ, .lourn. 
of the Coll. of Sc. Tokyo 1908 Bd. 24 S. 76. 

··•) Ohrystal, On the hydrodynamical Theorr of Seiehes, Trnns. So<>. F..diul,. 19IY.• 
lltl. 41 s. 599. 

•••) R11dzkl, Physik der Erd<!>, 1911 S. 372. 
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~'roude schlug im .Jahre 1869 der englischen Admiralität vor, den Widerstand 

der Schiffe nach einem ueuen, von ihm erdachten V erfahren zu ermitteln, 

welches sich auf die Lehren der Newtonsehen Ähnlichkeitsmechanik gründete. 

l~s war ihm in der Tat gelungen, ein für den vorliegenden Fall geeignetes 

Modellgesetz, das wir oben in der allgemeinen Behandlung (Abschnitt 22) 

das Frondesehe Modellgesetz uannten, aubustellen und die gro.ße Aufgabe 

tim· Schiffswiderstandsbestimmung mit meisterhaftem Geschick zu einer für 

.:lpn praktischen Schiffbau befriedigenden Lösung zu bringen. 

Die Schiffbauer und Hydrodynamiker hatten damals längst einge

;;ehen, daß die zahlreichen Fragen über den Widerstand der Schiffe nicht auf 

1lem Wege der Theorie allein beantwortet werden konnten, und hatten zur 

Aufklärung der Erscheinungen und zwecks zahlenmäßiger Bestimmung des 

Hchiffswiderstandes die verschiedenartigsten Versuche angestellt; aber es war 

keinem geglückt, dem Schiffbau wirklich Brauchbares zu liefern. 

über die geschichtliche Seite und die Einzelheiten der praktischen 

I )urchführung des Frondesehen Verfahrens, das später von seinem Sohne 

H. E. Fronde nnrl andern Bearbeitern dieses Gegenstandes in mancher Hin

!-licht verbessPt t wonl<•n ist, geben die Berichte von Vater und Sohn *l sowie 

viele weiteH• \'Pt·iifft>ntlichungcn**l Auskunft. In diesem Abschnitt wird 

clarauf nicht eingegangen; es sollen hier lediglieh die Leistungen W. Frondes 

tim die Fiirderung tler Ähnlichkeitsmechanik einer kritischen Betrachtung 

unterzogen werrleu. 

W. Froudn teilt zunächst deu Gesamtwiderstand einet~ an der Wasser

oberfläche bewegten Schiffes nach dem Vorgehen Rankines in folgende drei 

Teile: Oberflüchen widerstand. Heckwirbelwiderstand und Wellen widerstand. 

Der erste setzt sich aus den tangentialen, in unmittelbarer Nähe der Schiffs

haut auftretenden Widerständen zusammen. Der zweite Teil rührt daher, daß 

!-!ich clle am Schiff vorbeiziehende Strömung hinter dem Heck nicht in ein

facher Weise zusammenschließt. sondern eine ausgedehnte, mit der Form des 

*) Quellen vgl.: 1. -Johow-·Krio<>..ger, ILilfsbuch für den Schiffbau. - 2. Kriloff und 

I:_ H. Müller, Die Theor.io des Schiffes, Enz. d. ma;tJI. W;iss. Bd, IV Teil 3 S. 576 u. f. -

'" Wegen d·er praktischen Ausgestaltung des Ver:Ca.hrens siehe: R. E. Froode, The Constant. 

.~y,;tem of notut;iun of resnlt.~ of experiments on m{)(lels, used at. thP allmiralty experiment 

works, Trans. of the lDBt. of Nav. Arch. 1888, Bd. 29 S. 304. 

**) Schütte. Jahrbuch der &;hiffhautechn. Ges. 1901 s_ 331. Unk'TSUChuugoo über 

Hinterschiffsformen, mit einem Anhaag S. 353: Die Frondesehe Schiffswiderstamlstheorie 

in ihrer Anwend111ng nuf Schiffsmodcllt:>. - Ferner Taylor, Resista.noo of ships and screw 

J>ropulsion nwl Rntb1•. lln" F'roudesehr l1c1retz. DiAA. 'I'P>I'hn. Ho~>hRI'h. lk>rli'll 1911. 
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Hinterschiffs stark veränderliche ~chleppc unruhigen, Iohhaft durchwil·belhiil 

"Kielwassers" bildet. Würde eine Einschränkung oder g<H Beseitigung der 

Heckwirbel gelingen, so würde unter sonst gleichen l'mP.tänden öine Er

höhung der auf das Heck ausgeübten normalen Wussenlriicke und damit eirw 

Verminderung des Gesamtwiderstandes des Schiffs zu erwarten sein. Der 

dritte Teil berücksichtigt den Umstand, da1; das Schiff nicht tief unter dem 

Wasser, sondern an dessen Oberfläche fährt und unter ::;tändiger Erzeugun~ 

sich ausbr·eitender Wellen die umgebende Wasscrfliieht> wescutlieh umformt. 

Hiermit verbunden ist eine vollständige Umänderung det· Nonnaldrücke de" 

Wassers auf das Schiff, sowohl an Bug und Heck wit• an den Längsseiten. 

Sorgfältige Versuche und theoretische ÜberlegungPli IJI'achtPH Frou(h· 

zu der Erkenntnis, daß es möglich ist, die "\V ellenerscheinungen am Schifl 

mittels eines Modells mechanisch ähnlich naehzubilden. wobei unter dl'Jil 

Modell nicht sowohl die geometrisch verkleinerte Schiffsnachbildung als be 

sonders die Flüssigkeit und ihre Wellenerscheimmgen zn n•J·stPhen ist. ·weiter 

fand er, daß der Oberflächenwiderstand bei Ahnlichgestnltung der Welle11 

nicht die von der Ähnlichkeitsmechanik gestellten Betliugungen erfi.lllte. E1 
sah sich daher veranlaßt, aus eigens zu diesem Zweck angestellten V ersuchen 

Rechnungsgrundlagen *) für die zahlenmäßige Bestimmung der ObedlächPII 

widerstände getrennt für Modelle und für Sdüffe uud nhgPstuft nach Längt· 

nnd Art der benetzten Oberfläche zu schaffen. UiP 1 oll ihm a.ufgestellt<

Formellautet: Wr = bM r f v• und w r .~ bR r 1<' V•, wol)('i fiir di'JI Ut•sPhwindigkeits

exponenten x häufig 1,82G gesetzt wird. Die Fro"tHIPf-ehPn l<'onnnln für die Bt' 

rechnung des Oberflächenwiderstandes sind von nndPn~B ,.;piitet· verbessPt·t 

worden. Ferner lehrte ihn die EI"fahrung, daH tlt'r Heckwirbelwidt)r

stand im Verhältnis zu den beiden anderen Widerstandsartm• nur 

geringen Einfluß hat, und er fand es für die praktische Handhabung selncf'< 

Modellverfahrens zweckmäßig, ihn mit dem Wellenwiderstand zu vereinigen. 

Er arbeitete so im Gegensatz zu Rankiru) nur mit Pinc1· Zweiteilung des Ge

samtwiderstandes. 

Die entscheidende Leistung Froudes geht aus einer längeren Erörte

rung über die Frage des Schiffswiderstandes auf der Versammlung der In

stitution of Naval Architeets vom 7. April 1870**) hervor, bei welcher Gelegeu

heit er vor einem größeren Kreise Scott Russe] mit den Worten entgegentrat. 

daß die Modellversuche anderer dadurch fehlgeschlagen sPien. daß die Modell-

•) Vg!. die Quellenangaben und de-n überblick in Johow-Kl'it>gel'. 
••) 'rmn~<. of tboe lnst. of Nav. Arch. 1870 Hd. XI S. 80-9!1. 
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gcschwindigkeir zm· l::!chiffsgeschwindigkeit nicht in richtigem Verhältni;.; 

gestanden hätte. Zugleich nannte er damals sein ".Modellgesetz", welches ~o~u 

ausgesprochen werden kann: "Die Wellenerscheinungen von Schiff und 

Modell werden nur dann einandet· mechanisch ähnlich, wenn sich die Fahrt

geschwindigkeiten wie die Wurzeln aus den lineai·en Abmessungen verhalten." 

Im Abschnitt 6 buhen wit· hervorgehoben, daß Bertrand schon im Jahre lS.ii 

füt• zwei Vorgänge, die unter Wirkung der Schwerkräfte mechanisch ähnlich 

verlaufen, wi<' z. B. die Bewegungen zweicr Pendel, als Modellgesetz angal1: 

Entsprechende Zeiten verhalten ~ich wie die ·wurzeln aus entsprechenden 

linearen Abmessungen; und es ist kein Zweifel, daß Bertrand vermöge seint-1· 

Kenntnis det· .~hnlichkeitsmechanik auch betreffs der GeschwindigkeitPli 

zn der gleichen Srhlnßfolgerung wie bezüglich der Zeiten gekommen ist. 

Auf Newton konnte sich Fronde nur insoweit stützen, als der Begrifl 

de1· mechanischen Ähnlichkeit und das allgemeine Ähnlichkeitsgesetz in Frtt.g<' 

kam, wonach bei mechanisch ähnlichen Vorgängen entsprechende Kräfte sicJ1 

wie die Quadrate outsprechender Gescliwindigkeiten, ferner wie eotsprechendt· 

FHichen und wie die Dichten ,-erhalten müssen. Dagegen gibt Newton nicht 

die Mittel und Wc~e nu, wie die Venvirklichung der mechanischen Ähnlich

keit beim Wit·ken der Schwere praktisch erreicht werden kann. 

Strenge mechanische Ähnlichkeit zwischen der Strömung beim Modell 

und beim Schiff ist nicht möglich, da die beim Wellenwiderstand in Rechnung 

zu stellende Schwerkraft auf das Frondesehe Modellgesetz des Abschnitts 22 

fliltrt, während dio innere l"lüssigkeitst·eibung, welche in die Erscheinungen 

1les Heckwirbelwiderstandes mul der Oberflächenreibung einspielt, die Er

flillung lles Heynoldsscheu ~lodellgesetzes des Abschnitts 26 verlangt, zwei 

gleichzeitig zu befriedigende Forderungen, die sich bei Wahl gleicher Flüssig

keit für Modell und Schiff widersprechen. Gerade dem Umstande aber, daß 

Froudc den Huuptstörenfried, die Oberflächenreibung, aus dem Ä.hnlichkeit"'

"et•gleicbe ausschied, ist es :;;u danken, da.ß die Modellergebnisse dennoch mit 

_!{roßem praktischen Nutzen iu folgender Weise zu Ähnlichkeitsschlüssen her

angezogen werden können. 

Nach Froudes Verfahren wird zuerst das Modell bei verschiedenen a, .. 
:-<dtwindigkeiten v unter möglichst weitgehender Beseitigung aller störenden 

~ebeneinflüssc - besonders müssen die Boden- und Seitenwände des V er

suchsbeekens genügend weit entfemt sein - geschleppt, dabei cUe Gesamt

widerstiinde w gemessen und als Kurve w = f (v) aufgetragen. Dann wird 

der Reibungswiderstand Wr der Modelloberfläche nach bestimmten Erfah-
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\ uug~>fonneln für verschiedene ,. berechnet und ebenfalls t\ls KmYe, die UIIler· 

halb der et·stcn verläuft, uargestellt. Der "Rest- oder Formwiderstund" 

w, ,,. w,. umfaiH den ·wellen- und Heckwirbelwidcrstand. Auf diese Rest

widerstände allein WPndct er zur Übertragung auf das Schiff "das durch dk 

S<'hwer<' bedin~te Sondergesetz der Kräfte" an, welches hier so unsgesprochen 

w Prdeu kann: .. Die Restwiderstände ähnlich geformter und mit entsprechen

tiPn GPschwiudigkeiten bewegter Modelle oder Schiffe \·erhalten sich bei Ver

wPndung gleicher Fllissigkeiten wie die :l. Potenzen der linearen Abmessungen. 

d. h. wie die Verdrängungen.'· Damit wird der Formwiderstand W r des 

::lchiffs für jede Geschwindigkeit bekannt. Da d<'r Oberflilchcnwiderstand 

deR Schiffs \\', au:-; der oben genannten Erfahrungsformel lwrechn<'t werde11 

kann. ;.;o ist det· Gesamtwiderstand dmch W = \\'r + Wr gegeben. 

l<~ineu Beweis für die Richtigkeit seines ~lodellgesetzes finde ich !Jl'i 

Fronde nicht. Die vou ihm zur Erläuterung dl'r Sehiffswiderstandserschei· 

nungeu benützte Stromlinientheorie soll zeigen, wie die Stromlinien einr1 

reibungsfreieil Flüssigkeit hei Ausschlul) von WPllenbildung iu einfacher 

Schichtung verlaufen uml sich am Heck geordnet zusammenschließen, derart, 

daß die Drückr am Hinterschiff den gleichen Betrag für die Richtung naeh 

\'ol'll liefern wie die grsamten Pressungen am Vonlcrschiff für diP entgegeu 

~l·setzte Richtung. beide Wil·kun~ten aiRo in diPsem ldPnlfn\1 den GeRamt 

widerstand Null ergebe11. 

Zur Erprobung des Verfahrens wurde unter Leitung Froudes die Kor 

vt>tte Gr<'yhound '\'un der Korvette Active geschleppt und die Zugkraft im 

S<'hlepptan gemessen. Froudc spl'icht in seinem Berich!P * vom .Jahre 187-1 

aus, daß die Richtigkeit des von ihm vorgeRehlagenen Modellverfahrens durch 

die Versuche am Greyhound hrsttitigt wonlPn sri. nnd rlle Km·vendarstellun~ 

zeigt. daß eine Übereinstimmung bis auf wf'nigf' Tlnnr\rrtteilc Pl'l'eicht wor

tlrn ist. 

Die \·erdienste FrondeR auf dem llcbiek rlt·r SchiffswiriPt·;;tandsucstim

tlllln~ sind hiernach im wesentlichen dreifacher Art: 

I. Er zerlegte den Gesamtwiderstand der Schiffe Hit· sein Modellver

faht·en nm in zwei Teile: in den Ohcrflüchenwidershmd. für den er die Bc

(\ingungen mechanischer ~i\hnlichkeit nicht erfüllen konnte. und in den Resl

uder Formwiderstand, der eine Behandlung nnch 1lrn Lrhrf'Tl der Ähnlich· 

keitsmechanik in einfacher Weise zuläßt. 

•) W. Frou<.lc. Tran.•. of thl' Tust. of ~nv .. \rdt. 1i'7 I J\,1. t:, _;;_ ~;-
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2. Er erkannte, daß der Oberflächenwiderstand, als eiu wesentliche! 

Teil des Gesamtwiderstand es, für sich allein ohne nennenswerte Beeinträch

tigung des Schlußergebnisses bestimmt werden kann, und stellte auf Grunli 

umfassender Versuche die ersten brauchbaren Erfahrungsformen fiir rliP 

i'echn{lrische Ermittlung desselben auf. 

3. Er gab zur Aufsuchung des Formwiderstandes das bei ScllwerP

wirkung zu beachtende Modellgesetz an, nachdem er erkannt hatte, daß nur 

bei Einhaltung dieses Modellgesetzes die Wellen, die - der Schwere unter

worfen - den weitaus größten Teil des Formwiderstandes verursachen, mecha

nisch ähnlich nachgebildet werclen können. Im Zusammenhang hiermit be

nutzte er das richtige bei Schwerewirkung geltende Übertragungsgesetz für 

die Kräfte. 

Frondes Verfahren ist nicht streng richtig und daher auch nicht streng 

beweisbar: Aus Teil I uhd II ist uns bekannt, daß eine einzige physikalisch1· 

Kraft, z. B. die Schwere, ein Modellgesetz liefert und daß das Hinzutreten 

einer zweiten physikalischen Kraft, wie der inneren Flüssigkeitsreibung, fü1· 

die praktische Ausführung zu widersprechenden Bedingungen führt, derart, da:ß 

bei gemeinsamem Wirken beider Kräfte vollkommene mechanische Ähnlich

keit nicht erreicht werden kann. Bei Frondes Modellverfahren liegt also nur 

weitgehende Annäherung an mechanische Ähnlichkeit vor, und es sind Fäl}P 

denkbar, in denen größere Abweichungen auftreten. Daher ist es erwün,;cht. 

den Annäherungsgrad des Verfahrens bei der einen oder anderen neuen 

Schiffsform und den heute üblichen hohen Geschwindigkeiten gelegentlich 

erneut festzustellen, wenn auch damit große Kosten verknüpft sind. 

Daß trotz aller dieser Schwierigkeiten Froude sein Ziel mit so durch

schlagendem Erfolge erreichen konnte, liegt einmal in seinem nenie begrün

det, das alle praktischen und theoretischen Einzelheiten der Widerstands

erscheinungen so zu ordnen und ihrem Werte nach abzuschätzen verstand. 

daß er ein klares Endbild der verworrenen Vorgänge entwerfen konnte, 

andererseits aber in folgenden beiden seinem Vorhaben günstigen Umständen: 

1. Der Oberflächenwiderstand hat keinen nennenswerten Einfluß auf 

tlen Wellenwiderstand. Dies läßt sich so verständlich machen: Der Ober

flächenwiderstand besteht aus tangential am Schiffsrumpf liegenden Kräften. 

der Wellenwiderstand dagegen wird fast ausschließlich durch die normal zur 

Schiffsoberfläche wirkenden Druckkräfte erzeugt - und zwar so gut wie un

abhängig von dem Oberflächenwiderstande. Ein rauhes Schiff wird nach 

~'roudes Auffassung· im we~entlichen dieselben Wellen hervorrufen" ie ein glattes 
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2. Die Heckwirbelwiderstände befriedigen nach der Schätzung der 

Schiffbauer im großen und ganzen bei den Schleppversuchen das allgemeine 

Newtonsehe Ähnlichkdtsgesetz, verhalten sich somit bei Schiff und Modell 

angenähert wie (!!) F V2 : e f v2• Aber selbst Abweichungen hiervon haben 

für die Praxis des Modellverfahrens keine große Bedeutung, da der Reck

wirbelwiderstand gegen die beiden anderen Teile des Gesamtwiderstandes 

zurücktritt. 

Pollard und DudebQut*) machen darauf aufmerksam, daß durch ge

eignete Wahl des Schiffsbeschlags und Modellüberzugs auch die Oberflächen

widerstände W, = bs (r) F VI und w r = C;1 r f vx in d;ts ridllige, durch die Schwere

wirkung gebotene Verhältnis lf = i.3 = W,: wr gesetzt wenlen können. Dies er

gibt für die Reibungsbeiwerte von Modell und Schiff 'M und {,; die Bedingungs

~leichung: 

' ,. ,. ,"i/-1 
>~1 =-- >s '· 

Da das 's des Schiffsbeschlags gegeben ist, so kann ~M hieraus berechnet 

und der Modellüberzug danach eingerichtet' werden. Die Berechnung des 

Oberflächenwiderstandes würde alsdann ganz entfallen und der am Modell 

gemessene Gesamtwiderstand w könnte unter Beachtung des Frondesehen 

Modellgesetzes ohne weiteres auf den Gesamtwiderstand W des Schiffes zu 

W = w ia übertragen werden. Aber auch bei diesen Vorkehrungsmaßnahmen 

ist vollkommene Ähnlichkeit keineswegs erreicht, da das durch die innere 

Flüssigkeitsreibung bedingte Modellgesetz nicht beachtet worden ist. Wie 

weit die Oberflächenreibung hinsichtlich ihres Ähnlichkeitsverhaltens er

forscht ist, geht aus den späteren Anwendungen über Reynoldssche Ähnlich

keit hervor, von der noch mancherlei Aufklärung und Förderung des Modell

verfahrens für die Bestimmung des Schiffswiderstandes zu erwarten ist. 

Bei Verwendung verschiedener Flüssigkeiten wären die G leiehnngen 

des vorstehenden Abschnitts durch Einführung der verschiedenen Einheits· 

gewichte zu ergänzen. 

39. Mo d e ll ver suche zum Studium der R o I 1 s c h w i n • 

gungen von Schiffen ohne und mit Dämpfungsvor

richtungen (Anwendung 7). Nimmt man zunächst als Idealfall 

an, daß die Rollbewegungen von Schiff und Modell im ruhigen, reibungsfreien 

Wasser vor sich gehen, so kommt als einzige physikalische Kraft sowohl am 

6chwingenden Körper wie am Wasser die Schwere in Frage. Es gilt also das 

•) TMorie du ne.vire, Bd. III 1892 S. 488. 
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~,roudesche Modellgesetz: 7: = V1 oder T : t = V L : VI oder V : v = V L : V 1 . 

Bei Verwirklichung dieser Voraussetzung ist vollkommene mechanische 

Ähnlichkeit zu erreichen. Die Dauer der ungedämpften Schwingungen wird 

bei gleicher Höchstneigung im Verhältnis der Wurzeln aus den linearen Ab

messungen wachsen. Auch jede weitere, lediglich von Schwerkräften aus

gehende Beeinflussung, wie z. B. mittels reibungsfreier Frahmscher Schlinger

behälter, würde bei richtiger Bemessung des V er kleinerungsmaßstabes die 

mechanische Ähnlichkeit nicht stören. Das gilt in gleicher Weise für Schiffs

kreisel, doch müßten sich bei ihnen entsprechende Bremskräfte der großen 

und de1· kleinen Ausführung wie die 3. Potenzen der linearen Abmessungen 

verhalten. 

Schiff und Modell führen jedoch ihre Rollschwingungen in wirklicher 

Flüssigkeit aus und unterliegen dabei dem dämpfenden Einfluß der Ober

flächenwiderständeWund w. Bestände für diese das allgemeine Newtonsehe 

Ähnlichkeitsgesetz W = a (e) F V2 und w =a e f v2 so würden auch die 

Dämpfungskräfte die Bartrandsehe Bedingungsgleichung, also die Grund

forderung mechanischer Ähnlichkeit, erfüllen, wie der V er gleich " = W : w 

sofort ergibt. 

In Wirklichkeit weichen die Dämpfungskräfte aber biervon etwas ab; 

insofern nicht ein rein quadratisches Widerstandsgesetz besteht, und es liegt 

nicht vollkommene mechanische Ähnlichkeit vor. Durch geeignete Ausbil

dung des Modellüberzugs ließe sieh auch hier in gleicher Weise, wie am 

Ende des Abschnitts 38 beschrieben. eine weitgehende mechanische Ähn

lichkeit erzwingen. 
Das Vorhandensein von Schlingerkielen hat auf das Streben nach Ver

besserung der mechanischen Ähnlichkeit ebenfalls einen günstigen Einfluß. 

Denn deren physikalische Wirkung auf das Wasser ist eine andere als die der 

Schiffshaut, insofern als die Schlingerkiele vornehmlich normale Beschleuni

gungskräfte auf die Wassermassen, dagegen die rauben Oberflächen tangen

tiale Kräfte ausüben. Solche lediglich auf Beschleunigung hinwirkenden 

Normaldrücke fügen sich aber nach Abschnitt 11 willig den Ähnlichkeits

bedingungen und auch die von den Schlingerkielen erzeugten Oberflächen

wellen werden von der Schwere beherrscht, führen somit ebenfalls auf das 

Frondesehe Modellgesetz. 
Die von Fronde*) und anderen Bearbeitern des Gegenstandes mit 

Modellen und großen Schiffen angestellten Rollversuche haben ergeben, daß 

*) White, Handbuch fiir &>hiffbau S. 130. 
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es praktisch zulässig ist, die am Modell gefundenen Verhältnisse auf ein 

Schiff gleicher Form nach den durch die Schwere bedingten Modellgesetzen 

zu übertragen. 

Für das Modell ist die Ähnlichkeit natürlich nur soweit durchzuführen, 

daß einerseits die benetzte Oberfläche und die Lage des Gewichtsschwer

punktes geometrisch ähnlich der des Schiffes ist, sowie ferner daß das Ge

wicht im Verhältnis von 1 : l 3 und das Trägheitsmoment bezüglich des 

Schwerpunktes im Verhältnis von 1 : l ~ verkleinert wird*). 

40. Modellversuche mit Schaufelrädern (An wen

d u n g 8). Im Gegensatz zu dem so gut wie stationär verlaufenden Strömungs

vorgang bei der geradlinig im Wasser bewegten Platte (Anwendung 1) liegt 

bei Schaufelrädern eine ausgesprochen periodische und krummlinige Be

wegung dünner, ebener oder gekrümmter Flächen vor, deren Neigungswinkel 

uud Tiefgang sich beim Durchgang durchs Wasser ständig ändern. Da aber 

in den Bewegungsgleichungen neben den Trägheits- und Druckgliedern wieder 

die Schwerkräfte auftreten, so ist zur Erzielung mechanischer Ähnlichkeit 

das Frondesehe Modellgesetz in der Form:' = 11 J. oder T: t = r'L: V r oder 

V : v = VL: 1/ l einzuhalten. Allerdings ist es möglich, daß die durch die 

innere flüssigkeitsreibung bedingten Wirbel vornehmlich auf der Saugseite 

der Schaufeln die mechanische Ähnlichkeit beeinträchtigen; doch dürfte sich 

diese Störung nicht als erheblich herausstellen, nachdem das Frondesehe 

Modellgesetz sich als maßgebend für die ebenfalls mit einer Sogwirbel

schleppe arbeitende Platte erwiesen hat. Wie groß bei Nichtbeachtung des 

Frondesehen Gesetzes die Abweichung der nach dem allgemeinen Newton

sehen Ähnlichkeitsgesetz berechneten mittleren Schaufelradkraft von dem 

wirklichen Werte ist, kmm nur durch Vergleich der Versuche am Modell, 

wie siv \'On Schaffr:m**) durchgeführt sind, und an der großen A nsfiihrnng 

festgestellt werden. 

41. M e c h a n i s c h e Ä h n l i c h k e i t d e s S y s t e m s "S c h i ff 

und Schraube" (Anwendung 9). Im Abschnitt 52 wird der Fall. 

geometrisch ähnlicher Schiffsschrauben besonders behandelt: Wenn Schwere· 

und Reibungswirkungen vernachlässigt werden können, so ist für die Schraube 

ohne Schiff kein besonderes Modellgesetz, sondern -nur die allgemeine New

tonsehe Ähnlichkeit zu ·beachten. 
*l Schütte, Einfluß der Sehlir:gerkiele auf den Widerstand und die Rollbewegung der 

Schiff,, in mhil!"<'m w .. sser. Jahrl,wh d<•r Schift'haut. Ges 19!13 S H4:l 
**) Schafiran. Modellversuebe :mjt Scha.ufelradpropellcrn, JRhrbuch der Schilfbaut. f'-.e><, 

1918 s. 475. 
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Sind Schiff und Schraube in gleichem linearen Maße verkleinert, so 

sind für beide die Gesetze Froudescher Ähnlichkeit zu erfüllen; denn an beiden 

wirkt die Schraubenschubkraft, für welche vom Schiffe herrührend nach 

GI. 40 der Kräftemaßstab x = (r )/r l 3 sein muß. Es gilt dann also sowohl für 

das Schiff wie für die Schraube T = VT oder T : t = V L: y' r oder V : V = 
VL: v·r, wobei allerdings Voraussetzung ist, daß auch die Oberflächenwider

stände mittels des am Schluß von Abschnitt 38 angeführten Kunstgriffes in 

das gleiche Verhältnis .1.." wie die Schwerkräfte und Wellenwiderstände ge

bracht werden. 

Aus obigen Gleichungen geht hervor, daß die Umlaufszeit der großen 

und der Modellschraube in geradem Verhältnis der Wurzeln auf den linearen 

Abmessungen, die sekundliehen Umlaufszahlen also im umgekehrten Ver

hältnis dieser Wurzeln stehen müssen. Die letzte Gleichung gilt für je zwei 

beliebig einander entsprechende Geschwindigkeiten, z. B. für entsprechende 

Fahrtgeschwindigkeiten oder entsprechende Umfangsgeschwindigkeiten der 

Schrauben. Daraus folgt die bekannte Beziehung: Das Verhältnis Fahrt· 

geschwindigkeit : Umfangsgeschwindigkeit muß bei mechanisch ä.hnlichrn 

Btrömungsvorgängen übereinstimmen. 

42. C o m b e s s c h e Ä h n l i c h k e i t b e i R e i h e n m a s c h i n e n 

v e r s c h i e d e n er G r ö ß e u n t er Sc h w er k r a f t wirk u n g (A n -

wend u n g 10). Bertrand bespricht unter seinen Ähnlichkeitsbeispielen llcn 

von Combes *) zuerst behandelten Fall zweier geometrisch ähnlich gebauter 

Wasserturbinen. Wir erweitern die Untersuchung sogleich auf a!Ie ge()tne· 

trisch ähnlich geformten Maschinen, die allein unter der Wirkung der Schwen· 

arbeiten. Dieser Gruppe gehören z. B. an: Wasserräder, Wasserturbinen. 

Kolben- und Kreiselpumpen. Der Längenmaßstab sei l. Die mechanisch<· 

Ähnlichkeit einer derartigen Maschine und des zugehörigen Modells oder einer 

Reihe geometrisch ähnlicher Maschinen soll sich auch darauf erstrecken, daß 

die Gefällhöhen in dem Verhältnis ~ stehen und daß die Nutzarbeiten dem 

Anheben von Lasten entsprechen, für welche wie bei allen Schwerkräften der 

Kräftemaßstab (1 )/ i..3 ist und deren Hubhöhen das Verhältnis i.. aufweisen. 

Unter der Voraussetzung, daß die Nebenerscheinungen keine Ähnlich· 

keitsstörungen verursachen, gilt bei alleiniger ·Wirkung der Schwere das 

Froudesche Modellgesetz in der Form: ";=VI: oder T: t = VL: VT oder 

•) Combes. Recherehes tMoriques et experimentales sur !es roues it. reaction ou it 

tuyaux. Paris 1843. 
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V: v = VL: V I oder B = b. Die Umlaufszeiten dieser Reihenmaschinen 

wachsen also wie die Wurzeln aus den linearen Abmessungen, die Umlaufs

zahl somit umgekehrt wie diese Wurzeln. Bei Verwendung gleicher Stoffe 

gilt für die Kräfte: x..:.:: K: k = L~: P, für die Flüssigkeitsdrücke: P : p = L : 1, für 

die Arbeiten: A: a = ·x l =V : 1\ für die Nutzleistungen und Gesamtleistun-

gen: g : e = ·x -~ .. :: L~: I~ , für die sekundliehen Durchflußmengen: Q : q = 
7: 

A_3 5 
.: l2. Beschleunigungen und Wirkungsgrade sind die gleichen. Einer 

praktischen Durchführung werden sich allerdings Rchwierigkeiten entgegen

stellen. 

Die mechanische Ähnlichkeit bezieht sich hier auf die beschleunigten 

Flüssigkeitsmassen. Die Spannkräfte in den festen Teilen sind nur Folge

erscheinungen, die keinen Einfluß auf den Beschleunigungsvorgang haben. 

Würden auch die Dickenabmessungen der Maschinenteile geometrisch ähnlich 

vergrößert werden, so würden die Spannungen wie die Flüssig~eitsdrücke mit 

den linearen Abmessungen wachsen; kleine Ausführungen wiirden an Stoff

verschwendung, große an Überanstrengung leiden. Wirtschaftlicher wäre 

es, die Konstruktionen mit gleichen Spannungen an entsprechenden Stellen 

durchzubilden. Sollen bei den Pumpen auch die antreibenden Kolbemlampf

maschinen in die geometrische Ähnlichkeit einbezogen werden, so müssen die 

mittleren Dampfdrücke im Verhältnis der linearen Abmessungen zunehmen. 

43. M e c h a n i s c h e Ä h n 1 i c h k e i t i n d e r D y 11 a m i k d e 1 

Flugzeuge (Anwendung 11). Stellt man sich die Aufgabe, die 

dynamischen Vorgänge von Flugzeugen, z. B. deren Längsstabilität, durch 

V ersuche am fliegenden Modell zu studieren, so ist folgendes zu beachten: 

Wegen der Forderung geometrisch ähnlicher FlugLahnen und damit auch 

ähnlicher Fallhöhen ist die Schwere als eine wesentlirh bestimmende Kraft 

anzusehen. Es ist also das Frondesehe Modellgesetz: \' :v=lrL-: Vlzu er

füllen. Aber auch die inneren Reibungskräfte der Luft sind vou Einfluß auf 

den Strömungsverlauf und somit kommt bei vollkommener mechanischer Älm

lichkeit auch noch das Reynoldssche Modellgesetz: V: v = 1/L: 1/l in Betracht. 

Beide Gesetze sind - bei Verwendung gleicher Flüssigkeit - gleich

zeitig nicht zu erfüllen. Aus der Schwierigkeit führen zwei Auswege herans: 

Entweder man führt dPII Modellversuch in einer amlet·en Flüssigkeit, z. B. 

in Wasser, aus, was sehr viel Mühe erfotdcrt,. oder mail begnügt sich damit, 

den Modellvorgang nur angenähert nachzuahmen, iuih_.m man die weniger 
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einflußreiche Zähigkeit außer acht läßt. Bader*) weist theoretisch und 

experimentell nach, daß man imstande ist, den allgemeinen Charakter der Be

wegungen eines Flugzeugs mit guter Annäherung nach dem Flug eines geo

metrisch ähnlichen Modells zu beurteilen: Er kommt zu folgendem Ergebnis: 

"Gelingt es, die geometrische Ähnlichkeit eines Modells auf die Trägheits

halbmesser und auf die Fallhöhe (h = v2/2g), die der Fluggeschwindigkeit ent

spricht, auszudehnen, so ist das Modell auch mechanisch ähnlich." Weiten• 

Einzelheiten sind in der genannten Arbeit zu finden. 

44. Ä h n 1 i c h k e i t s s c h 1 ü s s e i n d er M e c h a n i k d e r 

H i m m e 1 s k ö r p e r ( A n w e n d u n g 12). Es wird vorausgesetzt, daß die 

zu vergleichenden flüssigen, unzusammendrückbaren, homogenen Körper 

allein unter der Wirkung allgemeiner Massenanziehung stehen. Dann gilt 

das Thomsonsche Modellgesetz des Abschnitts 25, z. B. in der Form der 

Gleichung 54 a: 

die bei Verwendung gleicher Dichten, also für !I!J:::: e, iibergebt in tlif' 

Gleichung T = t. 

Fälle, in denen zwei geometrisch ähnliche Flüssigkeitsmassen der bc

Rchriebenen Art der Betrachtung zugrunde gelegt werden, haben für die 

Technik keinen Wert, dagegen sind sie von hoher Bedeutung für die Physik 

der Erde und der Himmelskörper. Anwendungen solcher Ähnlichkeitsbezie

hungen finden sich mehrfach bei G. H. Darwin **). Es sollen nur kurz fol

gende vier Anwendungsfälle hervorgehoben werden: 

a) Eine homogene, flüssige, unter ihrer eigenen Massenanziehun~Z 

stehende Kugel ist ein in stabilem Zustand befindliches System. Kleine Stö

rungen geben daher Anlaß zu Schwingungen. Nach obigem ist die Dauet 

dieser Schwingungen fiir alle Kugeln beliebiger Größe und gleicher Dichte 

unveränderlich. Sie beträgt für einen von W. Thomson zuerst behandelten. 

in Lambs Hydrodynamik 1907 S. 527 wiedergegebenen Fall, in welchem die 

flüssige Kugel die Größe und Masse der Erde, also ein Einheitsgewicht von 

5500. kg/m3 besitzt, 94,4 Minuten. Daher haben alle flüssigen, homogenen 

Kugeln, deren Dichte 5%mal so groß wie die des Wassers ist, bei ähnlicher 

*) Bader, Einführung in die lJynamik der Flugzeuge mit besonderer Berücksicbt.ig~ 

der mech~tniscben Ähnlichkeit, Forilchungsar1Jeiten des V. d. I. Heft 189 und 190. 
U) G. H. Da:rwin, Ebbe und Flut; deut.<~0b von A. Pockels, 2. Aufl. 1911. 
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Formänderung dieselbe Schwingungsdauer wie in dem Thomsonschen 

Beispiel. 

b) In der Lehre von den Gezeiten wird der Fall eines Ozeans be

handelt, der mit· überall gleicher Tiefe einen kugelförmigen Kern bedeckt. 

Auch hier treten um die Gleichgewichtslage Schwingungen auf, die für 

geometrisch ähnliche Systeme und gleiche Rtoffc nach ilrm Thomsonschen 

Modellgesetz dieselbe Dauer haben müssen. 

13) Bei der Untersuchung der relativen Gleichgewichtsfonneu um

laufender Flüssigkeitsmassen gelten für geometrisch ähnliche Fälle eben

falls die Thomsonschen Gesetze, wenn die allgemeine Schwere und die Träg

heitskräfte der Zentrifugalwirkung allein in Rechnung zu stellen sind. Hier' 

her gehören die den Astrophysikern bekannten Fälle der umlaufenden 

:Maclaurinschen und Jacobischen Ellipsoide, der birnenförmigen Flüssigkeits' 

gestalten mit ihren Ausartungen in Doppelsterne, der ringförmigen dem 

t;aturn ähnlichen Gebilde, sowie viele aus der gegenseitigen Einwirkung 

zweier Himmelskörper hervorgehende Gezeitenerscheinungen. 

d) Werden die unter c genannten Formen umlaufender Fhh;sigkeiten 

gestört, so entstehen wieder Schwingungen um die Gleichgewichtslage. und 

e~ sind dieselben Ähnlichkeitsschlüsse wie unter a und b berechtigt. 

45. Ä h n li c h k e i t s b e z i e h u n g e n f ü r d e n F a ll d e r 
0 her f 1 ä c h e n reib u n g an dünnen P 1 a t t e 11. (Anwendung 

lß.) Die Frage nach dem Oberflächenwiderstand dünner, in der Längt~· 

richtung durch die Flüssigkeit bewegter, ebener Platten ist mit dem Streben 

nach Aufklärung der Schiffswiderstandserscheinungen aufs engste verknüpft. 

Ohm· ältere Versuche berichtet Bourgois*); doch wurden erst die Platten

versuche Froudes**) für den Schiffbau brauchbar. Mit großer Sorgfalt fiihrtP 

dann unter anderen Gebers***) die Versuche weiter. 

Einen wesentlichen Fortschritt in der Erforschuug tler Plattenreibung 

verdanken wir Blasiust), dem es gelungen ist, mit Hilfe der Reynoldsschen 

*) Bourgoill, Memoire sur Ia. resistance de 1'~,111 an nw11Vemt>nt •le .. • t:nrp,; Pt partkulil•rA·

IIlent dc~ batiments de mer. Paris 1857. 

**) W. Fro11de, Experiments on the surfaoe-frictiun, Brit. AsB. Rl•!J. 1872 S. 71i;; und 

Report to the Lords Commissioners of thQ Atimiralty un experiments for the determination 

of the frictional resistanoo of water on a surface, performeil at Chpl.~tnn ( 'ros..•, ßrit. ARs. 

Rep. 1874 s. 249. 
***) Gebers, Ein Beitrag zur experimentellen Ennitthm!! <lf'-" W i•ln4an<lci' !!<'!!<>tl 

bewegte Körper, Verlag des "Schiffbau" 1908. 

t) Blasius, Das Ähnlichkeitsgeg.etz bei Reibungsvor!(ii.U!Wll in Fliissigkeilen, llfitt. iibeJ: 
}'orschungsarheiten d€8 V. d. t. Heft 131. 
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Ähnlichkeitssätze über zähe Flüssigkeiten einiges Licht in das dunkle Gebiet 

hineinzutragen und den Oberflächenwiderstand als eine Folge der inneren 

Flüssigkeitsreibung zu deuten. 

Blasins hat mit Erfolg zunächst den Reibungswiderstand "glatter", 

mit geschliffenem Lackfarbenanstrich versehener Platten in Wasser unter 

Zugrundelegung der Geberssehen V ersuche einer Prüfung auf mechanische 

Ähnlichkeit unterzogen und zwar in dem Gebiet der Turbulenz, welcher Fall 

bei praktischen Anwendungen in der Regel vorliegt. Unter Berücksichtigung 

der großen Veränderlichkeit des dynamischen Zähigkeitsmaßes v der GI. 60 

mit der Temperatur hat er den Nachweis für das Bestehen meehanischer Ähn

lichkeit für den fragliehen Fall erbracht. 

Der von ihm durchgeführte Vergleich ergibt, daß die Messungen an 

Platten verschiedener Größe bei verschiedenen Geschwindigkeiten und bei 

Veränderungen der Temperatur, d. h. also von v, eine einzige Eigenschafts

kmve a = F (!,b) nach GI. 77 bilden, worin a die Kennziffer in der Gleichung 

(k~ Widerstamle" w = a f! f v", der Form des allgemeinen Newtonsehen 

AlmlichkPltege"etzes, und 1/J- ~! die Reynoldssche Zahl ist. Die unter-
v 

suehten glatteil Platten führen im Turbulenzbereich für a auf die Potenz-

formel a .:c- O,Ol23!J1-0•136 , woraus ein Widerstandsgesetz entspringt, das die 

Faktoren v1'361 und r-0'136 aufweist. Zu beachten ist, daß Blasius w = 
x r [ v2/2 g schreibt und daher x = 2 a als Ordinate seiner Kurve erhält. 

Weitere Einzelheiten sind in der genannten Arbeit zn finden. Es ist zu wün

schen, rlaß die cmtsprechenrlen Versuche auch fiir andere Flüssigkeiten fort

gt~fiihrt werileu. 

Auch auf rauhe Platten :-<ind die ({eset.ze mechanischer Ähnlichkeit 

angewandt worden; doch sind die hier geltenden Beziehungen viel verwickel

ter, da außer der Zähigkeit der Flüssigkeit noch der Hauhigkeitsgrad der 

Flächen in Betracht kommt. Die wesentlichen Einzelheiten dieses Gebiete;;; 

Hind in der Arbeit Gümbels: Das Problem des Oberflächenwiderstandes bP

Iicbiger Fliissigkeiten*) und bei Blasins zu finden. 

46. A h n I i c h k e i t s b e z i e h u n g e n b e tr e ff e n d d e 11 

D 1· u c k v e r 1 u s t i n z y I i n d r i s c h e n R o h r e n. ( A n w e n d u n g 

14.) Der Druckverlust zäher Flüssigkeiten in Rohren ist vom Standpunkt 

der Ähnlichkeitsmechanik auf Grund der Frage zu beurteilen: Unter welchen 

Umständen strömen zähe Flüssigkeiten mechanisch ähnlich? - Ist es 

*l .hhrlmnh der Schiffbnntoohn. Gns. 1913 S. 393. 
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siebet, daß nw· die innere Reibung die Vorgänge beeinflußt, so ist das Rey

noldssche Modellgesetz der Abschnitte 26 und '!.7 maßgebend, das am über

sichtlichsten in der Form auszusprechen ist: Das entscheidende Kennzeichen 

dafür. daß zwei Strömung-svorgän~e unter alleiniger Wirkung der inneren 

Reibung mechanisch ähnlich verlaufen, ist die Übereinstimmung des dimen

sionslosen Beiwertes der betreffenden in Rede stehenden Vergleichgrößen bei 

gleicher Reynoldsscher Zahl 1/J = v 1/v. Die Fli\ssigkeiten künnen dabei ver

schieden sein. 

fm folgenden werdeu die großen und eingeklawrnerten Buchstaben 

wieder auf den Hauptvorgang, die kleinen auf den Modellvorgang bezogeiL 

Als Maßeinheiten gelten m, sk, kg. Wie immer bei mechanischer Ähnlich

kPit gilt audt hier rlaR allgemeine Newtonsehe Ä hn liehkeitRgeRetz: 

W=a(e)FV~ und w=aefY~, (a) 

wobei uuter W und w zwei entsprechende Kräfte, also bei Untersuchung der 

Dnwkverluste P2-P1 und p2-p1 z. B. die Widerstandskräfte W = (P2-P,) F 

1111d w = {p,-p,) f zu verstehen sind, die sich auf zw~i cnt<!pr~chende Massen 

M und m beziehe11. M und m müssen geometrisch ähnliche Hauminhalte 

baben, für welehP 7-Wei cntsprechPIHle Zylindcrnhschnitt" rlPs FliisRigkeits

RI.ranges angenommen we1·den. 

Die an den Enden von M und m in Metern gemesseneu Druckhöheu-

vm·luste Z und 7. heißen "entsprcchendP". Für sie gilt mit !f!i!(r) = 1/g uncl 

~!; -1/g: 

11 =Pt·· Pt 
r 

W a ((!) ~' yt a yt 
'I')~, - -(;fF·-· - g 

w ae fv~ - avt 
rf rf g 

' Vt vt 
Z = {J 2- · und z .::.: {J 2 ". . g t> 

. . . . . . I h) 

Hei ähnlichen Vorgängen haben die beiden Zahleu tJ denselben Wert fJ cc 

'/., . 2 gfV1 = z. 2 g/v2 ; im übrigen ist fJ eine Funktion der Reynoldsschen Zahl 

!f; v Jir· oder V L/ ( v) ( vgl. die Betrachtungenüber dimensionglose Daretellung 

-im Abschnitt 27), wobei V und v zwei beliebige entsprechende Geschwindig

keiten und L und 1 zwei beliebige entsprechende lineare Abmessungen sind. 

Als Geschwindigkeiten empfiehlt es sich hier, die Mittelwerte der Strömung 

tmd als Vergleichslängen die beiden Rohrdurchmesser D und d zu wählen, 

HQ 'dfl.ß ?./1 im: folgenden stets die Bedeutung v d/v oder Y Dl( v) haben wird. 
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Die Vorgänge der hier beschriebenen Art sind mechanisch ähnlich, wenn 

ihre Eigenschaftskurven II = f ( 1p) sich decken. Der Vergleich der Eigen

schaftskurven liefert also das entscheidende Erkennungsmittel mechanischer 

Ähnlichkeit. 

Die eben gegebene Darstellung ist die natürliche: Sie entspringt der 

Bedingung vollständiger geometrischer Ähnlichkeit. Die technische Praxil'l 

Hchlägt aber folgenden etwas abweichenden, zum gleichen Ziele führenden 

Weg ein: In Erkenntnis der Tatsache, daß der Druckhöhenverlust einer 

Rohrleitung im geraden Verhältnis zu ihrer Länge wächst, wünscht sie, daß 

rlieser Umstand in der Gleichung für den Druckhöhenverlust zum Ausdruck 

gebracht wird. Zu diesem Zwecke darf aber nicht ohne weiteres die be

treffende Rohrlänge in den Zähler der Gin. b gesetzt werden, da diese dann 

gegen die Grundforderung der Dimensionsgleichheit für beide Seiten der 

Gleichung verstoßen würden. Wohl aber ist folgender Weg gangbar: 

Für entsprechende Massen M und m gilt, w~nn S, s zwei entsprechendt< 

Rohrlängen, D, d die beiden Durchmesser und t eine reine Zahl ist: 

s s s s 
D :.:: (f = ~, also '0 = -~ d = J. . . . . . . (C) 

Daher lassen sich die Gin. b auch- in der erweiterten Form: 

V2 S v2 s 
Z=P2g-ft) und z=P2g· -,d 

oder 

schreiben, worin A. der dimensionslose Beiwert det~ Druckhöhenverlust~ 

(nicht wie sonst der Längenmaßstab) ist. Auch hier liefert die DarRtelhm~ 

der dimensionslosen Größen 

. ZD2g zd2g 
J.. = --- · · und ~ 

S V2 s v1 

als Funktion nm 1/J für den Fall mechanischer Ähnlichkeit der Strömunga

vorgänge ein und dieselbe Eigenschaftskurve Ä. = f (tp). deren Ordinaten 

aber D/8 == d/s mal so groß sind wie die der Kurven {J = f (tp). 

In den Gin. e kommt das Verhältnis Z/S = z/s vor. B.eachtet man, da& 

der Druckhöhenverlust verhältnisgleich mit der Länge wächst, so kann auch 

Z/S = HJL und zfs :;:=hjl geschrieben werden, wenn L eine ganz beliebige Rohr

länge des Hauptvorgangs mit zugehörigem Druckhöhenverlust H und l eine 

r:Jbenfalls belii~bige R.ohrlänge des Modellvorgangs mit dem Druckhöhenverlust 
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h ist. Statt der Gln. d und e können daher auch folgende Beziehungen bei 

dem Ähnlichkeitsvergleich benutzt werden: 

nder 

H = i. t :; und h =-' A -~ ;; . . . . . . n 

hd2g 
und l c.:: ... 1 • 

v- g 

in denen sich aber L und 1 sowie H und h nicht mehr auf "eutsprcchende" 

Rohrabschnitte, sondern auf ganz beliebige Längen nebst den zugehörigen 

Druckhöhen beziehen. In diesem Sinne sind die Ähnlichkeitsbetrachtungen 

über Rohrleitungsverluste der Technik zu verstehen. Die sich bei dieser 

Auffassung der Rohrverluste ergebende Kurw• ). - f (!f,1 rleckt Rich natürlich 

vollkommen mit der soeben besprochenen. 

Auch auf dem Gebiete der Rohrleitungsverluste haben Gümbel und 

Blasius - wie in dem Fall des Oberflächenwiderstandes von Platten ( \'gl. 

Abschnitt 45) - die mechanische Ähnlichkeit der Vorgänge auf Grund des 

Reynoldsschen Modellgesetzes mit Erfolg erprobt. Wegen des Studiums die· 

ser Erscheinungen sei auf jene Arbeiten sowie auf die Untersuchun~en 

Brabbees•) verwiesen. Hier soll nur folgendes hervorgehoben werden: 

Nach Blasins ergeben - auf Grund eigener Versuche sowie derjenigen 

von Saph-Schoder und Nusselt- alle "glatten" Rohre, z. B. gezogene Messing-. 
Kupfer- und Bleirohre, praktisch dasselbe Gesetz der Beiwerte ). ~ t' (1/J) für 

die untersuchten Flüssigkeiten KaltwassPr und Druckluft, wobei die st11rkc 

Veränderlichkeit des dynamischen Ziihigkeitsmaßes v mit der Temperatur 

und bei Luft auch noch mit dem Druck zu beachten ist. Und zwar besteht 

für kleine Werte von 1/J eine andere Geseb:miißigkPit wie fii1· große: Unter· 

halb einer kritischen Geschwindigkeit. die sich ans 1/J v d . "2000 berechnen 
Jl 

lüßt, strömt die Flüssigkeit in regelmäßigen Schichten: Das heißt, es gilt daB 

bekannte Poiseuillesche Gesetz, das in dimensionsloser Darstellung die ein

fache Form .( ~ IH./1/J hat. Aus der Erfüllung dieRes Gesetzes, das gleich

hedeutend einem mit v wachsendPn Widerstandsgesetz ist, schließt Blasius 

auf das Haften der Flüssigkeit an der glatten W a.nd. Zwischen 1/J = 2000 bis 

3000 etwa tritt ein unsicherer übergangszustand auf, jenseits dessen sich die 
1 

Flüssigkeit in turbulenter Strömung nach dem Erfahrungsgesetz A = O,i-H 641/1- t 

bewegt. 

•) Bra.bMe, .Die Berec·Jmnn~ verRc·hiO<Ioner Rohrnet:u• auf einhE-itlielu,,· Gruu<lla!!"

Z. d. V. d. I. 1916 S. 441. 
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t:lind die Hohrwäude rauh, und zwar in verschiedenem Grade, so ent

steht je eine neue Eigenschaftskurve: Der Beiwert l in der Gleichung des 

Druckhöhenverlustes ist dann nicht nur abhängig von der Reynoldsschen 

Zahl 1/J, sondern auch noch von dem Rauhigkeitsgrade der Rohrwand, der bei 

der zeichnerischen Darstellung als wechselnder Parameter erscheint. Decken 

sich für zwei Yerschiedene Fälle die Kurven ). = f (rp). so haben die beiden 

Holm· nach Blasins den gleichen Rauhigkeitsgrad. 

47. Mode 11 versuche zur Er mit t l u n g des Fahrt

widerstand eR der Luftschiffe und Unterseeboote. 

(Anwendung 15.) In diesem Abschnitt wird vorausgesetzt, daß die zu 

hctl·achtenden Körper, Luftschiffe und tief unter dem Spiegel fahrende 

I' nterseeboote, sich in zähen, praktisch als unendlich ausgedehnt geltenden 

Flüssigkeiten bewegen. Oberflächenwellen sollen ausgeschlossen sein. Bei 

beiden Fahrzeugen tritt der Reibungswiderstand gegenüber dem aus den Nor

maldrücken bestehenden Formwiderstand stärker hervor als bei gewöhnlichen 

Schiffen. Ja, bei Luftschiffen strebt man danach, den Rumpf als Körpe1 

kleinsten Formwiderstawles auszubilden. während bei Unterwasserschiffen 

dem gleichen Vorhaben mit Rücksicht anf eine giinstige Form fiir die Über· 

wasserfahrt Grenzen gesetzt sind. 

Cl·egenüber den Reibungserscheinungen an Platten und in Röhren (Ah

schnitt 45 und 46) sind jetzt die hinter dem Körper sich bildenden Heckwirbel 

an der Erzeugung von Widerstand wesentlich mitbeteiligt Sie lassen wr· 

zeit eine rein mathematische Behandlung der Aufgabe als undurchführba1 

erscheinen. Wie immer in solchen Fällen. sucht man Hilfe bei der Ähnlicl1· 

keitsmechanik und beim ModellversnclL Wegen des AuftretenR der inneru 

Flüssigkeitsreibung kaun bei mechauisch ähnlichen Vorgängen nur duF

Heynoldssche Modellgesetz in Betracht kommen, dessen einfachste Form nacl1 

Hl.67 Y-~~ =- v 1 - unv.= tp ist. Da die Schwere als beschleunigende Kraft nicht 
\II) Jl 

wirkt, so braucht man das Frondesehe Modellgesetz nicht zu beachten. 

Leider ist Relbst bei glatten Oberflächen bisher eine Zusammenfassung 

der Vorgänge unter Ähnlichkeitsbeziehungen noch nicht gelungen. Die Form 

der Körper beeinflußt in beträchtlichem Maße die Oberflächenreibung wie 

auch den Heckwirbelwiderstand, welch letzterer wesentlich wieder von den 

Reibungsvorgängen in der Nähe der Körperwände abhängt. 

Bei den Oberflächen praktischer Konstruktionen sind noch zwei wei

tere Umstände zu berückRichtigC'n, nämlich erstens die Rauhigkeit der Fläche 
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und zweitens die beulen- oder wellenförmigen Gebilde in der Stoffhaut oder 
die Unstetigkeiten der Eisenbeplattung zufolge Niet und Naht. 

Versuche unter strenger Einhaltung mechanischer Ähnlichkeit konnten 
angesichts dieser erschwerenden Umstände bisher nicht durchgeführt werden. 
Jedoch liegen vielverheißende theoretische und experimentelle Untersuchun
gen Prandtls*) - allerdings ohne Bezugnahme auf Ähnlichkeitsvorgänge -
vor: Prandtl geht davon aus, daß die an sich nur geringe H.eibung besitzende 
Flüssigkeit zwar da, wo keine Wände sind, sich so gut wie eine reibungslose 
Flüssigkeit verhält, "daß sich aber an den Wänden unter dem Einfluß der 
Reibung eine dünne Grenzschicht ausbildet, in der die Geschwindigkeit von 
dem Wert, der der reibungsfreien Bewegung entspricht, auf denjenigen über
geht, den das Haften an der Wand erfordert". Die grundlegende Bedeutung 
dieser Auffassung liegt fiir Luftschiffe, U-Boote und andere in unbegrenzten 
Flüssigkeiten bewegte Körper darin, daß sie eine Erklärung über das Zu
standekommen der Heckwirbel ermöglicht. Prandtl schließt aus seinen Unter
suchungen, daß sich - meistens nahe dem Heck - Teile der Grenzschicht 
\'Oll der Wand in die Flüssigkeit hinausschieben und so zur "Ablösung" de1 
Strömung von der Wand und zur Erzeugung von Heckwirbeln Anlaß geben_ 
Fischartige Körper mit schlank anslaufendem Hinterteil ergeben nur geringr 
Heckwirbelwidcrstände. Die Form des Vorderteils ist weniger wichti~; sie 
hraucht nur gerundet aber nicht spitz zu sein. 

Da die strenge Modellmechanik versagt, so behilft sich die Praxis zm 
Bestimmung der in Rede stehenden Widerstände in folgender Weise: De1 
Gesamtwiderstand wird in zwei Teile zerlegt, in den aus den Druckkrüftcn 
zusammenzusetzenden Formwiderstand und in den aus den Tangentialkräften 
zu bildenden Oberilächenwiderstand. 

Der erstere ist in der Göttinger V ersuchsanstaU für verschiedene 
Modellformen ermittelt worden, indem die Druckverteilung um den Körper 
beobachtet wurde. Der Gesamtwiderstand des Modells wurde unmittelbat~ 

gemessen. Der Unterschied der beidcn, der Restwiderstand, ist gleich dem 
Reibungswiderstand. Ohne Benutzung des Reynoldsschen Modellgesetzes 
wird nun der Formwiderstand unter Annahme mechanischer . Ähnlichkeit 
nach dem Newtonsehen Gesetz auf die große Ausführung mittels der Gleichung 
Wr = a Ü!) F V2 übertragen, wobei für a die durch den Modellversuch be-

*) Einen vorzüglichen überblick bietet die Darstellung Prandtls Im Handwörterbuch 
der NaturwisseiLSchaften 4. ßd. 1913 S. 117. 
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stimmte Kennziffer a - _w_!_ benutzt wird. Die V ersuche sind für Luft - e fv2 

durchgeführt worden; es ist sehr erwünscht, daß sie auch für Wasser fort

gesetzt werden. 

Für den Reibungswiderstand der U-Boote gelten ähnliche Erfahrungs

formeln wie für die entsprechenden Widerstände bei gewöhnlichen Schiffen. 

Bezüglich der Hautreibung der Luftschiffe ist man mangels geeigneter Ver

suchsunterlagen gegenwärtig noch auf Schätzungen angewiesen, doch wer

den unmittelbare Messungen des Schraubenschubs der Luftschiffe bald Klar

heit über den Gesamtwiderstand verbreiten. Allerdings wird auch dann hoch 

insofern eine Unsicherheit bestehen bleiben, als es fraglich ist, ob eine Ab

trennung des Formwiderstandes in der oben beschriebenen Weise berechtigt 

ist, und ob die Übertragung des aus Druckmessungen am Modell errechneten 

Formwiderstandes auf die große Ausführung mittels des allgemeinen Newton

sehen Ahnlichkeitsgcsetzes nicht erhebliche Abweichungen gegenüber de1 

Wirklichkeit mit sich bringt. Das gleiche gilt für die U-Boote. 

Die Erklärung dafür, daß bei den überwasserschiffen das Frondesehe 

V erfahren zu praktisch so befriedigenden Ergebnissen führt, ist im wesent

lichen dm·in zu erblicken, daß bei ihnen der vV ellenwiderstand fast den ge

samten Formwiderstand ausmacht und zugleich eine Behandlung nach den 

Lehren mechanischer Ahnlichkcit in einfacher Weise zuläßt. 

Sehr beachtenswert erscheint die aus Göttinger und Eiffelschen V er

,;uchen hervorgehende 'Tatsache, daß die Gleichung zur Berechnung des Ge

samtwiderstandes mit wachsender Geschwindigkeit eine beständigere, einer 

Grenze sich immer mehr nähernde Form erhält. Man darf es also wohl als 

Regel ansehen, daß bei größere~ Geschwindigkeiten der Luft- und Unter

wasserschiffe die mechanische Ahnlichkeit im praktischen Sinne eine voll

kommenere wird. 

über Drähte, Stangen und andere Körper, die strömenden Flüssig

keiten - Wasser oder Luft - ausgesetzt werden, liegen ebenfalls aus der 

genannten Versuchsanstalt Mitteilungen vor, die erkennen lassen, daß bei 

!enen Strömungen eine Reynoldssche Ähnlichkeit als Folge der Zähigkeit 

der verwenc1eten Flüssigkeiten vorliegt. 

48. A h n li c h k e i t s b e z i eh u n g e n b e i f o r m g 1 e i c b e n 

Dampfturbinenrädern. (Anwendung 16.) Stodola*) ver

gleicht zwei in allen Teilen geometrisch ähnliche Scheibenräder beliebiger 

*) Stodola, Die Dampfturbinen, 4. Auf!. 1910 S. 261. 
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l''orm, wie sie vornehmlich bei Dampfturbinen vorkommen. Der Stoff ist der 

gleiche. Gefragt wird: Unter welchen Umständen werden die Umlaufs

bewegungen mechanisch ähnlich? - Als physikalische Kräfte kommen 

allein die elastischen Kräfte Hookescher Art in Betracht; denn die Zentrifugal

kräfte sind nur die der Massenbeschleunigung entsprechenden Trägheits

kräfte. Es muß also das Cauchysche Modellgesetz erfüllt sein, d. h. es gelten 

die Gleichungen des Abschnitts 28 in der Form: -r = l oder T : t = L : 1 oder 

V= v: in Worten: Die Umlaufszeiten müssen sich wie die Durchmesser, die 

Umlaufszahlen also umgekehrt wie diese verhalten; oder: die Umfangs

geschwindigkeiten müssen gleich sein. Nach Abschnitt 28, Absatz h. sind 

die Spannungen in entsprechenden Punkten ebenfalls gleich groß. 

Eine Erweiterung dieser Ähnlichkeitssätze auf formähnliche Scheiben· 

räder wird im Teil IV, Abschnitt 58, gegeben. 

49. N o r man d s c h e A h n l i c h k e i t b e i Re i h e n - D a m p f -

maschinen verschiedener Größe unter Voraus

setzung gleicher Festigkeit. (Anwendung 17.) Nor

mand*) hat im Jahre 1894 eine Reihe von Sätzen über geometrisch ähnliche, 

aus gleichen Stoffen erbaute Kolbendampfmaschinen aufgestellt, die vom 

Standpunkte der Ähnlichkeitsmechanik aus als eine Anwendung des Cauchy

schen Modellgesetzes erscheinen. Seine Frnge: Unter welchen Umständen 

arbeiten diese Reihenmaschinen auch mechanisch ähnlich? können wir sofort 

in folgender Weise beantworten. Wenn - bei Außcrachtlassung des Ein

flusses der Schwerkräfte und etwaiger störender Nebenerscheinungen- außCI 

flen Dampfkräften allein die inneren Spannkräfte Hookcscher Art, kurz 

clat:.tischc Kräfte genannt, auf die Bewegungsvorgänge beschleunigend ein

wirken, so kommt das Cauchysche Modellgesetz in Betracht, wenn dafür 

gesorgt wird, daß die Dampfkräfte denselben Kräftemaßstab x erhalten wie 

die elastischen Kräfte. Nach Gl. 80 c ist für letztere: x = l 2• Mithin müssen 

die Dampfkräfte D und d 
D PF . 

ebenfalls x = · d- = p-( = 1.2 ergeben, woraus her-

vorgeht, daß die mittleren Darnpfspannungen P und p gleich groß sein müssen. 

Dies Ergebnis ist in Übereinstimmung damit, daß bei Cauchyscher Ähnlich· 

keit entsprechende Spannungen den gleichen Wert haben. x = .1.. 2 gilt auch 

für innere epannkräfte, die mit vernachläss!gbar kleinen Formänderungen 

verbunden sind, sofern nur die Bedingung gleicher Spannung beibehalten 

wird, und aus dieser Forderung ist bei Normand die Gleichung "= .l. 2 ent-

•) Jauch et Masmejean, Cours de macbinea marines, 2. Teil Paris-Tonion 1910 S. 570. 
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standen. Wegen dieser Obereinstimmung in den Ähnlichkeitsbeziehungen 

kann auch der Normandsche Fall nach den Cauchyschen Modellgesetzen be

handelt werden; allerdings läßt N. die beschleunigenden Schwerkräfte außer 

Ansatz. 

Die Cauchyschen Modellgesetze lauten nach Abschnitt 28, Absatz h, 

oder nach den Gleichungen 80: T = l oder T : t = L : l sowie V= v, und 

B : b = 1/L : 1/l, das heißt in Worten: Die Umlaufzeiten dieser Reihen

Dampfmaschinen stehen in geradem V crhältnis der linearen Abmessungen 

oder die Umlaufszahlen im umgekehrten Verhältnis derselben. Weiter gilt 

für entsprechende Leistungen: E : e = K V : k v = l 2, für die auf eine Pferde

stärke bezogenen Maschinengewichte Q, und q,: Q,: q, = G/E: gje = l 3/l2 = l 
und für entsprechende Massenbeschleunigungskräfte: Mb: m b =-<3 .1/i. c: A',j 

in Übereinstimmung mit dem Verhältnis der übrigen Kräfte. 

Da alle Konstruktionsglieder geometrisch ähnlich durchgebildet wer

den, so gilt auch für etwaige aus den elastischen Kräften entspringende 

Störungsbewegungen, wie z. B. für Biegungs- oder Torsionsschwingungen 

usw., das Cauchysche Modellgesetz: T: t = L: 1. 

\Veitere Einzelheiten und Angaben über die praktische Durchführung 

dieser Ähnlichkeitsbeziehungen bei geometrisch ähnlichen Reihen-Dampf

maschinen sind in der genannten Quelle zu finden. 

50. S t. r c n g e m e c h a n i s c h e Ä h n l i c h k e i t b e i g l e i c h -

zeitigem Wirkenzweier Kräfte, erläutert an dem Bei

spie l ein es üb er c in e B r ü c k e f a h r e n den Z u g es. (An -

wend u n g 18.) Houth stellt in seiner Dynamik der Systeme starrer Kör

per, deutsch vo11 Schepp, ßd. I, S. 330, die Aufgabe, die Bewegungen einer 

über eine Brücke fahrenden Lokomotive mittels eines Modells nachzuahmen 

und die Fahrtgeschwindigkeit für das :Modell anzugeben. Wenn dem Bei

spiel zunächst auch nur akademische Bedeutung zukommt, so ist der dabei 

einzuschlagende Weg doch vorbildlich für verwandte Fälle mechanischer 

Ähnlichkeit, und das Beispiel soll daher kurz erörtert werden. 

Allerdings wollen wir hier nicht das von Routh mit Zahlen näher um

schriebene Einzelbeispiel besprechen, sondern die Frage rein formell vom 

Standpunkt strenger mechanischer Ähnlichkeit untersuchen. 

Wir denken uns von der eisernen Brücke ein geometrisch. ähnliches 

Modell aus einem andern Stoff, z. B. aus Aluminium im Maßstab 1 : .t her

gestellt und von einer ebenfalls aus Aluminium gefertigten Modellokomotive 

befahren. Die Brücken seien einfache prismatische Balkenträger. Da die 
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Schwere zweifellos an den lotrechten Beschleunigungen der Lokomotive und 

der Träger beteiligt ist, so ist das Frondesehe Modellgesetz des Abschnitts 22: 

1 : Vf oder Vfv = VI' und 

. . . . . . (a) 

zu beachten. Dann aber steht der Vorgang auch unter den elastischen, das 

Hookesche Gesetz befolgenden Kräften der Träger: Es kommt daher gleich· 

zeitig auch das Cauchysche Gesetz des Abschnitts 2R a und c: , · Ä Yi) oder 

V:. v V<:> und 
E 

ll =--1.1 . 
e 

in Betracht, worin (v) =EJ(f!), vc=el€! die dynamischen Elastizitätsmaße 

und E, e die Elastizitätsmoduln der beiden Stoffe der Träger sind. Aus (a) 

und (b) folgt Jll ;.a = ~ l 2 oder: 
r e 

J.. = J~)_ = _E (f!) = E/(r) cc: -~'e . 
v e'e elr (;)r · · · · · · · · 

Aus Ul. (c) ziehen wir den Schluß: Bei gleichzeitiger Wirkung von Schwere 

und elastischen Kräften ist der Längenmaßstab A. nicht frei wählbar, son· 

dern aus den Eigenschaften der benutzten Stoffe zu berechnen. Bei Ver· 

wendung gleichen Stoffes ist ~ = 1; d. h. es gibt kein geometrisch ähnliches 

Modell, das zugleich auch mechanisch ähnlich arbeiten würde. 

Für das Eisen der Brücke ist E = 2 050 000 kg/cm2 = 2050.107 kgjm1 und 

(y J = 7850 kg/m1, für das Aluminium des Modellträgers ist: e = 683 000 

kg/cm2 = 683.107 kg/m2 und r = 2560 kg/m8• Daraus ergibt sich ~- = 3 nnrl e 

ebenso (r) = 3. Aus Gl. c finden wir zu unserer Überraschung infolge zu-
r 

fälliger, durch die Stoffwahl begründeter Umstände auch hier wieder l = 1, 

d. h. das Aluminiummodell wäre in allen Teilen gerade so groß wie die 

Brücke selbst auszuführen. Eine andere Aluminiumsorte würde nahezu 1 

ergeben, und bei Verwendung eines gänzlich andern Modellstoffes würde sieb 

für l vielleicht ein Verhältnis ertwingen lassen, das in der Nähe von 2 liegt. 

Als eine brauchbare Lösung der Aufgabe könnte aber auch dies nicht an

gesehen werden. 

Ein ganz anderer Weg der Modellmechanik führt jedoch ans Ziel, und 

dieser Weg ist auch bei Stellung der Aufgabe von Routb angedeutet worden, 

insofern dort gar nicht eine strenge mechanisch ähnliche Nachbildung an

gestrebt, sondern ein Modellverfahren beschritten wird, das wir im Teil IV 
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bei Besprechung der "unvollständigen" mechanischen Ahnlichkeit kennen 

lernen werden. Dort wird die Aufgabe dann im Abschnitt 57 auch wirklich 

gelöst und zwar nicht etwa nach einem Näherungsverfahren, sondern streng, 

~llerdings nicht mit den Hilfsmitteln der vollkommenen, sondern eben mit 

drnen .,unvollständigrr" mechanischer Ähnlichkeit, deren allgemeine Grund

züge im Abschnitt 21 schon besprochen wurden. Dort wird auch auf einen 

weiteren Fall hingewiesen, in welchem die Schwere zugleich mit elastischen 

Kräften wirkt, nämlich anf die Vorgänge in Förrlerseilen. 

51. ~~ P eh a n i s c h e Ä h n 1 i c h k c i t im Strömungs f e l d e 

reib u n g s freier F 1 ü s s i g k e i t e n. (Anwendung 19.) In 

diesem Abschnitt wird YorausgesetzL daß eine reibungsfreie, unzusammeu

•lrückbare Flüssigkeit ein Hindernis beliebiger Form, z. B. einen ellipsoidisch 

llder flUgeiförmig gestalteten Körper umströme. Weiter sei die Flüssigkeit 

nach allen Richtungen als unendlich ausgedehnt zu denken, so daß also 

Wellen an der Flüssigkeitsoberfläche nicht in Frage kommen. Auch Holll

raumbildung soll ausgeschlossen sein. Die hierdurch bestimmten Strömungen 

können in wirklichen Flüssigkeiten nicht auftreten. Der Fall wird aber 

häufig zum Vergleich herangezogen tmd findet auch als mathematisches 

<ileiehnis bei anderen physikalischen Vorgängen Anwendung. 

Gefragt wird danach, welche Ähnlichkeitsbeziehungen bestehen, wenn 

>'-Wei verschiedene Flüssigkeiten mit verschi~denen Geschwindigkeiten geo

metrisch ähnliche Körper umfließen. Wir stellen uns wieder einen Haupt

und einen Modellvorgang unter Beibehaltung der üblichen Bezeichnungen vor 

und setzen voraus, daß auch an den Grenzen, also hier in weiter Ferne, 

mechanisclw Ähnlichkeit besteht: z. B. mögen die beiden Flüssigkeiten im 

Unendlichen geradlinige und gleichförmige Verschiebungsbewegungen mit den 

entsprechenden Geschwindigkeiten V und v ausführen. 

Als Kräfte kommen nur die Massenbeschleunigungskräfte MB mul 

111 b sowie die Druckkräfte D = P F und d = p f in Betracht. Letztere haben 

nach Abschnitt 11 keinen Einfluß auf die Form der Ähnlichkeitsbetiehun

gen. Wegen des Fehlens einer physikalischen Kraft im Sinne des eben 

genannten Abschnitts besteht hier kein besonderes Modellgesetz, und es kann 

daher nicht nut frei über deh Längenmaßstab ). , sondern - mangels einer 

zweiten Gleichung für den Kräftemaßstab ~e - auch frei übet den Zeit

maßstab t verfügt werden. AUs der Trägheit der Masaen folgt als einzige 

Ahnlichkeitsbeziehung für die Kräfte: 
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x-- MB ___ ~ql.).al 
- m b - fl ... 2 

'Jder, da die auf entsprechende, beliebig abgegrenzte Flächenteile wirkenden 

Druckkräfte D und d ebenfalls im Verhältnis x stehen müssen, auch: 

__ D _ P F _ (e) F V2 
" - <f - -pr- - -e-r --v2· · · · · · · · · · · . • (it) 

~ämtliche in den Vorgang einspielenden Kräfte oder entsprechende Teilkräfte 

hefolgen daher das Newtonsehe allgemeine Ähnlichkeitsgesetz: 

K ::= a (e) F V1 I 
k=aqfvt I'········· th) 

worin a für !e zwei entsprechende Kräfte dieselbe m1benannte Zahl ist. 

Aus Gl. a folgt das Verhältnis entsprechender Drücke auf die Flächen

··inheit ZU: 
P : p = (q) Vl : (1 V~ , . . . . • . . . . • • (CI 

.. inc Gleichung, die auch in den Formen geschrieben werden kann: 

P=a(q)V2 und p=aqv2 (d) 

P=alf~;~ und p=a~~~ .......... (CJ 

·•der wenn die entsprechemlen Druckhöhen H = P/(r) und h = hl r eingeführt 

werden: 
v~ v2 

H =a 2g und h::...:a 2g.. . ...... (fl 

Gleichbedeutend mit der freien Verfügbarkelt über A. und ~ ist die be

liebige Wahl des Geschwindigkeitsverhältnisses V/v=i.fc. V und v können 

frei gewählt werden, ohne daß in diesem Idealfalle die mechanische Ähnlich

keit der Strömungsvorgänge um das geometrisch ähnliche Hindernis beein

trächtigt wird. Bei beliebiger anderer Wahl der Strömungsgeschwindig

keiten bleibt das Stro11llinienfeld um ein und daP.selbe Hindernis also kon

~ruent erhalten. 

Ftir technische Anwendungen kommen diese Ergebnisse auch nicht 

~mgenähert in Betracht, da die tnatheinatische Behandlung Gesamtwiderstände 

W = 0 und w = 0 ergibt: Das Auftreten von Reibungskräften im Innern und 

an den Grenzfiächen ist die Ursache dafür, daß bei wirklichen Flüssigkeiten 

sowohl der Strömungsverlauf wie die Kräfte gänzlich andere Gesetze als diP. 

hier erörterten befolgen (vgl. Abschnitte 47 und 52). 

52. D a s N e w t o n s c h e a 11 g e m e i n e Ä h n li c h k e it s -

~esetz bei formgleichen Antrieb-sschrauben nnd 

flügelartig gekrümmten Flächen (Anwendung 20). Die 
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hier zu betrachtenden Schrauben oder Flügel seien in ihrer Flüssigkeit. 

Wasser oder Luft, vollständig ein,getaucht. Eine Erzeugung von Schwer,·

wellen, z. B. bei Schrauben, die nahe der Wasseroberfläche arbeiten, ist eilt

weder zu verhindern, da sie mehr oder weniger zu einer Bindung an u;1,.: 

Froudesche Modellgesetz Anlaß geben würde, oder darf nur in sehr g8rin~

fügigem Maße vorliegen. Schwerewirkungen sollen also ausgeschlossen sei:'· 

Dem V ergleiehe zugrundegelegt werden zwei geometrisch ähnliche, also forlll

gleiche Schrauben oder Tragflügel, die sich in zwei verschiedenen Fliis";il!

keiten bewegen. Für den Hauptvorgang gelten im folgenden wieder die großl'li 

und eingeklammerten Buchstaben, für den Modellvorgang rlie kleineiL Da

Verhältnis entsprechender linearer Abmessungen wird durc·h den Liingm~

maßstab ~ festgelegt. 

Zur Beurteilung von Ähnlichkeitsbeziehungen kommen dieselben Kräfr.· 

iu Frage wie in Abschnitt 47 bei der Behandlung der Luft- und Unterwassf'r· 

,.;chiffe, also innere Flüssigkeitsreibung, Oberflächenreibung, Wirbelwider· 

slände und wie immer bei Massenbeschleunigungsvorgängen die Trägheit,.· 

kräfte M R und m b. Vollkommene mechanische Ähnlichkeit würde mit Rück· 

sieht auf die Zii.higkeitserscheinungen die Einhaltung des Reynoldsschen Gr

,;etzes bei den Modellversuchen erfordern. Man müßte also nach Abschnitt 2•> 

d.ie Geschwindigkeiten ues 11Iodells nach der GI.: vd/ v = VDf(v) = 11! = unver

änderliche Reynoldssche Zahl bemessen, worin z. B. bei Schrauben D und 1l 

die beiden Durchmesser sind. Doch liegen die Verhältnisse hier wesentlich 

anders als bei Luft- und Unterwasserschiffen und die Praxis ist berechtigt. 

von der Erfüllung des Reynoldsschen Modellgesetzes aus rlen im folgenden 

angegebenen Gründen abzusehen: 

Die Form der beiden genannten Schiffsarten wird im wesentlichen hP

stimmt durch das Bestreben, den Fahrtwiderstand klein zu halten; überall 

ist der Wunsch maßgebend, Beschleunigungen der Flii~sigkeitsmassen in dnr 

Fahrtrichtung nach Möglichkeit zu verhindern. 

Anders bei Schrauben und Flügeln; Bei Schrauben will man möglichst 

große Kräfte in Richtung der Achse erzeugen und muß daher die Flüssigkeits

massen in der entgegengesetzten Richtung in hohem Maße beschleunigen. 

Auch die Tragflügel sollen die Luftmassen beschleunigen, aber die Beschleu

nigungen müssen hier lotrecht nach unten erfolgen zwecks Erzielung großer 

Auftriebskräfte. 

1. S c h r a u b e n : ·Besonders bei den Schrauben., die hier zunächst 

allein weiter verfolgt werden sollen, kommen verhältnismäßig sehr große Be-
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schleunigungslo·äfte in Betracht. Sie überragen die ·inneren und äußeren 

Reibungskräfte so weit, daß letztere in "ielen Fällen vom Standpunkte mecha

nischer Ähnlichkeit aus als geringfügig bezeichnet werden können. WeitPr 

wirkt bei Schrauben noch ein anderer Umstand äuHerst günstig auf die Ahn

lichkeitsbeziehungen ein. Aus den bisherigen Versuchsergebnissen ist zu 

•<:hließen, daß die auf der Minderdruck- oder Saugseite und an der Austritt~

kante geometrisch ähnlicher Schrauben sich u bspielenden Vorgänge bei den 

großen relativen Strömungsgeschwindigkeiten entweder ein so gut wie un

Yeränderliches Gefüge haben oder doch wenigstens - im Verein mit den am 

Kopf auftretenden Kräften oder sonstigen Normaldrücken - einen Form

widerstand ergeben, der das allgemeine Newtonsehe Ähnlichkeitsgesetz 

K = u (p) FV2 und k = rt '! fv 2 für den Haupt- und Modellvorgang praktisch 

gut befriedigt. In welcher Weise die Vorgänge auf der Saugseite verlaufen. 

ist für Schrauben experimentell noch nicht festgestellt. Es ist möglich, daß 

die Ablösung der Strömung von der Wandung im Sinne der Prandtlschen 

Grenzschichtentheorie (vgl. Abschnitt 47) bei clen hohen Geschwindigkeiten 

,.;chon sehr nahe tl•·1· Einheits~telle be~~:innt und so auf der Snugseite Anlnß 

zur· Ausbildung einer Wirhelzone gibt. Man hätte eR dann nicht nur mit 

Heck- oder Austrittswirbeln zu tun. 

Zusammenfassend ka111t man sugcn: DiP \'Oll dt>n AntriPh;;:-whraubPn 

auf die Flüssigkeit ausgeübten Kräfte hcstehen in weit iihcrwiegendem MaLlt• 

aus normal zur Oberfläche Hteheuden Druckkräften. !lerru Wfrkung auf diP 

l<'IUssigkeit sich in Erteilnng von Beschleunigungen äußert. Die Beschleuni· 

gungen sinrl zum großen Teile achsial riickwiirts gerichtet uml dn.her dem 

IJcabsichtigten Zwecke förderlich, zum kleinen Teile sind sie peripherisch 

lind radial und beeinträchtigen dann den Wirkungsgrnd der Schrn.ube. AIIP 

diese Massenbeschleunigungskräfto befolgen das allgemeine Newtonsehe Ähn

lichkeitsgesetz praktisch in weiten Grenzen, und man braucht somit wegen 

des überragenden Vorherrschans dieser Trägheitserscheinungen bei 

Schraubenähnlichkeitsversuchen kein besonderes Modellgesetz zn beachten. 

Uaher kann der Lärigemnaßstab l und der Zeitmaßstab 1 oder, was auf dn~

selbe hinauskommt, das V erhältnie entsprechender Geschwindigkeiten, frPi 

gewählt werden, ohne daß die mechanische Ähnlichkeit der Strömungen 

nennenswert gestört wird. 

Natürlich ist darauf zu achten, daß alle Paa.re entsprechender Geschwin

digkeiten denselben Wert ergeben. Bezeichnet man die Fahrtgeschwindigk<'if 

tit>r· beiden formgleicl1en Schrauben mit V und v, ihre größten Umfang!'-
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geschwindigkeitenmit U und u, so muß1 wenn die f:)trömungsvorgänge mecha-

nisch ähnlich verlaufen sollen, V/v = Uju oder V/U = vju-:;::: einer unveränder

lichen Zahl == x sein. In der neueren Ähnlichkeitsmechanik wird dü' 

Zahl x die "Fahrtsteigung" der Schraube genan~t und mit ). bezeichnet, docJ: 

wird l bei uns hier schon für den Längenmaßstab gebraucht. Die überPill

stirnmung der Fahrtsteigung x wird bei formgleichen Schrauben als das e111 

scheidende Merkmal mechanischer Ähnlichkeit angesehen, eine Folgerun~, 

die auch so ausgesprochen werden kann: Formgleiche Schrauben arbeite,. 

bei gleicher Fahrtsteigung z in beliebigen Flüssigkeiten vom praktischPI~. 

Standpunkt der Technik aus auch mechanisch ähnlich, sofern die allgemeine•: 

Voraussetzungen der Ähnlichkeitsmechanik erfüllt sind; die Größe der (-h· 

schwi:nd_igkeit kann beliebig gewählt werden. 

Aus obigen Betru.chtuugen geht hervor, daß auch fiir die Schuhkräfte :-" 

und s der Hauptansführung und tim; Modells das Newtonsehe .1\:hn\ichkeit;;

gesotr. 

S.cca(e)l!'V! 

s-=aefv~ 
a. 

gilt, worin die Kennziffern a untl 6 hei gleicher FahrtstRigung unveränrlet·

lichP Zahlen ~ind. 

Für einen anderen Wert der Fahrtsteigung x erhält man auch eineh 

audern Wert der Kenuziffer a; a ist also abhängig von l· Von diesem Stand

punkte aus ergibt sich wieder eiue sehr ühersiclltliche und bequeme dimen

sionslose Darstellung ;;ämtlicher Schuhkräfte formgleicher Schrauben, indcJJI 

man die Funktion a ---' l!' (x.l als Eigenschaftskurve der Schubkräfte in einem 

rechtwinkligen Achsenkreuz aufträgt. Ist die mechanische Ähnlichkeit dm 

Strömungsvorgänge bei formgleichen Schrauben im Sinne dieser Untersuchnu

gen tatsächlich erfüllt, so zeigt sich dies darin, daß für alle geometrisch älm · 

liehen Schrauben und für beliebige Flüssigkeiten Rämtliche Wertepaare X· rr: 

nur eine einzige Eigenschaftskurve ergeben. Alle weiteren Einzelheiten über 

die dimensionslose Darstellung und die praktische Handhabung des Modell

verfahrens für Schrauben sind sinngemäß aus Abschnitt 24 zu entnehmen-

Die Gültigkeit der Gln. a für Schrauheu i~t eine notwendige Folge d(~t 

Voraussetzung mechanischer Ähnlichkeit. Daß die Kennziffer a nur in 

ganz geringem Maße von der Reynoldsschen Zahl rp, praktisch also so gut 

wie ausschließlich von der Fahrtsteigung x abhängt, beweist, da,ß die Zäbig· 

keit auf die Ähnlichkeitsbe?.iehungen nur von untergeordneter Bedeutung ist. 
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Damit sollnicht gesagt sein, daß die Zähigkeit überhaupt keinen Einfluß hat. 
Nein, die Flüssigkeitsreibung ist so wesentlich an dem ganzen Vorgang be
teiligt, daß ihr Fehlen auf eine Schubkraft vom Betrage ~ull führen mUßte. 

Die Gin. a, gültig für zwei entsprechende Schubkräfte formgleicher 
Schrauben, lassen nach der erweiterten Maßstabregel (Abschnitt U) oh11t· 
-Zuhilfenahme irgendwelcher Voraussetzungen folgende Cmformungen w: 

oder 

I) der 

oder 

S = cl (~) D• T-2 \ 

s = a' e ct4 t-~ I 

S = a' (q) D4 Nt 
s = a' qd• n2 

S =a11 (q)l!'VJ~ 

s=a"qfv12 

~::..: a'"(q) FV2 (V2 -- V1 • 
s = «" e fv~ (v2 ·-- v,) 

h) 

. . . . . . ·c) 

d) 

Hierin sind a', cl', cl" drei unbenannte Zahlen, die bei gleicher .Fahrtsteigung r. 
je in den beiden Gleichungen denselben Wert haben; T, t sind ent:3prechend.
Zeiten, N, n entsprechende Umlaufszahlen, V1, V1 und \',. ,., je r.wei ent
!-lprechende, im übrigen ganz beliebige Geschwindigkeiten tler Hauptausflih
l'Ung und des Modells. Natürlich sagen alle fünf GIPidmug,-paar(\ a-e dn;;
Relbe aus, so daß man sich ttuf eine Form, z. B. a. bcsehrünkP-n kann. 

Bei Darstellung der Modellver;;nche wil·d leider a 1.- 1 ll'dinatP uil·lll 

immer eine dimensionslose Größe, wie z. B. a · t~ 2 • aufgt~tr·1tgen. Dul'! i~l e v 
sehr zu bedauern, da alsdann beim Vergleichen von SchrauhenergcbnisR1m 
verschiedener Beobachter erst langwierige Umrechnungen erforderlich wer
den. Die von Gümbel•) aUBgesprochene Forderung, soweit angängig alle Vet·
suchsunterlagen dimensionslos darzustellen, sollte allgemein behet·zigt werden. 

Offenbar ist aus der Aussage, daß formgleiche Schrauben das allg~
meine Newtonsehe Ähnlichkeitsgesetz der Gin. a befriedigen. in t~herein
stimmung mit den Darlegungen des Abschnitts 51 die Folgerung zu r-ieh('ll: 
Ein Körper von der Form eines Schraubenflügels werde einem kräftigen 
Flüs~igkßitastrom ausgesetzt, dessen Richtung - in unendlicher Ferne 
vom Flügel - einen verhältnismäßig kleinen Anströmwinkel g(>gen die 

•) Vgl. dio Anmerkung im Aheclmltt ~-
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Wölbungssehne hat. Ändert man die Größe der Zuflußgeschwindigkeit 

unter Beibehaltung ihrer Richtung, so bleibt das Stromlinienfeld im wesent

lichen das gleiche und der Widerstand ändert sich bis auf geringfügige 

Abweichungen nach dem rein quadratischen Widerstandsgesetz. 

Für die technischen Anwendungen genügt es bei Schrauben, außer der 

Eigenschaftskurve der Schubkräfte noch diejenige der Gesamtleistungen 

(Leistungsaufnahmen) E und e, gemessen in kg mfsk, zu kennen. Man er

hält für diese auf Grund ähnlicher Überlegungen wie für die Schubkräfte bei 

gleicher Fahrtsteigung r.: 

E = E (e) F v~ 1 
I. . . . . . . . . . . . . . . . (f, 

e = f (l fv3 

oder 

}<~ = E1 ((!) D1 N3 } ' • 

e = t! e d5 ns 
(g• 

worin ~' und ~' ..:wei unbenannte Kennziffern sind. Aus Modellversuchen 

ist E mittels der Gl. f = - 1~- .. 1 zu b~rechnen und als Funktion von x als 
(! (an 

zweite für alle formgleichen Schrauben geltende Eigenschaftskurve darzu-

stellen. Als zweite Eigenschaftskurve wird häufig an Stf~lle derjenigen der 

Leistungen eine solche der Drehmomente gewählt. 

Der \Vil·kungsgrad heref'hnet skh. wenn Y und " dh~ Fahrtge~chwin

digkeiten si'nd, :w 

SV SV (t 

'I .. c E -"" e ccc f 

und kann ebenfalls als Funktion von x .aufgetragen werden. 

Es sei hier ausdrücklich uoch einmal darauf hingewiesen, daß mecha

nische Ähnlichkeit nur dann bestehen kann, wenn nicht Nebenerscheinungen 

die Vorgänge stören. Als störende Ursachen kommen bei Schrauben in 

Betracht: Ungleichförmigkeit der Strömung, Ungleichheit der Durchwirllelung. 

Verstöße gegen die geometrische Ähnlichkeit an den Begrenzungswänden 

des Flüssigkeitsstroms, Schwerewellen,. Zähigkeit, Oberflächenreibung, Hohl" 

raumbildung, Zusammendrückbarkeit der Flüssigkeit, elastische Formände

rungen und Schwingungen der Schraubenflügel. 

Zur scha-rfen Hervorkehrung des übereinstimmenden und des Unter

schiedlichen seien hier kurz die Froudesche, die Reynoldssche und die 

Schraubenähnlichkeit einander gegeniiberge;;tellt: 
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a) D i e F r o u d e s c h e Ä h n 1 i c h k e i t besteht bei alleinigem 

Wirken der Schwere. Es gilt hier k = a I! fv2, worin die Kennziffer a nur von 

der Frondesehen Zahl(/' = v 2 g 1 abhängt, also a = F (v2/g I) ist. 

b) D i e R e y n o l d s s c h e Ä h n I i c h k e i t besteht bei alleinigem 

Wirken der inneren Flüssigkeitsreibung. Es gilt hier k : a I! t'v2, worin die 

Kennziffer a nm ron llPr ReynoldsschPn Zahl t/J = v I''' :t 1l'lltc.;"i:, al~o a : 

F (v liv) ist. 

c) Die Schraubenähnlichkeit entspricht nur der allgemei· 

nen Newtonsehen Ähnlichkeit und besteht unabhängig von der Größe der Ge· 

schwindigkeit. Es gilt hier k = a I! f v2, worin die Kennziffer a nm von ckr 

Fnhrtsteigung, d. i. der Zahl x = v/u abhängt, also a - F(,·fu) ist. 

Cf· tf', x sind reine Zahlen, also unabhängig davon. h1 wclclwn Mnßt-il 

Li1ngen, Zeiten und Kräfte gemessen werden. 

Die Schraubenähnlichkeit wird von einem nnderen Standpunkte aus 

JJoch einmal im Teil IV Abschnitt 59 behandelt. 

2. 'I' r a g f 1 ü g e 1 : Bei Tragflügeln liegen die VerhältnisS"e etwas 

aJt<lers: Erstens weichen ihre Profile von denen der Schrauben ab und zwPi

tens sind die relativen Stromgeschwindigkeiten und damit die Ohcrfliiehen

drücko kleiner. Dennoch zeigen die Göttinger und Eiffclschcn V crslH·lw. dall 

auch hier in ziemlich weiten Grenzen das allgemeine Newtonselw \ 1llllich· 

kl'itsgcsetz mit genügender, praktisch gut verwertbarer Auniiherung benutzt 

wt·nlen kann. Einzelheiten üher die hierbei beobachtete ;\1111\i('hkl'it d<'l' 

v ..• ·g-iinge findPt man in der im Absf·hnitt 4~ genannten ,\hhandlun~ Bat!crs. 

1 V. :Fäll~ unvollständiger mechanischer Ähnlichkeit. 

1">3. Erklär n n g der "u n v o 11 ständigen" m e c l1 an i s c h e n 

A h n l ich k e i t. ln den bisherigen Anwendungen war stets vollkommene 

mechanische 1\hnlichkeit vorausgesetzt worden. Es gibt jedoch auch zahl

reiche Fälle unvollständiger mechanischer Ähnlichkeit, in denen absichtlich die 

Bedingung geometrischer Ähnlichkeit von Hauptausführung und Modell nicht 

in allen Teilen gewahrt ist, bei denen es aber dennoch gelingt, aus einem Modell'

vcrsuche alles das in voller Strenge abzulesen, was man zu wissen wünscht. 

Jw Abschnitt 21 hahen wir einen solchen Fall unvollständiger Ähnlichkeit 
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~u dem Beispiel "Verdrehuugsschwingungen einer an einem elastischen Stair 

befestigten Masse" erläutert. Wir verweisen hier ausdrücklich auf das dort, 

ausgesprochene Grundsätzliche und werden jetzt in den nachstehenden Ah

schnitten noch einige weitere Anwendungen aus dem Gebiete .. unvollstiin

diger", aber dennoch nicht unvollkommener Ähnlichkeit behandeln. Grumt

bedingung bei den folgenden Beispielen ist immer, daß die Differential

gleichungen des Modellvorgangs sich mit denen des Hauptvorgangs zur 'Ober

einstimmung bringen lassen, oder - bei Weiterbefolgung des Yon uns ein

geschlagenen Verfahrens - daß der durch die Bartrandsehe Bedingungr<

gleichung x = p 'J.fr;2 gegebene Kräftemaßstab " den gleichen Wert hat wie de1 

aus den jeweils wirkenden physikalischen Kräften sich ergehend(' ( Ah8ehnitt;· 

7 und 11). 

54. Ä h n l i c h k e i t s f o 1 g e r u n g e n f ii r d i e Q u e r s c h w i n -

gungen gespannter Saiten. (Anwendung 21.) Diese.~ 

Beispiel werde zuerst behandelt. da es besonders einfach ist. Die !::iaite der 

Hauptausführung sei durch die Kraft K, die des Modells durch k gespannL 

Der Kräftemaßstab ist K/k :::: "· L und l seien die Längen, M und m rli•; 

Gesamtmassen; ihr Verhältnis sei 'M/m = II'· Stoff und Dicke der Saiten hei

der Ausführungen seien ganz beliebig aber homogen. Die Mittelpunkte dil! 

einzelnen hin- und herschwingenden Massenteilchen sollen sich vollkomnHH· 

mechanisch ähnlich bewegen. Am:. dem Vergleich dei' Trägheit~kriift•c 

ergibt sich: 

.MB ). M A. 
X :- m-b = P· ~~ cc.·· m -7:~ • .......... · a.; 

Als physikalische Kraft tritt an den einzelnen Teilchen eine aus den Spauu

kräften K und k zu bestimmende quergerichtete Mittelkraft F K und ~> k auf. 

so daß als zweite Gleichung fiir x nur 

sK K 
x=-;j{-::::1{ 

ill Betracht kommt. Aus (a) und (b) folgt 

K M 1 
y-ffi,2. 

Mithin wird der Zeitmaßstab t : 

• • . 'b} 

J = vl! -~ = vr:-4: . ' ' ' ' . . . . , (c) 
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das Modellgesetz für entsprechende Zeiteu lautet also: 

....•.... r'd'. 

und das für Pntspt·echenrle Schwingungszahlen: 

. . . . . • . . . . ~e) 

d. h. in Worten: Die Schwiuguugszahlen von Saiten verhalten sich wie die 

\Vurzeln aus den Spannkräften und um~ekehrt wie die Wurzeln aus rlen 

Längen und den Massen. 

Fiir entsprrchende Geschwindigkeiten folgt: 

worm (a). r; die Spannungen und ((!), I! die Dichten tler beiden Saiten sintl. 

55. E r m i t t l u n g d e r k r i t i s c h e n · D r e h z a h l e n h e i 

VerdrehungsRchwingungeu \·on Wellen aus Modell

v er s u c h e n. ( A n w e n d u n g 22.) Y or Behandlung des allgemehwn 

l•'alles einer mit beliebigen Massen besetzten Welle sollen für den einfachen 

eingespannten, eine Endmasse tragenden zylindrischen Stab die Differentinl

~leichungen der Verdrehungsschwingungen der Hauptausführung und der

Modells einander gegenübergestellt werden. Sie lauten, wenn für erstere 

wieder die großen Buchstaben und für das Modell die kleinen benutzt werden 

und die Massen des Stabes vernachlässigt werden können: 

d2!p 
.J (f'i::i- + C rp = o . . . . . . . . . . . . . 'a; 

. d2 rp 
l lfti + c 'I' = o. . . . . . . . . . . . . (b) 

worin rp die für beide Vorgänge gleichen Verdrehungswinkel, J, i die Träg

heitsmomente der beiden Massen und C, c die elastischen Wellenkonstanten 

bedeuten. Diese sind bei Kreisquerschnitt der Wellen: 

GJ 0' i 
0 = C P_ und e = '\P : 

hierin sipd G, g die beiden Schubmoduln und Jp, ip die polaren Trägheits· 

momente der W ellenquerschnitte. 
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A Hd dem V er gleich der einzelnen die Bedeutung von Drehmomenten 

besitzPmlrn Glit>cler von fl und b geht hen·or: 

K).= t :~ =f. 
Daher wird der Zeitmaßstal1: 

I .-C V+-~ 
und da,- ~1odellgl'setz für entsprechPnde Zeiten: 

T: t = v-t, : }(~ . . . . . , . . . . . . . ( C) 

Dies Hißt sich auch srhreiheu: 

T == a V~ 
Für entspreclwnde Umlaufszahlen ist dmm: 

oder 

N: n = v-cT_: V~ 
• 1 

\ __ 1(c __ 1/G~Tp } 
· - f r -:J - 6 v -r, r t 
n f V 1- ~- f V ~;~- I . . . 

. . . . . . 'f J 

Das ~lodcll möge uach folgenden Angaben gebaut werden: ( 1ewählt 

wird als :Maßstah für die Wellenlängen: Ljl ==1.1 = 10, für die Wellcndurcl•

messer: D/d = ). " = 100, also für die Trägheitsmomente del' Querschnitt!·: 

Jp/ip -c; A. 24 '" 10~, Weiter wird gewithlt für die Massenträgheitsmomentl-: 

.T/i = 10", indem die MasKen z. B. 10 mal so kleine lineare Abmessnugen bl'i 

gleichem Stoff und 10 mal so kleinl' Trägheitsarme erhalten oder indem da.F 

Yerhältnis 105 auf irgend eine andere Weise eingehalten wird. DiP Schuh

moduln G und g sind gleich groß. Man erhält dann: 

C _ G Jpl _ A.i ·c-_JO'i .l0- 1 =-: lOi -(;· -- -gf~ I~-· 1.1 

und nach GI (d) für r: 

:Mithin wird 

und 

r = v-r~ = vl-0~. 10-7- 110 

t 
T ==--

10 

N=lün, 

d. h. in Worte.n: Die Schwingungszahlen der Hauptausführung sind lOmal 

so groß wie des beschriebenen Modells. 
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Nach diesen Vorbereitungen werde der allgemeine Fall behandelt: Es 

soll zu einer mit beliebig vielen Einzelmassen besetzten und Verdrehungs

schwingungen ausführenden Welle, der Hauptausführung, ein Modell kon

struiert worden, mit dessen Hilfe es möglich ist, ilie kritischen Schwingungen 

in bestimmtem Zeitmaßstabe nachzualünen. 

Die gegebene große Welle wird im allgemeinen aus ,-erschieden starken 

zylindrischen Teilen bestehen; sie soll der Bequemlichkeit wegen ersetzt 

werden durch eine elastisch gleichwertige 'Nclle von unveränderlichem Träg

hdtsmoment .Tr'· Dm· einzelne "Vellenahschnitt zwischen je. zwei benach-

~ f. 
barten Einzelmassen erhält dann die neue Länge L' = .Tv' -, wobei die 

,Jp 

Summierung sich ntu· auf die Zylinderstücke des gerade betrachteten Ab

.-wlmitts bezieht. Die "\Vellenkonstante C wird dann für diesen Abschnitt 

Zu der so gewonnenen, der Hauptausführung elastisch gleich-

wertigen großen Welle werde nun ein }fodell mit denselben Verkleinerungs

maßstäben durchgeführt wie in dem oben behandelten Zahlen bcispiel. Wenn 

jetzt bei Vorhandensein mehrerer Verdrehungsmassen gleichzeitig mehrere 

Differentialgleichungen nebeneinander bestehen, so weisen deren einzelne Glic

cler noch dieselbe Bauart auf, wie sie die Glieder des obigen einfachen BeispielE' 

besitzen, und es gelten daher auf Grund des Kräftevergleichs auch dieselben 

Modellgesetze wie vorhin. Wir erhalten daher für den Zeitmaßstab wiedm· 

Ci], d: 

' = lfJ __ (} ' 
V i c 

worin J, i zwei beliebige, entsprechende Trägheitsmomente der Einzelmassen 

imd C, c zwei beliebige entsprechende Wellenkonstanten mit der Bedeutung 

(' J I • 
C = ---'-uP_ und c = _gl-p_ 

11ind. Da die Maßstäbe genau gleich denen des ersten Zahlenbeispiels gewählt 

Kind, so berechnet sich "' aus GI. i in derselben Weise zu: 

lr;;;;- 1 
'l' = y ~IJ' • lQ-7 == 10 ' 

so daß auch dieses Mal 
N=lün 

wird~ d. h. die Schwingungszahl der großen Ausführung ist 10 mal so groß 

wie die des Modells. 
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Um das Modell in weuigeu Minuten fiir den jeweiligen Anwendungs

füll gebrauchsfertig herzurichten, empfiehlt es sich - unter Abänderung der 

obigen Maßstäbe -, ein Stahlband nls Modellwelle zu benutzen und die 

.Massen, für W!'lche Pinc große Heihe gut abgestufter Gewichtssätze bereit

zuhalten ist, mit gcwm passendem rechteckigen Schlitz zu versehen, so daß 

••in schnelles Auf- mul Abbringen ermöglicht wird. Das Stahlband wird am 

hesten lotrecht n nfgehängt u111l das System an beliebiger Stelle durch 

rythmische Verdn•huugsimpulse zum Schwingen gebracht. Unter ganz all

mähligem StPigeH der Impulszahl können der Reihe nach sämtliche kritischen 

Drehzahlen des Modells durch BeobaC'hten der Resonanzen festgestellt 

werden. Die kritischen Drehzahlen tler Hauptwelle sind dann ein aus den 

Konstruktionsnntrrlagen ~ofort angebbarrs Vh•lfncheR 1lrr nm Mode1l he

' •hnchteten. 

Durch das Vor",:telll'ude h;t du Verfahren gegeben, welches gestattet. 

mittels eines Modells - also auf instrumentellem Wege - die kritischen 

Drehzahlen der Verdrehungsschwingungen von Wellen zu ermitteln und 

welches daher als dritte Lösungsart neben die beiden bekannten analytischen 

mHl zeichnerischen Verfnhren tritt. 

i16. A h 11 I i c h k e i t H f o l g e r u n g e u f ü r d i e B i e g u n g "' -

s c h w i n g u n g e n ,. o H S c l1 i f f e n . T r e i b s t a n g e n u n d a n -

deren K ii r p er n. (Anwendung 23.) Ein beliebiger homogener. 

,:;tabförmiger Körper fiihre unter seinen Eigengewichten und Zusatzlasten 

BiegungsscbwingungPn a.us. Man soll aus einem andern Stoff ein Modell 

fertigen, welches der Hauptausführung nicht geometrisch ähnlich ist. 

.Jedoch sollen die beiden Biegungslinien in jedem Augenblick die Forderung 

geometrischer Ähnlichkeit auf Grund des Maßstabes J.. erfüllen und außer

dem soll für entsprechende Zeiten der beiden Bewegungsvorgänge ein fester 

Zeitmaßstab r und daher mechanische Ähnlichkeit für die Bewegung der 

Querschnittsschwerpunkte bestehen. 

Im übrigen kann die Querschnittsausbildung des Modells beliebig -

<>hne Bindung a.n die Hauptausführung - vorgenommen werden: z. B. steht 

nichts im Wege, die ganze Form des Modellstabes affinähnlich zu dem des 

großen Stabes zu halten, derart, daß für die Übertragung det Längen-, Brei

ten- und Höbenabmessungen je ein anderer fester Maßstab l, l', l" gewählt 

wird. Jedoch besteht bezüglich der drei Maßstäbe nicht vollkommene Frei• 

heit; es ist erforderlich, daß das Massenverhältnis M/m= p ftir nlle ent-
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"'prechendeu Teile eineu unveränderlichen Wert hat, worilns ftir homogene 
r:t()fff' Rnf Grund der Gleichung 

"- (q) 1<'~ . - 1111\. ,.... - e t'l -- . 

··in festes angehbares Verhältnis Fjf für alle <luerschnitte folgt. Etwaige 
Zusatzlasten mü>:sen dasselbe Verhältnis f' haben. 

Zur Aufsuclmug des Modellgesetzes sind die Trägheitskräfte und die 

··lastischen Kräfte untereinander zu vergleichen. Die Schwerkräfte haben 
keinen Einfluß auf die zeitlichen Vorgänge, werden vielmehr dw·ch die 
~tatische Formänderung nusgeglichrn. Ans dem Vr.r~leir.h der TrägheitA-

1( räfte ergibt sich: 

MB .< 
x .. : m b = 11 "2 . . . . . . . . . . . . . . 'a) 

··ine Beziehung, die auch von etwaigen Zusatzlasten erfüllt werden muß. Für 
•len Vergleich der elastischen Kräfte werden am einfachsten die Querkräfte S. 
•md s der Stäbe herangezogen, so daß man weiter mit Beachtung der Am;
fi\hrungen des Abschnitts 14 die Gleichung: 

diDl 
s dX IDlt 

x= s=dm:;::m'l 
1rx-

~rhält. Bezeichnen 1/R und 1/r zwei entsprechende Krümmungeu, B, o dio 
Elastizitätsmoduln und J, i die äquatorialen Trägheitsmomente zweier ent
!>~prechender Querschnitte, so ist: 

Dies in die vorhergehende Gleichung eingesetzt ergibt: 

lU 1 x=erA2 ............... (b) 

Aus a und b folgt weiter: 

2 J. J.s e i 
' =tt ·;;- = II -ET 

illld daher Wi.rd der Zeitmaßstab: 

"= y,.l.•-~~~ . ............. (e) 
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l!'ür entsprechende Zeiten, z. B. die Schwingungszeiten, gilt somit das Modell

gesetz: 
1/M Iß 1f m 1a 

'I': t= V -EJ-=re~ ............. (d) 

Dies kann unter Einführung der Stabgewichte Q und q auch in der Form: 

'I' V QLS- d t ffl.· pl " -- -- ----·- - -- , } -- a g 1!: .T un - a g e i . . . . . . . . . . . t,J 

geschrieben werden; hierin ist bei mechanisch ähnlichen Biegungsschwingun

gen a eine feste Zahl; g ist die Erdbeschleunigung. Für die beiden Schwin

gungszahlen gilt dann: 

_ 1/ g E J _ 1{ge.i 
N _ fJ V -Q)}l und n- fJ y q-ra ·, (f) 

worin fJ für beide Biegungsvorgänge die gleiche Zahl ist. 

Die Formeln un:ter f können zum Vergleich der Eigenschwingungs

~ahlen geometrisch ähnlich oder nach obigem Verfahren affin gebauter Schiffe, 

•rreibstangen und anderer stabförmiger Körper benutzt werden. 

57. U n v o 11 ständige m c c h an i s c h e Ähnlichkeit bei 

gleichzeitigem Wirken zweier Kräfte, erläutert an 

dem Modell einer von einer Lokomotive befahrenen 

Brücke (Anwendung 24). Im Abschnitt 50 ist der Fall eines über 

eine Brücke fahrenden Zuges nach den Vorschriften strenger mechanischer 

Ähnlichkeit untersucht worden, ohne daß ein befriedigendes Ergebnis erzielt 

werden konnte. Die dort verlangte Vollkommenheit ist aber zur Lösung der 

Aufgabe gar nicht nötig, es genügt als Brückenmodell vielmehr ein kleiner 

Träger, der wohl gewisse elastische Bedingungen, aber nicht geometrische 

Ähnlichkeit zu erfüllen hat. Unter diesen veränderten Umständen soll das 

Beispiel noch einmal behandelt werden. 

Die von Routh in der Dynamik der Systeme starrer Körper Bd. I ge

stellte Aufgabe lautet: "Man soll die Durchbiegung einer Brücke von 15 m 

Länge und 100 t (8. 1000 kg) Gewicht, wenn eine Maschine, die 20 t wiegt, 

mit der Geschwindigkeit von 64 km in der Stunde über sie fährt, durch Experi

mente feststellen, welche an einem Modell der Brücke gemacht werdt:n, das 

1,5 m lang ist und 2,8 kg wiegt. Man finde das Gewicht des Modells der 

Maschine und nehme an, das Modell der Brücke sei so steif, daß die statische 

Durchbiegung in d!lr Mitte unter dem Modell der Maschine ein Zehntel der-
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jenigen der Brücke unter der Maschine selbst beträgt und zeige, daß dann 

die Geschwindigkeit des Modells der Maschine etwa 5,6 m in der Sekunde 

sein muß." 

Zunächst muß offenbar mit Rücksicht auf die Beteiligung der Schwere 

das Frondesehe Modellgesetz erfüllt werden. Da das Verhältnis der Längen 

). = 10 ist, so muß l"" V10 und Vfv = V10 eingehalten werden. Aus V= 64:3,6 

= 17,75 mfsk ergibt sich damit die Geschwindigkeit des Lokomotivmodells 

zu v = 5.6 m/sk-

Eine weitere Abweichung von strenger Ähnlichkeit besteht bezüglich 

der Gewichte. Für diese gilt hier nicht x = (r) Ir . l 3, wie bei vollkommener 

Ähnlichkeit, sondern für die Eigengewichte ergibt sich aus den Zahlen der 

Aufgabe ein Übertragungsmaßstab 11 = 100 000:2,8 = 35 750. Das gleiche x 

müssen !lie :Ma,.;chinengewichte haben, so daß das Lokomotivmodell 

20 000. 10~·~ = 0,1>6 kg wiegt. Natürlich muß auch für die in Betracht kom

menden elastischen Kräfte cler beiden Träger der Kräftemaßstab 11 = 35 750 

eingehalten werden, eine Bedingung, die in folgender Weise zu erfüllen ist. 

Föppl geht bei Behandlung dieses Teils der Aufgabe unter sehr be

achteu";werten Erläuterungen auf die Differentialgleichung des schwingenden 

Trägers zurück Wir schlagen folgenden Weg ein: Für zwei entsprechende 

lüümmungcn 1/1{ und 1/r der geometrisch ähnlichen Bahnen der fahrenden 

Körper oder, was dasselbe ist, der geometrisch ähnlichen Biegungslinie der 

heir!Pn T1·iigPr gelten wiPder wie im vorigen Abschnitt die Gleichungen: 

111\d 

jJJl 
R- E.l'; und 111 

r e i 
. . . . . . . . . . (a) 

11 _:: ~ ~ ;_t • . . . . . . . • . . . . . . rb) 
Cl 

worin ietzt aber 11 durch die Schwerkräfte bereits zu 35 750 gegeben ist. 

Bei einer sich auch über das Brückenmodell erstreckenden geometri

schen Ähnlichkeit geht GI. b mit .J i = l• über in: E/e .l2 = 11, eine Beziehung, 

die wir in Abschnitt 28 aus der elastischen Kraft unmittelbar ableiten. Jetzt, 

wo es lediglich auf die geometrische Ähnlichkeit der Bahnen der beiden be

wegten Körper ankommt und an Stelle der geometrisch ähnlichen ein elastisch 

gleichwertiger, im übrigen beliebig geformter Modellträger gesetzt worden ist, 

tritt an die Stelle jener Beziehung die allgemeine Gl. b. 
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Für das zu entwerfende Trägermodell ist daher die Gleichung: 

E ~- = X i.2 = 35 750. 100 = 3 575 000 
Cl 

• IC) 

maßgebend. Außerdem ist, wie im vorigen Abschnitt hervorgehoben wurde, 

iu beachten, daß entsprechende Querschnitte in einem festen Verhältnis zu 

einander stehen müssen. Bei Erfüllung dieser Forderungen für alle Quer

schnitte der beiden homogenen Träger werden deren Biegungslinien unter den 

Wirkungen der fahrenden Lasten in jedem Augenblick geometrisch ähnlich zu 

einander, so daß entsprechende Biegungsordinaten in dem Verhältnis Y : y = 

L : l = Ä. = 10 stehen. 

Routh gibt diese Bedingungen für den Entwurf" des kleinen Trägers 

nicht an, geht vielmehr von dem fertigen Modell aus und stellt durch einen 

besonderen V ersuch fest, daß die statische Durchbiegung y der Mitte gleich 
1ho der entsprechenden Durchbiegung Y der Brücke ist. Nach einem Satz 

der elementaren Festigkeitslehre erhalten wir für diese statischen Durch

biegungen: 

oder 

Y .3 ni 
: .v=xl. 'TJ 

oder unter Benutzung von Gl. b ebenfalls: 

y: y = A. = 10. 

Die Erfüllung dieser statischen Bedingung für die Trägermitten ist im allge

meinen Fall nicht hinreichend für das richtige elastische Verhalten des 

Modellträgers. Die erforderliche geometrische Ähnlichkeit der Biegungs

linien wird allgemein erst dadurch gewährleistet, daß die Beziehung c für 

alle Querschnitte der beiden Träger eingehalten wird. Wird allerdings die 

zusätzliche Forderung erfüllt daß die beiden Träger affin ähnlich sein sollen, 

so genügt die Routhsche Feststellung. 

Eine pl'aktische Bedeutung kommt dieser Aufgabe nicht zu; das Bei

spiel ist aber höchst lehrreich insofern es allgemein die Wege zeigt, wie 

man mittels der Beziehungen unvollständiger Ähnliehkeit für derartige Fälle 

Lösungen finden kann, die mit vollkommener mechanischer Ähnlichkeit nicht 

zu erzielen sind. 
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[eh erlaube mir vorzuschlagen, die Vorgänge in Förderseilen, die eben

falls durch Schwere und elastische Kräfte bedingt sind, in einem Modell im 

Sinne unvollständiger mechanischer Ähnlichkeit unter Beachtung der vor

stehenden Ausführungen und der des Abschnitts 55 nachzuahmen. 

58. Ä h n I i c h k e i t s b e z i e h u n g e n b e i f o r m ii h 11 I i c h e n 

Dampfturbinenrädern (Anwendung 25). DerimAbschnitt48 

behandelte, von Stodola untersuchte Fall geometrisch ähnlicher Scheibenräder 

läßt sich, wie ebenfalls in dessen Dampfturbinen gezeigt wird, auch auf form

ii.hnliche, also nicht geometrisch ähnliche Scheibenräder ausdehnen. Spaltet 

man eine symmetrisch gedachte Scheibe in zwei gleiche Scheiben, so bleiben 

flie durch die Fliehkräfte erzeugten Spannungen die gleichen. Formt man 

.icde Hälfte durch Verschiebungen parallel zur Achse wieder zu einem sym

metrischen Bade um, so erkennt man, daß die achsialcn Abmessungen in einem 

beliebigen festen Verhältnis geändert werden können, ohne daß sil'll 11ie Span

nungen bei gleichbleibender Umfangsgeschwindigkeit ändern. 

Nach Abschnitt 48 bleiben bei geometrischer Vergrößeruug und gleieher 

Umfangsgeschwindigkeit die Spannungen in entsprechenden Punkten ebenfalls 

Pt'halten. Verdoppelt man nun ein Rad in allen linearen Abmessungen und 

spaltet es dann wieder in seiner zur Achse winkelrechten Symmetrieebene in 

z;wci Teile, so timlern sich die Spannungen in iihnlich gt~le~enen Punkten wie

t!m·um nicht. Die affine Umfornmng des Mcridiansclmitts der .Seheibenriidcr 

sowohl in achsialer wie in radialer Richtung hat also bei gleichbleibender Um

l'angsgeschwindigkeit kei11en Einfluß auf den Spannuugszustand, ein Ergebnis. 

das Stodola in dir Worte kleidet: "Bei gleichbleibender Umfangsgeschwindig

keit dürfen wir sowohl die axial als auch radial genommenen Abmessu11gcH 

Pines Rades in beliebigem von einander unabhängigen VerhiUtnis vergrößern 

oder -verkleinern, nhnc an den spezifischen Bea.nsprnchnngNl in ähnlkh ge

legenen Punkten etwas zu ändern." 

59. Das allgemeine Ä h n lieh k e i t s g l' setz b Pi form

ii h n l i c h e n A n t r i e h s s c h r a u b c n v e r s c h i e d e n e r S t e i g u n g 

(Anwendung 26). Zwei Schrauben sind "geometrisch iihnlich", wenn 

Ptltsprecbende lineare Abmessungen in achsialer, radialer und peripherisoher 

lUchtung in demselben festen Verhältnis). stehen. Die für sie geltendnt .l\lm

lichkeitsgesetze sind in Abschnitt 52 untersucht worden. 

Dagegen sollen zwei Schrauben "formähnlich" oder "formverwall(\t" 

heiße11. wenn entsprechende LängPn in Richtung der Schra.uhenachse, welche 
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als x-Achse angesehen werden soll, in einem andern festen -Verhältnis zuein

ander stehen als entsprechende radiale und tangentiale Abmessungen. Bei 

formähnlichen Schrauben gibt es also zwei feste Verhältnisse: lx für die 

Längen in der x-Richtung und l). = )., für die radialen und tangentialen Ab

messungmL so daß die eine von zwei formähnlichen Schrauben bei gegebenem 

l. und i.). durch eine affine Umformung aus der andern erzeugt werden kann. 

Holehe formähnlichen Schrauben sollen der folgenden Betrachtung zugrunde

gelrgt werden. 

Dio V ersuche zeigen. daß die formgleichen und die aus ihnen erzeugten 

formähnlichen Schrauben zusammen eine Familie bilden, deren Verhalten 

sich mit guter Annäherung durch die gleichen Eigenschaftskurven darRteilen 

läßt. Innere und äußere Reibungskräfte treten auch hier in gleicher 'Yeise 

wie lJei den formgleichen Schrauben gegenüber den großen auf die umgebllmlc 

Flüssigkeit ausgeübten Massenbeschleunigungskräften zurück. Wir müssen 

hieraus schließen, daß dann auch das Stromlinienbild der einen Schraube durch 

die ~leiche affine Umform1mg - mittels i.x nnd }.r - aus der andern erzeugt 

wpnlen kann, eine Auffus:-;nng. di(' die theoretische Untersuchung bestätigt. 

Wir k1>nnen uns die Auf~nbe wesentlich yereinfaehen, wenn wit· zu 

Pincr gl'gebenen ersten Sdm.nilw (große Buchstaben) eiue formähnliche zweite 

ScllraulJc (gror.,e gestriclwne Buchstaben) gleichen Durchmessers D auf

suchen urul lwüh~ in gleieher Fliissigkcit Yon ckr Dichtr ((>) arbeiten las:-<en; 

clann ist Ay 1 •• ::::: l uiHl wdter sei z. B. i.x = 2. Es ist hiernach m1>glich, 

sowohl die Flügelform win das Stromlinienbild der zweiten Schraube tlnrch 

t'inl' Strrckung aus der pr;.;ten - unter Beibehaltung der Qtw1·nbmessungen -

zu gewinneiL Da übm· den .Zeitmal~stah wie bei de11 formgleirll('n Schrnulwn 

frei \'crfügt Wl'nlen knnn, :-:o WPnk ,, = 1 gewählt, ;nts Gleichheit der Fmlaufs

zahlen bedeutet. J<~s gilt dmn1 fiit· Pntsvn·c·lwndP Lt-ingen. f:pfwhwinrlig~l'it(~ll 

und HcschlPunignngen flpr x-Hiehtuug: 

X' - Xj., 

nucl fiü Pnü-;pn•chendt' ~laso;en: 

V'-, :c.: V, l,. B', ,_, B, l, ........ •:t) 

M': i\U._, ................ ib) 

Ist unsere Auffassung von der Verwandtschaft der beiden Strömungg

felclcr richtig. so muß der Y er gleich der Trägheits- und Druckkräftt> der 

:Flüssigkeiten für die beiden formähnlichen Schraubt>n <lic gleichen Kenn

ziffrrn a im allgemeinen Newtoni'lclu·ri nesetz ergeben. Dit's führen wir in 

fol~tmder WPise durrh: 
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Der Übertragungsmaßstab für die Drücke P' und P auf die Fläehen

einheit kann aus dem Vergleich der Druck- und Beschleunigungsglieder der 

hydrodynamischen Grundgleichungen ermittelt werden. M:m erhält: 

<>der 

und mit r =I 

1 oP' 
(ef ax' B.' 
-1--~p ß. 
((I) ox 
oP' ;., 
~-p - Tt )., 

oP' 
r!P 

' .t Ax • . . ·C) 

in Worten: Die Dl'Uckunterschiede in achsialer Richtung sind bei dN· zweiten 

Schraube i,t mal so groß wie bei der ersten. 

Eine entsprechende Behandlung der hydrodynamischen Gleichungen 

für die beiden andern Richtungen und der Kontinuitätsgleichung zeigt, daß 

auch diese Gleichungen in Einklang mit dem el1en Abgeleiteten stehen. 

Daher gilt für die Schubkräfte drr hehlen VergleiellFt>~Chrauben folgende 

VerhältniRgleiehu ng: 

S' : :..; - . o P' !<" : c P F - i., t . . . . • • . . . • . ( d) 

worin F' = F cutweder die beiden Schraulll'nkreif"flächeu nMr die Pro.iekti{•Hen 

tlPr Fli.igdflächen auf die KreiRflücheu ~iud. 

Die SchranhPnkmft S tll'r gegebenen ersteH Schraulw wtwdc uun in der 

.Form geschriPbcu, wie ~~:-; uaeh dem allgemeinen Newtonscheu ÄhnlichkeitR

gesetze üblich ist, wobei sie wie immer mit einer geometrisch ii.lmlichen. im 

L!ingenverhäHBis· i. verkleinerten Schraube, die hier als dritte be7.eidmet wer· 

clcn solL verglidu•Jt wird. Für die Heweisfühnwg sollen dabei in dPu For· 

mein nicht zwei }wliebige entsprechende fh~sehwindigkeiten, sondern r.wei 

entspreche~de arh>~iale Geschwindigkeiten V, nnd ", \Hwaudt wer«len. Wir 

~f'hreibon also: 
S a (q) ~· V,~ l 
s. fcqfv/ I' 

:\HJJIIIPhr kann die Kenu:~:iffet· von S' bestimmt wt~nlen. 

null c folgt: 
S' cc: s }.,t U'Q) ~· \'/ ) •. ,t 

und weiter mittels V/ = V x J., : 

!e) 

.\us Gin. d 

~'- a (q) li' V x'2 • • . . . . . . . (f) 

dne Gleiehung, welche r.eigt, daß die :~:weite Schraube, obgleieh ;;ie der et·sten 
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nicht geometrisch, sondern llUI' formähnlich ist, ebenfalls das Newtonsehe 

Ähnlichkeitsgesetz niit der gleichen Kennziffer a befolgt. Würde man die 

Kennziffer a für 8', in gleicher Weise wie es in Abschnitt 52 fiii' S und s ge

schehen ist, in Form einer Eigenschaftskurve als Funktion der Fahrtsteigung 

x' = V'/U' = V'/U darstellen, so würde diese Kurve nicht mit der für Sunds 

zusammenfallen. Man erreicht jedoch Deckung, wenn man als Abszisse 

statt x' den Zahlenwert x'P·x = :x aufträgt. 

Bezeichnet man die Steigungen der ersten, zweiten und dritten Schraubf 

mit H, H' und h, so gilt fiir sie: 

ll' - lll~ H ::.: h A. 

oder unter Beaehtung von Gl. a und wegen der Gleichheit der Umlaufszahlen 

N' und N: 

uud 

woraus durch Multiplikation 

H' N' V x' I 
-- -11 N - · -v:-

RN 
hn 

H'N' Vx' 
ii-n vx 

1' 

folgt. An Stelle der Schraubensteigungen H, H' und h können beliebige 

andere entsprechende achsiale Abmessungen, z. B. entsprechende Flügel

dicken gemessen in der Achsenl'ichtung in die Rechnung eingeführt werden_ 

Für das Verhältnis der drei Schubkräfte erp:ibt sich alsdnnn aus e. f. !;', 

und h die Verhältnisgleichung: 

In der Form des Newtonsehen allgemeinen Ähnlichkeitsgesetzes läßt sich rlie:-

auch schreiben: 

l. S c.-: a (e! F H2 N2. fiir die ~'ahrtsteigung x l :l 8' == a (e) F Hl2 Nil! :x' -~X· Äx 

J' 
•ki 

it s =aefh2 n2 • X 

wobei die angegebenen Fahrtsteigungen auf die Forderung affinen Strom

linienverlaufs hinweisen. Da die zweite Schraube aus der ihr formähnlichen 

dritten mittels des Maßsta.bs Ä. • Ä.x für die achsialen und mittels des Maßstabes .t 
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für die radialen und peripherischen Abmessungen abgeleitet werden kann, 
so läßt sich das Ergebnis dieser Untersuchungen in den Satz vereinigen: Die 
Schubkräfte formähnlicher, affin arbeitender Schrauben stehen im Verhältnis 
der Flüssigkeitsdichten, der Quadrate der Durchmesser, der Quadrate der 
Steigungen und der Quadrate der Umlaufzahlen. Eine solche Schrauben
familie hat ein und dieselbe Eigenschaftsk~ve der Schubkräfte. 

Aus den oben gegebenen Vorschriften für die Erzeugung formähnliche1 
Schrauben geht hervor, in welcher Weise sowohl Druck· wie Saugseite 
der Schraubenflügel affin umzuformen ist, und daß Fehler entstehen werden. 
wenn nur eine Seite richtig umgestaltet und im übrigen über die Dicke des 
Flügels willkürlich verfügt wird. 

In entsprechender Weise erhält man die Gesamtleistungen (Leistungs
aufnahmen) E, E' und e: 

1. E = E (q) F ff3 N'l . 

2. E' = f Ü!) F 11"1 N'3 

3. e = E I! 1 h'1 ua . . 

für die F<~hrtstd~ung x 

" " 
" " 

" 
" 

, -
l ==X· I., . I!} 

worin die Kennziffer E für alle drei denselben Wert hat. Das Ergebnis dieser 
Untersuchungen kann daher in folgenden Satz zusammengefaßt werden: Die 
Gesamtleistungen formähnlicher, affin arbeitender Schrauben stehen im Ver· 
hältnis der Flüssigkcitsdichten, der Quadrate der Durchmesser, der dritten 
Potenzen der Steigungen und der dritten Potenzen der Umlaufzahlen. Diese 
Schraubenfamilie hat ein und dieselbe Eigenschaftskurve der Leistungen. 

Die bisherigen Versuchsergebnisse stehen in befriedigender Überein
stimmung mit diesen Ähnlichkcitsbeziehungen. 




