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ANKUNDIGUNG.

Die Auffassung und Beobachtung objektiver Zustinde und
Vorgiinge wird durch Faktoren bedingt, die in der Beschaffenheit
des auffassenden und beobachtenden Subjekts ihre Quelle haben.
Auf diese Tatsache griinden sich die psychischen MaBSmethoden.
Sie haben den Zweck, eine exakte, MaB und Zahl in Anspruch
nehmende Untersuchung jener subjektiven Faktoren mdoglich zu
machen. Sje bilden darum in erster Linie das unentbehrliche
Hilfsmittel fiir die Arbeit des experimentellen Psychologen. Sie
diirften aber auch das Interesse des Naturforschers erregen, der
darauf bedacht sein muB, die subjektive Bedingtheit seiner For-
schungsergebnisse auf ein méglichst geringes MaB zuriickzufiihren.

In der Abhingigkeit zwischen dem objektiven Geschehen und
seiner subjektiven Beurteilung werden erst dann, wenn viele
gleichartige Fille beobachtet werden, GesetzmiBigkeiten ersicht-
lich. Sie bieten sich somit in der Form von empirisch bestimmten
Hiufigkeits- oder Wahrscheinlichkeitswerten dar. Mit Riicksicht
hierauf gehéren die psychischen MaBmethoden dem Gebiete der
empirischen Wahrscheinlichkeitslehre an. Sie treten so, vom
Standpunkte der Methodenlehre aus betrachtet, zu den mannig-
fachen, auf der Verwendung von statischen Zihlungen oder
Massenbeobachtungen beruhenden Untersuchungsweisen innerhalb
der Natur- und Geisteswissenschaften in Beziehung.

Braunschweig, im Dezember 1905.

Springer Fachmedien Wiesbaden GmbH
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VORWORT.

Die psychischen MaBmethoden sind die auf der Ver-
wendung von Maf und Zahl beruhenden Methoden der
experimentellen Psychologie. Ihre Entwickelung setzt eine
Verstiindigung iiber die Aufgabe der experimentellen Psy-
chologie voraus. Diesem Zwecke dient der erste Abschnitt.
Er fiithrt zur Erkenntnis, dafl die experimentelle Psychologie
in der auf das psychologische Experiment gestiitzten Lehre
von den Bewultseinsinhalten besteht. Es gibt aber nicht
etwa zwei Arten von Experimenten: alt hergebrachte natur-
wissenschaftliche und neu erfundene psychologische; es ist
vielmehr bei jedem Experimente objektives Geschehen mit
subjektivem Erleben verkniipft, so daBl ebensowohl im natur-
wissenschaftlichen Interesse der Zusammenhang des objek-
tiven Geschehens, wie auch im psychologischen Interesse
die subjektive Auffassungs- und Beurteilungsweise unter
der Herrschaft mannigfach abgeéinderter Einfliisse erforscht
werden kann.

Zwischen den Bewulitseinserscheinungen und den objek-
tiven Zustinden und Vorgingen, die ihnen im Leibe des
Menschen oder in der Auflenwelt entsprechen, besteht aber
kein kausaler, auf Aquivalenzbeziehungen beruhender Zu-
sammenhang, sondern nur eine grofere oder geringere
durch wechselnde Umstéinde bedingte Abhéngigkeit. Die
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Empfindungen gehen nicht aus den Reizzustinden, in welche
die Nerven durch Einwirkungen auBerhalb oder innerhalb
des Leibes versetzt werden, hervor wie Wirme aus. mecha-
nischer Arbeit. Ebensowenig verzehren sich die Gefiihle,
indem sie in Erregungen motorischer Nerven und somit in
Bewegungen der Leibesorgane und in Handlungen sich
umsetzen. Darum kann die Verwendung von Mafl und
Zahl bloB zur Bestimmung mehrfach bedingter Abhiingig-
keiten, nicht zur Ableitung eindeutiger Aquivalenzbeziehungen
fithren. Sie muf} sich somit auf die im zweiten Abschnitt
behandelte Wahrscheinlichkeitslehre und insbesondere auf
das Bernoullische Theorem stiitzen.

Bei der Entwickelung der MaBmethoden, die sich an
diese vorbereitenden Darlegungen anschliefit, stellte ich mir
die doppelte Aufgabe: einesteils zu zeigen, daB die von
Fechner in Anlehnung an das gewdhnliche Fehlergesetz
begriindeten und im Anschluf an ihn weiter ausgebildeten
psychophysischen MaBmethoden unzureichend sind; wund
anderenteils den Weg anzugeben, auf dem man ohne
Voraussetzung eines bestimmten Fehlergesetzes zu
einer allen Bediirfnissen der experimentellen Psychologie
geniigenden Methode der Maf- und Abhi#ngigkeitsbestim-
mung gelangt. Hierbei durfte nicht unbeachtet bleiben,
daf einerseits die im naturwissenschaftlichen Gebiete vor-
liegenden Anfinge der experimentellen Psychologie schon
iiber den Umkreis der Aufgaben, die Fechner in den
nElementen der Psychophysik“ behandelt hat, hinausweisen,
und dafl andererseits die Beschrinkung auf die sogenannte
Psychophysik bei Fechner nicht durch psychologische,
sondern durch naturphilosophische Interessen bedingt war.
Darum mufl der von Fechner eingenommene Standpunkt
verlassen werden, wenn das Gesamtgebiet der experimen-
tellen Psychologie einheitlich erfalit werden soll. Dann
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erst ist es moglich, die auf der Verwendung von Mall und
Zahl beruhenden Methoden so auszugestalten, dafl die durch
Wundt schon in den ,Beitrigen zur Theorie der Sinnes-
wahrnehmung® und in den , Vorlesungen iiber die Menschen-
und Tierseele“ in die Psychologie eingefiihrte Untersuchung
der Zeitverhéltnisse und des Verlaufs psychischer Vorginge,
sowie die Bestimmung des Wohlgefallens und Mififallens in
der durch Fechner begriindeten experimentellen Asthetik
nicht minder als die traditionell bevorzugte Beziehung
zwischen Reiz und Empfindung von ihnen beherrscht werden.

Leipzig, im Oktober 1905.

G. F. Lipps.
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Erster Abschnitt.

Psychologie und Naturwissenschaft.

1. Die empirische und die philosophische
Weltbetrachtung.

Jede Erkenntnis beruht auf der Betdtigung des Denkens im
Unterscheiden und Verkniipfen.

Ist namlich im Gebiete der Erfahrungswissenschaft ein
geschichtliches Ereignis oder eine Naturerscheinung, ein lebendes
Wesen oder eine leblose Substanz zu untersuchen, so gilt es
sowohl den vorhandenen Tatbestand festzustellen, als auch die
an ihm und im Zusammenhange mit ihm sich vollziehenden
Anderungen anzugeben. Die Feststellung eines Tatbestandes er-
fordert aber das Erfassen und Unterscheiden der aufzeigbaren,
zur Charakterisierung geeigneten Besonderheiten; und die Beob-
achtung einer Verinderung fithrt dazu, die verschiedenen neben-
einander und nacheinander ablaufenden Zusténde aufeinander zu
beziehen und so miteinander zu verkniipfen. — Andererseits
bedarf man im Gebiete der Mathematik und Logik grundlegender
Definitionen, welche die Gegenstinde der Untersuchung bestimmen
und voneinander unterscheidbar machen, und zusammenhéngender
Systeme von Beziehungen, woraus die mathematischen und
logischen Erkenntnisse sich ergeben.

Es bedarf indessen nicht erst des Hinweises auf eine aus
einer Reihe zusammenhingender Denkakte bestehende Unter-
suchung. Schon der einzelne Denkakt a6t das Unterscheiden
und Verkniipfen als die beiden Grundformen des Denkens hervor-
treten. Er findet in einem aus Subjekt und Pridikat bestehen-
den Urteile seinen Ausdruck. Der Vollzug des Urteils schliefit

Lipps, Die psychischen Maflmethoden. 1
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aber ebensowohl die Unterscheidung wie auch die Verknitipfung
der beiden Urteilsbestandteile ein.

Dies bestéitigt sich, wenn man die einander entgegengesetzten
Auffassungsweisen, die das Urteil bei verschiedenen Forschern
erfahren hat, nebeneinander stellt.

So bezeichnet beispielsweise Sigwart!) das Urteil als einen
Denkakt, der jedenfalls voraussetzt, dafl zwel unterschiedene
Vorstellungen dem Urteilenden gegenwirtig sind, die mit Bewuft-
sein in Eins gesetzt werden. Dabei erinnert er an den Aus-
spruch des Aristoteles?), daB da, wo Irrtum oder Wahrheit
vorkommen kann (und dies ist beim Urteil der Fall), eine Ver-
bindung der Gedanken zu Einem vorliege (Gﬁvﬁemg 'uomwémw
womweg tv dvrev). Er beachtet nur nicht, dal Aristoteles
weiterhin bemerkt, man koénne auch alles eine Teilung nennen,
wodurch nach meinem Dafiirhalten die unterscheidende Funktion
des Denkens ihre Anerkennung findet. Diese letztere wird hin-
gegen durch Wundt?) hervorgehoben, wenn er das Wahr-
nehmungsurteil als die Zerlegung einer Gesamtvorstellung in ihre
Bestandteile definiert und auch in den Urteilen, die ein ab-
straktes Denken voraussetzen, die Zerlegung eines Gedankens in
seine begrifflichen Bestandteile erblickt.

Vereinigt man beide Auffassungsweisen, so findet man, daf
in der Tat im Unterscheiden und Verkniipfen das Wesen des
Urteils und somit des Denkens iiberhaupt sich offenbart.

Eine Unterscheidung kann nun durch andere Unter-
scheidungen, eine Beziehung durch andere Beziehungen bedingt
sein oder selbstindig existieren. Es treten so den fiir sich be-
stehenden Unterscheidungen oder Beziehungen Systeme zu-
sammengehériger Unterscheidungen oder Beziehungen gegeniiber.

Es 1ist aber auch méglich, daf einmal Beziehungen die
Ausfihrung von Unterscheidungen voraussetzen und Unter-
scheidungen erst durch den Vollzug von Beziehungen méglich
werden, und daB ein andermal Beziehungen unabhingig von
Unterscheidungen und Unterscheidungen unabhiéngig von Be-
ziehungen ausfiithrbar sind.

1) Logik 1, 25, 63 (1889). 2. Aufl.
?) De anima 3, 6.
%) Logik 1, 156, 158 (1893). 2. Aufl.
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In der Tat setzen die Beziehungen der Ahnlichkeit und
des Gegensatzes zwischen den Farbenempfindungen die Unter-
scheidung der Farben voraus: der Farbenblinde wei nichts von
Farbenverwandtschaft und von Farbenkontrast. Man kann hin-
gegen Farben unterscheiden, ohne den Grad ihrer Ahnlichkeit
und ibres Gegensatzes zu beachten. Entsprechendes gilt fiir alle
anderen Sinnesgebiete. Die Unterscheidung der Empfindungen
ermdglicht erst die Ordnung derselben auf Grund der Beziehungen
der Ahnlichkeit und des Gegensatzes; man bedarf aber nicht
etwa der Einsicht in diese Beziehungen, um die einzelnen
Empfindungen unterscheiden zu kénnen.

Andererseits kann man zwei mit entgegengesetzten elek-
trischen Ladungen versehene Konduktoren erst dann hinsichtlich
ihres elektrischen Zustandes unterscheiden, wenn man sie zu
anderen elektrischen Substanzen in Beziehung setzt und die ein-
tretenden Verdnderungen beobachtet. In #hnlicher Weise ist
iiberhaupt die objektive Unterscheidung der physikalischen Zu-
stinde und der chemischen Eigenschaften der Substanzen an
die Beobachtung ihrer Wirkungsweise gebunden. Demnach
sind hier die Beziehungen das urspriinglich und schlechthin Be-
stehende und eine das Wesen der Substanzen treffende Unter-
scheidung ist erst auf Grund jener Beziehungen, die sich in
den beobachteten Einwirkungen und Verinderungen kundgeben,
moglich.

Hieraus erhellt, dal es ebensowohl gegebene Unter-
scheidungen wie auch gegebene Beziehungen sind, in
denen sich die Welt dem Denken darbietet.

Die gegebenen Unterscheidungen sind, wie die angefiihrten
Beispiele lehren, als Bewufitseinsinhalte zu bezeichnen. Sie
konnen in Empfindungen und Vorstellungen einerseits, in einfache
und zusammengesetzte Gefiihle andererseits getrennt werden —
je nachdem es sich um das Unterscheiden objektiv existierender
Dinge oder um Kennzeichen fiir verschiedene subjektive Zustinde
handelt. Es kommt indessen hier nicht darauf an, eine voll-
stindige Klassifikation zu geben. Das Wesentliche ist vielmehr,
daf die BewubBtseinsinhalte ihre klare und unzweideutige Defini-
tion erhalten, indem sie auf urspriinglich und schlechthin be-
stehende Unterscheidungen zuriickgefithrt werden, die ihrerseits
nach Ausweis der Erfahrung keine weitere Zuriickfithrung ge-

1*
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statten. Die Lehre von den BewuBtseinsinhalten mub
folglich als ein besonderer selbstiandiger Teil der Er-
fahrungswissenschaft anerkannt werden.

Die gegebenen Verkniipfungen hingegen weisen auf Objekte
hin, die aufeinander wirken und sich verindern. Diese Objekte
gewinnen ihre wesentlichen Merkmale durch die Art und Weise,
wie sie Wirkungen ausiiben und Ver#nderungen erleiden, und
sind demgem#l in entwickelungsfihige, lebende Wesen und in
leblose, lediglich mit physikalischen Zustinden und chemischen
Eigenschaften behaftete Substanzen zu unterscheiden. Die Lehre
von der objektiv existierenden Welt bietet somit den
anderen, zu der Lehre von den Bewultseinsinhalten
hinzutretenden Teil der Erfahrungswissenschaft dar.

Wenn aber die Bewulitseinsinhalte blof als Unterscheidungen
und die objektiv existierenden Dinge nur als Triger von Be-
ziehungen zur Geltung kommen, so darf nicht aufier acht gelassen
werden, dall weder die Bewulltseinsinhalte noch die wirkenden
und sich veréindernden Objekte fiir sich allein existieren. Sie
bilden vielmehr in tatsichlich untrennbarer Zusammen-
gehdrigkeit die eine wirklich bestehende Welt, die nur
fiir das Denken und auf Grund des Denkens in eine Welt der
Bewulitseinsinhalte und in eine objektiv existierende Welt sich
scheiden laft.

Dieses unmittelbare Zusammenbestehen von Be-
wulltseinsinhalten und objektiv existierenden Dingen
verleiht der empirischen Weltbetrachtung ihr charak-
teristisches Geprige. KEs kann in jeder Form als Ausgangs-
punkt fiir eine Untersuchung dienen, die dem einen oder dem
anderen Teile der Erfahrungswissenschaft angehért.

Soll jedoch ein alle Erkenntnisse zusammenfassendes Welt-
bild hergestellt werden, so mufl ein Ausgangspunkt gefunden
werden, der die Zusammenfassung moglich macht. Die philo-
sophische Weltbetrachtung tritt dann an Stelle der
empirischen.

Ist man sich dariiber klar, daB die gegebene Wirkiichkeit
lediglich dem Denken gegeben ist, und daB nur das Denken zu
einer Erkenntnis fithrt, so kann es nicht zweifelhaft sein, dal
die Untersuchung des Denkens den Ausgangspunkt fiir die philo-
sophische Weltbetrachtung bilden muB. Dann wird man aber
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durch die Betrachtung der Denktétigkeit im einzelnen Urteilsakte
und in zusammenhingender wissenschaftlicher Untersuchung
dazu gefiihrt, das Unterscheiden und das Beziehen oder Ver-
kniipfen als die Grundformen des Denkens anzuerkennen, so daB
sich auch die gegebene Wirklichkeit als ein Zusammen von
gegebenen Unterscheidungen oder BewuBtseinsinhalten und ge-
gebenen Beziehungen oder objektiv existierenden Dingen dar-
bietet. Auf diese Weise findet vom philosophischen
Standpunkte aus die Erfahrungswissenschaft in ihren
beiden Teilen, als Lehre vom Bewufitsein und vom ob-
jektiv existierenden Sein, ihre sichere Begrundung.
Insbesondere wird uns die Méglichkeit gegeben, das Wesen der
Bewulitseinsinhalte klar zu erfassen und die bei ihrer Unter-
suchung anwendbaren Methoden einwandfrei aus sicheren Grund-
sitzen zu entwickeln.

Fehlt aber diese Einsicht, so wird man, statt vom Denken
auszugehen, nach einer iberempirischen Wirklichkeit suchen, die
den Zugang zu der empirisch gegebenen Welt erdffnet. Dann
wird man auch das Denken als eine dieser Welt angehérende Er-
scheinung auffassen, die ebenso wie das sonstige Weltgeschehen
ihre Ableitung finden muf. Will man andererseits nur die Er-
fahrung gelten lassen, so besteht die Gefahr, dall man das Ge-
gebene auf die im Bewultsein unmittelbar vorliegenden Unter-
scheidungen reduziert und so nur Koexistenzen und Successionen
von Bewufitseinsinhalten an Stelle der wirklichen Welt an-
nimmt. — Es tritt so eine einseitige, von einer iiberempirischen
Wirklichkeit ausgehende Weltbetrachtung einer nicht minder
einseitigen, blo BewuBtseinsinhalte als gegeben anerkennenden
empirischen Weltbetrachtung gegeniiber.

Da sich hiermit die von uns vollzogene Trennung der Er-
fahrungswissenschaft in die Lehre vom Bewultsein und vom
objektiven Sein nicht vertrigt, so ist es notwendig, auf Grund
der Geschichte der Philosophie in Kiirze zu zeigen, wie der Wider-
streit der beiden einseitigen Betrachtungsweisen schliefllich zu
der hier vertretenen, die empirische Auffassungsweise ergéinzenden
und vollendenden philosophischen Weltbetrachtung hinfiihrt.

Nach einer iiberempirischen Wirklichkeit haben schon die
ionischen Naturphilosophen gesucht. Sie gelangten zu der An-
sicht, daB ein lebendiger, zeugungskriftiger Urstoff (das Wasser,
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das Unbegrenzte, die Luft) der Natur und dem Naturgeschehen
zugrunde liege und die Ursache alles Lebens und aller Bewegung
sei. — Die Philosophen hingegen, die dem Bunde der Pythagoreer
angehorten, haben erkannt, daB alle Erscheinungen nach Zahlen
geordnet seien, dal insbesondere die Harmonie der Tone auf
Zahlenverhiltnissen beruhe und dal die Zahlen auch die geo-
metrischen Figuren beherrschen. So kommen sie zu der grund-
legenden Lehre, dafl die Zahl das Wesen aller Dinge sei, und daf
alles aus Zahlen bestehe. Der Urgrund der Welt ist somit die
substanziell existierende Zahl. — Die Lehre der Eleaten ferner
gipfelt in der Erkenntnis, daf alles was ist seinem Wesen nach
dasselbe ist. Jeder Unterschied, der als ein riumliches Neben-
einander oder als ein zeitliches Nacheinander durch die Sinne
wahrgenommen wird, ist darum ein wesenloser Schein, dem keine
wahre Existenz zukommt. Denn nur das Seiende, das ohne
Anfang und ohne Ende und ohne Veridnderung ist, existiert wirk-
lich in unteilbarer und unbeweglicher Einheit. — Heraklit da-
gegen findet in der Welt kein beharrendes Sein, sondern unab-
lissigen Wechsel, in dem sich das allem Geschehen zugrunde
liegende Wesen offenbart. — Demokrit endlich nimmt als
urspriingliches Sein die unverinderlichen Atome in unbegrenzter
Anzahl und verschiedener riumlicher Gestalt an, die im Raume
fallen, aufeinander prallen und so unzihlige nebeneinander und
nacheinander entstehende Welten bilden, in denen alles — auch
die Bewultseinserscheinungen und das Denken — auf der Be-
wegung der Atome beruht.

Der Gegensatz zu diesem Suchen nach einem in der Er-
fahrung nicht gegebenen Ausgangspunkte machte sich in der
griechischen Philosophie zum ersten Male dann bemerklich, als
Anaxagoras dem chaotischen Zustande, in dem alle Stoffe
gemischt sind, den Geist (¥0¥g) als eine mit Wissen ausgeriistete
und zu zweckmifigem Handeln befihigte Macht gegeniiber-
gestellt hatte. Hierdurch sollte zunichst die ZweckmiBigkeit des
Naturgeschehens, die aus dem mechanischen Druck und Sto der
Atome Demokrits nicht wohl ableitbar war, ibre Erkldrung
finden. Da aber der vo¥g vor allem in den Handlungen des
Menschen sich geltend macht, so wurde dem philosophischen
Denken eine neue, dem Menschen zugewandte, der Natur zunichst
abgewandte Richtung gegeben. Sie fand insbesondere in dem
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Sophisten Protagoras ihren Vertreter, der nicht von der duleren
Natur, sondern von dem die Natur wahrnehmenden Menschen
ausging. Er stellte den Grundsatz auf, daf der Mensch das Maf
aller Dinge sei und meinte damit, dafl es von unserem Empfinden
abhénge, wie uns die Dinge erscheinen, und daf aufller den
Empfindungen uns nichts gegeben sei.

Dieser Ansatz fand indessen keine Weiterbildung, da durch
Sokrates die Untersuchung der sittlichen Personlichkeit und
als das hierbei nicht zu entbehrende Hilfsmittel die Methode der
Begriffsbestimmung in den Vordergrund gestellt wurde. Der
Begriff ist aber von der zum Begriffe gehérenden Wahrnehmung
verschieden. Darum l6ste Platon den Begriff von der Er-
scheinung los und fafite ihn als eine fir sich existierende Idee
auf. So entdeckte er in den Ideen eine neue, unsichtbare, un-
korperliche Welt, die Welt des wahren Seins, aus der die gegebene
Welt des Werdens abgeleitet werden sollte. Aristoteles da-
gegen falte die Ideen nicht als Urbilder oder Vorbilder auf, die
ein in sich abgeschlossenes und auf sich beruhendes Dasein
fithren, sondern als treibende, bestimmten Zielen zustrebende, in
der Materie wirkende Krifte. Erst in der Zeit des Niederganges
der antiken Philosophie, bei den Epikureern und Skeptikern,
wurde der von den Sophisten zuerst beachtete Inhalt der un-
mittelbaren sinnlichen Wahrnehmung in allerdings unwirksamer
Weise von neuem hervorgehoben.

Weit wirkungsvoller tritt indessen der Widerstreit beider
Auffassungsweisen in der neueren Philosophie zutage.

Descartes findet zwar im Denken den unanfechtbaren
Ausgangspunkt fiir alles Erkennen. Da er aber das Denken in
vermeintlicher substanzieller Existenz der ausgedehnten Kérper-
welt gegeniiberstellt, sieht er sich zu der Annahme zweier, der
Erfahrungswelt zugrunde liegender Substanzen, der denkenden
und der ausgedehnten Substanz, genétigt, die wechselweise
aufeinander einwirken. Diese Dualitit vermeidet -einerseits
Spinoza, indem er Denken und Ausdehnung als zusammen-
bestehende und zusammengehérige Attribute der einen, alles
Sein in sich schliefenden Substanz auffafite; und andererseits
Leibniz, indem er das Wesen der denkenden Geister und der
ausgedehnten Korper in die einfachen, urspriinglichen, ewigen
Krifte setzte, die als in sich abgeschlossene Einheiten oder Mo-
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naden mit der Fiahigkeit, Vorstellungen zu haben und Wir-
kungen auszuitben existieren. Es bleibt jedoch sowoh! in der
absoluten Substanz Spinozas, wie auch in den Monaden
Leibniz’ der iberempirische Ausgangspunkt der Weltbetrach-
tung bestehen.

Den Gegensatz hierzu bildet die englische Erfahrungs-
philosophie, deren hervorragendster Vertreter David Hume ist.
Seine schon von Locke aufgestellte und durch Berkeley
weitergebildete Grundauffassung ist die, dall alle Erkenntnis auf
Erfahrung beruhe und daf alle Erfahrung in Vorstellungen be-
stehe. ,Man richte seine Aufmerksamkeit so intensiv als mog-
lich auf die Welt aullerhalb seiner selbst, man dringe mit seiner
Einbildungskraft bis zum Himmel oder bis an die &#ulersten
Grenzen des Weltalls; man gelangt doch niemals einen Schritt
weit iiber sich selbst hinaus, nie vermag man mit seiner Vor-
stellung eine Art der Existenz zu erfassen, die hinausginge iiber
das Dasein der Perzeptionen, welche in dieser engen Sphire des
eigenen Bewultseins aufgetreten sind. Dies ist das Universum
der Einbildungskraft; wir haben keine Vorstellung, die nicht
darin ihr Dasein hitte“1). Die Welt der Bewubtseinsinhalte (der
Perzeptionen) bildet somit den alleinigen Ausgangspunkt fir die
Frkenntnis. Darum kann man blof von einem Glauben an die
Existenz der Kérper reden und den Griinden fir diesen Glauben
nachforschen, die von Hume in der Kohirenz und der Be-
stindigkeit gewisser Eindriicke gefunden werden.

Den Zwiespalt zwischen der Einschrénkung der Erfahrungs-
welt auf blofe Unterscheidungen und der Uberschreitung aller
Erfabrung durch die Konstruktion einer transzendenten Wirk-
lichkeit hat indessen Kant durch seine Vernunftkritik iber-
wunden. Er stellte die Frage nach der Moglichkeit von Erkennt-
nissen, die nicht aus der Erfabhrung stammen, sondern durch die
Form unserer Anschauung und unseres Denkens bedingt sind,
und kam hierdurch zu der Einsicht, dafl zwar keine alle Er-
fahrung iibersteigende Wirklichkeit durch das Denken erkannt
werden konne, dafl jedoch alles, was wir in Erfahrung bringen
und aus der Erfahrung ableiten, an Formen gebunden sei, die in

') David Humes Traktat iiber die menschliche Natur (heraus-
gegeben von Th. Lipps); Tl II, Abschn. 6, S. 91.
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der Beschaffenheit unseres Denkens ihren Grund haben. Darum
18t es moglich, durch die Erforschung jener Formen eine Ein-
sicht in die Bedingungen des Erkennens zu gewinnen und eine
Theorie des Erkennens aufzustellen. So gelangte Kant zu
der von der Untersuchung des Denkens ausgehenden
philosophischen Weltbetrachtung.

DaB aber nun an Stelle der reinen Anschauungsformen und
der reinen Verstandsbegriffe Kants hier das Unterscheiden und
Verkniipfen als die beiden Grundformen des Denkens zugrunde
gelegt werden, ist nicht nur im Hinblick auf die bereits hervor-
gehobene Betitigung des Denkens im Urteilen und in zusammen-
hangender wissenschaftlicher Untersuchung, sondern auch mit
Riicksicht auf die im Verlaufe des 19. Jahrhunderts eingetretene
Entwickelung der Erfahrungswissenschaft geboten.

Durch den Satz von der Erhaltung der Energie ist nimlich
fir die moderne Physik und Chemie die objektiv existierende
Welt in der Tat zu einem Systeme gegebener Beziehungen oder
Verkniipfungen geworden: Aus Wasser wird Knallgas, aus
Knallgas Wasser, — dies bedeutet nicht blof, daf die Vor-
stellungen von Wasser und von Knallgas aufeinander folgen.
Denn die Verkniipfung, in der die Aquivalenz beider Stoffe
ithren Ausdruck findet, ist keine Succession. So handelt es sich
auch bel dem Satze, daf aus Bewegung Wirme und aus Warme
Bewegung wird, nicht um die von jeher bekannte Koéxistenz
und Succession der beiden Zustinde, sondern um die in der
Aquivalenz von Bewegungsenergie und Wirme bestehende
Beziehung.

Nicht minder deutlich tritt die Tatsache hervor, daf die
moderne Psychologie, sofern sie als experimentelle Psychologie
eine Analyse des Bewultseins erstrebt, auf der unterscheidenden
Funktion des Denkens beruht.

Dieser Einsicht steht zunichst entgegen, daf die Psychologie,
ebenso wie die Naturwissenschaft, urspriinglich nicht von einer
klaren philosophischen Auffassung der Grundlagen des Erkennens,
sondern von ungeklérten, empirischen Betrachtungen ausgegangen
ist und diesen Urzustand noch nicht in gleichem MafBe, wie die
moderne Physik und Chemie, iiberwunden hat. Fiir die populdre
Auffassung ist nimlich der beseelte Mensch ebenso sehr ein
wollendes und handelndes wie auch ein mit Bewulitsein begabtes
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Wesen, so dall die Psychologie als die Lehre vom beseelten
Menschen zwei prinzipiell verschiedene Gebiete des Erkennens in
unkritischer Vermengung umfaft: die Lehre von dem innerhalb
der objektiv existierenden Welt wollenden und handelnden Men-
schen, die als ein Bestandteil der allgemeinen Entwickelungs-
lehre zu der Lehre vom objektiven Sein und Werden gehort, und
die Lehre vom Bewultsein.

Die urspriingliche Selbstindigkeit der letzteren tritt aber in
der modernen Psychologie infolge der Einfithrung des psycho-
logischen Experimentes unverkennbar zutage. Denn das psycho-
logische Experiment hat nicht etwa die Seele des Menschen zum
Gegenstande, wihrend das naturwissenschaftliche Experiment an
den Objekten der #uBeren Welt ausgefithrt wird. Alles Experi-
mentieren besteht vielmehr in einer willkiirlichen Beeinflussung
des Naturgeschehens und in der Beobachtung desselben, so dal
objektive und subjektive Faktoren untrennbar miteinander ver-
woben sind. Es kann sich folglich nur darum handeln, entweder
das objektive Geschehen festzustellen oder die subjektiven
Faktoren unter mannigfach abgeéinderten Bedingungen zu unter-
suchen. Im letzteren Falle wird es zum psychologischen Ex-
periment, das — wie Wundt sagt?) — ,die um der schwan-
kenden Beschaffenheit der Erscheinungen willen von
besonderen Schwierigkeiten umgebene Analyse der
BewubBtseinsvorginge eigentlich iitberhaupt erst moglich
macht®.

DemgemilB kann das vom psychologischen Experi-
mente beherrschte Gebiet der Psychologie lediglich in
der Untersuchung der subjektiven Auffassung des ob-
jektiven Geschehens bestehen, wonach es sich als die
von der Erfahrung ausgehende Lehre von den BewufBt-
gseinsinhalten darbietet und in der Funktion des Unter-
scheidens seine selbstindige Grundlage findet.

Auf Grund dieser Einsicht kann das Wesen der Bewufit-
seinsinhalte klargestellt und der Weg, auf dem man zu einer auf
das psychologische Experiment gestiitzten Untersuchung der
Bewulitseinsinhalte gelangt, gezeigt werden.

1) Die Philosophie im Beginn des 20. Jahrhunderts. Festschrift
fir Kuno Fischer, Bd. I, Psychologie S. 40.



2. Die Bewubtseinsinhalte.

Da eine Unterscheidung nicht in eine Verkniipfung und eine
Verkniipfung nicht in eine Unterscheidung umgedeutet werden
kann, so lafit sich auch ein Bewubtseinsinhalt nicht auf objektives
Geschehen und das letztere nicht auf ein Zusammen und Nach-
einander von Bewultseinsinhalten zuriickfiihren. Es ist somit
nur ein Zusammenbestehen von gewissen BewuBtseinsinhalten
einerseits und gewissen Zustinden und Vorgéingen der objektiven
Welt andererseits feststellbar.

Dieses Zusammenbestehen kann, wenn ein Bediirfnis vor-
liegt, als Parallelismus und zwar als psychophysischer Parallelis-
mus bezeichnet werden, wofern man unter den BewuBtseins-
inhalten das Psychische, unter dem objektiv Existierenden das
Physische versteht. Der in dieser Form sich darbietende psycho-
physische Parallelismus hat indessen mit der Annahme oder der
Verwerfung der Wechselwirkung zwischen einem Seelenwesen
und einem von der Seele bewohnten und beherrschten Leibe
nichts zu tun; denn die Frage nach der Existenz der Seele und
ihrer etwaigen Wirkungsweise kommt hier so wenig wie bei der
Lésung eines mathematischen Problems oder der Ausfithrung
eines physikalischen Experimentes in Betracht. Es handelt sich
vielmehr lediglich um das Hervorheben der Grundtatsache, auf
der die experimentelle Psychologie in ihrem ganzen Umfange
beruht. Darum spricht Wundt von dem ,heuristischen Prinzip
des psychophysischen Parallelismus“, das bei ihm in folgendem
Satze seinen Ausdruck findet?): ,Uberall, wo regelmiBige Be-
ziehungen zwischen psychischen und physischen Erscheinungen
bestehen, sind beide weder identisch noch ineinander trans-
formierbar, denn sie sind an sich unvergleichbar; aber sie sind
einander in der Weise zugeordnet, dal gewissen psychischen
gewisse physische Vorginge regelmiifig entsprechen, oder, wie
man sich bildlich ausdriickt, da8 beide einander parallel gehen.“

Fine derartige Zuordnung von BewuBtseinsinhalten zu ob-
jektiven Zustinden oder Vorgéngen hat bereits — wie eine
sagenhafte Erzdhlung berichtet?) — Pythagoras vollzogen.

1) Grundziige der physiolog. Psychologie 3, 769 (1903). 5. Aufl.
%) Poggendorff, Geschichte der Physik, 1879, S. 30.
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Beim Voriibergehen vor einer Schmiede horte er im Zusammen-
klang der Hammer die Quarte, die Quinte und die Oktave. Da
er nun im Gewichte der Himmer den Grund der Tonintervalle
vermutete, so ging er hinein, um die Himmer zu wiegen, und
soll tatsidchlich bestimmte Gewichtsverhiltnisse, die den gehdrten
Intervallen entsprachen, gefunden haben.

Auch hat sich bald die Tatsache, dal keine auf Aquivalenz
gegriindete Kausalitdt besteht, bemerklich gemacht. Schon in
Platons Thedtet wird eine auf Heraklit zuriickweisende, dem
Sophisten Protagoras zugeschriebene Lehre auseinander gesetzt,
nach welcher die Sinneswahrnehmungen durch die Einwirkung
dulberer Dinge und durch die Gegenwirkung der Sinnesorgane
entstehen. Es wird so anerkannt, daf die Wahrnehmungen nicht
einfach aus den wahrgenommenen Gegenstinden hervorgehen.

Dieser Erkenntnis verleiht Aristoteles einen noch bestimm-
teren und reineren Ausdruck. Er definiert!) die Sinneswahr-
nehmung als eine Verdnderung des Wahrnehmenden durch das
Wahrgenommene. Wie das Wachs das Zeichen des Siegels auf-
nimmt, nicht aber das Eisen oder Gold des Siegels, so erfalit auch
der Sinn die wahrnehmbare Form ohne den Stoff. Die selbstéin-
dige Bedeutung des Sinnesorgans, das von sich aus die Fihigkeit
zur Wahrnehmung haben muf}, kommt so vollstindig zur Geltung.

In den ,Problemen des Aristoteles®2) wird ferner bereits
der EinfluB fritherer Wahrnehmungen auf die Beurteilung eines
Sinneseindrucks zur Erklirung von Sinnestiuschungen benutzt.
Dort wird ndmlich die Frage aufgeworfen, warum ein einzelner
Gegenstand doppelt gesehen wird, wenn man die Augen in eine
gewisse Stellung zueinander bringt, und warum eine kleine Kugel
doppelt erscheint, falls sie von den ibereinander gekreuzten
Fingern beriihrt oder besser hin und her gerollt wird. Und die
Antwort weist in beiden Fillen darauf hin, dal bei gewdhnlicher
Augenstellung und bei der iiblichen Haltung der Finger zwei
Objekte vorhanden sein miiften, wenn die namliche Eregung
zustande kommen sollte, so dal man auch bei der abnormen
Stellung der Augen und der gekreuzten Haltung der Finger zwei
Empfindungen zu haben glaube.

') De anima 2, 5.
%) Problemata 31, 11, 18; 35, 10.
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AuBerdem haben die Skeptiker die Unsicherheit der Sinnes-
wahrnehmung auf Grund unmittelbar vorher stattgehabter Er-
regungen und gleichzeitig stattfindender Nebenerregungen er-
kannt. Sextus Empiricus, der (gegen Ende des zweiten Jahr-
hunderts n. Chr.) in seinen Schriften eine vollstindige Darstellung
der skeptischen Philosophie gibt, erwahnt in den Pyrrhonei-
schen Grundziigen!), daf ,derselbe Wein denen, welche vorher
Datteln oder Feigen gegessen haben, siéiuerlich scheint, denen
aber, welche Walniisse oder Kichererbsen zu sich genommen,
angenehm zu sein scheint, und daf die (lauwarme) Mittelhalle
des Badehauses die von aullen Eintretenden erwirmt, die Hinaus-
gehenden aber abkiihlt, wenn sie darin verweilen“. Er weill
auch, daf wir wegen der zu den Einwirkungen der wahrgenom-
menen Gegenstéinde hinzutretenden Beimischungen in den Sinnes-
wahrnehmungen nicht ein unmittelbares Abbild der Gegenstinde
haben. ,Deswegen sehen die Gelbsiichtigen alles gelb, die mit
blutunterlaufenen Augen blutig.“

Noch klarer und deutlicher tritt jedoch in der neueren
Philosophie die Einsicht zutage, daf keine Aquivalenz zwischen
den subjektiven Wahrnehmungen und der objektiven Beschatfen-
heit des Wahrgenommenen besteht.

Bei Descartes ist es die mit dem Leibe in Wechselwirkung
stehende Seele, die wahrnimmt. Sie hat ihre besondere Natur,
derzufolge durch die Einwirkungen &uflerer Objekte auf die
Sinnesorgane und das Gehirn bestimmte Vorstellungen erregt
werden, ohne daf dieselben irgend welche Ahnlichkeit mit den
sie verursachenden materiellen Vorgéingen hitten. Dazu kommt
noch die im Denken bestehende eigene Titigkeit der Seele, durch
welche beispielsweise die Entfernung eines Gegenstandes auf
Grund des Winkels, den die Sehachsen der beiden, den Gegen-
stand fixierenden Augen miteinander bilden, erschlossen werde.

Dab indessen diese eigene Tatigkeit der Seele nicht in der
Konstruktion von Sehachsen und Winkeln bestehen koénne, son-
dern sich auf wirkliche, in der Erfahrung gegebene Vorstellungen
stiitzen miisse, hat Berkeley in seiner ,Neuen Theorie des
Sehens“ gelehrt. Da nun die Gesichtsvorstellungen nichts von

') Erstes Buch, Kap. 14, S. 110, 126; nach der Ubersetzung von
Pappenheim.
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der Entfernung, Gréfle und Lage der Objekte enthalten, so konnen
sie nur durch Assoziation von Tastvorstellungen mit den Farben-
und Helligkeitsempfindungen des Gesichtssinnes bedingt und aunf
Grund einer langen Erfahrung erworben sein. So ist denn das,
was wir als Objekt der dulleren Welt wahrnehmen, vielmehr ein
Ergebnis der in der Personlichkeit des Beobachters aufgehduften
Erfahrung als ein Erzeugnis der unmittelbaren, von auflen kom-
menden Einwirkung auf die Sinnesorgane.

Es wird somit durch die in alter und neuerer Zeit hinsicht-
lich der Sinneswahrnehmung gewonnene Einsicht bestitigt, dal
in der Tat blo ein mannigfach bedingtes Zusammenbestehen
objektiver Zustinde und Vorgédnge und ibrer subjektiven Wahr-
nehmung feststellbar ist.

Die Bedingtheit ist aber als eine vierfache zu bezeichnen:
Zunidchst und in erster Linie besteht eine tatsidchliche,
wenn schon nicht auf Aquivalenzbeziehungen zurick-
tfithrbare Abhingigkeit gewisser Wahrnehmungen von
den wahrgenommenen Objekten. Wire dies nicht der Fall,
so konnten die Wahrnehmungen nicht als Hinweise auf Objekte,
sondern blof als Merkzeichen fiir die wechselnden Zustinde des
beobachtenden Subjekts Geltung gewinnen. Sodann ist der
Einflufl gleichzeitiger Eindriicke — der Beimischungen,
wie die Skeptiker sagten — und ferner die gleichfalls von
den Skeptikern beachtete Bedeutung unmittelbar vorher-
gegangener Erregungen anzuerkennen. Es ist schlief-
lich die Beeinflussung durch frithere Erlebnisse hervor-
zuheben, wie sie in der Gewdhnung an bestimmte Erlebnisse
und in der Anbidufung von Erfabrungen in den Problemen des
Aristoteles und namentlich in Berkeleys Theorie des Sehens
zutage tritt.

Zu dieser Erkenntnis gelangt man indessen ohne weiteres,
wenn man erwigt, dal die Bewultseinsinhalte als Unter-
scheidungen aufzufassen sind. Dann ist ndmlich in erster Linie
ein unterscheidendes Subjekt vorauszusetzen, das bereits Erleb-
nisse gehabt und angesammelt haben mufl, wenn es iiberhaupt
imstande sein soll, an dem Erlebten das eine vom anderen zu
unterscheiden. Jede Besonderung innerhalb der Gesamtheit des
Erlebten ist darum ohne weiteres eben durch jene Gesamtheit,
die in der Person des unterscheidenden Subjekts vorliegt, bedingt.



Sind nun Unterscheidungen ausgefithrt worden, so wird jede neue
Unterscheidung von der unmittelbar zuvor vollzogenen sich ab-
heben und so durch die letztere beeinflullt sein. Es werden aber
in entsprechender Weise alle Unterscheidungen, die innerhalb
eines jewells abgesonderten Komplexes vorliegen und als gleich-
zeitige Unterscheidungen sich darbieten, sich wechselweise beein-
flussen. Nur die Zugehorigkeit zu objektiven Zustinden und
Vorgingen kann auf diesem Wege sich nicht ergeben, eben weil
diese Zugehorigkeit nicht in der Funktion des Unterscheidens
begriindet ist, sondern darauf beruht, dafl die gegebene Wirklich-
keit sich nicht nur in Unterscheidungen, sondern auch in Be-
ziehungen oder Verkniipfungen darbietet.

Die von der Erfabrung ausgehende, auf das psychologische
Experiment sich stiitzende Lehre von den BewuBtseinsinhalten ist
aber, wie wir (S. 10) erkannt haben, die experimentelle Psycho-
logie. Thre Aufgabe ist demnach, der vierfachen Bedingtheit der
Bewufitseinsinhalte entsprechend, gleichfalls als eine vierfache zu
bezeichnen:

Zuvorderst ist der unmittelbare Zusammenhang der
im BewufBtsein vollziehbaren Unterscheidungen mit dem
zugrunde liegenden objektiven Geschehen zu erforschen.
Es ist zweitens die hierbei sich kundgebende Beein-
flussung durch gleichzeitige und drittens die Bedingt-
heit durch unmittelbar vorhergegangene Inhalte des
BewuBitseins festzustellen. Es ist viertens die Gesamt-
heit der Unterscheidungen, die der Beobachter in
seinem bisherigen Leben vollzogen hat und die fiir die
gegenwirtig auszufithrenden Unterscheidungen die
Voraussetzung bilden (die in der Persénlichkeit des
Beobachters vorliegende Gesamtheit der in Betracht
kommenden friitheren Bewuflitseinsinhalte) zu beachten.

DaB hierdurch die Aufgabe der experimentellen Psychologie
in der Tat vollstindig umschrieben wird, zeigt ein Uberblick iiber
die bisher auf experimentellem Wege in Angriff genommenen
psychologischen Untersuchungen.

Sie gliedern sich in die Untersuchung der Intensitit und
Qualitit der Empfindungen, der einfachen Gefiihle, der Gehors-
vorstellungen, der rédumlichen Gesichts- und Tastvorstellungen,
der Wahrnehmung bewegter Objekte, der zeitlichen Wahrneh-
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mungen, der Auffassung von kurzdauernden, gleichzeitig oder
nacheinander erfolgenden Einwirkungen einer Vielheit von Ein-
driicken, der sogenannten Reaktionszeiten, der Assoziationen
und sogenannter intellektueller Funktionen (der Gedichtnis-
leistungen, des Lesens, des Schreibens). In allen diesen Fillen
handelt es sich aber, wie es nicht anders sein kann, um objektive
Zustinde und Vorginge einerseits und ihre Auffassung und
Unterscheidung andererseits, wobei das gleichzeitig, unmittelbar
zuvor und frither Erlebte in Betracht kommt und beriicksichtigt
werden muf.

Insbesondere verdient es beachtet zu werden, dal} kein prin-
zipieller Unterschied zwischen der Untersuchung der Intensitit
und Qualitit einfacher Empfindungen in ihrem unmittelbaren
Zusammenhange mit den zugrunde liegenden Reizvorgingen und
der Feststellung von Gedéchtnisleistungen, Reaktionsdauern, oder
der als Mafl der Aufmerksamkeit und des Bewulitseinsumfanges
in Anspruch genommenen Unterscheidungen gleichzeitiger und
successiver Einwirkungen einer Vielheit von Eindriicken besteht.
Bei der Darstellung des Gesamtgebietes der Psychologie pflegen
diese Untersuchungen allerdings in verschiedenen Kapiteln be-
handelt zu werden. Sie bleiben aber nur bei einer kapitelweisen
Betrachtung der Psychologie getrennt, wihrend sie in der Tat
einheitlich zusammengehéren und eine und dieselbe Methode
experimenteller Untersuchung verlangen.

Aus den Beobachtungen, die auf den Zusammenhang objek-
tiven Geschehens und dessen subjektiver Auffassung gerichtet
sind, kann aber niemals ein kausaler, auf Aquivalenz gegriindeter,
sondern blof ein durch mannigfache konstante und variable Ein-
fliisse bedingter und darum veréinderlicher Zusammenhang sich
ergeben, so dafl sich die Verwertung der Beobachtungsergebnisse
auf die in der Untersuchung solcher wechselnden Zusammen-
héinge und Abhingigkeiten bestehende Wahrscheinlichkeitslehre
stiitzen mulb.

Demgemif ist zunéichst anzugeben, was unter Wahrschein-
lichkeit zu verstehen und wie sie ihrem Grade nach zu be-
stimmen ist.



Zweiter Abschnitt.

Die Wahrscheinlichkeitslehre.

3. GewiBheit und Wahrseheinlichkeit.

Bezeichnet man Unterscheidungen und Verkniipfungen in
gleicher Weise als Bestimmungen, so 146t sich jeder Gegenstand
als ein System zusammengehoriger Bestimmungen definieren. Er
besteht nur auf Grund der Bestimmungen, so dal von ihm nichts
iibrig bleibt, wenn man alle Bestimmungen wegnimmt.

Die Zusammengehorigkeit der Bestimmungen kann aber
gleich den Bestimmungen selbst urspriinglich und schlechthin
gegeben sein oder auf bereits vollzogenen Denkakten beruhen.
Man bat darum gegebene und abgeleitete Gegenstinde oder ge-
gebene und abgeleitete Systeme zusammengehériger Bestim-
mungen zu unterscheiden.

Eine Bestimmung, die nicht selbst gegeben ist, kann nur
auf Grund gegebener Bestimmungen ausgefithrt werden. Denn
das Denken existiert nicht unabhéingig von den Bestimmungen,
in denen es sich tiitig erweist. Es kann darum nicht fiir sich
allein bestehen und nun aus sich heraus Bestimmungen erzeugen.
Demzufolge miissen stets gegebene Bestimmungen den letzten
Ausgangspunkt bilden. Dann findet aber auch jeder abgeleitete
Gegenstand in gegebenen Bestimmungen und somit in gegebenen
Gegenstinden seine Unterlage.

Die gegebenen Gegenstinde sind die in rdumlicher und zeit-
licher Form bestehenden Dinge, die zusammengenommen die
Welt ausmachen. Ihnen gehort auch der denkende Mensch selbst
an, insofern er eine objektive Existenz besitzt. — Die abgeleiteten
Gegenstinde hingegen bieten die durch das Denken gewonnene
Erkenntnis dar. Sie existieren zuniichst im Denken, insofern sie
als logisch zusammengehérige Bestimmungen vorhanden sind; es
kommt ihnen aber auch ein wirkliches Sein zu, insofern die Be-

Lipps, Die psychischen MaBmethoden. 9
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stimmungen, aus denen sie bestehen, in der objektiv gegebenen
Welt Gestalt gewinnen.

Der Bereich der Erfahrungsgegenstinde, in denen die Be-
stimmungen sich verwirklichen, kann der Umfang der Erkenntnis
genannt werden. Der Inbegriff der Bestimmungen kann der
Inhalt der Erkenntnis heillen. Sagt man ,Begriffenes“ statt ,Er-
kanntes“, so ist der Umfang der Erkenntnis als Begriffsumfang,
der Inhalt der Erkenntnis als Begriffsinhalt zu bezeichnen. Es
ist aber dann im Auge zu behalten, dafl der Begriff kein iiber-
sinnliches Sein besitzt, sondern lediglich in einem Systeme zu-
sammengehériger Bestimmungen besteht und durchaus in der
gegebenen Wirklichkeit wurzelt.

Ein solcher Begriff kann ebensowohl durch eine geometrische
Figur wie durch eine chemische Substanz, durch einen physika-
lischen Zustand wie durch eine bestimmte Gemiitsverfassung oder
Handlungsweise dargestellt werden. Sofern es aber nur auf das
Vorhandensein eines bestimmten Inhaltes und eines bestimmten
Umfanges ankommt, kann man sich der Einfachheit wegen die
mit den fraglichen Bestimmungen behafteten, objektiv existieren-
den Dinge als Kugeln denken, die in einer Urne beisammen liegen
und mit gewissen Zeichen als den Reprisentanten jener Bestim-
mungen beschrieben sind. Die Mannigfaltigkeit der Kugeln stellt
dann den Begriffsumfang, und das System der Zeichen, die jeder
Kugel aufgeschrieben sind, den Begriffsinhalt dar.

Soll nun die Erkenntnis, die in einem Systeme von Bestim-
mungen vorliegt, vermehrt werden, so muf} eine neue Bestimmung
zu den vorhandenen hinzutreten. Der Begriffsinhalt wird hier-
durch jedenfalls grofer. Beziiglich des Begriffsumfanges hin-
gegen sind zwel Moglichkeiten zu unterscheiden: entweder gilt
die neue Bestimmung in demselben Umfange wie die bereits vor-
handenen, oder sie gilt nur teilweise, so dall eine Verringerung
des Begriffsumfanges eintritt.

Im ersten Falle sind alle Kugeln der Urne mit dem der
neuen Bestimmung entsprechenden Zeichen behaftet. Der Zu-
wachs an Erkenntnis besteht somit in der Einsicht, daf immer
und iberall, wo die frither allein beachteten Bestimmungen vor-
handen sind, auch die neue Bestimmung sich vorfindet.

Im zweiten Falle haftet das neue Zeichen nicht an jeder
Kugel. Es kann an einer einzelnen Kugel ebensowohl vorhanden
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sein wie auch feblen. Falt man aber die Gesamtheit aller Kugeln
ins Auge, so sind zwei Gruppen zu unterscheiden: den Kugeln
der einen Gruppe kommt das neue Zeichen zu, wihrend es den
Kugeln der anderen Gruppe fehlt.

Besteht die erste Gruppe aus r Kugeln, die zweite aus
s Kugeln, und ist die Gesamtzahl der Kugeln gleich ¢, so stellt

der Quotient
r

die relative Haufigkeit fiir das Auftreten der neuen Bestimmung
dar. In entsprechender Weise bezeichnet
]

q:.-t_. e e el e e (2)

die relative Haufigkeit fiir das Ausbleiben der neuen Bestimmung.
Dar 4+ s =, so ist
p+qg=1. . . . . . . . (3

Je nachdem p gréBer oder kleiner als g ist, wird man das
Auftreten oder das Ausbleiben der neuen Bestimmung fiir wahr-
scheinlicher halten, und die Wahrscheinlichkeit fiir das Auftreten
oder fiir das Ausbleiben wird fiir um so grofler angesehen werden,
je groBer erstenfalls p oder zweitenfalls ¢ ist. Demgemil ist
unter der Wahrscheinlichkeit oder Unwahrscheinlich-
keit einer Bestimmung nichts anderes als die relative
Haufigkeit ihres Auftretens oder Ausbleibens zu ver-
stehen.

Im Gegensatz hierzu wird eine Bestimmung als
gewill bezeichnet, wenn sie in allen Fallen, die in Frage
kommen, eintritt. Sie ist ferner unméglich, wenn sie
niemals eintritt. Es ist alsdann im ersteren Falle p = 1,
g = 0, und im letzteren Falle p — 0, ¢ — 1.

Dall es zutreffend ist, die Wahrscheinlichkeit einer Bestim-
mung der relativen Haufigkeit, mit der die Bestimmung auftritt,
gleichzusetzen, kann man in allen Fillen, wo von Wahrschein-
lichkeit die Rede ist, bestitigt finden.

Sagt man z. B., daB es heute wahrscheinlich regnen werde,
go ist dies gleichbedeutend mit der Behauptung, dal in einer
groflen Anzahl von Fillen bei einer dhnlichen Beschaffenheit der
Atmosphiére der Regen hiufiger eintreten als ausbleiben wird.

2*
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Nicht anders ist es, wenn man von einem Menschen, der an einer
Krankheit darniederliegt, sagt, dall er wahrscheinlich sterben
werde. Es liegt auch da die Annahme zugrunde, dafl unter &hn-
lichen, dem vorliegenden Falle vergleichbaren Umsténden der
Tod héufiger eintreten als ausbleiben werde. Die Annahme kann
einer hinreichenden Begriindung entbehren. Man spricht als-
dann vielleicht nur von einem Gefithle der Wahrscheinlichkeit.
Es ist aber auch das Gefiihl der Wahrscheinlichkeit nichts an-
deres als der Zustand des Bewultseins, der mit einer unsicheren
Vermutung iiber die relative Haufigkeit fiir das Eintreten des in
Frage stehenden Ereignisses verkniipft ist.

Die neue als gewill oder als wahrscheinlich sich darbietende
Bestimmung kann auf zwei wesentlich verschiedenen Wegen er-
kannt werden: auf dem Wege der Deduktion oder auf dem
Wege der Induktion.

Geht man von der bereits gewonnenen Erkenntnis aus, die
in dem Systeme der vorhandenen Begriffe vorliegt und achtet
man auf ihren Zusammenhang, so kénnen zusammenhingende Be-
stimmungen als zusammenfabar sich erweisen, so dall durch die
Zusammenfassung eine neue, vorher nicht erkannte Bestimmung
sich ergibt. Sie ist als eine aus den bekannten Bestim-
mungen abgeleitete oder deduzierte Bestimmung und
die Ableitung selbst als Deduktion zu bezeichnen.

Eine Deduktion liegt somit vor, wenn man z. B. aus der
Gleichheit zweier Seiten eines Dreiecks die Gleichheit der gegen-
iiberliegenden Winkel folgert, oder wenn man auf Grund der
gleichmifigen Beschaffenheit eines Wiirfels den Schluf zieht, daf}
bei unbegrenzt wiederholtem Werfen jede Seite gleich hiufig er-
scheinen werde und somit die Wahrscheinlichkeit jeder einzeinen
Seite gleich 1/; sei. In dem einen wie in dem anderen Falle
wird aus dem Systeme bekannter Zeichen, mit denen die Kugeln
einer Urne beschrieben sind, das Vorhandensein eines neuen
Zeichens erschlossen und als fir alle Kugeln oder fiir einen be-
stimmten Teil der Kugeln giiltig erkannt.

Geht man hingegen von der gegebenen Wirklichkeit aus,
auf die in letzter Hinsicht alle Erkenntnis sich griindet, so ist es
moglich, dafl da, wo die Bestimmungen eines Begriffes Gestalt
gewinnen, zugleich eine weitere Bestimmung sich darbietet. Wird
dieselbe in das System der vorhandenen Bestimmungen eingefiigt,
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so kann sie als induzierte Bestimmung und die Einfiigung
selbst als Induktion?) bezeichnet werden.

Eine solche Induktion wurde beispielsweise von Kepler
vollzogen, als er zundchst fiir den Planeten Mars die Annahmne
einer elliptischen Bewegung bestitigt gefunden hatte und nun
den Schlull zog, da3 alle Planeten in Ellipsen sich um die Sonne
bewegen. In gleicher Weise hat er auch die beiden anderen der
drei nach ihm benannten Gesetze der Planetenbewegung induktiv
bestimmt. Eine Induktion liegt aber auch vor, wenn ein Arazt
in seiner Praxis die Wirkung eines neuen Heilmittels erprobt und
feststellt, dal in der Mehrzahl der Fille eine giinstige Wirkung
eingetreten und demgemal auch kiinftig zu erwarten ist.

War es fiir Kepler gewil}, daf3 alle Planetenbahnen die fiir
den Mars aus einzelnen Beobachtungen berechnete Gestalt haben,

) Es soll nicht unerwihnt bleiben, daf diese Auffassungsweise
der Induktion mit der herkémmlichen, die bis auf Aristoteles zuriick-
geht, sich nicht vollig deckt. Aristoteles bezeichnet nimlich die
Induktion im Gegensatz zum Syllogismus als das Hinaufsteigen vom
Einzelnen zum Allgemeinen (Anal. pri. 2, 23; Anal. post. 1, 18; Top.
1, 12). Das Einzelne ist aber nicht ein Gegenstand der gegebenen
‘Wirklichkeit, an dem die Bestimmungen eines Begriffs zutage treten,
sondern in der Regel ein spezieller Begriff. Die Beispiele des Ari-
stoteles beziehen sich, wie Sigwart (Logik 2, 406) hervorhebt, ,meist
auf die Spezialbegriffe, und er fafit nicht Einzeltatsachen zu einem
untersten Begriffe, sondern spezielle Begriffe zu einem allgemeineren
zusammen, bzw. spezielle Regeln zu einer allgemeineren®. Das Allgemeine
ist ferner der Begriff in seinem ganzen Umfange, nicht auch ein
bloBer Teilumfang des Begriffs, wonach unbeachtet bleibt, daB die
Induktion ebensowohl einen fiir den ganzen Begriffsumfang wie auch
eine fiir einen bloBen Teilumfang giiltige Erkenntnis liefern kann. —
Nun hindert allerdings nichts, das Verallgemeinern als Induktion zu
bezeichnen. Dann miiite es aber auch als Induktion gelten, wenn
man eine Eigenschaft erst fiir das spitzwinkelige, dann fiir das recht-
winkelige und schlieBlich fiir das stumpfwinkelige Dreieck beweist und
hieraus ihr Vorhandensein fiir das allgemeine Dreieck erschlieBt, so
daB in der Tat nur eine Zusammenfassung von Deduktionen vorliegt.
Andererseits miiite man das Hinzufiigen neuer, auf Grund der Er-
fahrung festgestellter Bestimmungen zu einem vorhandenen Begriffe
als ein besonderes Verfahren anerkennen. Xs wird aber, wie mir
scheint, gerade hierdurch und nicht durch das Merkmal der Ver-
allgemeinerung das Wesen desjenigen Verfahrens gekennzeichnet, das
man im Bereich der Erfahrungswissenschaft als Induktion zu be-
zeichnen gewodhnt ist.
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so ist hingegen fiir den Arzt die heilende Wirkung der Arznei
nur wahrscheinlich; ja es besteht auch dann nur eine allerdings
sehr gesteigerte Wahrscheinlichkeit, wenn der Erfolg in allen
bisher beobachteten Fillen eingetreten ist.

Der Grund hierfiir liegt auf offener Hand: Kepler wulte
im voraus, ehe er die Berechnung der Orter fiir den Planeten
Mars unternahm, daf die fiir den einen Planeten nachgewiesene
Bahn von allen Planeten befolgt werde. Is war dies ein un-
mittelbarer Ausflul seiner astronomischen Einsicht. Nur die
Gestalt der Bahn war unbekannt, nachdem die Kreisbahn als
unzutreffend sich erwiesen hatte. — Der Arzt dagegen bat nach
unserer Annahme noch keine Erkenntnis iiber die Wirkung seines
Mittels. Er weil nur, daf der Erfolg entweder eintreten oder
ausbleiben wird. Darum kann ikn die Erfahrung nur iber die
grofere oder geringere Hiufigkeit des Eintretens oder des Aus-
bleibens des Erfolges und somit iiber die Wahrscheinlichkeit oder
Unwahrscheinlichkeit desselben belehren.

Deutet man die Planeten in gleicher Weise wie die Patienten
des Arztes als Kugeln einer Urne, so geniigt demnach im ersteren
Falle die Feststellung des neuen Zeichens an einer einzigen
Kugel, um es als allen Kugeln anhaftend und somit als gewifl zu
erkennen, wihrend im zweiten Falle die Beobachtung der Kugeln
nur eine groBere oder geringere Wahrscheinlichkeit fiir das neue
Zeichen ergibt. Diese Verschiedenheit ist aber, wie die an-
gefithrten Beispiele erkennen lassen, durch die vor der Ausfihrung
der Beobachtungen bereits vorhandene Erkenntnis bedingt.

Demnach gibt es keine allgemein giiltige Regel, um den
Erfolg einer Induktion in jedem Falle zu bestimmen. Und die
Frage Mills 1), ,warum in manchen Fillen eine einzige Instanz
zu einer vollstindigen (d. h. fiir den ganzen Begriffsumfang giil-
tigen) Induktion ausreiche, wihrend in anderen Fillen Myriaden
iibereinstimmender Instanzen, ohne eine einzige bekannte oder
vermutete Ausnahme, so sehr wenig dazu beitragen, einen Satz
von durchgiingiger Allgemeinheit zu begrinden“, 148t sich nur
dahin beantworten, dall es von der vorhandenen Erkenntnis und
den geltenden Grundsiitzen wissenschaftlicher Forschung abhingt,

1) John Stuart Mill, System der deduktiven und induktiven
Logik (iibers. von Gomperz) 1, 367.
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ob eine induktiv erkannte Bestimmung als gewif oder nur als
wahrscheinlich zu gelten hat.

4. Die Wahrscheinlichkeitsbestimmung.

Ist Gewibheit vorhanden, so hat die Untersuchung ihren
Abschlufl gefunden. Hat sich aber nur Wahrscheinlichkeit er-
geben, so ist noch ihr Grad zu bestimmen. Denn die Wahr-
scheinlichkeit wird durch den einen oder den anderen der un-
endlich vielen, von den Grenzen O und 1 eingeschlossenen
Zahlenwerte dargestellt, wihrend die Gewiheit, die in dem Zahlen-
werte 1 ihren Ausdruck findet, als solche keiner Steigerung und
keiner Schwichung fiahig ist.

Diese Bestimmung ist ohne weiteres ausfithrbar, wenn man
die in Frage kommenden Hiufigkeiten durch einfache und nahe-
liegende Erwiigungen feststellen kann. Dies ist bei den Gliicks-
spielen der Fall. Es bezieht sich denn auch die erste, geschicht-
lich nachweisbare Angabe iiber Wahrscheinlichkeiten in einem
Kommentar zu Dantes géttlicher Komédie vom Jahre 1477 auf
die Wiirfe, die man mit drei Wiirfeln machen kann?). Weiter-
gehende Bestimmungen gibt im 16. Jahrhundert Cardano in der
Schrift ,De ludo aleae® und Galilei (1564 bis 1642) in seinen
,Considerazione sopra il giuoco dei dadi“.

Die auf besondere Methoden gegriindete mathematische
Wahrscheinlichkeitsbestimmung beginnt indessen erst mit den
Untersuchungen Pascals (1623 bis 1662) und Fermats (1601
bis 1665). Den #ufieren AnlaB bildete die Frage eines Spielers,
wie der Einsatz gerechterweise zu verteilen sei, wenn ein Spiel,
das auf das Gewinnen einer bestimmten Anzahl von Einzelspielen
eingerichtet ist, vor seiner Beendigung abgebrochen wird. Die
von beiden Forschern unabhingig voneinander entwickelten Me-
thoden erregten das Interesse der Mathematiker, so daf von da
ab die Behandlung von Aufgaben der Wahrscheinlichkeitsrechnung
in Aufnahme kam.

Hierbei handelte es sich um deduktive Wahrscheinlich-
keitsbestimmungen, die aus der Annahme gleich méglicher Fille

') Nach einer Angabe von Libri, Histoire des sciences mathé-
matiques en Italie 2, 188.
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abgeleitet wurden. Es wurden indessen im 17. Jahrhundert
auch bereits induktive Wahrscheinlichkeitsbestimmungen aus-
gefiihrt.

John Graunt (1620 bis 1674) hat zuerst aus den regel-
m#big verdffentlichten Registern der Todesfille fir London Wahr-
scheinlichkeitsbestimmungen abgeleitet und Schliisse iiber die
Bevilkerung und das Wachstum dieser Stadt gezogen. Er hat
somit erkannt, dafl man unbekannte Wahrscheinlichkeitswerte
empirisch durch die Beobachtung einer grofen Anzahl von Féllen
mit hinreichender Genauigkeit bestimmen kann, und solche Be-
stimmungen selbst ausgefithrt. Aus den Geburts- und Todes-
listen fiir Breslau hat ferner Halley (1656 bis 1742) eine
Sterblichkeitstafel abgeleitet und daraus fiir die verschiedenen
Lebensalter die Wahrscheinlichkeiten, wihrend einer bestimmten
Zeit am Leben zu bleiben, die Lebenswahrscheinlichkeiten, be-
rechnet.

Es hat sich demnach zu dieser Zeit die Erkenntnis Bahn
gebrochen, dafl man einen Wahrscheinlichkeitswert fiir die beliebig
groBe oder auch unendlich grofe Mannigfaltigkeit von Kugeln
einer Urne durch Ziehen einer grofen Anzahl einzelner Kugeln
bestimmen kénne. Dabei wurde als Grundsatz festgehalten, dafl
die Bestimmung um so zuverlissiger sei, je mehr Kugeln gezogen
werden. Da dies durch die Erfahrung seine Bestétigung fand,
so konnte eine Untersuchung, ob und wie weit der Grundsatz
theoretisch berechtigt sei, als entbehrlich gelten.

Von diesem Standpunkte aus wurden auch in der Folgezeit
die sogenannten statistischen Untersuchungen vielfach gepflegt.
Insbesondere hat Stifmilch (1707—1767) eine vollstindige Lehre
von den auf Geburt, Tod und Fortpflanzung beruhenden Gesetz-
méfigkeiten innerhalb der menschlichen Gesellschaft entwickelt.
Er fir seine Person konnte dabei um so mehr eine Begriindung
des von ihm angewandten Verfahrens entbebren, als er, gestiitzt
auf das Wort der Bibel (1.Mos. 1, 28): ,Seid fruchtbar und mehret
euch und erfiillet die Erde und machet sie euch untertan®, in
Geburt und Tod eine vorbestimmte gottliche Ordnung sah und
darum sein Werk ,Die géttliche Ordnung in den Verénderungen
des menschlichen Geschlechts“ nannte. Zur Veranschaulichung
benutzte er den Vergleich mit einem vorbeimarschierenden Regi-
ment Soldaten. ,Der weiseste Schépfer und Regierer der Welt®,



so sagt er?l), ,lasset das zahlreiche Heer des menschlichen Ge-
schlechts durch die Zeugung aus seinem Nichts hervorgehen, so
viel er desselben zum Leben geordnet hat. Der Ewige lafit uns
in der Zeit gleichsam vor seinem Angesicht vorbeigehen, bis wir
nach Erreichung des einem jeden gesteckten Zieles wiederum
von diesem Schauplatze abtreten. Der Auftritt, der Voriibergang
vor den Augen des Herrn der Heerscharen und der Abtritt, alles
geschieht mit einer bewunderungswiirdigen Ordnung. Unser
Auftritt im Lande der Lebendigen geschieht allmghlich, ohne
Gedringe und nach bestimmten Zahlen, die zu dem Heere der
Lebendigen wie auch der Wiederabgehenden jederzeit ein regel-
mibiges Verhdltnis haben. Kurz vor dem Eintritt in das Land
der Lebendigen werden noch einige gleichsam ausgemustert. Das
gind die Totgeborenen; doch geschieht auch dieses nach gewisser
Proportion. Besonders sind bei diesem Hervorgange aus dem
Nichts diese beiden Stiicke aller Aufmerksamkeit wirdig, daB
jederzeit gegen 20 Madchen 21 Sthne kommen; sodann auch, dal
die Haufen derer an das Licht kommenden jederzeit etwas grofer
sind als derer, die wieder in Staub verwandelt werden. Dadurch
geschieht es, dall das Heer des menschlichen Geschlechts stets
etwas, jedoch auch nach einer steten Proportion, vergrofert wird.“

Indessen herrscht auch noch in unseren Tagen die Neigung,
die Gewihr fiir die Sicherheit der Wahrscheinlichkeitsbestimmungen
bei statistischen Untersuchungen in der grofen Anzahl der Beob-
achtungen zu suchen, ohne sich um die Berechtigung dieser
Annahme und um die Bestimmung der auch bei der groften
Beobachtungszahl stets noch ibrigbleibenden Unsicherheit zu
kiimmern.

Um so groBer ist das Verdienst Jakob Bernoullis (1654
bis 1705), der die Notwendigkeit, den Einflul der Anzahl der
Beobachtungen auf die Sicherheit der Wahrscheinlichkeitsbestim-
mung festzustellen, erkannte und untersuchte, ob denn in der
Tat durch die Vermehrung der Beobachtungen auch die Sicher-
heit der Wahrscheinlichkeitsbestimmung immer wéchst und nicht
vielmehr ein bestimmter Sicherheitsgrad auch bei der gréBten
Beobachtungsanzahl niemals iiberschritten werden kann. Er kam
so zu der Erkenntnis, dafl wir den Wahrscheinlichkeitswert nie-

) Die gottliche Ordnung (2. Aufl.) 1, 52 (1761).
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mals absolut genau, sondern nur mit einer bestimmten An-
niherung erhalten, dall aber die Annéherung durch fortgesetzte
Beobachtung beliebig weit getrieben werden kann. Ist ndmlich
der zu bestimmende Wahrscheinlichkeitswert seinem wirklichen

Werte nach gleich

r

]927,

so wird es, wie Bernoulli in seiner nachgelassenen, im Jahre
1715 verdffentlichten ,Ars conjectandi® im vierten Abschnitte
bewiesen hat, mit wachsender Anzahl der Beobachtungen
immer wahrscheinlicher, dafl der aus den Beobachtungen
sich tatséchlich ergebende Wert innerhalb der Grenzen

1 r—1
r—{; und 7t

als auBerhalb derselben liegt, mithin weder gréBer als
(r + 1) : t, noch kleiner als (r — 1) : ¢ ist. Es kann darum
auch, wenn

nr r
n—t statt 7
gesetzt wird, die Anzahl der Beobachtungen so groffl gewihlt
werden, daf mit derselben iiberwiegenden Wahrscheinlichkeit der
beobachtete Wert innerhalb der Grenzen

wr 4+ 1 nr — 1

d
wt " nt

liegt, wo diese Grenzen nun blo§ noch um den Betrag
1
+ = statt + 1
nt t

vom wahren Werte abweichen.

»Wenn also“, so schlieft Jakob Bernoulli seine Aus-
fibrungen ), ,alle Ereignisse durch alle Ewigkeit hindurch fort-
gesetzt beobachtet wiirden (wodurch schlieflich die Wahrschein-
lichkeit in volle GewiBheit ibergehen miillite), so wirde man
finden, dafl alles in der Welt aus bestimmten Griinden und in
bestimmter GesetzmiBigkeit eintritt, dal wir also gezwungen

') Ars conjectandi, 4. Teil, Kap. V (Ostwalds Klassiker der
exakten Wissenschaften, Nr. 108, 8. 107).
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werden, auch bei noch so zufillig erscheinenden Dingen eine
gewisse Notwendigkeit und sozusagen ein Fatum anzunehmen.“

Dieses Theorem, das in der hergebrachten Auffassungsweise
das ,Gesetz der grollen Zahlen® (wie es von Poisson in den
sRecherches sur la probabilité des jugements“, 1837, genannt
wurde) zum Ausdruck bringt, hat Jakob Bernoulli aus den
GesetzmifBigkeiten der binomischen Reihe abgeleitet. Die in
den Lehrbiichern der Wahrscheinlichkeitsrechnung tibliche Dar-
stellungsweige beruht indessen auf einer an die Stirlingsche
Formel ankniipfenden Umformung der Glieder der binomischen
Reihe fiir den Fall einer grofen Anzahl von Reihengliedern, die
zu dem gewohnlichen, auch in der Fehlertheorie durch Gauss in
Aufpahme gekommenen Exponentialgesetze gefithrt hat.

Einen einfacheren Beweis, der zugleich die Voraussetzungen,
an welche die induktive Wahrscheinlichkeitsbestimmung gebunden
ist, deutlich hervortreten laft, liefern folgende Uberlegungen.

Sind in einer Urne ohne unser Wissen unter { Kugeln » weille
und s schwarze Kugeln, so dafl { — r -+ s ist, und die relative
Haufigkeit oder die Wahrscheinlichkeit einer weilen Kugel und
einer schwarzen Kugel durch

_,p—_—-.g_und q:.zs_ L (4)

angegeben wird, so kann man beim Ziehen einer einzelnen Kugel
jede der ¢ Kugeln, also jede der » weilen und jede der s schwarzen
Kugeln treffen. Es gibt somit

t=r+s. . . . . . . . H)
Moglichkeiten. Zieht man hingegen zwei Kugeln nacheinander,
wobei die zuerst gezogene Kugel wieder zuriickgelegt wird, ehe
man die zweite zieht, so bestehen
22=9r2 4+ 2rs4+s2. . . . . . (6)
Méglichkeiten, indem man r2mal zwei weile Kugeln, 2#smal
zuerst eine weile und dann eine schwarze oder zuerst eine
schwarze und dann eine weille Kugel, und s2mal zwei schwarze
Kugeln treffen kann. In entsprechender Weise ergeben sich,
wenn m Kugeln nacheinander unter jedesmaligem Zuriicklegen
der jeweils gezogenen Kugeln gezogen werden,

tmzrm—*-%nrm—ls—{—lm(rln.—gl)rm“zs?%— oo s (T)



Moglichkeiten, so dall in

m@m —1)...(m '——‘i + 1) -
1.2...1¢

Fallen m — ¢ weile und ¢ schwarze Kugeln in beliebiger Reihen-
folge (fir ¢ = 0, 1, 2 . . . m) sich ergeben.

Von diesen Méglichkeiten kann sich stets nur eine einzige
unter Ausschluf aller ibrigen verwirklichen. Die Anzahl der
weilen Kugeln kann daher gleich 0,1,2...m — 1,m und zugleich
diejenige der schwarzen Kugeln gleich m,m —1,m—2...1,0
gein, so daf zuniichst gar nicht einzusehen ist, mit welchem
Rechte aus der gezogenen Anzahl auf die wirklich in der Urne
vorhandene unbekannte Anzahl geschlossen wird.

In der Tat bedarf es zweier Voraussetzungen, wenn iiber-
haupt eine induktive Wahrscheinlichkeitsbestimmung méglich
gein soll: man mull voraussetzen, dall erstens bei einer
unbegrenzten Wiederholung der ausgefiihrten m Ziige
jede der t™ Moglichkeiten in gleicher Héiufigkeit zur
Verwirklichung gelangt, und dall zweitens das aus allen-
diesen unendlich vielen Fillen sich ergebende arith-
metische Mittel der weilen und der schwarzen Kugeln
mit den aus den wirklich ausgefiihrten m Ziigen ge-
fundenen Anzahlen der weiffen und schwarzen Kugeln
ibereinstimmt.

Der ersten Voraussetzung gemiB hat die unbegrenzte Wieder-
holung von m Zigen das Auftreten von

0, 1, 2, )

weillen und zugleich von

—igi

m, m—1, m— 2, ... 0

schwarzen Kugeln zur Folge, wobei jede Anzahl sich unter
t™ Fillen durchschnittlich in der Hiufigkeit

m m(m—1)
s™, - rsm‘l, 13 r? sm—2’ Rt
oder, wenn p — r : { und ¢ =— s : t gesetzt wird, in der rela-
tiven Haufigkeit
m mm—1)

qg", —pgm!

m—2 m
1 ! 1.2 p e v P
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ergibt. Mit der nédmlichen Hiufigkeit findet man demnach fir
die weilen Kugeln die Verhiltnis- oder Wahrscheinlichkeitswerte
1 2
0, —, —, N |
m m
und zugleich fiir die schwarzen Kugeln die Verhiltnis- oder
Wahrscheinlichkeitswerte
5, m—l, m—2’ o
m m
Alle diese Wahrscheinlichkeitswerte sind unter Bezugnahme auf
die angegebenen Haufigkeiten ihres Auftretens zu beriicksichtigen.
Es kann folglich der aus den m tatséchlich ausgefiihr-
ten Ziigen berechnete Wahrscheinlichkeitswert der
weillen oder schwarzen Kugeln nicht fir sich allein,
sondern lediglich als Reprisentant der ganzen Mannig-
faltigkeit von Wahrscheinlichkeitswerten, die bei un-
begrenzter Wiederholung der m Ziige auftreten wiirden,
Geltung gewinnen.

Diese Mannigfaltigkeit bleibt aber unbekannt, wenn man
blof annimmt, dafl irgend ein Glied derselben mit dem beob-
achteten Wahrscheinlichkeitswerte iibereinstimmt. KEs gilt daher
eine Vereinbarung zu treffen, welches Glied dem beobachteten
Werte gleichgesetzt werden soll. Da man das am hiufigsten
vorkommende Glied wihlen wird, und dasselbe mit dem arith-
metischen Mittel aller der Mannigfaltigkeit angehérenden Werte
vollig oder nahezu iibereinstimmt, so ist im Einklang mit der
zweiten Voraussetzung das arithmetische Mittel dem beobachteten
Werte gleich zu setzen.

Es ist nun das Mittel aus der Anzahl der weillen Kugeln gleich

m (m — 1)

0-gm + 1.2 pgn—t 4 2. ) pagm—z
1 1.2
+mpr=mp . . . . . . . (8
und ebenso das Mittel aus der Anzahl der schwarzen Kugeln gleich
' —1
m.q" + (m—l)-)—f—pq’”‘1 + (m—2)~&71”2—)19241’”—2 + -
4+ 0.p" =mgq . . . . .9

so dal p und ¢ die arithmetischen Mittel fiir die Wahrscheinlich-
keitswerte der weilen und schwarzen Urnenkugeln sind. Es sind
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daher die unbekannten Wahrscheinlichkeitswerte p und ¢ der
weilen und schwarzen Urnenkugeln den aus den s Ziigen be-
stimmten Wahrscheinlichkeitswerten gleichzusetzen.

Die beobachteten Wahrscheinlichkeitswerte p und ¢
der weiflen und schwarzen Kugeln repriasentieren dem-
nach die Mannigfaltigkeiten der Werte

—1
o L2 m—1
m m m
und
1, m—l’ m—-2, L’ 0
m m m
in den zugehorigen relativen Haufigkeiten:
m m(m— 1) m
m —_ m—1 2am—2 , ., _ pm—1 m
™ 1 paq ) 1.2 r=q ) 1 P q, p-.
Es kann aber in vielen Fillen als ausreichend gelten, eine
Mannigfaltigkeit reeller positiver Werte a;, a5, a5, . . . @y, durch
das arithmetische Mittel
1
b=—(@+at+at+---+a. . . 10

und durch das Mittel der quadratischen Abweichungen
1
o = {(@—b2 + @—b + -+ @—bF (1)

ihrer Lage und Ausdehnung nach zu bestimmen und symbolisch
durch
b+ . .. . . L oL (12

darzustellen. Dementsprechend lassen sich auch die
Mannigfaltigkeiten der Wahrscheinlichkeitswerte fir
die weiBlen und schwarzen Kugeln durch die arith-
metischen Mittelwerte p und ¢ im Verein mit dem, beiden
gemeinsam zugehérigen Mittel der Abweichungs-
quadrate:

2 )
(0—p)2.q™ + <ml —p) -?p g A (L)t =

m_ 1

. 2
(1—-4)2-q’"+<m : q)-ﬂpq’"“1+---+(0—®2-p’" (13)

1
—ml’q
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in der Form 1
R V;n— pq

1
+ 1=
a1

(14)

darstellen.

Nachdem so die Bedeutung der induktiven Wahrscheinlich-
keitsbestimmung vollkommen klar gestellt ist, erledigt sich der
Beweis des Bernoullischen Theorems durch den Hinweis
darauf, daf mit wachsendem m die mittlere quadratische
Abweichung immer kleiner wird und somit die ganze
Mannigfaltigkeit der Wahrscheinlichkeitswerte sich
immer dichter um den als arithmetisches Mittel ge-
deuteten, empirisch bestimmten Wahrscheinlichkeits-
wert schart.

Hat man beispielsweise unter m =— 10, 100, 1000 Ziigen
gleich viel weile und schwarze Kugeln gefunden, so reprisen-
tieren die hieraus sich ergebenden Wahrscheinlichkeitswerte der
weilen und schwarzen Kugeln die Mannigfaltigkeiten

0,5 + 0,158, 0,5 + 0,050, 0,5 + 0,016,
woraus die stets geringer werdende Streuung der Mannigfaltig-
keitswerte ersichtlich wird.

Um schlieBlich noch zu zeigen, inwieweit die der induk-
tiven Wahrscheinlichkeitsbestimmung zugrunde liegenden Voraus-
setzungen von der Erfahrung bestitigt werden, gebe ich in der
Tabelle I (siehe folgende Seite) die empirischen Hiufigkeiten 2z an,
wie oft bei »maliger Ausfithrung eines Zuges von je m Kugeln
sich a weile Kugeln ergeben haben?!). Zum Vergleich wurden
die voraussetzungsgemidll zu erwartenden theoretischen An-
zahlen 2 beigefiigt.

Die 4800 Ziige ergeben zusammengenommen 2422 weille
Kugeln, so daf die empirisch bestimmte Wahrscheinlichkeit der
weilen Kugeln die Mannigfaltigkeit

0,5046 + 0,0072
reprisentiert.

') An Stelle der traditionellen Kugeln dienten Karten, von welchen
nach erfolgter Mischung je eine gezogen und, nachdem ihre Marke
notiert war, wieder zu den iibrigen gesteckt wurde. Aus 4800 einzelnen
Zigen wurden sodann die n Gruppen von je m Ziigen gebildet.



Tabelle I.
m =10, n =480 | m =20, n =240 | m = 40, n = 120
. I__ i il _i
| z ” z z
a ——— : a — e, a e —
': emp. | theor. I‘ emp. | theor. emp. | theor.
o | 1 ‘ 05 | 4 2 1 ' 12 1 1
1 | 3 5 | 5 | 8 3,5 | 13 3 1
2 24 | 21 | 6 9 9 | 14 5 2
8§ | 63 | 56 i' 7 15 18 15 4 5
4 8 | 985 8 | 35 29 16 6 7
5 108 | 118 | 9 | 41 385 | 17 12 10
6 | 106 | 985 ‘. 10 | 31 | 42 18 12 12,5
7 56 | 56 | 11 | 38 385 | 19 6 14
8 24 | 21 | 12 | @28 29 20 9 | 15
9 7 5 || 18 | 25 18 | 21 19 | 14
10 1| 05| 14 4 9 [ 22 11 12,5
— :
wrErTE R 8 3,5 | 23 12 10
| 16 3 1 | 24 | 5 7
240 | 240 | 2 3 s
| | || 26 4 | 2
| | 27 8 | 1
28 3 1
, ; | -
| | 120 | 120

Die hier zwischen den theoretischen und empirischen Werten
auftretenden Differenzen beweisen nicht die Unzuldssigkeit der
zugrunde gelegten Voraussetzungen, da erst fiir unendlich grofes
n eine vollkommene Ubereinstimmung gefordert werden darf.

Auf Grund der gewonnenen Einsicht in das Wesen der Wahr-
scheinlichkeit und ihre Bestimmungsweise kénnten nunmehr die
auf die Verwendung von Mal und Zahl gegriindeten Methoden
der experimentellen Psychologie — die psychischen Mafmethoden —
ohne weiteres systematisch entwickelt werden.

Um jedoch auch ein Verstindnis fiir die geschichtliche Ent-
wickelung dieser Methoden und den hierdurch bedingten Grad
ihrer gegenwirtigen Ausbildung zu erméglichen, soll zunéchst
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gezeigt werden, wie die exakte naturwissenschaftliche Forschung
zu der Beriicksichtigung subjektiver Faktoren veranla8t wurde,
und wie aus diesen Anfingen die heute im Gebiete der experi-
mentellen Psychologie verwendeten Malimethoden sich entwickelt
haben.

Dritter Abschrnitt.

Die MaBbestimmungen bei der Beriicksichtigung
subjektiver Faktoren im Bereiche der natur-
wissenschaftlichen Forschung.

5. Die Beobachtungsfehler.

Wer durch die Beobachtung der gegebener Wirklichkeit
eine Erkenntnis zu gewinnen sucht, kann sich der Tatsache nicht
verschlieBen, dall er bei der Ausfithrung der Beobachtung und
bei der Verwertung der Beobachtungsergebnisse Irrtiimern aus-
gesetzt 1st.

Mit Riicksicht hierauf weist schon Francis Bacon, der in
der Interpretation der Natur das Ziel aller Erkenntnis sieht, in
seinem ,Novum Organon“ (1620) auf die Trugbilder oder Idole
hin, die den Geist zur unbefangenen Naturerkenntnis unfihig
machen. Er unterscheidet vier Arten von Trugbildern. Die Idola
tribus sind in der menschlichen Natur begriindet und beein-
flussen darum jeden Menschen. Zu ihnen gehért insbesondere
die Neigung, sich von Gefiithlen und Stimmungen beherrschen zu
lassen. Die Idola specus rithren von der individuellen Beschaffen-
heit des Menschen her, der zufolge jeder durch seine Brille oder
— wie Bacon sagt — aus seiner eigenen Hohle heraus die Welt
betrachtet. Sie bestehen in besonderen, durch natiirliche Ver-
anlagung und den Bildungsgang bedingten Neigungen. Die Idola
fori und die Idola theatri schlieflich veranlassen Vorurteile, die
im Verkehr der Menschen untereinander und in herrschenden,

Lipps, Die psychischen Mafmethoden. 3
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zur Mode gewordenen Theorien und philosophischen Anschauungen
ihre Quelle haben.

Aber auch die Sinne haben — was Bacon nicht unerwihnt
lit — ihre Mangel: sie versagen und geben gar keine Auskunft
iiber die Dinge oder sie tduschen uns.

Demgemal machen sich insbesondere bei der Ausfithrung
von Beobachtungen zwei Klassen subjektiver Faktoren
geltend. Sie werden nach der Ausdrucksweise Bacons einesteils
durch die Trugbilder des Verstandes, anderenteils durch die
Mingel der Sinne veranlaft. Sie sollen jedoch hier einesteils
als in der Sinneswahrnehmung liegend und anderen-
teils als in der Geistesverfassung oder in der Persdn-
lichkeit des Beobachters iiberhaupt begriindet unter-
schieden werden.

Man kann hoffen, dem schidlichen Einflusse dieser Faktoren
zu entgehen, wenn man die Beobachtungen mit méglichst grofier
Sorgfalt unter den erreichbar giinstigsten Umsténden anstellt.
Dies wurde offenbar wihrend der ersten Bliitezeit der exakten
naturwissenschaftiichen Forschung im Verlaufe des 17. Jahr-
hunderts als Grundsatz festgehalten, so dafl eine Beriicksichtigung
der Beobachtungsfehler nicht nétig schien.

Soist denn Roger Cotes der erste, der in einer nachgelassenen,
im Jahre 1722 veroffentlichten Abhandlung die Fehler von Beob-
achtungsgréfen, die voneinander abhéingig und durch Gleichungen
miteinander verkniipft sind, untersucht und die Beobachtungsfehler
bei der Bestimmung eines Punktes mit Gewichten von reziproker
Grofe vergleicht, die den beobachteten Punkten anzuhéingen seien,
damit man in ihrem Schwerpunkte den wahren Punkt erhalte.

Dafl es aber vorteilhafter sei, statt nur einzelne Beob-
achtungen moglichst sorgfaltig auszufithren, die Beobachtungen zu
hiufen und zu Mittelwerten zu vereinigen, hebt erst Thomas
Simpson in einer Abhandlung vom Jahre 1757 hervor. Er ist
sich auch dariiber klar, dal die mathematische Behandlung der
beobachteten Gréflen eine Voraussetzung iiber die Hiufigkeit der
Beobachtungsfehler erfordert und zeigt an einem Beispiele, wie
mit zunehmender Anzahl der Beobachtungen die Zuverlidssigkeit
des arithmetischen Mittels wichst.

Weitergehende und ausfiihrlichere Erorterungen stellt zu
derselben Zeit Lambert gelegentlich seiner grundlegenden, im
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Jahre 1760 verdffentlichten photometrischen Untersuchungen
an. Er findet, daB bei gleicher Wahrscheinlichkeit der positiven
und der negativen Fehler das arithmetische Mittel der wahr-
scheinlichste Wert sei, der bei unbegrenzter Wiederholung der
Beobachtung vom wahren Werte sich nicht unterscheide. Dal
aber auch bei einer endlichen Anzahl von Beobachtungen die
Sicherheit des arithmetischen Mittels mit der Hiufung der
Beobachtungen wachse, scheint ihm durch das Bernoullische
Theorem sichergestellt, wofern nur die Annahme richtig ist, daB
groflere Fehler seltener auftreten als kleinere. Darum unter-
sucht er die Fehlerquellen und gelangt dazu, drei Fehlerarten
zu unterscheiden. Die Fehler der ersten Art werden, da es sich
um photometrische Untersuchungen handelt, durch die unver-
meidliche Unbestimmtheit im Urteil des Auges veranlaft. Die-
jenigen der zweiten Art sind in der Unachtsamkeit des Beob-
achters begriindet, der niemals gleichm#Big wachen konne, auch
wenn er noch mehr Augen als Argus selbst hitte. Die Fehler
der dritten Art endlich rithren von der Beschaffenheit der Instru-
mente und anderen, dem Einfluf des Beobachters entzogenen
Umstéinden her.

Von diesen letzteren sieht Lambert ab. Beziiglich der
Fehler der ersten und der zweiten Art hingegen weist er nach,
dafl sie um so seltener auftreten, je gréfer sie sind. Demnach
habe das arithmetische Mittel in der Tat als der wahrschein-
lichste Wert zu gelten. Um jedoch auch ein Urteil iiber die
Sicherheit dieser Bestimmung zu gewinnen, berechnet Lambert
nach Ausschlufl der Beobachtungen, die mit dem gréften Fehler
behaftet sind, von neuem das Mittel. Die Differenz beider Mittel
gilt ihm als Maf der Unsicherheit fiir das aus allen Beob-
achtungen gefundene Mittel.

Auf Grund dieser Annahme kommt Lambert zu einer
»Theorie der Zuverldssigkeit der Beobachtungen und Versuche®,
in der er die zunichst fiir die Messungen einer und derselben
Grofie aufgestellten Grundsitze auf den Fall, wo eine gesetz-
milige Folge von Gréfen zu bestimmen ist, iibertrigt und an
Beispielen erldutert. Auch betrachtet er in den ,Bemerkungen
und Zusiitzen zur praktischen Geometrie“ bei der Untersuchung
des Mittels zwischen den Fehlern besondere, den Umstinden an-
gepalite gesetzmifige Verteilungen der Fehler. Beide Abhand-

3*
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lungen findet man in den ,Beitrigen zum Gebrauch der Mathe-
matik und deren Anwendung“ vom Jahre 1765.

Von dem Nutzen der Methode, das Mittel aus den Ergeb-
nissen mehrerer Beobachtungen zu nehmen, und von der Priifung
derselben mittels der Wahrscheinlichkeitsrechnung handelt ferner
Lagrange im finften Bande der Miscellanea Taurinensia (1770
bis 1773). Er setzt dabei Fehler von bestimmter Gréfie in be-
stimmter Haufigkeit voraus und bestimmt Wahrscheinlichkeiten,
die sich auf das Mittel aus einer Anzahl von Beobachtungen
beziehen.

Eine von Lagrange und Lambert gelegentlich betrachtete
Fehlerverteilung setzt auch Daniel Bernoulli in einer Abhand-

Fig. 1. lung der Petersburger Aka-
demie iiber die Ausgleichung
der Beobachtungsfehler (1778)
voraus, um den wahrschein-
lichsten Wert aus einer Reihe
beobachteter Werte abzuleiten.
Es wird dort die Haufigkeit
des Fehlers von der Gréfe
durch die Ordinate y der Kreiskurve bestimmt, so dal

Y = ‘/7’2 e & (15)

wenn 7 den Kreisradius bedeutet.

Sind nun die Werte @, b, ¢ ... beobachtet worden und wird
der wahrscheinlichste Wert durch x bezeichnet, so bieten sich in
den Differenzen ¢ — 2, b — %, ¢ — z, ... die Beobachtungs-

fehler dar, und es hat nun derjenige Wert « als der wahrschein-
lichste zu gelten, fiir den das Produkt

Vr2—(@—a)2. Vr2—(@—02. Vr2—(@—c)?. ..
ein Maximum wird.

Es fehlt somit blof noch die Aufstellung eines einwand-
freien Fehlergesetzes, um eine vollkommene Losung des Problems,
wiederholte Beobachtungen einer und derselben Griofle auszu-
gleichen, zu erhalten.

Das von Daniel Bernoulli angenommene Gesetz ist nim-
lich nicht nur der Form nach ungeeignet, insofern es zu einem
unbequemen Rechenverfahren fithrt, sondern auch prinzipiellen
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Bedenken unterworfen, weil es einen und denselben endlichen
Bereich moglicher Fehler fir alle Beobachtungsreibhen voraus-
setzt. Denn der Inhalt des Halbkreises, der den Inbegriff aller
moglichen Fehler vor Augen stellt, ist gleich 1, und somit
1,72 = 1 oder r = ]/2:7t zu setzen, so daf sich alle Fehler
stets auf den durch diesen Wert abgegrenzten Bereich in der
durch die Kreiskurve angegebenen Weise verteilen miilten. Eine
Bestimmung der Zuverlissigkeit der Beobachtungen auf Grund
einer bald enger sich zusammenschliefenden, bald weiter sich
ausdebnenden Fehlerverteilung wire demgem#f ausgeschlossen;
es miiite vielmehr von Haus aus allen Beobachtungsreihen die
gleiche Genauigkeit zukommen, da sich jede mit der nimlichen
RegelmifBigkeit iber ein und dasselbe Intervall erstrecken wiirde.
Und wenn auch eine gewisse Veriinderung der Fehlerverteilung
leicht dadurch sich erreichen liefe, dal der Halbkreis durch ein
Kreissegment vom Inhalte 1 ersetzt wiirde, so bliebe doch die
Abhiéngigkeit der Fehlerverteilung von dem Fehlermaximum be-
stehen, das sich auf Grund der Beobachtungen nicht mit Sicher-
heit feststellen 14ft, sondern erfahrungsgemidfi grofen Schwan-
kungen unterliegt. Nicht anders wiire es, wenn das Segment
ciner Ellipse oder einer Parabel an Stelle des Kreissegmentes
gewihlt wiirde.

Eine von diesen Mingeln freie Fehlertheorie haben erst
Gauss und Laplace entwickelt.

In der ,Theoria motus corporum coelestium® (1809) zeigt
Gauss zunichst, wie die wahrscheinlichsten Werte beobachteter
Grofen auf Grund eines die Fehlerverteilung bestimmenden
Gesetzes abzuleiten sind. Um aber zu einem hinreichend be-
griindeten Fehlergesetze zu gelangen, geht er von der Hypothese
aus, dal bei der wiederholten unmittelbaren Beobachtung einer
GroBe das arithmetische Mittel zwischen allen beobachteten
Werten der wahrscheinlichste Wert sei. Auf Grund dieser An-
nahme findet er die Wahrscheinlichkeit y eines Fehlers von der
Grife 4 bestimmt durch 1)

h
y= —=cexp (—h2d4® . . . . . (16)
V=
'} Es wird hier die unbequeme Bezeichnungsweise ¢” durch die
bequemere exp (x) ersetzt.
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Es ist daher, wenn man die beobachteten Werte durch
a, b, ¢ ... und den wahrscheinlichsten Wert durch z bezeichnet,
das Produkt

L exp {— h? (@ — x)?} - L exp {— b2 (b — x)2}
V= Vx
. —}-L exp {— h2(c—x)2} « - -
V=
zu einem Maximum und somit — wie unmittelbar erhellt — die
Summe

@—ap+ O —a+©—a2+ -

zu einem Minimum zu machen, woraus sich der Grundsatz er-
gibt, dall auch bei der Berechnung mehrerer Unbekannten das-
jenige Wertensystem als das wahrscheinlichste zu betrachten ist,
fiir welches die Quadrate der Abweichungen zwischen den beob-
achteten und den berechneten Werten ein Minimum wird. Zu-
gleich bietet sich in dem Parameter 7 des Fehlergesetzes das Mal
der Genauigkeit fiir die Beobachtungen dar, indem mit wachsen-
dem % die Wahrscheinlichkeit der grofieren Fehler geringer und
diejenige der kleineren Fehler stirker wird, wie dies aus dem
Vergleich der ausgezogenen Kurve mit der punktierten, einem
1,5 mal groferen h zugehorigen Kurve in Fig. 2 erhellt.

Fig. 2.

Auf diesem Wege gelangte Gauss zu der von ihm seit dem
Jahre 1795 benutzten ,Methode der kleinsten Quadrate“, die
auch von Legendre in den ,Nouvelles méthodes pour la déter-
mination des orbites des cométes“ (1806) entwickelt wurde.
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Laplace bewies sodann in der ,Théorie analytique des
Probabilités“ (1812) auf einem ganz anderen Wege, dall diese
Behandlung der Beobachtungsergebnisse in jedem Falle, ganz
unabhingig von der Annahme eines Fehlergesetzes, den Vorzug
verdient, falls nur die Anzahl der Beobachtungen sehr grof ist.

Grauss hingegen zeigte bei der abermaligen Behandlung des
Problems in der ,Theoria combinationis observationum erroribus
minimis obnoxiae® (1821), dall die Methode der kleinsten Qua-
drate fir jedwedes Fehlergesetz und jegliche Anzahl von Beob-
achtungen zur schlechthin besten Kombination der Beobachtungen
fihrt, wenn man den mittleren Fehler einer von konstanten
Fehlern freien Beobachtungsreihe nicht wie Liaplace durch das
Mittel der einfachen, dem absoluten Betrage nach genommenen
Fehler, sondern durch das Mittel der Fehlerquadrate definiert.
Dann ist der in dieser Weise bestimmte mittlere Fehler als Mal
fir die Unsicherheit der Beobachtungen anzusehen, so dall von
zwei Beobachtungsreihen diejenige fiir die genauere zu halten
ist, die mit dem kleineren mittieren Fehler behaftet ist.

Hiernach findet das von Lawmbert zuerst in Angriff ge-
nommene Problem, aus den beobachteten Grolien ein Mab fir die
Sicherheit der Beobachtungen zu gewinnen, durch Gauss und
Laplace seine vollkommene Losung, indem einesteils der Para-
meter 2 des Fehlergesetzes als Mafl der Sicherheit und anderen-
teils, ohne Riicksicht auf ein Fehlergesetz, der mittlere Fehier
als Maf} der Unsicherheit dient.

Die Sicherheit oder Unsicherheit der Beobachtungen ist aber,
wie namentlich Lambert ausfiihrlich hervorgehoben hat, wesent-
lich von dem Einflul subjektiver Faktoren abhingig. Insoweit
dies der Fall ist, hat demgem&l sowohl der Parameter i
des Fehlergesetzes als auch der ohne Riicksicht auf ein
etwa geltendes Fehlergesetz berechnete mittlere Fehler
einer Beobachtungsreihe als ein den Einflufl subjektiver
Faktoren bestimmender Mafwert zu gelten.

6. Die Ungenauigkeit der Sinneswahrnehmung und die
sonstigen subjektiven Faktoren.

Die verschiedenartigen subjektiven Faktoren bediirfen im
Interesse der Naturbeobachtung keiner ins einzelne gehenden



Unterscheidung und Untersuchung, so lange dafiir gesorgt werden
kann, dal} sie innerhalb einer Gruppe zusammengehériger Beob-
achtungsreiben mit hinreichender Konstanz zur Geltung kommen.
Dies trifft beispielsweise zu, wenn es sich um das Messen grofer
und kleiner Winkel, hoher und niederer Barometerstinde, oder
um sonstige durch Ablesungen an einer Skala von gleichméiBiger
Beschaffenheit auszufithrende Messungen handelt.

Anders ist es, wenn es sich um das unmittelbare Erfassen
und Beurteilen verschieden starker Reizgrofien handelt. Denn es
macht sich alsdann die Ungenauigkeit der Sinneswahrnehmung
in verschiedenem Male gelténd, gso dal man wissen mul}, mit
welchem Betrage sie in dem einen und in dem anderen Falle in
Rechnung zu stellen ist.

Demgemif} mulite bei der Begriindung und dem Ausbau der
Photometrie das Bediirfnis sich geltend machen, die Fihigkeit
des Auges zur Helligkeitsunterscheidung festzustellen. Es gibt
nimlich, wie Lambert?) in seiner Photometrie hervorhebt, kein
Instrument, mit welchem man die Intensitéit des Lichtes, &hnlich
wie mit der Wage das Gewicht oder mit dem Thermometer die
Wirme, messen kénnte. Wir haben kein Photometer von solcher
Art, dall es unter der unmitttelbaren Einwirkung des Lichtes
die Intensitdt desselben anzeigen wiirde. Wir sind vielmehr auf
unser Auge angewiesen. Darum forscht Lambert nach den
Griinden, die das Urteil des Auges unsicher machen. Er findet
sie in der Anderung der Pupillensffnung unter dem FEinflusse des
in das Auge fallenden Lichtes und in der Fihigkeit des Auges,
sich verschiedenen Helligkeitsstufen anzupassen. Dazu kommt
noch die allen Sinnesgebieten gemeinsame Eigentiimlichkeit, daf
die stirkere Empfindung die schwiichere unterdriickt. ,,So scheint
eine Kerze im Sonnenschein gar keine Helligkeit zu besitzen; da-
gegen vermag sie das Licht, welches nachts von faulendem Holze
verbreitet wird, so unsichtbar zu machen, als wenn es gar nicht
vorhanden wire.“ Soll trotz dieser Méngel eine Photowmetrie
méglich sein, so mull es, wie Lambert hervorhebt, als Grundsatz
anerkannt werden, dall eine Erscheinung dieselbe sei, so oft
dasselbe Auge auf dieselbe Weise affiziert werde, und dafl mithin

') Lambert, Photometrie, deutsch von Anding, Ostwalds
Klassiker der exakten Wissenschaften, Nr. 31, § 6 bis 30.
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eine Verschiedenheit in der Helligkeitswahrnehmung entweder
durch eine verinderte Deschaffenheit oder durch eine verinderte
Reizung des Auges bedingt sei. Man kann sich nun zwar iiber-
zeugen, dafl in der Tat ,Gegenstinde, welche offenbar heller sind,
durch das Urteil des Auges auch heller gefunden werden“. Es
ist aber nicht moglich anzugeben, um wie viel die eine Helligkeit
groBer ist als die andere, so dall man nicht imstande ist, ,beziig-
lich der Helligkeitsgrade ein anderes Verhiltnis zu entscheiden,
als eben das Verhiltnis der Gleichheit. Hierbei laBt sich in-
dessen keine vollkommene Gleichheit erreichen, da es minimale
Difterenzen der objektiven Helligkeit gibt, die sich der Wahr-
nehmung entziehen.

Darum ist eine experimentelle Priifung der Helligkeitsunter-
scheidung vorzunehmen. Zu diesem Zwecke beleuchtet Lambert
eine weille ebene Flache durch eine Kerze, so dall von einem
mittleren Punkte aus die objektive Lichtstirke in mathematisch
bestimmbarer Weise abnimmt, um nun die Grenze festzustellen,
innerhalb welcher die objektiv vorhandene Differenz der Licht-
stirke nicht wahrnehmbar ist. Er weist auf diese Weise nach,
daB diese Differenz tatsiichlich klein ist; er findet aber — wohl
infolge der ungeeigneten Einrichtung der Versuche — nicht ein
konstantes, sondern ein bei zunehmender Distanz der Kerze von
0,04 bis 0,07 anwachsendes Verhiltnis der eben merklichen zur
vorhandenen Lichtintensitit.

In gleicher Weise, wie Lambert, sieht sich sein Zeitgenosse
Bouguer zu einer Priifung der Unterscheidbarkeit gegebener
Lichtstirken veranlaft. In seinem nachgelassenen, 1760 ver-
offentlichten photometrischen Werke stellt er an die Spitze aller
Beobachtungen diejenigen iiber den Grad der Stirke, den ein
Licht haben mufl, um die Wirkung eines anderen Lichtes un-
merklich zu machen. Denn — so sagt Bouguer!) — ,ebenso
wie ein starkes Geriusch uns hindert, ein anderes schwicheres
zu horen, so sehen wir auch in Gegenwart eines hellen Lichtes
ein anderes von viel geringerer Intensitit nicht, wenn beide die
niamliche Stelle der Netzhaut treffen“. In der Tat findet er, daf
eine vorhandene Lichtstirke um den 64. Teil vermehrt werden
mull, wenn der Zuwachs merklich werden soll.

') Traité d’optique sur la gradation de la lumiére, p. 51 (1760).
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Bouguer und Lambert untersuchten somit die Fihig-
keit des Auges zur Unterscheidung von Helligkeiten,
indem sie die Grenzen ermittelten, innerhalb welcher
die Verstirkung oder Schwichung einer vorhandenen
Lichtstirke nicht wahrnehmbar ist.

Auf einem anderen Wege suchte Steinheil in der Abhand-
lung ,Elemente der Helligkeitsmessungen am Sternhimmel*
(1837) ein MaB fir die Schirfe der Helligkeitsunterscheidung zu
gewinnen. Kr hatte ein Prismenphotometer konstruiert, das die
Herstellung gleicher, im Gesichtsfelde benachbarter Helligkeiten
verlangte. Um nun den Grad der Sicherheit kennen zu lernen,
der bei der Herstellung gleicher Helligkeiten erreichbar ist, fiihrte
er mit seinem Instrumente fiir vier verschiedene Helligkeiten
Messungen aus und berechnete fiir jede Beobachtungsreihe den
wahrscheinlichen Fehler. Diese wahrscheinlichen Fehler
betrachtete er als MaB fiir die Unterscheidbarkeit der
Lichtstdrken. Er fand so, dal man den Helligkeitsunterschied
zweier Lichtstirken noch wahrnehmen kénne, wenn die eine um
den 38. Teil von der anderen verschieden sei, wonach er zwar
nicht zu demselben Zahlenwerte, aber doch zu der nimlichen
Gesetzmiligkeit wie Bouguer gelangte.

Diese durch die Bediirfnisse der Photometrie hinsichtlich
der Helligkeitsempfindungen geforderten Untersuchungen auf die
anderen Sinnesgebiete auszudehnen, mubte als eine Aufgabe der
Physiologie erkannt werden, sobald die Vorbedingungen fiir
sinnesphysiologische Untersuchungen erfiillt waren. Dies war
zur Zeit Lamberts und Bouguers, als Haller in den Jahren
1757 bis 1766 die ,Elementa Physiologiae corporis humani“
schrieb, noch nicht der Fall. Damals war die Physiologie von der
Auffassungsweise Descartes’ beherrscht, nach welcher mecha-
nische Bewegungsvorgénge von der Aullenwelt sich bis ins Gehirn
fortpflanzen, wahrend die Seele auf Grund ihrer besonderen Be-
schaffenheit und ihres Urteilsvermogens aus diesen Einwirkungen
etwas ganz Neues hervorbringt und zu deutlicher Klarheit er-
hebt. Dabei konnte es allerdings den Sinnen gelingen, die Seele
zu tduschen und zu irrtimlichen Vorstellungen zu veranlassen;
an einen gesetzmilligen, experimentell nachweisbaren Zusammen-
hang zwischen den Einwirkungen auf die Seele und den Gegen-
wirkungen derselben dachte man aber nicht.
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Eine physiologische Auffassungsweise zu entwickeln und zur
Geltung zu bringen, war Johannes Miiller (1801 bis 1858)
vorbehalten, der zur Erkenntnis gelangte!), ,daf Licht, Farbe,
Ton, Wiarme, Kilte und die verschiedenen Geriiche und Geschmicke,
mit einem Worte, was alles uns die fiinf Sinne an allgemeinen
Eindriicken bieten, nicht die Wahrheiten der dulleren Dinge, son-
dern die reellen Qualititen unserer Sinne sind“. Er iiberwand
so die ,physikalische“ Periode der Physiologie, ,in welcher die
eigentlich physiologische Frage nicht weiter gehért wurde, die
Physiologen das physikalische Resultat, als wire damit genug
getan, ohne weiteres willig auch als physiologisch aufnahmen¥.

Nachdem so die Besonderheit und Selbsténdigkeit der Nerven-
erregung zur Anerkennung gekommen war, konnte auch die
Untersuchung der Abhéngigkeit zwischen Sinnesreiz und Sinnes-
empfindung als eine physiologische Aufgabe erkannt werden.

E. H. Weber nahm in seinen Untersuchungen iiber den
Tastsinn (1830 bis 1834) diese Aufgabe in Angriff. Er machte
Versuche iiber die richtige Auffassung der Distanz zweier Gegen-
stinde, welche das Tastorgan gleichzeitig berithren, und iiber die
Feinheit des Tastsinnes bei der Wahrnehmung von Gewichten und
bei der Empfindung von Wéarme. Die Distanzauffassung priifte
er mittels eines Zirkels, dessen Spitzen so weit voneinander ent-
fernt oder einander genihert wurden, daf} sie eben unterscheidbar
waren oder wenigstens die Richtung, nach der sie auseinander
gingen, noch wahrgenommen werden konnte. Die hierbei sich
ergebende Entfernung der Zirkelspitzen diente als Mal fiir die
Feinheit der riumlichen Wahrnehmung an den verschiedenen
Stellen der Leibesfliche. — Auch fiir die Wahrnehmung von Ge-
wichten stellt er den eben merklichen Unterschied fest, indem er
sowohl von zwei nacheinander auf eine und dieselbe Stelle der
Haut aufgelegten Gewichten als auch von zwei nacheinander
gehobenen Gewichten das eine oder das andere vermehrte oder
verminderte, bis die Grenze, bei der die beiden Gewichte eben
noch unterscheidbar waren, erreicht war. Aufllerdem belastete er
zwei verschiedene Stellen der Leibesfliche, z. B. Lippen und
Stirn oder Lippen und Finger, gleichzeilig mit Gewichten, von

') Zur vergleichenden Physiologie des Gesichtssinnes des Men-
schen und der Tiere, S. 13, 18, 50, 65 (1826).
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welchen er das eine oder das andere stufenweise veridnderte, bis
beide gleich schwer zu sein schienen. — Die Unterscheidbarkeit
von Wirmeempfindungen ferner untersuchte er, indem er die
Hand abwechselnd in zwei mit Wasser gefiilllte Gefifle eintauchte
und die Temperatur der Wassermengen durch Erhohen oder Er-
niedrigen auf einen eben merkbaren Unterschied brachte.

Weber stellte demgemall durch Abstufen objektiver
Reize den eben merklichen Reizunterschied fest und
nabhm ihn als MaB fiir die Feinheit des Tastsinnes bei
der Auffassung von Distanzen, sowie bei der Unter-
scheidung von Gewichten und von Wiarmeempfindungen
in Anspruch. Durch diese Versuche kam er zu der Erkenntnis,
dafl man bei der Beobachtung von Unterschieden nicht den Unter-
schied unmittelbar, sondern das Verhiltnis des Unterschiedes zur
Grofe der miteinander verglichenen Gegenstinde wahrnimmt. Er
entdeckte so das Gesetz, das Fechner als die Hauptstiitze seines
psychophysischen Grundgesetzes (S. 48 und 49) ansah und nach
seinem Entdecker das ,Webersche Gesetz“ (S. 50) genannt hat.

AuBlerdem bestimmte Weber fiir die Wahrnehmung
von Gewichten die ReizgréBen, die bei gleichzeitiger
Entwickelung an verschiedenen Korperteilen gleich er-
schienen und benutzte sie als vergleichendes Mal fiir
die Empfindlichkeit der betreffenden Koérperteile.

Durch seine sinnesphysiologischen Untersuchungen war
Weber auch auf sonstige, die Feststellung objektiver Zustinde
und Vorginge bedingende subjektive Faktoren aufmerksam ge-
worden. Er erkannte den Einfluf der Ermiidung, der sich darin
zeigt, dal Verschiedenheiten, die im ausgeruhten Zustande deut-
lich wabhrgenommen werden, beil ermiideten Sinnen unbeachtet
bleiben. Er bemerkte auch, dafl nacheinander einwirkende Reize
schirfer unterschieden werden als gleichzeitig dargebotene. Den
hierin zutage tretenden EinfluBl der zeitlichen Ordnung auf die
Unterscheidbarkeit der Empfindungen stellte er durch besondere
Versuche fest, indem er gleichzeitige und unmittelbar aufeinander-
folgende, sowie durch verschieden lange Zeitintervalle getrennte
Empfindungen miteinander verglich. Er machte so die ersten
Gedachtnisversuche, die er der Beachtung der Psychologen
empfahl, ,da man so selten Gelegenheit hat, iiber solche geistigen
Vorginge Messungen zu machen®.
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Wihrend diese subjektiven Faktoren von dem ausgeruhten
oder ermiideten Zustande der Sinnesorgane und der zeitlichen
Folge der Empfindungen abhingen und im allgemeinen bei jedem
Beobachter in wechselndem Grade sich geltend machen koénnen,
war es eine der Personlichkeit als solcher anhaftende Besonder-
heit, die bei astronomischen Beobachtungen von Bessel fest-
gestellt und untersucht wurde.

Unerklérliche Abweichungen zwischen den von verschiedenen
Beobachtern der Greenwicher Sternwarte festgestellten Durch-
gangszeiten der Sterne durch den Meridian veranlaften Bessel,
im Winter 1820/21 abwechselnd mit Walbeck am Meridian-
kreise der Konigsberger Sternwerte den Durchgang einer Gruppe
von zehn Sternen nach der damals iiblichen, von Bradley ein-
gofiihrten Auge- und Ohrmethode zu beobachten. Es galt hierbei,
die Schlige des Sekundenpendels zu zihlen und gleichzeitig den
im Gesichtstelde des Fernrohrs sich bewegenden Stern im Auge
zu behalten, um die Stellung desselben bei zweir aufeinander-
folgenden Pendelschligen unmittelbar vor und nach dem Durch-
gange durch den Mittelfaden zu erfassen und hiernach die
Durchgangszeit selbst bis auf Zehntel Sekunden abzuschitzen.
Bezeichnet man die von Walbeck und Bessel gefundene Durch-
gangszeit durch W und B, so wird das Mittel aus vier Versuchs-
tagen mit je acht bis zehn Beobachtungen durch die sogenannte
»personliche Gleichung*:

W — B =— 1,041 Sekunden,

angegeben. ,Der grofle Unterschied war“ — wie Bessel!) be-
merkt — ,schon am zweiten Tage auffallend und veranlalte
eine Vermehrung der Aufmerksamkeit auf die wahren Momente
des Durchganges; allein diese dnderte ihn nicht, und wir schlossen
die Beobachtungen mit der Uberzeugung, daf es beiden unmig-
lich sei, auch nur ein einziges Zehntel einer Sekunde anders zu
beobachten.“ Bessel stellte ferner die personliche Gleichung
zwischen sich selbst und noch anderen Astronomen (Argelander
und Struve) fest. Er beobachtete auch an Stelle des stetig
sich bewegenden Sternes das plotzliche Erscheinen oder Ver-
schwinden eines Gegenstandes, wobei sich geringere Differenzen
zwischen den Beobachtern ergaben. Hieraus folgerte er, ,daf

') Astronomische Beobachtungen, 8. Abteilung, 1822.
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kein Beobachter, selbst wenn er Bradleys Beobachtungsmethode
auf das strengste zu befolgen glaubt, sicher sein kann, absolute
Zeitmomente sicher anzugeben“. Er sieht darin eine ritselbafte
Erscheinung, deren erschopfende Untersuchung zwar wiinschens-
wert, aber kaum moglich sei, ,indem die Operationen, von
welchen der Unterschied herriithrt, ohne unser Bewulitsein vor
sich gehen*.

Demnach gelangt Bessel zuder Erkenntnis, dafi Vor-
stellungen fir die subjektive Auffassung sich gleich-
zeitig oder in unmittelbarer Aufeinanderfolge darbieten
konnen, wihrend die den Vorstellungen zugrunde lie-
genden objektiven Vorginge durch meBlbare Zeiten
getrennt sind.

Es kommt aber fiir Bessel ebenso wie fir E. H. Weber
zuniichst nur darauf an, das Vorhandensein der in Frage kom-
menden subjektiven Besonderheiten nachzuweisen. Darum be-
steht noch gar kein Bediirfnis, besondere Methoden fiir
die Untersuchung dieser auf der Persénlichkeit des
Beobachters beruhenden subjektiven Faktoren zu ent-
wickeln.

Vierter Abschnitt.

Die psychophysischen MalBmethoden.

7. Der naturphilosophische Standpunkt Fechners und
das psychophysische Grundgesetz.

Die Beriicksichtigung subjektiver Faktoren im Bereiche der
naturwissenschaftlichen Forschung hitte ohne weiteres eine voll-
stindige und systematische Untersuchung des subjektiven Er-
fassens und Unterscheidens objektiver Zustinde und Vorginge
veranlassen konnen. Dann wiire das Experiment, das bis dabin
ausschlieflich naturwissenschaftlichen Interessen gedient hatte, in
den Dienst der Psychologie getreten und zum psychologischen
Experiment geworden: Zugleich hatte sich das Bediirfnis geltend
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gemacht, an Stelle der primitiven Untersuchungsweise, die zur
Feststellung der Mingel in der Sinneswahrnehmung und son-
stiger, die Beobachtung des objektiven Tatbestandes stérender
Faktoren zunichst geniigte, Methoden zu entwickeln, die fir alle
Anforderungen der experimentellen Psychologie ausreichend ge-
wesen wiren.

Dies war indessen nicht der Fall. Es wurde vielmehr vorerst
nur ein Ausschnitt aus dem Gesamtgebiete der experimentellen
Psychologie in den von mnaturphilosophischen Ideen getragenen
oElementen der Psychophysik“ (1860) durch G. Th. Fechner
(1801 bis 1887) der Forschung erschlossen. Hierbei waren die
auf naturwissenschaftlicher Seite bereits vorliegenden Anfinge zu-
niichst unbeachtet geblieben. Sie wurden darum durch Fechner
nachtriiglich nur insoweit herangezogen, als sie auf jenes Teil-
gebiet Bezug hatten und den Interessen der Psychophysik dienst-
bar gemacht werden konnten. Desgleichen wurden die zur
Ermittelung der subjektiven Faktoren benutzten Untersuchungs-
weisen ausschlieflich in den Dienst der Psychophysik gestellt
und zu psychophysischen Mafmethoden ausgebildet.

Fechner war nimlich durch die aus begrifflichen Konstruk-
tionen bestehenden, von quantitativen naturgesetzlichen Bestim-
mungen sich fernhaltenden Bearbeitungen der Naturphilosophie,
die Schelling, Hegel und ihre Nachfolger gegeben hatten, un-
befriedigt geblieben. Er wollte im Gegensatz hierzu vom Gebiete
der Erfahrungswissenschaft aus durch Induktion und Analogie-
schliisse zu hochsten und letzten Gesichtspunkten gelangen. Ins-
besondere war es das Gebiet der Beziehungen zwischen Kérper
und Geist, das seine Interessen gefangen nahm, und von dessen
erfolgreicher Erforschung er die Lésung aller Rétsel des Menschen-
lebens und des Weltgeschehens erhoffte. So wurde fiir ihn die
Frage nach dem Zusammenhange von Leib und Seele zur ‘Grund-
frage der Philosophie. Sie fand ihre Beantwortung durch die
Erkenntnis, dal Leib und Seele wechselweise sich bedingen, und
daB die Seele die Einheit gegeniiber der leiblichen Mannigfaltig-
keit darstelle. Darum betrachtete Fechner die Seele als die
einheitliche Selbsterscheinung dessen, was duBerlich als die Mannig-
faltigkeit des Leibes erscheine; und er sah sich so dazu gefiihrt,
in analoger Weise ein allgemeines Weltbewultsein anzunehmen,
das alle Erscheinungen, die es gibt, in sich verkniipft und sich
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in untergeordnete Bewultseinseinheiten, zu denen auch die Seele
des Menschen gehort, entfaltet.

Dieses Weltbild erhilt demnach durch die tatsidchlich vor-
handene Beziehung zwischen dem Leibe und der Seele des
Menschen eine empirische, der Untersuchung zugingliche Unter-
lage. Darum tritt fir Fechner die Psychophysik als exakte
Lebre von der Abhingigkeit zwischen Leib und Seele in den
Mittelpunkt der wissenschaftlichen Bestrebungen. Es muf} ja die
auf Erfahrung gegriindete, durch Mal und Zahl gestiitzte Er-
forschung jener Abhingigkeit zugleich das allgemein giiltige
Gesetz des Zusammenhanges zwischen materiellem und geistigem
Prinzip iiberhaupt erkennen lassen — in #hnlicher Weise, wie
fir Newton die durch Rechnung konstatierte Gravitation zwi-
schen Erde und Mond die Aufstellung des alle Himmelskérper
umspannenden Gravitationsgesetzes moglich gemacht hat.

Daf die Abhingigkeit zwischen Seele und Leib durch eine
mathematische Funktion darstellbar sei, hielt Fechner fiir selbst-
verstindlich. Nur die Form der Funktion stand in Frage. Zuerst
dachte er an eine Proportionalitit zwischen der Intensitit der
geistigen Tétigkeit einerseits und der lebendigen Kraft der zu-
grunde liegenden korperlichen Tatigkeit andererseits. Nachdem
er aber sich gewdohnt hatte, die Beziehung zwischen Leib und
Seele und zwischen niederem und hoherem Geistigen durch die
Gegeniiberstellung von arithmetischen Reihen niederer und héherer
Ordnung oder von arithmetischen und geometrischen Reihen zu
erliutern, sah er sich durch das Schema der geometrischen Reihe
dazu gefihrt, den verhaltnismiafigen Zuwachs der kdrper-
lichen lebendigen Kraft dem direkten Zuwachs der
geistigen Titigkeit proportional zu setzen, so dall

dy = ¢ — (17)

wenn y die geistige Tatigkeit, # die zugehorige korperliche Thtig-
keit und ¢ eine Konstante bezeichnet. Hieraus ergab sich durch
Integration das psychophysische Grundgesetz:

y=c.lgx . . . . . . . (18)
wonach die geistige Intensitdt dem Logarithmus der
zugehdrigen korperlichen lebendigen Kraft propor-
tional ist.
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Trifft dies zu, so mul sich durch Beobachtung feststellen
lassen, daB beliebige Unterschiede der geistigen Intensitdt den
Logarithmen der Verhiltnisse aus der zugehorigen kérperlichen
lebendigen Kraft, und hinreichend kleine Unterschiede der
geistigen Intensitit den relativen Unterschieden der zugehorigen
korperlichen lebendigen Kraft proportional sind.

Ist ndmlich

) Y =c.lgx,; Yy, = c.lgx,
80 18t

Z;
Yp—m=clg = - - - (19)
1

Ist iiberdies die Differenz y, — y, hinreichend klein, so ist
auch z, : z; nahezu gleich 1. Setzt man nun

SR R}

291
lg(1 + 0) =0 — 1/,0% 4 1305 — 1/, 0¢ + - -,

so kann man fiir hinreichend kleine Werte § die zweiten und
héheren Potenzen vernachlissigen, so daf Ig (1 + d) =— § und
Yo — Y =c¢.0
oder, da 0 = (z, — x;) : 24,
Zg — I

Yo —h =oT (20)

8. Das Mall der Empfindlichkeit.

Zur Prifung dieser GesetzmiBigkeiten konnte die Unter-
suchung zwischen Reiz und Empfindung dienen, sofern gleiche
Intensitaten und gleiche Intensititsunterschiede der Empfin-
dungen feststellbar sind. Die Fihigkeit, Reize oder Abinderungen
von Reizen in bestimmter Stirke wahrzunehmen, wird aber als
Empfindlichkeit, und zwar, sofern absolute Reize in Betracht
kommen, als absolute Empfindlichkeit, sofern es sich um
Reizunterschiede handelt, als Unterschiedsempfindlichkeit
bezeichnet.

Es galt demnach die Empfindlichkeit in ihren beiden
Formen als absolute Empfindlichkeit und als Unterschieds-
empfindlichkeit messend zu verfolgen, um die Abhingig-

Lipps, Die psychischen MaBmethoden. 4
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keit zwischen Empfindungsintensitdt und Reizstirke
und hierdurch zwischen geistiger Intensitédt und kérper-
licher lebendiger Kraft zu bestimmen. Dabei hat man
die Empfindlichkeit dem reziproken Werte des in bestimmter
Stirke empfundenen Reizes oder Reizunterschiedes proportional
zu setzen, da man die Empfindlichkeit um so gréfler zu nennen
pflegt, je kleiner der in bestimmtem Mafle empfundene Reiz oder
Reizunterschied ist.

Es wird indessen ein und derselbe Reiz oder eine und die-
selbe Reizabénderung unter sonst gleichen Umstinden von ver-
schiedenen Individuen oder von demselben Individuum zu ver-
schiedenen Zeiten verschieden stark empfunden. Hierdurch wird
aber die Gewinnung brauchbarer Malwerte der Empfindlichkeit
nicht unmdglich gemacht, sondern nur die Verpflichtung auf-
erlegt, besondere Methoden zur Messung der Empfindlichkeit auf-
zustellen und zu befolgen.

Es sind dies die psychophysischen MalBmethoden.
Sie sollen die Bestimmung des psychophysischen Grundgesetzes
ermdglichen. Dabei dienen sie aber, eben weil sie die Schwan-
kungen in der Empfindlichkeit und somit die auf der Ungenauig-
keit der Sinneswahrnehmung beruhenden subjektiven Iaktoren
beriicksichtigen, zugleich den Interessen der experimentellen
Psychologie. Und wenn auch die Absicht nicht unmittelbar auf
das Studium, sondern vielmehr auf die Elimination dieser sub-
jektiven Faktoren gerichtet ist, so findet trotzdem — dank der
groflen Sorgfalt, mit der Fechner bei seinen Untersuchungen
verfahrt — der die Sinneswahrnehmung betreffende Teil der experi-
mentellen Psychologie eine ausgiebige Pflege. Zugleich gewinnt
so die Psychophysik einen Anschlufl an die auf naturwissenschaft-
lichem Gebiete bereits vorhandenen Bestrebungen, die Genauig-
keit der Sinneswahrnehmung festzustellen, wobei namentlich die
Untersuchungsergebnisse von E. H. Weber und insbesondere das
von Weber gefundene und nach ihm benannte, die Grundformel
(20) bestitigende Gesetz in den Vordergrund treten.

Fir die vorzugsweise zur Ausfiihrung gelangende Bestim-
mung der Unterschiedsempfindlichkeit wurden von Fechner
drel Methoden unterschieden: die Methode der eben merk-
lichen Unterschiede, der mittleren Fehler und der rich-
tigen und falschen Fille. Bei der Methode der eben merk-



lichen Unterschiede werden eben merklich erscheinende Reiz-
unterschiede als gleichempfundene Unterschiede angesehen, so
dal die Unterschiedsempfindlichkeit dem reziproken
Werte des eben merklichen Reizunterschiedes propor-
tional zu setzen ist. Die Methode der mittleren Fehler ferner
mift die Unterschiedsempfindlichkeit durch den rezi-
proken Wert des durchschnittlichen Fehlbetrages, der
bei wiederholten Versuchen, zwei ReizgroBen nach der Empfindung
einander gleich zu machen, entsteht. Nach der Methode der
richtigen und falschen Fille schliefilich werden zwei wenig von-
einander verschiedene ReizgréBen in oftmaliger Wiederholung
dem Urteil dargeboten. Man wird alsdann den Reizunterschied
bald richtig auffassen, bald iiber die Richtung des Unterschiedes
sich tduschen, so dal man in einer grofien Anzahl von Versuchen
ein bestimmtes Verhaltnis der richtigen und der falschen Fille
zur Gesamtzahl der Fille erhidlt. Nun ist die Empfindlichkeit
offenbar um so geringer, je grofer der Reizunterschied sein muf,
um gleich oft in einer bestimmten Anzahl von Fillen richtig
beurteilt zu werden. Darum ist nach Wahl eines bestimmten
Verhiltnisses der richtigen Fille zur Gesamtzahl aller Fille die
Unterschiedsempfindlichkeit dem reziproken Werte der
Reizdifferenz, bei der jenes Verhiltnis erreicht wird,
proportional

Diesen Methoden stellt Fechner drei analoge Methoden zur
Feststellung der absoluten Empfindlichkeit zur Seite: die Be-
stimmung des eben merklichen Reizes, wobei die Empfind-
lichkeit durch den reziproken Wert des eben merklichen Reizes
gemessen wird; sodann die als Methode der Aquivalente
bezeichnete Herstellung von Reizen, die einem anderen, unter
vergleichbaren Umstéinden (etwa an einer anderen Stelle der Haut-
fliche) wirkenden Reize gleich stark zu sein scheinen; schlieflich
die Ermittelung der Anzahl richtiger und falscher Fille
bei der Beurteilung kleiner, an der Grenze der Merklichkeit
liegender ReizgroBen.

9. Die Methode der eben merklichen Unterschiede.

Von den drei Mafmethoden der Unterschiedsempfindlichkeit
ist die an erster Stelle genannte Methode der eben merklichen
4*
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Unterschiede nach Fechners Auffassung die einfachste und
direkteste, da sie wenig Rechnung ndétig macht und schon bei
einer geringen Anzahl von Versuchen zu einem Ergebnmis fiihrt.
Darum ist sie auch bei den Bestimmungen der Sinnesschirfe im
Gebiete der Photometrie und Physiologie vorzugsweise zur An-
wendung gekommen und namentlich von E. H. Weber benutzt
worden. Sie leidet indessen, wie Fechner hervorhebt, an der
Unbestimmtheit, die der Feststellung des eben Merklichen an-
haftet, da nicht eine scharfe Grenze, sondern ein Intervall des
Zweifels die unmerklichen von den merklichen Reizunter-
schieden trennt. Darum miisse man einen zwar kleinen, aber
noch sicher auffalbaren Empfindungsunterschied festzuhalten
und bei den wiederholten Versuchen zu reproduzieren versuchen,
um aus dem Mittel der so sich ergebenden Reizunterschiede den
gesuchten eben merklichen Reizunterschied zu erhalten.

Das Festhalten eines zwar kleinen, aber bestimmt auffa(3-
baren Empfindungsunterschiedes 1laBt sich indessen nicht mit
Sicherheit ausfilhren. Darum wurde das von Fechner an-
gegebene Verfahren durch G. E. Miiller?) und Wundt?) um-
gestaltet.

Nach G. E. Miiller ist ein deutlich iibermerklicher Reiz-
unterschied allmihlich zu schwichen, bis er nicht mehr merkbar
ist, und ein untermerklicher Reizunterschied allmihlich zu ver-
stirken, bis er eben merkbar wird. Das arithmetische Mittel
aus gleich vielen, auf diese Weise erhaltenen Bestimmungen des
eben merklichen und des eben unmerklichen Reizunterschiedes
bietet alsdann den gesuchten Wert dar. — Wundt hingegen
benutzt an Stelle der allméhlichen Verstirkung und Schwichung
minimale, aber diskrete Anderungen des Reizunterschiedes, so dal
eine vorbestimmte Stufenfolge der Reizwerte durchlaufen und —
was von besonderer Bedeutung ist — an Stelle der regelmifBigen,
durch alle Zwischenstufen nacheinander fithrenden Variation eine
unregelméfige, durch sprungweises Vorwirts- und Rickwirts-
gehen die Stufenfolge ausfilllende Variation der Reizwerte treten
kann. Dieses Verfahren wird mit Riicksicht auf die Verwendung

') Zur Grundlegung der Psychophysik 1879, S. 63.
%) Uber die Methode der Minimaléinderungen, Philos. Studien
1, 558.
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minimaler Anderungen der Reizwerte auch die Methode der
Minimaldnderungen genannt.

In dem Mittelwerte, den man aus den auf diese Weise beob-
achteten eben merklichen und eben unmerklichen Reizunter-
schieden erhilt, hofft man den Grenzwert zu treffen, der das
Gebiet der merklichen Unterschiede von dem Gebiete der unmerk-
lichen Unterschiede trennt und demgem#B als Unterschieds-
schwelle bezeichnet wird. Zu jedem Reizwerte r findet man
so einen, das Gebiet der merklich stirkeren Reize abgrenzenden
Wert r, und einen, zu den merklich schwiicheren Reizen fithren-
den Wert #,, wonach 4r,=—7r, —r die obere und Ar,—r—r,
die untere Unterschiedsschwelle angibt. Den Wert AJr
=(dr,+ Ar,):2 nennt Wundt die mittlere Unterschieds-
schwelle. Er bezeichnet ferner den Wert R —1r, — AJr
=1y + A7 als Schitzungswert des Reizes r und nennt die Differenz
Ad=R —r = (dr, — dr,) : 2 die Schitzungsdifferenz, die
durch einen positiven Wert ein Uberschitzen und durch einen
negativen Wert ein Unterschéitzen des Reizes andeutet.

Indem man aus den beobachteten Werten das arithmetische
Mittel berechnet, um die Unterschiedsschwelle zu bestimmen,
gelangt der bei astronomischen und physikalischen Messungen
festgehaltene Grundsatz zur Anerkennung, dafll im arithmetischen
Mittel der wahre Wert einer beobachteten Gréfie mit grofiter
Wahrscheinlichkeit sich darbiete. Es wird demnach voraus-
gesetzt, daf ein wahrer Unterschiedsschwellenwert vorhanden sei,
und dal dieser Wert wie eine objektiv existierende Griofle ge-
messen werden kénne. Es wird aber nicht bedacht, daf
diese Voraussetzung erst gepriift werden mub.

Zu diesem Zwecke ist die urspriingliche Methode Fechners
und ihre durch G. E. Miller angeregte Modifikation von der
durch Wundt eingefiihrten Umgestaltung wohl zu unterscheiden.

Die Unterschiedsschwelle trennt die nicht bemerkbaren
Unterschiede von den bemerkbaren. Sie wird somit durch den-
jenigen Reizwert bezeichnet, der im Vergleich mit dem gegebenen
Reizwerte weder als merkbar gleich noch als merkbar verschieden
erscheint, sondern den Zustand des Zweifels, ob Gleichheit oder
Verschiedenheit vorhanden sei, erweckt. Man kann daher offen-
bar von einem direkten Messen der Unterschiedsschwelle reden,
wenn man einen beliebig und willkiirlich verdnderlichen Ver-
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gleichsreiz wihrend seiner Einwirkung auf das Sinnesorgan bei
gleichzeitiger Einwirkung des Hauptreizes so veréndert, dafl
jener Zustand des Zweifels eintritt, und alsdann den gefundenen
Reizwert mift. Es kann ferner gleichfalls als ein Messen der
Unterschiedsschwelle gelten, wenn man mit Fechner einen zwar
kleinen, aber noch sicher auffalbaren Empfindungsunterschied zu
gewinnen sucht, oder wenn man mit G. E. Miiller, um die bei
diesem Verfahren unvermeidliche Vergroflerung des Unterschieds-
schwellenwertes zu vermeiden, sowohl die eben merklichen als
auch die eben unmerklichen Reizunterschiede bestimmt. In jedem
Falle wird man geneigt sein, nach wiederholter Ausfithrung der
Messung das arithmetische Mittel der Mafiwerte fiir den wahren
Wert zu halten und die mittlere Abweichung von dem arith-
metischen Mittel als ein Mafl fiir die erreichte Genauigkeit zu
betrachten. Dies ist aber nur dann gestattet, wenn die Beob-
achtungen von sogenannten konstanten Fehlern frei sind. Da
jedoch in der Regel konstante Fehler in betréichtlicher
GroBe auftreten, so ist das von Fechner angegebene
Verfahren sowohl in der urspriinglichen wie auch in
der durch G. E. Miiller verbesserten Form zu einer zu-
verlassigen Bestimmung der Unterschiedsschwelle nicht
geeignet.

Um dies an einem Beispiele klar zu legen, habe ich mit
rotierenden, aus weilen und schwarzen Sektoren bestehenden
Scheiben Helligkeitsvergleiche angestellt. Eine Scheibe, deren
Sektoren wihrend der Rotation verstellt werden konnten, wurde
so eingestellt, dafl sie eben heller oder eben dunkler als eine
daneben rotierende Scheibe mit fest bestimmten unverénderlichen
Sektoren erschien. Fir das Grau einer aus 180° Weill und 180°
Schwarz bestehenden Normalscheibe ergab auf diese Weise die
verstellbare Vergleichsscheibe ein merklich helleres Grau, wenn
sie im Mittel von 100 Versuchen auf 202,5° Weil und 157,5°
Schwarz eingestellt wurde, wobei die mittlere quadratische Ab-
weichung gleich 4 0,9° war. Die Vergleichsscheibe war dagegen
merklich dunkler, wenn ihre Sektoren in 100 Versuchen durch-
schnittlich aus 154,5° Weil und 205,5° Schwarz mit der mitt-
leren quadratischen Abweichung -+ 0,7° bestanden. Die obere
Unterschiedsschwelle wire demnach gleich 22,59, die untere gleich
25,59 zu setzen, wenn man davon absehen wollte, daf diese Be-
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stimmungsweise notwendig einen zu grofen Wert ergibt. Dal
nun die Verschiedenheit der beiderseitigen Unterschiedsschwellen-
werte durch einen konstanten Fehler veranlafBt wird, tritt deut-
lich zutage, wenn man die Versuche, durch welche die Ver-
gleichsscheibe auf die ndmliche Helligkeit wie die Normalscheibe
gebracht wurde, beriicksichtigt. Aus 200 Versuchen ergab sich
némlich, dafl die Vergleichsscheibe der Normalscheibe gleich hell
erschien, wenn sie durchschnittlich aus 178,59 Weil und 181,5°
Schwarz bestand. Legt man diesen Wert zugrunde, so findet
man beiderseits 24° als Unterschiedsschwellenwert. Auf diese
Weise wird aber nur derjenige Teil des konstanten Fehlers elimi-
niert, der die Differenz des oberen und unteren Unterschieds-
schwellenwertes bedingt. Man hat hingegen kein Mittel, um der
beiderseitigen VergroBerung dieses Wertes zu begegnen. Und
auch dann, wenn man die Mittelwerte fiir die verschwindenden
Helligkeitsunterschiede hinzunimmt, wodurch sich der gefundene
Wert auf hochstens 129 reduziert, ist keine Gewihr vorhanden,
daB nicht doch noch eine Vergrofierung oder Verkleinerung des
wahren Wertes vorliegt. In der Tat ist hier eine Vergréfierung
anzunehmen, da eine auf ganz anderen Grundsitzen beruhende
einwandfreie Bestimmung der Unterschiedsschwelle (in § 20) aus
den Einstellungen auf gleiche Helligkeit 119 als obere Grenze, die
nicht erreicht werden kann, finden 140t.

Ein Messen der Unterschiedsschwelle findet hingegen nicht
statt, wenn nach dem durch Wundt vorgeschlagenen, allgemein
in Aufnahme gekommenen Verfahren eine vorbestimmte Skala
von Reizwerten in regelmifiigem Auf- und Absteigen oder in
unregelmifigem Wechsel dargeboten wird. Denn nun kann der
Beobachter nicht den Reizwert wibrend der Einwirkung auf das
Sinnesorgan veréndern, bis der Zustand des Zweifels an Gleich-
heit oder Verschiedenheit eintritt, oder bis ein nicht vorhandener
Unterschied merkbar oder ein vorhandener Unterschied un-
merkbar wird. Er mull vielmehr bei jedem dargebotenen Ver-
gleichsreize das Vorhandensein von Gleichheit oder Verschieden-
heit, oder auch den Zweifel, ob Gleichheit oder Verschiedenheit
bestehe, feststellen. Hierbei wird es viclfach zutreffen, dafl beim
Durchlaufen der Skala der Vergleichsreize von den kleineren
Werten aus an einer bestimmten Stelle das Urteil ,kleiner® (<)
durch das Urteil ,gleich (=) und das letztere an einer héher
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gelegenen Stelle durch das Urteil ,gréfer” (>>) abgelost wird.
Es kann aber auch nicht selten nach erfolgter Ablésung ein
Riickschlag in die frithere Urteilsart erfolgen oder wenigstens ein
Zweifel, ob die eine oder die andere Urteilsweise richtig sei, sich
regen, so da man sich mit den Urteilen ,gleich“ oder ,grofer®
(= >) und ,gleich“ oder ,kleiner“ (= <) zufrieden geben
muB. Es ist ferner moglich, daB ein direkter Ubergang der Ur-
teile ,kleiner“ zu den Urteilen ,grofler“ ohne eine Vermittelung
durch das Urteil , gleich“ sich ergibt.

Beispielsweise gelangte ich durch Helligkeitsvergleichungen
unter Zugrundelegen einer aus 11 Stufen bestehenden Skala von
Vergleichsreizen zu den in Tabelle 2 angegebenen Urteilsreihen.

Tabelle 2.

i 1w ‘ r ‘ w ‘ w r ‘ 1w ‘ L : 1w
L | < ‘ < < | < < < = <
2. )= | = < < < e « =
3 i e | < <= |<= . < < < =
4. | < | < = = | < < | <=| =
5 = | = ] — == P = <
6 | e — = — — = > — =
7 E — — — — — —_— — =
N = > > = | = 5
9. | > |=> = = -2 —— - p-d
10. = | > > = = o - ==
11. > | > > | > | > 1| > > >

| I |

Fin anderes Mal ergab sich bei einer Verdoppelung der Stufen
der direkte Ubergang der Urteile ,kleiner* in die Urteile ,grofer*
ohne dazwischentretende Urteile ,gleich“, so daf die Reihe

<5 <L << > >

entstand. Ein iiber die Reihe gesetztes r bedeutet, dafl der Ver-
gleichsreiz regelmifig auf- und absteigend variiert wurde. FEin
u deutet die im allgemeinen den Vorzug verdienende unregel-
méfige Variation des Vergleichsreizes an. Die eine oder die andere
Art der Reizdarbietung erfolgte ohne Wissen des Beobachters.
Als Hauptreiz diente das Grau einer rotierenden Scheibe, die aus
100° Weil und 260° Schwarz bestand, wihrend die 11 Ab-
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stufungen des Vergleichsreizes der Reihe nach durch 86,5°, 889,
89,50 ... 100°, 101,5° Weil und 273,5°, 2720, 270,59 . .. 260°,
258,59 Schwarz bestimmt wurden. Man ersieht hieraus, dafl eine
betrichtliche Uberschitzung der Helligkeit der Vergleichsscheibe
stattfand, die durch eine Kontrastwirkung bedingt war.

Der Anblick dieser Tabelle lait ohne weiteres erkennen, daf
unmittelbar aus den einzelnen Urteilsreihen keine einwandfreie
Bestimmung der Unterschiedsschwelle gewonnen werden kann.
Denn wenn auch bei einem reguliren Verlaufe die Stellen, wo die
Urteile ,kleiner“ in die Urteile ,gleich“ und die letzteren in die
Urteile ,grofler” iibergehen als untere und obere Unterschieds-
schwellen in Anspruch genommen werden diirfen, so fehlt die
Méglichkeit hierzu, sobald ein mehrfacher Ubergang von der einen
zur anderen Urteilsart wie in der 1., 2., 3., 6., 8. Reihe statt-
findet. Die tibliche Handhabung der Methode der Mini-
malinderungen beruht aber gerade auf der Benutzung
der einzelnen Urteilsreihen. Sie ist darum zur Bestim-
mung der Unterschiedsschwellenwerte nicht geeignet.

Zu einem in jedem Falle anwendbaren Verfahren gelangt
man indessen durch folgende Uberlegung.

Je mehr sich die Urteilsreihen in der Tabelle 2 hiufen, um
so deutlicher wird es, dafl jeder Stufe die Urteile ,kleiner®,
»gleich, ,groBer® mit einer bestimmten relativen Haufigkeit oder
Wahrscheinlichkeit zukommen. Dies erhellt bereits aus der in
Tabelle 3 zusammengestellten Anzahl der Urteile, die sich bei
19 maliger Darbietung jeder der 11 Helligkeitsstufen ergeben hat.

Tabelle 3.
a n 2 p
1 | 19 —_ —_
2 | 15 4 -
3 | 11 8 —_
4 7 12 _
5 4 13 2
6 2 12| 5
7 [ —_ 16 | 3
8 i — 7 | 12
9 | — 7 12
10 —_ 2 17
11 — — 19
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Es gehoren hier zu jeder unter a verzeichneten Helligkeits-
stufe n Urteile ,kleiner®, #'Urteile , gleich“ und pUrteile ,grofer®,
so dall z. B. die 6. Stufe 2mal dunkler, 12mal ebenso hell und
5mal heller wie das Grau der Hauptscheibe erschien.

Auf Grund dieser Hiaufigkeitswerte hat nun der einer be-
stimmten Stufe angehdrende Vergleichsreiz 7' fiir merklich gréGer
oder merklich kleiner als der Hauptreiz r zu gelten, wenn »’
nicht nur unbedingt und in jedem Falle, sondern auch blof in
der Mehrzahl der Fille grofler oder kleiner als # erscheint. Dem-
gemiB bezeichnet die Differenz Ar, — r, — r die obere Unter-
schiedsschwelle, wenn bei einem hinreichend oft wiederholten
Vergleiche von 7, mit r sich ebenso oft das Urteil ,grofler* wie
das Urteil , gleich“ oder ,kleiner“ ergibt. Es gibt ferner die Differenz
Ar, = r — r, die untere Unterschiedsschwelle an, wenn das
Urteil ,kleiner® mit der gleichen Haufigkeit wie das Urteil ,gleich“
oder ,grofer“ auftritt. Es ist folglich, wenn man 19 Urteils-
reihen fiir geniigend halten will, in der Tabelle 3 die obere
Unterschiedsschwelle zwischen der 7. und 8. Stufe, die untere
Unterschiedsschwelle zwischen der 3. und 4. Stufe zu suchen. Es
bedarf aber kaum des besonderen Hinweises darauf, dall man die
Versuche in starkem Mafle hiufen mufl, bis die Stelle, wo die
relative Haufigkeit der Urteile ,grofler” im oberen Gebiete und
der Urteile ,kleiner” im unteren Gebiete der Reizskala gleich
1: 2 ist, mit hinreichender Deutlichkeit, die eine genaue, inter-
polatorische Bestimmung gestattet, hervortritt. Uberdies miifite
diese Bestimmung der Unterschiedsschwelle mehrfach wieder-
holt werden, damit ihre Sicherheit auf Grund der Abweichungen
von dem gemeinsamen Mittelwerte beurteilt werden kénnte.
Denn sie reprisentiert, wie jede induktive Wahrscheinlichkeits-
bestimmung, eine ganze Mannigfaltigkeit von Werten, die bei
unbegrenzter Wiederholung der Beobachtungen hervortreten wiirde
und durch die mittlere quadratische Abweichung der einzelnen
Werte von ihrem arithmetischen Mittel angedeutet werden kann.
Es ist auch das Auftreten konstanter Fehler in Rechnung zu
ziehen, die durch die Haufung der Versuche keineswegs unmog-
lich gemacht werden.

Demnach fithrt die Methode der eben merklichen
Unterschiede sowohl in der urspriinglichen wie auch in
der umgestalteten Form zu keiner einwandfreien Be-
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stimmung der Unterschiedsschwelle, und somit auch zu
keinem sicheren MaBe der Unterschiedsempfindlichkeit.

10. Die Methode der mittleren Fehler.

Wenn der Reiz wihrend seiner Einwirkung auf das Sinnes-
organ durch den Beobachter in beliebiger und ungehinderter
Weise verdndert werden kann, so ist die Methode der mittleren
Fehler anwendbar. Dies ist beispielsweise der Fall, wenn drei
auf einem Malistabe verschiebbare Fiden dem Auge dargeboten
werden. Sucht man nun die Distanz des einen der beiden duleren
Fiden von dem mittleren Faden der unverdndert bleibenden
Distanz der beiden anderen Fiden gleich zu machen, so wird man
hierbei im allgemeinen einen Fehler begehen. Die hergestellte
Distanz, die Fehldistanz F, wird von der als Norm gegebenen
Distanz, der Normaldistanz N, abweichen. Der Unterschied
F — N stellt den Fehler § dar.

Hat man die Versuche in einer hinreichend grofen Anzahl m
angestellt und die Fehldistanzen F), ¥,, F5 ... F, mit den
Fehlern 0;, 0,5, 05 . . . 0, erhalten, so wird man erwarten, in
dem arithmetischen Mittel der Fehldistanzen die zum Vergleich
dienende Normaldistanz wieder zu finden. In dieser Erwartung
sieht man sich indessen in der Regel getiuscht, indem das arith-
metische Mittel um einen im allgemeinen nicht auller Acht zu
lassenden Betrag ¢ von der Normaldistanz abweicht. Es wiirde
somit erst dann, wenn die Fehldistanzen F um den konstanten
Betrag ¢ vermindert wiirden, das Mittel der verminderten F'
mit N iibereinstimmen. Dann miiten auch die Fehler § um
den konstanten Betrag ¢ vermindert werden, wonach dieser Betrag
als ein konstanter Bestandteil der Fehler § und somit als ein
konstanter Fehler aufzufassen ist.

Demgemif kann der Fehler 0 in den konstanten Fehler ¢
und einen variablen Bestandteil, den reinen variablen
Fehler 4, zerlegt gedacht werden, so daB

O, =4, +¢ O =4dy+e¢ O0=4d3 +c... (21)

Der konstante Fehler ¢ ist wesentlich von den besonderen
Bedingungen, unter denen die Versuche angestellt werden, ab-
hingig. Man kann beispielsweise zuerst die Normaldistanz oder
zuerst die Fehldistanz auffassen, oder auch die Richtung des
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Vergleichs beliebig wechseln. Hierdurch werden die Unterschiede
der sogenannten Zeitlage bedingt. Man kann ferner entweder
die nach der einen oder die nach der anderen Seite vom mittleren
Faden aus sich erstreckende Distanz als Fehldistanz und die
andere als Normaldistanz wihlen, worauf die Unterschiede der
sogenannten Raumlage beruhen. Auferdem hebt Fechner neben
sonstigen unberechenbaren inneren Verhiltnissen den ,Einflufl
der Herstellungsweise“ der verglichenen Gréfen hervor, wobei er
individuelle Eigentiimlichkeiten im Auge hat, die den Grund dafiir
bilden, daB bei der Abénderung der FehlgréBe das richtige Mal
iiberschritten oder nicht erreicht wird.

Diesen verschiedenartigen Einfliissen entsprechend setzt
Fechner eine Zerlegbarkeit des konstanten Fehlers voraus. Bei-
spielsweigse nimmt er an, daf die in den beiden Raumlagen sich
ergebenden konstanten Fehler ¢; und ¢, aus einem von der Raum-
lage abhingenden und bei entgegengesetzter Lage sein Vorzeichen
wechselnden Teile +- r und aus einem von der Raumlage unab-
hangigen Teile % bestehen, und setzt demgemil ¢, — r + u,
¢, =— — r + u, woraus

r=1,(a — ¢)) 22)
w="1( — cz)I -

sich ergibt. In entsprechender Weise sucht er den Einflu der
Zeitlage auf den konstanten Fehler zu bestimmen.

Die reinen Fehler A folgen, wie Fechner in Anlehnung an
die von Gauss begrindete Fehlertheorie annimmt, dem gewdhn-
lichen Fehlergesetze. Den aus den absoluten Betridgen ||
der reinen Fehler gebildeten Mittelwert

e = o (] 4 A ] e ) 29)

setzt er dem reziproken Werte der Unterschiedsempfind-
lichkeit proportional.

Dal hiermit kein unbedingt zuverlissiges Mafl gewonnen
wird, verkennt Fechner nicht. FEr sagt in dem nachgelassenen
Manuskripte seiner Vorlesungen iiber die psychophysischen Maf-
methoden 1):  ,Bei aller Sorge, welche man treffen mag, die
Versuchsumstinde vergleichbar zu halten, dndern sich doch im

') Im Fechner-Archiv d. Sidchs. Ges. d. Wiss.,, Nr. 111, 8. 71.
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Laufe der Versuche innere und &ullere Umstinde durch un-
bestimmbare Zufdlligkeiten. Die Zeit- und Raumlage selbst, der
Einflu der Herstellungsweise, die Aufmerksamkeit, der Zustand
der Sinnesorgane unterliegen immer irgend welchen zufilligen
Abiénderungen, deren Spielraum gréfer oder geringer sein kann
und Einfluf auf die durchschnittliche Gréfie der reinen Fehler
gewinnt, wonach die daraus erhaltenen Summen oder Mittel-
werte nur insofern zu einem vergleichbaren Mafstabe der Unter-
schiedsempfindlichkeit dienen konnen, als man voraussetzen darf,
dal der Spielraum oder die durchschnittliche Grofie der Zufillig-
keiten in den verschiedenen Versuchen derselbe ist. Hitte aber
z. B. die Aufmerksamkeit oder die Lage der verglichenen Groélen
wihrend gewisser Versuche a mehr geschwankt als wihrend
anderer Versuche b, so wiirde dies grofiere reine Fehler in a als
in b mitfithren, ohne dafl deshalb die Unterschiedsempfindlichkeit
in @ geringer als in b zu sein brauchte.*

Wihrend aber Fechner der Ansicht ist, dall durch diese
Unsicherheit das MaB der Unterschiedsempfindlichkeit nur in
einem gewissen, bei Wabrscheinlichkeitsbestimmungen unvermeid-
lichen Grade beeintrichtigt wird, findet G. E. Miiller die Mog-
lichkeit der Mafibestimmung véllig in Frage gestellt. Dabei ist
allerdings die merkwiirdige Auffassungsweise, die sich Miiller
iiber die Handhabung der Methode der mittleren Fehler gebildet
hat, in Betracht zu ziehen. Er nimmt ndmlich an, da die Her-
stellung der Fehlreize und demgemidf der Betrag des mittleren
Fehlers ) ,erstens davon abhingt, mit welchen relativen Haufig-
keiten sich die Versuchsperson die verschiedenen Werte des Fehl-
reizes zur Vergleichung mit dem Normalreize N herstellt, und
zweitens davon, welche Wahrscheinlichkeit jeder Wert des Fehl-
reizes besitzt, im Falle seines Hergestelltwerdens zugelassen zu
werden, d. h. einen hinlinglichen Schein der Gleichheit zu N zu
erwecken und demgemif zur Notierung zu gelangen®. Es soll
hiernach moglich sein, daf die tatséchlich hergestellten Fehlreize
sich enge um einen Wert scharen, ,wihrend andere von diesem
Werte mehr abweichende Fehlreize, welche einen hinlinglichen
Anschein der Gleichheit zu N gleichfalls erwecken konnen, iber-
haupt fast gar nicht hergestellt werden®.

') Die Gesichtspunkte und die Tatsachen der psychophysischen
Methodik 1904, S. 211.



Wire dies richtig, so wire die Photometrie als Wissenschaft
unméglich; denn sie beruht auf der Méglichkeit, eine variierbare
Helligkeit einer anderen gleich zu machen, ohne dal auBer der
Fihigkeit des Menschen, Helligkeiten zu unterscheiden und ob-
jektive Lichtstirken bis zu dem Punkte zu variieren, wo die
Gleichheit mit grofiter Sicherheit erreicht scheint, etwas anderes
in Betracht kime. Xbensowenig konnte der Violinspieler seine
Violine stimmen. Denn er wire von den relativen Haufigkeiten
abhéngig, mit denen er die verschiedenen Spannungen der Saite
herstellt, wahrend er doch aus der ganzen Reihe méglicher
Spannungsstirken diejenige herzustellen glaubt, die den ge-
wiinschten Ton nach seinem Gehor am besten wiedergibt. Es
wird aber jeder, der gleiche Helligkeiten herstellt oder eine Saite
nach einem gegebenen Ton stimmt, es bestitigt finden, dall man
bei der Variierung der Reize eine Stelle findet, wo der Vergleich
des Fehlreizes mit dem Normalreize am befriedigensten ausfillt und
somit die Gleichheit mit grofiter Sicherheit erreicht ist. Aber
auch dann, wenn nicht ein einzelner Wert, sondern ein ganzes
Intervall gleichberechtigter Werte sich ergiibe, wiirde die Methode
der mittleren Fehler nicht unmoglich gemacht, ja nicht einmal
wesentlich erschwert werden. Man miiite nur die Intervallmitte
zugleich mit der Intervalllinge notieren und bei der Verwertung
der Versuche in Rechnung stellen.

Wenn aber auch demgemill das Versuchsverfahren, das bei
der Methode der mittleren Fehler zur Verwendung kommt, keinem
Bedenken unterliegt, sondern das beste und sicherste ist, falls die
Reize ungehindert und willkiirlich veréndert werden konnen, so
bleibt doch der Mangel bestehen, daB, wie Fechner zugestanden
und Miiller mit Recht betont hat, der mittlere Fehler nicht blof
durch die Unterschiedsempfindlichkeit bedingt ist. Da die letz-
tere in der Unterschiedsschwelle ihren unmittelbaren Ausdruck
findet, so kann man somit nicht erwarten, dall der mittlere Fehler
ausschlieflich von der Unterschiedsschwelle abhéngig sei. Dies
wird durch die Bemerkung von Ebbinghaus!) bestitigt, dal bei
dem Versuchsverfahren zur Bestimmung des mittleren Fehlers
und der Unterschiedsschwelle eine Erschwerung der Beurteilung
durch Notigung zu rascherer Urteilsfillung einesteils und durch

1) Grundziige der Psychologie 1, 69 (1902).
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zeitliche Trennung des Vergleichsreizes vom Normalreize anderer-
seits einmal der mittlere Fehler stérker als die Unterschieds-
schwelle und das andere Mal die Unterschiedsschwelle stirker
als der mittlere Fehler wiichst. Hierdurch wird aber nur
deutlich gemacht, dafl die Methode der mittleren Fehler
in der von Fechner gegebenen Form nicht hinreicht,
sondern einer weiteren Ausbildung bedarf.

In dieser Erwigung habe ich in dem kleinen Grundrifl der
Psychophysik (1899) vorausgesetzt, dal die Wahrscheinlichkeit
eines Fehlers 4 bei einer unendlich kleinen Unterschiedsschwelle
durch das gewdhnliche Fehlergesetz

@) = 1o emp (—n2?) . . .. . (24)
V=

ausgedriickt und mithin unter der Herrschaft einer nach oben
und nach unten um den Betrag 7 abweichenden Unterschieds-
schwelle durch

20 W(d) = 1D[h(d+ )] —L1@h(d—i)] . (25)

bezeichnet werde, wo
hda

@[hd]:i—jexp (—h2d?).d(md) . . . (26)

V=

0
Dann ist, wenn

mer = T = | + W]+ + |

mel=X A= A2 + 4} + ...+ 4%
gesetzt wird, bei einer hinreichend grofen Anzahl von Beob-
achtungen

(27)

6 = %2[4] — 2jd W(A).dA
e (28)
= DA = 2jd2.W(d).dA
m
0

Es ist nun, wenn h 4 durch 7, hi durch ¢ und die successiven
Ableitungen von @ (r) durch @;, @y, D; . . . bezeichnet werden,

W) =2 0@ + B ow + Ee@+ -,
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so dall man durch Ausfihrung der Integrationen ohne weiteres

2jA W(d)ydd
0
4 [ 2t 9 95 \‘
hVn Yz 18 5921 5431 T Tesm )@

o’——;s

e 1, @
LW d)dd = 50 + =

erhilt. Um nun noch die unendliche Reihe

__ 2t 2 n 215
T 3.2.1 5.4.3.1! 7.6.5.8

in eine bequemere Form zu bringen, beachte man, dal

B S ST S 2
2v + 1 v 2v — 1~ (2v + 1).2v.2v — 1)’

wonach die Zerlegung

a =a + ay + a3,

ot t3 $5
173 5. 7.2! )

¢ #3 ¢
002———1'4—2, 3+ Ty

¢ £ £
ng_—:—‘—‘-——— —_— e ..

1 3.1! 5.2!
moglich ist. Es ist aber

t t
1 1 t )
a, = tQJ"ﬁ exp (— ) dr = mjexp (—)dr — 5 e (— 12),
0 0
1
a =+ lexp (— 3 — 1},
i
a; = j exp (— 1?) dr,
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go daf}
¢
1 1 ‘
a = <ﬁ + 1> J‘ exp (—r2)dr + 37 {exp (— 11 — 2}
0

resultiert. Man erhilt so schlieflich

2]4 Wydd = —— + L

B hymw = 2
* (30)
. 1 i

2 ‘ PW(Add = 50— + 5
5

wo zur Abkiirzung

+ 1> D) + t—%; {exp (— 7)) — 2} . (81)

1

4=\5%

gesetzt wird.

Man hat nun zur Bestimmung des Unterschiedsschwellen-
wertes ¢ und des Prizisionsmafles # des Feblergesetzes auf Grund
von (27) und (28) im Hinblick auf (29) und (30) die beiden
Gleichungen

1 i
& == —== — A
' h]/n T 2
(32)
, 1 72
“ e Ty
Hieraus kann man zunichst ¢ == hi finden, da
& Vo 1 1,tAVx
,,1,1/, — —u =@ .. .. (33)

& VE o Vi+ st

Hat man nimlich den Quotienten @ (f) = (g Vﬂ) : (& V2)
aus den absoluten Betrigen und den Quadraten der 4 berechnet,
so erhidlt man ¢ auf Grund der Tabelle 4, die elnesteils die
Werte A und anderenteils die Werte ¢ (f) in Abhingigkeit von ¢
gibt und nétigenfalls ohne viele Miihe auf engere Intervalle der ¢
ausgedehnt werden kann.

Lipyps, Die psychischen Malmethoden. 5
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Tabelle 4.
¢ A t 0]
0,0 0,000 0 0,0 1,000
0,5 0,183 5 0,5 1,001
1,0 0,343 2 1,0 1,010
1,5 0,468 2 1,5 1,026
2,0 0,560 7 2,0 1,041
2,5 0,628 6 2,5 1,053
3,0 | 06794 8,0 1,061
4,0 | 07492 4,0 1,070
50 | 07943 5,0 1,075
® | 1,0000 ® 1,085

Ist aber ¢ gefunden, so ergibt sich

;. 2a¥xt 24 tdyn
o4+tAyx 2&Vm

wo nun ¢ als das reine MaB der in der Unterschieds-
schwelle hervortretenden Unterschiedsempfindlichkeit
und h als ein von der Unterschiedsschwelle unab-
hangiges Mafl der sonstigen, die Genauigkeit der Beob-
achtung stérenden Einfliisse in Anspruch zu nehmen ist.

Die Annahme, daf die Hiufigkeit des Auftretens der
Fehler 4 in Ubereinstimmung mit dem Fehlergesetze (22) ge-
regelt werde, hat die Gleichung (33) zur Folge, wonach

(34)

1<81Vf<1,085. .. (3D)
&y V2
gein muf. Ist diese Bedingung erfillt, so kann ¢ und & be-
rechnet werden.
Nun hat Fechner bei Augenmalversuchenl) aus m — 240
Beobachtungen fiir die Distanzen 10, 20, 30, 40, 50 der Reihe
nach

Z|4) = 38,64; 76,85; 120,91; 154,48; 185,40
X 42 = 8,677; 40,42; 97,67; 146,15; 228,46

') Elemente der Psychophysik 1, 215.
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gefunden, wo 1/, Pariser Decimallinie als Einheit gew#hlt war.
Es ist demgem#l der Reihe nach

e}”n:

5 = 1,061; 0,978; 0,990; 1,034; 0,992;

q
so daf nur im ersten und im vierten Falle eine Bestimmung
von ¢ und & moglich ist. Man findet im ersten Falle { = 3,0;
t=0,3; h =103 im vierten Falle t = 1,75; i = 1,15 h = 1,6.
Da aber in den tibrigen Fillen der Quotient kleiner als 1 ist, so
zeigt sich, dal die Bedingung (35) und demgemifl auch das
Fehlergesetz (24) nicht zutrifft.

Man darf somit bei der Aufstellung eines das Vor-
handensein von Unterschiedsschwellen beriicksich-
tigenden Fehlergesetzes nicht von der Voraussetzung
ausgehen, dall fir den Fall einer unendlich kleinen
Unterschiedsschwelle das gew&hnliche Fehlergesetz
gelte. Man mufl vielmehr eine Ausgestaltung der Me-
thode der mittleren Fehler erstreben, die von der An-
nahme eines bestimmten Fehlergesetzes vollig absieht.

11. Die Methode der richtigen und falschen Fille.

Sind die Reizwerte nicht wihrend ibrer Einwirkung auf das
Sinnesorgan beliebig und willkiirlich variierbar, so kann nur ein
bestimmt gewihlter Reiz mit einem benachbarten, gleichfalls
bestimmt gewihlten Reize immer und immer wieder verglichen
werden. Dies Verfahren fiihrt zur Methode der richtigen und
falschen Falle. Hat man nun beispielsweise ein Hauptgewicht P
mit einem durch ein kleines Zusatzgewicht D vergrofierten Ver-
gleichsgewichte P - D im ganzen mmal verglichen, und haben
sich p Urteile ,grofier, zUrteile ,gleich® und n Urteile ,kleiner“
ergeben, so weist Fechner von den #Urteilen die eine Halfte
den Urteilen ,grofer”, die andere Hilfte den Urteilen ,kleiner®
zu und bezeichnet die r =— p + 1/, 2 Urteile als ,richtige“, die
f = n + 1/,2Urteile als ,falsche®.

Die relativen Haufigkeits- oder Wahrscheinlichkeitswerte

ﬁ___m; f_nt+he (36)
m m m m
5*



— 68 —

sind von der Unterschiedsempfindlichkeit abhingig. Sie &ndern
sich aber auch bei gleicher Unterschiedsempfindlichkeit mit den
Zusatzgewichten und mit sonstigen, konstante Fehler bedingenden
Umstdnden, die man der Einfachheit wegen durch eine Ver-
mehrung oder Verminderung des Zusatzgewichtes ersetzt denken
kann. Das Mall der Unterschiedsempfindlichkeit bezeichnet
Fechner durch %, das Mafl des Zusatzgewichtes und der son-
stigen konstanten Einflisse durch 4. Er nimmt ferner an, daB
die Wahrscheinlichkeitswerte r/m und f/m von dem Produkte 1 4
oder, wenn keine gonstigen Einfliisse in Betracht kommen, von
Ih D abhingen, und daf die Abhingigkeit zwischen 7/m einer-
seits und dem durch ¢ bezeichneten Produkte 2 A andererseits
durch das Gausssche Fehlergesetz geregelt werde, wonach die
in der Tabelle 5 verzeichneten Werte r/m und ¢ einander ent-
sprechen.

Tabelle 5.

Fundamentaltabelle der Methode der richtigen und
falschen Fille.

< I =D - = 32 =~ | t=1D
— & L ) [
0,50 0,0000 0,67 | 03111 0,84 0,7032
0,51 0,0177 0,68 0,3307 0,85 | 10,7329
0,52 0,0355 0,69 0,3506 0,86 | 0,7639
0,53 | 0,0532 0,70 | 0,3708 0,87 | 0,7965
0,54 | 0,0710 0,71 | 0,3913 0,88 0,8308
0,55 0,0890 0,72 | 0,4121 0,89 | 0,8673
0,56 0,1068 0,73 0,4333 0,90 | 0,9062
0,57 0,1247 0,74 0,4549 0,91 | 0,9481
0,58 0,1428 0,75 |  0,4769 0,92 | 10,9936
0,59 | 0,1609 0,76 i 0,4994 0,93 | 1,0436
0,60 | 0,1791 077 | 0,5224 0,94 | 11,0094
0,61 | 0,1974 0,78 | 0,5460 0,95 | 1,1631
0,62 0,2160 0,79 ‘ 0,5702 0,96 1,2379
0,63 0,2347 0,80 | 05951 0,97 1,3297
0,64 0,2535 0,81 0,6208 0,98 1,4531
0,65 0,2725 0,82 | 0,6473 0,99 | 11,6438
0,66 0,2917 0,83 | 0,6747 1,00 | ®
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In dieser Tabelle findet man zu dem beobachteten Werte
r'm das zugehorige ¢ und hieraus bei Abwesenheit konstanter
Fehler das Prizisionsmal %, das die Unterschiedsempfindlichkeit
mift. Haben sich z. B. fir das Hauptgewicht P — 300 g und
das Vergleichsgewicht P 4 D =— 312 ¢ aus 512 Versuchen
r = 328 richtige Fille ergeben, so dal r/m = 0,641, so findet
man aus der Fundamentaltabelle { — 0,255 und, da D — 12g,
h = 0,021.

In Wahrheit treten aber konstante Fehler auf. Die schein-
bare Schwere eines Gewichtes dndert sich namlich, wie Fechner
gefunden hat, je nachdem es an erster oder zweiter Stelle gehoben
wird, indem wenigstens bei griofieren Gewichten das an zweiter
Stelle gehobene durchschnittlich schwerer erscheint, so daB
hierdurch ein nicht unbedeutendes Zusatzgewicht bei dem zuerst
gehobenen kompensiert werden kann. Xs kommt ferner in Be-
tracht, ob man mit der rechten oder mit der linken Hand die
Hebung ausfithrt, und was fiir eine Art und Weise des Hebens
durch die jeweilige Lage des Gewichtes beziiglich der die Hebung
ausfihrenden Hand bedingt wird. Diese Einfliisse wirken nach
der Annahme Fechners wie ein zu dem vorhandenen Zusatz-
gewichte D hinzutretendes positives oder negatives neues Zusatz-
gewicht +p, so dall A=D = pist. Insbesondere setzt Fechner
voraus, dall der Einflull der Zeitlage bei einer bestimmten Auf-
einanderfolge von Hauptgewicht und Vergleichsgewicht durch
D + p, bei der entgegengesetzten Aufeinanderfolge durch D — p
zum Ausdruck gebracht werde, so dal, wenn im ersten Falle ¢,
im zweiten Falle f, aus den Versuchen gefunden worden ist, aus

hD 4+ p)=t; k(D —p) =1
die Gleichungen
hD =1,( 4+ t); hp =Y, (t, — &) . . (87)

sich ergeben. In dhnlicher Weise werden auch die aus der Raum-
lage entspringenden konstanten Fehler eliminiert und ihrer GrioBSe
nach bestimmt.

Indem Fechner das angegebene Verfahrem aus unzu-
linglichen, in den Versuchen einiger Schiiler des Physiologen
Vierordt vorliegenden Anfingen entwickelte, setzte er zwar das
gewohnliche Fehlergesetz (24) bei der Herleitung der Funda-
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mentaltabelle (Tabelle 5) voraus; er liel aber die hieraus sich
ergebenden Folgerungen nicht in ihrem vollen Umfange zur Gel-
tung kommen. Die Annahme eines Fehlergesetzes hat n#mlich
zur Folge, dafl bei der Vergleichung der Gewichte P und P -+ D
ein Fehler 4 mit der durch das Gesetz bedingten Hiufigkeit be-
gangen wird. Wodurch die Fehler veranlaft werden, bleibt hier-
bei vollig dahin gestellt. Sie konnen aus der einen oder der
anderen von den drei Fehlerquellen, die schon Lambert (S. 35)
unterschieden bat, herrithren. Deuten wir aber die Gewichte P
und P 4+ D als Punkte einer Geraden, so konnen wir uns stets
den Erfolg des Fehlervorganges dadurch veranschaulichen, daB wir
uns den Punkt P 4+ D als festliegend und den Punkt P um den
Betrag 4 nach der einen oder der anderen Seite verschoben
denken, so daB an Stelle der wahren Differenz D die scheinbare
Differenz D + A oder D — A tritt. Die Annahme, dafl so-
wohl P als auch P + D durch die Fehlervorginge ihre Lage
dndern, ist entbehrlich; sie fithrt blo8 zu iberflissigen Umstéind-
lichkeiten.

Auf Grund des gewdhnlichen Fehlergesetzes (24) wird nun
ein zwischen den unendlich nahen Grenzen 4 und 4 + d 4
liegender Fehler mit der relativen Hiufigkeit ¢ () d 4 begangen.
Es miifite somit, wenn keine Unterschiedsschwelle in Betracht
kime, P entweder kleiner als P + D oder grofler als P + D
erscheinen, so oft der Punkt P in das Gebiet unterhalb P 4 D
oder oberhalb P + D fiele. Die relative Haufigkeit der richtigen
und der falschen Urteile wiirde daher durch

o« o D
% = “q;(d)dd :j«p(d)dd + [¢(A)dd
‘D 0 0

0

= 1/, + 1/, @ (h D),

—D @

I — J‘(p(d)dd :Jq)(d)dd —ljtp(d)cu

—m

(38)

0
=1y — Y, @ (1 D)

bestimmt, wo @ die in (24) angegebene Bedeutung hat, wihrend
die relative Haufigkeit der scheinbaren Gleichheit von P mit
P 4 D gleich Null zu setzen wire. Diese Bestimmungen finden
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in der Fundamentaltabelle Fechners ihren Ausdruck. Da aber
eine Unterschiedsschwelle vorhanden ist, so treten neben den
Urteilen ,groBer* und ,kleiner auch die von Fechner ohne
Riicksicht auf das Fehlergesetz in der oben angegebenen Weise
beseitigten Urteile ,gleich“ auf. Hat die Unterschiedsschwelle in
der Richtung der wachsenden und der abnehmenden Werte, wie
wir der Einfachheit wegen annehmen wollen, einen und den-
selben Betrag 7, so sind demgemil die relativen Hiufigkeiten der
Urteile ,P 4 D ist grofer als P*, gleich P*,  kleiner als P*
der Reihe nach gleich

® @ D—i
% —_-jqp(d)dd :jqp(d}dd + J‘q)(d)dd
—D+4 0
=1 + Y @ (D—9)];
—D+i D+i D—i
Z
;n_:jq;(d)dd :jgo(d)cu —jq)(d)dd (39)
—D—i 0 0
= 1, ®[h(D + )] — Y P [k (D—)];
—D—i @ D+
”ﬁz :jmd) aA :jqp(d)dd — jq)(d)dd
—m® 0 0
=1y — Yo @ (D + 9]

Diese Festsetzungen werden durch Fig. 3 veranschaulicht,
wo P+ D durch P, P+ D+ ¢ durch P, und P+ D — ¢
Fig. 3.

H

P P R P's

durch P; bezeichnet wird, so da P, und P; die zu P; gehérende
obere und untere Unterschiedsschwelle markieren. Es ist némlich
fir die subjektive Auffassung P 4 D grofler als P, gleich P oder
kleiner als P, so oft der Fehlervorgang den Punkt P in dem Ge-
biete unterhalb P; belaft, in das Gebiet zwischen P; und P, oder



in das Gebiet oberhalb P, verlegt, so dafl die relativen Hiufig-
keiten p/m, 2/m, n/m der Reihe nach gleich den Flichenstiicken
CA; Py, A; P; P, Ay, Ay P, B sind. Die relativen Haufigkeiten
r/m und f/m hingegen werden durch die Flichenstiicke C.P; A,
und B P; A, dargestellt.

Diese auf der Beriicksichtigung der Unterschiedsschwelle be-
ruhende Weiterbildung der Methode der richtigen und falschen
Fille hat G. E. Miiller in seiner ,,Grundlegung der Psychophysik*
(1879) gegeben. Er gelangte so dazu, neben dem Prézisionsmale
auch die Unterschiedsschwellen aus den beobachteten Hiufigkeiten
der Urteile ,grofier®, ,gleich® und ,kleiner zu berechnen.

Setzt man nimlich

LD 4+ 9 =t,)|

h(D — i) =ty (0

so findet man aus der Fundamentaltabelle zu dem Quotienten p me
den Wert t, und zu dem Quotienten (p -+ 2) : m den Wert ¢,

so daf}
to+ 1y
2D

;= t, — t,

T+t

Man erhélt sonicht nur wie bei dem urspriinglichen
Verfahren Fechners in dem Prézisionsmafle # einen von
der Unterschiedsschwelle und auch von anderen Fehler-
quellen abhidngigen Wert, sondern zugleich in der Unter-
schiedsschwelle ¢ den unmittelbaren Mafstab der Unter-
schiedsempfindlichkeit. Es liefle sich zwar einwenden, daf ¢
dem Vergleichsreize P 4 D und nicht dem Hauptreize P zu-
gehort. Indessen darf ¢ innerhalb des durch die Differenz D
bestimmten Bereiches als konstant betrachtet werden. Is ist
némlich zu beachten, dall die Bestimmung von ¢ durch die
Schwankungen und Stérungen, mit denen die empirisch gefundenen
Hiufigkeitswerte p, 2, n behaftet sind, beeintrichtigt wird. Darum
kann der jeweils sich ergebende Wert kein unbedingtes Zutrauen
beanspruchen, sondern nur als Reprisentant einer ganzen Mannig-
faltigkeit von Werten, die bei unbegrenzter Wiederholung der
Beobachtungen hervortreten wiirden, zur Geltung kommen. Die
demgemil in Rechnung zu ziehenden UnregelmaBigkeiten werden

h =
(41)
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aber in der Regel bedeutender sein als die Differenzen der nor-
malen Unterschiedsschwellenwerte, die sich etwa dem Weberschen
Gesetze zufolge beim Ubergange von P zu P - D einstellen.
Darum darf es auch nicht befremden, wenn bei einer Priifung
der Zuverlassigkeit, mit der  und ¢ im Vergleich miteinander
als MaB der Unterschiedsempfindlicheit sich bewihren, gelegent-
lich die Werte von ¢ weniger brauchbar als die Werte von &
sich erwiesen haben. Es mull darum doch 7 als das reinere,
wenn auch je nach Umstinden von den UnregelmiBigkeiten der
empirisch bestimmten Haufigkeiten stirker in Mitleidenschaft ge-
zogene Mall der Unterschiedsempfindlichkeit festgehalten werden.

Ungenauigkeiten der Werte ¢ und . sind ja von vornherein
anzunehmen. Denn eine immer wieder ausgefithrte Wieder-
holung der Beobachtungen wiirde zu anderen und anderen Wahr-
scheinlichkeitswerten p/m, /m, n/m und dementsprechend auch zu
verschiedenen Werten ¢ und % fithren, so dafl, wie es bei induk-
tiven Wahrscheinlichkeitsbestimmungen nicht anders sein kann,
die tatsicblich gefundenen Werte ¢ und % als Reprisentanten
von je einer ganzen Mannigfaltigkeit von Werten sich darbieten.
Es miiite darum noch die mittlere Abweichung der Einzelwerte
von ithrem arithmetischen Mittel auf Grund des vorausgesetzten
Fehlergesetzes berechnet und zur Charakterisierung der repri-
sentierten Mannigfaltigkeiten den Werten ¢ und % in (41) hin-
zugefiigt werden, wenn die Bestimmungen vollstindig sein
sollten 1).

Treten iiberdies konstante Fehler auf, so kann hierdurch,
eben weil das Fehlergesetz vorausgesetzt wird, bloB die Verschie-
bung des Punktes P um den Betrag des konstanten Fehlers be-
wirkt werden. Die Gestalt der Kurve samt der gegenseitigen Lage
der Punkte P, Py, P;, in Fig 3 bleibt hingegen erhalten, da der

') Wegen dieser Unbestimmtheit wird man sich {iberhaupt nicht
mit einer einzigen Differenz D begniigen, sondern eine ganze Reihe
von Differenzen unter ibereinstimmenden Umstinden beobachten.
Man erhélt alsdann an Stelle von (39) ein System solcher Gleichungen,
aus dem die Unbekannten, da mehr Gleichungen als Unbekannte
vorhanden sind, durch ein Ausgleichungsverfahren zu bestimmen sind.
DaB hierbei die Methode der kleinsten Quadrate anwendbar ist, hat
Bruns in der Abhandlung ,Uber die Ausgleichung statistischer Zih-
lungen in der Psychophysik“ durch eine von den Grundsitzen der
‘Wahrscheinlichkeitslehre ausgehende Untersuchung festgestellt.
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hierfiir mafigebende Parameter /; und Unterschiedsschwellenwert 7
der Definition gemifl von dem konstanten Fehler unabhingig sind.
Es kann somit weder eine flachere noch eine steilere Form auf-
treten, wie dies beim Ubergang von der gestrichelten zur aus-
gezogenen Kurve oder von der letzteren zur ersteren in Fig. 2
(S. 38) der Fall ist. Darum ist die Annahme Fechners, daB
die konstanten Fehler wie ein zum Zusatzgewichte D hinzu-
tretendes positives oder negatives neues Zusatzgewicht + p wirken,
durchaus im Einklang mit der Voraussetzung des Fehlergesetzes.
Ja, es konnte geradezu eine Bestitigung der Geltung des Fehler-
gesetzes darin gefunden werden, wenn in der Tat nicht nur der
Fehler der Zeitlage, sondern auch alle sonstigen Einfliisse nach
dem durch Fechner angegebenen Verfahren eliminiert und be-
stimmt werden kénnten.

Es lassen sich aber nicht alle Besonderheiten der Beob-
achtungsweise nach dem Fechnerschen Schema behandeln. In
dieser Hinsicht sind namentlich die Untersuchungen von Lillie
Martin und G. E. Miiller, ,Zur Analyse der Unterschieds-
empfindlichkeit® (1891) zu beachten. Sie finden ibren theoreti-
schen Stiitzpunkt in der Lehre vom absoluten Eindrucke?),
worunter der Eindruck der Leichtigkeit oder der Schwere ver-
standen wird, ,den ein gehobenes Gewicht, isoliert genommen,
d. h. ohne Vergleichung mit einem bestimmten vor oder nach
ihm gehobenen Gewichte, macht“. Der absolute Eindruck ist
somit offenbar auf die Beeinflussung durch frithere Erlebnisse
zuriickzufithren, die wir in § 2 (8. 14) als eine besondere Quelle
von Bedingungen, denen die Bewultseinsinhalte unterliegen, her-
vorgehoben haben. Dies bestitigt sich durch die bei Martin
und Miiller unmittelbar sich anschliefende Erliuterung. ,Wie
uns ein Gegenstand des gewdhnlichen Lebens, ein Brief, ein
Buch, ein Koffer u. dgl. oder z. B. auch ein Kind beim Heben
schwer oder leicht erscheinen kann, ohne dafl wir hierbei diesen
Gegenstand mit einem bestimmten anderen Gegenstande derselben
Art vergleichen, so kann auch bei Versuchen mit gehobenen Ge-
wichten uns ein Gewicht schwer oder leicht erscheinen, ohne daj
es hierbei mit einem bestimmten anderen Gewichte verglichen
wird.“ Durch diesen absoluten Eindruck finden besondere Ur-

') ,Zur Analyse der Unterschiedsempfindlichkeit, 8. 43.



teilssentenzen und typische Verhaltungsweisen der Beobachter
ihre Erklirung, die zu j,anomalen Differenzen der erhaltenen
Urteilszahlen“ fithren.

Wichtiger als diese Erklirung ist aber fir uns die Tatsache,
daB es iiberhaupt Anomalien gibt, die sich dem Fechnerschen
Schema nicht fiigen. Sie liefern den Beweis, dall es nicht
gestattet ist, die Methode der richtigen und falschen
Fille auf die Annahme, dall in jedem Falle das gewdhn-
liche Fehlergesetz Geltung habe, zu griinden.

Dies bestiitigt die Erkenntnis, die wir beziiglich der Methode
der mittleren Fehler bereits gewonnen haben. Wenn nimlich bei
Anwendung der Methode der richtigen und falschen Fille die
Wahrscheinlichkeit dafiir, daB ein gegebener Reiz P dem eben-
talls gegebenen Reize P + D gleich erscheine, in Ubereinstim-
mung mit (39) in der Form

Y2 @[ (D + O] — Y/, @[(D — 9)]

vorausgesetzt wird, so ist auch fiir die Wahrscheinlichkeit, dafl
bei der Methode der mittleren Fehler die Herstellung eines variier-
baren, dem gegebenen P anscheinend gleichen Reizes der Reiz
P 4+ D getroffen wird, in Ubereinstimmung mit (25) der Wert

WD) = = @ [h(D + )] — 35 D [(D — 0]

anzunehmen. Denn so oft bei der Herstellung gleich beurteilter
Reize ein zwischen den Grenzen P + D — ¢und P 4+ D 4 i
liegender Reiz getroffen wird, ebenso oft muf bei der Darbietung
gegebener Reize der Reiz P 4 D dem Reize P gleich erscheinen.
Die Difterenz zwischen dem dargebotenen Werte P 4+ D und dem
bei freier Verfiigung iiber die Reizskala hergestellten Reizwerte
ist ja kleiner als der Unterschiedsschwellenwert ¢ und kann somit
das Auftreten des Urteils ,P 4 D ist gleich P¢ nicht hindern.
Nun nimmt allerdings die Wahrscheinlichkeit innerhalb der Gren-
zen P4+ D — i und P+ D + ¢ nicht gleichmiBig, sondern in
Ubereinstimmung mit dem Fehlergesetze ab. Man erhalt jedoch
eine durchaus hinreichende Anniherung, wenn man der Einfach-
heit wegen eine gleichmifige Abnahme voraussetzt. Dann ist
aber der zur Intervallmitte P 4+ D gehérende Wahrscheinlich-
keitswert W (D) zugleich der Mittelwert aller dem ganzen Inter-
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valle P + D + ¢ zugehérenden Wahrscheinlichkeitswerte, deren
Summe gleich
1y, @R (D + )] — 1 B[ (D — 1)
ist  Es ist folglich
2i WD) = Yy @[h(D + )] — 1Yy @[ (D — 0)],

so dafl in der Tat die Formeln (25) und (39) sich wechselweise
bedingen und somit die Unzulénglichkeit der einen Formel zu-
gleich die Unzulénglichkeit der anderen Formel zur Folge hat.

Man gewinnt so zugleich die Einsicht, dafl zwischen
der Methode der mittleren Fehler und der Methode der
richtigen und falschen Fille ein fehlertheoretischer
Zusammenhang besteht, indem fiir jedes beliebige, vor-
aussetzungsweise oder tatséichlich geltende Fehler-
gesetz zu der Wahrscheinlichkeit W(4) eines bei der
Herstellung gleich beurteilter Reize auftretenden Feh-
lers die Wahrscheinlichkeit 2¢ W () fiir die anscheinende
Gleichheit zweier um den Betrag 4 verschiedener, zur
Beurteilung dargebotener Reize gehort.

12. Die Methode der mittleren Abstufungen.

Im Hinblick auf die Schwierigkeiten, die durch das Versagen
des gewohnlichen Fehlergesetzes einer Anwendung der Methode
der richtigen und falschen Félle und der mittleren Febler er-
wachsen, konnte es als das Einfachste und Sicherste erscheinen,
das Wachsen der Empfindung in seiner Abhingigkeit vom Reize
unmittelbar zu verfolgen, indem man drei iibermerklich verschie-
dene Reizgroflen z,, z,, 23 8o zu bestimmen sucht, dall die zu-
gehorigen Empfindungsintensititen ¢, #,, ¥y in gleichem Male
verschieden erscheinen. Wire dies dann und nur dann der Fall,
wenn & : &y == Xy:%;, 80 kénnte man schlieBen, dal zu gleichen
Verhiltnissen der objektiven Reizstirken gleiche Unterschiede der
subjektiven Empfindungsintensititen gehéren, wonach der For-
mel (19) zufolge das psychophysische Grundgesetz unmittelbar
als giltig sich erweisen wiirde und allgemein y = c.logx zu
setzen wire.

Daf tberhaupt die Moglichkeit besteht, eine Empfindung
mit Bestimmtheit als die Mitte zwischen einer stirkeren und
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einer schwicheren Empfindung zu bezeichnen, hat zuerst Pla-
teau in einer 1872 veroffentlichten Abhandlung !) nachgewiesen.
Er machte darauf aufmerksam, daB wir einen Gegenstand als
hellgrau bezeichnen, wenn sein Grau dem Weill niher steht als
dem Schwarz, so daf angeblich ,die Stirke der in uns erregten
Empfindung gréfer als die Halfte derjenigen Empfindungsstirke
18t, die ein weiler Gegenstand unter den nidmlichen Beleuch-
tungsverhiltnissen erregen wiirde. Wenn wir hingegen sagen,
daB ein Gegenstand dunkelgrau ist, so verstehen wir darunter,
dall sein Grau dem Schwarz niher steht als dem Weill, oder
mit anderen Worten, dal die ibm entsprechende Empfindungs-
stirke kleiner ist als die Héalfte derjenigen, die einem weillen in
gleicher Weise beleuchteten Gegenstande zugehort®. Schiefilich
konnen wir uns, wie Plateau bemerkt, ein Grau verschaffen, das
genau ebenso weit vom Weil wie vom Schwarz entfernt er-
scheint und folglich eine Empfindung erregt, deren Intensitiit an-
geblich gleich der Hilfte der durch Weil erzeugten Empfindungs-
stirke 1st.

In der Tat ergab es sich, daB acht der Malerei kundige
Personen, die von Plateau aufgefordert wurden, fiir reines
Weill und reines Schwarz das mittlere Grau herzustellen, zu fast
vollig tibereinstimmenden Ergebnissen gelangten.

Man kann hierbei ebenso wie bei der Methode der mittleren
Fehler und bei dem von Fechner angegebenen Verfahren der
Herstellung eben merklicher Unterschiede einen beliebig und
willkiirlich veréinderlichen Reiz wahrend seiner Einwirkung auf
das Sinnesorgan so verdindern, dall die zugehérige Empfindung
von den beiden durch die konstanten Reize vermittelten Emp-
findungen in gleichem Mafle verschieden erscheint. Man kann
auch, wenn dies nicht méglich ist, einen passend gewahlten mitt-
leren Reiz neben den beiden anderen Reizen immer wieder dar-
bieten und die Urteile zihlen, wie oft der mittlere Reiz dem einen
oder dem anderen Grenzreize niher oder in der Mitte zwischen
beiden zu liegen scheint. Es handelt sich somit darum, eine mitt-
lere Abstufung zwischen zwei gegebenen Reizen herzustellen oder
eine gegebene mittlere Abstufung zu beurteilen, weshalb man das

) Sur la formule de la loi psychophysique; Bulletins de I’ Académie
Royale de Belgique; 33¢ année; 1872, p. 376.



Verfahren die Methode der mittleren Abstufungen ge-
nannt hat.

Will man aber auf dem einen oder dem anderen Wege die
Mitte zwischen zwei Empfindungen bestimmen, so mufl man doch
wohl dariiber klar sein, was normalerweise als die Mitte von
Empfindungen zu gelten hat. Es ist ja das Erfassen und Unter-
scheiden einer mittleren Empfindung ebenso wie einer Empfin-
dung iberhaupt (nach § 2) vierfach bedingt: durch die Beschaffen-
heit des Reizes; durch das gleichzeitiy Wahrgenommene, also
insbesondere durch die Empfindungen, welche die zu halbierende
wEmpfindungsstrecke“ abgrenzen; durch das unmittelbar zuvor
Wahrgenommene, von dem sich die mittlere Empfindung und die
Grenzempfindungen abheben, und schlieflich durch die Gesamt-
heit der im Beobachter angehiuften Erfahrungen. Nun scheint
es mir unmittelbar einleuchtend zu sein, dafl eine Empfindung B
nicht als die zu zwei anderen Empfindungen 4 und C gehirige
Mitte erkannt werden kann, wenn man nicht die nach Ahnlich-
keitsgraden abgestufte, von A iiber B nach C fiihrende Folge
von Empfindungen erlebt hat. Darum kénnen die drei zuerst
genannten Bedingungen die Feststellung der mittleren Empfin-
dung zwar storen, aber nicht von Haus aus bedingen. Die Norm
fir die Feststellung der Empfindungsmitte beruht vielmehr ledig-
lich auf dem angehiuften Schatze von Erfahrungen, die eine ge-
wisse Kenntnis der die Grenzempfindungen verkniipfenden Stufen-
folge von Empfindungen erméglichen, ohne dafi jedoch hierbei
eine Reproduktion dieser Stufenfolge im Bewultsein erfolgt.

Wenn beispielsweise die Geruchsempfindungen in verschie-
dene Klassen (datherische, aromatische, balsamische Geriiche usw.)
eingeteilt werden, so wird hierbei stillschweigend vorausgesetzt,
daBl wenigstens innerhalb einer und derselben Klasse je zwei
verschiedene Empfindungen durch stetige Ubergiinge verkniipft
werden koénnen. Denn wire dies nicht der Fall, so wire die
Einteilung nicht berechtigt. Demnach sind zwischen zwei édthe-
rischen Geriichen (Apfel, Ananas) oder zwei aromatischen Ge-
riichen (Kampfer, Pfeffer) oder zwei balsamischen Geriichen
(Jasmin, Veilchen) stetige Uberginge und somit auch mittlere
Empfindungen vorauszusetzen. Es wird sich aber wohl niemand
imstande fithlen, von einer Geruchsempfindung, die zu der die
beiden Grenzempfindungen verkniipfenden Reihe gehort, mit Be-
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stimmtheit anzugeben, ob sie die Mitte hilt oder nach der einen
oder der anderen Seite abweicht; es sei denn, dal er bereits Er-
fahrungen iiber die Geruchsreihen gesammelt hat und auf Grund
dieser Erfahrungen ein Urteil fillen kann.

Dem widerstreitet die Ubereinstimmung, welche die acht,
der Malerei kundigen Personen nach Plateau bei der Herstel-
lung des mittleren Grau erzielten, keineswegs; sie erkliart sich
vielmehr gerade durch die Beschiaftigung mit Malerei, wodurch
eine iibereinstimmende Kenntnis der Helligkeitsabstufungen und
eine gleichméBige Ubung in ibrer Unterscheidung erzielt worden
war. Uberdies bietet schon jeder aufdimmernde Tag und jede
hereinbrechende Nacht immer wieder die ganze Stufenfolge von
Helligkeiten dar, so daf jedes Auge bereits durch die tagliche
Erfabrung eine gewisse Kenntnis derselben erwirbt.

Die Bestimmung der Mitte zwischen zwel gegebenen
Empfindungen ist sonach normalerweise durch beider-
seits gleich grofle Anzahlen eben unterscheidbarer
Zwischenstufen bedingt, die sich im Bewufitsein als
iibereinstimmende Grade der Ahnlichkeit und desGegen-
satzes zu erkennen geben. Dall aber diese Norm nicht allein
in Betracht kommt, ist selbstverstindlich. Wenn nimlich bei der
Herstellung anscheinend gleicher oder eben unterscheidbarer Reize
und bei der Beurteilung unter merklich oder eben merklich ver-
schiedener Reize konstante Fehler von betrichtlicher Groe be-
gangen werden, so sind bei der Herstellung oder der Beurteilung
von Reizen, deren Empfindungen in der Mitte zwischen ge-
gebenen Empfindungen liegen sollen, noch weit grofere konstante
Fehler zu erwarten. Entspricht insbesondere den beiden von
der mittleren Empfindung aus nach beiden Seiten sich erstrecken-
den Reihen eben unterscheidbarer Zwischenstufen auf der einen
Seite ein groferes Reizgebiet als auf der anderen, so kann durch
die Anhiufung von hierauf sich beziehenden Erfahrungen eine
Téduschung hinsichtlich der Empfindungsmitte bedingt werden.
Man wird alsdann, wenn etwa die normale Mitte der Empfin-
dungsreihe das geometrische Mittel der Grenzreize fordern wiirde,
einen nach dem arithmetischen Mittel zu verschobenen Reiz-
wert fir die scheinbare Empfindungsmitte finden. Sind ferner
gewisse Glieder der zusammenhingenden Reihe von Empfindungen,
wie z.B. die den musikalischen Intervallen entsprechenden Glieder
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in der Reihe eben unterscheidbarer Toéne, durch Besonderheiten
ausgezeichnet, so wird man geneigt sein, einer solchen ausgezeich-
neten, der wahren Mitte blof angeniherten Empfindung die Rolle
der mittleren Empfindung zuzuweisen. Es kénnen iiberhaupt, wie
man zusammenfassend sagen kann, Beziehungen der Ahnlichkeit
und des Gegensatzes, die zwischen einer mittleren Empfindung
und den beiden Grenzempfindungen bestehen, aber nicht aus-
schlieflich durch die Zwischenstufen bedingt sind, das Urteil iiber
die Empfindungsmitte beeinflussen.

Die Methode der mittleren Abstufungen fithrt nun zur
Kenntnis desjenigen Reizwertes, der als die Mitte zwischen zwei
gegebenen Empfindungen unter der Herrschaft all dieser Einfliisse
empfunden wird. Sie bietet somit keine Handhabe, um
den der normalen Empfindungsmitte zugehorigen Reiz,
wie es durch das psychophysische Interesse geboten
wire, zu ermitteln. Sie gewédhrt vielmehr bloff die Mog-
lichkeit, nach theoretischer Feststellung der normalen
Empfindungsmitte das Auftreten und die Wirksamkeit
besonderer Einfliisse auf die Beurteilung der mittleren
Empfindung zu untersuchen.

13. Die Beobachtungsreihen.

Beachtet man das Versuchsverfahren, das bei den drei, von
Fechner begrindeten Methoden und bei der Methode der mitt-
leren Abstufungen zur Verwendung kommen kann, so sieht man
unmittelbar, daf in Wahrheit blol zwei Methoden zur Gewinnung
von Beobachtungsergebnissen zu unterscheiden sind. Entweder
konnen die Reize, die zu irgendwie markierten Empfindungen
gehoren, hergestellt und gemessen werden; oder es kann nach
oftmaliger Darbietung konstanter, einer schwankenden Beurtei-
lung unterliegender Reize abgezéihlt werden, wieviel Urteile der
einen oder anderen Art mit Riicksicht auf die einzelnen Reize
gefallt worden sind. Dabei kann es sich imn ersten Falle um die
Herstellung anscheinend gleicher, eben merklich oder iibermerk-
lich verschiedener Reize handeln. Es konnen ferner im letzteren
Falle fir einen einzelnen Hauptreiz oder fir zwei Hauptreize
konstante Vergleichsreize in geeigneter Weise gewihlt werden, so
dal die Vergleichsreize entweder bald dem einen Hauptreize gleich,
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bald von ibm verschieden erscheinen, oder bald in der Mitte
zwischen den beiden Hauptreizen, bald dem einen oder dem an-
deren Hauptreize niiher erscheinen.

Diese Einteilung hat zuerst Wundt in seiner ,Logik* bei
der Behandlung der Methoden der psychischen Gréfenmessung
gegeben, wo er den Einstellungsmethoden die Abzihlungs-
methoden gegeniiberstellte. Er weist dort allerdings auler der
»Methode der Gleicheinstellung“ (der Herstellung gleichbeurteilter
Reize) und der ,Methode der Einstellung gleicher Strecken® (der
Herstellung des zur mittleren Empfindung gehérenden Reizes)
auch die ,Methode der Minimalinderungen“ den Einstellungs-
methoden zu, die nach den fritheren Darlegungen (§ 9) vielmehr
den Abzihlungsmethoden zugehsrt, da sie bei einwandfreier Hand-
habung, wie wir gesehen haben, eine Hiufung und Auszihlung
der Urteile verlangt. In entsprechender Weise unterscheidet
Ebbinghaus in seinen ,Grundziigen der Psychologie“ das Ver-
fahren mit Reizfindung und das Verfahren mit Urteils-
findung. Desgleichen habe ich in meinem ,Grundril der
Psychophysik® der kurzen Darlegung der psychophysischen Maf-
methoden die Trennung in MeBmethoden und Zihlmethoden
zugrunde gelegt. Eben dieselben Methoden mnennt ferner
G. E. Miiller in seinen ,Gesichtspunkten und Tatsachen der
psychophysischen Methodik* die Methode der bestméglichen
Herstellung oder Herstellungsmethode und die Methode
der konstanten Reize oder Konstanzmethode. Daneben
hilt er jedoch die Methode der eben merklichen Unterschiede in
der umgestalteten Form als eine besondere ,Grenzmethode“ fest,
ohne zwischen dem von 1hm selbst angeregten Verfahren der
Reizverandérung und Reizmessung zur Bestimmung eben merk-
licher und eben unmerklicher Unterschiede und dem von Wundt
eingefithrten Verfahren der Beurteilung vorbestimmter Reiz-
abstufungen zu unterscheiden.

Als ein Verkennen der Bedeutung unserer Mafmethoden mul3
es hingegen bezeichnet werden, wenn Abstufungsmethoden und
Fehlermethoden unterschieden werden. Denn jede Methode hat
das Obwalten mannigfach sich indernder und relativ konstanter
Einflisse zu beachten, die in dem Spiel der Beobachtungsfehler
und in der bei diesem Spiel sich geltend machenden GesetzmaBig-
keit hervortreten, so dafl sie unter allen Umstinden als eine

Lipps, Die psychischen Malmethoden. 6
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Fehlermethode anzuerkennen ist, wofern sie iiberhaupt unter Be-
riicksichtigung der Prinzipien der induktiven Wahrscheinlichkeits-
bestimmung gehandhabt wird.

Die nach dem einen oder nach dem anderen Verfahren an-
gestellten Beobachtungen kénnen nun in ein bestimmtes Schema
gebracht und so der weiteren Behandlung zugrunde gelegt
werden.

Hat man durch Herstellung und Messung gleich beurteilter
Reize Maliwerte in der hinreichend grofien Anzahl m erhalten, die
sich iiber einen gewissen Bereich der Reizskala ausbreiten, so sind
zunichst die Werte der Gréfle nach zu ordnen und in einer
Tabelle zusammenzustellen. Da bei der Messung stets nur ein
gewisser Grad von Genauigkeit erreichbar ist, so ist die ganze
Reizskala in Intervalle geteilt zu denken, in denen der Genauig-
keitsgrad seinen Ausdruck findet. Beispielsweise werden die Inter-
valle die Lénge eines Millimeters oder eines Centimeters haben, je
nachdem es sich um Lingen handelt, die bis auf Millimeter oder
bis auf Centimeter genau gemessen werden. Die Intervalle sind
als gleich grofl vorauszusetzen, weil bei der Messung aller Werte
ein und derselbe Genauigkeitsgrad angestrebt werden muf. Will
man den Genauigkeitsgrad nachtraglich erniedrigen und die
zunichst vorhandenen Intervalle vergréfern, so sind auch die
vergréferten Intervalle gleich lang zu machen. Erhédlt man auf
diese Weise v unmittelbar aneinander grenzende Intervalle, so
sollen die Intervallmitten der Reihe nach durch

Ay Agy A5 0. Ay—1y Ay
bezeichnet werden. Die Intervalle selbst konnen, wenn ihre Linge
gleich 217 gesetzt wird, durch
a, +lLa,+la +1...a0F1

angedeutet werden. Auf diese Intervalle verteilen sich die ge-
fundenen Maliwerte. Fillt einer gerade auf die Grenze zwischen
zwei Nachbarintervalle, so ist er halb dem einen und halb dem
anderen Intervalle zuzuweisen. Die Anzahlen der den einzelnen
Intervallen zukommenden Malwerte sollen durch

21y Boy £z von By1y By

angegeben werden, worunter Nullwerte und halbe Anzahlen auf-
treten konnen.
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Die Beobachtungen kénnen somit tabellarisch in
der Form

a, a; az ... ay

2y By By ... By

N

wo 2, die Anzahl der auf das Intervall a, + 1 fallenden
Werte und
m=2z + & + s+ -+ a

die Summe aller Werte angibt, iibersichtlich zusammen-
gestellt werden.

Dieses Schema umfaflit alle nach der Methode der mittleren
Fehler, der eben merklichen Unterschiede und der mittleren Ab-
stufungen herstellbaren Beobachtungsreihen, bei denen es sich
darum handelt, einen variierbaren Vergleichsreiz zu bestimmen,
so daf} er einer aufgestellten Norm entsprechend beurteilt wird.

Fig. 4.

Wy

EN a ay ay a ag i B
Der Gang der Werte 2y, 2;, #3 ... & wird bei grofem v unregel-
mifBig sein, aber immerhin in der Regel eine von den beider-
seitigen Enden nach der Mitte zunehmende Hiufung erkennen
lassen. Innerhalb der einzelnen Intervalle hat man zunichst
die z gleichm#Big verteilt zu denken. Ist aber ein gesetzmifiger
Gang der z-Werte ersichtlich und angebbar, so wird man auch
die Verteilung der # innerhalb der Intervalle dem Gesetze ent-
sprechend vornehmen. Die geometrische Veranschaulichung 146t
alsdann einen stetigen Kurvenzug hervortreten, fiir den nicht die
absoluten Werte, sondern nur die relativen Werte

& ) &

w, = —; wy = w, ==
1 m’ 2 m’ m

malgebend sind. Beispielsweise findet in Fig. 4 eine aus acht
Intervallen bestehende Tabelle, deren Werte dem gewdhnlichen
Fehlergesetze folgen, ihre Veranschaulichung.

6*
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Ist man hingegen auf die wiederholte Beurteilung gegebener
Reize angewiesen, so miissen die Vergleichsreize, die zugleich mit
der das Urteil bedingenden Norm dargeboten werden, den ganzen
in Frage kommenden Bereich der Reizskala gleichmiBig ausfiillen
und gleich oft in unregelmiBiger oder auch in regelmaBiger Folge
beurteilt werden. Denn nur unter diesen Bedingungen kann eine
vollstindige und brauchbare Beobachtungsreihe resultieren. Die
Vergleichsreize seien demgemilB gleich a,, a5, a3 ... @, und die
Anzahl der auf jeden Vergleichsreiz fallenden Urteile sei gleich m.
Als Norm kann ebenso wie beim vorigen Verfahren die Gleich-
heit oder die eben merkliche Verschiedenheit beziiglich einer ge-
gebenen Empfindung oder die Mitte zwischen zwei gegebenen
Empfindungen dienen. Man wird alsdabn je nach Umstinden
den Vergleichsreiz a, (x = 1, 2, 3 ... v) in Ubereinstimmung
mit der Norm oder im Sinne der gréferen oder der kleineren
MaBwerte von der Norm abweichend finden, wobei ein schwiche-
res oder stirkeres Abweichen stattfinden kann. Es lassen sich
demgemif die Urteile durch ,gleich“ (=), ,grofer® (=), ,klei-
ner* (<) und nétigenfalls durch ,eben merklich gréfer* (™) und
»deutlich groBer® (I>), ,eben merklich kleiner® (<) und ,deut-
lich kleiner* (<J) unterscheiden. Die Anzahl der Urteile ,gleich®,
»groBer® und ,kleiner®, die sich fir den Vergleichsreiz a, ergeben,
sollen durch 2, p., 1, und bei Unterscheidung eben merklicher
und deutlicher Verschiedenheit durch p,;, p,o und n,;, 7, be-
zeichnet werden.

Die Beobachtungen kénnen demgeméfl nach dem
Schema

| < = >
| r
ay ! ny £1 ™M
g ; Ny # Ps
r
a | Mg &3 Ps e e« (B
Ay | Ny 2y Py

oder
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geordnet und ibersichtlich zusammengestellt werden,
je nachdem die Scheidung in eben merkliche und deut-
liche Verschiedenheit unterbleibt oder vollzogen wird.

Dieses Schema umfafit sowohl die nach der Methode der
Minimalinderungen wie auch die nach der Methode der richtigen
und falschen Fille bei sachgemifler Beobachtungsweise sich er-
gebenden Beobachtungsreihen.

Man kann nun den Gang der z-Werte in (A) und in (B)
oder (B;) betrachten und durch graphische Darstellung (wie in
Fig. 4) veranschaulichen. Und es ist wohl moglich, gewisse Auf-
schliisse aus dem unmittelbaren Anblick der Streuung und des
mehr oder minder regelmifligen Ganges der Werte zu erhalten.
Insbesondere lassen sich in (B) bei hinreichend regelmafigem
Gange der 1- und p-Werte, notigenfalls durch Interpolation, die
Stellen ermitteln, wo nach den fritheren Erdrterungen (S. 58)
durch die Haufigkeitswerte # =— 1/, und p == 1/, m der untere
und obere Unterschiedsschwellenwert angezeigt wird, ohne daB
jedoch diese Bestimmung, solange die Angabe der ihr zukom-
menden Sicherheit fehlt, unbedingtes Zutrauen verdient.

Will man aber die Beobachtungsergebnisse einer rationellen
Behandlung unterwerfen, so ist vor allem der (S. 76) angegebene
fehlertheoretische Zusammenhang zwischen der Methode der mitt-
leren Fehler einerseits und der Methode der richtigen und fal-
schen Fille andererseits zu beachten. FEr fordert eine einheit-
liche Behandlungsweise der Beobachtungsergebnisse, mogen sie
durch das Messen gleich beurteilter Reize oder durch das wieder-
holte Beurteilen gegebener Reize gewonnen worden sein.

Bezeichnet man niamlich die zu den Vergleichsreizen a,, a,,
a@;, ... @y gehorige, fiir den Bereich dieser Werte niaherungsweise



als konstant vorauszusetzende Unterschiedsschwelle durch 7, wo-
nach dem Reize a, das Reizgebiet a, + 7 zugehort, so muB bei
der Darbietung des Reizes a, das Urteil ,kleiner®, ,gleich“ oder
»grofer“ erfolgen, je nachdem unter den ndmlichen obwaltenden
Einfliissen beim Herstellungsverfahren ein Reizwert oberhalb
ax + i, zwischen a, + ¢ und a, — 7 oder unterhalb a, — ¢ sich
ergeben wiirde. Gliedert man iiberdies dem Intervalle a, + ¢
nach oben und nach unten das Intervall an, das die im Vergleich
mit a, eben merklich gréoferen und eben merklich kleineren Reiz-
werte umschlieft, so mufl ferner das Urteil eben merklich kleiner
oder deutlich kleiner, eben merklich gréfer oder deutlich grofer
abgegeben werden, je nachdem der in Ubereinstimmung mit der
Norm hergestellte Reiz nach der entgegengesetzten Richtung in
das Nachbarintervall oder in das weiter entfernte Gebiet fallen
wiirde.
Wird ¢ = | angenommen, so ist demgemafl

Ny = Zx+1 + Zx 42 + + Zv]

’

Zy = Zy (42)

Pr == Zx—1 T Zx—o + - +-%I
Ist hingegen ¢ > 1, so wird

nx<3’x+l + x4 2 + v ’*‘51'
Ex > Zx " *t (43)
P < fy—1 + Zx—2 + + 5

Ist schliefllich ¢ < I, so wird

Ny > Fx41 + Zx+9 + e Zr]
Zy < &x
Px > Ex—1 + Zx—p + - —{—le

Man iberblickt diese Beziehungen unmittelbar in Fig. 4,
wenn man den acht Werten a,, @, ... ag Unterschiedsschwellen
beilegt, die einmal gleich den dort eingezeichneten Intervallen
sind, sodann iiber dieselben hinausragen und schlieflich inner-
halb derselben bleiben. Man erkennt auch ohne weiteres, dafl
die Proportion

(44)

ey =—4:1. . . . . . . (4D
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mit hinreichender Annéherung gilt, so dal, wenn die iiber x —1,

2, 8 ... m erstreckte Summe durch X angedeutet wird,
2 X, —d:l . . . . . . (46)
oder, da X'z, =— m,
1
= — Xz, . . . . . ..
14 m 4 (47)

gesetzt werden darf. Es wird so eine Bestimmung der Unter-
schiedsschwelle, allerdings ohne Angabe der ihr zukommenden
Sicherheit, gewonnen.

Fingiert man den Fall, daf die Beobachtungen keinen
wechselnden Einflissen, sondern lediglich der Herrschaft der
Unterschiedsschwelle unterworfen sind, so verteilen sich die
z-Werte in (A) bei der Annahme, dafl ¢ — 1 sei, gleichméfBig auf
ein durch die Entfernung der oberen und unteren Unterschieds-
schwelle bestimmtes Gebiet von der Linge 2¢ — 21; und im
Zusammenhange damit wird ein entsprechendes Gebiet in (B) mit
Urteilszahlen # = 0; 2 == m; p = O erfiillt, dem sich einerseits
die Urteilszahlen # — m; # — p =— 0, andererseits die Urteils-
zahlen # = 2 = 0; p — m anschlieBen. Ist ¢ von ! verschieden,
so wird der Ubergang aus dem mittleren Gebiete in die angrenzen-
den Gebiete durch ein Ubergangsintervall vermittelt. Durch die
Konstruktion solcher ,Idealgebiete“ hat G. E. Miiller?) die For-
mel (47), ebenfalls ohne Sicherheitsbestimmung, abgeleitet.

Die Relationen (42), (43), (44) lassen erkennen, dal in der
Tat die in (A) einerseits und in (B) oder (B;) andererseits vor-
liegenden Beobachtungsreihen in ihrer GesetzmiBigkeit wberein-
stimmen miiiten, wenn es moglich wire, nach dem einen und
dem anderen Verfahren unter véllig vergleichbaren Umstéinden
zu beobachten. Sie lehren aber auflerdem, dall die einzelnen
Reihen von (B) und von (B,) nicht unabhingig voneinander sind.
Denn ein und dasselbe Gesetz beherrscht normalerweise den
Gang der z,, der p., 2y, %, und der Pi,, Pax, N1y, Nox, wWolern
iiberhaupt von einem gesetzmiBigen Gange die Rede sein kann.
Es miilte beispielsweise, wenn das Gausssche Fehlergesetz
vorausgesetzt wiirde, ein und dasselbe Prizisionsmal h fiir jede

') Tatsachen und Gesichtspunkte der psychophysischen Methodik,
S. 148.



— 88 —

Reihe zugrunde gelegt werden. Wire dies nicht durchfihrbar,
so dirfte auch das angenommene Fehlergesetz nicht verwendet
werden 1).

Es kommt aber hier nicht in Betracht, ob die Reihen in (A)
und in (B) oder in (B,) hinsichtlich ihrer empirisch bestimmten
Werte untereinander mehr oder weniger iibereinstimmen. Das
Wesentliche ist vielmehr, dal vom Standpunkte der
Theorie aus die Ubereinstimmung aller Reihen und so-
mit ihre Reduzierung auf eine gemeinsame, einer und
derselben Behandlung zugingliche Form gefordert
werden muB.

Dieser Forderung wird man gerecht, wenn man in Uberein-
stimmung mit (45) aus den Werten 2, die Werte

I,
By =— —T &y
)
berechnet und so aus den 2z-Werten in (B) die in das Schema (A)
sich einfiigende Reihe

ay ay ag ... ay]

] ] 1 1 S (A
J

]

—“2"1 - &9 "‘Z,g—Z;«
? ?

ableitet. Man gewinnt beispielsweise aus Tabelle 3 (S. 57) die
Reihe
10

9

2 05"’

indem die Werte 2’ mit dem Koeffizienten 1: ¢ =— 19 : 81 (an-
gendhert =— 1 : 4) multipliziert werden. Entsprechende Reihen

kann man aus den Werten #n,; und p,; in (B,) bilden, wenn man
die Koeffizienten o¢ und 3 so bestimmt, dal

0y + gy + oo oy =m; Bpy + Bpa + o+ B =m

und die Werte «n,; und f3p,; in die Reihen

2 3 4 5 6 7 8
1 2 2

a

a Q9 Ly
P

Uy

a, a,
0Ny CRgy .. Biyg

P Bpa ..o B

und B (Aq)

') Vgl. hierzu G. E. Miiller, Psychoph. Methodik, 8. 71, wo fiir
die obere und untere Unterschiedsschwelle verschiedene Prizisionsmafe
angegeben werden.
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ordnet. Sie sind indessen im allgemeinen mit gréferen Unregel-
mibigkeiten als die Reihen (A;) behaftet, da sich die Werte, die
eben merklich kleiner und eben merklich gréfer erscheinen, nur
unbestimmt von den deutlich kleineren und deutlich gréBeren
Werten absondern lassen. — Man kann ferner auch aus den
Differenzen der aufeinanderfolgenden n, und p, oder 7,5 und pPye
analoge Reihen herstellen, die indessen nicht als neue Beob-
achtungsreihen aufzufassen sind.

14. Das Fehlergesetz.

Hat man nun die beobachteten. Werte in eine dem Schema (A)
entsprechende Reihe gebracht und sollen weitere Bestimmungen
ausgefiihrt werden, so erhebt sich die Frage nach dem Ver-
teilungsgesetz, das als Ersatz fur das unzureichende Gausssche
Fehlergesetz dienen kann.

Der Vorschlag von G. E. Miiller?), die Wahrscheinlichkeits-
gesetze

2 ./ 0 3 02
—_— . n2] — —_— _— —
Yy = “sm[Q<1 “>]odery_2“<1 “2>

oder andere der Art zu wihlen, ist unannehmbar. Er wiirde die
Fehlertheorie auf den (S. 36 u. 37 gekennzeichneten) Standpunkt
vor dem Auftreten von Gauss und Laplace zuriickfithren, da
ein bestimmtes endliches Fehlermaximum vorausgesetzt wiirde
und als Prizisionsmall benutzt werden miifite.

Es sagt allerdings Gauss selbst nach Ableitung seines
Fehlergesetzes in der ,Theoria motus corporum coelestium®
(Artikel 178): ,Die soeben ermittelte Funktion kann zwar in
aller Strenge die Wahrscheinlichkeiten der Fehler sicher nicht
darstellen; denn da die méglichen Fehler immer in bestimmten
Grenzen eingeschlossen sind, so miifite die Wahrscheinlichkeit
groferer Fehler sich immer = 0 ergeben, wihrend unsere Formel
immer einen endlichen Wert liefert.“ FEr weist aber auch darauf
hin, daB ,die Natur der Sache“ niemals eine vollig strenge Be-
stimmung der Fehlergrenzen gestatte.

Es muf} indessen ein asymptotischer Verlauf der Fehlerkurve,
wie ihn das Gausssche Fehlergesetz zeigt, den Grundsitzen der

') Pfliigers Archiv 19, 209 und Psychophysische Methodik, S. 90.



induktiven Wahrscheinlichkeitsbestimmung zufolge geradezu ge-
fordert werden. Denn wie das Bernoullische Theorem lehrt,
konnen niemals Einzelwerte, sondern nur Mittelwerte als Re-
prisentanten ganzer Mannigfaltigkeiten von Werten, die sich bei
unbegrenzter Wiederholung der Beobachtungen ergeben wiirden,
bestimmt werden. Darum kann auch das Febhlermaximum blo8
als Vertreter einer Mannigfaltigkeit von Fall zu Fall sich er-
gebender maximaler Werte auftreten, so dafl ein absolut gréfSter
Wert — das wahre Maximum — in der Tat unangebbar und
somit, mit unendlich geringer Wahrscheinlichkeit behaftet, in
unbestimmter oder unbegrenzter Grofle vorauszusetzen ist. Nur
dann, wenn die Erstreckung des Fehlerbereichs von vornherein
bekannt wiire und nicht erst auf Grund der Beobachtungen fest-
gestellt werden miillte, konnte die Fehlergrenze als scharf be-
stimmter Wert auftreten.

Demgemial ist bei der Aufstellung von Fehler-
gesetzen der Grundsatz zu befolgen, daf nur Mittel-
werte, aber niemals Einzelwerte, also auch insbesondere
nicht die extremen Werte aus den Beobachtungen abzu-
leiten und als Parameter, die den Verlauf der Fehler-
kurve bestimmen, zu benutzen sind.

Darum sind auch die Gesetze, die Pearson in seinen als
»Mathematische Theorie der Entwickelung® bezeichneten Unter-
suchungen aufstellt, nicht verwendbar. Dieser Forscher stellt
sich nimlich gerade die Aufgabe, deren Lésung wir soeben als
unmdoglich bezeichnet haben: die Begrenztheit oder Unbegrenzt-
heit einer Reihe von Gliedern, deren Auftreten durch Wahrschein-
lichkeitsbestimmungen geregelt ist, zu ermitteln. Er sagtl): ,Wir
kénnen die Ausdehnung einer Reihe nicht a priori angeben, aber
wir sind gewill, daB sie existiert, und sie ist eine GréBe, die aus
den Beobachtungen selbst, ebenso wie das arithmetische Mittel
und die mittlere Abweichung, bestimmt werden kann.“ Der Er-
folg dieser prinzipiell unzulissigen Annahme ist die Aufstellung
von fiinf Kurventypen:

) Contributions to the mathematical theory of evolution; Philos.
Transactions Roy. Soc. London, 186 A, 1895, 8. 359. — Eine ein-
gehendere Kritik der Aufstellungen Pearsons gebe ich in meiner
»Theorie der Kollektivgegenstinde“ (1902), 8. 79.
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1. beiderseitig begrenzte asymmetrische Kurven von der
Form:
¥y =% (1 + x/a))’ (1 — z/as)"*;
2. beiderseitig begrenzte symmetrische Kurven von der Form:
Y=y (1 — a?fa?)™;
3. einseitig begrenzte Kurven:

y=1y (1 + z/a) . exp (— y2);
4. beiderseits unbegrenzte, aber unsymmetrische Kurven:
Yy = Yo cos®™ & . exp (—v¥); x = atang T,

5. beiderseits begrenzte, symmetrische Kurven, die das ge-
wohnliche Fehlergesetz befolgen. Dem aufgestellten Grundsatze
zufolge konnte nur die vierte Form in Betracht kommen. Sie
diirfte aber zu keiner bequemen Behandlung der Beobachtungs-
reihen fithren und wiirde sich wohl nur in beschrinktem Mafe
als zutreffend erweisen.

Frei von Verstéfien gegen die Grundsitze der induktiven
Wahrscheinlichkeitsbestimmung sind hingegen die Verallgemeine-
rungen des Gaussschen Fehlergesetzes, die Fechner in seinem
nachgelassenen Werke ,KollektivimaBlehre* (1897) gibt. Sie be-
ruhen auf der Einsicht, daB bei den empirisch bestimmten Reihen
von Wahrscheinlichkeitswerten, welche die sog. Kollektivgegen-
stinde!) darbieten, an Stelle der von dem Fehlergesetze geforder-
ten Symmetrie vielmehr Asymmetrie als Regel zu gelten habe.
Dann ist das arithmetische Mittel nicht mehr der wahrscheinlichste
Wert, und die Abweichungen sind demzufolge statt vom arith-

1} Unter einem Kollektivgegenstande versteht Fechner (Kollektiv-
maBlehre, 8. 3) ,einen Gegenstand, der aus unbestimmt vielen, nach
Zufall variierenden Exemplaren besteht, die durch einen Art- oder
Gattungsbegriff zusammengehalten werden. So bildet der Mensch einen
Kollektivgegenstand im weiteren Sinne, der Mensch von bestimmtem
Geschlecht, bestimmtem Alter und bestimmter Rasse einen solchen
im engeren Sinne“. Anthropologie, Zoologie, Botanik, auch die Meteoro-
logie in ibren nicht periodischen Witterungsphdnomenen haben es ,iiber-
haupt wesentlich mit Kollektivgegenstinden zu tun, da es sich darin
nicht um eine Charakteristik einzelner Exemplare, sondern nur um
das handeln kann, was einer Gesamtheit derselben zukommt, die aus
diesen oder jenen Gesichtspunkten als Gattung oder Art in groBerer
oder geringerer Weite zusammengefat wird*.
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metischen Mittel vielmehr von dem wahrscheinlichsten Werte, den
Fechner den ,dichtesten Wert* nennt, zu rechnen. Dabei wird
angenommen, dal die Verteilung der Abweichungen beiderseits
vom dichtesten Werte, fiir die eine Seite unabhingig von der
anderen, dieselbe Regel befolgt, die bei symmetrischer Verteilung
fiir beide Seiten gemeinsam von den Abweichungen beziiglich des
arithmetischen Mittels auf Grund des Gaussschen Gesetzes be-
folgt wird.

Es steht nun nichts im Wege, dieses zweiseitige oder, wie
Fechner sagt, ,zweispaltige Gausssche Gesetz“ an Stelle des
einfachen Gesetzes zu verwenden, wo eine asymmetrische Grup-
pierung der Werte in (A) oder (B) einen Erfolg verspricht. Man
wird aber an ihm so wenig wie an dem beiderseits unbegrenzten
asymmetrischen Kurventypus von Pearson ein in jedem Falle
ausreichendes Hilfsmittel zur Darstellung der Beobachtungsreihen
finden.

Es handelt sich namlich @iberhaupt nicht darum, spezielle
Gesetze aufzustellen, die in dem einen Falle zutreffen und in
einem anderen Falle versagen. Es gilt vielmehr, eine Darstellungs-
weise zu finden, die fiir jede Beobachtungsreihe mit einem be-
liebigen, je nach Bediirfnis bald gréferen, bald kleineren Grade
von Genauigkeit anwendbar ist. Wird ndmlich ein bestimmtes
Verteilungsgesetz angenommen und zur Darstellung einer vor-
gegebenen Beobachtungsreihe benutzt, so kann nur die Frage zur
Entscheidung gebracht werden, ob der in dem angenommenen
Gesetze hervortretende Typus in gréflerem oder geringerem Male
zur Verwirklichung gelangt. Wichtiger ist es aber, den in der
Beobachtungsreihe tatséichlich vorhandenen Typus auf Grund der
empirisch gefundenen Wahrscheinlichkeits- oder Haufigkeitswerte
unmittelbar zu bestimmen.

Um dies zu erméglichen, hat Bruns eine allgemein giiltige
Methode zur Darstellung von Fehlergesetzen entwickelt. Er er-
liutert1) sein Verfahren durch den Hinweis auf die Darstellung
von Toénen mittels Fourierscher Reihen von der Form

Yy —a -+ aycosx + aycos2x + azcos3x + ---
+ bysinae + bysin2x + bysin3x 4 -

1) ,Zur KollektivmaBlehre“; Philosophische Studien 14, 347.
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wo die Koeffizienten ¢ und b die Stirke und Klangfarbe des
Tones bestimmen, widhrend die Hohe desselben von xz abhingt.
Die Anzahl der auftretenden Reihenglieder ist ,streng genommen
und von besonderen Féllen abgesehen unendlich grofi, jedoch
kommt bei der Darstellung eines beobachteten Tones nur eine
beschrinkte Anzahl von Koeffizienten als merklich in Betracht,
so dal die tbrigen ohne Nachteil gleich Null gesetzt werden
diirfen“. Es ist somit die Bestimmung einer endlichen, aber im
voraus nicht feststehenden Anzahl von Gliedern ausreichend. In
dhnlicher Weise kann man aber auch, wie Bruns weiterhin be-
merkt, beziiglich der Beobachtungsreihen verfahren. Bezeichnet
man die beobachteten Werte mit ¢, einen bestimmten mittleren
Wert mit ¢, die von diesem Werte gerechneten Abweichungen
oder Fehler mit 4, mit . eine dem Parameter des gewéhnlichen
Fehlergesetzes entsprechende Konstante, mit @ (I 4) eine gewisse
Funktion, die unter Umstinden das gewdohnliche Fehlergesetz
darstellen kann, mit @, (h ), @, (h A), D, (h A)... die aufein-
anderfolgenden Ableitungen von @, schlieBlich mit A4, 4,, A,,
A, ... ein gewisses System von Koeffizienten, so lilit sich die
Hiufigkeit y fir das Auftreten des Fehlers 4 in der Form

y=AD0d) + A () + A4, Py (hd) + - (48)

darstellen. Es handelt sich nun nicht mehr um den Nach-
weis, dall die Beobachtungsreibe ,auf einen bestimmten
einfachen Kurventypus®, etwa das zweiteilige Gausssche
Gesetz, zuriickgefithrt werden kann, sondern darum,
jedesmal ,das fiir die Beobachtungsreihe charakte-
ristische Wertensystem der GréBen h, ¢, A zu ermitteln®
und die weitere Untersuchung ,auf die Beschaffenheit
dieses Wertensystems“ zu grinden.

15. Die Mittelwerte der Beobachtungsreihen.

Einer Anwendung dieses Verfahrens steht nur die Umstind-
lichkeit der hierzu notwendigen Berechnungen im Wege. Es ver-
dient darum beachtet zu werden, da eine Darstellung der Beob-
achtungsreihen moglich ist, ohne die Form (48) oder eine dhnliche
Form zugrunde zu legen.
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Zu diesem Zwecke sollen die dquidistanten, den Intervallen
von der L#énge 21 zugehérigen Werte a,, @y, a3 ... @y nach
Schema (A) in den absoluten Hiufigkeiten 2, 25, 23 ... &
oder in den relativen Haufigkeiten w;, — 2, : m; w, = 2, : m;
<. Wy = &y : m vorausgesetzt werden, wo m die Summe aller ¢
angibt. Ich bezeichne nun einen beliebig, aber fest gewihlten
Wert der Reihe a,, ay ... a, durch @, und bilde die Summen

m = Zl + 2’2 + e + ZV
”“’1(1):51((11—%) +zo(ag—ay) + -+ zv(av—ay)
mn(2)_z1 (al—a,,) + 2, (az— a,,)2 + —[—zv (av—w,()2

80 daﬁ allgemeln fur 0 = O 1, 2 3
mmny (9) =2, (a;— )¢ + 25 (4 — @)? + e (4 — a[)(’l

oder

n (Q) = 1w, (al - az)g + Wy (“2 - az)() + oo + Wy (av o ax)?]

Setzt man ferner

(49)

so erhalt man e ! (50)
¢_
No=— V {’wl (@1 — a2 + wy (ay—ax)? + -+ 2wy (“v—“x)g} (51)
Ich nenne % (p) die auf den Ausgangswert a, be-
zogene Mittelwertpotenz und 7, den auf den Ausgangs-
wert a, bezogenen Mittelwert @-ter Ordnung der ge-
gebenen Beobachtungsreihe.
Da die Differenzen ¢, — a,, @y — @...ay — a, Vielfache von
21 sind, indem
a—a,=(1-—%)2l; ay—a,—(2—x)21;... ay—a,—(v—x)2],
so gewinnt man insbesondere die Gleichungen

Wl:”—}— zx—2+ Zx—1+zz+zx+1 +
mn(2)=---+22.202.5,_o + (2D2. 2,1+ 0+ (2D2. 2,41+ ---
MY (L) ==+ 24 (2Dt 2y—g + 2% 2y—1 + 0 + (214, 2541 + -
17117(6)__ +26.(21)6 N,‘2+(2z>o ,e,,~1+ o-H27)b ,e,,+1—|—---

Man erhélt hieraus durch beldersextlge 1VIultlpllkamon mit
den I'aktoren:
2 mt oA s

L —gi@n Tsrens —rieny Tarey 7
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das System:
h =+ r—2 + Zr— + £x + Ext1 + o

0 o 9252 22 2
7)?"]( )3|(21))'—"_— 3! Zx—2_‘3_i-5x———1_ 0 _'g—!'ez-l—l_
o 94 gpd

I

“”7(4)5'(21)4 "+ 51 5/—2+5|~x—1+ 0 + 4x+1+ o

96 6 76 Al
1)17](6)7'(2”‘7 e— 7 Ep—9— 7_'2,(__1—— 0 —%—'53+1—
Es ist aber
Arn2 At rd AS s sin (A )
T T T

so daB fir A =— 0 der Wert 1 und fiir jedes von Null ver-
schiedene, positive oder negative ganzzahlige 4 der Wert 0 sich
ergibt. Durch Summation der untereinanderstehenden Glieder
verschwinden daher auf der rechten Seite alle z-Werte bis auf z,.
Man gelangt somit zu der Darstellungsform:

4

x? T
512D T ”“7(4)5'(21)4

— m 1 (6)

= m — mn(2)

(Y

i b (52)

Wy — 1 —

2 Tt
" g T "W 5En

A
—1(6) e + -

Hier sind die Mittelwertpotenzen % (2), 1 (4), % (6)... fir den
jeweils gewihlten Ausgangswert a, zu berechnen, so dafl auf
diese Weise die funktionelle Abbingigkeit der 2, und w, von
den a, zutage tritt. Diese Abhingigkeit tritt in der Darstellung
unmittelbar hervor, wenn man einen ganz beliebig gewihlten
reellen Zahlenwert durch a, bezeichnet, die Differenzen
a; —ay; Ag—Qx; ay— 0y

durch

(a1 —ay) —(ax— ay); (@ —ay) — (@x—ag); .. (@ —ag) — (@ — )
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ersetzt und die 7-Werte nach Potenzen von a,— a, entwickelt.
Setzt man ndmlich fir ¢ =— 0, 1, 2, 3 ...

me(Q) = 21 (a;—ag)? + 25 (A —ap)? + +++ + & (@ —ae)? (53)

so dal fiir den Ausgangswert a, durch &(g) die Mittel-
wertpotenz g-ter Ordnung und durch

g ="Ve@ . . . . . . . (58

der Mittelwert g-ter Ordnung angegeben wird, so erhilt
man mit Riicksicht auf

(@7 — a)? = (a1 — ap)? — 'Qf‘ (@, — ay) (@2 — ag)*™
—1
+ —Q_(%)) (@ — @0)? (ar — ag)=2—---
zunichst
1(0) = &(0) — - (s —a5) s(0—1)
+ LY ek (e —an)
und somit
. 72 (a, — a,)? t (a, — ag)*
=1 =T T T e
. j_ 272(@,— ay) 4 7t (a,—ao)3_”‘]
O\~ —genr T T aen T
e(2)f 1.2.72 4.3. 7t (@, — a,)?
+1._2[“ 31(20)2 51(20)* _}

Sohreibt man
2 (@ — Gp)? Tt (ay — ag)t
31(21)2 5r(2h+
21 . ;w(a, — agp)

= - sin
7 (A, — ag) 21

go(a,,) =1 —

und bezeichnet man die aufeinanderfolgenden Ableitungen von

@ (ax) nach a, durch ¢, (a.), @;(a,), ®;(a) ..., so resultiert
schliefilich die Darstellungsform
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w0 = 9 (@) — € () G (@) + 75 ¢ (2) 91 ()
| (56)

"Wla £(3) @5 (@) + -

wo nunmehr die Abhingigkeit des Funktionswertes w, von a,
auch duBerlich hervortritt.

Hiernach bedarf man zur Darstellung der z, oder w,
in ihrer Abhingigkeit von den «» lediglich der Mittel-
wertpotenzen &(1), €(2), €(3) ..., die auf Grund der ge-
gebenen Beobachtungsreihe berechnet werden kionnen.
Die Mittelwerte &, &, & ... sind daher als die in-
dependenten (von der Annahme einer Funktionsform
unabhéngigen) Parameter der Beobachtungsreihe zu
betrachten und unmittelbar der Verwertung der Beob-
achtungsergebnisse zugrunde zu legen.

Fir eine aus v Gliedern a,, a,, a5 ... ay bestehende Beob-
achtungsreihe sind je v Mittelwertpotenzen durch eine lineare Re-
lation miteinander verkniipft. Man kann beispielsweise auf Grund
der Gleichungen

m =z -2y + -2

me(1) =z (m—ay) tz(a3—ao) -z (a—ag)

”?5('2) =2z (611—010.)2 | —%-22 faz—.—a.o)z’ + o (@ —ag)? 57)
me(W—1) = 21(a;—ag)" " 423 (@p—ag)" 1+ 2y (@r—ag)" !
me(v) = (a—a)) +a(a—a) =+ -a(a—ay)”

&) durch £(1), €(2) ... e(v—1) ausdriicken. Es kommen
darum zur Bestimmung der Beobachtungsreihe blof
v — 1 Mittelwerte in Betracht.

Denkt man sich die Beobachtungsreihe durch Zusammen-
nehmen benachbarter Glieder auf eine kleinere Gliederanzahl
reduziert, so ist auch eine entsprechend kleinere Anzahl von Mittel-
werten zur Bestimmung der reduzierten Beobachtungsreihe aus-
reichend. Die reduzierte Form ist als eine niherungsweise giiltige
Darstellung der urspriinglichen Form zu betrachten. In gleicher
Weise ist darum auch die entsprechend kleinere Anzahl von Mittel-

I

Lipps, Die psychischen MaBmethoden. 7
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werten als eine niherungsweise giiltige Bestimmung der urspriing-
lich gegebenen Beobachtungsreihe anzusehen. Man wird dabei
stets die aufeinanderfolgenden Mittelwerte 1., 2., 3. Ordnung usw.
wihlen, weil die Berechnung eines Mittelwertes hoherer Ordnung
die vorherige Berechnung der Mittelwerte niederer Ordnung vor-
aussetzt.

Die aus v Gliedern a,, a,, a;z ... a, bestehende Beob-
achtungsreihe wird somit durch v —1 Mittelwerte &, &,
& ... & vollstindig und durch eine geringere Anzahl
von g Mittelwerten &), &, & ... & (W<C?— 1) ndherungs-
welise bestimmt.

Die Mittelwerte besitzen allgemein giiltige Eigenschaften, die
ich in meiner , Theorie der Kollektivgegenstinde“ (1902) abgeleitet
habe. Insbesondere gelten folgende Sitze:

Sind &), &, &, & ... die auf den beliebigen Ausgangs-
wert ay bezogenen Mittelwerte der 2, Gr68en a,, 2, Gré8en
@y, 23 Grofen a; ... 2, Grofen a,, so ist

0 <Tég<Té, <& <...
el<lel; el<lel; el<lel;...
oder allgemeéin fir »x =1, 2, 3 ...
o< Eax 125 Fix—1<lEdx - - , - . (B8)
Es ist ferner fiir die Mittelwertpotenzen
£(2) (H)>¢&(3)% e(4) e(6) > ()% ...

£(2) £(4) £(6)
1 £(2) < &(4)

und allgemein fiir x =1,2,83 ...; A =1,2,3...; u = 0,
,2...4—1

e(2%).eCr+24)>e@u+A4w).e@x+4—uyu) (59)

Weiterhin besteht fiir x—1,2,3...;4=1,2,3 ..., wenn
% von A verschieden ist, die Ungleichung

[e(@%) —e(x)?] [e(2A) — & (A)?] > [e(x+ 4)— & (%) e (A)]? (60)

Diese Bestimmungen bleiben in Geltung bei jedweder Ver-
teilung der Werte z, auf die zugehérigen Intervalle. Werden

< <o



aber die z-Werte stetig tiber die Intervalle ausgebreitet und zeigt
es sich alsdann, daBl sie mit zunehmender Entfernung vom Aus-
gangswerte ao abnehmen oder wenigstens nicht wachsen, so ist
nach einer Bemerkung von Gauss in der Theoria combinationis

5e(4)=9¢(2)2 . . . . . . (61)
und allgemein 7)
e(2u)22 _1_15(2),5(4%)2 P e(2%)2 (62)

Entspricht die Verteilung der # dem gewdhnlichen Fehler-
gesetze, so ist
&(4) = 3&(2)?
e(2%)=—=1.3.5...(2x—1) . 8(2)"}

Als Ausgangswert @, kann jeder beliebige Wert gewihlt
werden, und man kann {iberdies von einem anfinglich gewihlten
Werte zu einem anderen nach Belieben iibergehen. Es empfiehlt
sich aber, das arithmetische Mittel b der beobachteten Werte als
Ausgangswert zu benutzen. Es wird durch die Gleichung

(63)

mb — &0, + 2309+ 2305 +---+2a, . . (64)
definiert. Es ist alsdann, wenn a, den urspriinglich gewéhlten
Ausgangswert angibt und %;, 7, 73 ... die auf a, bezogenen

Mittelwerte bezeichnen,
b=a,+n;e8=20
£(2) = n(2)—nQ1)?
e(B) =n@B)—372)n1)+21(Q1)3
t(4) =n4)—4n@)n(1)+67(2)n1)2-— 37 (1)* )
e(9) =1n(9) — T n(e—1n()
+9(+—2Dn(9—2)n(1)2—--1i(9—l)n(l)?

SchlieBlich ist zu beachten, dal die empirisch bestimmten
Hiufigkeitswerte 2, 2, #5 ... 2, und ebenso die relativen Haufig-

1) Kriiger, Uber einen Satz der Theoria combinationis; Gottinger
Nachrichten 1897, S. 147.
7 *
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keitswerte w;, w,, w5 ... w, Reprisentanten ganzer Mannigfaltig-
keiten von Werten sind, die bei unbegrenzt wiederholter Aus-
fibrung der Beobachtungsreihe auftreten wiirden. Es sind dem-
zufolge auch die Mittelwertpotenzen & (1), &(2), €(3) ... und die
Mittelwerte &;, &y, &5 . .. als Repriisentanten entsprechender Mannig-
faltigkeiten zu betrachten.

Um diese Mannigfaltigkeiten zu bestimmen, ersetze ich der
Einfachheit wegen (a, — @,)?, (ay — a@0)?, ... (ay— @p)? oder,
wenn b als Ausgangswert dient, (a, — )%, (@, — b)Y, ... (@, — b)¢
durch o, 0ty ... o, so dall

e(Q) = w0 +wyoty -+ w0, . . . (66)

die aus m == 2, + & 4 -:- 4 2, Beobachtungen abgeleitete
Mittelwertpotenz angibt. Ich bezeichne ferner die relative
Haufigkeit fir das Auftreten der Anzahlen 2,, 2, ... 2, bei
der unbegrenzten Wiederholung der m Beobachtungen durch
W (21,25 -..2y). Es ist nun, wenn die Summation iber alle mog-
lichen Werte 2z, 2; ... &,, deren Summe gleich m ist, durch X
angedeutet wird, fir jedes x =— 1, 2, ... v und fiir jedes von %
verschiedene 41)

22, W(e...2,) = mw,
W@ ...e0) = m(m— 1) wk-Fmw, - - (67)
e, aW(ey...2,) = m(m— 1) w,w;
Demzufolge wird das arithmetische Mittel aller Werte, die bei
unbegrenzter Wiederholung der m Beobachtungen an Stelle des

tatsichlich in (66) vorliegenden Wertes treten wiirden, bestimmt
durch

1
%Z{zl oy —|—32a2—{—---zyoc.,}W(zl...z.,)] )
= w0 AWy Oy A wy oy = E(Q)J

Man erhilt ferner fiir die Quadrate der Abweichungen der Einzel-
werte von diesem arithmetischen Mittel

(68)

') Die Ableitung der Summen gebe ich in der Abhandlung: ,Die
Bestimmung der Abbingigkeit zwischen den Merkmalen eines Gegen-
standes®. Berichte d. Sdchs. Ges. d. Wiss. (Math.-phys. Klasse) 1905,
8. 23, 24.
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= L E Gt AwE W n) — £ (0)?

— ﬁ’(ﬂ—_l) (w05 + o+ 2y a,v)Q (69)

m?

F o Gy w, o) — & (@)

_ 1y _ 2\
=~ E(20)— €(0)%)

€(20) = wy 00l + o+ 4 wy 0.

Demgemal reprisentiert der Wert &(g9) die durch
das arithmetische Mittel und die mittlere quadratische
Abweichung _

£(0) J_r]/ fLreo—cen} ... a0
charakterisierte Mannigfaltigkeit von Werten.

Die hier entwickelte Methode, die Mittelwerte &, &, & ...
zur Bestimmung der Beobachtungsreihe zu benutzen, fithrt bei
Beschrankung auf die Mittelwerte erster und zweiter Ordnung
zum Gaussschen, in der Theoria combinationis angegebenen Ver-
fahren zuriick, die Beobachtungsreihe durch das arithmetische
Mittel und den mittleren Fehler zu charakterisieren. Denn der
Mittelwert erster Ordnung bestimmt nach (65) das arithmetische
Mittel, und der auf das arithmetische Mittel als Ausgangswert
bezogene Mittelwert zweiter Ordnung ist nichts anderes als der
Gausssche mittlere Fehler. In entsprechender Weise reduziert
sich die Brunssche Reibe (48), wenn man beim ersten Gliede
stehen bleibt, auf das Gausssche Fehlergesetz, sofern dieses Ge-
setz (was in der Regel der Fall sein wird) bei der Anwendung
jener Reihe zugrunde gelegt wird. Das Prinzip, die Mittel-
werte &, &, & ... als independente Parameter der Beobachtungs-
reihe zu verwenden, tritt somit der Brunsschen Reibhe in #hn-
licher Weise gegeniiber, wie das Gausssche Prinzip des mittleren
Fehlers dem Gaussschen Fehlergesetze.
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Mit Hilfe der Mittelwerte kann nun die Aufgabe, die
Fechner unter Anwendung der psychophysischen MaBmethoden
in den Elementen der Psychophysik behandelt hat, von neuem
in Angriff genommen werden: man kann durch die Berech-
nung von absoluten Schwellen und Unterschiedsschwellen die
Empfindlichkeit gegen Reize und Reizunterschiede messend ver-
folgen, um die Abhiéingigkeit zwischen Empfindungsintensitit und
Reizstirke zu bestimmen und hieraus im Sinne Fechners
unter Anlehnung an das psychophysische Grundgesetz zu Maf-
bestimmungen im Gebiete der Bewubtseinserscheinungen zu
gelangen.

Wir haben aber durch die grundlegenden Erérterungen des
ersten Abschnittes erkannt, dal die Empfindungen und die Be-
wubtseinsinhalte tberhaupt vierfach bedingt sind, und daf dem-
gemil auch die Aufgabe der experimentellen Psychologie in der
dort (S. 15) angegebenen Weise als eine vierfache zu bezeichnen
ist, wihrend Fechner, von naturphilosophischen Ideen beherrscht,
eine mathematische Funktionsbeziehung zwischen Reizstirke und
Empfindungsintensitit voraussetzt und zur Prifung derselben die
Abhéngigkeit zwischen Reiz und Empfindung untersucht. Darum
ist der in den psychophysischen Malmethoden zur Geltung ge-
kommene Standpunkt Fechners durch einen solchen zu ersetzen,
der die Verwendbarkeit von Mal und Zahl bei den Unter-
suchungen der experimentellen Psychologie in ihrem vollen Um-
fange iibersehen laft.

Zu diesem Zwecke ist an die von Fechner entwickelte
Auffassung des psychischen Mafes anzukniipfen.
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Finfter Abschnitt.

Das psychische MaB.

16. Die durch Fechner begriindete Auffassungsweise
des psychischen Mafes.

Das Mal der Empfindlichkeit, das durch die psychophysischen
MaBmethoden vermittelt wird, ist, wie Fechner?) hervorhebt,
noch kein Maf der Empfindung. ,Wir messen dabei in der Tat
nicht die Empfindung, sondern nur die Reize oder den Unter-
schied der Reize, welche eine gleich grofie Empfindung oder einen
gleich grofen Unterschied der Empfindung bewirken, und es fragt
sich also noch, ob und inwiefern das Mafi der Empfindung selbst
und des Geistigen {iberhaupt méglich sei.”

Fir unméglich kann es Fechner nicht halten. Er sagt
vielmehr: ,Von vornherein und im allgemeinen kann nicht be-
stritten werden, daf das Geistige iiberhaupt quantitativen Ver-
héltnissen unterliegt. Denn nicht nur 146t sich von einer gréfieren
und geringeren Stirke von Empfindungen sprechen, es gibt auch
eine verschiedene Starke von Trieben, es gibt gréfiere und
geringere Grade der Aufmerksamkeit, der Lebhaftigkeit von Er-
innerungen und Phantasiebildern, der Helligkeit des Bewulftseins
im ganzen, wie der Intensitit einzelner Gedanken.“ Dem fiigt
er allerdings hinzu: ,Zunichst und unmittelbar haben wir nur
ein Urteil iiber ein Mehr oder Weniger oder ein Gleich in allen
diesen Beziehungen, nicht iiber ein Wievielmal, was zu einem
wahren Male erforderlich wird, und welches zu gewinnen es
gelten wird.“ Wir konnen beispielsweise sagen, dall von zwei
Empfindungen die eine stiarker ist als die andere, zum Mafle der
Empfindung gehort aber, daf wir sagen konnen, die eine Empfin-
dung ist zweimal, dreimal, #» mal so stark wie die andere.

Dies wird nun nach der Ansicht Fechners durch die
Funktionsbeziehung zwischen Leib und Seele méglich gemacht.

') Elemente der Psychophysik 1, 54 ff.
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Besteht namlich eine solche Beziehung, so kann man im physi-
schen Gebiete Messungen ausfihren und hierdurch zugleich
psychische Grofen bestimmen. Insbesondere lassen sich auf Grund
der Funktionsbeziehung zwischen Reiz und Empfindung Reiz-
zuwiichse bestimmen, denen nach der Annahme Fechners gleiche
Empfindungszuwiichse zur Seite stehen, so dafi aus der Anzahl
der variablen Reizzuwiichse, die nétig sind, um eine Empfindung
von bestimmter Stirke zu erzeugen, die Anzahl gleicher Empfin-
dungszuwiichse und somit die Grofle der Empfindung selbst er-
schlossen werden kann.

Wire demgemil y die zu bestimmende Empfindungsstérke und
x die zugehorige melibare Reizgrolie, so kénnte man z in die Summe

@y 4 (g — 1) + (B3 —29) + -+ (2 — 20 —1) + (x—x0)

zerlegen und &, &g, &3 ... Ty s0 bestimmen, dafl zu x; die Empfin-
dung mit verschwindender Stirke, zu x, — %, £3— 2y ... T— Zp
aber immer der nédmliche Empfindungszuwachs gehorte. Wihlte
man diesen konstanten Empfindungszuwachs als Einheit, so wire
folglich y als eine aus % Einheiten bestehende Empfindung an-
zusehen.

Das Mal der Empfindung kommt demmnach, wie
Fechner selbst sagt, darauf hinaus, ,jede Empfindung
in gleiche Abteilungen, d. i. die gleichen Inkremente,
aus denen sie vom Nullzustande an erwéchst, zu zer-
legen und die Zahl dieser gleichen Abteilungen als wie
durch die Zolle eines Mallstabes durch die Zahl der zu-
gehorigen variablen Reizzuwiichse bestimmt zu denken,
welche die gleichen Empfindungszuwiichse hervorzu-
bringen imstande sind®.

Die Zugehorigkeit variabler, und zwar bei Geltung des
Weberschen Gesetzes relativ konstanter Reizzuwiichse zu gleichen
Empfindungszuwiichsen betrachtete Fechner als eine letzte, das
psychophysische Grundgesetz bedingende Tatsache, in der die
Wechselwirkung zwischen Physischem und Psychischem zum
Ausdruck kommt. Dieser psychophysischen Deutung des
Weberschen Gesetzes stellte G. E. Miiller in seiner ,Grund-
legung der Psychophysik“ eine physiologische Deutung gegen-
iiber, nach welcher die der Empfindung unmittelbar zur Seite
stehende Erregung der Nervensubstanz der Empfindung propor-
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tional gehe und die wechselnde Grofle des #uleren Reizvorganges
durch eine Uménderung auf dem Wege nach dem Zentralorgane
bedingt werde. Wundt hingegen hat dem Weberschen Gesetze
eine psychologische Deutung gegeben, indem er es aus den
psychischen Vorgéingen, die bei der Empfindung wirksam sind,
ableitete und als einen Spezialfall des allgemeinen Gesetzes der
Relativitit der BewuBtseinszustéinde auffalite.

Diese Deutungen haben jedoch auf das MaBprinzip der
Empfindung als solches keinen Einfluf. Denn die Funktions-
beziehung, die allein als Unterlage fir das Empfindungsmal
Fechners in Betracht kommt, bleibt bei jeder Auffassungsweise
bestehen, so dal in jedem Falle die Empfindung als eine in
Teile zerlegbare und aus Teilen zusammensetzbare
GroBe auffaBbar erscheint.

Von anderer Seite (durch v. Kries, F. A. Miiller, Ulrieci,
Zeller) wurde dies allerdings bestritten, jedoch ohne dafl eine
positive Auffassungsweise entwickelt worden wire, die als Aus-
gangspunkt fiir eine auf das Fechnersche Malprinzip ver-
zichtende Ausfithrung der psychophysischen Untersuchungen hitte
dienen kénnen. Darum konnte Fechner diese Gegner in seiner
sRevision der Hauptpunkte der Psychophysik® (1882) auf die
tatsichlich vorliegenden Ergebnisse psychophysischer Unter-
suchungen hinweisen.

So kam es, dall die von Fechner entwickelte Idee, auf die
funktionelle Abhéngigkeit zwischen Reiz und Empfindung das
MaB der Empfindung zu griinden, zur Anerkennung gelangte.
Nur die Frage, ob die gleich merklichen Empfindungsunterschiede
auch immer gleich groBle oder vielmehr je nach Umstiénden ver-
schieden groBe Unterschiede seien, und die hierdurch bedingte
praktische Ausgestaltung des psychischen Males blieb unentschieden
und der Diskussion unterworfen.

Demgemaf wird z. B.in den Untersuchungen Kilpes!) ,Uber
das Verhiltnis der eben merklichen zu den iibermerklichen Unter-
schieden® nicht danach gefragt, ob und inwieweit iiberbaupt von
der Grofe eines Empfindungsunterschiedes geredet werden konne.
Es handelt sich vielmehr nur darum, auf experimentellem Wege eine
Entscheidung dariiber herbeizufihren, ob einer Verinderung des

!} Psychologen-KongreB in Paris 1900, S. 1, 2, 6.
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eben merklichen Reizunterschiedes ,auch entsprechende Verinde-
rungen des Empfindungsunterschiedes gegeniibergestellt werden
miissen®. Wihrend es Psychologen gibt, ,die einen eben merk-
lichen Unterschied als eine konstante Grofe auffassen®, wihrend
insbesondere Stumpf und Meinong diese Auffassungsweise
zwar nicht als a priori notwendig, aber doch als annehmbar be-
trachten, findet Kilpe seinerseits die Annahme geboten, ,daf8
die eben merklichen Unterschiede mit der Intensitit der sie
begrenzenden Empfindungen wachsen“. Der eben merkliche
Empfindungsunterschied ist dann allerdings nicht mehr als Maf-
einheit brauchbar; das psychophysische Formelsystem I'echners
wird jedoch hierdurch nicht, wie Kitlpe meint, hinfillig, son-
dern nur in seiner Form kompliziert, da in den Empfindungs-
unterschieden nunmehr aus Einheiten zusammengesetzte Grofen
an Stelle der Einheitsgrolie selbst vorliegen.

Behilt aber Fechners Idee des psychischen Mafles und der
funktionellen Abhéngigkeit zwischen Reiz und Empfindung Gel-
tung, so bleibt auch das Interesse an der Feststellung der Ab-
hingigkeit zwischen Reiz und Empfindung im Vordergrunde, ohne
dal eine einheitliche Auffassung des Gesamtgebietes der experi-
mentellen Psychologie und eine ihren Bediirfnissen gentigende
Ausbildung der MaBmethoden méglich wird.

Dies zeigt sich bei Fechner selbst, indem er seine, einem
anderen Teile der experimentellen Psychologie angehérenden
Untersuchungen iber das Mafl #sthetischen Wohlgefallens und
MiGfallens den psychophysischen Malbestimmungen nicht anzu-
gliedern vermochte. Es zeigt sich ferner darin, dafl die Unter-
suchungen der Zeitverhaltnisse und des Verlaufs der seelischen
Vorgidnge, durch welche Wundt schon in den ,Beitrigen zur
Theorie der Sinneswahrnehmung“ (1862) und in den ,Vorlesungen
ither die Menschen- und Tierseele“ (1863) den Kreis der psycho-
physischen Untersuchungen im engeren Sinne des Wortes durch-
brochen hat, nicht eine erweiterte Auffassung und modifizierte
Behandlung der traditionellen psychophysischen Mafmethoden
veranlafiten, obwohl sie eine grundlegende Bedeutung besitzen.
Sie fithren namlich die Erforschung der in der Persénlichkeit
des Beobachters iiberhaupt begriindeten subjektiven Faktoren
im Anschlufl an die von Bessel entdeckte personliche Gleichung
der Astronomen in die Psychologie ein und erschliefen so im
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Verein mit den auf die Ungenauigkeit der Sinneswahrnehmung
gerichteten psychophysischen Messungen den Zugang zu dem
gesamten, vom psychologischen Experiment beherrschten For-
schungsgebiete.

Der Grund fiir diese Einseitigkeit liegt offenbar in der An-
sicht, daf man entweder eine mathematisch darstellbare Funk-
tionsbeziechung im Sinne Fechners annehmen oder auf MaB-
bestimmungen im Gebiete des BewuBtseins iiberhaupt verzichten
miisse. DaB aber hier ein Irrtum vorliegt, zeigen folgende Be-
merkungen.

17. Ordnen und Messen.

Nach den eigenen Angaben Fechners kénnen wir bei der
Beurteilung von Empfindungen zunichst nur ein Mehr oder
Weniger oder ein Gleich, nicht ein Wievielmal feststellen. Das
Mehr oder Weniger ist aber nicht etwa ein Mehr oder Weniger
an unterscheidbaren Teilen, sondern ein Stirker oder Schwicher,
ein Ahnlicher oder Unihnlicher, das einer Umdeutung in ein
Wievielmal, soweit die Empfindungen als solche in Betracht ge-
zogen werden, in keiner Weise fihig ist, wohl aber ein Ordnen
nach Stirkegraden oder sonstigen verwandtschaftlichen und
gegensitzlichen Beziehungen méglich macht.

Es ist doch wohl unmittelbar einleuchtend, dafi beispiels-
weise durch ,Hellgrau“ die gréBere Ahnlichkeit mit WeiB oder
der grofere Gegensatz zu Schwarz angedeutet wird, und daf die
Ahnlichkeit oder der Gegensatz in der kleineren oder gréfieren
Anzah]l unterscheidbarer Zwischenglieder zwischen Grau einer-
seits und Weill oder Schwarz andererseits seinen Grund findet.
Denn sobald die Zwischenglieder fehlen, wie z. B. zwischen einer
Gesichts~ und Gehérsempfindung, besteht bloB eine beziehungs-
lose Verschiedenheit, ohne daf ein Ahnlichkeitsgrad angebbar
wire. — Es wird hingegen niemand, der nicht von vornherein
die Feststellung quantitativer Bestimmungen beabsichtigt, darauf
verfallen, mit Plateau (S. 76) das Kennzeichen der Empfindung
»Hellgrau® darin zu suchen, daf ,die Stirke der in uns erregten
Empfindung grofer als die Halfte derjenigen Empfindungsstirke
ist, die ein weifer Gegenstand unter den nimlichen Beleuchtungs-
verhiltnissen erregen wiirde“. Die verschiedenen Grau-Empfin-
dungen sind ja blofe Unterscheidungen, die sich voneinander ab-
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stufen und darum in eine Rethe ordnen lassen, mnicht aber als
Quanta, die aus Einheiten zusammengesetzt und in diese Ein-
heiten zerlegbar wiren, sich darbieten.

Darum finden die unterscheidbaren Inhalte des Bewultseins,
die auf Grund ihrer verwandtschaftlichen und gegensitzlichen
Beziehungen in Reihen geordnet werden konnen, in den Ordnungs-
zahlen 1,2, 3... ihre Urbilder. Wie nimlich die einzelnen Glieder
der Zahlenreihe die vorangehenden von den nachfolgenden eines-
teils trennen und anderenteils zueinander in Beziehung setzen, in
derselben Weise werden auch die Glieder einer Reihe von Bewuft-
seinsinhalten durch die Zwischenglieder getrennt und miteinander
verkniipft. Dabei bleibt aber jedes Glied, was es ist: es lift sich
nicht durch Summen- oder Differenzbildung, nicht durch Verviel-
fachung oder Teilung aus anderen Gliedern ableiten.

Zur Veranschaulichung konnen die Schiiler einer Klasse
dienen. Denn auch da liBt sich nur von einem Mehr oder Weniger
an Leistungen reden, ohne daf in einwandfreier Weise eine Ein-
heitsleistung feststellbar wire und nun angegeben werden kénnte,
wievielmal sie bei dem einen oder dem anderen Schiler sich vor-
findet. Esist aber in der Regel eine Rangordnung herstellbar. Dann
kann man den letzten der Klasse mit der niedrigsten Intensitéits-
stufe einer Empfindungsreihe vergleichen und dem Ansteigen der
Leistungen innerhalb der Klasse das Ansteigen der Intensitits-
grade innerhalb der Empfindungsreihe zur Seite stellen. Es ist
ferner eine so enge Abstufung der Leistungen denkbar, dal die
aufeinander folgenden Stufen nur noch eben unterscheidbar und
somit den eben merklichen Empfindungsunterschieden vergleich-
bar sind. In diesem Falle sind je zwei aufeinander folgende
Schiiler ebenso wie je zwei aufeinander folgende Empfindungen
in gleicher Weise, ndmlich in eben merklicher Weise verschieden.
Diese Verschiedenheit wird aber doch nun nicht zu einer Gréfe,
welche die Zuwiichse darstellt, aus denen die beim ersten der
Klasse vorhandene Hohe an Leistungen von dem beim letzten
feststellbaren Tiefstande aus erwéchst. Ebensowenig lilt sich
die Empfindung, wie Fechner will, in gleiche Abteilungen, aus
denen sie vom Nullzustande aus erwichst, zerlegen. Die ver-
meintlich existierenden ,gleichen Abteilungen“ sind auch nicht
durch ,Abteilungen, die mit dem Fortschreiten innerhalb der
Reihe wachsen®, ersetzbar. Es kann vielmehr lediglich die An-
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zahl der eben voneinander unterscheidbaren Zwischenglieder als
Kennzeichen fir die GroBe der Verschiedenheit dienen, ohne daB
eine Entscheidung dariiber moglich wéire oder auch nur in Frage
kidme, ob die Zwischenstufen bei geringwertigen und bei voll-
wertigen Leistungen, bei niedrigen und bei hohen Infensitiits-
graden gleich grof oder tiberhaupt miteinander vergleichbar seien.
Demgema gehort zu jeder Empfindung ebenso wie zu jedem
Schiller eine Ordnungszahl, welche die Stelle innerhalb der Reihe
markiert. Es kapn aber gar nicht daran gedacht werden, die
einzelne Empfindung oder den einzelnen Schiiler durch eine Maf-
zahl zu bestimmen, welche die Anzahl der Einheiten, aus denen
die Empfindungsstirken oder die Leistungen angeblich bestehen,
angeben wiirde.

Diese Erkenntnis findet in folgendem Grundsatz ihren Aus-
druck: Lassen sich Bewultseinsinhalte nach einem der
Abstufung fihigen Merkmale in cine Reihe eben merk-
lich unterscheidbarer Glieder ordmnen, so gehort zu
jedem BewuBtseinsinhalt eine Ordnungszahl, welche
die Stelle innerhalb der Reihe angibt. Die Differenz
der Ordnungszahlen zweier BewuBtseinsinhalte der
ndamlichen Reihe bezeichnet alsdann die Anzahl der
Zwischenglieder, die von dem einen Gliede der Reihe zu
dem anderen fihren.

Die gréflere oder kleinere Anzahl der Zwischenglieder tritt
im Bewultsein in der groBeren oder kleineren Ahnlichkeit der
Bewultseinsinhalte zutage, ohne dafl etwa dem Bemerken der
Ahnlichkeit das Erfassen der einzelnen Zwischenglieder vorher-
gehen miiite. Durch die Zwischenglieder wird zugleich die Gréfe
der benachbarten Unterschiede bedingt. Die hiernach bestehende
Moéglichkeit, von einem Mehr oder Minder des Unterschiedes zu
reden, darf aber nicht dazu verleiten, die BewuBtseinsinhalte
selbst als Quanta aufzufassen, die in Einheiten zerlegt und aus
EKinheiten zusammengesetzt werden kénnen.

Solche mefibare und uberdies stetig verdinderliche Quanta
sind hingegen die objektiven Zustinde und Vorginge, die den
Bewulitseinsinhalten zugrunde liegen. Es treten darum den
Ordnungszahlen der Bewulitseinsinhalte die Mafzahlen
der zugrunde liegenden objektiven Zustiande und Vor-
ginge zur Seite. Diese Zuordnung von Ordnungszahlen und
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MaBzahlen fir das Gebiet der Empfindungen in ihrer Gesetz-
mibigkeit zu erforschen, ist die (von der entbehrlichen Zutat des
psychophysischen Grundgesetzes befreite) Aufgabe, die Fechner
in den Elementen der Psychophysik gestellt hat. Ebendieselbe
Zuordnung ist aber iberall vorhanden, wo iiberhaupt einer im
Bewultsein vollzogenen Unterscheidung mefbare objektive Zu-
stdnde oder Vorgéinge zur Seite stehen. Sie unter Beriick-
sichtigung aller in Betracht kommender, bei der Er-
6rterung der Bewubtseinsinhalte (§ 2, S. 14) geltend
gemachter Faktoren festzustellen und zur Untersuchung
der Bewulitseinsinhalte selbst zu benutzen, ist die Auf-
gabe der experimentellen Psychologie, soweit sie nicht
auf blol qualitative, sondern auf quantitative, die
Verwendung von Mafl und Zahl in Anspruch nehmende
Bestimmungen ausgeht.

Hierbei ist zu einer Einschréinkung der Untersuchung auf
die Beziehung zwischen Reiz und Empfindung im Sinne der
Psychophysik Fechners kein Grund vorhanden. Man wird sich
vielmehr nicht minder die Aufgabe stellen, beispielsweise die der
Ausfithrung von Reaktionen zugrunde liegenden objektiven Zeiten
zu messen oder die mit dem héchsten Grade des Wohlgefallens
oder MiGfallens behafteten Verh#ltnisse an geometrischen Figuren
festzustellen. Es gliedern sich somit die von Wundt in die
Psychologie eingefithrten psychischen Zeitmessungen und die von
Fechner begriindete experimentelle Asthetik der psychophysi-
schen Untersuchung von Reiz und Empfindung ohne weiteres an.

Aber auch die psychophysische Grundaufgabe, die in der
Ableitung einer normalen, durch alle wechselnden und stérenden
FEinfliisse hindurch sich behauptenden gesetzmiBigen Zuordnung
von Reiz und Empfindung besteht, erleidet keine Einbuflle. Es
ist nur im Auge zu behalten, dafl nicht eine die Gréfe der
Empfindung angeblich bestimmende MaBzahl, sondern eine die
Stelle der Empfindung in der Reihe eben merklicher Abstufungen
bezeichnende Ordnungszahl in ihrer gesetzmifBigen Abhingigkeit
von der MaBzahl des Reizes zu bestimmen ist.

Um diese Abhéingigkeit darzustellen, mdgen die Maflzahlen
der Reize, die zu einer Reihe eben merklich abgestufter Empfin-
dungen e, ¢y, €3 . . . €, gehoren, als Punkte einer Geraden ge-
deutet werden. In dieser Geraden sollen sodann die den Empfin-
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dungen normalerweise zugehérenden Werte ry, ry, 75 ... 7,
samt den oberen und unteren Unterschiedsschwellen r, 4 ¢; und
) — 1, Ty F igund rg —idy, 1y + g und rg —dy .. .1, + i
und 7, — 4, bestimmt werden. Es ergeben sich so die Intervalle

ry kA, ry iy, s iy .y T,

die unmittelbar aneinander grenzen, weil es sich um eben merk-
lich verschiedene Empfindungen handelt. Sie finden in dem
folgenden Linienschema ihre Veranschaulichung, wo die Annahme
gemacht wird, dafl die Intervalle mit wachsender Ordnungszahl
sich vergréfern.

€ & €3 4 €5 € €7 s
ret v I I I ] I I 1 1 Ll T 1 t
(ST ] 73 T4 75 Te 77 T8

Gilt es nun, das die Zuordnung von Reiz und Empfindung
beherrschende Gesetz zum Ausdruck zu bringen, so ist hierzu
bloB nétig, die Unterschiedsschwellenwerte ¢ als Funktion der zu-
gehorigen Reizwerte r darzustellen. Denn die Funktion ¢ = ¢ ()
gibt zundchst den zu einem beliebigen Reize r; gehorigen Unter-
schiedsschwellenwert 7,. Da aber ry — i, = r; + 4;, weil die
obere Unterschiedsschwelle von 7; mit der unteren Unterschieds-
schwelle des eben merklich groferen Reizes ry zusammenfallt, so
erhilt man aus r, — @ (ry) = r; + @ (r;) den Wert r,; in
entsprechender Weise aus 73 — @ (r3) == 1, -+ @ (ry)) den
Wert r; usw.

Haben z. B. die Unterschiedsschwellen alle denselben Wert 4,
so ist

ry =1y + 21
rg =1y + 20 =r; 4 44
vy =15 + 2i =1y + 4i=1r; + 67
und allgemein fiir beliebige Ordnungszahlen » und 4
re=1r; + 2 (x—1)14
rn=r + 24 —1)4,
so dald
re—r=2x—4~i. . . . . . . . (7D

Die Differenzen der Ordnungszahlen fiir die Reihe
eben merklich abgestufter Empfindungen sind somit
den Differenzen der Mallwerte der zugehérigen Reize
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proportional, wenn die Unterschiedsschwellenwerte
konstant sind.

Gilt hingegen das Webersche Gesetz, so ist ¢ = ¢.r zu
setzen, wo ¢ einen konstanten Wert bezeichnet. Man erhilt als-
dann, da

iy == C.1y, Gy == C.Ty, i3 == C.T3 ...
und
rot =g —dy, 1y F iy =1y — g, TG = —dy ..,
zunéchst
r 4 erp = ry — cry
rg + cryg = 13 — C7y
ry + cryg = ry — cry

und, wenn (1 4 ¢) : (1 — ¢) = p gesetzt wird,

rg =— 9.1,
ry = Y.ry = pi.7y
e =Y. = P21y = Pi.n

Fiir beliebige Ordnungszahlen % und 4 ist daher
Y — Vx~l -1
ri = 71——1 Ty

so daf

¥y itz = py*~* oder (x— 1) logy = logr, — logr; (72)

Die Differenzen der Ordnungszahlen fiir die Reihe
eben merklich abgestufter Empfindungen sind dem-
gemif den Differenzen der Logarithmen von den Maf3-
werten der zugehorigen Reize proportional, wenn bei
Giilltigkeit des Weberschen Gesetzes die Unterschieds-
schwellenwerte relativ konstant sind.

In der Formel (72) bietet sich das aus dem Weberschen
Gesetze ableitbare Gesetz der Zuordnung von Reiz und Empfin-
dung dar. Es setzt die Moglichkeit voraus, die Empfindungen
in eine Reihe eben merklicher Abstufungen zu ordnen und den
relativ konstanten Betrag der Unterschiedsschwelle zu ermitteln.
Es stellt hingegen an die Empfindungen nicht den Anspruch, sich
als mefbare Quanta darzubieten. Es leistet aber trotzdem alles,
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was iliberhaupt geleistet werden kann, indem es die Norm angibt,
nach der bei relativer Konstanz der Unterschiedsschwelle die Zu-
ordnung der eben merklich verschiedenen Empfindungen zu dem
stetig ausgedehnten Reizgebiete zu vollziehen ist.

Soll nun eine Aufgabe aus dem Gebiete der experimentellen
Psychologie unter Inanspruchnahme von Maf und Zahl bearbeitet
werden, so kann es sich den vorstehenden Darlegungen gemifl
nur darum handeln, die Zusammengehorigkeit der Mafwerte ob-
jektiver Zustinde und Vorginge einerseits und gewisser sub-
jektiver Auffassungen und Unterscheidungen andererseits fest-
zustellen.

Dabei sind zwei Verfahrungsweisen méglich. Entweder kann
man den objektiven Zustand oder Vorgang, der einer im Bewulfit-
sein gegebenen Norm entspricht, herstellen und seinen Maflwert
bestimmen, oder man kann feststellen, wie ein gegebener ob-
jektiver Zustand oder Vorgang subjektiv erfait und beurteilt
wird. Die fiir das psychophysische Untersuchungsgebiet (S. 80)
vollzogene Unterscheidung zwischen der Herstellung von Reizen,
die einer aufgestellten Norm gemil beurteilt werden, und der
Beurteilung gegebener Reize hat somit in entsprechender Form
fir das ganze Gebiet der experimentellen Psychologie Geltung.

Die Zuordnung objektiver Mallwerte zu bestimmten Inhalten
des Bewultseins unterliegt aber verschiedenartigen Einfliissen,
die sich im allgemeinen von Fall zu Fall dndern. Darum gilt es,
den Grad der unter der Herrschaft solcher wechselnden
Einfliisse sich behauptenden Abhéngigkeit zu bestimmen.
Es ist insbesondere festzustellen, ob iiberhaupt zu einem be-
stimmten BewuBtseinsinhalt normalerweise ein bestimmter MaG-
wert gehort.

Ist dies der Fall, so darf der Malwert als Kennzeichen des
Bewultseinsinhaltes benutzt werden. Weil dies bei der Abhingig-
keit zwischen Reiz und Empfindung zutrifft, so ist es moglich, der
Empfindung den ihr normalerweise zugehérenden Reizwert zu sub-
stituieren und so an Stelle der verschiedenen, einem gegebenen
Reizwerte bei wiederholter Beobachtung zukommenden Beurtei-
lungen die zugehérigen Reize zu setzen und anzunehmen, dal
diese Reize iibereinstimmend beurteilt worden seien. In gleicher

Lipps, Die psychischen MaBmethoden. 8
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Weise kann in jedem Falle, wo eine normale Zugehorigkeit vor-
handen ist, die wechselnde Auffassung eines und desselben Ob-
jektes durch die iibereinstimmende Auffassung verschiedener
Objekte ersetzt gedacht werden. Demnach ist der Erfolg einer
Reihe von Beobachtungen stets in der Weise darstellbar, als wenn
eine Anzahl verschiedener Objekte in iibereinstimmender Weise
erfat und beurteilt worden ware. Die Beobachtungsreihe ist
alsdann eine solche von Schema A (S. 83).

Liegt eine solche Beobachtungsreihe vor, so sieht man sich
vor die Aufgabe gestellt, nicht etwa blof die Bestitigung der
normalen Zugehdrigkeit eines objektiven Maflwertes zu einem
subjektiven Bewulitseinsinhalte nachzuweisen, oder den Einflul}
konstanter Fehler, die das Hervortreten der Zugehorigkeit hin-
dern, aufzudecken; sondern insbesondere auch das in der ganzen
Beobachtungsreihe hervortretende gesetzmiBige Wirken der Ein-
flisse, unter deren Herrschaft die einzelnen Werte sich ergeben
haben, festzustellen. Zu diesem Zwecke ist der Typus der
Beobachtungsreihe zu bestimmen.

Es 1st sodann die Kenntnis des Typus zu benutzen, um aus
der Verinderung desselben bei gleichzeitiger Anderung gewisser,
die Beobachtungsreihe beherrschender FEinflisse einen Zu-
sammenhang zwischen diesen Einflissen und dem
Typus der Beobachtungsreihe zu ermitteln. Insbesondere
ist der Einflufl des Reizwertes auf die Streuung der beobachteten
Werte und die Unterschiedsschwelle als Mafl dieses Ein-
flusses zu bestimmen. — Es bietet sich demnach die Bestimmung
der Unterschiedsschwelle nur als ein besonderer Fall des all-
gemeinen und bei allen Beobachtungsreihen der experimentellen
Psychologie auftretenden Problems dar, das Wirken besonderer
Einflisse festzustellen und zu untersuchen.
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Sechster Abschnitt.

Die Methoden der psychischen Abhingigkeits-
bestimmung.

18. Die Bestimmung des Grades der Abhiingigkeit.

Zwischen einem objektiven Zustande oder Vorgange a einer-
seits und einem BewufBtseinsinhalte b andererseits besteht eine
vollkommene Abhédngigkeit, wenn das Auftreten des einen das
Auftreten des anderen ausnahmslos einschlieft oder ausschlieft.
Es ist ferner eine gewisse Abhingigkeit anzuerkennen, wenn
wenigstens in der Regel a und b aneinander gekniipft sind oder
einander ausschliefen. Soll aber der tatsichlich vorhandene Grad
der Abhingigkeit festgestellt werden, so ist durch eine hin-
reichend grofe Anzahl von Beobachtungen, die unter vergleich-
baren Umstinden anzustellen sind, die relative Héufigkeit oder
Wahrscheinlichkeit des vereinten und gesonderten Auftretens
von @ und b zu ermitteln.

Hierbei bedingt es einen wesentlichen Unterschied, ob das
Auftreten und Ausbleiben von a oder b beliebig herbeigefiihrt
werden kann oder der Beeinflussung seitens des Beobachters sich
entzieht. Bedeutet beispielsweise a einen Reizwert und b eine
Empfindung, so kann man in der Regel so oft man will das Auf-
treten oder Ausbleiben der Reizwirkung und der Empfindung
herbeifiihren, um in dem einen wie in dem anderen Falle das
Vorhandensein oder Fehlen der Empfindung und des Reizes, um
deren wechselweise Abhingigkeit es sich handelt, festzustellen.
Bezeichnet hingegen b ein Gefiihl und @ den objektiv im Leibes-
zustande hervortretenden Gefiihlsausdruck, so kann man im all-
gemeinen weder iber b noch iiber a willkiirlich verfiigen, um
ihren Zusammenhang in gleicher Weise wie bei Empfindung und
Reiz zu untersuchen.

Vergleicht man die einzelnen Beobachtungen mit dem Ziehen
einzelner Kugeln aus einer Urne, wo das Auftreten und das

8*
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Ausbleiben von @ durch ein der Kugel aufgeschriebenes Zeichen
a; und a,, das Auftreten und das Ausbleiben von b in ent-
sprechender Weise durch b; und b, angedeutet werden méoge, so
hat man sich demnach entweder die Kugeln in zwei Urnen ver-
teill zu denken, so daB die eine etwa alle Kugeln mit dem
Zeichen b;, die andere alle Kugeln mit dem Zeichen Dy enthilt,
oder die Kugeln insgesamt in einer Urne vereinigt anzunehmen.

Sind nun zwei Urnen vorhanden, so kann man jede unab-
héngig von der anderen auf das Vorkommen von @, und a,
untersuchen und das Ergebnis der Untersuchung in dem Schema

|
| =
@y | Zn @y Z31 (Cl)

@y | 210 | g %99

zusammenstellen, wo ¢;; und #2,, die Haufigkeit fiir das Auftreten
und Ausbleiben von a bei vorhandenem b und 2, und 2, die
entsprechenden Hiufigkeiten bei fehlendem b angeben. Es sind
hier die Summen #;; + &;, und 2, + #,, als gleich groB voraus-
zusetzen, damit die Beobachtungen fiir b; und fiir b, miteinander
vergleichbar seien. Ist jede Summe gleich m, so werden die
‘Wahrscheinlichkeiten durch

Wy == &1 1M, Wiy == Zp 1My, Wy + W =1
Woy == 833 : M, Wgg == Zgg 1 My Wy + Wyy = 1

I a9

bestimmt.
Gehoren aber alle Kugeln einer einzigen Urne an, so lassen
sich die Beobachtungen in dem Schema

|

L& be
ay | 21 29 (C)
Gy ‘ Z1g %9

zusammenfassen, wo die neben a; oder a, und unter b, oder b,
stehende Zahl ¢ angibt, wie oft das Auftreten oder Ausbleiben
von @ mit dem Auftreten oder Ausbleiben von b zusammen-
getroffen ist. Wird die Gesamtzahl der Beobachtungen durch m
angegeben, so erhiilt man fiir die Wahrscheinlichkeiten die Werte
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Wy == &y 1M, Wy = Ly : M
Wiy = 219 1 M, Weg == Zgp : M - - + - (74)
Wi+ Wiy 4wy + wyy =1
Es ist nun @ unabhingig von b, wenn das Auftreten
und Ausbleiben von a unabhingig von dem Auftreten

und Ausbleiben von b ist.
Es besteht demnach keine Abhingigkeit, wenn in C oder C,

211 ¢ F1g = 1 ¢ Zge
Dann ist auch
211 ¢ By == &1g ¢ Zagy
so dafl sich zugleich b als unabhingig von a erweist. Beide
Proportionen fithren zu der Gleichung
211 #gg — %19 #y1 = 0
oder
Wi Wey — WiagWo = o . . . . . (75)
Sind die Werte insbesondere dem Schema C, entnommen, so dafl

die Bestimmungen (73) in Kraft treten, so folgt hieraus durch
Elimination von w,, und wy, oder von w;; und wy,;

Wy, — Wy = 0 oder Wy — wy —=0 . . (76)

Man hat somit das Urteil iiber die Abhingigkeit
von a und b fiir die Beobachtungen C auf die Differenz

Wi Wag — WipWe; = 0 . . . . . (77)
und fiir die Beobachtungen C, auf die Differenz

Wy — Wy = Weg— w1, =0 . . . . (78)

zu griinden.
Die # und w sind induktiv bestimmte Haufigkeiten, die ganze
Mannigfaltigkeiten von Werten reprasentieren. Dies gilt darum
auch von 0 und 0. Das arithmetische Mittel aller durch 0 repri-

. . . 1 . .
sentierten Werte ist gleich ( 1— ;@) 0; die mittlere quadratische

Abweichung ¢ wird durch die Gleichung?)

1) Die Herleitung der angegebenen Bestimmungen findet man in
meiner Abhandlung ,Die Bestimmung der Abhingigkeit zwischen den
Merkmalen eines Gegenstandes®, 8. 12f.



— 118 —

mig? = — 2(m—1) 2m—3)02 + (m—1) (m—2) 4
m—1)B
+ ( ) (79)
A = wy Wy (yy - Wyg) + wrpttyy (W01 + a1)
B = wyywyy + iy 0y
bestimmt. Die Gesamtheit der Werte wird somit durch
1
1——-)0+ e e
(1—5)0%4 (80)
angedeutet. — Die zu 0’ gehtrende Mannigfaltigkeit wird durch
6’ + !
2 =1 } : (81)
mq'? = wy; (1 —wy) + we (1 —wy)
repriisentiert.

Eine vollkommene Abhingigkeit ist vorhanden, wenn ent-
weder nur @, mit b, und @, mit b, oder nur @, mit b, und a, mit b,

vereint vorkommt. Es ist alsdann entweder w;, = 1wy = 0
oder w;; = Wy, — 0, so dab fiir Schema C
0 = w,wyy oder 0 = — wjwy . . . (82)
mit der aus (74) folgenden Bedingung
Wy + Weg = 1 oder 2wy + 1wy, =1
und fir Schema C; in Ubereinstimmung mit (73)
=41 oder ' =—1 . . . . (83)

sich ergibt.

Demgemif erreicht 8’ bei vollkommener Abhingigkeit den
maximalen Betrag + 1 oder — 1, je nachdem das Eintreten
von a und das Eintreten von b sich wechselweise und ausnahmslos
bedingen oder ausschliefen, so dafl 0’ als das zwischen + 1 und
— 1 schwankende Mal} der Abhiéingigkeit in Anspruch genommen
werden kann.

Der Wert 0 kann hingegen bei vollkommener Abhingigkeit
jeden positiven oder negativen Betrag -+ w (1 — w) oder
— w (1 — w), wo w <1, annehmen und erreicht den groBt-
moglichen Betrag 4 1/, oder — 1/, erst dann, wenn w,; = 1wy,
= 1/, oder w;3 = wy, = /5. Um die hierdurch bedingte Un-
sicherheit des Abhéngigkeitsmafes zu vermeiden, empfiehlt es
sich, neben 10, 29y — @,y = O auch noch den Wert

Wy Wy + Wy, — 6 . . . . . (84)
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zu bestimmen, dem die Mannigfaltigkeit

(1—717L>6.4:q1

migl = — 2(m—1) @m—3)62 + (m—1) (mn—2) 4
+ m—1) B

[wo A und B aus (79) zu entnehmen ist] zugehért. Alsdann

erhilt man in dem Quotienten

(85)

0 Wy Wog — WioWey _ #1180 — Z198n

o W1y Wag + Wygthy 211290 + 21029
ein zwischen 4 1 und — 1 schwankendes Mafl der Abhiingig-
keit. Der Quotient 0 : 6 reprisentiert eine Mannigfaltigkeit von
Quotienten, die sich den Mannigfaltigkeiten der Werte 0 und 6
zuordnet. Xs kann indessen fiir ausreichend angesehen werden,
wenn man die Mannigfaltigkeit von Quotienten unter Vernach-
lassigung von Grdofen von der Ordnung 1 : m durch den Quo-
tienten

(86)

c6tgqg ol 706
mq? = — 402 + 4
mygl — — 462 4+ A

ﬁiq_5[1+g+ql}
(87)

darstellt.

Der zwischen 4+ 1 und — 1 schwankende Grad der
Abhingigkeit fiir einen objektiven Zustand oder Vor-
gang a einerseits und einen BewuBltseinsinhalt b
andererseits wird somit fir die dem Schema C sich
einfiigenden Beobachtungen durch den Quotienten 0 : 6
(86) und fir die nach Schema C, angestellten Beob-
achtungen durch die Differenz 0’ (78) bestimmt. Hier-
bei sind 0, 0', 6 Reprisentanten der durch (80), (81), (85)
angedeuteten Wertsysteme, wahrend das System der
Quotienten, die durch 0 : 6 vertreten werden, mittels
(87) charakterisiert wird.

Ebenso wie fiir einen einzelnen objektiven Zustand oder
Vorgang ¢ und einen einzelnen Bewultseinsinhalt b kann man
auch fir eine Reihe von Objekten a;, ay, a; . . . und eine Reihe
von BewubBtseinsinhalten b,, b, b; . . . den Grad der Abhingig-
keit bestimmen.
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Es ist moglich, dafl man beim Beobachten der a und der b
nicht die jeweils auftretenden Glieder selbst feststellen, sondern
nur je zwel beobachtete Falle vergleichen und angeben kann, ob
die @ und b im nimlichen oder im entgegengesetzten Sinne sich
#ndern. Hat man in diesem Falle die aus n Doppelgliedern

(aabp), (aybs), (@:by) . . .
bestchende Reihe erhalten, so kann man jedes Doppelglied mit
jedem in der Reihe folgenden vergleichen und, so oft der Uber-
gang. der @ und der b in gleichem Sinne erfolgt, ein -4, anderen-
falls ein — notieren. Die so sich ergebenden !/y# (#n — 1) Paare
von Doppelgliedern liefern demgeméif3 ¢ Pluszeichen und % Minus-
zeichen, wo
i+k=1Ynmn—1) . . . . . (88)
Ist nun keine Abhiéngigkeit zwischen der Reihe
der a und der Reihe der b vorhanden, so hat man bei

unbegrenzter Wiederholung der n Beobachtungen im
Durchschnitt aller Fille

Yym(n—1)y. . . . . . . (89
gleichsinnige und ebensoviele entgegengesetzt ge-
richtete Successionen der ¢ und der b zu erwarten, wo-
bei die mittlere quadratische Abweichung der in den

einzelnen Fillen sich ergebenden Anzahlen von Suc-
cessionen der einen und der anderen Art durch

Uis V2n (o —1) @n+5). . . . . (90)
angegeben wird?).

Aus der Abweichung von diesen Werten kann man die Ab-
hiangigkeit zwischen den @ und den b ersehen. Tritt beispiels-
weise der Reihenfolge 1, 2, 3, 4, 5 in der a-Reihe die durch
1, 3, 5, 4, 2 zu bezeichnende Folge in der b-Reihe zur Seite, so
ergeben sich aus

(1,1), (2,8), (3,5), (4,4), (5,2)

4 = 6 Pluszeichen und ¥ — 4 Minuszeichen. Beim Fehlen jeg-
licher Abhingigkeit hat man hingegen ¢ — 5 Pluszeichen und
k = 5 Minuszeichen mit der mittleren quadratischen Abweichung

) Vgl. ,Die Bestimmung der Abhingigkeit zwischen den Merk-
malen eines Gegenstandes®, S. 32.
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2,04 zu erwarten, so dall die heobachtete Abweichung kleiner
ist als diejenige, die bei voller Unabhingigkeit durchschnittlich
auftritt.

Kann man aber die jeweils zur Beobachtung gelangenden
Glieder ae, bs; ay, bs; ag by . . . bestimmt angeben, so lassen sich
die relativen Hiufigkeiten fiir das vereinigte Auftreten der ein-
zelnen @ und b feststellen.

Sind die a oder die b nach Willkiir herstellbar, so kénnen
die Beobachtungen fiir jedes Glied der einen oder der anderen
Reihe unabhingig von den iibrigen Gliedern ausgefithrt werden.
Setzt man beispielsweise die Glieder b, by, b; . . . als willkiir-
lich herstellbar voraus und bezeichnet man fiir ein beliebiges
b; (A =1, 2, 3...) die Hiaufigkeiten der Glieder a,, a,, a; . . .
durch #,,, 234, #;3 - - -, 50 kann man die Beobachtungen in ein
Schema von folgender Form eintragen:

by | by ; by j
— | | ————
a z(1) | & | z(2) | a I 2 (3) |
) ————————————
a 2n | @, i Zg :i y 2y | e e
ay 2 | @ | 2z || @ for: | v~ o D)
L 213 | L 223 dg Z3a | L]
ay Z14 | ay | 294 I ay T34 e
| A c
F = [ = ; :
i

LaBt sich jedoch die Beobachtung der einzelnen by, by, bs . . .
oder a,, @y, @3 . . . nicht unabhingig voneinander ausfithren, so
erhilt man an Stelle der einzelnen Reihe ein System von Beob-
achtungen, das sich folgendem Schema einfiigt:

| b R
a 21 ‘ 29, [T
|
Ay Z1e | %a | Zae - - -
as 213 | Zag | 23
|

@, I Z14 | 294
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Diese Schemata reduzieren sich auf C, und C, wenn in der
@-Rethe und b-Reihe nur je zwei Glieder a;, a; und by, b,
auftreten.

Um nun aus den Reihen D; oder aus dem Systeme D
den Grad der Abhidngigkeit fiir die @ einerseits und fiir die b
andererseits zu bestimmen, ist es am zweckdienlichsten, statt
die z-Werte unmittelbar zu betrachten, Mittelwerte der z zu
benutzen.

Man hat demgemil fir jede einzelne, im Schema D; auf-
tretende Beobachtungsreihe die frither (§ 15) entwickelte Me-
thode der Mittelwerte in Anwendung zu bringen. Stimmen
alsdann die Mittelwerte fiir die verschiedenen Reihen véllig oder
nahezu iiberein, so besteht keine Abhiéngigkeit der @ von den b.
Andern sich aber die Mittelwerte beim Ubergange von einem
Gliede der b-Reihe zu einem anderen, so gibt sich hierin die
Abhingigkeit zu erkennen. Die GréBe der Anderung kann
als Mall der Abhiéingigkeit in Anspruch genommen
werden.

Es sind ferner fiir das Beobachtungssystem D entsprechende
Mittelwerte zu benutzen, die man bei einer Gesamtzahl m der
Beobachtungen fir die beliebig gewihlten Ausgangswerte «,
und b, aus

£(0,0) =211 (a4 —ay)? (b;—b4)" + 219 (a3 —@9)? (b —bp)* - - -«
+ 291 (@3—ag)? (b —bp)” - 29 (@g— )¢ (by—bg) + -+ (91)
erhilt, wenn

9+

gha’ = £(9,0) und &o = Ve(o,0) . . . (92)

gesetzt wird, wofern man darauf achtet, bei geradzahligem ¢ 4 ¢
den absoluten Betrag von &(9 6) zugrunde zu legen, wenn dieser
Wert negativ ist. Wie auf Grund dieser Mittelwerte &,, und
Mittelwertpotenzen & (0 6) die Abhingigkeitsbestimmung aus-
zufithren ist, habe ich in der Abhandlung ,Die Bestimmung der
Abhangigkeit zwischen den Merkmalen eines Gegenstandes“ an-
gegeben. Weitere Ausfiihrungen iiber die ,aus Potenzsummen
reeller Groflenpaare gebildeten Mittelwerte“ gibt meine ,Theorie
der Kollektivgegenstinde®.
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19. Der Typus der Beobachtungsreihe.

Da eine aus vGliedern bestehende Beobachtungsreihe nach
§ 15 (S. 98) durch die Mittelwerte &, &, & ... &—1 vollstindig
und durch eine kleinere Anzahl von Mittelwerten niherungsweise
bestimmt wird, so mull der Typus der Beobachtungsreihe in
diesen Mittelwerten hervortreten. Es fragt sich nur, in welchem
MaBe dies bei den einzelnen Mittelwerten und bei gewissen aus
ihnen abgeleiteten Werten der Fall ist.

In dieser Hinsicht ist zunichst zu bemerken, da durch den
Mittelwert erster Ordnung & das arithmetische Mittel als
Reprisentant der ganzen Beobachtungsreihe bestimmt
wird. Darum ist es durchgingig als Ausgangswert der Ab-
weichungen zur Berechnung der Mittelwerte zu benutzen. Fiir
diesen Ausgangswert nimmt & den Wert Null an.

Wird nun das arithmetische Mittel als Ausgangswert ge-
wihlt, so dient der Mittelwert zweiter Ordnung &, als Mal fiir
die Streuung der Werte innerhalb der Beobachtungs-
reihe, da & um so groBer wird, je grofer das Gebiet ist, auf
das sich die beobachteten Werte verteilen.

Der Mittelwert dritter Ordnung é&; ist fiir eine symmetrische
Beobachtungsreihe, in welcher positive und gleich grofe negative
Abweichungen vom arithmetischen Mittel mit der némlichen
Hiufigkeit auftreten, gleich Null. Dasselbe gilt von allen anderen
Mittelwerten ungerader Ordnung. Darum hat & im Verein mit
den sonst noch etwa berechneten Mittelwerten ungerader Ord-
nung als MaB der Asymmetrie zu gelten. Dabei ist der
absolute Betrag dieser Werte nicht mit besonderem Gewichte in
Anschlag zu bringen. Denn er dndert sich rasch bei einer Ver-
inderung des Ausgangswertes, wie dies Fig. 5 vor Augen stellt.
Dort ist der Verlauf der Mittelwerte %y, 13, 13, §y, 13 auf Grund
der Gleichungen

77(1)2—90, ’7(2)-_—5,04—562: ’?(3):14’0“15:170’—903|
7(4)=114 — 56,0 + 80,222 + ¢ - (93)
7(5) =670 —570x 4 140 22— 50,4 23 — x° J

(wo n(@) = g fir 0 =1, 2, 3 ... gesetzt ist) fir den als
Abszisse in der Koordinatenachse B B, abgetragenen Ausgangs-
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wert x gezeichnet. Die Ordinatenachse A A; enthilt fir £ = 0
die dem arithmetischen Mittel als Ausgangswert zugehdrigen
Mittelwerte. Die Mittelwerte wurden aus der Wertenreihe 1)

4 5 6 7 8 9 10 11 12 13 14 15
1 12 13 16 7 4 4 4 1 0 1 1
berechnet, die den ,Experimentellen Beitrigen zur Untersuchung
des Gedichtnisses® von G. E. Miiller und F. Schumann ent-
nommen ist.

a
Z

il

Fig. 5.

Im Gegensatz zu den Mittelwerten ungerader Ordnung zeigen
diejenigen von gerader Ordnung einen ruhigen Verlauf. Darum
ist € (4) oder &, neben dem Mittelwerte zweiter Ordnung, der als
Streuungsmal dient, zur Kennzeichnung des Beobachtungstypus
zu verwerten. Da man geneigt sein wird, das Gausssche Fehler-

') Die Werte @ geben an, wie oft eine gegebene Silbenreihe durch-
lesen werden mufite, um sie auswendig hersagen zu konnen. Die An-
zahlen z bezeichnen die Hiufigkeiten der beobachteten Werte a. Vgl.
»Theorie der Kollektivgegenstinde, 8. 127, 194.
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gesetz, fiir welches [nach (63), S. 99] & (4) = 3.&(2)? zur Orien-
tierung zu benutzen, so liegt es nahe, an Stelle von &(4) oder
IR -\78 (4) die Differenz &(4) — 3.&(2)2 oder ihre vierte Wurzel
als charakteristischen Wert einzufiihren.

Durch den Fortgang zu Mittelwerten von noch hoherer Ord-
nung koénnte man eine noch schirfere Charakterisierung der
Beobachtungsreihe zu erreichen suchen. Es diirfte sich indessen
die Benutzung der Mittelwerte erster bis vierter Ordnung im
allgemeinen als ausreichend erweisen.

Folgendes Beispiel mége zur Erlduterung dienen:

Fechner hat vier Striche von der Linge {— 16 mm, 24 mm,
36 mm, 53,7 mm verschiedenen Personen, im ganzen 49 Minnern
und 35 Frauen, vorgelegt mit der Aufforderung, in der am wohl-
gefilligsten erscheinenden Entfernung iiber jedem Strich einen
Punkt (in #hnlicher Weise wie iiber dem I-Strich den I-Punkt)
anzubringen. Die Entfernungen der Punkte von den oberen
Enden der Striche wurden gemessen und in eine Liste eingetragen,
die sich im wissenschaftlichen Nachlasse Fechners, der im
Fechner-Archivl) der Sichsischen Gesellschaft der Wissen-
schaften aufbewahrt wird, vorgefunden hat.

Dieser Liste habe ich die vier Doppelreihen der Tabelle 6
entnommen, wo fiir jedes b in der Kolumne unter @ die Ent-
fernungen der Punkte von den Strichen in Millimetern, unter 2 (1)
die den 49 Minnern, unter z(2) die den 35 Frauen zugehdrenden
Héufigkeiten der einzelnen Entfernungen verzeichnet sind.

Die aus den acht Reihen berechneten Mittelwerte sind in
der Tabelle 7 verzeichnet. Da die Anzahlen der auf jede Reihe
fallenden Beobachtungen klein und dementsprechend die mittleren
quadratischen Abweichungen der Mittelwerte grofl sind, so lohnte
es sich nicht, bei der Berechnung der Mittelwerte nach dem im
Anhange angegebenen Verfahren von den Mitten der Intervalle,
in welche die arithmetischen Mittelwerte fallen, zu den Mittel-
werten selbst noch iiberzugehen. Darum findet man neben dem
arithmetischen Mittel b die fiir die zugehérige Intervallmitte als
Ausgangswert berechneten Mittelwertpotenzen % (2), % (3), n(4)

') Einen Bericht iiber den Inhalt des Fechner-Archivs habe
ich in den Berichten der Sichsischen Gesellschaft der Wissenschaften
(Math.-phys. Klasse, 1905) gegeben.



— 126 —

Tabelle 6.

l = 16 mm Il = 24mm I = 36 mm I = 53,7mm
o @) a )] :@] a ‘z(m)b(g)i_ @ ‘2(1)'2(2)
g last el 3| 68| 4 : 1 — 1 5| 05| 05
3| 15| — | 4] 15]¢ 5 1 — | 8|05 1,5
4| 45| 25| 5| 385]|¢2 6 2 | 2 7|0 1,5
517 | 55| 6|3 | o 7|1 P 8 | 0 0,5
6 | 95| 4 7186 |8 | 812 |25| 9|¢2 1
707 65(| 8| 2 | 3 92 |2 [10]2 1
89 |3 9 (6 |65 10|35 150 11 [ 25| o
9|4 |2 [|10|2 [55]1|4 |3 12 | 25| 0
10 | 4535|111 [ 95| 1,512 |35|1 |18]1 2,5
1 [ o5| 3 || 12 | 8 5 | 13| 1,5| 1,5 | 14 | 1 1,5
12 | — | 25)18 |2 [15]|14 |3 |2 ;i 15 [ 1 1
13 | — [ 15] 14 [ 25| 0 [ 15 | 45| 35| 16 | 3 0
14| —|o (1515|0518 65|35l 17]|1,5]|1,5
15| — | o5 16 |1 | 25|17 |55 25 18| 3 9
16 | — | o05f 17 | — |1 | 18 o,5| 05 19 | 15| 2
! 18| — |0 [19]|0 |3 | 2|2 1,5

| 19 | — | o , 20 | 2 05| 21 | 0 0

‘ 20 | —fo |21 |1 [0 |22 15]15

21 | — | o |[22 |2 | 05| 23 | 45| 25

22| — |1 [ 28 |1 | 15] 2¢0| 4 | 4

, I 24 | — | 05 25 | 85 I 3,5

| 25 | — | 05 26 | 3 | 1

' 26 | — |0 |27 ]2 |15

I | 27 | — I o [ 28 |1 1

[ | 28 | — |1 || 29 35 0

f ! _ | 181 |1 |o

. ; 84 |1 [0

! | | 38 | — | 1

; ‘ | | ‘ _ | 38 | — | 1

| | | I

angegeben. Durch (1) sind die den Ménnern, durch (2) die den
Frauen zugehorigen Werte markiert.

Man ersieht hieraus, daf die durchschnittliche Entfernung
der Punkte von dem zugehorigen Striche mit der L#nge des
Striches wichst, und zwar in der Hauptsache in gleichem Ver-



Tabelle 7.
— .5 16 24 ‘ 36 [ 53,7
P |(1)| 66 + 03 | 9,7 4 04 ! 13,5 4+ 0,7 | 20,1 + 1,0
- l(o) 81+ 05 | 103 + 06 | 142 4 0,9 | 196 4 1,3
® (1)| 44+ 08| 934 1,5 21,0+ 3,0 | 46,3 + 6,9
7 — | B e | - s
! ()| 83+ 18| 142 4 44| 292 + 6,6 | 60,3 4- 13,6
s (1)' 6+ 4 |—18 4 11 |—30 + 38 |—50 + 110
n = | ey | = ey
¢ (2) +15 & 14 |56 £ 51 | +91 + 93 | —49 +- 256
() = (1) 48 417 | 200 4 36 | 1083 4-299 | 4451 4 1243
9 (o) 180 4 95 | 887 4 583 2391112810070+ 3115
7(4)—) 1(1) —8 | — 35 | —eau — 1878
32 @ —25 + 279 | — 175 — 848

hiltnis, Das Verhiltnis b : 1 ist jedoch nicht vollkommen kon-
stant; es nimmt bei zunehmendem ! fiir die Manner von 0,41
bis 0,387, fir die Frauen in stirkerem Malle von 0,50 bis 0,36
stindig ab. Das Verhiltnis des goldenen Schnittes, das den Wert
b:1= 0,6 fordern wiirde, spielt hierbei keine Rolle. — Die
Streuung der Punkte wichst gleichfalls mit der Linge des Striches,
jedoch so, dall der relative Streuungswert 1, : I fir die Ménner
konstant gleich 0,13, fiir die Frauen von 0,18 iber 0,16 und
0,15 bis zu 0,14 abnimmt. — Von besonderem Interesse sind die
Werte 1 (3), da sie ein gegensiitzliches Verhalten der Ménner und
Frauen vor Augen stellen und den Nachweis erbringen, daf sich
das spezifisch Ménnliche und Weibliche sogar noch im Tupfchen
auf dem I zeigt. Es ist ndmlich % (3) fir die Minner durchweg
negativ, fiir die Frauen hingegen positiv, mit Ausnahme des zu
1=1>53,7 gehorenden negativen Wertes, der jedoch durch positive
Werte 5 (5), 5(7) ... aufgewogen wird. Hierdurch zeigt sich,
daB bei gleichem arithmetischem Mittel und gleicher Streuung die
Ménner geneigt sind, im extremen Falle pedantisch am Strich zu
kleben, wihrend die Frauen sorgloser oder schwungvoller ver-
fahren und so nach der entgegengesetzten Richtung zu extrem
vom Strich abweichenden Punkten kommen. — Die Differenz



1 (4) — 3.1 (2)? 1st mit einer einzigen, durch den extremen Wert
der betreffenden Reihe bedingten Ausnahme negativ, bleibt aber
innerhalb der Grenzen der zu 7 (4) gehorenden mittleren quadra-
tischen Abweichung. Es findet somit, auch wenn man von der
Asymmetrie absieht, ein zwar schwaches, aber doch sicher hervor-
tretendes Abweichen vom Typus des gewdhnlichen Fehlergesetzes
statt. Der Quotient 7 : %, ist nimlich im Durchschnitt der acht
Falle gleich 1,28, wihrend das Gausssche Fehlergesetz den
Quotienten & : & = 1,32 verlangt.

Als Belege mogen die in Tabelle 8 zusammengestellten
Werte dienen.

Tabelle 8.

1 = i 16 | 24 | 36 53,7
T (1) 0,41 0,40 0,37 0,37
' 1(2) 0,50 0,43 0,39 0,36
L= (@] 0,13 | 0,13 0,13 0,13

Ng * = 3 |
L @] 0,18 | 0,16 0,15 0,14
(1) ' 1,27 | 1,23 1,25 1,20

Ne: Mg = |
e e (2] 1,27 | 1,45 1,29 1,29

| ] ?

20. Die Zerlegung der Beobachtungsreihe in
Komponenten und die Bestimmung der Unterschieds-
schwelle.

Es ist moglich, dal bei der wiederholten Ausfithrung von
Beobachtungen derselben Art je nach den obwaltenden Umsténden
oder dem Verhalten des Beobachters verschiedene Typen in den
successive sich ergebenden Beobachtungsreihen hervortreten.
Dann kann aber auch schon innerhalb einer und derselben Beob-
achtungsreihe der Beobachtungsmodus wechseln, so daf eine
Mischung verschiedener Typen entsteht. Darum ist es wiinschens-
wert, iiber eine Methode zu verfiigen, nach der man das
Vorhandensein einer solchen Mischung nachweisen und die den
verschiedenen Typen zugehérenden Komponenten der Beob-
achtungsreihe feststellen kann.



— 129 —

Zu diesem Zwecke ist der Zusammenhang zwischen den
Mittelwerten von u Beobachtungsreihen einerseits und den Mittel-
werten der aus den W Reihen zusammengesetzten Beobachtungs-
reihe andererseits zu entwickeln.

Die p Beobachtungsreihen mégen nach dem Schema D, den
Werten by, by, . . . by zugeordnet gedacht werden, wobei jedoch
der einfacheren Bezeichnungsweise wegen vorausgesetzt werden
soll, daB8 b,, by, . . . by zugleich die den betreffenden Reihen zu-
kommenden arithmetischen Mittelwerte darstellen. Dann erhalt
man fiir die zu b; gehorende Reihe, wenn die Gesamtzahl ihrer
Werte durch m; und die auf b; als Ausgangswert bezogene
Mittelwertpotenz @ ter Ordnung fir ¢ = 2, 3 ... durch & (9)
angegeben wird:

b,

a | z(%)

e my=z1+ 22+ 254
M@
a | 2, my bp=zi10, + 220+ 22503 + -+ (94)

-
G| s mye(0) =21 (a,—b2)? + 212 (A —b)? 4 - -

Fir die durch das Zusammenlegen der g Reihen entstehende
Beobachtungsreihe sei ferner die Gesamtzahl der Werte gleich m,
das arithmetische Mittel gleich b und die auf b bezogene Mittel-
wertpotenz g ter Ordnung fir ¢ =— 2, 3 ... gleich £(g), so daB
man zu

23 | z

g oz m=uz+z+tent+---

1 | 1

Z* iﬂ m.b=1z1a,+ 20, +za+--- (95)
3 | ]

|- m.&(0) = 21 (a; —b)? + 2, (ag — )2 4 - -+
| .

gelangt. Nun ist
Lipps, Die psychischen MaBmethoden. 9
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51:'511'+_Z21+"‘+5y1
&g 219 + 299 + 000+ Zu
23 == 213 + %3 + - - -+ Zus

I

(96)

Daraus folgt, wie man sich durch die unmittelbare Ausrechnung

iiberzeugt:

m:ml+m2+...+my
mb = m b + myby + -+ 4 mub,
me(Q) = my & (9) + my&(Q) + -+ + mueu(Q)

+ 3 O my e (=D B mueu(e—1)

+ my (b —b)? + my (by —b)? + + -+ + My (b —b)?
Ist insbesondere w =— 2, so erhilt man
m = m; + my,
mb = m b 4+ myby

mE(2) = my &(2) + my&(2)
+ my (by — )2 + my (b, —b)?

mE(3) = my & (3) + my&,(3)
+ 3my (b —D)& (2) + 3my (D,—Db) & (2)
+ my (b, —b)® + my (b —D)?

me(d) = my & (4) + myg(4)
T dmy (0 — D)6, (3) 4 4my (b — b) & (3)
+ 6my (b —1)?&,(2) + 6my (by — D)7 &, (2)
-+ my (b —b)* + my (b —b)*

(97)

(98)

Auf Grund der Gleichungen (97) und (98) kann man ent-
scheiden, ob eine gegebene, durch m, b, £(2), €(3) ... charakteri-
sierte Beobachtungsrethe als eine Mischung aus @ oder ins-
besondere aus zwei Beobachtungsreihen mit den arithmetischen

Mittelwerten b, und den Mittelwertpotenzen &;(2), &;,(3) ...

auf-

gefalit werden kann, indem man feststellt, ob es ein System
von Werten my, i, ... m, oder insbesondere ein Wertenpaar
my, my gibt, das die Gleichungen (97) oder insbesondere (98)

befriedigt.
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Auf diesem Wege kann man beispielsweise entscheiden, ob
es nur zwei typische Formen fiir die Ausfithrung von Reaktionen
gibt, die man als muskulidre und sensorielle Reaktionsweise zu
unterscheiden pflegt, oder ob nicht vielmehr die genannten Formen
die extremen Fille einer stetig abgestuften Folge oder wenigstens
einer grofBeren Reihe von Reaktionsformen darstellen.

Bei der Ausfilhrung einer Reaktion wird man nimlich von
Haus aus ein den persdnlichen Neigungen und Gewohnheiten ent-
sprechendes ,natiirliches® Verhalten beobachten. Es kann aber
durch Einiibung in der Regel erreicht werden, daf der Reagent
nach Belieben sowohl verlingerte als sensoriell bezeichnete, wie
auch verkiirzte sogenannte muskulire Reaktionen auszufiithren
imstande ist. Hierdurch wird die Vermutung nahegelegt, daB

Fig. 6.

B

jede Reaktion entweder sensoriell oder muskulir erfolge und daB
sonach die ,natiirliche® Reaktionsweise aus einer Mischung des
sensoriellen und muskuliren Typus bestebe.

Um hieriiber eine Entscheidung herbeizufithren, habe ich
die in der Dissertation?) ,Reaktionszeiten bei Durchgangsbeob-
achtungen“ von Alechsieff mitgeteilten Beobachtungsreihen
untersucht. Beispielshalber teile ich die von Alechsieff selbst
angestellten Reaktionsversuche in Tabelle 9 mit. Die Reaktions-
zeiten wurden bis auf Tausendstel Sekunden bestimmt und so-
dann bei der tabellarischen und graphischen Darbietung in
Intervalle von je zehn Tausendstel durch Vereinigung der die
namlichen Hundertstel aufweisenden Zeiten zusammengefaft. Die

1) Philosophische Studien (herausg. von Wundt), 16 (1900).
9%
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Tabelle 9.

Muskulidr natiirlich sensoriell
4 F1 @ 4 a 1
7,45 1 12,45 1 16,45 9
8,45 0 13,45 2 17,45 3
9,45 0 14,45 6 18,45 2
10,45 3 15,45 6 19,45 6
11,45 3 16,45 10 20,45 12
12,45 8 17,45 14 | 2145 11
13,45 18 18,45 16 | 22,45 21
14,45 30 19,45 23 | 2345 14
15,45 37 20,45 30 | 2445 25
16,45 20 21,45 17 | 2545 15
17,45 11 22,45 11 | 26,45 16
18,45 7 23,45 | 8 | 2745 7
19,45 4 24,45 | 3 | 2845 8
20,45 2 25,45 | 2 | 2045 2
21,45 2 M | 2048 2
0 | 81,45 1
. | 147

hierdurch bedingten Intervallmitten sind in Hundertstel Sekunden
unter @ angegeben. Die danebenstehenden z-Werte bezeichnen
die Héufigkeiten fir das Auftreten der a. Es fallen sonach
beispielsweise von den muskuliren Reaktionen auf das von 130
bis 139 Tausendstel Sekunden sich erstreckende Intervall mit
der Mitte 134,5 Tausendstel oder 13,45 Hundertstel, im ganzen
18 Reaktionen.

Den Verlauf der 2-Werte veranschaulicht Fig. 6. Sie lehrt,
daB in der Tat die natiirlichen Reaktionen B sich in der Mitte
zwischen den muskuliren Reaktionen A und den sensoriellen
Reaktionen C halten, so dal man nach dem Anblick der Kurven
auf eine Mischung der natiirlichen Reaktionsform an den beiden
Grenzformen zu schlieBen versucht ist. Berechnet man aber die
Mittelwerte, so findet man die in Tabelle 10 angegebenen Werte
der arithmetischen Mittel b und der auf b bezogenen Mittelwert-
potenzen & (2), €(3), &(4).
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Tabelle 10.
Reaktionsw. i muskulir natiirlich sensoriell
=== .i__ — - —_— — — e i =
b ovoe e | 15,3 [ 19,5 22,9
&2 v 2w w | i 46 6,7 8,7
8(B) s woncw & @ b l 40,7 . —4,7 —2,2
e(d) . . . . ... l 91 5 130 216

Setzt man nun unter den m natiirlichen Reaktionen m,
muskulire und m, sensorielle voraus, so miilten auf Grund
von (98), wenn m; :m = p und my:m == q gesetzt wird, folgende
Gleichungen bestehen:

1 =»p + 4

19,5 = p.22,9 +¢.15,3

6,7 =p.20 +gq.22
— 4,7 = p.126 —¢q.131

130 = p.923 4+ ¢.877

Da jedoch diese Gleichungen keine annehmbaren Lésungen
zulassen, so ist es auch nicht gestattet, die natiirlichen Reaktionen
als eine Mischung sensorieller und muskulirer Reaktionen auf-
zufassen.

Durch die Zerlegung der Beobachtungsreihe in Komponenten
kann man nun auch auf Grund folgender Erwidgungen zu einer
einfachen Bestimmung der Unterschiedsschwellenwerte gelangen.

Es wird vorausgesetzt, dall eine Unterschiedsschwelle existiert
und die Schirfe der Unterscheidbarkeit zum Ausdruck bringt.
Gehort nun zu einer Reihe von Beobachtungen das von den
Unterschiedsschwellen b 4 ¢ und b — ¢ begrenzte Gebiet b1,
wo b das arithmetische Mittel der beobachteten Werte angibt, so
wiirde eine verdoppelte Unterscheidungsfahigkeit das Zerfallen
des Gebietes b 4 ¢ in die von den Unterschiedsschwellen b - ¢
und b einerseits, b und b — ¢ andererseits begrenzten Teilgebiete
und hiermit ein Zerfallen der Beobachtungsreihe in zwei, den
beiden Teilintervallen zugehérende Komponenten zur Folge haben.
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In entsprechender Weise wiirde die Annahme einer -fach ver-
stirkten Unterscheidungsfihigkeit zur Zerlegung des Gebietes
b+ in u Teile und zur Zerlegung der Beobachtungsreihe in u,
den einzelnen Teilen zugehérende Komponenten fiihren. Schlie-
lich kann bei unbegrenzt verfeinerter Unterscheidung die An-
zahl @ der Komponenten unbegrenzt grol angenommen werden.
Es darf ferner im Interesse der Einfachheit eine iibereinstimmende
Beschaffenheit der Komponenten vorausgesetzt werden, so daB
jede Komponente durch die némlichen auf das jeweilige arith-
metische Mittel bezogenen Mittelwertpotenzen bestimmt wird.

Werden demgemi8 die arithmetischen Mittelwerte der Kompo-
nenten der Reihe nach in der Form

by =0b— (& — 1)0; b= b — (u — 3)0; }
(99)
by =10+ (u — 1)0
vorausgesetzt (wo p0 = 4); werden ferner die allen Komponenten
gemeinsamen Werte der, auf das jeweilige arithmetische Mittel
bezogenen Mittelwertpotenzen durch 5 (1) = 0, 5 (2), 5 (3), ...
angegeben und die Anzahlen der jeder Komponente zukommen-
den Beobachtungen ., my, My ... ibereinstimmend gleich m: u
angenommen, 8o erhilt man aus (97), wenn noch fir hinreichend
grofe Werte g
o o o —62xy2x+1_ Z.2"[L

ool — e @ — B = = 0o
gesetzt wird, die Beziehung:

£(0) = n(@)+9(914._21) e —2)- 0

oo — (e — 2)(¢ — 3)
+ 1.2.3.4 m(e—4)

) (101)
4

Zur Bestimmung des Unterschiedsschwellenwertes ¢ erhilt
man hieraus zunichst

E@ =@+ - - - - - (109)

und weiterhin, wenn der Wert von &(4) zur Charakterisierung
der Beobachtungsreihe verwendbar ist,

E =@ @ats - - . a0)
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Aus (102) folgt, da 7 (2) unbekannt, aber wesentlich positiv
ist, die Bedingung

< 38(2), . . . . . . (104)
oder, wenn & = &(2) gesetzt wird,
i<<&V3 . . . . . . (104a)

Durch die Vereinigung von (102) und (103) erhilt man
aullerdem die Gleichung

) —3E@P =1(0) —3n@P—2r - - (10)

Hat man nun zusammengehérige Beobachtungsreihen, deren
Mittelwertpotenzen zweiter und vierter Ordnung durch & (2),
& (4); &(2), &,(4); &(2), & (4); ... bezeichnet werden mogen,
unter gleichartigen Umstinden hergestellt, so daf die Werte 7 (2)
und 7 (4) der vorauszusetzenden Komponenten fiir alle Reihen
iibereinstimmen, wihrend die Unterschiedsschwellenwerte ;, 7,
43 ... von einer Reihe zur andern sich #ndern, so kann man auf
Grund von (102) und (105) die Gleichungen

0@ =n@+ 1,

a(4)—36(2) = n(4)—3n(2)2_21_§
0@ =1@+ -2,

&(4)—36 (22 =1n4)—3 4(2)2_21_7'52* (106)
B =@+ 2

&3 (4) — 36 (2?2 = ,7(4)__311(2)2_%;

ansetzen, aus demnen 4, 4y, 73, ... zugleich mit 7 (2) und % (4)
durch Ausgleichung zu bestimmen sind. Es setzt dies
jedoch voraus, daf der Wert &(4) — 3&(2)2 beim Uber-
gang von einer Beobachtungsreihe zur anderen im ent-
gegengesetzten Sinne wie der Betrag der Unterschieds-
schwelle sich éndert. Trifft dies nicht zu oder wird die
Anderung durch unregelmifige Schwankungen der beobachteten
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Werte iiberwuchert, so mu man darauf verzichten, die Werte
& (4) auf Grund der Gleichung (105) zur Bestimmung der Unter-
schiedsschwelle heranzuziehen, und sich mit den in jedem Falle
zutreffenden Ungleichungen (104) begniigen.

Tabelle 11.
180° Wei I 140° Weils | 100° Weil

[ z :: 13 | z il @ 4
163,5 1 | 128 9 89,5 1,5
165 0 [ 129,5 4 91 3,5
166,5 0 [ 131 5 92,5 4,5
168 3 132,5 10 94 11
169,5 7 134 11,5 95,5 17
171 8 [ 1855 16 97 19,5
172,5 5 | 137 13,5 98,5 | 7,5
174 75 | 1885 16,5 100 2,5
175,5 4 | 140 7,5 101,5 4,5
177 8 [ 1415 6,5 108 3,5
178,5 7,5 143 0,5 e

m = 75
180 8 144,5 2 [
181,5 8 146 3
183 7 1475 | 2 !
1545 7 | m = 100 |
186 7,5 . :
187,5 4 ; |
189 4 '; I
190,5 0,5 i |
192 2 l ' I
193,5 0 I ‘ ;
195 0 i| , |
196,5 1 | ‘ I
m = 100 ' [

Als Beispiel wihle ich die bereits bei der Erorterung der
Methode der eben merklichen Unterschiede (S. 54) erwihnten
Versuche iiber Helligkeitsvergleiche an rotierenden, aus schwarzen
und weilen Sektoren bestehenden Scheiben, wo die eine Scheibe
feste, die andere verstellbare Sektoren hatte und die letztere auf
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die némliche Helligkeit wie die erstere eingestellt wurde?). Solche
Einstellungen auf subjektive Gleichheit wurden fiir finf ver-
schiedene Scheibenpaare vollzogen, wobei die Scheibe mit festen
Sektoren aus 220Y Weil und 140° Schwarz; 180° Weill und
1800 Schwarz; 140° Weil und 220° Schwarz; 100° Weill und
2600 Schwarz; 60° Weil und 300° Schwarz bestand. Unter
anderen Reihen haben sich die in Tabelle 11 verzeichneten
ergeben, wo unter a die durch Herstellen subjektiver Gleichheit
gewonnenen Grade der weilen Sektoren der Vergleichsscheibe,
unter 2 die Haufigkeiten des Auftretens der a stehen, wihrend
der Zahlenwert oberhalb der einzelnen Reihen die Grofle der
weiffen Sektoren der Hauptscheibe angibt. Aus diesen Reihen
findet man die in Tabelle 12 zusammengestellten Werte der

Tabelle 12.

| 180° Weis 140° Wei | 100° Weib
b v o a0 n 178,9 + 0,7 136,6 + 0,4 96,3 + 0,3
€2 ... .| 1,58(19,5 * 28) | 1,5%(7,7 £ 1,1) | 1,5!(3,9 * 0,7)
@) . ... 1,5°(@8*2) | 15°(8 * 8) 1,5°(2 + 3)
€(4) . .. .| 1,5°(200 % 250) | 1,5* (187 % 48) 1,5 (48 + 13)

e(4)—3¢e(2) —1,5%, 241 1,5%.9 1,5%.9

arithmetischen Mittel b und der auf b bezogenen Mittelwert-
potenzen &(2), &(3), €(4), so daB mit Riicksicht auf (104), wenn
die zu 1800, 140°, 100° gehorenden Unterschiedsschwellen der
Reihe nach durch ¢, 7,, i; bezeichnet werden,

il < 132 iy << 11
iy << 52 B << 7
i2 << 26 i3 << b

und mit Riicksicht auf (106)

1) Eine ausfiihrlichere Behandlung der Versuche findet man in
der Abhandlung ,Die Mabmethoden der experimentellen Psychologie®,
S. 71, 83.
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,&'2
1,52.195 = 7 (2) +
o 28
— 154241 = q(4)— 37—

5
1'2
L5277 = (2) + =
2
1,54.9 = g (4)— 39 (22—
15
1,52.3,9 —_—n(2)+i§1
2
1562 =@ —3n@r—

Es 1aBt sich aber diesen Gleichungen kein geeignetes System
von Werten 4y, ¢y, 73 entnehmen, da die Werte von & (4) — 3 §(2)?
unregelmiBiges Schwanken statt der durch die Abnahme der
Unterschiedsschwellenwerte 4,, 7,, ¢; bedingten gesetzméBigen
Zunahme zeigen. Man mull sich darum mit den aufgestellten
Ungleichungen zufrieden geben.




Anhang.

21. Die Berechnung der Mittelwerte.

Zur Berechnung der Mittelwerte dient am bequemsten das
in der ,Theorie der Kollektivgegenstinde“ von mir entwickelte
Verfahren, das hier kurz auseinandergesetzt werden soll.

Tabelle 13.

a z | Y x w

; ' i I
y | & h Ly | ™
g | Zg Ye Tp | We

| |
LT Zu—y Yu—y Ty —g Wy —y
—
Gy 3 Zy—3 | Yu—s Ty —3 10
o
Oy —2 Zy—2 Yu—»o x
’

Ay —1 Zy—1 Y
a, 2

| 7]
i1 | Zwgr | Y

| R "
Yute | Fut2 Yus2 #

| | e N
%43 | Zugs | Yusrs | Tuss w
TGrs | Zuts Yut 4 Ty 4 Wy 44

1

l | [ o

y-1 | ZH—1 Yo—1 | Ty Wy a1
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In der Rethe der um den konstanten Betrag 217 fortschreiten-
den Werte a,, ay, a3 ... ay, denen die Anzahlen 2, 25, 25 ... 2,
zugehéren, bestimme man zunichst denjenigen Wert a., der mit
dem arithmetischen Mittel b aller Werte zusammenfillt oder b
am nichsten steht!), und bilde sodann durch successives Auf-
summieren, von den beiden Enden der Reihe ausgehend, weitere
Reihen, die in der Tabelle 13 (a. v. Seite) iibersichtlich zusammen-
gestellt sind und am einfachsten von vorn herein in ein der-
artiges Schema eingefiigt werden.

In derselben ist:

h1 ==& Yv ==&
Y2 =2 + % Yv—1 =2y + &v—1

Ys —& + Zy +Z3 Yp—o = &v + fv—y + By_—9

Yu—2==2, +52 +"'+zu—2 Yuto2=2 + &y—1+ "+ + Zuia

&y =MW Ty =Y
Zy =y + 9 Tyv—1 =Yv+ Yv—1
g =M% +.7/2+J3 Ly—2 :?/v‘|’./v—1 + 92

xu-—3_‘y1 +3/3+ +yy,—3 ‘Tu,.}_g—-—:l/,,—l—‘j,,_l—}—.. +yu+3

wy = Wy == Xy
wy =+ Wy—1 =Ly + Ly—1
wy =% + %y + 25 Wy—o =Ty + Ty—1 -+ Tv—2

Wy—s =% + Byt FBu—s Wups=2 1+ o+ Zusgs

usw. usw.

Alsdann berechne man durch Addition der iibereinander-
stehenden Zahlenwerte die Summen:

') Der Wert a, wird dadurch charakterisiert, daf nach (108)
m < ! und somit in Ubereinstimmung mit (107) d; + d, oder
y" — y' + 2" — 2 kleiner als '/,m sein muf. Man kann darum die
vorgidngige Bestimmung von b ersparen, wenn man unter Riicksicht-
nahme auf die angegebene Bedingung die Bildung der y-Reihe vor-
sichtig vollzieht.



d =z ‘o, + oo =zt F o lug
Y =t +v+-F Y2 ¥ =gttt Y
¥ =z F g+ Fxa—s 2= F g Ty

w’=w1+w2+...+wuw4 w’I:wv+w1'—1+"‘+wM+4

Zur Kontrolle dienen die Relationen:

d =i+ Yu—» ' =zur1 4+ Yuso
Y = Yu—2 + Tu—1 Y =Yuso + Tusts
=5+ Wu—s 2 = Zuts + Weyis

Nunmehr bestimme man aus den Werten 2/, 2”; ¥/, y''; 2’ «''}
... die Summen und Differenzen:

1" ', " ’, " ‘. 1" ‘.
o=+ s =y oy s=a oy =
! /

dy=2¢"—2; di=y"—y'; dy=2a" —o; dy=w" — '

Aus den s- und d-Werten erhilt man sodann die auf den
Ausgangswert a, bezogenen Mittelwertpotenzen 7 (1), 7(2), 5(3),
. auf Grund der Formeln:

m = 2u -+ So

mn(1) = 21.(d, + dy)

mn(2) = (2102.(2s, + 38 + $o)

mn(3) = (21)%.(6ds + 12d, + 7d, + do)

mn(4) = (8D*. (245, + 60s; 4+ 50s, + 155, + sp)

mny(5) = (21)5.(120d; + 360d, + 390d; -} 1804,
+ 31d; + do)

mn(6) = (21)5.(720s; + 25205, + 3360s, + 2100s,  (107)
+ 602s, + 63s; 4+ sg)

mn(7) = (21)7.(5040d; + 20160d; 4+ 31920d;
+ 25200d, + 10206d; + 1932d, + 1274,
+ dy)

mny(8) = (21)8.(40320s; + 181440s; -+ 3326405,
4+ 317520s, + 1668245, + 466205,
+ 6050s, + 2555, + So).

Von den auf den Ausgangswert a. bezogenen Mittelwert-
potenzen 7(1), %(2), §(3), ... gelangt man schlieflich zu den
auf das arithmetische Mittel b bezogenen Werten &(1) =— 0, &(2),
£(3), . . . mittels der Formeln:




b = ay + 1(1)
£(2) = n(2) — n(1)?
£(3) = n(3) — 3n(2)n, +279(1)
e(4) = n4) —4n@3)n 4+ 67(2)n(1)2—3n(1)*
£(5) = n(5) — 5n(4)n(1) + 105(38)n(1)?
— 109 (2)n(1)*F4yQ1)°
£(6) = 7(6) — Gy (5)n(1) + 15 n(4)n(1)?
— 207 (3)n (1) 4 15 n(2)n(1)* — 5 n(1)°
e(7) = n(7) — Tn(6)n(1) 4 21 n(5)n (1)
— 35 (4)n (1) + 85 (3)n (L)t —21n(2)n(1)°
+ 67(1)7
&(8) = n(8) — 8n(7)n(1)+2875(6)n(1)?
— 567 (5)n(1)®+ 70n(4)n(1)* — 56 7(3)n (1)’
+ 289(2)n(1)¢ — 7n(1)s

(108)

In vielen Fillen, insbesondere bei kleinen Werten % (1), und

namentlich dann, wenn es sich blof um die Berechnung der

mitt-

leren quadratischen Abweichungen handelt, bedarf man jedoch

des Uberganges von den 7-Werten zu den &-Werten nicht.

Zur Erlduterung der vorstehenden Regeln sollen fir die
mittlere der drei in Tabelle 11 verzeichneten Reihen das arith-
metische Mittel b und die auf b bezogenen Mittelwertpotenzen
§(2), ¢(3), €(4) nebst den mittleren quadratischen Abweichungen

berechnet werden. Man erhilt (s. Tabelle 14):

Sg = 86,55 s, = 129,55 s, =— 149; 53 =— 119,53

dy = —10,5; dy = —15,5; dy = 11; d3 = 87,5;

8y = 61; s = 17; s8¢ = 258 = 0

dy = 33; d, = 13; dy= 25;d; = 0.
Es ist daher:

m = 100

mn(l) = —1,5.26 b = 136,6

mn(2) = 1,62.773 §(2y = 1,52.7,7

mn(3) = 1,63.238 &§(3) = 1,5%.8,37

mn(4) — 1,5¢.18113 e(d) = 1,64.187

mn(d) = 1,5°.29554
mn(6) = 1,56.598133
mn(7) = 1,57.1288878
mn(8) = 1,568.22745033
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Tabelle 14.

a I z ‘ Y i @ |‘ w | v u i t
S s — B
128 2 | 2 | 2 2 ] 2 2 0

129,5 4 6 8 10 | 12| T2

131 | 5 11 19 29 ‘ 14

132,5 | 10 21 ‘ 490 | a1

134 11,5 | 325 | 69

1355 | 16 | 1725

137 13,5

138,5 | 16,5 57

140 75 | 21,5 | 80

141,5 6,5 14 35,5 | 785

143 0,5 7,5 ‘ 21,5 | 445 | 47

145,5 2 |7 |1 23 34 | 15

146 3 | 5 7 9 | 1 | 13 2
147,5 | 2 | 2 | 2 ‘ [ e

Die mittlere quadratische Abweichung fiir b oder 7 ist glelch

1

tir €(2), 8(3), &(4) der Reihe nach gleich:

V% [6(4) — (2)?] =1,52. 1,1; ]/% [1(6) — n(3)2] = 1,5.8;

1
Vﬁ [1(8) — 7(4)7] = 1,5+. 44.

Man erhilt somit:

b = 136,6 + 0,4

e(2) = 1,52(7,7 + 1,1) &g = 4,2(4,5; 3,9)
£(3) = 1,53(8,37 + 8) & = 3,0(3,8; 1,1)
£(4) — 1,54(187 + 44) &, = 5,5(5,8; 6,2),

wo die in Klammern beigefiigten Werte dem durch die mittlere
quadratische Abweichung der Potenzwerte bedingten positiven
und negativen Zuwachs entsprechen.
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