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Allgemeine physikalische Konstanten
(Mai 1926) ).
a) Mechanische Konstanten.

Gravitationskonstante . . . . . . . . . .+ . .66;-10"%dyn-cm?-g-2
Normale Schwerebeschleunigung . . . . . . . . 980,665 cm - sec~ 2
Schwerebeschleunigung bei 45° Breite . . . . . 980,616 cm - sec ™2

1 Meterkilogramm (mkg) . . . . . . . . . . . 0980665 - 108 erg
Normale Atmosphare (atm) . . . . . . . . . . 1,01325 - 108 dyn - cm—2
Technische Atmosphare . . . . . . . . . ... 0,980665 « 10% dyn - cm ~ 2

Maximale Dichte des Wassers bei 1atm . . . . 0,999972 g - cm~3
Normales spezifisches Gewicht des Quecksilbers . 13,5955

b) Thermische Konstanten.

Absolute Temperatur des Eispunktes . . . . . . 273,2¢°
Normales spezifisches Gewicht des Sauerstoffes . 1,4290 . 102
Normales Molvolumen idealer Gase . . . . . . 22,41,-10%cm?

0,8204, - 102 cm3-atm - grad -1
0,83124 + 108 erg - grad —1
0,8308, - 10 int joule - grad —1
1,985, cal - grad —1
4,184, int joule
1,1623 - 10 % int k-watt-st
4,1865 - 107 erg
4,2685 - 10~ mkg

c) Elektrische Konstanten.
1 internationales Ampere (int amp) . . . . . . 1,0000, abs amp
1 internationales Ohm (int ohm) . . . . . . . . 1,0005, abs ohm
Elektrochemisches Aquivalent des Silbers . . . . 1,1180010-3 g - int coul-1
Faraday-Konstante fiir ein Mol und Valenz 1 . . 0,9649, - 10° int coul
Ionisier.-Energie/Ionisier.-Spannung . . . . . . 0,9649,-10° int joule . int volt —1

Gaskonstante fiir ein Mol . . . . . . . . e .

Energiedquivalent der 15°Kalorie (cal) . . . .

d) Atom- und Elektronenkonstanten.

Atomgewicht des Sauerstoffs. . . . . . . . . . 16,000

Atomgewicht des Silbers . . . . . . . . . .. 107,88

Loscamiptsche Zahl . . . . . . . . . .. .. 6,06, * 102 mol~1
BortzmaNNsche Konstante 2 . . . . . . . . . 1,37, - 10~ erg - grad -1
1/, der Masse des Sauerstoffatoms . . . . . . . 1,65 -10"%#g
Elektrisches Elementarquantum e . . . . . . 1,592 - 10719 int coul

4,774+ 10710 dyn'z - cm
Spezifische Ladung des ruhenden Elektrons e/m . 1,765 108 int coul - g—1
Masse des ruhenden Elektrons m. . . . . . . . 9,0,- 1028 g
Geschwindigkeit von 1-Volt-Elektronen . . . . . 5,94 .107 cm - sec~1
Atomgewicht des Elektrons . . . . . . . . . 546-1074%

e) Optische und Strahlungskonstanten.
Lichtgeschwindigkeit (im Vakuum) . . . . . . . 2,9985 - 10 cm - sec !
Wellenlange der roten Cd-Linie (1 atm, 15° C) . 6438,470,° 10~ 8cm
RypBERGsche Konstante fiir unendl. Kernmasse . 109737,1 cm~1
SomMmERFELDsche Konstante der Feinstruktur . . 0,729 - 102
5,75+ 10712 int watt - cm~2. grad -4
1,37, 1072 cal-cm~2 -sec-1. grad -4
Konstante des WiENschen Verschiebungsgesetzes . 0,288 cm - grad
‘WIEN-PLANCKsche Strahlungskonstante ¢, . . . . 1,43 cm - grad

STEFAN-BoLTZMANNsche Strahlungskonstante o .

f) Quantenkonstanten.
Prancksches Wirkungsquantum 2 . . . . . . . 6,55+ 10~ %7 erg - sec
Quantenkonstante fiir Frequenzen § = h/k . . . 4.78 - 10~ sec - grad
Durch 1-Volt-Elektronen angeregte Wellenldnge . 1,233 -10"%cm
Radius der Normalbahn des H-Elektrons . . . . 0,529 - 10" 8cm.

1) Erlauterungen und Begriindungen s. ds. Handb. Bd. II. Artikel HENNING-]JAEGER,



Kapitel 1.

Quantentheorie.

Von
W. PauLi, Hamburg.

Mit 16 Abbildungen.

I. Allgemeine Prinzipien der Quantentheorie.

1. Die Grundpostulate der Quantentheorie. Die Quantentheorie!) ist
urspriinglich bei dem Versuch entstanden, die thermodynamischen Eigenschaften
der Strahlung, die in der beobachteten spektralen Intensititsverteilung der
schwarzen Strahlung in ihrer Abhingigkeit von Frequenz und Temperatur zum
Ausdruck kommen, im Sinne der allgemeinen Prinzipien der statistischen Warme-
theorie von BoLtzMANN und G1BBS molekulartheoretisch zu deuten. MAX PLANCK
sah sich ndmlich in seinen Untersuchungen iiber diesen Gegenstand zu einer
Annahme genétigt, die einen vollstindigen Bruch mit den Gesetzen der klassischen
Mechanik und Elektrodynamik bedeutete und von deren Aufstellung im Jahre
1900 die Begriindung der Quantentheorie datiert. PLANCK benutzte speziell
das klassische Modell fiir eine monochromatische Lichtquelle, das aus einem
geladenen, lings einer Geraden beweglichen Teilchen besteht, auf welches eine

1) Monographien und Lehrbiicher: N.Bour, Uber die Quantentheorie der Linien-
spektren, iibersetzt von P.HERTz, Braunschweig 1923 [als Original erschienen in den
Schriften der Kopenh. Akad., Teil I, I1. 1918; Teil ITI. 1923]. Im folgenden zitiert als ,,Q.
d. L.« N. BoHR, Drei Aufsitze iiber Spektren und Atombau, 2. Aufl,, Braunschweig 1924
[als Original erschienen: 1. Aufs. Fysisk Tidsskr. Bd. 12, S. 97. 1914; 2. Aufs. ZS. f. Phys.
Bd. 2, S. 423. 1920; 3. Aufs. ebenda Bd. 9, S. 1. 1922]; N. Bour, Uber den Bau der Atome,
Nobelvortrag, geh. am 11. Dez. 1922, Berlin 1923 [= Naturwissensch. Bd. 11, S. 606. 1923];
N. BosRr, Abhandl. tiber Atombau aus den Jahren 1913 —1916, iibersetzt von H. STINTZING,
Braunschweig 1921; A. SoMMERFELD, Atombau und Spektrallinien, 4. Aufl., Braunschweig
1924; M. BorN, Vorlesungen iiber Atommechanik, Berlin 1925; E. BAck u. A. LANDE,
Zeemaneffekt und Multiplettstruktur der Spektrallinien, Berlin 1925; E. BucewaLD, Das
Korrespondenzprinzip, Braunschweig 1921; F. ReicHE, Die Quantentheorie, Berlin 1921.

Die statistischen Anwendungen der Quantentheorie werden eingehender von A. SMEKAL
(ds. Handb. Bd. IX), die Beziehungen zur Chemie von F. PANETH, (ds. Handb. Bd. XXII)
und von H. G. GriMM, (ds. Handb. Bd. XXIV), behandelt. Ferner sind im vorliegenden
Artikel alle auf Molekialbau und Bandenspektren beziiglichen Fragen, die von K. F. HErz-
FELD (ds. Handb. Bd. XXII) behandelt werden, auBer Betracht gelassen. Die mathe-
matischen Methoden der héheren Mechanik, die der Quantentheorie der mehrfach perio-
dischen Systeme zugrunde liegen, sind von E.FuEs (ds. Handb. Bd. V) eingehend dar-
gestellt.

Im vorliegenden Kapitel konnten die nach dem 1. Sept. 1925 erschienenen Arbeiten
nur mehr teilweise herangezogen werden. Insbesondere blieben die bedeutungsvollen Ar-
beiten von W. HEISENBERG, ZS. f. Phys. Bd. 33, S. 879. 1925; M. BorN u. P. JoRDAN,
ZS. f. Phys. Bd. 34, S. 858. 1925; P. A. M. Dirac, Proc. Roy. Soc. London (A) Bd. 109,
S. 642. 1925, und M. BorN, P. JorpAN u. W. HEISENBERG, ZS. f. Phys. Bd. 35, S. 557.
1926, in denen durch Aufstellung einer rationellen Quantenmechanik ein prinzipieller
Fortschritt der Theorie erzielt wird, noch unberiicksichtigt.

Handbuch der Physik. XXIII. 1



2 Kap. 1. W. Pauir: Quantentheorie. Ziff. 1.

zu seiner Elongation von einer bestimmten Gleichgewichtslage proportionale
Anziehungskraft wirkt und das daher harmonische Schwingungen mit einer
charakteristischen Frequenz w, um diese Gleichgewichtslage vollfithrtl). Fiir einen
solchen linearen, harmonischen Oszillator muBte nun PLaNCK fordern, daB der
Umsatz seiner Schwingungsenergie in Strahlungsenergie nicht wie in der klas-
sischen Theorie kontinuierlich erfolgt, sondern daB jeweils nur ein ganz be-
stimmter Energiebetrag emittiert oder absorbiert werden kann, der gegeben ist

durch
e e=hw,. (1)

Hierin ist % eine neue universelle Konstante, das elementare Wirkungsquantum,
dessen GroBle PLANCK aus dem Wirmestrahlungsgesetz zu 6,55 - 10~%" Erg sek
bestimmen konnte. In der urspriinglichen Fassung seiner Theorie, die sich den
weiteren Erfahrungen gegeniiber als die allein aufrecht zu erhaltende erwiesen
hat, nahm PLANCK weiter an, daB der Oszillator iiberhaupt nur in solchen Zu-
stinden existieren kann, in denen seine Energie bestimmte ausgezeichnete Werte
annimmt, die sich je um den Betrag % w, unterscheiden. Es gilt daher fir die
Energie E,, des Oszillators im #-ten Zustand

E,=nhwy,+ E,, (2)

wenn E, die Energie im untersten Zustand bedeutet. (Uber deren Betrag
vgl. Ziff. 9.) Die Emission und Absorption von Strahlung der Frequenz w,
sollte demnach beim Ubergang des Oszillators von einem dieser Zustinde nach
dem nichstniedrigeren bzw. nichsthéheren erfolgen. So wurde von PLANCK zum
erstenmal eine Diskontinuitdt in die Beschreibung der Naturvorginge eingefiihrt.

Wihrend urspriinglich die Quantengesetze nur bei statistischen Anwendungen
der Molekulartheorie eine Rolle spielten, fanden sich spiter zahlreiche Einzel-
phinomene, in denen nicht nur die Unzulinglichkeit der klassischen Theorie
unmittelbar zutage trat, sondern die auch zu einer direkten Bestimmung des
Wertes der PLanckschen Konstante % benutzt werden kénnen. Das zuerst be-
kannt gewordene dieser Phiinomene ist der lichtelektrische Effekt, das Austreten
von Elektronen aus einer Metallplatte bei Bestrahlung derselben mit ultra-
violettem oder Rontgenlicht. GemiB einem grundlegenden experimentellen
Resultat von LENARD?) hingt die Geschwindigkeit der austretenden Elektronen
nicht ab von der Intensitit der auffallenden Strahlung, sondern allein von ihrer
Farbe (Frequenz). Die Intensitit der Strahlung bestimmt allein die mittlere
Anzahl der pro Zeiteinheit ausgelosten Elektronen. Ein solches Verhalten ist
nach der klassischen Wellentheorie des Lichtes unverstindlich, da diese eine
zur Intensitdt des Lichtes proportionale riumliche Dichte der Strahlungsenergie
erfordert, die viel zu gering ist, um das Auftreten so groSer Energien in so kurzer
Zeit, wie es bei den lichtelektrisch ausgelosten Elektronen beobachtet wird,
erkliren zu konnen. EINSTEIN3) hat nun die hier auftretende Schwierigkeit
mit der Pranckschen Theorie der Wirmestrahlung in Verbindung gebracht,
indem er in Anlehnung an dessen Gleichung (1) annahm, da8 die Energie der
Strahlung sich nicht allseitig in Kugelwellen ausbreitet, sondern daBl Energie-
betrige von der GroBe ¢ = & v, worin » die Frequenz der Strahlung bedeutet,
stets in kleinen Raumteilen konzentriert bleiben sollen. Wir kommen auf diese
Vorstellung der Lichtquanten spiter zuriick. Hier handelt es sich uns nur um

1) Die Bezeichnung ,,Frequenz* wird in diesem Kapitel stets als gleichbedeutend
mit ,,Schwingungszahl“ verwendet. Die Kreisfrequenz, die aus dieser durch Multiplikation
mit 2 7 entsteht, wird an keiner Stelle eingefiihrt.

2) P. LENARD, Ann. d. Phys. Bd. 8, S. 149. 1902.

3) A. EinsTEIN, Ann. d. Phys. Bd. 17, S. 132. 1905; Bd. 20, S. 199. 1906.
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die Folgerung EINSTEINS, daf beijedem Elementarproze der,Erzeugung
und Verwandlung des Lichtes” einer bestimmten Frequenz » ein
Energiebetrag E = hv umgesetzt wird. Dieses Gesetz hat sich allen
spateren Erfahrungen gegeniiber vollstindig bewdhrt. Insbesondere ergibt sich
fiir den lichtelektrischen Effekt, wenn V' die Spannung bedeutet, bei deren freiem
Durchlaufen das Elektron mit der Ladung e die beobachtete Geschwindigkeit
erlangt haben wiirde und wenn mit P die vom Elektron beim Austritt aus dem
Metall zu leistende Arbeit bezeichnet wird, die EINsTEINsche Gleichung

eV =hyv—P, (3)

Dabei ist zu betonen, daB sich V auf die der Maximalgeschwindigkeit der Elek-
tronen entsprechende Spannung bezieht, da diese auf ihrem Weg durch das Metall
durch sekundire Prozesse wieder Energie verlieren kénnen. Den experimentellen
Nachweis einer scharf definierten Maximalenergie der von monochromatischer
Strahlung lichtelektrisch ausgel6sten Elektronen und die volle quantitative
Bestitigung der EinsTEINschen Gleichung (3) brachten spiter Versuche von
MiLLiKANY). Aus diesen ergab sich fiir das Wirkungsquantum /% der mit nach
anderen Methoden erhaltenen Werten gut iibereinstimmende Wert

h=6,57-10~% Erg sek.

Fiir die weitere Entwicklung der Quantentheorie waren die Aufschliisse
iiber den Bau der Atome entscheidend, die man aus den Versuchen iiber den
Durchgang der Kathoden-, a- und Réntgenstrahlen durch die Materie erhalten
hat. Nachdem bereits durch zahlreiche Tatsachen die Annahme nahegelegt war,
daB die Atome aus positiven und negativen geladenen Bestandteilen zusammen-
gesetzt seien, und daf} die negativen Teilchen in den Atomen mit den in den
Kathodenstrahlen auftretenden Elektronen identisch sind, herrschte jedoch
durch lingere Zeit noch Unklarheit tiber die Form, in der die positive Elektrizitit
in den Atomen auftritt. Zunichst betonte LENARD2) auf Grund seiner Versuche
iiber den Durchgang der Kathodenstrahlen durch Materie die groBe Durch-
dringbarkeit der einzelnen Atome fiir diese Strahlen und gelangte zu der
Vorstellung, daB3 die Atome aus einzelnen Kraftzentren (Dynamiden) bestehen
sollten, deren Dimensionen klein sind gegeniiber der aus der kinetischen Gas-
theorie sich ergebenden Ausdehnung des ganzen Atoms. Sodann gelang RUTHER-
FORD3) durch Entdeckung der Atomkerne die endgiiltige Klirung der Frage.
Aus seinen Beobachtungen iiber das Vorkommen von grofen Ablenkungen beim
Voriibergang eines x-Teilchens an einem einzelnen Atom konnte dieser Forscher
nidmlich den Schlufl ziehen, daB die positive Elektrizitit in den Atomen in
Riaumen mit Lineardimensionen von der GréBenordnung 10-12 bis 10-13 cm
konzentriert sein miisse und dieser positive Kern die voriiberfliegenden «-Teilchen
gemill dem CouLoMBschen Gesetz abst6Bt. Im Kern ist beinahe die ganze Masse
des Atoms vereinigt, die beim Wasserstoff etwa 1800 mal groBer ist als die eines Elek-
trons. Sind im neutralen Atom Z Elektronen mit der Ladung — ¢ vorhanden, so
muf} der Kern offenbar die Ladung + Ze tragen. Die GréBe dieser Kernladungs-
zahl ist nach einer Hypothese von VAN DEN BROEK?) gleich der Stellenzahl des be-
treffenden Elementes im natiirlichen System der chemischen Elemente, also
gleich 1,2,3 ... bei H, He, Li,... Diese Annahme ist in gutem Einklang mit
den Resultaten iiber die Ablenkung der «-Strahlen sowie mit der GroBe der

1) R. H. MiLLikaN, Phys. Rev. Bd. 7, S. 18 u. 355. 1916.
%) P. Lenarp, Ann. d. Phys. Bd. 12, S. 714. 1903.

3) E. RuTHERFORD, Phil. Mag. Bd. 21, S. 669. 1911.

4) A. vanN DEN BROEK, Phys. ZS. Bd. 14, S. 32. 1913.

1%
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Streuung der Rontgenstrahlen, die gemiB Uberlegungen von J. J. THOMSON
die Gesamtzahl der Elektronen im Atom zu berechnen erlaubt. Ihre endgiiltige
Bestitigung erhielt die vaN DEN BroEKsche Annahme durch die MosELEyYschen
Resultate iiber die Réntgenspektren der Elemente, die in ds. Handb. XXII be-
sprochen werden.

Es entstand nun die Aufgabe, aus dieser Vorstellung des Kernatoms die
physikalischen und chemischen Eigenschaften der Elemente abzuleiten. Hier
wurde indessen die ginzliche Unzulinglichkeit der klassischen Mechanik und
Elektrodynamik offenbar. Betrachten wir als einfachstes Beispiel das Wasser-
stoffatom, das aus einem Kern und einem einzigen Elektron besteht, die einander
gemill dem CourLomBschen Gesetz anziehen. Erstens lieBen sich da iiberhaupt
keine bestimmten Dimensionen des Atoms und auch keine definierten physi-
kalischen Eigenschaften desselben angeben, da die GréBe der Bahn des Elektrons
um den Kern ganz von den in der klassischen Theorie willkiirlich vorgebbaren
Anfangsbedingungen abhingt. Zweitens miilte nach der klassischen Elektro-
dynamik eine Energieausstrahlung stattfinden, die erst aufhéren kénnte, bis das
Elektron in den Kern gefallen wire, wihrend in Wirklichkeit das Spektrum des
Wasserstoffs aus scharfen Spektrallinien besteht und iiberdies das Atom sich
normalerweise in einem strahlungslosen Zustand befindet. Da zeigte NIELS BoHR
im Jahre 1913, daBl man durch Einfithrung von Annahmen, die eine naturgemiBe
Verallgemeinerung der von PLANCK in seiner Theorie der Wiarmestrahlung zu-
grunde gelegten Annahmen darstellen, die prinzipielle Vereinbarkeit des RUTHER-
FORDschen Atommodells mit den beobachteten physikalischen und chemischen
Eigenschaften der Stoffe erreichen kann!). Er begriindete die Quantentheorie
des Atombaues und der Spektren, die er auf die beiden folgenden Grund-
postulate basierte.

I. Entgegen der klassischen’ Elektrodynamik, die eine kontinuierliche
Energieabgabe des Atoms durch Ausstrahlung erfordert, kann ein abgeschlossenes
System eine endliche Zeit lang in gewissen diskreten stationdren Zustdnden
(Quantenzustdnden) bestehen, in denen das System bestimmte definierte Eigen-
schaften besitzt. Diese Zustdnde besitzen ferner eine mechanisch unerklirbare
Stabilitit, die sich darin duBlert, da8 jede bleibende Verinderung im Verhalten
des Systems in einem vollstindigen Ubergang von einem stationiren Zustand
zu einem anderen bestehen muf.

II. Die Emission von Strahlung eines Atoms in einem bestimmten stationédren
Zustand mit der Energie E’ ist an die Méglichkeit eines Uberganges des Atoms
nach einem Zustand mit einer kleineren Energie E’* gekniipft. Jedem dieser
Ubergangsprozesse entspricht die Emission einer monochromatischen Strah-
lung, deren Frequenz » im allgemeinen nicht mit einer in der Bewegung des
Atoms auftretenden Frequenz iibereinstimmt, sondern mit der bei dem be-
trachteten Prozel emittierten Energie E’ — E"' durch die Beziehung

hv=E —E" (I)

verkniipft ist. Umgekehrt kann ein im letzteren Zustand befindliches Atom durch
Einwirkung von Strahlung der Frequenz » in den ersteren Zustand zuriickgefiihrt
werden, wobei die Energie 4 » absorbiert wird.

Indem Bomr auf die Ubereinstimmung der Perioden der Bewegung der
Elektronen im Atom mit der Periode des emittierten Lichtes verzichtet, benutzt
er die Quantengleichung (I) als eine Relation zur Berechnung der Frequenz

Braunschweig 1921, Abh. I—III]; vgl. auch den Nobelvortrag, Naturwissensch. Bd. 11,
S. 606. 1923. .
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des emittierten Lichtes, wenn die Energiewerte der stationiren Zustinde bekannt
sind; er benutzt sie als Frequenzbedingung. Dieser Schritt, mit dem die
Bonrsche Theorie wesentlich iiber die dlteren quantentheoretischen Ansitze
von Pranck und EINSTEIN hinausgeht, fithrt, wie in Ziff. 16 niher ausgefithrt
werden wird, auf groBe Schwierigkeiten bei der Theorie der Dispersionserschei-
nungen. Diese Schwierigkeiten scheinen jedoch tief im Wesen der Sache zu liegen
und dirften kaum auf einfache Weise zu vermeiden sein. Denn mittels der
beiden Grundpostulate der BoHrschen Theorie, von denen das erste die Existenz
von bestimmten physikalischen und chemischen Eigenschaften der Elemente,
das zweite das Auftreten von scharfen Linien in den Spektren dieser Elemente
ins Auge faBt, konnte ein grofes Tatsachengebiet durchleuchtet werden, das
vom Standpunkt der klassischen Elektrodynamik aus unerklarbar war. Ins-
besondere kann jetzt die Frequenzbedingung (I) wohl zu den empirisch am meisten
gesicherten Naturgesetzen gezdhlt werden.

Vor allem gibt diese unmittelbar Rechenschaft von dem allgemeinsten
spektroskopischen Gesetz, dem von Ritz aufgestellten Kombinationsprinzip.
Gemil diesem Prinzip lassen sich die Schwingungszahlen » der von einem Atom
emittierten Spektrallinien als Differenz zweier GroBen, der sog. Spektralterme,
darstellen, die eine fiir das betreffende Spektrum charakteristische Mannigfaltig-
keit bilden. Wihrend eine solche GesetzmiBigkeit von den in mechanischen
Systemen auftretenden Schwingungsstrahlen im allgemeinen keineswegs erfiillt
wird, 140t sie offenbar auf Grund der Frequenzbedingung (I) eine unmittelbare
Deutung zu. Wir konnen ndmlich die Spektralterme 7 direkt den Energie-
werten des Atoms in seinen stationdren Zustinden proportional setzen

E=—hT. (4)

Wenn wir dies tun, so ist darin zugleich eine Normierung der in der Energie
und in den Spektraltermen zunidchst noch willkiirlich gebliebenen additiven
Konstante enthalten. Die in der Gleichung (4) enthaltene Normierung bezieht
sich auf die optischen Spektren, die bei der Einfangung eines Elektrons durch den
Atomrest emittiert werden. Die Energie ist dabei auf den Zustand bezogen, wo
das betreffende Elektron vom Atomrest vollstindig losgelést und in Ruhe ist.
Da zu dieser Loslosung eine Arbeitsleistung erforderlich ist, entsprechen die Zu-
stinde, wo das Elektron bereits ans Atom gebunden ist, einem tieferen Energie-
niveau, und die zugehdrige Energie wird nach unserer Festsetzung negativ, wie es
in (4) zum Ausdruck gebracht ist. Wie in den beiden folgenden Abschnitten
noch niher erliutert werden wird, haben ferner die Zustinde, in denen das
Elektron nur noch sehr locker gebunden ist, nahezu dieselbe Energie, und es findet
demnach eine Hiufung der Energiewerte der stationiren Zustinde in der Nihe
des der vollstindigen Losldsung des Elektrons vom Atom entsprechenden Null-
wertes statt. Betrachtet man nun die Spektrallinien, die einem Ubergang des
Atoms von verschiedenen Anfangszustinden mit stets loserer Bindung des
Elektrons an das Atom nach einem und demselben Endzustand entsprechen,
so erhalten wir eine Serie von Linien, die sich an einer bestimmten Stelle haufen.
Diese Seriengrenze entspricht der vollstindigen Ablésung des Elektrons vom
Atom. Die Spektroskopiker haben nun die Spektralterme in den optischen
Spektren bereits so normiert, daB sie den moglichen Seriengrenzen gleich sind,
und hierdurch rechtfertigt sich die Gleichung (4) nunmehr vollstindig. (Uber
die genauere Definition des Begriffs der Spektralserie und iiber die abweichende
Normierung der Terme bei den Roéntgenspektren, s. d. Handb. XXI.)

Auf Grund der Annahme der Existenz von stationiren Zustinden der Atome
und der eben besprochenen aus der BoHrschen Frequenzbedingung (I) sich
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ergebenden energetischen Deutung der Spektralterme konnten alle
Erfahrungsergebnisse iiber die Anregung von Spektrallinien iibersichtlich
theoretisch gedeutet werden.

Bevor wir hierauf niher eingehen, moge zunichst erwihnt werden, dafl bei
Fehlen duBerer Stérungen nicht alle denkbaren Uberginge zwischen zwei statio-
ndren Zustinden wirklich mit Ausstrahlung verbunden auftreten konnen. Dieser
Umstand, fiir den wir im alleinigen Vorkommen der Uberginge zwischen benach-
barten Zustinden beim harmonischen Oszillator bereits ein Beispiel kennen-
gelernt haben, ist fiir die Beurteilung der Anregungsverhiltnisse eines Atoms
von wesentlicher Bedeutung, und wir werden spéter auf die theoretische Deutung
desselben zuriickkommen. Er kann zum Auftreten von sog. metastabilen
Zustinden AnlaB geben, die zwar eine groflere Energie besitzen als der Normal-
zustand, von denen aber bei Fehlen duBerer Stérungen kein Ubergang nach
einem Zustand kleinerer Energie unter Ausstrahlung méglich ist und die daher
in diesem Fall sehr lange Zeit hindurch bestehen kénnen. Fir solche meta-
stabilen Zustinde sind nunmehr bei vielen Atomarten zahlreiche Beispiele be-
kannt; der erste bekannt gewordene Fall dieser Art ist ein von J. FRANCK
und F. REICHE?) als metastabil erkannter Zustand des Heliumatoms.

Wenden wir uns nun der Besprechung der Anregung von Spektrallinien
durch Absorption (Einstrahlung) zu, so ist dabei zu beachten, daB bei nicht zu
hohen Temperaturen und bei Fehlen starker duBerer Einwirkungen alle Atome
eines Elementes sich im Zustand kleinster Energie, dem stabilen (strahlungslosen)
Normalzustand befinden. Es werden daher im allgemeinen nur diejenigen Linien
in Absorption erscheinen, die einem Ubergang vom Normalzustand nach einem
Zustand hoherer Energie, einem sog. angeregten Zustand, entsprechen, dagegen
nicht diejenigen in einer elektrischen Entladung in Emission erscheinenden
Linien, die bei Ubergingen zwischen zwei verschiedenen angeregten Zustinden
entstehen. Wenn von einem angeregten Zustand aus kein anderer Ubergang
unter Emission von Strahlung méglich ist als der nach dem Normalzustand,
so liegen die Verhiltnisse besonders einfach. Bestrahlt man dann nidmlich das
Atom mit der Absorptionslinie, die zum Ubergang vom Normalzustand nach
diesem angeregten Zustand gehort, so wird, falls keine ZusammenstéBe der Atome
wihrend ihres Verweilens im angeregten Zustand stattfinden und von jeder
gegenseitigen Beeinflussung der Atome durch Wechselwirkungskrifte abgesehen
werden kann, die ganze absorbierte Energie schlieSlich wieder in Strahlung von
derselben Frequenz wie die der auffallenden Strahlung emittiert, wobei die Atome
wieder in den Normalzustand zuriickfallen. Im Endresultat besteht die Wirkung
der Atome auf die Strahlung daher in diesem Fall einfach in einer starken selektiven
Zerstreuung der einfallenden Strahlung. Man spricht hier von Resonanzstrah-
lung in Anlehnung an den analogen Fall der Akustik und die klassische Be-
schreibung dieses Vorganges durch das Mitschwingen von harmonischen Oszilla-
toren (Resonatoren). Wird der Druck des Gases so stark erhoht, daBl wihrend des
Verweilens der Atome im angeregten Zustand bereits merkliche viele Zusammen-
stoBe dieser Atome untereinander bzw. mit den Atomen eines zugesetzten Fremd-
gases stattfinden, so kann es vorkommen, daBl bei einem StoB das angeregte
Atom in seinen Normalzustand zuriickkehrt und die dabei frei werdende Energie,
ohne daB eine Ausstrahlung stattfindet, als Translationsenergie der beiden stoB3en-
den Atome in Erscheinung tritt (und schlieBlich bei weiteren Zusammenst6en
in Wirme verwandelt wird). Es sind dies sog. StéBe zweiter Art, im Gegensatz
zu StéBen erster Art, die eine Anregung der Atome mit entsprechendem Energie-

1) J. Franck u. F. ReichE, ZS. {. Phys. Bd. 1, S. 154. 1920.
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verlust des stoBenden Teilchens bewirken (s. unten). Durch diese StoBe zweiter
Art wird demnach eine Ausléschung der Resonanzstrahlung bewirkt. Aus dem
MaBe, wie diese Ausloschung bei zunehmendem Gasdruck einsetzt, kénnen offen-
bar Schliisse iiber die mittlere Verweilzeit der Atome im angeregten Zustand
(mittlere Lebensdauer dieses Zustandes) bei Fehlen von duBeren Stérungen ge-
zogen werden.

Betrachten wir nun den Fall der Absorption einer Linie, die zum Ubergang
vom Grundzustand, der mit 1 bezeichnet werden moge, nach einem héheren Zu-
stand 2 entspricht, von dem aus noch Uberginge nach anderen Zustinden 3, 4 . . .
unter Emission von Strahlung moglich sind. Es wird dann bei Einstrahlung
mit der Frequenz v, nicht nur Strahlung der gleichen Frequenz, sondern auch
solche mit den Frequenzen vy, vy, ... sowie evtl. auch mit Frequenzen, die
weiteren moglichen Ubergingen von diesen Zustinden 3, 4 ... nach anderen
Zustinden entsprechen, in Emission erscheinen (Fluoreszenzstrahlung). Dieser
Fall ist in Versuchen von STrRUTT!) mit Natriumdampf realisiert. Beachtet man,
daB der Zustand 1 nach Voraussetzung die kleinste Energie von allen Zustdnden
des Atoms besitzt, so ist leicht einzusehen, daB die Energieniveaus der Zu-
stinde 3, 4. .. zwischen denen der Zustinde 1 und 2 liegen miissen. Daher sind
gemil der Frequenzbedingung die Frequenzen vy, vy . . ., 73, . .. der Fluores-
zenzstrahlung kleiner als die Frequenz v, der einfallenden Strahlung. Es ist
dies eine allgemeine von STOKES aufgestellte Regel fiir die Fluoreszenz. Bei
ihrer Deutung durch die Frequenzbedingung ist Storungsireiheit der Atome und
Fehlen von Zusammenst6Ben und anderen Energiequellen als der Energie der
einfallenden Strahlung vorausgesetzt; diese kénnen Ausnahmen von der STOKES-
schen Regel bewirken.

Ein anderer interessanter Fall von Anregung durch Einstrahlung wurde
von FUCHTBAUER?) am Quecksilberdampf gefunden. Bestrahlt man gleichzeitig
mit der Frequenz v,,, die einem vom Grundzustand 1 ausgehenden Absorptions-
iibergang entspricht und mit Strahlung der Frequenz v, so kann auch die
letztere Strahlung merklich absorbiert werden, da durch Absorption der Fre-
quenz v, bereits Atome in den angeregten Zustand 2 gebracht wurden. Man
beobachtet dann, daB alle Linien vsy, %34, %4, ... in Emission erscheinen, die
durch Uberginge vom Zustand 3 aus (in einem oder mehreren Schritten) ent-
stehen kénnen. LiBt man nur Strahlung der Frequenz Vse, nicht aber solche
der Frequenz », auffallen, so bleibt die Erscheinung aus, wie es auch auf Grund
des Niveauschemas zu erwarten ist.

Aufler der Absorption der Serienlinien gibt es auch ein kontinuierliches
Absorptionsspektrum in dem sich an die Seriengrenze nach der kurzwelligeren
Seite anschlieBenden Gebiet3). Dieses 1aBt sich theoretisch dadurch interpretieren,
daB hierbei im Endzustand das Elektron vom Atom véllig losgeldst ist und mit
einem bestimmten positiven Betrag von kinetischer Energie behaftet ist. In
diesem Sinne kann man sagen, daB das kontinuierliche Spektrum durch die
kontinuierliche Mannigfaltigkeit der moéglichen Zustinde des freien Elektrons
bedingt ist, im Gegensatz zur diskreten Mannigfaltigkeit der stationdren Zustinde

) R.S. STRUTT, Proc. Roy. Soc. London (A) Bd. 96, S. 272. 1920; vgl. hierzu N. BoHgr,
ZS. 1. Phys. Bd. 2, S. 423. 1920; Drei Aufsitze iiber Spektren und Atombau, 2. Aufl., Braun-
schweig 1924, 2. Aufsatz. Die im Text schematisch beschriebenen Verhiltnisse sind beim
StruTTschen Versuch allerdings nicht rein realisiert, da bei diesem auch Sté8e 2. Art prak-
tisch eine Rolle spielen.

%) C. FUCHTBAUER, Phys. ZS. Bd. 21, S. 635. 1920. Der Versuch wurde spater wieder-
holt und erweitert von R. W. Woop, Proc. Roy. Soc. London (A) Bd. 106, S. 679. 1924.

% R.W. Woop, Phil. Mag. Bd. 18, S. 530. 1909; Phys. Optics 1911, S. 513; J. HoLts-
MARK, Phys. ZS. Bd. 20, S. 88. 1919; G. R. HarrISoN, Phys. Rev. Bd. 24, S. 466. 1924.
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des Atoms. Dagegen ist die zum einzelnen Elementarprozell gehérige Strahlung
auch in diesem Fall monochromatisch und ihre Schwingungszahl » ist durch
die Bedingung (I) geregelt. Das hier vorliegende Phdnomen ist offenbar vom
frither betrachteten lichtelektrischen Effekt nicht wesentlich verschieden, und
man sieht, daBl die EInsTEINsche lichtelektrische Gleichung (3) in der BoHRschen
Frequenzbedingung (I) als Spezialfall enthalten ist.

Eine noch direktere Bestitigung der Frequenzbedingung (I) und der
energetischen Natur der spektroskopischen Terme ergaben die Versuche iiber
Anregung der Spektrallinien durch Elektronensto3. Wie zuerst FRANCK und
Hertz!l) im Falle des Quecksilberdampfes gezeigt haben, erfolgt die Anregung
einer Resonanzlinie der Schwingungszahl » genau bei derjenigen von den Elek-
tronen frei durchlaufenen Spannung V, die durch die Gleichung

eV=nhy (5)

gegeben ist. Bei einer kleineren Energie der Elektronen werden diese von den
Atomen des Metalldampfes einfach elastisch reflektiert, ohne dal3 eine Anregung
erfolgt. Es widerspricht dies vollstindig den klassischen mechanischen Gesetzen,
da diese eine beliebig kleine Energieabgabe der Elektronen an die Atome zu-
lassen wiirde. Die Beobachtungen sind jedoch véllig im Einklang mit dem ersten
Grundpostulat der Borschen Theorie. Die Existenz und Stabilitét der stationiren
Zustinde erfordert nimlich offenbar, daB die klassische Mechanik bei der Be-
schreibung der Zusammenst6B8e von Atomsystemen, auch abgesehen von der
Ausstrahlung, im allgemeinen versagt und daB diese vor und nach dem StoB
sich in einem stationiren Zustand befinden miissen2). Daher kann ein Elektron
erst dann eine Anregung des Atoms bewirken, wenn seine Energie groBer ist als
die Energiedifferenz E' — E”" des Grundzustandes und des betreffenden an-
geregten Zustandes. Weitere Versuche haben auch ergeben, dal das Elektron
gerade diesen Energiebetrag beim anregenden Stof verliert, und einen evtl.
vorhandenen UberschuB seiner Energie iiber die Anregungsenergie auch nach
dem Stofl beibehilt. Auch die héheren Serienlinien erscheinen nach dlteren
Ergebnissen von RaU?) und neueren wesentlich verfeinerten Versuchen von
HERTz4) bei der zugehorigen durch die Quantengleichung (5) gegebenen An-
regungsspannung. Ferner erfolgt Ionisation bei derjenigen Spannung, die sich
durch Einsetzen des dem Grundzustand entsprechenden Spektraltermes T in (5)
ergibt?).

Wir sehen somit, daB es wohl als praktisch ausgeschlossen bezeichnet werden
kann, die bei der Anregung der Spektrallinien sich ergebenden Erfahrungstat-
sachen wesentlich anders zu deuten als durch die beiden Grundpostulate der
Bonrschen Theorie. Es sei ferner noch hinzugefiigt, daf3 diese Theorie, um einen
Ausdruck von PLANCK zu gebrauchen, die Grenze zwischen Physik und Chemie
prinzipiell beseitigt hat. Denn es konnen die verschiedenen stationdren Zustinde

1) J. FraNCK u. G. HEr1z, Verh. d. D. Phys. Ges. Bd. 16, S. 457 u. 512. 1914. Als
zusammenfassende Berichte iiber dieses Gebiet seien angefiihrt, betreffend die alteren Ar-
beiten: J. FRANCK, u. G. HErTz, Phys. ZS. Bd. 17, S. 409 u. 430. 1916; betreffend die
neueren Arbeiten: J. FRaNCk, Phys. ZS. Bd. 20, S. 132. 1919; Bd. 22, S. 388, 409, 442, 466.
1921; ferner das Buch von P. D. FootE u. F. L. MoHLER, The origin of spectra, New York
1922.

2) N. Bour, Abhandlungen iiber Atombau, Abh.I, S.19.

3) H. Rauv, Sitz.-Ber. phys.-med. Ges. Wiirzburg 1914, S. 20.

4) G. Hertz, ZS. f. Phys. Bd. 22, S. 18. 1924.

5 Wir haben diese Verhiltnisse nur kurz berithrt, was ihre prinzipielle Bestatigung
der Grundpostulate betrifft, ohne hierbei auf Einzelheiten der betreffenden Spektren ein-
zugehen. Die Anregung von Spektrallinien durch Einstrahlung und durch ElektronenstoB
wird in Kap. 5 ausfithrlich besprochen.
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eines Atoms als verschiedene Modifikationen desselben chemischen Stoffes
und die Anregung oder Ionisation eines Atoms bei einem Zusammenstof3 desselben
mit einem Elektron als einfachster Fall einer chemischen Reaktion aufgefaB3t
werden. In der Tat werden wir in Ziff. 31 u. f. naher erlutern, wie die theoretische
Interpretation der chemischen und der spektralen Eigenschaften der Elemente
durch die Bonrsche Theorie Hand in Hand geht.

2. Wirmegleichgewicht zwischen Atomen und Strahlung. Einsteins Ab-
leitung des Planckschen Strahlungsgesetzes. Wir miissen verlangen, daB3 die Ge-
setze, welche die Ubergangsprozesse der Atome und Molekiile aus einem stationiren
Zustand in einen anderen, sei es bei ZusammenstoBen, sei es unter der Einwir-
kung von Strahlung, beherrschen, zu Folgerungen fithren, die mit den allgemeinen
Forderungen der statistischen Wirmetheorie im Einklang sind. Insbesondere
muf sich bei einem abgeschlossenen, aus einer grofen Anzahl von Atomen be-
stehenden System eine bestimmte, dem Wirmegleichgewicht entsprechende
Verteilung der Atome iiber die stationidren Zustinde herstellen. Es ist nun ein
thermodynamisch begriindbarer Satz, daBl zwei Modifikationen eines Stoffes
mit derselben chemischen Zusammensetzung (und daher der gleichen Zahl von
N,
N N
und w, = Wz der Anzahl der betreffenden Atomart durch die Gesamtzahl

Atomen) dann miteinander im Gleichgewicht sind, wenn die Quotienten w, =

N = N, 4+ N, der vorhandenen Atome gegeben sind durch
_E _E
w, = Cgye *T, wy = Cgye *T.

Hierin sind T die absolute Temperatur, E, und E, die Energiewerte der beiden
Modifikationen und g, und g, fiir dieselben charakteristische Konstante. Der
Faktor C bestimmt sich aus der Bedingung >'w, = w; + w, = 1. Da zwischen
zwel stationiren Zustinden eines Atoms und zwei Modifikationen eines chemischen
Stoffes kein prinzipieller Unterschied besteht, miissen wir daher auch fiir die
Verteilung der Atome tiiber ihre verschiedenen stationiren Zustinde bei Wirme-

gleichgewicht den Ansatz machen
En

w, = Cgpe *T, (6)

worin C sich aus der Bedingung > w, = 1 bestimmt und der Faktor g, eine fiir
den nten stationiren Zustand charakteristische Konstante bedeutet, die sta-
tistisches Gewicht oder a priori Wahrscheinlichkeit genannt wird.
Eine theoretische Ableitung des Wertes dieser Gewichte wire erst méglich,
wenn man eine vollstindige Kenntnis des Mechanismus der Ubergangsprozesse
zwischen den Atomen hitte. Beim jetzigen Stand unseres Wissens muBl man
sich damit begniigen, fiir die GroBe der Gewichte moglichst einfache Ansitze
zu machen, die zugleich den AnschluB an die klassische Theorie herstellen. Auf
diese Frage kommen wir in Ziff. 8 zuriick. Hier sei noch betont, da die Ver-
teilung (6) eine naturgemiBe Verallgemeinerung des MAXWELL-BOLTZMANNschen
Verteilungsgesetzes der kinetischen Gastheorie darstellt?).

Wir werden nun verlangen miissen, daBl im Warmegleichgewicht zu
jedem ElementarprozeB, bei dem eine Uberfithrung eines Atoms
aus einem Zustand in einen anderen erfolgt, der inverse Elemen-
tarprozefl, bei dem Anfangs- und Endzustand vertauscht sind
und der den urspriinglichen Zustand wiederherstellt, gleich oft

1) Vgl. hierzu A. EiNsTEIN, Verh. der D. Phys. Ges. Bd. 16, S. 820. 1914.
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vorkommt wie der zuerst betrachtete ProzeB. Als Beispiel hierfiir be-
trachten wir mit KLEIN und RosSSELAND!) die Anregung eines Atoms durch
ElektronenstoB. Es sei E, die Energie des Atoms im Grundzustand, E, die des
angeregten Zustandes, ¢ > E, — E, die Energie des stoBenden Elektrons und

somit ,
¢ =¢—(E,—Ey (7)

dessen Energie nach dem StoB. Es wird dann im Wirmegleichgewicht eine
gewisse Wahrscheinlichkeit dafiir bestehen, daB ein bestimmtes Elektron mit
der Energie ¢ ein bestimmtes Atom im Grundzustand 1 durch Sto in den an-
geregten Zustand 2 iiberfithrt. Diese Wahrscheinlichkeit werde mit S, (¢)
bezeichnet. Sind # (¢) d¢ Elektronen mit einer kinetischen Energie zwischen ¢
und ¢ + 4 ¢ vorhanden und N,, = Nw, Atome im nten Zustand, so wird demnach
die Anzahl der betrachteten Prozesse im Zeitelement d¢ gegeben sein durch

dZy = Sy (e) Ny (e) dedt. (8)

Es miissen nun auBerdem die zu diesem ProzeB inversen Vorginge existieren.
Diese bestehen offenbar darin, daB ein Elektron mit der Energie ¢’ (genauer mit
einer Energie zwischen ¢ und ¢’ 4 d¢) auf ein Atom im Zustand 2 auftrifft,
dieses dabei in den Normalzustand zuriickgefiihrt wird und das Elektron mit der
groBeren Energie ¢ = ¢’ + (E, — E,) weiterfliegt. Auf Grund dieser Uberlegung
wurde von KLEIN und RoSSELAND die Existenz dieser von ihnen St68e zweiter
Art genannten Vorginge gefordert, von deren Analogon bei Zusammenst68en
zweier Atome bereits oben im Zusammenhang mit der Ausléschung der Resonanz-
strahlung die Rede war. Ist nun S, (¢') der Hiufigkeitskoeffizient des zu dem
frither betrachteten inverseren Prozesses, so bestimmt sich die im Zeitelement
dt stattfindende Anzahl dZ,, dieser Prozesse analog zu (8) zu

dZy = Sy, (€) Ny (') de’ dt . (8)

Nun miissen im Wirmegleichgewicht die Hiufigkeiten dZ,, und dZ,, der zueinander
inversen Prozesse einander gleich sein. Setzen wir fiir Ny = Nw; und N, = Nw,
die aus der Verteilung (6) sich ergebenden Werte, fiir die Zahl #(e) d¢ der
Elektronen die MaxweLLsche Geschwindigkeitsverteilung ein, die wir schreiben
konnen

n(s)ds:i‘e—ﬁ]/zds, 9

so erhalten wir die Bedingung
B, _ e B2
Sia(e)Vegre *Te " de=S,(e) Ve gge *Te *Tde.
Nun wenden wir den Erhaltungssatz der Energie in Form der Gleichung (7) auf
unseren ElementarprozeB an. Dieser hat zur Folge, daBl die Exponentialfunk-
tionen sich fortheben und ebenso die Energiedifferentiale d¢ und d ¢’, da nach (7)

bei festen Werten von E; und E, und zueinander inversen Prozessen d¢ = d ¢’
ist. Somit erhalten wir

81512(8) Ve = g2 Su () Ve'; (e >E, —Ey). (10)

Diese Uberlegung kann iibrigens leicht auf den Fall der Ionisation eines Atoms
durch StoB ausgedehnt werden. Sie kann als ein Beispiel fiir den allgemein
geltenden Sachverhalt angesehen werden, daB Betrachtungen iiber das Wirme-
gleichgewicht es ermdglichen, die Haufigkeit eines Elementarprozell mit

1) O. KLEIN u. S. RosseLAND, ZS. f. Phys. Bd. 4, S.46. 1921.
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derjenigen des zu ihm inversen Elementarprozesses zu verkniipfen.
Und zwar ist dies auch ohne ndhere Kenntnis des Mechanismus eines solchen
Prozesses moglich. Diese wire erst dann erforderlich, wenn es sich um eine Be-
stimmung der Hiufigkeiten der betreffenden Prozesse selbst handeln wiirde.
Dieser Gesichtspunkt findet sich wieder beim nun zu besprechenden Problem
des thermischen Gleichgewichtes zwischen Atomen und Strahlung, das in einer
grundlegenden Arbeit von EINSTEIN!) allgemein behandelt wurde.

Es handelt sich bei diesem Problem vor allem darum, allgemeine Annahmen
iiber die Hiufigkeit des Auftretens der Ubergangsprozesse einzufithren, die der
Emission und Absorption der Strahlung entsprechen. Fiir das Auftreten der
mit Emission eines Quantums %» verbundenen spontanen Prozesse nahm nun
EINSTEIN ein statistisches Gesetz an, das dem eines radioaktiven Zerfalles analog
ist. Befindet sich ein Atom in einem angeregten Zustand #, so soll eine gewisse
Wabhrscheinlichkeit AW — 4™ 1 (1)

dafiir bestehen, daBl im Zeitelement d¢ ein solcher EmissionsprozeB stattfindet.
Die Konstante A%, die spontane Ubergangswahrscheinlichkeit ist dabei fiir den
betrachteten Ubergang charakteristisch. Befinden sich eine groBe Zahl N von
Atomen im angeregten Zustand, so werden gemiB (11) pro Zeiteinheit N - A%
Atome in den Zustand m iibergehen; da ferner die pro ElementarprozeBl emit-
tierte Energie 4 » betragt, gilt

N, . dE
dt =Ny, dt

In dieser Gleichung ist nur diejenige Abnahme der Zahl der angeregten Atome
beriicksichtigt, die den Ubergéngen in einen bestimmten Zustand 7 von kleinerer
Energie entspricht. Ist dieser Ubergang der einzige, der vom Zustand # aus unter
Ausstrahlung moglich ist, so folgt aus (11") wie beim radioaktiven Zerfall das
Exponentialgesetz

= —N, A% hv. (11')

Np = (Np)pent. (12)
1 . . o .

Wir konnen daher g als die mittlere Verweilzeit der Atome im angeregten
m

Zustand oder auch als die mittlere Lebensdauer dieses Zustandes bezeichnen.

Sind Uberginge nach mehreren Zustinden m vom betrachteten Zustand aus

moglich, so ergibt sich dessen mittlere Lebensdauer T, auf Grund von (11) zu

A -3 4. (13)

T,

Fiir den strahlungslosen Normalzustand ist die Lebensdauer offenbar unendlich
groB3, fiir die in den optischen Spektren auftretenden, angeregten stationiren
Zustinde ist sie, wie spiter begriindet werden wird (Ziff. 13), von der GréBen-
ordnung 10~8 Sek., kann jedoch von Fall zu Fall betrichtlich verschieden sein.

Das EInNsTEINsche Gesetz (11) bestimmt zwar das mittlere Verhalten vieler
Atome, sagt jedoch nichts aus iiber den Zeitmoment des Ubergangsprozesses
eines einzelnen angeregten Atoms. Dieser erscheint vielmehr gemif dem jetzigen
Stande unseres Wissens allein durch den Zufall bestimmt. Es ist eine viel disku-
tierte, aber noch unentschiedene Frage, ob wir darin ein grundsitzliches Ver-
sagen der kausalen Naturbeschreibung oder nur eine provisorische Unvollkommen-
heit der bisher erreichten theoretischen Formulierung zu erblicken haben. Jeden-

1) A. EinstEIN, Phys. ZS. Bd. 18, S. 121. 1917.
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falls muB3 betont werden, daB die verschiedenen angeregten Atome, die in ganz
verschiedenen Zeitintervallen nach ihrer Anregung einen Emissionsproze nach
einem Zustand kleinerer Energie vollfithren, nicht notwendig als einander voll-
kommen gleich angenommen werden miissen. Es a8t sich namlich, wie in Ziff. 13
noch niher besprochen wird, die Auffassung begriinden, da8 eben infolge des Auf-
tretens der Ubergangsprozesse eine kleine Unschirfe in der Definition der
Quantenzustdnde entsteht.

Eine weitere prinzipiell wichtige Frage ist die nach der niheren Beschaffen-
heit und vor allem nach der Zeitdauer der Ubergangsprozesse. Da ist zunichst
hervorzuheben, daB sich bisher alle Versuche, nihere Annahmen iiber die Uber-
gangsprozesse selbst in die Theorie einzufiihren, als unfruchtbar erwiesen haben.
Auch lieB sich die Theorie des Warmegleichgewichtes sowie die Beschreibung der
beim Abklingen des Leuchtens der Kanalstrahlen auftretenden Erscheinungen
(s. Ziff. 13) nur dann einfach und iibersichtlich gestalten, wenn die Zeitdauer
dieser Prozesse als sehr klein angenommen wird gegeniiber der mittleren Lebens-
dauer der angeregten Zustinde des Atoms. Wir werden deshalb unseren Uber-
legungen die Auffassung zugrunde legen, daB wihrend des Verweilens eines
Atoms in einem angeregten Zustand das Atom bestimmte Eigenschaften (wie
z. B. elektrisches Moment, magnetisches Moment, Energiewert, Ablenkbarkeit
in duBeren Kraftfeldern) besitzt und daB diese Eigenschaften sich in scharf
bestimmten Zeitmomenten diskontinuierlich dndern!). Die Genauigkeitsgrenze
der Definierbarkeit dieser Zeitmomente ist wahrscheinlich der GréBenordnung
nach durch die Periode des bei dem betrachteten ProzeB emittierten Lichtes
gegeben, jedoch ist etwas Sicheres dariiber nicht bekannt. Es scheint, daB die
gewdhnlichen raumzeitlichen Begriffe den hier auftretenden Diskontinuititen
des physikalischen Geschehens fremd gegeniiberstehen und daB die Ubergangs-
prozesse selbst sich daher mittels dieser Begriffe nicht in physikalisch sinnvoller
Weise beschreiben lassen.

Wir gehen nunmehr dazu iiber, die Gesetze fiir das Auftreten der Absorp-
tionsprozesse bei Vorhandensein einer duleren Strahlung zu betrachten. Ist g,
die spektrale Energiedichte dieser Strahlung an der Stelle der vom Zustand m
nach dem hoheren Zustand # fithrenden Absorptionslinie der Frequenz », so
liegt es nahe, fiir die Haufigkeit eines solchen durch die duBere Strahlung induzier-
ten Ubergangsprozesses eines Atoms im Zustand » den Ansatz zu machen

W™ = BM o, dt. (14)

(Dabei ist vorausgesetzt, daBl innerhalb des sehr schmalen Bereiches der Ab-
sorptionslinie die spektrale Energiedichte g, als konstant angenommen werden
kann.) Fir die EiNsTEINsche Theorie ist es jedoch charakteristisch, da auBer
diesen induzierten Prozessen der Absorption auch induzierte Prozesse der Emission
von im Zustand # befindlichen Atomen angenommen werden miissen, deren
Hiufigkeit gegeben ist durch

AWy = By 0, dt. (15)

Wiirde man die letztgenannten Prozesse fortlassen, so wiirde man zur WIEN-
schen statt zur Pranckschen Strahlungsformel gelangen. Eine physikalische
Begriindung fiir die Annahme des Auftretens der induzierten Emissionsprozesse
ergibt sich auf folgende Weise. LdBt man auf einen harmonischen Oszillator
Strahlung mit einer Frequenz auffallen, die seiner Eigenfrequenz nahe benachbart

1) Es ist nicht ausgeschlossen, daB diese Annahme einer niheren Prufung fahig ist
durch Versuche iiber die Ablenkung von Molekiilstrahlen im elektrischen Feld, wenn eine
Anregung der Molekiile durch ultrarote Strahlung erfolgt.
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ist, so erfolgt nach der klassischen Theorie je nach der Phasendifferenz der
auffallenden Welle und der bereits vorhandenen Schwingung des Oszillators
Aufnahme oder Abgabe von Energie des Oszillators auf Kosten der Strahlungs-
energie. Ahnliches gilt iibrigens auch fiir ein beliebiges mehrfach periodisches?)
Atomsystem. Wir miissen nun fordern, daB bei Ubergangsprozessen im Gebiete
stark angeregter Zustinde, wo sich diese hinsichtlich ihrer Energiewerte nur
mehr wenig voneinander unterscheiden und das Diskontinuum dieser Zustinde
praktisch durch ein Kontinuum ersetzt werden kann, die Quantentheorie beziig-
lich der statistischen Resultate mit der klassischen Theorie asymptotisch zusam-
menfallen muB. Wir werden auf diesen allgemeinen Gesichtspunkt noch aus-
fithrlich zu sprechen kommen (Ziff 9). In unserem Fall nétigt er uns, anzu-
nehmen, daB auch in der Quantentheorie von duflerer Strahlung induzierte
Ubergangsprozesse in beiden Richtungen vorkommen kénnen. Daf die von
EINSTEIN abgeleiteten Relationen zwischen den Ubergangswahrscheinlichkeiten
A", B"™ und B? auch quantitativ im betrachteten Grenzfall der klassischen
Theorie entsprechen, wird spiter gezeigt werden (Ziff. 9)2).

Nun kénnen wir die Bedingung fiir das thermische Gleichgewicht aufstellen,
die besagt, daB bei der Verteilung (6) der Atome iiber die stationdren Zustinde
und bei schwarzer Strahlung ebenso viel Prozesse in der Richtung m — # wie in
der Richtung » — m stattfinden miissen:

N, dWy = N, awy,.

Setzen wir fir N, und N,, die aus (6) folgenden Ausdriicke, fiir 4 W} den Aus-
druck (14) und fir dW%, die Summe von (10) und (15) ein, so erhalten wir

_Em _En

gue *T By oy =gue *T(4n+ By o)
Mit Beriicksichtigung der Frequenzbedingung (I):
E,—E,=hv,

folgt daraus A B,

Oy
< m by
gmBn eﬁ_,l

g B
Da in der Grenze hv << << kT das RAVLEIGH-]JEANSsche Gesetz

8av?
=" kT

und allgemein das WiENsche Verschiebungsgesetz

v
e =i (3)
1) Vgl. unten Ziff. 6.

?) Aus dem thermischen Gleichgewicht allein kénnen nur iiber das Verhiltnis der
Gesamtwahrscheinlichkeiten der Ubergange in der Richtung # — m und in der Richtung
m —> n Folgerungen gezogen werden. Deshalb ist von L.S. OrRNsTEIN u. H.C. BURGER
(ZS. f. Phys. Bd. 21, S. 358. 1924) sowie von S. N. Bose (ZS. f. Phys. Bd. 27, S. 384. 1924)

die Annahme vorgeschlagen worden, da8 es keine induzierten Emissionsiiberginge geben
n

BT I — statt B:‘ ov haben
Am + B m Qv

sollen. Wir miissen diese Annahme jedoch ablehnen, da sie nicht die von der klassischen
Theorie geforderten Verhiltnisse als Grenzfall enthalt. (Vgl. hierzu die Bemerkungen EIN-
STEINS zur zitierten Arbeit von Bosk.)

soll, die Absorptionsiiberginge aber die Haufigkeit By ov -
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elten muB, folgt
8 8 gn BT — g B, (16)

d
" An g Al 8ah a7
BY  gnBr ¢
sowie die PLANCKsche Strahlungsformel
8mhvd 1
AR T %)
T —1

Die Relationen (16) und (17) fithren die Bestimmung der Wahrscheinlichkeits-
koeffizienten By und B, auf die der Koeffizienten Ay, zuriick.

Es sei noch bemerkt, daB es fiir die Betrachtung nicht wesentlich ist, daf3
diskrete stationdre Zustinde vorhanden sind und sie sich z. B. leicht auf den
Fall der Ionisation durch Absorption iibertragen 14Bt!), wo die Zustinde des
freien Elektrons eine kontinuierliche Mannigfaltigkeit bilden. Wesentlich ist
jedoch, daB die Energieiibertragung bei Emission und Absorption in endlichen
Betrigen von der GroBe Ay erfolgt.

3. Beriicksichtigung der Translationsbewegung der Atome. Gerichtete
Ausstrahlungsprozesse. Es ist nicht nur zu fordern, daB bei Warmegleichgewicht
die Verteilung (6) der Atome iiber die verschiedenen Quantenzustinde unter
der Einwirkung des PLANCKschen Strahlungsfeldes (18) stationir bleibt, sondern
es muB sich auch die MaxweLrrsche Verteilung der Translationsgeschwindig-
keiten der Atome (Molekiile) mit der schwarzen Strahlung im Gleichgewicht
befinden. Schon in der klassischen Theorie wird ja durch den Strahlungsdruck
Translationsenergie und Bewegungsgréfe auf die Atome iibertragen und es ent-
steht nun die Frage nach den Gesetzen, die diese Impulsiibertragung in der
Quantentheorie bestimmen. Aus den Betrachtungen iiber das thermische Gleich-
gewicht ergibt sich somit eine Bedingung, denen diese Gesetze jedenfalls gentigen
miissen. Dariiber hinaus hat EINSTEIN einen mdglichst engen Anschlul an die
klassischen Gesetze des Strahlungsdruckes angestrebt.

Nach der klassischen Theorie hat ein ebener Wellenzug mit der Energie E

einen Impuls g in seiner Fortpflanzungsrichtung. Fillt daher ein solcher Wellen-

zug auf einen harmonischen Oszillator auf (oder auch auf ein allgemeineres
mechanisches System) und wird die Energie E dem auffallenden Biindel entzogen
und nach allen Seiten zerstreut, so verliert das Strahlungsfeld im ganzen die

Bewegungsgrofe % Der Oszillator erfihrt daher eine Kraft in der Richtung
E .
des einfallenden Lichtes, die im ganzen gerade diese Bewegungsgrofle - auf ihn

iibertrigt. Ist der Oszillator einem Strahlungsfeld ausgesetzt, in welchem sich
Biindel aller méglichen Richtungen durchkreuzen, so kann in der klassischen
Theorie die gesamte auf den Oszillator iibertragene BewegungsgroBe (vek-
toriell) additiv aus den Beitrigen der einzelnen Biindel berechnet werden. Wenn
im besonderen das Strahlungsfeld isotrop ist, so heben sich die Wirkungen der
einzelnen Biindel im Mittel auf; in einem anisotropen Strahlungsfeld ist die Re-
sultante des auf den Oszillator iibertragenen Impulses jedoch im allgemeinen
von Null verschieden.

1) H. A. KraMERs, Phil. Mag. Bd. 46, S. 836. 1923; R. BECKER, ZS. f. Phys. Bd. 18,

S. 325. 1923; E. A. MiLnE, Phil. Mag. Bd. 47, 209, 1924. Sehr allgemeine Falle behandelt
P. A. M. Dirac, Proc. Roy. Soc. London (A) Bd. 106, S. 581. 1924.
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Um bei gegebener Richtungsverteilung der Intensitit der einfallenden
Strahlung den klassischen Zusammenhang zwischen absorbierter (zerstreuter)
Energie und ibertragenem Impuls auch in der Quantentheorie beizubehalten,
nimmt EINSTEIN zunichst an, daB bei den induzierten Absorptionsprozessen ein

Impuls }% in der Richtung der einfallenden Strahlung, bei den induzierten
hy .
Emissionsprozessen ein Impuls —CZ in der entgegengesetzten Richtung auf das

Atom iibertragen wird, wobei im letzteren Fall die emittierte Energie 4 » im auf-
fallenden Strahlenbiindel verbleibt. Wirken mehrere Strahlenbiindel zugleich
auf das Atom, so kann Energie und Impuls jeweils nur aus einem dieser Biindel
entnommen werden.

Nun untersuchte EINSTEIN das thermische Gleichgewicht zwischen der
Translationsenergie der Atome und der Strahlung. Er verwandte dabei eine
aus der Theorie der Brownschen Molekularbewegung stammende Methode.
Die Anderung des Impulses der Atome unter dem EinfluB des Strahlungsfeldés
in einer Zeit v kann aufgefalit werden als Summe aus einer systematischen
Verminderung Pvt des Impulses infolge einer der Geschwindigkeit des Atoms
proportionalen und ihr entgegengerichteten Reibungskraft von der GréBe Pu
und einer unsystematischen, von den Schwankungen der Strahlungsenergie
herrithrenden Anderung 4, die im Mittel verschwindet, deren mittleres Quadrat

A2 aber linear in der betrachteten Zeit 7ist. Die Bedingung fiir das Gleichgewicht
lautet, wenn M die Masse des Teilchens bedeutet
(Mv, — Pyt + A)* = (Mv,)?

Az I
41—* =2PM+%.

oder

Dabei ist der Einfachheit halber nur die Projektion der Bewegung in einer be-
stimmten Richtung x betrachtet. Nun muBl im Wirmegleichgewicht gemi8 der
MaxwEeLLschen Geschwindigkeitsverteilung gelten

LMy =1kT,
so daB die Bedingung fiir das Gleichgewicht lautet

2

Y|

Die GréBe Pv der Reibungskraft kann nun auf Grund der oben formulierten
Annahmen iiber die induzierten Prozesse ermittelt werden. Denn sie kommt
einfach dadurch zustande, da8 das Strahlungsfeld, von einem mit dem Atom
mit bewegten Koordinatensystem aus betrachtet, nicht mehr isotrop ist und
daher die Resultante des Strahlungsdruckes auf das bewegte Atom nicht ver-
schwindet. Bei bekanntem P liefert sodann die Gleichung (19) in Verbindung
mit dem PrLaNckschen Strahlungsgesetz eine Relation, der das mittlere Schwan-
kungsquadrat des Impulses des Atoms im Strahlungsfeld geniigen mufBl). Es
zeigt sich nun, daB diese Relation, die iiber die induzierten Prozesse gemachten
Annahmen vorausgesetzt, nur dann erfiillt ist, wenn auch die spontanen

Emissionsprozesse mit einem RiickstoB ~—, und zwar hier in einer
c
mzufdlligen” Richtung, verbunden sind.
!) Berechnet man andererseits das Schwankungsquadrat 4% aus der klassischen Theorie,

so gelangt man zum RAYLEIGH-JEANSschen Strahlungsgesetz, wie A. EINSTEIN u. L. Horr
(Ann. d. Phys. Bd. 33, S. 1105. 1910) gezeigt haben.
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Dieses Ergebnis widerspricht vollstindig der klassischen Vorstellung der
Emission einer Kugelwelle, bei der eine Impulsiibertragung auf das Atom natur-
gemdB nicht stattfinden kann. Andererseits scheint die Vorstellung der Kugel-
welle wegen der Kohdrenz der von einem Atom nach verschiedenen Richtungen
zerstreuten Strahlung, die in den optischen Phinomenen, insbesondere in den
Dispersionserscheinungen, unmittelbar zutage tritt, kaum entbehrlich zu sein,
und man hat deshalb vielfach versucht, dem von EINSTEIN gezogenen Schluf3
auf gerichtete Ausstrahlungsprozesse zu entgehen. Hier muBl eine eingehende
Untersuchung von JorDAN!) erwidhnt werden, der gezeigt hat, daB aus den Be-
trachtungen iiber das thermische Gleichgewicht allein noch nicht auf gerichtete
Emission geschlossen werden kann, wenn man zugleich EINSTEINS Annahmen iiber
die Absorptionsprozesse abindert. Es wiirde dann jedoch bei gegebenem Ab-
sorptionskoeffizienten nicht mehr der klassische Wert des Strahlungsdruckes,
den ein Atom in einem nicht isotropen Strahlungsfeld erfihrt, sich ergeben
(und daher wiirde auch die GroBe der Reibungskraft Pv eine andere als bei
EinsTEIN). Deshalb scheint den Annahmen von JorRDAN keine physikalische
Bedeutung zuzukommen. Behilt man dagegen den klassischen Zusammenhang
zwischen absorbierter (zerstreuter) Energie und Strahlungsdruck bei beliebig
gegebener Abhingigkeit der Intensitit der einfallenden Strahlung von der
Richtung bei, so kommt man mit Notwendigkeit zu dem SchluB}, daBl jeder
Elementarprozef3, bei dem ein Energieumsatz 4 stattfindet, zugleich mit einem

h . .
Impulsumsatz von der GréBe % verbunden ist?). Trotz des Gegensatzes dieses

Resultates zur Wellentheorie des Lichtes, von dessen vollstindiger Aufklirung
wir wohl noch weit entfernt sind (vgl. Ziff. 15), kann das Vorhandensein des
RiickstoBes bei den Elementarprozessen der Ein- und Ausstrahlung heute kaum
mehr bezweifelt werden. Einen direkten experimentellen Beweis fiir das Auf-
treten eines solchen im Fall der Prozesse der Streuung von Strahlung bildet der
Comptoneffekt, der im folgenden Abschnitt besprochen wird.

Hier soll noch ein weiteres theoretisches Argument fiir eine gerichtete Aus-
strahlung angefiithrt werden. Dieses bezieht sich auf die Beziehung der Frequenz-
bedingung (I) zum Dopplereffekt. Wiirde bei einem Elementarprozel der
Emission zugleich nach verschiedenen Richtungen Energie ausgestrahlt werden,
so wiirde, von einem bewegten Bezugssystem aus betrachtet, infolge des Doppler-
effektes der ElementarprozeB nicht mehr monochromatisch sein. Die universelle
Natur der Bonrschen Frequenzbedingung legt es jedoch nahe, zu fordern, daB3
alle Emissionsprozesse stets als monochromatisch aufgefaBt werden konnen,
und daB die Frequenzbedingung in allen Bezugssystemen die gleiche Form
E = h» hat, wenn E die emittierte Energie und » die emittierte Frequenz be-
deutet. Dann muB die Emission notwendig eine gerichtete sein und zugleich

mit der Energie E ein Impuls G = = emittiert werden. Denn dieser Zusammen-

hang zwischen Energie und Impuls ist gerade notwendig und hinreichend dafiir,
daB die Energie E der emittierten Strahlung sich bei Ubergang zu einem bewegten
Bezugssystem ebenso transformiert wie ihre Frequenz ». Umgekehrt erhalt
man daher unter Zugrundelegung der Annahme der gerichteten Ausstrahlung
auf Grund der Frequenzbedingung und der Erhaltungssitze von Energie und
Impuls den richtigen Dopplereffekt?).

1) P, Jorpax, ZS. f. Phys. Bd. 30, S.297. 1924.

2) Vgl. hierzu A. EinstEIN, ZS. f. Phys. Bd. 31, S. 784. 1925.

3) Dieswurde zuerst von E. SCHRODINGER (Phys. ZS. Bd.23, S. 301. 1922) ausfithrlich disku-
tiert. Vgl. hierzuauch A. SOMMERFELD, Atombau und Spektrallinien, 4. Aufl., Braunschweig 1924.
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Wir wollen hier noch zeigen, daB3 auch bei Beriicksichtigung des Doppler-
effektes unter Zugrundelegung der Frequenzbedingung, der Erhaltungssitze
von Energie und Impuls und der EinsTEINschen Annahme gerichteter Emission

und Absorption, die die Beziehung |¢| = - zwischen emittierter oder absorbierter

Energie und Impuls involviert, allgemein Atome mit MAXWELLscher Geschwindig-
keitsverteilung im Pranckschen Strahlungsfeld von gleicher Temperatur im
statistischen Gleichgewicht verharren. Wir charakterisieren einen Elementar-
prozeB der Emission durch den Impuls & des Atoms vor dem Proze3, dessen
Komponenten zwischen G,, G,, G, und G, 4 dG,, G, + dG,, G, + dG, liegen
mogen, sowie durch die Richtung des emittierten Quants, die in einem rium-
lichen Winkel d€ liegen mége. Hierdurch sind auf Grund unserer Annahmen
Energie und Impuls des Atoms nach dem Prozel eindeutig bestimmt. Ebenso
charakterisieren wir einen Absorptionsprozef3 durch den Impuls §; des Atoms
vor dem ProzeB, der zwischen &; und @; + 4 ®, liegen mége, und die Richtung
des einfallenden Quants, die in dem raumlichen Winkel d Q, liegen mége. Wir
werden nun die Haufigkeiten zueinander inverser Prozesse zu vergleichen haben.
Diese stehen in folgender Beziehung zueinander: Wenn beim Emissionsproze§
(&, E) Impuls und Energie des Atoms vor dem ProzeB3, (¢, E;) dieselben GroBien
nach dem Prozef3 bedeuten und ein Quant in einer bestimmten Richtung emittiert
wird, so wird beim inversen ProzeB ein aus derselben Richtung kommendes
Quant von einem Atom absorbiert, das vor dem Proze3 den Impuls- und Energie-
wert (&, E,) und nach dem Proze die Impuls- und Energiewerte (&, E) besitzt.
Fiir inverse Prozesse gilt offenbar

ferner folgt durch eine elementare Rechnung unter Zugrundelegung der Er-
haltungssitze von Energie und Impuls fiir solche Prozesse bei gerichteter Aus-
strahlung die Beziehung

1 1
g4G4G,dG, = - dG11dGyydG,.. (21)

Der Nullpunkt der Energie ist dabei so normiert, daBl die Beziehung Energie
gleich Masse mal Quadrat der Lichtgeschwindigkeit besteht, und es ist in E und
E, die kinetische Energie mit einbezogen zu denken.

Wir setzen nun wieder fiir die Héufigkeit eines Emissionsprozesses der

hervorgehobenen Art dW? = (A" 4+ B o,)d Qdt,
fiir die eines Absorptionsprozesses
AW™ = Bho,dQdt,

wobei zwischen diesen drei Wahrscheinlichkeitskoeffizienten wieder zu den Re-
lationen (16) und (17) analoge Relationen bestehen sollen. Der Unterschied
gegeniiber der fritheren Betrachtung besteht nur darin, daf diese Koeffizienten
jetzt von der Geschwindigkeit (bzw. dem Impuls) des Atoms vor dem ProzeB ab-
hingen kénnen. Uber diese Abhingigkeit miissen wir voraussetzen, daB die
Wahrscheinlichkeiten 4 W,; und dW;' gegeniiber Relativititstransformationen
invariant sind. Man kann zeigen, daB die Relation

Ay 8mhv? ,

BE T o 47)
mit dieser Forderung im Einklang ist, wihrend dies bei der Relation (16) dann

Handbuch der Physik. XXIII. 2
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der Fall ist, wenn wir sie in der etwas abgeinderten Form
EngnBrz: =EmgmBﬁ (16')

zugrunde legen. Darin beziehen sich die Wahrscheinlichkeitskoeffizienten B,y
und B’; sowie die Energiewerte E, und E,, auf zueinander inverse Prozesse.
Der Nullpunkt dieser Energiewerte ist in der obenerwihnten Weise festgelegt,
so dafl sich der Quotient von E, und E,, nur duBerst wenig von eins unter-
scheidet. Setzt man nun fiir die Anzahl der Atome im unteren Zustand m mit
einem Impuls zwischen & und @ + d ® durch Kombination der Verteilung (6)
mit der MAXWELLschen Geschwindigkeitsverteilung

Em
N,=Cgne *TdG,dG,dG,, (22a)

ebenso fiir die Zahl der Atome im oberen Zustand #, deren Impuls zwischen
@, und @, + d®, liegt,

N,=Cg,e *TdG,,dG,,dG,y,, (22b)

so muB fiir das PLaNCKsche Strahlungsgesetz (18) jeder Prozel ebensooft vor-
kommen wie sein inverser. Die Bedingung dafiir lautet
N,dWp =N, dWg

oder
Ep

Em
gue *T(AD + BY0,) dG,dG,dG,dQdt =g, e *T Bl,dGy, dG,, dG,, d Qdt. (23)

Diese Relation erweist sich in der Tat mit Riicksicht auf (16"), (17), (20) und (21)
als fiir das PLANCKsche Strahlungsgesetz (18) erfiillt.

4. Der Comptoneffekt. AuBer den bisher - betrachteten Prozessen der
Emission und Absorption gibt es noch eine andere Art von Elementarprozessen
der Wechselwirkung zwischen Strahlung und Materie, die Streuprozesse. Am
einfachsten liegen die Verhiltnisse bei der Einwirkung von Strahlung auf freie
Elektronen. Nach der klassischen Theorie geraten dabei die Elektronen in
Mitschwingung mit derselben Frequenz wie die der auffallenden Strahlung,
die das Auftreten einer Streustrahlung dieser Frequenz zur Folge hat. Ferner
erleiden die Elektronen bei einseitiger Einstrahlung eine Druckkraft in der
Richtung des einfallenden Wellenzuges, deren Betrag (dhnlich wie beim Oszii-
lator) gleich ist der pro Zeiteinheit zerstreuten Energie dividiert durch die Licht-
geschwindigkeit ¢ . Wenn die Energiedichte der Strahlung nicht duBerst groBe
Werte annimmt, kann die Bewegung des Elektrons im Strahlungsfeld in einen
translatorischen und einen oszillatorischen Bestandteil zerlegt gedacht werden,
wobei die Energie des letzteren gegeniiber der der Translationsbewegung ver-
nachlissigt werden kann?).

Wenn wir nun nach den quantentheoretischen Gesetzen der Wechselwirkung
zwischen Strahlung und freien Elektronen fragen, so ist zunichst zu bemerken,
daB ein Analogon zu den oben betrachteten spontanen Emissionsprozessen hier
nicht auftreten kann, da bei Abwesenheit duBerer Strahlung (sowie duBerer
Kraftfelder) eine Emission von Strahlung durch die Elektronen nicht stattfindet.
Es treten hier die mit Streuung von Strahlung verbundenen Prozesse allein

1) Uber die Durchrechnung des Problems nach der klassischen Theorie vgl. H. A. Lo-
RENTZ, Solvay-Kongre, Briissel 1911; A. D. FOKKER, Dissert. Leiden 1913; Arch. Néerland.
(32) Bd. 4, S.379. 1918, wo gezeigt wird, daB die Betrachtung des Warmegleichgewichtes
auf Grund der klassischen Theorie auch in diesem Fall zur RAYLEIGH-JEANSschen Strah-
lungsformel fithrt (oder zumindest mit der PLaNckschen Formel nicht im Einklang ist).
Beziiglich der hoheren Naherungen in bezug auf die Intensitit der einfallenden Strahlung
vgl. ferner O. HALPERN, ZS. f. Phys. Bd. 30, S.153. 1924.
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auf, fiir die CompToN?) und DEBYE?) folgende Annahmen eingefithrt haben. Es
falle in der #-Richtung ein Quantum mit der Frequenz », der Energie 4 » und dem

Impuls 7’} auf ein anfangs ruhendes Elektron auf, und dieses werde durch das

Elektron als Quant von etwas verschiedener Frequenz »" gestreut in irgend-
einer Richtung, die mit der x-Richtung den Winkel ¢ einschlieBen mdge. Dabei
soll das Elektron eine Geschwindigkeit v erhalten, die mit der x-Achse den Winkel
¥, einschlieBen moge. Ferner sollen die Erhaltungssitze von Energie und Impuls
beim Elementarproze gelten. Diese ergeben, wenn mit m, die Ruhmasse des
Elektrons bezeichnet wird, die Relationen

hy = hy' + myc? (—;22—1). (24a)

hy h

cos & 4 Mo ¥ cos ¥, , (24b)

c ¢ 22
1— -
c‘
hy My¥ .
2 sind = — 20 _sind,, (24¢)
c 02

1——

aus denen » und 4, bei gegebenem » und ¢ berechnet werden konnen. An-
schaulich ist ohne weiteres klar, dal die Frequenz »' der Streustrahlung unter
den gemachten Annahmen im Gegensatz zur klassischen Theorie kleiner sein
mulB als die der einfallenden Strahlung, da Energie auf das Elektron iibertragen
wird. Ferner muf3 die Geschwindigkeit des Elektrons nach dem ProzeB stets
nach vorn gerichtet sein (vgl. Abb. 1, die einen Spezialfall als Beispiel illustriert).

Durch Elimination von 4, und v erhilt
man aus den Relationen (24) fiir die Fre-
quenz »' der Streustrahlung den vom Streu-
winkel ¢ abhingigen Wert

VY = )

hy hy %
1+ _;I;L:C? (1 - COS’!?) . w

’ v (25) P/’//ﬂb’ﬂxfﬁ%ﬁ/ 1y)

woraus sich fiir ‘die VergroBerung £L.
Abb. 1. Richtung des RiickstoBelektrons
A} = £ _° und des gestreuten Quants beim Compton-
v oy effekt.
der Wellenlinge der Strahlung der von » unabhingige Wert -
h L, D
A =-—(1—cos?) = 2sin® — (26)
My € My C 2

ergibt. Die universelle Wellenlinge % hat den Wert
0

h o
g =—=10,024A.
My €
1) A.H.CompTON, Bull. Nat. Res. Counc. Nr. 20, S. 10, Okt. 1922; Phys. Rev. Bd. 21,
S. 483. 1923.
%) P. DEBYE, Phys. ZS. Bd. 24, S. 161. 1923.

2*



20 Kap. 1. W. PauLl: Quantentheorie. Ziff. 4.

Diese Anderung der Wellenlinge und ihre Abhingigkeit vom Winkel ist
bei der Streuung der Réntgen- und p-Strahlen zuerst von COMPTON auch ex-
perimentell nachgewiesen worden und hat sich bei weiteren Untersuchungen in
groBem Umfang durch die Erfahrung bestétigt. Auch ist es gelungen, die Riick-
stoelektronen nach der Wirsonschen Methode direkt experimentell nachzu-
weisen. Es ist dabei zu beachten, daB bei der Ableitung der Relationen (24)
bis (26) das Elektron als frei angenommen wurde, was fiir die Elektronen im
Atom nur bei hinreichend kurzwelligen Rontgenstrahlen zuldssig ist. Sonst
kommen ndmlich auch solche Streuprozesse mit merklicher Hiaufigkeit vor,
bei denen nicht der ganze Riicksto3 des gestreuten Quantums auf das Elektron,
sondern ein Teil desselben auf die schwere Masse des zuriickbleibenden positiven
Atomions entfillt, was die beobachteten Erscheinungen kompliziert!). Im
optischen Gebiet wird unter Umstéinden bei der Streuung der Strahlung iiber-
haupt kein Elektron aus dem Atom entfernt. Dann muB in die Relationen (25)
bis (27) an Stelle der Elektronenmasse die 1800 mal groBere Atommasse eingesetzt
werden, da hier nur das Atom als Ganzes den RiickstoB erfihrt. Die Wellen-
lingenanderung 41 bei der Streuung wird dann praktisch unmerkbar klein, so
daBl man mit den Erfahrungen im Einklang bleibt, wenn man annimmt, da83
auch bei der in den Dispersionserscheinungen im optischen Gebiet zutage treten-
den Streustrahlung die Ubertragung von Energie und Impuls auf die Atome
in einzelnen Quantenprozessen von derselben Art wie beim Comptoneffekt
vor sich geht.

CoMpTON hat bereits bemerkt, daBl die Frequenz der Streustrahlung gemaf
(25) dieselbe ist, wie wenn sich ein gemiB der klassischen Theorie streuendes
Elektron mit einer geeignet zu wihlenden Geschwindigkeit w in der Richtung
der einfallenden Strahlung bewegen wiirde. Bezeichnet man mit f den Quo-

tienten %, mit », diejenige Frequenz der einfallenden und der gestreuten Strah-

lung, die ein mit dem gedachten Elektron mitbewegter Beobachter wahrnehmen
wiirde, so gilt namlich fiir die Frequenz »' der (vom ruhenden Beobachter ge-
sehenen) unter dem Winkel + gestreuten Strahlung die Gleichung

1— fcos

—p
und ebenso im Fall ¢ = 0 fiir die vom ruhenden Beobachter wahrgenommene
Frequenz » der einfallenden Strahlung

/
Vo =V

Vo=V 1—F ,
/1 —p?
woraus folgt _
g ,=’V1 1 ﬂ 9= /3 V4 (27)
—heos? L B cosw).

1—p
Ubereinstimmung mit (25) ergibt sich dann, wenn die Geschwindigkeit w des
klassisch streuenden Elektrons gemiB der Gleichung

hv

B=—= . (28)

gewidhlt wird. My ¢

1) Niheres iiber den Comptoneffekt wird im Kap. 3 angegeben. Vgl. ferner den zu-
sammenfassenden Bericht von G. WENTZEL, Phys. ZS. Bd. 26, S. 436, 1925.
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Diese Geschwindigkeit w ist diejenige des Schwerpunktes des Strahlungs-
quants und des Elektrons. Die Schwerpunktsgeschwindigkeit eines Systems
ist dabei gemidB der Relativititstheorie zu definieren als Quotient aus Gesamt
impuls und Gesamtmasse des Systems, wobei fiir letztere auch die Gesamtenergie
dividiert durch c? gesetzt werden kann. In unserem Fall wird daher vor dem
StreuprozeB fiir den relativ zum Elektron ruhenden Beobachter in der Tat

h

c
W = —>

I
4

was mit (28) identisch ist. Da iiberdies Gesamtenergie und Gesamtimpuls des
Systems beim Streuprozel nicht geindert werden, gilt dasselbe von der Schwer-
punktsgeschwindigkeit w. Vom Standpunkt eines relativ zum Schwerpunkt
von Quant und Elektron ruhenden Beobachters aus, den man als Normalkoordi-
natensystem des Streuprozesses einfithren kann, wird dieser besonders einfach.
In diesem Bezugssystem mul offenbar (vor wie nach dem ProzeB) der Impuls
des Elektrons dem des Quants entgegengesetzt gleich sein. Daraus kann leicht
gefolgert werden, daB hier ein Energieaustausch zwischen Strahlung und Elektron
und daher auch eine Frequenzinderung der Strahlung nicht stattfindet. Es
laufen in diesem Bezugssystem vor dem StreuprozeB Elektron und Quant auf
einer bestimmten Geraden einander zu und entfernen sich nach dem Prozel
wieder voneinander auf einer anderen Geraden, die mit der ersteren im allgemeinen
einen beliebigen Winkel bilden kann. Die Frequenz der Strahlung in diesem
Bezugssystem ist die oben mit v, bezeichnete. Dal3 sie sich in diesem System
nicht 4ndert, ist gleichbedeutend mit dem CoMpTONschen Resultat, dafl im
System, wo das Elektron zu Beginn des Prozesses ruht, die Frequenz der Streu-
strahlung in jeder Richtung dieselbe ist wie die eines klassisch streuenden, mit
der Geschwindigkeit w sich bewegenden Elektrons, das der Wirkung der ein-
fallenden Strahlung mit der Frequenz » ausgesetzt ist.

Die Haufigkeit der einzelnen Streuprozesse, von der die Intensitit der
Streustrahlung abhidngt, kann rein quantentheoretisch beim jetzigen Stand
unserer Kenntnisse noch nicht hergeleitet werden. Im Fall der Streuung durch
freie Elektronen hat jedoch Compron?) auf Grund des zuletzt besprochenen
Resultates den Ansatz gemacht, dal auch die Intensitit der Streustrahlung die-
selbe sein soll wie die einer Kugelwelle, die nach der klassischen Theorie von
einem mit der Geschwindigkeit w sich bewegenden Elektron ausgesandt wiirde.
Auf Grund dieses Ansatzes konnte CoMproN die Erfahrungstatsache erkliren,
daBl die Schwichung von y-Strahlen durch die Streuwirkung der Elektronen
bei Ubergang zu ganz kurzen Wellen stindig geringer wird, wihrend sie nach der
klassischen Theorie gem4l3 einer von J. J. THoMsoN abgeleiteten Formel von der
Wellenlinge der y-Strahlen unabhingig sein sollte?). Von BoTHE?) wurde dieser
Ansatz auch auf die Polarisation der Streustrahlung ausgedehnt.

Es hat sich somit in der Frage der Intensitit und Polarisation der Streu-
strahlung die Einfilhrung einer gedachten (virtuellen) Lichtquelle, die sich mit
einer von der des wirklichen Elektrons verschiedenen (von der Intensitit der
einfallenden Strahlung unabhingigen) Geschwindigkeit w bewegt, als fruchtbar

1) A. H. ComproN, l c., FuBnote 1 S. 19; vgl. hierzu auch K. FORSTERLING, Phys.
2S.Bd. 25, S. 313. 1924. Ferner den Bericht von G. WENTZEL, Phys. ZS. 1. c., FuBnote 1 S. 20.

2} Niheres hieriiber vgl. Kap. 3.

%) W. BortHE, ZS. f. Phys. Bd. 31, S.24. 1925.
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erwiesen. Wenn indessen versucht wurde?), auf Grund dieser Vorstellung auch
bei der Beschreibung der Einzelphinomene der Streuung der Strahlung durch
freie Elektronen den klassischen Begriff des elektromagnetischen Feldes voll-
stindig beizubehalten (und nur die klassischen Gesetze der Wechselwirkung
dieses Feldes mit den Elektronen abzudndern), so kann ein solcher Versuch kaum
als gegliickt angesehen werden. Erstens 1at sich ndmlich ein bestimmter Ort
des Mittelpunktes von Kugelwellen der durch die Elektronen zerstreuten Strah-
Iung nicht in eindeutiger und befriedigender Weise definieren, indem dieser sich
bei hinreichend schwacher Intensitit der einfallenden Strahlung, wo nur wenige
Streuprozesse stattfinden, beliebig weit vom wirklichen Ort des Elektrons ent-
fernen kénnte. Zweitens wire auch die Geschwindigkeit w der virtuellen Licht-
quelle nur dann eindeutig definierbar, wenn die Priméarstrahlung in einer ganz
bestimmten Richtung auffillt, wobei auch in diesem Fall noch die willkiirliche
Festsetzung hinzukommen miiBte, da nur die primire, nicht aber die bereits
zerstreute Strahlung die Richtung dieser Geschwindigkeit bestimmen soll. Die
so definierte Geschwindigkeit des Mittelpunktes von gestreuten Kugelwellen
wiirde jedoch bei jedem StreuprozeB sich diskontinuierlich 4dndern, da hierbei
das Elektron seine Geschwindigkeit diskontinuierlich #ndert. Solche Dis-
kontinuititen scheinen aber dem klassischen Feldbegriff fremd gegeniiberzu-
stehen.

Wir moéchten hier also die Auffassung vertreten, dafl eine vollstindige Be-
schreibung der Strahlung beim Comptoneffekt, was die Einzelphdnomene be-
trifft, nur durch eine tiefgehende Modifikation der klassischen Begriffe erreicht
werden konnte. Dagegen soll hier noch ein Vergleich der Mittelwerte der an
einer grofen Anzahl von Elektronen beobachteten Erscheinungen gemil der
Quantentheorie und der klassischen Theorie angefiihrt werden, der von LENZ?2)
herrithrt. Der iiber alle Elektronen erstreckte Mittelwert des im betrachteten
Zeitintervall auf ein einzelnes Elektron iibertragenen Impulses wird in beiden
Fillen derselbe sein. Und zwar wird er die Richtung der einfallenden Strahlung
haben und gleich sein der von den Elektronen zerstreuten Energie dividiert
durch die Lichtgeschwindigkeit ¢. Wahlt man das Zeitintervall der Beobachtung
so0, daB klassisch wihrend desselben ein Energiebetrag von der Gré8e % » zerstreut
wiirde, so besteht quantentheoretisch gerade nach diesem Zeitintervall eine
merkliche Wahrscheinlichkeit einer betrichtlichen Impulsiibertragung. Es ist
daher leicht zu sehen, daB auch der mittlere klassische Dopplereffekt, der durch
die Geschwindigkeitsinderung der Elektronen infolge des Strahlungsdruckes
wihrend der betrachteten Zeit entstehen wiirde, von derselben GréBenordnung
sein wird wie der quantentheoretische. Wihrend jedoch bei bestimmter Beob-
achtungsrichtung der Dopplereffekt nach der klassischen Theorie unscharf wire,
ist er in der Quantentheorie scharf. Wihrend in der klassischen Theorie der
Strahlungsdruck kontinuierlich ist, ist er gema8 der Quantentheorie diskontinuier-
lich und besteht wie der Gasdruck aus einzelnen diskreten Schligen.

5. Das Warmegleichgewicht bei Streuprozessen. Zusammenhang zwischen
Streuung und Absorption. Es handelt sich nun darum, die EINSTEINschen
Betrachtungen iiber das Wirmegleichgewicht bei Emissions- und Absorptions-
prozessen auch fiir den Fall der Streuprozesse zu verallgemeinern. Zu diesem
Zweck betrachten wir einen StreuprozeB, bei dem vor dem ProzeB der Impuls
des Elektrons zwischen & und @& + 4®, der des Strahlungsquants zwischen I”

1) N. BOHR, H. A. KraMERs u. J. C. SLATER, ZS, f. Phys. Bd. 24, S. 69. 1924. Auf die
hier entwickelte Theorie der Strahlung kommen wir in Ziff. 15 ausfithrlich zuriick.

2) W. Lenz, ZS. f. Phys. Bd. 25, S. 299. 1924. Vgl. hierzu auch die in FuBnote 1S. 21
und FuBnote 1 S. 18 zitierten Arbeiten von FORSTERLING u. HALPERN,
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und I'" 4 d I liegt. Hierin ist I ein Vektor vom Betrag ? und der Richtung der

Fortpflanzung des auffallenden Quants, so daB3 durch I" zugleich die Frequenz
der einfallenden Strahlung mitbestimmt ist. Ferner sei auch die im Normal-
koordinatensystem gemessene (d. h. vom Schwerpunkt des Quants und des
Elektrons aus beurteilte) Richtung der Elektronengeschwindigkeit nach dem
ProzeB relativ zu der vor dem Prozel3 gegeben, die in einem rdumlichen Winkel 4 2,
liegen moége. Hierdurch sind die entsprechenden Impulse nach dem ProzeB,
die mit @, und I bezeichnet werden mégen, véllig bestimmt. Fir die Hiufigkeit
eines Streuprozesses der hervorgehobenen Art an einem bestimmten Elektron
im Zeitelement d¢ werde nun der Ansatz gemacht

aW = (Ao, + Bo,o,) dl,dl,dl,dQ,dt, (29)

worin g, und g,, die spektrale Energiedichte der Strahlung an den Stellen der
Frequenz der einfallenden und der Frequenz », der gestreuten Strahlung bedeuten
moégen. Bei anisotropem Strahlungsfeld sollen darunter iiberdies die Energie-
dichten in einem Strahlenbiindel von der Richtung des Quants vor bzw. nach
dem ins Auge gefafiten Streuprozel zu verstehen sein. Das Produktglied in (29)
driickt demnach eine Wechselwirkung verschiedener Strahlenbiindel aus. Er-
folgt die Einstrahlung in einer vollig bestimmten Richtung, so ist insbeson-
dere bei Betrachtung der Streuung in eine von dieser verschiedenen Rich-
tung 9,, = 0 zu setzen.

Im Wirmegleichgewicht muB3 nun die Hiufigkeit des betrachteten Streu-
prozesses, die man durch Multiplikation von dW mit der Anzahl #d®,d®,d®,
der Elektronen im betrachteten Impulsbereich erhilt, gleich sein der Hiufigkeit
des inversen Prozesses, bei dem ein Quant mit einem Impuls zwischen I3 und
I'y 4 dI7 und ein Elektron mit dem Impuls zwischen G, und G, + 4G, in den
Impulsbereich I, I'+ dI' bzw. @, ® + d® zuriickgefithrt wird. Dies liefert

die Bedingun
s n(dG) AW = n,(d6,) dW,, (30)

in der d W, sich durch Vertauschen der Werte der Variablen vor und nach dem
StoB aus (29) ergibt. Es ist dabei zur Abkiirzung (d®) statt dG,dG,dG, ge-
schrieben worden, ebenso soll (dI") den Ausdruck dI’, dI, dI’, bedeuten Der
Ausdruck (29) muB invariant gegeniiber Anderungen des Bezugssystems sein,
und man kann daraus ableiten, dal zwischen den Koeffizienten 4 und A4, von
inversen Prozessen die Relation

A3 (d©) (@) a0y = A, (dS,) (@11) a2, (31)

bestehen muf. Ferner ist im Einklang mit dieser Invarianz von (29) die Annahme,
daB zwischen den Koeffizienten 4 und B die zu (17) analoge Relation

A 8nh
F= = (32)

bestehen soll, in der « eine Abkiirzung fiir 8 Zh
fir #n(d®) die MaxwELLsche Verteilung

bedeuten mége. Setzt man noch

E

n(d®) = Ce *T (d®)
ein und beachtet den Energiesatz E + hv = E; + kv, so folgt aus (30) mit
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Riicksicht auf (29), (31) und (32) die Relation

hy B,
(06 O» Oy Qvl’> 6ﬁ _ ( 0‘91'1 O» Qvl) ek_f‘
»3 y3 v} it V39 '
hv+h "
Mittels Division durch Q; f;‘ e *T  folgt daraus
[
& _hn o 73 _hy
( 1+1)e k =< —|—1)e AT (33)
Q V1 Qv
Dies ist nun fiir das PLaNCKsche Strahlungsgesetz
a3
O =—"3""
e*T —1

in der Tat erfiillt, denn fiir dieses werden beide Seiten der Relation (33) gleich 12).

Betrachten wir nun den Ansatz (29) fiir die Haufigkeit der Streuprozesse
etwas genauer, so ist besonders auffallend das zweite Glied dieses Ansatzes.
Dieses enthdlt eine Abhingigkeit der Hiufigkeit der Streuprozesse von der
Intensitdt der Strahlung mit derjenigen Frequenz v, und in derjenigen Richtung,
die das Quant nach dem StreuprozeB aufweist. Von BoTHE?) wurde dies als
Fihigkeit der Quanten gedeutet, sich zusammenzuballen und sog. ,,Mehrfach-
quanten® zu bilden, indem ein einfallendes Quantum nach der Streuung zu-
sammen mit einem zweiten auffallenden Quantum in der Richtung des letzteren
als ,,Doppelquantum‘ weiterfliegen kann. Genau dieselbe Deutung lassen
EINSTEINS induzierte Emissionsprozesse zu, indem hier ein vom Atom in einer
bestimmten Richtung emittiertes Quant sich mit einem zweiten in derselben
Richtung auf das Atom auftreffenden Quant zu einem ,,Doppelquant’ vereinigt.

Unabhingig von dieser ihrer physikalischen Bedeutung nach noch nicht
vollig geklirten speziellen Vorstellung ist sowohl die Annahme der induzierten
Emissionsprozesse als auch die der dem zweiten Glied in (29) entsprechenden
Streuprozesse deshalb notwendig, weil bei Weglassen derselben das WiENsche

Strahlungsgesetz i

0, =arde *T

statt des Pranckschen Strahlungsgesetzes im Wirmegleichgewicht resultieren
wiirde, wie leicht einzusehen ist. Es ist gerade dieser Term in (29), der den Grenz-
tibergang zur klassischen Theorie im Gebiete langer Wellen (4v << << m,c?) er-
moglicht, wo die Frequenzinderung bei der Zerstreuung vernachlissigt werden
kann.

Dies soll verdeutlicht werden durch einen Vergleich des mittleren Schwan-
kungsquadrates 42 des Impulses eines Elektrons im Zeitintervall z unter dem
EinfluB von isotroper Strahlung mit einer Frequenz zwischen » und » + dv,
wie es sich einerseits auf Grund der klassischen Theorie, andererseits auf Grund
der Quantentheorie ergibt. Da die einzelnen Quantenprozesse der Streuung

statistisch unabhingig voneinander sind, so wird 4% gemiall der Quantentheorie

1) Die hier angedeuteten Uberlegungen finden sich néher ausgefithrt bei W. PAULI JRr.,
ZS. f. Phys. Bd. 18, S.272. 1923; Bd. 22, S.201. 1924. Von einem in mancher Hinsicht
verschiedenen Gesichtspunkt aus ist dasselbe Problem auch behandelt bei L. S. ORNSTEIN
u. H. C. BURGER, ZS. f. Phys. Bd. 20, S. 345 u. 351. 1923.

2) W. BotHE, ZS. f. Phys. Bd. 23, S. 214. 1924.
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gleich der Anzahl der im Zeitelement 7 stattfindenden Streuprozesse multipliziert
mit dem iiber die verschiedenen Richtungen der Streustrahlung gemittelten
Quadrat des bei einem ProzeB auf das Elektron iibertragenen Impulses. Letzteres
betrigt im hier betrachteten Grenzfall langer Wellen

(%3)2 [(1 — cos9)? + sin? ] = (—’?)22 (1 — cosd) =2 (h—C”)Z

Also wird nach (29) und (32)

42 hv\? cd .
1—_2< c ) a[g,,—}— 8 hv? g,,]dv,

wenn ag,dv die mittlere Zahl der Streuprozesse pro Elektron und Zeiteinheit
bei einseitiger Bestrahlung angibt. Wir kénnen hierin noch statt a den Zer-
streuungskoeffizienten S einfithren, der den bei einseitiger Bestrahlung von
jedem Elektron pro Zeiteinheit zerstreuten Bruchteil der Energiedichte der auf-
fallenden Strahlung angibt. Da dieser offenbar gegeben ist durch

So,dv =hv-ap,dv,

A2 A,
7:'555‘0"}”4_%59” dv. (34)

so wird schlieBlich

Der erste Term rithrt daher, daB der Impuls in einzelnen diskreten Schligen
von der Gr6Benanordnung /v auf das Elektron tibertragen wird, und wire in der
klassischen Theorie nicht vorhanden. Dagegen wiirde der zweite Term auch in
der klassischen Theorie vorhanden sein. Er rithrt gemil3 dieser Theorie daher,
daf die Strahlung mit einer Frequenz zwischen » und » 4 d» als aus sehr vielen
monochromatischen Partialwellen mit ungeordneten Phasen bestehend zu denken
ist, die sich in unregelmiBiger Weise verstirken und schwichen. Diese Schwan-
kungen der Energiedichte der Strahlung duBern sich dann auch in entsprechenden
Schwankungen der von der Strahlung auf das Elektron ibertragenen Bewegungs-
grofle. Wir kénnen also sagen, dafl der zweite in der Energiedichte der Strahlung
quadratische Term im Ansatz (29) fiir die Hiufigkeit der Streuprozesse als
quantentheoretischer Ausdruck derjenigen Eigenschaften der Strahlung anzu-
schen ist, die in der Wellentheorie als Interferenzschwankungen erscheinen.

Wir wollen nun die Frage nach dem Zusammenhang zwischen den Streu-
prozessen und den Emissions- und Absorptionsprozessen niher diskutieren.
Zunachst haben EINSTEIN und EHRENFEST!) darauf hingewiesen, daB sich der
Ausdruck (29) fiir die Haufigkeit der Streuprozesse (wenn wir von der genaueren
Formulierung der Elementarbereiche absehen und diesen einfach mit dZ be-
zeichnen) formal als Produkt der Hiufigkeit &g, eines Absorptionsprozesses
und der Hiufigkeit (a; + b;0,,) eines darauffolgenden Emissionsprozesses

schreiben 140t:
AW = b, (@, + by0.) (35)
worin gemal3 der Beziehung (17) fiir Emissionsprozesse a, und b, der Bedingung

a4y 8ahv?

b, 3

geniigen. ! ¢
Weiter betrachteten EINSTEIN und EHRENFEST Prozesse allgemeinerer
Art, wo p Quanten hy, ... kv, der einfallenden Strahlung in ¢ Quanten v, 4, ...

1) A. EINSTEIN u. P. EnrenrEst, ZS. f. Phys. Bd. 19, S. 301. 1923.
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hvpq, die vom betreffenden Atom bzw. Elektron ausgehen, verwandelt werden
bei gleichzeitiger den Erhaltungssitzen entsprechender Energie- und Impuls-
dnderung des materiellen Systems. Sie zeigten, da beim Ansatz

AW =b10s, - by v, (@ps1+Dpyq 0, e (@prqt+ bpiq ) (36)

fir die Hiufigkeit dieser Prozesse das Wirmegleichgewicht zwischen Materie
und PraNckscher Strahlung gewahrt bleibt, falls wieder fiir alle zusammen-
gehérigen Paare a,, b, die Relation

a, Snahv]

b_x 03_ (3 7 )

erfiillt ist. Ist die Zahl p der Quanten vor dem ProzeB gleich 0, die Zahl ¢ der
Quanten nach dem ProzeB gleich 1, so kommt man auf die frither von EINSTEIN
eingefiihrten Emissionsprozesse, fiir p = 1, ¢ = 0 auf die induzierten Absorptions-
prozesse zuriick, wahrend sich fiir p = 1, ¢ = 1 die Streuprozesse des Compton-
effektes ergeben.

Als ein Beispiel fiir allgemeinere Prozesse sei angefithrt, da bei der Streu-
ung der Strahlung durch freie Elektronen auch Prozesse vorkommen miissen,
bei denen sich zwei einfallende Quanten 4 v, Av, zu einem einzigen Quant A,
vereinigen. Dabei ist die Frequenz »; des austretenden Quants aus den Er-
haltungssitzen von Energie und Impuls zu bestimmen. Im Grenzfall langer
Wellen (A, und hv, < << m,c?) wird offenbar v; = »; + »,. Solche Prozesse
(mit p = 2, ¢ = 1) miissen deshalb angenommen werden, weil bei Behandlung
der Streuung der Strahlung durch freie Elektronen gemif der klassischen Theorie
bei Einstrahlung mit zwei Frequenzen », und », die Streustrahlung bei Be-
riicksichtigung hoherer Naherungen auch die Frequenzen », + v, und |v; — v,
enthdlt. Den letzteren Frequenzen entsprechen quantentheoretisch solche
Vorginge, bei denen ein Quantum Aw, sich aufteilt in ein Quantum Av, (mit
hv,
My C2
abgesehen, gleich ist »; — ;. Ein solcher Vorgang kann jedoch, wie in Analogie
zur klassischen Theorie angenommen werden muB, am Elektron nur dann statt-
finden, wenn bereits in der einfallenden Strahlung die Frequenz », vertreten ist.
Wir miissen daher die Hiufigkeit dieses Vorganges in der Form ansetzen

bl O bé O, (aZ + b2 Q"’:) (a3 + b3 Qs ) °

Man kann ihn auch so beschreiben, dafl zwei Quanten 4 v, und A, einfallen und
ein Doppelquantum (4»,, Av,) nebst einem Quantum 4 »; austritt. Weitere Bei-
spiele fiir diese allgemeineren Streuprozesse werden wir in Ziff. 16 kennenlernen.

Die EinsTEIN-EHRENFESTsche Produktdarstellung (35) der Haufigkeit der
Streuprozesse legt die Vermutung nahe, dafl der StreuprozeB tatsachlich
aus zwei Teilprozessen mit den Haufigkeiten bp, und (2, + b;0,)
besteht, von denen der zweite dem ersten innerhalb einer Zeit von
der Gr6BenordnungderLichtperiode1/vnachfolgt. Fiir eine solche Auf-
fassung, die von HERZFELD?) in Verbindung mit der Anderung der Fortpflanzungs-
geschwindigkeit des Lichtes bei der Dispersion in durchsichtigen Kérpern vor-
geschlagen und die von SMEKAL?) niher ausgefithrt wurde, sollen hier einige
Griinde vorgebracht werden.

v, < v,) und ein Quantum % »;, dessen Frequenz »;, von GréBen der Ordnung

1) K. F. HeErzreLD, ZS. f. Phys. Bd. 23, S. 341. 1924,
2) A.SMmEKAL, ZS. f. Phys. Bd. 32, S.241. 1925.
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Zunichst betrachten wir den Zusammenhang zwischen Emission und Ab-
sorption eines materiellen Systems (Atoms) mit der in den Dispersionserschei-
nungen zutage tretenden Zerstreuung des Lichtes etwas ndher. Ein klassischer
harmonischer Oszillator wiirde, falls duere Einwirkungen und ZusammenstoBe
desselben mit anderen Atomsystemen fehlen, bei Bestrahlung mit Licht einer
Frequenz » dieses zerstreuen, und zwar um so stirker, je niher die Frequenz »
an die Eigenfrequenz », des Oszillators heranriickt. Fallt » mit »;, zusammen,
so werden anfangs betrichtliche Energieinderungen des Oszillators stattfinden,
es wird sich aber nach einer durch die Dimpfungskonstante des Oszillators be-
stimmten Zeit schlieflich ein bestimmter Gleichgewichtszustand einstellen, bei
dem im Mittel keine Energie von der Strahlung auf den Oszillator {ibertragen,
jedoch dem auffallenden Strahlenbiindel stindig Energie entzogen und nach
allen Richtungen zerstreut wird. Es erscheinen in der klassischen Theorie
Emission und Absorption eines Systems nur als Grenzfall der Zerstreuung,
wenn die Frequenz der auffallenden Strahlung in die Néhe der Eigenfrequenz
(Emissionsfrequenz) des Systems riickt. An diesem Zusammenhang zwischen
Streuung und Absorption werden wir auch in der Quantentheorie festzuhalten
haben.

Nun werden in der Quantentheorie die Vorginge bei der Resonanz-
strahlung, wo die Frequenz der anregenden Strahlung mit der kleinsten Ab-
sorptionsfrequenz der Atome im Grundzustand iibereinstimmt, so beschrieben,
daB3 von den N;-Atomen im Grundzustand 1 pro Sek. N, B} o, Quanten absorbiert
und von den N,-Atomen im angeregten Zustand 2 pro Sek. N, (4} 4 B} p,) Quanten
emittiert werden. Es wird sich dabei ein Gleichgewichtszustand herstellen,
bei dem die Anzahlen N, und N, konstant bleiben und bei gegebener Gesamtzahl
N =N, + N, der Atome bestimmt sind durch die Bedingung

Ny By o, = N, (41 + Bio,),

also
' Ai+ Bie, + Bjo,’ : i+ Bio, + Bio,’
GemidBl (16) und (17) kann statt dessen geschrieben werden
c3 g, 3
4o b o
8ahvd 3
N,=N- 5 g =N g Baby o 09
. 3 o2 A 52
T g (1+g1)g" "t i <1+gl)g"

3

In den praktischen Fillen ist iiberdies C—hégy sehr klein gegen 1, so daB man
auch schreiben kann 8ahy

3

M- O L) wenE O, :

1 ) ,"39 ) N2 g 87‘[}51’3@7 (38)

Hat sich dieser Gleichgewichtszustand eingestellt, so ist auch gemiB der Quanten-

theorie bei der Resonanz die Wirkung der Atome im Mittel nur eine Zerstreuung

der Strahlung. Diese erfolgt durch die spontanen Emissionsprozesse der an-

geregten Atome (da die induzierten Emissionsprozesse ja in der Richtung der
einfallenden Strahlung stattfinden) und betrigt pro Zeiteinheit
dE

‘W=N2A%h”=(N1B%"NzB%)th”’ (39)

also mit derjenigen Néherung, in der fiir N, der Ausdruck (38') statt (38) ge-
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nommen werden kann

dE .8 ¢ _ " ,
at —-NAIEI-WQ,,}I«‘V—-NIBQQ,}VV. (39)
Wir haben auch in diesem Fall im Endeffekt nur eine Zerstreuung der Strahlung.
Hier sind wir aber sicher, dafl diese aus zwei Teilprozessen besteht; der Absorp-
tion der Quanten durch die Atome im Grundzustand und der Reemission der
Quanten durch die Atome im angeregten Zustand. Die Zeit zwischen Absorp-

tions- und ReemissionsprozeB ist dabei im Mittel durch %, die mittlere Lebens-
1
dauer des angeregten Zustandes, gegeben. Da es sich jedoch hierbei nur um eine

mittlere Zeit zwischen Absorptions- und Emissionsprozefl handelt und unter
den Emissionsprozessen sich auch solche befinden, die unmittelbar nach der
Absorption stattfinden, besteht prinzipiell keine Moglichkeit, zwischen Streu-
prozessen und ,,wahren Absorptions- und Emissionsprozessen innerhalb einer
Spektrallinie zu unterscheiden. Um den Zusammenhang zwischen Emission
und Absorption auf der einen Seite und Streuung auf der anderen Seite auch in
der Quantentheorie beizubehalten, scheint es daher naturgemiB, die Streuprozesse
in der Quantentheorie stets als aus zwei Teilprozessen bestehend anzunehmen.

Nur nimmt die mittlere Zeit zwischen diesen beiden Prozessen vom Wert YE inner-
1

halb der Spektrallinie rasch auf einen Wert von der Gré')Benordnung«: ab, wenn die

Frequenz » der einfallenden Strahlung sich von der Absorptionsfrequenz des
Systems entfernt. Wie unmittelbar zu sehen ist, hingt dieses Verhalten aufs
engste mit der in Ziff. 2 erwdhnten Unschirfe der stationdren Zustinde zu-
sammen. Bei der Streuung von Strahlung mit von der Absorptionsstelle merk-
lich abweichender Frequenz wird das Atom gemiB der beschriebenen Auf-
fassung, die allerdings noch als ganz provisorisch anzusehen ist, voriibergehend
in das instabile Zwischengebiet zwischen den stabilen stationdren Zustidnden
iibergefiihrt.

Bei freien Elektronen gibt es zwar keinen Fall der Emission und Absorption,
wir werden aber auch hier an der Zerlegung der Streuprozesse in zwei Teilprozesse
festhalten miissen, ebenso werden wir eine entsprechende Zerlegung in Teil-
prozesse bei den allgemeineren von EINSTEIN und EHRENFEST betrachteten
Quantenprozessen anzunehmen haben. (Naheres iiber die Dispersionserschei-
nungen und die Frage der Kohirenz der Strahlung vgl. Ziff. 16 und 17.)

Ein weiteres Argument fiir die allgemeine Zerlegung des Streuprozesses in
zwei Teilprozesse ergibt sich aus der Betrachtung des Grenziiberganges von den
Wechselfeldern des Lichtes zu den statischen Feldern bei allmidhlichem Ver-
schwinden der Frequenz der einfallenden Strahlung. Am einfachsten gestalten
sich die Verhiltnisse fiir freie Elektronen. Dabei haben wir zu beachten, daf3
wir bei unserer bisherigen Beschreibung der Elementarprozesse beim Compton-
effekt nur die translatorische Bewegung der Elektronen ins Auge gefalt, aber
noch keine Seite des Streuvorganges angegeben haben, die als quantentheo-
retisches Analogon zum klassischen Mitschwingen der Elektronen mit dem du3eren
Strahlungsfeld aufgefaBt werden kann. Dal eine solche Seite des Streuvorganges
tatsichlich existieren muB, ergibt sich eben aus dem Grenziibergang zu sehr
langen Wellen und statischen Feldern. Denn wir wissen, daB in statischen elek-
trischen Feldern ein freies Elektron eine gleichformig beschleunigte Fallbewegung
vollfithrt und daB bei sehr langen Wellen an ihre Stelle eine Schwingungsbewegung
mit einer sehr groBen Periode tritt. Wir méchten nun die Auffassung vertreten,
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daB die Teilabsorptions- und Emissionsprozesse, in welche der quantentheoretische
StreuprozeB zerfdllt, eben ein solches Verhalten des Elektrons bedingen miissen,
welches im Grenzfall langer Wellen in die harmonische Schwingungsbewegung
der klassischen Theorie und bei statischen Feldern in die gleichférmig beschleunigte
Bewegung asymptotisch iibergeht. Im Prinzip Ahnliches wird auch von den
Streuprozessen bei Atomen gelten miissen.

Wir haben hiermit zugleich eine Bedingung aufgestellt, der die Teilprozesse
der Streuung geniigen miissen. Das Problem der ndheren Beschaffenheit dieser
Prozesse im allgemeinen Fall ist jedoch noch ginzlich ungel6st und hingt aufs
engste mit dem Grundproblem der quantentheoretischen Formulierung der
undulatorischen Eigenschaften der Strahlung zusammen. Nur eine Bemerkung
moge iber diese Irage hier noch Platz finden. Es wire naheliegend, die Teil-
prozesse einfach so zu beschreiben, daf bei einem solchen TeilprozeB3 die Energie

hv und der Impuls }% auf das materielle System iibertragen bzw. von ihm ab-

gegeben wird. Wir méchten jedoch eine solche Beschreibung dieser Teilprozesse
in Fillen, wo im Gegensatz zu den urspriinglich von EINSTEIN betrachteten
Emissions- und Absorptionsprozessen die Zeit zwischen zwei Teilprozessen nicht
mehr grof ist gegeniiber der Periode des Lichtes, nicht fiir allgemein zuldssig
halten. Denn es wire z. B. bei einem freien Elektron tiberhaupt nicht méglich,

diesem zugleich die Energie 2» und den Impuls }%, zu erteilen!). Den Grund

dafiir, daB bei diesen feineren Fragen die Lichtquantenvorstellung in ihrer
primitiven Form nicht mehr ausreichend ist, méchten wir in dem Umstand
erblicken, daB nach der klassischen Theorie der Impuls eines aus einem Elektron
und einem begrenzten, ebenen Wellenzug bestehenden Gesamtsystems nicht
einfach gleich ist der Summe aus dem Impuls des Elektrons und dem des Wellen-
zuges, wenn diese voneinander isoliert wiren. Vielmehr hat der resultierende
Impuls des Gesamtsystems auch eine Komponente in der Richtung des elektrischen
Vektors des Wellenzuges?). Diesem Sachverhalt miite auch bei einer rein quanten-
theoretischen Beschreibung des Streuvorganges Rechnung getragen werden.

6. Quantentheorie der mehrfach periodischen Systeme (Periodizitits-
systeme). Wir haben bisher nur die direkten Folgerungen aus den beiden Grund-
postulaten der Borrschen Theorie und allgemeine Eigenschaften der Ubergangs-
prozesse zwischen den stationdren Zustinden besprochen, ohne iiber deren
nihere Beschaffenheit und Eigenschaften spezielle Annahmen einzufithren.
Eine vollstindige Theorie des Atombaues und der Spektren miilte aber offenbar
fiir jedes Atom oder Molekil mit gegebener Zahl von Elektronen und Kernen die
Eigenschaften desselben in seinen verschiedenen stationdren Zustinden, ins-
besondere deren Energiewerte, sowie die Wahrscheinlichkeiten der Ubergangs-
prozesse zwischen diesen Zustinden im voraus zu berechnen gestatten. Von
einer solchen vollstindigen Theorie sind wir wohl noch weit entfernt, und wir
haben auch erst eine duBerst geringe Kenntnis von denjenigen physikalischen
Begriffen, welche die logische Grundlage der kiinftigen allgemeinen Quanten-
physik bilden werden3).

1) Von G.Mig, ZS. f. Phys. Bd. 33, S. 33. 1925; Phys. ZS. Bd. 26, S. 665. 1925 wurde vor-
geschlagen, diese Ubertragung von Energie und Impuls auf ein freies Elektron durch An-
nahme einer Anderung der Ruhmasse des Elektrons bei den beiden Teilprozessen der
Streuung zu ermoglichen.

%) Vgl. z. B. die in FuBnote 1 S. 18 zitierte Arbeit von O. HALPERN.

3) Anm. beid. Korrektur: Vgl. dagegen die in FuBnote 1 S. 1 bei Beginn dieses Kapitels
zitierten Arbeiten uiber eine neue Quantenmechanik.
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Dabher sind wir heute auf die Betrachtung von Sonderfillen angewiesen, und die
historische. Entwicklung hat es mit sich gebracht, daB wir speziell fiir die sog.
mehrfach periodischen Systeme oder (mechanischen) Periodizititssysteme im
Besitze von formalen Regeln sind, welche die Eigenschaften der stationiren
Zustande dieser Systeme theoretisch zu ermitteln gestatten.

Die Definition und Eigenschaften der Periodizititssysteme sind in ds.
Handb. Bd. V nidher erliutert und moégen hier nur kurz rekapituliert
werden. Mehrfach periodisch heiflen solche abgeschlossene, konservative
mechanische Systeme (d. h. Systeme, deren Teile stets im Endlichen bleiben
und fiir die ein Energieintegral existiert), fiir die bei der allgemeinen Lésung
der mechanischen Bewegungsgleichungen die Koordinaten #, 9, z jedes Teilchens
als Summe von harmonischen Schwingungen (mit willkiirlichen, von den Anfangs-
bedingungen abhingigen Phasenkonstanten) dargestellt werden kénnen. Von den
Frequenzen dieser Schwingungen, dem Spektrum der mechanischen Bewegung,
wird weiter vorausgesetzt, daf3 sie fiirr jede mechanische Bahn in der Form

Vepoin=V17 F * o+ + 97, (40)

darstellbar sind, worin die GréBen 7, .. .7, alle positiven und negativen ganz-
zahligen Werte annehmen kénnen und »,...%, die zur betreffenden mecha-
nischen Bahn gehoérigen Grundfrequenzen des Systems sind. Wiirden gewisse
der Frequenzen (40) fiir alle Bahnen des Systems verschwinden, so kénnten diese
Frequenzen als linearganzzahlige Kombinationen von weniger als s Grund-
frequenzen dargestellt werden. Wir konnen also annehmen, da8 dies nicht der
Fall ist. Dann sind die Grundfrequenzen v, ...», unabhingig voneinander,
und ihre Anzahl s heit der Periodizitdtsgrad des Systems. Erist (jedenfalls
in den physikalisch bedeutungsvollen Fallen) nicht groBer als die Anzahl f der
Freiheitsgrade des Systems. Ist s < f, so heifit das System entartet, da es als
singuldrer Grenzfall von nicht entarteten Systemen mit s = f aufgefaBt werden
kann, wobei jedoch hervorzuheben ist, daBl dies im allgemeinen auf mehrere
Weisen moglich ist. Sind p,...%s, ¢;...gr irgendwelche konjugierte Impuls-
und Lagenkoordinaten des Systems, so lassen sich diese als Funktionen von s
Winkelvariablen w; ... w, und hierzu konjugierten Wirkungsvariablen J; ... J,
darstellen, zu denen bei entarteten Systemen noch je f — s zueinander kon-
jugierte Variablen «,,; ... a&;, fs4+1. .. fir hinzutreten. Die Abhingigkeit der p
und ¢ von den Winkelvariablen ist eine periodische mit der Periode 1, so dal}
sich jede eindeutige Funktion F der Orts- und Geschwindigkeitskoordinaten,
%, Yi» %, %, ¥i, 2; der Teilchen des Systems als eine Fourierreihe der Form

400
F=Z C‘t;-..‘t: i EmI Tyt e T (4'1)

darstellen 148t, in der die Amplituden C.,...;, nur von den ], sowie von den
o und f abhingen. Fiir die allgemeinste mechanische Bahn des Systems sind
die w, lineare Funktionen der Zeit

w,=vt+0, 7r=1...s (42)
und die J, sowie die GroBen « und g konstant. Die J, sind gegeben durch den

Ausdruck 1, 4 . 1
2 9q. 2
]'=f< p”?z%_—>dw'=¢ p"dqn: 7’=1...S, (43)
0 =1

Cr =1

worin iiber diejenige (im Raum der beliebigen konjugierten Impuls- und Lagen-
koordinaten ., ¢. geschlossene) Kurve C, zu integrieren ist, die der Variation
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der hervorgehobenen Winkelvariable @, von 0 bis 1 bei Festhaltung der Werte
der iibrigen Winkelvariablen entspricht. Die J, sind, abgesehen von einer
linearen Transformation mit ganzzahligen Koeffizienten und der Determinante 1,
die einer Anderung der Auswahl der Grundfrequenzen », ..., aus den Fre-
quenzen v,...,, entsprechen wiirde, durch die Eigenschaften der Bahnen des
Systems eindeutig definiert. Wird eine mit ¢ bezeichnete Variation der Anfangs-
bedingungen vorgenommen, so geniigt die hierbei erfolgende Anderung JE der
Energie der Relation

was mit OF =, 0], + 90 ]y + -+ + 9], (44)
oE ,
g, (@)

dquivalent ist. Darin ist enthalten, daB die Energie durch die Wirkungsvariablen
Ji...Js allein eindeutig bestimmt ist.

Als Spezialfall sind unter den mehrfach periodischen Systemen die rein
periodischen (einfach periodischen) enthalten, fiir die s =1 und daher jede
mechanische Bahn geschlossen und periodisch in der Zeit ist. Hier kann in (43)
die Integration einfach iiber eine mechanische Bahn erstreckt werden. Fiihrt

man die Zeit als unabhingige Variable ein und bezeichnet mit T = 1 die Periode
der Bahn, so wird hier v

T
T =@ Spedg.=[(Zpeis)at- (45)
# 0 %

Fiir den Fall, daB die relativistische Abhingigkeit der Masse von der Geschwindig-
keit vernachldssigt wird und auch die Krifte von der Geschwindigkeit nicht
abhingen, wird bei cartesischen Koordinaten die zur Ortskoordinate x jedes
Teilchens konjugierte Impulskoordinate einfach gleich mx (m = Masse des
Teilchens), so daB hier stets

!
D buge = 2 mE + 9+ &) = 2B,

#=1

Demnach wird in diesem Fall einfach

T
]=f2Ekmdt oder  Jv=2Eu, (46)
0

worin E;, den iiber eine Periode T = 1 erstreckten Mittelwert der kinetischen
Energie bedeutet. v

Ein abgeschlossenes und konservatives mechanisches System von einem
Freiheitsgrad ist stets rein periodisch, wihrend unter den abgeschlossenen und
konservativen Systemen von mehreren Freiheitsgraden die Periodizitdtssysteme
nur besondere Ausnahmefille darstellen. Unter diesen sind diejenigen enthalten,
bei denen sich die Bewegungsgleichungen oder die mit ihnen dquivalente partielle
Differentialgleichung von HamiLToN und Jacos: durch Separation der Variablen
l6sen 14Bt (vgl. ds. Handb. Bd. V). Bei geeigneter Wahl von Lagenkoordi-
naten ¢; ... ¢, ist dann jede Impulskoordinate p, darstellbar als Funktion der
einen zugehdrigen Lagenkoordinate g, allein nebst den Werten a, ... &, von
f Integralen der Bewegungsgleichungen:

px=fx(%u o‘l"'“f)' (47)
Es 1aBt sich dann weiter zeigen, dall bei einem nicht entarteten System (s = f)
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in den Separationskoordinaten die allgemeinen Formeln (43) fir die Wirkungs-
variablen sich vereinfachen zu

Jx= P p.dg., (48)

so daf hier im Integranden jeweils nur ein Paar von Variablen p, ¢ auftritt. Bei
entarteten Systemen kann es vorkommen, daB in mehreren Variablensystemen
P, . Separation moglich ist und die Wirkungsvariablen sind dann im allgemeinen
durch gewisse s linear-ganzzahlige Kombinationen der jf-Integrale (48) gegeben.

Nach dieser Vorbereitung konnen wir nun die Quantentheorie der
Periodizitdtssysteme besprechen. Diese Theorie basiert auf der Grund-
annahme, daB in den stationiren Zustinden solcher Systeme die gewdhnliche
Mechanik giiltig sein soll. Dies schlieBt ein, daB3 alle diejenigen physikalischen
Eigenschaften der stationiren Zustinde eines mehrfach periodischen Systems,
die durch iiber den Umlauf der Teilchen zu erstreckende Mittelwerte definiert
werden konnen, wie z. B. Energiewerte, Impulsmomente, magnetisches und
elektrisches Moment, aus der Annahme bestimmter mechanischer Bahnen seiner
Teilchen in jedem stationdren Zustand ermittelt werden kénnen. Diese ,,sta-
tiondren Bahnen“ sind durch gewisse Zustandsbedingungen bestimmt,
welche aus dem Kontinuum aller mechanischen Bahnen ein Diskontinuum von
Bahnen auswihlen.

Hierzu ist zu bemerken, daB3, wie BoHR betont hat, die klassische Elektro-
dynamik nur so weit benutzt werden darf, als die von ihr geforderten Reaktions-
krifte der Strahlung vernachlissigt werden kénnen, da ja stets im Auge zu be-
halten ist, daB die Ausstrahlung des Systems in einer der klassischen Elektro-
dynamik ginzlich widersprechenden Weise durch Ubergangsprozel zwischen
den stationdren Zustinden des Systems erfolgt. (N&heres iiber die durch die
Vernachlissigung der Reaktionskrifte der Strahlung bedingte Genauigkeits-
grenze der Definition der Energiewerte der stationiren Zustinde vgl. Ziff. 13.)
Wie in Ziff. 1 hervorgehoben wurde, versagt iiberdies die Mechanik bereits,
ganz abgesehen von den Reaktionskriften der Strahlung, bei der Beschreibung
der Wechselwirkung von Atomsystemen bei StoBvorgingen, da in Wirklichkeit
beide Systeme nach dem StoB sich stets in stationiren Zustdnden befinden
miissen. Nur in den stationdren Zustinden selbst werden die konservativen
Teile der gem4B der klassischen Elektrodynamik auftretenden Krifte (CouLoMB-
sche Krifte zwischen den Teilchen eines Atoms, evtl. auch magnetische Wechsel-
wirkungskrifte) beibehalten, falls es sich um ein mechanisches Periodizitats-
system handelt.

Angesichts des prinzipiellen Versagens der klassischen Theorie im allgemeinen
muB es als wenig befriedigend bezeichnet werden, wenn sie in der Quantentheorie
der Periodizititssysteme dennoch in einem betrichtlichen Umfang als giiltig
vorausgesetzt wird, ohne daB hierfiir eine nahere physikalische Begriindung
gegeben wird. Diese Voraussetzung hat sich auch nur in gewissen Féllen, ins-
besondere bei der Erklirung des Wasserstoffspektrums, bewihrt, wihrend sie
bei komplizierteren Spektren selbst in einer Naherung, mit der die betreffenden
mechanischen Systeme noch durch mehrfach periodische Systeme approximiert
werden konnen, ginzlich versagt. Wie in Ziff. 27 dargelegt wird, diirfte es sogar
kaum méglich sein, die aus den Spektren zu erschlieBenden Eigenschaften der
stationiren Zustinde der Atome mit mehr als einem Elektron auf Grund der
Annahme eindeutig bestimmter Bahnen der Elektronen in diesen Zustinden
zu deuten. Die Frage nach den Giiltigkeitsgrenzen der im folgenden besprochenen
Quantentheorie der mehrfach periodischen Systeme ist somit noch keineswegs
eine geklirte.
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Nachdem einmal die Voraussetzung der Giiltigkeit der klassischen Mechanik
bei Periodizititssystemen in den stationdren Zustinden selbst eingefiihrt ist,
ist die wichtigste Frage die nach der Form der Zustandsbedingungen bei
diesen Systemen. Hier ist man, durch schrittweise Verallgemeinerung der in
Ziff. 1 erwdhnten PraNckschen Annahme E, = nh w, fir die Energie im nten
Zustand des harmonischen Oszillators?), schlieBlich zu dem Ansatz gelangt, daf3
in den stationdren Zustidnden eines Periodizitdtssystems die Wir-
kungsvariablen J;, ... J, ganze Vielfache der Pranckschen Kon-
stante 4 sein sollen:

Ji=mh, Jy=mnh, ... Ji=mnsh. (II)

Die ganzen Zahlen #,, ...#n,, welche die stationiren Zustinde eines mehrfach
periodischen Systems charakterisieren, heiBen Quantenzahlen. Ihre Anzahl ist
gleich dem Periodizitatsgrad s des Systems. Durch die Bedingungen (II), die
sog. Zustandsbedingungen, ist die Gesamtheit der Quantenzustinde des
Systems eindeutig bekannt. Denn einer linear ganzzahligen Transformation
der Wirkungsvariablen J, mit der Determinante 1 — es ist dies die einzige Will-
kiir, die bei der Definition dieser Variablen noch geblieben war — entspricht
eine analoge Transformation der Quantenzahlen, und hierbei entspricht jedem
ganzzahligen Wertesystem der alten Quantenzahlen ein ganzzahliges Werte-
system der neuen Quantenzahlen und umgekehrt.

Es moge hier noch kurz auf die historische Entwicklung der Aufstellung der
Zustandsbedingungen (I) eingegangen werden. Die erste Verallgemeinerung des
Pranckschen Ansatzes fiir den harmonischen Oszillator riihrt von DEBYE2)
her, der fiir mechanische Systeme von einem Freiheitsgrad auch bei nicht sinus-
férmigen Schwingungen die Quantenbedingung

Ppdg=nh
verwendete, worin das Integral {iber die geschlossene mechanische Bahnkurve
zu erstrecken ist. Sodann hat BoHR3) in seiner grundlegenden Arbeit iiber das
Wasserstoffspektrum im Jahre 1913 fiir rein periodische Systeme mit mehreren
Freiheitsgraden die Bedingung (46) aufgestellt und hat auch bereits hervorgehoben,
daB sie bei Beriicksichtigung der relativistischen Massenveridnderlichkeit durch
eine mit (45) dquivalente Bedingung zu ersetzen ist, falls die betrachtete Bahn
auch dann noch rein periodisch bleibt. Speziell fiir kreisférmige Bahnen konnte
diese Bedingung in der einfachen Form geschrieben werden, da das Impuls-

moment des Elektrons gleich ist einem ganzzahligen Vielfachen von ;—4).
JT

Es handelte sich sodann darum, die Quantenbedingungen fiir den Fall
von nicht rein periodischen Systemen zu verallgemeinern. Der einfachste Fall
war der eines harmonischen, anisotropen Oszillators von zwei Freiheitsgraden, bei
welchem die Bindungsstirke in zwei aufeinander senkrechten Richtungen ver-
schieden ist. Da die allgemeinste Bewegung hier als zusammengesetzt aus den
voneinander unabhingigen Bewegungskomponenten in diesen beiden Richtungen
aufgefaBBt werden kann, war kaum ein Zweifel dariiber méglich, daB hier einfach

1) In dieser und den beiden folgenden Ziffern ist von der Nullpunktsenergie des Oszil-
lators, die bereits in Ziff. 1 erwihnt wurde, zunichst abgesehen. Vgl. hierzu jedoch die
Diskussion in Ziff. 9.

%) P. DEBYE, Vortrige beim Wolfskehl-Kongre$ in Géttingen 1913,

%) N. Bosr, Phil. Mag. Bd. 26, S. 1. 1913; Abhandl. #iber Atombau, Abh. I.

4) Auf die Bedeutung des Impulsmomentes bei gequantelten Kreisbahnen hat bereits
J. W. NicuorLson (Month. Not. Bd. 72, S. 677. 1912) hingewiesen.

Handbuch der Physik. XXIII, 3
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der PraNcksche Ansatz E = n hw fiir die beiden Bewegungskomponenten in
diesen beiden Richtungen fiir sich angewandt werden kann. Sind demnach
E,, o, bzw. E,, w, die Energie und Eigenfrequenzen der Projektionen der Be-
wegung in diese Richtungen, so ist zu setzen

E,=mhw, E,=nhw,; E=E +E,. (49)

Einen betrichtlichen Schritt weiter gelangte PLANCK!) im Jahre 1915.
Er ging aus von der Betrachtung des Phasenraumes der ., g.., der sich namentlich
bei den statistischen Anwendungen der Theorie als ein naturgemiBes Hilfsmittel
darbietet, und versuchte fiir den Fall, da3 bei einem System von f Freiheitsgraden
f eindeutige und reguldre Integrale der Bewegungsgleichungen existieren, die
von diesen Integralen gebildeten Flichen F (p,, ¢.) = konst. des Phasenraumes
zu einer natirlichen Einteilung desselben in Gebiete vom Volumen A/ zu ver-
wenden. Die stationdren Zustinde sollten dann den f dimensionalen Schnitten
dieser Flichen entsprechen und waren durch f Quantenzahlen charakterisiert.
Gleichzeitig damit hat W. WiLson?) versucht, die Quantenbedingungen eines
Systems von f Freiheitsgraden in der Form

fpndqn znuh‘

zu schreiben, wobei das Integral iiber eine mechanische Bahn zu erstrecken ist.
Eine allgemeine Vorschrift iiber die dabei zu verwendenden Koordinaten konnte
WiLsON nicht geben, er berechnete jedoch die Werte dieser Integrale beim Pro-
blem des Wasserstoffspektrums (ein Elektron unter dem Einflul der CourLomB-
schen Anziehung durch den Kern) fiir Polarkoordinaten 7, ¢, die sich hier von
selbst als naturgemaB darbieten. Wéhrend diese Arbeit jedoch keine Anwendung
auf die Erklirung der Spektren enthilt, gelang SOMMERFELD?) der entscheidende
Fortschritt, indem er zeigte, daB bei Beriicksichtigung der relativistischen Massen-
verinderlichkeit des Elektrons die Anwendung der Bedingungen

2m
Ppdar=nh, Pp,dg=2np,="Fkh (50)
0 .

auf ein Atom mit einem Elektron zu einer Erkldrung der Feinstruktur des Wasser-
stoffspektrums fiihrt (vgl. Ziff. 21). Es war klar, daB die Bedingungen (50)
allgemein fiir eine (nicht entartete) Zentralbewegung gelten miissen (das ist
cine Bewegung eines Teilchens unter dem EinfluB einer Zentralkraft; vgl.
ds. Handb. Bd. V). Es ist hierin in der ersten Bedingung das Integral zu erstrecken
iiber einen Hin- und Hergang des Radiusvektors 7 von seinem Minimalwert
(Perihel) bis zum Maximalwert (Aphel) und wieder zuriick zum Minimalwert.
Wihrend p, = # den radialen Impuls bedeutet, ist die zu ¢ kanonisch konjugierte
Koordinate ,, gleich dem wihrend der Bewegung konstanten Impulsmoment
des umlaufenden Teilchens. Weiter hat dann EPSTEIN?) fiir solche mechanische
Systeme, die bei geeigneter Wahl der Koordinaten Separation der Variablen zu-
lassen, bei Verwendung dieser Separationskoordinaten die Quantenbedingungen
in der Form (48) angesetzt und auf das Problem des Starkeffektes der Balmer-

1) M. Pranck, Verh. d. D. Phys. Ges. Bd. 17, S. 407 u. 438. 1915; Ann. d. Phys. Bd. 50,
S. 385. 1916.

2) W. WiLson, Phil. Mag. Bd. 29, S. 795. 1915; Bd. 31, S. 156. 1916.

3) A. SOMMERFELD, Minchener Ber. 1915, S. 425, 459; 1916, S.131; Ann. d. Phys.

Bd. 51, S. 1. 1916. .
4) P.S. EpsteIN, Ann. d. Phys. Bd. 50, S. 489. 1916. Uber das Verhiltnis dieser Form
der Quantenbedingungen zu den Betrachtungen von PLANCK vgl. P. S. EpsTEIN, Berl. Ber.

1918, S. 435.
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linien erfolgreich angewandt (sieche Ziff. 22). Endlich haben SoMMERFELDY)
und DEBYE?) diese Bedingungen auch beim Zeemaneffekt verwendet, indem
sie auch hier, wo die Kréfte von der Geschwindigkeit der Teilchen abhingen,
die Bewegungsgleichungen in kanonischer Form zugrunde legten (s. ds. Handb.
Bd. V).

Waihrend die bisher genannten Arbeiten alle von der Lage der Bahnen im
Phasenraum ausgehen, hat gleichzeitig mit EPSTEIN SCHWARZSCHILD?) eine
Theorie des Starkeffektes aufgestellt, die eine Formulierung der Quantenvor-
schriften enthilt, bei der die Periodizitdtseigenschaften der Bahn in den
Vordergrund treten und die sich auf die Einfithrung von Winkelvariablen und
zugehdrigen kanonisch konjugierten Wirkungsvariablen stiitzt. SCHWARZSCHILD
betonte auch, daB bei entarteten Systemen keine groBlere Zahl von Wirkungs-
variablen eindeutig definiert werden kann, als der Periodizititsgrad s des Systems
betrigt, und fithrte daher bei einem solchen System nur s Quantenbedingungen
und Quantenzahlen ein. Seine Methode wurde von BURGERs4) weiter ausgefiihrt
und prézisiert, namentlich was die Normierung der absoluten Werte der Wirkungs-
variablen [y, ... J; betrifft, und von ihm wurde auch die allgemeine Form (43)
der Definition dieser Wirkungsvariablen bei mehrfach periodischen Systemen
angegeben.

DaB zwischen den Periodizititseigenschaften der Bahnen eines mechanischen
Systems und seinem quantentheoretischen Verhalten ein inniger Zusammenhang
besteht, zeigt das von BoHRS) aufgestellte Korrespondenzprinzip, das weiter
unten in Ziff. 9 genauer besprochen wird. Aus diesem Prinzip ergibt sich auch,
daB bei entarteten Systemen allein die ScHwARzsCHILDsche Quantenvorschrift
das Richtige trifft, gem4f der solche Systeme nur durch so viele Quantenzahlen
zu charakterisieren sind, als das System unabhingige Grundperioden besitzt.
Indem Bonr die Methode der sikularen Stérung (vgl. ds. Handb. Bd. V) aus-
bildete und auf die Quantelung von durch schwache Felder gestorten entarteten
Systemen anwandte, zeigte er, wie die bei diesen Stérungen hinzutretenden weiteren
Quantenzahlen direkt durch den Charakter dieser Stérungen bestimmt sind$).

Das Korrespondenzprinzip sowie das in der folgenden Ziffer besprochene
Adiabatenprinzip scheinen bis zu einem gewissen Grade eine physikalische Begriin-
dung fiir die Form (II) der Quantenbedingungen bei Periodizititssystemen zu
liefern, indem diese Bedingungen die einfachste Weise darstellen, die Forderungen
dieser beiden Prinzipien zu erfiillen. Andererseits scheint jedoch der Grund-
annahme der Quantentheorie der Periodizititssysteme, daB die stationiren Zu-
stinde dieser Systeme mittels der klassischen Mechanik beschreibbar sind, wie
bereits oben erwihnt, nur eine begrenzte Giiltigkeit zuzukommen. Wir werden
daher im folgenden bei der Diskussion spezieller Atomprobleme von den be-
sonderen Annahmen der Theorie der Periodizitdtssysteme moglichst wenig Ge-
brauch machen und uns mehr auf allgemeinere Prinzipien, wie das Korrespon-

1) A. SoMMERFELD, Phys. ZS. Bd. 17, S. 491. 1916.

?) P. DeBYE, Phys. ZS. Bd. 17, S. 507. 1916.

%) K. ScawarzscHILD, Berl. Ber. 1916, S. 548. Vgl. hierzu auch P. EpsTEIN, Ann. d.
Phys. Bd. 51, S. 168. 1916.

4) J. M. BUrGERs, Dissert. Haarlem 1918.

%) N. Bonr, Kopenh. Ber. 1918. In deutscher Ubersetzung erschienen unter dem Titel.
Uber die Quantentheorie der Linienspektren. Braunschweig 1922. Im folgenden zitiert als
»Q.d. L. Der Name ,,Korrespondenzprinzip‘ findet sich zum erstenmal bei N. BOHR,
ZS. 1. Phys. Bd. 2, S. 423. 1920. Auch gesondert erschienen in ,,Drei Aufsitze iiber Spektren
und Atombau®, 2. Aufl.,, Braunschweig 1924, als 2. Aufsatz.

%) Eine neuere Diskussion der Grundpostulate der Quantentheorie im Zusammenhang
mit dem Korrespondenzprinzip ist gegeben bei N. BoxR, ZS. f. Phys. Bd. 13, S. 117. 1923.
Im folgenden zitiert als ,,G.d. Q..

3*
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denzprinzip, berufen. (Uber die durch dieses Prinzip noch offen gelassenen
Moglichkeiten der Abdnderung der Zustandsbedingungen siehe unten Ziff. g.)

7. Das Adiabatenprinzip. Wie mehrfach hervorgehoben wurde, kann die
klassische Mechanik sicher nicht giiltig bleiben bei der Einwirkung rasch ver-
dnderlicher Kraftfelder auf Atomsysteme, denen man z. B. beim Zusammen-
stoBl eines Atoms mit einem Elektron oder bei der Einwirkung eines duBeren
Strahlungsfeldes auf das Atom begegnet. Es erscheint jedoch naturgemiB, die
gewohnliche Mechanik in dem Umfange, als sie bei der Beschreibung der statio-
ndren Zustinde selbst Verwendung findet, auch bei gewissen unendlich langsamen,
gleichmaBigen Transformationen, die in Analogie zur Thermodynamik als
adiabatisch bezeichnet werden, als giiltig anzunehmen. Dies ist der physikalische
Inhalt des von EHRENFEST!) aufgestellten Adiabatenprinzips?). Dabei ist unter
adiabatischer Transformation eine inderung eines Systemparameters (wie z. B.
Eigenfrequenz des Oszillators, Ladung des anziehenden Kernes, Intensitit eines
duBeren Kraftfeldes) verstanden, bei der in jedem Augenblick dieselben Be-
wegungsgleichungen (in den Koordinaten p,, ¢,) gelten, wie wenn der betreffende
(mit @ bezeichnete) Parameter konstant wire (d. h. die zeitliche Anderungs-
geschwindigkeit 4 des Parameters soll in den Bewegungsgleichungen nicht ex-
plizite vorkommen). Ferner soll die Transformation so langsam erfolgen, daf3
bei endlicher Anderung des Parameters @ wihrend der sehr lange Zeit dauern-
den Transformation im Endresultat derselben GroBen von der Ordnung a ver-
nachldssigt werden konnen. Schlieflich muBi die Transformation gleichmaBig,
d. h. ohne Beziehung zu den jeweiligen Umlaufsphasen des Systems, erfolgen.
(Uber die mathematische Formulierung dieser Bedingungen und die Berech-
nung adiabatischer Transformationen vgl. ds. Handb. Bd. V.)

Das Adiabatenprinzip involviert zugleich eine Bedingung, der die Quanten-
vorschriften zur Festlegung der stationiren Zustinde von Periodizititssystemen
geniigen miissen. Denn es ist eine unmittelbare Folge der Grundpostulate der
Quantentheorie, daB bei adiabatischen Transformationen, soweit wir von Aus-
strahlungsprozessen absehen konnen, das betrachtete Atom stets in einem
stationdren Zustand verbleiben muB. Soll daher, wie es das Adiabatenprinzip
verlangt, die Anwendung der klassischen Mechanik auf eine solche Transformation
zu richtigen Resultaten fithren, so miissen die Quantenbedingungen gegen-
iiber diesen Transformationen invariant sein. Wie in ds. Handb.
Bd. V ndher dargelegt ist, ist dies gemdB Untersuchungen von EHRENFESTS),
BurGErs?) und Krutkow?) fiir die Form (II) der Zustandsbedingungen in der
Tat der Fall, wenn man wihrend der Transformation stets im Bereich der
Periodizititssysteme verbleibt, und wenn der Durchgang durch entartete Systeme,
d. h. eine Anderung des Periodizititsgrades des Systems wihrend der Trans-
formation, ausgeschlossen wird.

Die letztere Einschrinkung hingt damit zusammen, dafl der Periodizitdts-
grad s eines mehrfach periodischen Systems zugleich die Dimensionszahl des-
jenigen Gebietes im Phasenraum bestimmt, welches die Bahnkurve iiberall dicht
erfilllt. Kommt nun das betrachtete System in groBe Nahe eines Systems mit
einem geringeren Periodizitidtsgrad, so wird die Zeit, die erforderlich ist, bis

1) P. EHRENFEST, Ann. d. Phys. Bd. 51, S. 327. 1916; betreffend altere Literatur vgl.
EHRENFEST’s zusammenfassenden Aufsatz in Naturwissensch. Bd. 11, S. 543. 1923.

2) Von Bonr, Q.d.L., Teill, wurde dieses Prinzip auch ,,Prinzip der mechanischen
Tr ansformierbarkeit'* genannt.

3) P. EHRENFEST, l. c., FuBinote 1.

4) J. M. BUrGERs, Versl. Akad. Amsterdam Bd. 25, S. 849, 918, 1055. 1917.

% G. Krutkow, Versl. Akad. Amsterdam Bd. 27, S. 908. 1918.
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die Bahnkurve das betreffende s-dimensionale Gebiet im wesentlichen vollstindig
durchlaufen hat, sehr groB (fiir das System mit geringerem Periodizititsgrad selbst
wiirde sie ja im Limes unendlich groB). Wahrend dieser Zeit hat sich dann
der Parameter a des Systems bereits merklich geindert. Die Bedingung der
unendlichen Langsamkeit des adiabatischen Prozesses, die stets relativ zu
den durch die Frequenzen »,,...,, bestimmten Umlaufsgeschwindigkeiten des
Systems zu verstehen ist, wird offenbar unerfiillbar, wenn eine dieser Frequenzen
wihrend endlicher Zeit den Wert 0 erhdlt!). Es bleiben hier nur diejenigen
Wirkungsvariablen J, invariant, die zu nicht verschwindenden Grundfrequenzen
des Systems gehoren. Geht man durch eine adiabatische Transformation von
einem entarteten System aus zu einem nichtentarteten System, so stellen sich
auf unmechanische Weise die den neu hinzukommenden Quantenbedingungen
J = nh entsprechenden stationidren Zustinde ein. (Als Beispiel hierfiir kann
die weiter unten in Ziff. 11 besprochene Richtungsquantelung angesehen wer-
den.) Diese neu auftretenden Zustandsbedingungen treffen unter den Zu-
stinden, welche durch eine vom entarteten System ausgehende adiabatische
Transformation gemif der klassischen Mechanik erreichbar sind, noch eine nihere
quantentheoretische Auswahl.

Die physikalische Bedeutung des Adiabatenprinzips liegt vor allem darin,
daB es, wenn von vornherein iiber die allgemeine Form der Zustandsbedingungen
noch keine theoretischen Voraussetzungen eingefithrt werden, die Ermittlung
dieser Zustandsbedingungen auf diejenige bei besonders einfachen mechanischen
Systemen zuriickzufiihren gestattet, aus denen das vorgegebene System durch
eine adiabatische Transformation hergestellt werden kann. So folgt gemdfl dem
Adiabatenprinzip aus den Zustandsbedingungen (49) fiir einen anisotropen
Oszillator sogleich auch die Richtigkeit der Form (II) der Zustandsbedingungen
fiir alle Systeme, die aus dem anisotropen Oszillator durch eine stets im Bereich
der Periodizititssysteme verbleibende und entartete Systeme vermeidende
adiabatische Transformation hervorgehen. Insbesondere ist es auf diese Weise
(mit Zuhilfenahme eines auf der Bewegungsebene des Teilchens senkrecht stehen-
den Magnetfeldes) moglich, die Quantenbedingungen (50) fiir eine Zentralbewe-
gung auf die Quantenbedingungen (49) fiir den anharmonischen Oszillator zu-
riickzufiihren. (Siehe hierzu auch den Schluf der folgenden Ziff. 8.) Auch folgt
die DEBYEsche Festlegung der Quantenzustinde eines anharmonischen, linearen
Oszillators durch adiabatische Anderung des quasielastischen Kraftfeldes direkt
aus dem Pranckschen Ansatz fiir den linearen harmonischen Oszillator.

Eine weitere physikalische Anwendung des Adiabatenprinzips, auf die von
Bonr?) besonders aufmerksam gemacht wurde, betrifft die klassische Berechen-
barkeit der Energiewerte der stationiren Zustinde von Periodizititssystemen.
Diese wire namlich noch keine logisch notwendige Folge aus der Beréchenbarkeit
der Bewegung der Teilchen in den stationiren Zustinden, wenn die Energie-
werte verschiedener Quantenzustinde eines Systems nicht auf einem klassisch-
mechanischen Weg miteinander verglichen werden konnten. Ein solcher Vergleich
ist indessen mdéglich, wenn man das betreffende System adiabatisch in ein solches
tiberfithrt, bei dem die Energiewerte in den verschiedenen Quantenzustinden
sich nur unendlich wenig voneinander unterscheiden. Dabei ist die zu leistende

1) Eine genauere Untersuchung dieses Falles des Durchganges des Systems durch
Kommensurabilititsstellen, wo eine Frequenz v,...;, verschwindet, durch M. v. LAUE, Ann.
d.Phys. Bd. 76, S. 619. 1925, hat ergeben, daB bei nicht allzu langsamer Anderung des Para-
meters und bei Fehlen besonderer Singularititen der Bewegung auch hier noch adiabatische
Invarianz der Wirkungsvariablen besteht.

%) N.BoHRr, Q.d.L., Teil I, S.10; G.d. Q., S. 133.
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bzw. vom System geleistete Arbeit mit den verschiedenen Quantenzustinden
des urspriinglich gegebenen Systems als Anfangszustinden gemiB8 der Mechanik
zu berechnen. So kann man einen harmonischen Oszillator iiberfithren in einen
solchen mit praktisch verschwindender Eigenfrequenz, bei dem die Energie
des betrachteten Zustandes hinreichend genau der Energie des Ruhezustandes
gleichgesetzt werden kann. Ebenso kann man ein RUTHERFORDsches Kernatom
mit einer bestimmten Kernladung und einem Elektron in ein solches mit sehr
kleiner Kernladung adiabatisch iiberfithren, so dal im Endzustand die Energie
praktisch gleich wird derjenigen des vom Kern véllig losgelosten und in Ruhe
befindlichen Elektrons.

8. Die statistischen Gewichte der stationdren Zustdnde. AuBer der eben
besprochenen Anwendung adiabatischer Transformationen, die eine Aussage
itber die Anwendbarkeit der klassischen Mechanik enthilt, konnen diese Trans-
formationen auch zu rein thermodynamischen Schliissen iiber die statistischen
Gewichte der Quantenzustinde benutzt werden, die in die Verteilung (6) der
Atome iiber diese Zustinde beim Warmegleichgewicht eingehen. EHRENFEST?)
hat namlich gezeigt, daB Ubereinstimmung der auf der Verteilung (6) fuBenden
Quantenstatistik mit dem zweiten Hauptsatz der Thermodynamik nur dann
besteht, wenn diese Gewichte bei einer adiabatischen Transformation invariant
bleiben. Hierbei wird nur von einer Anwendung des Energiesatzes auf die Trans-
formation, nicht aber von der klassischen Mechanik Gebrauch gemacht. Ferner
soll zunichst vorausgesetzt werden, daBl wihrend der Transformation nicht zwei
Zustinde zusammenfallen sollen; auf den hierdurch ausgeschlossenen Sonderfall
kommen wir spiter zuriick.

Durch die Bedingung der Invarianz der statistischen Gewichte ist deren
Bestimmung auf die bei besonders einfachen Systemen zuriickgefithrt. Nun hat
PrLANCK beim linearen harmonischen Oszillator die statistischen Gewichte aller
stationiren Zustinde als einander gleich angenommen. Hierdurch ergab sich
gemiB (2) und (6) fiir die mittlere Energie eines solchen Oszillators im Warme-
gleichgewicht der Ausdruck

D E e ’T Dnhve #T
E _ n=0 __n=0 _ hv
- oo E. o nhy  hw » (51)
Zg—kT Zg—_k_TT gk_T- —1
n=0 n=0

worin » die Eigenfrequenz des Oszillators bedeutet. Diese Formel hat eine weit-
gehende experimentelle Bestitigung in dem Verhalten der spezifischen Wirme
fester Korper bei tiefen Temperaturen erfahren, was demnach zugleich als eine
empirische Stiitze der PLaANCKschen Annahme der Gleichheit der statistischen
Gewichte der Quantenzustinde des Oszillators angesehen werden kann. Eine
entsprechende Annahme fiir die Gewichte der Quantenzustinde des anisotropen
harmonischen Oszillators von zwei oder drei Freiheitsgraden bietet sich dann
von selbst dar, und nach EERENFEST folgt daher auch die Gleichheit der Gewichte
der verschiedenen Quantenzustinde bei allen Systemen, die aus dem anisotropen
Oszillator durch eine adiabatische Transformation hergestellt werden kdnnen.

Man wird deshalb naturgemiB dazu gefiihrt, bei allen nicht entarteten
Periodizititssystemen die statistischen Gewichte der verschiedenen
Quantenzustinde als gleich anzunehmen. Bei dieser Annahme ist auch

1) P. EureNFEST, Phys. ZS. Bd. 15, S. 660. 1914. S. ferner A. EINsTEIN, Verh. d. D.
Phys. Ges. Bd. 16, S.820. 1914; N. Bour, Q.d.L., S. 11, 16, 34—37; G.d. Q., L. Kap., I 5.
S.135—139.
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die Bedingung erfiillt, da} bei diesen Systemen im Grenzfall grofler Quanten-
zahlen die statistische Verteilung der Quantentheorie, die wir schreiben kénnen

Ent...np

Wo..y=Ce *T | (52a)

in diejenige der klassischen Statistik asymptotisch iibergeht. Die letztere ent-
spricht einer im Phasenraum der 9., ¢, konstanten a-priori-Wahrscheinlichkeit

d ist ben durch
und ist gegeben durc E,0

W(p,q)dpy...dpsdgy...dgp=Ce *T dp,.. . dg,. (521b)

Nun 148t sich aber das Volumenelement des Phasenraumes mit Hilfe der Wirkungs-
variablen J,... J; und der Winkelvariablen w, ... w, auch schreiben

dpy...dgp=d],...dJ;dw,. .. dwy,

da der Ubergang von den Variablen (p, ¢) zu den Variablen (], w) eine kanonische
Transformation ist und eine solche stets die Determinante 1 besitzt. (Hier ist
es wesentlich, daB die Zahl der J, mit [ iibereinstimmt, das System also nicht
entartet ist.) Mit Riicksicht darauf, dal} jede mechanische Bahn den f-dimen-
sionalen Einheitswiirfel des w-Raumes iiberall dicht erfiillt, sowie auf die Aqui-
distanz der J-Werte in den stationiren Zustinden gemill den Zustandsbedingun-
gen (II) folgt daher, da3 bei einem hinreichend groflen Gebiet des Phasenraumes,
in dem bereits sehr viele Quantenzustinde enthalten sind, die Anzahl dieser in
dem betrachteten Gebiete des Phasenraumes enthaltenen Quantenzustinde
der GroBe dieses Gebietes proportional ist. Da im Grenzfall sehr groBer Quanten-
zahlen in einem solchen Gebiet zugleich die Energie des Systems im Vergleich
mit ihrem Werte selbst nur wenig variiert, ergibt sich daher die behauptete
asymptotische Gleichheit der quantentheoretischen Verteilung (52a) mit der
klassischen Verteilung (52b) im betrachteten Grenzfall. Umgekehrt ist die Aus-
gangsannahme der Gleichheit der Gewichte der Quantenzustinde von nicht ent-
arteten Systemen die einfachste Weise, um der Forderung einer solchen Uber-
einstimmung zu geniigen.

Wir gehen nunmehr iiber zur Betrachtung der Gewichte bei entarteten
Systemen. Diese konnen stets, und im allgemeinen sogar auf mehrere Weise,
als Grenzfall von nicht entarteten Systemen aufgefafit werden, die aus dem Aus-
gangssystem durch Hinzufiigen eines dufleren Kraftfeldes entstehen. Hierbei
wird jeder Quantenzustand des Ausgangssystems infolge der neu hinzukommenden
Quantenbedingungen in mehrere Zustinde zerfallen. Wir kénnen nun die Fest-
setzung treffen, dafl das statistische Gewicht eines stationdren Zu-
standes eines entarteten Systems gleich sein soll der Summe der
Gewichte derjenigen Quantenzustinde, die nicht entarteten
Systemen angehéren und aus denen der erstere Zustand im Grenz-
fallder Entartung entsteht. Eine solche Festsetzung ist deshalb notwendig,
weil sonst im Warmegleichgewicht die Entropie eines entarteten Systems durch
Hinzuftigen eines beliebig kleinen Kraftfeldes um einen endlichen Betrag gedndert
werden konnte, was dem zweiten Hauptsatz der Thermodynamik widersprechen
wiirde. Ebenso wiirde es der Thermodynamik widersprechen, wenn das so fest-
gesetzte Gewicht der Zustinde des entarteten Systems noch davon abhingig
wiire, auf welche Weise das System als Grenzfall von nicht entarteten Systemen
betrachtet wird. Auf diese Forderung muB besonders dann geachtet werden,
wenn gewisse Werte der Quantenzahlen als zu stationidren Zustinden nicht
geeignet ausgeschlossen werden (Ziff. 23 und 26).
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Wir wollen hier noch die Bestimmung des Gewichtes der Quantenzustidnde
eines entarteten Systems an dem Beispiel des harmonischen Oszillators mit zwei
Freiheitsgraden und vorgegebener, fester Ebene der Bewegung des Teilchens er-
lautern. Die Energiewerte in seinen stationiren Zustinden sind offenbar gegeben
durch E,=nho,.
Die Form der betreffenden harmonischen Schwingung bleibt unbestimmt. Machen
wir nun den Oszillator anisotrop, indem wir die Eigenfrequenzen in zwei zuein-
ander senkrechten Richtungen schwach verstimmen, so treten jedoch die beiden
Quantenbedingungen (49) in Kraft, welche die Energie der linearen Schwingungs-
komponenten in diesen Richtungen festlegen. Es ist dann offenbar

n = n; + ny,

so daB ein Zustand des ebenen isotropen, harmonischen Oszillators mit dem
Wert # seiner Quantenzahl bei geringer Anisotropie in # 4 1 verschiedene
Zustinde zerfillt, den Werten 0,1, . ..#n der Quantenzahl #, (oder #,) entspre-
chend. Das statistische Gewicht ist also hier proportional zu »n + 1.
Zum gleichen Resultat gelangt man, wenn man den ebenen, harmonischen
Oszillator als Grenzfall des ebenen, anharmonischen Oszillators betrachtet, der
aus ersterem durch Hinzufiigen eines schwachen Zentralfeldes entsteht, welches
nach einem anderen Gesetz als das quasielastische Feld mit der Entfernung
variiert. Hier treten die Zustandsbedingungen (50) fiir Zentralbewegungen in
Kraft, durch die insbesondere das Impulsmoment der Bahn festgelegt ist. Da
der Radiusvektor bei der harmonischen, elliptischen Schwingung des ebenen
isotropen Oszillators schon nach einem halben Umlauf seinen Ausgangswert
wieder annimmt, wird im Grenzfall der Isotropie die die Energie bestimmende
Quantenzahl 7 gleich n=2m+ k|
” .

Es ist hierin #, positiv, wihrend die Quantenzahl % des Impulsmomentes je nach
dem Umlaufssinn des Teilchens positive oder negative Werte annimmt. Auch
hier zerfillt der durch einen bestimmten Wert von # charakterisierte Zustand
des ebenen harmonischen Oszillators in # 4 1 Zustinde. Denn bei gegebenem #»
kann, wenn 7 gerade ist, £ die Werte 0, + 2, + 4, ... 4 #» und #, die Werte
0,1,2,... % annehmen; bei ungeradem # erhilt man fiir 2 die Werte 4- 1, 43,
+5,...4+#n und fir », die Werte 0,1,..." 5 L

Diese Zustinde des anharmonischen isotropen Oszillators sind ginzlich
verschieden von denen des harmonischen, anisotropen Oszillators, da die Bahn
des Teilchens bei ersterem einen Kreisring, bei letzterem ein Rechteck iiberall
dicht erfiillt. Man kann jedoch diese beiden Systeme nach BURGERs?!) adiabatisch
ineinander iiberfithren, indem man zuerst ein Magnetfeld senkrecht zur Ebene
der Bewegung einschaltet, sodann die Anisotropie verschwinden 1dBt, drittens
das Zentralkraftfeld anharmonisch macht und schlieSlich das Magnetfeld wieder
ausschaltet. Man verbleibt dabei im Bereich der Periodizitdtssysteme, ohne
durch ein entartetes System hindurchzugehen. Es ergibt sich auf diese Weise
eine eindeutige Zuordnung der stationiren Zustinde der betrachteten Systeme,
die nach BURGERS?) durch die folgende Vorschrift gegeben ist: Man setze fiir
einander entsprechende Zustidnde die radiale Quantenzahl des anharmonischen
Qszillators gleich der kleineren der beiden Quantenzahlen #,, #, des anisotropen
harmonischen Oszillators und die azimutale Quantenzahl k = n; — #,.

1) J. M. BurGers, Dissert. Haarlem 1918, S. 124.
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9. Das Korrespondenzprinzip. Das von BoHRr?) aufgestellte Korrespondenz-
prinzip deckt einen tiefliegenden Zusammenhang auf zwischen dem Auftreten
der mit Emission von Strahlung verbundenen Ubergangsprozesse zwischen den
stationdren Zustinden eines Atomsystems und dem Charakter der Bewegung
in diesen Zustinden. Er kann als eine logische Verallgemeinerung derjenigen ein-
facheren Verkniipfung aufgefat werden, die in der klassischen Theorie zwischen
der Beschaffenheit des Lichtes und der Bewegung der dasselbe emittierenden
Teilchen angenommen wird und gemif welcher insbesondere die Frequenz des
emittierten Lichtes einfach dieselbe wire wie die des Umlaufes der Elektronen.

Um diesen Zusammenhang zu formulieren, geht BoHR aus von der Betrach-
tung des Grenzgebietes groBer Werte der Quantenzahlen, wo die Eigenschaften der
verschiedenen Quantenzustinde des betrachteten Systems, insbesondere auch
deren Energiewerte, sich relativ nur wenig_unterscheiden; man betrachte ferner
solche Ubergangsprozesse, bei denen die Anderungen der Quantenzahlen klein
sind gegeniiber ihren Werten selbst. Wir miissen annehmen, daBl in diesem
Grenzgebiet die statistischen Resultate der Quantentheorie mit
denen der klassischen Theorie in jeder Hinsicht asymptotisch
iibereinstimmen. Denn nur hierdurch kann es verstindlich werden, daB sich
die klassische Theorie zur Beschreibung der Naturerscheinungen in einem groBem
Umfang bewihrt hat. So muBten wir verlangen, daBl in diesem Grenzfall, trotz
des grundsitzlichen Unterschiedes zwischen dem Mechanismus der Emission
und Absorption, wie er einerseits in der Quantentheorie, andererseits in der
klassischen Theorie angenommen wird, diese beiden Theorien hier doch hin-
sichtlich der Frequenz, Polarisation und Intensitit der von vielen Atomen
emittierten und absorbierten Strahlung iibereinstimmen miissen. Diese For-
derung legt der Festlegung der stationdren Zustinde eines Atomsystems sowie
den Ubergangswahrscheinlichkeiten Bedingungen auf, die im betrachteten Grenz-
fall erfiillt sein miissen. Wir beschranken uns vorliufig auf Periodizitits-
systeme.

Was zunichst die Frequenzen der emittierten Strahlung betrifft, so sind
sie gemiB der Quantentheorie durch die Frequenzbedingung (I) gegeben, welche

besagt, daB hvg=E@, ... 1) —E (... n).

Im betrachteten Grenzgebiet kénnen wir dafiir wegen der relativen Kleinheit
von %, — n; gegeniiber #,. auch schreiben

0E 0E 0E
”quNng (n{ — ny) + W(”& —ny) + -+ W(”ﬁ —ng),
2 s
wenn [, . .. J, die Wirkungsvariablen bedeuten, die in den stationiren Zustinden
geméB den Bedingungen (II) ganzzahlige Multipla des Wirkungsquantums sind:
Jr=mh.

Denn es ist ja dann J) — J'= (n, — ) h. Andererseits sind die gemif
der klassischen Theorie emittierten Frequenzen 7y des Systems gleich den
durch (40) gegebenen Frequenzen der umlaufenden Teilchen:

'Vk1=‘[1‘l/1+ e +Ts7’s;

worin #, . .. v, die Grundfrequenzen der betreffenden mechanischen Bahn und
die (positiven oder negativen) ganzen Zahlen 1, . . .1, die Nummern der Ober-
schwingungen bzw. Kombinationsschwingungen bedeuten. Hierzu ist allerdings

1) S. die Zitate in FuBnote 5 und 6, S. 35.
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zu bemerken, dal gemiB der klassischen Theorie im allgemeinen iiberhaupt
keine scharfen Frequenzen des ausgestrahlten Lichtes resultieren wiirden, da
der Energieinhalt des Systems und daher die Umlaufsfrequenzen des Systems
sich wiahrend der Ausstrahlung stindig dndern werden. Fithren wir jedoch die
Voraussetzung ein, dall die klassische Ausstrahlung eine so geringe ist, daf} erst
nach sehr vielen Uml4dufen die Energie des Systems sich merklich geidndert hat,
so sind wir berechtigt, den Ausdruck (40) fiir die ausgestrahlten Frequenzen
zu verwenden (vgl. hierzu Ziff. 13). Der Vergleich von »q, und »yq zeigt dann,
daB im Grenzfall groBer Quantenzahlen das quantentheoretische Spektrum des
emittierten Lichtes (das ist das Wertsystem der »,) auf Grund der Relationen (44)
bzw. (44a) in der Tat mit dem klassischen Spektrum iibereinstimmt. Wir sehen
hieraus erstens, dal das Bestehen der Relationen (44) fiir die die Quanten-
zustidnde des Systems gemil (II) bestimmenden Wirkungsvariablen J, von dem
hier eingenommenen Standpunkt aus wenigstens fiir groBe Werte dieser
Variablen notwendig gefordert werden muf3, und daf3 die Zustandsbedingungen (II)
fur Periodizititssysteme mit der Forderung des asymptotischen Zusammen-
fallens des klassischen und des quantentheoretischen Spektrums des emittierten
Lichtes im Grenzfall groBer Quantenzahlen im Einklang sind. Zweitens sehen wir,
daB jedem UbergangsprozeB, bei dem sich die Quantenzahlen um #| — %7,
...n, — n! indern, eine ganz bestimmte harmonische Partialschwingung der
Bewegung im Atom zugeordnet werden kann. Diese dem UbergangsprozeB
korrespondierende Schwingungskomponente hat die Eigenschaft, da8
im Grenzgebiet groBler Quantenzahlen ihre Frequenz asymptotisch gleich wird
derjenigen, die gemdf} der Bedingung (I) nach der Quantentheorie beim betrach-
teten UbergangsprozeB emittiert wird; sie ist gegeben durch die Relationen

L=n—n, ... T=n,—n, (53)

welche die Gleichheit der Anderungen der Quantenzahlen bei dem betrachteten
UbergangsprozeB mit den Nummern der korrespondierenden Kombinations-

schwingung ausspricht.
Gehen wir nun zur Betrachtung der Intensitit und Polarisation der vom

System emittierten Spektrallinien iiber. Ist der Abstand der Teilchen des Atom-
systems voneinander klein gegeniiber der Wellenldnge der emittierten Strahlung,
so ist nach der klassischen Theorie die pro Zeiteinheit ausgestrahlte Energie
durch den zweiten zeitlichen Differentialquotient (Beschleunigung) des gesamten
elektrischen Momentes P des Systems bestimmt gemill der Relation

dE 2 =

_T _f qe
dat 3 ¢3 LI (54)
in der iiber den Umlauf der Teilchen zu mitteln ist. Um die Verteilung der
emittierten Energie iiber die verschiedenen durch (40) gegebenen Frequenzen
v,,...,, angeben zu koénnen, haben wir ¥ nach FOURIER in harmonische

Schwingungen zu zerlegen:

+ oo
g‘E=%2@'!,...“62ni(”"l+"'+7s1’c)‘ (55)
1

Tye..Tg=— 00

Es ist in (55) @,,...,, ein komplexer Vektor, jedoch €_;,..._,, konjugiert kom-
plex zu €,,...,,, da P im ganzen reell ist. Schreiben wir fiir die Komponenten
des Vektors €,,...,, nach der -, - und 2z-Richtung

@z,xﬁlgt,xleiéx , e @z’z= |@t’zlei§; ,
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so wiirden bei reeller Schreibweise die x-Komponenten der herausgegriffenen
Partialschwingung (ein bestimmtes Wertsystem 7, ...7, mit dem entgegen-
gesetzten — 7, ... — 7, zusammengefaf3t) lauten

|, |cos (2aw,,.. ., ¢+ 8y)

und analog die y- und z-Komponente. Die Betrdge der komplexen Komponenten
C.», €., €, bestimmen demnach die Amplituden der linearen Schwingungs-
komponenten, die Azimute ,, d,, d, ihre Phasen. Die Form dieser Schwingung
ist im allgemeinen eine elliptische und wird durch die Verhiltnisse

O T U
d. h., durch die Verhiltnisse [5 xH@ 1116, ]

der Absolutbetrdge und durch die Phasendifferenzen

0, — 0,0, — 0,
bestimmt, wihrend die Gesamtintensitit der Schwingung proportional ist zu
(€ =[Craf* + €y P + | € e ™ (56)
Fiir eine lineare Schwingung parallel der z-Achse ist speziell
€,.=6,,=0,

fiir eine linkszirkulare Schwingung in der x, y-Ebene

@’yy=_i®t,x=@t’xe—'g’
d. h.
T
Igr,y|=|(‘5z,xl, 621_64::—‘5,

und man kann fiir diese Schwingung schreiben

S‘Bx + iiBy = RCII...z;eZJZivtl'“t‘t

worin R den reellen Teil bedeutet und C,,.. .,
geschrieben wird dies

sBx= C,COS (2ﬂvt...t,t+ 6) ’ gBy= C,Sin (Zﬂy'!x""!st + 6) .

Die Darstellung einer rechtszirkularen Schwingung in der (x,y-) Ebene geht
hieraus durch Vorzeichenidnderung der y-Komponente hervor.

Die pro Zeiteinheit emittierte Strahlungsenergie einer bestimmten der durch
(40) gegebenen Frequenzen v, . ., erhalten wir nun, “indem wir die be-
treffende Partialschwingung von P fir sich in (54) einsetzen. Mit Riicksicht

auf (56) ergibt sich B ( d E) _ @avg,..)?

eine skalare GroBe ist. Reell

2

€l -

at Jvi..os 3c®

Wir haben nun zu verlangen, daBl im Grenzfall groler Quantenzahlen die
so aus der Bewegung des Systems entnommene klassische Intensitit mit der
im Mittel fiir eine groe Anzahl von Atomen resultierenden quantentheoretischen

Intensitdt der Linie {ibereinstimmt. Die letztere ist nun gemaB (II) bestimmt
n/

durch die Ubergangswahrscheinlichkeit An,’,, so daBl wir fiir deren Wert im

(57)

Grenzfall sehr groBer Quantenzahlen die Bedingung erhalten

2av,..)* | 2

|G

, (58)

'
r

A”ﬂ h VYqu &
r
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worin [(S,l,,,,‘|2 das Amplitudenquadrat der zu dem betrachteten Ubergangs—
proze vom Zustand (n;...#;) nach dem Zustand (nf...#n7) gemiB (53)
korrespondierenden Schwingungskomponente des elektrischen Momentes des
Atoms bedeutet. Ebenso wird in diesem Grenzfall die Polarisation der be-
trachteten Strahlung mit derjenigen {ibereinstimmen miissen, die sich auf Grund
der klassischen Theorie aus dem der Bewegung im betrachteten Zustand zu ent-
nehmenden Vektor €,,...., ergibt.

Ahnlich wie fiir die Emission muB auch fiir die Absorption, was das mittlere
Verhalten vieler Atome betrifft, Ubereinstimmung der Quantentheorie und der
klassischen Theorie im Grenzfall groBer Quantenzahlen vorhanden sein. Wie
bereits in Ziff. 2 erwdhnt, wurden die induzierten Emissions- und Absorptions-
prozesse bereits im Hinblick auf das nach der klassischen Theorie zu erwartende
Verhalten des Atomsystems bei Bestrahlung eingefiihrt. Fillt nimlich Strahlung
auf das Atomsystem auf, welche die Frequenz der Absorptionslinie enthilt,
so wird nach der klassischen Theorie von diesem je nach der Phasendifferenz
der auffallenden Strahlung und der Bewegung im Atom Energie von diesem
aufgenommen oder abgegeben. Ubereinstimmung zwischen dem mittleren Ver-
halten eines Atoms gemill der Quantentheorie und der klassischen Theorie wird

dann bestehen, wenn das mittlere Schwankungsquadrat 42 der Energie des
Atomsystems wihrend des Zeitintervalls 7 unter dem Einflu der Bestrahlung
gemifl beiden Theorien iibereinstimmt. Beriicksichtigt man, daB die zum
induzierten Emissionsiibergang #, > #n, — 1, und die zum Absorptionsiibergang
n,—>n, + 7, gehorigen Frequenzen und Ubergangswahrscheinlichkeiten im
betrachteten Grenzgebiet (asymptotisch) iibereinstimmen werden, so ergibt sich
zunichst quantentheoretisch das in Rede stehende Schwankungsquadrat gleich
der Anzahl der zur betrachteten Frequenz » gehdrigen induzierten Ubergangs-
prozesse im Zeitintervall ¢ (nach beiden Richtungen), multipliziert mit dem
Quadrat (h»)? der bei einem einzigen dieser Prozesse iibertragenen Energie:

A2

T

T,

= ()2 (Bi o, + By, )00 2 (k) By o0, - (59)

Der letztere Ausdruck rechtfertigt sich auf Grund von (16) dadurch, daB das
Verhiltnis der Gewichte der beiden durch #, und %, + 7, oder #, — 7, gekenn-
zeichneten Zustinde im betrachteten Grenzfall asymptotisch gleich 1 wird.
Andererseits ergibt sich klassisch durch eine elementare Rechnung firr dieses
Schwankungsquadrat der Wert

T 3

—ZE:_ 4—]11’2!(‘51,...“!2@1»» (60)

T 3
worin |G,....,[* wie oben das Amplitudenquadrat der zum betrachteten Uber-
gang mit der Frequenz » korrespondierenden harmonischen Schwingungs-
komponente des elektrischen Momentes bedeutet. Durch Vergleich von (59)

und (60) folgt somit fiir die Ubergangswahrscheinlichkeit B:I, im Grenzfall
groBer Quantenzahlen der asymptotisch giiltige Ausdruck

r 1 228
B:Z/N ﬁ TI@I[...Z‘}2} (61)

worin die Zahlen 7,...7, gemiB (53) zu bestimmen sind. Derselbe Ausdruck
ergibt sich auf Grund der aus den Betrachtungen iiber das Wirmegleichgewicht
abgeleiteten Relation (17) zwischen BZ., und der zugehérigen spontanen Uber-
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gangswahrscheinlichkeit A4, , wenn fiir letztere der im betrachteten Grenzgebiet
giiltige Wert (58) eingesetzt wird. Damit ist zugleich die Vereinbarkeit dieser
Relation mit der Giiltigkeit der statistischen Resultate der klassischen Theorie
im Grenzfall grofer Quantenzahlen gezeigt. Dasselbe a8t sich durch klassische
Berechnung des Uberschusses der vom mechanischen System bei Bestrahlung
aufgenommenen iber die von ihm abgegebene Energie fiir die Relation (16)
erweisen. Die betreffenden Rechnungen sind von PLANCK?) fiir den harmonischen
Oszillator und den Rotator (eine frei drehbare Stange, die an ihren Enden ent-
gegengesetzt gleiche Ladungen trigt), von vaN VLECK? fiir ein beliebiges mehr-
fach periodisches System durchgefithrt worden.

Nachdem wir nunmehr die wichtigsten Folgerungen aus dem Postulat der
asymptotischen Ubereinstimmung der statistischen Resultate der Quantentheorie
und der klassischen Theorie im Grenzfall groBer Quantenzahlen besprochen haben,
kénnen wir zu einer niheren Diskussion des physikalischen Inhaltes des Korre-
spondenzprinzips tibergehen. Zunichst ist zu betonen, daB die genannte Uber-
einstimmung keine Verminderung des Gegensatzes zwischen klassischer Theorie
und Quantentheorie im Grenzfall groer Quantenzahlen bedeutet. Denn wéihrend
in der klassischen Theorie die Emission aller Frequenzen v, ., kontinuierlich
und gleichzeitig erfolgt, geht sie nach der Quantentheorie in diskreten Schritten
vom Energiebetrag #» und in verschiedenen unabhingigen Prozessen vor sich,
die jeweils einer bestimmten Frequenz » entsprechen. BoHR®) sieht deshalb
in dem Korrespondenzprinzip nicht so sehr eine formale Verbindung zwischen
den Resultaten der Quantentheorie und der klassischen Theorie, als vielmehr
einen rein quantentheoretischen Satz, der einen Zusammenhang zwischen der
Beschaffenheit des von einem Atom emittierten Lichtes mit der Bewegung in
seinen stationdren Zustinden vermittelt: Jeder mit Ausstrahlung einer
bestimmten Frequenz » verbundene Ubergangsproze8 ist gekniipft
an das Vorkommen einer gewissen, ihm korrespondierenden har-
monischen Schwingungskomponente der Bewegung im Atom. Das
Vorhandensein dieser durch die Relation (53) bestimmten harmonischen Partial-
schwingung des elektrischen Momentes des Atoms kann als die Ursache des
betrachteten Ubergangsprozesses angesehen werden.

Diese Auffassung des Korrespondenzprinzips fiihrt -insbesondere zu der
Annahme, daB ein UbergangsprozeB fiir ein ungestértes Atom dann iiberhaupt
nicht spontan unter Emission von Strahlung auftreten kann, wenn im elektrischen
Moment des Atoms die korrespondierende harmonische Schwingungskomponente
fiir keine mechanische Bahn des Systems vorkommt. Ferner mufl man fiir einen
UbergangsprozeB mit gewissen Werten der Spriinge der Quantenzahlen eine
bestimmte Art der Polarisation der emittierten Strahlung annehmen, wenn die
zu den entsprechenden Werten der 7, gehdrige korrespondierende harmonische
Schwingung des elektrischen Momentes fiir alle mechanischen Bahnen des Systems
dieselbe Form hat (z. B. zirkular oder linear ist). Die Auswahl- und Polari-
sationsregeln fiir die Spriinge der Quantenzahlen, die sich auf diese Weise
ergeben (vgl. die folgende Ziff. 10), haben sich der Erfahrung gegeniiber aufs
beste bewdhrt und bilden ein wertvolles Hilfsmittel zur theoretischen Deutung
der Spektren. Zugleich gibt das Korrespondenzprinzip auch Rechenschaft von
der Tatsache, daB die Auswahlregeln in duBeren Kraftfeldern durchbrochen
werden konnen. Im allgemeinen treten namlich, wie in ds. Handb. Bd. V niher

1) M. PLANCK, Vorlesungen iiber die Theorie der Warmestrahlung, 14. Aufl., Leipzig 1921,
4. Abschn., 1. Kap.

2) J. H. van ViECK, Phys. Rev. Bd. 24, S. 330 u. 347. 1924.

3) N. BoHr, G.d. Q., II. Kap,, § 2.
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besprochen wird, bei Vorhandensein eines stérenden Kraftfeldes im elektri-
schen Moment des Atomsystems auch diejenigen harmonischen Partialschwin-
gungen auf, die in der ungestorten Partialschwingung noch nicht vorhanden
waren, und zwar mit Amplituden, die dem stérenden Kraftfeld proportional
sind. Daher kann ein duBeres Kraftfeld das Erscheinen von neuen, die fiir
das ungestorte Atom giiltigen Auswahlregeln durchbrechenden Spektrallinien
zur Folge haben, deren Intensitit [gemdB (58)] dem Quadrat der Stirke des
Storfeldes proportional ist (vgl. Ziff. 21, 23, 41).

Ist das Ausgangssystem entartet, so hat das stérende Kraftfeld auBer der
soeben besprochenen im allgemeinen noch eine andere Wirkung auf das vom
betrachteten System emittierte Spektrum. Es treten dann namlich, falls man
die Wirkung des Stérfeldes nach der Mechanik berechnet, die in ds. Handb. Bd. V
niher besprochenen sikularen Stoérungen auf. Beschreibt man das System in
jedem Zeitmoment durch die Wirkungs- und Winkelvariablen [, ... J,, ...,
des Ausgangssystems sowie durch irgendwelche (f —s) weitere konanonisch
konjugierte Variablenpaare a,, f, (#=s -1, ... /), so erhilt man die sikularen
Stérungen durch Mittelung der gestdrten Bewegung iiber die Perioden v, . . .,
der Ausgangsbewegung. Sie ergibt sich aus den einem mechanischen System
von (f — s) - Freiheitsgraden entsprechenden Bewegungsgleichungen

Da, 62 Dp, 92

Dt ~ ~ 9p,’ Dt  a,’ (62)

wenn die von a,, f, und J, abhingige Stérungsfunktion £ den Mittelwert der
Energie des storenden Kraftfeldes iiber die Perioden der ungestérten Bewegung
(oder, was dasselbe ist, iiber die Variablen w, ... w,) darstellt. Die Wirkungs-
variablen [, ... J, erleiden solche sikularen Stérungen nicht (sondern nur
kleine periodische Schwankungen mit Perioden, die denen der Ausgangsbewegung
nahe benachbart sind), sie sind unempfindlich, stabil. Sind die durch die Be-
wegungsgleichungen (62) bestimmten sikularen Storungen mehrfach periodisch,
d. h. lassen sich diese Gleichungen durch Fourierreihen der Form (41), (42) inte-
grieren, so sind die neu hinzukommenden Grundfrequenzen o,y,, 0,1s, ... 0y
(s"=/) der Intensitit des stérenden Kraftfeldes proportional. Betrachtet man
solche Frequenzen der gestérten Bewegung, die zu den gleichen Werten der
Zahlen 7,...7,, aber verschiedenen Wertesystemen der Zahlen 7,,,...7,
gehdren, so kann man hier demnach von einer der Stirke des duBeren Feldes
proportionalen Aufspaltung der in der ungestérten Bewegung auftretenden
Frequenzen v, .., sprechen.

Gemdll dem Korrespondenzprinzip miissen wir daher fordern, daB auch
in dem quantentheoretischen Spektrum des vom Atomsystem emittierten Lichtes
eine solche dem Feld proportionale Aufspaltung der Linien, also infolge
der Frequenzbedingung (I) auch. eine entsprechende Aufspaltung der Energie-
werte der Quantenzustinde des Ausgangssystems erfolgt. Dies ist nun in der
Tat der Fall, da das Hinzukommen der neuen Grundfrequenzen o, ... o,
zugleich das Hinzukommen neuer Zustandsbedingungen

]s+1=ns+1h, ]8'=n8'h’ (63)

zur Folge hat und jetzt jedem durch ein Wertesystem der Quantenzahlen
%, ...n; gekennzeichneten stationiren Zustand des Ausgangssystems im all-
gemeinen mehrere Zustinde des gestérten Systems entsprechen, die zu ver-
schiedenen Wertesystemen der neuen Quantenzahlen #.,...#n, gehoren.
DaB auch die Energieunterschiede dieser verschiedenen, zu bestimmten Werten
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von 7, . ..n, gehorigen Quantenzustinde der Stirke des dufleren Kraftfeldes
proportional sind, geht aus der Relation

00 =10,10]gs1+---+0y0]s (64)
hervor, die den Energieunterschied zweier unendlich benachbarten, zu denselben
Werten der Wirkungsvariablen J; ... J; gehérigen Bahnen bestimmt. Diese
Relation ist offenbar ein Sonderfall der allgemein fiir Periodizititssysteme giiltigen
Relation (44).

Allgemein sehen wir, daB das Korrespondenzprinzip die Einfiihrung gerade
einer solchen Anzahl von Quantenzahlen erfordert, die der Anzahl der unab-
hingigen Grundperioden des Systems (das ist dem Periodizitdtsgrad) gleich ist.
Die Festlegung von stationdren Zustinden durch eine bestimmte Quantenzahl %,
ist dabei gegeniiber duBeren Storungen um so instabiler, je kleiner die zugehérige
Grundfrequenz , ist, und im entarteten Grenzfall », = 0 wird die Einfithrung
der Quantenzahl #, illusorisch. Ferner folgt, daB3 die Existenz einer diskontinuier-
lichen Folge von stationiren Zustinden eines Systems an das Auftreten einer
diskontinuierlichen Reihe von scharfen Frequenzen im Spektrum der Bewegung
des Systems gebunden ist (itber die mit den klassischen Reaktionskriften der
Strahlung zusammenhingende Unschirfe der Quantenzustinde s. unten Ziff. 13).
Dem entspricht es, daBl ein mit einem Atom in Wechselwirkung stehendes freies
Elektron, dessen Bewegung unter dem Einflufl der Krifte von seiten des Atoms
nur durch ein kontinuierliches Spektrum beschrieben werden kann, auch eine
kontinuierliche Mannigfaltigkeit von méglichen Zustinden aufweist. Wir miissen
diesen Sachverhalt nach Bonr!) als eine korrespondenzmafBige Interpretation
des kontinuierlichen Spektrums ansehen, das bei der Anlagerung eines freien
Elektrons an eine Quantenbahn des Atoms emittiert wird bzw. das von einem
lichtelektrischen Effekt, einer volligen Loslosung eines Elektrons vom Atom,
begleitet, in Absorption erscheint (vgl. oben Ziff. 1).

Es moge hier noch erortert werden, inwieweit die Form der Zustands-
bedingungen fiir Periodizititssysteme durch das Korrespondenzprinzip und
das Adiabatenprinzip (das die Giiltigkeit der klassischen Mechanik fiir die Be-
wegung in den stationdren Zustinden selbst in sich schlieft) bestimmt ist. Diese
Frage ist deshalb von besonderem Interesse, weil der spezielle Ansatz (II) fiir
die Zustandsbedingungen bis zu einem gewissen Grade als ein willkiirlicher er-
scheint. Aus der Forderung des Korrespondenzprinzips, dal die quanten-
theoretische Frequenz und die klassische Frequenz im Grenzfall groBer Quanten-
zahlen asymptotisch zusammenfallen sollen, folgt zunichst, daB3 die durch (43)
definierte Wirkungsvariablen [, in den stationdren Zustinden solche Funk-
tionen der Quantenzahlen #, sein miissen, die fiir groBe #, sicherlich asymptotisch
mit », h ibereinstimmen:

]r:fr(nl--'ns)h" f,(%)é\?%,

fir groBe #. Im speziellen Fall des harmonischen Oszillators (von einem oder
mehreren Freiheitsgraden) wird man ferner verlangen miissen, dafl die gema8 der
Bedingung (I) berechnete Frequenz des emittierten Lichtes genau mit der klassi-
schen Eigenfrequenz », des Oszillators iibereinstimmt, da diese hier nicht vom
Energieinhalt des Systems abhingt. In diesem Fall kann sich daher f, nur durch
eine Konstante von #, unterscheiden. Neben dem urspriinglichen PLanckschen
Ansatz, wonach in (2) speziell E, = 0 zu setzen ist, hat man hier beim linearen
Oszillator auch die Bedingung

J=(+Ph also E,=(m+1)hy (65)

1) N. Bonr, Q.d. L., Teil II, §6.
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in Betracht gezogen. (Die thermische Energie des Oszillators wiirde sich dann
von der durch den Ausdruck (51) gegebenen nur durch die additiv hinzutretende

"%

»Nullpunktsenergie* unterscheiden.)

Ziehen wir jedoch auch das Adiabatenprinzip zur Beurteilung der Form der
Zustandsbedingungen von Periodizititssystemen hinzu, so gestaltet sich die
Sachlage anders. Denn gemiB diesem Prinzip muB bei allen adiabatisch in-
einander {iberfiihrbaren Systemen die in den Zustandsbedingungen

Jr=1fm...n)-h

auftretende Funktion dieselbe sein. Nun 148t sich der ebene anisotrope Oszillator
in eine Zentralbewegung und damit in das Wasserstoffatom (bei Mitberiick-
sichtigung der relativistischen Abhingigkeit der Elektronenmasse von der Ge-
schwindigkeit) tiberfithren. Da fiir diesen Fall die spezielle Form (II) der Zu-
standsbedingungen als empirisch gesichert gelten kann, wiirde diese Form auch
fiir alle Systeme folgen, die aus diesem durch adiabatische Transformation her-
gestellt werden konnen. Insbesondere wiirde dann fiir den linearen harmonischen
Oszillator die Form (65) der Zustandsbedingung zugunsten des &lteren PLANCK-
schen Ansatzes E, = nhv, ausgeschlossen sein, und es wire iiberhaupt kaum
moglich, an der Allgemeingiiltigkeit der Zustandsbedingungen (II) fiir Periodizi-
tatssysteme zu zweifeln. Wie in Ziff. 26 niher erldutert wird, kann indessen
eine Anwendung des Adiabatenprinzips auf das empirisch bekannte Wasserstoff-
atom nicht als unbedingt zuverldssig angesehen werden, was mit dem Vorhanden-
sein von singuldren mechanischen Bahnen in diesem Fall zusammenhingt. Auch
ist noch hinzuzufiigen, daBl der ,halbzahlige” Ansatz

J=m+3)h

im Falle des Rotators die Erfahrungen an den Bandenspektren besser wieder-
zugeben vermag als die aus (II) sich ergebende Bedingung | =#k. Eine ent-
giiltige Entscheidung dieser Fragen wird erst eine kiinftige allgemeinere Quanten-
mechanik bringen konnen. Hier sollte nur hervorgehoben werden, welche
Schliisse hinsichtlich der Form der Zustandsbedingungen bereits aus dem Korre-
spondenzprinzip allein gezogen werden kénnen.

Kehren wir nun wieder zu den Folgerungen aus dem Korrespondenzprinzip

fir die spontanen Ubergangswahrscheinlichkeiten A:j, zuriick. Abgesehen

von speziellen Fillen — wie z. B. dem oben betrachteten, wo die Amplituden
gewisser Schwingungskomponenten des elektrischen Momentes fiir alle Bahnen
des betrachteten Systems verschwinden — geniigt die bisher aufgestellte Fassung
des Korrespondenzprinzips nicht, um bei einem bestimmten Atomsystem die
genauen Werte der Ubergangswahrscheinlichkeiten festzulegen. Denn die Re-
lation (58) liefert nur eine Bedingung, der diese Wahrscheinlichkeitskoeffizien-
ten im Grenzfall groBer Quantenzahlen geniigen miissen. Die Anwendung
dieser Relation auch bei kleinen Quantenzahlen kann offenbar schon deshalb
nicht zu eindeutigen Resultaten fithren, weil die Werte der Amplituden €, .. ..,
der zum betrachteten UbergangsprozeB korrespondierenden harmonischen
Komponente des elektrischen Momentes im Anfangs- und im Endzustand dieses
Prozesses im allgemeinen ganz verschieden sein werden. Man hat zwar versucht,
ein bestimmtes Mittelungsverfahren der Werte von |G,,....,[2 iiber die klas-
sischen mechanischen Bahnen zwischen dem Anfangs- und Endzustand des be-
trachteten Prozesses zu finden, das die genauen Werte der Ubergangswahr-
scheinlichkeiten ergeben sollte. Dies wurde dadurch nahegelegt, daB sich die
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durch die Frequenzbedingung (I) bestimmte quantentheoretische Frequenz nach
einer Bemerkung von KRAMERS!) zufolge der Relationen (44) im Raum der
Wirkungsvariablen [, als geradliniger Mittelwert der korrespondierenden klas-
sischen Frequenz v,.. . (r,=mn,—n/]) zwischen Anfangs- und Endzustand
darstellen 1d6t: 1

1
E
o =/y (1) di — %f% ah=1(F B,

0 0

worin unter v,... (4) die Kklassische Frequenz 7%, + .-+ 7,», fiir eine
mechanische Bahn verstanden ist, fiir welche die Wirkungsvariablen [, die

Werte haben To={n+ 2, —u)Yh, r=1...5.

Indessen diirfte es kaum moglich sein, auf diese Weise zu einer theoretischen
Ermittlung der genauen Werte der Ubergangswahrscheinlichkeiten zu gelangen.
Diese heute noch ungeldste Frage kann wohl als eines der wichtigsten Probleme
der Quantentheorie bezeichnet werden. Ansitze zu seiner Inangriffnahme sind
vorhanden, da es gelungen ist, in speziellen Féllen die genauen Werte dieser
Ubergangswahrscheinlichkeiten zu ermitteln und gewisse Bedingungsgleichungen
anzugeben, die von diesen GréBen exakt erfiillt werden miissen (s. unten Ziff. 12).

Wie aus dem bisher Besprochenen hervorgeht, enthilt die uns heute bekannte
Formulierung des Korrespondenzprinzips keine Aussage iiber eine quantitative
GesetzmiBigkeit, sondern weist vielmehr auf einen allgemeinen physikalischen
Zusammenhang hin zwischen den Periodizitatseigenschaften der Bewegung eines
Atomsystems und dem Auftreten von mit Ausstrahlung verbundenen Quanten-
spriingen zwischen seinen stationdren Zustinden. Es scheint, daB dieser Zu-
sammenhang ein sehr tiefliegender ist, und daf ihm eine viel allgemeinere Geltung
und Bedeutung zukommt als der Quantentheorie der Periodizititssysteme.
Dies geht auch daraus hervor, dafl das Korrespondenzprinzip im Gegensatz zum
Adiabatenprinzip seinem physikalischen Inhalt nach nicht unmittelbar an die
Giiltigkeit der klassischen Mechanik fiir die Bewegung in den stationiren Zu-
stinden eines Atomsystems gebunden ist und sich auch in zahlreichen An-
wendungen auf kompliziertere Atome, bei denen die Quantentheorie der Periodi-
zititssysteme offenbar scheitert, als fruchtbar erwiesen hat. Man kann daher
vielleicht hoffen, da3 die weitere Entwicklung der Quantentheorie zu einer Ver-
allgemeinerung und quantitativen Verschirfung des Korrespondenzprinzips
fithren wird. Hierzu diirfte es vor allem erforderlich sein, genauer physikalisch
zu analysieren, inwieweit iiberhaupt von einer eindeutig bestimmten Bewegung
der Teilchen des Atoms in seinen stationdren Zustinden gesprochen werden,
kann (vgl. hierzu Ziff. 27)%).

10. Anwendungsbeispiele fiir das Korrespondenzprinzip (Oszillator, Ro-
tator, Zentralbahn). Das einfachste Anwendungsbeispiel fiir das Korrespondenz-
prinzip bildet der lineare harmonische Oszillator. Da hier in der Bewegung nur
die Grundschwingung, nicht aber die Oberschwingungen auftreten, folgt auf
Grund des Korrespondenzprinzips sofort, da hier nur Spriinge der Quantenzahl
um eine Einheit spontan auftreten koénnen (s. oben Ziff. 1), und daB die zu-
gehorige Strahlung linear polarisiert ist. Weicht dagegen das Kraftfeld von der

1) H. A. KraMERs, Dissert., Det danske Selsk. Skrifter, 8. Reihe, VI, 3, S. 327. 1919;
vgl. auch N. Bong, G.d. Q., S. 145.

%) Durch die in FuBnote 1 am Beginn dieses Kapitels erwihnte neue Quantenmechanik
sind diese Fragen inzwischen wesentlich weiter entwickelt worden; insbesondere kann das
Problem der theoretischen Ermittlung der Ubergangswahrscheinlichkeiten nunmehr als im
Prinzip gel6st gelten.

Handbuch der Physik. XXIII. 4
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quasielastischen (der Entfernung des schwingenden Teilchens vom Mittelpunkt
proportionalen) Kraft ein wenig ab, so treten bei diesem schwach anharmonischen
Oszillator auch die Oberschwingungen, zunichst die Oktave, auf, und es werden
daher mit relativ geringer Haufigkeit, die dem Quadrat (bzw. einer héheren Po-
tenz) der Stirke der zur quasielastischen Kraft hinzutretenden Storkraft pro-
portional ist, auch Ubergangsprozesse vorkommen, bei denen sich die Quanten-
zahl um 2 (bzw. um eine gréBere Zahl) dndert. Es ist bekannt, daB3 die bei den
ultraroten Bandenspektren beobachteten Erscheinungen mit einer solchen Auf-
fassung im besten Einklang stehen. Was den harmonischen, anisotropen Oszillator
von zwei oder drei Freiheitsgraden betrifft, so fithrt hier das Korrespondenzprinzip
zu dem Resultat, da jeweils nur eine der Quantenzahlen sich dndern kann, und
zwar um eine Einheit ; ferner muB die hierbei emittierteStrahlung linear polarisiert
sein in der Richtung, welcher die bei dem UbergangsprozeB sich #ndernde
Quantenzahl zugeordnet ist. Im entarteten Fall des ebenen oder riumlichen,
isotropen, harmonischen Oszillators bleibt dagegen die Polarisation der emit-
tierten Strahlung unbestimmt.

Wir wollen nunmehr die Ausstrahlung beim linearen, harmonischen
Oszillator noch niher betrachten, da hier ein einfacher Ansatz fiir die genauen
Werte der Ubergangswahrscheinlichkeiten sich von selbst darbietet. Nach der
klassischen Theorie sind die Verhdltnisse hier sehr einfach. Die Elongation x
des schwingenden Teilchens mit der Ladung ¢ und der Masse m aus der Gleich-
gewichtslage ist gegeben durch

%x=Acos2avt+4),

worin » die vom Wert der Amplitude 4 unabhéngige Eigenfrequenz des Oszillators

bedeutet, und seine Energie
E="i2 1" (any)2se
2 2
ergibt sich zu m
E = ) (27mv)2A=.

Beachtet man, daB das elektrische Moment des Oszillators durch ex, also dessen
Amplitude C durch eA gegeben ist, so erhdlt man aus (57) fiir die klassische Aus-
strahlung pro Zeiteinheit _dE @aw) e

dt 3¢
oder, indem man auf der rechten Seite die Energie E einfiihrt,

dE 26 (2my)?

T dt om 33
Setzt man noch 8a2ey?
Yy = _3677;; ’ (66)
so ergibt sich durch Integration E=E,e1. (67)

Die Energie des linearen, harmonischen Oszillators wiirde nach der klassischen
Theorie infolge der Ausstrahlung exponentiell mit der Zeit abklingen. Die
Dampfungskonstante y, deren reziproker Wert als Abklingungszeit bezeichnet
werden kann, ist dabei durch (66) bestimmt.

Wenn wir nun nach der Haufigkeit der in der Quantentheorie an die Stelle
der kontinuierlichen Energieabnahme tretenden diskontinuierlichen Prozesse
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fragen, so muB im Einklang mit (58) fir groBe Quantenzahlen # die Wahrschein-
lichkeit A7_, des spontanen Uberganges vom Zustand # nach dem Zustand
n — 1 der Bedingung geniigen v oo yE,
worin fiir E die Energie des Anfangs-, des Endzustandes oder irgendeines Zwischen-
zustandes einzusetzen ist und y wieder die durch (66) definierte Konstante be-
deutet. Auf jeden Fall, unabhingig vom Wert der Energie des Oszillators im
untersten Quantenzustand gilt fiir groBe # asymptotisch E conhy, so daB fiir
dieses Gebiet die Bedingung folgt
Ay _ycomy.

Da fiir den untersten Zustand (n = 0) die Ubergangswahrscheinlichkeit A ver-
schwinden muB, liegt es nahe, die GréBe Ay _, beim linearen, harmonischen
Oszillator fiir alle Werte von # als exakt gleich #y anzusetzen:

Al =mny. (68)

Wir merken noch an, daB hieraus die Wahrscheinlichkeitskoeffizienten Bj !
der Absorption und B} _, der induzierten Emission auf Grund von (16), (17) und
der Gleichheit der Gewichte der stationdren Zustinde des Oszillators sich zu
¢ et
_ = 6

8ahy3 A 3mhvn (69)
ergeben. Bestrahlt man eine groBe Zahl von Oszillatoren in einem bestimmten
Zustand # mit Strahlung der Eigenfrequenz », so wird im Mittel pro Oszillator
und pro Zeiteinheit dem Strahlungsfeld die Energie entzogen

dE e mel
2 = B Bi)ehy =il + 1) —nlehy =50 (70)

3m
Derselbe Betrag fiir die absorbierte Energie folgt auch aus der klassischen Theorie.
Fiir diese Betrachtung ist es wesentlich, daB den Ubergingen von # nach # + 1
und von # nach # — 1 dieselbe Frequenz zukommt, und sie ist daher auf all-
gemeinere mechanische Systeme im Gebiet kleiner Quantenzahlen nicht ohne
weiteres iibertragbar.

Das nichst einfache Beispiel bildet der bereits in Ziff. 9 erwdhnte Rotator,
eine um ihren Mittelpunkt frei drehbare Stange (Hantel) mit dem Tragheits-
moment J und der Lange a, an deren Enden sich entgegengesetzt gleiche Ladungen
+ e und — e befinden mogen. Dieser Rotator ist in vielen zweiatomigen, hetero-
polaren Molekiilen, insbesondere denen der Halogenwasserstoffe mit groBer An-
niherung realisiert. Es ist hier die zur Winkelgeschwindigkeit o gehorige
Energie E gleich E=iJot,

so daB3 wegen des Fehlens einer potentiellen Energie in diesem Falle die Bedingung
(46) die im stationdren Zustand mit dem Wert » der Quantenzahl giiltigen
Relationen liefert:

n—1 n
By '=B,_,=

Wy, nh n? h?
En—%nhé;, Pn—]wn—ﬁ- n—8—ﬂﬁ

DaBl das Impulsmoment P, in den stationdren Zustinden ein Multiplum von

(71)

ho . .
> sein muB}, hitte auch direkt aus der Form

Ppdg=mnh
4*
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der Zustandsbedingung fiir Systeme von einem Freiheitsgrad entnommen werden
kénnen, da hier als Koordinate ¢ der Drehungswinkel des Systems und als zu
diesem kanonisch konjugierte Impulskoordinate das Impulsmoment P des
Rotators fungiert und das Integral in unserem Fall von 0 bis 27 zu erstrecken
ist. Die hier entwickelten Relationen (71) beruhen auf der Quantentheorie
der Periodizitdtssysteme in ihrer gewShnlichen, auf den Zustandsbedingungen (II)
basierenden Form. Wie bereits erwihnt, ist es indessen sehr wohl méglich, da8

die Werte des Impulsmomentes des Rotators (in der Einheit Eh;) in Wahrheit

,,halbzahlig” sind und auch die Energiewerte (abgesehen von einer evtl. noch
hinzukommenden additiven Konstante) durch halbe Zahlen # -+ { ausgedriickt
werden koénnen gemdl
n h n -+ 1)2h?
P, = lei_—ji , E,= (—;_Tz)]— + konst. (71)

In jedem Fall besteht hier der Bewegungstypus bloB in einer Rotation der
Stange um den Schwerpunkt, so daB die Oberschwingungen in der Bewegung
nicht auftreten. Daher fithrt hier das Korrespondenzprinzip zum Resultat,
daBl die Quantenzahl # des Impulsmomentes nur um 1 springen
kann, und daB einem solchen UbergangsprozeB die Emission einer im Sinne
der Rotation der geladenen Teilchen zirkular polarisierten Strahlung entspricht.
Wir werden sogleich sehen, da8 diese Auswahl- und Polarisationsregel fiir die
Impulsquantenzahl eine weitgehende Verallgemeinerung fiir andere mechanische
Systeme zuldBt.

Indem wir nun zur Betrachtung der Ubergangswahrscheinlichkeiten beim
Rotator iibergehen, wollen wir die Lage der Rotationsebene der Bewegung als
fest vorgegeben ansehen, um das System als von zwei Freiheitsgraden und nicht
entartet annehmen zu kénnen. Ist a die Linge des Rotators, so ist die Amplitude
des elektrischen Momentes in jeder Richtung parallel der Rotationsebene gleich ea,
also unabhingig von der Energie des Rotators. Es scheint deshalb in diesem Falle
naturgemiB als den genauen Wert fiir die Ubergangswahrscheinlichkeit A7_;
denjenigen anzunehmen, der durch Einsetzen der quantentheoretischen Frequenz
vy, in den aus der klassischen Theorie entnommenen Ausdruck (58) entsteht.
Auf diese Weise ergibt sich wegen | € |2 = e2 (a%, 4 a?)) = 2¢%a?

(zn)4 . 262a2

YT (-1)® (72)

A:—1=

und gemdB (61) bzw. (16):
12n3.2¢? f

BZ"1=BZ-1=z§—?—' . (73)
Fiir »7_, ergibt sich auf Grund der Frequenzbedingung (I) bei Zugrundelegung
der Energiewerte (71) bzw. (71'):
1 h

Vi1 =Z‘[En_En—l] =4n—2](n+‘%‘) (74)

bzw. 1 h

'Vn__l:‘—l;[En—E”_l]:mn. (74)
Im zweiten Fall folgt aus (72) Proportionalitit von 4 _, mit #3 und es ergibt
sich fiir # = 0 aus der Formel von selbst A = 0, wihrend im ersten Fall, wo

A" _, proportional wird zu (n + })3, fir n = 0 der Wert A = 0 besonders fest-
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gesetzt werden miiBte. Es kann dies vielleicht als ein formales Argument fiir die

halbzahlige Quantelung des Rotators gedeutet werden.

Betrachten wir nun als ein weiteres Beispiel die Bewegung eines Teilchens
unter dem EinfluB einer Zentralkraft. Diese sog. Zentralbewegung ist eben und
die Bahnkurve erfiillt im allgemeinen, nicht entarteten Fall einen Kreisring
iiberall dicht. Sie 14Bt sich stets darstellen als rein periodische Bewegung mit
der Umlaufszahl »,, der eine gleichférmige Drehung mit der zu », im allge-
meinen inkommensurablen Umlaufszahl », iiberlagert ist. Die Koordinaten x, y
lassen sich demnach als Funktion der Zeit in der Form ausdriicken

+ oo
x_}-iy:ygifp =Z’A,62”i(’w’+wrp) , (75)

W, =v,t+ 0, W, =v,t+ 0.

Die zu den Winkelvariablen w, und w, konjugierten Wirkungsvariablen sind
gegeben durch

Jr= @Ibrd" . =0f25¢d<p=2n{>¢,

da die Polarkoordinaten 7, ¢ mit den zugehérigen Impulskoordinaten p, = m#
und p,, = m 2@ hier Separationskoordinaten sind. Die GroBe p,, stellt das Impuls-
moment des Teilchens um das Zentrum dar und ist wihrend der Bewegung
konstant. Die allgemeinen Zustandsbedingungen (II) fiir mehrfach periodische
Systeme fithren daher hier auf die spezielle, bereits oben in Gleichung (50) an-
gegebene Form

Gpodr=mh, [pydp=2mp,=Fkh. (50)
0

Da in (75) die Frequenz v, nicht in Oberschwingungen eingeht, kénnen wir nun
auf Grund des Korrespondenzprinzips schlieBen, daf3 bei einer Zentralbewegung
die Impulsquantenzahl % nur um -4 1 springen kann:

Ak =41 (76)

Dagegen ist die radiale Quantenzahl beliebiger Anderungen bei mit Emission
von Strahlung verkniipften Ubergangsprozessen fihig.

11. Erhaltung des Drehimpulses bei der Ausstrahlung. Richtungsquante-
lung. Ablenkung von Atomstrahlen in inhomogenen Kraftfeldern. Die wichtig-
ste Anwendung des Korrespondenzprinzips betrifft das Verhalten der Drehimpuls-
quantenzahl bei der Ausstrahlung bei beliebigen Systemen. Wiein ds. Handb. Bd. V
dargelegt, fithrt die Mechanik zu dem Resultat, daB bei jedem Atomsystem, dessen
Bewegung iiberhaupt eine mehrfach periodische ist, bei Abwesenheit duBerer
Kraftfelder und abgesehen von Fillen der Entartung das mit 2 = multiplizierte
resultierende Impulsmoment als eine Wirkungsvariable erscheint. Daher ver-
langen die Zustandsbedingungen (II), daB das resultierende Impulsmoment
P des Systems (abgesehen von Fillen der Entartung) ein ganzzahliges Multiplum

von — ist: h
P=qj—.
27 Py (77)

Die dieser Impulsquantenzahl entsprechende Grundperiode »; erscheint in der
Bewegung des Systems nur als Uberlagerung einer gleichférmigen Drehung
um die Achse des resultierenden Impulses iiber eine Bewegung mit anderen Grund-
perioden (ds. Handb. Bd. V). Sind x und y die Koordinaten in einer Ebene senk-
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recht zu dieser Achse, z die Koordinate parallel dieser Achse, so gelten die
Fourierdarstellungen

+ 0o
x+'ly =769 = E Atlm.lf_‘gzni(’lwl+"'+tf_1wf_ 1t wg)

T=—00
+ oo
2 = BteZni(zlw,+...+tf_,w,f_,) (78)
mit Wy =0yt + O, Wy =Vt 4 Og .

Durch die iiberlagerte Drehung zerfillt demnach jede urspriingliche Partial-
schwingung mit der Frequenz » in eine links- und eine rechtszirkulare Schwingung
mit den Frequenzen » 4+ »; und » — »; in der Ebene senkrecht zur Impuls-
achse und eine lineare Schwingung mit der urspriinglichen Frequenz parallel
dieser Achse. Auf Grund des Korrespondenzprinzips folgt daher fiir diesen Fall:
Die Impulsquantenzahl eines Atoms (bei Abwesenheit duBerer Kraftfelder)
kann sich bei den mit Ausstrahlung verbundenen Ubergangsprozessen nicht um

mehr als eine Einheit dndern:
A7 =0,4+1. (79)

Den Quantenspriingen mit 47 = 0 entspricht dabei die Emission einer linear
polarisierten Strahlung, denen mit A4j = 4-1, die einer zirkular polarisierten
Strahlung, wie sie gemaf der klassischen Theorie von einer parallel der Impuls-
achse bzw. in der Ebene senkrecht zu der Achse links oder rechts zirkular
schwingenden elektrischen Ladung erzeugt wiirde. Gelangt die Strahlung von
sehr vielen Atomen mit allen moglichen rdumlichen Orientierungen ihrer Impuls-
achsen zur Beobachtung, so kann allerdings diese Polarisation der emittierten
Strahlung praktisch nicht zur Geltung kommen. Auch bedarf diese Betrachtung
noch einer Ergidnzung fiir den Fall der Anregung der betreffenden Spektral-
linien durch polarisiertes Licht, auf die wir spater zuriickkommen werden (Ziff. 18).

Die hier besprochene, zuerst von BOHR') gegebene korrespondenzmiBige
Begriindung der Auswahlregel (79) fiir die Impulsquantenzahl beruht zunéchst
auf einer Anwendung der Mechanik und der Quantentheorie der mehrfach
periodischen Systeme. Wir miissen jedoch dieser Regel eine allgemeinere Geltung
zusprechen als der Theorie der Periodizititssysteme, da von der Mechanik nur
die Existenz eines dem resultierenden Drehimpuls des Atoms entsprechenden
Integrals und die Symmetrie des Systems um die Impulsachse benutzt wurde,
welche den Bewegungstypus der iiberlagerten gleichférmigen Drehung bedingt.
Jedoch werden wir sehen, daB entgegen den Zustandsbedingungen (II) fiir mehr-
fach periodische Systeme fiir die Impulsquantenzahl j von Atomen mit mehreren
Elektronen auch halbzahlige Werte zugelassen werden miissen. Die Auswahl-
regel 47 =0, 1 fiir die Gesamtimpulsquantenzahl hat sich indessen auch bei
den Spektren dieser Atome aufs beste bewdhrt. Wir sehen iiberdies, daBl im spe-
ziellen Fall von ebenen Bewegungen eines einzigen Teilchens der Sprung 47 =0
gemiB (78) auszuschlieBen ist, da hier die Komponente z der Bewegung parallel
der Impulsachse identisch verschwindet, im Einklang mit der Auswahlregel (76)
fiir die azimutale Quantenzahl % bei einer Zentralbewegung, die ja hier die Rolle
der Impulsquantenzahl spielt.

Analoges wie fiir das Gesamtimpulsmoment eines Atoms bei Abwesenheit
von duBeren Kraftfeldern gilt in einem #uBeren axialsymmetrischen Kraftfeld
fiir die Komponente des Impulsmomentes des Atoms parallel dem Feld. Unter

1) N.Bonr, Q.d.L., Teil I, S.45—47.
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einem axialsymmetrischen Kraftfeld, sei es elektrisch oder magnetisch, homogen
oder inhomogen, ist dabei ein solches verstanden, bei dem die potentielle Energie
des Atoms zum #ufleren Feld von dem um die Feldachse gezihlten Azimut
seiner riumlichen Orientierung unabhéngig ist. Es ist dann die Komponente Q
des Drehimpulses des Atoms parallel zum Feld zeitlich konstant; sie fungiert
nach Multiplikation mit 27 als eine Wirkungsvariable des Systems; sie ist daher
in den stationiren Zustinden des Atoms zu quanteln gemiB

Q=m2—};—. (80)

(In einem 4uBeren Magnetfeld ist die Bedeutung von Q etwas modifiziert; vgl.
Ziff. 24) Auch fiir die Quanzenzahl s miissen bei Atomen mit mehreren Elektronen
in gewissen Fillen halbzahlige Werte zugelassen werden. Die dieser Quantenzahl
korrespondierende Grundfrequenz v, tritt in der Bewegung des Systems nur als
eine (iiber eine Bewegung mit anderen Grundfrequenzen) iiberlagerte gleich-
férmige Drehung auf (ds. Handb. Bd. V). Die Fourierdarstellung der Be-
wegung ist ganz analog zu (78), nur miissen hier unter x und y Koordinaten
in einer Ebene senkrecht zur Feldachse, unter z die Koordinate parallel dieser
Achse verstanden werden, und es ist »; durch », zu ersetzen. Auf Grund des
Korrespondenzprinzips folgt daher eine zu (79) analoge Auswahl- und Polari-
sationsregel, jedoch mit dem Unterschied, dafl die Polarisation nunmehr auch
bei Vorhandensein vieler Atome zur Beobachtung gelangt, da durch das Feld
eine Richtung ausgezeichnet ist. Wir kénnen diese Auswahl- und Polarisations-

regel schreiben Am =0, 7- Komponente, l ( 81)
Am = +1, o - Komponenten. |

Hierin ist unter #-(,,parallel’’) Komponente eine Spektrallinie verstanden, welche
dieselbe Polarisation und Abhingigkeit der Intensitit von der Richtung aufweist
wie die Strahlung, welche gemaB der klassischen Theorie von einer parallel dem
dulleren Feld schwingenden Ladung emittiert wiirde; ebenso hat eine o- (,,senk-
recht”) Komponente dieselbe Polarisation und Abhingigkeit der Intensitit von
der Richtung, wie sie das gemif der klassischen Theorie von einer in der Ebene
senkrecht zur Feldachse links- bzw. rechtszirkular harmonisch schwingenden
elektrischen Ladung emittierte Licht aufweisen wiirde. Eine n-Komponente
hat bei Beobachtungsrichtung senkrecht zur Feldrichtung (transversale Beob-
achtung) einen parallel zum Feld linear schwingenden elektrischen Vektor, bei
einer Beobachtungsrichtung parallel zum Feld aber verschwindende Intensitit.
Dagegen schwingt eine s-Komponente bei transversaler Beobachtung senkrecht
zum Feld und ist bei longitudinaler Beobachtung links- bzw. rechtszirkular
polarisiert.

Im Falle eines duBeren elektrischen (homogenen oder inhomogenen, aber
axialsymmetrischen) Feldes kommt jedoch noch ein besonderer Umstand hinzu.
Hier andert sich die potentielle Energie nicht, wenn man die Geschwindigkeiten
und damit den Umlaufssinn aller Elektronen im Atom umkehrt, und auch die
Bewegungsgleichungen bleiben dabei erfiillt, da hier im Gegensatz zum Fall des
Magnetfeldes die Krafte nicht explizite von der Geschwindigkeit abhingen. Das
bedeutet aber, die Energie des Atoms ist bei zueinander entgegengesetzten
Orientierungen desselben die gleiche, sie hat in solchen stationiren Zustinden
denselben Wert, die sich nur durch das Vorzeichen von m unterscheiden. Zu
jeder linkszirkularen o-Komponente, die einem Ubergang der Quantenzahl m
vom Wert m nach m — 1 entspricht, gibt es daher auf Grund der Frequenz-
bedingung (I) im Fall des elektrischen Feldes eine rechtszirkulare o-Komponente
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mit derselben Frequenz, welche den Werten — m und — (m — 1) der Quanten-
zahl 7 im Anfangs- und Endzustand entspricht. Beobachtet man daher das Licht,
welches von einer groen Zahl von Atomen mit allen quantentheoretisch méglichen
rdumlichen Orientierungen emittiert wird, so wird im elektrischen Feld die Polari-
sation einer jeden o-Komponente zwar noch immer bei transversaler Beobachtung
linear und (bezogen auf den elektrischen Vektor des Lichtes) senkrecht zum Feld
sein, bei longitudinaler Beobachtung wird jedoch die Polarisation der ¢-Kompo-
nenten hier unbestimmt und im allgemeinen elliptisch sein. Wie sich die Ver-
hiltnisse in diesem Fall bei Anregung der betreffenden Spektrallinie durch
polarisiertes Licht gestalten, wird in Ziff. 18 erértert werden.

Wihrend die bisher besprochene Begriindung der Auswahl- und Polarisations-
regeln (79) und (81) auf dem Korrespondenzprinzip fult, ist gleichzeitig von BoHR1)
und RuBINowIcz2) noch eine andere Methode ihrer Herleitung angegeben worden,
die auf einer Betrachtung der Erhaltung des Drehimpulses bei der Ausstrahlung
beruht. Gemif3 der klassischen Theorie ist bei der Emission von Strahlung, etwa
durch ein harmonisch schwingendes Teilchen, das Verhiltnis des ausgestrahlten

Drehimpulses 4P zur ausgestrahlten Energie 4 E hochstens gleich 5—:;’ . Dieser

Maximalwert des Quotienten Vi wird erreicht bei einer zirkularen Schwingung

des emittierenden Teilchens, wihrend bei einer linearen Schwingung kein Dreh-
impuls ausgestrahlt wird. Wenn wir nun annehmen, da8 in der Quantentheorie
der klassische Zusammenhang zwischen ausgestrahltem Impulsmoment, aus-
gestrahlter Energie und Polarisation der emittierten Strahlung bestehen bleibt,
so folgt zunichst, da ja pro Elementarproze8 die Energie AE = h» vom Atom
abgegeben wird, da die Impulsinderung 4 P des Atoms bei einem solchen ProzeB

nicht mehr als —— = Sn betragen kann. Da ferner aus einfachen geometrischen
T JT

Griinden die Anderung des absoluten Betrages des Impulsvektors des Atoms
stets kleiner ist als der absolute Betrag der vektoriellen Anderung des Impulses,
so folgt zunichst die Auswahlregel fiir die Impulsquantenzahl j, nach der sich
diese nicht um mehr als 1 indern kann. Ist ihre Anderung gerade gleich 1,
so muB der Impulsvektor des Atoms vor und nach dem Ubergangs-
prozeB dieselbe Richtung haben, damit der Betrag 4P des vom Atom

an die Strahlung abgegebenen Impulses nicht gréBer wird als e Es ist dies ein

Ergebnis, welches iiber die aus dem Korrespondenzprinzip gezogenen Folge-
rungen hinausgeht. Es folgt ferner gemiB dem oben Gesagten sogleich, dal dem
Fall Aj= 41 zirkulare Polarisation der emittierten Strahlung entspricht.
Nicht so ganz eindeutig ist vom Standpunkt der Erhaltung des Drehimpulses
aus der SchluB auf lineare Polarisation der emittierten Strahlung im Fall 47 =0,
‘da auch die Moglichkeit in Betracht zu ziehen ist, daB das Impulsmoment
des Atoms bei ungeinderter absoluter GréBe bei der Ausstrahlung seine Rich-
tung 4ndern kénnte. Hier muB man sich von diesem Standpunkt aus mit
etwas kiinstlichen Zusatzbetrachtungen helfen, wihrend das Korrespondenz-
prinzip direkt zum Ziel fithrte. Ganz &hnlich gestalten sich die Verhéltnisse
bei Vorhandensein eines axialsymmetrischen duBeren Kraftfeldes, da hier die
Komponente des Impulsmomentes des Atoms parallel zur Achse des Feldes von
diesem nicht beeinfluBt wird und daher fiir sie bei den Ausstrahlungsprozessen
"~ 1) N.Bomr, Q.d.L., Teil I, S.47, 48.

2) A. RuBiNowicz, Phys. ZS. Bd. 19, S. 441 u. 465. 1918. Vgl. hierzu auch A. SOMMER-
FELD, Atombau und Spektrallinien, 4. Aufl.
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der Erhaltungssatz gelten muB. Fiir die Quantenzahl m , welche die betrachtete
Impulskomponente festlegt, folgt daher wieder die Auswahlregel Am =0, +1
sowie die ¢-Polarisation der bei den Ubergangsprozessen mit Am = 41 emittier-
ten Strahlung. Im Fall Am = 0 wire auch hier zunichst die Moglichkeit einer
Anderung der Richtung des Impulsvektors bei ungeindertem Winkel desselben
mit der Feldrichtung ins Auge zu fassen. Man kénnte aber aus Symmetriegriinden
auch vom Standpunkt der Erhaltung des Drehimpulses aus als einfachste Moglich-
keit die vom Korrespondenzprinzip geforderte n-Polarisation der den Ubergangs-
prozessen mit 4m = 0 entsprechenden Strahlung ansehen.

Uber die Bewegung im Fall des axialsymmetrischen duBeren Feldes wurde
bisher nur angenommen, daB sie aus der Uberlagerung einer gleichférmigen
Drehung mit der Grundfrequenz »,, um die Feldachse iiber eine Bewegung mit
anderen Grundfrequenzen » besteht. Betrachten wir jedoch nunmehr den Fall,
daB das dufBere Feld hinreichend schwach ist, so daB », klein ist gegeniiber
urspriinglich vorhandenen Frequenzen ». Ist das Ausgangssystem, abgesehen
von seiner willkiirlichen Orientierung im Raum, nicht entartet, so wird hier ge-
mil allgemeinen Ergebnissen der Stdérungstheorie die Gestalt der Bahn nur
periodische Schwankungen mit kleinen, zur Feldstirke proportionalen Amplituden
erleiden. Von diesen konnen wir hier ganz absehen und nur die sdkulare Stérung,
das ist in unserem Fall die iiberlagerte Drehung um die Feldachse, ins Auge
fassen. Es sei noch bemerkt, dall der hier betrachtete Fall des ,,schwachen‘
Feldes statt durch die Bedingung v, < < » zufolge des Korrespondenzprinzips
auch dadurch charakterisiert werden kann, daB die Aufspaltung der vom
System emittierten Spektrallinien im duferen Kraftfeld klein ist gegeniiber dem
Abstand benachbarter Linien des bei Abwesenheit des duBleren Kraftfeldes
emittierten Spektrums. Wir werden nun in einem ,,schwachen axialsymme-
trischen Feld neben der Zustandsbedingung (80) fiirr die Komponente des Impuls-
momentes parallel dem Feld bei Fehlen héherer Entartung auch die Bedingung (77)
beizubehalten haben, die den Wert des gesamten Impulsmomentes selbst festlegt.
Der Winkel 6 zwischen der Richtung dieses Impulsmomentes und der des Feldes
kann also in den stationiren Zustinden nur bestimmte Werte annehmen, die
gegeben sind durch

cos O = ]ﬁ (82)

Es folgt hieraus zugleich, daBl (bei schwachem Feld) stets
lm| =1 )
sein muB. Der Wert m = j entspricht der Parallelstellung der Atomachse (Im-
pulsachse) zum Feld, m = — j der entgegengesetzten Lage, m = 0 der Quer-

stellung (Senkrechtstellung) der Atomachse zum Feld. Fiir halbzahliges m
(und 7) kann der letztere Fall offenbar nicht eintreten. Man bezeichnet das Vor-
handensein von bestimmten quantenmiBig ausgezeichneten raumlichen Orien-
tierungen des Atoms in einem duBleren Kraftfeld als Richtungsquantelung.
Dieses Resultat wurde zuerst von SOMMERFELD und DEBYE?) im Falle des Zeeman-
effektes des Wasserstoffatoms aus.der Quantentheorie abgeleitet.

Wir wollen hier noch einige Angaben machen iiber den Fall, daB das
duBere Feld ein homogenes Magnetfeld ist, soweit dies fiir das Verstindnis
der allgemeinen Betrachtungen dieses Kapitels erforderlich ist. Genauer wer-
den die hier herrschenden Verhiltnisse in Verbindung mit der Systematik
der Spektren erdrtert werden (Ziff. 24 und 36). Wir beschrinken uns hier auf

1) A.SomMmERFELD, Phys. ZS. Bd. 17, S. 491. 1916; P. DeBYE, ebenda Bd. 17, S. 507.
1916.
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den Fall eines im oben definierten Sinne schwachen Magnetfeldes. Dann
hat ein Atom ein bestimmtes magnetisches Moment M, das zu seiner Impuls-
achse parallel ist und von dessen Beeinflussung durch das duBlere Magnetfeld
wir absehen konnen. Ist © wieder der Winkel der Atomachse mit der Feld-
richtung und H die Feldstirke, so ist die Energieinderung des Atoms bei
adiabatischer Herstellung des Feldes gleich

E=—MHcos0, (84)
hat also denselben Wert wie die potentielle Energie einer Magnetnadel vom

Moment M im Felde. Nach der klassischen Theorie wire das Verhiltnis von
magnetischem und Impulsmoment

M e ’ (85)

P 2myc

wenn m—e— die spezifische Ladung des Elektrons bedeutet. Dabei ist vorausgesetzt,

0
daB der Beitrag der Kerne zum Impulsmoment des Systems zu vernachlissigen
ist1); dies ist bei Systemen mit einem einzigen Kern stets erlaubt, jedoch nicht
bei mehratomigen Molekiilen. Merkwiirdigerweise hat sich jedoch gezeigt, daf3
an der einfachen Beziehung (85) zwischen magnetischem und Impulsmoment
auch bei einatomigen Systemen nicht allgemein festgehalten werden kann,

.M . .
sondern dalBl das Verhiltnis 5 von magnetischem und mechanischem Moment

sich von seinem klassischen Wert (85) im allgemeinen durch einen Faktor g
unterscheidet, der fiir den betreffenden stationiren Zustand des ungestorten
Atoms charakteristisch ist. Wir haben demnach (85) zu erweitern gemif3

M e

— = . 6

P 2mye 8 (86)
Setzen wir fiir P hierin seinen Wert (77) ein, so erhalten wir

M = Mygj, (87)
worin das universelle magnetische Moment M ein Bonrsches Magneton genannt
wird und gegeben ist durch eh

0 =-———". (88)
4myc

Sein humerischer Wert betrdgt 5580 fiir das Mol. Fiir die Energie im Magnet-
feld ergibt sich demnach durch Einsetzen von (82) und (87) in (84) der Wert

E =mg-hoyg, (89)
worin m die Quantenzahl der Impulskomponente parallel dem Feld bedeutet
und die GréBe oy bestimmt ist durch

hoy =M H, (90)
woraus sich zufolge von (88) ergibt
_ lelH
T 4amye’

(91)

On

Das negative Vorzeichen in (84) ist dabei durch das negative Vorzeichen der
Elektronenladung kompensiert, welches zur Folge hat, dal magnetisches und
mechanisches Moment entgegengesetzt gerichtet sind.

1) Uber den EinfluB der Abhangigkeit der Elektronenmasse von der Geschwindigkeit
auf diesen Wert vgl. Ziff. 24.
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Es wird demnach zufolge von (89) jeder Energiewert (Spektralterm) des unge-
stérten Atoms in einem dufleren Magnetfeld in eine dquidistante Reihe von Werten
aufgespalten, von denen jeder einer quantenmifBig méglichen Orientierung des
Atomsim Felde entspricht. GemaB (83) betrdgt die Anzahl dieser Orientierungen
27 +1,indem m die Werte —j, — (7 — 1), — 1, 0,1, ... 7 bzw. bei halbzahligem §
die Werte —4, —(j —1), ...—%,%,...(f—1), j annehmen kann. Man sieht
hieraus weiter, daf infolge (89) die Energiewerte des Atoms im Felde symmetrisch
zum betreffenden Energiewert des ungestérten Atoms liegen. Die physikalische Be-
deutung der GréBe oy ergibt sich auf Grund der Bemerkung, da man gemif
der allgemein giiltigen Relation (44) die GréBe w,, der Umlaufszahl der iiber-
lagerten Drehung um die Feldachse durch Differentiation der Energie nach der
zur Quantenzahl m gehorigen Wirkungsvariable, also % w,, durch formales Diffe-
rentiieren von E nach der Quantenzahl  erhilt. Demnach ist w,, gegeben durch

Wy = §0q . (92)

In Fillen, wo g =1 ist und der klassische Wert (85) des Quotienten von ma-
gnetischem Moment und Impulsmoment realisiert ist, folgt demnach w,, = oy.
In der Tat gilt gemdB der klassischen Theorie fiir ein System, das aus einem
einzigen Kern mit zu vernachlissigender Bewegung und einer Anzahl von

. . . [4 .
Elektronen mit einem bestimmten Wert von p” und von ihren Abstinden ab-

hangigen Wechselwirkungskriften besteht, ein allgemeines Theorem von LAR-
MOR. Dieses besagt, daB unter diesen Voraussetzungen die Wirkung des Magnet-
feldes einfach in einer iiberlagerten Drehung von der Umlaufszahl (91) besteht.
Auch bei unserer allgemeineren, zum Wert (92) der Drehungszahl fithrenden
Betrachtung, bei der eine einfache iiberlagerte Drehung zunichst nur in
,»schwachen Feldern und als sikulare Stérung (d. h. abgesehen von kleinen
kurzperiodischen Stérungen) als realisiert angenommen wird, bleibt jedoch
bestehen, dal der Wert w,, der Frequenz der iiberlagerten Drehung nicht von
der Quantenzahl m, das ist der Orientierung des Atoms im Magnetfeld, abhingt.
Dieser Umstand ist, im Gegensatz zu dem einfachen Bewegungstypus der siku-
laren Stérung und der aus ihm folgenden Auswahlregel (81), fiir das homogene
Magnetfeld charakteristisch und wiirde in allgemeineren axialsymmetrischen
Feldern nicht mehr zu Recht bestehen.

Die Herleitung des LarRMORschen Theorems sowie der Vergleich der aus
den Werten (89) fiir die Energie im Magnetfeld zu ziehenden Folgerungen mit
den spektroskopischen Erfahrungstatsachen (Zeemaneffekt) und magnetischen
Messungen wird weiter unten niher diskutiert werden. Hier mége noch eine all-
gemeine experimentelle Untersuchungsmethode besprochen werden, die von STERN
und GERLACH!') herriihrt und die Ablenkung von Atomstrahlen in inhomogenen
Kraftfeldern, insbesondere Magnetfeldern, betrifft. Betrachtenw1re1n,,schwaches“
Magnetfeld, so erfihrt ein Atom mit dem Moment M in einem Feld mit der vom
Ort abhingigen Feldstirke §) eine Kraft

f = (Mgrad) 9, (93)

wenn wir hierin I und § als Vektoren denken.
Wegen der Larmordrehung ist nun im Mittel nur die Komponente von 9t
parallel der Feldstarke wirksam, die wir gleich M cos ® setzen kénnen, wenn @

1) O. StERN, ZS. f. Phys. Bd. 7, S. 249. 1922; W. GERLACH u. O. STERN, ebenda Bd. 8,
S.110; Bd. 9, S. 349, 353. 1922; Ann. d. Phys. Bd. 74, S. 673. 1924; W. GERLACH, Ann.
d. Phys. Bd. 76, S. 163. 1925.
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wieder den Winkel zwischen Feldachse und Atomachse bedeutet. Fithren wir
" 0 . . .

die Anderung a—% des Vektors § beim Fortschreiten lings der urspriinglichen

Richtung von § ein, so ist daher (93) gleichbedeutend mit

0
9=Mcos@—£. (93a)

Besonders einfach liegen die Verhiltnisse lings schneidenférmiger Polschuhe

. d R
eines Elektromagneten, weil hier 6—? die Richtung von § hat. Nach der klas-
sischen Theorie wiren nun alle moglichen Werte des Winkels O realisiert, also

ein kontinuierlicher Bereich von Ablenkungen zwischen zwei Grenzen zu er-
warten, die der ablenkenden Kraft +M .‘f:) und — M — @ in der parallelen
und antiparallelen Stellung der Atome entsprechen. Nach der Quantentheorie
kann dagegen cos @ nur die durch (82) gegebenen rationalen Werte d annehmen,

so daB bei bestimmter Geschwindigkeit der Atome nur bestimmte, diskrete
Werte der Ablenkungen zu erwarten sind. Der Versuch entschied nun zugun-
sten der Quantentheorie. Insbesondere ergab sich beim Silberatom das Fehlen
von unabgelenkten Atomen, die der Senkrechtstellung (cos ® = 0) entsprechen
wiirden; es waren vielmehr nur zwei allein durch das Vorzeichen unterschie-
dene Ablenkungen vorhanden, die einem Wert von einem Magneton fir M
entsprechen. Man kann demnach von einer direkten experimentellen Bestiti-
gung der Richtungsquantelung sprechen.

Es sei hier noch eine rein energetische Deutungsmoéglichkeit des STERN-
GerracHschen Versuches hervorgehoben. Diese fut auf der Schreibweise

& = grad (M9) = —gradE (94)

fiir die ablenkende Kraft, in der E die in (84) eingefithrte Energie des Atoms im
Feld bedeutet und die wegen der Wirbelfreiheit des duBleren Feldes $ mit (93)
iibereinstimmt. Der physikalische Sinn des Ausdrucks (94) fir die ablenkende
Kraft erkennt man durch Betrachtung des Falles, daB ein Atom sich adiabatisch
(im Sinne der Ziff. 7) aus einem Raum mit einem gewissen Wert der Feldstirke $
in einen solchen mit einem anderen Wert derselben bewegt. Die Bedingung
der Adiabasie ist dann erfilllt, wenn die Feldstirke am Ort des Atoms sich
wihrend einer Larmorperiode 1 /oy nur wenig verandert hat. Offenbar kann dann
die Anderung der kinetischen Energie des Atoms nur auf Kosten der Anderung
seiner Energie E im duBeren Kraftfeld erfolgen. Sind daher die Energiewerte in
einem AuBeren Kraftfeld bekannt, so erhilt man allgemein die GroBe der ab-
lenkenden Kraft gemif Q=
= —gradE,

wenn man in den Energiewerten die Intensitit des dueren Kraftfeldes als Orts-
funktion betrachtet. Dies gilt nicht nur fiir ein magnetisches, sondern fiir ein
Kraftfeld beliebiger Art. So entspricht einer dem Quadrat der elektrischen Feld-
stirke proportionalen Energieinderung eine dem Produkt aus der Feldstirke
und dem Gradienten der Feldstirke proportionale ablenkende Kraft, wihrend
eine dem ersten Differentialquotienten der Feldstirke proportionale Energie-
dnderung zu einer dem zweiten raumlichen Differentialquotienten der Feld-
stirke proportionalen Ablenkung der Atomstrahlen AnlaB gibt. Man kann somit
aus der Ablenkung der Atomstrahlen in #uBeren Kraftfeldern direkt auf die



Ziff. 12. Spektroskopische Stabilitit. Intensitatsregeln. 61

Energie des Atoms relativ zu diesen Feldern Schliisse ziehen. Es sind hier tiber-
dies die Absolutwerte der Energie mafigebend, wihrend aus spektroskopischen
Beobachtungen sich auf Grund der Frequenzbedingung (I) sich zunichst nur
Differenzen der Energiewerte in zwei stationiren Zustinden ergeben.

Ein Umstand, welcher beim ersten Anblick Schwierigkeiten darzubieten
scheint und der von EINSTEIN und EHRENFEST!) sowie von BoHR?) diskutiert
wurde, ist das Zustandekommen der raschen Einstellung der Atome in die
quantenmifig erlaubten Orientierungen, die in dem Versuch von STERN und
GERLACH zutage tritt. Diese Einstellung scheint ebensowenig wie die von Emission
oder Absorption von Strahlung begleiteten Ubergangsprozesse zwischen den
stationdren Zustinden des Atoms mittels der gewdhnlichen mechanischen und
kinematischen Begriffe beschreibbar zu sein. Die natiirlichste Annahme {iiber
die Einstellungsgeschwindigkeit scheint uns die, daB3 bei Eintritt der Atome in
das Magnetfeld die Energiewerte (84) zu ihrer Herstellung eine Zeit von der
GréBenordnung der Larmorperiode bediirfen, und daB es stets dann erlaubt ist,
die Ablenkung der Atome in einem bestimmten Zeitmoment gemiB (93a) zu
berechnen, wenn der Wert der Feldstirke am Ort des Atoms sich in einer Zeit
von der GréBenordnung der Larmorperiode nur wenig dndert.

12. Spektroskopische Stabilitit. Intensitédtsregeln fiir die Linienkom-
ponenten in achsensymmetrischen Kraftfeldern. Das Verhalten der Intensitit
und Polarisation von Spektrallinien, wenn das emittierende Atom aus einem
entarteten in ein nicht entartetes System iibergeht, ist von besonderer Bedeu-
tung, da es Anhaltspunkte fiir das Problem der theoretischen Ermittlung der
genauen Werte der Ubergangswahrscheinlichkeiten zu liefern verspricht. Dabei
werden, wie bereits verschiedentlich erwidhnt, die urspriinglichen Quanten-
zustinde des Atoms in eine Anzahl von benachbarten Zustinden und daher
auch die Linien des urspriinglichen Spektrums in eine Anzahl von Komponenten
aufgespalten. Die erste Frage, die hier entsteht, ist die, ob die Gesamtintensitit
der Linie, das ist die Summe der Intensititen der einzelnen Komponenten, sich
beim Einschalten des die Entartung aufhebenden Zusatzfeldes diskontinuierlich
indert. Hierzu ist zunichst zu bemerken, daB diese Gesamtintensitit wesent-
lich von der relativen Anzahl der Atome in den verschiedenen stationiren Zu-
stinden, in die ein urspriinglich vorhandener Quantenzustand zerfillt, und so-
mit von den Anregungsverhiltnissen abhingen kann. Ein besonders einfacher
Fall ist jedoch der, daBl die Zahl der Atome in den verschiedenen aus einem
urspriinglichen Zustand entstehenden Zustidnden sich wie die statistischen Ge-
wichte dieser Zustinde verhalten, also bei Fehlen einer weiteren Entartung
einfach einander gleich sind. Wir werden in diesem Fall kurz von ,natiir-
licher Anregung® sprechen. Es scheint nun naturgemiB, zu verlangen, daB bei
natiirlicher Anregung die Gesamtintensitit der Linie sich bei Aufhebung der
Entartung durch ein duBeres Kraftfeld stetig 4dndern soll. Es involviert
dies eine Relation zwischen den Ubergangswahrscheinlichkeiten im ent-
arteten Fall und denen bei Vorhandensein eines schwachen, die Entartung auf-
hebenden Zusatzfeldes, wobei der Stirke dieses Feldes proportionale GréBen
vernachldssigt werden. Es mogen mit %] und #/ die Werte der Quantenzahlen

1) A. EinsTEIN u. P. EHRENFEST, ZS. f. Phys. Bd. 11, S. 31. 1922.

3 N. Bomr, G.d. Q., S. 149, Anm. 1. — Es wird an dieser Stelle der von der im Text
vertretenen Auffassung abweichende Standpunkt eingenommen, daB die Einstellungszeit
der Atome von der GroBenordnung der mittleren Lebensdauer der angeregten Atome sei.
Eine solche Annahme scheint uns jedoch schwer vereinbar zu sein mit den weiter unten in
Ziff. 13 besprochenen Versuchen itber den Starkeffekt, aus denen hervorgeht, daB die Her-
stellung der Energiewerte eines Atoms in einem #uBeren Kraftfeld eine im Vergleich mit
der mittleren Lebensdauer der Zustinde des Atoms kurze Zeit erfordert.
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im Anfangs- und Endzustand des entarteten Atoms bezeichnet werden, und es
mogen m’ und m'’ alle Werte der bei Fortfall der Entartung hinzukommenden
Quantenzahl durchlaufen, die bei gegebenen %] bzw. %) moglich sind; ferner
sei gy, das statistische Gewicht des Anfangszustandes im Entartungsfall, das mit

der Anzahl der zugehorigen Werte von ' iibereinstimmt, und A%, die Uber-
gangswahrscheinlichkeit im entarteten, A7:7,, die im nicht entarteten Fall.
Dann muBl also gemiB unserer Stabilitdtsforderung bei natiirlicher Anregung
die Relation gelten

g A%, = Z;lg;;,",;;,,. (95)
m,m

Weitere Aussagen lassen sich machen, wenn die sikulare Storung, welche
durch das die Entartung beseitigende Zusatzfeld hervorgebracht wird, speziell
in einer iiberlagerten Drehung um eine ausgezeichnete Achse besteht, wie es bei
einem dulleren axialsymmetrischen Kraftfeld der Fall ist. Wir nehmen das Feld
als ,,schwach” im Sinne der vorigen Ziffer an und betrachten zunichst die
Amplituden €, der den Linienkomponenten mit A4m = 0 und 41 korrespon-
dierenden Schwingungen des elektrischen Momentes, die sich nach der klassischen
Theorie ergeben wiirden. Wir miissen dann jede bei Abwesenheit des Feldes
vorhandene Schwingung des elektrischen Momentes in eine Schwingung parallel
zur Feldachse sowie in eine rechts- und eine linkszirkulare Schwingung in der
Ebene senkrecht zur Feldachse zerlegen. Uberlagert sich nun der Ausgangs-
bewegung eine gleichférmige Drehung um die Feldachse, so wird die Gestalt
der Bahnkurven nicht gedndert, ferner bleiben auch die Amplituden der be-
trachteten drei Schwingungen, in welche die urspriingliche Schwingung zerlegt
wurde, ungeindert. Nur ihre Frequenzen werden etwas gegeneinander ver-
stimmt, indem die der linearen Schwingung unverdndert bleibt (Frequenz »,
Am = 0 korrespondierend), wihrend die der links- bzw. rechtszirkularen um die
GroBe v, der Frequenz der iiberlagerten Drehung vermehrt bzw. vermindert
wird (Frequenzen » + v, bzw. v — v, zu Am = +1 bzw. 4m = — 1 korrespon-
dierend). Wenn wir hier nur die sikulare Stérung, die iiberlagerte Drehung,
beriicksichtigen und die kurzperiodischen Stérungen auBer Betracht lassen, so
machen wir in den Werten der Amplituden des elektrischen Momentes dieser
drei Schwingungen einen Fehler von der relativen Gré8enordnung »,,/d», worin é »
den Abstand benachbarter Linien im feldfreien Fall bedeutet. Wir werden in
allen folgenden Betrachtungen GroBen dieser Ordnung vernachlissigen und daher
auch beim Ubergang von den Amplituden zu den betreffenden Intensititen
gemiB (57) den Unterschied der ausgestrahlten Frequenzen » fiir die verschie-
denen Komponenten derselben ungestorten Linie nicht zu beriicksichtigen
brauchen. Es mégen nun die Werte der gemdB (56) definierten Amplituden-
quadrate des elektrischen Momentes der linearen Schwingung parallel dem Feld
und der links- bzw. rechtszirkularen Schwingung in der Ebene senkrecht zur
Feldachse mit C,, C.,, C_, bezeichnet werden, wihrend das Amplituden-
quadrat der Ausgangsschwingung gleich C gesetzt werde. Dabei ist zu beachten,
daB nach (56) fiir zirkulare Schwingungen stets |G, |?=G,2 + €,2 also bei
einer kreisférmigen Schwingung mit dem Radius a gleich 242 gesetzt ist, um
direkt der ausgestrahlten Energie proportionale Groéfen zu erhalten. Man er-
hilt nun verschiedene Ausdriicke fiir C.,, C,, C_; durch C und den bereits
in der vorigen Ziffer eingefithrten Winkel @ zwischen Impulsachse des Atoms
und Feldachse, je nachdem die urspriingliche Schwingung parallel zur Impuls-
achse des Atoms ist (47 = 0 korrespondierend) oder zirkular in der Ebene senk-
recht zur Impulsachse (45 = -1 entsprechend). Und zwar ergibt sich durch
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eine einfache geometrische Uberlegung, die zuerst von SOMMERFELD und HEISEN-
BERG!) durchgefithrt wurde:

firdj=0: C4;=C_;=134Csin20, C,=Ccos?0; }(96)
fir dj=-41: C.;=%C(1+cos0)? Cx;=1C(1 —cosO)2, Cy=1(sin26)

Im letzteren Fall entspricht das obere Vorzeichen dem Wert 47 = +1, das
untere dem Wert 47 = —1, und in jedem Fall steht an erster Stelle die gleich-
sinnigen Spriingen von m und § (4m = A7), an zweiter Stelle die ungleichsinnigen
Spriingen von m und j (4dm = — A§) korrespondierende Schwingung. Die mit
den Frequenzen v 4 »,, v —»,, v dieser drei Schwingungen ausgestrahlte
Gesamtintensitit ist bei klassischer Berechnung nach (57) bei dem hier zugrunde
gelegten Genauigkeitsgrad der Rechnung direkt den angegebenen GréBen C.,,
C_,, C, proportional.

Auf Grund des Korrespondenzprinzips erhalten wir die quantentheoretischen
Verhiltnisse der Ubergangswahrscheinlichkeiten der Linienkomponenten im
Grenzfall groer Werte der Quantenzahlen m und 7, indem wir in (96) fiir cos ®

den quantentheoretischen Wert ’;ﬁ [vgl. (82)] einsetzen. Fiir kleine Quanten-

zahlen ergeben sich jedoch auf diese Weise, wie iiberhaupt aus dem Korrespon-
denzprinzip in seiner bisherigen Fassung, keine quantitativen Aussagen, indem
ja die Quantenzahlen # und 4 im allgemeinen im Anfangs- und Endzustand
verschiedene Werte annehmen. Es ist indessen in der letzten Zeit gelungen, in
dem hier betrachteten Spezialfall des ,,schwachen®, axialsymmetrischen duBleren
Kraftfeldes eine quantitative Verschirfung der Berechnung der Intensitits-
verhiltnisse zu erzielen. Wir wollen im folgenden bei der Begriindung dieser
neueren Ergebnisse schrittweise vorgehen, indem wir gewisse Eigenschaften der
klassischen Intensitdtswerte hervorheben und ihnen die entsprechenden Eigen-
schaften der genauen quantentheoretischen Werte der Ubergangswahrscheinlich-
keiten gegeniiberstellen.

Der erste hier in Betracht zu ziehende Umstand betrifft die Polarisation
des Gesamtlichtes, das zu einer bestimmten Linie des feldfreien Falles gehort.
Beobachtet man in einer Richtung senkrecht zum Feld, etwa der x-Rich-
tung, so besteht das zur Wahrnehmung gelangende Licht in linear polarisierten
Komponenten in den beiden Richtungen y (senkrecht zum Feld und zur Blick-
richtung) und z (parallel zum Feld). Jede dieser Komponenten hat dabei eine
zu |§,|? bzw. |G,|? proportionale Intensitit. Die erstere, sich auf die ¢-Kompo-
nenten beziehende GroBe hat aber wegen |G,|* = |G,|? den Wert { C,, oder
4 C_4, da der Beitrag |€,|?, der gerade die Hilfte der gesamten ausgestrahlten
Energie der o-Komponenten ausmacht, bei transversaler Beobachtung unwirk-
sam ist. Dagegen kommt die sich auf die #-Komponenten beziehende Gréfe
|6,|2 = C, voll zur Geltung. Wir behaupten nun, daB nach der klassischen
Theorie das Gesamtlicht unpolarisiert ist, falls eine groBe Zahl von Atomen
vorhanden ist, deren Achsenrichtungen alle gleich haufig sind. Es sind nimlich
die gemil

I )=4iyZ ji0= %ff(@)sin@d@

tiber alle Orientierungen der Atome gemittelten Werte von C,,, C_; und C,
einander gleich: —_
¢ Ciy=C_1=0C,, (97)

1) A.SoMMERFELD u. W. HEISENBERG, ZS. f. Phys. Bd. 11, S.131. 1922. Vgl. hierzu
auch eine vorangehende Arbeit von A.Lanpg, ZS. f. Phys. Bd. 5, S.231. 1921.
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wie man auf Grund von (96) sowohl im Fall 45 =0 als auch im Fall 45 =41
leicht nachrechnet und wie auch geometrisch unmittelbar einzusehen ist. Es
bedeutet dies zundchst die Unpolarisiertheit des Gesamtlichtes bei Beobachtung
senkrecht und parallel zur Feldrichtung, indessen ist leicht einzusehen, daf8 dies
auch die verschwindende Polarisation des Gesamtlichtes bei irgendeiner Beob-
achtungsrichtung zur Folge hat.

Quantentheoretisch werden wir nun ebenfalls das Fehlen einer Polarisation
des Gesamtlichtes zu fordern haben, das sich nun aus den verschiedenen scharfen
7- und o-Komponenten zusammensetzt. Hierbei entspricht jedoch der gleichen
Héufigkeit aller Orientierungen der Atomachsen in der klassischen Theorie nun-
mehr die gleiche Hiufigkeit der zu den verschiedenen Werten von m gehorigen
quantenmifBig erlaubten Orientierungen. Diese Verteilung der angeregten Atome
fillt zusammen mit der oben allgemein definierten natiirlichen Anregung, da
hier wegen des vorausgesetzten Fehlens einer weiteren Entartung die statistischen
Gewichte aller dieser Zustinde den gleichen Wert haben; iiberdies geht diese
Verteilung im Grenzfall groer Werte von 7 in die klassische Verteilung der
gleichen Haufigkeit aller Orientierungen der Atome iiber. Gerade bei natiirlicher
Anregung konnen nun die Intensititen der Linien (bei Vernachlissigung der
Unterschiede ihrer Frequenzen) den Ubergangswahrscheinlichkeiten proportional
gesetzt werden, so dal wir zur Forderung gelangen:

2A+1=2A-1=ZA0- (97)

Hierin ist zu summieren iiber alle o-Komponenten (4dm = +1 und dm = —1)
mit den Ubergangswahrscheinlichkeiten A,, und A_; und iiber alle 7-Kom-
ponenten (4m =0) mit den Ubergangswahrscheinlichkeiten 4,, in die eine
bestimmte, bei Abwesenheit des duBeren Feldes vorhandene Linie zerfillt.
Diese Forderung des Fehlens einer Polarisation des Gesamtlichtes in einem
axialsymmetrischen Kraftfeld und bei natiirlicher Anregung wurde zuerst
von BoHR!) aufgestellt und ,,spektroskopische Stabilitidt” genannt. Andererseits
ist zu betonen, daf bei einer anderen Anregung als der natiirlichen sehr wohl
eine Polarisation des Gesamtlichtes in einem &uBeren Feld eintreten kann.
Hierdurch diirften die Beobachtungen von WIECHERN?Z) und von RAUSCH VON
TRAUBENBERG®) zu erkliren sein, die in einem duBeren Magnetfeld eine solche
Polarisation des Gesamtlichtes beobachtet haben. Auch bei Einstrahlung von
polarisiertem Licht mit der Schwingungszahl einer Absorptionslinie entsteht
eine von der ,,natiirlichen” verschiedene Anregung. Die Polarisation der Fluores-
zenzstrahlung in diesem Fall wird in Ziff. 18 besprochen werden. Andererseits
werden wir in Ziff. 16 auf dem Gebiet der Dispersionserscheinungen eine Folge-
rung aus der Stabilititsrelation (97) kennenlernen, die von besonderen An-
regungsverhiltnissen unabhingig ist.

Die zweite zu verwertende Eigenschaft der klassischen GréoBlen C.,, C,
und C_, ist die, daB ihre Summe, die der gesamten von Atomen bestimmter
Orientierung ausgestrahlten Energie proportional ist, fiir jeden Wert des Win-
kels O denselben Betrag hat:

Ciy+C+C,=C. (98)
Es kommt hierin einfach zum Ausdruck, daB die Energie der urspriinglichen

1) N. Bour, Q.d. L., Teil II, S. 121 u. 122. S. hierzu auch H. A. KraMers, Dissert,,
S.49. Der von BoHR in der spateren Arbeit (G. d. Q., S. 149) eingenommene Standpunkt
entspricht nicht mehr dem jetzigen Stand der Theorie.

2) W. WiecHERN, Dissertation Gottingen 1913; ferner W. Voiars Artikel iber Magneto-
optik in GRAETz, Handb. d. Elektrizitait Bd. IV, S. 624.

3) RauscH VON TRAUBENBERG, Naturwissensch. Bd. 10, S. 791. 1922.
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Schwingung bei Vorhandensein des Feldes in drei den Partialschwingungen in
der Ebene senkrecht zum Feld und in der zur Feldachse parallelen Richtung
entsprechende Teile aufgespalten wird. Wie diese Aufteilung der urspriinglichen
Schwingung in diese drei Teile erfolgt, hingt zwar von der Orientierung der
Atome ab, aber die Summe dieser drei Teile ist stets dieselbe. Der Grund hier-
fir liegt in dem einfachen Charakter der sidkularen Stérung, der hier nur in
einer iiberlagerten Drehung besteht und die Gestalt der Bahn unveridndert 146t.

Die analoge Eigenschaft der quantentheoretischen Ubergangswahrschein-
lichkeiten werden wir nun folgendermaflen formulieren. Wir betrachten solche
Ubergangsprozesse, die zu einer bestimmten, bei Abwesenheit des Feldes emit-
tierten Linie gehdren, so daB die Anfangs- wie die Endzustinde sich unter-
einander nur durch die Werte der Quantenzahl s unterscheiden. Dann soll die
Gesamtwahrscheinlichkeit aller betrachteten Uberginge, die von einem dieser in
dem axialsymmetrischen Kraftfeld realisierten stationdren Zustinde ausgehen,
fiir alle ins Auge gefaBten, nur durch die Werte von m unterschiedenen Quanten-
zustinde denselben Wert haben. Das gleiche miissen wir fir die Summe der
Wabhrscheinlichkeiten aller Uberginge fordern, die in einem bestimmten der be-
trachteten Zustdnde endigen, da die Verhiltnisse bei Emission und Absorption
ganz analog liegen und da mit Riicksicht auf die Gleichheit der statistischen Ge-
wichte der im 4ufleren Kraftfeld vorhandenen Zustinde und mit Vernachlissi-
gung des Irequenzunterschiedes der einzelnen Komponenten gemif (17) die
Absorptionswahrscheinlichkeiten B den Emissionswahrscheinlichkeiten 4 pro-
portional sind. Man gelangt so zu den Relationen

A%+1+A%—1+A%=A; (981)
Ay AR+ AR = A (98,)

worin die rechten Seiten von 7 unabhingig sind. Fiir einen Zustand ,,am Rande*,
wo wegen der Begrenzung (83) der m-Werte nicht mehr alle drei genannten
Komponenten auftreten kénnen (vgl. die Abbildungen weiter unten), sind die
iberzdhligen Wahrscheinlichkeitskoeffizienten einfach wegzulassen bzw. gleich
Null zu setzen. Der Wert der Konstante A4’ ist durch den Wert von 4 bereits
mitbestimmt, denn bilden wir die Summe der Relationen (98;) bzw. (98,) iiber
alle Anfangswerte bzw. Endwerte von #, so erhalten wir auf der linken Seite
in beiden Fillen die Summe der Wahrscheinlichkeitskoeffizienten aller méglichen
Ubergdnge, wihrend auf der rechten die Konstanten 4 bzw. A4’ multipliziert
mit der Anzahl aller méglichen Anfangszustinde bzw. Endzustinde erscheint.
Bezeichnen 4, und §, die Werte von § im Anfangs- und Endzustand, so sind
zufolge (83) diese Anzahlen gleich 2 j, + 1 bzw. 2 §, 4 1 (sowohl bei halbzahligen
wie bei ganzzahligen §- und m-Werten), so daBl sich ergibt:

(2f +1) A= (27, +1)4" (99)
Die sog. ,,Summenregeln* (98) fiir die Intensitdten speziell von Zeemankompo-
nenten wurden zuerst von ORNSTEIN und BURGER?Y) aufgestellt in Analogie zu
Regeln tiber die Intensitidten der Multiplettlinien in den Spektren, die von diesen
Verfassern bereits frither gefunden wurden und die wir erst in Ziff. 40 in Ver-
bindung mit der ndheren Systematik der Spektren besprechen kénnen. Die
auch unserer Darstellung zugrunde gelegte Auffassung der physikalischen Be-
deutung dieser Regeln als quantentheoretisches Analogon zur entsprechenden

Eigenschaft (98') der klassisch berechneten Intensititen rithrt von HEISEN-
BERG?) her.

1) L. S. OrnsTEIN u. H. C. BURGER, ZS. f. Phys. Bd. 29, S. 241. 1924.
2) W. HEISENBERG, ZS. f. Phys. Bd. 31, S. 617. 1925.

Handbuch der Physik. XXIII. 5



66 Kap. 1. W. PauLi: Quantentheorie. Ziff. 12.

Es fragt sich nun, inwieweit durch die Summenregel (98) und die Polari-
sationsregel (97) die Intensitdtsverhiltnisse der Komponenten, in welche eine
Spektrallinie im duBeren Kraftfeld zerfillt, bereits bestimmt sind. Dabei kénnen
wir aus Symmetriegriinden denjenigen Komponenten, die auseinander durch
bloBen Vorzeichenwechsel der Werte von # sowohl im Anfangs- wie im End-
zustand hervorgehen, die gleichen Ubergangswahrscheinlichkeiten zuordnen. Es
ist dann die Relation 24 ,; = 24 _; identisch erfiillt. Mit Riicksicht hierauf
findet man durch eine einfache Abzihlung, daBl die Relationen (97) und (98)
dann ausreichen, alle Intensitdtsverhiltnisse zu bestimmen, wenn die kleinere
der beiden Zahlen j, und j,, sie sei etwa §; genannt, gleich ist 0,  oder 1. Im
allgemeinen fehlen jedoch zur Bestimmung aller Intensititen bei halbzahligem 4
noch j; — 4, bei ganzzahligem § noch §; — 1 Relationen. Die Intensititen der
Komponenten fiir die genannten Spezialfille §; = 0, 3 oder 1 sind in den folgenden
fiinf Schemata enthalten (Abb. 2). Die Einheiten der den Verbindungslinien bei-

— Y % =2 i 7% 3z

Aj=p >

=—7 0 7

Afj=2>1 .
Abb. 2. Intensititsschema von Zeemankomponenten.

gefiigten Intensititszahlen sind willkirlich, ferner ist es gleichgiiltig, welche der
beiden Horizontalreihen dem Anfangs- und welche dem Endzustand zugeordnet
wird. Die einzelnen Vertikalreihen entsprechen Zustinden mit einem bestimmten
Wert von m, der iiber diesen angeschrieben ist. Die ersten beiden Schamata
ja=1%, jo=4% und j,=1%, j. =3 entsprechen insbesondere den beiden
D-Linien des Na, die ein enges Dublett bilden. Das dritte Schema jo=0, Jo=1
ist bei den Resonanzlinien der Erdalkalien und der Elemente Hg, Cd, Zn reali-
siert. Wir merken noch an, daB eine Linie, fiir die sowohl im Anfangs- wie im
Endzustand j = 0 ist, zufolge der Polarisationsregel in schwachen Feldern (also
auch bei Abwesenheit duBerer Felder) nicht auftreten kann. Ferner ist zu be-
achten, daB zufolge unserer Regeln (97) und (98) im Fall j, = j,=1 die dem
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Ubergang m = 0 —>m = 0 entsprechende z-Komponente die Intensitit Null
besitzt, ein Ergebnis, welches wir sogleich verallgemeinern werden.

Uber die angegebenen Regeln hinausgehend, haben KRroNIG!) und HONL?)
unabhingig voneinander eine vollstindige theoretische Bestimmung der genauen
Werte der Ubergangswahrscheinlichkeiten der Linienkomponenten erreicht.
Diese Verfasser machten den Ansatz, daB8 diese Ubergangswahrscheinlichkeiten
quadratische Formen in  sein sollen, und zwar mit verschiedenen Koeffizienten,

fiir die #- und o-Komponenten sowie fiir die Fille 47 = 0 und 47 = 4+ 1. Durch
2

Einsetzen von cos @ = % (also sin?@=1— %) in (96) resultiert nidmlich
jedenfalls fiir den Grenzfall groler Quantenzahlen s und j eine quadratische
Abhingigkeit der Ubergangswahrscheinlichkeiten von der Quantenzahl m, und
es liegt daher nahe, einen solchen Ansatz dann auch fiir kleine Quantenzahlen
als zutreffend anzunehmen. Die Summen- und Polarisationsregeln (97) und (98)
gestatten dann, die Koeffizienten der quadratischen Formen (bis auf einen
gemeinsamen Faktor) eindeutig zu bestimmen, und man gelangt zu folgendem
Resultat:

AT AT AT AT gT . g T
fir 47 =o: N } (100,)
=L —m)(f+mE1)m L G+ m) ([ —m1),
fir 47 =4+1:
R o o R
=L +mGFmE1): G —m)GF1Fm)iG—m) (G —m+1). 2

Die Regeln (97) und (98) sind durch diese Werte der 4 exakt erfiillt. Mittels
Einfithrung der durch (98;) definierten Konstanten A4, welche jeweils die Summe
der Haufigkeiten der von einem bestimmten Niveau ausgehenden Uberginge
bestimmt, a6t sich dies auch schreiben:

Al
L e R .
Am:l:w ](]+1) 2(7:‘:’%) (7:l:m‘|‘1)»
. AJ (1011)
Ami = 0 m?
T +1)
mi o f§j1 1 .
AL S gy 2 R AGER R
. A 2
Am,? :_____HI_'___ . 2 9 )
mre T Gy
m,f Aj‘_ 1. .
Apl, i = I = Fm) (G Fm—1),
27—1)7 2 oy
A™I = _Iﬂ:_L (72 — m?) :
T g =) |

Man sieht hieraus zunichst, dafl im Grenzfall groBer Werte von m und § diese
Formeln in die klassischen iibergehen, die aus (96) durch die Substitution

m . me .
cos @ = —?.—, sin?@ =1 — Y entstehen. Ferner sehen wir, daB3 ,,am Rande*
]

1) R. Kronig, ZS. f. Phys. Bd. 31, S. 885. 1925; s. auch S. Goupsmit u. R. Kronig,
Naturwissensch. Bd. 13, S. 90. 1925.
?) H. H6NL, ZS. f. Phys. Bd. 31, S. 340. 1925.

5*
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die GroBen A fur die iiberzdhligen Komponenten von selbst verschwinden. So
ist A7, =0, Al, . ,=0und A} _, =0 fir m =4, wo die betreffenden
Komponenten nicht mehr existieren. Endlich ergibt sich aus dem Ausdruck
fiir A’,”n";:, daB die n-Komponente, die dem Ubergang m =0->m =0
entspricht, im Fall 47 = 0 stets verschwindende Intensitdt besitzt
(wihrend dies im Fall Aj= 4-1 nicht zutrifft). Es ist dies eine zuerst von
LanDE?Y) aufgestellte Regel, die auch mittels der klassischen Formeln (96) ab-
leitbar ist, da in dem betrachteten Fall 47 =0 sowohl im Anfangs- wie im
Endzustand cos® und daher C, verschwindet. Es sei hier nochmals hervor-
gehoben, daB die angegebenen Werte fiir die Ubergangswahrscheinlichkeit nur

mit Vernachlissigung von der Feldstirke proportionalen GréBen (von der Ord-
nung ;;m) gelten, daB Schlisse von den Werten der Ubergangswahrscheinlich-
v

keiten iiber die Intensititen nur unter der Voraussetzung der ,,natiirlichen An-
regung’’ moglich sind und daB, um unter dieser Voraussetzung die Intensititen
der o-Komponenten bei zur Feldrichtung transversaler Beobachtung zu erhalten,
die Ubergangswahrscheinlichkeiten noch durch 2 zu dividieren sind. Soweit
Vergleiche der Theorie mit der Erfahrung moglich sind, scheint sich diese zu
bewidhren?). Die entsprechenden Regeln fiir die Intensititen der Multiplett-
linien, die spezielle Modellvorstellungen erfordern, werden in Ziff. 40 besprochen.

Zum SchluB} dieses Abschnittes mége hier noch eine prinzipielle Bemerkung
Platz finden. Die angegebenen Ausdriicke fiir die Intensititen der Linienkompo-
nenten wurden bisher nur fiir den Sonderfall angewandt, daB das duflere axial-
symmetrische Kraftfeld ein homogenes Magnetfeld ist (Zeemankomponenten).
Wir wollen hier jedoch die Frage nach den Werten der Ubergangswahrscheinlich-
keiten in einem achsensymmetrischen Kraftfeld als eine kinematische ansehen,
fiir die es nur darauf ankommt, dal der Bewegungstypus der sikularen Stérung
des Feldes der einer iiberlagerten gleichférmigen Drehung um die Feldachse ist.
Dafl diese Auffassung das Richtige trifft, scheint auch daraus hervorzugehen,
daB die Energiewerte des Atoms im Magnetfeld in die Intensititsformeln in
keiner Weise eingehen. Man hat es hier mit einem Spezialfall der uns noch un-
bekannten allgemeinen Quantenkinematik zu tun, welche an die Stelle der mit
eindeutig definierten Elektronenbahnen operierenden klassischen Kinematik
treten wird. Die Formeln (101) lehren uns wenigstens in formaler Hinsicht,
welche Operationen der Quantenkinematik an die Stelle des Zerlegens einer
harmonischen Schwingung in eine lineare Komponente parallel zu einer festen
Richtung und zwei links- und rechtszirkulare Komponenten in der Ebene senk-
recht zu dieser Richtung in der klassischen Kinematik treten. Von diesem
Standpunkt aus werden wir z. B. die Formeln (101) mit dem angegebenen Ge-
nauigkeitsgrad auch fiir die Linienkomponenten in einem homogenen elektrischen
Feld (Starkeffekt) als giiltig anzusehen haben.

13. Schirfe der stationdren Zustinde. Theorie der Linienbreite. Wir
sind bereits in Verbindung mit der Frage der Rolle des Zufalls beim zeitlichen
Vorkommen der spontanen Ubergangsprozesse (Ziff. 2) sowie anlaBlich der Dis-
kussion des Zusammenhanges zwischen Streuung und Absorption der Strahlung
(Ziff. 5) dazu gelangt, den stationdren Zustinden eines Atoms keine absolute
Schirfe zuzusprechen, sondern vielmehr einen endlichen, wenn auch im all-
gemeinen relativ kleinen Spielraum der Eigenschaften, z. B. der Energiewerte

1) A.Lanp%, ZS. f. Phys. Bd. 5, S. 231. 1921.
2) H. HonNL, 1. c. FuBnote 2, S. 67; L. S. OrRNsTEIN, H. C. BURGER u. W. C. vaN GEEL,
ZS. f. Phys. Bd. 32, S.681. 1925; W. C. vaN GEEL, ebenda Bd. 33, S. 836. 1925.
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der Quantenzustinde der Atome anzunehmen. Eine solche Auffassung 148t sich
nach Bour!) auch direkt korrespondenzmédBig begriinden. Nach dem Korre-
spondenzprinzip ist ndmlich das Vorhandensein von scharfen stationiren Zu-
stinden an die Darstellbarkeit der Bewegung im betrachteten System durch
Fourierreihen mit scharfen Frequenzen », gebunden. Da die Ubergangsprozesse
Unterbrechungen dieser Bewegung zur Folge haben, sind jedoch schon rein
kinematisch die Frequenzen (reziproken Perioden) der Bewegung nicht mit
einem gréferen Genauigkeitsgrad definiert als die GréBenordnung der reziproken
mittleren Lebensdauer der Atome in den betreffenden Quantenzustinden be-
tragt. GemaB dem Korrespondenzprinzip mull daher ein entsprechender Spiel-
raum der Energiewerte der Quantenzustinde angenommen werden, dem-
zufolge der Frequenzbedingung das Vorhandensein einer endlichen Breite der
von einer groen Anzahl von Atomen desselben Stoffes und im selben Anregungs-
zustand emittierten Spektrallinie zur Folge hat. Es ist dies die sog. natiirliche
Breite der Spektrallinien, im Gegensatz zu der spéter zu besprechenden Doppler-
breite und Druckbreite. GemiB der hier besprochenen quantentheoretischen
Auffassung ist also die natiirliche Breite der Spektrallinien ein statistischer
Effekt, der nichts mit dem zeitlichen Verlauf des Emissionsprozesses zu tun hat.
Wie bereits in Ziff. 2 hervorgehoben wurde, ist es naturgemi8, die Dauer eines
Emissionsprozesses, insofern sich diese iiberhaupt in physikalisch sinnvoller
Weise definieren 14Bt, als nicht wesentlich gréBer als die Periode des emittierten
Lichtes anzunehmen. Es wird hierbei einem einzelnen EmissionsprozeB eine
genau definierte, sich aus der Frequenzbedingung durch die Energiedifferenz
zwischen Anfangs- und Endzustand ergebende Schwingungszahl zugeordnet. Es
lieBe sich zwar gegen diese Auffassung einwenden, dafl die Schwingungszahl des
Lichtes nur durch Interferenzerscheinungen physikalisch definierbar und daher
die in Rede stehende Zuordnung einer bestimmten Schwingungszahl zu jedem
einzelnen Emissionsprozel3 eine rein formale sei, solange die Interferenzerschei-
nungen in dem quantentheoretischen Bild der Strahlungsvorginge noch keinen
naturgemidfen Platz gefunden hitten. Dennoch mdéchten wir vorliufig an der
in Rede stehenden quantentheoretischen Auffassung der natiirlichen Breite der
Spektrallinien festhalten, in der Hoffnung, daB die genannte Schwierigkeit bei
einer vollstindigen Kenntnis der Gesetze, die das raumzeitliche Vorkommen der
Ubergangsprozesse beherrschen, verschwinden wird.

Ganz anders wiirde sich die Deutung der natiirlichen Linienbreite nach der
klassischen Theorie gestalten. Hier miissen wir als Modell einer Spektrallinie
einen harmonischen Oszillator zugrunde legen, dessen Energie infolge der Aus-
strahlung, wie in Ziff. 10 naher ausgefiihrt wurde, exponentiell abnimmt gemaf3
der Gleichung (67): _

E=Eje .

Ist die Abklingungszeit % groB3 gegeniiber der Eigenfrequenz des Oszillators,

auf welchen Fall wir uns zunichst beschrinken wollen, so involviert dies eine
entsprechende exponentielle Abnahme der Amplitude der Oszillatorschwingung,
und zwar mit der halben Dimpfungskonstante &y, da die Energie dem Quadrat
der Amplitude proportional ist. Wir erhalten daher zufolge der klassischen
Theorie eine gedimpfte Schwingung des Oszillators, die durch

x = Cye ¥t cos(2mvyt + 0) (102)

1) N. BoHR, Q.d. L., Teil II, S. 94, 95, insbes. Anm. 1; G. d. Q., S. 119, 127, 150—152.
Vgl. auch P. EpstEIN, Miinchener Ber. 1919, S. 73, dessen Formulierung sich jedoch enger
an die klassische Theorie anlehnt und dem jetzigen Stand der Frage nicht mehr véllig ent-
spricht.
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gegeben ist. Die Konstante y bestimmt sich hierin gemi der Relation (66).
Es sei noch bemerkt, dafl dieses Resultat auch direkt, ohne den Umweg iiber
die Betrachtung der Energie, durch Beriicksichtigung der klassischen Reaktions-
krifte der Strahlung hitte hergeleitet werden konnen. Infolge dieser Strah-
lungsddmpfung umfaBt daher die Oszillatorschwingung, also auch die von ihm
emittierte Strahlung bei FouriERscher Analyse (wie sie physikalisch durch
einen Spektralapparat, z. B. ein Beugungsgitter, bewerkstelligt wird), einen
Spektralbereich von endlicher Breite. Speziell erhdlt man fiir eine exponentiell
abklingende, durch (102) dargestellte Schwingung, welche zur Zeit ¢ = 0 ein-
setzt, die Fourierzerlegung

% =fC(v) cos2avt+ f(»)]dy,
0
worin in der Nihe von » = v, die Darstellung gilt

1
IC 2 (2
O = O b =
Wesentlich ist, daB nach der klassischen Theorie die Breite und Form der emit-
tierten Spektrallinie durch den zeitlichen Ablauf der Lichtemission, das allmih-
liche Abnehmen der Amplitude der Schwingung (bzw. ihr plétzliches Authéren)
bedingt ist.

Der Gegensatz zwischen der klassischen und der quantentheoretischen Auf-
fassung der Linienbreite scheint somit ein sehr tiefgehender zu sein. Es handelt
sich hier um einen speziellen Fall des allgemeinen Gegensatzes zwischen der
diskontinuierlich-energetischen und der stetig-oszillatorischen Seite der Strah-
lungsphdnomene, zwischen Wellentheorie und Quantentheorie, wie wir ihm im
folgenden noch mehrfach begegnen werden. Wir werden hier keinen Versuch
machen, diesen Gegensatz zu mildern, wollen jedoch zu verdeutlichen suchen,
inwieweit durch das Korrespondenzprinzip zwischen diesen beiden Seiten der
Vorginge eine gewisse Verbindung hergestellt wird. Durch dieses Prinzip
wird ja jeder Fourierkomponente des klassischen zeitlichen Verlaufes eines
Vorganges ein quantenhafter UbergangsprozeB zugeordnet und ihr dadurch
zugleich eine groBere Selbstindigkeit zugesprochen, als ihr in der klassischen
Theorie zukommt. Im besonderen Fall der Linienbreite verkniipft speziell die
eingangs erwihnte korrespondenzmiBige Begriindung der Unschirfe der Quanten-
zustinde, die Grofe des Spielraumes der Eigenschaften des Atoms in einem
dieser Zustinde mit der Zahl der Unterbrechungen der die Bewegung des Atoms
konstituierenden harmonischen Schwingungen durch die Ubergangsprozesse, die
von diesem Zustand ausgehen. Da somit auch vom quantentheoretischen Stand-
punkt aus eine Beziehung zwischen der Gréfe der Linienbreite und dem Betrag
der Ubergangswahrscheinlichkeiten zu erwarten ist und die Energieabnahme der
Atome im Mittel ebenfalls durch die Werte der Ubergangswahrscheinlichkeiten
geregelt wird, bietet sich hierdurch die Moglichkeit, die sich auf eine groBere
Zahl von Atomen beziehenden statistischen Resultate, wie sie einerseits aus der
klassischen, andererseits aus der quantentheoretischen Deutung der Linienbreite
resultieren, miteinander zu vergleichen.

Um die Verhiltnisse quantitativ beschreiben zu kénnen, wollen wir an die
Experimente iiber das Abklingen des Leuchtens der Kanalstrahlen ankniipfen,
wie sie von W. WIEN?) und von DEMPSTER?) durchgefiihrt wurden. Bei diesen

(103)

1) W. WiEN, Ann. d. Phys. Bd. 60, S. 597. 14919; Bd. 66, S.229. 1921; Bd. 73, S. 483.
1924; Bd. 76, S.109. 1925. -
?) A.J.DEMPSTER, Phys. Rev. Bd.15, S.138. 1920; Astrophys. Journ. Bd. 57, S5.193. 1923.
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Versuchen treten zum Leuchten angeregte Kanalstrahlen bestimmter Geschwin-
digkeit aus einem Raum mit hoherem Gasdruck in einen so stark evakuierten
zweiten Raum, daB in letzterem ZusammenstéBe der Kanalstrahlatome mit
anderen Atomen nicht mehr stattfinden. Man beobachtet dann ein exponentielles
Abklingen der Lichtintensitit im Kanalstrahl mit der Zeit, wenn als Mal der
letzteren die vom Kanalstrahl zuriickgelegte Wegstrecke verwendet wird. Die
Dampfungskonstante ergab sich bei verschiedenen Spektrallinien und Atom-
arten als von Fall zu Fall verschieden, jedoch stets von der GréBenordnung 107
bis 108 sec, wie es auf Grund der klassischen Theorie fur Licht im sichtbaren
Spektralgebiet und schwingende Elektronen fiir die Strahlungsdimpfung zu er-
warten wire. Quantentheoretisch ist die Intensititsabnahme des Kanalstrahles
offenbar zu deuten durch die gemdfl dem radioaktiven Zerfallsgesetz exponentiell
in der Zeit erfolgende Abnahme der Zahl der angeregten Atome infolge der
spontanen Emissionsprozesse, wie sie in Ziff. 2 [s. insbesondere Gleichung (11)
und (12)] beschrieben wurde. Als Dampfungskonstante y erscheint hier, falls
nur ein einziger mit Ausstrahlung verbundener UbergangsprozeB von dem be-
trachteten, mit # bezeichneten Anregungszustand aus moglich ist, einfach die
Wahrscheinlichkeit A? dieses Uberganges. Wenn mehrere solche Ubergangs-
prozesse vom Zustand # aus moglich sind, zu denen im allgemeinen verschiedene
Frequenzen »j, gehoren, so muBl, wie aus den Darlegungen der Ziff. 2 hervor-
geht, die Intensitit aller dieser Spektrallinien mit derselben Dampfungskon-
stante y, abklingen wie die Zahl N, der Atome im angeregten Zustand, und
zwar ist y, gleich der Summe der Wahrscheinlichkeiten A4}, aller vom Zustand #
ausgehenden Uberginge, das ist zugleich die reziproke mittlere Lebensdauer
des Zustandes #, die in Gleichung (13) definiert wurde:

1 <

Die Intensititen Jj, der betrachteten Spektrallinien, die vom selben Zustand #
ausgehenden Ubergangsprozessen entsprechen, miissen daher nach der Theorie
gemifl Gleichung (11) an allen Stellen im gleichen, durch die GroBen A7, - A v},
gegebenen Verhidltnis stehen. Es soll demnach gelten

Tt = Ny A" Iy et (105)

worin N, die Anzahl der zur Zeit { = 0 im Zustand » befindlichen Atome be-
deutet.

In bezug auf das zeitliche Abklingen der Intensitit des von einer grofien
Anzahl angeregter Atome herrithrenden Leuchtens fithrt demnach die Quanten-
theorie zum gleichen Resultat, wie wenn man es mit klassischen Oszillatoren zu
tun hitte, deren Didmpfungskonstante durch (104) gegeben ist. Es liegt daher
nahe, auch fiir die bei spektraler Auflésung sich ergebende Intensi-
titsverteilung des von diesen Atomen emittierten Lichtes die
volle Gleichwertigkeit mit derjenigen der von Oszillatoren mit
dem angegebenen Wert der Dimpfungskonstante gemdll der klas-
sischen Theorie emittierten Strahlung zu fordern. Eine derartige
SchluBweise, die von STERN und VOLMER?!) auf verschiedene Erscheinungen
angewandt wurde, erweist sich auch noch in anderen Fillen (s. Ziff. 17) als
fruchtbar. Es sollte daher nach dieser Auffassung die spektrale Verteilung
der Strahlung auch hier durch (103) gegeben sein, wenn fiir y der Wert (104)
eingesetzt wird. Dabei ist jedoch zu betonen, daB wir hier keineswegs eine

1) O. STerN u. M. VoLMER, Phys. ZS. Bd. 20, S. 183. 1919.
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Beschreibbarkeit der von einem einzelnen Atom emittierten Strahlung mittels
klassischer Oszillatoren annehmen. Der einzelne Emissionsakt soll vielmehr in
einer Zeit erfolgen, die nicht wesentlich groBer ist als die Lichtperiode und
dennoch einer bestimmt definierten, der Frequenzbedingung geniigenden Schwin-
gungszahl entsprechen. Aufgabe einer kiinftigen Quantentheorie wird es sein,
mittels detaillierterer Vorstellungen iiber die Unschirfe der Quantenzustinde
zu erkldren, wie das durch (103) bzw. (102) beschriebene statistische Resultat
bei der von einer gréferen Anzahl von Atomen emittierten Strahlung im einzelnen
zustande kommt. Hier sei diesbeziiglich nur bemerkt, daB es nicht ohne weiteres
moglich sein diirfte, die Unschirfe der stationiren Zustinde einfach durch
kontinuierliche statistische Gewichtsfunktionen zu beschreiben, die an den
diesen Zustinden entsprechenden Stellen steile Maxima besitzen, wie dies ver-
schiedentlich vorgeschlagen wurde?). Denn einerseits mii3te nach der von EHREN-
FEST aus dem zweiten Hauptsatz abgeleiteten Bedingung diese Gewichtsfunktion
adiabatisch invariant sein (s. Ziff. 8), andererseits muB nach den eben begriin-
deten Resultaten iiber die Linienbreite der Grad dieser Unschirfe durch die
Werte” der mittleren Lebensdauer der stationiren Zustinde bestimmt sein, die
keine adiabatisch invarianten GroBlen darstellen. Experimentell priifbar ist die
natiirliche Breite und Intensititsverteilung einer Spektrallinie im Fall der Ab-
sorption, der in Ziff. 17 besprochen werden wird.

Wir haben bisher solche mit Ausstrahlung verkniipfte Ubergangsprozesse
noch unberiicksichtigt gelassen, die von einem der mit # bezeichneten Zustinde
ausgehen. Befinden sich anfangs alle Atome im Zustand #, so miiBten im Laufe
der Zeit infolge der Ausstrahlung der Frequenzen v; auch Atome in den Zu-
stinden m entstehen, die ihrerseits wieder zu Ausstrahlung weiterer Frequenzen »7
Anla geben kénnten. In einem solchen Fall miiite gleichzeitig mit dem expo-
nentiellen Abklingen der Intensitit des Lichtes mit den Schwingungszahlen »,
ein Ansteigen der zu den Frequenzen »" gehdrigen Lichtintensitit stattfinden,
analog dem Verhalten lingerer radioaktiver Zerfallsketten. Eine experimentelle
Priiffung dieser theoretischen Erwartung war bisher noch nicht méglich, da die
betreffenden Frequenzen zumeist nicht im sichtbaren Spektralgebiet liegen. Die
Beriicksichtigung der weiteren von den zuerst erreichbaren Zustinden m aus-
gehenden Ubergangsprozesse ist jedoch von besonderer Bedeutung im Hinblick
auf den Fall, daB unter den zu diesen Ubergangsprozessen gehérigen Frequenzen
solche enthalten sind, die mit einer gewissen der zuerst emittierten Frequenzen
zusammenfallen. Es sei noch bemerkt, daB3 es fiir die zu erwartenden Erschei-
nungen nur darauf ankommt, daB dieses Zusammenfallen innerhalb des durch
die natiirliche Breite bestimmten Genauigkeitsgrades stattfindet. Ein solches
Zusammenfallen von Frequenzen wird stets im Grenzfall sehr grofler Quanten-
zahlen #, m, I stattfinden, da dann der Wert einer emittierten Frequenz mit
groBer Anniherung nur von der Differenz der Quantenzahlen im Anfangs- und
Endzustand abhingt. Ferner findet ein Zusammenfallen der Werte aller vom
System emittierten Frequenzen im besonderen Fall des quantentheoretischen
(PLaNCKschen) harmonischen Oszillators statt, wo ja alle diese Frequenzen »,**
mit der Eigenfrequenz des Oszillators iibereinstimmen. In einem solchen Fall
fithrt offenbar die Anwendung der radioaktiven Zerfallsgesetze bei einem An-
fangszustand, wo sich alle Atome anfangs im gleichen Quantenzustand # be-
finden, wegen des allmihlichen Hinzukommens der den Ubergangsprozessen von
den Zustinden m nach den Zustinden ! entsprechenden Emission nicht mehr

1) P. EuRENFEST, Naturwissensch. Bd. 11, S. 543. 1923, insbes. Anm. 56; R. BECKER,
ZS. f. Phys. Bd. 27, S. 173. 1924,
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zu einem exponentiellen Abklingen der Strahlungsintensitit der betrachteten
Frequenz mit der durch (104) gegebenen Dampfungskonstante. Insbesondere
haben SOMMERFELD und HEISENBERG!) darauf hingewiesen, daBl das aus
den Reaktionskriften der Strahlung klassisch berechnete Abklingen der
Strahlungsintensitit im Grenzfall groer Quantenzahlen allgemein durch eine
Dimpfungskonstante geregelt wird, die mit der Differenz A3t — Ay_, der
Wahrscheinlichkeiten aufeinanderfolgender Ubergangsprozesse asymptotisch zu-
sammenfillt. Wir wollen uns hier damit begniigen zu betonen, daB die oben
gegebene einfache Beschreibung der natiirlichen Linienbreite durch den Wert
(104) der Dampfungskonstante des exponentiellen Abkliggens in dem Sonderfall
einer Ubereinstimmung der zu aufeinanderfolgenden Ubergangsprozessen ge-
hérigen Frequenzen (Grenzfall groBer Quantenzahlen, PLANCKscher Oszillator)
noch einer Modifikation bedarf.

Ein anderes mittels leuchtender Kanalstrahlen von STARK?2) ausgefiihrtes
Experiment, das im Zusammenhang mit dem Problem der natiirlichen Breite der
Spektrallinien von Interesse ist, betrifft die Frequenz des von Atomen, die
sich in einem elektrischen Feld bewegen, emittierten Lichtes. Diese Versuche
fithrten zu der grundlegenden Entdeckung der Aufspaltung der Spektrallinien
in einem duBeren elektrischen Feld in mehrere Komponenten. Die Theorie
dieses Starkeffektes wird in Ziff. 22, 23, 41 ausfithrlich besprochen werden,
Von besonderer Wichtigkeit fiir die hier diskutierten Fragen ist jedoch das von
FORSTERLING?®) und DEMPSTER?) eingehend diskutierte Resultat, daB die von
einer bestimmten Stelle des Apparates aus emittierte Strahlung dieselben
Schwingungszahlen besall wie die auf Grund der Annahme theoretisch berech-
neten, dal die emittierenden Atome sich dauernd in einem Feld von der kon-
stanten Stdrke befunden hitten, die an der betreffenden Stelle herrscht. Dieses
Ergebnis ist deshalb besonders bemerkenswert, weil bei den STARKschen Ver-
suchen die Stirke des Feldes am Ort eines angeregten Atoms sich im Laufe der
mittleren Lebensdauer des betreffenden angeregten Quantenzustandes bereits
sehr betrichtlich verdndert hat. Von dem hier eingenommenen quantentheore-
tischen Standpunkt aus, der im Gegensatz zur Wellentheorie einen direkten
Zusammenhang zwischen der natiirlichen Linienbreite und der Dauer eines
einzelnen Emissionsaktes leugnet und den Wert der Frequenz des emittierten
Lichtes in jedem Fall gemdf der Quantengleichung als durch die Energiedifferenz
von Anfangs- und Endzustand bestimmt ansieht, bedeutet dieses Resultat, daB
die Energiewerte der Quantenzustinde im #uBeren elektrischen Feld sich in
einer Zeit einstellen, die klein ist gegeniiber der Lebensdauer der angeregten
Zustinde. Wir wiirden erst dann eine merkliche Abweichung der in einem be-
stimmten Zeitmoment emittierten Lichtfrequenzen von den quasistatisch (adia-
batisch) berechneten zu erwarten haben, wenn die Stirke des duBeren Feldes
am Ort des angeregten Atoms sich bereits in einer Zeit von der GroBenordnung
der Periode der durch dieses Feld verursachten sikularen Stérung der Bewegung
im Atom betrichtlich andert. Infolgedessen wird eine Zustandsbedingung
J = nh dann illusorisch werden, wenn die betreffende Grundfrequenz der Be-

1) A.SoMMERFELD u. W. HEISENBERG, ZS. f. Phys. Bd. 10, S. 393. 1922. In dieser
Arbeit wird das Problem der Linienbreite von einem Standpunkt aus diskutiert, der von
dem hier vertretenen in wesentlichen Punkten abweicht.

%) J. STaRk, Elektrische Spektralanalyse. Leipzig 1914.

%) K. FORSTERLING, ZS. {. Phys. Bd. 10, S. 387. 1922; J. DEMPSTER, Astrophys. Journ.
Bd. 57, S.193. 1923. — Vom Standpunkt der Wellentheorie aus wird das in Rede stehende
Versuchsergebnis auch von Boxr, KRAMERS und SLATER (ZS. f. Phys. Bd. 24, S. 69. 1924)
im Zusammenhang mit ihren weiter unten (Ziff. 15) besprochenen, heute nicht mehr aufrecht-
zuerhaltenden theoretischen Vorstellungen diskutiert.
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wegung klein wird gegeniiber der reziproken mittleren Lebensdauer der sta-
tiondren Zustinde des Atoms (,,fast entartetes System‘)?).

Von besonderem Interesse ist der von BOHR?) betrachtete Fall einer so
grofen Periode der Bewegung des Systems, daf sich die mittlere Lebensdauer
eines stationiren Zustandes bei klassischer Abschitzung derselben als nicht mehr
grofB3 oder sogar als klein gegeniiber der betreffenden Periode ergibt. Die An-
wendung der bisher zugrunde gelegten Prinzipien wiirde dann zu einer so be-
trachtlichen Unschirfe der Quantenzustinde fithren, dafl mehrere der nach den
gewohnlichen Zustandsbedingungen festgelegten Quantenzustinde von dem so
ermittelten Spielraum eines Quantenzustandes iiberdeckt wiirden. Es kann dann
offenbar von einer Festlegung diskreter Quantenzustinde keine Rede mehr sein.
Wie SMEKAL3) betont hat, wiirde dies allerdings eine Anwendung der Frequenz-
bedingung auf den einzelnen Elementarprozel in diesem Fall noch nicht grund-
sitzlich ausschlieBen. Ein System der hier betrachteten Art, wo die Periode der
Bewegung groB ist gegeniiber der mittleren Lebensdauer der stationiren Zu-
stinde, bildet offenbar ein Pranckscher Oszillator, wenn wir den Grenzfall
groBer Quantenzahlen betrachten. Denn die mittlere Lebensdauer eines Zu-
standes nimmt hier gemif (68) umgekehrt proportional zur Quantenzahl # ab,
wihrend die emittierte Frequenz einen von » unabhidngigen Wert besitzt. Ins-
besondere ist nach BOHR eine Antenne, wie sie in der drahtlosen Telegraphie
verwendet wird, als ein Oszillator aufzufassen, bei dem aus dem angegebenen
Grund eine Festlegung von bestimmten Quantenzustinden nicht mehr méglich
ist. Es sei jedoch bemerkt, daB keineswegs bei allen mehrfach periodischen
Systemen im Grenzfall groBer Quantenzahlen die mittlere Lebensdauer klein
wird gegeniiber den Perioden der Bewegung. Im speziellen werden wir im fol-
genden Abschnitt am Beispiel des Kernatoms sehen, da dort bei grofen
Quantenzahlen der gegenteilige Fall eintritt.

Bisher haben wir nur von der natiirlichen Breite der Spektrallinien ge-
sprochen, welche direkt mit der Stirke der Ausstrahlung des Atoms verkniipft
ist. AuBerdem existiert noch die von der Wirmebewegung der Atome her-
rithrende Dopplerbreite, beziiglich der die Quantentheorie zu den gleichen Resul-
taten fithrt wie die klassische Theorie, sowie die durch die Wechselwirkungen
zwischen den Atomen bedingte Druckverbreiterung (die bei hinreichender Ver-
ditnnung des leuchtenden Gases fortfillt). Eine von den Ursachen der Druck-
verbreiterung ist die zuerst von H. A.LoreNTz?) auf Grund der klassischen
Theorie genauer berechnete StoBddmpfung. Man denke sich emittierende Oszilla-
toren, die unter dem EinfluB des sie umgebenden Strahlungsfeldes stehen und
deren Schwingungsenergie bei einem bestimmten Bruchteil aller ihrer Zusammen-
stoBe mit Gasmolekiilen in kinetische Energie der Gasmolekiile umgesetzt wird,
so daB nach einem solchen Zusammenstof die Oszillatoren sich von neuem, aus-
gehend vom Ruhezustand, mit der Strahlung unter Energieabsorption ins Gleich-
gewicht setzen miissen. Wie H. A. LORENTZ gezeigt hat, ist die Folge dieses
Vorganges bei klassischer Berechnung eine Verbreiterung der von den Oszilla-
toren emittierten Spektrallinie, und zwar ist die spektrale Intensitatsverteilung
in der Linie wieder von der Form (103), nur daB} jetzt zur Konstante } y? der
Strahlungsdimpfung noch das Quadrat der reziproken mittleren Zeit zwischen

1) Man vgl. hierzu die sich auf den von Systemen mit einer kurzen ,,Mikroperiode"
und einer sehr langen ,,Makroperiode‘ beziehenden Uberlegungen von P. EHRENFEST u.
G. Brelr, ZS. f. Phys. Bd. 9, S. 207. 1922; und P. EHRENFEST u. R. C. ToLmaN, Phys. Rev.
Bd. 24, S.287. 1924.

?) N. Bomg, G.d. Q., S.156.

3) A.SmekaL, ZS. f. Phys. Bd. 32, S.241. 1925; Bd. 34, S. 81. 1925.
4 H. A. Lorentz, Theory of electrons. Leipzig 1909.
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zwei wirksamen Zusammenst6fen zwischen den Oszillatoren und Gasmolekiilen
hinzuzuaddieren ist. Da diese zur Strahlungsdimpfung hinzutretende Konstante
dem Druck des emittierenden Gases bzw. des zugesetzten Fremdgases proportio-
nal ist, gilt dasselbe von der Verbreiterung der Spektrallinien, soweit sie durch
den hier betrachteten Effekt bedingt ist. In der Quantentheorie kann, wie von
verschiedenen Seiten betont wurde?), diese Theorie der StoBddmpfung im wesent-
lichen beibehalten werden. Die wirksamen ZusammenstéBe der angeregten
Atome sind hier die StoBe zweiter Art, bei denen diese, bevor sie zur Emission
gelangen, unter Abgabe ihrer Energie an das stofende Atom in den Grund-
zustand zuriickkehren und von denen in Ziff. 1 als Ursache der Ausléschung
der Fluoreszenz die Rede war. Ferner wird man, auf Grund einer korrespondenz-
miBigen Betrachtung, die analog ist zu der bei der Theorie der natiirlichen Breite
angewandten, annehmen miissen, dafl als Folge der StoBe zweiter Art eine Un-
schirfe des angeregten Quantenzustandes der Atome eintreten wird, die eine
Verbreiterung der Spektrallinie von derselben Art und GréBe bedingt, wie die
auf Grund der LorENTzschen Theorie berechnete.

Indessen sind die Verhdltnisse bei der Druckverbreiterung in Wahrheit viel
komplizierter als es in der urspriinglichen Theorie von H. A. LORENTZ angenom-
men wird. So wiirde nach der klassischen Theorie, wie LENZ!) hervorgehoben
hat, auch bei Zusammenst6Ben zwischen Oszillatoren und anderen Atomen, die
zu keiner Energiednderung der ersteren AnlaBl geben, durch die zeitlich ver-
anderlichen Wechselwirkungskrifte die Bewegung der Oszillatoren im Sinne
einer Verbreiterung der von ihnen emittierten Strahlung beeinflut werden
kénnen. Auch zeigen die Beobachtungen?) unter Umsténden eine von der Natur
des Zusatzgases abhingige Unsymmetrie der Linienverbreiterung, die durch die
bisherigen Theorien nicht gedeutet wird. HoLTsMARKS3) hat versucht, die Druck-
verbreiterung einfach als Starkeffekt aufzufassen, der von den zwischenmoleku-
laren Feldern herriihrt. Seinen Berechnungen kommt jedoch jedenfalls nur eine
beschriankte Giiltigkeit zu, da es kaum berechtigt erscheint, diese zwischen-
molekularen Felder als homogen und vor allem als zeitlich unverinderlich zu
betrachten. Die besonderen Verhiltnisse bei der Wechselwirkung gleichartiger
Atome behandelt L. MENSINGY).

14. Quantelung der Hohlraumstrahlung nach der Methode der Eigen-
schwingungen. Die den bisherigen Betrachtungen zugrunde liegende Darstellung
der Quantentheorie kann insofern als eine dualistische bezeichnet werden, als
die Eigenschaften der Systeme in den stationiren Zustinden, auf die sich das
erste Grundpostulat der Quantentheorie bezieht, auf der einen Seite und die
vom zweiten Grundpostutlat ins Auge gefalten Ausstrahlungsprozesse auf der
anderen Seite in der Theorie gesondert betrachtet werden. Es gibt jedoch noch
eine andere, beim jetzigen Stand der Theorie allerdings weniger allgemeine Be-
trachtungsweise, bei welcher die Ausstrahlungsvorginge zur Wechselwirkung
zweier Atomsysteme bei einem ZusammenstoB in Analogie gebracht werden
und die von Bour®) als Kopplungsprinzip bezeichnet wurde. Es erscheint von
diesem Standpunkt aus das zweite Grundpostulat der Quantenprozesse und die
Frequenzbedingung wenigstens bis zu einem gewissen Grade als eine Folge des
Umstandes, daB sich zwei Systeme nach ihrer Wechselwirkung wieder in statio-

') O.StERN u. M. VoLMER, Phys. ZS. Bd. 20, S.183. 1919; N. Bour, H. A. KRAMERS
u. J. C.SLATER, ZS. {. Phys. Bd. 24, S. 69. 1924; W. LENnz, ebenda Bd. 25, S. 299. 1924.

%) C. FUCHTBAUER u. G. Joos, Phys. ZS. Bd. 23, S. 73. 1922.

3) P. HOLTSMARK, Ann. d. Phys. Bd. 58, S. 577. 1919.

4) L. MENsING, ZS. f. Phys. Bd. 34, S. 681. 1925.

%) N. Bour, G.d.Q., III. Kap., §2. An dieser Stelle werden zugleich die hiermit
zusammenhéngenden prinzipiellen Fragen diskutiert.
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ndren Zustinden befinden miissen (deren Vorhandensein vom ersten Grund-
postulat verlangt wird). Diese Betrachtungsweise mdge an dieser Stelle be-
sprochen werden, da sie zugleich das Verhiltnis von Wellentheorie und Quanten-
theorie, von dem in den folgenden Abschnitten noch ausfiihrlicher die Rede
sein wird, von einer neuen Seite zeigt.

Ebenso wie die bisher besprochene Darstellung der Quantentheorie sich
eng an die EINsTEINsche Ableitung des PraNckschen Wirmestrahlungsgesetzes
(Ziff. 2) anschlieBt, stiitzt sich die hier zu erliuternde Betrachtungsweise auf -
die durch RAYLEIGH!) und JEANS?) begriindete Methode, das Wirmestrahlungs-
gesetz mittels Benutzung der Eigenschwingungen eines Hohlraumes theoretisch
zu ermitteln. Man kann gemifl der MaxwerLschen Theorie das allgemeinste,
in einem evakuierten Hohlraum mit vollkommen reflektierenden Winden még-
liche elektromagnetische Feld als Summe von monochromatischen, stehenden
Wellen darstellen, deren Form und deren Werte der Schwingungszahl nur von
der GroBle und Gestalt des Hohlraumes abhingen, wihrend ihre Amplituden
und Phasen je nach den Anfangsbedingungen beliebige Werte haben kénnen.
Diese sog. Eigenschwingungen bilden eine unendliche Reihe und sind ent-
sprechend den drei Raumdimensionen durch die Werte von drei ganzen Zahlen
charakterisiert. Besonders einfach gestalten sich die Verhiltnisse bei einem
wiirfelférmigen Hohlraum. Hier kann jede stehende Eigenschwingung als durch
Reflexion einer fortschreitenden ebenen Welle an den sechs Wiirfelflichen ent-
standen gedacht werden. Die Richtungskosinusse &;, &, o3 dieser Welle mit
drei von einer Ecke ausgehenden Wiirfelkanten sowie die Wellenlinge 4 miissen
hierbei jedoch den Bedingungen geniigen

! i yl

“1l=sl—2*, lle:Sz—z', “3l=S3E, ) (106)
worin s;, s,, s3 drei ganze Zahlen und / die Kantenlinge des Wiirfels bedeuten.
Diese Bedingungen driicken aus, da8 zwischen je zwei zueinander parallelen
$piegelnden Wiirfelflichen gerade eine ganze Zahl von Wellenknoten Platz
finden miissen. Zu jedem Wertetripel s,, s,, S; gehoren dabei noch zwei Eigen-
schwingungen, die sich durch die Richtung ihrer Polarisationsebene unterscheiden.
c
A
des Wiirfels folgt durch Quadrieren und Addieren der drei angeschriebenen
Relationen:

Fiir den Wert v, 5, 5, = — der Schwingungszahl dieser beiden Eigenschwingungen

02 9 9
Vin = g (1 s+ ). (107)

Von besonderem Interesse ist nun der Fall so groBer Werte der Zahlen s;, s,, s3,
daB die zugehorige Wellenlidnge 4 sehr klein ist gegeniiber den GefdBdimensionen.
In diesem Fall folgt aus (107) durch eine einfache geometrische Betrachtung fiir
die Anzahl N(»,» 4+ d») der Eigenschwingungen in einem Spektralintervall
(v, v + d ), in welchem zwar d v klein gegeniiber », aber doch so grof ist, da3
es bereits sehr viele Eigenschwingungen umfaf3t, der Wert

8my?

c2

Ny,v+dv)=V dv, (108)

worin V = I3 das Volumen des Hohlraumes bedeutet3). Dieser asymptotisch

1) Lorp RavireiGH, Phil. Mag. Bd. 49, S. 539. 1900.
2) J. H. Jeans, Phil. Mag. Bd. 10, S. 91. 1905. o
3) Vgl. z. B. M. PLaNCK, Theorie der Warmestrahlung, Abschnitt 5. 4. Auil. Leipzig 1921.
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fir B3< V giltige Ausdruck fir die Anzahl der Eigenschwingungen im be-
trachteten Spektralintervall ist iiberdies nicht an die Wiirfelform des Hohl-
raumes gebunden!). Haben alle Eigenschwingungen dieses Spektralintervalls im
Mittel die gleiche Energie E,, so folgt demnach fiir die Energie o, d v pro Volum-
einheit 8 2
Q” = 02

E,. (109)

Man kann nun fiir thermodynamisch-statistische Betrachtungen jede Eigen-
schwingung des Hohlraumes als analog einem harmonischen Oszillator ansehen,
wobei die magnetische Energie der Eigenschwingung die Rolle der kinetischen,
die elektrische die der potentiellen Energie des Oszillators iibernimmt. Nach
der klassischen Theorie gilt ferner der allgemeine Gleichverteilungssatz, gemal
welchem die zu jedem Freiheitsgrad eines Systems gehorige mittlere kinetische
Energie im Wirmegleichgewicht § 2T betrigt, wenn & die BoLTzMANNsche
Konstante und T die absolute Temperatur bedeutet. Die mittlere Gesamt-
energie eines linearen Oszillators, folglich auch die mittlere Energie E, einer
Eigenschwingung des Hohlraumes, wiirde daher wegen der Gleichheit der Mittel-
werte der kinetischen (magnetischen) und potentiellen (elektrischen) Energie
doppelt so groB sein, also 2T betragen:

E, = kT, - (110a)
was auf Grund von (109) zur RAYLEIGH-JEANsSschen Strahlungsformel
8arvt
o = 753 k1 (111a)

der klassischen Theorie fithrt (s. Ziff. 2).

An dieser Stelle sei erwdhnt, dall EHRENFEST?) diese Methode zur Ableitung
des auch in der Quantentheorie giiltig bleibenden WiENschen Verschiebungs-
gesetzes verwendet hat, indem er die Energiednderung der einzelnen Eigen-
schwingungen bei adiabatischer Kompression des Hohlraumes betrachtete. Aus
der klassisch berechneten, von den einzelnen Eigenschwingungen gegen ihren

Strahlungsdruck geleisteten Arbeit kann gefolgert werden, daB der Quotient E,
v

bei einer solchen Kompression unverdndert bleibt:

E, E,

'V, 7) (112)

woraus sich mittels weiterer thermodynamischer Betrachtungen das WiENsche
Verschiebungsgesetz y
o =1/ (7)

ergibt. Der Gesichtspunkt, daB8 diese Uberlegungen auch in der Quantentheorie
giiltig bleiben miissen, fithrte EHRENFEST sodann allgemein zum Adiabaten-
prinzip (Ziff. 7) und zur adiabatischen Invarianz der statistischen Gewichte
(Ziff. 8).

Daf} mittels der Methode der Eigenschwingungen auch das Prancksche
Strahlungsgesetz hergeleitet werden kann, hat zuerst DEBYES) gezeigt. Analog

1) S. hierzu H. WEvL, Crelles Journ. Bd. 141, S. 163. 1912; R. CoUurANT, Math. ZS.
Bd. 7, S. 1. 1920.

%) P. EurENFEST, Phys. ZS. Bd. 7, S. 528. 1906; Ann. d. Phys. Bd. 36, S. 91
f , . ; . d. . . 36, ©.91. 1911.
%) P. DEBYE, Ann. d. Phys. Bd. 33, S. 1427. 1910. Y o1 1o
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zum PranNckschen Oszillator macht DEBYE den Ansatz, daBl die Energie jeder
Eigenschwingung der Frequenz » nur solche Werte haben kann, die ein ganz-
zahliges Vielfaches von %y sind und daB diesen verschiedenen Energiewerten

die gleiche a-priori-Wahrscheinlichkeit zukommt. Fiir die mittlere Energie E,
einer Eigenschwingung der Frequenz » im Wirmegleichgewicht folgt dann
analog zu (51)

> _nhy
Z nhyve * )
e 4
v = ° o nhy = Thy ’ (110b)
Ze_’TT etT — 1
n=0
also zufolge (109) die PraNcksche Strahlungsformel [vgl. (18)]
8ahvd 1
=" (111b)
et —1

Es kann somit, wie RuBiNowicz!) betont hat, die Strahlung in einem
evakuierten, von vollkommen spiegelnden Flichen begrenzten Hohlraum als
ein gequanteltes mehrfach periodisches System aufgefa3t werden, das bestimmter
stationdrer Zustinde fihig ist. Jede der unendlich vielen Eigenschwingungen
des Hohlraumes bildet einen mechanischen Freiheitsgrad des Systems und ist
durch eine Quantenzahl #, , s, charakterisiert. Betrachtet man nun die Emis-
sions- und Absorptionsprozesse eines in den Hohlraum hineingebrachten Atoms
von diesem Standpunkt aus, so erscheinen sie als durch die Wechselwirkung der
beiden gequantelten Systeme, Strahlungshohlraum und Atom, bedingte Quanten-
spriinge dieser Systeme. Bei einem solchen Proze mull ebenso wie bei einem
ZusammenstoB zweier Atome die Gesamtenergie erhalten bleiben und beide
Systeme miissen sich vor wie nach dem ProzeB in gequantelten Zustinden be-
finden. Macht man iiberdies die von diesem Standpunkt aus allerdings noch
nicht gerechtfertigte Zusatzannahme, daB bei einem solchen Wechselwirkungs-
prozeB zwischen Atom und Strahlung jeweils nur eine Eigenschwingung und
nur mit einem Quant % » beteiligt ist, so gelangt man zur Frequenzbedingung (I),
die hier somit als analog der Existenz von Zustandsbedingungen erscheint.
RusiNowicz?) und Bour3) haben auch die Frage der Polarisation der emittierten
Strahlung von diesem ,,Koppelungsstandpunkt® aus diskutiert. Wenn somit auch
dieser Standpunkt vorldufig noch nicht ohne besondere Zusatzannahmen durch-
fiihrbar ist und ihm auch wegen des Verzichtes der Betrachtung der freien Aus-
breitung der Strahlung im Raume nur ein beschrinkter Anwendungsbereich zu-
kommt, so ist er doch von groBer prinzipieller Bedeutung, da er die engen physi-
kalischen Beziehungen zwischen den beiden Grundpostulaten der Quanten-
theorie deutlich macht.

Die oben erwihnte Ableitung des Pranckschen Strahlungsgesetzes beruht
wesentlich auf der Wellentheorie des Lichtes, insofern der dieser Theorie entlehnte
Begriff der Eigenschwingungen des Strahlungshohlraumes benutzt wird. In
neuerer Zeit haben jedoch Bose und EINSTEINY) versucht, diesen Teil der
Herleitung des PLANCKschen Gesetzes durch eine auf der Lichtquantenvorstellung

1 A. RusiNvowicz, Phys. ZS. Bd. 18, S.96. 1917; vgl. auch W. WiLsoN, Phil. Mag.
Bd. 29, S. 795. 1915.

?) A. RuBiNowicz, ZS. f. Phys. Bd. 4, S. 343. 1921.

%) N.Bomg, ZS. f. Phys. Bd. 6, S. 1. 1921.

4) S. N. Bosg und A. EinsteIN, ZS. f. Phys. Bd. 26, S. 178. 1924; ebenda Bd. 27,

S. 384. 1924.



Ziff. 14. Quantelung der Hohlraumstrahlung. 79

fuBende Betrachtung zu ersetzen. In diesem Zusammenhang moge hier kurz
darauf hingewiesen werden, wie die Bedingungen (106) fiir die in einem wiirfel-
formigen Hohlraum mit vollkommen spiegelnden Wanden stationdr moglichen

¢ . .
Frequenzen vy, 5, s, = T und Richtungskosinusse «,, &,, &3 auch vom Standpunkt

v

der Lichtquanten aus begriindet werden koénnen. Die Frequenzen » gehen dabei
nur in der Form der Energie #v und des Impulses —; eines Lichtquants ein.

Man denke sich zunichst den Fall eirles Massenpunktes, der an den Seiten-
flichen eines Wiirfels vollkommen elastisch reflektiert wird, wihrend er sich in
seinem Innern kriftefrei bewegt. Wir haben es dann offenbar mit einem
Periodizititssystem von drei Freiheitsgraden zu tun und konnen die Bedingun-
gen (II) zur Festlegung der stationdren Zustinde des Systems anwenden. Werden
die Koordinaten #, y, z parallel den von einem Eckpunkt ausgehenden Wiirfel-
kanten gewihlt und sind p, =m%, p, =m?y, m, =mz die Impulskomponenten
des Massenpunktes in diesen Richtungen, so nehmen diese Bedingungen die
Form an Ppedx=s;h, Pp,dy =sh, Pp.dz=s;h,
worin s;, S,, S3 die drei Quantenzahlen des Systems sind und im ersten Integral
vom Wert ¥ = 0 bis zur Reflexion an der gegeniiberliegenden Fliche x =/,
wo p, sein Vorzeichen umkehrt, und wieder zuriick zum Wert x = 0 zu inte-

grieren ist (und analog bei den beiden folgenden Integralen). Da die absolute
GroBe der Impulskomponenten wihrend der Bewegung hier konstant ist, folgt

|po]2l=s,h, |p,|20=s5h, |p.|20=s5h (112)

und mit Einfithrung der (positiv gewéhlten) Richtungskosinusse «,, &y, &g der
Bewegungsrichtung (die bei der Reflexion des Massenpunktes an den Wiirfel
flachen nur ihr Vorzeichen dndern) gemiB p, = mv- a4, ..., worin v die absolute
GroBe der Geschwindigkeit des Massenpunktes bedeutet, folgt demnach

b (113)

2mv’

schlieBlich ergibt sich durch Quadrieren und Addieren dieser Relationen fiir
die Energie des Massenpunktes in den stationdren Zustéinden

2
$1082,8 — W(S‘f+3§+s§)- (114)

Nun betrachten wir statt des Massenpunktes ein Lichtquant, das sich in
dem wiirfelformigen Hohlraum geradlinig und gleichformig mit der Licht-
geschwindigkeit ¢ bewegt und an den Winden desselben vollkommen reflektiert
wird. Auch auf diesen Fall kénnen wir die Bedingungen (112) zur Festlegung
der stationdren Zustinde des Systems anwenden, haben jedoch zu beachten, da8
beim Lichtquant der Zusammenhang zwischen Impuls, Energie und Geschwindig-
keit ein anderer ist als beim langsam bewegten Massenpunkt. Wir haben in (112)
einzusetzen Ly by hy
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