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Vorwort des Herausgebers. 
Mit dem "Praktischen Maschinenbauer" solI dem Lehrling und Ge

hilfen des Maschinenbaues ein Buch an die Hand gegeben werden, das 
ihnen wahrend ihrer Ausbildung ein gewissenhafter Fiihrer, in ihrer 
praktischen Tatigkeit ein zuverlassiger Ratgeber ist. In der Werkstatt 
werden der Lehrling und del' junge G~hilfe yom Meister beruflich unter
wiesen, in der Werk- und Fachschule iibernehmen Techniker und In
genieure die- fachwissenschaftliche Ausbildung des Nachwuchses in un
serer Maschinenindustrie. Nach diesen Gesichtspunkten ist das Werk 
gegliedert. 

Der 1. Band ist der Werkstattausbildung des jungen Maschinen
bauers gewidmet und stellt einen Versuch dar, die iiberaus vielseitigen 
Arbeiten, die bei dem heutigen hochentwickelten technischen Stande 
unserer Industrie del' Werkstatt zufallen, durch Wort und Bild dem 
Lernenden naherzubringen. Es kann gar keine Frage sein, daB dieser 
Versuch unvollkommen sein muB; Erschopfendes zu bringen ist ein 
einzelner auBerstande, so umfassend auch seine Erfahrungen sein 
mogen. SolI hier etwas geleistet werden, so bedarf es der Hilfe vieleI'. 
Die Fachkollegen aller Grade werden gebeten, dem Verlage Wiinsche 
und Anregungen mitzuteilen, die geeignet sind, den weiteren Ausbau 
des Werkes zu fordern. 

Del' 2. Band soll den Lehrling und Gehilfen in die wissenschaftlichen 
Grundlagen des Maschinenbaues einfiihren, Rechnung und Zeichnung 
ihrem Verstandnis erschlieBen, die vielseitigenBaustoffe nachGewinnung, 
Verarbeitung und Priifung zeigen, die Werkzeugmaschinen nach Bau 
und Wirkungsweise erlautern und die erforderlichen mathematischen 
und naturwissenschaftlichen Kenntnisse iibermitteln. 

Del' 3. Band umfaBt die Kraftmaschinen, die Feuerungsanlagen und 
die Beforderungsmittel in Betrieben, die nach Bau, Wirkungsweise und 
Wirtschaftlichkeit beschrieben werden. Beabsichtigt ist, den jungen 
Maschinenbauer auch mit den Dingen bekannt zu machen, die zwar 
nicht unmittelbar mit seiner Ausbildung zusammenhangen, die aberdoch 
wesentliche Bestandteile von neuzeitlich eingerichteten Betrieben sind. 

Del' 4. Band ist del' Betriebsfiihrung gewidmet und behandelt schwie
rigere Arbeitsvorgange und ihre Hilfsmittel, die bei del' Massenfertigung 
unerlaBlich sind. Del' Leser wird darauf hingewiesen, daB aIle in einem 
groBeren Betriebe Tatigen nach sorgfaltig durchdachten Planen zu
sammenarbeiten miissen, wenn erfolgreiche Arbeit geleistet werden solI. 
E~ wird del' Versuch gemacht, das, was unsere heutige Technik unter 



IV Vorwort zum zweiten Bande. 

"wissenschaftlicher Betriebsflihrung" versteht, dem jungen Maschinen
bauer in einer Form zu bringen, die seinem Verstandnis und seiner 
Auffassungsgabe angepaBt ist. 

Das vollstandige Werk lehnt sich somit eng an den Lehrplan an, 
den der Deutsche AusschuB fiir technisches Schulwesen fiir Werkschulen 
aufgestellt hat; es zeigt nach Anlage und Durchfiihrung das Bestreben, 
dem Grundsatz gerecht zu werden: Fiir Lehrlinge und Gehilfen des 
Maschinenbaues ist das Beste gut genug. 

Moge das Werk zu seinem Teile dazu beitragen, daB der werdende 
Maschinenbauer in seinen Beruf hineinwachst, damit er friiher, als es 
jetzt moglich ist, zu einer gewissen Berufsreife gelangt. 

Fiir die Unterstiitzung, die der Verlag Julius Springer dem Unter
nehmen entgegenbringt, sei ihm auch an dieser Stelle bestens gedankt. 

Berlin, im Dezember 1920. Dipl.-Ing. H. Winkel. 

Vorwort znm zweiten Band (1. Teil). 

Der erste Teil des zweiten Bandes solI die mathematischen und natur
wissenschaftlichen Kenntnisse iibermitteln, die der junge Maschinenbauer 
zum Verstandnis seines Berufes braucht. Hier die Auswahl so zu treffen, 
daB jeder befriedigt ist, wird auBerordentlich schwierig sein. Die Be
arbeiter der einzelnen Abschnitte haben sich zwar bemiiht, das Not
wendige zu bringen, doch sind sie iiberzeugt, daB manches flir not
wendig erachtet werden kann, was wegen mangelnden Raumes nicht be
riicksichtigt werden konnte. 

In der Mathematik ist der Hauptwert auf die Algebra gelegt, die 
deshalb ausfiihrlicher behandelt wurde, weil sie in den Anwendungs
beispielen der iibrigen Facher stets vorausgesetzt werden muB. Damit 
der Leser Sicherheit im Losen der Aufgaben erhalt, sind 162 "Obungs
beispiele durchgerechnet, so daB dieser Abschnitt eine recht umfang
reiche Aufgabensammlung enthalt. Von der Lehre von den Logarithmen 
wurde abgesehen, da sich Praktiker ihrer selten bedienen. Die Dar
stellung der Grundrechnungsarten mit positiven und negativen Zahlen 
stiitzt sich mehr als iiblich auf die Zeichnung; ich hoffe, dadurch die 
Schwierigkeiten dem Verstandnis des Lesers nahergeriickt zu haben. 

Die Mechanik im Abschnitt Physik beschrankt sich auf die Lehre 
von den festen Korpern als denjenigen, die flir Lehrlinge in erster 
Linie in Frage kommen. Sie ist in dem verhaltnismaBig engen Rahmen 
allerdings nur gedrangt dargestellt, doch konnten 75 vollstandig durch
gefiihrte "Obungsbeispiele Platz finden, die fUr die Erlangung von Ge
wandtheit in der Anwendung der physikalischen Gesetze sehr geeignet 
sein diirften und deren eingehende Durcharbeitung dem Leser empfohlen 
wird. Wo es irgend anging, ist der Versuch als Ausgangspunkt gewahlt. 



Vorwort zurn zwciten Bande. v 

D:e Warmelehre wurde nur so weit gebracht, daB der Leser dem Ab
schnitt iiber Warmekraftmaschinen mit Verstandnis folgen kann, die im 
3. Bande behandelt werden sollen. Ebenso sind im Abschnitt iiber 
Elektrizitat und Magnetismus nur die physikalischen Grundlagen der 
Elektrotechnik bearbeitet, ihre Anwendung auf elektrische Maschinen 
ist dem 3. Bande vorbehalten. 

Auch in der Festigkeitslehre hat nur das Notwendigste Aufnahme 
gefunden. Die Absicht war, den Werkmeister zur selbstandigen Losung 
einfacher Aufgaben heranzubilden, vor die er in der Werkstatt gestellt 
wird; sei es z. B., daB der Umbau einer vorhandenen Transmission 
eine Abstutzung verlangt, oder daB beim Verla den schwerer Stiioke 
ein Hilfsgerust aufgestellt werden solI. Daraus ergibt sich von selbst 
eine starkere Betonung der Grundbegriffe und im Zusammenhange 
damit die Einbeziehung der Baustoffpriifung in den Rahmen der 
Festigkeitslehre. Der Versuch belebt nicht nur die Darstellung, er ist 
unerlaBlich fur Leser, denen das Arbeiten mit Begriffen infolge der 
Art ihrer Tatigkeit ferner liegt. 

Gerade weil sich das Buch an den Mann der Praxis wendet, ist 
kein Begriff gebracht, der nicht durch vollstandig durchgerechnete 
Beispiele seine Vertiefung gefunden hatte. 

Den Kollegen an den Werk- und BerufsschuIen der Metallindustrie 
hoffe ich ein brauchbares HilfsmitteI fur den Unterricht gegeben zu 
haben, auch wenn das Gebotene tiber den Rahmen der eigentIichen 
Lehrlingsschule hinausgeht. GewiS ist die Berufsschule eine AbschluB
schule und als solche keine Vorstufe fur die hahere gewerbliche Fach
schu1e, doch leitete mich bei der Festsetzung des Rahmens der Ge
clanke der BerufsausbiIdung mit dem Aufstieg Lehrling - Gehilfe -
Meister. Deshalb behande1t der erste - theoretische - Teil des 
zweiten Bandes den Stoff so weit, daB der Leser den Anforderungen 
gerecht wird, die die Werkmeisterpriifung an ihn steIlt, wenn er sich 
mit ihm vertraut gemacht hat. 

Noch ein Punkt ware cler Beachtung wert: in cler heutigen Zeit 
cler wirtschaft1ichen Not wird cler Besuch einer Tagesfachschule clem 
Lehrling mehr und mehr erschwert, und mancher muS auf eine weitere 
Beruf3ausbi1dung verzichten, der durch den Besuch der Berufs- oder 
Werkschu1e den graSten Anreiz dazu empfangen hat. Da will das Buch 
helfend eingreifen. Sowoh1 die Art der Darstellung als auch die groBe 
Zahl der BeispieIe setzen den Leser in den Stand, sich durch das 
Studium des Buches Kenntnisse in den theoretischen Fachern des 
Maschinenbaufaches zu erwerben, falls der Besuch einer Schule oder 
die Teilnahme an Kursen nicht moglich ist. 

Dem Verlage Julius Springer danken Herausgeber und Mitarbeiter 
fUr die Sorgfa1t, mit der auch dieser Band ausgestattet wurde, und fUr 
das Entgegenkommen, das aIle Wunsche gefunden haben. 

Berlin, im Oktober 1922. H. Winkel. 
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lVlathmnatik. 
Rearbeitet von Dip1.-Ing_ H. Win k e 1. 

Algebra. 

Die vier Grundrechnung·sarten. 
Addition und Subtraktion. Angenommen, 2 Arbeiter stellen 

Schrauben her, del' erste in del' Stunde 150, del' zweite 130; beide zu
sammen haben insgesamt 280 Stiick hergestellt, wovon man sich durch 
Abzahlen iiberzeugen kann. 280 ist die Summe del' von beiden Arbei
tern hergestellten Schrauben. Die Tatigkeit des Abzahlens odeI' Zu
sammenzahlens heiBt addieren; das Verfahren selbst Addition. Um 
die Summe 280 zu finden, addiert man die Zahlen 150 und 130; die 
mathematische Schreibweise lautet 

150 + 130 = 280 
gelesen: 150 plus 130 gleich 280. Das +-Zeichen heiHt plus und ist 
ein Rechnungszeichen; 150 und 130 sind G Ii e del' del' Sum me und 
heiBen Summand en. 

In unsenn Beispiel sind 130 und 130 bestimmte Zahlen; will man 
zum Ausdruck bringen, daB zwei belie bige Zahlen addiert werden 
sollen, so bedient man sich del' Buchsta ben. So setzt man a fiir 180 
und b fUr 130 und bezeichnet ihre Summe beispielsweise mit 8, so daB 
sich die Addition odeI' Summenbildung zweier Zahlen in del' Form dar
stellt 

a+b=8. 
Die Einfiihrung von Buchstaben stattder bestimmten Zahlen hat den 
Vorteil, daB man nicht mehr an die bestimmten Zahlen gebunden ist; 
vielmehr kann man sich jede beliebige Zahl unter a und b vorstellen, 
und hat damit die Moglichkeit erhalten, Rechnungen allge mei n durch
zufiihren. 

Offenbar wird del' Wert 8 del' Summe a + b nicht geiindert, wenn wir 
zu der Zahl b die ZahI a hinzufiigen; es ist ebenso gut 8 = b + a, wie 
vorher 8 = a + b war. 

Besteht eine Summe aus 2 Gliedern, so heiBt sie Binom; z. B. a + b; 
;{; + y; u + v . Eine mehrgliedrige Summe hat z. B. die Form a + b + c 
+ d; ist 8 del' Wert diesel' Summe, so besteht die Beziehung 8 = a + b 
+ c + d. Den Wert 8 finden odeI' bestimmen heiBt die Summe der 

Win k e 1, Del' prakt. lIfaschinenhauer. II. 1. 1 



Mathematik. 

Glieder a, b, c, d bilden. Dieser Wert 8 bleibt unverandert, wenn die 
Reihenfolge der Glieder a, b, c, d verta uscht wird; stets ist 

8 = a + b + c + d oder 8 = b + c + d + a oder 8 = c + d + a + b usw. 
Fur a, b, c, d bestimmte Zahlen wahlen, heiBt e ins e t zen. Solien a 
den Wert 5, b den Wert 3, c den Wert 4, d den Wert 6 annehmen, so 
schreibt man: 
fUr a = 5; b = 3; c = 4; d = 6 wird 8 = 5 + 3 + 4 + 6 oder 8 = 18 . 
Soli mit einer Sum me eine Rechnung ausgefuhrt werden, so setzt man 
die Summc in Klammern. So heiBt c + (a + b), daB zu der Zahl c die 
Summe (a+ b) hinzugefugt werden solI. Es wird 8 = c + (a + b) 
odeI' 8 = c + a + b; wir find en den Wert der Summe c + (a + b), 
indem wir zu der Zahl c erst a und zu dem so gefundenen Werte c + (( 
a uBerdem b· hinzufiigen. Fur c = 5; a = 4; b = 3 wird 

8 = 5 + (4 + 3) = 5 + 4 + 3 = 12 . 
GedachtnismaBig ist zu beachten, daB eine Klammer nach einem 
+ -Zeichen weggelassen werden darf. Die Klammer zum Verschwinden 
bringen heiBt "die Klammer auflosen". 

Beispiele: 
1) 8 = 15 + (b + 2) = 15 + b + 2 = 17 + b 
2) 8 = P + 2 + (q + 10) = p + 2 + q + 10 = p + q + 12 

SolI eine gegebene Zahl a urn b vermindert werdel)., so sagt man, 
"b ist von a zu subtrahieren" und schreibt a - b, gelesen a minus b . 
b von a subtrahieren bedeutet aber, die Zahl suchen, die zu b addiert a 
ergibt; sie heiBt Differenz; ihr Wert ist 

d=a-b. 
a und b sind die Glieder der Differenz (a heiBt im besonderen Minuendus, 
b Subtrahendus). Das Zeichen - heiBt minus und ist ein Rechllungs
zeichen. Die Probe auf die Richtigkeit der Subtraktion geschieht durch 
die Addition: wenn"d = a - b sein solI, dann muB b + d = a sein. 
Das Rechnungsverfahren heiBt Su btraktion und ist die Umkehrung 
der Addition. SoH mit einer Differenz gerechnet werden, so setzt man 
sie in Klammern. 

c - (a + b) bedeutet, daB die Summe (a + b) von der Zahl c suu
trahiert werden soH. Der Wert d der Differenz c - (a + b) ist die ZahI, 
die zu (a + b) addiert c ergibt; d. h. 

d = c - (a + b), weil d + (a + b) = c ist. 
Z. B. d = 15 - (7 + 3) = 15 - 10 = 5, weil 5 + (7 + 3) = 15 

ist. Statt die Summe a + b von c zu subtrahieren, kann man auch di(' 
Summand en einzeln subtrahieren, so daB 

d = c - (a + b) = c - a - b wird, wie 
d = 15 - (7 + 3) = 15 - 7 - 3 = 5 ist. 

Die Umkehrung der Beziehung c - (a + b) = c - a - b zeigt, wie 
man eine Klammer einfUhrt. Es ist 

c - a - b = c - (a + b) . 
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Del' Ausdruck besagt: Statt a und b nacheinander von c abzuziehen, 
kann man die Sum me (a + b) unmittelbar von c abziehen. Es ist 

15 - 7 - 3 = 15 - (7 + 3) . 
1st eine Differenz (a - b) zu einer Zahl c zu addieren, so 1St del' Wert 
diesel' Sum me 8 = C + (a - b) . Wir erhaIten 8, wenn wir zunachst die 
Summe c + a bilden und dann diesen Wert um b vermindern. Es ist 

8 = C + (a - b) =~c + a - b 
12 + (7 - 4) bedeutet: Die Differenz (7 - 4) ist zu del' Zahl 12 

hinzuzufiigen; wir erhaIten als Wert diesel' Summe 
8 = 12 + (7 - 4) = 12 + 3 = 15 

Zu demselben Ergebnis gelangen wir abel' durch 
8 = 12 + (7 - 4) = 12 + 7 - 4 = 15 

Auch hier wiederholt sich, daB eine Klammer nach einem + Zeichen 
weggelassen werden dad. 

Es bleibt noch die Aufgabe, eine Differenz von einer Zahl zu sub
trahieren; in die Sprache del' Mathematik ii bersetzt lautet diesel' Satz: 

c - (a - b) . 

Diesel' Ausdruck ist wieder eine Differenz aus c und (a - b); ihr Wert 
ist d = c -- (a - b) . Subtrahiert man a von c, d. h. bildet man c - a, 
so hat man b zuviel abgezogen, da ja nul' del' um b verminderte Wert 
subtrahiert werden soIl. Erst wenn man c - a die Zahl b zufiigt, erhiilt 
man den wahren Wert. del' Differenz c - (a - b); es wird also d = c -
(a - b) = c - a + b. 

12 - (7 - 4) bedeutet: Die Differenz (7 - 4) ist von del' Zahl12 
abzuziehen; wir erhaIten d = 12 - (7 - 4) = 12 - 3 = 9. Zu demselben 
Ergebnis gelangen wir durch 

d = 12 - (7 - 4) = 12 - 7 -t- 4 = 9 . 
Auch hier zeigt die Umkehrung del' Beziehung c - (a - b) = c - a + b, 
wie man eine Klammer einfiihrt. Es ist 

c - a + b ~ c - (a - b) 
Del' Ausdruck besagt: Statt a zu subtrahieren und b zu addieren, kann 
man die Differenz (a - b) unmittelbar von a abziehen. 

Beispiele: 3) d = 28 - (a + 3) = 28 - a - 3 = 25 - a 
4) 8 = 50 + (a - 10) = 50 + a - 10 = 40 + a 
5) d = 25 - (b - 7) = 25 - b + 7 = 32 - b 
6) 8 = 13 + (a - 5) - (b + 2) = 13 + a - 5 - b - 2 = 6 + a-b. 
Klammern. Es war 87= C + (a + b) = c + a + b; das hieB: Zu 

del' Zahl c ist die Summe (a + b) hinzuzufiigen. Betrachten wir die Auf
gabe c + (a + b) mit dem Ergebnis c + a + b, so folgt aus 

c + (a + b) = c + a + b, 
daB die Klammer weggelassen werden dad, wenn ein + Zeichenda vorsteht. 

Ferner war: c - (a + b) = c - a - b; das hieD: Von del' Zahl c 
ist die Summe (a + b) zu subtrahieren; eben so war c - (a - b) = c - 0 

1* 
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+ b, das hief3: Die Differenz (a - b) ist von der Zahl zu subtrahieren. 
Vergleiehen wir in diesen beiden Fallen, wo ein - Zeiehen vor der 
Klammer steht, Aufgabe und Ergebnis, so zeigt sieh, daB infolge des 
- Zeiehens die Reehenoperationen mit den eingeklammerten Zahlen 
umgekehrt werden; aus - (a + b) wird - a - b und aus - (a - b) wird 
- a + b. Sollen Sum men und Differenzen zusammengefaBt werden, 
so fiihrt man eine zweite Klammer ein: a + [(b + c) - (d + e)] . 
Die Aufgabe besagt: Zu der Zahl a ist die Differenz der Summen (b + c) 
und (d + e) hinzuzufiigen. Da ein + Zeiehen vor der [ ] steht, kann 
diese wegfaIlen, so daB 

a + [(b + c) - (d + e)J = a + (b + c) - (d + c) 
wird. 'v\ir sagen: Die eekige Klammer ist aufgelOst. .K unmehr werden 
die runden Klammern aufgeliist; es wird 

a + (b + c) - (d + e) = a + b + c - d - e 
Beispiele: 7) a- [(b+c) - (d+e)] = a - (b+c)+(d+e) 

=a-b-c+d+e. 
8) (23 - a) + [5 - (3 + a)] = (2;,) - a) + ;) - (3 + a) = 25 - a 

- ;) - 3 - a = 27 - 2 . a 
9) (12 - x) + (x - 7) = 12 - x + x - 7 = 3 

10) (35 + 2 x) - [2 x - (a - 35)] = 35 + 2 x - 2 x + (a - 3;)) 
= 35 + 2 x - 2 x + a - 35 = a . 

In a -!- [(b + c) - (d + e)] heiBt der erste Dummand a; der zweite ist 
die eekige Klammer. Da diese ein zusammengesetzter Ausdruck ist, 
kann sie naturlieh zunachst fiir sich berechnet werden; es ist 

[(b + c) -- (d + e)J = [b + c - d - e], so daB 
a + [(b + c) - (d + e) = a + [b + c - d - eJ 

wird. In diesem FaIle wurden zuerst die runden Klammern aufgelOst. 
Die Summe aus a und der eckigen Klammer ergibt 

a + [b + c - d - eJ = a + b + c - rl - e . 
In gleieher Weise ergibt 
a - [(b + c) - (d + e)] = a - [b + c - d - ej = a - b - c + d + e. 

In welcher Reihenfolge wir Klammem auflosen, ist gleichgiiltig; 
nur die durch Klammern zum Ausdruck gebrachte Zusammengehorigkeit 
ist zu beachten. 

Mul ti plik fl tion un d Di vi sion. ;') mit 4 multi plizieren heiBt: 
Die 5 soIl 4 mal als Summand gesetzt werden: 

5X4=5+3-!-3+3=20. 

Statt des X Zeichens wird in der Algebra ein Punkt gesetzt; wir schrei
ben 5·4 = 20. Das Ergebnis der Multiplikation heiBt Prod u kt; die 
Zahlen, die multipliziert werden sollen, heiBen Faktoren. 5 und 4 sind 
Fa ldoren, 20 ist das Produkt. 

In del' Buehstabenrechnung schreibt man ein Produkt a· b und 
deutet damit an, daB a mit b multipliziert werden solI; doch wird ebenso 
hiiufig ([b (ohne Punkt) geschriehen. Es ist 
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a·b=ab=ba, 
da wir zu demselben Ergebnis gelangen, wenn wir den Faktor b a mal 
als Summanden setzen, ebenso wie 

5X4=4X5=4+4+4+4+4=W 
iet. 

20 durch 5 dividieren heiBt 20 in 5 gleiche Teile teilen und einen davon 
nehmen, z. B. 

20 Pfund : 5 = 4 Pfund . 
Vom "Teilen" ist zu unterscheiden "enthalten sein". 

20 durch 5 dividieren heiBt auch feststellen, wie oft die;) III 

der 20 enthalten ist; wir schreiben 2~ = 4 und nennen 2~ Quotient 

(Bruch); 20 istder Zahler, 5 der Nenner. Esist 2~ =4,weiI4x 5=20 

ist. Das heiBt: Die Richtigkeit der Division priifen wir durch die Mul
tiplikation; insofern ist die Division die Umkehrung der Multiplikation. 

a 
Mit den allgemeinen Zahlen, den Buchstaben, ist b = c, wenn c· b = aist. 

Hat ein Produkt bestimmte und unbestimmte Zahlen ais Faktoren, 
so setzt man die bestimmten voran (z.B. 7· a = 7 a) und laBt denPunkt 
gewohnlich weg. Jede Zahl kann als Produkt mit dem Faktor I auf
gefaBt werden: a = I . a; 12 = I . 12 . 

Summe und Differenz aus Prod ukten. 3 a + 7 b - 2 a 
+3b=a+lOb. 
Man sagt: Die Glieder mit a werden zunachst zusammengefaf3t, dann 
die Glieder mit b . 

Be i s pie Ie: II) 25 P - 7 q + 3 r + 4 q - 3 r + 3q = 23 P 
12) 18 x - y + 12 x +3 z - 30 x + 2 Y = Y + 3 z 
13) - 6 a b + II x Y + 7 a b - 12 x Y = a b - x Y . 

Zeichnerische Darstellung der Grundrechnungsarten. 
Addition und Su btraktion. Urn die Rechnungsvorgange an

schaulich zu machen, stellt man die Zahlen als Strecken dar und bedient 
sich dazu eines MaBstabes, wenn es sich urn bestimmte Zahlen handelt. 
So kOnnen wir die Zahl a durch die Strecke A B (Fig. I) darstellen. SolI 
z. B. a gleich 6 .sein, dann legen wir als Maf3stab fest: I cm = I, d. h. 

AI I I I I I 18 
H 
~ 1-

- a -----t---b-----; 

AI ~ Ie 
~'--'---'-1 
--a+6 -----i 

~I 18 
I I .---a--

Fig. 1. Fig. 2. Fig. 3. 

eine Strecke von I cm stellt die Zahll dar, die Zahl6 wird demnach durch 
eine Streeke von 6 em zeiehnerisch wiedergegeben (Fig. 2). 

Die Addition zweier Zahlen a und b wird d ureh Aneinanderiiigen 
der die Zahlen a und b darstellenden Strecken ausgefiihrt; die Strecke 
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A 0 ist die Summe (a + b) (Fig. 3). SoIl b yon a subtrahiert werden, 
so gibt Fig. 4 diese Rechnungsart "Tieder: A 0 ist die Differenz (a - b). 

Beachtet man, daB der FUicheninhalt eines Rechtecks gleich dem Pro
dukt beider Seiten ist, so haben wir in dem Rechteck die Moglichkeit, 

C 

~-f 

&-J-J 
AL--b--JB 

Fig. 4. Fig. 5. Fig. 6. 

die Multiplikation zweier Zahlen zeichnerisch darzustellen. In Fig. 5 
ist del' Flacheninhalt des Rechtecks ABO D ein Maf3 fUr die GroBe 

a 
des Produktesa b. Del' Quotient b Iaf3t sich als Verhaltnis del' Katheten 

eines rechtwinkligen Dreiecks ABO (Fig. 6) veranschaulichen. Die 
Trigonometrie (8. 79) nennt dieses Verhaltnis den Tangens des 'Winkels 
ex und schreibt 

a 
b = tg IX 

Ist eine Summe (a + b) zu einer Zahl c zu addieren, so gibt Fig. 7 die 
-Ausfi'thrung del' Addition wieder; die Summe del' Zahlen c und (a + b) 

t"'- C ---- r<--- a+b _ 
t----:rj iii 

A, BC: IJ, b IE 
I ~·a~----+i 

A/~------'---'-'1E' 
I~ c+a+b ~ 

1--------- C ---------. 

A liB 
11': E IJ ~c r'-'--" , 
kc-a-b"T'-b~a~ 

>---a+b ------1 
Fig. 7. Fig. 8. 

wird durch Aneinanderfiigen der Strecken A B und 0 E erhalten; A' E' 
ist das Ergebnis del' Addition. 

Wie eine Summe (a + b) von einer Zahl c subtrahiert wird, zeigt 
Fig. 8, in del' A' E das Ergebnis del' Subtraktion darstellt. Die Summe 

l.e-----C :;. ! 

Ai iB 
- I I-·_-_·_--tr I 

E, i ~ __ ~C' 
.---b-->k-a-b :=t 

0 1 Ie 
f..---a ---o>-l 

Fig. 9. Fig. 10. 

c + (a - b) wird durch Aneinanderfiigen del' Strecken A B = c (Fig. 9) 
und del' Strecke BE = a - b erhalten. Das Ergebnis del' Summe ist 
die 8trecke A'E. Die Differenz c - (a - b) erhalt man in Fig. 10, 
wenn man zunachst die Differenz O'F aus a und b bildet und dann diese 
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Streeke von A B = c abzieht; das Ergebnis ist die strichpunktierte 
Streeke A F = c - a + b. 

Da die Beispiele 11--:--13 leieht und urehsiehtig werden, eignet sieh 
die zeichnerisehe Darstellung nur fiir die Reehnung mit einfachen Zahlen. 
Wir verwenden sie mit Vorteil bei del' 

Multiplikation von Summen und Differenzen .. 

Das Produkt a' (b + c) wird durch Fig. 11 dureh das Rechteek 
A B D' D wiedergegeben, das sieh aus den beiden Reehteeken ABO' 0 
und 00' D'D zusammensetzt. Aus 

A B D' D = ABO' 0 + 00' D' D folgt 
a (b + c) = a b + a c 

In Worten: Wir multiplizieren eine Summe 
mit einer Zahl, indem wir jedes Glied der 
Summe mit der Zahl multiplizieren, wobei die 
Anzahl der Summanden keine Rolle spielt. 
Die Umkehrung ergibt 

a b + a c = a (b + c) • 

8 Cl 0 1 

f~ 
AI iC 10 r--c-b --,--c-j 

r----b+c ---1 

:Fig. II. 

Die Summe a b + a c ist eine Summe aus den Produkten a b und a c, 
die beide den Faktor a gemeinsam haben. Wir verwandeln sie in ein 
Produkt, dessen einer Faktor der beiden Summanden gemeinsame Faktor 
ist. Man sagt: Wie ziehen den gemeinsamen Faktor vor die Klammer; 
in del' Klammer bleiben die Summanden ohne den gemeinsamen Faktor. 

Das Produkt a (b - c) wird in Fig. 12 dureh das Rechteck A B D' D 
dargesteIlt, dessen Flacheninhalt dureh die Differenz del' beiden Reeht
ceke ABO' 0 und CD D' 0' bestimmt ist. Aus 

A B D' D = ABO' 0 - 0 D D' 0' folgt 
a (b - c) = a b - a c, 

In diesem FaIle wird jedes Glied der Differenz (b - c) mit dem Faktor 
a multipliziert. Die Umkehrung ergibt 

a b - a c = a (b - c) 
wir haben die Differenz a b - a c in das Produkt a (b - c) zerlegt, 
indem wir den gemeinsamen Faktor a r------- arb _ 

VOl' die Klammer zogen. T I -f! 
Das Produkt zweier Summen (a + b) ct 

und (c + d) liiBt sieh 1- -~~n7':n7'::7';f~ 
ebenfalls als ein I 
Rechteck darstel- c 

L."-"-"",~""""",,,-,,-,,!,, 
~a-~, .... :<---~ b~ 

len, dessen Seiten 
(a + b) und (c + d) 
sind. Wir entneh
men del' Fig. 13 

. Fig. 12. Fig. 13 . 

(a + b) (c + d)= a c + b c + ad + b d . 
In Worten: Wir multiplizieren zwei Summen, indem wir jedes Glied 

del' einen Summe mit jedem Gliede del' andern Summe multiplizieren. 
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Die Umkehrung 
a c -'-- be+- ad+- b d = (a + b) (c -'-- d) 

zeigt, wie aus einer Summe ein Produkt entsteht, wenn gemeinsame 
Faktoren vorhanden sind. Wir verfolgen die Aufgabe, a c + b c + a d + 
b din ein Produkt zu zerlegen, rechnerisch und fassen zunachst Glieder 
mit gemeinsamen Faktoren zusammen. Dann erhalten wir 

ac + be + ad + b d = (a c + be) + (a d + b d) . 
Aus der ersten Summe ziehen wir c, aus der zweiten daIs gemeinsamc 
Faktoren heraus und schreiben 

(a c + be) + (a d + b d) = c (a + b) + d ( a + b) . 
Damit haben wir eine Summe von Produkten, die den gemeinsamen 
Faktor (a + b) haben, der vor die Klammer gezogen wird. Es wird 

c (a + b) + d (a + b) = (a + b) (c + d) . 
In ahnlicher Weise liefert Fig. 14 

oder 

oder 

(a + b) (c - d) = a c - a d + b c - b d 

(a + b) (c - d) = a c + b c - a d - b d 

(a + b) (c - d) = a < + b c - (a d + b d) . 

rf--~~~~~~ 
i f~ 
c 1 
! c~ 
L __ ~~~~~J~ 

1*----- a ------+- b ----.J 
:~ a+b~ 

Fig. 14. Fig. 15. 

Die Umkehrung zeigt die Umwandlung einer Summe in ein Produkt 
fiir den Fall, daB mehrere Glieder gemeinsame Faktoren habcn: aus 

a c + b c - a d - b d = a c + b c - ( a d + b d) folgt 
a c + be - ad - b d = c (a + b) - d ( a + b) = (a + b) (c - d), 

denn beide Glieder cler Differenz c ( a + b) - d ( a + b) haben als ge
meinsamen Faktor die Summe (a + b) . 

Die Multiplikation zweier Differenzen wircl geschrieben (a - b) 
. (c - d); ihre Durchfiihrung zeigt Fig. 15. Sie lehrt 

(a - b) (c - d) = a c - be - ad + b d . 
Von dem ganzen Rechteck ABC D = a c wird abgezogen das Rechteck 
E B D F = be; es bleibt das Rechteck A E F C ubrig, das um den Betrag 
G J F C zu groB ist. Subtrahieren wir das Rechteck G H D C = ad, 
so haben wir J H D F = b d zu viel abgezogen, miissen also diesen zuviel 
abgezogenen Betrag wieder hinzufiigen. Dbersetzen wir diese W orte 
in die Sprache der Mathematik, so erhalten wir 

(a - b) (c - d) = a c - b c - a d + b d . 
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Wir konnen aueh folgendermaBen zu dem Ergebnis gelangen: Das 
Reehteek a b vermindern wir zuniiehst um das Reehteek b c unel elann 
um elie Dif£erenz der Reehteeke a d und b d. Da diese Differenz ein 
Ganzes bedeutet, sehreiben wir sie in Klammem und erhalten 

(a - b) (c - d) = a c - be - (a d - b d), 
so elaB der Wert des Reehteeks A E J G = (a - b) (c - d) eilllnal 
wiedergegeben wird durch a c - be - ad + b d, das andere Mal dureh 
a c - be - (a d - b d). Daraus folgt, daB a c - be - ad + b rl und 
a c - be - (a d - b d) gleieh sein miissen. Wir sehreiben 

(t c - b c - ad + b d = a c - b c - (a d - b d) 
und ziehen femer c als gemeinsamen Faktor der beiden ersten, dais ge
meinsamen Faktor der beiden letzten Glieder vor die Klammer, dann wird 

a c - - b c - ( a d - b d) = c ( a - b) - d (a - b) . 
Diese Differenz zweier Produkte enthiilt (a - b) als gemeinsamen 

Faktor, der eben falls herausgezogen wird, dann geht c (a - b) - d (a - b) 
tiber in (a - b) (c - d). Damit ist die Umkehrung 

a c - b c - a d + b d = (a - b) (c - d) 
aueh auf reehnerisehem Wege gefunden. 

Beispiele: 14) (a - b) . x = a x - b x 
15) 3 Y . (2 a - 3 b + ;) c) = 6 a y - 9 b y + 15 c y 
16) (4 a + 1) (b + 7) = 4 a b + b + 28 a + 7 
17) (3 x + 4 y + z) ( 2 a + 3) = 6 a x + 8 a y + 2 a z + 9 x + 12 Y + :3 z 

Zerlegung in Faktoren: 
18) 21 a - 13 a = a (21 - 13) = 8 a 
19) a x + b x = x (a + b) 
20) 21 a + 7 b - 14 = 7 (3 a + b - 2) 
21) 6 a b - 3 be - 2 a d + cd = 6 a b - 3 b c - (2 a d - cd) 

= 3 b (2 a - c) - rl (2 a - c) = (2 a - c) ( 3 b - d) 

ist. 

Division von Summen und Differenzen . 

. a+b a b . ('a b) a b Es 1St --- = - + - , well c - + - = c . - + c . - = a + b 
c c c c c c c 

Wenn wir c.!!... = a sehreiben, so heben odeI' krirzen wir den Aus
c 

a c 
druek c . - elureh c; das drirfen wir, weil- = list. Setzen wir fiir a den 

c c 

Ausdruek~ . a, so haben wir a mit c erweitert; hierbei hat a seinen 
c 

c 
Wert behalten, da - = 1 ist. 

c 

Da a - b =!!... _!!.- ist, weil c (.!!..._- !!.-) = c . !!... - c !!.- = a -- b 
c c c .c c c c 
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ist, so konnen wir sagen: Summen und Differellzen werden durch eine 
Zahl dividiert, indem man jedes Glied der Summe oder Differenz durch 
diese Zahl dividiert. 

Andererseits kannen wir den Quotienten!! + b als ein Produkt auf
c 

1 a + b 1 
fassen, dessen Faktoren (a + b) und - sind. Es ist- = -. (a + b). 

c c c 
1 a b 

denn -- (a + b) ist gleich - + -. Damit fuhren wir die Rechnungsart 
c c c 

del' Division auf das Multiplizieren zuruck und beachten, daB hierbei 

der Faktor leine gebrochene Zahl, d. h. ein Bruch ist. 
c 

l"iir ~b + ~ 
d 

a (b + c) a b + a I' 
kannen '>vir schreiben - .-- und ebenso 

d d 
a 

= d (b + c) . 

Beispiele: 22) 3x+6y _ 3x I 6y =X-l-21/ ·-3------ - -3- T 3 .. 

3 x 6 y 
odeI' auch (3 x + 6 y) : 3 = --3 + 3 = x + 2 Y . 

2:{) l~p~;/qr = l:!ri[ _ ~!~_ = 4rq _ 3: = q(~ _ ~) 
12 P q 9 q r 4 q 3 q 

oder auch (12 p q - 9 q r) : 3 p r = 
3pr 3pr r p 

Gleichungen ersten Grades mit einer Unbekannten. 
Wollen wir ausdriicken, daB zwei GraBen A und B einander gleich 

sein sollen, so schreiben wir A = B und nennen diese Beziehung zwischen 
ali 

den GraBen A und Beine Gleichung. Zweifellos sind a = a; a = b 

odeI' a + b = ~ + _~ auch Gleichungen, und doch ist ein Dnterschied 
c c c 

zwischen A = B und den ubrigen· Gleichungen; diese bleiben stets 
richtig, welchen Wert auch a, b, c annehmen magen. Die rechte Seite 
der Gleichung ist nul' eine andere Form der linken Seite. Dagegen stellt 
die Gleichung A = B die Forderung auf, daB A gleich B sein solI. 
Gleichungen, bei denen die eine Seite nur eine Dmformung del' andern 
ist, nennt man identische Gleichungen. Gleichungen, die aus einer 
Forderung foIgen, heiBen Bestimmungsgleichungen. Solche For
derung kann z. B.lauten: Suche die Zahl, deren Dreifaches 15 ergibt. 
Zunachst ist diese Zahl unbekannt; sie wird im allgemeinen mit :1' 

hezeichnet und muB so beschaffen sein, daB ihr Dreifaches, das ist 
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3 x, die Zahl 15 ergibt. In die Spraehe des iVlathematikers iiber
setzt, nimmt diese Bedingung die Form einer Gleiehung an; wir 
sehreiben 

3 x = 15 . 
Dureh "Raten" find en wir, daB n ur die Zahl 5 der gestellten Forde

rung geniigt; nur 3·5 ist 15 . 1m Gegensatz zu den identisehen Glei
ehungen, die riehtig bleiben, aueh wenn man beliebige Zahlenwerte 
statt der Buehstaben setzt, hat x in der Bestimmungsgleiehung 3 x = 15 
nur einen Wert; er heiBt die Wurzel der Gleiehung. Die Gleiehung 
ist erfiillt, wenn wir fiir x den Wert 5 einsetzen. Dureh das Einsetzen 
der erreehneten Wurzel in die gegebene Gleiehung priifen wir, ob die 
Reehnung riehtig durehgeflihrt wurde. 

Fiigen wir auf der linken Seite der Gleiehung 2 hinzu, so erhalten wir 
3 x + 2; jetzt bleibt der Wert x = 5 nur dann riehtig, wenn wir aueh 
auf der reehten Seite 2 hinzufUgen. Es bleibt 3 x + 2 = 15 + 2 fii.r 
x = 5 riehtig, denn 

3 . 5 + 2 = 15 + 2. 
Ziehen wirauf der linken Seite 2 ab, so miissen wir es aueh auf der reeh
ten Seite tun, wenn die in der Aufgabe gestellte Fornerung beibehalten 
,,·erden soIl. So bleibt 

3 x - 2 = 15 - 2 
ebenfalls fiir x = 5 riehtig. Das Gleiehe gilt fiir das Multiplizieren. 
denn 

2·3 x = 2·15 
bleibt fiir x = 5 riehtig, und aueh fUr das Dividieren, denn 

3 x . 15 
2 2 

bleibt fiir x = 5 ebenfalls riehtig. Wir entnehmen aus diesem Bei
spiel den Grundsatz: Jede Reehenoperation muB gleiehzeitig 
auf beiden Seiten ausgefiihrt werden. 

Kommt in einer Gleiehung die Unbekannte nur in der Form x VOl', 

sind also Prod ukte x . x odeI' x . x . x nieht vorhanden, so nennt man diese 
Bestimmungsgleiehungen "Gleiehungen erstes Grades mit einer Un
bekannten". Ihre einfaehste Form lautet 

A·x = B 
und heiBt "N or malfor m einer Gleiehung ersten Grades. mit einer 
Unbekannten". Die GraBen A und B sind hierbei beliebige ein- odeI' 
mehrgliedrige GraBen, die aber die Unbekannte x nieht mehr in sieh 
cnthalten diirfen. Kommt x als Faktor in einem Produkt vor, z. B. in 
der Form a x, so heiBt a der Koeffizient von x . 

Jede gegebene Gleiehung muB auf die Normalform gebraeht werden; 
aus ihr ergibt sieh dann die Unbekannte 

B 
X= 11 . 
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(1) 

1Iathematik. 

Die Unbekannte ist Glied einer Summe. 
x+a=b. 

Su btrahiert man auf beiden Seiten a, so erh1iIt man 
x + a - a = b - a oder x = b - a . 

Die "Probe" liefert (die identisehe Gleiehung) (b - a) + a = b 
(2) x - a = b. 

Addiert man auf beiden Seiten a, so erh1ilt man 
x - a + a = b + a und daraus x = b + a . 

(3) a-x=b. 
:\ian addiel't zun1ichst auf beiden Seiten x und erhiilt 

a - x + x = b + x oder a = b + x; 
jetzt subtrahiert man auf beidenSeiten b und erhiiIt 

a - b = b + x - b oder a - b = x . 
Wir schreiben die 3 :FiiIle ohne Worterklarungen 
Losung von Aufgaben zu tun pflegt ~: 

- wie man es bei del' 

1. x + a = b 2. x - a = b 3. a - x = b 
(t=b+x x=b-a x=b+a 

a--b=x 
Die Zusammenstellung 11iBt erkennen: Kommt ein Summand von del' 
einen zur andel'll Seite, so wird aus dem +-Zeichen ein --Zeichen und 
umgekehrt. Das heiBt: Eine Zahl, die auf der einen Seite zu addieren 
ist, muB bei ihl'em Ubergang auf die andere Seite subtrahiel't werden; 
eine Zahl, die auf der einen Seite subtrahiert werden soIl, muB bei ihrem 
Dbergang auf die andere Seite addiert werden. 

( 4) 

Die Unbekannte ist Faktor. 
ax = b. 

:'Ibn dividiert beide Seiten del' Gleichung durch den Koeffizienten yon 
x und erh1ilt 

ax 
(t 

b 
a 

und daraus 
b 

:1:=-. 
a 

(5) ~ = b . 
a 

Man multipliziel't beide Seiten del' Gleichung mit a und el'hiilt 

-=- . a = b . a und daraus x = a b . 
a 

(6 ) ~=b. 
x 

~Ian multipliziert beide Seiten der Gleichung mit x und erh1ilt 
a 
- . x = b . x und dal'aus a, = b . x . 
x 
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Jetzt dividiert man beide Seiten dieser Gleichung durch b und erhiilt 
a b· x 

. -,; = .. b und daraus 
a 

x- -- b' 

Die Zusammenstellung der 3 FaIle: 

4. ax = b 
b 

x=
a 

X 
0. - = b 

a 
:1' = ab 

6. :!..- = b 
x 
a = b· x 
a 
-,;=:1: 

liiBt erkennen: Eine Zahl, die auf der einen Seite als Zahler steht. 
kommt bei ihrem Ubergang auf die andere Seite in den Nenner und 
nmgekehrt. 

Beis piele: 24) 5 x + 7 x = 48 
12 x = 48 

2:5 ) 3 x + 8 = 32 
:~ x =32 - 8 = 24 

26) 

28) 

29) 

x = 4. 
6 x - 19 = 4 x - 7 
6x-4x=-7+19 

2 x = 12 
X= 6. 

27) 

a-bx+cx-d=O 

x = 8. 
clx-bx=a+b 
x (a - b) = a -+- b 

a+b 
x = ~ __ b' 

-bx+cx=d-a; x (c - b) = d - a; x= 
d-a 
c-b 

(2 x - 3) . 5 = 7 (x + 3) . 

Zunachst werden die Klammern aufgeli:ist; wir erhalten 
10 x - 15 = 7 x + 21 ; 

sod ann werden die Glieder mit x auf der einen Seite zusammengefa13t; 
das ergibt 

10 x - 7 x = 21 + 15 
und daraus 3 x = 36; x = 12 . 
30) (3 x + 5) + (x - 4) = (7 x - 10) - (:5 x - 21) 

3 x + :) + x - 4 = 7 x - 10 - 5 x + 21 
3 x + x - 7 x + 5 x = + 21 - 10 + 4 - 5 

2 x = 10; x = 5. 
31) 1 - x + [x - (x - 2)J = 0 

32) 

-- a; + x - (x - 2) = 0 oder 1 - ;c + x - x + 2 = 0 
3=x; x=3. 

Der Hauptnenner ist 3 . 4 = 12; mit ihm werden beide Seiten del' 
Gleichung multipliziel't. Das ergibt 
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x a; 
12 . - -'-,. 12· - = 12·21 oder 4 x + 3 x = 12 . 21 

:~ 4 
12·21 . 

7 x = 12·21, daraui> x = --7-- = 36 . 

Anm.: Es ist haufig vorteilhaft, die rechte Seite nicht auszumulti
plizieren, da sich nach der Zusammenfassung der Glieder mit x die 
Gleichung unter Umstanden heben UiI3t. 

33) 
x? X --L. ? ')3 --- =--- + _I __ ~- = __ ... _ 

5 8 20 . 

Wir multiplizieren 
und erhalten 

die Gleichung mit dem Hauptnenner 5·8 = 40 

x.- 2 x + 2 23 
40 . 5- + 40 . 8 = 40 . 20 

8 . (x - 2) + 5 . (x + 2) = 2 ·23. 

Die Zahler x - 2 und x + 2 sind Faktoren und miissen in Klammern 
geschrieben werden. Die Auflosung del' Klammelll Iiefert 

8 x - 16 + 5 x + 10 = 46 oder 13 x = 46 + 16 - 10 = 52; x = 4 . 
Textgleich ungen. Sind die Bedingungen fiir die Berechnung einer 

GroBe in Worten ausgedriickt, so hat man die Beziehungen zwischen 
den gegebemm GroBen und der Unbekannten, das ist der zu errechnenden 
GroBe, in del' Form einer Gleichung wiederzugeben, die dann nach del' 
Unbekannten aufzulosen ist. 

BeispieIe: 34) Von zwei Zahien ist die erste 3mal so groB wie die 
zweite; wie groB ist jede, wenn ihre Differenz 24 ist? 

Dieunbekannte Zahl sei x; ihr Dreifaches ist 3 x; die Differenz 
beider Zahien ist 3 x - x. Da diese Differenz 24 sein solI, erhalten wir 
die Bestimmungsgieichung 

3 x - x = 24 oder 2 x = 24; also x = 12 . 

35) Die Summe zweier Zahlen betragt 245. Teilt man die erste durch 
5, die zweite durch 6, so ergibt sich als Summe 45. Wie heiBen die 
ZahIen? 

Die eine Zahl sei x, dann ist dIe zweite 245 - x, da die SU1111ne 

Leider 245 sein solI. x durch 5 dividiert ergibt : ; 245 - x durch 6 divi-

245 - x 
(liert ergibt--- .. Da die Summe beider Quotienten 45 sein soll, 

6 
erhalten wir als Bestimmungsgleichung 

x 245-x 
~ + ---- = 45 
t> 6 . 

t) x + 5 (245 -- x) = 5 . 6 . 45 oder 6 x + 5 . 245 - 5 x = 5 . 6 . 4.-) 

X = 5 ·6 . 45 - 5 . 245 = 1350 - 1225 = 125; x = 125 
245 - x = 245 -- 125 = 120. Die beiden Zahlen sind 125 und 120. 



Algebra. 15 

36) Zwei Stadte A und B seien 300 krn voneinander entfemt. Von 
A aus fahrt urn 5 Uhr Morgens ein Zug nach B mit einer Geschwindigkeit 
von 60 krn die Stunde. Urn 7 Uhr fahrt von B nach A ein Zug mit einer 
Geschwindigkeit von 40 krn die Stunde. Urn weiche Zeit treffen sich 
beide Ziige? 

Die Fahrzeit des ersten Zuges sei t Stunden, dann ist die des zweiten 
(t - 2) Stunden, da er 2 Stunden spater ab£ahrt. Der vorn ersten Zuge 
zuriickgeIegte Weg ist 81 = VI . t, wenn VI seine Geschwindigkeit be
deutet. Der zweite Zug Iegt den Weg 82 = Vz ' (t - 2) zuriick. Da 
die Sum me beider Wege die Entfemung 8 der Stiidte A und B sein 
,;oIl, so besteht die Beziehung 

VI . t + V2 (t - 2) = 8 oder VI' t + V2 • t - 2 V2 = 8 

8 + 2V. ' 
t (VJ + V2 ) = 8 + 2 V2 ; daraus t = ~V --v"-' 

1 + r 2 

~etZen wir die Zahlenwerte der Aufgabe ein, so wird 
300 + 2 . 40 380, . 

t = 60 +-40- = 100 = 3,8 Stunden = 3 Std. 48 Mm. 

~ie tre£fen sich urn 5 Uhr + 3 Std. 48 Min. = 8 Uhr 48 Minuten. Del' 
erste Zug hat einen Weg 8 1 = VI' t = 60 . 3,8 = 228 km; der zweite 
Zug hat einen Weg 82 = V2 (t - 2) = 40 . 1,8 = 72 km zuriickgeIegt. 

37) Ein WasserbehiUter von 9 roa Inhalt wird durch 3 Pump en ge
fiiIIt, von denen die erste 200 I, die zweite 150 I, die dritte 100 I in der 
}linute fordem. In welcher Zeit ist der Behalter gefiiIlt, wenn aIle drei 
PU-Ulpen gieichzeitig arbeiten? 

Die Pumpen seien t Minuten in Betrieb, dann fOrdert die erste 
200 . t I, die zweite 150· t I, die dritte 100· t I. Ih1'e Gesarntieistung 
ist 200· t + 150. t + 100 . t, die nach der Aufgabe 9 rn3 = 9000 I sein 
"oIl. Diese Bedingung liefert die Gieichung 

200 t + 150 t + 100 t = 9000; 450 t = 9000; t = 20 ;YIin. 

Das Potenzieren. 
Will man zum Ausdruck bringen, daB die Zahl a n mal als Faktor ge

setzt werden soll, so schreibt man an (gelesen : a hoch n) und nennt a die 
Grundzahl oder Basis, n den Exponenten; an selbst heiBt Potenz, und 
zwar ist an die nte Potenz von a. Die Tatigkeit, die beirn Bilden einer 
Potenz ausgeiibt wird, heiBt potenzieren. Dernnach ist 

an = a . a . a . a .......... (n mal), 
z. B. 

75 = 7· 7 . 7 . 7 . 7 = 16807. 
Anm.: Die zweite Potenz von a wird auch gelesen a Quadrat ( = a2 ), 

weil a 2 = a . a = dem Flacheninhalt eines Quadrates von der Seite 
a ist. 

Surome und Differenz von Potenzen. 
aP+bq = (a·a·a ... proal) + (b·b·b ... qroal). 
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Die Glieder lassen sich nicht zusammenfassen! 
aP - bq = (a· a . a ... pmal) - (b. b . b ... qmal). 

Die Glieder lassen sich nicht zusammenfassen! 
Produkt und Quotient von Potenzen. 

aP • bq = (a· a' a ... pmal) . (b . b . b ... qmal) 
Die Glieder lassen sich nicht zusammenfassen! 

aP a . a . a ... p mal 
bq b . b . b ... qmal . 

Die Glieder lassen sich nicht zusammenfassen 1 
SoBen irgendwelche algebraische Operationen mit Potenzen moglich 

sein, so mussen wir Voraussetzungen machen. Diese Voraussetzungen 
konnen sein 1. Einschrankungen in Beziehung auf die Grundzahlen, 
2. Einschrankungen in Beziehung auf die Exponenten, 3. Potenzen mit 
gleichen Grundzahlen und gleichen Exponenten. 

1. Potenzen mit gleichen Grundzahlen. 
Summe und Differenz aP + aq = aP + aq ; eine Zusammenfassung 

ist nicht moglich. 
aP - aq = aP - aq ; eine Zusammenfassung ist nicht moglich. 

Mul tip lika tion und Di vision von Pot enzen. 
aP ' aq = (a· a' a ... pmal)· (a· a' a ... qmal); insgesamt wird a 

(p + q) mal als Faktor gesetzt. Demnach wird 
aP • aq = aP + q und umgekehrt aP + q = aP • aq , 

aP a·a·a ... pmal 
aq = -;;'-'-;;'a- ~ .. qmal . 

Fiir den Fall, daB p groBer ist als q, hebt sich a q mal als Faktor heraus, 
so daB im Zahler a (p - q) mal als Faktor bleibt. Demnach wird 

aP aP 
= aP - q und umgekehrt aP - q = -

aq aq 

aP 
Fiir den Fall, daB q = p wird, ergibt sich = a PP = aO. 

aP 

aP 
Xun ist aber = 1, weil 1 . aP = aP ist. Folglich ist aO = 1, d. h. 

aP 

die nullte Potenz einer Zahl ist gleich 1. Fiir den Fall, daB q groBer ist 
als p, hebt sich a pmal als Faktor heraus, so daB im Nenner a (q - p) 

aP 1 
mal als Faktor bleibt. Demnach wird = aq aq -p 

Der Vergleich des 1. Falles (p> q) und des 3. Falles (q> p) liefert, 

da die linken Seiten gleich sind, die Beziehung aP - q = _ 1 aq - P 

2. Potenzen mit gleichen Exponenten. 
Summe und Differenz. an + bn = an + bn ; eine Zusammen

fassung ist nicht moglich. 
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an - bn = an - bn; eine Zusammenfassung ist nicht moglich. 
Anm. Fur den Sonderfall n = 2 durfen wir setzen 

a 2 + b2 = c2 bzw. c2 - b2 = a 2 , 
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in diesem FaIle ist c Hypotenuse in einem rechtwinkligen Dreieck 
mit den Katheten a und b (Pythagoraischer Lehrsatz, vgl. Abschnitt 
Geometrie, S. 71). 

Multiplikation und Division. 
an. bn = (a· a . a ... nmal) . (b . b . b ... nmal) 

a und b kommen n mal als Faktoren vor; wir konnen demnach das 
Produkt (a. b) nmal als Faktor setzen und erhalten an. bn = (a. b)n 
und umgekehrt (a. b)n = an . ?n. 

an a • a . a ... n mal 
bn b . b . b ... n mal 

hier erscheint der Quotient ( ~ ) n mal als Faktor, so daB wir er-

halten _an
_ = (_a~)n und umgekehrt (_.a_)n = (j,n 

bn b b bn . 

3. Potenzen mit gleichen Grundzahlen und gleichen 
Exponen ten. 
an -I- an = 2 an; 3 an + 5 an = 8 an; 7 an - 2 an = 5 an; an -- an = O. 

a . xn + b . xn = xn. (a + b); a. xn - b . xn = xn . (a - b) . 

Beis piele: 
:38) 3 x5 + 2 y2 - (9 y5 - 7 x5) = 3 x5 + 2 y2 - 9 y5 + 7 x5 

= 10 x5 + 2 y2 - 9 y5 

.39) 3 a (a 2 + b3) = 3 a3 +3 a b3 • 

40) (2 x + 1) (3 x + 1) = 6 x 2 + 3 x + 2 x + 1 = 6 x 2 + 5 x + 1; 
umgekehrt ist 6 x 2 + 5 x + 1 = (2 x + 1) (3 x + 1) . 

41) (2a + 3b) (3a + 2b) = 6a2 + 9ab + 4ab + 6b 2 

= 6 a 2 + 13 a b + 6 b2 ; 

umgekehrt ist 6 a 2 + 13 a b + 6 b2 = (2 a + 3 b) . (3 a + 2 b). 
9 b3 b2 28 x5 2 

42) -3 b' = 3 . 43) -7x3 - = 4 x . 

44) (25 a3 + 15 a 2 ) : 5 a = 5 a 2 + 3 a = a (5 a + 3) . 
45) (8 a5 b2 + 20 a3b2 + 4 a 2b2 ) : 4 a 2b2 = 2 a3 + 5 a b + 1. 

Algebraische Zahlen. 
Die bisher von uns betrachteten Zahlen waren der naturlichen 

Zahlenreihe entnommen, auch wenn sie durch Buchstaben ausgedriickt 
wurden. Es ist ublich, sie als a bsol u te Zahlen zu bezeichnen. Sie konn
ten weiter ganze oder gebrochene Zahlen sein. HeiBt die Aufgabe: 
5 - 7, solI also eine groBere Zahl von einer kleineren abgezogen werden, 
so reichen die bisher betrachteten Zahlen der naturlichen Zahlenreihe 
nicht aus. Es wird notwendig, diese Zahlenreihe zu erweitern. Zur 

Win k e 1, Der prakt. Maschinenbauer. II. 1. 2 
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Veranschaulichung der gestellten Au£gabe 5 - 7 bedienen wir uns des 
Begri££es der Richtung; dann kOnnte die Au£gabe lauten: Gehe zu
nachst 5 Einheiten (z. B. Schritte) vorwarts, dann kehre urn und gehe 
7 Schritte riickwarts. Fiir die Bewegung wahlen wir einen Ausgangspunkt 
A (Fig. 16) und gehen in Richtung B so weit vorwarts, daB A B = 5 ist. 
Von B aus gehen wir nunmehr in Richtung A zuriick, und zwar soweit, 
daB Be = 7 wird. Dann gelangen wir iiber den An£angspunkt A hinaus, 
und zwar in einer Richtung, die del' Anfangsrichtung A B entgegen
gesetzt ist. Den Gegensatz del' Richtung kennzeichnet man durch 
verschiedene Vorzeichen. Nennen wir die Richtung A -+ B positiv, 

+ so wird die Richtung B -+ A -~ -l nega ti v; d", Vo~,iohen de< 
4~ S--------i 8" positi.ven Richtung

T 
ist. das 

t----":"'O ~ I' + ZelChen, das vorzelChen 
C , ' 8. - del' negativen Richtung das 

f------------- 7 ----I + + _ Zeichen. Die Zahl + 5 hat 
Fig. 16. - Fig. 17. demnach den Sinn, daB 5 Ein-

heiten in del' positiven Rich
tung gezahlt werden; 7 bedeutet, daB 7 Einheiten in entgegen
gesetzter Richtung gezaWt werden sollen. Wenn es auch an sich gleich
giiltig ist, welche Richtung man als positiv £estlegt, so ist dcch iiblich, 
die Richtung nach rechts, bzw. die nach oben als + Richtung zu be
zeichnen und durch eine P£eilspitze hervorzuheben. Damit sind auch 
die negativen Richtungen als die entgegengesetzten festgelegt (Fig. 17). 

+ und - Zeichen haben von nun an zweierlei Bedeutung: Einmal 
sind sie nach wie vor Rechnungszeichen und geben als 80lche 
an, ob zwei GraBen addiert odeI' subtrahiert werden sollen; zum zweiten 
sind sie Va r z e i c hen und kennzeichnen als sol~he die Richtung. In 
diesem FaIle umschlieBt man die Zahlen mit dem Vorzeichen durch 
eine Klammer und schreibt z.B. (+ 5) + (- 7) . 

Zahlen mit dem positiven Vorzeichen heiBen positive ZaWen; Zah
len mit dem negativen Vorzeichen heiBen negative Zahlen. Beide zu
sammen nennt man mit dem gemeinsamen Begriff algebraische 
Zahlen. Die Aufgabe (+ 5) + (- 7) bedeutet demnach: Lie pcsitive 
Zahl (+ 5) solI mit del' negativen Zahl (- 7) addiert werden; odeI' kurz: 
Die algebraischen Zahlen (+ 5) und (- 7) sind zu addieren. Sie ist in 
Fig. 16 bereits gelast, aenil an die Strecke A B = + 5 ist die Strecke 
Be = - 7 unter Beriicksichtigung del' entgegengesetztm Richtung 
ge£iigt. Ais Ergebnis erhalten wir die Strecke A C in Richtung C, d. h. 
nach links, gemessen; es ist negativ. Wir ha ben 

(+ 5) + (-7) = - 2 . 
Urn die Schreibweise weniger schwerfallig zu gestalten, IaBt man die 
positiven Vorzeichen weg und schreibt 

5 + (- 7) = - 2. 
Zu demselben Ergebnis - 2 gelangt man auch, wenn man die positive 
ZaW(+ 7) von del' positiven Zahl (+ 5) subtrahiert; es ist 
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(+ ,j} - (+ 7) = - 2, 
wenn wir daran denken, wie in Fig. 4 die Subtraktion dargestellt war. 
Damit vereinfacht sich die Schreibweise weiter zu 

;) - 7 = - 2; 
es ist also auch das +Zeichen als Rechn ungszeichen herausgetaIIen. 
Stollen + und - Zeichen vor einer Zahl zusammen, so faIIt das 
+Zeichen stets hera us; es ist 

a + (- b) + (- c) = a - b - c, 
a + (._- b) - (+ c) = a - b - c, 
a - (+ b) + (- c) = a - b - c. 

Hat eineSumme positive und negative Glieder, so heiBt sie alge braische 
Summe. a - b - c ist eine algebraische Summe; ihr Wert ist negativ, 

Ar--a---:B 
AI 

+(+a) .. B 0r:-·~ ~jB +a 

r-C)-t--(-IJ) -----: f) E 
-(+a) 

Ie r-- -( lJ~c) ----I +(-a) -a 

Fig. 18. £1 
-(-a) 

~ F +a 
+ [-(-a)] 

1- a --I 
-[-(-a}] 

At ~'B H ( 
+ (-[-(-a)]} 

IG -a .• ,~,~ iB 
'-(-C)-+--(-b)~ -{-[-(-a}]} I I 

til j( t----(b+cj • I ,. +(L 

Fig. 19. Fig. 20. 

wenn die Summe der absoluten Werte b und c, d. h. b + c ohne Riick
sicht auf das Vorzeichen, groBer ist als a (Fig. 18). Ihr Wert ist positiv, 
wenn die Summe der absoluten Werte b und c kleiner ist als a (Fig. 19). 
1m ersten.Falle ist AD als Wert der algebraischen Summe nach links, 
im zweiten FaIle nach rechts gerichtet. Aus den Fig. 18 und 19 folgt, 
daB 

a - b - c = (t - (b + c) 
a - (b + c) = a - b - c 

ist und umgekehrt. In Fig. 20 sei A B = + a, dann ist G D = - a . 
Die Darstellung der Zahl a enthalt die Aufforderung: Fiige die positive 
Zahl (+ a) hinzu, so daB + (+ a) =a. 

G D = - a enthiilt I. die Aufforderung: Fiige die negative Zahl 
(- a) hinzu, oder 2. subtrahiere die positive Zahl (+ a) . 1st G D = -a, 
dann wird E F als entgegengesetzte Zahl = - (- a) und deckt sich mit 
AB = + a. EF = - (- a) kann aber auch als Aufforderung an
gesehen werden, die negative Zahl (- a) zu subtrahieren. Die Aus
fiihrung der Subtraktion liefert die positive Strecke E F = + a. Die 
E F = - (- a) entgegengesetzte Zahl ist G H = - [-(- a)], die sich 
mit 0 D = - a deckt; es ist also - [- ( - a)] = - a. Ebenso wird 
J K = - {- [- (- am = + a, weil sich J K mit AB = + a deckt. 

2* 
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Damit ist die Addition alge braischer Zahlen auf die Addition 
und Subtraktion a bsol u ter Zahlen zuriickgefiihrt. 

Es ist a - a = 0, weil nichts iibrigbleibt, wenn wir a von a weg
nehmen. Ebenso erhalten wir a - (+ a) = a - a = 0 oder a + (- a) 
= a - a = O. Die NullliiJ3t sich demnach auffassen als die Differenz 
zweier gleicher Zahlen. Unsere erweiterte, um die negativen Zahlen 
vermehrte Zahlenreihe l1iBt sich nach Fig. 21 darstellen, wenn wir die 
Null als Ausgangspunkt wahlen. 

Nach beiden Richtungen erstreckt sich die Zahlenreihe bis ins Un
endliehe. 

~ _____ ~) PositiveRichtIJng 
-6 -4 -2 10 derZaIIlenreihe 

I I I I ~ I I 
1-4 1-6 

Fig. 21. 
Beispiele: 

46) (6 a + 7 b) + (2 a + 3 b) = 6 a + 7 b + 2 a + 3 b = 8 a + 10 b. 
47) 12 - (x + 1) + (4 - x) = 12 - x-I + 4 - x = 13 - 2 x. 
48) 3a - [25 - (7 a + 5)] = 3a - [25 - 7 a - 5] = 3a - 25 + 7 a + 5 

= 10 a - 20 
oder 3 a - [25 - (7 a + 5)] = 3 a - 25 + (7 a + 5) 

= 3 a - 25 + 7 a + 5 = 10 a - 20 . 
49) [3a- (4b +5)] - [3a+ (2 + 7b)]= [3a- 4b -:J] - [3a+2 +7b] 

=3a-4b-5-3a-2-7b=-llb-7 
oder 
[3a - (4b + 5)] - [3a + (2 + 7 b)] = 3a - (4b + oj) - 3a - (2 + 7b) 

= 3a - 4b - 5 - 3a - 2 - 7b = - llb - 7 
Da es haufig vorkommt, daB die einzelnen Glieder einer algebraischen 

Summe untereinander stehen, sei auch diese Schreibweise erwahnt. 
50) 7 a - 3 b + 2 c Die Glieder sind 

- 2 a + 7 b - c zu addieren. 
5a+4b+c. 

Hintereinander geschrieben lautet die Aufgabe 
(7 a - 3 b + 2 c) + (- 2 a + 7 b - c) = 7 a - 3 b + 2 c - 2 a + 7 b - c 

=5a+4b+c. 
51) 7a-3b+2c 

-2a+7b-c 
9a-lOb+3c. 

Die zweite Reihe ist von der 
ersten zu subtrahieren. 

Hintereinander geschrieben lautet die Aufgabe 
(7 a - 3 b + 2 c) - (- 2 a + 7 b - c) = 7 a - 3 b + 2 c + 2 a - 7 b + c 

=9a-lOb+3c. 
52) 7a-3b +2c 

-2a+7b -c 
-9a+lOb-3c 

Die erste Reihe ist von der 
zweiten zu subtrahieren, 
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(-2 a) - (+ 7 a) = - 2 a - 7 a = - 9 a 
(+ 7 b) - (- 3 b) = + 7 b + 3 b = + 10 b 
(- c) - (+ 2 c) = - c - 2 c = - 3 c 

Hintereinander geschrieben lautet die Aufgabe 
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(- 2a + 7b - c) - (7a - 3b + 2c) = - 2a + 7b - c -7a + 3b - 2c 
=-9a+1Ob-3c. 

Die Multiplikation rugebraischer Zahlen. 
1. Gru nda ufga be: (+ a) • (+ b) = + a· b. Das Produkt ist positiv. 

Unter Beriicksichtigung der Fig. 17, die die ublichen Richtungen fest~ 
legt. wird das Produkt (+ a)· (+ b) durch das Rechteck ABO D 
(Fig. 22) dargestellt. Der Flacheninhalt ist ein MaB fUr den Wert a b 
des Produktes, der nur posi- a A +a (j 

tiv 'ein kann. lleaohtetman D~--",---]C ~ 
den Umfahrungsinn des -b I r+) +b +b I n :'b 
Rechtecks ABO D, so gelangt I L 
man von A ausgehend uber A +a. tJ D --=li- C 
A B = + a und B 0 = + b Fig. 22. Fig. 23. 
im entgegengesetzten Sinne 
des Uhrzeigers uber D nach A zuriick. Dieses Linksumfahren ist daa 
Kennzeichen des positiven Produktes a . b. Daraus folgt umgekehrt: Er
gibt die Darstellung einRechtsumfahren, dann ist das Produkt negativ. 

2. Grundaufga be: (- a) . (- b) = + a b~ das Produkt ist positiv. 
In Fig. 22 ist 0 D = - a und daran anschlieBend D A = - b. Bildet 
man das den Wert a . b darstellende Rechteck 0 DAB, so ergibt sich 
dasselbe Rechteck, was das Produkt (+ a) . (+ b) darstellte; beide Er
gebnisse haben gleiche GroBe und gleichen - linkslaufigen - Um
fahrungsinn; sie mussen also auch gleiche Vorzeichen erhalten. 

3. Grundaufgabe: (+a).(-b)=-a.b; das Produkt ist 
negativ. Fiigt man an A B = + a unter Berucksichtigung der fest
gelegten Richtungen B 0 = - b und erganzt das Rechteck ABO D, so 
gelangt man bei rechtslaufigem Umfahrungsinn - im Sinn des Uhr
zeigers - an den Ausgangspunkt A zuriick. Der absolute Wert des 
Produktes ist durch den FIacheninhalt des Rechtecks ABO D dar
gestellt, das dem Rechteck ABO D der Fig. 22 flachengleich ist; da 
aber der Umfahrungsinn entgegengesetzt ist, muB das Produkt a . b 
das entgegengesetzte Vorzeichen erhalten. (Fig. 23). 

4. Grundaufgabe: (- a)· (+ b) = - ab; das Produkt ist nega
tiv. In Fig. 23 ist 0 D = - a und daran anschlieBend D A = + b . 
Bildet man das den Wert a· b darstellende Rechteck 0 DAB, so ergibt 
sich dasselbe Rechteck, was das Produkt (+ a) • (- b) darstellte. Beide 
Ergebnisse haben gleiche GroBe und gleichen - rechtsIaufigen - Um
fahrungsinn; sie mussen also auch gleiche Vorzeichen erhalten. 
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Unter Beriicksichtigung dieser 4 Grundaufgaben liiBt sich die Multi
plikatlon algebraischer Summen auf die Multiplikation von Summen 
zuriickfiihren (S. 7). 

(a + b)· (c - d) = a· c + b· c + [a· (- dll + [b· (- d)] 
=ac+bc-ad-bd'. ' 

(a - b)· (c + d) = a· c + [c· (- b)] + a·d + [d. (- b)] 
=ac-bc+ad-bd. 

(a - b) . (c - d) = a . c + [c . ( - b)] + [a . (- d)] + [( - b) . (- ell] 
=ac-bc-ad+bd, 

Beispiele: 53) (3a-7b).(-2c)=-6ac+14b(,. 
34) (3 x + 2) . (2 - 3 x) = 6 x + 4- 9 x 2 - 6 x = 4 - 9 x 2 • 

55) (3 a + b) . (4 b - a) . (a - b) = [(3 a + b) . (4 b - a)] . (a- b) 
= [12 a b + 4 b2 - 3 a2 - a b] . (a - b) . 

Die Glieder der 1. Klammer lassen sich zusammen£assen zu 
(ll a b + 4 b2 - 3 a2 ) • (a - b) = 11 a2 b + 4 a b2 - 3 a3 - II a b2 - 41;:1 

+ 3 a2 b = 14 a 2 b - 7 a b 2 - :{ a3 -- 4 b3 • 

56) (3 a + 1) • (a + oj) - (2- a) . (:i a + 2) 
= [3 a2 + a + 15 a + 5] - [10 a - 5 a 2 + 4 - 2 a] 
= 3 a2 + a + 15 a + 5 - 10 a + 5 a 2 - 4 + 2 a 
= 8 a 2 + 8 a + 1 . 

37) x (x + y) - x (x - y) = x 2 + X Y - x 2 + X Y = 2 x y . 
58) (a + b) . (a - b) = a 2 + a b - a b - b2 = a 2 - b2 • 

Hiiu£ig vorkommende Rechnungen (Formeln). 
(a + b)2 = a 2 + 2ab + b2 "Gmkehrung a 2 +2ab+b2= (a +b)2 
(a - b)2 = a2 - 2ab +b 2 a2 -2ab+b2 = (a-b)2 
(a + b) . (a -_. b) = a2 -- b2 a2 - b2= (a+b)· (a- b) 

(a+b)3 = a3 + 3a2 b + 3ab 2 + b3 a3 + 3a2 b + 3ab 2 + b3 

= (a+W 
(a - b)3= a3 - 3a2 b + 3 ab2 - b3 as - 3 a2 b + 3 a b2 - b3 

Beispiele: 

= (a - W. 
a3 + b3 = (a + b) . (a 2 - a b + b2 ) 

a3 - b3 = (a - b) . (a 2 + a b + b2 ) 

a4 -- b4 = (a 2 + b2 ) • (a 2 - b2 ) 0 

39) 49 2 = (50 - 1)2 = :>0 2 - 2 . 1·30 + J2 = 2500 - 100 + I = 2401. 
60) 98· 102 = (100 + 2) . (100 - 2) = 1002 - 22 = 10000- 4 = 9996. 
61) (3 x - 7) 2 = H x 2 - 2 . 3 x . 7 + 49 = H x 2 - 42 x + 49 . 
(2) (x + y)2 - (.X - y)2 = [(x + y) + (x - y)] • [(x + y) - (x - y)] 

= [x + y + x - y] . [x + y -- x + y] = 2 x . 2 Y = 4 x . Y 0 

(3) (7 a - 8 W = (7 a)3 - 3 (7 a)2 . (8 b) + 3 . (7 a) • (8 b)2 - (8 W 
= 343 a 2 - 3 . 4fl . 8 . a 2b + 3 . 7 . 64 a b2 - ;)12 b3 

= 343 a3 - 1176 a2 b + 1344 a b2 - 512 b3 • 

M) (a + b + C)2 = [(a + b) + cJ2 = (a + b)2 + 2· (a + b) . c + c2 

= a 2 + 2 ab + b2 + 2 a c + 2 be + c2 

= a 2 + b2 + c2 + 2 a b -.;... 2 b c + 2 a c . 
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Division algebraischer Zahlen. 
1. Grunda ufga he: 

!; =(+a) :(+b)= + ~ , weil (+-;-).(+b)= +a ist. 

23 

Stellt man unter Beriicksichtigung del' Richtungen den Quotienten ! ~ 
nach Fig.6 dar, so wird Be = + a, A B = + b (Fig. 24}. In dem 

rechtwinkligen Dreieck ABC ist tg iX = + a ; del' Winkel iX wird 
+b 

von del' Wagerechten aus im entgegengesetzten Sinne des Uhrzeigers 
gemessen; del' Quotient ist positiv. 

2. Grundaufgahe: 

~~ =(-a}:(-b)=+ ~ , weil (+ ~).(-b}=-aist. 
In Fig. 24 ist CD = - b, D A = - a. Del' Quotient == ~ ist gleich 

dem Tangens des Winkels A CD = iX, derven del' Wagerechten aus 
ebenfalls im entgegengesetzten Sinne des Uhrzeigers gemessen wird. 0:lJC 

-0. 1 +0. 
I 

()C 

A +b B 

+:~~a 
ex. I· 

B -b A 
Fig. 24. Fig. 25. 

In beiden Fallen -: -~ und == ~~ ist tg iX gleich groB, und del' WinkeliX 

wird im gleichen Drehsinn 'gemessen; beide Ergebnisse erhalten gleiche 
Vorzeichen. 

3, Grundaufga be: 

+a (l (a) ~-r; = (+ a) : (- b) = - b~ weil - b . (- b)= + a ist. 

In Fig. 25 ist C B = + a, A B = - b. Del' Quotient ~ ~ ist gleich 

dem Tangens des Winkels CAB = iX, del' von del' Wagerechten A R 
aus im Sinne des Uhrzeigers gemessen wird. War del' Messungsinn im 
entgegengesetzten Sinne des Uhrzeigers positiv, so muB del' Messung
sinn im Sinne des Uhrzeigers. negativ sein; das Ergebnis wird negativ. 

4. Grundaufgabe: 

~~;-=(-a):(+b)=-~, weil (- ~):(+b}=-a ist. 

Fig. 25 veranschaulicht auch diese Aufgabe, wenn man CD = + b 
und D A = - a macht. Del' Winkel A CD = iX, dessen Tangens den 



24 Mathematik. 

-a 
Quotienten + b ausdriickt, wird von der Wagerechten aus im Sinne 

des Uhrzeigers gemessen; das Ergebnis ist negativ. 

Beispiele: 65) 2;: = 7. 66) (-15a): (- 3) = 5a. 

67) 

69) 
70) 

27 ab 2 c4 
9abc3 =3bc. 68) (24x-16y) :(+8)=3x-2y. 

(28 a3 - 21 a 2 + 7 a) : (- 7 a) = - 4 a2 + 3 a-I . 
(a 2 + 2 a b + b2 ) : (a + b) . 

Man dividiert das erste Glied a 2 der gegebenen Summe (a 2 + 2 a b + b2) 

durch das erste Glied a des Divisors (a + b), nachdem man beide Sum
men geordnet hat, d. h. die Glieder derSummen werden nach steigenden 
oder fallenden Potenzen ein und derselben Zahl angeschrieben. a2 : a = a; 
mit der so gefundenen Zahl a multipliziert man den Divisor und erhiiJt 
a2 + ab; durch Subtraktion bildet man den Rest ab+b2 , del' ebenso 
behandelt wird wie die urspriinglich gegebene Summe: 

(a 2 + 2 ab + b2) : (a + b) = a + b 
a2 + ab ist zu subtrahieren, 
o + a b + b2 = Rest, dessen erstes Glied wieder durch a zu dividieren 

+ ab + b2 
"--~---o ist. 

Die Division zweier algebraischer Summen ist nicht anders als die 
zweier absoluter Zahlen, denn bei der Aufgabe 5842 : 254 dividiert man 
zunachst die 5 del' ersten Zahl durch die 2 des Divisors und erhalt 2; 
mit dieser 2 multipliziert man den ganzen Divisor 254 und sucht den 
Rest. Del' iibriggebliebene Einer 2 wird zu dem Rest heruntergeholt, 
wie es in dem obigen Beispiel mit b2 eben falls geschieht. Dann wiederholt 
sich die Division: 

5842 : 254 = 23 
508 wird subtrahiert, 
762 Rest, del' jetzt durch 254 dividiert wird: 
762 

O. 
71) (6 x3 + 51 x 2 - 197 x + 85) : (3 x 2 + 27 x - 85) = 2 x - I 

6 x3 + 54 x 2 - 170 x ist zu subtrahieren, 
- 3 x 2 - 27 x + 85 
-- 3 x 2 - 27 x + 85 . 

- --- --~-----

72) (a3 - b3) : (a - b) = a2 + a b + b2 

a3 - a2b wird subtrahiert; d.h. a3 - b3 -- (a3 - a 2 b) = a 2 b - b3 
-----+ a2 b - b3 

+ a 2 b - ab 2 wird subtrahiert; d.h. a 2 b - b3 - (a 2 b - ab 2 ) 

- +ab2-b3 =ab2 -b3 

+ ab 2 - b3 • 
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73) Geht die gestellte Aufgabe nicht auf, so bildet man in gleicher 
Weise den Rest wie bei der Division bestimmter Zahlen; z. B.: 

74) 

251 : 72 = 3 . 72 _ 3 35 _.) 3:,) 
216 251. -. + 72 - .) 72 

35 

___ L_ = y : (y + a) = 1 _ ~a~ . 
a+y y+a a+y 

-a 
1 

--- = 1 (1 + x) = 1 - x + ;c t - x3 + X4 - x5 + ..... . 
1 + x 1 + x 

-x 
- x - x 2 

+ x 2 

+ x 2 + x 3 

- x 3 

- x3 _ X4 

+ X4 

+X4 +X5 

- x5 • 

Die Division liWt sich bis ins Unendliche £ortsetzen; das Ergebnis 
heiBt Reihe. Die Durchfiihrung der Division stellt die Entwicklung 

des Quotienten --- 1 _____ in einer Reihe dar. 
l+x 

Das Rechnen mit gebrochenen Zahlen. In dem Bruch t ist 
3 der Zahler, 4 der Nenner. Sind mehrere Briiche Rechenoperationen 
unterworfen, so sind sie bei der Addition und Subtraktion auf ein und 
denselben N enner zu bringen; sie miissen g 1 ei c h n ami g gemacht werden. 

! + ~ - ~ werden in 12tel verwandelt; wir erhaIten 

9 4 10 13 10 3 1 
12 + 12 - 12 = -12 - 12 = 12 = 4 

Verwandelt man t in 12 te1, so werden Zahler und Nenner mit 3 multi
pliziett t . -~; dadurch wird der Wert t nicht geandert, da der hinzu
getretene Faktor t = 1 ist. Das Verfahren heiEt Erweitern des Bruches. 

Dividiert man Zahler und Nenner durch ein und dieselbe Zahl, so 
3 3: 3 1 

hebt man den Bruch: 12 = 12: 3 = 4-' 
SolI ein Bruch t auf den Nenner 12 gebracht werden, so findet man 

die Zahl, mit der der Bruch erweitert werden muE, indem man den vor
geschriebenen Nenner 12 durch den Nenner 4 des gegebenen Bruches { 
dividiert. 12: 4 = 3; d. h. der gegebene Bruch muE mit 3 erweitert 
werden, damit er in 12 te1 verwandelt wird. 
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In BU1lhstaben ist allgemein 
a 
b 

n - a a ----:n::b' d. h. b ist mit n erweitert; 

: ~ -+ d.,h.;; ist durch c gehoben. 

4a 5b soIl auf den Nenner 10 bx gebracht werden_ Aus 10 b x : 5 b = 2 x 

ergiht sich 2 x als die Zahl, mit der 4 a erweitert werden muB. Man erhiilt : 
5b. 

4a 2x 8ax 
5b-- 2;= IObx . 

Beispiele: 75) Bringe : auf den Nenner b2 c2 • Durch die Division 

b2 c2 : b = bc2 findet man bc2 als die Zahl, mit der ; erweitert werden 

B M h"l a bc2 abc2 
mu .• an er at b-bc2- = lTC2" . 

76) Bringe ~ -b auf den Nenner a2 - b2 • Durch die Division 
a-

(a 2 - b2) : (a - b) = a + b findet man a + b als die Zahl, mit der 
I. .. 1 a+b a+b 

--- erwmtert werden muB. Man erhalt --- - --- - = -- - . 
a - b a - b a + b a2 + b2 

a 2 -2ab+b2 
- 77) a,2---fX -- soIl gehoben werden. Wenn die Moglichkeit 

vorliegt, den gegebeneil Bruch zu heben, so muB es eine Zahl. geben, 
durch die sich Zahler und Nenner dividieren lassen. Diese Zahl kann 
nur gefunden werden, indem man Zahler und Nenner in Faktoren zer
legt, d. h. die Summen in Produkte verwandelt. Nun ist a2 - 2 a b + b2 

= (a - b)2 und a2 ..,..... b2 = (a + b) - (a - b). Eingesetzt ergibt sich: 

a2 -2ab+b2 (a-b)2. 
a2 - b2 (a + b) - (a ~ b) . 

Jetzt lassen sich Zahler und Neuner durch (a.- b) dividieren; wir er
halten: 

78) 

79) 

a 2 - 2ab + b2 

a2 - b2 

(a - b)2 
- -

(a + b) - (a - b) 

a-b a-b a-b 
d-tb --a-b =a+b' 

a + x _!! ± II = !L _ 3'_* x _ _ ~ _ 11 + y_ 
x y y x x y 

y (a + x) - x (b + y) a y + y x - b x - x y ay - bx 
xy x-y 

.x3 - y3 (x - y) _ (X2 + X y + y2) 
x 2 - y2 (x - y) . (x + y) 

x-y 
x 2 + xy + y2 

x+y 
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80) 
1 1, 1 be] a e 1 ([ bib e + a e +a b 

- -L - T - = - . - +- . - + ~ 0 - = -------------
a 'b e be a ae b ab e abc 

ab+be+ea 
abc 

Multiplikation und Division der Bri.iche 
a cae 

Es ist - 0 - = --
b d bd 

o (~) 
-: e == 
b c 

a 
be 
ae 
b 

ad 
be' 

weil 

wei I 

wei I 

a a 
o e = 

be b 
ae b 
___ 0 _ = (( 
b e 

ad e a 
,;;:071=-'; 

ist; 

ist; 

ist. 

Beispiele: 81) 
20.1' 0 y 

:j (f 

( 1" 
82) a 2 - ~) : (0 

a4 - 1 ((2 - 1 0 4 - 1 a (0 2 + 1) 0 (a 2 - 1) 

oder 

83) 

(( ((2 -- 1 0 2 

(/2 -+- 1 1 
= a + --

o (( 

1 ((3b 3 - 1 
((3--

b3 b3 
- ------- ----

I ab-l 
a - b b 

(ab - 1) (a 2 b2 + ab + 1) 

b2 (a b - 1) 

a3 h3 - I b 
-[;3"- 0 a h -~l 

1 
=a+-. 

a 

a2 b2 +ah+l " a I = --------- = a- + - + -b2 ' h ' ,)2 

27 
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oder 

84) 

85) 

3 1 
a - -b3 

1 
a--y; 

1 1 

1 
a-

b 

Mathematik. 

y+x 
-+-
.r y x·y Y-j-~. x'Y 
--~- --~-

1 1 y-x x'Y y-x 
---
x y x·y 

1- x 2 I+x (l + x) (1 - x) 2 
8x 2 8x l+x 

y+x 
y-x 

I-x 
4x 

Gleichungen 1. Grades mit einer Unbekannten (Fortsetzung). 

Beispiele: 86) __ 3_ = __ 4_, derHauptnennerist (x - 1) (x -+- 1). 
x-I x+l 
x+l 3 x-I 4 
~. -e---=---.--- -

x+l x-I x-I x+I 
3 . (x + 1) = 4 . (x - 1) oder 3 x + 3 = 4 x - 4 

3 + 4 = 4 x - 3 x , daraus 7 = x. 
jIll 

87) x + 3 + x - 2 .= X2+x - ~6 - , 

x 2 + X - 6 = x 2 + 3 x - 2 x - 6 = x . (x + 3) - 2 . (x + 3) 
= (x + 3) • (x - 2), 

folglich ist . (x + 3) . (x - 2) = x 2 + X - 6 der Hauptnenner. 
x-2 5 x+3 1 11 

-x--2 . x +3- + x+-3' x - 2 (x+- 3):-(x =-2) 
5 (x - 2) + (x + 3) = 11 oder 5 x - 10 + x + 3 = 11 

6 x = 18, daraus x = 3 . 
a b 1 a-b 

88) --- - -- = a + b; -' (a - b) = a + b; x = -----
x x x a+b 

89) Teilt man 36 durch eine bestimmte Zahl und vermindert den 
Quotienten um 5, so erhalt man ebensoviel, wie wonn man 12 durch 
dieselbe Zahl teilt und dem Quotienten 3 hinzufiigt. Wie heiBt die Zahl? 

N d · Z hI . d Q' 36 d . 12 ennt man Ie a x, so 1st er erste uotIent -~, er zWeIte --. x x 
36 . . . 36 _ 

Nun sol1-- um 5 vermmdert werden; dIe DIf£erenz lautet - -:.>; 
x x 

12 . 12 
dagegen solI -- um 3 vermehrt werden; dIe Summe lautet _. + 3 . 

x x 
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Die Gleiehsetzung beider Werte liefert die Bestimmungsgleiehung: 
36 12 36 x 12 x 
~~ ~ 5 = - + 3 oder - ~ 5 . - = - + 3 . ~~ 
x x x x x x 

36 ~ 5 x = 12 + 3 x oder 36 ~ 12 = 3 x + 5 x 
24 = 8 x , daraus x = 3 . 

90) Bei einer Teilung erhalt jeder 6000 Mark. Ware einer weniger, 
so wiirde jeder 2000 Mark mehr erhalten. Wieviel Personen waren an der 
Teilung beteiligt 1 Es seien n Perscnen beteiligt; dann betragt die zur 
Verfiigung stehende Summe 6000 . n Mark. Nimmt einer weniger an der 
Teilung teil, so teilen (n ~ 1) Personen (6000· n) Mark, so daB auf jeden 

60~0 ·In Mark entfielen. N ach der Aufgabe solI dieser Betrag um 2000 Mark 
n~ 

hOher sein, also gleich 6000 + 2000 = 8000 Mk. Die Bestinunungs
gleiehung lautet 

6000· n 
-----,-1- = 8000 oder 6000· n = 8000 (n ~ 1) = 8000 n ~ 8000 
n~ 

8000 = 8000 n ~ 6000 n = 2000 n , daraus n = 4 . 
91) In einem rechtwinkligen Dreieek ist die eine Kathete 7 em 

lang und die Hypotenuse 5 em langer als die andere Kathete. Wie groB 
ist diese 1 Sie sei x em lang, dann ist die Hypotenuse (x + 5) em lang. 
Die Beziehung zwischen den drei Seiten eines reehtwinkligen Dreiecks 
Iautet naeh dem Pythagoraisehen Lehrsatz: 

(x + 5)2 = x 2 + 72 oder x 2 + 10 x + 25 = x 2 + 49 
10 x = 24, daraus x = 2,4 cm. 

~roportionen. Der Quotient ~ heiBt das V er hal tnis d~r Zahlen 

a und b . Sind zwei Verhaltnisse gleich, so heiBt die Gleichung Propor

tion. Ist ~ das zweite Verhaltnis, so lautet die Proportion ~ = ~ , 

oder anders geschrieben a : b = c : d. 
Die Proportion ist ein Sonderfall der Gleichungen und wird wie diese 

behandelt. Der Hauptnenner ist b· d; auf ihn wird die Gleichung ge
bracht, so daB sich ergibt: 

dab c - . - = - . - - oder ad = b coder b c = ad. 
d b b d 

In der Form a: b = c: d heiBen a und d AuBenglieder, b und c limen
glieder. b· c= a· d besagt: Das Produkt der Innenglieder ist gleich 
dem Produkt der Au/3englieder. 

Addieren wir 1 auf jeder Seite der Gleichung ~ = ~ , so ergibt sich : 

a 
~+ 
b 

1 = ~ + 1, oder, auf die gleichen Nenner gebracht: 

~ +!!... oder a + b c + '!:. 
d d b d 

a b -+ ~ 
b b 
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Entsprechend erhalten wir bei einer Subtraktion von 1: 
a-b c-d 
-b-= d 

b d 
Aus b c = ad folgt - = -, das durch Hinzufiigen von 1 iibergeht in 

a c 
b d a+b c+d. . -- + 1 = - + 1 oder - - - - . WIrd 1 subtrahlert, so ergibt a c a c -
. a-b c-d 

slCh - --- = ---
a c" 

c 

~jf:r -~ b 

A I_i 
'--- a ----to ,8 
, I 
Ie C ---I 

Fig. 26. 

Dividiert man die _ beiden letzten Glei
chungen durcheinander, indem mandielinken 
und rechten Seiten durcheinander dividiert, so 
erhiilt man: 
a+.b c+d 

a 

a-b 
c 

c-d 
a 'c 

oder 
a+b 
a-b 

c+d 
c-d 

Sind drei Zahlen von den vier einer Proportion gegeben, so ist die vierte 
bestimmt. Nennt man diese vierte - unbekannte - Zahl x, so ist z. B. 

x b b 
x: a = b: coder - = -. Daraus folgt x = a' -. Die Unbekannte 

ace 
x heiBt "vierte Proportionale". Sie laBt sich geometrisch finden, wenn 
man die Darstellung eines Quotienten (Fig. 24:) beachtet. Aus der 
Ahnlichkeit der Dreiecke AB 0 und AD E folgt _ unmittelbar (Fig. 26) 

x b 
a c 

Zeichnerisch wird x folgendermaBen gefunden: Mache A B = a unter 
Annahme eines MaBstabes; errichte in B die Senkrechte BO und mache 
sie gleich'b. Verbinde A mit 0 und trage auf AB die Strecke AD = a 
ab; die Senkrechte in D schneide A 0 in E, dann ist DE = x gleich der 
gesuchten vierten Proportionalen. 

Beispiele: 92) Wie verhalten sich diE> Gewichte zweier gleich 
groBer Wiirfel, wenn der eine aus einem Baustdf vem spezifischen 
Gewicht81 (vgl. S. 119), der andere aus einem BaustC£f vem spezifischen 
Gewicht 82 besteht? 1st V der Rauminhalt beider Wiirfel, so ist das 
Gewicht des ersten Wiirfels G1 = V· 81 ; das des zweiten G2 = V' 82 • 

Dividiert man beide Gleichungen' durcheinander, so ergibt sich 

G1 V· 81 8 1 
- ---
G2 V· 82 8 2 

Die Gewichte verhalten sich wie die spezifischen Gewichte. 
93) Ein Zug lege bei gleichf6rmiger Bewegung in 2 Std. 125 km 

zuriick; ein anderer in 4Std. 175 km. Wie verhalten sich die Geschwin-
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digkeiten? Die Gesehwindigkeit des ersten Zuges ist VI = ~~5 kmjStd., 

d · d 't l' 175 k jStd D h D' .. b'd GI' h Ie es ZW€I en '2 = 4 m . ure IVISlOn €I er. ele ungen 

erhiilt man 
125 

V I 2 125.4 10 

1'2 175 175·2 7 
4 

Die Gesehwindigkeiten verhalten sieh wie 10: 7. 
94) Aus einer Offnung flieBt ti Sek. lang Wasser mit del' Ge

schwindigkeit VI; aus einer ebenso graBen Offnung t2 Sek. mit del' Ge
sehwindigkeit v2 • Wie verhalten sieh die geforderten Wassermengen? 
Del' Quersehnitt sei F, dann ist die in t1 Sek. geforoerte Wassermenge 

Q1 = F . VI • t1 ; die in t2 Sek. geforoerte Wassermenge 
Q2 = F· v2 ' t2 

Ql F· VI • ti Vl . t] 
---

Q2 F· V 2 • t2 V 2 • t2 

95) Wie verhalten sieh die. AusfluBzeiten im Beispiel 94, wenn 
die Wassermengen gleieh graB sind? 1st Q die Menge, die aus jeder del' 
beiden Offnungen ausflieBt, so liefert die erste Offnung Q = F· VI • t1 ; 

die zweite Q = F . v2 • t2 • Da die linken Seiten beider Gleiehungen 
gleieh sind, mussen es aueh die reehten Seiten sein; folglieh 

t1 V2 F . VI • tl = F . V2 • t2 odeI' - = -
t2 VI 

Die AusfluBzeiten verhalten sieh u mge kehrt wie die Gesehwindig
keiten. 

96) In welehem Yerhiiltnis stehen die in den Zeiten t zuruek-
gelegten Wege beim freien Fall? (vgl. S. 137) , 

1st ti die Zeit, in del' die Hohe 8 1 durehfallen wird, so besteht zwischen 
beiden die Beziehung 8 1 = -§ g' tI. 1st t2 die Zeit, in del' die Hohe 
8 2 durehfallen wird, so ist 8 2 = i . g . t~. Dureh Division beider Glei
chung en erhiilt man 

8 1 i . g . ti ti 
82 t . g . t; t~' 

Die zuruekgelegten Wege verhalten sieh wie die Quadrate del' zugehori
gen Zeiten. 

97) Es ist y als 4. Proportionale zu den GroBen x, l - x und l zu 

k . h d Gl' h X· (l - x) W' h'b d' onstrUleren nae er ele ung y = - -- l- -_. . II' sc reI en Ie 

Gleiehung als Proportion x : l = y : (l - x) und beaehten die Darstel
lung in Fig. 24. 1st A B = l und A C = x, dann ist C B = l - x (Fig. 27). 
Erriehtet man in A das Let AD und maeht es gleieh x, dann sehneidet 
die Verbindungslinie DB auf del' Senkreehten dureh C die Streeke 
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x' (l - x) 
C E = y =---Z---- ab, weil die ahnlichen Dreiecke DAB und EO B 

die Proportion liefem 

98) 

DA OE 
AB OB 

oder 
x 

x-5 
x+5 x-7 

Y 
l- x . 

(x - 5) • (x - 7) = (3 + x) . (x + 5) 
x 2 - 5 x - 7 x + 35 = 3 x + x 2 + 15 + 5 x 

35 - 15 = 3 x + 5 x + 5 x+ 7 x 
20 = 20 x daraus x = 1 . 

r~ 1~ 99) 

Ji ,e ;8 

3 
2 

1 
x 

2 -+ 1 x 

>-- x -..---- ,- x ---, 
I I 
1..,----- , -----, 

Fig. 27. 

x 2 - 2 x - 35 13 
100) ---- - ------ = - oder 

x 2 - 9 x + 14 6 
6 . (X2 - 2 x - 35) = 13 . (X2 - 9 x + 14) 

6 x 2 - 12 x - 6·35 = 1:~ x 2 - 117 x + 13·14 
o = 7 x 2 - 105 x + 13· 14 +- 6· 35 oder 0 = x 2 - 15 x + 56. 

Das ist eine quadratische Gleichung fUr x, weil x in der 2. Potenz vor
kommt. Durch Zerlegen der rechten Seite in ein Produkt erhalt man 

o = x 2 - 7 x - 8 x + 56 
o = x . (x - 7) - 8 . (x - 7) = (x - 7) . (x - 8) . 

Das Produkt ist gleich Null, wenn ei ner del' Faktoren gleich Null ist; 
daraus ergeben sich die Bedingungsgleichungen 

1) x-7=0,d.h.x=7 und 2) x-8=0,d.h.x=8. 

Beide Werte geniigen der gegebenen Aufgabe. 

Der zweite Weg zur Lasung ist folgender: Yersuche, den Zahler in 
ein Produkt zu zerlegen; das ist maglich, wenn man schreibt 

x 2 - 2 x - 35 = x 2 - 7 x + 5 x - 35 

und je 2 Glieder zusammenfaBt, so daB 

x 2 - 7 x + 5 x - 35 = X· (x - 7) + 5 . (x - 7) 
und daraus x· (x - 7) + 5 . (x - 7) = (x - 7) . (x + 5) . 
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Ob der Nenner den Faktor (x - 7) enthiilt, zeigt die Zerlegung oder die 
Division. Fiir die Zerlegung sehreiben wir 

x 2 - 9 x + 14 = x 2 - 7 x - 2 x + 14 = x (x - 7) - 2 • (x - 7) 
und daraus x 2 - 9 x + 14 = (x - 7) . (x - 2) . 

Die Division ergibt 

(x 2 - 9 x + 14) : (x - 7) = x - 2 
x 2 - 7 x 

- 2 x + 14 
- 2 x + 14 

Damit geht die Aufgabe iiber in: 

(x + 5) . (x -- 7) 13 d h 7 h b x + 5 13 
(x _ 2) . (x _ 7) 6 ; ure (x - ) ge 0 en, x _ 2 6 

6 . (x + 5) = 13 . (x - 2) oder 6 x + 30 = 13 x - 26 
30 + 26 = 13 x - 6 x oder 56 = 7 x daraus x = 8 . 

Bem.: Dieser Weg liefert nur die eine Wurzel x = 8; dureh das 
Heben dureh (x - 7) geht die zweite Wurzel x = 7 verloren. 

Gleichungen ersten Grades mit mehreren Unbekannten. 
Sind x und y die beiden Unbekannten, so lautet die allgemeine Glei

chung zwischen x und y 

a x + by + c = 0, 

wobei a und b irgendwelche Koeffizienten sind. Dieser Gleichung ge
niigen unendlieh viele Wertepaare x y; z. B.: 

3 x + 5 Y = 21 

3·2 + 5·3 = 21 

12 
3·3 + 5'5 = 21 

9 
3 . 4 + .'i • 5 = 21 

6 
3·5+ 5·~ = 21 

5 

£iir x = 2 und y = 3 wird 
12 

"x=3 " y=5 

9 
x = 4 " Y = 5-

6 
x = 5 " Y = - 5--

usw. 

Soll nur ein einziges Wertepaar der gestellten Au£gabe genilgen, so muB 
noeh eine zweite Bedingung hinzutreten, die eben£alls die Form einer 
Gleichung haben muB. Die eindeutige Bereehnung zweier Un bekann
ten erfordert demnach zwei Bedingungsgleichungen. 

Beispiel 101) 

I. 3 x + 5 Y = 21 II. x + y = 5 . 
Win k e I, Der prakt. Maschinenbauer. II. 3 
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l. Losung. Man errecbnet aus (II) y = 5 - x und setzt den so 
gefundenen Wert in (I) ein; dann ergibt sich 

3 x + 5 (5 - x) = 21 oder 3 x + 25 - 5 x = 21 
- 2 x = - 4 und daraus x = 2 . 

Setzt man diesen Wert nunmehr in (II) ein, so erhalt man 

2 + y = 5 d. h. Y = 3 . 

x = 2 und y = 3 sind die Wurzeln der gegebenen Gleichungen. Das 
Verfahren heiI3t Einsetzungsverfahren. 

2. Losu ng. Man macht durch Multiplikation die Koeffizienten der 
einen Unbekannten gleich, doch so, daB sie entgegengesetzte Vorzeichen 
haben. Addiert man dann beide Gleichungen, so fallt die eine Un
bekannte hemus (Additions- oder Multiplikationsverfahren). Ist die 
eine Unbekannte errechnet, so liefert ihr Einsetzen in eine der gegebenen 
Gleichungen die zweite Unbekannte. Will man das Einsetzen einer er
rechneten Zahl vermeiden, so wiederholt man das Multiplikationsver
fahren fur die zweite Unbekannte. Die Zahl, mit der multipliziert wird, 
schreibt man rechts von den Gleichungen und trennt beides durch einen 
senkrechten Strich. 

In unserer Aufgabe hat x die Koeffizienten + 3 und + 1; damit 
sie beide entgegengesetzt gleich werden, mussen wir (+ 1) mit (~3) 
multiplizieren und erhalten 

a) I. 3x+5y=21 
II. x + y == 5 

-3x + 5y = 2T 
- 3x - 3y = - 15 
-- ---,------~ 

2y = 6 
y=3 

b) I. 3 x + 5 Y = 21 
II. x + y = 5 

3x + 5y = 21 
- 3x - 3y = - 15 

2y = 6 
y=3 

-3 

y = 3 eingesetzt in (II) ergibt 
:r+3=5 

X= 2. 

-5 
3x + 5y = 21 

- 5x - 5y = - 25 
- 2X -- - ~ -~ -·4 

x= 2. 

Sind x, y und z drei Unbekannte, so lautet ihre allgemeine Beziehung 
ax + by + cz + d = O. Da auch hier unendlich viele Werte x, y 
und z dieser Gleichung genugen, so sind zwei weitere Bestimmungs
gleichungen erforderlich, wenn x, y und z eindeutig bestimmt sein sollen. 

Die Lasung erfolgt in der Weise, daB man mit Hilfe einEs der Ver
fahren des Beispiels 125 die eine Unbekannte zum Verschwinden bringt 
und dadurch zwei Gleichungen mit 2 Unbekanntenerhalt, die wie in 
(101) weiter behandelt werden. Wenn nicht besondere Umstande -
z. B. die eine Gleichung enthiilt nur eine Unbekannte - dagegen spre
chen, ist das Multiplikationsverfahren am zweckmaBigsten. 
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1. 2 x + 3 Y + 5 z = 46 
11. 3 x - y + 2 z = 14 

H1. 9x+2y-3z= 8 
6 x - 2 Y + 4 z = 28 
9x+2y-3z= 8 

Algebra. 

+1 
+2 +3 
+1 

2x+3y+ 5z=46 
9x-3y+ 6z=42 

35 

IV.15x + z=36 
--,----

11 x + 11 z = 88 
V. x + z = 8 

IV. 15 x + z = 36 
-x z=-8 
15x +. z = 36 

--------
14x = 28 

x=2 
x = 2 eingesetzt in (V) ergibt 2 + z = 8 und daraus z = 6 
x = 2 und z = 6 eingesetzt in (II) ergibt 

3·2 - Y + 2·6 = 14 und daraus y = 4. 

-1 
+1 

Bem.: Beim Einsetzen bereits gefundener Wurzeln der Gleichungen 
empfiehlt sich das Einsetzen in die einfachste Gleichung. x = 2 konnte 
ebenso gut in (IV) eingesetzt werden; dann würde 15 • 2 + z = 36 und 
daraus z = 6. 

x = 2 und z = 6 konnten auch in (I) oder (IH) eingesetzt werden; 
dann wurde 

a) 2· 2 + 3 y + 5 . 6 = 46 
b) 9.2+2y-3.6= 8 

und daraus 

" 

y = 4, 
y=4. 

103) Die nach t Sek. frei durchfallene Höhe ist h = t g. t2 ; die nach 
t Sek. erreichte Geschwindigkeit v = g • t . Es ist die Beziehung zwischen 
v und h aufzusuchen. 

a} 1. h = tgt 2 Aus II ergibt sich 

b) 

H. v = g. t 

h= ~g·(;r 
v 

t = -; eingesetzt in I 
g 

1 v2 1 v2 
= - g . - = - . - oder 2 g h = V 2 • 

2 g2 2 g 

1. h = t· g. t2 

11. v==g·t 

III dividiert durch I liefert 

(II) quadriert liefert 
III. v 2 = g2 • t2 • 

v2 g2 . t2 
--- = ---- = 2 g und daraus 
h t g • t2 

v2 = 2gh. 
104) Die Auflagerdrucke A und B des Balkens AB (Fig. 28) sind 

zu bestimmen. 
a) Die 1. Gleichgewichtsbedingung (S. 164) erfordert ~ V = 0; 

daraus folgt 1. A -- P + B = O. Da 2 Unbekannte A und B vorkom-
3* 
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men, muB noch eine Bestimmungsgleichung aufgestellt werden, die sich 
aus der 3. Gleichgewichtsbedingung 1:M = 0 ergibt. Fur (A) als 

a 
Drehpunkt wird II. p. a - B·l = O. Aus (II) folgt B = P 'y;ein-

gesetzt" in (I) ergibt A - P + p. ~ = 0 daraus 

a (a) l-a b A=P-P.y=P I-T =P·-Z-=P.-;;. 

b) Aus 1: M = 0 fur A als Drehpunkt folgt 

I. p. a - B • Z = 0 und daraus 

Aus ~ M = 0 fUr B als Drehpunkt folgt 

II. A· ~ - p. b = 0 
b 

und daraus A = P . T . 

p 

Fig. 28. Fig. 29. 

105) Die Summe zweier Zahlen sei a; ihre Differenz b. Welches 
sind die Zahlen? Nennt man sie x und y, so erfordert die Aufgabe 

I. x+y=a 
II. x - Y = b 

addiert : 2 x = a + b 
a+b x = ----

2 

I. x+y=a 
II. x - y = b 

subtrahiert: 2 y = a - b 
a-b 

y=-2-' 

106) Die 3 Seiten eines Dreiecks verhalten sich wie 3: 4 : .); ihr 
Umfang ist 8 cm. Wie grol3 sind die Seiten? Sind a, b und c die Seiten, 
so erfordert die Aufgabe I. a + b + c = 8. Wenn sie sich auBerdem wie 
3 : 4 : 5 verhalten sollen, dann ist a : b : c = 3 : 4 : 5 . Diese Gleichung 
besagt II. a : b = 3: 4; III. a : c = 3 : 5; und daraus b = 1- a; c = -% a, 
so daB (I) ubergeht in 

a + -~ a +~ a = 8 oder 4 a = 8; d. h. a = 2 . 
Eingesetzt in (II) ergibt b = -~- . 2 = 1; eingesetzt in (III) ergibt 

c=t·a=l~. 
107) An dem Punkte A greifen die 3 Krafte PI' P2 und P an 

(Fig. 29), von denen P gegeben sei. Wie groB mussen PI und P 2 sein, 
damit Gleichge~icht herrscht-'? Nach der 1. Gleichgewichtsbedingung 
muJ3 .l: H = 0 sein; daraus folgt: , 

1. HI - 112 = o. 
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Aus der 2. Gleichgewichtsbedingung 1::V = 0 folgt 
II. VI + V2 - P = 0 , 

wenn wir beachten, daB die entgegengesetzte Richtung durch entgegen
gesetzte Vorzeichen zum Ausdruck gebracht wird. Mit HI = Pl· COSIX; 

VI = Pl· sin IX; H2 = P 2 • cosfJ und V2 = P 2 • sinfJ (vgl. S. 95) gehen 
die Gleichungen I und II liber in: 

Addiert 

oder 

I' Pl· cos IX - P 2 • cosfJ = 0 I sinfJ 
II' Pl· sinlX + P 2 • sinfJ = P cosfJ 

PI-·CCSIX~:-sTnfJ~- P 2 • cosfJ· sin/J = 0 
Pl· sin IX • cosfJ + P 2 • sinfJ· cosfJ = P . cosfJ 

~ ---~-

Pl· cos IX • sinfJ + PI . sin IX • cosfJ = P . cosfJ 

Pl· (sin IX • cosfJ + cos IX • sinfJ) = p. cosfJ. 
:Mit sin IX • cosfJ + COSiX • sinfJ = sin (IX + fJ) wird 

PI· sin (IX + fJ) = P . cosfJ und daraus P = p. cosfi 
I sin (IX + fi) 

Eingesetzt in I' ergibt 
cos fJ . cos IX 

P . sin (X-+ fJ) = P 2 • cos /1 oder 
cos IX Po = p. --~--.. 

- sin (IX + fJ) 

Potenzen und Wurzeln. 
In dem Abschnitt "Das Potenzieren" wurden die Potenzen der abso

luten Zahlen behandeh und (1) und (2) der folgenden FaIle unterschieden : 
1. Potenzen mit gleichen Grundzahlen 

aP • aq = ap +q umgekehrt aPH = aP • aq 

aP aP 
fUr = aP - q aP- q = p>q 

aq aq 

aP 1 1 aP 
fUr p < q --". 

aq a q - p a q - p aq 

a O = I. 

2. Potenzen mit gleichen Exponenten 
an. bn = (a b)n . umgekehrt 

~: = (~r 
(a b)n = an . bn 

(-~r =i;· 
3. SoH eine Potenz potenziert werden, so schreibt man (aP)q und liest 

a hoch p hoch q; es ist dann (aP) in die qte Potenz zu erheben. Nach der 
ErkIarung ist (all)q = a P • aP • aP • all ••• qmal. Da aP = a· a· a ... pmal 
ist, kommt a insgesamt (p . q) mal als Faktor vor, so daB (aP)q = aP· q ist. 

Die Regeln liber Potenzen sollen nunmehr auf algebraische Zahlen 
ausgedehnt werden. 

Die Gru nd za hI sei posi ti v; dann ist die Potenz ebenfaHs positi\'. 
(+ a)n = + an . 
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Die Grundzahl sei negativ. 
(- a)l = - a; (- a)2 = (- a) . (- a) = -+- a 2; 
(- a)3 = (- a) • (- a,) • (- a) =(+ a 2) • (- a) = - a3; 
(- a)4 = (-a) • (- a) • (- a). (- a) = -+- a4 usw. . 

Es ist demnach zu unterscheiden, 0 b der Exponent eine gerade oder 
ungerade Zahl ist. rst der Exponent eine gerade Zahl, so ist die Potenz 
positiv; ist er eine ungerade Zahl, so ist die Potenz negativ. 

Beispiele: 
108) (- 9)4 = -+- 6561 109)' (- b)3. b6 = -- b9 

a3 b5 
110) . ~-- = - ab 111) (x 2 • y3)3 = x6 • y9 

- a2 b4 

DerExponent sei positiv; dann istdiePotenz gleichderPotenz 
mit einem absoluten Exponenten: a+n = an. 

Der Exponent sei negativ. Die Erklarung reicht inso£ern nicht 
aus, als man nicht sagen kann, eine Zahl soli (- n)mal als Faktor ge
setzt werden. Wir konnen jedoch zu einer brauchbaren Erklarung der 
Potenz a- n gelangen, wenn ",ir - n als Di£ferenz (0 - n) auf£assen 

aP 
und nach der Grundregel aP - q = - behandeln. Dann wird 

aq 

aO . 1 I 
aO - n = __ und mit aO = 1 a - n = --- und umgekehrt -- = a - n . 

an an an 
Demnach ist eine Potenz mit negativem Exponenten aufzufassen als 
der umgekehrte (reziproke) Wert derPotenz mit pcsitivem Exponenten. 
Bei dieser Auf£assung behalten die Rechenregeln, die fiir positive Expo
nenten entwickelt wurden, auch fiir negative Exponenten Giiltigkeit. 

Beispiele: 
1 

112) a 2 (a- 5 -+- a6 ) = a2- 5 -+- a2+6 = a- 3 -+- as = -3 + as. 
. a 

1 
113) (a3 -+- a- 2). (as _ a- 2) = (a3)2 - (a- 2)2 = a6 _ a- 4 = a6 - -, . a4 

oder (a3 -+- a- 2). (as _ a-2) = (a3 + ~) . (as __ 1_') = (a3)2 _ (. ~ _) 2 
a 2 a 2 a 2 

114) 

116) 

1 
-'- a6 - 4· a 

~ 1 ~ -- = X7-(-2) = X7+ 2 = x 9. 115) -- = -- =aO-(-s) = a 3 
x- 2 a- 3 a-s 

1 (x- n)3=x- sn = __ . 117) (x- n)-S=x(-n).(-3)=xsn . 
xsn 

Die Wurzel und das Wurzelziehen oder Radizieren. 
Die 2. Potenz einer Zahl a suchen hieB, die Zahl a mit sich selbst 

muitiplizieren; es war a 2 = a • a. Die nte Potenz einer Zahl suchen hieB, 
die Zahl a nmal mit sich selbst multiplizieren oder sie nmal als Faktor 
setzen; es war an = a • a • a • a ... n ma] . Umgekehrt konnen wir 
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sagen: Es soll die Zahl gesucht werden, die mit sich selbst multipliziert 
den Wert a ergibt. Nennen wir diese vorUj,ufjg unbekannte Zahl x, 
so muB x· x = x 2 = a sein. Allgemein wird die Aufgabe lauten: Es 
soIl die Zahl gesucht werden, die n mal mit 
sich selbst multipliziert den Wert a ergibt. 
Ist x diese Zahl, dann muB sie der Bedingung 
x" = a geniigen. Damit ist ein neues Rech
nungsverfahren gewonnen, das auch ein neues 
Rechnungszeichen erfordert. Die Zahl x, die 
der Gleichung xn = a genilgt, heiBt die 
n te Wurzel aus a und wird geschrieben 

x = 'Va. Die Zahl x bestimmen heiBt "die 
n te Wurzel aus a ziehen". Dieses Wurzel
ziehen oder Wurzelausziehen ist also eine 
Umkehrung des Potenzierens und heiBt Ra
dizieren. Die gegebene Zahl a, die unter 
der Wurzel steht, heiBt Radikand; n der 
Wurzelexponent. Im besonderen sagt 
man statt der 2. Wurzel "Quadratwurzel" 

. I 
/ 

/ 
I 

/ 

/ 

/ 
/ 

I 
/ 

/ 

oder kurz "Wurzel" und laBt den Wurzel- f 
exponenten n = 2 weg. Also -va fiir y;; ge- OF" 30 
I W I " Ig. . 

/ 

/ 
/ 

/ 

esen:" urze a . . 

Ist x = Ya, so wird xn == ('V;r. Aus xn = a folgt (Yat = a . 
Man priift, ob die Wurzel richtig gezogen ist; durch Potenzieren. 

Es jst: l'25 5, weil 52 = 25 ist; 
3---
V27 3, weil 33 = 3 . 3 . 3 = 27 ist; 
4--
V16 2, weil 24 = 2·2·2·2 = 16 ist; 
Y100 10, weil 102 = 10 . 10 = 100 ist; 
ylO 006-= 100, weil 1002 = 100·100 = 10 000 ist; 

V I~O- = -i~' weil (16) 2 = 1~ . 116 1~0 ist. 

Zeichnerische Darstellung der Quadratwurzel. Tragt man 
auf der wagerechten Achse des Achsenkreuzes der Fig. 30 0 A = 1; 
auf der senkrechten 0 B = 2 ab, so schneidet die auf A B in B senkrechte 
Gerade die Strecke OC = 22 = 4 abo Aus der Ahnliehkeit der recht
winkligen Dreieeke A 0 B und B 0 C folgt 

OA:OB=OB:OC oder 1:2=2:0C d.h. OC=22. 

Ist umgekehrt OC = 4 gegeben, so folgt aus 

OA:OB=OB:OC 
OB2=OA-OC=I·4, 

Mit der Strecke 0 B ist die Wurzel der Zahl4 dargestellt. Ist maBstablieh 
gezeichnet, maeht man Z. B. OA = I = 1 em und 0 C = 4 === 4 cm, 
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so wird 0 B = 2 em = 2. Die zeiehnerisehe Bestimmung von y4 ge
staltet sieh demnaeh folgendermaBen: Trage auf einerGeraden dieStreeke 
00 = 4 naeh reehts, OA = 1 naeh links ab, erriehte uberAO als Dureh
messer einen Halbkreis, der auf der Senkreehten OB den Wert y4-
heraussehneidet. 

Ergibt die Wurzel aus einer ganzen Zahl wieder eine ganze Zahl, so 
ist sie rational, ergibt sie keineganze Zahl, so ist sie irrational. 

, LiiBt sieh die Zahl z, aus der die Wurzel gezogen 

Fig. 31. 

werden solI, in ein Produkt a . b zerlegen, so findet 
man die Wurzel auf folgende Weise: Erriehte tiber 
A B = a + b einen Halbkreis (Fig: 31), ziehe 00 senk-
reeht AB, dann ist 00 = Ya. b = yi. Z.B. z = 30; 

yi = v'3O = ? 
Wahle als MaBstab 5 mm = 1 und zerlege 30 in 5·6. SolI die 

Strecke 0 A die Zahl 5 darstellen, so muB sie 25 mm lang werden; ent
sprechend muB 0 B = 30 mm werden, wenn die Streeke 0 B die Zahl 6 
darstellen solI (Fig. 32). Erriehte u ber A B einen Halkbreis und ziehe 

- 1 
OC -L A B . Wir messen 00 = 27,5 mm, so daB y30 = 27,5 mm··~ -_. 

~mm 

c = 5,5 wird. Das zeiehnerische Verfahren 
liefert nur angenaherte Werte, die um so 
genaue:r werden, je gr6Ber der MaBstab 
gewahlt wird. LaBt sieh der Radikand 
nieht unmittelbar in ein Produkt zer-

A'-___ ~....!.... ____ ...J8 legen, so erweitert man mit 100. Z. B. 
:""'-'-5--- 6 --..., -- 1/- 100' 1 ,r--'--

Fig. 32. Y57 = V 57 'ioo = 10 r 100· ;')7. ;\laeht 

man nunmehr 0 B = 57 mm; 0 A = 100 mm und verfahrt naeh Fig. 32, so 
ergibt sieh OC = 75,5 mm. Mit dem gewiihlten MaBstab 1 mm = 1 

steIIt OC die Zahl 75,5 mm . _1_ = 75,5 dar; folglieh ist 
Imm 

- 1 -- 1 V57 = 10' y100 . 57 = 10 ·00 = 7,55 . 

Reehnerisehe Ermittlung der Quadratwurzel. Bei der 
Stellenzahl einer Quadratwurzel ist zu beachten, daB y1100 = 110; 

yl1ool00 = 11010; vl100100iOO = 1101010 ist. Man wird also im Radi
kanden je 2 Ziffern zusammenfassen mussen, die erst 1 Stelle im Re
sultat ergeben. Die Berechnung erfolgt in Anlehnung an die Formel 
(a + b)2 = a2 + 2ab + b2 bei zweiziffrigen Zahlen und (a + b + C)2 
= a 2 + 2ab + b2 + 2ac + 2bc + c2 = a2 + 2ab + b2 + 2 (a + b)· c + c2 

bei dreiziffrigen Zahlen usw. Es ist z. B. 

23 2 = (20 + 3)2 = 202 + 2 . 20 . :3 + 32 = 400 + 120 + 9 = .)2~): 

und umgekehrt Y529 = 23. Als Schema ergibt sieh: 
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" V52.q = 20 
400 = a 2 

Rest 129 = 2ab + b2 , derdurch 2a = 40dividiert b = 3 ergibt. 
120 = 2ab} 

9 = b2 

Rest O. 
Die Schreibweise HiBt sich vereinfachen; es ist iiblich zu schreiben: 

Y5129 = 23 
4 I 
129: 43 
129""'-

Man trennt dabei, von hinten angefangen, je 2 Ziffern durch senkrechte 
Striche und zieht aus del' ersten (bzw. den beiden ersten) die Wurzel. 
l'5 = 2 und schreibt 22 = 4 unter die 5; subtrahiert bleibt 1 als Rest; 
herunter die nachste Gruppe, d. h. 29. Die Division del' beiden ersten 
Ziffern, also del' 12, durch das doppelte Produkt aus Y5 = 2, also durch 
2 0 2 = 4, liefert 3; diese 3 wird neben die 2 des Resultates geschrieben, 
das jetzt 23lautet, und ebenfalls neben die 4, die in 43 iibergeht. Multi
pliziert man jetzt die 3 des Resultates mit del' 43, so ergibt sich 129; 
in diesel' Multiplikation steckt b2 = 32 wegen 3 0 3. Geht die Wurzel 
nicht auf, ist sie also irrational, so schreibt man Nullen hinter ein Komma 
und venahrt "ie zuvor 
z. B. Y57,100100100 = 7,5498 

49 
800 : 145 (14 = 2 0 7) 
725 

7500: 1504 (150 = 2 0 75) 
6016 
148400 : 15089 (1508 = 2 0 754) 
135801 

1259900 : 150988 (15098 = 2 0 7549) 
1207904 

31966 US\\". 

Bemerkung: Die Zeichnung ergab V57 = 7,55 mit hinreichender 
Genauigkeit. 

Sind statt der Nullen Ziffern, so bleibt das Verfahren unverandert; 
zu beach ten ist, daB das Komma im Resultat dann zu setzen ist, wenn 
es bei der Division erscheint. 

Beispiele: 118) Ein Kreis habe den FHicheninhalt F cm2 ; wie graB 
no d 2 4 of 

ist der Durchmesser? Aus F = --~ folgt d 2 = -- und daram, 
4 ;r 
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119) Die Katheten eines rechtwinkligen Dreiecks seien a und b; 
wie groB ist die Hypotenuse c 1 
Aus (;2 = a2 + b2 folgt c = ya2 +b2 . 

120) Ein gerader Zylinder aus einem Baustoff mit dem spezifischen 
Gewicht 8 wiege G kg; wie groB ist sein Durchmesser, wenn die H6he 
gleich dem Durchmesser ist 1 

Aus Gewicht = RauminhaIt X dem spezifischen Gewicht folgt: 
nd2 

G = V . 8, und mit V = ~- . d 
4 

3 ~~-

G = ~ . d3 ·8, und daraus d = V~·!!- . 
4 n·s 

Bemerkung: Die dritten Wurzeln sind Tabellen zu entnehmen. 

Die Rechenoperationen mit Wurzeln. 
1. Multiplikation von WurzeIn mit gleichen Exponenten: 

Va . l/b- = Va . b ; 
erhebt man beide Seiten in die nte Potenz, so erhiilt man: 

(Va. Vb)" = (yab r oder 

(lIa)". (Vb r = (Vab)"; das ergibt aber 
a·b=ab, 

z. B. V4. V16=V4.--16-= V6-,f= 4, weiI 43 = 4·4·4 = 04 ist. 

Umgekehrt ist Va. b = va· Vb. 
2. Division von Wurzeln mit gleichen Exponenten: 

va _lura 
n - / b ' Vb 

denn in die nte Potenz erhoben wird daraus: 

a a 
und das geht tiber in - bb' 

3 ~ 3 ,----

z. B. Y 81 = 1/81 = V 27 = 3 , 
VT V 3 

weil 33 = 3 . 3 . 3 = 27 ist. Umgekehrt ist 

V~ = ~~ 
3. Die Potenz einer Wurzel: 
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(Pya-)q '~r ~r ~/ Statt konnen wir schreiben: Va· Va· Va .... = qmal . 

Nun war aber Va· v;r-= fa. a = vU2", 
folglich Va-. ya-. fa = 'Va2 . va = }Ia2 :a = 'Va3 . 

Die weitere Zusammenfassung lie£ert die pte Wurzel aus aq , da q Faktoren 
vorhanden sind; 

z. B. (Vat = :ya2 - • 

U mgekehrt ist V iJ,q = (ya-y. 
4. Die Wurzel aus einer Wurzel: 

f/Va =~ya; 
,erhebt man die Gleichung zuniichst in die pte Potenz, so erhiilt man: 

erhebt man jetzt die Gleichung in die qte Potenz, so erhiilt man: 

(ya-)q = (~vav)q, p.q --~ a = -VaP " , a = a. 

Umgekehrt ist 

Wurzeln aus algebraischen Zahlen. 
Wurzel n aus posi ti ven Zahlen. 
Es war -Va = x, wenn x 2 = a ist. Da aber auch (- x)2 = x 2 und 

somit = a wird, so genugt auch (- x) der Gleichung x 2 = a. Demnach 
erhalten wir 2 Werte fur Va-, niimlich + x und - x, denn beide ergeben 
quadriert den Radikanden a. Es ist also nicht nur -V4 = 2, weil 22 = 4 
ist, sondern auch -V4 = - 2, denn auch (- 2)2 ergibt 4. Jede Qua
dratwurzel hat also zwei gleichgroBe, entgegengesetzte Werte, einen posi-
tiven und einen gleichgroBen negativen. Man schreibt deshalb -va = :+: x, 
wobei x 2 = a ist. 

Fur die 4. Wurzel erhalten wir ebenfalls 2 Werte, da die 4. Potenz 
einer negativen Zahl wieder positiv ist. 

~r z. B. r 16 = + 2, weil 24 = 2 . 2 . 2 . 2 = 16 ist, 
4 --
Y16= -2, weil (-2)4=(-2)'(-2).(-2).(-2)=16 ist. 

Allgemein liiBt sich uber Wurzeln mit geraden Wurzelexponenten aus
sagen, daB sie sowohl positiv als auch negativ sein konnen. 

Wurzeln aus negativen Zahlen. sr -Es ist 1 - 8 = - 2, weil (- 2)3 = ( - 2) . ( - 2) . ( - 2) = - 8 ist, 

}i=-32= -2, weil (-2)5=(-2).(-2).(-2)·(-2)·(-2) 
= - 32 ist. 
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Allgemein gilt: Wurzeln mit ungeraden W urzelexponenten aus nega
tiven Zahlen sind negativ. 

Sind die Wurzelexponenten gerade Zahlen, so ist die Wurzel weder 
positiv, noch negativ. y - 4 ist weder (+ 2) noch (- 2), weil weder 
(+ 2)2 = - 4, noch (- 2)2 = - 4 ist. Wurzeln mit geraden Wurzel
exponenten aus negativen Zahlen nennt man i rna gi nar. AIle bisher 
betrachteten Zahlen heiBen reelle Zahlen im Gegensatz zu den ima
ginaren Zahlen. 

Die Quadratwurzel aus (- 1) wird mit i bezeichnet. Man setzt also 
y- 1 = i. Da man jede negative Zahl als Produkt aus einer reellen 
Zahl und (- 1) auffassen kann, so ist: 

-V - a = -Vr=-l):a = y=-(. y~ = iva; 
z. B. Y-=M-=y(-IY-:-64'=y-l·V64=8i. 

i2 = (V- i)2 = - 1 ist reell, aber negativ, 
i3 = i 2 • i = (- 1) . i = - i ist imaginar, 
i4 = i2 . i2 = (- 1) . (- 1) = + 1 ist reel!, aber positiv. 

Beispiele: 121) 3 y~+ i ya= 10 y~. 

122) 2· y;-- 5 vy - i y;;'+ 9 Vy = 4 Vy - 5 y;=-. 
123) 

124) 

12i) 

129) 

130) 

133) 

134) 

(2 Va + 3 ib)2 = 4 a + 12 yah + 9 b . 

(V;-+ 5 iii)· (yx - 5 Vy) = x - 25 y. 

126) lix"+1 = Yxn.x = xY;=-. 

3 3 3 Y,2/3i __ '1"I/'~3,i- ___ "roJg -_ 3 . Va4 . fa2 = va6 = a2 • 128) r ", r OJ 

~~ (-V~ + yb). (Va-lib) = ya _ vb. 
y~ + Vb Va + Vb 

VVx6 • y4 = y;;a:y 2 = xy vx. 

1 

Va '+ Vb 
y;-+ 2 

yx - 2 

I 
----. 

Va + Vb 

1 
132) ix' 
Va - Vb 
ya -, y b 

1 V;; I;, 
----=-. --=- = - Y x . vx yx ;1; 

Va ~ Vb 
a-b 

i;-+ 2 Vx + 2 ev;=-+ 2)2 
yx - 2 . y-;-+ 2 = (vx~-2)' (vx + 2f 

x + 4 + 4 VX 
x-4 
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Gleichungen ersten Grades mit einer Unbekannten (Fortsetzung). 

135) 
wird IllS Quadrat erhoben, damit die Wurzel verschwindet. 

136) 

137) 

x + 5 = 42 oder x = 16 - 5 = 11 . 

Vx+-:f 4 
---_ .. -

Vx -=4 3 
3 Vx + 3 = 4 Vx - 4 oder 9· (x + 3) = 16 . (x - 4) 

!) x + 27 = 16 x - 64 oder 91 = 7 x daraus x = 13 . 

l/.~~ 1 + V;;-+6 = V 4 x + 9 
(y'x - 1 + VX+6)2 = (Y4 x + 9)2 

(x - 1) + 2 V::l:--=-l'l'::l: + 6 + (;1.' + 6) = 4 x + 9 
x - 1 + 2 V(x =- i) . (x + 6T + x + 6 = 4 x + 9 

2 V(x-=l)-:-(x+ 6) = 2 x + 4 oder ¥(x - i)-:-(x + 6) = x + 2 
[V(x---l).(x+6)]2=(x+2j2 oder (x-l).(x+6)=x 2 +4x+4 

x 2 - x + 6 x - 6 = x 2 + 4 x + 4 daraus x = 10 . 

Potenzen mit gebrochenem Exponenten. 
In den Abschnitten iiber Potenzen (S. 15 und 37) war der Exponent 

eine ganze Zahl. 1st der Exponent eine gebrochene Zahl, z. B. a'/n, 
so hat die Erkliirung, die Basis a jetzt l/nmal als Faktor zu setzen, keinen 
Sinn mehr. Es geht nicht an, fUr 5'/3 zu sagen: Setze die 5 1f:J mal als 

Faktor. Erhebt man aber a-~ in die ntePotenz, so wird (a~r = a-;;- = a1 

= a. Da auch fa in die nte Potenz erhoben (var = a ergibt, so IaEt 

sich fUr a'/n schreiben 'Va. Die Potenz mit gebrochenem Exponenten 
stellt sich demnach als eine Wurzel dar; es ist 

a ~ = va und umgekehrt va = a ~ . 
Damit sind die Wurzein auf Potenzen zuriickgefiihrt, und die fUr Po
tenzen angegebenen Rechenregeln lassen sich nunmehr auch auf Wurzeln 
anwenden, wenn wir beachten, daB 

y aq = (yaY = (a-}r = a} ist. 
Beispiele. 

138) fd1 = a l = a~ +t = a~ . at = a3 • at = a3 • r; 
139) ~/--. n + 1 1 +_L --.L ~r:: 

• V Xn + 1 = X-n- = X n = X • X n = X • V x . 
n H _~ 4 '? H 

140) ifa4 . Ya 2 = a" . a" = a;q = a 2 • 

141) VVX6 • y4 = VxS-:--Y4- = (X6 • y4)t = (x6)!-. (y4)f = xJl. y 

= x~+t. y = X· x'/,. Y = X· y. (c. 
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142) 
1 1 1 = a-l . a- i =--= und umgekehrt 
at fa va 

- 1 1 1 . 
X b -- -- ---=X -6 

a VX' " " VX' Xb 

143) 

at oJ·j s 

= V~3-as 

bi bi· ~ bij b2 
144) 

Quadratische Gleichungen mit einer Unbekannten. 
Kommt die Unbekannte in der 2. Potenz vor, so ist die sie enthal

tende Bestimmungsgh,ichung vom 2. Grade; man nennt diese Glei
chungen quadratische Gleichungen oder Gleichungen 2. Gra
des. In ihrer allgemeinen Form enthiilt die quadratische Gleichung 
ein Glied mit X2, das einen beliebigen Faktor p haben kann, ein Glied 
mit x, das einen beliebigen Faktor q haben kann, und ein Glied r, in dem x 
nicht vorkommt. Angeschrieben lautet die Gleichung 

p x 2 + q X + r = 0 . 
Durch Division mit dem Faktor p des Gliedes mit x 2 erhiilt man 

X2 + !L . x + ~ = 0 
p p 

und schreibt dafur 
X2 + ax + b = o. 

Diese Form heiBt "Normal£orm der quadratischen Gleichung", auf die 
jede gegebene Gleichung zunachst zu bringen ist. 

Fur den Sonderfall a = 0 geht die Nurmalform uber in 
x 2 +b =0, 

und heiBt dann "rein-quadratische Gleichung". Die Trennung der Un
bekannten liefert die Gleichung 

X2 = - b, 
aus der sich x durch das Wurzelziehen ergibt zu 

x=±f-b. 
Wir erhalten zwei Werte x, die der Gleichung x 2 = - b genugen; sie 
heiBen Wurzeln der Gleichung und sind . 

Xl = + Fb und x2 = - V- b . 
rst b negativ, so wird - bpositiv, z.B. b = - 9; - b = - (- 9) = + 9; 
in diesem FaIle lautet die Gleichung x 2 - 9 = 0 oder x 2 = 9; ihre Wurzeln 
sind Xl = + 3 und x2 = - 3, da fur beide Werte x die Gleichung 
x 2 - 9 = 0 erfiiIlt ist, denn 

(+3)2_9=0 oder 9-9=0 und 
(-3)2_9=0 " 9-9=0. 

Ist b positiv, so ist - b negativ; z. B. b = + 9; - b = - 9. In 
diesem FaIle lautet die Gleichung x 2 + 9 = 0 oder X2 = - 9; ihre Wur-
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zeIn Xl = + (=-9 und X 2 = - -y - 9 werden imaginar; wir schreiben 
Xl = 3i und x2 = - 3i. In teehnisehen Aufgaben haben imaginare 
Werte keine Bedeutung; ergibt sieh aus einer Bestimmungsgleichung 
ein imaginarer Wert fur die gesuchte Unbekannte, so ist der Wert prak
tisch nicht verwendbar. 

Beispiele: 145) Die Abschnitte der Hypotenuse in einem recht
winkligen Dreieck seien a, = 4 em; b = 9 em. Wie groB ist die Hohe h? 
Aus a : h = h : b folgt h 2 = a,. b, so daB h = ± -ya, b = ± -Y4. 9 = ± 6 cm. 
Das negative Vorzeiehen liefert keinen brauehbaren Wert, da die Hohe 
positiv ist. 

146) In wieviel Sekunden durehfiillt ein freifallender Korper die 
Hohe h = 500 m, wenn die Anfangsgeschwindigkeit 0 ist? 

Aus 8 = -~ IJ • t2 folgt t 2 = ~ ; foIglieh t = ::i:: 1/ 28 = + 1/2 . 500 
IJ r IJ -r 10 

= ±1O Sek. 
Auch hier Iiefert das negative Vorzeichen keinen brauehbaren Wert, 
da eine negative Zeit nieht vorstellbar ist. 

147) Wie groB ist die AusfluBgesehwindigkeit aus einem Rohr, das 
h = 20 m unter dem gleiehbleibenden Wasserspiegel eines HoehbehaIters 
Iiegt, wenn von VerIusten durch Reibung, Krummung usw. abgesehen 
wird ? 

Der Wassertropfen erreicht die Gesehwindigkeit, die er beim freien 
Durchfallen der Rohe h haben wurde. 1st IJ die BeschIeunigung durch 
die Erde, so wird v = g . t die Gesehwindigkeit nach t Sek. Der in dieser 
Zeit t zuruckgelegte Weg ist h = 1/2 g t2 . Bringt man t zum Verschwin-
den, so wird v2 = 2 g h und daraus v = ± -y2 g h =± -y2 . 10 ·20 
= '" + 20 mjsek. Auch hier liefert das negative Vorzeichen keinen brauch
baren Wert. 

Die Normalform der quadratischen Gleichung lautete 
x 2 + a, X + b = 0 . 

Bringt man das GIied ohne x auf die rechte Seite, so ergibt sieh 
x 2 + a,x = - b. 

Damit die linke Seite zu einem reinen oder vollen Quadrat wird, £ligen 

Wlr (;) 2 auf beiden Seiten hinzu und erhaIten 

X2 + a, X + (; r = ( ; r -b . 

Durch VergIeich mit der Formel (a, + b)2 = a 2 + 2 a b + b2 findet man 

x2 + a, X + (; r = (x + ; r ' 
so daB die GIeiehung ubergeht in 

(x+ ;r=(;Y-b. 
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Jetzt laBt sich die Wurzel ziehen, und wir erhalten 
a , fTa-2---x+ 2 ==tV(2) -b 

und daraus 

x = - ; ± V(;r-=-~. 
Die Gleichung hat demnach 2 Wurzeln; sie sind 

Xl = - ; + V(;r--~ und x2 = - ; - v(;Y- b. 

Das hinzugefiigte Glied (; r heiBt "quadratische Erganzung", weil es 

den Ausdruck X2 + a x zu einem vollen Quadrat macht; man findet sie 
als ·das Quadrat des hal ben Koeffizienten von X . 

1st eine quadratische Gleichung auf die Normalform gebracht, so 
werden die beiden \Vurzeln der Gleichung unmittelbar - ohne die Ent
wicklung - angeschrieben. 

Z. B.: 3 x 2 = 5 x + 12 I 3 x 2 -;) X - 12 = 0 I 5 
x 2 - -x-4 =0 

3 

;) 13 18 
Xl = (\ + {\ = (\ = 3; 

5 13 
= -+---6 -- 6 

;) 13 8 4 
x----------2- 6 6- 6- 3' 

Bemerkung: 1st b> (~) 2, dann wird der Ausdruck unter der Wurzel 

negativ und die Wurzel selbst imaginar. 

Z.B.: x 2 - 2x +;) = 0 

x = 1 ± -,11 - 5 = 1 ± -,I - 4 = 1 ± 2 i 
Xl = 1 + 2i; X 2 = 1 - 2i . 

Xl = 1 + 2i oder allgemein a + bi heiBt komplexe Zahl. 
Unterscheiden sich zwei komplexe Zahlen nur durch das Vorzeichen 
wie in unserm Beispiel Xl und x2 , lauten sie also (a + bi) und (a - bi), 
so nennt man sie konjugiert komplex. 

Beispiele: 
2 ;) 

148) 2 x 2 = 18 + ;) X I 2 x 2 - ;) X - 18 = 0 I x - - x - 9 = 0 
2 

x=~+1/(~)2+ 9 =~+ 1/25 -+-;.16 =~f--l! 
4 - 4 4 - r 16 16 4 -- 4 

Xl = + -~; x2 = - 2 . 
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14\)) X + 20 = 12 X2 I 12 X2 - X - 20 = 0 
') 1 20 x- - -- X - -. = 0 

12 12 

151) 

152) 

8 -7 X 
---= 1-2x 
x-2 

8 - 7 X = (1 - 2 x) . (x - 2) = X - 2 x 2 - 2 + 4 X 

2 x2 - 12 x + 10 = 0 oder x 2 - 6 X + 5 = 0 
X = 3 ± y9 - 5 = 3 =i:= 2 ; Xl = + 5; x2 = 1 . 

X 2x 7 
x-5 x+5 3 

7 _ 
X (x + 5) - 2 X (x - 5) = 3' (x - 5) . (x + ~) 

3 X (x + 5) - 6 X (x - 5) = 7 (x - 5) . (x + 5) = 7 (x2 - 25) 
3 x 2 + 15 x - 6 x 2 + 30 x = 7 x 2 - 175 

10x2 - 45x -175 = 0 oder x 2 - 4,5x -17,5 = O-

X = 2,25 ± Y2,25 2 + 17,5 = 2,25 ± i5,0625 + 17,5 = 2,25 ± 4,75 
Xl = 2,25 + 4,75 = + 7; X 2 = 2,25 - 4,75 = -~ 2,5. 

153) 3 X - 8 Vx - 35 = O. 
Da X = (YX)2, so ist die Gleichung quadratisch fii.r llx; SJe 

liiBt sich demnach schreiben: 

3 (VX)2 - 8 yx - 35 = 0 und hat Vx als Unbekannte 

-) 8 - 35 (]Ix 2 --]Ix - -- = 0 
3 3 

.--- 4 -J/~ 35·3 4 1---- 4 11 
-I/x = -+ - + -- = -+-1/16 + 105 = ----1--. 3 -- 9 3 . 3 3 -- 3 ' 3 -. 3 

,;-- 4 11 15 
1. ~x =3 + -3- = 3 = 5 und daraus durch Quadrieren 

Xl = 25. 
Will k e 1. Der prakt. Maschinenbauer II. 1. 4 
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r - 4 11 
2. VX =--

3 3 
7 
3 

Mathematik. 

und daraus durch Quadrieren 

154) 3 x - 8Vx - 35 = o. 
Setze Vx = y; also x = y2; dann geht die Gleichung iiber 

in die Form 
8 35 

3 y2 - 8 Y - 35 = 0 oder y2 - "3 y -3 = 0 

Y ~ ~+1/16 + 35~= 4 +~1 
3-V9 33-3 

und daraus 1. Yl = : + ~~ = 5; folglich durch Zuriicksetzen von 

Y = VXl; YXI = 5, d. h. Xl = 25. 

2. 
4 11 7 -- 7 

Y2 = :3 - 3 = - 3; VX2 = - :3' d. h. 

155) 2 X4 - 5 X2 - 117 = O. 

Da <);4 = (X2)2 ist, so ist die Gleichung quadratisch fiir (x 2); Sle 

HiBt sich demnach schreiben 
:5 117 

2 (X2)2 - :) • X2 - 117 = 0 oder (X2)2 - 2" X2 -2 = 0 

.) 5 1/25 -]T7 8 5. 1 ;-_---,- 5 I 31 
X" = 4':l V -16 + 2 . '8 = 4' J~ 4' l 2b + 936 = 4' ~r~ 4 . 

9 5 31 36 
I. X" = 4' + 4 =4 = 9 und daraus Xl = + 3; x2 = - 3 . 

, 2 5 31 26 
2. x = 4' - -4~ = -4 ; die beiden andern Werte von X sind 

imaginar; x =!... ,/26' 
3 2 r ' 

~ -
Xi = - - -Y26. 

2 

156) 2 X4 - 5 X2 - 117 = 0; 

setzt man X2 = y, also X4 = y2, so geht die gegebene Gleichung 
liber in 

2 y2 - 5 Y - 117 = 0 cder 
5 117 

y2 - - Y ~- -- = 0 
2 2 

y = 5,_ -V25 + ~~7 .-! = 5 . :31 . 
4- 16 2 8 4· 4 

1. 
5 31 36 

Yl = 4' + '4 = '4 = 9; folglich mit Y1 = X2 

:r2 =!l; d. h. x 1 =+3; x 2 =-3. 
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157) 

158) 

Algebra. 

folglich mit Y2 = x 2 

26 V'-'2{j i ,r" x 2 =-"4; d. h. X3=+ -4=2"v26; 

,/-26 i ,r 
Xi = - V - "4 = - 2" V 26. 

I. x 2 + y2 = 16 
II. x2 - y2 = 4 

2X2 = 20 
X2 = 10 

Xl = + VIC) = + 3,16 
X 2 = - iiO = - 3,16 

I. X2 + y2 = 16 
II. X2 - y2 = 4 

2y2 = 12 
y2 = 6 

Yl = + 1'6 = + 2,45 
Ya = -1'6 = - 2,45. 

51 

1. X2 + y2 = 25 
II. x-y = 2 

(2 + y)2 + y2 = 25 
4 + 4 y + y2 + y2 = 25 

Aus II ergibt sich x = 2 + y; 
eingesetzt in I liefert 

2y2 + 4y - 21 = 0 
21 

Y2+2Y-2"= 0 

VI--21 J / '23'2 2 6,78 
Y = - 11' 1 + -- = - 1 -t- / -. - = - - + --,- 2 -- 2 2' 2 - 2 

2 6,78 2 6,78 
Yl = - 2" + -2- = + 2,39 ; Y2 = - 2" - -2- = - 4,39, 

eingesetzt in II ergibt 
Xl = 2 + Yl = 2 + 2,39 ~ 4,39 und x2 = 2 + Y2 = 2 - 4,39 = - 2,39. 

159) 1. x+xy=9 

160) 

II. y+xy=8 
I-II. x - y = 1 

y = x-I eingesetzt in I x + x (x - 1) = 9 
x+ x2 -x=9 

x 2 = 9 
Xl = + 3; 
Yl=+3-1=2; 

1. 3 x + 2 x y = 21 

Xa = - 3 
Y2 = - 3 - 1 = - 4. 

+1 
-2 II. y+ xy= 8 

III-.-~3~x~+~2-x~y~~2=1~-----

IV. -2y-2xy=-16 
Ill. + IV. 3 x - 2 Y = 5 

3x- 5 
V. y= 2 eingesetzt in I. 

3x- 5 
3 x + 2 X· ~2--' = ,21 oder 3 x + 3 x 2 - 5 x - 21 = 0 

4· 
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3 2 2 2 d ') 2 - 0 daraus X - X - ' 1 = 0 0 er x- - - . x - i = 
3 

1 , ',/1--- ~ ~ 9 1, 1 ! -~- 1 8 
X=-'"T /'-+7'-=--~-111+63 =--j--3 - , 9 9 3 " :3 3 -- :~ 

1 8 9 1 8 7 
Xl = '3 + '3 = '3 = + 3; x2 = '3 - 3" = - '3 ' 

eingesetzt in V: 

3·3-5 4 
YI = 2 = '2 = +2; 

3.(-~)-5 
Y2 = 2 = -6. 

161) 1. x-Y= 5 
II. X· Y = 36 
---.. ~-- -~ 

36 
x--=5 

x 

Aus II ergibt sich III. Y = ~
x 

eingesetzt in I ergibt 

x 2 - 36 = 5 x oder x 2 - 5 x - 36 = 0 

;) 1/25 4 5, 1 r --
X = '2 ± 4' + 36 . '4 = '2 -::.: '2 }l69 

;) 13 18 5 13 8 
Xl = '2 + -2 =2 = 9 ; x2 = '2 - 2- = - 2' = - 4 

eingesetzt in III Yl = ~~ =36 = + 4 Y2 = 36 = ,3~ = - 9. 
. Xl 9 x2 - 4 

162) 
2 3 

1.-+-=1 
x Y 

II. 2x-y=2. 
2 3 = 1 -;+ 2x-2 

Aus II ist III Y = 2 x - 2; 
eingesetzt in I ergibt 

2 (2 x - 2) + 3 x = x (2 x - 2) oder 4 x - 4 + 3 X = 2 x 2 - 2 x 
9 o = 2 X2 - 9 x + 4 oder x 2 - 2' x + 2 = 0 

9, /81 16 9 1,· 9 , 7 
x = '4 ± V 16 - 2 '16' = '4::':: '4 V81 - 32 = '4::::' 4 

9 7 16 9 7 2 1 
:/.'1 = '4 + '4 = "4 = + 4 ; x2 = '4 - '4 = '4 = + 2' ' 

eingesetzt in III ergibt Yl = 2Xl-2 = 2·4 - 2 = + 6 
1 

Y2 = 2 x2 - 2 = 2· 2' - 2 = -- 1 . 



Die Geometrie. 
Die Geo metrie lehrt die Eigenschaften raumlicher Gebilde und 

gliedert sich in: 
1. Die Planimetrie oder Lehre von den ebenen Figuren, 
2. die Trigonometrie oder Lehre von der Dreiecksberechnung, 
:3. die Stereometrie oder Lehre von den Korpern. 

1. Die Planimetrie. 
Der uns umgebende Raum ist von Korpern angefiillt, die wir mit 

unsern Sinnen wahrnehmen. Jeder Korper fiillt einen Teil des' Raume/? 
aus und bes,teht aus Stoff oder Materie. Die Geometrie beschaftigt sich 
nur mit dem von einem Korper ausgefUllten Raum; fUr sie sind die Korper 
sto££los. Gegen den ihn umgebenden Raum ist der Korper durch seine 
o berflache allseitig abgegrenzt. 

Ein Punkt im Raume ist vorstellbar als Eckpunkt eines Korpers, 
z. B. als Bleistiftspitze, oder als ein so kleiner Korper, daB man ihn nicht 
mehr zerlegen kann, z. B. als Staubteilchen. Man spricht in diesem 
FaIle von einem "verschwindend kleinen" oder "unendlich kleinen" 

. Korper. 
Bewegt sich ein Punkt, so beschreibt er eine Linie oder Kurve. 

Die Linie hat nur eine Ausdehnung. 
Bewegt er sich in unveranderlicher Richtung, so beschreibt er eine 

gerade Linie oder Gerade. Sieht man in dieser Richtung so, daB die 
Endpunkte scheinbar zusammenfallen, so fallen auch samtliche da
zwischenliegenden Punkte scheinbar zusammen. Das Stiick einer Ge
raden, das durch zwei Punkte begrenzt wird, heiBt Strecke. 

Bewegt sich eine Linie in einer andern als ihrer eigenen'Richtung, 
so beschreibt sie eine Flache. Bewegt sich eine Gerade in ullVerander
licher Richtung, so beschreibt sie eine Ebene. Eine Gerade liegt dem
nach mit allen ihren Punkten in einer Ebene. Die Flache hat zwei 
Ausdehnungen. Bewegt sich eine Flache, so entsteht ein Korper, wenn 
die Flache sich nicht in sich selbst verschiebt. Der Korper hat drei Aus
dehnungen. 

Es werden begrenzt: Der Korper durch Flachen, die FIache durch 
Linien, die Linie durch zwei Punkte. 

Die gerade Linie. :Man vergleicht die Langen zweier' Strecken" 
indem man die eine so auf die andere legt, daB zwei Endpunkte auf-
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einanderfallen. Fallen die beiden anderen Endpunkte dann ebenfalls 
aufeinander, so sind die beiden Streeken gleieh. In Fig. 33 ist AB 
= A'B' = a. aD = b ist kleiner als AB = a; man sehreibt 

aD < A B oder b < a. 
Umgekehrt ist A B groBer als aD; man sehreibt 

AB>OD oder a> b. 
Eine Streeke messen heiBt naehsehen, wie oft die Langeneinheit in 
ihr enthalten ist. Die Langeneinheit ist das Meter (m) bzw. das Zenti
meter (em) oder das Millimeter (mm); und zwar ist 

1 m = 100 em = 1000mm; 1 em = 10mm. 
Der Masehinenbauer miBt die Langen im allgemeinen in Millimetern. SolI 
eine bestimmte Streeke dargestellt werden, z. B. die Kantenlange des 
Klassenraumes, so UiBt sieh diese Dar
steHung nur verkleinert wiedergeben. Dazu 
bedarf es der Angabe des MaBes der Ver-

B 

180 ' 
C, c',-_ r 0 III 

A ~R ==i ____ ~ 
Fig. 34. Fig. 35. 

kleinerung, des sog. MaBstabes; er lautet 1 mm = 1 em oder 1 mm 
= 2,5 mm oder 1 mm = 20 mm usw. Kommen auf einer Zeiehnung nur 
Langen zur Darstellung, so sehreibt man statt 1 mm = 1 em kurz 
1: lO;stattl mm =2,5mmkurz 1 :2,5; stattlmm=20mmkurz 1 :20usw. 

1m allgemeinen, d. h. ohne Beziehung auf einen bestimmten Fall, 
bezeiehnet man die Lange von Streeken mit den kleinen lateinisehen 
Buehstaben (Fig. 33), die also niehts anderes sind als die MaBzahlen der 
teehnisehen Zeiehnungen. 

Raben zwei Gerade versehiedene Riehtung, so ist der Riehtungs
untersehied "der Winkel, den sie miteinander bilden" (Fig. 34). Man 
sehreibt .g::: BOA oder.g::: eX oder kurz eX undnennt bei der Angabe dureh 
drei Buehstaben den Seheitel 0 in der Mitte. 

Fur die Messung eines Winkels denkt man sieh um den Seheitel 0 
einen Krei s gesehlagen und versteht unter der Kreislinie oder Peripherie 
die Bahn eines Punktes, der stets die gleiehe Entfernung von einem festen 
Punkte, dem Mittelpunkte, hat. Diese Entfernung heiBt Halbmesser 
oder Radius. Die Kreislinie wird in 360 gleiehe Teile geteilt; jeder 
Teil heiBt 1 Grad = 1°. Ebenso wie die Sehenkellange keinen EinfluB 
auf die GroBe des Winkels hat, ist die Lange des Radius auf die GroBe 
eines Grades ohne Ein£luB. Der 60. Teil eines Grades heiBt Minute; 
der 60. Teil einer Minute heiBt Sekunde. Z. B. eX = 17 ° 25' 36". 

IJ-l Fig. 35 ist die Kreislinie ADO in Grade geteilt; der Winkel AOB 
ist gleieh 45°. Die Bogenlange AB ist abhangig von der GroBe des 
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Radius. Wirmessen den WinkelAOB = IX = 45° auch durchden Bogen 
A B, aber nur dann, wenn wir die Lange des Radius mit angeben. Als 
~1:aBeinheit fiir die Messung als Bogen gilt der Kreis mit dem Radius 
r = I ; legt man diesen Kreis der Messung zugrunde, so ist die besonderE' 
Angabe des Radius iiber£liissig. 

In dem Umfang eines Kreises mit dem Durchmesser d = 2 r ist der 
Durchmesser nmal enthalten; ist u der Umfang, d. h. die Lange der 
Kreislinie, so wird 

u = IT' d = 2n' r. 

8' 

04A O'_...J....:.r:.....I'--c~,----:1l1 
Fig. 36. Fig. 37. Fig. 38. 

n heiBt Ludolphsche Kreiszahl und ist 3,14. In dem besonderen FaIle 
des Kreises mit dem Radius r = I wird 

u =2n. 

Die Halbkreislinie ist n; die Viertelkreislinie ~ Fiir den Ver

gleich von BogenmaB und GradmaB gilt 2 n = 360 0 , so daB IX = 45 ° = 
2n 4'" n . d All .. 0 180 - d - n 0 --_. J = - - W1r. geme1n 1st IX = --- -- . IX 0 er IX _ -- • IX 
360 4 n - 180 

Sollen nur zwei Winkel miteinander verglichen werden, so geniigt 
ein Kreis mit beliebigem Radius. In Fig. 37 schlagt man um 0 und 0' Kreise 
mit gleichem Radius, die die Schenkel des ersten Winkels in 0 D, des 
zweiten in 0' D' schneiden magen. 1st die Bogenlange 0' D' graBer als die 
Bogenlange 0 D, so ist auch fJ > IX. Sind die beiden Bogenlangen gleich, 
so sind auch die Winkel gleich. Damit haben wir die Maglichkeit, zwei 
gleichgroBe Winkel zu zeichnen. Tragt man namlich auf dem Bogen 0' D' 
den Bogen 0 Dab und verbindet den so gefundenen Punkt Emit 0' , so ist ~ 
EO'O' = DOO = IX (Fig. 36u. 37). Den Bogen 0 D abtragen hei Bt die Ent
fernung 0 D in den Zirkelnehmen und mit dieser Entfernung als Radius um 
0' einen Kreis schlagen, der den Bogen 0' D' in E schneidet. 

Diebeiden Schenkel 0 A und 0' A' liegen auf einer Geraden; gegen 
diese gemeinsame Gerade haben die Geraden 0 B und 0' E gleichen 
Richtungsunterschied, folglich miissen sie unter sich gleichgerichtet sein. 
Gleichgerichtete Geraden heWen parallel; wir schreiben OB II O'E . 

SoIl auf dem ReiBbrett durch einen Punkt A (Fig. 38) zu einer ge
gebenen Geraden BO eine Parallele gezogen werden, so wahlt man die 
ReiBschiene aIs gemeinsame Gerade und legt ein Dreieck so an, daB die 
cine Seite, z. B. die Hypotenuse, mit BO zusammenfallt. Verschiebt 
man jetzt das Dreieck an der ReiBschiene, so bleibt die Hypotenuse 
der Geraden BO parallel; es wird also auch DE II B 0 . 
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Hchlleiden sich zwei Geraden A A' und B B' (Fig. 39), so nennt man die 
Wink.el AOB und A'OB' Scheitelwinkel; sie sind gleich, da sie 
beide den Richtungsunterschied der heiden Geraden messen. Ebenso 
sind die Winkel A'OB und AOB' als Scheitelwinkel gleich. 

Die beiden Winkel eX und fJ haben die Eigenschaft, daB ihre Schenkel 
OA und OA' in eine Gerade fallen; man nennt solche Winkel Neben-

Ot.+-

Fig. 39. 

winkel oder Supplementwinkel, den 
Winkel AOA' = eX + fJeinen gestreckten 
Winkel; seine Gro
Be betragt 180°. Zwi
schen eX und I'] be
steht demnachdie Be-

A ziehung 
eX + fJ'='180°. 

Teilt die Gerade 0 B 
(Fig.40) dengestreck

8 

ten Winkel AOA' in zwei gleichgroBe Winkel AOB und A'OB, so 
miBt jeder von ihnen 90". Man sagt: Die Gerade OB steht senkrecht 
auf der Geraden A A', und schreibt 

OB 1. AA' oder OB 1. OA. 

BO heiBt auch Lot auf A A'; die Gerade BO ziehen heiBt "das Lot 
B 0 auf die Gerade A A' fallen" oder "die Senkrechte in 0 errichten". 
Die Winkel AOB und_A'OB heiBen rechte Winkel; geschrieben: 

-1:: AOB = -1:: A'OB = R. 

r:- ----. B ,....---, 
'ti ]f' / 
II / " / 11/ 

OIV 

Fig. 41. 

l!l 

Fig. 42. 

Unter der Entfernung des Punktes B von der Geraden A A' versteht 
man die Lange des Lotes BO. 

SoIl vom Punkte B (Fig. 41) ein Lot auf die Gerade A A' gefallt wer
den, so legt man die beiden Dreiecke I und II so aneinander, daB die 
KanteII mit der Geraden zusammenfii,llt, und verschiebtdasDreieckII, 
bis es in die LageII' kommt; dann steht BO senkrecht auf AA'. 

Erganzen sich zwei Winkel zu 90 0 , so heiBen sie Komplement
winkel. Winkel zwischen 0 0 und 90 0 heiBen spitze Winkel; 
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Winkel zwischen 90 0 und 180 0 heiBen stumpfe Winkel; 
Winkel, die groBer als 180 0 sind, heiBen iiberstumpfe oder auch 

erhabene Winkel. 
Werden zwei ParallelenI undII (Fig. 42) von einer GeradenIII ge

schnitten, so bestehen zwischen den so entstehenden Winkeln folgende 
Beziehungen: 

eXl = /31; eX2 = {J2; weil sie durch Parallelverschiebung zur Deckung 
kommen; sie heiBen Gegenwinkel an Parallelen. 

/31 = eX 2 ; eX i = /32' weil sie bei Parallelver. 
schiebung zu Scheitelwinkeln werden; sie heiBen 
Wechselwinkel an Parallelen. . 

<Xl + [1 = 180 0 ; <X2 + [2 = 180 0 ; sie hei
Ben entgegengesetzte Winkel an Parallelen. 

Ebenso sind f2 = 152 ; [1 =,51 als Gegen-
winkel, Fig. 43. 

[1 = ,52; [2 = ,51 als WechselwinkeI. 
Umgekehrtwerden wirsagen: Werden zwei Geraden von einerdritten 

geschnitten, und sind' ein Paar Gegen- oder Wechselwinkel gleich, so 
sind sie beiden Geraden parallel. . 

Das Dreieck. Liegen in einer Ebene drei gerade Linien, die ver
schiedene Richtung haben, so umschlieBen sie ein Dreieck (Fig. 43). Die 
drei das Dreieck begrenzenden Strecken A B, Be und e A heiBen 

Fig,44. 

Seiten, ihre Lange wird entsprechend 
durch c, a und b ausgedriickt. Der Linien
zug A Be A heiBt Umfang; diedurchihn 
gebildeten Win-
kel werden nach 
Fig. 43 bezeich
net, und zwar ist 
<X fUr b und c der 
anliegende,fiir 
a der gegen
iiberIiegende 

Winkel. 

X--lS;:' 
A 8 

Fig. 45. 

Die Neben- oder Supplementwinkel zu den Dreieckwinkeln heiBen 
AuBenwinkel: <x'; {J'; [' sind AuBenwinkel. 

Man nennt Dreiecke 
gleichsei tig, wenn alle drei Seiten gleich sind; 
gleichschenklig, wenn zwei Seiten gleich sind; die gleichen Seiten 

heiBen Schenkel, die dritte Grundlinie oder Basis; die ihr 
gegeniiberliegende Ecke heiBt S pi t ze; 

ungleichseitig, wenn aIle drei Seiten verschieden sind. 
Die Seiten im Dreieck. Sind die Langen der Seiten a und c eines 

Dreiecks festgelegt oder, wie man sagt, sind a und c gegeben (Fig. 44), 
so kann die dritte Seite b nicht auch beliebig angenommen werden. Da
mit ein Dreieck zustande kommt, muB b groBer sein ah; A 0 1 , d. h. 
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b> c - a. Es darf aber auch nicht groBer sein als AC2 , d. h. 
b < c + a. Sagen wir diese Tatsache aus, so nennt man den Satz einen 
Lehrsatz; er wurde lauten: In jedem Dreieck ist die Summe zweier 
Seiten groBer, ihre Di££erenz kleiner als die dritte Seite. 

Die Winkel im Dreieck. Lehrsatz: Die Summe der drei Winkel 
im Dreieck betragt 180 0 oder zwei Rechte. In Fig. 45 ist xy dumh 0 

~~ 
II, c1 8, . Az Cz 8 2 II x 

Fig. 46. Fig. 47. 

parallel A B gezogen, dann ist .g:: A 0 x =.0(, 'B 0 y = f3 als Wechsel
winkel an Parallelen, so daB .g:: xOy = N + y + f3 = 180 0 • 

Lehrsatz: Jeder AuBenwinkel eines Dreiecks ist gleich der Summe 
der beiden ihm gegenuberliegenden inneren Winkel. Mit Beziehung 
auf Fig. 46 lautet dieser Satz in Form einer Gleichung: 

c, Cz .g::OBx=O(+y. 
DaB diese Behauptung zu
trifft, sehen wir, wenn wir 
die Hilfsgerade By II A 0 zie
hen. Dann ist xBy = N als 
Gegenwinkel, y B 0 = y als 
Wechselwinkel an Parallelen. 

1st einer der Winkel im 
Dreieck ein Rechter, so heiBt, 
das Dreieck rechtwinklig. 
Von ihm konnen wir sofort 
aussagen, daB die Sumllle der 
beiden anaern Winkel eben
falls ein Rechter oder 90 0 

sein muB, da aIle drei zu-
Fig. 49. sammen 180 0 oderzweiRechte 

betragen. Man nennt die dem 
rechten Winkel gegeniiberliegende Seite H ypote n use, die beiden 
andern Katheten. 

Die Kongruenzsatze. Figuren heiBen kongruent oder deckungs
gleich, wenn sie sich heim Aufeinanderlegen decken, d. h. in allen ihren 
Grenzlinien ii bereinstimmen. 

1. Kongruenzsatz: Dreiecke sind kongruent, wenn siein einer 
Seite und zwei Winkeln iibereinstimmen. Wir legen 6 A 2B202 (Fig. 47) 
so auf Al BIOI ' daB A2 mit Al und B2 mit Bl zusammenfallen. Aus 
N2 = NI und f32 = f3I £olgt, daB dann auch die beiden andern Seiten 
znsarnrnenfallen miissen. 
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Bemerkung: Durch zwei Winkel ist auch der dritte Dreieckwinkel be
stimmt; folgIich bleibt der Satz auch richtig, wenn statt IX und f3 die 
Winkel iX und y gegeben sind. Das Zeichen fUr kongruent ist ~. 

2. Kongruenzsatz: Dreiecke sind kongruent, wenn sie in zwei 
Seiten und dem eingeschlossenen Winkel ubereinstimmen. Wir legen 
6. A2 B2 O2 (Fig. 48) so auf Al Bl Ov daB die Schenkel von iX2 mit iX l 
zusammenfallen. Aus c2 = Cl und b2 = b1 folgt, daB B2 auf Bl und 
O2 auf 0 1 fallen mussen. 

3. Kongruenzsatz: Dreiecke sind kongruent, wenn sie in zwei 
Seiten und dem der groBerengegenuberIiegenden Winkel ubereinstimmen. 

Fig. 50. 

C LegtmanA20 2 au£A10 1 

2 (Fig. 49), so ist nur ein 
Dreieck moglich, das die 
Bedingungen c2 = C1 und 

t 

As 
/I Cjz 0 C/2 8 

Fig. 51. 

1'2 = 1'1 gleichzeitig erfUllt. Der Kreis mit dem Radius C2 urn Al als 
Mittelpunkt ergibt viele Dreieckpunkte B (z. B. B' und B"), aber nur 
einen Punkt Bv fur den die Richtung BIOI mit der Richtung B2 O2 
zusammenfallt. 

4. Kongruenzsatz. Dreiecke sind kongruent, wenn sie in den drei 
Seiten ubereinstimmen. Macht man in Fig. 50 A2 B2 = Al Bv schlagt 
urn Al und A2 zwei Kreise mit b2 = b1 als Radius und urn Bl und B2 
zwei Kreise mit a2 = a l als Radius, so haben diese beiden Kreispaare 
nur zwei Schnittpunkte 0 1 und O2 , Bringt man demnach A2 B2 zur 
Deckung mit AlBl , so muB auch O2 auf 0 1 fallen. 

Bemerkung: Streng genommen schneiden sich die Kreise noch in 
einem zweiten Punkte 0'. Knifft man das Blatt in Al Bl und legt die 
Teile aufeinander, so fallen die Kreise zusammen, d. h. auch 0' wiirde 
mit 0 1 zusammenfallen. 

Erfullen Dreiecke die in den vier Kongruenzsatzen ausgesagten Be
dingungen, dann sind sie kongruent. Aile vier Satze fordern nur die Dber
einstimmung in drei Stucken; daraus folgt, daB auch die ubrigengleich
liegenden Stucke gleich sein mussen, wenn Dreiecke in drei Stucken 
u bereinstimmen. 

Die Bedingung, daB die drei Winkel gleich sein sollen, reicht nicht 
zur Kongruenz, da es sich nur scheinbar urn drei gleiche Stucke 
handelt, denn schon durch die Angabe zweier Winkel ist der dritte aus 
iX + fJ + l' = 180 0 bestimmt. 

Anwendungen der Kongruenzsatze. 1m gleichschenkligen 
Dreieck (Fig. 51) halbiert das Lot 0 D die Basis und den Winkel 
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an der Spitze, denn die beiden rechtwinkligen Dreiecke a D A und 
aD B sind kongruent, weil sie in zwei Seiten (0 A = a B , 
a D= a D) und dem der groBeren Seite gegeniiberliegenden Winkel 
(<t:.ODA = <rODB = 90 0 ) iibereinstimmen. 

Aus der Kongruenz £olgt ferner, daB die Basiswinkel a AD und 
a B D gleich sind. 

Die Gerade, die eine Ecke eines Dreiecks mit dem Mittelpunkt der 
gegeniiberliegenden Seite verbindet, heiBt Mitteltransversale. 

Die Gerade, die einen Winkel eines Dreiecks halbiert, heiBt Winkel
halbierende. 

Das Lot, das von einer Ecke auf die gegeniiberliegende Seite gefiiJlt 
wird, heiBt Hohe. 

Das Lot, das im Mittelpunkt einer Seite errichtet wird, heiBt Mit
teIlot. 

Wird eine Eigenschaft von Figuren ausgesagt, so heiBt diese Aus
sage Lehrsatz; z. B. Lehrsatz: Imgleichschenkligen Dreieck sind die 
Basiswinkel gleich. Bei jedem Lehrsatze unterscheidet man die V or
aussetzung und die Behauptung. Die Voraussetzung gibt an, 
welche Eigenscha£ten wir der Figur beim Aufzeichnen beilegen. In 
unserm Beispiel heiBt sie: Das gezeichnete Dreieck sei gleichschenklig; 
in Form einer Gleichung lautet diese Voraussetzung mit Beziehung auf 
Fig. 51; 

Voraussetzung: OA = OB. 
Die Behauptung gibt an, welche weiteren Eigenschaften sich aus 
der Voraussetzung ergeben; sie hat ebenfalls die Form einer Gleichung 
und lautet in unserm Beispiel 

Behauptung: <rOAB = <rOBA. 
Der Beweis muB dann zeigen, wie sich diese Behauptung mit Hilfe 
friiherer Lehrsatze folgern !aBt. Auch hierbei ist die Gleichung die llh
liche Ausdrucksform. Fiir unser Beispiel lautet der 

Beweis: FaIle das Lot aD (als Hilfskonstruktion), dann ist 
aD = aD (jede Strecke ist sich selbst gleich) 
a A = a B (nach Voraussetzung) 

<rODA = <rODB = 90 0 (weil aD Lot ist) 
6. ODA;'1 6. ODB nach dem 3. Kongruenzsatze. 

Der Strich unter der 3. Zeile heiBt "folglich". 
Aus der Deckungsgleichhe:i.t der beiden Dreiecke folgt 

<rOAD = <rOBD, 
und damit ist die Behauptung bewiesen. 

Lehrsatz: In jedem Dreieck liegt der groBeren von zwei Seiten 
auch der groBere Winkel gegeniiber (Umkehrung) (Fig. 52). 

Voraussetzung: OA>OB. 
Behauptung: <1:' ABO> <t:.BAO. 
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Beweis: Zum Beweise errichtet man auf der dritten Seite AB 
das Mittellot DE, dann muB die Ecke 0 seitlich von E liegen, weil 
andernfalls das Dreieck gleichschenklig ware. 

E A = E B £olgt aus der Umkehrung des Satzes: Das Lot im 
gleichschenkligen Dreieck halbiert die Basis, ist also Mittellot. Aus 
EA =EB £olgt 

oder 

c 

.g::::EAB=.g::::EBA 

.g::::OBA>.g::::EBA 
.g::::OBA>.g::::EAB. 

Die Umkehrung, dem 
groBeren Winkel liegt 
auch die groBere Seite 
gegeniiber, £olgt aus A ~ __ t;:;-_.....,,8 

/I 

Fig' 52. 

OA=OE+EA 
EA=EB 
OA=OE+EB 
OE+EB>OB 

OA > OB. 

C2 

Fig. 53. 

Aus diesem Lehrsatze ergeben sich unmittelbar die Satze: 
1m rechtwinkligen Dreieck ist die Hypotenuse groBer als jede 

Kathete. 1m stump£winkligen Dreieck ist die Seite, die dem 
stump£en Winkel gegeniiberliegt, die groBte. 

Das Lot von einem Punkte auf eine Gerade ist die kiirzeste Strecke 
von dem Punkte nach der Geraden. 

Stehen zwei gleichschenklige Dreiecke iiber 
derselben Basis (Fig. 53), so halbiert die Ver
bindungslinie 0 1 0 2 der Spitzen die Grundlinie 
AB, die Winkel AOlB, A02B, AOaB an den 
Spitzen und steht senkrecht auf der Basis. 
Die Dreiecke 0102A und 0102B sind kon
gruent, wei! ihre Seiten gleich sind. Daraus 
folgt .g:::: x = 1:: y und .g:::: p = 1:: q. 1nfolge 

c 

"'\~ 
\~ 
o B 

Fig. 54. 

OIA = OlB, OlD = OlD und .g:::::Ii = 1:: y sind auch die Dreiecke 
OIAD und OIBD kongruent, so daB AD = BD und 1:: ADOl 

= 1::BDOl werden. 1st 1::ADB als gestreckter Winkel gleich 180°, 
so wird der halbe Winkel gleich 90 0. 

Errichtet man iiber einer Strecke A B (Fig. 54) einen Halbkreis und 
verbindet einen beliebigen Punkt 0 mit A und B, so stehen 0 A und 0 B 
senkrecht aufeinander; oder: der Winkel iiber dem Halbkreis ist 
ein Rechter. Durch die Hil£sgerade 00 wird das Dreieck A BO in zwei 
gleichschenklige Dreiecke zerlegt, so daB IX = YI und fJ = Y2 werden. Aus 

IX + fJ + Yl + Y2 = 180° und Yl = IX bzw. Y2 = 8 
folgt IX + (3 + IX + fJ = 2 (IX + (3) = 180 ° 
oder IX + fJ = 90°, 
folglich muB auch .g:::: AO B = 90° sein. 
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Uber die Konstruktionsaufgaben, die sich aus den Kongruenzsatzen 
und ihren Folgerungen ergeben, vergleiche den Abschnitt "Geometrisches 
Zeichnen" . 

Die Symmetrie. Gegenstande heiBen symmetrisch, wenn man 
sie durch einen ebenen Schnitt in zwei Teile zerlegen kann, die voll
kommen gleiche Gestalt haben und von denen del' eine das Spiegelbild 
des andel'll ist. Der ebene Schnitt heiBt Symmetrieebene. Es gibt 
Karper, die mehrere Symmetrieebenen haben. So ist z. B. jeder ebene 
Schnitt durch den Mittelpunkt der Kugel c 
eine Symmetrieebene. 

C 

Fig. 55. 
F F 

Fig. 56. 

Auch ebene Figuren kannen symmetrisch sein; in diesem FaIle wird 
die Symmetrieebene zur Symmetrieachse. In Fig. 51 ist das Lot 
aD Symmetrieachse fiir das gleichschenklige Dreieck A B O. Ebenso 
ist in Fig. 53 die Gerade 0 1 0 2 Symmetrieachse. Voraussetzung fiir die 
Eigenschaft der Symmetrie ist, daB einem Punkte der Figur links von 
der Achse ein gleichweit entfel'llter Punkt rechts von der Achse ent
spricht. In Fig. 541iegen z. B. A und B symmetrisch zu 0, und da sich 
nachweisen liiBt (vgl. S.65), daB jede zu A B parallele Gerade durch 
00 halbiert wird, so ist 00 Symmetrieachse. Man spricht in solchen 
Fallen von einer schiefen Symmetrie. 

Denkt man sich (Fig. 55) senkrecht zur Zeichenebene ABE F einen 
Spiegel A BOD aufgestellt, so erscheint die Gerade G H als Gerade 
1I J im Spiegel. Sie liegt in der Verlangerung von G H, wenn G H senk
recht auf den Spiegel staBt, d. h. <r:. A H G = B H G = 90° ist. StoBt 
die Gerade H Gunter einem beliebigen Winkel gegen den Spiegel (Fig. 56), 
so ist H G H ein gebrochener Linienzug, dessen Winkel H G H durch die 
Gerade A B, die Spiegelkante, halbiert wird. In Fig. 57 ist das Spiegel
bild des Dreiecks A B a perspektivisch dargestellt, aus dem zu ersehen ist, 
daB der Linksumlauf A -+ B -+ a -+ A zum Rechtsumlauf A' -+ B' -+ 0'-+ AI 
im Spiegel wird. Fig. 58 stellt den GrundriB (von oben gesehen) der 
Fig. 57 dar; del' Spiegel wird zur Symmetrieachse D. 

Lehrsatze: 
Die Symmetrieachse einer Strecke ist das Mittellot; jeder Punkt des 

;\1:ittellotes ist von den Endpunkten der Strecke gleichweit entfel'llt. 
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Die Symmetrieachse eines Winkels ist die Winkelhalbierende; jeder 
Punkt del' Winkelhalbierenden hat gleichen Abstand von den 
Schenkeln des Winkels. 

1m Kreise ist jeder Durchmesser Symmetrieachse. 

Der geometrische Ort. Die Eigenschaft des Mittellotes, daB jeder 
seiner Punkte gleichen Abstand von den Endpunkten del' Strecke hat, 
auf del' das Mittellot errichtet ist, driickt man auch andel's aus; man 
sagt: Del' g e 0 met ri s c h e 0 I' t iiir aIle Punkte, die von zwei festen 
Punkten gleichen Abstand haben, ist das Mittellot auf del' Strecke 

Fig. 57. 

zwischen den beiden festen Punkten. Oder: 
Das Mittellot ist del' geometrische Ort fiir aUe 
Punkte, die von den Endpunkten einerStreckc 
gleichen Abstand haben. 

o 
c' I c 

Kf71 
BV-T\f 

Fig. 58. Fig. 59. 

Del' geometrische Ort fiir allePunkte, die von einem festen Punkte 
gleichen Abstand haben, ist del' Kreis. Oder: Del' Kreis ist del' geome
trische Ort fiir aIle Punkte, die von einem festen Punkte glejchen Ah
stand ha hen. 

Man versteht also unter einem geometrischen Ort eine Linie oder 
Kurve, von der ganz hestiullnte Eigenschaften gefordert werden. So 
konnten wir z. B. von den Punkten einer Kurve fordern, daB sie von 
einem festen Punkte und einer festen Geraden gleichen Abstand haben; 
dann ware diese Kurve del' geometrische Ort fUr alIe Punkte, die die ehen 
ausgesagte Eigenschaft haben. Die Porderung bestimmter Eigenschaf
ten heiBt das G e s e tz del' K u I' ve; wir sprechen vom Bild ungsgesetz 
des Kreises und verstehen darunter die Porderung, daB alIe Punkte 
des Kreises gleichen Ahstand von einem festen Punkte haben. Da wir 
auf S. 53 die Kurve durch Bewegung eines Punktes entstanden ge
dacht hahen, so konnen wir jetzt dem Bildungsgesetz des Kreises die 
Passung geben; ein Punkt bewege sich so, daB sein Ahstand von einem 
festen Punkte unveranderlich ist. 

Das Viereck. rst eine ebene Figur durch vier gerade LiniCll hegrenzt, 
so heiBt sie Viereck, und zwar sind bei heliebiger Lange del' Seiten die 
Formell del' Fig. 59, 60 und 61mGglich. Voraussetzullg fiir die Lange der 



64 Mathematik. 

Geraden ist, daB eine nicht groBer ist als die Humme der drei andern. 
Wir konnen uns die verschiedenen Formen des Viel'ecks dadurch ent
standen denken, daB wir die Seiten als gelenkartig verbundene Stabe 
auffassen, die Punkte A und B (Fig. 61) als fest ansehen und 0 und D 
auf KreisbOgen um B bzw. A wandern lassen. (Solche Stangenverbindung 
heiBt in del' Getriebelehre "kinematische 
-Kette"; unser Beispiel von vier Staben 
mit vier Gelenken heiBt "Viergelenkkette" 
oder "Vierzylinderkette".) 

Die Fig. 59 und 60 zeigen unmittelbar 
o den Lehrsatz: Die 

Summe del' Innen- A IE---++-+-~Q 8 

Fig. 60. 

winkel eines Vier
ecks betragt vier 
Rechte odeI' 360 0 , 

denn die Verbin
dungslinie zweier 
gegenii berliegender 
Ecken zerlegt das 

Fig. 61. 

Viereck in zwei 
180° ist. 

Dreiecke, deren Winkelsumme je 2 Rechte oder 

Die Verbindungslinie zweier gegeniiberliegender Ecken heiBt Diago
nale. 

Fallt man von einem Punkte im lnnern eines Winkels Lote auf die 
Schenkel, so begrenzen die vier Geraden ein Viereck, in dem zwei gegen
iiberliegende Winkel je 90 0 sind (Fig. 62). Aus 

IX+,8+r+t5=4R und ,8+b=2R 
folgt 
auBerde:rn, ist 
Daraus folgt 

o 

Fig. 62. 

IX + r = 2R, d. h. IX = 2R - r; 
x+r=2R; d.h.x=2R-r. 

x = IX; 
in Worten: Winkel, 
deren Schenkel senk· 
recht aufeinanderste
hen, sind gleich odeI' 
erganzen sich zu 180°. 

Fig. 63 zeigt den 
Satz fUr den Fall, daB A 
von einem Punkte 0 
auBerhalb eines Win

kels Lote gefallt werden. 

Fig. 63. 

c 

fiB 

Sonderfalle. Das Trapez. Sind zwei Seiten eines Vierecks pa
rallel, so heiBt das Viereck "Trapez" (Fig.64). Die Entfernung der heiden 
parallelen Seiten ist die Rohe des Trapezes. 

Ralbiert man die nichtparallelen Seiten des Trapezes, so ist die Ver
bindungslinie del' Mittelpunlite ebenfalls zu den andern Seiten parallel. 
Aus der Kongruenz del' rechtwinkligen Dreiecke E A K und ED J folgt 
EK = EJ. Ebenso wird der senkrechte Abstand des Halbierungs-
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punktes F von den parallelen Seiten des Trapezes gleichgl'OB. Haben 
aber die Endpunkte E und F gleichen Abstand von den parallelen Seiten, 
so ist EF IIAB lIDO. 

Zieht man durch F eine Parallele zu AD, so sind die gestrichelten 
Dreiecke kongruent, da OF = F B; .?J:.OFG = .?J:. BF H; .?J:.FOG 
= .?J:.F BH sind; folglich OG = H B = d. AuBerdem ist DG =EF 
= A H, die als Parallelen zwischen Parallelen liegen; daraus ergibt sich 

EF=HA=a-d 
EF=DG =b +d a +b 

2EF =a+b EF=-2-' 
Die Gleichullg lautet in Worten: Die Mittelparallele eines Trapezes 

ist gleich der halben Summe der beiden parallelen Reiten; die halbe 
Summe zweier GroBen heiBt "das arithmetische_Mittel" (vgl. Abschnitt 
Algebra, S.36 (lO5). 

Fig. 64. Fig. 66. 

Fallt 0 mit D zusammen, so wird aus dem Trapez eill Dreieck (Fig. 65), 
in dem die Verbindungsgerade der Mittelpunkte E und F der Grundlinie 

AB parallel ist. Fiir 0 D = b = 0 geht die Gleichung E F = a ~ b ii ber ill 

E F = ; ; in Worten: Zieht man durch den Mittelpunkt einer Dreieck

seite eine Parallele zu einer anderen Seite, so halbiert sie die dritte 
Seite und ist gleich der Halite der ihr parallelen Seite. 

Verlangert man die nichtparallelen Seiten des Trapezes (Fig. 66) 
und macht DE = EA = AG = GJ = JL und OF = FB = BH 
= HK = KM, so sind die Geraden DO, EF, AB, GH, HJ, JK 
usw. parallel. Umgekehrt sagen wir aus: Die Parallelell DO, EF, AB, 
G H usw., die die Gerade OLin gleiche Teile teilen, teilen auch eine 
andere Gerade OM in die gleiche Anzahl gleicher Teile. Fallen auch 
hierbei 0 und D zusammen, so tritt OL' an die Stelle von D L . 

Das Parallelogramm ist ein Viereck, in dem je zwei einander 
gegeniiberliegende Seitell parallel sind. 

In einem Parallelogramm sind die gegeniiberliegendell Winkel und 
Seiten gleich; die benachbarten Winkel erganzen sich zu 180°. Mit den 
Bezeichnungen der Fig, 67 ist 

oc I = Yz als Wechselwinkel an Parallelen 
iX2 = Yl " " " " 

IXI + IXz = Yl +Yz' 
Win k e I, Dcr prakt, lIIaschinenbauer II, 1, [; 
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Die Diagonale B D liefert das gleiche Ergebnis fur fJ und (j. Die Drei
ecke ABO und ADO sind kongruent, weil AO = AO, IXI = )'2 und 
1X2 = )'1 sind. Aus der Kongruenz folgt, daB die gegeniiberliegenden 
Seiten gleich sind. 

Die Diagonalen halbieren sich; da die Dreiecke AED und BEO 
kongruent sind (AD=BO; 1X2 =)'1; <r:DEA=<r:OEB), sind 
ED = E B und E A = EO. 

IY Iv 
c c 

X X 
X X 

13 

Iy 
Fig. 67. Fig. 68. 

Fur die zu den Seiten parallelen Achsen x -:- x und y -:- y besteht 
schiefe Symmetrie. 

Das Rechteck ist ein Parallelogramm mit rechten Winkeln. 1m 
Rechteck sind die Diagonalen gleich, weil die durch die Diagonalen 
entstehenden rechtwinkligen Dreiecke ABO und BAD kongruent sind 
(Fig. 68). 

Der Schnittpunkt der Diagonalen ist von den Ecken gleich weit ent
fernt; um jedes Rechteck litBt sich demnach ein Kreis beschreiben, dessen 
Mittelpunkt der Schnittpunkt der Diagonalen ist. 

Fur die zu den Seiten parallelen Achsen x -:- x und y -:- y besteht 
gerade Symmetrie. IY 

A /y 
Fig. 69. 

A'-

iY 
Fig. 70. 

/1 
Fig. 71. 

B 

Der Rhombus ist ein Parallelogramm mit gleichen Seiten. Die 
tiber das Parallelogramm ausgesagten Eigenschaften gelten auch fiir 
den Rhombus. Hinzu kommt: 

Die Diagonalen stehen senkrecht aufeinander, da die uber ihnen 
stehenden Dreiecke gleichschenklig sind (Fig. 69) und E der Halbierungs
punkt der Diagonalen ist (vgl. Fig. 53). 

Die Diagonalen halbieren ihre zugehOrigen Winkel. 
Das Quadrat ist ein Rhombus mit rechten Winkeln und vereinigt 

die Eigenschaften des Rechtecks und des Rhombus (Fig. 70). 
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Ober Konstruktionsaufgaben aus diesen Satzen siehe Abschnitt 
"Geometrisches Zeichnen". 

Die Vielecke. Hat ein Vieleck n Ecken, so hei13t es n-Eck (z. B. 
Funf-, Sechs-, Achteck). 

In einem n-Eck betragt di~ Summe der Innenwinkel (2 n - 4) R. 
Verbindet man einen Punkt 0 im Innern des Vielecks (Fig. 71) mit den 
Ecken, so erhalt man n Dreiecke, deren Winkelsumme 2 n Rechte ist. 
Vermindert man diese 2 n R um die Summe 4 R der Winkel um 0, so 
erhalt man als Summe der Innenwinkel des Vielecks 

2 n R - 4 R = (2 n - 4) R . 
Sind in einem Vieleck aIle Seiten und Winkel gleich, so hei13t das 

Vieleck regelma13ig (Fig. 72). Durch jede Ecke eines regelma13igen 

o 

jOI 
Fig. 72. Fig. 73. 

Vielecks Ia13t sich eine Symmetrieachse legen, die den Winkel des 
Vielecks halbiert. In Fig. 72 ist z. B. DD' Symmetrieachse. AIle 
Symmetrieachsen schneid en sich in einem Punkte 0, dem Mittelpunkte 
des Vielecks; der demnach gleichzeitig Mittelpunkt eines Kreises ist, 
der durch dieEcken geht. Dieser Kreis hei13t der umbeschriebene 
Kreis. 

Die Lote von 0 auf die Seiten sind gleich, weil die Dreiecke OF A 
und OGA kongruent sind (OA = OA; <}:: OAF = <}::OAF; <}:: OFA 
= <}:: OG A = 90°), folglich ist ein Kreis um 0 moglich, der die Seiten 
beriihrt; er hei13t der einbeschriebene Kreis. 

Das gestrichelte gleichschenklige Dreieck hei13t Bestimmungsdreieck 
des regelma13igen Vielecks; der Winkel an der Spitze dieses Dreiecks 
heiBt Zentriwinkel und ist 

EOD=AOB=usw.= 4R. 
n 

Sonderfalle. Das gleichseitige Dreieck. Der Dreieckwinkel 
ist 60°; der Zentriwinkel 120°. 

Das Quadrat. Eckwinkel und Zentriwinkel sind jeder 90°; das 
Bestimmungsdreieck ist rechtwinklig-gleichschenklig (Fig.70}. 

5* 
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Das Sechseck. Der Sechseckwinkel ist 120°; der Zentriwinkel 60°; 
das Bestimmungsdreieck ist gleichseitig. Die Seite des Sechsecks ist 
gleich dem Radius des umbeschriebenen Kreises. 

Achteck, Sechzehneck usw. erhalt man durch Halbieren der Zentri
winkel des Quadrats; 

c 

Fig. 74. 

Zwolfeck, Vierundzwanzigeck 
usw. durch Halbieren der Zentri
winkel des Sechsecks. 

Fig. 75. 

Der Kreis. Eine Gerade x -7- x (Fig. 73), die den Kreis schneidet, heiBt 
Sekante; der Teil zwischen den Kreispunkten A und B heiBt Sehne. 
Zu gleichen Sehnen gehoren gleiche Zentriwinkel und gleiche Bogen, da 
die Dreiecke OAB und OA'B', bzw. die Dreiecke OOA, OOB, OO'A' 
und 00' B' kongruent sind. Aus der Kongruenz foIgt ferner 00 = 00' , 
wenn 00 und 00' die Lote auf die Sehnen sind. In Worten: Gleiche 
Sehnen haben gleiche Abstande vom Mittelpunkt. 

Verbindet man einen beliebigen Punkt 0 (Fig. 74) der Kreislinie 
oder Peripherie mit den Endpunkten A und B einer Sehne, so heiBt der 
Winkel A 0 B "Peripheriewinkel iiber dem Bogen AB". Von diesem 
Peripheriewinkel sagen wir aus: Er ist halb so groB wie der zu demselben 
Bogen gehOrige Zentriwinkel A a B. Mit den Bezeichnungen der Fig. 74 
wird wegen r = r als Scheitelwinkel 

0( + fJ = E + (), 
oder 
aus dem gleichschenkligen Dreieck 00 B folgt () = () als Basiswinkel, 
aus dem gleichschenkligen Dreieck 00 A folgt fJ = ex + 0, 
so daB ex+O(+O=E+O oder 20(=E, d. h. ex=iE. 

Das von dem beliebigen Punkte 0 Ausgesagte gilt fiir jeden 
Punkt der Peripherie; daraus folgt, daB samtliche Peripheriewinkel 
tiber demselben Bogen gleich sind. 

Sonderfall: Der Peripheriewinkel iiber dem Halbkreis ist ein 
rechter, weil sein zugehoriger Zentriwinkel 180° ist. 

Die Tangente. Dreht man die Sekante AB (Fig. 75) urn den 
Punkt A in Richtung des Pfeiles, so nahert sich B als Schnittpunkt der 
Sekante mit dem Kreise immer mehr dem Prinkte A, bis er bei geniigend 
groBer Drehung mit A zusammenfallt. Dreht man iiber diese Lage A 0 
hinaus, so erhalt man wieder einen Schnittpunkt B'. Die Lage A 0 ist 
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die Grenzlage der Sekante, bei der zwei Punkte (A und B) zusammeu
fallen; A 0 beriihrt den Kreis in A. Die Gerade A 0 heiBt Ta n g en t e 
oder Beriihrende; sie hat mit dem Kreise zwei zusammenfallende Punkte 
gemeinsam. Von allen Punkten der Tangente hat A die kleinste Ent
fernung vom Mittelpunkte; es ist also der Radius OA Lot auf die 
Tangente im Beriihrungspunkte A . 

Von einem Punkte A (Fig. 76) auBerhalb eines Kreises sind zwei 
Tangenten an einen Kreis moglich. Aus der Kongruenz der Dreiecke 
PMOundPMO' (PM = PM; <rPOM=<rPO'M=90o; MO=MO') 

Fig. 76. 

folgt PO = PO' und <r OPM = <r O'PM; d. h. die Gerade PM 
halbiert den Tangentenwinkel 0 PO'; sie ist also Symmetrieachse. 
Wir zeichnen die Tangenten mit Hil£e des Kreises iiber PM als 
Durchmesser. 

Die Verbindungsgerade g der Mittelpunkte der beiden sich sclmei
denden Kreise heiBt Zentrale; die Schnittpunkte 0 und O'liegen 
symmetrisch zur Zentralen. Die gemeinsame Sehne 00' steht senk
recht auf der Zentralen. 

Riickt P nach rechts, so nahern sich 0 und 0'; sie fallen zusammen, 
wenn sich die Kreise beriihren. Der Beriihrungspunkt liegt auf der Zen
tralen. 

Der von einer Sehne und der zugehorigen Tangente gebildete Winkel 
heiBt Sehnen-Tangentenwinkel; er ist gleich dem Peripheriewinkel 
iiber der Sehne. Mit den Bezeichnungen der Fig. 77 ist 

IX2 = IXa und IX;) = IXl' wenn OE Lot auf AB ist; 
daraus folgt CX 2 = IX 1 • 

Der umbeschriebene und der einbeschriebene Kreis. In 
dem einem Dreieck umbeschriebenen Kreise sind die Dreieckseiten 
Sehnen, die Lote vom Mittelpunkt 0 (Fig. 78) auf die Seiten sind Mittel
lote. In dem einem Dreieck einbeschriebenen Kreise sind die Dreieck
seiten Tangenten (Fig. 79). Der Mittelpunkt ist der Schnittpunkt der 
Winkelhalbierenden. 

Liegen die Ecken eines Vierecks auf einer Kreislinie, so heiBt das 
Viereck S e hne n vi ere c k (Fig .80). 1m Sehnenviereck betragen die gegen
ii berliegenden Winkel zusammen zwei Rechte als Haliten der zugehorigen 
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Zentriwinkel, die zusammen vier Reehte ergeben. Sind die Seiten de8 
Viereeks Tangenten an einen - einbesehriebenen - Kreis, so heiBt 
das Viereek Tangentenviereek. 1m Tangentenviereek sind die Sum
men der gegenuberliegenden Seiten gleieh (Fig. 81). Als Tangenten an 
den Kreis sind 

x = x; y = y; z = z; w = w; folglieh 
x + y + z + w = a + c; x + w + y + z = d + 7). 

tJber Konstruktionsaufgaben siehe Absehnitt Geometrisehes Zeichnen. 

Fig. 78. 

Die }'Hichenmessung. 

Die MaBzahl des Flaeheninhalts gibt an, wie oft die FIaeheneinheit 
in einer Flaehe enthalten ist. Die Flaeheneinheit ist das Quadrat aus 
der Langeneinheit. 1st z. B. 1 m die Langeneinheit, so ist 1 m 2 die Flaehen
einheit (Unterteilungen siehe Abschnitt Physik, S. 117). 

1st in einem Recht
eek die Langeneinheit 
a mal in der einen, b mal 
in der andern Seite ent
halten, so istder FHichen
inhalt des Rechteeks 

F = aem· bem 
= (ab) em2 , 

wenn~ 1 em als Langen-
Fig. 80. einheit angenommen 

wird. 
In den Formeln fur die Flaeheninhalte sind die MaBeinheiten weg

gelassen, so daB fur den FIaeheninhalt des Reehteeks kiirzer gesehrie
ben wird F = a· b = dem Produkt aus den beiden Seiten. 

Die Umkehrung der Formel a· b = F liefert die Mogliehkeit, ein 
Produkt zeiehneriseh als Reehteek darzustellen (vgl. Algebra S.6). 

Kongruente Figuren sind inhaltgleieh. 
Das Parallelogramm (Fig. 82). 

Das Parallelogramm 
B + 0 ist gleieh Trapez A + B + 0 - Dreieek A, 

das Reehteek 
A + B ist gleieh Trapez A + B + 0 - Dreieek 0 . 
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Da die beiden Dreiecke A und 0 kongruent sind, ist der l!lachen
inhalt des Parallelogramms gleich dem des Rechtecks mit der gleichen 
Grundlinie und Rohe; d. h. F = g • h. 

Durch die Diagonale wird jedes Parallelogramm in zwei kongruente, 
also auch inhaltgleiche Dreiecke zerlegt; folglich ist der Inhalt eines 
Dreiec ks F = t g • h = dem halben Produkt aus Grundlinie und Rohe. 

Das Tr apez (Fig. 83). Die Abbildung zeigt 
1 1 h 

ABOD = ABO + ADO =-2 a· h +2 b . h =-2 (a + b) . 

Beliebige geradlinig begrenzte Figuren zerlegt man in Rechtecke und 
Dreiecke, dann ist der Flacheninhalt der ganzen Flache gleich der Summe 
der Flacheninhalte der Teile. 

Fig. 82. Fig. 83. Fig. 84. 

Aus Fig. 82 folgt: Parallelogramme und Dreiecke von gleicher Grwld
linie und gleicher Rohe sind inhaltgleich. Daraus ergibt sich die Losung 
der Aufgabe: Ein Dreieck ABO (Fig. 84) in ein anderes £lachengleiches 
von gegebener Grundlinie AD = c' zu verwandeln. 
Die Parallele EO durch 0 zu AD schneidet AB 
in E, dem gesuchten Punkte des Dreiecks BDE, 
da die Dreiecke E 0 A und EO D £lachengleich sind. 

In Fig. 85 sind die nicht gestrichelten Parallelo
gramme £lachengleich, weil die gestrichelten Drei
ccke AH J und AEJ, bzw. J FO und JGOkongru
ent, also auch flachengleich sind. Es ist 

iii!/ 
A • H {j 

:Fig.85. 

EJGD =AOD -AEJ - JGO, 
HBFJ=AOB-AHJ - JFC, 

d.h. EJGD=HBFJ; 
in Worten: Zieht man durch einen Punkt J der Diagonalen A C eines 
Parallelogrammes Parallelen zu den Seiten, so sind die von der Diago
nalen nicht geschnittenen Parallelogramme flachengleich. 

AuBerdem ist AHGD = ABFE. 
In Fig. 86 sind die Rechtecke OA1P1B1; OA 2 P2 B2 ; OAaPaB3 

£lachengleich. Die Punkte P a, PI> P2 liegen auf einer gleichseitigen 
Hyperbel (vgl. den Abschnitt G30metrisches Zeichnen). 

Der pythagoraische Lehrsatz. 1m rechtwinkligen Dreieck ist 
das Rypotenusenquadrat gleich der Summe der Kathetenquadrate. 

a) Mit den Bezeichnungen der Fig. 87 lautet der Satz in Form einer 
Gleichung 
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Die gestrichelten Dreiecke sind kOllgruent infolge A B = AP; 
A L = AC und .g::: LA B = 90 0 + IX = <t: C AF; folglich sind sie auch 

inhaltgleich. 

b,ABL= b,ACL=t ACKL=}b2 

b,ACF=b,ADF=t ADEF=tp'c, 
folglich b2 = p . c; in gleicher Weise wird a2 = q . c; 
folglich a2 + b2 = c· (q + p) = c • c = c2 . 

b) Ein anderer Beweis foIgt aus Fig. 88. Zieht man durch die Ecken 
des Quadrates liber A B = c Parallelen zu den Dreieckseiten a und b, 
so erhiilt man die vier kongruenten Dreiecke ABC l ; BDC2; DECa 
und EA C.1> deren gesamter FIachen- J 

inhalt 11 = 4· t· a· b = 2ab ist. Das 
gestrichelte Restquadrat hat die Seite 
C 1 C2 = a - b; sem Flacheninhalt ist If 

I 
I 

RIL-_~P.:J 0 
"'3..... -ll '.3 

I 

L 

I I 

;' Ip' 0 7 _____ ;: 

I 
I 

~~~rw.u..u.J'Pz 
F, IE 16 

c 

r-p ----t-- q -, 
r--- c -------' 

Fig. 87. 

12 = (a - b)2 = a2 - 2ab + b2. DerFIachen
inhalt des gesamten Quadrates liber c ist 
gleich 11 + 12' so daB wir erhalten 

A .. _......;~_......;~B c2=/l + 12 = 2ab + a2 -2ab +b2= a2 +b 2 • 

c 

E 
Fig. 88. 

In Fig. 87 ist 0 D die Hohe des rechtwink
ligen Dreiecks, DA und DB die Hypotenusen
abschnitte oder die Projektionen der Katheten 
auf die Hypotenuse. Die Gleichungen a2 = q. c 
und b2 = p' c lauten in Worten: Das Quadrat 
liber der Kathete ist gleich dem Produkt aus 
der Hypotenuse und dem zugehorigen Hypo
tenusena bschnitt. 

1st h (Fig. 89) Hohe in dem schiefwinkligen 
Dreieck, so bestehen die Beziehungen 

a2 = h2 + p2 und 71,2 = b2 _ q2, 
so daB a2 = b2 _ q2 + p2. 
Aus q = c ~ p und q2 = (c - p)2 = c2 - 2cp + p2 folgt 

a2 = b2 _ p2 _ c2 + 2cp + p2 
oder 112 = a 2 + c2 - 2cp. 
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Dieser Satz heiBt der "allgemeine pythagoraische Lehrsatz" und gilt 
filr die ubrigen Seiten entsprechend. 

Das regelmaBige n-Eck. In Fig. 90 sei OAB das Bestimmungs
dreieck eines regelmaBigen n-Ecks, r der Radius des umbeschriebenen, 
e der Radius des einbeschriebenen Kreises, 8 die Seite de~"" n-Ecks, 

( 8)2 "V ( 8)2 dann besteht die Beziehung r2 = e2 + '2 ,daraus e = r2 - 2 

oder 2e = 2 V;.~"~ ~" = Y4r2 - 8 2 = 1/;2T;~ ;: ) = r· r 4 - (~r. 
Verbindet man A mit 0, so ist A a = 8' 0 
die Seite des 2-n-Ecks. Aus dem recht- h --T 
winkligen Dreieck ADO folgt r I 

-/L c-rr-
Fig. 89. 

AI " 18 
~ ~--- : 
I S -'--- I C - , 
4- s/z -"',:., - s/z- ~ I , 
k---- S --.. >; 

Fig. 90. 

8'2 = (.i r + (r - e)2 = (; r + r2 - 2 r e + 02 

= (; r + r2 - 2r e + r2 - (; r = 2r2 - 2r e· 

Setzt man den filr 2e gefundenen Wert ein, so wird 

8'2 = 2 r2 - r2 V ~-=-( ; r = r2 (2 - l/~""~T;T) 
und daraus 

8' = r . V;--l1~ -~(; t . 
Damit ist die Moglichkeit gewonnen, aus dem n-Eck die Seite des 

Vielecks mit doppelter Eckenzahl zu berechnen, wenn der Radius des 
umbeschriebenen Kreises gfgeben ist. 

Fur das regelmaBige Sechseck ist z. B. 86 = r, folglich wird die Seite 

des regelmaBigen Zwolfecks 8 12 = r V 2 - Y4 -1 = r' V 2 - YS; fiir die 
Seite des regelmaBigen 24-Ecks erhalt man 

/-----------

,/ 1/-(812 -)2 1/ 1/ (rV2_ VsC)2 
8 21 = r' V 2 - / 4 - \ "r-; = r·. 2 - 4 - .--r"" 

= r .1/; ~ t/2 + 13 . 
n 

Der Umfang des n-Ecks ist u = n' 8 = _. 2.~. 
2 
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In del' nachstehenden Tabelle sind die Wurzeln ausgerechnet und 
2r = d gesetzt: 

, I I 

_ n = _i_6---.L 12 24 48 i 96 I 192 

Umfa~~-:~~1~3-:-2;la,1058 . 2r 13:i326 . 2r 13:1394. 2r 13,1410. 2r 13,1415' 2r 
Umfang = 3· d ! 3,1058 . d 13,1326' d .3,1394· d : 3,1410 . d ! 3,1415 . d 

Wachst die Zahl del' Ecken, so nahert sich del' Umfang des n-Ecks 
mehr und mehr dem Kreisumfang, mit dem er streng genommen zu
sammeruallt, wenn die Zahl del' Ecken "unendlich groB" wird. Man sagt: 
Die Kreislinie ist del' Grenzfall des Umfanges eines regelmaBigen 
Vielecks mit unendlich vielen Ecken. Es nahert sich del' Faktor von d 
in del' Tabelle seinem Grenzwert, in den er iibergeht, wenn die Zahl 
del' Ecken unendlich groB wi I'd ; man bezeichnet ihn mit ;n; und schreibt 
fur den Umfang des Kreises u = ;n; • d = 3,14' d, wobei :n = 3,14 mit 
ausreichender Genauigkeit eingesetzt ist. (Ein genauerer Wert ist 

Fig. 91. 

:n = 3,1415927; del' haufig gebrauchte 
Wert :rr2 ist 9,8696044 odeI' in grober 
Annaherung ;n;2 = "" 10.) 

Del' Inhalt des Kreises ist del' 
Grenzwert, dem sich del' 1nhalt des ein

Fio;. 92. beschriebenen regelmaBigen Vielecks 

9[ ',d, 
! c" ~ I 
I' I 
'-cIJ-.J 

nahert, wenn die Zahl del' Ecken un
(,lldlich groB wird. Del' 1nhalt des Vieleckes ist abel' gleich del' Summe 
del' Flacheninhalte del' Bestimmungsdreiecke, also F = n 'l' 8' (!. 

Wird n unendlich groB, dann geht n . 8 in die Kreislinie tiber und (! faUt 

mit r = : zusammen, so daB wir erhalten 

odeI' F = r2 • IT • 

Del' Kreisausschnitt odeI' Kreissektor (Fig. 91) hat den Inhalt 
Ji' = }. b . r. Del' Kreisa bschnitt odeI' das Kreissegment ist 
das zu h gehorige Stuck del' Kreis£lache; sein 1nhalt ist gleich dem 
Hektor vermindert um das Dreieck, so daB F = l' [r (b - 8) + 8' h] . 

Del' Kreisring (Fig. 92) ist die Di££erenz aus den Flacheninhalten 
beider Kreise. 1st D del' Durchmesser des auBeren, d del' Durchmesser 

] . K . l'St F c= ;n;D2 ,.,. :rrd2 
(PS Inneren relSes, so = -

4 4 

Das Verhliltnis und die Proportion. 
Eine Strecke a sei 120 mm, eine zweite b = 150 mm lang; soIl das Ver

haltnis ihrer Langen angegeben werden, so heiBt das: Feststellen, 
wievielmal die eine in del' andel'll enthalten ist. Demnach ist das 
Verhaltnis, mathematisch ausgedruckt, del' Quotient aus den MaB
zahlen del' Langen, wobei die Langen in denselben MaBeinheiten zu 
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messen sind; es ist also eine unbenannte Zahl. Nennen wir sie q:>, so ist 
das Verhaltnis der Strecken a und b 

a 120mm 120 4 
cP = b = 150 mm = 150 = 5 

Man sagt, die Strecken verhalten sich wie 4 zu 5, und schreibt auch 
a 4 

a : b = 4 : 5 oder - = - . 
b 5 

Diese Gleichung heiBt Proportion; iiber Proportionen als Gleichungen 
vgl. Abschnitt Algebra, S. 29. I :1 

I B -

A ,1-; --~!""C-----1lB 
r..- 4- ---,..-..-- 5 -

Fig. 93. 

---- 12 --+--
I r---4-_ 

Arl ------B~I--~d 

Fig. 94. 

A 

'('" I 5. ---'J:-ti 
t ¥ --.j..---!-a; 

~ J __ f. __ L_+ti 
2 .---l---T---}--+ti 
---L--~--r-,---'J:-ti a' I I tt 

1 f1 ~1.j!1 -tfdB 
I I I I 
I I I I 

I I , 
I I I 

I I 
I , 

Ie 

Fig. 95. 

Will man zum Ausdruck bringen, daB die GraBen a, b, c usw. den 
GraBen ai, b', c' usw. proportional sind, so schreibt man 

a : b : c : . . . . = a' : b' : c': .... 
Die Gleichung besagt, daB 

abc 
a : a' = b : b' = c : c' = . . .. ist, oder cP = (1 = 11 = 7: = .... 

In dieser Gleichung ist cp 'unveranderlich oder konstant. Der Punkt G 
(Fig. 93) teile die Strecke AB so, daB GA = 4 em, G B = 5 em wird, 
dann verhalt sich G A : G B = 4 : 5. Man sagt: G teilt AB innerlich 
in dem Verhiiltnis 4 : 5, weil G zwischen A und B liegt. In Fig. 94 teilt 
D die Strecke AB auBerlich in dem Verhiiltnis DA : DB = 12 : 4, 
weil D auf der VerIangerung AB liegt. 

Gemessen wird eine Strecke A B, indem man die Zahl der MaBein
heiten zahlt, die in ihr enthalten sind. In Fig. 95 sind z. B. 6 MaB
einheiten in A B enthalten, wo bei die GraBe der Einheit olme Bedeutung 
ist (also Meter, Zentimeter, Millimeter, Zehntelmillimeter usw.). Eine 
Gerade AB' wird in den Punkten 1', 2', 3' usw. von Parallelen zu BB' 
durch 1, 2, 3 usw. geschnitten; zieht man auBerdem Parallelen durch 
1',2',3' usw. zu AB, so sind die gestrichelten Dreiecke kongruent, da 
sie in einer Seite und den Winkeln iibereinstimmen, Daraus folgt, daB die 
Abschnitte zwischen den Parallelen gleich sind. Es werden so mit 
11' = d; 22' = 2d; 33'= 3d usw.oder 

11' : 22' : 33' . .. = d : 2 d : 3 d . " = 1 : 2 : 3 ... 
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Das hei13t: Die Streckell 11', 22', 33' usw. verhaltell sich eben so wie die 
Strecken A I, A 2, A 3, ... ; es besteht die fortlaufende Proportion 

lI' 22' 33' 
AT= A2= A3= '" 

Tn gleicher Weise wird infoJge A I' = I' 2' = 2' 3' ... = t 
A I' A2' A3' 
AI= A2-= A3 = ... 

oder auch infolge 2'4' = 2 . t und 4'5' = 1 . t 
und 24=2·1 

" 
45 = I ·1; 

2'4' 4'5' 
24 45 

in Worten: Die Parallelen bestimmen auf den durch A gehenden Ge
raden proportionale Abschnitte; denn da dieser Satz fUr die beliebige 
Gerade AB' gilt, gilt er fUr 
jede durch A.gehende Gerade. 

~-: 

ALJU: 
I_-a-",B 10 
~-- C __ ---'I 

Fig. 96. 
E, 

Fig. 97. 

AIle durch A gehenden Geraden bilden ein Strahlenbiindel oder 
Strahle nbiischel; deshalb heiBtder Satz auchgelegentlich Strahlensatz. 

Umgekehrt werden wir sagen: Besteht zwischen den Strecken lI', 
22', 33' ... und A 1, A 2, A 3 ... die Proportion 

lI' 22' 33 
-- -- - -'--

C Al A2 - A3-
so liegen die Punkte 1', 2', 3' ... auf einer 
Geraden. 

Die algebraische Aufgabe, aus der Gleichung 

A .e::.....l..-----;!i---'--=8' ~ = : die Unbekannte errechnen, liWt sich 

geometrisch in der Form aussprechen: Zu drei 
gege benen Strecken a, b, c eine vierte x so zu 

konstruieren, daB die vier Strecken proportional sind; x heiBt die 
vierte Proportionale zu a, b und c. Fig. 96 zeigt die Lasung, bei 
der <}: OBA = <}:EDE = 90° gewahlt wurde. 

Der Strahlensatz lOst unmittelbar die Aufgabe: Eine Strecke A B 
innerlich und auBerlich in einem gegebenen Verhaltnis m: n zu teilen 
(Fig. 97). Macht man auf den beliebigen Parallelen ADl und BE 
die Strecken AD1 = m und BEl =.BEI = n, so teilt der Schnittpunkt 
Odie gegebene Gerade A B innerlich und der Schnittpunkt 01 auBerlich 
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111 dem V erhiiJtnism : n; man sagt: Die Strecke A B ist in den Punkten 
o und 0 1 harmonisch geteilt. 

Lehrsatz: Die Mitteltransversalen eines Dreiecks schneiden sich 
in einem Punkte, der sie im Verhiiltnis 2 : 1 teilt. Da EI und DI die 
Mittelpunkte von 0 B und OA sind (Fig. 98), ist DEli A B; auBer
dem ist DE = .~. A B und damit 

AB: DE = SB: SDI oder 2: 1 = SB: SDI' 

Ebenso wird SA: SEI = 2: 1, 
d. h. del' Punkt S drittelt die Mitteltransversalcn, da sich £iir die dritte 
Mitteltransversale ebenfalls SO: SGI = 2: 1 ergibt. Drittelt S die 
Mitteltransversale 0 G1> dann drittelt die Parallele durch S zu A Bauch 
die Hohe des Dreiecks. 

Die Abnlicbkeit. 
Vielecke, die entsprechend gleiche Winkel und entsprechend pro

portionale Seiten haben, heiBen ahnlich; das Zeichen fiir ahnlich ist "". 
In Fig. 96 sind die Dreiecke ABO und ADE c .. 

ahnlich; in Fig. 97 ist b. AOD c--) b. BO E2 ; A r 1 
b. El BOI '" b. DAOI ; in Fig. 98 ist b. SA B jhr I 
c--) b. S DE. A a zr- fit 

U mgekehrt werden wir sagen: Sind Vielecke 1 I I 
ahnlich, so sind die entsprechenden Seiten pro- A a g-------

t 2 l 

portional. 
Fiir das Dreieck ergeben die Satze iiber Pro

Fig. 99. 

portionen die sog. Ahnlichkeitsatze, die den vier Kongruenzsatzen 
entsprechen; sie lauten: 

1. Dreiecke sind ahnlich, wenn sie in den Winkeln iibereinstimmen; 
2. Dreiecke sind ahnlich, wenn sie im Verhaltnis zweier Seiten und 

dem von diesen eingeschlossenen Winkel iibereinstimmen. 
3. Dreiecke sind ahnlich, wenn sie im Verhaltnis zweier Seiten und 

dem del' groBeren dieser Seiten gegeniiberliegenden Winkel iiberein
stimmen. 

4. Dreiecke sind ahnlich, wenn sie im Verhaltnis del' drei Seiten iiber
einstimmen. 

Anwendungen: In ahnlichen Dreiecken verhalten sich die Grund
linien wie die Hohen (Fig. 99); es ist a l : hI = a2 : h2 . 

1m rechtwinkligen Dreieck ist jede Kathete mittlere Proportionale 
zwischen ihrer Projektion auf die Hypotenuse und der Hypotenuse 
(Fig. 100). Aus del' Ahnlichkeit der Dreiecke ODA und ABO folgt 

p:b=b:c odeI' b2 =p·c. 

Aus del' Ahnlichkeit del' Dreiecke 0 DB und ABO folgt 

q : a = a : coder a2 = q . c. 

Durch Addition erhalt man a2 + b2 = C (p + q) = c2 , d. h. den pytha
goraischen Lehrsatz. 



78 Mathematik. 

1m rechtwinkligen Dreieck ist die Hohe mittlere Proportionale 
zwischen den Abschnitten der Hypotenuse (Fig. 100), denn aUB 
der Ahnlichkeit der Dreiecke ADa und BDa £olgt p: h = h: q oder 
h2 = p' q. 

Eine Proportion, deren Innenglieder gJeich sind, heiJ3t stetig; das 
Innenglied heiJ3t die mittlere Proportionale oder geometrisches 
Mittel (vgl. Abschnitt Algebra S. 40). 

1st eine Strecke a in zwei Teile so geteilt, daB der groBere Teil mitt
lere Proportionale zwischen der ganzen Strecke und dem kleineren Teile 
ist, so sagt man: Die Strecke a ist nach dem goldenen Schnitt ge-

c 

~ 
/J~iB r- p ~I • q ,. i 

i E C ,.: 

Fig. 100. 

teilt. 1st x der groBere Abschnitt, so ist a - x der klein ere ; die Be
dingung lautet in Form einer Gleichung 

Daraus ergibt sich 
oder 

a : x = x : (a - x). 
x 2 = a (a - x) = a2 - ax 
x 2 + ax - a2 = O. 

Diese quadratische Gleichung fUr x hat die positive Wurzel 

x= -; + y(;r ;:~. 
Nach dem pythagoraischen Lehrsatze ist -V ( ; r + a 2 Hypotenuse 

in einem rechtwinkligen Dreieck mit den Katheten a und ; . In Fig. 101 

ist A B a dieses rechtwinklige Dreieck. Schlagt man mit a B = ~ 
2 

um a einen Kreis, so wird aD = ; , also 

AD = A a - aD = y( ;r + ~2 - -~ • 

Del' Kreis mit A D urn A schneidet A B in dem gesuchten Punkte E, 
der die Strecke A B = a nach dem goldenen Schnitt teilt. 

Bemerkung: Erweitert man das a2 unter der Wurzel mit 4, so erhalt 
man 
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so daB 

wird. 
x ist gleich der Seite des regelmaBigen Zehnecks, wenn a der Radius 

des umbeschriebenen Kreises ist. 

2. Die Dreiecksberechnung oder Trigonometrie. 

Die Winkelfunktionen. 
Die bisherigen Satze gestatteten nur in sehr wenig Fallen die GroBen-

. bestimmung der Winkel eines Dreiecks (fUr das gleichseitige Dreieck 
war z. B. der Winkel 60°; im rechtwinklig-gleichschenkligen Dreieck 
waren die Basiswinkel 45°). Die Berechnung der Winkel zu zeigen, bzw. 
die Berechnung der Seiten mit Hilfe der Winkel durchzufiihren, ist die 
Aufgabe der Trigonometrie. 

In Fig. 95 besteht zwischen den senkrechten Katheten und den 
11' 22' 33' BB' 

Hypotenusen die Beziehung A i'- = A 2' = A3' = ... = A B' . 

So verschieden auch die Strecken unter slch sein mogen, unveranderlich 
ist ihr Verhaltnis; aber ebenso bleibt die GroBe des Winkels IX un
abhangig von den Langen der einzelnen Strecken; er ist lediglich durch 
das Verhaltnis der Katheten zu den Hypotenusen bestimmt. Diese 
Eigenschaft eines Winkels im rechtwinkligen Dreieck legt man seiner 
GroBenbestimmung zugrunde und sagt: Den Quotienten aus der gegen
iiberliegendenKathete und der Hypotenuse nennen wir Sinus des Winkels IX 

und schreiben 
. BB' 

SllltX = AB' . (1) 

Ebenso bleibt das Verhaltnis der wagerechten Katheten zu den Hypo-
F' 9-) .. d . A I A 2 A 3 A B 

tenusen ( 19. ;) unveran ert; es 1St -AI' = A 2' = A 3' = ... = A73' . 
Es ist dies das Verhaltnis der anliegenden Kathete zur Hypotenuse 
und heiBt Cosinus des Winkels tX; geschrieben 

Aus der Beziehubg 

AB 
costX= Ali' . 

11' 22' 33' 
---- ~--' 

Al A2 A3 

(2) 

BB' 
BA 

folgt die Unveranderlichkeit des Verhaltnisses von gegeniiberliegender 
zur anliegenden Kathete; es heiBt Tangens des Winkels tX; geschrieben 

BB' 
tgtX = AB . (3) 

Ebenso bleibt unverandert das Verhaltnis von anliegender zur gegen
i."!berliegenden Kathete; eB heiBt Cotangens deB Winkels <x; geschrieben 

AB 
etg <X =BB' (4) 
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Nul' wenn man den Winkel andert, andern sich die Verhaltnisse; cs 
ist z. B. (Fig. 95) 

. BO 
smfJ = -A(T ; 

AB 
cosjJ = AO-; 

BO 
tgjJ = AB ; 

AB 
ctgp =BO' 

Die Abhangigkeit zweier GroBen voneinander nennt man Funktion. 
Da es sich in unserm Falle urn die Abhangigkeit des Verhaltnisses von 
del' GroBe des Winkels handelt, heiBen die Verhaltnisse sin IX, cos IX , 

tg IX undctg IX Win kelfu nkt ionen. Sie lassen sich unmittelbarmessen, 
wenn man als Hypotenuse die Langeneinheit wahlt. 

In Fig. 102 ist 01 = 10 em = 1 dm als Langeneinheit gewahlt 
lUld del' Kreisbogen in neun gleiche Teile geteilt, so daB sich die Sinus 
und Cosinus ablesen lassen. Es ist z. B. 

cos 10° = 

17mm = 0 1'" 
100mm " 

98,5 mm = 0,985 
100mm 

sin 50° = }6,6mm_ = 0 766' 
100mm ' , 

50° = 64,3mm = 0643' 
cos 100mm ' , 

Nimmt man noch Zwischenteilungen VOl', so lassen sich die Sinus 
und Cosinus von Grad zu Grad ablesen. Sind umgekehrt die Funktions
werte bekannt, so liest man aus ihnen den Winkel abo 

Zu sinx=0,766 gehort x=500; zu cosy = 0,985 gehort y=lO°. 

Selbstverstandlich hat die Wissenscha£t noch andere Wege ge£unden, 
die Winkel£unktionen zu berechnen. Die Ergebnisse diesel' Berech
nungen sind in Tabellen niedergelegt, die in jedem Taschenbuch, Kalen
del' u. dgl. enthalten sind; sie heiBen Ta£el del' Kreis£unktionen. 

, BB'. d AB £ I d hD'" (F' 9-) i~US AB' = smlX un AB'- = cos IX 0 gt urc IVlSlOn 19.;) 

BB' 
AB' sin IX 

AB cos IX 

AB' 
BB' 

Nun war a bel' -~ - = tg IX , 
AB 

Aus 
AB 
AB' = cos ex und 

AB 
AB' cos IX 

BB' sin ex 
AB' 

~un war abel' 
AB 

= ctgex, BB' 

odeI' 
BB' 
AB 

sin IX 

cos IX 

so daB sich ergibt 
sin IX 

tgIX = -~. (5) 
cos ex 

BB' 
--- = sin IX folgt durch Division 
AB' 

odeI' 
AB cos IX 

-BB' = sinex . 

so daB sich ergibt ctgex = 
sin ex 
cos IX 

(6) 
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Sind demnach die Sinus- und Cosinusfunktionen bekannt, z. B. aus 
Fig. 102 abgelesen, so lassen sich die Tangens und Cotangens berechnen. 
Auch diese Werte finden sich in derTabelle der Kreisfunktionen. 

In der Tangensfunktion haben wir ein bequemes Hilfsmittel, einen 
gewiinschten ·Winkel "genau" zu zeichnen. SolI z. B. ein Winkel von 
35 0 40' gezeichnet werden, so entnimmt man der Tabelle tg 35 0 40' = 0,718 

1 

0,9 

0,8 

0,7 

0,6 

o,s 

0,3 

0,2 

0,1 

0 

= III I r rrr r'i1 rrr en, 70 0 

- I 'I II. III F!? 
- I II 1/ 1//'1/)600 

- 1 Ii I;; h- 500 -

- / /1;1/> 
- / ~:?> - ;0 ;» 4(}0 = - .~ ~ -
-

/ !~\. -
- ~ = 30° 
- /-?\ 
- ;:;: 
-

...- "---: :3, 
"() 

- .-- ::-::::: 
o 

-

--:~ = -
- _:::\1. 

:::::J -
- == -

- I = 
111II1111 11111111 I1111111 11I11111 1111 1111I111 111I1111 11111111 11111111 11111111 1111 

0,1 (32 0,3 0," 0,5 C36 0,7 0,8 0,9 1 

Fig. 102. 

und zeichnet ein ~echtwinkliges Dreieck, in dem die eine Kathete 
100 mm und die andere 71,S mm lang ist. Der Kathete 71,S mm liegt 

der Winkel 35 0 40' gegeniiber, denn aus tg 35 0 40' = ?l,-Slllm folgt 
100mm 

tg35 C 40' = 0,718. 

Dureh Multiplikation der Gleichungen 
sin1X 

tg1X = 
CoS1X 

und ctg 1X 

eos1X 
sin1X 

u. daraus (8) 

erhalten wir (7) 

1 
tg 1X = - --- oder 

ctg1X 

COS1X COS1X 
tga· ctga = .---' -- = 1 

sm 1X sin1X 
1 

(9) ctg 1X =~- . 
tg1X 

Die Klarlegung der Beziehungen zwischen den Winkelfunktionen 
ist die Aufgabe der Gonio metrie oder Winkelmessung. 

Aus Fig. 103 entnehmen wir nach dem pythagoraischen Lehrsatze 

oder (10) 
Win k e I, DeT prakt. Maschinenbauer II. 1. 6 
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gelesen: Sinus quadrat IX plus Cosinusquadrat IX gleich Eins und erhalten 
daraus (11) sin2 1X = l"f - cos2x und (12) COSIX = VI::::" -sfn2 c¥. 

Der Kreis mit dem Radius 1 gestattet neben der Darstellung der 
Sinus- und Cosinusfunktionen auch die Darstellung der Tangenten und 
Cotangenten. Um die Abhangigkeit einer Funktion von der GroBe 
des Winkels zu zeigen, betrachten wir die Anderung der Funktion bei 
wachsendem Winkel. Das Wachsen eines Winkels UiBt sich am bequem-

sten veranschaulichen, 

L G 

wenn man den einen 
Schenkel f est und den 
and ern beweglich an
nimmt, wobei die Lange 
der Schenkel beliebig 
ist. In Fig. 103 ist dpr 
wagerechte Schenkel 

---+I:--T-~P'!)O.--:!-~--o--fest AOD fest, wahrend del' 

Fig. 103. 

bewegliche Schenkel 
ABEF im entgegenge
setzten Sinn~ des Uhr
zeigers gedreht wird . 
Bei diesel' Drehung wer
den samtliche Winkel 

von 0 -;- 360 0 beschrieben, deren Funktionen sich mit Hille des Kreises 
mit dem Radius 1 darstellen lassen. Das Lot BO vom Schnittpunkt B 
des beweglichen Schenkels mit dem Kreise ist gleich dem Sinus des 
Winkels IX, da 

. BO BO BO. 
SlnlX = AB = 1 = 1St. 

Die Projektion A 0 des beweglichen Radius AB auf den festen ist 
AO AO . 

gleich dem Cosinus des Winkels IX, da cos IX = AB = 1 = AO 1St. 

Zieht man in D die senkrechte Tangente an den Kreis, so schneidet del' 
bewegliche Schenkel auf ihr den Tangens des Winkels IX ab, da 

tg IX = .f-~ = _~D = ED ist. Zieht man in G die wagerechte Tangente 

an den Kreis, so schneidet der bewegliche Schenkel auf ihr dptl 
FG FG 

Cotangens des Winkels IX ab, da ctg IX = -- = = FG ist. 
AG 1 

(<}:: AFG = <}:: FAD = IX .) 

Aus dem Dreieck ABO ergeben sich unmittelbar 
BO sin IX AO cos IX 

tg IX = AO = cos c¥ und ctg IX = BO = sin ex 

Die Ahnlichkeit der Dreiecke ADE und AGF lie£ert 
ED: AB = A G : FG oder tg IX : 1 = 1 : ctg IX, so daB 

tgIX . ctgIX = 1 wird. 



Die Geometrie. 

. sinIX fl' ,/. 2 Aus tgIX =--- 0 gt mIt COSIX = ,1- sm' IX ... 
sin IX 

tg IX = ri~sin2 x cos IX 

sin IX 
., tgIX =-

cos IX 

cos IX 
.. ctg IX = --:--_. 

sIn IX 

cos IX 
., ctgIX = -.

SIll IX " 
In ,6ADE ist 

VI---Cos2x 
tg IX = '------. 

cos IX ,,------.-- - p - sin2IX 
COSIX = p- sin2 IX ... ctgIX = -- ----;---

sIn IX 
cos IX 

" sin IX = VI - cos2-~ ••• ctg IX = '/1 :I r - cos IX 

83 

AE = VA D2 + ED2 = V I + tg2 IX, so daB 

ii bergeht in 

. DE SIn IX = --- .-
AE 

. ___ ~ tgIX SIn IX -. ____________ und 
V 1+ tg2 IX 

(17) (18) 
AD 1 

cos IX = -- = ~----.... 
A E . VI + tg2IX 

wird. In,6 A F Gist 

A F = VAG-2-+- 1''02 = V 1 + ctg2~ so daB 
. AG 

sIn IX =.-
AF 

iibergeht in 

(19) 
1 

sin IX = - .~---- --_·-::=c. -cc , und 
VI + ctg2IX 

(20) 
FG ctgIX 

cos IX = -A-F = -;V==1 =+===ct=g==2 IX= 

wird. 
Mit diesen Formeln ist die Moglichkeit gegeben, aus ei ner gegebenen 

Funktion aIle ubrigen durch Rechnung zu bestimmen. 
Der groBte Wert, den sinIX erreichen kann, ist sin 90° = AG = 1. 

" " " "cos IX " "ist cos 0 ° = AD = 1 . 
Wachst IX von 0 ° bis 90 0, so wachst sin IX von 0 bis 1 . 

" IX" 0° " 90°, so nimmt cos IX von 1 bis 0 abo 
Wesentlich anders verhalten sich tg und ctg. 1st IX = 0°, d. h. 

faUt der bewegliche Schenkel mit dem festen zusammen, so ist der auf 
der Tangenslinie abgeschnittene Abschnitt tg 0° = 0, wahrend der be
wegliche Schenkel wegen AD .11 Cotangenslinie die Cotangenslinie erst 
im Unendlichen (00) trifft, so daB ctg 0° = 00 ist. 

Dreht man nunmehr den beweglichen Schenkel in der Pfeilrichtung, 
so wird der Abschnitt auf der Tangenslinie immer groBer, der auf der 
Cotangenslinie immer kleiner, bis fUr IX = 90° der bewegliche Schenkel 
die Tangenslinie im Unendlichen, die Cotangenslinie in G schneidet; 
daraus ergiht sich tg 90° = <Xl; ctg 90° = 0 . 

Fur den Sonderfall IX = 45° wird sinlX = cos IX und tgIX= ctgIX; 
aus sin2 45 ° + cos2 45 ° = sin2 45 ° + sin2 45 ° = 1 folgt 2· sinl! 45 ° = 1 
oder sin245° = t, so daB sin 45° = cos 45° = vI = t V2 = 0,707 
wird. 

6* 

(13) 

(14) 

(15) 

(16) 
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sin43 c 
Aus tg4:5° = 

c084;)0 }Y2 

I ' 
d'2 

foJgt 

Fig. 103 zeigt auch unmittelbar die Funktionen des Komplel1lent· 
winkels zu IX. In dem rechtwinkligen Dreieck ABC ist·1: ABC = noo - IX: 

. ABC A C I I . 0 c Sill = AB (. 1. Sill (n - IX) = COf; (). . (21 ) 

BC 
cosABC =- . 

AB 
In dem rechtwinkligen 

ED 
ctgAED = AD 

d. h. cos(HO° - ().) = sin(). . 

Dreieck AED ist <t: AED = \l00- IX; 

d. h. ctg (nO 0 - ().) = tg (). . 

In dem rechtwinkligen Dreieck AFG ist <t: FAG = \loe - ().: 

(22) 

FG 
tgFAG = AG d. h. tg(nOO - iX) = ctgIX. (2-1-) 

Man pflegt diese Beziehungen zwischen den Funktionen eines Winkel,.. 
und denen seines Komplementwinkels durch den Satz auszudriickell: 
Die Funktionen eines 'Yinkels sind gleich den Cofunktionen seines KOIll
plementwinkels. 

Durch diese Beziehungen ist es mtiglich, die Tabellen fiir sin (\ 
und COSIX in eine zusallllllenzufassen; denn sin60° ist zugleich cos300: 
tgl5° = ctg7jo. 

Dreht man den beweg1ichen Schenkel iiber die Lage AG (IX = \lO c ) 

hinaus, so erhiiJt man Winkel, die groBer als 90° sind; man sagt: Die 
Winkel liegen im zweiten Quadranten. Die ErkHirungen del' Winkel
funktionen erfahren nunmehr eine Erweiterung. Unter dem Sinu;; 
versteht man das Lot vom Endpunkt des beweglichen Radius auf den 
festen; sin DAL = HJ. Unter dem Cosinus versteht man die Pro
jektion des beweglichen Radius auf den festen; cosDA L = AJ. Dabei 
ist zu beachten, daB A -+ J entgegengesetzt gemessen wird wie A -+ C: 
del' Unterschied del' Richtung wird durch das Yorzeichen gekennzeichnet. 
Fiir Winkel zwischen 90° und IS0° ist del' Cosiuus negati\'. Unter del' 
Tangente versteht man den Abschnitt auf del' senkrechten Tangente in D. 
del' von dem beweglichen Schenkel abgeschnitten wird; tgDA L = D K . 
N"ennt man tgIX = D -+ E positiv, so muB tgDAL = D -+ K negatiy 
genannt werden. Demnach ist die Tangente del' 'Yinkel zwischen 
HO° und IS0° negativ. Cnter del' Cotangente vel'steht man den Abschnitt 
auf del' wagerechten Tangente in G, del' von dem beweglichen Schenkel 
abgeschnitten wiI'd; ctg DAL = G L. Wegen G -+ L entgegengesetzt 
() -+ F, muG die Cotangente fiir Winkel zwischen no ° und ISO ° negati y 
genannt werden. 

Fig. 103 liefert unmittelbal' 
sin(IS0° - IX) = HJ = BC = sinlX (2;» 
cos(1S0° -- IX) = AJ = - AC = - C08(\ (26) 
tg(IS0° - IX) = DK = - DE =~ - tgIX (27) 

ctg(IRO° - IX) = GL = - GF =- ctgIX (28) 



Die Geometric. 

Tafeln del' Kreisfunktionen. 

] 1--;;0-:-' --'-~l 0~,--'--2C-CO' Sinus 
30'----40'--1-50' 60' 

- 010,00000 I o,oo~i 0,00582 1 0,00873 , 0,01164 i 0,01 454 0,01 745 
. ---.-- ---------- ----

I 0,01 745 0,02036 0,02327 0,02618 0,02908 0,03 199 0,03490 
2 0,°3490 0,°37"'1 0,04071 0,04362 0,04653 0,04943 0,05234 
3 0,05234 0,05524 0,058 14 0,06105 0,06395 0,0668 5 0,06976 
4 0,06976 0,07266 0,07556 0,07846 0,081 36 0,08426 0,08 716 
5 0,08716 0,09005 0,09295 0,09585 0,09874 0,10164 0, 10453 
6 0, 10453 0, 10742 0, 11031 0,11320 0, II 609 0, II898 0, 12187 
7 0,12187 0, 12476 0, 12764 0,13053 0,13341 0,13629 0,139 17 
8 0,139 17 °,142°5 0,14493 0,14781 0,15069 0,1535 6 0,15643 
9 0,15643 0, I 5931 0,16218 0, 16505 0, 16792 0,17078 0,17365 

10 0,17365 0,17651 D,17937 I 0, 18224 0,I~509 0,187951 0,1908, 
II 0,19081 0,19366 o,196SZ0,I9937 0,20222 0,205071°,20791 
12 0, 2079 1 0,21076 0,21360 0,21644 0,21928 0,22212 0,22495 
1" 0,22495 0,22778 0,23062 0,23345 0,23627,0,23910' 0,24192 .) 

14 0,24192 0,24474 0,24756 0,25038 0,25320; 0,25601 0,25882 
15 0,25882 0,26163 0,26443 0, 26724 0,270041 0,27284 0,27564 
16 0,27564 0,27843 0,28123 0,28402 0,28680 0,28959 0,29237 
17 0,29237 0,295 15 0,29793 0,3007' 0,3°348 0,3°625 0,30902 
18 0,30902 0,3II 78 °,31454 °>3173° °,32006 0,32282 0,32557 
19 ~325R 0,32832 0,33106 0,33381 ~3655 0,33929 0,34202 
20 0,34202 0,34475 0,34748 0,35021 0,35293 0,35565 0,35837 
21 0,35837 0,36108 0,36379 0,3665° 0,36921 0,37 191 °,37461 
22 0.37461 °,3773° 0,37999 0,38268 0,38537 °,388°5 °,39°73 
23 °,39°73 0,39341 0,39608 °,39875 0,40141 °,4°4°8 °,40674 
24 0,4°674 0,40939 0,41204 0,41469 °,41734 0,41998 0,42262 
25 °,42262 0,42525 0,42788 °,43°51 0,43313 0,43575 0,43837 
26 0,43837 0,44°98 0,44359 °,44620 °,448"80 0,45 140 0,45399 
27 0,453991°,45658 0,459171 °,461 75 °,46433 °,4669° °,46947 
28 0,469471 0,472°4 0,47460 °,47716 0,47971 1°,48226 °,48481 
29 0,48481 0,48735 0,48989/ 0,49242 0,49495 0,49748 0,50000 
SO 0,50000 I 0,50252 -------

_0,50503 0,50754 0,51004 0,5 1254 0,5 1504 
31 0,5 1504 '0,5 1753 0,52002 0,5 22 50 0,52498 0,52745 0,52992 
32 0,52992 0,53238 0,53484 0,53730 0,53975 0,54220 °,54464 
33 °,54,,64 °,547°8 0,5495 1 0,55 194 0,55436 °,55678 0,559 19 
34 0,559 19 0,56160 0,564°1 0,56641 1°,56880 0,57 II9 0,57358 
35 .0,57358 0,57596 0,57833 0,58°7° °,583°7 °,58543 0,58779 
36 0,58779 0,5901 4 0,59248 0,59482 0,59716 0,59949 0,60182 

37 0,60182 0,60414 0,60645 0,60876 0,61107 0,61 337 0,61 566 
38 0,61 566 0,61 795 0,62024 0,62251 0,62479 0,62706 0,62932 
39 0,62932 0,63158 0,63383 0,63608 0,63832 0,64056 0,64279 

40- 0,64279 0,64501 0,64723 0,64945 0,65 166 0,65386 0,65606 
41 0,65606 0,65825 0,66044 0,66262 0,66480 0,66697 0,66913 
42 0,66913 0,67 129 0,67344 0,67559 0,67773 0,67987 0,68200 
43 0,68200 0,68412 0,68624 0,68835 0,69046 0,69256 0,69466 
44 0,69466 0,69675 0,69883 0,70091 0,70298 0,70505 0,707V 

89 
88 
87 
86 
85 
84 
83 
82 
81 
80 -
79 
78 
77 
76 
75 
74 
73 
72 
71 
70 
69 
68 
67 
66 
65 
64 
63 
62 
61 
60 
59 
58 
57 
56 

55 
54 
53 
52 
51 
50 -
49 
48 
47 
46 
45 

_6_0_'_'---_5_0_'--''--_4_0'_-'. 30' ,--_2_0_' ---,"_1_01 __ 1_Q.'_1 o~ 
Cosinus 

85 
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~I 0' 10' 20' 
Cosinus 

30-' ~---c4""'"O"-"""C"""""--=-50=-'c--

0 1,00000 1,00000 I 0,99998 0,99996 0,999")3 0,99989 0,99985 89 
~ 

0,99985 
----_._-

0,99966 0,99958 
------- 88 I 0,99979 0,99973 0,99949 0,99939 

2 0,99939 0,99929 0,99917 °,999°5 0,99892 0,99878 0,99863 87 
3 0,99~63 0,99847 0,99831 0,9981 3 0,99795 0,99776 0,99756 86 

4 0,99756 0,99736 0,99714 0,99692 0,99668 0,99644 0,9961 9 85 
5 °,9961 9 0,99594 0,99567 0,99540 0,9951 I °,99482 0,99452. 84 
6 0,99452 0,99421 0,99390 0,99357 0,99324 °'9929°1°,99255 83 

7 °,99255 0,9921 9 0,99 182 0,99144 0,99 106 0,99°67 0,99027 82 
8 0,99027 0,98986 0,98944 0,989°2 0,98858 °,98814 0,98769 81 

9 0,98769 °,98723 0,98676 0,98629 0,98580 0,98531 ! 0,98481 80 
10 0,98481 0,9843° 0,98378 0,98325 0,98272 0,98218 0,98163 79 
II °,98163 0,98107 0,98°5° 0,97992 0,97934 0,97875 0,9781 5 78 
12 0,9781 5 0,97754 °,97692 0,97630 0,97566 °,975°2 0,97437 77 
13 0,97437 0,9737 1 0,97304 0,972371 °,97169 0,97 100 0,97030 76 

14 0,97030 0,96959 0,96887 °,96815 0,96742 0,96667 0,96593 75 
15 °,96593 0,96517 °,9644° 0,96363 0,96285 0,96206 0,96126 74 
16 0,96126 °,96°46 0,959641°,95882 °,95799 0,957 15 °,9563° 73 
17 °,9563° 0,95545 0,95459. 0,95372 0,95284 0,95 195 0,95 106 72 
18 °,95106 0,9501 5 0,94924 i 0,94832 0,94740 0,94646 °,94552 71 
19 0,94552 0,94457 0,94~ 0,94264 0,94167 °,94°68 0,93969 70 
20 0,93969 0,93869 0,93769 1~1667 °,93565 0,93462 0,93358 69 
21 0,93358 0,93253 0,931481°'93042 0,929351 0,928271 0,927I8 68 
22 0,92718 0,926°9 0,92499 0,92 388 0,92276 °,92164 0,92050 67 
23 0,92050 °,91936 0,91822 0,9 1706 0,9 1590 0,91472 0,91355 66 

24 0,91355 0,9 1236 0,91 II6 0,9°996 0,9°875 0,90753 0,9°63 1 65 
25 0,90631 0,90507 °,9°383 0,90259 0,901 33 °,9°0°7 0,89879 64 
26 0,89879 0,89752 0,89623 0,89493 0,g9363 0,89232 0,89101 63 
27 0,89101 0,88968 0,88835 0,88701 10,88566 0,88431 0,88295 62 
28 0,88295 0,881 58 0,88020 0,87882 i 0,87743 0,87603 0,87462 61 
29 0,87462 0,87321 0,87178 0,8703610,86892 0,86748 0,86603 60 

-30 0,86603 0,86457 0,86310 I 0,861631 0,86015 0,85-866 0,85m 59 
31 0,857 17 0,85567 0,854161 0,85264. o,85 II2 0,84959 0,84805 58 
32 0,84805 0,84650 0,84495 0,84339 0,84182 0,84025 0,83867 57 
33 0,83867 0,83708 0,83549 0,83389 0,83228 0,83066 0,82904 56 

34 0,82904 0,82741 0,82577 : 0,82413 0,82248 0,82082 0,81 915 55 
35 0,81 915 0,81 748 0,81580: 0,81412 0,81242 0,81072 0,80902. 54 
36 0,80902 0,80730 0,80558 0,80386 0,80212 0,80038 0,79864 53 
37 0,79864 0,79688 0,795 12 0,79335 0,79158 0,78980 0,78801 52 
38 0,7880 1 0,78622 0,78442 0,78261 0,78079 0,77897 0,77715 51 
39 0,77715. o,77i~ 0,77347 0,77~~1..6977 o,761.9.L 0,766°4 ~ 

40 0,76604 0,764171°,76229 0,76041 0,7585110,75661 i 0,75471 49 
41 0,75471 0,75 280 0,75088 0,74896- 0,747031 0,745091 0,743 14 48 
42 0,74314 0,74120 0,7392410,73728 0,73531 1°,73333

1

°,73135 47 
43 0,73135 0,72937 0,727371°,72537 0,72337 0,72136 0,71934 46 
44 0,71934 I 0,71732 ,0,71529 0,7 1325 0,71 121 0,70916 0,7071 I 45 

60' 

I~ 
40' 30' 20' 50' 10' 0' 

Sinus 
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to' 
0 0,00000 0,00291 0,00582 0,00373 0,oII64 0,01 455 0,01 746 89 -

0,02328 88 I 0,01 746 0,02036 0,0261 9 0,02910 0,03 201 0,03492 
2 0,03492 0,03783 0,04075 0,04366 0,04658 0,04949 0,05241 87 
3 0,05 241 0,05533 0,05824 0,06116 0,06408 0,06700 0,06993 86 

4 0,06993 0,07285 0,07578 0,07870 0,08163 0,08456 0,08749 85 
5 0,08749 0,09042 0,09335 0,09629 0,09923 0,10216 0, 10510 84 
6 0,10510 0, 10805 0, II 099 0,11394 0,II688 0,11983 0,12278 83 

7 0,12278 0, 12574 0,12869 0,13 165 0,13461 0,13758 0,14054 82 
8 0,14054 0,1435 1 0,14648 0,14945 0,15243 0,15540 0,15838 81 
9 0,15838 0, 16137 0, 16435 0,16734 0,17033 0,17333 0,17633 80 

10 
---

0,18233 0,18534 0,18835 0,19I36 0,19438 
-

0,17633 ~93J. 79 --
-0,19438 0,2004210,20345 0,20648 0,21256 78 II 0,19740 0,20952 

12 0,21256 0,21 560 0,21864 0,22169 0,22475 0,22781 0,23087 77 
13 0,23087 0,23393 0,23700 0,24008 0,243 16 0,24624 0,24933 76 
14 0,24933 0,25242 0,25552 0,25862 0,261 72 0,26483 0,26795 75 
15 0,26795 0,27 107 0,27419 0,2773 2 0,28046 0,28360 0,28675 74 
16 0,28675 0,28990 0,29305 0,29621 0,29938 0,302 55 0,30573 73 
17 0,30573 0,30891 0,3 1210 0,3 1530 0,3 1850 0,3 21 71 0,32492 72 
18 0,32492 0,3281 4 0,33 136 0,33460 0,33783 0,34108 0,34433 71 
19 0,34433 0,34758 0,3508~ 0,35412 0,35740 0,36068 0,36397 70 
20 0,36397 0,367:L ~217057 0,37388 0,37720 O~38053 0,38386 69 
21 0,38386 0,38721 0,39055 0,39391 0,39727 0,40065 0,40403 68 
22 0,40403 0,40741 0,41081 0,41421 0,41763 0,42105 0,42447 67 
23 0,42447 0,42791 0,43 136 0,43481 0,43828 0,44175 0,44523 66 

24 0,44523 0,44872 0,45 222 0,45573 0,45924 0,46277 0,46631 65 
25 0,4663 I 0,46985 0,47341 0,47698 0,48055 0,48414 0,48773 64 
26 0,48773 0,49134 0,49495 0,49858 0,50222 0,50587 0,50953 63 
27 0,50953 0,5 1319 0,5 1688 0,52057 0,5242710,52798 0,53 171 62 
28 0,53 171 0,53545 0,53920 0,54296 0,54637 0,55051 0,5543 1 61 
29 ~5431 , 0,55~ 0,561 94 3,56577 0,56962 0,5n48 0,57735 60 
30 0,5773510,58124 0,58513 0,58905 0,59297 0,59691 0,60086 59 

31 0,6008610,60483 0,60881 0,61280 0,61681 0,62083 0,62487 58 
32 0,62487 -0,62892 0,63 299 0,63707Io,64117 0,64528 0,64941 57 
33 0,64941 0,65355 0,6577 1 0,66189 0,66608 0,67028 0,6745 1 56 

34 0,6745 1 0,67875 0,68301 0,68728 0,69 1 57 0,69588 0,70021 55 
35 0,70021 0,70455 0,70891 0,7 1329 0,7 1769 0,72211 0,72654 54 
36 0,72654 0,73 100 0,73547 0,73996 0,74447 0,74900 0,75355 53 
37 0,75355 0,75812 0,76272 0,76733 0,77 196 0,77661 0,78129 52 
38 0,78129 0,78598 0,79070 0,79544 0,80020 0,80498 0,80978 51 
39 0,80978 0,81461 0,81 946 0,82434 0,82923 0,83415 0,83910 50 

-40 0,83910 0,84407 0,84906 0,8540S 0,85912 0,86419 0,86929 
-
49 

41 0,86929 0,87441 0,87955 0,88473 0,88992 0,89515 0,90040 48-
42 0,90040 0,90569 0,91099 0,91633 0,921 70 0,92709 0,93252 47 
43 0,93252 0,93797 0,94345 0,94896 0,95451 0,96008 0,96569 46 
44 0,96569 0,97 133 0,97700 0,98270 0,98843 0,99420 1,00000 45 

60 , 50' 40' 30' 20' 10' 0' I 'C 
------~----~----~CO~t-an-g-e-n~s--~ --~----~~--- ~ 
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~ I--::-:--,---:-:c-c----.---- Cotangens ~ 0' 10' 20' I 30~'-'1 ~4~0~'-'--~570'~~-6~0~'-

0 00 343,77371 171,88540 114,58865 85.93979 68,75009157,28996 89 
I 57,28996 49,10388 42 ,96408 38,18846 34,36777 31,2415828,63625 f8s 
2 28,63625 26,43 160 24,54176 22,90377 21,47040 20,20555 19,08114 87 
3 19,08114 18,07498 17, 16934 16,34986 15,60478 14,92442 14.30067 86 

4 14,30067 13,72674 13,19688 12,70621 12,25051 11,8261 7 11,43005 85 
5 11,43005 11,05943 10,71191 10,38540 10,07803 9,7881 7 9,5 1436 84 
6 9,5 1436 9,25530 9,00983 8,77689 8,55555 8,34496\8,14435 83 

7 8,14435 7,95302 7,77035 7.59575 7,42871 7,26873 7,11537 82 
8 7,11537 6,96823 6,82694 6,69116 6,56055 6,43484 6,31375 81 

9 6,31375 6,19703 6,08444 5,97576 5,87080 5,76937 5,67128 80 

10 5,67128 5,57638 5,48451 5,39552 5,30928 5,22566 5,14455 79 --
5,06584 4,91516 4,84300 hl7286 4,70463 78 II 5,14455 4,98940 

12 4,70463 4,63825 4,57363 4,5 1071 4,44942 4,38969 4,33148 77 
.13 4,33 148 4,2747 1 4,21 933 4,16530 4, 11256 4,06107 4,01078 76 

14 4,01078 3,96165 3,91364 3,86671 3,82083 3,77595 3,73205 75 
15 3,73205 3,68909 3,64705 3,60588 3,56557 3,52609 3,48741 74 
16 3,48741 3,44951 3,41236 3,37594 3,34023 3,30521 3,27085 73 

17 3,27085 3,2.3714 3,20406 3,17159 3,13972 3,10842 3,07768 72 
18 3,07768 3,04749 3,0178~ 2,98869 2,96004 2,93189 2,90421 71 
19 2,90421 2,87700 2,85023 2,82391 2,79802 2,77254 2,74748 70 -

20 2,74748 2,72281 2,69853 2,67462 2,65109 2,62791 2,60509 69 
- 21 2,60509 2,58261 2,56046 2,53865 2,5 1715 2,49597 2,47509 68 

22 2,47509 2,4545 1 2,43422 2,41421 2,39449 2,37504 2,35585 67 
23 2.35585 2,33693 2,3 1826 2,29984 2,28167 2,26374 2,24604 66 

24 2,24604 2,22857 2,21132 2,19430 2;17749 2,16090 2,1445 1 65 
25 2,14451 2,12832 2,11233 2,09654 2,08094 2,06553 2,05030 64 
26 2,05030 2,03526 2,02039 2,00569 1,99116 1,97680 1,96261 63 
27 1,96261 1,94&58 1,93470 1,92098 1,90741 1,89400 1,88073 62 
28 1,88073 1,86760 1,85462 1,84177 1,82906 1,81649 1,80405 61 
29 ~0405 _1,79174 1,77955 1,76749 1,75556 1,74375 1,73205 60 

00 1,73205 1,72047 1,70901 1,69766 ~68643 1,67530 1,66428 59 - 1,61074 1,60033 58 31 1,66428 1,65337 1,64256 1,63185 1,62125 
32 1,60033 1,59002 1,57981 1,56969 1,55966 1,54972 1,53987 57 
33 1,53987 1,53010 1,52043 1,51084 1,501 33 1,49190 1,48256 56 

34 1,48256 1,47330 1,46411 1,45501 1,44598 1,43703 1,4281 5 55 
35 1,4281 5 1,41934 1,41061 1,401 95 1,39336 1,38484 1,37638 54 
36 1,37638 1,36800 1,35968 1,35142 1,34323 1,33511 1,32704 53 

37 1,3 2 704 1,31904 1,31110 1,30323 1,29541 1,28764 1,27994 52 
38 1,27994 1,27230 1,26471 1,25717 1,24969 1,24227 1,23490 51 
39 1,23490 1,22758 1,22031 1,21 310 1,20593 1,19882 1,19175 50 
ro 1,19175 1,18474 1,17777 1,17085 1,16398 ~5715 1,15037 49 

41 1,15037 1,14363 1,13694 1,13029 1,12369 1,11713 1,11061 48 
42 1,11061 1,10414 1,09770 1,09131 1,08496 1,07864 1,07237 47 
43 1,072;37 1,0661 3 1,05994 1,05378 1,04766 1,04158 1,03553 46 

44 1,03553 1,02952 1,02355 1,01 761 1,01170 1,00583 1,00000 45 

I 60' I 50' I 40' I 30' I 20' I 10' I 0' "0 co 

Tangens 
.... 
0 



Die Geometrie. 89 

Zeichnen wir in Fig. 103, um das Wachsen der Winkelfunktionell zu 
verfolgen, vier verschiedene Winkel £x in den ersten Quadranten, so wiirde 
durch das Einzeichnen der Funktionen die Anschaulichkeit der Dar-

~-- -==;l~=F,,=t==:::;:j 
=--~~-~~~_~ ~~'-=="'sd...-~= 

Cf/ ~ Sinllskurve 0..:: Cosinuskurve 

Fig. 104. 

steHung leiden. Ubersichtlicher wird folgende Art: Wir denken uns den 
Kreis in D aufgeschnitten und zu einer Geraden gestreckt (Fig. 104). 
Dann liegen die vier Punkte auf dieserJ Geraden und bestimmen 

-J:: 
I 

\0 , 

~1,5 

----jlf 
-----=jO'5 

--\t-r---+-'--.+----+-7'-------+~+----.__j 

1,5 

Fig. 105. 

die Winkel IX im Bogenma13, wenn wir beachten, da13 der Umfang eines 
Kreises vom Radius 1 gleich 2.n ist. Statt des BogenmaBes kann natiir
Iich das GradmaB beibehalten werden, wie es Fig. 104 zeigt. Um den 
VerIauf der Funktionen, d. h. ihr Wachsen und Fallen, mit wachsendem 
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Winkel darzustellen, kommt es nicht darauf an, daB die Lange del' ab
gewickelten Kreislinie im MaBstabe 1 : 1 gezeichnet wird; es genugt, 
wenn gleiche Teilung vorgesehen wird und die Teilpunkte mit den ent
sprechenden Zif£ern in Grad odeI' in Bruchteilen von n bezeichnet werden. 
Die wagerechte Achse heiBt Abszissen- odeI' x-Achse, die iill Punkte 0° 
(Fig. 104) auf ihr senkrecht stehende Gerade heiBt Ordinaten- oder 
y-Achse (vgl. Abschnitt Physik, S. 128), zu den Winkeln als Abszissen 
zeichnet man Punkt fUr Punkt die Funktionen sin ~ und cos eX als Ordi
naten und verbindet die so erhaltenen Endpunkte del' Ordinaten durch 
stetige Kurven, die Si n us- und Cosin uslinie heiBen. Ingleicher Weise 
sind in Fig. 105 die Tangens- und Cotangenslinie gezeichnet. 

1. Steigende Funktionen. Benutzung del' Ta bellen: Die 
Funktionen sind von 10 zu 10 Minuten auf 5 Stellen hinter dem Komma 
angegeben. Die erste senkrechte Spalte enthalt die vollen Grade; sie 
wi I'd beim Aufschlagen einer Funktion fUr Winkel von 0 -;- 45 ° zuerst 
benutzt; z. B. sin 17° 40' = ? In del' ersten Spalte, S. 85, sucht man 
die 17 und geht wagerecht nach rechts, bis man die Spalte hat, die am 
Kop£ 40' zeigt. Wagerecht 17 nach rechts und senkrecht unter 40' am 
Kop£ ergibt sin 17 ° 40' = 0,30348. 

Fur cos42° 10' £indet man S. 86 wagerecht 42 nach rechts und senk
recht unter 10' am Kop£ cos42° 10' = 0,74120. 

Fur tg6° 50' £indet man S.87 wagerecht 6 nach rechts und senk
recht unter 50' am Kop£ tg 6° 50' = 0,11983. 

Fur ctg 25 ° 30' £indet man S. 88 wagerecht 25 nach rechts und senk
recht unter 30' am Kopf ctg 25 ° 30' = 2,09654 . 

Fur Winkel von 45° -;- 90° benutzen wir die Tabellen von unten 
nach 0 ben! Die rechte letzte Spalte gibt die vollen Grade, die Minuten 
zahlen unten wagerecht nach links. 

Fur sin 84 ° 50' £indet man S. 86 wagerecht 84 nach links und senk
recht tiber 50' am FuB sin 84 ° 50' = 0,99594. 

Fur cos63° 20' £indet man S. 85 wagerecht 63 nach links und senk
recht uber 20' am FuB cos63° 20' = 0,44880. 

Fur tg51 ° findet man S.88 wagerecht 51 nach links und senkrecht 
uber 0' am FuB tg51 ° = 1,23490. 

Fur ctg70° 40' £indet man S. 87 wagerecht 70 nach links und senk
recht uber 40' am FuB ctg70° 40' = 0,35085. 

Interpolation. Auch fUr Winkel, die zwischen den vollen Zehnern 
del' Minuten liegen, lassen sich die Tabellen mit ausreichender Annahe
rung benutzen. Es sei sin 28 ° 43' zu bestimmen. Die Tabelle He£ert 
sin 28 ° 40' = 0,47971 und sin 28 ° 50' = 0,48226; dazwischen liegt 
sin28° 43'. Nimmt man an, daB del' Sinus in jeder Minute um den 
gleichen Betrag zunimmt, so wachst er pro Minute um den 10. Teil del' 
Di££erenz zwischen sin 28 ° 40' und sin 28 ° 50', das ist um 

0,1' (0,48226 - 0,47971) = 0,1· 0,00255 = 0,000255; 
dann wachst der Sinus in 3' urn 

3 ·0,000255 = 0,000765 = 0,00077 . 
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E" muB auf 5 Stellen abgerundet werden, da die Tabellenwerte fiinf
stellig sind. Insgesamt erhalt man demnach fur 

-
sin28° 43' = sin28° 40' + Zuwachs infolge 3' 

= 0,47971 + 0,00077 = 0,48048 . 

Man nennt diese Art del' Ermittlung von Zwischenwerten Interpola
tion; die Tatigkeit heiI3t interpolieren. Setzt man, wie wir getan 
haben, gleichmiiI3ige Zunahme del' Funktion voraus, so heiI3t die Inter
polation geradlinig (vgl. Fig. 62). Die Differenz del' Tafelwerte heiI3t 
Tafeldifferenz. Urn Schreibarbeit zu sparen, laBt man Komma und 
Nullen hinter dem Komma weg, denkt sich also gewissermaBen die Zif
fern hinter dem Komma als ganze Zahl, so daB als Tafeldifferenz nicht 
0,00255, sondern 255 erscheint; del' Zuwachs pro Minute ware dann 
0,1 . 255 = 25,5; auf 3' kamen 3· 25,5 = 77. Diesel' Zuwachs muB 
dann auf ganze Zahlen abgerundet werden; er wird zu dem'kleineren 
Tafelwert folgendermaBen addiert: 

sin28° 40' = 0,47971 

Z h f ·· 3' 3 255 -" b' 2 I' hd T £ ld ff . ~uwac s ur =. = ,,(wo el 55gelC er ae i erenzlSt) 
10 

sin 28° 43' = 0,48048 

SoIl zu einer gegebenen Funktion del' Winkel gesucht werden, so 
geht del' Weg del' Losung in umgekehrter Richtung. Es sei tg <X = 0,76454; 
<X ist in Graden und Minuten zu bestimmen. Da tg <X < 1 ist, suchen wir 
in del' TabelIe S.87 von oben nach unten die nachst kleinere Zahl 
und finden 0,76272; del' dazugehOrige Winkel ist 37° 20'. Da tg37° 30' 
= 0,76733 ist, muB del' gesuchte Winkel <X zwischen 37 ° 20' und 37 ° 
30' liegen. Den genauen Wert finden wir wieder durch geradlinige Inter
polation. Wachst del' tg von 0,76272 auf 0,76733, d. h. urn 

0,76733 --- 0,76272 = 0,00461 , 

80 wachst del' Winkel urn 10'. Die Frage ist jetzt: Urn wieviel Minuten 
wachst del' Winkel, wenn del' Tangens von 0,76272 auf den gegebenen 
Wert 0,76454 wachst? 
Die Tafeldifferenz 733 - 272 = 461 erhOht den Winkel um 10'; 

die Differenz 454 _ 272 = 182 10· 182 = 4' 
"461 . 

Damit ergibt sich <X = 37 0 20' + 4' =37 ° 24'. 
2. Fa:Ilende Funktionen. Die Kosinus- und Kotangensfunktion 

fallen mit wachsendem Winkel; darauf ist bei del' Benutzung del' Tabel
len zu achten. Es sei ctg11 ° 17' zu bestimmen. Die Tabelle S.88 
liefert ctg 11 0 10' = 5,06584 und ctg 11 ° 20' = 4,98940. 
Wachst del' Winkel urn 10', so falIt die ctg urn 5,06584 - 4,98940; wachst 

5,06584 - 4,98940 . 
del' Winkel urn 7', so £alIt die ctg urn 10 . 7. Schrelbt 
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man auch hier ohne Kornma, so wird 
ctg 11 0 10' = .\06;)84 

.-ibnahrnc fur 7' = 7· 7644 = 5351 
10 

ctg 11 0 17' ~ 5,01233. 
Es sei cosa = 0,55300; a ist gesueht. Als nachst groBere n 

Wert findct man m der Tabelle S.85 0,5.54:36, zu dem der Winkel 
56 0 20' geh6rt; cos 56 0 30' ist gleich 
0,55194, die Tafeldifferenz also [.")5] 436 
-- [53] 194 = 242. Jetzt lautet die Frage: 
1:m wieviel Minuten wachst der Winkel, 
wenn der Cosinus . von 0,55436 auf den 
gegebenen Wert 0,55300, d. h. urn/53] 436 

)I..£------:c:---.....L-~B _ [55] 300 = 136 £allt? 
Fig. 106. Die Tafeldi££erenz 436 - 194 ~~ 242 erh6ht 

den Winkel urn 10' ; 
die Differenz 436 _. 300 = 136 erh6ht den Winkel um 10'. 136 = 6' . 

242 
Damit ergibt sich a = 56 ° 20' + 6' = .'56 0 26'. 

Das rechtwinklige Dreieck. 
Das rechtwinklige Dreieek ist bestimmt, wenn zwei Seiten oder eine 

Seite und ein spitzer 'Winkel gegeben sind. Daraus ergeben sieh vier 
Grundaufgaben. 

1. Gegeben die Hypotenuse c (Fig.l 06) und ein spitzer Winkel, z. B. a . 

Aus sin a= ~ folgt a = c· sin a; aus cos a ==!!- folgt b = c . cos ex 
c c 

Aus ex + fJ = 90° folgt fJ = noo - ex. 
2. Gegeben die beiden Katheten a und b. 

Aus 
a 

tg a = b folgt a mit Hil£e der Tabellen, 

a + fJ == 1)0 0 /1 = 90 ° - a 
(1,2 + b2 = c2 . C = V (1,2 -....::7)2. 

3. Gegeben die Hypotenuse c und eine Kathete (1,. 

Aus a 2 + b2 = c2 folgt b = Vez ~ (1,2 

. a 
sma = - a mit Hilfe der Tabellen. 

c 
a+fJ=90° fJ=900-a. 

4. Gegeben eine Kathete a und ein spitzer Winkel ex. 
Aus a + fJ = 90° £olgt fJ = 90° - a 

" 

. a 
SIna = -

c 
a 

tgex = b " 

(1, 

c = sin a 

b = a 
tg a 

oder b=a·ctg<x. 
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Beis piele. 1. Es sind die Langen der t-;tabe a, c, d (Fig. 107) zu he
»timmen. In dem rechtwinkligen Dreieck BE 0 ist 

OE = 1,8- 0,5 ~ 1,3 m; 

B E ~= 0,6 m, also a = y 1,3 2 -t- 0,6 2 =- 1,432 m . 
In dem rechtwinkligen Dreieck AE B ist c = l' 0,5 2 +- 0,62 = 0,781111 . 
In dem rechtwinkligen Dreieck FBD ist d = (1,92 + 0,:5-2' = 1,965111. 

2. Es 1st die Lange OG des Lotes von 0 auf AB zu bestimmen. Mit 
·:c OAO = a wlrd in clem rechtwinkligen Dreieck OGA 00 = b. sina. 

BE 0,6 
Der Winkel a folgt aus tga = = 1 2 

AE 0,5 ,. 
Die Tahelle K 88 

liefert a = 50° 11'; so
mit sina = sin fiO° 11' 

== 0,768, 00 = 1.8 
. 0.768 = 1,382 m . 

'WiIlman sin a ohne 
Tabelle aus tga = 1,2 
errechnen. so verhilft 2,5 
Gleichung (17) dazu. 

I 

1. 
,. tg a 
d.US SIn a = 

VI + tg2a 

f I · 1,2 
a gt sma = 

yl-1- 1,22 

~~ 0,768. 
Fig. 107. 

3. Es solI en die Gleichgewichtsbedingungen 2' H = ° und 2' V = 0 
fiir die t-;tabspannkr1:ifte 8 1 , 8 3 und 8 1 aufgestellt werden, die im Punkte 
B des Kranes angreifen. Mit den Bezeichnungen der Fig. 107 folgt aus 
2' H = 0: HI - H3 - Hi = 0 und infolge HI = 8 1 • cos/I; 

H 3 =83 'cosa; Hi=Si'COSY wird 
8 1 , cosfl- 8 3 , cosiX -- 8 4 cosy = O. 

a bestimmt sich aus dem rechtwinkligen Dreieck ABE: 

tga = °o'~ = 1,2, also a = 50° 11'; cosa = 0,641; sina= 0,768. 
,,) 

j/ bestimmt sich aus dem rechtwinkligen Dreieck BE 0: 

tgfJ =-.c ~6 = 0,462 ; /1 = 24° 48'; cosf3 = 0,908; sin/1 = 0,419. 
1,3 

)' bestimmt sich aus dem rechtwinkligen Dreieck D F B: 

tg" = ~- = 4 2' Y = 76° 36'; cosy = 0,232; siny = 0,973. 
f 0,5 " 

Dell1nach liefert 2 H = 0 die Bestimmungsgleichung: 

0,908 . 8 1 - 0,641 . 8 3 - 0,232' 8 1 = O. 

2T=0 ergibt 
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1nfolge 
VI = 8 1 , sinfJ; V3 = 8 3 • siniX; Vi = 8 i • siny 

geht 8 1 , sinfJ+ 8 3 , siniX - 8,1' siny = 0 
iiber in 0,419.81 + 0,768 . 8 3 - 0,973 . 8,1 = O. 
1st 8 1 bekannt, lassen sich 8 a und 8,1 mit Hilfe diesel' beiden Gleichungen 
errechnen (vgl. Abschnitt Mechanik, S. 160). 

4. Es ist die Kraft P zu bestimmen, die ohne Riicksicht auf Reibung 
die Last Q (Fig.108) hinaufzieht. Ersetzt man die schiefe Ebene durch 
ihren Normaldruck N und zerlegt die 3 Krafte P, N, Q in ihre Seiten
krafte in Richtung der schiefen Ebene und senkrecht dazu, so erfordert 
~ X = 0: P - Q . sin iX = 0; ~y = 0 liefert N - Q . cos ex = 0 . Dam us 
P = Q . sin ex und N = Q . cos ex . 

1----- Z,5m--f---

Q-100kg 

Fig. 109. 

5. Die Spannkriifte in dem Seil ACE sind zu bestimmen (Fig. 10H). 
Die 3 Kriifte Q 8 1 8 2 am Punkte C sind im Gleichgewicht; folglich 
miissen die Gleichgewichtsbedingungen erfiillt sein. ~ H = 0 liefert 
(Dreieck DFG und Dreieck EFH in Fig. 114): 

odeI' 

odeI' 

Aus (1) 

DG-EH = 0 

8 1 , cos ex .- 8 2 , cosfJ = 0 . 
lie£eI't 

DE-HF-FG=O 
Q - 8 2 , sinfJ- 8 1 , sinex= O. 

folgt 8 8 cos ex. . 2 'b 
2 = l' '-fJ ; emgesetzt m (' ) ergl t 

cos 

Q a cos ex . fJ 8 . 
- 01' _ ...• SIn - l' sm ex = 0 

COS(3 

Q 8 ( COS ex . ~ . ) 
- l' --(3-' sm!, + sm ex = 0 

cos. 

. ( cos ex. . cos fJ ) Q - 8 1 • ." • smfJ + sm ex . -- = 0 
COSfJ cosfJ 

Q_ 8 . _cos ex . siIl~_-ts~Il ex . cos fJ = 0 
1 cos fJ 

, cos fJ .s = Q .. __ ._-_ ... _-
·1 sin ex . cosfJ + cos ex . sinfJ 

(1) 

(2) 
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Der Nenner ist, wie spater gezeigt wird (vgl. Beispiel 10; S. 97), gleich 
sin (eX + fJ); damit wird 

8 1 = Q. cosfJ 
sin (eX + fJ) 

8 = 8 I • C?S eX = Q . __ cos p _. cos eX = Q. _ cos eX 
2 cos fJ sin (eX -+- fJ) cos fJ sin (eX -+- fJ) 

1,2 
tgeX= - =048 folgt iX=25°48' und cosiX=O,HOO. 

2,5 ' 
_\us 

0,9 fJ = 24° 13' 
tg fJ = 2 ° = 0,45 folgt ---p--o -, 

, iX+ =501 
Aus 

und cosfJ = 0,911, sin(iX + p) = 0,7q6 

8 1 = 100· 0~'?711 = 119 kg,' 8 2 = 100. ~,9_ _--0 117 k 
, 66 0,766 g. 

6. Es sind die Projektionen der Strecke AB (Fig. 110) auf die Wage
rechte x und Senkrechte y zu bestimmen. Lotet man die EndpunkteA 
und B auf x und y, so erhalt man AIBI bzw. A 2B2. Aus AIBI = AG 

Iy l' -f-- IB 

V I P I 
I ()(. 1 

Az A - --iC 
I I I --.1-- -101....-___ -.....;)1.,,1:-.-. - X 
i lA, H 8 1 

Fig. 110. 

folgt in dem rechtwinkligen Drei
eck AOB 

AIBI = AO = AB· COSiX. 

o C r-- f--b 

h 
I 
I 

a: 1 

Aus A2 B2 = AD folgt aus dem rechtwinkligen Dreieck A DB 
A2B2 = AD = AB· sin eX . 

Bemerkung: Stellt A Beine Kraft P dar, dann. ist Al BI = H 
= p. cos IX- die wagerechte, A2B2 = p. sin eX die senkrechte Seitenkraft. 

8. Aus a, eX, P und h sind die iibrigen Seiten des Trapezes (Fig. HI} 
zu berechnen. 

Das rechtwinklige Dreieck ADD' liefert infolge 
DD' h DD' h 

sin eX = AD = . -- - infolge tg IX- = A-D' AD' = --
AD smeX tgeX 

Das rechtwinklige Dreieck BOO' liefert infolge 
. 00' h. 00' h 

,:;mp = BO BO = sinp' mfolge tgp = BO' BO' ""- tgfJ 

Aus OD = O'D' = AB -- AD' -- BO' folgt 

b ~ a - t: eX t: fJ oder b = a - h ( t: iX ' t~ P ) 
b = a - h (CtgiX + ctgP), 



Mathpmatik. 

z. B. a =- ;i2 nun; a = 70 ° 20' ; /1 = 57 0 1;)'; It = 30 mm . 
30 :30 

AD = sin70 0 20' ~= 0,942 = 31,9 mm, 

BC ___ 30 _ _:30 _ 
- . "~o 1"' - 083( -- 36,2 mm, sm;)'.) ,.I 

b ~ .,)2 - 30 (ctg70° 20' + ctg57° El') = 52- ao· (0,357 +0,647) 
= 21,!J mm. 

7. enter der ~teigung einer Geraden versteht man die trigonome
trische Tangente ihres Keigungswinkels gegen die Wagerechte und gibt 
diesen vVert in der Form 1: n oder in Prozenten an. In Fig. 112 ist 

1 J! 
tga = - = : z. B. eine StraJ3e habe C 

n 100-

I 

!p 
I 

:..c- - -on --- I 
~----~100---~ 

Fig. 112. 

!J 
/1 

r /1 
I I 

AI 

Fig. 113. 

die Steigung 1 : 50, dann ist ihr X eigullgswinkel infolge tg a = 
50 

= 0,02: a = 1 ° 10'. Auf 100 m steigt sie um 2 m; ihre Steigung 
betriigt 2 () O. 

Das schiefwinklige Dreieck. 
Die Aufgabe heiJ3t: Es sind Beziehungen zwischen den i::leiten und 

Winkeln des Dreiecks aufzustellen. 
1. Del' Si n ussa tz. In 1<'ig. 113 sind a und b zwei Seiten. a und /1 die 

entsprechenden gegeniiberliegenden Winkel. Zieht man clie Hi.ihe CD_ 
so folgt aUf; clem rechtwinkligen Dreieck ACD 

. CD 
slna = 

b 
und claraus CD = b . sin IX • 

Aus clem rechtwinkligen Dreieck BCD folgt 
• J CD 

Slil/' = a 
und claraus CD = a· sinf1. 

Wir erhalten, da die linken ~eiten beider Gleichungen gleich sind. 

b • silla = a . sinj1 odeI' 
a 
b 

sin a 
sinj1 

FiiJlt man das Lot von A auf BC, so erhiilt man 
b sin!' 

c . sinf1 = b . sin)' odeI' 
c sin )' 
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}'allt man das Lot VOll B auf AO, so erhalt man 

c = siny 
e . sin IX = a . sin I' oder 

a sin ex 

Die drei Gleichungen ergeben die fortlaufende Proportion 
abe 

a : b : e = sin ~ : sin (3 : sin I' oder -. -- = -. -(3- = . 
sm IX sm . sm I' 

!:I7 

1st 0 der Mittelpunkt des umbeschriebenen Kreises, so ist 0 BA' ein 
rechtwinkliges Dreieck, in dem -9::: OA' B = OA B = ex ist, und aus dem 

sin ex = ~, d. h. . .. ~ = 2 r folgt. Da-
2r smex 

mit geht unsere Gleichung iiber in 
abe 

o 
----=-- =--=2r. 
sin ex sin (3 siny n 

2. Der Kosinussatz. Aus demrechtwink- r 
ligen Dreieck BOD folgt 

a2 =OD2+BD2=OD2+ (e-AD)2. E 
Mit 0 D = b . sinIX (aus dem rechtwinkligen Fig. 114. 

Dreieck ADO) und AD = b . cos ex wird 
a2 = (b sin ex) 2 + (e - b . cos ex)2 = b2 • sin 2ex + e2 - 2 be. cosex + b2 cos 2 ex 

= b2 (sin2 ex + cos 2 ex) + e2 - 2 be· cosa 
oder, da nach Gleichung (10) sin2 ex + cos 2 ex = 1 ist, 

a 2 = b2 + e2 - 2be· cosex. 
In gleicher Weise erhalt man 

b2 = a 2 + e2 - 2ae· cos(3 und e2 = a 2 + b2 - 2ab . cosy. 
Beispiele. 10. Lost man in Beispiel 6 die Aufgabe zeichnerisch, 

so erhalt man das Dreieck DEF. Mit den Bezeichnungen der Fig.1l4 
wird nach dem Sinussatz 

Q : 8 1 = sin (ex + (3) : sinDEF unddaraus 8 = Q. sinDEF. 
1 sin(ex+ (3) 

Mit sinDEF = sin (90° - (3) = cos(3 geht die Gleichung tiber in 
cos (3 8 1 = Q. -- _. 

sin(ex + fJ) 
}'erner ist nach dem /::linussatz 

. Q. sinEDF 
Q : 8 2 = sin (ex + (3) : sinEDF, d. h. 8 - ....:.,----=--

2 - sin(ex + (3) • 
Mit sinEDF = sin(90° - ex) = cos ex erhalt man 

8 = Q . _. cos ex 
2 sin (ex + (3) 

11. Yon einem Dreieck seien die Seite a und die Winkel ex und Ii 
gegeben. 

a = 50 mm; eX = 110° 45' ; P = 35 ° 30' . 

Aus a: b = sinex : sin/] folgt b = a. sin(3 
sin ex 

Win k e 1, DeT prakt. Maschinenbauer II. 1. 7 
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Jferller i::;t Y = HW 0 - (iX + fJ) . 

Aus a : c = sin IX : sin Y folgt 
SillY c=a·-.-, 
smiX 

oder (Fig,lI3) AB = c = b . COSiX + a· cosfJ. 
Der Flacheninhalt des Dreiecks ist F = ~- . c . OD (Fig, 79). 

" , . sinfJ . siny 
Mit OD = a· smfJ wIrd F = ~ . c· a· sm,'! = l- a2 '---, ---. 

" v" SIn iX 

"a.hlenbel'spl'el'. b _ 50 . _ sin 35 ° ~O' _ 50. sin35 ° 30' = 50 .9,581 
LJ - sinlI0045' - sin690 15' 0,935 

b = 31,1 mm 
iX = 110° 45' 
fJ = 35° 30' 

iX + fJ = 146° 15' 
180° = 179° 60' 

sin33° 45' 
c = 50· sinlI00 45' 

= 50. 0,556 
c 0,935 

y= 33°45' c=29,7mm 
F = 1.502. sin35° 30' . sin33° 4~' 

"2 sinlIO° 45' 

= i. 2500· 0,58~ 0,556. F = 433 mm2, 
0,935 ' 

12. Es ist die Resultante R (Fig.lI5) aus den Seitenkraften PI und 
P2 und dem von ihnen eingeschlossenen Winkel zu berechnen. In dem 
Dreieck AOD ist .g:AOD = 180° - iX, OD = PI' folglich nach dem 
Kosinussatze 

R2 = Pi + P~ - 2 PI P 2 • cos(180° - iX). 

Mit cos (180° - iX) = - COSiX, vgl. Gleichung (26), wird 

R = yPi + P~ + 2 P 1 P 2 ~CoS;X, 
Die Neigung fJ der Resultante gegen PI ergibt sich aus dem rechtwink
ligen Dreieck AD E zu 

DE 
tgfJ= AS + BE 

P 2 • siniX 
--=:------'=-, 
PI + P 2 ' COSiX 

Zahlenbeispiel: PI = 4,5 t; P 2 = 3 t; iX = 80°; COSiX = 0,174; 
siniX = 0,985 

R == Y4,5 2 + 32+ 2 . 4,5 . 3 . 0,174 = "" 5,83 t 

t i-I 3 . 0,985 2,955 0589 i-I = 30° 30' . 
gl' = 4,5-IT--0}74 -5,022 =, ; I' 

Die Funktionen von Winkelsummen. 

In dem Beispiel 5 S,94 ergab sich 8 1 = Q . ----;- ;OSfJ , fJ' 
sm iX • cos + cos iX • sm 

Beispiel 10 S. 97 ergab £iiI' dieselbe Aufgabe 8 1 = Q. _ cosfJ -. 
sin (iX + fJ) 
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Aus S1 = S 1 folgt 
sin(.x + (3) = sin.x . cosf3 + COS.x • sinf3 .......... (29) 

Zu demselben Ergebnis gelangt man mit Hilfe der Fig. 116, der der 
Kreis mit dem Radius 1 zugrunde gelegt ist. Halt man an der Erklarung 
fest, daB der Sinus gleich dem Lot vom Endpunkt des beweglichen 
Radius auf den £esten ist, so wird 

sin (.x + (3) = E A = ED + D A . 
Aus dem rechtwinkligen 

Dreieck ED C £oIgt 
ED = EO· cos e\: . 

Aus dem rechtwinkligen 
Dreieck EO 0 folgt 

EO = sinf3. 
Wegen 0 D = A B wird 

DA=OB. 
Aus dem rechtwinkligen 

Dreieck 0 B 0 folgt 
o B =OO·sin.x. 

Fig. 117. 

Aus dem rcchtwinkligen Dreieck 00 E £oIgt 00 = cos f3 . 
~ Setzt man die gefundenen Werte in die Gleichung fiir sin(e\: + (3) ein, 
"so erhalt man sin(e\: + (3) = sin.x· cosf3 + cos.x· sinf3. 
In gleicher Weise liefert die Fig. 116 

COS(iX + (3) = OA = OB - AB 
OB = 00· COSiX = cosf3. COSiX 

foIgIich 
AB = OD = EO· siniX = sinf3. siniX, 

cos (iX + (3) = cos iX • cos fJ - sin iX • sin fJ . •••.•••• (30) 
Die Formeln 29 und 30 gelten auch fur iX + f3 > 90 0 • 

Mit den Bezeichnungen der Fig. 117 erhalt man in ahnlicher Weise 
sin (e\: - fJ) = E A = 0 B - 0 D 

o B = 00· siniX = cosf3. siniX 
OD = EO· COSiX = sinfJ· COSiX 

sin(iX - fJ) = siniX' cosf3 - COSiX' sinf3 ... '" " (31) 
coste\: - (3) = OA = OB + BA 

OB = 00· COSiX = cosf3· COSiX 
BA = DE = EO . siniX = sinf3 . sine\: 

coste\: - (3) = COSiX' cosf3 + siniX' sin/) ........ (32) 

( .. ! t t . d' GI' h (.) sin(iX+f3) d b De z man III Ie elC ung tg (.x + p) = -- -- -- - ie e en ge-
cos (iX + fJ) 

fundenen Werte (29; 30) ein, so ergibt sich 
tgiX + tgf3 

tg (iX + (3) = I~ .••....••.....• (33) 
I-tgiX·tgp 

In gleicher Weise erhalt man 
. tgiX - tgfJ 

tg (e\: - (3) = I + tg;X~ tgf3' . . . . . . . . . . . .. (34) 

7* 
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Setzt man in (29) (J = IX, so geht (29) tiber in 
sin(IX + IX) = sin~' COS£% + COSIX • sin IX 

sin 2 IX = 2· sin IX . cos IX ................... (35) 
Aus Gieichung (30) folgt 

COS(IX + IX) = cos IX . cos IX - sinlX . sin£% 
cos21X = cos2 x - Sin2 IX ................... (36) 

Setzt man ferner in (29) x + fJ = x 
x-fJ=y 

addiert: 2IX _ x + y 

subtrahiert : 2fJ = x - y 

so erhiiIt man ffir (29) und (31) 

oder 

oder 

x+y x=--
2 

x-y 
(3=--, 

2 

. . x+y x'-y . x-y x+y 
SInx = sIn-2- . C08-2- + sm-2- . cos-2- -

. . x+y x-y . x-y x-y 
sIny = sIn--' cos-- - sIn--' cos--

2 2 2 2' 
Durch Addition beider Gleichungen ergibt sich 

. . 2' x + y x - Y (37) smx + smy = . sm--2 --· cos --"2- ....... . 
Durch Subtraktion heider Gleichungen ergiht sich 

. . - 2 x+y. x-y 
SInx - sIny = . cos • SIn 

2 2 
......... (38) 

Durch Division von (37) und (38) erhiiIt man 
x+y tg-----

sinx + siny x + y x - y 2 (39) 
--::-=--- = tg-2- • ctg-2- = ..... 

sinx - siny x - y 
tg-2-

. a sin IX a + b sinlX + sinfJ 
Nach dem Smussatz war -b = ~ ; daraus --b- = sml-' a - sinlX - sinfJ . 
Unter Benutzung der Gleichung (39) erhiiIt man 

a+b ----
a-b 

IX+fJ tg-2--

x - fJ ................. (40) 

tg 2 

Gleichung (40) ist unter dem' Namen "Tangenssatz" bekannt. 
Beispiele. 13) In Fig. 118 istdiewagerechteKraft Pzu bestimmen, 

die die Last Q bergan zieht, wenn die Reibungziffer f1, = tg Q ist. 
Das Gleichgewicht erfordert, daB die algebraische Summe samtlicher 

Seitenkrafte in Richtung der schiefen Ebene und senkrecht dazu gieich 
Null ist. In Richtung der schiefen Ebene wird 

p. cosx - Q. sin IX - R = O. 
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Senkrecht zur schiefen Ebene wird 
P . sin ~ + Q • cos ~ - N = O. 

AuBerdem ist R = f1, • N . 
P • cos ~ - Q • sin ~ - f1, • N = 0 I + 1 

P . sin ~ + Q . cos ~ - N = 0 . - f1, 

p. cos~ - f1, • p. sin~ - Q. sin~ - Jt • Q . cos~ = 0 
P (cos~ - f1,' sin~) - Q (sin~ + f1,' cos~) = 0 

sine 
f1, = tge = ---

cosl? 

p(cos~- sine .sin~)=Q(sin~+ sine .cos~). 
cose case 

MuItipliziert man diese Gleichung mit cos e, so erhiiIt man 
P (cos~· case - sin~· sine) = Q (sin~. case + cos~· sine) 

p. cos (ex + e) = Q. sin (~ + e) 

P = Q. sin (ex + e) = Q . tg (~ + e) . 
cos(~ + e) 

14) Mit Hilfe des Tangenssatzes laBt 
sich Beispiel 12 folgendermaBen lasen: 

tg 'Y + fJ 
2 

'Y-fJ' 
tg-2-

'Y+fJ ~ 
Aus 'Y + fJ = ~ folgt --2- = 2' 

folglich 
Fig. 118. 

'Y - fJ P l - P 2 ex 4,5 - 3 ° 1 
tg-- = . tg- = . tg40 = -·0,83910 

2 P l + P 2 2 4,5 + 3 5 

tg~fJ =0168· 'Y-fJ =9°33' 
2 " 2 

Aus dem Sinussatze folgt 

'Y+fJ =400 
2 

'Y = 49° 33' 
fJ = 30° 27'. 
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R: P 2 = sin(180° - ~): sinfJ oder 

= 5,83 t. 

R = P • sin ~ = 3. 0,985 . 
2 sinfJ 0,507 

3. Korperlehre oder stereometrie. 
Auf S. 53 war der Karper im Sinne der Geometrie erklart als ein 

Teil des Raumes, der allseitig von Flachen begrenzt ist. Sind die Flachen 
eben, so nennt man sie Seiten; die Geraden, in denen sich zwei ebene 
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Seitenflachen schneid en, heiBen Kanten; die Schnittpunkte der Kanten 
sind die Ecken des Korpers. 

Legt man die ebene Seitenflache eines Korpers auf zwei Spitzen, 
so liegt der Korper noch nicht fest. Er kommt erst zur Ruhe, wenn wir 
diese Seitenflache durch einen dritten Punkt stiitzen, der nicht auf der 
Verbindungslinie der beiden andern liegt. Ziehen wir durch den dritten 
Punkt beliebige Geraden nach den Punkten der Verbindungslinie der 
beiden andern, so fallen aIle diese Geraden in die ebene Seitenflache. 
Auch jede Gerade, die der Verbindungslinie der beiden ersten Stiitz
punkte parallel ist und durch einen dritten Punkt in der Ebene geht, 
fallt in allen ihren Teilen in die Ebene. Durch diese Beobachtungen 
sind wir in den Stand gesetzt, anzugeben, wodurch die Lage einer Ebene 
im Raum bestimmt ist: 

1. durch drei Punkte, sofern sie nicht auf einer Geraden Hegen; 
2. durch einen Punkt und eine Gerade, sofern der Punkt nicht auf 

der Geraden liegt; 
3. durch zwei sich schneidende Geraden, 
4. dureh zwei parallele Geraden. 
iller die Darstellung des Korpers in der Ebene vergleiche Absehnitt 

Proj ektionszeiehnen. 
Das Prisma. Bewegt man ein ebenes Vieleck so langs einer Ge

raden, daB es sich stets parallel bleibt, so erhalt man ein Prisma. Steht 
die Fiihrungsgerade senkrecht auf der Ebene des Vielecks, so heiBt das 
Prisma gerade; steht sie sehief, so heiBt auch das Prisma sehief. Aus 
der Entstehung des Prismas folgt, daB samtliehe Seitenkanten gleich 
lang sind. 1st das erzeugende Vieleek ein Reehteck, so nennt man das 
Prisma Quader. Der Quader wird zu einem Wiirfel, wenn man ein 
Quadrat langs einer senkreehten Fiihrungsgeraden versehiebt, die gleich 
der Lange der Quadratseite ist. 

Die Raumeinheit ist das Kubikmeter (m2) als Rauminhalt eines 
Wiirfels von der Kantenlange 1 m (vgl. Abschnitt Physik, S.117). 

Urn den Rauminhalt eines Quaders zu ermitteln, denken wir uns 
eine Schicht iiber der GrundfHiehe von 1 cm Hohe. Ist die Grund£laehe 
a cm lang und b cm breit, so enthalt sie a X b Quadrate mit der Seiten
lange 1 cm. Fur a = 5 em und b = 6 em erhalten wir beispielsweise 
5 X 6 = 30 Quadrate von je 1 em Seitenlange. Da nun auf dieser 
Grund£laehc eine Sehieht von 1 em Hohe liegen solI, so konnen wir diese 
Sehieht aus a • b (im Beispiel 5 . 6 = 30) WiirfeIn bestehend auffassen, 
die eine Kantenlange von je 1 cm haben. Der Inhalt aller Wiirfel, und 
das ist der Rauminhalt der Sehieht, betragt dann a· b· 1 em3• Jetzt 
nehmen wir eine Hohe des Quaders von c em an, dann konnen wir c sol
eher Sehiehten gesehnitten denken. Da jede Sehieht a· b em3 Inhalt 
hat, haben c Sehiehten, und das ist der Rauminhalt des ganzen 
Quaders, ein Volumen von 

V = a . b • c ems. 

In unserm Beispiel sei c ~ 4 cm; dann wird V = 5 . 6·4 = 120 cms . 
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Sind die KantenUingen keine vollen Zentimeter, so messen Viir in Milli· 
metern. Es mrd z. B. : 
bei a = 5,4 em; b = 6,1 em; c = 4,3 em; a = 54 mm; b = 61 mm; 
c = 43 mm, 

V = 54·61·43 = 141642 mm3 , 

oder da 1 em3 = 10 . lO· lO = 1000 mm3 ist V = 141,642 ems. 
Allgemein werden wir sagen: Man erhalt die MaBzahl £lir den Rauminhalt 
eines Quaders, wenn man die MaBzahlen der drei aneinanderstoBenden 
Kanten miteinander multipliziert. . 

Fur ein Prisma mit einem beliebigen n-Eek als GrundfHiehe mrd der 
Rauminhalt 

V =F· h, 
wenn F der Flacheninhalt der Grundflache und h die H6he des Prismas 
ist. Aus den MaBeinheiten der Langen ergibt sich die MaBeinheit der 
Grundflaehe und damit die MaBeinheit fur den Rauminhalt. 1st z. B. 
h in cm gemessen, so ist F in em 2 auszudrucken; fur V ergibt sich 
dann emS als MaBeinheit. 

Beispiel: Ein seehsseitiges Prisma mit regelmaBiger Grund£laehe 
sei hem hoeh; die Seitenkante des regelmaBigen Sechsecks sei a em. 
Der Rauminhaltist zu berechnen. Aus V = F • hfolgtmitF = i-. a2 .}'3 

V = i- .}'3 . a 2 • h. 
Mit a = 5 em und h = 8 em ergibt sich 

3 - ,{9 
V = '2·13 .5 2 .8 = 300· f3 = 519,62 em3 • 

Die Mantelflaehe eines geraden Prismas, dessen Grundflaehe ein 
n-Eck ist, wird aus n Rechteeken gebildet, die alIe gleiehe H6he haben; 
ihre Grundlinien sind die Seiten des n-Ecks, die Hohe ist gleich der Hohe 
des Prismas. Sind a 1 ; a2 ; aa usw. die Seiten des Grundflaehen-n-Ecks, 
und ist h die Hohe des Prismas, so ist die Mantel£lache 

M=h'(a1 +a2 +aa+ .... } 

oder, da a1 + a2 + aa + .... = u, dem Umfang des n-Ecks, ist, 

M=h·u. 
Urn die Oberflaehe des Prismas zu erhalten, hat man der Mantel

£lache den Inhalt der Grund- und Deckflache hinzuzufiigen, so daB 

O=M+2F 
wird, wenn man mit F den Inhalt der Grund£laehe bezeichnet. 

Die pyramide. Verbindet man die Punkte eines Vielecks mit einem 
Punkte auBerhalb der Ebene des Vielecks, so begrenzen die Verbindungs
linien und das Vieleck eine Pyramide. Der auBerhalb der Ebene des 
Vieleeks gelegene Punkt heiBt Spitze, das Vieleck Grundflaehe der 
Pyramide. Dasvon der Spitze auf die Grund£laehe gefalIte Lot ist die 
Hohe der Pyramide. Die Oberfmche der Pyramide um£a13t die Grund· 
und die Mantel£lache, die aus Dreiecken beRteht, deren Grundlinien 
die Seiten des Vielecks sind. 
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1st die Grundflache ein regelniaBiges Vieleck, und liegt die Spitze 
senkrecht tiber dem Mittelpunkt der GrundfHiche, so heiBt die Pyramide 
gerade. In diesem FaIle sind die Seitenkanten gleich lang, die Seiten
fHi-chen gleichschenklige Dreiecke. 

Schneidet man parallel zur Grundflache durch eine Pyramide, so 
erhalt man Figuren, die der Grundfliiche ahnlich sind. Die Inhalte der 
Schnittflachen verhalten sich ",ie die Quadrate ihrer Abstande von der 
Spitze (Fig. 119). 

Da die Schnittflachen parallel sind, ist AIBIII A B; AIFIII AF und 
BIFIII BF. Dreiecke mit parallelen Seiten sind wegen der Gleichheit 
der Winkel (vgl. S.77) ahnlich, d. h. /::; AIFIBI eX> /::; AF B. In 

/I 

s 

c 
Fig. 119. 

gleicher Weise laBt sich die AIm
lichkeit der tibrigen Teilflachen 
nachweisen, so daB die Schnitt
fliichen als Summen der Teilflachen 
e benfalls ahnlich sind. 

Aus der Ahnlichkeit der Drei
ecke AIFIBI und AFB folgt 

AIBI :AB = AIFI :AF. 
Die Parallelen AIFI und AF liegen 
aber in einer Ebene durch die Achse 
8 F der Pyramide und sind in diesen 
Katheten in den rechtwinkligen 
Dreiecken AIFl 8 und AF8. Aus 

o der Ahnlichkeit dieser rechtwink
ligen Dreiecke folgt 

AIFI : AF = 8F1 : 8F. 
Fallt man von F das Lot F G = 0 auf 
AB und von FI das Lot FIGI ~ (21 
auf AIBI , so sind die Flacheninhalte 

AIFIBI=tAIBI'I21 und AFB=lAB·(]. 
Aus der Ahnlichkeit der rechtwinkligen Dreiecke AIGIFI und AGF 
£olgt (]l : (} = AlGI: AG = lAIBI : !AB; dividiert man die beiden 
Flacheninhalte durcheinander, so ergibt sich 

AIFIBI tAIBI . (21 d 't (]l l AIBI 
AFB tAB.(] 0 ermI "(!= lAB 

AIFIBI ~ ~ 
= -

AFB AB2 8F2 
Da sich samtliche Teildreiecke der Schnittfiguren wie § Fi : 8 F2 ver
halten, so verhalten sich auch die Schnittfiguren selbst wie 8 Fr : 8 F2 , 
d. h. wie die Quadrate der Abstande von der Spitze. . 

Der Rauminhalt der Pyramide. Wir denken uns zunachst ein 
gerades dreiseitiges Prisma ABGDEF (Fig.120a) und legen durch 
EDG einen Schnitt. Dadurch wird von dem Prisma die dreiseitige 
Pyramide Fig. b abgetrennt und iibrig bleibt die vierseitige Pyramide 
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(Fig. c). Diese zerlegen wir durch den Schnitt EDB in die beiden drei· 
seitigen Pyramid en Fig. d u. e, so daB das Prisma in die 3 Pyra. 
miden I, II und III zerlegt ist, von denen I und III gleiche Grund£lache 
und Rohe haben. Die beiden Grundflachen sind DOF in I und ABE 
in III. Die Rohen sind gleich, weil Evon der Grundflache DOF ebenso 
weit entfernt ist wie D von der 
Grundflache ABE j sie sind gleich 
der Rohe des Prismas. Die Pyra. 
miden II und III haben ebenfalls 
gleiche Grundflache und Rohe, wenn 
man E als Spitze und BOD in II 
und ABD in III als Grund£lachen 
ansieht. Da die Teilkorper I, II 
und III gleiche Grundflachen und /I ""-----~R.;; F 

c 

Rohen haben, sind ihre Rauminhalte ~ 
gleich. Folglich zerfalltdasdreiseitige E (/;Jj ///I C 
Priflma in drei inhaltgleiche Pyra. 
miden, so daB der Rauminhalt der 
dreiseitigen Pyramide gleich einem 
Drittel des zu erganzenden Pris. D 

mas ist. ~~-------------c 
Nun laBt sich aber jedes beliebige 

gerade Prisma in dreiseitige Pris· 
men zerlegen (Fig .121), so daB allge. 
ruein der Rauminhalt einer Pyramide A 

V=~·F·h 
wird, wenn man mit F den Inhalt 
der Grund£lache und mit h die Rohe 
der Pyramide bezeichnet. 

Allgemeine Formeln fUr den In· 
halt der Mantel· und Ober£lache 
lassen sich nur fUr die gerade Pyra. 
mide aufstellen. 

Die Mantel£lache einer gera· 
den n-seitigen Pyramide besteht aus 
n kongruenten gleichschenkligen 
Dreiecken mit der Seite AB der 

A 

8 

E~c 
(d) \ II 

\ 

E B 

Fig. 120. 

Grund£lache als Grundlinie (Fig. 119) und der Rohe sa der Seiten
flache als Rohe. Mit AB = a und sa = hI wird 

M = t· n . a . hI . 
Sind Grundflache und Rohe der Pyramide bekannt, so ist hials Rypote. 
nuse im rechtwinkligen Dreieck SaF 

.0=----
hI = yh2 + e2. 

Der durch die Grundflache ABODE (Fig. 119) und die Schnittflache 
AIBIOIDIEI begrenzte Korper heiBt Pyramidenstump£ oder abo 
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gestumpfte Pyramide. Thr Rauminhalt ergibt sich ala ] lifferenr. 
zweier Pyramiden zu • 

V=~F·H - ~/·h', 
wenn man mit F und I die 1nhalte der GrundfHichen, mit H = SF und 
h' = SF! die Hohen bezeichnet; doch ist die Berechnung etwas um
st1indlich. Sie sei aber durchgefUhrt, weil der Pyramiden- und Kegel
stumpf technisch wichtige Korper sind. 

1st FFI = h die H6he des Stumpfes, so ist 

¥---+-''i I 
I 
I 
\ , A _---t / '-" 

'j " 
--~ ----

,,/' \ 

/' ' 

Fig. 121. 

H = h + h' und damit V = ~F (h + h') -
~. I' h' = f F . h + tF · h' - H' h' . 

FaBt man die Glieder mit h' zURammen, 
so erh1ilt man 

V = ~ . [F· h + h' (F - f)] 
VF h+h' 

Aus F: 1= (h + h' )2: h'2folgt ff = h' 

h h liF 
= --,;: + 1 , und daraus h' - (1 - 1 

iF - ff folglich 
VI 

h' = h. fi 
iF-VI 

Damit die Wurzeln aus dem Nenner verschwinden, erweitern \Vir mit 
iF + i7 (vgl. Algebra, S. 44) und erhalten 

h' = h. V7 . iF + V7 = h V7( yF + if) = h. fF1 + I . 
iF - Y I iF + ff F - I F - I 

Damit geht V liber in 

V=*[F.h+(F-/).h. V~~/] = i.h.(F+iF'/+/). 

Der Zylinder. Wir denken uns ein dlinnes Brett mit scharfer Kante 
nach Fig. 122 in die Spitzen A und B einer Drehbank gespannt und lassen 
die Bank laufen, dann beschreibt die scharfe Kante OD eine krumme 
FJache, die in allen ihren Punkten gleichen Abstand von der Achse AB 
hat. Verfolgt man einen Kantenpunkt E, so l1iBt sich ohne weiteres 
erkennen, daB er einen Kreis beschreibt, dessen Mittelpunkt Fist. Der 
gesamte von den Kanten OD, A 0 und BD beim Umlaufen beschriebene 
Raum ist ein Zylinder oder eine Walze. Wir haben ihn uns entstanden 
gedacht aus der Umdrehung des Rechtecks ABOD um eine Seite des 
Rechtecks als Umdrehungsachse und beachten, daB Zylinder tats1ichlich 
auf der Drehbank hergestellt werden. Statt eines Rechtecks konnen wir 
auch jede beliebige andere ebene Figur umlaufen lassen, z. B. das Drei
eck ABO oder den Halbkreis liber AB, und erhalten so eine Gruppe 
vonK6rpern, die wirUmdrehungs-oder Rotationskorper nennen. 
Von diesen Umdrehungskorpern 11iBt sich aussagen: 
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1. sie haben eine Aohse (AB); 
2. jeder Sohnitt senkrecht zur Achse ist ein Kreis. 
Rauminhalt des Zylinders. Da ein Zylinder geometrisch be

trachtet nichts anderes ala ein Prisma ist, wird 

1I:d2 
V = F . h = -4- . h = 1'2 • 11: • h, 

wenn l' der Ralbmesser, d der Durch-
messer und h die Rohe bedeuten. 

Die Mantelflache erhalten wir, 
wenn wir den Zylinder langs einer Ge-

-T'A Il (~7 8 '-f 
"m '," ! /// /1 

L if' ~ -- 0' - 1" 0 

Fig. 122. Fig. 123. 

raden parallel zur Achse aufgeschnitten denken und die Kreislinie 
der Grundfliiche strecken (Fig. 123). Sie stellt sich als ein Rechteck 
dar, dessen eine Seite gleich der Rohe h des Zylinders, wahrend die _ an
dere gleich dem Umfange des Kreisesist. Daraus ergibt _sich 

M = 211:1' • h = 11: • d· h, 
wenn wir mit d = 2 l' den Durchmesser bezeichnen. 

Die Oberflache besteht ausMantelflache, Grund- und Deckfliiohe; 
ihr Inhalt ist 

- 11:~ 
F = 211:1' • k + 2 . 11: 1'2 = 11: • d· h + 2 . -4- . 

Bemerkung: Die 2 in dem Ausdruck 2. 11: ~ d2 wird nioht ge

hoben, weil 11:;2 den Tabellen entnommen wird. 

Geometrisch ausgedriickt konnen wir sagen: Ein Kreiszylinder ent
steht, wenn wir eine ebene KreisfIache parallel mit sich selbst langs einer 
Geraden verschieben. Steht die Gerade senkrecht zur Ebene des er
zeugenden Kreises, so heiBt der Zylinder "gerader Kreiszylinder"; steht 
sie schief, so heiBt er "schiefer Kreiszylinder". Schnitte parallel zu den -
Grund£lachen ergeben Kreise. Der Rauminhalt des schiefen Kreis
zylinders ist gleich dem des geraden von gleicher Grund£lache und Rohe. 

Der Rohlzylinder. LaBt man in Fig. 122 das doppelt gestrichelte 
Rechteck GO'D'D um die Achse AB umlaufen, so entsteht ein Rohl
zyIinder mit gerader Achse. Er kann aufgefaBt werden als die Di££erenz 
zweier Zylinder: eines Zylinders mit dem erzeugenden Rechteck 
ABOD und eines Zylinders mit dem erzeugenden Rechteck ABO'D'. 
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Bezeichnet man mit R den auBeren Halbmesser AO und mit r den 
inneren Halbmesser AO', so ist der Rauminhalt 

V = R2. 'Jl' h - r 2• 'Jl' n = 'Jl' h. (R2 - r 2) , 

oder mit den entsprechenden Durchmessern 

V = 'Jl D2 . h _ 'Jl d2 = h ('Jl D2 _ 'Jl d2) 
4 4 - 4 4' 

Die Differenz der Halbmesser R und r heiBt Wand starke; sie ist 
8=R-r. 

Aus 

folgt 
V = 'Jl. h (R2 - r 2 ) =:'Jl' h· (R + r) (R - r) 

V = 'Jl . h • (R + r) • 8. 

Erweitert man mit 2, so wird 

R+r V = 2· 'Jl • h· --_. 8 = 2 'Jl h . rm . 8 = 'Jl' h . dm. 8, 
2 

wenn man R t r_ = 'm, dem mittleren Halbmesser, und 2r", = dm, 

dem mittleren Durchmesser, setzt. 
Der Kegel. Durch Umlaufen des Dreiecks ABO (Fig. 122) urn die 

Achse AB entsteht ein gerader Kreiskegel. B heiBt Spitze des Kegels. 
Das Lot von der Spitze auf die GrundfHi.che ist die Hohe des Kegels. 

Der Kegel kann aufgefaBt werden als gerade Pyramide, deren Grund
flache in einen Kreis iibergegangen ist. Damit erhalten die Satze iiber 
die Pyramide auch fiir den Kegel Giiltigkeit. 

Rauminhalt. 
V = ~ F . h = + . 'Jl • ,2 . h, 

wenn wir mit r den Halbmesser des Grundkreises bezeichnen. 

Mantelflache: 
M='Jl·r·8, 

wenn wir mit 8 die Seite des Kegels bezeichnen. 
o berflache: 

o = 'Jl . r . 8 + r2 • 'Jl = 'Jl • r (8 + r) . 
Kegelstu mp£. 1st r der Halbmesser der oberen, R der Halbmesser 

der unteren Grundflache, h die Hohe des abgestumpften geraden Kreis
kegels (der in der Werkstatt Konus genannt wird), so wird der Rau m
inhalt 

v = ~ 'Jl . h (R2 + R r + r 2) . 
Mantelflache: 

M = 'Jl . R . S - 'Jl • r . 8' , 

wenn 8' die Seite des Erganzungskegels und S die Seite des vollen Kegels 
hedeuten. AUf; S - 8' = 8 £olgt 

S = 8 + 8', 
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M = n . R (8 + 8') - n . r • 8' 
= n • R . 8 + n . R 8' - n . r • 8' 
== n . R . 8 + n . 8' • (R - r) . 
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Mit den Bezeichnungen der Fig. 124 £olgt aus der Ahnlichkeit der ge
strichelten Dreiecke 

und daraus 
, r· 8 

8 = R=r 
folglich wird 
M = n·R·8+ 

r'8 
n' --. (R - r) 

R-r 
=n· R'8+n'r'8 
M = n . 8 (R + r). 

Die Kugel ent
steht, wenn wir den 
Halbkreisder Fig.122 
urn den Durchmesser 
AB umJaufen lassen. 
Zur Ermittlung des 
Rauminhaltes denkt 
man sich die Kugel 
angenahert ersetzt 
aus dunnen Brett
chen,die geometrisch 

I 
I 
I 

(R - r) : r = 8 : s' 

'--$-
Fig. 124. 

r 
r 

Fig. 125. 

Fig. 126. 

betrachtet Zylinder mit sehr kleiner Hohe sind (Fig. 125). Diese 
kreisformigen Brettchen konnen so gewahlt werden, daB ihre obere 
Kante in die Oberflache der Kugel £allt; dann wird der Gesamtinhalt 
der Brettchen kleiner sein als der Inhalt der Kugel (in Fig. 125 ausgezogen 
gezeichnet). Wahlt man die Brettchen so, daB ihre untere Kante in die 
Ober£lache der Kugel fallt, dann wird der Gesamtinhalt aller Brettchen 
groBer als der Kugelinhalt 8ein (in Fig. 125 gestrichelt gezeichnet). Je 
dunner die Scheiben sind, um so genauer wird das Ergebnis der Sum
mierung, aber um so groBer wird auch die Zahl der Scheiben. Zur 
Kugel werden die Schichten, wenn man sie verschwindend dunn - oder 
wie der Mathematiker sagt - unendlich dunn macht. Dann wachst 
aber ihre Zahl ins UnendIiche. Die Aufgabe losen heiBt: Die Summe 
unendlich vieler und unendlich kleiner GroBen zu finden, die mit den 
Hilfsmitteln der bisher gebrachten Mathematik nicht berechnet wer
den kann. In ahnlichen Fallen - Umfang des Kreises (S. 74), Inhalt 
der Pyramide (S. 104), Tragheitsmoment (S. 333) konnte entweder durch 
die Anschauung oder durch Annaherung der "Grenzwert" gefunden 
werden. In unserm Fane bleiben diese Verfahren undurchsichtig und 
ziemlich verwickelt, so daB es sich empfiehlt, die Ergebnisse der so-
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genannten "h6heren Mathematik" ohne Pru£ung zu ubernehmen. 
Es ist der Rauminhalt 

und die Obecllache 
0= 4· n' r2, 

d. h. gleich dem vierfachen Inhalt eines Aquatorschnittes. 
DerKugela bschnitt (Kalotte). Mit den BezeichnungenderFig. 126 

wird der Rauminhalt 

V = n' h (3a2 + h2) • 
6 

L~jl \ 
'---a \ 
----I .. R~ 

Fig. 127. 

h 

\ 
\ 

- R---i 

Fig. 128. 

Die Kappe hat den Flacheninhalt M'= 2n' r' h = n (a 2 + h2). 
DieKugelzone (Kugelschicht). Mit den BezeichnfingenderFig. 127 

wird der Rauminhalt 

die Mantelflache 

n·h 
V = -- (3a 2 + 3b 2 + h2 ), 

6 

M=2n·R·h. 
Der Kugelausschnitt (Fig. 128) 

V=!'n'R2'h; O=nR(2h+a). 



Physik. 
Bearbeitet von Dip1..Ing. H. Win k e 1. 

Die Physik beschreibt die Naturerscheinungen und ist demnach ein 
Tell der Naturwissenschaften. FiiJIt ein Stein frei zur Erde, so ist dieser 
Fall ebenso eine Naturerscheinung wie der Blitz. Will der Physiker beide 
Naturerscheinungen beschreiben, so muB er sie beobachten. Das fallt 
ihm beim fallenden Stein sehr vielleichter als beim Blitz, wei! er den 
Vorgang beliebig oft wiederholen kann; man sagt dann: er stellt einen 
Versuch an, er experimentiert, oder er macht ein Experiment. Die 
Physik ist Experimentalphysik; sie gewinnt Einsicht in die Art 
der Naturerscheinungen auf Grund von Versuchen - sie ist eine Er
fahru ngswisse nschaft. 

Beim Beobachten beschrankt sich der Physiker aber nicht nur auf 
die Feststellung, daB der Stein fallt; er will vielmehr tiefer in die Art 
der Bewegung eindringen. Zu dem Zwecke beobachtet er den Vorgang 
mit der Uhr und dem MetermaB in der Hand: er miBt. Versuche an
stellen setzt also die Verwendung von MeBinstrumenten voraus, und 
die Messungen werden um so genauer, je feiner die benutzten Instru
mente sind. Beim frei fallenden Stein miBt der Beobachter den Weg, 
den der Stein in 1, 2, 3 uSW. Sekunden zuriicklegt, und schreibt seine 
Ablesungen in Form einer Tabelle nieder. Aus den so erhaltenen Zahlen
reihen versucht er weiter eine Beziehung zwischen dem Wege des frei
fallenden Korpers und der dazu erforderlichen Zeit aufzustellen. Es 
moge beispielsweise folgende Tabelle durch Beobachtung gefunden sein: 

Zeit t in Sekunden 1 2 3 4 
Weg 8 in Metern 5 20 45 80 

Dann IaBt sich aussagen: Der Weg 8 1 nach 1 Sekunde verhalt sich zum 
Wege 82 nach 2Sekunden wie 5: 20 oder - durch 5 gehoben - wie 1 :4; 
zum Wege 83 nach 3 Sekunden verhalt. er sich wie 5:45 oder - eben
falls durch 5 gehoben - wie 1: 9; zum Wege 8, nach 4 Sekunden verhalt 
er sich wie 5: 80 oder 1: 16 usw. Das sind aber mathematische Aus
driicke, Proportionen, die sich in Form von Gleichungen schreiben 
lassen. Bezeichnet man die zum Wege 8 1 gebrauchte Zeit mit t1 (in 
unserer Tabelle ist t1 gleich 1 Sekunde), die zum Wege 8 2 gebrauchte Zeit 
mit t2 usw., so wird die Art der Bewegung des frei fallenden Steines durch 
die fortlaufenden Proportionen 

t1 : t2 : ts : t, .... = 1 : 2 : 3: 4 ... . 
8 1 : 82 : 8s : 8, ••.• = 1 : 4 : 9 : 16 ... . 
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gekennzeichnet, d. h. beschrieben. Nun sind aber 1, 4, 9, 16 .... die 
Quadratzahlen zu 1, 2, 3, 4 .... , so daB die Beziehung zwischen Weg 
und Zeit durch die Gleichung 

8 1 : 8 2 : 8 3 : 8.:1 ••.• = 12 : 22 : 32 : 42 •.•• 

oder 8 1 : 8 2 : 8 3 : 8.1 ••.• = ti : t~ : t~ : t~ .... 
ausgedriickt ist. In Worten wiirde das Ergebnis unserer Messung lau
ten: Die zuriickgelegten Wege verhalten sich wie die Quadrate der zu
gehOrigen Zeiten. Diese Gleichung gibt uns also Auskunit iiber die 
Art der Bewegung des frei fallenden Steines; sie ist das Gesetz des 
freien Falles und stellt die einiachste Form dar, auf die dieses Gesetz 
gebracht werden kann. 

Streng genommen gilt das gefundene Gesetz nur flir die durch die 
Messung festgelegten Zeiten und Wege, flir dazwischenliegende oder 
dariiber hinausgehende Werte jedoch nicht ohne weiteres. Da sich aber 
dieselben Beziehungen zwischen Zeit und Weg ergeben, ganz gleichgiiltig, 
wer den Versuch anstellt, oder wo er angestellt wird, so schreibt der 
Physiker diesem Gesetz allgemeine Giiltigkeit zu und erhebt es damit 
zu einem Naturgesetz. Nun andert er auch entsprechend dieser all
geme.imin Giiltigkeit die Schreibweise; er faBt nicht mehr die einzelnen 
Sekunden 1, 2, 3, 4 usw. ins Auge, sondern sagt: lch fasse die Zeiten 
und die Wege als veranderliche GraBen auf - mit wachsender Zeit 
wird auch der zuriickgelegte Weg groBer - und bezeichne sie mit t 
und 8, dann wird der Satz "die zuriickgelegten Wege verhalten sich 
wie die Quadrate der zugehOrigen Zeiten" durch die Gleichung 

8 = a· t 2 

ausgedriickt, worin a zunachst Proportionalitatsfaktor ist (vgL Ab
schnitt Mathematik, S. 74). Diese Gleichung unterscheidet sich grund
satzlich und dem Wesen nach von den Bedingungsgleichungen der Alge
bra, denn sie steUt eine Beziehung zwischen veranderlichen GraBen 
dar - in unserm Falle sind t und 8 die Veranderlichen. Man nennt 
solche Gleichung eine Funktion und bezeichnet tals die una bhangige 
(willkiirlich zu wahlende), 8 als die a bhangige (durch die Wahl von t 
bestimmte) Veranderliche. Die Mathematik schreibt 8 = f (t) - ge
lesen 8 gleich Funktion t - und will damit lediglich zum Ausdruck 
bring en, daB es sich um eine Abhangigkeit zweier veranderlicher GraBen 
voneinander handelt. Diese Schreibweise bietet neben der Kiirze den 
Vorteil, daB ich jetzt flir jeden beliebigen Wert von t den in dieser Zeit 
zuriickgelegt{ln Weg im voraus berechnenkann; so ware z. B. fiir t = 6 
Sekunden der Weg 8 = a' 62• Voraussetzung ist, daB der Faktor a 
bekannt ist. Auch er ist durch unsere Versuchstabelle bestimmt; nur 
miissen wirdarandenken, daB die Wege nicht unmittelbar 1,4,9,16 .... 
waren, sondern 5, 20, 45, 80 ... ; wir hatten durch 5 gekiirzt. Wollen 
wir die wirklichen Wege haben statt der verhaltnismaBigen, miissen 
wir mit der gekiirzten 5 wieder multiplizieren. Der Weg, der in t Sekun
den zuriickgelegt wird, ist nicht 8 = t2, sondern 8 = 5 t2; d. h. der Pro
portionalitatsfaktor a ist in unserm Falle gleich 5. Danach wird der 
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in 6 Sekunden zurilckgelegte Weg 8 = 5 . 62 = 180; der in 10 Sekunden 
zuriickgelegte Weg wiirde sich zu 8 = 5.102 = 500 ergeben. Im Gegen
satz zu den Veranderlichen 8 und t ist a = 5 eine unveranderliche oder 
konstante GroBe; sie heiBt Unveranderliche oder Konstante. 
Ihre Bestimmung ist nur aus dem Versuch moglich. 

Zusammenfassend konnen wir sagen: Jedes physikalische Gesetz wird 
in Form einer Gleichung ausgedriickt, die den zahlenmaBigen Zusammen
hang zwischen den einzelnen voneinander abhangenden physikalischen 
GraBen angibt. Zweckder Aufstellung von Naturgesetzen ist die Voraus
berechnung von zu erwartenden Naturerscheinungen. 

Habe ich z. B. durch den Versuch die Festigkeit von FluBeisen be
stimmt, und kenne ich den Ein£luB der Form des Querschnittes auf die 
Tragfahigkeit eines Stabes, so kann ich im voraus die Kraft berechnen, 
unter der ein Trager bricht. Will ich, daB er nicht bricht, muB ich unter 
dieser errechneten Hochstbelastung bleiben. So ermoglicht die Kenntnis 
del' Zusammenhange, das sind die physikalischen Gesetze, iiberhaupt 
erst den Entwurf von Maschinen und Bauwerken; die Mathematik und 
der Versuch sind ihre Unterlagen. 

Auch mit der Aufstellung eines Naturgesetzes gibt sich der Physiker 
nicht zufrieden. Wir konnen uns sehr wohl vorstellen, daB durch Ver
suche aller Naturwissenschafter eine ungeheure Anzahl von Einzel
ergebnissen gefunden wird, die zunachst ohne jeden Zusammenhang 
untereinander sind. Diese Fulle von Beobachtungen muB jetzt nach 
einheitlichen Gesichtspunkten gesichtet und geordnet werden, denn fiir 
sich betrachtet ist jeder Versuch nicht mehr als ein Baustein, und eine 
noch so groBe Menge Steine gibt noch keinen Bau, den nur die ordnende 
Hand des Baumeisters formen kann. Vergleicht man die Bewegung eines 
mit gleichbleibender Geschwindigkeit dahinbrausenden Schnellzuges mit 
der des fallenden Steines, so fallt auch dem wissenschaftlichnicht geschul
ten Kopf ein Unterscliied auf. Der nachdenkliche Physiker begniigt sich 
nicht mit dieser Feststellung; fiir ihn ist eine Naturerscheinung erst dann 
restlos beschrieben, wenn er angeben kann, woher der Unterschied in 
der Bewegung kommt. Er sieht in dem Vorgang selbst eine Wirkung, 
deren Ursache zunachst der Beobachtung verborgen bleibt,die er aber 
zu ergriinden strebt. Hier ist nun der Punkt, wo ihn seine bisherigen 
Hilfsmittel - Uhr, MetermaB, Auge - vollstandig im Stiche lassen; 
kein noch so scharfer Sinn, kein noch so genaues Instrument beantwortet 
die Frage, woher es kommt, daB der Stein immer schneller £aIlt, der Zug 
stetig fahrt. Es ist der Punkt, wo der ziindende Funke der Erkenntnis 
blitzartig in dem Kopfe der ganz GroBen aufleuchtet; man ist versucht 
zu sagen, eine gottliche Offenbarung iiberkommt den Menschengeist -
der schopferische Gedanke entspringt dem Kopfe des Forschers! Es war 
Isaac Newton (1687), ein englischer Gelehrter, der klar erkannte und 
aussprach: Eine Kraft ist die Ursache der besonderen Bewegung des 
~teines. Er konnte diese Kraft nicht nachweisen, und keiner nach ihm 
vermochte es; es war eine Annahme oder, wie die Wissenschaft sagt, 
eine Hypothese. Nie diirfen wir sagen "es ist so"; die "Kraft" ist 

Win k e I, Der prakt. Maschinenbauer II. 1. 8 



114 Physik. 

keine Tatsache. immer nur "Annahme". So gelaufig ist dem Menschen 
das Gefiihl fiir "die Kraft" - er fiihlt, wie sich seine Muskeln spannen, 
wenn er eine Last hebt, eine Waffe schleudert -, daB man beinahe von 
einem besonderen Sinn, dem Kraftsinn, zu sprechen geneigt ist, und 
doch: Die Kraft als Ursache der so ganz anders gearteten Bewegung 
des Steines ist ein Begriff, den der Menschengeist sich formte, um 
die Art der Bewegung iiberhaupt erklaren zu konnen. Wir sehen nicht 
wie sie am Stein angreift, wie sie auf ihn iibertragen wird, keine un
mittelbare Verbindung ist bemerkbar wie zwischen der Last und der 
Faust, die sie bewaltigt. Newton sagte una: Es ist die Anziehungskraft 
der Erde, die auf den fallenden Stein wirkt; die Masse der Erde iibt 
Krafte aus, die nicht auf ihre Oberflache beschrankt sind - auch 
der Mond wird von der Erde angezogen. Und Krafte, sagte er weiter, 
treten iiberall da auf, wo Bewegungen sind, die der des frei falIen
den Steines entsprechen. 

Mit der Schaffung des Kraftbegriffes kam Ordnung in die FiilIe der 
Bewegungserscheinungen; aIle bekannten Bewegungen lieBen sich jetzt 
zwanglos erklaren, sie lieBen sich einordnen. Und diese Erklarung aller 
Bewegungsvorgange auf Grund der Annahme einer Kraft wurde aus
gebaut - sie wurde Theorie; die Physik war eine Wissenschaft ge
worden. 

Eine Theorie erfiillt nur dann ihren Zweck vollkommen, wenn sie 
aIle Erscheinungen zu erklaren vermag. So muBte die Theorie der Krafte 
aIle Bewegungen erklaren, und sie tat es auch. Nun ist aber der Fall 
moglich, daB die Verfeinerung der MeBinstrumente, die Entdeckung 
neuer Stoffe den Forscher vor Naturerscheinungen stellen, die er mit. 
der bisher unangezweifelten Theorie nicht erklaren kann. So stimmten 
beispielsweise neuere Beobachtungen von Stemen nicht zu der Newt 0 n
schen Lehre von der Bewegung; die Entdeckung des Radiums warf neue 
Fragen auf, die sich nicht beantworten lieBen. Doch der rastlose Men
schengeist ruht nicht, bis er auch diese Tatsachen einer noch umfassen
deren Theorie eingeordnet hat, bis er auch sie zu erklaren imstande ist. 
Vollendet ist die Aufgabe der Physik, wenn sie aIle, aber auch aIle Natur
erscheinungen beschrieben und damit erklart hat. Keiner weiB, ob je 
das Ziel erreicht werden wird - ebensogut ist es moglich, daB der Mensch 
die Unmoglichkeit der Losung dieser Aufgabe erkennt und sich bescheidet. 

Das Gebiet der Naturerscheinungen ist so ungeheuer groB, daB sehr 
bald das Bediirfnis rege wurde, es nicht durch die eine Wissenschaft. der 
Physik alIein zu umfassen. So trennte sich die Sternkunde oder Astro
nomie sehr friihzeitig von ihr und wurde selbstandige Wissenschaft; 
in der neueren Zeit splitterte die Chemie ab, wie es die Gesteinkunde 
oder Mineralogie schon vor ihr getan hatte. Heute ist es iiblich, die 
Physik auf die leblosen Korper zu beschranken, deren stoffliche Zu
sammensetzung bei allen Zustandsanderungen unverandert bleibt. Das 
Wasser beschaftigt den Physiker nur als Wasser, wobei es ihm gleich
giiltig ist, ob es sich im festen, fliissigen oder gasfOrroigen Zustande 
befindet; der Chemiker dagegen zerlegt es in seine Bestand teile Wasser-
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stoff und Sauerstoff. Doch zeigt die jungste Entwicklung beider Wis
senschaften, daB es nicht moglich ist, hier eine schane Grenze zu ziehen. 

Die Physik gliedert sich in die Lehre von den Kraften oder die 
Mechanik, die Warmelehre, die Lehre von der Elektrizitat und 
dem Magnetismus, die Lehre vom Schall (Akustik) und die Lehre 
vom Licht (Optik). Die Mechanik unterscheidet im besonderen nach 
dem Zustande, den die Korper haben, eine Mechanik fester Korper, 
auch Geomechanik genannt, eine Mechanik £lussiger Korper, die Hydro
mechanik, und eine Mechanik der gasformigen Korper, die Aero
mechanik. Diese Einteilung geht auf 
die alten Griechen zuruck und laBt 
sich heute kaum noch rechtfertigen. E=O ~ 
Je nach dem, ob sich ein Korper 
unter dem Einflusse von KriiJten in Ii Ii t1 - A 
Ruhe oder in Bewegung befindet, 
unterscheidet man eine Lehre vom 
Gleichgewicht (Statik) und eine 
Bewegungslehre (Dynamik) und Fig. 1. 
halt diesen Gesichtspunkt aufrecht 
beim festen, £liissigen und gasfOrmigen Korper, so daB sich die Mechanik 
gliedert in die Lehre vom ruhenden und bewegten festen Korper, die 
Statik und Dynamik schlechthin; die Lehre von der ruhenden und 
bewegten Flilssigkeit, die Hydrostatik und die Hydrodynamik; die 
Lehre von den ruhenden und bewegten Gasen, die Aerostatik und die 
Aerodynamik. In besonderen Abschnitten behandelt der Techniker 
die Lehre vom Schwerpunkt und die Reibung als fUr ihn besonders wich
tig, und trennt ganz von der Mechanik die Festigkeitslehre, die wohl aus
schlieBlich als SchOpfung des Technikers und nicht des Physikers im 
iiblichen Sinne angesehen werden dan. 

Bei unserm frei fallenden Stein sagten wir: Der Beobachter miBt 
den Weg und die Zeit. Messen heiBt vergleichen. Will man z. B. die 
Lange eines Weges messen, so vergleicht man sie mit einer bekannten 
oder besser festgelegten Lange, der Langeneinheit, die die Form 
eines MaBstabes hat. Ais Langeneinheit gilt in fast allen Kulturstaaten 
das Meter; nur England und Amerika haben abweichende Einheiten, 
ebenso RuBland. Ein Meter (m) ist die Lange eines Platin-Iridiumstabes 
von x-formigem Querschnitt, der in Sevres bei Paris aufbewahrt wird 
(Urmeter; Fig. 1). Sie war gedacht als der 40 000 000 Teil des Meridians, 
d. h. der Linie, die vom Nordpol uber den Sudpol zum Nordpol der Erde 
geht. Doch ha ben neuere Messungen eine, wenn auch geringe, Abweichung 
von dieser Lange ergeben. 

Fur die Messung der Zei t gilt als Einheit die Sekunde (sek). Der 
Tag ist die Zeit, welche die Erde zu einer einmaligen Umdrehung urn 
ihre Achse braucht. Da der Tag in 24 Stunden, die Stunde in 60 Minuten, 
die Minute in 60 Sekunden eingeteilt wird, ware 1 sek der 24 . 60 . 60 
= 86400. Teil eines Tages. Infolge der nichtkreisformigen Bahn der Erde 
urn die Sonne schwankt die Lange eines solchen Sonnentages urn eine 

8* 
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halbe Minute nach oben und nach unten, so daB wir mit einem Sonnen
tage rechnen, der 86400 Sekunden betragt. Fiir technische Messungen 
reicht die Genauigkeit der Taschenuhr vollstandig aus, besonders dann, 
wenn sie als sogenannte Stoppuhr gebaut ist. 

Krafte werden durch den Vergleich mit der Gewichtseinheit ge
messen. Die Einheit des Gewichtes ist das Kilogramm (kg). Sie ist 
gleich dem eines Platin-Iridiumkorpers, der ebenfalls in Sevres auf
bewahrt wird, und war gedacht als das Gewicht von einem Liter destil
lierten Wassers bei einer Temperatur von 4° C, einem Barometerstand 
von 760 mm Quecksilbersaule unter dem 45. Breitengrade in Meeres
hohe. Da auch hier spatere Messungen eine geringere Abweichung er
geben haben, sind aIle drei Einheiten als festgelegte, auf Vereinbarung 
beruhende Einheiten anzusehen; sie sind die Gr u ndei nhei te n des 
sogenannten technischen MaBsystems, auf die sich die Messungen 
aIler physikalischen GroBen zuriickfuhren lassen. Die Einheit, in del' 
eine physikalische GroBe gemessen wird, heiBt Dimension. 

A. Allgemeine Eigenschaften der Korper. 
Ausdehnung. Jeder K6rper fullt einen Raum aus, dessen GroBe 

Rauminhalt oder Volumen heiBt. Wo ein Korper ist, kann gleichzeitig 
kein zweiter sein; man sagt: Die Korper sind undurchdringlich. Das, was 
den Raum ausfiillt, ist Stoff oder Materie. Begrenzt wird der Korper von 
Flachen, die Flache von Linien, die Linie von Punkten, Die Ausdehnung 
eines Korpers p£legt man durch die Angabe der Lange, Breite und Hohe zu 
bestimmen. Dabei miBt man die Breite senkrechtzur Lange, die Hohe, auch 
Tiefe oder Dicke genannt, senkrecht zu der durch Lange und Breite be
stimmten Ebene. Dadurch werden Raum- und Flachenmessungen auf 
die Messung von Langen zuruckgefiihrt, als deren EinheitsmaB das 
Meter (m) angegeben wurde. 

Die Unterteile des Meters sind: 
1 Dezimeter (dm) = 1/10 m = 0,1 m; 1 m = 1Odm, 
1 Zentimeter (cm) = 1/100 m = 0,01 m; 1 m = 100 cm, 
1 Millimeter (mm) = 1/1000 m = 0,001 m; 1 m = 1000mm. 

Als Mehrfaches eines Meters ist ein Kilometer (km) = 1000 m iiblich. 
In England miSt man nach ZoIl: 

1 ZoIl = 1" = 25,4 mm , 
1 FuB = I' = 12 Zoll (12") = 0,303 m, 
1 Yard = 3 FuB (3') = 0,914 m 

(auch bei uns zur Angabe von Fadenlangen in der Textilindustrie ublich), 
1 Meile = 1760 Yards = 1,609 km . 

MeBinstrumente .. GroBere Langen werden mit einem Stahlband 
(BandmaB), einer MeBlatte oder mit dem Zollstock gemessen; Bruch
teile von Millimetern mit der Schublehre auf 0,1 mm genau. Zu 
Messungen auf 0,01 mm Genauigkeit bedient man sich der Schrauben-
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lehre oder Mikrometerschraube, deren peinlich sauber geschnittenes 
Gewinde 1 oder 1/2 mm Steigung hat. Wird eine noch hohere Genauig
keit gefordert (0,001 mm), wie es beim Priifen von Lehren vorkommt, 
so miissen optische Instrumente verwendet werden, da selbst die 
bestgeschnittene Schraube Fehler hat, die iiber 0,001 mm hinaus
gehen. In der Werkstatt sind meist Toleranzlehren in Gebrauch, die 
£este MaBe - EndmaBe - darstellen und auf ± 0,02 bis ± 0,01 mm 
genau messen. Zur Bolzenmessung dient die Lehre (Fig. 2); £ilr Boh
rungen (Fig. 3), und zwardarf ein Bolzen 
in eine Lehre, die 0,02 mm :z.u klein ist, 
nicht hineingehen, muB aber in eine mit 
0,02 mm groBerem Durchmesser passen. 

Fig. 2. Fig. 3. 

Die Einheit des FlachenmaBes ist das Quadratmeter (m 2 oder qm): 
1 m 2 = 100 ·100 = 10000cm2 = 1000 ·1000 = 1000000 mm2, 

1 Quadratkilometer = 1000·1000 = 1000000 m 2, 

1 Hektar (ha) = 100·100 = 10000 m 2, 

1 AI' (a) = 10·10 = 100m 2 • 

Altere MaBe: 1 Quadratrute = '" 14 m 2, 

1 Morgen = (X) 2500 m 2. 

Die Einheit des RaummaBes ist das Kubikmeter (m3 oder cbm). 
1 m3 = 100·100·100 = 1000000 cm3 , 

= 1000 . 1000 . 1000 = 1 000000000 mm3 . 

Dber Flachenmessung siehe Abschnitt Planimetrie S. 70. 
Dber Raummessung siehe Abschnitt Stereometrie S. 101. 

Gewicht. Versucht man, einen Korper vom Boden aufzuheben, so be
dad es dazu eines Kraftaufwandes; del' Korper setzt dem Aufheben einen 
Widerstand entgegen, den die Faust iiberwinden· muB. Wir sagen: Del' 
Karperist schwer. Die GroBe der Kraft, die wir beim Heben aufwenden 
miissen, ist gleich dem Gewieht des Karpers. Die MaBeinheit des Ge
wichtes ist das Kilogramm (kg). 
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Die Unterteilungen des kg sind 

1 kg = 1000 Gramm (g) , 
1 g = 1000 Milligramm (mg) . 

GroBere Gewichte werden in Tonnen (t) ausgedruckt; 1 t = 1000 kg. 
1m taglichen Leben sind noch ublich 

1 Pfund (U) = 500 g, 
1 Zentner (Ztr.) = 50 kg, 

1 Doppelzentner (dz) = 100 kg. 

In England und Amerika miBt man das Gewicht nach Tonnen und 
Pfunden: 

1 Tonne (engl.) = 2240 Pfund (engl.) = 1016 kg, 
1 Pfund (engl.) = 454 g = 16 Unzen, 

1 Unze = 28,4g. 

Gewichtsmessung. Zur FeststelIung des Gewichtes dient die 
Wage, die im alIgemeinen als zweiarmiger Hebel ausgebildet ist und 
in den Ubersetzungen 1 : 1 (gleicharmig), 1 : 10 (Dezimalwage) und 
1 : 100 (Zentesimalwage) handelsublich hergestelIt wird (vgl. Mechanik 
S.172). 

Befreit man einen ruhenden Korper von seiner Unterlage, so falIt er; 
man sagt, "er wird von der Erde angezogen", und spricht von der An
ziehungskraft der Erde. Die Richtung, in der der Korper falIt, ist die 
Richtung der Schwerkraft, die von dem Lot oder Senkblei angezeigt 
wird. Das Lot ist ein freihangender Faden, der am unteren Ende be
schwert ist; seine Richtung heiBt lotrecht, senkrecht oder vertikal, die 
zu ihr senkrechte Richtung heiBt wagerecht oder horizontal. Alle Lote 
fiihren zum Mittelpunkt der Erde, bilden also im strengen Sinne Winkel 
miteinander, doch sind die Abweichungen nur bei groBeren Ent
fernungen von Belang. Auf der Erdoberflache ist eine Bogenminute 
(I') = 1852 m, eine Bogensekunde (I") = 31 m. Zur Prufung senkrechter 
Linien dient das Lot oder Senkblei, zu der wagerechter Linien die Was
serwage oder LibelIe; sie ist ein schwach nach oben gekriimmtes, mit 
Wasser oder Ather gefiilItes Glasrohr, in dem eine Luftblase schwimmt, 
die sich auf den hochsten Punkt des Rohres einstelIt, wenn die Unterlage 
wagerecht ist. 

Das Gewicht eines Korpers ist veranderlich, es ist von seiner Lage 
auf der Erdoberflache, d. h. von seiner Entfernung vom Erdmittelpunkt, 
abhangig, und zwar ist das Gewicht eines Liters Wasser an den Polen 
groBer als am Aquator, da infolge der Abplattung der Erde an den Polen 
die Entfernung der Pole vom Mittelpunkt geringer ist als der Halbmesser 
des Aquators. Diese Veranderlichkeit des Gewichtes !aBt sich nicht mit 
einer Hebelwage feststelIen; dazu bedarf es einer Federwage oder eines 
Dynamometers, bei dem die Ver!angerung einer zylindrischen Schrau
benfeder ein MaB fur die GroBe des Gewichtes eines angehangten Korpers 
ist. Entfernt man sich von der Erdoberflache, so nimmt das Gewicht 
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um 3 g fUr je 10 kg und 1000 m Erhebung abo Ein 75 kg schwerer Mann, 
der 5000 m hoch im Luftschi££ oder Flugzeug steigt, verliert 

75 kg . 3 g ... 5000 m = 112,5 g 
10 kg ·1000 m 

an Gewicht. Unverandert bleibt die Sto££menge des Korpers. 

Das spezifische Gewicht und das spezifische Volumen. Nach der 
Erklarung der Gewichtseinheit wiegt 1 em3 Wasser rund 1 g. Durch 
Wagung steIlen wir fest, daB 1 cma Eisen 7,2 g wiegt; es ist also das 
gleiehe Volumen Eisen 7,2 mal so schwer wie 1 cm3 Wasser. Die Zahl, 
die angibt, wieviel mal so schwer das Eisen ist wie das gleiche 
Volumen Wasser heiBt das spezifische Gewicht des Eisens. Da 
1 g "Vasser 1 cm3 Rauminhalt hat, kann man aueh sagen, das spezi. 
fische Gewieht ist das Gewieht in g von 1 cm3 eines Sto££es; in diesem 
FaIle ist das spezifisehe Gcwieht als Gewieht der Raumeinheit (1 cm3). 

eine benannte Zahl; sie wird mit 8 bezeiehnet; ihre Dimension (vgl. 
S. 116) ist g/cm3, kg/dm3 , t/m3 • 

Um einer Verwechslung der benannten mit der unbenannten Zahl 8 

vorzubeugen, hat man neuerdings die unbenannte Zahl das relative 
Gewicht genannt im Gegensatz zu der benannten, die spezifisches oder 
auch Einheitsgewicht heiBt. 

Unter der Dichtigkeit oder Dichte versteht man das Verhaltnis 
der Masse eines Korpers zu der Masse eines gleichen Volumens Wasser 
von 4° C. Die beiden Begri££e Dichtigkeit oder spezifische Masse und 
spezifisches Gewicht sind grundsatzlich zu unterscheiden. ZahlenmaBig 
sind sie gleich. Dber Masse siehe S. 138. 

Hat ein Korper das spezifische Gewicht 8 g/cm3 und ist das Volumen 
V cm3 , so ist sein wirkliches Gewicht 

G=V'8 ing. 
Die zugehorigen Dimensionsgleichungen mlissen er

flillt sein. 

g - cm3 • g . kg - dms . kg. t = mS' -~ - , 
- . cmS ' - dm3 ' mS 

wenn 8 ing/cmS, kg/dm3 0der t/mS und Ventsprechend in cm3, dm3 und 
m3 gegeben ist. 

Aluminium .. . 
Antimon ... . 
Blei .... .. 
Bronzen (RotguB) 
Chrom ..... 

Spezifische Gewichte. *) 
In kg fur 1 dm". 

Me talle und Legierungen. 

2,6 
6,6 

11,4 
7,4 -;.- 8,9 

6,8 

Eisen: 
Roheisen, grau. 
Roheisen, weiB 
GuBeisen ... 
StahlformguB . 

6,6 -;-7,6 
7,0 -;'-7,9 
70 -'-72 
, 7',8 ' 

*) Entnommen aus Dubbel, Taschenbuch fur den Maschinenbau, 3. Aufl. 
Julius Springer, Berlin 1921. 
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FluBeisen 
FluBstahl 
SchweiBeisen 
SchweiBstahl 
Tiegelstahl. . 
Schnellschneidstahl . 
Eisendraht. 
Stahldraht 

Kupfer: 
gegossen 
gewalzt . 
Draht 

Magnesium 
Mangan 

Physik. 

7,8 
7,9 
7,8 
7,9 
7,9 

8,5"';--9,2 
7,7 
7,9 

8,8 
8,9 
9,0 
1,7 
7,6 

Messing: 
GelbguB 
Draht 

Nickel .. 
Platin 
Quecksilber 
WeiBmetall (Lagermetall) 
Wismut 
Wolfram 
Zink: 

gegossen 
gewalzt 

Zinn ... 

Holzer - lufttrocken. 

Birke 0,6 Pockholz. 
Eiche 0,9 Rotbuche . 
Erie . 0,5 Rottanne . 
Esche 0,7 Riister. . . 
Kiefer (Fohre) 0,5 WeiJ3buche 
Larche 0,5 WeiBtanne. 
Pappel 0,4 

Frisch geschlagene HOlzer wiegen etwa 1,8 mal sovie!. 

Mauerwerk und seine Baustoffe. 

Beton ..... 
GipsguB (trocken) 
Granit .. 
Kalkbrei . 
Kalkmortel 
Korksteine 
Mauerwerk aus: 

gebrannten ZiegeJn 
Klinkern ... 
Kalksandziegeln 
Bruchstein. . . 

Asbest - verarbeitet. 
Asphalt. 
Fette .. 
Glas .. 
Graphit . 

1,8 -:-- 2,5 
1,0 

2,5"';--3,0 
1,4 

1,5 "';--1,8 
0,25 

1,6 
1,8 "';--2,0 

1,9 
2,5 

Sandstein .... 
Schamottesteine . 
Ziegelsteine, gebrannt: 

gewohnliche. .~ . 
Klinker 

ungebrannt: 
Kalksand- . 

Zementmortel . 

Verschiede ne Hilfsstoffe. 

1,2 
1,1"';-- 1,5 

0,9 
2,5 
2,1 

Gummi - verarbeitet 
Kork ..... 
Korundschmirgel 
Leder 
Porzellan 

Flttssigkeiten bei 15° O. 

8,2 "';--8,7 
8,7 
8,7 

21,5 
13,6 

7,0"';--7,5 
9,8 

19,1 

6,9 
7,2 
7,4 

0,9 
0,7 
0,6 
0,6 
0,7 
0,5 

2,2 -;- 2,5 
1,8...;-2,0 

1,4...;-1,6 
1,7 -;.- 2,0 

1,9 
2,1 

1,4 
0,24 
4,0 

0,9"';- 1,1 
2,3 

Ather (Schwefelather) 
Alkohol. 

0,73 Petroleum (Leuchtol) .. 0,79 -;- 0,28 

Benzin . 
Benzol '; 
Glyzerin. 
Leinol 
MineralOle: 

Spindelole . 
Maschinenole 
Eisenbahnachsenole. 
Zylinderole . . . . 

0,79 Salpetersaure - rohe mit 
0,68 ...;-- 0,72 etwa 70% HNOa . 

0,89 Salzsaure mit etwa 20% 
1,26 HOI ........ . 
0,93 Schwefelsaure - rohe mit 

0,89 -:-- 0,90 
0,90 -;- 0,91 
0,90"';-- 0,92 
0,92 -;- 0,94 

etwa 66% H 2S04 

Spiritus - 90 Raum% 
Steinkohlenteer 
Teerol 
Terpentinol 

1,42 

1,1 

1,6 
0,83 
1,2 

1,0"';--1,1 
0,86 



Azetylen .. 
Grubengas 
Kohlenoxyd . 
Kohlensaure . 
Leuchtgas .. 

Brennstoffe: 
Holzkohle 
Koks 
Holz 
Torf . 
Braunkohlen 
Steinkohlen 
PreBkohlen . 

Eis 

Allgemeine Eigenschaften der KOrper. 

Gase bei 0° und 760 mm Baro meter stand. 
Gewicht von 1 dm" in g. 

1,177 Luft: 
0,7 trocken 
1,25 niittelfeucht 
1,964 Sauerstoff 

0,53 ..;- 0,56 Stickstoff. . 
Wasserstoff . 

Mittlere Lagergewichte 
fUr 1 m" in kg. 

Mais. 
200 Heu und Stoh 
400 Hillsenfriichte 
400 Kalk (gebrannt) 
500 Kartoffeln 
700 Malz 
800 Mehl 
950 Miill 
900 Obst 

Erde, Lehm, Ton, Kies 1800 Riiben 
Formsand 1200 Salz: 
Getreide: grobkornig . 

Weizen, Roggen, Gerste, Buch- feingemahlen . 
weizen. 680 Zement 

Hafer 450 Zucker. 
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1,293 
1,3 
1,429 
1,254 
0,0895 

750 
150 
800 

1100 
700 
550 
700 
650 
350 
600 

750 
1000 
1400 
750 

Beispiell. EinKupferbarrenistO,8mlang, 20cm breitund 150 mm 
dick; wie groB ist sein Gewicht 1 

G = V· 8 = 80cm· 20cm ·15cm· 8,9g/em3 = 214000g, 
wenn aIle MaBe in em eingesetzt werden; 

G = V· 8 = 8dm· 2dm ·1,5dm· 8,9kg/dm = 214 kg, 
wenn aIle MaBe in dm eingesetzt werden; oder 

G = V . 8 = 0,8 m . 0,2 m . 0,15 m . 8,8 t/m3 = 0,214 t, 
wenn alle MaBe in m eingesetzt werden. Niemals diirfen in ein und der
selben Gleiehung die MaBeinheiten (Dimensionen) durcheinander stehen; 
also alle LangenmaBe miissen entweder in m, em oder mm, alle 
Gewiehte entweder in t, kg oder g eingesetzt werden. Alle tech
nischen Bereehnungen sind stets sehr sorgfiiltig daraufhin zu priifen. 

Der umgekehrte Wert des spezifischen Gewichtes ist die Zahl, die 
angibt, welche Raumeinheit zur Gewiehtseinheit gehort; so nehmen bei 
760 mm Barometerstand 1,293 kg Luft einen Raum von 1 m3 ein, foIg-

lieh bntucht 1 kg Luft einen Raum von ~9 = 0,773 m3; diese ZahI 
1,2 3 

heiBt das spezifische Volumen der Luft und ist demnaeh 0,773 m3fkg 
(Kubikmeter pro Kilogramm). 

Aus der Benennung oder Dimension liiBt sieh schon im allgemeinen 
der Begriff riehtig deuten. Was heiBt denn 8 g/em3 1 . 8 g pro 
Kubikzentimeter, und bedeutet: 8 g Gewieht gehen auf 1 cm3 des 
Stoffes. Oder: was sind 0,773 m3/kg 1 0,773 m3 gehoren zu einem Ge-



122 Physik. 

wicht von 1 kg. Es ist sehr empfehlenswert, alle vorkommenden 
Gleichungen auf die Richtigkeit der eingesetzten Benennungen (MaB
einheiten oder Dimensionen) zu priifen; die Ubereinstimmung beider 
Seiten der Gleichung bietet eine Gewahr fiir die Richtigkeit der ange
wandten Formel, :denn dimensionslose GroBen sind in technischen 
Gleichungen selten. Dabei rechnet man mit den Benennungen wie 

3 

mit algebraischen GraBen, ~gibt m 2 . 
m 

Die Grundgleichung fiir das wirkliche Gewicht 
G= V-s 

:. l i 
f---l, -I lz --+- l.3 ~4 ---Z5 --->-1 
I I I I 

dient zur Gewichtser. 
mittlung von Bauteilen, 
Maschinenteilen im Ent
wurf, d.h. auf dem ReiB· 
brett, und fertigen Kon
struktionen, da sich aus 

: I I I I I den Abmessungen der 
r-20O----ZS0 -------300~ZOO~Z50 --' Zeichnung der Raumin-IE 1200 : 

F' 4 halt durch Rechnung 
19- - bestimmen IaBt. 

Beis piel 2. Was wiegt eine £luBeiserne Welle (nach Fig. 4)? 
Wir denken uns die Welle in fiin£ zylindrische Teile zerlegt, dann ist : 

nodi n-102 
G1 = V 1 -s= ~- -Zl - S =----- - 20 - 7,8 = 78,54 -20- 7,8 = 12260g 

4 4 
n-d2 n-132 

G2 = V2 -s=----:J -l2 - s = - .--- - 25 - 7,8 = 132,73 -25- 7,8 = 25900g 
4 4 

n-d~ n-152 
G3 = V~-s= 4 -Z3 - s =-4- - 30 - 7,8 = 176,72-30·7,8 = 41400g 

n_d2 n-135 2 
G1 =V1-S="- 4 -Z1- s =-4' -20-7,8=143,14-20-7,8= 22350g 

n-d~ n-1P 
G5 = V5 -s= -.t" -Z5 - s = --4- - -25 - 7,8 = 95,03 -25- 7,8 = 18520g 

G = 120430g 
G = ex> 120,5 kg 

Aggregatzllstand. Die Karper kommen im festen, £liissigen oder 
gas£armigen Zustande vor, den wir Aggregatzustand nennen. Das Kenn
zeichen des £esten Korpers ist seine Raumbestandigkeit; auch hat er 
eine selbstandige Gestalt. Der fliissige Korper ist zwar raumbestandig, 
doch ist seine Gestalt von der des Ge£aBes abhangig; in kleinen 
Mengen - Tropfen - zeigt auch er Ansatze einer selbstandigen 
Form. Der gas£ormige Korper hat weder Raumbestandigkeit noch 
selbstandige Gestalt. Ein Gas sucht jeden Raum auszufiillen, der 
ihm dargeboten wird; man sagt: es expandiert. Andert man 
Temperatur und Druck eines Karpers, so lassen sich die meisten 
Korper von einem in den anderen Aggregatzustand iiberfiihren. 
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Warmezufuhr wirkt in der Richtung fest, fliissig, gasformig. Warme
entziehung mit gleichzeitiger Druckerh6hung in der Richtung gas
f6rmig, fliissig, fest. Dabei ist es aber nicht n6tig, daB aIle drei 
Zustande der Reihe nach durchlaufen werden. Erwarmt man z. B. 
Holz in einem Probierglas, so geht es sofort in den gasf6rmigen Zustand 
iiber; ebenso kann man Gold durch sehr weit getriebene Erhitzung ver
dampfen, ohne daB es fliissig geworden ist. 

Durchliissigkeit oder Porositiit. Die Erfahrung lehrt, daB fast 
alle festen Korper mehr oder minder groBe Liicken oder Poren 
haben, die durch fremde Sto£fe (im aIlgemeinen Luft) ausgefiiIlt 
werden. Augenfallig porig oder por6s sind der Schwamm, die 
Kreide, der Kork, der Ziegelstein, das Holz usw. Luft und Leuchtgas 
dringen durch Mauerwerk, Kohlenoxyd durch gliihendes Eisen. Diese 
Eigenschaft des K6rpers nutzen wir beim Filtern aus; so wird z. B, unser 
Trinkwasser durch Sandfilter gereinigt. Auch Fliissigkeiten kann man 
porig oder por6s nennen, da sie Gase aufnehmen (schlucken oder absor
bieren) k6nnen. Bekannt ist das Vorhandensein von Luft im Wasser, 
die beim Erwarmen in Blaschen entweicht. 

Teilbarkeit. Jeder K6rper IaBt sich in beliebig kleine Teile 
zerlegen. Feste K6rper werden zu Pulver gemahlen, dessen K6rner 
weniger als 0,001 mm Durchmesser haben (Polierrot). Sehr weit 
IaBt sich die Zerlegung bei Fliissigkeiten treiben. Eosin farbt 
das \Vasser noch rot, wenn man eine Verdiinnung von 1: 10000000 
herstellt. Hom60pathen und Biochemiker geben ihre Heilmittel 
in noch gr6Beren Verdiinnungen. Die Teilbarkeit der Gase ist 
anscheinend unbegrenzt (Moschusduft); doch kann durch keine 
noch so weit gesteigerte Zerlegung der Stoff selbst zum Verschwinden 
gebracht werden. Auch die Zerlegung hat ihre Grenze! Das Stoffteilchen, 
das sich durch physikalische Hilfsmittel nicht mehr teilen laBt, heiBt 
Molekiil oder Molekel. Da nun, wie die Chemie lehrt, die Stoffe im 
allgemeinen aus mehreren Grundstoffen oder Elementen bestehen, so 
zerlegt der Chemiker das Molekiil noch in At 0 me; zwei W asserstoff
atome und ein Sauerstoffatom geben zusammen ein Molekiil Wasser. 
01> wir mit den Atomen die Grenze der Teilbarkeit erreicht haben, HWt 
sich noch nicht sagen. Der Atomzerfall der radiumhaltigen Stoffe, bei 
dem elektrisch geladene Stoffteilchen (Elektronen) mit ungeheurer 
Geschwindigkeit fortgeschleudert werden, deutet auf eine noch weiter
gehende Teilbarkeit hin. 

Kohiision und Adhiision. Feste K6rper setzen ihrer Zerlegung in 
einzelne Teile einen Widerstand entgegen, der meist sehr erheblich 
ist; ihre Molekiile zeigen einen innigen Zusammenhang. Diese 
Eigenschaft der K6rper nennt man Kohasion. Da eine Kraft zur 
Dberwindung des Widerstandes erforderIich ist, muB man in dem 
Zusammenhangen der Molekiile die Wirkung einer inneren Kraft 
vermuten, die wir Molekularkraft nennen. Wir k6nnen auch 
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sagen: Zwischen den Molekulen eines Korpers besteht eine mehr 
oder minder groBe Anziehung, die bei festen Korpern so groB ist, 
daB sie eine raumbestandige, selbstandige Gestalt haben. Bei fliissigen 
Korpern ist die Kohasion wesentlich geringer; bei gasformigen ist sie 
iiberhaupt nicht vorhanden, da das Ausdehnungsbestreben (Expansion) 
die Gasmolekiile immer weiter voneinander entfernt. 

Ein MaB fur die GroBe der Kohasion ist die Festigkeit, die durch 
Versuche ermittelt wird (vgl. Festigkeitslehre S. 306). lhre Kenntnis ist 

wichtig, da sich auf sie die Bemessung 
der Querschnitte beanspruchter Bau
oder Maschinenteile stiitzt. 

1m Zusammenhang mit der Kohasion 
stehen die Eigenschaften der Dehnbar
keit, Federung (Elastizitat), Zahigkeit, 
Sprodigkeit und Harte. Wir nennen einen 
Karper dehn bar, wenn er sich durch 
Krafte ausdehnen liWt, ohne zu brechen 
oder zu zerreiBen (Blattgold, Staniol); 
federnd oder eia stisch heiBt er, ,venn 
er nach Aufharen der Kraftwirkung seine 
urspriingliche Gestalt wieder einnimmt 
(Kautschuk, Stahl). Zah ist ein Karper, 
wenn er sehr groBe bleibende Formande
rungenohne Bruch ertragt (Blei, Kupfer); 

F· 5 s prode ist er, wenn schon sehr geringe 19. . 
bleibende Formanderungen zum Bruche 

fiihren (Glas, GuBeisen). Harte ist die Eigenschaft der auBeren Ober
flache; sie wird durch den Widerstand gemessen, den der Korper dem 
Eindringen eines andern entgegensetzt. Dber die Kugeidruckprobe 
vgl. Festigkeitslehre S. 314. 

Der Zusammenhang der einzelnen Teile der Fliissigkeiten wird 
Viskositat genannt, die bei der Beurteilung von Schmieralen wichtig 
ist. Man ermittelt die Viskositat mit dem Viskosimeter (Fig. 5), einem 
zylindrischen GefaB, das in einem nach auBen schwach gewalbten Boden 
eine AusfluBOffnung von bestimmtem Durchmesser hat, und das von 
einem heizbaren Wasserbade umgeben ist. Dieses Ge£aB wird bis zu 
einer Marke mit der zu priifenden Fliissigkeit gefiillt und die Zeit .ge
messen, die 100 oder 200 cm3 zum Auslaufen gebrauchen. Setzt man 
nach Engler die Zeit, die 200 cm3 Wasser bei 20° C brauchen (bei den 
iiblichen Ausfiihrungen 52 Sekunden) gleich 1, so hat eine Flii.ssigkeit, 
von der 200 cm3 in beispielsweise 300 Sekunden auslaufen, die Viskosi-
.. 300 _ 

tat 1· ,52- = ;),8 Englergrade. 

Adhasion nennt man den Zusammenhang zweier Karper an ihrer 
Beriihrungstelle. Driickt man zwei gutgeschliffene Glasplatten gegen
einander, so haften sie auch nach Aufharen der Pressung aneinander. 
Die Kreide haftet durch Adhasion ander Tafel. 1m allgemeinen ist 
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jeuoch die Adhasion bei festen Ki)rpern sehr gering. Wesentlich grbBer 
ist sie bei £liissigen, die oft mit groBer Kraft an festen Kbrpern haften; 
man spricht von benetzenden und nichtbenetzenden Fliissig
keiten; so wird z. B. Glas yom Wasser benetzt, die Schwefelsaure steigt 
am Glase unmittelbar in die Hbhe, sie "klettert"; Quecksilber dagegen 
henetzt das Glas nicht. 

Auch gasfbrmige Kbrper haften haufig an festen Kbrpern; Platin 
verdichtet Leuchtgas an seiner Oberflache so stark, daB die dabei ent
stehende Warme zum Ziinden ausreicht. Dberwiegt bei zwei Fliissig
keiten die Kohasion, so lassen sie sich nicht mischen (01 und Wasser), 
iiberwiegt die Adhasion, so mischen sich beide (Alkohol und Wasser). 
~lischen sich zwei Fliissigkeiten ohne auBere Beeinflussung durch Riihren 
yon selbst, so sagt man, sie diffu ndieren, und nennt diese Erscheinung 
Diffusion. Geschieht dieses IneinandcrflieBen durch eine Membran, 
so nennt man den Vorgang Osmose (in der Pflanze steigen die Nahr
safte auf). 

Da bei den Gasen eine Kohasion so gut wie gar nicht yorhanden ist, 
mischen sie sich sehr leicht (Luft und Gas); auch sie diffundieren und 
zeigen die Erscheinung der Osmose, nul' gehen diese Vorgange schneller 
yor sich als bei Fliissigkeiten. 

B. Mechanikfester Korper. 
I. Die Bewegungslehre oder Dynamik. 

Wenn sich ein Kbrper bewegt, so legt er bei dieser Bewegung einen 
\Veg zuriick, der auch Bahn genannt wird. Zu der Bewegung braucht 
der Kbrper Zeit, da er nicht gleichzeitig an zwei verschiedenen Punk
ten seiner Bahn sein kann. Nun kann aber ein und dieselbe Bewegung 
sehr verschieden aussehen, je nachdem, wie sie beobachtet wird. An
genommen zwei Eisenbahnziige fahren in derselben Richtung mit 
gleicher Geschwindigkeit nebeneinander; dann werden die Reisenden -
sofern sie nur die Ziige beobachten - gar nicht den Eindruck einer Be
wegung haben, die einem auBerhalb des Zuges stehenden Beobachter 
selbstverstandlich ist. Er sieht, daB beide Ziige gleich schnell fahren. 
Fahrt del' eine Zug schneller als del' andere, so sieht ein Fahrgast in dem 
langsameren Zuge den andern allmahlich voriiberfahren, ja wenn er 
seine Augen gespannt auf den Nachbarzug heftet, glaubt er selbst zu 
fahren, wahrend der Kachbarzug still steht. Fiir den AuHenstehenden 
bewegen sich beide Ziige schnell, er sieht auch den einen schneller fahren 
als den andern. 

Beide Beispiele zeigen, wie wichtig es ist, dem Beobachter einen 
festen Punkt zuzuweisen, wenn man eine Bewegung eindeutig beschreiben 
will; man bezieht daher eine Bewegung auf einen ruhenden Punkt und 
nennt sie dann wahr, wirklich oder absolut im Gegensatz zu der 
s c hei n bare n odeI' relativen Bewegung, die ein bewegter Kbrper in 
Beziehung auf einen andern ebenfalls bewegten Punkt hat. Da sich 
Ictzten Endes auch die Erde selbst bewegt, so gibt es im strengen Sinnc 
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nur scheinbare Bewegungen; doch haben wir uns gewohnt, die Erde 
als ruhenden Punkt anzusehen fUr aIle Bewegungen, die sich auf ihr 
abspielen. 

Nehmen aIle Punkte eines Korpers (z. B. eines StraBenbahnwagens) 
gleichmaBig an der Vorwartsbewegung teil, bleibt also keiner gegen den 
imdern zuriick, so sagt man" der Korper edahrt eine Verschiebung. 
Verharrt aber eine gerade Linie oder Achse des bewegten Korpers trotz 
der Bewegung in Ruhe, andert sie also ihre Lage nicht, so sagt man, der 
Korper edahrt eine Dreh u ng oder Rotation (Schwungrad del' 
Dampfmaschine). Nimmt die Achse ebenfalls an del' Vorwartsbewegung 
teil, so edahrt der Korper gleichzeitig eine Verschiebung und eine 
Drehung (Laufrad des fahrenden StraBenbahnwagens). 

Da sich bei der Vorwartsbewegung aIle Punkte eines Korpers in 
parallelen Bahnen in derselben Weise bewegen, ist es nicht erforderlich, 
die Bewegung jedes einzelnen Punktes zu beschreiben; es geniigt, wenn 
wir iiber einen Punkt etwas aussagen, den man Massenpunkt nennt. 
Es ist also volIstandig gleichgiiltig, ob wir uns bei dem Worte Massen
punkt einen Eisenbahnzug, einen Stein, ein GeschoB, ein Flugzeug oder 
sonst einen Korper vorstelIen, fiir uns sind alIes "Massenpunkte". 

Die gleichformige Bewegung. Die gleichformige fort
schreitende Bewegung. DerWeg, den ein Massenpunkt zuriicklegt, 
ist um so groBer, je langer die Zeit ist, die er sich bewegt; es ist del' 
Weg abhangig von der Zeit, er ist eine Funktion der Zeit (vgl. 
S.112). Wir nennen eine Bewegung gleichformig, wenn del' Punkt 
in gleichen Zeiten gleiche Wege zuriicklegt. Brauchen wir z. B. bei 
einem Marsch fiir jeden Kilometer 12 Minuten, so bewegen wir uns 
gleichformig. Einen MaBstab fiir die Beurteilung del' Bewegung erhalten 
wir durch die Angabe, wieviel Meter in einer Sekunde zuriickgelegt 
werden; diese GroBe heiBt Geschwindigkeit dergleichformigen Be
wegung und wird mit v bezeichnet; ihre Benennung ist mjsek (Meter 
durch Sekunde oder Meter pro Sekunde), oder bei groBeren Geschwindig
keiten V in kmjStd. (Kilometer pro Stunde). 

Werden in 1 sek v m zUrUckgelegt, so ist der Weg nach t sek 
8=V·t, (1) 

wo bei 8 in sek, v in mjsek; t in sek gemessen werden; die Dimensions
gleichung m = mjsek· sek muB erfiillt sein. 1st V in kmjStd., T die Zeit 
in Stunden, so ist 8 = V . T . 

Tabelle der Geschwindigkeiten. 

Mittlere Geschwindigkeiten: 
FuBganger. 4--;.-5km/Std., d. h. v = 1,1--;'-1,4mjsek, 
Fahrrad . . 20 km/Std., d. h. v = 5,6 m/sek, 
Giiterzug. . . 30 --;.-40km/Std., d. h. v = 8,5 --;.-11 m/sek, 
Schnellzug . 70--;'-90km/Std.,d. h. v = 19,5--;-25 m/sek , 
Schnellbahnversuche(1904)200--;-21Okm/Std. d.h. v = 55,5 --;- 58,5 m/sek 
SchnelIdampfer . . 20 --;- 25 SeemeiIen/Std., d. h. v = 10,3 --;-13 m/sek, 



Mechanik fester Korper. 127 

. 30~35Seemeilen/Std.,d. h. v = 15,5~18m/sek, Torpedoboot . 
::vlaBiger Wind 
Sturm .... 
GeschoB (Geschutz) 
GeschoB (Gewehr) 
Schall in del' Luft 
Licht ..... . 

· . v = 5~7mjsek, 
· . v = 18-.;- 40 mjsek, 
bis v = 1200 mjsek, 
bis v = 900mjsek, 
· . v = 333 misek, 
· . v = 300000 km/sek . 

Beispie13. Welchen Weg legt ein Eisenbahnzug in 21/2 Std. zuruck, 
\"enn seine Geschwindigkeit 70 kmjStd. betragt? 

Es ist V = 70km/Std.; T = 21j2Std. Aus 8 = V· T folgt 
8 = 70 km/Std .. 21/2 Std. = 175 km . 

Beispiel 4. Wie groB ist die Geschwindigkeit desselben Zuges 
in m/sek? 

Aus 8 = V· t folgt 
8 70000m 

v = - = -- - ... = 19,4m/sek. 
t 60'60sek 

Beispiel 5. Welche Zeit braucht ein Lichtstrahl von der Sonne bis 
zur Erde, wenn die Entfernung der Sonne 150 000 000 km betragt? 

8 150000000 km 
Aus 8 = V· t folgt t = -:;; = 300000 kmjsek = 500 sek . 

Die Gleichung 8 = v· t ist ein physikalisches Gesetz, durch das die 
gleichformige fortschreitende Bewegung vollkommen beschrieben ist; 
sie ist keine alge braische Gleichung, weil die GroBen 8 und t vel' and e r Ii c h 
sind (mit wachsendem t wachst auch 8). Wir hatten solche Beziehung 
Funktion genannt; ihre zeichnerische Darstellung gibt ein anschau
liches Bild von dem Anwachsen des Weges bei wachsender Zeit. Nun 
lehrt die Mathematik, daB diese Funktion durch eine gerade Linie nach 
Fig. 6 wiedergegeben wird, wenn wir der zeichnerischen DarsteIlung ein 
rechtwinkliges Achsenkreuz zugrunde legen, dessen wagerechte Achse 
x-Achse und dessen senkrechte Achse y-Achse heiBen. Auf der x-Achse 
tragt man im allgemeinen die unabhangige (frei zu wahlende) Verander
liche - in unserm FaIle t - auf der y-Achse die abhangige, durch die 
Wahl von t bestimmte Veranderliche - in unserm FaIle 8 - auf. SoIl 
die Zeichnung auch das Messe n der dargestellten GroBen ermoglichen, 
so mussen auf der x-Achse Zeiten in Sekunden gemessen, auf der y-Achse 
vVege in m gemessen, abgetragen werden. Dazu bedarf es des sogenannten 
:\1 a Bsta bes, er lautet fiir die x-Achse 1 cm = asek, fiirdiey-Achse 1 cm 
= b m, wo bei sich a und b nach der GroBe der darzustellenden Werte 
richten. MaBstablich darstellen konnen wir nur zahlenmaBig gegebene 
Funktionen. 

Beispie16. Wie andert sich der Weg, den ein FuBganger bei gleich
formiger Bewegung zurucklegt, wenn seine Geschwindigkeit 1,5 mjsek 
betragt? 

Aus 8 = v· t folgt 8 = 1,5' t. Um Punkte der Kurve zu erhalten, 
berechnen wir der Reihe nach die Werte 8 fiir beliebig eingesetzte Werte 
t, schreiben die zugeharigen GraBen in Form einer Tabelle 
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_Punkt I Po P, Po -:r 0 50 100 
0 75 150 

und wahlen als MaBstabe fur die 
x-Aehse I em = 100 sek , fUr die 

Bern. Wegen der Verkleinerung der 
gezeiehnet. 

Der Punkt Po hat auf der x-Aehse 
den Absehnitt 0, auf der y-Aehse 
ebenfalls, d. h. er liegt im Nullpunkte 
des Aehsenkreuzes. Urn den Punkt 

!J 

P 3 p. 

150 . 200 sek 
200 300 m 

y-Aehse I em = 200 III . 
Fig. 7 ist der MaBstab mit-

s 

v,:"', W .. , 

I 

Pi aufzuzeiehnen, tragen wir den Wert t = 200 sek auf der x-Aehse ab; 
die ihn darstellende Streeke PoA wird 2 em lang, da lautMaBstab 100 sek 
c1ureh die Streeke I em dargestellt werden. In A erriehten wir ein Lot 
und tragen auf ihm AP'i = 300 m abo Da laut MaBstab 200 m I em 
lang werden, muB AP4 = 1,5 em lang werden. APi heiBt die Ordinate 
des Punktes P'i' PoA Abszisse, beide Streeken PoA und APi heiBen 
Koordinaten des Punktes P'i' 

Neben dieser Art der Darstellung ist es aueh iiblieh, auf den beiden 
Aehsen den zugehorigen MaBstab unmittelbar einzuzeiehnen, wodureh 
das Ablesen erleiehtert und die Dbersiehtliehkeit der Darstellung ge
hoben wird. 

Die Fig. 6 veransehaulieht den Verlauf der Funktion 8 = V· t. 
Die Abbildungen 7 und 8 gestatten das unmittelbare A b messe n zu
sammengehoriger Werte t und 8. So entnehmen wir Z. B. aus Fig. 8, 
daB der FuBganger naeh 150 sek einen Weg von 450 m zuriiekgelegt hat. 
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Die drehende Bewegung. Der Maschinenbauer kennzeichnet gleich
farmig umlaufende Scheiben oder Rader durch die Angabe der Umlaufe 
in einer Minute. Hat eine Scheibe (Fig. 9) den Halbmesser r und ist 
ihre Umlaufzahl n, dann legt ein Punkt Pam Umfang der Scheibe 
hei ciner Umdrehung einen Weg von 2 n r m zuriick, wenn wir den 
Halbmesser r in m angeben. Nach Ablauf von n Umlaufen ist der 
zuriickgelegte Weg 2 n r· n. Zu diesem Wege braucht der Punkt 
1 Minute. Da die Gesch windigkeit der gleichfarmigen Bewegung durch 
den in 1 sek zuriickgelegten Weg gemessen wird, ergibt sich als Umfangs
geschwindigkeit des Punktes 

2nr·n nr·n v = - -- - = - mjsek . 
60 30 

(2) 

Setze ich r = 1, so erhalte ich ?!3~n als Geschwindigkeit, die ein Punkt 

Po der umlaufenden Scheibe bei seinem Wege auf dem Kreise mit dem 
Halbmesser r = 1 hat. Diesen Wert hat man Winkelgeschwindig
kei t genannt und bezeichnet ihn mit dem griechischen Buchstaben OJ 

(Omega); es ist 
n·n 

OJ =-30 . 

Eingesetzt in (2) ergibt sich fiir die Umfangsgeschwindigkeit 
n·n 

v=r·SO-=r.OJ 

1 
mjsek =-= m . -k- . 

se 

(3) 

(4) 

. 1 
Die Dimensionsgleichung ist erfiillt, wenn OJ dIe Benennung ~k-

se 
erhalt. Auf S. 54 im Abschnitt Mathematik wurde gezeigt, daB die 
Lange des Bogens auf dem Kreise mit dem Halbmesser 1 das Bogen
ma B eines Winkels ist. Aus der Ubereinstimmung dieses BogenmaBes 
mit dem Wege des Punktes Po erklart sich der Name Winkelgeschwindig
keit. Der Bogen OJ und damit der zugeharige Zentriwinkel wird von 
einem in 0 drehbaren Arm (Schwungradarm) in einer Sekunde bestrichen; 
er ist fiir eine gegebene Umlaufszahl unveranderlich, wahrend die 
Umfangsgeschwindigkeit von dem Durchmesser nach Gleichung (4) ab
hangig, d. h. veranderlich, ist. Tragt man v = r • OJ im Punkte P tan
gential auf und verbindet den Endpunkt mit dem Mittelpunkt 0 des 
Kreises, so werden durch diese Gerade 0 B auf parallelen Tangenten 
die zugeharigen Umfangsgeschwindigkeiten abgeschnitten. So z. B. 
VI = r1 • OJ als Umfangsgeschwindigkeit eines Punktes P 1 mit demHalb
.messerr1 • 

OJ stellt sich dar als Umfangsgeschwindigkeit eines Punktes Po in 
der Entfernung 1 vom Mittelpunkt O. Das Schaubild zeigt, wie die 
Geschwindigkeiten der einzelnen Punkte einer Scheibe nach auBen hin 
zunehmen und am Umfange ihren graBten Wert erreichen. Die Kreis-

Win k e 1, Der prakt. Maschinenbauer II. 1. 9 
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bewegung ist keine gleichformige Bewegung, da die Geschwindigkeit 
dauernd ihre Richtung andert. 

Der Punkt am Umfange einer Scheibe wird gezwungen, eine kreis
formige Bahn innezuhalten. Das wird z. B. dadurch erreicht, daB er 
mit dem Drehpunkt fest verbunden ist. Wie spater (S. 140) gezeigt wird, 
miiss~n bei dieser Art der Bewegung Kriifte auftreten, die den Punkt 
dauernd nach der Drehachse hinziehen. Er selbst hat das Bestreben, 
sich von der Achse zu entfernen. 

Beispiel7. Wie groB ist die Umfangsgeschwindigkeit einer Scheibe 
vein 4 m Durchmesser, die mit 375 Umdr.jMin. lauft 1 

2:nr'n :n·d·n :n·4·375 
Aus v = ~- =-60- folgt v = ~- = 78,5 m/sek. 

Wie groB ist ihre Winkelgeschwindigkeit 1 
:n. n :n' 375 1 

Aus w = ao-- folgt w = ~ = 39,25 sek - . 

Die Gleichung v = r • wist natiirlich auch erfiillt, denn 2· 39,25 ist 
gleich 78,5. 

Beispiel8. Wie groB ist die Umfangsgeschwindigkeit eines'Punktes 
am Erdaquator 1 Die Lange des Aquators von rund 40000000 m wird 
bei einer U mdrehung zuriickgelegt, zu der die Erde 1 Tag = 86400 sek . 
(vgl. S. 115) braucht, also ist 

40000000 
v = - 86400 = 464mjsek. 

Die Winkelgeschwindigkeit folgt aus v = r . w zu 

v 464 1 1 
w=-=-----=--

r 6370000 13750 sek' 
wenn r zu 6370 km gerechnet wird, oder aus 

60 
:n·1·~-

:n . n 86 400 1 1 
w = -. - = --- - ----

30 30 13750 sek.' 
da die Erde in 86400 Sekunden 1 Umdrehung, also in 1 Minute 

60 
n=--

86400 
Umdrehungen macht. 

Beispie19. Wieviel Umdrehungen macht ein Fahrrad, wenn der 
Fahrer in 1 Std. 20 km zuriickIegt und der Durchmesser des Rades 
70 cm ist 1 

Da sich das Rad auf dem Erdboden abwiiJzt und nicht gleitet, ist die 
Urufangsgeschwindigkeit gleich der Geschwindigkeit der fortschreitenden 
Bewegung des Rades. 

Aus 
2:n·r·n 

v =--6-0-
:n·d·n 

60 
folgt 
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20000. 60 
v·60 3600 . 

n = --- =----- = .'-' 150 Umdr.JMin., 
n· d n· 0,7 

20000. 
wobei v = 3600 III mJsek und d = 0,7 in m einzusetzen sind. 

Zwei Scheiben seien durch einen Riemen verbunden (Fig. 10). Die 
treibende Scheibe habe den Durchmesser dl bei n l Uml./Min.; die ge
triebene Scheibe den Durchmesser d2 bei n Uml.JMin. 

In welcher Beziehung stehen Umlaufzahlen und Durchmesser? Beide 
Scheiben haben die glei
che Umfangsgeschwin
digkeit, da der Riemen 
bei ordnungsmiiJ3igem 
Bctriebe nicht gleitet. 

!.. - --d, ----~ ~2-": 
fi, nz 

Fig. 10. Fig. 11. 

Aus und 

folgt infolge VI = V2 
n . dl • n l n . d2 • n 2 n l d2 ----- oder n l d l = n2 d2 odeI' (5) 

60 60 n2 dl ' 

d. h. die Umlaufzahlen verhalten sich umgekehrt wie die Durchmesser; 

die Quotienten n l nennt man tlbersetzungsveI'hliJtnis. Dbersteigt das 
n2 

Dbersetzungsverhiiltnis den Wert l : 5, so muJ3 ein Zwischengetriebe -
Vorgelege - eingeschaltet werden. Die Scheiben I und II haben gleiche 
Umfangsgeschwindigkeit (Fig. 11), also 

J7; • d l • n l n . d2 • n2 
VI = 60 und V 2 = 60 

d. h. n l • dl = n2 • d2 • (a) 
Die Scheiben II und III sitzen auf derselben Welle, haben also die

selbe Winkelgeschwindigkeit, es ist 
n 2 = na' (b) 

Die Scheiben III und IV haben wieder gleiche Umfangsgeschwindig
keit, :tlso 

d. h. (c) 
9* 
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daraus 
d 

n = n . ~ oder mit Beriicksichtigung der Gleichung (b): 
• 3 d t ' 

d3 
n 1 = n 2 • d . (d) 

, J 

Aus (a) folgt n 2 = n l • ~l , so daB Gleichu~g (d) iibergeht in 
2 

dl d3 n 1 dl d3 n t = n l • - • - oder - - - . - (6) , d2 dt n l - d2 d1 • 

Beis piel 10. Welche Umlaufzahl erreicht eine Schmirgelscheibe, 
wenn die Transmissionsscheibe bei 125 Uml.jMin. einen Durchmesser 
von, 850 mm, das Vorgelege zwei Scheiben von 650 und 200 mm, und 
die Antriebscheibe der Schmirgelscheibe 150 mm Durchmesser haben ~ 

Aus Gleichung (6) folgt 

n i = n l • ~: • ~: = 125 . ~~~ . ~~~ = 2300 Uml.jiVlin. 

Beispiel1l. Wie groB dad die Umlaufzahl einer Schmirgelscheibe 
von 150mm 0 hochstens werden, wenn die groBte zulassige Umfangs
geschwindigkeit 20 mjsek betragt ~ 

Aus Gleichung (2) 

folgt 
v·60 20·60 . 

n = -- 0- = 2520 Uml.jMm. 
n· ,15 

n=--: 
n·d 

Beispiel 12. Wie groB dad die Scheibe auf der Transmissionswelle 
gewahlt werden, damit die Umlaufzahl 2520 nicht iiberschritten wird ~ 

Aus (6) folgt 

d = n1 • d • d t = 2520 .200. ~50. d 9 
1 n l 2 d2 125 650 ' 1 = 40 mm . 

Beispiel 13. Welche Dbersetzung muB das Vorgelege haben, wenn 
die Schmirgelscheibe von 150 mm Durchmesser 2400 Uml.jMin. machen 
solI und die Transmissionsscheibe bei 160 Uml.jMin. einen Durchmesser 
von 750 mm hat 1 

Aus (6) folgt d2 = n,t • d1 = 2400. 150 = 3 . 
da n l dl 160 750 

Es konnte demnach verwendet werden Vorgelege mit einer 

kleinen Scheibe d2 100 150 200 250 
groBen Scheibe da 300 450 600 750 

Bern. Vber Wechselrader siehe Abschnitt Technologie. 

300mm 
900 mm" 

Die ungleichformige Bewegung. Ein Eisenbahnzug habe eine 
Geschwindigkeit von VI mjsek; er steigere sie auf V2 mjsek. Diese 
Steigerung kann nicht p16tzlich vor sich gehen, sie kann nur allmahlich 
erreicht werden. Wahrend dieser Zeit der Geschwindigkeitsteigerung 
ist die Geschwindigkeit nicht mehr unveranderlich; wir sagen: die Be
wegung des Zuges wahrend der Steigerung von VI auf V 2 mjsek ist un· 
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gleichformig. Angenommen, der Zug erreicht v2 m/sek nach Zuriick
legung von 8 m, dann konnen wir uns vorsteUen, daB dieser Weg bei 
einer gleichformigen Bewegung zuriickgelegt wird, deren Geschwindigkeit 
wir mittlere Geschwindigkeit nennen. Bei Beginn des Schneller
fahrens wird die wirkliche Geschwindigkeit genau so viel unter der 
mittleren bleiben, wie sie diese am Ende, wo v2 m/sek erreicht werden, 
ii bersteigt. In Fig. 12 ist die Geschwindigkeit im Punkte A gleich VI m/sek 
als Ordinate aufgetragen, in dem 8 m entfernten Punkte B ist V2 m/sek. 
als Ordinate aufgetragen. Dann ist die mittlere Geschwindigkeit Vm 

als gleichbleibende Geschwindigkeit zwischen den Punkten A und B 

. VI + v2 •. d l' h (7) V", = --2- = unveran er Ie , 

sie ist gleich dem arithmetischen Mittel aus Anfangs- und Endgesehwin
digkeit (vgl. Mathematik S.65). 

Aueh wenn die Geschwindigkeitsteigerung un
stetig erfolgt, ja aueh wenn die Bewegung zwischen
durch ganz aufhort, sprechen wir von einer mittIe. 
ren Geschwindigkeit. Ein Zug, der in Berlin urn 
1 Uhr abfahrt und urn 5 Uhr in Hamburg ankommt, 
hat, wenn die Entfernung zwischen beiden Stadten 
280 km betragt, eine mittlere Geschwindigkeit von 

280k~ ___ . ., 
V", = 4 Std. - 70 km,Std. , 

Fig. 12. 

wobei der Aufenthalt unterwegs keine Rolle spielt, d. h. er miiBte die 
ganze Strecke in gleichformigcr Bewegung mit einer Geschwindigkeit 
Vm = 70 km/Std. zuriicklegen, wenn er die Fahrzeit des ungleichformig 
bewegten Zuges innehalten will. So sprechen wir auch von einer mitt
leren Kolbengeschwindigkeit bei der Dampfmaschine, obwohl die An
fangs- und Endgeschwindigkeit in den Umkehrpunkten gleich ~ull sind. 
1st der Kolbenweg cder Hub der Maschine gleich h m und lauft die 
Maschine mit n Uml./2\iin., so ist 

2·h·n 
Vm = -60- , (8) 

da wahrend einer yollen Dmdrehung der Kolben seinen Weg zweimal 
macht. 

Beispiel 14. Der Hub einer Dampfmaschine sei 600 mm, ihre Um
laufzahl n = 180 Umdr./Min. Wie groB ist die mittlere Kolbengeschwin
digkeit? 

Mit h = 0,6 m folgt aus (8) 
2·06·180 

V", = '60 -- = 3,6 mjsek. 

Die gleichformig beschleunigte und gleichformig ver
zogerte Bewegung. Ein Eisenbahnzug kommt allmahlich unter 
Zeitaufwand aus dem Zustand der Ruhe auf seine yorgeschriebene 
Geschwindigkeit; eine Dampfmaschine nach dem Anwerfen allmahlich 
auf Touren. Wiihrend dieser Zeit ist die Bewegung ungleichformig; 



134 Physik. 

wir nennen sie beschleunigt; sie ist gleichmaBig beschleunigt, 
wenn die Geschwindigkeit in jeder Sekunde um den gleichen Betrag 
zunimmt. Wird der Zug durch Bremsen zum Stillstand gebracht, so 
nimmt seine Geschwindigkeit abo Seine Bewegung ist ungleichformig; 
wir nennen sie verzogert; sie ist gleichformig verzogert, wenn die 
Geschwindigkeit in jeder Sekunde um den gleichen Betrag abnimmt. 
Hat ein Massenpunkt zu Beginn einer gleichformig beschleunigten 
Bewegung die Geschwindigkeit vo, und ist seine Geschwindigkeitzu
nahme in jeder Sekunde p, so wachst seine Geschwindigkeit in t 
Sekunden um den Betrag p' t mIsek, so daB er nach t sek eine End
geschwindigkeit erreicht 

v = Vo + pt. (9) 
Die Geschwindigkeitzunahme in der Sekunde - p - heiBt Be

schleunigung; ihre Benennung ergibt sich aus der ErkIarung 
Geschwindigkeitzunahme in m/sek I k 2 

P = 1 sek = m se , 

denn eine Geschwindigkeitzunahme ist eine Geschwindigkeit und hat 
dieselbe Benennung mJsek wie diese. 

Fur die gleichformig verzogerte Bewegung wird 
v = Vo - P • t (10) 

m/sek -----., mJsek - mJsek2 • sek. 
DaB auch die Dimensionsgleichung erfullt ist, zeigt das Einsetzen 

der Benennungen. 
Steigert ein Massenpunkt seine Geschwindigkeit gleichformig von 

Vo auf v, so kann der wahrend dieser Zeit durchlaufene Weg zuruck
gelegt gedacht werden bei einer gleichformigen Bewegung mit der mitt-

leren Geschwindigkeit Vm = Vo ~ v; ist t die erforderliche Zeit, so ist 

nach (1) 
vo+ v 

8 = vm ·t=-2- ·t, (11) 

Ftetzt man m (2) v = Vo + P t ein, so ergibt sich 

Vo + (vo + p t) 2 Vo + p t 
8 = -- ----- - -- . t = . t 

2 2 
oder 8=vo·t+l·p·t2. (12) 

Entsprechend fiir die gleichformig verzogerte Bewegung 
8 = Vo • t - l p . t2 (13) 

m -- m/sek· sek - mJsek2 • sek 2 . 

Die Dimensionsgleichung ist erfiillt. 
In (9) und (10) ist die Beziehung zwischen den Veranderlichen t und v 

gegeben; es ist vabhangig von t, d. h. durch die Wahl von t ist v be
stimmt, wenn pals Unveranderliche gegeben ist, oder mathematisch aus
gedriickt ist v = t (t). Tragt man auf der x-Achse die Zeiten t mit Hilfe 
eines MaBstabes ab, und auf der y-Achse die zugehorigen Werte v, so 
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ergeben sich die in den Fig. 13 und 14 dargestellten Schaubilder. 
Fig. 13 zeigt das Anwachsen von v bei der gleichformig beschleunigten, 
Fig. 14 das Abnehmen von v bei der gleich£ormig verzogerten Bewegung. 
Beide Kurven sind gerade Linien. Auch die Beziehungen (12) und (13) 
zwischen dem Wege und der Zeit sind Funktionen, da 8 und t Verander
liche sind. Mit t als Abszisse und 8 als Ordinate ergeben sich die Kurven 
der Fig. 15 fur gleichformig beschleunigte und Fig. 16 fur gleich£ormig 
verzogerte Bewegung. Die Kurven sind nicht mehr gerade Linien, son
dern wegen der zweiten Potenz von t Parabeln; sie heiBen Zeitweglinien. 

Beispiel 15. Ein StraBenbahnwagen hat eine Geschwindigkeit von 
3 m/sek und steigert sie in 1/2 Minute auf 5 m/sek Wie groB sind die 
Beschleunigung und der in dieser Zeit zuriickgelegte Weg 1 

s 

o "t----It.,---J----t 

Fig. 15. 

s 

Oc::+-----'--+-t---t 

Fig. 16. 

Aus (9) v = vo + p . t folgt 
v- va 5 - 3 

P = -- = -- = 00625 m/sek2 
t 30' . 

. vo+v 
Aus (ll) 8 = -2-' t folgt 

3+5 . 
8 = -2- . 30 = 120 m . 

Zu demselben Ergebnis fiihrt auch Gleichung (12), die sich ja auf 
(ll) stutzt. 

Beispiel 16. Ein Eisenbahnzug erreicht nach 15 Minuten eine Ge
schwindigkeit von 72 km/Std., nachdem er die Halle verlassen hat. Wie 
groB ist die Beschleunigung, wie groB der zuruckgelegte Weg 1 

In diesem FaIle ist die Anfangsgeschwindigkeit Vo = 0; damit 
ergibt (9) v = P t, so daB 

72000 m 
_~_ 3600sek _ 1 2 

P - t - 15. 60 sek - 45 mjsek . 

wird. Gleichung (12) geht mit Vo = 0 uber in 
111 

8 = 2 P • t2 = 2 . 45 . (15 • 60)2 = 9000 m . 

Die Funktion v = p' t ist in Fig. 17 dargestellt. Sie ist eine gerade 
Linie durch 0, die VOID Punkte P an parallel zur x~Achse verlauft, weil 
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nach 15 Minuten die Geschwiniigkeit unverandert bleibt. Der Zug hat 
eine gleichfOrmige Bewegung. Fig. 18 zeigt die Darstellung der Funktion 
8 = ! P t2, und zwar sind die einzelnen Punkte aus dieser Gleichung 

mit p = 415 . m/sek2 fiir die Zeiten 0 - 5 - 10 - 15 Minuten berechnet. 

_ punkt ____ I_~__ ~~z:, __ P 3J ~~_ 
~!~ tsi~:M~~ ,--8-- f 1~ l~ I i~ 

Vom Punkte Pa an wird die Zeitweglinie eine Gerade entsprechend 
der nunmehr einsetzenden gleich£ormigen Bewegung. In den 5 Minuten 
zwischen der 15. und 20. Minute legt der Zug einen Weg nach (I) von 

72000m 
8 = v· t = . (5·60) sek = 6000 m = 6 km zuruck, so daB cler 

3600sek 

Gesamtweg nach 20 Minuten 9 + 6 = 15 km 
~ betragt. .~ 

10 20 t il7 sek 

Fig. 17. 

Beispiel 17. Ein 20 
Zug komlltin 4Minuten 
auf 1800 m zum Stehen. 
WiegroB war seine Ge- 10 
schwindigkeit zuBeginn 
des Bremsens, wie groB 
die Verzogerung? 

Da die Geschwin
digkeit gleich 0 ist, geht 
(10) iiber in 0 = Vo - pt 

5 10 15 20 ti!7A1117 

:Fig. 18. 

und liefert p == vo. Setzt man diesen Wert in (13) ein, so ergibt sich 
t 

1 1 Vo 
8 = Vo t - - P t2 = Vo t - - • - • t2 odeI' 

2 2 t 
1 

8 = 2 vo' t, 

und daraus 
2'8 

Vo =.-t- = 
2·1800 
4.60 -15 m/sek = 54 km/Std. 

Die Verzogerung war 
Vo 15 1 

P = - = -- = -m/sek2 • 
t 4·60 16 

Beispiel 18. Wie lange lauft clas Schwungrad del' Fig. 9 nach Ab
stellen der Antriebskraft, wenn die Verzogerung 1,4 cm/sek 2 betragt? 

Da die Endgeschwindigkeit v = 0 ist, geht (10) iiberin 0 = Vo - P t und 

liefert t = ; = O~~~:- = 5600 sek = 1 Std. 33 Min. 20 sek. Del' wah

rend diesel' Zeit zuriickgelegte Weg ergibt sich aus (13) 
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mit t = ~ zu S = 1)0· ~ - ~ p ( ~ r = ~. 1);2 

1 
8 = 1)0 • t - - p2 

2 

1 785 2 
S = - . -- '_. - = 220000 m 

2 0,014 . 

Die Zahl der Umdrehungen bis zum Stillstand ergibt sich, da n· d der 
Weg bei einer Umdrehung ist, zu 

8 220000 
n = -~ = -- ~ = 17 JOO Umdrehungen . 

n·d n·4 

Beis piel 19. Eine umlaufende Scheibe von 900 mm Durchmesser 
macht nach Abstellen der Antriebskraft bei einer Verzagerung p = 12,5 
cm/sek2 noch 1500 Umdrehungen. Wie groB ist die Auslaufzeit? Welche 
Tourenzahl hatte sie? 

Da die Endgeschwindigkeit 1) = 0 ist, folgt aus (12) 1)0 = P . t . 
Mit diesem Wert geht (13) tiber in 

1 1 1 
8 = 1)0 • t - 2· p . t2 = P t2 - 2 . p . 12 = 2· p • t2 , alsC) t = ·l. 2 . oS . 

. p 

Der Auslaufweg ist bei 1500 Umdrehungen mit 900 mm Durchmesser 
der Scheibe 8 = n . 0,9· 1500, so daB die Auslaufzeit 

I/2.n.09.1500 
t = . -'---- = 260 sek = 4 Min. 80 sek 

0,125 
betragt. 

Die Umfangsgeschwindigkeit bei Beginn der Verzogerung war 

1)0 = p. 1 = 0,125·260 = 32,5 m(sek . 

Damit wird nach (2) 

n d I _ 1)0· 60 _ 32,;)· 60 _ 6 0 U I j"r n . - - 1)0 a so n - - - 9 m . ,nUl. 
60 - , n· d n . 0,9 

Sonderfall der Fallgesetze. Die bisher angewendeten Gesetze 
die Gleichungen (9) und (10) fUr die Geschwindigkeit, sowie die 
Gleichungen (12) und (13) fUr den Weg bei der gleichfarmig beschleu
nigten Bewegung - konnten aus der Erklarung der gleichfarmigen 
Beschleunigung als stetiger, unveranderter Geschwindigkeitzunahme in 
der Zeiteinheit entwickelt werden. Die Frage, ob der freie Fall eine 
gleichfarmig beschleunigte Bewegung ist, ob also die allgemeinen Gesetze 
auf ihn Anwendung finden dtirfen, kann nur durch Beobachtung und 
Messung, d. h. durch den Versuch entschieden werden. Die ange
stellten Versuche haben nun tatsachlich die Vbereinstimmung beider 
Bewegungsarten ergeben (vgl. S.112). Die Beschleunigung, die die Erde 
einem freifallenden Karper ohne Berticksichtigung des Luftwiderstandes 
erteilt, ist durch Messungen zu g = 9,81 mjsek2 fUr den 50. Breitengrad 
festgestellt; entsprechend del' Abplattung ist sie am Pol graBer 
(9,83 mjsek 2) und am Aquator kleiner (9,78 mjsek 2). 
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Mit der Beschleunigung g und der Anfangsgeschwindigkeit Vo = 0 
gehen unsere Gleichungen tiber in 

v = g. t (14) 
und 

h=!gt2, (15) 

wenn wir den beim freien Fall zurtickgelegten Weg, die Fallhohe, 
h nennen. Durch die Verbindung beider Gleichungen, indem wir 

. 2 

t = .! in (15) einsetzen, erhalten wir h = !!..- oder 
g 2g 

v=y2gh (16) 

. als Geschwindigkeit, die ein Korper nach Durchfallen der Hohe h erlangt. 
Beispiel 20. Wie groB ist die Geschwindigkeit, die ein freifallender 

Korper nach 11 Sekunden erreicht? Wie groB der in dieser Zeit zuriick
gelegte Weg? 

Aus (14) folgt v = g • t = 9,81 . 11 = 107,9 mJsek . 
Aus (15) folgt 8 = ! g t2 = ! . 9,81 • 112 = 593,5 m . 
Beispiel 21. Ein Korper durchfallt eine Hohe von 20 m; wie groB 

ist seine Endgeschwindigkeit, wie groB die Fallzeit? 

Aus (16) folgt v = y2 g h = y2 • 9,81 . 20 = '" 20 mJsek . 

Aus (15) folgt t = V2 gh = '" 2 sek . 

Die Grundgesetze der Mechanik. Aus der Tatsache, daB der frei 
bewegliche Stein fallt, schlieBen wir auf eine Kraft als Ursache der 
gleichformig beschleunigten Bewegung; der Fall ist die Wirkung, die 
Kraft ist die Ursache (vgl. S.113). Wir erkennen die Kraft an der 
Bewegungsanderung, die ein Korpererfahrt, und werden umgekehrt 
sagen: Erfahrt ein Korper keine Bewegungsanderung, verharrt er also 
in einem Zustand, so wirken auf ihn keineKrafte. Das Vermogen 
der Korper, in einem einmal gegebenen Zustand zu verharren, heiBt 
Beharrungsvermogen oder Tragheit. Der Satz, der aussagt, daB 
ein Korper im Zustande der Ruhe oder dem der gleichformigen gerad
linigen Bewegung solange bleibt, wie keine Krafte auf ihn wirken, heiBt 
das Tragheitsgesetz. Es laBt sich nicht durch die Erfahrung be
weisen, wir wissen nur, daB aIle uns bekannten Tatsachen ihm nicht 
widersprechen. Insofern ist es ein Grundgesetz; seine Aufstellung ver
danken wir Galilei (1602) und Newton (1687). Mit der Schaffung 
des Kraftbegriffes durch Galilei und Newton ist auch das zweite 
Grundgesetz der Mechanik ausgesprochen, das besagt: Je groBer die 
Bewegungsanderung, um so groBer die auf den Korper 
wirkende Kraft, oder mathematisch ausgedriickt: Die Beschleuni
gungen sind den angreifenden Kraften proportional. In Form' einer 
Gleichung lautet das Gesetz . 

P=m.p, (17) 
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wenn wir die Kraft mit P, die BescWeunigung mit p bezeichnen; mist 
Proportionalitatsfaktor und heiBt die Masse des Karpers; sie ist 
unveranderlich. ' 

FiiJIt ein Karpel' vom Gewicht G frei, so erfahrt er die Beschleuni
gung g = 9,81 mjsek2 • Aus dem zweiten Grundgesetz folgt, da das 
Gewicht eine Kraft ist, G = m . g, und daraus 

G 
m=~ 

g 
(18) 

als Ma sse eines Karpers vom Gewichte G kg; ihre Benennung ergibt 
sich aus der Dimensionsgleichung 

G kg kg· sek2 
m = - = -- ~ =~= -----~-

g mjsek2 m 

Beide Begriffe Kraft und Masse sind untrennbar; Krarte kannen 
nur wirken, wo Massen sind, die als Trager der Kraftwirkungen er
scheinen. Die Einheit der Masse ist die Masse des Platin-Iridium
Karpers vom Gewicht 1 kg (vgl. s. 116); sie hat keinen besonderen 
Namen; deshalb sprechen wir von Masseneinheiten. So hat z. B. das 

UrkilogrammeineMasse m = £ = -91 = 0,1019 Masseneinheiten. 
g ,81 

Ein D-Zug-Wagen im Gewicht von 30 that eine Masse von 

30000 300 M . h . m = 9,81 - = "-' 0 assenem eIten. 

Nun ist die Frage: Was sollen wir uns unter der Masse vorstellen? 
Das zweite Grundgesetz sagt nur 

Kraft 
Masse = --

Beschleunigung 

und gibt uns die Masse lediglich als einen mathematischen Aus
druck, als einen Begriff. Auch aus der Beziehung 

G Gewicht m=-= ---
g Erdbeschleunigung 

gewinnen wir nichts fUr die Vorstellung; unser Anschauungsbediirfnis 
bleibt unbefriedigt. Das laBt sich leider nicht andern; die Masse ist und 
bleibt ein Begriff! Es geht auch nicht an, schiefe Bilder zum Vergleiche 
heranzuziehen und die Masse etwa gleich einer Stoffmenge zu setzen. 
Ein Kilogramm Wasser und ein Kilogramm Eisen haben gleiche Masse; 
daB sie gleiche Stoffmengen haben, wird keiner behaupten wollen. 

1m iibrigen teilt die Masse das Schicksal der meisten physikalischen 
GraBen. Auch unter Arbeit kannen wir uns nichts vorstellen, selbst 
wenn wir noch so oft sagen: Arbeit ist das Produkt aus Kraft und Weg. 
Nur gelaufig ist uns dieser Begriff geworden, wahrend dem Begriff der 
Masse stets etwas Dunkles anhaftet. Vielleicht gewinnen wir etwas fiir 
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die Anschauung, wenn wir beim Horen des Wortes Masse den Begriff 
des Triigen hinzudenken; die Masse ist triige. Auf S. 148 werden wir 
versuchen, dem Begriff naher zu komnien, wo die Wucht einer bewegten 
Masse erlautert wird. 

Halte ich ein Gewicht in der Hand, so driickt das Gewicht von oben 
nach unten auf die Hand; ebenso groB ist aber der Druck, den die Hand 
von unten nach oben ausiibt. Das gleichzeitige Auftreten der heiden 
gleich groBen, in entgegengesetzter Richtung angreifenden Krafte be
wirkt den Zustand des Gleichgewichtes; das Gewicht ist in Ruhe. 
Newton sprach dieses dritte Grundgesetz der Mechanik in der Form 
aus: Die Gegenwirkung (Reaktion) ist immer gleich und ent
gegengesetzt der Wirkung (Aktion). Dabei ist es gleichgiiltig, 
ob die angegriffenen Korper in Ruhe oder Bewegung sind. Die Gewehr
kugel fliegt vorwarts, das Gewehr selbst riickwarts; springen wir von 
einem Boot ans Ufer, so wird das Boot vom Ufer abgestoBen. 

Durch Einsetzen der Gleichung (18) in die Gleichung (17) erhalten wir 

a 
P=-'p (19) 

g 

als Kraft, die einer Masse vom Gewichte a die Beschleunigung p erteilt. 
Beispiel 22. Nehmen wir an, der Zug im Beispiel 16 habe ein Ge

wicht von 450 t, dann ist die zur Beschleunigung aufzuwendende Kraft. 

p = G 'p = 450000. 1_ = ('V 1000 kg; 
g 9,81 45 

um diesen Betrag muB die Zugkraft groBer sein als die zur Vberwindung 
der bleibenden Widerstande (Reibung, Luftwiderstand) aufzuwendende. 
Oder um diesen Betrag ermaBigt sich die Zugkraft, nachdem der Zug 
seine Fahrgeschwindigkeit erreicht hat. 

Beis piel 23. Nehmen wir an, der Zug im Beispiel 17 habe ein Ge
wicht von 320 t, so muB eine Bremskraft von 

a 320000 I 
. P=-·p= -- .-=",2000kg 

g 9,81 16 

aufgewendet werden, wenn er auf 1800 m in 4 Minuten zum Stehen 
kommen soll. 

Die Zentralbewegnng. Schleudert man einen an einer Schnur be
festigten Stein im Kreise, so wird die Schnur gespannt, auf die Faust 
wird eine Kraft ausgeiibt. LaBt man los, so fliegt der Stein zunachst 
in Richtung der Tangente weiter und fiWt schlieBlich unter dem Ein
fluB der Schwere zu Boden. Der Stein hat das Bestreben, vom Mittel
punkt der Drehbewegung zu fliehen. Die bei derDrehung auftretende 
Kraft heiBt Fliehkraft oder Zentrifugalkraft. rhre GroBe laBt sich 
durch Rechnung feststellen, doch wollen wir, weil sie nicht ganz so ein
fach bestimmbar ist, den Versueh zur Hille nehmen. In Fig. 19 ist a eine 
durch die Schnur b in Drehung versetzte Scheibe, die in der senkrechten 
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Achse einen Hohlkorper c triigt. Dieser Hohlkorper ist mit Queck
silber gefullt und durch eine dunne Metallscheibe d, Membran genannt, 
abgeschlossen. In der Achse ist ein Steigrohr e eingelassen, in der das 
Quecksilber steigt und sinkt, wenn auf die Membran eine Kraft ausgeubt 
,\ird. An der Membran ist ein mit einer Teilung versehenes Gestange t 
be£estigt, auf dem ein Gewicht verschiebbar ist. Das auf der Gegenseite 
yorgesehene Gewicht G' ist nur zum Ausgleich da und ubt keinen Zug 
auf die Membran aus. Um die storenden Einflusse des Gegengewichtes 
~uszuschalten, laBt man den Apparat ohne das Gewicht G laufen und 
merkt sich den Stand des Quecksilbers in dem Steigrohr. Dann bringen 
wir das Gewicht G von der Masse 

'in = £ Masseneinheiten auf den an del' Membran befestigten Stab und 
g 

lassen den Apparat mit derselben Umlaufzahllau£en. Infolge del' Flieh
kraft des Gewichtes G zieht der Stab die Membran nach auBen und 

G' 

. h 
~------------rl:~ 

Fig. 19. 

bringt das Quecksilber in dem Steigrohr weiter zum Sinken; wir merken 
uns seine Stellung. Hat beim unbelastet laufenden Apparat die Queck
silberkuppe im Steigrohrchen die Hohe hI, bei Belastung die Hohe h2' 
so wirkt bei belastetem Apparat eine Fliehkraft, die die Quecksilbersaule 
um (hI - h2) sinken la13t. Wieviel kg dieser1:Iohenunterschied darstellt, 
stellen wir bei ruhendem Apparat fest, indem wir aneine im Haken h 
angreifende, uber die Rolle i geleitete Schnur so viel kg anhiingen, daB 
die gleichen Hohen vom Quecksilber eingenommen werden. Br;:tucht 
man G1 kg fur die Hohe hI del' unbelastet laufenden Scheibe, G2 kg fur die 
Hohe h2 der belastet laufenden Scheibe, so ist die Fliehkra£t 

G = G2 - G1 in kg . 
Ein Versuch lieferte folgende Werte: 
Das Gewicht G = 3 kg in der Entfernung r = 25 cm bewirkte bei 

n = 130 Umdr ./Min. ein Sinken der Quecksilberkuppe von 302 auf 232 mm, 
das sind 70 mm; 

den 232 mm Hohe der Kuppe entsprachen Gz = 20 kg am Faden, 
den 302 mm Hohe del' Kuppe entsprachen G1 = 6 kg am Faden, 

so daB die Fliehkraft G = G2 - G1 = 14 kg betrug. 
Der Versuch zeigte weiter: Verdoppelt man das Gewicht G, so wird G 

auch doppelt so graB; geht man mit der Umlaufzahl auf die Halfte, so 
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wird C gleich dem vierten Teil; bringt man das Gewicht G in doppelter 
Entfernung an, so wird C ebenfalls doppelt so groB. Durch eine geniigend 
groBe Anzahl von Versuchen wurde festgestellt: 
1. Die Fliehkraft wachst ebenso wie die Masse des Gewichtes G, 
2. die Fliehkraft wachst ebenso wie die Entfernung des Gewichtes G, 
3. die Fliehkraft wlichst im Quadrat der Umlaufzahl des Gewichtes G. 

Mathematisch ausgedriickt wiirden diese drei Erfahrungstatsachen 
die Gleichung ergeben C=m-r-w 2 , (20) 

nn 
wenn man statt der Umlaufzahl n die Winkelgeschwindigkeit w = 30 

cQ--___ ~O 

B 

Fig_ 20. 

einsetzt. Unser Versuch liefert C = 14 kg gegen 
den nach (20) berechneten Wert 

3 n - 1302 

C = 9,sf -0,25 - 302 

3 
= - - 0,25 - 13,62 = 14,1 kg 

9,SI 
und zeigt eine ausreichende Ubereinstimmung. 

Ersetzt man die Winkelgeschwindigkeit w 
durch die Umfangsgeschwindigkeit v der um
laufenden Masse m (es war nach S. 129 
v = r - w), so geht (20) tiber in 

v2 
C=m--. 

r 
(21) 

Beriicksichtigen Wlr das zweite Grundgesetz der Mechanik (17), 
2 

Kraft gleich Masse mal Beschleunigung, so ergibt sich aus C = m -~ 
2 r 

eine Beschleunigung p = ~ in Richtung der Kraft C, die ein umlaufen
r 

der Punkt dauernd erfahren muB, damit er eine Zentralbewegung aus
fiihrt. 

Der Weg, aus Versuchen ein Naturgesetz abzuleiten, ist miihevoll 
und zeitraubend. Miihevoll, weil unvermeidbare Nebeneinfltisse, wie 
Reibung, Luftwiderstand usw., das Ergebnis zunlichst verdunkeln, zeit
raubend, weil nur durch eine sehr groBe Anzahl von Versuchen die ebenso 
unvermeidlichen Beobachtun~sfehler ausgeglichen werden konnen. 

Zusammensetzung von Bewegungen. Erflihrt ein Massenpunkt 
gleichzeitig zwei Bewegungen - z. B. der von zwei StoBen gleichzeitig 
getroffene Billard ball -, so nimmt er eine Bewegung an, die folgender
maBen zustande kommt: StOJ3t man in Fig. 20 den Ball m gleichzeitig 
in Richtung AB und in Richtung A C an, so schlagt er die Richtung 
AD ein; er moge nach t sek nach dem Punkt D gelangen. Wirkt nur 
der StoB X auf den Ball m, so wiirde er in t sek den Weg AB = 8., 

= v", - t in Richtung X zuriicklegen. Dabei ist die Bewegung als gleich
formig anzusehen, wenn wir die bremsende Wirkung des Tuches ver
nachllissigen. Wirkt nur der StoB Yauf ihn, so wiirde er in derselben 
Zeit t den Weg 
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AO = 811 = VII· t 
zurucklegen. Da er in Wirklichkeit wahrend der Zeit t unmittelbar von "A 
nach D wandert, so konnen wir diesen Punkt D erreicht denken durch 
eine Wanderung des Balles AB in Richtung X und daran anschlieBend 
eine Wanderung BD = AO in Richtung Y. Der wirkliche Weg 
AD = 8 ist Diagonale im Parallelogramm aus A B = 8z (dem 
Wege in Richtung X) und BD = AO = 811 (dem Wege in Rich
tung Y). 

Da aIle Versuche dieser Art die Richtigkeit dieser Annahme bestatigen, 
so ist auch dieses durch die Erfahrung gefundene Gesetz ein Naturgesetz; 
es hat allgemeine Giiltigkeit. Zeichnen wir nicht die in t sek durch
laufenen Wege 8 auf, sondern die in 1 sek zUrUckgelegten, dann wird aus 
dem Wegeparallelogramm ein Geschwindigkeitsparallelogramm; V heiBt 
resultierende Geschwindigkeit; Vz und VII Seitengeschwindigkeiten oder 
Geschwindigkeitskomponenten. Handelt es sich um gleichformig be
schleunigte Bewegungen, so setzt man die Seitenbeschleunigungen_pz und 

,f/~ 
0 

-----,?, ------1', 

6 . , 
/ , /: , , , 

/p , , , I , , , , , 
fix SX VA' A ~ 8 

Fig. 21. Fig. 22. Fig. 23. Fig. 24. 

PII ebenfalls zu einer resultierenden Beschleunigung so zusammen, daB 
P Diagonale in einem Parallelogramm aus pz und py ist (Fig. 21). In der 
Fig. 20 gelangt man auch zu dem resultierenden Wege, wenn man an den 
Weg 8z den Weg 811 unmittelbar antragt; man zeichnet dabei nur das 
halbe Parallelogramm, d. h. das Dreieck ABD (Fig. 22). 

Ebenso verfahrt man in Fig .23 und24 mit den Geschwindigkeiten und in 
Fig. 25 mit den Beschleunigungen. Fig. 23 und 24 heiBt Geschwindigkeit
schaubild oder Geschwindigkeitdiagramm; Fig. 25 Beschleunigungschau
bild oderBeschleunigungdiagramm. Wir fugen zurErmittlung der 
Gesa mtgeschwindigkeit vdie Seitengeschwindig keiten Vz u nd 
Vy der GroBe und Richtung nach aneinander; man sagt: wir 
addieren Vz und VII geometrisch. Es genugt nicht die GroBe von 
v., und VII zu kennen, wir mussen auch ihre Richtung angeben, wenn 
die Bewegung eindeutig beschrieben sein solI. Physikalische GroBen, 
die neben der GroBe auch die Angabe der Richtung erfordern, heiBen 
Ve k tor e n oder gerichtete GroBen; sie werden addiert, indem man sie 
wie in Fig. 24 und 25 der GroBe und Richtung nach aneinanderfugt. Fal
len beide gleichzeitige Bewegungen in dieselbe Richtung, so bleibt das 
Verfahren dasselbe; die Fig. 26 -;- 31 zeigen die Darstellungen fUr V und 
p bei gleicher Richtung. 

Beispiel24. Ein Boot habe die Eigengeschwindigkeit Vz = 4 misek, 
die Stromung habe eine Geschwindigkeit v1/ = 1,2 m/sek. Mit welcher 
Geschwindigkeit £ahrt das Boot (a) mit, (b) gegen den Strom? 
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a) ~ach Fig. 26 addieren sich beide Geschwindigkeiten zu 

v = v", + Vy = 4 + 1,2 = 5,6 mjsek . 
b) ~ach Fig. 27 ist die resultierende Geschwindigkeit 

v = v", - Vy = 4,0 -1,2 = 2,8mjsek. 
Beispiel25. Ein Schwimmer habe die Eigengeschwindigkeit 

v'" = 0,8 mjsek. Kann er gegen den Strom schwimmen? 

v v Vy 
-.-.-----.-.-.~ 

_._._.- . 
;0- .. _--TI--~. 

0 Vx lIy IIX V "x 

6 Fig. 26. Fig. 27. 

___ J! _____ P Py 
-'-'-'~11IIi! 

A fix B Px py Px 

Fig. 28. 

'" 
py 

-p- I Px 

Fig. 25. Fig. 29. Fig. 30. Fig. 31. 

Nach Fig. 28 ist v = v", - Vy = 0,8 - 1,2 = - 0,4 mjsek. Der 
Schwimmer hat also eine Geschwindigkeit v = 0,4 mjsek in Richtung vy, 
d. h. in Richtung der Str6mung. 

Beispiel 25. Der Schwimmer will den FluB durchqueren und halt 
sich dauernd senkrecht zu den U£ern. Welches ist seine wirkliche Rich
tung? 

Das Geschwindigkeitschaubild 
0,8 

Fig. 32 liefert tg IX = -2 = 0,667. 
1, 

Die Tabelle S. 87 ergibt IX = ",33 0 40'. 

0,8 C 0 
'Y 

0,6 ./ 
./ 

0," "x / 
/-11 

0,2 / 
/ 

A 0,2 0," {7,6 {7,8 1 1,2m/sek 

Fig. 32. 

50 

2S 

75 

.Y fOO 

125 
.0;;;,.,;. ,-..":.:-

Fig. 33. 

Beispiel 26. Eine Kugel wird mit einer Geschwindigkeit 
v'" = 10 mjsek wagerecht fortgeschleudert; welche Bahn beschreibt sie? 

Durchden StoB erhalt sie eine gleich£6rmige Bewegung in wagerechter 
Richtung mit v",; der wagerechte Weg nach t sek ist 8", = v",·t. Gleich
zeitig ist sie der Schwere unterwor£en und durchfallt senkrecht nach 
unten den Weg 8y = ! g t2 in derselben Zeit t. Unter dem EinfluB beider 
Bewegungen kam die Kugel nach tfsek nach P (Fig. 33). 

Zeit t in sek I 0 1 I 2 I 3 I 4 I 5 Weg B" in m 0 10 20 30 40 50 
Weg By in m 0 5 20· 45 . 80 125 
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DaB die Geschwindigkeit in wagerechter Richtuug ohlle Einflutl auf 
die Fallbewegung ist, zeigt das Verhalten del' Kugel B in Fig. 33, die in 
demselben Augenblick durch das Loch zu fallen beginnt, wo die Blatt
feder die Kugel A wagerecht fortschleudert. Beide Kugeln- beriihren 
gleichzeitig den Erdboden (Luftwiderstand vernachlassigt). 

Mechanische Arbeit --:-- Leistung. Hebe ich ein Gewicht von Q 
= 20 kg auf eine Hohe h = 3 m, so leiste ich eine Arbeit von A 
= Q h = 20 kg . 3 m = 60 mkg (Meterkilogramm). Dabei lege ich den 
Weg h = 3 min senkrechter Richtung zuriick. Diese Richtung ist auch 
die Richtung del' Kraft, denn das Gewicht Q ist eine senkrecht nach 
untengerichtete Kraft. Untermechanischer Arbeit verstehen wir 
demnach das Produkt aus einer KraftQ und einem Weg h, del' 
in Richtung del' Kraft zuriickgelegt wird. Die Dimension 
(Benennung odeI' MaBeinheit) ist das Meterkilogramm (mkg). 

Fiir die Bemessung del' Arbeit ist es gleichgiiltig, in welcher Zeit sie 
geleistet wird. Soviel ist abel' sichel', daB wir uns um so mehr anstrengen 
miissen, je kleiner die Zeit ist, in del' die Arbeit geleistet wird. 

Tragt beispielsweise ein 75 kg schwerer Mensch sein eigenes Gewicht 
auf einen 300 m hohen Berg, so ist die geleistete Arbeit 

A = 75 kg . 300m = 22500mkg. 

~un ist es ihm abel' durchaus nicht gleichgiiltig, ob er diese Arbeit in 
1/4, 1/2 odeI' 1 Std. leisten muB; ja es wird fraglich sein, ob er sie 
iiberhaupt in 1/4 Std. ausfiihren kann. Wollen wir vergleichen, 
welcher von zwei Bergsteigern die groBere Anstrengung aufbringt, 
so werden wir fragen, wie groB die Arbeit ist, die jeder in 1 sek 
leistet. Bei unsern Maschinen ist es nicht andel'S. Bei del' Wahl des 
Antriebmotors einer Pumpe ist es sicherlich nicht unwichtig, ob sie 
Q mS in 1 Std. odeI' 1 Minute auf die Hohe h £ordert. Einen Einblick 
in das, was del' Antriebmotor del' Pumpe hergeben muB, gewinnen 
wir erst, wenn wir wissen, welche Arbeit von ihm in jeder Sekunde ge
fordert wird. Diese in 1 sek geleistete Arbeit heiBt Leistung. Be
waltige ich eine Arbeit von A mkg in t sek, dann -ist meine Leistung, 
d. h. die in 1 sek geleistete Arbeit, 

N= A~kg A mkg 
tsek = -'sek (22) 

Steigt unser Bergsteiger seine 300 ll1 in 15 Minuten, so ist seme 
Leistung 

N = _,!5 kg· 300 1Il = 25 mkg 
15 . 60 . sek sek ' 

steigt er 300 1Il in 30 Minuten, so wird 

N = _ 75 . 300 = 12,5 mkg . 
30·60 sek 

D d· E' h' mkg 1-1" b . d '1' 1 it Ie In eIt 1 - k- etwas )'. em 1St, so enutzt man In er ec 1-
se 

Will k c I. Il,'!' prakt. MaschilH'lIbaut'!' 11. 1. 10 
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llik den 75fachell Wert als Einheit der Leistung und setzt 

1 Pferdestarke (PS) = 75 mkk
g 

se 
In der Elektrotechnik ist ublich 

1000 Watt = 1 Kilowatt (kW) = 0~~36 = 1,36 PS; 

so daB 
1 PS = 736 Watt = 0,736kW. 

Leistet eine Maschine 6 Std. lang 25 PS, so leistet sie wieder eine 
Arbeit von 6 . 25 = 150 PSStd. (Pferdestarkenstunden oder PS-Stunden). 

:8immt ein StraBenbahnmotor 6 Std. lang 25 PS aus dem Leitungs
netz, so entnimmt er eine Arbeit von 

6·25·0,736 = eX> 110 kWStd. 

1 PSStd. sind 75 mkk
g . (60·60) sek = 270000mkg 

se . 
(23) 

mkg 
75 -_. (60· 60) sek 

WS d sek . 
1 k t." 0,736 = 367000 mkg . (24) 

Es war Arbeit = Kraft· Weg (in Richtung der Kraft) 
L . _ Arbeit in mkg Kraft in kg· Weg in m 

elstung - Zeit in sek Zeit in sek 

Bezeichnen wir die Kraft wie ublich mit P, den in Richtung der Kraft 
gemessenen Weg mit 8; die Zeit mit t, so ist die Leistung 

P·8. mkg 
N = -t - - III sek' 

8 
- war aber nach (1) die Geschwindigkeit der gleich£ormigen Bewegung. 
t 

~Iit ~ = v wird die Leistung = p. v = Kraft· Geschwindigkeit in mkk
g 

t 00 

oller 

N=?--~ in PS. 
75 

Greut die Kraft P am Umfange einer gleich£ormig umlaufenden 
Scheibe an, die n Umdrehungen in der Minute macht, so ubertragt die 
~cheibe eine Leistung 

P'v P·ll·d·n P·ll·r·n 
N = 75- =75-60- = ~ i5~O- , 

N=!·r.n pS 
716,2 ' 

(25) 

wenn P in kg, r in m, n in Umdr.jMin. eingesetzt werden. 
Beispiel 27. Welche Arbeit muB aufgewendet werden, um die 

Last Q von A nach G zu heben (Fig. 34) 1 
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Der Weg in Richtung der Kraft Q ist h, folglich ist die Arbeit 
A = Q ' h = 500 kg , 5 m = 2500 mkg; diese Arbeit kann eine Kraft 
P 1 leistell, die in Richtung der schiefen Ebene wirkt; sie ist P 1 , 8 und 
muB gleich A sein, so daB 

Pl' 8 = A und daraus P 1 =..:! = 2500 = 2500 = 193 kg . 
8 -V 122 + 52 13 

Sie kann aber auch d urch eine wagerechte Kraft P 2 geleistet werden, die 
Iangs des Weges 1 wirken muB, um die Last Q von A nach 0 zu bringen; 
die dabei geleistete Arbeit ist P 2 ,1 und muB auch gleich A sein, so daB 

A 2500 
P 2 ,l=A unddaraus P2=T=12=2~8kg. 

Zieht man also in wagerechter Rich
tung, so ist die aufzuwendende Kraft 
groBer als wenn man in Richtung der 
schiefen Ebene zieht. 

Beispiel28. WelcheLeistungmuB 
der Hubmotor eines Kranes aufwenden, 
um eine Last Q = 5 t mit einer Geschwin
digkeit v = 0,8 m/sek zu 'heben? 

1----- Z=12 m'----
Fig. 34. 

Es ist 

N = !_' "!. = 5000, 0,8 = 53,3 PS . 
75 75 

Beispiel 29. Eine Kolbenpumpe fordert stiindlich 40 mS Wasser 
in einen 20 m hchen Behalter. Wie groB ist die Leistung der antreibenden 
Maschine? 

40m3·1000~· 20m 
mS 

N= =30PS. 
75' (60·60) sek 

Beispiel 30. Ein StraBenbahnmotor befordert einen Wagen von 
G = 15 t Gewicht auf ebener Strecke in t = 20 Minuten 8 = 9,0 km weit; 
wie groB muB der Motor sein, wenn der Wagen eine Zugkraft von 10 kg 
pro Tonne Zuggewicht erfordert? 

Die Zugkraft ist Z = 10 kg/t, 15 t = 150 kg; die Arbeit ist 
A . 8 = 150 kg, 9000 m = 1350000 mkg 

N = -~ = 1350000 = 15 PS, 
75, t 75,20, 60 

Beis piel 31. Wie hoch stellen sich die Stromkosten, wenn die 
kWStd. 2,50 M. kostet? 

Der Arbeit A = 1350000 kg entsprechen nach (24) 

I 350 000 _ "'" 3 7 kWS d 
367COO ~ , t . 

M. 
Der Preis wiirde sich demnachauf 3,7kWStd.' 2,50 kWStd. ="",9,50M, 

stellen. 
10* 
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Beispiel 32. Welche Leistung iibertragt eine Riemenscheibe von 
700 mm Durchmesser bei 150 Um1.jMin., wenn die Umfangskraft 85 kg 
betragt ~ 

Nach (25) wird 
N = p. r . n = 85· 0,35 . 150 = 6 2 PS 

716,2 716,2 ,. 
Beispiel 33. Welcher Druck kommt auf die in Eingriff stehenden 

Zahne eines Zahnrades von 1,2 m Durchmesser, das bei 250 Umdr.jMin. 
300 PS ii bertragt ~ 

Aus (25) folgt 
N 300 

P = 716,2' -- = 716,2· = "" 1434 kg. 
n'r 250'0,6 

Lebendige Kraft - Energie. Ein Korper vom Gewicht G = m . g 
(siehe G1. 18) falle von A liber B nach 0 (Fig. 35), dann hat er in B 
nach (16) die Geschwindigkeit 

Vl = -V 2 g • h l , so daB vi = 2 g • hl 

ist. In 0 erreicht er die Geschwindigkeit 

v2 = -V 2 g . h2, so daB v; = 2 g . h2 ist. 
Bildet man die Differenz aus v~ und vi, so orgibt sich 

v~ - vi = 2 g . h2 - 2 g . hl = 2 g (h2 - hl) = 2 g h . 
Multipliziert man diese Gleichung mit m, so geht sie iiber in 

m (v~ - vi) = 2· m' g' h 
oder 

') ') 

mv§ m· Vi 
--- -~=m·g·h=G.h. 

2 2 
(26) 

G· h ist aber eine Arbeit, die die Kraft G = m· g langsdes Weges hleistet. 
Stellt die rechte Seite der Gleichung eine Arbeit dar, dann muB es auch 
die linke, wie sich durch Einsetzen der MaBeinheiten .bestatigt. 

mv2 = kg· sek2 . (~_)2 = kg~se~2: m-= = mkg. 
2 ~ m sek m . sek 2 

Wir nennen den Ausdruck m2v
2 nach dem Vorschlage von Leibniz 

(1646 bis 1716) die lebendige Kraft 'oder neuerdings Wucht der 
mit der Geschwindigkeit v bewegten Masse m. Die linke Seite unserer 
Gleichung ist der Zuwachs an lebendiger Kraft, den eine Masse m er
fahrt, wenn sie ihre Geschwindigkeit auf dem Wege h von Vl auf V 2 mjsek 
steigert. Dieser Zuwachs an lebendiger Kraft ist aber gleich der Arbeit, 
die die Kraft G auf demselben Wege h leisten muB, um die Geschwindig
keit der Masse m von Vl auf V2 zu steigern, die also verwendet werden 
muB, um die Masse m auf dem Wege h zu beschleunigen. Wir konnen 
sagen: der Zuwachs an lebendiger Kraft einer Masse mist gleich der 
Arbeit der an der Masse m angreifenden Kraft. 

Wird eine Masse verzogert, so ist die Differenz der lebendigen Krafte 
gleich del' Arbeit, die die verzogernde Kraft auf dem Wege lei stet, wo 
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die Masse verzogert wird. Wird also ein Zug von dem Gewichte G auf 
dem Wege 8 von der Bremskraft P so gebremst, daB seine Geschwindig
keit von V 2 auf VI m/sek sinkt, so besteht die Beziehung 

G 9 G 2 -. v2 -. Vi 
mv~ mvi g . g 
2 - 2 = -2- - - -2-- = p. 8 • (27) 

Der bewegte Korper hat die Fahigkeit, Arbeit zu leisten. 1st seine 
Masse m, seine Geschwindigkeit V, so ist sein Arbeitsvermogen 

mv2 

A=T' 

Dieses Arbeitsvermogen heiBt Energie der Be
wegung oder kinetische Energie. Aber auch von dem 
ruhenden Korper konnen wir sagen, daB er die Fahigkeit 
hat, Arbeit zu leisten; die in ihm aufgespeicherte Energie 
wird frei, wenn wir ihn in den Zustand der Bewegung 
iiberliihren. Lassen wir z. B. den Korper von der Masse m 
(Fig. 35) von B nach 0 fallen, so ist in 0 seine lebendige 

K f A m v2 b . ~2 h' .. . B ra t = 2' wo e1 V = V gISt; SIe 1st um so gro er, 

je groBer h ist - je hOher gewissermaBen der Punkt B liegt. 
Da die Energie des ruhenden Korpers (in B) von seiner 
Lage - d. h. derHohe h - abhangig ist, nennen wirdiese 
Energie die Energie der Lage oder potentielle Energie. 
Der hochgehobene Bar eines Dampfhammers besitzt poten- Fig. 35. 
tielle Energie, die frei wird, sich zeigt, in Erscheinung tritt, 
wenn der Hammer herunterlallt. Sie ist um so groBer, je groBer der 
Fallraum des Hammers ist. 

Beis piel 34. Wie groB ist die Wucht oder lebendige Kraft eines 
Geschosses von 1000 kg Gewicht, dessen Geschwindigkeit V = 400 m/sek 
ist? 

1 1 1000 
A = -mv2 = -. --.4002 = 8000000mkg. 

2 2 9,81 . 
Durehsehlagt dieses GesehoB eine Mauer von 6 m Starke, so ist die 

mittlere Durehsehlagskraft bestimmt aus 
1 A 8000000 

A=2'.m.v2 =P'8 zu P= -;= 6----=1333000kg. 

Beispiel 35. Wie graB ist die Energie der Lage eines Rammbars 
von G = 80 kg Gewieht, dessen FallhOhe h = 1,5 m betragt? 

Aus A = ! m v2 = G· h folgt 
A = 80 kg '1,5m = 120mkg. 

Dringt der gerammte Pfahl bei einem Sehlage 8 = 5 em tief in den 
Erdboden, so driiekt der Bar wahrend dieses Weges mit einer mittleren 

A 120 
Kraft P = - = - = 2400 kg auf den Pfahl. 

8 0,05 
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Beispiel36. Nach welcher Zeit kommt ein Schwungrad, dessen 
Ring 2500 kg wiegt, zum Stillstand, wenn das Rad 3 m Durchmesser 
hat und 125 Uml.JMin. macht ~ 

Die bremsende Kraft sei die Lagerreibung mit IJ12 des Lager
druckes bei 100 mm Wellendurchmesser; Nabe und Speichen seien 
vernachlassigt. Die lebendige Kraft des Schwungringes ist mit 

n . d . n n . 3 . 125 
v = --- = ----- = 196 mJsek 

60 60 ' 
1 1 G 1 2500 

L = -' m' v2 = - . - . v2 = - . -- . 19,62 = 48000 mkg . 
2 2 (J 2 9;81 

Fig. 36. 

Sie wird vernichtet durch die brem
sende Lagerreibung Pam Umfange der 
Welle. 1st P diese Bremskraft, 8 der 
Weg, den ein Punkt am Umfange der 
Welle bis zum Stillstand zuriicklegt, 
dann ist die von P wahrend des Brem
sens geleistete Arbeit A = P . 8. Aus 

L 
folgt 8=-

P 

48000 - -T--- = 230 m . 

-12 ·2500 

Die Geschwindigkeit des Punktes am Umfang der Welle zu Beginn 
des Bremsens war 

- n· d' • n n· 01·125 
Vo = 60 = ~O = 0,654 mJsek 

seine Endgeschwindigkeit ist null; aus (1) folgt dann 
23 2·230 

t =- = ---=",-,,705sek. 
Vo 0,651 

1m Beispiel 36 haben wir nur die Wucht des Schwungringes-be
riicksichtigt, weil bei ihm angenommen werden darf, daB aIle Punkte 
mit derselben Geschwindigkeit umlaufen. Anders ist es bei einer 
Scheibe, wo diese Annahme unmoglich gemacht werden darf. Zweifel
les konnen wir uns aber die Scheibe aus sehr vielen und sehr schmalen 
"Schwungringen" bestehend denken, deren Geschwindigkeit nach 

(4) v = y. wist, wenn w = :n ;on die Winkelgeschwindigkeit der 

Scheibe ist (Fig. 36). 
Hat der erste der gedachten Ringe die Masse m1 und den Abstand 

Yl, von der Drehachse, so ist seine lebendige Kraft 

1 2 1 w 2 2 
Ll = "2 m1 Vi = "2 . m1 (Yl w) 2 = -2 m1 • Yi . 
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Ein weiterer gedachter Ring von der Masse m2 mit dem Abstand Y2 hat 

L 1 2 1 2 1 0)2 2 
2 = 2 m2 V2 = 2 m2 (Y2 • 0) ="2' 2 . m2 Y2; 

ein dritter gedachter Ring 

L 1 2 1 2 0)2 9 

3 = 2ma V3 = "2 m . (Ya • 0) = 2 . ma • Y'3 . 

Die lebendige Kraft der ganzen Scheibe ist als Summe der lebendigen 
Kriifte der einzelnen Ringe 

0)2 0)2 0)2 

L = 2' m l yi +-2 m2 y~ + 2 ma y~ + . . . , 
soviel Glieder folgen noch wie Schwungringe, in die wir die Scheibe auf-

0)2 
gelost denken. Da jedes Glied den FaktorT hat, so kann er vor eine 

Klammer gezogen werden, so daB sich ergibt: 
0)2 

L = 2 (mlY~ + m2Y~ + m3Y~ + .. ~). 

Fur den Klammerausdruck wahlt der Mathematiker eine kurzere 
Schreibweise; er sagt : in der Klammer steht eine Summe von Prod ukten 
aus Masse und Quadrat der Entfernung von der Drehachse. FaBt man 
wieder, wie S.112, die Wege und Zeiten, jetzt die Massen m l , m2 , ma usw. 
und die Entfernungen YI' Y2' Ya usw. als veranderliche GroBen auf, so 
kann man fUr (mlyi + m2Y~ + m3Y~ ... ) schreiben "Summe m. y2". 
Das Wort "Summe" wird aber nicht ausgeschrieben, sondern durch 
den griechischen Buchstaben Z ersetzt. Die Klammer wird demnach 
geschrieben (mIYI + m2Y~ + maY~ + ... ) = Zmy2 (gelesen:' Klainmer 
gleich Summe m y2) und bedeutet: es ist die Summe einer unbe
schrankt groBen Zahl von Gliedern zu bilden, von denen jedes fur 
sich betrachtet sehr klein ist. Wie man solch eine Summe be
rechnet, zeigt die sogenannte hohereMathematik. Die Ergebnisse dieser 
Rechnung - der Integralrechnung - mussen wir hinnehmen, ohne 
ihre Ableitung mit den Rilfsmitteln der Algebra (S. 2) nachprufen zu 
konnen. 

Mit der eben gezeigten Schreibweise wird die lebendige Kraft einer 
mit der Winkelgeschwindigkeit 0) umlaufenden Masse 

L =! 0)2 .Zmy2 • 

Raben wir zwei Scheiben von gleichem Gewicht und gleicher Winkel
geschwindigkeit, d. h. laufen sie mit gleicher Tourenzahl, so wird die 
Scheibe die groBere lebendige Kraft, die groBere Wucht, die groBere 
Energie haben, bei der der Ausdruck Z m y2 groBer ist. In diesem Aus
druck ist aber y, d. h. die Entfernung von der Drehachse, von uber
ragender Bedeutung, weil es in der 2. Potenz vorkommt. In Worten be
deutet das: Die lebendige Kraft ist um so groBer, je weiter die Massen
teile nach auBen gelegt sind. Stellt man den Antriebsmotor der Scheibe 
ab, liiBt man sie also auslaufen, so wird die Scheibe mit der groBeren 



152 Physik. 

W ucht Hinger laufen ale die andere; sie versucht ihren Geschwindigkeit
zustand langer beizubehalten, ihr Beharrungsvermogen oder ihm 
Tragheit ist groBer. Man nennt deshalb den Ausdruck ~ m y2 das 
Tragheitsmoment des Korpers in Beziehung auf seine Achse. Die 
Dimension wird 

kg. sek2 
-- -- . m2 = mkgsek 2 • 
m 

Ersetzt man m durch ~~ und,;/G durch,;/ V . 8 (S. 119), VIG und L1 V, 
g 

urn anzudeuten, daB es sich urn sehr kleine GroBen handelt), so wird 

mit m= i1V'~ 
g 

8 
~my2 =-.~,;/V .y2, 

g 
da 8 und gals unveranderliche Faktoren vor das Summenzeichen gezogen 
werden konnen. Es ist demnach das Tragheitsmoment nur abhangig 
von der For m des K6rpers, und es genugt ~i1 V· y2 fur die geometrisch 
bestimmte K6rperform, z. B. Scheibe, Ring, Kugel usw., zu berech
nen. Man spricht deshalb von dem Tragheitsmoment der geometrischen, 
d. h. masselos gedachten K6rper (vom Tragheitsmoment des Zylinders, 
des Ringes, der Kugel usw.) und bezeichnet es mit J, so daB die lebendige 
Kraft eines K6rpers vom spezifischen Gewicht 8 dargestellt wird durch 

I 8 L = - . (.02 . - . J. 
2 g 

Die Benennung von Jist von der 5. Potenz (m3 ) als Produkt des Vo
lumens V in m3 und dem Quadrat einer Lange (111,2) • 

Die Mathematik liefert fUr eine Scheibe vom Halbmesser r und der 
Breite b das Tragheitsmoment, bezogen auf die Zylinderachse, 

J= tnr4 .b. 
Beis piel 37. Die lebendige Kraft einer GuBstahlscheibe von 

r = 800 mm und b = 200 mm bei n = 150 Uml.fMin. wird, wenn man 
die LangenmaBe in m und 8 in t/m3 einsetzt, mit 

(.0 = n: ~ n = n ~ 150 = 15 7 1 
30 30 ' sek 

I 8 1 7,8 I 
L = -. (.02. -. J = -. If) 72 • -- -. - n· 0 84 .02 

2 g 2' 9,81 2 ' , 
= 12,4 mt = 12400 mkg . 

Eine Holzscheibe mit denselben MaBen wurde entwickeln 
1 8 1 I 0,7 1 

L= -. (.02 ·-·J=-·I5 72 ·---·-n·0 84 • 0 2 = II mt = 1100mkg 
2 g 2 ' 2 9,81 2 ' " . 

Setzt man die LangenmaBe in dm und 8 in kgjdm3, so wird mit 
fJ = 98,1 dmjsek2 

L=~.(.02.~ J=~'15,72. 0,2 . n .84.2 
2 (J 298,1 2 

= 11 000 kgdm = 1100 mkg . 
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Beispie138. Auf del' Seiltl'ommel eines FOl'derkorues sitzt ein GuB
stahlschwungrad von 4 m Durchmesser und 200 mm Breite, das mit 37;") 
Uml.fMin. lauft; seine lebendige Kraft wird benutzt, um den Forder
korb von 3000 kg auf 200 m zu heben. Um wieviel sinkt die Urn
laufzahl des Schwungrades? 

L = ! ,w2 , ; ,J = ! ' (Jl3'on tJti ' ; 'r4 , b 

= ~ , 39 27 2 , .7,.8_ , Jl ,24,020'= ,,-,3020 mt 
2 ' 9,81 2 '. . 

Die Hubarbeit erfordert A = 3 t ' 200 m = 600 mt, so daB dem 
Schwungrad nach dem Heben verbleiben: Ll = 3020 - 600 = 2430 mt. 
Zu diesel' lebendigen Kraft gehort eine Winkelgeschwindigkeit WI' die 

sich aUF! L) = ~. wr·!"· J zu 0)1 = ·I/~_Ll . JL = J/'2-2420:9~8i 
2 (J ~ J 8 n,2402.78 

= 35 _~. ergibt. 2 ' , 
sek 

Diesem m entspricht eine Umlaufzahl n 1 = 30 '.OJ 1 = 335 Urnl.jMin. 
n 

1 8 1 0 8 
Oder aus - (1)2 • - • J = 3020 mt und - OJJ ' - • J = 2420 mt 

2 (J 2 (J 

ergibt sich durch Division 

w: _ 302Q und daraus (lit = ()) 'l/2426 = '" 35 _.!.. . 
W1 2420 . 3020 sek 

Die Umlaufzahl sinkt um 375 - 335 = 40 Uml.jMin. 

II. Die Lehre vom Gleichgewicht der festen Korper oder Statik. 
In del' Bewegungslehre wurde del' EinfluB del' Kraft auf einen frei 

beweglichen Massenpunkt untersucht und £estgestellt, daB sich diesel' 
gleichformig beschleunigt bewegt, wenn eine Kraft auf ihn wirkt; die 
Richtung del' Kraft ist durch die Richtung del' von dem Punkt ein
geschlagenen Bewegung gekennzeichnet, Nach GroBe und Richtung 
zu unterscheidende physikalische GroBen nannten wir (S. 143) Ve k
toren oder gerichtete GraBen; auch die Kraft ist ein Vektor, 
Betrachten wir einen Korper unter dem EinfluB del' Schwerkraft: ist er 
beweglich, so fallt er mit del' Beschleunigung (J = 9,81 mjsek 2, Unter
stiitzen wir ihn abel', so iibt er auf die Unterstiitzungs£lache einen Druck 
aus, den wir mit "Gewicht des Korpers" bezeichnet haben; seine MaBein
heit war das Kilogramm. Del' unterstiitzte Korper befindet sich im 
Zustand del' Ruhe; wir sagen, er ist im Gleichgewicht, Nach 
wie VOl' wirkt die Schwerkraft auf ihn, nul' vermag sie ihm nicht eine 
gleichformig beschleunigte Bewegung zu erteilen, da sie die Unterlage dar
an hindert, Nach dem dritten Grundgesetz del' Mechanik (S, 138) miissen 
wir annehmen, daB die Unterlage mit einer genal] ebenso groBen 
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Kraft, der Gegenkraft oder Reaktion, auf den K(irper wirkt wie der 
K(irper auf die Unterlage. Und diese Gegenkraft muB wiederum die 
gleiehe, aber entgegengesetzte Riehtung haben wie das Gewicht des 
K(irpers, die angreifende oder aktive Kraft, weil nur dann zwei Beschleu
nigungen eine Gesamtbeschleunigung Null ergeben, wenn sie gleiche 
GroBe und entgegengesetzte Riehtung haben (vgl. Fig. 30, S. 144). Die 
Gerade, auf der sich der Massenpunkt bewegen wiirde, wenn er frei 
beweglich ware, heiBt Wirkungslinie der Kraft. Als Bedingung, 
unter der ein Korper im Gleichgewicht ist, werden wir jetzt aussprechen 
diirfen: ein Korper ist im Gleichgewicht, wenn zwei gleieh
groBe, aber entgegengesetzt geriehtete Krafte auf ihn wir
ken, die dieselbe Wirkungslinie haben. Stellen wir eine 
Kraft ebenso wie die Geschwindigkeit in Fig. 26 oder die Be- nt' 
schleunigung in Fig. 29 als eine mit einer Pfeilspitze versehene 
Strecke dar, so ist die Lange der Strecke ein MaB fUr die 
GroBe der Kraft, wahrend die Pfeilspitze ihre Richtung an-
gibt. Die eben ausgesprochene Gleiebgewichtsbedingung ist ",i~ 
demnach durch Fig. 37 erschOpfend dargestellt: Unter dem Ein-

A fluB der beiden gleich groBen, entgegen- cJ,J 
'" p 0 p gesetzt geriehteten Krafte P ist der Punkt A Iq 

Fig. 37. im Gleichgewicht. Will man mit Hilfe der Fig. 38. 
zeiehnerischen Darstellung messen, so be-

darf es der Angabe des MaBstabes, der die Form haben muB: 1 em 
stellt 100 -;- 200 -;- 500 oder allgemein akg dar, geschrieben 1 cm = akg; 
er heiBt KraftemaBstab. Lautet fiir eine gegebene Darstellung der 
KrMtemaBstab 1 em = 50 kg, und ist die Strecke 60 cm lang, so wird 
d urch sie eine Kraft von 

P == 60 em' 50 kg = 3000 kg 
lcm 

dargestellt; fUr den KraftemaBstab 3 cm = 100 kg whrde dieselbe 
Strecke von 60 cm Lange eine Kraft von 

100 kg 
P = 60 cm .. 3 mn· = 2000 kg 

darstellen. Hangt eine Last Q an einer Kette (Fig. 38), so grei£t sie an 
dem Punkte A an; offenbar ist es dem Haken ganz gleichgiiltig, ob sich 
die Last in B oder in 0 befindet, wenn wir von der Mehrbelastung durch 
das Gewicht des Kettenstiickes -BO absehen. Wir diirfen aussagen: 
Der Angriffspunkt einer Kraft darf auf ihrer Wirkungs
linie beliebig verschoben werden. Es ist iiblich zu sagen, eine 
Kraft greift an einem Punkte an, doch ist dieser Punkt in Wirklichkeit 
von einer gewissen Ausdehnung. Denken wir z. B. an eine zweifaeh 
gelagerte Welle, die in der Mitte ein Schwungrad tragt, so ist der Punkt 
der Welle, an dem das Gewicht des Rades angreift, so breit wie die 
Nabe des Rades; die Lager der Welle haben eine betrachtliche Auflager
flaehe, und doch sagen wir, die Welle ist in zwei Punkten gelagert. 
Naher kommen wir dem Punkte schon, wenn wir an den Druck denken, 
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den das Roo auf die Schiene auslibt. An diesen Angriffspunkten von 
Kraften erleiden die angegriffenen Korper mem- oder minder' groBe ort
liche Formiinderungen - so driickt sich z. B. das Roo in die Schiene -, 
doch werden diese Formanderungen in der Statik vernachlassigt, 
wir nehmen aIle Korper, die von Kraften angegriffen werden, als starr 
an. Es ist die Aufgabe der Festigkeitslehre, zu untersuchen, welche 
Formanderungen die Krafte zur Folge haben. 

Die beiden Krafte P, die am Punkte A der Fig. 37 im Gleichgewicht 
sind, wirken in einer Ebene. Denken wir UllS am Punkte A noch eine 
dritte Kraft angreifen, so kann im-e Richtung gam beliebig sein. Diese 
drei Krafte brauchen uicht mem- in einer Ebene zu liegen. Wir bescm-an-

Fig. 39. 
~ 

Fig. 40. 

A B 

Fig. 41. 

Fig. 42. 

ken uns auf den Fall, wo alie Krafte in einer Ebene wirken, und werden 
sehen, daB die Gesetze liber Kriifte in der Ebene bis auf wenige FaIle 
vollkommen zur Bestimmung der Gleichgewichtslage ausreichen. Die 
Gleichgewichtslage zu bestimmen ist unbedingt erforderlich, wenn wir 
erfam-en wollen, welche Beanspruchung ein Korper unter dem EinfluB 
von Kraften erfahrt. In Fig. 39 hangt an einem liber eine Rolle geschlun
genen Seil eine Last Q. Wirkt am linken Seilende keine Kraft, so fallt 
die Last herunter und zieht das Seil mit sich. Dabei bleibt das Seil 
schlaff, es erfahrt keine Beanspruchung - es ist spannungslos. In 
dem Augenblick aber, wo wir das linke Seilende mit der Kraft P = Q 
festhalten, wird auch die Last Q festgehalten (Fig. 40). Das Seil wird 
straff; es spannt sich, nachdem es zur Ruhe gekommen ist. 1st an 
einem Stabe AB die Last Q nach Fig. 41 befestigt, so fallt der Stab mit 
der Last nach unten, ohne daB er die geringste Durchbiegung erfahrt, er 
ist spannungslos. Stlitze ich ihn dagegen in A und B (Fig. 42), so kommt 
er samt Last zur Ruhe, zeigt aber eine deutlich wahrnehmbare Durch
biegung; er ist gespannt, oder: in ihm treten Spannungen auf, deren 
GroBe die Abmessungen des. Stabes bedingen. Nur an einem im Gleich
gewicht befindlichen Korper kOnnen wir die Beanspruchung und daraus 
die erforderlichen Abmessungen ermitteln. Die Herstellung der Gleich
gewichtslage ist demnach die Voraussetzung von Festigkeitsberech
nungen. 
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Drei Krafte an einem Punkte. In :I!'ig. 43 seien 3 Schniire an einem 
Ringe A befestigt, die durch die angehangten Gewichte PI' P 2 und Pa 
belastet sind. Von den Schniiren seien AB und AG iiber Rollen geleitet, 
'so daB die Kraft PI in der Richtung AB; die Kraft P 2 in der Richtung 
AG wirkt. Der Versuch lehrt: Halte ich den Ring A in einer belie big en 
Lage fest, so herrscht Gleichgewicht; das System ist in Ruhe. Lasse 

P.' 1 

Fig. 43. 

. ich ihn los, so stellen sich die Schniire von 
selbst in eine neue Gleichgewichtslage ein, und 
zwar kommen sie stets in derselben Lage zur 

Ii Ruhe, von wo ich auch den Ring A loslassen 
mag. Stellen wir die drei Krafte PI' P 2' P 3 

mit Hil£e eines KraftemaBstabes unter Bei
behaltung ihrer Richtungen dar (Fig. 44), so 
ist fUr den Fall des Gleichgewichtes Pa Dia-

gonale in einem Parallelogramm aus den Kraften PI und P 2' Eben
so ist P 2 Diagonale in einem Parallelogramm aus PI und P a, und PI 
ist Diagonale in einem Parallelogramm aus P2 und P a • Statt das 
Parallelogramm zu zeichnen, fUgen wir die 3 Krafte Punter Beibehaltung 
ihrer GroBe und Richtung fortlaufend aneinander (Fig. 45) und finden 
ein geschlossenes Dreieck, das dem gestrichelten in Fig. 44 kongruent 
ist. Es heiBt Kraftedreieck; der Linienzug PI -7- P 2 -7- P a heiBtKrafte
zug. Beachtet man in Fig. 45 die d urch die Pfeile ~ gekel1l1zeichneten 

b_ 
II /I 

Fig. 44. Fig. 45. Fig. 46. 

Richtungen, so gelangt man von a iiber b und c nach a zuriick; das Drei
eck abc a wird stetig u mfahren. Der VersuchzeigtdieGleichgewichts
bedingung der drei Kriifte P. Sie lautet: Drei Krafte sind im 
Cl-leichgewicht, wenn sich ihre Wirkungslinien in einem 
Pu nkte schneiden (A i nFig.44), dasKraftedreieck geschlossen 
und der Umfahrungsinn stetig ist (Fig. 45). 

Nach Fig. 37 sind zwei Krafte im Gleichgewicht, wenn sie bei gleicher 
GroBe und entgegengesetzter Richtung dieselbe Wirkungslinie haben. 
1st demnach in Fig. 46 R = P a, so ist A unter dem Ein£luB dieser beiden 
Kriifte ebenso im Gleichgewicht, wie er es in Fig. 44 unter dem Ein£luB 
der drei Krafte PI' P 2' P a war. Die Kraft R, die von gleicher GroBe ist wie 
die Kraft P a, aber entgegengesetzte Richtung hat, hat dieselbe Wirkung 
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wie die beiden Kra£te P1 Wld P 2 ; sie bringt ebenso das System ins Gleich
gewichtwieP1 und P2 (Fig.46). Man nenntRdie Mittelkraft oder Resul
tante der Kra£teP 1 Wld P 2' Sie ergibt sich zeichnerisch d urch dasselbe ge
schlossene Dreieck abc, nur ist sie vom Anfangspunkt a des Kra£te
zuges abcderKrafte P 1 und P 2 zum Endpunkt cgerichtet(Fig.47). Vnter
stiitzen wir einen Korper in einem Punkte, der auf der WirkWlgslinie 
der Mittelkraft liegt, so ist der Korper im Gleichgewicht; oder geht die 
Wirkungslinie der Mittelkraft durch einen Stiitzpunkt, so ist der Korper 
im Gleichgewicht. 1st eine Kraft R der GroBe 
und RichtWlg nach gegeben, so lassen sich zwei 
Krafte mit demselben Angriffspunkt von derselben 
Wirkung finden, wenn ihre Richtungen bekannt 

a. 

Fig. 47. Fig. 48. 

Fig. 49. 

I 

t2J .4 H ---

Fig. 50. 

sind. Wir konnen also eine nach GroBe und Richtung gegebene Kraft in 
zwei Krafte zerlegen, deren Richtungen bekannt sind. Diese Kra£te heiBen 
Seitenkrafte oder Komponenten. In Fig. 48 sei R die gegebene Kraft, 
x und y die gegebenen Richtungen. 1st R (Fig. 49) durch die Strecke 
a b dargestellt, so schneiden Parallelen durch ihre Endpunkte a und b 
zu den gegebenen RichtWlgen x und y die Strecken a c und b cab, 
die ein MaB fiir die Seitenkrafte P1 und P2 sind. Die RichtWlg der 
Seitenkrafte ist dadurch bestimmt, daB der Kra£tezug a - c - b der 
Ki:a£te P 1 und P 2 vom Anfangspunkt a zum Endpunkt b der Kraft R 
fiihren muB. Der wirkliche Angriffspunkt der Seitenkrafte P1 und P2 

ist der Punkt A (Fig. 48), an dem R angreift. Besonders hiiufig ist 
die Zerlegung einer Kraft nach zwei aufeinander senkrecht stehenden 
Richtungen (Fig. 50). Aus der Zeichnung ergibt sich unmittelbar 

H=P·coscX, V=P·sincX, P=fH2+~V2. 

Soli sich ein Korper trotz eines Kraftangriffes in Ruhe befinden, so 
muB er gestiitzt oder gelagert sein. So ist z. B. der Trager AB der Fig. 51 
im Gleichgewicht, wenn A und B Stiitzpunkte sind. Wie er zu lagern 
ist, zeigt die ZerlegWlg der Kraft P in ihre senkrechte Seitenkraft V 
und ihre wagerechte Seitenkraft H. Infolge V wiirde sich der Trager 
nach unten bewegen. Diese BewegWlg wiirden zwei Stiitzen 'in A und 
B verhindern, auf denen der Trager ruht. Infolge H wiirde sich der Trager 
nach links verschieben. Diese Bewegung wti.rde schon gehindert, wenn 
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einer der beiden Punkte A und B fest ware. Fig. 51 zeigt die iibliche 
Darstellung eines festen Punktes (A) und eines beweglichen (B). 
Der eine von beiden mull beweglich sein, weil der Stab bei Temperatur
schwankungen eine Ausdehnung er£ahrt, die sich bei zwei festen Punk
ten nicht ausbilden konnte. Sind trotzdem beide Punkte fest, so treten 
in dem Stabe durch die verhinderte Ausdehnung Spannungen auf. 
(Vgl. Festigkeitslehre S. 313.) Man nennt einen Trager, der nach Fig. 51 
gelagert ist, statisch besti mmt; ein in zwei festen Punkten gelagerter 

A-

A 

Fig. 52. 

Trager heiflt sta-t , ~h unoo~t . 
. l.. 1- . Wir beschranken 

uns auf die Unter-
P P suchung der sta-

Fig. 53. tisch bestimmten 

rr~ 
Fig. 54. 

) '( 

Zug(+) 

( ): 

Druck(-) 

Fig. 55. 

Trager und setzen stets die Lagerung der Fig. 51 voraus, auch wenn 
sie nicht besonders durch die Zeichnung hervorgehoben ist. Die Kraft V 
verteilt sich auf die Lager A und B und ruft dort die Gegenkrafte V l 

und V 2 hervor; das feste Lager A mull noch die wagerechte Seitenkraft H 
aufnehmen, die in A die Gegenkraft HA · hervorruft. Rechnen konnen 
wir nicht mit den Lagern A und B, sondern nur mit den von ihnen 
ausgeiibten Gegenkraften. Wir werden Stiitzpunkte stets durch ihre 
Gegenkrafte ersetzen, also die Trager AB nach Fig. 52 darstellen, weil 
wir erst nach dem Einzeichnen oder Sichtbarmachen der Gegenkrafte 
einen Vberblick iiber aIle am Trager AB angreifenden Krafte ge
winnen. Dieses Einzeichnen oder Sichtbarmachen der Gegenkrafte 
in den Stiitzpunkten heiBt Freimachen des Tragers und ist zuerst 
auszufiihren. Unter dem Elnflull der vier Krafte P, Vl' V2 und HI 
ist der Trager AB der Fig. 52 im Gleichgewicht. Die Krafte (P) und 
die Gegenkrafte (HI' Vl' V2) heillen aullere Krafte. Nicht gegeben 
sind die Gegenkrafte; sie miissen aus den Gleichgewichtsbe
dingungen errechnet werden. 

Denken wir uns ein Seil iiber 2 Rollen gelegt (Fig. 53), so wird 
Gleichgewiclit herrschen, wenn wir die freien Enden durch zwei gleich
groBe Krafte P belasten. Diese beiden Krafte spannen das Seil. Wollen 
wir wissen, welche Krafte dadurch in dem Seil selbst auftreten, so 
miissen wir das Seil durchschneiden, da wir keinem Stabe von aullen 
ansehen konnen, welche Kraft in ihm wirkt. Durch den Schnitt wird das 
Gleichgewicht gestort, beideEnden haben das Bestreben, den angreifenden 
Kraften P zu folgen. SolI trotz des Schnittes Gleichgewicht herrschen, 
so miissen wit' in Richtung des durchschnittenen Seiles (Fig. 54) 
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zwei Krafte S hinzufUgen. Diese beiden hinzugefugten Krafte S 
haben die gleiche Wirkung wie das nicht durchschnittene Seil; sie 
heiBen Spannkrafte und sind ein MaB fUr die Beanspruchung des 
Seiles infolge der angreifenden auBeren Krane P. 1m Gegensatz zu 
diesen nennt man die Spannkrafte 
innere Krafte; sie werden sichtbar 
gemacht, indem man einen Stab 
durchschneidet und die Pfeile ein
zeichnet. Da das Seil gezogen wird, 
stellen die Krafte S mit den in Fig. 54 
eingetragenen Pfeilspitzen eine Z u g • 
spannkraft oder kurz Zug dar; 
entgegengesetzte Pfeilrichtung stellt 
eineDruckspannkraft oder kurz 
Druck dar (Fig. 55). Eine ge
schlangelte Linie bedeutet den ge
dachten Schnitt. Es ist ublich, Zug 
durch +, Druck durch - zu kenn
zeichnen, weil durch Zugkrafte die 
Stablange groBer, durch Druckkrafte 
dagegen kleiner wird. 

Fig. 56. 

Fig. 57. 

Beispie139. 1st das in Fig. 56 dargestellte System im Gleichgewicht? 
Es sind zwei bewegliche Auflager angenommen, deren Gegenkrafte 

senkrecht zur Beruhrungsebene stehen mussen. Da sich die Wirkungs
linien der drei Krafte A, P, B nicht in einem Punkte schneid en, herrscht 
kein Gleichgewicht. 

Beispiel 40. In A 
sei ein festes Lager 
(Fig. 57), es ist zu unter
suchen, 0 bGleichgewicht 
herrscht. 

Das Freimachen lie. 
£ert in Beine Gegen
kraft B ,deren Wirkungs
linie senkrecht zur Be. b 
ruhrungse bene steht. Da 
sich die Wirkungslinien 

a 

c o 1 2 3 " ,t 

Fig. 58. 

der 3 Krafte A, P, B in einem Punkte schneiden mussen, bringen 
wir die Wirkungslinien von B und P zum Schnitt (S) , dann 
hat A die Richtung SA. Nunmehr sind bekannt: Pals gegebene 
Kraft der GroBe und Richtung nach und die Richtungen der un
bekannten Seitenkrafte A und B. Wir zerlegen P (Fig. 58) nach den· 
Richtungen A und B, indem wir durch die Endpunkte a und b der 
Kraft P Parallelen zu den Richtungen SA und SB ziehen; sie mogen 
sich in e schneiden. Da der Umfahrungssinn des Kra£tedreiecks stetig 
sein soli, ergeben sich die P£eilrichtungen be und ea. Jetzt sind alle 
Bedingungen erfullt: Der Kraftezug ist geschlossen, der Umfahrungs-
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sinn stetig, die Wirkungslinien schneiden :;ich in einem Punkte; folglich 
herrscht Gleiehgewieht. 

P sei 5000 kg, del' KraftemaBstab laute 1 em = 100 kg, dann wird 

A = 50 nun. 100 k~_ = 5000 kg, B = 27 mm . 100 k[ = 2700 kg . 
1 cm 1 em 

Beispiel 41. An einem drehbarell 
Wandkran wirke die Kraft P (Fig. 59). 
Wie groB werden die AuflagcrkrliJte A 
und B? 

Das Freimachen liefert in Beine wage
rechte Gegenkra£t, da das Halslager del' 

c Saule dureh ein 
2 b. wagerechtes Band 

..:B~T«""_"=:_-:c. _________ ____ ,)' /f- an del' Wand be-
r 

lNg.59. 

£estigt ist. Bringen 
wir die Wirkungs

P=St linie von B mit P 
zum Schnitt (S), 
dann ist die Rich
tung von A d urch 
die Gerade SA be
stimmt. Die Zer
legung von P nach 
SB und SA liefert 
die Krafte B und A 

(P sei 5000 kg); del' KriiftemaBstab laute 
l\1:aBstab del' Fig. 58 wird 

- c --
Ii r--- b 

IV 
I \ 

\ 
\N 
\ 

\ 

~ 
/.-1: 

:Fig.60. 

1 mill = 10 kg. Mit dem 

10 kg h7~Ok B 10kg 0 k A = 57,5 nun· - =;J;J g, = 36 mm . -- = 36 0 . g . 
Imm Imm 

Beispiel 42. Eine geneigte Platte sei in A fest, in B beweglieh ge-
lagert. Wie groB sind A und B infolge einer Last Q? (Fig. 60). . 

Die Gegenkra£t B steht senkrecht auf 
AB; schneid en sich die Wirkungslinien Q 
und B in S, so ist SA die Richtung von A. 
Die Zerlegung von Q nach den Richtungeli 
von SA und SB lie£ert die Gegenkriifte A 
und B. 

Beis piel43. Wie groB ist del' Druck, den 
die Last Q auf die Nase C ausiibt, die das Hin
untel'gleiten del' Last verhindert? 

F.ig. 61. Wil' el'setzen die schie£e Ebene durch 
ihre Gegenkl'a£t N und die N ase d urch ihre 

Gegenkraft C (Fig. 61). Dann lie£ert die Zel'legung von Q naeh den Rich. 
tungen N und C die Kra£te N und C . 

Be m.: Beide Zel'legungen konnen in demselben Kra£teck ausgefUhl't 
\\"erden, wie die gestrichelte Dal'stellullg in Fig. 60 zeigt. 
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Beispiel 44. Es solI die Last Q durch eine wagerechte Kraft P 
die schiefe Ebene hinaufgezogen werden (Fig. 62}. 

Das Hinaufziehen setzt den Gleichgewichtszustand voraus. Ersetzen 
wir die schiefe Ebene durch ihre Gegenkraft N, dann liefert die Zer
legung von Q nach den Richtungen N und P die Krafte 

25 kg 25 kg 
N = 69 mm . -2- = 862 kg, P = 35 mm . -- = 438 kg . 

mm 2mm 
Beispiel 45. Bei dem Schwenkkran Fig. 63 sei das Seil uber eine 

Rolle a ge£uhrt und werde auf die Seiltrommel gewickelt. A und B 
sind zu bestimmen. 

I , I , I , I ,I I 
o 1 2 3 ~ 5an 

p 

Fig. 62. Fig. 63. 

Schneiden wir durch das Seil Ound bringen die Spannkrafte Z 
an, die gleich Q sind, so greifen in a zwei Krafte Q und Zan, deren 
Mittelkraft wir zunachst d urch den Kraftezug abc ermitteln; sie 
ist durch die SchluBlinie a c des Kra£tezuges bestimmt und grei£t 
in a an. B solI wieder wie in Fig. 59 wagerecht gerichtet sein, so daB 
sich S als Schnittpunkt der Kra£te R und B ergibt. Damit ist auch die 
Richtung der Kraft A bestimmt, da sich die Wirkungslinien der Krafte 
R, A, B in einem Punkte schneiden mussen. Die Zerlegung der Kraft R 
nach den Richtungen SB und SA lie£ert die Gegenkrafte A und B zu 

100 kg 100 kg 
A = 94 mm . - = 4700 kg , B = 36 mm· 2-- = 1800 kg, 

2mm mm 
wenn Q = 2000 kg ist und der Kra£temaBstab 2 mm = 100 kg lautet. 

Beispie146. In Fig. 64 ist ein Pumpenschwengel dargestellt, der 
in A gelagert ist und in B das Gestange tragt. Die zu hebende Last sei 
Q; sie wird durch die Kraft P gehoben, die in a angrei£t. 

Die Wirkungslinien von Q und P schneid en sich in S, folglich 
muB auch die Gegenkraft des Stiitzpunktes A durch S gehen. Die Zer
legung der Kraft Q nach den Richtungen SB und SO liefert A und P zu 

1~ 1~ A = 59 mm . --- = 59 kg , P = 17 mm . - = 17 kg 
1mm 1mm 

fur Q = 50 kg bei einem Kra£temaBstab 1 mm = 1 kg. 
Wi n k e I. Der prakt. Maschinenbauer n. 1. 11 
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Beispiel 47. Ein senkrecht stehender Korper vom Gewicht G, 
z. B. eine freistehende Mauer, erfahre einen seitlichen Druck P (Fig. 65). 
Wie groB darf dieser Druck hochstens werden, damit die Mauer nicht 
kippt 1 

Die Mauer wiirde urn den Punkt A kippen; dieser Pimkt A 
muB demnach auf der Wirkungslinie der Mittelkraft von G und P liegen, 
wenn die Mauer nicht kippen soU (S. 191). Damit ist die Richtung der 
Mittelkraft gegeben. Greifen G und P im Punkte S an, so ist SA die 
Richtung der Mittelkraft. Die Zerlegung der gegebenen Kraft G nach 
den Richtungen P und SA lie£ert die Krafte P und A. Die Ma uer 

I 
I 

I I 
II 
II 

, , 

II _ 

II ........ 
t.,/ 
S 

I I I I I I I I 
() '1 2 3 4cm 

Fig. 64. 

$' 

Fig. 65. 

8 
~j-----y 

Fig. 66a. 

1 2 3 4= 
I I I I I I I I 

L z 
Fig. 66b. 

ist standsicher, so lange die Mittelkraft aus P und G inner
halb der Auflagerflache AB verlauft. Denken wir eine gleich
groBe Kraft P an der oberen Kante in S' angreifen, so wiirde die Mittel
kraft R, die von gleicher GroBe, aber entgegengesetzter Richtung ist wie 
A den Punkt 0 der Grundfliiche treffen, der auBerhalb AB liegt; die 
Mauer kippt. 

Beispiel48. Welche Kraft Z kann man mit dem Winkelhebel der 
Fig. 66a u. b ausliben, wenn man in Beine Kraft P = 30 kg ausiibt 1 

Die Wirkungslinien von P und Z schneiden sich in S, folglich faUt 
die Gegenkraft A in die Richtung SA. Die Zerlegung von P nach den 
Richtungen SA und SO liefert 

A = 58 mm - 1 kg _ = 58 kg ; Z = 50 mm 1 kg = 50 kg , 
Imm Imm 

wenn der KriiftemaBstab 1 mm = 1 kg lautet. 
Mehrere Krafte an einem Punkte. Gegeben seien die vier Krafte 

PI' P 2 , P 3 , P4 (Fig. 67a), die an dem Punkt A angreifen mogen. 
Es ist zu unt~rsuchen, ob dcr Punkt A unter dem EinfluB dieser 
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vier Kriifte im Gleichgewicht ist. Wir bilden den Kraftezug abc d e 
der Krafte PI' P 2 , Pa, P 4 (Fig.67b) und finden, daB er sich nicht 
schlieBt; die Strecke e a bleibt offen. Daraus folgt, daB die vier Krafte 
PI' P 2 , Pa, P 4 nicht im Gleichgewicht sind. Urn das Gleichgewicht zu 
erzielen, mussen wir eine funfte Kraft P in A hinzufugen, die durch die 
SchluBlinie e a des Kraftezuges der GroBe und Richtung nach bestimmt 
ist; die funf Krafte in A sind im Gleichgewicht, weil ihre Wirkungslinien 
sich in einem Punkte (A) schneiden, der Kraftezug abc d e a geschlossen 
und der Umfahrungsinn stetig ist. 
Del' Fall mehrerer Krafte an 
einem Punkte, laBt sich auf 
den dreier Krafte zuruck
fiihren, wenn man zunachst 
aus PI und P 2 die Mittelkraft 
RI bildet, die d urch die Strec ke 
a c des Krafteckes bestimmt 
ist; bildet man aus dieser 
Mittelkraft RI und der nach
stenKraftPg wieder dieMittel
kraft R2 , die d urch die Strec ke 
a d des Kraftec ks gege be n ist, 
so kann man die Krafte PI' Pa, 
P 2 , d urch ihre Mittelkraft R2 

dz Cz bz az 

b; -J&TI ~_~ __ j ~~--4-_b1 
r,z I C I 

C -+- ,2 1 Y. 
! 1 -'-n-._ 'ao 7 

1 "1' -- a1 

y IS i 

L, _ i 
e' r,;. 1 
1 -I ,e----j-- e, 

L' __ ~~-----.~j~~~~j 
d:: -,0 1")[1 I , ~x ez OL(X) az 

y 

Fig. 67b. 

ersetzt denken, so daB statt der Hi.nf Krafte PI' P 2 , P a, P 4 , 

P die dreiKrafte R 2 , p.i , P amPunkteAangreifen, die unsere 
Gleichgewichtsbedingung - Mittellinien schneiden sich in 
einem Punkte (A), Krafteck R 2 , P4 , P geschlossen, Um
fahrungsinn adea stetig - erfullen. 

Zerlegen wir samtliche funf Kriifte nach zwei aufeinander senkrecht 
stehenden Richtungen - x und y -, indem wir sie auf diese Richtungen 
projizieren, so erhalten wir, -\Vie in Fig.67b, statt der Kriifte Pihre Seiten
krafte nach den Richtungen x und y. PI wird zerlegt, indem wir die 
Endpunkte a und b auf die senkrechte y-Richtung projizieren; die Pro
jektionen sind a1 undb1 ; projizieren wir a und b auf die obere x-Richtung, 
dann sind a2 und b2 diese Projektionen, so daB a 1 bl die Seitenkraft in 
l~ichtung y, a2 b2 die Seitenkraft in Richtung x von P 1 darstellen. Ent
sprechend zerlegen wir die ubrigen vier Krafte P. Nun ist a2 d2 = d~ a~ 
als gegenuberliegende Seiten in einem Rechteck. a2 d2 ist aber gleich 
Xl + X 2 + Xg (in der Fig. 67b mit Ha bezeichnet); ~ ~ = Xl + X. 
Berii.cksichtigen wir die entgegengesetzte Richtung durch entgegen
gesetzte Vorzeichen, so diirfen wir schreiben 

Xl + X 2 + Xa + X l - X = 0, 
oder: die algebraische Summe samtlicher Seitenkrafte in Richtung x 
ist gleich Null, wenn Gleichgewicht vorhanden ist. In unserer allgemei
nen Schreibweise nimmt diese Gleichgewichtsbedingung die Form an 

~ X = 0 (25) 
11* 
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Aus e1 b1 = bi el folgt in gleicher Weise 
Y+ Y 1 - Y 2 - Y a - Y 4 =O, 

d. h. Gleichgewicht ist vorhanden, wenn die algebraische Summe aller 
Seitenkrafte in der Richtung y gleich Null ist. In der allgemeinen 
Schreibweise hat die Gleichgewichtsbedingung die Form 

.E Y = O. (26) 
Kraftepaare und statisches Moment. Bildet man die MitteI

kraft aus den beiden gleich groBen Kraften P der Fig. 68, die 
parallele Wirkungslinien und entgegengesetzte Richtung haben, durch 
Aneinanderfiigen, so fallen Anfangs- und Endpunkt des Krafte
zuges, das sind die Punkte a und c, zusammen. Da die Mittelkraft 

:~- -~--1; 
Fig. 69. 

p 

Fig. 68. Fig. 70. 

durchdie Verbindungs
linie yom Anfangs- und 
Endpunkt des Krafte
zuges dargestellt wird, 
so ergiht sich fiir ihre 
GroBe der Wert Null. 
Zwei solche Krafte 
konnen nicht zu 
einer Mittelkraft 
vereinigt werden. 
Trotzdem die MitteI
kraft den Wert Null 

hat, iiben diese beiden Krafte Wirkungen aus, sie sind nicht im Gleichge
wicht, denn wenn auch der Kraftezug geschlossen ist, so haben doch die 
beidenKrafte nicht dieselbe Wirkungslinie. Denken wir sie an einemHand
rade angreifen, so sind wir imstande, d urch einen so gearteten Kraftangriff 
das Rad zu drehen. Wir machen weiter die Beobachtung, daB wir das 
Rad um so leichter drehen, je groBer der Durchmesser des Rades ist. 
Es braucht auch nicht einmal ein Rad zu sei~, an dem die beiden Krafte 
angreifen, es geniigt eine starre Verbindung, wie sie bei der Schneidkluppe 
zum Gewindeschneiden verwendet wird (Fig. 69). Reicht die Armkraft 
zum Schneiden nicht aus, so hil£t man sich, indem man ein Stiick Gasrohr 
iiber ~ie Griffe der Kluppe steckt; man verlangert kiinstlich den starren 
Stab. Daraus geht klar hervor, daB neben der GroBe der Kraft P auch 
der Abstand ihrer Witkungslinien £iir die GroBe der Wirkung entscheidend 
ist. Wir nennen zwei Krafte dieser Art ein Kraftepaar und messen 
seine Wirkung durch das Produkt aus der Kraft P in kg und dem Au
stande a der beiden Wirkungslinien in m. Dieses Prcdukt hat also die 
Form 

M = Pkg ·am = P.amkg 
und heiSt das statische Moment des Kraftepaares. Die MaBein
heit mkg ist zwar die gieiche wie die der Arbeit, doch ist ein statisches 
Moment ais solches noch keine Ar bei t. Es leistet erst dann Arbeit. 
wenn die Krafte P langs eines Weges wirken, d. h. wenn ich das Rad 
(Fig. 68) wirklich drehe, mit der Kluppe (Fig. 69) wirklich schneide. 
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Eine Einzelkraft wiirde, Beweglichkeit des angegriffenen Korpers 
vorausgesetzt, eine geradlinige Bmvegung hervorrufen; ein Kraftepaar 
dagegen verursacht eine Drehung des angegriffenen Korpers. Wenn 
sich die Drehung nicht ausbilden.kann, klemmt z. B. del' Gewinde
schneider, so verbiegt sich die Stange (Fig. 70). 1st die Wirkung eines 
Kraftepaares eine drehende, so heiBt sein Moment Drehmoment, ist 
sie eine biegende, so heiBt es Biegungsmoment; in beiden :Fallen 
bleibt das Produkt M = P . a ein MaB fiir die GroBe der Wirkung. 

Angenommen, an del' Scheibe I (Fig. 71) wirke das Drehmoment 
M 1 = P . a in Richtung AB gesehen rechts herum, dannwiirde die 
vVelle in beschleunigte Drehung versetzt, weil ein Punkt unter dem Ein
fluB einer Kraft eine gleichformig beschleunigte Bewegung edahrt. Lasse 

JI 

p 

Fig. 71. 

ich jetzt an del' 
Scheibe II ein zwei

P II 

tes Kraftepaar wir
ken, so wird die 
WeUe offenbar in 
Ruhe bleiben,. wenn 
dasDrehmomentM 2 

ebenso groB ist wie P 

M 1 und seine Dreh
richtung der von M 1 

T---
, , I 

1 _L __ _ 
(PJ 

Fig. 72. 

entgegengesetzt ist. Unterscheidet man die entgegengesetzte Drehrich
tung durch entgegengesetzte Vorzeichen, nennt man also Ml positiv, M2 
negativ, so herrscht Gleichgewicht, wenn die algebraische Summe beider 
Momente gleich Null ist. Die Gleichgewichtsbedingung hat die Form 
einer Gleichung und lautet Ml - M2 = O. 

Haben wir belie big viele Scheiben auf der Welle, wirken also beliebig 
viele Drehmomente, so herrscht Gleichgewicht, d. h. eine Drehung wird 
verhindert, wenn die algebraische Summe samtlicher Momente gleich 
Null ist. Wenden wir die auf S. 163 erwahnte Schreibweise an, so hat 
die Gleichgewichtsbedingung £iir Kraftepaare die Form 

SoIl ein Korper 
Drehung erfahren, 
bedingungen 

I.ZX=O; 

2'M = o. (27) 
wedel' eine Verschiebung, noch eine 
so miissen die drei Gleichgewichts-

II. ZY=O; III. 2,'M = 0 (28) 
erfiillt sein; erst dann diirfen ,,;ir sagen, daB er vollkommen 
in Ruhe ist. 

Wie wir den Angriffspunkt einer Einzelkraft auf ihrer Wirkungs
linie beliebig verschieben diirfen, ohne die Wirkung zu beeintrachtigen, 
so konnen wir auch ein Kriiftepaar beliebig verschieben, und zwar in 
seiner Ebene. Wie die Einzelkraft durch ihre Wirkungslinie, so ist 
das Kraftepaar durch die E be ne gekennzeichnet, in del' es wirkt (vgl. 
Festigkeitslehre S. 306). Wir konnen uns zur Veranschaulichung dieses 
Satzes ein Kriiftepaar P mit dem Moment p. a an der Stange I (Fig. 72) 
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angreifen denken. Der Stab I sei durch Stabe mit dem Gestangekreuz 
B so verbunden, daB die Krafte P unmittelbar und damit das Krafte
paar p. a auf den Stab II iibertragen werden. Yom Stabe II wird 
dieses Moment in den Stab III geleitet, der mit II fest verbunden ist. 
Bringt man I in schwingende Bewegung, so schwingt III in gleicher 
Weise mit und stellt in B ein Kraftepaar K· b zur Verfugung, dessen 
Moment eben so groB ist wie das des ursprunglichen in A angreifenden 
Kraftepaares P·a. WirkonnendasMoment p. a in A durch das Moment 
K· b in B ersetzt denken. 

Losgelost von der Vorstellung eines Kriiftepaares versteht man 
unter dem statischen Moment einer Kraft das Produkt aus der Kraft 

und der Entfernung ihrer Wirkungslinie vom Angriffspunkt ; 
es kann also eine Kraft nur dann 
ein statisches Moment haben, 
wenn der Punkt, an dem sie an

Fig. 73. greift, n i c h t auf ihrer Wirkungs
linie liegt. 1st in Fig. 73 P die 
Kraft, A ihr Angriffspunkt und a ~ I I 
die Entfernung des Punktes A C:' ;:=~~E===:::jIF=== 
von der Wirkungslinie, so ver- ~ A f' ----lR 
steht man unter dem statischen ~ 

Fig. 74. Moment der Kraft P, bezogen auf Fig. 75 und 76. 
den Punkt A, das Produkt p. a . 

Wir untersuchen die Wirkung einer Kraft P auf einen Punkt A, 
der nicht auf ihrer Wirkungslinie liegt (Fig. 74); indem wir in A zwei 
gleichgroBe, entgegengesetzt gerichtete Krafte P mit derselben Wirkungs
linie parallel zu dem gegebenen P anbringen. Das durfen wir tun, 
da diese beiden Krafte P die Wirkung Null haben, sich also aufheben. 
Nun erst sehen wir die Wirkung der auBerhalb von A angreifenden Kraft 
P deutlich: Der Punkt A erfahrt eine Beanspruchung 1. durch die 
gestrichelte Einzelkraft P in A, 2. durch ein Kraftepaar P mit dem 
Moment p. a. In der Festigkeitslehre, S. 325, wird gezeigt, wie sich der 
Baustoff unter dem EinfluB von Einzelkraft und Kraftepaar verhalt. 
Sprechen wir von einem statischen Moment im Sinne der Fig. 73, so 
mussen wir stets daran denken, daB in Wirklichkeit durch solch ein 
Moment das gleichzeitige Auftreten von einer Einzelkraft und einem 
Kraftepaar dargestellt wird (Fig. 74). In diesem Sinne konnen wir sagen: 
Jede Kraft hat ein statisches Moment, wenn wir dieses Moment auf 
irgendeinen Punkt als Drehpunkt beziehen. Von dem statischen Moment 
der Mittelkraft vieler Krafte gilt der Satz: 

Das statische Moment der Mittelkraft ist gleich der 
Summe der statischen Momente der Einzelkrafte, bezogen 
auf denselbenPunkt als Drehpunkt; jeder beliebigePunkt 
darf als Drehpunkt aufgefaBt werden. Zum Nachweis der 
Richtigkeit dieses Satzes laBt sich die Versuchsanordnung der Fig. 75 
benutzen. Ein rund 1,8 m langer :Flacheisenstab von 20 X 5 mm Quer
schnitt ist 2 mm oberhalb seines Schwerpunktes in Spitzen gelagert 
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(Fig. 75). Einer beliebigen Last Q wird durch drei Krafte P das Gleich
gewicht gehalten, deren Entfernungen vom Aufhangepunkte ll' l2' l3 sein 
mogen. Eine Wasserwage, die senkrecht iiber A auf dem Hebel ruht, 
zeigt in empfindlicher Weise die Gleichgewichts
lage an. Die Messungen erfolgen auf mm genau, 
die gefundenen Mafie werden in das nachstehende 
Schema eingetragen. Nunmehr entfernt man 
die Einzelkrafte P und ersetzt sie durch die 
Resultante R = Z P (Fig. 76) und ermittelt 
durch Probieren die zur Erzielung des Gleichge
wichtes erforderliche Entfernung r. Es ergaben 
sich folgende Werte: 

, 
(~ )11 I liJ III 

r l---< I ! I : A': IR: I 
f.--.---lz~ i I I 
l-...-- ,,----i I I 

! I l 
~IJ-----< I 

I-----i+ .: 

Fig. 77. 

I 

Nr. Pi in kg ! Zi in em Mi = Pi ,Zi 
'inemkg p. in kg Iz. in em 

1 
2 
3 

1,5 
2,0 
3,0 

Nr. 

1 
2 
3 

20 
25 
18 

P3 in kg 

5 
4 
5 

30 
50 
54 

3,5 
6,0 
4,5 

42 
50 
56 

l3 in em I M3 = P3· l3 2:M in emkg 
in emkg' .~ Mi + M. + M3 

==cF= 

60 
70 
75 

300 
280 
375 

477 
630 
681 

Nr. I R in kg ! r in em 
J-"" ~1 ~_ Po +~P~_ 

I R.; in 
emkg 

1 
2 
3 

I 
- ., 

10 

I 
12 
12,5 

47,5 
53 
54 

-~--~--

475 
636 
688 

147 
300 
252 

Die Abweichungen betragen rund 1 % und sind durch die unver
meidlichen Reibungsverluste zu erklaren. 

Mit Hil£e dieses Satzes von dem statischen Moment der Mittelkraft 
ist man in der Lage, die Wirkungslinie der Mittelkraft paralleler Krafte 
zu bestimmen. Es ist (Fig. 77) R -r = PI -ll + P2 -l2 + P 3 -l3 + P4 -l4' 
wennA der beliebig gewahlteDrehpunkt ist; aus R = PI + P 2 + P 3 +P,! 
folgt 

PI ·ll + P 2 -l2 + P 3 ·l3 + Pi -l4 r = -_..... -----~ . 
PI + P 2 + P3 + Pi 

Die allgemeine Schreibweise ist 
2'M 

r= SF' 
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Anwendungen der Gleichgewichtsbedingungen. 
Beispiel 49. R,A undB (Fig. 78) sind zu bestimmen. Wir machen 

den Trager frei durch die wagerechte Kraft B in B und die beiden Seiten
krafte H und V des festen Lagers A. Der Angriffspunkt S von R folgt 
fUr A als Drehpunkt aus R· r = (PI + Q). 3,5 + P 2 • 1,75 + P 3 • 0, da 
das Moment der Kraft F3 bezogen auf A gleich Null ist. Mit 

R = ~ P = 300 + 1000 + 600 + 300 
ergibt sich 

r= 1~~_3-,~~+_600.1,7~ =254m. 
300 + 1000 + 500 + 300 ' 

Zeichnen wir die Kraft R im Abstande 2,54 m von A ein, so lassen 
sich A und B zeichnerisch (Fig. 79) durch Zerlegung von R nach SA 

~r-______ ~B~ ______ ~. 

I 13 
! 

Fig. 79. 

und SB finden. Die Zerlegung von A nach wagerechter und senkrechter 
Richtung liefert die Seitenkrafte H und V. 

25 kg 
A = 134 mm . --- ~ = 3350 kg , 

Imm 
25 kg 

B = 100 mm . -- = 2500 kg . 
Imm 

Wahlen wir A als Drehpunkt, so erhalten wir B· 2,25 als linksdrehen
des Moment; Q. 3,5, Pl' 3,5, P 2 • 1,75 als rechtsdrehende Momente. 
Die Momente von P 3 und A sind gleich Null, da ihre Wirkungslinien 
durch den Drehpunkt A gehen. Da nach S. 165 die algebraische Summe 
aller Momente gleich Null sein muB, so ergibt sich die Gleichung 

B· 2,25 ~ Q. 3,5 ~ Pl' 3,5 ~ P2 '1,75 = 0 
B· 2,25 -- 300'3,5 - 1000· 3,5 ~ 600 '1,75 = 0 

und daraus 

B = 1300'3,5 + 600 . l{i'~ = C'U 2500 kg . 
2,25 

Die Anwendung der ersten Gleichgewichtsbedingung ~H = 0 ergibt 
B ~ H = 0 oder H = B = 2500 kg . 
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Die Anwendung der zweiten Gleichgewichtsbedingung 2T = 0 ergibt 
l' -- P a - P 2 - P 1 - Q = 0 
l' = P a + P 2 T P l + Q = 300 + 600 + 300 + 1000 = 2200 kg . 

Auf den beiden SeitenkraJten H ~d V bestimmt sich der Auflager
. druck A zu 

:'- = Y H2 + V2 = y2500 2 + 22002 = '" 3330 kg . 

~eine Richtung ist gegeben durch 
V 2200 

tg IX 0 88 d h N = 41 0 20' . = H = -2500 =." .. <.A-

Bem.: Die rechnerische Behandlung von Aufgaben erfordert 
im allgemeinen die Zerlegung samtlicher Krafte nach zwei aufeinander 
senkrecht stehenden 
Richtungen entspre
chend den beiden 
ersten Gleichgewichts
bedingungen ~X = 0 , 
~y = O. Die Anwen-

Fig. 80. Fig. 81. Fig. 82. 

/I 8 

Fig. 83. 

dung der dritten Gleichgewichtsbedingung ~M = 0 ist auch ohne die 
Zerlegung moglich, wenn die Hebelarme der Kra£te bekannt sind. 

Beispiel 50. Gleichgewicht an der £esten Rolle. Fur den Rollen
mittelpunkt als Drehpunkt (Fig. 80) ergibt die Bedingung ~M = 0 die 
Gleichung 

p. r - Q . r = 0, so daB P = Q 

wird. Aus 2'V = 0 £olgt 

A - P - Q = 0, so daB A = P + Q = 2 Q 

wird. Lauft das eine Seilende unter einem Winkel a b (Fig. 81), so erfordert 
das Freimachen der Rolle eine Auflagerkra£t A, die sich aus dem ge
schlossenen Kraftezuge Q - P - A der GroBe und Richtung nach ergibt 
(Fig. 82), 

Beispiel 51. Gleichgewicht an der losen Rolle (Fig. 83). Schneiden 
wir die Seile der losen Rolle b durch und ersetzen sie durch ihre Spann-

krafte, so kommt auf jedes Seil ~. Damit die £este Rolle a im Gleich-

gewicht ist, muB P = ~ 
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sem. Die beim Freimachen der Rolle auftretenden Gegenkriifte sind 

A=P+~=~+~=Q; B=~. 
Damit ist die Bedingung ~V = 0 erfiillt, denn es ist 

P-A+Q-B= ~ -Q+Q- ~ =0. 

Beispiel 52. Die Seile sind geneigt (Fig. 84). Wir schneid en wieder 
die Seile der losen Rolle b durch und bringen die SpannkrliJte 8 1 und 8 2 

als auBere Krafte an, dann ergibt die Zerlegung von Q die Spannkrafte 
8 1 und 8 2 , indem wir durch die Endpunkte von Q zu 8 1 

und82 Parallelenziehen. P = 8 2folgt 
aus Z M = 0 fiir den Rollenmittel
punkt. Die Gegenkraft im Lager A 
ist durch P und 8 2 bestimmt. 

A B 

Fig. 84. 

p 

Fig. 85. 
R

Fig. 86. 

Be i s pie 1 53. Eine V er bind ung von mehreren festen und e benso 
vielen losen Rollen heiBt Flaschenzug. Sehneiden wir dureh die vier 
Seile der unteren losen Rollen (Fig. 85), so wird die Last Q von diesen 
vier Seilen gleiehmaBig ii bertragen. (Die Reibung sei nieht beriieksiehtigt.) 

Die Spannkraft in jedem Seil betragt 8 = ~. An der letzten festen 

Rolle herrscht Gleiehgewieht, wenn P = 8 = ~ ist. Die Gegenkraft 

5 
im A ufhangepunkt wird A = P + Q = "4 Q . 

Allgemein erfordert ein n-Rollenflasehenzug eine beim Heben der 
< 1 

Last Q aufzuwendende Kraft P = -. Q. Die Beanspruehung der Auf
n 

h·· A f 1 d h A ' __ n + 1 . Q . angung er 0 gt ure < 

n 
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Beis piel 54. Der Differentialflaschenzug (Fig. 86) besteht aus zwei 
festen starr verbundenen 0 beren Rollen und einer unteren losen Rolle, 
um die eine endlose Kette geschlungen ist. Schneiden wir durch die 
Kette der losen Rolle, so entfallt auf jedes Rollenende die Spannkraft 

Sl = S2 = ~. Fur den Mittelpunkt der oberen Doppelrolle ergibt 

~M = 0 die Gleichung p. R + Sl . r - S2' R = 0 und daraus 

Fig. 87. 

S2·R-Sl·r Q·(R-r) P = ---------- = --=-----'---=-----'-
R 2·R 

Je kleiner der Unter
schied (R - r) wird, desto 
kleiner ist die zum Heben 
der Last Q aufzuwendende 
Kraft P. 

50 70 JO 10 25/rg 

fjl I I 'P jC 
hJ/7o .... II w""25IJ--'-3I»-' 

Fig. 88. 

Das Freimachen der Aufhangung erfordert aus 2'V = 0 
Q R-n 

P + 2 S - A = 0 oder A = Q + 2' -- R . 
Be m.: Die Krafte P sind ohne Rucksicht auf die unvermeid

lichen Verluste infolge der Reibung und Seilsteifigkeit ermittelt; es ist 
also ein Wirkungsgrad r; = 1 vorausgesetzt, der naturlich nicht erreicht 
werden kann. Die zum Heben der Last Q aufzuwendende Kraft P ist 
groBer 

a) bei der festen Rolle um 5 --:- 8 % , 
b)" " losen " ,,6 --:- 10% . 

Fur den Differential£laschenzug ist der Wirkungsgrad 0,4 --:- 0,5 . 
Beispiel 55. Gleichgewicht beim zweiarmigen Hebel (Fig. 87). 

a 
Aus~M=O fUr A als Drehpunkt folgt Q'a-Pb=O, also P=Q'b' 

Aus 2' V = 0 foIgt Q - A + P = 0, also A = Q + P = Q .a t b . 

Zu demselben Ergebnis gelangt man mit Hil£e der dritten Gleich
gewichtsbedingung; wenn man C als Drehpunkt wahlt; es wird dann 

a+b 
Q (a + b) - A· b = 0 und daraus A = Q. ~b--- . 

Auf gab e: Ein zweiarmiger He bel ist nach Fig. 88 belastet; ist· er 
jm Gleichgewicht 1 

Aus ~M = 0 fur A als Drehpunkt folgt 
50·500 + 70·200 - 30·150 - lO . 400 - 25·700 = 9500, d. h. > 0 . 

Der Hebel ist nicht im Gleichgewicht. Welche Kraft Pin der Ent
fernung 500 mm von A bringt ihn ins Gleichgewicht 1 

Aus ~M = 0 fUr A als Drehpunkt folgt 
50·500 + 70·200 - 30 ·150 - lO· 400 - P ',500 - 25·700 = 0, 

P = 50·500 + 70·200 - 30· 150 - lO· 4~O-=~~_. 7~ = 9500 = 19 kg. 
500 500 
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Der Auflagerdruck A ergibt sich aus 2T = 0, d. h. aus 

50 + 70 - A + 30 + 10 + 19 + 25 ~ 0 zu A = 214 kg. 

Dabei ist der Hebel selbst als gewichtslos angenommen. 
Die Wage ist ein zweiarmiger Hebel mit gleich langen Hebelarmen. 
Beis piel 56. Gleichgewicht beim einarmigen Hebel (Fig. 89). Der 

Drehpunkt A liegt an dem einen Ende des Hebels. Aus ~M = 0 fiil' 
A als Dl'ehpunkt folgt 

Q. a + P (a + b) = 0, 
a 

P=Q·-_· 
a+b 

Die Gegenkraft in A er
gibt sich aus 2'V=O, d. h. 
A -Q+ p=o zu 

fa-r,-b-dP 

Fig. 89. 
Fig. 90. 

a 
A = Q - P= Q - Q . a +- b ' 

b 
A=Q·---. 

a+b 
Wendet man 2o'M = 0 flir Pals 

A(a+b) -Q·b=O, 

Drehpunkt an, so ergibt sich 
b 

d. h. A = Q .----- . 
a+b 

Eine Anwendung des einarmigen Hebels haben wir im Sicherheits
venti! (Fig. 90). 

!I 
I 

A 

I 

*-----~-----r~~ 
r-~----------~F 

Fig. 9l. 

p'=St !}-3t fJ=8t 

1 I l 

Fig. 9~: 

Beispiel 57. Untersuchung del' Dezimalwage (Fig. 91) Del'Schnitt 
I - I (Fig. 91) zerlegt das System in zwei Teile, von denen der obere 
Wagebalken AB unter dem Ein£luB der Krafte x, y und P im Gleich
gewicht sein muB. Die dritte Gleichgewichtsbedingung ~M = 0 liefert 
fiir den Punkt 0 als Drehpunkt 

(I) 

Fiir den unteren Teil der Wage liefert die dritte Gleichgewichts
bedingung filr die Drehpunkte 

(G) Q . QG = x . EG, (II) 

(H) G ·GH = Y .FH. (III 



Me/)hanik fester Korper, 

Aus 2.'V = 0 folgt Q = G + x, so daB 

GH GH 
y = G ' ~.,,- = (Q ~ x) '-= 

HF HF 

wird. x und Y In Gleichung (I) eingesetzt ergibt 

-- --- GH --
P ,CB = x' CD + (Q -- .x) , --=' CA 

FH 

('-- G7i -- ') GH ' .. -
=X CD---==-, CA +Q. _-,,-,·CA. 

. FH . FH 

173 

(IV) 

x ist abhangig von der Lage der Last Q; soll die Wage brauchbar 
sein, so muB das Dbersetzungsverhaltnis von dieser Lage der Last Q 
unabhangig sein, d. h. das Glied mit x muB aus der Gleichung verschwin
den. Das ist der Fall, wen!! CD: CA = GH : HF gemacht wird; es 
ergibt sich dann 

P GH CA CD 
Q - FH CB CB 

Wird eine Wage mit gp 
CB 

1 
10- ausge£uhrt, so heiBt sieDezimalwage; 

h CD· 1 h"l d' Z . 1 mac t man CB = Too' so er a t man Ie "enteslma v.rage. 

Beispiel 58. Die Auflagerdrucke A und B des Tragers A - B 
(Fig, 92) sind zu bestimmen. 

Aus 2.'M = 0 fur B als Drehpunkt £olgt 

5·7+3·4+8·2 =7t. A ·9- Pl' 7 - P 2 ' 4 - p~ . 2 = O. - A =------ -----
9 

Aus ;}; M = 0 fUr A als Drehpunkt £olgt 

5·2+3·5+8·7 
R I ·2- P 2 ·5+ P 3 ·7--B·9=0. B= -~-----=9t. 

9 
Be m. 2'V = 0 ist erfiillt, wenn 

A -- P 1 - P 2 -- P s + B = 7 - 5 - 3 - 8 + 9 = O. 

Beispie159. (Vgl. Beispiel 48.) Aus 2.'M = 0 fur A als Drehpunkt 
folgt 

Z . a - p. b = 0, also 

Aus 2'H = 0 folgt Z- -- H = 0, also 

Aus .XV = 0 folgt V - P = 0, also 

A ergibt sich aus 

zu 

H=Z. 

V=P=Z.3:.-. 
b 
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Beispiel 60 (vgl. Beispiel 46). Zur rechnerischen Bestimmung der 
GroBen P und A zerlegen wir samtliche Krafte nach wagerechter und 
senkrechter Richtung; der Winkel IX muE gegeben sein: 

Aus ~H = 0 folgt I. H - P . cos IX = 0, 
.2V=O 2. Q-V+P·sinlX=O, 
.2M = 0 3. fiir A als Drehpunkt 

Q . a - P . sin IX • b - p. cos IX • C = 0 , 

unddaraus 
a 

P = Q. b . sin a +C-:-COSIX 

Aus (I) ergibt sich 
a . cos IX H = p. cos IX = Q -------

b· sin IX + c· cos IX 

. a'~nlX 
V = Q+ P·smlX = Q +Q. --. ----

b • sm IX + c . cos IX 
Aus (2) ergibt sich 

Zahlenbeispiel. Q = 50 kg; a = 80 mm; b = 900 mm; c = 700 mm; 
IX = 30°. Die TabeIle S. 85 liefert sin IX = 0,5; COSIX = 0,866. 

P = 50 . ----- 80 = 3 8 kg 
900 . 0,5 + 700 . 0,866 ' 

80·0,866 . 
H = 50· 900--:--0,5+ 700.0,866 = 3,3 kg 

V = Q + p. siniX = 50 + 3,8·0,5 = 51,9 kg 
A ='-y H2 + V2 = -y3,32 + 51,9 2 = 61,5 kg . 

H 3,3 
Aus tg f3 = -'-v = 3 = 0,0614 folgt f3 = C'-) 3 0 30'. 

5 ,8 
Be m.: P ist abhangig von dem Winkel IX, unter dem man in 

o driickt. SoIl beim Pumpen eine annahernd gleichbleibende Kraft P 
aufgewendet werden, so muE die Richtung von P senkrecht AO sein, 
d. h. P wirkt tangential an einem.Kreise mit dem Radius r = -yb 2 + c-:i. 
Indiesem FaIle liefert XM = 0 fiir A als Drehpunkt 

a 80 
Q . a - P . r = 0, d. h. P = Q . -:;.- = 50· fi40 = C'V 3,5 kg . 

A bleibt unverlindert. 
Beispiel 61 (vgl. Beispiel 42). Wir ersetzen A und B durch ihrc 

wagerechten und senkrechten Seitenkrlifte, dann liefert XM = 0 fiir 
A als Drehpunkt 

1. Q·c-B·l=O, 
~H = 0 liefert 2. H - B· sin IX = 0, 
.2V =0 3. V-Q+BC08IX=0. 

Aus(l)folgtB=Q. ~. AUS(2)fOgtH=B.sinlX=Q.~ ·sinlX. 

c 
(3) V = Q - B . cos IX == Q - Q . T . cos IX . 

Beispiel 62. Die Stiitze in B sei senkrecht (Fig. 93). Dann ist ihre 
Gegenkraft B wagerecht gerichtet. 
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XM = 0 fiir A als Drehpunkt liefert 

Q. x - B·a= 0, d.h. 
x 

B=Q·-. 
a 
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Aus 2:H = 0 folgt H = B . Aus 2'V = 0 folgt V = Q . 
Wachst x, d. h. wandert die Last Q die schiefe Ebene aufwarts, so 

wachst auch B. Erreicht die Last den hachsten Punkt, gelangt sie also 

nach B, so wird x = b und B ~ Q . !!... . 
a 

Be m.: Wir kannen AB als Leiter auffassen, die in A gestiitzt 
ist und in B anliegt; die gefahrlichste SteHung der Last Q ist 0 ben, 
weil dann B und damit Ham graBten werden. Je graBer H wird, desto 
graBer wird auch die Gefahr des Aus-
rntschens. p 

'/I 

B 
Fig. 93. Fig. 94. 

Beispiel 63. Es ist die Kraft C zu bestimmen, die eme Last Q 
die schiefe Ebene hinaufzieht (Fig. 61). 

2:H = 0 liefert 1. C· COSiX - N· siniX = 0 COSiX 
2:V=O " 2.C·siniX-Q-N·cOSiX=0 siniX 

C· cos2 iX - N· siniX· COSiX = 0 
C· sin 2 iX - Q. siniX - N· sinN· CosiX = 0 

C (sin2 iX + COS 2 iX) - Q. siniX = O. 
C = Q. siniX. 

Beis piel 64. Wie groB ist die zum Heben der Last Q erforderliche 
Kraft P bei der Seiltrommel? (Fig. 94). Aus 2:M = 0 fiir den Mittel-

punkt des Rades folgt p. R - Q. r = 0, so daB P = Q. ~i- wird. 

Beispiel 65. Urn eine maglichst groBe Last heben zu kannen, schal
tet man meist ein Vorgelege zwischen. In Fig. 95 steHen die gestrichel
ten Kreise zwei Zahnriider dar; auf der Achse des groBen sitzt die Seil
trommel, auf del' Achse des kleinen eine Kurbel, an der die Kraft P 
angreift. Betrachten wir nur die Seiltrommel und ersetzen das kleine 
Zahnrad durch seine Gegenkraft P 1 (Fig. 96), so herrscht Gleichgewicht; 
es muB also nach XM = 0 fUr den Mittelpunkt 

(1 ) 
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sein. Betrachten wir nun die Kurbelachse und ersetzen das groBe Zahnrad 
durch seine Gegenkraft PI, die gleich P 1 , aber von entgegengesetzter 
Richtung ist (Fig. 97), so herrscht ebenfalls Gleichgewicht. ~M = 0 
fUr den Mittelpunkt als Drehpunkt erfordert 

Aus (1) folgt 

eingesetzt in (2) ergibt 

so daB 

wird. 

Pi . r a - p. r 1 = 0 . 
r 1 

P1=Q·--=P1; 
r2 

r 1 
Q·-·ra -Pri=O. 

r~ 

P=Q.~. ra 
r2 r i 

(2) 

!i. und !i. heiBen trbersetzungsverhaltnis, ihr Produkt Gesamtuber-
r2 r4 

setzungsverhaltnis. Wird noch ein Zwischenvorgelege eingeschaltet 

(Fig. 98), so ergibt sich in gleicher Weise P = Q. ~. ra . .2" 1st 
. r2 r4 rs 

der Wirkungsgrad der Seiltrommel 'fJl, des ersten Zahnraderpaares 'fJ2' des 
zweiten 'fJa, so wird die wirklich aufzuwendende Kraft 

Q.2. ra • .2 
P='_~~~_=Q.!i.!i. r5 .~.~.~. 

'fJ1 • 'fJ2 • 'fJa r 2 r 4 r6 'Ill 'fJ2 'fJa 
Fur Seiltrommeln ist im Mittel 'fJ = 0,97, 
"Zahnrader "" " 'fJ = 0,95 . 

Beis piel 66. Welche Last kann mit P = 16 kg durch ein Rader
getriebe nach Fig. 98 gehoben werden 1 

Aus 

folgt 
Q r2 r.:I r6 

= p. - . - . - . 171 • t12 • 1/3 
r 1 ra r5 

300 250 350 
=16· --.- ·-·097.095·095=.'-J61Okg 160 75 50 ' " . 
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Beispiel 67. Welche Lage nehmen zwei Kugeln vom Gewicht G 
an, die nach Fig. 99 aufgehangt sind und mit n Umdrehungen in der 
Minute umlau£en 1 Schneiden wir durch eine Stange S4 und fUhren wir 
die Spannkraft der Stange als auBere Kraft ein, so muB die Kugel unter 
dem EinfluB der Fliehkraft G = m r w 2, des Gewichtes G = m . 9 und 
der Spannkraft S im Gleichgewicht sein. 

Aus ~H = 0 folgt H - G = 0 oder S· cos IX - m' r • w 2 = 0 . 
Aus L.'V = 0 folgt G - V = 0 oder m 9 - S • sin (\; = 0 . 
Dividieren wir beide Gleichungen dureheinander, so ergibt sich 

S'sin(\; m·g 9 
S. cos IX mr. w 2 oder tgIX = -r. w2 ' 

d. h. die Stange S faUt in die Wirkungslinie del' Mittelkraft aus G und 
G. Aus 

n. n n 2 • n 2 

w =30- und w 2 = 302 

folgt 
g.30 2 

tgIX = 
r·n2 n 2 

900·9,81_ 1 
9,87 . r· n 2 • 

Fig. 98. 

Ersetzt man r d urch l· cos IX , so wird 

tg IX = sin IX = 900· 9,81 
cos IX 9,87 '1-:-;;os IX . n 2 

1 

odeI' . 900· 9,81 1 892 
SIn(\;= .--=--

9,87 1. n2 l. n2 • 

DaB sich m aus del' Gleichung herausgehoben hat, bedeutet: Das 
Gewicht der Kugeln ist auf die SteHung ohne EinfluB; 
holzerne Kugeln wiirden bei der gleichen Stabliinge lund der gleichen 
Umlaufzabl n einen ebenso groBen Winkel (\; ergeben. 

Zahlen beispiel: FiirG = 5kg; l--'-- 500mm und n = 75 Umdr.JMin. 
wird . 900. 9,81 1 

SIn(\; = . -~-- = 0 32 
9,81 0,5.75 2 ' • 

Win k e I. Der prakt. Maschinenbauer II. 1. 12 
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Aus der Tabelle S.85 ergibt sich IX -'- 18 0 40' . 

A d Gl ' h g'rd . 11, J ' ~ us er mc ung tg IX = - WI mIt tg eX = -, 0) = I -. 
roO) r 'h 

1st T die Umlaufzeit fur 1 Umdrehung, 8 = 2 n r der dabei durchlaufene 
Weg, dann folgt aus 

8 = V· T = row' T; 2 n r = r • OJ 0 T oder 

Die Gleichsetzung beider Werte 0) liefert 

1 = l/ i, d. h. 1'= 2itoV'-;-' 
I 
,0 

, \ 

a' \ 

~ " 
I " i \, 
i \ 

----- t -----):;( 

I
I '- ---- ~.----' ,8 
I ;C : c I 

~ I! :"--+-1 
-,----1-- t 

j [ I ____ J 
I tz 
I I .- '---v A1 

:Nehmen wir an, der Halbmesser r des 
Kreises sei sehr klein, z. B. 50 mm; die Hohe 11, 
dagegen sehr groB, z. B. 4 m, so unterscheidet 
sich eine umlaufende Kugel so gut wie gar 
nicht von einem Pend e I und die Hohe 11, nicht 
von der Lange l. Die Bewegung des Pendels 
ist gewissermaBen die auf eine senkrechte 
Ebene projizierte Bewegung der umlaufenden 
Kugel. Die Zeit T ist dann die Zeit einer 
doppelten Schwingung des Pendels, d. h. die 
Zeit fUr Hin- und Hergang. Man nennt aber 
die Zeit einesHinganges Schwingungszeit; 
sie ergibt sich aus 

l"h l' 
T = 2 noV g fiir t = 2 und h = l 

zu t = noV ;- . (28) 

Die Gleichung liefert fUr kleine Ausschlage 
und groBes l sehr genaue Werte fiir g, denn 
es folgt aus ihr 

Fig. 100. n 2 l 
g = -1,2-' 

vorausgesetzt, daB man t genau bestimmt. Das ist leicht zu erreichen, 
indem man die Zeit Iiir 100, 200 oder 500 Schwingungen miBt und daraus 
t fUr eine Schwingung berechnet. Auf Grund dieser Gleichung ist g 
an den verschiedenen Punkten der Erdoberflache gemessen worden. 

Denken wir uns die Masse der schwingenden Kugel in ihrem Mittel
punkt, vereinigt und den Faden gewichtslos, so nennen wir solch ein Pendel 
ein nia thematisches Pendel im Gegensatz iu dem Pendel mit wirk
lichem Faden und wirklicher Kugel, das wir physisches Pendel 
nennen. Denken wir uns weiter in Fig. 100 die Kugel A mit einem Schreib
stift versehen und vor einem Blatt. Papier aufgehangt, das sich langsam 
imd gleichformig in der Pfeilrichtung I bewegt, so zeichnet der Stift A 
die dargestellte Kurve auf. Sie ist ll:m so mehr eine Sinuslinie, je weniger 
der Bogen ACB von der Geraden AB abweicht, d. h: fUr sehr kleine 
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Winkel ix. Wir nennen AOB die Schwingungsweite oder Ampli
tude. Die Schwingungszeit t wird durch die Strecke AB1 oder 0 10 2 , 

die Zeit T der Doppelschwingung durch die Strecke AA1 dargestellt. 
Beispiel 68. Wie lang muS ein Pendel sein, dessen Schwingungs

zeit 1 sek betragt? 

Aus t = n . V~ folgt l = -g:}~ = ~~ = 0,994 m . 
g n 2 n 2 

Das Pendel heiBt Sekundellpelldel; es hat am Aquator ent
sprechelld g = 9,781 mjsek 2 eille Lange von l = 0,991 m . 

c 

/ G 

A 

Fig. 101. Fig. 102. 

I 
I 
/ 

'-*1N 
RI 

I 
I 
I G 

C 

1st ein Pelldel allgestoBen, so wirkt nur noch das Gewicht der Kugel, 
es ist also keine Kraft vorhanden, die das Pendel aus del' einmal angenom
menen Schwingullgsebene zu bringen bestrebt ist, das Pendel 
schwingt dauernd in derselben Ebene nach dem ersten Grundgesetz der 
.Mechanik (S. 138). Beobachtet man ein stundenlang schwingendes 
Pendel (was sich z. B. bei einem 20 m Iangen Faden und fast reibungs
loser Schneidenaufhangung erreichen IaBt), so andert sich doch die 
Ebene des PendeIs, aber nur scheinbar, da sich die Erde unter der 
unveranderlichen Schwingungsebene des Pendels wegdreht. Durch die 
Vorfiihrung dieses Versuches bewies Fouca ult 1850 in der Pariser 
Sternwarte die Drehung der Erde urn ihre Achse. 

Beispiel 69. Ein Eisenbahnwagen vom Gewicht G durchfahre eine 
Kurve mit dem Halbmesser rm mit der Geschwindigkeit v mjsek, dann 

ist die Fliehkra£t 0 = m· r· (02 =!!.-.. ~ bestrebt, den Wagen urn den 
g r 

Punkt A (Fig. 101) zu kippen. Er kippt wirklich, wenn die Wirkungs
linie der Mittelkra£t R aus dem Gewicht G und der Fliehkraft 0 links 
von A verlauft. Urn diese Kippgefahr zu vermeiden, erhoht man die 
auBere Schiene (Fig. 102) soweit, daB die Mittelkra£t R in die senkrechte 
Wagenachse faUt. Aus der zeichnerischen Darstellung ergibt sich 

G v 2 

o - g r v2 
tg IX = - = - -----.---
. G G r'g 

12* 
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Zahlenbeispiel. Wie groB wird die tTberhohung eines Eisen
bahngleises von b = 1,5 m Schienenabstand (Spurweite 1435 mm) 
und r = 300 m Halbmesser bei einer groBten Fahrgeschwindigkeit 
v = 72 km/Std.1 

Aus 

( V )2 ( 72 )2 
t ·IX=~= ~= ~6 __ = 400 =0136 
gr' gr· g 300·9,81 300 . 8,81 ' 

folgt IX = 0V 7° 40' und damit h = b . sinlX = 1,5'0,133 = 0,2 m . 
Da nicht alle Zuge mit dieser hohen Geschwindigkeit fahren, wurde man 
die Schienen ungefahr . urn 0,6' h = 0,6 . 0,2 = 0,12 m uberhOhen. 

Beispiel 70 (vgl. Beispiel 45, S.161). Zeichnerische Losung. lch 
ermittle zunachst die Mittelkraft R der Krafte Q und P durch den 
Kraftezug abc. Dann schneide ich durch einen Schnitt den Punkt 0 
heraus und bringe in den Stabachsen 1 und 2 die Spannkrafte S1 und S2 
als auBere Krafte an (Fig. 63c). Unter dem EinfluB der drei Krafte R, S1 
und S2 muB der Punkt 0 im Gleichgewicht sein. Ziehe ich durch die 
Endpunkte a und c der Mittelkraft R zu den Stabachsen 1 und 2 die 
Parallelen (Fig. 63 b) a d und cd, so ist der Kraftezug a c d a der Krafte 
R, 2, 1 geschlossen. Da ferner der Umfahrungsinn stetig sein solI, er
halt S2 die Richtung cd, S1 die Richtung d a. Die erhaltenen Pfeile 
werden sofort in das Stab system am Pu n kt 0, also rechts vom Schnitt, 
eingetragen. Nun erfordert die Darstellung einer Spannkraft nach 
(S. 158, Fig. 54) zwei Pfeile, so daB mit den erhaltenen Pfeilen auch die 
Gegenpfeile, diese aber links vom Schnitt, eingezeichnet werden mussen. 
Der Vergleich mit Fig. 55 zeigt, daB Stab 2 gezcgen, Stab 1 gedruckt 
wird. Wir schneiden den Punkt B heraus (Fig. 63d) und bringen wieder 
die Stabspannkraft und die Gegenkraft B als auBere Krafte an. Von den 
drei Kraften S2' B und Sa ist S2 der GroBe und Richtung nach bekannt, 
von B und Sa sind die Richtungen bekannt. Zerlege ich S2' das fiir den 
Punkt B die Richtung d --* chat (durch C> gekennzeichnet), nach Sa 
und B, indem ich durch c eine Parallele zu B und durch d eine Parallele 
zu 3 ziehe, so gibt der Kraftezug dee d die Krafte B und Sa mit den 
Richtungen c --* e und e --* d. Das Eintragen von Pfeil und Gegenpfeil 
zeigt, daB Stab 3 gezogen wird. Schneide ich noch den Punkt A heraus 
und bringe die Spannkrafte S1 und Sa, sowie die nach GroBe und Rich
tung unbekannte Gegenkraft A als auBere Kraft an, so muB der 
Kraftezug S1, S2' A geschlossen sein. Da S1 und Sa der GroBe und 
Richtung nach bekannt sind, ihr Kraftezeug ist ad e, so muB A durch 
die SchluBlinie e --* a des Kraftedreiecks a d c a dargestellt sein. Als 
Kontrolle dient SA II a e, wenn S nach Fig. 63 bestimmt wird. 

Diese Art der Spannkraftermittlung stammt von Cremona; die 
Darstellung der Krafte heiBt Cremonascher Krafteplan. Mit Hil£e des 
eingezeichneten MaBstabes entnehmen wir 

100 kg 
Stab Nr. l' Sl = 98 mm' --= 4900 kg Druck, 

2mm 
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Stab Nr. 2 8 2 = 36 mm' ~O:! = 1800 kg Zug, 

100kg 
" 3 8 3 = 6 mm . -- = 300 " Zug. 

2mm 
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Beispiel 71. Die Spannluiifte im Stabsystem der Fig. 78 sind zu 
ermitteln. Wir schneid en rechts herum. Die Mittelkraft a -+ c aus P 1 

und Q wird nach 1 und 2 zerlegt, indem wir durch die Endpunkte c und a 
Parallelen zu 1 und 2 ziehen. Der geschlossene Kra,ftezug abc d a liefert 
nach Eintragung von Pfeil und Gegenpfeil in das Stabsystem S1 = c -+ d 
als Druck, S2 = d-+ a als Zug. Die Mittelkraftc -+ d der Kraft 
e -+ a = P 2 und a -+ d = S2 wird nach 3 und 4 zerlegt, indem wir durch 
ihre Endpunkte e und d zu 4 und 3 Parallelen ziehen. Der geschlossene 
Kraftezug e a d f e liefert nach Eintragung von Pfeil und Gegenpfeil in 
das Stab system 8 3 = d-+ f als Druck; 8 4 = f-+ e als Zug. Die Mittel
kraft f -+ c der Krafte f -+ d = Sa und d -+ c = 8 1 wird nach 5 und 6 
zerlegt, indem wir durch ihre Endpunkte fund c zu 6 und 5 Parallelen 
ziehen. Der geschlossene Kraftezug f d c h f liefert nach Eintragung 
von Pfeil und Gegenpfeil in das Stabsystem S6 = c -+ h als Druck, 
8 6 = h -+ f als Zug. Die Mittelkraft g -+ h der Krafte g -+ e = P a; 
e -+ f = S4 und f-+ h = S6 wird nach 7 und B zerlegt, indem wir durch 
ihre Endpunkte g und h zu B und 7 Parallelen ziehen. Der geschlossene 
Kraftezug g e f h i g liefert nach Eintragung von Pfeil und Gegenpfeil 
in das Stabsystem 8 7 = h -+ i als Druck, B = i -+ g. Die Mittelkraft 
i -+ c der Krafte i-+ h = 8 7 und h -+ C = S5 muB mit der Gegen
kraft A des Lagers A im Gleichgewicht sein, d. h. e -+ i = A; der Krafte
zug i h c i ist geschlossen. Mit Hil£e des MaBstabes erhalten wir die 
Tabelle. 

Stab Nr. I 1 2 3 4 5 6 i ~~~ 
======~==~===~==~==~==~= 

Zug in kg. I - I' 2440 I 12440 1 - I 750 1 2400 
Druck in kg ! 2100 - i 600 - 2550! 

Beispiel 72 (Fig. 103). Erst nach Ermittlung der Amlagerdrucke 
ist ein Krafteplan moglich. Aus.IM = 0 fUr B als Drehpunkt folgt 

l Q 
A . l - Q . 2' = 0 , und daraus A = "2 

l Q 
fii.r A als Drehpunkt liefert 2'M = 0 B· I - Q. "2 = 0, damus B ="2' 

(A) c -+ d = A zerlegt sich nach 1 und 2; es wird d-+ c = S1 
Druck; e-+c=82 Zug. (0) S2=c-+e zerlegt sich nach 3 und 4; es 
wird e-+f=S3Zug; f-+C=S4ZUg. (D) Die Mittelkraft f-+b der 
Krafte f-+c=83, e-+d=81 und a-+b=Q muB mit S5 einen ge
schlossenen Kraftezug ergeben, d. h. b -+ f = 8 5 Druck. (B) Der Punkt 
BmuB unterdemEinfluBderKrafte b-+ c = B, c-+ e = S.l' f~~b = 8 1 im 
Gleichgewicht sein. Der Kraftezug B 8 4 8 5 also geschlossen sein. Das 
ist der Fall, denn be f b ist ein geschlossenes Kraftedreieck. 
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Beis piel 73 (vgL Beispiel 49). Rechnerische Ermittlung der Spann
krafte mit Hilfe der dritten Gleichgewichtsbedingung ~M = 0 (Verfahren 
von Ri tter). 

Es war B = H = 2300 kg, V = 3350 kg. 
Wir legen einen Schnitt so durch drei Stabe, daD der Trager in zwei 

Teile zerlegt wird, und bringen die Spannkriifte in den Stabrichtungen 
als Zugkrafte an; Schnitt I -~ I (Fig. 78). An dem abgeschnittenen 
rechten Tragerteil wirken die auDeren Krafte PI> P 2 und Q und die als 
auDere Krafte einge£iih:r,-ten Spannkriifte 8 1 ,85 ,86 , Da vor dem Schnitt 

(b) 

Fig. 103. 

Gleichgewicht herrschte, so muB nach dem Schnitt infolge des Einfiih
rens der Spannkrafte als auBere Kriifte auch Gleichgewicht herrschen; 
der a bgetrennte Teil ist also unter dem EinfluD der sechs 
Krafte PI' P 2 , Q, 8.1, 85 , 86 im Gleichgewicht, von denen 8'1,85 

8 6 nur der Wirkungslinie nach bekannt sind. Um eine Gleichung mit 
nur einer Unbekannten zu erhalten, wahlen wir fiir ~M = 0 einen 
Punkt als Drehpunkt, fiir den die Momente zweier Krafte gleich Null 
werden. Das ist aber der Schnittpunkt der Wirkungslinien 
zweierKrafte. So lautet die dritte Gleichgewichtsbedingung fiir B als 
Drehpunkt und S4' S5' S6 als Zugkriifte 

8 5 , 85 + P 2 ·1,75 + (PI + Q). 3,5 = 0, (1) 
wenn 8 5 der Hebelarm der Kraft 85 ist. 

8. = __ . P 2 ·1,73 + (P1 + Q). 3,5 = _ 600· l,i;)f~300. 3,:") 
" 8 5 2,25 

= -~ 2500 kg Druck. 
Das Minuszeichen bedeutet: Die angenommene Richtung muD um

gekehrt sein, wenn ~M = 0 erfiillt sein solI. Die Umkehrung des Pfeiles 
zeigt aber, daB Stab 5 gedriickt wird. Ergibt demnach die Rechnung 
das negative \Torzeichen, so heiBt das, der fragliche Stab wird gedrlickt. 
Zur Berechnung der Spannkraft 8 1 bringen wir die Stabachsen 5 und 6 
zum Schnitt und beziehen auf diesen Punkt D die dritte Gleichgewichts· 
bedingung; sie liefert 
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8 1 ·81 -(P+Q).1,75=0, (2) 
da die lVlomente der Krafte P 2 , 85 und 8 6 auf DaIs Drehpunkt bezogen 

gleich Null sind. 8 1 = CD· sinfJ = 1,75. sinfJ, wobei tg fJ = 2~~5 = 0,644 

ist. Mit tJ = 32° 50' wird sinfJ = 0,542 und 8 1 = 0,95 m. A~s (2) folgt 
" (PI + Q). 1,75 1300 ·1,75 
01 = = _ = + 2400 kg (Zug). 

8 1 0,9;) 
Das Pluszeichen besagt: Die ange- 0 . 1 2 3 y 5 6 em. 

nommene Richtung warrichtig. II I I I I I I 
Zur Berechnung der Spannkraft 8 6 

bringen wir die Stabachsen 4 und 5 zum 
Schnitt und beziehen auf diesen Punkt 
(C) die dritte Gleichgewichtsbedingung ; 
sie lie£ert 

Fig. 104. 

(b) 

B 

86·86-P2·1,75=0, (3) 
cIa die lVlomente der Krafte PI' Q, 8 4 und 8" auf a als Drehpunkt be
zogen gleich Null sind. In dem rechtwinkligen Dreieck CDE ist 
8 = CD· siny, in dem rechtwinkligen Dreieck BAD ist 

225 
tg Y = --'-7 = 1,288, 

1, 5 
Y = 52° 10', folglich siny = 0,8. Eingesetzt in (3) liefert 

86 = P 2 • 1,75 = ~OO. 1:7~ = + 430 kg (Zug). 
86 1,75.smy 

Beispiel 74. Die Spannkraft 8 in Fig. 104 ist zu berechnen. 
a) Zeichnerische Lasung. Die Gegenkraft in B ist wegen des beweg

lichen Lagers senkrecht gerichtet. Da sichdie Wirkungslinien vonA, W und 
Bin einem Punkte (D) schneiden miissen, fallt A in die Richtung DA., 
Die Zerlegung von W nach A und B liefert die Gegenkra£te A und B 
(Fig.104c). Zerlegen wir den Trager durch einen Schnitt I - I in zwei 
Teile und £iihren die Gegenkra£t in C und die Spannkraft 8 als auBere 



184 Physik. 

KriHte ein, so muB die rechte Halfte unter dem EinfluB der Krafte 
B, S, 0 im Gleichgewicht sein (Fig. 104 b). Wir bringen die bekannten 
Richtungen B und S zum Schnitt (E), dann faUt 0 in die Richtung 
EO. Die Zerlegung von B nach den Richtungen S und 0 lie£ert 

50 kg 
S = 24 mm· -1-- = 1200 kg Zug. 

mm 
b) Rechnerische Losung. Mit 0 als Drehpunkt ergiht 2'M = 0 fur 

die rechte Tragerseite (Fig. 104 b). 
S·2,S-B·3,75=0. (1) 

Mit .A als Drehpunkt ergibt 2'M = 0 fiir den ganzen Trager 
a 

B· 7,5 - JV. 2" = 0 . (2) 

T 

Fig. 105. 

Aus a =)'42 + 3,752 = 5,4Sm folgt 
a 2" = 2,75m; 

so daB 
a JV.-

B = __ 2 = 2500'2,74 = 915kg' 
7,5 7,5 ' 

eingesetzt in (1) ergibt 

S - B· 3,7C. _ 915.3,75._ 230 k Z - ---- -- --- -- 1 g ~ug. 
~8 ~8 . 

Beispiel 75. Die Krafte in demKurbeltrieb der Fig. 105 sind zu be
stimmen. 

a) Zeichnerisch. Wir schneiden durch die Kolbenstange -
Schnitt I - I - und bringen die Spannkraft als auBere Kraft an. Auf 
der linken Kolbenseite wirken auf jeden Quadratzentimeter der Kolben-

flache p kg. Die Mittelkraft ist Po = p. :n: ~2 nach rechts gerichtet. 
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Die erste Gleichgewichtsbedingung 2'H ~= 0 enordert 
:n; D2 

Po-P=O, also P=Po=~4-·P. 

185 

Durch den Schnitt II - II wird der Kreuzkopf (A) freigelegt. An 
ihm wirken P, in Beziehung auf den Kreuzkopf nach rechts gerichtet, 
die Spannkraft S der Schubstange und die Gegenkraft N der Kreuzkopf
fuhrung. Da diese drei Krafte im Gleichgewicht sein sollen, muB ihr Krafte
zug geschlossen sein. Wir zerlegen P nach den Richtungen S und N, 
indem wir durch die Endpunkte a und b zu den Richtungen S und N 
Parallelen ziehen. Der stetige Umfahrungsinn verlangt den Kraftezug 
a-+- b -+- c -+ a; aus ihm folgt b -+- c = N und c -+ a = S als Druck 
(Fig. 105 b). In Beziehung auf die Kurbelseite ist S entgegengesetzt 
gerichtet - durch I> gekennzeichnet. S zerlegen wir in B nach radialer 
und tangentialer Richtung, indem wir durch die Endpunkte a und c 
zu den Richtungen T und R Parallelen ziehen. Da S die Mittelkraft zu 
T und R ist, muB der Kraftezug TR von a nach c, vom Anfangs- zum 
Endpunkt der Mittelkraft, gerichtet sein. Die tangentiale Seitenkraft T 
der Schubstangenkraft S ist Umfangskraft an der Kurbel; die radiale 
Seitenkraft R muB von den Lagern aufgenommen werden. Unter der 
Voraussetzung, daB p = 8 kg/cm 2 betragt, erhalten wir mit Hilfe des 
MaBstabes der Fig. 105 

:n; D2 :n; • 40 2 

Po = -,C 'p= -4-,8 = "'" 10000 kg; P= Po = 10000 kg 

150 kg 
S = 70 mm . -- = 10 500 kg; 

1mm 
N = 21 mm. 150kg = 3150kg 

1mm 

'"' 150 kg 150 kg 
T = 66,/ mm .---- = 10000 kg; R = 24 mm' -1-- = 3600 kg . 

1mm mm 
b) Rechnerische Losung. Fur den Kreuzkopf A zwischen den 

Schnitten I - I und II - II liefert L:H = 0 
P 

p-S·cosfJ=O, folglich S=--
cosfJ 

P 
2'V=0 liefert N-S·sinfJ=O odermit S=--; N=P·tgfJ· 

cosfJ 
Andert sich fJ, so andern sich S und N; sie sind Funktionen von fJ . 
Fur die Kurbel B folgt aus der Zerlegung nach wagerechter Richtung 

fur die wagerechten Seitenkrafte der Mittelkraft S 

S· cosfJ = T· siniX + R· COSiX sm.x + COSiX. (1) 

Aus der Zerlegung nach senkrechter Richtung folgt fur die senkrechte 
Seitenkraft der Mittelkraft S 

S· sinfJ = T· cosO( - R· sinO( coso( - sinO(. (2) 

Multipliziert man (1) mit siniX, (2) mit cOSiX, dann gehen beide 
Gleichungen uber in 
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8 . cos fJ . sin IX = T· sin 2 IX + R . cos IX . sin IX 
S· sinfJ· cos IX = T· COS 2IX - R· sin IX' cos IX 
S· (sin ex . cosfJ + cos IX . sinfJ) = T (sin2IX + COS2IX) = T, 

8· sin {it + fJ) = T, 

, . sin (IX + fJ) 
T = /-) ·sm(IX +fJ) = p.-----. 

cosfJ 

Multipliziert man (1) mit + cos it, (2) mit (- sin it), dann gehen 
beide Gleichungen liber in 

oder 

+ 8· cosfJ· cos IX = + '1'. sin IX . cos it + R· COS 2 IX 
- S . sin fJ . sin IX == - T· cos IX . sin it + R . sin2 IX 
S (cos IX . cosfJ - sin IX . sinfJ) = R (COS 2 IX + sin2IX) 

S . cos (IX + fJ) = R 

cos (IX- + fJ) R = S . cos (it + fJ) = P . 
cosfJ 

T und R sind abhangig von it und fJ. Nach dem Sinussatz it). 96) 
ist im Dreieck ABO 

L = r sine: 
sinfJ 

oder . fJ r . 
Slll = L' sIn IX , 

so daB alle GraBen in Abhangigkeit von it, d. h. der Kurbelstellung, dar
gestellt werden kannen. 

III. Der Schwerpunkt. 
Denken wir uns einen Karper in sehr viele kleine Teile zerIegt, so 

hat jedes Teilchen sein ihm zukommendes Gewicht. Diese Gewichte der 
Karperteilchen sind paralleIe, senkrecht nach unten gerichtete 
Krafte, deren Mittelkraft wir bestimmen kannen, und die gleich dem 
Gewicht des ganzen Karpers ist. Ebenso wie wir Einzeikrafte durch 
ihre Mittelkraft ersetzten, kannen wir die Gewichte der Karperteilchen 
durch das Gesamtgewicht des Karpers ersetzen. Der Angriffspunkt odes 
Gesamtgewichtes heiBt S c h w e r pun k t des Karpers; unterstlitzen wir 
ihn, so ist der Karper im Gleichgewicht. 

Eine Gerade durch den Schwerpunkt, d. h. die Wirkungslinie des 
Gewichtes, heiBt Schwerlinie. Zur Ermittlung der Lage des Angriffs
punktes geniigt es, zwei Schwerlinien zu bestimmen, ihr Schnittpunkt 
ist del' Schwerpunkt des Karpers. In Fig. 106 sei ABOD ein gerades 
Prisma. Wir denken es durch flinf senkrechte Schnitte in sechs Streifen 
zerlegt, deren Gewichte 0 1 , O2 usw. sein magen. 0 ist ihre Mittelkra£t, auf 
deren Wirkungslinie EF der Schwerpunkt S liegen muB. Drehen wir das 
Prisma urn 90 c, und zerlegen wir es in die vier Streifen mit den Gewichten 
0 7 , OS USW., so ist 0 wieder die Mittelkraft; ihre Wirkungslinie ist HJ. Del' 
Schnittpunkt S der beiden Geraden EF und H Jist der Schwerpunkt. Statt 
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nun den Karper zu drehen, kannen wir uns die Krafte gedreht denkell, 
dann erhalten wir S unmittelbar als Schnittpunkt del' Wirkungslinien 
von G. Bei flachen Karpern (Blechen oder ahnlichen Karpern) kann del' 
Schwerpunkt gefunden werden, indem man den Karpel' an zwei ver-

o [ C 0 I[ C 

t--.. --&'0 
- ---- --~-:.~::----:---- _69 -------r------ - -\-~6 

------T~~~::.~~~ -~:;/8 10 
If 

, , 
I I I I I 
I , , I I 
'. ' 'S I I 
I :~-Hf7 r ~ 
~ : : : ~: I : : : 

t)--+----t--i I I I I 

'a)~;i iii I 18 
x ~ - - - T67 1 

A j- B t:r7---

1:lchiedenen Punkten aufhangt und die 'Verlange
rung des Aufhangefadens anreiBt. (Fig. 107.) 
Der Schnittpunkt beider Geraden ist der Schwer
punkt. Fiir die rechnerische Ermittlung del' 

6, 6z i&Iq,G.s % 
16 

I 
I 
I 
I , I 
I 'S I 

r - --;>- t-1'-*~~ 
• I : I : I : 

Lage des Schwerpunktes ist zu beachten, daB 
ein Punkt in einer Ebenc durch die Angabe 

-[ seiner Koordinaten in einem beliebigen recht
winkligen Achsenkreuz bestimmt ist. So ist Sin 
Fig .106 d urch die Anga be von Xo und Yo bestimmt, 
wenn AB zur x-Achse, AD zur Y-Achse ge-

, c wahlt werden. Voraussetzung ist, daB aBe 
Krafte in einer Ebene bleiben. Trifft diese Vor
aussetzung nicht zu, so miiBte die Entfernung 
des Punktes S von drei aufeinander senkrecht 
stehenden Ebenen bestimmt werden. Doch wird 

I 
6'0· 

Fig. 106. 
man in den meisten Fallen mit der Bestimmung 

von Xo und Yo auskommen. LaBt sich ein Karper durch Schnitte m 
sich deckende Teile zerlegen, hat er also eine S y m met ri e e ben e, so 
liegt der Schwerpunkt III dieser; hat er zwei Symmetrieebenen, so 

A 

Fig. 107. Fig. lOS. 

Jiegt S auf der Schnittgeraden beider Ebenen; hat der Karper drei 
Symmetrieebenen, so ist S der Schnittpunkt der Schnittgeraden der drei 
Ebenen. In Fig. 108 ist ABGD die wagerechte, EFGH eine senkrechte 
Symmetrieebene, RR ihre Schnittgerade, auf der S durch die dritte 
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Symmetrieebene JKHM abgeschnitten wird. RR,700, PP sind Sym
metrieachsen, auf denen S ebenfalls liegt. Durch die Angabe zweier 
Symmetrieachsen ist S eindeutig bestimmt. Hat ein Karpel' einen Mittel
punkt, so ist diesel' del' Schwerpunkt. 

Fur die rechnerisehe Bestimmung del' Koordinaten Xo und Yo (Fig. 106) 
benutzen wir den Satz: Das statisehe Moment del' Mittelkraft ist gleieh 
del' Summe del' statischen Momente del' SeitenkriiJte, bezogen auf den
selben Punkt als Drehpunkt. Es ist G • Xo das statisehe Moment del' Mit
telkra£t G, bezogen auf A als Drehpunkt. Das statische Moment der 
Mittelkraft G, bezogen auf A als Drehpunkt, ist abel' auch G· Yo . 
Um beide Momente zu unterscheiden, sagen wir: Das Moment G· XO 

istaufdie Y-Achse, dasMomentG·yoaufdieX-Achse bezogen. Wirdiir
fen das, da die Entfernungen Xo und Yo del' Wirkungslinien von den 
Achsen mit den Entfernungen vom Koordinatenanfangspunkt A zusam
menfallen; die Achsen sind den Wirkungslinien del' Krafte- parallel. 
Unsere Momentengleiehungen lauten, bezogen auf die 

Y-Achse: G·xo = G1 • Xl + G2 • X 2 + Ga' X3 +"', (1 ) 

daraus 
Gl Xl + G2 X 2 + G2 Xa + .. . XG· X 

Xo = G- - -= - G-

X-Achse: G· Yo = 07 • Y7 + Gs . Ys + G9 • Y9' (2) 

G7 • Y7 + Gs ' Ys + G9 • Y9 + . . . . 2.G· Y Yo = --- =-----
G G 

daraus 

So lange es sich um Karpel' handelt, die aus durchaus gleichartigem 
Stoff bestehen, die, wie man sagt, homogen sind, so genugt die Unter
sue hung des Rauminhaltes, da G = V' 8 (S. 119) ist. Die Gleichungen 
(I) und (2) gehen dann uber in 

V . Xo = V . Xl + V 2 . X 2 + Va' X3 + .. . 
V· Yo = Vi· Y1 + V~ . Y2 + Vk· Ya + .. . 

Man spricht auch von dem Schwerpunkt von FBi-chen, die man 
als Karpel' von unendlich kleiner Dicke auffaBt; del' Ra u minhalt 
schrumpft zu dem Flacheninhalt zusammen. Die entsprechenden Glei
chungen lauten: 

F· Xo = Fl' Xl + F 2 • x 2 +Fa' Xa + .. . 
F'Yo=Fl'Yl +F2 'Y2+ F a'Ya+ .. . 

Ja man geht noch weiter und spricht sogar von dem Schwerpu nkt 
von Linien, die man als Karpel' von nur einer Ausdehnung auffaBt. 
Hierbei faBt man die Langen als Gewichte auf. Die entsprechenden 
Gleichungen lauten: 

1 • Xo = II • Xl + l2' x2 + 1a . xa + .. . 
1 • Yo = II • Y + 12 • Yz + 12 • Yz + .. . 

Beis piel 76. Del' Schwerpunkt des gebrochenen Linienzuges der 
Fig. 109 ist zu bestimmen. Wir zerlegen ihn in zwei Teile, deren Einzel
schwerpunkte wir kennen. Sl ist als Mittelpunkt von ader Schwerpunkt; 
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8 2 ist als Mittelpunkt von b der Schwerpunkt; der Linienzug selbst sei 
Achsenkreuz. Die Bestimmungsgleichungen lauten 

Y-Achse: 
. a 

(a+b).xo=a· 2 ; 
das Moment von b bezogen auf b als Achse wird Null. Daraus 

a 
a'-2 a2 

x- -
0- u+b - 2(a+b) , 

b 
X-Achse: (a + b)· Yo =b· 2' 

das Moment von a, bezogen auf a als Achse, wird Null. Darau8 

.Y 

b 
b·-

2 b2 

'fiG = a + b = 2 (a + b) 

I 

1--i¥2-...... .....-+o/Z--j 
'""'1.~--fL "I 

c r.1 .. --d 'I 

1 

I 
I 
I 

f-~--! 

Fig. 109 und llO. 

x 

I' o~ 
[ r---dl----, I 

1 

I r 1. 
! " H 

+11 1 
I S 

Fig. ll2. 

Beispiel 77. Der Schwerpunkt des angenaherten Winkeleisen
querschnittes ist zu bestimmen (Fig. llO.) 

Y-Achse: F· XO = Fl' (c + :) +F2 ' ;, 

wenn wir die ganze Flache in zwei Rechtecke zerlegen, deren Einzel
schwerpunkte wir als Schnittpunkte von Symmetrieachsen kennen; 

b d 
X-Achse: F·Yo=F1 • 2 +F2 • 2 . 
Die Gleichungen weiter ullZuformen, hat keinen Zweck, da bei 

Zahlenbeispielen, urn die es sich doch praktisch stets handeln wird, aIle 
Entfernungen gegeben sind. 
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Zah1enbeispie1e: b=160; a=80; o=12mm (Fig. HI). 

( 68' 
Y -Achse: (12. 68 + H30' 12) . Xo = 68 . 12· 12 + 2) + 160· 12· 6 . 

228· Xo = 68·46 + 160· 6; Xo = 17,9 mm . 
X-Achse: (12·68 + HiO ·12)' Yo = 68·12,6 + 160'12.·80, 

228· Yo = 68·6 + 160 . 80; Yo = 57,9 mm , 
Die geringen Abweichungen erkliiren sich durch das Fehlen der Ab

rundungen. 
Beispiel 78. Del' Schwerpunkt des UmdrehungskOrpers in Fig. 112 

ist zu bestimmen. Del' Korper besteht aus einem AuBenzylinder mit 

"I 
dem Durchmesser D und der Hohe H, vermindert 
urn den lnnenzylinder mit dem Durchmesser d und 
der Hohe h. Da del' Korper eine Symmetrieachse 
hat, brauchtnurder Abstand Yo des Schwerpunktes 
von del' Grundfliiche be-
stimmt zu werden. Wir 
beziehen die Momenten
gleichung auf die Grund
fliiche, und verstehen un
tel' dem Moment des 

Fig. 113. Ki)rpers, bezogen auf eine Fig. 114. 
Ebene, das Produkt aus 

dem Rauminhalt und del' Entfernung seines Schwerpunktes von diesel' 
Ebene. 

V· Yo = VI' Y1 - V2 • Y2' 

( n D2 n d2 ) n D~ H n d2 ( h) 
-4-· H -4-' k ·Yo=-4-· H ·2 - -4-· k . 8+2' . 

Auch hier lohnen sich algebraische Umformungen nicht, da Zahlen-
werte die Rechnung durch Tabellenbenutzung vereinfachen. 

Beispiel 79. lst del' Schwerpunkt von Korpern aus verschiedenen 
Stoffen zu el'mitteln, so mussen die Gewichte eingesetzt werden. Fur 
den Zylinder der Fig. 113 lautet die Momentengleichung, bezogen auf die 
Grundfliiche, 

G· Yo = G1 • Y + G2 • Y2' 

(n d2 n d2 )' n d2 h n d2 ( h ') 
. -·k·8 +-'k'~ 'y =--- ·k ·--.!·8 +--·h. h +-.! '8 4 1 1 4 2' 2 0 4 1 2 1 4 2 1 2 2' 

oder 
h2 h2 

(hI '81 + h2 • 82), Yo =+'81 +-f. 82 + hI '!z2' 8 2' 

\venn 8 1 das spezifische Gewicht des Eisens, 8 2 des Holzes bedeuten. Die 
MaDe.sind in cm und gJcm3 bzw. in dm und kg/dm3 oder in m bzw. tJm3 

einzusetzen. 
Die Gleichgewichtslagen. Es ist ublich, die drei moglichen Gleich

gewichtslagen mit stabil, labil und indifferent zubezeichnen. Ein Kar
per befindet sich im sta bilen odeI' sicheren Gleichgewicht, wenn er 
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stets in die urspriingliche Gleichgewichtslage zuriickfallt, so oft man 
ihn auch ein wenig aus ihr entfernen mage. So falIt z. B. die Kugel in 
der Schale stets in die tiefste Lage zuriick. Man erkennt die stabile 
Gleichgewichtslage daran, daB man den Schwerpunkt he ben muB, wenn 
man den Karper in eine andere Lage bringen will. In der gestrichelten 
Lage (Fig. 114) Iiegt der Schwerpunkt hOher als in der ausgezogenen. 

Ein Karper befindet sich im I a b i len oder un
sicheren Gleichgewicht, wenn er nicht mehr in 
seine urspriingliche Gleichgewichtslage zuriickfallt, so-

Fig. lI5. Fig. 116. Fig. 117. 

bald man ihn ein wenig aus ihr gebracht hat. Hat man die Kugel der 
Fig. 115 von dem hOchsten Punkt der Walbung auch nur urn ein Ge
ringes entfernt, so falIt sie weiter. Bei der Starung der unsicheren 
Gleichgewichtslage senkt sich der Schwerpunkt. 

Indifferent ist das Gleichgewicht, wenn der Karper nach geringer 
Vera,nderung der urspriinglichen Gleichgewichtslage sofort eine neue 
Gleichgewichtslage einnimmt. So bleibt z. B. die Kugel der Fig. 116 
auf jedcm Punkte der wagerechten Unterstiitzungsebene liegen. Bei 
einer Lagenanderung behalt der Schwerpunkt seine Hahe. 

AIle Bauwerke und Maschinen befinden sich im stabilen Gleich
gewicht, Sle sind standsicher. 

Fig. 119. 

Soll ein standsicherer Karper aus seiner Gleichgewichtslage gebracht 
werden, so muB ein Kriiftepaar angreifen, dessen Moment "Ki p p
moment" heiDt. Die Kraft P greife an der oberen Kante B eines 
Prismas an (Fig. 117). Bringen wir in a zwei gleichgroBe entgegengesetzt 
gerichtete Krafte P an, so sucht das Kraftepaar p. h das Prisma um 
die Kante A zu kippen. Die gestrichelte Einzelkraft P sucht das Prisma 
in seiner Beriihrungsflache zu verschieben. Dem Kippmoment p. h 

widersteht das statische Moment G· ~ des Gewichtes G; dem Ver

schieben leistet die Reibung Widerstand oder, falls sie nicht ausreicht, 
eine anzubringende Verankerung. 



192 Physik. 

Beispiel 80. Der Balken AB (Fig. 118) trage eine gleichformig ver
teilte Last von f! = 600 kg/m, die z. B. durch das Gewicht einer Decke 
gegeben sein kann (Fig. 119). Wie groB sind die Auflagerdrucke 
A und B1 

Wir denken die Gesamtlast G = f! . L im Schwerpunkt des prisma
tischen Korpers als Einzelkraft angreifen, der in der Entfernung 

L "2 von den Enden des Tragers liegt. Mit B als Drehpunkt 

L 
- -b 

lie£ert .2.'M = 0: A· l - G· (~ - b) = 0 und daraus A = G· 2 Z ' 

Fur A als Drehpunkt lie£ert 2'M = 0 : 

L )' B,l-G(2-a =0 und daraus 

L 
--a 

B=G. 2 
Z 

s 
r fa) 

p 

A 8 Zahlenbeispiel: 
A . 6,5 - G . 3,5 = 0 

mit G = f! . L = 600 . 10 
A . 6,;) - 600 . 10 . 3,5 = 0 

A = 600· 10 . 3,5 = 3230 k 
6 ~ g 

,;) 

B . 6,5 - G· 3 = 0 
B . 6,5 - 600 . 10 . 3 = 0 

Fig: 120. 600 . 10 . 3 
B = --- ~- = 2770 kg . 

6,5 
Beis piel81. DerTrager AB (Fig.120) trage eine dreieck£ormige Last; 

die Auflagerdrucke sind zu bestimmen. Wieder denken wir die Gesamt
last P im Schwerpunkt vereinigt, der die Entfernung t l von A hat. 
Fur B als Drehpunkt ergibt .2.'M = 0 

A . l - P . t .[ = 0 , also A = t P, 
folglich B = P - A = P - j P = 1 P. 

Schwerpunktlagen. In den nachfolgenden Abbildungen ist der 
Schwerpunkt mit S bezeichnet. 

a) Schwerpunkte homogener Linien. 

1. Gerade Linie. S liegt in der Mitte der Strecke. 
2. Dreiecksumfang (Fig. 121): S liegt im Mittelpunkt des dem 

Dreieck ABO einbeschriebenen Kreises; A, B, 0 sind die Mittelpunkte 
der Seiten a, b, c. Aus:EM = 0 in B'eziehung auf die Seite a folgt 

1 b + c xa=-h,,- -~--. 
2 a+b+c 
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3. U rofa ng des Parallelogra m ms. S liegt illl Sohnittpunkt del' 
Diagonalen. 

4. Kreisbogen (Pig. 122): y _ MS _ ~.~ _ ~~ sin IX • 180 0 

0- - b - <X 0 Jt' 

2r 
Halbkreisbogen: M8 = --- = 0,63662r. 

11: 

Viertelkreisbogen: M8 = 2 t yz- = 0,90032 r. 
Jt 

Sechstelkreis boge n: M8 = .~ = 0,954H3 r . 
11: 

1 
Piir Haohe Bogen ist angenahert 08 = 3 h. 

b) Schwerpunkte hOlllogener Flaohen. 

1. Dreiec k. 81iegt illl Sohnittpunkt del' 
Mittellinien, die Entfernung von del' Grund. 
flache betragt 1/3 h . 

.....~---fl.---.--_..,., 

2. Vie I' e 0 k. Belie biges Viereck (Fig. 123) . Fig. 121. 

Man zerlege das Viereck duroh Diagonalen in 
vier Dreiecke, deren Schwerpunkte 8 1 , 8 2 , 8 3 , 8 1 nach (1) bestilllmt 
werden. Del' Sohnittpunkt 8 del' Geraden 8 1 8 a und 8 2 8 1 ist del' 
Schwerpunkt. Da 8 1 8 a liAO und 8 2 84 ii BD, so geniigt auohdieErmitt
lung von 8 1 und 8 2 , 81iegt auf del' Verbindungslinie del' Mitte M von 
AD mit E, wenn BE II AC und GE i! DB. . 

8 

c 
Fig. 123. Fig. 124. 

Parallelogra mm. S liegt im Schnittpunkt del' Diagonalen. 
Tra pez. 8 wird duroh Zerlegung des Trapezes in Dreiecke gefunden, 

odeI' 8 liegt auf del' Verbindungslinie del' Mittelpunkte del' parallelen 
Seiten; seine Abstande von diesen Seiten sind 

h a+2b 
:1:" = 3' a + b ' 

Daraus ergibt sich die Konstruktioll: Trage auf den Verlangeruugeu del" 
parallelen Seiten die Streoken a bzw. b abo Die Verbindungslinien del' ent
sprechenden Endpunkte (Fig .124) sehneiden sieh in 8. Die Ent£ernung 

Win k e I, DcI' prakt. Masehincnbaner II. 1. 1') 
.J 
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des Schwerpunktes von den nicht parallelen Seiten ist bestimmt durch 

1 a2 + ab + b2 
x=-· 

3 a+b 
3. Kreisteile. Kreisausschnitt (Fig. 125): 

2 8 2 sin~ 180 0 

YO=3 r 'b = 3r'-~-'--;;-' 

4 r 
H albkreisfHiche: Yo = -. - = 0,4244· r. 

3 JT 

___ 1 ~ y 
\. 

Fig. 125. 1!~ig. 126. Fig. 127. 

Viertel krei sfHiche: 4 V2 
Yo = -.- . r = 0,6002 . r. 

3 JT 

2 
SechstelkreisfUiche: Yo = _. r = 0,6366' r. 

JT 

.. .. .. 2 R3 - r3 sin~ 180 0 

KrelSl'lugstuck (FIg. 126)' MS=-·----·---· . .. 3 R2 - r2 ~ JT 

4. Ellipsena bschuitt (Fig. 127). Den Schwerpunkt 
des Ellipsenabschnittes £indet man als Schwerpunkt des-

y A' jenigen Kreisabschnittes, del' im ein-
1 odeI' umbeschriebenen Kreise von der
b selben Sehne abgetrennt wird. Del' 

Kreis ist einbeschrieben, wenn die Sehne 

J 

o~a"'_~ 

Fig. 128. 

x senkrecht zur kleinen Achse, umbe- O"---Xrr--' 
<-.-----a-

schrieben, wenn die Sehne senkrecht 
zur graBen Achse gerichtet ist. 

:Fig. 129. 

5. Para belflache: 

x 

U' 2 3 3 b "L • 2" 3 3 b -"lg.l 8: xo= 5 a, Yo=S' -"'lg.l· .... : xO =4 a , Yo=lo . 

6. Kugelzone und Kugelhaube. S liegt in del' Mitte del' Hohe. 
7. Mantel del' Pyramide und des Kegels. Verbindet man die 

Spitze mit dem Schwerpunkt del' Grund£lache, so liegt del' Schwerpunkt 
auf diesel' Geraden in it h von del' Grundflache entfernt. 

8. Mantel des abgestumpften Kreiskegels. Ist h die Hohe 
des Kegelfltumpfes, r del' Radius del' oberen, R del' Radius del' uuteren 
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Begrenzungsflache, so hat der Schwerpunkt die EntfernWlg 
h R+2r 

x = - , --::::----
3 R+r 

von der Grundflache. 

c) Sch werpunkte homogener Korper. 

195 

1. Gerades Prisma, gerader Zylinder. S liegt in der Mitte der 
Schwerachse, d. h. der Verbindungslinie der Schwerpunkte der End
fllichen. 

Fig. 130. 

2. Pyramide, Kegel. S 
liegt auf der Schwerachse 
(vgl. 1), um ein Viertel der 
Hohe von der Grundflache ent
fernt. 

3. Pyramidenstumpf. 
1st h die Hohe des Pyramiden
stumpfes, F die Grundflache, 
! die Endflache, so ist der Ab
stand des Schwerpunktes von 
der Grundflache 

h F+2fR+3.! 
Yo = -:C F + fiJ'0 + ! . 

Fig. 131. 

4. Abgestumpfter Kreiskegel. Ist h die Hohe des Kegelstump
fes, R der Grundflache, r der Radius der Endflache, so ist der Abstand 
des Schwerpunktes von der Grund£lache 

h R2 + 2 R . r + 3 r2 
YO'"4' R2+ R'r+r 

5. Keil. Sind a und b die Seiten der Grundflache, a l die Lange der 
Keilkante (Fig. 130), h die H6he des Keiles, so ist der Abstand des 
Schwerpunktes von der GrundfIache 

h a+a1 

Yo' '2' 2 a + a l • 

6. K ugela bschnitt. Mit den Bezeichnungen der Fig. 131 wird 
3 (2 R - hl )2 

YO="4' 3R-h1 

Den gleichen Abstand hat auch der Schwerpunkt des Abschnittes 
eines Umdrehungsellipsoids, dessen UmdrehWlgsachse gleich dem Durch
messer der Kugel ist. 

Halbkugel: Yo = * R. 
Halhe Hohlkugel: 1st R der Radius der auBeren, r der Radius der 

inneren Kugel, so ist der Abstand des Schwerpunktes von der .i\quator
ebene 

3 R4 -r4 
Yo = 8"' R3 _ r3 . 

13* 
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7. Kugelautlschllitt. 1st h die Hohe des Kugelausschnittes, tlO 
wird mit den Bezeichllungen der Fig. 125, S.194, 

Yo = J~-r (1 + cos~)= -~ (2r - h) . 

IV. Die Reibung. . 
Bei der festen Rolle (Fig. 132) herrscht Gleichgewicht, wenn P = Q 

ist. Belasten wir beide Seilenden gleichmaBig, so bleibt die Rolle in 
Ruhe. Soli die Last Q gehoben werden, so muB P vergroBert werden. 
Beim vorsichtigen Zulegen von Gewichtenauf der rechten Seite tritt 
der Augenblick ein, wo die Rolle in Bewegung kommt. Genaueres Hin-

sehenzeigt aber, daB die Rolle eine gleichformig be
schleunigte Bewegung hat. Das heiBt: Das Hbergewicht 

H 

war zu groB, um eine gleich
bleibende Geschwindigkeit zu er
zielen. Wir nehmen also so lange 
Gewichte ab, bis das ganze System 
nach leichtem AnstoB in gleich- ~~~~~~~~ 
formige Bewegung gerat. Der 
Versuch lehrt: Um den t'bergang 

Fig. 132. aus dem Zustand der Ruhe in 
Fig. 133. 

p 

den der Bewegung zu erzwingen, ist eine groBere Kraft notig, als 
einen durch AnstoB erzeugten Bewegungszustand aufrechtzuerhalten. 
Da der Widerstand durch eine Kraft, das mergewicht, iiberwunden 
wird, schlieBen wir, daB der Widerstand selbst auch eine Kraft ist, sie 
heiBt Reibung. Da es ferner einer groBeren Kraft bedarf, um einen 
ruhenden Korper in Bewegung zu bringen als einen bewegten in der 
Bewegung zu erhalten, so unterscheiden wir dne Reibung der Ruhe 
und eine Reibullg der Bewegu ng. 

Die Reibung ist teils niitzlich, teils schadlich. Ohne sie Mnnen wir 
uns unser tagliches Leben iiberhaupt nicht denken, wir konnten uns 
ja nicht einmal auf unsern Beinen halten, wenn nicht die Reibung 
zwischen den Schuhsohlen und dem Erdboden ware. Schadlich ist sie 
insofern, als es immer eines Kraftaufwandes bedarf, um sie zu iiberwinden; 
so muB P in unserm Beispiel groBer als Q sein, obwohl die Theorie nur 
P = Q verlangt. Da, wo die Reibung als hindernd empfunden wird, 
setzen wir alles daran, sie so gering wie moglich zu halten; wir schmieren 
unsere Lager, wir schaben aile Gleitflachen; wir bauen unsere Kunst
straBen aus Asphalt. Aber wir erhohen sie auch gegebenenfalls durch 
::;andstreuen bei Glatteis oder wenn die StraBenbahnen und Lokomo
tiven nicht anziehen konnen, weil die Schienen zu glatt sind. Auf aIle 
Faile ist sie fiir den Maschinenbauer so wichtig, daB sie der eingehendsten 
Untersuchung bedarf. Kenntnis iiber sie verdanken wir nUI'dem V er
such, und Versuche, die z. B. nach Fig. 133 angestellt wurden, ergabell: 

P ist um so groBer, je groBer die Kraft N ist. N heiBt Normaldruck 
und ist die Kraft, mit der die reibenden Flachen senkrecht aneinander
gepreBt werden. Kennen wir den durch P iiberwundenen Reibungs-
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wi<lerstand R, flO lautet <ler mathematische Ausdruck fiiT die Ahhlingig
keit bei gleichfijrmiger Rewegung des gunzen SyRtemR 

R=W N . 

R als Kraft ist gegeben, wenn,u bekannt ist. iller die Richtung der 
Kraft R lliBt sich aussagen: Die Reibung ist der Bewegung entgegen
gerichtet. Eine Angabe des Angriffspunktes ist nicht moglich, wir miissen 
uns mit der Feststellung begniigen, daB die Kraft R in der Beriihrungs
Wiche zweier gegeneinander bewegten Korper auftritt. fl heiBt Rei
bungziffer; ihre GroBe folgt aus dem Versuch durch die Beziehung 

p 
P = !~ . N, also I)' = N 

fUr die Reibung der gleitenden Bewegung. Da sowohl Pals auch N in 
kg gemessen werden, so ist die Dimension der Reibungziffer kg/kg 
oder auch kg/to Ebenso richtig ist es natiirlich auch, fl als unbenannte 
Zahl anzusehen. So heiBt Z. B. fl = 0,006, daB 6 kg Zugkraft erforderlich 
sind, urn 1000 kg oder 1 t Zuggewicht zu bewegen (bei Bahnen mit 
eigenem Bahnkorper). 

Beispiel 82. Wie groB ist ein StraBenbahnmotor zu bemessm. 
der einen 12-t-Wagen mit V = 18 km/Std. auf ebener Strecke befor
dem soIl, wenn fl = 0,01 ist 1 Zu iiberwinden ist nur die Reibung; mit 
P = R = ,u • Gals Zugkraft folgt 

18000 
p. v u . G . v 0,01 ·12000 3600 

N = -- = '-._-- = -.----_._- ----- = 8 PS . 
75 . 75 75 

Beispiel 83. Wie groB ist die Kraft P (Fig. 134), die eine Last Q 
eine schiefe Ebene hinaufzieht, wenn die Reibung beriicksichtigt werden 
so1l1 Wir ersetzen die schiefe Ebene durch ihre Reaktion N; dann miissen 
die vier Krlifte Q, N, R und P im Gleichgewicht sein, wo bei die Reibung R 
der Bewegung entgegen, also abwarts, einzufiihren ist. Die Summe 
samtlicher Seitenkrlifte in Richtung der schiefen Ebene gleich Null 
liefert R + Q . sin <X - P = 0 . 

AuBerdem ist R = I~' N = p' Q. cos<x, so daB p' Q. ccs<x 
+ Q. sin <X - P = 0 wird; daraus P = Q (sin <X + ,u· ccs<x) fiir 
Q=750kg (Beispiel 44); IX =30°; 1),=0,3 wird P=750(sinlX 
+ 0,3· cosiX) = 750 (0,5 - 0,3·0,866) = 570 kg. 

Beispiel 84. Die Kraft P sei wagerecht gerichtet (Fig. 135). 

Aus 2rI= 0 folgt R· cos <X +N· sin <X - P = O. (1) 
Aus .2V = 0 folgt R· sin IX + Q - N· cosiX = O. (2) 

AuBerdem ist R = I~ . N . (3) 
(3) in (1) und (2) eingesetzt ergibt 

fJ. • N . cos IX + N . sin IX - P = 0 oder 
/1 • N . sin IX + N . cos IX + Q = 0 oder 

P = N (p. cos IX + sin IX) 

Q = N (cos IX - ,II' sin IX) ; 
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beide Gleichungen durcheinander dividiert ergibt 

p fl' cos <X + sin <X 

Q = cOS<X - p' sin <X 

Denken wir uns die schiefe Ebene um einen Zylinder gewickelt, so 
erhalten wir eine Schraubenlinie; die Last Q wird Iangs dieser Schrauhen
linie gehoben. Die Kraft P greift dann am Umfang des Zylinders wage
recht an. Mit h als GanghOhe und l = n • d = 2 n r als Umfang des 
Kreises wird h In· d 

sin <X = - , cos <X = - = ~- folglich 
888 

'l 
Fig. 134. 

h+2nr·p 
2nr-,u·h 

'-----~l, trd --------'"\, I 

Fig. 135. 

(a) 

Die Kraft P wirkt am Umfang des Zylinders; soIl die Last Q wirklich 
gehohen werden, so miissen wir die Schrauhe drehen. Die Kraft P 
hat das Drehmoment p. r, das durch Schliissel oder Handrad hervor
gebracht wird. 1st R die Schliissellange, K die am Schliissel angreifende 
Kraft, dann ist das Drehmoment 

SolI mit diesem Drehmoment die Schraube angezogen werden, d. h. 
die Last Q geho ben werden, so muB sein 

h+2nr'fl 
M=K·R=Q·r·~~~--·. 

2nr-,u.h 
(b) 

Zahlenbeispiel. Eine flachgangige Spindel habe fUnf Gange auf 
1" engl. bei einem mittleren Durchmesser d = 40 mm. Wie groB ist 
del' Druck, der mit einer Umfangskraft von 15 kg am Hebelarm R = 30 cm 
ausgeiibt werden kann, wenn die Reibungsziffer 0,12 1St: 

Aus (b) ergibt sich: 

Q-K'~' 2nr-fl:h. 
- r h+2nr·p' 



Mechanik fester Korper. H)9 

him'in ist K = 15 kg; R = 30 cm; r = 2 cm; die Ganghohe h berechnet 
sich zn 

1 1 ,,25,4 _ 
fl· = r:: . I = _ .. _;:- = ,,- . ,), I 111111 ; 

J .J 

_ 30 12,57 - 0,12 . 0,51 _ 30 12,51 
Q = I J . ~.. ..- - -- .- .----- = 10 . -- . --- = " , 1350 kg . 

, . 2 0,50 + 12,57'0,12 2 208 

Beis piel 85. Es ist die Leistung einer Maschine durch Messung zu 
bestimmen. Auf das Schwungrad del' Maschine werden zwei Bremsbacken 
(odeI' auch ein Bremsband) gelegt, die mit einem Hebel 1 (Fig. 136) starr 
verbunden sind. Die Bremsbacken werden durch Schrauben soweit an-

~----~----L----------~ 

Fig. 136. 

gezogen, bis die normale Umlaufzahl erreicht ist. Belastet man den 
Hebel stetig, so wird del' Augenblick eintreten, wo die Kraft Pam Hebel
ende del' Backenreibung das Gleichgewicht halt. Infolge del' Warme
entwicklung miissen die Bacl\:en gekilhlt werden. Del' Apparat heiBt 
Bremsdynamometer odeI' Pronyscher Zaum. 

Da Gleichgewicht vorhanden ist, muB die dritte Gleichgewichtsbedin
gung ZM = 0, bezogen auf den Wellenmittelpunkt, gleich Null sein; 
cs wird also 

D 
P·l-R·--=O, 

2 
(1) 

wenn R die Backenreibullg am Umfang del' Scheibe bedeutet, die auch 
gleich del' Umfangskraft del' Scheibe ist. 

Ans 

so daB 

(siehe S.146). 

R·v ---- = N folgt 
7:') 

D 2nn 
R·--· -~-- =N 

2 60·75 ' 

R. D = ~O . 75 . N = 716,2. N 
2 2n n n 
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Eingesetzt in (1) ergibt sich 
P·l· n 

N = 716,2 m PS, 

wenn P in kg; 1 in m gemessen werden. 

Tabelle der Reibungziffern. 
Reibungzahlen der gleitenden Reibung1). 

= bedeutet: die Fasern Iiegen 
parallel, 

Reibungszahl 

+ die Fasern Iiegen 
gekreuzt, 

1 das Holz Iiegt als 
Hirnholz auf. 

der Ruhe 

trocken . mit ! geschmiert 
C"asser I 

~.=.-=-=-==-=-=-=-=-=-~.==========~~-=-=-==.~==-,-----,--
0,62 I I 0,11 }jichenholz auf Eiche = .. . 

+ .. . 
u .L ••• 

" Esche, Buche 
Tanne = ... 
Muschelkalk 1 

" "Stein und Kies 
Holz auf Metall • • . . • • . 
Hartholz auf poliertem Metall 

oder Granit • • • . . . • . 
Stahl auf Stahl (* hoher Druck, 

bis etwa 1000 kg/em') • • • 
Stahl auf Phosphor· Bronze .) 

ebene FUichen. . .. . • . 
zylindrische Flii.chen. . . . 

Stahl auf grobem Sandstein . 
" " Eis ......... . 

Schmiedeeisen auf Eiche = • . 
Weichholz. 
Stahl •.. 
Schmiede· 
eisen •.. 
GuJ3eisen 
oder Bronze 
Sandstein . 
Muschelkalk 

" " Steinu. Kies 
GuJ3eisen auf Eiche = . 

" Weichholz 
" Stahl •.. 
" GuJ3eisen 
"Bronze ....... 

" " grobem Sandstein 
Bronze auf Eiche = . . . . . 

" "Bronze ~ ........ 
Ziegelstein auf Mus.helkalk • 
Ranher Kalkstein auf desgl., 

oder mit frischem Mortel • 
Mulschelkalk auf Muschelkalk 
Mauerwerk auf Beton • . . . 

" gewachsenem 
Boden, trocken 

Rindsleder auf Eichenholz . 
" "GuBeisen.. .. 

Hanfseil auf rauhem Holz . 
" glattem Holz . 

0,54 0,71 
0,43 

0,53 i 
0,68 I 

0,60-0,46 
0,60 : 

0,15 

0,11 
0,169 

0,027 

0,13 

0,19 

0,49-0,421 
0,49-0,42. 

0,33 

I 
0,65 

0,5 

0,65 

0,65 

I 

0,62 

0,67 

0,75 
0,70 
0,76 

0,65 
0,6-0,5 
0,5-0,3 
0,8-0,5 

I ',W I 
0,33 

;O,6-o,4~ 

I ' 

0,11 

i*0,12-0,11{ 

0,098 
: 0,16-0,13 

0,11 

{ 
0,11 

{ 
0,16 

0,11 

0,12 

der Bewegung 

trocken i mit I h' rt i Wasser gesc mle 

0,48 i 0,075 
0,34 0,25 

I 0,19 

0,38 I 0,15-0,10 
0,38 i --

0,40 0,24 I 0,10 I 

0,30 0,10 0,06 
0,09 bei v = 3 m/sek 
0,03 bei v = 27 m/3ek 

0,105 I 0,092 
0,162 0,15--0,12 
0,29 -
0,014 I ~ 

0,5--0,4 0,26 0,08 
0,65--0,50 

0,21 bei v = 4,5 m/sek 
0,11 bei v = 22 nI/sek 

1°,10-0,08 

0,18-0,17 . 0,08-0,07 
0,46--0,41 
0,29-0,24 

0,5-0,3 0,22 0,19 
0,5-0,4 

0,27 bei v = 2,2 m/sek 
0;13 bei v.= 20 m/sek 

- I' 0,31 I 0,10-0,08 
0,20-0,36 0,08-0,07 
0, 2l30o, 21 , = 

0;20 0,10 I 0,06 
0,65-0,60 - . 

0,67 
0,38 I 

0,5-0,3 
0,56 
0,5 

0,15 

, 

0,15 

1) Aus Foerster, Taschenbuch fiir Bauingeni€'ure. Berlin 1920. V€'rIag 
von Julius Springer. 

2) Roher Druck bis 600 kg/cm2• 
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Reibungzahlen der gleitenden Bewegung nach Rennie 
in Abhangigkeit vom FUichendruck; die OberfIachen waren nur wenig 
eingefettet : 

Flachendrnck 
in kg/emz 

8,79 
13,08 
15,75 
18,28 
20,95 
23,62 
26,22 
27,42 
31,50 
34,10 
36,77 
39,37 
42,18 
44,58 
47,25 
49,22 
55,12 
57,65 

Schweilleisen I GuBeiseu ,-- Stahl I Messiug 
',anf SchweiBeisen auf SchweiBeisen I auf GuBeisen auf Gul.leisen 
!!-~ /(, :;:: ~-~--~ --- ---~-

- -"-- ~----

0,140 
0,250 
0,271 
0,285 
0,297 
0,312 
0,350 
0,376 
0,395 
0,403 
0,409 

Flachen 
angegriffen 

0,174 
0,275 
0,292 
0,321 
0,329 
0,333 
0,351 
0,363 
0,365 
0,366 
0,366 
0,367 
0,367 
0,367 
0,376 
0,434 

Flachen 
angegriffen 

0,166 
0,300 
0,333 
0,340 
0,344 
0,347 
0,351 
0,353 
0,354 
0,356 
0,357 
0,358 
0,359 
0,367 
0,403 

Flachen 
angegriffen 

0,157 
0,225 
0,219 
0,214 
0,211 
0,215 
0,206 
0,205 
0,208 
0,221 
0,223 
0,233 
0,234 
0,235 
0,233 
0,234 
0,232 
0,273 

Reibungskoeffizienten fur besondere FaIle. 
Nach Versuchen von Wichert!) hat sich fUr die gleitende Reibung 

zwischen Bremsklotzen aus StahlguB und stahlemen Radreifen ergeben 
_ R 1 + 0;0112 . V 

fl -v 1 + 0,06 V ' 

wobei V die Geschwindigkeit in km/Std. bedeutet, und (3 = 0,45 fiir 
trockne, (3 = 0,25 fiir nasse Reibungs£lachen ist. 1st V die Geschwindig
keit bei Beginn des Bremsens, so kann man fiir die Bremszeit bis zum 
Stillstande mit einem mittleren Reibungskoeffizienten p' rechnen, del' 
in nachstehender Tabelle £iir ungiinstige Verhaltnisse gilt: 

° 10 
20 
30 
40 
50 
60 
70 
80 
90 

0,450 
0,313 
0,250 
0,215 
0,192 
0,176 
0,164 
0,154 
0,147 
0,141 

0,250 
0,174 
0,139 
0,1l9 
0,107 
0,098 
0,091 
0,086 
0,082 
0,Q78 

1) Ygl. Zentralblatt der Bauwrwaltung ]894, S.73. 

0,201 
0,164 
0,142 
0,128 
0,117 
0,109 
0,103 
0,098 
0,003 
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Dl'uckwal>sel'-Hebezeuge nach H. Lang. 
a) Bronze- odeI' Poekholzsehiebel' auf Bronze; fA- ist bei 

langsamer wechselnder Bewegung unrl Fliichenpressungen von 2 bis 
100 kg/em 2 unveranderlich: 

Schieber dauernd gefettet . . . . . . . . ,tt = 0,06 
Schieber mittels Nuten yom Wasser benetzt ft = 0,10 
Schieber tl'ockcn .. . . . . . . . . . . fl bis 0,30. 

b) Stopfbuchsen, mit HanI, Baumwolle odeI' Leder abgedichtet, 
haben fl unveranderlich bei Wasserpressungen zwischen 1 und 50 kg-/cm2 . 

Baumwolle odeI' Hanf bei elastischer Packung ,Il = 0,06 -;.- 0, II 
Lederstulp, weiches Leder, gute Ausfiihrung I' = 0,03 -;... 0,07 

hartes, stark lohgares Leder ...... ,Il = 0,10-;'-0,13 
ungiinstige Anlage . . . . . . . . . . . . ,I' bis 0,20 . 

Schleifsteine. grobkorniger feinkorniger Sandstein 
GuBeisen It = 0,21-;'" 0,24 ,tt = 0,72\l\fittelwerte zwischen 
Stahl . . . . . . 0,29 0,94 dem nassen Stein 
Schmiedeeisen . . ,iI = 0,41-;'- 0,46 1,0 J und Metall. 

Gesamtreibung fur StraBenfuhrwerke. Del' Widerstand, 
den ein StraBenfahrzeug seiner Bewegung entgegensetzt, wird in del' 
Hauptsache hervorgel'ufen durch die Zapfenreibung in den Naben und 
die roHende Reibung am Umfange des Rades. 1st G das zu befordernde 
Gewicht, p die Gesamtreibungszahl, so ist fill' eine horizontale Bahn die 
Summe allel' Widerstiinde W = fA- • G . 

Mittlere Werte del' Reibungszahl ,u. 
Erdbahnen: 

Schlechter Erdweg, loser Sand 
Gewohnliche Erdbahn . 
Tl'ockene, feste El'dbahn . . . 

Schottel'bahnen: 
Frisch aufgebrachte, nicht gewalzte Schotterbahn 
Schotterbahn bei Regenwetter ... . . 
Trockene gute Schotterbahn ..... . 
Sehr gute SchotterstraBe, Pechmakadam . 

Pflastel' bahnen: 

1,.' 
17 

1 ' 
il0 

11 
,20 

= 0,150, 
= 0,100, 
= 0,050. 

If = 0,125, 
1'::0 = 0,050, 

= 0,030, 
= 0,020. 

1 
135 

1 i 
i 50 

Schlechtes Steinpflaster, Kopfsteinpflaster 'i25 = 0,040, 
Kleinpflaster, 1i/.W -:- 1/'60' im Mittel 1/ = 0,020, 1'/0 Gutes Steinpflastel', '/'0 -;... '/60' im Mittel 155 = 0,018, 
Gutes, sehr ebenes Stein- (Klinker-) Pflaster . '/75 = 0,013, 
Holzpflaster aus Weichholz, '/31l -;.- '/00' im l\fittel '/55 = 0,018, 

" "Hartho17:. . . . . . . . . . '/75 = 0,013, 
Asphaltbahnen .. . . . . . . . . . . . . . '/,00 = 0,010, 
Eiserne Gleice in Stl'aBen, ';'00 -;.- '/300' im l\fittel "/200 = 0,005, 
Eisenbahngleise bei geringer Geschwindigkeit "/,00 = 0,0025. 
Auf s teige ndel' Bahn vom SteigungsverhaItnis s"/oo gilt TV = G Cit + s) . 

Rollende Reibung. RoHt ein Zylinder auf einer ebenen Untel'lage 
ohne zu gleiten, so tritt del' Widerstand in del' Beri'thrungslinie auf, 
wiihrend die zur tJberwindung des Widerstandes erforderliche Kraft 
nach Fig. 137 odeI' 138 angreift. Die Drehung wird durch ein KriHte
paar p. r bzw. p. d hervorgerufen; es ist deshalb ublich, auch den 
Widerstand in dieser Form zu bezeichnen. 1st Q del' Normaldruck, so 
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ist das zu iiberwindelld~ Kraftepaar M = Q. f, worin f (Fig. 139) die 
Entfernung in cm bedeutet, die zwei gleich groBe, entgegengesetzt 
gerichtete Krafte Q haben miissen, wenn Gleichgewicht zwischen dem 
angreifenden Kraftepaar p. r odeI' p. d und dem widerstehenden 
Kriiftepaar Q. f herrschen soIl. Die GroBe f heiBt Hebelarm, Koeffizient 
der rollenden Reibung odeI' Reibungziffer del' rollenden Reibung. 

Reibungziffern del' rollenden Reibung. 

Reibende K6rper 

Poekholz auf Pockholz . 
Ulmenholz auf Pockholz 
Eisen auf Eisen . . . . 
Stahl auf Stahl . . . . . . . . . . . . . 
Gehartete Stahlroilen und Kugeln auf Stahl-

ringen und Lagern . . . . . . . . . . . 

e 
Fig. 137. 

xz 
Fig. 138. 

f in em 

0,047 
0,081 
0,005 
0,005 

0,001 

Fig. 139. 

Reibungsarbeit und Wirkungsgrad. VeranlaBt das Gewicht (P + p) 
durch sein Herabfallen ein Steigen des Gewichtes Q an einer einfachen 
Rolle (Fig. 132), so ist die von (P + p) geleistete Arbeit um einen 
Betrag grl'lBer als die Arbeit von Q, den man den Arbeitsverlust 
durch Reibung nennt. 1st die Reibungskraft bekannt, und istdie 
Entfernung gegeben, die diese Kraft durchlauft, so ist das Produkt aus 
Kraft und Weg die zur Dberwindung der Reibung aufgewendete Arbeit. 
In unserm Beispiel (Fig. 132) herrscht Gleichgewicht, wenn P = Q ist; 
demnach muB p zur Dberwindung der Reibung aufgewendet werden. 
Steigt Q um h m, fallt also (P + p) um ebenfalls h m, so ist die von p 
zu leistende Arbeit p. h mkg, wenn P und p in kg gemessen werden. 
Mathematisch lautet die Arbeitsbilanz . 

Man bezeichnet Q. h mit Nutzarbeit; A, mit Reibungsarbeit; 
(P + p). h mit aufgewendeter Arbeit. Aus 

Q·h=(P+p)h- W 

folgt: Die Nutzarbeit ist gleich del' Differenz aus der gesamten au£gewen
deten Arbeit und der Reibungsarbeit. Das Verhaltnis von Nutzarbeit 
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zur gesalllten aufgewendeten Arbeit heiBt Wirkll ngsgrarl und wird 
iihlicherweise mit 1} bezeichnet. Es ist also 

Q • h Xutzarbeit All 
11= (P + p). h =gesamteaUfgewendete Arbeit = A' 

Das Verhaltnis del' Reibungsarbeit Ar zur Nutzarbeit An heiBt 
verhliJtnismaBiger Arbeitsverlust und wird mit 58 bezeichnet; 
es ist 

58 - Ar. also 
- An' 

1 
1)=-----

1 + 58 . 
Besteht ein Getriebe aus mehreren Teilgetrieben mit den EinzeI

wirkungsgraden 1/1, 172,1)3 .... so ist del' GesamtwirkungRgrarl 
1] = lit 'fj2 • 1]3 •.. 

Beispiel 86. Wirkungsgrad del' Schraube Fig. 135. Wird die Last Q 
nm die Strecke h gehoben, so ist die Nutzarbeit 

An = Q·h. 
Wahrend del' Hubzeit legt die Kraft P den Weg l = Jr. d = It· ctgi\ 

zuriick, so daB 
An Q.h 

17 = - = -------
A p. 11· ctgiX 

Q Q 
--- --- = -. tgiX 
p. ctgiX P 

iRt. 

C. Warmelehre. 
Unser Gefiihl sagt uns im taglichen Leben, daB ein Korper warm, 

der andere kalt ist; doch kann diese gefiihlsmaBige Bestimmung keinen 
Anspruch auf wissenschaftliche Scharfe machen, zumal das Gefiihl 
Tauschungen unterliegt. Wir unterscheiden den Warmegrad odeI' die 
Temperatur von dem Warmeinhalt. Del' Warmegrad wird mit dem 
Thermometer gemessen. und in 0 0 (Grad Oelsius) angegeben; die 
MaBeinheit fiir den Warmeinhalt ist die Warmeeinheit (WE) odeI' Kalorie. 

Das Thermometer ist eine enge Glasrohre, die oben abgeschmolzen 
und unten zu einer kleinen Kugel erweitert ist. 1m allgemeinen ist es 
zu einem Teil mit Quecksilber gefiilIt, dessen jeweilige Oberkante die 
Temperatur an einer Skaht angibt. MaBgebend sind zwei Hauptpunkte: 
Del' Nullpunkt (0°) zeigt die Temperatur des schmelzenden Schnees an, 
del' obere Hauptpunkt die des siedenden Wassel's bei 760 mm Queck
silbersaule Barometerstand. Del' Zwischenraum zwischen beiden Mar
ken ist in 100 Teile geteilt (Bauart Oelsius, 1742). 

Neben diesem in del' Wissenschaft allgemein llblichen Thermometer 
gibt es noch die Teilung nach Rea u m ur, del' den Abstand zwischen 
~ull- und Siedepunkt in 80 gleiche Teile teilt, und die nach Fahrenheit, 
der als Nullpunkt 32° Fahrenheit unter dem Nullpunkt nach OelRius 
legte und diesen Zwischenraum in 212 gleiche Teile teilte. Demnach sind 

100°C = 80 0 R = 180°F. 
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.\us 100° C = 80° R 
100° C = 180° F 
80° R = 100° C 
80° R = 180°F 

Ferner ist 

folgt 

" 

tOF =;:- (t - 32tC 

tOC =1t°R. 
to C = "( ~- t + 32) ° F . 

.) . 
tOR=;rtOC, 
tOR = t t + 32) ° .F . 

Beispiele: 87. Es sind 23° C umzurechnen in R und F. 
23 ° C = t . 23 = 20 ° R , Aus to C = +0 R folgt 

tOC=Cl+32)OF " 23 0 C = C . 2;,} + 32) = 87 ° F . 
88. Es sind - 16° R 

.\us tOR=}lOC 
umzul'echnen in C und F. 

folgt -16°R=~H-16) = - 20C, 
tOR= (Vl+32)OF " -16°R=[{(-16)+32]=-4°F. 

89. Es sind - \)0 F in C und 
Au::; to F = ;-; (t - 32) ° C folgt 

tOF=\(t-32)OC" 

R ulllzurechnen. 
- \)0 P = H( - 9) - 32J = - 22,8 C. 
- go F =~ [( - 9) - 32] = - 18,3 (' . 

Thel' mo meter fill' Leso lldere Z wec ke. Quecksilber erstarrt Lei 
- 39,2° C und siedet Lei + 357° C, folglich ist es nur innerhalb del' 
Grenzen - 30° bis + 330° brauchbar. Fiillt man den Raum oberhalb 
des Quecksilbers mit Stickstoff von 10 atm Druck, so laBt sich dieses 
Quecksilberthermometer fiir Messungen bis zu + 573 ° C benutzen, da 
der durch die Ausdehnung des Quecksilberfadens auf 20 atm steigende 
Druck des Sticksto££es das Sieden des Quecksilbers verhindert. Noch 
hohere Temperaturen miBt man mitdemele ktrisc he n Ther mo meter, 
auch thermoelektrisches Pyrometer genannt, bei dem zwei Metalldrahte 
in einem feuerfesten Rohr zusammengelotet sind. Die Erwarmung del' 
Lotstelle ruft eine elektromotorische Kraft hervor, die bei einem ge
schlossenen Leiter einen elektrischen Strom lie£ert. Ein eingeschaltetes 
Galvanometer ermoglicht das Ablesen del' Temperatur (Fernthermo
meter). Bei del' Rerstellung feuerfester Ziegel benutzt man die sog. 
Segerschen Brennkegel, das sind dreiseitige Pyramid en von 60 mill 
Rohe aus Tonerdesilikaten, die bei bestimmten Temperaturen zu schmel
zen beginnen. Da die Kegel nur einmal zu benutzen sind, werden sie 
in groBen Mengen als Randelsware hergestellt; sie sind in 35 Stufen 
fill' Temperaturen von 1230.-;-2000° C erhaltlich. 

Zur Messung von Temperaturen nnter - 30° C bedient man sich des 
Alkohol- oder Weingeistthermometers, das bis - 130° C brauch
bar ist. Xoch tiefere Temperaturen werden mit Thel'mometern gemessen, 
die mit Penthan gefiillt sind (- 200° C). Penthan odeI' Petrolather 
wird bei del' Destillation des Rohpetroleullls gewonnen. 

Zur Eichung alIer andern Thermometer dient das L u ft - odeI' 
Gasthermometer. 

Ausdehnullg der Korper. 
Er\\'armt Ulun eine Kugel, die im kalten Zustallde gerade noch durch 

cinen Ring geht, so zeigt sich, daB die erwarmte Kugel nicht mehr hin-



~O(j Physik. 

durchgeht; ihl' Durchmesser ist infolge del' El'wal'mung groBer geworden. 
Bei dem Verlegen von Eisenbahnschienen muB auf die Ausdehnung durch 
die Warme Riicksicht genommen werden; man laBt deshalb zwischen den 
einzelnen Langen Zwischenraume. Wird die Ausdehnung von Korpern 
infolge del' Warme gehindert (stumpf geschweiBte StraBenbahnschienen), 
so entstehen in dem Korper Spannungen, mit denen del' 1ngenieur 
rechnen muB, del' Temperaturschwankungen ausgesetzte Bauten ent
wirft. 

War mea usdehn u ngziffer odeI' A usdehnu ngs koeffizient. 
Die Zunahme del' Langeneinheit bei 1 0 C Temperaturerhohung heiBt 
"linearer Ausdehnungskoeffizient"; er wird mit ex bezeichnet. 1st dem-

k 

Fig. 140. 

nach 11 die urspriingliche Lange eines Stabes in m, ex del' lineare Ausdeh
nungskoeffizient des Baustoffes; t1 0 C die Anfangs- und t2 0 C die End
temperatur, so ist die Verlangerung Ll1 

Ll1 = 12 - 11 = 11 • ex • (t2 - t1) • 
Hat ein Stab bei 0° C die Lange 10 m, so miBt er bei to C 

It ~ 10 • (1 + ex • t) . 
Die Warmeausdehnungsziffern werden durch Versuche bestimmt. 

:Fig. 140 veranschaulicht einen Apparat, del' die Messung del' Verlangerung 
crmoglicht. Del' Stab a befindet sich in einem Olbade b. Die Spitze c 
driickt gegen den Winkelhebel d, del' eine groBe Dbersetzung hat, wah
rend die Spitze e in del' Pfanne einer Mikrometerschraube t ruht. Mit. 
del' Schraubenspindel fest verbunden ist del' Zeiger g, dessen Spitze auf 
einer Teilscheibe h spielt, die in 500 Teile geteilt ist. Bei einer Steigung 
del' Schraube von 1/2 mm pro Umdrehung bedeutet 1 Teilstrich del' 

Scheibe ~~~ = 0,001 nun. Del' lange Arm des Winkelhebels ist in eine 

feine Spitze k ausgezogen, die auf den HaarriB eines kleinen Spiegels i 
weist. Jede Drehung del' Schraube bewirkt ein Heben odeI' Senken del' 
Spitze k. Angenommen, das 01 habe die Temperatur t1 0 C bei Beginn 
des Versuches, del' Zeiger g stehe auf Zl del' Teilscheibe; die Spitze k 
auf dem HaarriB des Spiegels. Jetzt wird das 01 auf t2° C erwarmt; die 
Spitze k wird gehoben. Um sie wieder VOl' den HaarriB zu bringen, drehen 
wir die Schraube zuriick; del' Zeiger g steht auf Z2 del' Teilscheibe. Die 
Verlangerung, die del' Stab erfahren hat, ist dann 

IIl- (Zl - z) 
- 1000 mm. 
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folgt 

Lineare Ausdehnungzifferll bei mittleren Temperaturell: 
Aluminium ..... 0,000024 i Kupfer ........ 0,000017 
Bronze ........ 0,000018 I Glas (im Mittel) .. 0,000007 
Eisen und Stahl .. 0,000011 ! Porzellan ...... 0,000003 

:207 

B ei s pi e Ie: 90 a. vYelche Yerlangerung erfahrt eine Eisenbahn8chiene 
yon 12 m Lange bei einer Temperaturschwanlmng \~on - 30 bis + 40° C? 

Aus ill = II • (\ • (t2 - tI) folgt 
J 1 = 12000·0,000011 . [40 -- (- 30)] = 9,24111111. 

b. Mit welchem Spielraum muB die Schiene bei 15 ° C verlegt werden, 
wenn eme hoch8te Temperatur von 45 ° C zu erwarten ist? 

AUf! ill = 11 , (\ • (t2 - tI ) folgt 
J 1 = 12000· 0,000011 (45 -15) = ",4 lllm. 

91. DIU welche Lange muB das bewegliche Au£lager einer 100 III 
langen Briicke verschiebbar sein, wenn die auBersten Temperaturen 
+ 45 ° C und - 30 ° C sind? 

Aus J 1 = 11 . (\ • (t2 - t I ) folgt 
J 1 = 100000·0,000011 [45 - (- 30)J = 82,5mll1. 

Die kubische Ausdehnungzi££er tJ gibt an, um wieviel del' 
Hauminhalt del' Volumeneinheit pro ° C Erwarmung zunimmt. Hat ein 
Wiirfel bei 0° C die Kantenlange 10 bei einem Rauminhalt Vo und bei to 
die Kantenlange l, so ist sein Rauminhalt V bei to C 

r = Vo (1 + /1' t) = [lo (1 + (\ . t)]3 = lz,· [1 + 3 (\ . t + 3 (\2 t2 + (\3 taJ . 
XUIl ist abel' IX eine sehr kleine Zahl, so daB (\2 und (\3 gegen 1 ve1'

nachliissigt werden konnen; wir erhalten 
v= zg (1 + 3 (\. t) = Yo (l + 3 (\ . t) . 

Del' Vergleich mit Y = Yo (1 + tJ . t) zeigt, daB tJ = :3 (\ ist. Kubi8cl1l' 
Ausdehmmgziffern yon Fliissigkeiten bei + 1:l 0 C. 

Wasser .... 0,00018 Ather ...... 0,00160 
Quecksilber .. 0,00013 Alkohol .... 0,001l0 

Da sich mit del' Temperatur del' Rauminhalt andert, so andert sich 
aueh das auf die Raumeinheit bezogene Gewicht einer Fliissigkeit, das 
flOg. spezifische Gewicht (vgl. S. 119). G kg einer Fliissigkeit mogen bei 
0° C einen Rauminhalt ro, bei t i O C einen Rauminhalt r I , bei t2° C 
einen Rauminhalt Y2 einnehmen, dann ist mit den entsprechenden spezi
fischen Gewichten 8 0 ; 8 1 und 8 2 

({ = Vo' 8 0 = 1'1 • 8 1 = VI' 8 2 

lind daraus 

III it 
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ergibt sich 
Vol - P . t1 1 - P . t1 

8 = 8 • --- ----- = 8 . --- ---.-----------.- = 8 . ------.-
1 0 Vo .(I+p.t1) 0 (l+p.t1).(I-p.t1) 0 I2-fi2.tf' 

Wir vernachlassigen fJ2. ti gegen 12 und erhalten 
8 1 = 8 0 (1 - fJ . t1) bzw. 8 2 = 8 1 ' [1 - fJ (t2 - t1)] . 

Bezeichnet bo den Barometerstand in mm Quecksilber bei 0 0 C, 

" bt " " "" " "to C, 
so verhalten sich die Hohen umgekehrt wie die spezifischen Gewichte 
des Quecksilbers bei den Temperaturen 0° C und to C; es ist 

bo: bt = 8t : 8 0 • 

Damus 

(Red uktionsfonnel filr Barometerablesung). . 
Beispiele: 92. WelchenRaum nehrilen lOO 1 Alkohol VOIl t1 = 15° C 

bei t2 = 75°C ein? 
Aus 

1'2 = 1'1' [1 + 1'1 (t2 - t1)] folgt V2 = lOO' [1 + 0,001l . (75 - 15)J , 
V2 = lO6,61. 

H3. Wie groB ist das Norma1vo1umen von 1001 Alkohol von t1 = 15 ° C? 

Aus v1=ro ·(I+p·t1) folgt 1'O=1;p.t1=1'1·(I- p .t1) 

Vo = lOO' (1 - 0,001l . 15) = 98,351 . 
94. Wie graB ist der auf 0° C reduzierte Barometerstand, wenn er bei 

t = 20° C bt = 760 mm Quecksilber betragt? 
Aus 

bo = b1 • (1 - b . t) folgt bo = 760· (1 - 0,000181·20) = 757,1 mm . 
1m Gegensatz zu den meisten Fliissigkeiten ist die Ausdehnung des 

Wassers unrege1maBig; seine groBte Dichtigkeit liegt bei 4 0 C. Be
zeichnet man das zu dieser Temperatur gehorige V01umen mit V, dann 

ist T't = (~) . V, wobei die Werte Vt : V nachstehender Tabelle1) zu 

entnehmen sind. 

0° 1,000117 35° 1,00582 100° 1,04312 
2° 1,000028 
4° 1,000000 40° 1,00771 120° 1,059 9:~ 
5° 1,000008 45° 1,00981 140° 1,07949 

10° 1,000264 50° 1,01l96 160° 1,10179 
15° 1,000852 60° 1,01692 180 0 1,12678 
20° 1,001741 70° 1,02263 190° 1,14026 
25° 1,002900 80° 1,02891 200 0 1,15438 
30° 1,004 300 90° 1,03571 

-----
') EntnOJ1lIllen aus Hiitte, Des Ingenieurs Taschcnbuch. 
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Beispiel 95. Welches Volumen nehmen 12000 t Wasser von 
'30 0 C ein? 

Aus folgt Vt = 12000'1,0043 = 12051,6 m3 . 

Ausdehnung von Gasen. a) Bei gleichbleibendem Druck. Ver
suche von Gay-Lussac (1802) ergaben, daB die kubische Ausdehnungs-

ziffer fJ fur samtliche Gase gleich groB ist; er fand fJ = ~- = 0,00366, 
. 273 

bezogen auf das Volumen von 0° C .. Damus ergibt sich fur Gase 

Vt = Vo' (1 + 2~3 . t) . 
Hat ein Gas bei t i O C den Rauminhalt VI' bei t2° eden Rauminhalt 

V2 , so ist unter del' Voraussetzung eines gleichbleibenden DruckeR 

v = V . (1 + --~- . t ) . 
1 o. 273 1, 

1 

Damus VI 1 + 273 . tl 273 + tl Tl 

V2 1 273 + t2 T' 
1 + 273 . t2 

2 

wobei T I =273+t1 bzw. T 2 =273+t2 die absoluten Tempera
t ure n heiBen; sie werden gewissermaBen mit einem Thermometer mit 
Celsiusgraden gemessen, dessen Nullpunkt 273° C unter dem Nullpunkt 
des gewohnlichen Thermometers liegt. Zum Unterschied gegen Celsius
grade nennt man die absoluten Temperaturen haufig "Kelvin". Man 
sagt z. B. T = 300° Kelvin; das sind t = T - 273 = 300 - 273 = 27 0 C . 

Denkt man sich ein Gas auf - 273 ° C abgekiihlt, so wird seili Raum
inhalt nach 

Vt =Vo·(1+ 2~3·t)=Vo·[1+ 2~3 .(-273)]=0; 

es wiirde also iiberhaupt keinen Raum mehr einnehmen. Dabei ist vor
ausgesetzt, daB das Gas bis zu diesel' tiefsten Grenze dem Gay-Lussac
schen Gesetze auch folgt. Doch ist damit zu rechnen, daB sich aIle Gase 
schon VOl' Erreichung diesel' Temperatur verflussigen. 

Andert sich die Temperatur, so andel'll sich bei gleichbleibendem 
Druck auch die spezifischen Gewichte del' Gase. 

. 81 V2 1\ 
Aus G = VI' 8 1 = V 2 • 8 2 folgt - = - = -) , 

8 2 VI .1 1 

d. h. die spezi£ischen Gewichte verhaIten sich umgekehrt wie die abso
luten Temperaturen. 

Beispiele: 9B. [) m3 eines Gases von 15° C werden bei gleichblei
bendem Druck auf 165 0 C gebracht. Wie groB ist der Raumbedarf des 
Gases? 

Win k e I, Del' prakt. Masrhinenbaner II. 1. 14 
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Aus 

Physik. 

v = V . l'2 _ V . 273 + t2 f 1 
2 1 T 1 - 1 273 + tl 0 gt 

438 
=5'--=76rn3 

288 ' . 

_ 273 + 165 
V2 = n· 273 + 15 

97. Ein Gas von 5 rnB und 20° C solI auf 6 rnB bei gleichbleibendern 
Druck gebracht werden. Wie hoch rnuB die Ternperatur des Gases sein ~ 

A • f 1 V2 V2 us VI: V Z = T I : T2 0 gt T z = T1 'V~ = (273 + t1)· V;' 
6 

T z = (273 + 20) . 7 = 352° Kelvin = 352 - 273 = 79° C. 
D 

98. Wie groB ist das Gewicht von 12 rn3 Luft bei 18 ° C und 760 mrn 
Barorneterstand ~ 

1 rnB Luft wiegt bei 0° C und 760 mm Barometerstand 1,293 kg; 
d. h. ihr spezifisches Gewicht ist 80 = 1,293 kg/rnB bei 0° C. 

Aus 8 1 :82 =T2 :T1 folgt 8 1 :80 = T o:T1 =273:(273+t1) oder 

273 _ ?'. 273 _ . 273 _ _ 3 
8 1 = 8 0 ' 273 + tl - 1,~93 273 + 18 -1,293 291 - 1,2b kg/m . 

Daraus G1 = VI' 8 1 = 12'1,215 = 14,6 kg. 
b) Bei gleichbleibenderTemperatur. HatmaneineGasrnenge, 

z. B. G kg, in einem Zylinder mit beweglichem Kolben eingeschlossen, 
so iibt das Gas nach allen Richtungen einen Druck von gleicher GroBe 
aus, der gleich dem Lu£tdruck ist. Die MaBeinheit fiir den Druck ist 

1 atm (technische Atmosphare) = 735,5 mm Quecksilbersaule 
= 1 kg/cm2 = 10000kg/mz, 

1 physikalische Atrnosphiire = 760 mm Quecksilbersaule 
= 1,0333kg/cm2 = 10333kg/m2. 

Driickt man den Kolben auf die halbe Lange des Zylinders, so zeigt 
die Messung, daB der Druck auf das Doppelte gestiegen ist; driickt man 
den Kolben auf den dritten Teil der Lange des Zylinders, so zeigt die 
Messung, daB der Druck auf das Dreifache gestiegen ist usw. Aligemein 
sagen wir: Druck und Rauminhalt stehen bei Gasen im umgekehrten 
Verhaltnis, so lange die Temperatur unverandert bleibt (Gesetz von 
Boyle und Mariotte). Entspricht einem Volumen V1 der Druck PI; 
einem Volumen Vz der Druck pz, so lautet das Gesetz in Form einer 
Gleichung 

c) Das Ga y~Lussac-Mariottesche Gesetz zeigt die Beziehungen 
auf, die zwischen dem Volurnen, dem Druck und der Temperatur eines 
Gases bestehen. Wir sagen: Der Zustand eines Gases ist durch die 
Angabe von Volurnen, Druck und Temperatur eindeutig festgelegt. 
Andern wir diese drei GroBen, so sagen wir: Der Zustand eines Gases 
wirdgeandert, und sprechen von einer Zustandsanderung des Gases, 
die z. B. vor sich gehen kann bei gleichbleibendern Druck (Ga y-Lussac), 
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bei gleichbleibender Temperatur (Mariotte), oder die eine allgemeine 
Zustandsanderung sein kann. 

Wir bezeichnen den ersten Zustand cines Gases mit P1; VI; T 1 ; 

es solI iibergefiihrt werden in den Zustand P2' V2' T 2 . 
a) t'rberfiihrung bei T I = unveranderlich nach Mariotte: Das dabei 

erreichte Volumen sei v'. 

Aus Pl . VI = P2 • V' folgt 

b) t'rberfiihrung des Gases aus dem Zustand v'; P2; Tl in den Zu
stand v.l' P~; T 2 , d. h. bei unveranderlichem Druck nach Gay-Lussac. 

Aus 

Die Verbindung beider Gleichungen liefert 

PI T2 v2 = v1'-'-
P2 TI 

oder 

Ist Va, Pa, Ta ein dritter, v.i , P4' T4 ein viertel' Zustand, so besteht die 
Beziehung 

. , 

d. h. das Produkt aus Volumen und Druck, dividiert durch die absolute 
Temperatur ist unveranderlich. Man nennt den unveranderlichen Wert 

des Bruches P~v die Gaskonstante und bezeichnet ihn mit R. 

Dann laBt sich die allgemeine Zustandsgleichung der Gase auch schreiben 

p.v=R·T. 

In dieser Gleichung bedeutet 
P den Druck in kg/m2 ; 

V das spezifische Volumen, d. h. das Volumen von 1 kg Gas in mS/kg; 
T die absolute Temperatur in ° Kelvin. 
Damit ist die MaBeinheit del' Gaskonstante R bestimmt; sie wird aus 

v. P __ kg/m2 • ma/kg m 
R = -p = OK = OK . 

Fiir Luft ist z. B. das spezifische Gewicht bei 0° C und 760 mm 
1 1 

Quecksilbersaule 80 = 1,293 kg/ma; daraus Vo = S; = 1,293 ma/kg 

das spezifische Volumen. To ist gleich 273 ° C. Der Druck Po ergibt 
sich zu Po = 760 mm Quecksilbersaule = 0,76 m = 10333 kg/m2, so 
daB wir fiir Luft erhalten: 

14* 
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Zahlentafel fiir Gase. 
-Ii Spezifisches Gewicht Gas· 

Ii konstante S~-':l ~ Gas Ii bei 15° C IbeiO°C u. k=-
Ii und 1 atrn I 760 rnrnHg rn Cv 

_~ kg/rn' I kg/rn' R--oc Cv Cv 

Luft 
Sauerstoff . 
Stickstoff . 
Wasserstoff 

ohlenoxyd • K 
K 
S 
Am 
A 

ohlensaure. . 
chweflige Saure 

moniak 
zetylen 

.11 1,188 I 
'I 1,312 • ~ • ~j 

. :1 1;151 
0,0827 

I 1,148 
1,804 

I 2,627 

I 
0,700 I ,I 1,066 

I 

1,293 29,26 0,238 0,170 1,405 
1,429 26,5 0,217 0,155 1,400 
1,251 30,2 0,247 0,176 1,401 
0,0899 420,0 3,40 2,42 1,405 
1,250 30,25 0,243 I 0,172 1,410 
1,977 19,25 0,21 

I 

0,16 1,288 
2,927 13,2 0,15 0,12 1,25 
0,771 49,6 0,53 0,41 1,28 
1,176 32,5 I 

Beispiele 99. Die in eillem Behalter eingeschlossene Luft hat bei 
18° C eine Spannung von 1 atm. Welchen Druck hat sie bei 45° C? 

Aus VI' PI '02 ' P2 folgt bei '02 = t'l 
TI T2 

, _ .!l- . 273 + 45 _ 2 
P2 - PI TI -I 273 + 18 - 1,09 kg/em. 

100. Wie groB wird das Volumen von 2 kg Kohlensaure bei 0° C uUll 
760 mm Barometerstand? 

Aus 0 = Vo' 8 0 folgt 
o 2 

Vo =- = --- = 1,01 ma. 
80 1,977 

101. Wie groB ist das spezifische Volumen del' Kohlensaure bei 0° C 
und 1 atm? 

Aus 
VI • PI '02 • P2 1 
--- - folgt mit Tl = 1'2 = 273 0 K und 'V--TI - T2 1- 8 1 

t'2 = VI' ~ = ..!:.-. ~ = __ 1 __ . _ 760_ = 0,523 ma/kg . 
P2 8 1 P2 1,977 735,;) 

102. Wieviel kg wiegen 10 I Luft bei 8 kg/cm 2 und 120° C? 

Aus folgt mit 

und daraus 

1 
v=-

8 

P2 Tl 8· 735,5 273 
8 2 = p;' 1'2' 8 1 = 1,293' 760 . 273 + 120- = 6,96g/1. 

Damit O2 = 1'2' 82 = 10'6,96 = ,,,70g. 
103. 1001 Gas von 15° C und 2 kg/cm 2 Druck werden auf 40 I Gas von 

55 0 C zusammengedriickt. Wie groB ist del' erforderliche Druck? 
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Aus 

V2 ' P2 V 1 T 2 v1 273 + t2 

T2 folgt P2=P1'V;' T1 =P1'V;' 273+t1 ' 

_ ,100, 273 + 55 _ 2 
P2 - 2 40 273 + 15 - 5,7kg/cm . 

104. 3 m3 Gas stehen unter 50 mm Quecksilbersaule Dherdruck bei 
20° C. Wie hoch wird die Temperatur, wenn das Volumen auf 2 m3, del' 
Druck auf 2,5 kgjcm 2 gebracht werden ~ 

Aus V1'P1 V2'P2 folgt T~=TI'~'.E! 
TI T2 ~ v1 P1 

T2 = (273 + (1), ~~ ,E~ = (273 + 20)' ~, 2,5,735,5 = 443° K, 
V 1 PI 3 760 + 50 

t 2 = T 2 - 273 = 443 - 273 = 170 ° C . 

105. Es sind 3,5 m3 Kohlensaure von 25 ° C und 4,5 kg/cm 2 Druck auf 
das Normalvolumen bei 0° C und 760 mm Quecksilbersaule zu bringen. 

Aus 

PI To PI 273 + t1 foJgt ~'o = VI' -, -- = V 1 '-' ~----
Po T2 Po 273 . 

3 ~4~5 ,735,~ ,E3 + 2;) = 16 6 n13 . 
1'0 = . ,j • 760 273 ' 

Spezifische Warme. 
Wirlt man einen heiBen Karper in kaltes Wasser, so steigt die Tempe

ratur des Wassers. Wir sagen: Der heiBe Karper gibt Warme ab, der 
kalte Karper nimmt Warme auf, Um die abgegebene Warmemenge 
messen zu kannen, bedarl es einer MaBeinheit. Die technische Warme
einheit ist die Kalorie; man versteht darunter die Warmemenge, die 
natig ist, um 1 kg Wasser um 1 ° C zu erhOhen. 1 WE = 1 Cal = 1000 cal, 
wenn man unter 1 cal oder Grammkalorie die Warmemenge ver
steht, die 1 g Wasser zugefiihrt werden muB, damit seine Temperatul' 
um 1 ° C steigt. 

Raben G kg Wasser die Temperatur to C, so muBten G· t Warmeein
heiten aufgewendet werden, um das Wasser auf die Temperatur to C 
zu bringen. Diese aufgewendete Warme ist in dem Wasser enthalten; 
wir nennen sie den Wiirmeinhalt des Wassers und schreiben 

Q =G·t. 
Erwarmt man zwei gleich schwere Kugeln aus Eisen und BIei auf 

dieselbe Temperatur und bringt sie auf eine Paraffinplatte, so zeigt sich. 
daB die Eisenkugel erheblich tiefer in die Paraffinplatte sinkt, Daraus 
schlieBen wir, daB die Eisenkugel eine graBere Warmemenge abgegeben 
hat als die Bleikugel, ehe sie beide auf die TEmperatur der Paraffinplatte 
abkiihlten. Umgekehrt werden wir sagen: Beim Erhitzen del' Kugeln 
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auf dieselbe Temperatur hat die Bleikugel weniger Warme aufgenommen 
als die Eisenkugel. Der Versuch lehrt, daB der Warmeaufwand bei ver
schiedenen Korpern von gleichem Gewicht verschieden ist, urn sie auf 
gleiche Temperaturen zu bringen. 

Urn vergleichen zu konnen, legen wir fest: Die spezifische Warme 
c eines Stoffes ist die Anzahl von Warmeeinheiten, die 1 kg zugefiihrt 

e f' 

~ 

~ 

-=-=--:-- r===- a -- ---=-------, 
-

-- f~ -

d 
6 

'=' 
r--::: 
r_ 
~-r-
--

b r~ 
--

c 

werden miissen, damit seine Temperatur urn 
1 ° 0 steigt. Erwarmt man also einen Kor
per von 0 kg Gewicht und der spezi£ischen 
Warme c von t1 ° auf t2 ° 0, so ist die zu
zufiihrende Warmemenge 

Q = 0 . c • (t2 - t1), 

b . o· k . WE . °0 wo Cl III g; C III 00. kg ; t III ge-
-- ------- messen werden. 

l 
I 

Fig. 141. 

J 
I 

C ist im allgemeinen mit der Tempera
tur veranderlich, so daB man mit einer mi t t· 
leren spezifischen Warme rechnet. 

S P e z i fi s c heW it r m e einiger fester und fliissiger Karper. 
Aluminium. 0,21 Zink.. 0,094 Steinkohle. 0,31 
Blei . . . . 0,031 Zinn. . 0,056 ?iegelsteine 0,22 
Gold 0,031 Asche. 0,20 Ather . . . 0,54 
Konstantan. 0,098 Beton 0,27 Alkohol.. 0,58 
Kupfer. . • 0,094 Eis 0,50 Ammoniak . 1,00 
Magnesium . 0,25 Glas . 0,20 Glyzerin.. 0,58 
Messing . . 0,092 Graphit . .. 0,20 Maschinenol 0,40 
Nickel 0,11 Holz (Eiche) . 0,57 Petroleum. 0,50 
Platin . . . 0,032 Holz (Fichte). 0,65 Schwefelsaure. 0,33 
Quecksilber. 0,033 Holzkohle .. 0,20 Schweflige Saure 0,32 
Eisen und Stahl 0,115 Koks . . .. 0,20 Wasser . . .. 1,00 
Silber . . . .. 0,056 Sandstein .. 0,22 

Bestimmung der spezifischen War me. Die Durchfiihrung des 
Versuches erfolgt nach dem Grundsatz 

Abgegebene Warmemenge = au£genommener Warmemenge 

mit Hil£e des Kalorimeters (Fig. 141). Diesel' Apparat besteht aus einem 
zylindrischen GefaB a, das oben offen ist. Zur Vermeidung von Warme
verlusten steht es auf einem Holzklotz b, del' von einem doppelwandigen 
Zylinder c umgeben ist. Der Zylinder c wird mit Wasser gefiillt und ist 
durch einen geteilten Deckel d verschlieBbar, der zwei Offnungen fiir das 
Thermometer e und den Riihrer that. Das GefaB a wird mit 0 1 g kalten 
Wassel's von der Temperatur t1 ° 0 halb gefiillt. Der Korper, dessen 
spezifische Warme bestimmt werden solI, wiege 0 g und sei durch Er
hitzen (z. B. in einem Wasserbade) auf to 0 gebracht. Wirft man ihn 
in das Kalorimeter a, so steigt die Temperatur des Wassers auf tm ° 0, 
bis zu der sich del' erhitzte Korper abkiihlt. 
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Die abgegebene Warmemenge ist G· c . (t - tm) WE; die aufge
nommene Warmemenge ist G1 • (tm - t2) WE . 

Aus der Gleichsetzung beider Werte IaBt sich c errechnen. Nun 
wird aber nicht die gauze abgegebene Warmemenge zur Erwarmung des 
Wassers im Kalorimeter aufgewendet, weil sich auch das GefiiB selbst, 
der Riihrer und das Thermometer erwarmen. Dieser Verlust an Warme 
muB durch einen Vorversuch bestimmt werden, der mit einem Stoff 
ausgefiihrt werden muB, dessen spezifische Warme bekannt ist, d. h. 
mit Wasser. Werden @1g Wasser von t l O C in @2g Wasser von t2° C 
gegossen, so ist 

die abgegebene Warmemenge @1 (tl - tm), 

die aufgenommene Warmemenge @2 (tm - t2) , 
der Warmeverlust j8. 

Die Gleichung lautet @1' (tl - tm) = @2' (tm - 't2) + j8 . 

Denken wir uns das Ge£aB, den Riihrer und die Thermometer in 
Wasser verwandelt von W g Gewicht, so wiirde der Warmeverlust j8 
diese gedachte Wassermenge von t2 °C auf tm °C erwiirmen. Es wird also 

folglich 

Daraus 

j8 = W· (tm - t 2); 

®l' (t 1 - t".) = ®2 (tm - t2) + W· (tm - t2) . 
W = ®l (h - tm) - ®2 (tm - t2) . 

t", - t2 
W heiBt Wasserwert des Kalorimeters. Mit dem so bestimmten 

Wert W des Apparates lautet die Gleichung des Hauptversuches 
G . c • (t - tm) = Gl • (tm - t2) + W· (tm - t2) • 

Daraus 
(Gl + W) • (t.", - t2) 

c = .----~-- --- . 
G· (t - t",) 

Handelt es sich urn groBere GefaBe, so ist der Wasserwert gleich dem 
Produkt aus Gewicht und spezifischer Warme. Wird in unserm Haupt
versuch nur der Verlust durch Erwarmung des GefaBes a beriicksichtigt, 
so kann man setzen W = G2 • c2 , wenn das GefaB G2 g wiegt und aus 
einem Stoff besteht, dessen spezifische Warme C2 ist, die aber bekannt 
sein muB. Fiir diese angenaherte Bestimmung von G lautet die Gleichung 
des Hauptversuchs 

G· c . (t - f.",) = Gl (tm - t2) + G2 • c2 • (tm - t2 ) , 

und daraus 
(Gl + G2 • c2) • (t,,, - t2) 

c = - . ---------. 
G· (t - tm) 

Die Voraussetzung bei dem Versuch ist, daB keine auBere Arbeit 
geleistet wird und keine chemische Veranderung auftritt. Die spezi
fische Warme £liissiger Korper IaBt sich auch mit dem Kalorimeter 
messen, wenn man statt Wasser die zu untersuchende Fliissigkeit in das 
Kalorimeter gieBt und als warmeabgebenden KOrper einen KOrper von 
bekannter spezifischer Wiirme wahlt. 
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Die spezifi~che Warme von Ga~en. Im Gegensatz zu festen 
und £liissigen Korpern ist das Gas von veranderlichem Rauminhalt je 
nach dem Druck, dem es ausgesetzt ist. Demnach hat man zu unter
scheiden: 

1. Die spezifische Warme cp bei gleichbleibendem Druck; sie ist 
gleich der Anzahl Warmeeinheiten, die zur Erhohung der Temperatur 
von 1 kg Gas um 1 0 C notig sind, wenn der Druck unverandert bleibt. 

2. Die spezifische Warme Cv bei gleichbleibendem Volumen; sie ist 
gleich der Anzahl Warmeeinheiten, die zur Erhohung der Temperatur 
von 1 kg Gas um 1 ° C notig sind, wenn das Volumen unverandert bleibt. 

cp wurde von Regnault, Cv von Joly durch Versuche bestimmt; 
die Zahlen sind in der Tafel S.212 angegeben. 

~eis piele: 106. Wieviel WE miissen 501 Wasser von 10° C zugefilhrt 
werden, damit die Temperatur auf 55 ° C steigt? 

Aus Q = G • c . (t2 - t1) folgt mit c = 1 
Q = G . (t2 - t1) = 50· (55 - 10) = 50 . 45 = 2250 WE . 

Bern.; Denkt man sich die Erwannung durch einen Gasbade
of en hervorgerufen, der einen Wirkungsgrad von 50% haben mag, so ist 
die erforderliche Gasmenge 

Q' 2250 1 2 3 
=-0,5-' 4000 = 1,1 5m-, 

wenn 1 m3 4000 WE Gas beim Verbrennen lie£ert. 
107. Welche Warmemenge ist erforderlich, um 100 kg Eisen von 20 ° C 

bis zum WeiBgliihen (1300" C) zu erwarmen? 

Aus Q = G . c • (t2 - t1) folgt 
Q = 100·0,115. (1300 - 20) = 14700 WE. 

108. Welche Mischungstemperatur ergeben 50 1 Wasser von 5:')0 C 
und 301 Wasser von 15° C? 

Aus 
G1 • t1 - G1 • trn = G2 • t", - G2 • t2 ; t", • (G1 + ( 2) = G1 • t1 -+ (/2' t2 

t = G1 ·t1.±a2 ·t2 =.~0.55-+30.15 .. =40°C 
ill G + G2 50 -+ 30 . 

109. Wieviel WE sind erforderlich, urn die Luft in einem Zimmer von 
6·4·3,25 m von 8° C auf 20° C zu erhohen? 

Da der Druck unveranderlich bleibt, wird 

Q = G . cp • (t2 - t1) = V . 8 • cp • (t2 - (1) 

= 6·4·3,25' 1,293'0,2389· (20 - 8) = 290 WE. 
Be m. : Streng genommen sind der Barometerstand und das 

spezifische Gewicht der Luft bei 8 ° C zu beriicksichtigen; es wircl 

Q. T' ( ) J' '1'0 PI ( ) = '. 8' Cli ' t2 - tl = '. 8 0 ' ... _ .•. _- • C}J' t2 - ft. , 
'1' 1 Po 
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d. h. hc>i fiI = 750 nim Queeksilbersaule 

Q = 6,.4,3 25. I 293, _273 __ , 750 ,0 2389 ' (20 - 8) = 278 WB . 
, ,. 273 + 8 760 ' . 

llO. Wieviel WE mussen 51 Luft von 15 ° 0 und 1,2 kg/em 2 Druek 
eines HeiBluftmotors zugefiihrt werden, damit del' Druek auf 2,5 kg/em 2 

steigt 1 
Da das Volumen unveranderlieh ist, wird 

Q = G, CV ' (t2 - tl) . 
Hierin ist 

To PI. 273 1,2' 735 G = V, 8 1 = V, 8 0 ' -- '-- = 0005,1293, ------, -.-----
TI Po ' , - 273 + 15 760 

= 0,0071 kg. 
Ails 

VI' PI V2 ' P2 

TI T2 
folgt mit 

T2 = TI'!~ = (273 + 15)' ~'~ = 600 0 K 
PI , 

odeI' 
t2 = 1'2 - 273 = 600 - 273 = 327°0, 

folglieh 
Q = 0,0071 ·0,170' (327 - 20)",-= 0,37 WE. 

Schmelz en und Erstarren. 
Fuhrt man einem festen Karpel' Warme zu, so geht er in den fliissigen 

Zustand iiber: er schmilzt. Die Temperatur, bei del' del' Dbergang aus 
clem £esten in den fliissigen Zustand erfolgt, heiJ3t Schmelzpunkt. 
Kuhlt man den geschmolzenen Karpel' wieder ab, so erstarrt er bei der
selben Temperatur, bei del' er flussig wurde; sie heiJ3t Erstarrungs
temperatur. Wird eine Flussigkeit unter einen bestimmten Punkt 
abgekuhlt, so erstarrt sie: sie gefriert; die Erstarrungstemperatur hei/.lt 
Gefrier pu n kt. 

Schmelz - und Ge£rierpunkte einigel' Karpel' bei 
760 mm Q.-S. [Landolt-BarnsteinJ1). 

Alkohol,absolut-lOOoO Stahl, 1300-:-1400°0 Platin 
Aluminium .. 625° 0 GuBeisen 1130--;-1200° 0 Porzellan . 
Ammoniak .. _78° 0 Glyzerin.. . _20° 0 Quecksilber 
Ather. . .. _118° 0 Iridium.. . 2400° 0 Schwefel 
RIei. . . . .. 327° 0 Kupfer.. . 1084° 0 Wasser . 
OhlorkalziumlOsung, LeinOl... _20° 0 Wachs 

gesattigt .. -40° 0 Meerwasser . -2,5° 0 Wolfram 
Deltametall .. 950° 0 Messing.. 900° 0 Zink .. 
Eisen, rein .. 1500° 0 Naphthalin 80° 0 Zinn .. 
FiuBeisen 1350 -7- 1450° 0 

1760° 0 
1550° 0 
-39°(; 
115° C 

ooe 
64° e 

3000° e 
419° C 
232° C 

') Lan dol t - B 0 r n s t e in, Physikalisch ·chemi~che Tahellen. 4. A nfl. 
Berlin ] 912. Verlag von Julius f'pringer. 
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Gelegentlich HiBt sich eine Fliissigkeit unter iliren Gefrierpunkt ab
kiihlen, ohne daB sie erstarrt; man spricht in diesem Falle von einem 
Erstarru ngsverzug und nenntdie Fliissigkeit unter kiihlt. EineEr
schiitterung bringt die unterkiihlte Fliissigkeit plotzlich zum Erstarren .. 
In gleicher Weise verhalten sich geschmolzene Korper. 

Geht ein Korper in einen andern Aggregatzustand iiber, so andert 
sich sein Rauminhalt. Der Raumbedarf des geschmolzenen Korpers 
ist groBer als der des £esten; der Korper schwindet beim Erstarren. 
Auf diese Eigenscha£t der Korper muB die GieBerei Riicksicht nehmen. 
Der Modelltischler arbeitet deshalb nach MaBstaben, die das Schwind en 
beriicksichtigen - SchwindmaBe. Unter dem SchwindmaB versteht 
man die Zahl, die angibt, um den wievielten Teil der Lange ein Korper 
beim Erstarren zuriickgeht. 

SchwindmaBe. 

Bronze 
1 1 

86 -.;.- 65' d. h. 1 m nimmt urn '" 13 mm ab 

FluBeisen 
1 

1 C'V 15,6 
64 

HtahlguB 
1 

1 '" 20 50 
GuBeiRen 

1 
1 ex> 10,4 96 . .., . ~ 

" " ", 

Messing 
1 

"" 15,4 65 

Zink 
1 ,:"'0..,16,1 

62 

Unterder Erstarrungswarme versteht man die Anzahl Warmeein
heiten, die 1 kg einer Fliissigkeit entzogen werden miissen, urn sie in den 
£esten Zustand iiberzu£iihren. Diese Zustandsanderung geht bei gleich
bleibender Temperatur, der Erstarrungstemperatur, vor sich. Will man 
einen £esten Korper schmelzen, so muB man 1 kg die gleiche Warme
menge zufiihren, die in diesem Falle Schmelzwarme heiBt. Auch diese 
Zustandsanderung geht vor sich, ohne daB sich die Temperatur, der 
Schmelzpunkt, andert. Der Warmeau£wand beim Schmelzen setzt sich 
demnach zusammen 1. aus dem Betrag, der notig ist, urn den Korper bis 
zum Schmelzpunkt zu erwarmen, 2. aus dem Betrag, der notig ist, um 
den Korper aus dem £esten in den fliissigen Zustand iiberzufiihren. 

Schmelzwarme verschiedener Korper . 
Aluminium 
Blei ... 
Chlorkalzium 
Eis .... . 
Eisen ... . 

· 77 WE/kg I; Kupfer . . . 
· 6 " Paraffin.. 
· 41 i Quecksilber . 
.80 ~Zink ... . 
.30 ' Zinn ... . 

. 43 WE kg 

.35 . 

. 2,8 " 

.28 

. 13 

Beis piele: 111. Es soll ein Wiirfel aus StahlguJ3 im Gewicht von 2:') kg 
gegoRspn wprdpn. Wie lang InnS die Seite der GuSform spin? 
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G 
Aus G = V '8 folgt V = - = a3 , wenn a die Seite des Wilrfels be-

8 

3/71 I 
deutet; daraus a = ls' Nun schwindet StahIguB um 50 = 0,02; 

d. h. 1000 mm gehen um 20 mm auf 980 mm zuruck. FoIglich 

980 mm Gull er£ordern 1000 mm GuBform, 
a " " " 

? 
" 

a' = a ' 1000 = I 0204 ' a 
980' . 

Demnach ergibt sich als Wiirfelkante der GuBform 

3 '71 V· 2s a' = 1,0204, y- = 1,0204 ' -7-- = 1,504 dm = 150,4 mm . 
8 ,8 

112. In G1 = 100 kg Wasser von tl = 50° C werden G2 = 30 },g Eis 
von 0° C geworfen. Welche Mischtemperatur stellt sich ein 1 

1st tm die Mischtemperatur, dann gibt das Wasser Q =G1 , (tl - trn) WE 
ab; zum Schmelzen braucht das Eis G2 , 80 WE; zur Erwarmung des ge
schmolzenen Eises von 0 ° C auf trn ° C sind erforderlich G2 ' (tm - 0°) WE. 
FolgIich lautet die Gleichung 

G1 (tl - t",) = G2 ' 80 + G2, (tm - 0) , 
G1 , tl - G1 ' t m, = G2 ' 80 + G2 ' t'liP 

tm (G1 + G2) = G1 ' tl - G2 ' 80, 
G1 , tl - G2 ' 80 100, 50 - 30, 80 

tm = G1 +G2-- 50+30 =32,5°C. 

113. Die Temperatur des Eises im Beispiel 112 sei _10 0 r. Welche 
Endtemperatur stellt sich ein? 

Die abgegebene Warme GI , (ti - tm) wird verwandt 1. zum Er
warmendesEises von t2 = _10°C au£Oo; das er£ordertG2 ,c2 , (0 -t2)WE, 
wenn c2 die spezifische Warme des Eises ist; 2. zum Verwandeln des Eises 
von 0° C in Wasser von 0° C; das erfordert G2 , 80 WE; 3. zur Er
warmung des Schmelzwassers von 0 ° C auf Wasser von tm ° C; das 
er£ordert G2 , (tm - 0°). Die Gleichung lautet demnach 

GI ' (ti - tm) = G2 ' c2 (0 - t2) + G2 ' 80 + G2 ' (lm - 0) 
0 1 ~ tl - GI ' tm = - G2 ' C2 ' t2 + O2 ' 80 + G2 ' tm , 

tm ' (GI + G2) = + G2 ' C2 ' t2 - G2 ' 80 + GI ' t1 , 

+G2'C2,t2-G2,80+Gl,tl + 30,0,5, (-10) - 30, 80 + 100,50 t.;n = ------- ----- -
G1 +G2 50 + 30 

114. Wieviel WE sind erforderlich, um G = 2,5 t Eisen von tl = 18° C 
in fliissiges Eisen von t2 = 1350 ° C zu verwandeln ? 

Del' erforderliche Warmeau£wand setzt sich zusammen 1. aus der An
zahl WE, die notig sind, um das Eisen von tl ° auf t2 ° C zu erwarmen, 
d. h. Ql = G1 ' C1 ' (t2 - t1), wenn C1 die spezifische Warme des Eisens be-



220 Physik. 

deutet; 2. aus del' Anzahl WE, die notig sind, um das Eisen Vall t2° C 
in den fliissigen Zustand iiberzufiihren,.d. h. Q2 = Gl • 30 WE. Demnach 

Q = Ql + Q2 = G1• C1' (t2 - t1) + Gl • 30 
= 2500 . 0,115 . (1350 - 18) + 2500 . 30 = 458000 WE. 

115. Ein GuBstiick aus Zink in Gewichte von 15 kg geht aus dem fliis
Rigen in den festen Zustand iiber. Wie graB ist die freiwerdende Erfltar
rungswanne ? 

AUR Q = G . 28 folgt Q = 15·28 = 420 WE. 

Verdampfen und Kondensieren. 
Erhitzt man eine Fliissigkeit bei gleichbleibendem Druck, so geht 

sie bei einer bestimmten Temperatur in Dampf iiber. Erfolgt die Dampf
bild ung nur an del' 0 berflache, so sagt man "die Fliissigkeit V e r dun s t e t" . 
Entwickeln sich beim Verdampfungsvorgang in der ganzen FIiissigkeit 
Dampfb1asen, so sagt man "die Fliissigkeit siedet". Die Hohe del' Ver
dampfungstemperatur ist von dem Druck abhangig, unter dem die Fliis-
sigkeit steht. . 

Das V erd u nste n einer Fliissigkeit erfolgt schon bei gewohnlicher 
Temperatur; nasse Korper trocknen an der Luft. Will man eine schnel-
1ere Verdunstung erzielen, so muB man fiir standige Rewegung der Luft 
sorgen. Die zur Verdunstung einer Fliissigkeit notwendige Warme wird 
im wesentlichen der Fliissigkeit selbst entnommen, die dadurch eine Ab
kiihlung erfahrt. Man spricht von der Verdunstungskalte. Um
wickelt man die Kugel eines Thermometers mit einem Gazebausch, 
den man anfeuchtet, und bewegt das Thermometer, so sinkt seine Tem
peratur. Die Erfahrung 1ehrt, daB eine Fliissigkeit urn so schneller ver
dunstet, je trockener die Luft ist. Trocken heiBt die Luft, wenn sie 
'venig Wasserdamp£ enthalt; bei groBem Dampfgehalt nennt man sie 
feucht. Nun kann aber die Luft nicht unbegrenzte Mengen Wasser
damp£ infolge der Vel'dunstung des Wassers aufnehmen. Wil' sagen: 
Die Luft ist init Wasserdampf gesattigt, wenn sie nicht mehr Dampf 
aufzunehmen vermag. Die Sattigungsmenge ist von der Temperatur 
der Luft abhangig und wird in Gramm Wasserdamp£ pro Kubikmetel' 
Luft, also in g!m3 , gemessen. 

Befindet sich Wasserdampf in del' Luft, so haben wir es mit einem 
Gasgemisch zu tun, so£ern keine chemischen Einwirkungen der ver
schiedfmen Gase aufeinader stattfinden. ~ach Dalton verhalt sich jedes 
Gas eines Gasgemisches so, als ob die andern Gase nicht vorhanden 
waren. Die Einzelgase durchdringen sich, und schlieBlich wil'd der ganze 
zul' Verfiigung stehende Raum von ihnen eingenommen. Die gegen
seitige Durchdringung von Gasen oder Gasen und Dampfen heiBt Diffu
sion. Hat das erste Gas des Gemenges den Teildruck PI' das zweite 
den Teildruck P2' das dritte den Teildruck Pa .... , so hat das Gasgemisch 
den Gesamtdruck 

P = ]>1 +- P2 + Pa + .... 
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t:lattigungsmenge Wo In g/m3 bei verschiedenell 
Temperaturen 1). 

-~1-;,17 
8: 2,56 
6 I 3,01 
41 3,54 
2· 4,15 
o 4,84 

+ 1 5,2 
+ 2 5,6 
+ 3 6,0 

_ 110 Lt_ Wo Po- It: Wo ! Po I t i Wo I Po 

i~~~-7~611=~~~--C-=ii ~ii~ig--I~~:~- i~--J~:!-~i~:i 
2,79 7,3 7,0 151 12,8 112,7 24 21,6 22,2 
3,30 7,8 7,5 16! 13,6 ! 13,6 2265, 22,9 23,5 
3,89 8 8,3 I 8,0 17 14,4! 14,5 24,2 25,0 
4,58 9 8,8 i 8,6 18 15,3 I 15,4 27 25,6 26,5 
4,9 10 9,4 I 9,2 19 16,2 I 16,4 28 27,0 28,1 
5,3 11 10,0 I 9,8 20 17,2 117,4 29 28,5 29,8 
5,7 12 10,7 I 10,5 21 18,2: 18,5 30: 30,1 31,6 

22 L 

Der Druck eines Gasgemisches ist demnach gleich der Summe der Teil
drucke. Dieses sogenannte Daltonsche Gesetz gilt nicht nur fUr Gase, son
dem auch fiir Dampfe. Der Gesamtdruck der feuchten Luft ist gleich 
dem Teildruck des Wasserdamp£es + dem Teildruck der trocknen Luft. 

Wenn die Lu£t keinen Wasserdampf mehr aufzunehmen vermag, sie 
also gesattigt ist, so wird der Damp£ durch eine Steigerung des Druckes 
verfliissigt; er schlagt sich in Form von Wasser nieder. Der Damp£ hatte 
in der gesattigten Lnft den groBten moglichen Druck, er hatte seine 
Maximalspannung. Bei dariiber hinausgehendem Druck bleibt der 
Damp£ nicht mehr Damp£. Zu jeder Temperatur gibt es eine maximale 
Damp£spannung (siehe Tafel S.226). 1st die Spannung des Wasser
dampfes geringer als die maximale, d. h. enthalt 1 m3 Lu£t weniger Gramm 
Wasserdampf, als sie aufnehmen kann, so heiBt die Lu£t ungesattigt. 
Sie vermag also noch Feuchtigkeit aufzunehmen. 

Die Gewichtsmenge Wasserdamp£ in g, die in 1 ma Luft tatsachlich 
vorhanden ist, heiBt absoluter Feuchtigkeitsgehalt; die Gewichts
menge Wasserdampf in g, die 1 m3 Luft bei der maximalen Damp£span
nung aufnehmen konnte, heiBt maximaler Feuchtigkeitsgehalt. 
Das Verhaltnis vom absoluten zum maximalen Feuchtigkeitsgehalt 
heiBt relative Feuchtigkeit. Statt dessen konnen wir auch sagen: 
relative Feuchtigkeit ist das Verhaltnis der tatsachlich vorhandenen 
Damp£spannung zu der maximalen. Bezeichnet man mit W den abso
luten Feuchtigkeitsgehalt, mit Wo den maximalen, d. h. die Sattigungs
menge, mit P die wirkliche Damp£spannung, mit Po die maximale, so 
ist die relative Feuchtigkeit 

_ w _ p cp-----. 
Wo Po 

Kiihlt man ungesattigte Luft ab, so tritt eine Temperatlll' ein, bei 
der die Lu£t nicht mehr als den tatsachlich in ihr vorhandenen Wasser
damp£ aufzunehmen vermag. Geht man mit der Temperatur noch tie£er, 
so beginnt der Dampf sich an der kaltesten Stelle niederzuschlagen. Der 

1) Aus Kohlrausch, Praktische Physik, B. G. Teubner. 
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absolute Feuchtigkeitsgehalt ist zum maximalen geworden. Die Tem
peratur 'l', bei der der Niederschlag beginnt, heiBt Taupunkt. 

Beispiele 116. Bei einer Lufttemperatur von t = 28 0 C ist der 
Taupunkt 'l' zu 17° C festgestellt. Wie groB ist die relative Feuchtigkeit 
der Luft1 

Die Tabelle S. 221 liefert fiir 17 0 C eine Sattigungsmenge 
Wo = 14,4 g/m3, fUr 28 0 C ist Wo = 27 g/m3 ; mithin 

T11I?1Yl1O
mete/' 

Fig. 142. 

folglich 

mithin 

14,4 d )/ 
ffJ = "2!l = 0,53 0 er ffJ = 53~0' 

Dieses Ergebnis bedarf einer Berichtigung, weil 
die Luft von 28 0 C auf 17 0 C abgekiihlt worden ist. 
Bei dieser Abkiihlung wird sie dichter, also ist der 
aus der Tabelle entnommene zu 'l' gehorige Wasser. 
gehalt zu groB. Aus der allgemeinen Zustands-
gleichung fiir Gase p' v = R . T ergibt sich bei 
gleichbleibendem Druck 

VI • PI = R . T lund V2 • Pl = R . T 2' 

T 2 273 + 'l' _ 273 + 17 
t'2 = VI • T = 1· 273 + t - 273 + 28' 

14,4 273 + 17 ' 0 

ffJ = 27' 273 + 28 = 0,514 = 51,4 Yo . 
Das Instrument, mit dessen Hilfe der Taupunkt bestimmt wird, 

ist das Hygrometer von Daniell (Fig. 142}. An einer U-formig ge· 
bogenen Glasrohre befinden sich zwei Glaskugeln, die luftleer sind. Die 
eine von ihnen ist zum Teil mit Ather gefiillt; in ihr ist ein Thermometer 
angebracht; die andere ist auBen mit einem Mull· oder Gazelappchen 
umgeben. Zu Beginn des Versuches bringt man den Ather in die linke 
Kugel; dann laBt man Ather auf das Mull· oder Gazelappchen traufeln. 
Durch das Verdampfen der Athertropfen wird die Glaskugel abgekiihlt, 
worauf der eingeschlossene Ather von der linken nach der rechten Kugel 
hiniiberdestilliert; dabei kiihlt er sich ab, und die Temperatur der ihn 
umgebenden Luft sinkt. Tropft man geniigend Ather auf die rechte 
Kugel, so sinkt die Temperatur der linken Kugel schlieBlich so tief, daB 
sich der Wasserdampf der umgebenden Luft auf ihr· niederschlagt. 
Der Taupunkt 'l' wird am inneren Thermometer, die Temperatur der 
Zimmerluft an einem zweiten Thermometer abgelesen. 

Ein zweiter Apparat ist das Psychrometer von August. Zwei 
Thermometer sind in einem Abstande von rd. 10 cm an einem Stander 
aufgehangt, von denen das eine mit einem Lappchen umwickelt ist, das 
in eine Fliissigkeit (Wasser) reicht. Das trockene Thermometer zeigt 
die Lufttemperatur tOe, das feuchte die Temperatur t' 0 C an. 1st Po die zu 
to C, P' die zu t' gehorige maximale Dampfspannung, dann ist nach den 
Beobachtungen in der Wetterkunde die wirkliche Teilspannung des 
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Wasserdampfes in del' Luft, \Venn b den Barometerstand in Millimetern 
Quecksilbersaule bedeutet: 

mithin 

p = p' - 0,0008 . b . (t - t') = p' - 0,0008 . 760 . (t - t') 
p = p' - 0,6' (t - t') 

p p' - 0,6 (t - t') 
'{J = - = ------

Po P9 

Beis piel1l7. Das trockne Thermometer zeige t = 30° C, das feuchte 
t' = 20° C an. Die Tabelle S. 221 liefert p' = 17,4 mm Quecksilber fUr 
t' = 20° C und Po = 31,6 mm Quecksilber flir t = 30° C. 

p = p' - 0,6' (t - t') = 17,4 - 0,6' (30 - 20) = 11,4 mm Quecj{
silber; mithin 

- 11,4 _ 0 362 - 36 2°/ 
'{J - 31 6' -, - , /0' , 

Das Sieden tritt bei del' Temperatur ein, bei del' die Spannkraft 
des gesattigten Dampfes den auf del' Fliissigkeit ruhenden Druck iiber
windet; die Dampfblasen steigen in del' ganzen Fliissigkeitsmenge auf. 
Die Siedetemperatur heiSt Siedepunkt; sie ist demnach von dem 
Druc k a bhangig. 

Sied epunkt e einiger Korper bei 760 mm Q.-S. 
(nach Landolt-Bornstein). 

Anilin IS4°0 Kohlensaure -79°0 ! Stickstoff -196°0 
Alkohol 7S,5° 0 , Kohlenoxyd -190° C Stickoxydul (N20) 
Ather 35° 0 ! LeinO! 316° 0 - 92° 0 
Benzol SOO 0 ! Paraffin 300° 0 Stickoxyd (NO) 
OhIoI' - 33,6 0 0 Quecksilber 357 0 0 - 147 0 0 
Helium - 26So 0 Schwef~ 446° 0 I Wasser 100° 0 
GesattigteKochsalzliisung Sauerstoff -IS3° 0 I Wasserstoff - 253 0 C 

lOS ° 0 Schwefelkohlenstoff 46 °0 I 

Erniedrigt man den Luftdruck, so liegt auch del' Siedepunkt tiefer. 
Das laBt sich d urch folgenden Versuch zeigen: Man bringe Wasser in 
einer halbgefiillten Kochflasche zum Sieden und schlie Be dann die Flasche 
durch einen dichten Korken ab, nachdem man die Flamme entfernt hat. 
Das Wasser hort auf zu sieden. GieBt man jetzt kaltes Wasser auf die 
(umgestiilpte) Flasche, so beginnt das Wasser wieder zu sieden. Das er
klart sich leicht, wenn man beachtet, daB das kalte Wasser den in del' 
Flasche befindlichen Wasserdampf abkiihlt und verfliissigt odeI' konden
siert. Dadurch sinkt del' Dampfdruck und das Wasser siedet wieder. 
Auf dem Mont-Blanc, dem hOchsten Alpengipfel (4800 m), siedet das 
Wasser schon bei 85° C. 

Erhoht man den Druck, so steigt del' Siedepunkt (vgl. Tabelle S. 226). 
Das Wasser im Dampfkessel siedet bei viel hoherer Temperatur als 
100 0 C; doch muB fiir den sich entwickelnden Dampf ein Abzug vor
gesehen sein, weil in einem vollstandig geschlossenen GeHiB kein Sieden 
moglich ist, da ja del' entstehende Dampf dauernd den Druck und damit 
den Siedepunkt erhOht. 
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Unter Umstanden ist ein Erhitzen der FHissigkeit iiber den Siede
punkt hinaus moglich, ohne daB ein Sieden eintritt. Man nennt diese 
Erscheinung Siedeverzug. Sie stellt sich haufig ein, wenn luftarmes 
Wasser erhitzt wird, d. h. Wasser, das bereits mehrfach gekocht hat, 
wie es bei Dampfkesseln vorkommt. Eine Erschiitterung bringt das 
Wasser plotzlich und mit erheblicher Gewalt zum Sieden. 

Spritzt man Wassertropfen auf stark erhitzte oder gliihende Metall
teile, so nehmen sie kugelformige Gestalt an und tanzen eine ganze Weile 
hin mid her ohne zu verdampfen. Durch die Berii.hrung mit der heiBen 
Unterlage bildet sich ein Dampfmantel um den Wassertropfen, der ein 
Weilchen eine weitere Verdampfung hindert. 

Verdampfungswarme. Will man die Warmemenge im voraus 
bestimmen, die erforderlich ist, um eine bestimmte Fliissigkeitsmenge zu 
verdampfen, so muB man wissen, wieviel Warmeeinheiten dazu gehoren, 
um 1 kg einer Fliissigkeit bei der Verdampfungstemperatur in Dampf 
von gleicher Temperatur zu verwandeln. Man nennt diese Anzahl 
Warmeeinheiten Verdampfungswarme. 

Verdampfungswarme bei 760 mm Quecksilbersaule. 
4mmoniak. . . 327 WE/kg Sauerstoff . . . . 51 WE/kg 
Ather . . . . . 90 WEjkg Schweflige Saure . 92,3 WE/kg 
Alkohol . . . . 210 WE/kg Stickstoff . . . . 48 WE/kg 
Ohlor . . . . . 70 WE kg Wasser . . . . .539 WE/kg 
Quecksilber.· . . 68 WE,kg Wasserstoff . . .123 WE/kg 

Die Verdampfungswarme ist vom Druck abhangig; sie nimmt mit 
steigendem Druc~ abo 

Gehtder Dampf indenfliissigenZustand iiber, oder, wie mansagt, ko ll
densiert der Dampf, so wird die gleiche Warmemenge frei; sie heWt 
Kondensationswarme. 

Die Verdampfungswarme wird durch Versuche bestimmt. In ein 
Kalorimeter (vgl. S. 214) gieBt man a1 g Wasser von t1 0 0 und leitet in 
dieses Wasser a g Dampf von 1000 0, der sofort kondensiert und die 
Temperatur des Wassers auf tm 0 0 erhoht. Man findet die Anzahl g 
des eingeleiteten Wasserdampfes, indem man das Kalorimeter mit 
Wasserinhalt vor und nach dem Einleiten des Dampfes wagt; der Unter
schied beider Wagungen ergibt a. Bezeichnet man die Verdampfungs
warme mit r, so geben a g Dampf von 100 0 0 beim Ubergang in Wasser 
von 1000 0 eine Warmemenge Q1 = a· r WE abo Kiihlen sich diese 
a g Wasser von 100 0 0 auf t1/l 00 ab, so geben sie ab Q2 = a (100 - tlU ) 
WE. Aufgenommen wurde die gesamte abgegebene Warmemenge 
Q1 + Q2 von den a1 g Wasser im Kalorimeter, dessen Temperatur in
folgedessen von t1 0 0 auf tm 0 a stieg. Die zu dieser Temperaturerhohung. 
erforderliche Warmemenge ist Qa = a1 (tm - t1) WE. Ferner ist das 
KalorimetergeiaB zu beriicksichtigen. Setzt man sein Gewicht auf a2 g 
an, und ist die spezifische Warme des Materials c, so erfordert die Tempe
raturerhohung des GefiiBes Q.1 = a2 • c (tm - t1) WE. 

Aus Q1 + Q2 = Q3 + Q1 folgt 
G· r + a (100 - tm) = a1 (t./n - t1) + a2 • C (tm - t1) . 
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Aus diesel' Gleichullg errechnet sich 

(G1 + G2 • c) • (t", - t1 ) - G (100 - t,,,) 
r = -. ~ -~-~-----~.7i-~-.. - -~-- --- . 

1st del' EinfluL3 des GefiWes zu vernachlassigen, so ergibt sich an
genahert 

Beispiele: 118. 500 kg Wasser von 15°0 sollen durch Mischen mit 
Dampf von atmospharischer Spannung auf 75 ° 0 erwarmt werden. 
Wieviel kg Dampf sind erforderlich, wenn die Verdampfungswarme des 
Wassel's bei 760 mm Q.-S. 539 WE/kg betragt? 

Es seien x kg Dampf erforderlich, die beim Vbergang von Dampf in 
Wasser X· r WE abgeben. Dieses Kondensat von 100° 0 kiihlt sich 
auf 75° C ab und gibt dabei weiter ab x (100 - 75) WE. 500 kg Wasser 
erfordern zur Steigerung der Temperatur von 15 ° 0 auf 75 ° 0 eine Warme
menge von 500 (75 - 15) WE. 

::\fithin wird 
x· 539 + x· (100 - 75) = 500· (75 - 15) 

x . (539 + 25) = 500 . 60 
500·60 

x = ----- = '" 53 kg . 
564 

119. In 50 kg Wasser von 12° 0 werden 3 kg Dampf von 100° 0 
geleitet; welche Endtemperatur nimmt das Wasser an? 

1st t die Endtemperatur, dann geben 3 kg Dampf ab 

3 . 539 + 3 . (t - 12) WE . 

50 kg Wasser nehmen auf 50· (t - 12°), mithin 

3 . 539 + 3 (t - 12) = 50 . (t - 12) 
3 . 539 + 3 . t - 36 = 50 . t - 600 

t = 3· 539 - ?~_ + 600 = 46,4 ° 0 . 
47 

Will man aus einem Fliissigkeitsgemisch oder aus einer Lasung 
(z. B. Salzwasser) die einzelnen Bestandteile rein erhalten, so bringt man 
die Fliissigkeit zum Sieden und kiihlt die dabei entstehenden Dampfe 
so lange ab, bis sie sich verfliissigen. Das Verfahren heiBt Destillation. 
So gewinnt man chemisch reines Wasser (aqua destillata) durch Destil
lation. Auf gleiche Weise trennt man aus Rohal die verschiedenen Petro
leum- und Benzinsorten. Wiederholte Destillation nennt man fra ktio
nierte Destillation. 

Dampfe. Bevor sichWasser in Dampf verwandelt, muB es bis zum 
Siedepunkt erhitzt werden. Die Anzahl Warmeeinheiten, die erforderlich 
sind, urn 1 kg Fliissigkeit von 0° 0 bis ZUlU Siedepunkt zu erhitzen, heiBt 
Fliissigkeitswarme. Ebenso wie die Siedetemperatur ist die Fliis-

Win k e I , Dor prakt. Maschinenbauer II. 1. 15 
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sigkeitswarme vom Druck abhangig. Bezeichnet man die Fliissigkeits
warme mit q, .die Verdamp£ungswarme mit r, so ist die Gesamt
warme A, die 1 kg Fliissigkeit von 0° C zugefiihrt werden mul3, um 
es in den Damp£ von der Siedetemperatur zu verwandeln, 

A=q+r. 

Bei dem Verwandeln einer Fliissigkeit in Damp£ miissen die £liissigen 
Molekiile, die kleinsten Teile, zerrissen werden; ihr Zusammenhang oder 
ihre molekulare Anziehungskraft mul3 iiberwunden werden. Del' dazu 
erforderliche Teil der Verdampfungswarme heiBt innere Verdamp
fungswarme und wird im allgemeinen mit e bezeichnet. DerRest del' 
Verdamp£ungswarme wird zur VolumenvergroBerung aufgewendet. 
Unter dem spezifischen Volumen 8 des Dampfes versteht man den Raum
inhalt, den 1 kg Dampf bei der Siedetemperatur notig hat. Das spezi
fische Gewicht des Dampfes ist das Gewicht von 1 mS Damp£ bei der 
Siedetemperatur. In der nachstehenden Tabelle ist das spezifische Volu
men del' Fliissigkeit (Wasser) in IJkg angegeben. 

Dampftabellen nach W. Sch tile1). 

Gesattigter Wasserdampf von 0,02 bis 25 kg/cm2 abs. 

I Spezi .. Spezi- Spezi- . I" I -Ve~-. AuBere Inpere 
Druck Tempe- I fisches fisches fisches Fliissig- t Ver- Ver-

ratur IVOlum~n Volumen Gewicht keits- damp- I Ge~am - I damp- damp-
p der FlUs· des des warme fu!'gs- 1 warme I fungs- fungs-

t i sigkeit Dampies Dampfes q wlirme q+r=i.! warme warme 
1000 a S {S r • : Apu (! 

kg/cm' 
Caljkg i Cal/kg l Caljkg aba. ·C I l/kg m'jkg ! kg/m' Cal/kg Caljkg 

-- --

0,02 17,2 11,0013 68,28 0,01465 I 17,2 586,0 

I 

603,2 32,0 554,0 
0,04 28,6 11,0040 35,47 0,02819 28,6 580,0 608,6 33,2 546,8 
0,06 35,8 1,0063 24,19 0,04134 35,7 576,2 611,9 34,0 542,2 
0,08 41,15 1,0083 18,45 0,05420 41,1 573,4 614,5 34,7 538,7 
0,10 45,4 1,0100 15,08 0,06631 45,3 571,4 616,7 I 35,3 536,1 
0,15 53,6 1,0131 10,22 0,09785 53,5 566,6 620,1 36,1 530,5 
0,20 59,7 1,0165 7,80 0,1282 59,6 563,1 622,7 36,6 526,5 
0,25 64,6 1,0195 6,33 0,1580 64,5 560,1 624,6 37,0 523,1 
0,30 68,7 ,1,0219 5,33 0,1876 68,6 557,9 626,5 37,5 520,4 
0,35 72,3 1,0241 4,620 0,2164 72,2 555,7 627,9 37,8 517,9 
0,40 75,4 1,0260 4,062 0,2462 75,3 553,9 629,2 38,1 515,8 
0,45 78,2 1,0278 3,630 0,2755 1 78,1 552,2 630,3 38,3 513,9 
0,50 80,9 1,0296 3,290 0,3039 80,8 550,4 631,2 38,5 511,9 
0,60 85,4. 1,0327 2,775 0,3603 i 85,4 547,2 632,6 39,0 508,2 
0,70 89,4 1,0355 2,400 0,4167 ! 89,4 544,6 634,0 39,3 505,3 
0,80 93,0 1,0381 2,115 0,4728 i 93,0 542,5 635,4 39,6 502,9 
0,90 96,2 1,0405 1,900 0,5263 96,2 540,6 636,8 40,0 500,6 
1,00 99,1 1,0426 1,721 0,5811 99,1 539,1 638,2 40,3 499,0 
1,20 104,2. 1,0467 1,451 0,6892 104,3 536,5 640,8 40,7 495,8 
1,40 108,7 1,0503 1,258 0,7949 108,8 533,8 642,6 41,2 492,6 
1,60 112,7 1,0535 1,108 0,9025 112,8 531,0 643,9 41,6 489,4 
1,80 116,3 1,0563 0,993 1,007 116,5 528,3 644,8 41,9 486,4 

') Nach Z. Ver. deutsch·. lng. 1911, S. 1506; W. Schule, Die Eigenschaften 
des WasserdampfeH nach den neuesten Yersuchen. 
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I Spezi- I Spezi- Spezi- ... 1 Ver- T AuBere Innere 
Druck Tempe- I fisches fisches fisc~es Flu~Slg- damp- Gesamt- Ver- Ver' 

ratur Volumen Volumen Gewwht kelts- fungs- I war me damp- damp-
P t I der Fl iis- des des wliqrme I' wlirrme 1'1 fl + r = ;. wf.A,;n~g":tse- wf,;n~gmSe-

I 
sigkeit Dampfes j Dampfes ,~ .. 
1000 (J 8 r. I 

kg/em' I 
abs. • C l/kg m'/kg kg/m' Cal(kg Cal/kg Cal/kg Cal/kg Callkg 

. 22',0500~' 112196"-86~-ll1,,00565809 ~ 00,'79035;' 1,109 I 119,9 ! 525,7 645,6 42,2 1 483,5 
1,361 : 127,2 520,3 647,5 42,9 477,4 

3,00 132,9 1,0705 0,619 1,615 I 133,4 516,1 649,5 43,4.\472,7 
3,50 138,2 1,0755 0,5335 1,874 i 138,7 512,3 651,0 43,7 468,6 
4,00 142,9 1,0803 0,4710 2,123 I 143,8 508,7 652,5 44,1 464,6 
4,50 147,2 1,0848 0,4220 2,370: 148,1 505,8 653,9 44,4 461,6 
5,00 151,1 1,0890 0,3823 2,616 152,0' 503,2 655,2 44,7 458,5 
5,50 154,7 1,0933 0,3494 2,862 155,7 500,6 656,3 44,9 455,7 
6,00 158,1 1,0973 0,3218 3,107 159,3, 498,0 657.3 45,1 452,9 
6,50 161,2 1,10ll 0,2983 3,352 162,4 495,9 658,3 45,3 450,6 
7,00 164,2 1,1049 0,2778 3,600 165,5 493,8 659,3 45,5 448,3 
7,50 167,0 1,1085 0,2608 3,834 168,5 491,6 660,1 45,7 445,9 
8,00 169,6 1,1119 0,2450 4,082 171,2. 489,7 660,9 45,8

1

443,9 
8,50 172,2 1,1153 0,2318 4,314 173,9 487,8 661,7 45,9 441,9 
9,00 174,6 1,1186 0,2194 4,557 176;4.1 486,1 662,5 46,0 440,1 
9,50 176,9 1,1208 0,2080 4,808 178,6 484,5 663,2 46,1 438,4 

10,00 179,1 1,1246 0,1980 5,050 181,2 482,6 663,8 46,2 436,4 
10,50 181,2 1,1278 0,1896 5,274 183,3 481,2 664,5 46,4 434,8 
1l,00 183,2 1,1308 0,1815 5,510 185,4 479,8 665,2 46,5 433,3 
ll,50 185,2 1,1337 0,1740 5,747 187,5 478,3 665,8 46,6 431,7 
12,00 187,1 1,1364 0,1668 5,995 189,5 476,9 666,4 I 46,6 430,3 
12,50 189,0 1,1382 0,1607 6,223 191,6 475,5 667,1 46,7 428,8 
13,00 190,8 1,1419 0,1544 6,477 193,4 474,1 667,& 46,8 427,3 
13,50 192,5 1,1447 0,1492 6,702 195,2 472,8 668,0 46,9 425,9 
14,00 194,2 1,1474 0,1442 6,935, 197,0 471,4 668,4 47,0 424,4 
14,50 195,8 1,1500 0,1395 7,169 198,7 470,1 668,8 47,1 423,0 
15 197,4 1,1525 D,1350 7,407 200,4 468,9 669,3 47,2 421,7 
16 200,5 1,156 0,1272 7,862 203,7 466,6 670,3 47,3 419,3 
17 203,4 1,163 0,1203 8,312 206,8 464,1 670,9 47,5.416,6 
18 206,2 1,167 O,ll40 8,772 209,8 461,8 671,6 47,6 414,2 
19 208,9 1,171 0,1086 9,208 212,7 459,5 672,2 47,8 411,7 
20 211,45 1,176 0,1035 9,662 215,4 457,4 672,8 47,8 409,6 
21 213,9 1,180 0,0985 10,15 218,0 455,3 673,3 47,8 407,5 
22 216,3 1,184 0,0942 10,62 220,6 453,3 673,9 47,9 405,4 
23 218,6 1,189 0,0901 11,10 223,1 451,4 674,5 47,9 403,5 
24 220,8 1,193 I 0,0864 11,57 225,5 449,5 675,0 47,9 401,6 
25 223,0 1,197 0,0829 12,06 227,9 447,7 675,6 47,9 399,8 

Steht der Dampf mit der Flussigkeit in Beriihrurig, solange also noch 
Fliissigkeit vorhanden ist, heiBt der Dampf na B. Der Damp£ heiBt 
tro c ke n, wenn keineFliissigkeit mehr vorhanden und die Verdamp£ungs
temperatur, die zu dem vorhandenen Druck gehort, noch nicht uber
schritten ist. 

Be m.: Es ist ublich, unter Siedepunkt die Temperatur zu ver
stehen, bei der eine Flussigkeit unter dem gewohnlichen Luftdruck 
(760 mm Q.-S.) in Damp£ verwandelt wird. 

Erwarmt man trockenen Damp£ uber die Verdamp£ungstemperatur 
hinaus, so nennt man ihn iiberhitzt. Durch die Warmezufuhr ver-

15* 
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groBert sich bei gleichbleibendem Druck sein Volumen und die Tempe
ratur steigt. 1m iiberhitzten Zustande nahert sich das Verhalten des 
Wasserdamp£es dem der Gase. Die allgemeine Zustandsgleichung lautet 
nach R. Linde 

p.v=47,l· T-O,OI6.p, 

wenn p in kg/m2 eingesetzt wird. 
Der im Damp£kessel erzeugte Wasserdampf reiBt stets Wasserteilchen 

mit sich, er ist naB und gesattigt und heiBt nasser Dampf oder NaB
damp£. Sind in 1 kg Gemisch x Gewichtsteile Damp£, so befinden sich 
in dem Dampf (1 - x) kg Fliissigkeit. Die Gesamtwarme des nassen 
Dampfes ist 

Az=q+x.r'. 
Sperrt man eine Dampfmenge vom Volumen v1 und dem Druck Pl in 

einen Zylinder mit beweglichem Kolben (z. B. einer Dampfmaschine), so 
dehnt sich der Damp£ aus und leistet durch Vorwartstreiben des Kolbens 
auBere Arbeit. Angenahert nimmt man isothermische Zustands
anderung an, d. h. die Ausdehnung erlolgt bei gleichbleibender 'rem
peratur. 

Kondensation. Geht Dampf oder Gas in den £liissigen Zustand 
iiber, so sagten wir, es kondensiert. Die Kondensation erlolgt bei der 
Verdamp£ungstemperatur und wird im allgemeinen durch Warme
entziehung (Abkiihlung) erreicht. Auch durch DruckerhOhung laBt sich 
unter Umstanden eine Verfliissigung von Gasen erzielen. Am besten ist 
ein gleichzeitiges Zusammenwirken von Temperaturerniedrigung und 
Druckerhohung. Versuche haben gezeigt, daB ein bestimmter Temperatur
grad nicht iiberschritten werden darf, wenn eine Verfliissigung moglich 
sein solI. Wird die Temperatur doch iiberschritten, so erlolgt selbst bei 
noch so hohem Druck keine Verfliissigung. Diese Temperaturgrenze 
heiBtkritische Tem peratur; der Druck, der beider kritischen Tempe
ratur zur Verfliissigung aufgewendet werden muB, heiBt kritischer 
Dr u c k. Erst nach Auffind ung dieses Gesetzes gelang die Verfliissigung 
aller Gase. 

Kritische Temperaturen und Drucke einiger Gase 
und Dampfe. 

Luft . .. . - 140 0 C 40,8 kg/em" 
Wasserstoff . - 238 0 C 15,8 
Stiekstoff. . - 149 0 C 28,5 
Sauerstoff.. - 119 0 C 60 
Kohlensaure . . + 31 0 C 75 
Helium . .. . - 268 0 C 2,2 

Bemerkung: Durch die Verfliissigung des Heliums ist man dem 
absoluten Nullpunkt von - 273 0 C sehr nahe gekommen. 

Warme und Arbeit. 
Oben war gesagt: Der abgesperrte Damp£ hinter dem Kolben 

einer Dampfmaschine dehnt sich aus - er expandiert - und leistet 
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dabei Arbeit. Da der arbeits£ahige Zustand des Damp£es durch Warme
zufuhr beim Sieden und Verdampfen hervorgerufen ist, liegt es nahe, auf 
eine Wesensgleichheit zwischen Arbeit und Warme zu schlieBen. Hinzu 
kommt, daB die Erfahrung des taglichen Lebens lehrt: Durch Arbeit, 
z. B. durch Reibung, wird Warme erzeugt. 

Der erste, der den Zusammenhang zwischen Arbeit und Warme klar 
ausdrlickte, war Robert Mayer (1842). Er sagte: Warme wandelt sich 
in Arbeit um und umgekehrt Arbeit in Warme. Beides sind nur ver
schiedene Energie£ormen; die Energie selbst bleibt bei dieser Umwand
lung unverandert. Nichts geht an Energie verloren. Dieser Satz heiBt 
"Satz von der Erhaltung der Energie" und wurde in seiner jetzigen Form 
von Helmholtz und Clausius ausgesprochen. 

"Warme und Arbeit sind gleichwertig oder aquivalent" ist unter 
dem Namen erster Ha u ptsa tz der War metheorie bekannt. 

Bezeichnet man mit Q die Warmemenge in WE, mit L die mechanische 
Arbeit in mkg, so besteht die Beziehung 

Q=A·L, 
wobei der Proportionalitatsfaktor A das mechanische Warme
aquivalent heiBt. 

Ro bert Ma yer berechnete die Zahl A und fand A = 424 mkg. Der 
englische Physiker J 0 u 1 e rand d mch Versuche A = 427 mkg. Heute 
ist allgemein liblich A = 427 mkg zu setzen; d. h. 1 WE = 427 mkg. 
In der Mechanik (S. 145) war als technische Einheit der Arbeit die 
Pferdekraftstunde (PS-Std.) bzw. die Kilowattstunde £estgel~gt. Nun ist 

mkg 
1 PS-Std. = 75 -k- ·3600 sek = 270000 mkg, 

se 
1 mkg 

1 KW-Std. = 0,736 .75~.3600sek=367000mkg. 

Mithin 
270000 

IPS-Std. = ~ = 632,3 WE ; I KW-Std. = 36:2~00 = 860 WE 

oder 
1 

1 WE = 427 mkg = 6323 = 0,0016 PS-Std, , 
1 

I WE = 427mkg = 860 = 0,001l6KW-Std. = 1,16 W-Std. 

Beis piele: 120. "Vas kostet die Bereitung von 1,51 kochenden Was
sers von 10° C Anfangstemperatur mit Hil£e eines elektrischen Kochers, 
wenn die KW-Std. 2 Mark kostet und der Wirkungsgrad des Kochers 
0,85 ist? 

Gebraucht werden Q = 1,5. (100 - 10) = 135 WE ; 

au£gewendet werden Q' 1 = 0 85 . 1,5. (100 - 10) = 159 WE . , 
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Da 1 WE = 1,16W-Std. ist, sind 1,16 ·159 = 180 W-Std. n6tig. Der 
Preis ist, da 1000 W-Std. 200 Pfg. kosten, 

x = 180·200 = 36 Pf . 
1000 g 

121. Welehe meehanisehe Arbeit in mkg entsprieht diesem Warme
aufwand 1 

Aus 1 WE = 427 mkg folgt L = 159·427 = 86000 mkg . 
122. Welehe meehanisehe Arbeit in PS-Std. entsprieht dem Warme

aufwand von 159 WE 1 
Aus 1 WE = 0,0016 PS-Std. folgt L = 159· 00160, = 0,255 PS-Std . 

. 123. Ein Hohlzylinder von 60 em Lange und 5 em Durehmesser ist 
mit 01 gefiillt, und in diesem Olbade befindet sieh ein Bleizylinder von 
3 kg Gewieht, der beim Sehwenken des Zylinders urn 180 ° eine Hobe von 
50 em durehfallt. Infolge dieser meehanisehen Arbeit steigt die Tempe
ratur des Oles, und zwar bei 600 Sehwenkungen von tl = 15 ° C auf 
t2 = 20° C. Wie groB ist das meehanisehe Warmeaquivalent, wenn das 
Gewieht des Oles 1,06 kg, seine spezifisehe Warme c = 0,4 WE/kg ist 1 

Aus Q = A . L folgt 

Die meehanisehe Arbeit ist L = 600·3 . 0,5 = 900 mkg; die entstandene 
Warme Q = G • c· (t2 - t1) = 1,06· 0,4 . (20 - 15) . 

Mithin 

A = 1,06·0,4. (20 - 15) = _1_ WE/mk oder WE 4 k 
600 . 3 . 0,5 424 g 1 = 24 mg. 

Bern.: Ein Apparat der angegebenen Art ist von Rubens 
zur experimentellen Bestimmung des meehanisehen Warmeaquiv.alentes 
gebaut worden. 

SoIl Warme Arbeit leisten, so rouB sie von einem warmeren Korper 
auf einen kalteren Korper iibergehen. Umgekehrt kann Warme niemals 
ohne Arbeitsaufwand von einem kalteren auf einen warmeren Korper 
iibertragen werden. Man nennt diesen Satz seiner allgemeinen Giiltigkeit 
wegen den zweiten Hau ptsatz der Warmetheorie. 

Wird bei einer Umsetzung von Warme in Arbeit die gesamte zu
gefiihrte Warmemenge mit Ql' die gesamte abgefiihrte Warmemenge mit 
Q2 bezeiehnet, so ist die Differenz Ql - Q2 die Warmemenge, die in nutz
bare Arbeit umgewandelt wird. Das Verlialtnis von der nutzbaren zur 
aufgewendeten Warme heiBt thermiseher Wir kungsgrad; er ist also 

QI-Q2 
YJ= . 

Ql 
Denkt man sieh eine ideale Masehine mit warmediehten Zylinder

wandungen, so laBt sieh als groBtmoglieher thermiseher Wirkungsgrad 
erreiehen 
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124. Ein Dampfkessel habe 10 at absolut; im Kondensator der Ma
I'chine herrsche ein Druck von 0,15 at absolut; dann ist laut Tabelle 
8.227: 

mithin 

T1 = 273 + t1 = 273 + 179,1 = 452,1 oK, 
T2 = 273 + t2 = 273 + 53,6 = 326,6°K, 

17' = T1 - T2 = 452,1 - 326,6 = 0 288 = 28 80,' . 
T2 452,1 ' , ,() 

123. EinBenzin-~otor brauchtfiir 1 PS-Std 200g Benzin; die Verbren
nungstemperatur ist 1300° C; die der Auspuffgase 600 0 C. Nimmt man 
an, daB 1 kg Benzin 10200 WE bei der Verbrennung ergibt, so ist die 
gesamte anfgewendete Wiirme Q1 = 0,2 . 10 200 WE; die nutzbare Arbeit 

ist L = 1 • 75· 3600mkg, ihr Wiirmewert Q2 = 4~7' 75·3600; folglich 

'7 = 427 ~~:23'~*200 = 0,31 = 31 % , 
17' = _~7~ + 1300) - (27~_±._60_~X = ~.?~ = 0 445 = 445°/ . 

273 + 1300 1573' , ~o 

Heizwert der Brennstoffe. Die Anzahl Warmeeinheiten, die 
bei der vollkommenen Yerbrennung von 1 kg Brennstof£ frei werden, 
nennt man Heizwert des· Brennstoffes. 

Mittelwerte ftir W u • 

Feste Brennsto£fe. 

Brennstoff 

Holz .... . 
Torf ..... . 
Braunkohle, deutsche . 

bOhmische 
Braunkohlenbrikett. . 

!12400---3700 
: 2000--4200 
I 1900---3000 
:i 3800---5900 
Ii 4400-5200 
Ii 

Fliissige Brennsto£fe. 

Brennstoff 

ErdOl, roh. 
Benzin .. 
Petroleum. 
GasoI ..... 
Erdolriickstande 
Solarol •... 
Paraffinol . . . 
Steinkohlenteer: 

Horizontalofen . 
Schragofen • 
Vertikalofen . . 

Heizwert 
fUr 1 kg 

10000 
10200 
10500 
9800 

10000 
10000 
9800 

8200 
8400 
8500 

Brennstoff Helzwert 
ffir 1 kg 

Steinkohle: Ruhr 11I1 6100---8100 
Saar. 5000---7800 
Schlesische. 5200---7500 

Steinkohlenbrikett . :1 6200---7600 
Koks . ... .. .1 5500-7200 
Anthrazlt. . . . . , . :1 7300---8000 

Brennstoff 

Koksofenteer. . . 
Wassergasteer . . 
tilgasteer. . . . . 
Fliissige Kohlenwasserstoffe 
Benzol, 90er 
Autin ..... 
Naphthalin 
Teerol. .... 
Spiritus 95 proz. 
ErdnuBol ... 

Heizwert 
fUr 1 kg 

8500 
9100 
9000 
9000 

10000 
9800 
9600 

. 9000 
5800 
5800 
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Gasformige Brennstoffe. 

Brennstoff Brennstoff 
Ii 0; 760 

III, Heizwert ,
fiir 1 cbm 

~-===-;:--~--------=-----=-=:-:-=!f'=-='::::=~------=---~--=---:::: 

Leuchtgas . . 'I 5100 Generator-Luftgas aus: 
Acetylen ,I 13600 Braunkohle 
Koksofengas . 4 500 Holz . . . 
Fettgas . . 9 000 Torf... 
Blaugas. . 14000 Wassergas .. 
Aerogengas . 2 500 Mischgas aus: 
Schwelgas . . 2 500 Steinkohle 
Gichtgas . . . . 900 Anthrazit . 
Generator-Luftgas aus: Mondgas. .. 

Steinkohle . llOO LokomotivlOsche . 
Koks . . . .. . 900 Braunkohle. 

Koks ..... . 

Heizwert 
fiir 1 cbm 

0; 760 

1200 
1200 

900 
II 2600 
'I 

ii 
:1 
'I 

jl 
• :1 

,I 
II 

·i 

1200 
1300 
1300 
1100 
1400 
1 100 

D. Ijehre YOn der ElektrizWit und dem Magnetismus. 
Bearbeitet von Ingenieur R. K ram m. 

I. Reihungselektrizitat. 
Wird ein Glasstab mit einem Seidentuch gerieben, so zieht der Stab 

leichte Karperchen (Papierschnitzel usw.) an und staBt sie nach erfolgter 
Beriihrung wieder abo Die gleichen Beobachtungen hatten schon im 
AItertum die Griechen an geriebenem Bernstein gemacht. Nach dem 
griechischen Wort "Elektron" fiir Bernstein wurde spater der un
sichtbare Stoff, mit dem sich die geriebenen Karper scheinbar iiberziehen, 
"Elektrizitat" genannt. 

Leiter und Nichtleiter. Diese statische oder ruhende Elektrizitiit 
tritt stets auf, wenn zwei Karper mit einander gerieben werden. Sie liiBt 
sich bei Glas, Hartgummi, Bernstein, Schwefel u. a. sofort nachweisen, 
wahrend dies bei Metallen erst gelingt, wenn diese durch einen der vor
genannten Stoffe gegen Beriihrung geschiitzt werden. Metalle teilen die 
auf ihnen erzeugte Elektrizitat, die "Lad u ng", nach ihrer Entstehung 
sofort beriihrenden Karpern mit, sie sind "Leiter der Elektrizitat". Zu 
diesen geharen auch noch andere Stoffe, z. B. salz- oder saurehaltiges 
Wasser, dermenschliche Karper, feuchte Luft, nasses Holz usw. Dagegen 
verhindern Glimmer, Glas, Porzellan, Marmor, Schiefer, Harze, Ole, 
trockene Luft u. a. ein AbflieBen der Ladung, es sind "Xichtleiter" 
oder "Isolatoren". 

Das elektrische Feld. Zwei kleine Kugeln aus Hollundermark 
werden an je einem Seidenfaden (Seide ist ein Nichtleiter, sie isoliert) 
so aufgehangt, daB sie sichberiihren (Fig. 143). Wird ihnen ein mit 
einem Katzenfell oder mit einem wollenen Tuche geriebener Glasstab 
genahert, so zieht er beide an, um sie nach del' Beriihrung 'wieder abzu
stollen. Die Kiigelchen sind durch den Glasstab elektrisch geladen 
wordE'n und nehmen jetzt diE' geRtrichelte Lage ein, sie streben aUF;' 
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einander. Beriihren wir sie mit dem Finger, so £Iie13t ihre Ladung durch 
unsern K6rper zur Erde ab, und sie nehmen wieder ihre urspriingliche 
Lage ein. Der gleiche Versuch kann auch mit einer geriebenen Siegel
lackstange gemacht werden. 

Laden wir nun die Kugeln nochmals mit der Siegellackstange und 
nahern ihnen einen geriebenen Glasstab, so zieht dieser beide an und 
sto13t sie sofort nach der Beruhrung ab; ebenfalls werden sie von der 
Siegellackstange angezogen, wenn wir sie vorher mit dem Glasstab ge
laden haben. Die Elektrizitat des Glasstabes staBt die von ihm geladenen 
Kugeln ab, zieht dagegen die mit der Elektrizitat der Siegellackstange 
geladenen Kugeln an. Die Elektrizi-
taten des Stabes und der Stange 
auBern also verschiedene Wir
kungen. Man nennt den geriebenen 
Glasstab "posi ti v ele ktrisch" 
(+ ), die geriebene Siegellackstange 

Fig. 143. Fig. 144. 

"nega ti v elektrisch" (-) und will dadurch lediglich die verschiedene 
Wirkung zum Ausdruck bringen. 

Mit der Annahme zweier Elektrizitatsarten, welche sich gegenseitig 
anziehen, kannen nicht aIle elektrischen Erscheinungen erklart werden. 
Nach neueren Forschungen gelingt dies, wenn wir nicht nur die geladenen 
Karper, sondern auch ihre Umgebung betrachten. 

In dem Raum, der eine mit einem geriebenen Glasstabe geladene, 
isoliert aufgestellte Metallkugel M (Fig. 144) umgibt, wirken Krafte, 
welche eine kleine ebenso geladene Metallkugel m fortstoBen wollen. 
Dieser besondere Zustand im Raum um diegeladene Kugel heiBt. 
"elektrisches Feld" und ist die Folge einer bestehenden Ladung: 
ist ein Feld vorhanden, so muB es von einer Ladung ausgehen. Die Feld
starke hat in jedem Raumpunkte bestimmte GraBe und Richtung, sie ist 
also ein Vektor1) und kann graphisch dargestellt werden. Dazu muB 
aber eine Richtung fUr den Verlauf der Wirkungslinien2) der elektrischen 
Feldstarke angenommen werden. Wir sagen: Karpel', auf denen sie 
entspringen, sind positiv geladen; Karper, auf denen sie enden, 
sind entgegengesetzt, also nega ti v geladen. Zu jedem Karper, von dem 

') Vgl. Abscbnitt Mechanik, S. 143. 
2) Vgl. AbRC'hnitt Mechanik, S. 154. 
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Feldlinien ausgehen, oder auf dem sie enden, mussen andere Knrper 
vorhanden sein, auf denen die Linien end en, oder von denen sie ausgehen. 
Der Versuch zeigt, daB bei einem isoliert aufgestellten negativ geladenen 
K6rper, auf dem also Feldlinien munden, der Tisch oder der Erdboden 
positiv geladen ist; die Feldlinien miissen also hier beginnen. 

Wird nun die Kraft untersucht, welche die Kugel m von der Kugel M 
forttreibt, so ergibt der Versuch, daB die Kraft bei halber Ladung von 
M, d. h. bei halber Feldstarke, auch halb so groB ist. Ebenso andert sich 
diese Kraft mit der Ladung der Kugel m. 

Die Influenz. 1m Innern von hohlen oder vOllen MetaIIk6rpern 
besteht kein Feld. Durch diese Tatsache laBt sich das Verhalten eines 
Leiters in einem vorhandenen Felde erklaren. 

Von der positiv geladenen Platte A (Fig. 145) gehen Feldlinien aus 
und enden auf der Platte B, die also negativ geladen ist. Bringen wir 
den Leiter L in das Feld, so beginnen die Feldlinien, 

+ 

+ + 
A + 

t 

t 

L 

Fig. 145. 

wie zuvor, bei A und h6ren 
bei B auf. Da im Innern von L 

+ 
kein Feld besteht, miissen die /J1 

. :Feldlinien auf L enden und 
neu anfangen, d. h. die der 
Platte A zugekehrteSeitevonL 
muB negativ, die der Platte B 
gegeniiberliegende Seite muB 
positiv geladen sein, was der 
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Fig. 146. 

Versuch bestatigt. Beide Ladungen auf L, welche durch "Influenz" 
( = Ein£luB) entstanden sind, verschwinden aber, wenn L aus dem 
Felde entfernt wird. 

Befindet sich L wieder im Felde zwischen A und B, und wird L mit 
B leitend verbunden, so wird L ein Teil von B; von L knnnen nun keine 
Feldlinien nach B a usgehen. Auf L enden nur noch die von A kommenden 
J..,inien, List also allein negativ geladen. Durch die Verbindung mit B 
ist die positive Ladung von L beseitigt worden. Entfernen wir nun die 
Platte L aus dem Bereich des Feldes, so bleibt sie negativ geladen. Auf 
diese Weise k6nnen wir von influenzierten K6rpern eine Ladung durch 
Verbinden mit einem and ern geladenen Knrper ableiten; die zurUck
bleibende Ladung kann dann nutzbar gemacht werden. 

Der Kondensator. Bl und B2 (Fig. 146) sind zwei Metallplatten, 
zwischen denen ein elektrisches Feld vorhanden ist.Die Feldlinien 
laufen von Bl nach B 2, es ist also Bl positiv und B2 negativ geladen. 
Eine dcrartige Anordnung wird "Kondensator" (= Verdichter) ge
nannt. Bl und B2 sind die Platten oder "Bel age" des Kondensators; 
die zwischenliegende Luftschicht ist das "Dielektrikum1)". 

Wird eine kleine Kugel b an Bl gebracht, so wird sie bei der Beriih
rung einen Teil der Ladung von Bl aufnehmen und dann von der Kraft 

1) GpleAPn: Di-p-lek-tri-kum. 
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des Feldes iiber die Plattenentfernung d nach B2 getrieben. Die Kraft 
wirkt auf die Kugel b liings des Weges d, sie verrichtet also eine Arbeitl). 

Das elektrische Feld, welches durch mechanische Arbeit (Reiben von 
Glas usw.) erzeugt worden ist, stellt eine arbeitsfiihige elektrische 
Energie dar. Wird diese vollstandig in Arbeit umgesetzt, so wird das 
Feld und damit die Ladung des Kondensators gleich Null. Die gleiche 
Veranderung von Feld und Ladung erfolgt, wenn wir Bl und B2 durch 
einen Leiter verbinden. Das Verschwinden des Feldes au13ert sich dann 
als "elektrischer Strom" imLeiter, wobei sichdie Arbeitsfahigkeit des 
Feldes auf den Strom iibertriigt. Die Stromrichtung ist der Richtung 
der Linien des elektrischen Feldes gleichgesetzt worden, d. h. der Strom 
flieBt stets in der Richtung von der positiven Ladung zur negativen. 

Der Kondensatpr ist nicht an die in Fig. 146 dargestellte Form ge
bunden. Es gibt feste und veranderliche Kondensatoren, welche zwei 
oder mehr Platten haben. Als Dielektrika dienen Luft, Glas, Glimmer, 
Hartgummi oder 01. Eine bekannte Form ist die Leydener Flasche, 
ein Glasrohr mit innerem und auBerem Stanniolbelag. 

In der Technik werden Kondensatoren hauptsachlich bei der Tele
phonie und bei der Funkentelegraphie benutzt. 

Das Potential, die Potentialdifferenz. Aus der Mechanik (S. 149) 
ist der Begriff "potentielle Energie" bekannt; sie ist das Arbeits
vermogen, das in einer ruhenden Masse, auf welche die Erdanziehung 
wirkt, infolge ihrer Lage vorhanden ist. SolI diese Energie nutzbar 
gemacht werden, muB die Masse von ihrer hoheren Lage nach einer 
niederen gelangen konnen, d. h. sie muB vom hoheren auf ein niederes 
"Potential" gelangen konnen. Der Hohenunterschied der Potentiale, 
namlich die "Potentialdifferenz", ist ein MaS fiir die Arbeit, 
welche die Masse 1 zu leisten fahig ist. 

Auch beim Kondensator kann nur eine Arbeitsleistung erfolgen, wenn 
eine Elektrizitatsmenge von einem h6heren ein niederes Potential er
reicht. Fur Potentialdifferenz sagt man bei der Elektrizitiit "Span
nung"; sie giht die Arbeit an, welche die Elektrizitatsmenge 1 
verrichten kann. 

Die Elektrizitiitserzeuger (Batterien, Maschinen) halten das elek
trische Feld und dadurch Ladungen und Spannungen dauernd aufrecht. 
Von der Leistungsfahigkeit der Elektrizitatsquellen hangt es ab, wie 
weit diese konstant bleiben. 

1st das Dielektrikum der vorhandenen Potentialdifferenz nicht ge
wachsen, d. h. ist seine Durchschlagsfestigkeit geringer als die Spannung, 
so verschwindet das Feld. Erfolgt dies sehr schnell, so ist ein Funken 
sichtbar, wahrend bei langsamem Verschwinden und geniigend starkem 
Felde im Dunkeln Buschelentladungen beobachtet werden. Diese sind 
an der positiven Seite starker als an der negativen, ein Beweis fur die 
Richtung des Feldes. 

Der Strom leistet auch hier eine Arbeit, die im Durchdringen des 
Dielektrikums besteht. 

1) Vgl. Abschnitt Mechanik, S. 145. 
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Die Kapazitat. Je grof3er die Flachen der Kondensatorbelage, je 
geringer ihr Abstand von einander, um so graBer ist die "Ka pazitiit", 
d. h. die Aufnahmefahigkeit fUr Elektrizitatsmengen. Sie nimmt ferner 
mit den "Diele ktrizi tatskonsta nten" zu; dies sind durch Versuche 
ermittelte Materialwerte del' als Dielektrika verwendeten Nichtleiter. 
Als Einheit dient die Konstante fUr trockene Luft. 

Luftelektrizitiit. In del' Luft lassen sich dauernd elektrische 
Felder nachweisen. Werden diese sehr stark, so erfolgt schIieBlich 
Funkenbildung (Blitz) odeI' Buschelentladung (sog. St.-Elmsfeuer). 
ErdoberfIache und Wolken odeI' Wolken und Wolken sind hierbei die 
Belage eines riesigen Kondensators. Reibung zwischen Luftschichten 
odeI' zwischen Wolken wird als Ursache diesel' Ladungen angesehen, 
welche Benjamin Franklin (1745) durch seine Drachenversuche 
nachwies. 

ll. Galvanische Elektrizitat. 
1780 hatte del' italienische Arzt Gal va ni das Zucken von Frosch

schenkeln beobachtet, welche Eisenstabe beruhrten, an die sie mit 

1--

---

Fig. 147. 

Kupferhaken aufgehangt waren. AIs Grund dieses 
Zuckens erkannte er zwar Wirkungen del' Elek
trizitat, schrieb jedoch ihren Ursprung den Frosch
schenkeln zu. Kurze Zeit spateI' wies sein Lands
mann Volta nach, daB die Elektrizitat durch die 
Beruhrung der Metalle Eisen und Kupfer mit dem 
feuchten Fleisch erzeugt wird. Die von ihm zu
sammengestellte Saule (Volta-Saule) aus Kupfer
und Zinkplatten mit Zwischenlagen aus Filz odeI' 
Pappe, welche mit Salzlosung odeI' verdunnter Saure 

getrankt sind, biIdd die Grundlage fur den Bau del' "Galvanischen 
Elemente". 

Das Volta-Element ist eine andere Form der Volta-Sa ule lmd besteht 
aus einer Kupfer- und einer Zinkplatte, welche in verdunnte Schwefel
saure tauchen, ohne sich gegenseitig zu beruhren (Fig. 147). Zwischen 
den beiden Metallplatten, deren herausgefiihrte Enden "Pole" genannt 
werden, tritt ein arbeitsfahiges elektrisches Feld auf. Diese Tatsache 
bedingt, daB dem Element in irgend einer Form Energie zugefUhrt werden 
muB. Bei del' Reibungselektrizitat wird mechanische Arbeit, in dem 
Element wird che mische Energie in ele ktrische Energie umgeformt. 
Die als "Erregerflussigkeit" dienende Schwefelsaure zersetzt die 
Zinkplatte unter Ausscheidung von Wasserstoff zu ZinksuIfat1), wahrend 
die Kupferplatte unverandert bleibt. 

Das Feld zwischen den Polen, welches eine Folge diesel' chemischen 
Umsetzung ist, ist vom Kupfer- zum Zinkpol gerichtet. Del' Zinkpol 
erscheint daher negativ, del' Kupferpol positiv geladen. Die zwischen 
den Polen herrschende Spannung, welche auch "elektl'omotorische 

J) Vgl. Abschnitt Chemie, R286. 
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Kraft" (= EMK) genannt wird, liiBt sich aus der Menge des zersetzten 
Zinkes berechnen. 

Die Polarisation. Praktisch zeigt sich aber, daB bei Stromentnahme 
die Nutzspannung geringer als die errechnete Spannung ist. Ein Teil wird 
im Element selbst zur Auscheidung des Wassersto££es verbraucht, denn 
dies ist eine Arbeit. Ein weiterer Teil muB den Widerstand der Erreger
£liissigkeit (den "inneren Widerstand") iiberwinden, weil der Strom 
die Fliissigkeit durch£lieBen muB. AuBerdem entsteht zwischen dem Zink 
und dem Wassersto££, der sich auf der Kupferplatte niederschlagt, eine 
zweite EMK, welche der ersten entgegenwirkt und sie vermindert. 
Dieser mit "Polarisation" bezeichnete Vorgang tritt bei allen Volta
Elementen auf, welche deshalb "unkonstante Elemente" genannt 
werden. 

Der Depolarisator. SolI die Polarisation ver
mieden werden, so muBdurch einen"Depolari
sator" dafiir gesorgt werden, daB der frei
werdende Wasserstoff sofort beseitigt wird. Hier
zu eignen sich Stoffe, die durch Abgabe von 
Sauerstoff den Wasserstoff bind en konnen, ohne 
jedoch selbst von der Erregerfliissigkeit zersetzt Zink -
zu werden oder sonst auf die chemischen Vor
gange zu wirken. 

Elemente mit Depolarisator heiBen "kon - F 14 ig. 8. 
stante Elemente". Sie sind aber nur bedingt 
konstant; sobald die chemischen Umsetzungen 
nachlassen, sinkt auch die Spannung. Ihre GroBe ist bei allen Elementen 
von der Wahl der chemisch wirksamen Stoffe abhangig, jedoch nie von 
den verwendeten Stoffmengen; diese bestimmen die Elektrizitatsmenge, 
welche das Element liefern kann. 

Konstante galvanische Elemente sind in den verschiedensten Arten 
zusammengestellt worden. Bei fast allen besteht der negative Pol wie 
beim VoltacElement aus Zink, wahrend die positive Kupferplatte auch 
durch andere Metalle oder durch Kohle ersetzt wird. 

Von den wichtigsten Elementen seien erwahnt: 
Das B u nsen-Ele men t, 1842 von dem deutschen Chemiker Bu nse n 

zusammengestellt. Es enthalt einen Stab aus Retortenkohle (Fig. 148), der 
in einem mit Salpetersaure gefiillten TongefaB steht. Dieses ist unglasiert, 
also poros, und von verdiinnter Schwefelsaure umgeben, in die ein 
Zinkmantel taucht, der mit Quecksilber amalgamiert ist, um im Ruhe
zustande eine Zinkzersetzung zu vermeiden. Bei Stromentnahme wird 
Zink in Zinksulfat umgewandelt, wahrend der freiwerdende Wasserstoff 
die porose Wandung der Tonzelle T durchdringt und in die Salpeter
saure gelangt. Diese wirkt als Depolarisator, indem sie durch Sauer
stoffabgabe den Wasserstoff zu Wasser oxydiert. Das Element hat eine 
nutzbare Spannung von etwa 1,9 VoW) und eignet sich gut fiir Zwecke, 
bei denen kiirzere Zeit ein kraftiger Strom gebraucht wird. 

- ----
1) Siche S. 253. 
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Das Chromsaureelement, das zur selben Zeit von dem Physiker 
Poggendorff aufgestellt wurde. Fig. 149 zeigt die gebrauchliche Aus
£iihrung, die wegen der Form des GlasgefaBes "Flaschenelement" 
genannt wird. Der aus lsoliermaterial bestehende Deckel tragt zwei 
Kohlenplatten, welche miteinander und mit der +-Klemme leitend ver
bunden sind. Die Zinkplatte hangt an einem Metallstabe, der verschieb
bar durch den Deckel gefiihrt ist und die --Klemme tragt. Als Er
regerfliissigkeit dient eine Losung von doppeltchromsaurem Kali in 
Wasser mit Schwefelsaurezusatz. Die sich bildende Chromsaure gibt 
leicht Sauerstoff ab und bindet so den bei der Zinkzersetzung entstehen
den Wasserstoff. Da die Zinkplatte durch Amalgamieren gegen den 
EinfluB der Chromsaure nicht geschiitzt werden kann, wird sie durch 
Anheben des Metallstabes mit der --Klemme aus der Losung entfernt, 
wenn das Element nicht benutzt wird. Spannung und Verwendung sind 
wie beim Bunsen-Element. 

Das Meidinger-Ele
ment, 1859 von Professor 
Meidinger erfunden. 
Es ist mit einer Losung 
von Bittersalz (schwe
felsaurer Magnesia) in 
Wasser gefiiUt, in der 
ein Zinkring Z und ein 
Kupferring K stehen, 
von denen die beiden 
AnschluBdrahte ab-

Fig. 149. gehen (Fig. 150). Die Fig. 150. 
Bittersalzlosung dringt 

in die Offnung eines bis zum Kupferring eingetauchten Glasballons B, 
der mit Kupfervitriolstiickchen gefiillt ist. Die so entstehende Kupfer
vitriollosung ist spezifisch schwerer als die Bittersalzlosring; sie 
sinkt nach unten und flilt den Raum mit dem Kupferring K. Ent
nehmen wir Strom, so wird Zink zersetzt, wahrend aus der als Depolari
sator wirkenden KupfervitrioUosung Kupfer ausgeschieden wird, das 
sich auf K niederschlagt. 

1m Dauerbetrieb bei Post- und Eisenbahntelegraphen hat sich dieses 
EI~ment mit etwa III Volt Klemmenspannung gut bewahrt. Um ein 
Mischen der beiden Fliissigkeiten zu vermeiden, muB es vor Ers<,Jhiitte
·rungen geschiitzt werden. 

Beim Lecla nche - Element, welches der Franzose Lecla nche 1868 
angab, stehen Zink und Kohle in einer Losung von Salmiaksalz in Wasser. 
Als Depolarisator dient der sauerstoffabgebende Braunstein (Mangan
superoxyd), der um die Kohle herumgepreBt oder duroh eine porose 
TonzeUe oder Stoffbeutel zusammengehalten wird. Der Braunstein 
verlangt, daB die Stromentnahme nur voriibergehend erfolgt, da die 
Sauerstoffabgabe langsam vor sich geht. Trotzdem haben diese Elemente, 
deren Spal1nung in gutem Zustande 1,5 Volt betragt, eine sehr groBe 
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Verbreitung erlangt; bei Klingelanlagen sind sie sehr haufig zu 
£inden. 

Die £iir gleiche Zwecke und fiir Kleinbeleuchtungen (Taschenlampen) 
gebrauchlichen Trockenelemente sind Leclanche-Elemente, deren 
Fliissigkeit durch geeignete Stoffe aufgesaugt oder gallertartig gemacht 
wird. 

Zum SchluB sei noch dasKupron-Element angefiihrt, bei demLuft
sauerstoff als Depolarisator benutzt wird. In einer V:isung von Atz
natron befinden sich eine Zink- und eine Kupferplatte, die stark mit 
Kup£eroxyd iiberzogen ist. Lie£ert das Element Strom, so wird das 
Kupferoxyd durch den freiwerdenden Wasserstoff unter Bildung von 
Wasser in schwammiges Kupfer verwandelt. 1st alles Kup£eroxyd redu
ziert, so wird die Kupferplatte herausgenommen, abgespiilt und einige 
Stunden bei maBiger Warme der Luft ausgesetzt. Das schwammige 
Kupfer nimmt dabei Sauerstoff aus der Luft auf und wird wieder zu 
Kupferoxyd. Nach Einsetzen der Platte ist das Element wieder ge
brauchsfertig; seine Klemmenspannung betragt 0,8 Volt. 

Die Schaltung von Elementen. 
Jedes konstante galvanische Element gestattet uns bei gleichbleiben

der _ Klemmenspannung die Entnahme einer bestimmten Strommenge, 

~ =r=:::r: 
T T T 

+ 
Fig. 151. Fig. 152. 

die durch den Stoffaufwand bedingt ist. Reichen nun Spannung oder 
Strom fiir unsere Zwecke nicht aus, so "schalten", d. h. verbinden 
wir die Elemente zu "Batterien". 

Serienschaltung. In Fig. 151 stellt jedes Strichpaar ein Element 
dar; der starke Strich kennzeichnet die positive, der schwache die nega
tive Platte. Verbinden wir nun jede positive Klemme mit der negativen 
eines anderen Elementes, so erreichen wir, daB die Spannung zwischen 
der positiven Klemme des ersten Elementes und der negativen des 
letzten Elementes gleich der Sum me der Klemmenspannungen der 
Einzelelemente ist. Man sagt: Die Elemente sind "hintereinander" 
oder "in Serie" oder "in Reihe" geschaltet. Auf die Strommenge 
ist diese Schaltung ohne EinfluB; wir werden sie also verwenden, wenn 
eine hohere Spannung erwiinscht ist. Es sei noch bemerkt, daB wir 
wirklich einzelne Elemente hintereinander schalten miissen; es geniigt 
nicht, positive und negative Platten in der angegebenen Weise zu ver
binden und sie dann in ein GefaB mit Erregerfliissigkeit zu stellen. 

Parallelschaltung. Verlangen wir eine groBere Stromlieferung, 
wahrend die Spannung des Einzelelementes ausreichend ist, so schalten 
wir die Elemente nach Fig. 152, indem wir aIle positiven und aIle nega-
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tiven Klemmen verbinden. Die Elementc diesel' Batterie sind dann 
"ne be nei na nder" odeI' "parallel" geschaltet. Die Wirkung ist 
gleich der eines einzelnen Elementes mit groBeren Stoffmengen, wir 
konnen also mehr Strom entnehmen. Diese Schaltung darf abel' nur 
mit Elementen gleicher Art und GroBe vorgenommen werden, weil sonst 
in der Batterie ortliche Strome entstehen. 

Gruppenschaltung. Durch Vereinigen der beiden vorher erwahnten 
Schaltungen konnen wir Spannung und Strom des Einzelelementes 
verviellachen. Fig. 153 zeigt uns drei Gruppen von je zwei hinter
einander geschalteten Elementen; die drei Gruppen sind dann parallel 
geschaltet. 1m Beispiel erhalten wir durch diese "Gruppen-" odeI' 
"g e mi s c h t e" Schaltung die zweifache ~pannung und die dreifache 
Strommenge des einzelnen Elementes. 

+ + 
Fig. 153. Fig. 154. 

Die Akkumulatoren. 
Die bei den galvanischen Elementen unerwiinschte Polarisation 

findet bei den "Akkumulatoren" (Kraftsammlern) Anwendung. 
Die gebrauchlichste Art, del' Bleiakkumulator, hat sich aus den 
Versuchen des franzosischen Physikers Plante (1859) entwickelt. 

Ein Sammler odeI' eine "Zelle" enthalt eine positive und eine nega
tive Bleiplatte oder je eine Gruppe positiveI' und negativer Platten, die 
in sich parallel geschaltet sind (Fig. 154). 

Um nun die notwendige Polarisation hervorzurufen, muB ein Strom 
durch den Akkumulator geleitet werden, er muB "geladen" werden. 
Wir verbinden ihn so mit einer Stromquelle, daB der von ihrem +-Pol 
kommende Strom durch die Gruppe der positiven Platten in die Zelle 
eintritt. Er nimmt nun seinen Weg durch die die Platten umgebende 
verdiinnte Schwefelsaure und kehrt durch die Gruppe del' negativen 
Platten zu seinem Ursprung zuriick. 

1st die Polarisation beendet, so steigen Gasblasen auf, del' Sammler 
"kocht", er ist geladen. Schalten wir jetzt den Ladestrom ab, dann 
stehen sich zwei Plattengruppen gegeniiber, welche im Verein mit del' 
Schwefelsaure ein galvanisches Element von 2 Volt Spannung bilden. 
Man nennt Akkumulatoren deshalb auch "Sekundarelemente", weil 
ihre EMK die zweite Ursache eines Vorganges ist, im Gegensatz zu den 
galvanischen "Pri marele me n te n". 

Bei AnschluB an einen Stromkreis £lieBt der Strom von der positiven 
Klemme zur negativen, d. h. in entgegengesetzter Richtung wie bei der 
Lad ung , bis die Platten ihren urspriinglichen Zustand erlangt haben. 
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Aus praktischen Griinden soIl aber die "Entladung" nur bis zu einer 
Klemmenspannung von 1,85 Volt fortgesetzt werden. Wir sehen, daB 
die Bezeichnung ,,sammler" unzutreffend ist, denn tatsachlich wird 
keine Elektrizitat aufgespeichert, sondern sie wird in chemische Energie 
umgesetzt und kann sich dann aus dieser wieder zuriickbilden. Wie 
bei allen Energieumwandlungen, treten auch hier Verluste auf. 

Je groBer die wirksamen Plattenflachen oder je mehr Platten parallel 
geschaltet werden, um so mehr Elektrizitat kann in diesem chemischen 
Kraftwerk verarbeitet und von ihm wieder erzeugt werden. Die Fahig
keit eines Akkumulators, einen bestimmten Strom wahrend einer gewis
sen Zeit abzugeben, wird "Kapazitat" genannt; sie 
istdas ProduktStromstarke X Stromentnahme-
zeit und wird in "Amperestunden" angegeben + 
(vgl. S.260) .. 

Verwendet werden die Akkumulatoren fiir Klein-
und Notbeleuchtungen, fiir Telegraphen- und Tele- W 

phonzentralen, fiir den Antrieb der Elektromobile; 
als Reserve in Kraftwerken sind sie sagar unentbehr-
Hch. Die Ausfiihrungsformen richten sich nach den 
Verwendungszwecken; die GefaBe miissen aus saure
festen Stoffen wie Zelluloid, Hartgummi, Steingut, 
Glas oder Holz mit innerem Bleibelag hergestellt 
werden. 

Fig. 155. 

A 

Das hohe Eigengewicht des Bleiakkumulators hat zu Versuchen ge
fiihrt, das Blei durch leichtere Metalle zu ersetzen. Der Edison-Akku
mulator hat Platten aus Eisen und Nickel, die in Kalilauge tauchen. 
Mit dem geringeren Gewicht muB aber auch die geringere Zellenspan
nung von 1,3 Volt beriicksichtigt werden. Trotzdem haben sich diese 
Sammler fiir viele Zwecke als recht brauchbar erwiesen, da sie gegen 
unsachgemaBe Behandlung und StoBe (die Behalter sind aus Eisenblech) 
wenig empfindlich sind. 

Alle Akkumulatoren konnen wie die galvanischen Elemente zu 
Batterien geschaltet werden. 

Thermoelemente. 
Werden Drahte oder Streifen zweier verschiedener Metalle, z. B. 

Wismut und Antimon, zusammengelotet, so tritt bei Erwarmung der 
Lotstelle a (Fig. 155) zwischen den freien Enden der Metallstreifen eine 
Potentialdifferenz auf. Solche Verbindung heiBt "Thermoelement" 
oder Warmeelement; es hat eine sehr geringe EMK, die von den 
gewahlten Metallen und von dem Temperaturunterschied gegeniiber den 
freien Metallenden abhangig ist. Zwischen Wismut und Antimon ist 
die Spannung bei lOoo C Temperaturunterschied 0,001 Volt. 

Die durch Versuche aufgestellte thermoelektrische Spannungsreihe: 
+ Wismut, Nickel, Platin, Blei, Kupfer, Gold, Silber, Zink, Eisen, Anti
mon - gibt an, daB das hohere Potential an dem Metall auf tritt, welches 

Win k e 1, Der prakt. Maschinenbauer II. 1. 16 
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dem +-Zeichen nahersteht; je weiter die Entfernung der Metalle in der 
Spannungsreihe ist, desto groBer ist die thermoelektromotorische Kraft. 

Aus solchen Elementen, die also Warme un mittel bar in elektrische 
Energie umformen bei allerdings geringem Wirkungsgrad, sind durch 
Hintereinanderschalten sog. "Thermosaulen" gebaut worden. Sie 
sind meistens mit Gasheizung versehen und dienen zum Laden kleiner 
Akkumulatoren oder zum Betrieb kleiner elektrischer Apparate. 

Die Tatsache, daB die thermoelektromotorische Kraft fiir gleiche 
Temperaturunterschiede konstant ist, und die Moglichkeit, solche Ele
mente aus schwer schmelzbaren Metallen in beliebiger GroBe herzustellen, 
lassen ihre Verwendung fiir aIle Zwecke der Temperaturmessung zu. 
Diese erfolgt, indem das Element der festzustellenden Temperatur aus
gesetzt wird und durch Leitungsdrahte mit einem empfindlichen, auf 
Temperaturgrade geeichten MeBinstrument verbunden wird. Solche 
"P yro meter" (Hitzemesser) werden oft fiir HarteOfen benutzt. 

III. Magnetismus. 
Schon im Altertum war ein Eisenerz bekannt, das kleine Eisenteilchen 

anzieht. Von seinem Vorkommen bei der Stadt Magnesia in Klein-

Fig. 1561). 

asien (es gibt abernoch andere Fundorte) wird auch der Name "Magnet
eisenstein" abzuleiten sein. Dieser natiirliche Magnet, welcher sich 
stets, an einem Faden hangend, mit seiner Langsachse in die Nord-Siid
richtung einstellt, wurde von den alten seefahrenden Volkern als Fahrt
weiser benutzt. Das nach Norden zeigende Ende erhielt den Namen 
"N ord pol", das andere wurde "Siid pol" benannt. 

Die magnetische Induktion. Wird dem Nordpol eines beweglich 
aufgehangten Magneten der Nordpol eines anderen genahert, so £indet 
ein AbstoBen statt. Die gleiche Erscheinung zeigt sich zwischen Siid
polen, wahrend Nord- und Siidpole sich anziehen. Beide Magnetpole 
verhalten sich also verschieden. Von ihnen miissen Wirkungen be
sonderer Art ausgehen, welche den Luftraum iiberbriicken. 

Legen wir ein mit Eisenfeilspanen bestreutes Blatt Papier iiber die 
Pole eines Magneten und schiitteln es leicht, so stellt sich jedes Span
chen mit seiner Langsachse in eine bestimmte Richtung. Die Gesamtheit 

1) Fig. 156, 157, 159 und 187 entnommen aus Benischke, Die wissenschaft. 
lichen Grundlagen der Elektrotechnik. 6. Auflage. Berlin 1922: Julius Springer. 
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der Spanchen gibt das Bild von Li nien (Fig. 156), die von Pol zu Pol 
laufen und an den Polen verdichtet sind, wahrend sie sieh im Luftraum 
ausbreiten. 

Durch Versuehe ist festgestellt worden, daB im Luftraum zwischen 
den Magnetpolen ein Zustand von bestimmter GroBe und Richtung 
herrscht; er ist also ein Vektor. Man nennt ihn "magnetische In
d .uktion" und bezeiehnet ihn mit~. Der Wirkung auf die Eisenfeil
spane zufolge (Fig. 156) spricht man von "Li nie n der ma g netisehen 
Ind u ktion" oder kurz von "I nd u ktion sli nien"; dementsprechend 
ist auch die zeichnerische Wiedergabe von ~. 

Der FluB der magnetischen Induktion. 
Bei einem ringformigen Magneten (Fig. 157) zeigt sieh, daB die In

duktionslinien ~ in einem geschlossenen magnetischenKreise in gleicher 
Starke und Richtung durch Luft-
raum und Magnetkorper in sieh 
zuriicklaufen. Ihre raumliche Ver
teilung ist aber verschieden. AuBer
halb des Ringmagneten sind keine 
Induktionslinien nachweisbar; ihre 
Ausdehnung ist also auf den Eisen
querschnitt beschrankt. Tm Luft
raum zwischen den Polen sind sie 
dagegen auf· einen groBeren Quer
sehnitt verteilt. Beides bestatigt uns 
aueh die Fig. 156, wo wir sehen, wie 
sich die Linien in die Pole hinein
drangen. 

Die Summe der Linien heiBt 
"FluB der magnetischen In-
duktion~" und wird mit qi(Phi) Fig. 157. 
bezeiehnet. 

Um nun die Moglichkeit zu haben, verschiedene Mal!netkreise zu ver
gleichen, wird qi zahlenmaBig in Linien angegeben, z. B. qi = 70000 Linien. 

Der FluB in einem Magnetkreise ist un verander Ii ch; dieVerteilung 
der Induktionslinien, d. h. ihre Dichte, ist vom Querschnitt abhan[!ig, 
den der FluB durchdringt. Wird der FluB qi durch den Querschnitt Q 
(gemessen in em 2) geteilt, so erhalten wir die Zahl der Induktionslinien . 
pro Flaeheneinheit: 

~ = !!... LinienJcm 2 • 
Q 

Aus ~ und Q konnen wir aueh den FluB erreehnen: 
qi = 58 . Q Linien. 

Die Permeabilitiit und das magnetische Feld. Der Versueh mit 
den EisenfeiIspiinen (Fig. 156) zeigt uns, wie die Induktionslinien in 
die Pole gewissermaBen hineinstromen, obgleieh sie sieh dabei sehr 

16* 
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zusammendriingen mussen. Es macht den Eindruck, als ob sie den 
engen Weg im Eisen dem breiten Weg in der Luft vOr7ogen. Tatsiichlich 
konnen sie Eisen viel besser durchdringen als Luft. ~ ist also nicht nur 
vem Querschnitt, sondern auch vom Material abhiingig. Die Be
ziehung zwischen ~ und dem Magnetmaterial driickt die Gleichung aus; 

~ = ft • ~ Linien/em 2. 

Hierin ist ~ die "magnetische Feldstiirke" und ft (Mu) ein 
Materialwert, der den Namen "Permeabilitiit" (Durchliissigkeit) 
hat. Als Einheit wird die Permeabilitiit der Luft gewiihlt; fUr Luft 
ist also ft = 1. Eisen und Eisenlegierungen haben bedeutend hOhere 
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Werte fUr ft; man wird fUr Magnet
korper deshalb Eisen verwenden, 
und zwar eine Sorte mit moglichst 
groBem ft. Die Permeabilitiit ist 
aber nicht nur vom Material, son· 
dern auch von der Feldstiirke ~ 
abhiingig. Das Schaubild Fig. 158 
zeigt den VerI auf von ft in Ab· 
hiingigkeit von~. Allgemein "ird ft 
mit abnehmendemKohlenstoff
gehalt des Eisens groBer, deshalb 
hat Schmiedeeisen die hOchsten 
Werte von ft. Bedeutend stiirker 
ist aber der EinfluB von~. Fur die 
Industrie ist daher die Kenntnis 
der ft-Kurven der verschiedenen 

notwendig, die nur durch Versuche gewonnen werden 

Die Linien der magnetischen Feldstiirke ~ laufen wie die Linien des 
Flusses der magnetischen Induktion 58 in der Richtung vomNord- zum 
Sud pol und in sich zuruck. Wiihrend aber der FluB von ~ unveriinderlich 
ist, trif£t dies fUr den FluB von ~ nicht zu. Er ii ndert sich an den 
Fliichen, wo sich die Permeabilitiit ft iindert; mit abnehmendem ft wird 
~ groBer und umgekehrt. Aus diesem Grunde miissen beim Bau mag
'netelektrischer Maschinen L u ftr ii u me, durch welche der FluB von ~ hin
durehgehen muB, vermieden oder moglichst klein gemacht werden. 

Auch das magnetische Feld stellt wie das elektrische Feld einen 
Energievorrat dar. Seine Ausnutzung werden wir im Abschnitt 
Magnetinduktion, S. 247, kennenlernen. Demzufolge ist zur Herstellung 
eines magnetischen Feldes Energie erforderlich, wie wir im Abschnitt 
Elektromagnetismus, S. 245, sehen werden. 

Erdmagnetismus. Die Erde ist von einem magnetischenFelde urn
geben, dessen Linien im Norden nahe der Melville-Insel in Nord
amerika und im Suden in der Niihe von N e u -Holla nd im sudlichen 
Eismeer zusammenlaufen. Die magnetischen Erdpole sind also nicht 
zugleich auch die geographischen Pole. GroBe und Richtung des Erd· 
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feides schwanken unter dem Einflufl der Sonnenflecke, der Nordlichter, 
der Erdbeben usw. Seine Starke ist gering, doch ist der Einflufl auf die 
KompaBnadel ausreichend, um eine Ri c h t wir k un g hervorzubringen. 
Bei empfindlichen MeBinstrumenten wird oft ein besonderes Magnetfeld 
benutzt, um die storende Wirkung des Erdfeldes aufzuheben. 

IV. Elektromagnetismus. 
Um im Eisen einen FluB der magnetischen Induktion zu erzeugen, ist 

ein magnetisches Feld notwendig. Dieses Feld kann durch natiirliche 
Magnete hervorgerufen werden. 1810 entdeckte nun der Dane Oersted, 
daB der elektrische Strom magnetische Felder entstehen IaBt, weiche 

Fig. 159. 

die der natiirlichen Magnete bedeutend iibertre£fen. Diese Entdeckung 
des "Elektromagnetismus" wurde grundiegend fiir die weitere Ent
wicklung der Elektrotechnik. 

Strom und magnetisches Feld. Jeder stromdurchfiossene Leiter 
ist von einem magnetischen Felde umgeben, das ihn vollstandig 
umhiillt. Fig. 159 soli eine Vorstellung geben, in welcher Weise die 
~-Linien den Leiter umlaufen; sie bilden immer grofler werdende kon
zentrische Kreise. Wie wir wissen, hat ~ eine Richtung; kreist also ~ 
um den Leiter im Uhrzeigersinn, so £lieBt der Strom vom Beschauer in 
den Leiter hinein. Durch die sog. "Korkzieherregel" laBt sich diese 
Festsetzung Ieicht merken: Denkt man sich in den Drahtquerschnitt 
einen Korkzieher so hineingebohrt, dafl sich das Gewinde in der 
Stromrichtung vorschiebt, so gibt die Drehrichtung des Griffes den 
Richtungsinn von ~ an. 

Bei einem unveranderlichen Strom bleibt auch das Feld unverandert; 
es nimmt mit der Entfernung vom Leiter in seiner Starke ab, behalt 
aber seine Richtung. Schwankungen des Stromes macht das Feld in 
gieichem Sinne mit und wird mit ihm gleich Null. Flieflt der Strom 
dann in umgekehrter Richtung, so hat auch ~ entgegengesetzte Rich
tung. 

Lassen wir den Strom durch eine Spule £lief3en, so bildet sich aus den 
Einzel£eldern um jede Windung ein Gesamtfeld. Die Spule wirkt wie 
ein Magnet, dessen Nordpol an der Spulen6£fnung liegt, die vom Strom 
entgegen der Drehrichtung des Uhrzeigers umkreist wird. :Lie :Lichte 
der ~-Linien dieses Magneten laflt sich nun bedeutend erh6hen, wenn 
wir das Spuleninnere mit einem Eisenkern ausfiillen (Fig. 160). Ent
sprechend der Permeabilitat It des verwendeten Eisens bei dem vorhan
denen Feld ~ (sieheFig.158) stellt sich in ihm eine Induktion ~ ein, d. h. 
der Eisenkern wird ein "Elektromagnet". 
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Die Starke des magnetischen Feldes einer Spule nimmt mit dem 
Produkt aus Strom und Anzahl der Drahtwindungen, den "Am
perewi nd u nge n", zu; es l1Wt sich·also fast unbegrenzt steigern. Prak
tisch bringt man S) jedcch hOchstens bis zu dem Betrag, bei welchem die 
Induktion B ihren gr6f3ten Wert erreicht (siehe Fig. 161), um mit mog
lichst geri nge m Energieaufwand den g ii. nstigsten Erfolg zu erzielen. 

Lie Felder gleichgerichteter Strome in beweglichen Leitern wollen 
sich vereinigen; die Leiter suchen sich daher anzuziehen. Werden sie 
von entgegengesetzt gerichteten Stromen durchflossen, so ist eine ab
stoBende Wirkung der Felder zu erkennen. 

Die Hysteresis. Wird der Strom, welcher die Wicklung eines Elektro
magneten d urchflieBt, ausgeschaltet, so verschwindet zwar das Feld, im 
Eisenkern bleibt jedoch nocheineln
d u ktion 58 zuruck, d. h. das Eisen 
bleibt etwas magnetisch. Genaueren 
Aufschluf3 uber das Verhalten der In-
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duktion~ gibt uns die Ma gnetisieru ngs kurve (Fig.161), die wir erhal. 
ten, wenn wirv611ig un ma gnetischesEiseninein zu-und a bnehmen
des Feld S) bringen. Diese Kurve ~ =! (S)) zeigt, daf3 wir bei Adie "Sat
tigung" des Eisens erhalten, d. h. wir konnen ~ durch Vergrof3ern von 
S) nicht mehr steigern. Bei abnehmendem S) geht die Induktion ~ 
nicht nach 0 zuruck, sie ist gleich OB fUr H = O. Der Betrag OR 
ist der zuruckbleibende oder "re ma ne n te" Magnetismus. Um ihn zu 
beseitigen, mussen wir ein entgegengesetzt gerichtetes Feld S) von der 
Grof3e 00 aufwenden. 

Das durch Anwachsen und Abnehmen von S) entstandene Kurven
bild ARODEA wird "Hysteresisschleife" genannt; Hysteresis 
heif3t das Zuruckgebliebene. Die Flache der Schleife ist ein Ma f3 fUr 
die Arbeit, die zum Ummagnetisieren des Eisens erforderlich ist. 

Geharteter Stahl behalt besonders vie 1 remanenten Magnetismus, 
deshalb benutzt man ihn zur Anfertigung von "permanenten" oder 
Dauermagneten. 

Liese Eigenschaft des gehiirteten Stahles ist bei Werkzeugen, die 
zufallig magnetisch geworden sind, oft unangenehm:, wei! dann Eisen
spane an ihnen haften bleiben und die Schneid wirkung storen. Durch 
Ausgliihen liWt sich derremanente Magnetismus beseitigen, doch wird 
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das Werkzeug dadurch unter Umstanden minderwertig, wenn die neue 
Hartung nicht sachgemaB ausgefiihrt wird. Ein besseres Mittel, Werk
zeuge zu entmagnetisieren, ist das Einbringen der Stiicke in ein schnell 
und dauernd seine Richtu n g wechselndes m:agnetisches Feld ("Wech
selfeld", d. h. Feld einer von Wechselstrom durchfiossenen Spule), aus 
dessen Bereich sie dann la ngsa m entfernt werden. 

v. Induktionselektrizitat. 

Durch den elektrischen Strom konnen wir magnetische Felder ent
stehen lassen. 1831 entdeckte der englische Physiker Farada y, daB 
magnetische Felder unter gewissen Bedingungen elektrische 
Strome hervorrufen. Aus dieser 
Entdeckung habcn sich die heute 
gebrauchlichen Dynamomaschinen -;( 
oder Generatoren entwickelt, die 
zur Elektrizitatserzeugung im groBen 
dienen. 

Die Induktion durch magne- b 
tischen FluB. In Fig. 162 sehen wir 
den FluB If> von magnetischen In
duktionslinien, welcher eine Draht
schleife abe d durchdringt, deren 
Enden durch einen Stromkreis K Fig. 162. 
verbunden sind. A.ndern wir die 
Zahl der von der Schleife umfaBten Induktionslinien, so wird in 
ihr eine EMK hervorgerufen oder "ind uziert". Sie ist die Ursache 
eines "Induktionsstromes", der durch die Leiterschleife und den 
angeschlossenen Stromkreis K £lieBt. 

Die A.nderung der Linienzahl des Flusses kann erfolgen: 
1. durch Bewegung der Drahtschleife oder des Flusses; sie muB 

so erfolgen, daB ein Teil der Schleife den FluB schneidet; 
2. durch Abschwachen oder Verstarken des Flusses. 
Die induzierende Kraft der FluBanderung ist am groBten, wenn der 

FluB die Ebene der Leiterschleife senkrecht durchdringt. Laufen 
Schleifenebene und Richtung des Flusses parallel, so ist sein EinfluB 
Null. Die GroBe der induzierten EMK nimmt mit der Geschwindig
kei t der FluBanderung zu. 

Die Ri c h tung der EMK und damit die des Iud uktionsstromes konnen 
wir durch die sog. Rechte-Hand-Regel bestimmen: Die Finger der 
rechten Hand geben die Stromrichtung im Leiterstiick an, welches 
den FluB schneidet, wenn die Handflache den FluB auffangt und der 
rechtwinklig abgespreizte Dau men in der Richtung der Bewegung 
liegt. Wird in der Anordnung in Fig. 162 die Schleife in der Pfeilrichtung 
bewegt, dann schneidet das Leiterstiick e d den FluB, und der Strom 
muB in der Richtung abed flieBen; er tritt bei d heraus, d ist also + -Pol. 

Durch die ausgefiihrte Schleifenbewegung haben wir die Zahl der 
von der Schleife umfaBten Linien vermindert. Erzeugen wir diese Ver-
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ringerung durch Abschwachen des Flusses, so erhalten wir die gleiche 
Stromrichtung, d bleibt +-Poi. ErhOhen wir die Linienzahl des Flusses 
wieder, indem wir die Schleife der Pfeilrichtung entgegen bewegen oder 
den FluB verstarken, dann flieBt der Strom entgegengesetzt, a wird + -Pol 
und d wird - -Pol. 

Zwischen a und d besteht ein elektrisches Feld, das uns einen 
arbeitsfahigen Strom liefert. Jeder Induktionsstrom will die ihn 
erzeugende Ursache verhindern (Gesetz von Lenz). Wird der 
Strom durch eine Bewegung induziert, dann tritt eine Kraft auf, die 
mit der GroBe des Stromes zunimmt und der Bewegung entgegen
wirkt. Sie muB durch mechanische Energie uberwunden werden. 
Elektrische oder magnetische Energie mussen wir aufwenden, wenn 
wir den 1nduktionsstrom durch FluBanderung hervorrufen, weil er beim 
DurchflieBen der Drahtschleife ein Feld erzeugt, welches der FluB
anderung entgegenwirkt. 

Induktionsstrome entstehen nun unter den angegebenen Bedingungen 
auch in einzelnen Leitern von groBeren Abmessungen, z. B. in Platten. 
Da sie keinen regelmaBigen Lauf verfolgen, nennt man sie "Wirbel-" 
oder nach ihrem Entdecker "Foucault-Strome". 1nfoIge ihrer Starke 
ist der Widerstand, den ein derartiger Leiter seiner Drehung in einem 
ruhenden Flusse entgegentsetzt, sehr groB; er wird bei den "Wirbel
stro m bre mse n" ausgenuzt. Ruhende, aber drehbare Leiterscheiben 
beginnen sichdurch die entstehenden Wirbelstrome zu drehen, wenn sie 
einem dauernd seine Richtung wechselnden Flusse ausgesetzt werden. 
Diese Erscheinung findet bei MeBinstrumenten und Zahlern Anwendung. 

Die Selbstinduktion. Stromschwankungen in Spulen bewirken 
Schwankungen der magnetischen Felder, die von stromdurchflossenen 
Spulen erzeugt werden. Diese Anderungen der Zahl der Feldlinien 
induziert in den Spulenwindungen eine Spannung, die EMK der 
"Selbstinduktion". Der von ihr hervorgerufene Induktionsstrom 
folgt auch dem Lenzschen Gesetz. BeimEinschaltendes Spulenstromes 
oder bei seinem Ansteigen wirkt er ihm entgegen, wahrend er beim 
Schwachen oder beim Ausschalten des Spulenstromes diesen zu er
halten sucht. 

Am starksten find en wir die Selbstinduktion bei Spulen mit Eisen
kernen, die einen in sie hineingeschickten Strom nur langsam ansteigen 
lassen, weil die EMK der Selbstinduktion der angelegten Spannung 
entgegengesetzt gerichtet ist. Beim plotzlichen Abschalten solcher 
Spulen kann die Spannung der Selbstinduktion so groB werden, daB 1so
lationen d urchschlagen werden und Personen zu Schaden kommen. 
Das Ausschalten des Spulenstromes muB deshalb langsam geschehen, 
oder durch eine besondere Schaltung muB dafUr gesorgt werden, daB 
die hohe Selbstinduktionsspannung sich im Augenblick ihres Entstehens 
uber einen Widerstand ausgleichen kann. Andererseits wird diese 
Spannung zur Erzeugung des Ziindfunkens bei Ziindapparaten fUr 
Verbrennungsmotoren benutzt. 
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Die gegenseitige Induktion. Die Feldschwankungen, die wir 
durch Stromschwankungen in ei ner Spule erzeugen, konnen uns in 
einer anderen Spule wieder Strome induzieren. Fig. 163 zeigt eine 
derartige Einrichtung. Spule 1, die "Primarspule", wird vom "Pri
marstrom" durchflossen, sie hat also ein Feld. Unterbrechen wir 
nun dauernd den Primarstrom, oder wechseln wir dauernd seine Rich
tung, so rufen wir dadurch entsprechende Feldveranderungen hervor. 
Wir konnen dann der Spule 2, der "Sekundarspule", einen Induk
tionsstrom oder "Sekundarstrom" entnehmen. Um einen recht 
kraftigen LinienfluB zu erhalten, wird das 
Innere der Spulen, welche auch aufeinander 
gewickelt sein konnen, meist mit Eisen aus-
gefiillt. 

Die gegenseitige Induktion wird bei In
duktionsapparaten und Funkeninduktoren an
gewendet. Sie gestatten uns, in der Sekundar

spule Strome hoher Spannung 
zu induzieren, wenn durch die 
Primarspule ein schnell unter
brochener oder seine Richtung 
wechselnder Strom n i e d rig e r / 
Spannung flieBt und die Win-
d ungszahl der Sekundarspule 

-t zein VielfachesderWindungszahl 
der Primarspule ist. Die Span-

Fig. 163. hi' h d nungen ver a ten SIC ann 

N 

F, 
Fig. 164. 

wie die Windungszahlen der Spulen, abgesehen von unvermeidlichen 
Verlusten. 

Das Hauptverwendungsgebiet der gegenseitigen Induktion sind die 
Transformatoren, die in einem spateren Abschnitt (S.263) behandelt 
werden. 

VI. Die mechanische Erzeugung von Induktionselektrizitat. 

Die Wirkungsweise der Dynamomaschinen (durch Kraft bewegten 
Maschinen) beruht auf der Bewegu ng von Leiterschleifen in stehenden 
magnetischen Feldern, oder in der Bewegung von Feldern, die stehende 
Leiterschleifen schneid en. Als Bewegungsart wurde die technisch vor
teilhafteste und am leichtesten herstellbare Dreh bewegung gewahlt. 

Die Einphasen -Wechselspannung. In Fig. 164 sehen wir eine Leiter
schleife, deren Enden mit zwei voneinander isolierten Ringen verbunden 
sind, auf welchen die Federn Fl und F2 schleifen. Sie ist in dem mag
netischen Felde zwischen den Magnetpolen N und S drehbar gelagert 
(Welle und Lager sind fortgelassen). Wir wollen uns nun die Schlei£e in 
der Pfeilrichtung in Drehung versetzt denken und ihre augenblickliche 
Stellung betrachten: sie umfaBt gerade den gesamten LinienfluB, die 
Anderung der Linienzahl ist Null, also auch die im Leiter induzierte 
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EMK. Man sagt: Die Leiterschleife steht in der "neutralen Zone". 
Sobald im Verlauf der Drehung die Leiterstiicke A und B anfangen, 
die Feldlinien zu s c h n e ide n, verringert sich die umgrenzte Linienzahl ; 
es wird eine Spannung induziert, die zwischen Flund F2 bemerkbar ist. 

Die Anderung der von der Leiterschleife umfaBten Linienzahl ist 
am starksten, wenn sie von der Abnahme zur Zunahme wechselt. 
Dies geschieht im Augenblick der Drehung um 90 0 aus der neutralen 
Zone (Fig. 165), dann muB auch die induzierte Spannung am groBten 
sein. Ihre Richtung tritt in dem Leiterteil A aus der Bildebene dem 
Beschauer entgegen (8). im Leiterteil B lauft sie in die Bildebene hinein 
(EB). Die Feder Fl (Fig. 164) ist jetzt + -Pol, F2 ist - -Pol. Nach weiterer 
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Drehung um 90 0 stehen beide Leiterteile wieder in der neutralen Zone, 
haben aber ihre Lage vertauscht; die Spannung zwischen den Schleif
ringen ist wieder Null. Jetzt IauftA am Nordpol und B am Sudpol vorbei. 
Unter Benutzung der Rechten-Hand-Regel finden wir, daB die Span
nungsrichtungen in jedem Polbereich bei fortlaufender Drehung 
stets die gleichen sind. Die Spannung wechselt also in jedem Leiter
stuck nach einer Drehung von 180 0 ihre Ric h tun g, und wahrend der 
Drehung von 180 0 andert sich ihre GroBe. Wir erhalten zwischen 
den Federn F J und F2 eine "Wechselspannung", wahrend uns Rei
bung und Elemente "Gleichs pann u ngen" liefern. 

GroBe und Richtung der Wechselspannung als Ordinaten zur Um
drehungszeit der Leiterschleife als A bszisse aufgetragen, ergeben 
angenahert eine Sin uslinie1), wie sie Fig. 166 darstellt. Der Kurventeil, 
welcher in einmaliger Folge aIle vorkommenden Spannungswerte ent
halt, heil3t "Periode" (Zeitabschnitt); sie besteht aus zwei "Wech
seln". Macht die IJOiterschleife der Fig. 164 in der Minute n Umdre
hungen, so erhalten wir auch n Period en pro Minute. Die Periodenzahl 
oder die "Freq uenz" wird technisch £iir eine Se ku nde angegeben, sie 

ist also f = ;. Versehen wir nun unsere Anordnung, die e i n Polpaar 

1) Siehe Abschnitt Geometrie, S. 89. 
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besitzt, mit einem zweiten Polpaar, das gegen das erste um 90° 
versetzt ist, und lassen Siidpol auf Nordpol folgen, so durchHiuft die 
Spannung bei einer Umdrehung zwei Perioden. Bei mehr Polpaaren 
wiirde sie dann entsprechend viel Perioden haben. Bezeichnen wir die 
Anzahl der Polpaare mit a. dann 
ist die Frequenz: 

a·n 
1= 60 . N 

Die gebrauchliche Wechsel
spannung hat eine Frequenz von 
1 = 50 Per./sek. Zu ihrer Erzeu
gung miiBte die Vorrichtung 
(Fig. 164) 

1·60 50·60 
n=-a-=-I--

= 3000 Umdrehungen 
pro Minute machen. 

DasKurvenbild (Fig.166)zeigt 
wa.hrend ei ner Periode die Er
scheinungsform oder "Phase" 

o 
12 o -==--11 

Fi, 
F.s -==~~"y 

16""---,=~!l..AI 

Fig. 167. 

einer Spannung; sie wird deshalb mit "Einphasenspannung" 
bezeichnet. 

Die Dreiphasen -Wechselspannung. Statt ei ner Leiterschleife 
wollen wir nun drei Schleifen umlaufen lassen. Ihre Anordnung er
kennen wir aus Fig. 167 : 
Die Schleifen I, II und III §> 
bilden miteinander Win- ~ 
kel von 120°. Durch ~ 
sechs Ringe sind die Fe- + 
dem F 1 und F 2 mit den t 
Enden von I, Fa und F4 -+---'<---7f.--~---J'---->r-----,f
mit den Enden von II, F6 I 
und Fo mit denEnden von t 
III leitend verbunden. 

Bei der Drehung der 
Q-rei Schleifen im Kraft
fluB erhalten wir zwischen 
Fl und F 2 , Fa und F4 , F6 
und Fe drei Wechsel

Fig. 168. 

spannungen. von denen jede in der schon bekannten Form verlauft. 
Die raumlichc Verteilung der Schleifen bedingt aber einen zeit
lichen Unterschied ihrer Phasen. Die Spannung der Schleife I 
durchlauft bei einer vollen U mdrehung eine Periode (Kurve I in Fig. 1(8). 
Schleife II liegt um 120° in der Drehung zuriick. ihre Spannung (Kurve II) 
kann daher den Hochstwert erst nach Verlauf einer Drittelperiode 
erreichen. Ebenso eilt die Spannung III vonSchleifeIII um eineDrit-
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telperiode der Spannung II nacho Wir sehen also in einer Periode 
die zeitlich verschiedenen Phasen von drei Spannungen, 
welche durch gleiche Periodenzahlen und zwanglaufige zeitliche 
Folge miteinander verbunden sind. 1m Abschnitt Wechselstrom, S. 254, 
werden wir die weitere Verkniipfung der Spannungstrager besprechen 
und erkennen, daB man die drei Spannungen unter dem Namen "Drei
phasenspannung" zusammenfassen kann. 

In ahnlicher Weise k6nnen wir Spannungen belie biger Phasen
zahlen erzeugen. AuBer Ein- und Dreiphasenspannung wird aber nur 
noch Zweiphasenspannung verwendet. Die Griinde, weshalb iiber

haupt Mehrphasenspannungen erzeugt und 

/ 
Fig. 169. 

benutzt werden, sollen spater er6rtert wer
den (S.254). 

Fig. 170. 

Die Gleichspannung. Durch Einbaueiner mechanischen Schalt
vorrichtung k6nnen wir die Wechselspannung, die uns die in Fig. 164 
dargestellte Einrichtung lidert, als G lei c hs pa n n u ng nutzbar machen. 
Fig. 169 zeigt, daB die beiden Schleifringe durch zwei voneinander 
isolierte Ringhalften ersetzt worden sind. 

Dadurch wird jede der Federn Fl und F2 stets mit Leiterstiicken 
verbunden, in denen gleichgerichtete Spannungen induziert 
werden. Diese Einrichtung heiBt "Kolle ktor" (Aufnehmer) oder rich
tiger "Kommutator" (Wender), denn sie bewirkt tatsachlich ein 
Umwenden der Spannungen. Das Kurvenbild der zwischen Fl und 
F2 liegenden Gleichspannung (Fig. 170) unterscheidet sich von dem der 
Wechselspannung (Fig. 166) nur durch die nach oben geklappten nega
tiven Spannungswerte. 

Die erhaltene Gleichspannung wirkt stoBweise oder "pulsierend". 
Um sie den Gleichspannungen von Elementen und Akkumulatoren 
ahnlicher zu gestalten, miissen wir unserer Maschine zwei oder mehr 
Polpaare geben. Besser kommen wir zu diesem Ziele, wenn wir mehr 
Leiterschleifen umlaufen lassen; dann muB der Kommutator ebenso 
viele Teile erhalten. 

VII. Die elektrische Spannung und der Strom. 
In den vorhergehenden Abschnitten sind die verschiedenen Arten der 

Elektrizitatserzeugung aufgefiihrt worden. Wir wollen uns nun den 
Punkten zuwenden, die bei ihrer Verwendung von Bedeutung sind. 
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Die ele ktri sche Spa n n u ng. Um Elektrizitat zur Arbeitsleistung 
benutzen zu konnen, miissen wir eine Potentialdifferenz oder Spannung 
oder EMK hervorbringen. Wir Mnnen sie bildlich mit dem Druck 
vergleichen, welcher Wasser durch eine Rohrleitung treiben solI. 
Die technische MaBei nheit fUr die Spannung ist das Volt (abgekiirzt 
V); es ist die EMK, die in einem Leiter von 1 Ohm Widerstand einen 
Strom von 1 Ampere hervorruit (Ohm siehe S.256, AmFere siehe 
unten). 

Die Spannungsarten. Die elektrischen Felder bei der Reibungs
elektrizitat und zwischen den Polen galvanischer Elemente, der Thermo
elemente, der Akkumulatoren und der Gleichspannungs - Dynamo
maschinen behalten dauernd ihre Richtung, so lange sie iiberhaupt 
vorhanden sind. Die unter Spannung stehenden Teile behalten daher 
stets ihre "Polaritat", d. h. ein Pol bleibt +, der andere -. Man. 
spricht deshalb von einer Gleichspannung. 

Wechselt die Po]aritat zweier Leiterfortla ufend, wie dies bei den 
Wechselspannungs-Dynamomaschinen geschieht, dann haben 
wir eine Wechselspannung. 

Mehrphasenspannungen sind an und fUr sich auch Wechsel
spannungen. 

AuBer dieser Unterscheidung der Spannungen nach ihren Richtun
gen miissen wir sie auch nach ihren GroBen ordnen. Jedes elektrische 
Feld will versch""inden und dabei den Weg einschlagen, der ihm den 
geringsten Widerstand bietet. Bei unsern elektrischen Anlagen 
wollen wir aber diese Absicht des Feldes fur unsere Zwecke ausnutzen 
und setzen deshalb seinem eigenmachtigen Verschwinden einen ent
sprechend hohen Widerstand entgegen. Je groBer die Potential
differenz des Feldes, also die Spannung, um so groBer muB auch der 
Isolationswiderstand sein, und um so groBere VorsichtsmaBregeln 
mussen wir bei der Bedienung solcher Anlagen beachten, damit Personen
und Sachschaden vermieden werden. Nach den Vorschriften des Ver
bandes Deutscher Elektrotechniker gilt eine Spannung bis 250 V als 
Niederspannung, iiber 250 V ars Hochspannung. 

Der elektrische Strom. Ein elektrischer Strom ist die Folge 
einer vorhandenen Spannung. Sein technisches MaB ist das Amp ere 
(abgekiirzt A). Gesetzlich ist 1 A die Stro mstar ke, welche in 1 Se
kunde auseinerSilbernitratlosung 1,1l8mg Silber ausscheidet 
(vgl. Abschnitt Elektrolyse, S.270). Es ist festgelegt, daB der Strom 
stets vom + -Pol der Stromquelle ausgeht. Die Leitung, welche er d urch
flieBen solI, muB einen geschlossenen "Stromkreis" bilden; sie 
braucht aber deshalb nicht kreisformig zu sein. Der Strom durchflieBt 
den Stromkreis und die Stromquelle, bis eine Unterbrechung in der 
Leitung oder in der Stromquelle erfolgt. Wir diirfen also den Ausdruck 
"Stromquelle" nicht wortlich auifassen, sondern wir mussen sie mit 
einer Pumpvorrichtung vergleichen, welche den Strom in Bewegung 
setzt. 
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Die Stromarten. 
Der G leiehstro m. EineG lei ehs pa nn u n g verursaehteinenGleieh

strom; erflieBt in gleieher Riehtung und in gleieher GroBe, wenn 
die Spannung und der Stromkreis nieht geandert werden. Da der Strcm 
aueh die Stromquelle durehstromt, muB die Strommenge, welehe den + -Pol 
verlaBt, am - -Pol wieder eintreten. Bei ortlieh zusammenliegenden 
versehiedenen Stromkreisen konnen oft mehrere Leitungenohne Sto
rungdurch ei ne Lei tu ng ersetzt werden, wenninihnengleiehgeriehtete 
Strome flieBen. In jedem der drei Stromkreise in Fig. IiI stellt sieh ent
spreehend der Spannung E und dem Leitungswiderstande ein Strom i 
ein (siehe Ohmsehes Gesetz, S. 257). Von A werden die Einzelstrome dureh 
eine "Rue klei tu ng" bis Bgefuhrt. Die GroBe des Riiekleitungsstrom€s 

r----.... A 

J 

Fig. 171. Fig. 172. 

ergibt sieh naeh der Kirehhoffsehen Regel: Die Su mme der naeh 
einer Verzweigung hinflieBenden Strome ist gleieh der Su mme 
der von dieser abflieBenden Strome. In AB flieBt also der Gesamt
strom J = il + is + i3 , bei B teilt er sieh wieder in die Einzelstrome 
iI, is und i3 • 

Der Weehselstrom. Bei einer Weehselspannung geht der Strom 
aueh stets vom jeweiligen + -Pol aus; er weehselt wie die Spannung 
GroBe und Riehtung und heiBt deshalb Weehselstrom. Sein 
Kurvenbild gleicht dem der Weehselspannung (Fig. 166). Entspreehend 
den Ein- und Mehrphasen-Wechselspannungen gibt es aueh ein- und 
mehrphasige Weehsel strome. 

Der Dreiphasen-Weehselstrom. In Fig. 172 sehen wir drei um 
120 0 gegeneinander versetzte Leitersehleifen I, II und III, welche eben
falls wie die in Fig. 167 in einem Kraftfeld gedreht werden konnen. Ihre 
Enden sind dureh seehs Leitungen mit drei gleiehen WiderstiLnden 
RlJ Ra und R3 verbunden. Wir erhalten dadureh drei voneinander 
getrennte Stromkreise, indenen die Leitersehleifen die Stromquellen 
sind. Statt der drei Leitungen, welehe zu den inneren Sehleifen
enden fUhren, wollen wir nun eine Ruekleitung anlegen (Fig. 173). 

Wird die Sehleifengruppe gedreht, so ist in der dargestellten Lage 
die in Sehleife I induzierte Spannung gleieh Null, die in den Sehleifen II 
und III entstehenden Spannungen sind gleieh groB. aber entgegen
gesetzt geriehtet, was wir aueh aus dem Anfangspunkt der Span-
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nungskurven in Fig. 168 ersehen. Die StromgroBen ergeben sich nach 
dem Ohmschen Gesetz (S. 257); demzufoIge ist der Strom i l im Kreise I 
gleich Null, wahrend in den Kreisen II und III gleichgroBe, in der 
gemeinsamen Riickleitung aber entgegengesetzte Strome i2 und 
ia flieBen. Bei gleichen Widerstandsverhaltnissen in den drei 

Fig. 173. Fig. 174. 

Stromzweigen oder bei "gleicher Belastung der P.hasen" ist die 
Su mme der Strome il, i2 und ia gleichNull. AusFig.le8 konnen wir 
feststellen, daB dies fUr jeden Augenblick und auch bei den Span
nUngen der Fall ist. Wir kOnnen also die gestrichelte I{,iickleitung 
fortlassen (Fig. 174) und haben den Vorteil, durch drei Leitungen 
drei Wechselstromkreise speisen zu konnen; sie werden mit dem 
Namen "Drehstromnetz" bezeichnet. Werden in solcher Anlage die 
Phasen "ungleich bela stet", dann storen sich die Einzelstrome, da 
sie zwangsweise Null werden mussen. Drei
leiter-Drehstromnetze sind daher in den 
Phasen moglichst gleichmliBig zu belasten 
oder, wenn dies nicht durcbfiihrbar ist, mit 

I einer R iic klei tu ngodereinem "N ullei ter" 
zu versehen, wodurch sie zu Vierleiter
Drehstromnetzen werden. 

Die Schaltweise der Leiterschleifen in Fig. 175. 
Fig. 174, bei der drei Spulenenden in 
einem Punkt vereinigt sind und die anderen Enden an die 
Leitungen gelegt werden, heiBt "Sternschaltung" (abgekiirzt V). 
Zwischen zwei AuBenleitern ist dann die Spannung groBer als die in 
einer Schleife induzierte Spannung e, sie ist E = e .-y3; der Strom J 
in einer Leitung ist gleich dem Strom i in einer Leiterschleife. 

Die Schleifen konnen aberauch so verkniipft werden, daB sie einen 
geschlossenen Stromkreis bilden. Wegen der Dreieckform des 
Schaltbildes (Fig.175) wird diese Schaltung "Dreieckschaltung" 
genannt (abgekii.rzt 6). Hierbei bleibt E = e und es wird J = i .-y3. 
Eine R.ii.ckleitung ist auch bei ungleichmaBiger Belastung nicht notig. 

Schwach- und Starkstrom. Anlagen, die nur geringe Span
nung und Stromstarke verlangen, wie Klingelanlagen, Haustelephone, 
Kleinbeleuchtungen usw., werden mit "Schwachstrom" betrieben. 
Ais Stromquellen dienen Elemente oder kleine Akkumulatoren. 
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Miissen groBere elektrisehe Energiemengen jederzeit zur Verfiigung 
stehen, dann wird der Betrieb mit Elementen unvorteilhaft, ja un
moglieh. Der dazu notwendige "Star kstro m" wird unmittelbar 
Dynamomaschinen oder groBen Akkumulatorenbatterien 
entnommen. 

Schwachstromanlagen konnen aueh durch kleine Maschinen gespeist 
oder unter Zwischenschaltung von Vorrichtungen, welche die Spallnung 
bis zur Elementspannung vermindern, an Starkstromleitungen angeschlos
sen werden. 

Der Wider stand der Leiter. 
Jeder Leiter setzt dem DurchflieBen des elektrischen Stromes einen 

Widerstand entgegen. Dieser ist vom Stoff, von der Lange, der 
GroBe der Quersehnittsflache und von der Temperatur des 
I,eiters a bhangig. Um die GroBe des Widerstandes zahlenmaBig an
geben zu konnen, benutzen wir als Vergleichswert das "Ohm" (abgekiirzt 
Q). 1 Q ist der Widerstand eines Quecksilberfadens von 106,3 em 
Lange und 1 mm2 Querschnitt bei der Temperatur des schmelzenden 
Eises. 

Zum Vergleich der Widerstande verschiedener Materialien sind dureh 
Versuche ihre Widerstande bei 1 m Lange, 1 mm 2 Querschnitt IDld 15° C 
ermittelt worden. In naehstehender Aufstellung sind einige dieser 
"spezifischen Widerstande", die mit e bezeichnet und in Q ge
messen werden, angegeben: 

Material 

Aluminium 
Blei .. 
Eisen ... 
Kupfer .. 
Kruppin . 
Neusilber. 
Nickelin 
Silber 
Zink ... 
Kohle .. 

!' in n 

0,03 
0,21 
0,13 
0,0175 
0,81 
0,31 
0,40 
0,016 
0,067 

10-100 

Mit Hilfe von e konnen wir den Widerstand Reiner Leitung berechnen, 
wenn uns ihI'e Lange l in m und ihI' Querschnitt q in mm2 bekannt 
sind; es ist: 

1 R=e'- in Q. q 

Eine Leitung aus Zinkdraht hat z. B. bei 1 = 50 m Lange und 
q = 2,0 mm 2 Quersehnitt einen Widerstand: 

50 
R = 0,067 . "2 = 1,675 Q. 
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Mit del' Lange und mit abnehmendem Querschnitt nimmt del' Wider
stand eines Leiters zu; er ist um so kleiner, je kleiner del' spezifische 
Widerstand des Materials ist. Nachst Sil bel', das wegen seines Preises 
ausscheidet, hatK u pfer den geringsten s pezifischen Widersta nd; 
es ist daher das gebrauchliche Leitungsmaterial, wird abel' zuweilen 
durch Zink, Aluminium odeI' Eisen ersetzt, wenn Riicksichten auf 
Preis, Gewicht odeI' Festigkeit dies erfordern. Dann miissen abel' 
groBere Querschnitte gewahlt werden, damit die durch den Wider
stand entstehenden Verluste (siehe S.260) in annehmbaren Grenzen 
bleiben sollen. 

Fiir "Widerstande", das sind Leiter, die Widerstand haben sollen, 
verwendet man hauptsachlich Nickellegierungen, wie Neusilber, 
Nickelin odeI' Kruppin usw., die besonders hohe spezifische Wider
stande besitzen. 

Bei allen Metallen nimmt del' Widerstand durch Temperatur
erhohung mehr odeI' weniger zu; dies muB bei MeBwiderstanden 
beriicksichtigt werden. Kohle und Fliissigkeiten, welche den 
Strom leiten, verlieren bei steigender Temperatur an Widerstand. 

Als Besonderheit sei noch del' metallahnliche Stoff Selen erwahnt, 
dessen Widerstand im Dunkeln am groBten ist und sich bei Belich
tung verringert; nach wiederkehrender Dunkelheit nimmt er wieder 
seinen urspriinglichen Wert an. 

Das Ohmsche Gesetz. Die GesetzmaBigkeit del' Beziehungen 
zwischen Spannung, Strom und Widerstand erkannte 1826 del' 
deutsche Physiker Ohm; ihm zu Ehren wurde die Einheit des Wider
standes mit "Ohm" bezeichnet. 

Benennen wir die Spannung in Volt mit E, den Strom in Ampere mit 
J und den Widerstand in Ohm mit R, so ist: 

E=J·R. (1) 

Durch algebraische Umformung erhalten wir: 

R= ~ (2) 

und 
E 

J = R' (:3) 

Nach Formel (3) £IieBt durch einen Draht vail R = 10 [J Wider
stand bei einer Spannung von E = 220 Vein Strom 

220 
J = --~ =22A. 

10 
Um durch einen Draht von R = 1,5 [J Widerstand einen Strom von 

J = 6 A zu schicken, brauchen wir nach Formel (1) eine Spannung: 

E = 6 . 1,5 = 9 V. 
Legen wir an diese Leitung eine Spannung von llO Volt an und 

elltnehmen 6 A, so stehen uns an del' Verbrauchsstelle 6 A bei 
Win k e 1, Der prakt. l\1aschinenbauer II. 1. 17 
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llO V - 9 V = 101 V zur Verfugung. 9 V sind im Draht verbraucht 
worden, um das Prod u kt Stro m X W idersta nd zu uberwinden, 
welches deshalb auch "Gegenspannung" genannt wird. 1st der er
rechnete Spannungsverlust von 9 V zu groB, so mussen wir den 
Widerstand verringern, damit die Gegenspannung kleiner wird. 

Das Ohmsche Gesetz gilt fur Gleichstrom; es ist auch fur Wechsel
strom richtig, wenn die Leitung nur Materialwiderstand oder 
"Ohmschen Widersta nd" besitzt. lst in einemStromkreise, besonders 
bei Spulen, auch Selbstinduktion vorhanden, so wird die angelegte 
Wechselspannung nicht nur durch die Gegenspannung J. R, sondern 
auch durch die EMK der Selbstinduktion geschwacht, welche des
halb "ind u kti ver Widersta nd" heiBt. Er 
bildet mit dem Ohmschen Widerstand fur 
Wechselstrom einen "scheinbaren Wider
stand" R.; das Ohmsche Gesetz heiBt dann: 

E=J· R •. 
Die GroBe des induktiven R, 

Widerstandes nimmt mit der 
Fre q uenz des Wechselstromes 
und mit der Zahl der Spulenwin
dungen zu, so daB Spulen mit ge-

Fig. 176. ringem Ohmschen Widerstande 
unter Umstiinden Wechselstromen 

RZ 

Fig. 177. 

sehr hohe scheinbare Widerstande entgegensetzen; man nennt' solche 
Spulen "Drosselspulen". 

Fur MeBwiderstande ist oft die Herstellung selbstind u ktions
freier Spulen aus Widerstandsdraht erforderlich, damit sie auch einem 
Wechselstromnur Ohmschen Widerstand bieten. Fig. 176 zeigt eine der
artigeSpulenausfuhrung mit zwei£iidiger oder "bi£ilarer" Wicklung, 
durch welche der Wechselstrom seine induzierende Wirkung aufhebt. 

WidersUinde in Serienschaltung. 

An der Batterie B (Fig. 177) Hegen hintereinander geschaltete 
Widerstande. Der Strom J durch£lieBt die Widerstande R l , R 2 , R3 und 
R'i der Reihe nach; die StromgroBe kann sich auf diesem Wege nicht 
andern, sie bleibt unveriindert. Die vier Widerstande wirken wie 
ein einziger Widerstand R, der gleich der Summe der Einzelwider
stande ist: 

Allgemein gilt also: Hi n terei na ndergeschaltete W iders tande 
addieren sich. 

Die GroBe des Stromes J finden wir nach dem Ohmschen Gesetz: 
E 

J=R:' 
Die Batteriespannung E muB sich bei jedem Widerstande durch 

die Gegenspannung vermindern; der z. B. durch Rl hervorgerufene 
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Spannungsverlust ist: EI = J. RI . Zwischen dem - -Pol der Batterie 
und der Leitung von RI nach R2 besteht nur noch eine Spannung E - E I. 

Widerstande in Parallelschaltung. 

In den Stromkreis der Batterie B sind die Widerstande Ru R2 und 
R3 ne be nei na naer eingeschaltet (Fig. 178). Die Klemmenspannung E 
wirkt auf jeden dieser Widerstande; wir konnen also nach dem Ohm
schen Gesetz die GroBe des durch jeden Widerstand flieBenden Stromes 
bestimmen: 

E E E 
J 1 =-; J2=~ und Ja=-· 

Rl R2 R3 
Nach der Ki rchhoffsc he n Re gel (siehe Abschnitt 

Gleichstrom, S.254) ist der Strom J, welcher den ganzen 
Kreis durchflieBt: 

E E E 
J = J 1 + J 2 + J a = RI + R2 + Ra 

=E.(_~+~+_l ). 
Rl R2 R3 

Bezeichnen wir den durch die drei Widerstande her
vorgerufenen Gesamtwiderstand mit R, dann konnen 

wir ! fiir J einsetzen: . 

E (1 1 1) ]i=E T+T+T . 
1 2 a 

Wir dividieren die Gleichung durch E und erhalten: 

~=_~+~+_L, 
R RI R2 R3 

Fig. 178. 

d. h.: Bei parallel geschalteten Widerstanden ist der umgekehrte oder 
reziproke Wert des Gesamtwiderstandes gleich der Summe der 
reziproken Werte der Einzelwiderstande. 

1 
Der Ausdruck li, wird auch "Leitwert" genannt, weil seine GroBe 

ahgibt, ob sich ein Material gut als Leiter eignet. Je kleiner der Wider
stand R ist, um so besser wird der Strom geleitet und um so groBer wird 

der Leitwert ~ . 
Wir konnen also auch sagen: Die Leitwerte paralleigeschalteter 

Widerstande addieren sich. 
Beispiel: Die Widerstande in Fig. 178 mogen sein: Hl = 8 Q, 

R2 = 0,5 Q und Ra = 20 Q; dann ist: . 

1 1 1 1 5 80 2 87 
li,=s+ 0,5-+20· =40+ 40+ 40=40' 

17· 
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Aus dem Gesamtleitwert ~. find en wir den Gesamtwiderstand R, 

indem wir die Gleichung umdrehen: 
R 40 T = 87 = ",,0,46 Q. 

Durch Hinzufiigen eines weiteren Widerstandes R4 = 5 Q in Parallel
schaltung erhalten wir: 

1 ·87 1 95 40 
Ii = 40 + '5 = 40 und R = 95 = "" 0,42 Q . 

Der Gesamtwiderstand wird also durch Parallelschaltung von Wider
standen geringer, der Leitwert und damit der Gesamtstrom nehmen zu. 

AIle Vorrichtungen, durch die wir die Wirkungen der Elektrizitat 
nutzbar machen, sind Widerstande; sie werden fast immer parallel zuein
ander in das Stromnetz eingeschaltet. Reihenschaltung wird angewendet, 
wenn die Nutzwiderstande fiir die vorhandene Netzspannung zu gering 
sind. Sie wiirden, einzeln angeschlossen, durch zu starken Strom unzu
liissig erhitzt oder so fort zersti:irt werden. 

VIII. Die elektrische Leistung. 
Die Spannung gibt die Arbeit an, welche die Elektrizitats

menge Eins ltJistenkann (siehe Abschnitt Potential, S. 235). Steht uns 
ein Mehrfaches dieser Menge zur Verfiigung, so steigt in gleichem 
Verhaltnis das Arbeitsvermogen, es ist gleich Spannung X Elek
trizi tats me nge. 

Durch Einsetzen der technischen MaBe Volt und Ampere bringen 
wir in diese Beziehung noch die Zeiteinheit hinein, weil 1 A die in 
1 sek durch einen Leiter flieBende Strommenge ist. Wir erhalten 
also Arbeit in der Zeiteinheit, also eine Leistung. Bezeichnen wir 
diese mit N, die Spannung in V mit E und die Stromstarke in A mit J, 
so ist: 

N=E·J. 
Die Leistung 1 V . 1 A nennt man 1 W a t t (abgekiirzt W); 1000 W 

sind 1 Kilowatt (abgekiirztkW) und entsprecheneiner mechanischen 
Leistung von 102 mkgjsek. 

Die Gleichstromleistung. Um eine Leistung zu bekomme~, 
miissen Spannung und Strom zugleich vorhanden sein und wirken. 
Bei Gleichstrom ist diese Bedingung stets erfiillt und seine wir kliche 
oder "effe kti ve" Leistung an der Verbrauchsstelle ist: 

N.=E.J in W. 
Zwischen der Stromquelle und der Verbrauchsstelle ist stets eine 

Leitung mit einem Ohmschen Widerstande R vorhanden. Ihre Gegen
spannung J. R bildet mit dem durchflieBenden Strome J gewissermaBen 
eine "Gegenleistung" oder richtiger: einen Leistungsverlust. 
Bezeichnen wir ihn mit N v' so ist: 

N v = (J. R) . J = J2 . R in W . 
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In der Leitung haben wir also nicht nur Spannungsverlust, son
dern auch Leistungsverlust; er wachst mit dem Widers.tande 
und im Quadrat der Stromstarke. Wir konnen diesen Verlust mit 
einer Reibung des Stromes im Leiter vergleichen, und er au13ert sich 
auch so: namlich durch Erwarmung der Leitung. Der Widerstand eines 
Leitungsnetzes mu13 neben wirtschaftlichen Grunden also auch aus Sicher
heitsgrunden moglichst gering sein, urn feuergefahrliche Erwarmung der 
Drahte zu vermeiden. Zu diesem Zwecke bestehen auch uber die zu
Iassigen Stromstarken fUr bestimmte Drahtquerschnitte und Materialien 
besondere Vorschriften, die bei der Ausfuhrung von Anlagen eingehalten 
werden mussen. 

Die Wechselstromleistung. Hatein WechselstromnetznurOhm
schen Widerstand, dann sind Spannung und Strom, wie beim Gleich
strom, gleichzeitig vorhan
den. In Fig. 179 sind e und i 
die Kurven der A uge n blic ks
werte von Spannung und 
Stro m wahrend einer Periode. + I--I-"L--~\-:":'::"--I------\c---I 
Beide Werteerreichenz u gleich 
ihre positiven und negativen 
H6hepunkteund werden zu
sammen Null, Spannung und 
Strom sind "in Phase". 

Abgesehen von den Null
punkten ist in jedem Augen
blick eine Leistung e· i vor-' 
hand en; tragen wir ihre Betrage 
als Ordinaten ein, so erhalten 

t 
e: 1mm =10 Volt: 
i: 1mm = ZAmp. 

e·i: 1mm = 120 Watt" 

Fig. 179. 

wir die Kurve e' i = t (t). Sie bekommt nur positive Ordi· 
naten, da (- e)' (- i) = + e' i ist, und ergibt die Augenblicks
werte odeI' "Mo ment an werte" der Leistung, welche in jeder Periode 
in zwei Wellen wirkt. Diese schwingende Leistung auBert sich infolge 
der Tragheit der energieverbrauchenden Einrichtungen als mi ttlere 
effektive Leistung Ne (Fig. 179). Die Kurve Ne = t (t) verlauft 
parallel zur x-Achse; ihre F lac heist gleich der Sum me der be ide n 
Flachen der Kurve e' i = t (t) . 

Meistens hat aber jeder Wechselstromkreis neben dem Ohmschen 
Widerstande auch induktiven Widerstand. Er verursacht zwi
schen Spannung und Strom eine "Phasen verschie bu ng", d. h. beide 
haben ihre Hochst- und Nullwerte nipht mehr gleichzeitig. Fig. 180 
zeigt die gro13te mogliche Phasenverschiebung: Beim h6chsten Wert 
der Spann ung ist der Strom Null, und beim h6chsten Stromwert 
ist die Spannung Null. ([J (Phi) ist der Betrag, urn welchen der Strom 
der Spannung nacheilt, er ist gleich dem vierten Teil der ganzen 
Periode. Aus Fig .166 wissen wir, daB eine Periode einer vollen Umdrehung 
der Leiterschleife, also einer Drehung von 360° entspricht; ein Perioden
viertel ist dann eine Drehung von 90°. Man sagt deshalb: Die Phasen-
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verschiebung betragt 90° oder der Strom eilt der Spannung 
um 90° nacho 

Betrachten wir jetzt die Leistung. Die Multiplikation der Momentan
werte von Spannung und Strom ergibt eine Kurve e . i = t (t) , welche die 

+ 

i 

Fig. 180. 

Zeitlinie in jedem Period envier
tel schneidet (Fig. ISO) und da
durch zwei positive und zwei 
negative flachengleiche Ab
schnitte bildet. lille Summe gibt 
uns die e£fektive Leistung an: 
die Summe und N. werden 
Null. 

An den MeBinstrumenten 
lesen wir wie vorher, als keine 
Phasenverschiebung vorhanden 
war, fur Spannung und Strom 
die Mittelwerte E und Jab. 
Ihr Produkt entspricht aber 
nicht der wirklichen Leistung, 
sondern ergibt eine gr6.Berc 
;,scheinbare Leistung". Das 

Verhaltnis der wirklichen zur scheinharen Leistung wird mit 
"Leist u ngsfa ktor" bezeichnet, also: 

L . f k wirkliche Leistung 
elStungs a tor =. . 

schembare Lelstung 
oder 
scheinbareLeistung X Leistu ngsfaktor= wirklicheLeistu ng. 

Die letzte Gleichung erklart den Namen "Leistungsfaktor": Mit 
ihm muB man die schein bare Leistung multiplizieren, um die wirk
liche Leistu ng zu erhalten. 

Fur den betrachteten Fall der graBten Phasenverschiebung um 
<p = 90° ist die wirkliche Leistung und damit auch der Leistungsfaktor 
Null. 1m ersten Beispiel, bei dem eine Phasenverschiebung von <p = 0° 
vorhanden ist, ist der Leistungsfaldor gleich Eins, weil die scheinbare 
Leistung E· J gleich der wirklichen Leistung ist. 

lJie Anderung des Leistungsfaktors von Eins fiir <p = 0° bis 
Null fiir rp = 90° entspricht dem Verlauf der Kosinusfunktion des 
Winkels <po Man gibt daher den Leistungsfaktor als "cos rp" an, 
und wir erhalten unter Beriicksichtigung einer Phasenverschiebung fur 
die Wechselstromleistung: 

N. = E . J. cos <p in W. 

Die Phasenverschiebung kann aber auch durch Kondensatoren oder 
Kondensatorwirkung in entgegengesetztem Sinne auftreten. Ein 
"kapazitiver Widerstand" bewirkt, daB der Strom der Spannung 
vorauseilt. Wir k6nnen diese Erscheinung benutzen, urn die Wirkung 
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des induktiven Widerstandes aufzuheben oder zu mildern und so 
den Leistungsfaktor seinem groBten Werte zu nahem. 

Jedes Wechselstromnetz hat auBer dem Ohmschen Widerstande an 
und fiir sich Widerstande induktiver und kapazitiver Art, die sich mei
stens aufheben, so daB cos<p = "'" 1 wird. Eingeschaltete Gliihlampen 
erhohen nur den Ohmschen Widerstand, dagegen vergroBem leerlau
fende Motoren und Transformatoren sowie Drosselspulen 
die Selbstinduktion bis cos<p=O. 

Die Leistung des Dreiphasen-Wechselstromes ist die dreifache eines 
einphasigen Wechselstromes gleicher Starke und Spannung, also 

Ne = 3 e· i . cosrp. 

Durch Einsetzen von E und J bringen wir sowohl bei Stem- als auch 

bei Dreieckschaltung in diese Gleichung den Faktor i1a hinein, so daB 

wir erhalten: 

3 i-Ne=-=·E.J.cosrp= 3.E .. J.cosrp. i3 . 
Die elektrische Arbeit. 

Multiplizieren wir die Leistung N., also die Arbeit in del' Zeitein
heit, mit der Zeit t, wahrend welcher die Leistung benutzt wird, so er
halten wir die Ar bei t: 

A =N •. t. 
Entsprechend den GroBen von N. und t wird die Arbeit angegeben in 

Wsek = "Wattsekunden" odeI' "Joule"; 
3600 Wsek = 1 Wh = I"Wattstunde"; 

1000 Wh = 1 kWh = 1 "Kilowattstunde". 

IX. Die Transformatoren. 
Um den Betrieb groBerer elektrischer Kraftwerke moglichst wirt

schaftlich zu gestalten, werdensie zweckmiWig dort errichtet, wo 
'Vasserkl'afte odeI' Fundstellen von Brennstoffen vorhanden sind. 
Fallt das Vol'kommen diesel' Naturkrafte mit dem Versorgungsgebiet del' 
Werke nicht zusammen, dann sind lange Stromleitungen notig. 

Angenommen, es soll eine Leistung von 1000 kW auf 50 km iibertragen 
werden. Bei einer Verbl'auchspannung von 220 V miissen wir dazu 

. S 1000000W 454 Af I' D' A £"h d emen trom von 220 V = 5 ort elten. Ie us u rung er 

zusammen 100 km Iangen Hin- und Riickieitung ist wegen del' hohen 
Kosten fiir diese Stromstarke unmogIich. Wahlen wir eine hahere 
Spannung, z. B. 50000 V, dann brauchen wir nur einen Strom von 
1000000 W 
50000 V· = 20 A, zu dessen Fortleitung ein Draht von 2,5 mm2 
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Querschnitt genugt, den wir fur Freileitungen allerdings aus Festigkeits
rucksichten auf mindestens 10 mm 2 bemessen mussen. Dieser Querschnitt 
entspricht einem Durchmesser von 3,6 mm, einer Drahtstarke, mit der 
wir die Anlage noch ausfUhren konnen. 

Mit Dynamomaschinen konnen wir nun mit Rucksichten auf ihren 
Bau derartig hohe Spannungen nicht erzeugen. 

Die "Spannungswandler" oder "Transformatoren" bieten 
uns aber die Moglichkeit, Wechselspannungen in einfacher Weise stark 
zu steigern. Deshalb fUhren Hochspannungsleitungen stets Wechsel
strom, und zwar meistens Drehstrom, weil er fUr den Antrieb von Motoren 
besonders geeignet ist. 

Die Wirkungsweise der Transformatoren beruht auf der gegenseitigen 
Induktion (siehe S. 249). Thre Ausfuhrungsformen richten sich nach del). 

Verwendungszwecken und nach den Her
stellern. 

#a>h Meeler" Allgemein werden die Eisenkorper aus 
Blechen zusammengesetzt, die voneinan
der durch Papier isoliert sind, um die ent-

Sj7QI717Uo/ Sj7QI7I7t1I7!/ stehenden Wirbelstrome und damit die 
durch sie hervorgerufenen Verluste mog-

Fig. 181. lichst niedrig zu halten. Fig. 181 zeigt 
uns eine gebrauchliche Form eines Dreh

stromtransformators. Der Eisenblechkorper ist so ausgebildet, daB 
der entstehende FluB der magnetischen Induktion vollstandig auf
genommen wird; er tragt drei "Primar"- oder Niederspannungs
spulen aus wenigen Windungen starken Drahtes. Auf sie sind 
gut isoliert die drei "Sekundar"- oder Hochspannungsspulen 
in vielen Windungen aus dunnem Draht gewickelt. Beide Spulen
gruppen sind hier im Stern geschaltet; sie konnen auch beide Dreiec k
schaltung haben oder ungleich geschaltet sein. 

Die Spannungen verhalten sich wie die Windungszahlen der 
Spulen. Werden primar bei 100 Windungen e. = 5000 V angelegt und 
hat die Sekundarspule 1000 Windungen, dann 1<:onnen wir die Hoch-

. E 1000 
spannung E aus der BezlChung 5000 = ---ulO berechnen: E = 50000 V. 

Durch unvermeidliche Verluste im Spannungswandler ist die wirk
liche Sekundarspannung um einige Prozent geringer als die errechnete; 
auch die abgegebene Leistung erreicht nicht die Hohe der aufgenom
menen Leistung. Der Wirkungsgrad der Transformatoren ist aber sehr 
gut und schwankt zwischen 95 bis 99%. 

Ein Teil der Verluste setzt sich in Warme um; stark belastete 
Transformatoren stehen deshalb zur Kiihlung inBehaltern, die mit 
01 gefUIlt sind. Um bei Dauerbetrieb ein Erreichen der Entzundungs
temperatur des Oles zu verhindern, sind Schmelzsicherungen ein
gebaut, die bei einer bestimmten Temperatur des 01es durchschmelzen 
und den Transformator selbsttatig auBer Betricb setzen. 



Lehre von der Elektrizitat und dem Magnetismus. 265 

In den Verbrauchsorten wird die Hochspannung durch Transfor
matoren, die meist in besonderen Hauschen aufgestellt sind, auf Ge
btauchsspannung umgesetzt und in die Ortsnetze geleitet. 

X. Elektrische Me.6instrumente. 
Die Elektrizitat selbst ist nicht meBbar; wir konnen abel' durch ihre 

Wirkungen ihr Vorhandensein erkennen. Zum Messen brauchen 
wir jedoch die zahlenmaBige Angabe diesel' Wirkungen, und dazu dienen 
die elektrischen MeBinstrumente; mit ihnen stellen wir die Betrage von 
Spannung, Strom, Leistung und Arbeit fest. 

Die Bezeichnung del' Instrumente richtet sich nach Bauart und Ver
wendungszweck. Allgemein unterscheidet man "technische" Instru
mente, welche gegen rauhe Behandlung weniger empfindlich sind, und 
deren Angaben fur praktische Zwecke genugen, und "Prazisions
instrumente" fUr genaue Messungen. 

Alle MeBinstrumente mussen nach ihrer Anfertigung mit Normal
instrumenten verglichen oder "geeicht" werden, die ihrerseits 
wieder von del' Physikalisch-Technischen Reichsanstalt ge
pruft worden sind. 

Fur Prazisionsinstrumente wird meistens vom Hersteller ein K ur
venblatt zur Berichtigung del' Ablesungen mitgeliefert. 

Zur Vermeidung von Abiesefehiern durch schrages Anblicken des 
uber del' Teilung schwebenden Zeigers haben Priizisionsinstrumente neben 
del' Teilung einen Spiegel. Die Ablesung muB so ausgefUhrtwerden, daB 
das ablesende Auge sein Spiegelbild vom Zeiger hal biert sieht. 

Mit Ausnahme des Aron- und des Elektrolytzahlers sowie des Fre
quenzmessers sind aIle besseren Instrumente mit "Dampfungen" 
versehen und haben dann das Beiwort: "aperiodisch". Die Damp
fungen sollen verhindern, daB die durch das Einschalten plotzlich an
gestoBenen beweglichen Teile mit dem Zeiger tangere Zeit schwingen; 
bei Motorzahlern sollen sie gleichmaBige Drehzahlen fur jede Be
lastung und sofortigen Stillstand nach dem Ausschalten gewahr
leisten. 

Bei Weicheiseninstrumenten wird die "L u ftd amp fun g" verwendet: 
In einem einseitig geschlossenen Rohr wird eine freigehende Blech
scheibe bewegt; sie wirkt bremsend wie del' Kolben einer Pumpe. 

Motorzahler undandere Instrumente werden durch die Brems
wirkung von Metallscheiben gedampft, in welchen die Felder 
von Dauermagneten Wirbelstrome erzeugen. In Drehspul
instrumenten entstehen diese Wirbelstrome in dem Al u mi ni u m
rahmen del' Drehspule. 

Wir wollen nun die Grundlagen einiger del' gebrauchlichsten Instru
mente betrachten. 

Spannungs- und Strommesser oder Volt- und Amperemeter 
sind gleichartige Instrumente, niimlich Strommesser. Das Ohmsche 
Gesetz E = J. R sagt uns, daB bei gleichbleibendem Widerstande R 
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die Spannung E dem Strom J proportional ist. Zur Spannungsmessung 
messen wir daher einen Strom, dessen GroBe nur von der Spannung 
bestimmt wird. Der notwendige unveranderliche Widerstand befindet 
sich meist im Instrument. Die Strommessung geschieht mit dem gan
zen oder mit einem Teil des Stromes, der gemessen werden solI. 

Weicheiseninstrumente enthalten eine Spule, in welche das bei 
Stromdurchgang entstehende Feld einen leichten Kern aus weichem 
Eisenblech hineinzieht. Seine Bewegung wird durch eine Welle auf 
einen Zeiger iibertragen, dessen Ausschlag auf einer Teilung sichtbar ist. 

Nach dem AusschaIten des Stromes kehrt der Zeiger durch Gcgen
gewicht in seine Nullstellung zuruck. Die Instrumente miissen deshalb 
hangend benutzt werden und so ausgerichtet sein, daB der Zeiger 
auf Null steht. Es gibt auch Ausfiihrungen, bei denen die Riickbewegung 
des Zeigers durch Federn erfolgt; ein Ausrichten ist dann nicht 
notwendig. 

Die Spule eines Spannungsmessers hat viele Windungen feinen 
Drahtes; ihr Widerstand ist hoch, und der MeBstrom daher gering. 
Strommesserspulen erhalten wenig Windungen dicken Drahtes; fUr 
sehr starke Strome geniigt eine Windung aus Flachkupfer. 

Weicheiseninstrumente sind fiir Gleich- und Wechselstrom 
brauchbar, da das Feld der Spule den Kern in beiden Fallen einzieht. 
Sie werden aber nur fUr rohe Messungen und als billige SchaIttafelinstru
mente benutzt. 

Drehspulinstrumente. Ein beweglicher Magnet wird durch das Feld 
einer Spule abgelenkt. Bei den Drehspulinstrumenten wird diese 
Erscheinung umgekehrt: Zwischen den Polen eines festen hufeisen
formigen Dauermagneten aus Stahl befindet sich eine drehbare 
Spule mit einem Zeiger, die auf einen Aluminiumrahmen gewickelt 
und zwischen Spitzen gelagert ist. Die ZufUhrung und die Ableitung 
des Stromes erfolgen durch zwei Spiralfedern, die auch fur die NullstelJung 
des Zeigers sorgen. Bei Stromdurchgang lenkt das feste Feld des Ma
gneten die Spule aus der Nullage abo 

Die Drehspulinstrumente, auch Weston-Instrumente genannt, 
eignen sich wegen ihrer hohen Empfindlichkeit fUr genaue Mes
sungen; solche Prazisionsinstrumente sind liegend zu benutzen. 

In einfacherer AusfUhrung werden sie auch als technische Instru
mente fur Schalttafeln angefertigt. Beid e Arten sind aber nurfiir G Ie i c h
strom verwendbar und deshalb an den Klemmen mitPolbezeichung 
versehen. 

Die Drehspule muB leicht und zierlich gebaut sein und kann daher 
nur mit sehr d iinnem Draht bewickelt werden. Sie hat hohen Wider
stand und muB vor Dberlastu ng geschutzt werden. Fur Spannungs
messer geschieht dies durch einen vorgeschalteten festen Widerstand, 
wahrend bei Strommessern ein kleiner Widerstand parallel geschaltet 
wird, so daB die Spule nur einen geringen Teilstrom bekommt. 

Dynamische Instrumente, auch D yna mo meter (Bewegungs
messer) genannt, haben eine feste und eine bewegliche Spule, die 
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in Reihe geschaltet sind. Der beide Spulen durchflieBende Strom er
zeugtzwei Felder, welche die mit einem Zeiger versehene bewegliche 
Spule drehen .. Durch Federn wird der Drehkraft das Gleichgewicht 
gehalten und die Spule beim AufhOren des Stromes auf Null zuriick
gebracht. 

Diese Instrumente, die auch als Strom- und Spannungsmesser 
ausgefiihrt werden, arbeiten bei Gleich- und bei Wechselstrom 
und eignen sich fiir genaue Messungen. 

Induktions- und Drehfeldinstrumente. Hier wirken durch Elek
tromagnete erzeugte Wechselfelder auf ScheibenoderTrommeln 
aus Kupfer oder Aluminium ein. Durch die in ihnen entstehenden Wir
belstrome .werden die Trommeln in Drehung versetzt und iiber
wind en die Gegenkraft einer Feder; die GroBe del' Drehung giht ein 
Zeiger auf einer Teilung an. 

Verwendet werden diese sog. Ferraris-Instrumente als technische 
Strom- und Spannungsmesser fiir W echselstrom krei se. 

Hitzdrahtinstrumente Mnnen fiir Gleich- und Wechselstrom 
benutzt werden. In ihnen wird ein d iinner Draht aus Platin-Iridium, 
der durch eine Feder gespannt ist, bei Stromdurchgang erwarmt. Die 
durch die Stromwarme J2. R (siehe S. 260) hervorgerufeneA usdehn u ng 
des Drahtes wird auf einen Zeiger iibertragen. 

Infolge ihrer Tragheit und Ungenauigkeit werden Hitzdrahtinstru
mente nUl' fiir technische Messungen gebraucht. 

Frequenzmesser. Zur Priifung der Periodenzahl von Wechsel
strom bedient man sich eines Frequenzmessers. Er enthalt einen 
Satz von Stahlfedern verschiedener Lange, welche wie die Zahne 
eines Kammes an einem Ende eingespannt sind. Der Wechselstrom erregt 
einen Elektromagneten, dessen Wechselfeld die Feder zum star ksten 
Sch wingen anregt, deren Schwingu ngszahl mit der Periodenzahl 
des Stromes iibereinstimmt. Die freien Federenden liegen sichtbar neben 
einer Teilung, auf der die verschiedenen Pel'iodenzahlen abzulesen sind. 
Angeschlrssen werden diese Instrumente wie Spannungsmesser. 

Leistungsmesser oder Wattmeter zeigen das Prod u kt Span
nung X Strom an und beriicksichtigen bei Wechselstrom auch die 
Phasen verschie bung. 

Die dynamischen Wattmeter enthalten wie die gleichartigen 
Strom- und Spannungsmesser eine £este und eine bewegliche S pule. 
Die feste oder "Stromspule", besteht aus starkem Draht und wird 
vom Gebrauchsstrom oder von einem Teil desselben durchflossen. 
Die mit d iinnem Draht bewickelte bewegliche "Spannungsspule" 
tragt einen Zeiger und wird unmittelbar oder mit Vorschaltwiderstand 
an die Spannung gelegt. 

Der Ausschlag entsteht durch Einwirkung des Stromfeldes auf 
das Spannungsfeld, sowohI hei GIeich- als auch bei Wechsel
strom; er ist dem Produkt Spannung X Strom proportional. 

Induktions- und Drehfeldleistungsmesser sind nur als 
technische Instrumente £iir Wechselstromkreise geeignet. Sie 
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unterscheiden sich von den schon erwahnten Instrumenten gleicher Art 
dadurch, daB die Metallkorper durch zwei Wechselielder, namlich durch 
ein Strom- und ein Spannungsfeld, gedreht werden. Die Drehkraft 
bewirkt eine Ablenkung aus der Nullage, welche dem Produkt E· J. cos cp 
entspricht. 

Elektrizitatszahler. Wahrend die bisher aufge£iihrten Instrumente 
hauptsachlich an den Erzeugungsstatten der Elektrizitat und bei 
Versuchen Verwendung Hnden, werden die Zahler beim Verbrau~her 
aufgestellt. Sie mess en Leistung x Zeit, also Arbeit. 

Induktions- und Drehfeldzahler fiir Wechselstrom sind wie die 
betreffenden Wattmeter gebaut, nur wird bei ihnen die Drehung der 
Metal1korper nicht durch Federn beschrankt, sondern. sie drehen 
sich wie die Anker von Induktionsmotoren (siehe Bd. III). 

Die Umdrehungen werden auf ein Zahlwerk iibertragen, das un
mittelbar Kilowattstunden anzeigt. 

Pendelzahler. Eine altere aber recht genaue Zahlerart sind die 
Pendelzahler nach Aron. Durch Uhrwerke werden in ihnen zwei 
Pendel gleicher Schwingungszahl getrieben; jedes tragt am 
unteren Ende eine Spannungsspule. Unter jedem Pendel steht 
eine Stromspule. 

Durch entsprechende Wicklung der beiden Spulengruppen wird bei 
Benutzung des Zahlers mit Gleich- oder Wechselstrom ein Pendel be
schleunigt und das andere verzi::igert. Der Gangunterschied bei
der Pendel wirkt durch ein Planetengetriebe auf ein Zahlwerk. 

Motorzahler fiir Gleichstrom sind kleine GIeichstrommotoren, 
deren Anker vom SpannungsmeBstrom durchllossen und deren 
Feld vom Verbrauchsstrom erregt wird (siehe Gleichstrommotoren 
Bd. III). Die Umdrehungen des Ankers sind den entnommenen Kilo
wattstunden proportional und werden von einem Zahlwerk aufge
nommen. 

Elektrolytische Zahler benutzen die chemische Wirkung des 
Gleichstromes (siehe Abschnitt Elektrolyse S.270) zur Ermittlung der 
Arbeit. 1m "Stia - Zahler" wird durch einen Teil des Gebrauchsstromes 
aus einer Quecksilbersalzli::isung metallisches Quecksilber aus
geschieden, das sich in einem senkrechten Glasrohr sammelt. Die Hohe 
der Quecksilbersaule in diesem Rohr gibt an einer Teilung die Zahl 
del' Amperestunden an. Wird diese Angabe noch mit der GroBe del' 
als gleichbleibend angenommenen Spannung multipliziert, so erhalt man 
die Zahl der Kilowattstunden. 

1st das MeBrohr des Stia-Zahlers mit Quecksilber gefiillt, so kann er 
nach Umkehren und Wiederaufrichten mit dem Zahlen wieder beginnen. 

XI. Elektrische Messungen. 

Vor jeder Messung muB man sich iiberzeugen, ob das zu verwendende 
Instrument fiir die beabsichtigte Messung geei gnet ist und ob Bescha
digungen auBerlich wahrnehmbar sind; sind solche vorhanden, so 
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sollen derartige Instrumente nur mit VorsichtsmaBregeln an Starkstrom
anlagen angeschlossen werden. 

Bei Gleichstrominstrumenten ist auf polrichtigem AnschluB zu 
achten. 

Will man eine Ablesung machen, so beklopfe man das Instrument 
vorher mit dem Finger, um nicht durch Hangen des Zeigers unrichtige 
Angaben zu bekommen. 

Wir wollen nun betrachten, wie die wichtigsten Messungen ausgefiihrt 
werden. 

Messungen mit Spannungs- und Strommessern. In Fig. 182 
messen wir mit dem Voltmeter V die Netzspannung; es wird stets 
unmittelbar an beide spannungsfiihrende Leitungen angelegt. 

I. 

Fig. 182. Fig. 183. 

Das Amperemeter A wird in eine stromfuhrende Leitung ein
geschaltet und gibt uns die GroBe des durch die Leitung flieBenden 
Stromes an, dn hier die vier Lampen L speist. 

Haben wir Gleichstrom zur Verfugung und lesen wir ab: Spannung 
218 V und Strom 4,2 A, dann konnen wir daraus den Gesamtwider
stand der eingeschalteten Lampen finden: 

E 2i8 
R=-=-=52Q. 

J 4,2 

Mit Volt- und Amperemeter Mnnen wir also Widerstande er
mitteln, wenn wir Gleichstrom verwenden. Starkstrom darf nur fur 
solche zu messenden Widerstande benutzt werden, die an die vorhandene 
Spannung angelegt werden konnen. Die Messung l1iBt sich aber auch mit 
Strom aus Elementen oder kleinen Akkumulatoren ausfuhren; nur mus
sen die MeBinstrumente auch kleine Werte genugend genau angeben. 

Fur unsere Gleichstromanlage find en wir aber auch aus den 
abgelesenen GroBen die Leistung: 

Ne = E· J = 218.4,2 = 916 W. 

Fig. 183 zeigt uns, wie wir Instrumente miteinander vergleichen 
konnen. Zu diesem Zwecke schalten wir Voltmeter parallel zueinander 
und Amperemeter in Reihe. 
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Messungen mit dem Wattmeter. Hiermit konnen wir sowohl die 
Leistung in Gleichstromkreisen als auch in Wechselstrom
netzen ermitteln. Die Spannungsspule Be (Fig. 184) wird wie ein 
Vol t meter angeschlossen; der AnschluB der Stro ms pule Bi ge· 
schieht wie der eines Amperemeters. 

Benutzen wir Wattmeter, Volt- und Amperemeter (Fig. 185), 
so gestattet uns diese Anordnung bei Gleichstrom eine Priifung der 
Instrumente: Das Produkt E . J muB gleich der Ablesung des Watt
meters sein. 

1m Wechselstromkreise stellen wir aus E· J die schein bare Lei
s tung und mit dem Wattmeter die wir kliche Leistung fest; das Ver-

h .. l . wirkliche Leistung 
a tms h. b L· sei in unserm FaIle se em are Blstung 

1050W 
1400 W = 0,75 = coscp. 

Fig. 184. Fig. 185. Fig. 186. 

Fiir Instrumente, welehe einen mogliehst groBen MeBbereich haben 
sollen, werden sog. "MeBwiderstande" gelie£ert. In Fig. 186 ist dem 
Voltmeter ein Widerstand Rv vorgeschaItet worden, damit es fiir 
hohere Spannung gebraueht werden kann. Dem Amp ere meter liegt 
der Widersta nd RA parallel, wodurch es fUr starkere Strome benutzbar 
wird. Diese Widerstande konnen auch fiir Wattmeter verwendet wer
<ien; sie sind stets so ausgefiihrt, daB die Angaben der Instrumente mit 
runden Zahlen zu multiplizieren sind. 

XII. Elektrolyse. 
Der elektrische Strom auBert auch chemischeWirkungen: Leiten 

,vir d urch eine Kupfervitriollosung einen G lei c h s t rom, so wird die 
Fliissigkeit zersetzt. Dies geschieht nach der Formel: 

CuS04 =Cu + S04' 
Der "Elektrolyt", d. h. die Losung, wird chemisch zerlegt; das 

freiweroende Kupfer. iiberzieht die Austrittstelle des Stromes, die 
"Kathode". Der Saurerest S04. geht zur Eintrittstelle des Stromes, 
der ,;Anode", und verwandelt sie in Kupfervitriol, wenn sie aus 
Kupfer besteht. 
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Bei dies em Vorgang, der "Elektrolyse" genannt wird, ist die aus
geschiedene Stoffmenge der Stromstarke und der Zeit proportional. 

Da dies bei allen elektrochemischen Zersetzungen der Fall ist, werden 
sie zur Bestimmung der StrCimstarke von 1 Ampere benutzt. Die Er
£ahrung hat gezeigt, daB sich hierzu die Elektrolyse von Silbernitrat 
am besten eignet. ZweckmaBig bedient man sich des Sil bervol ta
meters von Hart mann & Braun, Fig. 187. Die Anode ist ein Silber
stab, der Elektrolyt befindet sich in einem genau abgewogenen 
Platintiegel, der auch zugleich Ka-
thode ist. Wahrend der Messung muB 
der Strom unveriindert gehalten wer
den. Nach der Messung wird die Ge
wichtszunahme des Platintiegels festge
stellt und dieser Wert durch die MeBzeit 
in Sekunden und durch 1,118 mg geteilt, 
weil nach gesetzlicher Bestimmung 
1 Amrere die Stromstarke ist, welche 
in 1 Sekunde aus einer SilbernitratlOsung 
1,118 mg Silber abscheidet. Auf diese 
Weise erhiilt man die GroBe des durch 
das Voltameter geschickten Stromes in 
Amrere und kann so Amperemeter 
eichen, welche als Nor mali nstru men
te verwendet werden sollen; sie werden 
zur Eichung mit dem Voltameter in Fig. 187. 
Reihe geschaltet. 

Die Erscheinung der Elektrolyse, daB an der Kathode das Metall 
aus einer Losung von Metallsalz ausgeschieden wird, findet ausgedehnte 
Anwendung beim "Galvanisieren". Leiter und Nichtleiter werden 
dadurch zum Schutz und zur Verschonerung mit Metallen uberzogen. 
Nichtmetalle mussen dazu erst mit einem leitenden Uberzuge versehen 
werden, wozu Graphit oder chemische Silberniederschlage dienen. 

XID. Sicherungsvorschriften. 
Yom Verbande deutscher Elektrotechniker sind "Vorschrif

ten fur die Errichtung und den Betrieb elektrischer Starkstromanlagen 
nebst Ausfuhrungsregeln" herausgegeben worden, die gesetzliche GeI
tung haben. 

Durch diese Vorschriften soil erreicht werden: 
1. Schutz von Personen, 
2. Verhutung von Sachschiiden, 
3. Schutz der elektrischen Anlagen selbst. 
Der Schutz von Personen. Der menschliche Korper setzt wie 

jeder andere Korper dem elektrischen Strom einen gewis'Sen Wider
stand entgegen. Dieser Widerstand ist bei verschiedenen Menschen 
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nicht gleich und andert sich auch bei ein und demselben Menschen. Eine 
Stromstarke von 0,5 A wirkt sicher todlich; um sie durch den 
Karper £lie3en zu lassen, bedarf es durchaus keiner sehr hohen Span
nung. Geringere Stromstarken gentigen, um Verbrennungen und 
Lahmungen hervorzurufen. 

Die meisten Ungllicksfalle ereignen sich durch Berti hre n elektrischer 
Starkstromleitungen. Ein Verungliickter muB so schnell wie maglich 
der Verbindung mit der Leitung entzogen werden; sie ist durch Ab
schalten spannungslos zu machen. Der Retter muB sich selbst durch 
trockenes Holz, Kleidungstiicke oder durch Gummihand
schuhe zu schtitzen suchen. Bei Unfallen an Leitungen, die tiber 
500 Volt Spannung fUhren, sollte der Laie von Hilfeleistung absehen und 
schnell die nachste Betriebsleitung benachrichtigen, da er sich selbst 
zu sehr gefahrdet. 

Bewu3tlose sind im Freien oder in gut geltifteten Raumen auf
zubahren und von beengenden Kleidungstiicken zu befreien. Unter 
Umstanden ist ktinstliche Atmung vorzunehmen und bis zum Ein
treffen cines Arztes fortzusetzen, der stets sofort herbeizurufen ist. 

Brandwunden sind mit Brandbinden sorgfaltig abzudecken. 
Zur Verhtitung von derartigen Ungllicksfallen ist es notwendig, daB 

aIle Starkstromleitungen vorschriftsmaBig verlegt werden. Arbeiten 
an spannungftihrenden Leitungen sollen nur von Fachleuten 
unter Beobachtung aller VorsichtsmaBregeln vorgenommen werden. 
AIle mutwilligen Bertihrungen der Leitungen und anderer unter 
Spannung stehender Teile sind zu unterlassen. 

Die Verhiitung von Sachsch§den. Infolge der Warmewirkung 
des elektrischen Stromes k6nnen sich Leitungen so erhitzen, daB dadurch 
Brande entstehen. Die Verbandsvorschriften geben deshalb die zu
lassigen Belastungen der Drahtquerschnitte in Ampere an. Bei der 
Abnahme von Anlagen wird geprtift, ob die verlegten Leitungen diesen 
Anforderungen geniigen. 

Entsteht an einer Stelle der Anlage durch Zufall oder Absicht ein 
KurzschluB, so wtirden die dorthin fiihrenden Leitungen so stark 
erhitzt werden, daB Brandschaden unvermeidlich ware. Aus 
diesem Grunde miissen aIle Leitungen "gesichert" werden. Dies ge
schieht durch "Sicherungen", welche einen dtinnen Draht enthalten, 
der bei einer zu hohen Stromstarke d urchschmilzt. Der Schmelzdraht 
liegt in einer Porzellanhiilse in Sand eingebettet, urn jede Funkenbildung 
zu ersticken. Da sich diese aber bei Sicherungen fUr groBere Stromstarken 
nicht vermeiden laBt, mtissen solche Sicherungen an Stellen angebracht 
werden, wo Funken keine Entztindung hervorrufen kannen. 

Schutz der elektrischen Anlagen. Personen- und Sachschaden 
werden durch zweckmaBigen Schutz der elektrischen Anlagen am 
besten vermieden. 

In geschlossenen Raumen mtissen die Leitungen durch Isolierrohr, 
Verlegung unter Putz oder durch Verlegung au3er Reichweite vor 
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Beschadigungen bewahrt werden; besonders zu beriicksichtigen sind 
Werkstatten und Raume, in denen saurehaltige Dampfe entstehen. 
Die Masten von Hochspannungsfreileitungen miissen durch 
Bewehrungen unbesteigbar gemacht werden, und die Leitungen sind 
so stark zu wahlen, daB sie durch Winddruck, Schneelast und 
Rauhreif nicht reiBen. 

Zum Schutze gegen Blitzschlage werden Blitza bleiter vorge
sehen, um die durch Blitzspannungen hervorgerufenen Spa n nun g s
erhohungen zur Erde abzuleiten. 

Win ke I, De:r prakt. Maschinenbauer II. 1. 18 



Grnndbegriffe der Chemie. 
Bearbeitet von DipJ.-Ing_ R. Rue g g. 

Die Chemie befaBt sich, im Gegensatz zur Physik, mit allen jenen 
Erscheinungen und Zustanden in der Natur, bei welchen eine Anderung 
der stofflichen Zusammensetzung eintritt. Bringt man zwei Losungen 
von Jodkalium und Quecksilberchlorid zusammen, so wirken sie auf
einander ein unter Bildung eines orangeroten Niederschlages von Jod
quecksilber. Es hat also eine stof£liche Veranderung stattgefunden, und 
der Vorgang ist als chemische Reaktion aufzufassen. Das Gefrieren 
von Wasser ist hingegen ein physikalischer Vorgang, weil keine Stoff
umsetzung stattfindet~ Es ist Aufgabe der Chemie, Stoffe auf ihre 
Zusammensetzung hin zu untersuchen (analytische Chemie), an sich 
bekannte Stoffe aus den Grundstoffen wieder aufzubauen oder auch 
neue Stoffe durch gegenseitige Einwirkung zweieroder mehrerer Elemente 
zu erzeugen (synthetische Chemie). Vom chemischen Standpunkt 
aus unterscheidet man einfache Stoffe, Grundstoffe oder Elemente, 
welche im allgemeinen nicht weiter zerlegt werden konnen, und zusam
mengesetzte Stoffe, Verbindungen, welche sich zerIegen lassen. Die 
Elemente teilt man wieder ein in Nichtmetalle (Metalloid e) und Metalle. 
Die hauptsachlichsten Metalloide sind: Wasserstoff, Sauerstoff, Chlor, 
StickstoH (samtliche gasformig), Brom (£liissig), Jod, Schwefel, Phosphor, 
Arsen, Kohlenstoff, Silizium (samtliche fest); die technisch wichtigsten 
Metalle sind, nach den spezifischen Gewichten geordnet: Aluminium, 
Antimon, Zink, Zinn, Eisen, Kupfer, Nickel, Silber, Blei, Quecksilber, 
Gold, Platin. Man zahlt heute insgesamt etwas iiber 80 Elemente. Die 
Neigung der einzelnen Elemente, sich miteinander zu verbinden, be
zeichnet man als chemische Verwandschaft oder Affinitat. Mannimmt 
an, daB ein Korper zunachst aus kleinsten Masseteilchen oder Mole
kiilen besteht. Das Mole kiil ist also der kleinste Bestandteil eines 
Korpcrs, welcher noch denselben Stoff und dieselben Eigenschaften 
aufweist wie der ganze Korper. Das Molekiil laBt sich durch Warme, 
Elektrizitat und insbesondere auf chemischem Wege weiter zerlegen. 
Die dabei entstehenden allerkleinsten Teilchen heiBen At 0 me; sie sind 
nicht weiter zerlegbar und bestehen nur aus Grundstoffen. Ein Molekiil 
Schwefeleisen setzt sich z. B. aus einem Atom Schwefel und einem Atom 
Eisen zusammen. Die Elemente verbinden und vertreten sich gegenseitig 
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bei den: Umsetzungen in Gewichtsverhaltnissen, welche durch die 
Gewichte ihrer At{)me odeI' einfacher Vielfacher derselben ausgedrlickt 
werden. Man bezeichnet die Atomgewichte auch als Verbindungs
gewichte eines Elements; sie geben an, wieviel mal ein Atom des
selben schwerer ist als ein Atom Wasserstoff. Man hat nun das Atom
gewicht des Wasserstoffes, als des leichtesten Elementes, wiIlklirlich 
gleich 1 gesetzt und aIle anderen Atomgewichte darauf bezrgen. Unter 
Verwendung diesel' Bezugseinheit ergibt sich dahn z. B. das Atom
gewicht des Eisens zu 56, jenes des Sauerstoffes zu 16, des Phosphors 
zu 31 usw. 

Das Molekulargewicht einer Verbindung ist gleich del' Summe 
illter Atomgewichte. Ein Molekiil Kupferoxyd besteht aus einem Atom 
Kupfer und einem Atom Sauerstof£, somit ist das Molekulargewicht 
des Kup£eroxyds = 63 + 16 = 79. 

Treten zwei odeI' mehr chemische Verbindungen in 'V0chselwirkung 
miteinander, so geschieht es im ein- odeI' mehr£achen Verhaltnis ihrer 
Molekulargewichte (Gesetz del' bestimmten Gewichtsverhalt
nisse). 

Handelt es sich um chemische Reaktionen, bei denen gasfarmige 
Elemente in Frage kommen, so besteht die GesetzmaBigkeit: Gasfarmige 
Eltimente verbinden sich nul' nach einfachen Raumverhaltnissen (Ge
setz del' einfachen Raumverhaltnisse). 

Schickt man beispielsweise durch angesauertes 'Vasser elektrischen 
Gleichstrom hindurch und fangt man die an den Elektroden entwickelten 
Gase in graduierten Glaszylindern libel' Wasser auf, so zeigt es sich, daB 
del' an del' Stromeintrittsstelle (+ Pol, Anode) auftretende Sauersto££ 
nul' ein halb so groBes Volumen aufweist, wie del' an del' Stromaustritts
stelle (- Pol, Kathode) entstehende Wasserstoff. Hatte man Salzsaure 
del' Elektrolyse unterwor£en, so hatte man gleiche Raumteile Chlor 
und Wassersto££ erhalten. Umgekehrt laJ3t sich auch zeigen, daJ3 zur 
Erzeugung von Wasser aus 'Vasserstoff und Sauerstoff von ersterem Gas 
2 Raumteile, von dem letzteren nul' 1 Raumteil erforderlich ist. 

Fiir den Fall del' Synthese des Chlorwassersto££es aus einem Chlor
und Wasserstoffgemisch, sind gleiche Raumteile von heiden Gasen natig. 
LaBt man den elektrischen ~~unken durch das Gemisch hindurchschlagen, 
so verbinden sich beide Gase explcsionsartig und es entstehen jeweils 
aus 1 Raumteil Chlor und 1 Raumteil Wasserstoff 2 Raumteile Chlor
wasserstoff, dessen wasserige Lasung Salzsaure ergibt. 

Chemische Zeichen und Formeln. 
Nach den Vorschlagen von Berzelius bezeichnet man die Elemente 

mit dem Anfangsbuchstaben ihrer lateinischen Namen; so wird z. B. 
ein Atom Wassersto££ durch den Buchstaben H (Hydrogenium) benannt. 
Nachstehende Tabelle um£aBt die alphabetisch geordneten Namen del' 
technisch wichtigsten Elemente nebst ihren Zeichen, ihrem Atomgewicht 

18* 
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und ihrer Wertigkeit, d. h. der Fahigkeit, ein odeI' mehrere Atomc 
oder Atomgruppen chemisch zu binden; z. B. 

H-01 

einwertig 

/H 
0",

H 
zweiwertig 

01 
A1(01 

01 
dreiwertig 

- I [wertig'l s:§ I I IWertig-1 S:§ Name des Elements zeiChenl keit _ ~.~. Name des Elements ~zeiCheni keit ~.~ 
c"~,=~~=~,,,c~~"1~7C_-r ~-- .. --- . I I "--

Aluminium . . I Al 3 27 Magnesium Mg 2 24 
Arsen . I As 3u.4 74 Mangan . i Mn 2 55 
Barium . I Ba 2 136 Natrium. Na I 1 23 
Blei '. 'I Pb 2 205 Nickel. Ni 2 58 
Bor B 3 I 11 Phosphor P 13u.4 31 
Calzium . I Ca 2 40 Platin. ! Pt 3 193 
Chlor CI 1 35 Quecksilber I Hg 2 199 
Eisen Fe 2 u. 3 56 Sauerstoff I 0 2 16 
Fluor F 1 19 Schwefel. . I S 2,4u.6 32 
Gold. An 3 196 Silber. . I AI?; 1 107 
Kalium K 1 39 Silicium Si 3 u. 4 28 
Kohalt . i Co 2 59 Stickstoff N 3 u. 4 14 
Kohlenstoff. .. j C 4 12 Wasserstoff H I ,J 
Kupfer . I Cu 2 63 Zink . Zn 2 65 

Einen chemischen Vorgang, eine chemische Reaktion, steUt man mit 
Hil£e der eben angegebenen Zeichen in Form einer Gleichung dar. Z. B. 

Fe + S =FeS. 
66 32 88 

d. h. aus einem Gemisch von Schwefel und Eisen entsteht beim Erhitzen 
Schwefeleisen (FeS) und zwar braucht man 56 Gewichtsteile (1 Atom) 
Eisen und 32 Ge",,;chtsteile Schwefe1 (1 Atom), um 88 Gewichtsteile 
(1 Molekiil) Schwefeleisen zu erhalten. 

1. Aufgabe: We1che Gewichtsmenge Eisen und Schwefel ist erforder
lich, um 100 kg Schwefe1eisen zu erzeugen 1 

Auf 88 Gewichtsteile Ft:S entfa~len gemaE obiger Gleichung 
56 Teile Fe und 32 Teile S. 

Auf 1 Gewichtsteil FeS entfallen gemaB obiger Gleichung 

~~ Teile Fe und !! Teile S. 

Auf 100 kg FeS entfallen gemiW obiger Gleichung 
56 . 32 
"88 . 100 kg Fe und 88 . 100 kg S = 63,64 kg Fe und 36,36 kg S. 

Wieviel % Schwefel enthiiJt das Schweftl1eisen 1 
Auf 88 Gewichtsteile FeS entfallen 32 Gewichtsteile S. 
Auf 100 Gewichtsteile Ft:S entfaUen 

32 ~~OO Gewichtsteile S = 36,36% S. 
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2. Aufgabe: Wieviel t gebrannten Kalk erhalt man aus 1,5 t KaIk
stein mit 92% CaCOa Gehalt 1 

CaCOa = CaO + CO2 , 

d. h. beim Brennen des Kalksteins ergibt sich A.tzkalk (CaO) und Kohlen
dioxyd CO2, Nun ist das Molekulargewicht des kohlensauren Kalziums 
100, 

(Ca +C +Oa =40 + 12 + 48 = 100), 

jenes von CaO = 40 + 16 = 56 . 
Ferner enthalten 1,5 t Kalkstein mit 92% CaCOa , insgesamt 

1,5 . 0,92 t CaCOa = 1,38 t . 

Nach obiger Gleichung erhalt man aus 100 Gewichtsteilen CaCOa 
56 Gewichtsteile CaO . 

Auf 1 Gewichtsteil CaC03 entfallen 150~ Gewichtsteile CaO . 

Auf 1,38 t • CaCOa entfallen 

150~ ·1,38 t Gewichtsteile CaO = 0,78 t CaO . 

Ionentheorie. Verbindet man die beiden Pole einer elektrischen 
Batterie mit einem Sti.ickchen festen Kochsalzes oder taucht man die 
Polenden (Elektroden) in reines Wasser ein, so flieBt kein Strom, da 
beide Stoffe Nichtleiter der Elektrizitat sind (Nichtelektrolyte). Lost 
man hingegen das Kochsalz in dem destillierten Wasser auf und taucht 
nun die Elektroden ein, so flieBt Strom hindurch, ein Zeichen, daB die 
L6sung nun einen guten Leiter der Elektrizitat darstellt (Elektrolyt). 
Durch die Aufli:isung des nicht leitenden Kochsalzes in dem nicht leiten
den reinen Wasser wurde das Kochsalzmolekiil in elektrisch geladene 
Teilchen, in Ionen gespalten, die sich an der Stromleitung beteiligen. 
Der Zerfall wird durch folgende Gleichung ausgedriickt: 

+ 
NaCI ~Na + Cl. 

Das Natriumion ist elektropcsitiv geladen (wie iibrigens aIle anderen 
Metallionen und der Wasserstoff), das Chlorion elektronegativ. Wie 
das Kochsalz verhalten sich aIle anderen Salze, ferner auch die Sauren 
und Basen. Es ist das Kennzeichen einer jeden Saure, daB sie freie 
Wasserstoffionen enthalt. 

+ 
HCI zerfallt in Cl + H (sauer reagierend). 

Alle Basen weisendie Gruppe OH (Hydroxylion) auf. 
+ 

NaOH zerfallt in Na + OR 

(alkalisch, d. h. laugenhaft, atzend reagierend). 
Urn nachzuweisen, ob eine L6sung sauer oder basisch reagiert, ver

wendet man sog. Indikatoren. Als Indikator fUr freie Hydroxylionen 
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(Basen) dient eine Losung von Phenolphthalein, als Indikator fiir freie 
Wasserstofficnen (Sauren) verwendet ma,n Methylorange. Versetzt maI\ 
beispielsweise Natronlauge mit einem Tropfen Phenolphthaltin, so zeigt 
sich sofort eine starke Rotfarbung, die wieder verschwindet, sobald 
Saure im DberschuB hinzugefUgt wird. Die Sauren zeigen auf Zusatz von 
Methylorange eine Rcsafarbung, die beim AufhOren der sauren Reaktion 
in Gelb umschlagt. AuBer diesen Indikatoren benutzt man ferner Lack
mustinktur, diedurchSauren fot, durchBasen wieder blaugefarbtwird und 
CUIcuma (Blaunung bei Gegenwart von Basen, Gelbfarbung durch Sau
ren). Gibt man zu einer Saure die aquivalente Menge einer Base, so 
entsteht ein Salz. Man nennt diesen Vorgang Neutralisation. Ver
setzt man z. B. verdiinnte, durch Lackmus ret gefarbte Salzsaure vor
sichtig mit verdiinnter Natronlauge, so erreicht man einen Punkt, bei 
aem die Losung weder sauer noch basisch, sOll;dern neutral reagiert. 
Bei Zusatz eines weiteren Tropfens Natronlauge erscheint dann die 
Farbung blau, bei Saurezusatz wieder rot. Die Salze der Schwefelsaure 
heiBen Sulfate, die der schwefligen Saure Sulfite, jene der Salzsaure 
Chloride, der Salpetersaure Nitrate, der salpetrigen Saure Nitrite, der 
Kohlensaure Karbonate, der Phcsphorsaure Phosphate, der Kieselsaure 
Silikate usw. Die Losungen der Salze reagieren im allgemeinen neutral 
(Neutralsalze), manchmal auch basisch (z. B. Natriumsilikat) oder sauer 
(Aluminiumchlorid). Versetzt man eine Salz16sung mit einer Saure, so 
treibt die starkere Saure immer die schwachere Saure aus. Verdiinnte 
Schwefelsaure zersetzt Z. B. aIle Karbonate unter Aufbrausen (Ent
weichen der schwacheren Kohlensaure bzw. des Kohlensaure-Anhydrids). 

Wasserstoff H -, 1. 
Wasserstoff, das Ieichteste aller Elemente, ist ein farb-, geruch- und 

geschmacklcses Gas, das sich in Wasser sehr wenig lost. und in gebun
denem Zustand hauptsachlich im Wasser, im RoIz, in der Steinkohle 
und uberhaupt in allen organischen Stoffen vorkommt; 11 Wasserstoff 
wiegt 0,0899 g (1 Kryth), wahrend das Gewicht von 11 Luft 1,29 g be
tragt. Wasserstoff verbrennt mit blaulicher Flamme, die eine Tempe
ratur von uber 2000° aufweist und Platin, Porzellan, Quarz usw. zum 
Erweichen bringt. Das Verbrennungsprodukt ist Wasserdampf ent
sprechend der Gleichung 

2R+O=R20. 
Um reinen Wasserstoff zu erhalten, .bedieni man sich am sichersten 

der Elektrolyse des Wassers zwischen Piatinelektroden. Fur den Labo
ratoriumsgebrauch wird Wasserstoff gewohnlich dadurch hergestellt, 
dan man verdunnte Schwefel- oder SaIzsaure auf Zink einwirken lant. 

Zii + H 2S01 = ZnSOf + H 2 • 
Zink Schwefe!- Zinksulfat Wasser-

saure stoffgas 

Fiigt 'man etwas Kupfervitriol- oder Platinchlorid16sung hinzu, so 
wird der Auflosungsprozen beschleunigt (galvanische Wirkung der auf 
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dem Zink sich abscheidenden feinen Kupfer- bzw. PlatinteiIchen). Ganz 
allgemein gilt betreffs der Zersetzung von Sauren durch Metalle, falls 
diese moglich ist, der Satz, daB das Metall an die Stelle des in der Saure 
enthaltenen Wasserstoffs tritt. Die Verbindungen, die dabei entstehen, 
heiBen Salze. 

In industriellem MaBstabe wird Wasserstoff durch Elektrolyse an
gesauerten Wassers, ferner als Nebenprodukt bei der Gewinnung von 
Natronlauge und Chlor durch Elektrolyse von Kochsalzlosungen er
halten; auch aus Wassergas (siehe S.288) liWt sich auf billigem Wege 
Wasserstoff erzeugen, ebenso aus Azetylen, wobei als Nebenerzeugnis 
feiner RuB entsteht, der als Druckerschwarze zu benutzen ist. Wasser
stoffgas wird in bedeutendenMengen bei der autogenenMetallbearbeitung 
sowie bei der Erzeugung von synthetischem Ammoniak nach dem 
Ha ber-Verfahren (siehe S. 282) verwendet. 

Sauerstoff 0 =, 16. 
Der Sauerstoff ist das in der Natur am haufigsten vorkommende 

Element, das sich in der Luft (21 Vol.-%), im Wasser, im Gestein und 
in den organischen Substanzen vorfindet. Sauerstoff ist ein farb-, ge
ruch- und geschmackloses Gas, welches sich in Wasser etwas lost; man 
gewinnt ihn durch Erhitzen sauerstoHreicher Verbindungen. 

KClOa = KCI + 3 0 . 
Chlorsaures ChIor- Sauer. 

Kall kalium stoff. 

In groBerem MaBe wird Sauerstoff, der industrielle Bedeutung be
sitzt, durch die Elektrolyse von Wasser, das durch Zusatz von Sauren, 
oder Basen elektrisch leitend gemacht wurde, hergestellt. Der meiste 
technisch verwendete Sauerstoff wird jedoch durch die fraktionierte Ver
dampfung der £liissigen Luft erhalten. Aus der £liissigen Luft, im wesent
lichen ein Gemischverfliissigten Sauerstoffes und Stickstoffes, verdampft 
zuerst der Stickstoff, wiihrend der fliissige Sauerstoff zuriickbleibt. Der 
Sauerstoff verbindet sich mit fast allen Elementen; man heiBt diesen 
Vorgang eine Oxydation. Die Sauerstoffverbindungen werden als 
Oxyde bezeichnet; z. B. 2 FeO + 0 = Fe2 • 0 3 , Eine stark oxydierende 
Wirkung besitzt auch die Salpetersap.re, die Chromsaure, Permangan
saure und das Wasserstoffsuperoxyd. 1m Gegensatz zur Oxydation 
versteht man in der Chemie unter Red u ktion im allgemeinen die Dber
fiihrung einer sauerstoffreicheren Verbindung in eine sauerstoffarmere. 

Stark reduzierend wirkende Stoffe sind Kohlenstoff, naszierender 
(d. h. im Entstehungszustande befindlicher) Wassersto££ usw. Als Bei
spiel einer Reduktion sei die Dberfiihrung des Eisenoxyds (Ferrooxyd) 
in metallisches Eisen durch Gliihen mit Kohle erwahnt: 

2 FeO + 2 C = 2 CO + Fe2 • 

Verbrennung ist eine rasch verlaufen<;le Oxydation, die unter 
Warme- und Lichtentwicklung erfolgt. Durch gesteigerte Zufuhr von 
Satlerstoff (Geblase) liiBt sich die Verbrennungstemperatur steigern, 
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durch Sauerstoffentzug verlangsamen oder zum Stillstand bringen. 
So werden Brande dadurch gell'>scht, daB man den brennenden Korper 
von der Luft abschlieBt (Bedecken mit Sand, nassen Tiichern usw.) oder 
solche Gase zufiihrt (Kohlendioxyd, Sehwefeldioxyd), welehe den Sauer
stoff verdrangen. Sauerstoff wird heute in groBen Mengen bei der auto
genen SehweiBung (Verbrennung eines Wasserstoff-Sauerstof£- oder 
Sauerstoff-Azetylen-Gemisches in einer Stiehllamme) verwendet. 

Wasser H20. 
Das reinste Wasser ist das destillierte Wasser; aIle natiirlieh vorkom

mend en Wasser sind stets verunreinigt, selbst das Regenwasser ist nieht 
ganz rein, denn es enthii1t Staubteilehen und kleine Mengen versehie
dener Gase. Das Grund- und Quellwasser enthiilt insbesondere kohlen
saures und sehwefelsaures Kalzium, daneben zuweilen Eisen- und Man
gansalze; in den Mineralwassern findet man sehwefelsaures Magnesium 
(Bittersalz), und Eisenkarbonat, im Meerwasser Koehsalz, Chlormagne
sium, daneben aueh in geringer Menge Brom- und Jodverbindungen. 
Enthalt das zur Kesselspeisung verwendete Wasser Kalk- und Magne
siumsalze, so seheiden sieh diese als harte Kruste an den Kesselwan
dungen ab und erschweren den Warmedurehgang. Der Gehalt eines 
Wassers an Kalk- und Magnesiumsalzen wird naeh Hartegraden ge
messen. Es ist 

1 Teil CaO in 100000 Teilen Wasser = 1 deutscher Hiirtegrad 
1 " CaCOa " 100000" ,,= 1 franzosischer " 
Man unterseheidet zwei Arlen der Harte, die voriibergehende 

Harte, welche auf einem Gehalt von doppeltkohlensaurem Kalzium 
Ca(HCOa)2 beruht und sieh durch Kochen beseitigen IaBt: 

Ca(HCOS)2 = CaCOa + H 20 + CO2 , 
(unliislich) 

und die bleibende Harte, welche durch gelOsten Gips bedingt wird 
und beim Koehen nieht versehwindet. Wahrend die kohlensauren Salze 
des Kalkes und der Magnesia als amorphe Niedersehliige ausfalIen, 
seheidet sieh der sehwefelsaure Kalk kristalliniseh ab; die einzelnen 
TeUehen verbinden sieh fest miteirlander und verkitten so den urspriing
lieh locker ausgesehiedenen kQhlensauren Kalk. Auf diese Weise ent
steht ein fester Kesselstein, wahrend Kalziumkarbonat und Magnesium
karbonat fiir sich aHein anfangs nur Sehlamm bilden und erst spater 
erharten. Enthiilt ein Speisewasser mehr als 12 Hartegrade, so ist es 
zweckmaBig auf chemise hem Wege zu enthiirten. 

1. Reinigung mittels Kalziumhydroxyd Ca(OH)2' Sie findet nm 
Anwendung, wen,n Karbonate zugegen sind. 

Ca(HCOa)z + Ca(OH)2 = 2 CaCOa + H 20. 
Kalzlumbikar- Kalzlum· Kalzlum-

bonst hyd~oxyd karbonst 

Die Umsetzung der Magnesiumverbindung ist dementspreehend, 
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2. Die Enthartung mit Soda. 
Sie ist nur am Platz, wenn das Speisewasser nur Kalziumsulfat ent

halt: 
CaS04 + Na2COa = CaCOa + Na2S04 • 
Kalzium· Soda Kalzlum- Natrium· 

sulfat karbonat sulfat 
(unlilslich) 

3. Reinigung mit .!tzkalk und Soda. 
Diese Methode eignet sich fur den Fall, daB gleichzeitig Kalzium

bikarbonat und schwefelsaurer Kalk in Wasser zugegen ist. 
4. Bestimmung der zuzusetzenden Reagenzien. 
Die chemische Untersuchung eines Wassers habe beispielsweise er

geben, daB in 100000 Gew.-Teilen Wasser 20,8 Teile schwefelsaurer 
Kalk und 28,8 Teile doppelt kohlensaurer Kalk vorhanden sei. Man 
findet dann die Menge der hinzuzugebenden Enthartungsmittel wie folgt : 

1. Soda: CaS04 + Na2COa -=-- CaCOa + Na2S04 • 
136 160 

Fur 1 g CaS04 benotigt man demnach ~~: = 0,78g Soda. 

" 20,8" CaS04 " " ,,0,78·20,8 = 16,2 g Soda. 

Benotigte Sodamenge fUr 100000 g = 1001. Wasser also gleich 
16,2g. 

2 . .!tzkalk: Ca(HCOa)2 + Ca(HO)2 = 2 CaCOa + H 20. 
162 (CaO) 

56 

Es wird gebrannter Kalk CaO zugesetzt, der auf das Wasser unter 
Bildung von Ca(OH)2 einwirkt: 

CaO + H 20 = Ca(OH)2 . 
56 

Auf 1 g Ca(HCOa)2 entfallen gemaB obiger Gleichung 
56 .. 
162 = 0,34 g Atzkalk. 

Mithin sind fUr 28,8 g Bikarbonat 

28,8 . 0,34 g = 9,8 g .!tzkalk 
erforderlich. 

Man braucht also fUr 1001 Wassel' theoretisch 10 g CaO. Praktisch 
gibt man auf die berechneten Mengen einen Zuschlag von etwa 10%, da 
beispielsweise die Soda nie rein ist und aus der Luft Feuchtigkeit anzieht 
(man benutzt fUr die Enthartung die kalzinierte, d. h. vom Kristallwasser 
befreite Soda) und die Reaktion bei einem trberschuB der Zuschlage 
schneller erfolgt. Auch eine Erwarmung beschleunigt die Enthartung. 

Die Enthartung auf 0 gelingt nach keinem diesel' Verfahren. Ein 
Verfahren, das eine vollige Enthartung ermoglicht, ist das Permutit
verfahre n; es beruht auf der Eigenschaft der kunstlichen Zeolithe (Per
mutite, basisches Aluminiumsilikat), ihre basischen Komponente duroh 
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andere Basen auszutausehen. Sehiekt man beispieIsweise Kesselspeise
wasser durch ein Permutitfilter, so werden die Kalziumsalze in Natrium
salze umgewandelt, die keinen Steinansatz im Kessel verursachen. Der 
dureh den Austauseh entstandene Kalzium-Permutit laBt sich dureh 
Behandeln mit Koehsalzlosung wieder in die urspriingliche, 'weiterver
wend bare Verbindung zuriiekverwandeln. Ein Naehteil des Permutit
verfahrens besteht darin, daB das Kesselwasser sieh an Natriumsalzen 
anreiehert, was betriebsteehniseh nieht erwiinseht ist (Schaumen des 
Wassers, Notwendigkeit der periodisehen Entleerung des Kessels). 

Wasserstoffperoxyd H20 2 • 

Wasserstof£peroxyd spaltet sieh sehr leieM in Wasser und Sauer
stoff; .Erwarmung oder Zusatz von Katalysatoren (Stoffe, die dureh 
ihre bloBe Gegenwart eine Beschleunigung des Zerfalls bewirken, z. B. 
fein zerteilte Metalle, Manganoxyde usw.) ruft bereits eine lebhafte 
Sauerstoffentwicklung hervor. Losungen von H 20 2 dienen zum Bleiehen, 
Desinfizieren (Mundwasser) und Sterilisieren (Haltbarmachen von 
Milch). 

Stickstoff N = und N ,14 • 
StickstoH kommt .in £reiem Zustande in der Luft vor, in gebundener 

Form im EiweiB, im Horn, in den Haaren usw.; er HtBt sich in billiger 
Weise durch fraktionierte Destillation der £liissigen Luft gewinnen, 
steHt ein £arb-, geruch- und gesehmaekloses Gas dar und ist chemisch 
sehr trage. Teehnisch wichtig sind die Verbindungen des Stick
stoffs, die Salpetersaure HNOs und das Ammoniak NHa • Sal peter
sa ure wurde friiher dadurch gewonnen, .daB man Chilesapleter (salpeter
saures Natrium NaNOa) mit Schwefelsaure erhitzte; neuerdings wird sie 
erhalten, indem man ein Sticksto££-SauerstoHgemisch durch den elek
trischen Hochspannungsliehtbogen hindurchfiihrt und die dabei auf
tretenden nitro sen Gase (ein Gemisch verschiedener Stieksto££oxyde) auf 
Salpetersaure verarbeitet; auch durch Oxydation des synthetisch ge
wonnenen Ammoniaks wird heuteHNOa hergestellt. In Salpetersaure 
losen sich fast aHe Metalle mit Ausnahme von Gold und Platin. Wird 
ein Stiickchen Kupfer in verdiinnte Salpetersaure eingebracht, so lOst es 
sieh unter Warmeentwieklung und Bildung von braunen :rampfen 
(nitrose Gase) auf, die dadureh entstehen,' daB der zunachst auf
tretende Wasserstoff die Salpetersaure reduziert. Salpetersaure wird 
vielfaeh zum Gelbbrennen von Messing und Atzen von Kupfer ver
wendet (Kup£ertiefdruek) und dient in der chemise hen GroBindustrie 
zur HersteHung von Nitroglyzerin. LaBt man das schon bei leichtem 
AustoB explodierende Nitroglyzerin durch Infusorienerde aufsaugen, 
ao erhalt man den Dynamit, eine seifenartige Masse, die transportfahig 
ist. In bedeutenden Mengen wird die Salpetersaure aueh zur Herstel
lung von rauchlosem Pulver, Zelluloid und Kunstseide verwendet. 

Ammoniak, NHa, wird heute in bedeutenden Mengen nach dem 
Haber-ProzeB erzeugt. Man setzt ein Gemisch von elementarem Stickstoff 
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und Wasserstoff im Beisein geeigneter KontaktkOrper einem hohen Druck 
(200 atl!l) und gesteigerter Temperatur aus, wobei in hoher Ausbeute 
NHa entsteht. 

Ammoniak ist ein farbloses Gas von stechendem Geruch, das sich 
leicht verfliissigen laBt und in diesem Aggregatzustand zum Betrieb von 
Kaltemaschinen Anwendung findet. Die Losung des NHa in Wasser 
heiBt Salmiakgeist und stellt eine Base dar; man gebraucht sie zur Her
stellung des Salmiaks, eines Salzes, das beim Loten der Metalle und 
Betrieb der Leclanch e-Elemente Verwendung findet. 

HCI + NHa = NH1CI . 
SaJzsaure Ammoniak Salmiak 

Salmiakgeist lost Fette auf und ist ein geeignetes Mittel, um Fett
£lecke und auch frische Saure£lecken aus Geweben zu entfernen. 

Gruppe der Halogene (Chlor, Brom, Jod, Fluor). 

Chlor Cl- ,35. Freies Chlor findet sich in der Natur nicht vor; 
hingegen enthalten viele Mineralstoffe, die sog. Chloride (Natriumchlorid, 
Chlorkalium usw.) das Chlor in gebundenem Zustande. 1m Labora
torium laBt sich Chlor am einfachsten durch Erwarmen von Braun
stein mit Salzsaure entwickeln. 

Mn02 + 4 HCI = MnCl2 + 2 H 20 + Cl2 • 

In industriellem MaBstabe erhalt man das Chlor als Nebenprodukt 
bei der Gewinnung von Atznatron durch Elektrolyse von Kochsalz
lOsungen; es entweicht an der Anode, wahrend an der Kathode sich 
Natronlauge und Wasserstoff bildet. Die Zersetzungszelle muB durch 
eine nur fiir die Ionen durchlassige Scheidewand (Diaphragma) in zwei 
Kammern getrennt sein, da sonst die Zersetzungsprodukte nachtraglich 
aufeinander einwirken wiirden (Entstehung unterchlorigsaurer Salze). 
Das Chlor wird auf Chlorkalk verarbeitet, del' zur lIerstellung von Tri
chlorathylen, Trichlorathern usw. verwendet wird. Es sind dies nicht 
brennbare LosungsmitteL fiir Fette, die mehr und mehr an Stelle von 
Benzin Verwendung find en und durch Anlagerung von Chlor an Aze
tylen entstehen; auch fUr die Entzinnung der WeiBblechabfalle wird 
Chlorgas benutzt. Chlor ist ein gelblich griines, schweres, giftiges Gas von 
starker Bleich- und Desinfektionswirkung, das sich in Wasser ziemIich 
leicht lost, auch ver£liissigt werden kann. Da das Chlor bei Iangerer Ein
wirkung die Gewebe briichig macht, wird es in der Bleicherei heute mehr 
und mehr durch andere, sauerstoffabspaltende Bleichmittel (Natrium
superoxyd, Wasserstoffperoxyd, Natriumperborat usw.) verdrangt. Gas
formiger Chlor dient in der neueren Zeit auch zum Sterilisieren von 
Trinkwasser. 

Chlor verbindet sich mit den meisten Elementen ohne weiteres. 
Metalle werden durch Chlorgas schon bei gewohnlicher Temperatur in 
Chloride verwandelt. Chlor vereinigt sich unter dem EiniIuB des Lichtes 
mit dem Wasserstoff zu Chlorwasserstoffgas, das sich in Wasser lost 
und SaIzsaure bildet. 
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Salzsaure HCI. Salzsaure wird im groBen MaBstabe dadurch her
gestellt, daB man Kochsalz mit starker Schwefelsaure erhitzt: 

2 NaCI + H 2S04 = Na~04 + 2 HCI. 

Die gelbliche Farbung der technischen Salzsaure riihrt von Eisen
verbindungen her. Reine Salzsaure ist vollig farblos. Bringt man Salz
saure mit unedlen Metallen wie Eisen, Zink usw., in Beriihrung, so ent
stehen unter Wasserstoffentwicklung die entsprechenden Chloride. Die 
Bereitung des Lotwassers stellt einen solchen Vorgang dar: 

Zn + 2 HCI = ZnCl2 + H2 . 
Zink Salzsaure Chlorzink Wasser

stoffgas 

Die hierbei entstehende Chlorzinklosung schutzt die Lotstelien vor 
del' Oxydation, wirkt auch oxydlosend. 

Chlorionen lassen sich in Wassern leicht durch Zusatz von salpeter
saurem Silber nachweisen (Triibung oder weiBer Niederschlag). Man 
benutzt diese Reaktion z. B., um sich zu vergewissern, ob das zum Fullen 
del' Akkumulatorenkasten als destilliertes Wasser gekaufte Wasser wirk
lich chlorfrei ist. Eine Mischung von 3 TeHen kOIlZ. Salzsaure mit 1 Teil 
konz. Salpetersaure heiBt Konigswasser und enthalt freies Chlor. Konigs
wasser lOst in der Warme segar Gold und Platin auf unter Bildung 
von Goldchlorid und Platinchlorid). 

Unterchlorige Saure HOC!. Technisch wichtig ist das Kalzium
salz dieser saure CaOCI, der Hauptbestandteil des Chlorkalkes, del' er
haIten wird, indem man Chlor uber geloschten Kalk leitet. 

Chlorsaure. HCIOa, sehr unbestandige Saure, deren haltbares 
Kaliumsalz KClOa als sauerstoffabgebendes Mittel bei del' Herstellung 
der Streichholzkopfchen und zu Desinfektionszwecken (Gurgelwasser) 
benutzt wird. 

Brom Br - ,79. Brom ahneJt dem Chlor und findet sich in den Ab
raumsalzen sowie im Meerwasser. Die Darstellung erfolgt durch Ein
leiten von Chlorgas in Bromnatriumlosungen: 

2 NaBr + C12 = 2 NaCl + Br2 • 

Brom und Bromsalze finden in der Arzneikunst, in der Photographie 
und in der Anilinfarbenfabrikation Verwendung. 

Jod J -, 26 ist im Meerwasser, in den Algen, in den Mutterlaugen 
des Chile salpeters, sowie in manchen Heilquellen ~nzutre£fen. Bequem 
ist das Jod aus del' waBrigen Losung del' Jodide durch Einleiten von 
Chlor zugewinnen: 

2NaJ + C12 = 2 NaCI + J 2 • 

Das Jod stellt nach del' Sublimation rhombische, violett-schwarze 
Tafeln VOl', die in Wasser sehr wenig, in Ather, Chloroform und Schwefel
kohlenstoff gut loslich sind. Freies Jod farbt Starkekleister blau, jedoch 
nur in Gegenwart von Jodiden. 

Das Jod findet in del' Arzneikunst und in del' Photographie, ferner 
in del' Farbenherstellung Verwendung. 
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:Fluor F -, 19. Die wichtigste Fluorverbindung ist del' FluBspat 
CaF2 ; Fluor greift fast aile Karp,er sehr stark an und wird durch Elek
trolyse wasserfreien Fluorwasserstoffes gewonnen. 

Phosphor P =, P ,31. 
Del' Phosphor findet sich in del' Natur als phosphorsaurer Kalk VOl', 

aus dem er durch Erhitzen mit Quarzsand und Kohle im elektrischen 
oren rein dargestellt wird (gelber Phosphor) ; er kommt sowohl als gelber 
als auch als roter Phosphor VOl'. Wird gelber Phosphor bei Lu£tabschluB 
auf 250 0 erhitzt, so geht er in ein rotes Pulver, den roten Phosphor, iiber, 
del' chemisch dasselbe Element darsteIlt wie del' gelbe, jedoch andere 
Eigenschaften aufweist (allotropische Modifikation). 1m Gegensatz 
zum roten Phosphor entzundet sich del' gelbe an del' Luft und beim 
oReiben nicht, leuchtet im Dunkeln auch nicht und ist ungiftig. Die Reib
flache del' Streichholzschachteln enthalt roten Phosphor. 

Phosphorsaure H SP04 • Verbrennt Phosphor, so bildet sich eine 
weiBe Masse, das Phosphorsaure-Anhydrid P 20 5 , das begierig Wasser 
anzieht und in Phosphorsaure iibergeht. Die Salze del' Phosphorsaure 
heiBen Phosphate, von denen das wichtigste del' phosphorsaure Kalk 
(DiingemitteJ) ist. Die Thomasschlacke, die sich bei del' Verhiittung 
von phosphorhaltigem Roheisen in einer mit gebranntem Dolomit aus
gefiitterten Birne ergibt, ist eine ahnliche Verbindung. 

Phosphorbronze. Wird rater Phosphor in geschmolzenes Kupfer 
odeI' Zinn gebracht, so bilden sich Phosphorkupfer odeI' Phosphorzinn 
(Metallphosphide), die zur Herstellung von Phosphorbronze benutzt 
werden. 

Schwefel S::::=, S ,S " 32. 

Del' Schwefel kommt in del' Natur gediegen Val', meist in vulkanischen 
Gegenden, findet sich jedoch haufiger in Verbindung mit Metallen (Eisen
kies FeS2' Zinkblende ZnS). DerSchwefel ist von gelblicher Farbe, sprooe 
in Wasser und Alkohol unIosJich, leicht loslich in Schwefelkohlenstoff. 
Sein spez. Gewicht betriigt 1,92 bis 2; er schmilzt bei1l5° und ver
brennt mit bHiulicher Flamme zu Schwefeldioxyd. Schwefel findet Ver
wendung zur Herstellung von Schwarzpulver, zum Vulkanisieren von 
Kautschuk (Kautschuk nimmt, mit feinverleiltem Schwefel odeI' einer 
Lasung von S in Schwefelkohlenstoff behandelt, Schwefel auf und ge
winnt dadurch an Elastizitat). Durch Bestreuen del' Rebenblatter mit 
Schwefelpulver werden manche Blattkrankheiten verhiitet. Fur das 
Einkitten von Eisen in Eisen oder Stein hat sich ein Gemisch von Eisen
feile, Schwefelblumen und Salmiaklosung bewiihrt. 

Schwefelwasserstoff. Schwefelwasserstoff entsteht beim tJber
gieBen von Schwefeleisen mit Salzsauren 

FeS + 2 HCI = FeC12 + H 2S . 
Schwefel- Salzsaure Eisen- Schwefel-

eisen chlorid waaserstoff 
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H 2S riecht nach faulen Eiern, ist brennbar und verhalt sich wie eine 
Saure, greift also Metalle an, Silber z. B. unter Bildung des schwarzen 
Schwefelsilbers Ag2S. Durch Einleiten von H 2S in MetaIlsalzlOsungen 
entstehen eine Reihe von Fiillungen (Schwefelmetalle sind fast aIle in 
Wasser unloslich), die zum Teil als Farben Verwendung finden. Zinksalz
losungen liefern einen weiBen, KadmiumsaJze einen gelben,~BIeisalze einen 
schwarzen Niederschlag. Filtrierpapier, mit Bleisalzlosung getrankt, ist 
ein empfindliches Reagens auf Schwefelwasserstoff. 

Schwcfeldioxyd. Es entsteht bei der Verbrennung des Schwefels; 
im groBen erhiilt man S02 durch Rosten von Eisenkies. Leitet man 
S02 in H20, so erhalt man H 2SOa, schweflige Saure. S02 ist farblos und 
von stechendem Geruch. Wie aIle Gase laBt es sich durch Abkiihlung 
und Druck verfliissigen. Das verfliissigte S02 ist farblos, greift Metalle 
nicht an, da es keine Saure, sondern ein Saure-Anhydrid, darstellt. 
Fliissiges Schwefeldioxyd wird zum Betrieb von Kaltemaschinen sowie 
zum BIeichen von Stroh verwendet. 

Schwefeltrioxyd. SOa wird erhalten durch Uberleiten von S02 
und Luft iiber Kontaktsubstanzen wie platinierten Asbest, frisch ge
gliihte Kiesabbrande usw. Substanzen dieser Art, die in der Chemie eine 
wichtige Rolle spielen, heWen auch Katalysatoren; sie wirken durch 
ihre bloBe Gegenwart, verandern sich also nicht und beschleunigen die 
Reaktion. 

S02+ 0 =SOa' 

80a, bei gewohnlicher Temperatur eine farblose Fliissigkeit, verbindet 
sich unter Warmeentwicklung mit Wasser zu Schwefelsaure H 2S04 , 

Schwefelsaure. Bei dem sog. BleikammerprozeB wird das durch 
Rosten del' Kiese el'haltene Schwefeldioxyd zunachst durch Vermittlung 
nitroser Gase (Oxyde des Stickstoffes) zu SOa oxydiert, worauf durch 
Einleiten von Wassel'dampf in die mit Blei ausgeschlagenen Reaktions
kammern Schwefelsaure entsteht. Ein neueres Verfahren ist das Kon
taktverfahren, bei dem die obenel'wahnten Kontaktkorper zur Oxy
dation des S02 beniitzt werden. Das erzielte SOa wird in Schwefelsaure 
eingeleitet, die nach und nach in die "rauchende Schwefelsaure", eine 
Saure von hoher Konzentration, iibergeht. Gibt man unter Kiihlung 
Wasser zu, so erfolgt die Reaktion 

S03 + H20 = H 2S04 • 

Die reine Schwefelsaure ist farblos, hat in konz. Zustande ein spez. 
Gewicht 1,84, siedet bei 200 0 und zieht begierig Wasser an. GieBt man 
Wasser in konzentrierte H 2S04 , so tritt leicht Kochen und Umherspritzen 
ein; man muB deshalb, will man die Saure verdiinnen, diese letztere in 
diinnem Strahl in das Wasser eingieBen und nicbt umgekehrt Wasser 
in die Schwefelsaure. In verdiinnter Schwefelsaure losen sich Zink, 
Eisen, Magnesium, Nickel, wahrend Gold, Wolfram und die Metalle der 
Platingruppe weder durch verdiinnte noch durch konzentrierte H 2S04 

angegriffen werden. Der Vorgang der Losung besteht darin, daB das 
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Metal1, 'I.. B. Mg als lonin Losung geht, wahrend Wassersto£f sich ab
scheidet. 

Mg + H 2S04 = MgS04 + 2 H . 

Die ~chwefelsaure ist eine sehr starke Saure und treibt daher die 
schwacheren Sauren aus ihren Salzen aus unter Bildung von Sulfaten 
(Kupfersulfat oder Kup£ervitrioI, Aluminiumsulfat, Eisensulfat oder 
Eisenvitfiol, Kalziumsulfat oder Gips, Natriumsulfat, Bariumsulfat usw.). 
Schwer lOslich ist Gips, unloslich Bariumsulfat. Fiigt man beispielsweise 
zu einer Gipslosung Chlorbarium, so entsteht eine Fallung von wei3em 
Bariumsulfat (Reagens auf Schwefelsaure und Sulfate). 

CaS04 + BaCl2 = BaS04 + CaCl2 • 

Man verwendet H 2S04 zur Gewinnung von Salpetersaure aus Sal
peter, an Salzsaure aus Kochsalz, zum Beizen von Eisen, Kupfer, Mes
sing, Neusilber, zur Herstellung von rauchlosem Pulver, Anilinfarben, 
zum FiiIlen der Akkumulatoren (reine Saure, frei von Arsen und Eisen). 

Kohlenstoff C -, 12. 
Kohlenstoff ist ein Hauptbestandteil aller im Pflanzen- und Tierreich 

vorkommenden Stoffe sowie insbesondere der verschiedenen Kohlen
ttrten1). Diamant WId Graphit sind kristallisierter Kohlenstoff. 

Kohlendioxyd CO2 , Es entsteht bei der Atmung, bei der voll
standigen Verbrennung von Kohle, bei der Garung zuckerhaltiger Fliis
sigkeiten (Umwandlung von Traubenzucker in Alkohol und Kohlen
saure) sowie bei der Einwirkung von Sauren auf Karbonate. 

CaCOa + 2 HCI = CaCl2 + H 20 + CO2 • 
RoWensaures Salz- CWor- Rohlen-

Ralzium sanre kalzium dloxyd 

Das Kohlendioxyd ist ein farblcses Gas von schwach siiuerlichem 
Geruch und Geschmack und lOst sich in betrachtlichen Mengen im Wasser 
unter Bildung der Kohlensaure. 

CO2 + H 20 = H 2COa . 
Rohlen- Wasser Rohlen· 
dioxyd saure 

Das Kohlendioxyd, das sich schon bei gewohnlicher Temperatur 
verfliissigen Ia3t, wird zum Betrieb von Kaltemaschinen verwendet und 
findet ferner in der Lebensmittelindustrie Anwendung (Bierdruckappa
rate, Sodawasser usw.). 

Kohlenoxyd CO. Wird CO2 iiber gliihellden Koks geleitet oder 
verbrennen Kohlen bei ungeniigender Luftzufuhr, so entsteht CO. 

CO2 + C.= 2CO. 
Kohlenoxyd, in noch starkerem Grade wie CO2 ein Atmungsgift, ist 

ien Bestandteil des Leuchtgases; es brennt mit blaulicher Flamme, wobei 
Kohlendioxyd entsteht. 

CO + 0 =C02 , 

1) Siehe Abschnitt Technologie im II. Teil dieses Bandes. 
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Kohlenoxyd wirkt stark reduzierend und bewirkt im Hochofen, daB 
aus den sauerstoffhaltigen Erzen metallisches Eisen sich bildet·. 

Generatorgas, Wassergas, Dowsongas. Generatorgas findet - fiir 
Heizzwecke und zum Betrieb von Motoren Verwendung; seiner Zu
sammensetzung nach ahnlich dem aus den Hochofen abziehenden Gicht
gas, wird es dadurch erzeugt, daB man durch einen mit gliihenden 
Koks gefiillten Schacht (Gasgenerator) Luft hindurchziehen liiBt. Im 
unteren Teil des Schachtes verbrennt der Koks vollstandig zu CO2 , das 
beim Vorbeistreichen an den oberen Schichten des gliihenden Koks zu 
Kohlenoxyd reduziert wird. Das Generatorgas stellt im wesentlichen 
ein Gemisch von CO und N (aus der zugefiihrten Luft herriihrend) dar. 

Schickt man Wasserdampf durch weiBgliihenden Koks hindurch, so 
erhalt man ein Gemenge von Kohlenoxyd und Wasserstoff, das tech
nische Wassergas. 

C + H 20 = CO + H2 . 
Da diese Reaktion unter Warmeaufnahme erfolgt, darf das Hind urch

blasen des Wasserdampfes nicht ununterbrochen erfolgen, sondern nur 
in kurzen Zwischenraumen. In den Pausen wird dann durch Einblasen 
von Luft die Glut des Koks wieder angefacht. Wahrend der Heizwert 
von Generatorgas etwa 900 bis 1200 WE (Warmeeinheiten1) betragt, 
erreicht der des Wassergases etwa 2500 WE. Wassergas wird zum 
Schweiflen von Blechen sowie zum Strecken von Leuchtgas verwendet. 

Das Dowsongas ist ein Gemisch von Generatorgas und Wassergas 
und wird dadurch erzeugt, daB man gleichzeitig Luft- und Wasser
dampf durch die gliihende Koksschicht hindurchlaBt. 

Kohlenwasserstoffe. Verbindungen von Wasserstof£ mit Kohlen
stoff werden als Kohlenwassetstoffe bezeichnet; sie kommen teils in 
gasformigem Zustande (CH1 Methon, C2H6 Athon, C2H 4 Athylen, C2H 2 

Azetylen usw.) vor, teils auch in £liissigem (CaR6 Benzol: Petroleum ist 
ein Gemisch zahlreicher Kohlenwasserstoffe) und festem Zustande 
(Paraffin, Naphthalin ClOHg, Anthrazen Cl1H 10)' 

Azetylen C2R 2 entsteht durch Einwirkung von Wasser auf Kal
ziumkarbid CaC2 

CaC2 + 2 H 20 = Ca(OH)J + C2H 2• 
Kalzium- Wasser Atzkalk Azetylen 

karbid 

Kalziumkarbid ist ein Produkt des elektrischen Of ens und 
entsteht, indem man ein Gemisch von Koksstaub und Kalk der 
Temperatur des elektrischen Lichtbogens aussetzt. Das reine Azetylen 
ist ein farbloses Gas von schwachem Geruch und brennt mit schoner 
leuchtender Flamme. Das Azetylenlicht kommt in seiner Zusammen
setzung dem Sonnenlicht am nachsten. Fiir die Azetylenerzeugung 
verwendet man entweder Apparate, die nach dem Tauchsystem (Her
einbringen einer Karbidpackung in eine geniigend groLle Wassermenge, 
Auffangen des Gases in einem Gasometer) oder auch nach dem Tropf-

1) Eine Warmeeinheit ist gleich jener Warmemenge, die man braucht, urn 
1 kg 'Vasser urn 1 0 zu erwarmen. 
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sVl:item (Eintraufeln von Wasser in das Karbid bei sinkendem Druck 
i~ Gasometer) arbeiten. Dm das direkt ausdem Karbid erzeugte 
Azetylen zu reinigen, leitet man es iiber eine aus Chlorkalk bestehende 
Reinigungsmasse. Azetylen bildet mit Luft gemischt ein stark 
explosibles Gemenge, ferner sind auch explosible Verbindungen des 
Azetylens mit Kupfer bekannt (Vermeidung von kupfernen Rohr
leitungen). Gutes Karbid solI pro kg etwa 320 Liter Azetylen liefern. 

Pet r ole u m, ein Gemisch verschiedener Kohlenwasserstoffe, ist 
ein NaturprodUkt und stammt hauptsachlieh aus Nordamerika und 
RuBland. Wird Rohpetroleum innerhalb bestimmter Temperatur
grenzen del' stufenweisen Destillation unterworfen, so erhalt man 
Benzin, Leuehtpetroleum, Solarol, Sehmierol; Vaselin und Paraffin; 
die letzteren Produkte werden iibrigens auch bei del' Destillation de" 
Braunkohlenteers erzielt. Rohpetroleum (Roh61) dient ZUln B3trieb 
del' Diesel-Motoren; Benzin, das man je naeh dem spez. Gew. als 
Leichtbenzin (0,6-0,7) und Schwerbenzin (0,7-0,77) bezeichnet, ist 
der Betriebsstoff fUr die Automobilmotoren, wird jedoch in del' letzten 
Zeit meistens durch das einheimische Benzol, das aus dem Stein
kohlenteer stammt, und Benzol-Spiritus-Gemisehe ersetzt. 

Paraffin wird zur Herstellung von Kerzen benutzt und findet 
ferner als Isoliermittel in del' Elektrotechnik Verwendung. Die 
Schmelzpunkte der im Handel erhaltliehen Paraffine liegen zwischen 
40-75°. 

Das Leuchtgas. "Gnterwirft man Steinkohlein Gasretortendertrocke
nen Destillation, sowird ein Gemisch von Gasen und Dampfen erhalten, 
wuhrend als Riickstand sich der Koks ergibt. Die Retorten werden in den 
Gasanstalten meist in Zwisehenraumen von einigen Stun den beschiekt. 
Sob aid die Retorten luftdicht verschlossen sind, beginnt unter del' 
Einwirkung del' Hitze (iiber 1000 0 C) sofort die Vergasung, es ent
weicht ein brauner Qualm, der im wesentlichen aus Gas, Wasser
dampf sowie Teerdampfen besteht. Ein kIeiner Teil dieser Dampfe 
wird bei dem Vorbeistreichen an den gliihenden Retorten-Wanden 
zersetzt unter Abscheidung von sogenanntem Retortengraphit, der 
zur Herstellung von Bogenlampenstiften und Kohleelektroden Ver
wendung findet. Bei weiterem Erhitzen entweichen aus del' zu ver
gasenden Kohle immer mehr Wasserstoff und Sauerstoff, sowie ins
besondere Kohlenwasserstoffe, die weiter zersetzt werden unter Ab
spaltung von Wasserstoff, Methan, .A.thylen, Azetylen, Benzol, Naph
thalin usw. Der Sauerstoff geht als Kohlenoxyd und Kohlensiiure 
cler Schwefel als Schwefclwasserstoff, und del' Stickstoff als Ammoniak 
und Zyan iiber. Die Gase und Dampfe entweichen durch ein auf der 
Retorte angebrachtes Rohr in eine Vorlage, aus del' die Gase und 
fIiissigen Nebenprodukte dureh besondere Leitungen abgefUhrt werden. 
In den Kiihlern del' Kondensatoren wird das Gas gekiihlt, so daB sich 
die meisten noeh darin enthaltenen dampfformigen Bestandtdle in 
fliissiger Form als TC'er abseheiden. Die Wasehung des Gases erfolgt 
iri den Waschern oder Skrubbern, wodurch Ammoniuk, Kohlensaurc 

Wi 11 k (' I, Del' prakt. :\h,,«'hinenlJaUt'l' ll, I. 19 
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und Schwefelwasserstoff zur Abscheidung gelangen. Die noeh im Gas 
verbleibenden Reste von Schwefel- und Zyanverbindungen sowie von 
Kohlensaure werden nun dureh die trockene REinigung, das Dber
leiten iiber Gasreinigungsmassen (hauptsachlich Raseneisenerz), ent
fernt. Das Naphthalin wird dadurch ausgeschieden, daB man das Roh
gas dureh ein hochsiedendes Steinkohlente2rol hindurchleitet, welches 
auflosend auf das Naphthalin einwirkt. Das gebrauchsfertige Leucht
gas enthalt in 100 Raumteilen etwa: Wasserstoff 46,3, Methan 37,5, 
Kohlenoxyd 11,2, Athylen 2,1, Stickstoff 1,0, Kohlensaure 0,8, 
Propylen 0,4, Benzol 0,7. Aus 100 kg Steinkohle gewinnt man etwa 
30 cbm Gas vom Heizwert 5000, bezogen auf 1 cbm, und 60 kg Koks 
und 6 kg Teer. Aus dem Teer erhalt man durch fraktionierte 
Destillation die folgenden Bestandteile: 

1. Leicht61, Siedepunkt bis 210 0. 

Aus dem Leichtol stammt das Benzol C6H 6 , das als Motorentreib
mittel und Bezinersatz Verwendung findet, ferner als Ausgangsprodukt 
fiir die HersteHung von Nitrobenzol und Anilin benutzt wird. 

2. Mitteli:il oder KarbolOl, bis 240 0 siedend. 
Aus dem MittelOl erhalt man die Karbolsaure, auch Phenol ge

nannt, die ein starkes Desinfektionsmittel darstellt. 
3. Schwerol, Siedepunkt bis 270°. 
Aus dem SchwerOl scheidet sich Naphthalin ab, das neuerdings als 

Motorenbetriebsstoff verwendet wird oder durch Anlagerung von 
Wasserstoff (Hydierung) fliissige Kohlenwasserstoffe liefert, die ihrer
seits zum Betrieb von Motoren oder als Losungsmittel fiir ~achse, 
Harze usw. benutzt werden konnen. 

4. Anthrazenol, iiber 270 0 siedend. 
Das Anthrazenol Iiefert das Anthrazen, einen festen Kohlenwasser

stoff, aus dem das Alizarinrot gewonnen wird. 
Als Ruckstand bleibt bei der Teerdestillation das Pech, ein Gemenge 

von Kohlenstoff und kohlenstoffreichen Kohlenwasserstoffen. Ein 
Gemisch von Teer und Pech dient zur HersteHung der Dachpappen; 
aueh zu rostschiitzenden Anstrichen; ferner werden in der RuB- und 
Brikettfabrikation solche Mischungen von Pech und Anthrazen61 
benutzt. AuBer dem bei der Leuchtgasfabrikation entstehenden Gas: 
koks kennt man aueh noeh den sogenannten Hiittenkoks, der in den 
Kokereien der Hiittenwerke gewonnen wird und als Heizmaterial fiir 
die HoehOfen Verwendung findet; zu seiner HersteHung benutzt man 
weniger fette Kohlen, da ja hier im Gegensatz zur Leuchtgasfabrikatioll, 
bei der Gaserzeugung die Hauptsache ist, in erster Linie die Gewillnung 
von Koks angestrebt wird, und das Gas nur insofern Bedeutung besitzt. 
als es zur Beheizung der Kokserzeugungsofen dient. 

Aueh Braunkohlen, Torf und Holz lassen sich der trockenen Destil
lation unterwerfen, wobei feste Riickstande (Braunkohlenkoks, Holz
kohle), Teer und Gas entsteht, das jedoch nur geringen Heizwert besitzt. 
Praktisch wird hier die Destillation bei viel lliedrigeren Temperaturen 
wie bei dilr Leuchtgasfabrikation dnrchgefiihrt, urn groBere Ausbeuten 
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an Teer zu erzielen, del' wertvolle Bestandteile enthiUt. Das Gas selbst 
dient zur Beheizung del' Retorten. Aus dem Braunkohlenteer lassen sich 
durch Destillation hauptsachlich Solarol, Paraffinole, festes Paraffin 
und Braunkohlenpech gEnvinnen. Die Paraffinole wiederum werden auf 
Olgas verarbeitet, mit dem man die Eisenbahnwagen beleuchtet. Das 
feste Paraffin wird in del' Elektrotechnik als Isoliermaterial verwendet 
und dient auch zur Herstellung del' Kerzen. Del' Holzteer liefert Kreosol, 
ein Desinfektionsmittel und Impragnierungsstoff fiir Holz, sowie Schu
sterpech. Bei del' trockenen Destillation von Holz in Retorten entsteht 
ferner, als leichtere Schicht libel' dem Teer schwimmend, del' Holzessig, 
dessen wesentliche Bestandteile die Essigsaure und del' Methylalkohol 
sind. 

Wird die trockene Destillation del' Kahle nicht bei etwa 1000°, wie 
bei del' Leuchtgaserzeugung, vorgenommen, sondern etwa bei 500°, so 
treten keine so tiefgreifenden Zersetzungen del' fliichtigen Bestandteile 
ein und man erhalt einen viel wertvolleren Teer, den seg. Tieftemperatur
teer odeI' Urteer, aus dem mehr Benzol zu gewinnen ist wie aus dem Gas
teer, aus dem ferner auch Schmierole zu erzeugen sind. 

Silizium Si _, Si ,28. 
Silizium kommt in del' Natur nicht in freiem Zustande VOl', findet sich 

jedoch in graBen Mengen als Siliziumdioxyd im Bergkristall, Quarz, 
Sand stein, in del' Infusorienerde uSW'. Die Salze del' Kieselsaure (Si02 

nebst wechselnden Mengen Wasser) heiBen Silikate; die Silikate del' 
Alkalien sind in Wasser 16slich und besitzen technische Bedeutung (Kali
odeI' Natl'Onwasserglas). Schmilzt man Quarzsand odeI' Infusorienerde 
(Kieselgur), wie sie in del' Llineburger Heide vorkommt, mit Atznatron 
odeI' Soda zusammen, so bildet sich eine glasartige Masse, das Natron
wasserglas" welches in besonderen unter Dampfdruck stehenden Ge
faBen zur Losung gebracht werden kann und das Wasserglas des Handels 
bildet. 

Versetzt man Wasserglas16sung mit Salzsaure, so scheidet sich, da 
Kieselsaure eine sehr schwache Saure darstellt, gallertartige Kieselsaure 
aus. Glas und Zement sind ebenfalls Silikate. LaBt man FluBsaure auf 
Silikate einwirken, so entsteht ein gas£ormiges Fluorsilizium, das, in 
Wasser geleitet, KieselfluBsaure bildet. Die Salze diesel' letzteren Saure 
dienen zum Harten von Sand stein, Kunststeinen und Morteln (Bildung 
des sehr harten, witterungs bestandigen kieselfluBsauren Kalziums). Durch 
Schmelzen von Quarzsand und Koksstaub im clektrischen Ofen erzielt 
man eine Verbindung des Si mit Kohlensto££, das Siliziumkarbid, welches 
schwarz-violette Kristalle bildet und in del' Harte nahe an den Diamant 
herankommt. SiC wird als Schleifmittel (Karborundum) viel verwendet. 

Alkalimetalle (Kalium K -, 39, Natrium Na -, 23, 
Lithium Li -, 7). 

Die Alakalimetalle sind silberweiBe, weiche Metalle, die sich an del' 
Luft schnell oxydieren und daher unter Petroleum aufbewahrt werden; 

19* 
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mit Wasser zusammengebracht, zerlegen sie letzteres unter Wasserstoff
entwicklung und Bildung der Hydroxyde 

2 K + H 20 = 2 KOH . 

KOH, Atzkali, ist eine weiBe, stark atzende, zerflieBIiche Masse; 
die w11Brige Lasung (Kalilauge) ist ahnlich wie NaOH, Natronlauge, 
eine sehr starke Base, die in der chemischen Industrie ausgedehnte Ver
wendung findet. Weitere Kaliumverbindungen sind das Kali u m
chlorid, KCI, das sich in den StaBfurter Kalisalzlagern vorfindet und 
als Diingemittel benutzt wird. 

Kali u mkarbonij,t KC03 , Pottasche, in der Glas- und Seifenfabri
kation viel verwendet. 

Kaliumnitrat KNOg , Salpeter, ein starkes Oxydationsmittel, 
das zur Erzeugung des schwarzen SchieBpulvers client. Beim Erhitzen 
gibt das salpetersaure Kalium Sauerstoff ab und geht in den Kalium~ 
nitrit iiber (KN02), der in der Farbstoffindustrie gebraucht wird. 

Zyankalium KCN, ein sehr giftiges Salz, lOst fein verteiltes Gold 
und Silber auf und wird deshalb hei der Goldgewinnung sowie in cler 
Galvanotechnik zur Bereitung der Bader benutzt. 

Kieselsaures Kalium, Kaliwasserglas, K 2SiOa, dient dazu, 
brennbare Stoffe feuersicher zu impragnieren, ferner findet es als Wasch
mittel und Streckungsmittel fUr Sei£en Verwendung. 

Chlorsa ures Kali u m KClOa, ein starkes Oxydationsmittel, wirkt 
desinfizierend (Gurgelwasser). 

Natriumverbindungen. Natriumhydroxyd, NaOH, Atznatron, 
in wiiBriger Lasung Natronlauge genannt, findet in der Seifen-, Textil-, 
Holzsto£f- und Farbenfabrikation als Reinigungsmittel sowie als Losungs
mittel fiir Fette und Harze Verwendung. 

N a tri u mchlorid NaCI, Kochsalz, kommt im Meerwasser und in 
festen Ablagerungen vor. Das fiir Speisezwecke verwendete Kochsalz 
muB versteuert werden, wahrend das fUr landwirtscha-ttlic4e und tech
nische Zwecke erforderliche Salz steuerfrei ist. Um eine miBbrauchliche 
Verwendung des letzteren zu verhindern, wird es denaturiert, mit Eisen
oxyd und Bitterstoffen (Wermut) versetzt. 

Natriumnitrat NaNOa, Chilesalpeter, fruher als Diingemittel 
und zur Darstellung der Salpetersaure benutzt, wird heute durch syn
thetische Nitrate, deren StickstoH aus der Luft stammt (Sorwegersal
peter, Luftsalpeter) ersetzt. 

Natriumsulfat Na 2SOt +lOH20, Glaubersalz, wird im groBen 
durch Erhitzen von Kochsalz mit Schwefelsaure gewonnen. 

2 NaCl + H 2S01 = ~a2S0.t + 2 HCl; 

es £indet in del' Sodaindustrie und in del' Glasfabrikation Verwendung. 
Natriumkarbonat Na2COa + 10 H 20, Soda, ist durch Einleiten 

von Kohlensaure in Natronlauge zu gewinnen, wird heute industriell 
nach dem Ammoniak-SodaprozeB (Solvay-ProzeB) hergestellt; man leitet 
Ammoniak und Kohlensaure in eine gesattigte Kochsalzlasung, worauf 
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sich das verhiHtnismaBig schwer losliche saure kohlensaure Natrium 
(NaHCOa) abscheidet, das dann durch Gluhen in kalzinierte Soda zu 
verwandeln ist. Soda findet Verwendung bei der Glasfabrikation, Papier
und Seifenfabrikation, in del' Farberei, Bleicherei, zum Waschen und 
zum Entharten des Kesselspeisewassers. 

Kalzium Ca =, 40. 
Kalzium, ein weiches, weiBes Metall, findet sich in del' Natur nul' 

in Form von Salzen. 
Kalziumkarbonat CaCOa kommt als Kreide, Marmor, Dolomit, 

Kalkstein usw. in groBer Menge VOl'. Dureh Saure wird das reine Koh
lensaurekalzium schon bei gewohnlicher Temperatur gelOst. 

CaCOa + 2 HOI = OaClz + CO2 + H 20. 

OaOOa, in reinem Wasser unloslich, lost sich in kohlensaurehaltigem 
auf unter Bildung von Kalziumkarbonat Oa(HCOa)z, welches das Wasser 
hart macht (Kesselsteinbildner). 

Schwefelsaures Kalzium CaS01 , Gips, CaSO.1 + 2 HzO. Gips 
ist in Wasser ein wenig lOslich und bewirkt die bleibende Harte des Was
sers. Mit Wasser angel'uhrt, gerat Gips ins Stocken und wird fest. Durch 
Bestreichen mit AlaunlOsung kann Gips noch etwas gehartet werden. 

Kalziumoxyd CaO, gebrannter Kalk, entsteht beim Erhitzen 
von Kalkstein, Marmor, und stellt eine wei Be porose Masse dar, die an 
der Luft Wasser anzieht und dabei zu Staub zerfallt. 

OaO + H 20 = Ca(OH)2 (Kalkliischen). 

Verwendet man Wasser im DberschuB, so erhalt man einen Brei 
(WeiBkalk), der, mit Sand gemischt, den gewohnlichen Kalkmortelliefert. 
Durch weiteres Verdunnen des Kalkbreies erhalt man die sog. Kalk
milch, welche zum Tunchen verwendet wird. Die Erhartung des Mortels 
beruht darauf, daB beim Abbinden zunachst das mechanisch beigemengte 
Wasser verdunstet odeI' in den Ziegelstein eindringt . und Ca(OH)2 
Kohlensaure aufnimmt und in Kalziumkarbonat ii.bergeht. Technisch 
wichtig sind ferner die Kalziumsilikate, aus denen sich im wesentlichen 
die Zemente (Romanzement, Portlandzement, Puzzolanzemente) zusam· 
mensetzim. Romanzement bindet schnell ab und wird in Wasser sehr 
fest, besitzt jedoch keine so groBe mechanische Festigkeit \Vie Portland
zement, der in Mischung mit Sand und Kies (Beton) zur Auffii.hrung aller 
Axten von Bauten benutzt wird. Die Puzzolanzemente erharten nur 
in Verbindung mit gelOschtem Kalk; zu diesen Zementen gehort auch der 
Schlackenzement, fein gemahlene Hochofenschlacke. Von Bedeutung 
sind auch die Kalksandsteinziegel geworden; schar£er Quarzsand wird 
mit Kalk innig gemischt, worauf dann aus diesem Gemenge die Steine 
geformt werden. Durch Einbringen der PreBlinge in einen unter Dampf
druck stehenden Kessel wirkt del' Kalk auf den Quarz ein unter Bildung 
von Kalksilikat, das die eillzelnen Quarzteilchen fest verkittet. Das 
Hartwerden del' Zemente beruht hauptsachlich darauf, daB die im Zement 
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enthaltenen Silikate Wasser chemisch binden, ferner auch auf der Bildung 
von Aluminiumkalziumsilikaten. 

Kalziumsilikat. CaSiOa ist ein Bestandteil des Glases. Wahrend 
die Silikate von Kalium und Natrium sich leicht in Wasser losen und 
auch leicht schmelzen, ist das Kalziumsilikat in Wasser unloslich und 
sehr schwer schmelzbar; sein SchmelzfluB erstarrt kristallinisch. Ge
mische von Kalzium-, Natrium- und auch Kaliumsilikaten ergeben 
Schmelzen, die durchsichtig erstarren und von Wasser und Sauren nul' 
wenig angegriffen werden, das was man als Glas bezeichnet. Das ge
wohnliche Glas wird erhalten, indem man ein Gemisch von Quarzsand, 
Kalk und Soda oder Pottasche verschmilzt. Urn an Kosten zu sparen, 
wird meistens an Stelle von Soda das billigere Natriumsulfat benutzt, 
das besonders in Gegenwart von Kohle durch die Kieselsaure in der Glti.h
hitze in Silikat ti.bergefiihrt wird. Man unterscheidet nach den Bestand
teilen des Glases zwei Hauptgruppen von Glaseru: Kalkgliiser und Blei
glaser. Die Kalkglaser sind entweder Natron-Kalkgliiser (Fenster- und 
Flaschenglas) oder Kali-Kalkglaser (Kronglas), die schwerer schmelzen 
wie die erstel'en und sich auch gegen Wasser und Sauren widerstands
fahiger erweisen (Hel'stellung der chemischen Glasgeschirre). Die Blei
glaser enthaIten an Stelle von Kalziumoxyd Bleioxyd und besitzen stark 
lichtbrechende Eigenscha£ten (Kl'istallglas, Flintglas). Zum Teil ent
haIten die optischen Glaser (Linsen, Prismen) neben Kalium- und Blei
silikat auch noch Bal'iumsilikat. Die grti.ne Farbung des Flaschenglases 
riihrt von einem Gehalt an Eisenoxydul her, das durch die Verwendung 
von Sand und Kalkstein, die gewohnlich eisenhaItig sind, in die Schmelze 
gelangt. Fiigt man der Schmelze Oxydationsmittel, wie z. B. Mangansuper
oxyd, hinzu, oder Salpeter, so erzielt man eine Entfiirbung des Glases. 
Durch Zusatz von farbigen Metalloxyden erhiilt man farbige Glaser. 
Chromoxyd und Kupferoxyd farben grti.n, KobaItoxyd blau, Kupfer
oxydul rubinrot, Manganoxyde violett. Das undurchsichtige Email be
steht aus Bleiglas, dem Zinndioxyd und Kalziumphosphat usw. bei
gemischt sind. Das geschmolzene Glas laBt sich gieBen, pl'essen und 
schweiBen; es ist ein sebr schlechter Leiter der Warme und der Elektri
zitat. Ein ideales Glas ist das reine Quarzglas, das dul'ch Schmelzen 
von Quarz oder Bergkristall im Knallgasgeblase oder im elektrischen 
Oren (1800 bis 2000°) hergestellt wird und sich £ormen laBt. Rohren aus 
Quarzglas ertragen hohe Temperaturen (Verwendung Hil' Pyrometer) 
und starke Abschreckung, ohne rissig zu werden. 

Das Aluminium AI_, 27. 
Das Aluminium ist sowohl nach Menge als Verbreitung niichst dem 

Sauerstoff und Silizium der hauptsachlichste Bestandteil der Erd
kruste; sein Oxyd, die Tonerde, findet sich kristallisiert im Korund, 
sein Hydroxyd in dem Bauxit, Aluminiumsilikate sind im Kaolin, Ton, 
Feldspat usw. enthalten. Metallisches Aluminium wird im elektrischen 
Of en durch Elektrolyse eines £euerfliissigen Gemisches von Tonerde 
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A1 20 3 lind Kryolith (A1uminiumnatriumfluorid, schwedisches Mineral) 
gewonnen und steUt ein fast silberweiBes Metall vom spez. Gewicht 
2,6 dar; es schmilzt bei 670°, wird von Salpetcrsaure bei gewohnlicher 
Temperaturwenig, in del' Warme lebhaft angegriffen. Schwefelsaure lOst 
Aluminium nul' beim Kochen. Sehr Ieicht wird es angegriffen von ver
diinnter Salzsaure und verdiinnten Laugen; auch das Leitungswasser 
wirkt in allerdings sehr geringem Grade 16send auf Al ein, unter Bildung 
von Hydroxyd, das jedoch ohne jeglichen nachteiIigen EinfluB auf die 
menschIiche Gesundheit ist. Das Aluminium iiberzieht sich an del' Luft 
sehr rasch mit einer dihmen, kaum sichtbaren Oxydschicht, deren An
wesenheit das Loten, SehweiBen und Galvanisieren sehwiel'ig gestaltet. 
Wird die Bildung diesel' Oxydsehieht dureh geeignete Mittel verhindert, 
so kann man es in sehr zufriedenstellender Weise autogen schweiBen 
und verkupfern. .Als FluBmittel gelangt bei del' SehweiBung ein Gemisch 
von Alkali£luoriden und -chloriden zur Venyendung; beim Verkupfern, 
Vernickeln wird die erste rberzugssehieht in glyzerinhaltigen Badern 
aufgebracht. Das geli:itete .Aluminium ist auf die Dauer nieht wider
standsfahig genug, dcnn das immer etwas Zinn und BIei enthaltende Lot 
bildet mit dem Aluminiummetall im Beisein yon Feuchtigkeit ein kurz 
gesehlossenes galvanisches Element, in dem das Aluminium die Losungs
elektrode darstellt. Die Eigenschaft des Aluminiums, sich fast augen
blicklieh mit einer zusammenhangenden, elektriseh isolierenden Oxyd
schieht zu iiberziehen, hat dazu gefiihrt, in del' Elektrotechnik aus blan
kern Aluminiumdraht Spulen zu wickeln. Das Aluminium findet wegen 
seiner giinstigen Eigenschaften (geringes spez. Gewicht, gutes Leit
vermogen fiir Warme und Elektrizitat, giinstige chemische Eigenschaf
ten) immer weitere Verwendung. 

Thermit ist ein Gemisch von moglichst feinem, trockenem Eisenoxyd 
und grieBfi:irmigem Aluminium und client dazu, hohe Temperaturen auf 
kleinem Raum zu erzeugen (SclnveiBen von StraBenbahnschienen, Wel
len, Verwendung fUr Reparaturzwecke usw.). Die Thermitpatrone wird 
mittels einer Ziindkirsche entziindet, worauf nach kurzer Zeit die Oxy
dation des Aluminiums unter Freiwerden einer bcdEmtenden Warmemenge 
einsetzt. 

Unter den Aluminiumlegierungen ist das Magnalium, eine Legierung 
von Aluminium und Magnesium, zu erwahnen, die im Gegensatz zum 
Reinaluminium von Salzwasser und den Atmospharilien nicht angegriffen 
wird und sich auch gut feilen IaBt. Von Bedeutung ist ferner das Elek
tronmetall, ebenfalls cine Aluminium-Magnesiumlegierung, geworden, die 
ein noch geringeres spez. Gewicht als das Reinaluminium aufweist und 
dabei Festigkeitsziffern besitzt, welche nahe an jene des Stahls heran
reichen. Des weiteren sind Legierungen des AI mit Zink, Eisen, 
Kupfer usw. zu erwiihnen. 

Aluminiumverbindungen. SchwefeIsaures Aluminium 

A1 2(SOI);1 + HI H 20 
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filldet Verwendung zum KHiren von Wasser. Auf Zusatz VOll Kalk
milch liefert das im Wasser gelaste Aluminiumsulfat eine FiUlung 
von voluminasem Tonerdehydrat, das aIle im Wasser enthaltenen Sus
pensionen mit niederreiBt und klares Wasser liefert; auch zum Leimen 
des Papiers wird Al 2(SO.1)3 benutzt (ungeleimtes Papier ist Loschpapier). 
::\fan gibt dem Papierbrei Harzseife zu, die dadurch entsteht, daB man 
Kolophonium mit Natronlauge erhitzt und mit einer Lasung von schwe
felsaurem Aluminium vermischt. AuBerdem spielt das A1 2(SO'1)3 eine 
Rolle in der Farberei zur Herstellung von Beizen und Farblacken. Die 
letzteren entstehen dadurch, daB man die Farbstoffe durch frisch aus 
AI2(S04)3 gefalltes Aluminiumhydroxyd adsorbieren (festhalten) laBt. 

Aluminiumsilikate sind fiir die Tonwarenindustrie von Be
(leutung. 

Tonwaren. Die Tone sind in allen geologischen Formationen zu finden 
und stellen Aluminiumsilikate mit chemisch ge bundenem Wasser vor. Der 
Ton in seinerreinsten Gestalt ist der Kaolin, der nur im elektrischen Licht
be gen schmilzt. Z usa tze von Fe Id spat, Kalkstein usw. setzen d en Schmelz
punkt stark hera b. Die Tcipfertone sind ziemlich eisenhaltig und mit Quarz 
und kohlensaurem Kalk vermischt. Enthiilt ein Ton viel Sand, so be
zeichnet man ihn als mageren Ton, im Gegensatz zum £etten oder sand
freien Ton. Der Lehm oder Ziegelton enthiilt noch mehr Beimischungen 
wie der Tap£erton. Der Mergel besteht aus einer innigen Mischnng von 
eigentlichem Ton und Kalhtein. Stark eisenhaltige Tone (Ocker, Terra 
di Siena) fiuden als braune Farbstof£e Verwendung. Je nach der Art des 
verwendeten Tons und des Erhitzungsgrades unterscheidet man im 
wesentlichen die folgenden Tonwaren: 

]. Irdenware ist jedes unglasierte, undichte, d. h. porase, Erzeug
nis aus farbig gebranntem Ton; 

2. Steingut nennt man jede glasierte Tonware mit weW gebranntem, 
undichtem Scherben; 

3. Klinkerware ist jedes unglasit'rte, dichte Erzeugnis aus farbig 
gebranntem Ton; 

4. Steinzeug ist der ~ame fUr jede glasierte Tonware mit far-big 
gebranntem, dichtem Scherben; 

;). Porzellan ist jedes dichte El'zeugnis aus weiB gebranntem Ton. 
Die Ziegel werden aus Ziegelton geformt und im Ringo£en bis unter

halb der Sinterungsgrenze gebrannt. 
Schamotteziegel werden aus feuerfestem Ton, del' dem Kaolin nahe 

steht, hergestelIt und erweichen erst im Knallgasgeblase odeI' im elek
trischen Lichtbogen. 

Eisen }'e =, Fe =, 56. 
Das gediegene Eisen findet sich nul' vereinzelt auf del' Erde, so z. B. 

in iiuBerst feiner Verteilung in manchen Basalten, ferner in den Meteo
riten, legiert mit Nickel und Kobalt, VOl'. Die wichtigsten Eisenerze sind 
tlit' Oxyde und das Sulfid (Hiimatit Fe20 a , Magnetit FeSO!, Raseneisen-
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erz Fe(OH)a, Pyrit FeS2 usw.). Das teclmische Eisen ist nie rein, son
dem verunreinigt durch Eisenkarbid, Eisensulfid, Eisenphosphid, Eisen
silizid, Manganverbindungen, Graphit usw. und entwickelt beim Losen 
in Sauren Wasserstoff nebst kleinen Mengen von Kohlenwasserstoffen, 
Schwefelwasserstoff, Phosphor- und Siliziumwasserstoff, wahrend der 
unlosliche Riickstand groBtenteils aus Kohlenstoff besteht. Eisen zeigt 
die iible Eigenscha£t des Rostens, das als elektrolytischer Vorgang 
au£zufassen ist. Die Verumeinigungen, die in feinster Verteilung das 
Metall durchsetzen, bilden mit diesem bei Beriihrung mit Fliissigkeit 
kurzgeschlossene galvanische Elemente, und zwar wird das Eisen Lo
sungselektrode (Anode); je feiner die Verumeinigungen, z. B. als Kohlen
stoff, verteilt sind, urn so starker das Rosten; das kohlensto££arme 
Schmiedeeisen rostet am schnellsten, Stahllangsamer, das kohlenstof£
reiche GuBeisen am langsamsten. Damit Eisen rostet, ist Wasser, eine 
Saure (so gar die schwachste Saure, die Kohlensaure geniigt) oder Sauer
stoff notwendig. Wasser, das von Sauersto££ befreit wurde (z. B. durch 
Schiitteln mit £einem Holzkohlenstaub, del' absorbierend auf den im 
Wasser gelOsten Sauerstoff eimvirkt), zeigt keine Rcstneigung. Chemisch 
reines Eisen rostet nahezu nicht. Chromsaure Salze, sowie Basen ver
ziSgem die Rostbildung (Schutz eines auBer Betrieb gestellten Dampf
kessels durch Kalkmilch). Als Rostschutzmittel gelangen zur Verwen
dung. 

Die Verzinkung; sie ist ein guter Rostschutz und er£olgt ent
\veder dadurch, daB die blanken Eisengegenstande in fliissiges Zink 
getaucht werden oder durch galvanische Abscheidung von Zink in einer 
Zinksalzlosung. Das Tauchverfahren lie£ert sehr festhaftende Zink
iiberziige, da das Eisen sich oberfHichlich mit dem Zink legiert. Auf gal
vanischem Wege werden hauptsachlich kleine Eisenkurzwaren verzinkt. 
Ais neues Verzinkungsverfahren sei das "Sherardisieren" erwahnt, so 
benannt nach dem Erfinder Sherard; es beruht daraui, daB die Eisen
gegenstande in £einen Zinkstaub eingepackt und auf eine Temperatur 
von ca. 250 0 gebracht werden. Trotzdem diese Temperatur unterhalb 
des Schmelzpunktes von Zink liegt, scheidet sich festhaftendes Zink 
auf dem Eisen ab und zwar in urn so starkerer Schicht, je langeI' die Er
warmung dauert. 

Die Verzinnung; auch die Verzinnung kann entweder nach dem 
Tauchverfahren odeI' durch Elektrolyse erfolgen. Gut verzinntes Eisen
blech (WeiBblech) rostet nicht; so bald jedoch an einigen Stellen das 
Zinn abgescheuert ist, tritt das Rosten an diesen Stellen viel schneller 
ein, als am ungeschiitzten BIecll. 

Farb- odeI' Lackanstrich; zuerst erfolgt der Grundanstrich mit 
~'[ennige, und nach dem volligen Trocknen lmmmt del' Farbanstrich. 
Die Olfarben bestehen aus einer innigen Vermischung von Farbkorper 
mit Leino1£imis. Wird rohes Leinol mit etwas BIeiglatte odeI' Mangan
oxyden gekocht, so nimmt es in gesteigertem MaBe Sauerstoff aus del' 
Luft auf, es trocknet dann, auf eine Flache aufgestrichen, rasch, d. h. 
del' Fimis vel'hal'zt. Unter den Lacken spielt hier del' Zaponlack (Losung 
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von SehieBbaunmolle in Amylazetat) eine besondere Rolle; 61' erzeugt 
auf den GegenstandelU (Kleineisenwaren) ein dunne'3, unsiehtbares 
Hautehen, das einen guten Schutz bildet. 

Teer odeI' Teerpech, in hei13em Zustande au£gebracht, dient haupt
sachlich zum Schutze von Gas- und Wasserleitungsrohren. 

Graphitanstriche werden fiir eiserne bfen verwendet. Email
ii. berziige gelangen bei Kochgeschirren zur Anwendung; das Email 
ist eine glasartige Masse, bestehend aus einem Gemisch von Zinnoxyd, 
Kieselsaure, Soda, Flu13spat usw., daB in MuffelOfen auf das Eisen auf
geschmolzen wird. 

Das Briinieren wird hauptsachlich fiir GewehrschaIte angewendet. 
Eine Misehung von Antimonchlorid und bl odeI' Fett wird auf den 
Eisengegenstanden verrieben. Was die Herstellung chemisch reinen 
Eisens anlangt, so erfolgt diese durch Elektl'Olyse von Eisensalzlosungen. 
Chemisch reines Eisen ist von silberheller Farbe, weich, pragbar und 
rostsicher. 

Unter den Eisenverbindungen lassen sich zwei Reihel~ unter
scheiden, die Ferroverbindungen, Verbindungen, in denen das Eisen 
zweiwertig ist, und Ferriverbindungen mit dreiwertigem .Eisen, z. B. 

Fe=O 
)0 (Ferrioxyd). 

Fe=O 
Fe = ° (Ferrooxyd), 

Eisenoxyduloxyd FaOl bildet sieh beim Erhitzen von Eisen 
(Hammerschlag) . 

Eisenoxyd Fe20 a wim als Farbe (Englischrot) und Poliermittel 
(Polierrot) verwendet. 

Eiseno x ydhydrat Fe(OHla, Rost, Raseneisenstein findet, als Gas
reinigungsmasse zur Beseitigung des im Rohgas enthaltenen Sehwefel
wasserstoffes Verwend ung. 

Das seh wefelsaure Eisen FeSO'l + 7 H 20 (Eisenvitriol) dient 
zur Herstellung von Tinte und findet auch in del' Landwirtsehaft Ver
wendung zur Bindung von Sehwefelwasserstoff und Ammoniak. 

Gelhes Blutlaugensalz (Ferrozyankalium, K4Fe(CN)6 + a H 20) 
liefert mit EisensalzlOsungen Berliner Blau, einen saure-, abel' nieht 
basenbestandigen intensiven blauen Farbstoff. 

Rotes Blutlaugensalz [Ferrizyankalium KaFe(CX)6J "ird zur 
Praparation des Blaupausenpapiers verwendet; es liefel't mit Ferro
salzen, z. B. FeCI 2 , Eisenchlorid, einen griinlich-blauen Farbskff, das 
Turnbulls-BIau. Mit Ferrisalzen gibt das rote BIutlaugensalz zunachst 
keine Blau£arbung, unter del' Einwirkung von Licht erfolgt jedcch eine 
Umwandlung del' Ferrisalze in Ferrosalze, so daB nach und naeh Turn
bulls-Elau sich bildet. Das fur die Blaupausen zu verwendende Papier 
wird mit einer J.Josung von KaFe(CN)6 und Ferriammonzitrat getrankt 
und getrocknet. Belichtet man nun dieses so vorbereitete Papier zu
sammen mit del' daruber gelegten blpapierpause, so bleiben die unter 
den schwarzen Strichen ]iegenden Stellen unverandert, wahrend an 
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den iibrigen Stellen unter dem Ein£luB des Liehtes Ferrosalz ent
steht. Dureh Auswasehen mit Wasser tritt sofort an diesen Orten Blau
farbung ein, unter den Strichen bleibt das Papier weiB. Mit Hilfevon 
Sodalosung lassen sieh auf dem blauen Grunde der Pausen weiBe Linien, 
Korrekturen usw. eintragen, da das Turnbulls-Blau nicht basenbestan
dig ist. 

Sowohl das gelbe als auch das rote Blutlaugensalz laBt sieh auch 
£iir die oberflachliche Umwandlung von Schmiedeeisen in Stahl (Einsatz
hartung) verwenden; beide Salze spalten bei der Erhitzungallerfeinsten 
Kohlenstoff ab, der in das gliihende Eisen hineindiffundiert (hinein
dringt). 

Zink Zn =, 65. 
Die wichtigsten Zinkerze sind die Zinkblende ZnS und der Zinkspat 

ZnC03 , aus denen durch Abrosten und reduzierendes Sehmelzen des 
entstandenen Zinkoxyds das Zink entsteht. Das Zink ist ein bIaulich
weiBes Metall vom spez. Gewicht 7,1. Bei gewohnlicher Temperatur 
sprode, wird es zwischen 100 0 und 150 0 geschmeidig; bei 300 0 ist es 
briichig, bei 420 0 schmilzt es und bei 920 0 findet Verdampfung statt. 
Zink dehnt sich unter dem EinfluB del' Warme stark aus, lost sich leieht 
in verdiinnten Sauren und Basen und findet hauptsachlich als Schutz
iiberzug fiir Eisenbleche und Drahte, als Legierungsmetall und insbeson
dere als Blech zur Herstellung von Dachrinnen und Badewannen, Zink
elektroden Verwendung. Die wichtigsten Zinklegierungen sind Messing, 
Neusilber, Zink-Aluminium (sog. AluminiumguB), Deltametall. Unt(r 
den Zinkverbindungen ist das Zinkoxyd ZnO (ZinkweiB) zu erwahnen, 
das als Anstrichfarbe benutzt wird und im Gegensatz zum Bleiweif3 
nicht giftig wirkt und auch durch Sehwefelwasserstoff nicht geschwarzt 
wird. Lithopone ist eine andere im Handel erhaltlichebillige weiBe 
Farbe, die aus einem Gemenge von Schwefelzink ZnS und Bariumsulfat 
BaS04 besteht. Chlorzink stellt ein zerflieBIiches Salz dar, das in Wasser 
aufgelOst, sich als Losungsmittel fUr Metalloxyde eignet. Das durch 
Einbringen von Zink in verdiinnte Salzsa.ure erzeugte Lotwasser ist 
eine solche Chlorzink16sung. 

Kupfer eu =, 63. 
Metallisehes Kupfer ist weich und dehnbar, hat das spez. Gewicht 8,9 

und schmilzt bei 1084 0 ; es leitet die Wii,rme und Elektrizitat sehr gut. 
Beim Erhitzen an der Luft iiberzieht sich das Kupfer mit schwarzem 
Kupferoxyd, wahrend es in trockener Luft bei gewohnlicher Temperatur 
sich unverandert halt. In frischer Luft entsteht auf Kupferoberflachen 
eine griine Schicht von basischem Kupferkarbonat (Patina). Losungs
mittel fUr Kupfer ist die Salpetersaure (Entstehung nitroser Gase bei del' 
Auflosung). Aus den wasserigen Losungen der Kupfersalze wird dureh 
Zink und Eisen Kupfer abgeschieden. Urn chemisch reines Kupfer 
zu erhalten, erhitzt man Kup£eroxyd im Wasserstoffstrom oder man 
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elektrolysiert eine Kupfersalz16sung. Auf technischem Wege wird daB 
Kupfer durch Reduktion der sauerstoffhaltigen Erze mit Kohle gewon
nen. Die meistens vorhandenen schwefelhaltigen Erze erfordern eine 
recht umstandliche huttenmannische Behandlung. Durch Rosten und 
reduzierendes Schmelzen erhalt man zunachst das unreine Schwarz
kupfer, das auf elektrolytischem Wege gereinigt wird (Elektrolytkupfer). 
Dieses Verfahren, das besonders in Amerika in groBtem MaBstabe durch
gefiilll't winl, besteht im wesentlichen darin, daB die aus Schwarzkupfer 
gegossenen Platten als Anoden in eine Kupfersul£atlosung eingehangt 
werden, wahrend als Kathoden diinne Bleche aus reinem Kupfer zur 
Verwendung gelangen. Beim Durchgang des elektrischen Stromes wird 
das Kupfer an der Anode abgelOst und auf del' Kathode abgeschieden. 
AIle im Schwarzkupfer vorhandenen Verunreinigungen setzen sich als 
Schlamm zu Boden. Sehr haufig enthiiJt diesel' Anodenschlamm del' 
Kupferraffinerien etwas Gold und Silber. Reines Kupfer eignet sich 
nicht zum GieBen, da es sich ungleichmaBig zusammenzieht und die 
Formen schlecht ausfiillt. Von groBer Bedeutung sind die Kupferlegie
rungen, und zwar bezeichnet man alle Legierungen von Kupfer mit Zink 
als Messing, von Kupfer mit Zinn als Bronzen, von Kupfer mit Nickel 
und Zinn als Neusilber, von Kupfer mit Eisen und Zink und anderen 
Metallen als Deltametall. Tombak enthalt nul' 15% Zink und Zinno Das 
unechte Blattgold ist eine Legierung von 1 Teil Zink und 5,5 Teilen 
Kupfer. Die in der Elektrotechnik viel verwendete Siliziumbronze ent
halt uber 90% Cu, etwa 9% Zinn und 0,8% Silizium. Die im Maschinen
bau zur Amvendung gelangende Phosphorbronze (Lager, MaschinenteiIe), 
die sich durch groBe Harte, Festigkeitund Widerstandsfahigkeit gegen 
Oxydation auszeichnet, setzt sich aus 91 % Cu, 9% Sn und 0,5 bis 0,8% 
Phosphor zusammen. 

Das Kupfer findet wegen seiner guten e1ektrischen Leitfahigkeit 
ausgedehnte Verwendung in del' Elektrotechnik (Ankerwicklungen, 
Spulen, Oberleitungen, Schalter, Kollektoren). Kupfersalze, meist blau 
oder grun gefarbt, dienen im Wein- und Kartoffelbau als Mittel zur Be
seitigung von Schadlingen und finden als Maler- und AnstricMarben 
(Schweinfurter Grun, Malachitblau usw.) Verwendung. Del' Kupfer
vitriol CuSO., + 5 H 20 bildet blaue, in Wasser leicht lOsliche, Kristalle, 
die bei den Meidinger-Elementen, bei del' galvanischen Verkupferung, 
bei manchen BIattkrankheiten del' Rebe usw. benutzt werden. Fliissige 
Kupferverbindungen farben die Flamme blau odeI' grun. Geringe 
Mengen von gelosten Kupfersalzen lassen sich durch Zusatz von Ferro
Zyankalium nachweisen (rot braun auf Farbung). 

Das Blei Ph =, 205. 
Vorkommen: BIeiglanz PbS, WeiBbleierz PbC03 usw. Das haufigste 

Bleierz ist del' BIeiglanz, aus dem durch Rosten und reduzierendes 
Sehmelzen das Werkblei gewonnen wird, das noeh versehiedene Bei
mengungen, unter anderm etwas Silber, enthalt. Das reine Blei ist ein 
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blaugraues Metall yom spez. Gewicht 11,36 bis 11,39, das bei 334 0 C 
schmilzt und bei 1600° siedet; es hat sehr groBe Verwandtschaft zum 
Sauerstoff und wird von allen Sauren angegriffen, doch kommt die Reak
tion sehr schnell ZUlll Stillstand, da die entstandenen Bleisalze llleistens 
so gut wie un16slich sind und eine Schutzschicht bilden. Es ist aus diesern 
Grunde mogIich, BIei beispielsweise auch fUr Wasserleitungsrohre zu 
verwenden; doch geht man in del' letzten Zeit mehr und mehr dazu iiber, 
die Bleirohre innen mit einelll Zinniiberzug zu versehen, da tiberall dort, 
wo vagabundierende StraBenbahn-Riickkehrstrome auftreten konnen, 
unter Umstanden doch giftige Bleiverbindungen in das Trinkwasser 
gelangen ki)nnen (Elektrolyse). Das BIei findet aueh als Diehtungs
material und als rostsehiitzender Dberzug Verwendung. Das weiehe BIei 
wird in der Akkumulatorentechnik benutzt. Um dem BIei eine groBere 
Harte zu geben, lcgiert man es mit Antimon. Das eigent1iche L6sungs
mittel fUr BIei ist Salpetersaure, auch Essigsaure kann benutzt werden. 

Bleiverbindungen. Das Blei bildet verschiedene Oxydations
stufen, von denen zunachst das Bleioxyd odeI' die BIeiglatte PbO 
zu nennen ist. Letztere stellt ein gelbes Pulver dar, das zum "Formieren" 
del' Akkumulatoren, zur Gewinnung von Firnis aus Leinol, zur Fabri
kation von Glaseru und Glasuren Verwendung findet. Bleiglaser werden 
beim Erhitzen in del' Reduktionsflamme schwarz infolge von a,usgeschie
denem BIei. Dureh weitere Oxydation del' Bleiglatte entsteht Blei
mennige Pb30 p ein rater Farbsto££, del' mit Leinolfirnis verriihrt als 
Grundierfarbe und als Rohrdiehtungskitt Verwendung £indet. Ein 
weiteres Oxyd ist das Pb02 (Bleisuperoxyd), ein dunkelbraunes Pulver, 
welches sich beirn Aufladen del' AkkumnIatoren am positiven Pole bildet. 
BIeisalze lassen sieh selbst in verdiinntesten Losungen durch Sehwefel
wasserstoff nachweisen (schwarze Fallung von BIeisulfid PbS). Auf 
Zusatz von chromsaurelll Kali zu BIeisalz16sungen entsteht Chromgelb 
(chromsaures BIei). Das BIeiweiB entsteht durch Einleiten von Kohlen
saure in eine Losung von essigsaurem Blei; es ist eine schone weiHe, 
jedoch giftige Farbe von groBer Deckkraft. 

Das Zinn Sn = und Sn ,118. 
Das Zinn kommt nicht gediegen VOl', sonderu fast ausschlieBlich 

als Zinnstein Sn02 • Das Zinn ist ein silberweiBes Metall vom spez. 
Gewicht 7,29; Schmelzpunkt 233 0. Bei gewohnlieher Temperatur ist 
das Zinn sehr geschmeidig und dehnbar, bei niedriger Temperatur und 
nahe dem Sehmelzpunkt dagegen so sprode, daB es pulverisiert werden 
Imnn. Sn erstarrt kristallinisch; biegt man eine Stange reinen Zinns, so 
entsteht ein eigenartiges Gerauseh, das sog. Zinngeschrei, das dadurch 
zustande kommt, daB die kleinen Kristalle sich aneinander rei ben. Das 
Zinn lost sich in konz. Salzsaure in der Warme unter \Vasserstof£ent
wicklung. 

Zinn dient zur Herstellung von WeiBblech (verzinntes Eisenblech), 
von Stanniol, von Chlorzinn (Beschweren der Seide) sO\vie zur Gewinnung 
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von Legierungen, wie z. B. des Schnell-Lotes (Zinn-BIeilegierung), des 
Britanniametalles (Antimon-Zinnlegierung) und del' Bronzen (Kupfer
Zink -Zinnlegierungen). 

Quecksilber Hg =, 199. 
Das Quecksilber komlllt in del' Natur hauptsachlich als Zinno bel' 

HgS VOl' (Kalifornien, Spanien, Krain) , aus dem es dul'ch Erhitzen und 
nachheriges Abkiihlen del' Dampfe erhalten wird. Das Quecksilber ist 
das einzige, bei gewohnlicher Temperatur fliissige Metall; sein spez. 
Gewicht betriigt 13,59; Hg erstarrt bei 39,4 0 C und siedet bei 357 0 C. 
Das Losungsmittel £til' Hg ist Salpetel'saure. 

Die Quecksilberverbind ungen sind giftig; insbesondere gilt dies 
vom ~ublimat (HgCI2), das als Desinfektionsmittel verwendet wird und 
noch in einer Verdiinnung von 1 : 5000 kraftig wirksam ist. Man benutzt 
das Quecksilber zur Herstellung von Barometern, Thermometern und 
anderen physikalischen Instrulllenten. Das Quecksilber bildet mit vielen 
Metallen wie z. B. Zink, Aluminium, Kupfer, Zinn, Gold usw., Legie
rungen, die man als Amalgallle bezeichnet. Das Amalgamieren del' Zink
elektroden galvanischer Elemente hat den Zweck, die Auflosung des 
Zinks zu den Zeiten, in denen kein Strom entnommen wird, auf ein 
MindestmaB herabzusetzen. Das Zinnamalgam diente friiher als Spiegel
belag; heute werden die Spiegel mit einer Schicht Silber iiberzogen. 

Silber Ag -, 107. 
Silber hat ein spez. Gewicht von 10,5, schmilzt bei 960 0 und ist ziem

lich weich und dehnbar; es ist del' beste Leiter del' Elektrizitat und Warme. 
Das beste Losungsmittel fiir Silber ist die Salpetersaure, die es sogar in 
del' Kalte und bei geringer 8auredichte als Silbernitrat lost. Da Silber 
ziemlich weich ist, wird es haufig mit Kupfer legiert, man gibt den Fein
gehalt einer Silberlegierung in Tausendteilen an. Ein Feingehalt von 
930 bedeutet, daB auf 1000 Teile del' Legierung 950 Teile Silber und 50 Tl. 
Kupfer entfallen. Die galvanische Versilberung, die heute ff st alle 
anderen Verfahren verdrangt hat, beruht auf del' Elektrolyse von zyan
kaliumhaltigen Silber16sungen. Als Anode wird reinstes Eilberblech, 
als negativer Pol del' gut vorgereinigte, zu versiIbernde Gegenstand be
nutzt. Die Herstellung von Glasspiegeln (Versilberung) erfolgt dadurch, 
daB man die gut gereinigte Glasflache mit ammoniakalischer Silbersalz
losung bedeckt, del' reduzierend wirkende Substanzen wie Formaldehyd, 
Traubenzuckel' odeI' Weinsaure zugesetzt wurden, und gelinde an
warnit. 

Gold Au=, 196. 
Gold kommt gediegen in Transvaal, Kalifornien, Australien VOl' und 

wird aus dem goldhaltigen Sand durch Waschen odeI' nach dem Amal-
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gamatio1l8verfahl'en (Behandeln des Sandes mit Quecksilber zwecks 
Gewinnung von Goldamalgam, nachheriges Abdestillieren des Hg) oder 
nach dem ZyankaliumprozeB (Vermischen des Goldsandes mit Zyan
kalium16sung und nachfolgende elektrolytische Abscheidung des 
Goldes) gewonnen und stellt ein gelbes, weiches, glanzendes Metall vom 
spez. Ge\vicht 19,3 und vom Schmelzpunkt 1050 0 vor. Das Losungsmittel 
fiir Gold ist eine l\fischung von konz. Salzsaure mit konz. Salpetersaure 
im Verhaltnis 3: 1 (Konigswasser). Um Gegenstande zu vergolden, ver
wendet man entweder die Feuervergoldung (Vberziehen der Metall
gegenstande mit Goldamalgam, nachheriges Austreiben des Quecksilbers 
durch Erhitzen) odeI' die galvanische Vergoldung (Elektrolyse einer 
Losung von Goldchlorid und Zyankalium) oder die Blattvergoldung 
(Auflegen feiner Goldfolien auf den mit zahem Leinol kIebrig gemachten 
Untergrund). 

Platin Pt=, 193. 
Das meiste Platin stammt aus dem Ural; es schmilzt bei 1800° und 

hat ein spez. Gewicht von 21,5. Durch Sauren wird es nicht angegriffen . 
.Man steIlt aus Platin Elektroden, Schalen, Kontakte und Katalysatoren 
(Reaktionsbeschleuniger) her. Fiir letzteren Zweck eignet sich besonders 
das feinverteilte Platin (Platinmoor) odeI' der Platinasbest (mit fein
verteiltem Platin iiberzogene Asbestfasern). 

Photographie. 
Silbersalze, insbesondere Jod-, Brom- und Chlorsilber, erleiden unter 

der Einwirkung des Lichtes eine chemische Zel'setzung und schwarzen 
sich durch ausgeschiedenes, fein verteiltes Silber. In den photographi
schen Platten und Papieren sind diese Salze in eine Gelatine- oder Kol
lodiumschicht eingebettet. Um Photographien herzustellen, benutzt 
man den photographischen Apparat, im wesentlichen eine Camera 
obscura, welche an Stelle der Offnung eine konvexe Linse, das Objektiv, 
enthalt. Auf einer ungeschliffenen Glasscheibe (Mattscheibe) stellt 
man zunachst das Bild scharf ein, hierauf wird die in einer lichtdichten 
Kassette befindliche photographische Platte an die Stelle del' Mattscheibe 
gesetzt und nach Offnen del' Kassette kurze Zeit der Einwirkung des 
Lichtes ausgesetzt (exponiert). Der kurze Lichteindrnck hat das Brom
silber AgBr in Silberbromiir (Ag2Br) umgewandelt, das sich unter dem 
EinfluB schwacher Reduktionsmittel, sog. Entwickler (Metol, Pyrogallol) 
leicht in metallisches Silber umwandeln laBt. Die Ausscheidung von 
f'lilber, also die Schwarzung der Platte, ist im Dunkelzimmer bei rotem 
Licht (photochemisch nicht wirksam) vorzunehmen, und zwar erfolgt die 
Schwarzung an denjenigen Stellen am starksten, die bei del' Aufnahme 
am starksten dem Licht ausgesetzt waren. Man erhalt auf diese Weise 
ein Negativ, d. h. ein Bild, auf welchem Licht und Schatten umgekehrt 
verteilt sind \vie auf dem Original. Die photographische Platte enthalt 
nach dem EntwickeIn noch unzersetztes Bromsilber, das am Licht ein 
Nachdunkeln hervorrnfen wii.l'de. Durch Baden des entwickelten Nega-
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tivs in einer Losung von untersehwefligsaurem Natroll wird das nieht. 
zersetzte Silbenmlz herausgewasehen und das Negativ liehtbestandig 
gemaeht (Fixi~ren des Negativs). Um das eigentliehe Bild zu erhalten, 
bedeekt man das Negativ mit einem liehtempfindliehen Papier, belichtet 
kurze Zeit, entwiekelt dann und fixiert wie vorhin angegeben. Durch 
dieses Verfahren (Kopieren) erh1ilt man das Positiv, auf welchem Licht 
und Sehatten in gleieher Weise verteilt sind wie auf dem Original. 
An Stelle del' Bromsilberpapiere werden vielfaeh aueh die billigeren 
Chromsilberpapiere verwendet, die jedoeh weniger empfindlieh sind. 
Unter dem "Tonen" des positiven Bildes versteht man das Behandeln 
del' Abzlige mit einer verdiinnten Chlorgoldlosung, wodurehdas Silber 
des Bildes durch Gold ersetztwird und ein angenehmer brauner Farbton 
entsteht. 



F estigkeitslehre. 
Bearbeitet von Dipl.-Ing. H. Winkel. 

I. Allgemeines und Vel1mchswerte. 
Die Festigkeitslehre untersucht das Verhalten der Bausto££e unter 

dem EinfluB auBerer Krafte und gibt somit die Grundlage fur die Ab
messungen der Bauteile, die irgendeinem Kraftangrif£ ausgesetzt sind. 

Unter dem EinfluB von Kraften treten in dem Korper Spa n n u nge n 
auf; die Fasern eines straf£ gezogenen Seiles sind gespannt. Zugleich 
erfahrt del Korper~Formanderungen, das Seil reckt sich. 

Fig. 1. Fig. 2. Fig. 3. Fig. 4. 

Man unterscheidet: 
1. Zugfestigkeit. Der freigemachte Stab (Fig. 1) ergibt zwei 

Krafte P, die in Richtung der Stabachse - d. h. normal oder senkrecht 
zum Querschnitt - wil'ken .. Der Stab wird gezogen und erfahrt eine 
Verlangerung. Die auftretenden Spannungen heiBen Zugspannungen. 
tJber Freimachen eines Stabes vgl. Mechanik, S. 158. 

2. Druckfestigkeit. Der £reigemachte Stab (Fig. 2) ergibt zwei 
Krafte P, die ebenfalls in Richtung der Stabachse wirken. Der Stab 
wird gedruckt und erfahrt eine Verkurzung. Die auftretenden Span
nungen heiBen Druckspannungen. 

3. Knickfestigkeit. 1st der gedriickte Stab (Fig. 3) im Verhaltnis 
zu seinen QuerschnittabmessungE'm sehr lang, so wird er bei genugend 
groBen Kra£ten P ausknicken. Jeder gedruckte Stab ist auf Knick
sicherheit zu untersuchen. 

4. Scherfestigkeit. Wirken auf den Stab (Fig. 4) zwei gleichgroBe 
entgegengesetzt gerichtete Krafte P senkrecht zur Stabachse, so wird 
der Stab auf Abscheren beansprucht; er erfiihrt Scherspannungen. 

'" ink c I, ])pr l'rakt. Mn;<"hinenlHwer II. I. 20 
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Abgesehen von dem Fall 3, der besonders zu untersuchen ist, ellt
stehen die genannten Arten der Festigkeit durch Einzelkrafte. 

Wirken Kraftepaare (vgl. Abschnitt Mechanik, S. 164) auf den 
Stab, so ist zu unterscheiden, wie die Stabachse zur Ebene des Krafte
paares liegt. 

5. Biegungsfestigkeit. Auf den Stab (Fig. 5) wirkt ein Kra£te
paar, dessen Ebene durch die Stabachse geht. Der Stab wird gebogen; 
er erfahrt Biegungspannungen. 

6. Drehfestigkeit oder Torsion. Auf den Stab (Fig.6fwirkt ein 
Kriiftepaar, dessen Ebene senkrecht zur Stabachse steht. Die einzelnen 
Querschnitte des Stabes werden gegeneinander

Fig. 5. 

verdreht; die auftretenden Span
nungen heiBenSchubspannungen. 

1st der Kraftangri££ derart, 
daB verschiedene Arten der 
Festigkeit gleichzeitig auftreten, 
so sagt man: Der Korper ist auf 
zusammengesetzte Festig
k e it beansprucht. Bei einer Welle 

Fig. 6. 

treten z. B. Biegung und Drehung gleichzeitig auf. 
Langenanderungen und Normalspannungen. Unsere 

Kenntnis vom Verhalten der Bausto££e beruht auf dem Versuch. 
Die ZerreiBp ro be. InFig.7 isteine ZerreiBmaschine schematisch 

dargestellt. Der Wagebalken CB ist in C in einer Schneide gelagert und 

b 

Fig. 7. 

tragt an seinem unteren 
Ende das Gewicht Q. 
Um den Kopf des Bal
kens grei£t ein Gehange, 
das in D e benfalls in einer 
Schneide gelagert und 

, in E zu einem Einspann
/ kop£ ausgebildet ist. 

Fist der untere Ein-
/ spannkopf, der mit einer 

Schraubenspindel ver-
I bunden ist, die durch ein 

Kegelraderpaar ange
trieben wird. Der An
trieb geschieht berklei
nen Kra£ten - bis zu 
2000 kg - durch eine 
Handkurbel, bei groBe
ren durch Motoren oder 

hydraulisch. Dreht man die Handkurbel, so wird die Spindel in die 
-:\Iutterdes wagerechten Kegelrades hineingezogen, der Einspann
kop£ F senkt sich und damit der Kopf D des Wagebalkens. Da der 
Balken in C fest gelagert ist. hebt sich das Gewicht Q, dessen Entfer-
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nung b vom Lager 0 dabei wachst. Die zwischen den Einspannkopfen 
E und F hervorgerufene Zugkraft wird 

b 
P=Q·-. 

a 

Auf einer Teilung G wirdPunmittelbar abgelesen. Statt P auf einer 
seitwarts angebrachten Teilung abzulesen, kann man die Bewegung 
des Punktes D auf einen Zeiger libertragen, der auf einer Soheibe spielt, 
die an del' Stirnseite der Maschine angebracht ist. Die Einspannkopfe 
richten sich in ihrer Konstruktion nach der Form del' zu prufenden 
Stucke. 

Sta bformen. Fur Rundstabe hat sich der Normalstab (Fig. 8) 
eingeburgert, der 20 mm Schaftdurchmesser und eine MeBlange von 

r 220 I 

fBft--f4!F+(i+B J' ....l 35 '-- 36IJ----:=]----j 
1---- 22IJ ----.j 

3()()--i 
I -8& I 

Fig. 8 und 9. Fig. 10. Fig. ll. 

200 mm hat. Die Festlegung von Normalmassen hat sich als notwendig 
herausgestellt, weil Querschnitt und Lange der Stabe das MeBergebnis 
beeinflussen. Die Wahl des Normalprufstabes ermoglicht einen un
mittelbaren Vergleich der Guteziffern eines Bausto££es. 1st aus irgend
welchen Grunden die Anfertigung von NormaIstaben nicht moglich, so 
mussen die Abmessungen des Prufstabes dem Versuchsbericht beigefugt 
werden. Empfehlenswert ist es, in solchen Fallen die Abmessungen 
so zu wahlen, daB sie in einem bestimmten Verhaltnis zu denen des Nor
malstabes stehen (Proportionalstab). Diesen Verhaltniszahlen liegt die 
Tatsache zugrunde, daB geometrisch ahnliche Korper aus gleichem 
Material durch gleichgroBe Belastungen geometrisch ahnliche Form
anderungen erleiden(Gesetz von Kick und Barba). 

Da man bei ZerreiBproben von Blechen die Walzhaut nicht entfernt, 
richtet sich die Dicke nach dem gegebenen Blech. Die Breite ist so zu 
bemessen, daB der Querschnitt des Normalflachstabes gleich dem Quer
schnitt des Normalrundstabes, das sind 3,14 cm2, ist (Fig. 9), doch solI 
das Verhaltnis von Breite zu Dicke den Wert 5 : 1 moglichst nicht liber
schreiten. 1m ubrigen gelten auch fur Probestabe aus Flacheisen die 
Vorschriften der Proportionalstabe; d. h. samtliche Abmessungen stehen 
im festgelegten Verhaltnis zueinander. 

Einspannkopfe. Fur Flachstabe genugen zwei keil£ormige 
Backen (Fig. 10), die mit einem sagenartigen odeI' feilenahnlichen Riebe 
versehen sind, wahrend glatte Rundstabe Backen nach Fig. 11 erhalten. 

20* 
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Bei Normalstaben versieht man das Querhaupt a (Fig. 12) mit einer 
Eindrehung, in die der Ring b gelegt wird, der seinerseits ebenfalls eine 
Eindrehung erhalt, in die der geteilte Ring c paBt. Hat man einen Satz 
geteilter Ringe emit verschiedenen Bohrungen, so ist dieser Einspann
kopf auch fiir Proportionalstabe verwendbar. Da der Stab von unten 
in den Kopf gesteckt wird, muB die Bohrung des Ringes b etwas groBer 
als der Stabkopfdurchmesser sein. Neben den genannten Formen gibt 
es natiirlich eine Reihe anderer Ausfiihrungen, die von den verschie
denen Firmen auf den Markt gebracht werden. 

MeBinstrumente. Die Kraftmessung bei Gewichtsbelastung ist 
im wesentlichen nach Fig. 7 eingerichtet. Bei groBen Maschinen mit 

Motorantrieb wird ein Laufge
wicht nach Fig. 13 vorgesehen, 
die eine Maschine der Diissel
doder Maschinenfabrik A. G. 
vorm. F. Losenhausen darstellt. 
Derobere Wagebalken a ruhtauf 
den Schneiden n und tragt an 
seinem rechten Ende ein Gegen
gewicht, wahrend links die Zug-

F · 12 stange b zu dem Hebel d fiihrt, 19.. 
der das Laufgewicht c tragt. Der 

o bere Einspannkopf l hiingt mit der Schneide 1n auf dem Wagebalken a; 
die Schneiden m und m sind um den Betrag e exzentrisch angeordnet, 
der so gering gealten ist, daB eine erhebliche Dbersetzung bis zur Zug
stange b erzielt wird. Der Hebel d ist einarmig; an ihm greift die Zug
stange in geringer Entfernung vom Drehpunkt an, der im Maschinen
gestell liegt. Durch diese doppelte Dbersetzung IaBt sich eine Zugkraft 
von 50 000 kg und dariiber erzielen, die von der Stellung des Laufge
wichtes c auf dem Hebel d abhangig ist. Der untere Einspannkopf k 
ist mit einer Schraubenspindel i fest verbunden, die durch Schnecke 
und Schneckenrad (h) angetrieben wird. Der Antrieb ist elektrisch 
durch den Motor t, der mit dem Anlasser g angelassen wird. Der 
Hebel d triigt eine Teilung, die unmittelbar die Zugkra£t der Maschine 
angibt. 

Das gebrauchlichste FeinlneBinstrument ist der Spiegelapparat 
(Fig. 14). Er besteht im wesentlichen aus einem Biigel b, der an seinem 
oberen Ende eine Schneide und an seinem unteren Ende eine Kerbe hat, 
in die ein glashartes Stahlprisma e gelegt wird. Das Prisma e sitzt auf 
einer Achse, die links den Spiegel h, rechts das Gegengewicht g tragt. 
Der Spiegel ist um die senkrechte Achse drehbar in einem Rahmen be
£estigt, der seinerseits um die Prismenachse drehbar ist. Der Apparat 
wird durch einen Biigel emit Hilfe der Schraube dam Probestab a fest
geklemmt. Edahrt der Stab a unter dem Ein£luB der Zugkraft Peine 
Verlangerung, so senkt sich die am Stabe a anliegende Schneide des 
Prismas e; dabei edahrt der auf der Prismenachse sitzende Spiegel h 
eine Drehung. In der Ent£ernung l vom Spiegel h wird ein MaBstab m 
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Fig. 14. 
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,;enkrecht aufgestellt und neben ihm das Fernrohr t, durch das del' 
Beobachter den Spiegel betrachtet, in dem die Teilung des MaBstabes 
zu sehen ist. Die Strecke, um die del' am Stabe anliegende Prismen
punkt nach unten gewandert ist, wird stark vergroBert als Strecke n 
am MaBstab mit Hilfe des Fernrohres abgelesen. Je nach der Entfernung 
l erhiUt man 500 odeI' 1000fache VergroBerung, so daB eine auBerordent-

B 
b ,....-
z 
r-f/ f' 

Bo 
o i.E, ti, 

Fig. 15. 

~z 

E 
Ez 

liche Genauigkeit der Messung von 
Verlangerungen mit diesem Apparat 
erreicht wird. 

Der ZerreiBversuch. Der in 
die ZerreiBmaschine gespannte Probe
stab wird z. B. mit 100 kg belastet 
indem man so lange an der Hand 
kurbeldreht, bis das Gewicht Q (Fig. 7) 
auf 100 kg zeigt. Gleichzeitig wird 
die Verlangerung an dem Spiegel
apparat abgelesen. Nun steigert man 

stufenweise die Belastung und bestimmt die zugehorige Verlange
rung. Die Ablesungen werden aufgeschrieben. Der Versuch zeigt 
langsames Wachsen der VerIangerungen bei zunehmender Belastung, 
und zwar wachsen die auf die Langeneinheit bezogenen Verlange
rungen, das sind die Dehnungen, direkt proportional der auf die 
Flacheneinheit bezcgenen Belastung, das ist der Spannung; es herrscht 
Proportionalitat zwischen Dehnungen und Spannungen. Diese ein
fache Beziehung zwischen Dehnungen und Spannungen besteht aber 
nur innerhalb bestimmter Belastungsgrenzen; wird dieser Grenzwert 
der Belastung durch Weiterdrehen der Handkurbel uberschritten, so 
wachsen die Dehnungen rascher als die Spannungen; es bringt also ein 
Belastungszuwachs von 100 kg jenseits dieser Grenze eine wesentIich 
groBere VerIangerung hervor. Die Spannung, unter der Proportionalitat 
herrscht, heiBt Proportionalitatsgrenze. Man bezeichnet sie mit 
op und gibt sie in Kilogramm pro Quadratzentimeter an. 

Fur die Querschnittsbemessung ergibt der Versuch die Forderung: 
Die graBten rechnerisch ermittelten S,pannungen mussen 
unter der Proportionalitatsgrenze liegen. Dm ein Bild von 
dem Verhalten des Stabes zuerhalten, tl'agt man die Dehnungen, das 

. Verlangerung . 
1St "Ii h L" ,auf del' x-Achse emes Achsenkreuzes auf 

ursprung c e ange 

F · d' h' S d . Belastung in kg ( 19. 15), Ie zuge or1gen pannungen, as 1St Q h" 2' 
uersc mtt m cm 

auf der y-Achse. Solange ProportionaIitat zwischen Dehnungen und 
Spannungen besteht, verlauft die Spannungsdehnungskurve gel'adlinig 
(OP in Fig. 15). Bei wachsender Belastung geht sie in leichter Krummung 
bis F. Von da an tritt eine bedeutende VerIangerung bei geringer 
Zunahme der Belastung ein: Der Stab strec kt sich, er beginnt zu 
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flieBen. Die Spannung of' bei der das Strecken oder FlieBen des Bau
stoffes beginnt, heiBt 

Streck- oder FlieBgrenze. Hat man einen bearbeiteten Stab 
mit glatter OberfHiche in die ZerreiBmaschine gespannt, so zeigen sich 
jetzt moireahnliche Muster, die man FlieBfiguren nennt. Auf Grund 
ungezahlter Beobachtungen darf man annehmen, daB sich die Span
nungen bis zum Punkte B der Kurve gleichmaBig iiber die Stabachse 
verteilen. Ist die Dehnung auf 0 Eo gewachsen, so beginnt sich der Stab 
an einer Stelle einzuschniiren (Fig. 16); der Querschnitt wird an dieser 
Stelle erheblich kleiner. Die Belastung, die zu einer weiteren Verlange
rung notwendig ist, wird kleiner; die Kurbel muB zuriickgedreht wer
den. Infolgedessen fall t die Spannungs-Dehnungs-
lmrve von B auf Z. Endlich tritt die Trennung ~::=L 
ein; der Stab reiBt. Die Spannung max a heiBt ~---,)' 
Zugfestigkeit; sie wird im allgemeinen auf den Fig. 16. 
urspriinglichen, also ungeschwachten Querschnitt, 
bezcgen und mit K z bezeichnet. Die Bruchspannung Gz ist die auf 
den urspriinglichen Querschnitt bezcgene Spannung, bei der der Bruch 
erfolgt. Der letzte Abschnitt des Versuches, in Fig. 15 durch das 
Kurvenstiick B Z dargestellt, wird bei den praktischen Priifungen meist 
nicht beriicksichtigt, weil er einerseits nur £iir die Forschung Wert hat, 
andererseits auch zu zeitraubend ist. Da die streng wissenschaftliche 
Durchfiihrung des ZerreiBversuches und die eingehende Bearbeitung der 
Versuchsergebnisse zu teuer ist, begniigt man sich bei den Priifungen 
mit der Feststellung der Bruchbelastung und der Bruchdehn ung. 
Ist l' die Lange des Stabes nach dem Bruch, die man durch Messung 
der aneinandergelegten Bruchstiicke erhalt, so ist die Verlangerung l' -l, 
also die Bruchdehnung in Hundertteilen der urspriinglichen Hinge, 

l'-l 
rp=lOO'-l-' 

Diese grobe Bestimmung ist aber nur zulassig, wenn der Bruch 
innerhalb des mittleren Drittels der MeBlange erfolgt; andernfalls ist 
die Probe AusschuB. ~i'. '~I ". 

Fiir eine eingehende Kenntnis des Bausto££es geniigt der einfache Zer
reiBversuch noch nicht. Entlastet man namlich einen bereits ver
langerten Stab, so verliert er die erlittene Formanderung nicht voll
standig; es bleibt ein Dehnungsrest, der bleibende Dehnung heiBt. 
So ist Z. B. die Bruchdehnung eine bleibende Dehnung. Die wieder ver
schwindende Langenanderung heiBt elastische oder federnde 
Dehnung. Fiir kleine Spannungen ist sie praktisch gleich Null. Das 
Materialpriifungsamt zu GroB-Lichterfelde setzt als Elastizitats
grenze diejenige Spannung fest, bei der die bleibende Dehnung 
0,02 V. H. der MeBlange des Probestabes erreicht. 

Ein Karper heiBt vollkommen elastisch, wenn bei der Ent
lastung die Riickkehr in die urspriingliche Form eine vollstandige ist. 
Er ist um so elastischer, je graBer die federnde Langenanderung im Ver-
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gleich zur gesamten Langenanderung ist. Die meisten Stoffe sind 
elastisch. Die Formanderungen sind abhangig vonder Zeit, in der die 
Belastungsteigerung vor sich geht. Bei einer rasch gesteigerten Be
lastung kann sich die Formanderung nicht mit gleieher Sehnelligkeit 
ausbilden; der Stab wird reiBen, ohne die seinem Baustoff zukommende 
Dehnung erreieht zu haben. Neben der Zeit ist die Temperatur in 
hohem Grade auf Festigkeit und Formanderung von Ein£luB. 

Verlangert sieh ein Stab von 1 em Lange um "fl auf II cm, so ver
langert sich ein Stab von 1 em Unge um 

11 - 1 ~l 
13= ~--

1 

(gelesen: Delta 1 durch l). Man nennt diesen Bruch, der eme unbenannte 
Zahl ist, die Dehnung. Mit HiHe dieser Zahl ~ann man Stabe verschie

Fig. 17. 

dener Lange auf ihre Dehnungsfahigkeit vergleichen. 
Verringert sich der Durchmesser d bei der Verlange
rung um (d - d1) cm, so erfahrt ein Durchmesser von 
1 cm die Verkiirzung 

Diese Zahl heiBt Querzusammenziehung. 
Die Ausdehnung in Richtung der Stabachse und 

die Zusammenziehung senkrecht zur Stabachse treten 
stets gleichzeitig auf. Kehrt man die Kraftrichtung 
um, d. h. wird der Stab gedriickt, so verkiirzt er sich 
in der Langs- und verbreitert sich in der Quer
richtung. 

Durch eine' groBe Zahl von Versuchen ist festgesteIlt worden, daB 
das Verhaltnis von Dehnung zur Querzusammenziehung eine Zahl ist, 
die fiir gleichartige Korper zwischen 3 und 4 liegt; fiir Metalle setzt 
Bach 

13 10 
m=- = - -. 

I3q 3 

Da man einem Stab von auBen nicht ansieht, ob er durch Krafte 
beansprucht ist, muB man ihn sich durchgeschnitten denken, wenn man 
wisse.n will, welehe Art der Beanspruchung er erfahrt (vgl. Abschnitt 
Mechanik, S. 158). Durch einen Schnittwird das Gleicbgewicht gestort; 
fiigt man in Richtung der Stabachse (Fig. 17) Krafte ein, die trotz des 
Schnittes die Teile im Gleicbgewicht balten, so diirfen wir sagen: Der 
undurchschnittene Stab verhalt sich ebenso wie der durchschnittene 
mit den zugefiigten Kraften; folglich geben die hinzugefiigten Krafte 
ein MaB fiir die GroBe der Beanspruchung des undurchschnittenen 
Stabes (Spannkrafte - innere Krafte). Nehmen wir weiter an, daB aIle 
Fasern des Stabes gleichmaBig an der Kraftiibertragung teilnehmen, 
so diinen wir weiter sagen: AIle Flachenteilchen des Querschnittes 
werden gleichmaBig beansprucht. Um nun die Beanspruchungen ver-
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schieden geformter und verschieden belasteter Stabe vergleichen zu 
konnen, muB man den Anteil der Kraft angeben, der auf die Flachen
einheit des Querschnittes entfallt - eben so wie man die Langenande
rungen auf die Langeneinheit bezog. In der Festigkeitslehre ist es ublich, 
als Flacheneinheit das Quadratzentimeter (cm2) anzusehen. Setzt man 
nun fest, jedes cm 2 des Querschnittes trage a kg, so iibertragt ein Stab 
von F cm2 Querschnitt eine Kraft von (a· F) kg. SolI ferner zwischen 
den auBeren Kraften P und den inneren Kr1iften (a' F) Gleichgewicht 
herrschen, so muB 

oder 
P 

0'=---
F 

sein. Fiir P in kg und F in cm2 erhalt a die Benennung kgJcm2 ; setzt 
man P (wie es gelegentlich auch vorkommt) in t ein, so erhalt a die Be
nennung tjcm 2 • Der auf 1 em 2 des Querschnittes entfallende Anteil a 
der zu u bertragenden Kraft P heiBt Spa n nun g; sie ist ein V ektor, 
da sie nach GroBe und Richtung unterschieden werden muB (vgl. 
Mechanik, S. 143). 

In den Fallen 1, 2, 5 sind die Spannungen senkrecht zum Quer
schnitt gerichtet; sie heiBen Normalspannungen. In den Fallen 
4 und 6 fallen die Spannungen in den Querschnitt; sie heiBen Schub
spann ungen. 

Hat man die beiden Begriffe der Dehnung und Spannung festgelegt, 
so liegt es nahe, zu untersuchen, ob zwischen ihnen irgendwelche Be
ziehungen bestehen. Die Beantwortung der Frage kann nur der Versuch 
geben. Dnd der Versuch zeigt tatsachlich den Zusammenhang zwischen 
e und a; er lehrt, daB fiir manche Baustoffe innerhalb gewisser Grenzen 
die Dehnungen und Spannungen direkt proportional sind; die Dehnungen 
wachsen in demselben Verhaltnis wie die Spannungen. Der mathe
matische Ausdruck dieses Satzes lautet 

und heiBt Hookesches Gesetz; es ist die Grundlage aller Festigkeits
berechnungen. Seine Anwendung ist zuliissig, solange die Spannungen 
innerhalb der Grenzen bleiben, wo direkte Proportionalitat zwischen 
Dehnungen und Spannungen besteht; d. h. solange die Spannungen 
unterhalb der Proportionalitatsgrenze bleiben. Diese Bedingung 
muB stets erfiillt sein. 

IX heiBt Dehnungszahl; ihre Benennung ergibt sich aus dem 
Hookeschen Gesetz, da e eine unbekannte Zahl ist, zu cm2/kg. Del' 
nmgekehrte Wert 

1 
E=-

IX 

heiBt ElastizitatsmaB,gemessen ill kg/cm2, und ist eine Spannung. 
~ennt man die VerUingerung des Stabes ell (Fig. 17), so wird mit 
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Al 
t: = -l- innerhalb del' Gii.ltigkeitsgrenze des Hoo keschen Gesetzes 

1 
A1=IX·a·l=-·a·l, 

E 
wobei 1I1 und 1 in mm odeI' em gemessen werden. 

Setzt man e = ~ lund 0= ; in das Hoo kesche Gesetz ein, so er-

halt man A 1 . F A 1 
IX =T~p = y:-;; ; 

es wird demnach IX zu einer Verlangerung A 1, wenn wir den Quersehnitt 
des Stabes 1 cm2, seine Hinge 1 em machen und ihn mit P = I kg be
lasten. Damus folgt die Begriffsfestlegung der Dehnungszahl IX: sie ist 
die Verlangerung del' Kante eines Wiirfels von 1 em Kantenlange bei 
1 kg Belastung. 

In dem Schaubild (Fig.15) ist auf der wagerechten Achse die Ver
Eingerung der Langeneinheit, auf der senkrechten die Belastung des 
Stabes in kg/cm2 aufgetragen; das Produkt beider GraBen stellt dem 
nach eine Ar b ei t (siehe Abschnitt Mechanik S. 145) dar, die bei del' 
Formanderung eims Wiirfels mit der Kantenlange 1 em aufgewendet 
werden muB. Ein MaB fiir die GroBe diesel' Arbeit ist del' 1nhalt der 
von der Dehnungs-Spannungskurve begrenzten Flache; sie wird in 
cmkgjcm3 gemessen und heiBt Arbeitsvermogen des Baustoffes. 
FluBeisen hat ein Arbeitsvermogen von 600 7 800 cmkgjcm3 ; GuBeisen 
nul' 8 7 14. 

Zah nennt man Baustoffe mit hoher FlieBgrenze (Nickel, Kupfer). 
Ein geringer Grad von Zahigkeit heiBt S pro dig k e i t. 

G esc h me i dig sind Ba ustoffe mit maBiger FE stigkeit und nie
driger FlieBgrenze (reine Metalle: Zinn, Gold, Silber). 

Harte. Mit Harte wird del' Widerstand bezeichnet, den ein Material 
dem Eindringen eines Prufkarpers entgegensetzt. Nach Brinell ist 
del' Priifkorper eine gehartete Stahlkugel von D = 10 mm, die mit 
P = 3000 kg bei Eisen und Stahl, mit P = 500 kg bei weicheren 
Metallen in das zu prufende Stuck, die Probe, gedruckt wird. 1st d 
del' Durchmesser des Eindrucks, dann ist seine Tiefe 

h D 1 I-D-.-d2-=---v "-2 2 
P P 

Unter del' Hartez ahl versteht man H = F = ---:D=--h" in kg(mm2. 
IT' • 

Hartezahlen nach Brinell. 
P = 500 kg 

Blei H = 5,5 kgjmm2 

Zinn 14 
WeiBmetall 2:3 
Zink 
Kupfer 

46 
50 7 75 " 

P = 3000 kg 
Messing H = 75 -;... 90 kg(mm2 
FluBeisen (weich) C'V 100 " 
S. M. Stahl 160 -;- 230 " 
Werkzeugstahl (C = 1 %) 260 7 300 " 

angelassen . 470 -.;.- 550 " 
abgelassen ,"Xl 6.'10 
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Shore laBt ein kleines Fallgewicht mit Diamantkopf aus 250 mm 
Hohe auf die Probe fallen und beurteilt die Harte nach der Hohe des 
Riicksprunges (Skleroskop). 

K e r b z a h i g k e i t. Die Untersuchung der Baustofl'e bei p16tzlicher, 
schlagartiger Belastung geschieht durch die Schlagbiegeprobe, die neuer
dings in Aufnahme gekommen ist. Das Probestiick ist im allgemeinen 
ein Vierkantstab von 8 X 8 mm Querschnitt, der in der Mitte an einer 
Flache eingekerbt ist. Ein pendelnd aufgehangter Hammer (axtahnlich) 
fallt gegen die del' Kerbe gegeniiberliegende Seite und schlagt entweder 
durch odeI' verursacht zum mindesten eine sehr starke Biegung. Die 
Arbeit in mkg, die auf 1 cm2 des Bruchquerschnittes entfallt, heiBt 
s p ez ifis ch eSc hla g ar b ei t und ist ein MaB fUr die GroBe del' Kerb
zahigkeit. Nickel- und Chromnickelstahle haben groBe Kerbzahigkeit. 

Die zuIassige Spannung und Sicherheit gegen Bruch. 
Die zulassige Spannung ist die Spannung, bis del' zu ein Karpel' durch 

auBere Krafte auf eine del' verschiedenen Arlen del' Festigkeit bean
sprucht werden darf; sie bleibt im allgemeinen unterhalb del' Pro
portionalitatsgrenze und del' Elastizitatsgrenze. Die auf 
Grund des Hoo keschen Proportionalitatsgesetzes ermittelten Span
nungen mussen stets unterhalb del' Proportionalitatsgrenze liegen. Fur 
die Wahl del' zulassigen Beanspruchung gilt: solange die theoretischen 
Unterlagen der Festigkeitsrechnung festliegen, durfen die hOheren Werte 
der Tabellen1 ) genommen werden; wird die Rechnung auf Grund von 
Annahmen durchgefiihrt, uber deren Richtigkeit kein sic heres Urteil 
besteht, so ist die zulassige Beanspruchung niedrig zu wahlen. 

Die Sicherheit \5 gegen Bruch ist das Verhaltnis der Festigkeit 
K 

zur zuliissigen Beanspruchung; z. B. flir Zugbeanspruchung \5 = T . 
z 

Liegen keine besonderen Vorschriften (vgl. S.319) uber die Wahl 
der zulassigen Beanspruchung VOl', so ist die Sicherheit e gegen Bruch 
maBgebend. Wird z. B. eine achtfache Sicherheit fur ausreichend er
achtet, so ware kz fur Chrom-Nickelstahl del' Bismarck-Hiltte (vgl. 
S.316) wegen K z = 7500 kg/cm2 

1 1 
kz = \5 . K z =8. 7500 = 940kg/cm 2 • 

1m wesentlichen richtet sich die GroBe del' zulassigen Spannung da
nach, ob die Belastung eine ruhende odeI' wechselnde ist (vgl. S. 317). 
AuBerdem ist immer der Ein£luB von StaBen zu berucksichtigen; 
hinzu kommt die Gefahr der An bohru ng. In seinem Werk "Die Dampf
turbinen2)" sagt Stodola: Wenn wir eine Reihe von wohleingebiirger
ten Maschinenelementen genauer untersuchen, so finden wir, daB an 
vielen Stellen Dberbeanspruchungen zugelassen werden, sofern nur 
die Gewahr vorhanden ist, daB nach Eintritt des FlieBens an der be
troffenen Stelle ein Ausgleich der Spannungen moglich ist. VOl' aHem 

1) Vgl. S. 318 --:- 321. 
2) Fiinfte Auf!., Berlin 1922. Verlag von Julius Springer. 
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.Konstruktionsstahle der Bismarckhiitte, Oberschlesien, 
fUr Automobilbau, Luftschiffbau u. dgl 

Verwendungszweck i Marke 1 

I ~ 
Art Be- I' I Festig- -I' streck-I Deh- 1 Kon-

han~~_~stand i keit ~~~aktio~ 
Fiir durch starken Rei- ! 1 kg/mm' I kg/mm' I % % 
bungsdruck oder starke I 1 I 

HtoBe beanspruchte I ' 
Teile, wie Zahnrltder, NiCkel-I iiir ungehlirtet 75-100:, 56-70 lS-lO 40-50 
Nocken, Rollen usw. NO 4 chrom- Einsatz-
Ferner zu hiichstbean- stahl hltrtung I 

spruchten Wellen, Spin- . I. gehartet 1'150-2001120-1751' 10-5 40-30 
deln USW., die im Eln- i I 

satz gehltrtetwerden i 
desgl. ---- i, NO 2 -~~~~ --I-d-e-s-gl-. -I ungehiirtet I 65-S0 50-55 20-12 50-60 

~ ______ ~ gehltrtet 130-160100-135 10-5 35-25 

desgl. ___ I NO 1 desgl. 

desgl. NWW 

desgl. , NSVa 

Nickel
stahl 

desgl. 

]l'iir hochbeanspruchte I NKH v Nickel-
Kurbelwellen, Wellen, chrom-
Spindeln, Zapien usw. stahl 

1 

desgl. 

desgl. 

I , 
desgl. 

1 

verwende" 
(Nur in Wei.B-

ungehiirtet 
gehii.rtet 

ungehltrtet 
gehilrtet 

1 ungehltrtet 
gehartet 

_vergiitet _I 

60-70 ca. 50 25-20 60-65 
110-130 ca. 90 12-S 40-30 

50-60 ca. 40 '1 24-1S 60-50 
00-120 70-S0 15-81~~O_ 
50-55 ca. 40 24-20 ca. 60 
90-110 ca. 70 15-10 55-50 --(------

SO-100, 70-80 115-10 145-35 
I , 

-------1 __ ' __ 1_-

1 

, 1 

KNOv desgl. SO-95 160-75 I 15-10140-30 r"~""'" metallagern, 
, 
1 nicht in 

desgl. 
I 

Bronzelagern 
laufen lassen) 

L 

desgl. 

desgl. ---'ME2WV Sp~zial- 80-~- 55-70 14-10 1~~~3D 
leglerung 

...<iesgl .. ___ ' TG 3 v unlegiert 80-90_ 50-60.:...1 ca. 10 ca. 25_ 

_____ ~.'I!ll. I' TG 5 v desgl. I desgl. I desgl. 1 70-90 40:::-~o..---'~5-12 _ 45--:-3-" 

Fiir aui Druck hiichst- :&ickel-I ungehlirtet I I 
beanspruchte Teile NO 6 chrom- zu ungehltrtet 90-120 I - 110-6 ca. 30 

~ ______ ~~_I!~' verwenden __ ' ___ "'!~~~_I~~_I ___ --
r ungehltrtet -I 

Fiir Hebel, Zapien usw., , I' 'I.oder im Ein- ungehltrtet . 50-55 I ca. 40 '24-20 ca. 60 
bei welchen in erster Nickel- satz ge- 1 ! 
Linie groBte Zlthigkeit . NSVa, stahl hltrtet, je I 
des Materials verlangt I nach Bean- gehiirtet : 90-110 i ca. 70 15-10 55-50 

wird II' spruchung, ' , 
Iz.verwenden , 

1 ungeh!irtet I zu desgl. 
verwenden i 

I 

, desgl. desgl. I 

-_._ .. NS I, ·de~gl. 1'--~-\lgngehe!iAr-trettet ,140=5°1 25- 35 1'26-20 -ca. 60 
.. 70-85 50-55. 14-10 55-50 

,: MEF 0 II unlegiert I desgl. ungehartet 1 35-40 1---1 35-30 ---
gehiirtet ,35-40 35-30 

desgl. 

desgl. 

ca. 35 ca. 30 ca. 60 
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Holzer. 

Festigkeit senkrecht zum Stirnholz, in Richtung der Fasern 

lIolzart Zug Druck Biegung 
K, E E E 

kg/em' kg/em' kg/em' 

Eiche 500 bis 
1200 

750 110000 1 ) 

--I~----

Esche 

Kiefer 

Fichte 

900 bis 
1200 

700 bis 
900 

700 bis 
800 

Nutiirliche 'J 
Steine nnd Ziegel 

1. Basalt ... . 
2. Porphyr .. . 
3. Granit, Diorit ! 

u. Syenit ... 
4. Kl1lkstein. . . 
5. Kohlen- u. Keu

persandstein. 
6. Klinker .. 
7. Ziegel 

Mittelbrand . 
Schwachbrand . 

85000 1000 90000 bis 
130000 1) 

bis 1000 90 000 bis 
1200001 ) 

350 bis 
450 

Steine und lVIortel 2). 

500 bis 
800 

80000 bis 
no 000 1 ) 

Druckfestigkeit I Zement- nnd Kalkmiirtel I Druckfestigkeit 
in kg/em' versehiedener lHisehung i in kg/CIll' 

--- ,- -. --~-- - ---- ---. --------- -- ------- -----------------

~~g-~~: -i~gg -,-- 8. (~h~~er~~:~~!~~~~-;i. j 250-bis 270 
9. Portlandzementmortel4 ) 

1 Raumteilmitl TeilSand 800 bis 2000 
400 bis 2000 1 " 2 Teilen " 

1" "3",, 
600 bis 1800 10. Guter Kalkmortel . . 
300 bis 900 

200 bis 300 
150 bis 200 

200 
180 
160 
40 

die scharfen, abel' auch die unge n iige lld a bgel'u ndete n Ec ken !:lind 
Stellen diesel' Art. Die Uberbeanspruchung in einer Bohrung besitzt 
nun die Eigenschaft, die Spannung durch bleibendes Strecken der inneren 
Fasel'll auf die wei tel' auBen gelegenen so zu verteilen, daB die groBte 
Beanspruchung sinkt. Bei der Beurteilung, was zulassig ist, muB aber 
ein weiteres wichtiges Kriterium hinzutreten: die Ausdehnung del' 
von der Uberbeanspruchung betroffenen Stelle. -

a) Zuliissige Spannungen fiir den Maschinenbau. 
Man versteht unter der z u Hi s s i g enS pan nun g eines KOl'pers (kz 

£lir Zug, k fiir Druck, kb fiir Biegung, ks fiir Schub, kd fiir Drehung) dic-

1) Sowohl Festigkeit wie DehnungsmaB sind stark vom Fcuchtigkeitsgchalt 
abhangig; E fiir Biegung in besonderem Malle vom Querschnitt und del' Lange. 

2) Entnommen aus: Forster, Taschenbuch fiir Rauingenieure. Berlin 1921, 
Verlag von Julius Springer. 

3) Das Dehnungsma13 derSteine und Martel andert sich ~chr mit del' 
Spannung, die diese Stoffe aufzunehmen haben. 

4) Nach 28 Tagen crhartct, davon 27 TagI:' unter \Vas~er. 
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jenige Spannung in kgjcm 2, bis zu welcher er mit Sicherheit durch auBere 
Kriifte auf eine der verschiedenen Arlen der Festigkeit beansprucht 
werden darf. 

In der nachstehenden Tabelle gelten die zulassigen Spannungen 
unter I, wenn die Belastung eine ruhende ist. 

Die zulassigen Spannungen unter II gelten, wenn die Belastung be
liebig oft wechselt, derart, daB die durch sie hervorgerufenen Spannungen 
abwechselnd von Null bis zu einem groBten Werte stetig wachsen 
und dann wieder auf Null zuriicksinken. 

Die zulassigen Spannungen unter III gelten, wenn die Belastung be
liebig oft wechselt, derart, daB die durch sie hervorgerufenen Span
nungen abwechselnd von einem groBten negativen Werte stetig 
wachsen bis zu einem groBten positiven, gleichgroBen Werte und 
dann wieder abnehmen. 

Fiir die zwischenliegenden Arlen der Belastung konnen da
zwischenliegende, den Spannungsgrenzen entsprechende Werte· ge
nommen werden. 

Fiir Federstahl ist im FaIle II fiir den ungeharteten Zustand 
kb = 3600, fiir den gehartetcn Zustand kb = 4300 kgjcm 2 zu setzen. 

Zulassige Spann ungen in kg/cm 2 nach C. v. Bach: 

S~ 
., 

, +' 

Art der Festigkeit FluBeisen 2) FluBstahJ2) StahIguB :;; .E.z-@ '" ., ." und Belastung :<:;; 
'" §'~ ~ ""'M "", von 

, 
bis von I bis von I bis " ~.o~ 

00 I. e;, 
=::-~~ .~ .. 

j 

1 

- - - --

Zug I. 900 900 1200 1200 11500 600 : 900 300 600") 
I II. 600 600 800 800 1000 400 ! 600 1200 1300 kz III. 300 300 : 400 400 500 200 300 100 -

Druck I I. 900 900 I 1200 1200 11500 900 
1

1200 
900 -

k 
i 

II. 600 600 I 800 800 I 1000 600 900 600 -
I 

Biegung I. 900 900 

I 
1200 1200 1500 750 

1
1050 

- -

II. 600 600 800 800 1000 500 700 _3) -
kb III. 300 300 400 400 500 250 350 - -, 

Schub I. 

1 

720 720 
! 

960 960 1200 4801 840 1300 1 -
II. 480 480 , 640 640 800 320 560 200 -

k, 
, 

• III. 240 240 I 320 320 : 400 160 I 280 100 -I 

Drehung! I. 360 600 840 900 I 1200 480 
I 

840 I-I -

; II. 240 400 560 600 : 800 320 I 
560 _4) -

kd I III. 120 200 280 300 I 400 160 I 280 - -I 

') Fiir vorzugliehes SchweiB eisen konnen die angegebenen zulassigen 
Spannungen und Betrage bis zu einem Drittel hoher genommen werden, sofern die 
hierdurch zugelassenen groBeren Formanderungen in ihrer Gesamtheit mit dem 
Zwecke des Bauteiles vereinbar sind. Wo zu befiirehten steht, daB die Gesamt
formanderung die mit Rueksicht auf den Zweck des Bauteiles als zulassig erachtete 
Grenze uberschreitet, ist von dieser auszugehen. 

2) Die hoheren Werte sind nur bei durehaus zuverlassigem, nieht zu. weichem 
Stoff anzuwenden (bei dem also K z = 3400 bis 4400 bzw. = 4500 bis 10000 kg/em2). 

Fiir Draht gelten, entspreehend der groBeren Zugfestigkeit, groBere Werte fUr 
7ez , u. zw. kz = '/3 K z bis 1/5 Kz• 
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b) ZuHissige Spannungen fUr den Hochbau. 

1. Metalle. 

3U) 

PreuBische Bestimmungen iiber die bei Hochbauten anzunehmende Beanspruchung 
der Baustoffe vom 31. Januar 1910. 

Metall Ii I I ~ie-I I Loch-I' Zug Druck gung Schnb lei-
I, bungs-
II kz k kb k, druck 

==========================~ 

FluBeisen in Tragern zur Unterstiitzung von 
Decken und Treppen . . . . . . . . . 

Als Stiitzlange ist die Entfernung zwischen den 
Auflagermitten anzunehmen. 

FluBeisen in Stiitzen _ . . . • . . . . . 
FluBeisen in Stiitzen bei genauer Berech

nung der unter den ungiinstigsten Um
standen auftretenden Kantenpressung . 

Berechnung auf Knicken mit 5facher 
Sicherheit (Formel J min = 2,33 Pl2; s. 
S.369). 

Als Knicklange gilt die ganze Systemlange, bei 
iibereinanderstehenden, allseitig durch Decken
trager ansgestreiften Stiitzen die GeschoJ3hohe. 

FluBeisen in Dachern, Fachwerkwanden, 
Tragern zur Unterstiitzung von Wanden, I 

Kranbahntragern, wenn die Querschnitt
groBe durch Eigeulast, Nutzlast und 
Schneedruck allein bedingt ist . . . . . 

FluBeisen in denselben Bauteilen, wenn die 
groBte Spannung bei gleichzeitiger un
giinstiger Wirkung von Eigenlast, Nutz
last, Schneedruck und Winddruck von 
159 kg/m 2 eintritt. . . . . . . . . . • 

Ausnahmsweise darf bei Dachern, wenn fiir 
eine den strengsten Anforderungen genii
gende Durchdildung, Berechnung und Aus
fiihrung volle Sicherheit gegeben ist, fur 
den vorstehenden Fall die Spannung be
tragen bis _ . . . . _ . . . . . . . . 

Fiir Trager zur Unterstiitzung von Wanden gilt 
die Entfernung der Auflagermitten als Stiitzweite. 

Druckglieder sind auf Knicken mit 4-
facher Sicherheit (Formel J min = 1,82 Pl2; 
s. S. 369) zu berechnen; als Knicklange 
gilt die Systemlange. 

]'luBeisen in Ankern . . . . . . . . . . 
FluBeisenstabe in Bauteilen aus Eisenbeton, 

insbesondere bei Beanspruchung der Bau
teile auf Biegung2) . . . . . . . . . . 

Fiir SchweiBeisen sind die fiir FluBeisen 
angegebenen Werte um 10 v. H. zu ermaBi
gen. Noch weiter herabzusetzen ist die Be
anspruchung von altem, wieder zur Ver
wendung gelangendem Eisen je nach seiner 
Beschaffenheit. 

1200 ' 1200 11200 10001 ) 20001 ) 

I 

1200 11200 
! 

1400 11400 

, 

1200 i 1200 

1400 1400 

1200 

1400 

1200 

1400 

1600 i 1600 I 1600 

800 

1000 1000 

1000 2000 

1000 2000 

1000 2000 

1000 2000 

1) Fur Niete und gedrehte Schraubenbolzen. Bei gewohnlichen Schrauben
bolzen k, = 750. LocWeibungsdruck k = 1500 kgjcm2. 

2) PreuBischer Ministerial-ErlaB (Eisenbetonbestimmungen) vom 24. Mai 1907. 
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,I , Bie-' 'I Loch-
I! Zug I Druck gung: Schuh I lei· Metall L_ k~_~ Ii , ' _~.J __ ~, _ij~~~~ - -T- ---1-- , 

GuBeisen in Auflagern ..... . 
GIlBeisen in Saulen . . . . . . . . . 

1000 
500 250 200 

Berechnung del' guBeisernen Saulen auf 
Knicken mit 6- bis 8facher Sicherheit nach 
del' Formel Jm;n = 6 bis 8 Pl2 (R. S. 369). 

StahlformguB . 
Schmiedestahl 
Zinkblech 

2. Holzer. 

1400 
200 

.- I 1200 
1400 i 1400 
200, 150 

Die fett gedruckten Zahlen sind vom preuBischen Ministerium d. offent!. Arb. 
vorgeschrieben (Ed. d. 31. Januar 1910). 

Die oberen Grenzwerte diirfen keinesfalls iiberschritten werden . 
.. I 

Holzart Biegung kb i Schub k$ 

c.~~=~ .. , ~C"~,' ~-==~'C~~~C'==C~="'='--"C~", ._c::c~.= __ :=-:-==I~~~_~~_~~_.l~zu_r_I'_~a~~r 
Eichenholz1 ) • . 

Kiefernholz (astfrei) 
Tannenholz 
Eschenholz 
Hartholz (Tallowwood) 

100-120! 15-20 
100-120' 10-15 

200 

80-90 
60-70 

30 

Bei Bauten fiir voriibergehende Zwecke (Ausstellungshallen u. dg!.) diirfen 
die Zahlen um 50 v. H. erhi:iht werden. Stiitzen sind auf Knicken mit 6- bis lOfacher 
Sicherheit (Jmin = 60 Pl2) zu berechnen. Die untere Grenze von J gilt nur fiir 
voriibergehende Bauten. 

3. Steine, Mauerwerk und andere Baustoffe. 
1. Vorschrift des preuBischcn Ministcriums d. offent!. Arb. vom 31. Januar 1910. 

Natiirliehe Bau,teine Au£lagel'steine '/ Pfeiler ~n~~e~~~"-I Sehr schlanke 
Pfeiler und Baulen 

, ___ . IS -==.10~1~==~L IS = 15-20 I 
--'I 

Granit . 
Sand stein ... 
Kalkstein und 

k= 
k= 

60-90 
30--50 

45-60 
25-30 

25-30 
15-20 

Marmor } Ie = 30-40 20-30 12-15 

. Die Sicherheitsmal3e It) sind vorgeschrieben, die fett gedruckten Druckspan
nungen k ebenfalls, sofern besondere Festigkeitsnachweise nicht erbracht sind. Sind 
80Iche er bracht, so werden gege benenfalls hohere Werte von 7c bis zu den angege benen 
Grenzen empfohlen. 

:,' Druc~ 'I Mauerwerk , kg/em' lfauel'werk 
------------------ -----.-----~- -_._.- -,--------- --- --, - -- -' . '---------- ---_."- '- - -- -~~------- ---- - -- ---------------- ,----- ---

Ziegelmauerwerk in KalkmoI'tcl 
I : 3 . . . . . . . . . .. bis 7 

::vrauerwerk in Hartbrandsteinen 
in Kalkzementmortel 
1 Z. : 2 K. : 6-8 S.. . .. 12-15 

') Auch fur Buchenholz anwendbar. 

Mauerwerk aus Kalk8and
steinen in Kalkmortell : 3 

Desgl. in KalkzementmoI'teI 
1 Z. : 2 K. : 6--8 S. . . . . 

Druck 
kg/em:: 

bis 7 

12--15 
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, "I : Druck 
i kg/em' l\1auerwerk 

Klinkermauerwerk im Zement- • 
mortel 1 : 3 ....... 20-30 

Mauerwerk aus porigen Ziegeln! 3-6 
Mauerwerk aus Schwemmsteinen ' 

von Ie> 20 kgicm 2 • • . •• bis 3 

Mauerwel'k 

Bruchsteinmauerwerk in Kalk-
mortel ....... . 

Fundamentmauerwerk aus 
Schiittbeton 
Stampfbeton ..... 

:321 

Druck 
kg/em' 

bis 5 

6-8 
10-15 

Guter Baugrund k = 3 bis 4 kg/cm2• Rohere Beanspruchung ist be
sonders zu begriinden. 

1m besonderen werden (nicht amtlich) folgende Druckbeanspruchungen fiir den 
Baugrund emnfohlen: 

Feiner Sand, nicht fest gelagert ..... Ie = 1,5 bis 2,5 kgjcm 2 

Sehr fester, dichter Sand ......... 6,5 " 7,5 
Trockener, festgelagerter, kiesiger Baugrund 

ohne Ton. . . . . . . .. . .... 
Lehmiger Boden mit 30 bis 40 v. H. Sand 
Fester Ton, mit feinem Sand gemengt 
Harter Mergel . . . . . . . . . . . . 
Fester, schiefriger und feiner Schotter . 
Sandstein, del' in del' Hand zerbrockelt 
Fester Fels . . . . . . . . . . . . . 

2,5 " 5,0 
0,8 " 1,6 
4,0 " 5,0 
5,4 " 8,7 
6,5 " 8,7 
1,6 " 1,9 
9 ,,20 

II. Schaperl) macht fiir Briicken die Druckspannung del' Lagersteine ab
hangig von del' Spannweite lund empfiehlt fiir die Zwischenlage aus MortelguB, 
zwischen Eisenlager und Stein, unabhangig von dem Baustoffe des Lagersteins, 
bei l = 10 m Ie = 20, bei l = 100 m Ie = 50 kg/cm2 mit geradliniger Zwischen
schaltung, gleichmaBige Druckverteilung vorausgesetzt (Kantenpressungen 20 v. H. 
hoher); fiir die Unterniau erung des Auflagersteines, Beton (1 Z., 0,7 TraB, 
3 S., 7 K) mit K = 150 nach 28, K = 210 nach 100 Tagen bei l == 10 m Ie = 10, 
bei l = 10 III Ie = 40 kgl.cm 2• (Kantellpressungen 20 v. H. Mher.) 

III. Beton fiir Verbundbauten, llach del' preuBischcll Millisterialbestimmung 
vom 24. Mai 1907: 

bei Beanspruchung auf Biegung k = '" K, Ie, = '/2 K" wenn K, versuchs
maBig nachgewiesen ist, odeI' ,,~z <: 0,1 K bei fehlendem Nachweise von Kz; 
bei Beanspruchung aufaxialen Druck Ie = 0,1 K. Ferner die zulassige Sch u b
und Haftspannung ~ = 4,5 kgjcm 2 bei fehlendem Nachweise der Schubfestig
keit K.n odeI' = 0,2 Ks bei llachgewieseller Schubfestigkeit K,. 

II. Zug. und Druckfestigkeit. 
Wird ein gerader Stab durch zwei gleich groBe entgegengesetzte 

Krafte Pin Richtung seiner Achse angegriffen, so erfahrt er bei gleich
£6rmiger Verteilung der Spannungen in einem beliebigen Querschnitt 
die Spannung 

P in kg 
a in kg/em 2 = "-. --- . 

F 1Il cm2 

Die Festigkeitsbedingung lautet: Die rechnerisch bestimmte Span
Hung a muB kleiner sein als die zulassige Spannung fti.r Zug, die der Bach-

l) Z. d. B. 1909, S. 663. 
Wi 11 k e I, Der prak!. ~Ia,chinellbauer II. ). 21 
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schen Tabelle zu entnehmen ist. Der zur Aufnahme einer Spannkraft 
P in kg bei k. in kg/cm 2 erforderliche Querschnitt in cm2 ist demnach 

erforderlich F = : . 
z 

Fur St1ibe, die auf Druck beansprucht sind, wird 

erforderlich F = ~ . 

Meist wird der a usgefuhrte Querschnitt von dem erforderlichen 
abweichen, aber er darf niemals kleiner sein als dieser. 

Beis piele. 1. Eine Zugstange von 8 m Lange ist mit P = 17000 kg 
belastet. Querschnitt und Verl1ingerung sind zu bestimmen. W1ihlt 
man FluBeisen mit einer Zugfestigkeit von K. = 4500 kg/cm2 als 13au
stoff und setzt 5fache Sicherheit gegen Bruch fest, so erh1ilt man die 
zul1issige Zugspannung 

kz =} K z = } . 4500 = 900 kg/cm 2 . 

Dann wird der erforderliche Querschnitt 

F=.!...= 17000 =189cm2 
k. 900 ' . 

Rundeisen von 50 mm 0 hat F'= 19,64 cm 2 , so daB sich die 
rechnerisch ermittelte Spannung ergibt 

P 17000 
a = - = -- = 866 kg/cm2 • 

F' 19,64 

lnacheisen 20 X 100mm hat F'=2 X 1O=20cm2 ; damit 

17000 
a = --20- = 850 kg/cm2 • 

Winkeleisen: a) L 100 X 100 X 10 mit F'= 19,2 cm 2 

17000 
a =19,2 = 885 kg/cm 2; 

b)JL55X55Xl0 mit F'=2·1O,07=20,14cm2 
17000 

(J = = 845 kg/cm 2 • 
20,17 ' 

c) JL 50 X 75 X 9 mit F' = 2·10,5 = 21 cm2 

17000 
a = ---~ = 810 kg/cm2 . 

U-Eisen: a) C NP 14 mit F= 20,4 cm 2 

a= 
17000 _ . 2. 
20 4 - 833 kg/cm , , 

b) JcNP8 mit F'=2·11=22cm2 

17000 
(J =. 22 = 772 kg/cm 2 • 
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Bei allen Beispielen ist der volle Querschnitt als trag end angenom
men. Nun muB aber der Stab irgendwie befestigt werden, was z. B. 
durch Keile, Schrauben oder Nieten geschehen kann. Durch den An
schluB erfahrt der Querschnitt des Stabes eine Schwachung. Der 
Querschnittbemessung muB aber der schwachste Querschnitt zu
grunde gelegt werden, den man den gefahrlichen Querschnitt 
nennt. 

a) Der Stab sei durch Gewinde an den Enden befestigt; dann ist der 
Kernquerschnitt maBgebend. Die Schraubentabelle fur Whitworth-

p 

Fig. 18. 

Gewinde, Deutsche Industrie-Normen D. J.-Norm 12, gibt an 21/ 2" mit 
einem Kerndurchmesser von 55,37mm und F'= 24,08cm2, so daB 

a = ~:~O~ ~ = CXJ 710 kg/cm 2 wird. Beachtet man, daB Gewinde nicht 

mit mehr als 600 kg/cm 2 belastet werden sollen, so wird eine Starke von 
23/ 4" erforderlich mit einer Trag£ahigkeit von 17280 kg (laut Tabelle). 

b) Flacheisen sei durch Niete angeschlossen. Der Nietdurchmesser 
bestimmt sich nach Abschnitt III, S. 324; er sei d = 23 mm. Der 
schwachste Querschnitt liegt in A-B (Fig. 18); seine Flacheninhalt wird 
um 8·2 d vermindert. Fiir die Ausfiihrung wird gewahlt Flacheisen 
125 X 25 mm mit F' = 12,5' 2,5 - 2'2,5'2,3 = 19,7 cm2; 

17000 
a = = CXJ 860 kg/cm 2 . 

19,7 
In ahnlicher Weise ist die Verminderung des Querschnittes bei den 
Profileisen zu beriicksichtigen. 

Die Verlangerung, die die 8 m lange Zugstange erfahrt, wird 

Ai = IX • a . i = 1 17000 . 8000 = CXJ 3,7 mm, 
2 150000 19,67 

b . 1 
wo el IX =-

E 
der Tabelle auf S. 378 entnommen ist und lin mm ein-

gesetzt wird. 
21* 



324 Festigkeitslehl'e. 

2. Der Stab erfahre eine Druckbeanspruchung infolge P = 17000 kg. 
Die Berechnung auf Druck allein geniigt nicht, da meistens die Knick
gefahr das Entscheidende ist. Gegen Druck allein wiirden bei k = kz die 
im Beispiel 1 errechneten Querschnitte ausreichen. Uber Knicken siehe 
S.367. 

III. Scherfestigkeit. 

Die Festigkeitsbedingung fUr einen auf Abscheren beanspruehten 
Stab heiBt: Die rechneriseh gefundene Seherspannung muB unter der 
zuHissigen bleiben. Bezeichnet man die in die Ebene des Quersehnittes 
fallende Seherspannung mit T, so muB sein 

T < ks • 

Dabei nimmt man eine gleiehformige Verteilung der Seherspan
nungen iiber den Querschnitt an. ks ist der Tabelle S. 318 oder aus 
folgender Tabelle zu entnehmen. 

Seherfestigkeit K 8 =lll·K2 • 

Eisensorte 

GuBeisen . . . . . . . 
SchweiBeisen in Staben .L zur Faserrichtung 
SchweiBeisen in Blechen . . . . . . . . . 
FluBeisen in Staben .L zur Faserrichtung . 

bis , im Mittel 

I ' 
1,02 I' 1,17 I 1,10 
0,78 0,82 I 0,80 

0,84 quer I 0,87 langs: 
0,84 0,87 

Mit Hil£e der Zahlen III bestimmt man aus der Zugfestigkeit Kz die 
Seherfestigkeit, die unter Zugrundelegung der Sieherheit ~ die zulassige 
Seherspannung ergibt. Z. B. K z fiir SehweiBeisen It. Tabelle S. 378 
3300 -;- 4000 kg/em 2 ; III nach 0 biger Tabelle im Mittel 0,8; folglich 
Ks = 0,8 . K z = 2640 -;- 3200 kg/em2 • Fiir 5fache Sicherheit wird 

ks = + . K. =5- 2640 -;- ~ 3200 = 528 -;- 640 kg/em 2 • 

Vernietungen werden auf Abscheren bereehnet; bei Bolzen 
ist Biegu ng zu beriieksiehtigen. 

Beispiel 3. Die Vernietung der Fig. 18 ist' naehzurechnen. Die 

6Niete haben insgesamt einen Quersehnitt von 6: n ~ d2 em2, der dem 

Abseheren Widerstand entgegensetzt; demnaeh wird 

P 17000 _ 17000 _ 68- k / 2 
T = 11' = n . 2 32 - 6.4 15 - 0 g em . 

6·---'- ' 
4 

FluBeiserne Niete wiirden bei kz ~ 900 kg/em 2 eine zulassige Scher
spannung von k. = III . kz = 0,85 . 900 = 765 kg/em2 haben; d. h. 
die Vernietung geniigt. 

Uber die Aus£iihrung vQn Nieten siehe aueh S.319. 
4. Mit einer Winkelsehere sollen Winkeleisen bis zu 120 X 120 X 15 

gesehnitten werden. Wie groB ist der Stempeldruelr ~ Eine sehr rohe 
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Annahme ist es zwar, wenn man sagt, der Stempeldruck muB gleich der 
ganzen Scherkra£t sein, doch gibt diese Bestimmung zunachst einen ge
wissen Anhalt. Aus ihr £olgt 

P =F·K8 • 

MitF = 33,9 cm 2 (Tabelle S.346) und Ks = 0,85 . K z = 0,85 . 4500 
wird 

P = 33,9 . 0,8;') . 4500 = "'-' 130000 kg . 

5. In FluBeisenblech sollen zy
lindrische Locher von d = 20 
mm 0 gestanzt werden; es ist die 
Starke 8 des Bleches zu berechnen, 
wenn die Bruchfestigkeit des Stem
pels (bester Stahl!) K = 12 000 
kgjcm 2, die des Bleches Ks = 4000 
kgjcm 2 betragt. 

Nimmt man auch hier an, daB 
die gesamte Scherkraft iiberwun
den werden soIl, so ist die abzu
scherende Flache gleich der Man
tel£lache eines Zylinders von 
d = 20 mm 0 und 8 mm Hohe. Die 
zum Abscheren aufzuwendende 
Kraft ist 

P = ;n; • d . 8 • Ks . 

Belastet man den Stempel bis zur 
Bruchfestigkeit, dann iibertragt er 
eme Kraft 

;n; d2 
P=--·K. 

4 

Aus der Gleichsetzung beider 
Werte P folgt 

K·d 12000·2 F 
8 = 4. K = ~ 4000 = ;) mm . 

8 

r q. 

{ 

'v' 

u' 

IV. Biegungsfestigkeit. 

q ~ 

Bieg/1/lgstinie 

Fig. 19. 

a) Querkraft- und Momentenflache. 

,J 
(a) 

(b) 

, 
I 

: (a) 

~ 
1mr'akg 

'[' 

P, (c) 

Wir denken uns den einseitig eingespannten Trager der Fig. 19 (Frei 
trager) durch die Krafte PI' P 2 , P g belastet und untersuchen den Quer
schnitt I in der Entfernung Xl vom freien Ende. Da es eine wesentliche 
Erleichterung bedeutet, werlll wir statt vieler Krafte P nur mit ihrer 
Mittelkraft zu rechnen haben, bestimmen wir diese nach GroBe, Richtung 
und Angriffspunkt (vgl. Abschnitt Mechanik S. 167) zu 

Q = PI + P 2 + P 3 • 
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Hat der Angriffspunkt die Entfernung q vom 8chnitt I, so ist q be
stimmt aus 

Q. q = Pl' Xl + Pz ' X2 + Pa ' Xa, 

da das statische Moment der Resultante gleich der Summe der 
statischen Momente der Einzelkrafte sein muL\. Wir kannen uns jetzt 
den Trager Fig.19a ersetzt denken durch den Trager Fig. 19b, der durch 
die Resultante Q samtlicher Krafte rechts vom Schnitt I belastet ist. 
Da die Wirkung dieser Kraft Q auf den Punkt I zu untersuchen ist, der 
nicht auf der Wirkungslinie von Q liegt (vgl. Mechanik S. 166), so bringen 
wir im Schnitt zwei gleich groBe, entgegengesetzt gerichtete Krafte Q 
an und sehen, daB eine senkrecht nach unten gerichtete Einzelkraft Q 
auftritt und auBerdem ein Kraftepaar mit dem Moment Q • q. Da die 
Ebene dieses Kraftepaares durch die Stabachse geht, so erfolgt Biegung. 
Das diese Biegung hervorrufende Moment heiBt B i e gun g s mom en t ; es 
ist 

Mb = Q. q in cmkg, 

wenn Q in kg, q in em gemessen werden. Q. q war aber das statische 
Moment der Resultante samtlicher Krafte rechts vom betrachteten 
Punkt lund ist gleich der Summe der statischen Momente samtlicher 
Krafte rechts vom betrachteten Punkt. Beachtet man, daB auch nach 
oben gerichtete Krafte P maglich sind, deren Momente durch entgegen
gesetzte Vorzeichen gekennzeichnet werden, so kannen wir sagen: Un t e r 
dem Biegungsmoment in einem Punkte eines Tragers ver
steht man die algebraische Summe der statischen Momente 
samtlicher Krafte rechts, bzw. links vom betrachteten 
Punkt. (Links ist hinzugeftigt, weil man auch einen Trager 
rechts eingespannt den ken kann.) 

Die im Querschnitt wirkende Einzelkraft Q heiBt Quer
kraft und ist gleich der algebraischen Summe samtlicher 
Kdifte rechts oder links vom betrachteten Punkt. 

Stets treten Querkraft und Biegungsmoment gleichzeitig auf, doch 
wird der EinfluB der Querkraft vernachlassigt, wenn es sich um die Be
rechnung des Stabes auf Biegung handelt. 

Mit Hilfe der festgelegten Erklarungen von Querkraft und Biegungs
moment sind wir in der Lage, beide GraBen £lir jeden Punkt eines Tragers 
zu berechnen. Ein anschauliches Bild tiber den Verlauf der QuerkrMte 
und der Biegungsmomente gewinnt man, wenn man flir jeden Punkt 
des Tragers beide GraBen bestimmt und sie mit Hilfe eines MaBstabes 
zeichnerisch als Strecken senkrecht zur Tragerachse darstellt. Verbindet 
man die Endpunkte der so erhaltenen Strecken, die Ordinaten genannt 
werden, so erhalt man die Querkraftlinie und die Momenten
linie, aus denen unmittelbar die graBten Werte ersichtlich sind. Beide 
Linien zeigen demnach, wie sich Querkraft und Moment langs der Trager
achse andern, und gestatten, beide GraBen ftir den Punkt durch Messung 
abzugreifen, der untersucht werden solI. Die von der Wagerechten (der 
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Tragerachse) und der Querkraftlinie eingeschlossene FIache heiBt Q u er
kraftfHiche; der MaBstab ihrer Darstellung lautet 1 mm = a kg, 
d. h. 1 mm der Ordinatenlange stellt a (z. B. 100 7 500 7 1000 usw.) kg 
dar. Die von der Wagerechten und der Momentenlinie eingeschlossene 
Flache heiBt Momentenflache; der MaBstab ihrer Darstellung lautet 
1 mm = b cmkg; d. h. 1 mm der Ordinatenlange stellt b (z. B. 
1000 -:- 20000 -:- usw.) cmkg dar. 

Querkraftlinie des Tragers (Fig. 19c). 1m Punkte 1 greift die 
Kraft PI als einzige Kraft an, demnach ist die Querkraft QI = PI> nach 
unten gerichtet; wir stellen sie im Punkte l' (Fig. 19 c) als Strecke l' l' 
dar. Wir betrachten den Punkt x in der Entfernung x vom freien Ende. 
Rechts von ihm wirkt als einzige Kraft PI' so daB Q", = PI ist. Da 
zwischen 1 und 2 keine neue Kraft hinzutritt, ist die Querkraft fur jeden 
Punkt zwischen 1 und 2 gleich PI; die Querkraftlinie ist zwischen 1 und 2 
eine Parallele zur Wagerechten im Abstande Pl' Fassen wir den Punkt 2 
ins Auge, so mussen wir unterscheiden, 0 b noch die Kraft P 2' die in 
diesem Punkte angreift, mit in Betracht gezogen werden soll oder nicht. 
Es empfiehlt sich also, die Untersuchung anzustellen fUr einen Punkt 
unmittelbar rechts von 2 und fUr einen Punkt unmittelbar links von 2. 
Bleibt man bei der Betrachtung winzig wenig rechts von 2, so ist die 
Querkraft Q2 = PI> weil rechts vom betrachteten Punkt nur PI wirkt. 
Geht man winzig wenig links von 2, so ist die Querkraft Q2 = PI + P 2, 
weil rechts vom betrachteten Punkt PI und P 2 angreifen. Will man diese 
etwas verzwickte Lage anschaulich machen, so wird die Querkraftlinie 
im Punkte 2 einen Sprung von PI auf PI + P 2 machen mussen. Zwischen 
2 und 3 bleibt die Querkraft unverandert gleich PI + P 2 ; unmittelbar 
links von 3 springt sie auf PI + P 2 + P 3 und behaIt diese GroBe bis zur 
Einspannstelle A. Damit ist der VerIauf del' Querkraftlinie Iangs der 
Tragerachse gege ben; sie ist eine Treppenlinie, die in den Angriffspunk
ten der Lasten Absatze oderSprunge zeigt (Fig. 19c). Furdas Gedachtnis 
entnehmen wir der Figur, daB die Querkraftlinie aus Teilen besteht, 
die del' Tragerachse parallel sind, wenn der Trager durch EinzeIkrafte 
belastet ist. 

Momentenlinie des Tragers (Fig. 19d). Da rechts von 1 keine 
Krafte angreifen, ist das Biegungsmoment 1m Punkte 1 gleich O. Be
trachten wir den Punkt 2, so wirkt rechts von ihm als einzige Kraft die 
Kraft PI in del' Entfernung a; ihr Moment, bezogen auf 2, ist 

M2 = Pl' a, gemessen in cmkg, 

das wir unter Zugrundelegung des MaBstabes 1 mm = b cmkg als 
Strecke 211 senkrecht unter 2 darstellen. Zur Beantwortung del' Frage, 
wie verlauft die Momentenlinie zwischen 1 und 2, greifen wir den be
liebigen Punkt x heraus. Rechts von x greift PI als einzige auBere Kraft 
an; ihr Moment, bezogen auf den Punkt x, ist 

M", = Pl' x, gemessen in cmkg, 
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das wir ebenfalls mit Hilfe des MomentenmaBstabes Hellkrecht unter .r 
als Strecke uv darstellen. Aus 

folgt 
M2 = Pl' a und M", = Pl' X 

M2 : M", = Pl' a: PI: x = a : x. 

Der zeichnerische Ausdruck fiir diese einfache Proportionalitat ist 
die gerade Linie (vgJ. Abschnitt Planimetrie S. 74). Die Endpunkte v 
aller Strecken u v zwischen 1 und II liegen auf einer Geraden 1 II; d. h. 
zwischen 1 und 2 ist die Momentenlinie eine geneigte Gerade. Hat man 
den Punkt II als , 
Endpunkt del' zr--__ 

Strecke 2 II = M2 
= Pl' a festgelegt, 
so ist die Verbin
dungslinie 1 II die' 
Momentenlinie £iiI' ""--"7"'1-0_ 

den Tragerteill2. 

!~\ 

V--::---; 
Fig. 20. 

(b) (ej 

(a) 

Fig. 21. 

(dJ 

...,,-.< , , 

Es geniigt demnach, die Momente in den Angriffspunkten 1, 2, 3 und in A 
zu berechnen und die Endpunkte del' sie darstellenden Strecken gerad
linig zu verbinden. Als Summe del' statischen Momente samtlicher Krafte 
rechts vom betrachteten Punkt erhalten wir 

Ma = PI (a + b) + P 2 • b 
und 

MA = PI (a + b + c) + P 2 (b + c) + P a • c . 

Die Momentenlinie ist del' gebrochene Linienzug 1 -;- II -;- III -;- A'. 
Die von ihr begrenzte, durch Strichelung hervorgehobene Flache ist die 
Momentenflache; sie gestattet, fiir jeden Punkt des Tragers das Biegungs
moment abzugreifen. Es ist z. B. 

b cmkg 
M = (u' v') in mm X 1 ' gemessen in cmkg. 

mm 

Streng genommen miiBten samtliche Momente das negative V orzeichen 
erhalten, weilsich die Biegungslinie des Tragers (Fig. 1ge) nach oben 
w61bt und es iiblich ist, Momente, die eine solche Biegung hervorrufen, 
negativ zu nennen. Positiv nennt man Momente, wenn die Biegungs
linie des Stabes nach unten gew61bt ist (Fig. 20). 
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AU8 del' MUlllelltenfHiche ergibt sich das greilte Biegungsmolllellt, 
das del' Querschnittsermittlung zugrunde gelegt wird. In Fig. 19 wird 

max M = MA = Pi (a + b + c) + P2 (b + c) + P3 • c. 

max M wird gelesen "maximum M" und bedeutet "graBtes ::\foment". 
max M = MA heiBt: Das graBte ::\foment ist das Moment in A. 

b) Biegungsspannungen. 

Es sollen die durch ein Biegungsmoment in dem Querschnitt eines 
Tragers hervorgermenen Biegungspannungen ermittelt werden. Die 
infolge der Querkraft auftretenden Spannungen werden vernachlassigt. 

Der Freitrager in Fig. 21 sei durch die Kraft P belastet. 1st x die 
Entfernung der Wirkungslinie von P bis zum betrachteten Querschnitt 
G E Gf , so ist das diesen Querschnitt beanspruchende Biegungsmoment 

Mx = p·x. 
Infolge del' Belastung P wird die vordem gerade Achse des Tragers 

gebogen. Die gekriimmte Achse heiBt Biegungslinie odeI' elastische 
Linie. Die Erfahrung zeigt, daB die obere Faserschicht eine VerIange
rung, die untere Faserschicht dagegen eine Verkurzung erfahrt. Zwischen 
beiden Schichten muB sich eine mittlere Faserschicht befinden, die trotz 
del' Biegung ihre ursprungliche Lange beibehalt; sie heiBt ne u
trale Faserschicht und schneidet jeden Querschnitt in einer Geraden, 
die neutrale Achse des Querschnittes odeI' Nullachse, bzw. Null
Ii nie genannt wird. Dem Auge sichtbar urid durch Messungen bestimm
bar sind die Verlangerungen und Verkurzungen del' Faserschichten. Ge
nau so wie wir die Langenanderungen bei Zug und Druck auf die Langen
einheit bezogen, beziehen wir sie auch bei del' Biegung auf die Langen
einheit; d. h. wir gehen bei unserer Untersuchung von den Dehn ungen 
aus. Betrachtet man zwei Querschnitte D und E, die um das sehr kleine 
Stuck dx voneinander entfernt sind, so erscheinen beide nach del' Bie
gung gegeneinander geneigt. Dabei setzen wir allerdings voraus, daB 
die Querschnitte bei del' Biegung eben bleiben, daB also der geneigte 
Querschnitt G E Gf trotz del' Biegung ein Rechteck mit den Seiten b und h 
geblieben ist. Diese Voraussetzung ist nur innerhalb gewisser Grenzen 
zutreffend, denn eine starke Biegung hat die Bildung von WuIsten an 
del' Biegungstelle zur Foige (technologische Biegeprobe). Die Frage, 

,wie die Dehnungen von del' Sullinie aus nach dem Rande des Quer
schnittes zu wachsen, beantworten wir durch eine Annahme; wir 
nehmen an, sie magen um so greBer werden, je wei tel' die Faserschicht 
von del' Nullinie entfernt ist. Mathematisch ausgedriickt wurden wir 
sagen: Die Dehnungen sind direkt proportional den Entfernungen von 
del' Nullinie. Bezeichnet man mit fo die Dehnung in del' Entfernung 1, 
mit f die Dehnung in del' Entfernung y, so besteht die Proportion 

f : fo = Y : 1 und daraus f = fo • y. 

Del' Verlauf del' Dehnungen Iangs des Querschnittes ist durch eine 
geneigte Gerade dmch den Sullpunkt dargestellt (Fig. 21c), Um libel' 
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die Verteilung der Spannungen uber den Querschnitt etwas aUi'li'lagen zu 
konnen, bedienen wir uns des Hookeschen Gesetzes und sagen: Auch 
die Spannungen wachsen mit der Entfernung von der N ullinie, und zwar 
sind auch sie direkt proportional den Entfernungen. BezeichI,let man 
mit ao die Spannung in der Entfernung 1, mit a die Spannung in der Ent
fernung y, so besteht die Proportion 

a : ao = y : 1 und damus a = ao . y. 

Erst durch die Aufstellung dieser beiden Gesetze haben wir die Mog
lichkeit gewonnen, an die rechnerische Ermittlung der groBten Span
nungen, der Randspannungen a1 und a2 , zu gehen; jedoch besteht noch 
eine Schwierigkeit: In jeder Schicht des Querschnittes sind die Span
nungen verschieden groB; jeder Entfernung y entspricht eine andere 
Spannung a. Wir kennen aber nur den Fall gleichmaBiger Verteilung 
uber den Querschnitt. Um den vorliegenden Fall der Biegung auf diesen 
zuriickfiihren zu konnen, bedarf es gewissermaBen eines Kunstgriffes: 
Wir wahlen einen Flachenstreifen von so geringer Hohe, daB fur ihn 
unsere Voraussetzung gleichformiger Verteilung der Spannungen als 
erfiillt angesehen werden darf. Solch ein Flachenstreifen von verschwin
dend kleiner Hohe dy (Fig. 21 b) heiBt Flachenelement; es ist in 
der Figur durch Strichelung hervorgehoben und wird im allgemeinen mit 
L1F bezeichnet. Das dem F vorgesetzte L1 solI zum Ausdruck bringen, 
daB es sich um ein sehr, sehr schmales FIachenstreifchen handelt. Nach 
der Begriffsfestsetzung der Spannung u bertragt 1 cm 2 Querschnitt bei 
gleichformiger V erteil ung der Spann ungen a kg; (L1 F) cm 2 U bertragen 
demnach (a' L1F) kg. Nun besteht aber der ganze Querschnitt F aus 
unzahligen solcher Flachenelemente, von denen jedes (a' L1F) kg iiber
tragt, wobei zu beachten ist, daB jedes Flachenelement ein anderes a 
hat als das benachbarte. Die Produkte (j' L1F sind eine untrennbare 
Einheit von veranderlichem Wert, je nach der Entfernung y, die das 
Flachenelement von der Nullinie hat. 

Denken wir uns nunmehr den Trager im Querschnitt x durch
geschnitten und die jedem Flachenelement zugehorige Kraft a . L1 F als 
auBere Kraft eingefuhrt, so mussen diese inneren Krafte a· AF den 
angreifenden auBeren Kraften P das Gleichgewicht halten. Mit Hilfe 
dieser Uberlegung sind wir imstande, die drei Gleichgewichtsbedingungen 
(siehe Abschnitt Mechanik S. 165) anzuwenden. 

Die erste Gleichgewichtsbedingung fordert: Die Summe samtlicher 
Seitenkrafte in wagerechter Richtung solI gleich Null sein. In unserem 
Falle sind nur die den Flachenelementen L1F zugehorigen Krafte 
a . L1F wagerecht gerichtet, folglich muB ihre Summe gleich Kull sein. 
Da es sich um die Summe unzahliger Glieder handelt, von denen jedes 
sehr, sehr klein ist, muB diese Art einer Summenbildung durch ein be
sonderes Zeichen hervorgeho ben werden. Es ist u blich, :2 L1 F • a (ge
lesen: Summe Delta F mal a) zu schreiben, und man versteht darunter 
eine Sum me unzahlig vieler Pr 0 d u kt e. DaB man von dieser Summe 
den Wert 0 fordert, wird erklarlich, wenn man beachtet, daB die Krafte, 
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mit denen Flachenelemente unterhalb der NulIinie an der Kraftiiber
tragung teilnehmen, entgegengesetzte Richtung haben; sie sind Druck
kriifte, wahrend oberhalb der Nullinie Zugkra£te herrschen. In Form 
einer Gleichung lautet die 1. Gleichgewichtsbedingung 

~AF.o=O. 

Ersetzt man 0 durch 0 0 ' y, so geht diese Gleichung iiber in 

~AF· y. 0 0 = o. 
In ihr ist 0 0 eine Unveranderliche, die man als Faktor ansehen kann, 

der in jedem der unzahligen Produkte AF . y. 00 vorkommt. Genau so 
wie wir gemeinsame Faktoren in algebraischen Summen vor eine Klam
mer zogen, setzen wir hier 0 0 vor das Summenzeichen und schreiben 

0 0 ' ~ AF . Y = o. 
Das ist ein Produkt aus den Gliedern 0 0 und ~AF· y; sein Wert ist 

gleich Null, wenn einer der Faktoren gleich Null ist. Da 0 0 als Spannung 
in der Entfernung 1 nicht gleich Null sein kann, muB ~A F . Y = 0 sein. 
Hat das Flachenelement AF die verschwindend kleine Hohe dy, so 
fallt die Entfernung seines Schwerpunktes von der Nullinie mit y zu
sammen. Es ist dann AF· y das statische Moment eines Flachenteil
chens bezogen auf die Nullinie. ~AF· y ware also die Summe der sta
tischen Momente samtlicher Flachenteilchen bezogen auf die Nullinie. 
Wenn sie, wie gefordert wird, gleich Null sein soIl, so heiBt das: Die 
Achse, auf die die statischen Momente bezogen werden, geht durch den 
Schwerpunkt des Querschnittes, denn nur fUr die Schwerachse ist 
die Bedingung ~AF· y = 0 erfiillt (vgl. Abschnitt Mechanik S. 186). 

Als Ergebnis halten wir fest: Die Nullinie ist die Schwerachse des 
Querschnittes, die senkrecht zur Wirkungslinie der angreifenden Kriifte 
P liegt. Sind die Krafte P, wie in unserm Falle, senkrecht gerichtet, so 
ist die Nullinie die wagerechte Schwerachse des Querschnittes. 

Die zweite Gleichgewichtsbedingung fordert: Die Summe samtlicher 
Seitenkriifte in senkrechter Richtung solI gleich Null sein. Sie ist eben
falls erfiillt, da die senkrecht nach unten wirkende angreifende Kraft P 
in Querschnitt G E G' eine senkrecht nach oben gerichtete Querkraft 
Q", = P hervorruft, die aber bei der Spannungsermittlung vernachlassigt 
werden solI. 

Diedritte Gleichgewichts bedingung fordert : Die Summe aller statischen 
Momente, bezogen auf einen beliebigen Punkt als Drehpunkt, solI gleich 
Null sein. Wir wahlen den Spannungsnullpunkt (Fig. 21d) als Dreh
punkt. Auf ihn bezogen hat die auBere Kraft P das Moment M", = P . x, 
das rechts herum dreht. Die Bedingung des Gleichgewichtes verlangt, 
daB die Summe der statischen Momente aller Krafte, mit denen die 
Flachenelemente des Querschnittes an der Kraftiibertragung teilneh
men, diesem Moment M", der auBeren Kriifte das Gleichgewicht halt. 
Ein beliebiger Flachenstreifen AF in del' Entfernung y von der Nullinie 
iibertragt (0' AF) kg; das Moment dieser Teilkraft, bezogen auf die 
N ullinie, ist o' A F . y, gemessen in cmkg, wenn y in cm gemessen wird. 
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Da es sieh aueh in diesem Falle um unz~hlige FUiehenstreifen handelt, 
sehreiben wir wieder 

XL1F· 0' Y = M.,. 
Ersetzen wir ° dureh 0 0 • y und ziehen 0 0 als Faktor vor das Summen

zeiehen, so geht diese Gleiehang tiber in 
00' Xl1F· y2 ~ M.,. 

Der Ausdruek 2:L1F· y2 ist das Ergebnis einer mathematisehen 
Entwieklung und als soleher zunaehst niehts weiter als ein Reehn u ngs
ausdruek; man bezeiehnet ihn als Tragheitsmoment J., des Quer 
sehnittes und versteht darunter allgemein die Summe der Produkte aus 
Flaehenteilehen und Quadrat der Ent£ernungen von einer Aehse. Setz
man 2:l1F· y2 = .Ix in die Gleiehung fUr Mer; ein, so erhalt man 

0 0 ' J x = Mx· 
Nun sind die wiehtigen Randspannungen 01 und 02 bestimmt dureh 

01=00·e1 und 02=00·e2 , 

so daB 01 02 l. 00=-; 2.00 =-
e1 e2 

Damit ergibt sieh 

Die Quotienten 
J x 

und - bedeuten "Tragheitsmoment des 
e1 e2 

Quersehnittes dividiert dureh die Entfernung der auBersten Faser von 
der Nullinie"; sieheiBen Widerstands momen te des Quersehnittes und 
werden mit WI und W2 bezeiehnet. Die MaBeinheiten erhalten wir dureh 
die Dberlegung: Ll F als Flaehe wird in em 2 gemessen; y2 eben£alls, wenn 
y in em eingesetzt wird. Folglieh erhalt J als Produkt aus LlF und y2 
die Benennung em"'. Da e1 und e2 als Langen in em gemessen werden, so 
erhalt das Widerstandsmoment als Quotient aus cm4 und em die Be
nennung em3 . Zur Bereehnung der Randspannungen erhalten wir die 
Gleiehungen 

1) °1 ' WI = Mx oben und 2) °2 ' W., = Mer; unten. 
Die Festigkeitsbedingung: Die erreehnete Spannung ° soll unter der 

zulassigen Biegungspannung (vgl. S. 321) bleiben, fUhrt zu der Grund
gleiehung der Biegungs£estigkeit 

Mx k Mx 
°1 = WI <;::: h bzw. °2 = ~W2 < kb • 

Fur die Bemessung des Quersehnittes ergibt sieh die Bedingung 

W Mx 
erforderlich = ~ , 

wobei das erforderliehe Widerstandsmoment in em3 ; das Biegungs
moment Mx in emkg und die zuUissige Biegungspannung in kg/em2 

gemessen werden. 
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Kennen wir die Widerstandsmomente von Querschnittsformen, so 
sind wir in der Lage, die infolge der Biegungsmomente auftretenden 
Biegungspannungen zu berechnen. 

c) Tragheitsmomente und Widerstandsmomente 
von Querschni tten. 

Um eine gewisse Vorstellung von dem Begriff Tragheitsmoment 
zu bekommen, wollen wir uns den Querschnitt der Fig. 22 als sehr diinne 
Blechscheibe vorstellen und wollen ferner an
nehmen, diese dllnne Scheibe drehe sich um die 
Achse x -:- x. Bei dieser Drehung hat jeder 

IY 
I 

Punkt der Scheibe eine andere Geschwindigkeit, I 1 
die um so groBer ist, je weiter er von der Dreh- X-f-- I- - Jx 
achse entfernt ist (vgl. Abschnitt Mechanik I 
S.129). Bezeichnet man mit w die Winkel- I 
geschwindigkeit, die fiir aIle Teile der Scheibe z--.,...1. _-+1_--,- --z 
gleich groB ist, so ist die Umfangsgeschwindigkeit ;Y 
jedes Teilchens v = y , w. Die lebendige Kraft 
eines Teilchens A F, das so zu wahlen ist, daB 

:Fig. 22. 

aIle Punkte gleiche Umfangsgeschwindigkeit haben, bestimmt sich zu 

LI L = i ' LI F ' v2 , 

wobei wir uns LlF als Massenteilchen vorstellen. Dann ist die lebendige 
Kraft der ganzen um die Achse x -:- x umlaufenden Scheibe gleich der 
Summe der lebendigen Krafte aller einzelnen Teile; und wir erhalten 

L = 2'LlL = 2: i LlF, v2 
oder, mit v = y , w, 

L = 2: i LlF ' y2 , w 2 . 
Ziehen wir auch hier 1/2 w 2 als gemeinsamen unveranderlichen Faktor 

vor das Summenzeichen, so ergibt sich 

w 2 
L=T,2'LlF,y2. 

Da i w 2 unveranderlich ist, muB die lebendige Kraft L um so groBer 
werden, je groBer 2: LlF ' y2 ist. Nicht die GroBe der Flachenteile allein 
ist ausschlaggebend, sondern ihre Lage zur gedachten Drehachse. Je 
weiter ein und derselbe Querschnitteil von der Achse .entfernt ist, 
desto groBer wird seine lebendige Kraft, desto langer wird er urn die 
Achse rotieren, wenn er, auf eine bestimmte Umlaufzahl gebracht, sich 
selbst iiberlassen bleibt. Das Auslaufen verdankt er der ihm innewoh
nenden Eigenschaft der Tragheit, und weil diese Tragheitin 2:LlF 'y2 
zum Ausdruck kommt, heiBt 2: LI F ' y2 Tragheitsmoment. Wir sprechen 
von dem Tragheitsmoment eines Querschnittes, d. h. eines masse
losen, zweidimensionalen Gebildes, und stellen uns die Flache mit un
endlich fein verteilter Masse vor, ahnlich wie wir es bei dem Schwerpunkt 
von Flachen (siehe Abschnitt Mechanik S. 186) getan haben. 
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Je nachdem wir das den Querschnitt darstellende Blech urn die 
X-, die y- oder die z-Achse umlaufen lassen, wird die Auslaufzeit eine 
andere sein. Das bei 100 Umlaufen in der Minute sich selbst iiberlassene 
urn die z-Achse umlaufende Blech wird wegen der groBeren Wucht, die 
ihm die groBere Umlaufgeschwindigkeit verleiht, langer laufen als das
selbe Blech, das unter gleichen Umstanden urn die x-Achse rotiert. 

Fig. 23. 

Daraus folgt, daB das Tragheitsmo
ment ein und desselben Querschnittes 
ganz andere Werte annimmt, ja nach
dem man es auf die X-, die y- oder die 
z-Achse, bzw. irgendeine andere Achse 
bezieht. 

Halt man an der Vorstellung einer 
umlaufenden Scheibe fest, deren le
bendige Kraft ermittelt werden soIl, 
so gestaltet sich auch die Berech

'-<-120 --< 

Fig. 24. 

nung des Tragheitsmomentes fUr einen einfachen Querschnitt durch
sichtig. Wir denken uns das den Querschnitt darstellende Blech in die 
Streifen F I ; F 2 ; Fa usw. zerlegt (Fig. 23); dann ist die lebendige Kraft 
des ersten Streifens 

Ll = 1- Pl· vi 
unter der Voraussetzung, daB samtliche Punkte des Streifens FI die 
Geschwindigkeit VI haben. Das tri££t aber nur angenahert zu, da die 
Umfangsgeschwindigkeit in den Punkten a und b verschieden ist. Der 
Wirklichkeit kommen wir urn so naher, je schmaler wir die Streifen wah
len; wir tre££en sie, wenn wir a und b unendlich nahe annehmen, so 
daB der Abstand a b verschwindend klein wird. Entsprechend haben die 
die iibrigen Streifen die lebendigen Krafte 

Fur die lebendige Kraft der ganzen Scheibe wird 

L = LI + L2 + La + ... = t w 2 (Fl' yi + F 2 • y§ + Fa' y~ + ... ). 
Die Summe in der Klammer ist das Tragheitsmoment des den Quer

schnitt darstellenden Bleches, bezogen auf die - gedachte - Dreh
achse. In je mehr Strei£en wir uns den Querschnitt zerlegt denken, urn 
so mehr Glieder erscheinen in der Klammer, urn so genauer wird der 
Wert J, der erst restlos genau wird, wenn wir unendlich schmale und 
dafur unendlich viele Streifen annehmen. 

Beispiel6. Das Tragheitsmoment des nebenstehenden Rechtecks, 
bezogen auf die Schwerachse, ist zu berechnen. 

1. Annaherung. Die Flache sei in 4 Streifen zerlegt (Fig. 24), 
von denen jeder 12· 5 cm 2 Flacheninhalt hat: 

J1 = 2 (12 . 5 . 2,5 2 + 12 . :) . 7,52) = 7620 cm4 • 



Biegungsfestigkeit. 335 

2. Annaherung: Die Flaehe sei in 20 Streifen zerlegt; jeder Strei
fen ist 12 em breit und 1 em hoeh: 

J 20 = 2 . (12 . 1 . 0,5 2 + 12 . 1 . 1,52 + 12 . 1 . 2,5 2 + 12 . 1 . 3,52 

+ 12 . 1 . 1 .4,52 + 12 . 1 . 5,52 + 12 . 1 . 6,5 2 + 12 . 1 . 7,5 2 

+ 12 . 1 . 8,5 2 + 12 . 1 . 9,52) = 7980 em4 . 

3. Annaherung: Die Flaehe sei in 50 Strei£en zerlegt; jeder Strei
fen ist 12 em breit und 0,4 em hoeh: 

J.;o = 2 . (12 . 0,4 . 0,2 2 + 12·0,4· 0,6 2 + 12 . 0,4 . 1,02 + 12·0,4· 1,42 

+ ... + 12·0,4·9,42 + 12.0,4.9,82) = 7997 em4 • 

4. Annaherung: Die Flaehe sei in 100 Streifen zerlegt; jeder Strei
fen ist 12 em breit und 0,2 em hoeh: 

J 100 = 2 . (12 . 0,2 . 0,12 + 12 . 0,2 . 0,3 2 + 12 . 0,2 . 0,5 2 

+ ... + 12 . 0,2 . 9,5 2 + 12 . 0,2 . 9,7 2 + 12 . 0,2 . 9,9 2) 

1 
= 2 . 12 . 0,2 . 100' (12 + 32 + 52 + ... 95 2 + 97 2 + 99 2) 

= 7999,2 em4 . 

Je mehr Teile wir annehmen, desto mehr nahert sieh J einem 
Grenzwert, den wir erst bei der Annahme unendlieh vieler und un
endlich sehmaler Strei£en erreichen. Dieser Grenzwert ist J = 8000 em4, 

der mit Hilfe der sogenannten Integralreehnung gefunden wird. Sind 
b und h die Abmessungen des Reehtecks, so ist 

J = 1~ . b· h2 , gemessen in em4 • 

Das Widerstandsmoment ergibt sieh dureh Division mit der Entfer
h 

nung "2 der auBersten Faser, so daB wir erhalten 

1 
12 . b • h 2 b h2 

W = --h-- = -6- , gemessen in em 3. 

2 

In unserm Zahlen beispiel wird 
8000 

W = - - = 800 em3 . 
10 

Bezeiehnet man mit kb die zulassige Biegungspannung, dann ist die 
Tragfahigkeit eines Tragers mit dem Widerstandsmoment W 

max M = W . kb , gemessen in emkg. 

Denken wir uns den Quersehnitt in unserm Zahlenbeispiel zu einem 
Holzbalken geh6rend, so vermag dieser Holzbalken bei kb = 80 kgjem2 

ein gr6Btes Biegungsmoment au£zunehmen von 

maxM = 800·80 = 64000 emkg. 

Genau so wie das Tragheitsmoment ist das Widerstandsmoment ein 
mathematiseher Ausdruek, der die Eigensehaften eines Quersehnittes 
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kennzeichnet, und del' erkennen laBt, ob ein Trager del' zu erwartenden 
Biegungsanstrengung gewachsen ist. MaBgebend bleibt abel' das Trag
heitsmoment,denn erst aus ihm wird durch Division mit der Entfernung 
del' au13ersten Faser von der Nullinie das Widerstandsmoment erhalten. 

Bei der Zug-, Druck- und Scherfestigkeit geniigte die Ermittlung der 
GroBe eines Quersehnittes zur Beantwortung der Frage, ob ein Stab 

Fig. 25. 

geniigend fest sei. Bei der Biegung geniigt 
die Kenntnis des Flacheninhaltes nicht, 
jetzt ist die For m des Querschnittes von 
ausschlaggebender Bedeutung. Wir ver
gleichen die Querschnitte (Fig. 25), von 
denen del' eine hochkant, der andere 
£lach verwendet werden solI; dann ver
mogen sie zu tragen 

d h2 b . d2 

Ml = W l ' k l) = -6- . kb' M2 = W 2 • kb = -2- . kb • 

Dara us folgt 

M 1 : M 2 = h2 : d . b oder = d h2 : d2 b . 

~1itFl=d~h und F 2 =b·dwird 

_Ml_~.!~ 
M2 - F2 d 

d < h erfordert demnaeh eine groBere Breite des Quersehnittes, 
wenn gleiehe Tragfahigkeit beider Quersehnitte verlangt wird; d. h. der 
Trager wird sehwerer, also teurer. 

Beispiel 7. Filr den Trager del' Fig. 26a wird mit P = 150 kg 
und l = 4 m 

P·l 400 
max M = -4- = 150 . 4- = 15 000 clllkg ; 

mit kb = 80 kg/em2 ergibt sich ein erforderliches Widerstandsmoment 

15000 
Werforderlich = ---go-- = 188 cm3 . 

8. 122 
Ein Holzbalken von 8 X 12 em hoehkant hat W = = 192 cma , 

6 

so daB lnax a = 

wird. 

L")OOO '2 
._- = 78 kg/cm 
192 

Allgellommen, es ware keill passender Balken zur Hand, wahl aber 
,')0 mm starke Bohlen von 250 mm Breite, die verwendet werden sollen. 
Da das Widerstandsmoment einer solchen Bohle 

W1 = 
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ist, miillten zwei Bohlen aufeinandergelegt werden, die insgesamt ein 
Widerstandsmoment von 

25 - 52 
W 2 = 2 . = "" 208 em3 

6 

haben. Die groBte SpamlUng wird 

15000 
max a = ---- = "" 72 kg/em2• 

208 

Die Spannungsverteilung ist in Fig. 26b dargestellt, ebenso die Form
anderung, die die beiden aufeinandergelegten Bohlen edahren. Sie lliBt 
deutlieh erkennen, daB es sieh um zwei von einander unabhangige Trager 
handelt. Sollen beide Bohlen als ei n Trager angesehen wernen, so muB 
fUr eine feste Verbindung zwischen beiden gesorgt werden, damit eine 
Versehiebung beider Teile in der Be
riihrungsebene nieht eintritt. Das 
kann erreieht werden, wenn beide 
Bohlen von Zeit zu Zeit verdiibelt 
und dureh Bolzen zusammenge
halten werden; doeh dad diese 
Ausfiihrung nur als Behel£sausfUh
rung angesehen werden. Will man 
die Tragfahigkeit zweier aufein
ander liegender Holzbalken sieher 
erhohen, so sind die Balken zu ver
zahnen und auBerdem dureh 
Sehraubenbolzen zu verbinden 
(Fig. 26d}. Bei dieser Ausfiihrung 
ist eine Versehiebung in Riehtung 
der Mittelsehieht umnoglieh; 
der Quersehnitt dad als Quer
sehnitt eines Balkens mit dem 
Widerstandsmoment W={-bh2 an
gesehen werden. Zwei fest ver
bundene Quersehnitte 25· 5 em 
haben demnaeh ein Widerstands-
moment 

25 -102 
W = = "" 417 em3 gegen 

6 

fa} 

fe} 

(d) 

Fig. 26. 

25.52 
W2 = 2· -- = '" 208 em3 

6 

zweier aufeinander gelegten Balken von je 25·5 em, d. h. die Trag
fahigkeit wird dureh eine feste Verbindung der Balken verdoppelt. 

Haufig kommt es vor, daB man das Tragheitsmoment auf eine andere 
als die Sehweraehse beziehen muB, z. B. wenn der Quersehnitt aus mehre
ren Winkeleisen besteht. Aueh in diesem Falle bleibt die Grundgleiehung 
fiir das Tragheitsmoment bestehen; es ist 

J r = .2,'JF . v2 , 

Will k e I, Del' prakt. Maschillellbauer II. 1. 22 
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wobei v die Elltfernung des Flachenteilchens All von der beliebigen 
Aehse I - I (Fig. 27) bedeutet. Mit e als Entfernung del' Sehweraehse 
8 - 8 von der Aehse I - lund y als Entfernung des Flachenteilchens 
;j II von der Sehweraehse 8 - 8 wird v = y + e, also v2 = (y + e)2 
= y2 + 2 e y + e2 . Setzt man dies en Wert in die Gleichung fiir J[ ein, 
so erhalt man 

oder wenn man die Gesamtsumme in Teilsummen zerlegt 

J 1 = ,XLlll· y2 + 2:All· 2e y + 2'All· e2 . 
Das erste Glied :E All . y2 ist niehts anderes als das 'L'ragheitsmoment 

J. des Querschnittes bezogen auf die Sehwerachse 8 - 8. In dem zweiten 
Gliede ist 2 e der allen Produkten All· 2 ey ge-

- mcinsame Faktor, 
p=:zzz£:z:Z"~F 1 der vor das Sum----R menzeichen gezo-

s ------- .Y vS gen wird; man er
halt :E All . 2 e y 
=2e·:EAll·y. 

I---____ j_l_l :~~s,t~:r!t!~ 
bei der Anwen
dung der 1. Gleieh

Fig. 27. 

gewiehtsbedingung (S.331) gezeigt war; damit falIt das zweite Glied 
aus der Gleiehung heraus. In 2: All· e2 ist e2 gemeinsamer Faktor; zieht 
man ihn vor das Summenzeiehen, so wird 2'All· e2 = e2 • :EJll. Als 
Summe der Flachenstreifen All stellt sieh aber der ganze Quersehnitt II 
dar, so daB wir erhalten 

J 1 =J.+ll·e2 , 

samtliehe GroBen in em gemessen. 
Beispiel 8. Es sind Tragheitsmoment und Widerstandsmomellt fiir 

den Quersehnitt (Fig. 28) zu bestimmen. 

12.403 

1 Stehblech 400·12 hat J 1 = ' 12 = 6400 cm4 

4 Winkeleisen 100 ·100·10 haben J 2 = 4·177 = 708" 
bezogen auf die eigene Sehwerachse Sf; 
dazu kommen 4 ·ll· e2 = 4.19,2.17,182 = 22668 " 

J = 29776 em4 

Die Ent£ernung der auBerstell Faser von der Sehweraehse betragt 
h - = 20 em, so daB wir erhalten 
2 

29776 
20 

= 1489 cm3 • 



Biegungsfestigkeit, 339 

Wird der Querschnitt durch Aussparungen, Nietlocher u. dgl. ge
sehwacht, so ist das Tragheitsrnornent des fehlenden Querschnitteiles 
in Abzug zu briDgen. 

Beispiel 9 (Fig. 29). 

---
12 ' 

w =.!s 
H 
2 

BH3 bh3 
-- - -.--.. ~ 

12 12 

H 
2 

I k--b ~ I '---->jb,k f+- bl2 r-I I-b-1 
k---- B -,.J I--- 8 --I f-- B ----l 

Fig. 29. 

Da es nurauf die Lage der FHichenteile zur Achse 8, auf die das Trag
heitsrnornent bezogen werden solI, ankornrnt, so haben die drei Quer
schnitte der Fig .29 gleiches Tragheitsrnornent in Beziehung auf die Achse 8; 
auf andere Achsen bezogen sind die rrragheitsrnornente verschieden. 

Nr, 

I. 

:!. 

:1. 

Tragheits- und Widerstandsmomente. 

Qurrschnitt 

81 
"" I , 

I b~ 

TrAgheitsoooment 

J 

J 

.J 

bh ' 
12 . 

h' 
12 . 

n: aJb 
- 4-

Wider.tand moment 

b hi 
w - 6' 

IV "' 6 

11" - ;1 alb . 
4 

22* 
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Sr. Quel'ljdmitt 'I'rAgheitsmom nt 'IV idel'l!tandYmomeuL 

,t. ~
(' -, 

t,' - J r 
1 ~ 

d 

~b, oj 

J '4:r (a J b J b ) (II I 

I\' ~ : a (a t 3 b) d. 

. 1. 

W 
b h " 

fur 
b hJ 24 

, 
J 36 2 

t h. 
3 

Ii. ·e 
..../1 ~ 

./ ~ H' 
16 

~e 
0,541::1 H I. 

7. I\' 0.5413 H·' . 

--r-

I 

G 
J f :. I 2 , 

-~ ~J J 6 ' R 

, '1 0,63 1 R'. 
- -4-

0,6906 H ' . 

-o~ It' 'S) ~ j 1 
(j b2 6u Ii, hf !). 

l ~~ -; • J !L3 • 
36(2b + b,) 

'b, -'lJ, 
z :2 

" " 

~ 
b (hJ htJ b, (h',' h ~) g' J .] 

J. .... ,,~ ~ • 12 
II). ~ ~!r: 

I> , 

.., '1 t : ~.'~ II' 
h (h J hI) h, (11,': 111) 

, 6h 

-11-- jJ n 

1ft' ~ [p 
z,... ~ :t_ 

J 
B Ii J t b II" 

t f~' .... lJ ., J 

'~ 12 
II. -<:: . !::: ~ . ~ ~ ~ B 11" ~ b h·' r JI' , 

611 
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Sr. TriisheitRm mrnt Wldrrst.n ndsmoment 

B H " - hh" [ru~'J~ 
12. ~ 

~ B - .. 

J 
B J1 3 - h 10' 

12 IV - 6R 

"'I 
....- lJ ~ 

14. ' ~'.' J 
.. ti rl :J.! 
1 B ~":l~ 

... :;! 'f 
el 

- D ,., 

0 J 
:r d' 
fH 

..... d --

@ :r 
J 

(}4 I(i. 

- B 

:\ (Be~ B, h" 

J 

e, 

t (B e~ - b h ' + (I e~) 
1 a HI + b d' . 
2 a /l j brl' 

e~ = H - f, . 

b e~ b, h1). 
1 a H I + B, d" -t h, rl, (2 [J rl l ) 

'2 (1/1 fl, d + b-:a; 

W ::rd' 
, D, ' d". 

32 

-r ----

d ' ) . If 
.--. 0' d' 

(1)' 32 D 

Widerstandsmomente in em3 von Bauholzern (Handelsware). 

Breite 
in em 

8 
10 
12 
14 
16 
18 
20 
22 
24 
26 
28 
30 

16 /-s 1 10 I 12 i 14 
I -i r - -='=1 = = '=== 

85,3 [133,3 I ! 
106,71166,7 240 [1 326,7 

1200 288 392 
' 281,3 336 1457,3 
1 384 522,7 

'1

588 
1 653,3 

512 
597,3 
682,7 
768 
853,3 
938,6 

Hiihe in em 

756 '[933.3 ' 
864 ,1067 1291 
972 1200 1452 

1080 1333 1613 
1188 1467 
1296 1600 

1733 , 
! ' 2259 

24 26 28 ! 30 

1728 
1920 2253 , 

1

2875 
2304 2704 
2496 2929 3397 

2880 3920 

3600 

4200 
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Kreisformiger Querschnitt. 
J = aquatoriales Tragheitsmoment; W = Widerstandsmoment. 

I d1 ! d3 I I' , d-4' d8 I 'I d4 I d3 

,d!J=~64!W=~32 d !J=0'l64Iw=:7ra2 d:J=:7r6[!W="32 

~~ 1- '~~~g~~ I 'gg~! "~-~g~-~~~~g~fl T~~~ 1 'I 0,0491 0,0982 
2 0,7854 0,7854 
3 i 3,976 2,651 
4 I 12,57 I 6,283 
5 I 30,68 12,27 
6, 63,62 21,21 

7 I 117,9 133,67 
~ I 201,1 50,27 

10 I~;~:{ -I ,~~~, 
11 i 718,7 1- 136,7 
12 1018 169,6 
13 1402 I 215,7 
14 
15 
16 

1886 269,4 
2485 331,3 
3217 402,1 

11 4100 482,3 
18 5153 572,6 
19 6397 673,4 
20-78'54-1785;4 
21 '-9547--909,2-
22 
23 ! 

24 
25 
26 

11499 1045 
13737 1194 
16286 
19175 
22432 

1357 
1534 
1726 

27 26087 ' 1932 
28 I 30172 i 2155 
29 34719 2394 
30 --39761 i-2651'-
31 -45333-[,-2925 ---
32 51472 3217 
33 58214 3528 
34 65597 3859 
35 73662 4209 
36 82448 4580 
37 91998 4973 
38 102354 5387 
39 113561 5824 
40 125664 628'3'" 
41 138709" '1--6766-
42 152745 7274 
43 167820 7806 
44 183984 8363 
45 201289 8946 
46 219787 9556 
47 239531 I 10193 

!~ I ~~-~~~, . I ~ ~~~b 
ilO 306796 12272 

53 387323 I' 14616 103 5524830. 107278 
54 417393 15459 104 5742532 110433 
55 449180 16334 105 5966604 113650 
56 482750 17241 106 6197171 116928 
57 518166 18181 107 6434357 i 120268 
58 '555497

1

19155 108 6678287' 123672 
59 " 569346817102 _22°1-21,-0663 109 69290871 127139 
60 , 110 -7l8688Irrr3-067i 
61- 679651-1--22284' 111 7451813P34267 
62 i 725332 23398 112 7723997 I 137929 
63 I 773272 'I 24548 113 8003571' 141656 
64 ' 823550 25736 114 8290666! 145450 
65 876240 I 26961 115' 8585417 I 149312 
66 931420 28225 116 8887958 ~ 153241 
67 i 989166 29527 117 9198425: 157238 
68 1049556 I 30869 118 I 9516956 'I' 161304 
69 ,l,!~(){)Q.I'_ 3225} , 119 i 9843689 1 165440 
70 ,Jl.7858~ 336~ 120 '10178763-;- 169646 
71 ' 1247393' 35138 121 iT0522320' 17392'3 
72 1 1319167 36644 122 110874501' 178271 
73 1393995 38192 123' 11235450 r 182690 
74 1471963 39783 124 i 116053111' 187182 
75 1553156 41417 125' 11984229 191748 
76 1637662 43096 126 112372350 i 196387 
77 • 1725571 44820 127,12769824 i 201100 
78 '1816972 46589 128! I, 31,7, 67991, 2,05887, 
79 1911967 48404 129' 13593424 210751 
80 ' 2010619 50265 - 130 '14619852 -215690 
81 ,-2TI 3051 '-521 1r- 131-i4456235 220706 
82 . 2219347 54130 132 14902727 225799 
83 2329605 56135 133 15359483 230970 
84 . 2443920 58189 134' 15826658 236219 
85 I 2562392 60292 135 I 16204411 241547 
86 i 2685120 62445 136: 16792899 246954 
87 2812205 64648 137 17292282 252442 
88 I 2943748 66903 138 17802721 258010 
89 I 3079_8i5'!.,_ 692!Q 139, 18324378 263660 
90 i 3220623 71569 140 118857416--269392 

~~ I'~!~~~~rl' ~~:~~ . ~!~ n!!~~~~: '~~~ig~ 
93 : 3671992 78968 143; 20526466 287083 
94 I' 3832492 81542 144.21106684 293148 
95 I 3998198 84173 145 i 21699116 299298 
96 : 4169220 I 86859 146· 22303933 305533 
97 4345671 89601 147 122921307 311855 
98 4527664 92401 148 123551409 318262 
99 4715315 95259 149' 24194414 324757 

100 --4908738 ,-98175 15024850496: '331.340 



Il-R" 

If If 

'. !no 

't.. ' 

}'rofil 
Nr. 

8 
9 

10 
II 
12 
13 
14 
15 
16 
11 
18 
19 
20 
21 
22 
23 
24 
25 
26 
27 
28 
29 
30 
32 
34 
:J6 
:18 
40 
42" 45 2 

47''., 
50" 
55 
60 

Bjegnng~ft'Stjgk{'it. 

Normalprofile fiir I-EiRen. 

Normallangen1): 4 bis einschlieBlich 12 m. 

Lagerlangen: .4 -;- 9 m in Abstufungen von 200 mm. 

9 -;- 12 m in Abstufungen von 250 mm. 

Abrundungshalbmesser: R = d; r = 0,6 . d . 

h 
mm 

80 
90 

100 
110 
120 
130 
140 
150 
160 
170 
180 
190 
200 
210 
220 
230 
240 
250 
260 
270 
280 
290 
300 
320 
340 
360 
380 
400 
425 
450 
475 
500 
550 
600 

A bmeesungen 

58 
62 
66 
70 
74 
78 
82 
86 
90 
94 
98 

102 
106 
llO 
113 
ll6 
ll9 
122 
125 
131 
137 
143 
149 
155 
163 
170 
178 
185 
200 
215 

d 

3,9 
4,2 ! 

4,5 
4,8 
5,1 , 
5,4 I 

5,7 
6,0 I 

6,3 
6,6 i 

6,9 
7,2 
7,5· 
7,8 
8,1 
8,4 I 

8,7 ' 
9,0 
9,4 
9,7 

111m 

5,9 
6,3 
6,8 
7,2 
7,7 
8,1 
8,6 
9,0 
9,5 
9,9 

10,4 
10,8 
ll,3 
ll,7 
12,2 
12,6 
13,1 
13,6 
14,1 
14,7 
15,2 
15,7 
16,2 
17,3 
18,3 
19,5 
20,5 
21,6 
23,0 

10,1 
10,4 
10,8 
11,5 
12,2 
13,0 
13,7 
14,4 
15,3 
16,2 
17,1 
18,0 
19,0 
21,6 

I 24,3 
25,6 
27,0 
30,0 
32,4 

Quer- Ge- Momente fill' die Momente fiir die 

schnit.t wicht 
XX -Biegungs- YY -Biegungs-

achse achse 

G Jx TVx 

kg/m cm4 
1 em' 

5,95 77,8' 19,5 
7,07 117' 26,0 
8,32 171 :14,2 
9,66 239 43,5 

1l,15 328 , 54,7 
12,64 436' 67,1 
14,37 573 , 81,9 
16,01 735 , 98,0 
11,90 935 117 
19,78 1166 tln 
21,90' 1446 161 
24,02 1763' 186 
26,30 2142, 214 
28,57 2563, 244 
31,09 306i)': 278 
33,52 3607 314 
36,19 4246, 354 
39,01 4966, 397 
41,92 5744i 442 
44,90 6626' 491 
47,96 7587,: 542 
50,95 8636, 596 
54,24 9800' 653 
61,07 12510: 782 

7,58 
9,00 

10,6 
12,3 
14,2 
16,1 
18,3 
20,4 
22,8 i 

25,2 
27,9 
30,6 
33,5 
36,4 
39,6 
42,7 
46,1 
49.7 
53,4 
57,2 
61,1 
64,9 
69,1 
77,8 
86,8 
97,1 

107 
118 
132 
147 
163 
180 
213 
254 

,68,14 15695',: 923 
I 76,22 19605;1' 1089 
, 84,00 24012;, 1264 

92,63 29213 1,1 1461 
103,62 36973! 1740 
115,40 45852 'I 2037 
127,96 56481:12378 
141,30 68738' 2750 

,167,21 9918411 3607 
199,40 138957! 4632 

,-----
J" 1 TV y 

em'" I cm3 

6,29 1 

8,78, 
3,00 
3,82 
4,88 
6,00 
7,41 
8,87 

12,2 
16,2 ! 

2],5 
27,5 
35,2 
43,9 
54,7 
66,6 
81,3 
97,4 

10,7 
12,5 
14,8 
17,1 
19,8 
22,7 

117 
138 
162 
189 
221 
256 
288 
326 
364 
406 
451 
555 
674 
818 
975 

1158 
1437 
1725 
2088 
2478 
3488 
4668 

i 26,0 
29,4 
33,1 
37,1 
41,7 
46,5 
510 
56,2 
61,2 

, 66,6 
, 72,2 

84,7 
" 98,4 
,ll4 
1131 
:149 
1176 
1203 
'235 

1

268 
349 

1434 

') Bedingen keinpn Prpi8allfEchlag. 
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~ Breitflanschige Differdinger lId! "Normallangen: 4 bis einschlieBlich 12 m. 
K--, .. Lagerlangen: 4" " 15 m in 

! 9% von 500 mm . 
... ~ Abrundungshalbmesser: R = d . 

I-Eisen. 

Abstufungen 

- -

I 
~ Momente os ~ Momente fiir die ,.<:i 

fiir die 
Abmessungen .g I .~ Biegungs-

Profil "' i! Biegungsachse 
'" '" achse 
'" " 

Nr. 
p 0 X-X y-y C? 

~----.-~--:1 b :~-I-~: lJ d 
Ii' G J x WX J y Wi} 

mm mm mm mm rom em' kgjm em' em' em' 
--

18B 180 180 9,0 16,72 8,5 59,9 .f7,0 3512 390 1073,119 
20B 200 200 9,5 18,12 8,5 70,4 55,3 5171 : 517 1568 i 157 
22B 220 220 10,0 19,5 9,0 82,6 64,8 7379. 671 2216201 
24B 240 240 10,5 20,85 10,0 96,8 76,0 10260 855 3043 254 
25B 250 250 i 10,9 21,7 10,5 105,1 82,5 12066, 965 3575286 

I I 328 26B 260! 260 11,7 22,9 11,0 115,6 ' 90,7 14352 1104 4261 
27B 270: 270 111,95123,6 11,25 123,2 96,7 16529 1224 4920 365 
28B 280 280 12,35 24,4 11,5 131,8' 103,.f 19052 1361 5671 405 
29B 290 290 I 12,7 25,2 12,0 141,1 • 110,8 21866 1508 6417 443 
30B 300 300 ,13,25 26,25 12,5 152,1 119,.f 25201 1680 7494 500 

, 

13,0 7867 524 32B 320 300 ' 14,1 27,0 160,7 126,2 30119 1882 
3.f B 340 300 i 14,6 27,5 13,4 167,4 131,.f 35241 2073 8097 540 
36B 360 300 16,15 29,0 14,2 181,5 1.f2,5 42479 2360 8793 586 
38B 380 300 17,0 29,8 14,8 191,2 150,1 49496 2605 9175 612 
.f0 B 400 300 18,2 31,0 15,5 203,6 159,8 57834 2892 9721 648 

.f21 ! B 425 300 19,0 31,75 16,0 213,9 167,9 68249 3212 10078 672 ; 2 
.f5 B 450 300, 20,3 33,0 17,0 229,3 180,0 80887 3595 10668 711 

.f71/2 B 475, 300 121,35 34,0 17,6 242,0 190,0 94811 3992 11142 743 
50B 500 : 300 I 22,6 35,2 19,4 261,8 205,5 111283 .f .f51 11718 781 
55B 550 300 I 24,5 37,0 20,6 288,0 226,1 145957 5308 12582 839 

60B 600 300 ,24,7 37,2 20,8 300,6 236,0 179303 5977 12672 845 
65B 650 300 '25,0 37,5 21,1 314,5 2.f6,9 217402 6690 12814 854 
70B 700 300 25,0 37,5 21,1 325,2 255,3 258106 737.f 12818 854-
75B 750 300 25,0 37,5 21,1 335,7 263,.f 302560 8068 12823 855 

80B 800 300 ! 26,0 38,5 21,5 354,9 278,6 360486 9012 13269 885 
85B 850 300 126,0 38,5 21,5 365,6 287,0 414887 9762 13274 885 
90B 900 300 126,0 

1

38,5 
21,5 376,4 295,5 473 964 10533 13279 885 

95B 950 300 27,0 39,5 21,9 396,2 311,0 550974 11600 13727 915 
100 R 1000 300 i 27,0 ,39,5 21,9 407,2 319,7 621287 12.f25 13732 9Irl 
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Normalprofile fur gleichschenklige L-Eisen. 

N ormallangen: 4 bis einschliel3lich 12 m. 
Lagerlangen: 4 bis einschliel3lich 9 m mit Abstufungen 

von 200 mm. 
~~~.-J. 9biseinschliel3lich 16 mmit Abstufungen 

ProW 

von 250 mm. 

Ab d h R dmax + dmin run ungs albmesser: = -~2--

sungen 

R 
r=2' 

Abstande der 
Quer- Ge- Hauptaehsen u. des 

sehnitt wieht Sehwerpunktes (So) 
Tragheitsmomente ~ Abmes-

Nr'::r:~ e!' G -.;-~-r-~- J x I J y I b) = JI; I ---'h -

kg/m em] em. I em em" I em" I em" .. .... em' 

:::: -1,06 1 g:~qg~~ C~gJf --g:~~- -Z:~~ I g~~ t '! 
'2 

2 

3 

41' 
/2 

5 

5'1 2 

6 

IF' ; 2 

7 

25 

30 

35 

3 
4 

3 
4 

4 
6 

4 
6 

0,82 
1,05 

1,12 
1,45 

1,42 
1,85 

2,27 
3,27 

2,57 
3,87 

0,88 141 i 0,85 1 0,60 0,62 0,15 0,38 0,79 
1,14 ' 0,90 I 0,64 0,77 0,19 0,48 1,08 

1,12 1 77 1,03
1
' 0,73 1,27 0,31 0,79 1,55 

1,45 ' 1,08 I 0,76 1,61 0,40 1,01 2,07 

1,78 2,12 1,241 0,89 2,85 0,76 1,80 3,60 
2,57 1,36 I 0,96 3,91 1,06 2,49 5,50 

2,10 247 1,41 11,00 4,68 ] ,24 2,96 5,63 
3,04 ' 1,53 1,08 6,50 1,77 4,14 8,65 

40 
4 
6 
8 

3,08 2,42 . 1,58 1,12 
4,48 3,52 2,83 i ],70 1,20 
5,80 4,55 , 1,81 1,28 

7,09 
9,98 

12,4 

1,86 
2,67 ' 
3,38. 

4,48 
6,33 
7,89 

8,34 
12,8 
17,4 

5 4,30 
45 7 5,86 

9 7,34 

5 4,80 
50 7 6.56 

9 8,'24 

6 6,31 
55 8 8,23 

60 

65 

70 

I 10 10,07 

6 6,91 
8 9,·03 

10 1l,07 

7 
9 

II 

8,70 
10,98 
13,17 

7 9,4 
9 II,9 

II 14,3 

3,38 
4,60 
5,76 

3,77 
5,15 
6,47 

4,95 
6,46 
7,90 

i 1,81 ],28 
3,18' 1,92 1,36 

2,04 1,44 

I 1,98 1,40 
3,54 2,1l 1,49 

2,21 1,56 

2,21 1,56 
3,89 2,32 1,64 

2,43 1,72 

5,42 2,39 1,69 
7,09 4,24 2,50 1,77 
8,69 2,62 1,85 

6,83 2,62 1,85 
8,62 4,60 2,73 1,93 

10,34 2,83 2,00 

7,38 2,79 1,97 
9,34 4,95 2,90 2,05 

11,23 I 3,01 2,13 

12,4 
16,4 
19,8 

17,4 
23,1 
28,1 

27,4 
34,8 
41,4 

36,1 
46,1 
55,1 

53,0 
65,4 
76,8 

67,1 
83,1 
97,6 

3,25 
4,39 
5,40 

4,59 
6,02 

I 7,67 

7,24 
I 9,35 
! II,27 

9,43 
12,1 
14,6 

13,8 
17,2 

I 20,7 

1

17,6 
22,0 
26,0 

7,83 
10,4 
12,6 

11,0 
li&_ 
17,9 

17,3 
22,1 
26,3 

22,8 
29,1 
34,9 

33,4 
41,3 
48,8 

42,4 
52,6 
61,8 

14,9 
21,2 
27,8 

20,4 
29,1 
37,9 

32,7 
442 
56:1' 

42,5 
57,4 
72,7 

63,2 
82,2 

1011 

I· 78,8 
103 

1127 



}<'estigkeitslehl'e . 

. P:fl~~· .. l :.u~~.,i:: .. '~i~~fit ~~~~t. .H .. s~~\~.\~~r~.~.~.~~e.;~ ... Tr it g h e it" III 0 men t e 
Nr. b -d 1i' G' -~; ·--e-!·-~ -; -.iy Jb 
Ii" x 

mill i mm CIIl' ~ kg/m .e~,.. em i elll em' em' em' 

'-~-~~T~8ii,5 .. ~,O;·· ·····j~;~OI!c2:·1-3~ 93,3 24,4 III 

7" 75 I 10 14,1 11,07 5,30 I 3,12 ! 2,21 113,0 29,8 140 
12 16,7 13,11 3,24 I 2,29 130,0 34,7· 170 

8 

9 

10 

Il 

12 

I:~ 

14 

15 

16 

, 
8 12,3 9,66 ,3,20 2,26 115,0 29,6 72,3 ! 

, 80 i 10 15,1 H,86 5,66 I 3,31 2,34 139,0 35,9. 87,5' 
'12 17,9 14,05 3,41 2,41 161,0 43,0 102 

9 15,5 12,n . 3,59 2,54 184,047,8 116 
90, 11 18,7 14,68 6,36! 3,70 2,62 218,0 57,1 138 

I 13 21,8 n,ll i 3,81 2,70 250,0 65,9 158 
! I 

100 I 1120 19,2 15,07 i 3,99 2,82 280 
22,7 n,82 7,07 4,10 2,90 328 

. 14 26,2 20,57 4,21 2,98 372 

. 10 21,2 16,64 4,34 3,07 379 
110 12 25,1 19,70 7,78 4,45 3,15 444 

14 29,0 22,75 4,54 3,21 505 

11 
120 13 

15 

12 
130 14 

16 

13 
140' 15 

17 

25,4 19,94 4,75 3,36 541 
29,7 23,31 8,48 I 4,86 3,44 625 
33,9 26,61 4,96 i 3,51 705 

30,0 23,55 5,15' 3,64 750 
34,7 27,24 9,19 5,26' 3,72 857 
39,3 30,85 5,37 i 3,80 95!l 

35,0 27,48 ,5,54 3,92 1014 
40,0 31,40 9,90. 5,66 4,00 1148 
45,0 35,33 5,77 4,08 1276 

14 40,3 31,64 ,5,95 4,20 1343 
150 16 45,7 35,87 10,6 6,07 4,30 1507 

18 51,0 40,04 6,17 4,40 1665 

15 46,1 36,19 . 6,35 4,50 1745 
160 17 51,8 40,66 11,3 I 6,46 14,60 1945 

19 m,5 45,14 . 6,58' 4,60 2137 

73,3 I 177 
86,2' 207 
98,3 235 

98,6 
116 
133 

140 
162 
186 

194 
223 
251 

262 
298 
334 

239 
280 
319 

341 
394 
446 

472 
540 
605 

638 
723 
805 

347 845 
391 949 
438 . 1052 

453 1099 
506 1226 
558 1348 

Xormalprofile fur ungleichschenklige L-Eisrll, 

135 
170 
206 

216 
266 
317 

329 
398 
468 

439 
529 
6]8 

627 
745 
863 

870 
1020 
1173 

1176 
1363 
1554 

1556 
1794 
2039 

2033 
2322 
2564 

Normallangen: 4 bis einschlieBlich 12 Ill. 

Lagerlangen: 4 bis einschlieBlich 14 111 in Ab-
stufungen von 250 mIll. 

dmax + dmin .\brundungRhalbmesser: R = 2 

R 
r= 

2 
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Verhaltnis der Schenkellangen 
b 

a 

; _'~I~~ ,I.~J;. 
mm mmimml;. 

- .- - '-"Tc~cc=,=-= - . 

~ 201 30! 3 1,42 
3 4 1,85 

- 30: 45 :J 1 

-41/~ 

4 2,87 
5 3,53 

4 
6 

40: 60 5 4,79 
I 7 6,55 

;; 501 75 7 8,33 
7"/2 ' 9 10,5 

I 1 9 651100 11 

I 
801201 10 , . 12 

14,2 
17,1 

19,1 
22,7 

10 100 150 12 28,7 
15 14 33,2 

Ge· 
wicht 

Abstl1nde der Haupt
acheen und des Schwer

punktes S. 
Tragheitsmomente 

G -1J---I-~ ! t I j J x i-~-J;--J~-
kg/m em. ern 1 ___ ~_'P_ .. c~_ ern· -.l-"Ill~ i em" i em" 

::~I~:lg:::&!i::lg:~- t:g, g~~ Iif T~ 
2,25 1,481°,740,433411,27 6,63 1,191 2,05 5,77 
2,77 1,520,780,4288 1,32 8,01 1,44; 2,46 6,99 

I 
3,7'6 1,9510,97 0,431911,66 19,8 3,661 6,21 17,3 
5,14 2,0411,05.0,4275 1,77 26,3 4,63: 7,99, 22,9 

1 ! ' 

6,54 2,47 i 1,24 0,4304 2,12 53,1 9,58: 16,4' 46,3 
8,24 2,56! 1,32 0,4272 2,22 65,4 n,90! 20,1 57,2 

H,15 3,3111,590,4101 2,73 160 26,8 46,6 140 
13,42 3,40! 1,67 0,4074 2,83 189 32,9 55,1 167 

, 

14,99 3,92
1
' 1,950,4348 3,35 317 

17',82 4,002,02 0,4304 344 370 

22,53 4,8912,421°,4361 4,18 747 
26,06 4,972,500,4339 4,27 854 

56,8 98,2. 276 
67,5 115 323 

134 232 649 
153 264 74S 

b 1 
Verhiiltnis der Schenkellangen --;;; = 2' 

I I 2 
20 40; 3 1,72 1,35 1,431°,441°,2575 0,78 2,961 0,31 

0,48
1 

2,80 
-4 4 2,25 1,77 1,47,0,480,2528 0,83 3,78: 0,40 0,60 :3,58 

2'15IO,68Io'2~44 1,19 
I 

:1 
30 601 

5 4,29 3,37' 16,5 I 1,71 2,61 1 15,6 
6 7 5,85 4,59 2,240,76,0,2479 1,28 21,81 2,28 3,H 20,7 

4 
80

1 

6 6,89 5,4' 2,85 '0,88 i 0,2568 1,56 4,99 7,631 45,0 40 47,6 , 
8 8 9,01 7',07' 2,9410,9610,2518 1,65 60,81 6,41 9,62

1 
57,6 

10011~ 
. i 1 

5 
50 11,5 9,03 3,59'1,121°,2665 1,97 123 12,8 . 19,61 116 

10 14,1 ",07' 3,67 -1,20 0,2658 2,03 150 14,6 . 23,5 141 ; 
! I 

6' 1301 10 18,6 14,60 4,65 1,451°,2569 2,56 339 35,4 , 54,2 I 320 2 65 
13 • i 12 22,1 17',35 4,75 1,53 ! 0,25491 2,65 395 41,3 I 62,9 I 378 , 

I I ~ 
i 27,5 21,59 762 79,4 122 ! 719 

8016°112 5,72 1,771012686 3,14 
16 14 31,8 24,.96 5,81 1,85 0,2679 3,29 875 86 !139 : 822 

: 
11653 10 14 40,3 31,64 7,12 2,18jO,2608 3,91 1754 182 

1

283 
20 10°1200 ; 16 45,7 35,87' 7,20 2,26.0,2586 3,99 1973 205 ,S16 '1862 

1 1 



348 Festigkeitslehre. 

N ormalprofile fiir (-Eisen. 

Normallangen: 4 his einschlie.l3lich lO m. 

Lagerlangen: 4 his einschlie.l3lich 9 m mit Ahstufungen von 
200 mm. 

9 his einschlie.l3lich 10 m mit Ahstufungen von 
250 mm. 

t 
Ahrundungshalbmesser: R = t; r = 2' 

i r ,".m"lss:~e.~~)! 
_~I mm mm i mm cm' 

3301 33 5,of7,0 5,44 
4 40 35 5,0 i 7,0 6,21 
5 50 38 5,0' 7,0 7,12 
61/ 2 65 42 5,5 7,5 9,03 
8 80 45 6,0 8,0 11,0 

10 100 50 6,0 8,5 13,5 
12 120 55 7,0 9,0 17,0 
14 140 60' 7,0 10,0 20,4 
16 160. 65 7,5 10,5 24,0 
18 1801 70 8,0 11,0 28,0 
20 200! 75: 8,5 11,5 32,2 
22 2201 80: 9,0 12,5 37,4 
24 240 851 9,5 13,0 42,3 
26 260 90,10,0 14,0 48,3 
28 280 95110,0 15,0 53,3 
30 300 1 100'10,0 116,0 58,8 

Ge
wicht 

Schwer
punkts
abs~and 

Momente fiir die Biegungsachsen 
-------- ----.-----------.-c-----

h-h 
1----;----1---------~ ------. 

Gel e, J x I w'" J y 
II W y. h. 

kg/m em 1 em cm4 cm' cm4.cmS cm· 

4,21' 1,31 1,99 6,39! 4,26 5,33 1 2,68 14,7 
4,8" 1,33 2,17 14,1 ",05 6,68'13,08 17,7 
5,59 1,37 2,43 26,4 10,6 9,12 3,75 22,5 
",09 1,42 2,78 57,5 n," 14,1 5,07 32,3 
8,64 1,45 3,05 106 26,5 19,4 I 6,36 42,5 

10,60 1,55 3,45 206 41,2 29,3 8,49 61,7 
13,35 1,60 3,90 . 364 60," 43,2 1111,1 86,7 
16,01 1,75 4,15 605 i 86,4 62,7 14,8 125 
18,84 1,84 4,6ti 925 I 116 85,3 [18,3 167 
21,98 1,92 5,08 1354 i 150 114 22,4 217 
25,28 2,01 5,49 1911 191 U.S 27,0 278-
29,36 2,14 5,86 26m) i 245 197 33,6 368 
33,21 2,23 6,27 3598 . 300 248 39,6 458 
3",92 2,36 6,644823 [i 371 317 47,7 586 
41,84 2,53 6,97 6276 .448 399 57,2 740 
46,162,707,308026 i535 495 167,8 924 

Hochstegige T -Eisen ~ = +. 
Normallangen: 4 bis einschlie.l3lich 12 m. 

Lagerlangen: 4 his einschlie.l3lich 12 m in Ahstufungen 
von 250 mm. 

R R 
Abrundungshalbmesser: R = d; fl = 2; r 2 = 4:' 
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Ab- II 
..; messungen Quer-li Ge

:<;< ---r-=-- chniU' wicht 

Schwerpunkts- Momente fiir die Biegungsachsen 
ab8tand_e_S-"o~I ___ X,.X=-. __ .-c- yy 

;g b=h I d=R ]i' 1 G 
T .. h·t IWiderstands. T .. h·t .' Widerstand,;-rag eI s-, momente rag el s- t 
l101uent i J moment i lnomen '::! 

3:; 
mm mm em':' kg!m em ! em 

J x ! wex=e.;,"'. J y : W ll 

em' I em' em' em' 

2_ 20 
2 

2'i2 25 
2'!~ 

3,0 

3,5 

3 
3 30 4,0 

4,5 

1,29 0,73 ' 1,77 

2,26~. I, n 0,85 
II 

2,971: 2,33 0,99 I 
I ' 

2,15 

2,51 

4 
I 40 5,0 3,771: 2,96 1,12, 2,88 

I, 1 

45 5,5 4,67 il 3,67 1,26 I 3,24 

0,38 

0,87 

1,72 

3,10 

5,28 

8,13 

.. :1 ' 

50 6,0 5,661, 4,44 1,39 I 3,61 12,1 

: 60 7,0 7,941: 6,23 1,66 ! 4,34 23,8 

7 ii 
-7 70 8,0 10,6 j! 8,32 1,94 5,06 44,5 

8 Ii 
~ 80 9,0 13,6 i;.0,68 2,22 5,78 73,7 

: I; 
9 

90 10,0 17,1 [iI3,42 2,48 6,52 119 

:: 100 11,0 20,9 

12 
~ 120 : 13,0 29,6 
12 

141140 
14 

15,0 39,9 

2,74 7,26 179 

3,28 8,72 366 

3,80 110,2 660 

I 

0,27 

0,49 

0,20 II 

0,43 

0,80 0,87 

1,24 1,57 

1,83 2,58 

2,51 4,01 

3,35 6,06 

5,48 12,2 

8,79 22,1 

12,75 37,0 

18,25 58,5 

24,66 88,3 

41,92 178 

64,71 330 

b 2 
Breitflansohige T-Eisen It = T' 

Normallangen: bis einschlieBlich 12 m. 

0,20 

0,34 

0,68 

0,90 

1,29 

1,78 

2,42 

4,07 

6,32 

9,25 

13,0 

17,7 

29,7 

47,2 

Lagerlangen: 4 bis einschlie13lich 12 min Abstufungen 
von 250 mm. 

Abrundungshalbmesser: 

R=d; 
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~ Schwer· Momente fur die Biegungsachsen 

A bmessungeu " punkts- - -XX-' ., r--- yy--.:= Ge- abstande 
. T~~g- [Widerstand;: Tra~--;--Wid~r-;:, 

Profil- " wicht So 
" helts- !...E'()IIlIlIl~e.. ,', heits- stands-=' -,~-- '-T 

Nr. 

Id=R 
r;j "'0. "",., 1 mo mom~1 

b h F G Ox ex ment' W _ cb. ment W y =.Iy 
I J x .c - ex J y 0Il 

mm mm I mm crn2 kg/m em em em": cm3 em" em3 
-- ---.:. =:;::-___ ="--==---=--_~=-_=_____=:;'-~_;:__'_=.::....:::::..:c=:_:_~-_'___ -==----:;-:---c=---__ =-_=-;::::=-:-=--::":'-:"=-:-:::::. ___ .--

6 
60 , 30 5,5 4,64 3,64 0,67 2,33 2581 l,ll 8,62 2,87 

:J 
, 

7 
70 35 6,0 5,94 4,66 0,77 2,73 4491 1,65 15,1 , 

4,31 
:Jl; 2 ' I 

8 
80 40 7,0 7,91 Ul 0,88 3,12 7,811 2,50 28,5 7,13 

4 

9 I 
90 45 8,0 10,2 8,Ot 1,00 3,50 12,7 I :J,63 46,1 10,2 41 i 

I 
2 

10 
100 50 8,5 12,0 9,42 1,09 3,91 18,7 I 4,78 67,7 13,5 ;; ! 

t~ 120 60 10,0 17,0 13,35 1,30 4,70 38,0 8,09 137 22,8 
6 

14 
,- 140 70 ,11,5 22,8 17,90 1,51 5,49 68,9 12,6 258 36,9 

t6 
160 80 : 13,0 29,5 23,16 

8 
1,72 6,28 117 18,6 422 52,8 

18 180 90 1 14,5 37,0 
9 ~ 

29,05 1,937,07 185 26,2 670 74,4 

20 200 100 16,0 45,4J 35,64 2,14,7,86 77 35,2 1000 100 
10 
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352 Festigkeitslehre. 

Laufkranschienen (Sonderprofil) (Fig. 30). 
Abmessungen und Gewicht/lfd. m 

prOfil., mm 

·-i-g' 
Gewicht 

g 
Nr. h b I d • I b, I b • f kg!lfd. m c 

I i r 

45 I 20 
I I 

1 1 55 23,5 
24 I 31 125 54 8 11 14,5 22,5 

2 65 55 I 25 I 28,5 31 4 150 66 9 12,5 17,5 32,2 
3 75 65 30 34 38 5 175 78 10 14 20 43,8 
4 85 75 i 35 39,5 45 I 6 I 200 90 II I 15,5 22 57 

Querschnittsfunktionen und groBte Raddriicke. 
_. '. 8 ~ 

Lauf-
Quer- ~ ~ § Tragheits- Widerstauds- _ GrilJ3ter rad-

Profil- schuitt .g § il momente momente Raddruck in kg 1) bei durch-
"',,"" k= messer 

Nr. ---,- ---,---
F 'I J x I J y Wx I W y D 

, 

I mn2 mm em' i _em4 em' i_em' __ 50 , 60 70 mm 
--. , 

--

22:7194,05 I 182,4 29,121 1 28,7 29,18 6240 7800 9360 400 
2 41,01 26,8 180,4 I 352,5 47,2 ! 47 11280 14100 16920 600 
3 55,8 30,6

1
328,6 , 646,12 74 73,8 17600 22000 26400 800 

4 72,6 35,2 523,4 I 988,7 105,1 i 98,87 25200 31500 37800 1000 

d) Be i s pie 1 e. 

10. Trager auf 2 Stiitzen mit Einzellast (Fig. 31). 
Mit B als Drehpunkt ergibt IM = 0 

b 
A . l - p. b = 0 und daraus A = P ·z . 

i 
"" 

]i'ig. 30. 

Mit A als Drehpunkt ergibt ~M = 0 

B l - P . a = 0 und daraus B = P .5!.. . 
l 

1m Punkte A ist die Querkraft QA = A; 
sie bleibt bis m unverandert, da keine neue Kraft 
hinzutritt. In m springt die Querkraft auf Qm = A 
- P und bleibt bis B unverandert. In B ist sie 
gleich B (Fig.31b). Das groBte Moment tritt 

im Punkte m auf; es ist 
ab ab 

M = A . a = P . -l- bzw. M = B· b = P . -l- 2) 

Da die Momente in A und B gleich Null sind, so stellt sich die Mo

menten£1ache als Dreieckmit der Rohe P .;~- dar. 

Zahlenbeispiel. P=2200kg; a=2m; b=3,5m; l=5,5m. 

') Pma:x ~. D· (b - 2 r) . k . . kg. 
1 P 

2) Fiir Last in der Mitte wird a =b = -; A = B = ---' 
2 . 2' 

PI 
M =4-' 
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A = P . ~ = 2200· ~:> = 1400 kg· B = P . ~ = 2200 . --~ - = 800 kg; 
1 3,:>·' 1 ;'),5 

a b 200·3:;0 
max M = Mm = p. -l - = 2200 . - - -- = 280 000 emkg . 

5:;0 

Ba ustoff; Holz mit kb = 80 kgjem2 (S.320) erlordert 

W = 28~gOO = 3500 em3 . 

Tabelle S. 341 zeigt 1 Balken,24 em breit, 30 em hoeh, mit W = 3600 ems ,-

280000 
maxa = - -- - - = .'-78kgjem2 

3600 . . 

Sollen 2 Balken aufeinander
gelegt werden (Behel£sanord
nung), so muB jeder ein W von 
~ . 3500 = 1750 em3 haben. Es 
wiirden.z. B. laut Tabelle S. 341 
2 Balken 20 X 24 em mit W 
= 2· 1920 = 3840 em3 in Frage 
kommen. Mit Diibeln und Bolzen 
festgespannt konnten 2 Balken 
22 X 16 em verwendet werden 
mit W = 4 . 938,6 = 3754 em3 . 

Baustoff: FIuBeisen mit 
kb = 1200 kgjem 2 (S.319) er
fordert 

W = y~o~~o = 225 ems. 
1200 

fiIJ A Fa. 
fbj A 

fe} I~: 
P--,; 
L ____ _ 

b =1n 
I 
I 

P ~l1e!'l(roft/liicI!~ 1mm = 1()() kg 
I 

o 1 2 3 *- 5 
11I1I11",IIIIIIiIlIIIlIIIIIIlIIIIIIIIlII'1l111l111 

Fig. 31. 

1. Rundeisen It. Tabelle S. 342 d = 135 mm mit W= 241,3 ems; 
2. I-Eisen " " " 343 NP 21 mit WI/: = 244 em3; 
3. Differdinger" " ,,344 Nr. 18 B mit WI/: = 390 ems; 
4. [-Eisen " " ,,348 NP 22 mit WI/: = 245 em3 ; 

5. II-Eisen" " 343 NP 16 mit WI/: = 2·117 = 234 em3 ; 

6. Jr.-Eisen " ,. ,,348 NP 16 mit WI/: = 2 ·116 = 232 ems; 
7. H-Eisen " " " 343 NP 471j~mit Wy -= 235 em3 ; 

8. H-Differdingerlt. TabelleS.344Sr.24Bmit Wy = 234em3 . 

Bem.: L - und J. -Eisen reiehen nieht aus. 
11. Trager auf 2 Stiitzen mit 2 Lasten (Fig. 32). 
Fiir B als Drehpunkt wird 

(B) A . l - PI· b1 - P 2 • b2 = 0; 

Fiir A als Drehpunkt wird 

(A) B . l - - P a 1 - - P 2 • a2 =- 0: 
1 

B = T (P, . (11 -l- P2 • a2 ) • 

Willi, ~l. ])~r pl'akt. M""I'\lillellhH\ler 11. L 2:1 



I<\,titigkeit~lehl'e, 

Daruus ergibt sich die Querluaftflliche 

QA=A; Ql=A-Pj; Q2=A-P j -P2 : Qn=H. 

lVIomentenflache 

MA = 0; Ml = A,' a 1 : M2 = B· b2 : 

lllftxM = M2 = B· b2 . 

1m Punkte 2 schncidet die Querkraftlinie die Wagereehte: die 
Querkraft wechselt das Vorzeichen. 

/I 

/I 

8 fa) 
I 
I 
I 
I 
I 

P; 
(b) 

111111 

Pz 8 

.Fig. 32. 

12. Del' Trager sei symmetrisch 
belastet nach 'b'ig. 33. 

Wegen del' Symmetrie wird 
A=B=P. 

Die Querkraft ist wegen Q [ 
=A -- P = P - P = 0 zwischen 
1 und 2. 

Das groBte .\lament ist max M 
= Ml = M2 = A· a = P' a . 

p 

:, P (b) 
I I I I 
: ,1 2 I 1 

[al'~ IIHIIIIIIJY: fc) 
Fig. 3:3. 

13. Trager auf 2 Stiitzen mit gleichformig verteilter Last (Fig. ;)4). 

HT d S .. dAB P . l . P 
n egen er ymmetne Wlr ~'1. = = ~ = 2 . 
Die (~uerkraft im Punkte x ist Qx = A - jJ • ;r . 

Aus diesel' Gleichupg find en wir zu jedem beliebigen x die zugehbrige 
Querkraft. 

Fiir :r=O wil'd 

.r =-
2 " 

J: = l 

p 
Qx = QA = A = 2 ' 

l P P l 
Qx = Q", = A - p . -2 = 2-- -T' 2 = 0 • 

p p p 
Q,. = Qn = A- p' l =£ l' l = - 2 

Yerbindet man die Endpunkte del' al" Streckell (Ol'dinuten) dal'gcstell
ten Qnerkrafte. RO crhiUt man cine get~eigte Gerade (Fig, :341)). 
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Das Moment Ull t-lchnitt t in der Entfernung .r VOll A ist 
;{: 

Mx = A . x - p' x' - . 
2 

Dabei denken wir die auf der t-ltrecke ;{: ruhcnde Last von (p . x) kg 
lin Schwerpunkt des dichter gestrichelten Rechtecks vereinigt. Mit 

p·l p·l P.) 
A = 2' wird Mx =-2-' x -- 2 ·x-

Rechnet man fiir jeden Punkt x das zugehOrige Mx aus und tragt 
es aIs Ordinate von einer 'Vagercchten aus ab, so liegen die Endpunkte 
auf einer Par abe 1. 

.Fiir x = 0 wird 
l 

:r=g 

l 
:r=4 

3 
;x:=-l 

8 
l 

x=-
2 

;) l 
X=-

8 
3 

x=-l 
4 
7 

x=-l 
8 

x=l 
" 

Mx = iliA = 0, 

M x = M 1 = p; l. ~ ,- ~ . ( ~ ) 2 = 1 ~8 . P l2 , 

p.[ I 
Mx = M2 = "2' '4 -- p (I) 2 12 .) 

2',4 = 128 . p 1- , 

p. I 3 p (3 ) 2 15 
Mx = M3 = -2-' Sl .. , 2' s I = 128' pl2, 

p. l l P (l)2 16 . 1 
Mx=MIII= 2 '2-2'2 =12S PI2 =Sp·12, 

p·l j 1) (,))2 E) . 
Mx = M t =='2 . Sol .. 2' 8' I = 128' P 12 , 

Mx = M5 ~= ]J2'J.· ~ I - ~-. (! zf = 1~~ . P [2, 

P . l 7 ]J (7 ') 2 7 .) 
Mx = M6 =!f' sl- 2'S I = 128 . ]J l" , 

Mx= MB =0. 

Auf diese Weise lassen sich geniigenu Punkte der Parabel berechnen, 
die stetig verbunden die ~'Iomentenlinie ergeben. Das gr6Bte Moment 
und damit die gr6Bte Ordinate der Momenten£laehe liegt da, wo 
die Querkraft das Vorzeiehen weehselt, d. h. in der Mitte. Es ist 

p l2 P·l 
lllaxM = Mill = 8" = '-8- Hat man m S = M", mit Hilfe des 

MomentenmaBstabes aufgetragen, so hat mall den t-lcheitel S der Parabel. 
Die i.i.brigen Punkte ergeben sich folgendermaBen: Teile SAl in eine 
Anzahl gleicher Teile (z. B. 4), ebenso Al A'; dann schneiden die 
8trahlcn S 1; S 2; S 3 die 8enkrechten durch I; II; III in Parabel
punkten (Fig. 34 c). 

Zahlenbeispiel: Es sei 1=6,4m; p=0,8t/m" 
Die Gesamtlast wird P = p·l = 0,8 tim' 6,4 m = 5,12 t = 5120 kg . 

P 1 
Demnach A == B =2' = 2 = 2:560 kg . 

23* 
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Die grol3te Ordinate wira 
P·l 3120·640 

nlaxM = M", = -8- = ---8- --- = 409600 emkg . 

Lautet der Momentenmal3stab 1 mm = 10 000 cmkg, so wird 

HI '" = __ ~~~_6~~~~n~[_ = "" 41 mm. Daraus zeichnerisch die Parabel. 
10000 cmkgjmm 

p-Jf 

~r'l 11111 111111111111 r "'1m 
A x l .8 fa) 

P~ : A"'~rIlHll}"f (~ 
I 

1m ,I 

3~ 1 

'i V 
~ 2 

" 
'// 

'1-, A 

1 
I i 

v I _ . 
--1--.. I -;--~( , ,- ,;, 

8' A 

r-
p-t.;{J 

I 
A7 1ll II I !S" I II J/l 8, 

3' 

2' 

" 

AS I ! j 
t I ~~ 

I I I I, ;t-t-- I I 
yl I I I 

I I I 

I 

! 1 
l_-L __ +-

I I 
I I 
I I 

I I 
I I I 148 I 

L _____ ~ __ ' 
Fig. 34. Fig. 35. 

Durch Rechnung £indet man: 

M = _7_. p .l2 = _7_. P.l = .:L .5120.640 
1 128 128 . 128 

= 7 . 25600 = 179200 cmkg, 
12 12 12 

M2 = 128 . P . 12 = -128-' P . 1 = 128 . 5120· 640 

= 12 . 25 600 = 307200 cmkg, 
15 15 15 

Ms = 128 . P . 12 = 1.28 . p. 1 = 128 . 5120 . 640 

= 15 . 23600 = 384000 cmkg, 

M = ~ . P • l2 = ~ . p. 1 = ~ . 5120 . 640 
,It 128 128 128 
~ 16 . 25600 = 409600 cmkg . 

Entsprechend"die symmetrische HiHfte der Kurve. Aus max M be· 
stimmt sich mit kb = 1200 kg!cm2 

T 409600 
JJ erforderlirh = --1200 . = "'-' 340 em3 . 
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AlI~gefiihrt: a) Differdinger XI'. 18 B mit W., = :3\)0 em!! 
odeI' 

b) I-Eisen NP 24 mit W., = 354 em 3 . 

14. Del' Trager ist dureh Einzelkra£te und gleiehformig verteilte Last 
gleiehzeitig belastet (Fig. 35). Wir betraehten zunaehst den Trager unter 
dem Ein£lu13 der EinzeIkra£te P, bestimmen die Auflagerdrueke Ap 
und Bp und entwerfen die treppenformige Querkraftlinie. Sodann 
werden die Auflagerdrucke Ag und Bq infolge der gleiehformig Yer
teilten Last g kg/m bereehnet. Tragt man 
Ap von del' 'Vagereehten aus naeh oben, 
Aq naeh unten ab, so addieren sieh beide 
Querkraftflaehen, so dan man die ge
samte Querkraftflaehe infolge beider Be
lastungen unmittelbar erhalt. Da, wo 
die Querkraftflaehe das Y orzeiehen 
weehselt, d. h. bei Xo, liegt das gro13te 
Biegungsmoment. Aueh die Momenten
flaehe entwirft man getrennt, erst fiil' 
die Einzelkrafte, dann fiir die gIeieh
formig verteilte Last, und zeiehnet die 
eine Flaehe unterhalb, die andere ober
halb der Wagereehten, so da13 sieh aueh 
hier beide unmittelbar addieren. 

Fig. 36. 

13. ZahIenbeispieI zu Fig. 19: a = 60 em; b = 30 em; c = 60 em; 
1 = 170em; PI = 300 kg; P 2 = 163kg; P a = l!J5kg. 

Querkraftflaehe: QI = 300 kg ; Q2 = 300 + 163 = 465 kg ; 
Qa = 300 + 165 + 193 = 660 kg = QA' 

Momentenflaehe: M I = 0, 
M2 = 300 . 60 = 18000 emkg , 
Ma = 300 . no + 165· 50 = 41230 emkg, 
Mil = 300·170 + 163 ·lIO +193·60 = 80 850emkg. 

Hau;-)toff FluBeisen mit kb = 1200 kg/em 2 erfordert 
80850 3 

W = ~1200 = ,-.67,4 em . 

1. I-Eisen NP 14 mit W., = 81,9 em3 , 

2. [-Eisen NP 14 mit W., = 86,4 em3 . 

3. /'.. NP 16 (160 X 160 X Li) mit 
J y 4;")3 _ 3 

Wy = - = 63- = 11,3 em, e , J 

4. L NP 14 (140 X 140 X 13) mit W --.!~ =. 72~=72 3em3 
,,~ 14 - ~ 14 - 4 . , 

5. n NP 30 mit Wy = 67,8 em3, 

6. H NP 30 mit Wy = 72,2 em3 . 

16. Der Trager del' Fig. 19 sei gIeiehformig mit rJ = 54,24 kgjm be
Iastet, was dem Eigengewieht des I-Eisens NP 30 entspreehen wiirde 
(Fig. 36). Wir hetraehten einen heliehigen Punkt im Abstande :1' vom 
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freien Emle des Tragers, dann mhen auf diesel' Strecke (g . x) kg, die wir 
im Schwerpunkt vereinigt denken. Dann ist die Querkra£t im Punkte x 

Qx=g' x. 

Die zeichnerische Darstellung diesel' Gleichung ist eine geneigte Gerade, 
von del' wir Punkte bestimmen k6nnen, indem wir fiir x beliebige ''''erte 
-- Bruchteile der Lange - einsetzen. Da eine gerade Linie durch zwei 
Punkte bestimmt ist, geniigen zwei Werte fiir Q . 

Fiir x = 0 wird Qx = Ql = g' 0 = 0, 
x = l Qx = QA = g . l . 

. Hind beide Werte mit Hil£e eines Kra£temaBstabes aufgetragen, so ist 
die Gerade bestimmt. 

Das Moment im Punkte x ist 
x g x 2 

M,.=g,x'"2= 2 

Die zeichnerische Darstellung dieser Gleichung ist eine Parabel, deren 
i'lcheitel jm Endpunkt des Tragers liegt. Einen zweiten Punkt del' 
Kurve erhalten wir fiir x = l, d. h. fiir die Einspannstelle: es wird 

l2 l 
Mx =MA =g-2 oder mit g·l=G M A =G"2' 

Das konnten wir auch unmittelbar berechnen; denkt man sich namlich 
die Gesamtlast G = g , lim Schwerpunkt vereinigt, so hat G den Hebel-

arm ~ ; folglich das -:Woment MA = G',~. Tragt man dies en "'ert 
~ 2 

mit Hil£e eines -:WomentenmaBstabes senkrecht unter A von einer Wage
recliten aus ab, so sind diesel' Punkt und del' Scheitel del' Parabel fest
gelegt. Die iibrigen Punkte werden nach Fig. 34 durch Zcichnung ge
funden. 

Zahle II beispiel: G = g·l = ;)4,24 kg/m ' 1.7 m = .. "'- g.) kg . 

Ql = 0; QA = g , l = G = g.) kg; 
g l2 - l _ 170 

M, = 0; MA = 2' = G '2 = n.)· 2-' = R100 cmkg. 

Beriicksichtigt man diesen Zuwachs des EinspanLmomenteR infoJge deR 
Eigengewichtes, so wird fur Beispiel 10; 6 

maxM = RO 830 + 8100 = 88930 emkg . 

Mit Wl/ = 72,2 em3 erhiiJt man als gr6Bte Biegungspannung 

88950 
maxa = n~- = '" 1230 kg/cm 2 • 

Oa die zuIassige Biegungspannung nur kiJ = 1200 kg/cm 2 betragt, dad 
dieRer Trager auf keir~eJ~ Fall vrrwendrt wrrden; vielmehr miiBtr daR 
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naclH,;t hohere Profil Xl'. 32 gewahlt werden mit Wy = ~4,7 nm:l une! 
rJ = 61,07 kg!m. Infolge deR hOheren Eigengewiehtes wird 

l 170 
MA = ROR.,)O -l- G· 2 = 80R.')0 + 61,07 '1,7, 2 = 8%70 emkg, 

darauR 
8~) 670 

maxo ~~ ---",-_. = 1060 kg/CI1l2, 
84,1 

was zulas:;ig ist. 
17. Ein Freitrager sei am Ende mit einer Einzellast von P = 150 kg 

bei einer freien Lange von llO em belastet. Das graBte Moment tritt 
anderEinspannstellemitM = 1.')0·1l0 
= 16300 cmkg auf. Es soIl ein 
T -Eisen mit kb = 1000 kg/em 2 ver
,n'ndet werden. Erfordcrlich ist 

T 16.500 .- 3 
H = 1000 = Hi,.) cm . 

Tabelle S.34H gibt als brauchbar 
das hoehstegige T -Eisen 9/9 mit 
TV", = 18,2;') em3 und g = 13,42 kg/m. 
Del' Zuwaehs des Einspannmomentes 
infolge des Eigengewiehtes ist 

Fig. 37 

I l 110 
My = G· 2 = 13,42· 1.1. -2· = 812 cmkg, 

so daB 
17312 

maxM = 16.')00 -l- 812 = 17312 cmkg; maxo = --_ = '- !l.50kg/cm 2 . 
18,2;) 

In diesem FaIle handelt es sich urn ein ProW, das in Beziehung auf 
clie :r - x-Achse (Fig. :n) uICsymmetrisch ist. Da die Spannungsnull
linie uurch den Schwerpunkt geht, wird 111 erheblieh groBer als O2 ; d. h. 
del' Teil des Querschnittes, del' am meisten Fleisch hat, wird am wenig
:;ten ausgenutzt - del' Querschnitt ist ungi1nstig. DaR Widerstamls
moment, bezogen auf die oliere Fac;er, ist 

TV = .II 
1 6,32 

bezogen auf clie untere Faser 

.Ix W2 = 2,48 
damit win] 

IH) 
---- = 48 em3 . 2.48 .. , 

17312 
O 2 = 48 ='- 360 kg/cm 2 . 

Das klei nRte WiderstandRmoment iRt fi1r die Wahl des ProfilR maB
gehend. 
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18. Del' Tragel' hiinge an pir:.clll Endc iihcl' (Fig. 38) tllld HPi mit Einzel
[as ten bela stet , 

Fill' B als Drehpunkt liefert 2"M = 0 l:ei der Spannweite AB = l 
1 

A,l-P1 ,b+P2 ,c=0; A=T(Pj,b- P2 ,c), 

Fiir A als Drehpunkt liefert 2"M = 0 
1 

B'l- P1'a- P 2 (l+c); B=T[Pl'a-r- P2,(l+c)J. 

Die Querkraftflache ist in Fig. 38b dargestellt und in hekannter 
Weise ermittelt. 

Fig. 38. Fig. 39, 

Momentenfliiche: MA=O; M1=A'a; MR=A·l-P1·b; M 2=O. 
Infolge PI' b > A . l wird das Moment in B, das sog. Stiitzmoment, 
negativ. Die Momentenfliiche ist in Fig, 38c dargestellt und zeigt 
positive und negative Teile. Solange das Biegungsmoment positiy 
ist, d. h. zwischen Al und 010 ist die Biegungslinie nach unten gewolbt; 
zwischen 0 1 und 2' ist sie infolge del' negativen Bicgungsmomente nach 
oben gewolbt. 

Zahlenb eispiel: 
l=4,5m; a=2,5m; b=2m; c=lm; P 1=3t; P2 =1,5t. 

1 1 
A= 4- (3'2-1,;"i'1)=lt; B=4--:: (3·2,5+ 1,;,)·5,5) ==3,5t; 

,0 _,b 

QA = 1000 kg; Ql = 1000 - 3000 = - 2000 kg; 
QB = 1000 - 3000 + 3500 = + 1500 kg = P2 ; 

M A = 0; M 1 = 1000 . 250 = 250000 cmkg ; 
MB = 1000· 450 - 3000·200 = - 150000cmkg; M2 = O. 

MaJ3gebenrl 1St das absolut groBte Moment 
ma x M = M j = 2,')0000 cmkg . 
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Fiil" FluHeiHcn mit k" = WOO kg/em 2 iRt erforderlieh 

W =250 O~~ = '>")0 eJ113 1000 .... . 

19. Der Trager der Fig. 39 sei gleiehformig belastet mit G = g . l . 
Zur Bestimmung del' Au£lagerdrucke denken wir die Gesamtlast G im 

l+c l-c 
Sehwerpunkt vereinigt, der die Entfernung ------ von A und-- von 

2 2 
B hat. 

FUr B als Drehpunkt liefert X M = () 
l-c l-c 

A·l-G·-- =0· A =G· 
2' 2·1 

FiiI' A aIR Drehpunkt Iiefert X M = () 

G.J~c_B'l={)· 
2 ' 

Fiir einen beliebigen Punkt in del' Entfemung x vom Auflager A ist 

Qx = A - (f' x. 

Dureh Einsetzen besonderer 'Verte fiir x erhalten wir: 

x={) 
x = l 

ergiht 

" 
unmitte1bar rechts von B wird 

Qx = QA = A, 
Qx = QB = A -- (f • l, 

QB = A - (f • l + B 
oder mit A + B = G 

QB = G - (f' l = g (l + c) ~. g' l = g. c . 

Die Querkraft1inie schneidet in den Punkten Xo und l die Wagerechte, 
d. h. dort treten groBte Momente auf, von denen Mo positiv, MB negativ 
ist. Das absolut groBte ist fiir die Querschnittabmessungen maBgebend. 
Zur Errechnung del' Entfernung Xo haben wir die Bedingung: Die Quer
kraft Qo im Punkte Xo muG gleich Null sein, odeI' inForm einer Gleichung: 

Qo=A--r;·xo={), 
l- c 

G . 2 i -- g . Xo = 0 

odeI' 
l- C l2 ~ c2 

g (l + c)· 2l - g' Xo == 0, g 2Z 

X" MA = 0; Mo = A· XO - g. xO '"2 (groBtes positives Moment), 

MB = A·l -- g ·Z· ~ = ~ g' c· ; (groBtes negatives :vroment) . 

• t12 = 0 . 
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Die Nlolllellte1l1illie uet>teht aUf; zwei Parabelll, deren Scheitp\ 
im Querkraft-Nullpunkt, hzw. senkrechtunter P2 liegt. Nach Erreeh
nung diesel' beiden Ordinaten durch Einsetzen von Zahlenwerten sind 
die Punkte und Kurven gefunden, aus denen die ii.hrigen Punkte 
nach Fig. 34 folgen (Fig. 39). 

Zahlenbeispiel: Langen wie (13); 
g = 0,6t/m. a = 0,6 tim· .i,;) 111 = 8,:, t. 

A = 3 3 . 4,J~1 = 1 28~ t· B = 33. 4,;) + I = 2,017 t . 
, 2· 4"i " , 2 . 4,5 

QA = A = 1283kg; QB = 1283 - 600·4,5 = 1417kg: 

QB = 0,6 tim. 1 m = 0,6 t . 
l2 - c2 4,;)2 - 12 H),li'i 

;rn =-2T- = 2-:4;5 = -~ = 2,14 111 • 

214 
MA = 0; Mo = 1283·214 - 600· 2,14 .-~ = .,,137000 emkg; 

2 4;)0 
ME = 1283,4,")0 - 600·4,;')' -- = - ~OOOOemki!:; 2 ~ 

c 100 
M R = - g. c . "2 = - 600 . 1 . -2- = - 30000 emkg; M2 = 0 . 

!~IPz 
.4 PC" I Ii;" I III wg;ij" I! (aJ r--a -->j"'-b----+ c ~ 

,'---' ~~ l .:: 

Aus max M = M 0 = 137 000 emkg be· 
stimmt sieh das erforderliehe W 

max~i}{ 
lVerforderlidl = -kb 

.4 

, ' I, 
I I , 
, I ' 

I I 
, I 

20. Ruhen die Einzellasten naeh Fig. 38 
und die gleiehformig verteilte Last naeh 
Fig. 3~) gleichzeitig auf dem Trager, so 
addieren sieh die Querkrafte und Momente 
(Fig. 40). Die Lage des gr613ten Momentes 
ergibt sieh aus del' Bedingung Qx = 0 fiir 
x = x o , wenn man mit Xo die Entfernung 
des Querkraftnullpunktes vom Auflager A 
aus bezeiehnet. Del' idolge beider Lasten 
auftretende Auflagerdruek A wird 

(Cj A = Ap + AG = 1000 + 1283 = 2283 kg. 
Aus Qo = .'1-- g' XI) = 2283 - 600· Xo = 0 

2283 
folgt ,r o = -600 = 3.805 Hl . 

Fig. 40. Diesel' Wert liegt abel' reehts yon 
PI' so daI3 die Querkraftfliiehe bereits im 

Angriffspunkt yon P J das Yorzeiehen weehselt. Es ist unmittelbar links 

von PI Qo = A -- g. a = 2283 - 600·2,;) = + 783 kg, 

unmittelbar reehts von PI wird 

Qf, = A - g. II~ PI = 2283 - 600·2,:) - 3000 =- 2217'kg , 
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ahm tlpringt die Querkraft Qo im Angriffspunkte \'on P 1 von + i83 kg 
auf - 2217 kg; d. h. sie wechselt das Vorzeichen. Damit ist die Lage 
des groBten (positiven) Momentes festgelegt, das sich nunmehr ergibt zu 

max M = A . a - (.7 . a . ~ = 2'>83 . 2;)0 - 600 . 2 ;) . 2~~0 = 383 250 cmkg . 2 - , 2 . 

A -+--""""",,8 

f 
A 

Aus ihm erhalten wir mit kb = 1000 kg/cm 2 

das erforderliche Widerstandsmoment 

383250 • - 3 
W = 1000 = 38.~,2;) cm . 

~-fW.4J..lJ..l.L.LL~=r+rrrm'TT'fTT'i
~ 

,I 8 
'lJ,.Ll.J..U..U.1..l.lf-1 

:Fig. 41. :Fig.42. 

21. Ein Trager aufI2 Stiitzen sei durch eine gleichmailig verteilte 
Streckenlast P belastet (Fig. 41). Sind 10 und 1~ die Schwerpunkts
a bstande von A bzw. B, so lic£ert ':E M = 0 

Z' 
A . Z - p. Z[l = 0; A = p. f ; 

10 B . 1 - P . lo = 0; B = P.[ ; 

QA = A; Ql = A; Q2 = A - P = - B; QB = B. 

Z':wischen 1 und 2 ist die Querkraftlinie entsprechend del' gleichmaBig 

verteilten Last eine geneigte Gerade. 1st p = : die auf die Langen

einheit entfallende Streckenlast, so wird max M da auftreten, wo 

Qo = A - p (xo - a) = 0 

wird. 1st Xo berechnet, so findet man 
Xo - a 

max M = A . x - p . (x - a) . ~ -- ---~. -
- (I 0 2 

Zwischen den Punkten l' und 2' ist die Momentenlinie eine Parabel, 
die in Xo ihren Scheitel hat. Die Strecken a l' und 2' b sind gerade, da 
7,wischen A und 1 bzw. 2 und B del' Trager unbelastet ist. 

22. Del' zweiarmige Hebel del' Fig. 42 sei im Zapfen A gelagert. 
An den Enden sind zwei Stangen angebracht, von denen die linke 
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(,J = ;·WOO ],g tl'iigt. AUi; 2'M = I) folgt fill' A ab Dl'ehpllnkt; 

Q·a--P·b=O; 
a 400 

P = Q . - = 3000 .-_. = 2000 kg. 
. Ii 600 

Aus IF = 0 folgt 

A = Q + P = 3000 + 2000 = ;')000 kg . 

a) Zapfen in A: Auf Abseheren mit 

k8 = 0,85 . kz = 0,85 . 800 = 680 kg/em 2 

(D. 324) wircl del' erforderliehe Quersehnitt 

5000 
F = -680 ="'- 7,4 cm 2 : 

gewahlt d = :3;-) mill mit F = H,62 em 2 . 

Andererseits wird del' Zapfen auf Biegung beansprueht. In diesem 
FaIle konnen wir den Gesamtdruck A = 5000 kg als Einzelkraft in 
halber Zapfenlange annehmen. Die Breite des Rebels muB demnaeh 
zunachst angenommen werden; sie sei 50 mm. Dann muB del' Zapfen 
ein Biegungsmoment M z = 5000 . 2,5 = 12500 emkg aufnehmen. Das 
erfordert bei kb = 800 kg/em 2 ein Widerstandsmoment von 

12500 
TV = .. ---. =" 15,;3 em3 . 

800 

Die Tabelle auf S. 342 gibt fur d = 3,5 em ein TV = 4,209 em3 an. 
Der Zapfen ist zu schwaeh; es milBte d = :J;') mm mit TV = 16,334 ema 
gewahlt werden. 

b) Zapfen in 1 filr Q = 3000 kg. Die Beanspruehung auf Abseheren 

erfordert F = 3900 = 4,41 em 2; gewahlt d = 2;) mm mit F = 4,!H em 2. 
. 680 

Aueh diesel' Zapfen erfahrt Biegung. Wir fassen ihn als Trager auf 
2 Stiitzen auf mit del' Stiitzweite l = 70 mm, wenn wir die Starke del' 
(jabel mit 20 mm annehmen, und denken die Last Q als Einzellast in 
del' Mitte. Das groBte Biegungsmoment wird (S.3[)2) 

M = Q . + = :3000· ~ = ;')2;)0 emkg . 

;)2·50 
k" = 800 kg/em 2 (Fluf3eisen) erfordert TV = -~800-- = 6,.')6 em3 . 

.xun hat abel' ein kreisformiger Quersehnitt von 2,5 em 0 ein Wider
standsmoment W = 1,534 em3 , ware also viel zu klein. Andererseits ist 
die Annahme einer Einzel1ast zu ungilnstig. Denken wir Q gleieh
formig verteilt, dann wird 

Q ·l 
max 1~f= R-

3000·7 = 262.') emkg . 
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Da diese Annahme wieder zu giinstig erseheint, ist es iiblieh, fiir solehe 
Zapfen mit 

Q·l 3000·7 
maxM = -- = --- = 3500 emkg 

66· 

h D f d W 3500 4 3'"' 3 zu ree nen. as er or ert = 800 = , 15 em . 

Ein kreisformiger Quersehnitt von 35 mm 0 hat W = 4,209 em3 ; 

" " "" 40." 0 " W = 6,283 ems; 
3500 

d = 35 mm 0 erfahrt maxa =---- = ",830 kg/em 2 ; 
4,209 
3500 

d = 40 mm 0 erfahrt maxa = 6283 = ex> 560 kgjem 2 . , 
Da es sieh in unserm FaIle um eine rohe Annaherung handelt, so 

konnte die geringe trbersehreitung der zulassigen Biegungspannung 
in Kauf genommen werden. Wir wahlen jedoeh endgiiltig fur Zapien 1 
Durehmesser 40 mm. 

c) Zapfen 2 filr P = 2000 kg. Da die Abmessungen auf Seher
beanspruehung zu kleine Durehmesser ergeben, reehnen wir sofort auf 

P·l 2000·7 
Biegung mit maxM = -6- = --6--- = 2333 emkg . 

kb = 800 kg/em 2, erfordert 

Die Tabelle gibt fur dz = 31 mm ein. Widerstandsmoment 
W=2,925em3, doeh wird man ebensowenig 31 mm wahlen wie 36mm 
beim Zapfen 1. Wir konnten noeh dz = 30 mm mit W = 2,651 em3 ver
antworten, da die auftretende Spannung 

2333 .) maxa = -- = .",·880 kg/em C 

2,651 
die zulassige Biegungsspannung kb = 800 kg/em 2 nur um 10% 
iibersteigt. Wir wahlen jedoeh dz = 35 mm fur Zapfen 2. 

Sieherer ist es unter allen Umstanden, dt = 40 mm und d2 = 3;) mm 
auszufiihren. 

d) Der Hebel hat das groi.lte Biegungsmoment in A mit 
MA = Q. a = p. b = 3000·40 = 120000 emkg . 

kb = 800 kg/em 2 erfordert 
120000 . 

W = --- = 150em3 . 
800 

Der Quersehnitt ist dureh die Zapfenbohrung d = 55 nlln ge
sehwaeht. Wir wahlen h = 150 mmund erhalten 

b·h3 b·553 5.153 5.553 5 
J =i~f --~- 12 --l~-= 12 (3375 ~ 166); 

J = 1337 em3 ; W = 1~37 = 178 em3 (zu groB!) . 
7,::' 
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Wir wahlen h = 140 1lll1l uml erhalten 

;s 3"" 4 J=-(143 -5,5)=1014em; 
12 

W - 1074 _ 1"3 3 -7- - J Cl1l • 

Ausgefiihrt h = 140 nun mit W = 153 cm3 . 

Damit sind die Hauptabmessungen des Hebels festgelegt. 
23. Eine Last von Q = 1600 kg soIl verladen werden. Ein Bock mit 

einem Querbalken aus Holz von 18X 22 em Querschnitt bei l = 2,5 III 
freier Lange steht zur Verfiigung. Es ist zu untersuchen, ob er benutzt 
werden darf. Die Last hiinge an eineIll Flaschenzuge in der Mitte des 
Balkens, so daB 

"ird. 

Q ·l 
maxM =---

4 
1600·250 

------ - = 100 000 c mkg 
4 

Der Querschnitt 18 X 22 cm hat It. Tabelle W = 1452 cm3 ; demnach 

100000 .' k' " max a = ---1452- = ,,,-, 69 gjClU". 

Laut Tabelle ist fiir Behelfzwecke kb = 100 kg/cm2 zulassig. Del' 
Bock darf benutzt werden. 

24. Es solI flir die Bedingungen unter 23 als Querbalken ein Gasrohr 
verwendet werden bei kb = 600 kg/cm2 . Erforderlich ist 

W = 100000 = 1667 cms . 
600 ' 

Das starkste handeIsiibIiche Gasrohr ist 3 Zoll engl. mit einem AuBen
durchmesser von D = C'090 111m und einem Innendurchmesser von 
d = .C'V 76,2 111m. Das Widerstandsmo111ent dieses kreisringf6r111igen 
Querschnittes ist It. Tabelle S.341 

W = ~ .. (D4 - d4) =]1;_i6561 -= 33761 = '."-' 35 cm3 . 
32· D 32·9 

lnfoige eines gr6Bten Biegungsmomentes von 100000 c111kg wiirde 
die gr6Hte t-lpannung werden 

100000 
Inaxa = --3-- = 2860kgjcm 2 , 

J 

d. h. ein Gasrohr k0111mt flir den vorliegenden Fall uberhaupt nicht in 
Frage. 

Argenommen, eine Laufkranschiene Nr. 4 stilnde zur Verfiigung; 
It. Tabelle S.352 ist ihr Wx = 105,1 cm3, so daB 

100000 .-
Illaxa = -.---- = ,"'-' 950 kg/cm 2 

105,1 
,,-inl. Sie darf verwendet werden. 
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v. Knickfestigkeit. 
Auf /::l. 305 war gesagt, daB jeder gedruckte Stab auf Kllicken nach

zurechnen ist. 
Wir denken uns einen gemden Stab senkrecht stehend und an seinem 

unteren Ende eingespannt (Fig. 43). Er werde unter stetiger Steigerung 
del' Kraft P belastet. Del' Versuch zeigt, daB die freie Spitze zwar aus
weicht, daB sich jedoch eine Gleichgewichtslage trotz diesel' deutlich 
sichtbaren Formanderung einstellt. Hat P einen bestimmten Betmg 
erreicht, so knickt del' Stab restlos zusammen; die Spitze senkt sich bis 
auf den Boden. Wiederholte Versuche zeigen, daB diesel' Grenzwert stets 
gleich bleibt, wenn gleiche Stabe gepriift werden. Man nennt die Kraft P, 
bei del' das Knicken erfolgt, Knicklast und bezeichnet sie mit P k . 

Macht man Stabe gleicher Abmessungell aus verschiedenen 
Baustoffen, so zeigt sich, daB die Knicklasten von dem elasti_1i 
sch~n Verhalten des Baustoffes abhangen. Die Zahl, die dieses -A-""""'C" f 
Verhalten kennzeichnet, war die Elastizitatziffer E (S. 313). 
Del' Stab halt am meisten, del' das groBte E hat. Wir ent-
nehmen a us dem Versuch, daB die Knicklast in einem einfachen 
Verhaltnis zu E steht; sie ist E direkt proportional. 

Man stelle sich Rohre gleicher Lange her mit kreisring- ~'ig. 43. 
£ormigem Querschnitt und mache samtliche Querschnitte 

gleich groB; d. h. ist f) del' auf3ere, d del' innere DUl'chmesser, so ist : 

(D2 - d 2) del' Flacheninhalt, gemessen in cm 2 . Bei allen RohI'en soIl nun 
F in cm2 gleich groB sein; das RollI' mit groBem D hat also geringe 
Wandstarke, das Rohr mit kleinem d groBe Wandstarke. Diese Rohre 
werden del' Reihe nach bis zum Knicken belastet. Del' Versuch zeigt, daB 
die Knicklasten trotz del' gleichen Querschnitte verschieden sind. Und 
zwar tragt das Rohr mit clem groBten Durchmesser am meisten,· das Rohr 
mit dem kleinsten Durchmesser am wenigsten. Die Knicklasten wachsen 
mit dem Durchmesser. Wir lemen damus, daB es bei cler Knickfestigkeit 
auf die For m des Querschnittes mehr ankommt als auf den Flacheninhalt. 
Die GroBe, die die Form. des Querschnittes bei del' Tragfahigkeit berii.ck
sichtigt, war das Tragheitsmoment (vgl. S. 332). Die Knicklast ist dem 
Tragheitsmoment des Querschnittes direkt proportional. Da ein Aus
weichen nach del' Seite des geringsten Widerstancles erfolgt, ist das klein
ste Tragheitsmoment maBgebend. 

Zum dritten stelle man sich Stabe gleichen Querschnittes her, von 
denen del' erste eine Lange l habe, del' zv,reite messe 2l, del' dritte 3 l 
usw. Del' Versuch zeigt, daB ein Stab \-on doppelter Lange nul' den 
4. Teil del' Last tragt; ein Stab von dreifacher Lange tragt nUl' clen 
U. Teil del' Last des Stabes von del' Lange l; ein Stab mit del' Lange 
4l tragt nUl' den 16. Teil des Stabes von del' Lange l. Bei diesel' Ver
suchsreihe haben wir es nicht mit einer einfachell, sondern einer 
q uadra tischen Abhangigkeit zu tun, und zwar steht die Tragfahig
keit im mngekehrten VerhaltniR zur Lange <les Rtahes. 
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Sehl'eibt man die Yersuehsergebnisse ill .Form einer Gleiehullg, so 
erhalt man fill' die Kllieklast 

E·J 
Pk =C.-z2 ' 

,yobei C eiu- uoeh unbekannter - Proportionalitatsfaktor ist. Gist 
yon dem )iathematiker Euler bereehnet worden; er fand je naeh Art. 
del' Befestigung 

nach Fig. 44 C = ;ri, ;;0 c1a(~ 

.Fig. 4,-) C = ;r2 

4 

Fig. 46 C = 4;r2, 
" 

.Fig.47 C = 2;r2. 
" 

Hierin bedeuten: 
Pk die Knieklast des Stahes in kg, 
1 die Lange des Stabes in em, 

ist; 

" 

J das kleillste Tragheitsmoment des Querschnittes 111 cm4 , 

E das ,ElastizitatsmaB des Baustoffes in kgjem2 . 

I 

G run d f a II Bin Stabende ein-, Bingespannte. in I ~in ,Stabende, ~in __ 
, ];'reie in der Achse : gespannt. das an- I der Achse gefiihrte ' e~spal~n~,. ?aSd an 

:: gefiihrte Stabenden dere frei beweglich : l:itabenden 1~'hs! ~~:hhr~r 

p 

1l 11 
Dar-

steHung 
des Be- A, 

lastungs. 
, 
I 

faIles 
]'ig.44. Fig. 4;'. Fig· 46. Fig. 47. 

Knicklast II n2 ·E· J n2 ·EJ 4n2 ·EJ 2n2 • EJ 
Pk~· I -12-- :r-:-12- --7- ------

I 12 

~Ull ist es ohne weitel'es kIar, daB man keinen Stab bis zur Knick
grenze belasten dad, ebensowenig, wie wir die ZerreiBfestigkeit als zu
liissige Zugspannung setzten. Man \yahlt einen Bruehteil del' Knieklast 
als zuIassige Belastung und setzt 

wobei ® den I'-lieherheitsgracl gegen Knicken bedeutet, del' fiil' yerschie
clCIW Raustoffc ,'crschieclen iRt. 
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e; fiir Guileisell 8, 
® " SehweiBeisen 5, 
® " FluBeisen 5 (fiir gedriiekte Faehwerkstabe 4), 
® " FluBstahl 5, 
® " Holz 10. 

369 

1m allgemeinen wird Fall 1 (Fig. 44) vorliegen. Fiir ihn sollen die 
Eulersehen Kniekgleiehungen einfaeher gesehrieben werden. Aus 

P = Pk =n 2 • E ___ ~ 
® ((3 .12 

ergibt sieh als kleinstes Tragheitsmoment - Minimum J -

P . ((3 • 12 ((3 
minJ = = --- . P . 12; 

n 2 ·E n 2 ·E 

~etzt man die Lastint; die Lange in 111 ein, d. h. ist P = (Pl' 1000) kg; 
1 = (11 • 100) em, wobei PI in t; 11 in m gemessen werden, so wird 

. ((3 • 1000 . 1002 

ll111lJ =-~-2-E--- . Pl' 11 , 
n . 

GuBeisell: ((3 = 8; E = 1 000000 kg/em 2 gibt minJ = 8· PI .l1 
SehweiBeisen: ((3 = [); E = 2000000 " minJ = 2,5. Pl·1i 
FluBeisen: ((3 = 5; E = 2150000 " minJ = 2,33· PI .1i 
FluBstahl: ((3= [);E=2200000" "minJ=2,24.P1 ·lf 
Holz: ((3 = 10; E = 100000 " minJ = 100· PI ·lr· 

Der Belastungfall 1 (Fig.44) setzt Spitzenlagerung voraus; die 
in der Praxis vorkom111ende Be£estigung bewirkt aber meist eine er
hebliche Einspannung, die in der Weise beriicksichtigt wird, daB die 
Knicklange 1 als Bruchteil der GesamtIange L in die Rechnung eingefiihrt 
wird. Auf Grund zahlreicher Versuche setzt man nach v. Tetmajer 
und v. E 111perger 

1 = 0,95 . L bei miiBiger Einspannung des einen und freier Fiihrung des 
anderen Endes; 

1 = 0,9 . L bei miiBiger Einspannung beider Enden; 
1 = 0,85 . L bei guter Einspannung des einen und maBiger Einspannung 

des anderen Endes; 
1 = 0,8 . L bei guter Einspannung beider Enden; 
1 = 0,7 . L bei gedriickten Fachwerkstaben, die durch Niete an

geschlossen sind. 

Beispiele. 25. Eine Saule von 4 m GesamtIange ist durch eine 
Kraft von 10000 kg zentrisch belastet. Gesucht sind die Abmessungen 
des Querschnittes. 

a) Baustoff: Holz mit ((3 = 10. 
Erforderlich ist minJ = 100· Pl' 1i = 100·10 . 42 = 16000 cm4 • 

1. Ein unbearbeiteter Baumstamm von 25 em 0 hat J = 19175 cm4 

und darf bei Behelfsbauten, ZU111 Abstiitzen u. dgl. benutzt werden. Die 
Will k e 1, Del' prakt. MasrhinCllbll1el' II. 1. 24 
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wirklieh naeh Euler vorhandene Knieksieherheit folgt aus del' Ober
legung: 

J = 16000 em4 entsprieht ®= 10, 

J = 19175 em' 
" 

19175 
® = 10 . --- = ," 12 . 

16000 

Die in dem Stabe auftretende Druekspannung ist 

P 10000 
a = If = 491 = ",-,21 kg/em 2 ; 

sie bleibt weit unter del' zulassigen Grenze von k = 100 kg/em 2 • 

2. Es solI gepriift werden, ob ein vorhandener Balken von 24 ·26 em 
henutzt werden darf. Das kleinste Tragheitsmoment dieses reehteekigen 
Quersehnittes ist 

26.243 
minJ = ----- = 29952 em 2 • 

12 

Die Sieherheit gegen Knieken ist 

29952 
® = 10· 16000 = 18,7. 

Del' Balken ist reiehlieh. 
3. Es sind 2 Balken 18· 18 em vorhanden. Diirfen sie benutzt wer

den? Jeder Balken muG fiir die halbe Last knieksieher sein; das er-

fordert minJ = !. 100.10.42 = 8000 em4 • 

18. 183 
Vorhanden ist J = ---- = 8748 em4 • 

12 

Demnaeh ist die Sieherheit ® = 10. 8747 ='-' II . 
8000 

Die Balken reiehen aus. 
b) Baustoff: FluBeisen mit S = 5. Erforderlieh ist 

minJ = 2,33.10.42 = 373 em4 • 

406 
I. H-EisenNP 29 mit minJ = J y = 406em4 ; ® = 5· --- = 6,4. 

373 

2. H-Differdinger 18B " minJ = J y = 390em2 ; ® = 5· -~~~ = 5,2. 

3. L-Eisen 150/150/16 J y = 391 em'; ® = 5· :~~ = 5,2. 

4. [-Eisen NP28 ,; Jy=39gem4 ; ®=5. :~~=5,3. 
5. Volle Rohre aus Quadranteisen Nr. 5 min (S.351) mit 

J = 576 em' und ® = ::;. _576_ = 7,7 . 
. 373 . 

6. J[- EisenNP 10. (Fig.48) Die beiden U-Eisen werden so weitauseinan
dergeriiekt, daB die Tragheitsmomente J r und I n , bezogen auf die 
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wagereehte und senkreehte Hauptaehse, gleieh groB sind. Dann ist 
J I = 2· Jz = I n , wobei Jz .das der Tabelle zu entnehmende Jz be
deutet. Man findet demnaeh die Profilnummer, indem man in der'Spalte 
Jz die Zahl sueht, die gegen i· min J = t . 373 
= 187 die naehstbOhere ist. Das ist 206; sie gebOrt 
zu NP 10. Beide Eisen haben ein Gesamttragheits
moment von 2· 206 = 412 em', so daB 

412 
6 = 5 • 373 = 5,5 

ist. Wie weit die U-Eisen auseinander zu setzen sind, 
damit die Tragheitsmomente, bezcgen auf die Haupt· 
aehsen, gleieh groB sind, ist in manehen Tabellen in 
der Spalte i in mm angegeben. '1st das nieht der 
Fall, so findet man i dureh Reehnung auf folgende 
Weise (Fig. 48): 

Yo ( 

r-l1 ! drl . 
--Ie~ l: 'el
y t;' y 

Fig. 48. 

I n = J1 = 2· Jz 

2.[Jy+F'(~ +eYJ =2·Jx 

J y +F· (~ + ey= J x 

F'U +eY=Jz-Jy 

U +ey= Jz;Jy Fig 49. 

i l/J: - Jy-

"2+ e = V--F-- oder : = V-~~ -e. 

Mit den Abmessungen der Profil-Nummer 10 wird 

i 206 - 29,3 
2 13 5 - 1,55 = 3,62 - 1,55 = 2,07 em, , 

folglieh 
i = 2 . 20,7 = 41,4 mm • 

Wollte man beide U-Eisen ohne Querverbindungeneinfaeh neben
einander stellen, so muBte jedes fUr sieh fur die halbe Last knieksieher 
sein, muBte also ein J y > ! minJ oder J y > 187 em4 haben. Das 
erforderte 2 U-Eisen NP 22 mit J y = 197 em'. Sorgt man aler dafUr, 
daB beide U-Eisen von Zeit zu Zeit dureh Bander oder Winkeleisen ver
bunden werden, wie es in Fig. 49 - fiir·J\TP 26 - dargestellt ist, so ge
nngen NP 10. Die freie Lange a darf nieht groBer sein, als dem J y 
= 29,3 em' entsprieht; sie bereehnet sieh aus J y = 2,33· (i· Pl) .lgzu 

a=l/ J y = 2,33.!. P l 

29,3 
2,33 . 5 = 1,58 m. 

Es muBten also mindestens 2 Querverbindungen bei einer Gesamt
lange von 1 = 4 m vorgesehen werden. 

24* 
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7. Es soll ein ringformiger Querschnitt verwendet werden. Gewahlt 
D = 100 mm; d = 70 mm; Wand starke 8 = 15 mm. Es ist 

J = J 100 - J 70 
laut Tabelle S. 342 

= 490,9 - 117,9 = 373 cm4 • 

Die Sicherheit betriigt @) = 5 , da das erforderliche und das vorhandene 
Tragheitsmoment gleich groB sind. 

VI. Drehfestigkeit. 
Ein gerader Stab von kreisformigem Querschnitt (Fig. 50) wird von 

zwei gleich groBen, entgegengesetzt drehenden Kraftepaaren angegrif-

p 

A 

c 

p 
Fig. 50. 

~Z;-.j 
----f -i-T f ,. 

_ .1 

fen, deren Ebenen senkrecht zur Stabachse liegen. Dem angreifenden 
Kriiftepaar mit dem Drehmoment Md = p. d werde durch die Ein
spannung inA das Gleichgewicht gehalten, so daB die Bedingung 2,'M = 0 
fiir die au13eren Krafte erfiillt ist. Infolge des Drehmomentes Md werden 
ineinem Querschnitt Spannungen wachgeru£en; die einzelnen Teile 
zweier benachbarter Querschnitte versuchen sich gegeneinander zu 
verschie ben. Wir nannten die Spannungen, die in einem Querschnitt, 
d. h. senkrecht zur Stabachse, auftreten, Schubspannungen (vgl. S. :;06) 
und bezeichneten sie mit 7:, um den Unterschied gegen die Normal
spannungen a, die senkrecht zum Querschnitt, d. h. in Richtung der 
Stabachse, auftreten, auch auBerlich zum Ausdruck zu bringen. 

Auch im vorliegenden Fane konnen wir die Spannungen nicht wahr
nehmen; wir konnen nur aus der meBbaren Verdl'ehung auf ihre GroBe 
sehlieBen. Stellen wir uns den Stab aus Gummi her und drehen in Rich
tung der Krafte Pan seinen Umfange, so. werden aIle Punkte am Um
fange des Kreises den angreifenden Kraften nachgeben und gewisser
ma13en auf dem Umfange wandern. So gelangte z. B. del' Punkt B 
nach C. Der Mittelpunkt 0 wird seine urspriingliche Lage beibehalten. 
Nun la13t sich innerhalb gewisser Grenzen £eststellen,.da13 ein z",ischen 
o und B liegender Punkt D in der Entfernung (] yom Mittelpunkt 0 
ebenfalls auf einem Kreise wandert; er gelangt bei der Verdl'ehung nach 
E und steUt sich so ein, da13 E auf dem Halbmesser OC liegt. Wir ent-
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nehmen der Beo bachtung den Satz: Die Verschiebungen nehmen nach 
dem RamIe hin nach ~inem einfachen Verhaltnis zu; sie sind den Ent
fernungen e vom Mittelpunkt direkt proportional. Auf Grund dieser 
Tatsache sagen wir ferner: Ebenso wie die Verschiebungen verhalten sich 
die Spannungen T; auch sie nehmen nach dem Rande hin zu. Mathe
matisch ausgedriickt heWt das 

T: TO = Q : I, 
wenn wir mit T die Schubspannung in der Entfemung e, mit To die Schub
spannung in der Entfernung I vom Mittelpunkt bezeichnen. Wie bei 
der Biegung haben wir es hier mit einer veranderlichen Spannung 
zu tun, d. h. mit einer Spannuitg, die sich nicht gleichmaBig iiber den 
ganzen Querschnitt verteilt. Wollen wir auf den Fall einer gleichformigen 
Verteilung zuriickgreifen, so miissen wir einen Qucrschnittsteil suchen, 
fiir den die Spannungen gleich groB sind. Das ist ein Kreisring von ver
schwind end kleiner Dicke, der in Fig. 50 d urch Strichelung hervorgeho ben 
ist. Wir diirfen fiir ihn eine gleichmaBige Verteilung mit um so gr5Berer 
Wahrscheinlichkeit annehmen, je geringer seine Dicke ist, und erreichen 
die Wirklichkeit, wenn wir den Kreisring als unendlich diinn ansehen. 
Nach der Erklarung des Begriffes "Spannung" verstehen wir darunter 
die Kraft, die auf I em 2 des Querschnittes entfallt; miBt der Ring 
(L1F) cm2 und ist T die Spannung, so iibertragen (L1F) cm2 eine Kraft von 
(L1F. T) kg. Nun soIl zwischen den auBeren und inneren Kraften 
Gleichgewicht herrschen, folglich muB die algebraische Summe ihrer 
Momente, bezogen auf einen beliebigen Punkt als Drehpunkt, gleich Null 
sein. Wahlt man 0 als Momentenpunkt, so hat die Teilkraft (L1F. T), 
die in der Entfernung e von 0 wirkt, das Moment L1 F . T • e. Der ganze 
Querschnitt besteht aber aus unzahligen solcher verschwindend diinnen 
Kreisringe, die alle an der Kraftiibertragung teilnehmen. Die Summe 
der Drehmomente aller dieser Teilkl'afte ist ~ (L1 F . T • e); sie muB 
gleich dem Moment Ma = p. d del' auBeren Krafte sein, so daB sich die 
Bedingung ergibt 

Md=~L1F.T·e; 

mit T = (! • To geht diese Gleichung iiber in 

Md = To· ~L1F. (!2, 

wobei To als unveranderlicher Faktor, del' in jedem Summanden vor
kommt, VOl' das Summenzeichen gezogen ist. ~!lF· (!2 ist genau so 
gebaut wie ~L1F· y2 auf S. 332. Der Unterschied zwischen beiden Aus
driicken besteht darin, daB (! die Entfernung des Fliichenteilchens von 
einem Pu n kte, y die Entfernung des Flachenteilchens von einer Achse 
bedeutet. Wir nennen ~L1F· (!2 ebenfalls Tragheitsmoment des 
Querschnittes, bezeichnen es abel' zum Unterschied gegen das auf eine 
Achse bezogene als polares Tragheitsmoment; das iibliche Zeichen 
dafiir ist J p • Mit ~L1F· (!2 = Jl' erhalten wir Md = To· J p , 

• T1 Tl J.P .. und daraus mIt To=- M a =-·Jl'=T1· 
r r r 
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~ ist gleich dem polaren Tragheitsmoment dividiert durch die Ent-r 
fernung der auBersten Faser; wir nennen diesen Ausdruck in Anlehnung 
an den gleichen Wert auf S. 332 das polare Widerstandsmoment 
des Querschnittes und bezeichnen ihn mit W p' Die MaBeinheiten sind 
fUr das polare Tragheitsmoment cm4 , fur das polare Widerstands-

moment cm3 . Mit ~p- = W p erhalten wir die Randspannung 
r 

lr 

Fig. 51. 

Md 
'1: 1 =-- . 

Wp 

Die Festigkeitsbedingung erfordert '1:1 < kd' 
wenn kd die zuliissige Drehfestigkeit in kg/cm 2 

bedeutet (S.318). 
Beziehungen zwischen dem polaren 

und a xialen Tragheitsmoment. InFig.51 
sei L1F ein so kleines Flachenteilchen, daB die 
Entfernung seines Schwerpunktes von 0 mit (2 

zusammenfallt; dann ist (22 = y2 + x 2 • Setzt 
man diesen Wert in J p ein, so ergibt sich 

J p =XL1F. (22 =~L1F (y2 + X2) 
= X L1 F . y2 + ~ L1 F . x 2 • 

~L1F· y2 ist das auf die x-Achse bezogene axiale Triigheitsmoment 
Jz des Querschnittes; ~L1F· x 2 ist das auf die y-Achse bezogene axiale 
Triigheitsmoment J y des Querschnittes; folglich 

Jp =Jz + J y • 

Fur den Kreisquerschnitt ist 

Jz = J y = J, so daB J p = 2· J 

ist, wobei J der Tabelle auf S.342 entnommen wird. Bezeichnet din 
cm den Durchmesser des Kreises, so ist : 

Wp= ~p -~-=-T~' 
2 

Damit ergibt sich die Randspannung 

Die Festigkeitsbedingung '1:1 ~ kd erfordert 

Md<~·d3.kd oder d>V~. M d_. 
16 - 7l kd 

1m allgemeinen gibt der Maschinenbauer nicht das Drchmoment un
mittel bar an; er sagt, eineWelle iibertragt N PS bei n Umlaufen 
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III der Minute. 
man 

Aus N in PS und n in Umliiufen pro Minute erhiHt 
N 

Md = 71627·-, 
n 

gemessen in cmkg (vgl. Abschnitt Mechanik S. 146). 
Fiir normale Triebwerkwellen aus gewohnlichem Walzeisen ist 

kd = 120 kg/cm 2 ; der Wert ist mit Absicht niedrig gewahlt, weil neben 
cler Verdrehung auch Biegung auftritt. Mit 

wird 

N 
Md = 71620-

n 
und kd = 120 kg/em 2 

ill 16 71620 N :l 'N d"?l ---. ----. - = (Xl 14 5V--· 
--. 11: 120 n ' n 

Beispiele. 26. In eine Vorgelegewelle 
werden N = 7 PS durch Scheibe 1 (Fig. 52) 
hineingeleitet und 7 PS von Scheibe 2 abge- II 

nammen bei 
n = 125 Uml./Min.; kd = 120 kg/cm2 • I 
Drehmomentenflache. Die Welle ist I I 

i von A bis 1 spannungslos, da nur Dreh- -'1I!-,-:Y-'-ll-L.'-U-L-7--B","", 

spannungen beriicksichtigt werden sollen. In 1 
wird das volle Drehmoment Fig. 52. 

N 7 
Ml = 71620· n = 71620· 125 = ."" 4000 cmkg 

B 

durch die Nabe in die Welle geleitet. Obwohl die Dberleitung langs del' 
ganzen Nabe vor sich geht, nehmen wir in Anlehnung an die Quer
kraftflachen (S.325) an, daB Ml im Punkte 1 auftritt. Da zwischen 
1 und 2 keine Anderung des Zustandes eintritt, bleibt Ml unveranderlich 
und muB im Punkte 2 gleich M2 sein. Von 2 bis B ist die Welle wieder 
spannungslos. 

Querschnitta bmessung. ka = 120 kg/cm2 erfordert 

_4000_ a 
Wp - 120 - 33,3 em . 

In die Tafel auf S. 342 gehen wir mit t Wp = t· 33,3 = "" 17 cm 3 

und finden als nachsthoheren Wert, auf 0 odeI' 5 abgerundet, 

d = 60 mm mit Wp = 2,21,21 = 42,4 cm3 . 

4000 • 
FUr diesen Querschnitt wird max T = -42 4- = "-' 94 kg/em". , 

27. In dem Punkte 2 einer Welle (Fig. 53) werden N2 PS bei 
n Uml./Min. hineingeleitet und im Punkte 1 Nl PS, im Punkte 3 Na PS 
entnommen. 

Drehmomentenflache. Die Welle iibertragt zwischen 1 und 2 

einDrehmoment Ml = 71620· _Nl , das wir mit Hilfe eines Mamenten
n 
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maBstabes von einer Wagerechten aus darstellen. Nehmen wir an, daB 
dieses Moment linksdrehend (nur del' Drehsinn des Momentes, nicht del' 

II N2 We e ist gemeint 1) ist, so dreht M2 = 71620 . -- rechts herum, d. h. 
n 

entgegengesetzt. Ist also das linksdrehende Moment Ml nach oben ab
getragen, so muB das rechtsdrehende Moment M2 nach unten abgetragen 
werden. Unmittelbar links von 2 ist Md = M 1 ; unmittelbar rechts von 
2 ist M(l = Ml - M 2 • Diese Differenz ist negativ, da M 2 > Ml ist. 
Da zwischen 2 und 3 kein weiteres Drehmoment hinzutritt, bleibt die 
Drehmomentenlinie zwischen 2 und 3 parallel zur 'Vagerechten. Ihre 

Ordinate in 3 muB gleich Ma = 71620· N3 sein. DemAufbau nach ent-
n 

spricht die Drehmomentenflache del' Querkra£t£lache eines Tragers auf 
zwei Stiitzen, del' eine Einzellast tragt (Fig. 353). Ebenso wie sich diese 
Einzellast auf die Stiitzen verteilt, wird im vorliegenden Falle das Dreh
moment M2 von den Scheiben 1 
und 3 aufgenommen. 

Fig. 53. 

Zahlenbeispiel. 

Fig. 54. 

fa) 

fb) 

(e) 

28. Nl = 40 PS; 11/2 = 100 PS; N3 = 60 PS; n = 1/.') Um1.jMin. 
DaTam; : 

N 1 ,.., 40 . 0 k M 1 =71620·-- = 11620·-- =164 Ocm g, 
n 175 

M = 71620. N2 = 71620. 100 = 41000 
2 n 175 

M3 = 71620· -~q = 71620· ~~') = 24600 

Die Ma-Flache ist in Fig. 53 dargestellt; wir entnehmen ihr als groB
tes Drehmoment 

maxMd = M3 = 24600 cmkg. 
Mit kd = 120 kg/cm 2 wird erforderlich 

_24600_')r a 
WI' -120- - .,0<) cm . 
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In die Tabelle auf S. 342 gehen wir mit W = ! ,205 = 103 cma 
und find en d = 105 mm mit Wp = 2 '113,65 = 227,3 cm3 . 

_ 24600 _ 2 
maXl' - 227,3 - 108kg/cm . 

Sonderfall. Werden in den Scheiben l' uud 3 je i N2 PS ab
genommen, so wird MI = Ma = t ' M2 = !' 41000,20500 cmkg, 
Damns mit kd = 120 kg/cm3 

20500 
W = ---- = 171 cma 

p 120 . 

Die Tabelle auf S.342 liefert 
d = 100 mm mit Wp = 2, 98,175 = 196,35 cm3 , 

2H. Angenommen, ein Motor arbeite anf Scheibe 1 und gebe seine 
Leistung N 1 an die Scheib en 2 und 3; dnrch Mehrbelastung von Scheibe 3 
wird ein zweiter Motor n6tig, der auf Scheibe 4 arbeitet. Die Drehmo
mentenflache ist zu entwerfen. 

Nl M 1 = 71 620 . --
n 

Na 
Ms = 71620·---'

n 

M2 = 71620. N2 
n 

N Ml = 71 620 . _,1_ • 
n 

Die M d - Fliiche ist in Fig. 54 b dargestellt; sie zeigt 
maxMd=M1 • 

30. Angenommen, in Scheibe 2 werdc eine Leistung von N2 PS hin
eingeleitet, die von den Scheiben I -:- 3 -:- 4 wieder abgenommen wird 
(Fig. 54c). 

Drehmomentenflache. Aus 

Md= 71620. N 
n 

ergibt sich: 
NI 

M 1 = 71 620 . - ; 
n 

Na Ma = 71620· --; 
n 

N2 M2 = 71620· 
n 

Mi = 71 620. Nl . 
n 

Die MrFlache ist in Fig. 54c dargestellt; sie zeigt 

maxMa = M 2 - M 1 = Ma+ MI' 
Zahlenbeispiel: 

n = 180 Uml./Min. NI = 25 PS; N2 = 90 PS; 
N 3 = 35 PS; Ni = 30 PS . 

Damns 
NI 25 

MI = 71620· -;: = 71620 '180 = 10000cmkg 

N2 ~ 90 
M 2 = 71 620 . n = ,1 620, 180 = 36000 " 
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N 35 
M. = 71 820 - _3 = 71 620 - --0 = 14000 emkg ., n 18 

Ml = 71 620 - _~i. = 71 620 - 13~0 = 12000 

maxMd = 36000 -10000 = 14000 + 12000 = 26000emkg. 
kd = 120 kg/em 2 erfordert 

W - 26000 _ 20R 3 
p- 120 - em 

Die Tahelle auf S. 342 liefert fUr 

so dal.l 

d = 105 mm, Wp = 2 -1l3,65 = 227,3 em3 , 

26000 _ . 
maXT = --- = ,,-,115 kg/em3 wlrd. 

227,3 
L ~~ 
mt keine Tabelle zur Hand, so bereehnet sieh d aus W p = 16 zu 

3/16--- 3/16- 3 _ 
d = 1- -- -Wp =1' - - 208 =1lO60 = 10,2em, 

, ]I , ]I 

oder aus 

d = 14,5 _131N = 14,5 _ i/90 - ~~_ = 14,5 -13/ 6~ = 1,45 __ )3; ~?O 
, n r 180 180 1,8 

3 ____ _ 

= 1,45 -V361 = 1,45 - 7,12 = 10,3 em . 

Elastizitats- und Festigkeitszahlen. 
a) Eisen und Sta hI. 

Bisensorte I E=~ C< 

kg/em' 

770000 I SehweiBeisen I 
II zur S _hnen- 2000000 
,. riehtung I 

FluBeisen 2150000 830000 
------ ----

FluBstahl 2200000 8"0000 

-------- ... ------

Federstahl, 2000000 850000 ungehartet 

ll'ederstahl, 2200000 850000 gehartet -
I 

StahlguB 2150000 830000 

7,0000 290000 
GuBeisen bis bis 

110.>0000 400000 

ap 

kg/em' 

1300 
bis 

1700 

--
! 
! 

i 

af 

kg/em' 

2200 bis 2800 

--- ---
2000 
bis i 2" 00 bis 3000 

2400 ; -----------

2,00 ! 2800 und mehr, 
bis hartere. Material 

5000 lohne Streekgrenze 
1_---.-

4000 und I 
I 

mehr 
-----_._-------

7500 
und mehr 

2000 wie bei FluB-
und mehr stahl 

Up u. af nieht vorhanden 

fUr Zug s=:::::;~~-a1,1 
121.0000 

1 
fUr Druck, = liso 000 ,,',05 

K. 

kg/em' 

3300 
bis 

4000 

3400 

K 

kg/cm2 

----

af m:;:.Bgebend 

-- ---~ 

bis I af mallgebend 
4400 

~-------.------ ----- --_.-

4500 I wenn weich, so 
ist "fmaBge-bis I hend: wenn hart, 10000 I_SO K;;;:,Kz_ 

7,,00 
bis 

9000 

8000 
und mehr 

---~-----

3500 wie bei FluB· 
bis stahl 

7000 
- -----_._--

1200 
bis 7000 hi. 8000 

IS00 
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b) Kupfer und Kupferlegierungen 1 ). 

Metallsorte ex at K, nnng i schnu-
E= -~ I I Deh- I Ein-

~~g~~~ _ kg/<lm-'-I __ kg/cm'_3W. I~~~~· 
KupfJrblech, gewalzt ---~. I,! 11 1:,:,00 000000 - -r', -;;;0>~~2~02030~135>-;-3838 -45>--;-4-65~ 
]'eUerbUJRS-Hartkupfer (gegltiht) _ 
Sonderstehbolzenkupfer (gegluht) . i > 2700 > 35 > 60 
D3sgleichen "extra gehilrtet" . I > 4000 4 > 60 
Messing gegossen I 800000 650 I 1 00 13 17,5 

~~:~~gt~bronze . 1 1 igg ggg ~gg ~ggg 6 -;- 10.5 
desg!. verdichtet . 1 100000 900 I 3200 
Phosphorbronze : i 4000 
.)fanganbronze (4 v. H.) gewalzt . I 1200000 260 21100 i 4l 

I 34 Manganbronze (15 v. H.) gegossen . . I 940000 770 3570 
68 
44 

Uerlikoner Bronze Nr. A, uberschmiedet I 2800 4400 -;- MOO 
Deltametall . . . . . . . . . . .: 1 0' 0 000 '15-25 

Legierung I: RohgnB . 
gewalzt. 

Legierung II: Rohg 1B . 
g'preBt. 

Legierung III: Rohg{lB . 
geschmierlet 

bis 
1080000 

5200 -;- 6J 00 . 
6800 -;- 7000 
4c 00 -;- 4800 
5E 00 -;- 6t 00 
:3COO -;- ·1000 
4HlO -;- 4700 

6-'-1311-'-15 
19~2lS 22~2\l 
16 -;- 23 48 -;- 54 
15 -;- 21 42 -;- 48 
23 -'- 43 32 -'- 37 
31~40 32~!i:J 

c) Andere Metalle und Stoffe. 

________ ~a:t:f ______ I_;gf~ I!g;;~, i kg;:m' 

~I~minium, rein (~8,5 ~ -9~~.-HT ' '---,--
AI), gewalzt oder geschmiedet. 675000 

0,7 em stark; liiogs. . 7~6 000 480 
q ner . . .. . 690 000 440 

Aluminiumbrollze mit 10% AI; ge-
gORsen . . . . 1 200 000 

gewalzt . 
mit 5% AI; gewalzt, 1,2 bis 1,6 em 

dick. . . 1 2no 000 
Zir.k, gewa]zt 960 000 

BIBi, weich . 
hart 

Zinn 
WeiBmetall') 

90 Pb; 10 Sb; ZlIg 
Druck 

85Pb; 15Sb; Zvg 
Druck . 

80 Pb; 15 Sb; 5 S,l; ZlIg . 
Druck 

GIas 

50000 

400000 

267000 
273000 
270000 
286000 
:!75000 
297000 
700000 

50 -;- 150 
300 

153 
218 
145 
16S 
128 
160 

K I 
k~IC:n'J_ ~emerkungen 

~1-~4g0g0-- -II-:~ ~ -;- 1 ~ 
'1'=6 

6200 1[' '1'.= 0,5 
5100 'P = 0,4 

4300 I 'P = 50 
2350 i 'I' = 12 -;- 38 

125 i 1jJ = 23 

300 
350 

500 'P = 0,8; 'P = 15 
1190 Kb=840; K,=360 

450 'I'=I,~; '1,=2,4 
1180 Kb = 730; K, = 340 

400 'P = 0,5 
1100 Kb=760;K8=300 

250 

') Entnommen ails Hiitte. Rd. I, 21. Auf!. Berlin 1911. W. Ernst & SOhlI. 



3RO nriechiAohe~ Alphabet. 

Griechisches Alphabet. 

Zeichen der Buchstaben 
Laute Name 

groB klein 

A a l'i oder a alpha 

B fJ b beta 

r ;' g gamma 

,.I () d delta 

J:.' I' e epsilon 

Z ( z (ds) zeta 

H 1) e eta 

f::J if th tMta 

J T oder T rota 
J( x k kappa 
,1 }. lambda 

1II !1 m my 
y ~. l' n ny 

~ I; x (ks) Xl 

0 U Ii limikron 

n J'l p pi 

P e r rho 

2' (J 8 sigma 

T T t tau 

r I' y ypsilon 
rp (I' ph phi 

X X ch chi 
'if '1/) ps psi 

Q w (\ omega 
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Der praktische Maschinenbauer 
Ein Lehrbuch fur Lehrlinge und Gehilfen 

ein Nachschlagebuch fur den Meister 

lIerausgegeben von 

Dipl. -Ing. H. Winkel 

Erster Band 

Werkstattausbildung 
Von 

August Laufer 
Meister der WUrttemb. Staatseisenbahn 

Mit 100 Textfiguren. 1921. Gebunden GZ. 4 

Aus den zahlreichen Besprechungen: 
Der praktische M~schjnenbauer, ein Sammelwerk von vier Banden, ist in der ausge· 

sprochenen Ab.icht geschrieben, dem Lehriing und dem Gehilfen des Maschlnenbaues wahrend 
der Ausbildungszeit und der spliteren praktischen Tatigkeit ein guter FUhrer und Ratgeber 
zu sein. Die vielseitigen Arbelten, die In der Maschinenwerkstatt auszuliihren sInd, werden 
iu Wort und Bild erklsrt. Die Darstellung des Stoffes ist mit grol3er Klarheit und AnschauIich· 
keit ausgeliihrt. Vas Buch wird deshalb sicherlich vom Lehrling bis zum Gesellen und auch 
noch darUber hln8us gern bei Berursarbeiten zu Rate gezogen werden. 

Der erote Band "Werkst.ttausbildung" wird vleles dazu beitragen, dal3 der werdende 
Maschinenbauer seine ihm aufgetrallenen Arbeiten mit Lust, Liebe und Verstandnis ausfiihren 
wlrd. Solche BUcher sind zur Zeit mehr denn je notwendig. Dinglers polytechnisches Journal 

Mit dem pralitischen Mascbinenbauer soIl dem Lehriing und Gehilfen des Maschinen
baues ein Buch an die Hand gegehen werden, das ibnen wahrend ihrer Ausbildung ein gewissen
hafter FUhrer, in ihrer praktischen Tatlgkeit ein zuverUlssiger Ratgeber ist. Der erste B.nd ist der 
Werkstattausbildung des jungen Maschinenbauers gewldmet. Der Verfasser berUhrt theoretische 
Fragen nur soweit, als sie nicht tiber das Auffassilngsvermiigen des jungen Facharbeiters 
hinslIsgehen. DIe klare, verstandliche, der Denk· und Ausdrucksweise der Facharbeiter ange· 
pallte Darhietung des sehr relchhaitigen und grUndlich behandeJten Stoffes lassen den vor· 
liejlienden I. Teil als geeignet zum Selbststurlium sowohl, als auch als Nachschlagebuch fiir die 
Leiter der praktischen und der fachtheoretiichen Ausbildung erscheinen. FUr den Unterricht 
an den Gewerbeschulen kann das Bucb als wertvoIIes Hilfsmittel bezeichnet werden. 

ZeitschriJt Jur f/ewerblichen Unterrricht 

Unter diesem Tite\ ist jetzt der erste Band des Lehrbuches: "Der praktfsche Maschinen· 
balln" erschienen. Der Verfasser wlIl die tiberalls vieIseitigen Arbeiten, die bei dem heutigen, 
hochentwickelten, technischen Stand der Induetrie einer Werkstatt zufalien, dem Lernenden 
durch Wort und Bild naher bringen. Theoretische Fragen werden nur insoweit berUhrt, als sie 
erfahrungsgemiil3 von dem Lernenden verstanden werden; dagegen ist der Kreis nach der prak· 
tischen Beite wesentlich erweitert. Neben den Lehrlingsarbeiten 1st auch die Tatigkeit des 
Gesellen I1l1d auch die des Meisters berticksichtigt. Das Blleh bedeutet liir LehrIinge lind 
Gehilfen In Ihrer praktlschen Tlitigkeit einen gewissenhaften FUhrer nnd Iluten Ratgeber. 

Technisches Blatt deT Frankfurter Zeitung 

Die ("l'undzahlen (OZ.) entsprechen den ungeJiihren Vorkrief/apreisen und ergeben mit dem jeweiligen 
Entw, :tungs!aktGr (U",rerhnungssr·hliisselj vervielfarht den Verkauj'preis. (lber den zur Zeit 
uenem!en Umrechnungsschliissel uebel! aile Bu~hhandlungen sowie der Verlag bereitwilligst Auskllnfl. 
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Wel'kstattbiicher. Fur Betriebsbeamte, Vor- und Facharbeiter. 
Herausgegeben von Eugen Simon in Berlin. 

J-lpft,1. Gewindeschneiden. Yun Oberingenieur Otto Miiller. Mit 151 Text
figurel!. 7.-12. Tausend. 1922. 

Heft 2. Me.lltecilllik. Von Betriebsingemeur l'rivatdozellt Dr. Max Kurrein 
in Berlin. Z wei teA u fl age. Mit etwa 143 Textfiguren. In Yorbereitung 

Heft 3. Das Anreillen in Maschinenbauwerkstatten. Yon lngenieul' 
H. Frangenheim. :;\fit 105 Textfiguren. 7.-12 Tausend. 1922. 

Heft 4. Wechselraderberechnung fUr Drehbanke unter Herlick
sichtigung der schwierigen Steigungen. Yon Betriebsdirektor Georg' 
Knappe. Mit 13 Textfiguren und 6 Zahlentafeln. 1921. 

Heft 5. Das Schleifen del' ll'letaIle. Yon Dr.-Ing. B. Uuxbaum. :\1 it 
71 Textfiguren. 1921. 

Heft 6. Teilkopfarbeiten. Yon Dr.-Ing. W. Pockrandt. Mit 23 Text
figuren. 1921. 

Heft 7. Harten und Vergiiten. E r s t e l' Te il: Stahl und sein Ver
halten. Yon Eugen Simon. Mit 52 Figuren und 6 Zahlentafeln im 
Text. 1921. 

Heft 8. Harten und Vergiiten. Zweiter Teil: Die Praxis der Warm
behandlung. Yon Engen Simon. Mit 92 Figuren und 10 Zahlentafeln 
illl Text. 1921. 

If eft 9. Rezepte fiir die Werkstatt. Yon lngenieur-Cherniker Hugu 
Krause. 1922. 

Heft 10. Kupolofenbetrieb. 
und 5 Zahlentafeln im Text. 

Von earl Irresberger. Mit 63 ~FigUl'ell 

19:22. 

Heft 11. Freiformschmiede. Erster 'l'eil: 'l'echnologie des Schmiedens. 
Rohstoffe der Schrniede. Yon Direktor P. H. SchweifJguth. Mit 2:25 Text-
figuren. H122. . 

Heft 12. }'reiformschmiede. Z w e it e r Te i 1: Einrichtungen und W crk
zeuge del' Schmiede. Von Direktor P. H. Schweil.lguth. 1922. 

lIeft 13. Die neuen SehweiBverfahren. Yon Dr.-Ing. Paul Schirupke. 
Professor an der Staatlichen Gewerbeakademie, Chemnitz. Mit 60 Figuren 
und 2 Zahlentafeln im rrext. ] 922. 

Jedes lIeft GZ. l. 

Weitere Hefte befinden sich in Yorbereitung. 

Die Grundzahlen (GZ.) ent,pI'"hen den ungejiihren VOl'1crieg'preisen und ergeben mit dem jeweili(Jen 
Entwerlungs/aktor (Umrechnun(]s8'hlus.'el) vervieljacht den Velkau/spreis. tlber den zur Zeit 
adlenden UrnrechnulI(]sschliisxel (feben aile HuchlulHdlultgen sowie del' Verlag bereUwilliy.,t Auskun/t. 




