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YVorwort des Herausgebers.

Mit dem ,,Praktischen Maschinenbauer® soll dem Lehrling und Ge-
hilfen des Maschinenbaues ein Buch an die Hand gegeben werden, das
ihnen wahrend ihrer Ausbildung ein gewissenhafter Fiihrer, in ihrer
praktischen Tétigkeit ein zuverldssiger Ratgeber ist. In der Werkstatt
werden der Lehrling und der junge Gehilfe vom Meister beruflich unter-
wiesen, in der Werk- und Fachschule iibernehmen Techniker und In-
genieure die' fachwissenschaftliche Ausbildung des Nachwuchses in un-
serer Maschinenindustrie. Nach diesen Gesichtspunkten ist das Werk
gegliedert.

Der 1.Band ist der Werkstattausbildung des jungen Maschinen-
bauers gewidmet und stellt einen Versuch dar, die iiberaus vielseitigen
Arbeiten, die bei dem heutigen hochentwickelten technischen Stande
unserer Industrie der Werkstatt zufallen, durch Wort und Bild dem
Lernenden néherzubringen. Es kann gar keine Frage sein, daf} dieser
Versuch unvollkommen sein muf}; Erschopfendes zu bringen ist ein
einzelner auBerstande, so umfassend auch seine Erfahrungen sein
mogen. Soll hier etwas geleistet werden, so bedarf es der Hilfe vieler.
Die Fachkollegen aller Grade werden gebeten, dem Verlage Wiinsche
und Anregungen mitzuteilen, die geeignet sind, den weiteren Ausbau
des Werkes zu fordern.

Der 2. Band soll den Lehrling und Gehilfen in die wissenschaftlichen
Grundlagen des Maschinenbaues einfiihren, Rechnung und Zeichnung
ihrem Versténdnis erschlieBen, die vielseitigen Baustoffe nach Gewinnung,
Verarbeitung und Priifung zeigen, die Werkzeugmaschinen nach Bau
und Wirkungsweise erliutern und die erforderlichen mathematischen
und naturwissenschaftlichen Kenntnisse {ibermitteln.

Der 3. Band umfaft die Kraftmaschinen, die Feuerungsanlagen und
die Beforderungsmittel in Betrieben, die nach Bau, Wirkungsweise und
Wirtschaftlichkeit beschrieben werden. Beabsichtigt ist, den jungen
Maschinenbauer auch mit den Dingen bekannt zu machen, die zwar
nicht unmittelbar mit seiner Ausbildung zusammenhéngen, die aber doch
wesentliche Bestandteile von neuzeitlich eingerichteten Betrieben sind.

Der 4. Band ist der Betriebsfithrung gewidmet und behandelt schwie-
rigere Arbeitsvorgéinge und ihre Hilfsmittel, die bei der Massenfertigung
unerléBlich sind. Der Leser wird darauf hingewiesen, daf alle in einem
grofleren Betriebe Tétigen nach sorgfiltig durchdachten Plinen zu-
sammenarbeiten miissen, wenn erfolgreiche Arbeit geleistet werden soll.
Es wird der Versuch gemacht, das, was unsere heutige Technik unter



1v Vorwort zum zweiten Bande.

,,wissenschaftlicher Betriebsfiihrung‘‘ versteht, dem jungen Maschinen-
bauer in einer Form zu bringen, die seinem Versténdnis und seiner
Auffassungsgabe angepalt ist.

Das vollstandige Werk lehnt sich somit eng an den Lehrplan an,
den der Deutsche Ausschufl fiir technisches Schulwesen fiir Werkschulen
aufgestellt hat; es zeigt nach Anlage und Durchfithrung das Bestreben,
dem Grundsatz gerecht zu werden: Fiir Lehrlinge und Gehilfen des
Maschinenbaues ist das Beste gut genug.

Moge das Werk zu seinem Teile dazu beitragen, daBl der werdende
Maschinenbauer in seinen Beruf hineinwichst, damit er friiher, als es
jetzt moglich ist, zu einer gewissen Berufsreife gelangt.

Fiir die Unterstiitzung, die der Verlag Julius Springer dem Unter-
nehmen entgegenbringt, sei ihm auch an dieser Stelle bestens gedankt.

Berlin, im Dezember 1920. Dipl.-Ing. H. Winkel.

Vorwort zum zweiten Band (1. Teil).

Der erste Teil des zweiten Bandes soll die mathematischen und natur-
wissenschaftlichen Kenntnisse iibermitteln, die der junge Maschinenbauer
zum Verstandnis seines Berufes braucht. Hier die Auswahl so zu treffen,
daB jeder befriedigt ist, wird auBerordentlich schwierig sein. Die Be-
arbeiter der einzelnen Abschnitte haben sich zwar bemiiht, das Not-
wendige zu bringen, doch sind sie iiberzeugt, dal manches fiir not-
wendig erachtet werden kann, was wegen mangelnden Raumes nicht be-
riicksichtigt werden konnte.

In der Mathematik ist der Hauptwert auf die Algebra gelegt, die
deshalb ausfiihrlicher behandelt wurde, weil sie in den Anwendungs-
beispielen der iibrigen Ficher stets vorausgesetzt werden muf. Damit
der Leser Sicherheit im Losen der Aufgaben erhilt, sind 162 Ubungs-
beispiele durchgerechnet, so daf3 dieser Abschnitt eine recht umfang-
reiche Aufgabensammlung enthélt. Von der Lehre von den Logarithmen
wurde abgesehen, da sich Praktiker ihrer selten bedienen. Die Dar-
stellung der Grundrechnungsarten mit positiven und negativen Zahlen
stiitzt sich mehr als iiblich auf die Zeichnung; ich hoffe, dadurch die
Schwierigkeiten dem Verstindnis des Lesers néhergeriickt zu haben.

Die Mechanik im Abschnitt Physik beschrinkt sich auf die Lehre
von den festen Kérpern als denjenigen, die fiir Lehrlinge in erster
Linie in Frage kommen. Sie ist in dem verh&ltnism#Big engen Rahmen
allerdings nur gedringt dargestellt, doch konnten 75 vollsténdig durch-
gefithrte Ubungsbeispiele Platz finden, die fiir die Erlangung von Ge-
wandtheit in der Anwendung der physikalischen Gesetze sehr geeignet
sein diirften und deren eingehende Durcharbeitung dem Leser empfohlen
wird. Wo es irgend anging, ist der Versuch als Ausgangspunkt gew&hlt.



Vorwort zum zweiten Bande. Vv

Die Warmelehre wurde nur so weit gebracht, daf der Leser dem Ab-
schnitt iiber Warmekraftmaschinen mit Verstindnis folgen kann, die im
3. Bande behandelt werden sollen. Ebenso sind im Abschnitt iiber
Elektrizitit und Magnetismus nur die physikalischen Grundlagen der
Elektrotechnik bearbeitet, ihre Anwendung auf elektrische Maschinen
ist dem 3. Bande vorbehalten.

Auch in der Festigkeitslehre hat nur das Notwendigste Aufnahme
gefunden. Die Absicht war, den Werkmeister zur selbstindigen Losung
einfacher Aufgaben heranzubilden, vor die er in der Werkstatt gestellt
wird; sei es z. B., dal der Umbau einer vorhandenen Transmission
eine Abstiitzung verlangt, oder daBl beim Verladen schwerer Stiioke
ein Hilfsgeriist aufgestellt werden soll. Daraus ergibt sich von selbst
eine stirkere Betonung der Grundbegriffe und im Zusammenhange
damit die Einbeziehung der Baustoffpriifung in den Rahmen der
Festigkeitslehre. Der Versuch belebt nicht nur die Darstellung, er ist
unerlifllich fur Leser, denen das Arbeiten mit Begriffen infolge der
Art ihrer Titigkeit ferner liegt.

Gerade weil sich das Buch an den Mann der Praxis wendet, ist
kein Begriff gebracht, der nicht durch vollstindig durchgerechnete
Beispiele seine Vertiefung gefunden hatte.

Den Kollegen an den Werk- und Berufsschulen der Metallindustrie
hoffe ich ein brauchbares Hilfsmittel fiir den Unterricht gegeben zu
haben, auch wenn das Gebotene iiber den Rahmen der eigentlichen
Lehrlingsschule hinausgeht. GewiB ist die Berufsschule eine Abschluf-
schule und als solche keine Vorstufe fiir die hohere gewerbliche Fach-
schule, doch leitete mich bei der Festsetzung des Rahmens der Ge-
danke der Berufsausbildung mit dem Aufstieg Lehrling — Gehilfe —
Meister. Deshalb behandelt der erste — theoretische — Teil des
zweiten Bandes den Stoff so weit, dal der Leser den Anforderungen
gerecht wird, die die Werkmeisterpriiffung an ihn stellt, wenn er sich
mit ihm vertraut gemacht hat.

Noch ein Punkt wire der Beachtung wert: in der heutigen Zeit
der wirtschaftlichen Not wird der Besuch einer Tagesfachschule dem
Lebrling mehr und mehr erschwert, und mancher muB auf eine weitere
Berufsausbildung verzichten, der durch den Besuch der Berufs- oder
Werkschule den groBten Anreiz dazu empfangen hat. Da will das Buch
helfend eingreifen. Sowohl die Art der Darstellung als auch die groBe
Zahl der Beispiele setzen den Leser in den Stand, sich durch das
Studium des Buches Kenntnisse in den theoretischen Fichern des
Maschinenbaufaches zu erwerben, falls der Besuch einer Schule oder
die Teilnahme an Kursen nicht méglich ist.

Dem Verlage Julius Springer danken Herausgeber und Ml‘oarbel‘oer
fiir die Sorgfalt, mit der auch dieser Band ausgestattet wurde, und fiir
das Entgegenkommen, das alle Wiinsche gefunden haben.

Berlin, im Oktober 1922. H. Winkel.
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Mathematik.

Bearbeitet von Dipl.-Ing. H. Winkel.

Algebra.

Die vier Grundrechnungsarten. .

Addition und Subtraktion. Angenommen, 2 Arbeiter stellen
Schrauben her, der erste in der Stunde 150, der zweite 130; beide zu-
sammen haben insgesamt 280 Stiick hergestellt, wovon man sich durch
Abzéhlen tiberzeugen kann. 280 ist die Summe der von beiden Arbei-
tern hergestellten Schrauben. Die Téatigkeit des Abzdhlens oder Zu-
sammenzahlens heiBit addieren; das Verfahren selbst Addition. Um
die Summe 280 zu finden, addiert man die Zahlen 150 und 130; die
mathematische Schreibweise lautet

150 + 130 = 280

gelesen: 150 plus 130 gleich 280. Das - -Zeichen heit plus und ist
ein Rechnungszeichen; 150 und 130 sind Glieder der Summe und
heiflen Summanden.

In unserm Beispiel sind 150 und 130 bestimmte Zahlen; will man
zum Ausdruck bringen, daBl zwei beliebige Zahlen addiert werden
sollen, so bedient man sich der Buchstaben. So setzt man a fur 180
und & fiir 130 und bezeichnet ihre Summe beispielsweise mit s, so dal3
sich die Addition oder Summenbildung zweier Zahlen in der Form dar-
stellt

a+b=-=s.

Die Einfithrung von Buchstaben statt der bestimmten Zahlen hat den
Vorteil, daff man nicht mehr an die bestimmten Zahlen gebunden ist;
vielmehr kann man sich jede beliebige Zahl unter o und & vorstellen,
und hat damit die Moglichkeit erhalten, Rechnungen allge mein durch-
zufiithren.

Offenbar wird der Wert s der Summe a + b nicht gedndert, wenn wir
zu der Zahl b die Zahl a hinzufiigen; es ist ebenso gut s = b + a, wie
vorher s = a - b war.

Besteht eine Summe aus 2 Gliedern, so hei3t sie Binom;z.B.a + b;
x + y; w + v . Eine mehrgliedrige Summe hat z. B. die Forma + 6 4 ¢
-+ d; ist s der Wert dieser Summe, so besteht die Beziehung s = a + b
+ ¢4 d. Den Wert s finden cder bestimmen heilt die Summe der

Winkel, Der prakt. Maschinenbauer. IT. 1. 1



2 Mathematik.

Glieder «, b, ¢, d bilden. Dieser Wert s bleibt unverindert, wenn die
Reihenfolge der Glieder a, b, ¢, d vertauscht wird ; stets ist
s=a-+b+c+doders=>b-+c+d-+aoders=c+d-+a-+busw.
Fiir a, b, ¢, d bestimmte Zahlen wahlen, hei3t einsetzen. Sollen «
den Wert 5, b den Wert 3, ¢ den Wert 4, d den Wert 6 annehmen, so
schreibt man:
fira=5;6=3;¢c=4;d=6wirds =543+ 4+ 6 oder s =18 .
Soll mit einer Summe eine Rechnung ausgefiithrt werden, so setzt man
die Summe in Klammern. So heiBit ¢ 4 (a + b), dall zu der Zahl ¢ die
Summe (a-+ b) hinzugefiigt werden soll. Es wird s =c¢ + (a + b)
oder s =c¢ -+ a + b; wir finden den Wert der Summe ¢ + (a + b),
indem wir zu der Zahl ¢ erst ¢ und zu dem so gefundenen Werte ¢ -+ «
auBerdem & hinzufiigen. Fiir ¢ =5; a =4; b = 3 wird

s=5-+(4-+3)=5+4+3=12.
GedachtnismiaBig ist zu beachten, daBl eine Klammer nach einem
-+ -Zeichen weggelassen werden darf. Die Klammer zum Verschwinden
bringen heifit ,,die Klammer auflésen®.

Beispiele:

1) s=16+4+B+2)=15+4+b+2=17+410
2)s=p+24+(@+10)=p+2+q+10=p+q+12

Soll eine gegebene Zahl @ um b vermindert werden, so sagt mamn,
,,b ist von a zu subtrahieren‘ und schreibt @« — b, gelesen ¢ minus b -
b von a subtrahieren bedeutet aber, die Zahl suchen, die zu b addiert a
ergibt; sie heift Differenz; ihr Wert ist

d=a~—5b.

a und b sind die Glieder der Differenz (e heiflt im besonderen Minuendus,
b Subtrahendus). Das Zeichen — hei3t minus und ist ein Rechnungs-
zeichen. Die Probe auf die Richtigkeit der Subtraktion geschieht durch
die Addition: wenn d = a — b sein soll, dann mufl b + d = a sein.
Das Rechnungsverfahren heilit Subtraktion und ist die Umkehrung
der Addition. Soll mit einer Differenz gerechnet werden, so setzt man
sie in Klammern.

¢ — (@ + b) bedeutet, daBl die Summe (¢ + b) von der Zahl ¢ sub-
trahiert werden soll. Der Wert d der Differenz ¢ — (e + b) ist die Zahl,
die zu (a + b) addiert ¢ ergibt; d. h.

d=c— (a+0b), weil d + (a + b) = ¢ ist.

Z. B.d=15—(1+3)=15—-10=5, weil 5+ (7+3) =15
ist. Statt die Summe @ 4 b von ¢ zu subtrahieren; kann man auch dic
Summanden einzeln subtrahieren, so daf3

=c¢c— (@ +b) =c—a—b wird, wie
d=15—-(1T+3)=15—T7—3 =5 ist.
Die Umkehrung der Beziehung ¢ — (@ +b) = ¢ — a — b zeigt, wie
man eine Klammer einfiihrt. Es ist
c—a—b=c—(a+D).



Algebra. 3

Der Ausdruck besagt: Statt ¢ und b nacheinander von ¢ abzuziehen,
kann man die Summe (a -+ b) unmittelbar von ¢ abziehen. Es ist
15 —7—-3=15—(7-+3).

Ist cine Differenz (@ — b) zu einer Zahl ¢ zu addieren, so ist der Wert
dieser Summe s = ¢ + (@ — b) . Wir erhalten ¢, wenn wir zunéchst die
Summe ¢ -+ @ bilden und dann diesen Wert um b vermindern. Es ist

s=c+(@—b=Cc+a—0b

12 + (7 — 4) bedeutet: Die Differenz (7 — 4) ist zu der Zahl 12

hinzuzufiigen; wir erhalten als Wert dieser Summe
s=12 4+ (7—4)=124+3=15
Zu demselben Ergebnis gelangen wir aber durch
s=124+7T—-—4)=12+7—4=15

Auch hier wiederholt sich, dafl eine Klammer nach einem -+ Zeichen
weggelassen werden darf.

Es bleibt noch die Aufgabe, eine Differenz von einer Zahl zu sub-
trahieren; in die Sprache der Mathematik iibersetzt lautet dieser Satz:
c— (@ —0).

Dieser Ausdruck ist wieder eine Differenz aus ¢ und (¢ — b); ihr Wert
ist d = ¢ — (@ — b) . Subtrahiert man @ von ¢, d. h. bildet man ¢ — a,
so hat man b zuviel abgezogen, da ja nur der um b verminderte Wert
subtrahiert werden soll. Erst wenn man ¢ — o die Zahl b zuftigt, erhdlt
man den wahren Wert der Differenz ¢ — (@ — b); es wird also d = ¢ —
(@ —b)=c—a-+b

12 — (7 — 4) bedeutet: Die Differenz (7 — 4) ist von der Zahl 12
abzuziehen ; wir erhalten d = 12 — (7 — 4) == 12 — 3 = 9. Zu demselben
Ergebnis gelangen wir durch

d=12—(7T—4)=12-T7+4=09.
Auch hier zeigt die Umkehrung der Beziehung ¢ — (¢ — b) = ¢ —a + b,
wie man eine Klammer einfiihrt. Es ist
cwa—#b':c—(a,—b)

Der Ausdruck besagt: Statt ¢ zu subtrahieren und b zu addieren, kann
man die Differenz (¢ — b) unmittelbar von e abziehen.

Beispiele: 3) d =28 — (¢ +3) =28 —a —3 =25 —a

4) s=50+4+ (2 —10) =50 4+a — 10 =40 4 a

5)d=25—-b—T7=25—-b+7=32—-0

6) s=13+(@a—5 —(b+2)=18+a—5—b—2=61a—b.

Klammern. Bs war s =¢ + (@ + b) = ¢ + @ + b; das hieB: Zu
der Zahl ¢ ist die Summe (¢ + b) hinzuzufiigen. Betrachten wir die Auf-
gabe ¢ 4 (@ + b) mit dem Ergebnis ¢ + a + b, so folgt aus

c+(@+d)=c+a-+bd,

dafl die Klammer weggelassen werdendarf, wennein - Zeichendavorsteht.

Ferner war: ¢ — (@ + b) = ¢ — @ — b; das hie: Von der Zahl ¢
ist die Summe (a -+ b) zu subtrahieren; ebenso war¢ — (¢ —b) =c¢ —a

1*
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+ b, das hieB: Die Differenz (@ — b) ist von der Zahl zu subtrahieren.
Vergleichen wir in diesen beiden Fillen, wo ein — Zeichen vor der
Klammer steht, Aufgabe und Ergebnis, so zeigt sich, daf} infolge des
— Zeichens die Rechenoperationen mit den eingeklammerten Zahlen
umgekehrt werden; aus — (@ + b) wird — ¢ — b und aus — (¢ — b) wird
—a + b . Sollen Summen und Differenzen zusammengefafit werden,
so flihrt man eine zweite Klammer ein: a +[(b +¢) — (d + ¢)] .
Die Aufgabe besagt: Zu der Zahl a ist die Differenz der Summen (b + ¢)
und (d 4 e) hinzuzufiigen. Da ein + Zeichen vor der [ ] steht, kann
diese wegfallen, so dal}
at+[b+e)—@d+el=a+(b+c)—(d+o)
wird. Wir sagen: Die eckige Klammer ist aufgelost. Nunmehr werden
die runden Klammern aufgelist; es wird
a+b+c)—d+e)=a+b+c—d—e
Beispiele: 7) a — [(b+¢) — (d+e)) =a — (b+c¢)+ (d+ e
=a—b—c+d-+e.
) 2 —a)+[3—B+a)]=@—a)+5—(3+a)=25 —a
—5—=3—a=27—2-a '
9 (12— a)+(x—T=12—a+a—T=>5
10) (35 +22) —[22 — (@ — 35)] =35+ 22 — 22 + (@ — 35)
=33+2x —-2x+a—35=a.
In a 4 [(b + ¢) — (d + e)] heiBt der erste Summand a; der zweite ist
die eckige Klammer. Da diese ein zusammengesetzter Ausdruck ist,
kann sie natiirlich zunéchst fiir sich berechnet werden; es ist
[(b+¢c)—(d+e)]=[b+c—d—e], sodall
o+ [b+e)—(@+e)=atlb+ec—d—el
wird. In diesem Falle wurden zuerst die runden Klammern aufgelost.
Die Summe aus @ und der eckigen Kiammer ergibt

a +[b+c—d—el=a+b+c—d—e.
In gleicher Weise ergibt
a—[b+c¢c)—(d+e]=a—[b+c—d—el=a—b—c+d+e.
In welcher Reihenfolge wir Klammern auflosen, ist gleichgiiltig;
nur die durch Klammern zum Ausdruck gebrachte Zusammengehorigkeit

ist zu beachten.
Multiplikationund Division. 5mit4multiplizieren heifit:

Die 5 soll 4mal als Summand gesetzt werden :
5X4=0545-4+5+5=20.

Statt des x Zeichens wird in der Algebra ein Punkt gesetzt; wir schrei-
ben 5.4 = 20 . Das Ergebnis der Multiplikation hei3t Produkt; die
Zahlen, die multipliziert werden sollen, heiflen Faktoren. 5 und 4 sind
Faktoren, 20 ist das Produkt.

In der Buchstabenrechnung schreibt man ein Produkt a . und
deutet damit an, daB} ¢ mit b multipliziert werden soll; doch wird ebenso
hiufig @ b (ohne Punkt) geschrieben. Es ist
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a-b=ab="ba,
da wir zu demselben Ergebnis gelangen, wenn wir den Faktor b ¢ mal
als Summanden setzen, ebenso wie
5X4=4x5=4+-4+44+4+4=20

ist.

20 durch 5 dividieren heif3t 20 in 5 gleiche Teile teilen und einen davon
nehmen, z. B.

20 Pfund : 5 = 4 Pfund .

Vom ,,Teilen‘ ist zu unterscheiden ,,enthalten sein‘.

20 durch 5 dividieren heilt auch feststellen, wie oft die 5 in

20 20
der 20 enthalten ist; wir schreiben 5 = 4 und nennen = Quotient

20
(Bruch); 20 ist der Zahler, 5 der Nenner. Esist 5 = 4,weil4 x 5 =20

ist. Das heilt: Die Richtigkeit der Division prufen wir durch die Mul-
tiplikation; insofern ist die Division die Umkehrung der Multiplikation.

, . oa .
Mit den allgemeinen Zahlen, den Buchstaben, ist 3 =c,wennc-b=aist.

Hat ein Produkt bestimmte und unbestimmte Zahlen als Faktoren,
s0 setzt man die bestimmten voran (z.B.7 - ¢ = 7 a) und liBt den Punkt
gewdhnlich weg. Jede Zahl kann als Produkt mit dem Faktor 1 auf-
gefalBt werden: a =1.a4; 12 =1.12.
~ Summe und Differenz aus Produkten. 3a¢a+76—2a
+3b=a-+10b.

Man sagt: Die Glieder mit ¢ werden zuniichst zusammengefaf3t, dann
die Glieder mit & . _

Beispiele: 11) 256p — 7¢+3r+4¢—3r+3¢=25p
12) 182 —y +122+432—-30z +2y =y + 32
13) —6ab+1ley+Tab—122y=0ab—2y.

Zeichnerische Darstellung der Grundrechnungsarten.

Addition und Subtraktion. Um die Rechnungsvorgiinge an-
schaulich zu machen, stellt man die Zahlen als Strecken dar und bedient
sich dazu eines MaBstabes, wenn es sich um bestimmte Zahlen handelt.
So konnen wir die Zahl a durch die Strecke A B (Fig. 1) darstellen. Soll
z. B. a gleich 6 sein, dann legen wir als Mafistab fest: 1em =1, d. h.

A —{ b e
l«—-a——>‘ m—o—g—Q—e——c—oB @rb )
T e
Fig. 1. Fig. 2. Fig. 3.

eine Strecke von 1 em stellt die Zahl 1 dar, die Zahl 6 wird demnach durch
eine Strecke von 6 cm zeichnerisch wiedergegeben (Fig.2).

Die Addition zweier Zahlen @ und b wird durch Aneinanderfiigen
der die Zahlen ¢ und b darstellenden Strecken ausgefithrt; die Strecke
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AC ist die Summe (e + b) (Fig.3). Soll b von @ subtrahiert werden,
so gibt Fig. 4 diese Rechnungsart wieder: 4 C ist die Differenz (@ — b).

Beachtet man, dafl der Flacheninhalt eines Rechtecks gleich dem Pro-
dukt beider Seiten ist, so haben wir in'dem Rechteck die Méglichkeit,

0 c 2
fe——a —— % 7 1’ c)zf
A%ﬁ_’ﬁ_:”—‘jﬁ ”f’i ";_,)_J’J
Fig. 4. Fig. 5. Fig. 6.

die Multiplikation zweier Zahlen zeichnerisch darzustellen. In Fig.5
ist der Flicheninhalt des Rechtecks A BC' D ein Maf} fur die GroBe

des Produktes a b . Der Quotient %Iﬁﬁt sich als Verhaltnis der Katheten

eines rechtwinkligen Dreiecks 4 BC (Fig.6) veranschaulichen. Die
Trigonometrie (S.79) nennt dieses Verhiiltnis den Tangens des Winkels
& und schreibt

’ a —ton
p - ®
Ist eine Summe (@ + b) zu einer Zahl ¢ zu addieren, so gibt Fig. 7 die
. Ausfithrung der Addition wieder; die Summe der Zahlen ¢ und (@ + b)

r‘cﬁ T‘—‘“a‘*b_", /4:; 2 15
F 3 ¥ +— i
A 8O, 0, F poe E D c
A —_— £’ e G- et e
cra+b —= b
Fig. 7. Fig. 8.

wird durch Aneinanderfiigen der Strecken 4 B und O E erhalten; A" K’
ist das Ergebnis der Addition.

Wie eine Summe (a -+ b) von einer Zahl ¢ subtrahiert wird, zeigt
Fig.8, in der A4’ E das Ergebnis der Subtraktion darstellt. Die Summe

- 6 ——~

T =
il i 1 f —_——

Y B DK——gf—»:@a-b {0

¢ + (@ — b) wird durch Aneinanderfiigen der Strecken 4 B = ¢ (Fig.9)
und der Strecke BE = a — b erhalten. Das Ergebnis der Summe ist
die Strecke A'E . Die Differenz ¢ — (¢ — b) erhdlt man in Fig. 10,
wenn man zunichst die Differenz C'F aus @ und b bildet und dann diese
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Strecke von 4 B = ¢ abzieht; das Ergebnis ist die strichpunktierte
Strecke AF =c¢c —a + b.

Da die Beispiele 11--13 leicht undurchsichtig werden, eignet sich
die zeichnerische Darstellung nur fiir die Rechnung mit einfachen Zahlen.
Wir verwenden sie mit Vorteil bei der

Multiplikation von Summen und Differenzen.

Das Produkt a: (b 4+ ¢) wird durch Fig. 11 durch das Rechteck
A B D" D wiedergegeben, das sich aus den beiden Rechtecken 4 BC’' C
und C €' D'D zusammensetzt. Aus

ABD'D=ABC'C+CC'D D folgt
alb+c)=ab+tac %/%
In Worten: Wir multiplizieren eine Summe

mit einer Zahl, indem wir jedes Glied der **—-b .__.,*_(;_ﬂ
Summe mit der Zahl multiplizieren, wobei die bt ———
Anzahl der Summanden keine Rolle spielt. Fig. 11.

Die Umkehrung ergibt

ab+ac=ad+c).
Die Summe a b 4 a ¢ ist eine Summe aus den Produkten a b und « c,
die beide den Faktor a gemeinsam haben. Wir verwandeln sie in ein
Produkt, dessen einer Faktor der beiden Summanden gemeinsame Faktor
ist. Man sagt: Wie ziehen den gemeinsamen Faktor vor die Klammer;
in der Klammer bleiben die Summanden ohne den gemeinsamen Faktor.

Das Produkt @ (b — ¢) wird in Fig.12 durch das Rechteck 4 B.D' D
dargestellt, dessen Flicheninhalt durch die Differenz der beiden Recht-
ecke 4 BC'C und € D D' (" bestimmt ist. Aus

ABD'D=ABC' C—CDD (C folgt

ab—c¢c)=ab-—ac,
In diesem Falle wird jedes Glied der Differenz (b — ¢) mit dem Falktor
a multipliziert. Die Umkehrung ergibt

ab—ac=a—c

wir haben die Differenz b — a ¢ in das Produkt a (b — ¢) zerlegt,
indem wir den gemeinsamen Faktor a ‘ arb
vor die Klammer zogen.

Das Produkt zweier Summen (¢ - b)
und (¢ 4-d)laBt sich Y o
ebenfalls- als ein 17
Rechteck darstel-
len, dessen Seiten
(@ -+ b) und (¢ 4 d)
sind. Wir entneh- Fig. 12.
men der Fig.13

@+bc+dy=ac+bect+ad+bd.
In Worten: Wir multiplizieren zwei Summen, indem wir jedes Glied
der einen Summe mit jedem Gliede der andern Summe multiplizieren.
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Die Umkehrung
ac+bec+ad-+bd=(a+b)(c-+d
zeigt, wie aus einer Summe ein Produkt entsteht, wenn gemeinsame
Faktoren vorhanden sind . Wir verfolgen die Aufgabe, ac + bc 4+ ad +
b d in ein Produkt zu zerlegen, rechnerisch und fassen zunichst Glieder
mit gemeinsamen Faktoren zusammen. Dann erhalten wir

actbetadt+bd=(ac+bec)+ (ad-+bd).
Aus der ersten Summe ziehen wir ¢, aus der zweiten d als gemeinsame
Faktoren heraus und schreiben

(@c+bc)y+ (ad+bd)=c(a+b)+d(a+0Db).
Damit haben wir eine Summe von Produkten, die den gemeinsamen
Faktor (a + b) haben, der vor die Klammer gezogen wird. Es wird

cla+b)+d(atb)=(a+b(td.
In dhnlicher Weise liefert Fig. 14
(@+b)(c—d)y=ac—ad+bc—>bd
oder (@+b)(c—dy=ac+bc—ad—>bd
oder (@+b)(c—d =ac+bc— (ad+bd).

Die Umkehrung zeigt die Umwandlung einer Summe in ein Produkt
fiir den Fall, daB mehrere Glieder gemeinsame Faktoren hahen: aus
ac+bc—ad—bd=ac+bc— (ad- bd) folgt
ac+bc—ad—-bd=c(@+b —d(a+b) =(a+0b)(c—d),
denn beide Glieder der Differenz ¢ (a + 6) — d (@ + b) haben als ge-
meinsamen Faktor die Summe (a + b) . _
Die Multiplikation zweier Differenzen wird geschrieben (@ — b)
« (¢ — d); ihre Durchfiihrung zeigt Fig.15. Sie lehrt
(@—b)(c—dy==ac—bc—ad-+5bd.
Von dem ganzen Rechteck 4 BC D = a ¢ wird abgezogen das Rechteck
E BDF = bc;es bleibt das Rechteck 4 E F C iibrig, das um den Betrag
G JFC zu groBl ist. Subtrahieren wir das Rechteck G HDC = a d,
50 haben wir J H D F = b d zu viel abgezogen, miissen also diesen zuviel
abgezogenen Betrag wieder hinzufiigen. Ubersetzen wir diese Worte
in die Sprache der Mathematik, so erhalten wir

(@a—b(c—d =ac—bc—ad+bd.
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Wir konnen auch folgendermallen zu dem Ergebnis gelangen: Das
Rechteck @ b vermindern wir zundchst um das Rechteck b ¢ und dann
um die Differenz der Rechtecke @ d und bd . Da diese Differenz ein
Ganzes bedeutet, schreiben wir sie in Klammern und erhalten

(@ —b)y(c—d)=ac—bc— (ad —bd)),
so dall der Wert des Rechtecks A B J G = (@ — b) (¢ — d) einmal
wiedergegeben wird durch ac — b¢ — ad + b d, das andere Mal durch
ac—bc— (ad—0bd). Daraus folgt, daB ac —bc —ad + b d und
ac—bc— (ad — bd) gleich sein miissen. Wir schreiben
ac—bec—ad+bd=dac—bec— (ad —bd)
und ziehen ferner ¢ als gemeinsamen Faktor der beiden ersten, d als ge-
meinsamen Faktor der beiden letzten Glieder vor die Klammer, dann wird
ac—bc—(ad—-bdy=c(a—5b) —d(a—Db).

Diese Differenz zweier Produkte enthilt (¢ — b) als gemeinsamen
Faktor, der ebenfalls herausgezogen wird, dann geht ¢ (@ — b) — d (@ — b)
iiber in (@ — b) (¢ — d) . Damit ist die Umkehrung

ac—bc—ad+bd=(a—05)(c—d
auch auf rechnerischem Wege gefunden.

Beispiele: 14) (¢ — b)-x=ax —bux
15y 3y-2a—3b+5¢)=6ay—9by+ 15¢cy
16) (da+1)(b+T7) =4ab-+b+28a 17
17 Bxe+4y+2)(20a+3)=6ax+8ay+2az+92-+12y + 32

Zerlegung in Faktoren:

18) 21a —13a=a (21 — 13) = 8a

19 ax +bx=2x(a+0b)

20)21a+7b —14=73a+b— 2

21) 6ab —3bc—2ad+cd=6ab—-3bc— (2ad— cd)
=3bQ2a—c)—dRa—c)=2a—c)(3b— d)

Division von Summen und Differenzen,
a-+b a b

Es ist :———{—~,wei]c<g—+—Z)—):c-—+c--—:a+b
c c c c c, ¢

ist,

. a . . .
Wenn wir ¢ - — = a schreiben, so heben oder kiirzen wir den Aus-
c
a . . . C . " o pe
druck ¢ - — durch ¢; das diirfen wir, weil — = 1 ist. Setzen wir fiir e den
c c
c . . . . . .
Ausdruck — - @, so haben wir ¢ mit ¢ erweitert; hierbei hat a seinen
c

Wert behalten, da - 1 ist.
C
Pa “7P % el c(ﬁ 3):0-3—63 —a—b
¢ c c . c c c
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ist, so konnen wir sagen: Summen und Differenzen werden durch eine
Zahl dividiert, indem man jedes Glied der Summe oder Differenz durch
diese Zahl dividiert.

. . . Fb .
Andererseits kénnen wir den Quotienten a4 als ein Produkt auf-
c

a+b 1
. =

. 1 |
fassen, dessen Faktoren (e - b) und — sind . Esist . (@ + b).
c

1 . . b - .
denn " (@ + b) ist gleich d -+ —. Damit fithren wir die Rechnungsart
c c
der Division auf das Multiplizieren zuriick und beachten, daf hierbei

der Faktor i-eine gebrochene Zahl, d. h. ein Bruch ist.

b 3 b+ ac
Fiir & Tac konnen wir schreiben a(—b%c—) und ebenso wbtac
d , d d
=< (b+o.
. 3x + 3 6
Beispiele: 22) —r—r—y—cfg—gy——— = Tl -+ 7”3,?/ =x-+2y
Sz 6y
oder auch 3x 1+ 6%) :3 = ?_f_,,,g,, =x-+2y.
o3y 12P9—9qr _ 12pg  9qr _4q 39 _ (i - i‘)
- 3pr T 3pr 3pr p  \r p
12 pq 9¢qr 44 3q
d h (12 — : =t = - .
oder auch (12pq— 9¢r):3pr 3pr 3pr - »

Gleichungen ersten Grades mit einer Unbekannten.

Wollen wir ausdriicken, dafl zwei Groflen 4 und B einander gleich
sein sollen, so schreiben wir 4 = Bund nennen diese Beziehung zwischen

l
den Groflen A und B eine Gleichung. Zweifellos sind a =a; a = «ab'
b b . .
oder 4 j — -+ 2 auch Gleichungen, und doch ist ein Unterschied
c c

zwischen 4 = B und den iibrigen Gleichungen; diese bleiben stets
richtig, welchen Wert auch a, b, ¢ annehmen moégen. Die rechte Seite
der Gleichung ist nur eine andere Form der linken Seite. Dagegen stellt
die Gleichung 4 = B die Forderung auf, dal A gleich B sein soll.
Gleichungen, bei denen die eine Seite nur eine Umformung der andern
ist, nennt man identische Gleichungen. Gleichungen, die aus einer
Forderung folgen, heiBen Bestimmungsgleichungen. Solche For-
derung kann z. B. lauten: Suche die Zahl, deren Dreifaches 15 ergibt.
Zunichst ist diese Zahl unbekannt; sie wird im allgemeinen mit «
bezeichnet und muBl so beschaffen sein, daBl ihr Dreifaches, das ist
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3z, die Zahl 15 ergibt. In die Sprache des Mathematikers iiber-
setzt, nimmt diese Bedingung die Form einer Gleichung an; wir
schreiben

3x=15.

Durch ,,Raten finden wir, daB nur die Zahl 5 der gestellten Forde-
rung geniigt; nur 3 - 5 ist 15 . Im Gegensatz zu den identischen Glei-
chungen, die richtig bleiben, auch wenn man beliebige Zahlenwerte
statt der Buchstaben setzt, hat  in der Bestimmungsgleichung 3 = 15
nur einen Wert; er heift die Wurzel der Gleichung. Die Gleichung
ist erfiillt, wenn wir fiir  den Wert 5 einsetzen. Durch das Einsetzen
der errechneten Wurzel in die gegebene (leichung priifen wir, ob die
Rechnung richtig durchgefiihrt wurde.

Fiigen wir auf der linken Seite der Gleichung 2 hinzu, so erhalten wir
3 x + 2; jetzt bleibt der Wert « = 5 nur dann richtig, wenn wir auch
auf der rechten Seite 2 hinzufiigen. Es bleibt 3 x + 2 = 15 + 2 fiir
x =5 richtig, denn

3-5+2=15+4 2.
Ziehen wir auf der linken Seite 2 ab, so miissen wir es auch auf der rech-
ten Seite tun, wenn die in der Aufgabe gestellte Forderung beibehalten
werden soll. So bleibt

3x —2=15—2
ebenfalls fiir x = 5 richtig. Das Gleiche gilt fiir das Multiplizieren,
denn

2.3xz=2.15
bleibt fiir x = 5 richtig, und auch fiir das Dividieren, denn
3z . 15
2 2

bleibt fiir x = 5 ebenfalls richtig. Wir entnehmen aus diesem Bei-
spiel den Grundsatz: Jede Rechenoperation mufl gleichzeitig
auf beiden Seiten ausgefithrt werden.

Kommt in einer Gleichung die Unbekannte nur in der Form z vor,
sind also Produkte x -  oder 2 - x -  nicht vorhanden, so nennt man diese
Bestimmungsgleichungen ,,Gleichungen erstes Grades mit einer Un-
bekannten®. Thre einfachste Form lautet

A-x=B
und heifit ,,Normalform einer Gleichung ersten Grades mit einer
Unbekannten““. Die Grofen 4 und B sind hierbei beliebige ein- oder
mehrgliedrige Groflen, die aber die Unbekannte x nicht mehr in sich
enthalten diirfen. Kommt z als Faktor in einem Produkt vor, z. B. in
der Form a x, so heiBit a der Koeffizient von z .

Jede gegebene Gleichung muf} auf die Normalform gebracht werden ;
aus ihr ergibt sich dann die Unbekannte

B
4

Xr =
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Die Unbekannte ist Glied einer Summe,

(1) T+ a=

Subtrahiert man auf beiden Seiten a, so erhdlt man
t+a—a=b—a oder x=0b—a.

Die ,,Probe‘ liefert (die identische Gleichung) b —a) +a =25

(2) x—a=="b.

Addiert man auf beiden Seiten a, so erhidlt man

*r—a-+a=>b6+a und daraus x =50+ «a.

(3) a—x=="b.

Man addiert zunachst auf beiden Seiten & und erhilt
a—x-+x=b-+2x oder a=2>b-+ x;

jetzt subtrahiert man auf beiden Seiten b und erhalt
a—b=b-+x—>b oder a —b==zx.

Wir schreiben die 3 Fille ohne Worterklairungen — wie man es bei der

Loésung von Aufgaben zu tun pflegt —:

l.Le+a=10 2.x—a=1"5 | 3.a—x=0b
x=05b—ua rx=0b-+a a=>b-+zx
3 a—b==x

Die Zusammenstellung lifit erkennen: Kommt ein Summand von der
einen zur andern Seite, so wird aus dem. +-Zeichen ein —-Zeichen und
umgekehrt. Das heif3t: Eine Zahl, die auf der einen Seite zu addieren
ist, muB bei ihrem Ubergang auf die andere Seite subtrahiert werden;
eine Zahl, die auf der einen Seite subtrahiert werden soll, muf} bei ihrem
Ubergang auf die andere Seite addiert werden.

Die Unbekannte ist Faktor.
(4) ax=="0.

Man dividiert beide Seiten der Gleichung durch den Koeffizienten von
x und erhalt

ar o und daraus = —.
a a a
- X
(5) —=b.
a
Man multipliziert beide Seiten der Gleichung mit @ und erhalt
»Z;qz:b-a und daraus x =ab .
(6) 7
x

Man multipliziert beide Seiten der Gleichung mit x und erhalt

a
—-x=0b-2 und daraus a=>-x.
x
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Jetzt dividiert man beide Seiten dieser Gleichung durch b und erhilt

b - .
. % = bx und daraus x = % .
Die Zusammenstellung der 3 Fille:
P x i a
4. ax—b 5. —=b -6 —=b
x:_b- r=ab a=20-x
a a
— =2
| b

lalt erkennen: Eine Zahl, die auf der einen Seite als Zihler steht,
kommt bei ihrem Ubergang auf die andere Seite in den Nenner und
umgekehrt.

Beispiele: 24) 5+ Tao =48  25) 3z +8=32
12 2 = 48 3x=32-—-8=24
x=4. x=8.
26) 6r —19=42—7 27) ax —bxr=a-+b
6r—4xr=—T7+19 r@—>b =a-+b
22 =12 . ) a-+b
x=6. T
28) a—bxr+cx—d=0
' d—a

—bx+cr=d—a; x(c—b=d—a; x= .
c—b

29) 2x—3)-5=T(+3).
Zundchst werden die Klammern aufgelost; wir erhalten
102 —15="7z+ 21;
sodann werden die Glieder mit « auf der einen Seite zusammengefalB3t;

das ergibt
10 —Tx=21 +15

und daraus 3x = 36; x = 12.
30) Bz +5) + (@ —4)=Ta—10) - (32 — 21)
3x+5+x—4=772—10—52+ 21
3z+zx—T7x+5x=+21—-10+4—5
2x=10; x = 5.

31) l—ax+x—(x—2)]=0
l—24+2—@—2)=0 oder 1 —v+ax—2+2=0
3=u; x=3.
x x
: — 4 — =2
32) 3~I 1

Der Hauptnenner ist 3 -4 = 12; mit ihm werden beide Seiten der
Gleichung multipliziert. Das ergibt
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-—;i+12-‘£—:12-21 oder 42+ 3z =12.21
12. 21

Tx=12.21, daraus a,—‘f~?—:36.

Anm.: Es ist hdufig vorteilhaft, dier rechte Seite nicht auszumulti-
plizieren, da sich nach der. Zusammenfassung der Glieder mit x die
Gleichung unter Umstédnden heben 1afit.

r— 2 x+ 2 23
33 — e
) 5 + 8 20
Wir multiplizieren die Gleichung mit dem Hauptnenner 5 -8 = 40
und erhalten
x.— 2 x -+ 2 23
40« oo — 4+ 40 - o =40
5 8 20

8-(x—2)+5-(x+2)=2-23.

Die Zahler x — 2 und z +4 2 sind Faktoren und missen in Klammern
geschrieben werden. Die Auflésung der Klammern liefert
8x — 16 + 52+ 10 =46 oder 13z =46 4 16 — 10 = 52; x = 4 .

Textgleichungen. Sind die Bedingungen fiir die Berechnung einer
GroBle in Worten ausgedriickt, so hat man die Beziehungen zwischen
den gegebenpn Grofien und der Unbekannten, das ist der zu errechnenden
Grofle, in der Form einer Gleichung wwderzugeben die dann nach der
Unbekannten aufzulésen ist.

Beispiele: 34) Von zwei Zahlen ist die erste 3 mal so grol} wie die
zweite; wie grof ist jede, wenn ihre Differenz 24 ist?

Die unbekannte Zahl sei z; ihr Dreifaches ist 3 x; die Differenz
beider Zahlen ist 3 x — x . Da diese Differenz 24 sein soll, erhalten wir
die Bestimmungsgleichung

3x—x=24 oder 2x=24; also z=12.

35) Die Summe zweier Zahlen betragt 245. Teilt man die erste durch
5, die zweite durch 6, so ergibt sich als Summe 45. Wie heiflen die
Zahlen ?

Die eine Zahl sei x, dann ist die zweite 245 — z, da die Summe

beider 245 sein soll. x durch 5 dividiert ergibt %; 245 — z durch 6 divi-

. L 245 — . . .
diert ergibt % g . Da die Summe beider Quotienten 45 sein soll,
erhalten wir als Bestimmungsgleichung
x 245 — x
-+ ———— =45
5 6

6x+5(245 —2) =5-6-40 oder 6x+5-245 —~52x=5-6-45>
z=50-6-45 — 5.245 = 1350 — 1225 = 125; = = 125
245 — x = 245 — 125 = 120 . Die beiden Zahlen sind 125 und 120.
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36) Zwei Stadte A und B seien 300 km voneinander entfernt. Von
A aus fahrt um 5 Uhr Morgens ein Zug nach B mit einer Geschwindigkeit
von 60 km die Stunde. Um 7 Uhr fahrt von B nach A ein Zug mit einer
Geschwindigkeit von 40 km die Stunde. Um welche Zeit treffen sich
beide Ziige?

Die Fahrzeit des ersten Zuges sei ¢ Stunden, dann ist die des zweiten
(t — 2) Stunden, da er 2 Stunden spéter abfahrt. Der vom ersten Zuge
zuriickgelegte Weg ist s, =V, - ¢, wenn V, seine Geschwindigkeit be-
deutet. Der zweite Zug legt den Weg s, =V, (¢ — 2) zuriick. Da
die Summe beider Wege die Entfernung s der Stidte A und B sein
soll, so besteht die Beziehung

Vist+Vy(t—2)=s oder V,-t+4+V,-t—2V,=5s
E(Vy,+V,) =5+ 2V,; daraus ¢ =-—"-— =

Netzen wir die Zahlenwerte der Aufgabe ein, so wird

300 +-2.40 380 . .
=60 +~A407 = 160 = 3,8 Stunden = 3 Std . 48 Min,

Sie treffen sich um 5 Uhr + 3 Std.48 Min. = 8 Uhr 48 Minuten. Der
erste Zug hat einen Weg s; =V, - £ =60 - 3,8 = 228 km; der zweite
Zug hat einen Weg s, =V, (¢ — 2) = 40 - 1,8 = 72 km zuriickgelegt.

37) Ein Wasserbehilter von 9 m® Inhalt wird durch 3 Pumpen ge-
fiillt, von denen die erste 2001, die zweite 1501, die dritte 1001 in der
Minute fordern. In welcher Zeit ist der Behilter gefiillt, wenn alle drei
Pumpen gleichzeitig arbeiten ?

Die Pumpen seien ¢ Minuten in Betrieb, dann férdert die erste
200 -%1, die zweite 150-¢1, die dritte 100 -¢1 . Thre Gesamtleistung
ist 200+ ¢+ 150 - £ + 100 - £, die nach der Aufgabe 9 m3 = 90001 sein
soll. Diese Bedingung liefert die Gleichung

200¢ + 150 ¢ + 100 ¢ = 9000; 450 ¢ = 9000; ¢ = 20 Min.

Das Potenzieren.

Will man zum Ausdruck bringen, dall die Zahl ¢ » mal als Faktor ge-
setzt werden soll, so schreibt man a” (gelesen: @ hoch #) und nennt a die
Grundzahl oder Basis, n den Exponenten; a” selbst heiflt Potenz, und
zwar ist a" die nte Potenz von a. Die Tatigkeit, die beim Bilden einer
Potenz ausgeiibt wird, heifit potenzieren. Demnach ist

A=A ... (nmal),
z. B.
7P=T7.-7-7-7-7=16807.

Anm.: Die zweite Potenz von a wird auch gelesen a Quadrat (= a?),
weil a2 = a - @ = dem TFlicheninhalt eines Quadrates von der Seite
a ist.

Summe und Differenz von Potenzen.

a? +W = (@-a-a... pmal) + (b-b-b ... gmal).
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Die Glieder lassen sich nicht zusammenfassen !
a? — bl =(a-a-a...pmal) — (b -b-b ... gmal).
Die Glieder lassen sich nicht zusammenfassen !
Produkt und Quotient von Potenzen.
a? bl =(a-a-a ... pmal)-(b-b-5b ... gmal)
Die Glieder lassen sich nicht zusammenfassen!
a? a-a-a...pmal
b b-b-b...qmal
Die Glieder lassen sich nicht zusammenfassen !
Sollen irgendwelche algebraische Operationen mit Potenzen moglich’
sein, so miissen wir Voraussetzungen machen. Diese Voraussetzungen
konnen sein 1. Einschrinkungen in Beziehung auf die Grundzahlen,

2. Einschrinkungen in Beziehung auf die Exponenten, 3. Potenzen mit
gleichen Grundzahlen und gleichen Exponenten.

1. Potenzen mit gleichen Grundzahlen.
Summe und Differenz a? + a? = a? + af; eine Zusammenfassung
ist nicht moglich.
aP — af = aP? — a?; eine Zusammenfassung ist nicht méglich.
Multiplikation und Division von Potenzen.
a?-a!=(a-a-a...pmal):- (@-a-a ... gmal); insgesamt wird a
(p + ¢q)mal als Faktor gesetzt. Demnach wird
a? - a? = aP * 7 und umgekehrt a?t?=a?-q?,
a? a-a-a...pmal
a?  a-a-a... qmal’
Fiir den Fall, da8 p grofier ist als ¢, hebt sich @ ¢ mal als Faktor heraus,
so dal im Zahler a (p — g)mal als Faktor bleibt. Demmach wird

ar p-q poa_ @
g und umgekehrt a?-? = o
»
Fir den Fall, dal ¢ = p wird, ergibt sich ap = aP? = ql.
a

»
Nun ist aber Zp —1, weil 1.a» = a? ist. Folglich ist «® =1, d. h.

die nullte Potenz einer Zahl ist gleich 1. Fiir den Fall, daf ¢ grof3er ist
als p, hebt sich @ pmal als Faktor heraus, so dall im Nenner a (¢ — p)
»
mal als Faktor bleibt. Demnach wird ¢ = ! .
al al P

Der Vergleich des 1. Falles (p > ¢) und des 3. Falles (¢ > p) liefert,

da die linken Seiten gleich sind, die Beziehung a?-7 = PP

2. Potenzen mit gleichen Exponenten.

Summe und Differenz. a" 4 " = ¢" + b*; eine Zusammen-
fassung ist nicht méglich.



Algebra., 17

a" — b" = a” — b"; eine Zusammenfassung ist nicht méglich.
Anm. Fiir den Sonderfall n» = 2 diirfen wir setzen
a?+ b2 = ¢2 bzw. c¢? — b2 = a?,

in diesem Falle ist ¢ Hypotenuse in einem rechtwinkligen Dreieck
mit den Katheten a und b (Pythagoraischer Lehrsatz, vgl. Abschnitt
Seometrie, S.71).

Multiplikation und Division.

a"-"=(@-a-a...nmal)-(b-b-b... nmal)
« und b kommen nmal als Faktoren vor; wir kénnen demnach das
Produkt (a - b) nmal als Faktor setzen und erhalten a” - b" = (a - b)"
und umgekehrt (a - b)" = a" - H™ .
a® a-a-a...nmal

v b-b-b...nmal

hier erscheint der Quotient (~%> nmal als Faktor, so daB wir er-

halten = ( b) und umgekehrt (b) =
3. Potenzen mit gleichen Grundzahlen und gleichen
Exponenten.
a*+a*=2a" 3a"+5a"=8a" Ta®*— 2a"=5a"; a®— a®=0.
a-2"+b-a*=a"-(a+b); a-x"—b-a"=2a".(a —b).
Beispiele:
38) 3a° +2y2 — ¢y’ —Tad) =325 +2y2 —9yd 4 Tab
=102% 4+ 2y%> — 9P
39) 3a(@®+b%)=3a+3abd.
40) CQx+1)Bax+1)=6224+3c+22x+1=06xz2+5x-+1;
umgekehrt ist 622+ 5x+1=22x+1)Bx+1).
41) (2a+3b)3a—+2b) =6a>+9ab -+ 4ab+ 652
—6a2+13ab + 6b2;
umgekehrt ist 6a%2+ 13ab +6b2=(2a+3b)-Ba-+ 25).
958 28 a®

2 _3p2 iRV
42) 3b 3b2. 43) 72 4x
44) (25a® +15a% :5a=5a2+3a=a((ba—+3).
45) (8afb? 4 20 a%h2 4 4 a??) : 40?2 =2a® + 5ab + 1.

Algebraische Zahlen,

Die bisher von uns betrachteten Zahlen waren der natiirlichen
Zahlenreihe entnommen, auch wenn sie durch Buchstaben ausgedriickt
wurden. Es ist iiblich, sie als absolute Zahlen zu bezeichnen. Sie konn-
ten weiter ganze oder gebrochene Zahlen sein. Heifit die Aufgabe:
5 — 7, soll also eine grolere Zahl von einer kleineren abgezogen werden,
so reichen die bisher betrachteten Zahlen der natiirlichen Zahlenreihe
nicht aus. Es wird notwendig, diese Zahlenreihe zu erweitern. Zur

Winkel, Der prakt. Maschinenbauer. II. 1. 2
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Veranschaulichung der gestellten Aufgabe 5 — 7 bedienen wir uns des
Begriffes der Richtung; dann konnte die Aufgabe lauten: Gehe zu-
nichst 5 Einheiten (z. B. Schritte) vorwirts, dann kehre um und gehe
7 Schritte riickwirts. Fiir die Bewegung wihlen wir einen Ausgangspunkt
A (Fig. 16) und gehen in Richtung B so weit vorwirts, dal 4 B = 5 ist.
Von B aus gehen wir nunmehr in Richtung A4 zuriick, und zwar soweit,
dal BC = 7 wird. Dann gelangen wir iiber den Anfangspunkt 4 hinaus,
und zwar in einer Richtung, die der Anfangsrichtung 4 B entgegen-
gesetzt ist. Den Gegensatz der Richtung kennzeichnet man durch
verschiedene Vorzeichen. Nennen wir die Richtung 4 —~ B positiv,
+ so wird die Richtung B - 4

negativ; das Vorzeichen der
positiven Richtung ist das
+ Zeichen, das Vorzeichen

- der negativen Richtung das
— Zeichen. Die Zahl + 5 hat
Fig. 16. Fig. 17. demnach den Sinn, da3 5 Ein-

heiten in der positiven Rich-

tung gezihlt werden; — 7 bedeutet, da3 7 Einheiten in entgegen-
gesetzter Richtung gezihlt werden sollen. Wenn es auch an sich gleich-
giiltig ist, welche Richtung man als positiv festlegt, so ist doch iiblich,
die Richtung nach rechts, bzw. die nach oben als -+ Richtung zu be-
zeichnen und durch eine Pfeilspitze hervorzuheben. Damit sind auch
die negativen Richtungen als die entgegengesetzten festgelegt (Fig. 17).

+ und — Zeichen haben von nun an zweierlei Bedeutung: Einmal
sind sie nach wie vor Rechnungszeichen und geben als solche
an, ob zwei Grofen addiert oder subtrahiert werden sollen; zum zweiten
sind sie Vorzeichen und kennzeichnen als solche die Richtung. In
diesem Falle umschlieBt man die Zahlen mit dem Vorzeichen durch
eine Klammer und schreibt z.B. (4 5) + (— 7) .

Zahlen mit dem positiven Vorzeichen heiflen pesitive Zahlen; Zah-
len mit dem negativen Vorzeichen heilen negative Zahlen. Beide zu-
sammen nennt man mit dem gemeinsamen Begriff algebraische
Zahlen. Die Aufgabe (4 5) + (— 7) bedeutet demnach: Lie pcsitive
Zahl (-+ 5) soll mit der negativen Zahl (— 7) addiert werden; cder kurz:
Die algebraischen Zahlen (+ 5) und (— 7) sind zu addieren. Sie ist in
Fig. 16 bereits gelost, denn an die Strecke 4 B = -+ 5 ist die Strecke
BC = — 7 unter Beriicksichtigung der entgegengesetzten Richtung
gefiigt. Als Ergebnis erhalten wir die Strecke 4 C in Richtung C, d. h.
nach links, gemessen; es ist negativ. Wir haben

(+5) 4+ (-T) = —2.
Um die Schreibweise weniger schwerfillig zu gestalten, lilt man die
positiven Vorzeichen weg und schreibt
54 (—T)=—2. |
Zu demselben Ergebnis — 2 gelangt man auch, wenn man die positive
Zahl (4 7) von der positiven Zahl (4 5) subtrahiert; es ist
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AESY = (+T) = —2,
wenn wir daran denken, wie in Fig.4 die Subtraktion dargestellt war.
Damit vereinfacht sich die Schreibweise weiter zu
S5 — T =—2;

es ist also auch das -Zeichen als Rechnungszeichen herausgetallen.
StoBen -+ und — Zeichen vor einer Zahl zusammen, so fallt das
~-Zeichen stets heraus; es ist

a+(—b+(—¢c)=a—b—c,

@t (b~ (+o=a—b—c,

a—(+h)+(—¢c)=a—b—c.
Hat eine Summe positive und negative Glieder, so heiflt sie algebraische
Summe. a — b — ¢ ist eine algebraische Summe; ihr Wert ist negativ,

r’—a—‘——l
o o ‘IZ A dhacd » B +a
(-] ~t—( ) —] ) < (*a) "
e = b+c) ——> +-a) eo-a
. -r-a)
Fig. 18. £y . F
8 Tr-a) e
]<—— Q4 ————|
A > B Yy L 16 -a
T2 & 8 +H-[-(-a)]}
e o) e (- )] o
el r LD L,
Fig. 19. Fig. 20.

wenn die Summe der absoluten Werte b und ¢, d.h. b 4+ ¢ ohne Riick-
sicht auf das Vorzeichen, grofler ist als @ (Fig. 18). Ihr Wert ist positiv,
wenn die Summe der absoluten Werte b und ¢ kleiner ist als e (Fig. 19).
Im ersten, Falle ist A D als Wert der algebraischen Summe nach links,
im zweiten Falle nach rechts gerichtet. Aus den Fig. 18 und 19 folgt,

daf a—b—c=a—(b+c
a—(b+c)=a—b—c

ist und umgekehrt. In Fig.20 sei A B= +a, dann ist C D= —a .
Die Darstellung der Zahl a enthilt die Aufforderung: Fiige die positive
Zahl (- @) hinzu, so daBl + (+ a) = a..

CD = — a enthilt 1. die Aufforderung: Fiige die negative Zahl
(— @) hinzu, oder 2. subtrahiere die positive Zahl (+ a) . Ist C D = —a,
dann wird E F als entgegengesetzte Zahl = — (— ) und deckt sich mit
AB=+a. EF = — (— a) kann aber auch als Aufforderung an-
gesehen werden, die negative Zahl (— a) zu subtrahieren. Die Aus-
filhrung der Subtraktion liefert die positive Strecke E F = 4 a . Die

EF = — (— a) entgegengesetzte Zahl ist G H = — [—(— a)], die sich
mit C D = — a deckt; es ist also — [— ( — a)] = — a . Ebenso wird
JK = — {—[— (— a)]} = + a, weil sich JK mit AB = + a deckt.

2%
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Damit ist die Addition algebraischer Zahlen auf die Addition
und Subtraktion absoluter Zahlen zuriickgefiihrt.

Es ist @ — @ = 0, weil nichts iibrigbleibt, wenn wir ¢ von a weg-
nehmen. Ebenso erhalten wir ¢ — (+ a) = a — a = 0 oder a + (— a)
=a — @ = 0. Die Null it sich demnach auffassen als die Differenz
zweier gleicher Zahlen. Unsere erweiterte, um die negativen Zahlen
vermehrte Zahlenreihe 148t sich nach Fig. 21 darstellen, wenn wir die
Null als Ausgangspunkt wihlen.

Nach beiden Richtungen erstreckt sich die Zahlenreibe bis ins Un-
endliche.

5 Positive Richtung
% % -2 der Zahlenrethe

i
bt —

N T
_negative Richtung 1\ *Z2 +% 46
~ derZahlenreihe

Fig. 21.
Beispiele:
46) (6a+ 70+ (2a+3b)=6a-+7b+2a+3b=8a+100.
47 2 ~@+DHY+@d—2)=12—0r—1+4—2=15—2z.
48) 3a—[25— (Ta+35))=3a—[20—Ta—5]=3a—25+T7a+5
=10a — 20
oder 3a —1[25— (7Ta+5)]=3a— 25+ (7Ta -+ 5)
=3a—25+T7a+5=10a — 20.
49) [Ba— (4b+5)]—[B3a+ 2+ 7b)]=[3a—4b—3]—[3a+ 2+ Tb]

=3a—4b—-5—-3a—2—T7b=—11b6—17

oder

[Ba— (4b+5)]—[8a+(24T7b)]=3a— (4b+5)—3a—(2+7b)
=3a—4b—-5—-3a—2 —Tb=—115 —7

Da es hivufig vorkommt, daf} die einzelnen Glieder einer algebraischen
Summe untereinander stehen, sei auch diese Schreibweise erwihnt.

50) Ta—3b+2¢ Die Glieder sind
—2a-+7b-—c zu addieren.
5a+44b+c.

Hintereinander geschrieben lautet die Aufgabe
(7Ta—3b+2¢)+(—2a+7b—¢c)=T7a—3b+2c—2a+7b—c

=5a+4bdc.
51) 7a—3b+2c Die zweite Reihe ist von der
—2a+7b—c¢ ersten zu subtrahieren.

9a — 106+ 3c.
Hintereinander geschrieben lautet die Aufgabe
(Ta—3b+2¢)—(—2a4+7b—¢)=T7a—3b+2c+2a—Tb+¢c

=9a — 105 4 3c.
52) Ta —3b +2¢ Die erste Reihe ist von der
—2a4+7b —c¢ zweiten zu subtrahieren,

—9a+10b— 3¢
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weil
(—2a) — (+7a)=—2a—Ta=—9a
(+76) —(—3b)=-+T7b-+3b=+10b
(—e)—(+2¢)=—c—2¢c=—3c¢

ist.

Hintereinander geschrieben lautet die Aufgabe
(—2a+47b—¢)— (Ta—3b+2¢)=—2a+T7b—c—Ta-+3b—2¢
=—9a 41056 — 3c.

Die Multiplikation algebraischer Zahlen.

1. Grundaufgabe: (4 a): (4 b) = +a-b. Das Produkt ist positiv.
Unter Beriicksichtigung der Fig. 17, die die iiblichen Richtungen fest-
legt, wird das Produkt (4 a)-(+4 b) durch das Rechteck 4 BC D
(Fig. 22) dargestellt. Der Flicheninhalt ist ein Maf} fiivr den Wert a b

des Produktes, der nur posi- _ +a

tiv sein kann. Beachtet man 7 '(____El__ 4 A B
den  Umfahrungsinn des 5| ¢3) [+6 +o! m —b
Rechtecks 4 BC D, so gelangt ! L

man von A ausgehend iiber 4 +a 8 DTS T
AB—=-4a und BO = +b Fig. 22. Fig. 23.

im entgegengesetzten Sinne
des Uhrzeigers iiber .D nach A zuriick. Dieses Linksumfahren ist das
Kennzeichen des positiven Produktes @ - b . Daraus folgt umgekehrt : Er-
gibt die Darstellung ein Rechtsumfahren, dann ist das Produkt negativ.
2. Grundaufgabe: (— a) - (— b) = 4 a b; das Produkt ist positiv.
In Fig.22 ist C D = — @ und daran anschlieBend D 4 = — b . Bildet
man das den Wert a - b darstellende Rechteck C D 4 B, so ergibt sich
dasselbe Rechteck, was das Produkt (- @) - (- b) darstellte; beide Er-
gebnisse haben gleiche GroBe und gleichen — linkslaufigen — Um-
fahrungsinn; sie miissen also auch gleiche Vorzeichen erhalten.

3. Grundaufgabe: (+a)-(—b) = —a-b; das Produkt ist
negativ. Fiigt man an 4 B = + o unter Beriicksichtigung der fest-
gelegten Richtungen BC = — b und erginzt das Rechteck A BC D, so

gelangt man bei rechtsliufigem Umfahrungsinn — im Sinn des Uhr-
zeigers — an den Ausgangspunkt 4 zuriick. Der absolute Wert des
Produktes ist durch den Flicheninhalt des Rechtecks A BC D dar-
gestellt, das dem Rechteck 4 BC D der Fig. 22 flichengleich ist; da
aber der Umfahrungsinn entgegengesetzt ist, muB das Produkt a - &
das entgegengesetzte Vorzeichen erhalten. (Fig. 23).

4. Grundaufgabe: (— a) - (4 b) = — a b; das Produkt ist nega-
tiv. In Fig.23 ist ¢ D = — @ und daran anschlieBend DA = 45 .
Bildet man das den Wert a - b darstellende Rechteck C D 4 B, so ergibt
sich dasselbe Rechteck, was das Produkt (4 a) - (— b) darstellte. Beide
Ergebnisse haben gleiche Grofie und gleichen — rechtsliufigen — Um-
fahrungsinn; sie miissen also auch gleiche Vorzeichen erhalten.
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Unter Beriicksichtigung dieser 4 Grundaufgaben 1a8t sich die Multi-
plikation algebraischer Summen auf die Multiplikation von Summen
zuriickfithren (S. 7).

@+b)-(c—d)y=a-c+b-ct+fa-(—d)]+[b-(—d)]

=ac+bec—ad—-bd.

(@—8)-(ctd)=a-ctle(—b)]+a-d+[d(—b)

=ac—bect+ad—0bd.
f@a—b)-(c—dy=a-ctfc- (=] +[a-(=d]+[(=b)-(—d]
=ac—bec—ad-+bd.

Beispiele: 53) 3a —Tb):(—2¢c)="—06ac+ 14bc.

54 Bxr+2)-2—32)=6x+4—922—-6xr=4—92%.
55) (Ba+b)-(4b—a)-(a—b)=[Ba+b)-@4b—a)]- (@b
={12ab+4b2—3a%—ab]-(a—0b).

Die Glieder der 1. Klammer lassen sich zusammenfassen zu

(1lab +4b2 —3a%)-(a —b) =11a*b +4ab? —3a® — 11 ab® — 41>

+3a2b =14a2b — Tab®— 3a® — 453,

6) Bat+l)-@@t+3)—(2—a)-Gat?2)
=[3a2+a+15a+5]—-[10a—35a2+4—2a]
=3a2+a+15a+5—-10a+5a>—4 +2a
=8a2+8a+1.

57 2(x+y) —a@x—y=a>+zy—22+try=2zy.

58) (@+b)-(a—b)=a*+ab—ab—>b>=a®>—b%.

Hiufig vorkommende Rechnungen (Formeln).

(@ +b)2=a%-+2ab + b2 Umkehrung a2+2ab+b2—(a+b)"

(@ —b)?2=a>—2ab -+ b2 s —2ab +b2=(a—b)?
(@+b)-(@a—0b)=a>—b? a? —b2=(a+b)-(a—b)
(@ +b)*=a®+3a2b +3ab2+4 b3 s a3—|~3a2b+3ab2+b3
= (a +b)?
(@ —bB=a®—3a%*b+ 3ab?— b3 . a3 —3a%b +3ab2— b3
= (a — b)3.
a3+ b = (a +b)-(a®*— ab+ b?

1l

a3 — b = (@ —b) - (a® +ab + b?)
at — bt = (a® + b?) - (a®> — b?).
Beispiele:
59) 492 = (50 — 1)2 =502 — 2.1.50 4 12 = 2500 — 100 + 1 = 2401.
60) 98.102 = (100 4 2) - (100 — 2) = 1002 — 22 = 10000 — 4 = 9996 .
61) Bx—7)2=92%2 -2-3x-7T+49=922—42x +49.
62) @+y:—(r—y=l+y+@—yl-l&+y — @)
=[x+y+r—yl-let+ty—oc+yl=2z-2y=4x-y.
63) (Ta—8b3=(7Ta)®—3(Ta)?-(8b) +3-(Ta)-(8b)2— (8b)
=343a2 —3-49-8.a2% +3.7-64ab%— 5120%
= 343 a3 — 1176 a2b + 1344 a b2 — 512 53
64) (@+-b+c)2=[@a+b +cP=(@+b*+2:-(a+b)-c+c?
a2 +2ab+b2+2ac+2bc+ c?
a2 b2+ c2+2ab-+-2bc+2ac.

Il
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Division algebraischer Zahien.

I.Grundaufgabe:

—i—w_ . . a " a . = .
—+—b_(+a).(+b)_+ b , weil <—+— b) (+b6) = + a ist.

Stellt man unter Beriicksichtigung der Richtungen den Quotienten —::—}%
nach Fig.6 dar, so wird BO = +a, A B= +b (Fig.24). In dem
%; der Winkel &« wird
von der Wagerechten aus im entgegengesetzten Sinne des Uhrzeigers

gemessen; der Quotient ist positiv.
2.Grundaufgabe:

rechtwinkligen Dreieck 4 BC ist tgo =

—a S a . a .
;‘?‘-—_(—a).(——b)z-}—? , weil (—}——b—) (—b) = — a ist.
InFig.24 ist CD = — b, DA = — a. Der Quotient ﬁ% ist gleich

dem Tangens des Winkels 4 C D = «, der vcn der Wagerechten aus
ebenfalls im entgegengesetzten Sinne des Uhrzeigers gemessen wird.

Fig. 24.

In beiden Fiallen —_T_ —Z und % st tgo gleich groB, und der Winkel «

wird im gleichen Drehsinn ‘gemessen; beide Ergebnisse erhalten gleiche
Vorzeichen.
3. Grundaufgabe:

i«:;: (+a):(—b)= - Zﬁ , weil <~— %—) - (—b)= + a ist.
In Fig.25 ist CB= +a, 4 B= —b. Der Quotient f ”b‘ ist gleich

dem Tangens des Winkels C 4 B = &, der von der Wagerechten 4 B
aus im Sinne des Uhrzeigers gemessen wird. War der Messungsinn im
entgegengesetzten Sinne des Uhrzeigers positiv, so muf} der Messung-
sinn im Sinne des Uhrzeigers negativ sein; das Ergebnis wird negativ.
4. Grundaufgabe:
;—Z- =(—a):(+b)= —.%, weil (— Z) 1 (+ b) = —a ist.
Fig. 25 veranschaulicht auch diese Aufgabe, wenn man C D = + p
und DA = — a macht. Der Winkel AC D = «, dessen Tangens den
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. —a . . . .
Quotienten ——— ausdriickt, wird von der Wagerechten aus im Sinne

+b
des Uhrzeigers gemessen; das Ergebnis ist negativ.
Beispiele: 65) —L° — 7. 66) (—15a): (— 3) = 5a .
27 ab? ¢t
67) W—Sbc. 68) (24— 16y) : (+8)=3x —2y.
69) (28a® —21a%2+4T7a):(—T7a)=—4a?+3a—1.
70) (@®>+2ab+ b2 :(a+b).

Man dividiert das erste Glied a2 der gegebenen Summe (a2 + 2 ¢ b -+ b2)
durch das erste Glied @ des Divisors (@ -+ b), nachdem man beide Sum-
men geordnet hat, d.h. die Glieder der Summen werden nach steigenden
oder fallenden Potenzen ein und derselben Zahl angeschrieben. a2 :a =a;
mit der so gefundenen Zahl ¢ multipliziert man den Divisor und erhilt
a? -+ a b; durch Subtraktion bildet man den Rest ab -4 b2, der ebenso
behandelt wird wie die urspriinglich gegebene Summe :
(@® +-2ab +0%) :(a+b)=a+b

a® 4+ ab ist zu subtrahieren,

0 4+ ab + b2= Rest, dessen erstes Glied wieder durch a zu dividieren

+  ab 4+ b2

o ist.

Die Division zweier algebraischer Summen ist nicht anders als die
zweier absoluter Zahlen, denn bei der Aufgabe 5842 : 254 dividiert man
zunichst die 5 der ersten Zahl durch die 2 des Divisors und erhiilt 2;
mit dieser 2 multipliziert man den ganzen Divisor 254 und sucht den
Rest. Der iibriggebliebene Einer 2 wird zu dem Rest heruntergeholt,
wie es in dem obigen Beispiel mit 52 ebenfalls geschieht. Dann wiederholt
sich die Division:

5842 : 254 = 23
508  wird subtrahiert,

762 Rest, der jetzt durch 254 dividiert wird:
762

71) (62® 45122 — 197« +85) : (322 + 272 —85) =22 — 1
6 a3+ 5422 — 170z ist zu subtrahieren,
— 322 — 27z 4 85
o 3a2 — 27x 4+ 85 .
72) (@®—0b%) :(@a—b)=0a*+ab b2
a® — a?b wird subtrahiert; d.h.a® — 8% — (a® — a?b) = a®b — b®

+a?b— 13
+ a?b — ab? wird subtrahiert; d.h. a2b — b — (@%b — ab?)
T Fabr— 3 = ab? — b

+ ab? — BB
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73) Geht die gestellte Aufgabe nicht auf, so bildet man in gleicher
Weise den Rest wie bei der Division bestimmter Zahlen; z.B.:

251 : 72 =3 30 35
35
a
=y:(y+a) =1-— — .
a-+y Z+(Z ) a—+y
—a
1
74) 1+;—1:(1+x)—1—x+;v-—x3¢x4—x5+ ......
1+ =
-z
__x_xZ
+ a2
+ a4 o
_.‘%3
+x3~x4
O fat
+ x4 a8
"

Die Division la8t sich bis ins Unendliche fortsetzen; das Ergebnis
heiBt Reihe. Die Durchfiihrung der Division stellt die Entwicklung

des Quotienten 1 in einer Reihe dar.

Das Rechnen mit gebrochenen Zahlen. In dem Bruch § ist
3 der Zahler, 4 der Nenner. Sind mehrere Briiche Rechenoperationen
unterworfen, so sind sie bei der Addition und Subtraktion auf ein und
denselben Nenner zu bringen ; sie miissen gleichna mig gemacht werden.

1
i + 37 % werden in 12t¢! verwandelt; wir erhalten
9> 4 10 13 1 _3 1
12 12 12 12 12 12 4

Verwandelt Jman ¢ 4 in 12t g0 werden Zahler und Nenner mit 3 multi-
pliziert § - dadurch wird der Wert § nicht geéindert, da der hinzu-
getretene Faktor 4=11ist. Das Verfahren heifit Erweitern des Bruches.

Dividiert man Zahler und Nenner durch ein und dieselbe Zahl, so
3 3:3 1
hebt man den Bruch: 19 193 = 4
Soll ein Bruch 4 auf den Nenner 12 gebracht werden, so findet man
die Zahl, mit der der Bruch erweitert werden muf}, indem man den vor-
geschriebenen Nenner 12 durch den Nenner 4 des gegebenen Bruches £
dividiert. 12 :4 = 3; d. h. der gegebene Bruch muBl mit 3 erweitert
werden, damit er in 12t! verwandelt wird.
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In Buchstaben ist allgemein

a n-a a

= h., — 1 ‘mi ) reitert :
b d.h 5 ist mit n erweitert;
Zi = —Z ,  d.h. % ist durch ¢ gehoben.

4
E% soll auf den Nenner 10 bx gebracht werden. Aus10bx :5b =2«

ergibt sich 2 x als die Zahl, mit der 5‘aerwe1tert werden mufl. Man erhalt :

4a 2x S8ax

56 22  10bx

Beispiele: 75) Bringe % auf den Nenner b2¢?. Durch die Division

b2¢?: b = be? findet man be? als die Zahl, mit der %erweitert werden
... a bc? abc?
mufl. Man erhilt R -76—27 = Jig

1
76) Bringe o auf den Nenner a2 — b2 . Durch die Division

(@2 —b%) : (@ — b) = a + b findet man a + b als die Zahl, mit der

. . 1 a-+b a-+b
- erw . I - o =
R erweitert werden muB3. Man erhilt . w b 0t B

2 __ 2

oy ¢ 72727 @ + 5% Il gehoben werden. Wenn die Moglichkeit
a? —b? :
vorliegt, den gegebenen Bruch zu heben, so muf} es eine Zahl geben,
durch die sich Zahler und Nenner dividieren lassen. Diese Zahl kann
nur gefunden werden, indem man Zihler und Nenner in Faktoren zer-
legt, d.h.die Summen in Produkte verwandelt. Nun ist a> — 2 a b 4- b*
= (@ — b)? und a® — b2 = (a + b)- (@ —b). Eingesetzt ergibt sich:
a* —2ab +b* (@ — b)? -
a® — b2 (@ +b)(@a—1b)

Jetzt lassen sich Zdhler und Nenner durch (@ — b) dividieren; wir er-
halten: ’

a® —2ab+ b (@ — b)? a—b a—b a—h

a2 T @+b)-(a—b a+b a—b a+b’
g T bty _y ate x by
x y Y x x Y
yla+z)y—x®d+ ) ay+yx—brx—2x2y ay—bax
- xy - -y 0 xey
79) Pyt (w—y @ rey+yh) 2 ey t+yt

a?—y? (x—y) - (x+y) xy
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1 1 1 be 1 ac 1 ab 1 be +ac +ab -
0) — 4+ — 4 =", - % -, 02 - _2erdemae
) a b ¢ be « ac b F a c abce
m_ﬂqb—{—bc—{—ca
B abe )

Multiplikation und Division der Briiche.

a ¢ ac
Es ist 3T bd
a
a (X) a a a
TS = weil be CT T Ist;
b a ac . ac b .
a :—C— =\ p weil ‘b - = « ist ;
g
(5)
a ¢ b ad ad ¢ a
3T T ey ber M gogTy M
(7
. 43y% 2ax2y? 4 a3y da 2.0y
Beispiele:  81) 15a®  sa  1ba® 2 x? y? T 3a
82) ((12———1?)2((1 —l)———(—aé ca?— 1.,):(2-0“-1—)
a \ a a a? a a
at—1 a®—1 at — 1 a (a2 + 1) (a®—1) a
Tt d T e Tl a? Tar—1
@+ 1 1
= -- =a + —
«
oder

a
1 @b’ —1
ad® — — -
3 b b3 a1 b
=) T T @1 T R b
a —_—— ———
b b

1

. 2712 232
(@b —1)(@*b* +ab+ 1) _(lb—i—ab—{—ilil'“z_{_ il

o
T br(ab—1) o b2 b ' b2
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oder
1 1\3 a
o= oG] =)l i)
1 1 1
“— @—+ a—+
ey &L
b b2
1 1 y+x
— 4+ =
84) vy _ vy _yte ey _yta
1 1 Yy—2 Ty Yy—x Yy—2x
z y xey
85) l—ix?:,u_ﬁ: 1421 —2) ) 724:1:—*90‘
8x 2 8z 142 4x

Gleichungen 1. Grades mit einer Unbekannten (Fortsetzung).

Beispiele: 86) = 3 = —T—l
— x

3{‘7—%51 3 _x—~1 ”-47
x4+ 1 "2—1 x—1 x+1
3-(x+1)=4-(x—1) oder 3x+3=4x—4
3+4=4x—3x, daraus T=u=x.
) 1 11
87) m+3+x-—2:xz+x—67’
224+ —6=22+32x—-2x—-6=0x-x+3)—2-(x+3)
= (x+3) - (x — 2), '
folglich ist (x +3): (x — 2) = 2% 4 & — 6 der Hauptnenner.
x— 2 5 xz -+ 3 1 . 11
xr—2 x+3 7—1:73'x~2~(a_:’j%;§)7f(x—2)
5(—2)+(x+3)=11 oder 52z—10+ 2+ 3 =11
6x =18, daraus xz=3. .
a b 1 a—>b
88) Axf"—‘*xf_———a—*"b, 'x—'(a—b):a+b, x:gib-
89) Teilt man 36 durch eine bestimmte Zahl und vermindert den
Quotienten um 5, so erhilt man ebensoviel, wie wenn man 12 durch
dieselbe Zahl teilt und dem Quotienten 3 hinzufiigt. Wie heil3t die Zahl?

, der Hauptnennerist (x — 1) (x + 1).

. . . 36 .
Nennt man die Zahl z, so ist der erste Quotient PR der zweite

<

36
Nun soll? um 5 vermindert werden; die Differenz lautet - — %

12 12
dagegen soll s um 3 vermehrt werden; die Summe lautet > +3.
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Die Gleichsetzung beider Werte liefert die Bestimmungsgleichung :

3 12, % e 12 a
x x x z x x
36 —5x=12+4+32 oder 36 —12=3z+5x
24 =8x, daraus z=3.

90) Bei einer Teilung erhilt jeder 6000 Mark. Wire einer weniger,
so wiirde jeder 2000 Mark mehr erhalten. Wieviel Personen waren an der
Teilung beteiligt ¢ Es seien » Perscnen beteiligt; dann betrigt die zur
Verfiigung stehende Summe 6000 - » Mark. Nimmt einer weniger an der
Teilung teil, so teilen (n — 1) Personen (6000 - n) Mark, so daf auf jeden

6000 - n

7-—1Mark entfielen. Nach der Aufgabe soll dieser Betrag um 2000 Mark

hoher sein, also gleich 6000 4 2000 = 8000 Mk. Die Bestimmungs-
gleichung lautet

00" _ 6000 oder 6000 - — 8000 (n — 1) = 8000  — 8000

8000 = 8000 = — 6000 » = 2000 n, daraus n =4 .

91) In einem rechtwinkligen Dreieck ist die eine Kathete 7 cm
lang und die Hypotenuse 5 cm linger als die andere Kathete. Wie grof3
ist diese ? Sie sei x em lang, dann ist die Hypotenuse (z + 5) cm lang.
Die Beziehung zwischen den drei Seiten eines rechtwinkligen Dreiecks
lautet nach dem Pythagoriischen Lehrsatz:

(x+5)2=22+7T2 oder 2410z 4 25 = 22449
10x =24, daraus =z =24 cm.

Proportionen. Der Quotient % heiBt das Verhaltnis der Zahlen
aund b . Sind zwei Verhiltnisse gleich, so heillt die Gleichung Propor-

tion. Ist {;— das zweite Verhaltnis, so lautet die Proportion —Z— = %,
oder anders geschrieben a :b = c¢:d.

Die Proportion ist ein Sonderfall der Gleichungen und wird wie diese
behandelt. Der Hauptnenner ist b - d; auf ihn wird die Gleichung ge-
bracht, so dafB sich ergibt:

d a_Db ¢

d' b b d
In der Form a:b = c¢: d heiBen ¢ und d AuBenglieder, b und ¢ Innen-
glieder. b.c¢=a-d besagt: Das Produkt der Innenglieder ist gleich
dem Produkt der AufBlenglieder.

- oder ad= bc oder be=uad.

Addieren wir 1 auf jeder Seite der Gleichung %— = % , So ergibt sich :
a c . ) a b
N + 1= 7 + 1, oder, auf die gleichen Nenner gebracht : 7 —+ N
a+b o+ é

c d
=gt g cde — d
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Entsprechend erhalten wir bei einer Subtraktion von 1:
a—b c—d

b d
b d . .. .. .
Aus bc = ad folgt Pl das durch Hinzufiigen von 1 iibergeht in
¢
at+b c+ d
a ¢

b d
o + 1= . + 1 oder . Wird 1 subtrahiert, so ergibt

. a— c—d
sich ——— = —— _,
a c

Dividiert man die beiden letzten Glei-
chungen durcheinander, indem man die linken

4
£, I und rechten Seiten durcheinander dividiert, so
l 6 erhilt man:
A j 0\|1 Y] 1 a+. b L_td_

R — | a ¢ a+b c+d
h c > — = oder = .

Fig. 26. a—b  c—d a=b c—d

a ¢

Sind drei Zahlen von den vier einer Proportion gegeben, so ist die vierte
bestimmt. Nennt man diese vierte — unbekannte — Zahl x, so ist z. B.

b
x:a="b:c oder z_ % . Daraus folgt x =a - - Die Unbekannte
@

z heifit ,,vierte'Proportionale“. Sie 1a6t sich geometrisch finden, wenn

man die Darstellung eines Quotienten (Fig.24) beachtet. Aus der

Ahnlichkeit der Dreiecke ABC und AD E folgt unmittelbar (Fig. 26)
x b

a ¢
Zeichnerisch wird 2 folgendermafBen gefunden: Mache AB = ¢ unter
Annahme eines Mafistabes; errichte in B die Senkrechte BC' und mache
sie gleich'd. Verbinde 4 mit C und trage auf AB die Strecke 4D = a
ab; die Senkrechte in D schneide AC in E, dann ist DE = x gleich der
gesuchten vierten Proportionalen.

Beispiele: 92) Wie verhalten sich die Gewichte zweier gleich
groBer Wiirfel, wenn der eine aus einem Baustcff vem spezifischen
Gewichts, (vgl.S.119), der andere aus einem Baustcff vcm spezifischen
Gewicht s, besteht? Ist ¥V der Rauminhalt beider Wiirfel, so ist das
Gewicht des ersten Wiirfels G; = V - s;; das des zweiten Gy = V- s, .
Dividiert man beide Gleichungen' durcheinander, so ergibt sich

G _ Vs _ 8
G, Vesy, sy
Die Gewichte verhalten sich wie die spezifischen Gewichte.

93) Ein Zug lege bei gleichférmiger Bewegung in 2 Std. 125 km
zuriick; ein anderer in 4Std. 175 km. Wie verhalten sich die Geschwin-
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digkeiten ? Die Geschwindigkeit des ersten Zuges ist V, = 1—:‘2 km/Std .,

die des zweiten IV, = 1—Z}km/Std. Durch Division beider Gleichungen
erhilt man
125
v, 2 125.4 10
v, 175 175.2 7 °
o

Die Geschwindigkeiten verhalten sich wie 10: 7.

94) Aus einer Offnung flieBt ¢, Sek. lang Wasser mit der Ge-
schwindigkeit v,; aus einer ebenso groBen Offnung ¢, Sek. mit der Ge-
schwindigkeit v, . Wie verhalten sich die geférderten Wassermengen ?
Der Querschnitt sei I/, dann ist die in ¢; Sek. geforderte Wassermenge

Q=F- v -t; die in ¢, Sek. geforderte Wassermenge
Q=F-v,-1,

O _Froty vl
Q  Fropty vty

95) Wie verhalten sich die Ausflulzeiten im Beispiel 94, wenn
die Wassermengen gleich gro} sind ¢ Ist @ die Menge, die aus jeder der
beiden Offnungen ausflief3t, so liefert die erste Offnung Q@ = F - v, - ¢,;
die zweite @ = F -v,-¢,. Da die linken Seiten beider Gleichungen
gleich sind, miissen es auch die rechten Seiten sein; folglich

Fev -ty =F-v,-1t, oder t—‘:-vz—.
2 21
Die Ausflufizeiten verhalten sich umgekehrt wie die Geschwindig-
keiten.

96) In welchem Verhdltnis stehen die in den Zeiten ¢ zuriick-
gelegten Wege beim freien Fall? (vgl. S.137) .

Ist ¢, die Zeit, in der die Hohe s, durchfallen wird, so besteht zwischen
beiden die Beziehung s, = 4 g-¢{. Ist i, die Zeit, in der die Hohe
8, durchfallen wird, so ist s, = 4 - g% . Durch Division beider Glei-
chungen erhédlt man

S dtgh_f
YA
Die zuriickgelegten Wege verhalten sich wie die Quadrate der zugehori-
gen Zeiten.
97) Es ist y als 4. Proportionale zu den Gréflen z, I — x und ! zu
v (1l —
konstruieren nach der Gleichung y = LAl I o . Wir schreiben die
Gleichung als Proportion z:! =y : (I — z) und beachten die Darstel-
lungin Fig. 24. Ist AB=1und AC = z,dannist C B = [ — z (Fig. 27).
Errichtet man in 4 das Lot A D und macht es gleich x, dann schneidet
die Verbindungslinie D B auf der Senkrechten durch C die Strecke
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z- (I —x)

CE=y= I ab, weil die dhnlichen Dreiecke D4 B und EC B
die Proportion liefern
DA _ 0B . w
4B~ C¢cB " TTi %
98) &—5_ 3+=
x4+ 5 x— 17
(x—29).(x—T) =B+ x) - (x 4+ 5)
22 —bx—T72+35=3x+22+15-+5x
35 —15=3x+5x+bzx}-T«x
20 =20z daraus x=1.
0 3 1 2
[ - - —+1
. ~£ 2 T
x 3 99) —
[N 1o L2
4t C "8 3 3
T B3 -Ga o)
S A A A v (5=
18 3 2 1 2 1 1
P R S T
U DT SR
¥ = gt TE T
2_ 9 . 25 P
100) ¢ 2z — 35 13 oder

2 —9x+14 6
6-(22—22—35)=13.(x®—9x 4 14)
622 — 122 —6-35=1322— 1172 + 13- 14
0="722— 1052 +13-14 +6-35 oder 0= a2 — 152 4 56.

Das ist eine quadratische Gleichung fiir z, weil z in der 2. Potenz vor-
kommt. Durch Zerlegen der rechten Seite in ein Produkt erhilt man
0=2%2—T7Tx— 8x 4 56
=xg-(—T7) —8.(x—T=@—T7)-(x—8).
Das Produkt ist gleich Null, wenn einer der Faktoren gleich Null ist;
daraus ergeben sich die Bedingungsgleichungen
1) x—7=0,d.h.2=7 und 2) x —8=0,d.h.x=8.
Beide Werte geniigen der gegebenen Aufgabe.

Der zweite Weg zur Losung ist folgender: Versuche, den Zahler in
ein Produkt zu zerlegen; das ist méglich, wenn man schreibt

22 —2x —35=x2—T72x+5x—35
und je 2 Glieder zusammenfaBt, so daf3

22—T7x+5x—3=x-(x—T7+5:-(x—17)
und daraus z-(x —7)+5.-(ca —T =@ —T7) - (x +5).
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Ob der Nenner den Faktor (x — 7) enthilt, zeigt die Zerlegung oder die
Division. Fiir die Zerlegung schreiben wir

2 —92x+4+14=22—Tc—2x+tl4=2@x—T7)—2.(x—1)
und daraus 22 —9x4+14=(x—T)-(x— 2),

Die Division ergibt
(@2 —92x+14):(z—T =2 —2
x2—Tx

 — 2z + 14
__,,2x+ 14

Damit geht die Aufgabe iiber in:

(@+5)-(x—T7) 13 r+5 13
(x#— @7 6’ durch (x — 7) gehoben, s T 6
6-(x+5)=13-(x—2) oder 6 +30=13x— 26
30 -26 =13x —6x oder 56 =7« daraus xz=8.

Bem.: Dieser Weg liefert nur die eine Wurzel ¥ = 8; durch das
Heben durch (z — 7) geht die zweite Wurzel x = 7 verloren.

Gleichungen ersten Grades mit mehreren Unbekannten,

Sind « und y die beiden Unbekannten, so lautet die allgemeine Glei-
chung zwischen z und y :

axr+by+c=0,

wobei @ und b irgendwelche Koeffizienten sind. Dieser Gleichung ge-
niigen unendlich viele Wertepaare z y; z. B.:

3x+5y =21 fir x =2 und y =3 wird

3'2+5'3 :21 ,,x:?) s y:]-542 4y
12 9

3'3—*—5'?:21 ,,-'L':4 3 ?/:’g’ IT)

6

3-4—{—5-4%5)——::21 ”x:f) s y:,5,, 'y
6

3-5-&-5-?:21 usw.

Soll nur ein einziges Wertepaar der gestellten Aufgabe geniigen, so mufl
noch eine zweite Bedingung hinzutreten, die ebenfalls die Form einer
Gleichung haben muf3. Die eindeutige Berechnung zweier Unbekann-
ten erfordert demnach zwei Bedingungsgleichungen.
Beispiel 101)
I. 32z+5y=21 II. 2+4+y=5.

Winkel, Der prakt. Maschinenbauer. II. 3
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1.Losung. Man errechnet aus (II) y = 5 — x und setzt den so
gefundenen Wert in (I) ein; dann ergibt sich

3x+5(5—2)=21 oder 3x+25—5x=21
—2x= —4 und daraus =z = 2.

Setzt man diesen Wert nunmehr in (IT) ein, so erhdlt man
24+y=5 d.h. y=3.

2 =2 und y = 3 sind die Wurzeln der gegebenen Gleichungen. Das
Verfahren heiit Einsetzungsverfahren.

2.Lésung. Man macht durch Multiplikation die Koeffizienten der
einen Unbekannten gleich, doch so, dall sie entgegengesetzte Vorzeichen
haben. Addiert man dann beide Gleichungen, so fillt die eine Un-
bekannte heraus (Additicns- oder Multiplikationsverfahren). Ist die
eine Unbekannte errechnet, so liefert ihr Einsetzen in eine der gegebenen
Gleichungen die zweite Unbekannte. Will man das Einsetzen einer er-
rechneten Zahl vermeiden, so wiederhclt man das Multiplikationsver-
fahren fiir die zweite Unbekannte. Die Zahl, mit der multipliziert wird,
schreibt man rechts von den Gleichungen und trennt beides durch einen
senkrechten Strich.

In unserer Aufgabe hat z die Koeffizienten 4 3 und -+ 1; damit
sie beide entgegengesetzt gleich werden, miissen wir (4 1) mit (— 3)
multiplizieren und erhalten

a) I. 3z +5y =21 i y = 3 eingesetzt in (II) ergibt
II. =+ y=5 | —3 x+3=25
Brfoy=2 T=2.
—3x—3y=—15
2y =6
y=3
b) I.3x+-5y=21 | |
II. 2+ y=5 | —3|—5
3x +5y=21 ) 3z 45y =21
—3x—3y=—15 —bx—by=—25
2y=6 — 2z @ =— 4

Sind #, y und z drei Unbekannte, so lautet ihre allgemeine Beziehung
ax+by+cz+d=0. Da auch hier unendlich viele Werte =, y
und z dieser Gleichung geniigen, so sind zwei weitere Bestimmungs-
gleichungen erforderlich, wenn z, y und z eindeutig bestimmt sein sollen.

Die Losung erfolgt in der Weise, dall man mit Hilfe eines der Ver-
fahren des Beispiels 125 die eine Unbekannte zum Verschwinden bringt
und dadurch zwei Gleichungen mit 2 Unbekannten erhilt, die wie in
(101) weiter behandelt werden. Wenn nicht besondere Umstéinde —
z. B. die eine Gleichung enthélt nur eine Unbekannte — dagegen spre-
chen, ist das Multiplikationsverfahren am zweckmaiBigsten.
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Beispiel 102.

"I. 2243y 4+ 52z=46 +
II. 3z — y—|—2z——14 4+ 2|4+ 3
III. 92 +2y—3z2z= 8|+1
6x — 2y + 42 =28 22+ 3y + 5z =46
9z 4+ 2y — 3z2= 8 9xr — 3y + 62=42
IV. 15« + z=236 11z + 11z = 88 .
V. =« + z= 8 |—1
1V. 15« + 2=236 |+1
— — z=—28
152 +. z=236
14z = 28
x=2

x = 2 eingesetzt in (V) ergibt 2 4+ 2z =8 und daraus z =6
= 2 und z = 6 eingesetzt in (II) ergibt
3:2—y+2.6=14 und daraus y=4.

Bem.: Beim Einsetzen bereits gefundener Wurzeln der Gleichungen
empfiehlt sich das Einsetzen in die einfachste Gleichung. x = 2 konnte
ebenso gut in (IV) eingesetzt werden; dann wiirde 15+ 2 4 z = 36 und
daraus z = 6.

=2 und 2z = 6 konnten auch in (I) oder (III) eingesetzt Werden,
dann wurde

a)2:-2+3y+5-6=46 und daraus y =4,
b)9-242y—3-6= 8 » » y=4.
103) Die nach ¢ Sek. frei durchfallene Hohe ist A = 1 g - £2; die nach

t Sek. erreichte Geschwindigkeit v = ¢ - ¢ . Esist die Beziehung zwischen
v und % aufzusuchen.

a) I. h=14g1t? Aus II ergibt sich
. v=yg-1 t=£; eingesetzt in 1
A :
1 v? 1 02
:_2_g.32g=§-7 oder 2gh =102,
b) I. h=4.g-t2 (II) quadriert liefert
II. v=g¢g-¢ IIT. 02 = g2 - 2
IIT dividiert durch I liefert ’
v_ gt 2 und daraus
B ig-82 g
v2=2gh

104) Die Auflagerdrucke 4 und B des Balkens 4 B (Fig.28) sind
zu bestimmen.
a) Die 1. Gleichgewichtsbedingung (S. 164) erfordert 2 V = 0;
daraus folgt I. 4 — P 4+ B = 0. Da 2 Unbekannte 4 und B vorkom-
3%
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men, muB noch eine Bestimmungsgleichung aufgestellt werden, die sich
aus der 3. Gleichgewichtsbedingung > M = 0 ergibt. Fir (4) als

Drehpunkt wird IT. P-a — B-1=0. Aus (II) folgt B = P. < ein-

l
gesetzt’ in (I) ergibt A—PJ,-P-%:O daraus
— b
A:P—P-ﬁ:P(l—i):P-!——a:P-—.
l l l a

b) Aus 2 M = 0 fiir A als Drehpunkt folgt
I. Pra—B-1=0 und daraus B:P-%.
Aus 2’ M = 0 fiir B als Drehpunkt folgt
II. 4-1—P-5=0

b
und daraus 4 = P. 7
P
g —f—— b —=
A . fla
Fig. 28. Fig. 29.

105) Die Summe zweier Zahlen sei a; ihre Differenz b . Welches
sind die Zahlen? Nennt man sie 2 und y, so erfordert die Aufgabe

I. 24+y=a I.x4+y=0a
II. 2 —y=5% II. x—y=2%
addiert: 2x =a + b subtrahiert: 2y =a — b
o= 210 y—2=0
2 2

106) Die 3 Seiten eines Dreiecks verhalten sich wie 3:4:3; ihr
Umfang ist 8 ecm. Wie grof sind die Seiten? Sind a, b und ¢ die Seiten,
so erfordert die Aufgabe I.a 4+ b + ¢ =8 . Wenn sie sich auerdem wie
3 : 4 :5 verhalten sollen, dannist @ : b : ¢ = 3 :4 : 5 . Diese Gleichung
besagt Il.a :b =3:4; IIl.a:c=3:5; und daraus b = ya;¢c= S a,
so dafi (I) iibergeht in

a+43a+3a=8 oder 4¢=8; dh.a=2.
Eingesetzt in (II) ergibt & = 4.2 = §; eingesetzt in (III) ergibt
c = -2— a4 = 1; .

107) An dem Punkte A greifen die 3 Krifte P;, P, und P an
(Fig.29), von denen P gegeben sei. Wie grol miissen P, und P, sein,
damit Gleichgewicht herrscht? Nach der 1. Gleichgewichtsbedingung
mull 2 H = 0 sein; daraus folgt: ,

I. H — H,=0.
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Aus der 2. Gleichgewichtsbedingung 2V = 0 folgt
II. V1+ Vg’—P:Os

wenn wir beachten, dafl die entgegengesetzte Richtung durch entgegen-
gesetzte Vorzeichen zum Ausdruck gebracht wird. Mit H, = P, - cos«;
V,= P, -sina; Hy= P,-cosfund V, = P, -sinf (vgl. S.95) gehen
die Gleichungen I und II iiber in:

I" P;-cosax — Py-cosfp=0 i sin 8

II" P, -sina + P, -sinff = P |cosf
- P, cosa-sinff — Py-cosff-sinff =0
P, -sinx -cosff + P, -sinf-cosff = P -cosf

Addiert
P, -cosa -sinf 4+ P, -sina - cosff = P -cosp
oder
P, (sine - cosff + cosa - sinf) = P - cosf .
Mit sino« - cosf 4 cosa - sinf = sin (« + ) wird
P, .sin(x + ) = P-cosf und daraus P, = P - Agﬁf——ﬁﬁ) .
Eingesetzt in 1’ ergibt
cosfl - cos & cos o

P . 'Siﬁ(v(x*_!_ ﬁT = .P2 . COS/f Oder Pg = éa(;‘-?ﬁ) .

Potenzen und Wurzeln.

In dem Abschnitt ,,Das Potenzieren‘ wurden die Potenzen der abso-
luten Zahlen behandelt und (1) und (2) der folgenden Fille unterschieden :
1. Potenzen mit gleichen Grundzahlen -

a? - q? = aP+1 umgekehrt a?+e = g? . af
ZZ —ap-t ., aP-1= (:T: fir p>gq
a? 1 1 af .
P » v = g TP
a’=1.

2. Potenzen mit gleichen Exponenten
a"-b" = (¢ b)* . umgekehrt (@b)” = a™.b"

an‘<a)n 70’)"_31
o\ b <b' O

3. Soll eine Potenz potenziert werden, so schreibt man (a?)¢ und liest
@ hoch p hoch ¢; es ist dann (a?) in die ¢t* Potenz zu erheben. Nach der
Erklirung ist (a?)! =a?-a?-a?-a? ... qmal. Daa? =a-a-a ...pmal
ist, kommt @ insgesamt (p - ¢) mal als Faktor vor, so dal} (a?)? = a?- ¢ist.

Die Regeln iiber Potenzen sollen nunmehr auf algebraische Zahlen
ausgedehnt werden.

Die Grundzahl sei positiv; dann ist die Potenz ebenfalls positiv.

(+a)" = 4+ a™.
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Die Grundzahl sei negativ.
(—at=—a; (—a)=(=a)(—a)= +a
(— @) = (—a) - (—a) - (— @) = (4 @) - (— @) = — a%
(—a)pt=(—a)-(—a)-(—a).(—a) =+ a* usw. ‘
Es ist demnach zu unterscheiden, ob der Exponent eine gerade oder
ungerade Zahl ist. Ist der Exponent eine gerade Zahl, so ist die Potenz
positiv; ist er eine ungerade Zahl, so ist die Pctenz negativ.
Beispiele:
108) (— 9)% = -+ 6561 109)  (— b)3- b6 = — b?
a3 b>
110) Ty

DerExponent sei positiv;dann istdie Potenz gleich der Potenz
mit einem absoluten Exponenten: a+" = a”.

Der Exponent sei negativ. Die Erklirung reicht insofern nicht
aus, als man nicht sagen kann, eine Zahl soll (— n)mal als Faktor ge-
setzt werden. Wir kénnen jedoch zu einer brauchbaren Erklirung der
Potenz a-" gelangen, wenn wir — n als Differenz (0 — n) auffassen

= —ab 111) (2% - y3)3 = 28 . ¢°

»
und nach der Grundregel a? 7 == _a; behandeln. Dann wird
a

0
a®=" = »an— und mit @®=1 o "=- ln und umgekehrt —ln =a""
a a a
Demnach ist eine Potenz mit negativem Exponenten aufzufassen als
der umgekehrte (reziproke) Wert der Pctenz mit pesitivem Exponenten.
Bei dieser Auffassung behalten die Rechenregeln, die fiir positive Expo-
nenten entwickelt wurden, auch fiir negative Exponenten Giiltigkeit.

Beispiele:

1
112) a? (a=% 4+ af) =a2“5—{—a2+6:a*3+a8:?3 + at.
Sa
1
113) (@ +a-2) - -(a®—a~2) = (@a®? — (@~ )2 =0af —a *=qab — e

1 / 1° 1\2
:as'—’d4' .
7 1 0
114) ;0—2 — 7 (—2) = p7+2 — 9 115) — — ,Z;:; =0 (-3 — 3.

1
116) (@7"3 = z 3" = -

37 .

117) (@73 = a-m- (-3) = 87

Die Wurzel und das Wurzelziehen oder Radizieren.

Die 2. Potenz einer Zahl a suchen hiel3, die Zahl a mit sich selbst
multiplizieren ; es war a® = a - @ . Die nt® Potenz einer Zahl suchen hiel3,
die Zahl @ nmal mit sich selbst multiplizieren cder sie nmal als Faktor
setzen; es war a*=a-a-a-a ... nmal. Umgekehrt kénnen wir
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sagen: Es soll die Zahl gesucht werden, die mit sich selbst multipliziert
den Wert a ergibt. Nennen wir diese vorldufig unbekannte Zahl z,
so mufl x -z = 2 = a sein. Allgemein wird die Aufgabe lauten: Es
soll die Zahl gesucht werden, die nmal mit
sich selbst multipliziert den Wert @ ergibt. -
Ist x diese Zahl, dann muB sie der Bedingung !
. . e 2
2" = a geniigen. Damit ist ein neues Rech- L
nungsverfahren gewonnen, das auch einneues 'z
Rechnungszeichen erfordert. Die Zahl z, die —
der Gleichung 2" = a geniigt, heillt die
nt® Wurzel aus ¢ und wird geschrieben

2 =Ja. Die Zahl z bestimmen heiBt ,die
nt% Wurzel aus o ziehen. Dieses Wurzel-
ziehen oder Wurzelausziehen ist also eine
Umkehrung des Potenzierens und heiit Ra -
dizieren. Die gegebene Zahl a, die unter
der Wurzel steht, heift Radikand; n der
Wurzelexponent. Im besonderen sagt
man statt der 2. Wurzel ,,Quadratwurzel‘
oder kurz ,,Wurzel* und 148t den Wurzel-

2,—
exponenten n = 2 weg. Also‘]/; fiir ]/a ; ge- Fie. 30
lesen: ,,Wurzel a*. . & o
Ist. = %, so wird a® = (’]z/;)n . Aus 2" =a folgt (ﬁ)ﬂ =a.
Man priift, ob die Wurzel richtig gezogen ist; durch Potenzieren.

]
]

~
~

__k,_hv_w__”_._._._A,__;AA. —

Q

Es ist: V2757 = 5, weil 52=25 ist;
V27 = 3, weil 38—3.3.3 =27 ist;
V16 = 2, weil 20—12.2.2.2=16 ist;
100 — 10, weil 102=10-10 = 100 ist;

J10 000 = 100, weil 1002 = 100 - 100 = 10 000 ist;

1 1 1y 11 1,
VI@B =10 Vel (m) =10 10 ~ 100 ="
Zeichnerische Darstellung der Quadratwurzel. Trigt man
auf der wagerechten Achse des Achsenkreuzes der Fig. 30 04 =1;
auf der senkrechten O B = 2 ab, so schneidet die auf 4 B in B senkrechte
Gerade die Strecke O0C — 22 =4 ab. Aus der Ahnlichkeit der recht-
winkligen Dreiecke A0 B und BOC folgt

OA:0B=0B:0C oder 1:2=2:0C d.h. 0C =22,
Ist umgekehrt OC = 4 gegeben, so folgt aus
0O4A4:0B=0B:0C

0B2=04-00=1-4, d.h. OB=11.4=74.

Mit der Strecke O B ist die Wurzel der Zahl 4 dargestellt. Ist maBstdblich
gezeichnet, macht man z. B. O4d =1=1cm und OC =4 = 4cm,
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so wird OB =2cm = 2. Die zeichnerische Bestimmung von }4 ge-
staltet sich demnach folgendermaflen : Trage auf einer Geraden die Strecke
OC = 4 nach rechts, 04 = 1 nach links ab, errichte iiber 4 C als Durch-
messer einen Halbkreis, der auf der Senkrechten OB den Wert }4
herausschneidet.

Ergibt die Wurzel aus einer ganzen Zahl wieder eine ganze Zahl, so
ist 81e rational, ergibt sie keine ganze Zahl, so ist sie irrational.

LafBt sich die Zahl z, aus der die Wurzel gezogen
werden soll, in ein Produkt a - b zerlegen, so findet
man die Wurzel auf folgende Weise: Errichte iiber
A B = a + b einen Halbkreis (Fig: 31), ziehe OC senk-
] recht A B, dann ist OO:Va-b:]/z. Z.B.z=30;

Fig. 31. _Vz _ 1/30 _

Wihle als MaBstab 5 mm = 1 und zerlege 30 in 5-6. Soll die
Strecke O A die Zahl 5 darstellen, so muf} sie 25 mm lang werden; ent-
sprechend mu3 OB = 30 mm werden, wenn die Strecke O B die Zahl 6
darstellen soll (Fig.32). Errichte iiber 4 B einen Halkbreis und ziehe

— 1
0C L AB. Wir messen OC = 27,5 mm, so da8 Y30 = 27,5 mm i mm

¢ = 5,5 wird. Das zeichnerische Verfahren
liefert nur angendherte Werte, die um so
genauer werden, je grofler der MaBstab

& gewahlt wird. Lafit sich der Radikand
nicht unmittelbar in ein Produkt zer-
P 0 s legen, so erweitert man mit 100. Z.B.
— FT 32 i V57 57.100 V100 57. Macht
. . o = 5% « --—
¢ ’ 100 — 10 ¢

man nunmehr O B = 57mm; 0 4 = 100 mm und verfahrt nach Fig. 32, so
ergibt sich OC = 75,5 mm. Mit dem gewéhlten Mafstab 1 mm =1

stellt OC die Zahl 75,5 mm - —1—— = 75,5 dar; folglich ist
1 mm

Rechnerische Ermittlung der Quadratwurzel. Bei der
Stellenzahl einer Quadratwurzel ist zu beachten, daf ]/1]00 = 1[0;

}1[00]00 = 1/0j0; Y1[00[00[00 = 1j0j0[0 ist. Man wird also im Radi-
kanden je 2 Ziffern zusammenfassen miissen, die erst 1 Stelle im Re-
sultat ergeben. Die Berechnung erfolgt in Anlehnung an die Formel
(@ + b)2=a%+ 2ab + b2 bei zweiziffrigen Zahlen und (¢ + b + ¢)?
=a?+2ab+b2+2ac+ 2bc+c2=a2+2ab+b2+2(a+0b)-c+c

bei dreiziffrigen Zahlen usw. FEs ist z. B.
232 — (20 4 3)2 — 202 4 2. 20 - 3 + 32 = 400 - 120 4+ 9 — 529
und umgekehrt 529 = 23. Als Schema ergibt sich:

(%]

1 - 1
== —_— . -: - . el (5,
o Y100 - 57 10 (00 =15
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1529 = 20
400 = a2
Rest 129 = 2ab -+ b2, derdurch 2a = 40 dividiert b = 3 ergibt.
120 =2 ab}
9 = b2
Rest 0.
Die Schreibweise 148t sich vereinfachen; es ist iiblich zu schreiben :
Y529 = 23
M
129 : 43
129«

Man trennt dabei, von hinten angefangen, je 2 Ziffern durch senkrechte
Striche und zieht aus der ersten (bzw. den beiden ersten) die Wurzel.
}5 = 2 und schreibt 22 == 4 unter die 5; subtrahiert bleibt 1 als Rest;
herunter die nichste Gruppe, d.h. 29. Die Division der beiden ersten
Ziffern, also der 12, durch das doppelte Produkt aus 5 = 2, also durch
2.2 =4, liefert 3; diese 3 wird neben die 2 des Resultates geschrieben,
das jetzt 23 lautet, und ebenfalls neben die 4, die in 43 tibergeht. Multi-
pliziert man jetzt die 3 des Resultates mit der 43, so ergibt sich 129;
in dieser Multiplikation steckt b2 = 32 wegen 3 - 3. Geht die Wurzel
nicht auf, ist sie also irrational, so schreibt man Nullen hinter ein Komma.
und verfahrt wie zuvor

z. B. 1/57,/00/00]00 = 17,5498

800:145 (14=2.7)

725
7500 : 1504 (150 = 2 - 75)
6016

" 148400 : 15089 (1508 = 2 - 754)
135801
1259900 : 150988 (15098 = 2 - 7549)
1207904

51966 usw. )
Bemerkung: Die Zeichnung ergab Y57 = 7,55 mit hinreichender

Genauigkeit.

Sind statt der Nullen Ziffern, so bleibt das Verfahren unverindert;
zu beachten ist, dafl das Komma im Resultat dann zu setzen ist, wenn
es bei der Division erscheint.

Beispiele: 118) Ein Kreis habe den Flicheninhalt F cm?2; wie gro3

und daraus

7 - d?
ist der Durchmesser? Aus F = lf“ folgt d2% =

d:VéT.
T
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119) Die Katheten eines rechtwinkligen Dreiecks seien @ und b;
wie grof} ist die Hypotenuse ¢? -
Aus ¢®=a%+b2 folgt c¢=Ja?+ b2.

120) Ein gerader Zylinder aus einem Baustoff mit dem spezifischen
Gewicht s wiege G kg; wie groB ist sein Durchmesser, wenn die Hohe
gleich dem Durchmesser ist ?

Aus Gewicht = Rauminhalt X dem spezifischen Gewicht folgt:

nd?

G=V.s, und mit V= .d

0—— -d®.s, und daraus d——V —

Bemerkung : Dle dritten Wurzeln sind Tabellen zu entnehmen

Die Rechenoperationen mit Wurzeln.
1. Multiplikation von Wurzeln mit gleichen Exponenten :
oo~
erhebt man beide Seiten in die nte Potenz, so erhilt man:
(o - o) =(jad]  oder
(n ) ( ) ( ab ) ; das ergibt aber
a- ab,
2. B. J4- ]/'6a]/4 16 — VGZ— 4, weil 45 — 4-4 -4 — G4 ist.
Umgekehrt ist Va cb = f ']L/b .
2. Division von Wurzeln mit gleichen Exponenten :

— >

H

Vb

denn in die nt® Potenz erhoben wird daraus:

-5 &)

und das geht {iber in . —_——

2. B. ] :VSI —V27 =3,
E s

weil 332=3-3-3=27 ist. Umgekehrt ist

"/ﬁ o
] bV
3. Die Potenz einer Wurzel:

(Va)=Ya.
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Statt (‘i/(; )q kénnen wir schreiben : % . ii/d . Ii/a «...=gqmal .
Nun war aber %- }],/Zi:}]’/a, ca= i/aT,
folglich Vo -Ya-Ya=Va? -Ya=Va*a=7as.
Die weitere Zusammenfassung liefert die pt® Wurzel aus a?, da ¢ Faktoren
vorhanden sind ;

z. B. (%/;)2: ?i/ai.
Umgekehrt ist li/dq = ("V ;)q.
4. Die Wurzel aus einer Wurzel :
F3

[¥a =Ya
erhebt man die Gleichung zunichst in die pt® Potenz, so erhilt man:
Pre—\P . , .
(i =C¥ar.  a = e
erhebt man jetzt die Gleichung in die g% Potenz, so erhilt man:
faf - C@, o=, a-a

Umgekehrt ist "a — 1/ V?i _‘

Wurzeln aus algebraischen Zahlen.

Wurzeln aus positiven Zahlen.

Es war Ja = z, wenn 2% = g ist. Da aber auch (— )% = 2 und
somit = @ wird, so geniigt auch (— x) der Gleichung z2? = a . Demnach
erhalten wir 2 Werte fiir y@, ndmlich 4 z und — «, denn beide ergeben
quadriert den Radikanden a . Es ist also nicht nur VZ: 2, weil 22 = 4
ist, sondern auch ]/Z: — 2, denn auch (— 2)2% ergibt 4. Jede Qua-
dratwurzel hat also zwei gleichgrofle, entgegengesetzte Werte, einen posi-

tiven und einen gleichgroBen negativen. Man schreibt deshalb Ja = - z,
wobel 22 = a ist.

Fiir die 4. Wurzel erhalten wir ebenfalls 2 Werte, da die 4. Potenz
einer negativen Zahl wieder positiv ist.

2.B. J16 = +2, weil 20—2.2.2.2— 16 ist,
4
Y16 = — 2, weil (—2)t=(—2):(—2)-(—2)-(—2) =16 ist.

Allgemein 1a8t sich iiber Wurzeln mit geraden Wurzelexponenten aus-
sagen, dal} sie sowohl positiv als auch negativ sein kénnen.

Wurzeln aus negativen Zahlen.
3 —
Esist  J—8=—2 weil (—2P%=(—2)-(—2)-(—2) = — 8§ ist,

V32— —2, weil (—2P —(—2)-(—2)-(—2)-(—2)-(—2)
= — 32 ist .
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Allgemein gilt: Wurzeln mit ungeraden Wurzelexponenten aus nega-
tiven Zahlen sind negativ.

Sind die Wurzelexponenten gerade Zahlen, so ist die Wurzel weder
positiv, noch negativ. J— 4 ist weder (+ 2) noch (— 2), weil weder
(4 2)2 = — 4, noch (— 2)2 = — 4 ist. Wurzeln mit geraden Wurzel-
exponenten aus negativen Zahlen nennt man imagindr. Alle bisher
betrachteten Zahlen heilen reelle Zahlen im Gegensatz zu den ima-
gindren Zahlen.

Die Quadratwurzel aus (— 1) wird mit ¢ bezeichnet. Man setzt also
]/P— 1 =+¢. Da man jede negative Zahl als Produkt aus einer reellen
Zahl und (— 1) auffassen kann, so ist:

}/——a—]/—l) o= —l ]/a—z]/a

z. B. Y—64=79(—1)-64=)—1-yY64=8i.
12 = (]/—— 1)2 =—1 ist reell, aber negativ,
B3=192.4 =(—1).2=—12 ist imagindr,
tt =422 =(— 1) (—1)=+1 istreell, aber positiv.
Beispiele: 121) 3Ya+TVa=10Va.
122) 2 Yz — 5y —TYr L9y =47y — 5.
123) (2Ya + 3Y8)* = 4a 4 12Yab + 9b.
124) (Ve +57y)- (e —5yy) =2 —25y.
125) Yo' =Yab-a=ad - Ya. 126) Yo'l =Jarw=afe.
3 ___ 3 _ 27 97
127) 1/(1,4']/@2:%/@6:@2. 128) 1 - = , ~~—A]/9~3
P8
129) a=b _ (Jatb)-(a—y3) —Ya — Vb.
Ve + Vb Ya + Vb
130) Vi gi= i =ay e
1 y2 1 1 1 Yz 1 -
e Tz e et Ty e
133) L S y‘g*}/b _ Ve —Vb
Ya+7b  Ya+yb  Ja—Vb @a—b
134) 242 _ Yet+2 yet+2 (Y + 2)2
Jo—2 Yoe—2 jet2 (Ja—2)-(Jrr2)
atdtdye

r—4
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Gleichungen ersten Grades mit einer Unbekannten (Fortsetzung).

135) Yo +5 =4
wird ins Quadrat erhoben, damit die Wurzel verschwindet.
z+5=42 oder x=16—5=11.

3Yx+3=4)Yx—4 oder 9-(x+3)=16-(x—4)
9+ 27=16x — 64 oder 91 =7« daraus z=13.
137) Ve—14+Yr+6=14z+9
(Jr—14+ Yz +6)2= (Y2 2+ 9)2
@—1)+2Yr—1-Y2+6+ (x+6)=42+9
x—1+2]/(x~1)-(x—m—|—x—|—6:4x—}—9

2Y(@—1)-(x+6)=2ax+4 oder J(z—1):(x+6)=x+2
Ve—1) - (x+6)2=@+2)2 oder (x—1)-(x+6)=a2+4x+4
22— 2x-+6x—6=2244x+4 daraus x=10.

Potenzen mit gebrochenem Exponenten.

In den Abschnitten iiber Potenzen (S. 15 und 37) war der Exponent
eine ganze Zahl. Ist der Exponent eine gebrochene Zahl, z. B. a'/",
so hat die Erklirung, die Basis a jetzt 1/, mal als Faktor zu setzen, keinen

Sinn mehr. Es geht nicht an, fiir 5+ zu sagen: Setze die 5 1/,mal als
’ 1

1 1\n n
Faktor. Erhebt man aber a* in die nt¢ Potenz, so wird (a") =an =al

n

= a . Da auch % in die nt¢ Potenz erhoben (]/c?)n = a ergibt, so 1Bt
sich fiir a'/» schreiben 71707 . Die Potenz mit gebrochenem Exponenten
stellt sich demnach als eine Wurzel dar; es ist

ar = % und umgekehrt % —=av.
Damit sind die Wurzeln auf Potenzen zuriickgefiihrt, und die fiir Po-

tenzen angegebenen Rechenregeln lassen sich nunmehr auch auf Wurzeln
anwenden, wenn wir beachten, daf3

Vat = (l];/;)q = (ai’)q —av ist.

Beispiele.
138) ﬁ:a;:“gﬁ—%:a{’;-aé‘:a:’.a%:a‘?.ﬁ'
np——— . ot a1 N .
139) Yottt = o =x1+:'=x'$:‘:x-ﬁ_
140) W . i/az = a,g. . ag — ag = a2 .
141) ]/sz syt = Yab .yt = (af . y4)i = (xﬁ)i. @4)% = gt y

:r,’pgﬂ'%.y:x.xl/e.y:x.y.ﬁ‘
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1
142) ot = = }; und umgekehrt A}—_ =a %,
a‘% V“ Va
143) x_g = AlAaA :1;'1'_' ” 93 b‘l:’ = x_a
x 1/;;5“ an
1 1.3 2 6
PSR S VS
b pi-3 b b2

Quadratische Gleichungen mit einer Unbekannten.

Kommt die Unbekannte in der 2. Potenz vor, so ist die sie enthal-
tende Bestimmungsgleichung vom 2.(Grade; man nennt diese Glei-
chungen quadratische Gleichungen oder Gleichungen 2. Gra-
des. In ihrer allgemeinen Form enthilt die quadratische Gleichung
ein Glied mit x2, das einen beliebigen Faktor p haben kann, ein Glied
mit , das einen beliebigen Faktor ¢ haben kann, und ein Glied r, indem «
nicht vorkommt. Angeschrieben lautet die Gleichung

px?4qx+r=0.

Durch Division mit dem Faktor p des Gliedes mit 22 erhdlt man

xz __I_ _.q_ X + L = 0

r r
und schreibt dafiir
24+ ax+b=0.

Diese Form heiBit ,,Normalform der quadratischen Gleichung*, auf die
jede gegebene Gleichung zundchst zu bringen ist.

Fiir den Sonderfall @ = 0 geht die Normalform iiber in

x22+b=0,
und heit dann ,,rein-quadratische Gleichung*. Die Trennung der Un-
bekannten liefert die Gleichung

2= —0>,

aus der sich x durch das Wurzelziehen ergibt zu

r=-+)—b.
Wir erhalten zwei Werte 2, die der Gleichung x2 == — b geniigen; sie
heiBen Wurzeln der Gleichung und sind

x,=-+7J—b und o= —F—0.

Ist b negativ, so wird — b positiv, zB.b = — 9; — b=—(—9=+9;
in diesem Falle lautet die Gleichung 22 — 9 = 0 oder 2% = 9; ihre Wurzeln
sind 2, = + 3 und z, = — 3, da fiir beide Werte  die Gleichung

x?2 — 9 = 0 erfillt ist, denn
(+3)2—9=0 oder 9—9=0 und
(—3)2—-9=0 » 9—-6=0.
Ist b positiv, so ist — b negativ; z.B.b=+9; —b=—9. In
diesem Falle lautet die Gleichung 22 + 9 = 0 oder 22 = — 9; ihre Wur-
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zeln ¢; = + J-— 9 und 2, = — ]/~— 9 werden imagindr; wir schreiben
2, =3¢ und z, = — 347. In technischen Aufgaben haben imaginire
Werte keine Bedeutung; ergibt sich aus einer Bestimmungsgleichung
ein imagindrer Wert fiir die gesuchte Unbekannte, so ist der Wert prak-
tisch nicht verwendbar.

Beispiele: 145) Die Abschnitte der Hypotenuse in einem recht-
winkligen Dreieck seien @ = 4 cm; b = 9 cm. Wie groB ist die Hohe A ?
Aus a:h="h:bfolgt h2=a-b,so daB h= -+ Jab = +}4.-9=+6cm.
Das negative Vorzeichen liefert keinen brauchbaren Wert, da die Hohe
positiv ist.

146) In wieviel Sekunden durchfillt ein freifallender Kérper die
Héhe h = 500 m, wenn die Anfangsgeschwindigkeit 0 ist ?

2 Y. 5. FO00

Aus s=1g-¢ folgt t2 — —°  folglich ¢ — - V 2s _ _ ]/2:500

9 g - 10
= =410 Sek.
Auch hier liefert das negative Vorzeichen keinen brauchbaren Wert,
da eine negative Zeit nicht vorstellbar ist.

147) Wie grof} ist die AusfluBgeschwindigkeit aus einem Rohr, das
h = 20 m unter dem gleichbleibenden Wasserspiegel eines Hochbehilters
liegt, wenn von Verlusten durch Reibung, Kriimmung usw. abgesehen
wird ?

Der Wassertropfen erreicht die Geschwindigkeit, die er beim freien
Durchfallen der Héhe # haben wiirde. Ist g die Beschleunigung durch
die Erde, so wird v = ¢ - ¢ die Geschwindigkeit nach ¢ Sek. Der in dieser
Zeit t zurtickgelegte Weg ist A = 1/, ¢ £2 . Bringt man ¢ zum Verschwin-
den, so wird v*=2g%k und daraus v=+4712gh= i—}/2_-10 <20
= cv - 20 m/sek. Auch hierliefert das negative Vorzeichen keinen brauch-
baren Wert.

Die Normalform der quadratischen Gleichung lautete

22 +ax+b6=0.
Bringt man das Glied ohne x auf die rechte Seite, so ergibt sich
z2+ax=—0b.

Damit die linke Seite zu einem reinen oder vollen Quadrat wird, fiigen

2
wir (ﬂ) auf beiden Seiten hinzu und erhalten

a\? a\?
et (5= (5) -
Durch Vergleich mit der Formel (o + b)2 = a? + 2 a b + b2 findet man
a\? a\?
x2+a-70—|—('§> = (93+—2—> ,
so dafl die Gleichung iibergeht in

32 o
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Jetzt 1af3t sich die Wurzel ziehen, und wir erhalten

-2 G
_ 8y /(ay
=g e

Die Gleichung hat demnach 2 Wurzeln; sie sind
o 1/faV o q/fay
- 1 ~) - und x,=—2_ |/{Z) _p.
o 5 V(z) b * 2 /(2) b

Das hinzugefiigte Glied (%)-heiﬁt ,,quadratische Erginzung‘‘, weil es

und daraus

den Ausdruck x2 4+ a x zu einem vollen Quadrat macht; man findet sie
als das Quadrat des halben Koeffizienten von z .

Ist eine quadratische Gleichung auf die Normalform gebracht, so
werden die beiden Wyrzeln der Gleichung unmittelbar — ohne die Ent-
wicklung — angeschrieben.

5
Z.B.:3x2=5x+12 | 322 —-52—12=0 | xz—gxffiz()

6

5,1 5,13

=5 LG V25 +144 e

5,13 18 5 13 8 4
TTETE e T T T e T 6T 3

2
Bemerkung: Ist b > <%) , dann wird der Ausdruck unter der Wurzel
negativ und die Wurzel selbst imaginir.

Z.B.: 22— 22+ 5=10
=1+l —-5=1+)—4 =1+423
x,=1+2¢; 2,=1—27.

2, =14 27 oder allgemein a + b¢ heilt komplexe Zahl.
Unterscheiden sich zwei komplexe Zahlen nur durch das Vorzeichen
wie in unserm Beispiel #, und x,, lauten sie also (& + b7) und (@ — b3),
so nennt man sie konjugiert komplex.

Beispiele:
148) 222 =18+ 52 | 222 — 52— 18 =0 | sz%x*{):O

5 5\2 5 25 16 5 13

== — —_ = — —_— ._:._'4—‘,_

YTy iV(zL) +9 +V16 R T
x = —2.

e
=T @ 2
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1 20
( — 2 2 . — 2 e T
149) o +20 =122 | 122 x—20=0"| 12@» 5 0
"'é"d'» 48 1 1 —0 1 31
v 24_], PRI TR N TR T TH A TR 7}
32 _ 4 30 _ 5
T T3 T Ty T T,

150) (@ +5) (@—T)=5—222 | a®2+52—T2—35=5—2a?

2 40
32 —2x—40=0 | xz—-—gx—~r§=q
1 ¢//1\* 40 1 1.4 3 1,1 ,—
= — /= =l —_ — e I —— —_ /
> 3+|(3)+3 3LV9+3 g =3 g )1+120
1 11 10
_—_-v?)——_:v~3~’ 1:+4, _’1}2:———3—_
8§ —Tx
151) - = 1—-22

8§ —Te=(1—-22)-xx—2)=2—222—2+4z
222 — 122+ 10=0 oder 22 —6x+5=0
x=34+19—-5=8+2; =2 =45 =1,

. x 2z 7
152) x—5 x+5 3
x(x+5)—2x(x—5):—;—(x—f))-(x—i—:'))
dx(x+5)—6x(x—5)="T(@—D5) (x4 5) =T(x? — 25)
322+ 152 —6224+ 302 ="T22—175
1022 — 452 —175=0 oder x*—4,5x—17,6=0"
x = 2,25+ 72,252 + 17,5 = 2,25 -+ ]/00625+175—225T470
x,=2254+475=+7; x,=225-—-475=-25
153) 32 —8)Jx—35=0.

Da x= (]/9_0)2 , so ist die Gleichung quadratisch fiir }/95 ; sle
laBt sich demnach schreiben:

3 (Jz)? —8Yx —35=0 und hat Ja als Unbekannte

(J=)2 Mﬁyx _ f",i _

y 4 /16 35-3“ 4 1 ———— 4 11
Jo = o =& 4 <+ t 353 _gi-§V16+100_~;?.
- 4 11 15
1. ]/x =g + 3 =y = 5 und daraus durch Quadrieren
x, = 25.

Winkel, Der prakt. Maschinenbauer IL 1. 4
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-4 11 7
2. Ja = 5y = é und daraus durch Quadrieren
v 49
9
154) 3z —8)Jx —35=0.

Setze }/x =y; also x=1y? dann geht die Gleichung iiber
in die Form

8 35
3y? 8y —35=0 oder y:— —y— =0
) 7 3 3
-4 q/16 35 4 11
y= Ag;*: l/'@ +’?= 313
4 11 . ..
und daraus 1. ¥, = 5 -+ 5 = 5; folglich durch Zuriicksetzen von
Y=V ; ]/xI:;S, d.h. z, =25.
4 7 — 7 49
2. y2:§‘-—3’:—-"3_, V.',ng—g, dh xZ:?.
155) 22t — 522 —117=0,.

Da ot = (x?)? ist, so ist die Gleichung quadratisch fiir (22); sie
lafit sich demnach schreiben

2% —5-22— 117 =0 oder (%2 — %xz — 17577 =0
1. x2:£~+ ?;1: :16 =9 und daraus =z, =+ 3; x,= — 3.
2. x? = 72— — ?:il = — 2: ; die beiden andern Werte von z sind
imagindr; Xy = —%]/2%, Xy = — %V’Q%
156) 228 — 522 — 117 =0;

setzt man 22=y, also a?=y2, so geht die gegebene Gleichung
iitber in

5 117
2y —5y—117=0 cder y2— —y———=0
2 2
5 ,q/25 117 8 5 3L
bl ST R
5 31 36 i :
I y’ZZ+T=T:9; folglich mit  y, = x?

9, d.h. a,=+3; xy=—3.
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5 31 26 . . ;
2. =TT T folglich mit gy, = a?
26 /26 i
2= - = : — ——m — M
=" dohow +V A 2V26,
26 Ty
$1:~]//—z—:°2‘1/26.
157) 1. 22+ y2=16 I 224+ 942 =16
I, 22 —y2= 4 II. 22 —y2= 4
2 x? = 20 2y2:1v24
x2=10 y2= 6
x1:+VlQ=+3,16 yr=+76=+4245
2y = — J10 = — 3,16 Yo=—16=—245.
158) L a2 4y2=25 Aus IT ergibt sich =2+ y;

II. 22—y = 2 eingesetzt in I liefert
E+ 9P +yi=25
dtdy+y*+y?=25
292+ 4y —21=0
21

y2+2y——~2=0
/ 21 23 2 2 6,78
= —t- _ == — —+ /——--——:—-—-— -—,————
y=—lxfl+g=-1zl/F5=—5+3
2 6,78 2 6,78
= — — 4 = 2 . ,):——-—-——-,_2—4,3 >
Y1 5+ 5 +239;  y 3 5 9

eingesetzt in IT ergibt
¥ =24y;=2+239=439 und 2,=2+ y, =2 — 4,39 = — 2,39.
159) I x4+2y=9
II. y+2zy=38
I-II. z—y=1
y=a -1  eingesetzt inI z+az(@x—-1)=9

x+ax2—-x=9
x:=9
X, = + 3; Ly = —3
Yhp=4+3—-1=2; Ypo=—3—1=—4.
160) I. Srx42xy=21 +1
I1. y+ xzy= 8 —2

I11. 3r+2xy =21
IV. — 2y —-2zy=—16
HI. 4 1V. 3x—2y=>5H

3x—5
V‘ y.—_ 2

3u+2zx 27 —21 oder 3x43a—5x—21=0

eingesetzt in I.

4*
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, 2 -
daraus 322 —2x — 21 =0 oder w3—~-—3—-z—,:0
Loyl .9 1 1, —0o 1 8
BN — -——-:—**I~—-/ = — " —
* 3Il_9+7 R R i
1 8 9 1 8 7
n=gtyg=g=+t% w=yog=-g
eingesetzt in V:
(D)
3:3—5 4 T 3)
1= 2 :-—2—-:+2, !/2: 2 :_:—-6
161 I. a—y= 5 . .
) 1. @-3:436‘ Aus IT ergibt sich III. y = o
. 36 eingesetzt in I ergibt
25
x
*—36=>5x oder a*>—5x—36=
5 25 4 5 1
- = kel L2 =2 216
x_2i]/4 +36 o =5 L5169
_5. 1B 18 5 B8
L R Sk N R
. . 36 36 36 36
eingesetzt in ITT .?/1=‘;€::"'g‘:+45 y2_—_—9&2—_—_—_44:—9.
, 2 3 Aus ITist 1II y =22 — 2;
162) L = + v eingesetzt in 1 ergibt
II. 22—y=
2 3 1

ha—c—}_ 20 —2
22 —2)+3x=2x(2x—2)
0=222—-9x+4 oder xz——2—x—|—2:0

oder 42 —4+3x=22%2—-22x

9 /81 16 1.~ - 9 7
r=—t/= -2 =2 Y81 —32 =—- —
g 4“1’ 16 el 11
9 7 16 9 7 2 1
212—4-:-+Z=—4—~=+4, xz:Z—Z:Z:+—2—’
Yyy=22,—2=2-4—-2=+46

eingesetzt in IIT ergibt
=2 — 2 =2—= —2=—1.
Yo Ty 2 5 2 1



Die Geometrie.

Die Geometrie lehrt die Eigenschaften rdumlicher Gebilde und
gliedert sich in:

1. Die Planimetrie oder Lehre von den ebenen Figuren,

2. die Trigonometrie oder Lehre von der Dreiecksberechnung,

3. die Stereometrie oder Lehre von den Koérpern.

1. Die Planimetrie.

Der uns umgebende Raum ist von Korpern angefiillt, die wir mit
unsern Sinnen wahrnehmen. Jeder Korper fiillt einen Teil des Raumes
aus und besteht aus Stoff oder Materie. Die Geometrie beschiiftigt sich
nur mit dem von einem Kérper ausgefiillten Raum ; fiir sie sind die Koérper
stofflos. Gegen den ihn umgebenden Raum ist der Kérper durch seine
Oberfliche allseitig abgegrenzt.

Ein Punkt im Raume ist vorstellbar als Eckpunkt eines Korpers,
z. B. als Bleistiftspitze, oder als ein so kleiner Kérper, da man ihn nicht
mehr zerlegen kann, z.B. als Staubteilchen. Man spricht in diesem
Falle von einem ,,verschwindend kleinen* oder ,,unendlich kleinen‘

 Korper.

Bewegt sich ein Punkt, so beschreibt er eine Linie oder Kurve.
Die Linie hat nur eine Ausdehnung.

Bewegt er sich in unveréinderlicher Richtung, so beschreibt er eine
gerade Linie oder Gerade. Sieht man in dieser Richtung so, daB die
Endpunkte scheinbar zusammenfallen, so fallen auch simtliche da-
zwischenliegenden Punkte scheinbar zusammen. Das Stiick einer Ge-
raden, das durch zwei Punkte begrenzt wird, heilt Strecke.

Bewegt sich eine Linie in einer andern als ihrer eigenen” Richtung,
so beschreibt sie eine Fliche. Bewegt sich eine Gerade in unverinder-
licher Richtung, so beschreibt sie eine Ebene. Eine Gerade liegt dem-
nach mit allen ihren Punkten in einer Ebene. Die Fliche hat zwei
Ausdehnungen. Bewegt sich eine Fliche, so entsteht ein Kérper, wenn
die Flache sich nicht in sich selbst verschiebt. Der Korper hat drei Aus-
dehnungen.

Es werden begrenzt: Der Kérper durch Flichen, die Fliche durch
Linien, die Linie durch zwei Punkte.

Die gerade Linie. Man vergleicht die Lingen zweier Strecken,.
indem man die eine so auf die andere legt, daB} zwei Endpunkte auf-
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einanderfallen. Fallen die beiden anderen Endpunkte dann ebenfalls
aufeinander, so sind die beiden Strecken gleich. In Fig. 33 ist AB
=A'B'=a. CD =05 ist kleiner als 4B = a; man schreibt

CD<AB oder b<a.
Umgekehrt ist AB groBer als OD; man schreibt

AB>CD oder a>b.
Eine Strecke messen heiflt nachsehen, wie oft die Léingeneinheit in
ihr enthalten ist. Die Langeneinheit ist das Meter (m) bzw. das Zenti-
meter (cm) oder das Millimeter (mm); und zwar ist

I1m=100cm = 1000 mm; 1 cm = 10 mm.

Der Maschinenbauer mift die Lingen im allgemeinen in Millimetern. Soll

eine bestimmte Strecke dargestellt werden, z. B. die Kantenlinge des

Klassenraumes, so a8t sich diese Dar- w
5

stellung nur verkleinert wiedergeben. Dazu @
bedarf es der Angabe des MaBes der Ver- 5
B T N, 30
\
165, 20
A a 8 \ 0
Y 8 ) o ! 0
o c| O — 10 4" 1A
c L—b—"ﬁ /0 A L-—— V4 ———j ;

Fig. 33. Fig. 34. Fig. 35.

kleinerung, des sog. MafBstabes; er lautet 1 mm = 1 cm oder 1 mm
== 2,5 mm oder 1 mm = 20 mm usw. Kommen auf einer Zeichnung nur
Léngen zur Darstellung, so schreibt man statt 1 mm =1 cm kurz
1:10;statt 1 mm = 2,5mmkurz 1:2,5; statt 1 mm = 20mmkurz1:20usw.

Im allgemeinen, d.h. ohne Beziehung auf einen bestimmten Fall,
bezeichnet man die Linge von Strecken mit den kleinen lateinischen
Buchstaben (Fig. 33), die also nichts anderes sind als die MaBzahlen der
technischen Zeichnungen.

Haben zwei Gerade verschiedene Richtung, so ist der Richtungs-
unterschied ,,der Winkel, den sie miteinander bilden* (Fig. 34). Man
schreibt 4 BOA oder ¥ & oder kurz & und -nennt bei der Angabe durch
drei Buchstaben den Scheitel O in der Mitte.

Fiir die Messung eines Winkels denkt man sich um den Scheitel O
einen Kreis geschlagen und versteht unter der Kreislinie oder Peripherie
die Bahn eines Punktes, der stets die gleiche Entfernung von einem festen
Punkte, dem Mittelpunkte, hat. Diese Entfernung heift Halbmesser
oder Radius. Die Kreislinie wird in 360 gleiche Teile geteilt; jeder
Teil heilt 1 Grad = 1°. Ebenso wie die Schenkelléinge keinen EinfluB
auf die GroBe des Winkels hat, ist die Linge des Radius auf die GroBe
eines Grades ohne EinfluB. Der 60. Teil eines Grades heifit Minute;
der 60.Teil einer Minute heiBt Sekunde. Z.B. & = 17° 25’ 36",

In Fig. 35 ist die Kreislinie 4 DC in Grade geteilt; der Winkel 40 B
ist gleich 45°, Die Bogenlinge A B ist abhingig von der GroBe des
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Radius. Wir messen den Winkel 40 B = & = 45° auch durch den Bogen
A B, aber nur dann, wenn wir die Linge des Radius mit angeben. Als
MaBeinheit fiir die Messung als Bogen gilt der Kreis mit dem Radius
r = 1; legt man diesen Kreis der Messung zugrunde, so ist die besondere
Angabe des Radius iiberfliissig.

In dem Umfang eines Kreises mit dem Durchmesser d = 2 7 ist der
Durchmesser wmal enthalten; ist # der Umfang, d. h. die Liinge der
Kreislinie, so wird

u=md=2m-r.

8 A
8 0’ _ /2 E
2 XE V4
e V4 |
/7 ! ]
4\ 8, 0/4' J"L
o , //ﬁ [+ 4 )/ &~—
g = 4 0 7 L
Fig. 36. Fig. 37. Fig. 38.

7 heiBt Ludolphsche Kreiszahl und ist 3,14. In dem besonderen Falle
des Kreises mit dem Radius r = 1 wird

u = 2.
Die Halbkreislinie ist 7z; die Viertelkreislinie % . Fir den Ver-
gleich von Bogenmafl und GradmaB gilt 27 = 360°, so daBl &« = 45°=
2x w 180 ~ - 7
2745 = wird. in i o _ 27, - .x°
30 ¥ =4 wird. Allgemein ist « — oder o — 5 ¢

Sollen nur zwei Winkel miteinander verglichen werden, so geniigt
ein Kreis mit beliebigem Radius.In Fig. 37 schligt man um O und O’ Kreise
mit gleichem Radius, die die Schenkel des ersten Winkels in C D, des
zweiten in ("D’ schneiden mogen. Ist die Bogenlinge "D’ grofer als die
Bogenliinge C'D, so ist auch f > « . Sind die beiden Bogenléngen gleich,
so sind auch die Winkel gleich. Damit haben wir die Moglichkeit, zwei
gleichgroBe Winkel zu zeichnen. Trigt man nimlich auf dem Bogen C'D’
den Bogen C' D ab und verbindet den so gefundenen Punkt £ mit 0, soist 32
EO'C' = DOC = « (Fig. 36 u.37). Den Bogen C D abtragen heillt die Ent-
fernung C D in den Zirkel nehmen und mit dieser Entfernung als Radius um
(" einen Kreis schlagen, der den Bogen C'D’ in E schneidet.

Die beiden Schenkel O 4 und 0’4’ liegen auf einer Geraden; gegen
diese gemeinsame Gerade haben die Geraden OB und O'E gleichen
Richtungsunterschied, folglich miissen sie unter sich gleichgerichtet sein.
Gleichgerichtete Geraden heifilen parallel; wir schreiben OB || O'E .

Soll auf dem ReiBbrett durch einen Punkt A (Fig.38) zu einer ge-
gebenen Geraden BC eine Parallele gezogen werden, so wéhlt man die
ReiBschiene als gemeinsame Gerade und legt ein Dreieck so an, daBl die
eine Seite, z. B. die Hypotenuse, mit BC zusammenfallt. Verschiebt
man jetzt das Dreieck an der ReiBschiene, so bleibt die Hypotenuse
der Geraden BC parallel; es wird also auch DE|IBC .
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Schneiden sich zwei Geraden 4 A’ und B B’ (Fig. 39), so nennt man die
Winkel AO0B und A’OB’ Scheitelwinkel; sie sind gleich, da sie
beide den Richtungsunterschied der beiden Geraden messen. Ebenso
sind die Winkel A’'OB und AOB’ als Scheitelwinkel gleich.
Die beiden Winkel & und $ haben die Eigenschaft, dafl ihre Schenkel

0OA und OA’ in eine Gerade fallen; man nennt solche Winkel Neben-
winkel oder Supplementwinkel, den
Winkel A0 A’ = & - feinen gestreckten
Winkel; seine Gro-

Be betrigt 180°. Zwi- 8
schen & und f be-
steht demnachdie Be- 1 B
ziehung a v 14
o -+ f'="180°. B b
Fig. 39. Teilt die Gerade O B Fig. 40.

(Fig.40)dengestreck-
ten Winkel A0 A’ in zwei gleichgroe Winkel 40B und A'0OB, so
mift jeder von ihnen 90°. Man sagt: Die Gerade O B steht senkrecht
auf der Geraden 4 4’, und schreibt

OB1 AA" oder OB _LOA.

BO heilit auch Lot auf 44’; die Gerade BO ziehen heiflt ,,das Lot
BO auf die Gerade A4 A’ fallen* oder ,,die Senkrechte in O errichten‘‘.
Die Winkel AOB und A’OB heiflen rechte Winkel; geschrieben:

X AOB =<9 A0B = R.

A‘

Fig. 41. Fig. 42.

Unter der Entfernung des Punktes B von der Geraden 4 A4’ versteht
man die Linge des Lotes BO.

Soll vom Punkte B (Fig. 41) ein Lot auf die Gerade 4 A’ gefillt wer-
den, so legt man die beiden Dreiecke I und I so aneinander, daB die
Kante I mit der Geraden zusammenfillt, und verschiebtdas Dreieck I,
bis es in die Lage JI' kommt; dann steht BO senkrecht auf 4.4’.

Ergénzen sich zwei Winkel zu 90°, so heiBen sie Komplement -
winkel. Winkel zwischen 0° und 90° heilen spitze Winkel;
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Winkel zwischen 90° und 180° heiflen stumpfe Winkel;

Winkel, die grofier als 180° sind, heiflen iiberstumpfe oder auch
erhabene Winkel. '

Werden zwei Parallelen 7 und I (Fig. 42) von einer Geraden I11 ge-
schnitten, so bestehen zwischen den so entstehenden Winkeln folgende
Beziehungen :

&y = fy; 8y = fy; weil sie durch Parallelverschiebung zur Deckung
kommen; sie heilen Gegenwinkel an Parallelen.

f1 == 08y; &, = By, weil sie bei Parallelver-
schiebung zu Scheitelwinkeln werden ; sie heifien
Wechselwinkel an Parallelen. '

oy + y, = 180°; &, + y, = 180°; sie hei-

Ben entgegengesetzte Winkel an Parallelen. _/* /a g

Ebenso sind y, = 0,; 7, = 8, als Gegen-  “/ ©\p R
winkel, Fig. 43.

¥, = 0y; 7o = 0, als Wechselwinkel.

Umgekehrt werden wir sagen : Werden zwei Geraden von einer dritten
geschnitten, und sind ein Paar Gegen- oder Wechselwinkel gleich, so
sind sie beiden Geraden parallel.

N /‘\ ,
|

Das Dreieck. Liegen in einer Ebene drei gerade Linien, die ver-
schiedene Richtung haben, so umschlielen sie ein Dreieck (Fig. 43). Die
drei das Dreieck begrenzenden Strecken 4 B, BC und CA4 heiflen
Seiten, ihre Lénge wird entsprechend
durch ¢, @ und b ausgedriickt. Der Linien-
zug A BC A heift Umfang;die durchihn
gebildeten Win-
¢” kel werden nach
Fig. 43 bezeich-
— :"‘“~ » net, und zwar ist

g a ——a —»:3 & fiirbund ¢ der

fe———— c«a ———i anliegende,fiir
Tie., 44. a der gegen- .
et iiberliegende Fig. 45.
Winkel.

Die Neben- oder Supplementwinkel zu den Dreieckwinkeln heilen
AuBenwinkel: a’; f'; ' sind AuBenwinkel.

Man nennt Dreiecke '
gleichseitig, wenn alle drei Seiten gleich sind;
gleichschenklig, wenn zwei Seiten gleich sind; die gleichen Seiten

heiBen Schenkel, die dritte Grundlinie oder Basis; die ihr
gegeniiberliegende Ecke heilit Spitze;
ungleichseitig, wenn alle drei Seiten verschieden sind.

Die Seiten im Dreieck. Sind die Langen der Seiten @ und c eines
Dreiecks festgelegt oder, wie man sagt, sind ¢ und ¢ gegeben (Fig. 44),
so kann die dritte Seite b nicht auch beliebig angenommen werden. Da-
mit ein Dreieck zustande kommt, muB} b groBer sein als AC;, d. h.

-
-
-
-

=
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b>c—a. BEs darf aber auch nicht groBer sein als AC,, d. h.
b < ¢ + a. Sagen wir diese Tatsache aus, so nennt man den Satz einen
Lehrsatz; er wiirde lauten: In jedem Dreieck ist die Summe zweier
Seiten groBer, ihre Differenz kleiner als die dritte Seite.

Die Winkel im Dreieck. Lehrsatz: Die Summe der drei Winkel
im Dreieck betrigt 180° oder zwei Rechte. In Fig. 45 ist xy durch ¢

¢ CZ
% A8 *z A
X 4 01 6 A Sz 5,
Fig. 46. Fig. 47.

parallel 4 B gezogen, dann ist 32 ACx = &, BCy = f§ als Wechsel-
winkel an Parallelen, so daB saCy =& + y + f = 180°.
Lehrsatz: Jeder AuBenwinkel eines Dreiecks ist gleich der Summe
der beiden ihm gegeniiberliegenden inneren Winkel. Mit Beziehung
auf Fig. 46 lautet dieser Satz in Form einer Gleichung:
¢ ¢, @:O.B xr =X + Y-
Dafl diese Behauptung zu-
trifft, sehen wir, wenn wir
3 0 die Hilfsgerade By|| AC zie-
hen. Dann ist t By = & als
Gegenwinkel, yB(C =y als
5; Wechselwinkel an Parallelen.
Ist einer der Winkel im
Dreieck ein Rechter, so heifit
das Dreieck rechtwinklig.
Von ihm koénnen wir sofort
aussagen, dafl die Summe der
beiden andern Winkel eben-
falls ein Rechter oder 90°
sein muBl, da alle drei zu-
Fig. 49. sammen 180 ° oder zwei Rechte
betragen. Man nennt die dem
rechten Winkel gegeniiberliegende Seite Hypotenuse, die beiden
andern Katheten.

DieKongruenzsitze. Figuren heiflen kongruent oder deckungs-

gleich, wenn sie sich beim Aufeinanderlegen decken, d. h. in allen ihren
" Grenzlinien tibereinstimmen.

1. Kongruenzsatz: Dreiecke sind kongruent, wenn siein einer
Seite und zwei Winkeln iibereinstimmen. Wir legen A A4, B,C, (Fig. 47)
so auf A, B,C;, daB 4, mit 4, und B, mit B, zusammenfallen. Aus
0y =0y und f, = f; folgt, daBl dann auch die beiden andern Seiten
zusammenfallen miissen.
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Bemerkung : Durch zwei Winkel ist auch der dritte Dreieckwinkel be-
stimmt; folglich bleibt der Satz auch richtig, wenn statt « und f die
Winkel o und y gegeben sind. Das Zeichen fiir kongruent ist o .

2.Kongruenzsatz: Dreiecke sind kongruent, wenn sie in zwei
Seiten und dem eingeschlossenen Winkel {ibereinstimmen. Wir legen
A Ay, B, C, (Fig. 48) so auf 4, B,C,, dal} die Schenkel von &, mit «,
zusammenfallen. Aus ¢, = ¢; und b, = b, folgt, daBl B, auf B; und
C, auf C, fallen miissen.

3.Kongruenzsatz: Dreiecke sind kongruent, wenn sie in zwei
Seiten und dem der grofieren gegeniiberliegenden Winkel iibereinstimmen.

z c Legt man 4,C,auf 4,C,

7 2 (Fig. 49), so ist nur ein

Dreieck méglich, das die

b Z 6 & Bedingungen ¢, = ¢, und

A\ 7 il B, 4 7 8;
N e
\ s
/ 4
¢ i 0 % 8
Fig. 50. Fig. 51.

yy = y, gleichzeitig erfiillt. Der Kreis mit dem Radius ¢; um 4, als
Mittelpunkt ergibt viele Dreieckpunkte B (z. B. B’ und B"), aber nur
einen Punkt B, fir den die Richtung B;C,; mit der Richtung B,C,
zusammenfillt.

4. Kongruenzsatz. Dreiecke sind kongruent, wenn sie in den drei
Seiten iibereinstimmen. Macht man in Fig. 50 A4, B, = A4, B,, schlagt
um A, und 4, zwei Kreise mit b, = b, als Radius und um B, und B,
zwel Kreise mit a, = a, als Radius, so haben diese beiden Kreispaare
nur zwei Schnittpunkte C; und C,. Bringt man demnach 4, B, zur
Deckung mit A, B;, so mull auch O, auf C, fallen.

Bemerkung: Streng genommen schneiden sich die Kreise noch in
einem zweiten Punkte ¢’. Knifft man das Blatt in A4, B, und legt die
Teile aufeinander, so fallen die Kreise zusammen, d. h. auch ¢’ wiirde
mit €, zusammenfallen.

Erfiillen Dreiecke die in den vier Kongruenzsitzen ausgesagten Be-
dingungen, dann sind sie kongruent. Alle vier Sitze fordern nur die Uber-
einstimmung in drei Stiicken; daraus folgt, dafl auch die tibrigen gleich-
liegenden Stiicke gleich sein miissen, wenn Dreiecke in drei Stiicken
iibereinstimmen.

Die Bedingung, daB die drei Winkel gleich sein sollen, reicht nicht
zur Kongruenz, da es sich nur scheinbar um drei gleiche Stiicke
handelt, denn schon durch die Angabe zweier Winkel ist der dritte aus
& -+ f -+ y = 180° bestimmt.

Anwendungen der Kongruenzsidtze. Im gleichschenkligen
Dreieck (Fig.51) halbiert das Lot CD die Basis und den Winkel
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an der Spitze, denn die beiden rechtwinkligen Dreiecke CDA und
CDB sind kongruent, weil sie in zwei Seiten (CA = OB,
CD=0CD) und dem der groBeren Seite gegeniiberliegenden Winkel
(CDA = 3 CDB = 90°) iibereinstimmen.

Aus der Kongruenz folgt ferner, daB die Basiswinkel ¢ AD und
C BD gleich sind.

Die Gerade, die eine Ecke eines Dreiecks mit dem Mittelpunkt der
gegeniiberliegenden Seite verbindet, heilt Mitteltransversale.

Die Gerdade, die einen Winkel eines Dreiecks halbiert, heilt Winkel-
halbierende.

Das Lot, das von einer Ecke auf die gegeniiberliegende Seite gefillt
wird, heiBBt Hohe.

Das Lot, das im Mittelpunkt einer Seite errichtet wird, heiflt Mit-
tellot.

Wird eine Eigenschaft von Figuren ausgesagt, so heifit diese Aus-
sage Lehrsatz; z. B. Lehrsatz: Im gleichschenkligen Dreieck sind die
Basiswinkel gleich. Bei jedem Lehrsatze unterscheidet man die Vor-
aussetzung und die Behauptung. Die Voraussetzung gibt an,
welche Eigenschaften wir der Figur beim Aufzeichnen beilegen. In
unserm Beispiel heifit sie: Das gezeichnete Dreieck sei gleichschenklig ;
in Form einer Gleichung lautet diese Voraussetzung mit Beziehung auf
Fig. 51;

Voraussetzung: CA=CB.
Die Behauptung gibt an, welche weiteren Eigenschaften sich aus
der Voraussetzung ergeben; sie hat ebenfalls die Form einer Gleichung
und lautet in unserm Beispiel

Behauptung: <X CAB=<xCBA.
Der Beweis mufl dann zeigen, wie sich diese Behauptung mit Hilfe
fritherer Lehrsitze folgern 1iBt. Auch hierbei ist die Gleichung die iib-
liche Ausdrucksform. Fiir unser Beispiel lautet der
Beweis: Fille das Lot O D (als Hilfskonstruktion), dann ist
CD =CD (jede Strecke ist sich selbst gleich)
CA =CB (nach Voraussetzung)
< CDA =<xCDB =90° (weil CD Lot ist)
ACDA > A CDB nach dem 3. Kongruenzsatze.
Der Strich unter der 3. Zeile heifit ,,folglich®.
Aus der Deckungsgleichheit der beiden Dreiecke folgt
L CAD =< CBD,
und damit ist die Behauptung bewiesen,
Lehrsatz: In jedem Dreieck liegt der groBeren von zwei Seiten
auch der groBere Winkel gegeniiber (Umkehrung) (Fig. 52).

Voraussetzung: CA>CB.
Behauptung: T ABC> < BAC.
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Beweis: Zum Beweise errichtet man auf der dritten Seite 4B
das Mittellot DE, dann muf3 die Ecke C seitlich von E liegen, weil
andernfalls das Dreieck gleichschenklig wiire.

EA —=EB folgt aus der Umkehrung des Satzes: Das Lot im
gleichschenkligen Dreieck halbiert die Basis, ist also Mittellot. Aus
E A = E B folgt

X EAB=<EBA
X CBA><EBA
oder X CBA><EAB.

Die Umkehrung, dem
groBeren Winkel liegt
auch die groflere Seite /

gegeniiber, folgt aus A 7
CA=CE+EA b p b
EA=EB

CZ

8

CA=CE+EB
Fig: 52. CE+EB>CB Fig. 53.
CA>CB.

Aus diesem Lehrsatze ergeben sich unmittelbar die Siatze:

Im rechtwinkligen Dreieck ist die Hypotenuse grofer als jede
Kathete. Im stumpfwinkligen Dreieck ist die Seite, die dem
stumpfen Winkel gegeniiberliegt, die grofite.

Das Lot von einem Punkte auf eine Gerade ist die kiirzeste Strecke
von dem Punkte nach der Geraden.

Stehen zwei gleichschenklige Dreiecke iiber
derselben Basis (Fig. 53), so halbiert die Ver-
bindungslinie C, C, der Spitzen die Grundlinie
A B, die Winkel AC,B, AC,B, AC;B an den
Spitzen und steht senkrecht auf der Basis.
Die Dreiecke 0;0,4 und C,C, B sind kon-
gruent, weil ihre Seiten gleich sind. Daraus
folgt <z =<y und <K p=<¢q. Infolge
Ci,A=C,B, C;,D=C,D und <z =<y sind auch die Dreiecke
CiAD und C,BD kongruent, so dal 4D = BD und < 4DC,
= <L BDC, werden. Ist 92 AD B als gestreckter Winkel gleich 180°,
so wird der halbe Winkel gleich 90°.

Errichtet man iiber einer Strecke A B (Fig. 54) einen Halbkreis und
verbindet einen beliebigen Punkt C mit A und B, so stehen C 4 und C B
senkrecht aufeinander; oder: der Winkel {iber dem Halbkreis ist
ein Rechter. Durch die Hilfsgerade CO wird das Dreieck 4 BC in zwei
gleichschenklige Dreiecke zerlegt, so daBl & = y, und f = y, werden. Aus

&+p+y+y,=18° und y, =& bzw. py=18

folgt a+p+a+p=2(-+pf = 180°

oder & 4 f=90°,

folglich mufl auch < AC B = 90° sein.

Fig. 54.
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Uber die Konstruktionsaufgaben, die sich aus den Kongruenzsitzen
und ihren Folgerungen ergeben, vergleiche den Abschnitt ,,Geometrisches

Zeichnen*,

Die Symmetrie. Gegenstinde heifen symmetrisch, wenn man
sie durch einen ebenen Schnitt in zwei Teile zerlegen kann, die voll-
kommen gleiche Gestalt haben und von denen der eine das Spiegelbild
des andern ist. Der ebene Schnitt heilt Symmetrieebene. Es gibt
Korper, die mehrere Symmetrieebenen haben. So ist z. B. jeder ebene
Schnitt durch den Mittelpunkt der Kugel
eine Symmetrieebene.

Fig. 55. Fig. 56.

Auch ebene Figuren kénnen symmetrisch sein; in diesem Falle wird
die Symmetrieebene zur Symmetrieachse. In Fig. 51 ist das Lob
C D Symmetrieachse fiir das gleichschenklige Dreieck 4 BC . Ebenso
ist in Fig. 53 die Gerade (', C, Symmetrieachse. Voraussetzung fiir die
Eigenschaft der Symmetrie ist, da8 einem Punkte der Figur links von
der Achse ein gleichweit entfernter Punkt rechts von der Achse ent-
spricht. In Fig. 54 liegen z. B. 4 und B symmetrisch zu O, und da sich
nachweisen 1t (vgl. S. 65), daBl jede zu A B parallele Gerade durch
C'O halbiert wird, so ist C O Symmetrieachse. Man spricht in solchen
Fillen von einer schiefen Symmetrie.

Denkt man sich (Fig. 55) senkrecht zur Zeichenebene 4 B K F' einen
Spiegel A BC D aufgestellt, so erscheint die Gerade G'H als Gerade
H J im Spiegel. Sie liegt in der Verlingerung von G H, wenn @ H senk-
recht auf den Spiegel stoft, d.h. LA HG = BHG = 90° ist. Stolt
die Gerade H G'unter einem beliebigen Winkel gegen den Spiegel (Fig. 56),
so ist HG H ein gebrochener Linienzug, dessen Winkel HG H durch die
Gerade A B, die Spiegelkante, halbiert wird. In Fig. 57 ist das Spiegel-
bild des Dreiecks A B C' perspektivisch dargestellt, aus dem zu ersehen ist.
daf der Linksumlauf 4 -~ B->C — 4 zum Rechtsumlauf 4~ B'—> C"— 4’
im Spiegel wird. Fig. 58 stellt den GrundriB (won oben gesehen) der
Fig. 57 dar; der Spiegel wird zur Symmetrieachse D.

Lehrsitze:

Die Symmetrieachse einer Strecke ist das Mittellot; jeder Punkt des
Mittellotes ist von den Endpunkten der Strecke gleichweit entfernt.
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Die Symmetrieachse eines Winkels ist die Winkelhalbierende; jeder
Punkt der Winkelhalbierenden hat gleichen Abstand von den
Schenkeln des Winkels.

Im Kireise ist jeder Durchmesser Symmetrieachse.

Der geometrische Ort. Die Eigenschaft des Mittellotes, daB jeder
seiner Punkte gleichen Abstand von den Endpunkten der Strecke hat,
auf der das Mittellot errichtet ist, driickt man auch anders aus; man
sagt: Der geometrische Ort fiir alle Punkte, die von zwei festen
Punkten gleichen Abstand haben, ist das Mittellot auf der Strecke
zwischen den beiden festen Punkten. Oder:
Das Mittellot ist der geometrische Ort fiir alle
Punkte, die von den Endpunkten einer Strecke
gleichen Abstand haben.

Fig. 57. Fig. 58. Fig. 59.

Der geometrische Ort fiir alle Punkte, die von einem festen Punkte
gleichen Abstand haben, ist der Kreis. Oder: Der Kreis ist der geome-
trische Ort fiir alle Punkte, die von einem festen Punkte gleichen Ab-
stand haben.

Man versteht also unter einem geometrischen Ort eine Linie oder
Kurve, von der ganz bestimmte Eigenschaften gefordert werden. So
konnten wir z. B. von den Punkten einer Kurve fordern, daf} sie von
einem festen Punkte und einer festen Geraden gleichen Abstand haben;
dann wire diese Kurve der geometrische Ort fiir alle Punkte, die die eben
ausgesagte Eigenschaft haben. Die Forderung bestimmter Eigenschai-
ten heiBt das Gesetz der Kurve; wir sprechen vom Bildungsgesetz
des Kreises und verstehen darunter die Forderung, daf alle Punkte
des Kreises gleichen Abstand von einem festen Punkte haben. Da wir
auf S.53 die Kurve durch Bewegung eines Punktes entstanden ge-
dacht haben, so konnen wir jetzt dem Bildungsgesetz des Kreises die
Fassung geben; ein Punkt bewege sich so, dafl sein Abstand von einem
festen Punkte unverdnderlich ist.

Das Viereck. Isteine ebene Figur durchi vier gerade Linien begrenzt,
so heiBt sie Viereck, und zwar sind bei beliebiger Léinge der Seiten die
Formen der Fig.59, 60 und 61 maglich. Voraussetzung fiir die Linge der
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Geraden ist, daB eine nicht grofer ist als die Summe der drei andern.
Wir konnen uns die verschiedenen Formen des Vierecks dadurch ent-
standen denken, dall wir die Seiten als gelenkartig verbundene Stébe
auffassen, die Punkte 4 und B (Fig. 61) als fest ansehen und € und D
auf Kreishogen um B bzw. 4 wandern lassen. (Solche Stangenverbindung
heiBt in der Getriebelehre ,,kinematische
Kette*; unser Beispiel von vier Stiben
mit vier Gelenken heif3t ,,Viergelenkkette D
oder ,,Vierzylinderkette®.,
Die Fig. 59 und 60 zeigen unmittelbar
) den Lehrsatz: Die
Summe der Innen- A4 8
winkel eines Vier- ’
ecks betragt vier ¢
AA Rechte oder 360°,
oy - % denn die Verbin-
7 % dungslinie  zweier
Fig. 60. gegeniiberliegender Fig. 61.
Ecken zerlegt das
Viereck in zwei Dreiecke, deren Winkelsumme je 2 Rechte oder
180° ist.
Die Verbindungslinie zweier gegeniiberliegender Ecken heifit Diago-
nale.
Fallt man von einem Punkte im Innern eines Winkels Lote auf die
Schenkel, so begrenzen die vier Geraden ein Viereck, in dem zwei gegen-
iiberliegende Winkel je 90° sind (Fig. 62). Aus

a+pf+y+06=4R und F+0=2R

folgt a-+y=2R, d.h. a =2R —y;
auBerdem ist x+9y=2R; dh. xa=2R—y. ¢
Daraus folgt x = &; 2
in Worten: Winkel,
deren Schenkel senk- 4
recht aufeinanderste- 2D
. hen, sind gleich oder 7
ergénzen sich zu 180°.
Fig. 63 zeigt den A 5
A

Satz fiir den Fall, dafl
Fig. 62. von einem Punkte C Fig. 63.
auBerhalb eines Win-
kels Lote gefallt werden. :

Sonderfille. Das Trapez. Sind zwei Seiten eines Vierecks pa-
rallel, so heiBt das Viereck ,,Trapez‘ (Fig.64). Die Entfernung der beiden
parallelen Seiten ist die Hohe des Trapezes.

Halbiert man die nichtparallelen Seiten des Trapezes, so ist die Ver-
bindungslinie der Mittelpunkte ebenfalls zu den andern Seiten parallel.
Aus der Kongruenz der rechtwinkligen Dreiecke # A K und EDJ folgt
EK =EJ. Ebenso wird der senkrechte Abstand des Halbierungs-
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punktes F von den parallelen Seiten des Trapezes gleichgrof3. Haben
aber die Endpunkte £ und I gleichen Abstand von den parallelen Seiten,
so ist EF||ABIIDC.

Zieht man durch ¥ eine Parallele zu 4 D, so sind die gestrichelten
Dreiecke kongruent, da CF = FB; < CFG = < BFH; <FCG
= X FBH sind; folglich (G = HB =d. AuBerdem ist DG@ =EF
= A H, die als Parallelen zwischen Parallelen liegen; daraus ergibt sich

EF=HA=a—d
EF=DG =b+d
2EF =aq-+b ’ -2

Die Gleichung lautet in Worten: Die Mittelparallele eines Trapezes
ist gleich der halben Summe der beiden parallelen Seiten; die halbe
Summe zweier Groflen heifit ,,das arithmetische Mittel** (vgl. Abschnitt
Algebra, S. 36 (105).

Fig. 65.

Fallt C mit D zusammen, so wird aus dem Trapez ein Dreieck (Fig. 65),
in dem die Verbindungsgerade der Mittelpunkte & und F der Grundlinie

ABparallelist. Tiir OD — b — 0 geht die Gleichung B F = = iiber in

EF = g—; in Worten: Zieht man durch den Mittelpunkt einer Dreieck-

seite eine Parallele zu einer anderen Seite, so halbiert sie die dritte
Seite und ist gleich der Halfte der ihr parallelen Seite.

Verlingert man die nichtparallelen Seiten des Trapezes (Fig.66)
und macht DE =EA=A4AG=GJ=JL und CF=FB=BH
= HK = KM, so sind die Geraden DC, EF, AB, GH, HJ, JK
usw. parallel. Umgekehrt sagen wir aus: Die Parallelen DC, EF, A B,
GH usw., die die Gerade C L in gleiche Teile teilen, teilen auch eine
andere Gerade CM in die gleiche Anzahl gleicher Teile. Fallen auch
hierbei ¢ und D zusammen, so tritt CL’ an die Stelle von D L.

Das Parallelogramm ist ein Viereck, in dem je zwei einander
gegeniiberliegende Seiten parallel sind.

In einem Parallelogramm sind die gegeniiberliegenden Winkel und
Seiten gleich; die benachbarten Winkel ergéinzen sich zu 180°. Mit den
Bezeichnungen der Fig. 67 ist

®; = 7, als Wechselwinkel an Parallelen
%2 =71 0 » ” »

&y +V‘x2 =7 +7s-

Winkel, Der prakt. Maschinenbauer 1I. 1.

[
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Die Diagonale B D liefert das gleiche Ergebnis fiir f und ¢ . Die Drei-
ecke ABC und ADC sind kongruent, weil AC = AC, &, =y, und
0y =y, sind. Aus der Kongruenz folgt, dafl die gegeniiberliegenden
Seiten gleich sind.

Die Diagonalen halbieren sich; da die Dreiecke 4E.D und BEC
kongruent sind (4D = BC; &,=1y,; << DEA =<CEB), sind
ED=EBund EA = EC.

/ ~_ 1 -
'\fé/‘ X—fp— __,;%!/%,__, X
- / \. p _ [ - o
I/ Iy
/Y
Fig. 67. Fig. 68.

Fir die zu den Seiten parallelen Achsen x < 2 und y - y besteht
schiefe Symmetrie.

Das Rechteck ist ein Parallelogramm mit rechten Winkeln. Im
Rechteck sind die Diagonalen gleich, weil die durch die Diagonalen
entstehenden rechtwinkligen Dreiecke ABC und BA4D kongruent sind
(Fig. 68).

Der Schnittpunkt der Diagonalen ist von den Ecken gleich weit ent-
fernt; um jedes Rechteck 1aBt sich demnach ein Kreis beschreiben, dessen
Mittelpunkt der Schnittpunkt der Diagonalen ist.

Fiir die zu den Seiten parallelen Achsen x <+ « und y =~ y besteht

gerade Symmetrie. v
. D

» Y. 0 —t— A C

N !4_/

At E—ti-x
X— ' \ // \\\ E B
A \ B
A s Y A
Fig. 69. Fig. 70. Fig. 71.

Der Rhombus ist ein Parallelogramm mit gleichen Seiten. Die
iiber das Parallelogramm ausgesagten Eigenschaften gelten auch fiir
den Rhombus. Hinzu kommt:

Die Diagonalen stehen senkrecht aufeinander, da die iiber ihnen
stehenden Dreiecke gleichschenklig sind (Fig. 69) und E der Halbierungs-
punkt der Diagonalen ist (vgl. Fig. 53).

Die Diagonalen halbieren ihre zugehorigen Winkel.

Das Quadrat ist ein Rhombus mit rechten Winkeln und vereinigt
die Eigenschaften des Rechtecks und des Rhombus (Fig.70).
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Uber Konstruktionsaufgaben aus diesen Sitzen siehe Abschnitt
»,Geometrisches Zeichnen.

Die Vielecke. Hat ein Vieleck n Ecken, so heiBt es n-Eck (z. B.
Fiinf-, Sechs-, Achteck).

In einem n-Eck betrigt die Summe der Innenwinkel (27 — 4) R.
Verbindet man einen Punkt O im Innern des Vielecks (Fig. 71) mit den
Ecken, so erhélt man » Dreiecke, deren Winkelsumme 2% Rechte ist.
Vermindert man diese 22 R um die Summe 4 R der Winkel um O, so
erhilt man als Summe der Innenwinkel des Vielecks

2nR—4R=@2n—4)R.

Sind in einem Vieleck alle Seiten und Winkel gleich, so heiBt das
Vieleck regelmaBig (Fig.72). Durch jede Ecke eines regelmiBigen

jo’
Fig. 72. Fig. 73.

Vielecks 148t sich eine Symmetrieachse legen, die den Winkel des
Vielecks halbiert. In Fig.72 ist z.B. DD’ Symmetrieachse. Alle
Symmetrieachsen schneiden sich in einem Punkte O, dem Mittelpunkte
des Vielecks; der demnach gleichzeitig Mittelpunkt eines Kreises ist,
der durch die Ecken geht. Dieser Kreis heiit der umbeschriebene
Kreis.

Die Lote von O auf die Seiten sind gleich, weil die Dreiecke OF A
und OGA kongruent sind (04 = 0A; < OAF = 3 OAF; % OFA
= L 0G4 = 90°), folglich ist ein Kreis um O moglich, der die Seiten
beriihrt; er heiit der einbeschriebene Kreis.

Das gestrichelte gleichschenklige Dreieck heifit Bestimmungsdreieck
des regelméfBigen Vielecks; der Winkel an der Spltze dieses Dreiécks
heifit Zentriwinkel und ist

EOD = 40B = usw. —ﬁnﬁ.

Sonderfdlle. Das gleichseitige Dreieck. Der Dreieckwinkel
ist 60°; der Zentriwinkel 120°.

Das Quadrat. Eckwinkel und Zentriwinkel sind jeder 90°; das
Bestimmungsdreieck ist rechtwinklig-gleichschenklig (Fig. 70).

b*
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Das Sechseck. Der Sechseckwinkel ist 120°; der Zentriwinkel 60°;
das Bestimmungsdreieck ist gleichseitig. Die Seite des Sechsecks ist
gleich dem Radius des umbeschriebenen Kreises.

Achteck, Sechzehneck usw. erhilt man durch Halbieren der Zentri-

winkel des Quadrats; Zwolfeck,  Vierundzwanzigeck
usw. durch Halbieren der Zentri-
winkel des Sechsecks.

Fig. 74. Fig. 75.

Der Kreis. Eine Gerade z = z (Fig. 73), dieden Kreis schneidet, heil3t
Sekante; der Teil zwischen den Kreispunkten 4 und B heifit Sehne.
Zu gleichen Sehnen gehoéren gleiche Zentriwinkel und gleiche Bogen, da
die Dreiecke 0 A B und O A'B’, bzw. die Dreiecke 0C4, OCB, 0C'4’
und OC'B’ kongruent sind. Aus der Kongruenz folgt ferner 0C =0,
wenn OC und OC’ die Lote auf die Sehnen sind. In Worten: Gleiche
Sehnen haben gleiche Abstinde vom Mittelpunkt.

Verbindet man einen beliebigen Punkt ¢ (Fig.74) der Kreislinie
oder Peripherie mit den Endpunkten 4 und B einer Sehne, so heit der
Winkel ACB ,,Peripheriewinkel iiber dem Bogen AB“. Von diesem
Peripheriewinkel sagen wir aus: Er ist halb so gro wie der zu demselben
Bogen gehorige Zentriwinkel A0 B . Mit den Bezeichnungen der Fig. 74
wird wegen y =y als Scheitelwinkel

A+ f=e40,
oder .
aus dem gleichschenkligen Dreieck OC B folgt o = 0 als Basiswinkel,
aus dem gleichschenkligen Dreieck 0C A4 folgt f=a& -+ 9,
so da a4+ d=e+0d oder 2a=¢ d.h. a=1Le.

Das von dem beliebigen Punkte ¢ Ausgesagte gilt fiir jeden
Punkt der Peripherie; daraus folgt, daB simtliche Peripheriewinkel
iitber demselben Bogen gleich sind.

Sonderfall: Der Peripheriewinkel iiber dem Halbkreis ist ein
rechter, weil sein zugehoriger Zentriwinkel 180° ist. -

Die Tangente. Dreht man die Sekante 4 B (Fig.75) um den
Punkt 4 in Richtung des Pfeiles, so nihert sich B als Schnittpunkt der
Sekante mit dem Kreise immer mehr dem Punkte 4, bis er bei geniigend
groBer Drehung mit 4 zusammenfillt. Dreht man iiber diese Lage A O
hinaus, so erhélt man wieder einen Schnittpunkt B’. Die Lage AC ist
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die Grenzlage der Sekante, bei der zwei Punkte (4 und B) zusammen-
fallen; A C beriihrt den Kreis in 4. Die Gerade A C heiBt Tangente
oder Beriihrende; sie hat mit dem Kreise zwei zusammenfallende Punkte
gemeinsam. Von allen Punkten der Tangente hat A die kleinste Ent-
fernung vom Mittelpunkte; es ist also der Radius 04 Lot auf die
Tangente im Berithrungspunkte A .

Von einem Punkte 4 (Fig.76) auBerhalb eines Kreises sind zwei
Tangenten an einen Kreis moglich. Aus der Kongruenz der Dreiecke
PMCund PUC' (PM=PM; << PCM = PC'M=90°; MC = MC")

Fig. 76. Fig. 77.

folgt PC =PC" wnd L OPM =< C'PM; d.h. die Gerade PM
halbiert den Tangentenwinkel CP(’; sie ist also Symmetrieachse.
Wir zeichnen die Tangenten mit Iilfe des Kreises iiber PM als
Durchmesser.

Die Verbindungsgerade g der Mittelpunkte der beiden sich schnei-
denden Kreise heiit Zentrale; die Schnittpunkte ¢ und C’liegen
symmetrisch zur Zentralen. Die gemeinsame Sehne C'C’ steht senk-
recht auf der Zentralen.

Riickt P nach rechts, so nihern sich C und ¢’; sie failen zusammen,
wenn sich die Kreise berithren. Der Berithrungspunkt liegt auf der Zen-
tralen.

Der von einer Sehne und der zugehorigen Tangente gebildete Winkel
heiit Sehnen-Tangentenwinkel; er ist gleich dem Peripheriewinkel
iiber der Sehne. Mit den Bezeichnungen der Fig. 77 ist

&y =06, und o,=0,, wenn OF Lot auf 4B ist;
daraus folgt o, = &, .

Der umbeschriebene und der einbeschriebene Kreis. In
dem einem Dreieck umbeschriebenen Kreise sind die Dreieckseiten
Sehnen, die Lote vom Mittelpunkt O (Fig. 78) auf die Seiten sind Mittel-
lote. In dem einem Dreieck einbeschriebenen Kreise sind die Dreieck-
seiten Tangenten (Fig.79). Der Mittelpunkt ist der Schnittpunkt der
Winkelhalbierenden.

Liegen die Ecken eines Vierecks auf einer Kreislinie, so heilit das
Viereck Sehnen viereck (Fig.80). Im Sehnenviereck betragen die gegen-
iiberliegenden Winkel zusammen zwei Rechte als Hilften der zugehérigen
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Zentriwinkel, die zusammen vier Rechte ergeben. Sind die Seiten des
Vierecks Tangenten an einen — einbeschriebenen — Kreis, so heiBt
das Viereck Tangentenviereck. Im Tangentenviereck sind die Sum-
men der gegeniiberliegenden Seiten gleich (Fig. 81). Als Tangenten an
den Kreis sind
x=2;y=1y; 2 =2; w=w, folglich
t+yt+zt+w=a+tec;xtwtyt+z=d+40b.

Uber Konstruktionsaufgaben siehe Abschnitt Geometrisches Zeichnen.

4

Suiiait N

A D 5

Fig. 78. Fig. 79.

Die Flichenmessung.

Die MaBzahl des Flicheninhalts gibt an, wie oft die Flicheneinheit
in einer Fliche enthalten ist. Die Flicheneinheit ist das Quadrat aus
derLéngeneinheit. Istz.B.1m die Lingeneinheit, so ist 1 m2die Flichen-
einheit (Unterteilungen siehe Abschnitt Physik, S.117).

Ist in einem Recht-
eck die Lingeneinheit
amal in der einen, b mal
in der andern Seite ent-
halten,soistder Flichen-
inhalt des Rechtecks

F=acm-bcm

= (ab) cm?,
wenn 1cm als Langen-
Fig. 80. einheit  angenommen Fig. 81.

wird.

In den Formeln fiir die Flicheninhalte sind die Mafeinheiten weg-
gelassen, so daB fiir den Flicheninhalt des Rechtecks kiirzer geschrie-
ben wird F = a+ b = dem Produkt aus den beiden Seiten.

Die Umkehrung der Formel @b = F liefert die Moglichkeit, ein
Produkt zeichnerisch als Rechteck darzustellen (vgl. Algebra S.6).

Kongruente Figuren sind inhaltgleich.

Das Parallelogramm (Fig. 82).
Das Parallelogramm
B+ C ist gleich Trapez A + B + C — Dreieck 4,
das Rechteck
A 4+ B ist gleich Trapez A + B + C — Dreieck C .
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Da die beiden Dreiecke A und C kongruent sind, ist der Fléchen-
inhalt des Parallelogramms gleich dem des Rechtecks mit der gleichen
Grundlinie und Hohe; d. h. F =g -h.

Durch die Diagonale wird jedes Parallelogramm in zwei kongruente,
also auch inhaltgleiche Dreiecke zerlegt; folglich ist der Inhalt eines
Dreiecks F = { g - h = dem halben Produkt aus Grundlinie und Héhe.

Das Trapez (Fig. 83). Die Abbildung zeigt

ABCD-:ABO—{-ADO»——'—% a-h-l—é—b-h: gA(a—}-b).
Beliebige geradlinig begrenzte Figuren zerlegt man in Rechtecke und
Dreiecke, dann ist der Flicheninhalt der ganzen Fliche gleich der Summe
der Fldcheninhalte der Teile.

M/ e

—J -

Fig. 82. Fig. 83.

Aus Fig. 82 folgt: Parallelogramme und Dreiecke von gleicher Grund-
linie und gleicher Hohe sind inhaltgleich. Daraus ergibt sich die Losung
der Aufgabe: Ein Dreieck ABC (Fig. 84) in ein anderes flichengleiches
von gegebener Grundlinie 4D = ¢’ zu verwandeln. ,

Die Parallele EC durch C zu AD schneidet AB g £
in E, dem gesuchten Punkte des Dreiecks BDE, !-"7’/
da die Dreiecke £ 04 und ECD flichengleich sind. [fFr //

In Fig. 85 sind die nicht gestrichelten Parallelo- ,-.7,'7]////////
gramme flichengleich, weil die gestrichelten Drei- 4 ~ w8
ecke AHJ und AE J, bzw. J FC und J GC kongru- Fig. 85.
ent, also auch flichengleich sind. Es ist

EJGD = ACD — 4AEJ — JGC,
HBFJ=ACB—-AHJ—JFC,
d. h. EJGD=HBFJ,;
in Worten: Zieht man durch einen Punkt J der Diagonalen A C eines
Parallelogrammes Parallelen zu den Seiten, so sind die von der Diago-
nalen nicht geschnittenen Parallelegramme flichengleich.

AuBerdem ist AHGD = ABFE.

In Fig. 86 sind die Rechtecke 0A,P,;B,; OA,P,B,; OA;P;B,
flichengleich. Die Punkte P,, P;, P, liegen auf einer gleichseitigen
Hyperbel (vgl. den Abschnitt Gzometrisches Zeichnen).

Der pythagordische Lehrsatz. Im rechtwinkligen Dreieck ist
das Hypotenusenquadrat gleich der Summe der Kathetenquadrate.

a) Mit den Bezeichnungen der Fig. 87 lautet der Satz in Form einer
Gleichung

c2=a?4 b2 oder a?-+b?2=c2.
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Die gestrichelten Dreiecke sind kongruent infolge AB = A41;
AL=ACund <t LAB = 90° + & = 3¢ C A F; folglich sind sie auch
inhaltgleich .
AABL=ANACL=4 ACKL=1}b?
AACF =ANADF =% ADEF=1}p-c,
folglich b2 =1p.c; in gleicher Weise wird a2=¢q-¢;
folglich a2+ b2=c-(q+p)=c-c=c?2.
b) Ein anderer Beweis folgt aus Fig. 88. Zieht man durch die Ecken

des Quadrates ither 4 B = ¢ Parallelen zu den Dreieckseiten a und b,
so erhdlt man die vier kongruenten Dreiecke 4BC,; BDC,; DEC,

und EAC,, deren gesamter Flichen- J
inhalt f,=4-%.a.b = 2ab ist. Das f
gestrichelte Restquadrat hat die Seite
(,0,=a —b; sein Flicheninhalt ist b g a P
L -
2, Nl
B] . 103 A e 5
// ! / / b
8 AN Ty //I/
LA =l /
B, =~ Tk } 7 Ly
z
B~ | Fopy ot
0 Ay A, A, fe—— ¢
Fig. 86. Fig. 87
C fo = (@ — b)2 = a? — 2ab + b2. Der Flichen-
inhalt des gesamten Quadrates iiber ¢ ist
0 < gleich f, -+ f,, so daB wir erhalten
A c g 2=hHh+f=2ab+a?—2ab+b2=0a24b2.
In Fig. 87 ist O D die Hohe des rechtwink-
Co ligen Dreiecks, DA und D B die Hypotenusen-
% abschnitte oder die Projektionen der Katheten
cl G N / auf die Hypotenuse. Die Gleichungen a? = ¢ - ¢
0 und b2 = p - ¢ lauten in Worten: Das Quadrat
% 4/52 ¢ iiber der Kathete ist gleich dem Produkt aus
’ der Hypotenuse und dem zugehérigen Hypo-
£ p tenusenabschnitt.
Fig. 88. Ist & (Fig. 89) Hohe in dem schiefwinkligen

Dreieck, so bestehen die Beziehungen

a?=h%+ p?* und A% =52 _— ¢,
so dal a? = b — g%  p2.
Aus g=c—p und ¢2=(¢c— p)>=c2— 2¢p + p? folgt
a?=5b? — p* — ¢ 4 2¢p + p2
oder b2 = a% 4 ¢ — 2¢p. )
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Dieser Satz heifit der ,,allgemeine pythagoraische Lehrsatz™* und gilt
fiir die iibrigen Seiten entsprechend.

Das regelméfBige n-Eck. In Fig. 90 sei 0 A B das Bestimmungs-
dreieck eines regelméfBigen n-Ecks, r der Radius des umbeschriebenen,
o der Radius des einbeschriebenen Kreises, s die Seite des n-Ecks,

2 - 2
dann besteht die Beziehung r2? = p% + (—8—) daraus ¢ = l/ r? — <i>

- 2
e R /
oder 2922]/,.2_%_21/472_82ﬁ]/r2(4__)_~, ]/ ( )
Verbindet man A4 mit 0, so ist 40 = &’
die Seite des 2-n-Ecks. Aus dem recht- / R~ T
winkligen Dreieck ADC folgt r 1
¢
\ |
X
e S Pre
| s’ \/ T ,
n —— O B
T 7 e s >
Fig. 89. ‘ Fig. 90.

/2 8 ? 2 82 2 2
si=\g ) Tr—er={5) +r-2rete

s \2 s\2

Setzt man den fiir 29 gefundenen Wert ein, so wird

o (el ()

und daraus

o oo i

Damit ist die Moglichkeit gewonnen, aus dem n-Eck die Seite des
Vielecks mit doppelter Eckenzahl zu berechnen, wenn der Radius des
umbeschriebenen Kreises gegeben ist.

Fiir das regelmiBige Sechseck ist z. B. s; = r, folglich wird die Seite
des regelmaBigen Zwolfecks s =17} 2 — }T —1l=r- V2 — 113 ; fiir die
Seite des regelméafigen 24-Ecks erhdlt man

—r- ]/2 ]2—{—}

Der Umfang des n-Ecks ist 4 =n-'s= R 2s.
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In der nachstehenden Tabelle sind die Wurzeln ausgerechnet und
2r = d gesetzt:

= 6§I2i24j48§961192

Umfang =|(3-2r|3,1058 - 2 ¢ | 3,1326 - 27|3,1304- 2~ | 3,1410 - 2rl 3,1415-2¢
Umfang =|3-d 3,108 +d |3,1326-d 3,1394-d 3,1410-d | 3,1415-d
Wichst die Zahl der Ecken, so nihert sich der Umfang des n-Ecks
mehr und mehr dem Kreisumfang, mit dem er streng genommen zu-
sammenfillt, wenn die Zahl der Ecken ,,unendlich groB‘‘ wird. Man sagt:
Die Kreislinie ist der Grenzfall des Umfanges eines regelmifBigen
Vielecks mit unendlich vielen Ecken. Es nihert sich der Faktor von d
in der Tabelle seinem Grenzwert, in den er iibergeht, wenn die Zahl
der Ecken unendlich groBl wird; man bezeichnet ihn mit & und schreibt
fiir den Umfang des Kreises 4 = 7+ d = 3,14 - d, wobei n = 3,14 mit
ausreichender Genauigkeit eingesetzt ist. (Ein genauerer Wert ist

A = 3,1415927; der hiufig gebrauchte

Wert 7% ist 9,8696044 oder in grober
AN /é
AN 7

$
N

Annédherung #? = ~10.)

7 Nz | Der Inhalt des Kreises ist der
& ~&d~ (Grenzwert, dém sich der Inhalt des ein-
Fig. 91. Fig. 92. beschriebenen regelméBigen Vielecks

niahert, wenn die Zahl der Ecken un-
endlich grof§ wird. Der Inbhalt des Vieleckes ist aber gleich der Summe
der Flicheninhalte der Bestimmungsdreiecke, also ¥ =n-:1:s:p.
Wird » unendlich grof}, dann geht » - s in die Kreislinie iiber und o fillt

. d .
mit r = 5 zusammen, so dafl wir erhalten

1 d wd?

F = ,Q_.n.d._z_:ﬁ‘r

Der Kreisausschnitt oder Kreissektor (Fig.91) hat den Inhalt

F=1%b-r. Der Kreisabschnitt oder das Kreissegment ist

das zu 2 gehorige Stiick der Kreisfliche; sein Inhalt ist gleich dem

Sektor vermindert um das Dreieck, so daB F=1-[r (b —s) 4 s+ h].

Der Kreisring (Fig. 92) ist die Differenz aus den Flicheninhalten

beider Kreise. Ist D der Durchmesser des duBleren, d der Durchmesser
nD? wd?

4 4

oder F=r2o.

des inneren Kreises, so ist F =

Das Verhiiltnis und die Proportion.

Eine Strecke a sei 120 mm, eine zweite b = 150 mm lang; soll das Ver-
haltnis ihrer Léingen angegeben werden, so heiBt das: Feststellen,
wievielmal die eine in der andern enthalten ist. Demmach ist das
Verhiltnis, mathematisch ausgedriickt, der Quotient aus den MaB-
zahlen der Langen, wobei die Lingen in denselben MaBeinheiten zu
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messen sind ; es ist also eine unbenannte Zahl. Nennen wir sie ¢, so ist
das Verhiltnis der Strecken @ und b

a 120 mm 120 i
=

b 150 mm 15

Diese Gleichung heif3t Proportion; iiber Proportionen als Gleichungen
vgl. Abschnitt Algebra, S.29.

S A L
- 14. 5 ~ -
Fig. 93.
e s 72 e e
t = 4 —em—
A 8 D
Fig. 94. Fig. 95.

Will man zum Ausdruck bringen, daB die GroBen a, b, ¢ usw. den
GroBen a’, b, ¢/ usw. proportional sind, so schreibt man

a:b:c:....=a b :¢":
Die Gleichung besagt, daf

, -, o . a b c
a:a'=b:b=c:¢"=.... ist, oder qo_aal,__b,..c,__....

In dieser Gleichung ist ¢ unveranderlich cder konstant. Der Punkt ¢
(Fig. 93) teile die Strecke AB so, dal CA =4 cm, OB = 5cm wird,
dann verhdlt sich 04 : CB =4 : 5. Man sagt: C teilt AB innerlich
in dem Verhéltnis 4 : 5, weil C zwischen 4 und B liegt. In Fig. 94 teilt
D die Strecke AB duBerlich in dem Verhiiltnis D4 : DB =12 :4,
weil D auf der Verlingerung A B liegt.

Gemessen wird eine Strecke 4 B, indem man die Zahl der MaBein-
heiten z&hlt, die in ihr enthalten sind. In Fig. 95 sind z. B. 6 MaB-
einheiten in 4 B enthalten, wobei die Grofie der Einheit ohne Bedeutung
ist (also Meter, Zentimeter, Millimeter, Zehntelmillimeter usw.). Eine
Gerade A B’ wird in den Punkten 1/, 2, 3’ usw. von Parallelen zu BB’
durch 1, 2, 3 usw. geschnitten; zieht man auBerdem Parallelen durch
1’, 2, 3’ usw. zu 4 B, so sind die gestrichelten Dreiecke kongruent, da
sie in einer Seite und den Winkeln iibereinstimmen. Daraus folgt, daB die
Abschnitte zwischen den Parallelen gleich sind. Es werden somit
1V =d; 22’ = 2d; 33'= 3d usw. oder

11':22":33' ... =d:2d:3d ... =1:2:3...
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Das heiflt: Die Strecken 11°, 22’, 33’ usw. verhalten sich ebenso wie die
Strecken 41, 42, A3, ...; es besteht die fortlaufende Proportion

11’ 22’ 33
A1~ 42 43
In gleicher Weise wird infolge A1’ =1'2"=2'3" ... =1
Al 42" 4%
A1~ A2 43
oder auch infolge 2'4'=2-f und 4'5'=1-¢

und 4=2-1 45 =1-1
24 4%
24 45

in Worten: Die Parallelen bestimmen auf den durch A4 gehenden Ge-
raden proportionale Abschnitte; denn da dieser Satz fiir die beliebige
Gerade AB' gilt, gilt er fiir
jede durch 4 gehende Gerade.

ALE !
e ——i0 W

A |

Fig. 96. Fig. 97.

Alle durch A4 gehenden Geraden bilden ein Strahlenbiindel oder
Strahlenbiischel;deshalbheift der Satz auch gelegentlich Strahlensatz.
Umgekehrt werden wir sagen: Besteht zwischen den Strecken 117,
22', 33" ... und A1, 42, A3 ... die Proportion
11’ 22’ 3,3
Al 42 43 7
so liegen die Punkte 1’, 2, 3’ ... auf einer
Geraden.
Die algebraische Aufgabe, aus der Gleichung

% %————% die Unbekannte errechnen, liBt sich
Fig. 98. geometrisch in der Form aussprechen: Zu drei

gegebenen Strecken a, b, ¢ eine vierte « so zu
konstruieren, dafl die vier Strecken proportional sind; =z heiBit die
vierte Proportionale zu a, b und ¢. Fig. 96 zeigt die Losung, bei
der < CBA = <L EDE = 90° gewdhlt wurde.

Der Strahlensatz 1ost unmittelbar die Aufgabe: Eine Strecke 4.B
innerlich und duBlerlich in einem gegebenen Verhiltnis m : n zu teilen
(Fig. 97). Macht man auf den beliebigen Parallelen 4D, und B E
die Strecken A D, = m und B E, = BE, = n, so teilt der Schnittpunkt
C die gegebene Gerade 4 B innerlich und der Schnittpunkt C; duflerlich
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i dem Verhiltnis m : n; man sagt: Die Strecke 4 B ist in den Punkten
C und C; harmonisch geteilt.

Lehrsatz: Die Mitteltransversalen eines Dreiecks schneiden sich
in einem Punkte, der sie im Verhiltnis 2:1 teilt. Da K, und D, die
Mittelpunkte von C'B und CA sind (Fig.98), ist DE || AB; auller-
dem ist DE =4 AB und damit

AB:DE—=8SB:8D, oder 2:1=8B:8D,.

Ebenso wird SA:SE,=2:1,

d. h. der Punkt S drittelt die Mitteltransversalen, da sich fiir die dritte
Mitteltransversale ebenfalls SC:SG, =2 :1 ergibt. Drittelt S die
Mitteltransversale C @, dann drittelt die Parallele durch S zu 4 B auch
die Hohe des Dreiecks.

Die Ahnlichkeit.

Vielecke, die entsprechend gleiche Winkel und entsprechend pro-
portionale Seiten haben, heiflen #hnlich; das Zeichen fiir dhnlich ist ~.

In Fig. 96 sind die Dreiecke ABC und ADE
ahnlich; in Fig. 97 ist A ACD ~ A BCE,;
A E,BC; ~ A DAC,; in Fig. 98 ist A S4B
~ASDE.

Umgekehrt werden wir sagen: Sind Vielecke
ahnlich, so sind die entsprechenden Seiten pro-
portional. Fig. 99

Fiir das Dreieck ergeben die Sitze itber Pro- e T
portionen die sog. Ahnlichkeitsitze, die den vier Kongruenzsitzen
entsprechen; sie lauten:

1. Dreiecke sind #hnlich, wenn sie in den Winkeln iibereinstimmen ;

2. Dreiecke sind ahnlich, wenn sie im Verhaltnis zweier Seiten und
dem von diesen eingeschlossenen Winkel iibereinstimmen.

3. Dreiecke sind dhnlich, wenn sie im Verhaltnis zweier Seiten und
dem der groBeren dieser Seiten gegeniiberliegenden Winkel iiberein-
stimmen.

4. Dreiecke sind dhnlich, wenn sie im Verhiltnis der drei Seiten iiber-
einstimmen.

Anwendungen: In dhnlichen Dreiecken verhalten sich die Grund-
linien wie die Hohen (Fig.99); es ist a,:h;=ay: hy.

Im rechtwinkligen Dreieck ist jede Kathete mittlere Proportionale
zwischen ihrer Projektion auf die Hypotenuse und der Hypotenuse
(Fig. 100). Aus der Ahnlichkeit der Dreiecke CDA und ABC folgt

p:b=b:c oder b2=p-c.
Aus der Abnlichkeit der Dreiecke C DB und ABC folgt
g:a=a:c oder a?®=gq-c.

Durch Addition erhilt man a2 + b2 = ¢ (p + ¢) = ¢2, d. h. den pytha-
gordischen Lehrsatz.
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Im rechtwinkligen Dreieck ist die Hohe mittlere Proportionale
zwischen den Abschnitten der Hypotenuse (Fig.100), denn aus
der Ahnlichkeit der Dreiecke ADC und BDC folgt p:h = h:q oder
B2=p-q. ;

Eine Proportion, deren Innenglieder gleich sind, heifit stetig; das
Innenglied heilit die mittlere Proportionale cder geometrisches
Mittel (vgl. Abschnitt Algebra S. 40).

Ist eine Strecke @ in zwei Teile so geteilt, daf der groBere Teil mitt-
lere Proportionale zwischen der ganzen Strecke und dem kleineren Teile
ist, so sagt man: Die Strecke @ ist nach dem goldenen Schnitt ge-

Fig. 100.

teilt. Ist z der groBere Abschnitt, so ist ¢ — « der kleinere; die Be-
dingung lautet in Form einer Gleichung
a:x=x:(@—7).
Daraus ergibt sich 2??=a(@—1x)=0a*—ax
oder 22 +axr—a2=0.
Diese quadratische Gleichung fiir « hat die positive Wurzel

Nach dem pythagoriischen Lehrsatze ist I/(%) + a* Hypotenuse
in einem rechtwinkligen Dreieck mit den Katheten ¢ und % . In Fig. 101
ist 4 BC dieses rechtwinklige Dreieck. Schligt man mit CB = —g

um O einen Kreis, so wird CD = 5 also

/ 2
AD.—_AO—CD:V(%) taro g
Der Kreis mit 4D um A schneidet 4 B in dem gesuchten Punkte E,
der die Strecke A B = @ nach dem goldenen Schnitt teilt.
Bemerkung : Erweitert man das a2 unter der Wurzel mit 4, so erhalt
man
a I/ Aot

a yfaf @ a AV .«
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so dafs :~(~1+y5) %(’"ﬁl)

wird.
x ist gleich der Seite des regelmafBligen Zehnecks, wenn a der Radius
des umbeschriebenen Kreises ist.

2. Die Dreiecksberechnung oder Trigonometrie.
Die Winkelfunktionen.

Die bisherigen Sitze gestatteten nur in sehr wenig Fallen die GroBen-
" bestimmung der Winkel eines Dreiecks (fiir das gleichseitige Dreieck

war z. B. der Winkel 60°; im rechtwinklig-gleichschenkligen Dreieck
waren die Basiswinkel 45°). Die Berechnung der Winkel zu zeigen, bzw.
die Berechnung der Seiten mit Hilfe der Winkel durchzufiihren, ist die
Aufgabe der Trigonometrie.

In Fig. 95 besteht zwischen den senkrechten Katheten und den
Hvvot die Bezich 11 22/ 33’ BB

ypotenusen die Beziehung - 4y T4y TAB

So verschieden auch die Strecken unter sich sein mogen, unverinderlich
ist ihr Verhéltnis; aber ebenso bleibt die GroBe des Winkels & un-
abhéngig von den Léngen der einzelnen Strecken; er ist lediglich durch
das Verhiltnis der Katheten zu den Hypotenusen bestimmt. Diese
Eigenschaft eines Winkels im rechtwinkligen Dreieck legt man seiner
Groflenbestimmung zugrunde und sagt: Den Quotienten aus der gegen-
iiberliegenden Kathete und der Hypotenuse nennen wir Sinus desWinkelse
und schreiben

. BE
sinx = AR " (1)
Ebenso bleibt das Verhaltnis der wagerechten Katheten zu den Hypo-
tenusen (Fig. 95)unverdndert ; es ist 41 = 42 = 43 = ... :AAB .
’ 41 427 A% AB

Es ist dies das Verhiltnis der anliegenden Kathete zur Hypotenuse
und heiflt Cosinus des Winkels «; geschrieben

o AB .
cosa= . (2)
Aus der Beziehung illT = ;22 = %i%: R g—i

folgt die Unverdnderlichkeit des Verhéltnisses von gegeniiberliegender
zur anliegenden Kathete; es heifit Tangens des Winkels & ; geschrieben
BB 3)
AB "’
Ebenso bleibt unverindert das Verhaltnis von anliegender zur gegen-
tiberliegenden Kathete; es heiBt Cotangens des Winkels o ; geschrieben
AB

BE (4)

tgo =

ctg & =
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Nur wenn man den Winkel dndert, 4ndern sich die Verhiltnisse; es
ist z. B. (Fig. 95)
AB BC AB
=ac’ W=ypr =g

Die Abhingigkeit zweier Grofien voneinander nennt man Funktion.
Da es sich in unserm Falle um die Abhingigkeit des Verhéltnisses von
der GroBe des Winkels handelt, heiBen die Verhaltnisse sin &, cos«x,
tgaund ctg x Winkelfunktionen. Sielassen sich unmittelbar messen,
wenn man als Hypotenuse die Langeneinheit wihlt.

In Fig.102 ist O1 = 10 cm = 1 dm als Lingeneinheit gewihlt
und der Kreisbogen in neun gleiche Teile geteilt, so daB sich die Sinus
und Cosinus ablesen lassen. Es ist z. B.

17mm : 76,6 mm
in10° = 0 _ 017 sin50° = o 0,766,
sin10 100 mm 0,17 sin 50 100 mm ,766;
98,5 mm 64,3 mm
1 o = =N° 9.,
cos10° = To0mm = 0,985 cosd0° = T00mm — 0,643 ;

Nimmt man noch Zwischénteilungen vor, so lassen sich die Sinus
und Cosinus von Grad zu Grad ablesen. Sind umgekehrt die Funktions-
werte bekannt, so liest man aus ihnen den Winkel ab.

Zu sing = 0,766 gehort x = 50°; zu cosy = 0,985 gehort y=10°.

Selbstverstindlich hat die Wissenschaft noch andere Wege gefunden,
die Winkelfunktionen zu berechnen. Die Ergebnisse dieser Berech-
nungen sind in Tabellen niedergelegt, die in jedem Taschenbuch, Kalen-
der u.dgl. enthalten sind; sie heien Tafel der Kreisfunktionen.

BB . ‘ AB . .o
Aus A =sne und Ap = oo folgt durch Division (Fig.95)
BB
ABT_ sina ey BB sina
AB  cosa ode AB  cosa
AB
. BB’ } } - sino
Nun war aber A = tgax, so daB sich ergibt tga = on i " (5)
AB BB . .
Aus AR = coso und A = sino folgt durch Division
4B
AB_ eosx . AB _ cosa
BB " sina " BB sina
AB
. AB ' . . . CosQ
Nun waraber By = ctga, so daB sich ergibt ctgoa = Sna (6)
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Sind demnach die Sinus- und Cosinusfunktionen bekannt, z. B. aus
Fig.102 abgelesen, so lassen sich die Tangens und Cotangens berechnen.
Auch diese Werte finden sich in der Tabelle der Kreisfunktionen.

In der Tangensfunktion haben wir ein bequemes Hilfsmittel, einen
gewiinschten Winkel ,,genau‘* zu zeichnen. Soll z. B. ein Winkel von
35° 40" gezeichnet werden, so entnimmt man der Tabelle tg 35°40'= 0,718

S

o
S
Qo

Y

[T} 70°

TP o

50°

N 40°

O e s R R G I T ml!rm (TSR O [

00

R N T T e s s s o mmm
47 92 Q3 04 05 Q6 Q7 Q8 09 1
Fig. 102.

(n)

und zeichnet ein rechtwinkliges Dreieck, in dem die eine Kathete
100 mm und die andere 71,8 mm lang ist. Der Kathete 71,8 mm liegt
71,8 mm

: . 50 40 “ te35° 40/ = - 1
der Winkel 35° 40 gegenuber, denn aus tg35° 40 100 mm folgt
tg35° 40’ = 0,718.

Durch Multiplikation der Gleichungen tgo = (%Isl Zr und ctg &

cos o . COSX  coSo
= - erhalten wir () tga-ctga = - — « — —
sin & sin®  sinx

N 1 R 1
u. daraus (8) tga = fcftg—o—{ oder (9) ctga = e

Die Klarlegung der Beziehungen zwischen den Winkelfunktionen
ist die Aufgabe der Goniometrie oder Winkelmessung.
Aus Fig. 103 entnehmen wir nach dem pythagordischen Lehrsatze

OD2 4+ OD2? = 0C? oder sin?a + cos?a — 1 (10)

Winkel, Der prakt. Maschinenbauer II. 1. 6
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gelesen: Sinusquadrato plus Cosinusquadrat o gleich Eins und erhalten

daraus (11) sin?x = )1 —cos?sx und (12) cosex = J1 — sin®ax.
Der Kreis mit dem Radius 1 gestattet neben der Darstellung der
Sinus- und Cosinusfunktionen auch die Darstellung der Tangenten und
Cotangenten. Um die Abhingigkeit einer Funktion von der Grofe
des Winkels zu zeigen, betrachten wir die Anderung der Funktion bei
wachsendem Winkel. Das Wachsen eines Winkels 146t sich am bequem-
sten veranschaulichen,
wenn man den einen
Schenkel fest und den
andern beweglich an-
nimmt, wobei die Lange
der Schenkel beliebig
ist. In Fig.103 ist der
wagerechte  Schenkel
ACD fest, wihrend der
bewegliche Schenkel
ABEF im entgegenge-
setzten Sinn® des Uhr-
zeigers gedreht wird.
Fig. 103. Bei dieser Drehung wer-

den sdmtliche Winkel

von 0 <= 360° beschrieben, deren Funktionen sich mit Hilfe des Kreises
mit dem Radius 1 darstellen lassen. Das Lot BC vom Schnittpunkt B
des beweglichen Schenkels mit dem Kreise ist gleich dem Sinus des

Winkels «, da
sino = % = BIC = BC ist.
Die Projektion AC des beweglichen Radius 4B auf den festen ist
AC  AC

gleich dem Cosinus des Winkels &, da cosx = = AC ist.

AB 1
Zieht man in D die senkrechte Tangente an den Kreis, so schneidet der
bewegliche Schenkel auf ihr den Tangens des Winkels &« ab, da
ED ED . . . .

=ip= 1 = E D ist. Zieht man in @ die wagerechte Tangente
an den Kreis, so schneidet der bewegliche Schenkel auf ihr den
PG _TC _pe st
AG 1

(X AFG =X FAD = &)
Aus dem Dreieck 4BC ergeben sich unmittelbar
BC sin & AC coso
A0 eosa M YT BC T gina
Die Ahnlichkeit der Dreiecke ADE und AGF liefert
ED:AB = AG : FG oder tga:1=1:ctgx, sodal

tgo s ctga = 1 wird.

to

gx

Cotangens des Winkels & ab, da ctga =

tga =
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sino . ———— sine
Aus tgax = - folgt mit cosaw = J1 —sin?x ... tga= - —— .  (13)
cos o Y1—sin24
sin o R n Co2x
tgo = ino — V1 — cos? —
g cosx o v Sina = VI —cos?a... tga = e (14)
cos — } Vi __sin%a
Letgx = s = 11 — sin? oo — T T 5
g gno  » o cosa =7Jl—gin®x ... ctga = i . (15)
too — SO L CoS & 16)
., C = a1 — ] _ X —_— .
sine » » Sina =}l —cos?a .. .ctga N cosia (

In ANADE ist

AE =VAD* L ED* =}1 +tg*a , sodaB sino— gﬁ
iibergeht in
(17)  sino = —t—gg und (18) cosa = 4D = f—_}*
V14 tg2a 4 14 tg2a
wird. InANAFG ist
e / - . A4
AF:VAGZ—FFGZ:l'l + ctg?a , so dal sina =~
itbergeht in
(19) sino = - 1———i;~;,, und  (20) cosx = re = —_c_—gi:f
V1 + ctg?a AF 1+ otg2a
wird.

Mit diesen Formeln ist die Moglichkeit gegeben, aus einer gegebenen
Funktion alle iibrigen durch Rechnung zu bestimmen.

Der grofite Wert, den sina erreichen kann, ist sin90° = 4G = 1.
' ' ys ,,  COS O ' 5, I8t cos 0°=A4AD=1.
Wiéchst & von 0° bis 90°, so wichst sino von 0 bis 1.

5 &, 0%, 90°, so nimmt cos & von 1 bis 0 ab.

Wesentlich anders verhalten sich tg und ctg. Ist &« = 0°, d.h.
fallt der bewegliche Schenkel mit dem festen zusammen, so ist der auf
der Tangenslinie abgeschnittene Abschnitt tg 0° = 0, wihrend der be-
wegliche Schenkel wegen A4 D || Cotangenslinie die Cotangenslinie erst
im Unendlichen (oco) trifft, so daB ctg 0° = oo ist.

Dreht man nunmehr den beweglichen Schenkel in der Pfeilrichtung,
so wird der Abschnitt auf der Tangenslinie immer groSer, der auf der
Cotangenslinie immer kleiner, bis fiir « = 90° der bewegliche Schenkel
die Tangenslinie im Unendlichen, die Cotangenslinie in G schneidet;
daraus ergibt sich tg 90° = oo; ctg 90° =0 .

Fiir den Sonderfall & = 45° wird sina = coso und tgo = ctgo ;
aus sin?45° -+ cos? 45° = sin?45° 4 sin?45° =1 folgt 2:sin245° =1
oder sin?45° =1, sodaB sin45° = cos45° = L = 1J2 = 0,707
wird.

6*
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’ B sindd*© _',]/z e .
Aus tg43° = c0sds° —;? folgt tg45° =ctgdd>° = 1.
Fig. 103 zeigt auch unmittelbar die Funktionen des Komplement-
winkels zu «. In dem rechtwinkligen Dreieck A BC ist & ABC = 90° — o :

sin4BC = jg d. h.  sin(90° — &) = cosa . (21)
cos ABC = f—g d. h.  cos(90° — &) = sina . (22)
In dem rechtwinkligen Dreieck AED ist < AED = 90° — «;
ctgAED = §£ d. h.  ctg(90° — o) =tga . (23)
In dem rechtwinkligen Dreieck AFG ist << FAG = 90° - o;
tg FAG = ZF—Z d. h.  tg(90° — &) =ctgu. 24H

Man pflegt diese Beziehungen zwischen den Funktionen eines Winkels
und denen seines Komplementwinkels durch den Satz auszudriicken:
Die Funktionen eines Winkels sind gleich den Cofunktionen seines Kom-
plementwinkels.

Durch diese Beziehungen ist es moglich, die Tabellen fiir sin a
und cos«a in eine zusammenzufassen; denn sin60° ist zugleich cos30°:
tg15° = ctg 75°.

Dreht man den beweglichen Schenkel iiber die Lage AG (& = %0°)
hinaus, so erhilt man Winkel, die grofler als 90° sind; man sagt: Die
Winkel liegen im zweiten Quadranten. Die Erklarungen der Winkel-
funktionen erfahren nunmehr eine Erweiterung. Unter dem Sinus
versteht man das Lot vom Endpunkt des beweglichen Radius auf den
festen; sin DAL = HJ . Unter dem Cosinus versteht man die Pro-
jektion des beweglichen Radius auf den festen; cos DAL = AJ . Dabei
ist zu beachten, dall A — J entgegengesetzt gemessen wird wie 4 —> C:
der Unterschied der Richtung wird durch das Vorzeichen gekennzeichnet.
Fiir Winkel zwischen 90° und 180° ist der Cosinus negativ. Unter der
Tangente versteht man den Abschnitt auf der senkrechten Tangente in D.
der von dem beweglichen Schenkel abgeschnitten wird; tgDAL = DK .
Nennt man tga = D —> E positiv, so mul tg DAL = D — K negativ
genannt werden. Demnach ist die Tangente der Winkel zwischen
90° und 180° negativ. Unter der Cotangente versteht man den Abschnitt
auf der wagerechten Tangente in ¢, der von dem beweglichen Schenkel
abgeschnitten wird; ctg DAL = GL. Wegen G — L entgegengesetzt
(! > F, muf} die Cotangente fiir Winkel zwischen 90° und 180° negativ
genannt werden.

Fig. 103 liefert unmittelbar

sin (180° — &) = HJ = BC = sinx (25)
cos(180° — x) = AJ = — AC = — cosn (26)
tg(180° — &) = DK = — DE = - tg« (27)
ctg (180° — x) =GL = — GF = —ctga (28)
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Tafeln der Kreisfunktionen.

|

Sinus

OI

100 | 200 .

30

407

[ 50

|60

© N i w b -, o | Grad

0,00000

0,00291 | 0,00582 |‘ 0,00873

0,01164

001454

0,01745

0,01745
0,03490
0,05234
0,06976
0,08716
0,10453
0,12187
0,13917
0,15643

0,02036 | 0,02327
0,03781 | 0,04071
0,05524 | 0,05814
0,07266 | 0,07556
0,0900} | 0,09295
0,10742 | 0,11031
0,12476 | 0,12764
0,142050,14493
0,15931I | 0,16218

0,02618
0,04362
0,06105
0,07846
0,09583
0,11320
0,13053
0,14781
0,16505

0,02908
0,04653
0,06395
0,08136
0,09874
0,11609
0,13341
0,15069
0,16792

0,03199
0,04943
0,06685
0,08426
0,10164
0,11898
0,13629
0,15356
0,17078

0,03490
0,05234
0,06976
0,08716
0,10453
0,12187
0,13917
0,15643
0,17365

0,17365

0,17651 { 0,17937

0,18224

0,19081
0,20791
0,22495
0,24192
0,25882
0,27564
0,29237
0,30902

_19]0,32557

0,19366 | 0,19652
0,21076 | 0,21360
0,22778 | 0,23062
0,24474 | 0,24756
0,26163 | 0,26443
0,27843 | 0,28123
0,2951510,29793
0,31178 | 0,31454
0,32832 | 0,33106

0,19937
0,21644
0,23345
0,25038
0,26724
0,28402
0,30071
0,31730
0,33381

0,18509
0,20222
0,21928
0,23627
0,25320
0,27004
0,28680
0,30348
0,32006
0,33655

0,18795

l'0,19081

0,20507
0,22212
} 0,25601
0,27284
0,28959
0,30625
0,32282
9,33929

0,23910 |

0,20791
0,22495
0,24192
0,25882
0,27564
0,29237
0,30902
0,32557
0,34202

0,34202

0,34475 | 0,34748

0,35021

9,35293

9,35565

0,35837

0,35837
0,37461
0,39073
0,40674
0,42262
0,43837
0,45399
0,46947
0,48481

0,36108 | 0,36379
0,37730 | ©,37999
0,39341 | 0,39608
0,40939 | 0,41204
0,42525 | 0,42788
0,44098 | 0,44359
0,45658 { 0,45917
0,47204 | 0,47460
0,48735 | 0,48989

0,36650
0,38268
0,39875
0,41469
0,43051
0,44620
0,46175
0,47716
9,49242

0,36921
0,38537
0,40141
0,41734
0,43313
0,44880
0,46433
0,47971
0,49495

0,37191
0,388035
0,40408
0,41998
0,43575
0,45140
0,46690
0,48226
0,49748

0,37461
0,39073
0,40674
0,42262
0,43837
0,45399
0,46947
0,48481
0,50000

0,50000

0,50252 | 0,50503

0,50754

0,51004

0,51254

0,51504

0,51504
0,52992
0,54:,64
0,55919

.0,57358

0,58779
0,60182
0,61566
0,62932

0,51753 | 0,52002
0,53238 | 0,53484
0,54708 | 0,54951
0,56160 | 0,56401
0,57596 | 0,57833
0,59014 | 0,59248
0,60414 | 0,60645
0,61795 | 0,62024
0,63158 | 0,63383

0,52250
0,53730
0,55194
0,56641
0,58070
0,59482
0,60876
0,62251
0,63608

0,52498
0,53975
0,55436
0,56880
0,58307
0,59716
0,61107
0,62479
0,63832

0,52745
0,54220
0,55678
0,57119
0,58543
0,59949
0,61337
0,62706
0,64056

0,52992
0,54464
0,55919
0,57358
0,58779
0,60182
0,61566
0,62932
0,64279

0,64279

0,64501 | 0,64723

0,64945

0,65166

0,65386

0,65606 | 49

0,65606
0,66913
0,68200
0,69466

0,65825 | 0,66044
0,67129 | 0,67344
0,68412 | 0,68624
0,60675 | 0,60883

0,66262

0,67559
0,68835

0,70091

0,66480
0,67773
0,69046
0,70298

0,66697
0,67987
0,609256

9,70505

0,66913
0,68200
0,69466

0,70711

60/

500 | 400 |

30/

20/

10

OI

Cosinus




Mathematik.

Cosinus

0/

10/

1

20/

300 |

40’

|

50/

60’

1,00000

1,00000

0,99998

0,99996

9,999923

0,99989

0,99985

© oo~ o b w b = | @ | Grad

0,99985
0,99939
0,99863
0,99756
0,99619
0,99452
0,99255
0,99027
0,98769

0,99979
0,99929
0,99847
0,99736
0,99594
0,99421
0,99219
0,98986
0,98723

0,99973
0,99917
0,99831
0,99714
0,99567
0,99390
0,09182
0,98944
0,98676

0,99966
0,99905
0,99813
0,99692
0,99540
0,99357
0,99144
0,98902
0,08629

0,99958
0,99892
0,99795
0,99668
0,99511
0,99324
0,99106
0,98858
0,98580

0,99949
0,99878
0,99776
0,99644
0,99482
0,99290
0,99067
0,08814
0,98531

0,99939
0,99863
0,99756
0,99619

0,99452

0,99255
0,99027
0,93769
0,98481

ke
>

0,98481

0,98430

0,98378

0,98325

0,98272

0,98218

0,98163

bt bt b et
0O~ QU L N -

0,08163
0,97815
0,97437
0,97030
0,96593
0,96126
0,95630
0,95106

19094552

2|~
S0

|

DN NNND DN
O 00O Ot W N -

0,98107
0,97754
0,97371
0,96959
0,96517
0,96046
0,95545
0,95015
0,94457

0,98050
0,97692
0,97304
0,96887
0,96440
0,95964
0,95459
0,94924
0,04361

0,97992
0,97630
0,97237
0,96815
0,96363
0,95882
0,95372
0,94832
0,94264

0,97934
0,97566
0,97169
0,96742
0,96285
0,95799
0,95284
0,94740
0,94167

0,97875
0,97502
0,97100
0,96667
0,96206
0,95715
0,95195
0,94646
0,94068

0,97815
0,97437
0,97030
0,96593
0,96126
0,95630
6,95106
0,94552
0,93969

0,93969

0,93869

0,93769

0,93667

0,93565

0,93462

0,93358

0,93358
0,92718
0,92050
0,91355
0,90631
0,89879
0,89101
0,88295
0,87462

0,93253
0,92609
0,91936
0,91236
0,90507
0,89752
0,88968
0,88158
0,87321

0,93148
0,92499
0,91822
0,91116
0,90383
0,89623
0,88835
0,88020
0,87178

0,93042
0,92388
0,91706
0,90996
0,90259
0,89493
0,88701
0,87882
0,87036

0,92935
0,92276
0,91590
0,90875
0,90133
0,89363
0,88566
0,87743
0,86892

0,92827
0,02164
0,91472
0,90753
0,00007
0,89232
0,88431
0,87603
0,86748

0,92718
0,92050
0,91355
0,90631
0,89879
0,89101
0,88295
0,87462
0,86603

30

0,86603

0,86457

0,86310

0,86163

'0,86015

0,35866

0,85717

31
33

34

36
37
38
39

0,85717
0,84803
0,83867
0,82904
0,81915%
0,80902
0,79864
0,78801
0,77715

0,85567
0,84650
0,83708
0,82741
0,81748
0,80730
0,79688
0,78622
0,77531

0,85416
0,84495
0,83549
0,82577
0,81580
0,80558
0,79512
0,78442
9,77347

0,85264
0,84339
0,83389
0,82413
0,81412
0,80386
0,79335
0,78261
0,77162

0,85112
0,84182
0,83228
0,82248
0,81242
0,80212
0,79158
0,78079
0,76977

0,84959
0,84025
0,83066
0,82082
0,81072
0,80038
0,78980
0,77897
0,76791

0,84803
0,83867
0,82904
0,81915

0,80902

0,79864
0,78801

0,77715
0,76604

40

0,76604

0,76417

0,76229

0,76041

0,75851

0,75661

0,75471

41
42
43
44

0,75471
0,74314
0,73135
0,71934

0,75280
0,74120

0,72937
0,71732

0,75088
0,73924
0,72737
0,71529

0,74896
0,73728
0,72537
0,71325

0,74703
0,73531
0,72337
0,71121

0,74509
0,73333
0,72136
0,70916

0,74314
0,73135
0,71934
0,70711

60’

|

50/

l

40

!

30

20

|

10

OI

Sinus
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10

20’

| 30 |

40/

l

50/

60

0,00000

0,00291

0,00582 | 0,00873

0,01164

0,01455

0,01746

0,01746
0,03492
0,05241
0,06993
0,08749
0,I0510
0,12278
0,14054
0,15838

0,02036
0,03783
0,05533
0,07285
0,09042
0,10805
0,12574

0,14351
0,16137

0,02328 | 0,02619
0,04075 | 0,04366
0,05824 | 0,06116
0,07578 | 0,07870
0,09335 | 0,09629
0,11099 | 0,11394
0,12869 | 0,13165
0,14648 | 0,14945
0,16435 | 0,16734

0,02910
0,04658
0,06408
0,08163
0,09923
0,11688
0,13461
0,15243
0,17033

0,03201
0,04949
0,06700
0,08456
0,10216
0,11983
0,13758
0,15540
0,17333

0,03492
0,05241
0,06993
0,08749
0,105I0
0,12278
0,14054
0,15838
0,17633

E:‘S\o I Ot pH LN .«‘c Grad

13
14
15
16
17
18
19

0,17633

9,17933

0,18233 | 0,18534

0,18835

0,19136

0,19438

0,19438
0,21256
0,23087
0,24933
0,26795
0,28675
0,30573
0,32492
0,34433

0,19740
0,21560
0,23393
0,25242
0,27107
0,28990
0,30891
0,32814
0,34758

0,20042 | 0,20345
0,21864 [ 0,22169
0,23700 | 0,24008
0,25552 | 0,25862
0,27419 | 0,27732
0,29305 | 0,29621
0,31210 | 0,31530
0,33136 | 0,33460
0,35085 | 0,35412

0,20648
0,22475
0,24316
0,26172
0,28046
0,29938
0,31850
0,33783
9,35740

0,20952
0,22781
0,24624
0,26483
0,28360
0,30255
0,32171
0,34108
0,36068

0,21256
0,23087
0,24933
0,26795
0,28675
0,30573
0,32492
0,34433
0,36397

20
21
22
23
24
25
26
27
28

2

0,36397

0,36727

0,37057 | 0,37388

0,37720

0,38053

0,38386

0,38386
0,40403
0,42447
0,44523
0,46631
0,48773
0,50953
0,53171
0,55431

0,38721
0,40741
0,42791
0,44872
0,46985
0,49134
0,51319
0,53545
0,55812

0,39055 | 0,39391
0,41081 | 0,41421

0,43136 | 0,43481
0,45222 | 0,45573
0,47341 | 0,47698
0,49495 | 049858
0,51688 | 0,52057
0,53920 | 0,54296

30

9,57735

0,58124

0,56194 | 0,56577
0,58513 | 0,58905

0,39727
0,41763
0,43828
0,45924
0,48055
0,50222
0,52427
0,54637
0,56962

0,40065
0,42105%
0,44175
0,46277
0,48414
0,50587
0,52798
0,55051
0,57348

0,40403
0,42447
0,44523
0,46631
0,48773
0,50953
0,53171
0,55431
0,57735

0,59297

0,59691

0,60086

31

33
34

36
37
38
39

0,60086
0,62487
0,64941
0,67451
0,70021
0,72654
0,75355
0,78129
0,80978

0,60483
0,62892
0,65355
0,67875
0,70455
0,73100
0,75812
0,78598
0,81461

0,60881 | 0,61280
0,63299 | 0,63707
0,65771 | 0,66189
0,68301I | 0,68728
0,70891 | 0,71329
0,73547 | 0,73996
0,76272 | 0,76733
0,79070 | 0,79544
0,81946 | 0,82434

0,61681
0,64117
0,66608
0,69157
0,71769
0,74447
0,77196
0,80020
0,82923

0,62083
0,64528
0,67028
'0,69588
0,72211
0,74900
0,77661
0,80498
0,83415

0,62487 | 58

0,64941
0,67451
0,70021
0,72654
0,75355
0,78129
0,80978
0,83910

0,83910

0,84407

0,84906 | 0,85408

0,85912

0,86419

0,86929

41
42
43

0,86929
0,90040
0,93252
0,96569

0,87441
0,90569
0,93797
0,97133

0,87955 | 0,88473
0,91099 | 0,91633
0,94345 | 0,94896
0,97700 | 0,98270

0,88992
0,92170
0,95451
0,98843

0,89515
0,92709
0,96008

0,99420

0,90040
0,93252
0,96569
1,00000

60’

50/

40/

[ 30’

20/

10’

Ol

. Cotangens

87
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K Cotangens
] 0/ 200 300 | 40 50’ 60’
_0] = 171,88540|114,58865/85,93979|68,75009|57,28996
1 |57,28996 42,96408| 38,18846|34,36777|31,24158128,63625
2 [28,63625 24,54176| 22,90377|21,47040|20,20555/19,08114
3{r9,08114 17,16934) 16,34986|15,60478|14,9244214,30067
4 |14,30067 13,19688| 12,70621112,25051|11,82617|11,43005
5|11,43005 10,71191| 10,38540|10,07803| 9,78817| 9,51436
6| 9,51436 9,00983| 8,77689| 8,55555| 8,34496| 8,14435|8
71 8,14435 7,77035 7,59575| 7,42871| 7,26873| 7,11537
8| 7,11537 6,82694| 6,69116| 6,56055| 6,43484! 6,31375
_ 9] 6:31375 6,08444|  5,97576( 587080 5,76937 5,67128
10] 5,67128 548451} 5,39552| 5,30928| 5,22566| 5,14455] 79
11 5,14455 4,98940! 4,91516| 4,84300 4,77286| 4,70463
12} 4,70463 4,57363| 4,51071| 4,44942 4,38969| 4,33148
13| 4,33148 421933 4,16530| 4,11256| 4,06107| 4,01078
14| 4,01078 3,91364| 3,86671| 3,82083| 3,77595| 3,73205
151 3,73205 3,64705| 3,60588| 3,56557| 3,52609| 3,48741
16| 3,48741 3,41236]  3,37594| 3,34023| 3,30521| 3,27085
17| 3,27085 3,20406| 3,17159| 3,13972| 3,10842| 3,07768
18] 3,07768 3,01782| 2,98869| 2,96004| 2,93189| 2,90421
19| 2,90421 2,85023| 2,82391| 2,79802| 2,77254| 2,74748
20| 2,74748 ~ 2,60853| 2,67462| 2,65109| 2,62791| 2,60509) ¢
21| 2,60509 " 2,56046] 2,53865| 2,51715] 2,49597| 2,47509
221 2,47509 2,43422| 2,41421| 2,30449| 2,37504| 2,35585
23| 2,35585 2,31826] 2,29984| 2,28167| 2,26374| 2,24604
24| 2,24604 2,21132] 2,19430| 2,17749| 2,16000| 2,14451
25| 2,14451 2,11233| 2,09654| 2,08094| 2,06553| 2,05030]
26} 2,05030 2,02039| 2,00569| 1,99116| 1,97680| 1,96261
27| 1,96261 1,93470| 1,92098| 1,90741| 1,89400| 1,88073
28] 1,88073 1,85462| 1,84177| 1,82906| 1,81649| 1,80405
29| 1,80405| 1,77955,  1,76749| 1,75556| 1,74375] 1,73205}00
30| 1,73205 1,70901| 1,69766| 1,68643| 1,67530 1,66428
“31| 1,66428 1,64256| 1,63185| 1,62125 1,61074] 1,60033
32| 1,60033 1,57981) 1,56969| 1,55966] 1,54972| 1,53087
33| 1,53987 1,52043| 1,51084| 1,50133| 1,49190| 1,48256
34| 1,48256 1,46411| 1,45501 1,44598| 1,43703| 1,42815
35| 142813 1,41061| 1,40195| 1,39336| 1,38484| 1,37638
36| 1,37638 1,35968 1,35142| 1,34323| 1,3351%} 1,32704
37| 1,32704 1,31110[ 1,30323| 1,29541| 1,28764| 1,27994
38| 1,27994 1,26471 1,25717| 1,24969| 1,24227| 1,23490
39| 1,23490 1,22031| 1,21310| 1,20593| 1,19882| 1,19175
40} 119175 1,17777| 1,17085| 1,16398| 1,15715| 1,15037
41| 1,15037 1,13694| 1,13029| 1,12369| I,I1713| I,11061
42] 1,11061 1,09770| 1,09131| 1,08496| 1,07864| 1,07237
43| 1,07237 1,05994| 1,05378| 1,04766] 1,04158| 1,03553
44} 1,03553 1,02355/ 1,01761| 1,01170| 1,00583| 1,00000
60’ | 400 | 300 | 20 | 10 0’
Tangens
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Zeichnen wir in Fig.103, um das Wachsen der Winkelfunktionen zu
verfolgen, vier verschiedene Winkel « in den ersten Quadranten, so wiirde
durch das Einzeichnen der Funktionen die Anschaulichkeit der Dar-
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a = Sinuskurve &= Cosinuskurve

Fig. 104.

sin 210°
N~

stellung leiden. Ubersichtlicher wird folgende Art: Wir denken uns den
Kreis in D aufgeschnitten und zu einer Geraden gestreckt (Fig. 104).
Dann liegen die vier Punkte auf dieser, Geraden und bestimmen

! a = Tangenskurve
i | & = Cotangenskurve

25

—12,0

/1 \ I \ s
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Fig. 105.

die Winkel & im Bogenmal}, wenn wir beachten, dafl der Umfang eines
Kreises vom Radius 1 gleich 27 ist. Statt des Bogenmalfles kann natiir-
lich das GradmaB beibehalten werden, wie es Fig. 104 zeigt. Um den
Verlauf der Funktionen, d. h. ihr Wachsen und Fallen, mit wachsendem
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Winkel darzustellen, kommt es nicht darauf an, daB die Linge der ab-
gewickelten Kreislinie im MaBstabe 1 :1 gezeichnet wird; es geniigt,
wenn gleiche Teilung vorgesehen wird und die Teilpunkte mit den ent-
sprechenden Ziffern in Grad oder in Bruchteilen von 7 bezeichnet werden.
Die wagerechte Achse heiBt Abszissen- oder z-Achse, die im Punkte 0°
(Fig. 104) auf ihr senkrecht stehende Gerade heiBft Ordinaten- oder
y-Achse (vgl. Abschnitt Physik, S. 128), zu den Winkeln als Abszissen
zeichnet man Punkt fiir Punkt die Funktionen sina und cos o als Ordi-
naten und verbindet die so erhaltenen Endpunkte der Ordinaten durch
stetige Kurven, die Sinus-und Cosinuslinie heien. In gleicher Weise
sind in Fig. 105 die Tangens- und Cotangenslinie gezeichnet.

1. Steigende Funktionen. Benutzung der Tabellen: Die
Funktionen sind von 10 zu 10 Minuten auf 5 Stellen hinter dem Komma
angegeben. Die erste senkrechte Spalte enthilt die vollen Grade; sie
wird beim Aufschlagen einer Funktion fiir Winkel von 0 < 45° zuerst
benutzt; z. B. sin 17°40’ = ? In der ersten Spalte, S. 85, sucht man
die 17 und geht wagerecht nach rechts, bis man die Spalte hat, die am
Kopf 40’ zeigt. Wagerecht 17 nach rechts und senkrecht unter 40" am
Kopf ergibt sin 17°40" = 0,30348.

Fiir cos42° 10’ findet man S. 86 wagerecht 42 nach rechts und senk-
recht unter 10’ am Kopf cos42° 10" = 0,74120.

Fiir tg6° 50" findet man S. 87 wagerecht 6 nach rechts und senk-
recht unter 50" am Kopf tg 6° 50" = 0,11983.

Fiir otg25° 30" findet man S. 88 wagerecht 25 nach rechts und senk-
recht unter 30" am Kopf ctg25° 30" = 2,09654 .

Fiir Winkel von 45° - 90° benutzen wir die Tabellen von unten
nach oben! Die rechte letzte Spalte gibt die vollen Grade, die Minuten
zihlen unten wagerecht nach links.

Fiir sin 84° 50" findet man S. 86 wagerecht 84 nach links und senk-
recht iiber 50’ am FuB sin84° 50’ = 0,99594 .

Fiir cos63° 20" findet man S. 85 wagerecht 63 nach links und senk-
recht iiber 20" am FufBl cos63° 20’ = 0,44880 .

Fiir tg51° findet man S.88 wagerecht 51 nach links und senkrecht
iiber 0’ am Ful} tg51° == 1,23490.

Fiir ctg70° 40’ findet man 8. 87 wagerecht 70 nach links und senk-
recht iiber 40" am Full ctg70° 40’ = 0,35085,

Interpolation. Auch fiir Winkel, die zwischen den vollen Zehnern
der Minuten liegen, lassen sich die Tabellen mit ausreichender Annéhe-
rung benutzen. Es sei sin28°43’ zu bestimmen. Die Tabelle liefert
8in 28° 40’ = 0,47971 und sin28° 50’ = 0,48226; dazwischen liegt
sin28° 43’. Nimmt man an, daB der Sinus in jeder Minute um den
gleichen Betrag zunimmt, so wichst er pro Minute um den 10. Teil der
Differenz zwischen sin28° 40’ und sin28° 50’, das ist um

0,1 (0,48226 — 0,47971) = 0,1 - 0,00255 — 0,000255;
dann wichst der Sinus in 3’ um
3+ 0,000255 = 0,000765 = 0,00077 .
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Es mufl auf 5 Stellen abgerundet werden, da die Tabellenwerte finf-
stellig sind. Insgesamt erhilt man demnach fiir

sin28° 43’ — sin 28° 40’ + Zuwachs infolge 3’
= 0,47971 + 0,00077 = 0,48048.

Man nennt diese Art der Ermittlung von Zwischenwerten Interpola-
tion; die Tatigkeit heilt interpolieren. Setzt man, wie wir getan
haben, gleichméflige Zunahme der Funktion voraus, so heif3t die Inter-
polation geradlinig (vgl. Fig. 62). Die Differenz der Tafelwerte heilit
Tafeldifferenz. Um Schreibarbeit zu sparen, lit man Komma und
Nullen hinter dem Komma weg, denkt sich also gewissermalen die Zif-
fern hinter dem Komma als ganze Zahl, so dal} als Tafeldifferenz nicht
0,00255, sondern 255 erscheint; der Zuwachs pro Minute wire dann
0,1-255 = 25,5; auf 3’ kiimen 3-:25,5 = T77. Dieser Zuwachs muf}
dann auf ganze Zahlen abgerundet werden; er wird zu dem kleineren
Tafelwert folgendermaBen addiert:

8in28° 40" = 0,47971

255
Zuwachs fiir 3’ =3 - OO - 77 (wobei 255 gleich der Tafeldifferenz ist)

£in28° 43’ -— 0,48048

Soll zu einer gegebenen Funktion der Winkel gesucht werden, so
geht der Weg der Losung in umgekehrter Richtung. Es sei tga = 0,76454;
o ist in Graden und Minuten zu bestimmen. Da tga <C 1 ist, suchen wir
in der Tabelle S.87 von oben nach unten die nichst kleinere Zahl
und finden 0,76272; der dazugehorige Winkel ist 37° 20". Da tg37° 30
= 0,76733 ist, muB der gesuchte Winkel &« zwischen 37°20" und 37°
30" liegen. Den genauen Wert finden wir wieder durch geradlinige Inter-
polation. Wichst der tg von 0,76272 auf 0,76733, d. h. um

0,76733 --- 0,76272 = 0,00461,

so wichst der Winkel um 10’. Die Frage ist jetzt: Um wieviel Minuten
wiichst der Winkel, wenn der Tangens von 0,76272 auf den gegebenen
Wert 0,76454 wichst ?

Die Tafeldifferenz 733 — 272 — 461 erhoht den Winkel um 10’;

10-182
die Differenz 454 — 272 =182 . R 0-18 =4/,

461
Damit ergibt sich & = 37° 20" + 4" =37° 24",

2. Fallende Funktionen. Die Kosinus- und Kotangensfunktion
fallen mit wachsendem Winkel; darauf ist bei der Benutzung der Tabel-
len zu achten. Es sei ctgl11° 17’ zu bestimmen. Die Tabelle S. 88
liefert ctg11° 10" = 5,06584 und ctg11° 20" = 4,98940 .

Wichst der Winkel um 107, so fallt die ctg um 5,06584 — 4,98940; wachst
5,06584 — 4,98940

der Winkel um 7', so fallt die ctg um 10 - 7. Schreibt
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man auch hier ohne Komma, so wird

ctg11° 10" = 5,06584

Abnahme fir 7' =7 ‘§)§4 = 5351

ctgl11° 17 — 5,01233.
Es sei cosx == 0,55300; « ist gesucht. Als néchst griéleren
Wert findet man in der Tabelle S. 85 0,55436, zu dem der Winkel
56° 20" gehort; cos 56°30° ist gleich
4 0,55194, die Tafeldifferenz also [55] 436
-~ [565]194 == 242 . Jetzt lautet die Frage:
Um wieviel Minuten wiachst der Winkel,

4 N wenn der Cosinus .von 0,55436 auf den
& £ 5 gegebenen Wert 0,55300, d. h. um [53] 436
3 C_ 551300 = 136 fallt?
' Fig. 106. Die Tafeldifferenz 436 — 194 == 242 erhoht
den Winkel um 10; 136
die Differenz 436 — 300 = 136 erhohtden kael um 10" 949 = 6.

Damit ergibt sich « = 56°20" + 6’ = 56° 26'.

Das reehtwinklige Dreieck.

Das rechtwinklige Dreieck ist bestimmt, wenn zwei Seiten oder eine
Seite und ein spitzer Winkel gegeben sind. Daraus ergeben sich vier
Grundaufgaben.

1. Gegeben die Hypotenuse ¢ (Fig.106) und ein spitzer Winkel, z. B. & .

, b
Aus sina = — folgt a=rc-sinx; aus cosa = — folgt b =c.cosa
c , ¢
Aus &+ f=90° folgt F=090° -o
2. Gegeben die beiden Katheten a und b.

Aus tgo :% folgt  « mit Hilfe der Tabellen,

o+ p=90° p=90°—«
Dap—e . e—yar i,

3. Gegeben die Hypotenuse ¢ und eine Kathete a.
Aus a2 b2 =c¢? folgt b f]/c — q?

. a . .
s sinx = " . « mit Hilfe der Tabellen,

, &+ pf=90° p=90° —«.
4. Gegeben eine Kathete a und ein spitzer Winkel o .
Aus &+ f=90° folgt f=90°—«

. a a
" sinx = — , €=~ -
c sin «
a a
tgo = — , b= oder b=ua-ctga .
3 g b 59 tgoc g
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Beispiele. 1. Es sind die Langen der Stibe a, ¢, d (Fig.107) zu be-

stimmen. In dem rechtwinkligen Dreieck BEC ist
CE=18 -05=—1,3m;
BE--0,6m, also a:V1,32+0,62 = 1,432 m.

In dem rechtwinkligen Dreieck 4 E B ist ¢ = }FO,S‘-" + 0,62 = 0,781 m .
In dem rechtwinkligen Dreieck FBD ist d = ]’/I_,QT+ 0,52 = 1,965 m .

2. Es ist die Lange CG des Lotes von C auf AB zu bestimmen. Mit
1 CAG = & wird in dem rechtwinkligen Dreieck 0GA CG = b -sina .

B

Der Winkel o folgt aus fgx = AF]JE = 8:2 =12.

Die Tabelle S. 88
: —50°11 " <o- |
he.fert. o = 00_ 1_1 gso, AF05—~F b -
mit sina = 8in 50° 11 T 1T RKal

= 0,768, CG = 1.8 o6l & P

-0.768 = 1,382 m . N

Will mansin o ohne 4 IV L S
Tabelle aus tga = 1,2 p
errechnen, so verhilft
Gleichung (17) dazu.

tgo

1/1 + tg?o
: 1,2 Oy
folgt sino =

25

Aussinx =

11,22 - Fig. 107.
— 0,768

3. Es sollen die Gleichgewichtsbedingungen 2 H = 0 und 2’V =
fiir die Stabspannkrifte S;, S, und S, aufgestellt werden, die im Punkte
B des Kranes angreifen. Mit den Bezeichnungen der Fig.107 folgt aus
2 H=0: H,—H, -H, =0 und infolge H, = 8, - cosf;

H, =8, coso; Hy= S, cosy wird
S, - cosff — Sy-cosea -— Sy cosy = 0.
o bestimmt sich aus dem rechtwinkligen Dreieck A BE:
tgax = 8’? = 1,2, also & = 50°11’; cosa = 0,641; sinax = 0,768.
JO N
p bestimmt sich aus dem rechtwinkligen Dreieck B E C:
tgf == (1)’2 = 0,462 ; = 24°48’; cosff = 0,908; sinf = 0,419.
y bestimmt’ sich aus dem rechtwinkligen Dreieck DF B:

tgy = (2)’}~ =4,2; y="76°36"; cosy = 0,232; siny = 0,973.
,b
Demnach liefert 2 H = 0 die Bestimmungsgleichung:

0908 -8, — 0,641 -5, — 0,232+ 8, =0.
S =0  ergibt Vo4V, — TV, =0.
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Infolge

Vi=28,sinf; V=8, -sinx; V, = 8, - siny
geht S, +sinf+ 85+ sinx — 8, - siny =0
iiber in 0419 -8, 40,768 - 8, — 0,973.- §, = 0.

Ist S, bekannt, lassen sich 8, und 8, mit Hilfe dieser beiden Gleichungen
errechnen (vgl. Abschnitt Mechanik, S. 160).

4. Es ist die Kraft P zu bestimmen, die ohne Riicksicht auf Reibung
die Last ¢ (Fig. 108) hinaufzieht. Ersetzt man die schiefe Ebene durch
ihren Normaldruck N und zerlegt die 3 Krifte P, N, Q in ihre Seiten-
krifte in Richtung der schiefen Ebene und senkrecht dazu, so erfordert
22X =0:P—Q-sinx =0; Y = 0 liefert N —Q-cosx =0. Daraus
P=@Q -sino und N =@ .cosa.

25m L 2,0m

@-100kg
Fig. 109.

5. Die Spannkréfte in dem Seil ACB sind zu bestimmen (Fig. 109).
Die 3 Krifte @ 8,8, am Punkte C sind im Gleichgewicht; folglich
miissen die Gleichgewichtsbedingungen erfillt sein. X H = 0 liefert
(Dreieck DFG und Dreieck EFH in Fig. 114):

DG —EH =0
oder
Sy -cosox — 8, cosff=0. (1)
2V =0 liefert
DE — HF - FG =0

oder Q — 8,-sinf— 8, -sina= 0. (2)
Aus (1) folgt S,=S8,- (;%S;%— ; eingesetzt in (2) ergibt
Q— 8- %‘;SS; .sinf — 8, -sina — 0
Q— 8, < :ZZ; -sinff 4 sinoc) =
' cosx . . cosfi

Q _Sl.(cos/)’ -sinff + sin o - cosﬁ) =0
Q- . cOsxsinf A sina-cosp

! cosf} o
S, —Q- cosfl

sina - cosff -+ cosa - sinff
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Der Nenner ist, wie spiiter gezeigt wird (vgl. Beispiel 10; S. 97), gleich
sin(a -+ f); damit wird

cosf}
S, =0- ”
1 =9 sin (& -+ f8)
g . COSK cosf} COS & COS &
So= 8, .- —Q. 2 -0 - .
2 ' cosp sin(o + f5)  cosf sin (& - p)
1,2
Aus tgo = 05 = 0,48 folgt o =25°48" und cosa = 0,900.
0,9 p=24°13
Aus tgf— - —045 folgt L —=F %
us tgfi= 5 folgt =500 11
und cosf = 0,911, sin(a + f) = 0,766
0,911 0,9
S, =100- - =119 ; = L =117
1 0.766 kg; S,=100 0.766 117 kg.

6. Es sind die Projektionen der Strecke AB (Fig.110) auf die Wage-
rechte x und Senkrechte y zu bestimmen. Lotet man die Endpunkte 4
und B auf z und y, so erhdlt man 4, B, bzw. 4, B,. Aus A, B, = AC
folgt in dem rechtwinkligen Drei-
eck ACB

A, B, = AC = AB - coso .

D c
1 -
h l
A |
ATDT T 8
Fig. 111.

Aus A4, B, = AD folgt aus dem rechtwinkligen Dreieck 4 DB
A, B, = AD = AB - sinx .
Bemerkung: Stellt AB eine Kraft P dar, dann ist 4, B, = H
= P . cosa die wagerechte, 4, B, = P - sina die senkrechte Seitenkraft.
8. Aus a, o, f und % sind die iibrigen Seiten des Trapezes (Fig.111)
zu berechnen.

Das rechtwinklige Dreieck A4 DD’ liefert infolge

DD’ h DD’ h
PR _ ke _D. F b
sino AD AD cina’ infolge tgo AD AD tgx
Das rechtwinklige Dreieck BCC’ liefert infolge
ce h e h
sl = = infol tog S = e
inf BO BC sinp infolge tgp BO' BC te
Aus CD = (C'D' = AB — AD' — B(’ folgt
b—a-— hoo ok oder b#a—h( ! -+ ! )
tga  tgf \tga T tgf

b=a —h(ctga + ctgf),
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z. B. a=52mm; o =70°20"; p=>57°15; h=30mm.
30 30
AD = Sin70° 20 = 0.042 = 31,9 mm,
30 30

BC = — = -
sin57° 15 0,839
b = 52 — 30 (ctg70° 20" + ctg57°15") = 52 - 30 - (0.357 +-0,647)
= 21,9 mm.

7. Unter der Steigung einer Geraden versteht man die trigonome-
trische Tangente ihres Neigungswinkels gegen die Wagerechte und gibt
diesen Wert in der Form 1:#n oder in Prozenten an. In Fig. 112 ist

P
tgn = — =
8% =0T 100

= 36,2 mm,

;" z. B. eine Stralle habe

S
s —100
Tig. 112.

die Steigung 1:50, dann ist ihr Neigungswinkel infolge tga =

1

50
=0,02: «a =1°10". Auf 100 m steigt sie win 2 m; ihre Steigung
betragt 2°,.

Das schiefwinklige Dreieck.

Die Aufgabe heilit: Es sind Beziehungen zwischen den Seiten und
Winkeln des Dreiecks aufzustellen.

1. Der Sinussatz. In Fig. 113 sind @ und b zwei Seiten, & und f die
entsprechenden gegeniiberliegenden Winkel. Zieht man die Hohe CD.
so folgt aus dem rechtwinkligen Dreieck ACD

sino = ObD und daraus CD = b -sina.
Aus dem rechtwinkligen Dreieck BCD folgt

sinff = Of und daraus CD = a -sinf.

Wir erhalten, da die linken Seiten beider Gleichungen gleich sind.

a sino
b.sina = a - sin 1 = T
sin sinff  oder 5 sin
Fallt man das Lot von 4 auf BC, so erhialt man
b sin f§

c-sinff =b-siny oder —= - "-.
¢ siny
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Fallt man das Lot von B auf AC, so erhilt man

. . a sino
¢ sink =a-siny oder — = — .
¢ siny
Die drei Gleichungen ergeben die fortlaufende Proportion
Lo . a b ¢
a:b:c=sin&:sinf:siny oder . = — = —r— .
sin & sinf  siny

Ist O der Mittelpunkt des umbeschriebenen Kreises, so ist C BA' ein
rechtwinkliges Dreieck, in dem < CA'B = CA B = « ist, und aus dem

sing = -2 d.h. —%  —2rfolgt. Da-
27 sin o
mit geht unsere Gleichung iiber in
a b ¢
; = — = — =2r.
sinx sinf siny

2. Der Kosinussatz. Aus dem rechtwink-
ligen Dreieck BCD folgt

a? =CD? + BD? =CD?+ (c — AD)?.

Mit CD = b-sinx (aus dem rechtwinkligen
Dreieck ADC) und AD =b-cosx wird
a?= (bsinw)2 4 (¢ — b-cosa)2 =0b2-8in%« 4 ¢ — 2b ¢-cosv + b2 cos2x

= b2 (sin?« + cos2a) 4+ ¢2 — 2bc - cosa '
oder, da nach Gleichung (10) sin?« -+ cos2a =1 ist,

a2 =02+ ¢ — 2bc - cosu.

In gleicher Weise erhilt man

b2 =aqa% 4 c*—2ac-cosf und c¢2=a24 b2 —2ab-cosy.

Beispiele. 10. Lost man in Beispiel 6 die Aufgabe zeichuerisch,
so erhdlt man das Dreieck DEF. Mit den Bezeichnungen der Fig.114
wird nach dem Sinussatz

8y s _Q:siuDEY
Q:8 =sin(x +p) :sinDEF unddaraus 8; = sn(at B)
Mit sinDEF =sin(90° — ) = cosf  geht die Gleichung iiber in
cosf
SRR
Ferner ist nach dem Sinussatz
a . _Q-sinEDF
Q.Sg—SlH((X—I—ﬂ).SlnE_DF, d. h. S2—‘m .
Mit sinEDF = sin(90° — &) = cos®  erhdlt man
cos &
S=Q 5y & +p)

11. Von einem Dreieck seien die Seite ¢ und die Winkel & und
gegeben.
¢ =50mm; «&=110° 45'; p=35°30".
Aus a:b=sinx:sinf  folgt b=a- ﬂlﬁ .
sinx

Winkel, Der prakt. Maschinenbauer II. 1. 7
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Ferner ist y = 180° — (& 4+ ).

sin
Aus a:c=sin&:siny folgt c=ua- S8V

sinax ’
oder (Fig.113) AB = c¢="b-cosax + a-cosf.
Der Flicheninhalt des Dreiecks ist # = 4 - ¢ - CD (Fig. 79).

Mit CD =a-sinfwird F =} -¢-a-sinff = };az-fsw.
b Sin &
] . sin35° 30’ sin35° 30’ 0,581
Zahlenbeispiel: b =150 & 115045 = %0 gnege1sr — °0 0,935
b=31,1 mm
o =110°45" _ sin33°45'
f= 35°30" 77 in110°45'
&+ f=146°15 0,556

180° =179° 60’ ¢ = 50" Gga5
y= 33°45" ¢=29,7 mm
1. R0, sin35° 30’ - sin33° 45’
F=4-50 sin110° 45

0,581 - 0,556

1. Rl bt D 2

= 1.2500 0.935 ; F=433 mm
12. Es ist die Resultante R (Fig.115) aus den Seitenkriften P, und

P, und dem von ihnen eingeschlossenen Winkel zu berechnen. In dem

Dreieck ACD ist ¢ ACD =180° — «, CD = P,, folglich nach dem

Kosinussatze

R2= P+ P} —2 P, P,-cos(180° — ).
Mit cos (180° — &) = — cosa, vgl. Gleichung (26), wird
R=VP?+ P4 2P,P,-cosx.
Die Neigung f der Resultante gegen P, ergibt sich aus dem rechtwink-
ligen Dreieck ADE zu

tg = DE L P, -sinx
AB 4+ BE P, 4+ P, cosox
Zahlenbeispiel: P, =4,5¢; P,=3¢; o =80° cosx = 0,174;
sinx = 0,985
R=145243242.45-3.0,174 = ~ 583 ¢
3.098 2955

WP = 45 r3.0174 = 5003~ 008 F=30730"

Die Funktionen von Winkelsummen.

cosf
sine - cosf + coso - sinf

Beispiel 10 S. 97 ergab fiir dieselbe Aufgabe S =@ éiﬁ‘gsﬁ B

In dem Beispiel 5 S.94 ergabsich S; =@«
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Aus 8, =8; folgt
sin (& - f) = sinx +cosf + cosax +sinf. . ........ (29)
Zu demselben Ergebnis gelangt man mit Hilfe der Fig. 116, der der
Kreis mit dem Radius 1 zugrunde gelegt ist. Halt man an der Erklarung

fest, daB der Sinus gleich dem Lot vom Endpunkt des beweglichen
Radius auf den festen ist, so wird
sin(o6 +p)=EA=ED-+ DA.
Aus dem rechtwinkligen
Dreieck £ DC folgt A
ED=EC-cosx. bt £
Aus dem rechtwinkligen
! Dreieck E CO folgt
o EC =sing.
] Wegen CD=AB wird |12
L DA=0B. 8o
v 4 & Aus dem rechtwinkligen 0 8 4
Fig. 116. Dreieck O BC folgt Fig. 117.
CB=0C"sinx.
Aus dem rechtwinkligen Dreieck OCE folgt OC = cosf.
. Setzt man die gefundenen Werte in die Gleichung fiir sin (& 4 f) ein,
%o erhélt man  sin(x 4 f) = sina - cosf + cosx - sinf.
In gleicher Weise liefert die Fig.116
cos(x + ) =04 =0B— AB
OB =0C - cosa = cosf - cos &
AB=CD=EC:sinx =sinf -sinx,

N

folglich

cos(x 4 B) = cosx - cosff —sinx «sinff. ... ... .. (30)
Die Formeln 29 und 30 gelten auch fiir & 4 p>90°.
Mit den Bezeichnungen der Fig. 117 erhilt man in dhnlicher Weise
sin(60 —pf) =EA=CB—-CD
CB=0C-sinx = cosf +sinx
CD =EC :cosa =sinfl - cosox
sin (¢ — ) = sino - cosff — cosax +sinf ... ... .. (31)
cos(x —f)=0A=0B -+ BA
OB =0C - cosa = cosf - cosx
BA =DE =EC -sinx =sinf - sino

cos(&% — fi) =cosx - cosfl + sine - sinf. ... ... (32)

Setzt man in die Gleichung tg (& + f) = S%Eg{'}}%)j . die eben ge-
fundenen Werte (29; 30) ein, so ergibt sich
_ texttgf

tg((x—*—ﬂ)_l—tgzx-tgﬁ ............... (33)

In gleicher Weise erhiilt man
g tgx—tgh ~
tg(x — ) = T tga-tgh " (34)
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Setzt man in (29) p = o, so geht (29) iber in
sin(x + «) = sin® - coso + cos & + sinx
Sin2& =2-sin® coso ... ..., (35)
Aus Gleichung (30) folgt
cos (& + &) = cosx - cosx — sinx - sino
cos20 = cos2ax —sin%o. . ... L (36)
Setzt man fernerin (29) o« 4 ==
x—f=y

addiert: 26 =x+y oderr « =

subtrahiert: W=x—y oder — ,

so erhalt man fiir (29) und (31)
r+y
2

v —2— ?/ * COSx -; y
ety w—y o T—y Ty
b} COS 2 s b} COS 2 .

Durch Addition beider Gleichungen ergibt sich
sing + siny = 2+ sinfﬁ:ztg- .cos © ;_y ........ (37)
Durch Subtraktion beider Gleichungen ergibt sich
) r+y . x—y
B sin—o——. ... (38)

Durch Division von (37) und (38) erhiilt man

. . x ; h
sinx = sin cos 5 Y - sin

siny = sin

sinz — siny = 2 - cos

“siinx—l—siny Tty rt—=Y e 39)
sinx — siny =18 2 o = *T—y (

Nach dem Sinussatz war z_ ———- ; daraus at?b = S}na t S%nﬂ .
b sin a—2b sino — sinfi
Unter Benutzung der Gleichung (39) erhdlt man
tg %+ ﬂ—
a+b 2 (40)
Py e - AR
872
Gleichung (40) ist unter dem Namen ,Tangenssatz* bekannt.
Beispiele. 13) In Fig. 118 ist die wagerechte Kraft P zu bestimmen,
die die Last @ bergan zieht, wenn die Reibungziffer u = tgo ist.
Das Gleichgewicht erfordert, daB die algebraische Summe simtlicher
Seitenkriifte in Richtung der schiefen Ebene und senkrecht dazu gleich
Null ist. In Richtung der schiefen Ebene wird

P.cosax —@Q-sinoe — R=0.
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Senkrecht zur schiefen Ebene wird
P.sinx + @Q:cosx — N =0,
Auflerdem ist R=u-N.
P.cosd —Q-sin& —u-N=0 ’ +1
P-.ginx 4 @Q-cosx — N =0 —u
P.cosa — - P-sine — Q- sinx — g+ Q- cosx =0
Pcosox — p-sina) — @ (sinw + p - cosax) =0

P(cosoc _ e, sin(x) =Q (sin(x + Sne | cosOc) .
cos @ co8Q
Multipliziert man diese Gleichung mit cosg, so erhilt man
P (cosx »cosp —sina - sing) = @ (sina - cos o + cosx - sinp)
P-cos(8 +0) = Q- sin( + o)
sin (& +-9)
P=Q‘m:Q‘tg(“+@)-

14) Mit Hilfe des Tangenssatzes 148t
sich Beispiel 12 folgendermallen lésen:

r+p
tg fF—=>—
P,+P, T2
P,—P, y—8"
tg 5
y+8 _ &
Aus y + f = & folgt =5 Fig. 118.
folglich
y—pf P,—P, & 45 —3 !
vt = 22 2 40400 = —.
tg 3 P, 1P, g5 1513 tg 40 5 0,83910
V“ﬁ _ . 7’_/3 0% 99’
tg 5 = 0,168; — 9° 33
y+ °
=4
3 0
y = 49° 33’
B =30°27".
Aus dem Sinussatze folgt
sino 0,985 -

R:P,=sin(180° — x): sinf8 oder R=P,-
= 5,83 £.

sinf 0,507

3. Korperlehre oder Stereometrie.

Auf S.53 war der Korper im Sinne der Geometrie erklirt als ein
Teil des Raumes, der allseitig von Flichen begrenzt ist. Sind die Flichen
eben, so nennt man sie Seiten; die Geraden, in denen sich zwei ebene.
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Seitenflichen schneiden, heiBlen Kanten; die Schnittpunkte der Kanten
sind die Ecken des Korpers.

Legt man die ebene Seitenfliche eines Korpers auf zwei Spitzen,
so liegt der Koérper noch nicht fest. Er kommt erst zur Ruhe, wenn wir
diese Seitenfliche durch einen dritten Punkt stiitzen, der nicht auf der
Verbindungslinie der beiden andern liegt. Ziehen wir durch den dritten
Punkt beliebige Geraden nach den Punkten der Verbindungslinie der
beiden andern, so fallen alle diese Geraden in die ebene Seitenfliche.
Auch jede Gerade, die der Verbindungslinie der beiden ersten Stiitz-
punkte parallel ist und durch einen dritten Punkt in der Ebene geht,
fallt in allen ihren Teilen in die Ebene. Durch diese Beobachtungen
sind wir in den Stand gesetzt, anzugeben, wodurch die Lage einer Ebene
im Raum bestimmt ist:

1. durch drei Punkte, sofern sie nicht auf einer Geraden liegen;

2. durch einen Punkt und eine Gerade, sofern der Punkt nicht auf
der Geraden liegt;

3. durch zwei sich schneidende Geraden,

4. durch zwei parallele Geraden.

Uber die Darstellung des Korpers in der Ebene vergleiche Abschnitt
Projektionszeichnen.

Das Prisma. Bewegt man ein ebenes Vieleck so lings einer Ge-
raden, daf es sich stets parallel bleibt, so erhilt man ein Prisma. Steht
die Fiihrungsgerade senkrecht auf der Ebene des Vielecks, so heit das
Prisma gerade; steht sie schief, so heifit auch das Prisma schief. Aus
der Entstehung des Prismas folgt, daB simtliche Seitenkanten gleich
lang sind. Ist das erzeugende Vieleck ein Rechteck, so nennt man das
Prisma Quader. Der Quader wird zu einem Wiirfel, wenn man ein
Quadrat langs einer senkrechten Fithrungsgeraden verschiebt, die gleich
der Lénge der Quadratseite ist.

Die Raumeinheit ist das Kubikmeter (m?2) als Rauminhalt eines
Wiirfels von der Kantenlinge 1 m (vgl. Abschnitt Physik, S. 117).

Um den Rauminhalt eines Quaders zu ermitteln, denken wir uns
eine Schicht {iber der Grundfliche von 1 cm Hohe. Ist die Grundfliche
a cm lang und b em breit, so enthilt sie @ )X b Quadrate mit der Seiten-
linge 1cm. Fir a =5cm und b = 6 cm erhalten wir beispielsweise
5 X 6 = 30 Quadrate von je 1lcm Seitenlinge. Da nun auf dieser
Grundfliche eine Schicht von 1 cm Héhe liegen soll, so kénnen wir diese
Schicht aus @ - b (im Beispiel 5 . 6 = 30) Wiirfeln bestehend auffassen,
die eine Kantenlinge von je 1 cm haben. Der Inhalt aller Wiirfel, und
das ist der Rauminhalt der Schicht, betriigt dann @b -1 cm3. Jetzt
nehmen wir eine Hohe des Quaders von ¢ em an, dann kénnen wir ¢ sol-
cher Schichten geschnitten denken. Da jede Schicht @ - b cm® Inhalt
hat, haben ¢ Schichten, und das ist der Rauminhalt des ganzen
Quaders, ein Volumen von

, V=a-b:ccmd.
In unserm Beispiel sei ¢=4cm; dann wird ¥V =564 = 120 cm3.
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Sind die Kantenlingen keine vollen Zentimeter, so messen wir in Milli-
metern. Es wird z. B.:
bei a =54cem; b=6lcm; ¢=43cm; a=>54mm; b = 61 mm;
¢ =43 mm,
V = 54 .61 - 43 = 141642 mm?,

oder da lcm3 =10-10-10 = 1000 mm3® ist V = 141,642 cm3.
Allgemein werden wir sagen : Man erhilt die MaBzahl fiir den Rauminhalt
eines Quaders, wenn man die MaBzahlen der drei aneinanderstofenden
Kanten miteinander multipliziert. '

Fiir ein Prisma mit einem beliebigen n-Eck als Grundfliche wird der
Rauminhalt

V=F-h,

wenn F der Flicheninhalt der Grundiliiche und % die Hohe des Prismas
ist. Aus den MafBeinheiten der Léngen ergibt sich die MafBleinheit der
Grundfliche und damit die MaBeinheit fiir den Rauminhalt. Ist z. B.
h in ecm gemessen, so ist F in cm? auszudriicken; fiir V ergibt sich
dann cm3 als MaBeinheit.

Beispiel: Ein sechsseitiges Prisma mit regelméBiger Grundfliche
sei hem hoch; die Seitenkante des regelmifligen Sechsecks sei a cm.

Der Rauminhalt ist zu berechnen. Aus V = F + hfolgt mit F = Seaz. V3

: =313 -a2-h.
Mit a=5cm und % =8cm ergibt sich

V=3%.y3528=2300"}3 = 519,62 cm3.

Die Mantelfliche eines geraden Prismas, dessen Grundfliche ein
n-Eck ist, wird aus n Rechtecken gebildet, die alle gleiche Hohe haben;
ihre Grundlinien sind die Seiten des #n-Ecks, die Hohe ist gleich der Hohe
des Prismas. Sind a,; a,; a; usw. die Seiten des Grundflichen-n-Ecks,
und ist % die Hohe des Prismas, so ist die Mantelfliche

M=h-(a;+ap+as+ ....)
oder, da @, +ay+ a3+ .... =u, dem Umfang des n-Ecks, ist,
M=hu.

Um die Oberfliche des Prismas zu erhalten, hat man der Mantel-
fliche den Inhalt der Grund- und Deckfliche hinzuzufiigen, so dal}
O=M+2F

wird, wenn man mit F den Inhalt der Grundfliche bezeichnet.

Die Pyramide. Verbindet man die Punkte eines Vielecks mit einem
Punkte auBerhalb der Ebene des Vielecks, so begrenzen die Verbindungs-
linien und das Vieleck eine Pyramide. Der auflerhalb der Ebene des
Vielecks gelegene Punkt heiBit Spitze, das Vieleck Grundfldache der
Pyramide. Das von der Spitze auf die Grundfliche gefillte Lot ist die
Hohe der Pyramide. Die Oberfliiche der Pyramide umfalt die Grund-
und die Mantelfliche, die aus Dreiecken besteht, deren Grundlinien
die Seiten des Vielecks sind.
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Ist die Grundfliche ein regelmafliges Vieleck, und liegt die Spitze
senkrecht {iber dem Mittelpunkt der Grundfliche, so heiBt die Pyramide
gerade. In diesem Falle sind die Seitenkanten gleich lang, die Seiten-
flichen gleichschenklige Dreiecke.

Schneidet man parallel zur Grundfliche durch eine Pyramide, so
erhilt man Figuren, die der Grundfliche #hnlich sind. Die Inhalte der
Schnittflichen verhalten sich wie die Quadrate ihrer Abstinde von der
Spitze (Fig. 119).

Da die Schnittflichen parallel sind, ist A, B,/|AB; A,F,|| AF und
B,F, I BF. Dreiecke mit parallelen Seiten sind wegen der Gleichheit
der Winkel (vgl. S.77) #hnlich, d.h. A A4,F;B,~ A AFB. In

gleicher Weise laBt sich die Ahn-

N lichkeit der dbrigen Teilflichen

‘ nachweisen, so dafl die Schnitt-

flichen als Summen der Teilflichen
ebenfalls dhnlich sind.

Aus der Ahnlichkeit der Drei-
ecke A,F,B;, und AFB folgt

A,B,:AB = A,F,: AF.
Die Parallelen 4,F, und AF liegen
aber in einer Ebene durch die Achse
SF der Pyramide und sind in diesen
Katheten in den rechtwinkligen
Dreiecken 4, F,S und AFS. Aus
der Ahnlichkeit dieser rechtwink-
ligen Dreiecke folgt

A F,:AF = SF, :SF.
Fallt man von F das Lot F G = g auf
A B und von F, das Lot F,G, = g,
auf 4, B,, so sind die Flicheninhalte

A)F B, =43A4,B, 9, und AFB=}AB-p.
Aus der Ahnlichkeit der rechtwinkligen Dreiecke A4,G,F;, und AGF
folgt 0, :0=A4,0,: 4G = } 4,B, : } AB; dividiert man die beiden
Flicheninhalte durcheinander, so ergibt sich

4,7, B, 34,B;- 0, . 1 14,58,
178 = %AB';) odermltQ?:-—}?:{T9
A4,F,B, _ _A,B} _ ST
AFB ~ 4B> Sk
Da sich samtliche Teildreiecke der Schnittfiguren wie SF2 : SF? ver-

halten, so verhalten sich auch die Schnittfiguren selbst wie W’% S k2,
d.h. wie die Quadrate der Abstinde von der Spitze. :

Der Rauminhalt der Pyramide. Wir denken uns zuniichst ein
gerades dreiseitiges Prisma ABCDEF (Fig.120a) und legen durch
EDC einen Schnitt. Dadurch wird von dem Prisma die dreiseitige
Pyramide Fig. b abgetrennt und fibrig bleibt die vierseitige Pyramide
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(Fig. ¢). Diese zerlegen wir durch den Schnitt DB in die beiden drei-
seitigen Pyramiden Fig.d u. e, so dal das Prisma in die 3 Pyra-
miden I, IT und IIT zerlegt ist, von denen I und IIT gleiche Grundfliche
und Hoéhe haben. Die beiden Grundflichen sind DCOF in I und ABE
in ITI. Die Hohen sind gleich, weil E von der Grundfliche DCF ebenso
weit entfernt ist wie D von der
Grundfliche ABE; sie sind gleich
der Hohe des Prismas. Die Pyra-
miden IT und IIT haben ebenfalls
gleiche Grundfliche und Hohe, wenn
man E als Spitze und BCD in II
und ABD in III als Grundflichen
ansieht. Da die Teilkorper I, II
und IIT gleiche Grundflichen und
Hohen haben, sind ihre Rauminhalte
gleich. Folglich zerfalltdas dreiseitige
Prisma in drei inhaltgleiche Pyra-
miden, so daB der Rauminhalt der
dreiseitigen Pyramide gleich einem
Drittel des zu erginzenden Pris-
mas ist.

Nun 148t sich aber jedes beliebige
gerade Prisma in dreiseitige Pris-
men zerlegen (Fig.121), so daB allge-
mein der Rauminhalt einer Pyramide

V=%F-h 7
wird, wenn man mit F den Inhalt
der Grundfliche und mit % die Hohe
der Pyramide bezeichnet.

Allgemeine Formeln fiir den In-
halt der Mantel- und Oberfliche
lassen sich nur fiir die gerade Pyra-
mide aufstellen.

- Die Mantelfldche einer gera-
den n-seitigen Pyramide besteht aus
n kongruenten  gleichschenkligen
Dreiecken mit der Seite AB der
Grundfliche als Grundlinie (Fig.119) und der Hohe SG der Seiten-
fliche als Hohe. Mit 4B = @ und S8G = &, wird

M=%n-ah.

Sind Grundfliche und Hohe der Pyramide bekannt, so ist %, als Hypote-
nuse im rechtwinkligen Dreieck SGF

hy =7Vh? + g2
Der durch die Grundfliche ABCDE (Fig. 119) und die Schnittfliche
A,B,C, D, E, begrenzte Koérper heit Pyramidenstumpf oder ab-

Fig. 120.
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gestumpite Pyramide. Thr Rauminhalt ergibt sich als Differenz
zweier Pyramiden zu -
—1F-H— W,

wenn man mit F und f die Inhalte der Grundflichen, mit H = SF und
k' = SF, die Hohen bezeichnet; doch ist die Berechnung etwas um-
stindlich. Sie sei aber durchgefiihrt, weil der Pyramiden- und Kegel-
stumpf technisch wichtige Korper sind.

Ist FF, =k die Hohe des Stumpfes, so ist
H=h-+-1 und damit V=3+F((+h)—
Lo feW=3F-h+4F -0 — f-}.
| FaBt man die Glieder mit A’ zusammen,
so erhilt man

s [F b+ (F—])

al ,
] Aus Fof = (b W9 W2 folgs JE- = h“hH‘
] TR
- F
+///}\ = —h7 +1, und daraus 1 = 1/:——
Y h Koot
1 A= B
ey V=TT gtien
a
Fig. 121. B — Vf

i

Damit die Wurzeln aus dem Nenner verschwinden, erweitern wir mit
]/F —{—y f (vgl. Algebra, S.44) und erhalten

wen. YV VFHVF L VIGF VS 1/_+f.
VF—yi VF+Vi F—f —f

Damit geht V iiber in

/F- —
V:%[FJH- (F_f).h.LFf_ﬂ;f} = b T YT

Der Zylinder. Wir denken uns ein diinnes Brett mit scharfer Kante
nach Fig. 122 in die Spitzen 4 und B einer Drehbank gespannt und lassen
die Bank laufen, dann beschreibt die scharfe Kante CD eine krumme
Fliche, die in allen ihren Punkten gleichen Abstand von der Achse AB
hat. Verfolgt man einen Kantenpunkt E, so 1iBt sich ohne weiteres
erkennen, daf er einen Kreis beschreibt, dessen Mittelpunkt F ist. Der
gesamte von den Kanten CD, AC und BD beim Umlaufen beschriebene
Raum ist ein Zylinder oder eine Walze. Wir haben ihn uns entstanden
gedacht aus der Umdrehung des Rechtecks ABCD um eine Seite des
Rechtecks als Umdrehungsachse und beachten, daB8 Zylinder tatsichlich
auf der Drehbank hergestellt werden. Statt eines Rechtecks konnen wir
auch jede beliebige andere ebene Figur umlaufen lassen, z. B. das Drei-
eck ABC oder den Halbkreis iiber 4B, und erhalten so eine Gruppe
von Korpern, die wir Umdrehungs-oder Rotationskérper nennen,
Von diesen Umdrehungskérpern 148t sich aussagen:
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1. sie haben eine Achse (4B);
2. jeder Schnitt senkrecht zur Achse ist ein Kreis.

Rauminhalt des Zylinders. Da ein Zylinder geometrisch be-

trachtet nichts anderes als ein Prisma ist, wird
dZ
V=F-h=%—-h=rz-n-h,

wenn 7 der Halbmesser, d der Durch-
messer und % die Hohe bedeuten.

Die Mantelfliche erhalten wir,
wenn wir den Zylinder lings einer Ge-

, h—— | S -
1 . R S
T% A ——T iF /// B E H
ll’ \\ rl 7y
YR
54 el 0’ h
—_ ﬁ_‘ PR B 0% D (
Fig. 122. Fig. 123.

raden parallel zur Achse aufgeschnitten denken und die Kreislinie
der Grundfliche strecken (Fig.123). Sie stellt sich als ein Rechteck
dar, dessen eine Seite gleich der Hohe 4 des Zylinders, wihrend die an-
dere gleich dem Umfange des Kreisesist. Daraus ergibt sich

M=2ar-h=a-d-h,
wenn wir mit d = 27 den Durchmesser bezeichnen.

Die Oberflache besteht aus Mantelfliche, Grund- und Deckfliche;
ihr Inhalt ist

md?
F=2nr-k+2-n72=n-d-h+2-T.
. d2
Bemerkung: Die 2 in dem Ausdruck 2. it—zd— wird nicht ge-

md?

hoben, weil den Tabellen entnommen wird.

Geometrisch ausgedriickt kénnen wir sagen: Ein Kreiszylinder ent-
steht, wenn wir eine ebene Kreisfliiche parallel mit sich selbst lings einer
Geraden verschieben. Steht die Gerade senkrecht zur Ebene des er-
zeugenden Kreises, so heiflt der Zylinder ,,gerader Kreiszylinder*; steht
sie schief, so heift er ,,schiefer Kreiszylinder*. Schnitte parallel zu den -
Grundflichen ergeben Kreise. Der Rauminhalt des schiefen Kreis-
zylinders ist gleich dem des geraden von gleicheér Grundfliche und Hohe.

Der Hohlzylinder. LaBt man in Fig. 122 das doppelt gestrichelte
Rechteck CC’'D'D um die Achse AB umlaufen, so entsteht ein Hohl-
zylinder mit gerader Achse. Er kann aufgefalit werden als die Differenz
zweier Zylinder: eines Zylinders mit dem erzeugenden Rechteck
ABCD und eines Zylinders mit dem erzeugenden Rechteck ABC'D’.
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Bezeichnet man mit R den #uBleren Halbmesser AC und mit 7 den
inneren Halbmesser AC’, so ist der Rauminhalt

V=R:m-h—rt-mwn=m-h:(R2—r?,

oder mit den entsprechenden Durchmessern

_wD? md? (nD2 ndz)
Ve—gh— =t )
Die Differenz der Halbmesser R und r heilt Wandstirke; sie ist
s=R—r.
Aus
V=n-h(R2—1r®)=n-h-(R+7r)(R—r)
folgt

V=ah-(R+71)s.
Erweitert man mit 2, so wird

V=2-n-k-£_2{—r rs=2ah ryps=an"h.d,.s,
Rir .
wenn man ———- = Tm, dem mittleren Halbmesser, und 27, = d,,

dem mittleren Durchmesser, setzt.

Der Kegel. Durch Umlaufen des Dreiecks 4BC (Fig. 122) um die
Achse AB entsteht ein gerader Kreiskegel. B heifit Spitze des Kegels.
Das Lot von der Spitze auf die Grundfliche ist die Hohe des Kegels.

Der Kegel kann aufgefaft werden als gerade Pyramide, deren Grund-
flache in einen Kreis iibergegangen ist. Damit erhalten die Sitze liber
die Pyramide auch fiir den Kegel Giiltigkeit.

Rauminhalt.

V=3iF-h=%-m-r2-h,
wenn wir mit » den Halbmesser des Grundkreises bezeichnen.

Mantelfldche:
M=n-r-s,

wenn wir mit s die Seite des Kegels bezeichnen.

Oberflache:

O=aa-rs+r2-a=m-r(s+r.

Kegelstumpf. Ist r der Halbmesser der oberen, R der Halbmesser
der unteren Grundfliche, k die Hohe des abgestumpften geraden Kreis-
kegels (der in der Werkstatt Konus genannt wird), so wird der Raum-
inhalt ,

V=:in-h(R2+ Rr+1r?.
Mantelfldche:
M=n-R-8S—ama-r-s,

wenn s’ die Seite des Erginzungskegels und S die Seite des vollen Kegels
bedeuten. Aus S —s =s {folgt

S=s44¢,
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so daB3 _ M=n-Rs+s)—a-r-s
=a+Res+a-R s —ma-r+s
=ngR-s+a.s (R—7).

Mit den Bezeichnungen der Fig. 124 folgt aus der Ahnlichkeit der ge-
strichelten Dreiecke

und daraus

, res
=R,
folglich wird
M = a-R-s+
n--RTTsr-(R—r)
=a-R-s+mw-r*s
M=n-s(R+7r).

Die Kugel ent-
steht, wenn wir den
Halbkreisder Fig.122
um den Durchmesser
AB umlaufen lassen.
Zur Ermittlung des
Rauminhaltes denkt
man sich die Kugel
angendhert ersetzt-
aus diinnen Brett-
chen, die geometrisch
betrachtet Zylinder mit sehr kleiner Hohe sind (Fig.125). Diese
‘kreisformigen Brettchen kénnen so gewihlt werden, dafi ihre obere
Kante in die Oberfliche der Kugel fillt; dann wird der Gesamtinhalt
der Brettchen kleiner sein als der Inhalt der Kugel (in Fig. 125 ausgezogen
gezeichnet). Wihlt man die Brettchen so, daBl ihre untere Kante in die
Oberfliche der Kugel fillt, dann wird der Gesamtinhalt aller Brettchen
groBer als der Kugelinhalt sein (in Fig. 125 gestrichelt gezeichnet). Je
diinner die Scheiben sind, um so genauer wird das Ergebnis der Sum-
mierung, aber um so gréBer wird auch die Zahl der Scheiben. Zur
Kugel werden die Schichten, wenn man sie verschwindend diinn — oder
wie der Mathematiker sagt — unendlich diinn macht. Dann wéchst
aber ihre Zahl ins Unendliche. Die Aufgabe losen heifit: Die Summe
unendlich vieler und unendlich kleiner GréBen zu finden, die mit den
Hilfsmitteln der bisher gebrachten Mathematik nicht berechnet wer-
den kann. In #hnlichen Fillen — Umfang des Kreises (S.74), Inhalt
der Pyramide (S. 104), Trigheitsmoment (S. 333) konnte entweder durch
die Anschauung oder durch Anniherung der ,,Grenzwert” gefunden
werden. In unserm Falle bleiben diese Verfahren undurchsichtig und
ziemlich verwickelt, so daf} es sich empfiehlt, die Ergebnisse der so-

Fig. 125.

Fig. 124. Fig. 126.
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genannten ,hoheren Mathematik® ohne Prifung zu ibernehmen.
Es ist der Rauminhalt
V=4 713
und die Oberfliche
O=4-7-72,
d. h. gleich dem vierfachen Inhalt eines Aquatorschnittes.
DerKugelabschnitt (Kalotte). Mitden Bezeichnungen der Fig.126

wird der Rauminhalt
V=”—é’3(3a2 R,

Fig. 127. Fig. 128.

Die Kappe hat den Flicheninhalt M =2m-r:-h =ax (a® + h?).
Die Kugelzone (Kugelschicht). Mit den Bezeichniingen der Fig. 127
wird der Rauminhalt

V=%£(3a2—|—3b2+h2),

die Mantelfliche
M=2n-R-h.
Der Kugelausschnitt (Fig. 128)
V=%-n-R%*h; O=nR2h+a).



Physik.
Bearbeitet von Dipl.-Ing. H. Winkel.

Die Physik beschreibt die Naturerscheinungen und ist demnach ein
Teil der Naturwissenschaften. Fillt ein Stein frei zur Erde, so ist dieser
Fall ebenso eine Naturerscheinung wie der Blitz. Will der Physiker beide
Naturerscheinungen beschreiben, so muB} er sie beobachten. Das fillt
ihm beim fallenden Stein sehr viel leichter als beim Blitz, weil er den
Vorgang beliebig oft wiederholen kann; man sagt dann: er stellt einen
Versuch an, er experimentiert, oder er macht ein Experiment. Die
Physik ist Experimentalphysik; sie gewinnt Einsicht in die Art
der Naturerscheinungen auf Grund von Versuchen — sie ist eine Er-
fahrungswissenschaft.

Beim Beobachten beschrinkt sich der Physiker aber nicht nur auf
die Feststellung, dafl der Stein fallt; er will vielmehr tiefer in die Art
der Bewegung eindringen. Zu dem Zwecke beobachtet er den Vorgang
mit der Uhr und dem Metermafl in der Hand: er mif3t. Versuche an-
stellen setzt also die Verwendung von MeBinstrumenten voraus, und
die Messungen werden um so genauer, je feiner die benutzten Instru-
mente sind. Beim frei fallenden Stein miBt der Beobachter den Weg,
den der Stein in 1, 2, 3 usw. Sekunden zuriicklegt, und schreibt seine
Ablesungen in Form einer Tabelle nieder. Aus den so erhaltenen Zahlen-
reihen versucht er weiter eine Beziehung zwischen dem Wege des frei-
fallenden Korpers und der dazu erforderlichen Zeit aufzustellen. Es
moge beispielsweise folgende Tabelle durch Beobachtung gefunden sein:

Zeit ¢ in Sekunden 1 2 3 4
Weg s in Metern 5 20 45 80

Dann 188t sich aussagen: Der Weg s, nach 1 Sekunde verhilt sich zum
Wege s, nach 2 Sekunden wie 5:20 oder — durch 5 gehoben — wie 1:4;
zum Wege s; nach 3 Sekunden verhilt. er sich wie 5:45 oder — eben-
falls durch 5 gehoben — wie 1:9; zum Wege s, nach 4 Sekunden verhilt
er sich wie 5:80 oder 1:16 usw. Das sind aber mathematische Aus-
driicke, Proportionen, die sich in Form von Gleichungen schreiben
lassen. Bezeichnet man die zum Wege s, gebrauchte Zeit mit ¢, (in
unserer Tabelle ist £, gleich 1 Sekunde), die zum Wege s, gebrauchte Zeit
mit £, usw., so wird die Art der Bewegung des frei fallenden Steines durch
die fortlaufenden Proportionen

Lyibyibygity oo, =

12:3: 4....
81:8:85:8....=1:4:9:16
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gekennzeichnet, d. h. beschrieben. Nun sind aber 1, 4, 9, 16 .... die

Quadratzahlen zu 1, 2, 3, 4 ...., so da} die Beziehung zwischen Weg
und Zeit durch die Gleichung

8118958358, +... =12:22:32:42 |
oder §1185:83:8;....=Hh B 8:8 ..

ausgedriickt ist. In Worten wiixrde das Ergebnis unserer Messung lau-
ten: Die zuriickgelegten Wege verhalten sich wie die Quadrate der zu-
gehorigen Zeiten. Diese Gleichung gibt uns also Auskunft {iber die
Art der Bewegung des frei fallenden Steines; sie ist das Gesetz des
freien Falles und stellt die einfachste Form dar, auf die dieses Gesetz
gebracht werden kann.

Streng genommen gilt das gefundene Gesetz nur fiir die durch die
Messung festgelegten Zeiten und Wege, fiir dazwischenliegende oder
dariiber hinausgehende Werte jedoch nicht ohne weiteres. Da sich aber
dieselben Beziehungen zwischen Zeit und Weg ergeben, ganz gleichgiiltig,
wer den Versuch anstellt, oder wo er angestellt wird, so schreibt der
Physiker diesem Gesetz allgemeine Giiltigkeit zu und erhebt es damit
zu einem Naturgesetz. Nun dndert er auch entsprechend dieser all-
gemeinen Giiltigkeit die Schreibweise; er faBt nicht mehr die einzelnen
Sekunden 1, 2, 3, 4 usw. ins Auge, sondern sagt: Ich fasse die Zeiten
und die Wege als verdnderliche GroB8en auf — mit wachsender Zeit
wird auch der zuriickgelegte Weg grofler — und bezeichne sie mit ¢
und s, dann wird der Satz ,die zuriickgelegten Wege verhalten sich
wie die Quadrate der zugehorigen Zeiten* durch die Gleichung

s=qa-t?
ausgedriickt, worin @ zunichst Proportionalitdtsfaktor ist (vgl. Ab-
schnitt Mathematik, S. 74). Diese Gleichung unterscheidet sich grund-
sitzlich und dem Wesen nach von den Bedingungsgleichungen der Alge-
bra, denn sie stellt eine Beziehung zwischen verdnderlichen Gréfen
dar — in unserm Falle sind ¢ und s die Verédnderlichen. Man nennt
solche Gleichung eine Funktion und bezeichnet {als dieunabhéngige
(willkiirlich zu wéhlende), s als die abhédngige (durch die Wahl von ¢
bestimmte) Verdnderliche. Die Mathematik schreibt s = f(f) — ge-
lesen s gleich Funktion ¢ — und will damit lediglich zum Ausdruck
bringen, daf} es sich um eine Abhingigkeit zweier verdnderlicher Grofien
voneinander handelt. Diese Schreibweise bietet neben der Kiirze den
Vorteil, daB ich jetzt fiir jeden beliebigen Wert von ¢ den in dieser Zeit
zuriickgelegtén Weg im voraus berechnen kann; so wére z. B. fiir t = 6
Sekunden der Weg s = a - 62. Voraussetzung ist, dafl der Faktor a
bekannt ist. Auch er ist durch unsere Versuchstabelle bestimmt; nur
miissen wir daran denken, dal die Wege nicht unmittelbar 1,4, 9, 16. ...
waren, sondern 5, 20, 45, 80 ...; wir hatten durch 5 gekiirzt. Wollen
wir die wirklichen Wege haben statt der verhiltnismifligen, miissen
wir mit der gekiirzten 5 wieder multiplizieren. Der Weg, der in ¢ Sekun-
den zuriickgelegt wird, ist nicht s = ¢2, sondern s = 5 2; d. h. der Pro-
portionalitatsfaktor @ ist in unserm Falle gleich 5. Danach wird der
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in 6 Sekunden zuriickgelegte Weg s = 5+ 62 = 180; der in 10 Sekunden
zuriickgelegte Weg wiirde sich zu s =5 - 102 = 500 ergeben. Im Gegen-
satz zu den Veréinderlichen s und ¢ ist @ = 5 eine unverinderliche oder
konstante GroBe; sie heift Unveridnderliche oder Konstante.
Ihre Bestimmung ist nur aus dem Versuch méglich.

Zusammenfassend kénnen wir sagen: Jedes physikalische Gesetz wird
in Form einer Gleichung ausgedriickt, die den zahlenmiBigen Zusammen-
hang zwischen den einzelnen voneinander abhingenden physikalischen
Grofen angibt. Zweck der Aufstellung von Naturgesetzen ist die Voraus-
berechnung von zu erwartenden Naturerscheinungen.

Habe ich z. B. durch den Versuch die Festigkeit von FluBeisen be-
stimmt, und kenne ich den EinfluB der Form des Querschnittes auf die
Tragfahigkeit eines Stabes, so kann ich im voraus die Kraft berechnen,
unter der ein Triger bricht. Will ich, daB er nicht bricht, muf} ich unter
dieser errechneten Hochstbelastung bleiben. So ermoglicht die Kenntnis
der Zusammenhdnge, das sind die physikalischen Gesetze, iiberhaupt
erst den Entwurf von Maschinen und Bauwerken; die Mathematik und
der Versuch sind ihre Unterlagen.

Auch mit der Aufstellung eines Naturgesetzes gibt sich der Physiker
nicht zufrieden. Wir kénnen uns sehr wohl vorstellen, daB3 durch Ver-
suche aller Naturwissenschafter eine ungeheure Anzahl von Einzel-
ergebnissen gefunden wird, die zun#ichst ohne jeden Zusammenhang
untereinander sind. Diese Fiille von Beobachtungen mufl jetzt nach
einheitlichen Gesichtspunkten gesichtet und geordnet werden, denn fiir
sich betrachtet ist jeder Versuch nicht mehr als ein Baustein, und eine
noch so groBe Menge Steine gibt noch keinen Bau, den nur die ordnende
Hand des Baumeisters formen kann. Vergleicht man die Bewegung eines
mit gleichbleibender Geschwindigkeit dahinbrausenden Schnellzuges mit
der des fallenden Steines, so fallt auch dem wissenschaftlich nicht geschul-
ten Kopf ein Unterschied auf. Der nachdenkliche Physiker begniigt sich
nicht mit dieser Feststellung ; fiir ihn ist eine Naturerscheinung erst dann
restlos beschrieben, wenn er angeben kann, woher der Unterschied in
der Bewegung kommt. Er sieht in dem Vorgang selbst eine Wirkung,
deren Ursache zunidchst der Beobachtung verborgen bleibt, die er aber
zu ergriinden strebt. Hier ist nun der Punkt, wo ihn seine bisherigen
Hilfsmittel — Uhr, MetermaB, Auge — vollstindig im Stiche lassen;
kein noch so scharfer Sinn, kein noch so genaues Instrument beantwortet
die Frage, woher es kommt, dafl der Stein immer schneller fillt, der Zug
stetig fahrt. Es ist der Punkt, wo der ziindende Funke der Erkenntnis
blitzartig in dem Kopfe der ganz Groflen aufleuchtet; man ist versucht
zu sagen, eine gottliche Offenbarung iiberkommt den Menschengeist —
der schopferische Gedanke entspringt dem Kopfe des Forschers! Es war
Isaac Newton (1687), ein englischer Gelehrter, der klar erkannte und
aussprach: Eine Kraft ist die Ursache der besonderen Bewegung des
Steines. Er konnte diese XKraft nicht nachweisen, und keiner nach ihm
vermochte es; es war eine Annahme oder, wie die Wissenschaft sagt,
eine Hypothese. Nie diirfen wir sagen ,.es ist so‘; die , Kraft‘‘ ist

Winkel, Der prakt. Maschinenbauer II, 1, 8
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keine Tatsache, immer nur ,,Annahme*. So geldufig ist dem Menschen
das Gefiihl fiir ,,die Kraft” — er fiihlt, wie sich seine Muskeln spannen,
wenn er eine Last hebt, eine Waffe schleudert —, da3 man beinahe von
einem besonderen Sinn, dem Kraftsinn, zu sprechen geneigt ist, und
doch: Die Kraft als Ursache der so ganz anders gearteten Bewegung
des Steines ist ein Begriff, den der Menschengeist sich formte, um
die Art der Bewegung iiberhaupt erkliren zu koénnen. Wir sehen nicht
wie sie am Stein angreift, wie sie auf ihn iibertragen wird, keine un-
mittelbare Verbindung ist bemerkbar wie zwischen der Last und der
Faust, die sie bewiltigt. Newton sagte uns: Es ist die Anziehungskraft
der Erde, die auf den fallenden Stein wirkt; die Masse der Erde iibt
Kréafte aus, die nicht auf ihre Oberfliche beschrinkt sind — auch
der Mond wird von der Erde angezogen. Und Krifte, sagte er weiter,
treten iiberall da auf, wo Bewegungen sind, die der des frei fallen-
den Steines entsprechen.

Mit der Schaffung des Kraftbegriffes kam Ordnung in die Fiille der
Bewegungserscheinungen ; alle bekannten Bewegungen lieen sich jetzt
zwanglos erkliren, sie lielen sich einordnen. Und diese Erklirung aller
Bewegungsvorginge auf Grund der Annahme einer Kraft wurde aus-
gebaut — sie wurde Theorie; die Physik war eine Wissenschaft ge-
worden.

Eine Theorie erfilllt nur dann ihren Zweck vollkommen, wenn sie
alle Erscheinungen zu erkliren vermag. So mufite die Theorie der Krifte
alle Bewegungen erkldren, und sie tat es auch. Nun ist aber der Fall
moglich, dafi die Verfeinerung der MeBinstrumente, die Entdeckung
neuer Stoffe den Forscher vor Naturerscheinungen stellen, die er mit
der bisher unangezweifelten Theorie nicht erkliren kann. So stimmten
beispielsweise neuere Beobachtungen von Sternen nicht zu der Newton-
schen Lehre von der Bewegung; die Entdeckung des Radiums warf neue
Fragen auf, die sich nicht beantworten lieBen. Doch der rastlose Men-
schengeist ruht nicht, bis er auch diese Tatsachen einer noch umfassen-
deren Theorie eingeordnet hat, bis er auch sie zu erkliren imstande ist.
Vollendet ist die Aufgabe der Physik, wenn sie alle, aber auch alle Natur-
erscheinungen beschrieben und damit erklirt hat. Keiner weil3, ob je
das Ziel erreicht werden wird — ebensogut ist es moglich, daB der Mensch
die Unmoglichkeit der Losung dieser Aufgabe erkennt und sich bescheidet.

Das Gebiet der Naturerscheinungen ist so ungeheuer groB, daB sehr
bald das Bediirfnis rege wurde, es nicht durch die eine Wissenschaft der
Physik allein zu umfassen. So trennte sich die Sternkunde oder Astro-
nomie sehr frithzeitig von ihr und wurde selbstindige Wissenschaft;
in der neueren Zeit splitterte die Chemie ab, wie es die Gesteinkunde
oder Mineralogie schon vor ihr getan hatte. Heute ist es iiblich, die
Physik auf die leblosen Kérper zu beschrinken, deren stoffliche Zu-
sammensetzung bei allen Zustandsinderungen unverindert bleibt. Das
Wasser beschiftigt den Physiker nur als Wasser, wobei es ihm gleich-
giiltig ist, ob es sich im festen, fliissigen oder gasférmigen Zustande
befindet; der Chemiker dagegen zerlegt es in seine Bestandteile Wasser-
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stoff und Sauerstoff. Doch zeigt die jiingste Entwicklung beider Wis-
senschaften, dafl es nicht moglich ist, hier eine scharfe Grenze zu ziehen.

Die Physik gliedert sich in die Lehre von den Kriften oder die
Mechanik, die Warmelehre, die Lehre von der Elektrizitit und
dem Magnetismus, die Lehre vom Schall (Akustik) und die Lehre
vom Licht (Optik). Die Mechanik unterscheidet im besonderen nach
dem Zustande, den die Koérper haben, eine Mechanik fester Korper,
auch Geomechanik genannt, eine Mechanik fliissiger Kérper, die Hydro-
mechanik, und eine Mechanik der gasformigen Korper, die Aero-
mechanik. Diese Einteilung geht auf
die alten Griechen zuriick und 188t
sich heute kaum noch rechtfertigen.

Je nach dem, ob sich ein Korper
unter dem Einflusse von Kriften in
Ruhe oder in Bewegung befindet,
unterscheidet man eine Lehre vom
Gleichgewicht (Statik) und eine
Bewegungslehre (Dynamik) und Fig. 1.

hilt diesen Gesichtspunkt aufrecht

beim festen, fliissigen und gasformigen Korper, so daBl sich die Mechanik
gliedert in die Lehre vom ruhenden und bewegten festen Korper, die
Statik und Dynamik schlechthin; die Lehre von der ruhenden und
bewegten Fliissigkeit, die Hydrostatik und die Hydrodynamik; die
Lehre von den ruhenden und bewegten Gasen, die Aerostatik und die
Aerodynamik. In besonderen Abschnitten behandelt der Techniker
die Lehre vom Schwerpunkt und die Reibung als fiir ihn besonders wich-
tig, und trennt ganz von der Mechanik die Festigkeitslehre, die wohl aus-
schlieBlich als Schopfung des Technikers und nicht des Physikers im
iblichen Sinne angesehen werden darf.

Bei unserm frei fallenden Stein sagten wir: Der Beobachter miBt
den Weg und die Zeit. Messen heillt vergleichen. Will man z. B. die
Lange eines Weges messen, so vergleicht man sie mit einer bekannten
oder besser festgelegten Linge, der Lingeneinheit, die die Form
eines MaBstabes hat. Als Langeneinheit gilt in fast allen Kulturstaaten
das Meter; nur England und Amerika haben abweichende Einheiten,
ebenso RuBland. Ein Meter (m) ist die Lange eines Platin-Iridiumstabes
von x-férmigem Querschnitt, der in Sévres bei Paris aufbewahrt wird
(Urmeter; Fig. 1). Sie war gedacht als der 40 000 000 Teil des Meridians,
d. h. der Linie, die vom Nordpol iiber den Siidpol zum Nordpol der Erde
geht. Doch haben neuere Messungen eine, wenn auch geringe, Abweichung
von dieser Liénge ergeben.

Fiir die Messung der Zeit gilt als Einheit die Sekunde (sek). Der
Tag ist die Zeit, welche die Erde zu einer einmaligen Umdrehung um
ihre Achse braucht. Da der Tag in 24 Stunden, die Stunde in 60 Minuten,
die Minute in 60 Sekunden eingeteilt wird, wire 1 sek der 24 - 60 - 60
= 86400.Teil eines Tages. Infolgeder nichtkreisformigen Bahn der Erde
um die Sonne schwankt die Lange eines solchen Sonnentages um eine

8%

x|
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halbe Minute nach oben und nach unten, so dal wir mit einem Sonnen-
tage rechnen, der 86 400 Sekunden betrigt. Fiir technische Messungen
reicht die Genauigkeit der Taschenuhr vollstindig aus, besonders dann,
wenn sie als sogenannte Stoppuhr gebaut ist.

Kréfte werden durch den Vergleich mit der Gewichtseinheit ge-
messen. Die Einheit des Gewichtes ist das Kilogramm (kg). Sie ist
gleich dem eines Platin-Iridiumkorpers, der ebenfalls in Sévres auf-
bewahrt wird, und war gedacht als das Gewicht von einem Liter destil-
lierten Wassers bei einer Temperatur von 4° C, einem Barometerstand
von 760 mm Quecksilbersiule unter dem 45. Breitengrade in Meeres-
héhe. Da auch hier spitere Messungen eine geringere Abweichung er-
geben haben, sind alle drei Einheiten als festgelegte, auf Vereinbarung
beruhende KEinheiten anzusehen; sie sind die Grundeinheiten des
sogenannten technischen Mafsystems, auf die sich die Messungen
aller physikalischen GréBen zuriickfithren lassen. Die Einheit, in der
eine physikalische Grofle gemessen wird, heiit Dimension.

A. Allgemeine Eigenschaften der Korper.

Ausdehnung. Jeder Korper fiillt einen Raum aus, dessen GrofSe
Rauminhalt oder Volumen heifit. Wo ein Korper ist, kann gleichzeitig
kein zweiter sein; man sagt : Die Kérper sind undurchdringlich. Das, was
den Raum ausfiillt, ist Stoff oder Materie. Begrenzt wird der Koérper von
Fliachen, die Flache von Linien, die Linie von Punkten, Die Ausdehnung
eines Korpers pflegt man durch die Angabe der Lange, Breite und Hohe zu
bestimmen. Dabei mifit man die Breite senkrecht zur Lénge, die Hohe, auch
Tiefe oder Dicke genannt, senkrecht zu der durch Lénge und Breite be-
stimmten Ebene. Dadurch werden Raum- und Flichenmessungen auf
die Messung von Léngen zuriickgefiihrt, als deren Einheitsmaf} das
Meter (m) angegeben wurde.

Die Unterteile des Meters sind :

1 Dezimeter (dm) = 1/;,, m =0,1m; lm=10dm,
1 Zentimeter (cm) = 1/;o m = 0,01 m; 1 m =100 cm,
1 Millimeter (mm) = /;5po m = 0,00l m; 1m = 1000 mm .
Als Mehrfaches eines Meters ist ein Kilometer (km) = 1000 m iiblich.
In England mif3t man nach Zoll:
1Zoll =1"=254mm,
1 Ful =1' =12 Zoll (12") = 0,305 m,
1 Yard = 3 Fuf} (3') = 0,914 m
(auch bei uns zur Angabe von Fadenlingen in der Textilindustrie iiblich),
1 Meile = 1760 Yards = 1,609 km .

MeBinstrumente. Groflere Langen werden mit einem Stahlband
(Bandma@), einer Mefllatte oder mit dem Zollstock gemessen; Bruch-
teile von Millimetern mit der Schublehre auf 0,1 mm genau. Zu
Messungen auf 0,01 mm Genauigkeit bedient man sich der Schrauben-
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Jehre oder Mikrometerschraube, deren peinlich sauber geschnittenes
Gewinde 1 oder !/, mm Steigung hat. Wird eine noch héhere Genauig-
keit gefordert (0,001 mm), wie es beim Priifen von Lehren vorkommt,
so miissen optische Instrumente verwendet werden, da selbst die
bestgeschnittene Schraube Fehler hat, die iiber 0,001 mm hinaus-
gehen. In der Werkstatt sind meist Toleranzlehren in Gebrauch, die
feste MaBe — EndmafBe — darstellen und auf + 0,02 bis -+ 0,01 mm
genau messen. Zur Bolzenmessung dient die Lehre (Fig.2); fiir Boh-
rungen (Fig. 3), und zwardarf ein Bolzen
in eine Lehre, die 0,02 mm zu Kklein ist,
nicht hineingehen, mufB aber in eine mit
0,02 mm groflerem Durchmesser passen.

Die Einheit des FlichenmafBes ist das Quadratmeter (m? oder gm):
1 m2 = 100 - 100 = 10 000 cm? = 1000 - 1000 = 1 000 000 mm?,
1 Quadratkilometer = 1000 - 1000 = 1000 000 m?,
1 Hektar (ha) = 100 - 100 = 10000 m?2,
1 Ar (a) =10-10 =100 m2.
Altere MaBe: 1 Quadratrute = c> 14 m?2,
1 Morgen == ~ 2500 m?2.
Die Einheit des RaummaBes ist das Kubikmeter (m? oder cbm).
1 m3 =100 - 100 - 100 = 1000000 cm?,
= 1000 - 1000 - 1000 = 1000000 000 mm?.
Uber Flichenmessung siehe Abschnitt Planimetrie S. 70.
Uber Raummessung siehe Abschnitt Stereometrie S. 101.

Fig. 3.

Gewicht. Versucht man, einen Korper vom Boden aufzuheben, so be-
darf es dazu eines Kraftaufwandes; der Korper setzt dem Aufheben einen
Widerstand entgegen, den die Faust tiberwinden mufl. Wir sagen: Der
Korper ist schwer. Die Grofle der Kraft, die wir beim Heben aufwenden
miissen, ist gleich dem Gewicht des Korpers. Die MaBeinheit des Ge-
wichtes ist das Kilogramm (kg).
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Die Unterteilungen des kg sind

1 kg = 1000 Gramm (g),
1 g = 1000 Milligramm (mg) .

_ Groflere Gewichte werden in Tonnen (t) ausgedriickt; 1 t = 1000 kg.
Im téglichen Leben sind noch iiblich

1 Pfund (%) =500g,
1 Zentner (Ztr.) = 50 kg,
1 Doppelzentner (dz) = 100 kg .

In England und Amerika mifit man das Gewicht nach Tonnen und
Pfunden:

1 Tonne (engl.) = 2240 Pfund (engl.) = 1016 kg ,
1 Pfund (engl.) = 454 g = 16 Unzen,
1 Unze =284 ¢g.

Gewichtsmessung. Zur Feststellung des Gewichtes dient die
Wage, die im allgemeinen als zweiarmiger Hebel ausgebildet ist und
in den Ubersetzungen 1 :1 (gleicharmig), 1 :10 (Dezimalwage) und
1:100 (Zentesimalwage) handelsiiblich hergestellt wird (vgl. Mechanik
S. 172).

Befreit man einen ruhenden Ko6rper von seiner Unterlage, so fillt er;
man sagt, ,.er wird von der Erde angezogen®, und spricht von der An-
ziehungskraft der Erde. Die Richtung, in der der Korper fallt, ist die
Richtung der Schwerkraft, die von dem Lot oder Senkblei angezeigt
wird. Das Lot ist ein freihingender Faden, der am unteren Ende be-
schwert ist; seine Richtung heiBt lotrecht, senkrecht oder vertikal, die
zu ihr senkrechte Richtung heiBit wagerecht oder horizontal. Alle Lote
fithren zum Mittelpunkt der Erde, bilden also im strengen Sinne Winkel
miteinander, doch sind die Abweichungen nur bei grofieren Ent-
fernungen von Belang. Auf der Erdoberfliche ist eine Bogenminute
(1) = 1852 m, eine Bogensekunde (1') = 31 m. Zur Priifung senkrechter
Linien dient das Lot oder Senkblei, zu der wagerechter Linien die Was-
serwage oder Libelle; sie ist ein schwach nach oben gekriimmtes, mit
Wasser oder Ather gefiilltes Glasrohr, in dem eine Luftblase schwimmt,
die sich auf den hochsten Punkt des Rohres einstellt, wenn die Unterlage
wagerecht ist.

Das Gewicht eines Korpers ist verinderlich, es ist von seiner Lage
auf der Erdoberfliche, d. h. von seiner Entfernung vom Erdmittelpunkt,
abhiingig, und zwar ist das Gewicht eines Liters Wasser an den Polen
groBer als am Aquator, da infolge der Abplattung der Erde an den Polen
die Entfernung der Pole vom Mittelpunkt geringer ist als der Halbmesser
des Aquators. Diese Verinderlichkeit des Gewichtes 1i8t sich nicht mit
einer Hebelwage feststellen; dazu bedarf es einer Federwage oder eines
Dynamometers, bei dem die Verlingerung einer zylindrischen Schrau-
benfeder ein MaB fiir die GroBe des Gewichtes eines angehéingten Korpers
ist. Entfernt man sich von der Erdoberfliche, so nimmt das Gewicht
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um 3 g fir je 10 kg und 1000 m Erhebung ab. Ein 75 kg schwerer Mann,
der 5000 m hoch im Luftschiff oder Flugzeug steigt, verliert
- 3¢
ke 10 kg 1000 m
an Gewicht. Unverdndert bleibt die Stoffmenge des Kérpers.

-+5000 m = 112,5¢

Das spezifische Gewicht und das spezifische Volumen. Nach der
Erklirung der Gewichtseinheit wiegt 1 cm® Wasser rund 1g. Durch
Wigung stellen wir fest, daBl 1 cm3 Eisen 7,2 g wiegt; es ist also das
gleiche Volumen Eisen 7,2mal so schwer wie 1 cm3 Wasser. Die Zahl,
die angibt, wieviel mal so schwer das Eisen ist wie das gleiche
Volumen Wasser heilt das spezifische Gewicht des Eisens. Da
1 g Wasser 1cm® Rauminhalt hat, kann man auch sagen, das spezi-
fische Gewicht ist das Gewicht in g von 1 cm?® eines Stoffes; in diesem
Falle ist das spezifische Gewicht als Gewicht der Raumeinheit (1 cm?).
eine benannte Zahl; sie wird mit s bezeichnet; ihre Dimension (vgl.
S. 116) ist gfem?, kg/dm?, t/m?3.

Um einer Verwechslung der benannten mit der unbenannten Zahl s
vorzubeugen, hat man neuerdings die unbenannte Zahl das relative
Gewicht genannt im Gegensatz zu der benannten, die spezifisches oder
auch Einheitsgewicht heift.

Unter der Dichtigkeit oder Dichte versteht man das Verhiltnis
der Masse eines Korpers zu der Masse eines gleichen Volumens Wasser
von 4° C. Die beiden Begriffe Dichtigkeit oder spezifische Masse und
spezifisches Gewtcht sind grundsitzlich zu unterscheiden. ZahlenméBig
sind sie gleich. Uber Masse siehe S.138. ‘

Hat ein Korper das spezifische Gewicht s g/em® und ist das Volumen
V em3, so ist sein wirkliches Gewicht

G=V-sing.
Die zugehorigen Dimensionsgleichungen miissen er-
fillt sein.

g kg t
— om? .- . —dms. -2 = md.— -
g=cm’-- =5 kg = dm P t m —

wenn § in g/em?, kg/dm?oder t/m?® und V entsprechend in cm?, dm?® und
m? gegeben ist.

Spezifische Gewichte.*)
In kg fiir 1 dm?.
Metalle und Legierungen.

Aluminiom . . . . . . . . 2.6 Eisen:

Antimon . . . . . . . .. 6,6 Roheisen, grau. . . . . . 6,6 — 7.6
Blei ... ... .. ... 114 Roheisen, weil . . . . . 7,0=-179
Bronzen (RotguB) . . . . . 74 -89 GuBeisen . . . . . . .. 7,0 =-7.2
Chrom . .. . . .. ... 6.8 StahlformguB8 . . . . . . 7.8

*) Entnommen aus Dubbel, Taschenbuch fiir den Maschinenbau, 3. Aufl.
Julius Springer, Berlin 1921.
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FluBeisen . . . . . . . 7,8 Messing:

FluBstahl . 7,9 Gelbgul . . . . . . 8,2 =~ 8,7
Schweilleisen . . . . . 7,8 Draht . . . . . . .. 8,7
Schweifistahl . . 7,9 Nickel . . . . . . .. .. 8,7
Tiegelstahl. . . . . R 7,9 Platin . . . . . .. . .. 21,5
Schnellschneidstahl . . . . 8,6--92 Quecksilber . . . 13,6
Eisendraht. . . . . C . 7,7 WeiBmetall (Lagermetaﬂ) . 7,0-2-7,5
Stahldraht 7,9 Wismut . . . . . . . .. 9,8

Kupfer: Wolfram . . . . . . .. 19,1
gegossen . . . . . . . 8,8 Zink:
gewalzt . . . . . . .. 8,9 gegossen . . . . . . . . 6,9
Draht . . . . . . 9,0 gewalzt . . . . . . . .. 7,2

Magnesium . . . . . . . 1,7 Zinn . .. ... 7,4

Mangan . . . . . . .. 7,6

Holzer — lufttrocken.

Birke . . . . . .. . ... .. 0,6 Pockholz. . . . . . . . . . .. 0,9

Eiche . . . . . . . .. ... 0,9 Rotbuche . . . . . . . . . .. 0,7

Erle. . . . ... .. ... .. 0,5 Rottanne . . . . . . . . . .. 0,6

Bsche . . . . . . . . .. ... 0,7 Rister. . . . . . . . . .. 0,6

Kiefer (Fohre) . . . . . . . .. 0,5 WeiBbuche . . . . . . . 0,7

Larche . . . . . . .. 0,5 Weiltanne . . . . . . . . . . . 0,5

Pappel . . . . .. ... ... 0,4

Frisch geschlagene Holzer wiegen etwa 1,8 mal soviel.
Mauerwerk und seine Baustoffe.

Beton . . ... ... .. 1,8 --25 Sandstein . . . . . . . .. 22225

GipsguB (trocken) . . . . . 1,0 Schamottesteine ... 1,820

Granit . . . . . .. ... 2,6 —3,0 Ziegelsteine, gebrannt:

Kalkbrei . . . . . . . .. 14 gewohnliche . . «. . . . 1,416

Kalkmortel . . . . . . . . 1,518 Klinker . . . . . . .. 1,7 =20

Korksteine . . . . . .. 0,25 ungebrannt:

Mauerwerk aus: Kalksand- . . . . . . . . 1,9
gebrannten Ziegeln . . . 1,6 Zementmortel . . . . . . . 2,1
Klinkern . . . . . .. .18->-20
Kalksandziegeln . . . . 1,9
Bruchstein. . . . . . . . 2,5

Verschiedene Hilfsstoffe.

Asbest — verarbeitet. . . . l 2 Gummi — verarbeitet . . . 14

Asphalt . . . . . .. 1,1--1,5 Kotk . . . . . . .. .. 0,24

Fette . . . . . . .. .. 0,9 Korundschmlrgel ..... 4,0

Glas . . . . . . . .. .. 2,5 Leder e e e e 092151

Graphit . . . . . . . . .. 2,1 Porzellan . . . . . . .. 2,3

Fliissigkeiten bei 15° C.

Ather (Schwefeldther) 0,73 Petroleum (Leuchtol) . 0,79 = 0,28

Alkohol . . . . . . . .. 0,79 Salpetersdure — rohe mit

Benzin . . . . . . .. . 0,68 —0,72 etwa 709, HNO, . 1,42

Benzol : . . . . . . . 0,89 Salzsdure mit etwa 209

Glyzemn ......... 1,26 HCL ... ... . 1,1

Leinol . . . . . . . .. 0,93 Schwefelsdure — rohe it

Mineralole: etwa 669, H,SO, . . . 1,6
Spindeldle . . . . . . . 0,89 0,90 Spiritus — 90 Raum9, 0,83
Maschinensle . . . . . 0,90 — 0,91 Steinkohlenteer . . . . . 1,2
Eisenbahnachsendle. . . 0,90--0,92 Teersl . . . . . . . . . 1,0—1,1
Zylinderdle . . . . . . 0,92 — 0,94 Terpentinél . . . . . . 0,86
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Gase bei 0° und 760 mm Barometerstand.
Gewicht von 1dm? in g.

Azetylen . . . . . . .. 1,177 Luft:

Grubengas . . . . . . . 0,7 trocken . . . . . . . 1,293

Kohlenoxyd . . . . . . . 1,25 mittelfeucht . . . . . - 1,3

Kohlensgure . . . . . . . 1,964 Sauerstoff . . . . . . . 1,429

Leuchtgas . . . . . . .. 0,53 — 0,56 Stickstoff . . . . . . . . 1,254

Wasserstoff . . . . . . . 0,0895
Mittlere Lagergewichte
fir 1 m? in kg.

Brennstoffe: Mais. . . . . . . . . . .. 750
Holzkohle . . . . . . . . . 200 Heu und Stoh . . . . . . . . 150
Koks . . . . ... .. .. 400 Hiilsenfriichte . . . . . . . . 800
Holz . . .. . ... ... 400 Xalk (gebrannt) . . . . . . . 1100
Torf. . . . . .. .. ... 500 Kartoffeln . . . . . . . . .. 700
Braunkohlen . . . . . . . . 700 Malz . . . . .. ... ... 550
Steinkohlen . . . . . . . . 800 Mehl . . . . . .. ... .. 700
PreBkohlen . . . . . . . . . 950 Muall . . . . ... ... 650

Eis . . ... ... ..... 900 Obst . . . . . . . . . . .. 350

Erde, Lehm, Ton, Kies . . . . 1800 Riiben . . . . . . . . . .. 600

Formsand . . . . . . . . .. 1200 Salz:

Getreide: grobkérnig .-, . .. . . .. 750
Weizen, Roggen, Gerste, Buch- feingemahlen . . . . . . . . 1000

weizen . . . . . . . . . . 680 Zement . . . . . . . . ... 1400

Hafer . . . . . . . ... .. 450 Zucker. . . . . . . . . . .. 750

Beispiel 1. Ein Kupferbarren ist 0,8 m lang, 20 cm breit und 150 mm
dick; wie grof} ist sein Gewicht?
G=V-s=80cm-20cm-15cm - 8,9gfcm3 = 214000¢g, .
wenn alle MaBle in cm eingesetzt werden;
G=V-s=8dm-2dm-1,5dm-89kg/dm = 214 kg,
wenn alle MaBle in dm eingesetzt werden; oder
G=V-s=08m-02m-0,15m-8,8t/m?=0,214¢,
wenn alle MaBe in m eingesetzt werden. Niemals diirfen in ein und der-
selben Gleichung die MaBeinheiten (Dimensionen) durcheinander stehen ;
also alle LiangenmaBe miissen entweder in m, cm oder mm, alle
Gewichte entweder in t, kg oder g eingesetzt werden. Alle tech-
nischen Berechnungen sind stets sehr sorgfiltig daraufhin zu priifen.

Der umgekehrte Wert des spezifischen Gewichtes ist die Zahl, die
angibt, welche Raumeinheit zur Gewichtseinheit gehért; so nehmen bei
760 mm Barometerstand 1,293 kg Luft einen Raum von 1 m? ein, folg-
lich braucht 1 kg Luft einen Raum von 1293 2193 = 0,773 m?; diese Zahl
heifit das s pezifische Volumen der Luft und ist demnach 0,773 m3/kg
(Kubikmeter pro Kilogramm).

Aus der Benennung oder Dimension 148t sich schon im allgemeinen
der Begriff richtig deuten. Was heit denn s g/em®? sg pro
Kubikzentimeter, und bedeutet: s g Gewicht gehen auf 1 cm? des
Stoffes. Oder: was sind 0,773 m®/kg ? 0,773 m® gehoren zu einem Ge-
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wicht von 1kg. KEs ist sehr empfehlenswert, alle vorkommenden
Gleichungen auf die Richtigkeit der eingesetzten Benennungen (MaB-
einheiten oder Dimensionen) zu priifen; die Ubereinstimmung beider
Seiten der Gleichung bietet eine Gewshr fiir die Richtigkeit der ange-
wandten Formel, denn dimensionslose Gréflen sind in technischen
Gleichungen selten. Dabei rechnet man mit den Benennungen wie

3
mit algebraischen Gréﬁen,m—gibt m2.
m

Die Grundgleichung fiir das wirkliche Gewicht

G="T-s
s l i dient zur Gewichtser-
iL*—ly e, e Ly el — mittlung von Bauteilen,
. T T T F Maschinenteilen im Ent
s | 7300 1509 sse | s wurf, d.h. auf dem Rei3-
i T l I T —  brett, und fertigen Kon-
struktionen, da sich aus
‘ | den Abmessungen der

Zeichnung der Raumin-
halt durch Rechnung
bestimmen 1a83t.
Beispiel 2. Was wiegt eine flufeiserne Welle (nach Fig.4)?
Wir denken uns die Welle in fiinf zylindrische Teile zerlegt, dann ist:

| | |
[200~=~—250) —— 300 —~—200 —=<—25) —
L :
l 7200
Fig. 4.

.d2 . 102
GI:st:]%-ll-s:%Q 20-7,8 = 78,54-20-7,8— 12260¢g
.2 . 132
GF1/2-8_1545’??--12'szﬁ4 ©25-7,8=132,73-25-7,8 = 25900¢
. d? - 152
G3:V3's—n4 3-l3-s=11~—7-30-7,8:176,72-30-7,8: 41400g
.2 .13,52
G, = V'4~s:n4- s = IS o 78 143142078 — 22350
-2 112
G5:P5-s:l%-l5~s=ﬁz~~—-25-7,8: 95,03-25-7,8 = 18520g
G = 120430¢
G = 120,5kg

Aggregatzustand. Die Korper kommen im festen, fliissigen oder
gasférmigen Zustande vor, den wir Aggregatzustand nennen. Das Kenn-
zeichen des festen Korpers ist seine Raumbestindigkeit; auch hat er
eine selbstindige Gestalt. Der fliissige Korper ist zwar raumbestindig,
doch ist seine Gestalt von der des Gefifles abhingig; in kleinen
Mengen — Tropfen — zeigt auch er Ansiitze einer selbstindigen
Form. Der gasférmige Korper hat weder Raumbestindigkeit noch
selbstindige Gestalt. Ein Gas sucht jeden Raum auszufiillen, der
ihm dargeboten wird; man sagt: es expandiert. Andert man
Temperatur und Druck eines Korpers, so lassen sich die meisten
Korper von einem in den anderen Aggregatzustand iiberfiithren.
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Warmezufuhr wirkt in der Richtung fest, fliissig, gasformig. Wirme-
entziehung mit gleichzeitiger Druckerhdhung in der Richtung gas-
formig, flissig, fest. Dabei ist es aber nicht notig, daB alle drei
Zustinde der Reihe nach durchlaufen werden. Erwirmt man z. B.
Holz in einem Probierglas, so geht es sofort in den gasférmigen Zustand
iiber; ebenso kann man Gold durch sehr weit getriebene Erhitzung ver-
dampfen, ohne dafl es fliissig geworden ist.

Durchléssigkeit oder Porositit. Die Erfahrung lehrt, daB fast
alle festen Korper mehr oder minder groBe Liicken oder Poren
haben, die durch fremde Stoffe (im allgemeinen Luft) ausgefillt
werden. Augenfillic porig oder pords sind der Schwamm, die
Kreide, der Kork, der Ziegelstein, das Holz usw. Luft und Leuchtgas
dringen durch Mauerwerk, Kohlenoxyd durch glithendes Eisen. Diese
Eigenschaft des Korpers nutzen wir beim Filtern aus; so wird z. B: unser
Trinkwasser durch Sandfilter gereinigt. Auch Fliissigkeiten kann man
porig oder pords nennen, da sie Gase aufnehmen (schlucken oder absor-
bieren) kénnen. Bekannt ist das Vorhandensein von Luft im Wasser,
die beim Erwéirmen in Blidschen entweicht.

Teilbarkeit. Jeder XKorper a8t sich in beliebig kleine Teile
zerlegen. Feste Korper werden zu Pulver gemahlen, dessen Korner
weniger als 0,001 mm Durchmesser haben (Polierrot). Sehr weit
1af3t sich die Zerlegung bei Flissigkeiten treiben. Kosin férbt
das Wasser noch rot, wenn man eine Verdiinnung von 1: 10000000
herstellt. Homdopathen wund Biochemiker geben ihre Heilmittel
in noch groBeren Verdiinnungen. Die Teilbarkeit der Gase ist
anscheinend unbegrenzt (Moschusduft); doch kann durch keine
noch so weit gesteigerte Zerlegung der Stoff selbst zum Verschwinden
gebracht werden. Auch die Zerlegung hat ihre Grenze! Das Stoffteilchen,
das sich durch physikalische Hilfsmittel nicht mehr teilen 148t, heilt
Molekiil oder Molekel. Da nun, wie die Chemie lehrt, die Stoffe im
allgemeinen aus mehreren Grundstoffen oder Elementen bestehen, so
zerlegt der Chemiker das Molekiil noch in Atome; zwei Wasserstoff-
atome und ein Sauverstoffatom geben zusammen ein Molekill Wasser.
Ob wir mit den Atomen die Grenze der Teilbarkeit erreicht haben, 158t
sich noch nicht sagen. Der Atomzerfall der radiumhaltigen Stoffe, bei
dem elektrisch geladene Stoffteilchen (Elektronen) mit ungeheurer
Geschwindigkeit fortgeschleudert werden, deutet auf eine noch weiter-
gehende Teilbarkeit hin.

Kohiision und Adhiision. Feste Korper setzen ihrer Zerlegung in
einzelne Teile einen Widerstand entgegen, der meist sehr erheblich
ist; ihre Molekiille zeigen einen innigen Zusammenhang. Diese
Eigenschaft der Korper nennt man Kohédsion. Da eine Kraft zur
Uberwindung des Widerstandes erforderlich ist, mu8 man in dem
Zusammenhdngen der Molekiile die Wirkung einer inneren Kraft
vermuten, die wir Molekularkraft nennen. Wir koénnen auch
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sagen: Zwischen den Molekiilen eines Korpers besteht eine mehr
oder minder groBe Anziehung, die bei festen Korpern so grof} ist,
daB sie eine raumbestandige, selbstindige Gestalt haben. Bei fliissigen
Korpern ist die Kohiision wesentlich geringer; bei gasformigen ist sie
itberhaupt nicht vorhanden, da das Ausdehnungsbestreben (Expansion)
die Gasmolekiile immer weiter voneinander entfernt.

Ein MaB fiir die Grofle der Kohésion ist die Festigkeit, die durch
Versuche ermittelt wird (vgl. Festigkeitslehre S. 306). IThre Kenntnis ist
wichtig, da sich auf sie die Bemessung
der Querschnitte beanspruchter Bau-
oder Maschinenteile stiitzt.

Im Zusammenhang mit der Kohision
stehen die Eigenschaften der Dehnbar-
keit, Federung (Elastizitdt), Zahigkeit,
Sprodigkeit und Harte. Wir nennen einen
Korper dehnbar, wenn er sich durch
Krifte ausdehnen 1aBt, ohne zu brechen
oder zu zerreilen (Blattgold, Staniol);
federnd oder elastisch heifit er, wenn
er nach Aufhoren der Kraftwirkung seine
urspriingliche Gestalt wieder einnimmt
(Kautschuk, Stahl). Zah ist ein Korper,
wenn er sehr grofie bleibende Forménde-
N rungen ohne Bruch ertriagt (Blei, Kupfer);

sprode ist er, wenn schon sehr geringe

bleibende Forminderungen zum Bruche
fuhren (Glas, GuBeisen). Héarte ist die Eigenschaft der duferen Ober-
flache; sie wird durch den Widerstand gemessen, den der Korper dem
Eindringen eines andern entgegensetzt. Uber die Kugeldruckprobe
vgl. Festigkeitslehre S. 314.

Der Zusammenhang der einzelnen Teile der Fliissigkeiten wird
Viskositét genannt, die bei der Beurteilung von Schmierélen wichtig
ist. Man ermittelt die Viskositit mit dem Viskosimeter (Fig. 5), einem
zylindrischen Gefi8, das in einem nach aullen schwach gewdlbten Boden
eine Ausflulloffnung von bestimmtem Durchmesser hat, und das von
einem heizbaren Wasserbade umgeben ist. Dieses Gefall wird bis zu
einer Marke mit der zu priifenden Flissigkeit gefiillt und die Zeit ge-
messen, die 100 oder 200 cm® zum Auslaufen gebrauchen. Setzt man
nach Engler die Zeit, die 200 cm® Wasser bei 20° C brauchen (bei den
iiblichen Ausfithrungen 52 Sekunden) gleich 1, so hat eine Fliissigkeit,
von der 200 cm3 in beispielsweise 300 Sekunden auslaufen, die Viskosi-

Fig. 5.

300
tat 1 - 59 = 5,8 Englergrade.

Adhésion nennt man den Zusammenhang zweier Korper an ihrer
Beriihrungstelle. Driickt man zwei gutgeschliffene Glasplatten gegen-
einander, so haften sie auch nach Aufhoren der Pressung aneinander.
Die Kreide haftet durch Adhésion an der Tafel. Im allgemeinen ist
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jedoch die Adhésion bei festen Koérpern sehr gering. Wesentlich grofer
ist sie bei fliissigen, die oft mit grofer Kraft an festen Korpern haften;
man spricht von benetzenden und nichtbenetzenden Fliissig-
keiten; so wird z. B. Glas vom Wasser benetzt, die Schwefelsiure steigt
am Glase unmittelbar in die Hohe, sie ,klettert‘‘; Quecksilber dagegen
benetzt das Glas nicht.

Auch gasférmige Korper haften hiufig an festen Korpern; Platin
verdichtet Leuchtgas an seiner Oberfliche so stark, dafi die dabei ent-
stehende Wirme zum Zinden ausreicht. Uberwiegt bei zwei Fliissig-
keiten die Kohision, so lassen sie sich nicht mischen (Ol und Wasser),
iiberwiegt die Adhésion, so mischen sich beide (Alkohol und Wasser).
Mischen sich zwei Fliissigkeiten ohne duflere Beeinflussung durch Rithren
von selbst, so sagt man, sie diffundieren, und nennt diese Erscheinung
Diffusion. Geschieht dieses IneinanderflieBen durch eine Membran,
so nennt man den Vorgang Osmose (in der Pflanze steigen die N&ahr-
sifte auf).

Da bei den Gasen eine Kohésion so gut wie gar nicht vorhanden ist,
mischen sie sich sehr leicht (Luft und Gas); auch sie diffundieren und
zeigen die Erscheinung der Osmose, nur gehen diese Vorgénge schneller
vor sich als bei Fliissigkeiten.

B. Mechanik fester Korper.
I. Die Bewegungslehre oder Dynamik.

Wenn sich ein Korper bewegt, so legt er bei dieser Bewegung einen
Weg zuriick, der auch Bahn genannt wird. Zu der Bewegung braucht
der Koérper Zeit, da er nicht gleichzeitig an zwei verschiedenen Punk-
ten seiner Bahn sein kann. Nun kann aber ein und dieselbe Bewegung
sehr verschieden aussehen, je nachdem, wie sie beobachtet wird. An-
genommen zwei Eisenbahnziige fahren in derselben Richtung mit
gleicher Geschwindigkeit nebeneinander, dann werden die Reisenden —
sofern sie nur die Ziige beobachten — gar nicht den Eindruck einer Be-
wegung haben, die einem auflerhalb des Zuges stehenden Beobachter
selbstversténdlich ist. Er sieht, daB beide Ziige gleich schnell fahren.
Fahrt der eine Zug schneller als der andere, so sieht ein Fahrgast in dem
langsameren Zuge den andern allmahlich voriiberfahren, ja wenn er
seine Augen gespannt auf den Nachbarzug heftet, glaubt er selbst zu
fahren, wihrend der Nachbarzug still steht. Fiir den AuBBenstehenden
bewegen sich beide Ziige schnell, er sieht auch den einen schneller fahren
als den andern.

Beide Beispiele zeigen, wie wichtig es ist, dem Beobachter einen
festen Punkt zuzuweisen, wenn man eine Bewegung eindeutig beschreiben
will; man bezieht daher eine Bewegung auf einen ruhenden Punkt und
nennt sie dann wahr, wirklich oder absolut im Gegensatz zu der
scheinbaren oder relativen Bewegung, die ein bewegter Korper in
Beziehung auf einen andern ebenfalls bewegten Punkt hat. Da sich
letzten Endes auch die Erde selbst bewegt, so gibt es im strengen Sinne
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nur scheinbare Bewegungen; doch haben wir uns gewohnt, die Erde
als ruhenden Punkt anzusehen fiir alle Bewegungen, die sich auf ihr
abspielen.

Nehmen alle Punkte eines Korpers (z. B. eines Straflenbahnwagens)
gleichm&Big an der Vorwartsbewegung teil, bleibt also keiner gegen den
andern zuriick, so sagt man, der Korper erfahrt eine Verschiebung.
Verharrt aber eine gerade Linie oder Achse des bewegten Korpers trotz
der Bewegung in Ruhe, dndert sie also ihre Lage nicht, so sagt man, der
Korper erfihrt eine Drehung oder Rotation (Schwungrad der
Dampfmaschine). Nimmt die Achse ebenfalls an der Vorwirtsbewegung
teil, so erfihrt der Korper gleichzeitig eine Verschiebung und eine
Drehung (Laufrad des fahrenden StraBenbahnwagens).

Da sich bei der Vorwartsbewegung alle Punkte eines Korpers in
parallelen Bahnen in derselben Weise bewegen, ist es nicht erforderlich,
die Bewegung jedes einzelnen Punktes zu beschreiben; es geniigt, wenn
wir iiber einen Punkt etwas aussagen, den man Massenpunkt nennt.
Bs ist also vollstindig gleichgiiltig, ob wir uns bei dem Worte Massen-
punkt einen Eisenbahnzug, einen Stein, ein GeschoB, ein Flugzeug oder
sonst einen Korper vorstellen, fiir uns sind alles ,,Massenpunkte‘‘.

Die gleichformige Bewegung. Die gleichformige fort-
schreitende Bewegung. Der Weg, den ein Massenpunkt zuriicklegt,
ist um so grofer, je linger die Zeit ist, die er sich bewegt; es ist der
Weg abhingig von der Zeit, er ist eine Funktion der Zeit (vgl.
S.112). Wir nennen eine Bewegung gleichférmig, wenn der Punkt
in gleichen Zeiten gleiche Wege zuriicklegt. Brauchen wir z. B. bei
einem Marsch fiir jeden Kilometer 12 Minuten, so bewegen wir uns
gleichformig. Einen MaBstab fiir die Beurteilung der Bewegung erhalten
wir durch die Angabe, wieviel Meter in einer Sekunde zuriickgelegt
werden; diese GroBe heiit Geschwindigkeit der gleichférmigen Be-
wegung und wird mit v bezeichnet; ihre Benennung ist m/sek (Meter
durch Sekunde oder Meter pro Sekunde), oder bei groBeren Geschwindig-
keiten V in km/Std. (Kilometer pro Stunde).

Werden in 1 sek v m zuriickgelegt, so ist der Weg nach ¢ sek

s=v-t, (1)
wobei s in sek, vin m/sek; ¢in sek gemessen werden; die Dimensions-
gleichung m = m/sek -sek muB erfiillt sein. Ist ¥ in km/Std., T' die Zeit
in Stunden, so ist s =V -T'.

Tabelle der Geschwindigkeiten.
Mittlere Geschwindigkeiten:

FuBlginger . . . . . .. 4-=—5km/Std., d.h. v= 1,1--1,4m/sek,
Fahrrad . . . . . . . . 20km/Std., d.h.v= 5,6m/sek,

Giiterzug. . . . . . . . 30 —40km/Std.,d. h. v = 8,511 m/sek.
Schnellzug . . . . . . 70 = 90km/Std.,d. h. v = 19,5 - 25 m/sek,

Schnellbahnversuche(1904)200--210km/Std.d.h. v = 55,5 - 58,5 m/sek
Schnelldampfer . . 20-~25 Seemeilen/Std.,d. h. v = 10,3 =~ 13 m/sek ,
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Torpedoboot . . .30--35Seemeilen/Std.,d. h. v = 15,5~ 18 m/sek,
MaBiger Wind . . . . . ..o v= b5--T7m/sek,
Sturm . . . . . . . . ... v= 1840 m/sek,
GeschoB (Geschiitz) . . . . . .. . . .. bis v = 1200 m/sek,
GeschoB (Gewehr) . . . . . . .. ... bis » = 900 m/sek ,
Schall in der Luft . . . . . . . . ... .. v = 333 m/sek,
Lieht . . . . . . . ... v = 300000 km/sek .

Beispiel 3. Welchen Weg legt ein Eisenbahnzug in 21/, Std. zuriick,
wenn seine Geschwindigkeit 70 km/Std. betrégt ?

Es ist V=70km/Std.; 7T =2Y,Std. Aus s=V-T folgt
s = T0km/Std. - 21/, Std. = 175km .

Beispiel 4. Wie groB ist die Geschwindigkeit desselben Zuges
in m/sek?
8 70 000 m
? = mogeii == 19,4: m/sek .

Beispiel 5. Welche Zeit braucht ein Lichtstrahl von der Sonne bis
zur Erde, wenn die Entfernung der Sonne 150 000 000 km betragt ?

s 150000000 km
‘& - ¥/ f 1 _—— T = .
usos=v Olgt == 500000 kmjsek — 00 sk

Die Gleichung s = v+ ¢ ist ein physikalisches Gesetz, durch das die
gleichférmige fortschreitende Bewegung vollkommen beschrieben ist;
sieist keine algebraische Gleichung, weildie Grofen sund ¢ verdnderlich
sind (mit wachsendem ¢ wichst auch s). Wir hatten solche Beziehung
Funktion genannt; ihre zeichnerische Darstellung gibt ein anschau-
liches Bild von dem Anwachsen des Weges bei wachsender Zeit. Nun
lehrt die Mathematik, daBl diese Funktion durch eine gerade Linie nach
Fig. 6 wiedergegeben wird, wenn wir der zeichnerischen Darstellung ein
rechtwinkliges Achsenkreuz zugrunde legen, dessen wagerechte Achse
x-Achse und dessen senkrechte Achse y-Achse heiflen. Auf der z-Achse
trigt man im allgemeinen die unabhéngige (frei zu wihlende) Veréinder-
liche — in unserm Falle ¢ — auf der y-Achse die abhingige, durch die
Wahl von ¢ bestimmte Verdnderliche — in unserm Falle s — auf. Soll
die Zeichnung auch das Messen der dargestellten GroBlen ermoglichen,
so miissen auf der z-Achse Zeiten in Sekunden gemessen, auf der y-Achse
Wege in m gemessen, abgetragen werden. Dazu bedarf es dessogenannten
MaBstabes, er lautet fiir die z-Achse 1 cm = asek, fiir die y-Achse 1 cm
= bm, wobei sich ¢ und b nach der GréBe der darzustellenden Werte
richten. MaBstdblich darstellen kénnen wir nur zahlenmafig gegebene
Funktionen.

Beispiel 6. Wie éndert sich der Weg, den ein Fuliginger bei gleich-
formiger Bewegung zuriicklegt, wenn seine Geschwindigkeit 1,5 m/sek
betragt ?

Aus s = vt folgt s =1,5-¢. Um Punkte der Kurve zu erhalten,
berechnen wir der Reihe nach die Werte s fiir beliebig eingesetzte Werte
t, schreiben die zugehérigen Grofien in Form einer Tabelle

Aus s=wv-t folgt v

Il
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1 B
Punkt P, P, 1 p, P, P
y 0 50 | 100 150 ' 200 sek
0 75 | 150 200 | 300 m
|

und wiahlen als MafBstibe fiir die
z-Achse 1 em = 100 sek, fiir die y-Achsel cm = 200m .
Bem. Wegen der Verkleinerung der Fig.7 ist der MafBstab mit-
gezeichnet.
Der Punkt P,hat auf der z-Achse 5
den Abschnitt 0, auf der y-Achse
ebenfalls, d.h. er liegt im Nullpunkte 600

500 g
des Achsenkreuzes. Um den Punkt w00 A, S7Y)
300———
200
4 7007 ?
sinm 51 4y 50 Joser ¢
[ s-11) Fig. 8.
Vo tinsek x
Fig. 6.
X4
sizifn AL
I X
R
rr-m—f_l_!_j
g 7 2 3 ‘4om
Fig. 7. Fig. 9.

P, aufzuzeichnen, tragen wir den Wert ¢ = 200 sek auf der x-Achse ab;
die ihn darstellende Strecke Py A wird 2 cm lang, da laut MaBstab 100 sek
durch die Strecke 1 cm dargestellt werden. In A errichten wir ein Lot
und tragen auf ihm AP, = 300 m ab. Da laut MaBstab 200 m 1 cm
lang werden, mufl AP, = 1,5 ¢m lang werden. AP, heilt die Ordinate
des Punktes P,, P, A Abszisse, beide Strecken P, 4 und AP, heillen
Koordinaten des Punktes P, . .

Neben dieser Art der Darstellung ist es auch iiblich, auf den beiden
Achsen den zugehorigen MaBstab unmittelbar einzuzeichnen, wodurch
das Ablesen erleichtert und die Ubersichtlichkeit der Darstellung ge-
hoben wird.

Die Fig.6 veranschaulicht den Verlauf der Funktion s = v - ¢.
Die Abbildungen 7 und 8 gestatten das unmittelbare Abmessen zu-
sammengehoriger Werte ¢ und s. So entnehmen wir z. B. aus Fig. 8,
daf} der Fuliginger nach 150 sek einen Weg von 450 m zuriickgelegt hat.
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Die drehende Bewegung. Der Maschinenbauer kennzeichnet gleich-
formig umlaufende Scheiben oder Riader durch die Angabe der Umliufe
in einer Minute. Hat eine Scheibe (Fig.9) den Halbmesser » und ist
ihre Umlaufzahl n, dann legt ein Punkt P am Umfang der Scheibe
bei einer Umdrehung einen Weg von 2z rm zuriick, wenn wir den
Halbmesser r in m angeben. Nach Ablauf von » Umldufen ist der
zuriickgelegte Weg 2z 7.n . Zu diesem Wege braucht der Punkt
1 Minute. Dadie Geschwindigkeit der gleichformigen Bewegung durch
den in 1 sek zuriickgelegten Weg gemessen wird, ergibt sich als Umfangs-
geschwindigkeit des Punktes

2nr-m Trem
V=TT g m/sek . (2)

Setze ich r = 1, so erhalte ich %Oﬁ als Geschwindigkeit, die ein Punkt
P, der umlaufenden Scheibe bei seinem Wege auf dem Kreise mit dem
Halbmesser r = 1 hat. Diesen Wert hat man Winkelgeschwindig-
keit genannt und bezeichnet ihn mit dem griechischen Buchstaben w
(Omega); es ist

TN

=g (3)

Eingesetzt in (2) ergibt sich fiir die Umfangsgeschwindigkeit

TN
—7r. —=7. 4
v=r-—g o e 4)
1
m/sek —=m: ggl‘{* .
1

Die Dimensionsgleichung ist erfillt, wenn « die Benennung ——

sek
erbalt. Auf S. 54 im Abschnitt Mathematik wurde gezeigt, dal die
Lénge des Bogens auf dem Kreise mit dem Halbmesser 1 das Bogen-
ma B eines Winkels ist. Aus der Ubereinstimmung dieses BogenmaBes
mit dem Wege des Punktes P, erklirt sich der Name Winkelgeschwindig-
keit. Der Bogen w und damit der zugehérige Zentriwinkel wird von
einem in O drehbaren Arm (Schwungradarm) in einer Sekunde bestrichen ;
er ist fiir eine gegebene Umlaufszahl unverinderlich, wihrend die
Umfangsgeschwindigkeit von dem Durchmesser nach Gleichung (4) ab-
héngig, d.h. verinderlich, ist. Trigt man v = r - @ im Punkte P tan-
gential auf und verbindet den Endpunkt mit dem Mittelpunkt O des
Kreises, so werden durch diese Gerade OB aui paralielen Tangenten
die zugehorigen Umfangsgeschwindigkeiten abgeschnitten. So z. B.
v, = r; » 0 als Umfangsgeschwindigkeit eines Punktes P, mit dem Halb-
messer 7y .

w stellt sich dar als Umfangsgeschwindigkeit eines Punktes P, in
der Entfernung 1 vom Mittelpunkt O. Das Schaubild zeigt, wie die
Geschwindigkeiten der einzelnen Punkte einer Scheibe nach auflen hin
zunehmen und am Umfange ihren groften Wert erreichen. Die Kreis-

Winkel, Der prakt. Maschinenbauer II. 1. 9
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bewegung ist keine gleichformige Bewegung, da die Geschwindigkeit
dauvernd ihre Richtung &ndert.

Der Punkt am Umfange einer Scheibe wird gezwungen, eine kreis-
formige Bahn innezuhalten. Das wird z. B. dadurch erreicht, dafl er
mit dem Drehpunkt fest verbunden ist. Wie spiiter (S. 140) gezeigt wird,
miissen bei dieser Art der Bewegung Krifte auftreten, die den Punkt
dauernd nach der Drehachse hinziehen. Er selbst hat das Bestreben,
sich von der Achse zu entfernen.

~Beispiel 7. Wie groB ist die Umfangsgeschwindigkeit einer Scheibe
von 4 m Durchmesser, die mit 375 Umdr./Min. lduft?

2xrm wed-n w4375
Aus v= W = 60 folgt v= 0 = 78,5 m/sek.
Wie groB} ist ihre Winkelgeschwindigkeit %
TN 7375 1
__ A 5
Aus W= folgt o 30 39,25 ok
Die Gleichung v =7 - w ist natiirlich auch erfiilit, denn 2- 39,25 ist

gleich 78,5.

Beispiel 8. Wie gro§ ist die Umfangsgeschwindigkeit eines "Punktes
am Erdaquator ? Die Linge des Aquators von rund 40000000 m wird
bei einer Umdrehung zuriickgelegt, zu der die Erde 1 Tag — 86400 sek .
(vgl. S.115) braucht, also ist

_ 40 000 000
86400 = = 464 m/sek .
Die Winkelgeschwindigkeit folgt aus v =7+ w zu
v 464 1 1

r 6370000 13750 sek ’
wenn r zu 6370 km gerechnet wird, oder aus
60

pomon TS0 11
30 30 13750 sek.’
da die Erde in 86400 Sekunden 1 Umdrehung, also in 1 Minute
60
~ 86400

Umdrehungen macht.

Beispiel 9. Wieviel Umdrehungen macht ein Fahrrad, wenn der
Fahrer in 1Std. 20 km zuriicklegt und der Durchmesser des Rades
70 cm ist ?

Da sich das Rad auf dem Erdboden abwilzt und nicht gleitet, ist die
Umfangsgeschwindigkeit gleich der Geschwindigkeit der fortschreitenden
Bewegung des Rades.

27 rn weden

A = =
us v 0 0 folgt
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20000
v-60 3600
a-d 707

60
— = ~ 150 Umdr./Min.,

. 20000 , . .
wobei v = 5600 0 m/sek und d = 0,7 in m einzusetzen sind.

Zwei Scheiben seien durch einen Riemen verbunden (Fig.10). Die
treibende Scheibe habe den Durchmesser d, bei n, Uml./Min.; die ge-
triebene Scheibe den Durchmesser d, bei . Uml./Min.

In welcher Beziehung stehen Umlaufzahlen und Durchmesser? Beide
Scheiben haben die glei-
che Umfangsgeschwin-
digkeit, da der Riemen
bei ordnungsmifBigem
Betriebe nicht gleitet. 4

T dy - Ny

und v, =

Aus v =

60
folgt infolge v, = v,

Aediemy wedyem n d
66 1= 620 2 oder mn,d,=mn,d, oder 7;23217’ (5)

d. h. die Umlaufzahlen verhalten sich umgekehrt wie die Durchmesser;

die Quotienten %nennt man Ubersetzungsverhaltnis. Ubersteigt das

2
Ubersetzungsverhiltnis den Wert 1 : 5, so muB} ein Zwischengetriebe —
Vorgelege — eingeschaltet werden. Die Scheiben I und II haben gleiche
Umfangsgeschwindigkeit (Fig. 11), also
aedyeny T dye Ny
1760 60
d.h. Ny dy =Ny dy. (a)
Die Scheiben II und III sitzen auf derselben Welle, haben also die-
selbe Winkelgeschwindigkeit, es ist
—— (b)
Die Scheiben I1T und IV haben wieder gleiche Umfangsgeschwindig-
keit, also

und v, =

—_ﬂ°d3'n3 ﬂ-d_l.nl
Ys = "6 60
d. h. ng-dy=mn,-d,, (e)
, g%

und v, =
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d
daraus =n, :n3-73, oder mit Beriicksichtigung der Gleichung (b):
1

d3
ni = n2 . 7 . (d)
1
Aus (a) folgt ny =mn, - % , so daf} Gleichung (d) iibergeht in
2
dy dy 7y d, d,
— e % der A, ls
Ny = N, 4, q, oder w4, (6)

Beispiel 10. Welche Umlaufzahl erreicht eine Schmirgelscheibe,
wenn die Transmissionsscheibe bei 125 Uml./Min. einen Durchmesser
von_ 850 mm, das Vorgelege zwei Scheiben von 650 und 200 mm, und
die -Antriebscheibe der Schmirgelscheibe 150 mm Durchmesser haben ?

Aus Gleichung (6) folgt

d, d 850 650
¢ —— e — 5 . — e
d, d, 12 200 150

Beispiel 11. Wie grof3 darf die Umlaufzahl einer Schmirgelscheibe
von 150mm (& hochstens werden, wenn die grofite zuldssige Umfangs-
geschwindigkeit 20 m/sek betrigt ?

Aus Gleichung (2)

aed-n folat n#v-GO‘ n_“2_0-760
60 oeh =TI " T a05

Beispiel 12. Wie grof3 darf die Scheibe auf der Transmissionswelle
gewihlt werden, damit die Umlaufzahl 2520 nicht {iberschritten wird ?

Aus (6) folgt

_my d, 2520 150
= n, d dy 125 200 650’

Beispiel 13. Welche Ubersetzung muf3 das Vorgelege haben, wenn
die Schmirgelscheibe von 150 mm Durchmesser 2400 Uml./Min. machen
soll und die Transmissionsscheibe bei 160 Uml./Min. einen Durchmesser
von 750 mm hat?

dy mn, d, 2400 150
Aus (6) folgt = e E T 160 50
Es konnte demnach verwendet werden Vorgelege mit einer

= 2300 Uml./Min.

Ny =M,

= 2520 Uml./Min.

V=

d, = 940 mm .

kleinen Scheibe d, 100 ' 150 | 200
groflen Scheibe d, 300 ' 450 { 600

Bem. Uber Wechselrider siehe Abschnitt Technologie.

250 300 mm
750 900 mm .

Die ungleichformige Bewegung. FEin Eisenbahnzug habe eine
Geschwindigkeit von v, m/sek; er steigere sie auf v, m/sek. Diese
Steigerung kann nicht plétzlich vor sich gehen, sie kann nur allméhlich
erreicht werden. Wahrend dieser Zeit der Geschwindigkeitsteigerung
ist die Geschwindigkeit nicht mehr unverinderlich; wir sagen: die Be-
wegung des Zuges wihrend der Steigerung von v, auf v, m/sek ist un-
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gleichférmig. Angenommen, der Zug erreicht v, m/sek nach Zuriick-
legung von s m, dann kénnen wir uns vorstellen, daB dieser Weg bei
einer gleichformigen Bewegung zuriickgelegt wird, deren Geschwindigkeit
wir mittlere Geschwindigkeit nennen. Bei Beginn des Schneller-
fahrens wird die wirkliche Geschwindigkeit genau so viel unter der
mittleren bleiben, wie sie diese am Ende, wo v, m/sek erreicht werden,
iibersteigt. In Fig.12ist die Geschwindigkeit im Punkte 4 gleich v, m/sek
als Ordinate aufgetragen, in dem s m entfernten Punkte B ist v, m/sek.
als Ordinate aufgetragen. Dann ist die mittlere Geschwindigkeit v,
als gleichbleibende Geschwindigkeit zwischen den Punkten 4 und B

v+ vy

2
sie ist gleich dem arithmetischen Mittel aus Anfangs- und Endgeschwin-
digkeit (vgl. Mathematik S. 65).

Auch wenn die Geschwindigkeitsteigerung un-
stetig erfolgt, ja auch wenn die Bewegung zwischen-
durch ganz aufhért, sprechen wir von einer mittle-
ren Geschwindigkeit. Ein Zug, der in Berlin um
1 Uhr abfahrt und um 5 Uhr in Hamburg ankommt,
hat, wenn die Entfernung zwischen beiden Stidten
280 km betrdgt, eine mittlere Geschwindigkeit von

v 280 km

" 48td.
wobei der Aufenthalt unterwegs keine Rolle spielt, d. h. er miifite die
ganze Strecke in gleichférmiger Bewegung mit einer Geschwindigkeit
Vi = 70 km/Std. zuriicklegen, wenn er die Fahrzeit des ungleichférmig
bewegten Zuges innehalten will. So sprechen wir auch von einer mitt-
leren Kolbengeschwindigkeit bei der Dampfmaschine, obwohl die An-
fangs- und Endgeschwindigkeit in den Umkehrpunkten gleich Null sind.
Ist der Kolbenweg cder Hub der Maschine gleich » m und liuft die
Maschine mit » Uml./Min., so ist

2:h-n
= 8

Un 60 (8)
da wihrend einer vollen Umdrehung der Kolben seinen Weg zweimal
macht. .
Beispiel 14. Der Hub einer Dampfmaschine sei 600 mm, ihre Um-
laufzahl » = 180 Umdr./Min. Wie groB ist die mittlere Kolbengeschwin-
digkeit ?

Mit & — 0,6m folgt aus (8) v, =

= unveranderlich , (7)

Vyp =

— 70 km/Std. ,

2 O’go'}& = 3,6 m/sek .

Die gleichférmig beschleunigteund gleichférmig ver-
zogerte Bewegung. Ein Eisenbahnzug kommt allmihlich unter
Zeitaufwand aus dem Zustand der Ruhe auf seine vorgeschriebene
Geschwindigkeit; eine Dampfmaschine nach dem Anwerfen allmihlich
auf Touren. Wiahrend dieser Zeit ist die Bewegung ungleichférmig ;
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wir nennen sie beschleunigt; sie ist gleichmaBig beschleunigt,
wenn die Geschwindigkeit in jeder Sekunde um den gleichen Betrag
zunimmt. Wird der Zug durch Bremsen zum Stillstand gebracht, so
nimmt seine Geschwindigkeit ab. Seine Bewegung ist ungleichférmig;
wir nennen sie verzogert; sie ist gleichférmig verzdgert, wenn die
Geschwindigkeit in jeder Sekunde um den gleichen Betrag abnimmt.
Hat ein Massenpunkt zu Beginn einer gleichférmig beschleunigten
Bewegung die Geschwindigkeit v,, und ist seine Geschwindigkeitzu-
nahme in jeder Sekunde p, so wichst seine Geschwindigkeit in ¢
Sekunden um den Betrag p-#m/sek, so dal er nach ¢ sek eine End-
geschwindigkeit erreicht :
v =1, + pt. 9)
Die Geschwindigkeitzunahme in der Sekunde — p — heifit Be-
schleunigung; ihre Benennung ergibt sich aus der Erklirung

p= Geschwindigkeitzunahme in m/sek — mjsek?,
1 sek
denn eine Geschwindigkeitzunahme ist eine Geschwindigkeit und hat
dieselbe Benennung m/sek wie diese.
Fiir die gleichformig verzogerte Bewegung wird
V=) — P+t (10)
m/sek = m/fsek — m/sek? - sek.
DaB auch die Dimensionsgleichung erfiillt ist, zeigt das Einsetzen
der Benennungen.
Steigert ein Massenpunkt seine Geschwindigkeit gleichférmig von
v, auf v, so kann der wihrend dieser Zeit durchlaufene Weg zuriick-
gelegt gedacht werden bei einer gleichférmigen Bewegung mit der mitt-

vy + v

leren Geschwindigkeit v,, = 5 ist ¢ die erforderliche Zeit, so ist

nach (1)

_te,
2
setzt man in (2) v = v, + p i ein, so ergibt sich

Pt kPl 20+ Pl

t, (11)

8§="Vy*t

§ = 5 T t B 14
oder s=w-t+ 1-p-t2 (12)
Entsprechend fiir die gleichférmig verzogerte Bewegung
s=wy +t—%p-t? (13)

m = m/sek - sek — m/sek? - sek?2.

Die Dimensionsgleichung ist erfiillt.

In (9) und (10) ist die Beziehung zwischen den Veréinderlichen ¢ und v
gegeben; es ist v abhiingig von ¢, d. h. durch die Wahl von ¢ ist » be-
stimmt, wenn p als Unverinderliche gegeben ist, oder mathematisch aus-
gedriickt ist v = f (¢) . Tragt man auf der z-Achse die Zeiten ¢ mit Hilfe
eines MaBstabes ab, und auf der y-Achse die zugehorigen Werte v, so
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ergeben sich die in den Fig. 13 und 14 dargestellten Schaubilder.
Fig. 13 zeigt das Anwachsen von v bei der gleichférmig beschleunigten,
Fig. 14 das Abnehmen von v bei der gleichférmig verzogerten Bewegung.
Beide Kurven sind gerade Linien. Auch die Beziehungen (12) und (13)
zwischen dem Wege und der Zeit sind Funktionen, da s und ¢ Veréinder-
liche sind. Mit ¢ als Abszisse und s als Ordinate ergeben sich die Kurven
der Fig. 15 fiir gleichférmig beschleunigte und Fig. 16 fiir gleichformig
verzdgerte Bewegung. Die Kurven sind nicht mehr gerade Linien, son-
dern wegen der zweiten Potenz von ¢ Parabeln; sie heilen Zeitweglinien.
Beispiel 15. Ein Straflenbahnwagen hat eine Geschwindigkeit von
3 m/sek und steigert sie in !/, Minute auf 5 m/sek Wie gro8 sind die
Beschleunigung und der in dieser Zeit zuriickgelegte Weg?

s s
Pl
LT
|
|
1
IS
|
|
g
Fig. 15.
— 5—3
Aus (9) v=1,+ p-t folgt p= v ; Yo 50 = 0,0625 m/sek?.
. 35 '
Aus (11) s=zj~°;—v-t folgt s=—~:;——o-30=120m.

Zu demselben Ergebnis fithrt auch Gleichung (12), die sich ja auf
(11) stiitzt.

Beispiel 16. Ein Eisenbahnzug erreicht nach 15 Minuten eine Ge-
schwindigkeit von 72 km/Std., nachdem er die Halle verlassen hat. Wie
grof ist die Beschleunigung, wie grof} der zuriickgelegte Weg ?

In diesem Falle ist die Anfangsgeschwindigkeit v, =0; damit
ergibt (9) v=7pt, so daB

72000 m
v 3600 sek 1
—_ e— o e I — 2.
P = = 5-60sek — 45 "%k
wird. Gleichung (12) geht mit v, = 0 iiber in
1 1 1
— — 2 = — ., . 2
s=357P t 315 (15 - 60) 9000 m .

Die Funktion v = p- ¢ ist in Fig. 17 dargestellt. Sie ist eine gerade
Linie durch O, die vom Punkte P an parallel zur z-Achse verlauft, weil
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nach 15 Minuten die Geschwindigkeit unveriindert bleibt. Der Zug hat
eine gleichférmige Bewegung. Fig. 18 zeigt die Darstellung der Funktion
s = % pt?, und zwar sind die einzelnen Punkte aus dieser Gleichung

. 1 . . . .
mit p= =" m/sek? fiir die Zeiten 0 — 5 — 10 — 15 Minuten berechnet.

) T |
Punkt P, P, P, ' P, ] P,
S T ——————
Zeit £ in Min.| 0 | 5 10 15 | 20
Weg s in km o 1 4 9 15
|

Vom Punkte P, an wird die Zeitweglinie eine Gerade entsprechend
der nunmehr einsetzenden gleichférmigen Bewegung. In den 5 Minuten
zwischen der 15. und 20. Minute legt der Zug einen Weg nach (1) von
72000 m
= 360050k

Gesamtweg nach 20 Minuten 9 + 6 = 15 km
betragt.

s=v 5+ 60) sek = 6000 m = 6 km zuriick, so dal} der

Beispiel 17. Ein
Zugkommtin4Minuten
auf 1800 m zum Stehen.

p Wie gro8l war seine Ge-

schwindigkeitzuBeginn

70 | des Bremsens, wie grof3

die Verzogerung ?

4 w2 tinsek Da die Geschwin-

Fig. 117. digkeit gleich 0ist, geht
(10) iiber in 0 = vy — pt

und liefert p = %9 . Setzt man diesen Wert in (13) ein, so ergibt sich

1 Y 1
s:vot——z—ptzzvot—a-%-tz oder s:Evo-t,
' 2. 2.1
und daraus v, =28 —800515 m/sek = 54 km/Std.
i 4 .60
Vo 15 1

Die Verzogerung war  p=-—C = = ge
Beispiel 18. Wie lange lauft das Schwungrad der Fig. 9 nach Ab-
stellen der Antriebskraft, wenn die Verzogerung 1,4 cm/sek? betrigt ?
Da die Endgeschwindigkeit v = 0ist, geht (10} iiberin 0 = vy — pf und

v 78,5

liefert t = — = ——— = 5600 sek = 1 Std. 3% Min. 20 sek. Der wih-
P 0,014

rend dieser Zeit zuriickgelegte Weg ergibt sich aus (13)

m/sek?2.
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1 2 2
Szvo-t————.——pQ lnlt/ t:ﬂ. 7zu 8:@0.31__l (20_) :i.vi
2 p 27 \p 2 p
1 78,52
SAE.O“,OITMZQOOOOIH'

Die Zahl der Umdrehungen bis zum Stillstand ergibt sich, da s - d der
Weg bei einer Umdrehung ist, zu
s 220000 ___
n —= ;lﬁ = —"7; .*4 = 17500 Lmdrehungen .

Beispiel 19. Eine umlaufende Scheibe von 900 mm Durchmesser
macht nach Abstellen der Antriebskraft bei einer Verzégerung p = 12,5
cm/sek? noch 1500 Umdrehungen. Wie grof ist die Auslaufzeit ? Welche
Tourenzahl hatte sie?

Da die Endgeschwindigkeit v =0 ist, folgt aus (12) vo=1p-t.
Mit diesem Wert geht (13) iiber in

1 1 1 (2.8
S=vt— e p B=pltogepf=opett, also t:]’,w—}?—.

Der Auslaufweg ist bei 1500 Umdrehungen mit 900 mm Durchmesser
der Scheibe s = 7+ 0,9 1500, so daf3 die Auslaufzeit

1D .15
= /2 T 0’9—, 1500 = 260 sek = 4 Min. 80 sek
0,125
betragt.

Die Umfangsgeschwindigkeit bei Beginn der Verzogerung war
vy =p -t =0,125-260 = 32,5 m/sek .
Damit wird nach (2)

ad ko Ton60 32,560
Tl AR RTE 4 T 209

Sonderfall der Fallgesetze. Die bisher angewendeten Gesetze —
die Gleichungen (9) und (10) fiir die Geschwindigkeit, sowie die
Gleichungen (12) und (13) fiir den Weg bei der gleichférmig beschleu-
nigten Bewegung — konnten aus der Erkldrung der gleichformigen
Beschleunigung als stetiger, unverinderter Geschwindigkeitzunahme in
der Zeiteinheit entwickelt werden. Die Frage, ob der freie Fall eine
gleichformig beschleunigte Bewegung ist, ob also die allgemeinen Gesetze
auf ihn. Anwendung finden diirfen, kann nur durch Beobachtung und
Messung, d.h. durch den Versuch entschieden werden. Die ange-
stellten Versuche haben nun tatsiichlich die Ubereinstimmung beider
Bewegungsarten ergeben (vgl. S.112). Die Beschleunigung, die die Erde
einem freifallenden Korper ohne Berticksichtigung des Luftwiderstandes
erteilt, ist durch Messungen zu g = 9,81 m/sek? fiir den 50. Breitengrad
festgestellt; entsprechend der Abplattung ist sie am Pol grofer
(9,83 m/sek?) und am Aquator kleiner (9,78 m/sek?).

= 690 Uml./Min.
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Mit der Beschleunigung ¢ und der Anfangsgeschwindigkeit v, =0
gehen unsere Gleichungen iiber in
v=g-1 (14)
und
h=14gt, (15)
wenn wir den beim freien Fall zuriickgelegten Weg, die Fallhohe,

h nennen. Durch die Verbindung beider Gleichungen, indem wir
; 2

v
! = 7 in (15) einsetzen, erhalten wir A = 2%; oder

v=}2gh (16)

‘als Geschwindigkeit, die ein Korper nach Durchfallen der Hohe b erlangt.

Beispiel 20. Wie groB ist die Geschwindigkeit, die ein freifallender
Korper nach 11 Sekunden erreicht ¢ Wie grof3 der in dieser Zeit zuriick-
gelegte Weg ?

Aus (14) folgt v =¢-t=9,81.11=107,9m/sek .

Aus (15) folgt s =4¢t2=1%-9,81-112=593,5m.

Beispiel 21. Ein Korper durchfillt eine Hohe von 20 m; wie grof3
ist seine Endgeschwindigkeit, wie gro die Fallzeit?

Aus (16) folgt v=}2gh=72-9,81-20 = ~ 20 m/sek .

Aus (15) folgt t:l/ggﬁ =~2sek.

Die Grundgesetze der Mechanik., Aus der Tatsache, dal der frei
bewegliche Stein fillt, schlieBen wir auf eine Kraft als Ursache der
gleichformig beschleunigten Bewegung; der Fall ist die Wirkung, die
Kraft ist die Ursache (vgl. S.113). Wir erkennen die Kraft an der
Bewegungsinderung, die ein Kérper erfihrt, und werden umgekehrt
sagen: Erfihrt ein Korper keine Bewegungsinderung, verharrt er also
in einem Zustand, so wirken auf ihn keine Krifte. Das Vermégen
der Korper, in einem einmal gegebenen Zustand zu verharren, heifit
Beharrungsvermégen oder Triagheit. Der Satz, der aussagt, dall
ein Korper im Zustande der Ruhe oder dem der gleichférmigen gerad-
linigen Bewegung solange bleibt, wie keine Kriite auf ihn wirken, heifit
das Trigheitsgesetz. Es laBt sich nicht durch die Erfahrung be-
weisen, wir wissen nur, daB alle uns bekannten Tatsachen ihm nicht
widersprechen. Insofern ist es ein Grundgesetz; seine Aufstellung ver-
danken wir Galilei (1602) und Newton (1687). Mit der Schaffung
des Kraftbegriffes durch Galilei und Newton ist auch das zweite
Grundgesetz der Mechanik ausgesprochen, das besagt: Je groBer die
Bewegungsinderung, um so gréfer die auf den Koérper
wirkende Kraft, oder mathematisch ausgedriickt: Die Beschleuni-
gungen sind den angreifenden Kriften proportional. In Form einer
Gleichung lautet das Gesetz '

P=m-p, (17)
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wenn wir die Kraft mit P, die Beschleunigung mit p bezeichnen; m ist
Proportionalititsfaktor und heifit die Masse des Korpers; sie ist
unveridnderlich.

Fillt ein Korper vom Gewicht G frei, so erfihrt er die Beschleuni-
gung g = 9,81 m/sek?. Aus dem zweiten Grundgesetz folgt, da das
Gewicht eine Kraft ist, @ = m -¢, und daraus

m=2 (18)
g
als Masse eines Korpers vom Gewichte G kg; ihre Benennung ergibt
sich aus der Dimensionsgleichung
m— G _ k& _ kg-sek?
g  m/sek? m

Beide Begriffe Kraft und Masse sind untrennbar; Kriafte konnen
nur wirken, wo Massen sind, die als Triger der Kraftwirkungen er-
scheinen. Die Einheit der Masse ist die Masse des Platin-Iridium-
Korpers vom Gewicht 1 kg (vgl. S. 116); sie hat keinen besonderen
Namen; deshalb sprechen wir von Masseneinheiten. So hat z. B. das

Urkilogramm ei?e Masse m = -;i = 9,181
Ein D-Zug-Wagen im Gewicht von 30t hat eine Masse von

__ 30000

~ 981

Nun ist die Frage: Was sollen wir uns unter der Masse vorstellen ?
Das zweite Grundgesetz sagt nur

= 00,1019 Masseneinheiten.

= o 3000 Masseneinheiten.

Kraft

M = -
asse Beschleunigung

und gibt uns die Masse lediglich als einen mathematischen Aus-
druck, als einen Begriff. Auch aus der Beziehung
G Gewicht

"= g  Erdbeschleunigung
gewinnen wir nichts fiir die Vorstellung; unser Anschauungsbediirfnis
bleibt unbefriedigt. Das 146t sich leider nicht dndern; die Masse ist und
bleibt ein Begriff ! Es geht auch nicht an, schiefe Bilder zum Vergleiche
heranzuziehen und die Masse etwa gleich einer Stoff menge zu setzen.
Ein Kilogramm Wasser und ein Kilogramm Eisen haben gleiche Masse;
daB sie gleiche Stoffmengen haben, wird keiner behaupten wollen.

Im iibrigen teilt die Masse das Schicksal der meisten physikalischen
GroBen. Auch unter Arbeit kénnen wir uns nichts vorstellen, selbst
wenn wir noch so oft sagen: Arbeit ist das Produkt aus Kraft und Weg.
Nur geldufig ist uns dieser Begriff geworden, wihrend dem Begriff der
Masse stets etwas Dunkles anhaftet. Vielleicht gewinnen wir etwas fir
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die Anschauung, wenn wir beim Hoéren des Wortes Masse den Begriff
des Trigen hinzudenken; die Masse ist triige. Auf S. 148 werden wir
versuchen, dem Begriff niher zu kommen, wo die Wucht einer bewegten
Masse erlautert wird.

Halte ich ein Gewicht in der Hand, so driickt das Gewicht von oben
nach unten auf die Hand ; ebenso groB ist aber der Druck, den die Hand
von unten nach oben ausiibt. Das gleichzeitige Auftreten der beiden
gleich groflen, in entgegengesetzter Richtung angreifenden Krifte be-
wirkt den Zustand des Gleichgewichtes; das Gewicht ist in Ruhe.
Newton sprach dieses dritte Grundgesetz der Mechanik in der Form
aus: Die Gegenwirkung (Reaktion) ist immer gleich und ent-
gegengesetzt der Wirkung (Aktion). Dabei ist es gleichgiiltig,
ob die angegriffenen Korper in Ruhe oder Bewegung sind. Die Gewehr-
kugel fliegt vorwirts, das Gewehr selbst riickwiirts; springen wir von
einem Boot ans Ufer, so wird das Boot vom Ufer abgestoBen.

Durch Einsetzen der Gleichung (18) in die Gleichung (17) erhalten wir

G
=—"p (19)
g .
als Kraft, die einer Masse vom Gewichte ¢ die Beschleunigung p erteilt.

Beispiel 22. Nehmen wir an, der Zug im Beispiel 16 habe ein Ge-
wicht von 450 t, dann ist die zur Beschleunigung aufzuwendende Kraft.

G 450000 1
g P77 981 T45
um diesen Betrag muf} die Zugkraft groBer sein als die zur Uberwindung
der bleibenden Widerstinde (Reibung, Luftwiderstand) aufzuwendende.
Oder um diesen Betrag ermaBigt sich die Zugkraft, nachdem der Zug
seine Fahrgeschwindigkeit erreicht hat.

Beispiel 23. Nehmen wir an, der Zug im Beispiel 17 habe ein Ge-
wicht von 320 t, so mufl eine Bremskraft von

G 320000 1
- P___—;—.p: 79’81—-ﬁ:<?\72000kg
aufgewendet werden, wenn er auf 1800 m in 4 Minuten zum Stehen
kommen soll.

P= ~ 1000 kg;

Die Zentralbewegung. Schleudert man einen an einer Schnur be-
festigten Stein im Kreise, so wird die Schnur gespannt, auf die Faust
wird eine Kraft ausgeiibt. LaBt man los, so fliegt der Stein zunichst
in Richtung der Tangente weiter und fallt schlieBlich unter dem Ein-
fluBl der Schwere zu Boden. Der Stein hat das Bestreben, vom Mittel-
punkt der Drehbewegung zu fliehen. Die bei der Drehung auftretende
Kraft heit Fliehkraft oder Zentrifugalkraft. Ihre GroBe 1aBt sich
durch Rechnung feststellen, doch wollen wir, weil sie nicht ganz so ein-
fach bestimmbar ist, den Versuch zur Hilfe nehmen. In Fig.19 ist @ eine
durch die Schnur b in Drehung versetzte Scheibe, die in der senkrechten
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Achse einen Hohlkérper ¢ trigt. Dieser Hohlkorper ist mit Queck-
silber gefiillt und durch eine diinne Metallscheibe d, Membran genannt,
abgeschlossen. In der Achse ist ein Steigrohr e eingelassen, in der das
Quecksilber steigt und sinkt, wenn auf die Membran eine Kraft ausgeiibt
wird. An der Membran ist ein mit einer Teilung versehenes Gesténge f
befestigt, auf dem ein Gewicht verschiebbar ist. Das auf der Gegenseite
vorgesehene Gewicht @ ist nur zum Ausgleich da und iibt keinen Zug
auf die Membran aus. Um die storenden Einflisse des Gegengewichtes
auszuschalten, 148t man den Apparat ohne das Gewicht @ laufen und
merkt sich den Stand des Quecksilbers in dem Steigrohr. Dann bringen
wir das Gewicht G von der Masse

G
m = ? Masseneinheiten auf den an der Membran befestigten Stab und

lassen den Apparat mit derselben Umlaufzahl laufen. Infolge der Flieh-
kraft des Gewichtes @ zieht der Stab die Membran nach auflen und

bringt das Quecksilber in dem Steigrohr weiter zum Sinken; wir merken
uns seine Stellung. Hat beim unbelastet laufenden Apparat die Queck-
silberkuppe im Steigréhrchen die Hohe h,, bei Belastung die Hohe 5,,
so wirkt bei belastetem Apparat eine Fliehkraft, die die Quecksilberséule
um (b, — hy) sinken lift. Wieviel kg dieser Hohenunterschied darstellt,
stellen wir bei ruhendem Apparat fest, indem wir an eine im Haken A
angreifende, iiber die Rolle ¢ geleitete Schnur so viel kg anhidngen, dafl
die gleichen Hohen vom Quecksilber eingenommen werden. Braucht
man G, kg fiir die Hohe &, der unbelastet laufenden Scheibe, G, kg fiir die
Hohe h, der belastet laufenden Scheibe, so ist die Fliehkraft
C=0G,— @G, inkg.

Ein Versuch lieferte folgende Werte:

Das Gewicht G = 3 kg in der Entfernung r = 25 cm bewirkte bei
7 == 130 Umdr./Min. ein Sinken der Quecksilberkuppe von 302 auf 232 mm,
das sind 70 mm; '

den 232 mm Hohe der Kuppe entsprachen G, =20 kg am Faden,
den 302 mm Hohe der Kuppe entsprachen G, = 6 kg am Faden,

so daB} die Fliehkraft C =G, — G4 = 14 kg betrug.

Der Versuch zeigte weiter: Verdoppelt man das Gewicht G, so wird ¢
auch doppelt so groBl; geht man mit der Umlaufzahl auf die Halfte, so
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wird C gleich dem vierten Teil; bringt man das Gewicht G in doppelter

Entfernung an, so wird C ebenfalls doppelt so gro. Durch eine geniigend

groBe Anzahl von Versuchen wurde festgestellt:

1. Die Fliehkraft wichst ebenso wie die Masse des Gewichtes @G,

2. die Fliehkraft wichst ebenso wie die Entfernung des Gewichtes G,

3. die Fliehkraft wichst im Quadrat der Umlaufzahl des Gewichtes G.
Mathematisch ausgedriickt wiirden diese drei Erfahrungstatsachen

die Gleichung ergeben O—m-rw?, (20)

an

wenn man statt der Umlaufzahl » die Winkelgeschwindigkeit w = 30

einsetzt. Unser Versuch liefert ¢ = 14 kg gegen
den nach (20) berechneten Wert '

3 7+ 1302
O: §S—i~-0’25._W
3

= . . 2 — 14
go1" 0207136 1kg

und zeigt eine ausreichende Ubereinstimmung.

A Sx . Ersetzt man die Winkelgeschwindigkeit
\y durch die Umfangsgeschwindigkeit v der um-
Fig. 20. laufenden Masse m (es war nach S. 129

v =r.w), so geht (20) iiber in

2

C=m- ”7 . 21)
Beriicksichtigen wir das zweite Grundgesetz der Mechanik (17),
»?

Kraft gleich Masse mal Beschleunigung, so ergibt sich aus C =m - -
2
eine Beschleunigung p = 1;— in Richtung der Kraft C, die ein umlaufen-

der Punkt dauernd erfahren muf, damit er eine Zentralbewegung aus-
fithrt.

Der Weg, aus Versuchen ein Naturgesetz abzuleiten, ist mithevoll
und zeitraubend. Miihevoll, weil unvermeidbare Nebeneinfliisse, wie
Reibung, Luftwiderstand usw., das Ergebnis zunéichst verdunkeln, zeit-
raubend, weil nur durch eine sehr grofe Anzahl von Versuchen die ebenso
unvermeidlichen Beobachtungsfehler ausgeglichen werden koénnen.

Zusammensetzung von Bewegungen. Erfihrt ein Massenpunkt
gleichzeitig zwei Bewegungen — z. B. der von zwei Stoflen gleichzeitig
getroffene Billardball —, so nimmt er eine Bewegung an, die folgender-
maBen zustande kommt: Stoft man in Fig. 20 den Ball m gleichzeitig
in Richtung AB und in Richtung AC an, so schligt er die Richtung
AD ein; er mbge nach £sek nach dem Punkt D gelangen. Wirkt nur
der Sto X auf den Ball m, so wiirde er in ¢ sek den Weg AB = s,
= v, - ¢ in Richtung X zuriicklegen. Dabei ist die Bewegung als gleich-
formig anzusehen, wenn wir die bremsende Wirkung des Tuches ver-
nachlissigen. Wirkt nur der StoB Y auf ihn, so wiirde er in derselben
Zeit t den Weg
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AC=s,=wv,-

zuriicklegen. Da er in Wirklichkeit wihrend der Zeit ¢ unmittelbar von A
nach D wandert, so konnen wir diesen Punkt D erreicht den ken durch
eine Wanderung des Balles 4B in Richtung X und daran anschlieBend
eine Wanderung BD = AC in Richtung Y. Der wirkliche Weg
AD =s ist Diagonale im Parallelogramm aus 4 B=s, (dem
Wege in Richtung X) und BD = AC =5, (dem Wege in Rich-
tung Y).

Da alle Versuche dieser Art die Richtigkeit dieser Annahme bestétigen,
so ist auch dieses durch die Erfahrung gefundene Gesetz ein Naturgesetz;
es hat allgemeine Giiltigkeit. Zeichnen wir nicht die in ¢ sek durch-
laufenen Wege s auf, sondern die in 1 sek zuriickgelegten, dann wird aus
dem Wegeparallelogramm ein Geschwindigkeitsparallelogramm ; » heift
resultierende Geschwindigkeit; v, und v, Seitengeschwindigkeiten oder
Geschwindigkeitskomponenten. Handelt es sich um gleichférmig be-
schleunigte Bewegungen, so setzt man die Seitenbeschleunigungen p, und

. 0
7 U
s/ s /]\\\ /
/ 4 L:y k4% \ V. i
/ N\ /
L \\ yau
Sy 0 v A Ve B
Fig. 21. Fig. 22. Fig. 23, Fig. 24,

py ebenfalls zu einer resultierenden Beschleunigung so zusammen, daf3
p Diagonale in einem Parallelogramm aus p, und p, ist (Fig. 21). In der
Fig. 20 gelangt man auch zu dem resultierenden Wege, wenn man an den
Weg s, den Weg s, unmittelbar antriigt; man zeichnet dabei nur das
halbe Parallelogramm, d.h. das Dreieck 4 BD (Fig. 22).

Ebenso verfahrt man in Fig.23 und 24 mitden Geschwindigkeiten und in
Fig. 25 mit den Beschleunigungen. Fig.23 und 24 hei3t Geschwindigkeit-
schaubild oder Geschwindigkeitdiagramm; Fig.25 Beschleunigungschau-
bild oder Beschleunigungdiagramm. Wir fiigen zur Ermittlung der
GesamtgeschwindigkeitvdieSeitengeschwindigkeitenv, und
vy, der GréBe und Richtung nach aneinander; man sagt: wir
addieren v, und v, geometrisch. Es geniigt nicht die GréBe von
v, und v, zu kennen, wir miissen auch ihre Richtung angeben, wenn
die Bewegung eindeutig beschrieben sein scll. Physikalische GrofSlen,
die neben der Grofle auch die Angabe der Richtung erfordern, heiflen
Vektoren oder gerichtete Grofen; sie werden addiert, indem man sie
wie in Fig.24 und 25 der GroBe und Richtung nach aneinanderfiigt. Fal-
len beide gleichzeitige Bewegungen in dieselbe Richtung, so bleibt das
Verfahren dasselbe; die Fig. 26 —- 31 zeigen die Darstellungen fiir » und
P bei gleicher Richtung.

Beispiel24. Ein Boot habe die Eigengeschwindigkeit v, = 4 m/sek,
die Stromung habe eine Geschwindigkeit v, = 1,2 m/sek. Mit welcher
Geschwindigkeit fahrt das Boot (a) mit, (b) gegen den Strom ?
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a) Nach Fig. 26 addieren sich beide Geschwindigkeiten zu
v=1v,+v,=441,2=>56m/sek .
b) Nach Fig. 27 ist die resultierende Geschwindigkeit
v=10,—v,=40—12=28m/fsek.
Beispiel 25. Ein Schwimmer habe die FEigengeschwindigkeit
v, = 0,8 m/sek. Kann er gegen den Strom schwimmen ?

—— . - ¥ 144
) Y vy W - v
A Fig. 26. Fig. 27. Fig. 28.
/
7 ool P Py £y
L . -
AT 8 Px Py Px 4 Px
Fig. 25. Fig. 29. Fig. 30. Fig. 31.
Nach Fig. 28 ist v=v, —v,=0,8 —- 1,2 = — 0,4 mfsek. Der

Schwimmer hat also eine Geschwindigkeit v = 0,4 m/sek in Richtung v,,
d. h. in Richtung der Stromung.

Beispiel 25. Der Schwimmer will den FluB durchqueren und hilt
sich dauernd senkrecht zu den Ufern. Welches ist seine wirkliche Rich-

tung ?

Das Geschwindigkeitschaubild

0,8
Fig. 32 liefert tgo = 1’2 = 0,667. ey —t
Die Tabelle S.87 ergibt & =~33°40".
C D
a8 vy /
064 e
-
941% PR
621 .~

AV 02 gv G5 08 1 12m/sek
Fig. 32.

Beispiel 26. Eine Kugel wird mit einer Geschwindigkeit
v, = 10 m/sek wagerecht fortgeschleudert; welche Bahn beschreibt sie ?

Durch den Stof erhilt sie eine gleichférmige Bewegung in wagerechter
Richtung mit v,; der wagerechte Weg nach ¢ sek ist s, = v, +¢. Gleich-
zeitig ist sie der Schwere unterworfen und durchfillt senkrecht nach
unten den Weg s, = % ¢ % in derselben Zeit £ . Unter dem Einfluf} beider
Bewegungen kam die Kugel nach ¢/sek nach P (Fig. 33).

Zeit t in sek 0 1 2 3 4 5
Weg s, in m 0 10 20 30 40 50
Weg s, in m 0 5 20 45 80 125
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Dafl die Geschwindigkeit in wagerechter Richtung ohne Einflull auf
die Fallbewegung ist, zeigt das Verhalten der Kugel B in Fig. 33, die in
demselben Augenblick durch das Loch zu fallen beginnt, wo die Blatt-
feder die Kugel 4 wagerecht fortschleudert. Beide Kugeln beriihren
gleichzeitig den Erdboden (Luftwiderstand vernachlassigt).

Mechanische Arbeit - Leistung. Hebe ich ein Gewicht von @
= 20 kg auf eine Hohe & = 3 m, so leiste ich eine Arbeit von 4
=@Qh =20kg - 3m = 60 mkg (Meterkilogramm). Dabei lege ich den
Weg kb = 3 m in senkrechter Richtung zuriick. Diese Richtung ist auch
die Richtung der Kraft, denn das Gewicht @ ist eine senkrecht nach
unten gerichtete Kraft. Untermechanischer Arbeit verstehen wir
demnach dasProdukt auseiner KraftQ und einemWegh, der
in Richtung der Kraft zurickgelegt wird. Die Dimension
(Benennung oder MafBeinheit) ist das Meterkilogramm (mkg).

Fiir die Bemessung der Arbeit ist es gleichgiiltig, in welcher Zeit sie
geleistet wird. Soviel ist aber sicher, dal wir uns um so mehr anstrengen
miissen, je kleiner die Zeit ist, in der die Arbeit geleistet wird.

Triagt beispielsweise ein 75 kg schwerer Mensch sein eigenes Gewicht
auf einen 300 m hohen Berg, so ist die geleistete Arbeit

A = T5kg - 300 m = 22500 mkg .

Nun ist es ihm aber durchaus nicht gleichgiiltig, ob er diese Arbeit in
1,, Y, oder 1 Std. leisten muf}; ja es wird fraglich sein, ob er sie
iiberhaupt in I/, Std. ausfiihren kann. Wollen wir vergleichen,
welcher von zwei Bergsteigern die groBere Anstrengung aufbringt,
so werden wir fragen, wie groll die Arbeit ist, die jeder in 1sek
leistet. Bei unsern Maschinen ist es nicht anders. Bei der Wahl des
Antriebmotors einer Pumpe ist es sicherlich nicht unwichtig, ob sie
@ m?3 in 1 Std. oder 1 Minute auf die Hohe A fordert. Einen Einblick
in das, was der Antriebmotor der Pumpe hergeben muf}, gewinnen
wir erst, wenn wir wissen, welche Arbeit vonihm in jeder Sekunde ge-
fordert wird. Diese in 1 sek geleistete Arbeit heilt Leistung. Be-
waltige ich eine Arbeit von 4 mkg in ¢ sek, dann ist meine Leistung,
d. h. die in 1 sek geleistete Arbeit,
A mkg A mkg o
tsek ¢t sek (22)
Steigt unser Bergsteiger seine 300 m in 15 Minuten, so ist seine
Leistung

75 kg - 300 m mkg
N 15- 60 - sek 7 Tsek
steigt er 300 m in 30 Minuten, so wird
75+ 300 mkg
=- —— =125 .
30 - 60 " “sek
Da die Einheit 1 1—;1 flf etwas klein ist, so benutzt man in der Tech-

Winkel, Der prakt. Maschinenbauer 11 1. 10
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nik den 75fachen Wert als Einheit der Leistung und setzt

1 Pferdestirke (PS) = 75 -Q‘;—;{Eg .
In der Elektrotechnik ist iiblich
. 1
1000 Watt = 1 Kilowatt (kW) = 0736 = 1,36 PS;

so daB
1PS = 736 Watt = 0,736 kW.

Leistet eine Maschine 6 Std. lang 25 PS, so leistet sie wieder eine
Arbeit von 6 - 25 = 150 PSStd. (Pferdestirkenstunden oder PS-Stunden).

Nimmt ein Straflenbahnmotor 6 Std. lang 25 PS aus dem Leitungs-
netz, so entnimmt er eine Arbeit von

6+25+0,736 = ~ 110 kWStd.

1PSStd. sind 75 Isijﬁg" (60 - 60) sek = 270 000 mkg (23)
75 —‘%f— - (60 - 60) sek
1kWStd. ,, 0736 = 367000 mkg . (24)

Es war Arbeit = Kraft - Weg (in Richtung der Kraft)
Arbeit in mkg  Kraft in kg - Weg in m
Zeit in sek Zeit in sek )
Bezeichnen wir die Kraft wie iiblich mit P, den in Richtung der Kraft
gemessenen Weg mit s; die Zeit mit £, so ist die Leistung

=L g, mke
¢ sek

Leistung =

% war aber nach (1) die Geschwindigkeit der gleichférmigen Bewegung.

Mit % = v wird die Leistung = P- v = Kraft - Geschwindigkeit in I]S%{kg
oder

U g
N__--~/75»— in PS.

Greift die Kraft P am Umfange einer gleichférmig umlaufenden
Scheibe an, die # Umdrehungen in der Minute macht, so iibertrigt die
Scheibe eine Leistung
P-v Pem-dn Pezmeren

N==% ="%55%60 = 1560 °

N=>1""pg, (25)

wenn P in kg, r in m, » in Umdr./Min. eingesetzt werden.
Beispiel 27. Welche Arbeit muBl aufgewendet werden, um die
Last @ von 4 nach C zu heben (Fig. 34)?
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Der Weg in Richtung der Kraft @ ist A, folglich ist die Arbeit
A =@ -h=>500kg 5m = 2500 mkg; diese Arbeit kann eine Kraft
P, leisten, die in Richtung der schiefen Ebene wirkt; sie ist P, - s und

muBl gleich A4 sein, so daf§3
P;-s=A unddaraus Pl———i = ﬁ(.)?#_ = 2500
s ]/122 + 52 13
Sie kann aber auch durch eine wagerechte Kraft P, geleistet werden, die
laings des Weges [ wirken muf}, um die Last @ von 4 nach C zu bringen;
die dabei geleistete Arbeit ist P, -7 und mufl auch gleich A4 sein, so daB

=193 kg .

P,-l=4 und daraus Pzzézzng:ZQSkg.
Zieht man also in wagerechter Rich- \
tung, so ist die aufzuwendende Kraft m “C
groBer als wenn man in Richtung der P’/'?’ ]
schiefen Ebene zieht. /

Beispiel 28. Welche Leistung muf3
der Hubmotor eines Kranes aufwenden, v | .
um eine Last Q = 5¢ mit einer Geschwin- A« Z=72m— I8

digkeit v = 0,8 m/sek zu heben? Fig. 34.
Es ist ,
P-v  5000-0,8
v ot US PS .
N 75 w5 53,3 PS

Beispiel 29. Eine Kolbenpumpe fordert stiindlich 40 m3 Wasser
in einen 20 m hchen Behilter. Wie grof ist die Leistung der antreibenden
Maschine ?

40m3-1000 22 - 20m
m

3
N= 75 - (60 - 60) sek =30PS.
Beispiel 30. Ein StraBenbahnmotor befoérdert einen Wagen von
@ = 15 t Gewicht auf ebener Strecke in ¢ = 20 Minuten s = 9,0 km weit;
wie groB muB der Motor sein, wenn der Wagen eine Zugkraft von 10 kg
pro Tonne Zuggewicht erfordert ?
Die Zugkraft ist Z =10 kg/t-15t = 150 kg; die Arbeit ist
A - s =150 kg - 9000 m = 1350000 mkg
A 1350000
75+t 75-20-60
Beispiel 31. Wie hoch stellen sich die Stromkosten, wenn die
kWStd. 2,50 M. kostet ? ,
Der Arbeit 4 = 1350000 kg entsprechen nach (24)

N = =15PS.

1350 000
357600 = 3,7kWStd.
Der Preis wiirde sich demnach auf 3,7 kWStd.: 2,50 e = ~ 9,50 M.

stellen.
10*
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Beispiel 32. Welche Leistung tibertrigt eine Riemenscheibe von
700 mm Durchmesser bei 150 Uml./Min., wenn die Umfangskraft 85 kg
betrigt ?

Nach (25) wird

Per.m 85+0,35-150
N="6s = w6z o2

Beispiel 33. Welcher Druck kommt auf die in Eingriff stehenden
Zshne eines Zahnrades von 1,2 m Durchmesser, das bei 250 Umdr./Min.
300 PS iibertrigt ?

Aus (25) folgt

N 300
P =1716,2- e =7T16,2- 25006 06_N1434kg

Lebendige Kraft — Energie. Ein Korper vom Gewicht G =m - g
(siehe GIl.18) falle von A4 iiber B nach C (Fig.35), dann hat er in B
nach (16) die Geschwindigkeit

v, =V)2g-h,, sodaB vi=2g'h,
ist. In C erreicht er die Geschwindigkeit
Vg=V2g-hy,, sodaB 5=2g-h, ist.
Bildet man die Differenz aus v und v?, so ergibt sich
v — v =2¢g-hy—2g by =2¢g(hy— ) =2¢gh.

Multipliziert man diese Gleichung mit m, so geht sie iiber in

m@;—v)=2-m-g-h

oder

2

mv: MU pegeh=G.h. (26)

2 2

G - b ist aber eine Arbeit, die die Kraft @ = m - g lings des Weges % leistet.

Stellt die rechte Seite der Gleichung eine Arbeit dar, dann mufl es auch
die linke, wie sich durch Einsetzen der Maleinheiten bestiitigt.

mv? __ kg - sek? < m )2 kg - sek® m?

2 = m  \sek mosek T ke

m P
2

(1646 bis 1716) die lebendige Kraft oder neuerdings Wucht der
mit der Geschwindigkeit v bewegten Masse m . Die linke Seite unserer
Gleichung ist der Zuwachs an lebendiger Kraft, den eine Masse m er-
fahrt, wenn sie ihre Geschwindigkeit auf dem Wege % von v, auf v, m/sek
steigert. Dieser Zuwachs an lebendiger Kraft ist aber gleich der Arbeit,
die die Kraft G auf demselben Wege & leisten muf3, um die Geschwindig-
keit der Masse m von v, auf v, zu steigern, die also verwendet werden
muB, um die Masse m auf dem Wege h zu beschleunigen. Wir konnen
sagen: der Zuwachs an lebendiger Kraft einer Masse m ist gleich der
Arbeit der an der Masse m angreifenden Kraft.

Wird eine Masse verzogert, so ist die Differenz der lebendigen Kréfte
gleich der Arbeit, die die verzogernde Kraft auf dem Wege leistet, wo

Wir nennen den Ausdruck nach dem Vorschlage von Leibniz
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die Masse verzogert wird. Wird also ein Zug von dem Gewichte G auf
dem Wege s von der Bremskraft P so gebremst, daBl seine Geschwindig-
keit von v, auf v, m/sek sinkt, so besteht die Beziehung

G G

mey_moi_g " g ', @7)

2T 2 T 2 2
Der bewegte Korper hat die Fahigkeit, Arbeit zu leisten. Ist seine
Masse m, seine Geschwindigkeit v, so ist sein Arbeitsvermogen

A= 5 - p
. . . . . 2 T )
Dieses Arbeitsvermégen heilt Energie der Be- | AT
wegung oder kinetische Energie. Aber auch von dem Ly
ruhenden Korper kénnen wir sagen, daB er die Fahigkeit g
hat, Arbeit zu leisten; die in ihm aufgespeicherte Energie a + -
wird frei, wenn wir ihn in den Zustand der Bewegung L "
iiberfithren. Lassen wir z. B. den Kérper von der Masse m ! hy
(Fig. 35) von B nach C fallen, so ist in C seine lebendige Y
2 .
Kraft 4 = ”—7’22 , wobeiv =72g h ist; sieist um so grofler,
je groBer hist — je hoher gewissermaBen der Punkt B liegt.
Da die Energie des ruhenden Korpers (in B) von seiner V"'J ? I
4

)

Lage — d.h. der Hohe » — abhéngig ist, nennen wir diese
Energie die Energie der Lage oder potentielle Energie.
Der hochgehobene Bér eines Dampfhammers besitzt poten-  Fig. 35.
tielle Energie, die frei wird, sich zeigt, in Erscheinung tritt,

wenn der Hammer herunterfillt. Sie ist um so groBer, je groBer der
Fallraum des Hammers ist.

Beispiel 34. Wie groBl ist die Wucht oder lebendige Kraft eines
Geschosses von 1000 kg Gewicht, dessen Geschwindigkeit » = 400 m/sek
ist ?

1 1 1000

— e .
2 2 981
Durchschlagt dieses Gescholl eine Mauer von 6 m Stérke, so ist die
mittlere Durchschlagskraft bestimmt aus
A:%-m-vzzP-s zZu P:A—:—z 8,00290,0,:133300()kg_
Beispiel 35. Wie groB3 ist die Energie der Lage eines Rammbérs
von G = 80 kg Gewicht, dessen Fallhohe # = 1,5 m betragt ?
Aus 4 = 1mv2=G@G-h folgt
A=80kg-1,5m =120 mkg.
Dringt der gerammte Pfahl bei einem Schlage s = 5 cm tief in den
Erdboden, so driickt der Bar wihrend dieses Weges mit einer mittleren
A4 120

- 4002 = 8 000 000 mkg .
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Beispiel 36. Nach welcher Zeit kommt ein Schwungrad, dessen
Ring 2500 kg wiegt, zum Stillstand, wenn das Rad 3 m Durchmesser
hat und 125 Uml./Min. macht?

Die bremsende Kraft sei die Lagerreibung mit 1/, des Lager-
druckes bei 100 mm Wellendurchmesser; Nabe und Speichen seien
vernachlissigt. Die lebendige Kraft des Schwungringes ist mit

Ted-n 73125

V= 60 = &0 — =19,6 m/sek
1 1 4 1 2500
- e — .2 — 1 2:4
L g mev 5 V=g 981 9,6 8000 mkg .

Sie wird vernichtet durch die brem-
sende Lagerreibung P am Umfange der
Welle. Ist P diese Bremskraft, s der
Weg, den ein Punkt am Umfange der
Welle bis zum Stillstand zuriicklegt,
dann ist die von P wihrend des Brem-
sens geleistete Arbeit 4 = P-s. Aus

P-s=L folgt s:%

Die Geschwindigkeit des Punktes am Umfang der Welle zu Beginn
des Bremsens war
“med -n 70,1125

V= = R 0,654 m/sek
seine Endgeschwindigkeit ist null; aus (1) folgt dann
23 2-230
t=_;;= W:c\ﬂ%sek.

Im Beispiel 36 haben wir nur die Wucht des Schwungringes be-
riicksichtigt, weil bei ihm angenommen werden darf, daB alle Punkte
mit derselben Geschwindigkeit umlatfen. Anders ist es bei einer
Scheibe, wo diese Annahme unméglich gemacht werden darf. Zweifel-
Ics koénnen wir uns aber die Scheibe aus sehr vielen und sehr schmalen
»»Schwungringen  bestehend denken deren Geschwindigkeit nach

4 v=y-0 ist, wenn w=-—— die Winkelgeschwindigkeit der

30
Scheibe ist (Fig. 36).
Hat der erste der gedachten Ringe die Masse m, und den Abstand
y1, von der Drehachse, so ist seine lebendige Kraft

1 1 w?
legmﬂ)?=—2"m1(?/1w)2:‘§—m1’y%-
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Ein weiterer gedachter Ring von der Masse m, mit dem Abstand y, hat

1 1 1 w?
L2=§-m2v§=§m2 (?/2'60)2=E'7 - My Y3;
ein dritter gedachter Ring
2 1 2 w? 2
L3=—2—m31)3:—2—m-(y3-w) =g M5

Die lebendige Kraft der ganzen Scheibe ist als Summe der lebendigen
Krifte der einzelnen Ringe

w? . | W2 w?
L=‘2“' 'mlyi+"§m2y%+"§‘may§+ <o

soviel Glieder folgen noch wie Schwungringe, in die wir die Scheibe auf-

2
gelost denken. Da jedes Glied den Faktor»%hab, so kann er vor eine

Klammer gezogen werden, so daBl sich ergibt:
2

w
Lz?(mlyf-{»mzy%—}-m‘%yg-{— S

Fiir den Klammerausdruck wéhlt der Mathematiker eine kiirzere
Schreibweise; er sagt: in der Klammer steht eine Summe von Produkten
aus Masse und Quadrat der Entfernung von der Drehachse. FaBt man
wieder, wie S.112, die Wege und Zeiten, jetzt die Massen m,, m,, m, usw.
und die Entfernungen y,, ¥,, ¥; usw. als verédnderliche Gréflen auf, so
kann man fiir (m,y? + myy: + myyk ...) schreiben ,,Summe m - 2.
Das Wort ,,Summe‘ wird aber nicht ausgeschrieben, sondern durch
den griechischen Buchstaben 2 ersetzt. Die Klammer wird demnach
geschrieben (m, y? + my42 + myys + ...) = Zmy? (gelesen: Klammer
gleich Summe m y?) und bedeutet: es ist die Summe einer unbe-
schrinkt groBen Zahl von Gliedern zu bilden, von denen jedes fiir
sich betrachtet sehr klein ist. Wie man solch eine Summe be-
rechnet, zeigt die sogenannte hohere Mathematik. Die Ergebnisse dieser
Rechnung — der Integralrechnung — miissen wir hinnehmen, ohne
ihre Ableitung mit den Hilfsmitteln der Algebra (S. 2) nachpriifen zu
kénnen.

Mit der eben gezeigten Schreibweise wird die lebendige Kraft einer
mit der Winkelgeschwindigkeit @ umlaufenden Masse

L=%}w? Zmy2

Haben wir zwei Scheiben von gleichem Gewicht und gleicher Winkel-
geschwindigkeit, d. h. laufen sie mit gleicher Tourenzahl, so wird die
Scheibe die groBere lebendige Kraft, die grofere Wucht, die groBere
Energie haben, bei der der Ausdruck 2'm y2 groBer ist. In diesem Aus-
druck ist aber y, d.h. die Entfernung von der Drehachse, von iiber-
ragender Bedeutung, weil es in der 2. Potenz vorkommt. In Worten be-
deutet das: Die lebendige Kraft ist um so groBer, je weiter die Massen-
teile nach auBen gelegt sind. Stellt man den Antriebsmotor der Scheibe
ab, 148t man sie also auslaufen, so wird die Scheibe mit der gréfleren
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Wucht linger laufen als die andere; sie versucht ihren Geschwindigkeit-
zustand linger beizubehalten, ihr Beharrungsvermégen oder ihre
Tragheit ist groBer. Man nennt deshalb den Ausdruck 2 m y2 das
Trigheitsmoment des Korpers in Beziehung auf seine Achse. Die
Dimension wird

. 2
kg - sek? m? = mkgsek?.
m

Ersetzt man m durch A‘g(i und AG durch AV - s (S.119), (4G und 4V,
um anzudeuten, daB3 es sich um sehr kleine Groéfien handelt), so wird
mit m = AV >

g s
2my? :7-21117- Y2,

da s und g als unverinderliche Faktoren vor das Summenzeichen gezogen
werden konnen. Es ist demnach das Trigheitsmoment nur abhingig
von der For m des Koérpers, und es geniigt 24 V - 42 fiir die geometrisch
bestimmte Koérperform, z.B. Scheibe, Ring, Kugel usw., zu berech-
nen. Man spricht deshalb von dem Trigheitsmoment der geometrischen,
d. h. masselos gedachten Korper (vom Trigheitsmoment des Zylinders,
des Ringes, der Kugel usw.) und bezeichnet es mit J, so dafl die lebendige
Kraft eines Korpers vom spezifischen Gewicht s dargestellt wird durch
1 s S
L= 5 0 p J.

Die Benennung von .J ist von der 5. Potenz (m3) als Produkt des Vo-
lumens V in m3 und dem Quadrat einer Linge (m?).

Die Mathematik liefert fiir eine Scheibe vom Halbmesser » und der
Breite b das Trigheitsmoment, bezogen auf die Zylinderachse,

J=13%mrtb.

Beispiel 37. Die lebendige Kraft einer GuBstahlscheibe von
7 ==800mm und b = 200 mm bei »# =150 Uml./Min. wird, wenn man
die LangenmafBle in m und s in t/m® einsetzt, mit

w_n‘7z_7§-7150#1,7 1
=30 T 30 T 7 gek
1 8 1 7.8
Le—e@? g =21572. 5. 1.0,2
2"y 5 1T g g T 080,

=12,4mt = 12400 mkg .
Eine Holzscheibe mit denselben MaBen wiirde entwickeln

1
L=—w? —J_—— 15,72.— 107 1 7+0,84. 0,2 = 1,1 mt = 1100 mkg.

2 g 2981 2"
Setzt man die LangenmaBe in dm und s in kg/dm3, so wird mit
g = 98,1 dm/sek?
1 S 1 07 =
= w2 — J =—-.1572. = . _.8%.
200 J 21,7 '98,1282
= 11000 kgdm = 1100 mkg .
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Beispiel 38. Auf der Seiltrommel eines Forderkorbes sitzt ein GuB3-
stahlschwungrad von 4 m Durchmesser und 200 mm Breite, das mit 375
Uml./Min. lduft; seine lebendige Kraft wird benutzt, um den Forder-
korb von 3000 kg auf 200 m zu heben. Um wieviel sinkt die Um-
laufzahl des Schwungrades ?

1 8 l /a.-n\2 78 =
L——. 2.-_.!]:_.(“ LIS T ey
2 7y 2 "\730 ) 981 2"
~ L gg072. T8 T ok 0,90~ 3020 mt
Tyt g e T T T R

Die Hubarbeit erfordert 4 =3t-200m = 600 mt, so daB dem
Schwungrad nach dem Heben verbleiben: L; = 3020 — 600 = 2430 mt.
Zu dieser lebendigen Kraft gehort eine Winkelgeschwindigkeit ,, die
E g 25008

. 1 s .
sich aus L= i —-J zu m,= |/
g / e] S

2
1 T .2402.78
—385--_ ergibt. 2

sek

= 335 Uml./Min.

Diesem @ entspricht eine Umlaufzahl n, = 30 @y
7

Oder aus 1 w22 J=3020mt und L 3 - S — 2420 mt
2 g 2 g

ergibt sich durch Division
w? 3020 /2420 1
o] 2420 13020 " 7 sek
Die Umlaufzahl sinkt um 375 — 335 = 40 Uml./Min.

und daraus @;=m-

II. Die Lehre vom Gleichgewicht der festen Korper oder Statik.

In der Bewegungslehre wurde der EinfluB der Kraft auf einen frei
beweglichen Massenpunkt untersucht und festgestellt, daf sich dieser
gleichférmig beschleunigt bewegt, wenn eine Kraft auf ihn wirkt; die
Richtung der Kraft ist durch die Richtung der von dem Punkt ein-
geschlagenen Bewegung gekennzeichnet. Nach GréBle und Richtung
zu unterscheidende physikalische GroBlen nannten wir (S.143) Vek-
toren oder gerichtete GréBen; auch die Kraft ist ein Vektor.
Betrachten wir einen Korper unter dem EinfluBl der Schwerkraft : ist er
beweglich, so fallt er mit der Beschleunigung g = 9,81 m/sek2. Unter-
stiitzen wir ihn aber, so iibt er auf die Unterstiitzungsflache einen Druck
aus, den wir mit ,,Gewicht des Korpers‘‘ bezeichnet haben ; seine Mafein-
heit war das Kilogramm. Der unterstiitzte Koérper befindet sich im
Zustand der Ruhe; wir sagen, er ist im Gleichgewicht. Nach
wie vor wirkt die Schwerkraft auf ihn, nur vermag sie ihm nicht eine
gleichférmig beschleunigte Bewegung zu erteilen, da sie die Unterlage dar-
an hindert. Nach dem dritten Grundgesetz der Mechanik (S. 138) miissen
wir annehmen, daB die Unterlage mit einer genau ebenso groflen
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Kraft, der Gegenkraft oder Reaktion, auf den Kérper wirkt wie der
Korper auf die Unterlage. Und diese Gegenkraft mufl wiederum die
gleiche, aber entgegengesetzte Richtung haben wie das Gewicht des
Korpers, die angreifende oder aktive Kraft, weil nur dann zwei Beschleu-
nigungen eine Gesamtbeschleunigung Null ergeben, wenn sie gleiche
GroBe und entgegengesetzte Richtung haben (vgl. Fig. 30, S. 144). Die
Gerade, auf der sich der Massenpunkt bewegen wiirde, wenn er frei
beweglich wire, heiit Wirkungslinie der Kraft. Als Bedingung,
unter der ein Korper im Gleichgewicht ist, werden wir jetzt aussprechen
diirfen: ein Ko6rper ist im Gleichgewicht, wenn zwei gleich-
grofle, aber entgegengesetzt gerichtete Kriafte auf ihn wir-
ken, die dieselbe Wirkungslinie haben. Stellen wir eine
Kraft ebenso wie die Geschwindigkeit in Fig. 26 oder die Be-
schleunigung in Fig. 29 als eine mit einer Pfeilspitze versehene
Strecke dar, so ist die Lénge der Strecke ein Mall fir die
Gr6Be der Kraft, wihrend die Pfeilspitze ihre Richtung an- 4
gibt. Die eben ausgesprochene Gleichgewichtsbedingung ist

demnach durch Fig. 37 erschopfend dargestellt: Unter dem Ein-

A

¢

1
P P gesetzt gerichteten Krifte P ist der Punkt 4 ;Q

4 fluB der beiden gleich groSen, entgegen- ./
Fig. 37. im Gleichgewicht. Will man mit Hilfe der gy g

zeichnerischen Darstellung messen, so be-
darf es der Angabe des Mafstabes, der die Form haben muf: 1cm
stellt 100 = 200 - 500 oder allgemein ¢ kg dar, geschrieben 1cm = akg;
er heit KriftemaBstab. Lautet fiir eine gegebene Darstellung der
KriftemaBstab 1 cm = 50 kg, und ist die Strecke 60 cm lang, so wird
durch sie eine Kraft von

P —=60cm- 2258 _ 3000 kg
lem

dargestellt; fir den KriftemaBstab 3 cm = 100 kg wiirde dieselbe
Strecke von 60 cm Linge eine Kraft von

1008 _ 9000 ke
cm

darstellen. Hingt eine Last @ an einer Kette (Fig. 38), so greift sie an
dem Punkte A4 an; offenbar ist es dem Haken ganz gleichgiiltig, ob sich
die Last in B oder in C befindet, wenn wir von der Mehrbelastung durch
das Gewicht des Kettenstiickes' BC absehen. Wir diirfen aussagen:
Der Angriffspunkt einer Kraft darf auf ihrer Wirkungs-
linie beliebig verschoben werden. Es ist iiblich zu sagen, eine
Kraft greift an einem Punkte an, doch ist dieser Punkt in Wirklichkeit
von einer gewissen Ausdehnung. Denken wir z. B. an eine zweifach
gelagerte Welle, die in der Mitte ein Schwungrad tragt, so ist der Punkt
der Welle, an dem das Gewicht des Rades angreift, so breit wie die
Nabe des Rades; die Lager der Welle haben eine betriachtliche Auflager-
fliche, und doch sagen wir, die Welle ist in zwei Punkten gelagert.
Néher kommen wir dem Punkte schon, wenn wir an den Druck denken,

P=60cm-
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den das Rad auf die Schiene ausiibt. An diesen Angriffspunkten von
Kriften erleiden die angegriffenen Koérper mehr oder minder grofe ort-
liche Forménderungen — so driickt sich z. B. das Rad in die Schiene —,
doch werden diese Formanderungen in der Statik vernachléssigt,
wir nehmen alle Kérper, die von Kriften angegriffen werden, als starr
an. Es ist die Aufgabe der Festigkeitslehre, zu untersuchen, welche
Forménderungen die Krifte zur Folge haben.

Die beiden Krifte P, die am Punkte 4 der Fig. 37 im Gleichgewicht
sind, wirken in einer Ebene. Denken wir uns am Punkte 4 noch eine
dritte Kraft angreifen, so kann ihre Richtung ganz beliebig sein. Diese
drei Krifte brauchen nicht mehr in einer Ebene zu liegen. Wir beschrén-

A B

¢
Fig. 39. Fig. 40. Fig. 42.

ken uns auf den Fall, wo alle Krifte in einer Ebene wirken, und werden
sehen, daB die Gesetze iiber Krifte in der Ebene bis auf wenige Fille
vollkommen zur Bestimmung der Gleichgewichtslage ausreichen. Die
Gleichgewichtslage zu bestimmen ist unbedingt erforderlich, wenn wir
erfahren wollen, welche Beanspruchung ein Koérper unter dem Einflufl
von Kriften erfahrt. In Fig. 39 hingt an einem iiber eine Rolle geschlun-
genen Seil eine Last @ . Wirkt am linken Seilende keine Kraft, so fillt
die Last herunter und zieht das Seil mit sich. Dabei bleibt das Seil
schlaff, es erfihrt keine Beanspruchung — es ist spannungslos. In
dem Augenblick aber, wo wir das linke Seilende mit der Kraft P = @
festhalten, wird auch die Last @ festgehalten (Fig.40). Das Seil wird
straff; es spannt sich, nachdem es zur Ruhe gekommen ist.. Ist an
einem Stabe AB die Last Q nach Fig. 41 befestigt, so fallt der Stab mit
der Last nach unten, ohne daf} er die geringste Durchbiegung erfihrt, er
ist spannungslos. Stiitze ich ihn dagegen in 4 und B (Fig. 42), so kommt
er samt Last zur Ruhe, zeigt aber eine deutlich wahrnehmbare Durch-
biegung; er ist gespannt, oder: in jhm treten Spannungen auf, deren
GroBe die Abmessungen des Stabes bedingen. Nur an einem im Gleich-
gewicht befindlichen Korper konnen wir die Beanspruchung und daraus
die erforderlichen Abmessungen ermitteln. Die Herstellung der Gleich-
gewichtslage ist demnach die Voraussetzung von Festigkeitsberech-
nungen.
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Drei Krifte an einem Punkte. In Fig.43 seien 3 Schniire an einem
Ringe A befestigt, die durch die angehéingten Gewichte P, P, und P,
belastet sind. Von den Schniiren seien 4B und AC uber Rollen geleitet,
so daB die Kraft P, in der Richtung AB; die Kraft P, in der Richtung
AC wirkt. Der Versuch lehrt: Halte ich den Ring A in einer beliebigen
Lage fest, so herrscht Gleichgewicht; das System ist in Ruhe. Lasse

. .ich ihn los, so stellen sich die Schniire von
selbst in eine neue Gleichgewichtslage ein, und
zwar kommen sie stets in derselben Lage zur
Ruhe, von wo ich auch den Ring 4 loslassen
mag. Stellen wir die drei Krifte P,, P,, P,
mit Hilfe eines KriftemaBstabes unter Bei-
behaltung ihrer Richtungen dar (Fig. 44), so
ist fiir den Fall des Gleichgewichtes P, Dia-
gonale in einem Parallelogramm aus den Kriften P, und P,. Eben-
so ist P, Diagonale in einem Parallelogramm aus P, und P,, und P,
ist Diagonale in einem Parallelogramm aus P, und P,. Statt das
Parallelogramm zu zeichnen, fiigen wir die 3 Kréfte P unter Beibehaltung
ihrer GroBe und Richtung fortlaufend aneinander (Fig.45) und finden
ein geschlossenes Dreieck, das dem gestrichelten in Fig. 44 kongruent
ist. Es heil3t Kraftedreieck; der Linienzug P, — P, — P, heit Kréfte-
zug. Beachtet man in Fig. 45 die durch die Pfeile gekennzeichneten

Fig. 43.

Fig. 44. Fig. 46.

Richtungen, so gelangt man von @ tiber b und ¢ nach a zuriick; das Drei-
ecka b cawird stetig umfahren. Der Versuch zeigt die Gleichgewichts-
bedingung der drei Krifte P. Sie lautet: Drei Krifte sind im
Gleichgewicht, wenn sich ihre Wirkungslinien in einem
Punkte schneiden (4 inFig.44),dasKriftedreieck geschlossen
und der Umfahrungsinn stetig ist (Fig. 45).

Nach Fig. 37 sind zwei Kriifte im Gleichgewicht, wenn sie bei gleicher
Grofle und entgegengesetzter Richtung dieselbe Wirkungslinie haben.
Ist demnach in Fig. 46 R = P,, so ist 4 unter dem EinfluB dieser beiden
Krifte ebenso im Gleichgewicht, wie er es in Fig. 44 unter dem Einflufl
der drei Krifte P,, P,, Pywar. Die Kraft R,die von gleicher GroBe ist wie
die Kraft P,, aber entgegengesetzte Richtung hat, hat dieselbe Wirkung
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wie die beiden Krafte P, und P,; sie bringt ebenso das System ins Gleich-
gewicht wie P, und P, (Fig.46). Man nennt Rdie Mittelkraftoder Resul-
tante der Kriafte P, und P,. Sie ergibt sich zeichnerisch durch dasselbe ge-
schlossene Dreieck a b ¢, nur ist sie vom Anfangspunkt a des Kréfte-
zuges abcder Krifte Py und P,zum Endpunkt cgerichtet(Fig.47). Unter-
stiitzen wir einen Korper in einem Punkte, der auf der Wirkungslinie
der Mittelkraft liegt, so ist der Korper im Gleichgewicht; oder geht die
Wirkungslinie der Mittelkraft durch einen Stiitzpunkt, so ist der Kérper
im Gleichgewicht. Ist eine Kraft R der Grofle
und Richtung nach gegeben, so lassen sich zwei
Krifte mit demselben Angriffspunkt von derselben
Wirkung finden, wenn ihre Richtungen bekannt

Fig. 47. Fig. 48.

sind. Wir kénnen also eine nach Grofie und Richtung gegebene Kraft in
zwei Kriifte zerlegen, deren Richtungen bekannt sind. Diese Krafte heiflen
Seitenkrifte oder Komponenten. In Fig. 48 sei R die gegebene Kraft,
x und y die gegebenen Richtungen. Ist R (Fig.49) durch die Strecke
a b dargestellt, so schneiden Parallelen durch ihre Endpunkte a und b
zu den gegebenen Richtungen x und y die Strecken ac¢ und bc ab,
die ein MafB fiir die Seitenkriifte P, und P, sind. Die Richtung der
Seitenkrifte ist dadurch bestimmt, daB der Kriftezug a —c—=b der
Krifte P, und P, vom Anfangspunkt ¢ zum Endpunkt b der Kraft B
fithren muB. Der wirkliche Angriffspunkt der Seitenkrifte P, und P,
ist der Punkt A (Fig.48), an dem R angreift. Besonders haufig ist
die Zerlegung einer Kraft nach zwei aufeinander senkrecht stehenden
Richtungen (Fig.50). Aus der Zeichnung ergibt sich unmittelbar

H=P-.cos&, V=P.sinx, P= ]/H?_—FV?—.

Soll sich ein Kérper trotz eines Kraftangriffes in Ruhe befinden, so
muB er gestiitzt oder gelagert sein. Soist z. B. der Triger 4B der Fig. 51
im Gleichgewicht, wenn 4 und B Stiitzpunkte sind. Wie er zu lagern
ist, zeigt die Zerlegung der Kraft P in ihre senkrechte Seitenkraft V
und ihre wagerechte Seitenkraft H . Infolge V wiirde sich der Triger
nach unten bewegen. Diese Bewegung wiirden zwei Stiitzen in 4 und
B verhindern, auf denen der Triger ruht. Infolge H wiirde sich der Triger
nach links verschieben. Diese Bewegung wiirde schon gehindert, wenn
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einer der beiden Punkte 4 und B fest wire. Fig. 51 zeigt die iibliche
Darstellung eines festen Punktes (4) und eines beweglichen (B).
Der eine von beiden mufl beweglich sein, weil der Stab bei Temperatur-
schwankungen eine Ausdehnung erfihrt, die sich bei zwei festen Punk-
ten nicht ausbilden konnte. Sind trotzdem beide Punkte fest, so treten
in dem Stabe durch die verhinderte Ausdehnung Spannungen auf.
(Vgl. Festigkeitslehre S. 313.) Man nennt einen Tréiger, der nach Fig. 51
gelagert ist, statisch bestimmt; ein in zwei festen Punkten gelagerter

Trager heillt sta-

WA »ﬁt‘ : *ﬁ* tisch unbestimmt.

4 L_‘(__,, 4 ) _@ \_ Wir beschrinken
4 “‘f\“ L uns auf die Unter-
K Y P Al suchung der sta-

tisch bestimmten

Fig."51
4 / 8 Zug (+)
HI —— >
TV, Vj s Druck ()
Fig. 52. Fig. 54. Fig. 55.

Triger und setzen stets die Lagerung der Fig. 51 voraus, auch wenn
sie nicht besonders durch die Zeichnung hervorgehoben ist. Die Kraft V
verteilt sich auf die Lager 4 und B und ruft dort die Gegenkrifte ¥,
und ¥V, hervor; das feste Lager 4 muB noch die wagerechte Seitenkraft H
aufnehmen, die in A4 die Gegenkraft H, hervorruft. Rechnen koénnen
wir nicht mit den Lagern 4 und B, sondern nur mit den von ihnen
ausgeiibten Gegenkraften. Wir werden Stiitzpunkte stets durch ihre
Gegenkrifte ersetzen, also die Triger AB nach Fig. 52 darstellen, weil
wir erst nach dem Einzeichnen oder Sichtbarmachen der Gegenkriifte
einen Uberblick iiber alle am Triger AB angreifenden Krifte ge-
winnen. Dieses Einzeichnen oder Sichtbarmachen der Gegenkrifte
in den Stiitzpunkten heiBt Freimachen des Trigers und ist zuerst
auszufilhren. Unter dem Einflu der vier Krifte P, V,, V, und H,
ist der Triger AB der Fig.52 im Gleichgewicht. Die Krifte (P) und
die Gegenkrifte (H,, V,, V,) heiBen 4uBere Krifte. Nicht gegeben
sind die Gegenkriifte; sie miissen aus den Gleichgewichtshe-
dingungen errechnet werden.

Denken wir uns ein Seil iiber 2 Rollen gelegt (Fig.53), so wird
Gleichgewicht herrschen, wenn wir die freien Enden durch zwei gleich-
groBBe Krifte P belasten. Diese beiden Krifte spannen das Seil. Wollen
wir wissen, welche Krifte dadurch in dem Seil selbst auftreten, so
miissen wir das Seil durchschneiden, da wir keinem Stabe von auBen
ansehen kénnen, welche Kraft in ihm wirkt. Durch den Schnitt wird das
Gleichgewicht gestort, beide Enden haben das Bestreben, den angreifenden
Kriften P zu folgen. Soll trotz des Schnittes Gleichgewicht herrschen,
so missen wir in Richtung des durchschnittenen Seiles (Fig. 54)
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zwel Kréfte S hinzufiigen. Diese beiden hinzugefiigten Krifte S
haben die gleiche Wirkung wie das nicht durchschnittene Seil; sie
heilen Spannkridfte und sind ein Ma$ fiir die Beanspruchung des
Seiles infolge der angreifenden dufleren Krifte P. Im Gegensatz zu
diesen nennt man die Spannkrifte
innere Krifte;sie werden sichtbar
gemacht, indem man einen Stab
durchschneidet und die Pfeile ein-
zeichnet. Da das Seil gezogen wird,
stellen die Kréfte S mitden in Fig. 54
eingetragenen Pfeilspitzen eine Zug -
spannkraft oder kurz Zug dar;
entgegengesetzte Pfeilrichtung stellt
eine Druckspannkraft oder kurz
Druck dar (Fig.55). Eine ge-
schlingelte Linie bedeutet den ge-
dachten Schnitt. Es ist iiblich, Zug
durch -+, Druck durch — zu kenn-
zeichnen, weil durch Zugkrifte die ~
Stablinge grofer, durch Druckkriifte Fig. 57.
dagegen kleiner wird. ‘

Beispiel39. Ist dasin Fig.56 dargestellte System im Gleichgewicht ?

Es sind zwei bewegliche Auflager angenommen, deren Gegenkrifte
senkrecht zur Beriihrungsebene stehen miissen. Da sich die Wirkungs-
linien der drei Krafte 4, P, B nicht in einem Punkte schneiden, herrscht
kein Gleichgewicht.

Beispiel 40. In 4 a
sei ein festes Lager
(Fig.57), es ist zu unter- B
suchen, obGleichgewicht p |
herrscht. ¢ 0

Das Freimachen lie- 7
fert in B eine Gegen-
kraft B ,deren Wirkungs-
linie senkrecht zur Be-
rithrungsebene steht. Da
sich die Wirkungslinien
der 3 Krifte 4, P, B in einem Punkte schneiden miissen, bringen
wir die Wirkungslinien von B und P zum Schnitt (S), dann
hat A4 die Richtung S4. Nunmehr sind bekannt: P als gegebene
Kraft der GroBe und Richtung nach und die Richtungen der un-
bekannten Seitenkriifte 4 und B. Wir zerlegen P (Fig, 58) nach den
Richtungen 4 und B, indem wir durch die Endpunkte ¢ und b der
Kraft P Parallelen zu den Richtungen SA und SB ziehen; sie mogen
sich in ¢ schneiden. Da der Umfahrungssinn des Kriaftedreiecks stetig
sein soll, ergeben sich die Pfeilrichtungen bc und ca. Jetzt sind alle
Bedingungen erfiillt: Der Kriftezug ist geschlossen, der Umfahrungs-

b
Fig. 58.
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sinn stetig, die Wirkungslinien schneiden sich in einem Punkte; folglich
herrscht Gleichgewicht.
P sei 5000kg, der Kridftemafstab laute 1cm =100 kg, dann wird

100
A = 50mm - 100kg = 5000 kg , B =27mm - ke =2700kg .
lom lem
Beispiel 41. An einem drehbaren S
Wandkran wirke die Kraft P (Fig.59). R

Wie groll werden die Auflagerkrifte A
und B?
Das Freimachen liefert in B eine wage-
rechte Gegenkraft, da das Halslager der
Sidule durch ein
3, wagerechtes Band
¥ an der Wand be-
festigtist. Bringen
wir die Wirkungs-
linie von B mit P
zum Schnitt (8),
dann ist die Rich-
tung von 4 durch
die Gerade S4 be-
stimmt. Die Zer-
legung von Pnach
Fig. 59. 8B und SA4 liefert Fig. 60.
dieKrifte Bund 4
(P sei 5000 kg); der Kriftemafistab laute 1 mm = 10kg. Mit dem
MafBstab der Fig. 58 wird

A=575mm- 058 _ 5750k, B —36mm- 258 _ 3600k .
lmm lmm

Beispiel 42. Eine geneigte Platte sei in A4 fest, in B beweglich ge-
lagert. Wie groB3 sind 4 und B infolge einer Last @ % (Fig. 60). ’

Die Gegenkraft B steht senkrecht auf
AB; schneiden sich die Wirkungslinien ¢
und B in 8, so ist S4 die Richtung von 4.
Die Zerlegung von @ nach den Richtungen
von SA4 und SB liefert die Gegenkrifte 4
und B.

Beispiel 43. Wie grof} ist der Druck, den
die Last @ auf die Nase C ausiibt, die das Hin-
untergleiten der Last verhindert ?

Fig. 61. Wir ersetzen die schiefe Ebene durch

ihre Gegenkraft N und die Nase durch ihre

Gegenkraft C' (Fig. 61). Dann liefert die Zerlegung von @ nach den Rich-
tungen N und C die Kriifte N und C.

Bem.: Beide Zerlegungen konnen in demselben Krafteck ausgefiihrt
werden, wie die gestrichelte Darstellung in Fig. 60 zeigt.
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Beispiel 44. Es soll die Last @ durch eine wagerechte Kraft P
die schiefe Ebene hinaufgezogen werden (Fig. 62).

Das Hinaufziehen setzt den Gleichgewichtszustand voraus. Ersetzen
wir die schiefe Ebene durch ihre Gegenkraft N, dann liefert die Zer-
legung von @ nach den Richtungen N und P die Krafte

N =69mm - 25kg =862kg, P= 35mm-§k—g =438kg .

2mm 2mm

Beispiel 45. Bei dem Schwenkkran Fig. 63 sei das Seil iiber eine
Rolle C gefiihrt und werde auf die Seiltrommel gewickelt. A und B
sind zu bestimmen.

T T W B
0 7 2 3 & Scm

D
Fig. 62.

Schneiden wir durch das Seil C und bringen die Spannkrifte Z
an, die gleich @ sind, so greifen in C zwei Krifte @ und Z an, deren
Mittelkraft wir zunichst durch den Kriftezug abc ermitteln; sie
ist durch die SchluBllinie ac des Kriftezuges bestimmt und greift
in C an. B soll wieder wie in Fig.59 wagerecht gerichtet sein, so daf
sich S als Schnittpunkt der Krifte R und B ergibt. Damit ist auch die
Richtung der Kraft 4 bestimmt, da sich die Wirkungslinien der Krifte
R, A, B in einem Punkte schneiden miissen. Die Zerlegung der Kraft B
nach den Richtungen SB und S84 liefert die Gegenkrifte 4 und B zu

A =94 mm - 10015g = 4700 kg , B =36mm . —— =1800kg,
2 mm 2mm

wenn @ = 2000 kg ist und der Kréftemalstab 2 mm = 100 kg lautet.
Beispiel 46. In Fig. 64 ist ein Pumpenschwengel dargestellt, der
in- 4 gelagert ist und in B das Gesténge tragt. Die zu hebende Last sei
@; sie wird durch die Kraft P gehoben, die in C angreift.
Die Wirkungslinien von @ und P schneiden sich in §, folglich
muf} auch die Gegenkraft des Stittzpunktes A durch S gehen. Die Zer-
legung der Kraft ¢ nach den Richtungen SB und SC liefert 4 und P zu

A=59mm- 58 _59kg, Pe17mm- ¢ _17ke
1mm 1mm
fiir @ = 50 kg bei einem KriftemaBstab 1 mm = 1kg.

Winkel, Der prakt. Maschinenbauer I1. 1. 11
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Beispiel 47. Ein senkrecht stehender Koérper vom Gewicht &,
z. B. eine freistehende Mauer, erfahre einen seitlichen Druck P (Fig. 65).
Wie grofl darf dieser Druck hochstens werden, damit die Mauer nicht
kippt ¢

Die Mauer wiirde um den Punkt A kippen; dieser Punkt A4
mufl demnach auf der Wirkungslinie der Mittelkraft von @ und P liegen,
wenn die Mauer nicht kippen soll (S.191). Damit ist die Richtung der
Mittelkraft gegeben. Greifen G und P im Punkte S an, so ist S4 die
Richtung der Mittelkraft. Die Zerlegung der gegebenen Kraft G nach
den Richtungen P und SA4 liefert die Krifte P und 4. Die Mauer

S’ P
4
e 0 —— /i
o8 /sl P
g A
! //6 /
I ’
| c; vV ]
b/ S4B L
by /
| R
]

=2
AY
\
\\
\\
m
LS
N
b
| S =
s =
[ & 1 =)
|y\1 =
! \ |
Q-
)

7] p=

N N T O R
g 1 2 3 4om

Fig. 64. Fig. 66 a. Fig. 67 a.

ist standsicher, so lange die Mittelkraft aus P und ¢ inner-
halb der Auflagerfliche AB verlduft. Denken wir eine gleich-
grofle Kraft P an der oberen Kante in S angreifen, so wiirde die Mittel-
kraft R, die von gleicher GroBe, aber entgegengesetzter Richtung ist wie
A den Punkt C der Grundfliche treffen, der auBlerhalb AB liegt; die
Mauer kippt.

Beispiel 48. Welche Kraft Z kann man mit dem Winkelhebel der
Fig. 66a u.b ausitben, wenn man in B eine Kraft P = 30kg ausiibt?

Die Wirkungslinien von P und Z schneiden sich in S, folglich fallt
die Gegenkraft 4 in die Richtung S4 . Die Zerlegung von P nach den
Richtungen S84 und SC liefert

1kg 1kg

— A8 - - = . =5 =5
A oSmmlmm 58kg; Z aOmmlmm 0 kg,

wenn der Kriftemafstab 1 mm = 1 kg lautet.

Mehrere Kriifte an einem Punkte. Gegeben seien die vier Krifte
P, Py, P;, P, (Fig. 67a), die an dem Punkt 4 angreifen mogen.
Es ist zu untersuchen, ob der Punkt 4 unter dem EinfluBl dieser
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vier Krifte im Gleichgewicht ist. Wir bilden den Kriftezug abcde
der Krifte P,, P,, P,, P, (Fig.67b) und finden, daB er sich nicht
schlieit; die Strecke ea bleibt offen. Daraus folgt, daf die vier Krifte
P,, P;, Py, Pynicht im Gleichgewicht sind. Um das Gleichgewicht zu
erzielen, miissen wir eine fiinfte Kraft P in 4 hinzufiigen, die durch die
SchluBlinie e @ des Kriftezuges der GroBle und Richtung nach bestimmt
ist; die fiinf Krifte in 4 sind im Gleichgewicht, weil ihre Wirkungslinien
sich in einem Punkte (A4) schneiden, der Kriftezug a b ¢ d ¢ @ geschlossen
und der Umfahrungsinn stetig ist.
Der Fall mehrerer Kriafte an
einem Punkte, 148t sich auf ¢4 _
den dreier Krifte zurick- 13
fithren, wenn man zunéichst
aus P, und P, die Mittelkraft
R, bildet,die durchdieStrecke y
ac des Krafteckes bestimmt
ist; bildet man aus dieser ‘
Mittelkraft R, und der néch- 4
stenKraft Pywieder dieMittel- &% ——/—————==77
kraft R,, diedurch dieStrecke
ad des Kraftecks gegeben ist,
so kann man dieKréafte Py, P;,
P,, durch ihre Mittelkraft R,
ersetzt denken, so daB statt der fiinf Kréafte P,, P,, P, P,,
P die dreiKrifte R,, P,, PamPunkte Aangreifen, die unsere
Gleichgewichtsbedingung — Mittellinien schneiden sich in
einem Punkte (4), Krafteck R,, P,, P geschlossen, Um-
fahrungsinn adea stetig — erfiillen.

Zerlegen wir samtliche fiinf Krifte nach zwei aufeinander senkrecht
stehenden Richtungen — z und y —, indem wir sie auf diese Richtungen
projizieren, so erhalten wir, wie in Fig.67b, statt der Krifte P ihre Seiten-
krifte nach den Richtungen x und y . P, wird zerlegt, indem wir die
Endpunkte @ und b auf die senkrechte y-Richtung projizieren; die Pro-
jektionen sind @, und b, ; projizieren wir @ und b auf die obere z-Richtung,
dann sind @, und b, diese Projektionen, so daB a,b, die Seitenkraft in
Richtung ¥, a, b, die Seitenkraft in Richtung « von P, darstellen. Ent-
sprechend zerlegen wir die iibrigen vier Krifte P. Nun ist a, d, = dj a3
als gegeniiberliegende Seiten in einem Rechteck. a,d, ist aber gleich
X, + X, + X, (in der Fig. 67b mit H, bezeichnet); dja; = X, + X .
Beriicksichtigen wir die entgegengesetzte Richtung durch entgegen-
gesetzte Vorzeichen, so diirfen wir schreiben

X, 4+ X, X+ X, — X =0,
oder: die algebraische Summe sdmtlicher Seitenkrifte in Richtung x
ist gleich Null, wenn Gleichgewicht vorhanden ist. In unserer allgemei-
nen Schreibweise nimmt diese Gleichgewichtsbedingung die Form an
2X=0 (25)
11*

[
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Aus e, b; = b1 ei folgt in gleicher Weise
Y+v,—-Y,—-Y,—Y, =0,
d. h. Gleichgewicht ist vorhanden, wenn die algebraische Summe aller
Seitenkrifte in der Richtung y gleich Null ist. In der allgemeinen
Schreibweise hat die Gleichgewichtsbedingung die Form
2Y=0. (26)
Kriftepaare und statisches Moment. Bildet man die Mittel-
kraft aus den beiden gleich grofen Kriften P der Fig. 68, die
parallele Wirkungslinien und entgegengesetzte Richtung haben, durch
Aneinanderfiigen, so fallen Anfangs- und Endpunkt des XKréfte-
zuges, das sind die Punkte @ und ¢, zusammen. Da die Mittelkraft

durchdie Verbindungs-

, A linie vom Anfangs- und

, ==& —"=> Endpunkt des Krifte-
/C/::wi‘\\:i\ 2 e - -—Ta-——=,  zuges dargestellt wird,
7 5‘; N Fig. 69. so ergibt sich fiir ihre
:'L’____J,‘K____\J\x A e Grofle der Wert Null.
\*‘\(\_—;i;ﬁ\?::'_Tv/l P l7;wei solche I}Eréfte
\ i / 6nnen nicht zu
AN :\\,JH;Z//; 6 B einer Mittelkraft

vereinigt werden.
Fig. 68. Fig. 70. Trotzdem die Mittel-
kraft den Wert Null
hat, iiben diese beiden Krifte Wirkungen aus, sie sind nicht im Gleichge-
wicht, denn wenn auch der Kriftezug geschlossen ist, so haben doch die
beiden Krifte nicht dieselbe Wirkungslinie. Denken wir sie an einem Hand -
rade angreifen, so sind wir imstande, durch einen so gearteten Kraftangriff
das Rad zu drehen. Wir machen weiter die Beobachtung, dafl wir das
Rad um so leichter drehen, je grofer der Durchmesser des Rades ist.
Es braucht auch nicht einmal ein Rad zu sein, an dem die beiden Kréfte
angreifen, es geniigt eine starre Verbindung, wie sie bei der Schneidkluppe
zum Gewindeschneiden verwendet wird (Fig. 69). Reicht die Armkraft
zum Schneiden nicht aus, so hilft man sich, indem man ein Stiick Gasrohr
iiber die Griffe der Kluppe steckt; man verlingert kiinstlich den starren
Stab. Daraus geht klar hervor, daf neben der Grofie der Kraft P auch
der Abstand ihrer Wirkungslinien fiir die Grofe der Wirkung entscheidend
ist. Wir nennen zwei Kriifte dieser Art ein Kréftepaar und messen
seine Wirkung durch das Produkt aus der Kraft P in kg und dem Ab-
stande a der beiden Wirkungslinien in m . Dieses Prcdukt hat also die
Form
M = Pkg-am = P-amkg
und heiBt das statische Moment des Krdftepaares. Die MaBein-
heit mkg ist zwar die gleiche wie die der Arbeit, doch ist ein statisches
Moment als solches noch keine Arbeit. Es leistet erst dann Arbeit,
wenn die Krifte P lings eines Weges wirken, d. h. wenn ich das Rad
(Fig. 68) wirklich drehe, mit der Kluppe (Fig.69) wirklich schneide.
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Eine Einzelkraft wiirde, Beweglichkeit des angegriffenen Korpers
vorausgesetzt, eine geradlinige Bewegung hervorrufen; ein Kréftepaar
dagegen verursacht eine Drehung des angegriffenen Korpers. Wenn
sich die Drehung nicht ausbilden.kann, klemmt z.B. der Gewinde-
schneider, so verbiegt sich die Stange (Fig.70). Ist die Wirkung eines
Kriftepaares eine drehende, so heiit sein Moment Drehmoment, ist
sie eine biegende, so heilit es Biegungsmoment; in beiden Fillen
bleibt das Produkt M = P -a ein MaB fir die GroBe der Wirkung.

Angenommen, an der Scheibe I (Fig.71) wirke das Drehmoment
M, = P-a in Richtung AB gesehen rechts herum, dann wiirde die
Welle in beschleunigte Drehung versetzt, weil ein Punkt unter dem Ein-
fluB} einer Kraft eine gleichformig beschleunigte Bewegung erfahrt. Lasse
ich jetzt an der
Scheibe IT ein zwei-
tes Kraftepaar wir-
ken, so wird die
Welle offenbar in
Ruhe bleiben, wenn
dasDrehmoment M,
ebenso grof} ist wie

Fig. 71. M, und seine Dreh- Fig. 72.
richtung der von M,
entgegengesetzt ist. Unterscheidet man die entgegengesetzte Drehrich-
tung durch entgegengesetzte Vorzeichen, nennt man also M, positiv, M,
negativ, so herrscht Gleichgewicht, wenn die algebraische Summe beider
Momente gleich Null ist. Die Gleichgewichtsbedingung hat die Form
einer Gleichung und lautet M, — M, =0.

Haben wir beliebig viele Scheiben auf der Welle, wirken also beliebig
viele Drehmomente, so herrscht Gleichgewicht, d. h. eine Drehung wird
verhindert, wenn die algebraische Summe simtlicher Momente gleich
Null ist. Wenden wir die auf S. 163 erwiithnte Schreibweise an, so hat
die Gleichgewichtsbedingurg fiir Kraftepaare die Form

: 2M=0. 27

Soll ein Koérper weder eine Verschiebung, noch eine
Drehung erfahren, so miissen die drei Gleichgewichts-
bedingungen

I.2X=0; IL.2Y=0;, III.2ZM=0 (28)
erfullt sein; erst dann dirfen wir sagen, dafl er vollkommen
in Ruhe ist.

Wie wir den Angriffspunkt einer Einzelkraft auf ihrer Wirkungs-
linie beliebig verschieben diirfen, ohne die Wirkung zu beeintrichtigen,
so konnen wir auch ein Kraftepaar beliebig verschieben, und zwar in
seiner Ebene. Wie die Einzelkraft durch ihre Wirkungslinie, so ist
das Kriftepaar durch die Ebene gekennzeichnet, in der es wirkt (vgl.
Festigkeitslehre S. 306). Wir kénnen uns zur Veranschaulichung dieses
Satzes ein Kriftepaar P mit dem Moment P « @ an der Stange I (Fig. 72)
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angreifen denken. Der Stab I sei durch Stibe mit dem Gestéingekreuz
B so verbunden, daB die Krifte P unmittelbar und damit das Krifte-
paar P-o auf den Stab Il ibertragen werden. Vom Stabe II wird
dieses Moment in den Stab III geleitet, der mit II fest verbunden ist.
Bringt man I in schwingende Bewegung, so schwingt IIT in gleicher
Weise mit und stellt in B ein Kriftepaar K - b zur Verfliigung, dessen
Moment ebenso grof} ist wie das des urspriinglichen in A angreifenden
Kriftepaares P.a . Wir konnen das Moment P - @ in A durch das Moment

K« b in B ersetzt denken.
Losgelost von der Vorstellung eines Krédftepaares versteht man
unter dem statischen Moment einer Kraft das Produkt aus der Kraft
und der Entfernung ihrer Wirkungslinie vom Angriffspunkt;

/\a es kann also eine Kraft nur dann

Af ein statisches Moment haben, ) 8 £
wenn der Punkt, an dem sie an- l

Fig. 73.  greift, nicht auf ihrer Wirkungs- g ST —

linie liegt. Ist in Fig. 73 P die S
Kraft, A ihr Angriffspunkt und « ¢ |

ad e die Entfernung des Punktes 4 ¢ —

/P P von der Wirkungslinie, so ver- mg 2 r—g

7 steht man unter dem statischen

Fig. 74. Moment der Kraft P, bezogen auf Fig. 75 und 76.
den Punkt A, das Produkt P-a .

Wir untersuchen die Wirkung einer Kraft P auf einen Punkt A4,
der nicht auf ihrer Wirkungslinie liegt (Fig. 74); indem wir in 4 zwei
gleichgrofle, entgegengesetzt gerichtete Kréifte P mit derselben Wirkungs-
linie parallel zu dem gegebenen P anbringen. Das diirfen wir tun,
da diese beiden Krifte P die Wirkung Null haben, sich also aufheben.
Nun erst sehen wir die Wirkung der auBlerhalb von 4 angreifenden Kraft
P deutlich: Der Punkt A4 erfihrt eine Beanspruchung 1. durch die
gestrichelte Einzelkraft P in A, 2. durch ein Kriftepaar P mit dem
Moment P-a. Inder Festigkeitslehre, S. 325, wird gezeigt, wie sich der
Baustoff unter dem EinfluB von Einzelkraft und Kriiftepaar verhilt.
Sprechen wir von einem statischen Moment im Sinne der Fig. 73, so
miissen wir stets daran denken, daBl in Wirklichkeit durch solch ein
Moment das gleichzeitige Auftreten von einer Einzelkraft und einem
Kriftepaar dargestellt wird (Fig. 74). In diesem Sinne kénnen wir sagen :
Jede Kraft hat ein statisches Moment, wenn wir dieses Moment auf
irgendeinen Punkt als Drehpunkt beziehen. Von dem statischen Moment
der Mittelkraft vieler Krafte gilt der Satz:

Das statische Moment der Mittelkraft ist gleich der
Summe der statischen Momente der Einzelkrédfte, bezogen
auf denselben Punkt als Drehpunkt; jeder beliebige Punkt
darf als Drehpunkt aufgefat werden. Zum Nachweis der
Richtigkeit dieses Satzes 1aBt sich die Versuchsanordnung der Fig. 75
benutzen. Ein rund 1,8 m langer Flacheisenstab von 20 X 5 mm Quer-
schnitt ist 2 mm oberhalb seines Schwerpunktes in Spitzen gelagert
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(Fig. 75). Einer beliebigen Last @ wird durch drei Krifte P das Gleich-
gewicht gehalten, deren Entfernungen vom Aufbhéngepunkte 7, , I,, I; sein
mogen. Eine Wasserwage, die senkrecht iiber A auf dem Hebel ruht,
zeigt in empfindlicher Weise die Gleichgewichts-

lage an. Die Messungen erfolgen auf mm genau, 5 R
die gefundenen MaBe werden in dasnachstehende | l j
Schema eingetragen. Nunmehr entfernt man
die Einzelkrifte P und ersetzt sie durch die “ e, —
Resultante R = 2P (Fig. 76) und ermittelt L—»r —=
durch Probieren die zur Erzielung des Gleichge- ~——1, ——

wichtes erforderliche Entfernung ». Es ergaben | A
sich folgende Werte: Fig. 717.
: I
Lo Y M, =P, .1 . . M, =P, .1
Nr. ] P in kgi 1 mff S cmllig 1| Pyinkg | I, Tn cm ok
1 1,5 20 30 3,5 2 147
2 2.0 25 50 6,0 50 300
3 3.0 18 54 45 56 252
R . M, =P, Z M in omkg
Nr. | P,inkg | /;in cm ) N cmfig‘ sl M, o+ M, W,
1 5 : 60 300 477
2 4 | 70 280 630
3 5 75 375 681
Rinkg s R.rin
N | iR gy rimen | L
- B N, I
1 ] 10 47,5 475
2 12 53 636
3 ‘ 12,5 54 688

Die Abweichungen betragen rund 1°/, und sind durch die unver-
meidlichen Reibungsverluste zu erkliren.

Mit Hilfe dieses Satzes von dem statischen Moment der Mittelkraft
ist man in der Lage, die Wirkungslinie der Mittelkraft paralleler Krifte
zu bestimmen. Esist (Fig. 77) R-r = Py, + Py 1y + Py-l;+ P,-1,,
wenn 4 der beliebig gewdhlte Drehpunkt ist; aus B = P, + P, -+ P, + P,
folgt

r— Pl'l1+P2'l2+P3'l3+P‘1'l4.
P, +P,+P,+ P,
Die allgemeine Schreibweise ist
M

T:'?P.
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Anwendungen der Gleichgewichtsbedingungen.

Beispiel 49. R, A und B (Fig. 78) sind zu bestimmen. Wir machen
den Triger frei durch die wagerechte Kraft B in B und die beiden Seiten-
kriafte Hund V des festen Lagers A . Der Angriffspunkt S von R folgt
fiir A als Drehpunkt aus R-r= (P, + @)+ 3,5 + P,- 1,75 4 P; -0, da
das Moment der Kraft P; bezogen auf 4 gleich Null ist. Mit

R =2 P = 300 + 1000 + 600 -+ 300
ergibt sich
1300 - 3,5 +- 600 - 1,75
"= 300 1000 - 500 +- 300

Zeichnen wir die Kraft B im Abstande 2,54 m von 4 ein, so lassen

sich A und B zeichnerisch (Fig.79) durch Zerlegung von R nach SA

=2,54m.

£,=3004g
g B
5
e
4
Z]
z
4 7
Rlp G
9 a
3
s %
Fig. 79

und 8B finden. Die Zerlegung von A4 nach wagerechter und senkrechter

Richtung liefert die Seitenkrifte H und V .

2 25
A—13¢mm- 2258 _s3550ke, B —100mm- 205 — 2500 ke .
1 mm 1mm

Wihlen wir 4 als Drehpunkt, so erhalten wir B - 2,25 als linksdrehen-
des Moment; @ - 3,5, P,-3,5, P,-1,75 als rechtsdrehende Momente.
Die Momente von P, und A sind gleich Null, da ihre Wirkungslinien
durch den Drehpunkt 4 gehen. Da nach S. 165 die algebraische Summe
aller Momente gleich Null sein muB, so ergibt sich die Gleichung

B-225—-¢-35—P,-35— Py,-1,75=0
B-2,25 —300-3,5 — 1000-3,5 — 600-1,75 =0
und daraus
1300 - 3,5 4 600 - 1,75
B = 2 2T o .
5.95 2500 kg
Die Anwendung der ersten Gleichgewichtsbedingung 2 H = 0 ergibt

B—H=0 oder H=B=2500kg.
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Die Anwendung der zweiten Gleichgewichtsbedingung 2’V = 0 ergibt
Vo Py Py— P —Q =0
V=P, + P,+ P;+ @ =300 + 600 + 300 + 1000 = 2200 kg .
Auf den beiden Seitenkrédften H und V bestimmt sich der Auflager-
~druck 4 zu
A =YH? -+ V? =}25002 + 2200% = ~ 3330 kg .

Seine Richtung ist gegeben durch

V. 2200
tgy = = o = Ch. x=41°20".
8O =1 = 9r00 088, d. h. «=41°20
Bem.: Die rechnerische Behandlung von Aufgaben erfordert

im aligemeinen die Zerlegung simtlicher Krifte nach zwei aufeinander
senkrecht stehenden
Richtungen entspre-
chend den beiden
ersten (Heichgewichts-
bedingungen 2X =0,
2Y =0. Die Anwen-

A 8

N

(a)

o

% _ g,

b

fe

Fig. 80. Fig. 81. Fig. 82. Fig. 83.

dung der dritten Gleichgewichtsbedingung 2 M = 0 ist auch ohne die
Zerlegung moglich, wenn die Hebelarme der Krifte bekannt sind.

Beispiel 50. Gleichgewicht an der festen Rolle. Fiir den Rollen-
mittelpunkt als Drehpunkt (Fig.80). ergibt die Bedingung 2M = 0 die
Gleichung

Pr—Q-r=0, soda P=¢@
wird. Aus 2V =0 folgt
A—P—Q=0, sodal A=P+Q=2¢

wird. Lauftdas eine Seilende unter einem Winkel ab (Fig. 81), so erfordert
das Freimachen der Rolle eine Auflagerkraft 4, die sich aus dem ge-
schlossenen Kriftezuge @ — P — A der Grofie und Richtung nach ergibt
(Fig. 82), :

Beispiel 51. Gleichgewicht an der losen Rolle (Fig.83). Schneiden
wir die Seile der losen Rolle » durch und ersetzen sie durch ihre Spann-

krifte, so kommt auf jedes Seil % . Damit die feste Rolle ¢ im Gleich-

gewicht ist, mull P= éQ—
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sein. Die beim Freimachen der Rolle auftretenden Gegenkrifte sind

_pr2_9 9 , 5.9
Damit ist die Bedingung 2V = 0 erfiillt, denn. es ist
P~A+Q—B=%—Q+Q—%:O.

Beispiel 52. Die Seile sind geneigt (Fig.84). Wir schneiden wieder
die Seile der losen Rolle b durch und bringen die Spannkrifte S; und S,
als dullere Krifte an, dann ergibt die Zerlegung von @ die Spannkrifte
S, und 8,, indem wir durch die Endpunkte von @ zu S,

und S, Parallelen ziehen. P = S,folgt ZEL T
aus 2 M =0 fiir den Rollenmittel- tzﬁza

punkt. Die Gegenkraft im Lager 4 i
ist durch P und 8, bestimmt. T

n gun Lo

P L |

S S

3 A

{ 7

¢ £

Fig. 84. Fig, 86. Fig. 86.

Beispiel 53. Eine Verbindung von mehreren festen und ebenso
vielen losen Rollen heiBit Flaschenzug. Schneiden wir durch die vier
Seile der unteren losen Rollen (Fig. 85), so wird die Last Q@ von diesen
vier Seilen gleichméBig iibertragen. (Die Reibung seinicht beriicksichtigt.)

Die Spannkraft in jedem Seil betrigt S = g— An der letzten festen

Rolle herrscht Gleichgewicht, wenn P = 8 = % ist. Die Gegenkraft

im Aufhdngepunkt wird 4 =P+ Q = Z—Q .

Allgemein erfordert ein n-Rollenflaschenzug eine beim Heben der
Last @ aufzuwendende Kraft P — % -Q. Die Beanspruchung der Auf-
n 4+ 1 .

n

héangung A erfolgt durch A4 = Q.
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Beispiel 54. Der Differentialflaschenzug (Fig. 86) besteht aus zwei
festen starr verbundenen oberen Rollen und einer unteren losen Rolle,
um die eine endlose Kette geschlungen ist. Schneiden wir durch die
Kette der losen Rolle, so entfillt auf jedes Rollenende die Spannkraft

S§;=8,= —Q~ Fiir den Mittelpunkt der oberen Doppelrolle ergibt

2

2M =0 die Gleichung® P-R+ S, r —S,- R=0 und daraus
p_Se B—5.r Q- (E—r)
R 2-R '

£ Je kleiner der Unter- % #» %0 # 24
¥ schied (R — r) wird, desto ﬁ; { ! L! 5 * .
kleiner ist die zum Heben Lk W*WZWJ
der Last @ aufzuwendende 4

-5
Vi

. 87 Kraft P. Fig. 88.
Das Freimachen der Aufhingung erfordert aus 2V =0
P+28—A=0 oder A:Q_;_%.,,R,;n_

Bem.: Die Krifte P sind ohne Riicksicht auf die unvermeid-
lichen Verluste infolge der Reibung und Seilsteifigkeit ermittelt; es ist
also ein Wirkungsgrad # = 1 vorausgesetzt, der natiirlich nicht erreicht
werden kann. Die zum Heben der Last @ aufzuwendende Kraft P ist
grofer

a) bei der festen Rolle um 5 — 89,

b) ,, ,, losen , , 6->-109.
Fir den Differentialflaschenzug ist der Wirkungsgrad 0,4 — 0,5 .
Beispiel 55. Gleichgewicht beim zweiarmigen Hebel (Fig. 87).

Aus 2 M =0 fiir A als Drehpunkt folgt @-a — Pb =0, also P:Q,g.

b
Aus SV—0folgt Q— A+ P—0, also A—Q+P—Q- “%L .

Zu demselben Ergebnis gelangt man mit Hilfe der dritten Gleich-
gewichtsbedingung; wenn man C als Drehpunkt wahlt; es wird dann

a-t+b
5
Aufgabe: Ein zweiarmiger Hebel ist nach Fig. 88 belastet; ist'er
im Gleichgewicht ?
Aus 2M =0 fiir 4 als Drehpunkt folgt
50+ 500 - 70 - 200 — 30 - 150 — 10 - 400 —25 - 700 = 9500, d.h. >0.
Der Hebel ist nicht im Gleichgewicht. Welche Kraft P in der Ent-
fernung 500 mm von 4 bringt ihn ins Gleichgewicht ? :
Aus ZM =0 fiir A als Drehpunkt folgt
50 - 500 + 70 - 200 — 30 - 150 — 10 - 400 — P - 500 — 25 - 700 = 0,
50500+ 70 - 200 — 30 - 150 — 10 - 400 — 25-700 9500
B 500 ~ 500

Qa-+b) —A-b=0 und daraus 4 =Q--

P

=19kg.
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Der Auflagerdruck A ergibt sich aus 2V=:0, d. h. aus
50 +70 —A4 430 +10+19425=0 zu A =214kg.
Dabei ist der Hebel selbst als gewichtslos angenommen.
Die Wage ist ein zweiarmiger Hebel mit gleich langen Hebelarmen.
Beispiel 56. Gleichgewicht beim einarmigen Hebel (Fig. 89). Der
Drehpunkt A4 liegt an dem einen Ende des Hebels. Aus 2M = 0 fiir
A als Drehpunkt folgt

a
Die Gegenkraft in 4 er-
gibt sich aus 2V=0, d. h.
A—Q+ P=0zu
3&:1‘**”# ’
d Fig. 90.
Fig. 89.
A4=Q-P=@-q. * , 4@
- Y Y a4’ TV atb
Wendet man M = 0 fir P als Drehpunkt an, so ergibt sich
b
A@+b)—Q-b=0, d.h A:Q.QTE’

Eine Anwendung des einarmigen Hebels haben wir im Sicherheits-

ventil (Fig. 90).
A B

R l
p s B=5t B-3t Bot
¥
i+t
: S
" G _ Y} PPN S S N S zalfﬁ
F - Xl 1

&{ Fig. 91. Fig. 92.

Beispiel 57. Untersuchung der Dezimalwage (Fig. 91) Der Schnitt
I —T (Fig. 91) zerlegt das System in zwei Teile, von denen der obere
Wagebalken 4B unter dem Einfluf der Kréfte 2, y und P im Gleich-
gewicht sein muf3. Die dritte Gleichgewichtsbedingung XM = 0 liefert
fur den Punkt C als Drehpunkt

P-CB=xz+CD+y-CA. )

Fiir den unteren Teil der Wage liefert die dritte Gleichgewichts-
bedingung fiir die Drehpunkte
) Q-QG==z-EG, (I1)

(H) G-GH=y-FH . (111
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Aus ZV=01olgt Q@=G 1z, so daB (IV)
GH GH
=G = Q;x-r—*'
HF ( ) HF
wird. 2« und y in Gleichung (I) eingesetzt ergibt
P-CB=2-CD+(@ = “H. 04
: FH
/'7777 7‘H o 77v L
:x(OD— gr OA)—]—Q- Cf[f -C4.
FH . FH

x ist abhangig von der Lage der Last @; soll die Wage brauchbar
sein, so muB das Ubersetzungsverhiltnis von dieser Lage der Last @
unabhingig sein, d. h. das Glied mit z muf} aus der Gleichung verschwin-
den. Das ist der Fall, wenn CD:CA = GH : HF gemacht wird; es
ergibt sich dann '

P GH CA CD

Q. FH OB OB’

. .. CD 1 . .
Wird eine Wage mit OB = 10 ausgefiihrt, so heiflt sie Dezimalwage ;
cD -

' ) 1
acht o = hal die Z i rage.
macht man OB 100 so erhdlt man die Zentesimalwage

Beispiel 58. Die Auflagerdrucke 4 und B des Trigers 4 — B
(Fig. 92) sind zu bestimmen.

Aus ZM = 0 fir B als Drehpunkt folgt
A9 PT— Pyd— Py2=0. A:lrf?iligs'f*&%:”-

Aus XM =0 fir 4 als Drehpunkt folgt
5.9 .54-8.7
P,-2—P,-5+ P,-T—B-9=0. B:f—ji?ig-i’»’s——izﬁ)t.
Bem. 2V=0 ist erfullt, wenn
A—P, —P,— P, +B=7—5—-3—-8+9=0.

Beispiel 59. (Vgl. Beispiel 48.) Aus 2M =0 fiir 4 als Drehpunkt
folgt

Zea— P-b—0, also P:Z-—g%.
Aus ZH =0 folgt Z—H=0, also H=17.
Aus SV =0 folgt V—P—0, also V:P:Z-—Z—.
A ergibt sich aus

a a® -+ b2

A= ]/Hé + Ve zZu A= V Z2+Z2\(-—szz VA ]/ s
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Beispiel 60 (vgl. Beispiel 46). Zur rechnerischen Bestimmung der
GroBen P und A4 zerlegen wir simtliche Krifte nach wagerechter und
senkrechter Richtung; der Winkel & mufl gegeben sein:

Aus 2H=0 folgt 1. H— P-cosax =0,

’ ZVZO 1 2Q_‘V+P’Slna:0,

- M =0 ’ 3. fiir A als Drehpunkt
@-a— P-sina-b— P-cosx-¢c=0,

und daraus P =¢- @

b.sina +c¢-coso
a-CosX

Aus (1) ergibt sich H =P cosx = Qb——m“

Aus (2) ergibtsich V=@ + P- 51noc_Q+Q _a-sina

-sinx + ¢-cosx

Zahlenbeispiel. @ = 50kg; a =80 mm; b = 900 mm; ¢ = 700 mm;
& = 30°. Die Tabelle S. 85 liefert sinx = 0,5; cosx = 0,866 .
80 )
P =50 506-0,5 1 700 0,866 ~ >0 X8
80 - 0,866
900 - 0,5 700 - 0,866 > "€
V=@Q+ P-sind& =50 +3,8:0,5 =>51,9kg
A=YH*+ V* =133+ 51,9° =61,5kg .
H 3,3 o o
Aus tg f = V= 538 0,0614 folgt f =~3°30".
Bem.: P ist abhingig von dem Winkel «, unter dem man in
C driickt. Soll beim Pumpen eine anndhernd gleichbleibende Kraft P
aufgewendet werden, so mul die Richtung von P senkrecht AC sein,
d.h. P wirkt tangential an einem Kreise mit dem Radius r = ]/b2 —9— c2.’
In diesem Falle liefert M =0 fiir A als Drehpunkt
80

Q-a-—P-rzo, dh P Q D 114?(’):N3,5kg

(o0
O

H=

(S}
o

A Dbleibt unverindert.

Beispiel 61 (vgl. Beispiel 42). Wir ersetzen 4 und B durch ihre
wagerechten und senkrechten Seitenkrifte, dann liefert M =0 fiir
A als Drehpunkt

1. @-c—B-1=0,
2H =0 liefert 2. H— B-sinax =0,
2V =0 » 3. V—@Q -+ Bcosx =0.
Aus(l)folgtB:Q-%, Aus(2)fogtH:B-sin(x:Q-%-sincx,
wo (3) . V:Q—B-coszx:Q—Q-%-cosa.

Beispiel 62. Die Stiitze in B sei senkrecht (Fig.93). Dann ist ihre
Gegenkraft B wagerecht gerichtet.
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2M =0 fur A als Drehpunkt liefert
Q- x—B-a—0, d.h. B:Q-g.

Aus ZH=0 folgt H=B. Aus3ZV =0 folgt V=¢@.
Wachst , d. h. wandert die Last @ die schiefe Ebene aufwirts, so
wachst auch B . Erreicht die Last den héchsten Punkt, gelangt sie also

b
nach B, so wird x = b und B:Q-—;.

Bem.: Wir konnen AB als Leiter auffassen, die in 4 gestiitzt
ist und in B anliegt; die gefahrlichste Stellung der Last @ ist oben,
weil dann B und damit H am groBten werden. Je groBer H wird, desto
grofer wird auch die Gefahr des Aus-
rutschens.

Fig. 93. Fig. 94.

Beispiel 63. Es ist die Kraft C zu bestimmen, die eine Last
die schiefe Ebene hinaufzieht (Fig.61).
2H=0 liefert 1.. C-.cosa — N-sina =0 cos &
2V =0 ' 2. C-sinox —@Q — N-cosx =0 sin o
C-.cos?0 — N -sin& - cosx = 0
O-s@gza — @Q-sinax — N -sinx - cosx =0
C (sin?x + cos?2ax) — @ -sinx = 0.
C=@Q- sinx.
Beispiel 64. Wie grof} ist die zum Heben der Last @ erforderliche
Kraft P bei der Seiltrommel ? (Fig. 94). Aus M =0 fiir den Mittel-

punkt des Rades folgt P+ R —Q-r—0, so daB P:Q-«% wird.

Beispiel 65. Um eine moglichst groBe Last heben zu konnen, schal-
tet man meist ein Vorgelege zwischen. In Fig. 95 stellen die gestrichel-
ten Kreise zwei Zahnrider dar; auf der Achse des groBen sitzt die Seil-
trommel, auf der Achse des kleinen eine Kurbel, an der die Kraft P
angreift. Betrachten wir nur die Seiltrommel und ersetzen das kleine
Zahnrad durch seine Gegenkraft P, (Fig. 96), so herrscht Gleichgewicht;
es muf} also nach 2M =0 fir den Mittelpunkt

Q-ry— P ory=0 1)
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sein. Betrachten wir nun die Kurbelachse und ersetzen das grofle Zahnrad
durch seine Gegenkraft Pj, die gleich P;, aber von entgegengesetzter
Richtung ist (Fig. 97), so herrscht ebenfalls Gleichgewicht. XM =0
tiir den Mittelpunkt als Drehpunkt erfordert

Piory—Pr,=0. (2)
Aus (1) folgt P,=—Q- ;L — P,

2
eingesetzt in (2) ergibt Q- ;1— cry — Pr,=0.
2

ry rg

so daf} P=¢Q-

. Ty Ty
wird.

Fig. 96. Fig. 97.

:—; und :—Z heiBen Ubersetzungsverhiltnis, ihr Produkt Gesamtiiber-
setzungsverhiltnis. Wird noch ein Zwischenvorgelege eingeschaltet
(Fig. 98), so ergibt sich in gleicher Weise P =@ - % ;Z—- :—z
der Wirkungsgrad der Seiltrommel #,, des ersten Zahnréderpaares 7,, des
zweiten #,, so wird die wirklich aufzuwendende Kraft

Ist

0.
P TN T W TN W L S S
/PR To Ty Tg N1 N2 W3
Fiir Seiltrommeln ist im Mittel » = 0,97,
,» Zahnrider v » 17 =095.

Beispiel 66. Welche Last kann mit P = 16kg durch ein Réder-
getriebe nach Fig. 98 gehoben werden %

Aus peog. .7 L 11
folat Te Ty Tg N1 Ny s
olg ry T, T
Q:P.i.i._‘i.; c Mo * 1
T T 71" Y2 s
300 250 350
=16 - -0 — o —. . 5. —_ ~ .
160" 75 " B0 0,97.0,95-0,95 610kg
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Beispiel 67. Welche Lage nehmen zwei Kugeln vom Gewicht @
an, die nach Fig. 99 aufgehingt sind und mit » Umdrehungen in der
Minute umlaufen? Schneiden wir durch eine Stange S, und fiihren wir
die Spannkraft der Stange als dullere Kraft ein, so muf} die Kugel unter
dem EinfluB} der Fliehkraft C = mr w? des Gewichtes ¢ =m-g und
der Spannkraft § im Gleichgewicht sein.

Aus ZH=0 folgt H—C=0 oder S-cos& —m-r-w2=0.

Aus SV =0 folgt G — V=0 oder mg—S-.sin&x =0,

Dividieren wir beide Gleichungen durcheinander, so ergibt sich

S sino meg g

S.cosax  mrew? oder  tgo = rew?’
d. h. die Stange S fallt in die Wirkungslinie der Mittelkraft aus ¢' und
C. Aus

22 . n?
v 2
w = 30 und 302
folgt
g - 302
tgo = -
8 =
900-9,81. 1
T 987 ren?’

1y ey iy el
TN A
/ T

C Y

SN s

AT R
\ =N/ D il

i
P~ : !

— 760 <300 —=75'~250 g~

Fig. 98.

Ersetzt man r durch I-cose , so wird

sinoe  900.9,81 1
tga = = .-
COS & 9,87 l-coso«m?
oder . 900-9,81 1 892
sing =

9,87 l.m®  l.n?’

DaB} sich m aus der Gleichung herausgehoben hat, bedeutet: Das
Gewicht der Kugeln ist auf die Stellung ohne EinfluB;
holzerne Kugeln wiirden bei der gleichen Stablinge ! und der gleichen
Umlaufzahl n einen ebenso groBen Winkel & ergeben.

Zahlenbeispiel: Fiir G =5kg; I =500mm und # = 75 Umdr./Min.
wird L 900-981 1

YT T8 T05.752

Winkel, Der prakt, Maschinenbauer II. 1. 12

0,32.
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Aus der Tabelle S. 85 ergibt sich & = 18°40".

Aus der Gleichung tgo = . g

w?

y/ P
wird mit tgo :7&, w=|/ % .
Ist 7' die Umlaufzeit fiir 1 Umdrehung, s = 2 s r der dabei durchlaufene
Weg, dann folgt aus
27
T

s=vT=r-wT; 2ar=r-0w-T oder w=

Die Gleichsetzung beider Werte w liefert

2 /
T 'L, a4 h T=2x

b
Nehmen wir an, der Halbmesser r des
Kreises sei sehr klein, z. B. 50 mm ; die Hohe &
dagegen sehr groB, z. B. 4 m, so unterscheidet
sich eine umlaufende Kugel so gut wie gar
nicht von einem Pendelund die Hohe A nicht
von der Linge I . Die Bewegung des Pendels
ist gewissermaBlen die auf eine senkrechte
Ebene projizierte Bewegung der umlaufenden
Kugel. Die Zeit T' ist dann die Zeit einer
doppelten Schwingung des Pendels, d. h. die
Zeit fiir Hin- und Hergang. Man nennt aber
die Zeit eines Hinganges Schwingungszeit;
sie ergibt sich aus
iy 1
"7’:271-'/-}i far t:l und  h=1
g 2
V l
o t=m- | —. (28)

9
Die Gleichung liefert fiir kleine Ausschlige
und groBes [ sehr genaue Werte fiir ¢, denn
es folgt aus ihr

n2l

g == 7€é7 )
vorausgesetzt, daB man ¢ genau bestimmt. Das ist leicht zu erreichen,
indem man die Zeit fiir 100, 200 oder 500 Schwingungen mifit und daraus
¢t fiir eine Schwingung berechnet. Auf Grund dieser Gleichung ist g
an den verschiedenen Punkten der Erdoberfliche gemessen worden.

PDenken wir uns die Masse der schwingenden Kugel in ihrem Mittel-
punkt vereinigt und den Faden gewichtslos, so nennen wir solch ein Pendel
ein mathematisches Pendel im Gegensatz zu dem Pendel mit wirk-
lichem Faden und wirklicher Kugel, das wir physisches Pendel
nennen. Dlenken wir uns weiter in Fig. 100 die Kugel 4 mit einem Schreib-
stift versehen und vor einem Blatt Papier aufgehéingt, das sich langsam
und gleichférmig in der Pfeilrichtung f bewegt, so zeichnet der Stift A
die dargestellte Kurve auf. Sie ist um so mehr eine Sinuslinie, je weniger
der Bogen ACB von der Geraden AB abweicht, d. h. fiir sehr kleine
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Winkel «. Wir nennen ACB die Schwingungsweite oder Ampli-
tude. Die Schwingungszeit ¢ wird durch die Strecke 4B, oder C,0,,
die Zeit 7T der Doppelschwingung durch die Strecke AA, dargestellt.

Beispiel 68. Wie lang muf} ein Pendel sein, dessen Schwingungs-
zeit 1 sek betrigt?

1 L2 (
Aus t=um- V; folgt = EA = 081 _ =0,994m.
a2

72
Das Pendel heiit Sekundenpendel; es hat am Aquator ent-
sprechend g = 9,781 m/sek? eine Linge von I = 0,991 m .

|
[
|
¢ |

/' i[;
7/
R

Fig. 101.

A

Ist ein Pendel angestoflen, so wirkt nur noch das Gewicht der Kugel,
es ist also keine Kraft vorhanden, die das Pendel aus der einmal angenom-
menen Schwingungsebene zu bringen bestrebt ist, das Pendel
schwingt dauernd in derselben Ebene nach dem ersten Grundgesetz der
Mechanik (S.138). Beobachtet man ein stundenlang schwingendes
Pendel (was sich z. B. bei einem 20 m langen Faden und fast reibungs-
loser Schneidenaufhingung erreichen lift), so &ndert sich doch die
Ebene des Pendels, aber nur scheinbar, da sich die Erde unter der
unverianderlichen Schwingungsebene des Pendels wegdreht. Durch die
Vorfithrung dieses Versuches bewies Foucault 1850 in der Pariser
Sternwarte die Drehung der Erde um ihre Achse.

Beispiel 69. Ein Eisenbahnwagen vom Gewicht ¢ durchfahre eine
Kurve mit dem Halbmesser rm mit der Geschwindigkeit vm/sek, dann

ist die Fliehkraft C =m-r . w?*= —G— — bestrebt, den Wagen um den

Punkt A4 (Fig. 101) zu kippen. Er klppt wirklich, wenn die Wirkungs-
linie der Mittelkraft R aus dem Gewicht G und der Fliehkraft C links
von A verlauft. Um diese Kippgefahr zu vermeiden, erhoht man die
suBere Schiene (Iig. 102) soweit, dafB die Mittelkraft R in die senkrechte
Wagenachse fillt. Aus der zeichnerischen Darstellung ergibt sich
G v
Cc -~ g r v?
tgo= 6 q T oreg’
12*
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Zahlenbeispiel. Wie groB wird die Uberhshung eines Eisen-
bahngleises von b =15 m Schienenabstand (Spurweite 1435 mm)
und 7 =300 m Halbmesser bei einer grofiten Fahrgeschwindigkeit

> 4

Aus
( 4 >2
, R 3
tgo = 30 — 0,136

r-g r-g  300.981  300-8,81

folgt & =~7°40" und damit A =050 sinx =1,5-0,133 =0,2m.
Da nicht alle Ziige mit dieser hohen Geschwindigkeit fahren, wiirde man
die Schienen ungefihr um 0,6-% =0,6-0,2 =0,12m iiberhdhen.

Beispiel 70 (vgl. Beispiel 45, S. 161). Zeichnerische Losung. Ich
ermittle zunichst die Mittelkraft R der Krifte @ und P durch den
Kriftezug ¢ b ¢ . Dann schneide ich durch einen Schnitt den Punkt C
heraus und bringe in den Stabachsen 1 und 2 die Spannkréfte S; und S,
als dubBere Krifte an (Fig. 63¢). Unter dem Einfluf} der drei Krifte R, S,
und S, mufl der Punkt ¢ im Gleichgewicht sein. Ziehe ich durch die
Endpunkte a und ¢ der Mittelkraft R zu den Stabachsen 1 und 2 die
Parallelen (Fig.63b) @ d und ¢ d, so ist der Kriftezug acda der Krifte
R, 2, 1 geschlossen. Da ferner der Umfahrungsinn stetig sein soll, er-
hilt S, die Richtung ¢ d, S, die Richtung da . Die erhaltenen Pfeile
werden sofort in das Stabsystem am Punkt C, also rechts vom Schnitt,
eingetragen. Nun erfordert die Darstellung einer Spannkraft nach
(S. 158, Fig. 54) zwei Pfeile, so dall mit den erhaltenen Pfeilen auch die
Gegenpfeile, diese aber links vom Schnitt, eingezeichnet werden miissen.
Der Vergleich mit Fig. 55 zeigt, daB Stab 2 gezcgen, Stab 1 gedriickt
wird. Wir schneiden den Punkt B heraus (Fig. 63d) und bringen wieder
die Stabspannkraft und die Gegenkraft B als duflere Krifte an. Von den
drei Kriften S,, B und S; ist 8, der Grofie und Richtung nach bekannt,
von B und §; sind die Richtungen bekannt. Zerlege ich §,, das fiir den
Punkt B die Richtung d-— ¢ hat (durch [> gekennzeichnet), nach S,
und B, indem ich durch ¢ eine Parallele zu B und durch d eine Parallele
zu 3 ziehe, so gibt der Kriftezug d c e d die Krifte B und S, mit den
Richtungen ¢ — e und ¢ - d . Das Eintragen von Pfeil und Gegenpfeil
zeigt, dafl Stab 3 gezogen wird. Schneide ich noch den Punkt A heraus
und bringe die Spannkréfte S; und 8;, sowie die nach Grofle und Rich-
tung unbekannte Gegenkraft A4 als dullere Kraft an, so muf} der
Kriftezug S,, S,, A geschlossen sein. Da S, und S; der Grofle und
Richtung nach bekannt sind, ihr Kriftezeug ist a d e, so mufl 4 durch
die SchluBlinie e —» a des Kraftedreiecks a d ca dargestellt sein. Als
Kontrolle dient S4{ae, wenn S nach Fig. 63 bestimmt wird.

Diese Art der Spannkraftermittlung stammt von Cremona; die
Darstellung der Krifte heiit Cremonascher Krafteplan. Mit Hilfe des
eingezeichneten MafBstabes entnehmen wir

Stab Nr. I S, =98 mm - 1200k

= 4900 kg Druck,

mm
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Stab Nr. 2§, — 36 mm - 008 _ 1800 kg Zug,
2mm :
100
S R S T
2mm

Beispiel 71. Die Spannkrifte im Stabsystem der Fig. 78 sind zu
ermitteln. Wir schneiden rechts herum. Die Mittelkraft @ —>c¢ aus P,
und @ wird nach 1 und 2 zerlegt, indem wir durch die Endpunkte ¢ und e
Parallelen zu 1 und 2 ziehen. Der geschlossene Kriftezug a b ¢ d a liefert
nach Eintragung von Pfeil und Gegenpfeil in das Stabsystem 8, =c—d
als Druck, S,=d— a als Zug. Die Mittelkraft ¢ — d der Kraft
e—>a= P, und a-—>d =8, wird nach 3 und 4 zerlegt, indem wir durch
ihre Endpunkte e und d zu 4 und 3 Parallelen ziehen. Der geschlossene
Kriftezug ead fe liefert nach Eintragung von Pfeil und Gegenpfeil in
das Stabsystem S, = d— f als Druck; 8, =f->e als Zug . Die Mittel-
kraft f—c¢ der Krifte f—>d =8, und d— ¢ =8, wird nach 5 und 6
zerlegt, indem wir durch ihre Endpunkte f und ¢ zu 6 und 5 Parallelen
ziehen. Der geschlossene Kriftezug fdchf liefert nach Eintragung
von Pfeil und Gegenpfeil in das Stabsystem S;=c¢— % als Druck,
Sg =h—f als Zug. Die Mittelkraft g—h der Krifte g—e= Pj;
e—>f=2_8, und f-h = 8; wird nach 7 und B zerlegt, indem wir durch
ihre Endpunkte g und % zu B und 7 Parallelen ziehen. Der geschlossene
Kriftezug g efhtg liefert nach Eintragung von Pfeil und Gegenpfeil
in das Stabsystem S, = h—1 als Druck, B=1¢—g¢g. Die Mittelkraft
t—>c¢ der Krifte i—>h=S8, und h->c=7_5; mull mit der Gegen-
kraft 4 des Lagers 4 im Gleichgewicht sein, d. h. e— ¢ = 4; der Kréfte-
zug ¢ hce ist geschlossen. Mit Hilfe des Maflstabes erhalten wir die
Tabelle.

StabNr. | 1 | 2 | 3 [ 4|5 |6 | 7
T

! | 2440 | — | 2440 — ’ 750 } 2400

Zug in kg . L —
Druck in kg 2100 | — | 600 | — | 2550 0 — | —

Beispiel 72 (Fig.103). Erst nach Ermittlung der Auflagerdrucke
ist ein Krifteplan moglich. Aus M =0 fiir B als Drehpunkt folgt
Q

A.l_Q.%ZO, und daraus A:E

fiir 4 als Drehpunkt liefert M =0 B-1—@Q - %: 0, daraus B :92— .

(4) c->d=A =zerlegt sich nach 1 und 2; es wird d—>c= S,
Druck; e—>c=38, Zug. (0) S, =c—e zerlegt sich nach 3 und 4; es
wird e—f=_8; Zug; fo>c=S8, Zug. (D) Die Mittelkraft f—>5 der
Krifte f>¢c=28;, e>d=3_8, und a—>b =@ mu mit S5 ecinen ge-
schlossenen Kriftezug ergeben, d. h. b— f = 8; Druck. (B) Der Punkt
Bmuf unter dem EinfluBl der Krifte b>c=B,c>e=S8,, f>b=28,im
Gleichgewicht sein. Der Kriftezug B S, S5 also geschlossen sein. Das
ist der Fall, denn bcfb ist ein geschlossenes Kriftedreieck.
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Beispiel 73 (vgl. Beispiel 49). Rechnerische Ermittlung der Spann-
kriafte mit Hilfe der dritten Gleichgewichtsbedingung M = 0 (Verfahren
von Ritter).

Es war B=H=2500kg, V=23350kg.

Wir legen einen Schnitt so durch drei Stabe, daf der Triger in zwei
Teile zerlegt wird, und bringen die Spannkrifte in den Stabrichtungen
als Zugkréafte an; Schnitt I -—I (Fig. 78). An dem abgeschnittenen
rechten Trigerteil wirken die dulleren Krifte P;, P, und @ und die als
dullere Krifte eingefithrten Spannkrifte S, Sy, S; . Da vor dem Schnitt

d _a

w

(6 P , 14
3 - |9

e > B
| Yo

Fig. 103.

Gleichgewicht herrschte, so mufl nach dem Schnitt infolge des Einfiih-
rens der Spannkrifte als dullere Kriafte auch Gleichgewicht herrschen;
der abgetrennte Teil ist also unter dem Einflufl der sechs
Krifte Py, Py, @, S,, S;, Sg im Gleichgewicht, von denen §,, S5
Sg nur der Wirkungslinie nach bekannt sind. Um eine Gleichung mit
nur einer Unbekannten zu erhalten, wihlen wir fir M = 0 einen
Punkt als Drehpunkt, fiir den die Momente zweier Krifte gleich Null
werden. Das ist aber der Schnittpunkt der Wirkungslinien
zweierKrifte. Solautet die dritte Gleichgewichtsbedingung fiir B als
Drehpunkt und 8, S;, S; als Zugkrafte
Sy 85+ Py LT3+ (P, +Q). 3.5 =0, (1)

wenn s; der Hebelarm der Kraft Sy ist.

¢ Py-1,75 + (P, +Q)- 3,5 600 - 1,75 + 1300 - 3,5

U5 S5 o 2,2

= -— 2500 kg Druck.

Das Minuszeichen bedeutet: Die angenommene Richtung mufl um-
gekehrt sein, wenn 2 M = 0 erfiillt sein soll. Die Umkehrung des Pfeiles
zeigt aber, dafl Stab 5 gedriickt wird. Ergibt demnach die Rechnung
das negative Vorzeichen, so heifit das, der fragliche Stab wird gedriickt.
Zur Berechnung der Spannkraft S, bringen wir die Stabachsen 5 und 6
zum Schnitt und beziehen auf diesen Punkt D die dritte Gleichgewichts-
bedingung; sie liefert
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848, —(P+Q)-1,75=0, (2)
da die Momente der Krafte P,, S; und Sz auf D als Drehpunkt bezogen

gleich Null sind. s, =CD.sinf=1,75- -sinf, wobei tg f = 2 25 =0,644

ist. Mit f = 32° 50’ wird sinf = 0,542 und s, = 0,95 m . Aus (2) folgt

P, 4+0)-1,7 1300-1,75
S, = ( 84) = 095 = + 2400 kg (Zug).
Das Pluszeichen besagt: Die ange- 0 -7 2 3 & § 6aon
nommene Richtung war richtig. - | , |
Zur Berechnung der Spannkraft S,
bringen wir die Stabachsen 4 und 5 zum
Schnitt und beziehen auf diesen Punkt
(0) die dritte Gleichgewichtsbedingung ;
sie liefert

Fig. 104.

Sgrs6 — Py-1,75=0, (3)
da die Momente der Krifte P;, @, 8, und S5 auf ¢ als Drehpunkt be-
zogen gleich Null sind. In dem rechtwinkligen Dreieck CDE ist
s=CD-siny, in dem rechtwinkligen Dreieck BAD ist

by — 2,25

87 =1
» =52°10", folglich siny =0,8. Eingesetzt in (3) liefert
P,-1,75  600-1,75

Sg ~ 1,75 siny

Beispiel 74. Die Spannkraft § in Fig. 104 ist zu berechnen.

a) Zeichnerische Losung. Die Gegenkraft in B ist wegen des beweg-
lichen Lagers senkrecht gerichtet. Da sich die Wirkungslinien von 4, Wund
B in einem Punkte (D) schneiden miissen, fillt 4 in die Richtung DA .
Die Zerlegung von W nach 4 und B liefert die Gegenkrifte A und B
{(Fig. 104c). Zerlegen wir den Triiger durch einen Schnitt I — I in zwei
Teile und fiihren die Gegenkraft in €' und die Spannkraft § als duflere

=1,288,

—= 1 430kg (Zug).

Sy =
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Krafte ein, so muBl die rechte Hilfte unter dem EinfluB der Krafte
B, 8, C im Gleichgewicht sein (Fig.104b). Wir bringen die bekannten
Richtungen B und S zum Schnitt (), dann fillt € in die Richtung
EC . Die Zerlegung von B nach den Richtungen S und C liefert

50 kg

b) Rechnerische Losung. Mit C als Drehpunkt ergibt 2 M = 0 fir
die rechte Trigerseite (Fig. 104b).

§-28—B-3,75=0. (1)
Mit 4 als Drehpunkt ergibt XM = 0 fiir den ganzen Tréger
B-7,5—W-%:O. 2)

<©
é r
(1211211

W
fhpbiby

N

S —

Aus a =]/Z2 + 3,752 =548m  folgt % = 2,75m;
so daB
a
W.—
2 2500 « 2,74
B — = 4 = 15k 5
75 7.5 915 ke;

eingesetzt in (1) ergibt
B.3,75 _ 915.3,75
28 28
Beispiel 75. Die Krifte in dem Kurbeltrieb der Fig. 105 sind zu be-
stimmen.
a) Zeichnerisch. @~ Wir schneiden durch die Xolbenstange —
Schnitt I — I — und bringen die Spannkraft als &uBere Kraft an. Auf
der linken Kolbenseite wirken auf jeden Quadratzentimeter der Kolben-

2
fliche pkg. Die Mittelkraft ist Py—=p- na:D_ nach rechts gerichtet.

S = =1230 kg Zug.
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Die erste Gleichgewichtsbedingung 2'H == 0 erfordert
2
P,—P=0, also P:Pozlg-p

Durch den Schnitt IT — IT wird der Kreuzkopf (4) freigelegt. An
ihm wirken P, in Beziehung auf den Kreuzkopf nach rechts gerichtet,
die Spannkraft S der Schubstange und die Gegenkraft N der Kreuzkopf-
fihrung. Da diese drei Krifte im Gleichgewicht sein sollen, muf3 ihr Krafte-
zug geschlossen sein. Wir zerlegen P nach den Richtungen S und N,
indem wir durch die Endpunkte ¢ und b zu den Richtungen § und N
Parallelen ziehen. Der stetige Umfahrungsinn verlangt den Kriftezug
a—>b—>c—>a; aus ithm folgt b—>c¢c=N und ¢—> a =8 als Druck
(Fig.105b). In Beziehung auf die Kurbelseite ist S entgegengesetzt
gerichtet — durch [> gekennzeichnet. &S zerlegen wir in B nach radialer
und tangentialer Richtung, indem wir durch die Endpunkte ¢ und ¢
zu den Richtungen 7 und R Parallelen ziehen. Da 8 die Mittelkraft zu
T und R ist, muB der Kriftezug 7R von a nach ¢, vom Anfangs- zum
Endpunkt der Mittelkraft, gerichtet sein. Die tangentiale Seitenkraft 7'
der Schubstangenkraft S ist Umfangskraft an der Kurbel; die radiale
Seitenkraft R muB von den Lagern aufgenommen werden. Unter der
Voraussetzung, da p = 8 kg/em? betrigt, erhalten wir mit Hilfe des
MafBstabes der Fig. 105

2 . 402 )
P.,:’ill-p:w_ 8 =0 10000kg; P = P,=10000kg

4 4
150 k
§=70mm- 2258 _10500kg; N — 20 mm- 08 _ 3150k
Imm 1mm
150
T — 66,7 mm- 205 _ 10000 kg: R — 24 mm- 20X _ 3600 kg .
1 mm 1 mm

b) Rechnerische Losung. Fiir den Kreuzkopf A zwischen den
Schnitten I —1 und IT — IT liefert 3'H ==

. P
P—8-cosp =0, folglich 8= cosp
2V =0 liefert N — S-sinf=0 odermit S:ai—ﬁ;N:P-tgﬂ.

Andert sich 8, so dndern sich S und N; sie sind Funktionen von §.
Fiir die Kurbel B folgt aus der Zerlegung nach wagerechter Richtung
fiir die wagerechten Seitenkrifte der Mittelkraft S

S-cosfp=T-sina + R-cosx | sinx | -cosa. (1)

Aus der Zerlegung nach senkrechter Richtung folgt fiir die senkrechte
Seitenkraft der Mittelkraft S

§:sinf=T-:cosax — R-sina , cosx | —sino. 2)

Multipliziert man (1) mit sin&, (2) mit cos&, dann gehen beide
Gleichungen iiber in
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S-cosf-sin = T sin?x 4+ K-cosa *sina

S-sinf-cosx = T+ cos?x — R-sin - cosa

8. (sinx - cosp + cosa - sinf) = T (sin?x - cos?x) =T,
S.sin(a +-8) =T,

sina i

cosfi

oder
T=4~8-sin(x +p)=P

Multipliziert man (1) mit + cose, (2) mit (— sina), dann gehen
beide Gleichungen iiber in
+ S-cosprcosa = + T -sinx - cosx + R-cos?x
— 8-sinf-sina = -T-cosx-sinx + R-sin®«
S (cosx + cosff — sina - sinff) = R (cos?o + sin?a)
S-cos(ax+p)=R

oder
cos (o + )

R=_8-cos(a+p)=2PFP: cosf

T und R sind abhéngig von & und 5. Nach dem Sinussatz (S.96)
ist im Dreieck ABC
L= r;sf— oder sinfi = % sinoa ,

so daB alle GroBen in Abhiingigkeit von &, d. h. der Kurbelstellung, dar-
gestellt werden kénnen.

III. Der Schwerpunkt.

Denken wir uns einen Korper in sehr viele kleine Teile zerlegt, so
hat jedes Teilchen sein ihm zukommendes Gewicht. Diese Gewichte der
Korperteilchen sind parallele, senkrecht nach unten gerichtete
Krifte, deren Mittelkraft wir bestimmen kénnen, und die gleich dem
Gewicht des ganzen Korpers ist. Ebenso wie wir Einzelkrifte durch
ihre Mittelkraft ersetzten, kénnen wir die Gewichte der Kérperteilchen
durch das Gesamtgewicht des Korpers ersetzen. Der Angriffspunkt des
Gesamtgewichtes heiit Schwerpunkt des Korpers; unterstiitzen wir
ihn, so ist der Korper im Gleichgewicht.

Eine Gerade durch den Schwerpunkt, d.h. die Wirkungslinie des
Gewichtes, heift Schwerlinie. Zur Ermittlung der Lage des Angriffs-
punktes genligt es, zwei Schwerlinien zu bestimmen, ihr Schnittpunkt
ist der Schwerpunkt des Korpers. In Fig.106 sei ABCD ein gerades
Prisma. Wir denken es durch fiinf senkrechte Schnitte in sechs Streifen
zerlegt, deren Gewichte G, @, usw. sein mogen. @ istihre Mittelkraft, auf
deren Wirkungslinie EF der Schwerpunkt § liegen mufl. Drehen wir das
Prisma um 90°, und zerlegen wir es in die vier Streifen mit den Gewichten
G, Gy usw., so ist G wieder die Mittelkraft ; ihre Wirkungslinie ist HJ. Der
Schnittpunkt S der beiden Geraden ZF und HJ ist der Schwerpunkt. Statt
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nun den Korper zu drehen, konnen wir uns die Krifte gedreht denken,
dann erhalten wir S unmittelbar als Schnittpunkt der Wirkungslinien
von G . Bei flachen Korpern (Blechen oder dhnlichen Korpern) kann der
Schwerpunkt gefunden werden, indem man den Korper an zwei ver-
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Fig. 106.

schiedenen Punkten aufhiingt und die Verlinge-
rung des Aufhingefadens anreifit. (Fig. 107.)
Der Schnittpunkt beider Geraden ist der Schwer-
punkt. Fiir die rechnerische Ermittlung der
Lage des Schwerpunktes ist zu beachten, daf
¢in Punkt in einer Ebene durch die Angabe
seiner Koordinaten in einem beliebigen recht-
winkligen Achsenkreuz bestimmt ist. So ist Sin
Fig.106 durch die Angabe von x,und y, bestimmt,
wenn AB zur z-Achse, AD zur Y-Achse ge-
wihlt werden. Voraussetzung ist, dafl alle
Krifte in einer Ebene bleiben. Trifft diese Vor-
aussetzung nicht zu, so miiite die Entfernung
des Punktes § von drei aufeinander senkrecht
stehenden Ebenen bestimmt werden. Doch wird
man in den meisten Fillen mit der Bestimmung

von x, und gy, auskommen. LafBt sich ein Korper durch Schnitte in
sich deckende Teile zerlegen, hat er also eine Symmetrieebene, so
liegt der Schwerpunkt in dieser; hat er zwei Symmetrieebenen, so

Fig. 107.

H
071
M
T T
lp
__4__/1______ — c
-
B4
- I
S
Fig. 108.

liegt S auf der Schnittgeraden beider Ebenen; hat der Korper drei
Symmetrieebenen, so ist S der Schnittpunkt der Schnittgeraden der drei
Ebenen. In Fig. 108 ist ABCD die wagerechte, EFGH eine senkrechte
Symmetrieebene, RR ihre Schnittgerade, auf der S durch die dritte
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Symmetrieebene JKHM abgeschnitten wird. RR,” 00, PP sind Sym-
metrieachsen, auf denen S ebenfalls liegt. Durch die Angabe zweier
Symmetrieachsen ist S eindeutig bestimmt. Hat ein Korper einen Mittel-
punkt, so ist dieser der Schwerpunkt.

Fiir die rechnerische Bestimmung der Koordinaten z, und g, (Fig. 106)
benutzen wir den Satz: Das statische Moment der Mittelkraft ist gleich
der Summe der statischen Momente der Seitenkrifte, bezogen auf den-
selben Punkt als Drehpunkt. Es ist @ - , das statische Moment der Mit-
telkraft G, bezogen auf 4 als Drehpunkt. Das statische Moment der
Mittelkraft &, bezogen auf A als Drehpunkt, ist aber auch G-y,.
Um beide Momente zu unterscheiden, sagen wir: Das Moment G - z,
ist auf die Y-Achse, das Moment G - y,auf die X-Achse bezogen. Wir diir-
fen das, da die Entfernungen x, und y, der Wirkungslinien von den
Achsen mit den Entfernungen vom Koordinatenanfangspunkt 4 zusam-
menfallen; die Achsen sind den Wirkungslinien der Krifte parallel.
Unsere Momentengleichungen lauten, bezogen auf die

Y-Achse: Gexg=0Q, ,+ Gy g+ Ggoa3+---, (1)
Grx,+ Gy + Gy 2G .z
daraus Ly = — 11 G 2;_ 2@t e PR
X-Achse: G yo=01-y + G5 ys + Gy~ Yo, (2)
daraus yoz%'-’/'l"'GS'ys;Gs'f’/s“"-:":,Ei'y ]

So lange es sich um Koérper handelt, die aus durchaus gleichartigem
Stoff bestehen, die, wie man sagt, homogen sind, so geniigt die Unter-
suchung des Rauminhaltes, da @ = V - s (S. 119) ist. Die Gleichungen
(1) und (2) gehen dann iiber in

Veaxg=V- -2, + Vo +Vy a5+ ...
Veygo=Vi-ya+Vi-ga+Vioys+ ...

Man spricht auch von dem Schwerpunkt von Flichen, die man
als Korper von unendlich kleiner Dicke auffaBt; der Rauminhalt
schrumpft zu dem Flécheninhalt zusammen. Die entsprechenden Glei-
chungen lauten:

Foxy=F a0, +Fy-wy+Fy a5+ ...
Feyo=Fyy,+Fo-ys+Fyoys+ ...

Ja man geht noch weiter und spricht sogar von dem Schwerpunkt
von Linien, die man als Kérper von nur einer Ausdehnung auffaf3t.
Hierbei falt man die Lingen als Gewichte auf. Die entsprechenden
Gleichungen lauten:

Lowg=10 -2+l g+ 13 254 ...
Dyo=b-y +lhtpt+lhyt ...
Beispiel 76. Der Schwerpunkt des gebrochenen Linienzuges der

Fig. 109 ist zu bestimmen. Wir zerlegen ihn in zwei Teile, deren Einzel-
schwerpunkte wir kennen. 8, ist als Mittelpunkt von @ der Schwerpunkt;



Mechanik fester Korper. 189

8§, ist als Mittelpunkt von & der Schwerpunkt; der Linienzug selbst sei
Achsenkreuz. Die Bestimmungsgleichungen lauten

Y-Achse: {a +b) -mn:a.%;
das Moment von b bezogen auf b als Achse wird Null. Daraus
a
@ 2 a?
Xy =—= - — = [ ,
a+b 2(a+b)
X-Achse: (a+b)-y0:-b.%,
das Moment von a, bezogen auf @ als Achse, wird Null. Daraus
p.2 J
2 b2 i g
T AT 20t b T
L2 20 8
122
3] W
hz T PLITssTS
ety —ixy— 1
I a X =80 —
i 4 | Fig. 111
- | -
I 12 1 | |
b 1% | 1 I
el e T
b 5?\1'— ! is h o
f I |J37' 55 c % l
' o 7 4 I
e Xg—n) 2 7 LA

Fig. 109 und 110. Fig. 112.

Beispiel 77. Der Schwerpunkt des angendherten Winkeleisen-
querschnittes ist zu bestimmen (Fig. 110.)

Y-Achse: F-x0=F1-<c—}—~g>+F2-c

E?
wenn wir die ganze Fliche in zwei Rechtecke zerlegen, deren Einzel-
schwerpunkte wir als Schnittpunkte von Symmetrieachsen kennen;
b d

X-Achse: F‘yozFl“2‘+F2“2—-

Die Gleichungen weiter umzuformen, hat keinen Zweck, da bei
Zahlenbeispielen, um die es sich doch praktisch stets handeln wird, alle
Entfernungen gegeben sind.
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Zahlenbeispiele: b=160; a=280; ¢=12mm (Fig. 111).
Y -Achse: (12-68+160-12)-x0:68-12-(12+%) 4160-12-6.

228 . x, = 68:46 4+ 160-6; x,=17,9mm.
X-Achse: (12-68 +160-12)-Y,=68-12-6 4 160-12-80,
228 .y, =686 + 160.80; y,=57.9mm.
Die geringen Abweichungen erkliren sich durch das Fehlen der Ab-
rundungen.
Beispiel 78. Der Schwerpunkt des Umdrehungskorpers in Flg 112
ist zu bestimmen. Der Korper besteht aus einem AuBenzylinder mit
dem Durchmesser D und der Hohe H, vermindert
r(L)' um den Innenzylinder mit dem Durchmesser d und
der Hohe h. Da der Korper eine Symmetrieachse
N TT hat, braucht nurder Abstand y, des Schwerpunktes
Holz

von der Grundfliche be-

i - % b stimmt zu werden. Wir I Ny
1 —% beziehen die Momenten- A%
N/ by {fz‘seﬂ gleichung auf die Grund- s S
j 'R flache, und verstehen un- S

ter dem Moment des
Fig. 113. Korpers, bezogen auf eine Fig. 114.
Ebene, das Produkt aus
dem Rauminhalt und der Entfernung seines Schwerpunktes von dieser
Ebene.
Vedo=Viys—Va 4,
7 D? sz d? z D® H 7 d? h
(4'H_4 h)y"ﬁz; B3 =3 ( )
Auch hier lohnen sich algebraische Umformungen nicht, da Zahlen-
werte die Rechnung durch Tabellenbenutzung vereinfachen.

Beispiel 79. Ist der Schwerpunkt von Koérpern aus verschiedenen
Stoffen zu ermitteln, so miissen die Gewichte eingesetzt werden. Fiir
den Zylinder der Fig. 113 lautet die Momentengleichung, bezogen auf die
Grundfliache,

7 d? 7 d? ‘ Py
( i "h1'5‘1+_'h2'82) "Yo=g h1'§'5‘1 +T'hg'<h1+§1)’32:

oder
2

. h k3
(]l1'31+h2‘32)‘yo:?1'51+ 2- Sy + byt hy sy,

wenn s, das spezifische Gewicht des Eisens, s, des Holzes bedeuten. Die
Mafle.sind in cm und g/em? bzw. in dm und kg/dm?® oder in m bzw. t/m?3
einzusetzen.

Die Gleichgewichtslagen. s ist iiblich, die drei moglichen Gleich-
gewichtslagen mit stabil, labil und indifferent zu bezeichnen. Ein Kor-
per befindet sich im stabilen oder sicheren Gleichgewicht, wenn er
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stets in die urspriingliche Gleichgewichtslage zuriickfallt, so oft man
ihn auch ein wenig aus ihr entfernen moge. So fillt z. B. die Kugel in
der Schale stets in die tiefste Lage zuriick. Man erkennt die stabile
Gleichgewichtslage daran, dal man den Schwerpunkt he ben muf}, wenn
man den Kérper in eine andere Lage bringen will. In der gestrichelten
Lage (Fig. 114) liegt der Schwerpunkt hoher als in der ausgezogenen.
Ein Koérper befindet sich im labilen oder un-
sicheren Gleichgewicht, wenn er nicht mehr in e p
seine urspriingliche Gleichgewichtslage zuriickfillt, so-

Fig. 115. Fig. 116.

bald man ihn ein wenig aus ihr gebracht hat. Hat man die Kugel der
Fig. 115 von dem hochsten Punkt der Wélbung auch nur um ein Ge-
ringes entfernt, so fillt sie weiter. - Bei der Stérung der unsicheren
Gleichgewichtslage senkt sich der Schwerpunkt.

Indifferent ist das Gleichgewicht, wenn der Koérper nach geringer
Verinderung der urspriinglichen Gleichgewichtslage sofort eine neue
Gleiehgewichtslage einnimmt. So bleibt z. B. die Kugel der Fig. 116
auf jedem Punkte der wagerechten Unterstiitzungsebene liegen. Bei
einer Lagenidnderung behilt der Schwerpunkt seine Hohe.

Alle Bauwerke und Maschinen befinden sich im stabilen Gleich-
gewicht, sie sind standsicher.

oty e
; I EARERERIN
' A i B ‘ T
Ir<~a-‘Z~>?~~——————é—5;5 *———TFZ#? l‘Lhi [,
USSR ——— Y 7} ] -
Fig. 118. Fig. 119.

Soll ein standsicherer Korper aus seiner Gleichgewichtslage gebracht
werden, so mufl ein Kriftepaar angreifen, dessen Moment , Kipp-
moment* heiit. Die Kraft P greife an der oberen Kante B eines
Prismas an (Fig. 117). Bringen wir in C zwei gleichgrof3e entgegengesetzt
gerichtete Krifte P an, so sucht das Kriftepaar P -% das Prisma um
die Kante A zu kippen. Die gestrichelte Einzelkraft P sucht das Prisma
in seiner Beriihrungsfliche zu verschieben. Dem Kippmoment P-7%

d
widersteht das statische Moment G - ) des Gewichtes @; dem Ver-

schieben leistet die Reibung Widerstand oder, falls sie nicht ausreicht,
eine anzubringende Verankerung.
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Beispiel 80. Der Balken AB (Fig. 118) trage eine gleichférmig ver-
teilte Last von g = 600 kg/m, die z. B. durch das Gewicht einer Decke
gegeben sein kann (Fig. 119). Wie groB sind die Auflagerdrucke
4 und B?

Wir denken die Gesamtlast G = ¢ - L im Schwerpunkt des prisma-
tischen Korpers als Einzelkraft angreifen, der in der Entfernung

52;- von den Enden des Trigers liegt. Mit B als Drehpunkt

L
L 370
liefert 2M = 0: A-Z—G-(E_—b):o und daraus 4 =G - 'R
Fir A als Drehpunkt liefert XM = 0:
B.1—-@ (—g - ) =0 und daraus
S 1P —é—;——a
7 (aj B=¢G-. ,
231 ——t=1, .
A ;P s E Zahlenbeispiel:

4-65—-G-35=0

mit G =g¢g-L=2600-10

A4.65—600.10-35=0
(b A:@(l%gf:?,ggo kg

)
pe J B.65—~G-3=0
] B.65—600-10-3=0
Fig. 120. , 600-10-3

B:‘_G:'T -—- = 2770 kg .

Beispiel 81. Der Triager A B (Fig.120) trage eine dreieckformige Last ;
die Auflagerdrucke sind zu bestimmen. Wieder denken wir die Gesamt-
last P im Schwerpunkt vereinigt, der die Entfernung % ! von 4 hat.
Fur B als Drehpunkt ergibt 2M =0

A1—P-1-1=0, also A=1}P
folglich B=P—A—P_LP=3%P.

Schwerpunktlagen. In den nachfolgenden Abbildungen ist der
Schwerpunkt mit S bezeichnet.

a) Schwerpunkte homogener Linien.

1. Gerade Linie. 8 liegt in der Mitte der Strecke.

2. Dreiecksumfang (Fig. 121): 8 liegt im Mittelpunkt des dem
Dreieck ABC einbeschriebenen Kreises; 4, B, C sind die Mittelpunkte
der Seiten @, b, ¢c. Aus 2M =0 in Beziehung auf die Seite a folgt
i ho bt+ec
2 “a+btc’

Xy =



Mechanik fester Korper. 193

3. Umfang des Parallelogramms. § liegt i Schnittpunkt der
Diagonalen.
res r-sina  180°

4. i ig. 122): = = ==
Kreisbogen (Fig. 122): y,= MS b e -

Halbkreisbogen: M8 = Eﬁ =0,636627r .
7

Viertelkreisbogen: MS= 2?1/7;2- =0,90032r.

Sechstelkreisbogen: MS = 3r =0,95493 r .
7

Fiir flache Bogen ist angendhert OS = % h.

b) Schwerpunkte homogener Fldchen.

1. Dreieck. Sliegt im Schnittpunkt der '
Mittellinien, die Entfernung von der Grund-
flache betragt /3 h .

2. Viereck. Beliebiges Viereck (Fig.123).
Man zerlege das Viereck durch Diagonalen in

vier Dreiecke, deren Schwerpunkte 8, 8,, 8;, §; nach (1) bestimmt
werden. Der Schnittpunkt S der Geraden §,8; und S, 8, ist der
Schwerpunkt. Da S; 8,/ A4C und 8,8, BD, so geniigt auch die Ermitt-
lung von S;und S,. Sliegt auf der Verbindungslinie der Mitte M von
AD mit E, wenn BE || AC und GEI DB .

Parallelogramm. & liegt im Schnittpunkt der Diagonalen.

Trapez. S wird durch Zerlegung des Trapezes in Dreiecke gefunden,
oder S liegt auf der Verbindungslinie der Mittelpunkte der parallelen
Seiten; seine Abstdnde von diesen Seiten sind

hooa--2b b 2a40b
3 Tat+bd A S A

Ly =

Daraus ergibt sich die Konstruktion: Trage auf den Verlingerungen der

parallelen Seiten die Strecken a bzw. b ab. Die Verbindungslinien der ent-

sprechenden Endpunkte (Fig.124) schneiden sich in S. Die Entfernung
Winkel, Der prakt. Maschinenbauer I1. 1. 13
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des Schwerpunktes von den nicht parallelen Seiten ist bestimmt durch
1 a?-+ab- b2
3. Kreisteile. Kreisausschnitt (Fig. 125):

2 s 2  sina _ 180°

A R Rl LA

Halbkreisflache: y,=

ol

L 04244 .1,
b4

Viertelkreisflache: Yo=r7* g r=0,6002-7r.

Sechstelkreisflache: y,= ;2{ -7 =0,6366-7.
2 R¥—7% sinx 180°
T3 R—r & a

4. Ellipsenabschnitt (Fig. 127). Den Schwerpunkt
des Ellipsenabschnittes findet man als Schwerpunkt des-
y 4 jenigen Kreisabschnittes, der im ein-
*  oder umbeschriebenen Kreise von der-

selben Sehne abgetrennt wird. Der
Kreis ist einbeschrieben, wenn die Sehne
senkrecht zur kleinen Achse, umbe-
schrieben, wenn die Sehne senkrecht

Kreisringstiick (Fig.126): MS

Fig. 128. zur groflen Achse gerichtet ist.
5. Parabelfldche:
Fig. 128: =z a, y0:§b, Fig. 129: Ty = 4 s y0:~1—0~b.

6. Kugelzone und Kugelhaube. S liegt in der Mitte der Hohe.

7. Mantel der Pyramide und des Kegels. Verbindet man die
Spitze mit dem Schwerpunkt der Grundfliche, so liegt der Schwerpunkt
auf dieser Geraden in % % von der Grundfliche entfernt.

8. Mantel des abgestumpften Kreiskegels. Ist A die Hohe
des Kegelstumpfes, » der Radius der oberen, R der Radius der unteren
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Begrenzungsfliche, so hat der Schwerpunkt die Entfernung
. ﬁ R4-2r
"3 R+r

von der Grundfliche.

c) Schwerpunkte homogener Kérper.

1. Gerades Prisma, gerader Zylinder. § liegt in der Mitte der
Schwerachse, d.h. der Verbindungslinie der Schwerpunkte der End-
flachen.

2. Pyramide, Kegel. S
liegt auf der Schwerachse
(vgl. 1), um ein Viertel der
Hohe von der Grundfliache ent-
fernt.

3. Pyramidenstumpf.
Ist b die Hohe des Pyramiden-
stumpfes, F die Grundfliche,
} die Endflache, so ist der Ab-
stand des Schwerpunktes von
der Grundfliche

_ b F42yF-f43-f

Y
4 P4 yFf+f
4. Abgestumpfter Kreiskegel. Ist & die Hohe des Kegelstump-
fes, R der Grundfliche, r der Radius der Endfliche, so ist der Abstand
des Schwerpunktes von der Grundfliche
—7_1,_ R24-2R-r -+ 3r2
Yo g T REFXRrfr
5. Keil. Sind ¢ und b die Seiten der Grundfliche, @, die Lange der
Keilkante (Fig.130), % die Hohe des Keiles, so ist der Abstand des
Schwerpunktes von der Grundfliche
oot
Y g %ata,
6. Kugelabschnitt. Mit den Bezeichnungen der Fig.131 wird
_3 . @R—h)
P=g 3R
Den gleichen Abstand hat auch der Schwerpunkt des Abschnittes
eines Umdrehungsellipsoids, dessen Umdrehungsachse gleich dem Durch-
messer der Kugel ist.
Halbkugel: Yo=4%R.
Halbe Hohlkugel: Ist R der Radius der &uBeren, » der Radius der
inneren Kugel, so ist der Abstand des Schwerpunktes von der Aquator-
ebene

3 Ri—-rt
=g TR
13*
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7. Kugelausschnitt. Ist & die Hohe des Kugelausschnittes, so
wird mit den Bezeichnungen der Fig. 125, S. 194,

Yo=4r(1 +cosax)=%(2r—h).

1V. Die Reibung. .

. Bei der festen Rolle (Fig. 132) herrscht Gleichgewicht, wenn P =
ist. Belasten wir beide Seilenden gleichmafig, so bleibt die Rolle in
Ruhe. Soll die Last @ gehoben werden, so mull P vergroflert werden.
Beim vorsichtigen Zulegen von Gewichten auf der rechten Seite tritt
der Augenblick ein, wo die Rolle in Bewegung kommt. Genaueres Hin-
sehen zeigt aber, daB die Rolle eine gleichféormig be -
schleunigte Bewegung hat. Das heift: Das Ubergewicht
war zu groBl, um eine gleich-
bleibende Geschwindigkeit zu er-
zielen. Wir nehmen also so lange
Gewichte ab, bis das ganze System
nach leichtem Anstof} in gleich-
formige Bewegung gerdt. Der
Fig. 132 Versuch lehrt : Um den Ubergang Fig. 133.

"7 aus dem Zustand der Ruhe in

den der Bewegung zu erzwingen, ist eine grofere Kraft nétig, als
einen durch AnstoB erzeugten Bewegungszustand aufrechtzuerhalten.
Da der Widerstand durch eine Kraft, das Ubergewicht, iiberwunden
wird, schlieBen wir, da der Widerstand selbst auch eine Kraft ist, sie
heiflt Reibung. Da es ferner einer groBeren Kraft bedarf, um einen
ruhenden Kérper in Bewegung zu bringen als einen bewegten in der
Bewegung zu erhalten, so unterscheiden wir eine Reibung der Ruhe
und eine Reibung der Bewegung.

Die Reibung ist teils niitzlich, teils schddlich. Ohne sie kénnen wir
uns unser tégliches Leben tiberhaupt nicht denken, wir konnten uns
ja nicht einmal auf unsern Beinen halten, wenn nicht die Reibung
zwischen den Schuhsohlen und dem Erdboden wire. Schidlich ist sie
insofern, als es immer eines Kraftaufwandes bedarf, um sie zu itherwinden ;
so muB P in unserm Beispiel grofler als @ sein, obwohl die Theorie nur
P =@ verlangt . Da, wo die Reibung als hindernd empfunden wird,
setzen wir alles daran, sie so gering wie méglich zu halten; wir schmieren
unsere Lager, wir schaben alle Gleitflichen; wir bauen unsere Kunst-
straBen aus Asphalt. Aber wir erhhen sie auch gegebenenfalls durch
Sandstreuen bei Glatteis oder wenn die Strafienbahnen und Lokomo-
tiven nicht anziehen konnen, weil die Schienen zu glatt sind. Auf alle
Fille ist sie fiir den Maschinenbauer so wichtig, daf sie der eingehendsten
Untersuchung bedarf. Kenntnis iiber sie verdanken wir nur dem Ver-
such, und Versuche, die z. B. nach Fig. 133 angestellt wurden, ergaben:

P ist um so groBer, je groBer die Kraft & ist. N heiflt Normaldruck
und ist die Kraft, mit der die reibenden Flichen senkrecht aneinander-
gepreBt werden. Kennen wir den durch P iiberwundenen Reibungs-
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widerstand R, so lautet der mathematische Ausdruck fiir die Abhingig-
keit bei gleichférmiger Bewegung des ganzen Syvstems

R=u-N.

R als Kraft ist gegeben, wenn u bekannt ist. Uber die Richtung der
Kraft R 148t sich aussagen: Die Reibung ist der Bewegung entgegen-
gerichtet. Eine Angabe des Angriffspunktes ist nicht méglich, wir miissen
uns mit der Feststellung begniigen, daf8 die Kraft R in der Beriihrungs-
fliche zweier gegeneinander bewegten Kérper auftritt. u heiit Rei-
bungziffer; ihre Grofe folgt aus dem Versuch durch die Beziehung

P=u-N, also ‘u:l_?
fiir die Reibung der gleitenden Bewegung. Da sowohl P als auch N in
kg gemessen werden, so ist die Dimension der Reibungziffer kg/kg
oder auch kg/t. Ebenso richtig ist es natiirlich auch, u als unbenannte
Zahl anzusehen. So heift z. B. 4 = 0,006, daf} 6 kg Zugkraft erforderlich
sind, um 1000 kg oder 1t Zuggewicht zu bewegen (bei Bahnen mit
eigenem Bahnkorper).

Beispiel 82. Wie groB ist ein StraBenbahnmotor zu bemessen,
der einen 12-t-Wagen mit 7 =18 km/Std. auf ebener Strecke befor-
dern soll, wenn u = 0,01 ist? Zu {iberwinden ist nur die Reibung; mit
P =R =u-G als Zugkraft folgt

18000
CPov peGeo  POT IR0

e T 75

Beispiel 83. Wie grof} ist die Kraft P (Fig. 134), die eine Last @
eine schiefe Ebene hinaufzieht, wenn die Reibung beriicksichtigt werden
soll ¢ Wir ersetzen die schiefe Ebene durch ihre Reaktion N ; dann miissen
die vier Krifte @, N, Rund P im Gleichgewicht sein, wobei die Reibung R
der Bewegung entgegen, also abwiirts, einzufiihren ist. Die Summe
samtlicher Seitenkréfte in Richtung der schiefen Ebene gleich Null
liefert R-+Q-sina — P=0.

Auflerdem ist R=pu-N=p-Q-cosx, so dal ju-Q-cosa
+@Q-sind — P=0  wird; daraus P =@ (sinx -+ u-ccs®) fiir
@ =750 kg (Beispiel 44); «=30°; wu=0,3 wird P =750 (sina
+ 0,3 - cos &) = 750 (0,5 — 0,3 - 0,866) = 570 kg .

Beispiel 84. Die Kraft P sei wagerecht gerichtet (Fig. 135).

=8 PS.

AY

Aus 2H =0 folgt R-cosa+N-sinax —P=0. 1)
Aus 3V =0 folgt R-sinax +Q — N .cosa&x =0. (2)
AuBerdem ist R=u-N. 3

(3) in (1) und (2) eingesetzt ergibt
u-N-cose + N-sina — P=0 oder P=N(u-cosa -+ sina)
oo N.sina +N-cosa +Q =0 oder Q= N(cosax — w-sinn);
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beide Gleichungen durcheinander dividiert ergibt

P u-cosq - sino

Q  cosx — u-sing

Denken wir uns die schiefe Ebene um einen Zylinder gewickelt, so
erhalten wir eine Schraubenlinie; die Last @ wird lings dieser Schrauben-
linie gehoben. Die Kraft P greift dann am Umfang des Zylinders wage-
recht an. Mit % als Ganghohe und ! =n-.d =27z r als Umfang des

Kreigses wird )
sinoc:-lﬁ, cosoc_—_—l:ﬂ—~(—i~ folglich
s s 8
w-d  h
P=0 s +;~Q wem-d+h h+2ar-u (@)
- ﬂ.d—[u BV med—puh Y 2ar—pueh’
8 S

Fig. 134, Fig. 135.

Die Kraft P wirkt am Umfang des Zylinders; soll die Last @ wirklich
gehoben werden, so miissen wir die Schraube drehen. Die Kraft P
hat das Drehmoment P -r, das durch Schliissel oder Handrad hervor-
gebracht wird. Ist R die Schliissellinge, K die am Schliissel angreifende
Kraft, dann ist das Drehmoment

M=K-R.

Soll mit diesem Drehmoment die Schraube angezogen werden, d. h.
die Last @ gehoben werden, so muf} sein

h+2nr-up

M:K-R:Q-r-znrwlu_h.

(b)

Zahlenbeispiel. Eine flachgingige Spindel habe fiinf Génge auf
1”7 engl. bei einem mittleren Durchmesser d = 40 mm. Wie groB ist
der Druck, der mit einer Umfangskraft von 15 kg am Hebelarm R = 30cm
ausgelibt werden kann, wenn die Reibungsziffer 0,12 ist:
Aus (b) ergibt sich:
R 2ar—u-h,

Q=K 7‘h+27t7-‘u’
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hierin ist K = 15kg; R = 30cm; r = 2cm; die Ganghohe A berechnet

sich zu
1 5,4
h=—-1"= —2?_—’~ =~3,1 mm;
J 3]
30 12,57 —0,12.0,51 30 12,51
—15-20. 2 DI2 I 5. T Y 1350k
Q=155 5011257012 2 208 ke

Beispiel 85. Es ist die Leistung einer Maschine durch Messung zu
bestimmen. Auf das Schwungrad der Maschine werden zwei Bremsbacken
(oder auch ein Bremsband) gelegt, die mit einem Hebel ! (Fig. 136) starr
verbunden sind. Die Bremsbacken werden durch Schrauben soweit an-

Fig. 136.

gezogen, bis die normale Umlaufzahl erreicht ist. Belastet man den
Hebel stetig, so wird der Augenblick eintreten, wo die Kraft P am Hebel-
ende der Backenreibung das Gleichgewicht halt. Infolge der Wirme-
entwicklung miissen die Backen gekiihlt werden. Der Apparat heilit
Bremsd ynamometer oder Pronyscher Zaum.

Da Gleichgewicht vorhanden ist, muf die dritte Gleichgewichtsbedin-
gung M =0, bezogen auf den Wellenmittelpunkt, gleich Null sein;

es wird also »
P-Z—R-?z(), (L

wenn R die Backenreibung am Umfang der Scheibe bedeutet, die auch
gleich der Umfangskraft der Scheibe ist.

R-v D 2an
el 1 LAt
Aus B N folgt R 5 60.75 N,
so daB
.75 ' y
g D80T N N
2 2x n n

(siehe S. 146).
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Eingesetzt in (1) ergibt sich

Physik.

N=-

Pl-n

wenn P in kg; [ in m gemessen werden.

716.2

in PS,

Tabelle der Reibungziffern.
Reibungzahlen der gleitenden Reibung?).

= bedeutet: die Fasern liegen Reibungszahl
parallel, . der Ruhe der Bewegung
+ . die Fasern liegen | R I
gekreuzt, mit mit |
1 » (l}flsrlflll(())llzz ;13%13 als | trocken Wass er geschmlert trocken Wasser: geschmiert
| i
Eichenholz auf Eiche = . . . 062 | — 0,11 0,48 o— | 0,075
»» » P R 0,5¢ | 0,71 | - 0,34 | 0,25 -
5 » wo Lo 0,43 - — 0,19 — -
as ,» Bsche, Buche .
Talme = 0,58 Po— — 0,38 — 0,15—0,10
" ,, Muschelkalk I 0,63 | — —_ 0,38 — ~
,» Stein und Kies |0, 60——0 46, — —_ — —
Holz auf Metall ., .. ... 0,60 0,65 0,11 0,40 0,24 0,10
Hartholz auf pohertem Metall
oder Granit . . . — 0,5 — 0,30 0,10 0,06
Stahl auf Stahl (*hoher Druck i g =
bis etwa 1000 kgjem?) . . . | 015 — otz—oufl 003 pel v = Buisex
Stahl auf Phosphor-Bronze ?) ’ - !
ebene Flichen . e e e 0,11 — 0,098 0,105 — 0,092
zylindrische F]ﬁ.chen PN 0,169 —  0,16—0,13 0,162 — 0,15—0,12
Stahl auf grobem Sandstein . — — — 0,29 — —
sy , Eis ... ... .. 0,027 — — 0,014 — —
Schmiedeeisen auf Eiche = . . — 0,65 0,11 0,5—0,4 0,26 0.08
', ,, Weichholz ., — — — 0,65—0,50 — 4.5 —1;
0,21 bei » = 4,5 m/se
” »» Stahl . - - - { 0,11 bei » = 22 m/sek
’s ,» Schmiede-
eisen 0,13 — 0,11 — — 0,10—0,08
' ,, GuBeisen
oder Bronze 0,19 — — 0,18—0,17 — 1 0,08—0,07
, ,, Sandstein o 0,46—041| — | —
, ., Muschelkalk |0,49—0,42] — | — 0,29—0,24| — —
Steinu. Kies |0,49—0,42 — — — - —
CGruBeisen auf Eiche = P — i 0,65 — 0,5—0,3 0,22 0,19
v ,, Weichholz — — i — 0,5—0,4 — y »];
0,27 bei v = 2.2 m/se
" ., Stahl . . . ... 0,33 — — { 013 bet v = 50 msck
. ,, GuBeisen — - 0,16 — 10,31 | 0,10—0,08
" ., Bronze . .. e - 0,20—0,36| — ! 0,08—0,07
s grobemSandstem — L= — 0,24—0,21, — —
Bronze auf Elche = ... 0,62 —_ — 0,30 — —

,s Bron. .. —_ — 0,11 0,20 0,10 0,06
Alegelstem auf Musvhelkalk 0,67 — — 0,656—0,60: — -
Rauher Kalkstein auf desgl.,

oder mit frischem Moértel . 0,75 [ — 0,67 — —

Mulschelkalk auf Muschelkalk 0,70 .= — 0,38 — —

Mauerwerk auf Beton . . 0,76 — — —_ [ —
. ,» gewachsenem ‘ |

Boden, trocken 0,65 0,30 — — — —

Rindsleder auf Eichenholz . 0,6—05 | — 05—0,3 | — | —

,» GuBeisen . 0,5—0,3 '0,6—0,4 0,12 0,56 o151 0,15

Hanfseil auf rauhem Holz . . 0,8—0,5 | — | 0,5 o= —

' ,, glattem Holz . 0,33 — - — 1 — —

1) Aus Foerster, Taschenbuch fiir Bauingenieure. Berlin 1920.

von Julius Springer.

) Hoher Druck bis 600 kg/cm?.
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Reibungzahlen der gleitenden Bewegung nach Rennie
in Abhéngigkeit vom Flachendruck; die Oberflichen waren nur wenig
eingefettet:

» SchweiBeise: Bei ; ahl Messin
by li?lc};(egn’grrrgm [ anf SchweiBeigen auf gghwlesi%:eiseng auf SG?uBeisen auf GL?;}e%sen
‘ w =
I 7
8,79 i 0,140 | 0,174 0,166 | 0,157
13,08 ; 0,250 | 0,275 0,300 % 0,225
- 15,75 ‘ 0,271 0,292 0,333 ! 0,219
18,28 0,285 0,321 0,340 1 0,214
20,95 i 0,297 0,329 0,344 0,211
23,62 0,312 0,333 0,347 0,215
26,22 1 0,350 0,351 0,351 0,206
27,42 | 0,376 = 0,363 0,353 0,205
31,50 | 0,395 0,365 0,354 0,208
34,10 © 0403 | 0,366 0,356 0,221
36,77 ; 0,409 0,366 0,357 0,223
39,37 Flachen 0,367 0,358 0,233
42,18 | angegriffen 0,367 0,359 0,234
44,58 l | 0,367 0,367 0,235
47,25 ; 0,376 0,403 0,233
49,22 f 0,434 Flichen 0,234
55,12 i | Flachen angegriffen 0,232
57,65 i | angegriffen | 0,273

Reibungskoeffizienten fiir besondere Falle.

Nach Versuchen von Wichert!) hat sich fiir die gleitende Reibung
zwischen Bremsklotzen aus Stahlgul und stdahlernen Radreifen ergeben
_3 1+00112. 7

=P 10067 °
wobei V die Geschwindigkeit in km/Std. bedeutet, und g = 0,45 fiir
trockne, f = 0,25 fiir nasse Reibungsflichen ist. Ist 7 die Geschwindig-
keit bei Beginn des Bremsens, so kann man fiir die Bremszeit bis zum
Stillstande mit einem mittleren Reibungskoeffizienten u’ rechnen, der
in nachstehender Tabelle fiir ungiinstige Verhaltnisse gilt:

13 ,
V in km/Std. Reibungsilichen L
fiir trockne I fiir nasse mitblerer Wert

0 0,450 | 0,250 —
10 0,313 | 0,174 0,201
20 0,250 | 0,139 0,164
30 0,215 0,119 0,142
40 0,192 | 0,107 0,128
50 0,176 | 0,008 0,117
60 0,164 . 0,091 0,109
70 0,154 0,086 0,103
80 0,147 0,082 0,008
90 0,141 0,078 0,003

1) Vgl. Zentralblatt der Bauverwaltung 1894, S. 73.
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Druckwasser-Hebezeuge nach H. Lang.

a) Bronze- oder Pockholzschieber auf Bronze; u ist bei
langsamer wechselnder Bewegung und Flichenpressungen von 2 bis
100 kg/em? unveranderlich:

Schieber dauernd gefettet . . . . . . . . w = 0,08
Schieber mittels Nuten vom Wasser benetzt w = 0,10
Schieber trocken . . . . . . . . . . .. « bis 0,30.

b) Stopfbuchsen, mit Hanf, Baumwolle oder Leder abgedichtet,
haben u unverdnderlich bei Wasserpressungen zwischen 1 und 50 kg/em?.

Baumwolle oder Hanf bei elastischer Packung . . . . . . . u = 0,06 =-0,11
Lederstulp, weiches Leder, gute Ausfithrung . . . . . . . . 1« = 0,03 0,07
' hartes, stark lohgares Leder . . . . . . . . . . u = 0,10-=-0,13
» ungiinstige Anlage . . . . . . . . . . .. ... 1 bis 0,20.
Schleifsteine. - ’ grobkorniger feinkérniger Sandstein
GuBeisen . . . . . . u=021-0,24 | u=0,72) Mittelwerte zwischen
Stahl . . . . . . .. 0,29 0,94 dem nassen Stein
Schmiedeeisen . . . . | u=0,41--0,46 1,0 J und Metall.

Gesamtreibung fiir Straflenfuhrwerke. Der Widerstand,
den ein StraBlenfahrzeug seiner Bewegung entgegensetzt, wird in der
Hauptsache hervorgerufen durch die Zapfenreibung in den Naben und
die rollende Reibung am Umfange des Rades. Ist G das zu beférdernde
Gewicht, u die Gesamtreibungszahl, so ist fiir eine horizontale Bahn die
Summe aller Widerstinde W= u-6¢.

Mittlere Werte der Reibungszahl .

Erdbahnen:
Schlechter Erdweg, loser Sand . . . . . . . . . . . . .. Y, = 0,150,
Gewohnliche Erdbahn . . . . . . . . .. . . . . . . .. 1, = 0,100,
Trockene, feste Erdbahn . . . . . . e e e e e e e e 1,y = 0,050,
Schotterbahnen:
Frisch aufgebrachte, nicht gewalzte Schotterbahn . . . . . 1y =0,125,
Schotterbahn bei Regenwetter . . . . . . . . . . . co Yy == 0,060,
Trockene gute Schotterbahn . . . . . . . . . . . . . .. Y = 0,030,
Sehr gute Schotterstrafle, Pechmakadam . . . . . . . . . . e = 0,020.
Pflasterbahnen:
Schlechtes Steinpﬂaster, Kopfsteinpflaster . . . . . . . . . 1, = 0,040,
Kleinpflaster, '/, < 1/, im Mittel . . . . . . . . . . .. o = 0,020,
Gutes Steinpflaster, 1"50 1 im Mittel . . .. . . L Yo, = 0,018,
Gutes, sehr ebenes Stein- (Khnker) Pflaster . . . . . . . . Y5 = 0,013,
Holzpflaster aus Weichholz, !/, =1/, im Mittel . . . . . . Yoo = 0,018,
» Hartholz . . . . . .. ... ... ... s = 0,013,
Asphaltbahnen ..................... 0o = 0,010,
Eiserne Gleise in Straflen, !, =~ Y300, im Mittel . . . . . . 0o = 0,005,
Eisenbahngleise bei geringer Geschwindigkeit . . . . . . . 100 = 0,0025.

Auf steigender Bahn vom Steigungsverhiltnis %/, gilt W = G (v + ).

Rollende Reibung. Rollt ein Zylinder auf einer ebenen Unterlage
ohne zu gleiten, so tritt der Widerstand in der Beriithrungslinie auf,
wihrend die zur Uberwindung des Widerstandes erforderliche Kraft
nach Fig. 137 oder 138 angreift. Die Drehung wird durch ein Krifte-
paar P.r bzw. P-d hervorgerufen; es ist deshalb iiblich, auch den
Widerstand in dieser Form zu bezeichnen. Ist @ der Normaldruck, so
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ist das zu iiberwindende Kriftepaar M =@ -f, worin { (Fig. 139) die
Entfernung in em bedeutet, die zwei gleich grofle, entgegengesetzt
gerichtete Krifte @ haben miissen, wenn Gleichgewicht zwischen dem
angreifenden Kriftepaar P -7 oder P.d und dem widerstehenden
Kriftepaar @ - f herrschen soll. Die GroBe f heifit Hebelarm, Koeffizient
der rollenden Reibung oder Reibungziffer der rollenden Reibung.

Reibungziffern der rollenden Reibung.

|

Reibende Korper | fin em
Pockholz auf Pockholz . . . . . . . . .. ’ 0,047
Ulmenholz auf Pockholz . . . . . . . .. ! 0,081
Eisen auf Eisen . . . . . . . . . . . .. C 0,005
Stahl auf Stahl . . . . . . . . . . ... L 0,005
Gehirtete Stahlrollen und Kugeln auf Stahl- |
ringen und Lagern . . . . . . . . . .. . 0,001

Fig. 137. Fig. 139.

Reibungsarbeit und Wirkungsgrad. VeranlaBt das Gewicht (P + p)
durch sein Herabfallen ein Steigen des Gewichtes @ an einer einfachen
Rolle (Fig.132), so ist die von (P + p) geleistete Arbeit um einen
Betrag groBer als die Arbeit von @, den man den Arbeitsverlust
durch Reibung nennt. Ist die Reibungskraft bekannt, und ist die
Entfernung gegeben, die diese Kraft durchlduft, so ist das Produkt aus
Kraft und Weg die zur Uberwindung der Reibung aufgewendete Arbeit.
In unserm Beispiel (Fig.132) herrscht Gleichgewicht, wenn P = @) ist;
demnach muB p zur Uberwindung der Reibung aufgewendet werden.
Steigt Q@ um A m, fillt also (P + p) um ebenfalls » m, so ist die von p
zu leistende Arbeit p-h mkg, wenn P und p in kg gemessen werden.
Mathematisch lautet die Arbeitsbilanz ‘

Q-h+4,=(P+p)h.

Man bezeichnet @-h mit Nutzarbeit; A4, mit Reibungsarbeit;
(P -+ p) - h mit aufgewendeter Arbeit. Aus

Q-h=(P+ph—W

folgt : Die Nutzarbeit ist gleich der Differenz aus der gesamten aufgewen-
deten Arbeit und der Reibungsarbeit. Das Verh#ltnis von Nutzarbeit
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zur gesamten aufgewendeten Arbeit heift Wirkungsgrad und wird
iiblicherweise mit 7 bezeichnet. Es ist also
_ Q-h . Nutzarbeit 4,
"= (P+p)-h  gesamte aufgewendete Arbeit A
Das Verhaltnis der Reibungsarbeit 4, zur Nutzarbeit A, heillt
verhiltnismiBiger Arbeitsverlust und wird mit L bezeichnet;
es ist

A, 1
=——; al =
B A also =7 T
Besteht ein Getriebe aus mehreren Teilgetrieben mit den Einzel-
wirkungsgraden 7y, 5y, %3 .... so ist der Gesamtwirkungsgrad

N="N1"Ma N3 ---
Beispiel 86. Wirkungsgrad der Schraube Fig.135. Wird die Last ¢
um die Strecke h gehoben, so ist die Nutzarbeit
A, =Q-h.
Wiahrend der Hubzeit legt die Kraft P den Weg Il=n+d = h-ctga
zuriick, so daf

4, Qr @ Q.
"=4 T Poh-otgx _ P-otgx P 8%

ist.

. Wiirmelehre.

Unser Gefiihl sagt uns im téglichen Leben, dafl ein Korper warm,
der andere kalt ist; doch kann diese gefithlsmiBige Bestimmung keinen
Anspruch auf wissenschaftliche Schirfe machen, zumal das Gefiihl
Tauschungen unterliegt. Wir unterscheiden den Wéarmegrad oder die
Temperatur von dem Wiarmeinhalt. Der Warmegrad wird mit dem
Thermometer gemessen. und in ° C (Grad Celsius) angegeben; die
MaBeinheit fiir den Warmeinhalt ist die Wirmeeinheit (WE) oder Kalorie.

Das Thermometer ist eine enge Glasrohre, die oben abgeschmolzen
und unten zu einer kleinen Kugel erweitert ist. Im allgemeinen ist es
zu einem Teil mit Quecksilber gefiillt, dessen jeweilige Oberkante die
Temperatur an einer Skald angibt. MaBgebend sind zwei Hauptpunkte:
Der Nullpunkt (0°) zeigt die Temperatur des schmelzenden Schnees an,
der obere Hauptpunkt die des siedenden Wassers bei 760 mm Queck-
silbersdule Barometerstand. Der Zwischenraum zwischen beiden Mar-
ken ist in 100 Teile geteilt (Bauart Celsius, 1742).

Neben diesem in der Wissenschaft allgemein {iblichen Thermometer
gibt es noch die Teilung nach Réaumur, der den Abstand zwischen
Null- und Siedepunkt in 80 gleiche Teile teilt, und die nach Fahrenheit,
der als Nullpunkt 32° Fahrenheit unter dem Nullpunkt nach Celsius
legte und diesen Zwischenraum in 212 gleiche Teile teilte. Demnach sind

100°C = 80°R = 180°F .
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Aus 100°C = 80°R  folgt °C =4¢°R,
, 100°C =180°F . 1°C = (2t +32)°F
. 80°R=100°C ,  t°R=3t°C,

. 80°R=180°F ,  (°R=49t+32)°F

Ferner ist
t°F =5 (t—32)°C bzw. °F=4(— 32°)°R.
Beispiele: 87. Es sind 25° C umzurechnen in R und F.

Aus 1°C=4°R folgt 25°C=4-.25=20°R,
s 1°C=(21+32)°F ,  25°C=(2-25+32) —87°F.
88. Es sind — 16° R umzurechnen in C und F.
Aus t°R=31°C folgt —16°R =4 (—16)= —20C,
» 1°R=(}t+32)°F ’ —16°R =[4(—16) +32] = — 4°F.

89. Es sind — 9°F in C und R umzurechnen.

Aws t°F =3 (1 —32)°C folgt —9°F=3[(—9) —32]= —228(.
. tPF=1@t—-32)°C —9°F=/[(—9) —32]=—183C.

Thermometer fiir besondere Zwecke. Quecksilber erstarrt bei
— 39,2° C und siedet bei - 357° C, folglich ist es nur innerhalb der
Grenzen — 30° bis 4 350° brauchbar. Fiillt man den Raum oberhally
des Quecksilbers mit Stickstoff von 10 atm Druck, so 1aBt sich dieses
Quecksilberthermometer fiir Messungen bis zu -+ 575° C benutzen, da
der durch die Ausdehnung des Quecksilberfadens auf 20 atm steigende
Druck des Stickstoffes das Sieden des Quecksilbers verhindert. Noch
hohere Temperaturen mit man mitdemelektrischen Thermometer,
auch thermoelektrisches Pyrometer genannt, bei dem zwei Metalldrihte
in einem feuerfesten Rohr zusammengelotet sind. Die Erwidrmung der
Lotstelle ruft eine elektromotorische Kraft hervor, die bei einem ge-
schlossenen Leiter einen elektrischen Strom liefert. Ein eingeschaltetes
Galvanometer ermoglicht das Ablesen der Temperatur (Fernthermo-
meter). Bei der Herstellung feuerfester Ziegel benutzt man die sog.
Segerschen Brennkegel, das sind dreiseitige Pyramiden von 60 mm
Hohe aus Tonerdesilikaten, die bei bestimmten Temperaturen zu schmel-
zen beginnen. Da die Kegel nur einmal zu benutzen sind, werden sie
in groen Mengen als Handelsware hergestellt; sie sind in 35 Stufen
fiir Temperaturen von 1230-=-2000° C erhiltlich.

Zur Messung von Temperaturen unter — 30° C bedient man sich des
Alkohol- oder Weingeistthermometers, das bis — 130° C brauch-
bar ist. Noch tiefere Temperaturen werden mit Thermometern gemessen,
die mit Penthan gefiillt sind (— 200° C). Penthan oder Petrolither
wird bei der Destillation des Rohpetroleums gewonnen.

Zur Eichung aller andern Thermometer dient das Luft- oder
Gasthermometer.

Ausdehnung der Korper.

Erwirmt man eine Kugel, die im kalten Zustande gerade noch durch
einen Ring geht, so zeigt sich, daBl die erwirmte Kugel nicht mehr hin-
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durchgeht; ihr Durchimesser ist infolge der Erwirmung groer geworden.
Bei dem Verlegen von Eisenbahnschienen mul auf die Ausdehnung durch
die Wirme Riicksicht genommen werden ; man 13t deshalb zwischen den
einzelnen Lingen Zwischenriume. Wird die Ausdehnung von Koérpern
infolge der Warme gehindert (stumpf geschweite Straenbahnschienen),
so entstehen in dem Korper Spannungen, mit denen der Ingenieur
rechnen muf, der Temperaturschwankungen ausgesetzte Bauten ent-
wirft.

Wirmeausdehnungziffer oder Ausdehnungskoeffizient.
Die Zunahme der Lingeneinheit bei 1°C Temperaturerhbhung heiflt
,linearer Ausdehnungskoeffizient®; er wird mit « bezeichnet. Ist dem-

—]

s

i —= &

Fig. 140.

nach I, die urspriingliche Linge eines Stabes in m, o der lineare Ausdeh-

nungskoeffizient des Baustoffes; #,° C die Anfangs- und £,° C die End-

temperatur, so ist die Verlingerung 41
Al=1,—l; =1l -0y — ).

Hat ein Stab bei 0° C die Linge I, m, so mifit er bei ¢°C

lt—_;lo'(].—f““'t).

Die Wirmeausdehnungsziffern werden durch Versuche bestimmt.
Fig. 140 veranschaulicht einen Apparat, der die Messung der Verlingerung
ermoglicht. Der Stab a befindet sich in einem Olbade b . Die Spitze ¢
driickt gegen den Winkelhebel d, der eine groBe Ubersetzung hat, wih-
rend die Spitze ¢ in der Pfanne einer Mikrometerschraube f ruht. Mit
der Schraubenspindel fest verbunden ist der Zeiger g, dessen Spitze auf
einer Teilscheibe % spielt, die in 500 Teile geteilt ist. Bei einer Steigung
der Schraube von 1/, mm pro Umdrehung bedeutet 1 Teilstrich der

0,5

Scheibe 500 = 0,001 mm. Der lange Arm des Winkelhebels ist in eine

feine Spitze k& ausgezogen, die auf den Haarril eines kleinen Spiegels ¢
weist. Jede Drehung der Schraube bewirkt ein Heben oder Senken der
Spitze k. Angenommen, das Ol habe die Temperatur ¢,° C bei Beginn
des Versuches, der Zeiger g stehe auf z, der Teilscheibe; die Spitze &
auf dem HaarriB des Spiegels. Jetzt wird das Ol auf ¢,° C erwirmt; die
Spitze k wird gehoben. Um sie wieder vor den Haarrif} zu bringen, drehen
wir die Schraube zuriick; der Zeiger g steht auf z, der Teilscheibe. Die
Verlingerung, die der Stab erfahren hat, ist dann

. (2, — 2)
1000
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J1 N 2 — 2
—1.°C folgt &= 1 (t, — ty) - 1000

Lineare Ausdehnungziffern bei mittleren Temperaturen :

Aus o

Aluminium . .. .. 0,000024 | Kupfer. ... .. .. 0,000017
Bronze . .. ... .. 0,000018 | Glas (im Mittel) . . 0,000007
Eisen und Stahl . . 0,000011 . Porzellan ...... 0,000003

Beispiele: 90a. Welche Verlingerung erfihrt eine Eisenbahnschiene
von 12 m Liange bei einer Temperaturschwankung von — 30 bis + 40° C'?

Aus Al=1-&-(t, —t,) folgt

41-=12000-0,000011 - [40 — (— 30)] = 9,24 mm .

b. Mit welchem Spielraum muf} die Schiene bei 15° C verlegt werden,
wenn eine hochste Temperatur von 45° C zu erwarten ist?

Aus Al=1 - a-(,—1t) folgt

A41=12000-0,000011 (45 — 15) = ~4 mm.

91. Um welche Lange mufl das bewegliche Auflager einer 100 m
langen Briicke verschiebbar sein, wenn die duBersten Temperaturen
+45°C und — 30° C sind ?

Aus Adl=1-x-(t, —t) folgt

41 =100000-0,000011[45 — (— 30)] = 82,5 mm .

Die kubische Ausdehnungziffer g gibt an, um wieviel der
Rauminhalt der Volumeneinheit pro © C Erwidrmung zunimmt. Hat ein
Wiirfel bei 0° C die Kantenlange [, bei einem Rauminhalt ¥, und bei ¢°
die Kantenlinge I, so ist sein Rauminhalt V" bei ¢° C

F=Vod+pt)=[LA+a t)P=0-[1+3x-t+3a224 a3.

Nun ist aber & eine sehr kleine Zahl, so dal &2 und «® gegen 1 ver-

nachldssigt werden kénnen; wir erhalten
P=8B1+3a-t)=V,(1+3a-0).

Der Vergleich mit V=1, (1 + f-¢) zeigt, daB 8 = 3 o ist. Kubische
Ausdehnungziffern von Tliissigkeiten bei + 15° C.

Wasser . . . . 0,00018 Ather . . . . .. 0,001 60
Quecksilber . . 0,00013 Alkohol . ... 0,00110

Da sich mit der Temperatur der Rauminhalt &ndert, so indert sich
auch das auf die Raumeinheit bezogene Gewicht einer Fliissigkeit, das
sog. spezifische Gewicht (vgl. S. 119). G kg einer Fliissigkeit mogen bei
0° C einen Rauminhalt V', bei ¢,° C einen Rauminhalt V,, bei ¢,° C
cinen Rauminhalt T', einnehmen, dann ist mit den entsprechenden spezi-
fischen Gewichten s,; ¢; und s,

=TV, so=11"8,=V;"s,
und daraus
LYO I/'l
& ::f,s‘"—7 5 Ny == 8; * —
S1 vy ) N2 1 V2

mit

Py Uy (L oty baw.  Uy=Vi [+ Bty — )]
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ergibt sich
Vo _ —p-t l—pety

e T Ty T
Wir vernachlissigen f2-¢ gegen 12 und erhalten
83 =8,(1 —fBty) bzw. sy=38-[1 —f(t,—t)]-
Bezeichnet b, den Barometerstand in mm Quecksilber bei 0° C,
kR bt 3 ’ i 9 ’ to C
so verhalten sich die Hohen umgekehrt wie die spezifischen Gewichte
des Quecksilbers bei den Temperaturen 0° C und £° C; es ist
byl =8;:8.
Daraus
s
bo:bt"‘f‘zbz’(l —p-t)
So
(Reduktionsformel fiir Barometerablesung). .
Beispiele: 92. Welchen Raum nehmen 100 1 Alkohol von ¢, = 15° C
bei t, = 75 °C ein?

Aus
Vo=V, [14+p@,—t)] folgt Vy=100-[14 0,0011-(75 — 15)},
V,=106,61.
93. Wie groB ist das Normalvolumen von 1001 Alkohol von ¢, = 15°C?
vy

Aus Vi=Ty (L pot) folgt Vo= =Vi-(l =)

Vy=100- (1 — 0,0011 - 15) = 98,351 .

94. Wie grof} ist der auf 0° C reduzierte Barometerstand, wenn er bei
t =20°C b, = 760 mm Quecksilber betrigt ?
Aus
bo=0b-(1—b-¢t) folgt b,=760-(1— 0,000181-20)="757,1mnm.
Im Gegensatz zu den meisten Fliissigkeiten ist die Ausdehnung des

Wassers unregelmiBig; seine grofite Dichtigkeit liegt bei 4°C. Be-
zeichnet man das zu dieser Temperatur gehorige Volumen mit V', dann

ist T, = (Z,) V, wobei die Werte V,: V nachstehender Tabelle!) zu

entnehmen sind.

0° .... 1,000117 35° ... 1,00582 100° ... 1,04312

2° .... 1,000028

4° .... 1,000000 40° ... 1,00771 120° ... 1,05993
5° .... 1,000008 45° ... 1,00981 140° ... 1,07949
10° .... 1,000264 50° ... 1,01196 160° ... 1,10179
15° .... 1,000852 60° ... 1,01692 180° ... 1,126 78
20° .... 1,001741 70° ... 1,02263 190° ... 1,14026
25° .... 1,002900 80° ... 1,02891 200° ... 1,154 38
30° .... 1,004 300 90° ... 103571

Y Entnommen aus Hiitte, Des Ingenieurs Taschenbuch.
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Beispiel 95. Welches Volumen mnehmen 12000t Wasser von
30°C ein?

Aus Vy= (IV) -V folgt V,=12000"-1,0043 = 12051,6 m3.
Ausdehnung von Gasen. a) Bei gleichbleibendem Druck. Ver-

suche von Gay-Lussac (1802) ergaben, daB die kubische Ausdehnungs-
ziffer f fiir simtliche Gase gleich groB ist; er fand g = —é—% =0,00366,

bezogen auf das Volumen von 0°C. Daraus ergibt sich fiir Gase

\

1
V,=Vo-<1+~2—7—§ot).

Hat ein Gas bei £,° C den Rauminhalt ¥, bei ,° C den Rauminhalt
V,, so ist unter der Voraussetzung eines gleichbleibenden Druckes

. _ 1
Vi=Vo- <1+273 1)’ VZ“V°'<1+ 273'“)‘
Daraus Yi—l—'— 273 u 273+t1 _—_,‘E',_
Vv, 1L T3, T,
273 fy

wobei Ty = 273 4 ¢, bzw. T, = 273 + ¢, die absoluten Tempera-
turen heilen; sie werden gewissermaflen mit einem Thermometer mit
Celsiusgraden gemessen, dessen Nullpunkt 273° C unter dem Nullpunkt
des gewohnlichen Thermometers liegt. Zum Unterschied gegen Celsius-
grade nennt man die absoluten Temperaturen haufig ,,Kelvin®, Man
sagt z. B. T' = 300° Kelvin; dag sind ¢t = T' — 273 = 300 — 273 = 27°C.

Denkt man sich ein Gas auf — 273° C abgekiihlt, so wird sein Raum-
inhalt nach

:V"'<1+ 2;3> [1+ 273 < 273)}:0

es wiirde also {iberhaupt keinen Raum mehr einnehmen. Dabei ist vor-
ausgesetzt, dall das Gas bis zu dieser tiefsten Grenze dem Gay-Lussac-
schen Gesetze auch folgt. Doch ist damit zu rechnen, daf sich alle Gase
schon vor Erreichung dieser Temperatur verfliissigen.

Andert sich die Temperatur, so #ndern sich bei gleichbleibendem
Druck auch die spezifischen Gewichte der Gase.

: 8 14 T
Aus G =V,-8,="V, s, folgt ;:—:7%:‘7_'?’
d. h. die spezifischen Gewichte verhalten sich umgekehrt wie die abso-
luten Temperaturen.

Beispiele: 96. 5 m3 eines Gases von 15° C werden bei gleichblei-
bendem Druck auf 165° C gebracht. Wie gro8 ist der Raumbedarf des
Gases ?

Winkel, Der prakt. Maschinenbauer II. 1. 14
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o 273 4 ¢, 2734165
J o V... 2 S22 1 =0
Aus Va=TViogpm=Vioggy folgt V=55 s
438
=0 ——— = 3
5 288 7,6 m3.

97. Ein Gas von 5 m? und 20° C soll auf 6 m3 bei gleichbleibendem
Druck gebracht werden. Wie hoch muf die Temperatur des Gases sein ?
Vs Ve

—(2 .2
17 ( 73 + tl) Vl ’

= 352°Kelvin = 352 — 273 =79°C.

Aus Vi V,=1,:T, folgt T,=T,:

= (273 + 20) -

Ul@

98. Wie groB ist das Gewicht von 12 m3 Luft bei 18° C und 760 mm
Barometerstand ¢
- 1 m3 Luft wiegt bei 0° C und 760 mm Barometerstand 1,293 kg;
d. h. ihr spezifisches Gewicht ist s, = 1,293 kg/m3 bei 0° C.

Aus  s;:8,=T,: T, folgt sy:80=Ty: T, =273:(273 4-¢,) oder

273 273 273
= —_ =12 —— Y 3,
§1=50" 5 0 ,293 373 118 =1,293. S0l = = 1,215 kg/m
Daraus Gy =V, 8,=12-1215=14,6kg .

b) Beigleichbleibender Temperatur. Hat man eine Gasmenge,
z.B. G kg, in einem Zylinder mit beweglichem Kolben eingeschlossen,
so libt das Gas nach allen Richtungen einen Druck von gleicher GroBe
aus, der gleich dem Luftdruck ist. Die MaBeinheit fiir den Druck ist

1 atm (technische Atmosphire) = 735,5 mm Quecksilbersiule
= 1 kg/em? = 10000 kg/m?,
1 physikalische Atmosphire = 760 mm Quecksilbersiule
= 1,0333 kg/em? = 10 333 kg/m?.

Driickt man den Kolben auf die halbe Linge des Zylinders, so zeigt
die Messung, dafl der Druck auf das Doppelte gestiegen ist; driickt man
den Kolben auf den dritten Teil der Linge des Zylinders, so zeigt die
Messung, dafl der Druck auf das Dreifache gestiegen ist usw. Allgemein
sagen wir: Druck und Rauminhalt stehen bei Gasen im umgekehrten
Verhiltnis, so lange die Temperatur unveriindert bleibt (Gesetz von
Boyle und Mariotte). Entspricht einem Volumen V, der Druck p,;
einem Volumen V, der Druck p,, so lautet das Gesetz in Form einer
Gleichung
Viepi="V,y p,.

¢) DasGay-Lussac-Mariottesche Gesetz zeigt die Beziehungen
auf, die zwischen dem Volumen, dem Druck und der Temperatur eines
Gases bestehen. Wir sagen: Der Zustand eines Gases ist durch die
Angabe von Volumen, Druck und Temperatur eindeutig festgelegt
Andern wir diese drei GroBen, so sagen wir: Der Zustand eines Gases
wird getindert, und sprechen von einer Zustandsdnderung des Gases,
die z. B. vor sich gehen kann bei gleichbleibendem Druck (Ga y-Lussac),
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bei gleichbleibender Temperatur (Mariotte), oder die eine allgemeine
Zustandsiinderung sein kann.

Wir bezeichnen den ersten Zustand eines Gases mit py; vy; T4;
es soll {ibergefithrt werden in den Zustand p,, v,, 7', .

a) Uberfiihrung bei 7', = unverinderlich nach Mariotte: Das dabei
erreichte Volumen sei ¢'.

Aus Pty =py,- v’ folgt v’:vl-%—.
2

b) Uberfiihrung des Gases aus dem Zustand o', p,; T, in den Zu-
stand v,, pa; T, d. h. bei unverinderlichem Druck nach Gay-Lussac.

Aus Vivg="T,:T, folgt w,=1v"" %—2
1
Die Verbindung beider Gleichungen liefert
P T, V1P Vo P2
Vy=1vy+—+—=  oder = .
? Yo Ty T, T,

Ist vy, ps, T, ein dritter, v,, p,; T, ein vierter Zustand, so besteht die

Beziehung
Vi"P1 _ Ya'P2_ Vs P Vs P _

T, T, T, T, R

d. h. das Produkt aus Volumen und Druck, dividiert durch die absolute
Temperatur ist unverinderlich. Man nennt den unverénderlichen Wert

des Bruches %ﬁ die Gaskonstante und bezeichnet ihn mit R.

Dann 146t sich die allgemeine Zustandsgleichung der Gase auch schreiben
pv=R-T.
In dieser Gleichung bedeutet
p den Druck in kg/m?;
v das spezifische Volumen, d. h. das Volumen von 1 kg Gas in m3/kg;
T die absolute Temperatur in ° Kelvin.
Damit ist die MaBeinheit der Gaskonstante R bestimmt; sie wird aus
vep __ kg/m?.-mdkg m
T - oK - oK N
Fiir Luft ist z. B. das spezifische Gewicht bei 0° C und 760 mm
1
Quecksilbersdule s, = 1,293 kg/m?; daraus v, = = T_;ﬁ m3/kg
0 ’
das spezifische Volumen. 7, ist gleich 273° C. Der Druck p, ergibt

sich zu p, = 760 mm Quecksilbersiule = 0,76 m = 10 333 kg/m?, so
daBl wir fiic Luft erhalten:

R =

1

. 3
B Y Dy _ 1,293 1033 — 2996
T, 273 e

m

oK'

14*
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Zahlentafel fiir Gase.

" Spezifisches Gewicht Gas- fisch .
G "3 bei 15° C }bei0°c w konstante Spezifische Wirme b o
‘und 1 atm | 760mm Hg R 4
| ke/m® | ke/m? °C e : e
Luft . . . . . .. Jl 1,188 [ 1,293 29,26 0,238 ' 0,170 1,405
Sauerstoff . . . . . 1,312 | 1,429 26,5 0,217 0,155 | 1,400
Stickstoff . . . . . ] 1,151 | 1,251 30,2 0,247 | 0,176 1,401
Wasserstoff . . . .| 0,0827 | 0,0800 | 420,0 3,40 2,42 1,405
Kohlenoxyd . . . ]f 1,148 ’ 1,250 30,25 0,243 + 0,172 1,410
Kohlensdure . . . . | 1,804 1,977 19,25 0,21 0,16 1,288
Schweflige Saure . | 2,627 } 2,927 13,2 0,15 [ 0,12 1,25
Ammoniak . . . .| 0,700 | 0,771 49,6 053 | 041 1,28
Azetylen . . . . .| 1,066 ‘ 1,176 32,5 .

Beispiele 99. Die in einem Behalter eingeschlossene Luft hat bei
18° C eine Spannung von 1atm. Welchen Druck hat sie bei 45° C?
v, - Vy - .
Aus ITIP L= 2T2P2 folgt bei v, = v,
T, 273 4 45
0. == et =1l =1 2,
P2 =D T, 1 573 118 ,09 kgfem
100. Wie groB wird das Volumen von 2 kg Kohlensdure bei 0° C und
760 mm Barometerstand ?

2
Aus ¢ :Vo Sy fO]gt V[) = —sq- = '—]'.-—277‘7“ = 1,01 ms.

0
101. Wie groB ist das spezifische Volumen der Kohlensiure bei 0°C
und 1atm?

Aus
vy * Py Vg * Py . . 1
—_ l t /] —m ,__2 30 d 4 — -
R folgt mi T,=T,=273°K un v, = .

PP 1 L 0,523 m?/kg .

P s ps 1977 1355
102. Wieviel kg wiegen 101 Luft bei 8 kg/fem? und 120° C?

Vg =¥y

. . 1
Aus vlT?L = U?T;p2 folgt mit v= -
P P

: 80T, s+ T,
und daraus

p T, §.73,5 273 ,
P T 90s. . o _696g.
so= 6= L2 e ey — 6908
Damit Gy=1,-8=10:6,96=~T70g.

103. 100 1Gas von 15°C und 2 kg/cm? Druck werden auf 40 1 Gas von
35° C zusammengedriickt. Wie groB8 ist der erforderliche Druck?
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Aus
V1P Yy P v, T v 278+ 1
BB L %P poiat U Sk e Sl M3
T, T, OBt Pam P e TR B
100 273 4 55 ,
Pe=2 5 grg 15— DT kefom®.

104. 3 m3 Gas stehen unter 50 mm Quecksilbersiule Uberdruck bei
20° C. Wie hoch wird die Temperatur, wenn das Volumen auf 2 m3, der
Druck auf 2,5 kg/fem? gebracht werden ?

V1 Pr Vg * Py Vg Po
Aus e S folgt Py=1T,.—2.22
T T - v, P
T, — (9‘7‘3+1‘1 Ve 1’;-(973 90). 2, 257355 —144‘301{
2= B ) e =B 3776050 0

ty = T, — 273 =443 — 273 =170°C.

105. Essind 3,5 m® Kohlensdure von 25°C und 4,5 kg/cm? Druck auf
das Normalvolumen bei 0° C und 760 mm Quecksilbersdule zu bringen.

Aus
- o Pr. Lo P 234t
Ty T, * ! po T TP 2713

4,5.735,5 273425
. . = 16,6 m3.
760 273 6 m

Y Po _ Vi D folgt

7y = 3,9

Spezifische Wirme.

Wirft man einen heilen Kérper in kaltes Wasser, so steigt die Tempe-
ratur des Wassers. Wir sagen: Der heifle Korper gibt- Warme ab, der
kalte Korper nimmt Warme auf. Um die abgegebene Wirmemenge
messen zu konnen, bedarf es einer Maeinheit. Die technische Wirme-
einheit ist die Kalorie; man versteht darunter die Warmemenge, die
notig ist, um 1 kg Wasser um 1° C zu erhéhen. 1 WE = 1 Cal = 1000 cal,
wenn man unter 1 cal oder Grammkalorie die Wirmemenge ver-
steht, die 1 g Wasser zugefiihrt werden mu8, damit seine Temperatur
um 1° C steigt.

Haben ¢ kg Wasser die Temperatur ¢° C, so muBten G - § Wirmeein-
heiten aufgewendet werden, um das Wasser auf die Temperatur ¢° C
zu bringen. Diese aufgewendete Warme ist in dem Wasser enthalten;
wir nennen sie den Wirmeinhalt des Wassers und schreiben

Q=0G-1.

Erwiarmt man zwei gleich schwere Kugeln aus Eisen und Blei auf
dieselbe Temperatur und bringt sie auf eine Paraffinplatte, so zeigt sich,
daB die Eisenkugel erheblich tiefer in die Paraffinplatte sinkt. Daraus
schliefen wir, daf die Eisenkugel eine groflere Warmemenge abgegeben
hat als die Bleikugel, ehe sie beide auf die Temperatur der Paraffinplatte
abkiihlten. Umgekehrt werden wir sagen: Beim Erhitzen der Kugeln
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auf dieselbe Temperatur hat die Bleikugel weniger Wirme aufgenommen
als die Eisenkugel. Der Versuch lehrt, daBl der Warmeaufwand bei ver-
schiedenen Kérpern von gleichem Gewicht verschieden ist, um sie auf
gleiche Temperaturen zu bringen.

Um vergleichen zu koénnen, legen wir fest: Die s pezifische Wérme
¢ eines Stoffes ist die Anzahl von Wirmeeinheiten, die 1 kg zugefiihrt
werden miissen, damit seine Temperatur um
1° C steigt. Erwiirmt man also einen Kor-
per von G kg Gewicht und der spezifischen
Wirme ¢ von ¢,° auf ¢,° C, so ist die zu-
zufithrende Warmemenge

Q=G c(t;—1t),

wobei @ in kg; ¢ in ; tin °C ge-

_WE
messen werden. C-kg

¢ ist im allgemeinen mit der Tempera-
tur verinderlich, so dafl man mit einer mitt-
leren spezifischen Wiarme rechnet.

Spezifische Warme einiger fester und flissiger Korper.

Aluminium . . . . 0,21 |Zink. . . . . .. 0,094 | Steinkohle . . . . 0,31
Blei . . . . . .. 0,031 | Zinn. . . . . . . 0,056 | Ziegelsteine . . . 0,22
Gold ... ... 0,031 | Asche . . . . . . 0,20 |.Ather . . . . . . 0,54
Konstantan. . . . 0,098 | Beton . . . . . 0,27 | Alkohol . . . . . 0,58
Kupfer. . . . . . 0,04 |Eis . ... .. 0,50 | Ammoniak . . . . 1,00
Magnesium . . . . 0,25 |Glas . . . . .. 0,20 | Glyzerin . . . . . 0,58
Messing . . . . . 0,092 | Graphit . . . . . 0,20 | Maschinensl . . . 0,40
Nickel . . . . . 0,11 | Holz (Eiche) . . . 0,67 | Petroleum . . . . 0,50
Platin . . . . . . 0,032 | Holz (Fichte). . . 0,65 | Schwefelsdure . . 0,33
Quecksilber . . . 0,033 | Holzkohle . . . . 0,20 | Schweflige Siure . 0,32
Eisen und Stahl . 0,115 | Koks . . . . . . 0,20 | Wasser . . . . . 1,00
Silber . . . . . . 0,056 | Sandstein . . . . 0,22

Bestimmung der spezifischen Warme. Die Durchfiithrung des
Versuches erfolgt nach dem Grundsatz

* Abgegebene Wirmemenge = aufgenommener Warmemenge

mit Hilfe des Kalorimeters (Fig. 141). Dieser Apparat besteht aus einem
zylindrischen Gefdfl a, das oben offen ist. Zur Vermeidung von Wérme-
verlusten steht es auf einem Holzklotz b, der von einem doppelwandigen
Zylinder ¢ umgeben ist. Der Zylinder ¢ wird mit Wasser gefiillt und ist
durch einen geteilten Deckel d verschlieBbar, der zwei Offnungen fiir das
Thermometer ¢ und den Riihrer f hat. Das Gefdl a wird mit G, g kalten
Wassers von der Temperatur £,° C halb gefiillt. Der Korper, dessen
spezifische Warme bestimmt werden soll, wiege G'g und sei durch Er-
hitzen (z. B. in einem Wasserbade) auf ¢° C gebracht. Wirft man ihn
in das Kalorimeter a, so steigt die Temperatur des Wassers auf ¢,° C,
bis zu der sich der erhitzte Korper abkiihlt.
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Die abgegebene Wéarmemenge ist G'-c-(t —1t,) WE; die aufge-
nommene Warmemenge ist G« (¢, —t,) WE.

Aus der Gleichsetzung beider Werte 1aft sich ¢ errechnen. Nun
wird aber nicht die ganze abgegebene Wirmemenge zur Erwirmung des
Wassers im Kalorimeter aufgewendet, weil sich auch das Gefal selbst,
der Riihrer und das Thermometer erwérmen. Dieser Verlust an Wérme
muBl durch einen Vorversuch bestimmt werden, der mit einem Stoff
ausgefithrt werden muB, dessen spezifische Warme bekannt ist, d. h.
mit Wasser. Werden &; g Wasser von t,° C in ®, g Wasser von t,° C
gegossen, so ist

die abgegebene Wirmemenge ®, (t,—t,),
die aufgenommene Warmemenge &, (t,, — t,),
der Warmeverlust RN.

Die Gleichung lautet &, (t; —t,) =®,- (1, —'t,) + 3.

Denken wir uns das Gefafl, den Riihrer und die Thermometer in
Wasser verwandelt von W g Gewicht, so wiirde der Warmeverlust 8
diese gedachte Wassermenge von t, °C auf t,, °C erwdrmen. Es wird also

B=W-(t, —t);
fOIghCh 651 ’ (tl - rm) = ®2 (rm - tz) + w. (tm - tz) '
— @1 (tl - tm) - Q52 (th:t2)
tm - t2

W heiBlt Wasserwert des Kalorimeters. Mit dem so bestimmten

Wert W des Apparates lautet die Gleichung des Hauptversuches
G-c- ¢t —tw) :GI' (tn — t2) + W (b — tz) .

Daraus w

Daraus

Gt —ty)

Handelt es sich um groBere GefiBe, so ist der Wasserwert gleich dem
Produkt aus Gewicht und spezifischer Warme. Wird in unserm Haupt-
versuch nur der Verlust durch Erwirmung des GefiiBes a beriicksichtigt,
so kann man setzen W =@, - ¢,, wenn das Gefil G, g wiegt und aus
einem Stoff besteht, dessen spezifische Wirme c¢, ist, die aber bekannt
sein muB. Fiir diese angendherte Bestimmung von e lautet die Gleichung
des Hauptversuchs

G'c'(t—tm):(}l(tm - tz) '+G2'c2'(tm*t2)y

(Gl + W) * (tm - %2)" .

und daraus
(Gl + G2 ° 62) b — tz)
G- (t —tp) .

Die Voraussetzung bei dem Versuch ist, daB keine duflere Arbeit
geleistet wird und keine chemische Verinderung auftritt. Die spezi-
fische Warme fliissiger Korper liBt sich auch mit dem Kalorimeter
messen, wenn man statt Wasser die zu untersuchende Fliissigkeit in das
Kalorimeter gieBt und als wirmeabgebenden Korper einen Korper von
bekannter spezifischer Warme wihlt.




216 Physik.

Die spezifische Warme von Gasen. Im Gegensatz zu festen
und fliissigen Koérpern ist das Gas von veréinderlichem Rauminhalt je
nach dem Druck, dem es ausgesetzt ist. Demnach hat man zu unter-
scheiden:

1. Die spezifische Wirme ¢, bei gleichbleibendem Druck; sie ist
gleich der Anzahl Wirmeeinheiten, die zur Erhohung der Temperatur
von 1 kg Gas um 1° C notig sind, wenn der Druck unveréindert bleibt.

- 2. Die spezifische Warme ¢, bei gleichbleibendem Volumen; sie ist
gleich der Anzahl Warmeeinheiten, die zur Erhohung der Temperatur
von 1 kg Gas um 1° C nétig sind, wenn das Volumen unveréndert bleibt.

¢, wurde von Regnault, ¢, von Joly durch Versuche bestimmt;
die Zahlen sind in der Tafel S.212 angegeben.

Beispiele: 106. Wieviel WE miissen 501 Wasser von 10° C zugefiihrt

werden, damit die Temperatur auf 55° C steigt?

Aus Q=G .c-(ty,—1t,) folgt mit c=1
Q=G (ty—t;) = 50 - (55 — 10) = 50 - 45 = 2250 WE .

Bem.: Denkt man sich die Erwarmung durch einen Gasbade-
ofen hervorgerufen, der einen Wirkungsgrad von 509, haben mag, so ist
die erforderliche Gasmenge

, 2230 1
V=705 " 1000
wenn 1 m3 4000 WE Gas beim Verbrennen liefert.

107. Welche Wiarmemenge ist erforderlich, um 100 kg Eisen von 20°C
bis zum WeiBiglithen (1300° C) zu erwirmen ?

Aus Q@=0G-c:(t,—1) folgt

@ =100-0,115 . (1300 — 20) = 14700 WE.

108. Welche Mischungstemperatur ergeben 501 Wasser von 55° C
und 301 Wasser von 15° C?

Aus Gy (ty—ty) =Gy (t, —t,)  folgt

(’Yl'tl_Gl'tngz'tm"gz'tz; ta;z'(Gl+G2) :Gl't1+G2't2

Gyt +Gyts 50-55+430-15
t = == = 400 .
" G -+ G, 50 - 30 ©

109. Wieviel WE sind erforderlich, um die Luft in einem Zimmer von
6:4:3,25m von 8°C auf 20° C zu erhohen ?

Da der Druck unverdnderlich bleibt, wird

Q=G-cp-(t—t)=V+s"¢,-(t,— 1)
=6-4-3,25-1,293.0,2389- (20 — 8) = 290 WE. .

Bem.: Streng genommen sind der Barometerstand und das

spezifische Gewicht der Luft bei 8° C zu beriicksichtigen; es wird
, Ty p

) =T esc, (fg —t;) = T gy o> 52
Q §eCpe (g )=T"s 7, e

= 1,125 m3,

Cp (t2 — 1),
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d.h. bei p; =T750mm Quecksilbersiule
Q=6:4-325+1 293~——2—7§~—~ Eg-() 2389« (20 — 8) = 278 WE. .
o ’ 273 +8 760

110. Wieviel WE miissen 51 Luft von 15° C und 1,2 kg/em? Druck
eines HeiBluftmotors zugefiihrt werden, damit der Druck auf 2,5 kg/cm?
steigt ?

%)a das Volumen unverinderlich ist, wird

Q=G0 (1),

Hierin ist
T, p 273 1,2-735
G=V 6 =V.g, - 2.0 5-1,203 - o2
Vesy=V-s, T e 0,005 - 1,293 273 1 15 760
= 0,0071 kg .
Aus

UP_ Y P
T, T T,
TZ::TI-% =(273+15)-%’%:600°K

1

folgt mit v, = v,

oder

ty =Ty — 273 = 600 — 273 = 327°C,
folglich

@ =0,0071-0,170 - (327 — 20;*= 0,37 WE .

Schmelzen und Erstarren.

Fiihrt man einem festen Korper Wirme zu, so geht er in den fliissigen
Zustand iiber: er schmilzt. Die Temperatur, bei der der Ubergang aus
dem festen in den fliissigen Zustand erfolgt, heilt Schmelzpunkt,
Kiihlt man den geschmolzenen Korper wieder ab, so erstarrt er bei der-
selben Temperatur, bei der er fliissig wurde; sie heilt Erstarrungs-
temperatur. Wird eine Fliissigkeit unter einen bestimmten Punkt
abgekiihlt, so erstarrt sie: sie gefriert; die Erstarrungstemperatur heifdt
Gefrierpunkt.

Schmelz- und Gefrierpunkte einiger Kérper bei
760 mm’ Q.-S. [Landolt-Bornstein]?).

Alkohol, absolut —100° C | Stahl . 1300--1400°C | Platin . . . . 1760°C
Aluminium . . 625°C | GuBeisen 1130--1200° C | Porzellan . . . 1550°C
Ammoniak . . —78°C | Glyzerin. . .. —20°C | Quecksilber . . —39°C
Ather, . . . —118°C | Iridium . . . . 2400°C | Schwefel . . . 115°C
Blei. . . . .. 327°C | Kupfer . . . . 1084°C | Wasser . . . . 0°C
Chlorkalziumlésung, Leinél . . .. —20°C | Wachs . . .. 64°C

gesittigt . . —40°C | Meerwasser . . —2,5°C | Wolfram . . . 3000°C
Deltametall . . 950°C | Messing. . . . 900°C | Zink . . . . . 419°C
Eisen, rein . . 1500°C | Naphthalin . . 80°C | Zion . .-. . . 232°C

FiuBleisen 1350 — 1450° C

) Landolt-Bérnstein, Physikalisch-chemische Tabellen. 4. Anfl.
Berlin 1912. Verlag von Julius Springer.
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Gelegentlich 1aBt sich eine Fliissigkeit unter iliren Gefrierpunkt ab-
kiihlen, ohne dafB sie erstarrt; man spricht in diesem Falle von einem
Erstarrungsverzug und nennt die Fliissigkeit unterkiihlt. Eine Er-
schiitterung bringt die unterkiihlte Fliissigkeit plotzlich zum Erstarren. -
In gleicher Weise verhalten sich geschmolzene Korper.

Geht ein Korper in einen andern Aggregatzustand iiber, so &ndert
sich sein Rauminhalt. Der Raumbedarf des geschmolzenen Korpers
ist groBer als der des festen; der Korper schwindet beim Erstarren.
Auf diese Eigenschaft der Korper muB die Gieferei Riicksicht nehmen.
Der Modelltischler arbeitet deshalb nach MaBstiben, die das Schwinden
beriicksichtigen — SchwindmaBe. Unter dem Schwindmaf} versteht
man die Zahl, die angibt, um den wievielten Teil der Linge ein Korper
beim Erstarren zuriickgeht.

Schwindma fe.

Bronze 81(5 —}-615, d. h. 1 m nimmt um ~ 13 mm ab
FluBeisen 6l4 R S ’s , o~ 156 ., o,
Stahlgufl 51(—) R B " , 200,
GuBleisen 91?; re w1, . . 104,
Messing ();‘15 O s 154 0,
Zink (%2 U » o~ 16,1,

Unterder Erstarrungswirme versteht man die Anzahl Warmeein-
heiten, die 1 kg einer Fliissigkeit entzogen werden miissen, um sie in den
festen Zustand iiberzufithren. Diese Zustandsinderung geht bei gleich-
bleibender Temperatur, der Erstarrungstemperatur, vor sich. Will man
einen festen Korper schmelzen, so mufl man 1 kg die gleiche Warme-
menge zufiithren, die in diesem Falle Schmelzwirme heit. Auch diese
Zustandsinderung geht vor sich, ohne daf sich die Temperatur, der
Schmelzpunkt, dndert. Der Wiarmeaufwand beim Schmelzen setzt sich
demnach zusammen 1. aus dem Betrag, der notig ist, um den Korper bis
zum Schmelzpunkt zu erwirmen, 2. aus dem Betrag, der nétig ist, um
den Korper aus dem festen in den fliissigen Zustand iiberzufiihren.

Schmelzwérme verschiedener Kdérper.

Aluminium . . . . .. L. 7TWEkg | Kupfer . . . . . ... .. 43 WE kg
Blei .. .. ... .. .. 6 , |Paraffin . . . ... ... 35
Chlorkalzium . . . . . . . 41 ,, | Quecksilber . . . . . . . . 2,8 .,
Eis. ... ........ 80 , iZink ... ........ 28
Eisen. . . . ... .. .. 30 ,, 'Zinn . . . . . . .. . .. 13

Beispiele:111. Essoll ein Wiirfel aus StahlguB im Gewicht von 25 kg
gegossen werden. Wie lang muf} die Seite der Gufiform sein?
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CR o)

Aus G =V.s folgt V=— = a8, wenn o die Seite des Wiirfels be-
/G 1

deutet; daraus a = V—-S— Nun schwindet Stahlguf um 0= 0,02;

d. h. 1000 mm gehen um 20 mm auf 980 mm zuriick. Folglich

980 mm GuB erfordern 1000 mm GuBform,

a bRl bRl b2l ? Y ER)
, 1000
=0 oen = 1,0204 - .
Demnach ergibt sich als Wiirfelkante der GuBform

3 3 ==

5
a =1,0204- /& = 1,024 |/ 2% — 1,504 dm — 150,4 mm .
8 7.8

112. In G, = 100 kg Wasser von ¢, = 50° C werden @, = 30 kg Eis
von 0° C geworfen. Welche Mischtemperatur stellt sich ein ?

Ist ¢,, die Mischtemperatur, dann gibt das Wasser @ =@, - (¢, —t,,) WE
ab; zum Schmelzen braucht das Eis G, - 80 WE; zur Erwirmung des ge-
schmolzenen Eises von 0°C auf ¢, ° C sind erforderlich G, - (£, —0°) WE.
Folglich lautet die Gleichung

G1(t1—tm)292‘80‘4‘02'(%*0),
Groty—Gyoty =Gye80 + Gy by,
tﬂl(G1+G2):G1'tl_G2'801

. _Giti—G,-80 10050 —30-80
T G G, o 50 + 30

113. Die Temperatur des Eises im Beispiel 112 sei —10° . Welche
Endtemperatur stellt sich ein?

Die abgegebene Wirme @, - (¢, — ¢,) wird verwandt 1. zum KEr-
wirmen des Eises von £,= —10°C auf 0°; das erfordertG,- ¢, (0 —t,) WE,
wenn ¢, die spezifische Warme des Eises ist; 2. zum Verwandeln des Eises
von 0° C in Wasser von 0° C; das erfordert ¢,. 80 WE; 3. zur Er.
wiarmung des Schmelzwassers von 0° C auf Wasser von ¢,° C; das
erfordert Gy - (t,, — 0°). Die Gleichung lautet demnach

Gio (bt —ty) =Ga 0y (0 —8y) + G580 + Gy- (b, — 0)
Gty — Gty =—Gy-Cy-ty+Gy+ 804Gy 1y,
b (Gh+Gp) = +Gyrcae by — Gy 80 + G, - £y,
p +GaCyrty—Gy-80+Gy+8;,  4-30-0,5-(—10) — 308010050
" G, + G, - 50 -+ 30
=30,6°C.
114. Wieviel WE sind erforderlich, um @ = 2,5 t Eisen von ¢; = 18° C
in fliissiges Eisen von ¢, == 1350° C zu verwandeln ?
Der erforderliche Warmeaufwand setzt sich zusammen 1. aus der An-
zahl WE, die nétig sind, um das Eisen von ¢,° auf ¢,° C zu erwérmen,
d. h. @ =G4 -¢,- (t, —t,), wenn ¢, die spezifische Warme des Eisens be-

=32,5°C.
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deutet; 2. aus der Anzahl WE, die nétig sind, um das Eisen von ¢,° C
in den fliissigen Zustand iiberzufithren, d. h. @, = G; - 30 WE. Demnach

Q=01 +Q,=0C-¢,+(t— ;) + G- 30
= 2500.0,115. (1350 — 18) -+ 2500 - 30 = 408000 WE.

115. Ein GuBstiick aus Zink in Gewichte von 15 kg geht aus dem fliis-
sigen in den festen Zustand tiber. Wie gro8 ist die freiwerdende Erstar-
rungswirme ?

Aus Q=G-28 folgt @Q=15-28=420WE.

Verdampfen und Kondensieren.

Erhitzt man eine Flissigkeit bei gleichbleibendem Druck, so geht
sie bei einer bestimmten Temperatur in Dampf iiber. Erfolgt die Dampf-
bildung nur an der Oberfliche, so sagtman ,,die Fliissigkeitverd unstet*.
Entwickeln sich beim Verdampfungsvorgang in der ganzen Fliissigkeit
Dampfblasen, so sagt man ,,die Fliissigkeit siedet‘. Die Hohe der Ver-
dampfungstemperatur ist von dem Druck abhéngig, unter dem die Fliis-
sigkeit steht.

Das Verdunsten einer Fliissigkeit erfolgt schon bei gewdhnlicher
Temperatur; nasse Korper trocknen an der Luft. Will man eine schnel-
lere Verdunstung erzielen, so mufl man fiir stindige Bewegung der Luft
sorgen. Die zur Verdunstung einer Fliissigkeit notwendige Wiarme wird
im wesentlichen der Fliissigkeit selbst entnommen, die dadurch eine Ab-
kiihlung erfihrt. Man spricht von der Verdunstungskilte. Um-
wickelt man die Kugel eines Thermometers mit einem Gazebausch,
den man anfeuchtet, und bewegt das Thermometer, so sinkt seine Tem-
peratur. Die Erfahrung lehrt, daB eine Fliissigkeit um so schneller ver-
dunstet, je trockener die Luft ist. Trocken heiBlt die Luft, wenn sie
wenig Wasserdampf enthilt; bei groflem Dampfgehalt nennt man sie
feucht. Nun kann aber die Luft nicht unbegrenzte Mengen Wasser-
dampf infolge der Verdunstung des Wassers aufnehmen. Wir sagen:
Die Luft ist mit Wasserdampf gesadttigt, wenn sie nicht mehr Dampf
aufzunehmen vermag. Die Sittigungsmenge ist von der Temperatur
der Luft abhingig und wird in Gramm Wasserdampf pro Kubikmeter
Luft, also in g/fm3, gemessen.

Befindet sich Wasserdampf in der Luft, so haben wir es mit einem
Gasgemisch zu tun, sofern keine chemischen Einwirkungen der ver-
schiedenen Gase aufeinader stattfinden. Nach Dalton verhilt sich jedes
Gas eines Gasgemisches so, als ob die andern Gase nicht vorhanden
wiren. Die Einzelgase durchdringen sich, und schliefilich wird der ganze
zur Verfiigung stehende Raum von ihnen eingenommen. Die gegen-
seitige Durchdringung von Gasen oder Gasen und Dampfen heit Diffu-
sion. Hat das erste Gas des Gemenges den Teildruck p,, das zweite
den Teildruck p,, das dritte den Teildruck p, . . .., so hat das Gasgemisch
den Gesamtdruck

p=pi+P+ Pt ...
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Sattigungsmenge w, in g/m?® bei verschiedenen

Temperaturen?),
‘ - “ ; (

t Wy Do |t Wo Py | B0 Wy | P |t ‘f W, P
— 10 ‘ 2,17 | 1,97 4’ 6,4 ‘ 6,1 13! 11,3 | 11,2 ]22] 19,3 | 19,7
— 81 2,56 | 2,35 5' 68 | 65(14| 12,0 | 11,923 | 204 | 20,9
— 61301 1279] 6] 7,3 i 7,0 15’ 12,8 | 12,7124} 21,6 | 22,2
— 4 3,54 ‘ 3,30| 71 7,8 | 7,6116]| 13,6 {13,6 25| 22,9 | 23,5
— 24,15 389 8} 83, 8,017, 144 1145|126 24,2 | 25,0

0 4,84 4,58] 9| 88 ! 86|18 153 ! 154 |27| 25,6 | 26,5
+ 1]52 (49 |10| 94 1 92119 16,2 16,4128 27,0 | 28,1
+ 256 |53 |11 10,0 1 98120, 17,2 | 17,4]29| 28,5 | 29,8
+ 3060 |57 |12' 10,7 (1055|211 18,2 1 18,5|30. 30,1 | 316

Der Druck eines Gasgemisches ist demnach gleich der Summe der Teil-
drucke. Dieses sogenannte Daltonsche Gesetz gilt nicht nur fiir Gase, son-
dern auch fiir Dimpfe. Der Gesamtdruck der feuchten Luft ist gleich
dem Teildruck des Wasserdampfes + dem Teildruck der trocknen Luft.

Wenn die Luft keinen Wasserdampf mehr aufzunehmen vermag, sie
also gesdttigt ist, so wird der Dampf durch eine Steigerung des Druckes
verfliissigt; er schligt sich in Form von Wasser nieder. Der Dampf hatte
in der gesittigten Lnft den groften moglichen Druck, er hatte seine
Maximalspannung. Bei dariiber hinausgehendem Druck bleibt der
Dampf nicht mehr Dampf. Zu jeder Temperatur gibt es eine maximale
Dampfspannung (siehe Tafel S.226). Ist die Spannung des Wasser-
dampfes geringer als die maximale, d. h. enthélt 1 m3 Luft weniger Gramm
Wasserdampf, als sie aufnehmen kann, so heifit die Luft ungesattigt.
Sie vermag also noch Feuchtigkeit aufzunehmen.

Die Gewichtsmenge Wasserdampf in g, die in 1 m3 Luft tatsichlich
vorhanden ist, hei3t absoluter Feuchtigkeitsgehalt; die Gewichts-
menge Wasserdampf in g, die 1 m3 Luft bei der maximalen Dampfspan-
nung aufnehmen konnte, heiflit maximaler Feuchtigkeitsgehalt.
Das Verhiltnis vom absoluten zum maximalen Feuchtigkeitsgehalt
heifit relative Feuchtigkeit. Statt dessen koénnen wir auch sagen:
relative Feuchtigkeit ist das Verhiltnis der tatsichlich vorhandenen
Dampfspannung zu der maximalen. Bezeichnet man mit w den abso-
luten Feuchtigkeitsgehalt, mit w, den maximalen, d. h. die Sattigungs-
menge, mit p die wirkliche Dampfspannung, mit p, die maximale, so
ist die relative Feuchtigkeit

Kiihlt man ungesittigte Luft ab, so tritt eine Temperatur ein, bei
der die Luft nicht mehr als den tatséchlich in ihr vorhandenen Wasser-
dampf aufzunehmen vermag. Geht man mit der Temperatur noch tiefer,
so beginnt der Dampf sich an der kéltesten Stelle niederzuschlagen. Der

1) Aus Kohlrausch, Praktische Physik, B. G. Teubner.
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absolute Feuchtigkeitsgehalt ist zum maximalen geworden. Die Tem-
peratur 7, bei der der Niederschlag beginnt, heifit Taupunkt.
Beispiele 116. Bei einer Lufttemperatur von ¢ = 28° C ist der
Taupunkt 7 zu 17° C festgestellt. Wie gro8 ist die relative Feuchtigkeit
der Luft?
Die Tabelle S. 221 liefert fir 17° C eine Sittigungsmenge
we = 14,4 g/m3, fir 28° C ist w, = 27 g/m?; mithin

14,4
(p:_r?;— =0,533 oder ¢ =539%,.

Dieses Ergebnis bedarf einer Berichtigung, weil
die Luft von 28° C auf 17° C abgekiihlt worden ist.
Bei dieser Abkiihlung wird sie dichter, also ist der
aus der Tabelle entnommene zu 7 gehorige Wasser-
gehalt zu groB. Aus der allgemeinen Zustands-
gleichung fiir Gase p-v = R+ T ergibt sich bei
gleichbleibendem Druck

v, p=R-T, und w-p,=R-T,,

folglich v — -T—z:l- 273 4+ :273+17
o 273+t 273 428’
mithin
144 273 4+ 17

p = W.m = 0,514 = 51,40/0 .

Das Instrument, mit dessen Hilfe der Taupunkt bestimmt wird,
ist das Hygrometer von Daniell (Fig. 142). An einer U-formig ge-
bogenen Glasrohre befinden sich zwei Glaskugeln, die luftleer sind. Die
eine von ihnen ist zum Teil mit Ather gefiillt; in ihr ist ein Thermometer
angebracht; die andere ist aufen mit einem Mull- oder Gazeldppchen
umgeben. Zu Beginn des Versuches bringt man den Ather in die linke
Kugel; dann 148t man Ather auf das Mull- oder Gazelippchen traufeln.
Durch das Verdampfen der Athertropfen wird die Glaskugel abgekiiblt,
worauf der eingeschlossene Ather von der linken nach der rechten Kugel
hiniiberdestilliert; dabei kiihlt er sich ab, und die Temperatur der ihn
umgebenden Luft sinkt. Tropft man gentigend Ather auf die rechte
Kugel, so sinkt die Temperatur der linken Kugel schlieflich so tief, dal
sich der Wasserdampf der umgebenden Luft auf ihr-niederschligt.
Der Taupunkt v wird am inneren Thermometer, die Temperatur der
Zimmerluft an einem zweiten Thermometer abgelesen.

Ein zweiter Apparat ist das Psychrometer von August. Zwei
Thermometer sind in einem Abstande von rd. 10 cm an einem Stéinder
aufgehingt, von denen das eine mit einem Lippchen umwickelt ist, das
in eine Fliissigkeit (Wasser) reicht. Das trockene Thermometer zeigt
die Lufttemperatur ¢° C, das feuchte die Temperatur ¢'° C an. Ist p,die zu
t° C, ¢’ die zu ¢’ gehérige maximale Dampfspannung, dann ist nach den
Beobachtungen in der Wetterkunde die wirkliche Teilspannung des
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Wasserdampfes in der Luft, wenn b den Barometerstand in Millimetern
Quecksilbersidule bedeutet:

p=7p —0,0008-b-(—t')=1p" — 0,0008-760- (¢ —¢)

p=p —06(t—1)

P _p=06(¢—1¢)
Do Do ’

Beispiel 117. Dastrockne Thermometer zeige ¢ = 30° C, das feuchte
' = 20° C an. Die Tabelle S. 221 liefert p’ = 17,4 mm Quecksilber fiir
t' =20°C und p, = 31,6 mm Quecksilber fiir ¢ = 30°C.

p=p —06-¢—1¢)=174—0,6-(30 —20) = 11,4 mm Queck-
silber; mithin

mithin
(p p—

11,4 50
? =316 = 0,362 = 36,29, .

Das Sieden tritt bei der Temperatur ein, bei der die Spannkraft
des gesattigten Dampfes den auf der Fliissigkeit ruhenden Druck iiber-
windet; die Dampfblasen steigen in der ganzen Fliissigkeitsmenge auf.
Die Siedetemperatur heifit Siede punkt; sie ist demnach von dem
Druck abhéngig.

Siedepunkte einiger Korper bei 760 mm Q.-S.
(nach Landolt-Bérnstein).

Anilin 184°C ! Kohlensiure —79° C | Stickstoff — 196°C

Alkohol 78,5°C . Kohlenoxyd —190° C | Stickoxydul (N,0)

Ather 35°C ! Leinsl 316° C I —92°C

Benzol 80°C .‘ Paraffin 300° C ! Stickoxyd (NO)

Chlor — 33,6° C | Quecksilber 357°C — 147°C

Helium — 268° C | Schwefe] 446° C | Wasser 100°C

Gesiittigte Kochsalzlosung | Sauerstoff — 183° C | Wasserstoff — 253° C
108° ¢ | Schwefelkohlenstoff 46°C |

Erniedrigt man den Luftdruck, so liegt auch der Siedepunkt tiefer.
Das 1Bt sich durch folgenden Versuch zeigen: Man bringe Wasser in
einer halbgefiillten Kochflasche zum Sieden und schlieBe dann die Flasche
durch einen dichten Korken ab, nachdem man die Flamme entfernt hat.
Das Wasser hort auf zu sieden. Giefit man jetzt kaltes Wasser auf die
(umgestiilpte) Flasche, so beginnt das Wasser wieder zu sieden. Das er-
klart sich leicht, wenn man beachtet, daB3 das kalte Wasser den in der
Flasche befindlichen Wasserdampf abkiihlt und verfliissigt oder konden-
siert. Dadurch sinkt der Dampfdruck und das Wasser siedet wieder.
Auf dem Mont-Blanc, dem hdchsten Alpengipfel (4800 m), siedet das
Wasser schon bei 85°C.

Erhoht man den Druck, so steigt der Siedepunkt (vgl. Tabelle S. 226).
Das Wasser im Dampfkessel siedet bei viel hoherer Temperatur als
100° C; doch muB fiir den sich entwickelnden Dampf ein Abzug vor-
gesehen sein, weil in einem vollstindig geschlossenen Gefaf kein Sieden
moglich ist, da ja der entstehende Dampf dauernd den Druck und damit
den Siedepunkt erhoht.
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Unter Umstanden ist ein Erhitzen der Fliissigkeit iiber den Siede-
punkt hinaus moglich, ohne daB ein Sieden eintritt. Man nennt diese
Erscheinung Siedeverzug. Sie stellt sich hiufig ein, wenn luftarmes
Wasser erhitzt wird, d. h. Wasser, das bereits mehrfach gekocht hat,
wie es bei Dampfkesseln vorkommt. Eine Erschiitterung bringt das
Wasser plotzlich und mit erheblicher Gewalt zum Sieden.

Spritzt man Wassertropfen auf stark erhitzte oder glithende Metall-
teile, so nehmen sie kugelférmige Gestalt an und tanzen eine ganze Weile
hin und her ohne zu verdampfen. Durch die Beriihrung mit der heiflen
Unterlage bildet sich ein Dampfmantel um den Wassertropfen, der ein
Weilchen eine weitere Verdampfung hindert.

Verdampfungswérme. Will man die Wirmemenge im voraus
hestimmen, die erforderlich ist, um eine bestimmte Fliissigkeitsmenge zu
verdampfen, so mufl man wissen, wieviel Warmeeinheiten dazu gehoren,
um 1 kg einer Fliissigkeit bei der Verdampfungstemperatur in Dampf
von gleicher Temperatur zu verwandeln. Man nennt diese Anzahl
Wirmeeinheiten Verdampfungswirme.

Verdampfungswiirme bei 760 mm Quecksilbersiule.

Ammoniak . . . . . . .. 327 WE kg | Sauerstoff . . . . . . . . 51 WE/kg
Ather . . . . . . . . .. 90 WE kg | Schweflige Saure . . . . . 92,3 WE kg
Alkohol . . . . . . . .. 210 WE kg | Stickstoff . . . . . . . . 48 WE kg
Chlor . . .. ... ... 70 WE kg | Wasger . . . . . .. . .539 WE/kg
Quecksilber .- . . . . . . . 68 WE kg | Wasserstoff . . . . . . . 123 WE kg

Die Verdampfungswirme ist vom Druck abhingig; sie nimmt mit
steigendem Druck ab.

Geht der Dampf in den fliissigen Zustand iiber, oder, wie man sagt, kon -
densiert der Dampf, so wird die gleiche Warmemenge frei; sie heilit
Kondensationswirme.

Die Verdampfungswirme wird durch Versuche bestimmt. In ein
Kalorimeter (vgl. S. 214) giefit man @; g Wasser von £,° C und leitet in
dieses Wasser G g Dampf von 100° C, der sofort kondensiert und die
Temperatur des Wassers auf ¢,° C erhoht. Man findet die Anzahl g
des eingeleiteten Wasserdampfes, indem man das Kalorimeter mit
Wasserinhalt vor und nach dem Einleiten des Dampfes wigt; der Unter-
schied beider Wagungen ergibt @. Bezeichnet man die Verdampfungs-
wirme mit 7, so geben @ g Dampf von 100° C beim Ubergang in Wasser
von 100° C eine Wiarmemenge @, = ¢ -r WE ab. Kiihlen sich diese
G g Wasser von 100° C auf ¢,,° C ab, so geben sie ab @, = & (100 — ¢,,)
WE. Aufgenommen wurde die gesamte abgegebene Wirmemenge
@, + Q; von den G, g Wasser im Kalorimeter, dessen Temperatur in-
folgedessen von ¢,° C auf ¢,,° C stieg. Die zu dieser Temperaturerh6hung
erforderliche Wiarmemenge ist @, = G, (f, — ¢,) WE. Ferner ist das
Kalorimetergefa3 zu beriicksichtigen. Setzt man sein Gewicht auf ¢, g
an, und ist die spezifische Warme des Materials ¢, so erfordert die Tempe-
raturerhdhung des Gefafles Q, =G, ¢ (¢, — ¢;) WE.

Aus Q-+ Q, =@, +Q, - folgt
G-r+ G (100 —t,) =Gy (4 — &) +G2°c(tm — ).
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Aus dieser Gleichung errechnet sich
_ »(_C%(I j’ C?z ° C) < (b — t) TG (100 - tm)
= G .

Ist der Einflul des Gefdfles zu vernachldssigen, so ergibt sich an-

gendhert Gyt — b)) — G (100 — £,,)
fr— G :

Beispiele: 118. 500 kg Wasser von 15°C sollen durch Mischen mit
Dampf von atmosphirischer Spannung auf 75° C erwirmt werden.
Wieviel kg Dampf sind erforderlich, wenn die Verdampfungswarme des
Wassers bei 760 mm Q.-S. 539 WE/kg betragt ?

Es seien x kg Dampf erforderlich, die beim Ubergang von Dampf in
Wasser - r WE abgeben. Dieses Kondensat von 100° C kiihlt sich
auf 75° C ab und gibt dabei weiter ab x (100 — 75) WE. 500 kg Wasser
erfordern zur Steigerung der Temperatur von 15° C auf 75°C eine Wirme-
menge von 500 (75 — 15) WE.

Mithin wird

2+ 539 + - (100 — 75) = 500 - (75 — 15)
x« (539 - 25) = 500 - 60
500 - 60

g 000-60 oy
T sed 53kg

119. In 50 kg Wasser von 12° C werden 3 kg Dampf von 100° C
geleitet; welche Endtemperatur nimmt das Wasser an?

Ist ¢ die Endtemperatur, dann geben 3 kg Dampf ab
3.539+3-(t—12)WE.
50 kg Wasser nehmen auf 50 - (f — 12°), mithin

3.-539+3@¢—12)=150- (@ —12)
3-539+4+3-t—36=50-¢-— 600
3.539 — 36 + 600 o

t= i =46,4°C.
Will man aus einem Flissigkeitsgemisch oder aus einer Losung
(z. B. Salzwasser) die einzelnen Bestandteile rein erhalten, so bringt man
die Flissigkeit zum Sieden und kiihlt die dabei entstehenden Dampfe
so lange ab, bis sie sich verfliissigen. Das Verfahren heiit Destillation.
So gewinnt man chemisch reines Wasser (aqua destillata) durch Destil-
lation. Auf gleiche Weise trennt man aus Rohol die verschiedenen Petro-
leum- und Benzinsorten. Wiederholte Destillation nennt man fraktio-

nierte Destillation.

Dampfe. Bevor sich-Wasser in Dampf verwandelt, mu8 es bis zum
Siedepunkt erhitzt werden. Die Anzahl Warmeeinheiten, die erforderlich
sind, um 1 kg Fliissigkeit von 0° C bis zum Siedepunkt zu erhitzen, heifit
Flissigkeitswidrme. Ebenso wie die Siedetemperatur ist die Fliis-

Winkel, Der prakt. Maschinenbauer II. 1. 15
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sigkeitswirme vom Druck abhingig. Bezeichnet man die Flissigkeits-
wirme mit ¢, die Verdampfungswidrme mit 7, so ist die Gesamt-
warme 4, die 1 kg Flissigkeit von 0° C zugefilhrt werden mufl, um
es in den Dampf von der Siedetemperatur zu verwandeln,

A=q+r.

Bei dem Verwandeln einer Fliissigkeit in Dampf miissen die flissigen
Molekiile, die kleinsten Teile, zerrissen werden ; ihr Zusammenhang oder
ihre molekulare Anziehungskraft muf iiberwunden werden. Der dazu
erforderliche Teil der Verdampfungswirme heifit innere Verdamp-
fungswidrme und wird im allgemeinen mit ¢ bezeichnet. Der Rest der
Verdampfungswirme wird zur Volumenvergroferung aufgewendet.
Unter dem spezifischen Volumen s des Dampfes versteht man den Raum-
inhalt, den 1kg Dampf bei der Siedetemperatur notig hat. Das spezi-
fische Gewicht des Dampfes ist das Gewicht von 1 m? Dampf bei der
Siedetemperatur. In der nachstehenden Tabelle ist das spezifische Volu-
men der Flissigkeit (Wasser) in 1/kg angegeben.

Dampftabellen nach W. Schiile?).
Gesattigter Wasserdampf von 0,02 bis 25 kgfcm? abs.

- i l

Spezi- | fSpe}fi- Spezi- | Ver- | AuBere | Innere

. _ | fisches isches fisches | Fliissig- . .1 Ver= Ver-

D‘;Ck fogf Volumen; Volumen | Gewicht keitsg ‘fi‘?r?g_ ‘G;?;?glg damp- | damp-

' |der Fliis- | des des wirme wiir%ﬁe ‘ gtr=12 fungs- | fungs-

| sigkeit | Dampfes | Dampfes q p N wirme | wirme

Ke/om? 1 10000 | & Vs ! Apu o

<g/cm?® | i i

abs. *C | Uke | mkeg kg/m? Cal/kg | Cal/kg i Cal/kg | Cal/kg | Cal/kg
. l } | |

0,02 17,2 |1,0013 | 68,28 0,01465 | 17,2 | 586,0 | 603,2 | 32,0 | 554,0
0,04 | 28,6 |1,0040 | 35,47 0,02819 ¢ 28,6 | 580,0 | 608,6 | 33,2 | 546,8
0,061 35,8 | 1,0063 | 24,19 0,04134 | 35,7 | 576,2 | 611,9 | 34,0 | 542,2
0,08 ] 41,1, |1,0083 | 18,45 0,05420 | 41,1 | 573,4 | 614,6 | 34,7 | 538,7
0,101 45,4 |1,0100 | 15,08 0,06631 | 45,3 | 571,4 | 616,7 | 35,3 | 536,1
0,15 53,6 | 1,0131 | 10,22 0,09785 | 53,56 | 66,6 | 620,1 | 36,1 | 530,6
0,201 59,7 | 1,0165| 7,80 0,1282 | 59,6 | 563,1 | 622,7 | 36,6 | 526,5
0,251 64,6 |1,0195, 6,33 0,1580 , 64,5 | 560,1 | 624,6 | 37,0 | 523,1
0,301 68,7 |1,0219| 5,33 0,1876 : 68,6 | 557,9 | 626,56 | 37,6 | 520,4
0,351 72,3 |1,0241| 4,620 | 0,2164 . 72,2 | 555,7 | 627,9 | 37,8 | 517,9
0,40| 75,4 |1,0260| 4,062 | 0,2462 . 753 | 553,9 | 629,2 | 38,1 | 515,8
045] 78,2 11,0278 3,630 | 0,2755 | 78,1 | 552,2 | 630,3 | 38,3 | 513,9
0,50] 80,9 |1,0206 | 3,290 | 0,3039 80,8 | 550,4 | 631,2 | 38,5 | 511,9
0,60) 85,4, |1,0327| 2,775 | 0,3603 85,4 | 547,2 | 632,6 | 39,0 | 508,2
0,701 89,4 |1,0355 | 2,400 | 0,4167 89,4 | 544,6 | 634,0 | 39,3 | 505,3
0,80] 93,0 | 1,0381| 2,115 | 0,4728 | 93,0 | 542,56 | 635,4 | 39,6 | 502,9
0,90] 96,2 |1,0405| 1,900 | 0,5263 , 96,2 | 540,6 | 636,8 | 40,0 | 500,6
1,00 99,1 |1,0426 1,721 | 0,5811 | 99,1 | 539,1 | 638,2 | 40,3 | 499,0
1,201 104,2;, | 1,0467 | 1,451 | 0,6892 | 104,3 | 536,56 : 640,8 | 40,7 | 495,8
1,40 108,7 | 1,0503 | 1,258 | 0,7949 | 108,8 | 533,8 | 642,6 | 41,2 | 492,6
1,60 112,7 | 1,0535 | 1,108 | 0,9025 | 112,8 | 531,0 | 643,9 | 41,6 | 489,4
1,80] 116,3 | 1,0663 | 0,993 | 1,007 116,56 | 528,3 | 644,8 | 41,9 | 486,4

) Nach Z. Ver. deutsch. Ing. 1911, 8. 1506; W. Schiile, Die Eigenschaften
des Wasserdampfes nach den neuesten Versuchen.




Wirmelehre. 297

fSpeﬁi- fSpe}fi- fSpezi- i Ver- A%Bere I%nere
isches isches isches | Fliissig- . er- er-
Druck T:ﬁgf' Volumen| Volumen | Gewicht ési?sg. ?amp_ Ge;amt- damp- | damp-
4 : der Fliis-|  des es wirme | ‘}.’;gs w: TI0C | fungs- | fungs-
sigkeit | Dampfes | Dampfes P WArme | ¢+7r=4 | yirme | wirme

1000 o 5 7s 4 Apu e

kg/em?

abs. °C 1/kg m?/kg kg/m® Cal/kg | Cal/kg | Cal/kg | Cal/kg | Cal/kg
2,00 | 119,6 | 1,0589 | 0,902 1,109 119,9 ! 525,7 | 645,6 | 42,2 | 483,5
2,60 | 126,8 | 1,0650 | 0,735 1,361 127,2 | 520,3 | 647,6 | 42,9 | 4774

1

\’

3,00 | 132,9 '1,0705 | 0,619 1,615 ' 1334 | 516,1 | 649,5 | 43,4 | 472,7
3,50 | 138,2 11,0755 | 0,56335 | 1,874 ¢ 138,7 | 512,3 | 651,0 | 43,7 | 468,6
4,00 | 142,9 | 1,0803 | 0,4710 | 2,123 | 143,8 | 508,7 | 652,5 | 44,1 | 464,6
4,60 | 147,2 11,0848 | 0,4220 | 2,370 | 148,1 | 505,8 | 653,9 | 44,4 | 461,6
5,00 | 151,1 | 1,0800 | 0,3823 | 2,616 | 152,0 | 503,2 | 655,2 | 44,7 | 458,5
5,50 | 154,7 | 1,0933 | 0,3494 | 2,862 | 155,7 | 500,6 | 656,3 | 44,9 | 455,7
6,00 | 158,1 | 1,0973 | 0,3218 | 3,107 | 159,3. | 498,0 | 657,3 | 45,1 | 452,9
6,50 | 161,2 | 1,1011 | 0,2983 | 3,352 | 162,4 | 495,9 | 658,3 | 45,3 | 450,6
7,00 | 164,2 | 1,1049 | 0,2778 | 3,600 | 165,5 | 493,8 | 659,3 | 45,5 | 448,3
7,50 | 167,0 | 1,1085 | 0,2608 | 3,834 | 168,56 | 491,6 | 660,1 | 45,7 | 445,9
8,00 | 169,6 | 1,1119 | 0,2450 | 4,082 | 171,2 | 489,7 | 660,9 | 45,8 | 443,9
8,50 | 172,2 | 1,1153 | 0,2318 | 4,314 | 173,9 | 487,8 | 661,7 | 45,9 | 441,9
9,00 | 174,6 | 1,1186 | 0,2194 | 4,557 | 176;4) | 486,1 | 662,56 | 46,0 | 440,1
9,60 | 176,9 | 1,1208 | 0,2080 | 4,808 | 178,6 | 484,5 | 663,2 | 46,1 | 438,4
10,00 | 179,1 | 1,1246 | 0,1980 | 5,050 | 181,2 | 482,6 | 663,8 | 46,2 | 436,4
10,50 | 181,2 | 1,1278 | 0,1896 | 5,274 | 183,3 | 481,2 | 664,5 | 46,4 | 434,8
11,00 | 183,2 | 1,1308 | 0,1815 | 5,510 | 185,4 | 479,8 | 665,2 | 46,5 | 433,3
11,50 | 185,2 | 1,1337 | 0,1740 | 5,747 | 187,5 | 478,3 | 665,8 | 46,6 | 431,7
12,00 | 187,1 | 1,1364 | 0,1668 | 5,995 | 189,56 | 476,9 | 666,4 | 46,6 | 430,3
12,50 | 189,0 | 1,1382 | 0,1607 | 6,223 | 191,6 | 475,56 | 667,1 | 46,7 | 428,8
13,00 | 190,8 | 1,1419| 0,1544 | 6,477 193,4 | 474,1 | 667,56 | 46,8 | 427,3
13,50 | 192,56 | 1,1447 | 0,1492 | 6,702 | 195,2 | 472,8 | 668,0 | 46,9 | 425,9
14,00 | 194,2 | 1,1474 | 0,1442 | 6,935, | 197,0 | 4714 | 668,4 | 47,0 | 4244
14,50 § 195,8 11,1500 0,1395 | 7,169 | 198,7 | 470,1 | 668,8 | 47,1 | 423,0
15 197,4 | 1,1525 | 0,1350 | 7,407 | 200,4 | 468,9 | 669,3 | 47,2 | 421,7
16 200,5 | 1,156 | 0,1272 | 7,862 | 203,7 | 466,6 | 670,3 | 47,3 | 419,3
17 203,4 | 1,163 | 0,1203 | 8,312 | 206,8 | 464,1 | 670,9 | 47,5 | 416,6
18 206,2 | 1,167 | 0,1140 | 8,772 | 209,8 | 461,8 | 671,6 | 47,6 | 414,2
19 208,9 | 1,171 | 0,1086 | 9,208 | 212,7 | 459,56 | 672,2 | 47,8 | 411,7
20 211,4,| 1,176 | 0,1035 | 9,662 | 2154 | 457,4 | 672,8 | 47,8 | 409,6
21 213,9 | 1,180 | 0,0985 | 10,15 218,0 | 455,3 | 673,3 | 47,8 | 407,56
22 216,3 | 1,184 | 0,0942 | 10,62 220,6 | 453,3 | 673,9 | 47,9 | 405,4
23 218,6 | 1,189 | 0,0901 | 11,10 223,1 | 451,4 | 674,56 | 47,9 | 403,5
24 220,8 | 1,193 | 0,0864 | 11,57 225,5 | 449,5 | 675,0 | 47,9 | 401,6
25 223,0 | 1,197 | 0,0829 | 12,06 227,9 | 447,7 | 675,6 | 47,9 | 399,8

i

Steht der Dampf mit der Fliissigkeit in Berithrung, solange also noch
Fliissigkeit vorhanden ist, heit der Dampf nafB. Der Dampf heifit
trocken, wenn keine Fliissigkeit mehr vorhanden und dieVerdampfungs-
temperatur, die zu dem vorhandenen Druck gehort, noch nicht iiber-
schritten ist.

Bem.: Es ist iiblich, unter Siedepunkt die Temperatur zu ver-
stehen, bei der eine Flissigkeit unter dem gewohnlichen Luftdruck
(760 mm Q.-S.) in Dampf verwandelt wird.

Erwiarmt man trockenen Dampf iiber die Verdampfungstemperatur
hinaus, so nennt man ihn iiberhitzt. Durch die Wirmezufuhr ver-

15%
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groBert sich bei gleichbleibendem Druck sein Volumen und die Tempe-
ratur steigt. Im tiberhitzten Zustande ndhert sich das Verhalten des
Wasserdampfes dem der Gase. Die allgemeine Zustandsgleichung lautet

nach R. Linde pev=471.-T —0,016-p,

wenn p in kg/m? eingesetzt wird.

Der im Dampfkessel erzeugte Wasserdampf reilit stets Wasserteilchen
mit sich, er ist nafl und gesittigt und heillt nasser Dampf oder Naf3-
dampf. Sind in 1 kg Gemisch z Gewichtsteile Dampf, so befinden sich
in dem Dampf (1 — ) kg Fliissigkeit. Die Gesamtwirme des nassen
Dampfes ist .

be=q+zx-r.

Sperrt man eine Dampfmenge vom Volumen », und dem Druck p; in
einen Zylinder mit beweglichem Kolben (z. B. einer Dampfmaschine), so
dehnt sich der Dampf aus und leistet durch Vorwértstreiben des Kolbens
duBere Arbeit. Angendhert nimmt man isothermische Zustands-
#nderung an, d. h. die Ausdehnung erfolgt bei gleichbleibender Tem-
peratur.

Kondensation. Geht Dampf oder Gas in den fliissigen Zustand
iiber, so sagten wir, es kondensiert. Die Kondensation erfolgt bei der
Verdampfungstemperatur und wird im allgemeinen durch Wirme-
entziehung (Abkiihlung) erreicht. Auch durch Druckerhohung 148t sich
unter Umsténden eine Verfliissigung von Gasen erzielen. Am besten ist
ein gleichzeitiges Zusammenwirken von Temperaturerniedrigung und
Druckerhohung. Versuche haben gezeigt, da8 ein bestimmter Temperatur-
grad nicht {iberschritten werden darf, wenn eine Verfliissigung méglich
sein soll. Wird die Temperatur doch iiberschritten, so erfolgt selbst bei
noch so hohem Druck keine Verflissigung. Diese Temperaturgrenze
heit kritiseche Temperatur;der Druck, der bei der kritischen Tempe-
ratur zur Verflissigung aufgewendet werden mufB, heifit kritischer
Druck. Erst nach Auffindung dieses Gesetzes gelang die Verfliissigung
aller Gase.

Kritische Temperaturen und Drucke einiger Gase

und Dampfe.
Luft . .. ... —140°C 40,8 kg/em?
Wasserstoff . . . —238°C 158
Stickstoff . . . . —149°C 28,5
Sauerstoff . . . . —119°C 60 '
Kohlensgure . . . 4 31°C 75 v,
Helium . . . . . —268°C 2,2 .,

Bemerkung: Durch die Verflissigung des Heliums ist man dem
absoluten Nullpunkt von — 273° C sehr nahe gekommen.
Wirme und Arbeit.

Oben war gesagt: Der abgesperrte Dampf hinter dem Kolben
einer Dampfmaschine dehnt sich aus — er expandiert — und leistet
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dabei Arbeit. Da der arbeitsfahige Zustand des Dampfes durch Wérme-
zufuhr beim Sieden und Verdampfen hervorgerufen ist, liegt es nahe, auf
eine Wesensgleichheit zwischen Arbeit und Wéarme zu schlieen. Hinzu
kommt, daBl die Erfahrung des téglichen Lebens lehrt: Durch Arbeit,
z. B. durch Reibung, wird Wérme erzeugt.

Der erste, der den Zusammenhang zwischen Arbeit und Wirme klar
ausdriickte, war Robert Ma yer (1842). Er sagte: Wérme wandelt sich
in Arbeit um und umgekehrt Arbeit in Wirme. Beides sind nur ver-
schiedene Energieformen; die Energie selbst bleibt bei dieser Umwand-
lung unverindert. Nichts geht an Energie verloren. Dieser Satz heifit
..Satz von der Erhaltung der Energie“ und wurde in seiner jetzigen Form
von Helmholtz und Clausius ausgesprochen.

,Wwirme und Arbeit sind gleichwertig oder &dquivalent*‘ ist unter
dem Namen erster Hauptsatz der Warmetheorie bekannt.

Bezeichnet man mit @ die Warmemenge inWE, mit L die mechanische
Arbeit in mkg, so besteht die Beziehung

Q=A'Ls

wobei der Proportionalititsfaktor 4 das mechanische Warme-
dquivalent heiBit.

Robert Ma yer berechnete die Zahl 4 und fand 4 = 424 mkg. Der
englische Physiker Joule fand durch Versuche 4 = 427 mkg. Heute
ist allgemein iiblich 4 = 427 mkg zu setzen; d.h. 1 WE == 427 mkg.
In der Mechanik (S. 145) war als technische Einheit der Arbeit die
Pferdekraftstunde (PS-Std.) bzw. die Kilowattstunde festgelegt. Nun ist

1 PS-Std. = 75 ‘;“T];g - 3600 sek = 270000 mkg,

1 75%.

W . sok 3600 sek = 367000 mkg .

1KW-Std. ==
Mithin

| PS-Std, — 270000 367000

o7 = 632,3 WE ; 1KW-Std. = 47 = 860 WE

oder

1WE =427 mkg = 631W = 0,0016 PS-Std,

1
1 WE = 427 mkg = 860" = 0,00116 KW-Std. = 1,16 W-Std.
Beispiele: 120. Was kostet die Bereitung von 1,5 1 kochenden Was-
sers von 10° C Anfangstemperatur mit Hilfe eines elektrischen Kochers,
wenn die KW-Std. 2 Mark kostet und der Wirkungsgrad des Kochers
0,85 ist? '

Gebraucht werden @ =1,5-(100 — 10) =135 WE ;

aufgewendet werden @' = Olﬁ -1,5. (100 — 10) = 159 WE .
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Da 1 WE = 1,16 W-Std. ist, sind 1,16 - 159 = 180 W-Std. nétig. Der
Preis ist, da 1000 W-Std. 200 Pfg. kosten,
180 - 200
=000 = 36 Pfg.
121. Welche mechanische Arbeit in mkg entspricht diesem Warme-
aufwand ?
Aus 1 WE = 427 mkg folgt L = 159 . 427 = 86 000 mkg .
122. Welche mechanische Arbeit in PS-Std. entspricht dem Wirme-
aufwand von 159 WE ?
Aus 1 WE = 0,0016 PS-Std. folgt L = 15900160, = 0,255 PS-Std.
123. Ein Hohlzylinder von 60 cm Linge und 5cm Durchmesser ist
mit Ol gefiillt, und in diesem Olbade befindet sich ein Bleizylinder von
3 kg Gewicht, der beim Schwenken des Zylinders um 180° eine Hohe von
50 cm durchfallt. Infolge dieser mechanischen Arbeit steigt die Tempe-
ratur des Oles, und zwar bei 600 Schwenkungen von £, = 15°C auf
t; = 20° C. Wie grof} ist das mechanische Warmeéquivalent, wenn das
Gewicht des Oles 1,06 kg, seine spezifische Wirme ¢ = 0,4 WE/kg ist ?2
Aus @ = A L folgt
4= 7
Die mechanische Arbeit ist L = 600+ 3 - 0,5 = 900 mkg; die entstandene
Wirme Q@ =G ¢« (}y — ;) = 1,06+ 0,4 (20 — 15).
Mithin
4 106-04.20—15) 1
o 600.3-0,5

Bem.: FEin Apparat der angegebenen Art ist von Rubens
zur experimentellen Bestimmung des mechanischen Warmesquivalentes
gebaut worden.

Soll Warme Arbeit leisten, so muB sie von einem wirmeren Korper
auf einen kilteren Korper iibergehen. Umgekehrt kann Wirme niemals
ohne Arbeitsaufwand von einem kilteren auf einen wirmeren Koérper
libertragen werden. Man nennt diesen Satz seiner allgemeinen Giiltigkeit
wegen den zweiten Hauptsatz der Wérmetheorie.

Wird bei einer Umsetzung von Wirme in Arbeit die gesamte zu-
gefithrte Wirmemenge mit @, , die gesamte abgefiihrte Warmemenge mit
@, bezeichnet, so ist die Differenz @, — @, die Wirmemenge, die in nutz-
bare Arbeit umgewandelt wird. Das Verhiltnis von der nutzbaren zur
aufgewendeten Wirme heifit thermischer Wirkungsgrad; er ist also

N = Ql - Qz
@

Denkt man sich eine ideale Maschine mit wirmedichten Zylinder-
wandungen, so 148t sich als groBtméglicher thermischer Wirkungsgrad
erreichen

T, -7,

T,

WE/mkg oder 1WE =424mkg.

’
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124. Ein Dampfkessel habe 10 at absolut; im Kondensator der Ma-
schine herrsche ein Druck von 0,15 at absolut; dann ist laut Tabelle
S.227:
T,=2713 +t =273 +179,1 = 452,1°K,
T,=213 +t,=273 + 53,6 = 326,6°K,
mithin
o T,—T, 452,1 —326,6
T |
123. Ein Benzin-Motor braucht fiir 1 PS-Std 200g Benzin ; die Verbren-
nungstemperatur ist 1300° C; die der Auspuffgase 600° C. Nimmt man
an, daB 1 kg Benzin 10 200 WE bei der Verbrennung ergibt, so ist die
gesamte aufgewendete Wirme @, = 0,2 - 10 200 WE; die nutzbare Arbeit

ist L=1-75-3600mkg, ithr Warmewert @, = -—--75-3600; folglich

1
. 427
75 - 3600
= =031 =231Y%
1= 470210200 — O3 = 3%,
, (273 + 1300) — (273 + 600) 700 _ .
o oo T R NN U = 0,445 = 44,597,
g 273 1- 1300 [573 = A =4450,
Heizwert der Brennstoffe. Die Anzahl Wirmeeinheiten, die
bei der vollkommenen Verbrennung von 1kg Brennstoff frei werden,
nennt man Heizwert des Brennstoffes.

= 0,288 = 28,89, .

Mittelwerte fiir W, .

Feste Brennstoffe.

Brennstoif IfIﬁe;lzlw f{rgt Brennstoft If-Iﬁerlz;zvirgt
l
Holz . . ... . . || 2400—3700 | Steinkohle: Ruhr . . . | 61008100
Torf . . ... ... I 2000—4200 Saar. . . . | 5000—7800
Braunkohle, deutsche . | 1900—3000 Schlesische . ! 5200—7500
bshmische || 3800—5900 | Steinkohlenbrikett . . . ! 6200—7600
Braunkohlenbrikett . . ' 4400—5200 | Koks . . . . . . . . . i 5500—7200
A Anthrazit . . . . . . . i 7300—8000
Fliissige Brennstoffe.

Brennstoff 1f1ﬁer1z¥ ]eirgt Brennstoff gfrlz{” i’;

Erdél, roh . . . . . . .. 10 000 | Koksofenteer . . . . . . . | 8500
Benzin . . . .. .. .. 10200 | Wassergasteer . . . . . . i 9100
Petroleum . . . . . . . . 10500 | Olgasteer. . . . . . . . . © 9000
Gasol . . . . . .. ... 9800 | Flussige Kohlenwasserstoffe 9 000
Erdolriickstinde . . . . . 10 000 | Benzol, 90er . . . . . . . 10 000
Solar6l . . . . ... .. 10000 | Autin . . . . . . . . .. 9 800
Paraffinél . . . . . . .. 9800 | Naphthalin . . . . . .. 9 600
Steinkohlenteer: Teerl . . . . . . . . .. - 9000
Horizontalofen . . . . 8200 | Spiritus 95 proz. . . . . . 5 800
Schriagofen . . . . . 8400 | ExdnuBisl . . . . . . .. 5800

Vertikalofen . . . . . 8 500
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Gasféormige Brennstoffe.

Heizwert

u Helzwert
Brennstoff \ fir 1 cbm Brennstoff fiir 1 cbm
| 0; 760 I 0; 760
Leuchtgas . . . . . . . . ; 5100 | Generator-Luftgas aus: :
Acetylen . . . . .. . . ! 13600 Braunkohle . . . . . . | 1200
Koksofengas . . . . . . . 4 500 Holz . . . . .. ... 1200
Fettgas . . . . . . . .. - 9000 Torf . . . ... ... . 900
Blaugas . . . . . . . .. © 14000 | Wassergas . . . . . . . . | 2600
Aerogengas . . . . . . . © 2500 | Mischgas aus:
Schwelgas . . . . . . . . . 2500 Steinkohle . . . . . . i 1200
Gichtgas . . . . . . .. i 900 Anthrazit . . . . . .. 1300
Generator-Luftgas aus: Mondgas . . . . . . . ) 1300
Steinkohle . . . . . . ‘ 1100 Lokomotivlésche . . . .| 1100
Koks . . . .. ... i 900 Braunkohle . . . . . . i 1400
] Koks . . . . ... .. i 1100

D. Lehre von der Elektrizitit und dem Magnetismus.

Bearbeitet von Ingenieur R. Kramm.

I. Reibungselektrizitiit.

Wird ein Glasstab mit einem Seidentuch gerieben, so zieht der Stab
leichte Korperchen (Papierschnitzel usw.) an und stoBt sie nach erfolgter
Beriihrung wieder ab. Die gleichen Beobachtungen hatten schon im
Altertum die Griechen an geriebenem Bernstein gemacht. Nach dem
griechischen Wort ,,Elektron* fiir Bernstein wurde spiter der un-
sichtbare Stoff, mit dem sich die geriebenen Korper scheinbar iiherziehen,
»Elektrizitit* genannt.

Leiter und Nichtleiter. Diese statische oder ruhende Elektrizitit
tritt stets auf, wenn zwei Kérper mit einander gerieben werden. Sie la8t
sich bei Glas, Hartgummi, Bernstein, Schwefel u. a. sofort nachweisen,
withrend dies bei Metallen erst gelingt, wenn diese durch einen der vor-
genannten Stoffe gegen Beriihrung geschiitzt werden. Metalle teilen die
auf ihnen erzeugte Elektrizitit, die ,,Ladung®, nach ihrer Entstehung
sofort berithrenden Kérpern mit, sie sind ,,Leiter der Elektrizitit‘. Zu
diesen gehdren auch noch andere Stoffe, z. B. salz- oder siurehaltiges
Wasser, der menschliche Kérper, feuchte Luft, nasses Holz usw. Dagegen
verhindern Glimmer, Glas, Porzellan, Marmor, Schiefer, Harze, Ole,
trockene Luft u. a. ein AbflieBen der Ladung, es sind ,,Nichtleiter*
oder ,,Isolatoren‘.

Das elektrische Feld. Zwei kleine Kugeln aus Hollundermark
werden an je einem Seidenfaden (Seide ist ein Nichtleiter, sie isoliert)
so aufgehéingt, daf} sie sich beriihren (Fig.143). Wird ihnen ein mit
einem Katzenfell oder mit einem wollenen Tuche geriebener Glasstab
gendhert, so zieht er beide an, um sie nach der Beriithrung wieder abzu-
stoBen. Die Kiigelchen sind durch den Glasstab elektrisch geladen
worden und nehmen jetzt die gestrichelte Lage ein, sie streben aus-
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einander. Berithren wir sie mit dem Finger, so fliefit ihre Ladung durch
unsern Kérper zur Erde ab, und sie nehmen wieder ihre urspriingliche
Lage ein. Der gleiche Versuch kann auch mit einer geriebenen Siegel -
lackstange gemacht werden.

Laden wir nun die Kugeln nochmals mit der Siegellackstange und
nidhern ihnen einen geriebenen Glasstab, so zieht dieser beide an und
stoBt sie sofort nach der Berithrung ab; ebenfalls werden sie von der
Siegellackstange angezogen, wenn wir sie vorher mit dem Glasstab ge-
laden haben. Die Elektrizitiat des Glasstabes sto8t die von ihm geladenen
Kugeln ab, zieht dagegen die mit der Elektrizitit der Siegellackstange
geladenen Kugeln an. Die Elektrizi-
tdten des Stabes und der Stange
duBern also verschiedene Wir- \ Yy
kungen. Man nennt den geriebenen
Glagstab ,,positiv elektrisch®
(-+), die geriebene Siegellackstange

O3

A

7

Fig. 143. Fig. 144.

»negativ elektrisch® (—) und will dadurch lediglich die verschiedene
Wirkung zum Ausdruck bringen.

Mit der Annahme zweier Elektrizititsarten, welche sich gegenseitig
anziehen, konnen nicht alle elektrischen Erscheinungen erklirt werden.
Nach neueren Forschungen gelingt dies, wenn wir nicht nur die geladenen
Korper, sondern auch ihre Umgebung betrachten.

In dem Raum, der eine mit einem geriebenen Glasstabe geladene,
isoliert aufgestellte Metallkugel M (Fig. 144) umgibt, wirken Kriifte,
welche eine kleine ebenso geladene Metallkugel m fortstoBen wollen.
Dieser besondere Zustand im Raum um die geladene Kugel heifit .
»elektrisches Feld® und ist die Folge einer bestehenden Ladung:
ist ein Feld vorhanden, so muB es von einer Ladung ausgehen. Die Feld-
stidrke hat in jedem Raumpunkte bestimmte GroSe und Richtung, sie ist
also ein Vektor!) und kann graphisch dargestellt werden. Dazu muf3
aber eine Richtung fiir den Verlauf der Wirkungslinien?) der elektrischen
Feldstirke angenommen werden. Wir sagen: Kérper, auf denen sie
entspringen, sind positiv geladen; Koérper, auf denen sie enden,
sind entgegengesetzt, also negativ geladen. Zu jedem Korper, von dem

1) Vgl. Abschnitt Mechanik, S. 143.
%) Vgl. Abschnitt Mechanik, S. 154.
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Feldlinien ausgehen, oder auf dem sie enden, miissen andere Korper
vorhanden sein, auf denen die Linien enden, oder von denen sie ausgehen.
Der Versuch zeigt, daBl bei einem isoliert aufgestellten negativ geladenen
Korper, auf dem also Feldlinien miinden, der Tisch oder der Erdboden
positiv geladen ist; die Feldlinien miissen also hier beginnen.

Wird nun die Kraft untersucht, welche die Kugel m von der Kugel M
forttreibt, so ergibt der Versuch, dal die Kraft bei halber Ladung von
M, d. h. bei halber Feldstarke, auch halb so grof} ist. Ebenso #ndert sich
diese Kraft mit der Ladung der Kugel m.

Die Influenz. Im Innern von hohlen oder vollen Metallkérpern
besteht kein Feld. Durch diese Tatsache 148t sich das Verhalten eines
Leiters in einem vorhandenen Felde erkldaren.

Von der positiv geladenen Platte 4 (Fig. 145) gehen Feldlinien aus
und enden auf der Platte B, die also negativ geladen ist. Bringen wir
den Leiter L in das Feld, so beginnen die Feldlinien,

L wie zuvor, bei 4 und héren
bei Bauf. Daim Innern von L,

+ N kein Feld besteht, miissen die
+ |+ + ‘Feldlinien auf L enden und
A |+ -t neu anfangen, d. h. die der
+ .* Platte 4 zugekehrte Seite von Lk
+ My muf negativ, die der Platte B | |
Fig. 145. gegeniiberliegende Seite muf} sz_ﬁtﬁ_ﬁ

positiv geladen sein, was der
Versuch bestitigt. Beide Ladungen auf L, welche durch ,,Influenz*
( = EinfluB) entstanden sind, verschwinden aber, wenn L aus dem
‘Felde entfernt wird.

Befindet sich L wieder im Felde zwischen 4 und B, und wird L mit
B leitend verbunden, so wird L ein Teil von B; von L kénnen nun keine
Feldlinien nach B ausgehen. Auf L enden nur noch die von 4 kommenden
Linien, L ist also allein negativ geladen. Durch die Verbindung mit B
ist die positive Ladung von L beseitigt worden. Entfernen wir nun die
Platte L aus dem Bereich des Feldes, so bleibt sie negativ geladen. Auf
diese Weise konnen wir von influenzierten Kérpern eine Ladung durch
Verbinden mit einem andern geladenen Korper ableiten; die zuriick-
bleibende Ladung kann dann nutzbar gemacht werden.

Der Kondensator. B; und B, (Fig. 146) sind zwei Metallplatten,
zwischen denen ein elektrisches Feld vorhanden ist. Die Feldlinien
laufen von B; nach B,, es ist also B; positiv und B, negativ geladen.
Eine derartige Anordnung wird ,,Kondensator® (= Verdichter) ge-
nannt. B; und B, sind die Platten oder ,,Belige‘ des Kondensators ;
die zwischenliegende Luftschicht ist das ,,Dielektrikum?)*.

Wird eine kleine Kugel b an B, gebracht, so wird sie bei der Beriih-
rung einen Teil der Ladung von B, aufnehmen und dann von der Kraft

1) Gelesen: Di-e-lek-tri-kum.
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des Feldes iiber die Plattenentfernung d nach B, getrieben. Die Kraft
wirkt auf die Kugel b lings des Weges d, sie verrichtet also eine Arbeit?).

Das elektrische Feld, welches durch mechanische Arbeit (Reiben von
Glas usw.) erzeugt worden ist, stellt eine arbeitsfdhige elektrische
Energie dar. Wird diese vollstindig in Arbeit umgesetzt, so wird das
Feld und damit die Ladung des Kondensators gleich Null. Die gleiche
Verinderung von Feld und Ladung erfolgt, wenn wir B, und B, durch
einen Leiter verbinden. Das Verschwinden des Feldes duflert sich dann
als ,,elektrischer Strom* im Leiter, wobei sich die Arbeitsfahigkeit des
Feldes auf den Strom iibertrigt. Die Stromrichtung ist der Richtung
der Linien des elektrischen Feldes gleichgesetzt worden, d. h. der Strom
flieBt stets in der Richtung von der positiven Ladung zur negativen.

Der Kondensator ist nicht an die in Fig.146 dargestellte Form ge-
bunden. Es gibt feste und verinderliche Kondensatoren, welche zwei
oder mehr Platten haben. Als Dielektrika dienen Luft, Glas, Glimmer,
Hartgummi oder Ol. Eine bekannte Form ist die Leydener Flasche,
ein Glasrohr mit innerem und &duflerem Stanniolbelag.

In der Technik werden Kondensatoren hauptséchlich bei der Tele-
phonie und bei der Funkentelegraphie benutzt.

Das Potential, die Potentialdifferenz. Aus der Mechanik (S. 149)
ist der Begriff ,,potentielle Energie‘ bekannt; sie ist das Arbeits-
vermoégen, das in einer ruhenden Masse, auf welche die Erdanziehung
wirkt, infolge ihrer Lage vorhanden ist. Soll diese Energie nutzbar
gemacht werden, mul} die Masse von ihrer hoheren Lage nach einer
niederen gelangen kénnen, d. h. sie mufl vom hoheren auf ein niederes
,,Potential* gelangen kénnen. Der Hohenunterschied der Potentiale,
nimlich die ,Potentialdifferenz, ist ein MafB fiir die Arbeit,
welche die Masse 1 zu leisten fahig ist.

Auch beim Kondensator kann nur eine Arbeitsleistung erfolgen, wenn
eine Elektrizititsmenge von einem hoheren ein niederes Potential er-
reicht. Fiir Potentialdifferenz sagt man bei der Elektrizitit ,,Span-
nung*; sie gibt die Arbeit an, welche die Elektrizitdtsmenge 1
verrichten kann.

Die Elektrizitiatserzeuger (Batterien, Maschinen) halten das elek-
trische Feld und dadurch Ladungen und Spannungen dauernd aufrecht.
Von der Leistungsfihigkeit der Elektrizitatsquellen héingt es ab, wie
weit diese konstant bleiben.

Ist das Dielektrikum der vorhandenen Potentialdifferenz nicht ge-
wachsen, d. h. ist seine Durchschlagsfestigkeit geringer als die Spannung,
g0 verschwindet das Feld. Erfolgt dies sehr schnell, so ist ein Funken
sichtbar, wihrend bei langsamem Verschwinden und gentigend starkem
Felde im Dunkeln Biischelentladungen becbachtet werden. Diese sind
an der positiven Seite stirker als an der negativen, ein Beweis fiir die
Richtung des Feldes.

Der Strom leistet auch hier eine Arbeit, die im Durchdringen des
Dielektrikums besteht.

1) Vgl. Abschnitt Mechanik, S. 145.
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Die Kapazitit. Je grofer die Flichen der Kondensatorbelige, je
geringer ihr Abstand von einander, um so grofer ist die ,,Kapazitit*,
d. h. die Aufnahmefihigkeit fir Elektrizititsmengen. Sie nimmt ferner
mit den ,,Dielektrizitdtskonstanten® zu; dies sind durch Versuche
ermittelte Materialwerte der als Dielektrika verwendeten Nichtleiter.
Als Einheit dient die Konstante fiir trockene Luft.

Luftelektrizitit. In der Luft lassen sich dauernd elektrische
Felder nachweisen. Werden diese sehr stark, so erfolgt schlieflich
Funkenbildung (Blitz) oder Biischelentladung (sog. St.-Elmsfeuer).
Erdoberfliche und Wolken oder Wolken und Wolken sind hierbei die
Belige eines riesigen Kondensators. Reibung zwischen Luftschichten
oder zwischen Wolken wird als Ursache dieser Ladungen angesehen,
welche Benjamin Franklin (1745) durch seine Drachenversuche
nachwies.

II. Galvanische Elektrizitiit.

1780 hatte der italienische Arzt Galvani das Zucken von Frosch-
schenkeln beobachtet, welche Eisenstibe beriihrten, an die sie mit
Kupferhaken aufgehéingt waren. Als Grund dieses
T - Zuckens erkannte er zwar Wirkungen der Elek-
trizitét, schrieb jedoch ihren Ursprung den Frosch-
schenkeln zu. Kurze Zeit spiter wies sein Lands-
mann Volta nach, dafl die Elektrizitit durch die
Beriihrung der Metalle Eisen und Kupfer mit dem
feuchten Fleisch erzeugt wird. Die von ihm zu-
sammengestellte Siule (Volta-Siule) aus Kupfer-
Fig. 147. und Zinkplatten mit Zwischenlagen aus Filz oder
Pappe, welche mit Salzlésung oder verdiinnter Sdure
getrinkt sind, bildet die Grundlage fiir den Bau der ,,Galvanischen
Elemente‘.

Das Volta-Element ist eine andere Form der Volta-Saule und besteht
aus einer Kupfer- und einer Zinkplatte, welche in verdiinnte Schwefel-
sidure tauchen, ohne sich gegenseitig zu beriihren (Fig.147). Zwischen
den beiden Metallplatten, deren herausgefithrte Enden ,,Pole® genannt
werden, tritt ein arbeitsfihiges elektrisches Feld auf. Diese Tatsache
bedingt, daf dem Element in irgend einer Form Energie zugefiihrt werden
mufl. Bei der Reibungselektrizitit wird mechanische Arbeit, in dem
Element wird chemische Energie in elektrische Energie umgeformt.
Die als ,Brregerfliissigkeit dienende Schwefelsiure zersetzt die
Zinkplatte unter Ausscheidung von Wasserstoff zu Zinksulfatl), wihrend
die Kupferplatte unveréindert bleibt.

Das Feld zwischen den Polen, welches eine Folge dieser chemischen
Umsetzung ist, ist vom Kupfer- zum Zinkpol gerichtet. Der Zinkpol
erscheint daher negativ, der Kupferpol positiv geladen. Die zwischen
den Polen herrschende Spannung, welche auch ,,elektromotorische

Kuprer

) Vgl. Abschnitt Chemie, S. 286.
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Kraft* (= EMK) genannt wird, it sich aus der Menge des zersetzten
Zinkes berechnen.

Die Polarisation. Praktisch zeigt sich aber, daB bei Stromentnahme
die Nutzspannung geringer als die errechnete Spannung ist. Ein Teil wird
im Element selbst zur Auscheidung des Wasserstoffes verbraucht, denn
dies ist eine Arbeit. Ein weiterer Teil mufl den Widerstand der Erreger-
fliissigkeit (den ,,inneren Widerstand) iiberwinden, weil der Strom
die Fliissigkeit durchflieBen muBl. AuBerdem entsteht zwischen dem Zink
und dem Wasserstoff, der sich auf der Kupferplatte niederschligt, eine
zweite EMK, welche der ersten entgegenwirkt und sie vermindert.
Dieser mit ,,Polarisation® bezeichnete Vorgang tritt bei allen Volta-
Elementen auf, welche deshalb ,,unkonstante Elemente* genannt
werden.

Der Depolarisator. Soll die Polarisation ver-
mieden werden, so mufl durch einen ,,Depolari-
sator® dafiir gesorgt werden, daB} der frei-
werdende Wasserstoff sofort beseitigt wird. Hier-
zu eignen sich Stoffe, die durch Abgabe von
Sauerstoff den Wasserstoff binden kénnen, chne
jedoch selbst von der Erregerfliissigkeit zersetzt Zima—EXIE
zu werden oder sonst auf die chemischen Vor- N
ginge zu wirken. P

Elemente mit Depolarisator heillen ,kon- Fig. 148.
stante Elemente®. Sie sind aber nur bedingt
konstant; sobald die chemischen Umsetzungen
nachlassen, sinkt auch die Spannung. Thre Grofe ist bei allen Elementen
von der Wahl der chemisch wirksamen Stoffe abhingig, jedoch nie von
den verwendeten Stoffmengen; diese bestimmen die Elektrizititsmenge,
welche das Element liefern kann.

Konstante galvanische Elemente sind in den verschiedensten Arten
zusammengestellt worden. Bei fast allen besteht der negative Pol wie
beim Volta-Element aus Zink, wihrend die positive Kupferplatte auch
durch andere Metalle oder durch Kohle ersetzt wird.

Von den wichtigsten Elementen seien erwéhnt:

DasBunsen-Element, 1842 von dem deutschen Chemiker Bunsen
zusammengestellt. Esenthilt einen Stab aus Retortenkohle (Fig. 148), der
in einem mit Salpetersiure gefiillten Tongefal steht. Dieses ist unglasiert,
also pords, und von verdiinnter Schwefelsiure umgeben, in die ein
Zinkmantel taucht, der mit Quecksilber amalgamiert ist, um im Ruhe-
zustande eine Zinkzersetzung zu vermeiden. Bei Stromentnahme wird
Zink in Zinksulfat umgewandelt, wihrend der freiwerdende Wasserstoff
die porése Wandung der Tonzelle 7' durchdringt und in die Salpeter-
sdure gelangt. Diese wirkt als Depolarisator, indem sie durch Sauer-
stoffabgabe den Wasserstoff zu Wasser oxydiert. Das Element hat eine
nutzbare Spannung von etwa 1,9 Volt!) und eignet sich gut fiir Zwecke,
bei denen kiirzere Zeit ein kriftiger Strom gebraucht wird.

1) Siehe S. 253.
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Das Chromsédureelement, das zur selben Zeit von dem Physiker
Poggendorff aufgestellt wurde. Fig.149 zeigt die gebriuchliche Aus-
fiihrung, die wegen der Form des Glasgefifies , Flaschenelement*
genannt wird. Der aus Isoliermaterial bestehende Deckel trigt zwei
Kohlenplatten, welche miteinander und mit der ---Klemme leitend ver-
bunden sind. Die Zinkplatte hingt an einem Metallstabe, der verschieb-
bar durch den Deckel gefiihrt ist und die —-Klemme trigt. Als Er-
regerfliissigkeit dient eine Losung von doppeltchromsaurem Kali in
Wasser mit Schwefelsdurezusatz. Die sich bildende Chromséure gibt
leicht Sauerstoff ab und bindet so den bei der Zinkzersetzung entstehen-
den Wasserstoff. Da die Zinkplatte durch Amalgamieren gegen den
EinfluB der Chromsdure nicht geschiitzt werden kann, wird sie durch
Anheben des Metallstabes mit der —-Klemme aus der Losung entfernt,
wenn das Element nicht benutzt wird. Spannung und Verwendung sind
wie beim Bunsen-Element. .

Das Meidinger-Ele-
+ ment, 1859 von Professor
Meidinger = erfunden.
Es ist mit einer Lésung
von Bittersalz (schwe-
felsaurer Magnesia) in
Wasser gefillt, in der
ein Zinkring Z und ein
Kupferring K stehen,
von denen die beiden
Anschlufidrahte ab- :
Fig. 149, gehen (Fig. 150). Die Fig. 150, -
Bittersalzlosung dringt
in die Offnung eines bis zum Kupferring eingetauchten Glasballons B,
der mit Kupfervitriolstiickchen gefiillt ist. Die so entstehende Kupfer-
vitriollossung ist spezifisch schwerer als die Bittersalzlosung; sie
sinkt nach unten und fiillt den Raum mit dem Kupferring K. Ent-
nehmen wir Strom, so wird Zink zersetzt, wihrend aus der als Depolari-
sator wirkenden Kupfervitriollssung Kupfer ausgeschieden wird, das
sich auf K niederschligt.

Im Dauerbetrieb bei Post- und Eisenbahntelegraphen hat sich dieses
Element mit etwa 1,1 Volt Klemmenspannung gut bewidhrt. Um ein
Mischen der beiden Fliissigkeiten zu vermeiden, muB es vor Erschiitte-
rungen geschiitzt werden.

Beim Leclanché- Element, welches der Franzose Leclanché 1868
angab, stehen Zink und Kohle in einer Lésung von Salmiaksalz in Wasser.
Als Depolarisator dient der sauerstoffabgebende Braunstein (Mangan-
superoxyd), der um die Kohle herumgepret oder durch eine pordse
Tonzelle oder Stoffbeutel zusammengehalten wird. Der Braunstein
verlangt, dafl die Stromentnahme nur voriibergehend erfolgt, da die
Sauerstoffabgabe langsam vor sich geht. Trotzdem haben diese Elemente,
deren Spannung in gutem Zustande 1,5 Volt betrigt, eine sehr groBe
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Verbreitung erlangt; bei Klingelanlagen sind sie sehr héufig zu
finden.

Die fiir gleiche Zwecke und fiir Kleinbeleuchtungen (Taschenlampen)
gebrauchlichen Trockenelemente sind Leclanché-Elemente, deren
Fliissigkeit durch geeignete Stoffe aufgesaugt oder gallertartig gemacht
wird. -
Zum Schluf} sei noch das Ku pron-Element angefiihrt, bei dem Luft-
sauerstoff als Depolarisator benutzt wird. In einer Losung von Atz-
natron befinden sich eine Zink- und eine Kupferplatte, die stark mit
Kupferoxyd iiberzogen ist. Liefert das Element Strom, so wird das
Kupferoxyd durch den freiwerdenden Wasserstoff unter Bildung von
Wasser in schwammiges Kupfer verwandelt. Ist alles Kupferoxyd redu-
ziert, so wird die Kupferplatte herausgenommen, abgespiilt und einige
Stunden bei méBiger Warme der Luft ausgesetzt. Das schwammige
Kupfer nimmt dabei Sauerstoff aus der Luft auf und wird wieder zu
Kupferoxyd. Nach Einsetzen der Platte ist das Element wieder ge-
brauchsfertig; seine Klemmenspannung betriigt 0,8 Volt.

Die Schaltung von Elementen.

Jedes konstante galvanische Element gestattet uns bei gleichbleiben-
der Klemmenspannung die Entnahme einer bestimmten Strommenge,

G

Fig. 151. Fig. 152.

die durch den Stoffaufwand bedingt ist. Reichen nun Spannung oder
Strom fiir unsere Zwecke nicht aus, so ,,schalten®, d.h. verbinden
wir die Elemente zu ,,Batterien‘.

Serienschaltung. In Fig. 151 stellt jedes Strichpaar ein Element
dar; der starke Strich kennzeichnet die positive, der schwache die nega-
tive Platte. Verbinden wir nun jede positive Klemme mit der negativen
eines anderen Elementes, so erreichen wir, daf die Spannung zwischen
der positiven Klemme des ersten Elementes und der negativen des
letzten Elementes gleich der Summe der Klemmenspannungen der
Einzelelemente ist. Man sagt: Die Elemente sind ,,hintereinander
oder ,in Serie* oder ,in Reihe‘ geschaltet. Auf die Strommenge
ist diese Schaltung ohne EinfluB; wir werden sie also verwenden, wenn
eine hohere Spannung erwiinscht ist. Es sei noch bemerkt, dal wir
wirklich einzelne Elemente hintereinander schalten miissen; es geniigt
nicht, positive und negative Platten in der angegebenen Weise zu ver-
binden und sie dann in ein Gefdfl mit Erregerfliissigkeit zu stellen.

Parallelschaltung. Verlangen wir eine groBere Stromlieferung,
wahrend die Spannung des Einzelelementes ausreichend ist, so schalten
wir die Elemente nach Fig. 152, indem wir alle positiven und alle nega-
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tiven Klemmen verbinden. Die Elemente dieser Batterie sind dann
,snebeneinander oder ,,parallel” geschaltet. Die Wirkung ist
gleich der eines einzelnen Elementes mit groferen Stoffmengen, wir
konnen also mehr Strom entnehmen. Diese Schaltung darf aber nur
mit Elementen gleicher Art und GréBe vorgenommen werden, weil sonst
in der Batterie ¢rtliche Strome entstehen.

Gruppenschaltung. Durch Vereinigen der beiden vorher erwahnten
Schaltungen koénnen wir Spannung und Strom des Einzelelementes
vervielfachen. Fig. 153 zeigt uns drei Gruppen von je zwei hinter-
einander geschalteten Elementen; die drei Gruppen sind dann parallel
geschaltet. Im Beispiel erhalten wir durch diese ,,Gruppen-* oder
»gemischte Schaltung die zweifache Spannung und die dreifache
Strommenge des einzelnen Elementes.

[ 1 1
T T T
T T T

+ +

Fig. 153. Fig. 154.

- Die Akkumulatoren.

Die bei den galvanischen Elementen unerwiinschte Polarisation
findet bei den ,,Akkumulatoren’ (Kraftsammlern) Anwendung.
Die gebriauchlichste Art, der Bleiakkumulator, hat sich aus den
Versuchen des franzosischen Physikers Planté (1859) entwickelt.

Ein Sammler oder eine ,,Zelle* enthilt eine positive und eine nega-
tive Bleiplatte oder je eine Gruppe positiver und negativer Platten, die
in sich parallel geschaltet sind (Fig. 154).

Um nun die notwendige Polarisation hervorzurufen, muf} ein Strom
durch den Akkumulator geleitet werden, er muf} ,,geladen* werden.
Wir verbinden ihn so mit einer Stromquelle, da8 der von ihrem ---Pol
kommende Strom durch die Gruppe der positiven Platten in die Zelle
eintritt. Er nimmt nun seinen Weg durch die die Platten umgebende
verdiinnte Schwefelsdure - und kehrt durch die Gruppe der negativen
Platten zu seinem Ursprung zuriick.

Ist die Polarisation beendet, so steigen Gasblasen auf, der Sammler
»kocht®, er ist geladen. Schalten wir jetzt den Ladestrom ab, dann
stehen sich zwei Plattengruppen gegeniiber, welche im Verein mit der
Schwefelsdure ein galvanisches Element von 2 Volt Spannung bilden.
Man nennt Akkumulatoren deshalb auch ,,Sekundirelemente*, weil
ihre EMK die zweite Ursache eines Vorganges ist, im Gegensatz zu den
galvanischen ,,Primérelementen‘.

Bei AnschluB} an einen Stromkreis flieBt der Strom von der positiven
Klemme zur negativen, d. h. in entgegengesetzter Richtung wie bei der
Ladung, bis die Platten ihren urspriinglichen Zustand erlangt haben.
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Aus praktischen Griinden soll aber die ,,Entladung® nur bis zu einer
Klemmenspannung von 1,85 Volt fortgesetzt werden. Wir sehen, da
die Bezeichnung ,,Sammler unzutreffend ist, denn tatséchlich wird
keine Elektrizitit aufgespeichert, sondern sie wird in chemische Energie
umgesetzt und kann sich dann aus dieser wieder zuriickbilden. Wie
bei allen Energieumwandlungen, treten auch hier Verluste auf.

Je groBer die wirksamen Plattenflichen oder je mehr Platten parallel
geschaltet werden, um so mehr Elektrizitdt kann in diesem chemischen
Kraftwerk verarbeitet und von ihm wieder erzeugt werden. Die Fahig-
keit eines Akkumulators, einen bestimmten Strom wihrend einer gewis-
sen Zeit abzugeben, wird ,,Kapazitdt® genannt; sie
ist das Produkt Stromstédrke X Stromentnahme-
zeit und wird in ,,Ampérestunden® angegeben
(vgl. S.260).

Verwendet werden die Akkumulatoren fiir Klein-
und Notbeleuchtungen, fiir Telegraphen- und Tele- ¥
phonzentralen, fiir den Antrieb der Elektromobile;
als Reserve in Kraftwerken sind sie sogar unentbehr-
lich. Die Ausfiihrungsformen richten sich nach den
Verwendungszwecken; die Gefille miissen aus sdure-
festen Stoffen wie Zelluloid, Hartgummi, Steingut, Fig. 155.
Glas oder Holz mit innerem Bleibelag hergestellt
werden.

Das hohe Eigengewicht des Bleiakkumulators hat zu Versuchen ge-
fiithrt, das Blei durch leichtere Metalle zu ersetzen. Der Edison-Akku-
mulator hat Platten aus Eisen und Nickel, die in Kalilauge tauchen.
Mit dem geringeren Gewicht muf3 aber auch die geringere Zellenspan-
nung von 1,3 Volt beriicksichtigt werden. Trotzdem haben sich diese
Sammler fiir viele Zwecke als recht brauchbar erwiesen, da sie gegen
unsachgemsiBe Behandlung und Sté8e (die Behiilter sind aus Eisenblech)
wenig empfindlich sind.

Alle Akkumulatoren kénnen wie die galvanischen KElemente zu
Batterien geschaltet werden.

a

Thermoelemente.

Werden Drihte oder Streifen zweier verschiedener Metalle, z. B.
Wismut und Antimon, zusammengeldtet, so tritt bei Erwdrmung der
Lotstelle a (Fig.155) zwischen den freien Enden der Metallstreifen eine
Potentialdifferenz auf. Solche Verbindung heit ,,Thermoelement*
oder Wirmeelement; es hat eine sehr geringe EMK, die von den
gewihlten Metallen und von dem Temperaturunterschied gegeniiber den
freien Metallenden abhingig ist. Zwischen Wismut und Antimon ist
die Spannung bei 100° C Temperaturunterschied 0,001 Volt.

Die durch Versuche aufgestellte thermoelektrische Spannungsreihe:
-+ Wismut, Nickel, Platin, Blei, Kupfer, Gold, Silber, Zink, Eisen, Anti-
mon — gibt an, daB das hohere Potential an dem Metall auftritt, welches

Winkel, Der prakt. Maschinenbauer II. 1. 16
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dem -+-Zeichen nahersteht; je weiter die Entfernung der Metalle in der
Spannungsreihe ist, desto gréfler ist die thermoelektromotorische Kraft.

Aus solchen Elementen, die also Wiarme unmittelbar in elektrische
Energie umformen bei allerdings geringem Wirkungsgrad, sind durch
Hintereinanderschalten sog. ,,Thermosdulen‘ gebaut worden. Sie
sind meistens mit Gasheizung versehen und dienen zum Laden kleiner
Akkumulatoren oder zum Betrieb kleiner elektrischer Apparate.

Die Tatsache, dali die thermoelektromotorische Kraft fiir gleiche
Temperaturunterschiede konstant ist, und die Moglichkeit, solche Ele-
mente aus schwer schmelzbaren Metallen in beliebiger Gré8e herzustellen,
lassen ihre Verwendung fiir alle Zwecke der Tem peraturmessung zu.
Diese erfolgt, indem das Element der festzustellenden Temperatur aus-
gesetzt wird und durch Leitungsdrihte mit einem empfindlichen, auf
Temperaturgrade geeichten MeBinstrument verbunden wird. Solche
»Pyrometer (Hitzemesser) werden oft fiir Hirteéfen benutzt.

III. Magnetismus.

Schon im Altertum war ein Eisenerz bekannt, das kleine Eisenteilchen
anzieht. Von seinem Vorkommen bei der Stadt Magnesia in Klein-

Fig. 1561).

asien (es gibt aber noch andere Fundorte) wird auch der Name ,,Magnet-
eisenstein® abzuleiten sein. Dieser natiirliche Magnet, welcher sich
stets, an einem Faden hiingend, mit seiner Lingsachse in die Nord-Siid-
richtung einstellt, wurde von den alten seefahrenden Vélkern als Fahrt-
weiser benutzt. Das nach Norden zeigende Ende erhielt den Namen
»Nordpol“, das andere wurde ,,Siid pol* benannt.

Die magnetische Induktion. Wird dem Nordpol eines beweglich
aufgehéingten Magneten der Nordpol eines anderen genihert, so findet
ein AbstoBlen statt. Die gleiche Erscheinung zeigt sich zwischen Siid-
polen, wihrend Nord- und Siidpole sich anziehen. Beide Magnetpole
verhalten sich also verschieden. Von ihnen miissen Wirkungen be-
sonderer Art ausgehen, welche den Luftraum iiberbriicken.

Legen wir ein mit Eisenfeilspinen bestreutes Blatt Papier iiber die
Pole eines Magneten und schiitteln es leicht, so stellt sich jedes Spén-
chen mit seiner Léngsachse in eine bestimmte Richtung. Die Gesamtheit

1) Fig. 156, 157, 159 und 187 entnommen aus Benischke, Die wissenschaft-
lichen Grundlagen der Elektrotechnik. 6. Auflage. Berlin 1922: Julius Springer.
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der Spanchen gibt das Bild von Linien (Fig.156), die von Pol zu Pol
laufen und an den Polen verdichtet sind, wihrend sie sich im Luftraum
ausbreiten.

Durch Versuche ist festgestellt worden, daBl im Luftraum zwischen
den Magnetpolen ein Zustand von bestimmter Gro8e und Richtung
herrscht; er ist also ein Vektor. Man nennt ihn ,,magnetische In-
duktion* und bezeichnet ihn mit 8. Der Wirkung auf die Eisenfeil-
spine zufolge (Fig. 156) spricht man von ,,Linien der magnetischen
Induktion‘ oder kurz von ,,Jnduktionslinien‘; dementsprechend
ist auch die zeichnerische Wiedergabe von 9.

Der FluB der magnetischen Induktion.

Bei einem ringférmigen Magneten (Fig.157) zeigt sich, daBl die In-
duktionslinien B in einem geschlossenen magnetischen Kreise in gleicher
Stirke und Richtung durch Luft-
raum und Magnetkérper in sich
zuriicklaufen. Thre riumliche Ver-
teilung ist aber verschieden. Aufler-
halb des Ringmagneten sind keine
Induktionslinien nachweisbar; ihre
Ausdehnung ist also auf den Eisen-
querschnitt beschrinkt. Tm Luft-
raum zwischen den Polen sind sie
dagegen auf einen groBeren Quer-
schnitt verteilt. Beides bestéitigt uns
auch die Fig. 156, wo wir sehen, wie
sich die Linien in die Pole hinein-
dréngen.

Die Summe der Linien heillt
»,FluB der magnetischen In-
duktion B* und wird mit @ (Phi)
bezeichnet.

Um nun die Moglichkeit zu haben, verschiedene Magnetkreise zu ver-
gleichen, wird @ zahlenmi Big in Linien angegeben, z.B. @ = 70000 Linien.

Der FluB in einem Magnetkreise istunverénderlich; dieVerteilung
der Induktionslinien, d.h. ihre Dichte, ist vom Querschnitt abhingig,
den der FluB durchdringt. Wird der Fluf @ durch den Querschnitt @
(gemessen in cm?2) geteilt, so erhalten wir die Zahl der Induktionslinien
pro Fliacheneinheit:

Fig. 157.

B = —g— Linien/cm? .

Aus B und Q konnen wir auch den FluB errechnen:
@ = B -Q Linien.
Die Permeabilitit und das magnetische Feld. Der Versuch mit
den Eisenfeilspinen (Fig.156) zeigt uns, wie die Indukticnslinien in

die Pole gewissermaBen hineinstrémen, obgleich sie sich dabei sehr
16*
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zusammendringen miissen. Es macht den Eindruck, als ob sie den
engen Weg im Eisen dem breiten Weg in der Luft vorzogen. Tatsichlich
koénnen sie Eisen viel besser durchdringen als Luft. B ist also nicht nur
vcm Querschnitt, sondern auch vom Material abhéingig. Die Be-
ziehung zwischen B und dem Magnetmaterial driickt die Gleichung aus:

B = p - H Linien/em?.

Hierin ist § die ,,magnetische Feldstdrke und u (Mii) ein
Materialwert, der den Namen ,,Permeabilitdt (Durchlissigkeit)
hat. Als Einheit wird die Permeabilitit der Luft gewdhlt; fiir Luft
ist also p=1. Eisen und Eisenlegierungen haben bedeutend héhere

Werte fiir 4 ; man wird fiir Magnet-

3000 ] korper deshalb Eisen verwenden,

hin 4 und zwar eine Sorte mit moglichst

i \\, 5 T Dlrarid-5 groBem p. Die Permeabilitit ist

i aber nicht nur vom Material, son-

20001111 9 Qe dern auch von der Feldstirke $

a1 abhiingig. Das Schaubild Fig.158

T l zeigt den Verlauf von w in Ab-

7000 N héngigkeit von §. Allgemein wird u

~ = mit abneh me nde m Kohlenstoff-

iz ] = gehalt des Eisens groBer, deshalb

/ i i hat Schmiedeeisen die hochsten

70 20 30 Werte von u. Bedeutend stirker

ist aber der Einflufl von . Fiirdie

Fig. 158. Industrie ist daher die Kenntnis

der u-Kurven der verschiedenen

Eisensorten notwendig, die nur durch Versuche gewonnen werden
kann.

Die Linien der magnetischen Feldstirke § laufen wie die Linien des
Flusses der magnetischen Induktion 8B in der Richtung vom Nord- zum
Siidpol und in sich zuriick. Wahrend aber der Flufl von B unveréinderlich
ist, trifft dies fiir den Flu8 von § nicht zu. Er dndert sich an den
Flichen, wo sich die Permeabilitit x4 dndert; mit abnehmendem x wird
$ groBer und umgekehrt. Aus diesem Grunde miissen beim Bau mag-
metelektrischer Maschinen Luftriu me, durch welcheder FluB von & hin-
durchgehen muB, vermieden oder moglichst klein gemacht werden.

Auch das magnetische Feld stellt wie das elektrische Feld einen
Energievorrat dar. Seine Ausnutzung werden wir im Abschnitt
Magnetinduktion, S. 247, kennenlernen. Demzufolge ist zur Herstellung
eines magnetischen Feldes Energie erforderlich, wie wir im Abschnitt
Elektromagnetismus, S. 245, sehen werden.

Erdmagnetismus. Die Erde ist von einem magnetischen Felde um-
geben, dessen Linien im Norden nahe der Melville-Insel in Nord-
amerika und im Siiden in der Nihe von Neu-Holland im siidlichen
Eismeer zusammenlaufen. Die magnetischen Erdpole sind also nicht
zugleich auch die geographischen Pole. Grofle und Richtung des Erd-




Lehre von der Elektrizitdt und dem Magnetismus. 245

feldes schwanken unter dem Einflu88 der Sonnenflecke, der Nordlichter,
der Erdbeben usw. Seine Stirke ist gering, doch ist der Einflu} auf die
KompaBnadel ausreichend, um eine Richtwirkung hervorzubringen.
Bei empfindlichen MeBinstrumenten wird oft ein besonderes Magnetfeld
benutzt, um die storende Wirkung des Erdfeldes aufzuheben.

IV. Elektromagnetismus.

Um im Eisen einen Flul der magnetischen Induktion zu erzeugen, ist
ein magnetisches Feld notwendig. Dieses Feld kann durch natiirliche
Magnete hervorgerufen werden. 1810 entdeckte nun der Déne Oersted,
daB der elektrische Strom magnetische Felder entstehen l48t, welche

die der natiirlichen Magnete bedeutend iibertreffen. Diese Entdeckung
des ,,Elektromagnetismus“ wurde grundlegend fiir die weitere Ent-
wicklung der Elektrotechnik.

Strom und magnetisches Feld. Jeder stromdurchflossene Leiter
ist von einem magnetischen Felde umgeben, das ihn vollstindig
umbhiillt. Fig. 159 soll eine Vorstellung geben, in welcher Weise die
$-Linien den Leiter umlaufen; sie bilden immer groBer werdende kon-
zentrische Kreise. Wie wir wissen, hat § eine Richtung; kreist also
um den Leiter im Uhrzeigersinn, so flieBt der Strom vom Beschauer in
den Leiter hinein. Durch die sog. ,,Korkzieherregel* 1Bt sich diese
Festsetzung leicht merken: Denkt man sich in den Drahtquerschnitt
einen Korkzieher so hineingebohrt, da sich das Gewinde in der
Stromrichtung vorschiebt, so gibt die Drehrichtung des Griffes den
Richtungsinn von § an.

Bei einem unverinderlichen Strom bleibt auch das Feld unverindert;
es nimmt mit der Entfernung vom Leiter in seiner Stirke ab, behilt
aber seine Richtung. Schwankungen des Stromes macht das Feld in
gleichem Sinne mit und wird mit ihm gleich Null. Flieft der Strom
dann in umgekehrter Richtung, so hat auch § entgegengesetzte Rich-
tung.

Lassen wir den Strom durch eine Spule flieBen, so bildet sich aus den
Einzelfeldern um jede Windung ein Gesamtfeld. Tie Spule wirkt wie
ein Magnet, dessen Nordpol an der Spulenofinung liegt, die vom Strom
entgegen der Drehrichtung des Uhrzeigers umkreist wird. Tie Tichte
der $-Linien dieses Magneten 1i8t sich nun bedeutend erhéhen, wenn
wir das Spuleninnere mit einem Eisenkern ausfiillen (Fig. 160). Ent-
sprechend der Permeabilitit u des verwendeten Eisens bei dem vorhan-
denen Feld § (siehe Fig. 158) stellt sich in ihm eine Induktion $ ein, d. h.
der Eisenkern wird ein ,,Elektromagnet‘.
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Die Stirke des magnetischen Feldes einer Spule nimmt mit dem
Produkt aus Strom und Anzahl der Drahtwindungen, den ,,Am-
pérewindungen®, zu; es a6t sich-also fast unbegrenzt steigern. Prak-
tisch bringt man $ jedcch héchstens bis zu dem Betrag, bei welchem die
Induktion B ihren groBten Wert erreicht (siehe Fig.161), um mit mog-
lichst geringem Energieaufwand den giinstigsten Erfolg zu erzielen.

Lie Felder gleichgerichteter Stréme in beweglichen Leitern wollen
sich vereinigen; die Leiter suchen sich daher anzuziehen. Werden sie
von entgegengesetzt gerichteten Stromen durchflossen, so ist eine ab-
stolende Wirkung der Felder zu erkennen.

Die Hysteresis. Wird der Strom, welcher die Wicklung eines Elektro-
magneten durchfliet, ausgeschaltet, so verschwindet zwar das Feld, im
Eisenkern bleibt jedoch noch eine In-

‘"duktion B zuriick, d. h. das Eisen 2
bleibt etwas magnetisch. Genaueren P}
AufschluB} iiber das Verhalten der In-

v
A e

\—fisen

]

A_A_A A
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Fig. 160. ' Fig. 161.

duktion B gibt unsdieMagnetisierungskurve (Fig.161), die wir erhal-
ten, wenn wir vollig un magnetischesEisenineinzu-und abnehmen-
des Feld § bringen. Diese Kurve 8 = f () zeigt, da wir bei Adie ,,Sat-
tigung® des Eisens erhalten, d. h. wir kénnen 9 durch VergréBern von
$ nicht mehr steigern. Bei abnehmendem $ geht die Induktion B
nicht nach O zuriick, sie ist gleich OB fiir H=0. Der Betrag OB
ist der zuriickbleibende oder ,re manente‘ Magnetismus. Um ihn zu
beseitigen, miissen wir ein entgegengesetzt gerichtetes Feld § von der
GroBle OC aufwenden.

Das durch Anwachsen und Abnehmen von § entstandene Kurven-
bild ABCDEA wird ,Hysteresisschleife” genannt; Hysteresis
heiBlt das Zuriickgebliebene. Die Fliche der Schleife ist ein MaB fiir
die Arbeit, die zum Ummagnetisieren des Eisens erforderlich ist.

Geharteter Stahl behilt besonders viel remanenten Magnetismus,
deshalb benutzt man ihn zur Anfertigung von ,,permanenten® oder
Dauermagneten.

Liese Eigenschaft des gehiirteten Stahles ist bei Werkzeugen, die
zufallig magnetisch geworden sind, oft unangenehm, weil dann Eisen-
spine an ihnen haften bleiben und die Schneidwirkung stéren. Durch
Ausglithen lift sich der remanente Magnetismus beseitigen, doch wird
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das Werkzeug dadurch unter Umstinden minderwertig, wenn die neue
Hirtung nicht sachgemil ausgefiihrt wird. Ein besseres Mittel, Werk-
zeuge zu entmagnetisieren, ist das Einbringen der Stiicke in ein schnell
und dauernd seine Richtung wechselndes magnetisches Feld (,,Wech-
selfeld*“, d.h. Feld einer von Wechselstrom durchflossenen Spule), aus
dessen Bereich sie dann langsam entfernt werden.

Y. Induktionselektrizitit.

Durch den elektrischen Strom kénnen wir magnetische Felder ent-
stehen lassen. 1831 entdeckte der englische Physiker Faraday, da$
magnetische Felder unter gewissen Bedingungen elektrische
Strome hervorrufen. Aus dieser
Entdeckung haben sich die heute
gebrauchlichen Dynamomaschinen A
oder Generatoren entwickelt, die '97
zur Elektrizititserzeugung im grofien
dienen. K al il

Die Induktion durch magne- "70
tischen FluB. In Fig. 162 sehen wir @ Il A
den FluB @ von magnetischen In- c
duktionslinien, welcher eine Draht- ‘14
schleife @ bc¢d durchdringt, deren
Enden durch einen Stromkreis K
verbunden sind. Andern wir die
Zahl der von der Schleife umfaBten Induktionslinien, so wird in
ihr eine EMK hervorgerufen oder ,induziert®. Sie ist die Ursache
eines ,,Induktionsstromes®, der durch die Leiterschleife und den
angeschlossenen Stromkreis K fliefit.

Die Anderung der Linienzahl des Flusses kann erfolgen:

1. durch Bewegung der Drahtschleife oder des Flusses; sie muf
so erfolgen, daB ein Teil der Schleife den Flul schneidet;

2. durch Abschwichen oder Verstirken des Flusses.

Die induzierende Kraft der Fluféinderung ist am gréBten, wenn der
FluB die Ebene der Leiterschleife senkrecht durchdringt. Laufen
Schleifenebene und Richtung des Flusses parallel, so ist sein Einflufl
Null. Die Gré8e der induzierten EMK nimmt mit der Geschwindig-
keit der Flufiinderung zu.

Die Richtungder EMK und damit die des Ind uktionsstromes kénnen
wir durch die sog. Rechte-Hand-Regel bestimmen: Die Finger der
rechten Hand geben die Stromrichtung im Leiterstiick an, welches
den FluB schneidet, wenn die Handfldche den FluB auffingt und der
rechtwinklig abgespreizte Daumen in der Richtung der Bewegung
liegt. Wird in der Anordnung in Fig. 162 die Schleife in der Pfeilrichtung
bewegt, dann schneidet das Leiterstiick ¢ d den Flu8, und der Strom
muB in der Richtung abcd flieflien; er tritt bei d heraus, d ist also 4 -Pol.

Durch die ausgefiihrte Schleifenbewegung haben wir die Zahl der
von der Schleife umfaten Linien vermindert. Erzeugen wir diese Ver-

Fig. 162.
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ringerung durch Abschwichen des Flusses, so erhalten wir die gleiche
Stromrichtung, d bleibt -+-Pol. Erhthen wir die Linienzahl des Flusses
wieder, indem wir die Schleife der Pfeilrichtung entgegen bewegen oder
den FluB verstirken, dann flieBt der Strom entgegengesetzt, @ wird ---Pol
und d wird — -Pol.

Zwischen a und d besteht ein elektrisches Feld, das uns einen
arbeitsfdhigen Strom liefert. Jeder Induktionsstrom will die ihn
erzeugende Ursache verhindern (Gesetz von Lenz). Wird der
Strom durch eine Bewegung induziert, dann tritt eine Kraft auf, die
mit der Grofle des Stromes zunimmt und der Bewegung entgegen-
wirkt. Sie muBf durch mechanische Energie tiberwunden werden.
Elektrische oder magnetische Energie miissen wir aufwenden, wenn
wir den Induktionsstrom durch Fluflinderung hervorrufen, weil er beim
DurchflieSen der Drahtschleife ein Feld erzeugt, welches der Flu@-
dnderung entgegenwirkt.

Induktionsstrome entstehen nun unter den angegebenen Bedingungen
auch in einzelnen Leitern von grofleren Abmessungen, z. B. in Platten.
Da sie keinen regelméfigen Lauf verfolgen, nennt man sie ,,Wirbel-
oder nach ihrem Entdecker ,,Foucault-Stréme*. Infolge ihrer Stirke
ist der Widerstand, den ein derartiger Leiter seiner Drehung in einem
ruhenden Flusse entgegentsetzt, sehr groB3; er wird bei den ,,Wirbel-
strombremsen‘ ausgenuzt. Ruhende, aber drehbare Leiterscheiben
beginnen sich durch die entstehenden Wirbelstréme zu drehen, wenn sie
einem dauernd seine Richtung wechselnden Flusse ausgesetzt werden.
Diese Erscheinung findet bei Mefinstrumenten und Zshlern Anwendung.

Die Selbstinduktion. Stromschwankungen in Spulen bewirken
Schwankungen der magnetischen Felder, die von stromdurchflossenen
Spulen erzeugt werden. Diese Anderungen der Zahl der Feldlinien
induziert in den Spulenwindungen eine Spannung, die EMK der
»Selbstinduktion®. Der von ihr hervorgerufene Induktionsstrom
folgt auch dem Lenzschen Gesetz. Beim Einschalten des Spulenstromes
oder bei seinem Ansteigen wirkt er ihm entgegen, wihrend er beim
Schwichen oder beim Ausschalten des Spulenstromes diesen zu er-
halten sucht.

Am stérksten finden wir die Selbstinduktion bei Spulen mit Eisen-
kernen, die einen in sie hineingeschickten Strom nur langsam ansteigen
lassen, weil die EMK der Selbstinduktion der angelegten Spannung
entgegengesetzt gerichtet ist. Beim plétzlichen Abschalten solcher
Spulen kann die Spannung der Selbstinduktion so gro8 werden, da8 Iso-
lationen durchschlagen werden und Personen zu Schaden kommen.
Das Ausschalten des Spulenstromes mufl deshalb langsam geschehen,
oder durch eine besondere Schaltung muB dafiir gesorgt werden, daB
die hohe Selbstinduktionsspannung sich im Augenblick ihres Entstehens
iiber einen Widerstand ausgleichen kann. Andererseits wird diese
Spannung zur Erzeugung des Ziindfunkens bei Ziindapparaten fiir
Verbrennungsmotoren benutzt.
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Die gegenseitige Induktion. Die Feldschwankungen, die wir
durch Stromschwankungen in einer Spule erzeugen, kénnen uns in
einer anderen Spule wieder Stréme induzieren. Fig.163 zeigt eine
derartige Einrichtung. Spule 1, die ,,Primérspule®, wird vom ,,Pri-
mirstrom® durchflossen, sie hat also ein Feld. Unterbrechen wir
nun dauernd den Primérstrom, oder wechseln wir dauernd seine Rich-
tung, so rufen wir dadurch entsprechende Feldverinderungen hervor.
Wir konnen dann der Spule 2, der ,,Sekundédrspule®, einen Induk-
tionsstrom oder ,,Sekundérstrom‘ entnehmen. Um einen recht
kraftigen Linienflul zu erhalten, wird das
Innere der Spulen, welche auch aufeinander
gewickelt sein kénnen, meist mit Eisen aus-
gefiillt.

Die gegenseitige Induktion wird bei In-
duktionsapparaten und Funkeninduktoren an-
gewendet. Sie gestatten uns, in der Sekundéir-
spule Strome hoher Spannung
zu induzieren, wenn durch die
Primérspule ein schnell unter-
brochener oder seine Richtung
wechselnder Strom niedriger
Spannung flieft und die Win-
dungszahl der Sekundarspule

7 2 ein Vielfaches der Windungszahl
Fig. 163 der Primérspule ist. Die Span-

"7 nungen verhalten sich dann
wie die Windungszahlen der Spulen, abgesehen von unvermeidlichen
Verlusten.

Das Hauptverwendungsgebiet der gegenseitigen Induktion sind die
Transformatoren, die in einem spiteren Abschnitt (S.263) behandelt
werden.

Fig. 164.

VI. Die mechanische Erzeugung von Induktionselektrizitiit.

Die Wirkungsweise der Dynamomaschinen (durch Kraft bewegten
Maschinen) beruht auf der Bewegung von Leiterschleifen in stehenden
magnetischen Feldern, oder in der Bewegung von Feldern, die stehende
Leiterschleifen schneiden. Als Bewegungsart wurde die technisch vor-
teilhafteste und am leichtesten herstellbare Drehbewegung gewihlt.

Die Einphasen -Wechselspannung. InFig.164sehen wireine Leiter-
schleife, deren Enden mit zwei voneinander isolierten Ringen verbunden
sind, auf welchen die Federn F, und F, schleifen. Sie ist in dem mag-
netischen Felde zwischen den Magnetpolen N und 8 drehbar gelagert
(Welle und Lager sind fortgelassen). Wir wollen uns nun die Schleife in
der Pfeilrichtung in Drehung versetzt denken und ihre augenblickliche
Stellung betrachten: sie umfafit gerade den gesamten Linienfluf}, die
Anderung der Linienzahl ist Null, also auch die im Leiter induzierte
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EMK. Man sagt: Die Leiterschleife steht in der ,neutralen Zone*“.
Sobald im Verlauf der Drehung die Leiterstiicke 4 und B anfangen,
die Feldlinien zu schneiden, verringert sich die umgrenzte Linienzahl;
es wird eine Spannung induziert, die zwischen F, und F, bemerkbar ist.

Die Anderung der von der Leiterschleife umfaBten Linienzahl ist
am stirksten, wenn sie von der Abnahme zur Zunahme wechselt.
Dies geschieht im Augenblick der Drehung um 90° aus der neutralen
Zone (Fig. 165), dann mufl auch die induzierte Spannung am groften
sein, Thre Richtung tritt in dem Leiterteil A aus der Bildebene dem
Beschauer entgegen (©). im Leiterteil B lduft sie in die Bildebene hinein
(@P). DieFeder F, (Fig. 164) ist jetzt - -Pol, F,ist — -Pol. Nach weiterer

o
3
] S
@
4 \ >} + }e—— Wechsel —>
Q1 T |
—OBAP - HBo- » —
ey
| |
iy 1 . .
A fee——————— Periode ————————>
S
Fig. 165 Fig. 166.

Drehung um 90° stehen beide Leiterteile wieder in der neutralen Zone,
haben aber ihre Lage vertauscht; die Spannung zwischen den Schleif-
ringen ist wieder Null. Jetzt lduft 4 am Nordpol und B am Siidpol vorbei.
Unter Benutzung der Rechten-Hand-Regel finden wir, da8 die Span-
nungsrichtungen in jedem Polbereich bei fortlaufender Drehung
stets die gleichen sind. Die Spannung wechselt also in jedem Leiter-
stiick nach einer Drehung von 180° ihre Richtung, und wihrend der
Drehung von 180° dndert sich ihre GréBe. Wir erhalten zwischen
den Federn F, und F, eine ,,Wechselspannung*, wihrend uns Rei-
bung und Elemente ,,Gleichspannungen® liefern.

GroBle und Richtung der Wechselspannung als Ordinaten zur Um-
drehungszeit der Leiterschleife als Abszisse aufgetragen, ergeben
angenihert eine Sinusliniel), wie sie Fig. 166 darstellt. Der Kurventeil,
welcher in einmaliger Folge alle vorkommenden Spannungswerte ent-
hilt, heillt ,,Periode‘ (Zeitabschnitt); sie besteht aus zwei ,,Wech-
seln®. Macht die Leiterschleife der Fig. 164 in der Minute » Umdre-
hungen, so erhalten wir auch n Perioden pro Minute. Die Periodenzahl
oder die ,,Frequenz* wird technisch fiir eine Se kunde angegeben, sie

ist also f= —6% . Versehen wir nun unsere Anordnung, die ein Polpaar

1) Siehe Abschnitt Geometrie, S. 89.
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besitzt, mit einem zweiten Polpaar, das gegen das erste um 90°
versetzt ist, und lassen Siidpol auf Nordpol folgen, so durchliuft die
Spannung bei einer Umdrehung zwei Perioden. Bei mehr Polpaaren
wiirde sie dann entsprechend viel Perioden haben. Bezeichnen wir die
Anzahl der Polpaare mit @, dann
ist die Frequenz:

a-n
/= 60 °
Die gebrauchliche Wechsel-
spannung hat eine Frequenz von
f="50Per./sek. Zu ihrer Erzeu-

gung miilte die Vorrichtung
(Fig. 164)

f- 60 50 . 60
n = = -
a 1
= 3000 Umdrehungen

pro Minute machen.
DasKurvenbild (Fig.166)zeigt Was

wihrend einer Periode die Er- Fig. 167.

scheinungsform oder ,,Phase®

einer Spannung; sie wird deshalb mit ,,Einphasenspannung®

bezeichnet.

Die Dreiphasen -Wechselspannung. Statt einer Leiterschleife
wollen wir nun drei Schleifen umlaufen lassen. Thre Anordnung er-
kennen wir aus Fig.167:
Die Schleifen I, I1 und 111
bilden miteinander Win-
kel von 120°. Durch
sechs Ringe sind die Fe-
dern F, und F, mit den
Enden von I, F; und F,
mit den Enden von II, Fy
und Fg mit den Enden von
III leitend verbunden. l

Bei der Drehung der | L |
drei Schleifen im Kraft- [ 0~ 78 — =1
fluB erhalten wir zwischen o
F,und F,, Fyund F,, F, Fig. 168.
und Fy drei Wechsel-
spannungen, von denen jede in der schon bekannten Form verliuft.
Die rdumliche Verteilung der Schleifen bedingt aber einen zeit-
lichen Unterschied ihrer Phasen. Die Spannung der Schleife I
durchléduft bei einer vollen Umdrehung eine Periode (Kurve I in Fig. 1€8).
Schleife IT liegt um 120° in der Drehung zuriick, ihre Spannung (Kurve IT)
kann daher den Hochstwert erst nach Verlauf einer Drittel periode
erreichen. Ebenso eilt die Spannung ITT von Schleife IIT um eine Drit-

IS

T>Zewt :
|
| |

— <— | —>+Spannum
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telperiode der Spannung IT nach. Wir seheh also in einer Periode
die zeitlich verschiedenen Phasen von drei Spannungen,
welche durch gleiche Periodenzahlen und zwangléufige zeitliche
Folge miteinander verbunden sind. Im Abschnitt Wechselstrom, S. 254,
werden wir die weitere Verkniipfung der Spannungstriger besprechen
und erkennen, dafl man die drei Spannungen unter dem Namen ,,Drei-
phasenspannung* zusammenfassen kann.

In dhnlicher Weise konnen wir Spannungen beliebiger Phasen-
zahlen erzeugen. Aufler Ein- und Dreiphasenspannung wird aber nur
noch Zweiphasenspannung verwendet. Die Griinde, weshalb iiber-
haupt Mehrphasenspannungen erzeugt und
benutzt werden, sollen spater erortert wer-
den (S.254).

———  — >+

Fig. 169. Fig. 170.

Die Gleichspannung. Durch Einbau einer mechanischen Schalt-
vorrichtung kénnen wir die Wechselspannung, die uns die in Fig. 164
dargestellte Einrichtung liefert, als Gleichs pannung nutzbar machen.
Fig. 169 zeigt, daB die beiden Schleifringe durch zwei voneinander
isolierte Ringh#dlften ersetzt worden sind.

Dadurch wird jede der Federn F, und F, stets mit Leiterstiicken
verbunden, in denen gleichgerichtete Spannungen induziert
werden. Diese Einrichtung heifit ,,Kollektor* (Aufnehmer) oder rich-
tiger , Kommutator* (Wender), denn sie bewirkt tatséchlich ein
Umwenden der Spannungen. Das Kurvenbild der zwischen F; und
F, liegenden Gleichspannung (Fig. 170) unterscheidet sich von dem der
Wechselspannung (Fig. 166) nur durch die nach oben geklappten nega-
tiven Spannungswerte.

Die erhaltene Gleichspannung wirkt sto Bweise oder ,,pulsierend®.
Um sie den Gleichspannungen von Elementen und Akkumulatoren
dhnlicher zu gestalten, miissen wir unserer Maschine zwei oder mehr
Polpaare geben. Besser kommen wir zu diesem Ziele, wenn wir mehr
Leiterschleifen umlaufen lassen; dann mufl der Kommutator ebenso
viele Teile erhalten.

VIIL. Die elektrische Spannung und der Strom.

In den vorhergehenden Abschnitten sind die verschiedenen Arten der
Elektrizititserzeugung aufgefiihrt worden. Wir wollen uns nun den
Punkten zuwenden, die bei ihrer Verwendung von Bedeutung sind.
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Die elektrische Spannung. Um Elektrizitit zur Arbeitsleistung
benutzen zu kénnen, miissen wir eine Potentialdifferenz oder Spannung
oder EMK hervorbringen. Wir kénnen sie bildlich mit dem Druck
vergleichen, welcher Wasser durch eine Rohrleitung treiben soll.
Dietechnische Mafleinheit fiir die Spannung ist das Volt (abgekiirzt
V); esist die EMK, die in einem Leiter von 1 Ohm Widerstand einen
Strom von 1 Ampére hervorruft (Ohm siehe S. 256, Ampére siche
unten).

Die Spannungsarten. Die elektrischen Felder bei der Reibungs-
elektrizitit und zwischen den Polen galvanischer Elemente, der Thermo-
elemente, der Akkumulatoren und der Gleichspannungs- Dynamo-
maschinen behalten dauernd ihre Richtung, so lange sie iiberhaupt
vorhanden sind. Die unter Spannung stehenden Teile behalten daher
stets ihre ,,Polaritat, d. h. ein Pol bleibt 4+, der andere —. Man.
spricht deshalb von einer Gleichspannung.

Wechselt die Polaritit zweier Leiter fortlaufend, wie dies bei den
Wechselspannungs-Dynamomaschinen geschieht, dann haben
wir eine Wechselspannung.

Mehrphasenspannungen sind an und fiir sich auch Wechsel-
spannungen.

AuBer dieser Unterscheidung der Spannungen nach ihren Richtun-
gen miissen wir sie auch nach ihren GréB8en ordnen. Jedes elektrische
Feld will verschwinden und dabei den Weg einschlagen, der ihm den
geringsten Widerstand bietet. Bei unsern elektrischen Anlagen
wollen wir aber diese Absicht des Feldes fiir unsere Zwecke ausnutzen
und setzen deshalb seinem eigenmdchtigen Verschwinden einen ent-
sprechend hohen Widerstand entgegen. Je grdfBer die Potential-
differenz des Feldes, also die Spannung, um so gréfler muB auch der
Isolationswiderstand sein, und um so gréBere VorsichtsmaBregeln
miissen wir bei der Bedienung solcher Anlagen beachten, damit Personen-
und Sachschiden vermieden werden. Nach den Vorschriften des Ver-
bandes Deutscher Elektrotechniker gilt eine Spannung bis 250 V als
Niederspannung, tiber 250 V als Hochspannung.

Der elektrische Strom. Ein elektrischer Strom ist die Folge
einer vorhandenen Spannung. Sein technisches MaB ist das Ampeére
(abgekiirzt A). Gesetzlich ist 1 A die Stromstérke, welche in 1 Se-
kunde auseiner Silbernitratlésung 1,118 mg Silber ausscheidet
(vgl. Abschnitt Elektrolyse, S.270). Es ist festgelegt, dall der Strom
stets vom - -Pol der Stromquelle ausgeht. Die Leitung, welche er durch-
flieen soll, muBl einen geschlossenen ,,Stromkreis” bilden; sie
braucht aber deshalb nicht kreisférmig zu sein. Der Strom durchfliet
den Stromkreis und die Stromquelle, bis eine Unterbrechung in der
Leitung oder in der Stromquelle erfolgt. Wir diirfen also den Ausdruck
,»Stromquelle nicht wortlich auffassen, sondern wir miissen sie mit
einer Pumpvorrichtung vergleichen, welche den Strom in Bewegung
setzt.
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Die Stromarten.

DerGleichstrom. Eine Gleichs pannung verursachteinen Gleich-
strom; erflieft in gleicher Richtungund in gleicher GréBe, wenn
die Spannung und der Stromkreis nicht geindert werden. Da der Strcm
auch dieStromquelle durchstromt, muB die Strommenge, welche den -+ -Pol
verlift, am — -Pol wieder eintreten. Bei 6rtlich zusammenliegenden
verschiedenen Stromkreisen kénnen oft mehrere Leitungen ohne Sto-
rungdurcheine Leitung ersetzt werden, wenninihnengleichgerichtete
Strome flieBen. In jedem der drei Stromkreise in Fig.171 stellt sich ent-
sprechend der Spannung E und dem Leitungswiderstande cin Strom ¢
ein (siche Ohmsches Gesetz, S. 257). Von 4 werden die Einzelstrome durch
eine ,,Riickleitung* bis B gefiihrt. Die GroBe des Riickleitungsstromes

A
I; Z/ %Rz
£71 IJJ ' TL.Z TI:J l = X
|
£ z
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Fig. 171. Fig. 172.

ergibt sich nach der Kirchhoffschen Regel: Die Summe der nach
einer Verzweigung hinflieBenden Stréme ist gleich der Summe
der von dieser abflieBenden Strome. In AB flieft also der Gesamt-
strom J = ¢, -+ 4, -} 45, bei B teilt er sich wieder in die Einzelstrome
ty, 93 und %, .

Der Wechselstrom. Bei einer Wechselspannung geht der Strom
auch stets vom jeweiligen -+ -Pol aus; er wechselt wie die Spannung
GréBe und Richtung und heiBt deshalb Wechselstrom. Sein
Kurvenbild gleicht dem der Wechselspannung (Fig.166). Entsprechend
den Ein- und Mehrphasen-Wechselspannungen gibt es auch ein- und
mehrphasige Wechselstrome.

Der Dreiphasen-Wechselstrom. In Fig.172 sehen wir drei um
120° gegeneinander versetzte Leiterschleifen I, IT und III, welche eben-
falls wie die in Fig. 167 in einem Kraftfeld gedreht werden kénnen. Ihre
Enden sind durch sechs Leitungen mit drei gleichen Widerstinden
R,, B, und R; verbunden. Wir erhalten dadurch drei voneinander
getrennte Stromkreise, in denen die Leiterschleifen die Stromquellen
sind. Statt der drei Leitungen, welche zu den inneren Schleifen-
enden fiihren, wollen wir nun eine Riickleitung anlegen (Fig. 173).

Wird die Schleifengruppe gedreht, so ist in der dargestellten Lage
die in Schleife I induzierte Spannung gleich Null, die in den Schleifen IT
und III entstehenden Spannungen sind gleich groB, aber entgegen-
gesetzt gerichtet, was wir auch aus dem Anfangspunkt der Span-
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nungskurven in ¥ig. 168 ersehen. Die StromgrdB8en ergeben sich nach
dem Ohmschen Gesetz (S. 257); demzufolge ist der Strom i, im Kreise I
gleich Null, wihrend in den Kreisen IT und IIT gleichgroBe, in der
gemeinsamen Riickleitung aber entgegengesetzte Stréme 4, und
iy flieBen. Bei gleichen Widerstandsverhéltnissen in den drei

Fig. 173. Fig. 174.

Stromzweigen oder bei ,gleicher Belastung der Phasen® ist die
Summe der Stréme 4,, 7, und 73 gleich Null. AusFig.1€8 kénnen wir
feststellen, daB dies fiir jeden Augenblick und auch bei den Span-
nungen der Fall ist. Wir kénnen also die gestrichelte Riickleitung
fortlassen (Fig.174) und haben den Vorteil, durch drei Leitungen
drei Wechselstromkreise speisen zu konnen; sie werden mit dem
Namen ,,Drehstromnetz“ bezeichnet. Werden in solcher Anlage die
Phasen ,,ungleich belastet®, dann storen sich die Einzelstrome, da
sie zwangsweise Null werden miissen. Drei-
leiter-Drehstromnetze sind daher in den
Phasen moglichst gleichmBig zu belasten
oder, wenn dies nicht durchfithrbar ist, mit
einer Riickleitungodereinem ,,Nulleiter®
zu versehen, wodurch sie zu Vierleiter-
Drehstromnetzen werden.

Die Schaltweise der Leiterschleifen in Fig. 175.
Fig. 174, bei der drei Spulenenden in
einem Punkt vereinigt sind und die anderen Enden an die
Leitungen gelegt werden, heilt ,,Sternschaltung (abgekiirzt Y).
Zwischen zwei AuBenleitern ist dann die Spannung gréBer als die in
einer Schleife induzierte Spannung e, sie ist K =e¢ -]/3,; der Strom J
in einer Leitung ist gleich dem Strom ¢ in einer Leiterschleife.

Die Schleifen kénnen aber auch so verkniipft werden, daB3 sie einen
geschlossenen Stromkreis bilden. Wegen der Dreieckform des
Schaltbildes (Fig. 175) wird diese Schaltung ,,Dreieckschaltung*
genannt (abgekiirzt A). Hierbei bleibt £ =¢ und es wird J =¢ ]/§
Eine Riickleitung ist auch bei ungleichméiBiger Belastung nicht nétig.

Schwach- und Starkstrom. Anlagen, die nur geringe Span-
nung und Stromstérke verlangen, wie Klingelanlagen, Haustelephone,
Kleinbeleuchtungen usw., werden mit ,,Schwachstrom betrieben.
Als Stromquellen dienen Elemente oder kleine Akkumulatoren.
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Miissen groBere elektrische Energiemengen jederzeit zur Verfigung
stehen, dann wird der Betrieb mit Elementen unvorteilhaft, ja un-
moglich. Der dazu notwendige ,,Starkstrom® wird unmittelbar
Dynamomaschinen oder groBen Akkumulatorenbatterien
entnommen.

Schwachstromanlagen kénnen auch durch kleine Maschinen gespeist
oder unter Zwischenschaltung von Vorrichtungen, welche die Spannung
bis zur Elementspannung vermindern, an Starkstromleitungen angeschlos-
sen werden.

Der Widerstand der Leiter.

Jeder Leiter setzt dem Durchflieflen des elektrischen Stromes einen
Widerstand entgegen. Dieser ist vom Stoff, von der Lénge, der
GroBe der Querschnittsfliche und von der Temperatur des
Leiters abhingig. Um die Grofle des Widerstandes zahlenmiBig an-
geben zu kénnen, benutzen wir als Vergleichswert das ,,0h m* (abgekiirzt
Q). 12 ist der Widerstand eines Quecksilberfadens von 106,3 cm
Léange und 1 mm? Querschnitt bei der Temperatur des schmelzenden
Eises.

Zum Vergleich der Widerstdnde verschiedener Materialien sind durch
Versuche ihre Widerstinde bei 1 m Linge, 1 mm? Querschnitt und 15° C
ermittelt worden. In nachstehender Aufstellung sind einige dieser
»spezifischen Widerstédnde®, die mit ¢ bezeichnet und in £ ge-
messen werden, angegeben:

Material o in 2
Aluminium . .| 0,03
Blei . . . .. 0,21
Eisen. . . . . 0,13
Kupfer . . . . | 0,0175
Kruppin . . .| 081
Neusilber . . . | 0,31
Nickelin . . .| 040
Silber . . . .| 0,016
Zink . . . .. 0,067
Kohle . . . .| 10—-100

Mit Hilfe von g kénnen wir den Widerstand R einer Leitung berechnen,
wenn uns ihre Linge ! in m und ihr Querschnitt ¢ in mm? bekannt
sind; es ist:

l
R=p-— in Q.
¢ q

Eine Leitung aus Zinkdraht hat z. B. bei I =50m Linge und
¢ = 2,0 mm? Querschnitt einen Widerstand:

R=0,067'5§0= 1,675 Q.
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Mit der Lange und mit abnehmendem Querschnitt nimmt der Wider-
stand eines Leiters zu; er ist um so kleiner, je kleiner der spezifische
Widerstand des Materials ist. Néachst Silber, das wegen seines Preises
ausscheidet, hat Ku pferdengeringstenspezifischen Widerstand;
es ist daher das gebriuchliche Leitungsmaterial, wird aber zuweilen
durch Zink, Aluminium oder Eisen ersetzt, wenn Riicksichten auf
Preis, Gewicht oder Festigkeit dies erfordern. Dann miissen aber
groflere Querschnitte gewdhlt werden, damit die durch den Wider-
stand entstehenden Verluste (siehe S. 260) in annehmbaren Grenzen
bleiben sollen.

Fiir ,,Widerstiande®, das sind Leiter, die Widerstand haben sollen,
verwendet man hauptsichlich Nickellegierungen, wie Neusilber,
Nickelin oder Kruppin usw., die besonders hohe spezifische Wider-
stinde besitzen.

Bei allen Metallen nimmt der Widerstand durch Temperatur-
erh6hung mehr oder weniger zu; dies mufl bei MeSwiderstdnden
beriicksichtigt werden. Kohle und Fliissigkeiten, welche den
Strom leiten, verlieren bei steigender Temperatur an Widerstand.

Als Besonderheit sei noch der metallihnliche Stoff Selen erwéhnt,
dessen Widerstand im Dunkeln am groBten ist und sich bei Belich-
tung verringert; nach wiederkehrender Dunkelheit nimmt er wieder
seinen urspriinglichen Wert an.

Das Ohmsche Gesetz. Die Gesetzm#Bigkeit der Beziehungen
zwischen Spannung, Strom und Widerstand erkannte 1826 der
deutsche Physiker Ohm; jhm zu Ehren wurde die Einheit des Wider-
standes mit,,Ohm‘ bezeichnet,

Benennen wir die Spannung in Volt mit £, den Strom in Ampére mit
J und den Widerstand in Ohm mit R, so ist:

E=J-R. 1)
Durch algebraische Umformung erhalten wir:

E
=— 2
5 @

und

E
=—. 3
= ®)

Nach Formel (3) flieBt durch einen Draht von R = 10 2 Wider-
stand bei einer Spannung von F = 220V ein Strom

220
J = o = 22 A.

Um durch einen Draht von R = 1,5 £2 Widerstand einen Strom von

J =6 A zu schicken, brauchen wir nach Formel (1) eine Spannung:
E=6.-15=9V.

Legen wir an diese Leitung eine Spannung von 110 Volt an und

entnehmen 6 A, so stehen uns an der Verbrauchsstelle 6 A bei
Winkel, Der prakt. Maschinenbauer IL. 1. 17
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110V —9V =101 V zur Verfiigung. 9V sind im Draht verbraucht
worden, um das Produkt Strom x Widerstand zu iiberwinden,
welches deshalb auch ,,Gegenspannung® genannt wird. Ist der er-
rechnete Spannungsverlust von 9V zu groB, so miissen wir den
Widerstand verringern, damit die Gegenspannung kleiner wird.

Das Ohmsche Gesetz gilt fiir Gleichstrom; es ist auch fiir Wechsel-
strom richtig, wenn die Leitung nur Materialwiderstand oder
,,Ohmschen Widerstand‘ besitzt. Ist in einem Stromkreise, besonders
bei Spulen, auch Selbstinduktion vorhanden, so wird die angelegte
Wechselspannung nicht nur durch die Gegenspannung J - R, sondern
auch durch die EMK der Selbstinduktion geschwécht, welche des-
halb ,induktiver Widerstand‘ heiit. Er
bildet mit dem Ohmschen Widerstand fiir Ry Ry
Wechselstrom einen ,,scheinbaren Wider-
stand‘ R,; das Ohmsche Gesetz heifit dann:

E=J:R,.

Die GroBe des induktiven &
b Widerstandes nimmt mit der

[~ Frequenz des Wechselstromes
&35|  und mit der Zahl der Spulenwin- — }-I’—I —
‘ dungen zu, so daf} Spulen mit ge- J J

‘Fig. 176. ringem Ohmschen Widerstande Fig. 177.

unter Umstdnden Wechselstromen

sehr hohe scheinbare Widerstinde entgegensetzen; man nennt solche
Spulen ,,Drosselspulen®.

Fiir MeBwidersténde ist oft die Herstellung selbstinduktions-
freier Spulen aus Widerstandsdraht erforderlich, damit sie auch einem
Wechselstrom nur Ohmschen Widerstand bieten. Fig. 176 zeigt eine der-
artige Spulenausfithrung mit zweifddiger oder ,,bifilarer* Wicklung,
durch welche der Wechselstrom seine induzierende Wirkung aufhebt.

Ry

Widerstdande in Serienschaltung.

An der Batterie B (Fig. 177) liegen hintereinander geschaltete
Widerstinde. Der Strom J durchflielt die Widerstinde R,, R,, B, und
R, der Reihe nach; die Stromgr6Be kann sich auf diesem Wege nicht
andern, sie bleibt unverindert. Die vier Widerstidnde wirken wie
ein einziger Widerstand R, der gleich der Summe der Einzelwider-

stinde ist: ‘
R=R,+ R,+ B3+ R,
Allgemein gilt also: Hintereinandergeschaltete Widersténde
addieren sich.
Die Grofle des Stromes J finden wir nach dem Ohmschen Gesetz:
E

J:-E.

Die Batteriespannung E mul} sich bei jedem Widerstande durch
die Gegenspannung vermindern; der z. B. durch R, hervorgerufene
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Spannungsverlust ist: B, = J + B, . Zwischen dem — -Pol der Batterie
und der Leitung von R, nach R, besteht nur noch eine Spannung £ — E,.

Widersténde in Parallelschaltung.

In den Stromkreis der Batterie B sind die Widerstiinde R;, R, und
B;nebeneinander eingeschaltet (Fig.178). Die Klemmenspannung &
wirkt auf jeden dieser Widerstinde; wir kénnen also nach dem Ohm-
schen Gesetz die Grofe des durch jeden Widerstand flieSenden Stromes
bestimmen:

E E B
J1='R‘;, Jzz'ﬁz‘ und J3:'-*RT3.
Nach der Kirchhoffschen Regel (siche Abschnitt
Gleichstrom, S.254) ist der Strom J, welcher den ganzen Jy—»
Kreis durchflieBt: r—/\/?a\/\/\/—

J=J+J+J— + +
1 2 Rz 3 —/v?z\/\/—

=E- ( -+ 5+ ) Jy —>
Rz ' N,\/\’_
Bezeichnen wir den durch die drei Widerstinde her-
vorgerufenen Gesamtwiderstand mit R, dann kénnen | ’
P | ‘

wir — fiir J einsetzen:

R
E 1 1 1 ) . Fig. 178.
7 E gt w)
Wir dividieren die Gleichung durch E und erhalten:

1 1 1 1

R R, T R, T R,’
d. h.: Bei parallel geschalteten Widerstinden ist der umgekehrte cder
reziproke Wert des Gesamtwiderstandes gleich der Summe der
reziproken Werte der Einzelwiderstinde.

| . oo .
Der Ausdruck N wird auch ,,Leitwert‘ genannt, weil seine Grofe

ahgibt, ob sich ein Material gut als Leiter eignet. Je kleiner der Wider-
stand R ist, um so besser wird der Strom geleitet und um so grofer wird

. 1
der Leitwert -

Wir kénnen also auch sagen: Die Leitwerte parallelgeschalteter
Widerstinde addieren sich.

Beispiel: Die Widerstinde in Fig. 178 mogen sein: R, =8 £,
Ry, = 0,50 und R, =20 Q; dann ist:

1 1 5 80 2 87
F=5 7 6,s‘+§d'=z(7+10‘+1'6=26-
17*
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Aus dem Gesamtleitwert —1% finden wir den Gesamtwiderstand R,

indem wir die Gleichung umdrehen:

R 40
=5 =~0,46 Q.
Durch Hinzufiigen eines weiteren Widerstandes R, = 5 £ in Parallel-
schaltung erhalten wir:
1 87 1 95 40
E~w0 5w " Feyg
Der Gesamtwiderstand wird also durch Parallelschaltung von Wider-
stinden geringer, der Leitwert und damit der Gesamtstrom nehmen zu.
Alle Vorrichtungen, durch die wir die Wirkungen der Elektrizitit
nutzbar machen, sind Widerstinde; sie werden fast immer parallel zuein-
ander in das Stromnetz eingeschaltet. Reihenschaltung wird angewendet,
wenn die Nutzwiderstéinde fiir die vorhandene Netzspannung zu gering
sind. Sie wiirden, einzeln angeschlossen, durch zu starken Strom unzu-

lissig erhitzt oder sofort zerstort werden.

=c00,42 Q.

VIIL. Die elektrische Leistung.

Die Spannung gibt die Arbeit an, welche die Elektrizitéts-
menge Eins leisten kann (siehe Abschnitt Potential, S. 235). Steht uns
ein Mehrfaches dieser Menge zur Verfiigung, so steigt in gleichem
Verhiltnis das Arbeitsvermdgen, es ist gleich Spannung X Elek-
trizitdtsmenge.

Durch Einsetzen der technischen Mafie Volt und Ampére bringen
wir in diese Beziehung noch die Zeiteinheit hinein, weil 1 A die in
1 sek durch einen Leiter flieBende Strommenge ist. Wir erhalten
also Arbeit in der Zeiteinheit, also eine Leistung. Bezeichnen wir
diese mit IV, die Spannung in V mit £ und die Stromstirke in A mit J,
so ist:

N=E-J.

Die Leistung 1 V-1 A nennt man 1Watt (abgekiirzt W); 1000 W
sind 1 Kilowatt (abgekiirzt kW) und entsprechen einer mechanischen
Leistung von 102 mkg/sek.

Die Gleichstromleistung. Um eine Leistung zu bekommen,
miissen Spannung und Strom zugleich vorhanden sein und wirken.
Bei Gleichstrom ist diese Bedingung stets erfiillt und seine wirkliche
oder ,effektive’ Leistung an der Verbrauchsstelle ist:

' N,=E.JinW.

Zwischen der Stromquelle und der Verbrauchsstelle ist stets eine
Leitung mit einem Ohmschen Widerstande R vorhanden. Ihre Gegen-
spannung J « R bildet mit dem durchflieBenden Strome J gewissermafBen
eine ,,Gegenleistung® oder richtiger: einen Leistungsverlust.
Bezeichnen wir ihn mit N,, so ist:

Ny=(J-R)-J=J*-Rin W.
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In der Leitung haben wir also nicht nur Spannungsverlust, son-
dern auch Leistungsverlust; er wichst mit dem Widerstande
und im Quadrat der Stromstdrke. Wir kénnen diesen Verlust mit
einer Reibung des Stromes im Leiter vergleichen, und er duBert sich
auch so: ndmlich durch Erwarmung der Leitung. Der Widerstand eines
Leitungsnetzes mull neben wirtschaftlichen Griinden also auch aus Sicher-
heitsgriinden moglichst gering sein, um feuergefahrliche Erwérmung der
Driahte zu vermeiden. Zu diesem Zwecke bestehen auch iiber die zu-
lassigen Stromstérken fiir bestimmte Drahtquerschnitte und Materialien
besondere Vorschriften, die bei der Ausfiihirung von Anlagen eingehalten.
werden miissen.

DieWechselstromleistung. Hatein Wechselstromnetz nur Ohm -
schen Widerstand, dann sind Spannung und Strom, wie beim Gleich-
strom, gleichzeitig vorhan-

den. In Fig. 179 sind e und ¢ .

die Kurven der Augenblicks- &t

werte von Spannung und e

Strom Wéhreng einer P%riode. + N\ e

Beide Werteerreichenzugleich il

ihre positiven und negativen T

Ho6hepunkteund werden zu -

sammen Null, Spannung und —Zelt (t)

Strom sind ,,in Phase‘. l e Tmm =10 Volt
Abgesehen von den Null- Y - Imm = 24m
nkten ist in jedem Augen- L - P

prnkten 1s & e-L: 1mm = 120 Wazt

blick eine Leistung e-¢ vor-’

handen; tragen wir ihre Betriige Fig. 179.

als Ordinaten ein, so erhalten )

wir die Kurve e+<¢=f (). Sie bekommt nur positive Ordi-
naten, da (—e)+ (— %) = + e- ¢ ist, und ergibt die Augenblicks-
werte oder ,Momentanwerte‘ der Leistung, welche in jeder Periode
in zwei Wellen wirkt. Diese schwingende Leistung duflert sich infolge
der Trigheit der energieverbrauchenden Einrichtungen als mittlere
effektive Leistung N, (Fig.179). Die Kurve N, = f(f) verlduft
parallel zur z-Achse; ihre Fliche ist gleich der Summe der beiden
Fléachen der Kurve e-4 = f () .

Meistens hat aber jeder Wechselstromkreis neben dem Ohmschen
Widerstande auch induktiven Widerstand. Er verursacht zwi-
schen Spannung und Strom eine ,,Phasenverschiebung®, d. h. beide
haben ihre Hochst- und Nullwerte nicht mehr gleichzeitig. Fig. 180
zeigt die groBte mogliche Phasenverschiebung: Beim hochsten Wert
der Spannungist der Strom Null, und beim héchsten Stromwert
ist dieSpannung Null. ¢ (Phi) ist der Betrag, um welchen der Strom
der Spannung nacheilt, er ist gleich dem vierten Teil der ganzen
Periode. Aus Fig. 166 wissen wir, daf} eine Periode einer vollen Umdrehung
der Leiterschleife, also einer Drehung von 360° entspricht; ein Perioden-
viertel ist dann eine Drehung von 90°. Man sagt deshalb: Die Phasen-
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verschiebung betridgt 90° oder der Strom eilt der Spannung
um 90° nach.
Betrachten wir jetzt die Leistung. Die Multiplikation der Momentan-

werte von Spannung und Strom ergibt eine Kurve e - ¢ = f (), welche die
Zeitlinie in jedem Periodenvier-

tel schneidet (Fig.180) und da-

durch zwei positive und zwei

negative flichengleiche Ab-

schnitte bildet. Ihre Summe gibt

uns die effektive Leistung an:

¥ >l L _ die Summe und N, werden
Null.

—t An den MeBinstrumenten
lesen wir wie vorher, als keine
Phasenverschiebung vorhanden

e:1mm=10V. - war, fiir Spannung und Strom

¢:1mm=2A. die Mittelwerte E und J ab.

eL:Tmm=60W. Ihr Produkt entspricht aber

nicht der wirklichen Leistung,

Fig. 180. sondern ergibt eine grofere

»scheinbare Leistung. Das

Verhiltnis der wirklichen zur scheinbaren Leistung wird mit
,Leistungsfaktor® bezeichnet, also:

el

e

| ~-—— —_— 4

wirkliche Leistung
scheinbare Leistung

Leistungsfaktor =

oder
scheinbareLeistung X Leistungsfaktor= wirklicheLeistung.

Die letzte Gleichung erklirt den Namen ,Leistungsfaktor®*: Mit
ihm muB man die scheinbare Leistung multiplizieren, um die wirk-
liche Leistung zu erhalten.

Fiir den betrachteten Fall der groBten Phasenverschiebung um
@ = 90° ist cie wirkliche Leistung und damit auch der Leistungsfaktor
Null. Im ersten Beispiel, bei dem eine Phasenverschiebung von ¢ = 0°
vorhanden ist, ist der Leistungsfaktor gleich Eins, weil die scheinbare
Leistung E - J gleich der wirklichen Leistung ist.

Tie Anderung des Leistungsfaktors von Eins fiir ¢ = 0° bis
Null fiir ¢ = 90° entspricht dem Verlauf der Kosinusfunktion des
Winkels ¢. Man gibt daher den Leistungsfaktor als ,,cos¢“an,
und wir erhalten unter Beriicksichtigung einer Phasenverschiebung fiir
die Wechselstromleistung:

N,=E-J-cospin W.

Die Phasenverschiebung kann aber auch durch Kondensatoren oder
Kondensatorwirkung in entgegengesetztem Sinne auftreten. Ein
»kapazitiver Widerstand® bewirkt, daf der Strom der Spannung
vorauseilt. Wir konnen diese Erscheinung benutzen, um die Wirkung
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des induktiven Widerstandes aufzuheben oder zu mildern und so
den Leistungsfaktor seinem groBten Werte zu nihern.

Jedes Wechselstromnetz hat auBer dem Ohmschen Widerstande an
und fiir sich Widerstdnde induktiver und kapazitiver Art, die sich mei-
stens aufheben, so dafl cosp =1 wird. FEingeschaltete Glithlampen
erhéhen nur den Ohmschen Widerstand, dagegen vergroflern leerlau-
fende Motoren und Transformatoren sowie Drosselspulen
die Selbstinduktion bis cosp =0.

Die Leistung des Dreiphasen-Wechselstromes ist die dreifache eines
einphasigen Wechselstromes gleicher Stirke und Spannung, also

N,=3e-i.cosp.
Durch Einsetzen von E und J bringen wir sowohl bei Stern- als auch

bei Dreieckschaltung in diese Gleichung den Faktor 1% hinein, so dafl
3 —
~VT§-E-J-COS¢)=]/3-E-_J-COS¢.
Die elektrische Arbeit.

Multiplizieren wir die Leistung N,, also die Arbeit in der Zeitein-
heit, mit der Zeit ¢, wihrend welcher die Leistung benutzt wird, so er-
halten wir die Arbeit:

wir erhalten:
N,=

A=N,-t.
Entsprechend den Gré8en von N, und ¢ wird die Arbeit angegeben in

Wsek = ,,Wattsekunden® oder ,Joule“;
3600 Wsek = 1 Wh = 1,,Wattstunde*;
1000 Wh = 1 kWh = 1 ,,Kilowattstunde*‘.

IX. Die Transformatoren.

Um den Betrieb grofierer elektrischer Kraftwerke moglichst wirt-
schaftlich zu gestalten, werden sie zweckmifBig dort errichtet, wo
Wasserkréafte oder Fundstellen von Brennstoffen vorhanden sind.
Fallt das Vorkommen dieser Naturkrifte mit dem Versorgungsgebiet der
Werke nicht zusammen, dann sind lange Stromleitungen notig.

Angenommen, es soll eine Leistung von 1000 kW auf 50 km iibertragen
werden. Bei einer Verbrauchspannung von 220 V miissen wir dazu

100202(())03—‘2‘7 = 4545 A fortleiten. Die Ausfithrung der

zusammen 100 km langen Hin- und Riickleitung ist wegen der hohen
Kosten fiir diese Stromstdrke unmoglich. Wahlen wir eine hdhere
Spannung, z. B. 50000V, dann brauchen wir nur einen Strom von
1000000 W

50000V

einen Strom von

=20 A, zu dessen Fortleitung ein Draht von 2,5 mm?
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Querschnitt geniigt, den wir fiir Freileitungen allerdings aus Festigkeits-
riicksichten auf mindestens 10 mm 2 bemessen miissen. Dieser Querschnitt
entspricht einem Durchmesser von 3,6 mm, einer Drahtstirke, mit der
wir die Anlage noch ausfithren kénnen.

Mit Dynamomaschinen kénnen wir nun mit Riicksichten auf ihren
Bau derartig hohe Spannungen nicht erzeugen.

Die ,Spannungswandler oder , Transformatoren® bieten
uns aber die Moglichkeit, Wechselspannungen in einfacher Weise stark
zu steigern. Deshalb fithren Hochspannungsleitungen stets Wechsel-
strom, und zwar meistens Drehstrom, weil er fiir den Antrieb von Motoren
besonders geeignet ist. .

Die Wirkungsweise der Transformatoren beruht auf der gegenseitigen
Induktion (siehe S. 249). Thre Ausfithrungsformen richten sich nach den

Verwendungszwecken und nach den Her-
AN

, & 3————— stellern.

Foch= : Modor- Allgemein werden die Eisenkérper aus
L Blechen zusammengesetzt, die voneinan-
der durch Papier isoliert sind, um die ent-
stehenden Wirbelstrome und damit die
durch sie hervorgerufenen Verluste mog-
Fig. 181. lichst niedrig zu halten. Fig. 181 zeigt
uns eine gebrduchliche Form eines Dreh-
stromtransformators. Der Eisenblechkérper ist so ausgebildet, daf
der entstehende FluB der magnetischen Induktion vollstdndig auf-
genommen wird; er trigt drei ,,Priméar‘“- oder Niederspannungs-
spulen aus wenigen Windungen starken Drahtes. Auf sie sind
gut isoliert die drei ,,Sekundér®“- oder Hochspannungsspulen
in vielen Windungen aus diinnem Draht gewickelt. Beide Spulen-
gruppen sind hier im Stern geschaltet; sie kénnen auch beide Dreieck-

schaltung haben oder ungleich geschaltet sein.
Die Spannungen verhalten sich wie die Windungszahlen der
Spulen. Werden primir bei 100 Windungen e = 5000 V angelegt und
hat die Sekundérspule 1000 Windungen, dann kénnen wir die Hoch-

B 1000
m = W berechnen: F = 50000 V.

Durch unvermeidliche Verluste im Spannungswandler ist die wirk-
liche Sekundérspannung um einige Prozent geringer als die errechnete;
auch die abgegebene Leistung erreicht nicht die Hohe der aufgenom-
menen Leistung. Der Wirkungsgrad der Transformatoren ist aber sehr
gut und schwankt zwischen 95 bis 999,.

Ein Teil der Verluste setzt sich in Wirme um; stark belastete
Transformatoren stehen deshalb zur Kithlung in Behdltern, die mit
Ol gefiillt sind. Um bei Dauerbetrieb ein Erreichen der Entziindungs-
temperatur des Oles zu verhindern, sind Schmelzsicherungen ein-
gebaut, die bei einer bestimmten Temperatur des Oles durchschmelzen
und den Transformator selbsttétig auBer Betrieb setzen.

spaenriyy Sporinnng

spannung E aus der Beziehung
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In den Verbrauchsorten wird die Hochspannung durch Transfor-
matoren, die meist in besonderen Hiuschen aufgestellt sind, auf Ge-
brauchsspannung umgesetzt und in die Ortsnetze geleitet.

X. Elektrische MeBinstrumente.

Die Elektrizitit selbst ist nicht meBbar; wir konnen aber durch ihre
Wirkungen ihr Vorhandensein erkennen. Zum Messen brauchen
wir jedoch die zahlenmiiBige Angabe dieser Wirkungen, und dazu dienen
die elektrischen MeBinstrumente; mit ihnen stellen wir die Betridge von
Spannung, Strom, Leistung und Arbeit fest.

Die Bezeichnung der Instrumente richtet sich nach Bauart und Ver-
wendungszweck. Allgemein unterscheidet man ,,technische* Instru-
mente, welche gegen rauhe Behandlung weniger empfindlich sind, und
deren Angaben fiir praktische Zwecke geniigen, und ,,Préizisions-
instrumente‘‘ fiir genaue Messungen.

Alle Mefinstrumente miissen nach ihrer Anfertigung mit Normal-
instrumenten verglichen oder ,geeicht® werden, die ihrerseits
wieder von der Physikalisch-Technischen Reichsanstalt ge-
priift worden sind.

Fiir Prizisionsinstrumente wird meistens vom Hersteller ein Kur-
venblatt zur Berichtigung der Ablesungen mitgeliefert.

Zur Vermeidung von Ablesefehlern durch schriiges Anblicken des
iiber der Teilung schwebenden Zeigers haben Prizisionsinstrumente neben
der Teilung einen Spiegel. Die Ablesung mul so ausgefithrt werden, dafl
das ablesende Auge sein Spiegelbild vom Zeiger halbiert sieht.

Mit Ausnahme des Aron- und des Elektrolytzihlers sowie des Fre-
quenzmessers sind alle besseren Instrumente mit ,,Démpfungen’
versehen und haben dann das Beiwort: ,,aperiodisch”. Die Damp-
fungen sollen verhindern, daB die durch das Einschalten plotzlich an-
gestoBenen beweglichen Teile mit dem Zeiger lingere Zeit schwingen;
bei Motorzihlern sollen sie gleichmafige Drehzahlen fiir jede Be-
lastung und sofortigen Stillstand nach dem Ausschalten gewahr-
leisten.

Bei Weicheiseninstrumenten wird die ,,Luftdampfung® verwendet:
In einem einseitig geschlossenen Rohr wird eine freigehende Blech-
scheibe bewegt; sie wirkt bremsend wie der Kolben einer Pumpe.

Motorzihler und andere Instrumente werden durch die Brems-
wirkung von Metallscheiben geddmpft, in welchen die Felder
von Dauermagneten Wirbelstrome erzeugen. In Drehspul-
instrumenten entstehen diese Wirbelstrome in dem Aluminium-
rahmen der Drehspule.

Wir wollen nun die Grundlagen einiger der gebrduchlichsten Instru-
mente betrachten.

Spannungs- und Strommesser oder Volt- und Ampéremeter
sind gleichartige Instrumente, ndmlich Strommesser. Das Ohmsche
Gesetz E = J - R sagt uns, daB bei gleichbleibendem Widerstande R
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die Spannung E dem Strom J proportional ist. Zur Spannungsmessung
messen wir daher einen Strom, dessen Grofle nur von der Spannung
bestimmt wird. Der notwendige unverdnderliche Widerstand befindet
sich meist im Instrument. Die Strommessung geschieht mit dem gan-
zen oder mit einem Teil des Stromes, der gemessen werden soll.

Weicheiseninstrumente enthalten eine Spule, in welche das bei
Stromdurchgang entstehende Feld einen leichten Kern aus weichem
Eisenblech hineinzieht. Seine Bewegung wird durch eine Welle auf
einen Zeiger iibertragen, dessen Ausschlag auf einer Teilung sichtbar ist.

Nach dem Ausschalten des Stromes kehrt der Zeiger durch Gegen-
gewicht in seine Nullstellung zuriick. Die Instrumente miissen deshalb
hingend benutzt werden und so ausgerichtet sein, dafl der Zeiger
auf Null steht. Es gibt auch Ausfithrungen, bei denen die Riickbewegung
des Zeigers durch Federn erfolgt; ein Ausrichten ist dann nicht
notwendig.

Die Spule eines Spannungsmessers hat viele Windungen feinen
Drahtes; ihr Widerstand ist hoch, und der Mefistrom daher gering.
Strommesserspulen erhalten wenig Windungen dicken Drahtes; fiir
sehr starke Stréme geniigt eine Windung aus Flachkupfer.

Weicheiseninstrumente sind fiir Gleich- und Wechselstrom
brauchbar, da das Feld der Spule den Kern in beiden Fillen einzieht.
Sie werden aber nur fiir rohe Messungen und als billige Schalttafelinstru-
mente benutzt.

Drehspulinstrumente. Ein beweglicher Magnet wird durch das Feld
einer Spule abgelenkt. Bei den Drehspulinstrumenten wird diese
Erscheinung umgekehrt: Zwischen den Polen eines festen hufeisen-
formigen Dauermagneten aus Stahl befindet sich eine drehbare
Spule mit einem Zeiger, die auf einen Aluminiumrahmen gewickelt
und zwischen Spitzen gelagert ist. Die Zufiihrung und die Ableitung
des Stromes erfolgen durch zwei Spiralfedern, die auch fiirdie Nullstellung
des Zeigers sorgen. Bei Stromdurchgang lenkt das feste Feld des Ma-
gneten die Spule aus der Nullage ab.

Die Drehspulinstrumente, auch Weston-Instrumente genannt,
eignen sich wegen ihrer hohen Empfindlichkeit fiir genaue Mes-
sungen; solche Prédzisionsinstrumente sind liegend zu benutzen.

In einfacherer Ausfilhrung werden sie auch als technische Instru-
mente fiir Schalttafeln angefertigt. Beide Arten sind aber nurfiir Gleich-
strom verwendbar und deshalb an den Klemmen mit Polbezeichung
versehen.

Die Drehspule muf leicht und zierlich gebaut sein und kann daher
nur mit sehr diinnem Draht bewickelt werden. Sie hat hohen Wider-
stand und muB vor Uberlastung geschiitzt werden. Fiir Spannungs-
messer geschieht dies durch einen vorgeschalteten festen Widerstand,
wihrend bei Strommessern ein kleiner Widerstand parallel geschaltet
wird, so dall die Spule nur einen geringen Teilstrom bekommt.

Dynamisehe Instrumente, auch Dynamometer (Bewegungs-
messer) genannt, haben eine feste und eine bewegliche Spule, die
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in Reihe geschaltet sind. Der beide Spulen durchflieBende Strom er-
zeugt zwei Felder, welche die mit einem Zeiger versehene bewegliche
Spule drehen. Durch Federn wird der Drehkraft das Gleichgewicht
gebalten und die Spule beim Aufhdren des Stromes auf Null zuriick-
gebracht.

Diese Instrumente, die auch als Strom- und Spannungsmesser
ausgefithrt werden, arbeiten bei Gleich- und bei Wechselstrom
und eignen sich fir genaue Messungen.

Induktions- und Drehfeldinstrumente. Hier wirken durch Elek-
tromagnete erzeugte Wechselfelder auf Scheiben oder Trommeln
aus Kupfer oder Aluminium ein. Durch die in ihnen entstehenden Wir-
belstrome werden die Trommeln in Drehung versetzt und {iber-
winden die Gegenkraft einer Feder; die Grofe der Drehung gibt ein
Zeiger auf einer Teilung an.

Verwendet werden diese sog. Ferraris-Instrumente als technische
Strom- und Spannungsmesser fiir Wechselstromkreise.

Hitzdrahtinstrumente konnen fiir Gleich- und Wechselstrom
benutzt werden. In ihnen wird ein ditnner Draht aus Platin-Iridium,
der durch eine Feder gespannt ist, bei Stromdurchgang erwadrmt. Die
durch die Stromwéirme J2- R (siehe S. 260) hervorgerufene Ausdehnung
des Drahtes wird auf einen Zeiger iibertragen.

Infolge ihrer Trigheit und Ungenauigkeit werden Hitzdrahtinstru-
mente nur fiir technische Messungen gebraucht.

Frequenzmesser. Zur Priifung der Periodenzahl von Wechsel -
strom bedient man sich eines Frequenzmessers. Er enthilt einen
Satz von Stahlfedern verschiedener Léange, welche wie die Zahne
eines Kammes an einem Ende eingespannt sind. Der Wechselstrom erregt
einen Elektromagneten, dessen Wechselfeld die Feder zum stdrksten
Schwingen anregt, deren Schwingungszahl mit der Periodenzahl
des Stromes libereinstimmt. Die freien Federenden liegen sichtbar neben
einer Teilung, auf der die verschiedenen Pericdenzahlen abzulesen sind.
Angeschlcssen werden diese Instrumente wie Spannungsmesser.

Leistungsmesser oder Wattmeter zeigen das Produkt Span-
nung X Strom an und beriicksichtigen bei Wechselstrom auch die
Phasenverschiebung.

Die dynamischen Wattmeter enthalten wie die gleichartigen
Strom- und Spannungsmesser eine feste und eine bewegliche Spule.
Die feste oder ,,Stromspule®, besteht aus starkem Draht und wird
vom Gebrauchsstrom oder von einem Teil desselben durchflossen.
Die mit diinnem Draht bewickelte bewegliche ,,Spannungsspule®
tragt einen Zeiger und wird unmittelbar oder mit Vorschaltwiderstand
an die Spannung gelegt.

Der Ausschlag entsteht durch Einwirkung des Stromfeldes auf
das Spannungsfeld, sowohl bei Gleich- als auch bei Wechsel-
strom; er ist dem Produkt Spannung X Strom proportional.

Induktions- und Drehfeldleistungsmesser sind nur als
technische Instrumente fiir Wechselstromkreise geeignet. Sie
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unterscheiden sich von den schon erwidhnten Instrumenten gleicher Art
dadurch, dafl die Metallkrper durch zwei Wechselfelder, nimlich durch
ein Strom- und ein Spannungsfeld, gedreht werden. Die Drehkraft
bewirkt eine Ablenkung aus der Nullage, welche dem Produkt £ - J « cos ¢
entspricht.

Elektrizitiitszihler. Wihrend die bisher aufgefiihrten Instrumente
hauptsidchlich an den Erzeugungsstédtten der Elektrizitit und bei
Versuchen Verwendung finden, werden die Zéhler beim Verbraucher
aufgestellt. Sie messen Leistung X Zeit, also Arbeit.

Induktions- und Drehfeldziihler fiir Wechselstrom sind wie die
betreffenden Watt meter gebaut, nur wird bei ihnen die Drehung der
Metallkorper nicht durch Federn beschriankt, sondern. sie drehen
sich wie die Anker von Induktionsmotoren (siche Bd. ITI).

Die Umdrehungen werden auf ein Ziahlwerk iibertragen, das un-
mittelbar Kilowattstunden anzeigt.

Pendelzéhler. Eine iltere aber recht genaue Zihlerart sind die
Pendelzdhler nach Aron. Durch Uhrwerke werden in ihnen zwei
Pendel gleicher Schwingungszahl getrieben; jedes trigt am
unteren Ende eine Spannungsspule. Unter jedem Pendel steht
eine Stromspule. »

Durch entsprechende Wicklung der beiden Spulengruppen wird bei
Benutzung des Zihlers mit Gleich- oder Wechselstrom ein Pendel be-
schleunigt und das andere verzégert. Der Gangunterschied bei-
der Pendel wirkt durch ein Planetengetriebe auf ein Zihlwerk.

Motorzihler fiir Gleichstrom sind kleine Gleichstrommotoren,
deren Anker vom SpannungsmeBstrom durchflossen und deren
Feld vom Verbrauchsstrom erregt wird (siehe Gleichstrommotoren
Bd. III). Die Umdrehungen des Ankers sind den entnommenen Kilo-
wattstunden proportional und werden von einem Zihlwerk aufge-
nommen.

Elektrolytische Zihler benutzen die chemische Wirkung des
Gleichstromes (siche Abschnitt Elektrolyse S.270) zur Ermittlung der
Arbeit. Im ,,Stia-Zihler* wird durch einen Teil des Gebrauchsstromes
aus einer Quecksilbersalzlésung metallisches Quecksilber aus-
geschieden, das sich in einem senkrechten Glasrohr sammelt. Die Hohe
der Quecksilberséule in diesem Rohr gibt an einer Teilung die Zahl
der Ampérestunden an. Wird diese Angabe noch mit der GroBe der
als gleichbleibend angenommenen Spannung multipliziert, so erhilt man
die Zahl der Kilowattstunden.

Ist das Meflrohr des Stia-Zahlers mit Quecksilber gefiillt, so kann er
nach Umkehren und Wiederaufrichten mit dem Zihlen wieder beginnen.

XI. Elektrische Messungen.

Vor jeder Messung mufl man sich iiberzeugen, ob das zu verwendende
Instrument fiir die beabsichtigte Messung geeignet ist und ob Beschii-
digungen &duBerlich wahrnehmbar sind; sind solche vorhanden, so
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sollen derartige Instrumente nur mit Vorsichtsmafregeln an Starkstrom-
anlagen angeschlossen werden.

Bei Gleichstrominstrumenten ist auf polrichtigem Anschlul zu
achten. :

Will man eine Ablesung machen, so beklopfe man das Instrument
vorher mit dem Finger, um nicht durch Hangen des Zeigers unrichtige
Angaben zu bekommen.

Wir wollen nun betrachten, wie die wichtigsten Messungen ausgefiibhrt
werden.

Messungen mit Spannungs- und Strommessern. In Fig. 182
messen wir mit dem Voltmeter V die Netzspannung; es wird stets
unmittelbar an beide spannungsfiihrende Leitungen angelegt.

L

D (' -——I
4 {4 KA

V) v v
Fig. 182. Fig. 183.

Das Ampéremeter A wird in eine stromfithrende Leitung ein-
geschaltet und gibt uns die GroBe des durch die Leitung flieBenden
Stromes an, der hier die vier Lampen L speist.

Haben wir Gleichstrom zur Verfiigung und lesen wir ab: Spannung
218 V und Strom 4,2 A, dann kénnen wir daraus den Gesamtwider-
stand der eingeschalteten Lampen finden:

E 218
J 42

Mit Volt- und Ampéremeter koénnen wir also Widerstdnde er-
mitteln, wenn wir Gleichstrom verwenden. Starkstrom darf nur fiir
solche zu messenden Widerstinde benutzt werden, die an die vorhandene
Spannung angelegt werden konnen. Die Messung 18t sich aber auch mit
Strom aus Elementen oder kleinen Akkumulatoren ausfithren; nur miis-
sen die MeBinstrumente auch kleine Werte geniigend genau angeben.

Fiir unsere Gleichstromanlage finden wir aber auch aus den
abgelesenen Grofilen die Leistung:

N,=E-J=218-42=9016W.
Fig. 183 zeigt uns, wie wir Instrumente miteinander vergleichen

konnen. Zu diesem Zwecke schalten wir Voltmeter parallel zueinander
und Ampéremeter in Reihe.

R= =52 02.
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Messungen mit dem Wattmeter. Hiermit konnen wir sowohl die
Leistung in Gleichstromkreisen als auch in Wechselstrom-
netzen ermitteln. Die Spannungsspule S, (Fig. 184) wird wie ein
Voltmeter angeschlossen; der Anschlull der Stromspule §; ge-
schieht wie der eines Ampéremeters.

Benutzen wir Wattmeter, Volt- und Ampéremeter (Fig. 185),
so gestattet uns diese Anordnung bei Gleichstrom eine Priifung der
Instrumente: Das Produkt E - J mufl gleich der Ablesung des Watt-
meters sein. ,

Im Wechselstromkreise stellen wir aus E - J die scheinbare Lei-
stung und mit dem Wattmeter die wirkliche Leistung fest; das Ver-
wirkliche Leistung

hiltnis scheinbare Leistung sei in unserm Falle
1050 W
Y 075 = .
1400 W 0,7 cosy

A @

4

Fig. 184. Fig. 185. Fig. 186.

Fiir Instrumente, welche einen moglichst grofen Mefibereich haben
sollen, werden scg. ,,MeBwiderstinde‘ geliefert. In Fig. 186 ist dem
Voltmeter ein Widerstand Ry vorgeschaltet worden, damit es fiir
hohere Spannung gebraucht werden kann. Dem Ampéremeter liegt
der Widerstand R, parallel, wodurch es fiir stirkere Strome benutzbar
wird. Diese Widerstinde konnen auch fiir Watt meter verwendet wer-
den; sie sind stets so ausgefithrt, dall die Angaben der Instrumente mit
runden Zahlen zu multiplizieren sind.

XTI. Elektrolyse.

Der elektrische Strom dufert auch che mische Wirkungen: Leiten
wir durch eine Kupfervitriollssung einen Gleichstrom, so wird die
Fliissigkeit zersetzt. Dies geschieht nach der Formel:

CuS0, =Cu + S0O,.

Der ,,Elektrolyt®, d. h. die Losung, wird chemisch zerlegt; das
freiwerdende Kupfer iiberzieht die Austrittstelle des Stromes, die
»Kathode®“. Der Siurerest SO, geht zur Eintrittstelle des Stromes,
der ,,Anode®, und verwandelt sie in Kupfervitriol, wenn sie aus
Kupfer besteht.
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Bei diesem Vorgang, der ,,Elektrolyse* genannt wird, ist die aus-
geschiedene Stoffmenge der Stromstirke und der Zeit proportional.

Da dies bei allen elektrochemischen Zersetzungen der Fall ist, werden
sie zur Bestimmung der Stromstirke von 1 Ampére benutzt. Die Er-
fahrung hat gezeigt, dal sich hierzu die Elektrolyse von Silbernitrat
am besten eignet. ZweckmiBig bedient man sich des Silbervolta-
meters von Hartmann & Braun, Fig. 187. Die Anode ist ein Silber-
stab, der Elektrolyt befindet sich in einem genau abgewogenen
Platintiegel, der auch zugleich Ka-
thode ist. Wahrend der Messung muf8 -
der Strom unverindert gehalten wer-
den. Nach der Messung wird die Ge-
wichtszunahme des Platintiegels festge- 2
stellt und dieser Wert durch die MeBzeit - —
in Sekunden und durch 1,118 mg geteilt,
weil nach gesetzlicher Bestimmung
1 Amrére die Stromstdirke ist, welche
in 1 Sekunde aus einer Silbernitratlosung
1,118 mg Silber abscheidet. Auf diese
Weise erhilt man die Gréfe des durch
das Voltameter geschickten Stromes in T
Amypére und kann so Ampéremeter i
eichen, welche als Normalinstrumen- L
te verwendet werden sollen; sie werden
zur Eichung mit dem Voltameter in Fig. 187.
Reihe geschaltet.

Die Frscheinung der Elektrolyse, dall an der Kathode das Metall
aus einer Losung von Metallsalz ausgeschieden wird, findet ausgedehnte
Anwendung beim ,,Galvanisieren‘. Leiter und Nichtleiter werden
dadurch zum Schutz und zur Verschénerung mit Metallen iiberzogen.
Nichtmetalle miissen dazu erst mit einem leitenden Uberzuge versehen
werden, wozu Graphit oder chemische Silberniederschlige dienen.

XIIT. Sicherungsvorschriften.

Vom Verbande deutscher Elektrotechniker sind ,,Vorschrif-
ten fiir die Errichtung und den Betrieb elektrischer Starkstromanlagen
nebst Ausfithrungsregeln herausgegeben worden, die gesetzliche Gel-
tung haben.

Durch diese Vorschriften soll erreicht werden:

1. Schutz von Personen,

2. Verhiitung von Sachschédden,

3. Schutz der elektrischen Anlagen selbst.

Der Schutz von Personen. Der menschliche Kérper setzt wie
jeder andere Korper dem elektrischen Strom einen gewissen Wider-
stand entgegen. Dieser Widerstand ist bei verschiedenen Menschen
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nicht gleich und dndert sich auch bei ein und demselben Menschen. Eine
Stromstérke von 0,5 A wirkt sicher t6dlich; um sie durch den
Korper flieflen zu lassen, bedarf es durchaus keiner sehr hohen Span-
nung. Geringere Stromstirken geniigen, um Verbrennungen und
Lahmungen hervorzurufen.

Die meisten Ungliicksfalle ereignen sich durch Bertihren elektrischer
Starkstromleitungen. Ein Verungliickter mull so schnell wie moglich
der Verbindung mit der Leitung entzogen werden; sie ist durch Ab-
schalten spannungslos zu machen. Der Retter mufl sich selbst durch
trockenes Holz, Kleidungstiicke oder durch Gummihand-
schuhe zu schiitzen suchen. Bei Unfillen an Leitungen, die tiber
500 Volt Spannung fithren, sollte der Laie von Hilfeleistung absehen und
schnell die néichste Betriebsleitung benachrichtigen, da er sich selbst
zu sehr gefdhrdet.

BewubBtlose sind im Freien oder in gut geliifteten Réumen auf-
zubahren und von beengenden Kleidungstiicken zu befreien. Unter
Umsténden ist kiinstliche Atmung vorzunehmen und bis zum Ein-
treffen eines Arztes fortzusetzen, der stets sofort herbeizurufen ist.

Brandwunden sind mit Brandbinden sorgfiltig abzudecken.

Zur Verhiitung von derartigen Ungliicksféllen ist es notwendig, da
alle Starkstromleitungen vorschriftsméBig verlegt werden. Arbeiten
an spannungfiithrenden Leitungen sollen nur von Fachleuten
unter Beobachtung aller VorsichtsmaBregeln vorgenommen werden.
Alle mutwilligen Beriihrungen der Leitungen und anderer unter
Spannung stehender Teile sind zu unterlassen.

Die Verhiitung von Sachschiden. Infolge der Wirmewirkung
des elektrischen Stromes kénnen sich Leitungen so erhitzen, daf dadurch
Briinde entstehen. Die Verbandsvorschriften geben deshalb die zu-
lassigen Belastungen der Drahtquerschnitte in Amypére an. Bei der
Abnahme von Anlagen wird gepriift, ob die verlegten Leitungen diesen
Anforderungen geniigen.

Entsteht an einer Stelle der Anlage durch Zufall oder Absicht ein
KurzschluBl, so wiirden die dorthin fithrenden Leitungen so stark
erhitzt werden, daB Brandschaden unvermeidlich wire. Aus
diesem Grunde miissen alle Leitungen ,,gesichert’ werden. Dies ge-
schieht durch ,,Sicherungen®, welche einen diinnen Draht enthalten,
der bei einer zu hohen Stromstéirke durchschmilzt. Der Schmelzdraht
liegt in einer Porzellanhiilse in Sand eingebettet, um jede Funkenbildung
zu ersticken. Da sich diese aber bei Sicherungen fiir grofere Stromstérken
nicht vermeiden 148t, miissen solche Sicherungen an Stellen angebracht
werden, wo Funken keine Entziindung hervorrufen kénnen.

Schufz der elektrischen Anlagen. Personen- und Sachschiiden
werden durch zweckméBigen Schutz der elektrischen Anlagen am
besten vermieden.

In geschlossenen Riumen miissen die Leitungen durch Isolierrohr,
Verlegung unter Putz oder durch Verlegung auBer Reichweite vor
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Beschiidigungen bewahrt werden; besonders zu beriicksichtigen sind
Werkstitten und Réume, in denen siurehaltige Ddmpfe entstehen.
Die Masten von Hochspannungsfreileitungen missen durch
Bewehrungen unbesteighar gemacht werden, und die Leitungen sind
so stark zu wihlen, daB sie durch Winddruck, Schneelast und
Rauhréif nicht reilen.

Zum Schutze gegen Blitzschlige werden Blitzableiter vorge-
sehen, um die durch Blitzspannungen hervorgerufenen Spannungs-
erhéhungen zur Erde abzuleiten.

Winkel, Der prakt. Maschinenbauer II. 1. 18



Grundbegriffe der Chemie.

Bearbeitet von Dipl.-Ing. R. Ruegg.

Die Chemie befalt sich, im Gegensatz zur Physik, mit allen jenen
Erscheinungen und Zusténden in der Natur, bei welchen eine Anderung
der stofflichen Zusammensetzung eintritt. Bringt man zwei Losungen
von Jodkalium und Quecksilberchlorid zusammen, so wirken sie auf-
einander ein unter Bildung eines orangeroten Niederschlages von Jod-
quecksilber. Es hat also eine stoffliche Verinderung stattgefunden, und
der Vorgang ist als chemische Reaktion aufzufassen. Das Gefrieren
von Wasser ist hingegen ein physikalischer Vorgang, weil keine Stoff-
umsetzung stattfindet. Es ist Aufgabe der Chemie, Stoffe auf ihre
Zusammensetzung hin zu untersuchen (analytische Chemie), an sich
bekannte Stoffe aus den Grundstoffen wieder aufzubauen oder auch
neue Stoffe durch gegenseitige Einwirkung zweier oder mehrerer Elemente
zu erzeugen (synthetische Chemie). Vom chemischen Standpunkt
aus unterscheidet man einfache Stoffe, Grundstoffe oder Elemente,
welche im allgemeinen nicht weiter zerlegt werden kénnen, und zusam-
mengesetzte Stoffe, Verbindungen, welche sich zerlegen lassen. Die
Elemente teilt man wieder ein in Nichtmetalle (Metalloide) und Metalle.
Die hauptsichlichsten Metalloide sind : Wasserstoff, Sauerstoff, Chlor,
Stickstoff (simtliche gasférmig), Brom (fliissig), Jod, Schwefel, Phosphor,
Arsen, Kobhlenstoff, Silizium (simtliche fest); die technisch wichtigsten
Metalle sind, nach den spezifischen Gewichten geordnet: Aluminium,
Antimon, Zink, Zinn, Eisen, Kupfer, Nickel, Silber, Blei, Quecksilber,
Gold, Platin. Man zihlt heute insgesamt etwas iiber 80 Elemente. Die
Neigung der einzelnen Elemente, sich miteinander zu verbinden, be-
zeichnet man als chemische Verwandschaft oder Affinitdt. Man nimmt
an, dafl ein Korper zunichst aus kleinsten Masseteilchen oder Mole-
kiilen besteht. Das Molekiil ist also der kleinste Bestandteil eines
Korpers, welcher noch denselben Stoff und dieselben Eigenschaften
aufweist wie der ganze Korper. Das Molekiil 148t sich durch Wirme,
Elektrizitdt und insbesondere auf chemischem Wege weiter zerlegen.
Die dabei entstehenden allerkleinsten Teilchen heien Atome; sie sind
nicht weiter zerlegbar und bestehen nur aus Grundstoffen. Ein Molekiil
Schwefeleisen setzt sich z. B. aus einem Atom Schwefel und einem Atom
Eisen zusammen. Die Elemente verbinden und vertreten sich gegenseitig
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bei den Umsetzungen in Gewichtsverhiltnissen, welche durch die
Gewichte ihrer Atome oder einfacher Vielfacher derselben ausgedriickt
werden. Man bezeichnet die Atomgewichte auch als Verbindungs-
gewichte eines Elements; sie geben an, wieviel mal ein Atom des-
selben schwerer ist als ein Atom Wasserstoff. Man hat nun das Atom-
gewicht des Wasserstoffes, als des leichtesten Elementes, willkiirlich
gleich 1 gesetzt und alle anderen Atomgewichte darauf bezogen. Unter
Verwendung dieser Bezugseinheit ergibt sich dann z.B. das Atom-
gewicht des Eisens zu 56, jenes des Sauerstoffes zu 16, des Phosphors
zu 31 usw. ]

Das Molekulargewicht einer Verbindung ist gleich der Summe
ihrer Atomgewichte. Ein Molekiil Kupferoxyd besteht aus einem Atom
Kupfer und einem Atom Sauerstoff, somit ist das Molekulargewicht
des Kupferoxyds = 63 + 16 = 79.

Treten zwei oder mehr chemische Verbindungen in Wechselwirkung
miteinander, so geschieht es im ein- oder mehrfachen Verhiltnis ihrer
Molekulargewichte (Gesetz der bestimmten Gewichtsverhidlt-
nisse).

Handelt es sich um chemische Reaktionen, bei denen gasformige
Elemente in Frage kommen, so besteht die GesetzmaBigkeit: Gasformige
Elemente verbinden sich nur nach einfachen Raumverhéltnissen (Ge-
setz der einfachen Raumverhéltnisse).

-Schickt man beispielsweise durch angesiuertes Wasser. elektrischen
Gleichstrom hindurch und fingt man die an den Elektroden entwickelten
Gase in graduierten Glaszylindern iiber Wasser auf, so zeigt es sich, daf3
der an der Stromeintrittsstelle (- Pol, Anode) auftretende Sauerstoff
nur ein halb so grofles Volumen aufweist, wie der an der Stromaustritts-
stelle (— Pol, Kathode) entstehende Wasserstoff. Hétte man Salzsiure
der Elektrolyse unterworfen, so hitte man gleiche Raumteile Chlor
und Wasserstoff erhalten. Umgekehrt 148t sich auch zeigen, daB zur
Erzeugung von Wasser aus Wasserstoff und Sauerstoff von ersterem Gas
2 Raumteile, von dem letzteren nur 1 Raumteil erforderlich ist.

Fiir den Fall der Synthese des Chlorwasserstoffes aus einem Chlor-
und Wasserstoffgemisch, sind gleiche Raumteile von beiden (Gasen nétig.
LBt man den elektrischen Funken durch das Gemisch hindurchschlagen,
so verbinden sich beide Gase explcsionsartig und es entstehen jeweils
aus 1 Raumteil Chlor und 1 Raumteil Wasserstoff 2 Raumteile Chlor-
wasserstoff, dessen wisserige Losung Salzsiure ergibt.

Chemische Zeichen und Formeln.

Nach den Vorschligen von Berzelius bezeichnet man die Elemente
mit dem Anfangsbuchstaben ihrer lateinischen Namen; so wird z. B.
ein Atom Wasserstoff durch den Buchstaben H (Hydrogenium) benannt.
Nachstehende Tabelle umfaft die alphabetisch geordneten Namen der
technisch wichtigsten Elemente nebst ihren Zeichen, ihrem Atomgewicht

18*
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und ihrer Wertigkeit, d. h. der Fihigkeit, ein oder mehrere Atome
oder Atomgruppen chemisch zu binden; z. B.

H al

H—cl 0< A1<CI

H Cl

einwertig zweiwertig dreiwertig
: RS- ! | . £
Name des Elements |Zeichen Wkeé'itgg- §§ Name des Elements | Zeichen “;?éfég- §'§
N _ =8 B I R i

|

Aluminium Al 3 27 | Magnesium ‘ Mg 2 24
Arsen . . . . .. As 3u.4| 74 |Mangan . . . . .| Mn 2 55
Barium . . . . . Ba 2 136 | Natrium . . . . . Na 1 23
Blei . . .. ... | Pb | 2 |205|Nickel. .. ... Ni | 2 | 58
Bor . . ... .. B 3 11 }Phosphor . . .. P [3u. 4] 31
Calzium . . . . . Ca 2 40 }Platin . . . . . . I Pt 3 193
Chlor . . . . .. Cl 1 35 | Quecksilber . . .| Hg 2 199
Eisen . . . . .. Fe |[2u.83| 56 |Sauerstoff . . . .| O 2 16
Fluor . . . ... F 1 19 | Schwefel . . . . .. S 2,4u.6 32
Gold. . ..... An | 3 | 196 [Silber . . . . .. ' Ag | 1 1107
Kalium . . . . . K 1 39 |Silicium . . . . . I 81 [3u.4]| 28
Kobalt . . . .. i Co 2 59 | Stickstoff N |3u.d4| 14
Kohlenstoff . e 4 12 | Wasserstoff . . .. H 1 1
Kupfer . . ... | Cu 2 | 63 |Znk....... | Zn 2 65

Einen chemischen Vorgang, eine chemische Reaktion, stellt man mit
Hilfe der eben angegebenen Zeichen in Form einer Gleichung dar. Z. B.
Fe 4+ S = FeS,

66 32 88

d. h. aus einem Gemisch von Schwefel und Eisen entsteht beim Erhitzen
Schwefeleisen (FeS) und zwar braucht man 56 Gewichtsteile (1 Atom)
Eisen und 32 Gewichtsteile Schwefel (1 Atom), um 88 Gewichtsteile
(1 Molekiil) Schwefeleisen zu erhalten.

1. Aufgabe: Welche Gewichtsmenge Eisen und Schwefel ist erforder-
lich, um 100 kg Schwefeleisen zu erzeugen ?

Auf 88 Gewichtsteile FeS entfallen gemdB obiger Gleichung

56 Teile Fe und 32 Teile S.

Auf 1 Gewichtsteil FeS entfallen gemaB obiger Gleichung
56, . 32 .
38 Teile Fe und. 8 Teile S.

Auf 100 kg FeS entfallen gemifl obiger Gleichung

5
—S-g - 100 kg Fe und —2% - 100 kg S = 63,64 kg Fe und 36,36kg S.
Wieviel 9%, Schwefel enthilt das Schwefeleisen ?

Auf 88 Gewichtsteile FeS entfallen 32 Gewichtsteile S .

Auf 100 Gewichtsteile FeS entfallen

9.
%@_ Gewichtsteile S = 36,369/, S.
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2. Aufgabe: Wieviel t gebrannten Kalk erhélt man aus 1,5 t Kalk-
stein mit 929, CaCO, Gehalt ?

CaCO4 = Ca0 4 CO,,

d. h. beim Brennen des Kalksteins ergibt sich Atzkalk (CaO) und Kohlen-
dioxyd CO,. Nun ist das Molekulargewicht des kohlensauren Kalziums
100,

(Ca + C + 0, = 40 + 12 + 48 = 100),

jenes von CaQ = 40 - 16 = 56 .
Ferner enthalten 1,5t Kalkstein mit 929, CaCO,, insgesamt

1,5.0,92t CaCO, =1,38t .

Nach obiger Gleichung erhilt man aus 100 Gewichtsteilen CaCO,
56 Gewichtsteile CaO .

Auf 1 Gewichtsteil CaCO, entfallen Tso%" Gewichtsteile CaO .

Auf 1,38t - CaCO, entfallen

_539_ 1,38t Gewichtsteile CaO = 0,78t CaO .

100

Ionentheorie. Verbindet man die beiden Pole einer elektrischen
Batterie mit einem Stiickchen festen Kochsalzes oder taucht man die
Polenden (Elektroden) in reines Wasser ein, so fliefit kein Strom, da
beide Stoffe Nichtleiter der Elektrizitit sind (Nichtelektrolyte). Lost
man hingegen das Kochsalz in dem destillierten Wasser auf und taucht
nun die Elektroden ein, so flieBt Strom hindurch, ein Zeichen, dafi die
Losung nun einen guten Leiter der Elektrizitit darstellt (Elektrolyt).
Durch die Auflésung des nicht leitenden Kochsalzes in dem nicht leiten-
den reinen Wasser wurde das Kochsalzmolekiil in elektrisch geladene
Teilchen, in Tonen gespalten, die sich an der Stromleitung beteiligen.
Der Zerfall wird durch folgende Gleichung ausgedriickt:

-+ -
NaClZNa 4 Cl.

Das Natriumion ist elektropesitiv geladen (wie iibrigens alle anderen
Metallionen und der Wasserstoff), das Chlorion elektronegativ. Wie
das Kochsalz verhalten sich alle anderen Salze, ferner auch die Siuren
und Basen. Es ist das Kennzeichen einer jeden S&ure, dafl sie freie
Wasserstoffionen enthilt.

- +
HCI zerfillt in Cl + H (sauer reagierend).
Alle Basen weisen die Gruppe OH (Hydroxylion) auf.

+ -
NaOH zerfillt in Na 4+ OH

(alkalisch, d. h. laugenhaft, dtzend reagierend).
Um nachzuweisen, ob eine Losung sauer oder basisch reagiert, ver-
wendet man sog. Indikatoren. Als Indikator fiir freie Hydroxylionen
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(Basen) dient eine Losung von Phenolphthalein, als Indikator fiir freie
Wasserstofficnen (Sduren) verwendet man Methylorange. Versetzt man
beispielsweise Natronlauge mit einem Tropfen Phenolphthalein, so zeigt
sich sofort eine starke Rotfirbung, die wieder verschwindet, sobald
Séure im UberschuB hinzugefiigt wird. Die Siuren zeigen auf Zusatz von
Methylorange eine Rusafarbung, die beim Aufhéren der sauren Reaktion
in Gelb umschligt. AuBer diesen Indikatoren benutzt man ferner Lack-
mustinktur, diedurch Sduren rot, durch Basen wieder blau gefarbt wird und
Curcuma (Bidunung bei Gegenwart von Basen, Gelbfarbung durch Siu-
ren). Gibt man zu einer Siure die dquivalente Menge einer Base, so
entsteht ein Salz. Man nennt diesen Vorgang Neutralisation. Ver-
setzt man z. B. verdiinnte, durch Lackmus rct gefirbte Salzsiure vor-
sichtig mit verdiinnter Natronlauge, so erreicht man einen Punkt, bei
dem die Losung weder sauer noch basisch, sondern neutral reagiert.
Bei Zusatz eines weiteren Tropfens Natronlauge erscheint dann die
Farbung blau, bei Saurezusatz wieder rot. Die Salze der Schwefelsidure
heiBen Sulfate, die der schwefligen Siure Sulfite, jene der Salzsiure
Chloride, der Salpetersiure Nitrate, der salpetrigen Siure Nitrite, der
Kohlenssure Karbonate, der Phcsphorsiure Phosphate, der Kieselsiure
Silikate usw. Die Losungen der Salze reagieren im allgemeinen neutral
(Neutralsalze), manchmal auch basisch (z. B. Natriumsilikat) oder sauer
(Aluminiumechlorid). Versetzt man eine Salzldsung mit einer Siure, so
treibt die stérkere Sdure immer die schwichere Siure aus. Verdiinnte
Schwefelsdure zersetzt z. B. alle Karbonate unter Aufbrausen (Ent-
weichen der schwicheren Kohlensiure bzw. des Kohlensidure-Anhydrids).

‘Wasserstoff H —, 1.

Wasserstoff, das leichteste aller Elemente, ist ein farb-, geruch- und
geschmacklcses Gas, das sich in Wasser sehr wenig 16st. und in gebun-
denem Zustand hauptsichlich im Wasser, im Holz, in der Steinkohle
und iiberhaupt in allen organischen Stoffen vorkemmt; 11 Wasserstoff
wiegt 0,0899 g (1 Kryth), wihrend das Gewicht von 11 Luft 1,29 g be-
trigt. Wasserstoff verbrennt mit bldulicher Flamme, die eine Tempe-
ratur von iiber 2000° aufweist und Platin, Porzellan, Quarz usw. zum
Erweichen bringt. Das Verbrennungsprodukt ist Wasserdampf ent-
sprechend der Gleichung

2H+0=H,0.

Um reinen Wasserstoff zu erhalten, bedient man sich am sichersten
der Elektrolyse des Wassers zwischen Platinelektroden. Fiir den Labo-
ratoriumsgebrauch wird Wasserstoff gewdhnlich dadurch hergestellt,
daBl man verdiinnte Schwefel- oder Salzsiiure auf Zink einwirken 1a8t.

Zn + H,80, = ZnS0, + H,.

Zink  Schwefel- Zinksulfat Wasser-
siure stoffgas

Fiigt ‘'man etwas Kupfervitriol- oder Platinchloridlésung hinzu, so
wird der Aufldsungsprozel beschleunigt (galvanische Wirkung der auf
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dem Zink sich abscheidenden feinen Kupfer- bzw. Platinteilchen). Ganz
allgemein gilt bétreffs der Zersetzung von Siuren durch Metalle, falls
diese moglich ist, der Satz, dafi das Metall an die Stelle des in der Sdure
enthaltenen Wasserstoffs tritt. Die Verbindungen, die dabei entstehen,
heiflen Salze.

In industriellem Mafstabe wird Wasserstoff durch Elektrolyse an-
gesiuerten Wassers, ferner als Nebenprodukt bei der Gewinnung von
Natronlauge und Chlor durch Elektrolyse von Kochsalzlosungen er-
halten; auch aus Wassergas (siehe S.288) lafit sich auf billigem Wege
Wasserstoff erzeugen, ebenso aus Azetylen, wobei als Nebenerzeugnis
feiner RuBl entsteht, der als Druckerschwirze zu benutzen ist. Wasser-
stoffgas wird in bedeutenden Mengen bei der autogenen Metallbearbeitung
sowie bei der Erzeugung von synthetischem Ammoniak nach dem
Haber-Verfahren (siche S. 282) verwendet.

Sauerstoff 0 =, 16.

Der Sauerstoff ist das in der Natur am haufigsten vorkommende
Element, das sich in der Luft (21 Vol.-%), im Wasser, im Gestein und
in den organischen Substanzen vorfindet. Sauerstoff ist ein farb-, ge-
ruch- und geschmackloses Gas, welches sich in Wasser etwas 16st; man
gewinnt ihn durch Erhitzen sauerstoffreicher Verbindungen.

- KClO, =KCl+4+30.

Chlorsaures  Chlor- Sauer-
Kali kalium stoff,

In groBerem MafBe wird Sauerstoff, der industrielle Bedeutung be-
sitzt, durch die Elektrolyse von Wasser, das durch Zusatz von Siuren,
oder Basen elektrisch leitend gemacht wurde, hérgestellt. Der meiste
technisch verwendete Sauerstoff wird jedoch durch die fraktionierte Ver-
dampfung der fliissigen Luft erhalten. Aus der fliissigen Luft, im wesent-
lichen ein Gemisch- verfliissigten Sauerstoffes und Stickstoffes, verdampft
zuerst der Stickstoff, wihrend der fliissige Sauerstoff zuriickbleibt. Der
Sauerstoff verbindet sich mit fast allen Elementen; man heifit diesen
Vorgang eine Oxydation. Die Sauerstoffverbindungen werden als
Oxyde bezeichnet; z. B. 2 FeO + O = Fe,.0;. Eine stark oxydierende
Wirkung besitzt auch die Salpetersiure, die Chromsiure, Permangan-
siiure und das Wasserstoffsuperoxyd. Im Gegensatz zur Oxydation
versteht man in der Chemie unter Reduktion im allgemelnen die Uber-
fithrung einer sauerstoffreicheren Verbindung in eine sauerstoffirmere.

Stark reduzierend wirkende Stoffe sind Kohlenstoff, naszierender
(d. h. im Entstehungszustande befindlicher) Wasserstoff usw. Als Bei-
spiel einer Reduktion sei die Uberfithrung des Eisenoxyds (Ferrooxyd)
in metallisches Fisen durch Glithen mit Kohle erwidhnt:

2Fe0 +2C =2C0 + Fe,.
Verbrennung ist eine rasch verlaufende Oxydation, die unter

Wirme- und Lichtentwicklung erfolgt. Durch gesteigerte Zufuhr von
Sauerstoff (Geblise) 1aBt sich die Verbrennungstemperatur steigern,
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durch Sauerstoffentzug verlangsamen oder zum Stillstand bringen.
So werden Brinde dadurch gel8scht, daBl man den brennenden Korper
von der Luft abschlieft (Bedecken mit Sand, nassen Tiichern usw.) oder
solche Gase zufiihrt (Kohlendioxyd, Schwefeldioxyd), welche den Sauer-
stoff verdringen. Sauerstoff wird heute in groffien Mengen bei der auto-
genen SchweiBung (Verbrennung eines Wasserstoff-Sauerstoff- oder
Sauverstoff-Azetylen-Gemisches in einer Stichflamme) verwendet.

Wasser H,0.

Das reinste Wasser ist das destillierte Wasser; alle natiirlich vorkom-
menden Wisser sind stets verunreinigt, selbst das Regenwasser ist nicht
ganz rein, denn es enthilt Staubteilchen und kleine Mengen verschie-
dener Gase. Das Grund- und Quellwasser enthilt insbesondere kohlen-
saures und schwefelsaures Kalzium, daneben zuweilen Eisen- und Man-
gansalze; in den Mineralwissern findet man schwefelsaures Magnesium
(Bittersalz), und Eisenkarbonat, im Meerwasser Kochsalz, Chlormagne-
sium, daneben auch in geringer Menge Brom- und Jodverbindungen.
Enthilt das zur Kesselspeisung verwendete Wasser Kalk- und Magne-
siumsalze, so scheiden sich diese als harte Kruste an den Kesselwan-
dungen ab und erschweren den Wirmedurchgang. Der Gehalt eines
Wassers an Kalk- und Magnesiumsalzen wird nach Hirtegraden ge-
messen. Es ist '

1 Teil CaO in 100000 Teilen Wasser = 1 deutscher Héirtegrad
1 , CaCO; ,, 100000 ,, =1 franzosischer ,,

Man unterscheidet, zwei Arten der Hirte, die voriibergehende
Hirte, welche auf einem Gehalt von doppeltkohlensaurem Kalzium
Ca(HCOy), beruht und sich durch Kochen beseitigen 1a06t:

Ca(HCOs), = CaCO, + H,0 + CO,,
(unléslich)

und die bleibende Héirte, welche durch gelésten Gips bedingt wird
und beim Kochen nicht verschwindet. Wahrend die kohlensauren Salze
des Kalkes und der Magnesia als amorphe Niederschlige ausfallen,
scheidet sich der schwefelsaure Kalk kristallinisch ab; die einzelnen
Teilchen verbinden sich fest miteidander und verkitten so den urspriing-
lich locker ausgeschiedenen kohlensauren Kalk. Auf diese Weise ent-
steht ein fester Kesselstein, wihrend Kalziumkarbonat und Magnesium-
karbonat fiir sich allein anfangs nur Schlamm bilden und erst spater
erhirten. Enthilt ein Speisewasser mehr als 12 Hirtegrade, so ist es
zweckméfig auf chemischem Wege zu enthiirten.

1. Reinigung mittels Kalziumhydroxyd Ca(OH),. Sie findet nur
Anwendung, wenn Karbonate zugegen sind.

Ca(HCO,), + Ca(OH), = 2CaCO, + H,0.

Kalzfumbikar- Kalzium- Kalzium-
bonat hydroxyd karbonat

Die Umsetzung der Magnesiumverbindung ist dementsprechend.
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2. Die Enthirtung mit Soda.
Sie ist nur am Platz, wenn das Speisewasser nur Kalziumsulfat ent-
hilt:
(CaS0, 4 Na,CO, = CaCO, + Na,SO,.
Kalzium- Soda Kalzium- Natrium-

sulfat karbonat sulfat
(unléslich)

3. Reinigung mit Atzkalk und Soda.

Diese Methode eignet sich fiir den Fall, daf gleichzeitig Kalzium-
bikarbonat und schwefelsaurer Kalk in Wasser zugegen ist.

4. Bestimmung der zuzusetzenden Reagenzien.

Die chemische Untersuchung eines Wassers habe beispielsweise er-
geben, daf in 100 000 Gew.-Teilen Wasser 20,8 Teile schwefelsaurer
Kalk und 28,8 Teile doppelt kohlensaurer Kalk vorhanden sei. Man
findet dann die Menge der hinzuzugebenden Enthirtungsmittel wie folgt :

1. Seda:  CaSO, + Na,CO,; = CaCO, + Na,SO, .
136 160 =

Fir 1 g CaSO, benstigt man demnach igg = 0,78 g Soda.
, 208, CaSO, , ,  078.20,8=162g Soda.

Benotigte Sodamenge fiir 100000g = 1001 Wasser also gleich
16,2 g.

2. Atzkalk: Ca(HCO,), + Ca(HO), = 2CaCO, + H,0.
162 (Ca0)
56

Es wird gebrannter Kalk CaO zugesetzt, der auf das Wasser unter
Bildung von Ca(OH), einwirkt:

Ca0 4+ H,0 = Ca(OH), .
56

Auf 1g Ca(HCO,), entfallen gemifl obiger Gleichung

56 o
'féé == 0,34g AtZka]k.

Mithin sind fiir 28,8 g Bikarbonat

28,8.0,34g = 9,8 g Atzkalk
erforderlich.

Man braucht also fiir 1001 Wasser theoretisch 10 g CaO . Praktisch
gibt man auf die berechneten Mengen einen Zuschlag von etwa 109, da
beispielsweise die Soda nie rein ist und aus der Luft Feuchtigkeit anzieht
(man benutzt fiir die Enthértung die kalzinierte, d. h. vom Kristallwasser
befreite Soda) und die Reaktion bei einem UberschuB8 der Zuschlage
schneller erfolgt. Auch eine Erwirmung beschleunigt die Enthirtung.

Die Enthidrtung auf O gelingt nach keinem dieser Verfahren. Ein
Verfahren, das eine vollige Enthartung ermdglicht, ist das Permutit-
verfahren; es beruht auf der Eigenschaft der kiinstlichen Zeolithe (Per-
mutite, basisches Aluminiumsilikat), ihre basischen Komponente durch
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andere Basen auszutauschen. Schickt man beispielsweise Kesselspeise-
wasser durch ein Permutitfilter, so werden die Kalziumsalze in Natrium-
salze umgewandelt, die keinen Steinansatz im Kessel verursachen. Der
durch den Austausch entstandene Kalzium-Permutit 16t sich durch
Behandeln mit Kochsalzlésung wieder in die urspriingliche, ‘weiterver-
wendbare Verbindung zuriickverwandeln. Ein Nachteil des Permutit-
verfahrens besteht darin, daf# das Kesselwasser sich an Natriumsalzen
anreichert, was betriebstechnisch nicht erwiinscht ist (Schdumen des
Wassers, Notwendigkeit der periodischen Entleerung des Kessels).

Wasserstoffperoxyd Ho05.

Wasserstoffperoxyd spaltet sich sehr leicht in Wasser und Sauer-
stoff; Erwdrmung oder Zusatz von Katalysatoren (Stoffe, die durch
ihre bloBe Gegenwart eine Beschleunigung des Zerfalls bewirken, z. B.
fein zerteilte Metalle, Manganoxyde usw.) ruft bereits eine lebhafte
Sauverstoffentwicklung hervor. Losungen von H,0, dienen zum Bleichen,
Desinfizieren (Mundwasser) und Sterilisieren {Haltbarmachen von
Milch).

Stickstoff N= und N=, 14.

Stickstoff kommt in freiem Zustande in der Luft vor, in gebundener
Form im Eiweil, im Horn, in den Haaren usw.; er It sich in billiger
Weise durch fraktionierte Destillation der flissigen Luft gewinnen,
stellt ein farb-, geruch- und geschmackloses Gas dar und ist chemisch
sehr trige. Technisch wichtig sind die Verbindungen des Stick-
stoffs, die Salpetersiure HNO, und das Ammoniak NH,. Salpeter-
sdure wurde frither dadurch gewonnen, dal man Chilesapleter (salpeter-
saures Natrium NaNO,) mit Schwefelsdure erhitzte; neuerdings wird sie
erhalten, indem man ein Stickstoff-Sauerstoffgemisch durch den elek-
trischen Hochspannungslichtbogen hindurchfiihrt und die dabei auf-
tretenden nitrosen Gase (ein Gemisch verschiedener Stickstoffoxyde) auf
Salpetersdure verarbeitet; auch durch Oxydation des synthetisch ge-
wonnenen Ammoniaks wird heute HNO, hergestellt. In Salpetersiure
losen sich fast alle Metalle mit Ausnahme von Gold und Platin. Wird
ein Stiickchen Kupfer in verdiinnte Salpetersiure eingebracht, so 16st es
sich unter Warmeentwicklung und Bildung von braunen Timpfen
(nitrose Gase) auf, die dadurch entstehen, daBl der zunichst auf-
tretende Wasserstoff die Salpetersiure reduziert. Salpetersiure wird
vielfach zum Gelbbrennen von Messing und Atzen von Kupfer ver-
wendet (Kupfertiefdruck) und dient in der chemischen GroRindustrie
zur Herstellung von Nitrcglyzerin. La8t man das schon bei leichtem
Anstol explodierende Nitroglyzerin durch Infusorienerde aufsaugen,
go erhdlt man den Dynamit, eine seifenartige Masse, die transportfahig
ist. In bedeutenden Mengen wird die Salpetersiure auch zur Herstel-
lung von rauchlosem Pulver, Zelluloid und Kunstseide verwendet.

Ammoniak, NH,, wird heute in bedeutenden Mengen nach dem
Haber-Prozef erzeugt. Man setzt ein Gemisch von elementarem Stickstoff
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und Wasserstoff im Beisein geeigneter Kontaktkorper einem hohen Druck
(200 atm) und gesteigerter Temperatur aus, wobei in hoher Ausbeute
NH, entsteht.

Ammoniak ist ein farbloses Gas von stechendem Geruch, das sich
leicht verfliissigen 148t und in diesem Aggregatzustand zum Betrieb von
Kiltemaschinen Anwendung findet. Die Losung des NH; in Wasser
heiB3t Salmiakgeist und stellt eine Base dar; man gebraucht sie zur Her-
stellung des Salmiaks, eines Salzes, das beim Loten der Metalle und
Betrieb der Leclanché-Elemente Verwendung findet.

HCl + NH, = NH,CI.
Salzsiure Ammoniak Salmiak

Salmiakgeist 16st Fette auf und ist ein geeignetes Mittel, um Fett-

flecke und auch frische Siureflecken aus Geweben zu entfernen.

Gruppe der Halogene (Chlor, Brom, Jod, Fluor).

Chlor C1 —, 35. Freies Chlor findet sich in der Natur nicht vor;
hingegen enthalten viele Mineralstoffe, die sog. Chloride (Natriumchlorid,
Chlorkalium usw.) das Chlor in gebundenem Zustande. Im Labora-
torium [48t sich Chlor am einfachsten durch Erwirmen von Braun-
stein mit Salzsiure entwickeln.

MnO, -+ 4 HCl = MnCl, + 2 H,0 -+ Cl, .

In industriellem MafBstabe erhilt man das Chlor als Nebenprodukt
bei der Gewinnung von Atznatron durch Elektrolyse von Kochsalz-
losungen; es entweicht an der Anode, wihrend an der Kathode sich
Natronlauge und Wasserstoff bildet. Die Zersetzungszelle mul durch
eine nur fiir die Ionen durchldssige Scheidewand (Diaphragma) in zwei
Kammern getrennt sein, da sonst die Zersetzungsprodukte nachtriiglich
aufeinander einwirken wiirden (Entstehung unterchlorigsaurer Salze).
Das Chlor wird auf Chlorkalk verarbeitet, der zur Herstellung von Tri-
chlordthylen, Trichlorithern usw. verwendet wird. Es sind dies nicht
brennbare Losungsmittel fiir Fette, die mehr und mehr an Stelle von
Benzin Verwendung finden und durch Anlagerung von Chlor an Aze-
tylen entstehen; auch fiir die Entzinnung der Weilblechabfille wird
Chlorgas benutzt. Chlor ist ein gelblich griines, schweres, giftiges Gas von
starker Bleich- und Desinfektionswirkung, das sich in Wasser ziemlich
leicht 16st, auch verfliissigt werden kann. Da das Chlor bei lingerer Ein-
wirkung die Gewebe briichig macht, wird es in der Bleicherei heute mehr
und mehr durch andere, sauerstoffabspaltende Bleichmittel (Natrium-
superoxyd, Wasserstoffperoxyd, Natriumperborat usw.) verdringt. Gas-
formiger Chlor dient in der neueren Zeit auch zum Sterilisieren von
Trinkwasser.

Chlor verbindet sich mit den meisten Elementen ohne weiteres,
Metalle werden durch Chlorgas schon bei gewohnlicher Temperatur in
Chloride verwandelt. Chlor vereinigt sich unter dem Einflul des Lichtes
mit dem Wasserstoff zu Chlorwasserstoffgas, das sich in Wasser l6st
und Salzsdure bildet.
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Salzsfiure HCl. Salzsiure wird im groBen MaBstabe dadurch her-
gestellt, daB man Kochsalz mit starker Schwefelsdure erhitzt:

2 NaCl + H,S0, = Na,S0, + 2 HCI.

Die gelbliche Firbung der technischen Salzsiure rithrt von Eisen-
verbindungen her. Reine Salzsiiure ist vollig farblos. Bringt man Salz-
siure mit unedlen Metallen wie Eisen, Zink usw., in Berithrung, so ent-
stehen unter Wasserstoffentwicklung die entsprechenden Chloride. Die
Bereitung des Lotwassers stellt einen solchen Vorgang dar:

Zn+ 2HCl = ZnCl, + H, .

Zink  Salzsiure Chlorzink Wassers
stoffgas

Die hierbei entstehende Chlorzinklésung schiitzt die Lotstellen vor
der Oxydation, wirkt auch oxydlésend.

Chlorionen lassen sich in Wiissern leicht durch Zusatz von salpeter-
saurem Silber nachweisen (Trilbung oder weiler Niederschlag). Man
benutzt diese Reaktion z. B., um sich zu vergewissern, ob das zum Fiillen
der Akkumulatorenkiisten als destilliertes Wasser gekaufte Wasser wirk-
lich chlorfrei ist. Eine Mischung von 3 Teilen konz. Salzsiure mit 1 Teil
konz. Salpetersdure heiBlt Konigswasser und enthélt freies Chlor. Koénigs-
wasser 16st in der Wiarme sogar Gold und Platin auf unter Bildung
von Goldchlorid und Platinchlorid).

Unterchlorige Siure HOCL. Technisch wichtig ist das Kalzium-
salz dieser Sidure CaOCl, der Hauptbestandteil des Chlorkalkes, der er-
halten wird, indem man Chlor iiber geloschten Kalk leitet.

Chlorsdure. HClO,, sehr unbestindige Siure, deren haltbares
Kaliumsalz KCl0, als sauerstoffabgebendes Mittel bei der Herstellung
der Streichholzképfchen und zu Desinfektionszwecken (Gurgelwasser)
benutzt wird.

Brom Br —, 79. Brom ahnelt dem Chlor und findet sich in den AL-
raumsalzen sowie im Meerwasser. Die Darstellung erfolgt durch Ein-
leiten von Chlorgas in Bromnatriumlosungen :

2 NaBr 4 Cl, = 2 NaCl -+ Br,.

Brom und Bromsalze finden in der Arzneikunst, in der Photographie
und in der Anilinfarbenfabrikation Verwendung.

Jod J—, 26 ist im Meerwasser, in den Algen, in den Mutterlaugen
des Chile salpeters, sowie in manchen Heilquellen anzutreffen. Bequem
ist das Jod aus der wilrigen Losung der Jodide durch Einleiten von
Chlor zugewinnen:

2NaJ + Cl, = 2 NaCl + J,.

Das Jod stellt nach der Sublimation rhombische, violett-schwarze
Tafeln vor, die in Wasser sehr wenig, in Ather, Chloroform und Schwefel-
kohlenstoff gut 16slich sind. Freies Jod farbt Stirkekleister blau, jedoch
nur in Gegenwart von Jodiden.

Das Jod findet in der Arzneikunst und in der Photographie, ferner
in der Farbenherstellung Verwendung.
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Fluor F —, 19, ‘Die wichtigste Fluorverbindung ist der FluBspat
CaF,; Fluor greift fast alle Korper sehr stark an und wird durch Elek-
trolyse wasserfreien Fluorwasserstoffes gewonnen.

Phosphor P=, P=, 31.

Der Phosphor findet sich in der Natur als phosphorsaurer Kalk vor,
aus dem er durch Erhitzen mit Quarzsand und Kohle im elektrischen
Ofen rein dargestellt wird (gelber Phosphor); er kommt sowohl als gelber
als auch als roter Phosphor vor. Wird gelber Phosphor bei Luftabschluf3
auf 250° erhitzt, so geht er in ein rotes Pulver, den roten Phosphor, iiber,
der chemisch dasselbe Element darstellt wie der gelbe, jedoch andere
Eigenschaften aufweist (allotropische Modifikation). Im Gegensatz
zum roten Phosphor entziindet sich der gelbe an der Luft und beim
Reiben nicht, leuchtet im Dunkeln auch nicht und ist ungiftig. Die Reib-
flaiche der Streichholzschachteln enthilt roten Phosphor.

Phosphorsiiure HsP0Q,. Verbrennt Phosphor, so bildet sich eine
weille Masse, das Phosphorsdure-Anhydrid P,0;, das begierig Wasser
anzieht und in Phosphorsiure iibergeht. Die Salze der Phosphorsiure
heiBlen Phosphate, von denen das wichtigste der phosphorsaure Kalk
(Diingemittel) ist. Die Thomasschlacke, die sich bei der Verhiittung
von phosphorhaltigem Roheisen in einer mit gebranntem Dolomit aus-
gefiitterten Birne ergibt, ist eine dhnliche Verbindung.

Phosphorbronze. Wird roter Phosphor in geschmolzenes Kupfer
oder Zinn gebracht, so bilden sich Phosphorkupfer oder Phosphorzinn
(Metallphosphide), die zur Herstellung von Phosphorbronze benutzt
werden.

Schwefel S=, S=, 8=, 32.

Der Schwefel kommt in der Natur gediegen vor, meist in vulkanischen
Gegenden, findet sich jedoch hiufiger in Verbind ung mit Metallen (Eisen-
kies FeS,, Zinkblende ZnS). Der Schwefel ist von gelblicher Farbe, sprode
in Wasser und Alkohol unléslich, leicht 1oslich in Schwefelkohlenstoff.
Sein spez. Gewicht betriagt 1,92 bis 2; er schmilzt bei 115° und ver-
brennt mit bléulicher Flamme zu Schwefeldioxyd. Schwefel findet Ver-
wendung zur Herstellung von Schwarzpulver, zum Vulkanisieren von
Kautschuk (Kautschuk nimmt, mit feinverteiltem Schwefel oder einer
Losung von S in Schwefelkohlenstoff behandelt, Schwefel auf und ge-
winnt dadurch an Elastizitit). Durch Bestreuen der Rebenblitter mit
Schwefelpulver werden manche Blattkrankheiten verhiitet. Fiir das
Einkitten von Eisen in Eisen oder Stein hat sich ein Gemisch von Eisen-
feile, Schwefelblumen und Salmiaklosung bewdhrt.

Schwefelwasserstoff. Schwefelwasserstoff entsteht beim Uber-
gieBen von Schwefeleisen mit Salzsduren

FeS -+ 2 HCl = FeCl, + H,S .

Schwefel- Salzsiure Eisen- Schwefel-
eisen chiorid wasserstoff
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H,S riecht nach faulen Eiern, ist brennbar und verhilt sich wie eine
Saure, greift also Metalle an, Silber z. B. unter Bildung des schwarzen
Schwefelsilbers Ag,S. Durch Einleiten von H,S in Metallsalzlosungen
entstehen eine Reihe von Fiillungen (Schwefelmetalle sind fast alle in
Wasser unléslich), die zum Teil als Farben Verwendung finden. Zinksalz-
16sungen liefern einen weilen, Kadmiumsalze einen gelben, Bleisalze einen
schwarzen Niederschlag. Filtrierpapier, mit Bleisalzlosung getrankt, ist
ein empfindliches Reagens auf Schwefelwasserstoff.

Schwefeldioxyd. Es entsteht bei der Verbrennung des Schwefels;
im groBen erhdlt man SO, durch Résten von Eisenkies. Leitet man
80, in H,0, so erhilt man H,S0,, schweflige Séure. SO, ist farblcs und
von stechendem Geruch. Wie alle Gase 1iBt es sich durch Abkiihlung
und Druck verfliissigen. Das verfliissigte SO, ist farblos, greift Metalle
nicht an, da es keine Siure, sondern ein Siure-Anhydrid, darstellt.
Fliissiges Schwefeldioxyd wird zum Betrieb von Kéltemaschinen sowie
zum Bleichen von Stroh verwendet.

Schwefeltrioxyd. SO, wird erhalten durch Uberleiten von SO,
und Luft ither Kontaktsubstanzen wie platinierten Asbest, frisch ge-
gliihte Kiesabbrinde usw. Substanzen dieser Art, die in der Chemie eine
wichtige Rolle spielen, heilen auch Katalysatoren; sie wirken durch
ihre bloBe Gegenwart, verindern sich also nicht und beschleunigen die
Reaktion.

S0, 4+ 0 =180;.

S0,, bei gewdhnlicher Temperatur eine farblose Fliissigkeit, verbindet
sich unter Warmeentwicklung mit Wasser zu Schwefelsiure H,SO, .

Schwefelsiure. Bei dem sog. Bleikammerprozel wird das durch
Résten der Kiese erhaltene Schwefeldioxyd zundchst durch Vermittlung
nitrcser Gase (Oxyde des Stickstoffes) zu SO, oxydiert, worauf durch
Einleiten von Wasserdampf in die mit Blei ausgeschlagenen Reaktions-
kammern Schwefelsiure entsteht. Ein neueres Verfahren ist das Kon-
taktverfahren, bei dem die obenerwihnten Kontaktkérper zur Oxy-
dation des SO, beniitzt werden. Das erzielte SO, wird in Schwefelsdure
eingeleitet, die nach und nach in die ,,rauchende Schwefelsiure‘, eine
Stiure von hoher Konzentration, iibergeht. Gibt man unter Kithlung
Wasser zu, so erfolgt die Reaktion

S0, + H,0 = H,80, .

Die reine Schwefelsiure ist farblos, hat in konz. Zustande ein spez.
Gewicht 1,84, siedet bei 200° und zieht begierig Wasser an. GieBt man
Wasser in konzentrierte H,SO,, so tritt leicht Kochen und Umherspritzen
ein; man muB deshalb, will man die Siure verdiinnen, diese letztere in
diinnem Strahl in das Wasser eingiefen und nicht umgekebhrt Wasser
in die Schwefelsiure. In verdiinnter Schwefelsiure l6sen sich Zink,
Eisen, Magnesium, Nickel, wihrend Gold, Wolfram und die Metalle der
Platingruppe weder durch verdiinnte noch durch konzentrierte H,S0,
angegriffen werden. Der Vorgang der Losung besteht darin, daB das
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Metall, z. B. Mg als Ton in Lésung geht, wihrend Wasserstoff sich ab-
scheidet.
Mg + H,80, =MgS0, + 2H.

Die Schwefelsiiure ist eine sehr starke Siure und treibt daher die
schwicheren Sduren aus ihren Salzen aus unter Bildung von Sulfaten
(Kupfersulfat oder Kupfervitriol, Aluminiumsulfat, Eisensulfat oder
Eisenvitriol, Kalziumsulfat oder Gips, Natriumsulfat, Bariumsulfat usw.).
Schwer lgslich ist Gips, unléslich Bariumsulfat. Filigt man beispielsweise
zu einer Gipslosung Chlorbarium, so entsteht eine Fillung von weillem
Bariumsulfat (Reagens auf Schwefelsiure und Sulfate).

CaS0, -+ BaCl, = BaSO, -+ CaCl, .

Man verwendet H,SO, zur Gewinnung von Salpetersiure aus Sal-
peter, an Salzsdure aus Kochsalz, zum Beizen von Eisen, Kupfer, Mes-
sing, Neusilber, zur Herstellung von rauchlosem Pulver, Anilinfarben,
zum Fiillen der Akkumulatoren (reine Siure, frei von Arsen und Eisen).

Kohlenstoff C=, 12.

Kohlenstoff ist ein Hauptbestandteil aller im Pflanzen- und Tierreich
vorkommenden Stoffe sowie insbesondere der verschiedenen Kohlen-
arten!). Diamant und Graphit sind kristallisierter Kohlenstoff.

Kohlendioxyd CO,. Es entsteht bei der Atmung, bei der voll-
stindigen Verbrennung von Kohle, bei der Girung zuckerhaltiger Fliis-
sigkeiten (Umwandlung von Traubenzucker in Alkohol und Kohlen-
sdure) sowie bei der Einwirkung von Séuren auf Karbonate,

CaCO, 4 2 HCl = CaCl, 4+ H,0 + CO,.

Kohlensaures Salz- Chlor- Kohlen-
Kalzium siure  kalzium dioxyd

Das Kohlendioxyd ist ein farblcses Gas von schwach siuerlichem
Geruch und Geschmack und 16st sich in betrichtlichen Mengen im Wasser
unter Bildung der Kohlensdure.

CO, 4+ H,0 = H,CO,.

Kohlen- Wasser Kohlen-
dioxyd sdure

Das Kohlendioxyd, das sich schon bei gewohnlicher Temperatur
verfliissigen 1aBt, wird zum Betrieb von Kéiltemaschinen verwendet und
findet ferner in der Lebensmittelindustrie Anwendung (Bierdruckappa-
rate, Sodawasser usw.).

Kohlenoxyd CO. Wird CO, iiber glithenden Koks geleitet oder
vérbrennen Kohlen bei ungeniigender Luftzufuhr, so entsteht CO,
CO,+C.=2CO0.

Kohlenoxyd, in noch stirkerem Grade wie CO, ein Atmungsgift, ist
ien Bestandteil des Leuchtgases; es brennt mit bliulicher Flamme, wobei
Kohlendioxyd entsteht.

- CO + 0 =CO0,.
1) Siehe Abschnitt Technologie im II. Teil dieses Bandes.
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Kohlenoxyd wirkt stark reduzierend und bewirkt im Hochofen, daf
aus den sauerstoffhaltigen Erzen metallisches Eisen sich bildet.

Generatorgas, Wassergas, Dowsongas. Generatorgas findet fiir
Heizzwecke und zum Betrieb von Motoren Verwendung; seiner Zu-
sammensetzung nach dhnlich dem aus den Hochéfen abziehenden Gicht-
gas, wird es dadurch erzeugt, daB man durch einen mit glithenden
Koks gefiillten Schacht (Gasgenerator) Luft hindurchziehen li8t. Im
unteren Teil des Schachtes verbrennt der Koks vollstindig zu CO,, das
beim Vorbeistreichen an den oberen Schichten des glithenden Koks zu
Kohlenoxyd reduziert wird. Das Generatorgas stellt im wesentlichen
ein Gemisch von CO und N (aus der zugefiihrten Luft herrithrend) dar.

Schickt man Wasserdampf durch weilglihenden Koks hindurch, so
erhalt man ein Gemenge von Kohlenoxyd und Wasserstoff, das tech-
nische Wassergas.

C+H,0=C0+4H,.

Da diese Reaktion unter Warmeaufnahme erfolgt, darf das Hindurch-
blasen des Wasserdampfes nicht ununterbrochen erfolgen, sondern nur
in kurzen Zwischenrdumen. In den Pausen wird dann durch Einblasen
von Luft die Glut des Koks wieder angefacht. Wahrend der Heizwert
von Generatorgas etwa 900 bis 1200 WE (Wirmeeinheiten?) betriigt,
erreicht der des Wassergases etwa 2500 WE. Wassergas wird zum
Schweiflen von Blechen sowie zum Strecken von Leuchtgas verwendet.

Das Dowsongas ist ein Gemisch von Generatorgas und Wassergas
und wird dadurch erzeugt, dal man gleichzeitig Luft- und Wasser-
dampf durch die glithende Koksschicht hindurchliBt. _

Kohlenwasserstoffe. Verbindungen von Wasserstoff mit Kohlen-
stoff werden als Kohlenwasserstoffe bezeichnet; sie kommen teils in
gasformigem Zustande (CH, Methon, C,Hg Athon, C,H, Athylen, C,H,
Azetylen usw.) vor, teils auch in flissigem (CgHg Benzol: Petroleum ist
ein CGemisch zahlreicher Kohlenwasserstoffe) und festem Zustande
(Paraffin, Naphthalin C,,Hg, Anthrazen C,,H,,).

Azetylen C,H, entsteht durch Einwirkung von Wasser auf Kal-
ziumkarbid CaC,

Ca(; + 2 H,0 = Ca(OH), + C,H,.

Kalzium-  Wasser Atzkalk Azetylen
karbid

Kalziumkarbid ist ein Produkt des elektrischen Ofens und
entsteht, indem man ein Gemisch von Koksstaub und Kalk der
Temperatur des elektrischen Lichtbogens aussetzt. Das reine Azetylen
ist ein farbloses Gas von schwachem Geruch und brennt mit schéner
leuchtender Flamme. Das Azetylenlicht kommt in seiner Zusammen-
setzung dem Sonnenlicht am nichsten. Fiir die Azetylenerzeugung
verwendet man entweder Apparate, die nach dem Tauchsystem (Her-
einbringen einer Karbidpackung in eine geniigend grofe Wassermenge,
Auffangen des Gases in einem Gasometer) oder auch nach dem Tropf-

1) Eine Wiarmeeinheit ist gleich jener Warmemenge, die man braucht, um
1kg Wasser um 1° zu erwarmen.
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system (Eintridufeln von Wasser in das Karbid bei sinkendem Druck
im Gasometer) arbeiten. Um das direkt aus dem Karbid erzeugte
Azetylen zu reinigen, leitet man es tiber eine aus Chlorkalk bestehende
Reinigungsmasse. Azetylen bildet mit Luft gemischt ein stark
explosibles Gemenge, ferner sind auch explosible Verbindungen des
Azetylens mit Kupfer bekannt (Vermeidung von kupfernen Rohr-
leitungen). Gutes Karbid soll pro kg etwa 320 Liter Azetylen liefern.

Petroleum, ein Gemisch verschiedener Kohlenwasserstoffe, ist
ein Naturprodukt und stammt hauptsichlich aus Nordamerika und
RuBland. Wird Rohpetroleum innerhalb bestimmter Temperatur-
grenzen der stufenweisen Destillation unterworfen, so erhilt man
Benzin, Leuchtpetroleum, Solarcl, Schmierdl, Vaselin und Paraffin;
die letzteren Produkte werden iibrigens auch bei der Destillation des
Braunkohlenteers erzielt. Rohpetroleum (Rohél) dient zum Botrieb
der Diesel-Motoren; Benzin, das man je nach dem spez. Gew. als
Leichtbenzin (0,6—0,7) und Schwerbenzin (0,7—0,77) bezeichnet, ist
der Betriebsstoft fiir die Automobilmotoren, wird jedoch in der letzten
Zeit meistens durch das einheimische Benzol, das aus dem Stein-
kohlenteer stammt, und Benzol-Spiritus-Gemische ersetzt.

Paraffin wird zur Herstellung von Kerzen benutzt und findet
ferner als Isoliermittel in der Elektrotechnik Verwendung. Die
Schmelzpunkte der im Handel erhdltlichen Paraffine legen zwischen
40—75°.

Das Leuchtgas. Unterwirft manSteinkohlein Gasretortender trocke-
nen Destillation, so wird ein Gemisch von Gasen und Diampfen erhalten,
withrend als Riickstand sich der Koks ergibt. Die Retorten werden in den
Gasanstalten meist in Zwischenriumen von einigen Stunden beschickt.
Sobald die Retorten luftdicht verschlossen sind, beginnt unter der
Einwirkung der Hitze (ither 1000° C) sofort die Vergasung, es ent-
weicht ein brauner Qualm, der im wesentlichen aus Gas, Wasser-
dampf sowie Teerdimpfen besteht. Ein kleiner Teil dieser Didmpfe
wird bei dem Vorbeistreichen an den glihenden Retorten-Winden
zersetzt unter Abscheidung von sogenanntem Retortengraphit, der
zur Herstellung von Bogenlampenstiften und Kohleelektroden Ver-
wendung findet. Bei weiterem Erhitzen entweichen aus der zu ver-
gasenden Kohle immer mehr Wasserstoff und Sauerstoff, sowie ins-
besondere Kohlenwasserstoffe, die weiter zersetzt werden unter Ab-
spaltung von Wasserstoff, Methan, Athylen, Azetylen, Benzol, Naph-
thalin usw. Der Sauverstoff geht als Kcohlenoxyd und Kohlensiure
der Schwefel als Schwefelwasserstoff, und der Stickstoff als Ammoniak
und Zyan iiber. Die Gase und Dimpfe entweichen durch ein auf der
Retorte angebrachtes Rohr in eine Vorlage, aus der die Gase und
flissigen Nebenprodukte durch besondere Leitungen abgefiihrt werden.
In den Kiihlern der Kondensatoren wird das Gas gekiihlt, so daB sich
die meisten noch darin enthaltenen dampfférmigen Bestandteile in
fliissiger Form als Teer abscheiden. Die Waschung des Gases erfolgt
in den Wiischern oder Skrubbern, wodurch Ammoniak, Kohlensdure

Winkel, Der prakt. Maschinenbauer 11. 1. 19
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und Schwefelwasserstoff zur Abscheidung gelangen. Die noch im Gas
verbleibenden Reste von Schwefel- und Zyanverbindungen sowie von
Kohlensiure werden nun durch die trockene Reinigung, das Uber-
leiten iiber Gasreinigungsmassen (hauptsichlich Raseneisenerz), ent-
fernt. Das Naphthalin wird dadurch ausgeschieden, da man das Roh-
gas durch ein hochsiedendes Steinkohlentesr6l hindurchleitet, welches
auflosend auf das Naphthalin einwirkt. Das gebrauchsfertige Leucht-
gas enthilt in 100 Raumteilen etwa: Wasserstoff 46,3, Methan 37,5,
Kohlenoxyd 11,2, Athylen 2,1, Stickstoff 1,0, Kohlensiure 0,8,
Propylen 0,4, Benzol 0,7. Aus 100 kg Steinkohle gewinnt man etwa
30 cbm Gas vom Heizwert 5000, bezogen auf 1 cbm, und 60 kg Koks
und 6 kg Teer. Aus dem Teer erhdlt man durch fraktionierte
Destillation die folgenden Bestandteile:

1. Leichtol, Siedepunkt bis 210 °.

Aus dem Leichtol stammt das Benzol CH,, das als Motorentreib-
mittel und Bezinersatz Verwendung findet, ferner als Ausgangsprodukt
fiir die Herstellung von Nitrobenzol und Anilin benutzt wird.

2. Mittelsl oder Karboldl, bis 240 ° siedend.

Aus dem Mittelsl erhdlt man die Karbolsdure, auch Phenol ge-
nannt, die ein starkes Desinfektionsmittel darstellt.

3. Schwerdl, Siedepunkt bis 270 °.

Aus dem Schwerdl scheidet sich Naphthalin ab, das neuerdings als
Motorenbetriebsstoff verwendet wird oder durch Anlagerung von
Wasserstoff (Hydierung) fliissige Kohlenwasserstoffe liefert, die ihrer-
seits zum Betrieb von Motoren oder als Losungsmittel fiir Wachse,
Harze usw. benutzt werden kionnen.

4. Anthrazendl, iiber 270 ° siedend.

Das Anthrazendl liefert das Anthrazen, einen festen Kohlenwasser-
stoff, aus dem das Alizarinrot gewonnen wird.

Als Riickstand bleibt bei der Teerdestillation das Pech, ein Gemenge
von Kohlenstoff und kohlenstoffreichen Kohlenwasserstoffen. Ein
Gemisch von Teer und Pech dient zur Herstellung der Dachpappen;
auch zu rostschiitzenden Anstrichen; ferner werden in der RuB- und
Brikettfabrikation solche Mischungen von Pech und Anthrazenél
benutzt. AuBer dem bei der Leuchtgasfabrikation entstehenden Gas-
koks kennt man auch noch den sogenannten Hiittenkoks, der in den
Kokereien der Hiittenwerke gewonnen wird und als Heizmaterial fiir
die Hochdfen Verwendung findet; zu seiner Herstellung benutzt man
weniger fette Kohlen, da ja hier im Gegensatz zur Leuchtgasfabrikation,
bei der Gaserzeugung die Hauptsache ist, in erster Linie die Gewinnung
von Koks angestrebt wird, und das Gas nur insofern Bedeutung besitzt,
als es zur Beheizung der Kokserzeugungsofen dient.

Auch Braunkohlen, Torf und Holz lassen sich der trockenen Destil-
Iation unterwerfen, wobei feste Riickstinde (Braunkohlenkoks, Holz-
kohle), Teer und Gas entsteht, das jedoch nur geringen Heizwert besitzt.
Praktisch wird hier die Destillation bei viel niedrigeren Temperaturen
wie bei der Leuchtgasfabrikation durchgefiihrt, um grofere Ausbeuten



Silizium., — Alkalimetalle. 291

an Teer zu erzielen, der wertvolle Bestandteile enthilt. Das Gas selbst
dient zur Beheizung der Retorten. Aus dem Braunkohlenteer lassen sich
durch Destillation hauptsichlich Solarol, Paraffinotle, festes Paraffin
und Braunkohlenpech gewinnen. Die Paraffinole wiederum werden auf
(Olgas verarbeitet, mit dem man die Eisenbahnwagen beleuchtet. Das
feste Paraffin wird in der Elektrotechnik als Isoliermaterial verwendet
und dient auch zur Herstellung der Kerzen. Der Holzteer liefert Kreosol,
ein Desinfektionsmittel und Impriignierungsstoff fiir Holz, sowie Schu-
sterpech. Bei der trockenen Destillation von Holz in Retorten entsteht
ferner, als leichtere Schicht iiber dem Teer schwimmend, der Holzessig,
dessen wesentliche Bestandteile die Essigsiure und der Methylalkohol
sind.

Wird die trockene Destillation der Kohle nicht bei etwa 1000°, wie
bei der Leuchtgaserzeugung, vorgenommen, sondern etwa bei 500°, so
treten keine so tiefgreifenden Zersetzungen der fliichtigen Bestandteile
ein und man erhilt einen viel wertvolleren Teer, den scg. Tieftemperatur-
teer oder Urteer, aus dem mehr Benzol zu gewinnen ist wie aus dem Gas-
teer, aus dem ferner auch Schmierdle zu erzeugen sind.

Silizinm Si=, Si=, 28.

Silizium kommt in der Natur nicht in freiem Zustande vor, findet sich
jedoch in groBen Mengen als Siliziumdioxyd im Bergkristall, Quarz,
Sandstein, in der Infusorienerde usw. Die Salze der Kieselsiure (SiO,
nebst wechselnden Mengen Wasser) heiflen Silikate; die Silikate der
Alkalien sind in Wasser léslich und besitzen technische Bedeutung (Kali-
oder Natronwasserglas) Schmilzt man Quarzsand oder Infusorienerde
(Kieselgur), wie sie in der Liineburger Heide vorkommt, mit Atznatron
oder Soda zusammen, so bildet sich eine glasartige Masse, das Natron-
wasserglas, welches in besonderen unter Dampfdruck stehenden Ge-
filen zur Losung gebracht werden kann und das Wasserglas des Handels
bildet.

Versetzt man Wasserglaslésung mit Salzsiure, so scheidet sich, da
Kieselsiure eine sehr schwache Siure darstellt, gallertartige Kieselsédure
aus. Glas und Zement sind ebenfalls Silikate. Laft man FluBsdure auf
Silikate einwirken, so entsteht ein gasférmiges Fluorsilizium, das, in
Wasser geleitet, KieselfluBsdure bildet. Die Salze dieser letzteren Séure
dienen zum Hirten von Sandstein, Kunststeinen und Moérteln (Bildung
dessehr harten, witterungsbestindigen kieselfluflsauren Kalziums). Durch
Schmelzen von Quarzsand und Koksstaub im elektrischen Ofen erzielt
man eine Verbindung des Si mit Kohlenstoff, das Siliziumkarbid, welches
schwarz-violette Kristalle bildet und in der Hérte nahe an den Diamant
herankommt. SiC wird als Schleifmittel (Karborundum) viel verwendet.

Alkalimetalle (Kalium K —, 39, Natrium Na —, 23,
Lithium Li —, 7).
Die Alakalimetalle sind silberweille, weiche Metalle, die sich an der
Luft schnell oxydieren und daher unter Petroleum aufbewahrt werden;
19*
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mit Wasser zusammengebracht, zerlegen sie letzteres unter Wasserstoff-
entwicklung und Bildung der Hydroxyde

2K + H,0 = 2KOH.

KOH, Atzkali, ist eine weiBle, stark dtzende, zerflieBliche Masse;
die walirige Losung (Kalilauge) ist dhnlich wie NaOH, Natronlauge,
eine sehr starke Base, die in der chemischen Industrie ausgedehnte Ver-
wendung findet. Weitere Kaliumverbindungen sind das Kalium-
chlorid, KCI, das sich in den StaBfurter Kalisalzlagern vorfindet und
als Diingemittel benutzt wird.

Kaliumkarbonat KCO,, Pottasche, in der Glas- und Seifenfabri-
kation viel verwendet.

Kaliumnitrat KNOg, Salpeter, ein starkes Oxydationsmittel,
das zur Erzeugung des schwarzen Schiefpulvers dient. Beim Erhitzen
gibt das salpetersaure Kalium Sauerstoff ab und geht in den Kalium-
nitrit {iber (KNO,), der in der Farbstoffindustrie gebraucht wird.

Zyankalium KON, ein sehr giftiges Salz, 16st fein verteiltes Gold
und Silber auf und wird deshalb bei der Goldgewinnung sowie in der
Galvanotechnik zur Bereitung der Bider benutzt. '

Kieselsaures Kalium, Kaliwasserglas, K,SiO,, dient dazu,
brennbare Stoffe feuersicher zu impriagnieren, ferner findet es als Wasch-
mittel und Streckungsmittel fir Seifen Verwendung.

Chlorsaures Kalium KCIO,, ein starkes Oxydationsmittel, wirkt
desinfizierend (Gurgelwasser).

Natriumverbindungen. Natriumhydroxyd, NaOH, Atznatron,
in wélriger Losung Natronlauge genannt, findet in der Seifen-, Textil-,
Holzstoff- und Farbenfabrikation als Reinigungsmittel sowie als Losungs-
mittel fiir Fette und Harze Verwendung.

Natriumchlorid NaCl, Kochsalz, kommt im Meerwasser und in
festen Ablagerungen vor. Das fiir Speisezwecke verwendete Kochsalz
muf versteuert werden, wihrend das fiir landwirtschaftliche und tech-
nische Zwecke erforderliche Salz steuerfrei ist. Um eine mifbriuchliche
Verwendung des letzteren zu verhindern, wird es denaturiert, mit Eisen-
oxyd und Bitterstoffen (Wermut) versetzt.

Natriumnitrat NaNO,, Chilesalpeter, frither als Diingemittel
und zur Darstellung der Salpetersiure benutzt, wird heute durch syn-
thetische Nitrate, deren Stickstoff aus der Luft stammt (Norwegersal-
peter, Luftsalpeter) ersetzt.

Natriumsulfat Na,S0, 4 10 H,0, Glaubersalz, wird im groflen
durch Erhitzen von Kochsalz mit Schwefelsiiure gewonnen.

2 NaCl + H,S0, = Na,S0, + 2 HCI;
es findet in der Sodaindustrie und in der Glasfabrikation Verwendung.
Natriumkarbonat Na,CO, + 10 Hy,0, Soda, ist durch Einleiten
von Kohlensiure in Natronlauge zu gewinnen, wird heute industriell

nach dem Ammoniak-SodaprozeB (Solvay-Prozel3) hergestellt; man leitet
Ammoniak und Kohlensdure in eine gesittigte Kochsalzlosung, worauf
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sich das verhdltnismiBig schwer losliche saure kohlensaure Natrium
(NaHCO,) abscheidet, das dann durch Glithen in kalzinierte Soda zu
verwandeln ist. Soda findet Verwendung bei der Glasfabrikation, Papier-
und Seifenfabrikation, in der Firberei, Bleicherei, zum Waschen und
zum Enthérten des Kesselspeisewassers.

Kalzium Ca =, 40.

Kalzium, ein weiches, weiBes Metall, findet sich in der Natur nur
in Form von Salzen. )

Kalziumkarbonat CaCO; kommt als Kreide, Marmor, Dolomit,
Kalkstein usw. in groBer Menge vor. Durch Siure wird das reine Koh-
lensdurekalzium schon bei gewohnlicher Temperatur gelost.

(200, + 2 HCI = CaCl, + CO, + H,0 .

CaCOy,, in reinem Wasser unldslich, 16st sich in kohlenséurehaltigem
auf unter Bildung von Kalziumkarbonat Ca(HCOy),, welches das Wasser
hart macht (Kesselsteinbildner).

Schwefelsaures Kalzium CaS0,, Gips, CaSO, 4 2 H,0. Gips
ist in Wasser ein wenig 16slich und bewirkt die bleibende Hérte des Was-
sers. Mit Wasser angeriihrt, gerdt Gips ins Stocken und wird fest. Durch
Bestreichen mit Alaunlosung kann Gips noch etwas gehértet werden.

Kalziumoxyd CaQ, gebrannter Kalk, entsteht beim Erhitzen
von Kalkstein, Marmor, und stellt eine weile porése Masse dar, die an
der Luft Wasser anzieht und dabei zu Staub zerfillt.

Ca0 4 H,0 = Ca(OH), (Kalkléschen).

Verwendet man Wasser im UberschuB, so erhilt man einen Brei
(WeiBkalk), der, mit Sand gemischt, den gewohnlichen Kalkmortel liefert.
Durch weiteres Verdiinnen des Kalkbreies erhalt man die sog. Kalk-
milch, welche zum Tiinchen verwendet wird. Die Erhirtung des Mértels
beruht darauf, daB beim Abbinden zunichst das mechanisch beigemengte
Wasser verdunstet oder in den Ziegelstein eindringt und Ca(OH),
Kohlensidure aufnimmt und in Kalziumkarbonat tibergeht. Technisch
wichtig sind ferner die Kalziumsilikate, aus denen sich im wesentlichen
die Zemente (Romanzement, Portlandzement, Puzzolanzemente) zusam-
mensetzén. Romanzement bindet schrell ab und wird in Wasser sehr
fest, besitzt jedoch keine so groBe mechanische Festigkeit wie Portland-
zement, der in Mischung mit Sand und Kies (Beton) zur Auffiihrung aller
Arten von Bauten benutzt wird. Die Puzzolanzemente erhérten nur
in Verbindung mit geléschtem Kalk; zu diesen Zementen gehort auch der
Schlackenzement, fein gemahlene Hochofenschlacke. Von Bedeutung
sind auch die Kalksandsteinziegel geworden; scharfer Quarzsand wird
mit Kalk innig gemischt, worauf dann aus diesem Gemenge die Steine
geformt werden. Durch Einbringen der Prefilinge in einen unter Dampf-
druck stehenden Kessel wirkt der Kalk auf den Quarz ein unter Bildung
von Kalksilikat, das die einzelnen Quarzteilchen fest verkittet. Das
Hartwerden der Zemente beruht hauptsichlich darauf, daB die im Zement
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enthaltenen Silikate Wasser chemisch binden, ferner auch auf der Bildung
von Aluminiumkalziumsilikaten.

Kalziumsilikat. CaSiO, ist ein Bestandteil des Glases. Wihrend
die Silikate von Kalium und Natrium sich leicht in Wasser 16sen und
auch leicht schmelzen, ist das Kalziumsilikat in Wasser unléslich und
sehr schwer schmelzbar; sein SchmelzfluB erstarrt kristallinisch. Ge-
mische von Kalzium-, Natrium- und auch Kaliumsilikaten ergeben
Schmelzen, die durchsichtig erstarren und von Wasser und Séuren nur
wenig angegriffen werden, das was man als Glas bezeichnet. Das ge-
woéhnliche Glas wird erhalten, indem man ein Gemisch von Quarzsand,
Kalk und Soda oder Pottasche verschmilzt. Um an Kosten zu sparen,
wird meistens an Stelle von Soda das billigere Natriumsulfat benutzt,
das besonders in Gegenwart von Kohle durch die Kieselsiure in der Glith-
hitze in Silikat iibergefithrt wird. Man unterscheidet nach den Bestand-
teilen des Glases zwei Hauptgruppen von Glasern: Kalkgliser und Blei-
gliser. Die Kalkgliser sind entweder Natron-Kalkglaser (Fenster- und
Flaschenglas) oder Kali-Kalkgliser (Kronglas), die schwerer schmelzen
wie die ersteren und sich auch gegen Wasser und Siuren widerstands-
fahiger erweisen (Herstellung der chemischen Glasgeschirre). Die Blei-
gldser enthalten an Stelle von Kalziumoxyd Bleioxyd und besitzen stark
lichtbrechende Eigenschaften (Kristallglas, Flintglas). Zum Teil ent-
halten die optischen Gliser (Linsen, Prismen) neben Kalium- und Blei-
silikat auch noch Bariumsilikat. Die griine Farbung des Flaschenglases
rithrt von einem Gehalt an Eisenoxydul her, das durch die Verwendung
von Sand und Kalkstein, die gewshnlich eisenhaltig sind, in die Schmelze
gelangt. Fiigt man der Schmelze Oxydationsmittel, wie z. B. Mangansuper-
oxyd, hinzu, oder Salpeter, so erzielt man eine Entfirbung des Glases.
Durch Zusatz von farbigen Metalloxyden erhalt man farbige Gliser.
Chromoxyd und Kupferoxyd farben griin, Kobaltoxyd blau, Kupfer-
oxydul rubinrot, Manganoxyde violett. Das undurchsichtige Email be-
steht aus Bleiglas, dem Zinndioxyd und Kalziumphosphat usw. bei-
gemischt sind. Das geschmolzene Glas 148t sich gieBen, pressen und
schweillen; es ist ein sehr schlechter Leiter der Warme und der Elektri-
zitdt. Ein ideales Glas ist das reine Quarzglas, das durch Schmelzen
von Quarz oder Bergkristall im Knallgasgeblise oder im elektrischen
Ofen (1800 bis 2000°) hergestellt wird und sich formen IiBt. Rohren aus
Quarzglas ertragen hohe Temperaturen (Verwendung fiir Pyrometer)
und starke Abschreckung, ohne rissig zu werden.

Das Aluminium Al=, 27,

Das Aluminium ist sowohl nach Menge als Verbreitung niichst dem
Sauverstoff und Silizium der hauptsichlichste Bestandteil der Erd-
kruste; sein Oxyd, die Tonerde, findet sich kristallisiert im Korund,
sein Hydroxyd in dem Bauxit, Aluminiumsilikate sind im Kaolin, Ten,
Feldspat usw. enthalten. Metallisches Aluminium wird im elektrischen
Ofen durch Elektrolyse eines feuerfliissigen Gemisches von Tonerde
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Al,O; und Kryolith (Aluminiumnatriumfluorid, schwedisches Mineral)
gewonnen und stellt ein fast silberweiBles Metall vom spez. Gewicht
2,6 dar; es schmilzt bei 670°, wird von Salpetersiure bei gewdhnlicher
Temperatur wenig, in der Warme lebhaft angegriffen. Schwefelsiure 16st
Aluminium nur beim Kochen. Sehr leicht wird es angegriffen von ver-
diinnter Salzsiure und verdiinnten Laugen; auch das Leitungswasser
wirkt in allerdings sehr geringem Grade 16send auf Al ein, unter Bildung
von Hydroxyd, das jedoch ohne jeglichen nachteiligen EinfluB auf die
menschliche Gesundheit ist. Das Aluminium Uberzieht sich an der Luft
sehr rasch mit einer diinnen, kaum sichtbaren Oxydschicht, deren An-
wesenheit das Loten, Schweiflen und Galvanisieren schwierig gestaltet.
Wird die Bildung dieser Oxydschicht durch geeignete Mittel verhindert,
g0 kann man es in sehr zufriedenstellender Weise autogen schweiBlen
und verkupfern. Als FluBmittel gelangt bei der Schweilung ein Gemisch
von Alkalifluoriden und -chloriden zur Verwendung; beim Verkupfern,
Vernickeln wird die erste U"berzugsschicht in glyzerinhaltigen Bidern
aufgebracht. Das gelotete Aluminium ist auf die Dauer nicht wider-
standsfihig genug, denn das immer etwas Zinn und Blei enthaltende Lot
bildet mit dem Aluminiummetall im Beisein von Feuchtigkeit ein kurz
geschlossenes galvanisches Element, in dem das Aluminium die Losungs-
elektrode darstellt. Die Eigenschaft des Aluminiums, sich fast augen-
blicklich mit einer zusammenhéngenden, elektrisch isolierenden Oxyd-
schicht zu iiberziehen, hat dazu gefithrt, in der Klektrotechnik aus blan-
kem Alumiriumdraht Spulen zu wickeln. Das Aluminium findet wegen
seiner gilinstigen Eigenschaften (geringes spez. Gewicht, gutes Leit-
vermogen fiir Wirme und Elektrizitdt, giinstige chemische Eigenschaf-
ten) immer weitere Verwendung.

Thermit ist ein Gemisch von méglichst feinem, trockenem Eisenoxvd
und grieBformigem Aluminium und dient dazu, hohe Temperaturen auf
kleinem Raum zu erzeugen (Schweiflen von Strafenbahnschienen, Wel-
len, Verwendung fiir Reparaturzwecke usw.). Die Thermitpatrone wird
mittels einer Ziindkirsche entziindet, worauf nach kurzer Zeit die Oxy-
dation des Aluminiums unter Freiwerden einer bedeutenden Wiarmemenge

einsetzt.
2 Al + Fe,0, = Al,O0, 4 2 Fe.

Unter den Aluminiumlegierungen ist das Magnalium, eine Legierung
von Aluminium und Magnesium, zu erwihnen, die im Gegensatz zum
Reinaluminium von Salzwasser und den Atmosphérilien nicht angegriffen
wird und sich auch gut feilen 148t. Von Bedeutung ist ferner das Elek-
tronmetall, ebenfalls eine Aluminium-Magnesiumlegierung, geworden, die
ein noch geringeres spez. Gewicht als das Reinaluminium aufweist und
dabei Festigkeitsziffern besitzt, welche nahe an jene des Stahls heran-
reichen. Des weiteren sind Legierungen des Al mit Zink, Eisen,
Kupfer usw. zu erwdhnen.

Aluminjiumverbindungen. Schwefelsaures Aluminium

AL,(80,), -+ 18 H,0
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findet Verwendung zum Kliren von Wasser. Auf Zusatz von Kalk-
milch liefert das im Wasser geloste Aluminiumsulfat eine Fallung
von volumindsem Tonerdehydrat, das alle im Wasser enthaltenen Sus-
pensionen mit niederreilt und klares Wasser liefert; auch zum Leimen
des Papiers wird Al,(SO,), benutzt (ungeleimtes Papler ist Loschpapier).
Man gibt dem Papierbrei Harzseife zu, die dadurch entsteht, daf man
Kolophomum mit Natronlauge erhitzt und mit einer Losung von schwe-
felsaurem Aluminium vermischt. AuBerdem spielt das Al,(SO,); eine
Rolle in der Farberei zur Herstellung von Beizen und Farblacken. Die
letzteren entstehen dadurch, dal man die Farbstoffe durch frisch aus
Aly(S0,); gefdlltes Aluminiumhydroxyd adsorbieren (festhalten) 1afit.

Aluminiumsilikate sind fiir die Tonwarenindustrie von Be-
deutung.

Tonwaren. Die Tonesind in allen geologischen Formationen zu finden
und stellen Aluminiumsilikate mit chemisch gebundenem Wasser vor. Der
Ton in seiner reinsten Gestalt ist der Kaolin, der nur im elektrischen Licht-
begen schmilzt. Zusitze von Feldspat, Kalkstein usw. setzen den Schmelz-
punkt stark herab. Die Topfertone sind ziemlich eisenhaltig und mit Quarz
und kohlensaurem Kalk vermischt. Enthilt ein Ton viel Sand, so be-
zeichnet man ihn als mageren Ton, im Gegensatz zum fetten oder sand-
freien Ton. Der Lehm oder Ziegelton enthilt noch mehr Beimischungen
wie der Topferton. Der Mergel besteht aus einer innigen Mischung von
eigentlichem Ton und Kalkstein. Stark eisenhaltige Tone (Ocker, Terra
di Siena) finden als braune Farbstoffe Verwendung. Je nach der Art des
verwendeten Tons und des Erhitzungsgrades unterscheidet man im
wesentlichen die folgenden Tonwaren:

1. Irdenware ist jedes unglasierte, undichte, d. h. porése, Erzeug-
nis aus farbig gebranntem Ton;

2. Steingut nennt man jede glasierte Tonware mit weill gebranntem,
undichtem Scherben;

3. Klinkerware ist jedes unglasierte, dichte Erzeugnis aus farbig
gebranntem Ton;

4. Steinzeug ist der Name fiir jede glasierte Tonware mit farbig
gebranntem, dichtem Scherben;

5. Porzellan ist jedes dichte Erzeugnis aus weil gebranntem Ton.

Die Ziegel werden aus Ziegelton geformt und im Ringofen bis unter-
halb der Sinterungsgrenze gebrannt.

Schamotteziegel werden aus feuerfestem Ton, der dem Kaolin nahe
steht, hergestellt und erweichen erst im Knallgasgeblise oder im elek-
trischen Lichtbogen.

Eisen Fe =, Fe=, 56.

Das gediegene Eisen findet sich nur vereinzelt auf der Erde, so z. B.
in #ullerst feiner Verteilung in manchen Basalten, ferner in den Meteo-
riten, legiert mit Nickel und Kobalt, vor. Die wichtigsten Eisenerze sind
die Oxyde und das Sulfid (Himatit Fe,0,, Magnetit Fe,0,, Raseneisen-
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erz Fe(OH),, Pyrit FeS, usw.). Das technische Eisen ist nie rein, son-
dern verunreinigt durch Eisenkarbid, Eisensulfid, Eisenphosphid, Eisen-
silizid, Manganverbindungen, Graphit usw. und entwickelt beim Lésen
in Siuren Wasserstoff nebst kleinen Mengen von Kohlenwasserstoffen,
Schwefelwasserstoff, Phosphor- und Silizinmwasserstoff, wihrend der
unlésliche Riickstand groBtenteils aus Kohlenstoff besteht. Fisen zeigt
die iible Eigenschaft des Rostens, das als elektrolytischer Vorgang
aufzufassen ist. Die Verunreinigungen, die in feinster Verteilung das
Metall durchsetzen, bilden mit diesem bei Beriihrung mit Flissigkeit
kurzgeschlossene galvanische Elemente, und zwar wird das Eisen Lo-
sungselektrede (Anode); je feiner die Verunreinigungen, z. B. als Kohlen-
stoff, verteilt sind, um so stirker das Rosten; das kohlenstoffarme
Schmiedeeisen rostet am schnellsten, Stahl langsamer, das kohlenstoff-
reiche Gufleisen am langsamsten. Damit Eisen rostet, ist Wasser, eine
Saure (sogar die schwichste Siure, die Kohlensiure geniigt) oder Sauer-
stoff notwendig. Wasser, das von Sauerstoff befreit wurde (z. B. durch
Schiitteln mit feinem Holzkohlenstaub, der absorbierend auf den im
Wasser gelosten Sauerstoff einwirkt), zeigt keine Restneigung. Chemisch
reines Kisen rostet nahezu nicht. Chromsaure Salze, sowie Basen ver-
zigern die Rostbildung (Schutz eines auller Betrieb gestellten Dampf-
kessels durch Kalkmilch). Als Rostschutzmittel gelangen zur Verwen-
dung. '

Die Verzinkung; sie ist ein guter Rostschutz und erfolgt ent-
weder dadurch, daf3 die blanken Eisengegenstinde in flilssiges Zink
getaucht werden oder durch galvanische Abscheidung von Zink in einer
Zinksalzlosung. Das Tauchverfahren liefert sehr festhaftende Zink-
iiberziige, da das Eisen sich oberflichlich mit dem Zink legiert. Auf gal-
vanischem Wege werden hauptsichlich kleine Eisenkurzwaren verzinkt.
Als neues Verzinkungsverfahren sei das ,,Sherardisieren erwdhnt, so
berannt nach dem Erfinder Sherard; es beruht darauf, daf die Eisen-
gegenstinde in feinen Zinkstaub eingepackt und auf eine Temperatur
von ca. 250° gebracht werden. Trotzdem diese Temperatur unterhalb
des Schmelzpunktes von Zink liegt, scheidet sich festhaftendes Zink
auf dem Eisen ab und zwar in um so stirkerer Schicht, je linger die Er-
wirmung dauert.

Die Verzinnung; auch die Verzinnung kann entweder nach dem
Tauchverfahren oder durch Elektrolyse erfolgen. Gut verzinntes Eisen-
blech (WeiBblech) rostet nicht; sobald jedech an einigen Stellen das
Zinn abgescheuert ist, tritt das Rosten an diesen Stellen viel schneller
ein, als am ungeschutzten Blech.

Farb- oder Lackanstrich; zuerst erfolgt der Grundanstrich mit
Mennige, und nach dem volhgen Trocknen kommt der Farbanstrich.
Die Glfarben bestehen aus einer innigen Vermischung von Farbkérper
mit Leinolfirnis. Wird rohes Leindl mit etwas Bleiglatte oder Mangan-
oxyden gekocht, so nimmt es in gesteigertem MaBe Sauerstoff aus der
Luft auf, es trocknet dann, auf eine Fliche aufgestrichen, rasch, d. h.
der Firnis verharzt. Unter den Lacken spielt hier der Zaponlack (Losung
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von Schiefbaumwolle in Amylazetat) eine besondere Rolle; er erzeugt
auf den Gegenstinden (Kleineisenwaren) ein diinnes, unsichtbares
Hiutchen, das einen guten Schutz bildet.

Teer oder Teerpech, in heilem Zustande aufgebracht, dient haupt-
sichlich zum Schutze von Gas- und Wasserleitungsréhren.

Graphitanstriche werden fiir eiserne Ofen verwendet. Email-
tiberziige gelangen bei Kochgeschirren zur Anwendung; das Email
ist eine glasartige Masse, bestehend aus einem Gemisch von Zirnoxyd,
Kieselsture, Soda, FluBspat usw., das in Muffeléfen auf das Eisen auf-
geschmolzen wird.

Das Briinieren wird hauptsichlich fiir Gewehrschéfte angewendet.
Eine Mischung von Antimonchlorid und Ol oder Fett wird auf den
Eisengegenstinden verrieben. Was die Herstellung chemisch reinen
Eisens anlangt, so erfolgt diese durch Elektrolyse von Eisensalzlgsungen.
Chemisch reines Eisen ist von silberheller Farbe, weich, prigbar und
rostsicher.

Unter den Eisenverbindungen lassen sich zwei Reihen unter-
scheiden, die Ferroverbindungen, Verbindungen, in denen das Eisen
zweiwertig ist, und Ferriverbindungen mit dreiwertigem Kisen, z. B.

Fe=0
Fe == 0 (Ferrooxyd), >0 (Ferrioxyd).
Fe

Eisenoxyduloxyd F,0, bildet sich beim Erhitzen von Eisen
(Hammerschlag).

Bisenoxyd Fe,0; wird als Farbe (Englischrot) und Poliermittel
(Polierrot) verwendet.

Eisenoxydhydrat Fe(OH),, Rost, Raseneisenstein findet, als Gas-
reinigungsmasse zur Beseitigung des im Rohgas enthaltenen Schwefel-
wasserstoffes Verwendung.

Das schwefelsaure Eisen FeSO, + 7H,0 (Eisenvitriol) dient
zur Herstellung von Tinte und findet auch in der Landwirtschaft Ver-
wendung zur Bindung von Schwefelwasserstoff und Ammoniak.

Gelbes Blutlaugensalz (Ferrozyankalium K, Fe(CN), + 3 H,0)
liefert mit Eisensalzlosungen Berliner Blau, einen siure-, abcr nicht
basenbestéindigen intensiven blauen Farbstoff.

Rotes Blutlaugensalz [Ferrizyankalium K Fe(CN);] wird zur
Praparation des Blaupausenpapiers verwendet; es liefert mit Ferro-
salzen, z. B. FeCl,, Eisenchlorid, einen grinlich-blauen Farbstoff, das
Turnbulls-Blau. Mit Ferrisalzen gibt das rote Blutlaugensalz zundchst
keine Blaufirbung, unter der Einwirkung von Licht erfolgt jedcch eine
Umwandlung der Ferrisalze in Ferrosalze, so dal nach und nach Turn-
bulls-Blau sich bildet. Das fiir die Blaupausen zu verwendende Papier
wird mit einer Losung von K Fe(CN); und Ferriammonzitrat getrinkt
und getrocknet. Belichtet man nun dieses so vorbereitete Papier zu-
sammen mit der dariiber gelegten Olpapierpause, so bleiben die unter
den schwarzen Strichen liegenden Stellen unverindert, wihrend an
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den iibrigen Stellen unter dem EinfluB des Lichtes Ferrosalz ent-
steht. Durch Auswaschen mit Wasser tritt sofort an diesen Orten Blau-
farbung ein, unter den Strichen bleibt das Papier weif}., Mit Hilfe.von
Sodalésung lassen sich auf dem blauen Grunde der Pausen weile Linien,
Korrekturen usw. eintragen, da das Turnbulls-Blau nicht basenbestin-
dig ist.

Sowohl das gelbe als auch das rote Blutlaugensalz 148t sich auch
fiir die oberflichliche Umwandluhg von Schmiedeeisen in Stahl (Einsatz-
hirtung) verwenden; beide Salze spalten bei der Erhitzung allerfeinsten
Kohlenstoff ab, der in das gliihende Eisen hineindiffundiert (hinein-
dringt).

Zink Zn =, 65.

Die wichtigsten Zinkerze sind die Zinkblende ZnS und der Zinkspat
ZnCO;y, aus denen durch Abrosten und reduzierendes Schmelzen des
entstandenen Zinkoxyds das Zink entsteht. Das Zink ist ein bliulich-
weiles Metall vom spez. Gewicht 7,1. Bei gewohnlicher Temperatur
sprode, wird es zwischen 100° und 150° geschmeidig; bei 300° ist es
briichig, bei 420° schmilzt es und bei 920° findet Verdampfung statt.
Zink dehnt sich unter dem Einflufl der Wirme stark aus, 16st sich leicht
in verdiinnten Sduren und Basen und findet hauptséchlich als Schutz-
iiberzug fiir Eisenbleche und Drithte, als Legierungsmetall und insbeson-
dere als Blech zur Herstellung von Dachrinnen und Badewannen, Zink-
elektroden Verwendung. Die wichtigsten Zinklegierungen sind Messing,
Neusilber, Zink-Aluminium (sog. Aluminiumgufl), Deltametall. Unter
den Zinkverbindungen ist das Zinkoxyd ZnO (ZinkweiB8) zu erwidhnen,
das als Anstrichfarbe benutzt wird und im Gegensatz zum Bleiweill
nicht giftig wirkt und auch durch Schwefelwasserstoff nicht geschwérzt
wird. Lithopone ist eine andere im Handel erhiltliche billige weille
Farbe, die aus einem Gemenge von Schwefelzink ZnS und Bariumsulfat
BaS0, besteht. Chlorzink stellt ein zerflieSliches Salz dar, das in Wasser
aufgelost, sich als Losungsmittel fiir Metalloxyde eignet. Das durch
Einbringen von Zink in verdiinnte Salzséure erzeugte Lotwasser ist
eine solche Chlorzinklésung.

Kupfer Cu =, 63.

Metallisches Kupfer ist weich und dehnbar, hat das spez. Gewicht 8,9
und schmilzt bei 1084°; es leitet die Warme und Elektrizitdt sehr gut.
Beim Erhitzen an der Luft iiberzieht sich das Kupfer mit schwarzem
Kupferoxyd, wihrend es in trockener Luft bei gewohnlicher Temperatur
sich unveriindert hiilt. In frischer Luft entsteht auf Kupferoberflichen
eine griine Schicht von basischem Kupferkarbonat (Patina). Losungs-
mittel fiir Kupfer ist die Salpetersiure (Entstehung nitroser Gase bei der
Auflésung). Aus den wisserigen Losungen der Kupfersalze wird durch
Zink und Eisen Kupfer abgeschieden. Um chemisch reines Kupfer
zu erhalten, erhitzt man Kupferoxyd im Wasserstoffstrom oder man
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elektrolysiert eine Kupfersalzlosung. Auf technischem Wege wird das
Kupfer durch Reduktion der sauerstoffhaltigen Erze mit Kohle gewon-
nen. Die meistens vorhandenen schwefelhaltigen Erze erfordern eine
recht umsténdliche hiittenménnische Behandlung. Durch Rosten und
reduzierendes Schmelzen erhilt man zunichst das unreine Schwarz-
kupfer, das auf elektrolytischem Wege gereinigt wird (Elektrolytkupfer).
Dieses Verfahren, das besonders in Amerika in groftem MafBstabe durch-
gefiithrt wird, besteht im wesentlichen darin, dafl die aus Schwarzkupfer
gegossenen Platten als Anoden in eine Kupfersulfatlésung eingehingt
werden, wahrend als Kathoden diinne Bleche aus reinem Kupfer zur
Verwendung gelangen. Beim Durchgang des elektrischen Stromes wird
das Kupfer an der Anode abgelost und auf der Kathode abgeschieden.
Alle im Schwarzkupfer vorhandenen Verunreinigungen setzen sich als
Schlamm zu Boden. Sehr hiufig enthilt dieser Ancdenschlamm der
Kupferraffinerien etwas Gold und Silber. Reines Kupfer eignet sich
nicht zum GieBen, da es sich ungleichm#fBig zusammenzieht und die
Formen schlecht ausfiillt. Von groBer Bedeutung sind die Kupferlegie-
rungen, und zwar bezeichnet man alle Legierungen von Kupfer mit Zink
als Messing, von Kupfer mit Zinn als Bronzen, von Kupfer mit Nickel
und Zinn als Neusilber, von Kupfer mit Eisen und Zink und anderen
Metallen als Deltametall. Tombak enthélt nur 159, Zink und Zinn. Das
unechte Blattgold ist eine Legierung von 1 Teil Zink und 5,5 Teilen
Kupfer. Die in der Elektrotechnik viel verwendete Siliziumbronze ent-
halt iiber 909, Cu, etwa 99, Zinn und 0,8%, Silizium. Die im Maschinen-
bau zur Anwendung gelangende Phosphorbronze (Lager, Maschinenteile),
die sich durch groBe Harte, Festigkeit und Widerstandsfihigkeit gegen
Oxydation auszeichnet, setzt sich aus 919, Cu, 9% Sn und 0,5 bis 0,89,
Phosphor zusammen.

Das Kupfer findet wegen seiner guten elektrischen Leitfahigkeit
ausgedehnte Verwendung in der Elektrotechnik (Ankerwicklungen,
Spulen, Oberleitungen, Schalter, Kollektoren). Kupfersalze, meist blau
oder griin gefarbt, dienen im Wein- und Kartoffelbaun als Mittel zur Be-
seitigung von Schidlingen und finden als Maler- und Anstrichfarben
{Schweinfurter Griin, Malachitblau usw.) Verwendung. Der Kupfer-
vitriol CuS0O, + 5 H,0 bildet blaue, in Wasser leicht losliche, Kristalle,
die bei den Meidinger-Elementen, bei der galvanischen Verkupferung,
bei manchen Blattkrankheiten der Rebe usw. benutzt werden. Fliissige
Kupferverbindungen firben die Flamme blau oder griin. Geringe
Mengen von gelésten Kupfersalzen lassen sich durch Zusatz von Ferro-
zyankalium nachweisen (rotbraun auf Férbung).

Das Blei Pb =, 205,

Vorkommen: Bleiglanz PbS, WeiBbleierz PbCO, usw. Das: hiiufigste
Bleierz ist der Bleiglanz, aus dem durch Résten und reduzierendes
Schmelzen das Werkblei gewonnen wird, das noch verschiedene Bei-
mengungen, unter anderm etwas Silber, enthélt. Das reine Blei ist ein
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blaugraues Metall vom spez. Gewicht 11,36 bis 11,39, das bei 334° C
schmilzt und bei 1600° siedet; es hat sehr groBe Verwandtschaft zum
Sauerstoff und wird von allen Sduren angegriffen, doch kommt die Reak-
tion sehr schnell zum Stillstand, da die entstandenen Bleisalze meistens
so gut wie unldslich sind und eine Schutzschicht bilden. Es ist aus diesem
Grunde moglich, Blei beispielsweise auch fir Wasserleitungsrohre zu
verwenden ; doch geht man in der letzten Zeit mehr und mehr dazu iiber,
die Bleirohre innen mit einem Zinniiberzug zu versehen, da iiberall dort,
wo vagabundierende Straflenbahn-Riickkehrstrome auftreten konnen,
unter Umstinden doch giftige Bleiverbindungen in das Trinkwasser
gelangen konnen (Elektrolyse). Das Blei findet auch als Dichtungs-
material und als rostschiitzender Uberzug Verwendung. Das weiche Blei
wird in der Akkumulatorentechnik benutzt. Um dem Blei eine gréfiere
Harte zu geben, legiert man es mit Antimon. Das eigentliche Lisungs-
mittel fiir Blei ist Salpetersidure, auch Essigsdure kann benutzt werden.

Bleiverbindungen. Das Blei bildet verschiedene Oxydations-
stufen, von denen zunichst das Bleioxyd oder die Bleiglitte PbO
zu nennen ist. Letztere stellt ein gelbes Pulver dar, das zum ,,Formieren‘
der Akkumulatoren, zur Gewinnung von Firnig aus Leinol, zur Fabri-
kation von Glasern und Glasuren Verwendung findet. Bleigliser werden
beim Erhitzen in der Reduktionsflamme schwarz infolge von ausgeschie-
denem Blei. Durch weitere Oxydation der Bleiglitte entsteht Blei-
mennige Pb,0,, ein roter Farbstoff, der mit Lein6lfirnis verriihrt als
Grundierfarbe und als Rohrdichtungskitt Verwendung findet. Ein
weiteres Oxyd ist das PbO, (Bleisuperoxyd), ein dunkelbraunes Pulver,
welches sich beim Aufladen der Akkumulatoren am positiven Pole bildet.
Bleisalze lassen sich selbst in verdiinntesten Losungen durch Schwefel-
wasserstoff nachweisen (schwarze Fillung von Bleisulfid PbS). Auf
Zusatz von chromsaurem Kali zu Bleisalzlosungen entsteht Chromgelb
(chromsaures Blei). Das Bleiweill entsteht durch Einleiten von Kohlen-
sdure in eine Losung von essigsaurem Blei; es ist eine schone weille,
jedoch giftige Farbe von groBer Deckkraft.

Das Zinn Sn = und Sn=, 118.

Das Zinn kommt nicht gediegen vor, sondern fast ausschlieBlich
als Zinnstein SnO,. Das Zinn ist ein silberweiles Metall vom spez.
Gewicht 7,29; Schmelzpunkt 233°. Bei gewohnlicher Temperatur ist
das Zinn sehr geschmeidig und dehnbar, bei niedriger Temperatur und
nahe dem Schmelzpunkt dagegen so sprode, dall es pulverisiert werden
kann. Sn erstarrt kristallinisch ; biegt man eine Stange reinen Zinns, so
entsteht ein eigenartiges Gerdiusch, das sog. Zinngeschrei, das dadurch
zustande kommt, daB die kleinen Kristalle sich aneinander reiben. Das
Zinn 16st sich in konz. Salzsiure in der Wirme unter Wasserstoffent-
wicklung.

Zinn dient zur Herstellung von Weillblech (verzinntes Eisenblech),
von Stanniol, von Chlorzinn (Beschweren der Seide) sowie zur Gewinnung
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von Legierungen, wie z. B. des Schuell-Lotes (Zinn-Bleilegierung), des
Britanniametalles (Antimon-Zinnlegierung) und der Bronzen (Kupfer-
Zink-Zinnlegierungen).

Quecksilber Hg =, 199.

Das Quecksilber kommt in der Natur hauptsichlich als Zinnober
HgS vor (Kalifornien, Spanien, Krain), aus dem es durch Erhitzen und
nachheriges Abkiihlen der Dampfe erhalten wird. Das Quecksilber ist
das einzige, bei gewohnlicher Temperatur fliissige Metall; sein spez.
Gewicht betrigt 13,59; Hg erstarrt bei 39,4° C und siedet bei 357° C.
Das Losungsmittel fiir Hg ist Salpetersiure.

3 Hg + 8 HNO, = 3 Hg (NO,), + 4 H,0 + 2 NO.

Die Quecksilberverbindungen sind giftig; insbesondere gilt dies
vom Sublimat (HgCl,), das als Desinfektionsmittel verwendet wird und
noch in einer Verdiinnung von 1 : 5000 kriftig wirksam ist. Man benutzt
das Quecksilber zur Herstellung von Barometern, Thermometern und
anderen physikalischen Instrumenten. Das Quecksilber bildet mit vielen
Metallen wie z. B. Zink, Aluminium, Kupfer, Zinn, Gold usw., Legie-
rungen, die man als Amalgame bezeichnet. Das Amalgamieren der Zink-
elektroden galvanischer Elemente hat den Zweck, die Auflésung des
Zinks zu den Zeiten, in denen kein Strom entnommen wird, auf ein
Mindestmaf herabzusetzen. Das Zinnamalgam diente friiher als Spiegel-
belag; heute werden die Spiegel mit einer Schicht Silber iiberzogen.

Silber Ag —, 107.

Silber hat ein spez. Gewicht von 10,5, schmilzt bei 960° und ist ziem-
lich weich und dehnbar ; es ist der beste Leiter der Elektrizitit und Wirme.
Das beste Losungsmittel fiir Silber ist die Salpetersiure, die es sogar in
der Kilte und bei geringer Siuredichte als Silbernitrat 16st. Da Silber
ziemlich weich ist, wird es haufig mit Kupfer legiert, man gibt den Fein-
gehalt einer Silberlegierung in Tausendteilen an. Ein Feingehalt von
950 bedeutet, dafl auf 1000 Teile der Legierung 950 Teile Silber und 50 TI1.
Kupfer entfallen. Die galvanische Versilberung, die heute fest alle
anderen Verfahren verdréingt hat, beruht auf der Elektrolyse von zyan-
kaliumhaltigen Silberlésungen. Als Anode wird reinstes Silberblech,
als negativer Pol der gut vorgereinigte, zu versilbernde Gegenstand be-
nutzt. Die Herstellung von Glasspiegeln (Versilberung) erfolgt dadurch,
dafl man die gut gereinigte Glasfliche mit ammoniakalischer Silbersalz-
lIosung bedeckt, der reduzierend wirkende Substanzen wie Formaldehyd,
Traubenzucker oder Weinsidure zugesetzt wurden, und gelinde an-
warmt.

Gold Au=, 196.

Gold kommt gediegen in Transvaal, Kalifornien, Australien vor und

wird aus dem goldhaltigen Sand durch Waschen oder nach dem Amal-
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gamationsverfahren (Behandeln des Sandes mit Quecksilber zwecks
Gewinnung von Goldamalgam, nachheriges Abdestillieren des Hg) oder
nach dem Zyankaliumproze3 (Vermischen des Goldsandes mit Zyan-
kaliumlésung und nachfolgende elektrolytische Abscheidung des
Goldes) gewonnen und stellt ein gelbes, weiches, glinzendes Metall vom
spez. Gewicht 19,3 und vom Schmelzpunkt 1050° vor. Das Losungsmittel
fiir Gold ist eine Mischung von konz. Salzsdure mit konz. Salpetersiure
im Verhéltnis 3:1 (Konigswasser). Um Gegenstinde zu vergolden, ver-
wendet man entweder die Feuervergoldung (Uberziehen der Metall-
gegenstinde mit Goldamalgam, nachheriges Austreiben des Quecksilbers
durch FErhitzen) oder die galvanische Vergoldung (Elektrolyse einer
Losung von Goldchlorid und Zyankalium) oder die Blattvergoldung
(Auflegen feiner Goldfolien auf den mit zéhem Leinél klebrig gemachten
Untergrund).
Platin Pt=, 193.

Das meiste Platin stammt aus dem Ural; es schmilzt bei 1800° und
hat ein spez. Gewicht von 21,5. Durch Siuren wird es nicht angegriffen.
Man stellt aus Platin Elektroden, Schalen, Kontakte und Katalysatoren
(Reaktionsbeschleuniger) her. Fiir letzteren Zweck eignet sich besonders
das feinverteilte Platin (Platinmoor) oder der Platinasbest (mit fein-
verteiltem Platin iiberzogene Asbestfasern).

Photographie.

Silbersalze, insbesondere Jod-, Brom- und Chlorsilber, erleiden unter
der Einwirkung des Lichtes eine chemische Zersetzung und schwérzen
sich durch ausgeschiedenes, fein verteiltes Silber. In den photographi-
schen Platten und Papieren sind diese Salze in eine Gelatine- oder Kol-
lodiumschicht eingebettet. Um Photographien herzustellen, benutzt
man den photographischen Apparat, im wesentlichen eine Camera
obscura, welche an Stelle der Offnung eine konvexe Linse, das Objektiv,
enthilt. Auf einer ungeschliffenen Glasscheibe (Mattscheibe) stellt
man zunichst das Bild scharf ein, hierauf wird die in einer lichtdichten
Kassette befindliche photographische Platte an die Stelle der Mattscheibe
gesetzt und nach Offnen der Kassette kurze Zeit der Einwirkung des
Lichtes ausgesetzt (exponiert). Der kurze Lichteindruck hat das Brom-
silber AgBr in Silberbromiir (Ag,Br) umgewandelt, das sich unter dem
Einflul schwacher Reduktionsmittel, sog. Entwickler (Metol, Pyrogallol)
leicht in metallisches Silber umwandeln 1a8t. Die Ausscheidung von
Nilber, also die Schwirzung der Platte, ist im Dunkelzimmer bei rotem
Licht (photochemisch nicht wirksam) vorzunehmen, und zwar erfolgt die
Schwirzung an denjenigen Stellen am stirksten, die bei der Aufnahme
am stirksten dem Licht ausgesetzt waren. Man erhilt auf diese Weise
ein Negativ, d. h. ein Bild, auf welchem Licht und Schatten umgekehrt
verteilt sind wie auf dem Original. Die photographische Platte enthilt
nach dem Entwickeln noch unzersetztes Bromsilber, das am Licht ein
Nachdunkeln hervorrufen wiirde. Durch Baden des entwickelten Nega-
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tivs in einer Losung von unterschwefligsaurem Natron wird das nicht-
zersetzte Silbersalz herausgewaschen und das Negativ lichtbestiindig
gemacht (Fixieren des Negativs). Um das eigentliche Bild zu erhalten,
bedeckt man das Negativ mit einem lichtempfindlichen Papier, belichtet
kurze Zeit, entwickelt. dann und fixiert wie vorhin angegeben. Durch
dieses Verfahren (Kopieren) erhilt man das Positiv, auf welchem Licht
und Schatten in gleicher Weise verteilt sind wie auf dem Original.
An Stelle der Bromsilberpapiere werden vielfach auch die billigeren
Chromsilberpapiere verwendet, die jedoch weniger empfindlich sind.
Unter dem ,,Tonen‘‘ des positiven Bildes versteht man das Behandeln
der Abziige mit einer verdiinnten Chlorgoldlosung, wodurch das Silber
des Bildes durch Gold ersetzt wird und ein angenehmer brauner Farbton
entsteht.



Festigkeitslehre.

Bearbeitet von Dipl.-Ing. H. Winkel.

I. Aligemeines und Versuchswerte.

Die Festigkeitslehre untersucht das Verhalten der Baustoffe unter
dem Einflufl dullerer Krifte und gibt somit die Grundlage fiir die Ab-
messungen der Bauteile, die irgendeinem Kraftangriff ausgesetzt sind.

Unter dem EinfluB3 von Kriften treten in dem Korper Spannungen
auf; die Fasern eines straff gezogenen Seiles sind gespannt. Zugleich
erfahrt der Korper Formdnderungen, das Seil reckt sich.

P
Fig. 1. Fig. 2. Fig. 3. Fig. 4.

Man unterscheidet:

1. Zugfestigkeit. Der freigemachte Stab (Fig. 1) ergibt zwei
Krifte P, die in Richtung der Stabachse — d. h. normal oder senkrecht
zum Querschnitt — wirken. Der Stab wird gezogen und erfihrt eine
Verlingerung. Die auftretenden Spannungen heiBen Zugspannungen.
Uber Freimachen eines Stabes vgl. Mechanik, S. 158.

2. Druckfestigkeit. Der freigemachte Stab (Fig. 2) ergibt zwei
Krifte P, die ebenfalls in Richtung der Stabachse wirken. Der Stab
wird gedriickt und erfihrt eine Verkiirzung. Die auftretenden Span-
nungen heiBlen Druckspannungen.

3. Knickfestigkeit. Ist der gedriickte Stab (Fig. 3) im Verhaltms
zu seinen Querschnittabmessungén sehr lang, so wird er bei geniigend
groBen Kriften P ausknicken. Jeder gedriickte Stab ist auf Knick-
sicherheit zu untersuchen.

4. Scherfestigkeit. Wirken auf den Stab (Fig. 4) zwei gleichgrofe
entgegengesetzt gerichtete Krifte P senkrecht zur Stabachse, so wird
der Stab auf Abscheren beansprucht; er erfihrt Scherspannungen.

Winkel, Der prakt. Maxehinenbauer 11 1, 20
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Abgesehen von dem Fall 3, der besonders zu untersuchen ist, ent-
stehen die genannten Arten der Festigkeit durch Einzelkrafte.

Wirken Kréftepaare (vgl. Abschnitt Mechanik, S.164) auf den
Stab, so ist zu unterscheiden, wie die Stabachse zur Ebene des Krifte-
paares liegt.

5. Biegungsfestigkeit. Auf den Stab (Fig.5) wirkt ein Kréafte-
paar, dessen Ebene durch die Stabachse geht. Der Stab wird gebogen;
er erfihrt Biegungspannungen.

6. Drehfestigkeit oder Torsion. Auf den Stab (Fig. 6) wirkt ein
Kréftepaar, dessen Ebene senkrecht zur Stabachse steht. Die einzelnen
Querschnitte des Stabes werden gegeneinander

verdreht; die auftretenden Span-
) 17 nungen heien Schubspannungen.
3 P Ist der Kraftangriff derart,
-—Y--—1 daB verschiedene Arten der
Festigkeit gleichzeitig auftreten,
so sagt man: Der Korper ist auf
Fig. 5. zusammengesetzte Festig- Fig. 6.

keit beansprucht. Beieiner Welle

treten z. B. Biegung und Drehung gleichzeitig auf.

Lingeninderungen und Normalspannungen. Unsere
Kenntnis vom Verhalten der Baustoffe beruht auf dem Versuch.

Die ZerreiBiprobe. InFig.7 isteine ZerreiBmaschine schematisch
dargestellt. Der Wagebalken CB ist in C in einer Schneide gelagert und

tragt an seinem unteren

Ende das Gewicht Q.

Um den Kopf des Bal-

kens greift ein Gehénge,

das in D ebenfallsin einer

Schneide gelagert und

in E zu einem Einspann-

kopf ausgebildet ist.

F ist der untere Ein-

spannkopf, der mit einer

Schraubenspindel ver-

bunden ist, die durch ein

Kegelriderpaar  ange-

trieben wird. Der An-

trieb geschieht bei klei-

nen Kriften — bis zu

2000 kg — durch eine

Fig. 7. Handkurbel, bei groBe-

ren durch Motoren oder

hydraulisch. Dreht man die Handkurbel, so wird die Spindel in die
Mutter -des wagerechten Kegelrades hineingezogen, der Einspann-
kopf F senkt sich und damit der Kopf D des Wagebalkens. Da der
Balken in C fest gelagert ist, hebt sich das Gewicht @, dessen Entfer-
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nung b vom Lager € dabei wichst. Die zwischen den Einspannképfen
E und F hervorgerufene Zugkraft wird

b
P=gQ- —-

Auf einer Teilung G wird P unmittelbar abgelesen. Sta‘gt P auf einer
seitwiirts angebrachten Teilung abzulesen, kann man die Bewegung
des Punktes D auf einen Zeiger iibertragen, der auf einer Scheibe spielt,
die an der Stirnseite der Maschine angebracht ist. Die Einspannkopfe
richten sich in ihrer Konstruktion nach der Form der zu priifenden
Stiicke.

Stabformen. Fiir Rundstibe hat sich der Normalstab (Fig.8)
eingebiirgert, der 20 mm Schaftdurchmesser und. eine Me8linge von

w } r-l-
N i/ =a— .
T%[ - H - ‘ .
w7 g\l B
3 T | } |
- — / —«70;’; S=3 1 gem . +
Fig. 8 und 9. Fig. 10. Fig. 11

200 mm hat. Die Festlegung von Normalmassen hat sich als notwendig
herausgestellt, weil Querschnitt und Linge der Stibe das MeBergebnis
beeinflussen. Die Wahl des Normalpriifstabes ermoglicht einen un-
mittelbaren Vergleich der Giiteziffern eines Baustoffes. Ist aus irgend-
welchen Griinden die Anfertigung von Normalstiben nicht moglich, so
miissen die Abmessungen des Priifstabes dem Versuchsbericht beigefiigt
werden. Empfehlenswert ist es, in solchen Fillen die Abmessungen
so zu wahlen, daB sie in einem bestimmten Verhéltnis zu denen des Nor-
malstabes stehen (Proportionalstab). Diesen Verhiltniszahlen liegt die
Tatsache zugrunde, dafl geometrisch &hnliche Korper aus gleichem
Material durch gleichgroBle Belastungen geometrisch #hnliche Form-
dnderungen erleiden (Gesetz von Kick und Barba).

Da man bei Zerreifiproben von Blechen die Walzhaut nicht entfernt,
richtet sich die Dicke nach dem gegebenen Blech. Die Breite ist so zu
bemessen, dafl der Querschnitt des Normalflachstabes gleich dem Quer-
schnitt des Normalrundstabes, das sind 3,14 ecm?2, ist (Fig. 9), doch soll
das Verhéltnis von Breite zu Dicke den Wert 5 : 1 moglichst nicht iiber-
schreiten. Im iibrigen gelten auch fiir Probestibe aus Flacheisen die
Vorschriften der Proportionalstédbe; d. h. simtliche Abmessungen stehen
im festgelegten Verhiltnis zueinander.

Einspannkopfe. Fiir Flachstibe geniigen zwei keilfésrmige
Backen (Fig. 10), die mit einem siigenartigen oder feilenihnlichen Hiebe
versehen sind, withrend glatte Rundstibe Backen nach Fig. 11 erhalten.

20%*
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Bei Normalstiben versieht man das Querhaupt « (Fig.12) mit einer
Eindrehung, in die der Ring b gelegt wird, der seinerseits ebenfalls eine
Eindrehung erhilt, in die der geteilte Ring ¢ pafit. Hat man einen Satz
geteilter Ringe ¢ mit verschiedenen Bohrungen, so ist dieser Einspann-
kopf auch fiir Proportionalstibe verwendbar. Da der Stab von unten
in den Kopf gesteckt wird, muBl die Bohrung des Ringes b etwas grofer
als der Stabkopfdurchmesser sein. Neben den genannten Formen gibt
es natiirlich eine Reihe anderer Ausfiihrungen, die von den verschie-
denen Firmen auf den Markt gebracht werden.
MeBinstrumente. Die Kraftmessung bei Gewichtsbelastung ist
im wesentlichen nach Fig.7 eingerichtet. Bei grofen Maschinen mit
Motorantrieb wird ein Laufge-
wicht nach Fig. 13 vorgesehen,
die eine Maschine der Diissel-
dorfer Maschinenfabrik A. G.
vorm. F. Losenhausen darstellt.
Der obere Wagebalken a ruht auf
den Schneiden # und trigt an
seinem rechten Ende ein Gegen-
gewicht, wihrend links die Zug-
Fig. 12. stange b zu dem Hebel d fiihrt,
der das Laufgewicht ¢ trigt. Der
obere Einspannkopf I hingt mit der Schneide m auf dem Wagebalken a;
die Schneider m und m sind um den Betrag e exzentrisch angeordnet,
der so gering gealten ist, daB eine erhebliche Ubersetzung bis zur Zug-
stange b erzielt wird. Der Hebel d ist einarmig; an ihm greift die Zug-
stange in geringer Entfernurg vom Drehpunkt an, der im Maschinen-
gestell liegt. Durch diese doppelte Ubersetzung 158t sich eine Zugkraft
von 50 000 kg und dariiber erzielen, die von der Stellung des Laufge-
wichtes ¢ auf dem Hebel d abhingig ist. Der untere Einspannkopf &
ist mit einer Schraubenspindel ¢ fest verbunden, die durch Schnecke
und Schneckenrad (h) angetrieben wird., Der Antrieb ist elektrisch
durch den Motor f, der mit dem Anlasser ¢ angelassen wird. Der
Hebel d triigt eine Teilung, die unmittelbar die Zugkraft der Maschine
angibt. '
Das gebrauchlichste FeinmeBinstrument ist der Spiegelapparat
(Fig. 14). Er besteht im wesentlichen aus einem Biigel &, der an seinem
oberen Ende eine Schneide und an seinem unteren Ende eine Kerbe hat,
in die ein glashartes Stahlprisma e gelegt wird. Das Prisma e sitzt auf
einer Achse, die links den Spiegel k, rechts das Gegengewicht g trigt.
Der Spiegel ist um die senkrechte Achse drehbar in einem Rahmen be-
festigt, der seinerseits um die Prismenachse drehbar ist. Der Apparat
wird durch einen Biigel ¢ mit Hilfe der Schraube d am Probestab a fest-
geklemmt. Erfahrt der Stab ¢ unter dem EinfluB der Zugkraft P eine
Verlingerung, so senkt sich die am Stabe @ anliegende Schneide des
Prismas e; dabei erfihrt der auf der Prismenachse sitzende Spiegel %
eine Drehung. In der Entfernung ! vom Spiegel & wird ein MaBstab m
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senkrecht aufgestellt und neben ihm das Fernrohr f, durch das der
Beobachter den Spiegel betrachtet, in dem die Teilung des Mafstabes
zu sehen ist. Die Strecke, um die der am Stabe anliegende Prismen-
punkt nach unten gewandert ist, wird stark vergroBlert als Strecke n
am MaBstab mit Hilfe des Fernrohres abgelesen. Je nach der Entfernung
I erhélt man 500 oder 1000fache Vergrofierung, so dafl eine auBlerordent-

liche Genauigkeit der Messung von

e Verlingerungen mit diesem Apparat

6, 8 erreicht wird.
6, _— z Der ZerreiBversuch. Der in
o L5 die ZerreiBmaschine gespannte Probe-
G stab wird z.B. mit 100 kg belastet
s indem man so lange an der Hand
5 . kurbeldreht, bisdas Gewicht @ (Fig.7)
0156 A » auf 100 kg zeigt. Gleichzeitig wird
Fig. 15. die Verlingerung an dem Spiegel-

apparat abgelesen. Nun steigert man
stufenweise die Belastung und bestimmt die zugehorige Verlinge-
rung. Die Ablesungen werden aufgeschrieben. Der Versuch zeigt
langsames Wachsen der Verlingerungen bei zunehmender Belastung,
und zwar wachsen die auf die Léngeneinheit bezogenen Verlinge-
rungen, das sind die Dehnungen, direkt proportional der auf die
Flicheneinheit bezcgenen Belastung, das ist der Spannung; es herrscht
Proportionalitdt zwischen Dehnungen und Spannungen. Diese ein-
fache Beziehung zwischen Dehnungen und Spannungen besteht aber
nur innerhalb bestimmter Belastungsgrenzen; wird dieser Grenzwert
der Belastung durch Weiterdrehen der Handkurbel iiberschritten, so
wachsen die Dehnungen rascher als die Spannungen; es bringt also ein
Belastungszuwachs von 100 kg jenseits dieser Grenze eine wesentlich
groBere Verlingerung hervor. Die Spannung, unter der Proportionalitit
herrscht, heifit Proportionalitédtsgrenze. Man bezeichnet sie mit
o, und gibt sie in Kilogramm pro Quadratzentimeter an.

Fiir die Querschnittsbemessung ergibt der Versuch die Forderung:
Die groBten rechnerisch ermittelten Spannungen miissen
unter der Proportionalitétsgrenze liegen. Um ein Bild von
dem Verhalten des Stabes zu erhalten, tragt man die Dehnungen, das

V?rlarfgerun% , auf der x-Achse eines Achsenkreuzes auf
urspriingliche Linge
' Belastung in kg

Querschnitt in em? ’

(Fig. 15), die zugehorigen Spannungen, das ist

auf der y-Achse. Solange Proportionalitit zwischen Dehnungen und
Spannungen besteht, verliuft die Spannungsdehnungskurve geradlinig
(OP in Fig.15). Beiwachsender Belastung geht sie in leichter Kriimmung
bis F. Von da an tritt eine bedeutende Verlingerung bei geringer
Zunahme der Belastung ein: Der Stab streckt sich, er beginnt zu
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flieBen. Die Spannung oy, bei der das Strecken oder Flieen des Bau-
stoffes beginnt, heiflt

Streck- oder FlieBgrenze. Hat man einen bearbeiteten Stab
mit glatter Oberfliche in die ZerreiBmaschine gespannt, so zeigen sich
jetzt moirédhnliche Muster, die man FlieBfiguren nennt. Auf Grund
ungezéhlter Beobachtungen darf man annehmen, daB sich die Span-
nungen bis zum Punkte B der Kurve gleichm#fig iiber die Stabachse
verteilen. Ist die Dehnung auf O B, gewachsen, so beginnt sich der Stab
an einer Stelle einzuschniiren (Fig. 16); der Querschnitt wird an dieser
Stelle erheblich kleiner. Die Belastung, die zu einer weiteren Verlinge-
rung notwendig ist, wird kleiner; die Kurbel mu8 zuriickgedreht wer-
den. Infolgedessen fillt die Spannungs-Dehnungs-
kurve von B auf Z. Endlich tritt die Trennung 'E:__\/__—;—;_:_—jl
ein; der Stab reift. Die Spannung max ¢ heit 2
Zugfestigkeit; sie wird im allgemeinen auf den Fig. 16.
urspriinglichen, also ungeschwichten Querschnitt,
bezcgen und mit K, bezeichnet. Die Bruchspannung ¢, ist die auf
den urspriinglichen Querschnitt bezcgene Spannung, bei der der Bruch
erfolgt. Der letzte Abschnitt des Versuches, in Fig.15 durch das
Kurvenstiick BZ dargestellt, wird bei den praktischen Priiffungen meist
nicht beriicksichtigt, weil er einerseits nur fiir die Forschung Wert hat,
andererseits auch zu zeitraubend ist. Da die streng wissenschaftliche
Durchfithrung des ZerreiBversuches und die eingehende Bearbeitung der
Versuchsergebnisse zu teuer ist, begniigt man sich bei den Priifungen
mit der Feststellung der Bruchbelastung und der Bruchdehnung.
Ist I’ die Linge des Stabes nach dem Bruch, die man durch Messung
der aneinandergelegten Bruchstiicke erhilt, so ist die Verlingerung I'—1,
also die Bruchdehnung in Hundertteilen der urspriinglichen Lénge,
r—1

T

Diese grobe Bestimmung ist aber nur zulissig, wenn der Bruch
innerhalb des mittleren Drittels der Mefllinge erfolgt; andernfalls ist
die Probe Ausschuf. o 25

Fiir eine eingehende Kenntnis des Baustoffes geniigt der einfache Zer-
reifversuch noch nicht. Entlastet man n#mlich einen bereits ver-
lingerten Stab, so verliert er die erlittene Forménderung nicht voll-
stdndig; es bleibt ein Dehnungsrest, der bleibende Dehnung heifit.
So ist z. B. die Bruchdehnung eine bleibende Dehnung. Die wieder ver-
schwindende Léngeninderung heiit elastische oder federnde
Dehnung. Fiir kleine Spannungen ist sie praktisch gleich Null. Das
Materialpriifungsamt zu GroB-Lichterfelde setzt als Elastizitéts-
grenze diejenige Spannung fest, bei der die bleibende Dehnung
0,02 v. H. der MeBlinge des Probestabes erreicht.

Ein Korper heilt vollkommen elastisch, wenn bei der Ent-
lastung die Riickkehr in die urspriingliche Form eine vollstéindige ist.
Er ist um so elastischer, je grofier die federnde Langendnderung im Ver-

@ = 100 -
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gleich zur gesamten Léangendnderung ist. Die meisten Stoffe sind
elastisch. Die Forménderungen sind abhingig von der Zeit, in der die
Belastungsteigerung vor sich geht. Bei einer rasch gesteigerten Be-
lastung kann sich die Forménderung nicht mit gleicher Schnelligkeit
ausbilden; der Stab wird reien, ohne die seinem Baustoff zukommende
Dehnung erreicht zu haben. Neben der Zeit ist die Temperatur in
hohem Grade auf Festigkeit und Forminderung von Einfluf3.
Verlangert sich ein Stab von ! ecm Lénge um .17 auf [, em, so ver-
lingert sich ein Stab von 1cm Linge um
I, —1 Al
l Tl
(gelesen: Delta ! durch 7). Man nennt diesen Bruch, der eine unbenannte
Zahl ist, die Dehnung. Mit Hilfe dieser Zahl kann man Stibe verschie-
dener Linge auf ihre Dehnungsfiahigkeit vergleichen.
p Verringert sich der Durchmesser d bei der Verlange-
l rung um (d — d,) em, so erfahrt ein Durchmesser von
1 em die Verkiirzung
d—d;
Q= g -

s
bl

>iQre

|

12

m%m Diese Zahl heift Querzusammenziehung.

i Die Ausdehnung in Richtung der Stabachse und

- ‘i_ die Zusammenziehung senkrecht zur Stabachse treten
D

>Rk
-

4

I — e |
Do e——

=

|
b,

stets gleichzeitig auf. Kehrt man die Kraftrichtung
um, d. h. wird der Stab gedriickt, so verkiirzt er sich

Fig. 17. in der Léngs- und verbreitert sich in der Quer-
richtung.

Durch eine groBe Zahl von Versuchen ist festgestellt worden, daB
das Verhdltnis von Dehnung zur Querzusammenziehung eine Zahl ist,
die fiir gleichartige Korper zwischen 3 und 4 liegt; fiir Metalle setzt
Bach

Da man einem Stab von auBen nicht ansieht, ob er durch Kriifte
beansprucht ist, mufl man ihn sich durchgeschnitten denken, wenn man
wissen will, welche Art der Beanspruchung er erfihrt (vgl. Abschnitt
Mechanik, S. 158). Durch einen Schnitt wird das Gleichgewicht gestort;
tiigt man in Richtung der Stabachse (Fig. 17) Kriifte ein, die trotz des
Schnittes die Teile im Gleichgewicht halten, so diirfen wir sagen: Der
undurchschnittene Stab verhilt sich ebenso- wie der durchschnittene
mit den zugefiigten Kriften; folglich geben die hinzugefiigten Krifte
ein MaB fiir die Grofle der Beanspruchung des undurchschnittenen
Stabes (Spannkrafte — innere Krifte). Nehmen wir weiter an, daB alle
Fasern des Stabes gleichm#Big an der Kraftiibertragung teilnehmen,
so diirfen wir weiter sagen: Alle Flichenteilchen des Querschnittes
werden gleichmiBig beansprucht. Um nun die Beanspruchungen ver-
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schieden geformter und verschieden belasteter Stabe vergleichen zu
kénnen, mufl man den Anteil der Kraft angeben, der auf die Flichen-
einheit des Querschnittes entfdllt — ebenso wie man die Lingeninde-
rungen auf die Lingeneinheit bezog. In der Festigkeitslehre ist es iiblich,
als Flicheneinheit das Quadratzentimeter (cm?) anzusehen. Setzt man
nun fest, jedes cm? des Querschnittes trage o kg, so iibertrigt ein Stab
von F em? Querschnitt eine Kraft von (0. F)kg. Soll ferner zwischen
den dulleren Kriften P und den inneren Kriften (o - F) Gleichgewicht
herrschen, so muf}
P
P=o¢.F oder o= 7
sein. Fir P in kg und F in cm? erhilt o die Benennung kgfcm?; setzt
man P (wie es gelegentlich auch vorkommt) in ¢ ein, so erhilt ¢ die Be-
nennung ifcm? Der auf 1cm? des Querschnittes entfallende Anteil o
der zu ubertragenden Kraft P heilt Spannung; sie ist ein Vektor,
da sie nach Grofle und Richtung unterschieden werden mufl (vgl.
Mechanik, S. 143).

In den Fillen 1, 2, 5 sind die Spannungen senkrecht zum Quer-
schnitt gerichtet; sie heilen Normalspannungen. In den Fillen
4 und 6 fallen die Spannungen in den Querschnitt; sie heiflen Schub-
spannungen.

Hat man die beiden Begriffe der Dehnung und Spannung festgelegt,
so liegt es nahe, zu untersuchen, ob zwischen ihnen irgendwelche Be-
ziehungen bestehen. Die Beantwortung der Frage kann nur der Versuch
geben. Und der Versuch zeigt tatséichlich den Zusammenhang zwischen
¢ und o; er lehrt, daB} fiir manche Baustoffe innerhalb gewisser Grenzen
die Dehnungen und Spannungen direkt proportional sind ; die Dehnungen
wachsen in demselben Verhdltnis wie die Spannungen. Der mathe-
matische Ausdruck dieses Satzes lautet

E=NK"*0

und heilt Hookesches Gesetz; es ist die Grundlage aller Festigkeits-
berechnungen. Seine Anwendung ist zuléssig, solange die Spannungen
innerhalb der Grenzen bleiben, wo direkte Proportionalitit zwischen
Dehnungen und Spannungen besteht; d.h. solange die Spannungen
unterhalb der Proportionalitdtsgrenze bleiben. Diese Bedingung
mul} stets erfiillt sein.

o heifit Dehnungszahl; ihre Benennung ergibt sich aus dem
Hookeschen Gesetz, da ¢ eine unbekannte Zahl ist, zu cm?kg. Der
umgekehrte Wert

E ="

o
heift ElastizititsmaB, gemessen in kg/em?, und ist eine Spannung.
Nennt man die Verlingerung des Stabes Al (Fig. 17), so wird mit
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4
€=

innerhalb der Giiltigkeitsgrenze des Hookeschen Gesetzes

1
Al:zx-o-l:j{i-o-l,

wobei A7 und 7 in mm oder em gemessen werden.

Al
Setzt man ¢ = — und o = 7 in das Hookesche Gesetz ein, so er-

l

hilt man Al-F Al

*TTP Tl

es wird demnach & zu einer Verlingerung A7, wenn wir den Querschnitt
des Stabes 1 em2, seine Liénge 1 cm machen und ihn mit P = 1 kg be-
lasten. Daraus folgt die Begriffsfestlegung der Dehnungszahl «: sie ist
die Verlingerung der Kante eines Wiirfels von 1 em Kantenlinge bei
1 kg Belastung.

In dem Schaubild (Fig. 15) ist auf der wagerechten Achse die Ver-
lingerung der Léngeneinheit, auf der senkrechten die Belastung des
Stabes in kg/em? aufgetragen; das Produkt beider GréfSen stellt dem
nach eine Arbeit (siehe Abschnitt Mechanik S.145) dar, die bei der
Forménderung eines Wiirfels mit der Kantenlinge 1 cm aufgewendet
werden mufl. Ein MaB fiir die Gré8e dieser Arbeit ist der Inhalt der
von der Dehnungs-Spannungskurve begrenzten Fliche; sie wird in
cmkg/cm3 gemessen und heilt Arbeitsvermdégen des Baustoffes.
FluBeisen hat ein Arbeitsvermégen von 600 -— 800 cmkg/cm? ; Gufleisen
nur 8 - 14.

Z3h nennt man Baustoffe mit hoher Flieigrenze (Nickel, Kupfer).
Ein geringer Grad von Zahigkeit heiit Sprodigkeit.

Geschmeidig sind Baustoffe mit miaBiger Festigkeit und nie-
driger FlieBgrenze (reine Metalle: Zinn, Gold, Silber).

Héarte. Mit Harte wird der Widerstand bezeichnet, den ein Material
dem Eindringen eines Priifkérpers entgegensetzt. Nach Brinell ist
der Priifkorper eine gehartete Stahlkugel von D = 10 mm, die mit
P = 3000 kg bei Eisen und Stahl, mit P = 500 kg bei weicheren
Metallen in das zu priifende Stiick, die Probe, gedriickt wird. Ist d
der Durchmesser des Eindrucks, dann ist seine Tiefe

_D
h = 3 3 VD d
Unter der Hart hl teht H P _P in k 2
nter der Hartezahl versteht man =5= n-D-l;_m g/mm?2,
Hirtezahlen nach Brinell.
P =500kg P = 3000 kg
Blei H= 5,5 kg/mm? Messing H = 75+ 90 kg/mm?
Zinn 14 v FluBeisen (weich) ~ 100 ’
WeiBmetall 23 ) S. M. Stahl 160 = 230 ,,
Zink 46 ' Werkzeugstahl (C = 19) 260 = 300 ,,
Kupfer 50 =175 »» 5 angelassen  470--550

» 5 abgelassen ~ 650 i
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Shore laBt ein kleines Fallgewicht mit Diamantkopf aus 250 mm
Héhe auf die Probe fallen und beurteilt die Hirte nach der Héhe des
Riicksprunges (Skleroskop).

Kerbzahigkeit. Die Untersuchung der Baustoffe bei plétzlicher,
schlagartiger Belastung geschieht durch die Schlagbiegeprobe, die neuer-
dings in Aufnahme gekommen ist. Das Probestiick ist im allgemeinen
ein Vierkantstab von 8 X 8 mm Querschnitt, der in der Mitte an einer
Fliche eingekerbt ist. Ein pendelnd aufgehéngter Hammer (axtihnlich)
fallt gegen die der Kerbe gegeniiberliegende Seite und schligt entweder
durch oder verursacht zum mindesten eine sehr starke Biegung. Die
Arbeit in mkg, die auf 1 cm? des Bruchquerschnittes entfillt, heifit
spezifische Schlagarbeit und ist ein MaB fiir die Grofle der Kerb-
zéhigkeit. Nickel- und Chromnickelstihle haben grofie Kerbzihigkeit.

Die zuliissige Spannung und Sicherheit gegen Bruch.

Die zuldssige Spannung ist die Spannung, bis der zu ein Kérper durch
duBere Krafte auf eine der verschiedenen Arten der Festigkeit bean-
sprucht werden darf; sie bleibt im allgemeinen unterhalb der Pro-
portionalitédtsgrenze und der Elastizitdtsgrenze. Die auf
Grund des Hookeschen Proportionalititsgesetzes ermittelten Span-
nungen miissen stets unterhalb der Proportionalitdtsgrenze liegen. Fiir
die Wahl der zuldssigen Beanspruchung gilt: solange die theoretischen
Unterlagen der Festigkeitsrechnung festliegen, diirfen die hoheren Werte
der Tabellen') genommen werden; wird die Rechnung auf Grund von
Annahmen durchgefiihrt, iiber deren Richtigkeit kein sicheres Urteil
besteht, so ist die zuléssige Beanspruchung niedrig zu wahlen.

Die Sicherheit & gegen Bruch ist das Verhiiltnis der Festigkeit
zur zuliissigen Beanspruchung ; z. B. fiir Zugbeanspruchung & = % .

z

Liegen keine besonderen Vorschriften (vgl. S.319) iiber die Wahl
der zulissigen Beanspruchung vor, so ist die Sicherheit & gegen Bruch
mafigebend. Wird z.B. eine achtfache Sicherheit fiir ausreichend er-
achtet, so wire k, fiir Chrom-Nickelstahl der Bismarck-Hiitte (vgl.
S. 316) wegen K, = 7500 kg/cm?

1

k, = s K, = —;— - 7500 = 940 kg/em?.

Im wesentlichen richtet sich die Grofle der zuldssigen Spannung da-
nach, ob die Belastung eine ruhende oder wechselnde ist (vgl. S. 317).
AuBlerdem ist immer der EinfluB von StéBen zu beriicksichtigen;
hinzu kommt die Gefahrder Anbohrung. Inseinem Werk ,,Die Dampf-
turbinen?)‘ sagt Stodola: Wenn wir eine Reihe von wohleingebiirger-
ten Maschinenelementen genauer untersuchen, so finden wir, dafl an
vielen Stellen Uberbeanspruchungen zugelassen werden, sofern nur
die Gewahr vorhanden ist, daB nach Eintritt des FlieBens an der be-
troffenen Stelle ein Ausgleich der Spannungen méglich ist. Vor allem
T 1) Val. 8. 318 - 321.

?) Fiinfte Aufl., Berlin 1922. Verlag von Julius Springer.
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Konstruktionsstahle der Bismarckhiitte, Oberschlesien,
fiir Automobilbau, Luftschiffbau u. dgl
! Be- Festig- | Streck- | Deh- | Kon-
Verwendungszweck iMarke Art handlung Zustand Keit grenze | nung [traktion
Fiir durch starken Rei- | kg/mm? | ke/mm? | % %
bungsdruck oder starke | i
St0 b ! ! | _
Tebilé), e Wieeanzsgg;z;l(tlzr, ) | Nickel- fiir ungehirtet | 75--100 : 56—70 | 18--10| 40—50
Nocken, Rollen usw. | NC4 | chrom- | Einsatz- ; |
Ferner zu héchstbean- | stahl hértung ;,
spraciiton Wellen, Spin- ! gehiirtet |150—200120—175 1 10—5 | 40—30
satz geh,éirtet werden |
- I |'ungehartet | 65—80 | 50—55 | 20—12 | 50—60
desel. NC2 | desgl. | desgl | ihurtet (130—160 [100—135| 10—5 | 35—25
' ‘ ungehirtet | 60—70 | ca. 50 | 25—20 | 60—65
desgl. NC1 | desgl. | desgl | “gehirtet [110—130| ca. 90 | 12—8 | 40—30
. Nickel- ungehirtet | 50-—60 ca. 40 | 24—18 | 60—50
desgl. NWW | “etant ¢ 9e5€L | gchirtet 100—120 70—80 | 15--8 | 55—50
4 R ungehirtet | 50—55 | ca. 40 | 24—20 | ca. 60
desgl. | N8Va | desgl. | desgl. | Toghartet | 90—110| ca. 70 | 15—10] 5550
Fiir  hochbeanspruchte | Nickel- | (ungehirtet
Kurbelwellen, Wellen, NKH v| chrom- zu vergiitet | 80—100  70—80 | 15—10 | 45—35
Spindeln, Zapfen usw. stahl verwenden
[ - {(Nur in Weib-_ Y R S SV SN
metallagern, |
nicht in | = 11
desgl. KNCv | desgl Bronzelagern desgl. . 80—95 | 66—75 ' 15—10: 40—30
laufen lassen) ‘
) : S ezial-r ungehirtet T I
desgl. ME2Wyv| legierung‘ Verwzeunden desgl. 80—95 | 55—70 | 14—10 1 40—30
desgl. TG 3v lunlegiert| desgl. | desgl. | 80—80 | 50—60 | ca. 10 | ca. 25
desgl, [ TG5v| desgl desgl desgl. | 70—00 | 40—50 | 15—12]| 45—35
. L ) Nickel- | ungehirtet |
Tiir auf Druck hochst- !
i | NCé | chrom- zu ungehiirtet | 90—120°  — 10—6 | ca. 30
beanspruchte Teile | stahl  verwenden | i B .
- ' ungehiirtet | |
]1;;" I‘fyz}):ﬁ% nZa}i)flen (;lrss‘géf- ‘ Od:;tlflg]zfn' ungehirtet | 50—35 | ca. 40 | 24—20 ca. 60
Linie groBte Zihigkeit NSVa | Nicxel™ | hirtet, je |
des Materials - verlangt ‘ ggfgcggg gehirtet  90—110  ca. 70 | 15—10 | 55—50
| | z.verwenden L o
I A " |'ungehértet | 40—50 | 25—85 | 2620 | ca. 60
desgl ‘ NS | desgl desgl. | “pchartet | 70—85 | 50—55 | 14—10| 55—50
e ‘ | . ungehirtet | 35—40 | — | 35—30
desgl ‘MEFo iunleglert; desgl. gehirtet | 35—40 ’ . 1 3530 —
N | ungehirtet | 30—35 ‘ — 40— —
desgl. - MEF oo] desgl. |  desgl. gehlirtet, | 30—36 4035 —
Fiir in hoher Tempe- | ! ‘
ratur _und in Wasser | |
oder Dampf arbeitende | 25 proz. | ungehirtet |
Teile (der Stah] ist rost- | N 25 W| Nickel- | zZu ungehirtet | ca. 60 ! ca. 35 ¢ ca. 30 | ca. 60
sicher). Ferner zu Teilen, | I stahl - verwenden ) | I
welche antimagnetisch ‘ |
sein miissen | | | t ! |
R " | Chrom- | in O! zu s a5—o5 | 55—60 | 13—10 |-
Fiir hochstbeanspruchte ‘ ‘ Pt [ ungehirtet | 85—95 | 55—60 | 13—10 | ca. 25
TFedern | ECS | silizium- :harten und gehiirbet 140160 115—140 | 8—6 | ca. 30
I | stahl | anzulassen B andisad B Rislhed
Spezial- ungehirtet | 75—90 | 40—50 | 12—10| ca. 20
desgl. L MME evierung; 9058l | Tgehartet (125—135 | 85—95 " ca. 6 | ca. 20
Titr | ) | Chrom- in O1 zu - ‘ ; o
Tiir Kugellager BK stahl hiirten
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Holzer.
o Festigkeit senkrech;;lm*l Stirnholz, in Richtung der Fas-ernﬁ I
Holzart Zug 1 Druck ‘ Biegung
K E ' K E K E
kg/om? kgiem®  kgjem®  kglem®  kglem®  kglom®
Eiche 500 bis | 70 000 bis i 400 | 60 000 bis ‘ 750 110 0001)
1200 170 000 ‘ 100 000 j
Esche 900 bis | 100000bis | 400 bis } 85000 1000 90 000 bis
1200 150 000 500 \ 130 000%)
Kiefer 700 bis — 400 bis | — ¢ bis 1000 ;90 000 bis
900 500 ! i | 120 0001)
N - [P . [ O
Fichte | 700 bis — 350 bis — | 500bis | 80000 bis
800 | 450 ‘ 800 110 0001)
Steine und Moértel2).
a }a:{;l;l&l;}:e ;57 o Di‘uckrf’érstigkeit Zement- und Kalkmortel : Druckfestigkeit
Steine und Ziegel ! in kg/cm?* verschiedener Mischung | in kg/em*
1. Basalt . . . . 1000 bis 3200 | 8. Reiner Zementmortel '
2. Porphyr . . .; 1000 bis 2600 (ohne Sandzusatz) . . 250 bis 270
3. Granit, Diorit & 9. Portlandzementmortel?)
u. Syenit . . .. 800 bis 2000 1 Raumteilmit 1 Teil Sand 200
4. Kalkstein . . .' 400 bis 2000 1 » ,» 2Teilen ,, 180
5. Kohlen- u. Keu- 1, T 160
persandstein. . 600 bis 1800 [10. Guter Kalkmortel . . 40
6. Klinker. . . . 300 bis 900
7. Ziegel . . . .
Mittelbrand . © 200 bis 300
Schwachbrand . 150 bis 200

die scharfen, aber auch die ungentigend abgerundeten Ecken sind
Stellen dieser Art. Die Uberbeanspruchung in einer Bohrung besitzt
nun die Eigenschaft, die Spannung durch bleibendes Strecken der inneren
Fasern auf die weiter auBlen gelegenen so zu verteilen, dafl die grofite
Beanspruchung sinkt. Bei der Beurteilung, was zulédssig ist, muf} aber
ein weiteres wichtiges Kriterium hinzutreten: die Ausdehnung der
von der Uberbeanspruchung betroffenen Stelle.

a) Zuliissige Spannungen fiir den Maschinenbau.

Man versteht unter der zuldssigen Spannung eines Korpers (k,
tiir Zug, k fiir Druck, k; fiir Biegung, k, fiir Schub, k,; fir Drehung) die-

1) Sowohl Festigkeit wie Dehnungsmaf} sind stark vom Feuchtigkeitsgehalt
abhingig; E fiir Biegung in besonderem MaBe vom Querschnitt und der Linge.

?) Entnommen aus: Férster, Taschenbuch fiir Bauingenieure. Berlin 1921,
Verlag von Julius Springer.

%) Das DehnungsmaB der Steine und Mértel dndert sich sehr mit der
Spannung, die diese Stoffe aufzunehmen haben.

1) Nach 28 Tagen crhirtet, davon 27 Tage unter Wasser.
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jenige Spannung in kg/em?2, bis zu welcher er mit Sicherheit durch &ulere
Krifte auf eine der verschiedenen Arten der Festigkeit beansprucht
werden darf.

In der nachstehenden Tabelle gelten die zulissigen Spannungen
unter I, wenn die Belastung eine ruhende ist.

Die zuldssigen Spannungen unter IT gelten, wenn die Belastung be-
liebig oft wechselt, derart, dafl die durch sie hervorgerufenen Spannungen
abwechselnd von Null bis zu einem groften Werte stetig wachsen
und dann wieder auf Null zuriicksinken.

Die zuldssigen Spannungen unter IIT gelten, wenn die Belastung be-
liebig oft wechselt, derart, dal die durch sie hervorgerufenen Span-
nungen abwechselnd von einem gréBten negativen Werte stetig
wachsen bis zu einem gréB8ten positiven, gleich groBen Werte und
dann wieder abnehmen.

Fiir die zwischenliegenden Arten der Belastung konnen da-
zwischenliegende, den Spannungsgrenzen entsprechende Werte - ge-
nommen werden.

Fiir Federstahl ist im Falle IT fiir den ungehirteten Zustand
ky, = 3600, fiir den gehédrteten Zustand k&, = 4300 kg/cm? zu setzen.

Zulissige Spannungen in kg/cm? nach C. v. Bach:

; =1,
Art der Festigkeit | ©= | FluBeisen®) | Flustahl?) StahlguB z | 228
und Belastung 22 ‘ . ‘ & S
G von | bis von ! bis von | bis & 1278
Zug N} 900 | 900 . 1200 | 1200 | 1500 { 600 . 900 {300 | 600°)
k I 1T 600 | 600 | 800 | 800 | 1000 | 400 | 600 |200 | 300
z ‘ II1. 300 | 300 | 400] 400 500] 200 ! 3800 |100| —

Druck I | 900 | 900 | 1200 | 1200 | 1500 { 900 | 1200 {900 | —
k II. | 600 | 600 800 | 800 | 1000 { 600 900 600 | —

- L | 900 | 900 | 1200 | 1200 | 1500 | 750 | 1050 |— | —
Blegung 1 | goo 600# 800 | 800 | 1000 | 500 | 700 |—2)] —

k, i III. | 300 | 300 400 | 400 ;| 500 ] 250 350 | — —

Schub L | 720 [ 720 | 960 | 960 1200 [ 480 | 840 [300 | —
. IL | 480 | 480 = 640 [ 640 800 | 320 | 560|200 | —
I | 240 | 240 | 320 320 400| 160 | 280 100 | —

L [ 360 [ 600 840] 900 1200 | 480 | 840 |— | —
b reli‘“ng; IL | 240 [ 400 | 560 | 600 800 | 320 560 |—) —
@ ML | 120 | 200 280 | 300 400 | 160 | 280 [— | —

1) Fir vorziigliches Schweill eisen konnen die angegebenen zulissigen
Spannungen und Betrige bis zu einem Drittel hher genommen werden, sofern die
hierdurch zugelassenen groSeren Forminderungen in ihrer Gesamtheit mit dem
Zwecke des Bauteiles vereinbar sind. Wo zu befiirchten steht, daB die Gesamt-
forménderung die mit Riicksicht auf den Zweck des Bauteiles als zulissig erachtete
Grenze iiberschreitet, ist von dieser auszugehen.

%) Die hoheren Werte sind nur bei durchaus zuverldssigem, nicht zu weichem
Stoff anzuwenden (bei dem also K, = 3400 bis 4400 bzw. = 4500 bis 10 000 kg/cm?).
Fir Draht gelten, entsprechend der groBeren Zugfestigkeit, groBere Werte fiir
Lk, u zw. k, =1; K, bis 1/, K,.



Allgemeines und Versuchswerte.

b) Zuliissige Spannungen fiir den Hochbau.
1. Metalle.

PreuBische Bestimmungen iiber die bei Hochbauten anzunehmende Beanspruchung

der Baustoffe vom 31. Januar 1910.
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Metall

Zug

2

Druck
k

Bie-
gung
ks

Schub
Fs

FluBeisen in Trigern zur Unterstiitzung von
Decken und Treppen . . . . . . . ..
Als Stiitzlinge ist die Entfernung zwischen den
Auflagermitten anzunehmen.
FluBeisen in Stiitzen . . . . . . . . . .
FluBeisen in Stiitzen bei genauer Berech-
nung der unter den ungiinstigsten Um-
stdnden auftretenden Kantenpressung .

Berechnung auf Knicken mit 5facher
Sicherheit (Formel Jumi, = 2,33 PI2; s.
S. 369).

Als Knicklinge gilt die ganze Systemlinge, bei
iibereinanderstehenden, allseitig durch Decken-
triger ausgestreiften Stiitzen die Geschohohe.

FluBeisen in Diéchern, Fachwerkwinden,
Tragern zur Unterstiitzung von Wéinden,

Kranbahntrigern, wenn die Querschnitt- |

groe durch Eigenlast, Nutzlast und
Schneedruck allein bedingt ist . . . . .
FluBeisen in denselben Bauteilen, wenn die
groBte Spannung bei gleichzeitiger un-
giinstiger Wirkung von Eigenlast, Nutz-
last, Schneedruck und Winddruck von
159 kg/m?eintritt . . . . . . ... ..
Ausnahmsweise darf bei Dichern, wenn fiir
eine den strengsten Anforderungen genii-
gende Durchdildung, Berechnung und Aus-
fithrung volle Sicherheit gegeben ist, fiir
den vorstehenden Fall die Spannung be-
tragen bis . . . . . . ... 0L L.,

Fir Triger zur Unterstiitzung von Winden gilt
die Entfernung der Auflagermitten als Stiitzweite.

Druckglieder sind auf Knicken mit 4- |

facher Sicherheit (Formel Jmin = 1,82 PI?;
8. S.369) zu berechnen; als Knicklinge
gilt die Systemlénge.
Flufleisen in Ankern . . . . . . . ...
FluBeisenstibe in Bauteilen aus Eisenbeton,
insbesondere bei Beanspruchung der Bau-
teile auf Biegung?) . . . . . . . . ..
Fir Schweileisen sind die fiir FluBeisen
angegebenen Werte um 10 v. H. zu erméafi-
gen. Noch weiter herabzusetzen ist die Be-
anspruchung von altem, wieder zur Ver-
wendung gelangendem Eisen je nach seiner
Beschaffenheit.

1200

i 1400

1200

1600

800

1000

1200 |

1400 |

1200

1200

i 1400

1200

1400

1600 |

1000

1200

1200

1400 |

1200

1400

1600

10001

1000

1000

1000

1000

20001)

2000

2000

2000

2000

1) Fiir Niete und gedrehte Schraubenbolzen. Bei gewohnlichen Schrauben-
bolzen %, = 750. Lochleibungsdruck % = 1500 kg/cm?2.
2} PreuBischer Ministerial-Erla (Eisenbetonbestimmungen) vom 24. Mai 1907.
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i , i Bie- l | Loch

Metall ji Zug ‘ Druck  guyne ! Schub | 10‘11&;11;b

ok ke, Kk druck

(Juﬁelsen in Auﬂageln e e — 1000 — — | —

Gufleisen in Sgulen . . . . . . . . .. Lo— 500 © 250 200 —

Berechnung der guBelsernen Saulen auf | \ ‘ ‘
Knicken mit 6- bis 8facher Sicherheit nach ; j

der Formel Jpi, = 6 bis 8 P2 (s. S. ‘—36‘)) ‘ !

Stahlformgu8 . . . . . . . . . . .. .. ‘ - 1200 — —

Schmiedestahl . . . . .. . . . . . .. . 1400 { 1400 1400 ., — —

Zinkblech Coe 200 | 2001 150 — —

2. Holzer.

Die fett gedruckten Zahlen sind vom preuBischen Ministerium d. 6ffentl. Arb.
vorgeschrieben (Erl. d. 31. Januar 1910).
Die oberen Grenzwerte diirfen keinesfalls iiberschritten werden.

it I !

Holzart '\ gug k. | Druek k Biegurg & ] Schub &,
I e it zur Faser | L zur Faser
Elchenholz) ..... 100 120 80— 100 ’ 100120 15—20 | 80—90
Kiefernholz (astfrei) . ; 100—120° 60— 80 | 100—120 ' 10—15 | 60—70
Tannenholz Lo 60 50 ! — — =
Fschenholz . . . . . | 100—120 66 — S R
Hartholz (Tallowwood) = 200 160 200 — 30

|

Bei Bauten fiir voriibergehende Zwecke (Ausstellungshallen u. dgl.) diirfen
die Zahlen um 50 v. H. erhoht werden. Stiitzen sind auf Knicken mit 6- bis 10facher
Sicherheit (Jmin = 60 PI2) zu berechnen. Die untere Grenze von J gilt nur fur
voriitbergehende Bauten.

3. Steine, Mauerwerk und andere Baustoffe.
I. Vorschrift des preuﬁlschen Ministeriums d. ¢ffentl. Arb. vom 31. Januar 1910.

Sehr schlanke

Auflagersteine Pfeiler und Gewolbe Pfexler und Saulen

I
| e
| =10

Natiirliche Bausteine

e B [ 10—15 e G = 1»:20 & = 25—30
Granit k= 6090 4560 | 2530
Sandstein . . k= 30—--50 25—30 15—20
Kalkstein und } E— | 80—40 2030 | 1215

armor i |

. Die Sicherheitsmafle & sind vorgeschrieben, die fett gedruckten Druckspan-
nungen % ebenfalls, sofern besondere Festigkeitsnachweise nicht erbracht sind. Sind
solche erbracht, so werden gegebenenfalls hohere Werte von k bis zu den angegebenen
Grenzen empfohlen

e - -
| Druck . Druck

Mauerwerk | kglem? Mauerwerk f kg/cmz
/1egelma,uerwerk in Kalkmortel Mauerwelk aus Kalksand- J
1:3 .. .o bis 7 steinen in Kalkmortel1l:3 | bis 7
Mauerwerk in Hartbrandsteinen Desgl. in Kalkzementmortel
in Kalkzementmoértel 1%.:2K.:6—88S. . . . . /1215
1Z.:2K.:6-88.. . . . . 1215

B Auch fir Buchenholz anwendbar.
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T »
Mauerwerk ! 12;}%;1:2 Mauerwerk | 1&7&0}1{2
Klinkermauerwerk im Zement- ! Bruchsteinmauerwerk in Kalk- “
mortel 1:3 . . . . . . . 20—30] mortel . . . . . .o bis b
Mauerwerk aus porigen Alegeln | 3—6 Fundamentmanerwerk aus |
Mauerwerk aus Schwemmsteinen | Schiittheton . . . . . . . 6—8
von k> 20kg/em?. . . . .  his3 Stampfbeton . . . . . . '10—15

Guter Baugrund & = 3 bis 4 kg/em?. Hohere Beanspruchung ist be-
sonders zu begriinden.

Im besonderen werden (nicht amtlich) folgende Druckbeanspruchungen fiir den
Baugrund emnfohlen:

Feiner Sand, nicht fest gelagert . . . . . . k= 1,5 bis 2,5 kg/em?
Sehr fester, dlchter Sand . . . . . . . ... 6,5 ,, 7,5 ,,
Trockener, festgelagerter, kles1ger Baugrund

ohne Ton . . . . . 25, 50 ,,
Lehmiger Boden mit 30 bls 40 V. H band 08 ,, 1,6
Fester Ton, mit feinem Sand gemengt 40 ,, 50 ,,
Harter Mergel . . . . . . . . . . . . ... 54 ,, 8,7
Fester, schiefriger und feiner Schotter . . . . 6,5 ,, 8,7 ,,
Sandstein, der in der Hand zerbrockelt . 1,6 ,, 1,9
Fester Fels . . . . . . e e e e e e 9 , 20

II. Schaper?!) macht fir Briicken die Druckspannung der Lagersteine ab-
héngig von der Spannweite ! und empfiehlt fiir die Zwischenlage aus Mortelguf3,
zwischen Eisenlager und Stein, unabhéingig von dem Baustoife des Lagersteins,
bei [ =10m £ =20, bei | =100m k = 50 kg/em? mit geradliniger Zwischen-
schaltung, gleichméBige Druckverteilung vorausgesetzt (Kantenpressungen 20 v. H.
hoher); fiir die Untermauerung des Auflagersteines, Beton (1 Z., 0,7 Tra8,
3 8., 7 K.) mit K = 150 nach 28, K = 210 nach 100 Tagen bei I = 10 m k = 10,
bei l =10m k = 40 kg/em®. (Kantenpressungen 20 v. H. hoher.)

IIT. Beton fur Verbundbauten, nach der preufischen Ministerialbestimmung
vom 24. Mai 1907:

bei Beanspruchung auf Biegung bk ="', K, k, = !/, K,, wenn K, versuchs-
mafig nachgewiesen ist, oder k,= 0,1 K bei fehlendem Nachweise von K,;
bei Beanspruchung auf axialen Druck k — 0,1 K. Ferner die zulidssige Schub-
und Haftspannung = = 4,5 kg/cm? bei fehlendem Nachweise der Schubfestig-
keit K,, oder = 0,2 K, bei nachgewiesener Schubfestigkeit K.

II. Zug- und Druckfestigkeit.

Wird ein gerader Stab durch zwei gleich grofle entgegengesetzte
Krifte P in Richtung seiner Achse angegriffen, so erfahrt er bei gleich-
formiger Verteilung der Spannungen in einem beliebigen Querschnitt
die Spannung

. P in kg
fom? — 2o
oin kgjem? = Fincm?’

Die Festigkeitsbedingung lautet: Die rechnerisch bestimmte Span-
nung ¢ muB kleiner sein als die zuléissige Spanunung fur Zug, die der Bach-

1) Z. d. B. 1909, S. 663.
Winkel, Der prakt. Maschinenbauer II. 1. 21
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schen Tabelle zu entnehmen ist. Der zur Aufnahme einer Spannkraft
P in kg bei k, in kg/cm? erforderliche Querschnitt in cm? ist demnach

erforderlich F = Ic£
4
Fiir Stabe, die auf Druck beansprucht sind, wird

P

erforderlich F = -

Meist wird der ausgefithrte Querschnitt von dem erforderlichen
abweichen, aber er darf niemals kleiner sein als dieser.

Beispiele. 1. Eine Zugstange von 8 m Lénge ist mit P = 17 000 kg
belastet. Querschnitt und Verlingerung sind zu bestimmen. Waihlt
man Fluleisen mit einer Zugfestigkeit von K, = 4500 kg/cm? als Bau-
stoff und setzt Hfache Sicherheit gegen Bruch fest, so erhidlt man die
zulissige Zugspannung

k,=1K,=1-4500 = 900 kg/cm?.
Dann wird der erforderliche Querschnitt
P 17000
TP 2
F = . 500 189 cm

Rundeisen von 50 mm & hat F'= 19,64 cm?2, so dall sich die
rechnerisch ermittelte Spannung ergibt

P 17000
Lt Y 2
0 =7 19.64 866 kg/ecm
Flacheisen 20 x 100 mm hat F'=2 x 10 = 20 cm?; damit
1
6= ~12%90 = 850 kg/cm?.
Winkeleisen: a) L 100 x 100 x 10 mit F'= 19,2 cm?
17 000
_ PP qex 2.
o= 19.2 885 kgfem?;
b) 4L 55 X 55 X 10 mit F'=2-10,07 = 20,14 cin?
17000
— — 845 2.
] 2017 845 kg/em?;
e)dL 50 X 75 X 9 mit F' = 2+10,5 = 21 cm?
17000
S S | 2,
31 0 kg/em
U-Eisen:a) L NP 14 mit F= 20,4 cm?
17000 ' )
0= S04 833 kg/em?;

b) ILNP 8 mit F' = 2-11 = 22 cm?

17000 .
= 55 = 772 kg/em?.
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Bei allen Beispielen ist der volle Querschnitt als tragend angenom-
men. Nun mul} aber der Stab irgendwie befestigt werden, was z. B.
durch Keile, Schrauben oder Nieten geschehen kann. Durch den An-
schlufl erfihrt der Querschnitt des Stabes eine Schwidchung. Der
Querschnittbemessung mufl aber der schwichste Querschnitt zu-
grunde gelegt werden, den man den gefidhrlichen Querschnitt
nennt.

a) Der Stab sei durch Gewinde an den Enden befestigt; dann ist der
Kernquerschnitt mafBigebend. Die Schraubentabelle fiir Whitworth-

1N TN £

Fig. 18.

Gewinde, Deutsche Industrie-Normen D. J.-Norm 12, gibt an 21/,” mit
einem Kerndurchmesser von 55,37 mm wund F’'= 24,08cm?2, so daf}

1
o = 310% = o T10kg/em? wird. Beachtet man,da Gewinde nicht

mit mehr als 600 kg/cm? belastet werden sollen, so wird eine Stirke von
28/,”" erforderlich mit einer Tragfihigkeit von 17280 kg (laut Tabelle).

b) Flacheisen sei durch Niete angeschlossen. Der Nietdurchmesser
bestimmt sich nach Abschnitt ITI, S. 324; er sei d = 23 mm. Der
schwichste Querschnitt liegt in A— B (Fig. 18); seine Flacheninhalt wird
um s-+2d vermindert. Fiir die Ausfiilhrung wird gewihlt Flacheisen
125 X 25 mm mit F' = 12,525 —2:2,5-2,3 = 19,7 cm?2;

17000
_ 2
= "To7 — o 860 kg/em?.

In dhnlicher Weise ist die Verminderung des Querschnittes bei den
Profileisen zu beriicksichtigen.
Die Verlingerung, die die 8 m lange Zugstange erfahrt, wird
1 17000

Al =a-o-l=—53z0060  “Tog7 000 =37 mm,

wobel & = ‘;T der Tabelle auf S. 378 entnommen ist und 7 in mm ein-

gesetzt wird.
21%*
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2. Der Stab erfahre eine Druckbeanspruchung infoige P = 17 000 kg.
Die Berechnung auf Druck allein geniigt nicht, da meistens die Knick-
gefahr das Entscheidende ist. Gegen Druck allein wiirden bei k = k, die
im Beispiel 1 errechneten Querschnitte ausreichen. Uber Knicken siehe
S. 367.

III. Scherfestigkeit.

Die Festigkeitsbedingung fiir einen auf Abscheren beanspruchten
Stab heifit: Die rechnerisch gefundene Scherspannung mufl unter der
zuldssigen bleiben. Bezeichnet man die in die Ebene des Querschnittes
fallende Scherspannung mit 7, so mul sein

T=ks.
Dabei nimmt man eine gleichférmige Verteilung der Scherspan-

nungen tber den Querschnitt an. %, ist der Tabelle S. 318 oder aus
folgender Tabelle zu entnehmen.

Scherfestigkeit K;=u, - K,.

. i 7
Eisensorte i ot

| von ‘ bis i im Mittel
GuBeisen . . . . . . oo bL02 1,17 | 1,10
SchweiBeisen in Stdben L zur Faserrichtung . . 0,78 082 | 0,80
SchweiBleisen in Blechen . . . . . . . . .. | 0,84 quer | 0,87 langs, —
Flufleisen in Stiben 1 zur Faserrichtung . . 0,84 | 0,87 —

Mit Hilfe der Zahlen 1, bestimmt man aus der Zugfestigkeit K, die
Scherfestigkeit, die unter Zugrundelegung der Sicherheit & die zuléssige
Scherspannung ergibt. Z. B. K, fiir Schweilleisen 1t. Tabelle S. 378
3300 — 4000 kg/cm?2; u, nach obiger Tabelle im Mittel 0,8; folglich
K, =08 K, = 2640 - 3200 kg/cm?. Fir 5fache Sicherheit wird

ky=1+K,=1 2640 = L 3200 = 528 - 640 kg/em?.

Vernietungen werden auf Abscheren berechnet; bei Bolzen
ist Biegung zu beriicksichtigen.

Beispiel 3. Die Vernietung der Fig. 18 ist nachzurechnen. Die

cm?2, der dem

6 Niete haben insgesamt einen Querschnitt von 6 d

Abscheren Widerstand entgegensetzt; demnach wird

P 17000 17000 . ,
S T T T a3t G.aip - 0ookelem®.
b”j‘-

FluBeiserne Niete wiirden bei k, = 900 kg/cm? eine zuléssige Scher-
spannung von k= u,* k, = 0,85+ 900 = 765 kg/ecm? haben; d. h.
die Vernietung geniigt.

Uber die Ausfithrung von Nieten siehe auch S.319.

4. Mit einer Winkelschere sollen Winkeleisen bis zu 120 x 120 x 15
geschnitten werden. Wie groB ist der Stempeldruck? Eine sehr rohe
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Annahme ist es zwar, wenn man sagt, der Stempeldruck muB} gleich der
ganzen Scherkraft sein, doch gibt diese Bestimmung zunichst einen ge-
wissen Anhalt. Aus ihr folgt

P—TF-K,.

Mit F = 33,9cm? (Tabelle S.346) und K, — 0,85 - K, = 0,85 - 4500
sird :
R P —33,9.0,85 . 4500 = ~ 130 000 kg .

5. In FluBeisenblech sollen zy-

lindrische Locher von d = 20 ! | é !
mm @ gestanzt werden; es ist die o d a 0 34—
Starke s des Bleches zu berechren, 7 [i 1@ A | Cx ]A
wenn die Bruchfestigkeit des Stem- L ||
pels (bester Stahl!) K = 12000 v 5 a ‘ , @
kg/em?, die des Bleches K, = 4000 x5 o |
kg/em? betrigt. % R
Nimmt man auch hier an, daf} 7 X , ‘
die gesamte Scherkraft iiberwun- L
den werden soll, so ist die abzu- 4 ¢ 9 4 l f
scherende Fliche gleich der Man- — )
telfliche eines Zylinders von 0 L
d =20 mm @ und s mm Hohe. Die _ o
zum Abscheren aufzuwendende _% L Biegungstmz | |
Kraft ist & \ te)
P=n-d-s-K;. P\ 5 ~
4 I
Belastet man den Stempel bis zur N Momertenfliche - |
Bruchfestigkeit, dann iibertriigt er % mentfiiche Ve
p="".x. Ll 1 e
4 A3 z a1
Aus der Gleichsetzung beider & 0””‘”@”4 Tmm-aky
Werte P folgt 4 m ﬂm gm { rp .
K-d _ 12000-2 IEidiig
s =15mm.

T 4.K, 44000

Fig. 19.

1V. Biegungsfestigkeit.
Querkraft- und Momentenfldiche.

Wir denken uns den einseitig eingespannten Trager der Fig. 19 (Frei
triiger) durch die Krifte P,, P,, P, belastet und untersuchen den Quer-
schnitt [ in der Entfernung x, vom freien Ende. Da es eine wesentliche
Erleichterung bedeutet, wenn wir statt vieler Krifte P nur mit ihrer
Mittelkraft zu rechnen haben, bestimmen wir diese nach GroBe, Richtung
und Angriffspunkt (vgl. Abschnitt Mechanik S. 167) zu

Q:P1+P2+P3'

a)
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Hat der Angriffspunkt die Entfernung ¢ vom Schnitt I, so ist g be-
stimmt aus
Q-q=P a4+ Py + Py 2y,

da das statische Moment der Resultante gleich der Summe der
statischen Momente der Einzelkriifte sein muB. Wir kénnen uns jetzt
den Triger Fig. 19a ersetzt denken durch den Triger Fig.19b, der durch
die Resultante @ samtlicher Krifte rechts vom Schnitt I belastet ist.
Da die Wirkung dieser Kraft @ auf den Punkt I zu untersuchen ist, der
nicht auf der Wirkungslinie von @ liegt (vgl. Mechanik S. 166), so bringen
wir im Schnitt zwei gleich groBe, entgegengesetzt gerichtete Krifte @
an und sehen, daB eine senkrecht nach unten gerichtete Einzelkraft @
auftritt und auBerdem ein Kraftepaar mit dem Moment @ - ¢ . Da die
Ebene dieses Kraftepaares durch die Stabachse geht, so erfolgt Biegung.
Das diese Biegung hervorrufende Moment heift Biegungsmoment;es
ist
My, = Q- q in cmkg,

wenn ¢ in kg, ¢ in cm gemessen werden. @ - ¢ war aber das statische
Moment der Resultante simtlicher Krifte rechts vom betrachteten
Punkt I und ist gleich der Summe der statischen Momente sédmtlicher
Krifte rechts vom betrachteten Punkt. Beachtet man, daf3 auch nach
oben gerichtete Krifte P moglich sind, deren Momente durch entgegen-
gesetzte Vorzeichen gekennzeichnet werden, so konnen wir sagen: Unter
dem Biegungsmoment in einem Punkte eines Trégers ver-
steht man die algebraische Summe der statischen Momente
sémtlicher Krafte rechts, bzw. links vom betrachteten
Punkt. (Links ist hinzugefiigt, weil man auch einen Tréger
rechts eingespannt denken kann.)

Die im Querschnitt wirkende Einzelkraft @ heifit Quer-
kraft und ist gleich der algebraischen Summe sdmtlicher
Krafte rechts oder links vom betrachteten Punkt.

Stets treten Querkraft und Biegungsmoment gleichzeitig auf, doch
wird der Einflufl der Querkraft vernachlissigt, wenn es sich um die Be-
rechnung des Stabes auf Biegung handelt.

Mit Hilfe der festgelegten Erklirungen von Querkraft und Biegungs-
moment sind wir in der Lage, beide Grofien fiir jeden Punkt eines Trigers
zu berechnen. Ein anschauliches Bild iiber den Verlauf der Querkrifte
und der Biegungsmomente gewinnt man, wenn man fiir jeden Punkt
des Trigers beide Grofen bestimmt und sie mit Hilfe eines MaBstabes
zeichnerisch als Strecken senkrecht zur Trigerachse darstellt. Verbindet
man die Endpunkte der so erhaltenen Strecken, die Ordinaten genannt
werden, so erhilt man die Querkraftlinie und die Momenten-
linie, aus denen unmittelbar die groBten Werte ersichtlich sind. Beide
Linien zeigen demnach, wie sich Querkraft und Moment lings der Triger-
achse dndern, und gestatten, beide GroBen fiir den Punkt durch Messung
abzugreifen, der untersucht werden soll. Die von der Wagerechten (der
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Trigerachse) und der Querkraftlinie eingeschlossene Fliche heifit Quer-
kraftflache; der MaBstab ihrer Darstellung lautet 1 mm = a kg,
d.h. 1 mm der Ordinatenlinge stellt @ (z. B. 100 = 500 =~ 1000 usw.) kg
dar. Die von der Wagerechten und der Momentenlinie eingeschlossene
Fliache heilt Momentenfldche; der MaBstab ihrer Darstellung lautet
l1mm =5 cmkg; d. h. 1 mm der Ordinatenlinge stellt & (z. B.
1000 +— 20000 — usw.) cmkg dar.

Querkraftlinie des Trigers (Fig. 19¢). Im Punkte 1 greift die
Kraft P, als einzige Kraft an, demnach ist die Querkraft @, = P,, nach
unten gerichtet; wir stellen sie im Punkte 1’ (Fig. 19¢) als Strecke I’ 1’
dar. Wir betrachten den Punkt « in der Entfernung = vom freien Ende.
Rechts von ihm wirkt als einzige Kraft P,, so dafl @, = P, ist. Da
zwischen 1 und 2 keine neue Kraft hinzutritt, ist die Querkraft fiir jeden
Punkt zwischen 1 und 2 gleich P,; die Querkraftlinie ist zwischen 1 und 2
eine Parallele zur Wagerechten im Abstande P, . Fassen wir den Punkt 2
ins Auge, so miissen wir unterscheiden, ob noch die Kraft P,, die in
diesem Punkte angreift, mit in Betracht gezogen werden soll oder nicht.
Es empfiehlt sich also, die Untersuchung anzustellen fiir einen Punkt
unmittelbar rechts von 2 und fiir einen Punkt unmittelbar links von 2.
Bleibt man bei der Betrachtung winzig wenig rechts von 2, so ist die
Querkraft @, = P, weil rechts vom betrachteten Punkt nur P, wirkt.
Geht man winzig wenig links von 2, so ist die Querkraft Q, = P, + P,,
weil rechts vom betrachteten Punkt P, und P, angreifen. Will man diese
etwas verzwickte Lage anschaulich machen, so wird die Querkraftlinie
im Punkte 2 einen Sprung von P, auf P, + P, machen miissen. Zwischen
2 und 3 bleibt die Querkraft unverindert gleich P, ++ P,; unmittelbar
links von 3 springt sie auf P, -+ P, 4+ P, und behilt diese GroBe bis zur
Einspannstelle 4 . Damit ist der Verlauf der Querkraftlinie lings der
Tragerachse gegeben; sie ist eine Treppenlinie, die in den Angriffspunk-
ten der Lasten Absitze oder Spriinge zeigt (Fig. 19¢). Fiirdas Gedéchtnis
entnehmen wir der Figur, daB die Querkraftlinie aus Teilen besteht,
die der Tragerachse parallel sind, wenn der Triger durch Einzelkrifte
belastet ist.

Momentenlinie des Tragers (Fig. 19d). Da rechts von 1 keine
Krifte angreifen, ist das Biegungsmoment im Punkte 1 gleich 0. Be-
trachten wir den Punkt 2, so wirkt rechts von ihm als einzige Kraft die
Kraft P, in der Entfernung «; ihr Moment, bezogen auf 2, ist

M, = P, -a, gemessen in cmkg,

das wir unter Zugrundelegung des MaBstabes 1 mm = b cmkg als
Strecke 2 II senkrecht unter 2 darstellen. Zur Beantwortung der Frage,
wie verliuft die Momentenlinie zwischen 1 und 2, greifen wir den be-
liebigen Punkt x heraus. Rechts von x greift P, als einzige duflere Kraft
an; ihr Moment, bezogen auf den Punkt wx, ist

M, = P,-x, gemessen in cmkg,
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das wir ebenfalls mit Hilfe des MomentenmaBstabes senkrecht unter x
als Strecke uv darstellen. Aus

My=P,-a uwd M,=P, 2
folgt My:M,=P,-a:P :x=0a:x.

Der zeichnerische Ausdruck fiir diese einfache Proportionalitit ist
die gerade Linie (vgl. Abschnitt Planimetrie S.74). Die Endpunkte v
aller Strecken u v zwischen 1 und I7 liegen auf einer Geraden 1 11;d. h.
zwischen 1 und 2 ist die Momentenlinie eine geneigte Gerade. Hat man
den Punkt II als ,
Endpunkt der
Strecke 2 I = M,
= P,-afestgelegt,
so ist die Verbin-
dungslinie 1 I7 die
Momentenlinie fiir
den Trigerteil 12.

) d)

Fig. 21.

Es geniigt demnach, die Momente in den Angriffspunkten 1, 2, 3 und in 4
zu berechnen und die Endpunkte der sie darstellenden Strecken gerad-
linig zu verbinden. Als Summe der statischen Momente simtlicher Krifte
rechts vom betrachteten Punkt erhalten wir

My,= P, (a+b)+ Py+b
und

My=P(a+b+c)+ Py(b+0)+ Py-c.

Die Momentenlinie ist der gebrochene Linienzug 1 = I = 111 = 4’'.
Die von ihr begrenzte, durch Strichelung hervorgehobene Fliche ist die
Momentenfliche; sie gestattet, fiir jeden Punkt des Triigers das Biegungs-
moment abzugreifen. Es ist z. B.

b emkg
1 mm

Streng genommen miiBiten simtliche Momente das negative Vorzeichen
erhalten, weil sich die Biegungslinie des Triigers (Fig. 19e) nach oben
wolbt und es iiblich ist, Momente, die eine solche Biegung hervorrufen,
negativ zu nennen. Positiv nennt man Momente, wenn die Biegungs-
linie des Stabes nach unten gewolbt ist (Fig. 20).

M = (%'¢) in mm X , gemessen in cmkg .
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Aus der Momentenfliche ergibt sich das grofite Biegungsmoment,
das der Querschnittsermittlung zugrunde gelegt wird. In Fig. 19 wird

maxM=M,=P,(a+b+c¢c)+ P, (b+¢c)+ Py-c.
max M -wird gelesen ,,maximum M und bedeutet ,,gréBtes Moment*.
max M = M, heifit: Das grofite Moment ist das Moment in 4.

b) Biegungsspannungen.

Es sollen die durch ein Biegungsmoment in dem Querschnitt eines
Triagers hervorgerufenen Biegungspannungen ermittelt werden. Die
infolge der Querkraft auftretenden Spannungen werden vernachléssigt.

Der Freitriger in Fig. 21 sei durch die Kraft P belastet. Ist x die
Entfernung der Wirkungslinie von P bis zum betrachteten Querschnitt
G E @, so ist das diesen Querschnitt beanspruchende Biegungsmoment

M,=P-zx.

Infolge der Belastung P wird die vordem gerade Achse des Trigers
gebogen. Die gekriimmte Achse heilt Biegungslinie oder elastische
Linie. Die Erfahrung zeigt, daf die obere Faserschicht eine Verlinge-
rung, die untere Faserschicht dagegen eine Verkiirzung erfihrt. Zwischen
beiden Schichten muf sich eine mittlere Faserschicht befinden, die trotz
der Biegung ihre urspriingliche Linge beibehélt; sie heilt neu-
trale Faserschicht und schneidet jeden Querschnitt in einer Geraden,
die neutrale Achse des Querschnittes oder Nullachse, bzw. Null-
linie genannt wird. Dem Auge sichtbar und durch Messungen bestimm-
bar sind die Verlangerungen und Verkiirzungen der Faserschichten. Ge-
nau so wie wir die Langenédnderungen bei Zug und Druck auf die Léngen-
einheit bezogen, beziehen wir sie auch bei der Biegung auf die Langen-
einheit; d. h. wir gehen bei unserer Untersuchung von den Dehnungen
aus. Betrachtet man zwei Querschnitte D und E, die um das sehr kleine
Stiick dx voneinander entfernt sind, so erscheinen beide nach der Bie-
gung gegeneinander geneigt. Dabei setzen wir allerdings voraus, daf}
die Querschnitte bei der Biegung eben bleiben, dafl also der geneigte
Querschnitt @ E G trotz der Biegung ein Rechteck mit den Seiten b und %
geblieben ist. Diese Voraussetzung ist nur innerhalb gewisser Grenzen
zutreffend, denn eine starke Biegung hat die Bildung von Wulsten an
der Biegungstelle zur Folge (technologische Biegeprobe). Die Frage,
-wie die Dehnungen von der Nullinie aus nach dem Rande des Quer-
schnittes zu wachsen, beantworten wir durch eine Annahme; wir
nehmen an, sie mogen um so groBer werden, je weiter die Faserschicht
von der Nullinie entfernt ist. Mathematisch ausgedriickt wiirden wir
sagen: Die Dehnungen sind direkt proportional den Entfernungen von
der Nullinie. Bezeichnet man mit ¢, die Dehnung in der Entfernung 1,
mit ¢ die Dehnung in der Entfernung ¥, so besteht die Proportion

e:6=9y:1 und daraus e=2¢,-y.

Der Verlauf der Dehnungen lings des Querschnittes ist durch eine
geneigte Gerade durch den Nullpunkt dargestellt (Fig.21c). Um iiber
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die Verteilung der Spannungen iiber den Querschnitt etwas aussagen zu
kénnen, bedienen wir uns des Hookeschen Gesetzes und sagen: Auch
die Spannungen wachsen mit der Entfernung von der Nullinie, und zwar
sind auch sie direkt proportional den Entfernungen. Bezeichnet man
mit ¢, die Spannung in der Entfernung 1, mit o die Spannung in der Ent-
fernung y, so besteht die Proportion

6:60=y:1 und daraus o =g0,y.

Erst durch die Aufstellung dieser beiden Gesetze haben wir die Mog-
lichkeit gewonnen, an die rechnerische Ermittlung der groBten Span-
nungen, der Randspannungen o, und o6,, zu gehen; jedoch besteht noch
eine Schwierigkeit: In jeder Schicht des Querschnittes sind die Span-
nungen verschieden grofi; jeder Entfernung y entspricht eine andere
Spannung ¢. Wir kennen aber nur den Fall gleichméBiger Verteilung
iiber den Querschnitt. Um den vorliegenden Fall der Biegung auf diesen
zuriickfithren zu konnen, bedarf es gewissermafien eines Kunstgriffes:
Wir wahlen einen Fliachenstreifen von so geringer Hohe, daB fiir ihn
unsere Voraussetzung gleichférmiger Verteilung der Spannungen als
erfiillt angesehen werden darf. Solch ein Flichenstreifen von verschwin-
dend kleiner Hohe dy (Fig. 21b) heift Flichenelement; es ist in
der Figur durch Strichelung hervorgehoben und wird im allgemeinen mit
AF bezeichnet. Das dem F vorgesetzte 4 soll zum Ausdruck bringen,
daB es sich um ein sehr, sehr schmales Flichenstreifchen handelt. Nach
der Begriffsfestsetzung der Spannung {ibertriigt 1 em? Querschnitt bei
gleichférmiger Verteilung der Spannungen okg; (4F) cm? iibertragen
demnach (¢ + AF)kg. Nun besteht aber der ganze Querschnitt F aus
unzéhligen solcher Flichenelemente, von denen jedes (6 + AF) kg iiber-
trigt, wobei zu beachten ist, daBl jedes Flichenelement ein anderes o
hat als das benachbarte. Die Produkte ¢+ AF sind eine untrennbare
Einheit von veriinderlichem Wert, je nach der Entfernung y, die das
Flachenelement von der Nullinie hat.

Denken wir uns nunmehr den Triger im Querschnitt z durch-
geschnitten und die jedem Flichenelement zugehoérige Kraft o - AF als
dullere Kraft eingefithrt, so miissen diese inneren Krifte ¢ - AF den
angreifenden duBeren Kriften P das Gleichgewicht halten. Mit Hilfe
dieser Uberlegung sind wir imstande, die drei Gleichgewichtsbedirgungen
(siehe Abschnitt Mechanik S.165) anzuwenden.

Die erste Gleichgewichtsbedingung fordert: Die Summe simtlicher
Seitenkrifte in wagerechter Richtung soll gleich Null sein. In unserem
Falle sind nur die den Flichenelementen AF zugehorigen Kriifte
o - AF wagerecht gerichtet, folglich muf} ihre Summe gleich Null sein.
Da es sich um die Summe unzihliger Glieder handelt, von denen jedes
sehr, sehr klein ist, muf} diese Art einer Summenbildung durch ein be-
sonderes Zeichen hervorgehoben werden. Es ist iiblich, 2AF - o (ge-
lesen: Summe Delta F mal ¢) zu schreiben, und man versteht darunter
eine Summe unzihlig vieler Produkte. DaB man von dieser Summe
den Wert 0 fordert, wird erklarlich, wenn man beachtet, daf} die Krifte,
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mit denen Flichenelemente unterhalb der Nullinie an der Kraftiiber-
tragung teilnehmen, entgegengesetzte Richtung haben; sie sind Druck-
kréfte, wihrend oberhalb der Nullinie Zugkrifte herrschen. In Form
einer Gleichung lautet die 1. Gleichgewichtsbedingung

ZAF vo=20 .
Ersetzt man ¢ durch 6, y, so geht diese Gleichung iiber in
SAF -y-0,=0.

In ibr ist o, eine Unverdnderliche, die man als Faktor ansehen kann,
der in jedem der unzéhligen Produkte AF - y - 6, vorkommt. Genau so
wie wir gemeinsame Faktoren in algebraischen Summen vor eine Klam-
mer zogen, setzen wir hier ¢, vor das Summenzeichen und schreiben

Gy ZAF -y =0.

Das ist ein Produkt aus den Gliedern o, und S AF - y; sein Wert ist
gleich Null, wenn einer der Faktoren gleich Null ist. Da g, als Spannung
in der Entfernung 1 nicht gleich Null sein kann, muBl SAF « y = 0 sein.
Hat das Flichenelement AF die verschwindend kleine Héhe dy, so
fallt die Entfernung seines Schwerpunktes von der Nullinie mit y zu-
sammen. Es ist dann AF - y das statische Moment eines Flichenteil-
chens bezogen auf die Nullinie. ZAF . y whre also die Summe der sta-
tischen Momente sdmtlicher Flachenteilchen bezogen auf die Nullinie,
Wenn sie, wie gefordert wird, gleich Null sein soll, so heit das: Die
Achse, auf die die statischen Momente bezogen werden, geht durch den
Schwerpunkt des Querschnittes, denn nur fiir die Schwerachse ist
die Bedingung ZSAF .y = 0 erfiillt (vgl. Abschnitt Mechanik S.186).

Als Ergebnis halten wir fest: Die Nullinie ist die Schwerachse des
Querschnittes, die senkrecht zur Wirkungslinie der angreifenden Kréfte
P liegt. Sind die Krifte P, wie in unserm Falle, senkrecht gerichtet, so
ist die Nullinie die wagerechte Schwerachse des Querschnittes.

Die zweite Gleichgewichtsbedingung fordert: Die Summe samtlicher
Seitenkréfte in senkrechter Richtung soll gleich Null sein. Sie ist eben-
falls erfiillt, da die senkrecht nach unten wirkende angreifende Kraft P
in Querschnitt G E G’ eine senkrecht nach oben gerichtete Querkraft
@, = P hervorruft, die aber bei der Spannungsermittlung vernachlassigt
werden soll.

Diedritte Gleichgewichtsbedingung fordert : Die Summe aller statischen
Momente, bezogen auf einen beliebigen Punkt als Drehpunkt, soll gleich
Null sein. Wir wéhlen den Spannungsnullpunkt (Fig.21d) als Dreh-
punkt. Auf ihn bezogen hat die dulere Kraft Pdas Moment M, = P - «,
das rechts herum dreht. Die Bedingung des Gleichgewichtes verlangt,
dafl die Summe der statischen Momente aller Kréafte, mit denen die
Flichenelemente des Querschnittes an der Kraftiibertragung teilneh-
men, diesem Moment M, der duBeren Krifte das Gleichgewicht hilt.
Ein beliebiger Flichenstreifen A F in der Entfernung y von der Nullinie
iibertrigt (o + AF) kg; das Moment dieser Teilkraft, bezogen auf die
Nullinie, ist 6+ AF - y, gemessen in cmkg, wenn ¥ in cm gemessen wird.
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Da es sich auch in diesem Falle um unzéfhlige Flichenstreifen handelt,
schreiben wir wieder
2AF 6.y =M,.

Ersetzen wir o durch o, - ¥ und ziehen o, als Faktor vor das Summen-

zeichen, so geht diese Gleichung iiber in
60°2AF-y2 = Mx-

Der Ausdruck 2AF .y? ist das Ergebnis einer mathematischen
Entwicklung und als solcher zunéchst nichts weiter als ein Rechnungs-
ausdruck; man bezeichnet ihn als Trigheitsmoment J, des Quer
schnittes und versteht darunter allgemein die Summe der Produkte aus
Flachenteilchen und Quadrat der Entfernungen von einer Achse. Setz-
man 2AF - y?2 = J, in die Gleichung fiir M, ein, so erhilt man

Oy Jpg=M,.
Nun sind die wichtigen Randspannungen o, und o, bestimmt durch
6, =20p+€ und o,=0,-e,,

so daf 1. 00:—0—1; 2. aozgi.
ey ey
Damit ergibt sich
J, J,
1. o+ —2=M,; 2. 6,-—=2=M,
e ey

Die Quotienten —£ und Ja bedeuten ,,Tragheitsmoment des
1 2
Querschnittes dividiert durch die Entfernung der #ufBlersten Faser von

der Nullinie*; sieheilen Widerstandsmomente des Querschnittes und
werden mit W, und W, bezeichnet. Die MaBeinheiten erhalten wir durch
die Uberlegung: AF als Fliche wird in cm2gemessen; y2ebenfalls, wenn
¥ in cm eingesetzt wird. Folglich erhilt J als Produkt aus 4F und y2
die Benennung ecm?. Da ¢, und e, als Lingen in cm gemessen werden, so
erhilt das Widerstandsmoment als Quotient aus cm* und cm die Be-
nennung cm®. Zur Berechnung der Randspannungen erhalten wir die
Gleichungen
1) o,- W, =M, oben und 2) o, W, = M, unten.

Die Festigkeitsbedingung : Die errechnete Spannung ¢ soll unter der
zuléissigen Biegungspannung (vgl. S. 321) bleiben, fiihrt zu der Grund-
gleichung der Biegungsfestigkeit

Oy = M, =k, bzw. o0p= AMz =k.
1 2
Fiir die Bemessung des Querschnittes ergibt sich die Bedingung

M,
Werforderlioh: L’
b

wobei das erforderliche Widerstandsmoment in cm?; das Biegungs-
moment M, in cmkg und die zulissige Biegungspannung in kg/cm?
gemessen werden.
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Kennen wir die Widerstandsmomente von Querschnittsformen, so
sind wir in der Lage, die infolge der Biegungsmomente auftretenden
Biegungspannungen zu berechnen.

c¢) Tragheitsmomente und Widerstandsmomente
von Querschnitten.

Um eine gewisse Vorstellung von dem Begriff Trigheits moment
zu bekommen, wollen wir uns den Querschnitt der Fig. 22 als sehr diinne
Blechscheibe vorstellen und wollen ferner an-
nehmen, diese diinne Scheibe drehe sich um die
Achse # — x. Bei dieser Drehung hat jeder
Punkt der Scheibe eine andere Geschwindigkeit,
die um so grofer ist, je weiter er von der Dreh- |
achse entfernt ist (vgl. Abschnitt Mechanik
S.129). Bezeichnet man mit v die Winkel-
geschwindigkeit, die fiir alle Teile der Scheibe , _
gleich grof ist, soist die Umfangsgeschwindigkeit
jedes Teilchens v = 9 - w. Die lebendige Kraft Tig. 22.
eines Teilchens AF, das so zu wihlen ist, da8
alle Punkte gleiche Umfangsgeschwindigkeit haben, bestimmt sich zu

AL =%+ AF - o2,
wobei wir uns AF als Massenteilchen vorstellen. Dann ist die lebendige

Kraft der ganzen um die Achse z -~ x umlaufenden Scheibe gleich der
Summe der lebendigen Krifte aller einzelnen Teile; und wir erhalten

L=3AL =33} AF - v

|
|
<~ —\A NS
|
-
X

oder, mit v = ¥y - w,
L=3LAF.y2  w?.
Ziehen wir auch hier 1/, w? als gemeinsamen unverdnderlichen Faktor
vor das Summenzeichen, so ergibt sich

2 .
L:%A-ZAF-yZ.

Da 1 w? unverdnderlich ist, muf} die lebendige Kraft L um so grofer
werden, je groBler X AF . y2ist. Nicht die GroBe der Flichenteile allein
ist ausschlaggebend, sondern ihre Lage zur gedachten Drehachse. Je
weiter ein und derselbe Querschnitteil von der Achse entfernt ist,
desto groBer wird seine lebendige Kraft, desto linger wird er um die
Achse rotieren, wenn er, auf eine bestimmte Umlaufzahl gebracht, sich
selbst {iberlassen bleibt. Das Auslaufen verdankt er der ihm innewoh-
nenden Eigenschaft der Trigheit, und weil diese Trigheit in 2AF - y?
zum Ausdruck kommt, heilt ZAF - 42 Tragheitsmoment. Wir sprechen
von dem Tragheitsmoment eines Querschnittes, d.h. eines masse-
losen, zweidimensionalen Gebildes, und stellen uns die Fliche mit un-
endlich fein verteilter Masse vor, #hnlich wie wir es bei dem Schwerpunkt
von Flichen (siehe Abschnitt Mechanik S.186) getan haben.
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Je nachdem wir das den Querschnitt darstellende Blech um die
%-, die y- oder die z-Achse umlaufen lassen, wird die Auslaufzeit eine
andere sein. Das bei 100 Umldufen in der Minute sich selbst iiberlassene
um die z-Achse umlaufende Blech wird wegen der grofileren Wucht, die
ibm die gréBere Umlaufgeschwindigkeit verleiht, linger laufen als das-
selbe Blech, das unter gleichen Umstinden um die x-Achse rotiert.

Daraus folgt, dafl das Trigheitsmo-
\\

ment ein und desselben Querschnittes §-
ganz andere Werte annimmt, ja nach- T
|

dem man es auf die z-, die y- oderdie 2%
»<—-720 —

S
S

bezieht.

Halt man an der Vorstellung einer
- umlaufenden Scheibe fest, deren le-

Fig. 23. bendige Kraft ermittelt werden soll, Fig. 24.
so gestaltet sich auch die Berech-

nung des Trigheitsmomentes fiir einen einfachen Querschnitt durch-
sichtig. Wir denken uns das den Querschnitt darstellende Blech in die
Streifen F.; F,; F, usw. zerlegt (Fig. 23); dann ist die lebendige Kraft
des ersten Streifens Lo=3.F -0}

unter der Voraussetzung, daB simtliche Punkte des Streifens F, die
Geschwindigkeit », haben. Das trifft aber nur angenihert zu, da die
Umfangsgeschwindigkeit in den Punkten ¢ und b verschieden ist. Der
Wirklichkeit kommen wir um so néher, je schmaler wir die Streifen wih-
len; wir treffen sie, wenn wir ¢ und b unendlich nahe annehmen, so
daB der Abstand @ b verschwindend klein wird. Entsprechend haben die
die iibrigen Streifen die lebendigen Kriifte

- —-T  z-Achse, bzw. irgendeine andere Achse J

5 \
Li=3%-Froj=4-F,- yi-w*,
Lz_—.%.Fz.'[)g:—% F2 yg.wz’

_ 1 1 2
Ly=3% -Fy-v3=1%-Fy-y;5- 0%,

Fiir die lebendige Kraft der ganzen Scheibe wird

L=L +Ly+Ly+ ... =30 Fy-yi + For g3 + Fy- 45+ ...).

Die Summe in der Klammer ist das Trigheitsmoment des den Quer-
schnitt darstellenden Bleches, bezogen auf die — gedachte — Dreh-
achse. In je mehr Streifen wir uns den Querschnitt zerlegt denken, um
so mehr Glieder erscheinen in der Klammer, um so genauer wird der
Wert J, der erst restlos genau wird, wenn wir unendlich schmale und
dafiir unendlich viele Streifen annehmen.

Beispiel 6. Das Trigheitsmoment des nebenstehenden Rechtecks,
bezogen auf die Schwerachse, ist zu berechnen.

1. Anndherung. Die Fliche sei in 4 Streifen zerlegt (Fig.24),
von denen jeder 12 - 5 cm? Flicheninhalt hat:

J,=2(12-5.252 1 12.5.7,5%) = 7620 cm?.
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2. Annidherung: Die Fliche sei in 20 Streifen zerlegt; jeder Strei-
fen ist 12 cem breit und 1 cm hoch:
Jyo=2-(12-1-0,524+12.1-1,52 +12.1.2,52 + 12-1.3,52

412-1-1-4524+12.1.552412-1-6,52 - 12.1. 7,52

+12.1-8,524+12:1.9,52) = 7980 cm*.

3. Annéherung: Die Fliche sei in 50 Streifen zerlegt; jeder Strei-
fen ist 12 em breit und 0,4 cm hoch:
J50=2-(12-0,4-022+12.04.0,62412-0,4-1,024 12.0,4 - 1,42

+...4+12-0,4-94%+12.0,4 - 9,82) = 7997 cm*.

4. Annaherung: Die Fliche sei in 100 Streifen zerlegt; jeder Strei-
fen ist 12 em breit und 0,2 cm hoch:
Jigp=2-(12:0,2.0,12+4+12.0,2-0,32+12.0,2 0,52

+ ... +12:0,2-952+12:0,2.9,72 4 12.0,2-9,92)

1
=2-12:02- ;o0 (13 432 4 52 ... 052 + 972 + 99?)

= 7999,2 cm*.

Je mehr Teile wir annehmen, desto mehr nidhert sich J einem
Grenzwert, den wir erst bei der Annahme unendlich vieler und un-
endlich schmaler Streifen erreichen. Dieser Grenzwert ist J = 8000 cm4,
der mit Hilfe der sogenannten Integralrechnung gefunden wird. Sind
b und h die Abmessungen des Rechtecks, so ist

1 .
J = TR b+ h?, gemessen in cm?.

Das Widerstandsmoment ergibt sich durch Division mit der Entfer-

h
nung - der dullersten Faser, so dal} wir erhalten

1
el Sy ¥
W= E’—-b——h— _om emessen in cm?
Y T '
2
In unserm Zahlenbeispiel wird W = §;—)89 = 800 cm?.

Bezeichnet man mit k, die zulassige Biegungspannung, dann ist die
Tragfahigkeit eines Trigers mit dem Widerstandsmoment W

max M = W - k;, gemessen in cmkg.

Denken wir uns den Querschnitt in unserm Zahlenbeispiel zu einem
Holzbalken gehorend, so vermag dieser Holzbalken bei &k, = 80 kg/cm?
ein grofites Biegungsmoment aufzunehmen von

max M = 800 - 80 = 64 000 cmkg.

Genau so wie das Trigheitsmoment ist das Widerstandsmoment ein
mathematischer Ausdruck, der die Eigenschaften eines Querschnittes
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kennzeichnet, und der erkennen 148t, ob ein Triger der zu erwartenden
Biegungsanstrengung gewachsen ist. MaBgebend bleibt aber das Trig-
heitsmoment, denn erst aus ihm wird durch Division mit der Entfernung
der dullersten Faser von der Nullinie das Widerstandsmoment erhalten.
Bei der Zug-, Druck- und Scherfestigkeit geniigte die Ermittlung der
GroéBe eines Querschnittes zur Beantwortung der Frage, ob ein Stab
geniigend fest sei. Bei der Biegung geniigt
T die Kenntnis des Flicheninhaltes nicht,
jetzt ist die Form des Querschnittes von

(A ] ausschlaggebender Bedeutung. Wir ver-
J ilj__ T T gleichen die Querschnitte (Fig. 25), von
— ; - denen der eine hochkant, der andere
] flach verwendet werden soll; dann ver-
Fig. 25.- mogen sie zu tragen
2 . 2
M= Wk = M= Wy b=

Daraus folgt
M, :M,=h%:d-b oder=dh?:d*b.
b

Mit #, =d-h und F,=b-d wird
M, F h
M,  F, d°

d < h erfordert demnach eire groflere Breite des Querschnittes,
wenn gleiche Tragfihigkeit beider Querschnitte verlangt wird; d. h. der
Triger wird schwerer, also teurer.

Beispiel 7. Fiir den Triger der Fig.26a wird mit P = 150 kg
und I =4m

max M = %—l- =150 %Q = 15 000 cmkg ;

mit k, = 80 kg/ecm? ergibt sich ein erforderliches Widerstandsmoment
15 000

Werforderlich = ‘@*’ = 188 cm? .
. 8.122 :
Ein Holzbalken von 8 x 12 cm hochkant hat W = 6 = 192 cm3,
15 000
so dal X G = e =T fon 2
so dal max o 19 78 kg/cin
wird.

Angenominen, es wiire kein passender Balken zur Hand, wohl aber
50 mm starke Bohlen von 250 mm Breite, die verwendet werden sollen.
Da das Widerstandsmoment einer solchen Bohle

W, = - =~ 104 cm?
6
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ist, miBten zwei Bohlen aufeinandergelegt werden, die insgesamt ein

Widerstandsmoment von
25+ 52

Wy=2" 8 = ~v 208 cm®

haben. Die grofite Spannung wird
15 000 .
MAX 6 = oo == 72 kgfem?,

Die Spannungsverteilung ist in Fig. 26 b dargestellt, ebenso die Form-
anderung, die die beiden aufeinandergelegten Bohlen erfahren. Sie lift
deutlich erkennen, da8 es sich um zwei von einander unabhingige Triger
handelt. Sollen beide Bohlen als ein Triger angesehen werden, so mufl
fiir eine feste Verbindung zwischen beiden gesorgt werden, damit eine
Verschiebung beider Teile in der Be-
rithrungsebene nicht eintritt. Das p
kann erreicht werden, wenn beide
Bohlen von Zeit zu Zeit verdiibelt , Lyl 4
und durch Bolzen zusammenge-
halten werden; doch darf diese
Ausfithrung nur als Behelfsausfiih-
rung angesehen werden. Will man
die Tragfahigkeit zweier aufein-
ander liegender Holzbalken sicher
erhohen, so sind die Balken zu ver-
zahnen und auBlerdem durch
Schraubenbolzen zu verbinden
(Fig. 26d). Bei dieser Ausfithrung
ist eine Verschiebung in Richtung
der  Mittelschicht unméglich;
der Querschnitt darf als Quer-
schnitt eines Balkens mit dem
Widerstandsmoment W=+ b h%an-
gesehen werden. Zwei fest ver-
bundene Querschnitte 25-.5cm

haben demnach ein Widerstands- Fig. 26.
moment
<102 552
W= 2510 = 0417 em® gegen Wy=2- g—é—~ =208 cm?

6

zweier aufeinander gelegten Balken von je 25« 5cm, d.h. die Trag-
fahigkeit wird durch eine feste Verbindung der Balken verdoppelt.

Hiufig kommt es vor, dafl man das Triigheitsmoment auf eine andere
als die Schwerachse beziehen muB, z. B. wenn der Querschnitt aus mehre-
ren Winkeleisen besteht. Auch in diesem Falle bleibt die Grundgleichung
tiir das Trigheitsmoment bestehen; es ist

Jp=2AF 2,

Winkel, Der prakt. Maschinenbauer II. 1. 22
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wobei v die Entfernung des Fliachenteilchens 4 F von der beliebigen
Achse I — I (Fig. 27) bedeutet. Mit e als Entfernung der Schwerachse
s — s von der Achse I — I und y als Entfernung des Flachenteilchens
AF von der Schwerachse s —s wird v = y -+ e, also v2 = (y + €)?
=y%+4 2ey + e?. Setzt man diesen Wert in die Gleichung fiir J; ein,
so erhalt man
Jr=24F (y2 + 2ey + e?)
oder wenn man die Gesamtsumme in Teilsummen zerlegt
Jp=2AF - y2 +ZAF -2¢y -+ 2AF - e2.
Das erste Glied 2 AF - y2 ist nichts anderes als das Triigheitsmoment

J; des Querschnittes bezogen auf die Schwerachse s — s. Indem zweiten
Gliede ist 2e der_allen Produkten AF -2 ey ge-

meinsame Faktor, - _ i_
der vor das Sum- ' _i_.z_?é
menzeichen gezo- s 1718

. - I

rd; . .
gen wird ; man er Ky Vs 40

hilt ZAF-2ey — i S

=2e¢-ZA4F - y. 72/”"‘
Nunistaber ZAF- |} .

Y= 0, wie schon | 70g/m0/0
bei der Anwen- Fig. 28.

dung der1.Gleich-

gewichtsbedingung (S. 331) gezeigt war; damit fillt das zweite Glied
aus der Gleichung heraus. In S AF - ¢2 ist 2 gemeinsamer Faktor; zieht
man ihn vor das Summenzeichen, so wird 2 AF -e2 =e2- ZAF . Als
Summe der Flichenstreifen A F stellt sich aber der ganze Querschnitt F
dar, so daB wir erhalten '

Ji=Jd 4+ T,
samtliche Groflen in cm gemessen.
Beispiel 8. Es sind Trigheitsmoment und Widerstandsmoment fiir
den Querschnitt (Fig. 28) zu bestimmen.

. 403
1 Stehblech 400-12  hat  J, — lﬁl-;i — 6400 et
4 Winkeleisen 100-100-10 haben J,=4-177= 708 ,,
bezogen auf die eigene Schwerachse S’;
dazu kommen 4 - F - ¢* =4.19,2. 17,182 = 22668 ,,
J = 29776 cm*

Die Entfernung der dulersten Faser von der Schwerachse betrigt
h
> = 20 cm, so daB wir erhalten

g 2976
W= no 20
2

= 1489 cmn®.
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Wird der Querschnitt durch Aussparungen, Nietlocher u. dgl. ge-
schwicht, so ist das Trigheitsmoment des fehlenden Querschnitteiles
in Abzug zu bringen.

Beispiel 9 (Fig. 29).

BH? bhs

Joo BE bW Jo_ o 12 12
T2 12 T H H '

5

=
S

I

|

|
’N

|

B 712111 R ) ) ),
b~ '—>]0/2*<—L—>10/2 —1 =0 —~f
e— 8 ——I B — e —

Fig. 29.

Da es nur auf die Lage der Flichenteile zur Achse s, auf die das Triig-
heitsmoment bezcgen werden soll, ankommt, so haben die drei Quer-
schnitte der Fig.29 gleiches Trigheitsmoment in Beziehung auf die Achse s;
auf andere Achsen bezogen sind die Trigheitsmomente verschieden.

Triigheits- und Widerstandsmomente.

22*



340 Festigkeitslehre.



Biegungsfestigkeit. 341

Widerstandsmomente in cm?® von Bauholzern (Handelsware).

Breite Hohe in em
memf s 10 12 | 14 | 16 |18 [ 20 [ 22 24 | 26 | 28 | 80
I i 1 ‘ | I [

8 | 8531333 : |

10 1106,7 166,7| 240 326,7, |

12 /200 | 288 {392 512 1 ;

14 '281,3| 336 |457,3 597,3| 756 933,3

16 | 384 |522,7682,7| 8641067 | 1291

18 i |588 {768 | 972|1200 |1452.1728

20 i 653,3 853,3 1080 1333 | 1613 11920 | 2253

22 ! 1938,6 | 1188 |1467 . | | 2875

24 ‘ ; 1296|1600 12304 | 2704 . 3600
26 L 1733 | 2496 | 2029 | 3397

28 | : ‘ 2259 | f ‘ | 4200
30 J ! } 2880 3920
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Kreisformiger Querschnitt.
J = dquatoriales Tragheitsmoment; W = Widerstandsmoment.

| adt | wd? “ ndt nd? nd“‘ B
di"“ 6 V=53] ¢ %J‘ 64 |~ 32 d =5 32
! 1 I L
1| 0,0491 | 0,0982 51 « 332086 | 13023 | 101 ! 5108055 101150
21 07854 | 0,7854 52 | 358908 | 13804 | 102 | 5313378 104184
31 3,976 | 2,651 53 . 387323 | 14616 [ 103 | 5524830, 107278
4| 12,57 | 6,283 54 | 417393 | 15459 | 104 = 5742532 110433
5| 30,68 12,27 55 . 449180 | 16334 | 105 | 5966604 113650
6| 63,62 | 21,21 56 482750 | 17241 | 106 = 61971711 116928
71 117,9 | 33,67 57 . 518166 | 18181 | 107 | 6434357 120268
8| 201,1 50,27 58 | 555497 | 19155° | 108 = 6678287 123672
9| 3221 71,57 59 | 594810 | 20163 | 109 | 6929087 127139
10 | 4909 | 98,17 60 . 636172 | 21206 | 110 ; 7186886 130671
11 7 718,7 | 130,7 61 | 679651 | 22984 | 111 | 7451813| 134267
12| 1018 169,6 62 | 725332, 23398 | 112 | 7723997, 137929
13| 1402 | 2157 63 | 773272 | 24548 | 113 8003571 141656
14 | 1886 | 2694 64 = 823550 | 25736 | 114 | 8200666 145450
15| 2485 | 331,3 65 | 876240 | 26961 | 115 | 8585417 149312
16 | 3217 | 402,1 66 | 931420 | 28225 | 116 ; 8887958 | 153241
17 | 4100 | 482,3 67 | 989166 | 20527 1 117 90198425 157238
18 | 5153 | 572,6 68 | 1049556 | 30869 | 118 | 9516956 161304
19| 6397 | 6734 69 | 1112660 | 32251 | 119 | 9843689 165440
20 [ 7854 | 7854 70 1178588 | 33674 | 120 10178763 169646
21 | 9547 | 909,2 71 1247303 | 35138 | 121 [ 10522320 173923
22 | 11499 1045 72 | 1319167 | 36644 | 122 '10874501 178271
23 | 13737 | 1194 73 11393995 | 38192 | 123 ;11235450 182690
24 | 16286 | 1357 74 | 1471963 | 39783 | 124 | 11605311 187182
25 19175 1534 75 | 1553156 | 41417 | 125 111984229| 191748
26§ 29432 1726 76 | 1637662 | 43096 | 126 12372350 196387
27 | 26087 | 1932 77 , 1725571 | 44820 | 127 12769824| 201100
28 | 30172 | 2155 78 | 1816972 | 46589 | 128 !13176799| 205887
20 | 34719 | 2394 79 | 1911967 | 48404 | 129 13593424 210751
30 | 39761 | 2651 80 2010619 | 50265 | 180 '14019852| 215690
31 | 45333 | 2925 | 81 | 2113051 | 52174 | 131 14456235 220706
32 | 51472 | 3217 82 | 2210347 | 54130 | 132 14902727| 225799
33 | 58214 3528 83 | 2329605 | 56185 | 133 15359483 | 230970
34 | 65597 3859 84 ' 2443920 | 58189 [ 134 15826658| 236219
35 | 73662 | 4209 85 | 2562392 | 60292 | 135 |16204411| 241547
36 | 82448 | 4580 86 | 2685120 | 62445 | 136 | 16792899 | 246954
37 | 91998 4973 87 | 2812205 | 64648 | 137 117292282 252442
38 | 102354 5387 88 | 2943748 | 66003 | 138 117802721 258010
39 | 113561 | 5824 89 | 3079853 | 69210 | 139 |18324378| 263660
40 (125664 | 6283 90 | 3220623 | 71569 | 140 | 18857416| 269392
41 (138709 | 6766 91 | 3366165 | 73982 | 141 19401999| 275206
42 1152745 7274 92 | 3516586 | 76448 | 142 19958294 | 281103
43 167820 7806 93 3671992 | 78068 | 143 | 20526466, 287083
44 |183984 8363 94 i3832492 81542 | 144 21106684| 293148
45 1201289 | - 8946 95 | 3998198 | 84173 | 145 |21699116 299208
46 |219787 | 9556 96 | 4160220 | 86859 | 146 |22303933| 305533
47 [239531 | 10193 97 4345671 | 89601 | 147 |22921307| 311855
48 1260576 | 10857 98 | 4527664 | 92401 | 148 |23551409| 318262
49 |282979 | 11550 99 | 4715315 | 95259 | 149 24194414 | 324757
50 [306796 12272 | 100 4908738 | 98175 | 150 24850496 K 331340
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Normalprofile fiir I-Eisen.

Normalléngen'): 4 bis einschlieflich 12 m .

343

Lagerlingen: 4-~ 9 m in Abstufungen von 200 mm .
9—--12 m in Abstufungen von 250 mm .
Abrundungshalbmesser: R =d; r =0,6-d .

Abmessungen
Profil
Nr. o I
L b d
mm , mm ‘ mm
i 1
8 80 42 3,9
9 90 | 46 @ 4,2
10 100 50 4,5 |
11 110 54 4,8
12 120 | 58 | 5,1
13 130 62 54
14 140 66 5,7
15 150 70 6,0
16 160 74 6,3
17 170 | 78 | 6,6 |
18 180 82 6,9 |
19 190 | 86 | 7,2 |
20 200 90 7,5
21 210 94 7,8
22 220 | 98 | 8,1
23 230 @ 102 8,4
24 240 . 106 8,7 |
25 250 | 110 9,0 -
26 260 | 113 9,4
27 270 | 116 | 9,7 |
28 280 | 119 | 10,1
29 290 @ 122 | 10,4 |
30 300 | 125 | 10,8
32 320 | 131 | 11,5
34 340 | 137 | 12,2 |
36 360 | 143 | 13,0 |
38 380 | 149 | 13,7 |
40 400 | 155 | 14,4
421, | 425 | 163 | 15,3
45 450 | 170 | 16,2 !
41, | 475 | 178 | 17,1
50 500 | 185 | 18,0
55 550 | 200 | 19,0
60 600 | 215 | 21,6

17,3

i 23,0

¢
mm

H
QPOLLXPITIAD S
%0 0 TS o s Lo o0 W o

—_
&

11,3
11,7
12,2
12,6
13,1
13,6
14,1
14,7
15,2
15,7
16,2

18,3
19,5
20,5
21,6

24,3
25,6
27,0
30,0

32,4

Quer- ( Ge-

Momente fiir die
XX-Biegungs-
achse

Ju

Wa

19,5
26,0
34,2
43,5
54,7
67,1
81,9
98,0

77.8'
117
171+
239
328
436
573
735
935, 117
1166 137
1446; 161
1763 186
2142 214
2563 244
30601 278
3607 314
4246 354
4966 397
5744i 442
6626 491
7587, 542
8636 596
9800 ! 653
12510 782
15695, 923
19605 1089
24012| 1264
29213 1461
36973 1740
458521 2037
56481%2378
68738 2750
99184 | 3607

sehmitt . wichs
cm? 51 kg/m
7,58 5,95
9,00 7,07
10,6 832
12,3 | 9,66
14,2 ' 1L15
16,1 = 12,64
18,3 . 14,37
20,4 | 16,01
22,8 17,90
25,2 . 19,18
27,9 21,90
30,6 © 24,02
33,5 26,30
36,4 - 28,57
39,6 - 31,09
42,7 | 33,52
46,1 . 36,19
497 | 39,01
53,4 = 41,92
57,2 ' 44,90
61,1 47,96
64,9 50,95
69,1 | 54,24
7.8 | 61,07
86,8 ' 68,14
97,1 | 16,22
107 = 84,00
118 | 92,63
132 103,62
147 115,40
163 127,96
180 141,30
213 163,21
254 199,40

1) Bedingen keinen Preisaufschlag.

138957 4632

cmt | em?

Momente fiir die
YY-Biegungs-

achse
Jy | Wy
cm# “ cm?
6,29 3,00
8,78/ 3,82
12,2 © 4,88
16,2 6,00
21,5 7,41
27,5 8,87
35,2 | 10,7
43,9 | 12,5
54,7 |. 14,8
66,6 | 17,1
81,3 | 19,8
974 | 22,7
117 26,0
138 29,4
162 33,1
189 37,1
221 41,7
256 @ 46,5
288 51.0
326 56,2
364 61,2
406 66,6
451 72,2
55656 | 84,7
674 | 984
818 114
975 131
1158 149
1437 176
1725 1203
2088 235
2478 1268
3488 349
4668 1434
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Breitflanschige Differdinger I-Eisen.

S

: oy
;‘ Normallingen: 4 bis einschlieBlich 12 m .
"% Lagerlingen: 4 " 15'm in Abstufungen
Ly o5 von 500 mm .
S Abrundungshalbmesser: R =d.
- : —_—
FER
-"'é b7 Momente l\i(‘)ﬂrrn((eirilfe
= S fiir die : o
Abmessungen 2 E . Biegungs-
Profil ‘ a g Bleg;l{ngsaehse achse
Nr. ) <o -X Y_Y
A A A | d | @ Je | Wa Jy | Wy
| kg/m emt . | em? cmt  |em?®

mm mm mm mm mm

|

18B| 180| 180 | 9,0 116,72| 8,5 | 4401 3512 ‘ 390| 1073 119
20B| 200 200 | 9,5 18,12} 85 | 704 | 553| 5171 517| 1568157
22 B| 220/ 220 (10,0 {19,5 | 9,0 | 82,6, 648 7379 671} 2216201
24 B| 240| 240 {105 |20,85;10,0 | 96,8 | 76,0| 10260, 835| 3043 254
25 B{ 250, 250 [10,9 |21,7 [10,5 | 1051 & 82,5| 12066 965]| 3575 286

o
®
©

26 B| 260 260 ‘ 11,7 122,9 (11,0 | 115,6 | 90,7 | 14352 1104| 4261 328
27 B| 270270 ;11,95|23,6 111,25(123,2 | 96,7| 16529 1224] 4920365
28 B| 280|280 {12,35/24,4 11,5 |131,8 | 163,4]| 19052 1361| 5671405
29 B| 290|290 [12,7 25,2 12,0 |141,1 | 1108 21866 1508| 6417|443
30 B| 300| 300 |13,25|26,25|12,5 | 152,1 | 119,4] 25201 | 1680 7494500

32B| 320/ 300 14,1 27,0 |13,0 | 160,7 | 126,2] 30119 | 1882 7867|524
34 B| 340|300 ;14,6 (27,56 13,4 |167,4 | 131,4] 35241 20%3| 8097540
36 B| 360|300 (16,15 29,0 |14,2 | 181,5 | 142,5 ] 42479 | 2360| 8793586
38 B| 380|300 17,0 29,8 14,8 |191,2 | 150,1| 49496 | 2605] 9175|612
40 B| 400!300 /18,2 '131,0 | 15,5 |203,6 | 159,8| 57834 | 2892| 9721648

42!/, B| 425 300 [19,0 31,75|16,0 [213,9 | 16%,9| 68249 3212|10078 672
45 B| 450, 300 20,3 ‘ 33,0 17,0 |229,3 || 180,0 | 80887 | 3595|10668 711
47/, B| 475|300 21,35 34,0 |17,6 |242,0 | 190,0 | 94811} 399211 142743
50 B} 500 300 | 22,6 ‘35,2 19,4 | 261,8 || 205,5 | 111 283 | 4451|11 718|781
55 B| 550|300 24,5 |37,0 {20,6 288,0 | 226,1 145957 5308;12582|839

60 B 600 300 |24,7 |37,2 (20,8 |300,6 | 236,0 |179 303 | 5 977|12 672|845
65B| 6501300 25,0 |37,6 |21,1 [314,5 246,9217402| 669012814854
Y0B| 7001300 25,0 (37,5 21,1 |325,2 | 255,3 |258 106 | ¥374|12818(854
15 B| 750 300 (25,0 37,5 (21,1 | 3357 263,4)302560) 806812823 855
i ! i 1 |
80 B| 800 300 26,0 ;38,5 (21,5 |354,9 218,6|360486 ‘ 901213 269|885
85 B| 850 300 |26,0 38,5 |21,5 [365,6  28%,0]414887 9162|13 274|885
90 B| 900| 300 (26,0 |38,5 |21,5 |376,4 2955|473 964 1053313279 885
95 B| 950| 300 | 27,0 ‘39,5 21,9 |396,2 | 311,0 | 550 974 | 11 600]13 727 |915
100 B| 1000 | 300 '27,0 (39,5 |21,9 |407,2 | 319,7 | 621 287 | 12 42513 732|915
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Normalprofile fiir gleichschenklige L-Eisen.

Normallingen: 4 bis einschlieflich 12 m.
Lagerlingen: 4 bis einschlieflich 9 m mit Abstufungen
von 200 mm.
9 bis einschlieBlich 16 m mit Abstufungen
von 250 mm.

dmax dmin
Abrundungshalbmesser: R = ~w~;: S
,— R
=5
o B Al;ﬁ:mle der
Abmes- - | Ge- . .
Profil | “stngon |sohmitt | wient | Huptachsen w. des | mrigheitsmomente
Nr. Ly | @ F @ w | e & Jx Jy lag=J&] I
- mm | mm| cm? kg/m em ‘ cm cm ) cm#t cm? cm4 cmt
oo | 1s] 3] 082 0.64] § o] 0.67 048] 0.24] 006] 015] 034
& 4| 1,05]) 0,82 0,73 | 0,51 0,29 0,08 0,18 0,46
i
2 20 31 L12] 0,88 1.41 i 0,85 | 0,60 0,62| 0,15 0,38 0,79
4] 1,45) 1,14 ’ 0,90 | 0,64 0,77 0,19 0,48 1,08
21 25 3] 1,42| L12 177 1,03 | 0,73 1,271 0,31 0,79 1,55
41 1,851 1,45 ’ 1,08 { 0,76 1,61, 0,40 1,01 2,07
3 30 4| 2,27| 1,48 2.19 1,24 | 0,89 2,85 0,76 1,80 3,60
6] 3,27 2,57 1,36 i 0,96 3,91 1,06 2,49 5,50
3t 35 41 2,57 2,10 2.47 141 \ 1,00 4,68 1,24 2,96 5,63
2 6] 3,87]| 3,04 ’ 1,53 | 1,08 6,50 1,77 4,14 8,65
4| 3,08 2,42 " 1,58 | 1,12 7,09 1,86 4,48 8,34
4 40, 6| 448} 3,52! 2,83 1,70 | 1,20 9,981 2,67 | 6,33 12,8
. 8] 580 4,55 1,81 | 1,281 124 3,38 17,89 17,4
] 5| 430 3,38 :‘ 1,81 1 1,28 | 124 3,25 7,83 14,9
41/, 45 ’ 71 586 460| 3,18/ 1,92 | 1,36 16,4 4,39 | 10,4 21,2
91| 7,34 5,96 2,041,441 19,8 540! 12,6 27,8
5| 480} 3,47 1,98 1 1,40| 174 4,59, 11,0 20,4
5 50 71| 6.56]| 5,15| 3,54| 2,11 1,49 23,1 6,02 | 14.6 29,1
L 9! 834 6,47 2,2111,56| 281 | 7,67 17,9 | 37,9
‘ 6 631] 4,95 02,21 | 1,56 27,4 7,24 17,3 32,7
51/, 55' 81| 8,23| 6,46| 3,89/2,32|1,64| 34,8 9,35 | 22,1 44,2,
| 10 | 10,07 | %,90 243 11,72| 414 | 11,27 | 26,3 | 56,1
6| 691] 542 2,391,60| 361 @ 943 228 @ 425
6 60/ 8] 9,03] %,09| 4,241 2,50 1,77 46,1 | 12,1 29,1 57,4
10 | 11,07 | 8,69 2,62 1,81 55,1 | 14,6 34,9 72,7
1
J 71 8701 6,83 2,62 1,8} 53,0 | 13,8 33,4 63,2
61/, 65, 910,98 8,62| 4,60,2,731,93| 654 | 17,2 41,3 82,2
l 11 | 13,17 | 10,34 2,83 12,00 76,8 | 20,7 48,8 101,
: 71 9.4 7,38 2,79 11,971 67,1 | 17,6 42,4 78,8
v 700 9|1L,9 9,34| 4,95 2,90 |2,05| 83,1 | 22,0 52,6 103
| 11 | 14,3 | 11,23 13,01 2,13| 97,6 | 26,0 61,8 127
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Abmes- 7 Quer. Ge- AbStﬁlnde der - ,‘ N __Ai . o
Profil | sungen |schnitt{ wich I;gﬁg?i‘;)l‘lfgl'{‘te“g (ds'fj Trigheitsmomente
N |y g | F ¢ | Tw e s | g U Tme=ai| o
| mm imm em? | kg/m cm om cm cmt c?}r-‘ } cm* cms
8| 115 | 9,03 3,0112,13] 933 244! 889! 1m
1, | 75010 | 141 [1n07] 53003121221 | 1130 | 208 714 140
12 1 16,7 | 13,11 | 3,24£ 2,291 130,0 | 34,7 824 170
§ T 81 12,3 | 9,66 ; 3,20; 2,26 115,0 | 29,6 72,3 o135
8 - 80110 ] 15,1 |11,86] 5,66. 3,31, 2,34 | 139,0 | 35,9 . 87,56 - 170
121 17,9 114,05 3,41 ‘ 2,41 161,0 | 43,0 102 . 206
o155 (1203|350 254] 1840 | 478 116 . 216
9 90 11 | 18,7 | 14,68 6,36'} 3,70'{ 2,621 218,0 | 57,1 138 266
13 | 21,8 | 14,11 } 3,8112,70 | 250,0 | 65,9 ' 158 317
10| 19,2 |15,0% i 3,99; 2,82 | 280 73,3, 177 i 329
10 100! 12 | 22,7 |17,82] 7,07 ‘ 4,10 2,90 | 328 86,2 207 . 398
14 ] 26,2 120,57 | 4,21§ 2,98 | 372 98,3 ' 235 | 468
"10 | 21,2 | 16,64 ‘ 4,34:{ 3,071 379 98,6 239 439
1t 110- 12 | 25,1 | 19,70 7,781 4,45 ! 3,15 | 444 116 280 529
14 1 29,0 |22,45 ( 4,541$ 3,21 | 505 133 ' 319 . 618
11| 25,4 | 19,94 4751336| 541 [140 341 = 627
12 120 13 ] 29,7 |23,31] 8,48 4,86 3,44 | 625 162 - 394 745 -
15| 33,9 | 26,61 4,96 3,61 | 705 186 446 863
12 | 30,0 | 23,55 " 5,15 3,64 | 750 194 472 = 870
13 130 14 | 34,7 |2%,24] 9,19. 5,26 3,72 857 223 540 | 1020
16 1 39,3 30,85 5,371 3,801 959 251 605 1173
13 | 35,0 | 27,48 :5,54: 3,9211014 262 638 1176
14 140 15 | 40,0 |31,40| 9,90 5,66 4,00 1148 298 723 1363
17 | 45,0 |35,33 ‘ 5,77 4,08 1276 334 . 805 1554
14| 40,3 |31,64 1595 4,20(1343 (347 845 1556
15 150 16 | 45,7 {35,87]110,6 | 6,07 4,30 | 1507 391 949 1794
18 | 51,0 | 40,04 1 6,173 4,40 {1665 438 - 1052 2039
15| 46,1 136,19 6,35 4,50 | 1745 453 | 1099 2033
16 160 17 | 51,8 | 40,66|11,3 6,46{ 4,60 | 1945 506 | 1226 2322
19 | 57,5 [ 45,14 | 6,58 ' 4,60 | 2137 558 1348 2564

Normalprofile fiir ungleichschenklige L-Eisen.

Normallingen: 4 bis einschlieflich 12 m.
Lagerléingen: 4 bis einschlieflich 14 m in Ab-
stufungen von 250 mm.
dmax + dmin
Abrundungshalbmesser: R = 5 .

R
5

r =
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.. . .. b 1
Verhdltnis der Schenkellingen -= - .
a 1Y/,
. Abmes- . | Abstinde der Haupf- o
5 sug;;eesn sgl?gil.t,t w(i;:ht aChsenpl;J.’;g( tggssfchwer- Triigheitsmomente
Elo [ a]a| » ¢ | 7] ¢ o | 7 T, Jy | Ju | JE
mm\mm mm) e¢m?® | kg/m | em | em e | cm cm# cmt | cm* ‘ cmt
- A,Tf;,i,,, == A= = = = ———
2z 20‘ 30{ 3] 142 1,11 0,99;0,49 0,4216 0,83 1,42 0,28’ 0,45{ 1,25
3 w . 4| 1,851 1,45|1,03/0,54|0,4214(0,90 1,82 0,33 0,56 1,60
o S
3 30 45 4| 2,871 2,25]1,48/|0,74|0,4334 1,27 6,63 1,19 2,05 5,77
41, ! 5] 3,63 2,97{1,52/0,78/0,4288| 1,32 8,01 144 246 6,99
1| 0 6o 3| 279| 3.76/1,95:0,97/0,4319/1,66] 198 | 3,66 621 173
6 i 7| 6,55 5,14/2,04:1,05.0,4275|1,77| 26,3 4,63: 7,99 22,9
i | 1 K
3 501 75 71 8,33 6,54]2,47/1,24|0,4304| 2,12} 53,1 9,58[ 16,4 46,3
77, 500 "% 9105 | 824|256/132/0.4272| 222 | 65,4 | 1190 201 672
6, 65§100 91142 |11,153,31/1,59(0,4101|2,73| 160 | 26,8 | 46,6 | 140
10 ' 11117,1 |13,42]3,40(1,67|0,4074|2,83| 189 32,9 | 55,1 | ‘167
; :
8 80120 10]19,1 [14,99]3,92:1,95/0,43483,35| 317 56,8 | 98,2 276
19 ! 12 122,7 |1%,82]4,00/2,0210,4304|3 44| 370 67,5 5115 323
E 100 150 12 128,7 |22,534,8912,42/0,4361|4,18{ 747 (134 232 649
15 14 | 33,2 |26,06]4,97/2,50(0,4339 4,271 854 (153 264 743
" . N b 1
Verhdltnis der Schenkellingen — = 3
a
2 20| 40 3] L72] L35 1,43‘0,44:&0,2575‘0,78 2,96/ 0,31 0,48 2,80
4 4] 2,25 LYY|1,47 ‘0,48 0,25281 0,83 3,78 0,40 0,60 3,58
3 30! 60 5] 429 3,37|2,15/0,68 0,2544|1,19| 16,5 1,71 2,61 15,6
¢ 7| 5,851 4,59]2,24 0,76110,2479 1,28 21,8 2,28 3,41 20,7
4 40| 80 6| 6,89 5,41|2,85/0,880,2568| 1,56| 47,6 | 4,99 17,63 45,0
8 8| 9,01 %,07]|2,9410,9610,2518/1,65| 60,8 | 6,41 9,62/ 57,6
5 | sol100! 8115 | 9.03(3,59 1,12/0,2665/1,97| 123 | 12,8 ' 19,6 | 116
10 10]|14,1 |11,0% 3,67‘1,20!0,2658 2,03 150 14,6 | 23,5 | 141
65| asliz0l 10186 |14,60|4,65 1,45/0,2569 2,56| 339 | 354 542 | 320
13 1 12122,1 [1%,35]4,7511,53,0,2549| 2,65] 395 41,3 62,9 | 373 -
8 80/160 12 127,56 {21,5915,72 1,77;0,2686 3,14 762 79,4 122 719
16 14 | 31,8 |24,9615,81|1,85/0,2679|3,29] 875 86 1139 822
10 [ oio00 14403 |3164]7.12| 2,18 0,2608] 3,01 1754 182 i283 1653
20 ! 16 | 45,7 |35,87]7,2012,26'0,2586!3,99]1973 205 ,‘316 1862
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Lagerléingen:

Festigkeitslehre.

Normalprofile fiir E-Eisen.

200 mm.
9 bis einschlieflich 10 m mit Abstufungen von
250 mm.

Normalldngen: 4 bis einschlieBlich 10 m.
4 bis einschlieBlich 9 m mit Abstufungen von

t
Abrundungshalbmesser: R =1¢;r = 5

7 ;L;*’S‘77 Schviv;;r- Momente fiir die Biegungsachsen

o S$H - .

z Abmessungen EL § wﬁ%t al?t‘)lsl{zans(l — — -
=)
glriv a | 7| @ el el Js Wae | Jy | Wy | Jn

mm{mm mm |mm | cm? | kg/m | em | em | cmt cm? cmt | cm® | cmt
3 30, 33| 5,0. 7,0] 5,44] 4,27 }1,31/1,99 6,39 4,26 5,33 2,68] 14,7
4 40| 35| 5,0 7,0{ 6,21 4,87]1,33|2,17] 14,1 9,05 6,68 3,08] 17,7
5 50| 38| 5,0 7,0 7,12| 5,591,37(2,43| 26,4 | 10,6 9,12| 3,75] 22,5
6t/,| 65/ 42/ 5,5, 7,5} 9,03|] 7,09|1,42|2,78f 57,5 | 19,7 | 14,1 | 5,07| 32,3
8 80| 45| 6,0 8,0|11,0 | 8,64]1,45/3,05| 106 26,5 | 194 | 6,36| 425
10 100! 50| 6,0] 8,5{13,5 | 10,60 |1,55|3,45] 206 41,2 | 29,3 | 8,49| 61,7
12 }120 55| 7,0 9,0]17,0 | 13,35 |1,60|3,90| 364 60,7 | 43,2 111,1 | 86,7
14 |140] 60, 7,0|10,0/20,4 | 16,01 |1,75 4,15 605 86,4 | 62,7 14,8 |125
16 |160 65; 7,5110,5|24,0 } 18,84 11,84 4,66] 925 116 85,3 118,3 |167
18 {180 70; 8,0:11,0(28,0 | 21,98 [1,925,08]|1354 ‘3150 114 22,4 |217
20 |200| 75, 8,5/11,5|32,2 | 25,28 {2,01|5,49/1911 191 148 27,0 |278.
22 |220| 80 9,012,5|37,4 | 29,36 |2,14|5,86 2690 | 245 197 33,6 |368
24 240, 85| 9,5(13,0]42,3 | 33,21 [2,23/6,27|3598 300 |248 39,6 |458
26 {260, 90.10,0|14,0|48,3 | 37,92 |2,36 | 6,64]|4823 !371 317 47,7 1586
28 280 95]10,0 15,0153,3 | 41,84 |2,53|6,97|6276 448 1399 57,2 |740
30 |300/10010,0116,0|58,8 | 46,16 [2,70|7,30|8026 535 |495 67,8 1924
. . b 1
Hochstegige T-ElsenT =T
a

1Y &L 1 Normalliingen: 4 bis einschlieflich 12 m.

$ » . .. . e .

l 4+ <  Tagerlingen: 4 bis einschlieBlich 12 m in Abstufungen
%’%‘%’,‘ von 250 mm.

> p

Abrundungshalbmesser: R = d; 7,

= —; Ty =

2

1
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Momente fiir die Biegungsachsen

von 250 mm.

Abrundungshalbmesser:

R=d;

Normalldngen: bis einschlieflich 12 m.
Lagerlangen: 4 bis einschlieflich 12 m in Abstufungen

mosbrgen | quer- | co. | kot M vy
T I e
i | Wez=2%

| mm | mm | em? ¢‘ kg/m | em [ cm (;]1:14 cm“ex (;554 JZ:;
20 | 3,0 1,12}% 0,88 0,58 3 142 038 o020 | 02/ 02
25| 3,5 1,64§J 129{ 073 177| 087 | 049 | 043| 03¢
30 40[226 17| 085 | 215 172 | ose | o0s7| oss
35| 15[ 297 233 090 | 251| 10| 124 157 | 0,90
2050|377 29 112 288| 52| 183 258 | 1,29
45| 55| 467 361| 1,26 3.24] 813 | 251 401 | 178
50| 6.0(566 444) 139 | 361| 121 | 335 | 606 242
60| 70(794) 628| 166 434| 238 | sas | 122 | 407
70| 80106 | 832| 1,04 | 506| 445 | 83 | 221 | 632
80| 900136 |10.68) 222 | 578| 737 | 1y | 370 | 9%
90 (10,0 {17,1 [13,42] 248 = 6,52 119 1825 | 585 | 130

{100 11,0 [0.9 '16,41f 2,74 | 7,26) 179 266 | 883 | 177
120 13,0 [29,6 wizs,z‘t 3,28 | 8,72 366 41,92 | 178 20,7
140 15,0 [39,9 {?31,32 3,80 10,2 | 660 64,71 | 330 47,2

' |
1
Breitflanschige T-Eisen ~h-=—?-.
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A 3 Schwer- | Momente fur dio Biegungsachsen
, E punkts- xx YY

e I B e e il s
Nr. ' l <3 | mo- . (Min.) mo- moment

b & |a=R| F | @ | o | ¢ | ment | Wﬁ%:. m;jt W_,,:fg:

mm mm mw | em' | kem fom emloemt | omt | omt | omt
2—4 6 30 55| 4,64] 3.64]0,67/2,33 2,58? 111 8,62 287
:}:,2 70 | 35 ‘ 60| 5,94 466[0,77/273 449 w65 | 151 431
2" 80| 40 70| 701] 621osslziz] 781 230 | 25 73
43;; 9 | 45 s0l102 | so1|100/350] 127 363 46,1; 10,2
'5“ 100 50 ' 850120 | 9.42]100/391 187 ] 438 | 677 135
‘: 120 | 60 110,0117,0 | 13,35 1,30 (4,70 38,0;‘ 8,09 | 137 | 228
'7,“, 140 | 70 11,5/22,8 | 13,90 |1,51|5,49 68,93 126 |258 | 369
ng 160 | 80 113,0(20,5 | 23,16 |1,72|6,28117 ‘ 186 | 422 52,8
'93 180 | 90 14,5370 [ 29,05 [L9sl707fiss | 262 | 670 i 4,4

?g 200 | 100 16,0 45,41 | 35,64 [2,14 786077 | 352 |1000 ‘ 100
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352 Festigkeitslehre.

Laufkranschienen (Sonderprofil) (Fig. 30).
Abmessungen und Gewicht/lfd. m

Profil- mm - Gev;icht
7 Nr. h i b ‘ ¢ d 8 r ! b, be ! e ] 7 l“ g kg/lfd. m
1 ‘ 23,6 | 24 | 3 ‘ 125 | 54 s 8 ! 11 ’ 14,5 22,5
2 55 ‘ 25 28,5 | 31 /4150 | 66 9 f 12,5 | 17,5 32,2
3 75 | 30 | 34 38 65| 175 | 78 1 10 14 20 43,8
4 85 | 75 35 395 | 45 | 6 | 200 | 90 | 11 ' 15,5 922 57

Querschnittsfunktionen und grofite Raddriicke.

o . f-

Quer- g £ E Trigheits- Widerstands- Grogter I;-a;(lj,
Profil- | schnitt | g:g momente momente Raddruck in kg!) bei |durch-
N [ - : o B k= messer

’ F 9 Je o Jy We | Wy , D

. c? | mm | cm# ; cm# cm? k cmt 50 [ 60 70 mm
1 28,7 | 22,7 | 94,05 \ 182,4 29,12 1 29,18 | 6240 7800| 9360f 400

2 41,01 | 26,8 | 180,4 | 352,5 47,2 47 11 280 | 14100 |16 920] 600

3 55,8 30,6 ;328,6 646,12| 74 73,8 17 600 | 22 000 |26 400| 800

4 72,6 |35,2|523,4 | 988,7 | 105,1 ' 98,87 | 25 200 | 31 500 | 37 800 1000

d) Beispiele.

10. Triger auf 2 Stiitzen mit Einzellast (Fig. 31).
Mit B als Drehpunkt ergibt ZM =0
Al—P-b=0 und daraus A:P-—bl—.

Mit 4 als Drehpunkt ergibt M =0
Bl—P-a=0 und daraus B:P-%
— Im Punkte 4 ist die Querkraft Q, = 4,
T sie bleibt bis m unverindert, da keine neue Kraft

.e_T"_'T__b, —! hinzutritt. In m springt die Querkraft auf @,, = 4
— P und bleibt bis B unverindert. In B ist sie

«!ﬂe(-

H\
. gleich B (Fig.31b). Das grofite Moment tritt
Fig. 30. im Punkte m auf; es ist
M=A4-a= P-%»b»— bzw. M= B-b = P.“Tb 2)

Da die Momente in A und B gleich Null sind, so stellt sich die Mo-
mentenfliche als Dreieck mit der Hohe P A;A dar.
Zahlenbeispiel. P =2200kg; e =2m; b=38,5m; I =5,0m.

]) Pmax:D‘(b—ZT)'k..kg.
2) Fiir Last in der Mitte wird ¢ =b :~i—; A :.B:f:; M == fl
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3 2
A—=p-2 _9900. % _ 1400 kg: B — P+ = — 2200 . — 800 kg;
N 3,0 : { 3,5
ab 200 - 350
maxM = M, = P = 2200 - 09,)«550' = 280 000 cmkg .
Baustoff; Holz mit &, = 80 kg/em? (S. 320) erfordert
280 0600
,A a — 353 3
W = 30 3500 cm
Tabelle 5. 341 zeigt 1 Balken, 24 cm breit, 30 cm hoch, mit W = 3600 cm3
280 000
MAXG = g0 = = 78kg/ecm?2. P

Sollen 2 Balken aufeinander- .
gelegt werden (Behelfsanord- fe) l

nung), so muf} jeder ein W von ; :

21 - 3500 = 1750 cm® haben. Es b A i p Qwﬂiﬁ@‘;ﬁjpﬁgl Tmm 100y
wiirden z. B. laut Tabelle S. 341 I
U

|

8

2 Balken 20 x 24 cm mit W
= 21920 = 3840 cm® in Frage
kommen. Mit Diibeln und Bolzen
festgespannt konnten 2 Balken /“/T

22 x 16 cm verwendet werden P'QI\ILLL
mit W =4-938,6 = 3754 cm3 . i

Baustoff: FluBeisen mit l

o)

Momentenfliche
Tmm = 10000 cm#y.

ky = 1200 kg/em? (S. 319) er- 0 7 2 3 4 5
fordert
_ 280000 _ ., Fig. 31.

W = 1200 = 225 cm3 . g
1. Rundeisen lt. Tabelle S. 342 d = 135 mm mit W = 241,5 cm?3;
2. I-Eisen " » 5 343 NP 21 mit W, = 244 cm3;
3. Differdinger ,, vi 5 344 Nr. 18 Bmit W, = 390 cm3;
4. [-Eisen ) " ,, 348 NP 22 mit W, = 245 cm3;
5. IT-Eisen ,, . ,, 343 NP 16 mit W, = 2-117 = 234 cm3;
6. J-Eisen .. ,, 348 NP 16 mit W, = 2-116 = 232 cm3;
7. H-Eisen , 343 NP 471/, mit W, = 235 cm?;
8. H-Differdinger It. Tabelle 8. 344 Nr. 24 Bmit W, — 254 om?,

Bem.: L- und 1-Riser reichen nicht aus.
11. Trager auf 2 Stiitzen mit 2 Lasten (Fig. 32).
Fiir B als Drehpunkt wird

. 1
BYA -l — P, -by — Py by =0; A:T(Pl-bl‘kl)sz).
Fiir 4 als Drehpunkt wird
1
(AyB+l--Pa, -- Py-a,=0;: B:'—T(P,'(I, + Py-ay).

Winkel, Der prakt. Maschinenbauer 11. 1. 23
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Daraus ergibt sich die Querkraftfliche
Qu=A4; =4 —P; Q=4 P, — Py; Qp=8.
Momentenflache
My=0; M,=A4-a;; My= B-by;
maxM = M, = B-b,.
Im Punkte 2 schreidet die Querkraftlinie die Wagerechte; die
Querkraft wechselt das Vorzeichen.

12. Der Triger sei symmetrisch

A "2 belastet nach Fig. 33.

' Wegen der Symmetrie wird
o L A=B="P.
4 *“lr"':“—ﬁ—@ ﬁﬂ 8 @ Die Querkraft ist wegen @,
% A , =4 — P=P — P =0 zwischen
: ! l ; = 1 und 2.
[ : | | Das grofite Moment ist max M
| | ! | =M =My=A-a=P-a.
& | | PP
Al ﬁ ; ) -—a— —a—
l
st P
% 8 '
i AT,
- 5 - Alldlpe
lgs /|
a1 g PR
) A i %}N Ui W; 1c)
Fig. 32. Fig. 33

13. Triger auf 2 Stiitzen mit gleichformig verteilter Last (Fig.34).
p-l - P

2 2

Die Querkraft im Punkte x ist ¢, = 4 — p-x.

Aus dieser Gleichung finden wir zu jedem beliebiger x die zugehorige
Querkraft.

Wegen der Symmetrie wird 4 = B =

: P
Fir « = wird Qp=Qu=4 =,
l l P P 1
L) L:-Z— It Qx:Qm:*47'p'"§:“24*7'"2":0,
]) P ])
woow=1 ” Q,@:Q,;:zifp'l:——__)f—»T-l:——_j,

Verbindet man die Endpunkte der als Strecken (Ordinatern:) dargestell-
ten Querkriifte, so erhdlt man eine geneigte Gerade (Fig. 34Db).
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Das Moment im Schnitt ¢ in der Entfernung » von 4 ist
X

M,=4-x— p-x-—.

o

Dabei denken wir die auf der Strecke a ruherde Last von (p - x) kg
im Schwerpunkt des dichter gestrichelten Rechtecks vereinigt. Mit

.1 ol ,
A:Pé— wird Mx:p2 x~§13
Rechnet man fiir jeden Punkt x das zugehorige M, aus und triigt
es als Ordinate von einer Wagerechten aus ab, so liegen die Endpunkte
auf einer Para bel.

Far =0 wird M,= M,4=0,

, x:%l . MZ:M3:2—)2;Z-%Z75-(21.)2:11;;.1)12,
o oamy o MM =Blg L) = =Ly,
’ :n:;;l ’ Mx:M4:Z)2;l.%l7,g.(%l>z7%;8.1)12
, x:—;—l " Mm:Me:%'Vl'%lfg'(%lrz1”;’8-2)[2
., x=1 ,, M,=Mp=0.

Auf diese Weise lassen sich geniigend Punkte der Parabel berechnen,
die stetig verbunden die Momentenlinie ergeben. Das groBte Moment
und damit die groBte Ordinate der Momentenfliche liegt da, wo
die Querkraft das Vorzeichen wechselt, d. h. in der Mitte. Es ist

M2 . P . l .
maxM =M, = p—glf =g Hat man m S = M, mit Hilfe des
MomentenmaBstabes aufgetragen, so hat man den Scheitel § der Parabel.
Die tibrigen Punkte ergeben sich folgendermaBlen: Teile S4, in eine
Anzahl gleicher Teile (z. B. 4), ebenso A4, A"; dann schneiden die
Strahlen S1; S2; §3 die Senkrechten durch I; IT; IIT in Parabel-
punkten (Fig. 34 c).

Zahlenbeispiel: Es sei [=6,4m; p=08t/m-

Die Gesamtlast wird P =p-l=0,8t/m- 6,4 m = 5,12t = 5120 kg .

P
Demrach 4 =B= = L = 2560 kg .

2

4]
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Die grofite Ordinate wird
P-1 5120640

maxM =M, = 5= g = 409 600 cmkg .
Lautet der Momentenmalistab 1 mm = 10000 cmkg, so wird
m S = 13%?)52?“%;;{5;&1 == o~ 41 mm . Daraus zeichnerisch die Parabel.
P e |
v 27 Pl 2 .15 2 12
L “ — (IR TTREREEARARORRH lsllil JHTHH
4 ‘—x_—" Z ﬁ B (a) p I I . 'S
.“——%A% I ; { l |
| | | |
M
An | 1 ‘r( B,
| I
T et ¢
/’/ﬁ UJ,L‘“" i | [ /1\
g Lo bn
_l— % | ! J{
| N
Vil il ! Wm M
| | mox M
IR L i J
|
I W

Fig. 35
Durch Rechnung findet man:
7 7 7
M=t pp=l . p.i= 5 .5120640
R T L 128 7
=7 - 25600 = 179200 cmkg ,
12 12 12
e P =t Pl = 25120 640
My=pg P P=g? 12s 012070
= 12 . 25600 = 307200 cmkg,
15 15 15
= L pe 2= Pl = — .5120-64
My =qgg PV =g Prli= 5 0120640
=15+ 25600 = 384 000 cmkg,
16 16 16
_ R I > I AN .8
M, = 198 p-l 198 P-1l 198 5120 - 640

= 16 - 25 600 = 409 600 cmkg .
Entsprechend die symmetrische Halfte der Kurve. Aus max M be-
stimmt sich mit &, = 1200 kg/cm?

409 600 ‘
I/Verforderlich = "1270‘ - = ~ 340 em?3.
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Ausgefiihrt: a) Differdinger Nr. 18 B mit W, = 390 ¢m?®

1
oder b) I-Eisen NP 24 mit W, = 354 cm 3.

14. Der Triager ist durch Einzelkrifte und gleichférmig verteilte Last
gleichzeitig belastet (Fig. 35). Wir betrachten zunédchst den Trager unter
dem EinfluB der Einzelkrifte P, bestimmen die Auflagerdrucke 4,
und B, und entwerfen die treppenférmige Querkraftlinie. Sodann
werden die Auflagerdrucke 4, und B, infolge der gleichformig ver-
teilten Last g kg/m berechnet. Tragt man
A4, von der Wagerechten aus nach oben,
A4, nach unten ab, so addieren sich beide
Querkraftflichen, so daBl man die ge-
samte Querkraftfliche infolge beider Be-
lastungen unmittelbar erhidlt. Da, wo
die Querkraftfliche das Vorzeichen
wechselt, d. h. bei z,, liegt das grofte
Biegungsmoment. Auch die Momenten-
fliche entwirft man getrennt, erst fiir
die Einzelkrifte, dann fiir die gleich-
formig verteilte Last, und zeichnet die
eine Fliche unterhalb, die andere ober-
halb der Wagerechten, so daf} sich auch
hier beide unmittelbar addieren.

15. Zahlenbeispiel zu Fig. 19: a=60cm; b = 50cm; ¢ = 60cm;
[=170cm; P, = 300kg; P, = 165kg; P, =195 kg.

Querkraftflache: @, = 300 kg ; Q, = 300 4- 165 = 465 kg ;
@, = 300 + 165 + 19) = 660 kg —QA
Momentenfliche: =0,

W2 = 300 - 60 = 18 000 cikg ,

M, = 300 - 110 + 165 - 50 = 41 250 cmkg,,

M, =300-170+165-1104-195. 60 = 80 850 cmkg.
Baustoff Flufleisen mit k, = 1200 kg/em? erfordert

80 850
= 0% (674 0md.
w 1200 67,4 cm
1. T-Eisen NP 14 mit W, = 81,9 cm3,
2. E-Eisen NP 14 mit W, = 86,4 cm®.
453
3. /NNP 16 (160 x 160 x 15) mit W, = —?’: 6;' = 71,3 cm3,
J: 723

5 i L A et ) 3
4. L NP 14 (140 x 140 x 15) mit W:~= 11— i1_4 72.3ecm
5. M NP 30 mit W, = 67,8 cm?,
6. H NP 30 mit W, ="722cm3.

16. Der Trager der Fig. 19 sei gleichformig mit ¢ = 54,24 kg/m be-
lastet, was dem Eigengewicht des I-Eisens NP 30 entsprechen wiirde
(Fig. 36). Wir betrachten einen beliebigen Punkt im Abstande x vom
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freien Ende des Trigers, dann ruhen auf dieser Strecke (g * ) kg, die wir
im Schwerpunkt vereinigt denken. Dann ist die Querkraft im Punkte
Qx =g-x.
Die zeichnerische Darstellung dieser Gleichung ist eine geneigte Gerade,
von der wir Punkte bestimmen koénnen, indem wir fiir = beliebige Werte
— Bruchteile der Lange — einsetzen. Da eine gerade Linie durch zweil
Punkte bestimmt ist, geniigen zwei Werte fiir ¢ .
Fir x=0 wird @, =@, =¢-0=0,
Q)‘:l 3y Qn:QA:g.l
-Sind beide Werte mit Hilfe eines Kriaftemafstabes aufgetragen, so ist
die Gerade bestimmt.
Das Moment im Punkte x ist
x gx?
MQAZg-x-§:A§~ .
Die zeichrerische Darstellung dieser Gleichung ist eine Parabel, deren
Scheitel im Endpunkt des Trigers liegt. Einen zweiten Punkt der
Kurve erhalten wir fiir « =1, d.h. fiir die Einspannstelle; es wird
12 {

MI:MA:gAZ— oder mit ¢-l=0@ 1WA:G~§.

Das konnten wir auch unmittelbar berechnen; denkt man sich néamlich
die Gesamtlast G = ¢ - I im Schwerpunkt vereinigt, so hat G den Hebel-

l l
arm = ; folglich das Moment M =G - ER Tragt man diesern Wert

mit Hilfe eines MomentenmalBstabes senkrecht unter 4 von einer Wage-
rechiten aus ab, so sind dieser Punkt und der Scheitel der Parabel fest-
gelegt. Die {ibrigen Punkte werden nach Fig. 34 durch Zeichnung ge-
funden.
Zahlenbeispiel: G=¢g-1=5424kg/m - 1,7m =~ 95 kg .
Q=0; Qu=g-l=6G=9kg;

12 l 1
M,—0:. M,— 92.:0.--2-:95-

Beriicksichtigt man diesen Zuwachs des Einspanrnmomentes irfolge des
Eigengewichtes, so wird fiir Beispiel 10; 6
max M = 80850 + 8100 = 88 950 cmkg .
Mit W, = 72,2 cm? erhdlt man als grofite Biegungspannung
88950
maxg = <72’%— = ~1230 kg/em? .

Da die zuldssige Biegungspannung nur k, = 1200 kg/em? betrigt, darf
dieser Triger auf keiren Fall verwendet werden; vielmehr miifte das

- = 8100 emkg .

| O |
=
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nichst hohere Profil Nr. 32 gewdhlt werden mit W, = 84.7 cm® und
g = 61,07 kg/m. Infolge des hoheren Eigengewichtes wird

170

!
My = 80850 + (- = = 80850 + 61.07-1.7- ' = 89670 cmkg,

daraus
89670

AR | 2
i 060 kg/em?,

maxog ==

was zuldssig ist.

17. Ein Freitrager sei am Ende mit einer Einzellast von P = 150 kg
bei einer freien Linge von 110 cm belastet. Das grofite Moment tritt
ander Einspannstellemit M =150-110
= 16500 cmkg auf. Es soll ein

T-Eisen mit &, = 1000 kg/em? ver- | 51
wendet werden. Erforderlich ist N ;z AI
W
16 500 \ i
¥ — — 16.5 3 N 90
w 1000 5,0 cm X‘ _X__;‘lTﬁ a
Tabelle S.349 gibt als brauchbar SN 7 _g

das hochstegige T-Eisen 9/9 mit F

W,=18,25cm?® und ¢ =13,42kg/m.
Der Zuwachs des Einspannmomentes
infolge des Eigengewichtes ist

l 110

M, =G 5 =1342-11 2—-:812 cmkg,
so daB

- . 17312 - Y
max M =16 500 + 812 =17312 cmkg; maxo = 85 = 950 kg/em? .

In diesem Falle handelt es sich um ein Profil, das in Beziehung auf
die a — ax-Achse (Fig. 37) ursymmetrisch ist. Da die Spannungsnull-
linie durch den Schwerpunkt geht, wird o, erheblich groBer als g,; d. h.
der Teil des Querschnittes, der am meisten Fleisch hat, wird am wenig-

sten ausgenutzt — der Querschnitt ist ungiinstig. Das Widerstands-
moment, bezogen auf die obere Faser, ist
J 119
[ o — = 18,25 3
w, 6,52~ 6.2 ,25 em

bezogen auf die untere Faser

9
Is 1y 48 cm? ;

J o= —
W= 248 248

damit wird
177312
48
Das kleinste Widerstandsmoment ist fiir die Wahl des Profils maf3-
gebend.

= ~ 360 kg/cm?.

Oy =
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18. Der Trager hitige an einem Ende tiber (Kig. 38) und sei mit Einzel-
lasten belastet.
Fiir B als Drehpunkt liefert XM= 0 kei der Spannweite 4B =1

1
Al —Py-b+ Py c=0; }A:»Z—(Pl-b—Pz-c)._
Fiir 4 als Drehpunkt liefert M= 0
. 1
B-l— P -a— P,(+ ¢ B:—Z—[P1-61+P2-(l+c)].

Die Querkraftfliche ist in Fig. 38b dargestellt und in bekannter
Weise ermittelt.
X —m
OO @

AG — %‘—vu——_'—j 55 |

!g 1A >—C —=
(a) '

7
Apl—a ﬁ:Lb ‘iﬁ’cﬁ% 4 M :m ,
P7 i t
aalill

MINZRZ

A
Hlln

Momentenfliche: M4=0; M;=A-a; Mg=A-i— P,+-b; M,=0.
Infolge P,-b> A -1 wird das Moment in B, das sog. Stiitzmoment,
negativ. Die Momentenfliche ist in Fig. 38c dargestellt und zeigt
positive und negative Teile. Solange das Biegungsmoment positiv
ist, d. h. zwischen 4, und O, ist die Biegungslinie nach unten gewélbt;
zwischen C; und 2’ ist sie infolge der negativen Biegungsmomente nach
oben gewolbt,

Zahlenb eispiel:
l=45m; a=25m; b=2m; c=1m; P,=3¢ P,=15¢.

1 1
— . i 5 — . e — ‘2.’ 55,5 :i’r )
A i 3:2-15-1)—1¢t; B 45 (3-254+1,5-55)=305%

Q4= 1000kg; @, = 1000 — 3000 = — 2000 kg ;
@p = 1000 — 3000 + 3500 = -+ 1500 kg = P,;
My =0; M,=1000- 250 = 250000 cmkg;
Mg =1000-450 — 3000 - 200 = — 150000 cmkg; M,=0.
MafBigebend ist das absolut grofite Moment
max M = M, = 250000 cimkg .
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Fiir Fluleisen mit &, = 1000 kg/em? ist erforderlich
250000

= - — = 25 3,
W 1000 50 em

19. Der Triger der Fig. 39 sei gleichférmig belastet mit G =g-1.
Zur Bestimmung der Auflagerdrucke denken wir die Gesamtlast @ im

Schwerpunkt vereirigt, der die Entfernung lf—i—*cr von 4 und —; ¢ von
B hat.
Fiir B als Drehpunkt liefert 2 M =0
‘ l—c l—c
Al—G " =0; A=0G -
5 0; A=¢6 577
Fiir A als Drehpunkt liefert M =0
l4¢ l+¢
G e B-1=0; B=d¢ 57
Fiir einen beliebigen Punkt in der Entfernung x vom Auflager 4 ist

Qr=4 —g-x.
Durch Einsetzen besonderer Werte fiir x erhalten wir:
v=0 ergibt Q, —Qu— 4,
=1 2 Q=Qp=A4 —g-1,
unmittelbar rechts von B wird

Qp—A—g-l+B
odermit A + B=(¢

Q=G —g-l=gl+c)—g-l=g-c.

Die Querkraftlinie schneidet in den Punkten x, und ! die Wagerechte,
d. h.dort treten groBte Momente auf, von denen M, positiv, Mz negativ
Jdst. Das absolut groBte ist fiir die Querschnittabmessungen mafigebend.
Zur Errechnung der Entfernung x, haben wir die Bedingung: Die Quer-
kraft @, im Punkte x, muB gleich Null sein, oder in Form einer Gleichung :

l—c¢

Q=d—ga=0, G- —ga—=0

oder

12— e 21 I — ¢

l—c
gt o) 5y =g a=0, gom =g 5y Tos Tg= gy

21

Ly

My=0;, My=A-xg—¢g-x,- (groftes positives Moment),

MB:A'l—g'l"
AMgZO‘

ST N]A

(grofites negatives Moment).
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Die Momentenlinie besteht aus zwei Parabeln, deren Scheitel
im Querkraft-Nullpunkt, bzw. senkrecht unter P, liegt. Nach Errech-
nung dieser beiden Ordinaten durch Einsetzen von Zahlenwerten sind
die Punkte und Kurven gefunden, aus denen die iibrigen Punkte
nach Fig. 34 folgen (Fig. 39).

Zahlenbeispiel: Lingen wie (13);
5,01

g=06tm. G=0,6tm- m=33t.
4 3 — 1 4.5 +1
A=33-70" —1283t; —33.- 2270 _om
i 283 t B =33 2,15 017¢.
Q= A— 1983 kg: Qp=1283 — 600-4,5— - 1417ke :
Qp=06tm-1m=0,6t.
12— ¢2 4)-—~1’ 19,15
N — =" =214m.
7o 57 4 5 9 2,14 m
M,=0; M,=1283-214 — 600-2,14 - 11; — ~ 137000 emkg ;
4 0
My, — 1283450 — 600 - 4,5 - ’5 — — 30000 cmkg;
100
My — - g-c-é— ~ 600 1-—— = — 30000 cmkg;  My=0.
Aus max M = M, = 137000 cmkg be-
5 % stimmt sich das erforderliche W
rTY']]T‘H]I[léHl /a) M
A max
[~ a- I b —c —7 Wertordertich = T .
ol b

20. Ruhen die Eirzellasten nach Fig. 38
und die gleichformig verteilte Last nach
Fig. 39 gleichzeitig auf dem Trager, so
h A FFH]]’ b addieren sich die Querkrifte und Momente

21 (Fig. 40). Die Lage des grofiten Momentes
ergibt sich aus der Bedingung @, = 0 fiir
xr = x,, wenn man mit x, die Entfernung
des Querkraftnullpunktes vom Auflager A4
aus bezeichnet. Der irfolge beider Lasten
auftretende Auflagerdruck 4 wird
A = Ap + Ag = 1000 + 1283 = 2283 kg .
Aus Q=4 —g-x,=2283 —600-2,=0

2283

folgt ro= - =3,80>m.
olgt o 600 3,805 m

Dieser Wert liegt aber rechts von
Py, so daB} die Querkraftflache bereits im
Angriffspunkt von P, das Vorzeichen wechselt. Es ist unmittelbar links
von Py 04 g.a—2283 — 600. 2)—+/83kg,
unmittelbar rechts von P, wird

Q=24 —g-a— P, =2283 —600-2,5 — 3000 = — 2217 kg ,
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also springt die Querkraft @, im Angriffspunkte von P; von + 783 kg
auf — 2217 kg; d. h. sie wechselt das Vorzeichen. Damit ist die Lage
des grofiten (positiven) Momentes festgelegt, das sich nunmehr ergibt zu
maxM=4-a—g-a f; = 2283 - 250 — 600 - 2,5 - 2—;0: 383250 cmkg .
Aus ithm erhalten wir mit &, = 1000 kg/cm?

- )é——b—-—-%—é‘%i das erforderliche Widerstandsmoment

]
' 383 250
T 7 B . ) \
4 b b 5 W= ———— = 383,25¢cm3.
P 1000 ,
+ A -
3 | : | N
[ |
il 1 el
BRI U =2 A
o>} v
| | g
- I
,uH!H[!I[]] TS § ) N o
' ‘ | \‘ N N4 X N \<
T EE——2 |
N ; 2’ ‘\k M i
AN - —_— i
N .
&
Fig. 41 Fig. 42

21. Ein Triger auf[2 Stiitzen sei durch eine gleichmifig verteilte
Streckenlast P belastet (Fig.41). Sind I, und [ die Schwerpunkts-
abstinde von 4 bzw. B, so liefert 2 M =0

A-1— P-i{=0; A:P~~l—;~;
Bl-P-l,=0; B:P-%;

Q4= 4; Q= 4; Q=4 - P=—B; Qp=D.
Zwischen 1 und 2 ist die Querkraftlinie entsprechend der gleichméaflig
verteitten Last eine geneigte Gerade. Ist p = die auf die Lingen-
einheit entfallende Streckenlast, so wird max M da auftreten, wo

Q=4 —p@—a)=0
wird. Ist z, berechnet, so findet man
Xy — @

max M= A-xy—p- (@ —a) —5—.

&

Zwischen den Punkten 1’ und 2’ ist die Momentenlinie eine Parabel,
die in x, ihren Scheitel hat. Die Strecken a1’ und 2'b sind gerade, da
zwischen 4 und 1 bzw. 2 und B der Triger unbelastet ist.

22. Der zweiarmige Hebel der Fig.42 sei im Zapfen A gelagert.
An den Enden sind zwei Stangen angebracht, von denen die linke
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@ = 3000 kg trigt. Aus 2M = 0 folgt fiir 4 als Drebpunkt;

Q-a—P-b=0; P:Q-—:—z.‘;ooo 200 2000 ke .

600
Aus 2T = 0 folgt
A= + P = 3000 4+ 2000 = 5000 kg .
a) Zapfen in A4: Auf Abscheren mit
ks = 0,85 k, = 0,85 . 800 = 680 kg/cm?
(S.324) wird der erforderliche Querschnitt

5000
F'= —- =~ T4cm?;
680 7.4 cm

gewdhlt d=3>mm mit F =9,62cm?.

Andererseits wird der Zapfen auf Biegung beansprucht. In diesem
Falle konnen wir den Gesamtdruck A = 5000 kg als Einzelkraft in
halber Zapfenlinge annehmen. Die Breite des Hebels mufl demnach
zunidchst angenommen werden; sie sei 50 mm. Dann mufl der Zapfen
ein Biegungsmoment M, = 5000 - 2,5 = 12500 cmkg aufnehmen. Das
erfordert bei k, = 800 kg/em? ein Widerstandsmoment von

W= 1—2—0)??0 =~ 15,5 cm?.

Die Tabelle auf S. 342 gibt fiir d =3,5em ein W = 4,209 cm3 an.
Der Zapfen ist zu schwach; es miiite d = 55 mm mit W = 16,334 cm?
gewdhlt werden.

b) Zapfen in 1 fiir @ = 3000kg. Die Beanspruchung auf Abscheren

3000
erfordert F = 680 = 4,41 cm?; gewihlt d = 25 mm mit F = 4,91 cm?2.

Auch dieser Zapfen erfahrt Biegung. Wir fassen ihn als Triger auf
2 Stiitzen auf mit der Stiitzweite I = 70 mm, wenn wir die Stirke der
(vabel mit 20 mm annehmen, und denken die Last @ als Einzellast in
der Mitte. Das groBte Biegungsmoment wird (S. 352)

l
M =@ — 3000 = — 5250 cmkg
4 4
k, = 800 kg/em? (Flufleisen) erfordert W= = 6,56 cm3.

Nun hat aber ein kreisféormiger Querschnitt von 2,5 cm @ ein Wider-
standsmoment W = 1,534 cm3, wire also viel zu klein. Andererseits ist
die Annahme einer Einzellast zu ungunstlg Denken wir @ gleich-
formig verteilt, dann wird

Q-1 _ 3000-7
3 T8

max M = 3 - = 2625 emkg .
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Da diese Annahme wieder zu giinstig erscheint, ist es {iblich, fiir solche
Zapfen mit
Q-1 3000 - 7

max M = = e = 30_00 cmkg
zu rechnen. Das erfordert W = %%%(—} =4,375cm3 .

Ein kreisformiger Querschnitt von 35 mm @ hat W = 4,209 cm3;
79 ” i) I} 40 . %] @ Y] W = 6:283 cm3;
d=35mm @ erfabrt maxo = 35007—"8301:/01112'

= by erfahrt ma 0—4’209—~ g >
3500
=40 i = =) 2,
d mm @ erfihrt maxo 6.283 560 kg/em

Da es sich in unserm Falle um eine rohe Anniherung handelt, so
konnte die geringe Uberschreitung der zulissigen Biegungspannung
in Kauf genommen werden. Wir withlen jedoch endgiiltig fiir Zapfen 1
Durchmesser 40 mm.

¢) Zapfen 2 fir P=2000kg. Da die Abmessungen auf Scher-
beanspruchung zu kleine Durchmesser ergeben, rechnen wir sofort auf

Biegung mit maxM = —%—l == %Az = 2333 cmkg .
2333

ky = 800 kg/em?, erfordert W= - = 2,92 cm3.

800

Die Tabelle gibt fir d,=381 mm ein Widerstandsmoment
W = 2,925 cm®, doch wird man ebensowenig 31 mm wahlen wie 36 mm
beim Zapfen 1. Wir kénnten noch d, = 30 mm mit W = 2,651 cm? ver-
antworten, da die auftretende Spannung
2333
2,651
die zulissige Biegungsspannung &, = 800 kg/em? nur um 109,
iibersteigt. Wir wihlen jedoch d, = 35 mm fiir Zapfen 2.
Sicherer ist es unter allen Umstéinden, d; = 40 mm und d, = 35 mm
auszufiihren.
d) Der Hebel hat das grofte Biegungsmoment in 4 mit

Ms=@Q-a=P-b=3000-40 = 120000 cmkg .
ky = 800 kg/em? erfordert
120000

W = 800 = 150 cm?® .

Der ~ Querschnitt ist durch die Zapfenbohrung d = 55 mm ge-
schwicht. Wir wihlen A = 150 mm und erhalten
bk .55 5158 5-558 5 (
12 12 T 12 12 12
1_??3-‘7 = 178 em3 (zu grof3!).
7') .

maxao =

= ~ 880 kg/em?

3375 — 166);

J—=133Temd;, W =
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Wir wiahlen A = 140 mm und erhalten

J— ‘132_ (143 — 5,5%) = 1074 em? ;

W= —1{%73 = 153 cm3 .

Ausgefithrt b = 140 mm mit W = 153 cm?.

Damit sind die Hauptabmessungen des Hebels festgelegt.

23. Eine Last von @ = 1600 kg soll verladen werden. Ein Bock mit
einem Querbalken aus Holz von 18 X 22 ci Querschnitt bei [ = 2,5m
freier Lange steht zur Verfiigung. Es ist zu untersuchen, ob er benutzt
werden darf. Die Last hinge an eirem Flaschenzuge in der Mitte des
Balkens, so daB

Q-1 1600 - 250

max M = - e = 100000 cmkg
wird.
Der Querschnitt 18 x 22 cm hat 1t. Tabelle W = 1452 ¢cm3; demnach
100 000
: — . = =0 6Y / 2,
Max o 1453 69 kg/em

Laut Tabelle ist fir Behelfzwecke lcb = 100 kg/em? zuldssig. Der
Bock darf benutzt werden.
24. Es soll fiir die Bedingungen unter 23 als Querbalken ein Gasrohr
verwendet werden bei k, = 600 kg/cm?. Erforderlich ist
100 000 :
= " = 166,7 cm? .
w 600 66,7 cm
Das stirkste handelsiibliche Gasrohr ist 3 Zoll engl. mit einem AuBen-
durchmesser von D = ~ 90 mm und einem Innendurchmesser von
d = ~ 762 mm. Das Widerstandsmoment dieses kreisringférmigen
Querschnittes ist I1t. Tabelle S. 341
(D —dY 7 (6561 — 3376) o o3
W =" 5 = 3579 ~,3\.3k)cm.
Infolge eines groften Biegungsmomentes von 100000 cmkg wiirde
die grofite Spannung werden

1 0
maxo = —993—()~(L = 2860 kg/cm?,
5

d. h. ein Gasrohr kommt fiir den vorliegenden Fall {iberhaupt nicht in
Frage.
Angenommen, eine Laufkranschiene Nr.4 stiinde zur Verfiigung;

1t. Tabelle S.352 ist ihr W, = 105,1 cm?®, so daB
100 000 X
= e = o2 95 2
maxo =~ 051 950 kg/em

wird. Sie darf verwendet werden.
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V. Kniekfestigkeit.

Auf S. 305 war gesagt, dali jeder gedriickte Stab auf Knicken nach-
zurechnen ist.

Wir denken uns einen geraden Stab senkrecht stehend und an seinem
unteren Ende eingespanrt (Fig. 43). Er werde unter stetiger Steigerung
der Kraft P belastet. Der Versuch zeigt, daf} die freie Spitze zwar aus-
weicht, dal sich jedoch eine Gleichgewichtslage trotz dieser deutlich
sichtbaren Forminderung einstellt. Hat P einen bestimmten Betrag
erreicht, so knickt der Stab restlos zusammen; die Spitze senkt sich bis
auf den Boden. Wiederholte Versuche zeigen, daf dieser Grenzwert stets
gleich bleibt, wenn gleiche Stibe gepriift werden. Man nennt die Kraft P,
bei der das Knicken erfolgt, Knicklast und bezeichnet sie mit Py .

Macht man Stéibe gleicher Abmessungen aus verschiedenen
Baustoffen, so zeigt sich, dafl die Knicklasten von dem elasti-
schen Verhalten des Baustoffes abhdngen. Die Zahl, die dieses
Verhalten kennzeichnet, war die Elastizitatziffer £ (S. 313).
Der Stab hilt am meisten, der das groite £ hat. Wir ent-
nehmen aus dem Versuch, daf3 die Knicklast in einrem einfachen
Verhidltnis zu E steht; sie ist E direkt proportional. g

Man stelle sich Rohre gleicher Lidnge her mit kreisring- TFig. 43.
formigem Querschnitt und mache sdmtliche Querschnitte

gleich grof3; d. h. ist D der dullere, d der innere Durchmesser, so ist —;—1—

(D? — d?)der Flicheninhalt, gemessen'in cm?. Bei allen Rohren soll nun
F in em? gleich grof} sein; das Rohr mit groflem D hat also geringe
Wandstérke, das Rohr mit kleinem d grofle Wandstiarke. Diese Rohre
werden der Reihe nach bis zum Knicken belastet. Der Versuch zeigt, daf3
die Knicklasten trotz der gleichen Querschnitte verschieden sind.. Und
zwar tragt das Rohr mit dem grofiten Durchmesser am meisten, das Rohr
mit dem kleinsten Durchmesser am wenigsten. Die Knicklasten wachsen
mit dem Durchmesser. Wir lernen daraus, dal} es bei der Knickfestigkeit
auf die For m des Querschnittes mehr ankommt als auf den Flicheninhalt.
Die Grofie, die die Form des Querschnittes bei der Tragfihigkeit bertick-
sichtigt, war das Tragheitsmoment (vgl. S. 332). Die Knicklast ist dem
Tragheitsmoment des Querschnittes direkt proportional. Da ein Aus-
weichen nach der Seite des geringsten Widerstandes erfolgt, ist das klein-
ste Tragheitsmoment maligebend.

Zum dritten stelle man sich Stdbe gleichen Querschnittes her, von
denen der erste eine Linge ! habe, der zweite messe 21, der dritte 3/
usw. Der Versuch zeigt, dall ein Stab von doppelter Linge nur den
4. Teil der Last trigt; ein Stab von dreifacher Lange trigt nur den
9. Teil der Last des Stabes von der Ldnge [; ein Stab mit der Linge
4 ] trigt nur den 16. Teil des Stabes von der Linge [ . Bei dieser Ver-
suchsreihe haben wir es nicht mit einer einfachen, sondern einer
quadratischen Abhingigkeit zu tun, und zwar steht die Tragfahig-
keit im umgekehrten Verhdltnis zur Linge des Stabes.
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Schreibt man die Versuchsergebnisse in Form einer Gleichung, so
erhdlt man fiir die Knicklast

wobei € ein — noch unbekannter — Proportionalititsfaktor ist. C ist
von dem Mathematiker Euler berechnet worden; er fand je nach Art
der Befestigung

nach Fig.44 C = a2, so dal} P = v Z,E{» ist;
a2 - EJ
Fig.45 C="—+ . , P="—" ’
8. = 4 ; £
. 4 2.
IR Flg46 024'7727 ) i3] Pk = ;LZZEJW ”
. 2% EJ
o Fig 41 C—2a , , P=ST00

Hierin bedeuten :
P;. die Knicklast des Stabes in kg,
! die Liange des Stabes in cm,
J das kleinste Tragheitsmoment des Querschnittes in cm?,
K das Elastizititsmall des Baustoffes in kg/em?2.

Grundfall Tin Stabende ein- | Bingespannte, jn | Zint Stabende ein-

N rete 1 n | ’ y i 22 i gespannt, das an-
Freie in der Achse | gespannt, das an- |der Achse gefiihrte dere frel in der

‘igeﬁihrte Stabenden# dere frei beweglich | Stabenden Achse gefiihrt
i - - . _—

Dar- 2
stellung !
des Be- 3 /;:
lastungs- i | i
falles : : .
i ; Fig. 45. Tig. 47
ch}flaft a2 EJ 422 EJ 2a2. BJ
b= e —E

Nun ist es ohne weiteres klar, dal man keinen Stab bis zur Knick-
grenze belasten darf, ebensowenig, wie wir die Zerreififestigkeit als zu-
lassige Zugspannung setzten. Man wahlt einen Bruchteil der Knicklast
als zuldssige Belastung und setzt

pL

—~

©
wobei & den Sicherheitsgrad gegen Knicken bedeutet, der fiir verschie-
dene Baustoffe verschieden ist.
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& fiir Guileisen 8,

© ,, SchweiBeisen 5,

S ,, FluBeisen 5 (fiir gedriickte Fachwerkstibe 4),
& ,, FluBstahl 5,

& ,, Holz 10.

Im allgemeinen wird Fall 1 (Fig. 44) vorliegen. Fiir ihn sollen die
Eulerschen Knickgleichungen einfacher geschrieben werden. Aus

p_ P, a*-E-J
CEECHE
ergibt sich als kleinstes Trigheitsmoment — Minimum J —
. P.-S.2 ©
minJ = - :rﬂ-E.P.lz;

setzt man die Last in ¢; die Lénge in m ein, d. h. ist P = (P, - 1000) kg ;
l = (,-100) cm, Wobel P, in t; I; in m gemessen werden, so wird

2
minJ = §7 {_?SOEIOO <P,
GuBeisen: © = 8; E=1000000kg/cm? gibt minJ =8- P, -
SchweiBeisen: © = 5; = 2000000 , mind=25.P,.l{
FluBeisen : ©= 5; E=2150000 ,, , minJ=233.P, .
FluBstahl: &= 5; E=2200000 ,, , mind=224.P .
Holz: S = 0; E = 100000 ,, ,, mind =100 P, . [%.

Der Belastungfall 1 (Fig.44) setzt Spitzenlagerung voraus; die
in der Praxis vorkommende Befestigung bewirkt aber meist eine er-
hebliche Einspannung, die in der Weise beriicksichtigt wird, daB die
Knicklange ! als Bruchteil der Gesamtlinge L in die Rechnung eingefiihrt
wird. Auf Grund zahlreicher Versuche setzt man nach v. Tetmajer
und v. Emperger

I = 0,95 - L bei maBiger Einspannung des einen und freier Fithrung des
anderen Endes;

I =09 - L bei mafliger Einspannung beider Enden;

! = 0,85+ L bei guter Einspannung des einen und maﬁlger Einspannung
des anderen Endes;

I =10,8 - Lbei guter Einspannung beider Enden;

I = 0,7 - Lbei gedriickten Fachwerkstiben, dle durch Niete an-

geschlossen sind.

Beispiele. 25. Eine Séiule von 4 m Gesamtliinge ist durch eine
Kraft von 10 000 kg zentrisch belastet. Gesucht sind die Abmessungen
des Querschnittes.

a) Baustoff: Holz mit & = 10.

Erforderlich ist mindJ =100 P, - & = 100 - 10 - 42 = 16 000 cm?.

1. Ein unbearbeiteter Baumstamm von 25 cm @ hat J = 19175 em?
und darf bei Behelfsbauten, zum Abstiitzen u. dgl. benutzt werden. Die

Winkel, Der prakt. Maschinenbauer II. 1. 24
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wirklich nach Euler vorhandene Knicksicherheit folgt aus der Uber-
legung :

J = 16000 cm?* entspricht & = 10,

19175
J = 19175 cm* =10 — = = ~12.
9175 cm " =10 16660 12
Die in dem Stabe auftretende Druckspannung ist
P 10000
= —_——= e = 2.
o=F 91 o 21 kg/em?;

sie bleibt weit unter der zuldssigen Grenze von k = 100 kg/cm?.

2. Es soll gepriift werden, ob ein vorhandener Balken von 24 - 26 cm
benutzt werden darf. Das kleinste Trigheitsmoment dieses rechteckigen
Querschnittes ist

. 943
minJ = 26-24° = 29952 cm?,
12
Die Sicherheit gegen Knicken ist
29 952

Der Balken ist reichlich.
3. Es sind 2 Balken 18 - 18 em vorhanden. Durfen sie benutzt wer-
den? Jeder Balken muB fiir die halbe Last knicksicher sein; das er-

fordert minJ = %100 - 10 - 42 — 8000 cmé .
Vorhanden ist J = 1_81§1§ = 8748 cm?.
8747

Demnach ist die Sicherheit & =10 =~1l.

" 8000
Die Balken reichen aus.
b) Baustoff: FluBeisen mit S = 5. Erforderlich ist

minJ = 2,33 .10 - 42 = 373 cm*.

1. IH-Eisen NP 29 mit minJ = J, =406cm?; ©=5. g—(;g =64
3
2. H-Differdinger 18 B ,, minJ =J, =39%0cm?; &=5- 32% =52
1

3. L-Eisen 150/150/16 ,, J, =391 cm?; ©=5- % =52

. 399 _,
4. -Eisen NP 28 » oy = 399 em?; @:S-E-: 5,3
5. Volle Rohre aus Quadranteisen Nr.5 min (8. 351) mit

576

J=5T6ecm?* uwnd &=35- =177.

373

6. J[C- Eisen NP 10. (Fig.48) Die beiden U-Eisen werden so weit auseinan-
der geriickt, daBl die Tragheitsmomente Ji und Jy1, bezogen auf die
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wagerechte und senkrechte Hauptachse, gleich grofi sind. Dann ist
Ji=2J,=J, wobei J, das der Tabelle zu entnehmende J, be-
deutet. Man findet demnach die Profilnummer, indem man in der Spalte
J, die Zahl sucht, die gegen % minJ =1.373
= 187 die nachsthohere ist. Das ist 206; sie gehort
zu NP 10. Beide Eisen haben ein Gesamttragheits-
moment von 2-206 = 412 cm?, so dal
412
©=5 g73 = 55

ist. Wie weit die U-Eisen auseinander zu setzen sind,
damit die Trigheitsmomente, bezcgen auf die Haupt-
achsen, gleich grof} sind, ist in manchen Tabellen in
der Spalte i in mm angegeben. Ist das nicht der
Fall, so findet man i durch Rechnung auf folgende
Weise (Fig. 48): -

J |17y

7

e e R

o

A e

) &(_’)—293

2 13,5
¢t =2.20,7=41,4 mm.

Wollte man beide U-Eisen ohne Querverbindungen einfach neben-
einander stellen, so miite jedes fiir sich fiir die halbe Last knicksicher
sein, miifite also ein J, =} minJ oder J, =187 cm?* haben. Das
erforderte 2 U-Eisen NP 22 mit J, = 197 cm?. Sorgt man aker dafiir,
daB beide U-Eisen von Zeit zu Zeit durch Bénder oder Winkeleisen ver-
bunden werden, wie es in Fig. 49 — fiir-NP 26 — dargestellt ist, so ge-
niigen NP 10. Die freie Linge a darf nicht grofler sein, als dem J,
= 29,3 cm? entspricht; sie berechnet sich aus J, =2,33. (3. P)) -1} zu

7, 29,3
“‘1/233 P, | 233.5 — L®m

Es miiiten also mmdestens 2 Querverbindungen bei einer Gesamt-
linge von ! =4 m vorgesehen werden.

—1,55=3,62 — 1,55 =2,07cm,
folglich

24*
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7. Es soll ein ringférmiger Querschnitt verwendet werden. Gewahlt
D =100 mm; d = 70 mm; Wandstirke s = 15 mm. Es ist
J=J 100 — J 70
laut Tabelle S. 342
= 490,9 — 1179 = 373 cm*.

Die Sicherheit betrigt © = 5, da das erferderliche und das vorhandene
Tragheitsmoment gleich grof3 sind.
VI. Drehfestigkeit.

Ein gerader Stab von kreisférmigem Querschnitt (Fig. 50) wird von
zwei gleich groflen, entgegengesetzt drehenden Kréftepaaren angegrif-

Fig. 50.

fen, deren Ebenen senkrecht zur Stabachse liegen. Dem angreifenden
Kriftepaar mit dem Drehmoment M, = P . d werde durch die Ein-
spannung. inA das Gleichgewicht gehalten, so daf} die Bedingung 2 M =10
fiir die AuBeren Krifte erfiillt ist. Infolge des Drehmomentes M,; werden
in .einem Querschnitt Spannungen wachgerufen; die einzelnen Teile
zweier benachbarter Querschnitte versuchen sich gegeneinander zu
verschieben. Wir nannten die Spannungen, die in einem Querschnitt,
d. h.senkrecht zur Stabachse, auftreten, Schubspannungen (vgl. S. 506)
und bezeichneten sie mit 7, um den Unterschied gegen die Normal-
spannungen o, die senkrecht zum Querschnitt, d.h. in Richtung der
Stabachse, auftreten, auch duBerlich zum Awusdruck zu bringen.
Auch im vorliegenden Falle kénnen wir die Spannungen nicht wahr-
nehmen ; wir konnen nur aus der mefbaren Verdrehung auf ihre Grofle
schlieBen. Stellen wir uns den Stab aus Gummi her und drehen in Rich-
tung der Krifte P an seinen Umfange, so, werden alle Punkte am Um-
fange des Kreises den angreifenden Kriften nachgeben und gewisser-
maBen auf dem Umfange wandern. So gelangte z.B. der Punkt B
nach €. Der Mittelpunkt O wird seine urspriingliche Lage beibehalten.
Nun JaBt sich innerhalb gewisser Grenzen feststellen, dal ein zwischen
O und B liegender Punkt D in der Entfernung ¢ vom Mittelpunkt O
ebenfalls auf einem Kreise wandert; er gelangt bei der Verdrehung nach
E und stellt sich so ein, dafl E auf dem Halbmesser OC liegt. Wir ent-
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nehmen der Beobachtung den Satz: Die Verschiebungen nehmen nach
dem Rande hin nach einem einfachen Verhiltnis zu; sie sind den Ent-
fernungen o vom Mittelpunkt direkt proportional. Auf Grund dieser
Tatsache sagen wir ferner: Ebenso wie die Verschiebungen verhalten sich
die Spannungen 7; auch sie nehmen nach dem Rande hin zu. Mathe-
matisch ausgedriickt heillt das
i, =0:1,

wenn wir mit 7 die Schubspannung in der Entfernung o, mit 7, die Schub-
spannung in der Entfernung 1 vom Mittelpunkt bezeichnen. Wie bei
der Biegung haben wir es hier mit einer verdnderlichen Spannung
zu tun, d.h. mit einer Spannung, die sich nicht gleichmiBig iiber den
ganzen Querschnitt verteilt. Wollen wir auf den Fall einer gleichférmigen
Verteilung zuriickgreifen, so miissen wir einen Querschnittsteil suchen,
fiir den die Spannungen gleich groB} sind. Das ist ein Kreisring von ver-
schwindend kleiner Dicke, der in Fig. 50 durch Strichelung hervorgehoben
ist. Wir diirfen fiir ihn eine gleichmaBige Verteilung mit um so groBerer
Wahrscheinlichkeit annehmen, je geringer seine Dicke ist, und erreichen
die Wirklichkeit, wenn wir den Kreisring als unendlich diinn ansehen.
Nach der Erklirung des Begriffes ,,Spannung‘ verstehen wir darunter
die Kraft, die auf 1 em? des Querschnittes entfillt; miBit der Ring
(4F) em?und ist z die Spannung, so iibertragen (4 F) cm? eine Kraft von
(4F -t)kg. Nun soll zwischen den duBeren und inneren Kriften
Gleichgewicht herrschen, folglich mufl die algebraische Summe ihrer
Momente, bezogen auf einen beliebigen Punkt als Drehpunkt, gleich Null
sein. Wahlt man O als Momentenpunkt, so hat die Teilkraft (4F - 7),
die in der Entfernung ¢ von O wirkt, das Moment AF -7+ 9. Der ganze
Querschnitt besteht aber aus unzihligen solcher verschwindend diinnen
Kreisringe, die alle an der Kraftiibertragung teilnehmen. Die Summe
der Drehmomente aller dieser Teilkrifte ist 2 (AF-7-p); sie muB
gleich dem Moment M; = P - d der dauBleren Kriifte sein, so daf} sich die
Bedingung ergibt

Myg=2AF-7-9;
mit 7 = g+ 7, geht diese Gleichung {iber in

My=14+24F - 92,

wobei 7, als unveréinderlicher Faktor, der in jedem Summanden vor-
kommt, vor das Summenzeichen gezogen ist. ZAF . o2 ist genau so
gebaut wie 2AF - y? auf S. 332. Der Unterschied zwischen beiden Aus-
driicken besteht darin, dal ¢ die Entfernung des Flichenteilchens von
einem Punkte, y die Entfernung des Flichenteilchens von einer Achse
bedeutet. Wir nennen J'A4F .92 ebenfalls Trigheitsmoment des
Querschnittes, bezeichnen es aber zum Unterschied gegen das auf eine
Achse bezogene als polares Trigheitsmoment; das iibliche Zeichen
dafiir ist J,. Mit 2AF .02 =J, erhalten wir M;=1,-J,,
7 gy

. T
und darats mit 7, = — M,,=—1~Jp:1l- A
r r T
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J,
-r—” ist gleich dem polaren Triigheitsmoment dividiert durch die Ent-

fernung der duBersten Faser; wir nennen diesen Ausdruck in Anlehnung
an den gleichen Wert auf S. 332 das polare Widerstandsmoment
des Querschnittes und bezeichnen ihn mit W, . Die MaBeinheiten sind
fiir das polare Tridgheitsmoment cm#, fiir das polare Widerstands-

moment cm3. Mit 7”« = W, erhalten wir die Randspannung

M,
Ty = —— .
Wy

Die Festigkeitsbedingung erfordert z,=<k;,
wenn k; die zulissige Drehfestigkeit in kg/cm?
bedeutet (S. 318).

Beziehungen zwischen dem polaren
und axialen Tragheitsmoment. InFig.51
sei AF ein so kleines Flichenteilchen, daf3 die
Entfernung seines Schwerpunktes von O mit o
zusammenfillt; dann ist % = y2? 4 x2. Setzt
man diesen Wert in J, ein, so ergibt sich

Fig. 51. JP=ZAF-92=ZAF(y2+x2)
—SAF.y* + SAF 2.

ZAF - y2 ist das auf die x-Achse bezogene axiale Trigheitsmoment
J, des Querschnittes; S AF - x?ist das auf die y-Achse bezogene axiale
Trigheitsmoment J, des Querschnittes; folglich

Jpy=J+ Jy.
Fiir den Kreisquerschnitt ist
Jy=J,=J, sodal J,=2.J

ist, wobei J der Tabelle auf S. 342 entnommen wird. Bezeichnet d in
cm den Durchmesser des Kreises, so ist:

mdt wdt J, p nd?
Jp=2-T=2 % =553 Wp=""= d = 16
2
M
Damit ergibt sich die Randspannung 7, = 7”;3
16
Die Festigkeitsbedingung 7, < k; erfordert
g
Mdél-d"-kd oder d= 16_%
16 7T kd

Im allgemeinen gibt der Maschinenbauer nicht das Drehmoment un-
mittelbar an; er sagt, eine Welle iibertrigt N PS bei » Umlaufen
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in der Minute. Aus N in PS und % in Umldufen pro Minute erhalt

man
Md=71627~%7-,

gemessen in cmkg (vgl. Abschnitt Mechanik S. 146).

Fiir normale Triebwerkwellen aus gewohnlichem Walzeisen ist
kq = 120 kg/em?; der Wert ist mit Absicht niedrig gewahlt, weil neben
der Verdrehung auch Biegung auftritt. Mit

M, = 71620 —J—Z~ und kg = 120 kg/cm?

3/ 3 TRy
dzl }?_z@gizc\)14’5yi
T n n

wird

120
Beispiele. 26. In eine Vorgelegewelle
werden N = 7PS durch Scheibe 1 (Fig. 52)
hineingeleitet und 7 PS von Scheibe 2 abge-
nommen bei

n =125 Uml./Min.;  k; = 120 kg/em?.

l
|
|

|
i
Drehmomentenflache. Die Welle ist I #y) My
von 4 bis 1 spannungslos, da nur Dreh- —— 7 4,5%
spannungen beriicksichtigt werden sollen. In 1 )
wird das volle Drehmoment Fig. 52.
N 7
== . — = 620. - - = ~4
M, ="71620 - 71620 195 000 cmkg

durch die Nabe in die Welle geleitet. Obwohl die Uberleitung langs der
ganzen Nabe vor sich geht, nehmen wir in Anlehnung an die Quer-
kraftflichen (S.325) an, da M, im Punkte 1 auftritt. Da zwischen
1 und 2 keine Anderung des Zustandes eintritt, bleibt M, unverinderlich
und muB} im Punkte 2 gleich M, sein. Von 2 bis B ist die Welle wieder
spannungslos.
Querschnittabmessung. k; = 120 kg/em? erfordert
4000
"o =120
In die Tafel auf S. 342 gehen wir mit 4 W, =4:33,3 =~ 17 em?®
und finden als nichsthoheren Wert, auf 0 oder 5 abgerundet,

d=60mm mit W,=2-21,2]1=424cms.

Fiir diesen Querschnitt wird maxz = —4 OOQ
424
27. In dem Punkte 2 einer Welle (Fig. 53) werden N, PS bei
n Uml./Min. hineingeleitet und im Punkte 1 N, PS, im Punkte 3 N, PS
entnommen.
Drehmomentenflache. Die Welle tibertrigt zwischen 1 und 2

= 33,3 cm3.

- =0 94 kgjem?.

L N - .
ein Drehmoment M, = 71620 - —n—l, das wir mit Hilfe eines Momenten-
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mafstabes von einer Wagerechten aus darstellen. Nehmen wir an, daf
dieses Moment linksdrehend (nur der Drehsinn des Momentes, nicht der

Welle ist gemeint!) ist, so dreht M, = 71620 - %Z—z rechts herum, d.h.

entgegengesetzt. Ist also das linksdrehende Moment M, nach oben ab-
getragen, so muf das rechtsdrehende Moment M, nach unten abgetragen
werden. Unmittelbar links von 2 ist M; = M,; unmittelbar rechts von
2 ist My = M, — M,. Diese Differenz ist negativ, da M, > M, ist.
Da zwischen 2 und 3 kein weiteres Drehmoment hinzutritt, bleibt die
Drehmomentenlinie zwischen 2 und 3 parallel zur Wagerechten. Thre

Ordinate in 3 muf gleich M, = 71620 - yni sein. Dem Aufbau nach ent-

spricht die BDrehmomentenfliche der Querkraftfliche eines Trigers auf
zwei Stiitzen, der eine Einzellast trigt (Fig. 353). Ebenso wie sich diese
Einzellast auf die Stiitzen verteilt, wird im vorliegenden Falle das Dreh-
moment M, von den Scheiben 1
und 3 aufgenommen.

i | | |
T ; i ! ‘
i i i 1 . r L c)
G gl
Fig. 53. Fig. 54.
Zahlenbeispiel.

28. N, =40PS; N,=100PS; N,=60PS; = =175 Uml/Min.

Daraus:

V 40
M,=71620- & = 71620+ —— = 16400 cmkg ,

n 175
N, 100

M, = 71620-‘7& = 71620 T =41000 .,
60

M, ="71620- —Ni =T71620--——- = 24600 ,,
‘ n 175

Die M -Flache ist in Fig. 53 dargestellt; wir entnehmen ihr als grof-
tes Drehmoment

maxM, = M, = 24600 cmkg .

Mit ks = 120 kg/em? wird erforderlich
24 600
= ——— = 205 em?.
W, 120 05 cm'
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In die Tabelle auf S. 342 gehen wir mit W= § 205 = 103 cm?
und finden d =105 mm mit W, =2-113,65 = 227,3 cm?.
24 600
2273

Sonderfall. Werden in den Scheiben 1 und 3 je 3 N, PS ab-
genommen, so wird M; = M, =% M, = 1 41000 -20 500 cmkg .
Daraus mit k; = 120 kg/cm?

20 500

— - = 3,
W, 190 171 em

Die Tabelle auf S. 342 liefert
d=100 mm mit W,=2-98,175= 196,35 cm3.

29. Angenommen, ein Motor arbeite auf Scheibe 1 und gebe seine
Leistung N, an die Scheiben 2 und 3; durch Mehrbelastung von Scheibe 3
wird ein zweiter Motor notig, der auf Scheibe 4 arbeitet. Die Drehmo-
mentenfliche ist zu entwerfen.

maxz = = 108 kg/ecm?.

N
Es ist: M1=7162O-—;{1 M, — 71620 1::2
N \
M,=11620. = M, =11 620.}\_{_
n n

Die M,-Flache ist in Fig. 54b dargestellt; sie zeigt
maxM;=M,.

30. Angenommen, in Scheibe 2 werde eine Leistung von N, PS hin-
eingeleitet, die von den Scheiben 1 - 3 -4 wieder abgenommen wird
(Fig. 54¢c).

Drehmomentenfliche. Aus

M,=71620- 2
n
ergibt sich:
M, —T1620- 21, M,—71620- 2,
n n
M, —71620- 22, M, =71620- 1
n n

Die M,-Fliche ist in Fig. 54c dargestellt; sie zeigt
maxMy=M,— M,=M,+M,.

Zahlenbeispiel:
n = 180 Uml./Min. N, =25PS; N, = 90PS;
N, = 35PS; N,=30PS.
N, 25
)( & ==} ¢ — = L
Daraus M, = 71620 . 71620 180 10000 crukg

N, 90
- Rl R} | 360 ,
M,=T1620- =2 = 71620 — = 36000
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M, = 71620

M,=T1 620-%1 — 71620 -

Festigkeitslehre.

N, 35
2 = 71620+ <5 = 14000 cmukg
7 30
g5 = 12000 ..

max M, = 36000 — 10000 = 14000 -+ 12000 = 26 000 cimkg .
k; = 120 kg/em? erfordert

W:

26 000
120

Die Tabelle auf S. 342 liefert fiir

d=105mm, W,=2-113,65 = 227,3 cm3,

= 208 cm3 .

26 000 .
so daf} Maxt = — = ~ 115 kg/em? wird.
227,3
. . add
Ist keine Tabelle zur Hand, so berechnet sich d aus W, = e
3 _ 3 .
16 / 16 38—
d= /fﬁ-sz — - 208 =}1060 = 10,2 cm ,
4 4
oder aus
3/ 3/ an o8 8 e v
- 1/N 90 — 25 65 _ 1/ 650
d=145.|/ —=145-|/ - =145/ — =145}/ —
n 180 180 1,8
3
—1,45-)/361 = 1,45-7,12 =10,3cm .
Elastizitdts- und Festigkeitszahlen.
a) Eisen und Stahl.
1] 1
Hisensorte | £ =5 G=ﬂ_ op of K, K
kg/ecm? | kg/cm? kg/cm? kg/cm? kg/cm? kg/em?
SchweiBeisen ‘ 1300 3500
|lzur S hnen- | 2000000, 770 000 bis 2200 bis 2800 bis or maf3gebend
richtung i 1700 4000
2000 3400
FluBeisen 2150000 | 830 000 bis 2200 bis 3000 bis or maBgebend
R 2400 4400
2:00 . | 2800undmehr, | 4spp | Yieun weich, so
FluBstahl 2200000 | 820000 bis hirteres Material bis bontls e ot
5000 ohne Streckgrenze] 10000 so K = K, ’
7.00
Federstahl, - 4000 und h
ungehiirtet | 2000000 | 850000 mehr gggo
derstahl, o 7500 £000
Fegee}:';rzet 2200000 850000 | ynd mehr und mehr
2 ie bei FluB- 3500 vie bei FluB-
Stahlgus 2150000 | 830000 | yoaoorr | ™ boant ™ Die e anl
. 7.0000 | 290000 op W. or nicht vorhanden 1200
Gufleisen ) 0b(;s000 40%13 00 1 . bis 7000 bis 8000
B ir Z P}
fiir Zug ¢ 12500000 1800
s __1 1,06
fiir Druck ¢ =1780000°"
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b) Kupfer und Ku pferleglerungen ).
| & 1 X Deh- Ein-
= — o, -
Metallsorte | o ' z E)H;lng Is_l(igg“q,
!\ kg/em? kg/cm? kg/cm? A H. inv. H
! |
Kupfarblech, gewalzt . . 11150000 | — 2000 = 2300 |85 — 38l 45 -+ 50
Feucrbiichs- Hartkupfer (geﬂluht) 1 1.’,0 000 — > 2200 [ >38 >45
Sonderstehbolzenkupfer (gegliiht) . | — > 2700 > 35 > 60
Desgleichen ,,extra gehiirtet* . | — >>4000 k > 60
Messing gegossen .. : 800 000 650 \ 100 | 17,5
Rotgul . . | 900 000 900 2000 6 —:— 20! 10,5
Geschiitzbronze . 1100 000 800 3000 —_ —
desgl. verdichtet 1100000 | 900 | 3200 ] — | -
Phosphorbronze — — 4000 —_ —_
Manganbronze (4 v. H) gewalzt \ 1 200 000 260 | 24600 o4 ] 68
Manganbronze (15 v. H. ) gegossen . . .| 940 000 770 ‘ 3570 34 | 44
Qerlikoner Bronzz Nr. A, iiberschmiedet | — {2800 | 4400~ 5600 ‘ —_
Deltametall L. el ObO 000 | — | — 1 15—25 —
is | i
1080000 | |
Legierung I: Rohgufl. -— o~ | 52006100 | 6--13/11--15
gewalzt . : —_ — | 68007000 (19— 232229
Legierung II: Rohgif . ! — i —  4.00-4800 5 48 - 54
gepreft. . . . . . .} —_ . ~— | 5BL00--6t00 42 — 48
Tegierung III: Rohguﬁ . e — } — | 3€00--4000 32 =387
ge%chmledet . . — | o— 1 4500 4700 32 53
c) Andere Metalle und Stoffe.
i E = 1 o o ! K
Baustoff i Tx 4 roo z Bemerkungen
| kg/cm? kg/cm? kg/cm“ kg/cm"-
i ;
Aluminium, rein (98,5 = 99 v. H, | &
Al), gewalzt oder geschmledet . 675 000 l —_ — 1000 @p=8--13
0,7 cm stark; lav]gs . . 726000 ! 480 ! — 1500 @=5
que 690000 | 440 — 1400 | =6
Aluminiumbronze mlt 10% Al ge- ! !
gossen - 1 200 000 | — — 6200 | ¢.=0,5
gewalzt — [ - 5100 | ¢ =04
mit 5% Al gewalzt 1 z bls 1 6 cm !
dick . . . 1200000 |  — — 4300 =50
Zivk, gewalzb . -1 " 960000 P — 2350 | @p=12 =38
! | =23
Blei, weich . 50000 | — 50 — 150 125 / —
bart — [ — 0 300 —_
Zinn . 400000 | — — 850 —
Weleeta.lI l) |
90 Pb; 10 Sb; Zug 267000 @ — 153 500 =0,8; p=15
Druck 273000 | — 218 1190 Kb = 840; K,= 360
85 Pb; 15 Sb; Zvg 270000 | — 145 450 | @ =12; p =24
Druck . 286000 | — 168 1180 Kb ==730; K¢==340
80 Pb; 15 Sb; 5 8a; Zug 275000 | — 128 400 | ¢ =0,5
Druck 297 000 — 160 1100 | Kp=760; Ks=300
Glas .o 700 000 — - 250 —

1) Entnommen aus Hiitte.

Bd. I, 21. Aufl. Berlin 1911. W. Ernst & Sohn.
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Griechisches Alphabet.

Zeichen der Buchstaben

iriechischer Alphabet.

. Laute Name
groB klein
| a i oder a alpha
B g b béta
r b g gémma
A ) d délta
E & e épsilon
Z ¢ z (ds) zéta
H ” 8 éta
(¢ ) th théta
1 t T oder 1 Tita
K P k kédppa
A i 1 ldmbda
M u m my
N y n ny
= £ x (ks) xi
0 0 i imikron
n n P pi
P 0 r rho
> a $ sigma
T 7 t tau
Y v y vpsilon
P ¢ ph phi
X 2 ch chi
' Y ps psi
Q w 0 dméga
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Der praktische Maschinenbauer

Ein Lehrbuch fiir Lehrlinge und Gehilfen

ein Nachschlagebuch fiir den Meister

Herausgegeben von

Dipl.-Ing. H. Winkel

Erster Band

Werkstattausbildung

Von
August Laufer

Meister der Wiirttemb. Staatseisenbahn
Mit 100 Textfiguren. 1921. Gebunden GZ. 4

Aus den zahlreichen Besprechungen:

Der praktische Muschinenbauer, ein Sammelwerk von vier Binden, ist in der ausge-
sprochenen Absicht geschrieben, dem Lehrling und dem Gehilfen des Maschinenbaues wihrend
der Ausbildungszeit und der spiteren praktischen Titigkeit ein guter Fiihrer und Ratgeber
zu sein. Die vielseitigen Arbeiten, die in der Maschinenwerkstatt auszufithren sind, werden
in Wort und Bild erklirt. Die Darstellung des Stoffes ist mit groBer Klarheit und Anschaulich-
keit ausgefithrt. Das Buch wird deshalb sicherlich vom Lehrling bis zum Gesellen und auch
noch dariiber hinaus gern bei Berufsarbeiten zu Rate gezogen werden.

Der erste Band ,Werkstattausbildung wird vieles dazu beitragen, daB der werdende
Maschinenbauer seine ihm aufgetragenen Arbeiten mit Lust, Liebe und Verstindnis ausfiihren
wird. Solche Blicher sind zur Zeit mehr denn je notwendig.  Dinglers polytechnisches Journal

Mit dem praktischen Maschinenbauer soll dem Lehrling und Gehilfen des Maschinen-
baues ein Buch an die Hand gegeben werden, das ihnen wihrend ihrer Ausbildung ein gewissen-
hafter Fiihrer, in ihrer praktischen Titigkeit ein zuverldssiger Ratgeber ist. Der erste Band ist der
Werkstattausbildung des jungen Maschinenbauers gewidmet. Der Verfasser berlihrt theoretische
Fragen nur soweit, als sie nicht iliber das Auffassungsvermdgen des jungen Facharbeiters
hinausgehen. Die klare, verstindliche, der Denk- und Ausdrucksweise der Facharbeiter ange-
paBte Darbietung des sehr reicuhaltigen und grlindlich behandelten Stoffes lassen den vor-
liegenden 1. Teil als geeignet zum Selbststudium sowohl, als auch als Nachschlagebuch fiir die
Leiter der praktischen und der fachtheoretischen Ausbildung erscheinen. Fiir den Unterricht
an den Gewerbeschulen kann das Buch als wertvolles Hilfsmittel bezeichnet werden.

Zeitschrijt fiir gewerblichen Unterrricht

Unter diesem Titel ist jetzt der erste Band des Lehrbuches: ,Der praktische Maschinen-
hauci* erschienen, Der Verfasser will die iiberaus vielseitigen Arbeiten, die bei dem heutigen,
hochentwickelten, technischen Stand der Industrie einer Werkstatt zufallen, dem Lernenden
durch Wort und Bild ndher bringen. Theoretische Fragen werden nur insoweit beriihrt, als sie
erfahrungsgemil von dem Lernenden verstanden werden; dagegen ist der Kreis nach der prak-
tischen Seite wesentlich erweitert. Neben den Lehrlingsarbeiten ist auch die Titigkeit des
Gesellen und auch die des Meisters beriicksichtigt. Das Buch bedeutet fiir Lehrlinge und
Gehilfen in ihrer praktischen Titigkeit einen gewissenhaften Fiihrer und guten Ratgeber.

Technisches Blatt der Frankfurter Zeitung

Die Grundzahlen (GZ.) entsprechen den ungefihren Vorkriegspreisen und ergeben mit dem jeweligen
Entw: tungsfaktor (Umrechnungss-hliissel) vervielfacht den Verkaufspreis. Uber den zur Zeit
geltenden Umrechnungsschlilssel geben alle Buchhandlungen sowie der Verlug bereitwilligst Auskunft.
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Werkstattbiicher. Fiir Betriebsbeamte, Vor- und Facharbeiter.
Herausgegeben von Eugen Simon in Berlin.

Haft 1. Gewindeschneiden. Von Oberingenieur Otto Miiller. Mit 151 Text-
figuren. 7.—19. Tausend. 1922.

Heft 2. MeBtecimik. Von Betriebsingenieur Privatdozent Dr. Max Kurrein
in Berlin. Zweite Auflage. Mit etwa 143 Textfiguren. In Vorbereitung

Heft 3. Das Anreien in Maschinenbauwerkstitten. Von Ingenieur
H. Frangenheim. Mit 105 Textfiguren. 7.—12 Tausend. 1922.

Heft 4. Wechselridderberechnung fiir Drehbiinke unter Beriick-
sichtigung der schwierigen Steigungen. Von Betriebsdirektor Georg
Knappe. Mit 13 Textfiguren und 6 Zahlentafeln. 1921.

Heft 5. Das Schleifen der Metalle. Von Dr.-Ing. B. Buxbaum. Mit
71 Textfiguren. 1921.

Heft 6. Teilkopfarbeiten. Von Dr.-Ing. W. Pockrandt. Mit 23 Text-
figuren. 1921.

Heft 7. Hérten und Vergiiten. Erster Teil: Stahl und sein Ver-
halten. Von Eugen Simon. Mit 52 Figuren und 6 Zahlentafeln im
Text. 1921.

Heft 8. Hiirten und Vergiiten. Zweiter Teil: Die Praxis der Warm-
behandlung. Von Eugen Simon. Mit 92 Figuren und 10 Zahlentafeln
im Text. 1921.

Heft 9. Rezepte fiir die Werkstatt. Von Ingenieur-Chemiker Hugo
Krause. 1922.

Heft 10. Kupolofenbetrieb. Von Carl Irresberger. Mit 63 Figuren
und 5 Zahlentafeln im Text. 1922.

Heft 11. Freiformschmiede. Erster Teil: Technologie des Schmiedens.
Rohstoffe der Schmiede. Von Direktor P. H. Schweiliguth. Mit 225 Text-
figuren. 1922.

Tleft 12. Freiformschmiede. Zweiter Teil: Einrichtungen und Werk-
zeuge der Schmiede. Von Direktor P. H. SehweiBguth., 1922.

Heft 13. Die neuen Sehweiverfahren. Von Dr.-Ing. Paul Schimpke,
Professor an der Staatlichen Gewerbeakademie, Chemnitz. Mit 60 Figuren
und 2 Zahlentafeln im Text. 1922.

Jedes Heft GZ. 1.
Weitere Hefte befinden sich in Vorbereitung.

Die Grundzahlen (GZ.) entsprechen den ungefihren Vorkriegspreisen und ergeben mit dem jeweiligen
Entwertungsfaktor (Umrechnungsschliissel) vervielfacht den Verkaufspreis. Uber den zur Zeit
geltenden Umrechnungsschliissel geben alle Buchhandlungen sowie der Verlug bereitwilligst Auskunit.





