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Vorwort. 

Die vorliegende Einfiihrung ist aus den Vorlesungen und Ubungen hervorge
gangen, die ich yom Wintersemester 1924/25 bis zum Sommersemester 1926 in 
GOttingen gehalten habe, um Physikern, Chemikern und Biologen die Mathematik 
nahezubringen. Niedergeschrieben habe ich sie in den Monaten Februar bis Juni 1927 
wahrend eines durch den International Education Board ermoglichten einjahrigen 
Aufenthaltes in Danemark. lch folgte dabei einer freundlichen Aufforderung von 
Herrn Professor T. PETERFI in Berlin, welcher das von ihm bei JULIUS SPRINGER 
herausgegebene Sammelwerk "Methodik der wissenschaftlichen Biologie" durch 
einen mathematischen Abschnitt zu eroffnen wiinschte. Zu meiner Freude waren 
Herr PETERFI und der Verlag damit einverstanden, daB der Beitrag auch in einer 
Sonderausgabe erscheint. 

Fiir meine Ziele und Wege mag im ganzen das Buch selbst sprechen. Nur einiges 
wenige will ich ausdriicklich hervorheben. Es kommt mir darauf an, dem Leser 
nicht Formelkram und lediglich handwerksmaBige Geschicklichkeit zu geben, 
sondern ihm den Sinn der mathematischen Methoden zu erschlieBen. Deshalb habe 
ich ganz besondere Sorgfalt darauf verwandt, die (meistens reichlich vernachlassigten) 
verbindenden Zwischeniiberlegungen zwischen der mathematischen Theorie und den 
naturwissenschaftlichen Anwendungen oder umgekehrt zwischen dem naturwissen
schaftlichen Problem und der mathematischen Formulierung herauszuschiilen. 

DaB mir Anschaulichkeit am Herzen liegt, beweist die Anzahl17 4 der Ab bildungen. 
Anschaulichkeit aHein aber tut's meines Erachtens nicht. Man muB sich vielmehr, 
so meine ich, entschlieBen, neben den iiblichen formelmaBigen Verfahren als gleich
berechtigt und ebenso wichtig die zeichnerischen und numerischen anzuerkennen 
und sie von vornherein organisch in den ganzen Aufbau einzugliedern, statt sie aus 
einer Art Pariastellung erst dann herbeizurufen, wenn "edlere" Methoden versagen. 
lch habe mich hierbei vor einem gewissen Radikalismus nicht gescheut, z. B. bei 
der Einfiihrung der Ableitung oder bei der Zuriickdrangung der Differenzier- und 
Integrierregeln. 

GroJ3en Nachdruck habe ich auf Begriff, Ausdeutung und Anwendung des 
Differentials gelegt, weil dieses, systematisch und folgerichtig benutzt, neben seinen 
sonstigen Vorziigen der naturwissenschaftlichen Denkart aufs feinste angepaJ3t ist 
und eine ihr voHkommen entsprechende mathematische Ausdrucksweise gestattet. 

Manche Dinge sind mit der "Methode des Erzahlens" ohne Beweise, aber unter 
moglichst klarer Umschreibung ihres Gehaltes und ihrer Bedeutung gebracht. 
lch hoffe, hierdurch einmal dem Lernenden Ausblicke auf mathematische Bezirke 
zu geben, die ihm sonst anfangs oder iiberhaupt unzuganglich bleiben wiirden, 
und so seine "allgemeine Bildung" in mathematicis zu heben. Zum anderen laBt 
sich natiirlich auf diese Weise das Wesentliche scharfer herausarbeiten und ein 
groJ3erer Stoff bewaltigen, und, wenn man schon Arbeitsteilung in der Wissenschaft 
einfiihren will, von wem soUte man dann lieber etwas auf Treu und Glauben hin
nehmen als yom Fachmathematiked 



IV Vorwort. 

Ein Buchverfasser hat vielen zu danken. Mein aufrichtiger Dank gilt in allererster 
Linie del' Verlagsbuchhandlung JULIUS SPRINGER, die gleich Herm PETERFI in 
endloser Langmut das Anschwellen des Manuskriptes weit iiber den vereinbarten 
Rahmen hinaus zugelassen hat, bei Satz und Korrektur allen meineh Wiihschen 
entgegengekommen ist und fiir das AuBere des Buches das Beste gerade fiir gut ge
nug hielt. Ich danke weiterhin den Herren, die meine Gottinger Vorlesung gefor
dert haben, insbesondere Herm Geheimrat G. TAMMANN, Herrn Professor R. Cou
RANT und Herrn Professor J. FRANCK, ferner Herrn COURANT dafiir, daB er die Ver
bindung mit Herro PETERFI und del' Verlagsbuchhandlung angebahnt hat, meiner 
Schiilerin Fraulein cando math. INGE SEYNSCHE in Gottingen fiir ihre treue und auf
opfernde Hille beim Zeichnen eines Teiles del' Abbildungeh, bei del' Korrektur und 
bei del' Anfertigung des Sachregisters, meinen Freundeh Professor F. HUND in 
Rostock, Studienrat Dr. F. SEYFARTH in Gottingen und Dr. H. SPATH in Tiibingen 
fiir ihre Mitwirkllhg bei del' Korrektur. SchlieBlich, abel' hicht zuletzt sei fiir vieles 
meiner Frau gedankt, del' ich gerade VOl' einem Jahre in einer Sturmnacht am 
Kattegat bei Kerzenschein den Rohentwurf del' letzteh Bogen diktieren konnte. 

Hoffentlich kann ich diesem ersteh, in sich abgeschlossenen Teile del' Einfiihrung 
bald eineh weiteren folgen lassen, del' Kollektivtheorie, Wahrscheinlichkeitsrechnung, 
Ausgleichsrechnung und ahnliche Dinge behandeln solI. 

Moge das Buch vielen zur Freude und zum Nutzen seih. 

Darmstadt, 24. Juni 1928. 

ALWIN WALTHER. 
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Vorbemerkungen. 
1. Der Leser mache sich von der psychologischen Hemmung frei, die "hohere" Mathematik 

sei schwer. Schwer waren Telle der friiheren Schulmathematik mit ihren verzwickten, oft auf 
bloBes Ratselraten hinauslaufenden Dreieckskonstruktionen u. dgl. Demgegeniiber ist die 
hohere Mathematik eigentlich nur die systematische und prazise Herausarbeitung und Zu
sammenfassung von Dingen, die jedem Naturwissenschaftler, ja iiberhaupt jedem, der sich 
irgendwie mit Kopf oder Hand, nach Erkenntnis strebend oder werktatig schaffend mit der 
Natur auseinandersetzt, ohne weiteres gelaufig sind. 

2. Wenig hat vielleicht die Ausbreitung der Mathematik in weiteren Kreisen mehr gehindert 
als das - meist nicht mit tieferer Sachkenntnis verbundene - Riihmen ihrer logischen SchluB
kette, bei der sich mit euklidischer Strenge und Folgerichtigkeit ein Glied ans andere reihe, 
das Reden yom Ariadnefaden, der von einer mathematischen Wahrheit zur nachsten hinleite, 
und was dergleichen Wendungen mehr sind. Glaubt doch daraufhin der Anfanger, er miisse 
zur Erwerbung mathematischer Kenntnisse und mathematischen Konnens miihsam Stein auf 
Stein aufeinandersetzen, mehr praktisch ausgedriickt: er miisse beim Lesen eines mathemati
schen Buches langsam und schrittweise Zelle nach Zeile, Seite nach Seite bewaltigen und sich 
zu eigen machen. Nun trifft er ziemlich sicher bereits auf den ersten Seiten eine Einzellieit, 
die er nicht sofort versteht; er bemiiht sich hartnackig; es miBlingt immer wieder, und in der 
falachen Meinung, unter diesen Umstanden auch von Spaterem keinen Gewinn mehr haben 
zu konnen, legt er das Buch weg - vielleicht mit der Entschuldigung, zur Mathematik gehOre 
eben doch eine besondere Begabung. 

In Wirklichkeit laBt sich die Mathematik weit besser ala mit einer Kette mit einem Netze 
oder Gewebe vergleichen, bei dem alle Maschen und Faden miteinander zusammenhangen und 
alles mit allem in Verbindung steht. So beginne man denn auch das Lesen eines mathematischen 
Buches an mijglick8t vielen Stellen gleickzeitig; man Buche sich fesselnde Abbildungen, Aus
einandersetzungen, die mit dem eigenen Arbeitsgebiete Beriihrungspunkte haben. Dadurch 
wird sozusagen die Festung von vielen Seiten sturmreif gemacht - denn etwas versteht man 
sicher -, und eines Tages hat man sie plotzlich nahezu vollig im Besitze; die restlichen Bastionen 
fallen dann von selbst. 

Und man lese ra8ck, gehe iiber Schwierigkeiten zunachst ruhig hinweg. D'Alembert hat 
gesagt: "Allez, Mon8ieur, allez, et la foi VOUB mendro", frei iibersetzt: "Niemals hangen
bleiben oder sich iiber etwas allzu viel Kopfschmerzen machen; mit der Zeit klart sich alles von 
selbst auf." Das ist ein goldenes Wort fiir mathematisches Studium. Denn nur so kann man 
zu einem wirklichen tl"berblick gelangen und statt einer Sammlung einzelner Teile von 
vornherein etwas Ganzes in die Hand bekommen, kann sehen, warum der oder jener Begriff 
eingefiihrt wird, wozu er niitze ist, was man mit ihm erreicht. Dinge, die fiirs erste ganz unver
standlich erscheinen, werden vielleicht schon durch den nachsten Satz oder auf der nachsten 
Seite geklart; eine zunachst ruhig unverstanden hingenommene Tatsache bietet sich nach 
einigen Tagen in neuer Beleuchtung dar, und siebe da, alle Wolken zerteilen sich. 

3. Mathematik kann nur erarbeitet, nicht erlesen werden; Selb8ttatigkeit muB die Losung 
sein. Stets habe man Papier und Bleistift.zur Hand, um alles selbst mit- und nachrechnen zu 
konnen; dabei empfiehlt es sich, auch das AuBere nicht zu vernachlii.ssigen und sich fiir Zahlen
rechnungen zweckmaBige, ein fiir allemal festzuhaltende Rechenschemata zurechtzulegen. 
Allgemeine Begriffe verdeutliche man sich an selbstgebildeten Beispielen. Figuren sind nur 
dann einpragsam, wenn man sie selbst noch einmal entwirft, und zwar sowohl als Faustskizzen 
wie auch als sorgfaItige Reinzeichnungen. 

Walther, Elnfiihrung. 1 
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Insbesondere iibe man sich im elementaren Zahlen- und Buchstabemechnen, Klammer
auflilsen, Behandeln von linearen und quadratischen Gleichungen, Umgehen mit trigono
metrischen Formeln u. dgl. Denn wie ein Klavierspieler niemals zu kiinstlerischer Vollkommen
heit gelangen kann, wenn er technisch nicht wenigstens die Anfangsgriinde beherrscht, so ist 
es lastig, sich bei elementaren und an sich unwesentlichen Dingen fortgesetzt zu verrechnen 
oder jedenfalls unerwiinscht aufgehalten zu werden. 

4. Mathematische Beweise sind nur fiir denjenigen da, der das Bediirfnis nach ihnen empfin
det. Die wenigsten Menschen wissen oder haben auch nur Interesse dafiir, wie eigentlich die 
iiblichen Multiplikations- und Divisionsregeln zustandekommen, und doch verwendet jedermann 
sie fortgesetzt und ersprieBlich. Ahnlich vermag man sehr wohl gewinmeich hilhere Mathe
matik zu treiben, ohne die vom Laien so sehr gefiirchteten SchluBketten mathematischer Her· 
leitungen oder Beweise durchlaufen zu mUssen. Es gibt eine hilhere mathematische Einsicht, 
ala sie das ziemlich wertlose Nachpriifen von Formeln o. dgl. bringen kann. Worauf es ankommt, 
ist: den eigentlichen Kern der Sache zu erfassen, die Bache selbst, nicht das Beweisbeiwerk sich 
so klar und anschaulich zu machen, daB sie als vlllIig selb8tverstiindlich erscheint, kurz: auf 
einen Standpunkt iiber der Sache zu gelangen. Nur vor einem hiite man sich dabei: versteckte 
Mllglichkeiten zu iibersehen, deren AusschluB vielleicht gerade den eigentlichen Inhalt des 
mathematischen Beweises bildet. 

Wer unerbittlich nach restloser Anschaulichkeit strebt, bleibt einerseits davor bewahrt, 
sich jenen ganz unmodernen, mystischen und in sich widerspruchsvollen Methoden aus der 
Friihzeit der hilheren Mathematik vor reichlich 200 Jahren auszuliefern, welche leider gerade 
dem Naturwissenschaftler noch heute in vielen fiir ihn bestimmten "mathematischen" Biichern 
dargeboten werden - diese geben hilchstens formale Fertigkeit, aber keine wirkliche begriffliche 
Erkenntnis. Zum anderen wird er dadurch befiihigt, die Mathematik wirklich anzuwenden 
(wozu auch die beste Vertrautheit mit der, als Kunstwerk betrachtet, so wundervollen "reinen" 
Mathematik nicht ausreicht). Denn wenn Justus von Liebig ihm allzu eifrig erscheinenden 
Lobrednern der Mathematik entgegnete: "Nun, sie ist ein Federmesser", so muB das genauer 
dahin umschrieben werden, daB der Naturwissenschaftler mit diesem Federmesser schneiden, 
nicht nur seine Konstruktion oder kunstreiche Verzierungen auf ibm betrachten will. 

5. Der Naturwissenschaftler kann selbstverstiindlich nicht bestiindig die ganze Mathematik 
gedachtnismiiBig bereit haben. Das ist aber auch gar nicht nlltig. Es geniigt vollkommen, wenn 
er weiB, daB es die oder jene Formel oder Betrachtungsweise iiberhaupt gibt, wenn er ihre Be
deutung und Tragweite einzuschiitzen vermag und die Kunst beherrscht, sich in einer Formel
sammlung oder einem mathematischen Buche zurechtzufinden. Vor allem aber muB sein ganzes 
Werk vom Geiste der Mathematik durchtriinkt sein, "sub specie matheseos" stehen; dann wird 
er bei technisch·mathematischen Schwierigkeiten in jedem Augenblicke fiir wohl umschriebene 
Fragestellungen leicht die Hilfe des Fachmathematikers in Anspruch nehmen konnen - in einem 
Zusammenarbeiten, das gegenwiirtig noch viel zu wenig gepflegt wird! 

I. Funktion und graphische Darstellung. 
A. Was ist eine Fnnktion?; 

1. Zuordnungen. Dem Naturwissenschaftler begegnet auf Schritt und Tritt 
der Sachverhalt, daB verschiedenen Werten einer GroBe x Werte einer anderen 
GroBe y zugeordnet sind. Beispielsweise liest der Physiker bei der Priifung des 
Ohmschen Gesetzes neben verschiedenen Werten Xl' x2 , ••• der Spannung X am 
Voltmeter die zugehOrigen Werte YI' Y~, ... der Stromstarke Y am Amperemeter 
abo Oder der Chemiker verfolgt den Verlauf einer chemischen Reaktion, indem 
er mehrmals die Zeit X und die entsprechende bis dahin entstandene Menge y des 
Reaktionsproduktes feststellt; ein andermal studiert er die Abhiingigkeit zwischen 
dem Mischnngsverha.ltnis X zweier Stoffe und der Schmelztemperatur y des Ge
misches. Dem Biologen ist es belangreich, daB und wie Nahrstoffgabe X und Er
trag y an Trockensubstanz verkniipft sind. Oder er ermittelt durch Auszahlen 
in einer vorgegebenen Menge von Individuen, sagen wir 1000 Bliiten einer Pflanzen
sorte, welche Beziehung zwischen einem veranderlichen Merkmal x, etwa der 
Zahl der StaubgefaBe, und der zugehorigen Anzahl y von Exemplaren, der sog. 
Haufigkeit oder Frequenz, besteht. 

2. Definition der Funktion. Die Mathematik hat fiir derartige Zuordnungen von 
Werten einer GroBe y zu den Werten einer AusgangsgroBe x, die sprachlich auch 
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noch in mannigfacher anderer Weise umschrieben werden, den Begriff der Funktion 
oder des funktionalen Zusammenhanges gepragt. Man nennt y eine Funktion von x 
und schreibt symbolisch y = f(x) 

(sprich: y gleich f von x), wenn jedem in Betracht gezogenen Werte von x ein Wert 
von y zugeordnet ist. Die AusgangsgroBe x heiBt unabhiingige Veriinderliche, unab
hiingige Variable oder Argument, die zugeordnete GroBe y abhiingige Veriinderliche, 
abhiingige Variable oder Funktion; x und y zusammen werden als Veriinderliche oder 
Variable bezeichnet und die Gesamtheit der Werte, welche x annehmen kann, 
als der Definitionsbereich der Funktion_ 

3. Beispiele. So ist z. B. beim Ohmschen Gesetz die Stromstarke y eine Funk
tion der Spannung x oder in der Biologie die Haufigkeit yeine Funktion des Merk
mals x. Bedeutet dieses die Zahl der StaubgefaBe, so wird der Definitionsbereich 
offenbar durch gewisse positive ganze, nicht zu groBe Zahlen geblldet, well die Zahl x 
der StaubgefaBe nur positiv ganz sein kann. 

Beim Ohmschen Gesetz kann die symbolische Beziehung y = t (x) durch die 

viel prazisere Aussage y = i ersetzt werden, wobei R den in Frage kommenden 

Widerstand bedeutet, z. B. R = 20 SJ. Diese Gleichung besagt nicht nur, daB 
iiberhaupt eine Zuordnung besteht, sondern sie kennzeichnet dariiber hinaus 
ganz genau deren Art. Wir vermogen mit ihrer Hllfe zu jedem x das zugehOrige 
y zu berechnen, z. B. zur Spannung x = 10 Volt die Stromstarke y = 0,5 Amp., 
ferner zu schlieBen, daB der doppelten Spannung die doppelte Stromstarke ent
spricht usw. 

Die Anzahl der Beispiele fUr den Funktionsbegriff lieBe sich leicht beliebig 
vermehren. Insbesondere kann man sagen, eine der Haupttatigkeiten des Natur
wissenschaftlers sei die. Beschaftigung mit Funktionen. 

4. Wamungstafeln. Bei Anwendung der Worter "unabhiingig" und "abhiingig", ebenso bei 
der sehr gebrauchlichen Ausdrucksweise: "y hangt von x ab" und ahnlichen Redewendungen 
hiite man sich, an kausale Verkniipfung zu denken. Mit Kausalitat hat der Funktionsbegriff 
nichts zu tun. 

Weiter ist die "Funktionsgleichung" y = I( x), welche nur symbolisch ausdriickt, daB jedem x 

ein y entspricht, oder eine entsprechende Sondergleichung wie y = i beirn Ohmschen Gesetz 

nicht zu verwechseln mit "Gleichungen ", welche durch algebraische Umformungen entstehen, z. B. 

(a + b)2 = a2 + 2ab + b2, 
oder mit "Bestimmungsgleichungen" zur Bestimmung von einer oder mehreren Unbekannten. 
Derartige Gleichungen, etwa eine quadrat,ische Gleichung 

x 2 -5x+6=0, 
oder ein System von 2 Gleichungen mit 2 Unbekannten 

2x+ y =1, 
3x + 2y = 4, 

fordem die Ermittlung von solchen Werten der Unbekannten, daB beim Einsetzen dieser Werte 
und Zusammenrechnen auf beiden Seiten des Gleichheitszeichens dasselbe .b.'erauskommt (in 
den Beispielen trifft dies fiir x = 2 und x = 3 bzw. fiir x = - 2, Y = 5 zu). Hingegen darf bei 
einer Funktion fiir x ein ganz beliebiger Zahlenwert (fiir den die Funktion erkliirt ist) gewiihlt 
werden. Ihm entspricht ein gerade durch den funktionalen Zusammenhang festgelegter Wert 

von y, der z. B. beim Ohmschen Gesetz y = ; durch Rechnung gefunden werden kann1• 

o. Bezeiehnungen. Zur Bezeichnung des funktionalen Zusammenhanges dienen 
auBer f auch andere Buchstaben, etwa 

y = p(x), y = F(x), y = 4> (x) , Y = ¢(x), y = g(x), y = h(x). 
-----

1 Vgl. zu dieser Nummer I D I, 2 (S. 13-15), I H 9 (S. 30-31), I K 2 (S. 44--45), II B 13 
(S.84-85), lIB 20-23 (S.90-91). 

1* 
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Mit Vorliebe schreibt man auch 
y = y(x) 

und hat hierin eine besonders prazise Ausdrucksweise dafiir, daB die Aufmerksam
keit auf das Verkniipftsein von y mit x gerichtet ist. Das Argument wird zu
weilen nicht in Klammern geschlossen, sondern als Marke (Index, Zeiger) an
gehangt, z. B. y = 1x. Statt x und y treten natiirlich auch andere Buchstaben 
auf, die gern in Anlehnung an die Anfangsbuchstaben zugehoriger sprachlicher 
Wendungen gewahlt werden. 

6. Niihere Kennzeichnung einer Funktion. In der konkreten Wirklichkeit des 
Naturwissenschaftlers bietet sich freilich, wie schon die Beispiele lehren, eine 
Funktion in keiner dieser abstrakten, nur zur mathematischen Untersuchung 
niitzlichen Gestalten y = f(x) usw. dar. Will man mit einer Funktion wirklich 
arbeiten, so geniigt das bloBe Wissen, daB eine Zuordnung der y-Werte zu den 
x-Werten vorliegt, oder das Aufschreiben der verhaltnismaBig wenig besagenden 
Gleichung y = f(x) ebensowenig. Der Zusammenhang zwischen x und y muB 
naher charakterisiert werden. Z. B. lauft ein betrachtlicher Teil natur· 
wissenschaftlicher Untersuchungen darauf hinaus, von der bloBen Kenntnis, daB 
iiberhaupt eine Funktion y = f (x) vorliegt, zu praziseren Aussagen iiber sie vor· 
zudringen. Solche genauere Kennzeichnung einer Funktion kann auf mannig
fache Weise geschehen - die gewohnlich in den Vordergrund geschobene Kenn-

x 
zeichnung durch eine mathematische Formel, wie beim Ohmschen Gesetz y = R ' 
ist nur eine, wenn auch besonders wichtige Art. 

B. Funktionstafel und graphische Darstellung. 

1. Funktionstafel. Dem Naturwissenschaftler besonders gelaufig zur Charak
terisierung einer Funktion ist die sog. Funktionstafe1 oder Funktionstabelle, mit 
deren Hille er Z. B. die Ergebnisse seiner Beobachtungen niederzulegen pflegt. 
Man tragt in eine erste x-Spalte untereinander die Werte der unab
hangigen Veranderlichen x ein, in eine zweite y-Spalte die ent
sprechenden Werte der abhangigen Veranderlichen y. Neben jedem 
x-Wert steht dann der zugehorige Funktionswert y. Wie man 
sieht, schlieBt die Funktionstabelle unmittelbar an den Funktions-
begriff an; bei ihr ist die Zuordnung praktisch durchgefiihrt. Statt 

y 

der Anordnung nach Spalten, die man notigenfalls umbricht, kann auch (freilich 
meist viel weniger iibersichtlich) eine Anordnung nach Zeilen gewahlt werden, 
wie sie unzweckmaBigerweise Z. B. in der Biologie bei der Niederschrift der Ergeb
nisse von Auszahlungen (Haufigkeit y als Funktion des Merkmals x) sehr iiblich 
ist. Zur Anlegung von Funktionstabellen besonders gut eignet sich kariertes Papier. 

2. Beispiel. AlsBeispiel einer Funktionstafel ist hier die Temperatur y des 
Wassers in einem Kalorimeter, in dem zur Bestimmung der Verbrennungswarme 

Zeit 
x 

2h 48m 

49 

50 

51 

52 

Temperatur 
y 

18,300 

30 
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95 
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55 
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x 
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von Kohle ein Stuck Kohle im Sauerstof£strome verbrannt wird, als Funktion 
der Zeit x angegeben. 2h 48m wurde die Kohle eingeworfen, dann wurde aller 
halben Minuten die Temperatur in Celsiusgraden abgelesen. Die Angabe der 
halben Minuten ist in der x-Spalte zur ErhOhung der Ubersichtlichkeit - ein 
Zweck, fiir den man kein Mittel sparen solI - unterlassen; aus demselben Grunde 
ist die Tabelle nicht durchlaufend fortgefuhrt, sondern umbrochen. 

3. Schaubild. Mit der Funktionstafel verbindet man in der Regel eine graphische 
Darstellung oder ein Schaubild (Diagramm) , welches den "Verlauf" der Funktion, 
die Art der Anderung von y bei Anderung von x, in einpragsamer Anschaulich
keit erkennen laBt. Der Wert der graphischen Darstellung kann gar nicht hoch 
genug veranschlagt werden I. Aufschlusse, welche aus der Tabelle nur miihsam 
zu entnehmen sind, liefert das Schaubild oft "auf den ersten Blick" im wahrsten 
Sinne des Wortes. 

4. Das rechtwinklige Koordinatensystem. Am gebrauchlichsten ist die Dar
stellung einer Funktion y = f(x) durch eine Kurve in einem rechtwinkligen Ko
ordinatensystem. Die Grundgedanken dieses Verfahrens sind allgemein bekannt 
und werden beispielsweise yom Arzte bei der Her
stellung der "Fieberkurve" eines Kranken bestanTlig 
angewandt. Man zeichnet zwei sich rechtwinklig 
schneidende gerade Linien, die Koordinatenachsen, 
eine wagerecht, die andere senkrecht (Abb.1). Zu
sammen bilden sie das sog. Koordinatenkreuz; ihr 
Schnittpunkt 0 wird Anfangspunkt oder Ursprung 
genannt. Die wagerechte 
Gerade heiBt x-Achseoder Vorzeichen von x und y. 
Abszi88enachse; auf ihr Quadra.nt y 

kommen die x··Werte zur ----i---..:...--
Darstellung. Die senk
rechte Gerade heiBt y
Achse oder Ordinaten
achse; auf ihr versinn
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Abb. 1. Rechtwinkllges Koordinaten
system. 

lichen wir die y-Werte. Und zwar bringt man auf beiden Achsen yom Ursprung als 
Nullpunkte aus nach beiden Seiten gleichmaBige Teilungen wie auf einem MaBstabe 
oder auf der Skala eines Thermometers mit ihren Warme- und Kaltegraden an. Die 
Strecke, welche die Einheit darstellt und damit der ganzen Teilung zugrunde liegt, 
die sog. Einheitsstrecke, kann, wenn es giinstig erscheint, fur die wagerechte und die 
senkrechte Richtung verschieden groB gewahlt werden. Nach rechts und nach oben 
hin kommen ublicherweise die positiven, nach links und nach unten hin die negativen 
Zahlen zu stehen. Der Zahl x entspricht dann eindeutig der mit x zu bezeichnende 
(z. B. bei positivem x um x Einheiten nach rechts yom Ursprung entfernte) Punkt 
auf der Abszissenachse und umgekehrt, der Zahl y der mit y zu bezeichnende Punkt 
auf der Ordinatenachse und umgekehrt. Als Vertreter des Wertepaares x, y nehmen 
wir den Schnittpunkt P der Senkrechten durch den Punkt x auf der x-Achse mit 
der Wagerechten durch den Punkt y auf der y-Achse. Wir gewinnen den Punkt 
P(x, y) auch dadurch, daB wir zunachst auf der x-Achse nach dem Punkte x gehen 
und dann, im OrdinatenmaBstab gemessen, um y aufwarts- bzw. abwartssteigen. 
Die Zahlen x, y heiBen die Koordinaten des Punktes P (x, y), einzeln x die Abszisse, 
y die Ordinate. Oft legt man diese Namen auch den entsprechenden Strecken OPI 
und OP2 bzw. P 2 P und PIP bei. 

1 Vgl.AUERBACH, F.: Die graphische Darstellung, AusNaturund Geisteswelt437; PIRANl, M.: 
Graphische Darsrellung in WissenBchaft und Technik, Sammlung Goschen 728. 
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5. Darstellung einer Funktion durch eine Kurve im rechtwinkligen Koordinaten
system. Zur Darstellung der Funktion y = I(x) sucht man nun diejenigen Punkte 
auf, welche den in der Funktionstafel verzeichneten Wertepaaren x, y entsprechen. 
Diese Punkte in ihrer Lage in bezug auf das Koordinatenkreuz ersetzen die ganze 
Funktionstafel; die Hohe jedes Punktes iiber der x-Achse gibt den Funktions
wert y fiir das betreffende x. 

Lassen wir das Auge an der Punktreihe entlanggleiten, so fiihlen wir unwill
kiirlich das Bediirfnis, die Punkte durch geradlinige Strecken oder durch eine glatte 
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K urve zu verbinden. Gewohnlich zeichnet man 
diese Kurve auch ein und nennt sie die graphische 
Darstellung, das Bild, Schaubild oder die Schau
linie der Funktion y = I(x) (Abb.2), umgekehrt 
y = I(x) die Gleichung der Kurve. 

Man muB sich bewuBt sein, daB wir hierbei, 
wenn von der Funktion weiter nichts als die zu

a: grunde gelegte Funktionstafel bekannt ist, einen 
Akt von auBerordentlicher Kiihnheit begehen .. Wir 

·erganzen namlich durch die Kurve die Definition 
der Funktion auch fiir aIle nicht in der Tafel ver
zeichneten Zwischenwerte von x, well ja aus der 
Zeichnung zu jedem zwischen den in der Tafel 

Abb. 2. Darstellung einer 
Funktlon y = 1(2:) durch elne Kurve. vorkommenden Argumenten gelegenen x das zu-

gehorige y als Ordinate der Kurve entnommen 
werden kann. Die Kurve "interpoliert", wie man sagt, die Funktion auch fiir aIle 
Zwischenwerte von x. Hierin liegt, ohne daB dies zumeist ausdriicklich hervor
~~hoben wird, eine Hypothese, welche freilich in vielen Fallen, wie theoretische 
Uberlegungen oder praktischer Erfolg zeigen, wohlberechtigt und auBerst niitzlich 
ist. DaB in anderen Fallen Vorsicht geboten sein kann, lehrt ein spater (S. 8) 
zu besprechendes Beispiel. Wie die Interpolation von Funktionen rechnerisch 
vorzunehmen ist, werden wir in I K 3-9 auf S. 45-49 sehen. 

6. Entspricht jeder gezeichneten Kurve eine Funktionl Einer beliebig ins Ko
ordinatensystem hingeworfenen Kurve braucht, was sehr wichtig ist, keineswegs 
eine Funktion y = I(x) in dem von uns erklarten Sinne zu entsprechen. Kurven
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Abb. 3. Herausgrelfen eines 
elndeutlgen Zweiges. 

'I. 

und Funktionsbegriff decken sich nicht, was oft iiber
sehen wird. In Abb. 3 beispielsweise gehOren zu dem 
vermerkten x vier Werte von y, zwei positive und 
zwei negative, wahrend wir vorausgesetzt haben, daB 
jedem x genau ein y zugeordnet sein solI. Man 
spricht, wenn zu einem x mehrere y gehoren, zuweilen 
von mehrdeutigen Funktionen im Gegensatz zu unseren, 

.x dann genauer als eindeutig bezeichneten Funktionen. 
Aber der Begriff "mehrdeutigeFunktion" kann nur vom 
fortgeschrittenen Fachmathematiker einwurfsfrei be
uutzt werden. Der Anfanger vermeide ihn grund
satzlich und halte sich streng an unsere Funktions
definition. Z. B. beruhen viele Scherztrugschliisse, 
durch die man 0 = I u. dgl. "beweist", auf der be
denkenlosen Anwendung mehrdeutiger Funktionen. 

Kommen Kurven wie in Abb. 3 vor, so kann man leicht durch eine Zusatzvor
schrift einen "eindeutigen Zweig" (d. h. ein gewisses Kurvenstiick) herausgreifen, 
der durch eine Funktion y = I(x) darstellbar ist, z. B. in der Abb.3 den an
schraffierten "Zweig". 
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7. Koordinatograph. Zum bequemen und genauen Einzeichnen von Punkten in ein Koordi
natensystem gibt es besondere Apparate, die sog. Koordinatographen. Sie sind ahnlich gebaut 
wie der Kreuztisch am Mikroskop. Man stellt an zwei rechtwinklig zueinander stehenden, gegen
einander verschiebbaren Skalen die gewUnschten Koordinaten x und y ein. Dadurch wird ein 
Schreibstift an die Stelle des Punktes x, y gebracht. Der Koordinatograph ist hervorragend 
geeignet fiir den Vermessungsfachmann zum Anfertigen von Grundstiickspliinen, Einzeichnen 
von vermessenen Punkten in MeBtischbliitter u. dgl., wobei ja ebenfalls eine Festlegung durch 
Koordinaten x und y in Frage kommt. Fiir die Anlegung des Schaubildes einer Funktion wird 
seine Genauigkeit meist iiberfliissig hoch sein. 

8. Millimeterpapier. Da empfiehlt sich mehr das allgemein bekannte Millimeter
papier (auch Koordinatenpapier genannt). Bei der gebrauchlichsten Ausfiihrung sind 
die wagerechten und senkrechten "Netzlinien" im Abstande von je 1 mm gedruckt, so 
daB eine Einteilung des Papiers in kleine Quadrate von 1 mm Seitenlange zustande 
kommt. Die Halb- und Vollzentimeterlinien sind durch kraftigeren Druck hervorge
hoben. Fiir meteorologische und ahnliche Zwecke sind Papiere, die sog. Profilpapiere, 
kauflich, beidenen die Einteilunginder wagerechten Richtungder Einteilung des J ahres 
in Monate oder des Monats und der Woche in Tage oder des Tages in Stunden entspricht. 

9, Praxis der graphischen Darstellung. Auch bei Benutzung von Millimeterpapier versiiume 
man niemals, die Koordinatenachsen deutlich hervortretend einzuzeichnen. Meist braucht man 
nicht aile 4 "Quadranten", I, II, III und IV (Abb. 1), in welche die Ebene durch das Koordinaten
kreuz zerfiillt, sondern nur den rechten oberen "ersten" Quadranten, in dem die positiven Werte 
von x und y zur Abbildung gelangen (uber die Vorzeichen von x und y in allen 4 Quadranten 
vgl. die Zusammenstellung bei Abb. 1). In solchem FaIle legt man den Ursprung vorteilhaft 
in die linke untere Ecke der Zeichnung und triigt nur die "positiven Halbachsen" mit den 
positiven x- und y-Werten ein, welche dann die Zeichnung nach unten und links beranden. 
Man behiilt auf diese Weise in der Zeichnung keinen unnotigen leeren Raum und kann einen 
groBeren MaBstab wahlen. 

Auf den Achsen bringe man stets die fiir das Schaubild in Frage kommende Bezifferung an. 
Bei weitem nicht immer wird man, was das lHillimeterpapier an sich nahelegt, 1 em als Einheits
strecke verwenden, sondern oft auch 2 em oder 5 em oder 10 em. Dann kennzeichnet man 
eben die positiven und negativen Vielfachen von 2 em durch kriiftige Strichmarken mit den 
beigesetzten Zahlen 1,2,3, ... ; -I, -2, -3, ... und die alIer 2 mm kommenden Zehntel 
der Einheitsstrecke 2 em durch feine St,richmarken. Auch schreibe man an die x- und y-Achse 
daran, welche GroBen auf ihnen zur Darstellung kommen und in welchen Einheiten. Zahlen 
und Schrift sollen unterhalb der wagerechten, links von der senkrechten Achse und, wenn irgend 
moglich, so stehen, daB sie ohne Drehen der Zeichnung lesbar sind (wichtig fiir Diapositive). 
Die beobachteten, aus der Tabelle entnommenen Werte hebt man im Schaubilde durch kleine 
Kreuze oder Kreise hervor (wie man sie bei Priizisionszeichnungen mit dem Nullzirkel herstellt), 
deren Mittelpunkt der betreffende Punkt ist. Dicke Punkte zu verwenden, ist aus SchOnheits
griinden und auch deshalb unzweckmiiBig, weil dadurch die genaue Ermittlung der Koordinaten 
des Punktes erschwert wird. Die Schaulinie selbst solI von allen anderen Linien deutlich ab
stechen. Jedem Schaubild gebe man einen Titel, der genau erkennen liiBt, worum es sich handelt. 
1m iibrigen aber iiberlade man das Schaubild nicht mit Einzelheiten und Erliiuterungen, sondern 
schreibe diese (Versuchskonstanten, Apparatenummern u. dgl.) in eine besondere Zusammen
stellung daneben. 1st das Schaubild zur Vervielfiiltigung etwa durch Lichtpausverfahren oder 
zur Anfertigung eines Bildstockes fUr den Druck bestimmt, so ist es angebracht, auf Millimeter
pauspapier zu zeichnen. Diejenigen Netzlinien, welche auch in der Pause oder im Druck erscheillen 
Bollen, muB man mit Tusche nachzeichnen. 

Ein wenig Sorgfalt und ein paar Minuten Arbeit in der geschilderten Richtung sparen oft 
mehrere Stunden (vielleicht noch dazu vergeblicher) Versuche, sich nach einigen Monaten oder 
Jahren wieder in ein unvollstiindiges Schaubild hineinzufinden. 

10. Beispiele fiir graphische Darstellung1• Das Schaubild Abb. 4 betrifft die 
Funktion y = lx der "t}berlebenden" lx vom Alter x. Man versteht unter lx die 
Anzahl derjenigen Menschen unter 100000 Geborenen, welche beim Alter x noch 
am Leben sind. Durch sorgfaltige statistische Zahlungen sind sehr genaue Tafeln 
fiir die Funktion y = lx, sog. Absterbeordnungen, hergestellt worden. Nach
stehend findet man ein Bruchstiick der nach den Volkszahlungen von 1900, 1905 

1 FUr Hilfe beim Zeichnen der Abb. 4, 8, 10, 11, 18, 23, 24, 25, 26, 40, 44,45, 57, 
58, 59, 60, 63, 66, 68, 69, 79, 93, 94, 95, 159, 161, 162, 163, 164, 172, 173, 174 bin ich 
Frl. INGE SEYNSCHE (Gottingen) herzlichen Dank schuldig. 
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und 1910 gewonnenen saehsisehen Absterbeordnung fiir Manner, der Grundlage 
fiir das Sehaubild. Auf der x-Aehse entsprieht 3/4 em 10 Jahren, auf der y-Aehse 

1(10 1 em 20000 Lebenden (zur 
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Abb. 4. 1m Alter x 'Oberlebende lx von 100000 geborenen Mannern. 

Abkiirzung fur "entsprieht" 
empfiehlt sieh das Zeiehen ~ > 

also z. B. 1 em ~ 20000 Le
bende). Da x und y nur 
positiver Werte fahig sind, 
braueht die graphisehe Dar
stellung nur den 1. Qua-
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dranten zu umfassen. Man ubersieht mit einem Blieke den ungeheuren EinfluB 
der Sauglingssterbliehkeit, welehe lx irn ersten Lebensjahre von 100000 fiir x = () 
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Abb. 5. Wassertemperatur In einem Kalorimeter 
bel Verbrennung von Kohle. 

auf 74239 fiir x = 1 herunter
driiekt. Dann ist wieder 
zwisehen x = 60 und x = 7() 
ein besonders rasehes Fallen 
von lx zu bemerken. 

Als zweites Beispiel ist die 
graphisehe Darstellung fiir die 
S.4 angefuhrte Funktions
tafel der Wassertemperatur y 
in einem Kalorimeter als 
Funktion der Zeit x gewahlt. 
Es ware offensiehtlieh sehr 
unzweekma13ig, wollte man 
auf der x-Aehse die Zahlung 

mit Oh om, auf der y-Aehse mit 00 C beginnen. Man riehtet vielmehr die Beziffe
rung der Aehsen so ein, daB die Kurve in der Nahe des Ursprungs verlauft, setzt also 
etwa an den Ursprung 2h 48m (den Zeitpunkt des Versuehsbeginns) und 180 C 
(eine Temperatur etwas unterhalb der Anfangstemperatur des Wassers). 

11. Weiteres Beispiel: Barometerstand. Pathologische Kurven und Funktionen. 
Beirn dritten Beispiel handelt es sieh um den Barometer8tand (Luftdruck) b in mm 
in Abhangigkeit von der Zeit t. Erstens ist die Kurve gezeiehnet, welehe aus einer 
Tabelle abgelesener Barometerstande dureh Ubersetzen ins Graphisehe entsteht; 
die beobaehteten Punkte sind dureh eine glatte Kurve verbunden (Abb. 6a). 
Zweitens ist die Kurve eines selbstsehreibenden Barographen fiir dieselbe Zeit. 
wiedergegeben (Abb. 6b). Offensiehtlieh untersehlagt die erste Kurve alle Zacken 
der zweiten Kurve und liefert fiir die Zwisehenzeiten falsehe Werte des Luftdrueks. 
Dieses Beispiel mahnt zur Vorsieht, wenn das Sehaubild einer Funktion lediglieh 
auf Grund einer Tabelle gezeiehnet und die Definition der Funktion dadureh fur 
alle Zwisehenwerte des Arguments erganzt wird. Durch hinreiehende Verdiehtung 
der Beobachtungszeiten kann die Kuive der abgelesenen Barometerstande der 
selbsttatig aufgezeiehneten Barographenkurve weitgehend angenahert' werden. 
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Dies trifft jedoch - und das ist ein zweiter beachtenswerter Punkt - nur 
dann zu, wenn die Genauigkeit des Barometers und des Barographen ungefahr 
ubereinstimmen. Wahrend man an einem gewohnlichen Barometer im Laufe 

Abb. 6a . Beobaoht te Darometerst3nde. A bb. 6 b. Reglstr lerte B8rometerst3nd~ . 

einer halben Stunde kein allzu starkes Schwanken im Luftdruck bemerken wird und 
in die graphische Darstellung nach bester Uberzeugung ein geradliniges, im allge
meinen nahezu wagerechtes Stuck eintragt, 
zeichnet ein Toeplersches Luftdruckvario-
meter unterdessen eine Kurve mit zahl-
reichen Zacken wie in Abb. 6c auF. Der 
Widerspruch lost sich hier zunachstdurch Be
achtung der verschiedenen MeBgenauigkeit. 

Wie sieht aber die Luftdruckkurve wirk
lich aus 1 Diese Frage ruhrt bereits an 
letzte Probleme der Naturwissenschaften, 
der Mathematik und der Erkenntnistheorie. 
Wir kommen zu "pathologischen" Kurven, 
welche in jedem noch so kleinen Intervall 
"unendlich oft" auf und ab zittern. Der 
Mathematiker muB sich natlirlich von sol
chen Moglichkeiten genau Rechenschaft ab

Abb.6 0. Aulzelchnunll elnes Toeplersehen 
Lultdruch-variometers. 

legen, ahnlich wie, mit einem treffenden Vergleiche, der Pathologe auch den ab
stoBendsten MiBbildungen und Entartungen nachgeht oder der psychologische Roman 
gern ubersteigerte, krankhafte Formen des Seelenlebens zum Vorwurfe nimmt. Der 
Naturwissenschaftler braucht sich glucklicherweise um jene Moglichkeiten nicht allzu
sehr zu bekummern2 . Fur ihn genugt in den weitaus meisten Fallen die "gesunde" 
Mathematik mit ihren anschaulichen und "vernunftigen" Kurven, wie er sie als 
Verbindungslinien von Punkten aufs Papier zeichnet, und den entsprechenden Funk
tionen. Wenn man es ganz genau nimmt, mag man an die idealen breitelosen Mittel
linien der gezeichneten Kurven denken. - Fur den Naturwissenschaftler ist, das 
sei grundsatzlich bemerkt, eine gewisse Unbekummertheit, ein frisches Vorwarts
gehen in mathematischen Dingen oft wertvoller und forderlicher als allzu eingehende 
Versenkung in filigranhafte Einzelheiten. 

12. Stetigkeit. Bei dieser Gelegenheit sei die sog. Stetigkeit einer Funktion er
wahnt. y = f(x) heiBt, in Anlehnung an das geometrische Bild und das Zeichnen 
einer Kurve in einem "stetigen Zuge", an einer Stelle x = xo' y = Yo stetig, wenn 
einer kleinen Anderung des x von Xo aus eine kleine Anderung des y von Yo aus 

1 V gl. TOEPLER, M. : Uber Beobaehtungen von kurz dauernden Luftdruekschwankungen 
(Windwogen), Ann. d. Phys., 4. Folge, Bd.12, S.787-804. 1903. 

2 Doch ist hier vielleicht einer der Punkte, wo, lediglich durch restlose Folgerichtigkeit, 
die moderne Physik (Quantentheorie) weiterkommen wird. 
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entspricht oder mit anderen Worten fUr aIle an Xo nahe benachbarten x der Funk
tionswert t(x) wenig von t(xo) verschieden ist. Von Stetigkeit in einem Intervall 
redet man, wenn y = t(x) fUr alle x-Werte zwischen zwei Zahlen a und b (man 
schreibt ein solches x-lntervall gern in der Form (a, b) oder a <x;S b) stetig ist. 

Unstetigkeit liegt z. B. vor, wenn die Funktion an einer Stelle x = Xo einen 
Sprung macht (Abb. 7), so daB man von dem irgendwie erkHirten Funktionswert 

Yo = t (xo) an der Sprungstelle Xo selbst zu Funk
~(.x tionswerten fUr nahe benachbarte x im Bilde nur 

unter Abheben des Zeichenstiftes gelangen kann. 
(Man darf nicht etwa das Bild der Funktion aus 
dem linken Kurvenbogen, dem rechten Kurven
bogen und einem senkrechten Geradenstiick da
zwischen an der Sprungstelle zusammensetzen, 
weil dann dem Argumente x = Xo nicht mehr 
ein einziger Funktionswert zugeordnet ware im 
Widerspruch mit unserer Funktionsdefinition.) 

OL-------~--------~x-

Abb.7. Unstetigkeit durch Sprung. 

13. Beispiel fiir Unstetigkeit durch Sprung: Zugversuch. Ein Beispiel fUr Unstetig
keit durch Sprung (natiirlich nur mit einer gewissen Idealisierung der naturwissen
schaftlichen Verhaltnisse) bietet der mechanische Zugversuch oder ZerreifJversuch. 
Ein in einer ZerreiBmaschine immer starker belasteter Metallstab erfahrt zunachst 

nq 8elostu 
P in kg 

6000 

1 ,.,.. f--

/ 
." r---. i""' 

/' 

2 q. 6 8 10 
Yurliingerllng it, in mm 

Abb. 8. Formanderungskurve beim Zugversuch 
P' obere, P" untere FlieBbelastung. 

eine Verlangerung proportional der Be
lastung, entsprechend dem Hookeschen 
Gesetz, wobei als Bild eine Gerade durch 
den Ursprung 0 auftrittl (Abb. 8). Bei 
Verminderung der Belastung geht die 
Verlangerung wieder bis a uf Null zuriick 
( Elastizitiit ). FUr eine gewisse Bela-
stung, die sog. obere FliefJbelastung P' 
aber kann plotzlich die Belastung ver
mindert werden, ohne daB die "FliefJ-
verliingerung" sich andert CUberschrei
tung der Elastizitatsgrenze). Von einer 
gewissen Belastung kleiner als der 
o beren FlieBbelastung, der sog. "unteren 
FliefJbelastung" pll aus nimmt bei Ver

mehrung der Belastung die Stabverlangerung dann weiter zu. Bei der FlieBver
langerung liegt also eine Sprungstelle der Belastung als Funktion der Verlangerung. 

14. Wie stellt sich der Naturwissenschaftler zur Stetigkeit1 Weitere Beispiele fUr 
Unstetigkeiten, insbesondere die sog. Unstetigkeit durch Unendlichwerden, werden 
wir spater kennenlernen (S. 34-35). Nahere Untersuchung der Stetigkeit, insbesondere 
der sonderbaren FaIle, welche auch bei stetigen Funktionen im Gegensatze zu einer 
weitverbreiteten, aber falschen Auffassung noch vorkommen konnen, ist Sacha 
des Mathematikers. Fiir den Naturwissenschaftler geniigt die Bemerkung, daB 
das Hereinkommen von Unstetigkeiten in der Regel durch Warnungszeichen in 
Gestalt von Sonderbarkeiten in der Rechnung und immer durch Warnungszeichen 
im Schaubilde angekiindigt wird. 1m iibrigen setzt er die von ihm benutzten Funk
tionen stillschweigend als stetig voraus. DafUr konnte ihm der Mathematiker 
strenge Beweise liefern, wenn es sich nicht in Wirklichkeit nur um eine die mathe
matischen Uberlegungen vereinfachende Annahme handelt; man denke Z. B. an 
die molekulare Struktur der Materie, die vielen naturwissenschaftlichen GroBen 
tatsachlich einen unstetigen Charakter verleiht. 

1 Vgl. Abschnitt H, S.27ff. 



B. Funktionstafel u. graphische Darstellung. 12-15. C. Formeln u. a. f. Funktionen. 1-3. 11 

15. Funktion gegeben dureh Zeiehnung. Die erwahnte Luftdruckkurve eines 
Barographen, der sich viele ahnliche Diagramme von Registrierinstrumenten, wie 
Blutdruck-, Herztatigkeits- und Atmungsschreibern des Arztes, Erdbeben
messern u. dgl., anfligen lie.Ben, zeigt eine neue Moglichkeit, wie eine Funktion 
gegeben sein kann: durch ihr Schaubild, allgemeiner durch irgendeine Zeichnung. 
Diese Art ist in gewissem Sinne vollkommener als die Tafel, weil sie den Funk
tionswert nicht nur fUr endlich viele voneinander verschiedene ("diskrete") Argu
mente, fUr unBtetig veranderliches Argument, liefert, sondern auch fUr die Zwischen
argumente, fUr stetig veranderliches Argument. Hierdurch erklart sich ein weit
verbreitetes Streben nach Ersetzung der Beobachtung durch automatische Re
gistrierung. In anderem Sinne ist die Zeichnung wieder weniger vollkommen als 
die Tafel, weil die beschrankte Ablesegenauigkeit hereinspielt. 

C. Formeln und ahnliches fiir Funktionen1• 

1. Festlegung einer Funktion dureh eine Formel, Definition o. dgl. SchlieBlich 
ist noch einer weiteren, scharf umrissenen Art des Gegebenseins einer Funktion 
zu gedenken, der die beiden soeben erwahnten Mangel nicht anhaften. Wir haben 

sie schon beim Ohmschen Gesetz y = i kennengelernt, und sie tritt besonders 

in der Mathematik haufig auf. Dort ist eine Funktion in der Regel durch eine 
Formel (wie man auch ziemlich verwaschen sagt, einen "analytischen Ausdruck"), 
eine mathematische Definition o. dgl. gegeben. 

2. Beispiele. Beispielsweise ist der Umfang u eines Kreises eine Funktion des 
Halbmessers r, d. h. zu jedem Halbmesser r gehOrt ein gewisser Umfang u. Diese 
trivial anmutende Aussage bekommt einen prazisen Inhalt durch die Formel 
oder das Abhangigkeitsgesetz 

u=2nr, 

wobei mit n die konstante Zahl (die KOnBtante, der Festwert) n = 3,14159 ... oder2 

n =:; 3,1416 oder n = 2: bezeichnetist. Die Formel gestattet, zu jedem vorgegebenen 

Werte des Radius, z. B. 5 em, den zugehorigen Umfang zu berechnen; es wird 

u = 2n' 5 em = 31,4159 ... em. 
Sie ersetzt also eine ungeheuer ausgedehnte Funktionstabelle, in der zu jedem 

. Werte von r das zugehOrige u aufgeschrieben ist, oder eine graphische Darstellung 
von unbegrenzter Genauigkeit. Ahnlich steht es bei der Formel 

g 
s = ~. t2 

2 
(g ~ 981 em sek.-2) , 

welche die Fallstrecke s beim freien Fall als Funktion der Fallzeit t darstellt, oder 
bei der Formel 

F- 2~ - a 1808, 

welche die Flache F eines spharischen Dreiecks auf einer Kugel vom festen Radius a 
mit dem spharischen ExzeB 8 in 0 (dem Uberschu.B der Summe der Dreieckswinkel 
liber 1800) verknlipft. 

3. Mathematiseh definierte Funktionen. Absoluter Betrag. Mathematische 
Definitionen legen z. B. die Funktionen 

1 

y = Vx = x2 und y = log x 
1 Gleichzeitig mit Abschnitt C sieht man sich zweckmii.l3ig die Abschnitte H (S.27-38) 

und L (S.49--55) an. 
2 Das Zeichen """ bedeutet "angenahert gleich". 
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fest (Abb. 9 und 10), wobei fUr die Wurzel noch eine Zusatzvorschrift iiber das 
Vorzeichen zu machen ist. Es solI positiv sein, und wir wollen in Zukuntt das Sym. 
bol Y- immer in diesem Sinne verstehen. Man soIl zu dem gegebenen x ein positives y 
suchen, das quadriert y2 = x liefert. Wenn man sich auf die reellen Zahlen be· 
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Abb. 9. Quadratwurzel. 

schrankt, was wir stets tun werden, so weiB 
man, daB der Definitionsbereich der Funktion 
y = fx aus den positiven reellen Zahlen besteht; 
denn zu negativem x gibt es keine reelle Qua. 
dratwurzel. Wiirden wir keine Forderung wegen 
des Vorzeichens stellen, so bekamen wir keine 
(eindeutige) Funktion. Denn dann erhielten wir 
zu jedem positiven x nicht ein y, sondern zwei, 
die ohne Riicksicht aufs Vorzeichen oder, wie 
man auch sagt, absolut genommen oder dem 
absoluten Betrage naeh einander gleich sind, 
z. B. zu x = 9 die beiden Werte y = +3 und 
y=-3. 

Um ausdriicklich hervorzuheben, daB es sich 
bei unserer Funktion y = Vx um das positive 
Vorzeichen handelt, schreibt man zuweilen (was 

aber bei unserer Verabredung unnotig ist) y = I fxl . Unter i a I (sprich: "Betrag 
von a" oder "absoluter Betrag" von a) versteht man namlich den Wert einer Zahl a 
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Abb 10. Zehnerlogarithmu8. 
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unter Fortwerfung des Vorzei· 
chens, also bei positivem a die 
Zahl a selbst, bei negativem a 
die positive Zahl -a. 1 a 1 ist 
die Lange der Strecke yom Ur· 
sprung nach dem Punkte a auf 
der x·Achse und immer positiv. 

Die Quadratwurzel mit ne· 

gativem Vorzeichen y = -I VX'I 
ist auch eine Funktion von x und 
der andere "Zweig" der "mehr. 
deutigen Funktion" y = Qua· 

dratwurzel aus x. In Abb. 9 ist ihr Bild gestrichelt eingezeichnet. Aber diese Funktion 
interessiert den Naturwissenschaftler fast nie, fiir ihn kommt vielmehr fast nur 
die Funktion y = Vx mit positivem Vorzeichen in Betracht. 

Die ausfiihrliche Definition der Funktion y = log x lautet: y solI so beschaffen 
sein, daB die y.te Potenz lOy von 10 den Wert x hat. Z. B. ist y fiir x = 100 gleich 2 
wegen 102 = 100. Auch die Funktion y = log x ist nur fUr positive x sinnvoll. 

Weitere Beispiele mathematisch definierter Funktionen, bei denen das Wort 
Funktion schon im zusammenfassenden Namen vorkommt, sind die trigono. 
metrischen "Funktionen" sinx, cosx, tanx, cotx (vgl. Abschnitt L, S.49-·55). 

4. Prinzipielles fiber Formeln. Stellung des Naturwissenschaftlers zu ihnen. 
Zur wirklichen numerischen und zeichnerischen Beherrschung abstrakt·mathe· 
matisch definierter Funktionen miissen aus der Definition gewisse Reehenvor· 
sehritten hergeleitet werden, welche zu jedem x das y tatsachlich zu berechnen 
gestatten. Bei der Quadratwurzel wird diese Rechenvorschrift in der Schule gelehrt. 
Beim Logarithmus hingegen ist sie zu verwickelt, als daB man sie immer neu durch· 
fiihren konnte und wollte. Man greift daher fUr praktische Zwecke wieder auf die 
Funktionstafel - hier Logarithmentafel - zuriick, in der fur hinreichend viele 
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Argumente x der Funktionswert y = log x verzeichnet steht. Diese Bemerkung 
ist prinzipiell bedeutsam. Denn sie zeigt, daB mit der Definition oder dem Auf
schreiben einer verwickelten Funktion, wenn keine Tabellen fiir sie vorliegen oder 
wenn nicht an anderer Stelle dadurch eine wesentliche Vereinfachung oder eine neue 
Einsicht erzielt wird, gar nichts gewonnen ist. Insbesondere kann fur den Natur
wissenschaftler eine gute graphische Darstellung viel mehr wert sein als eine nicht wirk
lich beherrschte oder zu verwickelte Formel. 

Andererseits ersetzt die Formel eine ganze ausgedehnte Tabelle und liefert zu 
einem belie big gewahlten Werte von x den zugeordneten Wert von y, ohne daB erst von 
neuem das Experiment befragt werden muB. Daraus erklart sich das Streb en des Natur
wissenschaftlers, an die Stelle der Tabelle die Formel treten zu lassen. Man dringt so 
von Experiment, Beobachtungstabelle und graphischer Darstellung zur "Faustformel" 
und bei Einordnung in groBere Zusammenhange zum Naturgesetz vor (vgl. z. B. H 13, 
S. 32-33; J 4-7, S. 42-44). Es leuchtet ein, daB man hierzu einer guten Kenntnis 
der von der Mathematik zur Verfugung gestellten einfachen Funktionen und ihrer 
Schaubilder bedarf, um aus einer Tabelle oder graphischen Darstellung herauslesen zu 
konnen, welche mathematische Funktion etwa dazu paBt. Auch muB man wissen, wie 
sich naturwissenschaftliche Tatsachen und Hypothesen - z. B. daB beim Radium
zerfall die Zerfallgeschwindigkeit proportional der vorhandenen Radiummenge ist -
in charakteristischen Eigenschaften mathematischer Funktionen widerspiegeln. 

Wenn eine Funktionstabelle zu keiner der gebrauchlichen Funktionen paBt, kann 
man oft mit den leider viel zu wenig bekannten graphischen Verfahren 1 weiterkommen, 
welche zudem vor del' rechnerischen und formelmiiBigen Behandlung den Vorzug der 
Anschaulichkeit haben. Auch lehrt die Mathematik systematisch, besonders einfache 
Funktionen zu finden, welche fUr die gegebenen Werte von x die beobachteten Werte 
von yannehmen (Interpolationsrechnung, K 3-9, S. 45--49) oder welche die Beobach
tungen "moglichst gut" darstellen (Ausgleichungsrechnung 2). Niemals darf man frei
lich gerade hier die Formel uberwuchern lassen und vergessen, daB sie nicht Selbst
zweck, sondern Hilfsmittel ist. Dies gilt besonders fUr die Biologie, wo um der Mathe
matik willen den Tatsachen zuweilen Gewalt angetan worden ist und wo zudem die 
gefundenen Formeln manchmal weniger besagen als eine gute graphische Darstellung. 

D. Implizite Funktion, Umkehrfunktion, zusammengesetzte Funktion. 
1. Impli,zit gegebene Funktionen. AuBer der "expliziten" Definition einer Funk

tion - bei ihr wird von vornherein angegeben, in welcher Weise y aus x hervor
gehen solI, und es kann sogleich y "explizit" als Funktion y = f (x) aufgeschrieben 
werden, wobei nur an Stelle von f (x) viel prazisere Symbole wie Vx oder log x treten 
oder eine Tabelle odeI' Zeichnung o. dgl. vorliegt - spielt noch die sog. "implizite" 
Definition eine Rolle. Bei ihr ist lediglich eine Beziehung zwischen x und y vor
geschrieben, aus der man nach den Regeln des Buchstabenrechnens erst y auszu
rechnen hat, vorausgesetzt, daB dies wirklich geht. So steht es z. B. beim Boyle-
M ariotteschen Gesetz p V = konst = k 

(p Druck, V Volumen eines idealen Gases von konstanter Temperatur) 
------- ---

1 Vgl. z. B. 'PROLSS, 0.: Graphisches Rechnen, Aus Natur und Geisteswelt 708; NEUEN
DORFF, R.: Praktische Mathematik, Aus Natur und Geisteswelt 341 u. 526; RUNGE, C.: 
Graphische Methoden, Leipzig u. Berlin: B. G. Teubner. 

2 Die Ausgleichungsrechnung hat, entgegen dem urspriinglichen Plane, aus Platzmangel 
leider nicht in die vorliegende "Einfiihrung" aufgenommen werden konnen. Man Ierne sie etwa 
aus HAPPAcH, V.: Ausgleichungsrechnung nach der Methode der kleinsten Quadrate, Leipzig u. 
Berlin: B. G. Teubner; HEGEMANN, E.: DesgI., Aus Natur und Geisteswelt 609; WElT
BRECHT, W.: DesgI., Sammlung Goschen 302 u. 641, oder aus der ganz wundervollen Darstellung 
POLYA, G.: Wahrscheinlichkeitsrechnung. Fehlerausgleichung. Statistik, Abderhaldens Hand
buch d. bioI. Arbeitsmethoden, Abt. V, Teil2. VgI. auch II B 12, S.84 und II B 17, S.87-88. 



14 1. Funktion und graphische Darstellung. 

oder beim W ienschen Verschiebungsgesetz 

AmT = konst = b 
(T absolute Temperatur,}"m Wellenlange hOchster Strahlungsintensitat im Spektrum), 

welche echte Gleichungen im Sinne der Algebra zur Bestimmung von V bzw. Am als 
Funktionen von p und T darstellen: 

k 
V=--, 

p 
b 

}.,m=T· 

Verwickelter liegt die Sache schon bei der van der Waalsschen Gleichung 

(p + -~) (V-b) = RT 

(p Druck, V Volumen, T absolute Temperatur eines Gases, a, b, R Konstanten) 

aus der Lehre von den Gasen und Flussigkeiten. Denken wir uns die Temperatur 
T konstant und wollen wir Vals Funktion von p ausrechnen, so stoBen wir auf eine 
Gleichung 3. Grades R T b 

V3 - (b +-p ) V2 + ; V _ ap = 0, 

und diese liefert fur V einen denkbar unubersichtlichen Ausdruck. Das Beispiel 

x 2 + y2 = 0 

zeigt sogar, daB y durch eine Gleichung zwischen x und y uberhaupt nicht bestimmt 
zu sein braucht. Denn fUr jedes reelle x =+= 0 ist die Gleichung bei reell erwartetem y 
sinnlos. Oder man kann vielleicht die Gleichung zwar nach y auflasen, aber es 
ergibt sich keine Funktion in unserem Sinne. So ist es bei der Gleichung 

welche aufgelast 
x2 + y2 = a2, 

ergibt. Die Wurzel kann mit positivem oder negativem Vorzeichen gezogen werden, 
und es gehoren zu jedem x zwischen - a und + a zwei y statt eines y, wie es die 
Funktionsdefinition voraussetzt. 

2. Wie verhiilt sich der Naturwissenschaftler bei impliziter Definition einer Funk
tion1 Der Naturwissenschaftler verschafft sich hinreichende Klarheit daruber, ob 
und wieweit durch eine Beziehung zwischen x und y, die man symbolisch nach 

Vereinigen aller Glieder auf der linken Seite in 
der Form F(x,y)=O 

zu schreiben pflegt, y als Funktion von x: 

y =/(x) 
definiert wird, auf geometrische Weise. Man 
deute die Gleichung F (x, y) = 0, wenn dies mag
lich ist - andernfalls ist y durch sie sicher nicht 
als Funktion von x erklart - durch eine Kurve 
im rechtwinkligen Koordinatensystem. Dazu 

Abb.ll. Implizite Definition einerFunktion. sieht man entweder nach welche geometrischen 
Kreis F (x y) = x' + y' - a' = 0 . ' ' . Elgenschaften durch F (x, y) = 0 ausgedruckt 

werden. So besagt z. B. die Gleichung x 2 + y2 - a2 = 0 oder x 2 + y2 = a2, daB 
das Abstandsquadrat des Punktes x, y vom Ursprung 0, welches nach dem 
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pythagoreischen Lehrsatze gleich der Summe der Quadrate der zueinander recht
winkligen Abszisse x und Ordinate y ist, konstant gleich a2 sein soll. Die Kurve 
mu13 also ein Krei8 vom Radius a sein (Abb.11). Oder man verschafft sich, 
wenIi. das einfach geht, durch AuflOsen der Gleichung F (x, y) = 0 nach y einen 
expliziten, im allgemeinen mehrdeutigen Ausdruck von y durch x und konstruiert 
danach mit Hilfe einer Tabelle o. a. die Kurve, wobei in der Regel zu jedem x 
mehrere y geMren werden. Oder man stellt eine derartige Tabelle her, indem 
man direkt in F (x, y) = 0 fiir x verschiedene Zahlenwerte einsetzt und zu jedem 
x durch Ausrechnen oder systematisches Probieren die entsprechenden y, im all
gemeinen mehrere, bestimmt. 

Die so ermittelte Kurve fiir F(x, y) = 0 schneidet eine Parallele zur y-Achse 
in der Regel mehrmals. Z. B. trifft der Kreis x 2 + y2 = a2 jede Parallele zur 
y.Achse in einem Abstande kleiner als der Radius a in zwei Punkten, einem ober
halb, einem zweiten unterhalb der x-Achse. Nun greift man einen "Zweig" der Kurve 
heraus, welcher jede solche Parallele nur einmal trifft, so daB also fiir diesen Zweig y 
zu jedem x eindeutig bestimmt ist. Die Vorschrift des Herausgreifens zusammen mit 
F(x, y) = 0 gibt dann y als Funktion, genauer als eindeutige Funktion y = f(x) 
von x. Z. B. wahlen wir beim Kreise den oberen Halbkreis y> O. Dann brauchen 
wir zu x 2 + y2 = a 2 oder y = + I V a2 - x21 nur hinzuzufiigen, daB die Wurzel p08itiv 
gezogen werden soIl, und wir haben eine eindeutige Funktion y = I V a 2 - x21 von 
x oder mit unserer Verabredung von S.12 iiber das Vorzeichen beim Symbol r auch 
einfach y = V a2 - x 2 • 

Wie man sieht, kommt es also bei einer implizit gegebenen Funktion nur darauf 
an, einen "eindeutigen Zweig" einer mehrdeutigen Funktion herzustellen. Ubrigens 
hat es der ~aturwissenschaftler verhaltnismaBig selten mit implizit gegebenen 
oder "unentwickelten" Funktionen zu tun. 

3. Umkehrfunktion. Monotonie. Lesen wir die Funktionstabelle einer Funk
tion y = f(x) von rechts nach links, gehen wir also von den y-Werten aus und ordnen 
ihnen die x-Werte zu, so kommen wir unter gewissen Umstanden zur Umkehrfunktion 
oder inver8en Funktion. Jetzt ist y die unabhangige und x die abbangige Verander
liche, wir schreiben etwa 

x=cp(y). 

Die graphische Darstellung der Umkehrfunktion erhalten wir, wenn wir das 
Schaubild der Urfunktion y = f(x) (Abb. 12a) von links seitlich betrachten, wobei 

!J 
sich der Anblick der Abb. 12b darbietet. Ein Koordinaten
system wie in Abb. 12b, in dem die positive Halbachse fiir 
die unabhangige Veranderliche anders als gewohnlich nach 
links lauft und die Drehung, oX 

welche die positive Halbachse der 
unabbangigen Veranderlichen auf ~=rp:, (yJ 
dem kiirzesten Wege in die posi-
tive Halbachse der abbangigen 
Veranderlichen iiberfiihrt, im '4 
Uhrzeigersinne (in "mathemati8ch ~---,-' ------.JO 
negativem Sinne") erfolgen mu13, Y !J 

Abb. 12 a. Urfunktlon hei13t ein Links8y8tem im Gegen- Abb. 12 b. Umkebrfunktion 
1/ = /(Ie). satz zu dem iiblichen Recht8- Ie = 'I'(y) im LlnksBYBtem. 

8y8tem mit Drehung entgegengesetzt dem Uhrzeigersinne (in "mathemati8ch po8i
tivem Sinne"). Damit die Umkehrfunktion x = cp (y) wirklich eine Funktion gemaB 
unserer Funktionsdefinition ist, d. h. zu jedem y nur ein x geMrt, dad offenbar jede 
Parallele zur x-Achse die Kurve y = f(x) nur in einem Punkte schneiden, d. h. es 
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darf in der Tabelle und an der Kurve niemals bei verschiedenen x dasselbe y wieder
kehren. Dies ist z. B. sicher dann der Fall, wenn die Funktion bzw. Kurve y = f (x) 

o X'I 

Abb. 13. Nichtmonotone Funk
tion nicht umkehrbar. 

stetig ist und mit wachsendem x be8tiindig ("monoton") 
8teigt oder abfiillt 1 . Dann sind wir also ohne weiteres 
sicher, daB bei der Umkehrfunktion alles in Ordnung 
ist. Wenn hingegen die stetig vorausgesetzte Kurve 
y = f (x) teils steigt, teils fallt (Abb. 13), miissen wir 
erst ein monoton steigendes oder fallendes Stuck, z. B. 
das anschraffierte, herausgreifen, bei dem das zu einem 
y gehOrige x eindeutig bestimmt ist. Dieses monotone 
Stuck, das beim Betrachten von links seitlich einen 
eindeutigen Zweig verkorpert, leitet dann zu einer Um
kehrfunktion x = IjJ (y) hin. 

Um bei der Umkehrfunktion Ubereinstimmung mit !J~ 
der sonst bei Funktionen ublichen Bezeichnungsweise 

!I 

~ 
herbeizufuhren, schreibt man 
gewohnlich nachtraglich wie-
der x statt y und y statt x, 
also 

y=cp(x), / !y 
: und zeichnet die Kurve aus 

rJ-____ -!:1 ::--__ ......,~ einem Linkssystem in ein 
a: .x Rechtssystem urn, Abb. 12c. 

Abb.12c. Umkehrfunktion y = <p(x) Die zustandekommende Abb. 12 d. Urfunktion und 
1m Rechts3ystem. Umkehrfunktion (Spiegelung). 

Kurve ergibt sich einfacher 
dadurch, daB wir die Kurve der Urfunktion an der in Abb. 12dstrichpunktiertenHalbie
rungslinie des ersten Quadranten spiegeln (sie um diese Halbierungslinie umklappen). 
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Abb.14. Quadrat und Quadratwurzel 
(gew6hnliche Parabel). 
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4. Beispiel: Quadrat und Quadratwurzel. 
Ein lehrreiches Beispiel bietet die Urfunktion 
y = X2, deren Tafel die bekannte, vielen Log
arithmentafeln beigefiigte Quadratzahltafel ist. 
FUr die Zeichnung entwirft man sich zunachst 
etwa das abgedruckte Tafelchen. Durch Ein
schieben weiterer Argumente, etwa x = + 0,5; 
± 1,5; ± 2,5 bekommt man auf Millimeter-

x 

-3 
-2 
-1 

o 
1 
2 
3 

11 

9 
4 
1 
o 
1 
4 
9 

papier so viele Punkte, wie man 
haben will, und kann das Schau
bild Abb. 14 bei beliebigem MaE
stabe mit jeder gewunschten Ge
nauigkeit herstellen. Es ist eine 
die 'y-Achse umschlieBende, zu 
ihr symmetrische und nach oben 
offene und hohle Kurve, die be
kannte gewohnliche Parabel. Sie 

wird von jeder Parallelen zur x-Achse in zwei Punkten geschnitten. Wir konnen also 
nicht ohne weiteres eine Umkehrfunktion erwarten. Dies ist erst der Fall, wenn 
wir etwa nur die rechte Parabelhalfte berucksichtigen. Sie steigt mit wachsendem 
x monoton an und wird von jeder Parallelen zur x-Achse nur in einem Punkte 

1 Statt "bestandig" oder "monoton" zu- oder abnehmend sage man nicht, wie es leider 
manchmal geschieht, "stetig" zu- oder abnehmend, weil das Wort "stetig" schon anderweit 
verbraucht ist (vgl. S.9-1O). 
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getroffen. Klappen wir um die Halbierungslinie des ersten Quadranten um, so ent
steht ein Parabelbogen, der nach unten hohl iiber der x-Achse verHiuft. Die ent
sprechende Umkehrfunktion heiBt (schon mit Vertauschung von x und y) mit 
unserer Verabredung iiber das Vorzeichen von V 

1 

Y = Vx= x 2 • 

Hatten wir die linke Halfte der Parabel y = x 2 umgeklappt, so waren wir zu einem 
nach oben hohlen Parabelbogen unterhalb der x-Achse und zur Funktion 

y=-Vx 
(der Quadratwurzel mit negativem Vorzeichen) gelangt. 

5. AnsehluB an die implizite Definition einer Funktion. Beide Zweige y = y x 
und y = - fx zusammen geniigen der Gleichung 

y2 = x. 

Sie geht aus der friiheren Parabelgleichung y = x 2 durch Vertauschung von x und y 
hervor. 1hr geniigen die Koordinaten aZZer Punkte auf der aus den beiden Parabelbogen 
oberhalb und unterhalb der x-Achse zusammengesetzten vollen, die positive x-Halb
achse umschlieBenden und nach rechts offenen Pat·abel. Durch sie werden beide "Funk-
tionszweige" y = V-X und y = -Yx, welche beide als Umkehrfunktion zu y = x 2 

geeignet sind, implizit definiert, und wir haben den AnschluB an die Darlegungen 
iiber implizit gegebene Funktionen erreicht, wo auch die an sich vorhandene "Mehr
deutigkeit" das Herausgreifen eines eindeutigen Zweiges notwendig machte. Zur 
Unterscheidung der beiden Parabellagen nach den Gleichungen y = x 2 und y2 = x, 
worauf es oft sehr ankommt, kann man sich merken: die Parabel legt sich um die 
Achse herum, deren Koordinate in der ersten Potenz auftritt. Man hiite sich vor 
Verwechslungen. 

6. Zusammengesetzte Funktion. Es ist am Platze, im AnschluB an den Begriff 
der Umkehrfunktion noch einen weiteren iiberaus niitzlichen Begriff zu erwahnen, 
den der zusammengesetzten oder mittelbarenFunktion oder der Funktion von Funktion. 
Bei der Funktion y = (2 x + 3) 2 z. B. soll von x zuerst die Funktion 2 x + 3 gebildet 
werden und dann von dieser Funktion eine neue Funktion, namlich das Quadrat, 
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Abb. 15a, b und c. Zusammengesetzte Funktion. 

ehe man zu y gelangt. Man fiihrt da gern eine Zwischenfunktion, Hiljsfunktion, 
Zwischenverdnderliche oder H ilfsverdnderliche u = 2 x + 3 ein und hat damit 
u=2x+3, y=u2 • 

Allgemein liege etwa u = p (x) und y = f (u) vor, dann ist y = f (p (x)) eine 
mittelbare Funktion von x durch Vermittlung von u, voratlsgesetzt natiirlich, daB 
die Werte von u = p(x) dem Definitionsbereich von y = j(u) angehOren, so daB man 

Walther, Einfiihrung. 2 
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fiir sie y uberhaupt zu bilden vermag. Das Bild der Zwischenfunktion u ist eine 
Kurve u = p(x) in einem xu-System (Abb. 15a), das Bild der Funktion yin Ab
hangigkeit von u eine Kurve y = I(u) in einem uy-System (Abb.15b). Zu einem 
Argument x findet man das zugehOrige y, indem man zunachst im xu-System die Or
dinate u zur Abszisse x sucht und dann dieses u als Abszisse im uy-System ver
wendet. Zu ihm gehOrt als Ordinate der gesuchte Funktionswert y. Auf diese 
Weise laBt sich in einem xy-System punktweise die Kurve y = I (p (x)) zeichnen 
(Abb. 15c). Es ist sehr wohl moglich, daB man zu mehreren x dasselbe u erhalt und 
daher im u y-System mehrmals an denselben Punkt der Abszissenachse gehen muB. 
Zu diesen x gehort dann eben derselbe Funktionswert y, was bei der Umkehrfunktion 
kritisch werden wiirde, bei der Urfunktion aber gar nichts ausmacht. ~ 

Ala zusammengesetzte Funktion laBt sich z. B. die Potenz y = x fJ mitge
brochenem Exponenten, d. h. die p-te Potenz der q-ten Wurzel aus x auffassen. Denn 

~ fl-
U = x fJ = V x, y = uP . Ein einfaches Beispiel, bei dem mehr als zwei Funktionen 

zusammengesetzt sind, liefert z. B. die Schwingungszeit T = 2 7r Y! eines Pendels 

in Abhiingigkeit von der Lange 1. Da ist die erste Zwis<IDenfunktion ug i der g-te Teil 
- 9 

von l, die zweite Zwischenfunktion v = V u die Quadratwurzel aus u; schlieBlich 
geht T aus v durch Multiplikation mit 27r hervor. 

7. Warum sind Umkehrung und Zusammensetzung von Funktionen fUr den 
Naturwissllnschaftler wichtig1 Es leuchtet ein, daB man durch Zusammensetzung 
einiger weniger Grundfunktionen bereits eine ungeheure Menge von Funktionen 
bekommt. Z. B. sind die fur den Naturwissenschaftler belangreichen mathe
matischen Funktionen im wesentlichen aile nur Zusammensetzungen folgender 
Grundfunktionen: Potenz, Logarithmus und seine Umkehrfunktion (Exponential
funktion), trigonometrische Funktionen und ihre Umkehrfunktionen (zyklo
metrische Funktionen). Daher ist fUr ihn eine genaue Kenntnis dieser Grund
funktionen (vgl. Abschnitt I H, J, L; II F) und der so fruchtbaren Prinzipien der 
Umkehrung und Zusammensetzung von Funktionen notwendig. Hiermit aber hat 
er dann seinen Bedarf an mathematischen Funktionen fiir die gewohnlich vor
kommenden Anwendungen bereits vollig beisammen. 

E. Polarkoordinaten und Winkelmessung. 

1. Was sind Polarkoordinaten1 Zur Veranschaulichung von Funktionen kommt 
auBer der bisher besprochenen kurvenmaBigen Darstellung in rechtwinkligen Ko
y 

p 

ordinaten, welche mit Recht bei weitem die ublichste istl. 
auch die kurvenmaBige Darstellung in Polarkoordinaten in 
Betracht. Hierbei wird (Abb.16) die unabhangige Ver
anderliche durch den Winkel p (Polarwinkel, Arlcus, 
Azimut, Amplitude, Argument) versinnlicht, den ein im 
Ursprung angehefteter Fahrstrahl oder Radiusvektor (eine 
durch den Ursprung einseitig begrenzte Strecke) gegen 

Abb.16 • .r;:~~~o~en. seine Ausgangslage (meist auf der positiven x-Halbachse) 
bildet, und die abhangige Veranderliche durch die Lange r 

dieses Fahrstrahls. Ublicherweise wird der Winkel positiv gerechnet, wenn die 
Drehung des Fahrstrahls gegen die Ausgangslage in positivem Sinne (entgegengesetzt 
dem Uhrzeiger) erfolgt ist, anderenfalls negativ. Manchmal beniitzt man auch 

1 Das "schiefwinklige Koordinate:n8ystem", bei dem die positiven Koordinatenhalbachsen 
einen beliebigen Winkel (J) bilden und die Koordinaten eines Punktes ihnen parallel gemessen 
werden, ist wesentlich nur fiir den Fachmathematiker von Bedeutung. 
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negative r, indem man den entsprechenden Fahrstrahl in entgegengesetzter Rich
tung wie unter dem Winkel p, d. h. unter dem Winkel p + 1800 gegen die positive 
x-Halbachse antragt. Meist sind aber nur positive r vonnoten. 

Die durch Ubertragen der Wertepaare einer Funktionstabelle ins Polarkoordina
tensystem gewonnenen Punkte verbindet man wie bei rechtwinkligen Koordinaten 
durch eine glatte Kurve und erhalt so das Bild der Funktion 
r = t(p). So wird z. B. durch r = 2a sin p(O<p< 180°) 
ein Kreis vom Radius a charakterisiert (Abb. 17), der die 
"Polarachse" von oben her im Ursprung beriihrt. Dies 
spielt beim "Zeunerdiagramm" in der Lehre von den 
Schwingungen eine Rolle (vgl. S. 52). 

2. Wann gebraucht man Polarkoordinaten 1 Polar
koordinaten sind beliebt zur Darstellung periodischer Er
scheinungen. Beispielsweise ist die mittlere Temperatur 
der einzelnen Monate eines Jahres annahernd eine peri
odische Funktion der Zeit, d. h. sie wiederholt sich jedes 

Abb.17. Kreis r = 2asinq>. 

Jahr wenigstens ungefahr. Man laBt einem Jahre den Vollwinkel von 360°, einem 
Monat also den Winkel von 30° entsprechen und tragt die mittlere Monats
temperatur fiir den 15. jedes Monats, d. h. unter Winkeln von 150,450,750, •.• ,3450 

ein, indem man den Fahrstrahlen 
unter diesen Winkeln Langen ent
sprechend der mittleren Temperatur 
fiir Januar, Februar, Marz, ... , De
zember gibt (Abb. 18; sie ist auf 
Grund noch genauerer Kenntnis der 
Temperatur entworfen). 

Ferner sind Polarkoordinaten am 
Platze, wenn die unabhangige Ver
anderliche an sich schon ein Winkel 
ist. Z. B. nimmt man die durch 
einen festen Scheinwerfer in einem 
gewissen festen Abstand erzeugte 
Helligkeit als Fahrstrahl zum Winkel 
gegen die Hauptscheinwerferrich
tung oder die Entfernung oder Hohe 
eines Pilotballons als Fahrstrahl zu 
dem Winkel, um den der Pilot
ballon seitlich abgetrieben ist (aus 
der entsprechenden Kurve zieht der 

Abb.18. Temperatur im Laufe eines Jahrea 
in Leningrad (Landklima). 

Meteorologe belangreiche Schliisse auf Windrichtung und Windstarke). Zur Erleichte
rung des Gebrauches von Polarkoordinaten gibt es Polarkoordinatenpapier (Abb. 19) 
analog dem Millimeterpapier zu kaufen, auf dem Radienvektoren etwa von 20 zu 2° 
und konzentrische Kreise mit Radien etwa von mm zu mm vorgedruckt sind. 

3. Umrechnung von Polarkoordinaten in rechtwinklige Koordinaten. Zur Um
rechnung von Polarkoordinaten r, p in rechtwinklige Koordinaten x, y und um
gekehrt dienen die sofort aus der Definition der trigonometrischen Funktionen 
(S.49-50) entflieBenden Formeln (Abb. 16) 

x = r cos p, y = r sin p, r2 = x 2 + y2, tan p = ~ . 

4. Winkelmessung. Bogenma8. Winkel werden in der Praxis meist im GradmafJ, 
d. h. nach Grad 0, Minuten' und Sekunden" gemessen. Der Astronom rechnet 

2* 
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Winkel auf del' Himmelskugel in Stunden h, Zeitminuten m und Zeitsekunden S, 
wobei del' vollen Umdrehung 3600 die Zeit 24h entspricht; del' Seemann hat eine Bin-

Abb.19. Polarkoordinatenpapier (Schleicher & Schiill, Diiren). 

teilung des rechten Winkels zwischen zwei Haupthimmelsrichtungen in 8 Striche. 
Fur mathematische Zwecke ist es Histig, ZUl' Winkelmessung uberhaupt eine neue 

y 
Einheit notig zu haben. Man nimmt daher als MaB 
des Winkels eine LangenmaBzahl, namlich die Langen
maBzahl fUr den Kreisbogen, welcher durch die 
Schenkel des Winkels auf dem Einheitskreise, d. h. 
dem Kreise vom Radius 1, ausgeschnitten wird 
(Abb.20). Sie heiBt das Bogenmaf3 odeI' natiirliche 
Maf3 des Winkels. So werden wir uns Winkel immer 
gemessen denken. Winkel p ist ein Winkel, zu dem aUf 
dem Einheitskreise der Bogen von der Lange p gehOrt. 

Das folgende Tafelchen erleichtert den (jbergang 
vom Gradmaf3 zum Bogenmaf3. Del' rechte Winkel von 

900 erhalt das BogenmaB ; , weil zu ihm del' Viertel
Abb.20. Bogenmal.l fUr den Winkel. einheitskreis 1- 27r als Bogen gehort. Diese Zahl; 

benutzt man zur Bezeichnung des rechten Winkels und schreibt sie zwischen seine 

Schenkel wie sonst 90 0 (Abb. 20). 10 hat das BogenmaB :66 = 1;0; fUr die Bogen

maBe von I' und I" muB man noch durch 60 bzw. 60 2 dividieren. Einem durch 
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1'0 fl' (/' gemessenen Winkel kommt das BogenmaB 

zu. 

1745 . 10-5 Y + 2909 . 10-7 fl + 4848 . 10-9 a 
Passende Tafeln hierfur sind in den meisten Logarithmentafeln enthalten. 

GradmaB 

3600 

2700 

900 

600 

BogenmaB 

27l ""'" 6,2832 
37l 
--=47124 
2 ' 

7l = 3,1416 
7l 
2"""" 1,5708 

7l 
3 = 1,0472 

Umgekehrt ist der Winkel mit 
dem BogenmaB 1 aus der Gleichung 
4848 . 10-9 a = 1 im GradmaB in Se
kunden angenahert zu 206265" = 57° 
17' 45" zu finden oder unmittelbar in 

G d 7l ] ° 1800 W'll ra enaus-----" = zuy = --. 1 180 I - 7l 

570 17' 45" = 206265" 1 

man allgemein den Winkel ep in Grad
maB ausgedruckt haben, so multipli
ziere man ep mit 206265 und erhalt 
dann die Sekunden. Z. B. fur ep = 0,1 
ist das GradmaB 

300 

10 

I' 

7l 
4 = 0,7854 

7l 
6 =0,5236 

11:.. = 1745. 10-5 
180 

__ 7l~~_ = 2909 . 10-7 
180·60 

20626,5" = 343' 46,5" = 5° 43' 46,5" . 

Beim Nebeneinanderauftreten von 
Grad- und BogenmaB empfiehlt sich 
die Vorsetzung von arc (Arkus) vor 
ein GradmaB, um den Ubergang zu 
BogenmaB zu verlangen. Z. B. arc 120° 

= ~31t' oder arc 15° = 1~ . 

I" --.!!..~--- ""'" 4848 . 10-9 N iitzlich ist oft folgende Vorstellung. Der 
180 . 602 Winkel ist das MaB der Drehung, die ein 

Radiusvektor von der Lange 1 gegen die 
positive x-Halbachse erfithrt (Abb.20). Man denke sich einen Faden mit einem Ende im 
Punkte x = 1 auf der positiven x-Halbachse befestigt und wahrend der Drehung auf die Bahn 
des Endpunktes des Radiusvektors, d. h. auf den Einheitskreis, aufgelegt. Die Lange dieses 
Fadens gibt als MaB der Drehung das BogenmaB des Drehwinkels. 

Der Bogen eines Kreises yom Radius r zum Mittelpunktswinkel ep (ep wie immer 
im BogenmaB) betragt rep, ist also proportional dem im BogenmaB gempssenen 
Mittelpunktswinkel mit dem Radius als Proportionalitatsfaktor. 

F. Funktionsleitern. 

1. Die Funktionsleiter. Neben der kurvenmaBigen Darstellung einer Funktion 
in rechtwinkligen oder Polarkoordinaten hat neuerdings die Darstellung mittels 
einer "Skala" oder "Leiter" steigende Bedeutung gewonnen. Dieses Verfahren ge
hort in die sog. Nomographie, einen etwa seit der Jahrhundertwende entwickelten 
Zweig der Mathematik, welcher namentlich in Frankreich dem Ingenieur und 
Artillerieoffizier zu groBen Erfolgen verholfen haP. Wahrend bei der ublichen 
graphischen Darstellung das Hauptgewicht auf der Veranschaulichung Iiegt, will 
man aus nomographischen Darstellungen bequem, rasch und genau Zahlenwerte 
ablesen. Das "Nomogramm" solI eine Art gezeichnete Rechenmaschine sein. 

Man versieht eine Gerade als "Trager" von einem Nullpunkte oder Anfangs
punkte aus unter Zugrundelegung einer passenden Einheitsstrecke mit gleichmaBiger 
Einteilung und Bezifferung, positiv in der einen, negativ in der anderen Richtung 

1 Eine vortreffliche "Einfiihrung in die Nomographie" riihrt von P. LUCKEY her, Math.
Phys. Bibliothek (Teubner) 28 u. 59/60. Vgl. ferner etwa WERKMEISTER, P.: Das Entwerfen von 
graphischen Rechentafeln (Nomographie). Berlin: Julius Springer; SCHWERDT, H.: Lehrbuch 
der Nomographie. Berlin: Julius Springer. 
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bei verschiedenen 
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p 
in Atm 

1 
1,5 
2 
2,5 
3 
3,5 
4 
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5 
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7 
8 
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11 
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50 

1. Funktion und graphische Darstellung. 

in °0 

100 
115 
121 
128 
134 
139 
144 
148 
152 
159 
165 
171 
176 
180 
184,5 
188 
192 
195,5 
199 
202 
204 
208 
210 
213 
225 
235 
250 
265 

vom Nullpunkte aus wie bei der x- und y-Achse 
eines rechtwinkligen Koordinatensystems. An 
Hand der Funktionstabelle sucht man auf dieser 
"y-Skala" oder "y-Leiter" die den y der Ta
belle entsprechenden Punkte auf, kennzeichnet 
sie durch Strichmarken nach der anderen Seite 
wie die Strichmarken der gleichmi1Bigen Ein
teilung und schreibt jedesmal nicht das betref
fende y, sondern dasjeni(Je x daran, dem das y 
zU(Jeordnet ist. Neben die gleichmaBige y-Leiter 
kommt so eine im allgemeinen ungleichmaBige 
x-Leiter auf denselben Trager. In Abb. 21 ist 
dies fUr die Siedetemperatur t des Wassers in 
o C in Abhangigkeit vom Drucke p in Atmo
spharen auf Grund der beigedruckten Tabelle 
ausgefiihrt. 

Allgemein entsteht eine "Doppelskala" oder 
"Doppelleiter" oder ein "Nomo(Jramm" der Funk
tion y = f(x). Zu jedem x kann man das zu
gehorige y ablesen und umgekehrt und besonders 
angenehm - darin besteht ein Vorzug des 
Nomogramms - nach AugenmaB Werte da
zwischenschalten. 

Die Doppelleiter laBt sich auch dadurch er
zeugen, daB man die Punkte der Kurve y = f(x) 
im rechtwinkligen Koordinatensystem durch 

.~ 
500-.;;:-- --------------------.. ------

wagerechte Geraden 
auf die gleichmaBig be
zifferte y-Achse hin
uberprojiziert; dann 
braucht man gar keine 
Funktionstabelle. So 
ist fur Abb. 22 an der 
Skalenteilung eines 
Spektralapparats die 
Lage einiger Spektral
linien bekannter Wel-

~ 
,~ 

550-~---------------------
"" ~ 

700 500 
We//en/onge 1. in fLfL 

500 '100 

Abb. 22. EJchkurve und Elchnomogramm ~ines Spektralapparates. 

Metall 

Na 
K 
Li 
Sr 

Ca 

Ba 

Tl 

skalen
teile 

10 
5,93 
7,75 
8,00 
9,45 

16,92 
8,95 
9,05 
9,45 

11,35 
20,74 
11,35 
14,50 
12,12 

Wellen
Hinge). 
in 1'1' 

589,3 
768,2 
670,8 
659,9 
606 
460,7 
622 
619 
606 
553 
422,7 
553,6 
487,0 
535,1 
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lenlange abgelesen worden. Ubersetzt man die gefundene beistehende Tabelle ins 
Graphische, indem man die Wellenlangen als Abszissen, die Skalenteile als Ordinaten 
in einem rechtwinkligen Koordinatensystem nimmt, so entsteht die "Eichlcurve" 
des Spektralapparats, durch Hiniiberprojizieren ihrer Punkte auf die Skalenteil
achse und Daranschreiben der entsprechenden Wellenlangen das "Eichnomogramm". 
Dieses liefert zu jeder im Spektralapparat neu beobachteten, auf der Skala fest
gelegten Spektrallinie sofort die Wellenlange. 

Nachtraglich kann die gleichmaBige y-Teilung fortgelOscht werden. Um dann 
den Funktionswert fiir ein x auf der stehenbleibenden x-Leiter bestimmen zu konnen, 
muB man mit dem AnlegemaBstab oder mit dem Stechzirkel die den Funktionswert 
versinnlichende Strecke vom Anfangspunkte bis zum Punkte mit der Zahl x aus
messen. Eine solche x-Leiter ist auffaBbar als hervorgegangen durch eine nach 
Vorschrift der Beziehung y = I(x) vorgenommene Verzerrung (Ausdehnung oder 
Zusammendriickung) einer gleichmaBigen x-Leiter, wie sie beispielsweise die x-Achse 
eines rechtwinkligen Koordinatensystems tragt. Die Funktion y = I (x) vermittelt 
in diesem Sinne die "Abbildung" einer gleichmiifJigen x- y .r 
Leiter auf eine ungleichmiifJige in dem Sinne, wie man in 1 10 
der Kartenentwurfslehre von Abbildung der Erdoberflache 9 

auf eine geographische Karte redet. 
2. Logarithmische Leiter. Wohl die wichtigste ungleich- 0,9 8 

7 maBige Leiter ist die logarithmi8che Leiter, d. h. die Leiter der 
Funktion y = log x (Abb. 23). Am Anfangspunkte steht bei 0,8 
ihr die Zahll, weil bekanntlich log I = 0 ist. Die Zahl x ist, 6 

wenn die MaBstabseinheit a cm betragt, vom Anfangspunkte 
urn (log x) . a cm· entfernt, z. B. die Zahl 2 um log 2· a cm 0,7 5 

=0,301O'acm, dieZahllOum I·acm=acm. Dielogarith-
mische Leiter tritt vor allem beim Rechenschieber (S. 25-26) 0,6 II 

und beim logarithmischen Papier (S. 38-44) auf. Sie hat 
die bemerkenswerte Eigenschaft, daB auf ihr fiir die x iiberall 
die gleiche relative Ablesegenauigkeit erzielbar ist (S. 177). 0,5 

3. Zwei gleichsinnige Leitern mit zusammenfallenden J 
Anfangspunkten. Nach FortlOschung der gleichmaBigen 
y:'Leiter konnen wir auf dem Trager noch eine zweite 0,11 
Funktionsleiter anbringen, etwa fiir eine Funktion TJ = cp (g) . 
Man denke sich etwa, daB zwei mit derselben MaBstabs- o,J 2 
einheit fiir die abhangigen Veranderlichen y und TJ gezeich
nete x- und g-Leitern fiir die beiden Funktionen y = I(x) 

1,8 

und TJ = cp (g) nebeneinandergelegt oder aneinandergeheftet 0,2 1,6 
werden, so daB die Trager zusammenfallen. Sind die 
Leitern "gleichsinnig", d. h. laufen die fortgelOschten y-
und TJ-Bezifferungen in gleicher Richtung, so besteht, wenn 0,1 1,2 

die Anfangspunkte y = 0 und TJ = 0 sich decken, fiir zwei 
nebeneinanderstehende Werte x und g die Beziehung'y=TJ, 0 1 
also I(x)=cp(g). Z. B. sind in Abb. 24 die Leitern 
y = sintX und TJ = n sinp mit n = 1,5 zusammengeheftet. 
Zusammenstehende Werte tX und p erfiillen die Gleichung 

sin tX = n sin p , d. h. das optische Brechungsgesetz s~ ~ = n 
swI' 

Abb.23. 
Logarith

mlsche 
Leiter 

y = logz. 

(n Brechungsquotient, n = 1,5 fiir Glas), stehen also in der 
Beziehung von Einfalls- und Breohungswinkel. Der Winkel 

fi 

so· 
80· 
70· 

50· 

JO· 

lOG 

10· 

o· 
Abb.24. 

Doppellelter fiIrs 
Brechungsgesetz 

sin", -. =,. 
sinjJ 

mit n = • /,( Glas). 
'" Winkel in Luft 
(rechts). t9Wlnkel 
In G1a8 (links). 

p ~ 420 in Glas entspricht dem Winkel tX = 900 in Luft, der zugehOrige Strahl 
tritt streifend aus Glas in Luft; bei p > 42° findet totale Reflexion statt. 
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4. Zwei gleichsinnige Leitern mit verschiedenen Anfangspunkten. Kommen beim 
Zusammenheften gleichsinniger Leitern die Punkte 1) = 0 der ;-Leiter und y = q = f (p) 
der x-Leiter nebeneinander, so ist jedes y um q groBer als das neben ihm zu 
denkende 1). Man erhi:ilt ja y, indem man auf der x-Leiter bis zu y = q geht, 

dann auf der ;-Leiter um 1) weiter. Es gilt demnach 

0,5 
"=> 

~ 
.~ 

~ 
ci:l 0,6 

0,7 

y=1)+q, und fiir ~ 
nebeneinanderstehende x i 

b~~ :gposifiv--+ und.~ ist f(x~ =p@+q ~b -f . f-.. g-J 
f g~lJposiliv- (Zufugen emer Kon- _bposifiv gposiliv-

stanten zu den Funk-
tionswerten p (;»). Beispielsweise sind bei einer -0,9 
diinnen Zerstreuungslinse von der absolut genom-

~ d ~ menen Brennweite f die Gegenstandsweite g un die 

0,6 

0,7 

l 

J 

Bildweite b durch die Gleichung 

1 = 1 + 1 
b g f 

verkniipft. Zur HersteIlung eines Nomogramms 
-1,5 

entwerfe man die Leiter der Funktion y = .. ~ (rezi- -2 
x 

proke Leiter) und hefte zwei derartige Leitern mit 
b und g statt x so aneinander, daB der Punkt -3 

1) = 0 der g-Leiter neben dem Punkte y = T oder :; 

b = f der b-Leiter steht (Abb. 25 mit f = 1)1. -'10 

Richten wir im aIlgemeinen FaIle die x- und ;-Leiter -~ 
gegeneinander ver8chiebbar ein (zeichnen etwa eine ~ 20 

auf Pauspapier), so konnen wir der GroBe q ver- .~ 10 

schiedene Werte erteilen, beherrschen im Beispiele ~ 5 

also Linsen verschiedener Brennweite 2• li:5 'I 

0,5 

0,6 

0,7 

0,8 

z 

J 

0,8---+---11-
5 

5. Gegensinnige Leitern. Bei "gegen8innig" (mit 3 

entgegengesetzt laufenden y- und 1)-Bezifferungen) 
nebeneinandergelegten x- und ;-Leitern, fur welche z 
die Punkte 1) = 0 der ;-Leiter und y = q der x
Leiter zusammenfaIlen, liefern die Funktionswerte 1,5 

f (x) und p (;) fUr zwei am selben Punkte befindliche 
Werte x und; die Summe q, also f(x) + p@ = q. 

If 
5 

0,9 10 
20 
00 

Z. B. gilt bei einer Sammellinse von der Brennweite f 

Abb. 25. Abb. 26, 

10 
20 
00 

gl+1b=lf; 
Zerstreuungsllnse Sammelllnse 

.!= ~ + ~, t = 1. man braucht nur die g-Leiter umgekehrt wie bei ~ + ~ = ~, t = 1. 

b g t der Zerstreuungslinse anzulegen (das Pauspapier g b t 
um 1800 zu drehen, Abb.26). 'Obrigens werden wir spi:iter noch bessere Nomo
gramme fiir Linsen (und Spiegel) kennenlernen (vgl. S. 67). 

1 Das Symbol 00 , zu lesen "Unendlich", in Abb. 25 bedeutet, daB die Gegenstandsweite g 
unbegrenzt zuninImt, je mehr sich die Bildweite b der Brennweite f(= I) nahert, in leicht 
verstandlicher sinnbildlicher Schreibweise 

g-+oo fiir b-~ f. 
Sehr weit entfernte Gegenstande haben ihr Bild "beinahe" im Brennpunkte, um so besser, je 
weiter sie entfernt sind. Vgl. I H 15 und 16 (S. 34-35). Was ist entsprechend in Abb.26 
mit 00 gemeint? 

2 Dies geschieht auch schon durch Abb. 25, wenn wir Gegenstands- und Bildweite mit der 
Brennweite als Einheit rechnen. 



F. Funktionsleitern. 4-5. G. Rechenschieber und Rechenrnaschinen. 1-4. 25 

G. Rechenschieber und Rechenmaschinen. 

1. Die vier Hauptleitem des Instruments. Reiche Anwendung finden 
die besprochenen Tatsachen beirn Rechenschieber oder Rechenstab, welcher 
in die Hand jedes mit Zahlen arbeitenden Naturwissensehaft.lers gehort, 
hier aber nur fliiehtig besproehen werden kann; sein Gebraueh und seine 
wirkliche Ausnutzung sind dureh etwas Uben leicht erlernbar. Bei der 
ublichen, etwa 30 cm langen Ausfiihrung (Abb. 27) ist auf dem HauptkiYrper 
des Instruments oben eine 25 em lange logarithmisehe x-Leiter mit der 
MaBstabseinheit a = 12,5 em fiir y = log x und x = 1 bis x = 100, unten 
eine logarithmisehe X-Leiter mit der MaBstabseinheit 25 em angebraeht, 
welche in bezug auf die MaBstabseinheit a = 12,5 em der Funktion 
Y = 2 10gX = log X2 entsprieht. Vnter der x-Leiter und gegen sie ver
sehiebbar befindet sieh auf der "Zunge" eine ihr genau gleiehe logarith
misehe s-Leiter, ebenso iiber der X-Leiter auf der Zunge eine ihr genau 
gleiehe logarithmisehe Z-Leiter. Da log10c = 10g1O + logc = 1 + loge 
iBt, entsteht das rechte Stiick der x- hzw. s-Leiter zwischen x = 10 und 
x = 100 aus dem linken Stiick zwischen x = 1 und x = 10 durch Ver
schieben um die MaBstabseinheit 12,5 cm nach rechts und ist deshalb in 
der Regel wieder mit 1 bis 10 beziffert (vgl. die Tatsache, daB die Log
arithmen der Zahlen zwischen 10 und 100 dieselben Mantissen wie die 
zehnmal kleineren Zahlen zwischen 1 und 10 und die Kennziffer 1 haben). 
Wiirde man die Leiter rechts noch einmal ansetzen, so kame man zu den 
Zahlen zwischen 100 und 1000, wiirde man sie links an die Ausgangs
leiter anfiigen, zu den Zahlen zwischen 0,1 und 1 usw. Mit der einen 
logarithmischen Leiter fiir x = 1 bis x = 10 beherrseht man, von Zehner
potenzen (der Stellung des Kommas) abgesehen, bereits das ganze System 
der positiven Zahlen (analog wie in einer Logarithmentafel nur die Man
tissen der Logarithmen aufgefiihrt und doch zu allen positiven Zahlen die 
Logarithmen bestimmbar sind). Die Stellung des Ko~mas liefert der 
Rechenschieber nieht; man ermittelt sie dureh einen Uberschlag. 

2. Laufer. Quadrieren und Quadratwurzelzieben. Zahlen nicht un
mittelbar benachbarter Leitern in Verbindung zu bringen, bezweckt der 
"Laufer", eine langB des Rechensehiebers versehiebbare Glasplatte mit 
eingeritztem Strich senkrecht zu den Tragern der logarithmischen Leitern. 
Dies erweist sich als niitzlich z. B. fiir die obere x-Leiter der Funktion 
y = logx und die untere X-Leiter der Funktion Y = logX2. Der Laufer
strich verbindet Werte mit 

logx=logX2, also X=X2, 
Hefert also zu jeder Zahl der unteren Leiter auf der oberen das Quadrat, ).u 
jeder Zahl der oberen Leiter auf der unteren die Quadratwurzel, wobei man 
unter den beiden Halften der oberen Leiter je nach der Kommastellung 
durch Uberschlag die geeignete auswahlen muB, z. B. fiir x = 9 oder 
x = 900 oder x = 0,09 die linke, fur x = 90 oder x = 0,9 die rechte. Es 
gibt auch Reehenschieber, die auBer den vier gewohnlichen Leitern eine 
Leiter in 1/3 des MaBstabs der beiden unteren Leitern haben; diese weitere 
Leiter besteht aus drei mit 1 bis 10 bezifferten aneinandergereihten Stiicken 
(System Rietz) und dient zum Rechnen mit Kuben und Kubikwurzeln. 

3. GleicbmaBige Leiter und trigonometrische Leitern. Zwischen 
den beiden logarithmischen Zungenleitern findet sieh zuweilen eine gleich
ma{3ige Leiter. Mit ihrer und des LaufersHilfe lassen sieh die Strecken
langen auf den anderen Leitern, d . h. die Logarithmen der auf den 
anderen Leitern stehenden Zahlen ermitteln, die fiir hohere Potenzen und 
Wurzeln sowie fiir Potenzen mit gebrochenen Exponenten in Frage kommen. 
Meist steht aber diese gleichmaBige Leiter auf der Riiekseite der Zunge, 
die auBerdem noch Leitern der Funktionen y = 2 + log sin £x fiir £x = 34' 
bis £x = 90° und y = 2 + 2log tan £x ftir £x = 5° 43' bis £x = 45° mit der 
MaBstabseinheit a = 12,5 em zu trigonometrischen Rechnungen aufweist. 

4. Drei I.Quferstricbe. Manchmal tragt der Laufer drei Striche. Steht 
der mittlere auf der oberen Korperleiter auf 1, so fallt der linke auf 

.~ = 0,7854, der rechte auf! = 1,2732. Verbindet allgemeiner ein Laufer

strich die Zahlen X auf der unteren und x = X 2 auf der oberen Korper
leiter, so zeigt der links davon befindliehe Lauferstrich auf die Zahl 
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~ x = 4 X2. Aufdiese Weise gewinnt man zum Durchmesser X eines Kreises auf der unteren 

Leiter die Kreisflache 4- X2 auf der oberen Leiter. 

Ii. Multiplikation und Division durch festen Divisor. Stellt man durch Verschieben der 
Zunge aus ihrer u'I"8'fYI'Unglichen Lage den Anfangspunkt s = 1 der oberen Zungenleiter unter den 
Punkt x = p der oberen Korperleiter, so gilt fiir untereinander befindliche Werte x und s die 
Beziehung log x = logs + logp, also x = sp; iiber jedem Werte der oberen Zungenleiter steht 
(bis aufs Komma) sein Produkt mit dem festen Faktor p (M ultiplikation). rst z. B. p = n = 3,1416, 
wofiir die meisten Rechenschieber einen besonderen Strich tragen, so liest man iiber jedem 
Durchmesser 2r dariiber den zugehiirigen Kreisumfang 2'1"n abo Umgekehrt befindet sich unter 
jedem Werte x der oberen Korperleiter sein Quotient durch den festen Divisor p (Divi8ion 
dunh festen Divi8or). So liefert der Rechenschieber bei Einstellung des Anfangspunktes der 
Zunge auf einen Widerstand R zu verschiedenen Spannungen E auf der Korperleiter nach 

dem 'Ohmschen Gesetze J = ~ darunter die zugehorigen Stromstarken J auf der Zungenleiter. 

Fiir das VergroBern oder Verkleinern von Zeichnungen ist die Bemerkung niitzlich, daB unter
einanderstehende Werte ein festes Verhaltnis hahen. 

Statt den Punkt s = 1 unter den Punkt x = P zu bringen, konnen wir auch den Anfangs
punkt x = 1 der Korperleiter iiber den Punkt s = p der Zungenleiter stellen, ferner analog wie 
mit den beiden oberen Leitern auch mit den beiden unteren rechnen. 

6. Gegenliufige Zunge. Festes Produkt und Division bei festem Dividenden. Wird die 
Zunge gegenliiufig hineingesteckt, so gilt fiir zwei durch den Lauferstrich verbundene Werte auf der 
x- und s-Leiter log x + logs = logp oder Xs = p, wenn der Anfangspunkt bzw. bis auf Zehner
potenzen der Endpunkt der s-Leiter dem Punkte x = p der x-Leiter entspricht. Der Laufer
strich ordnet also Zahlen mit dem fe8ten Produkt p einander zu. Dies ermoglicht Z. B. die An
gabe zusammengehoriger Werte von Druck p und Volumen Vim Boyle-Mariotteschen Gesetzc 
p V = konst (der Buchstabe p hat natiirlich eine ganz andere Bedeutung als socben). Man kann 

auch schreiben S = ~ und hat damit die Anwendung des Rechenschiebers zur Divi8ion bei 
x 

festem Dividenden. Wollen wir beispielsweise beim Ohmschen Gesetz fiir eine feste Spannung E 
(etwa eines Akkumulators) und verschiedene Widerstande R die Stromstarken J wissen, so 
schiebe man den Anfangs- oder Endpunkt der s-Leiter auf der gegenlaufig hereingesteckten 
Zunge unter den Wert E auf der oberen x-Leiter; zu jedem Widerstand R auf ihr gibt dann 
der Lauferstrich auf der s-Leiter die zugehiirige Stromstarke J. 

7. Kubikwurzeln. Zur Kubikwurzelausziehung stelle man den Anfangs- oder Endstrich der 
gegenlaufig hereingeschobenen Zunge auf den Radikanden p auf der oberen Korperleiter und 
suche (am besten mit dem Lauferstrich) gleiche Zahlen x und Z auf den jetzt unmittelbar be
nachbarten x- und Z-Leitern auf. Fiir diese gilt 

-3 

xZ2 = xli = p, x=yp, 
womit die Aufgabe gelost ist. Verwenden wir sowohl Anfangs- als auch Endstrich der Zunge, 
so bekommen wir insgesamt drei verschiedene Stellen der Gleichheit von x und Z. In der Tat 
existieren zu Zahlen p, die sich nur durch die SteUung des Kommas unterscheiden, Z. B. 5; 50; 
500, drei wesentlich verschiedene Kubikwurzeln, im Beispiel 1,71; 3,68; 7,94. 

8. Allgemeine Ratschliige. Um yom Rechenschieber voUen Gewinn zu haben, geniigt es 
nicht, ihn, wie iiblich, zur Multiplikation, Division und Quadratwurzelziehung anzuwenden. 
Man muB vielmehr aIle in ihm liegenden Moglichkeiten, an denen er sohier unerschiipflich ist, 
ausbeuten1• Der Naturwissenschaftler wird sich fiir sein Sonderarbeitsgebiet durch thlerdenken 
der einfachen Grundprinzipien Mufig besonders zweokmaBige Verwendungsmogliohkeiten 
zurechtlegen konnen. 

9. Rechenmaschinen. Wahrend der Rechenschieber (ebenso wie die Logarithmentafel) in
folge seiner beschrankten HersteUungs- und Ablesegenauigkeit nur angenahert richtige Ergebnisse 
liefert, arbeiten die Rechenma8chinen absolut genau. Sie nehmen dem sonst oft gefiirchtetenZahlen
rechnen seine Schrecken und machen es geradezu zu einem Vergniigen. Man unterscheidet 
Addiermaschinen, eigentliche Rechenmaschinen fiir aHe vier Grundrechnungsarten und Mul
tipliziermaschinen. 

Bei den Addierma8chinen werden die Summanden ahnlich wie bei einer Registrierkasse 
mittels Tasten eingesteUt und entweder sogleich beim Niederdriicken der Tasten oder nachher 
durch einen besonderen Hebelzug u. a. addiert. Oft werden die Maschinen mit Druckwerk 
ausgestattet, welches die einzelnen Posten und die Summe aufschreibt. Sie sind dem Physiker 
und Biologen niitzlich, wenn er aus vielen Einzelangaben Durchschnittswerte zu bilden wiinscht. 

1 Eine gute Anleitung hierzu gibt ROHRBERG, A.: Theorie und Praxis des logarithmischen 
Rechenschiebers, Math.-Phys. Bibliothek (Teubner) 23. 
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Bei den Rechenmaschinen wird z. B. der Multiplikand in einem "Einstellwerk" mittels 
Schiebern in Schlitzen oder mittels Tasten eingestellt. Das "Ergebniswerk" ist gegeniiber 
dem Einstellwerk als "Lineal" oder "Schlitten" verschiebbar, so daB man entsprechend 
der Schreibweise im Zehnersystem nacheinander die Einer, Zehner, Hunderter, ... des 
Multiplikators beriicksichtigen kann. Man dreht eine Kurbel so oft herum, wie die betreffende 
Stelle des Multiplikators angibt; dann erscheint di.l.lse im "Umdrehungszahlwerk" und das 
Produkt mit dem Multipliksnden im Ergebniswerk. Ahnlich verlauft die Division. 

Ais Hauptkonstruktionselement einer Rechenmaschine, nach welchem man drei verschiedene 
Typen von Rechenmaschinen unterscheidet, kommen in Betracht: die "Stajjelwalze", ein Metall
zylinder mit neun verschieden langen Rippen entsprechend den Zahlen von 1 bis 9 (von Leibniz 
erfunden; die Maschinen werden aber meist nach dem Elsasser Thomas urn 1820 Thomas
maschinen genannt, z. B. Burkhardt-Arithmometer, Tim, Unitas, Xx X, Archimedes); das 
S'Jff'08senrad, ein Zahnrad mit veranderlicher Zahnezahl (ebenfalls wahrscheinlich von Leibniz 
erfunden, von Polenus in Padua 1709 beschrieben, von dem russischen Bankbeamten Odhner 
1874 sehr vervoHkommnet, heute vor aHem bei den Brunsvigamaschinen); der Proportional
hebe] mit 'Jff'oportional verschiebbaren Zahnstangen, eine an einem Ende befestigte schlitzformige 
Ose, welche den in sie eingehangten parallelen Zahnstangen Bewegungen proportional dem 
Abstande vom Drehpunkte entsprechend den Zahlen 1 bis 9 erteilt (Hamannsche Mercedes
Euklidmaschine 1906). Viele Rechenmaschinen werden auch fiir vollautomatischen Betrieb 
mit Elektromotor geliefert, z. B. die Mercedes-Euklid. Man braucht dann nur die Ausgangs
werte einzustellen und die Maschine in Gang zu setzen, so steht in einigen Sekunden das fertige 
Ergebnis da. Die Rechenmaschinen leisten bei allen Zahlenrechnungen unschatzbare Dienste, 
z. B. im Vermessungswesen, in der Astronomie (Bahnberechnungen), bei der Auswertung 

, vieler Beobachtungen (Spektroskopie, Biologie). 
Die Multipliziermaschinen (im Handel: Millionar) benotigen fur jede Stelle des Multiplikators 

nur eine Kurbeldrehung1• 

Jeder Naturwissenschaftler soUte iibrigens das systematische abgekiirzte Rechnen be
herrschen 2• 

H. Proportionalitat, lineare Funktion und Potenz3• 

1. Konstante. Die einfachste iiberhaupt denkbare Funktion ist offenbar die Kon
stante (der Festwert) y=b, 

bei der jedem Argument derselbe Funktionswert b zugeordnet ist. Als Schaubild 
ergibt sich eine wagerechte Gerade parallel der x-Achse im Abstande b von ihr durch 
den Punkt b auf der y-Achse (Abb.28 fiir b = -2). 
Insbesondere ist durch y = 0 die x-Achse selbst ge
kennzeichnet. 

2. Proportionalitat. Als nachst einfache Funktion 
kommt y = x; jeder Funktionswert stimmt mit dem 
Argument iiberein. Wir betrachten statt dessen so
gleich allgemeiner die Proportionalitiit (Verhiiltnis
gleichheit ) 

y = a x mit festem a. 

Jedes y geht aus seinem x durch Multiplikation mit 
dem Proportionalitiitsfaktor (der Verhiiltniszahl) a her

-q. -J -2 

If 
Y 

" 

1 

-rt a 2 
oX 

Y= 2 
-2 
-v 

-
vor. a heiBt auch Einheitswert, weil es das y fiir Aoo. ;':1:S. Ger .. de para.l1eJ der IIJ.Achse. 

X = 1 ist, allgemeiner Zahlenfaktor, Koettizient, 
Beiwert oder Vorzahl. Zu doppelt so groBem x geh6rt das doppelte y, zu drei
fachem x das dreifache y, zu halbem x das halbe y usw. Allgemein haben y 

1 Uber Rechenmaschinen vgl. LENZ, K.: Die Rechenmaschinen und das Maschinenrechnen, 
Aus Natur und Geiste..<rwelt 490; WILLERS, FR. A.: Mathematische Instrumente, Sammlung 
Goschen 922. 

2 Vgl. WrrTING, A.: Abgekiirzte Rechnung, Math.-Phys. Bibliothek (Teubner) 47; WERK
MEISTER, P.: Praktisches Zahlenrechnen, SammIung GOschen 405. 

3 Neben den Erort.erungen dieses Abschnitts wird man mit groBem Gewinn die leichtverstand
liehe Schrift von A. WITTING: Funktionen. Schaubilder und Funktionstafeln, Math.-Phys. 
Bibliothek (Teubner) 48 lesen. Auch ist es empfehlenswert, schon jetzt mit dem Studium 
des II. Hauptteils: Differential- und Integralrechnung (S. 67ff.) zu beginnen. 
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und x immer das feste VerhliJtnis a, also YI: Xl = Y2: x2 = ... = a, sie sind 
verhiiltnisgleich oder proportional (stehen in geradem Verhiiltnis). So ist bei der 
gleichformigen Bewegung der Weg s = ct proportional zur Zeit t, bei konstanter 
Spannung E eines Gleichstroms die Leistung L = E J proportional der Strom
starke J usw. 

3. Lineare Funktion. Darstellung durch eine gerade Linie. Eine Verallgemeine
rung der Proportionalitat Y = ax ist die lineare Funktion 

y = ax + b mit festem a und b, 

die wir genau studieren wollen. Y andert sich nicht von Y = 0 fUr X = 0 an, wie bei 
der Proportionalitat, sondern von Y = b fUr x = 0 an, oder die Differenz Y - b 
ist proportional mit x. Fur a = 0 kommen wir auf die Konstante Y = b zuruck 

!I 

<X 

und fur b = 0 auf die Proportionalitat Y = ax. 
Wir erledigen also durch die Betrachtung der 
linearen Funktion auch die Proportionalitat mit. 

Die Kurve Y = a x lauft durch den Ursprung, 
wei! fur x = 0 auch y = 0 wird, die Kurve 
y = ax + b durch den Punkt y = b auf der 
y-Achse (Abb. 29), wei! fur x = 0 sich Y = b 
einstellt; uberhaupt geht die Kurve y = a x + b 
aus der Kurve y = ax durch Vermehrung jeder 
Ordinate um b, d. h. durch Verschieben der 
Kurve y = ax um das Stuck b in der y-Rich-
tung hervor. 

A b b. 29. Proportionalltiit Ilnd lineare 
Funktion. 

Sowohl die Kurve y = a x als auch die allge
meinere Kurve y = a x + b, die auseinander 
durch Verschieben hervorgehen, sind gerade 

Linien (daher der Name "lineare" Funktion). Denn eine gerade Linie, die nicht 
zufallig parallel der y-Achse lauft, ist dadurch charakterisiert, daB sie sich gegen
uber der x-Achse immer gleichmaBig hebt oder senkt, niemals starker und niemals 
schwacher, d. h. daB gleichen Fortschreitungsstucken in der x-Richtung immer 

y 

r Yo b 

l.~-----,----,;-_ 
o Xo x 1-xo+h X 

Abb.30. Gleichmiilliges Ansteigen 
einer Geraden. 

dasselbe Fortschreitungsstuck in der y-Richtung ent
spricht. Dies trifft aber bei der Kurve y = a x + b zu. 
Denn verandern wir in y = a x + b das Argument von 
einem Werte Xo mit dem Funktionswerte Yo = a Xo + b 
aus um eine (positive oder negative) "Spanne" h 
in Xl = Xo + h, so wird der neue Funktionswert 
YI = ax! + b = a(xo + h) + b = Yo + ah. Die Ver
anderung des y von Yo in YI betragt YI - Yo = ah und 
wird veranschaulicht durch die lotrechte Strecke Q PI 
zur wagerechten Spanne PoQ = h (Abb.30). Schreiten 
wir demnach von Xo aus immer um die Spanne h fort 
zu Xo + h, Xo + 2 h, Xo + 3 h, ... , so erfahrt y bei 
jedem Schritt dieselbe Veranderung ah. Zu gleichen 
Fortschreitungsstucken hinder x-Richtung gehOrt 
wirklich immer dasselbe lotrechte Fortschreitungs

stuck ah, und wir sind, wei! h ganz beliebig gewahlt werden kann, am Ziele. Man 
nennt y = a x + b die Gleichung der Geraden. 

4. GIeichformige Vorgange. Lineare Funktion und gerade Linie sind hiernach 
fUr den Naturwissenschaftler der mathematische Ausdruck gleichformiger Vorgiinge, 
bei denen der gleichen Anderung von x immer die gleiche Anderung von. y ent
spricht. So nimmt z. B. die Lange eines Stabes beim Erwarmen um 10 gleichmaBig 
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immer um dasselbe Stuck zu. 
Funktion der Temperatur: 

Deshalb ist die Lange it bei to C eine lineare 

It = lo(1 + pt) = lo + lopt (P linearer Ausdehnungskoeffizient). 
5. Bedeutung der Konstanten a und b. Die Konstante a ist das lotrechte Stuck 

zur wagerechten Spanne 1 und an einer gezeichneten geraden Linie leicht auffindbar, 
indem man von einem Punkte der geraden Linie wagerecht um 1 fortschreitet und 
dann lotrecht aufwarts- oder abwartsgeht (Abb. 29). Dies ist namentlich auf Milli
meterpapier sehr bequem durchfuhrbar. Oder man zieht die Parallele y = a x durch 
den Ursprung und liest fur sie a als Ordinate zur Abszisse x = 1 ab (Abb. 29). 

Allgemeiner ist a das Verhaltnis des lotrechten Stuckes Yl - Yo = ah fiir die 

Spanne h (Abb. 30) zu dieser Spanne selbst: a = Yl h YtJ = 6. /!!! ,indem man fur 

"Differenz" ein Symbol 6. (analog wie log fiir Logarithmus u. dgl.) einfuhrt. 
Durch a ist offenbar bestimmt, wie stark die C'..erade bzw. die Funktion y = a x + b 

bei wachsendem x ansteigt (fur positives a) bzw. abfallt (fUr negatives a). Man nennt 
deshalb a das SteigungsmafJ (den Steigungskoettizienten, Steigungsfaktor) der Geraden 
und hat hiermit auBer dem Abschnitt b auf der y-Achse auch die GroBe a ausgedeutet. 
a und b zusammen werden zuweilen als Parameter der Geraden bezeichnet. Funk
tionen y = a x + b, die dasselbe a haben und sich nur durch die b unterscheiden, 
fuhren zu einer Schar von parallelen Geraden (vgl. Abb. 83, S. 68), Funktionen 
y = ax + b mit ubereinstimmendem b und ver
schiedenen a zu einem "Geradenbuschel" durch den 
Punkt b auf der y-Achse. 

6. Gleichformige Bewegung. Geschwindigkeit. Be
deutet x die Zeit und y den Abstand von einem 
Bezugspunkte, so wird durch y = a x + b offenbar 
eine gleichformige Bewegung gekennzeichnet. Gleichen 
Zeitzunahmen entsprechen gleiche Abstands- oder 
Wegzunahmen. a, das Verhaltnis der Wegzunahme 
zur Zeitzunahme oder dem Zahlenwerte nach die Weg
zunahme in der Zeiteinheit wird dann die Geschwin
digkeit genannt. 1m Schaubild pragt sich groBe oder 
kleine Geschwindigkeit durch starkes oder schwaches 
Ansteigen der Zeit-Weg-Geraden aus. 

7. AbgeJeitete Kurve. Um die Beziehung von a 
zu y als MaB des Steigens oder Fallens von y bei 
wachsendem x hervortreten zu lassen, schreibt 
man auch y' statt a und nennt y' = a die 
Ableitung der Funktion y = ax + b. Gern 
stellt man y' in einem xy'-System durch die 
"abgeleiteteK urve" oder "abgeleiteteGerade" dar, 
eine wagerechte Gerade parallel zur x-Achse 
im Abstande a (Abb. 31). Dies gibt eine sehr 
gute Veranschaulichung dafiir, daB die Funk
tion y = a x + b uberall gleichmaBig steigt 
(fiir y' > 0) oder faUt (fiir y' < 0). 

Mit dem WinkellX der Geraden y = a x + b 
gegen die positive x-Halbachse hangt die Ab-

!I' 
1 

a.o 

1 

Abgeleitete 
Kurve 

y'=tL 

Abb. 31. SteigungsmaJ3 und 
abgeleltete Kurve. 

-p.CI11~ 

pu' 
ton t:r=~ 

.,u 
Abb.32. Winkel elner Geraden 

gegen die a;-Achse. 

leitung y' = a gemaB der Erklarung der trigonometrischen Funktion Tangens 

durch die Beziehung tan lX = ~}l = vi!... (Abb. 32) zusammen; dabei bedeuten fl und 11 
fl fl 

die MaBstabseinheiten in em auf der x- und y-Achse, so daB die wagerechte 
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Spanne 1 die Lange '" cm und das lotrechte Stuck y' die Lange ')I y' cm hat. Ins
besondere wird bei gleichem MaBstab in der x- und y-Richtung, den wir meist 
voraussetzen wollen, '" = ')I und y' = a = tan IX. Daher die Namen Richtungskoelfi

Abb.33. Winkelbalbierende 
der Acbsen. 

y 

o 

zient (Richtung8jaktor) fiir a und Richtungsjorm der 
Gleichung der Geraden fiir die Beziehung y = a x + b. 

FUr a = 1 wird IX = 450 , fUr a = -1 hingegen 
IX = -450 • Demnach sind die Bilder der Funktionen 
y = x und y = -x Geraden unter 450 bzw. -450 

gegen die x-Achse durch den Ursprung (die Winkel
halbierenden zwischen der positiven x-Halbachse und 

.:r: der positiven bzw. negativen y-Ralbachse, Abb.33). 
Die Gerade y=ax geht aus y=x bzw. y=-x 
hervor, indem alle Ordinaten im MaBstabe I a I : 1 
ausgestreckt oder zusammengedriickt werden. 

8. Allgemeine lineare Gleichung. Allgemeiner wird 
durch eine lineare Gleichung (mit x und y nur in der 
ersten Potenz) 

lx+my+n=O (* ) 

zwischen x und y eine gerade Linie dargestellt. Denn 
furl m=f= 0 diirfen wir durch mdividierenundkommen 

mit y = _i x-1/, auf die Richtungsform mit dem 
m m 

SteigungsmaB _i und dem Abschnitt _..1/, auf der 
m m 

y-Achse zurUck (fUr l = 0 auf die Parallele y = __ n 
m 

zur x-Achse und fiir l = 0, n = 0 auf die x-Achse y = 0 
selbst). Fiir m = 0, 1 =f= 0 (bei m = 0, 1 = 0 kamen 

Abb.34. Gerade parallel derll·Achse. 
weder x noch y vor) entsteht x = -1' Hierdurch 

ist eine Parallele zur y-Achse (Abb. 34) gekennzeichnet 
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(fiir n = 0, x = 0 die y-Achse selbst), die 
wir mit der Richtungsform y = a x + b 
nicht packen konnen, weil dem einen x 
unendlich viele y zugeordnet sind. Die 
implizite Dejinition (*) der linearen Funk
tion umfafJt also auch Fiille, wo nicht mehr 
der junktionale Zusammenhang y = j (x) 
herstellbar ist, in Analogie zu unseren all
gemeinen lJberlegungen uber implizite De
finition von Funktionen (S.I3--15). 

9. Zwei gerade Linien. Graphische 
Losung eines Gleichungssystems. Raben 
wir zwei gerade Linien 

llx+m1y+nl=0, 
l2X + ~ Y + n2 = 0, 

Abb. 35. Scbnittpunkt zweier Gerad.en. Abschnltte so genugen die Koordinaten ihres Behnitt
auf den Acbsen. 

punktes S beiden Gleichungen. Sie sind 
also, wenn wir die eben aufgeschriebenen beiden Gleichungen als Gleichungssystem 
zur Bestimmung der Unbekannten x und y auffassen, dessen Losungen. Dies 
erm6glicht die bequeme graphische L6sung eines solchen Systems; man nimmt 

1 =1= bedeutet "ungleich" oder "verschieden von". 
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zunachst x und y nicht als Unbekannte im Sinne der Algebra, sondern als Ver
anderliche, zeichnet die entsprechenden beiden Geraden und bestimmt die Koordi
naten des Schnittpunktes. In Abb.35 ist dies fUr die Gleichungen 

2x+y-3=O, 
x-2y-4=O 

mit der Lasung x = 2, Y = - 1 durchgefiihrt. 
10. Abschnittsform. Das Zeichnen der Geraden ist besonders bequem, wenn 

man aus (*) die "Abschnittsform" herstellt. Wir denken uns l, m, n =f= 0 und divi
dieren mit - n. Dann kommt 

X I Y 
-~--l p Iq- mit 

n 
p=-Z-' 

n 
q=---- . 

m 
(**) 

p und q sind die Koordinaten der Schnittpunkte der Geraden (*) mit der x- bzw. 
y-Achse. Denn die Abszisse des Schnittpunktes mit der x-Achse y = 0 z. B. 

ergibt sich dadurch, daB man ;in (*) y = 0 setzt, zu -1 . Liegt also eine gerade 

Linie in der Form (**) vor, so bedeuten p und q die Abschnitte auf den Achsen. 

Z. B. sticht die Gerade x - 2 y- 4 = 0 oder (nach Division mit 4) ~. + y 2 = 1 

in Abb. 35 durch die x-Achse im Punkte 4 und durch die y-Achse im Punkte -2 hin
durch und kann durch Verbinden dieser Punkte sofort gezeichnet werden. 

11. Bedeutung der Proportionalitat und linearen Funktion fUr den Naturwissen
schaftler. Proportionalitat und lineare Funktion begegnen dem Naturwissenschaft
ler iiberaus haufig und geharen trotz oder vielleicht gerade wegen ihrer Einfachheit 
zu den allerwichtigsten Funktionszusammenhiingen fUr ihn. Wenn er nicht mit der 
eben geschilderten Proportionalitat und Linearitat "im GroBen" durchkommt, 
so geht sein Streben dahin, sie wenigstens "im Kleinen" herzustellen. Hierin besteht 
der eigentliche Sinn der Differentialrechnung (vgl. II C 11, S. 103). 

Oft gelingt es durch geeignete Verabredungen, statt der Linearitat die noch 
leichter iiberschaubare Proportionalitat herzustellen. So z. B. beim Ausdehnungs-

gesetz Vt = Vo (I + IX t) fUr Gase (Vt Volumen bei to OJ, Vo bei 00 C, IX """ 2~3 Ausdeh

nungskoeffizient). Fiihrt man durch 273 + t = T die absolute Temperatur ein, so 

gewinnt die Formel die Gestalt V TO abo. = !>;3;3a~ T der Proportionalitat. Weitere 

naturwissenschaftliche Beispiele fUr Propor
tionalitat sind in I H20, S.36-37 syste- !f 
matisch zusammengestellt. 

12. Lineare Interpolation. Eine wichtige An
wendung findet die lineare Funktion bei der 
linearen Interpolation. Wenn die Kurve einer 
beliebigen Funktion y = f (x) gezeichnet vor
liegt (Abb. 36), so gibt offen bar die Sehne 
zwischen zwei Kurvenpunkten Po (xo' Yo) und 
Pdxl> Yl) eine befriedigende Annaherung an 
das entsprechende Kurvenstiick, wofern Po und 
PI nicht sehr weit voneinander entfernt sind 0 
und die Kurve dazwischen keine allzu starken 
Schwankungen macht. Ein allzu weites Sich

Yo 

Abb. 36. Lineare Interpolation. 

entfernen von der Sehne ist insbesondere ausgeschlossen, wenn y = f (x) stetig ist und 
Pound PI geniigend nahe beieinanderliegen, weil bei einer stetigen Funktion einer 
kleinen Anderung von x eine kleine Anderung von yentspricht. Man kann deshalb 
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den Funktionswert fiir eine Zwischenstelle g = Xo +.{} h zwischen Xo und Xl = Xo + h , 
wobei.[f ein echter Bruch ist, dadurch angenahert berechnen, daB man das Kurven
stuck durch die geradlinige Sehne ersetzt ("lineare" Interpolation). Diese hat daB 

SteigungsmaB a = Yl",_ Yo , und die Anderung des Y von Yo aus auf ihr gemaB dem 

Fortschreiten von Xo zu g um .{} h betragt a • .[f h = (YI - Yo).{)' Hiermit haben wir 
die bekannte Regel der linearen Interpolation oder linearen Zwischenschaltung: 
Man multipliziere die Diflerenz YI - Yo der Funktionswerte (die "Ta/eldiflerenz") 
mit dem Bruche .{}, der angibt, um welchen Bruchteil der Spanne h = Xl - Xo (der 
"Argumentdiflerenz") daB Zwischenargument g von Xo ent/ernt ist. Z. B. ist in 
der Logarithmentafel die Argumentdifferenz eine Einheit der letzten in der Tafel 
vorkommenden Numerusstelle, und man multipliziert die Tafeldifferenz benach
barter Logarithmen mit dem Bruchteile, etwa 0,7, der letzten Numerusstelle, den 
man noch zu berucksichtigen wiinscht. 

13. Ausgleichungsgerade. Oft kennt der Naturwissenschaftler die Gleichung 
Y = ax + b der Geraden nicht von vornherein, sondern hat eine Funktionstabelle 
aufgestellt, die entsprechenden Punkte auf Millimeterpapier markiert und bemerkt, 
12 daB sie genau oder naherungsweise auf einer 0 

~/' * It- Geraden liegen; diese erwartet er yielleicht auch 
in 10 mm 

10 aus theoretischen Griinden. Das Problem ist, 0 

/V 
0 8 

/ 
{/ 

/ 
0 

V 
2 0 

a und b zu bestimmen. Man zeichnet die Gerade 
als "Ausgleichungsgerade" ein, indem man es, 
wenn sie nicht aile beobachteten Punkte tragt, 

notigenfalls z. B. durchpro
Temperatur Lange bierendes Spannen eines 

I in 00 II in mm Fadens so einrichtet, daB 

/ 
o L~ 1.:0 J 

i 0 -2 

~ t ~f0C' ,:0 

20 
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60 

1000,22 
1000,65 
1000,90 
1001,05 

sie sich den Punkten "mog
lichst gut" anschmiegt. Es 
sollen also die Punkte etwa 
gleich haufig uber und unter 
die Gerade fallen und im 
iibrigen in ihrer Gesamt
heit moglichst nahe an sie 
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Aoo. 37. Lange i l = 10 (1 + fI t) = 10 + 10,11 t eines Normalmal3stabes 
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fa 

herankommen. Dann werden b als Abschnitt 
auf der y-Achse und a als lotrechte Strecke zur 
wagerechten Spanne 1 oder als Ordinate einer 

Parallelen durch den Ur-
Tiefe I Temperatur sprung zur Abszisse 1 ab-

'" in m I {j' in 00 gelesen. 
Die beistehenden Ta

bellen und Abbildungen 
behandeln als Beispiele die 
Lange It = lo (1 + 11 t) eines 
NormalmaBstabs (Abb.37) 
und die geothermische 
Tiefenstufe (Abb. 38). 

1700 1800 1.9(J(l 2000 

1680 
1711 
1742 
1773 
1804 
1835 
1866 
1897 
1928 
1958 

60,3 
61,4 
'62,1 
63,6 
64,8 
65,5 
65,5 
66,9 
67,5 
69,3 

Aus der Zeichung ent-
Tiefe.:r in m nommen: 
Abb.38. Geothermische Tlefenstufe. 

21·10-2 
1t in mm = 999,81 + -- 10 - t = 999,81 + 0,021 t, 

P = 0,021 : 999,81 ""'" 21· lO-6, und: 
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Wellenlange J. in 1 
Abstand I aus der 

z in I-' 
bekannt Zeichnung J112 

8 

f'..i'-., I I i 
I 

¥ .......... I I "'-., 
63,2 3427,127 

367,5 3424,290 
575,8 ? 3422,3 
989,4 3418,514 

1059,0 3417,847 

, .......... 1'-. 
: i 

J~ ~ I 
........ -........,. 

}k1 t'r--.. 
1236,4 3416,1 
1563,0 3413,140 i 'h i'--
1852,8 1 

3410,4 J 141 
2169,8 3407,468 
2426,9 3405,1 

0 200 '1110 I'lt' 800 1000 1Za 1'1110 16'(/(/ 1161 21lQ0 22aJ 21/1, 2, 
57.5;8 1 Z 36, ¥ 18J2,8 2« ~g lib 

JllOO 
W6' 

, ~/Qntlz 

Abb.39. Wellen:ange J. = a z + b im Gitterspektrum. 

z. B. 575,8 fl beobachteten. Es wird auf Grund der bekannten A die Ausgleichungs
gerade gezeichnet. Ihre Ordinate fur die Abszisse 575,8 fl liefert die unbekannte 
Wellenlange 3422,35 1. 

Wie die graphisch selbst- YI 
verstandliche Aufsuchung 
der besten Anschmiegungs
geraden rechnerisch durch- 2 

zufuhren ist, lehrt die Aus
gleichsrechnung (vgl. II 
B 17, S.87-88 und FuB
note 2, S.13). 

14. Potenz y = xx, tX 
positiv. In Abb. 40 sind 
zur Veranschaulichung wei
terer wichtiger Typen von 
Funktionen die Kurven der 1 

Potenzen y = XiX fUr ver
schiedene positive (ganze 
und gebrochene) Exponen-

I 

/ 
1/ 
(II 

I 

I , ; 

1/5 V a ~ 
~ " r; ~ all 
/) h ~ II v:: ij /fAI 

ten tX gezeichnet, und zwar 
nur im ersten Quadranten. 
Alle Kurven gehen durch 
den Ursprung x=O, y=O 
und den "Einheitspunkt" ~~~/ 

,L 

'" /I 

1$ 

I, 
I 
//// 
~ 

1 

~ ;j tl ~ 

I / / V 
I / / / 
/ / V / 

1// / ./' 
/ 
~ 

% ~ ~ V 

------::2 ~ 
.--~ c-

2 x = 1 , Y = 1. Die zu ihnen 0 

gehorende gerade Linie Abb.40. Potenz y = XX mit positivem EXlonenten ". 

y = x unter 450 trennt die 

iY 

P rjf' 

~ 
~ 
rx.~ '/s 
IX 0 

~ x 

KurvenfiirtX> 1 undtX< 1 voneinander. FurtX> 1 gehendieKurven bei x< 1 scharfer 
an die x-Achse heran und bei x> 1 steiler hinauf als die Gerade y = x, und dies 
wird immer ausgepragter, je groBer tX ist. Fur tX < 1 steht es umgekehrt: bei x < 1 
verlaufen die Kurven oberhalb der Geraden y = x und bei x> 1 flacher als sie. 

Walther, Einfiihrung. 3 
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1 

Da die Funktion y = XiX die Umkehrfunktion x = yiX oder bei Vertauschung von 
I iX 

x und y die Umkehrfunktion y = xC< = yX- hat, entstehen zwei Kurven mit rezi

If 
Y 
J 

z 

rf 2-~ 

~ -'1 

t-Y:i~~/I =1 X=.I ' e 
I, / fy .IJ 
1/ 

/ I -3 

V' 

~-I 
/ 

ya 1// 

I ~ /yx 

lIt- -"Tii. ~ 
~ 

1 2 .J 

I 

I 

~ 
7j 

.IS 

I 
I 

proken Exponenten, von denen der eine 
kleiner, der andere groBer als list, aus
einander durch Spiegelung an der Hal
bierungslinie y = x des ersten Quadranten. 
Wir wissen dies schon von friiher fiir die 
gewohnliche Parabel in ihren beiden Ge-

l 

stalten y = x 2 und y = x 2 = YX- (Abb. 14). 
1 3 

Bei y = x 3 und y = x3 = VX spricht 
man von einer kubischen Parabel (Abb. 41). 
Hier bietet die Umkehrung keine Mehr
deutigkeitsschwierigkeiten wie friiher fiir 
die Parabel y = X2, wei! y = x 3 fiir nega
tive x selbst negativ ist und die Funk
tion fUr aIle x bei wachsendem x monoton 

Abb.41. Kubus und KubikwUIzel (kubische Parabel). zuninlmt, anders als y = x2. 

Allgemein zeigen die Potenzen y = XIX bei geradem Exponenten 1X = 2, 4, 6, ... 
ein ahnliches Bild wie die gewohnliche Parabel und bei ungeradem Exponenten 
1X = I, 3, 5, ... ein ahnliches Bild wie die kubische Parabel. 

15. Gleiehseitige Hyperbel y = 1 . Ganz anders werden die Verhaltnisse hingegen 
x 

bei negativen Exponenten. In Abb. 42 ist zunachst an Hand der danebenstehenden 

I 

,!i.-

i 

; \ 
J 

Z \ 

1 -_\ 

i" r-
z -1 1 X 

TabeIle die sehr wichtige Kurve y = X-l 

= 1 fiir den "Kehrwert" oder das "Rezi-x 
prokum,,1 von x gezeichnet, die sog. gleich

x 
seitige H yperbel, welche auch implizit durch die 
Gleichung x y = I erklart werden kann. Fiir 

x 
negative x ergeben sich diesel

y = _1_ ben Funktionswerte wie fiir x 

-1'-..... ) 

1\: 
i t 4 

3 
2 
1 

positive X, nur mit negativem 
Vorzeichen. Die Kurve besteht 
aus zweiAsten, symmetrisch zum 
Ursprung, einem fiir positive x, 
dem anderen fiir negative X. I 

\ 

I 
1 

\ 1 

r 
i 

JlI. 

I 
i 

I 

i 

I 
:r 
t 
1 
2 
3 
4 

Abb. 42. Gleichseitige Hyperbel y = ~ . 
x 

Fur x = 0 ist die Funktion 

y = ! nicht definiert. Denn das 
x 

Symbol -J ist sinnlos; es gibt 

keine Zahl, die mit 0 multipliziert I lieferte. Was tritt, nun ein, wenn x sich der 

o nahert, d. h. absolut genommen unbegrenzt kleiner wird, etwa gleich !, ~, 110 ' 

1~0' _10- 3, 10-6, -10-8 usw.1 Dann wiichst offenbar der Funktionswert y = ! 
absolut immer mehr an und iibersteigt, wenn man x klein genug wahlt, jede noch 
so groBe Schranke. Die Kurve enteilt fUr positive x rtach oben und fUr negative x 
nach unten in unbegr(;lllzt weitere Ferne l . . 

1 Man denke an das Verhalten des Bildes bei einer Linse, wenn wir uns mit dem Gegen
stande dem Brelmpunkte nahern, vgl. S. 24. 
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16. Das Zeichen 00. Unstetigkeit durch Unendlichwerden. Asymptoten. Man 
pflegt dies unter Einfiihrung eines "Unendlich" zu lesenden Zeichens 00 und eines 
Pfeiles in der Gestalt 

y-~oo fiir x-~O 

(lies: y nach Unendlich fiir x nach Null) zu schreiben oder genauer in unmittelbar 
verstandlicher Symbolik 

y-~+oo fiir x-~+O und y-?--oo fur x-~-O. 

Das Symbol 00 hat keinerlei mystischen Beigeschmack und dient nur zur kurzen 
rechnerischen Beschreibung einer aus dem Bilde (Abb. 42) ablesbaren Tatsache. 
Offenbar liegt an der Stelle x = 0, wo die Funktion nicht definiert ist, eine Un
stetigkeit vor, weil in der Nahe dieses Punktes zu einer kleinen Anderung von x 
eine Riesenanderung von y gehort. Man spricht von "Unstetigkeit durch Unend
lichwerden" und nennt x = 0 eine "Unendlichkeit8stelle" oder einen "Pol" der 

Funktion y = ~ . 
z 

Unmittelbar verstandlich sind nach Abb. 42 die Beziehungen 

y-~ 0 fur x~ 00, genauer y~ +0 fiir x-~ +00, y-~ -0 fiir x~ -00. 

Geraden wie hier die x- und y-Achse, denen sich eine Kurve immer mehr (oder 
besserl: unbegrenzt) nahert, je weiter man sich auf ihnen entfernt, heiBen Asymptoten 
der Kurve. FUr die gleichseitige Hyperbel sind also die x- und y-Achse Asymptoten. 

17. Umgekehrte Proportionalitat. Die "umgekehrte ProportiO'Tlalitiit" y = a 
x 

(x und y haben das feste Produkt a; absolut groBerem x entspricht absolut kleineres 
y und umgekehrt; zwei Werte von y stehen im umgekehrten Verhiiltnis YI: Y2 = x2 : Xl 
wie die entsprechenden x) bietet bei positivem a wesentlich dasselbe Schaubild 

wie y = .!. Nur lii.uft die Kurve durch den Punkt x = 1, y = a statt durch den 
z 

Einheitspunkt x = 1, Y = 1 . Bei negativem a kommt noch eine Spiegelung an 

der x-Achse hinzu. y =!. stellt sich zu y =.! wie die "direkte" Proportionalitat z x 
y=axzuy=x. 1 

18. Die Funktion y = -ii. Einen anderen Typus von Unstetigkeit durch Un-
x 

endlichwerden haben wir bei der Funktion y = x-2 = ~ (Abb. 43), wo die beiden 
Aste fiir positives und negatives x bei x -~ 0 nicht x 
nach verschiedenen y-Richtungen, sondern nach der
selben y-Richtung enteilen. 

Dies trifft allgemeiner bei der Potenz y = XIX 

mit negativem geradem Exponenten zu, wahrend sich 
bei ungeradem Exponenten ein Bild wie bei der Hyper
bel einstellt. Die Bilder der Potenzen y = XIX fUr 
verschiedene negative Exponenten IX im ersten Qua
dranten sind in Abb. 44 zu sehen; man uberlege, wie 

bier die gleichseitige Hyperbel y = 1 mit IX = -1 
z 

y 

!I=~ 
1 -

---~ ¥----1 
~ Vl ,"-.. t= 

-3 -z 1 0 1 
1 

Abb.4S. Kurve Y=zo' 
Z.x 

die Rolle der Geraden y = x bei den Potenzen mit positivem Exponenten (S. 33) 
spielt. 

Abb. 45 zeigt zusammenfassend die Kurven der Potenzen y = x" fiir positive 
und negative Exponenten im ersten Quadranten. 

1 Bei "immer mehr" konnte ein fester Abstand bleiben; so niihert sich z. B. die gleich
seitige Hyperbel fUr x -~ + 00 der Geraden y = - 1 immer mehr, aber nicht unbegrenzt. 

3* 
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36 I. Funktion und graphische Darstellung. 

19. Rechenregeln fiir Potenzen. 
an die Potenzfunktion die in der 

Es ist vielleicht nicht unniitz, im AnschIuB 
Schule gelehrten Hauptregeln des Rechnens 

i~-~\ 12\-21.l ,Y-Jk\ -A-A -5 

\ \ \ \ \ \ 
\ \ \ \ \\ 

\ \ 1\ \ \ \ \ 
\ \ 1\\ \\ \\' 
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l~ ~ 
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~ 
-... r-- a:--4?1 
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mit Potenzen zu erwiih
nen i . Sie lauten: 

x"" X,~ = a;"'+~, 
x" 
-=X"'-~ 
xfJ ' 

1 
xO= 1, x- IX = __ 

a;"" 

xy"'", = (_Xy_)"'. x"'ylX = (xy)lX, 

o ( 2 
Abb. 44. Potenz 11 = x'" mit negativem Exponenten "'. 

~ 

20. Aultreten der Potenz 
in den Naturwissenschaften. 
In der folgenden 'Obersicht 
sind einige Beispiele zusam
mengestellt, wo in den Natur
wissenschaften die Potenz 
y = XIX mit verschiedenen Ex
ponenten IX auftritt2. Man 
versaume nicht, sich Schau
bilder dazu zu zeichnen. 

2 

Abb. 46. Potenz 11 = x'" . 

1. Y = x bzw. y = ax (direkte 

Proportionalitiit ). 

a) Weg 8 = ct bei gleich
formiger Bewegung proportio
nal der Zeit t (c Geschwindig
keit). 

b) Geschwindigkeit v = gt 
beim freien Fall proportional 
der Zeit t (g Fallbeschleuni
gung). 

1 Zur Wiederholung der ele
mentaren Arithmetik und Al
gebra nehme man etwa CRANTZ, 
P. : Arithmetik und Algebra 
zum Selbstunterricht, Aus Na
tur und Geisteswelt 120 und 
205; SCHUBERT, H. und FI
SCHER,P .B.: Arithmetik,Samm
lung Goschen 47; Beispielsamm
lung zur Arithmetik und Al
gebra, Sammlung Goschen 48; 
FISCHER, P. B. : Elementare Al
gebra, Sammlung Goschen 930 
zur Hand. 

2 Zur Erganzung der vor
liegenden "Einfiihrung" nach 
der physikalischen Seite hiI} 
sei aufs warmste das ausge
zeichnete Werk MOSCH, E.: 

Lehrbuch der Physik. Leipzig: G. Freytag empfohlen. Fur die physikalisch-chemischen Dinge 
wird man viel N utzen aUB ROTH, W. A.: Physikalisch-chemische "Obungen. Leipzig: L. VoS ziehen. 
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c) Verlangerung }, = ~ : P beim Hookeschen Gesetz proportional der Belastung P 

(E Elastizitatsmodul, 1 Ausgangslange, q Querschnitt). 
d) Arbeit A = Ps einer konstanten Kraft P in Richtung des Weges proportional dem 

Wege s. 
e) Potentielle Energie Ep = mgh einer Masse m proportional ihrer Hohe h. 
f) Geschwindigkeit v = rw bei gleichformiger Drehung mit der Winkelgeschwindigkeit w 

proportional dem Abstande r vom Drehpunkte. 

g) Spezifisches Gewicht 8 = .so'I eines Gases bei konstanter Temperatur proportional dem 
Drucke p. Po 

h) Steigdauer T = ~ beim senkrechten Wurf proportional der Anfangsgeschwindigkeit vo' 
g 

i) Stromstarke J =.~ eines Gleichstroms bei konstantem Widerstande R proportional 

der Spannung E (Ohmsches Geset.z). 
k) Osmotischer Druck P = ak T erstens bei konstanter absoluter Temperatur T proportional 

der Konzentration k, zweitens bei konstanter Konzentration k proportional der absoluten 
Temperatur T (Pfeffersches Gesetz). 

1) Volumen V = .V~ T eines idealen Gases bei konstantem Druck proportional der absoluten 
o 

Temperatur T (Gay-Lussacsches Gesetz). 

I a 
2. y = .' bzw. Y = - (umgekehrte Proporticmalitat). 

x x 

a) Stromstarke J =.!l. eines Gleichstroms bei konstanter Spannung E umgekehrt pro
R 

port-ional dem Widerstand R (Ohmsches Gesetz). 

b) Volumen V = 'Po Vo eines idealen Gases bei konstanter Temperatur umgekehrt pro
p 

portional dem Druck p (Boyle-Mariottesches Gesetz). 
b 

c) Wellenlange }'m = T groBter Strahlungsintensitatim Spektrum umgekehrt proportional 

der absoluten Temperatur T (Wiensches Verschiebungsgesetz, b = 0,294 em grad, vgl. S.181). 

d) Potential U = f Meiner schweren Masse M und Potential U = E einer Elektrizitats-
r r 

(Magnetismus-) Menge E umgekehrt proportional dem Abstand r (f =6,7 .10-8 gr-1 cm3 sek-2). 

e) Winkelgeschwindigkeit w = 2; einer gleichformigen Drehung umgekehrt proportional der 
Umlaufszeit T. h 8 

f) Hohe h = _O..JI. in kommunizierenden Rohren mit Fliissigkeiten von zwei verschiedenen 
8 

spezifischen Gewichten umgekehrt proportional dem spezifischen Gewicht 8. 

g) Osmotischer Druck p = an; T. bei konstanter absoluter Temperatur T umgekehrt 

proportional dem Volumen V des Losungsmittels (m Masse der gelosten Substanz). 

h) Spezifisches Gewicht 8 = 80 P TT-O eines Gases bei konstantem Druck umgekehrt pro
Po 

portional der absoluten Temperatur T. 

3. y = x 2 • 

a) Weg 8 = ! t2 beim freien Fall proportional dem Quadrat der Fallzeit t. 

b) Kinetische Energie Ek = i- v2 einer Masse m proportional dem Quadrat der Geschwindig
keit v. 

c) Kinetische Energie Ek = ~ w 2 einer sich drehenden Masse vom Traghf'itsmoment J pro-

portional dem Quadrat der Winkelgeschwindigkeit w. 
d) Zentrifugalkraft Z = mrw 2 einer Masse m im Abstand r vom Drehpunkt proportional 

dem Quadrat der Winkelgeschwindigkeit w. 
e) Luftwiderstand R = A8Fv2 einer Flache von F m 2 , die durch Luft vom spezifischen 

Gewicht 8 kg m--3 gefiihrt wird, proportional dem Quadrat der Geschwindigkeit v m sek-1 (A fiir 
Kreis und Rechteck = 0,06). 



38 1. Funktion und graphische Darstellung. 
2 

f) Steighohe H = ~o beim senkrechten Wurf proportional dem Quadrat der Anfangsge-
schwindigkeit vo' g 

g) Leistung L = J2 Reines elektrischen Stromes beim DurchflieBen des Widerstandes 
R proportional dem Quadrat der Stromstarke J. 

1 
4. Y=2' x 

AnziehungskraftK = f~:n zweier schwerer Massen M und m und Anziehungskraft (Absto-. r-
.6ungskraft) K = E: zweier Elektrizitats- (Magnetismus-) Mengen E und e umgekehrt proportional 

r 
dem Quadrat des Abstandes r (Newtonsches Gravitationsgesetz, f -= 6,7 ·IO--S grl em3 sek-2, 

und Coulombsches Gesetz). 
5. Y =yx. 

a) Schwingungszeit T = 2 Jt Vf eines Pendels proportional der Wurzel aus der Lange l. 

b) Geschwindigkeit v = Y2gs beim freienFall proportional der Wurzel aus der Fallstrecke s. 
e) AusfluBgeschwindigkeit v = Y 2gh einer Fliissigkeit proportional der Wurzel aus der Fliis-

sigkeitshohe h. VT 
d) Schallgeschwindigkeit v = Vo -T- proportional der Wurzel aus der absoluten Tempe-

ratur T. 0 

e) Dicke y = Y2pt einer durch Uberstreichen von Joddampfen iiber Silber entstehenden 
AgJ-Schicht proportional der Wurzel aus der Zeit t der Einwirkung, vgl. S.95--96. 

6. Y = xt = yxs . 
3 

Stromstarke J = C FJ2 eines Gliihelektronenstroms aus einem Gliihfaden konstanter Tem-
3 

peratur im Hochvakuum proportional (Anodenspannung E)2. 

7.y=x4. 

Gesamtstrahlung S = c T4 eines absolut schwarzen Strahlers proportional der 4. Potenz 
der absoluten Temperatur T 
(Stefan-Boltzmannsches Strahlungsgesetz, c = 5,7 '10- 6 erg cm- 2 sek-1 grad- 4 ). 

8. Verschiedene Exponenten. 

Gesetze fiir Druck p, Volumen V und absolute Temperatur T eines idealen Gases bei 
adiabatischer Zustandsanderung (vgl. S.161 und S.176-177): 

P V" = Po Vox (Poissonsches Gesetz), 
x-I x-I 

TV,,-l=ToVo,,-l, Tp-~-=ToPo " 

(x = ~ = 1,67 fiir einatomige, x = -~ = 1,4 fiir zweiatomige Gase) 

J. Logarithmenpapier. 

1. Besc,"eibung eines funktionalen Zusammenhangs mit Hilfe der Potenz. Der 
N aturwissenschaftler versucht gern einen experimentell beobachteten funktionalen Zu
sammenhang zwischen x und y mathematisch durch eine Funktion y = b xa mit kon
stantem (moglicherweise negativem) a und b zu beschreiben. Denn die Potenz 
y = xa gehort zu den einfachsten ihm von der Mathematik zur Verfiigung gestellten 
Funktionen. Auf Millimeterpapier ist jedoch fiir eine zwischen den beobachteten 
Punkten moglichst gut hindurchgelegte Kurve, die sich der Gesamtheit der Punkte 
moglichst eng anschmiegt und fiir die man durch Vergleich mit dem Aussehen der 
Potenzkurven y = xa (Abb. 40, 44, 45) den Typus y = bxa vermutet, die Bestim
mung der Konstanten a und b nur unter Zuhilfenahme von Rechnung durchfiihr
bar, und zwar verhiiltnismaBig miihsam und mit geringer Genauigkeit. Die Auf
gabe gestaltet sich hingegen sehr einfach und kann rein graphisch erledigt werden, 
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Abb . 46 . E%pooeotlalpapler (halbloprlthmlsche. Papler ; chlelcher& chull , DOreo) . 

Abb.47 . Potenzpapier (ganzlogarithmisches Papier; Schleicher & Schiill. Diiren). 
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wenn man statt des gewohnlichen Millimeterpapiers das kiiufliche Logarithmenpapiet· 
oder logarithmische Papier benutzt. 

2. Zwei Sorten Logarithmenpapier. Man unterscheidet halblogarithmisches oder 
Exponentialpapier und ganzlogarithmisches oder Potenzpapier. 

Beim Exponentialpapier (Abb. 46) ist die wagereehte untere Begrenzungs
gerade, die x-Achse, wie beim Millimeterpapier gleichmiiBig nach Millimetern 
geteilt. Hingegen triigt die senkreehte linke Begrenzungsgerade, die y -Achse, eine 
logarithmisehe Leiter, d. h. es sind wie beim Reehenschieber mit einer passenden 
MaBstabseinheit v cm, z. B. 10 cm oder 25 em, die Streeken mit den MaBzahlen 
v = v logy aufgetragen, und an den betreffenden Punkt ist y daran geschrieben. 
Am Anfangspunkte unten steht y = 1 wegen log 1 = O. 

Beirn Potenzpapier (Abb.47) sind beide Achsen mit logarithmischen Leitern 
versehen. 

In Anlehnung an die Aehsenleitern ist das logarithmisehe Papier so wie das 
Millimeterpapier mit einem Netz von wagerechten und senkreehten Geraden 
uberzogen. Die Zahlen an den logarithmischen Leitern konnen notigenfalls mit 
einer passenden Zehnerpotenz multipliziert werden. Es gibt aueh Logarithmen
papiere fur Sonderzweeke, z. B. "thermodynamisehes" Potenzpapier, bei dem 
dIe Einteilung der senkrechten Aehse nach dem fur die Praxis in Frage kom
menden Temperaturbereieh, etwa von 193 0 absolut (- 80 0 C) bi .. 653 0 absolut 
(380 0 C) vorgenommen ist. 

3. Gerade auf Logarithmenpapier. Exponentialfunktion. Nun zeiehnen wir auf 
das logarithmische Papier als einfachste Kurve eine Gerade. Welche Beziehung 
zwischen den auf den Achsen ablesbaren Zahlen x und y fUr die einzelnen ihrer 
Punkte entspricht ihr 1 

a) Exponentialpapier. Es seien fi cm und v cm die MaBstabseinheiten auf der gleich
miiBig geteilten wagereehten x-Achse und auf der logarithmisch geteilten senk
rechten y-Achse, u em = (fix) em und vem = (v logy) cm die Abstiinde auf den 
Achsen vom Ursprung bis zu den mit x bzw. y bezifferten Punkten. Wir denken 
uns fiir den Augenblick ein gewohnliches uv-Koordinatensystem mit den MaB
stabseinheiten 1 em auf beiden Achsen in der Zeiehnung angebracht, etwa durch
scheinendes Millimeterpapier mit uv-Netzteilung auf das Logarithmenpapier darauf
gelegt. Zwischen u und v ist die Gerade, wie uns geliiufig, durch eine lineare Funktion 

v=Au+B 
charakterisiert. Nun gilt aber u = fi x und v = v log y, also entspricht der Ge
raden zwischen x und y die Beziehung 

Afi B 
logy =~x+-

v V 

I A.ux+~ B_ ( A,u)X 
Y = 10 ogll = 10 v v = 10 v • 10 v = bax 

oder 

B A,u 
mit 10-'- = b und 10-;-= a. 

Auf halblogarithmischem Papier wird die "Exponentialfunktion" 
y=ba:C 

(das Argument x steht im Exponenten) in eine Gerade ausgestreckt (daher der Name 
E xponentialpapier). 

Z. B. wiichst bei p % jiihrlicher Verzinsung und Zuschlag der Zinsen zum 
Kapital am Schlusse jedes Jahres (Zinseszinsen) das Kapital 1 in x Jahren 
bekanntlich auf 
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an, etwa. bei P = 4 % auf y = (I,04)x. Mit b = 1, a = 1 + iio haben wir also 

die obige Form der Exponentialfunktion. Fiir P = 3,4 und 5 sind die entsprechenden 
Geraden in Abb. 48 zu sehen. Man Hest aus ihr z. B. ab, daB sich bei 5 % das 
Kapital in rund 14 Jahren ver
doppelt, daB es sich bei 4 % in rund 
28 J ahren verdreifacht usw. 

Fiirx=Owirdao=I und y=b, 
also ist b der Abschnitt auf der 
y-Achse (an der y-Leiter abgelesen). 
Zur Ermittlung von a ziehen wir 
eine ParaIlele zu unserer Geraden 
durch den Ursprung x = 0, y = 1 . 
Sie hat die Gleichung v = Au oder 
y = aZ ; fUr x = 1 kommt y = a. 

b) Potenzpapier. Bier ist 
u = .u log x, v = 11 log y, und die Ge
radengleichung v = Au + B fiihrt 
zu A.u B 

log y =-logx+ , 
11 11 

A/-, B 
Y ='I010Kl/ = lOv10U+ I' 

= 10~. ClOI0gZ)~:lL = bxa 

B 

mit 1O~ = b, All- = a. 
11 

Auf ganzlogaritkmisckem Papier 
strecld sick die Potenz 

y=bxlS 

tn eine Gerade aus (Potenzpapier). 
Abb. 49 zeigt als Beispiel die 

Geraden 

V=PoVo=( V) -1 p Po 0 P 
und 

1 
- 1 1 

V -P;Vo-C -"V) --,,--1- Po 0 P , 
p" 

die auf Potenzpapier der Boyle
Mariotteschen Gleichung p V = konst 
fUr isotherme Zustandsanderung 
eines Gases und der Poissonschen 
Gleichung p V" = konst (bei Luft 
x = 1,4 = t) fiir adiabatische Zu

10 
9 
8 

5 
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l/ 

II V 
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Abb.48. Anwachsen des Kapitals 1 durch Zinseszlnsen 
bel verschledenen ZinsfiiBen. 
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Ahh.49. Volumen V von Luft fiir verschiedene Drucke 11 
(V = 11 fUr 11 = 1 at). 

Untere Gerade: Isotherme Anderung 'P V = konst. 
Ohere Gerade: Adlabatlsche Anderung 'P V" = konst 

mit" = 1,4. 

standsanderung entsprechen. Z. B. wird 11 Luft von 1 at durch Druckvermehrung 
auf 3,5 at isotherm auf 0,285 1, adiabatisch auf 0,408 1 zusammengepreBt (im 
letzten FaIle nicht so stark, weil ein Teil der mechanischen Zusammendriickarbeit 
fUr die TemperaturerhOhung des Gases verzehrt wird). 
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Fiir x = 1 (Ursprung x = 1, y = 1) gewinnt man mit y = b die GroBe b wieder 
als Absehnitt auf der y-Aehse. Hingegen kann a nieht allein mit Hilfe der auf dem 
Potenzpapier vorhandenen Einteilung ermittelt werden. W ohl aber findet sieh 
leieht A, die Riehtungskonstante der Geraden v = Au + B im uv-System mit der 
MaBstabseinheit 1 em fiir beide Aehsen. Ma.n geht von einem Geradenpunkte um 
10 em wagereeht nach reehts, dann muB man um lOA em senkrecht auf- oder 

abwarts bis zur Geraden steigen. a = -'!!! wird ansehIieBend dureh Kopfreehnung 
erhalten. v 

Auch beim Exponentialpapier ist es manehmal niitzlieh, nieht nur a, sondern 
A A,u 

aueh A und den Exponenten --.-!!. in a = 10 ~ zu kennen. Man verfahrt genau 
so wie eben. v 

Weitere kleine Kuiffe lernt man bei Beniitzung des logarithmisehen Papiers bald 1. 

Die Exponentialfunktion y = bax oder spezieller y = aX, auf die wir hier von 
selbst gestoBen sind, werden wir spater eingehend bespreehen (II F, S. 165-202). 
Sie ist vielleieht die allerwiehtigste mathematische Funktion fiir den Naturwissen
sehaftler. Offenbar ist y = aX die Umkehrfunktion des Logarithmus x = alog y zur 
Basis a. 

4. Wie gebraucht der Naturwissenschaftler Logarithmenpapier1 Wenn man fiir 
beobachtete Werte x und y eine mathematische Funktion y = bax oder y = bxa 
vermutet, hat man nur die entspreehenden Punkte auf Exponentialpapier oder 
Potenzpapier aufzusuehen,dureh sie mogliehst gut eine Ausgleichungsgerade hindureh
zulegen und die Konstanten a und b in der gesehilderten Weise zu bestimmen. 
DaB sieh die Gerade ungezwungen und mit nieht zu groBen Abweiehungen hindureh
legen laBt oder nieht, zeigt, ob wirklieh eine Beziehung der angenommenen Form 
statthat. 

5. Beispiel. Ais Beispiel ist hier (Abb. 50) die Stromstarke J in einer mit ver
sehiedenen Spannungen E brennenden elektrisehen Gliihlampe angenommen; sie 
fiihrt auf eine Potenzbeziehung J = bEa. 

1 

S 
q 

~ 

2 

C 

+-

em 1--

+-+--

-

2 J q 56 a '10 20 JO f/{}5060 30100 201JZ!iIl 
Spunnun!l E in I/o/t 

Spannung E i Stromstarke J 
in Volt in Ampere 

2 
4 
8 

16 
25 
32 
50 
64 

100 
125 
150 
180 
200 
218 

0,0245 
370 
568 
853 

0,1125 
1295 
1715 
2000 
2605 
2965 
3295 
3635 
3865 

0,4070 
Abb.50, Stromstarke J in einer Gliihlampe bei der Spannung E. 

Die Gerade sehneidet auf der J-Aehse bei der Stromstarke b = 0,0162 Amp. ein. 
Auf 10 em steigt sie um lOA = 6 em, Daher ist A = 0,6, ebenso groB ist 

A.u 
a = - weil die MaBstabseinheiten auf beiden Aehsen J'e 10 em sind, und die v ' 
GIeiehung der Geraden Iautet 

:l 

J = 0,0162 . EO,6 = 0,0162 gr; . 

1 Vgl. z. B. die S. 21, FuBnote 1 erwahnten Bandchen von P. LUCKEY. 



J. Logarithmenpapier. 3-7. 43 

Der Exponent '1 laBt sich auf Grund des Stefan-Boltzmannschen Strahlungs
gesetzes und der Abhangigkeit des Widerstandes von der Temperatur auch theo
retisch begrunden1. 

6. Wachstums- und Ertragsgesetze. Die Exponentialfunktion begegnet dem 
Naturwissenschaftler haufig in der Verbindung 

y = b(l-aZ ), (*) 

wobei a ein echter Bruch ist. Bei wachsendem x wird aX unbegrenzt kleiner und fallt 
gegen 1 immer weniger ins Gewicht. y nahert sich daher bei VergroBerung von x dem 
"Hochstwerte" b, wie besonders deutlich Abb. 51 zeigt; fur x = 0 hingegen ist y = O. 

Ein derartiges Gesetz beherrscht z. B. die Einmolekiilreaktion in der Chemie, 
etwa die Zuckerinver8ion. Rohrzucker wird durch katalytische Wirkung einer dem 
Losungsmittel Wasser zugefiigten Saure in Invertzucker verwandelt. x bedeutet 
die Zeit, y die umgesetzte Menge Rohrzucker oder auch die entstehende Menge 
Invertzucker, gerechnet in Mol je Volumeneinheit des Losungsmittels. Urspriinglich, 
fUr x = 0, ist gar kein Rohrzucker umgesetzt und gar kein Invertzucker vorhanden, 
am Schlusse ist die ganze urspriinglich vorhandene Menge Rohrzucker von der 
Ausgangskonzentration b Mol je Volumeneinheit umgesetzt und nur noch Invert
zucker da. Diesem Zustande strebt der Vorgang nach dem Gesetze (*) zu. (Vgl. 
die ausfiihrliche Behandlung in II F 25, S. 195-196.) 

Ferner regelt die Gleichung (*) z. B. das AnBteigen der elektriBchen StromBtarke y 
mit der Zeit x zum Endwerte b gegenuber der Selbstinduktion. SchlieBlich kommt 
sie - mindestens als Arbeitshypothese - fUr viele biologi8che Vorgiinge in Frage. 
Dabei bedeutet x einen "WachstumBfaktor", z. B. eine Nahrstoffgabe, eine Be
strahlungsintensitat u. dgl., und y den dadurch verursachten "Ertrag" an Trocken
substanz u. dgl., der bei Steigerung des Wachstumsfaktors einem Hochstwerte 
zustrebt. Oder x kann auch die Zeit sein und y das erreichte Gewicht, die erreichte 
Lange u. dgl. (Vgl. II F 23-24, S.189-195.) 

Oft ist b als Hochstwert von y mit guter Annaherung aus der Beobachtungs
tabelle zu entnehmen. Dann vermerkt man in ihr noch die den einzelnen y ent
sprechenden Unterschiede w = b - y = baz yom Hochstwerte und konstruiert 
auf Exponentialpapier mit x- und w-Achse die zugehOrige Gerade. Sie liefert dann 
auch a. Gegebenenfalls wiederholt man das Verfahren mit einem anderen b und 
sieht nach, ob die neue Gerade besser stimmt. 

7. Beispiel. Das folgende Beispiel betrifft die Lange y in cm des islandischen 
Herings als Funktion des Lebensalters x nach Putter; fUr b ist die nach der TabeIle 
und Abb. 51 einleuchtende Annahme b = 37 cm gemacht. 

Lebens-
alter X 

Jahre 

1 
2 
3 
4 
5 
6 
7 

Lange ylUntersehied Lebens- Liinge yl Untersehied 
rw=b-y, alter Z ,w=b-y, 

in em I b=37em Jahre in em I b=37cm 

9,6 i 27,4 
I 

8 34,2 i 2,8 
17,6 I 19,4 9 34,9, 2,1 
23,6 ! 13,4 10 35,5, 1,5 
27,5 ' 9,5 11 35,6 1,4 
29,8 ' 7,2 12 35,8 1,2 
31,6 5,4 13 36,4 0,6 

I 33,1 3,9 14 36,7 0,3 

90 
o-J? 

30 
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/ 
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I 
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.... \--" ,..-
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; 

, i 
II- 6 8 10 

LebenJo/ter .:r in Jalrren 

Abb.51. Liinge y des isIandisehen Herings im Lebensalter z. 

12 1'1 16 

Da auf dem Exponentialpapier in Abb. 52 bei Bezifferung der Achse links von 
1 bis 100 nicht aIle Punkte untergebracht werden konnen, ist rechts noch eine Be-

1 Ein weiteres schOnes Beispiel gibt die Beziehung zwischen Druck und Volumen eines 
Kilogramms gesattigten Wasserdampfes. 
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zifferung von 0,1 bis 10 zu sehen (bei der logarithmischen Leiter kommt es ja 
auf Zehnerpotenzen nicht an). Das mittlere Stuck der ganzen Geraden tritt 

ru-3-y 
illcm~10cl1l~ 

einmal als unteres Stuck des linken Telles und 
lV/~o; einmalals oberes Stuck des rechten Telles auf. Man 

8 denke sich das untere Stuck des rechten Telles 
G unten an den linken Teil angesetzt, dann hat man 
5 

100 
80 

60 
50 

JO 

1 

¥ die ganze Gerade. Die gestrichelte Parallele durch 
\ 

20 
I\, 

den linken oberen Punkt w = 100 liefert ffir x = 1 
den Wert a = 0,725, indem man sich fur den Augen
blick alle Zahlen links durch 100 dividiert vorstellt. 
Mit der Parallelen durch w = 1 kame man ja aus 
der Zeichnung heraus. Also 

10 
6 

6 
5 

z 

\ 
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¥ 6 8 1fI 11 1'1 q1 
Le6eItsultPr.r III Jull,.,11 

y = 37 (1- O,725Z) . 
Auf 10 cm fallt die gestrichelte Parallele um 14 cm. 
Daher ist A = -1,4. Die Einheiten in der wage
rechten und senkrechten Richtung betragen 1 cm 

. I Af.l 1,4·1 und 10 cm. Hleraus fo gt - = -10 = -0,14 
und a = 10-0,14, weiter v 

Abb.52. Unterscbled II' der Herings
lange gegen die Hilct.stlange b. £'y = 37 (1 - lO-O,l4x) . 

K. Polynome. Interpolation. 

1. Polynome. Allgemeine Parabeln. Durch additive Zusammensetzung ver
schiedener Potenzen von x mit positiven ganzen Exponenten unter Verwendung 
konstanter (von x nicht abhangiger) Koeffizienten entstehen die Polyrwme oder 
ganzen rationalen Funktionen 

y = g(x) = ao + a l x: + as x 2 + ... + anxn. 

Der Exponent n der hochsten vorkommenden Potenz von x heiJlt der Grad des 
Polynoms. Die entsprechenden Kurven werden allgemeine Parabeln genannt. Bei 
geradem n hat eine solche Parabel mit der gewohnlichen Parabel y = Xl das ge
mein, daJl y sowohl ffir positive wachsende x als auch ffir negative abnehmende x 
dasselbe Zeichen (das des hochsten Koeffizienten an) hat, die Kurve also nach einer 
Richtung, entweder nach positiven yoder nach negativen y, immer weiter fort 
enteilt. Denn bei geradem n ist xn = (- x)n, und bei absolut genugend groJlem x 
iiberwiegt das Glied an xn mit der hOchsten Potenz von x alle ubrigen Glieder. Bei 
ungeradem n hingegen verlauft' die allgemeine Parabel ffir positives und negatives 
absolut groJles x nach ver8chiedenen y-Richtungen (Abb.53), so, wie die kubische 
Parabel y = x 3 (Abb. 41, S. 34). 

2. Anwendung zur graphiscben Anflosung von G1eicbungen. Zwischen den weit 
entfernten Kurventellen ffir groJle I xl schwingt die allgemeine Parabel y = g(x) 
im allgemeinen mehrmals auf und abo Schneidet oder beriihrt sie dabei die x-Achse, 
so ist das x eines solchen Schnittpunktes wegen y = 0 eine reelle Wurzel der alge
brai8chen Gleichung 

ao + alx + a2 x 2 + ... + anxn = 0 (*) 

(bei Beriihrung eine mehrfache Wurzel, weil man sich einen Beriihrnngspunkt durch 
Zusammenriicken mehrerer Schnittpunkte infolge einer kleinen Hebung oder Senkung 
der Parabel entstanden denken kann). Man spricht auch von einer Nullstelle der 
Funktion y = g(x). Trifft die Parabel hingegen die x-Achse gar nicht, was nur bei 
geradem n moglich ist, so ist die Gleichung (*) ffir kein reelles x erfiillt und hat nur 
komplexe Wurzeln. Man kann also eine algebrai8che Gleichung (*) dadurch graphi8ch 
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au/lOsen, wenigstens fur die reellen W urzeln, dafJ man die linke Seite als Funktion von 
x autfafJt, die entsprechende Parabel zeichnet und deren Schnittpunkte mit der x-Achse 
au/sucht. Abb.53 veranschaulicht dies fiir die Glei
chung XS - 4 X2 + 2 x + 2 = O. Als Schnittpunkts
abszissen, d. h. als Wurzeln der Gleichung, die sich 
samtlich als reell erweisen, liest man ab Xl = -0,48, 
x2 = 1,31, Xs = 3,17; die Summe Xl + X 2 + Xs ist 
gleich 4, also gleich dem Negativen des Koeffizienten 
- 4 fiir das quadratische Glied -4 X2, wie es sein muB. 

Das Verfahren ermoglicht allgemein die Ermitt
lung der reellen Wurzeln einer ganz beliebigen Glei
chung /(x) = 0 [der reellen Nullstellen der Funktion 
y=/(x)], indem man die Kurve y=/(x) benutzt. 
Zeichnet man die Gegend eines Schnittpunktes mit 
der x-Achse in groBerem MaBstabe, so steigert sich 
die Genauigkeit. 

3. Allgemeines fiber Interpolation. Wenn von 
einer Funktion Y = /(x) die Werte Yo' Yl' ... , Yn fiir 
(n + 1) Argumente xo, Xl' ... , Xn bekannt sind, ver
mag man immer ein Polynom n- ten Grades von x, 
das "lnterpolationspolynom", aufzubauen, das an den 
"I nterpolationsstellen" xu' Xl' . . • , Xn gerade die Werte 
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Ahb.53. Zelchnerisches Losen der 
Gieichung z'-lx l +2z+2=O. 

Yo' Yl" •. , Yn annimmt. Die entsprechende "lnterpolationsparabel" geht also durch 
die (n + 1) vorgegebenen, z. B. durch Beobachtungen bestimmten Punkte xo, Yo; 
Xl' Yl; ..• ; Xn , Yn hindurch. Das Interpolationspolynom leistet fiir die Rechnung 
dasselbe, was wir zeichnerisch erzielen, wenn wir durch die (n + 1) Punkte ohne 
weitere Kenntnis iiber Y = / (x) nach bester Uberzeugung eine glatte Kurve hindurch
legen. Es gibt einen Ersatz fiir Y = t (x), so gut er sich eben auf Grund einer 
Tabelle mit nur liickenhaften Aussagen iiber Y = t (x) herstellen laBt. Wir konnen 
z. B., wie wir bei graphischer Interpolation den Funktionswert an einer beliebigen 
Stelle als Ordinate der interpolierenden Kurve abgelesen haben, rechnerisch einen 
Naherungswert von Y = t(x) fiir ein beliebiges Argument als Wert des Inter
polationspolynoms dafiir berechnen. 

4. Newtonsches Interpolationspolynom. Differenzenquotienten. Es ware unprak
tisch, das Interpolationspolynom nach Potenzen von x geordnet anzusetzen und die 
Bestimmung der Koeffizienten ao, al , ...• an zu versuchen. Man legt vorteilhafter 
die Gestalt 
g(x) =co+cdx-xo) +c2 (X-Xo) (X-Xl) + ... +Cn(X-Xo) (X-Xl)' (X-Xn-l) 

zugrunde. Durch Ausmultiplizieren und Ordnen nach Potenzen von X konnen wir 
dann spater immer noch die andere Form herstellen. 

FUr x = Xo fallen aIle Glieder des Polynoms bis auf Co fort, und g(xo) solI gerade den 
Wert Yo haben. Also 

Co = Yo' 
Entsprechend fiir x = Xl 

YI = Co + CI(XI - Xo), daher CI = YI -:- Yo = ¥.~- Yl 
~-Xo XO-XI 

und mit einer zweckmaBigen Abkiirzung 

ci = [YoYI] • 
Weiter fiir X = x2 

Yz = Co + Ct(x2 - xo) + C2(X2 - xo) (X2 - Xl) und 

1{2~ Yo _ ~_- Yo 
X2 -XO XI-XO 

C2 =-------
X 2 - Xl 
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Es ist bequemer, dies umzuformen in 

Yo - Yl _ Yl - Y2 

C2 = xo----:-_~_ x~ - x2 = [YoYl] -jYIY!l = [YIY2] =--- [!ioY!l = [YoYlY2] • 
Xo - x2 Xo - x2 x2 - Xo 

Hiernach ist das Bildungsgesetz der Koeffizienten co, cI , ... , cn hinreichend 
klargestellt. Man berechnet zunachst die "ersten Differenzenquotienten" 

[YOYI] = !f'!_-_Yo, [y Y ] = J{~~ YI, [Y2 Ya] = !fa - Y2 , ... , 
Xl - Xo I 2 X2 - Xl Xa - X2 

dann durch Subtraktion je zweier von ihnen und Division mit der Differenz der nicht 
bei der Bildung beider beteiligten Argumente die "zweiten Ditterenzenquotienten" 

[y Y Y ] = [Yl!(~l-='-::JYoYd [y Y Y 1 = [Y2Ya] - [YIY2] o I 2 , I 2 3. , •.. , 
X 2 - Xo Xa - Xl 

nachher die "dritten Ditterenzenquotienten'\ 

[y Y Y y] = [YIY~Ya] -[YOY!?~2J 
o I 2 a xa - Xo ' . . . 

usw. und kann damit als "N ewtonsches I nterpolationspolynom" 

g(X) = Yo + [YOYI] (x - xo) + [YOYIY2] (x - xo) (x - Xl) + ... 
aufschreiben. 

+ [YOYIY2 ... Yn] (x - xo) (x - Xl)'" (x - Xn-l) 

Wunschen wir zu XO' Xl' ... , Xn noch ein neues Argument Xn+l hinzuzunehmen, 
so tritt zu dem altenlnterpolationspolynom nur ein neues Glied hinzu, wahrend die 
bisherigen Glieder unverandert bleiben - ein groBer praktischer Vorteil. 

5. Differenzenquotientenschema. Die Berechnung der Ditterenzenquotienten, die 
auch Steigungen oder dividierte Ditterenzen genannt werden, gestaltet sich besonders 
bequem an Hand des folgenden "Ditterenzenquotientenschemas", in dem jeder Diffe
renzenquotient rechts auf Lucke der beiden Differenzenquotienten steht, die bei 
seiner Bildung beteiligt sind: 

Xo Yo 
[Yo YIJ 

[Yo YI Y2] Xl YI 
[YI Y2] 

X2 Y2 [YIY2Ya] 
[Y2 Ya] 

.. · .. ···[YOYIY2··· y,,]. X3 Y3 

[Yn-l y,,] 
[Yn-2 Yn-l Yn] 

Xn Yn 

6. Sonderfall der linearen Interpolation. Haben wir es nur mit zwei Interpolations-
stellen Xo und Xl zu tun, so ist das Interpolationspolynom 

g(X) = Yo + [YOYI] (X - xo) = Yo + YI -!Ju (X - xo) 
xI-XO 

eine lineare Funktion von x, die Interpolationsparabel die gerade Linie durch xO' Yo 
und Xl' YI' Wir kommen damit auf die schon besprochene lineare Interpolation von 
S. 31-32 zuriick. Man uberlege sich das in allen Einzelheiten durch. 

7. Xquidistante Argumente. Differenzen und Differenzenschema. Liegen die 
Punkte xu, Xl' ••• , Xn "aquidistant" um die "Spanne" h auseinander, ist etwa 

Xo = a, Xl = a + h, x2 = a + 2h, ... , Xn = a + nh, 
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so kann man beim Aufschreiben des Schemas die Division mit Xo - Xl' Xo - X2 nsw. 
sparen und statt dessen durch einfache Subtraktionen je zweier iibereinanderstehen
der Zahlen das "Ditferenzenschema" 

Xo Yo 
£:-'Yo 2 

Xl YI 6yo 
£:-'YI 2 

x2 Y2 £:-'Yl n 
£:-'Y2 ..... £:-'Yo 

X3 Y~ ., 

6Yn-l 
6Yn-2 

Xn Yn 

fiir die "Ditferenzen"l 

6yo Yl - Yo , 6YI = Y2 - YI' £:-'Y2 = Ys - Y2 , ... 
2 2 

6yo = £:-'YI-D.yo, 6Yl = 6Y2-£:-'YI"" 
3 2 2 
6yo = D.YI - 6yo,· .. 

aufschreiben. Das Interpolationspolynom lautet dann mit der bekannten Abkiirzung 
n!=1·2·3···n 2 

6yo 6yo 
g(x)=Yo+(x-a) h-+(x-a)(x-a-h)2hT +··· 

n 

6yo 
+(x-a)(x-a-h)···(x-a-(n-I)h) n!hn ' 

Mit X = a + th, wobei t angibt, um welches Vielfaches von h das Argument x 
von a entfernt ist, konnen wir dies umgestalten zu 

t t(t-I) 2 (t) n 
g(a+th)=Yo+I!6yo+ 2'- 6yo+···+ n £:-'Yo: 

(~) ist der Binomialkoeffizient t (t -~) .. ~ tt-- n +J) . 

8. Beispiel. Ausdehnung des Wassers. Wasser hat bekanntlich bei 40 C seine 
groBte Dichte. Es sei 11 davon bei 40 C abgemessen, und es sei Y = f(x) der Vo
lumeniiberschuB in mm 3 dieser Menge iiber 11 bei der Temperatur x in 0 C. Am linken 
Rande des folgenden Differenzenschemas stehen beobachtete Werte von y: 

" :l j 

X Y £:-, 6 6 £:-, 
in 'c inmms 

0 129 
-98 

2 31 67 
-31 -6 

4 0 61 -1 
30 -7 

6 30 54 
84 

8 114 

2 . 
, 1 6 Boll nicht Delta- Quadrat heiBen, sondern zweite Differenz. 
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Das Interpolationspolynom heiBt (h = 2) 

~ m 6 
g(x)=129-x~+x(x-2) .. ~ .. -x(x-2)(x-4)--

2 2.2 2 6.2 3 1 
-x(x-2)(x-4)(x-6) 24-:2' 

= 129 - 49x + 8,375x(x - 2) - 0,125x (x - 2) (x - 4) 
-O,00260x (x- 2)(x-4)(x-6) 

= 129- 66,625 x + 9,01Ox 2 - O,094x3 - 0,003X4. 

Die folgende Zusammenstellung zeigt mit Hilfe von g(x) berechnete Naherungs
werte fur Y = f (x) und wirklich beobachtete Werte: 

1/10 

120 
li 
\ 
\ 
\ 

... 100 

~ 
.!i: 80 

1\ I 
\ I 
\ 1/ 

\ J 
\ II 

'- / 
Z 'I 6 

Temperof"r.:r il1 0 (' 

I 
I 
I 

il 

8 

x U (x) , y = t (x) 

in'O berechnet In mm'l beobachtet in mm' 
1 I 71 I 72 
3 7 9 
5 8 10 
7 66 67 

Abb. 54 verdeutlicht den vorzuglichen AnschluB auch 
anschaulich. In Y = g(x) ist also eine praktisch sehr 
brauchbare "Faustformel" fiir die Ausdehnung des 
Wassers zwischen 00 C und 80 C gewonnen. 

9. Interpolationsformel von Stirling. AuBer den Funk
tionswerten YI, Y2, ... fur die Argumente Xl = a + h, 
x2 = a + 2h, ... auf einer Seite des Ausgangsargu
mentes Xo = a mit dem Funktionswerte Yo benutzt man 
gern auch die Funktionswerte Y~l, y~2,... fiir die 
Argumente x~l = a - h, x~2 = a - 2h, ... auf der 

Abb. 54. Ausdehnung des Wassers. anderen Seite. Die entsprechenden Interpolations-
formeln sind Sonderfalle der allgemeinen Newtonschen 

Formel und namentlich von den Astronomen zu groBer Feinheit und Vollkommen
heit ausgebildet worden, wahrend sie in weiteren naturwissenschaftlichen Kreisen 
langst nicht geniigend gewiirdigt werden. Sie heiBen Zentraldifferenzenformeln, 
weil die benutzten Differenzen im Zentrum des Differenzenschemas stehen l . Z. B. 
kommen bei der Stirlingschen Interpolationsformel die im folgenden Differenzen
schema eingeringelten Differenzen "in einer Wagerechten mit Xo = a" und Yo zur 
Verwendung. Aus den durch einen senkrechten Strich verbundenen Differenzen 
ist das arithmetische Mittel zu nehmen. 

2 3 5 
6, 6, 6, 6, 

X_3 Y-a 

X_2 Y-2 

X_I Y-I 

® 
8 

Xo 
0) 

Xl Yl 

X 2 Yz 

X3 Y3 
1 Fiir weiteres Studium greife man zu E. T. WHITTAKER-G. ROBINSON, The calculus of 

observations. London 1924: Blackie (dieses Buch solIte jeder mathematisch weiterstrebende 
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Die Faktoren, mit denen man Yo, das arithmetische Mittel der eingeringelten ersten 
Differenzen usw. multiplizieren muB, um durch Addition aller Produkte den Wert 
des Stirlingschen Interpolationspolynoms fiir das Argument x = a + th zu be
kommen, sind der Reihe nach: 

t2 t(t2 - 12) t2(t2-12)(t2- 22) 
1 t - ....... . 

, , 2!' 3! 
t (t 2 - 12) (t2 - 22) 

5! 
-- ~.'6"!".~--- -- - -, ... , 

z. B. fur t = ! 
1, 

1 
2' 

1 1 1 3 
8' - I6' - 128- , 256' 

1 
1024'" . 

Willmanetwa an Hand des Differenzenschemas S. 47 mit h = 2 den Volumenuber

schuB fiir 50 ausrechnen, so nehme man a = 4. Dann wird t =! .. Die aus dem 

Differenzenschema benotigten Werte in einer Wagerechten mit a = 4 sind 

-31 +30 
0; 2 =-0,5; 

-6-7 
61; .-- =-6,5; 

2 
-1, 

und die Stirlingsche Formel gibt als gesuchten VolumeniiberschuB fur 50 

1 1 1 1 
1·0+ ·(-05)+ ·61-·· ·(-65)-·--··(-1)~779 

2 ' 8 16 '128 ' . 

Von der ahnlichen Besselschen I nterpolationstormel sei nur erwahnt, daB sie mit den 
im Differenzenschema S.48 unterstrichenen Werten arbeitet und besonders geeignet 
ist zur "Interpolation in die Mitte", d. h. fUr das zwischen Xo = a und Xl = a + h 
in der Mitte liegende Argument a + l h. Man hat fur diesen Zweck, wenn man bis 

zu den 2. Differenzen geht, nur das arithmetische Mittel Yo ~ Yl der unterstrichenen 

Funktionswerte um ! des arithmetischen Mittels der beiden unterstrichenen 2. Diffe

renzen zu vermindern. Also im Beispiel 

VolumenuberschuB fur 50 =~+30 _ 1 . ~~ +54 = 7 81 
2 8 2 ,. 

L. Trigonometrische und zyklometrische Funktionen. 

1. Definition der trigonometrischen Funktionen. Als trigonometrische (gonio
metrische) Funktionen sin x, cos x, tan x (oder tg x) und cot x (oder ctg x) eines spitzen 
Winkels x definiert man in der Schulmathematik an Hand B 
ei~ rechtwinkligen Dreiecks ABC (Abb.55) mit dem Winkel ~ 
BAC = x die Verhaltnisse1 t.' 

. a Gegenkathete b Ankathete IL 

SIn x = = - - - - - - , cos x = 
c Hypotenuse c - Hypotenuse ' or." C 

a Gegenkathete b Ankathete Abb.55. Definition 
tan x = ·b- - cot x - der trigonometrischen 

- Ankathete- , - a Gegenkathete . Funktionen. 

Naturwissenschaftler einsehen; darin ist u. a. auch die Ausgleichungsrechnung vorzuglich 
behandelt) oder zu dem kurzen Auszuge daraus: A short course in interpolation. 

1 Zur Ruckerinnerung an die Trigonometrie seien empfohlen: CRANTZ, P.: Ebene Trigono
metrie zum Selbstunterricht, Aus Natur und Geisteswelt 431; WITTING, A.: Einfiibrung in 
die Trigonometrie, Math.-Phys. Bibliothek (Teubner) 43. 

Walther, Einfiihrung. 4 
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FUr beliebige Winkel erweitern wir diese Definition in folgender Weise. Wir 
denken uns (Abb.56) in einem rechtwinkligen uv-Koordinatensystem die positive, 

u im Ursprung befestigte u-Halbachse um den Winkel x 

, , 
\ 

\ 

\. tOI1a-

\\ 1 
Abb. 56. Definition der trigono

metrlschen Funktionen. 

(im BogenmaB) gedreht, d. h. solange, bis ein auf dem 
Einheitskreise mitwandernder Mann P den Weg x 
zuriickgelegt hat; x zahlt positiv, wenn die Drehung 
im positiven Sinne (entgegengesetzt dem Uhrzeiger) 
erfolgt, sonst negativ. Dann sind Abszisse und Ordi
nate des Mannes auf dEm Einheitskreise, genauer ihre 
MaBzahlen, Kosinus und Sinus von x: 

cos x = u und sin x = v . 

Offenbar sind cos x und sin x Funktionen von x und 
auf jeden Fall zwischen -1 einschl. und + 1 einschl. 
enthalten. Nach dEm pythagoreischen Lehrsatze ist 

(COSX)2 + (sinx)2 = cos 2x + sin2x = 1. 

Dies erlaubt, die eine der Funktionen durch die andere auszudriicken: 

sin x = ± I V 1 -cos 2 X I und cos x = ± I V 1 - sin 2 x I ; 

X 

75" 

J 

70° 

2 

60° 

50· 

1 

'10' 

JO' 

20' 

10° 

o o 
Abb.57. 

TangenS:eiter 
y~ tanx. 

1 

Y 0,9 

0.8 

0,7 

0.6 

0.5 

0." 

o,J 

0. 2 

0,1 

o 

90' 
80' 

70· 

X 

60' 

50· 

JO· 

ZOo 

o· 
Abb.58. 

Sinusleiter 
y = sinx. 

das Vorzeichen der Wurzel ist durch den Quadranten 
bestimmt, in den der bewegliche Winkelschenkel 
hineinfiillt. 

Tangens und Kotangens von x sind die Quotienten 

sin x 
tan x =-- und 

cosx 
cosx 1 

cotx=--=-
sin x tan x 

Sie k6nnen als Ordinaten bzw. Abszissen auf den 
Tangenten des Einheitskreises in seinen Schnitt
punkten u = 1, v = 0 bzw. u = 0, v = 1 mit der 
positiven u- und positiven v-Halbachse dargestellt 
werden (Abb.56). Schreibt man die entsprechenden 
Winkel daran (fUr die Praxis in GradmaB), so erhalt 
man auf den Tangenten als Tragern Leitern der Funk
tionen y = tan x (Abb.57) und y = cotx. Leitern 
derFunktionen y = cosxund y = sinx (Abb.58) ent
stehen durch Projektion der Lagen des Mannes auf 
dem Einheitskreise auf die u- und v-Achse und Daran
schreiben der dazugeh6rigen Winkel. Dies kann mit 
Vorteil bei der Konstruktion des N omogramms 
Abb. 24 fiir das Brechungsgesetz (S. 23) benutzt 
werden, indem man Kreise von den Halbmessern 1 
und n verwendet. 

2. Periodizitat und ahnliches. Sonderwerte. cos x und 
sin x sind "periodisch mit der Periode 2 7r", d. h. es ist 

cos ( x + 2 7r) = cos x und sin (x + 2 7r) = sin x ; 
die Funktionen andern sich nicht, wenn das Argument 
um 27r (in GradmaB 360°) vermehrt wird, weil sich 
nach Z uriicklegung eines vollen U mla ufs wieder derselbe 

Punkt auf dem Einheitskreise einstellt. tan x und cot x haben schon die Periode 7r : 

tan (x + 7r) = tan x und cot (x + 7r) = cotx. 
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cos x ist eine "gerade Funktion", d. h. 
cos(-x) = cos x , 

wahrend sin x, tan x und cot x "ungerade Funktionen" sind: 
sin(-x) = -sinx, tan(-x) = -tanx, cot(-x) = -cotx . 

51 

(Man nennt allgemein eine Funktion gp.rade bzw. ungerade, wenn sie fur positives 
und negatives Argument gleiche bzw. entgegengesetzt gleiche Werte hat.) 

Ferner laBt sich an Hand der Abb. 56 leicht ubersehen, was bei Vermehrung des 

Arguments um ; , 7r oder 32'](- eintritt. Mittels des gleichschenklig-rechtwinkligen 

nnd des gleichseitigen Dreiecks konnen wir schlieBlich fur 45°, 30° und 60° 

cos i = sin: = ! V2 =0,7071, tan: = cot : = I, 

7r 7r I /-- 7r 7r I 1r 
cos 6 = sins = 2 1 3 = 0,8660, tan 6 = cot 3 = 3 V 3""" 0,5773, 

7r • 7r I 
.cos 3' = sm (\ = 2 = 0,5 , 

7r 7r y--
tan -3 = cot (\ = 3 = 1,7321 

ausrechnen. 
3. Graphische Darstellung. Zur graphischen Darstellung der trigonometrischen 

Fnnktionen tragt man die Winkel x, d. h. die Bogen des Einheitskreises, als Abszissen 
y 

Abb.59. Slnus- und Kosinuslinie. 

und die zugehorigen Funktionswerte als Ordinaten auf. Dies macht sich bei sin x und 
tan x sehr bequem, wenn man die x-Achse auf die u-Achse darauflegt und den durch x 
bestimmten Punkt auf dem Einheitskreise mit der Ordinate sinx bzw. den Punkt 
a:uf der senkrechten Tan
gente in u= 1, v =0 mit 
der Ordinate tan x wage
recht auf die Senkrechte 

II 
I., 
I \\?, 
I ~ 

zur richtigen Abszisse x : \1-1 

y 

hinuberprojiziert. Zu- I, 

weilen werden als Ab- : \ 
szissen auch die Grad- : . 
maBe der Winkel mit -z.,d 

~~~~~X-r+~r+~~~~~~~~~~~ 
einer passenden Ein- x 
heitsstrecke genommen. 
FUr cos x nnd cot x legt 
man die x-Achse auf die 
v-Achse und sieht das 
Bild seitlich an. 

So entstehen die Si
nuslinie, Kosinuslinie, 
Tangenslinie und Ko

Abb.60. Tangens- und Kotangenslinie. 

tangenslinie (Abb.59 und 60). Sie zeigen z. B. sehr anschaulich das Zu- und 
Abnehmen der Fnnktionen, die "Maxima" nnd "Minima", z. B. cos 0 = 1, 

4* 
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cos 11: =-1, die "Nullstellen" , z. B. sinO=O, sin 11: =0 und die "Unendlich
keitsstellen", z. B. 

tanx-~ +00 

tanx-~ -00 

f ·· 11: 1 ur x-~2-0 

fur x-~!! + Or 2 . 

r. 
insgesamt tan x -~ 00 fur x -~ 2- . 

(x -~ ; - 0 bedeutet, daB x aufsteigend nach ; strebt.) Die Periodizitat driickt 

sich darin aus, daB die Wellenlinien fiir cos x und sin x bei Verschiebung um 211: nach 
rechts oder links je in sich ubergehen und die aus lauter getrennten Asten be
stehenden Tangens- und Kotangenslinien bei Verschiebung um 11:. 

4. Phasenverscbiebung. GemaB den am Einheitskreise leicht zu bestatigenden 

Beziehungen sin (x + ;) = cos x, sin x = cos (x - ;) nimmt cos x fur x den Wert 

an, den sin x erst fiir x + ; , d. h., wenn x die Zeit ist, um ; spater erreicht, sinx 

fiir x den Wert, den cos x fiir x-; (um ; friiher) hatte. Der Kosinus eilt, wie 

man zu sagen pflegt, dem Sinus um ~-voraus oder ist um~ vorwiirtB phasenver8choben 

gegen ihn, und der Sinus eilt dem K08inus um ; nach oder ist um --;- rilclcwiirts 

phasenver8choben gegen ihn. Der Ausdruck "phasenverschoben" kommt her von der zu
wellen angewandten Bezeichnung "Phase" fiir das Argument einer trigonometrischen 
Funktion. 

Man hiite sieh vor Verweehslungen der Phasenversehiebung mit der ortliehen Versehiebung 

um ; naeh reehts, welehe die Kosinuslinie mit der Sinuslinie zur Deekung bringt (Abb.59). 

Denn wenn man unerlaubterweise "vorwarts phasenversehoben" als "naeh reehts ortlieh ver

sehoben" auffallte, kame man zu der Aussage, der Sinus sei um ; vorwartB phasenversehoben 
gegen den Kosinus, womit alles auf den Kopf gestellt ware. 

Insbesondere hat sinx ein Maximum +1 oder ein Minimum -1, wenn cosx 
durch Null geht (vgl. die vertiefte Einsicht hierein S. 81). Dies wird veranschaulicht 
durch die Verhaltnisse bei Schwingungen, wo die Elongation mit der einen und die 
Geschwindigkeit mit der anderen der beiden Funktionen verlauft, vgl. II E 16-17, 
S.156-159 und Abb.59. (In der Schwingungslehre kann der Sinus im Zeuner
diagramm durch den Radiusvektor zu einem die Polarachse im Ursprung von oben 
beriihrenden Kreis veranschaulicht werden, vgl. S.19 undAbb.17.) Vor- undNach-

eilen um -; und auch um andere Winkel spielt in der Wechselstromtheorie eine Rolle 

(die Spannungen zur Uberwindung der Kapazitat, des Ohmschen Widerstandes und 

der Selbstinduktion sind gegeneinander je um ~ phasenverschoben; S.158-159). 

5. Bedeutung des Sinus und Kosinus fUr den Naturwissenschaftler. Formel
zusammenstellung. Sinus und Kosinus bilden fiir den Naturwissenschaftler vor allem 
die mathematische Grundlage der Lehre von den mechani8chen, akusti8chen, opti8chen 
und elektrischen Schwingungen und Wellen. Aber auch sonst kommen sie ibm oft 
genug vor. Die in der Schule haufig in den Vordergrund geschobenen Anwendungen 
auf Dreiecke u. dgl. (Vermessungskunde) freilich sind fiir ihn meist minder wichtig. 
Unbedingt beherrschen sollte er aber die folgenden bekannten Schulformeln: 

sin (x ± h) = sin x cosh ± cos x sinh, 

cos(x ± h) = cosxcosh =t= sin x sinh, 
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sin 2x = 2 sin x cos x , cos 2x = cos 2 x - sin 2 x = 2 cos 2 x - 1 = 1 - 2 sin 2 x , 

2 2X l+cosx= cos ---, 
2 

• 2 X 
1 - cos x = 2 sm 2' 

sin.x + sin f3 = 
. rx+f3 CI.-f3 2 sm ---- cos----, 

2 2 
.x+f3 . CI.-f3 2 cos ---~- sm - ------

2 2' 
sin .x - sin f3 = 

cos.x + cos f3 = CI.+/3 CI.-f3 2 cos ---- cos---
2 2' 

(.J 2' CI.+f3 . CI.-f3 cos.x - COSt' = - SIn ----- sln- - . 
2 2 

6. Trigonometrische Funktionen fiir kleines Argument. Wie verhalten sich die 
trigonometrischen Funktionen fur kleines x? Wir wissen schon sin 0 = 0, cos 0 = 1, 

Winkel Winkel in BogenmaB Sinus Tangens Kosinus 
in GradmaB :t sinx tan:t cos x 

57° 17' 45" 1 0,8415 1,5574 0,5403 
10° 0,1745 0,1736 0,1763 0;9848 

5° 43' 46" 0,1 0,0998 0,1003 0,9950 
1° 1745,33' 10-5 1745,24' 10-5 1745,51 . 10-11 1-15.10-6 

l' I 2908,882087 . 10-7 2908,882046' 10-7 2908,882128 . 10-7 1 - 0,423 . 10-7 

1" ! 4848,136811 4848,136811 4848,136811 1 - 0,01175 . 10-9 

095.10-9 076.10-9 114.10-9 

tan 0 = 0, Aus einer in den meisten Logarithmentafeln zu findenden Tabelle ent
nimmtman: 

x, sin x und tan x stimmen in um so mehr Dezimalen uberein, je kleiner x ist -
die Beziehungen 

I sin x = x und tan x ==' x bei kleinem x I 
sind immer besser erfiillt l -, und der Unterschied zwischen cos 0 = 1 und cos x fallt 
noch viel kleiner als x selbst aus. 

Unter Einfuhrung der Verhiiltnisse zu x pflegt man dies in einpragsamer Sym
bolik in der Gestalt 

sin x 
----~ 1 

x ' 
tan x 
x-~l, 

l-cosx 0 
-~ 

x 
fur x-~O I 

zu schreiben (lies z. B, ~in x "nach" (oder "gegen" oder "Pfeil") 1 fur x nach (oder x . 
gegen oder Pfeil) 0) und sagt: sm x "strebt" oder "konvergiert" nach 1, wenn x nach 0 

x 
strebt (bei "nullstrebigem" x). Statt des einen Pfeiles wird auch die Schreibweise 

I, sin x I (1' L' sin x foo hOI ' h 1) d . W 1m ---- = IeS: Imes von --- ur x nac g elC angewan t, m orten: 
.r---+-O x x. 
Der "Grenzwert" oder "Limes" des Verhaltnisses _smx bei nnllstrebigem x ist 

x 
gleich 1. Der Begriff des "Grenzwertes", der sich hier zu einer sprachlich anschan
lichen und klaren Umschreibung des aus unserer Tabelle entnommenen Sachverhaltes 
darbietet, wird uns noch oft begegnen (er ist einer der Grundbegriffe der "hoheren" 
Mathematik) und z. B. auf S. 105 ganz ausfuhrlich erortert werden. 

1 Bis auf 10/0 von x bei sinx bis 14°, bei tan x bis 100 
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Indem wir die Definitionsfigur des Sinus an der u-Achse spiegeln (Abb.61), 
k6nnen wir auch sagen: 

Abb. 61. Bogen, Sehne und Pfeilhohe. 

Bogen und Behne sind mit immer 
grof3erer Annaherung einander gleich, 
je kleiner sie sind, und die "Pfeil
hohe" des Bogens uber der Behne ist 
viel kleiner als Bogen und Behne. 

Oder, wenn wir auf die Sinuslinie (Abb. 62) achten: 

Die Binuslinie y = sin x schmiegt 
sich bei Verkleinerung von x immer 
mehr der Geraden y = x unter 45° 

gegen die x-Achse an; 

Abb.62. Tangente y = x der Sinuslinie y = sin x fUr l' = O. 

diese Gerade wird also die Tangente der Sinuslinie 1m Ursprunge x = 0 sein. 
sin x 

Oder, wenn wir die Kurve - (Abb.63) zeichnen: 
x 

y 

Abb. 63. Kurve y = sin x . 
x 

7 8 9 x 

sin x Die Kurve y = --~ 
x 

fuhrt fur x -~ 0 in 
den Punkt y = 1 
hinein. 

F ·· O· di F kt' sin x . ht d f' . t '1 d S b I sin 0 0 ur x = 1st e un IOn y = -X mc e IDler ,weI as ym 0 -0- = 0 

ohne Verabredung jeden Wert bedeuten kann oder "unbestimmt" ist (jede Z~hl 
liefert mit dem Divisor 0 multipliziert den Dividenden 0). Aber das Verhalten der 
Kurve legt nahe, als "naturlichen" Wert der Funktion fiiI" x = 0 den Wert 1 fest
zusetzen. Man spricht deshalb von einer "hebbaren" Unstetigkeit der Funktion 

sinx -1 y = sin x fiiI" x = 0, weil man die an sich infolge der Nicht-x. x 
definiertheit fur x = 0 vorhandene Unstetigkeit durch 
geeignete Verabredung "beheben" kann. 

Der Mathematiker pflegt die Beziehung sinx -~ 1 fiir x -~ 0 
x 

noch durch Aufschreiben der Inhalte (Abb. 64) 

1 . 1 1 
2cOS X smx < 2 x < 2 tan x 

Abb. 64. des Dreiecks 0 Q P, des Sektors OAP und des Dreiecks 0 A T 

mit der angegebenen GroBenreihenfolge zu stiitzen. Dividiert man durch ~ sin x, so komm t 

x 1 
cos x < sInx < cos x ' 
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und laBt man x -~ 0 gehen, so streben die beiden einschlieBenden Schranken, die eine wachsend, 

die andere fallend, nach 1, so daB der eingeschlossenen GroBe -~ auch nichts anderes iibrig-
x sin x SIll X 

bleibt. -.- -~ 1 hat aber ---~ 1 zur Folge, weiter 
SIll X x 

tanx = sin x ._1 __ ~ 1.1 = 1 
x x cos x 

7. Zyklometrische Funktionen. Die Umkehrfunktionen der trigonometrischen 
Funktionen heiBen zyklometrische Funktionen. Da jede Parallele zur x-Achse 
in einem Abstande zwischen -1 und + 1 die aus lauter steigenden und fallenden 
Stucken zusammengesetzte Sinuslinie und Kosinuslinie (Abb. 59) unbegrenzt oft 
schneidet und zu jedem y zwischen -1 und + 1 unbegrenzt viele x gehoren, er
kennt man hier so recht die Bedeutung des Herausgreifens eines monotonen Stuckes 
der Kurve einer Funktion y = t(x) zur Erzielung einer eindeutigen Umkehrfunktion 

x = g; (y) (vgl. I D 3, S. 15-16). Man nimmt - i < x 'S ~ als Monotonieintervall . 

fur y = sin x und schreibt die Umkehrfunktion 

x=arcsiny (-~<x< "'-) 2- - 2 

(sprich: Arkussinus y); x ist der Bogen, dessen Sinus den Wert y hat. 
Beispielsweise : 

. 1 7r 
arcslll:2 = 6 ' 1 1r 7r 

arcsin :2 r 2 = 4 ' 
1 .. 7r 

arcsin :2 y3 = 3 ' 

Entsprechend fUr y = cos x 

x = arccosy (0:'S X< 7r) , 

fur y = tan x 

x = arctany (-1Z'<x<~) 22' 
fur y = cotx 

x = arccoty 

Nachtraglich vertauscht man wieder x und y. Z. B. 

t 7r f" Y = arc anx-~-- ur x-~ + 00. 2 . 

. 1 7r arCSlll =:2' 

M. Fnnktionen von zwei nnd mehr Veranderlicben. 

1. Definitionen. Fast noch haufiger als die bisher behandelten Funktionen einer 
unabhangigen Veranderlichen begegnen dem Naturwissenschaftler Funktionen von 
zwei, drei oder noch mehr unabhiingigen Veriinderlichen. Bei einer Funktion z = f (x,y) 
von zwei unabhangigen Veranderlichen x und y ist jeder Funktionswert z einem 
Paare von Werten x, y zugeordnet, bei einer Funktion u = t (x, y, z) von drei Ver
anderlichen x, y und z jeder Funktionswert u einem Tripel von Werten x, y, z und 
bei einer Funktion y = t(x(l) , X(2) , •.• , X<n») von n unabhangigen Veranderlichen 
afl) , X(2) , ... , x<n )jeder FunktiollSwert y einem System von Werten x(l) , X<2), ••. ,x(n). 
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2. Beispiele mit formelmalliger Zuordnung. Eine einfache Funktion von zwei 
unabhangigen Veranderlichen xund yist z. B. das Produktz = xy (der Flacheninhalt 
z eines Rechtecks mit den Seitenlangen x und y). Denn jedem Faktorenpaare x, y, 
z. B. x = 3,5; y = 8,2 entspricht ein Wert des Produkts (z = 28,7). Analog ver
korpert das Produkt u = x Y z von drei Faktoren x, Y und z (der Rauminhalt eines 
Quaders mit den Kantenlangen x, Y und z) eine Funktion von drei unabhangigen 
Veranderlichen und das Produkt y = x(l) x(2) ••• x(n) von n Faktoren eine Funktion 
von n unabhangigen Veranderlichen. Oder die Hypotenuse z = V x 2 + y2 in einem 
rechtwinkligen Dreieck mit den Katheten x und y ist eine Funktion von zwei un
abhangigen Veranderlichen, ebenso die Leistung L eines Gleichstroms in Watt, 
welche mit der Spannung E in Volt und der Stromstarke J in Ampere durch die 
Beziehung L = E J zusammenhangt. Hingegen handelt es sich bei der Leistung 
L = E J coscp eines Wechselstroms mit den an den MeBinstrumenten ablesbaren 
Effektivwerten von Spannung E und Stromstarke J um eine Funktion von drei 
unabhangigen Veranderlichen, weil noch der Phasenwinkel cp zwischen Spannung und 
Stromstarke bzw. der Phasenfaktor cos cp hereinkommt (vgl. II E 22, S.163-165). 

3. Andere Beispiele. Wahrend bei all diesen Beispielen die Zuordnung des 
Funktionswertes zu den Argumentpaaren oder -systemen formelmaBig erfolgt, muB 
sie beispielsweise bei der Temperatur :J- (oder anderen meteorologischen, erdmagne
tischen und ahnlichen GroBen) fiir verschiedene Zeiten t und Orte auf der Erde durch 
Beobachtung ermittelt werden. Da der Ort durch geographische Lange A und Breite cp 
festgelegt ist, haben wir es hier mit einer Funktion von drei Veranderlichen zu tun: 
:J- = f('A. ,cp , t). Hingegen ist die ebenfalls durch Beobachtung zu gewinnende Schmelz
temperatur eines Gemisches von drei Substanzen nur eine Funktion von zwei Ver
anderlichen, weil durch die als unabhangige Veranderliche auftretenden Prozent
gehalte des Gemisches an zwei Bestandteilen der Prozentgehalt am dritten Bestand
teil schon mitbestimmt ist. 

4. Tabellarische Darstellung. System von Tabellen. Die gerade fiir die letzten Bei
spiele notige tabellarische Darstellung der Funktionen von zwei oder mehr Verander
lichen wird dadurch ermoglicht, daB sich eine Funktion z = f(x, y) von zwei un
abhangigen Veranderlichen durch Festhalten einer Veranderlichen, etwa von y bei 
Yl' auf eine Funktion z = f(x, Yl) nur noch einer Veranderlichen x reduziert und 
daB Entsprechendes gilt, wenn wir fiir eine Funktion von drei Veranderlichen zwei 
davon konstant nehmen oder fiir eine Funktion von n Veranderlichen n -1 davon. 
Die Funktionstabelle der Funktion z = f(x, Yl) von x beispielsweise aber kann in 
der friiheren Art angelegt werden, indem man in eine erste Spalte die x und in eine 
zweite Spalte daneben die entsprechenden Funktionswerte z schreibt. Am Kopfe 
der Tabelle vermerkt man noch, daB es 
sich um den Sonderwert Yl von Y handelt. 
Dann macht man dasselbe fiir Y = Y2' 
Y = Ya usw. und erhalt so die tabel
larische Darstellung der Funktion z = 
f (x, y) durch ein System von Tabellen. Der 
Funktionswert z fiir ein Wertepaar x, Y 
findet sich in ihm, indem man zuerst Y 

Y = Yl 

x I z 
i 

Y = Y2 Y = Ya 

x x 

beriicksichtigt und die richtige Tabelle nach den Tabellenkopfen sucht, nachher in 
dieser Tabelle das richtige x; neben ihm liest man z abo Bei einer Funktion von drei 
Veranderlichen u = f(x, y, z) steht am Kopfe jeder Tabelle ein Wertepaar, fiir 
das sie gilt, etwa Y = Yl' Z = Zl usw. 

5. Tafel mit doppeltem Eingang. Fiir eine Funktion von zwei Veranderlichen kann 
das System von Tabellen in eine einzige Tafel mit doppeltem Eingang zusammen
gezogen werden. Dazu vereinigt man aIle bisher getrennten x-Spalten in eine und 



M. Funktionen von zwei und mehr Veranderlichen. 2-6. 57 

lii.J3t dieser dann die Spalten der Funktionswerte fUr y = Yl' Y = Y2' Y = Y3 usw. 
nach rechts nachfolgen, so daB man in einer x-Zeile vielleicht erst tiber verschiedene 

xl y 
'f-+ 

z = f(x, y). 

I I Yl Y2 Ya 

Xl Zll Z12 Z13'" 

X 2 Z2l Z22 Z23'" 

:3 I Zal Z32 Z33'" 

nicht in Betracht kommende z hinweggehen muB, ehe 
man zu dem z in der richtigen y-Spalte gelangt. Uber 
die Spalten schreibt man verniinftigerweise nicht mehr z 
dariiber, sondern nur noch die y-Werte Yl' Y2' Y3'···· 
DaB es sich um z = f(x, y) handelt, wird iiber der ganzen 
Tafel angegeben. Jedes z steht im Schnittpunkte einer 
x-Zeile und y-Spalte; allgemein kennzeichnet man den 
Funktionswert I( xi, Yk) am Schnittpunkte der i-ten Zeile 
und k-ten Spalte durch zik, z. B. Z23 = f (X2' Y3)' SO sind 

z. B. die bekannten, fiir Zahlenrechnungen niitzlichen Produkttafeln der Funktion 
z = x Y eingerichtet, etwa fiir alle ganzzahligen x von 1 bis lOOO und alle ganzzahligen 

I I 1 1 I Xt~~i ... I 322 323 324 •... 
___ 1 ____ 1_1. ____I_ 

• • • I • ' • , • 

• " I • I • I • ' • 

• I' • I· • • 

166 '-: .. 53452153618153784 ... 
- --------

167 ... 153774153941154108 .. __ 
168 54096 54264 54432 ... 

-- ---- -

Y von 1 bis lOOO; nebenstehend ein Bruehstiiek 
einer solehen Tafel. Ferner ist die sog. Kor
relationstabelle in der statistisehen Biologie weiter 
niehts als eine Tafel mit doppeltem Eingang 
fiir die Hiiufigkeitsfunktion eines Merkmal
paares x, y. 

Tafeln mit doppeltem Eingang liegen bekanntlich 
auch bei Logarithmentafeln, Quadrattafeln u. dgl. vor. 
Dort handelt es sich natiirlich nicht um Funktionen 
zwei!lr Veranderlicher, sondern die Tafel mit doppeltem 

Eingang ist nur zur Raumersparnis und Dbersichtlichkeit gewahlt. Die einzelnen Spalten 
entsprechen den verschiedenen Ziffern 0 bis 9 der letzten Stelle des Numerus, dessen andere 
Stellen die Zeile charakterisieren. - Bei Funktionen von drei und mehr Veranderlichen laBt 
sich eine Vereinfachung des Systems von Tabellen praktisch nicht herbeifiihren. 

6. Raumliches Koordinatensystem. Zur geometrischen Darstellung der Funktionen 
von zwei Veriinderlichen tritt an die Stelle des ebenen rechtwinkligen xy-Koordi-
natensystems ein riiumliches recht- z 
winkliges xyz-Koordinatensystem if 

yz-Ebene 

-z 

x -z 

(Abb. 65). Es entsteht, Wenn im 
tJrsprunge des ebenen xy-Systems 
senkrecht zu dessen Ebene noeh 
eine dritte Aehse, die z-Achse, mit 
einer positiven und einer negativen 
Halbachse angebracht wird. Eine 
Veranschaulichung von drei x-, y
und z-Halbachsen liefern etwa drei 
in einer Ecke eines Zimmers mit 
senkrechten Wanden zusammen
stoBende Zimmerkanten. Die 
Wande und der FuBboden oder 
die Decke versinnlichen die x y- , 
yz- und zx-Ebene, zusammen 
Koordinatenebenen genannt. Je 
nachdem die positive x-, y- und 
z-Halbachse zueinander liegen wie 
Daumen, Zeigefinger und Mittel

Abb.65. Riiumllches rechtwinkllges Koordlnatensystem. 

finger der rechten oder der linken Hand, unterscheidet man Rechts- und Links
koordinatensysteme. Dreht man die positive x-Halbachse auf dem kiirzesten Wege 
in die positive y-Halbachse und bewegt gleichzeitig die x y-Ebene in der positiven 
z-Richtung, so ergibt sich im ersten FaIle eine Rechtsschraubung, wie sie der ge-
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wohnliche Korkzieher fur rechtshandige Leute vollfuhrt, im zweiten FaIle eine 
Links8chra'Uhung. Daher auch die Namen Bohnen- und Hopfenkoordinatensystem, 
weil die Bohne rechts herum, d. h. von der Wurzel aus nach oben im Sinne' des 
Korkziehers, der Hopfen links herum windetl. Der Naturwissenschaftler arbeitet 
in der Regel mit dem Rechtskoordinatensystem, weil dieses z. B. den VerhaItnissen 
in der Elektrodynamik angepaBt ist, das Linkskoordinatensystem dagegen nicht. 

Ein WertsY8tem x, y, z wird im raumlichen Koordinatensystem durch den 
Punkt mit den Koordinaten x, y, z veranschaulicht (Abb. 65), zu dem wir kommen, 
wenn wir auf der x-Achse nach dem Punkte x gehen, dann parallel der y-Achse 
(also in der xy-Ebene) um y und schlieBlich parallel der z-Achse (also senkrecht 
zur xy-Ebene) um z fortschreiten oder analog mit anderer Reihenfolge der Koor
dinaten verfahren. Auch bildet der Punkt x, y, z den Schnittpunkt der drei 
Ebenen parallel den Koordinatenebenen durch die Punkte x, y, z auf den drei 
entsprechenden Achsen. 

7. Geometrische Darstellung einer Funktion von zwei Verlinderliehen dureh eine 
FIaehe. Das geometrische Bild der Funktion z = f(x, y) im rechtwinkligen xyz
System ist eine Fliiche, so wie fruher das Bild der Funktion y = f (x) im x y-System eine 
Kurve war. Man sucht die allen in Frage kommenden Wertepaaren x, y (geometrisch 
Punkten in der x y-Ebene) und zugehOrigen Funktionswerten z (geometrisch Loten auf 
der xy-Ebene) entsprechenden Punkte auf und legt durch sie eine Flache hindurch. 

Wirklich ausfiihren liUlt sich dies freilich nur, wenn man tatsachlich im Raume und nicht 
nur in der Ebene des Schreib- oder Zeichenpapiere arbeitet. Man mull etwa auf einer wage
rechten Ebene in den richtigen Punkten x, y lotrechte Drahte von der Lange I z I und in der 
richtigen Richtung nach oben oder unten je nach dem Vorzeichen von z anbringen und iiber 
sie ein Tuch ausbreiten. Oder man modelliert die Flache als Oberflache eines Gips- oder Wachs
klumpens, indem man den Raum bis zu den Koordinatenebenen mit Gips ausgiellt. Jedenfalls 
sieht man hieraus, dall die Veranschaulichung einer Funktion z = I(x, y) durch eine Flache 
praktisch meist nur problematischen Wert hat. Wenn wir uns mit perspektivischen Zeichnungen 
der Flache auf Papier behelfen, haben wir eretens viel miihaame Konstruktionsarbeit und konnen 
zweitens wegen der unvermeidlichen Verzerr.ungen nicht ohne weiteres richtige Zahlenwerte 
ablesen. Hierin liegt begriindet, dall bei den Funktionen von zwei Veranderlichen andere 
Methoden, insbesondere die nomographischen, der geometrischen Darstellung durch eine FIache 
weitgehend iiberlegen sind. Noch mehr gilt dies fiir die Funktionen von drei oder mehr Verander
lichen, wo die unmittelbare geometrische Darstellung iiberhaupt versagt, weil die drei Koordi
naten x, y und z schon fiir die unabhangigen Veranderlichen verbraucht werden und nach der 
Struktur des Raumes fiir die abhangige Veranderliche keine Koordinate mehr iibrigbleibt. 

8. Andeutung liber den n-dimensionalen Raum. Ubrigens ist es manchmal bequem, ein 
Wertsystem X(l), x(t), ••• , x<n) von n Veranderlichen als "Punkt" in einem "n-dimenaionalen 
Raume" zu bezeichnen, von "Fliichen" y = l(x(l), X(2), ••• , X<n») in diesem Raume zu 
sprechen u. dgl. Aber dies sind nur zweckmallige Redeweisen, welche von der suggestiven Kraft 
anschaulicher Deutung fiir FaIle, bei denen sie nicht durchfiihrbar ist, so viel ala moglich zu 
retten suchen. Z. B. nimmt man in der Relativitatstheorie die Zeit t als gleichberechtigte Koor
dinate zu den drei Koordinaten x, y, z des gewohnlichen Raumes hinzu und deutet ein Wert
system x, y, z, t, das einen Punkt des gewohnlichen Raumes zu einer gewissen Zeit charakte
risiert, ala Punkt in einem vierdimensionalen xyzt-Koordinatensystem. 

9. Stetigkeit. In Anlehnung an die geometrische Anschauung nennt man eine 
Funktion z von zwei Veranderlichen x und y 8tetig fur ein Wertepaar x = xo, y = Yo 
oder den entsprechenden Punkt in der xy-Ebene, wenn fiir aIle nahe benachbarten 
Wertepaare oder Punkte x, y der Funktionswert z nur wenig von dem Werte Zo 

fur xo' Yo verschieden ist, um so weniger, je naher x, y an xo, Yo liegt. Analog wird 
die Stetigkeit bei Funktionen von drei und mehr Veranderlichen erklart. 

10. Bemerkungliber implizltdefinierteFunktionen einer Veriinderlichen. Die geometrische 
Deutung der Funktionen von zwei Veranderlichen durch eine Flache ermoglicht ein besonders 

1 Der manchmal zu findende Ausdruck Weinkoordinatensystem statt Bohnenkoordinaten
system ist botanisch millbrauchlich, weil der Wein rankt, aber nicht windet. Manche Bota
niker betrachten die Sache auch von oben; dann windet die Bohne "links herum", der 
Hopfen "rechts herum". . 
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anschauliches Erfassen der Verhiiltnisse hei den durch eine Gleichung F(x, y) = 0 implizit 
definierten Funktionen y einer Veranderlichen x. Die definierende Gleichung F(x, y) = 0 ist 
namlich offenbar gleichwertig den beiden Gleichungen 

z=F(x,y) und z=O. 

Von diesen steUt die erate eine Flache im raumlichen xyz-System dar, die zweite die xy-Ebene, 
weil in dieser dauernd z = 0 ist. Beide Gleichungen zusammen geben das Schnittgebilde der 
Flache mit der xy-Ebene (man mache sich eine Skizze !), und die Frage der Theorie der impliziten 
Funktionen lautet: lst das Schnittgebilde die Kurve einer Funktion y = f(x),oder trifft die 
Flache die xy-Ebene etwa gar nicht, oder nur in einzelnen Punkten (Beriilirung), oder in 
verwickelteren Kurven? 

11. Implizite Definition einer Funktion zweier Veranderlicher. AuBer fiir die 
geometrische Deutung der explizit gegebenen Funktionen z = t(x, y) von zwei 
Veranderlichen ist das raumliche Koordinatensystem auch nutzlich zur Behandlung 
der implizit durch eine Gleichung F(x, y, z) = 0 zwischen x, y und z gegebenen 
Funktionen z von x und y. Man veranschauliche sich, indem man zusammen
gehorige, F(x, y, z) = 0 befriedigende Werte x, y, z und die entsprechenden Punkte 
im xyz-System sucht, die Gleichung F(x, y, z) = 0 durch eine Flache. Z. B. 
gibt x 2 + y2 + Z2 - a 2 = 0 eine Kugeloberflache vom Radius a um den Ur
sprung, weil x 2 + yZ + Z2 sich durch zweimalige Anwendung des pythagoreischen 
Satzes als Quadrat des Abstandes zwischen dem Punkte x, y, z und dem Ursprung 
erweist (Abb.65). Von dieser Flache greife man einen Lappen heraus, der von den 
Parallelen zur z-Achse nur je einmal getroffen wird, z. B. bei der Kugel die obere 
Halbkugel mit z~ O. Diesem Lappen ist dann eine explizite Darstellung z = t(x,y) 

zugeordnet, z. B.ist fur die obere Halbkugel z = [Va z - X Z - yz[. 
12. Zustandsgleichung und Zustandsflache. Ein belangreiches Beispiel fiir impli

zite Definition von Funktionen zweier unabhangiger Veranderlicher liefert die 
Zustandsgleichung zwischen Druck p, Volumen V und absoluter Temperatur T 
fur einen beliebigen Stoff. 

Bei einem idealen Gas lautet sie bekaq.ntlich 

pV=RT. 

Dabei bedeutet R die Gaskonstante; fiir 1 g Luft hat sie angenahert den Wert! 
293.10-3 lat = 287.106 -erg_ =' 6 85.10-2 kal. und fiir 1 Mol (die durch das 

, grad' grad' grad 
Molekulargewicht in Gramm gegebene Menge) aller Gase, welches das Volumen 

22,41 I fiillt, den Wert 8,47 . 10-2 _1 a~ =' 8,319 . 107 ~~ = 1,986 ka~; fiir v Mol 
ist sie v-mal so groB. Nach der Gas- gra gra gr 
gleichung ist z.B. das Volumen V .......------, 

sofort als Funktion V = R T von 
p 

Druck p und Temperatur T darstell
bar. Die Zustandstlache im p V T
System mit ihrem physikalisch 
in Betracht kommenden Teil im 
"er8ten Oktanten", d. h. fiir positive 
p, V, T, ist in Abb. 66 als Ober
flache eines durch sie begrE)nzten 
Korpers (Gipsklumpens o. dgl.) 
gezeichnet. Der Mathematiker 
nennt sie hyperboli8ches Paraboloid. 

OpucX pinal 

Abb. 66. Zustandsfliicbe p V = R T elnes idealen Gases. 

1 1 at = 1 technische.Atmosphare = 1 kgscm-2 = 1 Kilogrammschwere/cm2• 1 kal = 1 kleine 
Kalorie (ffir 1 g Wasser). . 
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Bei der van der Waalsschen Zustandsgleichung fliT Flussigkeiten und nicht ideale 

(p + ;2) (V - b) = R T 
Gase 

(a, b Festwerte) 

ist die explizite Darstellung von V nicht in ubersichtlicher Form moglich. Fur die 
entsprechende ZustandsfHiche gibt es Modelle aus Gips. 

Bei ganz beliebigen Stoffen besteht immer noch eine Zustandsgleichung 
F (p, V, T) = 0, d. h. eine Beziehung zwischen p, V und T. Um sie kermenzulernen 
und die Zustandsflache herzustellen, muB man zu Paaren von Werten des Druckes 
p und der Temperatur T experimentell den zugehorigen Wert des Volumens V 
suchen. Wenn allotrope Modifikationen vorkommen, wie z. B. beim Wasser oder 
beim Schwefel, braucht V nicht eindeutig bestimmt zu sein. Die Zustandsflache 
schneidet dann die betreffende Parallele zur V-Achse mehrmals mit verschiedenen 
Lappen, ein Beispiel, daB bei naturwissenschaftlicher Definition einer Funktion 
Vorsicht vonnoten ist. 

13. Raumliche Polarkoordinaten und Kugelkoordinaten. AuBer dem recht
winkligen xyz-Koordinatensystem sind noch das riiumliche Polarkoordinatensystem 

x 

z p und das K ugelkoordinatensystem gebrauchlich. Beim 
rp,r,z ersten ist auf die Ebene eines ebenen !pr-Polarkoordi

z 
natensystems senkrecht eine z-Achse aufgesetzt 
(Abb. 67); jeder Punkt im Raume ist bestimmt durch 

y Polarwinkel !p und Radiusvektor r in der Grundebene 
sowie den mit V orzeichen versehenen Abstand z von ihr 
(Zylinrkrkoordinaten). 1m Kugelkoordinatensystem 
(Abb. 68) dienen als Koordinaten eines Punktes sein Ab-

Abb. Iii. Riiumliche Polarkoordinaten stand r vom Ursprung, wodurch er auf eine Kugel yom 
(ZYlinderkoordinaten) . 

Halbmesser r gebannt wird, und die geographische 
Lange )., und Breite !p (oder Poldistanz 0 = 900 -!p) auf dieser Kugel unter Fest
legung eines geeigneten "Aquators" und "Nullmeridians", von denen aus!p bzw. )., 

, / 

" I / 
" I / ';0( 

----/ S ----

Abb.68. Kugelkoordinaten. 

gezahlt werden. Kugelkoordinaten spielen 
z. B. in der Theorie der Ausbreitung von 
Lichtwellen oder elektrischen Wellen 
eine Rolle. 

14. Funktionen des Ortes. Da ein 
Punkt im Raume allgemein durch drei 
Koordinaten, x, y, z oder r,!p, z oder 
r, )",!p festgelegt ist, wird eine natur
wissenschaftlieh besonders wiehtige 
Klasse von Funktionen dreier Verander
lieher dureh die sog. Fttnktionen des 
Ortes gebildet, bei denen jedem Punkte 
des Raumes oder eines Raumstuekes 
ein Zahlenwert zugeordnet ist. Z. B. 
ist bei der Temperaturverteilung in 
einem Saale die Temperatur Seine 
Funktion des Ortes, d. h. etwa der drei 
Koordinaten x, y, z in bezug auf drei 
in einer Saaleeke zusammenstoBende 

Saalkanten als Aehsen, S = f (x, y, z). Ebenso ist in einem Korper, etwa dem 
Erdkorper, die Diehte eine Funktion des Ortes (bei Homogenitat eine Konstante), 
in der Umgebung einer elektrisehen Ladung oder einer gravitierenden Masse das 
Potential (die Lageenergie) usw. Umgekehrt kann man jede Funktion tt = f (x, y, z) , 
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die fUr aIle x; y, z eines gewissen Raumstucks definiert ist, als Funktion des 
Ortes daselbst ausdeuten. Verbinden wir bei einer Funktion des Ortes aIle Punkte 
mit dem gleichen Funktionswert, so stoBen wir auf die "Niveautliichen" oder 
"Standtlachen". Beirn Potential heiBen sie auch Aquipotentialtliichen. Senkrecht zu 
ihnen laufen die Gefiillinien, Kraftlinien oder Feldlinien, an denen entlang sich das 
Potential am starksten andert und in deren Richtung die Feldkraft wirkt. Naher 
mit diesen Dingen beschii.ftigt sich die Potentialtheorie (vgl. II E 8, S.147-148). 

15. Netztafeln. Fassen wir analog die Funktionen z = f (x, y) als Funktionen 
des Ortes in einer Ebene auf - man denke etwa an die Temperaturverteilung in 
einer ebenen dlinnenPlatte - und verbinden die Punkte mit gleichem z durch 
Niveaulinien oder Standlinien, so kommen wir zu der praktisch recht brauch
baren geometrischen Darstellung einer Funktion z = t(x, y) von zwei Verander
lichen in einer Netztafel oder Kurventafel. Wir zeichnen irn ebenen xy-System 
die Standlinien von z = f(x, y) fUr passende z-Werte Zl' Z2' ••• ein und schreiben 
an jede Kurve das zugehorige z. Das entstehende Netz bezifferter Kurven zu
sammen mit der x- und y-Achse bildet die Netztafel (auch Rechenblatt genannt). 

So gibt Abb. 69 eine Netztafel fUr die Zustandsgleichung p V = R T oder die 

Funktion T = P: bei der Menge Luft, welche bei 1 at Druck und 00 C = 2730 

absoluter Temperatur das Volumen 1 1 fUllt. Jede Netzlinie p V = R T fUr konstantes 
T ist eine gleichseitige Hyperbel (S.34). Sind die Netzlinien genugend dicht, so 
kann man den Wert von T auch fUr Werte p und V, welche nicht zu einem Punkte 
auf einer eingezeichneten Kurve fUhren, angenahert durch "Interpolation nach Augen
maB" entnehmen. Umgekehrt gestattet die Netztafel, zur Temperatur T passende 
Werte von p und V zu suchen. 

Oder Abb. 45 laBt sich mit (X = z als eine Netztafel der implizit durch y = X Z 

definierten Funktion z = Xlog y auffassen, d. h. des Logarithmus in Abhangigkeit 
sowohl vom Numerus y als auch von der Grundzahl x des Logarithmensystems. 
Den Punkten x, y einer Netzlinie entsprechen konstante Logarithmen Xlog y, z. B. 
1l0g 2 = 2 log 0,5 = 'log 0,25 = ... = -1. DaB aIle Netzlinien durch den Ein
heitspunkt z = 1, Y = llaufen, bedeutet, daB der Logarithmus von 1 zur Grund
zahll jeden Wert haben kann. 

Ferner erkennen wir als Netztafeln die Erdkarten in Merkatorprojektion mit 
eingezeichneten Isothermen (Linien gleicher Temperatur), Isobaren (Linien gleichen 
Luftdrucks), Isoklinen (Linien gleicher magnetischer Deklination) usw. in jedem 
Atlas. x und y sind hier die geographische Lange und Breite, z ist die Temperatur 
oder der Luftdruck oder die magnetische Deklination usw. 

Man hiite sich, den Grundgedanken der Netztafeln, daB man in z = I(x, y) der abhiingigen 
Veranderlichen nacheinander verschiedene feste Werte gibt, durcheinanderzuwerfen mit dem 
Festhalten etwa von y bei einem gewissen Wert, wodurch sich z zu einer Funktion von x 
allein vereinfacht (S. 56). Natiirlich hiingt beides eng zusammen; denn unter gewissen Um· 
standen konnen wir - analog wie bei der Umkehrfunktion einer Funktion von einer einzigen 
Veranderlichen - aus z = i(x, y) heraus y als Funktion y = rp(x, z) von x und z darstellen. 

16. NetztBfei Bis DBrstellung einer Fliiche in kotierter Projektion durch Schiehtlinien. 
Wir konnen uns die Netztafel einer Funktion z = I (x, y) auch folgendermaBen entstanden denken. 
Unter Hinzunahme einer z-Achse senkrecht zur wagerechten xy-Ebene konstruieren wir im 
raumlichen xyz-System die Flache z = f(x, y). Dann schneiden wir diese Flache mit wage
rechten Ebenen z = ~, z = Z2 usw. (denn offenbar wird z. B. durch z = ~ eine Ebene parallel 
der xy-Ebene im Abstande ZI bestimmt). Die Schnittkurven bilden Linien gleicher Hohe 
(Hohenlinien, Schichtlinien, Niveaulinien, 180hypsen oder Streichlinien, vgl. Abb. 66). Wir proji
zieren sie senkrecht auf die xy-Ebene und schreiben jedesmal an die Projektionskurve die 
betreffende Hohenzahl oder in der Sprache des Landkartenzeichners Kote daran. So erhalten 
wir (vgl. Abb. 69) eine Darstellung der Flache in kotierter Projektion, wie sie jede Hohen8chichten
karte eines Gelandes mit ihren Hohenlinien (oft von 10 zu 10 m beziffert) zeigt. Sie ist gerade 
unsere Netztafel. Die Linien senkrecht zu den Schichtlinien, die Fallinien oder Geliillinien, 
geben die Richtung des stiirksten Gelandeanstiegs bzw. -abfalls. 
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17. Netztafeln auf Logarithmen- und Dreieckspapier. Oft HLBt sich die Anferti
gung einer NetztafeI durch Anwendung logarithmischen Papiers sehr erleichtem. 

Beispielsweise gehen die 
Millimeterpapierhyperbeln 
pV=RTl , pV=RT2 ,··· 

der Gasgleichung auf ganz
logarithmischem Papier 
(Potenzpapier) in gerade 
Linien liber (Abb. 70). Man 
bezeichnet diese Form
wandlung der N etzlinien 
zuweilen als Anamorphose 
oder Verstreckung. 

O,~--~--~--~~=r===t1:::j====C:::±:::~==~2 

Der 'Chemiker benutzt 
fiir Netztafeln gem das 
kaufliche Dreieckspapier 
oder Rautenpapierl (Abb. 71, 
Seitenlange der kleinen 
Dreiecke 2mm), dannnam
lich, wenn es sich um eine 
Funktion der 3 Prozent
gehalte u O/ o, v O/ o und w % 

= (lOO-u-v) % eines 
Gemisches von drei Stoffen 2 

handelt, also um eine Funk
tion von zwei unabhangigen 
Veranderlichen u und v, 

2 

1 

a ~ 

l 

"' 

'" 

Druck p in of 
Abb.69. Netztafel fiir die Zustandsgleichung p V = R'1' 

eines Idealen Gases. 
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z. B. um die Schmelztemperatur J-. 
Die Tatsache u + v + w = 100, derent
wegen w keine dritte unabhangige 
Veranderliche ist, spiegelt sich in 
einer Eigenschaft des gleichseitigen 
Dreiecks wieder (Abb. 72): DieSumme 
der drei Abstande eines beliebigen 
Punktes P im Inneren des Dreiecks 
von den Seiten, gemessen irgendwie 
parallel zu diesen, z. B. der drei Ab
stiinde P Pl' P P 2 und P Pa, ist kon
stant und gleich der Seitenlange a des 
Dreiecks. Der Beweis liest sich ohne 
weiteres aus der Abbildung abo Denn 
die gekennzeichneten Winkel sind je 
60°, also die Dreiecke P P 2Q und 
A QR gleichseitig, deshalb P P2 =, PQ 

'\. 

" 
<e:>" 
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~ 

0,2 0.& 
Drudr p in til 
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i" 
f\ 

1\ '\. "\ 

"-
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'r-. 
z und P Pa = QA = QR, schlieBlich 

P Pl +P P 2+P Pa=PlR=BA=a. 
Nimmt man a = 100, PPl = u und 
PP2 =v, so wird vonselbst PPa=w. 

Abb. 70, Netztafel fiir die Zustandsgleichung p V = R T 
eines idealen Gases auf Logarithmenpapier. 

Der Punkt P verkorpert also eine Prozentzusammenstellung u, v, w. Wir ver-
schaffen uns experimentell Gemische verschiedener Zusammensetzung etwa (Abb. 73) 

1 Raute ist das deutsche Wort fiir Rhombus. 
2 Ein solches ist Z. B. auch die Losung zweier Salze in Wasser. 
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von Blei Pb, Kadmium Cd und Wismut Bi mit gleicher (erster) Erstarrungs
temperatur, z. B. 1400, suchen die entsprechenden Punkte auf Dreieckspapier auf 

Abb. 71. Dreieckslapier (Schleicher & Schiill, Diiren). 

und verbinden sie durch eine Linie, welche 
die Bezifferung 140 0 bekommt und eine 
erste Netzlinie ist. Wiederholung des Ver
fahrens fur 130 0, 150 ° usw. liefert die 
ganze NetztafeP. Man liest aus Abb.73 
z. B. ab, daB ein Gemisch (eine Legierung) 
aus 10 % Pb, 60 % Cd und 30 % Bi die 
(erste) Erstammgstemperatur 250° hat, ein 
Gemisch aus 40% Pb, 5% Cd und 55% Bi 
etwa 100°. 

18. Nachteile der Netztafeln. Den Netz
tafeln haften gewisse praktische Nachteile 
an. Z. B. mussen,um einigermaBen genaue 
Einschaltung von Zwischenwerten zu ermog
lichen, die N etzlinien ziemlich eng gezeichnet 
werden, wodurch die Ubersichtlichkeit leidet. 

JJ 

~----~R~-a------~n.~~C 
1 r., 

Abb. 72. 1m gleichseitigen Dreleck 
PP, + PP.+ PP, ~ a. 

1 .Abb.73 stammt aus BARLOW, W. E.: The binary and t.ernary .Alloys of Cadmium, 
Bismuth and Lead, J . .Amer. Chern. Soc., Bd.32, S.1390-1412. 1910, insb. S. 1410, .Abb.11, 
bzw. der deutschen 'Obersetzung: Die binaren und ternaren Legierungen von Kadmium, 
Wismut und Blei, Ztschr. anorg. Chemie, Bd.70, S.178-202. 1911, insb. S.197, .Abb.8. 
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Ferner steht der z-Wert einer Netzlinie in der Regel nicht an der Stelle, wo man 
ihn gerade braucht. Das Verfolgen einer Kurve im Gewirr der vielen Netzlinien 
bis zur Stelle der Bezifferung aber ist fur das Auge anstrengend, leistet Fehlern 
Vorschub usw. 

Pb 

Abb.73. Erste Erstarrungstemperatur von Blei·Kadmium·Wismut·Legierungen. 

19. Aligemeines iiber Leitertafeln. Diese Nachteile verschwinden bei den Leiter
ta!eln, Fluchtentafeln oder Norrwgrammen1 zur Darstellung einer Funktion z = f (x, y). 
Sie haben auBerdem den Vorzug der Anwendbarkeit auch bei mehr als zwei unab

hangigen Veranderlichen, konnen hier aber trotz 
y ihrer Wichtigkeit leider nur fliichtig besprochen 

werden2 • 

Der Grundgedanke ist im einfachsten Falle 
(Abb.74), drei Leitern (S. 21-22) fUr x, y und z 
auf geraden oder krummlinigen Tragern anzulegen 
und es so einzurichten, daB zusammengehorige 
Werte x, y und zimmer in gerader Linie liegen. 
Spannt man einen Faden als "Weiser" zwischen 
zwei Werten x und y auf der x· und y-Leiter 

Abb.74. Schema einer Leitertafel. aus oder benutzt statt dessen ein durchsichtiges 
Stuck Glas, Ze1lhorn oder Pauspapier mit schwar· 

zem Strich, so wird auf der z·Leiter der zugehorige Wert z getroffen oder "ein
gefluchtet", wie der Landmesser zwischen zwei seiner "Baken" eine dritte in 
dieselbe Gerade einfluchtet; daher der Name Fluchtentafeln. Statt des gerad
linigen Weisers kann in weiterer Verallgemeinerung auch ein krummliniger Weiser 
Verwendung finden. 

1 Der Ausdruck "Nomogramm" wird manchmal auch fUr Netztafeln gebraucht. 
2 Vgl. fUr weiteres Studium da~ S. 21, FuBnote 1 angegebene Schrifttum. 
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20. Zwei wichtige Typen von I,eitertafeln. Beispiele. Zwei praktisch besonders 
wichtige Typen von Leitertafeln beruhen auf elementargeometrischen Satzen iiber 
die Mittellinie im Trapez und iiber die Winkelhalbierende im Dreieck. In Abb. 75 gilt 

x z 

I u 

1 

!J 
u+v 

W=-
2 

(die Mittellinie w im Trapez ist 
das arithmetische Mittel der 
parallelen Seiten u und v) und 

f in Abb. 76 
v IX 1 2 cos 2 

1 + 1 
U' U V 

Abh.75. Mittellinie im Trapez. wie man trigonometrisch aus
rechnet. 

Tragt man daher auf den U-, v- und w- Geraden mit 
MaBstabseinheiten 'A cm, fl cm und JI em die Leitern von 
Funktionen p (x), ¢ (y) und X (z) auf, so daB u = 'Ap(x), 

y 

Abb.76. Winkelhalbierende 
im Dreieck. 

AB~u, AC=v, AD = !l'; 

2cos~-
1 1 2 - +- = _._--- . 
u v w 

v = ,ll ¢ (y) und w = 11 X (z) wird, so kann man Beziehungen zwischen x, y und z 
darstellen, welehe sich auf die Formen 

und 2J1X(z) = J.p(x) + ,ll¢(Y) fur drei parallele gleichentfernte Leitern 

'1 
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AblJ. 77. Leitertafel fiir das Produkt z = X Y Abb.78. Spezifisches Gewicht trockener Luft. 
und das Ohmsche Gesetz E ~ JR. Bei 750 mm Druck und 18 0 C wiegt II Luft 1,197 g, 

bei 689 mm Druck und 50 C 1,151 g. 

Walther, Einfiihrung. 5 
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bringen lassen. Wahlen wir z. B. A. = (-t = 2y (halben MaBstab auf der z-Leiter) 
und p(x) = logx, if!(y) = logy, X(z) = logz, so erhalten wir bei parallelen Leitern 
eine Leitertafel fUr 

logz = log x + logy, d. h. fUr das Produkt z = xy (Abb. 77). 

Sie gestattet mannigfache Anwendungen, z. B. auf das Ohmsche Gesetz E = J R 
mit Spannung E, Stromstarke J und Widerstand R (Abb. 77). Die als Muster 
eingezeichneten Weiserstellungen zeigen, daB man zur Gewinnung eines Stromes 
von 0,16 Amp. aus drei hintereinandergeschalteten Akkumulatoren von zusammen 
6,2 Volt Spannung eines Widerstandes von 38,75 Ohm bedarf und daB man aus 
einer Batterle von 14 Volt Spannung bei 1,95 Ohm Widerstand keinen Strom yon 
9 Amp. herausholen kann, sondern mehr als 14 Volt, niimlich 17,5 Volt, gebraucht. 
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(Bei einem Gebrauchs
nomogramm zeichnet man 
keine Weiserstellungen eill, 
sondern spannt bei jedem 
neuen Problem den Faden 
oder legt das Zellhornblatt 
mit Strlch auf.) 

Als weiteres Beispiel ist 
ein Nomogramm fur das 
hiiufig vorkommende spezi
fische Gewicht 8 eines Liters 

..., Luft in gjl bei verschie
q 75 ~ denen Temperaturen in 0 C ;:; 

~ und Drucken in mm Hg an-
q7 ~ gegeben (Abb. 78). Nach 
~ der Gasgleichung gilt 

q65~ 
~ pV=RT, Po Vo=RTo, 

(16 ~ 
") 

q5 

0,2 

~' 

bei Division 
p V T 
-p~ Vo = To' 

und weil V 8 = V0 80 (gleich 
der Masse der Luft) sein 
muB, T 

8 P 0 

80 = Po "T . 

Abb.79. Wechselstromwiderstand W = V R' + 471·_~·.L· bel ,,= 50 sek- 1 

(50 Perloden jc Sekunde). 

Es ist u = A. (logp-Iogpo) , 
v = (-t (log To-log T) und 
w = y (log 8 -log 80) und 
i.. = (-t = 2y; To = 2730 C, 
80 = 1,293 gjl und Po = 
760mm Hg. 

Eine Spule vom Gleichstromwiderstande 20 Q und Selbstindnktions
koeffizientenO,08 H hat einen Wecbselstromwiderstand von 32,1 Q. -
Dem beobachteten Glcichstromwiderstande 290 Q und Wl'cbselstrom
wlderstande 362 Q entaprlcht der SelbBtinduktionskoeffizient 0,69 H. 

Bei der Annahme i.. = (-t = 2y, u = (p(x») 2, v = (if! (y»)2, w = (X (Z))2 ergibt sich 
ein Nomogramm fUr die Beziehung 

X (z) = V'-[P-:-(X""')j-=-2 +~[if! (y)j2, 

z. B. bei p(x) = x, if!(y) = y, X(z) = z fUr die Hypotenuse z in einem recht
winkligen Dreieck mit den Katheten x und yoder bei p(x) = R und if!(y) = Lw, 
X (z) = W fUr den Widerstand 

W = Vr-::R:O-:2-+-----=L=-=2-W-=-2 = V R2 + 4 7I' 2 y2 L2 
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einer Spule yom Ohmsehen Widerstand R 
und Selbstinduktionskoeffizienten L gegen
uber einemWeehselstrom von der Perioden
zahl 'JI je Sekunde und der "Kreisfrequenz" 
w = 21r'JI (vgl.IIE 17, S.158-159). In Abb. 79 
ist v = 50 sek~l vorausgesetzt. 

Ein Beispiel fur ein Nomogramm mit drei 
Leitern dureh einen Punkt liefert die Formel 

1 1 1 
g + b I 

fur Gegenstandsweite g = p (x) und Bild
weite b = ¢ (y) bei einer Sammellinse oder 
einem Rohlspiegel von der Brennweite t = X (z) 
(Abb.80; auehfiirZerstreuungslinseund-spiegel 
brauehbar). Naeh Abb.76 ist 

IX IX l' 
Aeos = fleos = 

2 2 2 

gewahlt, so daB in einer Rorizontalen drei 
Punkte liegen, von denen die beiden auBe
ren doppelt so groBe Zahlen tragen wie der 
mittlere. 

Der Naturwissensehaftler wird sieh be
sonders gern Nomogramme fur Apparate, mit 
denen er bestandig arbeitet, fur immer wieder
kehrende Reduktionen auf 00 C, 760 mm 
Barometerstand u. dgl. anfertigen, um dann 
aHes Reehnens uberhoben zu sein!. 

Linsengleichung 

einer 
Sammellinse 
1 1 1 -- +. - =-
g b f 

einer 
Zerstreuungslinse 
111 
b -g +7 

8 8 

9 9 

10 10 20 

~geflsfufldsweill!g SLBf'e!lflWelfef SL: Bi/dweJle b 
ZL: Blldweite b Z L : Bf'eflflwede f 

Abb.80. 
Sammellinse : g~6, f~4, b~12 

Zerstreuungslinse -' _.: g~15, f~10, b~6. 

H. Differential- und Integralrechnullg. 
A. Ableitung und unbestimmtes Integral. 

1. Steigen und Fallen einer Kurve. Was an der fiir eine Funktion y = I(x) im 
reehtwinkligen Koordinatensystem aufgezeiehneten Kurve zuerst und am meisten 
denBliek auf sich zieht, ist ihr Steigen undFallen in seinem Weehsel und seiner Starke. 
Ihm kommt aueh hohe naturwissensehaftliche Bedeutung zu. Bezeiehnet z. B. 
y = I (x) die bis zur Zeit x gebildete Menge einesehemischen Reaktionsprodukts, so 
hangt das Ansteigen der Kurve y = I (x) offenbar mit der Reaktionsgeschwindigkeit 
zusammen. Fuhrt die Kurve y = I (x) steil in die Rohe, so geht die Reaktion sturmiseh 
vor sieh, in kurzer Zeit wird eine verhaltnismaBig groBe Menge des Reaktions
produkts gebildet; umgekehrt haben wir es bei maBigem Anstieg der Kurve mit einer 
langsam und aHmahlieh verlaufenden Reaktion zu tun. Ahnlich steht es in der 
Biologie beim Ertrag y = I(x) inAbhangigkeit von einem Waehstumsfaktor x, wo 
einer steilen Kurve eine betraehtliehe Steigerung des Ertrags schon bei geringer 
Zunahme von x entsprieht; und so lieBen sieh noeh manehe andere Beispiele anfuhren. 

Wie soll man den Anstieg einer Kurve (oder den AbfaH, was wir nicht immer 
ausdrueklieh hinzusetzen, indem wir uns notigenfalls den AbfaH als negativen An-

1 Als gute Anleitungen dazu vgl. die S.21, FuBnote 1 genannten Biicher und das S.5, FuB
note 1 erwahnte Bandchen von PIRANI. 

5* 
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stieg denken} niiher beschreibenund messen? In dieser einfachen Fragestellung liegt 
geschichtlich und sachlich die Wurzel der Differentialrechnung1• 

2. SteigungsmaJl der iiberall gleichmli.Big ansteigenden geraden Linie. Die Ant
wort ist leicht und wir kennen sie schon von S.28-30 her fiir die gerade Linie, das 
Bild der linearen Funktion y = a x + b, weil dort der Anstieg iiberall gleichmafJig er
folgt. Wir lassen das Argument x urn die "Spanne" 1 zunehmen, dann andert sich 

A bb. 81. Ansteigen der geraden Linie. 

y' 
1 

a 

Abgeleitete 
Kurve 

y'=CL 

A bb. 82. SteigungsmaB und 
abgeJeitete Kurve. 

y, welches Ausgangsargument wir auch wahlen, immer urn a. 1m Schauhilde: wenn 
wir von einem Punkte der geraden Linie aus urn 1 wagerecht nach rechts gehen, 
miissen wir urn a aufwiirts- oder abwartssteigen, his wir die gerade Linie wieder 

treffen (Abb. 81). Die GroBe a ist das (zur Spanne 1 
yt gehOrige) "SteigungsmafJ" der geraden Linie, das 

deren Anstieg oder AbfaH miBt. (Es ist nach der 
ganzen Konstruktion klar, daB diese beiden Worte 
fiir einen Beobachter gemeint sind, der die x-Achse 
in Richtung wachsender x-Werte durchlauft. Auch 
die haufige Anwendung der Ausdriicke "vorher" und 
"nachher" statt "links" und "rechts" erklart sich 
aus dieser Vorstellung.) Anstieg liegt vor bei posi
tivem a, Abfall bei negativem a; fiir a = 0 schlieB
lioh verliiuft die Gerade wagerecht parallel der 

_L-~-7I''---~~---~x x-Achse. 
Urn die innige Verbindung von y mit a, dem MaB 

des Anstiegs von y, hervorzuheben, nannten wir a 
schon auf S. 29 auch die "Ableitung" y' von y und 
zeichneten als "abgeleitete K urve", die das Ansteigen, 
genauer das tiberall gleichmaBige Ansteigen der 

parallel zur x-Achse in einem x y' -System (Abb. 82). Y'j Yr- lZ j':,tL Urkurve y = ax + b versinnlicht, die Gerade y' = a 

Fur a = 0, also y = b = konst (Gerade parallel 
----o;!;---:!:x,-----'.\e:} der x-Achse im xy-System) haben wir y' = O. In 

Abb.83. Stammgeraden zu y'= a. Worten: 
Die Ableitung einer Konstanten ist gleich Null. 

Bei der linearen Funktion y = a x + b mit beliebigem festem a hangt die Ab
leitung y' = a von b nicht abo Lineare Funktionen, die sich nur durch verschiedene "r erte b1 , b2 , b3 , ••• von b unterscheiden, deren Geraden also auseinander durch 

1) Fiir die Bezeichnung "Differential" vgl. II C, S.91ff. 
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Parallel'verschiebung in der y-Richtung hervorgehen und eine Schar paralleler, 
gleichansteigender Geraden biIden (Abb. 83), haben samt und sonders dieselbe Ab
leitung y' = a und dieselbe abgeleitete Kurve. Dies wird belangreich, wenn wir 
unsere Ausgangsgerade y = ax + b (mit einem festen, uns bekannten b) zudecken 
und nun von der abgeleiteten Geraden y' = a zu ihr zuruckzugelangen versuchen. 
Wir sehen, daB wir dies nicht vermogen, daB vielmehr jede Gerade y = ax + b mit 
einem ganz beliebig gewahlten b als Urgerade, "Stammgerade" oder "Integralgerad£" 
zu y' = a dienen kann. Dies ist sehr einleuchtend; denn die abgeleitete Gerade legt 
ja fiir die Stammgerade nur das Ansteigen fest, sonst aber weiter nichts. 

3. GleichfOrmige Bewegung. Geschwindigkeit. Die lineare Funktion y = a x + b 
sei jetzt der mathematischeAusdruck einer gleichformigen Bewegung (S. 28-29), wobei 
x die Zeit, y den auf der Bahnkurve (am einfachsten einer 
Geraden) gemessenen Abstand (Abb.84) des bewegten Punk
tes A von einem festen Bezugspunkte C und b den Anfangs
abstand zur Zeit x = 0 bezeichnet (oder y - b den in der Zeit x 
zurUckgelegten Weg). Die obere gerade Linie der Abb.82 
stellt dann das "Zeit- W eg-Schaubild" der Bewegung dar. Was 
bedeutet ihr SteigungsmaB a? Es gibt den in der Zeit-
einheit zuruckgelegten Weg, d. h. die immer gleichbleibende 
Geschwindigkeit der Bewegung oder genauer ihre MaBzahl 
(die Geschwindigkeit selbst ist das Verhaltnis dieses Weges 

Abb.84. Bewegung 
eines Puuktes. 

zur dazu gebrauchten Zeit, also die entsprechende benannte Zahl); die ab
geleitete Gerade (unten in Abb. 82) liefert das "Zeit-Geschwindigkeits-Schaubild". 
Es ist mechanisch klar, daB man von ihm allein nicht eindeutig auf die Bewegung 
zuruckschlieBen kann, sondern etwa noch wissen muB, wo sich der bewegte Punkt 
zu einer gewissen Zeit, z. B. zur Zeit x = 0, befindet - eine schone Verdeutlichung 
der Unbestimmtheit der Stammgeraden zu einer gegebenen abgeleiteten Geraden. 

4. Ansteigen einer beliebigen Kurve. Ableitung nnd abgeleitete Kurve. DaB wir 
das gleichmaBige Ansteigen der geraden Linie beherrschen, genugt bereits, um auch 
das im allgemeinen von Punkt zu Punkt verschie- '!t 
dene Ansteigen einer beliebigen Kurve y = f (x) zu 
beschreiben und zu messen. Wir zeichnen einfach 
an der Stelle P, wo wir den Anstieg zu untersuchen 
wUnschen, durch Anlegen des Lineals die Tangente 
an die Kurve, die uns sozusagen ein makro
skopisches BiId des anschaulich klaren Kurven- 1 

anstiegs in P gibt, und definieren als Steigungs
maB der Kurve in P oder als Ableitung y' der Funk
tion y = f(x) fUr das Argument x von P das Stei- OL-.~Lf-L--!:x:------~:r 

gungsmaB dieser Tangente (Abb. 85). D. h. wir gehen y' 
yom Beruhrungspunkte P wagerecht urn 1 nach 
rechts und dann senkrecht bis zur Tangente; das 
senkrechte Stuck ist die Ableitung y'. Bei gleichem 
MaBstabe auf der x- und y-Achse ist sie ubrigens 
gleich dem tan des Winkels 'C der Kurventangente 
gegen die x-Achse. In der Ableitung haben wir den 0 '----+--:x=------!!!< 
Grundbegri/l der Differentialrechnung vor uns. 1 x 

Abb.85. Definition der Ableitung. 
Fiir verschiedene Punkte bzw. verschiedene Argu- . 

mente erhalten wir im allgemeinen verschieden geneigte Tangenten und damit ver
schiedene Ableitungen y'. Urn dies zum Ausdruck zu bringen, schreiben wir y' als 
neue Funktion y' = f' (x) von x und stellen diese "abgeleitete Funktion" der Urfunk
tion y = f(x) in einem xy'-System durch die "abgeleitete Kurve:' dar (Abb. 85 unten). 
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Das Bilden der Ableitung heiBt ableiten, derivieren oder differenzieren bzw. Diffe
rentiation, und man schreibt in Anlehnung daran mit einem Operationssymbol D 
manchmal y' = Df(x) oder y' = Dxf(x). Der Index x an D soll darauf hindeuten, 
daB wir den Anstieg in bezug auf das Argument x (die x-Richtung) betrachten; man 
redet auch von "differenzieren nach x". 

Unmittelbar aus der Definition der Ableitung heraus konnen wir jede ohne 
Schwierigkeiten in stetigem Zuge aufzeichenbare Funktion mit Leichtigkeit diffe
renzieren. Wir brauchen nur an die Kurve y = f(x) geniigend viele Tangenten zu 
ziehen, ihre SteigungsmaBe aus den "Steigungsdreiecken" mit den Katheten 1 
und y' zu bestimmen und sie als Ordinaten der abgeleiteten Kurve zu den Abszissen 
der jeweiligen Beriihrungspunkte zu nehmen (Abb.85). 

An der abgeleiteten Kurve konnen wir zuweilen das Gesetz ablesen, das y' mit x 
verkniipft, danach Formeln fUr die Ableitung aufstellen und so unserer graphischen 
Differentiation eine formelmiifJige an die Seite stellen, wie nachher bei den Beispielen 
klar werden wird. Man ersieht hieraus auch, warum in der Friihzeit der Differential
rechnung im 17. Jahrhundert immer yom "Tangentenproblem" die Rede war, d. h. 
von der Aufgabe, das Tangentenziehen an eine Kurve von rechnerisch bekanntem 
Gesetz ebenfalls durch rechnerische Vorschriften zu erledigen. 

5. Ableitung als Geschwindigkeit. Bei der Definition des Anstiegs einer Kurve 
in einem Punkte P vermittels der Tangente ist benutzt, daB sich diese in P der Kurve 
so gut anschmiegt, wie es fUr eine Gerade nur iiberhaupt moglich ist. Sie liefert mit 
einem schon gebrauchten Ausdrucke einen makroskopischen, eine exakte Fassung 
ermoglichenden Ersatz der Kurve in P. Dies wird besonders deutlich, wenn wir x 
als Zeit und y = f(x) als Abstand von einem Bezugspunktefiir die Bewegung eines 
Punktes A, also die Kurve y = f(x) als Zeit-Weg-Schaubild1 ausdeuten. Die 
Tangente ist dann das Zeit-Weg-Schaubild fiir eine gleichformige Ersatzbewegung, 
die nach dem Tragheitsprinzip dann eintritt, wenn von der dem BeriihrungspunkteP 
der Tangente entsprechenden Zeit x an plOtzlich keine Krafte auf den Punkt A mehr 
,drken. Es ist offenbar sinnvoll, als Geschwindigkeit oder M omentangeschwindigkeit 
der im allgemeinen ungleichformigen Bewegung y = f(x) zur Zeit x (im Augenblicke 
des AufhOrens aller Krafte und des Einsetzens der gleichformigen Tragheitsbewegung) 
die Geschwindigkeit dieser gleichformigen Ersatzbewegung,d. h. die Ableitung y', 
zu definieren. Die Ableitung y' erscheint so als Geschwindigkeit, die abgeleitete Kurve 
als Zeit-Geschwindigkeits-Schaubild. 

Experimentell wird die Sache bei der Atwoodschen Fallmaschine verwirklicht: Abheben 
des tJbergewichts fiihrt zu einer gleichformigen Weiterbewegung, deren Geschwi~digkeit ge
messen und als Geschwindigkeit der vorherigen ungleichformigen Bewegung mit tJbergewicht 
im Augenblicke des Abhebens genommen wird. 

Allgemeiner gibt, wenn y = f(x) den Wert irgendeiner GroBe y zur Zeit x be
deutet, z. B. der Menge eines chemischen Reaktionsprodukts, der Lange oder eines 
anderen Merkmals fUr ein wachsendes tierisches oder pflanzliches Gebilde, des Dreh
winkels bei einer Drehung, die Ableitung y' die Anderungsgeschwindigkeit dieser 
GroBe y, also z. B. die Reaktionsgeschwindigkeit, die Wachstumsgeschwindigkeit, die 
Winkelgeschwindigkeit usw. 

1st x die Zeit, so deutet man nach Newton die Ableitung von y=f(x) nach x, 
welche die Geschwindigkeit liefert, gern durch einen Punkt statt durch einen Strich 
an, schreibt also 'Ii statt y'. 

6. Stammfunktion oder unbestimmtes Integral. Wenn wir von der abgeleiteten 
Kurve y' = f' (x) zur Ausgangskurve zuriickschreiten wollen, stoBen wir auf eine 
analoge Unbestimmtheit, wie wir sie schon bei der abgeleiteten Geraden y' = a 

1 Man hiite sich, diese mit der Bahn des Punktes A zu verwechseln! 
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der geraden Linie y = a x + b kennengelernt haben. Gleichzeitig mit der 
Kurve y = t(x) haben namlich auch aile aus ihr durch Parallelverschiebung in der 
senkrechten y-Richtung hervorgehenden Kurven y = t(x) + emit konstantem, 
im ubrigen aber willkurlichem C dieselbe abge
leitete Kurve (Abb.86). Denn aIle diese Kurven Y 
unterscheiden sich eben nur durch ihr mehr oder 
minder betrachtliches Roch- oder Tiefgeschobensein 
in bezug auf die x-Achse, nicht aber durch ihr An
steigen dieser gegenuber, das allein fUr die abgeleitete 
Kurve in Betracht kommt; vielmehr haben die 
Punkte aller derartigen "Parallelkurven" auf der
selben Senkrechten samtlich die gleiche Ableitung. 
Wir sehen auBerdem, daB wir auf diese Weise alle 
Kurven mit der abgeleiteten Kurve y' = f' (x), aIle 
"Stammkurven" oder "Integralkurven" zu y' = f' (x) 
erhalten. Denn nehmen wir an der Kurve y = t(x) 
andere Veranderungen vor, als daB wir sie in ihrer 
Ganzheit hoher- oder tieferschieben, biegen wir 
etwa ein Stuck an ihr anders zurecht, so andert sich :, 
sofort der Anstieg und damit die abgeleitete Kurve. 

Man nennt eine Funktion, deren Ableitung gerade 
y' = f' (x) ist, eine Stammtunktion oder ein unbe-
8timmte8 Integral von f' (x) und schreibt sie 

I y'dx oder f f' (x) dx o~-------x~--------~x 

mit einer S. 93, S.120-122 und S.135-136 genauer Abb.86. Stammkurven zu y' = "(x). 

zu erklarenden Symbolik, die von allen Bezeichnungs-
weisen der "hoheren" Mathematik dem AuBenstehenden in der Regel den meisten 
Schauer einfloBt - "entfliehen nicht die Grazien, wo Integrale ihre Ralse 
recken?" fragt Boltzmann in seiner hinreiBenden Gedachtnisrede auf den einen 
Entdecker der Spektralanalyse, Robert Kirchhoff. Es ist augenfallig, daB es 
sieh in Wirklichkeit um eine ganz einfache und leicht auffaBbare Sache handelt. 
Die Kombination des Integralzeichens f mit dem SchluBzeichen dx (analog 
einer SchluBklammer) fordert weiter nichts, als eine FunktiQn anzugeben, deren 
Ableitung gerade die von fund dx eingeschlossene Funktion, den "Integranden" 
ergibt. Falls dieser f' (x) ist, so versteht sich von selbst, daB die Ausgangsfunktion 
f(x) , aus der f'(x) ja gerade durch Ableitung hervorgegangen ist, eine Stamm
funktion darstellt. Aber wir haben uns eben uberlegt, daB nicht nur t(x), sondern 
aIle Funktionen t(x) + emit willkurlichem konstantem C, und genau diese, dem 
Verlangen Genuge leisten: f f' (x) d x = t (x) + C. 

Wegen der Willkurlichkeit der "Integrationskonstanten" C ist bei "Integral" noch 
das Eigenschaftswort "unbestimmt" hinzugefiigt. 

Gewohnlich wird die Funktion, deren Stammfunktion man sucht, von vorn
herein nicht y' = f' (x), sondern y = t (x) geschrieben sein. Dann ist die Stamm
funktion natiirlich durch ft(x) dx zu bezeichnen. f t(x) dx gibt einfach eine kurze 
Umschreibung unseres Wunsches nach einer Funktion mit der Ableitung t(x). 

7. Integrationskonstante. Integration als Umkehroperation zur Differentiation. 
Das Auftreten der willkurlichen Integrationskonstanten C ist auch naturwissen
schaftlich durchaus verstandlich. Denn bedeutet z. B. y = t(x) den Abstand eines 
bewegten Punktes von einem Bezugspunkte zur Zeit x, also y' = f' (x) die Ge
schwindigkeit, so ist durch diese allein die Bewegung noch nicht vollstandig bestimmt. 
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Es muB noch eine weitere Bedingung hinzutreten, z. B. die Lage des bewegten 
Punktes zur Zeit x = 0 bekannt sein. Wie durch eine solche "Antangsbedingung" 

y 

-J -z 

y' 

5 

J 

die Integrationskonstante C auf einen bestimmten Wert 
festgelegt und die Willkiir naturwissenschaftlich also 
doch nachtraglich wieder hinausgeworfen wird, werden 
wir noch oft sehen (vgl. z. B. S.76 und S.96). Es 
handelt sich dabei um eine Angelegenheit, die der 
Naturwissenschaftler theoretisch vollstandig durch
schauen und praktisch rasch und sicher handhaben mull. 

Ihrer Definition nach bildet die Integration, d. h. 
die Aufsuchung der Stammfunktion oder des uube
stimmten Integrals, die Umkehroperation zur Differen
tiation, so, wie etwa die Division die "Umkehrung der 
Multiplikation ist. Welcher geometrische Gehalt ihr 
innewohnt, analog der anschaulichen Bedeutung der 
Ableitung als SteigungsmaB, das bildet den Gedanken
kreis des gleichermaBen durch in sich ruhende mathe
matische Schonheit wie durch reichste naturwissen
schaftliche Anwendbarkeit ausgezeichneten "Funda-

.x mentalsatzes der Differential- und Integralrechnung" 
von Abschnit.t II D, S.117-138. 

8. Beispiele. DiUerenzieren des Quadrates, des Sinus 
und Kosinus. Bei der Parabel fiir das Q'uadrat y = x 2 

ist die Konstruktion der Ableitung fiir verschiedene 
Punkte in Abb. 87 durchgefiihrt. Triigt man die gefun
denen SteigungsmaBe y' als Ordinaten zu ihren Ab
szissen x im xy'-System ein, so erhiilt man als abge
leitete Kurve eine gerade Linie durch den Nullpunkt 
(das letzte deshalb, weil fiir x = 0 die Parabel eine 
wagerechte Tangente hat). Und zwar sind die Ordi-

-rt-trt:-+r+:-~-f-Lt:--+''-!:-l~+.xi'': naten immer doppelt so groB wie die Abszissen; die 

-II 

-5 

-6 

Abb. 87. Differenzieren des 
Quadrates (der Parabel) y ~ x·, 

Gleichung der Geraden lautet also y' = 2 x . Damit 
haben wir die wichtige Tatsache: 

I DieFunktiony=x2 hatdieAbleitung y'=(x2)'=2x·1 

Als Umkehrung konnen wir anmerken 

I !2xdx= x 2 -\- C; I 
denn jede Funktion y = x 2 -\- C, deren Kurve aus 

der Parabel y = x 2 durch Hoher- oder Tieferschieben hervorgeht, liefert abgeleitet 
die unter dem Integralzeichen stehende Funktion 2 x. 

Abb.88 und 89 zeigen die Differentiation der trigonometrischen Funktionen 
y = sin x und y = cos x. Als abgeleitete Kurven ergeben sich Wellenlinien, die man 
leicht als die Bilder der Funktionen cos x und - sin x erkenntl : 

y=sinx hat die Ableitung y'= (sinx)'=cosx, 
y = cosx hat die Ableitung y' = (cos x)' = - sin x . 

1 Man achte bei (cos x)' = -sin x auf das Minuszeichen! 
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Fiir X = 0 wissen wir schon von S. 54 (Abb.62), daB die Tangente der Sinuslinie 
die Gerade y = x ist, weil fUr klei~es Argument sin x und x sehr nahe und immer 
besser iibereinstimmen. Jetzt konnen wir dies auch in der Form 

(sin x)' = 1 fiir x=o 
aussprechen, weil an der Geraden y = x zur Spanne 1 bei x die senkrechte Strecke 1 
gehort. 

x 

x 

Abb.88. Differenzieren des Sinus y ~ sin x . 

x 

x 

Abb.89. Differenzieren des Kosinus y ~ cos .r . 

Umgekehrt gilt (in Umschreibung der obigen :b'ormeln) 

I Jcos x d x = sin x + c, I - sin x d x = cos x + c I· 

Ausdriicklich sei noch angemerkt, daB wir fiir die lineare Funktion y = a x + b 
naturgemaB auf die friihere Definition der Ableitung zuriickfallen; denn die Tangente 
in einem Punkte der darstellenden geraden Linie stimmt in ihrem ganzen Verlaufe 
mit dieser iiberein. Die abgeleitete Funktion reduziert sich auf die Konstante 
y' = a und die abgeleitete Kurve auf die abgeleitete Gerade y' = a parallel zur 
x-Achse. Umgekehrt ist J a d x = a x + emit willkiirlichem konstantem C, indem 
wir nns hier die Ableitung a aus y = a x mit b = 0 entstanden denken. 

9. Etwas fiber Differenzier- und Integrierregeln. Summe und konstanter Faktor. 
Man wird wiinschen, den bisherigen karglichen Bestand an Differenzierformeln 
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wesentlich zu erweitern, z. B. die Ableitung der Potenz y = x<x bei beliebigem Ex
ponenten IX, nicht nur beim Exponenten 2, formelmaBig auszudriicken - kurz, eine 
Art Einmaleins der Differentialrechnung aufzustellen. Das war, mehr gefiihls- als 
verstandesmaBig erfaBt, letzten Endes auch das Streben bei den Bemiihungen urn 
das Tangentenproblem im 17. Jahrhundert, dessen ErfiiIlung durch Leibniz (neben 
Newton) 1676 man als Beginn der methodischen formelmaBigen Differentialrech
nung zu zahlen pflegt. 

Es ist sehr bemerkenswert und keineswegs selbstverstandlich, daB sich dem ge
kennzeichneten Wunsche iiberhaupt und noch dazu auBerordentlich weitgehend 
nachkommen laBt. Bemerkenswert aus zwei Griinden. Einmal ware ansich von vorn
herein nicht zu erwarten, daB sich fiir eine formelmaBig einfache Kurve auch der 
Anstieg formelmaBig einfach beschreiben laBt, ebensowenig, wie man unvorein
genommenerweise etwa bei einer Zahl von endlich viel Stellen auf eine Quadrat
wurzel von endlich viel Stellen rechnen wird. Zum anderen liegen in der Tat fur 
die Integralrechnung die Dinge wesentlich anders. Dort sind die Definitionen ebenso 
einfach wie in der Differentialrechnung. Aber die formelmaBige Behandlung ist oft 
verwickelter. Z. B. braucht, wenn man sich als Ableitung eine ganz einfache 

Funktion vorgibt, etwa I , das Integral keineswegs mehr durch die zunachst ins 
x 

Auge gefaBten Funktionen ausdriickbar zu sein, sondern kann eine vollig neue 
Funktion definieren, deren Eigenschaften erst untersucht werden mussen. Statt aber 

deshalb die formelmaBige Integralrechnung als 
schwierig zu bezeichnen, ist es angebrachter, im
mer von neuem iiber die Einfachheit der formel
maBigen Differentialrechnung zu staunen. 

Das Einmaleins der Differentialrechnung bilden 
die Differenzierregeln, die in Abschnitt II E, S.138 
bis 165 systematisch besprochen werden. Schon 
jetzt seien zwei selbstverstandliche von ihnen 
nebst den zugehorigen Integrierregeln erwahnt: 

a) Eine Summe von Funktionen darf glied
weise differenziert werden. D. h. man findet 
die Ableitung einer Summe von Funktionen 
(worunter Differenzen inbegriffen sind), in

or---~~----------------+ 
x dem man aIle Glieder einzeln differenziert und 

Abb. 90. Diffenzierregel der Summe: 
(u + to), = tt' + v' . nachher aIle gewonnenen Ableitungen zusam-

menfiigt. 
Dennz. B. fur die Summe y = f(x) =u(x) + v(x) von zwei Funktionen u =u(x) 

und v = v(x) addieren sich bei der Aneinandersetzung der Ordinaten der Einzel
kurven u = u (x) und v = v (x) auch die SteigungsmaBe1 u' und v' (Abb. 90), also gilt 
fiir y' = (u + v)' 

I (u + v)' = u' + v' I· 

Ein Sonderfall ist die Addition einer Konstanten 0 zu einer Funktion u = u (xl, 
wobei wegen des Verschwindens der Ableitung von 0 die Ableitung von u unver
andert bleibt: 

y' = (u + 0)' = u' . 
Z. B. hat die line are Funktion y = a x + b dieselbe Ableitung y' = a wie y = a x. 

Umgekehrt gilt 
j(u' + v')dx = ju'dx + jv'dx. 

1 So kann an einer Stelle, wo v falIt, u + v nicht mehr so stark ansteigen wieu usw. 
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Denn links ist der Integrand u' + v' nach unserer Differenzierregel gleich der Ab
leitung (u + v)' von u + v, das Integral selbst also bis auf eine additive willkiirliche 
Konstante gleich u + v. Nun kann aber u bis auf eine additive Konstante als Inte-
gral J u' d x von u' und v bis auf eine additive Konstante als Integral J v' d x von v' 
gefunden werden. Diese beiden Integrale treten aber gerade reehts auf, und man 
muB sieh nur die additiven Konstanten passend gewahlt denken. 

Sehreiben wir u statt u' und v statt v', so kommt 

I J(u + v)dx = JUdx + Jvdx I: 
Eine Summe von Funktionen darf gliedweise integriert werden. 
Z. B. ist 

J (a + cos x) d x = J a d x + J cos x d x = a x + sin x + 0 " 

und in der Tat liefert a x + sin x + 0 differenziert wieder den urspriingliehen Inte
granden a + cos x. 

b) Ein konstanter Faktor bleibt beim Differenzieren unverandert. D. h. fiir das 
Produkt y = fix) = eu(x) einer Funktion u = u(x) mit einer Konstanten e multi
pliziert sich auch die Ableitung u' mit e zur Ableitung y' = (eu)': 

I (eu)' = eu' I . 
Denn der Multiplikation von u mit e entspricht im 
oder Zusammendriickung (und bei negativem e 
Spiegelung an der x-Achse) auf das e-faehe u,y 

(Abb.91), die Analoges fiir das SteigungsmaB 
1/' bewirkt. 

Beispielsweise betragt die Fallstreeke s in 

cler Zeit t beim freien Fall s = ~~. t2 • Hieraus 

folgt fiir die Gesehwindigkeit v , cla clie Ableitung 
yon t2 gleieh 2t ist, 

v = s' =(-~ t2)' = t . ((2)' = ;. 2t = gt. 

Entsprechend tritt beim Integrieren ein kon
stanter Faktor vor das Integralzeichen, d. h. 

1 

o 

Sehaubilde eine Ausstreckung 

I Jeudx=eJudxl· 
Abb.91. Differenzierregel vom konstanten 

Faktor: (cu)' ~ cu'. 

Denn es ist nach cler Differenzierregel Jeu' dx = j(cu)' dx = eu + 0 1 mit will
kiirlichem konstantem 0 1 . Wird hierin u = J u' d x - O2 mit konstantem O2 ein-
getragen, so kommt 

Jeu' dx + cO2 - 0 1 = e Ju' dx 

und, da links infolge cler Willkiirlichkeit von cO2 - 0 1 wieder eine Stammfunktion 
lett' d x von cu' steht, 

Jeu' dx = eJ u' dx. 

Ersetzt man u' durch 'tt, so erscheint die obige Formel. 
Z. B. ist 

J sin x d x = - f - sin x d x = - cos x - 0, 
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weil wir J - sin x dx als cos x + 0 kennen. Statt - 0 kann wegen der Willkurlich
keit der Konstanten auch + K oder + 0 geschrieben werden. Oder 

J x d x = J t . 2 x d x = 1 J2 x d x = {- x 2 + 0 . 

10. Anwendung: Oberflache einer rotierenden }'liisSigkeit. Ein zylindrisches Ge
faB mit einer Flussigkeit werde um die Zylinderachse in gIeichformige UmdrBhung 
von der Winkelgeschwindigkeit w (S. 70) versetzt, etwa auf der Schwungmaschine. 

Abb.92. Oberfliiche einer rotierenden 
Fliissigkeit. 

x 

Was fUr eine Flussigkeitsoberflache bildet sich 
unter dem Einflusse der Zentrifugalkraft und 
der Schwere heraus 1 

Offenbar genugt es, einen ebenen Schnitt durch 
die Drehachse und in ihm die zugehOrige Fliissigkeit,s
begrenzungskurve zu betrachten (Abb. 92), deren 
Drehung die ganze Ober£1ache erzeugt. Es sei ;1; del' 
Abstand von der Drehachse, y die Hohe uber dem 
GefaBboden; man wunscht die Gleichullg y = f(x) 
der Begrenzungskurve. Auf ein Flussigkeitsteilchen 
von der Masse m an der Oberflache wirken zwei 
Krafte: die Zentrifugalkra.ft, deren GroBe wir aus der 
Schulphysik zu mxw 2 kennen, und die Schwere mg. 
SoIl die Flussigkeitsoberflache stationar sein, also das 
Teilchen sich in ihr nicht verschieben, so muB die 

Resultierende R der beiden Krafte senkrecht zur Oberflache stehen, in einer Nor
malen zu ihr liegen. Bedeutet 7: den Winkel der Kurventangente gegen die 

2 

x-Richtung, so hat dies nach der Abbildung tan 7: = mxw 2 :mg = 111_ x zur 
g 

Folge. Nun ist tan 7: gleich der Ableitung y' von y = l (x) nach x (S. 69), also haben 
wir die "Differentialgleichung" 

w2 
y' = x. 

g 
Aus ihr ergibt sich durch Integration 1 

y= /y' dx /(;2 xdx= ~_:X2 + O. 

Die mathematisch hereingekommelle willkiirliche Integrationskonstante C bestimmt 
sich als Hohe a des auf der Drehachse gelegenen tiefsten Punktes der ]'lussigkeits-

2 

oberflache uber dem GefaBboden. Denn fUr x = 0 finden wir y = a = ;g ·0+ C . 

Die Fliissigkeitsoberfliiche entsteht also durck Drehung einer gegen die gewohnliche Loge 
2 

um a in die Hohe geschobenen Parabel y = rig x 2 + a um die y-Acltse. Sie heiBt Dreh-

paraboloid. a kann ubrigens mit dem Gesamtvolumen V der Flussigkeit in Zusammen-
V 2 

hang gebracht werden (vgl. S. 126); es ist a =- 2 -: r2 (r Grundkreisradius 
des zylindrischen GefaBes). ;T r g 

11. Nichtdifferenzierbarkeit. Die Konstruktion der Ableitung versagt, wenn die l'angente 
senkrecht steht. Denn dann treffen wir, um I nach rechts vom Beriihrungspunkt fortgeschritten, 
beim senkrechten Auf- oder Abwartsgehen die l'angente auf noch so groJ3em Zeichenpapier 
nicht. An Stellen mit senkrechter Tangente, z. B. x = 0 fiir y = x~ (Abb. 93) oder y = x~ (Spitze, 
Abb.94), ist also eine Kurve bzw. die zugehOrige Funktion "nicht dijjerenzierbar". Dasselbe 
trifft zu, wenn die Kurve eine Ecke (einen Knick) hat (Abb. 95), weil dann hiichstens von zwei 

1 Eigentlich miiJ3te y + K mit willkiirlichem konstantem K statt y geschrieben werden, 
aber wir denken uns sogleich K in 0 hineingezogen. 
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Tangenten (einer "rechtsseitigen" oder "vorderen" und einer "linksseitigen" oder "hinteren"), 
aber nicht von einer Tangente die Rede sein kann. 

Die abgeleitete Kurve hat fiir Punkte der Urkurve mit senkrechter Tangente eine Unend
lichkeitsstelle (Abb.93 und 94; fur den formelmaBigen Ausdruck 
vgl. S.140), fUr eine Ecke der Urkurve einen Sprung (Abb. 95). 

SchlieBlich ist eine Funktion selbstverstandlich nicht diffe
renzierbar an Unstetigkeits
stellen fur sie selbst, seien sie 
nun Sprungstellen (Abb. 7, 
S.IO) oder Unendlichkeits
stellen (Abb,42, S. 34 und 43, 
S. 35) oder was sonst. 

y 

y' 

x 

x 

Die Differenzierbarkeit 
stellt nach allem eine be
sondere Eigenschaft einer 
Funktion dar, die nicht ein
mal, was man lange bezweifelt 
hat, bei V oraussetzung der 
Stetigkeit vorhanden zu sein 
braucht (vgl. die Beispiele der 
senkrechten Tangente und 
der Ecke). Der Naturwissen
schaftler braucht sich, wenn 
er nicht weitgehende rein 
mathematische Neigungen 
hat, uber derartige Fragen 
nicht den Kopf zu zerbrechen. 
Bei graphischer Behandlung Abb.93. KUl've mit senkrechter Tan
erledigt sich die Existenz- gente nicht differenzierbar, abgeieitete 

Kurve hat Unendlichkeitsstelle. 
frage der Ableitung von 
selbst, und fur die formelmaBig gegebenen Funktionen des 
Naturwissenschaftlers, wie Potenz, Sinus, Logarithmus !I 
u. dgl., wird vom Fachmathematiker die Differenzierbar
keit und die Moglichkeit unbekummerter Anwendung des 
formalen Apparates der Differentialrechnung nachgewiesen 
(vgl.lIE undIIF). Wohlgemerkt, es konnen einzelneAus- 1 
nahmestellen mit senkrechter Tangente u. dgl. vorkommen. 

y 
(JrkfJ/,ve y=x f 

x 

o x 

Abb.94. Kurve mit senkrechter Tan
gente In einer Spitze nlcht diffenzier
bar, abgeieitete Kurve hat Unend\lch-

keitssteUe. 

Aber die Nichtdifferenzierbarkeit in ihnen kundigt sich im- a L--.J~ __ ---' _____ ~ 
mer durch vrarnungszeichen an der Urkurve oder der ab- 1 x 
geleiteten Kurve an. Bestandiger Gebrauch des Schau-
bildes wird auch hier den Naturwissenschaftler immer vor y' 
Fehlern bewahren. 

1 

Abb. 95. Urkurve mit Ecke 
nicbt dlfferenzierbar, abgeieitete Kurve 

macht einen Sprung. 
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zeichnen, sondern nur mit Hi1fe zweier Zeichendreiecke Parallelen zu ihnen durch 
den Punkt x = - 1 abzuschieben, nachdem die Richtung der Tangente durch Au

legen des einen Zeichendreieeks an die Kurve fest
gestellt ist. Jede solehe Parallele sehneidet auf der 
y-Aehse die fragliehe Ableitung ein (Abb. 96). Legen 
wir auBerdem das xy'-System mit dem xy-System 
zusammen, d. h. die y' -Achse auf die y-Aehse, so 
erhalten wir durch wagereehtes Hiniibergehen nach 
der Ordinate zur Abszisse x den betreffenden Punkt 

--c~--±-lt........,'£-~-:!:.1.L--~.z: der abgeleiteten Kurve. Abb. 97 veransehaulicht 
-1 

die Konstruktion der abgeleiteten Kurve y' = 2 X 
Abb.96. Vereinfachte Konstruktion 

der Ableitung. der Parabel y = X 2 (vgl. Abb. 87, S. 72) nach diesem 
vereinfachten Verfabren. 

Wenn man in der abgeleiteten Kurve nicht, wie in unseren Beispielen, die Kurve 
einer gelaufigen Funktion wiedererkennt und auch die formelmaBigen Verfahren 

, 
I 
I 
I • 

:1 

y.y' 

'/--- . 

i 
1------- -6 

J .r 

versagen, laBt man es bei der gezeiehneten abgeleiteten 
Kurve, bei graphischer Differentiation, bewenden. Dies 
muB man z. B. immer, wenn man fiir die Urkurve gar 
kein formelmaBiges Gesetz kennt, sondern sie z. B. nur 
dureh Verbinden der darstellenden Punkte fUr Beobaeh
tungsergebnisse gewonnen hat. Da die Zeiehnung das 
wirklieh Wesentliehe iiber die Ableitung vollstandig ent
halt, und zwar anschaulicher als eine Formel, lassen sieh 
aus ihr allein bereits die wertvollsten Schliisse ziehen 
- das wird noch vielfach klar werden. 

13. Differenzieren von Funktionen mehrerer Verander
lieher. Partielle Ableitungen1 • Wie sollen wir den fiir 
Funktionen einer unabhangigen Veranderlichen x ein
gefiihrten Ableitungsbegriff passend auf Funktionen 
mehrerer Veranderlicher ausdehnen? Dazu vereinfachen 
wir z. B. eine Funktion z = f(x, y) von zwei unab
hangigen Veranderlichen x und y (der allgemeine Fall 
von belie big vielen unabhangigen Veranderlichen erledigt 
sieh ganz entsprechend) durch Festhalten der einen 
Veranderlichen, etwa von y bei einem Werte Yo' zu 
einer Funktion z = f (x, Yo) nur noch einer unabhangigen 
Veranderlichen x (vgl. S. 56); fiir diese aber wissen wir, 
was die Ableitung z' = f' (x, Yo) = Dx/(x, Yo) bedeutet. 
Geometrisch: wir schneiden die Flache z = f(x, y) mit 
der Ebene y = Yo, welche parallel zur zx-Ebene, senk
recht zur y-Achse durch den Punkt Yo auf dieser 

Abb.97. Vereinfachtes lauft, und untersuchen das Ansteigen der (in der Ebene 
Differenzieren des Quadrates 

(der Parabel) y = x' . y = Yo gelegenen) Schnittkurve z = f (x, Yo) von Flache 
z = f(x, y) und Ebene y = Yo; das SteigungsmaB im 

Punkte x fUr sie betragt gerade f' (x, Yo) und ist bei festem Yo und veranderliehem X 

eine Funktion von x. 
z. B. entsteht, wie man sich durch eine Abbildung verdeutlichen moge, durch Umdrehung 

der Parabel z = x 2 um die z-Achse das Drehparaboloid z = f(x, y) = x 2 + y2. Die Schnitt
kurve mit einer Ebene y = Yo ist die Para bel z = f (x, Yo) = x 2 + y~, welche aus der erzeugenden 
Parabel z = x 2 durch Hochschieben langs des Drehparaboloids um y2 hervorgeht. 1hr Steigungs-
=========_ _ 0 

1 Auf die Funktionen von mehreren Veranderlichen solI trotz ihrer groBen naturwissen
schaftlichen Bedeutung hier und im folgenden nur fliichtig eingegangen werden. 
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mall rex, Yo) = 2x (denn y;liefert als additive Konstante beim Differenzieren den Beitrag 0) 
an der Stelle x erweist sich natiirlich als unverandert gegeniiber dem Steigungsmalle 2 x der 
erzeugenden Parabel z = x 2 fiir dasselbe x. 

Urn anzudeuten, daB z unter Festhaltung von y nach x dif£erenziert werden 
soll, mgt man bei z' = t' (x, Yo) den Index x bei, schreibt also z~ oder t~(x, Yo) oder 
einfach Zx oder tx(x, Yo) fiir die "partielle" Ableitung t' (x, Yo) von z nach x bei kon
stantem y = Yo' Gewohnlich spart man sich auch die Marke 0 an y. D. h. man 
betrachtet die Ableitung nicht nur als Funktion von x, sondern laBt nachtraglich 
auch yin ihr frei und hat damit t!(x, y) als Funktion erstens des Wertes, bei dem 
y festgehalten wird; zweitens der Stelle x, an der wir die Schnittkurve dif£eren
zieren, insgesamt als Funktion wieder von zwei unabhangigen Veranderlichen 
x und yoder als Funktion eines Punktes'in der xy-Ebene. 

Ahnlich versteht man unter z~ oder Zy oder t;(x, y) oder ty(x, y) die "partielle" 
Ableitung von z = t(x, y) nach y bei festgehaltenem x (das SteigungsmaB der 
Schnittkurve der Flache z = t(x, y) mit einer zur yz-Ebene parallelen Ebene). 

Naturwissenschaftlich sehr lohnend ist die Auffassung von Zx und Zy als Anderung8-
ge8chwindigkeiten oder Anderung8tendenzen von z beim Vorschreiten auf der Flache 

z = t(x, y) in der x- bzw. y-Richtung. Z. B. gibt in der Zustandsfunktion T = p; 
eines idealen Gases die Ableitung Tp = ~ der absoluten Temperatur T nach dem 

Drucke p die Geschwindigkeit der Temperaturzunahme, wenn bei konstantem 
Volumen V der Druck gesteigert (mehr Gas eingepreBt) wird. 

Die Physiker beniitzen das Anhiingen einer Veranderlichen als Index oft dazu, um anzu
deuten, daB diese Veranderliche konstant gehalten werden soIl, z. B. cp = spezifische Warme 
bei konstantem Drucke; z x wiirde dann heillen: Funktion z = I (x, y) bei konstantem x, d. h. auf 
einer Schnittkurve der Flache z = I(x, y) mit einer Ebene x = konst parallel der yz-Ebene. 
Manhiite sich sehr vor Verwechslungen und sehe beim Lesen eines theoretisch-physikalischen.Buches 
immer erst nach, in welchem Sinne der Verfasser bei Funktionen mehrerer Veranderlicher eine 
Veranderliche als Index gebraucht - ob zur Andeutung des Konstanthaltens oder der Diffe
rentiation nach ihr. 

B. Verschiedene Anwendungen der Ableitung. Hohere Ableitungen. 

1. Positive Ableitung bedeutet Steigen, negative Fallen eiDer Kurve. Wenn die 
Urkurve y = f(x) 8teigt (Punkt A in Abb. 98), geht die Ableitung y' autwiirtB oder ist 
po8itiv, dic abgeleitete Kurve y' = t' (x) verlauft oberhalb der x-Achse (Punkt A'); 
wenn die Urkurve y = t(x) fallt (Punkt B), geht die Ableitung y' abwiirt8 oder ist 
negativ, die abgelEiitete K:urve y' = t' (x) verlauft unterhalb der x-Achse (Punkt B'). 
Auch das Umgekehrte trifft zu: positivem y' entspricht steigendes y, negativem y' 
fallendes y. In iibersichtlicher Zusammenfassung: 

r==t ( ) 8teigt t "." .J' > 00 I I y = I \x 'iille u~. 

Und zwar ist der Anstieg oder Abfall stark fiir absolut (ohne Riicksicht aufs Vor
zeichen) groBes y', schwach fiir absolut kleines y' (man betrachte daraufhin die 
Parabel y = x 2 der Abb. 87 u. 97 mit y' = 2 x). Die abgeleitete Kurve charakterisiert 
also vollstandig das Steigen und Fallen der Urkurve. Wenn wir die Urkurve zu
decken, konnen wir doch allein aus dem Anblicke der abgeleiteten Kurve alles 
Wiinschenswerte iiber die Anstiegsverhaltnisse der Urkurve entnehmen. 

1st die Kurve y = t(x) das Zeit-Weg-Schaubild einer Bewegupg mit dem Ab
stande y yom Bezugspunkte zur Zeit x, so ist positive Geschwind~gkeit if> 0 gleich
wertig damit, daB der bewegte Punkt A auf seiner Bahn in positiver y-Richtung 



80 II. Differential- und Integralrechnung, 

(also bei positivem y yom Bezugspunkte weg, bei negativem y auf ihn zu) lauft; 
negative Geschwindigkeit if < 0 hingegen ist gleichwertig mit Bewegung von A in 
negativer y-Richtung (bei positivem y auf den Bezugspunkt zu, bei negativem y von 
ihm weg). 

2. Gipfel- und Talpunkte (Maxima und Minima). Besondere Aufmerksamkeit ver
dienen und ziehen im Schaubilde auch ohne weiteres auf sich die Punkte, in denen die 
Kurve y = f(x) vom Steigen ins Fallen iibergeht und die Funktion je ein "Maxi
mum" erreicht, die sog. Gipfelrrunkte wie 0 und D in Abb. 98, oder die Kurve vom 

y 

c 

1 F 

:r 

1 

O"I--::j--:"7''''-__ ¥--tr-::--~'---.J...l..-~=---h''':-':'~--~'-----'!!: .:r 

0" 
Abb.98. Urkurve, (erste) abgeieitete Kurve und zweite abgeieitete Kurve. 

Kurve st.~igt in A, y' > 0, Kurve erhaben nach unten zW'~chen G und J, K und L, M und H, 11' > O. 
fallt B,y'<O, hohi • JundK,LundM, 

Extrema. Maxima (Gipfelpunkte) in G und D, Jj'=O, y"<O. links von G, rechts von H, y"<O . 
. Minimum (Taipunkt) in E, 11' = 0, y" > O. 

Kieinster Funktionswert am Rande in F. 
Wendepunkte: mitwagerechterWendetangente in G undH, y' = 0, y" = 0, gewiihnliche in J, K, Lund M, y"= O. 

Fallen ins Steigen iibergeht und die Funktion je ein "Minimum" erreicht, die Tal
punkte wie E. Beide Arten von Punkten zusammen heiBen Wagepunkte, weil in 
ihnen die Tangente wagerecht liegt, auch Kulmination8rrunkte. Die gemeinsame Be
zeichnung fiir Maxima und Minima zusammen ist Extrema. 

Eine notwendige Bedingung fur einen Wagepunkt (ein Extremum) ist offenbar 
y' = O. Genauer als notwendige und hinreichende Bedingung: 

I . Gipjelpunkt (Maxim'um) , fallend . I 
y=f(x)hateznen T 1 kt (M" ) ,wenny t' ddurchOhzndurchgeht, a pun tmmum 8 e!,gen 

wie man bei den C, D und E zugeordneten Punkten 0' , D' und E' der abgeleiteten 
Kurve in Ubereinstimmung mit der Definition von Maximum und Minimum erkennt. 
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3. Veranschaulichungen. Mechanisch entsprechen die Extrema des Zeit-Weg
Schaubildes Y = f (x) Extremalabstanden des bewegten Punktes A yom Bezugs
punkte C auf der Bahnkurve; fur sie kehrt sich die Bewegungsrichtung von A 
um (Umkehrpunkte). Es ist klar, daB dabei die Geschwindigkeit if von A gleich 
Null sein muB. Man denke etwa an die Umkehrpunkte einer Pendelkugel in Extremal
abstanden auf dem durchlaufenen Kreise (vom tiefsten Punkte aus gemessen) mit 
Stillstand der Pendelkugel fur einen Augenblick. 

Eine schone Veranschaulichung dafiir, daB fiir ein Extremum die A.~leitung verschwindet, 
liefert die Tageslange. Fiir den langsten und den kiirzesten Tag ist die Anderungsgeschwindig
keit der Tageslange je gleich Null. In der Tat andert sich um diese Zeiten, wie jeder weiB, die 
Tageslange nur sehr wenig - wir miissen zu Wintersanfang eine ganze Weile iiber kurze Tage 
seufzen, zumal in nordischen Landern, und konnen uns zu Sommersanfang dafiir an einer Reihe 
ziemlich gleich langer Tage erfreuen. 

Auch ein Blick auf eine Wetterkarte bestatigt das Verschwinden der Ableitung an einer 
Extremalstelle, wenn wir etwa den Luftdruck auf einer in ein Tief hineinfiihrenden Geraden ver
~?lgen. Die Ableitung des Luftdrucks als Funktion der Fortschreitungsstrecke gibt seine 
Anderungsgeschwindigkeit (den sog. Gradienten), die sich in der Windstarke bemerkbar macht. 
Nun melden vielleicht aIle Stationen auf einer Linie faIlenden Luftdrucks den starksten Sturm
die Station mit dem Minimum selbst fiir den Luftdruck hat Windstille; der Seemann, dessen 
Schiff sich durch ein barometrisches Tief bewegt, sieht das "Auge des Sturms", ein Stiick 
blauen Himmels. 

4. Beispiele. Bei der Parabel y = x 2 (Abb. 87 u. 97) liegt fur x = OeinMinimum vor, 
weil die Ableitung y' = 2 x fUr x = 0 verschwindet und die abgeleitete Kurve y' = 2 x 
fUr x = 0 steigend die x-Achse schneidet (links von x = 0 ist y' negativ, rechts positiv). 

Oder die Sinuslinie y = sin x (Abb. 88) hat fur x = -~ ein Minimum, fUr 

x = ~ ein Maximum; denn die Kosinuslinie y' = cos x als abgeleitete Kurve tritt 

fur x = -i steigend von negativen zu positiven und fur x = i fallend von positiven 

zu negativen Werten durch die x-Achse hindurch. Hiermit erfahrt die Bemerkung 
von S. 52, daB die Sinuslinie y = sin x gerade da Extrema hat, wo der Kosinus Null
stellen aufweist, eine neue und tieferdringende Beleuchtung. Auch sieht man aufs 
schonste, daB die Sinuslinie steigt, wo die Kosinuslinie oberhalb der x-Achse liegt, 
und fallt, wo die Kosinuslinie unterhalb der x-Achse hinfuhrt. 

5. Extrema in Ecken uud Spitz en. Bei der Aufsuchung der Maxima und Minima mit Hilfe 
des Verschwindens der Ableitung y' ist stillschweigend vorausgesetzt, daB diese durchweg 
existiert, d. h. daB die Funktion y = f(x) fiir aIle untersuchten x differenzierbar ist. Denn sonst 
kann sich z. B. ein Minimum in einer Spitze mit senkrechter Tangente (Abb. 94) oder in einer 
Ecke (Abb. 95) einstellen, also in Punkten, wo y = f(x) nicht differenzierbar ist und die abge
leitete Kurve es nicht durch Schneiden der x-Achse, sondern durch Unstetigwerden fertig
bringt, von der Fallen der Urkurve charakterisierenden Seite negativer y' unterhalb der x-Achse 
.auf die Steigen charakterisierende Seite positiver y' oberhalb der x-Achse hiniiberzukommen. 

6. Bemerkungen fiber den Sprachgebrauch. Man hute sich, unseren durch Abb. 98 
verdeutlichten prazisen Sinn der Worte Maximum, Minimum und Extremum mit 
anderen Bedeutungen fUr sie aus der Sprache des taglichen Lebens zu verwechseln, 
wie deren eine Z. B. bei dem (starker Kritik ausgesetzten) Liebigschen Gesetze vom 
Minimum aus der Pflanzenphysiologie vorliegt. N ach diesem hangt der Pflanzenertrag 
von demjenigen Wachstumsfaktor (Dungermenge u. dgl.) ab, der verhaltnismaJ3ig am 
meisten im Minimum ist, d. h. von dem der Pflanze in Prozenten der erforderlichen 
Menge die geringste Menge zur Verfugung steht, und zwar andert sich der Ertrag bei 
Anderung dieses Wachstumsfaktors ihm proportional. Offenbar hat dieses Liebigsche 
Minimum mit unserem Minimum, der Ordinate eines Kurventalpunktes, nichts zu tun. 

Weiterhin sind die drei Worte, wie aus dem ganzen Zusammenhange hervorgeht, 
immer nur in bezug auf die Funktionswerte in einer vielleicht gar nicht so groBen 
N achbarschaft links und rechts gemeint, die yom Maximalwert alle ubertroffen, yom 
Minimalwert alle untertroffen werden. Es ist sehr wohl moglicb, daB fUr andere, 

Walther, Einfiihrung. 6 
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gEmiigend weit entfernte xbetrachtlich groBere Funktionswerte als fiir einen gerade 
ins Auge gefaBten Gipfelpunkt oder betrachtlich kleinere Funktionswerte als 
fiir einen Talpunkt auftreten. Z. B. ist der Funktionswert im Punkte F in 
Abb. 98 kleiner als der Minimalwert in E. Man redet deshalb manchmal von rela
tivem Maximum, relativem Minimum, relativem Extremum. 

7. GroSter und kleinster Wert einer Funktion. Die letzten tJberlegungen sind 
wichtig, wenn man den iiberhaupt groBten und den iiberhaupt kleinsten Wert! einer 
Funktion fiir ein gewisses Argumentintervall, z. B. von p bis q in Abb. 98, ermitteln 
will, der fiir die Praxis meist belangreicher ist als die vielleicht nur auf kleine 
Nachbarschaften bezogenen Maxima und Minima. Dazu muB man nachsehen, welcher 
Gipfelpunkt unter den durch y' = 0 herausgefischten Wagepunkten der aller
hochste und welcher Talpunld. der allertiefste ist, indem man einfach die FunktioIlS
werte fiir die verschiedenen Wagepunkte vergleicht. Aber man mull auch aufmerken, 
ob etwa bei Nichtdifferenzierbarkeit noch hOhere bzw. tiefere Spitzen oder Ecken auf
treten oder ob schlieBlich vielleicht der iiberhaupt groBte bzw. kleinste Wert am 
Rande (in den Endpunkten des Intervalls) erscheint wie in Abb. 98 fiir F. (In den 
Randpunkten eines Intervalls haben wir "einseitige Ditferenzierbarkeit", d. h. die 
Tangente schlieBt sich nur nach einer Seite an die Kurve an. Nach der anderen 
Seite auBerhalb des Intervalls wissen wir gar nichts, well dort die Funktion iiber
haupt nicht erklart zu sein braucht oder die Fortsetzung der Kurve vielleicht mit 
einer Ecke erfolgt.) An Hand der Zeichnung wird man iiber diese Dinge niemals im 
Zweifel sein. 

S. Wagerechte Tangente nieht immer gleiehbedeutend mit Extremum. Die Be
trachtung des Schaubildes schiitzt auch dagegen, auf Grund der Beziehung y' = 0 
Punkte als Extrema mitzunehmen, in denen zwar die Tangente wagerecht liegt, 
aber die Kurve weder ganz unterhalb der Tangente bleibt wie beim Maximum 
(Gipfelpunkt) in 0 und D (Abb. 98) noch ganz oberhalb der Tangente wie beim 
Minimum (Talpunkt) in E, sondern die (wagerechte) Tangente durchsetzt wie in 
{} oder H. Die abgeleitete Kurve geht hier nicht durch die x-Achse hindurch wie 
beim Extremum, sondern wird der Bedingung y' = 0 durch Beriihrung der x-Achse 
von einer Seite gerecht. Z. B. ist y' fiir den Punkt G vorher und nachher 
positiv, die abgeleitete Kurve hat also in G' ein Minimum, wahrend in H' der Fall 
eines Maximums von y' zu sehen ist. 1m ganzen: 

y' = 0 allein ist zwar eine notwendige, aber keine hinreichende Bedingung lur ein 
Extremum einer ditferenzierbaren Funktion2• 

9. Zweite Ableitung. Besehleunigung. Genaueren Einblick hierein wie auch eine 
handlichere, allerdings nicht ganz so weit tragende Form der Unterscheidung von 
Maximum und Minimum (y' fallend bzw. steigend durch 0) liefert die systematische 
:Untersuchung des Steigens und Fallens der abgeleiteten Kurve. Man zeichnet, 
wie es in Abb. 98 ausgefiihrt ist, mittels der Tangente der abgeleiteten Kurve zu 
dieser eine neue abgeleitete Kurve. Sie heiBt in bezug auf die Urkurve y = I(x) 
die zweite abgeleitete Kurve, ihre Ordinate, d. h. die Ableitung (y')' der "ersten" 
Ableitung y', diezweite Ableitung y" oder die Ableitung zweiterOrdnung von y = I(x); 
man schreibt auch y" = I" (x) = D 2 /(x) = D; I(x). 

Offenbar gibt y" ein MaB der Anderung von y' mit x. Dies wird besonders 
deutlich, wenn wir uns y' = if als Geschwindigkeit einer Bewegung mit dem Ab
stand y = I(x) yom Bezugspunkte zur Zeit x denken. Dann miBt y" = y die Ge-

1 Die zuweilen gebrauchten Ausdriicke "absolut groUter Wert" oder "absolutes Maximum" 
und "absolut kleinster Wert" oder "absolutes Minimum" sind besser zu vermeiden, wei! das 
,Wort "absolut" bereits die Bedeutung "ohne Riicksicht aufs Vorzeichen" hat. 

2 Oder: Ein Wagepunkt mit wagerechter Tangente braucht kein Gipfel- oder Talpunkt 
zu sein. 
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schwindigkeit, mit der die Geschwindigkeit iJ steigt oder fallt, und wird liblicher
weise Beschleunigung genannt (abgesehen von der Dimension Lange/Zeit 2, die 
der Beschleunigung als benannter GroBe noch zukommt). 

Z. B. ist beim freien Fall der Weg s = ~. t2, also (S.75) die Geschwindigkeit 

v = oS = gt. Diese lineare Funktion hat zur Ableitung den Faktor g von t, 
daher betragt die Beschleunigung konstant 

b=V=8=g. 

10. Steigen und Fallen der ersten abgeleiteten Kurve. Erhabenheit und Hohlheit 
der Urkurve. Wenn y" positiv ist, steigt die abgeleitete Kurve, d. h. y' nimmt 
zu. Dies bedeutet bei negativem y', z. B. zwischen K und E in Abb. 98, wobei die 
Tangente der Urkurve y = t(x) yom Berlihrungspunkte im Sinne wachsender x 
nach unten weist, daB sie von steilerem zu flacherem Nach-unten-Weisen liber
geht, hingegen bei positivem y', z. B. zwischen E und L, daB zunachst flacheres, 
spater steileres Nach-oben-Weisen vorliegt: die Urkurve y = t(x) ist auf einem Bogen, 
wo y" > 0 ist, wie zwischen K und Loder auch zwischen G und J, M und H, 
erhaben (konvex) nach unten (bzw. hohl [konkav] nach oben). Hingegen entspricht 
negativem y" ein nach unten hohler (konkaver) (bzw. nach oben erhabener [kon
vexer]) Bogen der Urkurve y = t (x) wie links von G, zwischen J und K, zwischen 
Lund M, rechts von H, indem entweder bei positivem y' die Tangente von Punkt 
zu Punkt flacher ansteigt oder bei negativem y' von Punkt zu Punkt steiler abfallt. 
ZusammengefaBt: 

.---------------------------------------~ 

I K f ( ) erhaben h t t .. " :> 0 I urve y = x hohl nac un en ur y < . 

Wie y' mit der Richtung, so hangt y" mit der Kriimmung der Urkurve zusammen. 
11. Nochmals Maximum und Minimum. Beispiele. Damit lassen sich Maximum, 

wo die abgeleitete Kurve fallend durch Null hindurchgeht, jedenfalls fallt und die 
Urkurve hohl nach unten ist, und Minimum, wo das Gegenteil stattfindet, hin
reichend so kennzeichnen: 

I t ( ) h .}JI] aximum t·· , 0 d " < 0 Y = x at em M' . ur y = un y . tmmum > 

Beispielsweise ist bei der Parabel y = x 2 (Abb. 87 u. 97) die erste Ableitung y' = 2 x 
und die zweiteAbleitung y" = 2 (die gerade Linie y' = 2 x hat zur Ableitung [zum 
SteigungsmaBe] den Faktor 2 von x). D. h. die Parabel y = x 2 ist in tJber
einstimmung mit dem Augenschein durchweg erhaben nach unten, und die durch 
die Bedingung y' = 0 ausgezeichnete Stelle x = 0 ist eine Minimumabszisse, weil 
y" > 0 ausfallt. 

Die Funktion y = sin x (Abb. 88) hat zur ersten Ableitung y' = cosx und, 
weil der Kosinus abgeleitet zum negativen Sinus fUhrt, zur zweiten Ableitung 
y" = -sin x. D. h. dort, wo y = sin x positiv ist, haben wir y" < 0, die Teile 
der Sinuslinie liber der x-Achse sind hohl nach unten. Umgekehrt ist y" > 0 bei 
negativem y = sin x, d. h. auf den Teilen der Sinuslinie unterhalb der x-Achse, 
die demgemaB die erhabene Seite nach unten, die hohle Seite nach oben wenden. 

Und fUr x = -~ mit y' = cosx = 0 liegt wegen y" = -sinx = 1> 0 ein Mini· 

mum, fUr x = ~- mit y' = cos x = 0 wegen y" = -sin x = -1 < 0 ein Maximum 
des Sinus vor. 2 

6* 
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Die Tatsache, daB fur den Sinus (ubrigens ebenso fUr den Kosinus wegen 
y = cos X, y' = - sin x, y" = -cos x) die Beziehung y" = - y besteht, daB also 
bei einer Bewegung mit dem Abstande gleich dem Sinus der Zeit die Beschleuni
gung entgegengesetzt gleich dem Abstande ist, bildet die Wurzel fUr das Auf
treten von Sinus und Kosinus bei Schwingungen (bei der harmonischen Bewegung), 
vgl. II E 16-17, S.156-159. 

12. Beispiel: Methode der kleinsten Quadrate, direkte Beobachtungen gleicher 
Genauigkeit. Man habe eine unbekannte GroBe X sagen wir n-mal gemessen mit 
den erfahrungsgemiiB etwas voneinander abweichenden Ergebnissen Xl' X 2 , ••• , X n · 

Als besten aus Ihnen zu gewinnenden Annaherungswert an X nimmt man mit 
Gauss die Zahl x, fur welche die Summe der Quadrate (Xl - X)2, (X2 - X)2, ••. , 

(xn - X) 2 der Unterschiede Xl - X, X2 - X, ••• , xn - X zwischen den Messungs
ergebnissen und x, also die "Abweichungsquadratsumme" oder "Fehlerquadratsumme" 

y = (Xl - X)2 + (X2 - X)2 + ... + (xn - X)2 

moglichst klein ausfallt. Was ist das fur eine Zahl x? 
Wir denken uns x als unabhangige Veranderliche. Die Funktion y ist zusammen

gesetzt aus Summanden 

(x .. -x)2=x;-2xxv +x2 (v=1,2, ... ,n). 

Die Ableitung eines solchen Summanden nach x lautet -2xv + 2x, da x; als Kon
stante die Ableitung Null hat. Daher 

y' = - 2 Xl + 2 X - 2 x2 + 2 x - + ... - 2 Xn + 2 x 
= -2(XI + x2 + ... + xn ) + 2nx 

und y' = 0 fur 

(*) 

d. h. filr das arithmetische Mittel der Beobachtungsergebnisse; das abkurzende 
"Summenzel:chen" 1: verlangt, fur v nacheinander alle in Frage kommenden Zeiger 
v = 1, 2, ... ,n einzusetzen und die entsprechenden Glieder Xv zusammenzuzahlen. 
Die zweite Ableitung lautet y" = 2n; denn der erste Bestandteil in y' liefert als 
Konstante die Ableitung Null. y" ist durchweg positiv, die Kurve fur y also uberall 
hohl nach unten, und es liegt ein und nur ein Minimum vor. 

Das arithmetische Mittel (*) der Beobachtungsergebnisse hat die kleinste Ab
weichungsquadratsumme und ist also im Sinne der "Methode der kleinsten Quadrate", 
deren Name sich von selbst ml~t erklart, der beste (oder "wahrscheinlichste") Annaherungs
wert an die unbekannte beobachtete Grope X. 

Bekanntlich bildet die von Gauss erfundene Methode der kleinsten Quadrate 
die Grundlage der mathematischen Theorie von Beobachtungen (der "Ausgleichungs
rechnung", vgl. FuBnote 2 auf S. 13). Rier haben wir von ihr den einfachsten 
Sonderfall "direkter Beobachtungen gleicher Genauigkeit" kennengelernt. 

13. Wann bat eine quadratiscbe GIeicbung reelle Wurzeln 1 Die "quadrati8che Funktion" 

y = fix) = x 2 + ax + b 

(Abb. 99 mit a = - 8, b = 12, 16 oder 20) hat als Summe aus x 2 mit der Ableitung 2 x, a x 
mit der Ableitung a und b mit der Ableitung 0 die Ableitung y' = 2 x + a. Ein Extremum von y 

liegt an der Stelle x = - ~ (x = 4 in Abb. 99), wo y'verschwindet, und zwar ein Minimu'U 1, 

1 Man bestimme Lage und Wert des Minimums auch ohne Gebrauch der Ableitung, indem man 

fix) = X2 + ax + b = (x + iY + b-~ umformt und (x + iYals nicht negativ erkennt. 
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wei! y" = 2 und die Kurve y = x 2 + a x + b (verschobene Parabel) durchweg erhaben nach 
unten ist. Ist der entsprechende Funktionswert 

t ( -~) = ( -iY + a ( - ~) + b = - ~2 + b 

negativ (-4 in Abb. 99 fUr die untere Kurve mit b = 12), so schneidet die Parabel die x-Ach~e 
zweimal ;die quadratische Gleichung x2 + a x + b = 0 hat. zwei reelle, getrennte Wurzeln (2 und 6 m 
Abb.99, vgl. auch S. 44--45). Das steht in schonster tJber-
einstimmung damit, daB sich dann in der expliziten Dar- y 
stellung der Wurzeln, die man in der Schule lernt!, I I I 

, I ' 

:~}=-; ± V!f-~ 
die Quadratwurzel reell ziehen liWt. Hingegen trifft fur 

f ( -;-) > 0 die Parabel, wei! sogar ihr tiefster Punkt noch 

oberhalb der x-Achseliegt, diese gar nicht, und wir haben 
zwei komplexe Wurzeln (obereKurve in Abb.99 mit b = 20); 
liiBt sich doch auch die Quadratwurzel nicht reell ziehen. 

, \ , , 
11\' II' . \ , 

\ ly=xLlix+zo '/' 

Bei t ( -i) = 0 schlieBlich beriihrt die Para bel die x

Achse von oben (mittlere Kurve in Abb. 99 mit b = 16). 
Wir reden von zwei an derselben Stelle zusammenfallenden 

5 

Wurzeln der quadratischen Gleichung, die wir uns aus zwei '/ 
getreunten reellen Wurzeln durch allmiihliches Anheben der J 

Parabel erzeugt denken (vgl. auch S.108). 

14. Wendepunkte. Intervalle des Steigens und Z 

'\ I, Z komp!exe !Yu//sf/?//en , 
Postf.#mlmum y~~, ' 

• \ inx~¥ I 
\ \ ! . 
'\ \ I I \ , ' '\ / I \ \ /' . \ / I \ \ / . 

'r-Y-X~":8;+10 j 
l/'fe//e Ooppe/nu//sf/?he in 
x-II !linimum y~O 'y:r-v 

\ , 

Fallens der abgeleiteten Kurve y' = f' (x) mit y" > 0 
bzw. y" < 0 werden durch die Gipfel- und Tal
punkte von y' = f' (x) voneinander getrennt, fur die 

\ / 
\. / 

O~~~~~~L-~-*--~~~ 

-1 y" = 0 sein muB. Ihnen entsprechen an der Ur-
kurve y = f(x) Punkte, in denen diese von Er- -2 

habenheit in Hohlheit nach unten ubergeht, '/';. B. -J 

J, Lund H in Abb. 98, oder urngekehrt, z. B. G, 
-'/ K, M. Sie heiBen Wendepunkte von y = f (x)., Weil 

sich die Kurve y = f(x) bis zu einem Wendepunkte 
hin von Punkt zu Punkt steiler aufrichtet und 

Abb. 99. Wurzeln einer quadratischen 
Gleichung. 

nachher allmahlich wieder flacher verlauft oder umgekehrt, muB sie die Tangente 
im Wendepunkt, die sog. Wendetangente, durchsetzen und schmiegt sich ihr beson
ders gut an. Dies steht in Ubereinstimmung damit, daB der Kurve im Wende
punkt eine durch das Schlagwort "Geradlinigkeit" zu kennzeichnende Zwischen
stufe zwischen Erhabenheit und Hohlheit zukommt. 

Fur den Naturwissenschaftler liegt die Bedeutung des Wendepunktes darin, 
daB in ihm der Kurvenanstieg bzw. -abfall ein Maximum oder Minimum hat. (Das 
wird besonders anschaulich, wenn wir uns die Kurvenstucke um G, J, K, L, M 
und H herum in Abb.98 als Gebirgsprofile denken.) Z. B. steigt in Abb. 5 
die Wassertemperatur im Kalorimeter bei Kohleverbrennung erst langsam, dann 
rascher und zum SchluB wieder langsamer an. Die Stelle starksten Temperatur
anstiegs ist der Wendepunkt der nach unten anfangs erhabenen, zuletzt hohlen 
Kurve. Er tritt etwa um 2h 52 m bei 21,30 0 Temperatur auf, d. h. wenn sich das 
Wasser zwischen der Anfangstemperatur .18,300 und der Endtemperatur 24,30 0 

urn die Halite erwarmt hat. Diese Tatsache, daB sich bei einer S-formigen Kurve 
wie in Abb. 5 der steilste Anstieg einstellt, wenn die in der senkrechten Rich
tung dargestellte GroBe sich in der Mitte zwischen Ausgangs- und SchluBwert be-

1 Vgl. etwa CRANTZ, P.: Arithmetik undAlgebra zum Selbstunterricht. 2. Bd., Aus Natur 
und Geisteswelt 205; FISCHER, P. B.: Elementare Algebra, Sammlung Goschen 930. 
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findet, wollen wir uns merken - so fUr eine chemische Reaktion mit katalytischer 
Wirkung des Reaktionsprodukts: sturmischste Reaktion, wenn etwa die HiUfte 
umgesetzt ist (S. 201). 

Ein formelmaBig leicht faBbares Beispiel fur Wendepunkte liefert die Sinus
linie y=sinx. Die zweite Ableitung y"--sinx verschwindet fUr x=O, ±7r, 
± 27r, ... , und dort liegen Wendepunkte (Abb. 88). Die Wendetangenten schlieBen 
wegen y' = cos x = ± 1 fUr x = 0, ± 7r, ± 27r, ... bei gleichem MaBstabe in· der 
x- und y-Richtung Winkel von ± 450 mit der x-Achse ein. 

15. Punkte, in denen mehrere Ableitungen verschwinden. Hiihere Ableitungen. 
Wenn in einem Punkte gleichzeitig y' und y" Null sind, so kann daselbst 
eine wagerechteWendetangente wie fUr G oder H in Abb. 98 vorliegen, falls 
namlichy' vorher und nachher dasselbe Zeichen, also die abgeleitete Kurve 
y' = I' (x) ein Extremum an der betreffenden Stelle hat und die Urkurve y = f(x) 
Rowohl vorher als auch nachher ansteigt bzw. abfallt. Es ist aber auch moglich, 
daB die Urkurve ein Extremum aufweist, falls namlich y' vorher und nachher 
von verschiedenem Zeichen ist und das Verschwinden von y" dadurch ver
schuldet wird, daB die x-Achse eine wagerechte Wendetangente der abgeleiteten 
Kurve bildet. 
. Zur bequemen Unterscheidung der heiden FaIle ziehen wir hohere Ableitungen 

als die zweite heran. Die Ableitung (y")' von y", welche das Steigen und Fallen 
der zweiten abgeleiteten Kurve y" = t" (x) miBt, heiBt dritte Ableitung y'" =/'" (x) 
oder Ableitung dritter Ordnung von y = f (x), die Ableitung yIV = r (x) von y'" vierte 
Ableitung usw. Dann ergibt sich durch sinngemaBes Weiterfuhren unserer Be
trachtungen als allgemeine Regel zur Unterscheidung von Extremen und Wende~ 
punkten die folgende: 

y = f(x) hat an einer Stelle, wo eine Anzahl aufeinanderfolgender Ableitungen 
verschwinden, ein Extremum oder einen Wendepunkt, je nachdem die erste nichtver
schwindende Ableitung von gerader oder ungerader Ordnung ist. 

Wir wissen z. B. schon, daB Nichtverschwinden der zweiten Ableitung mit ihrer 
geraden Ordnung in einem Punkte mit y' = 0 ein Extremum /lewahrleistet. 

16. Maxima und Minima bei Funktionen mehrerer Veriinderlicher. Sattelpunkte. Fiir 
Funktionen von mehreren, insbesondere ~on zwei unabhangigen Veranderlichen sei berichtend 
folgendes erwahnt. Eine notwendige Bedingung fiir ein Extremum von z = f(x, y), in dem 
die zugehOrige Flache hOher (Gipfel- oder Kuppenpunkt) oder tiefer (Tal- oder Muldenpunkt) 
kommt als in der unmittelbaren Umgebung, besteht darin, daB die partiellen Ableitungen 
z x und Zy verschwinden (es muB offenbar ein Extremum fiir aIle Schnittkurven durch das Flii.chen-
extremum vorliegen). Aber diese Bedingung allt'in geniigt nicht; vielmehr gilt z1 = 0, Z·y = ° 
auch fiir die sog. Sattelpunkte, in denen, wie bei einem GebirgssatteJ, die Flache fiir eine Rich
tung, die des Wanderers auf dem PaBhohlwege, so hoch wie moglich aufsteigt, fiir die Quer
richtung von den links und rechts vom Wanderer liegenden Gebirgserhebungen her aber sich 
so tief wie moglich herabsenkt; ein schOnes Modell hierfiir hat der Mensch beim Ballen der 
Faust an seinen Fingerknocheln. 

Die Sattelpunkte lassen sich ausschlieBen und Maximum und Minimum sich unterscheiden 
mittels der zweiten partiellen Ableitungen. So nennt man die partiellen Ableitungen (Zx)x = zx" 
und (zx)y = Zxy von Zx und (Zy)x = Zyx und (Zy)" = z'/1I von z" nach x bzw. y; iibrigens ist 
in weitaus den meisten fiir den Naturwissenschaftler belangreichen Fallen, wenn namlich die 
"gemischten" Ableitungen ZXll und Zyx stetigsind, Zxy = Zy x (Vertau8chbarkeit der Differenzier-
reihenfolge; z. B. fiir z = xy2 gilt Z" = y2, zl/ = 2xy, zxx = 0, ZX1! = 2y = ZyX' Z"1/ = 2x). 
Ein Extremum von z = f(x, y) an einer Stelle, wo die er8ten und zweiten partiellen Ableitungen 
8telig 8ind, haben wir fur 

und zwar ein 
Maximum ---
Minimum fur zxx>:o. 
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Z. B. hat das Drehparaboloid Z = x 2 + y2 im Ursprunge x = 0, y = 0, Z = 0 ein Mini
mum; denn 

sowie 
z'" = 2x, Zy = 2y und z'" = 0, z'J= 0 fiir x = 0, 'y = 0, 

17. Beispiel: Ausgleichungsgerade durch einen Punkthaufen. Korrelationskoeffizient. 
Vermittelnde Beobachtungen. Man habe n Wertepaare Xl> Yt; x2, Y2; ••• ; xn ' Yn beobachtet 
und die entsprechenden Punkte in einem rechtwinkligen xy-K~o7dinatensystem vermerkt; sie 
bilden einen "Punkthaufen" (man zeichne sich ein Bild). Wie konnen wir das zeichnerisch selbst-, 
verstandliche Ziehen der "Ausyleichungsgeraden" (S. 32-33), welche sich dem Punkthaufen "am 
besten" anschmiegt, rechnerisch nachmachen? Wir setzen die Gleichung dieser Geraden in 
der Form Y = ax + ban; dann haben wir die GroBen a und b "moglichst gut" zu bestimmen. 
Diese Forderung umschreiben wir genauer folgendermaBen. Wir tragen in die Geradengleichung 
y-ax-b = 0 auf der linken Seite die Zahlen xv' Yv (v = 1,2, ... , n) statt x und yein. 
Dabei wird rechts im allgemeinen nicht 0 erscheinen, weil die beobachteten Punkte nicht streng 
auf der Geraden liegen werden, sondern Yv - ax, - b ist der Abstand des Punktes (xv, Y.) 
von dem Punkte (x", axv + b) auf der Geraden, gemessenin der y-Richtung. Nun sollen a und b 
"im Sinne der Methode der kleinsten Quadrate" gewahlt werden, namlich so, daB die Quadratsumme 1 

,I (Y. - ax. - b)2 dieser Unterschiede mo5lichst klein ausfallt. Sieist eine Funktion z(a, b) von a 
und b; durch Ausquadrieren und partielles Differenzieren ergeben sich als notwendige Bedingungen 
fiir ein Minimum 2 

za = 2,I (axv - Xv y. + bxv) = 0, 

Zb = 2,I (b - Yv + ax.: = 2 {nb - ,I y. + a,I x;} = 0 . 

Man priift zunachst an Hand von za,a' zab und zbb nach, daB sich wirklich einMinimum einstellt. 
Die zweire Bedingung in der Gestalt 

mit 
,I x. s=--n 

und 
,I Yv 

'1=--
n 

lehrt, daB die Gerade durch den "Schwerpunkt" des Punkthaufens lauft, d. h. durch einen 
Punkt, dessen Koordinaten I; und '1 die arithmetischen Mittel der Abszissen und Ordinaten 
aller Punkte des Punkthaufens flind (den mechanischen Gehalt lege man sich selbst zurecht, 
indem man in den Punkten die Massen 1 anbringt und,I x, und ,I y als statische Momente um 
die y_ und x-Achse deutet). v 

Das SteigungsmaB a der Geraden bestimmt sich am einfachsten, indem man durch x = S + X, 
y = '1 + Y die Koordinaten X, Y der Punkte in bezug auf ein zum xy-System paralleles 
XY-Koordinatensystem mit dem Ursprung im Schwerpunkte des Punkthaufens einfiihrt. Aus 
,I (Y" - a X.)2 =,I (Y; - 2 a Xv Yv + a.:!1) = min finden wir durch Differenzieren nach a 

,I X~ Yv 

a = -.I ~~. 
In der Biologie heiBt a, das MaB dafiir, um wieviel (die Eigenschaft) y "im Durchschnitt" 

oder "im Mittel", d. h. auf der Ausgleichungsgeraden, sich andert, wenn (die Eigenschaft) x 
um 1 steigt, der "Regressionslcoeffizient" von y in bezug auf x. 

Entsprechend kann eine Gerade x = IXy + (3 festgelegt werden, welche sich dem Punkt
haufen in der x-Richtung, d. h. mit der Forderung ,I (xv - IXYv - (3)2 = min, am besten an
schmiegt. Auch sie lauft durch den Schwerpunkt, stimmt aber mit der ersten Geraden im 
allgemeinen nicht iiberein. Diese zunachst vielleicht verwunderliche Tatsache erklart sich aus 
der ganz anderen Vorschrift zur Gewinnung der zweiten Geraden. Das SteigungsmaB 

,I XvYv 
IX = ~ Y~' 

.... v 

wird in der Biologie der Regressionskoeffizient von x in bezug auf y genannt und die Quadrat
wurzel aus dem Produkte a IX 

Y " ,I X.Y. 
r = aIX = Y:Ix;.,I Y; 

als "Korrelationskoe//izient" erklart. Wenn die Nennerquadratwurzel positiv gezogen wird, ist 
das Vorzeichen von r dasselbe wie das von a und IX, d. h. r ist positiv oder negativ, je nachdem y 

1 Uber das Summenzeichen ~ vgl. S. 84. 
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mit wachsendem x steigt oder fallt. Aus der Definition von r liiBt sich ausrechnen, daB der abso
lute Betrag I r I immer kleiner als 1 bleibt und daB er dann gleich 1, also r = + 1 oder r =-1 

!J 

wird, wenn IX = ~ ist, d. h. wenn (man achte auf die Winkel der Geraden gegen die Achsen!) 
a 

die beiden Geraden zusammenfallen und die Punkte streng auf einer Geraden liegen. Hingegen 
ist r = 0 fiir a = 0 und IX = o. Dann laufen die beiden Ausgleichungsgeraden parallel den 
Achsen, y andert sich im Durchschnitt gar nicht bei wechselndem x und umgekehrt x nicht 
bei wechselndem y. Deshalb nimmt man r als MaB des Verbundenseins (der "Ko"elation") 
zwischen x und y bzw. seiner "Stramrnheit", indem man sagt, bei r = ± 1 seien x und y 
sehr stramm und bei r = 0 gar nicht verbunden oder korreliert. Jedoch ist beim Gebrauch 
des Korrelationskoeffizienten Kritik vonnoten - sie wird in der Praxis der rechnenden Biologie 
bisher nicht immer geniigend geiibt. 

In der eigentlichen Ausgleichungsrechnung faBt man das behandelte Problem meist so auf: 
Zwei GroBen a und b sind nicht direkt beobachtet, sondern es ist nur bekannt, daB fiir beobacht
bare GroBen x und y theoretisch eine lineare Gleichung ax + b = Y streng bestehen muB. 
Wir haben n Wertepaare x.' Yv (v = 1,2, ... , n) ermittelt, welche die Gleichung beinahe 
befriedigen. Gesucht sind a und b so gut, wie sie aus den gemessenen xv' y. herleitbar sind. 
Man redet hier von indirekten oder vermittelnden Beobachtungen (gleicher Genauigkeit). Es ist 
lohnend, die in I H 13, S.32-33 zeichnerisch behandelten Beispiele von dem jetzigen Stand
punkte aus rechnerisch vorzunehmen1• 

18. Etwas tiber Variationsrechnung. Eine Verallgemeinerung der Lehre von den Maxima 
und Minima bildet die Variationsrechnung. Leuchtet schon die Bedeutung der so einfachen 

1 

A 

Lubiles 
flleichgewkilt 

! 
Schwerkraff 

Abb.100. Gleichgewlchts!agen 
1m Schwerefeld. 

Theorie der Maxima und Minima dem Naturwissen
schaftler unmittelbar ein - z. B. sind Gleichgewichtslagen 
eiDes materiellen Punktes auf einer festen Kurve im 
Schwerefelde (Abb.100) durch ein Extremum der Lage
energie ausgezeichnet, und der Punkt befindet sich fiir 
einen Gipfelpunkt der Kurve in labilem, fiir einen Tal
punkt in stabilem Gleichgewicht -, so ist erst recht 
die Variationsrechnung fiir jeden unentbehrlich, der das 
mathematische Werkzeug zur Behandlung leicht aus
sprechbarer naturwissenschaftlicher Probleme in die Hand 
bekommen und ein einheitliches naturwissenschaftliches 
Weltbild gewinnen will. Bei den Maxima und Minima 
handelt es sich darum, auf einer gegebenen K urve die 
Punkte zu bestimmen, die in bezug auf eine, wenn auch 
vielleicht kleine Nachbarschaft am Mchsten oder tiefsten 
liegen. In der Variationsrechnung hingegen werden -
im einfachsten FaIle - ganze K urven so gesucht, daB 

gewisse Extremalforderungen erfiillt sind. Problemstellungen der -
im iibrigen hier nicht weiter verfolgten und vertiefte Beschaftigung 
mit der Mathematik erfordernden - Variationsrechnung sind z. B.: 

1. Fiir welche Kurve von gegebener Lange zwischen zwei festen 
Punkten A und B (Abb.l0l) liegt der Schwerpunkt moglichst tief? 
Das ist die "Kettenlinie" mit formelmaBig aufschreibbarer Gleichung 
(vgl. S. 182) (nicht die Parabel, wie Galilei meinte), d. h. die Kurve, 
die eine homogene Kette oder ein homogener Faden von der gegebenen 
Lange zwischen A und Bunter dem Einflusse der Schwere bildet. 

f-L------~x 2. Welche Kurve zwischen A undB (Abb.l01) erzeugt bei Um
KettenUnle. drehung um die x-Achse eine Drehflache von kleinstem Flacheninhalt, 

eine "Minimalfliiche"? Dies tut (unter kleinen Zusatzbedingungen 
iiber die Lage von A und B) beachtlicherweise gerade wieder die Kettenlinie; die entsprechende 
Drehflache heiBt Katenoid. Ais Katenoid spannt sich eine Seifenhaut zwischen zwei die Wege 

1 Fiir die Rechentechnik vgl. etwa KOHLRAUSCH, F.: Lehrbuch der praktischen Physik, 
15. Aufl., S.I-14. Leipzig u. Berlin: B. G. Teubner 1927 (von wo das erste Beispiel S.32 
stammt) oder WHITTAKER, E. T .• und ROBINSON, G.: The calculus of observations, Kap.9. 
London: Blackie, oder RUNGE, C., und KONIG, H.: Vorlesungen iiber numerisches Rechnen, 
Kap. 3 (mit dem 3. Beispiel von S.33). Berlin: Julius Springer oder WEITBRECHT, W.: 
Ausgleichungsrechnung, Sammlung Goschen 302 u. 641. Ein Beispiel fiir eine Ausgleichungs
hyperbel (Prozentgehalt y einer Zuckerlosung in Abhangigkeit von der zur Entfarbung von 
100 cm3 Fehlinglosung notigen Menge x in cm3 ) bei Ruoss, H.: Ober die Genauigkeit der 
Messungen, die graphischen Darstellungen und die Methode der kleinsten Quadrate bei den physi
kalischen und chemischen Obungen. Ztschr. f. physik. u. chem. Unterr. Bd.39, S.195-201. 1926. 
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von A und B beim Umlauf um die x-AchBe verwirklichenden Drahtkreisen aus, weil die 
Oberflachenspannung die Oberflache moglichst klein zu machen sucht. 

3. Welche geschlossene Kurve von gegebenem Umfang in der Ebene bedeckt die groBte 
Flache? Dieses "isoperimetrische Problem" wird durch den Kreis gelOst; legt man einen ge
schlossenen Faden von dem gegebenen Umfang auf eine ebene Seifenhaut und zerstort diese 
in seinem Innern, so zieht ihn die von auBen angreifende Oberflachenspannung in einen Kreis_ 
Ebenfalls ffir den Kreis wird bei gegebener Flache der Umfang so klein wie moglich. 

19. Kurvendiskussion. Die Aufsuchung der Extrema und Wendepunkte (nebst 
den Wendetangenten) bildet einen Teil der "Kurvendiskussion" fur eine formel
mliBig durch y = t(x) gegebene Kurve. Durch Eintragen dieser "merkwiirdigen 
Punkte" in ein Koordinatensystem erhiilt man ein Gerippe der Kurve und kann 
sie mit seiner Hille viel leichter und sicherer aufzeichnen, als wenn man wahHos 
einige gew6hnliche Punkte verwendet. Besonders die Wendetangenten mit ihrem 
engen AnschluB an die Kurve geben einen vortrefflichen Zeichenbehelf. 

Es handle sich z. B. um die Kurve 

y = x-cosx. 
Fiir sie gilt 

y' = 1 + sinx, y" = cos x ,. 

also liegen Punkte mit wagerechter Tangente bei 

y' = 1 + sin x = 0 oder sin x = -1 oder x = 3; , 
711: 11: 511: 
2""'-2'-2"'-

vor. Und zwar sind dies Wendepunkte mit wagerechter Wendetangente, keine 
Gipfel- und Talpunkte, weil nicht nur y', sondern auch y" = cosxin ihnen ver
schwindet, abernichty'" =-sinx. DieOrdi- y 
nate y = x - cos x ist fur sie wegen des Ver-
schwindens des Kosinus gleich der Abszisse x. 
Daher liegen diese Wendepunkte aHe auf der 
Geraden y = x. Diese tragt auch die Punkte 

. d Ab' :n: 5:n: 3:n: 
mIt en SZIssen x = 2' 2"'" - 2 ' 
- 72:n: , ••• , fur die ebenfaHs das Glied - cos x 

in y = x - cos x verschwindet und das Ver
schwinden von y" = cosx Wendepunktsnatur 
erweist; die Tangenten in ihnen haben das Stei
gungsmaB y' = 1 + sin x 
= 2 . Damit sind aber 
auch aHe Wendepunkte 
gefunden. SchlieBlich ist 
fur x = 0 die Ordinate 
y = x-cosx=-1 und 
das SteigungsmaB der 
Tangente y' = 1 + sin x 
= 1; ebenfaHs das Tan
gentensteigungsmaB 1 ha
ben auch die Punkte mit 
den Abszissen x = ± 11:, 

/ 

, 

I : 
I • ...-t-., 
'/ : ',' 

Abb.l02. Untersuchung und Zelchnen 
elner Kurve. 

± 211:, ± 3 ir, ... , welche um + 1 oder -1 u ber oder unter der Geraden 
y=x liegen. 

So entsteht durch sehr bequeme Betrachtungen das Gerippe der Abb. 102, in 
das die Kurve y = x - cos x selbst eingezeichnet ist; auch ist ihre Erzeugung 
durch Subtraktion der Ordinaten fUr die Kurven y = x und '!I = cos x verdeutlicht. 
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20. Niiherungsweise Auflosung von Gleichungen. W 0 schneidet unsere Kurve 
die x-Achse, d. h. fUr welches x ist y = x - cos x = 0 oder die "transzendente" 
Gleichung x = cos x erfullt? Aus Abb. 102 entnimmt man x = 0,78 und findet 
dies dadurch bestatigt, daB die Wurzel der Gleichung x = cos x offenbar die 
Abszisse des Schnittpunktes der beiden Kurven y = x (Gerade) und y = cos x 
(Kosinuslinie) sein muB. 

Auf solche graphische Weise konnen wir uns auch bei einer beliebigen Gleichung 
f(x) = ° immer Naherungswerte der Wurzel oder der Wurzeln verschaffen l . Wie 
aber, wenn groBere Genauigkeit notwendig ist? Dann muB man entweder den 
kritischen Teil der Zeichnung vergroBert entwerfen oder rechnerische Verfahren 
heranziehen, von denen wir jetzt zwei, das N ewtonsche Verfahren und die Regula 
falsi, auseinandersetzen und gerade durch. unser Beispiel erlautern wollen. 

21. Newtonsches Verfahren. Man habe irgendwie, z. B. durch Zeichnung, 
einen Naherungswert Xo fur eine Wurzel der Gleichung f(x) = 0, d. h. fUr einen 

!I Schnittpunkt der Kurve y = f(x) mit der x-Achse 
(eine Nullstelle der Funktion y = f(x)) ermittelt 
(Abb. 103). Dann bekommt man oft einen 
besseren Naherungswert Xl ala Schnittpunkt der 
Tangente an die Kurve in Po, welche die Kurve 
in der Umgebung von Po naherungsweise ersetzt, 
mit der x-Achse. Fur die wagerechte Spanne 1 
steigt die Tangente um die Ableitung y~ = f' (xu), 
zwischen Xl und Xo aber um Yo' Also muB das 
wagerechte Stuck zwischen Xl und Xo gleich Yo: y~ 

o '----=T-~;--:r-.;;---:!:-":::.....,.f--x~ sein und 

o 
Abb.103. Newtonsches Verfahren 

und Regula falsi. 
Hierin liegt die Vorschrift von Newton: 

Neuer N iiherungswert Xl gleich altem N iiherungswert xo, vermindert um den Quo
tienten aus Funktionswert Yo und Ableitung y~ fur xo. 

Auf Xl wird dasselbe Verfahren angewandt; man hofft, daB der neue Naherungs-

wert X 2 = Xl - :{ wieder besser ala Xl ist und daB man durch weitere "Iteration" 

des Verfahrens allmahlich mit jeder beliebigen Genauigkeit an die gesuchte Wurzel 

y 
herangelangt, daB das Iterationsverfahren, wie man 
zu sagen pflegt, "konvergiert". Dies trifft z. B. sicher zu 
bei Verhaltnissen wie in Abb.103, d. h. wenn wir auf 
einem nach unten erhabenen Kurvenbogen mit posi-

o tivem y" von einem positiven Funktionswerte Yo aus .x X1 
beginnen. Hingegen klappt in Abb.104, wo Po bei 

Abb. m4. Versagen des Nf~~nschen y~ > 0 unterhalb der x-Achse liegt, die Sache nicht, 
Verfahrens. weil dann die Tangente in Po weiter als Xo von der 

Nullstelle entfernt die x-Achse schneiden kann. 
Allgemein reichen fur die "Konvergenz" des N ewtonschen Verfahrens folgende 

Voraussetzungen hin: auf einem die Nullstelle von y = f(x) enthaltenden Bogen ver· 
schwinden weder y' noch y", es kommen also kein Wagepunkt und kein Wendepunkt 
vor, und wir beginnen das Verfahren in einem Punkte, in dem Funktionswert y und 
zweite Ableitung y" gleiches Vorzeichen haben. 

22. Regula falsi. Bei dieser schon im Mittelalter bekannten Methode wird die 
Kurve y = f(x) statt durch die Tangente in Po naherungsweise durch die Sehne 

1 V gl. aueh I K 2, S. 44--45. 
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(Abb.103) zwischen zwei Punkten Po und Po mit entgegengesetztem Vorzeichen 
der Funktionswerte Yo und Yo ersetzt. Die Sehne hat zum SteigungsmaB den Diffe-

renzenquotienten (vgl. S.31-32, S.45-46) Yo - ~o = [Yo Yo], d. h. steigt fUr die 
Xo - Xo 

wagerechte Spanne 1 um [Yo Yo] an. Yom neuen Naherungswert Xl bis Xo erhebt sie 

sich um Yo. Das entsprechende wagerechte Stuck muB also [ Y~-] sein, und wir 
haben Yo Yo 

- Yo f(xo) x - x ----- x ----- -----
1- 0 [YoYo] - 0 (t(xo)-f(xo)):(xo-xo) , 

d. h. die Regula falsi: 
Neuer N iiherungswert Xl gleich altem N iiherungswert xo' vermindert um den Quo

tienten aus Funktionswert Yo und Differenzenquotienten [Yo Yo]. 
Xl verbinden wir nun wiederum mit einem x von anderem y-Vorzeichen, z. B. 

mit Xl' und iterieren so auch dieses Verfahren. 
Fur die Konvergenz der Regula falsi-Iteration reicht hin, dafJ auf einem die Null

stelle von y = f (x) enthaltenden Bogen weder y' noch y" verschwinden und immer 
Funktionswerte mit entgegengesetztem V orzeichen verwandt werden. 

Praktisch sehr wichtig ist, daB unter unseren Voraussetzungen die Naherungs
werte nach dem Newtonschen Verfahren und der Regula falsi von verschiedenen 
Seiten an die Nullstelle heranrucken, daB wir also durch Verbindung beider Ver
fahren Schranken fur die Wurzel nach oben und unten erhalten. 

Wie durch Heranrucken von Po an Po aus dem Differenzenquotienten [YoYo] 
die Ableitung y~ und damit aus der Regula falsi das Newtonsche Verfahren hervor
geht, werden wir in II C 15, S. 108 sehen. 

23. Beis})iel. Fur die Funktion y = x -- cos x als Beispiel nehmen wir als erste 
Naherungswerte an die Wurzel der transzendenten Gleichung x - cosx = ° etwa 

ganz roh Xo =; und Xo = 0. Dann ergeben sich als neue Naherungswerte mit 
n -+1 

Yo=;, y~=2, Yo=-I, [YoYo]=~-folgendeZahlen: 
2 n 

Y n 2 n 
nach dem Newtonschen Verfahren Xl = xo- Y! =2-2 =4=0,8 (zu groB), 

n 

nach der Regula falsi Xl = Xo -lY:;o] = ; - (n ~) ~-n- = n: 2 = 0,6 (zu klein). 
2 + ·2 

Der nachste Schritt liefert mit Yl = 0,103, y'l = 1,717, ;iit =-0,225, [YIY1]= 1,643 
0,103 

nach dem Newtonschen Verfahren x 2 = 0,8 -1,717 = 0,740 (zu groB), 

nach der Regula falsi X = ° 8 _ 0,103 = 0,737 (zu klein). 
2 , 1,643 

Die weiteren Naherungswerte xa =" 0,739085, X3 = 0,739085 stimmen bereits auf 
6 Stellen nach dem Komma uberein. Die gesuchte Wurzellautet demnach mit 6 Dezi
malen 0,739085. 

c. Differential und Funktionsdifferenz. 

1. Was ist ein Differential? Die Ableitung y' einer Funktion y = f(x) fUr da.s 
Argument x ist das zur wagerechten Spanne 1 gehorige senkrechte Stuck bis zur 
Tangente im Kurvenpunkte P mit der Abszisse x (Abb. 85 u. 105). Oft bedarf 
man aber auch des senkrechten Stuckes Q T bis zur Tangente fUr eine beliebige 
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(positive oder negative) Spanne h = PQ. Dieses Stiick ist offenbar proportional 
zu h mit dem Proportionalitatsfaktor y' und daher gleich h y'. Es wird nach Leibniz 

das Differential dy oder df(x) von y = f (x), genauer 
das Differential zur Spanne h fUr das Argument x 
genannt. Also 

'--1 d-y-=-d-f-(x-) =-h y-, --;·1 

Z. B. haben wir fur y = sinx mit y' = cosx das 
Differential d y = d sin x = h cos x . 

o 

Die eigentumliche Bezeichnungsweise d y - dabei 
ist d naturlich kein Faktor, sondern ein Operations
symbol, das in Verbindung mit y zu dy unsere ganze 
Worterklarung kurz zusammenfaBt - bringt nicht 
zum Ausdrucke, daB das Differential d yauch von h 
abhangt (eine Funktion von h ist). Man tut gut daran, 

l/ 

Abb. 105. Differential und 
Fun ktlonsdlfferenz. 

dieser Abhangigkeit stets eingedenk zu bleiben. Insbesondere falit dy immer 
kleiner aus, je kleiner h gewahlt wird, und, wenn h immer kleinere und kleinere 

Werte erhalt oder, wie man zu sagen pflegt, nach Null 
strebt oder nach Null konvergiert (vgl. S. 53), so trifft das
selbe auch fur d y zu: d y -~ 0 fur h -~ O. Geometrisch: 

1 Beim Einschrumpfen der wagerechten Spanne h = PQ 
wird auch das an ihrem Ende senkrecht auf- oder 
absteigende Differential d y = Q T zwischen der Wage. 
rechten und der Tangente zu immer unbetrachtlicherer 
GroBe zusammengepreBt. - Als Differential zur Spanne 
h = 1 stellt sich naturgemaB die Ableitung y' ein, 
d y = y' fur h = 1. 

Abb.106. Differential und Funktions· AuBer von h, zu dem es proportional ist, hangt d y 
differenz an der geraden Linie y = x. 

von x abo Denn der Proportionalitatsfaktor y', d. h. 
das SteigungsmaB der Tangente, wechselt ja im allgemeinen von Punkt zu Punkt 
auf der Kurve y = f(x). Nur fur die gerade Linie y = ax + b, die durchweg mit 
ihrer Tangente zusammenfallt, ist er konstant, und zwar gleich a. 1m Sonderfalle der 
Geraden y = x, die bei gleichem MaBstabe auf den Achsen unter 45° gegen die 
x-Achse ansteigt, haben wir demnach 

dy=dx=h fUr y=x, 

was nach Abb. 106 anschaulich unmittelbar einleuchtet. 
2. Ableitung als Differentialquotient. Differential bei der Stammfunktion. Wir 

durfen also statt der wagerechten Spanne h in Abb. 105 auch dx schreiben, ohne 
befurchten zu mussen, daB wir uns in Widerspriiche verwickeln. d x, das zunachst 

Abb.107. 
Stelgungsdreleck. 

das senkrecht verlaufende Differential der Sonderfunktion y = x 
darstellt (Abb. 106), wird nachtraglich als wagerechtes "Differen. 
tial der unabhiingigen Veriinderlichen x" bei einer beliebigen Funk. 
tion y = f(x) ausgedeutet (Abb. 105). Hierdurch erzielen wir eine 
auBerordentliche Symmetrie und Geschmeidigkeit in den Bezeich
nungen, worin ein Hauptvorteil des Leibnizschen Differentials liegt. 
Ein "Steigungsdreieck" (Abb. 107) mit einem Tangentenstuck als 

Hypotenuse hat die Katheten dx und dy, und das Differential erhalt die Gestalt 

dy = df(x) = y'dx, 

z. B. dy = d sin x = cos x dx fur y = sin x . 
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Die Ableitung y' laBt sich hierna.ch als Quotient 

I dy df(x) 
y =-di - dx 

aus dem Differential dy der Funktion y = f(x) und dem Differential dx der un

abhangigen Verii.nderlichen x, als "Dilferentialquotient" schreiben, etwa d~: x = cos x. 

Hiermit ist eine weitverbreitete Bezeichnungsweise der Ableitung erklart. 
An Hand des Differentials verstehen wir auch das Symbol f f (x) dx fUr eine Stamm~ 

funktion zu y = f(x) besser: man sucht eine Funktion mit dem Differential f(x) dx. 
Statt f y' d x dad folgerichtigerweise f d y geschrieben werden. In f d y = y + 0, 
z. B. f cos x dx = f d sin x = sinx + 0, tilgen sich also die Symbole f und d 
gegenseitig aus (bis auf das Hinzutreten der Konstanten 0), wodurch die Integration 
schlagend als Umkehrung der Differentiation beleuchtet wird. Freilich ist hierbei 
die unabhangige Veranderliche x nicht mehr unmittelbar zu erkennen. DaB da
durch keine Nachteile und Verwirrungen entstehen ktinnen, liegt an dem tiefen Satze 
von der "lnvarianz des Dilferentials" (II E 11, S.150-152, II E 20, S.161-162). 

3. DiHerenzierregel fill die Umkehrfunktion. Zur Verdeutlichung dafiir, wie 
zweckmaBig es ist, die Ableitung y' = f' (x) = Dx! (x) als Differentialquotienten dar
zustellen, soll die Di/ferenzierregel der Umkehrfunktion dienen. 1st y = f(x) stetig und 
monoton, d. h. steigt die Kurve fiir y = f(x) bei wachsendem x bestandig aufwarts 
oder bestandig abwarts, so haben wir uns auf S.15-16 iiberlegt, daB umgekehrt x 
als Funktion von y darstellbar ist, etwa x = p (y), und dies trifft auch bei nicht
monotonem y = f(x) zu, wenn wir uns auf ein monotones Kurvenstiick beschriin
ken (Abb. 13). Z. B. ist fiir das 
rechte monotone Stiick der Pa
rabel y = x 2 iiber den positiven 
Abszissen umgekehrt x = VY mit 
positivem Wurzelvorzeichen. Sehen 
wir nun die Abb. 108a mit dem 
Steigungsdreieck von den Ka
theten d x und d y und einem es 

!I 

zum Rechteck erganzenden Dreieck r 
fUr y = f (x) von links seitlich an ~':::"""!....I--!:-o---=x---~x 
(Abb.108b), so liiBt sich dy als 
Differential der unabhangigen Ver

Abb. 108 a und b. Dlfferenzleren der Umkehrfunktlon. 

anderlichen y in der Umkehrfunktion x = p (y) und d x als Differential von x = p (y) 
auffassen. Also wird die Ableitung x' = p' (y) = Dy p(y) von x = p(y) nach y 

I dx dy 1 
x=-=I:-=--

dy dx y' 

der Kehrwert (das Reziprokum) der Ableitung y'= t' (x) =Dzf(x) von y=f(x) nach x: 

Urfunktion x = f(x), Ableitung y' = t' (x) = :~ , 

Umkehrfunktion x = p (y) , Abl . I I dx 1 dy 1 1 
edung x = p (y) = dy = : dx =7 = 7'Tx) 

Man deute dieses Ergebnis auch mit Hilfe der Winkel '1: und '1:* .; -'1: der Kurven
tangente gegen die x- und y-Achse (Abb.108). 

x 
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Wir bemerken als Vorteil des Differential quotienten , daB sofort erkennbar ist, 
nach welcher Veriinderlichen differenziert wird; ihr Differential steht im N enner. 
Bei Verwendung des Striches zur Bezeichnung der Ableitung sind demgegenuber 
manchmal Zweifel nicht unmoglich; daher ja auch das Symbol Dx statt des Striches 
oder des einfachen D. 

Damit bei der Division durch y' kein Nenner 0 vorkommt (die Division I: 0 ist ja sinnlos, 
es gibt keine Zahl, die mit 0 multipliziert I lieferte), miissen wir y' =l= 0, d. h. das betrachtete 
Kurvenstiick der Urkurve y = f(x) als frei von wagerechten Tangenten voraussetzen. In der 
Tat entsprechen ihnen senkrechte Tangenten der Umkehrkurve x = rp(y), in deren Beruhrungs
punkten x = rp(y) nicht differenzierbar ist (II A II, S.76-77). Maxima und Minima von 
y = f(x) mit y' = 0 sind schon durch das Monotonieverlangen ausgeschlossen; die Zusatz
forderung y'=I= 0 braucht also nur noch gegen wagerechte Wendetangenten zu sichern. 

4. Quadratwurzel und zyklometrische Funktionen. Fur die Quadratfunktion 
y = x 2 betragt die Ableitungy' = 2 x. Daher hat die Quadratwurzel x = yy als 
Umkehrfunktion (Abb. 14) die Ableitung 

x' = ory )' = 2~ = 2 ~y . 
Vertauschen wir x mit y, so haben wir das neue Differenzierergebnis: 

Umgekehrt gilt 

Y- (-)' 1 y = x hat die Ableitung y' = Y x = -y_ 
2 x 

und das Differential d y = d Yx = ~ ~ 
2yx 

Oder fur die Urfunktion y = sin x lautet bei - ; < x <-i die Umkehrfunktion 

x = arcsiny (vgl. S.55). Aus y' = cosx folgt x' = 1 : cosx. Nun gilt wegen 
sin2x+cos2x=1 die Beziehung cosx=Vl-sin2x=Yl-y2, und zwar 

bei unserer Beschrankung von x auf das Intervall zwischen - -; und -;- mit posi

tivem Vorzeichen. Also x' = 1 : y 1 - y2 und bei Vertauschung von x und y: 

y = arcsinx hat die Ableitung y' = (arcsin x)' = y __ 1 -
l-x2 

und das Differential d y = d arcsin x = y d x -
l-x2 

Entsprechend folgt aus y = cos x, y' = - sin x, x = arccos y, x' = -1 : sin x : 

y = arccos x hat die Ableitung y' = (arccos x)' = _ __ 1_ 
yl-x 2 

und das Differential d y = d arccos x = _ ._ d X 

Yl-x2 
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Demnach stimmen die Ableitungen von arccosx und - arcsin x uberein. Beide 
Funktionen konnen sich daher nur um eine additive Konstante unterscheiden 
(beide sind Stammfunktionen zu -1 :Vl= x2). In 
der Tat ist arccos x, d. h. der Bogen, dessen Kosinus 

den Wert x hat, gleich i -arcsinx (Satz vom Kom

plementwinkel, Abb. 109). Als Umkehrungsformel 
konnen WIT demnach 

If dx . y~2 = arcsmx + C = - arccos x + K 

buchen, wobei C und K willkurliche Integrationskon
stanten bedeuten. 

n 
Abb.l09. arccos .t + arcsln:< ~~ 2 . 

5. Subtangente und 
c hat die Ableitung 

Subnormale der Parabel. Die Funktion y = c Y-X mit konstantem 

, c y ~~-
2 V x 

p 
y 

mit c = Y2p,' 

d. h. eine Ableitung umgekehrt proportional dem Funktionswerte. Bei zunehmendem y, das zu
nehmendem x entspricht, wird also an der Parabel y = c yX' = Y 2px (Abb.llO) das Steigungs
maB der Tangente immer kleiner, die Tan
gente legt sich immer £lacher, in bester 
Ubereinstimmung mit der Anschauung. 
Weiterhin kann y' = p: yauch in der Ge
stalt y' = y: 2 x geschrieben werden und 
erweist sich so als Kathetenverhitltnis 
Q P : A Q im rechtwinkligen Dreieck -A Q P 
mit den Katheten y und 2 x. Demnach ist 
die "Subtangente" A Q der Para bel y = y 2 P x 
(oder y2 = 2 P x), d. h. das Stuck auf der 
Abszissenachse vom Schnittpunkte A der 
Tangente mit ihr bis zum FuBpunkte Q 

y 
p 

A, 0 x e, 18 
I<o---~---- J/lbfangenfe =Zx ----------sr:bnormale-JJ 

Ahb. 110. Subtangente und Subnormale der Parabel. 

der Ordinate des Bertihrungspunktes P, gerade gleich dem Doppelten 2 x der Abszisse x 
von P (A liegt ebenso weit links von 0 wie Q rechts von 0). Errichtet man in P die Senkrechte 
auf der Tangente und ist B der Schnittpunkt dieser "Normalen" mit der Abszissenachse, so 
findet sich der Winkel T der Tangente gegen die Abszissenachse im Winkel BPQ wieder, und 
y' = p: y kann als Kathetenverhaltnis Q B : Q P = Q B : y im Dreieck Q BP ausgedeutet 
werden. Die Kathete Q B, die "Subnormale" der Parabel, muB also konstant gleich p sein, 
womit der "Parameter" p der Parabel anschaulich aufgezeigt ist. 

Geometrische Betrachtungen tiber Subtangenten, Subnormalen und ahnliche Dinge bei 
mannigfaltigen Kurven haben in der Friihzeit der Differentialrechnung, teilweise im Wetteifer 
des Aufgabenstellens und -lOsens unter den hervorragendsten Mathematikern, eine machtige 
Triebfeder der Entwicklung gebildet. 

6. Anlaufen von Metallen. Bedeutet x = t die Zeit, so sagt die Formel y' = if 

= J!.. fur y = V2pt aus: Fur eine der Quadratwurzel der Zeit t proportion ale Grope y 
y l" 

ist die .Li nderungsgeschwindigkeit if umgekehrt proportional dem augenblicklichen Werie 
dieser Grope. So nimmt z. B. beim Daruberstreichen von 
Joddampt iiber eine Silberplatte (Abb. Ill) die Dicke y J J J J 

de, en""ehenden Jodsilbe=hioht p,"p"'tional d", WU"el ~1l'91~ i 
aus der Zeit tzu, wenn zu Beginn der Beobachtung (t = 0) c:::::3 =::J' 
die Dicke y = 0 betragt, also noch gar kein Jodsilber, 
sondern eine blanke, reine Silberoberflache vorhanden ist. Abbj~J~~;~~i~ft~~/on 
Diese Proportionalitat von y mit V t laBt sich durch Beob-
achtung der mit der Jodsilberhildung einhergehenden Anlauffarben des Metalls 
nachweisen. Denn. eshandelt sich urn "Farben dunner Blattchen", und diese 
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gestatten bekanntlich, wie in der Optik gelehrt wird1, auf die Dicke der Schicht 
zu schlieBen, an deren Vorder- und Hinterflache die auf dem Riickwege miteinander 
interferierenden und dadurch die Fli.rbung hervorrufenden Lichtwellen reflektiert 
werden. 

Der innere Grund fiir das Quadratwurzelgesetz liegt darin, daB hierbei die 
Verdickungsgeschwindigkeit iJ der Jodsilberschicht umgekehrt proportional der 
schon vorhandenen Dicke wird. Es leuchtet ja durchaus ein, daB es dem Joddampf 
um so schwerer fallt, zu reinem, nichtangegriffenem Silber durchzudringen, je dicker 
die vorgelagerte Jodsilbermauer ist, und daB dementsprechend die Verdickungs
geschwindigkeit mit wachsendem y abnimmt. 

Umgekehrt wird man einer Theorie des Vorgangs als plausibel die nicht unmittel
bar nachpriifbare "DifferentiaZhypothese" iJ = p: y mit konstantem p iiber die Ver
dickungsgeschwindigkeit iJ zugrunde legen. Wie kann man von ihr rechnerisch auf 
das "IntegraZge8etz" y == V2pt schlie Ben, das dann mit der Erfahrung vergleichbar 
ist und durch seine Bestatigung die Differentialhypothese rechtfertigt 1 Wir schreiben 

. dy P Y =---=--
dt y 

also y dy = pdt. 

Betrachten wir fiir den Augenblick links y als unabhangige Veranderliche, so k6nnen 

w~ sofort eine Stammfunktion angeben, namlich -~~; das Differential d{~ von 

~- lautet ~ . 2 Y d y = y d y . Rechts ist bei t als unabhangiger Veranderlicher p t 
-eine Stammfunktion. Nun sollen die Differentiale y dy und pdt einander gleich 
sein. Also werden sich die Stammfunktionen nur um eine additive Konstante 
unterscheiden, 

Dieses Ergebnis lbekommen wir ohne lange Wortumschreibung aus y dy = pdt 
einfach dadurch, daB wir iiber beide Seiten das Zeichen f schreiben, f ydy = f pdt 
und dann "ausintegrieren" (d. h. unsere Integralformeln anwenden). Dabei ist nur zu 
bedenken, daB auf einer Seite wegen der Unbestimmtheit der Stammfunktion eine 
willkiirliche additive Konstante hinzugefiigt werden muB. Naturwissenschaftlich 
wird die hiermit vom Mathematiker hereingebrachte Unbestimmtheit dadurch sofort 
wieder aufgehoben, daB fiir t = 0 (zu Beginn der Joddampfeinwirkung) auch y = 0 

sein muB. Dies ist nur moglich, wenn C = 0 ist. Also ~~ = P t und y = V 2pt . 

Durch Differenzieren priift man nach, daB auf dem Wege zu diesem Ergebnis keine 
Fehler unterlaufen sind und wirklich y = p : y herauskommt. Denn wir haben ja 
die Kiihnheit begangen, y dy so zu integrieren, als ob y eine unabhangige Verander
liche ware, was doch gewiB nicht zutrifft. DaB es trotzdem erlaubt ist, wird sich, 
wie bereits nach f dy = y + C (S.93) zu vermuten, auf S.161-162 zeigen (Satz von 
der Invarianz des Differentials). Fiir jetzt nehmen wir als am Beispiel erprobt eine 
auBerordentlich zugkraftige Methode mit, wie man von naturwissenschaftlichen 
Differentialhypothesen ma.thematisch auf Integralgesetze schlieBt: Gleichsetzen der 
Differentiale, Daruberziehen de8 Integralzeichens J auf beiden Seiten und unbekum
merte8 Anwenden von Integrierformeln. 

7. Bedeutung des Differentials. Funktionsdifferenz und Differential. Die Haupt
bedeutung des Differentials besteht in folgendem: Es stellt, wie Abb. 105 erkennen 

1 Vgl. GRIMSEHL, E.: Lehrbuch der Physik, 1. Bd., 4. Aufl., §307, S.810-814. Leipzig u. 
Berlin: B. G. Teubner. 1920. 
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laBt, wenigstens bei (absolut) nicht zu groBem h einen Naherungswert fiir die "Funk
tionsdifferenz" 

fi - y = f(x) - f(x) = I(x + h) - I(x) 

dar, um die sich der Funktionswert andert, wenn wir vom Argument x um die 
Spanne h zum Argument 53 = x + h fortschreiten. Man schreibt diese Funktions
differenz unter Verwendung des Symbols 6 (vgl. S. 29 und S.46--47) als Auf
forderung zum Differenzenbilden gem in der Form 

6y = 6f(x) = fi - y = f(i) - f(x) = f(x + h) - f(x) 
und hat dann1 

I 6 Y = d Y bei absolut nicht zu grofJem h I. 
Es ist namlieh 6 y die senkrechte Strecke Q P vom Endpunkte Q der wagereehten 
Spanne PQ = h bis zum Kurvenpunkte P fUr das Argument x = x + h, hingegen 
d y die senkrechte Strecke Q T bis zur Tangente in P. Weil die Tangente in P mit 
der Kurve in der Umgebung von P sehr nahe iibereinstimmt (darauf lauft zeieh
neriseh und begrifflich die Definition der Tangente hinaus: sie ist die in P der Kurve 
am besten sich anschmiegende Gerade), sind, wenigstens bei nicht zu groBem h, 
die Punkte P auf der Kurve und T auf der Tangente nicht allzu weit voneinander 
entfemt. Daher Q P ==' Q T oder 6 y =' d y, wie behauptet. 

Auch die Funktionsdifferenz 6 y hangt ebenso wie das Differential dy von h abo 
Freilich im allgemeinen nieht so einfaeh wie das zu h mit dem Proportionalitats
faktor y' proportionale d y = h y', dessen Verkniipfung mit h dureh die geradlinige 
Tangente versinnlicht wird, sondem in verwickelterer und nur dureh wirkliehes 
Bilden von 6 y als Differenz I (x + h) - f (x) der Funktionswerte I (x + h) und f (x) 
zu iibersehender Weise, deren geometrisches Gegenbild der krummlinige Kurven
verlauf ist. Nur bei der geraden Linie y = ax + b wird 6 y = ah proportional 
zu h und genau gleieh dy, insonderheit (Abb. 106) 

6y=6x=h=dy=dx fiir y=x. 

Wir diirfen daher statt der Spanne h oder statt des Differentials d x der unabhangigen 
Veranderlichen x aueh 6 x als "Differenz der unabhiingigen Veranderlichen x" sehrei
ben (Abb. 105, vgl. aueh S. 104-109). 

8. Ersatz der Funktionsdifferenz durch das Differential. }'ehlerrechnung. Der 
praktisehe Nutzen, im Differential dy einen bequemen naherungsweisen Ersatz 
lur die verwickeltere Funktionsditlere'fltz 6 y zur Verfiigung zu haben, springt in 

die Augen. Z. B. ist bei der (Halb-) Sehwingungszeit '; = 'C = 7r V~ eines 

Pendels in Abhangigkeit von der Pendellange l (Pendel£ormel) das Differential 

d'C = y7t'_ ly_dl =~dl und die Funktionsdifferenz 6'C= 2'f l dl, also 6'f =~ ~ll : 
g 2 l 2l 'f . 

betragt die relative Anderung der Pendellange d/ ' so ist die relative Anderung ~ 'f 
der Sehwingungszeit angenahert halb so groB. Verlangert man also ein Sekunden
pendel unter 450 geographiseher Breite am Meeresspiegel von 99,35 cm Lange um 
1 em, d. h. rund 1 %, so nimmt die Sehwingungszeit um etwa 1/20/0' d. h. rund 
5/1000 sek zu. Wir sehen aueh, wie vorteilhaft es ist, Differenzierregeln zur rein 

reehnerisehen Gewinnung der Ableitung wie hier (f[)' = yl_ zu besitzen, weil wir 
2 l 

dann aueh das Differential sofort formelmaBig aufsehreiben konnen. 

1 =' bedeutet "angenahert gleich". 
Walther, Einfiihrung. 7 
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Uberlegungen uber die Anderung einer GroBe bei Anderung einer anderen 
gehoren zum taglichen Brot des Naturwissenschaftlers. Das ist einer der Grunde, 
weshalb er gern und viel mit dem Differential arbeitet. Betrachten wir z. B. die so
genannte Fehlerrechnung. Wir haben eine GroBe x unmittelbar beobachtet und 
wollen den Wert einer Funktion y = f(x) fur das beobachtete x berechnen. Es sei 
z. B. x die gemessene AU88tromung8zeit eine8 Ga8e8 aus einem GefaB mit feiner 
Offnung, y = kx2 mit konstantem k die nach Bunsen als proportional zu x 2 rech
nerisch zu ermittelnde Ga8dichte. Welchen EinfluB hat ein (praktisch unvermeid
licher) Beobachtungsfehler s bei x auf das gesuchte y = f(x)1 Die Angabe des mog
lichen Beobachtungsfehlers s bei der nach bester Uberzeugung als Messungsergebnis 
gebuchten Zahl x bedeutet, daB das Ergebnis in Wirklichkeit zwischen x -s und 
x + s liegen kann. In der Regel wird seine halbe Einheit der letzten bei x mit
genommenen Dezimale sein; z. B. meint der Naturwissenschaftler mit der Nieder
schrift x = 45,3 sek, daB x zwischen 45,25 sek (einschl.) und 45,35 sek (ausschl.) ent
halten ist. Der mogliche Fehler 'f) bei y = f(x) ist offenbar die absolut groBte der 
Differenzen [:, y = f(x+ h)- f(x), wenn h von -s bis + slauft. Man muBte also an 
sich diese Funktionsdifferenz untersuchen ; falls y zwischen x - s und x + s monoton 
verlauft, wird ihr GroBtwert fUr h = - soder h = + s eintreten. Aber auch mit 
dieser Kenntnis ware die Rechnung noch unbequem, weil x + h meist mehr Stellen 
als x haben wird und man vielleicht froh ist, die moglicherweise auch schon miih
same Berechnung von f(x) fiir das beobachtete x vollendet zu haben. Deshalb ersetzt 
man die Kurve y = f (x) fur die Fehlerrechnung, wobei es sich ja um eine kleine 
Umgebung eines Kurvenpunktes handelt, naherungsweise durch ihre Tangente, 
also die Funktionsdifferenz [:, y durch das Differential dy = hy' und nimmt seinen 
groBten Wert fUr h = s naherungsweise als moglichen Fehler von y. 

Beispielsweise ist bei der Gasdichte d y = 2 k x . h und der mogliche Fehler 'f) von y 
beim moglichen Fehler s von x naherungsweise 'f) = 2 k x . s. Der mogliche relative 

Fehler "'- = 2 ~ von y falIt daher doppelt so groB aus wie der mogliche relative 
y x 

Fehler von x. Fur x = 45,3 sek ist der relative Fehler der Zeitmessung 

5.10-2 sek 
-- ' """ 10-3 = 1 0/ (reichlich) 

45,3 sek 00' 

der mogliche relative Gasdichtenfehler also reichlich 2 0/00' wonach man sich bei der 
Stellenzahl von y richten wird. 

Oder der Fehler der Gegenkathete a = c sinlX zu einem moglicherweise fehler
haften Winkel IX in einem rechtwinkligen Dreieck mit der fehlerfreien Hypotenuse c 
wird aus da = c cos IX dlX als angenahert proportional dem Kosinus von IX gefunden, 
der relative Fehler aus da: a = c cos IX dlX : c sin IX = cot IX dlX als proportional dem 
Kotangens von IX. Wir haben also einen groBen relativen Fehler bei kleinem IX und 
Abnahme des relativen Fehlers bei wachsendem IX. Das ist durchaus verstandlich; 
denn ein IX nahe an 0 ist ja mit einem kleinen a verknupft, auf das ein Fehler bei IX 

im Verhaltnis sehr stark einwirkt. Zum Beispiel sei c = 500 m und IX = 100 mit einem 
moglichen Fehler von s". dlX ist im BogenmaB zu rechnen. Die s" gehen also als 
Bogen 4848 . 10-9 s in die Rechnung ein, und wir erhalten als moglichen Fehler 
'fJ von a 

l) =' 500 . 0,9848 . 4848 . 10-9 s m = 2,4 s mm , 
als relativen Fehler 

1) : a = 5,671 . 4848 . 10-9 8= 2,75 . 10-5 s = 2,75 . 10-2 s %0 , 

etwa bel 8 = 60 (1' moglichem Fehler) 

1) = 14,4 cm, 'f) : a = 2%0 (knapp). 
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9. Bechnen mit kleinen GroBen. Allgemein versteht man unter Fehlerrecknung die Kunlt 
de8 Absckatze'M der Genauigkeit von M e88Ungs- und Recknungsergebnissen. In ihr liiJlt mch haufig 
mit groBtem Gewinn Gebrauch von einigen einfachen Regeln des Reckne'M mit kleinen Gropen 
machen, die jeder Naturwissenschaftler unermiidlich iiben und fiir tiberschlage im Kopfe, so 
zur Nachpriifung logarithmischer Berechnungen oder zur raschen Einsicht in verwickelte Zahlen
ausdriicke, stets bereit halten solIte. Sie sind im letzten Grunde Folgerungen aus der Formel 
D y = d Y fiir den naherungsweisen Ersatz der Funktionsdifferenz D y durch das Differential d y • 
konnen aber auch unabhangig davon hergeleitet werden. 

Es sei f eine positive, gegen 1 kleine Zahl, z. B. f = 0,01. Dann sind f2 und noch hOhere 
Potenzen von f wiederum klein gegen f oder, wie man zu sagen pflegt, von kleinerer GrOpen
ordnung als f, z. B. f2 = 0,0001; ihre bedeutsamen (von Null verschiedenen) Dezimalen be
ginnen erst viel spater als die von f. Daher kann man diese Potenzen und ihre Vielfachen mit 
nicht zu groBen Koeffizienten oft vernachlassigen; kommt doch vielleicht E = 0,01 = 1 % 

noch sehr wohl in Betracht, hingegen E2 = 0,0001 = 1/100 % nicht mehr. 
So erhalten wir z. B. aus (1 ± E)2 = 1 ± 2 E 1 + E21 die Naherungsformel 

(1 ± E)2 = 1 ± 2f. (1) 

D. k. eine Zakl nake an 1 wird q'l.Uldriert, indem man ikren Untersckied gegen 1 verdoppelt 
und mit demselben Zeicken zu 1 kinzu/ugt. Z. B. 

0,997 2 = (1- 0,003)2 = 1-0,006 = 0,994 (genau 0,994009), 
1,022 =' 1,04 (genau 1,0404). 

Mit Benutzung des Differentials kommt die Formel (1) so zustande: Man betrachte die Funk
tionsdifferenz (1 ± E)2 - 1 von y = x2 fiir x = 1 ± E und x = 1. Sie ist angenahert gleich dem 
Differential dy = ky' = k· 2x von y = x2 fiir x = 1 und 11. = ± f, also gleich ± 2 E, und 
(1 ± f)2 - 1 = ± 2 E ist gleichbedeutend mit (1). 

Umgekekrt wird zum QuadratwuTZelzieken der Untersckied gegen 1 kalbien: 

denn 

Z. B. 

1,,- E 
r 1 ±E=I±2; 

( 1 ± i) 2 = 1 ± E I + ~ 1= 1 ± E • 

VO,984 = Y 1 - 0,Oi6 = 1 - 0,008 = 0,992 (genauer 0,99197). 

y 1,2 = 1,1 (genauer 1,0955). 

Fiir den Kehrwtrt einer GroBe nahe an 1 gilt 

weil 

1 
I±E=I=]=E, 

(1 ± f) (1 =]= E) = 1 I 1'21 = 1 ist. 

Man nimmt also den Untersckied gegen 1 mit entgegenge8etztem Zeicken; z. B. 

1 
1,04 = 1 - 0,04 = 0,96 (genauer 0,9615) , 

1 
0,9988 = 1 + 0,0012 = 1,0012 (genauer 1,001201). 

Durch Verbindung von (3) mit (1) und (2) entsteht 

1 1 
(l± E)2 =' 1 ± 2 E = 1 =]= 2 E , 

z.B. 
1 1 

0,97 2 = 1,06 (genauer 1,0628); 1,00062 =0,9988 (genauer 0,9988011), 

und 
lIE ---- =-- = 1 =]=-, 

YI±E 1 ±f 2 
2 

z.B. 
1 1 

}'O~978 = 1,011 (genauer 1,01118);yi;024 = 0,988 (genauer 0,98819) . 

7* 

(2) 

(3 

(4) 

(5) 



100 II. Differential- und Integralrechnung. 

Aile bisherigen Formeln werden zusammengefaBt durch die Beziehung fiir die Potenz 

(I :±: Et = I ± mE, (6) 
I 

indem der Exponent fiir das Quadrat m = 2, fiir die Quadratwurzel m = -2 ,fiir den Kehrwert 
I 

m = -I, fiir das reziproke Quadrat m = - 2 und fiir die reziproke Quadratwurzel m = --2 
wird. (6) besteht sogar fiir ganz beliebige positive oder negative, ganze oder gebrochene, absolut 
nicht zu groBe Exponenten m, z. B. 

1. 3_~ I' 
(I ± 1')3 = YI ± I' = I ± 3" oder 

_:1 

(I ± E) 4 
3 

4---.-.. - .. ~ I::;: 4 E. 

Y(i~±E):j 

Der Beweis lauft nach dem Muster des bei m = 2 Vorgefiihrten darauf hinaus, die. Ableitung 
und damit das Differential der Potenz y = X'" bei beliebigem m anzugeben (vgl. S. 140). Fiir 
positives ganzes m folgt er auch unmittelbar so: In 

(I ± E)m = (I ± E) (I ± f) ... (I ± E) 

m Faktoret. 

kommt beim Ausmultiplizieren, wenn aus allen Faktoren die I genommen wird, zunachst 
eine I, dann, wenn wir aus je einem Faktor ± 1', aus allen iibrigen die I verwenden, m-mal 
je ± 1'; schlieBlich sind bei den iibrigen Gliedern des Produkts je mindestens zwei Faktoren mit 
± I' beteiligt. Wir haben also 

(I ± lOt = I ± mf + Glieder mit 1'2,1'3, ••• , Em, 

Falls m nicht allzu groB ist, kann die Anzahl der Glieder mit 10 2 , 1'3, ••• , Em nicht SO betracht
lich sein, daB die groBe Gliederzahl die Kleinheit von 10 2 , 103 , ••• , Em ausgleicht und den letzten 
Bestandteil zu einer mit ± m 10 vergleichbaren GroBenordnung aufschwellen laBt, und es gilt 
wirklich (I ± f)m ~ 1 ± mE. Bei vergleichsweise allzu groBem m braucht dies hingegen 
keineswegs mehr zuzutreffen. Z. B. rechnen wir mit Logarithmen 

I,po = 2,5937 
I,OpoO = 2,7048 
1,0011000 = 2,7169 
1,000110000 = 2,7181 

als recht verschled.en von dem nach der Naherungsformel zu findenden Werte 1 + 1 = 2 aus. 
Nach dem Anblicke der letzten Zahlen steht iibrigens zu vermuten, daB sich die Zahlen 

1 

(1 + E)' fiir immer kleineres E -~ 0 mehr und mehr einer gewissen Zahl nahern, deren erste 
Stellen 2,718Iauten und von der wir durch Verkleinerung von I' immer mehr Dezimalen erhalten. 
So ist es in der Tat. Diese Zahl ist die mit e bezeichnete Basis des "naturlichen" Logarithmen
systems (vgl. II F 19, S. 183-184). 

Eine bekannte Folgerung aus der Formel (1 + E)m =' 1 + m 10 fiir m = 3 bildet die Tatsache, 
daB die kubische Warmeausdehnungsziffer (V olumenausdehnungsziffer) y angeniihert das Drei
fache der linearen Ausdehnungsziffer p ist. Denn zwischen dem Volumen v, = vo (1 + yt) und 
der Kantenlange l, = lo(l + pt) eines Wiirfels bei der Temperatur to C und vo und to bei 00 C 
bestehen die Beziehungen v, = li', Vo = lZ, also 

1 + yt = (I + (3t)3. 

Nun ist fiir fast aIle festen Korper (3 < 3 . 10-5 , also pt < 3 . 10-3 bei t zwischen 00 und 1000 , 

daher (1 + pt)3 = 1 + 3 pt und y:= 3 p . 
Bezeichnet 0 wie bisher E ebenfalls eine gegen 1 kleine GroBe, so wird auch das Produkt OE 

haufig vernachlassigt werden konnen. Dann ergibt sich fiir das Produkt 

(I ± 0)(1 ± E) = I :r:d ± I' 
und fiir den Quotienten nach (3) 

1+0 
I-i.=(I:±: 0)(1 =F 1')= I ± 0::;::1'. 

-,-I' 

(7) 

(8) 

Diese Beziehungen sind ohne Miihe auf Produkte mit mehr als zwei Faktoren und auf Briiche 
zu iibertragen, bei denen im Zahler und Nenner mehrere Faktoren stehen. Die Unterschiede 
gegen 1 kommen bei den Faktoren aus dem Zahler additiv, bei den Faktoren aus dem Nenner 
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subtraktiv zu 1 hinzu. VerbJndung von (7) und (8) mit den friiheren FormeIn ermoglicht sehr 
angenehmes und schnelles Vberschlagsrechnen, z. B. 

1,07 . 0,92 . Yl,04 1 0 07 0 08 1 0 04 } 
-~I-;-05 . o-:SS- ""'" + , -, + 2·' = 1,08 (genauer 1,0865) , 

-0,05 + 0,12 
3 

_~,027-.:..Q,004)2 = 1 + .!. 0 027 + 2.0004\ 3' , 
VO,998 . 1,012 1 = 1,006 (genauer 1,005954) . 

+ - . 0 002 - 0 012 2' , 

Meist muB die Form 1 ± f einer GroBe nahe bei 1 erst hergestellt werden. Dies geschieht, 

wenn die vorgelegte GroBe a ± IX heiBt, dadurch, daB man a aushebt, also a ± IX = a (1 ± ;) 
schreibt. Mit dem ersten Faktor a rechnet man unmittelbar, mit dem zweiten 1 ± ~ nach den 

a 
RegeIn fiir kleine GroBen; ± ~ ist die relative Verbesserung an 1, die wir gern in HundertsteIn 

± ~O ot ausdriicken1. Man b;aucht slCh als Quintes8enz un8erer Formeln nur zu merken, dafJ 8ieh 
a 

diese relativen Verbes8erungen wie Logarithmen verhalten: beim Multiplizieren werden 8ie addiert, 
beim Dividieren subtrahiert, beim Potenzieren mit dem Potenzexponenten multipliziert 2. 

Besonders bei Reduktionen auf das Vakuum, auf 760 mm Barometerstand, auf 0° C u. dgl. 
ergibt sich ein erstaunlich bequemes Rechnen. So besteht fiir die Be8timmung der Dampfdichte d 
nach Viktor Meyer die Formel 

a 1 + 0,004t 760 
d = 11· 1,293 ·10---3· b - 16/13,6 

(a Gewicht der eingebrachten Substanz in g, v Volumen des Dampfes bzw. der verdrangten Luft 
in cm3 , t Zimmertemperatur, 1,293· 1()-3 g cm---3 spezifisches Gewicht von Luft bei 760 mm 
Barometerstand und OOC, b Barometerstand, h Hohe der Wassersaule im Auffangrohr in mm, 
also b - h /13,6 Druck der verdrangten Luft). Z. B. in einem Versuche fiir N aphthalin h = 425 mm, 
h: 13,6"", 31,2 mm, 

d = 98,3.10- 3 1 + 0,004· 22,2 ___ ]~__ = 100(1 - 2 %) _1 + ~~ ~ ___ 260 __ 
19,6 1,293· 10- 3 756,9 - 31,2 20(1 - 2 %) i (1 + 3! %) 760(1 - 4t% ) 

=4(1-2 % + 9 % + 2 Ufo-3} % + 4-! Ufo) = 4(1 + 10 %) = 4,4 (genauer 4,425). 

Oder nehmen wir die Doppelwagung nach Gauss! Eine feine Wage habe die (ganz wenig 
verschiedenen) Armlangen I und r nach links und nach rechts. Ale Gegengewicht fiir die ge
suchte Last P2 braucht man grob die Last PI von Gewichtsstiicken, feiner 

fiir P2 rechts (Hebelarm r): PI + Ubergewicht A links (Hebelarm I), 

fiir P2 links (Hebelarm l): PI + Ubergewicht @ rechts (Hebelarm r) • 

Das Hebelgesetz liefert als Gleichgewichtsbedingungen 

P2r = (PI + A)l und P2l = (PI + @)r • 

Durch Multiplikation und Wurzelziehen folgt fiir das gesuchte Gewicht P2 

P2 ist also genau das geometrische, naherungsweise das arithmetische Mittel der genauen Gegen
gewichte PI + ), und PI + @ • 

1 So wird mit 1C = 3,1416 multipliziert, indem man mal 3 nimmt und das Produkt um 
5 0 / 0 vergroBert; das Ergebnis stimmt etwa auf 3 0 / 00• 

2 FUr Summen und Differenzen hingegen sind die relativen Verbesserungen ebenso ungeeignet 
wie Logarithmen. Da muB man die 01 selbst beibehalten. 
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Fiir das BalkenverMltnis !iefern Division und Wurzelziehen 

l:r= V;::)~= Vi-!~;~=1+2~l-~~~=I-\Pl?' 
AllgemeinkanndasgeometrischeMittelV(p;+ l)(Pl +Tl = Vab von zwei wenig verschiedenen 

Zahlen PI + l = a und PI + r = b genahert durch ihr arithmetisches Mittel a} b ersetzt werden. 

Wollen wir beim Wagen einer Last P vom spezifischen Gewicht 8 durch Gewichtsstiicke 
vom Gewicht G und spezifischen Gewicht 8' den Aultrieb der Lult vom spezifischen Gewicht a 
beriicksichtigen, so haben wir die GIeichung 

P G 
P- a=G- a, 

s s' 

wei! P vom Volumen P um das Gewicht P a eines gleich groBen Luftvolumens erleichtert wird 
G s s 

und G ebenso um, (J. Die Last P wiegt also in Wirklichkeit nicht G, sondern 
s 

(J 

I-
s' ( a (f ) ( 1 1 ) P=G--~=G 1- + =G+ - aG. 
(J 8' 8 8 S' 

I-
s 

Z. B. ist ein in Luft von 200 C mit dem spezifischen Gewicht a = 1,189· 10-3 g cm-3 durch 
100 g Messinggewichte vom spezifischen Gewicht s' = 8,5 g cm- 3 austariertes Magnesium
blech vom spezifischen Gewicht s = 1,75 g cm- 3 in Wirklichkeit um 

schwerer. 

( _1_ _ 1) 1 189 . 10-3. 100 g = (4 _ 2) 1 189 . lO-3 . 100 g 
1,75 8,5 ' 7 17 ' 

54 = -.1189.10-3 ·100g= 54mg 
119 ' 

In der Spektroskopie spielt beim Zeemaneffekt bei positivem x und y die AbscMtzung 

= V(-X +-y-)2-_~2 (-n-::f)-x-y = (x + y) V~=-2 -( 1-=F--=-~-)~~(:~-y)2 

=(X+ Y){I-(l=F ~)(x:yy)2}=x+y-(1=F I) xy 
3 x + y 

eine Rolle; genauere mathematische Betrachtung erweist, daB die Abweichung zwischen 
I/~ 2 ~ ~- ( I) xy . x + y r x2 ± 3 xy + y2 und dem Naherungsausdrucke x + y - I =F 3 x~+ y wemger als 10 

betragt. 
Die Ausdehnung eines Stabes von der Lange lo bei 00 C und It = lo(l + ext) bei to C zwischen 

zwei Temperaturen tl und t2 geht wegen 

und 
It. = lo (I + extl ) , It, = Io (1 + ext2 ) 

l = l 1±_~ t2 = If (I + ex (t - t )) 
t, t'l+extl '" 2 1 

angenahert linear mit der Temperaturdifferenz t2 - tl , so daB man auch einen anderen Bezugs
punkt fiir die Temperatur als gerade 00 C wahlen kann und doch wieder ein Gesetz vom Typus 
It = lo (1 + ext) erMlt. 

Fiir die trigonometrischen Funktionen wissen wir von S. 53 bei kleinem 10 

sinE=E (auf 1 0 / 0 bis 14 0), cOSE=1 (auf 1 0 / 0 bis 80). 

Unter Beriicksichtigung der Additionstheoreme (S.52) folgt hieraus allgemeiner 
sin( x ± E) = sin x cos 10 ± cos x sin 10 = sin x ± 10 cos x , 
cos(x ± E) = COSX COSIO =F sin x sinE = cos x =F 10 sin x . 

Diese Formeln sind gleichbedeutend mit b. y = d y fiir y = sin x bzw. y = cos x, wei! an letzter 
Stelle die Differentiale h y' = h cos x bzw. - h sin x fiir h = ± 10 stehen. 
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10. Grundformel der Differentialreehnung. Der Zusammenhang zwischen Funk
tionsditferenz £::,. y und Differential d y laBt sich noch wesentlich feiner als durch 
£::,. y = d y beschreiben, so daB wir das vollkommene rechnerische Gegenbild der 
Annaherung einer Kurve durch ihre Tangente gewinnen. i'::.,y reicht bis zur krumm
linigen Kurve, dy bis zur geradlinigen Tangente (Abb. lO5), welche geometrisch 
Proportionalitat zur Spanne h mit dem Proportionalitatsfaktor y' widerspiegelt. 
Bei Verkleinerung von h schmiegt sich die Kurve immer inniger an die Tangente an, 
was wir roh durch i'::. y ==' d y ausgedriickt haben. Jetzt sagen wir: £::,. y ist zwar nicht 
genau, aber bei kleinem h wenigstens angenahert proportional zu h mit dem Propor
tionalitatsfaktor y'. Und zwar bildet sich diese Proportionalitat um so schOner heraus, 
je kleiner h ist. £::,. y ist gleich h mal einem Faktor, der beinahe konstant gleich y' 
ausfallt und sich von y' um so weniger unterscheidet, je kleiner wir h wahlen. Das 
spricht sich durch die Beziehung 

£::,. y = (y' + 8) h = y' h + 8h = d y + 8h 
aus; dabei ist 8 klein bei kleinem h und nahert sich fiir h -~ 0 (fUr "nullstrebiges" h) 
selbst der Null. 8h hat daher als Produkt von zwei kleinen GroBen einen unvergleich
lich viel kleineren Wert als das selbst kleine h oder als die zugleich mit h kleinen GroBen 
£::,. y und d y und vermag das Proportionalitatsglied y' h = d y nur wenig zu storen. 

Man schreibt ein solches Produkt 8h von h mit einer fiir h --~ 0 selbst nullstrebigen 
GroBe 8 gem in der Gestalt 0 (h) (lies "klein 0 von h"). Das kleine 0 ist in Anlehnung 
an den sprachlichen Ausdruck "von kleinerer Ordnung" gewahlt, so daB bereits die 
Bezeichnung o(h) das Wesentliche scharf herausarbeitet. Z. B. ist h 2 = o(h), was wir 
S.99 beim Rechnen mit kleinen GraBen praktisch benutzt haben, oder 1 - cosh 
= o(h) (vgl. I L 6, S.53-55). 

Die hiermit gewonnene Formel 

j£::,.y = dy + 8h = dy + o(h) I 
nennen wir die Grundformel der Differentialrechnung; sie bildet trotz ihrer Einfach
heit - ist sie doch nur eine formelmaBige Fassung der anschaulich selbstverstii.nd
lichen Beziehung zwischen Kurve und Tangente - gleichwohl den Grundpfeiler fiir 
dieses Gebiet der Mathematik. 

11. Proportionalitat im Kleinen und Linearisierung. Durch die Grundformel er
halt zunachst der Umstand, daB wir zur Definition der Ableitung und damit des 
Differentials die ungleichmaBig ansteigende Kurve durch die gleichmaBig ansteigende 
Tangente ersetzt haben, ein neues Gesicht - jetzt stehen die Worte "Proportionali
tat" und "Linearitat" im Vordergrunde. Die Anderung £::,. y einer beliebigen Funktion 
y = t(x) beim Fortschreiten um die Spanne h ist zwar nicht "im GrofJen", d. h. fiir 
beliebiges h, proportional zu h wie bei der linearen Funktion y = a x + b, aber doch 
wenigstens naherungsweise "im Kleinen". Sie zerfallt in das zu h proportionale 
"Hauptglied" dy, zugeordnet der die Kurve naherungsweise ersetzenden gerad
linigen Tangente, und einen "Rest" oder ein "Restglied" 8h = o(h) von wesentlich 
kleinerer GroBenordnung. Das Differential besorgt, wie man zu sagen pflegt, die 
"Linearisierung im Kleinen", es rettet von der linearen Funktion zu einer beliebigen 
Funktion soviel hiniiber, wie sich ermoglichen laBt. Oder auch: im Differential 
haben wir das mathematische Werkzeug vor uns, um die dem Naturwissenschaftler 
so gelaufige "Proportionalitat im Kleinen" mathematisch auszudriicken. Wer 
diesen Sinn des Differentials aufgefaBt hat, ist imstande, die Differentialrechnung 
auf naturwissenschaftliche Probleme anzuwenden, den mathematischen "Ansatz" 
zu machen, wozu bloBe Kenntnis von Formeln und Regeln allein niemals zu ver
helien vermag. Fast alles iibrige istdannnur Sache derUbung-zugespitztgesagt: 
der Ubung im Nachschlagen in einer Formelsammlung. 
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12. Beispiel: Lichtdurchgang durch eine Platte. Ein typisches Beispiel gibt die 
Lichtabsorption beim Durchgange von Licht durch eine Platte, eine Fliissigkeits

'h' 
Abb. 112. Licht

absorption 
in einer Platte. 

schicht o. dgl. Es sei J die irgendwie gemessene auf eine Platte 
von der Dicke h auffallende und J die austretende Intensitat 
(Abb. 112). An dicken Platten mit verschiedenem h iiberzeugt 
man sich durch den Versuch, daB die austretende Intensitat 
keineswegs, wie man zuerst vermuten mochte, linear mit h ab
nimmt, also die Intensitatsabnahme J - J keineswegs im GroBen 
proportional zu h verlauft. Wohl aber ist an diinnen Platten zu 
bemerken (Aufeinanderlegen sehr diinner Platten in verschiedener 
Anzahl), daB bei kleinem h die Abnahme J -J wenigstens an
genaherte Proportionalitat zu h zeigt, und zwar um so besser, je 

kleiner h ist. AuBerdem ist J - J proportional J; wenn z. B. doppelt so starkes 
Licht auffallt, tritt auch doppelt so starkes Licht aus, und es wird doppelt so 
viel verschluckt. J - J stellt das Negative - D. J der Funktionsdifferenz 
6 J = J - J dar, und der Sinn unseres experimentellen Befundes: 

D.J = J - J proportional J, angeniihert proportional h bei kleinem h, 
um so genauer, je kleiner h ist 

besteht darin, daB D.J in einen zu h proportionalen Bestandteil-(XJh und einen 
Rest von kleinerer GroBenordnung zerfallt: 

D.J = -(XJh + o(h) . 

Der zu h proportionale Bestandteil muB das Differential dJ von J zur Spanne h sein, 
und wir haben in treffender Herausarbeitung und treuer Wiedergabe der natur

JO J I.:r JP 

-
x 

Abb.113. Licht
absorption 

in einer Platte. 

wissenschaftlichen Tatsachen, wie sie eben gerade das Differential 
ermoglicht, dJ = -(XJh. 

Gewohnlich denkt man sich die diinne Platte von der Dicke h, 
an der dieser Ausdruck fiir das Differential dJ gewonnen wird, 
herausgeschnitten aus der eigentlich zu untersuchenden dicken 
Platte von der Dicke p mit der eintretenden Intensitat J o und 
austretenden Intensitat Jp (Abb. 113). Indem wir noch eine 
x-Achse in der Lichtrichtung senkrecht zur Platte legen, also 
die Intensitat J in verschiedenen Abstanden x von der Eintritts
oberflache als Funktion von x betrachten (Abb. 113), konnen wir 
h = d x schreiben. Wie man von der so gewonnenen "Differential-
gleichung" dJ = - (XJ dx 

zu einem Ausdrucke fiir J selbst als Funktion von x fortschreitet, 
werden wir in II F 22, S.187 sehen; daB das Differential dJ oder auch der 
Differentialquotient dJ: dx proportional zum Funktionswerte Jist, charakte
risiert J als Exponentialfunktion. (X heiBt Absorptionskoeffizient. 

13. Rechnerische ErkUirung der Ableitung. Schreiben wir die Grundformel 
mittels Division durch h in der Gestalt 

D. y dy , 
h- = T + C = y + C • 

so folgt wegen c -~ 0 fiir h·· ~ 0 

1 ~y+ y' fiir h -+ 0 ·1 
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D. h. wir erhalten die Ableitung y', wenn wir den "Dijjerenzenquotienten" (S. 46) 

[yij] = ~~ = Ly = j(:1;+ h) -j(x) = j(x) ~j(x) = fj- Y 
h Lx h x-x x-x 

aus Funktionsdifferenz L.y = f(x + h) -j(x) = j(x) -j(x) und Spanneh (Argu
mentdifferenz x - x = L. x) bilden und in ihm der willkiirlich gewahlten GroBe h 
nuUstrebige Werte geben. Man schreibe die Differenzenquotienten L.y: h etwa fiir 
h = 0,1; h = -0,01; h = 0,001; ... ; h = -lO-6; ... ; h = lO-60; ... oder fiir 
sonstige nuUstrebige h auf. Am Anfange der so entstehenden "Folge von Dijjerenzen
quotienten" zeigt sich vieUeicht gar kein Gesetz. Aber wenn wir weiter zu absolut 
immer kleineren h fortschreiten, bemerken wir, daB sich die Zahlen immer mehr 
stabilisieren. Ein neuer Differenzenquotient hat mit dem vorangehenden immer mehr 
Dezimalen gemein und unterscheidet sich von ihm erst in immer entfernteren 
Dezimalen. So werden allmahlich immer mehr Stellen von y' festgelegt, ahnlich, 
wie das iibliche Quadratwurzelziehen etwa fiir t2 immer mem SteUen liefert, je 
weiter man es fortsetzt. Man sagt (vgl. S. 53) : Die Ableitung y' ist der Grenzwert oder 
Limes der Folge der Dijjerenzenquotienten L. y : h bei nullstrebigem h und schreibt auch 

y' = lim t:;"y (lies: "Limes von ~y fiir h -~ 0") - analog, wie man Y2 als Grenz-
h-~O 

wert der Folge 
l' , 1,4; 1,41; 1,414; 1,4142; 1,41421; ... 

aufeinanderfolgender Annaherungszahlen beim Quadratwurzelziehen zu bezeichnen 
hat. Hiermit haben wir eine von der zeichnerischen Konstruktion von II A 4, S.69 
losgeloste, rein rechnerische Dejinition der Ableitung, die in den meisten Lehr
biichern an die Spitze der Differentialrechnung gestellt wird1. 

Beispielsweise ist fiir die Funktion y = x 2 der Differenzenquotient 

Ly (X+h)2_ X 2 2hx+h2 

T= h=--h--=2x+h. 

Je kleiner h ist, desto weniger faUt der letzte Summand h ins Gewicht, und bei h -~ ° 
erstreckt sich sein EinfluB nur noch auf immer entferntere Dezimalen von 2 x + h, 
wahrend die ersten Dezimalen mit denen von 2x iibereinstimmen. Ly: h strebt 
somit fUr h -~ ° nach 2 x, und die Ableitung von y = x 2 betragt y' = (X2)' = 2 x, 
wie wir schon auf S.72 zeichnerisch gefunden haben. 

Oder beim Sinus y = sinx gilt nach dem Additionstheorem 

Ly sin(x+h)-sinx sinh. I-cosh 
i/,= h =cosx-T- smx h . 

Wir wissen bei 11, -~ ° von S. 53-55 s~ h -~ 1 (bei kleinem Argument unterscheidet 

sich der Sinus immer weniger vom Bogen) und ~ - ~OBh -~ ° (der Unterschied 

zwischen 1 und cosh bei kleinem h ist von viel kleinerer GroBenordnung als 11, 
selbst) und haben also 

~y -~ cos x . 1- sin x . 0 = cosx = (sinx)' . 

Man differenziere entsprechend den Kosinus. 

1 Die Grundformel L.y = y'h + fh ist dann eine Folgerung und zeigt, daB bei VorauB
setzung der Differenzierbarkeit (d. h. jetzt der Existenz eines Grenzwertes fiir L y : h bei h -~ 0, 
der y' genannt wird) fiir h -~ 0 auch L y -~ 0 strebt, also y = f( x) stetig ist. 
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Fiir die lineare Funktion y = a x + b mit ihrer zu h streng proportionalen 
Funktionsdifferenz t::,. y = ah ist der Differenzenquotient t::,. y : h = ah : h = a. 
D. h. jede Folge von Differenzenquotienten fiir h-~ 0 besteht aus lauter einander 
gleichen Zahlen a. Auch der Grenzwert y' muS daher gleich a sein oder 
(ax + b)' = a, insbesondere x' = 1 und b' = 0 fiir Y = x bzw. y = b. Man 
denke zum Vergleich an mechanische Anwendung des Quadratwurzelziehens auf 
ein Quadrat, etwa 4, wobei die aufeinanderfolgenden Naherungswerte 2; 2,0; 
2,00; 2,000; ... alie einander gleich sind und hierdurch ihren Grenzwert t4- als 2 
erweisen. 

U. Warnungstafeln. Natiirlicher Wert unbestimmter Ausdriicke. Unendlich kleine 
GroBen. Der geschilderte "Grenzubergang" h -~ 0, d. h. die Bestimmung des Grenzwertes 

y' = lim L;.y durch sorgfaltige Untersuchung der Folge der Differenzenquotienten L;.y fUr 
h-~O t. t. 

nullstrebige h, laat sich nicht etwa dadurch ersetzen, daa man im Zahler und Nenner von 

~y einzeln ohne weiteres h = 0 eintragt. Hierdurch wiirde man in Wirklichkeit nicht schein

bare Umstandlichkeiten und mathematische Haarspaltereien vermeiden, sondern wegen 
f(x+k)-f(x) =0 fUr h=O auf t::,.y:h=O:O stoaen. Das Symbol 0:0 aber kann jede 
Zahl sein, weil 0 mit jeder Zahl multipliziert wieder 0 liefert. Man hatte also gar nichts 
gewonnen, sondern ware nur um einen "unbestimmten Ausdruclc" reicher, mit dem sich nichts 
Brauchbares anfangen laat. Mathematische Vorschriften mussen eben genau in der verlangten 
Art ausgefuhrt werden, sonst sind Ungereimtheiten oder nutzlose Ergebnisse nicht ausge
schlossen. 

Umgekehrt Mnnen wir gerade durch Differenzieren einen "naturlicken Wen" fUr unbe-

stimmte Ausdrucke von derForm 0:0 festsetzen. Der Quotient y = f(x) = :~;~ von zwei Funk

tionen tp(x) und tp(x) erscheine beim unbedenklichen Eintragen eines Arguments x = a in der 

unbestimmten Form 0: 0, indem tp(a) und tp(a) beide gleich 0 sind; ein Beispiel bildet -"-~~ 
fUr 1£=0. Dann liegt es, falls f(x) = :~:~ fiir x-~ a nach einem Grenzwerte strebt, nahe, 

als natiirlichen Wert von f(x) fiir x = a diesen Grenzwert zu definieren1• D. h. geometrisch, 
man zeichnet die Kurve y = f(x). Sie hat eine Lucke fUr 1£= a, wo die Ordinate nicht definiert 
ist. Aber man fUhrt die Kurve in Fortsetzung des Kurvenzugs fUr die Nachbarabszissen frisch 
uber die Lucke hinweg und nimmt die so eingeschnittene Ordinate als "natiirliche" Ordinate 

fiir x = a (vgl. Abb. 63 mit der Kurve y = si: ~ . 

Statt :~=~ fUr a-strebiges x kann offenbar auch ;1:! ~~ fiir h -~ 0 geschrieben 

werden. Wegen tp(a) = 0, tp(a) = 0 gilt weiter 

tp(a + h) 
1j}(a + h) 

tp(a + h) - tp(a) 
tp(a + h) - tp(a) h 
tp(a + h) - tp(a) - tp(a + 7if=q;(a) . 

---- h -

Jetzt streben bei Voraussetzung der Differenzierbarkeit von II' (x) und tp (x) an der Stelle x = a 
der Zahler und Nenner fiir h -~ 0 nach den Ableitungen q>'(a) und tp'(a) von tp(x) und 

tp(x) fUr x = a. D. h.: Der naturliche We~~~a :~:~ eines unbestimmte~ Ausdruclcs :~:~ = % 
wird erkalten, indem man Zahler und N enner einzeln differenziert und in :' ~ :~ den Jc;itischen Wen 

x = a eintragt. Kommt hierbei wieder %, so wende man dasselbe Verfahren auf :' ~ :~ an und so 

weiter bis zum Erfolg. (Das letzte haben wir nicht bewiesen.) 

1 Man vermeide den schlechten Ausdruck "wahrer Wert". Denn in Wirklichkeit 
handelt es sich nicht um Aufspurung einer nur verborgenen Wahrheit, sondern um eine 
Definition. 



C. Differential und Funktionsdifferenz. 13-14. 107 

Z. B. COS:;=-1 = % fiir x=O. Der Zahler gibt differenziert -sinx, der Nenner 2x, 

-sin x sin x d 1· h WID . tid und --2 x hat fiir x = 0 wegen 1 -- -~ 1 en natiir 10 en ert - 2. as IS a SO er 
cos x 1 x cosx-l 

natiirliche Wert von - 2-- - fiir x = O. Man zeichne die Kurve y = ---- -
X x 2 

Auch wenn in einem Quotienten ~((X) Zahler und Nenner fiir x ~ a gegen 00 streben 
1fJ x) 

(unbestimmte Form :), ist die Vorschrift anwendbar; die Rechtfertigung sei hier iibergangen. 

Und wenn in einem Produkt ein Faktor nach 0, der andere nach 00 strebt (unbestimmte Form 
0·00), stelle man, indem man den Kehrwert des einen Faktors als Nenner nimmt, zunachst die 

o 00 
Form 0 oder her. 

Schreiben :ir die Ableitung y' als Differentialquotienten ~ y , so darf man sich durch die 

Beziehung 6 y --+ -ddy' fUr zusammenschrumpfende Argumentdnferenz 6 x -»- 0 nicht dazu 
6x x 

verleiten lassen, in das Differential allerlei mystische und eines klaren Sinnes entbehrende 
Vorstellungen von "unendlich kleinen GrofJen" u. dgl. hineinzugeheimnissen. Solche Vorstel
lungen spuken leider, von schlechten Biichern zah festgehalten, in vielen Kiipfen und geben 
der hiiheren Mathematik falschlich den Anstrich einer Art schwarzer Kunst, in der nicht alles 
mit rechten Dingen zugeht. 

Es ist nicht so, daB d y und d x einzeln aus den fiir 6 x-~ 0 immer kleiner werdenden GriiBen 
6 y und 6 x hervorgehen. Sonst miiBte man ja analog aus der S. 54 in mannigfaltiger Weise 

veranschaulichten Beziehung Si: x _~ I fUr x -:>- 0, indem man z. B. 1 in der Form ~ schreibt, 

sin x -~ 5 und x --:>- 5 fiir x-~ 0 schlieBen kiinnen - ein vollkommener Widersinn! Vielmehr 
steht es in Zusammenfassung unserer Uberlegungen folgendermaBen: Der Differenzenquotient 

~ ~ = 1Y legt fiir h -:>- 0 als Ver.haltnis zweier einzeln nullstrebiger GriiBen 6 y und h die 

Ableitung y' fest, ahnlich wie in sm x fiir x -:>- 0 die bedeutsamen Stellen von Zahler und 
x 

Nenner immer weiter rechts riicken, dabei aber immer weitergehend miteinander iiberein
stimmen und so zum Grenzwerte 1 fiir ihr Verhaltnis fiihren. An die Ableitung y' schlieBt sich 
als abgeleiteter Begriff das Differential d y = h y' an mit einem ganz beliebigen h, das mit jenem 
h -:>- 0 der Definition von y' unmittelbar nichts zu tun hat. Dieses dy erweist sich als der zu h 
proportionale Bestandteil eines 6y vom selben h; die Bezeichnung dy paBt sich gerade dem 
Zusammenhange mit 6y an. Mit Gebrauch von dy laBt sich die Ableitung y' als Differential-

quotient ~ zweier in Abb. 105 sichtbarer Differentiale dy und dx schreiben, womit nichts 

Neues gewonnen, sondern nur die Definition von d y umgekehrt wird. Gestaltet man nun 

PJJ. = 6 Y... _~ y' urn zu 6 y = 4':'!l _~ d y so hat man es mit zwei ganz verschiedenen h 
h 6x h 6x dx' 

zu tun: links mit einem nullstrebigen h, rechts in dy mit einem beliebig gewahlten h. 
Der Ausdruck "unendlich klein" oder "infinitesimal" wurde in der Friihzeit der Differential

und Integralrechnung, als alles noch unausgereift und in garender Entwicklung war, in einer 
von den groBen Forschern selbst nur gefiihlsmaBig erfaBten und schon von ihren Zeitgenossen 
angegriffenen Weise verwandt, ahnlich wie in der Chemie das "Phlogiston", in der Biologie die 
"vis vitalis" usw. Hierdurch wurden oft richtige Ergebnisse erzielt, wahrend die Methode einer 
Kritik nicht standhalt. Nachtraglich ist in miihevoller Arbeit erkannt worden, daB sich die 
hiihere Mathematik oder Infinitesimalrechnung logisch einwandfrei aufbauen laBt, wenn man 
"unendlich klein" den Sinn "nullstrebig" oder einen durch "nullstrebig" und "Grenzwert" 
umschreibbaren Sinn unterlegt, so daB also einfach eine dogmatische Wortdefinition vorliegt. 

Z. B.: sin x+ 1 fiir unendlich kleines x. Oder: .sin ~ = 1 fiir unendlioh kleines x, d. h. 
X· x 

der Grenzwert von flln x fiir nullstrebiges x ist gleich 1. 
x 

Es ist Geschmacksache, ob man den Ausdruck "unendlich klein" in der geschilderten scharfen 
und stichhaltigen Bedeutung verwenden will. Mindestens dem Anfanger ist eher ab- als zu-

1 sin x fiir x = 0 durch Differenzieren von Zahler und Nenner, das C<>,8~ liefert, zu 1 fest-
x . 1 

zulegen, bedeutet einen ZirkelschluB, weil SIll! ~ 1 fiir x -~ 0 bei der Gewinnung der 
Differenzierformel (sin x)' = cos x benutzt ist. x 
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zuraten, zumal man ohne diesen Ausdruck meist groBere Durchsichtigkeit nicht nur in mathe
matischer, sondern auch in naturwissenschaftlicher Beziehung erzielt. Jedenfalls zwinge man 
sich selbst bei allen Schritten erbarmungslos zu restloser begrifflicher und anschaulicher Klarheit ! 

16. Sekante und Tangente. Besonders klar wird der Grenziibergang ~y -~ y' vom 

Differenzenquotienten 6. y: h zur Ableitung y' durch geometrische Veranschaulichung. 
[y y] = 6. Y : h ist (Abb. 114) das SteigungsmaB der 8ekante P P durch die Kurven
punkte P und P zu den Abszissen x und X = x + h und den Ordinaten y = I(x) 

y und y = 1 (x + h), bei gleichem MaBstabe auf den 
Achsen der tan des Winkels (J der Sekante gegen 
die x-Achse. Fiir zusammenschrumpfende Spanne 
h -+ 0 riickt P an P heran, die Sekante P P 
nahert sich mehr und mehr der Tangente in P und 
das SteigungsmaB 6.y:h der Sekante dem Stei
gungsmaBe y' der Tangente, das bei gleichem MaB
stabe auf den Achsen der tan des Winkels 7: der 
Tangente gegen die x-Achse ist. Man sagt: Die 
Tangente stellt sich als Grenzlage oder als Grenz

OL---L..!o.l-I~--;;!;----;;!::-;;;!-;;;;-----?:: fall oder als Grenzgebilde der Sekante ein, wenn x 
die Schnittpunkte der Sekante mit der Kurve Abb. 114. Sekante und Tangente. 
mehr und mehr zusammenriicken (in altertiim

licher, heutzutage aber fiir den eben geschilderten Sachverhalt weiter verwandter 
Sprechweise: "unendlich benach bart" sind). Ein Beispiel: A us der Regula falsi mit 
der Sehne und dem Differenzenquotienten kann durch Grenziibergang das New
tonsche Verfahren mit der Tangente und der Ableitung gewonnen werden, vgl. S. 91. 
Ein anderes Beispiel: Beim Anheben der unteren Parabel y=x2-8x+b mit 
b = 12 und den beiden getrennten Nullstellen in x = 2 und x = 6 in Abb.99 
nahern sich fiir b-~ 16 die Nullstellen (Schnittpunkte mit der x-Achse) einander 
mehr und mehr; wir kommen zu einer "Doppelnullstelle" in x = 4. Die x-Achse, 
die fiir y = x2 - 8 x + 12 eine Parabelsekante bildet, wird fiir die Parabel 
y = x2- 8 x + 16 zur Tangente, und die Wurzeln der quadratischen Gleichung 
x2-8x+ 16={x-4)2=O "fallen zusammen" in der "Doppelwurzel" x=4 
(vgl. auch S. 44-45 und S. 85). 

Genauer miissen, solI die Differenzierbarkeit (S. 77 und S. 105), d. h. die Existenz der Ableitung 
gewahrleistet sein, die Sekanten fiir aIle moglichen WaWen von P ein und derselben, eben durch 
die Tangente gegebenen Grenzlage zustreben. Rechnerisch: die 6.y: h miissen fiir irgendwie 
durch positive oder negative Werte oder gemischt durch teils positive, teils negative Werle 
der Null zueilendes h einen einzigen wohlbestimmten Grenzwert in seinen aufeinanderfolgenden 
Dezimalen herauskristallisieren lassen. Es darf z. B. nicht etwa so sein, daB zwar die 6. y : h 
fiir positives h -+ 0 einen Grenzwert festlegen und die 6. y : h fiir negatives h -~ 0 auch einen, 
daB aber die beiden Grenzwerte verschieden sind. Das wiirde einer Ecke der Kurve entsprechen 
(Abb.95), wo die "rechtsseitigen" oder "vorderen" Sekanten fiir positives h und ji rechts von 
P einer rechtsseitigen oder vorderen Tangente zustreben und die "linksseitigen" oder "hinteren" 
Sekanten fiir negatives h und P links von P einer linksseitigen oder hinteren Tangente. 

16. Mittlere Geschwindigkeit und Momentangeschwindigkeit. Bedeutet x = t die 
Zeit und y = 1 (t) den Abstand eines bewegten Punktes A von einem Bezugspunkte 0 
(Abb.84), so ist 6.y:6.t= (y-y):(f-t) das Verhaltnis des in der Zeitspanne 
6. t = t- t zuriickgelegten Weges 6. y = fj - y zur dazu benotigten Zeit, und zwar 
ohne Riicksicht darauf, wie die Bewegung in der Zeitspanne zwischen t und t wirklich 
verlaufen ist, ob gleichformig oder ungleichformig. 6. y: 6. t stellt also die mittlere Ge-
8chwindigkeit fiir die Zeitspanne 6. t dar. Man denke etwa an die mittlere Geschwindig
keit eines Zuges zwischen zwei Haltepunkten, die durch Division der Entfernung 
durch die Differenz: Ankunftszeit - Abgangszeit gefunden wird und die Ungleich
maBigkeiten in der Geschwindigkeit beimAnfahren und Bremsen nicht beriicksichtigt. 
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Wahlen wir Zeitspanne t - t und Weg y - y unbegrenzt kleiner, so spiegelt die mittlere 
Gesehwindigkeit mehr und mehr das wider, was wir gefiihlsmaBig als Geschwindigkeit 
oder M omentangeschwindigkeit zur Zeit t zu bezeiehnen pflegen. Diese erweist sieh so 
als der Grenzwert von (fj - y) : (t - t) fiir t -r t, und wir sehen von anderem Stand
punkte als S. 70 wiederum, daB sie die Ableitung fJ von y = t(t) ist. Urn die An
naherung der Momentangesehwindigkeit fJ dureh die mittlere Gesehwindigkeit 
6 y: 6 t mit sehr kleinen 6 t praktiseh zu verwirklichen, hatte man etwa fUr 
einen Zug an den Sehienen in kurzem Abstande 6 y elektrische Kontakte anzu
bringen, welehe dureh das Antreffen der vorderen Lokomotivenrader die Zeitdiffe
renz t - t = 6 t registrieren. 

In der Elektrizitatslehre wird die Gesehwindigkeit, mit der die elektrische 
Ladung Q sieh andert, als Stromstiirke i bezeichnet. Bei einem gleiehbleibenden 
Strom ist sie das Verhaltnis der in einer Zeitspanne 6 t dureh einen gewissen 
Leitungsquersehnitt gehenden Elektrizitatsmenge 6Q zu 6t (meist wird 6t gleieh 
der Zeiteinheit gewahlt). Sehwankt der Strom, so ziehen wir immer kiirzere Zeit-

spannen heran und erhalten damit i = Q = ~ ~ . 
17. Hijhere Differentiale. Urn aueh die hoherenAbleitungen y" , y'" , ... , y(n) (lies y 

n-Strich) als Differentialquotienten darstellen zu konnen, benutzt man hOhere 
Differentiale. Analog zum "ersten" Differential hy' = dy erklart man als zweites, 
drittes, ... , notes Differential 

h 2 y" = d 2 y(liesdzwei y), h 3 y'" = d 3 y, ... , hny(n) = dny. 

d 2 y laBt sieh als Differential d(dy) des Differentials dy bei konstantem h 

d 2 y = d(dy) = d(hy') = h· (hy')' = h 2 y" 

auffassen, ebenso d3 y als Differential d(d 2 y) von d 2 y usw. lndem wir wieder h = dx 
einfiihren und verabreden, daB dx 2 , dx3 , •.. (lies dx Quadrat usw.) dasselbe wie 
(dX)2, (dX)3, . .. bedeuten solI, konnen wir auch sehreiben 

d 2 y = y"dx 2 , d3 y = y"'dx3 , .• • , dny = y(n)dxn • 

Verweehslungen sind nieht zu befUrehten, wenn wir bei den Differentialen 
d(x2) = 2x dx, d(x3), ... von y = X2, Y = x 3, '" immer die Klammern beibehalten. 
Die Ableitungen y", y"', ... , y<n) sind jetzt die Quotienten 

"d2 y d3 y dny 
y = £;;2 ' y'" £x-a' ... , y(n) = -a-xn 

aus dem zweiten, dritten, ... , n-ten Differential von y = t (x) und der zweiten, 
dritten, ... , n-ten Potenz des Differentials dx der unabhangigen Veranderlichen .1" 

(der Spanne h). 
Genauere mathematische Betrachtung zeigt: Wie das erste Differential d y eine 

Annaherung an die erste Funktionsdifferenz 6y = 6t(x) = t(x + h) - t(x) gibt, 
so nahern das zweite, dritte, ... , note Differential die zweite, dritte, ... , note 
Funktionsdifferenz 

2 

6 Y = t(x + h) -l"'t(x) = t(x + 2h) - 2t(x + h) + t(x) , 
3:1 2 

6y = ~.t(x + h) - 6t(x) = t(x+ 3h) - 3t(x+ 2h) + 3t(x + h) - t(x), 

an; genauer gilt in Analogie zur Grundformel 
n 
Ly = hny<n) + ch" = dny + o (hn) mit c -r 0 fiir h-r 0, 
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also ist in Analogie zur rechnerischen Definition der Ableitung 
n 

Dy _~ y(n) fiir h-~ 0 
hn ' 

" d. h. die n-te Ableitung !In) ist der Grenzwert des n-ten Differenzenquotienten D y: hn. 
18. Mittelwertsstz. Bei der Grundformel Dy=dy+o(h) liegt insofern eine gewisse Un

bestimmtheit vor, als wir zwar wissen, daB das zweite Glied o(h) = fh von kleinerer GroBen
ordnung ist als das erste Glied dy = hy' (f-~O fiir h-~O), 
es aber im iibrigen mcht naher kennen. Wir wissen z. B. 
allgemein nicht, ob o(h) fiir h = 0,01 nur lO-6 oder noch 
106 ausmacht. Die Unbestimmtheit ist sehr natiirlich und 
gar nicht verwunderlich bei der FaIle von Funktionen 
y = !(x), zu denen die Grundformel passen solP. Aber 
fiir gewisse, namentlich fiir rein mathematische Unter
suchungen bietet es einen Vorteil, sie nicht im zweiten 
Gliede einer Summe zu haben. Das erreicht man beim 
Mittelwertsatze der Differentialrechnung. 1st y =!( x) zwischen 
x und x = x + h einschHeBlich der Grenzen x und x durch
weg differenzierbar, so gibt es zwischen den Kurven-

Abb.115. MitteJwertsatz ~JI. ~ I'm. punkten P und P (Abb. 115) mit den Abszissen x und x 
_ h einen Punkt n mit der Abszisse g, dessen Tangente parallel 

der Sekante P P lauft. Das SteigungsmaB r/ = !' (g) der Tangente ist also gleich dem Steigungs-

maBe Dh'!L = !(x~ -D'J;) der Sekante, d. h. 
x-x 

Dy=hrj'=h!'(g) 
oder in leichtverstandlicher Symbolik 

DY = (dy)~. 

Die zwei Glieder dy + o(h) sind also jetzt durch das eine Glied (dy)~ ersetzt, und der Mangel 
an Kenntnissen iiber o(h) ist auf einen entsprechenden Mangel bei g verschoben. Wenn Nicht
differenzierbarkeitsstellen vorkommen, braucht die Formel mcht zuzutreffen, vgl. Abb.116 

!I 

h 

mit einer Ecke zwischen P und P (keine Tangente liegt 
parallel der Sehne P Pl. 

Die auch rein rechnerisch beweisbare Tatsache der 
Existenz eines allgemein nicht naher angebbaren Zwischen
wertes oder (sprachlich weniger gut) Mittelwertes g zwischen 
x und X, fiir den die Ableitung gleich dem Differenzen
quotienten oder das Differential gleich der Funktions
differenz wird, geht iiblicherweise gerade unter der Be
nennung "Mittelwertsatz". Far den Mathematiker hat er 
groBe, fiir den Naturwissenschaftler nur geringe Bedeutung. 

oL----,;!;-------x"'-u_x::-+-h;:--~x Man moge etwa mit ihm die Funktionsdifferenz D sin x 
Abb. 116. Nlchtbestehen = sin ( x + h) - sin x = h cos g, wenn h positiv ist und x 

des MitteJwertsatzes. :n: und x + h beide zwischen 0 und jf Hegen, wegen der als-

dann vorhandenen monotonen Abnahme von cos x als groBer denn h cos (x + h) und als kleiner 
denn hcosx abschatzen u. dgl. 

19. Taylorsche Entwicklung. Eine andere Art, die Unbestimmtheit des Zusatz
gliedes o(h) in der Grundformel Dy = dy + o(h) zu verschieben, ist fUr den Na
turwissenschaftler weit wichtiger. Das erste Glied der Grundformel saugt aus 
der Funktionsdifferenz D y das hinweg, was von derselben GroBenordnung wie h 
ist und die Form a) h mit einem gewissen (von x abhangigen) a) hat (al ist, wie wir 
wissen, gleich y'). Man wird vermuten, daB aus dem Uberbleibsel o(h) ein Glied 

1 Man rechne als genaue Werte z. B. aus 

f = h fiir y = X2, 

( . sin h) . 1 - cosh 
E = -cosx 1- h- -sm x-- h fiir y = sinx. 
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a2h2 von der GroBenordnung h2 abspaltbar ist und ein Rest 0 (h2) folgt, daB weiterhin 
dieses 0 (h2) in ein Glied aah3 von der GroBenordnung h3 und einen Rest 0 (h3) zerfallt 
und daB bei Fortsetzung des Verfahrens die entstehende "Reihe" nach Potenzen von 
h etwa mit einem Gliede an hn und einem Restgliede 0 (hn) von demgegeniiber kleinerer 
Gro.6enordnung abgeschlossen werden kann. Es ware also 

lc,y = t(x + h) - t(x) = alh + a2h2 + ... + anhn + Rn 

mit Rn = 0 (hn) bei h -~ O. Der englische Mathematiker Brook Taylor hat 1715 
die Bestimmung der Koeffizienten aI' a2 , ••• , an dieser "Entwicklung" von lc, y nach 
Potenzen von h gelehrt. Sie sind Bruchteile der aufeinanderfolgenden Ableitungen 
y', y", y''', ... von y = t(x), und zwar ist 

,y' y" y" 
a l = Y =1 ' a2 = Y-:-i = 21 ' 

mit der bekannten Abkiirzung n! = 1 . 2 . 3 ... n. Riernach haben wir als 
"Taylorsche Entwicklung" 

y' y" y<n) 
6y=t(x+h)-f(x)=h· +h2 ··+ ... +hn-+Rn 

I! 2! n! 
dy d2y, ' dny 

=- +_. +"'-r- +Rn. 
I! 2! n! 

(*) 

Z. B. gilt fiir Y = X2, wie man durch Ausmultiplizieren von (x + h)2 nachweist, 
, 2 

lc,y = (x+ h)2- x 2 = h· 2 x + h2 = h· 2x+ h 2 2!' 

Wirklich ist (X2)' = 2x und (X2)" = 2, so da.6 es hier mit der Taylorschen Ent
wicklung stimmt. 

Oder fiir y = x3 ist 
6x 6 

lc, Y = (x + h)3_ x3 = h· 3x2 + h 2 • 3x + hS = h· 3x2 + h 2 '2! + hS ' 6!' 

Setzen wir vermutungsweise (xs)' = 3 x 2 (fiir die Richtigkeit vgl. S.140 141), so konnen 
wir weiterhin (XS)" = 6x, (XS)'" = 6, (X3)IV = 0 ausrechnen und haben wenigstens 
in gewissem Umfange eine neue Probe fiir eine Taylorsche Entwicklung. Auch hat 
z. B. beim Abbrechen nach h 2 • 3 x der Rest R2 = hS wirklich die GroBenordnung 0 (h 2). 

Mit der Taylorschen Formel (*) ist fiir n > 1 eine wesentlich feinere Darstellung 
der Funktionsdifferenz lc, y gewonnen als in der Grundformel. Denn dort beriick
sichtigt man nur die erste Potenz von h und weiB vom Restgliede o(h) nur, daB es 
bei h -+ 0 von kleinerer GroBenordnung als diese er8tePotenz ist. Rier hingegen gehen 
wir bis zur n-ten Potenz von h, also z. B. bei h = 0,1 und n = 6 bis zu h = 10-6 • 

Zum Lohne fiir diese Mitnahme von mehr Gliedern darf dann ein weniger als bei der 
Grundformel ins Gewicht fallendes Zusatzglied Rn erwartet werden. 

Wir wissen, daB y" mit der Kriimmung der Kurve y = t(x) zusammenhangt 
(S. 83) und konnen also die Taylorsche Entwicklung auch so auffassen: Das erste 
Glied d y = h y' , welches der Annaherung der Kurve durch die geradlinige Tangente 
entspricht, wird schrittweise so verbessert, daB auch der Kriimmung und weiteren 
Feinheiten des Kurvenverlaufs Rechnung getragen wird. Das ist auch meist der 
Sinn der Taylorschen Entwicklung tur den NaturwiBsenschaftler. Er sieht durch den 
Erfolg, daB bei der Funktionsdifferenz lc, y die Annaherung der Kurve durch das 
"Glied er8ter Ordnung" d y = h' y nicht fein genug ist, und nimmt deshalb noch 
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das "GZied zweiter Ordnung" d:r = h2 ~', allenfalls (in der Praxis schon ziemlich 

selten) das "Glied dritter Ordnung" d;~ = h3 y~' mit usw. Z. B. ist bei kleinem h der 

Unterschied cos h -I = o(h) (S. 53-55, S.I03), das Glied erster Ordnung in der 
Taylorschen Entwicklung von cos (x + h) - cos x bei x = 0 verschwindet (in der 
Tat: (cosx)' =-sin x=O fiir x=O). Reicht das nicht aus, so rechnet man weiter 

y" hI hI 
(cos x)" =-cos x = -1 fur x = 0, h2 2 = - 2 und cos h-I = - 2- + 0(h 2). 

Setzen wir in derTaylorschen Formel I(x) = yauf die rechte Seite, so gibt die 
entstehende Gleichung 

f' (x) I" (x) j<n) (x) 
I(x + h) = I(x) + hI! + h2 21 . + ... + hn nr·- + Rn 

- man schreibt sie gern auch in der Form 1 

~ j<') (x) 
I(x+ h) =~ h···- + Rn 

'=0 v! 

-, einen Aulbau des Funktionswertes I(x + h) lur das um die Spanne h abge
iinderte Argument x + h nach Potenzen von h mit Hille des Funktionswertes' und 
der Ableitungen von t(x) fur das ursprungliche Argument x. Man hofft natiirlich, durch 
hinreichende VergroBerung von n, die hn bei kleinem h an Null herandruckt, I (x + h) 
beliebig genau zu bekommen. Vertiefte Untersuchungen daruber, wann dies der 
Fall ist, wann die beliebig weit fortgesetzte "unendliche Taylorsche Reihe" "konver
giert" und den gewunschten Funktionswert I(x + h) bei immer groBerer Gliederzahl 
immer genauer liefert, sind Sache des Mathematikers. Er benutzt dabei oft mit Vor
tell den von dem franzosischen Mathematiker Lagrange, einem der Begriinder der 
Variationsrechnung (II B 18, S.88-89) und SchOpfer der analytischen Mechanik, 

t'n+ 1) ( ) 
herriihrenden Ausdruck Rn = hn+ 1 (n + 1)~ des Restgliedes mit einem g zwischen x 

und x + h (Verallgemeinerung des Mittelwertsatzes). 
Fur den Naturwissenschaftler wird diese Wendung der Dinge nach der "Potenz

reihenentwicklung" einer Funktion erst dann von Belang, wenn er uber die Anfangs
griinde der mathematischen Behandlung seiner Probleme fortschreiten will, z. B. 
beim systematischen Studium von Differentialgleichungen. Wir Mnnen uns hier mit 
einem Beispiel fur die Taylorsche unendliche Reihe begnugen. Setzen wir x = 0 und 
schreiben nachher x statt h, ffin statt Rn , so gewinnen wir den oft miBbrauchlich als 
Maclaurinsche Entwicklung bezeichneten Sonderfall 

I(x) = 1(0) + x /'(0) + X2/':..(0) + ... + xn I(n) (0) + ffin = i: x·e~(O) + ffin 
l! 2! n! 1'=0 v! 

der Taylorschen Entwicklung; der Funktionswert an der Stelle x wird nach Potenzen 
von x entwickelt, wobei in die Koeffizienten der Funktionswert und die Ablei
tungen an der Stelle 0 eingehen. Wir nehmen I(x) = sin x, dann wird 

/' (x) = cos x, I" (x) = -sin x, /''' (x) = -cos x, IIV (x) = sin x , ... , 
......... -.- n 

1 Das Summenzeichen .I fordert, nacheinander v = 0,1,2, ... , n zu setzen U(O) (x) = t(x), 
1'=0 

O! = 1) und die entsprechenden Ausdriicke 

hJO)(X) = t(x) hf'(x) 
O! 'l! ' 

2 f" (x) 
h 2!' ... ' 

zu summieren, vgl. S. 84 und S. 87. 
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FUr X = 0 verschwinden daher f(x) und die Ableitungen gerader Ordnung samtlich; 
die Ableitungen ungerader Ordnung erhalten alle die Werte + 1 oder -1. Mithin 

x3 x5 x7 

sin x = x - 3! + 51 - 7! + ... 
als "Potenzreihenentwicklung" von sin x. Durch die Pnnkte ist angedeutet, daB die 
Reihe immer weiter fortgesetzt werden soli; sie liefert, wie der Mathematiker zeigt, 
bei Beriicksichtigung von geniigend vielen Gliedern sin x mit jeder gewiinschten 
Genauigkeit, und zwar fUr alle x. Z. B. Berechnung von sin 1 (entsprechend 57° 
17' 45", vgl. S.21): 

1,000000 

1 + 5! ""=" 0,008333 

1 + 9! = 0,000003 

1,008336 
1,008336 

-0,166865 

1 
3! = -0,166667 

1 
7! "'=" -0,000198 

1 
-il! = -0,000000 

-0,166865 

0,841471 = sin 1. 

Man iiberlege sich entsprechend 
x 2 X4 x6 

cos X = 1 - 2! + 4! - 6! + ... , 

vergleiche die Reihen mit den Beziehungen sin x -~ 1 und 1 - cos x = 0 (x) fUr 
x 

x~O von S. 53 und sch6pfe aus den Taylorschen Entwicklungen von cos (x + h) 
und sin (x + h) nach Potenzen von h die Additionstheoreme von Kosinus und Sinus. 

Recht wichtig ist auch die "Binomialreihe", vgl. II E 3, S.141. 
Hergeleitet hat Taylor seine Entwicklung folgendermaBen. Das Newtonsche 

Interpolationspolynom g(x) vom n-ten Grade, das mit f(x) an (n + 1) aquidistanten 
Interpolationsstellen a, a + h, a + 2h, ... , a + nh iibereinstimmt, lautet (S. 47) 

n 

6f(a) 6f(a) 
g(x) = f(a) + (x-a)--+ (x-a) (x-a-h)--+ ... 

h 2!h2 " 

+ (x-a)(x-a-h) ... (x-a-(n-l)h) ~ii~). 

FUr nullstrebiges h riicken die Interpolationsstellen alle nach dem Punkte a 
2 .. 

. . 6/(a) 6/(a) 6/(a) 
zusammen, ans den Differenzenquotlenten -h-' ~, ... , j,,""'-- gehen 

(S. 109-110) die Ableitungen f' (a), f"(a), ... , f(n)(a) hervor, aus den Produkten 
(x- a) (x - a- h), ... , (x-a)(x - a- h)··. (x- a - (n -1)h) die Potenzen 
(x-a)2, ... , (x-a)". So wird aus dem Interpolationspolynom g(x) das "Schmie
gungspolynom " 

f' (a) f" (a) f(n)(a) 
h(x) = f(a) + (x-a) IT+ (x-a)2 2T +··· + (x-a)"~n!' 

das mit y = f(x) an der Stelle a den Funktionswert und die n ersten Ableitungen 
gemein hat, und aus der Interpolationsparabel durch (n + 1) Punkte von y = f(x) 

Walther, Einfiihrung. 8 
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die "Sckmiegungsparabel" mit besonders engem Anschlu6 an die Kurve Y = I(x) im 
Punkte mit der Abszisse a. Das Schmiegungspolynom ist aber bis auf Rn gerade die 

!I 1 

rechte Seite der Taylorschen 
Entwicklung S. 112, wenn x 
statt a, x + 11, statt x, 11, statt 
x - a geschrieben wird. Die 
Taylorsche Entwicklung ent
puppt sich so als Grenzlall eines 

--.:--',r----.l~---_'<_ ..... -----+-_.x Ergebnisse8 der Interpolations

I 

Abb. 117. Schmiegungsparabeln der Sinuslinie (ausgezogen) 
lI=sinx. 

I (ausgezogen): Gerade 11 = x . 
x, 

III (gestrichelt): kublsche Parabel 11 = x- 3-1 . 

V (punktiert): Parabel 5. Grades 11 = x- ~ + ~- . 

rechnung. Noch naturgemaBer 
konnte man iibrigens von der 
allgemeinenN ewtonschen Inter
polationsparabel (S. 45-46) 
durch (n + I) ganz beliebige 
Punkte von y = I (x) mit denAb
szissen xo, Xl' ., ., Xn ausgehen. 
Wandem alle Interpolations
stellen Xo, Xl' . . ., Xn nach 
einem Punkte a, so entstehen, 
wie der Mathematiker naher be

griindet, aus den Steigungen [YoyJ, [YOYIya!, ... , [YOYI' .. Yn] der Newtonschen 
Formel die aufeinanderfolgenden Ableitungen von Y = I(x) fiir X = a, dividiert 
d hI' 2' 'I di G "6 f'(a) f"(a) j(n) (a) d" d . d urc ., ., ... ,n.,aso e roenl!'2!""'----n!'un Wll'Sln Wleer 

bei der Schmiegungsparabel. Abb.117 zeigt fiir n= I, 3, 5 die Schmiegungsparabeln 
8 

von Y = sin X an der Stelle X = 0; sie entsprechen den "Abschnitten" x, X - ; I ' 

x8 x. •. x8 x. . 
X -- + -- der Potenzreihe SIll x = X - - + -- - ... 3! 5! 3! 5! . 

20. Andeutung fiber Fouriersche Reihen~ 1m AnschluB an die Potenzreihen sei noch auf 
eine andere Art von Reihen hingewiesen, deren eine tieferdringende Beschreibung naturwissen
schaftlicher Erscheinungen ebenfalls bedarf. Das sind die Fourier8cken oder (weniger gut, weil 
zu allgemein) trigonometrischen Reiken, benannt nach dem franzosischen theoretischen Phy
siker und Politiker Fourier, einem Zeitgenossen Napoleons. Eine Fouriersche Reihe sieht 
so aus: ao + a l cos x + aD cos2x + as cos 3 x + .. . 

+ b1 sin x + b. sin 2 x + bs sin 3 x + ... , 
mit konstanten Koeffizienten ao, aI' as, as, ... , b1 , ba, bs, ... ; sie schreitet also nach Sinus 
und Kosinus der aufeinanderfoIgenden Vielfachen von x fort. Weil allgemein etwa in sinwx 

y 
Jl 
"2 

der Faktor w mit der Frequenz derjenigen 
Schwingung zusammenhangt, welche das natur
wissenschaftliche Gegenbild fiir den VerIauf des 
Sinus mit seiner periodischen Wiederkehr gibt 
(S.156-157), iet es selbstverstaodlich, daB die 
Fourierschen Reihen auf periodiBcke Funktionen 
zugeschnitten sind und sich z. B. zur "karma

Abb. 118. Durch eine Fourlersche Reihe dsrstellbare niBcken AnalY8e" eines Tones in Grundton und 
Funktion mit Spriingen. Obertone, deren Frequenzen die Vielfachen der 

Frequenz des Grundtons sind, eignen. Ferner 
spielen sie fiir die Theorie der Diffusion, der Warmeleitung, der Elektrizitats- oder Fliissigkeits
stromungen usw. eine groBe Rolle. Viele Teile der theoretischen Physik bilden eigentlich nur 
ein naturwissenschaftliches Anwendungsfeld der Fourierschen Reihen. Mathematisch sind 
die Fourierschen Reihen dadurch bemerkenswert, daB ihnen auch unBtetige Funktionen zu
ganglich sind. Z. B. hat die unstetige Funktion der Abb. 118 

:n:-x 
I(x) = -2- ffir 0 < x < 2n, 

1(0) = 1(2:n:) = 0, 

f(x) periodisch fortgesetzt mit der Periode 2:n: 
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mit Sprungstellen in x = 0, ± 2 7r, ± 4 7r, • • • die Fouriersche Reihe 

f(x) = sin x + sin~ + sinh + ... = i sin v x . 
2 3 v=! v 
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Die Kunst, eine empirisch festgelegte periodische Funktion y = f(x) durch eine Fouriersche 
Reihe darzustellen, sie "in Grund- und Oberschwingungen aufzulosen", nennt man tpraktiacke 
harmonische AnalY8e; sie spielt in der Meteorologie, Wechselstromtechnik. usw. eine Rolle. Die 
Funktion y = f(x) ist meist durch eine Zeichnung ihrer Kurve im rechtwinkligen xy-Koordi
natensystem oder durch ihre (etwa experimentell gemessenen oder als Ordinaten der Kurve 
abgelesenen) Werte ffir gewisse aquidistante x-Werte einer Periode gegeben. 1m letzten Falle 
behandelt man die Aufgabe schematisch, wozu vorgedruckte, auch von ganz Ungeiibten be
nutzbare Rechenschemata kaufiich sind 1; man tragt in sie die bekannten Funktionswerte ein 
und wird dann durch das Schema mit Hille einiger einfacher Multiplikationen und Additionen zu 
den "Fourierkoeffizienten" ao' ai' aa, ... , b1 , b2, ••• von y = f(x) gefiihrt. Verfiigen wir hingegen 
iiber den ganzen Kurvenverlauf und nicht nur iiber einzelne Werte von y = f(x), so empfehlen 
sich zeichnerische Verfahren 2 oder der Gebrauch eines "harmoni8chen AnalY8ator8". Ein solches 
Instrument, wie deren ziemlich viele mit verschiedenen Grundgedanken gebaut worden sind 3, 

gestattet entweder, durch Entlangfahren mit einem Stift an der gegebenen Kurve die Fourier
koeffizienten zu bestimmen (Analyse), oder es zeichnet umgekehrt bei Einstellung der Fourier· 
koeffizienten die entsprechende Gesamtkurve auf, die durch Zusammentreten der Einzelglieder 
der Fourierschen Reihe entsteht (tJbereinanderlagerung oder "Superposition" von Schwingungen). 

21. Differential bei Funktionen mehrerer Veranderlieher. Bei einer Funktion 
z = t(x, y) von zwei unabhii.ngigen Veranderlichen x und y mit den partiellen 
Ableitungen (S. 78--79) Zx nach x und Zy nach yerklart man als Differentialoder 
vollstiindiges Differential dz von z zu den Spannen h bei x und k bei y die Summe 

I dz = hzx + kzy I ' 
z.B. bei Z= xy 

dz=hy+kx. 

Nehmen wir fiir z die Sonderfunktionen z = x und z = y, so erkennen wir, daB 
h und k ohne Gefahr von Verwirrung auch als "Differentiale der unabhiingigen 
Veriinderlichen" dx und dy geschrieben werden diirfen, also 

dz = zxdx + zydy. 
Fiir k = 0 oder h = 0 spricht man manchmal von einem partiellen Differential 
und schreibt dann zur Unterscheidung 

ez = zxex und 
Wirklich ublich ist diese Bezeichnungsweise 

ez 
z'" = ex und 

ez = zyey. 
aber nur, wenn 

ez z - - --
y - oy 

man durch 

die partiellen Ableitungen als partielle Differentialquotienten darstellt. 
Das Differential dz gibt, darin liegt naturwissenscha£tlich sein eigentlicher Ge

halt, einen Annaherungswert an die Funktionsdifferenz 4 

f:,.z = t(x + h, y + k) - t(x, y) , 

1 Am bekanntesten: a) Rechnungsformular zur Zerlegung einer empirisch gegebenen perio
dischen Funktion in Sinuswellen von C. RUNGE und F. EMDE (arbeitet mit 12 oder 24 bekannten 
Ordinaten). Braunschweig: Fr. Vieweg u. Sohn; b) Schablonen des Konigsberger Physiologen 
L. HERMANN, vgl. LOHMANN, W.: Harmonische Analyse zum Selbstunterricht. Berlin W: 
Fischers Medizinische Buchhandlung 1921; ZIPPERER, L.: Tafeln zur harmonischen Analyse 
periodischer Kurven. Berlin: Julius Springer 1922. Vgl. auch POLLAK, W.: Rechentafeln zur 
harmonischen Analyse. Leipzig: J. A. Barth 1926. 

2 Vgl. FRIESECKE, H.: Zeichnerische Ermittlung von Fourierkoeffizienten. Ztschr. f. 
angew; Math. u. Mech., Bd.2, S. 313-316. 1922. 

3 Vgl. WILLERS, Fr. A.: Mathematische Instrumente, Sammlung Goschen 922. 
, Ein Beispiel zur Fehlerrechnung bei Funktionen mehrerer Veranderlicher, die sich ebenso 

wie bei einer unabhangigen Veranderlichen (vgl. S. 98) auf die Beziehung zwischen Funktions
differenz und Differential stiitzt, findet man in II E 6, S. 145--146. 

8* 
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um die sich z andert, wenn man vom Punkte x,y der xy-Grundebene des recht
winkli~ xyz-Koordinatensystems in der x-Richtung urn k und in der y-Richtung 
um k zum Punkte x + k, y + k fortschreitet. Es ist also 

1 D.z""", dz = kzx + kzy I· 
Man gehe von x, y zunachst parallel der x-Achse um k nach x + h, y; die 

Anderung von z hierbei betragt naherungsweise kzx (Anderungstendenz Z:r; mal 
Fortschreitungsstilck hinder x-Richtung). Dann wandere man senkrecht zur 
x-Achse in der y-Richtung urn k von x + h, y nach x + h, y + k; hierbei 
andert sich z naherungsweise urn kzy (die Anderungstendenz Zy wird an der Aus
gangsstelle x, y, nicht an der in der x-Richtung bereits abgeanderten Stelle 
x + k, y genommen). 

Z. B. betragt bei einem idealen Gase mit der Zustandsgleichung p V = R T die Anderung D. T 
der absoluten Temperatur T bei Anderung des Druckes p um dp und des Volumena V um 
d V naherungsweise 

die relative Anderung 

V p T T 
L:,T=dT = lldp + lldV = pdp + V dV ; 

L:, T ~ ~.p + ~V 
T ~ p V 

der Temperatur ist also angenahert gleich der Summe der relativen Anderungen von Druck 
und Volumen (vgl. die ganz entsprechende Feststellung fiir das Produkt, hier p V, in der Fehler
rechnung S.100-101). 

Versuchen wir una durch naturwissenachaftliche tJberlegungen das Differential einer von 
zwei unabhangigen Veranderlichen abhangigen Gro.6e als bei kleinem h und k immer besseren 
.Annii.herungswert der Funktionadifferenz zu verschaffen, gerade so, wie wir S.103-104 fiir 
Funktionen einer Veranderlichen vorgegangen sind, so brauchen wir auf kein Differential in 
dem von una definierten Sinne zu sto.6en: es kOnnen namlich die Koeffizienten von h und k mog
licherweise nicht die partiellen Ableitungen z'" und Zy ein und derselben Funktion Z = f(x, y) 
sein. Beispielsweise betragt nach S. 124-125 die von einem idealen Uase beiAusdehnung des 
Volumena um d V geleistete Arbeit naherungsweise pd V; damit das Gas diesa Arbeit leistet, mu.6 
ihm daher irgendwie die Energie (Warmemenge) pdV zugefiihrt werden (z. B. von ~uDen her 
[Feuer unter dem DampfkesselJ oder aus ihm selbst [AbkiihlungJ). Andererseits ist zur Anderung 
der Temperatur des Gases um dT bei konatantem Volumen die Wii.rmemenge cvdT erforderlich, 
indem wir unter Cv die (erfahrungsgema.6 konatante) spezifische Wii.rme bei konatantem Volumen 
verstehen. Der Vorgang: Anderung der Temperatur um d T, des Volumens um d V erfordert 
daher im Sinne des Differentials die Wii.rmemenge 

dQ = cvdT + pdV, 

wobei nur in allen Gliedern gleichma.6ig entweder mechanisches oder kalorisches Ma.6 der 
Energie verwandt werden mu.6. Rier liegt aber kein Differential der urspriinglich erklarten 
Art vor. Denn soIl 

Mdx+Ndy 

(M und N Funktionen von x und y) das Differential dz einer Funktion z sein, so muD M = z.r 
und N = Zy ausfallen, also, damit der Satz z:r;y = Zy:r; von der Vertauschbarkeit der Differen
tiationareihenfolge gelten kann, 

My=Na; oder 
oM oN 

Diese Bedingung hei.6t die "Bedingung des voUatandigen Differentials" oder "lntegrabilititts
bedingung". Sie ist bei cvdT + p d V offenbar nicht erfiillt, weil Cv als Konatante beirn Differen-

zieren nach V N ullliefert und p = RVT beirn Differenzieren nach T zu ~ fiihrt. Multipl,izieren 

wir hingegen mit dem "integrierenden Faktor" oder "Euler8chen Multiplikator" -~, so wird 

~t? - ~dT + ldV= ~dT+ ~ dV T-T T T V 
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ein vollstandiges Differential; denn o -~ = 0 und (7 ~ = o. Die Funktion B, deren Differential 

dB = d~ hierdurch erklart wird, nennt man die Entropie. Ihre - dem Laien meist ganz un

verstandliche und ohne Mathematik auch nicht recht erklarbare - Bedeutung besteht gerade 
darin, daB sie, im Gegensatze zur Warmemenge Q, ein vollstandiges Differential hat. 

Tiefere mathematische Betrachtung lehrt, daB bei GroBen mit vollstandigem Differential 
der Unterschied zwischen irgendeinem Anfangswert und irgendeinem Endwert unabhangig 
davon ist, iiber welche Zwischenstufen der betreffende ProzeB verlauf!, und insbesondere gleichN ull 
wird, wenn man zum Ausgangszust,ande zuriickkehrt; z. B. andert sich bei einem "Kreisprozesse" 
(vgl. S. 127, 172) die Entropie nicht. Weiter kann hier auf die damit angeschnittenen Fragen, die 
in den Kern der mathematischen Physik (Thermodynamik) hinleiten, nicht eingegangen werden. 

Streng ist fiir Funktionen von zwei Veranderlichen die Funktionsdifferenz 6. z 
mit dem Differential dz durch die Grundformel 

6.z=dz+o(r) 
verkniipft; r bezeichnet den Abstand der beiden Punkte x, y und x + h, y + k. 
Ferner kann als M ittelwertsatz 

6. z = (dz),;, ~ = h (zx):;, ~ + k (Zy),;, y 
ausgesprochen werden; g, '1) soll ein Punkt der Verbindungsstrecke von x, y und 
x + h, Y + k sein, in dem die partiellen Ableitungen Zx und Zy zu bilden sind. 
SchlieBlich laBt sich 6.z, statt nur durch dz, in Taylorscher Entwicklung durch eine 
Summe aus dz und hOheren Diflerentialen viel feiner annahern. 

D. Bestimmtes Integral und Fundamentalsatz der Differential
und Integralrechnung. 

1. Differential als Rechtecksstreifen an der abgeleiteten Kurve. Bisher haben wir 
das Differential dy = hy' = y' dx an der Kurve y = f(x) veranschaulicht, und zwar 

g 

O~-------X~----~x~~-.~h~x 

gl 

Abb, 119, Differential dy = ky' = y'dx 
aia senkrechte Strecke an der Urkurve 

y = f(x), 
aia Rechteck an der abgeielteten Kurve 

11 = I'(x). 

als die senkrechte Strecke Q T vom Endpunkte Q der 
wagerechten Spanne PQ = h = dx bis zur Kurven
tangente in P (Abb. 119 oben). Die Produktgestalt 
h . y' legt noch eine andere geometrische Deutung 
nahe, namlich als Inhalt eines Rechtecks von der 
Grundlinie h und der Hohe y'. Ein solches Recht
eck konnen wir sofort an der abgeleiteten Kurve 
y' = f' (x) aufzeichnen (Abb. 119 unten); es setzt 
sich als "Rechtecksstreifen" an die Ordinate y' mit 
der Spanne h als Breite an. 

Das Studium dieser neuen Versinnlichung des 
Differentials oder vielmehr 
der heiden Versinnlichungen !I' 
nebeneinander und in innig
ster Verkniipfung miteinan
der leitet zum Hohepunkte 
der Differential- und Inte
gralrechnung. Wir bekom
men dabei als neues me

!l1=f~ 

thodisches Hilfsmittel die 0 L--~~~!UiUI.""""~b-?-,x 
"Flache der abgeleiteten 
Kurve" (Abb. 120) in die 
Hand. Hierdurch konnen 

Abb. 120. Fiache der 
abgeie\teten Kurve, 

wir z. B. die auf S. 70-72 lediglich formal eingefiihrte und bisher nur als eine 
Art Anhii.ngsel der Differentialrechnung erscheinende Integration mit gleichem pla-
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stischem Leben erfiillen, wie es uns fiir die Differentiation durch die Betrachtung 
des Anstiegs der Kurve Y = I(x) von vornherein gelungen ist. 

2. Differentialsumme als Rechteckssumme und als Erhebungssumme. Fassen wir 
die mittels der Ableitungen y~, Y;, y~, ... , Y~-l fiir Argumente Xo = a, Xl = a + h , 
x2 = a + 2h, ... , Xn-l = a + (n-l)h im Abstande h voneinander aufgebaute 

n-l n-l 

"DifferentialBumme" hy~ + hy; + hy~ + ... + hY~-l = 1: hy~ = 1: dyv ins Auge! 
')1=0 .=0 

An der abgeleiteten Kurve y' = f' (x) wird sie als "Rechteck88umme" abgebildet; 
ihr entspricht der Gesamtinhalt einer aus mehreren, genauer n nebeneinander
liegenden Rechtecksstreifen bestehenden "Rechteckstreppe" (Abb.121 unten). Dieser 
y Gesamtinhalt stellt augenfallig einen Annahe-

Pn:!J "'~ rungswert an die Flache der abgeleiteten f Kurve zwischen den Abszissen a = Xo und 
d?/n.-Iz I Ily -1 b = a + nh = Xn dar, d. h. an den Flachen-I inhalt, der von der x-Achse, der abgeleiteten 

Kurve y' = f' (x), der Anfangsordinate y~ zur 
h~l~ 

I Abszisse a = Xo und der Endordinate y~ zur 
I Abszisse b = xn begrenzt wird. (Hierin liegt 
!Yn~f(O) der Grund dafiir, daB wir der Differential-
i summe Aufmerksamkeit schenken. Sie bietet 
i sich in natiirlicher Weise zur Ermittlung der 
I Flache der abgeleiteten Kurve dar, indem 
I 
: wir z. B. auf Millimeterpapier in millimeter-
: breite Rechtecksstreifen entsprechend der senk-

L...;~=~~-+-.....L--::+---:±7-~x rechten N etzeinteilung zerlegen.) 

Abb. 121. Differentlalsumme an Urkurve 
und abgeleiteter Kurve (Rechteckstreppe 

"nach vorwarts"). 

An der Urkurve y = I(x) ist die Diffe
rentialsumme als Summe 8enkrechter Erhe
bungen (oder Senkungen) QoTo, QITI ,· .. , 
Qn-lTn-l (Abb. 121 oben), von denen jede 
nicht ganz bis zur Wagerechten des Beginnes 
der folgenden reicht oder etwas dariiber 
hinausschieBt, beinahe gleich der Gesamt
erhebung oder dem Hiihenunter8chiede Yn - Yo 
= I(b) - I(a) der Urkurve zwischen den Punk
ten A = Po und B = Pn zu den Abszissen a 
und b. Um genaue Gleichheit zu haben, miiBte 
man nur statt bis zu den Tangenten nach To, 
T I , •. . , T n- 1 jedesmal bis zur Kurve selbst 

nach PI' P 2' •.. , P n steigen, also statt der Differentiale d Y')l die Funktionsdifferenzen 
n-l n-l 

6 Yv und .statt der Differentialsumme 1: d Yv die Funktionsdifferenzensumme 1: 6. y • 
• =0 "=0 

= QoPI + QIP 2 + ... + Qn-lPn verwenden, deren Gleichheit mit y" - Yo rech
nerisch aus 

n-l 

1: 6.y" = (YI - Yo) + (Y2 - YI) + (Ya - Y2) + ... + (Yn - Yn-l) 
"~O 

durch gegenseitiges Sichtilgen der meisten Glieder hervorgeht. 
Vereinigen wir die beiden Ausdeutungen der Differentialsumme, so sehen wir, 

daB die Flache der abgeleiteten Kurve zwischen den Abszissen a und b zum mindesten 
angenahert gleich der Differenz I(b) - I(a) aus Endordinate I(b) und Anfangs
ordinate f(a) der Urkurve sein muB. Eine iiberraschende und belangreiche Tatsache! 
Die abgeleitete Kurve, zu der wir von der Urkurve aus vermoge des Anstiegs gelangt 



D. Bestimmtes Integral u. Fundamentalsatz d. Differential- u.Integralrechnung. 2-3. 119 

sind, wird auf neue Weise an die Urkurve gekettet. Und zwar in umgekehrtem Sinne, 
durch das mit der abgeleiteten Kurve selbst gegebene Gebilde ihrer FHiche. Der 
Riickweg von der abgeleiteten Kurve zur Urkurve offnet sich. 

Und weiter, wenn wir auf die in beiden Fallen den naherungsweisen Ersatz be
sorgende Differentialsumme achten: Gewisse mit Ableitungen gebildete Summen, 
deren Bedeutung fUr den Naturwissenschaftler bald zutage treten wird, lassen 
sich mindestens naherungsweise als Differenz zweier Werte der Urfunktion aus
werten. 

3. Fundamentalsatz der Differential- und Integralrechnung, erste Fassung. Wir 
wollen uns iiberzeugen, daB sogar genaue Gleichheit zwi8chen der FUiche der abgelei
teten Kurve und dem Hohenunter8chiede f(b) - f(a) an der Urkurve besteht. Der Weg 
dazu ist die Betrachtung von Differentialsummen, bei denen unter Festhaltung von 

Anfangsabszisse a und Endabszisse b die Spanne h, der note Teil b~ des Abstandes n 
b - a, immer kleiner und demgemaB die Gliederzahl n immer groBer ist, die also aus 
immer mehr, selbst immer kleineren Gliedern bestehen. Sowohl die Genauigkeit fUr 
die Anniiherung der Flache der abgeleiteten Kurve durch die Rechteckssumme als 
auch die Genauigkeit, mit der wir die Summe QOP1 + Q1P 2 + ... + Qn-lPn von 
Teilerhebungen bis zur Urkurve durch die Summe QoTo+ Q1Tl + ... + Qn-lTn-l 
von Teilerhebungen bis zu den Tangenten erstatten diirfen, sind, wie der Augenschein 
lehrt, um so groBer, je mehr Zwischenpunkte PI> P 2 , ••• , Pn-l zwischen die festen 
Punkte A = Po und B = Pn eingeschaltet sind und je dichter sie aneinanderliegen. 
Es handelt sich dann um Rechteckstreppen aus zahlreichen schmalen Rechtecken, 
bei denen die kleinen iiber die Flache der abgeleiteten Kurve iiberschieBenden oder 
an ihr fehlenden Zwickel im Vergleiche zur Gesamtflache nur wenig ausmachen, 
und um ein Steigen in vielen winzigen Schritten, von denen jeder wegen der bei 
kleinem h sehr guten Annaherung der Funktionsdifferenz durch das Differential bei
nahe die richtige GroBe hat. 

Wir brauchen nicht etwa wegen der mit dem SchmiUerwerden der Rechtecke einhergehenden 
Zunahme ihrer Anzahl eine .Anhii.ufung der vielen kleinen "Zwickelfehler" zu einem merkbaren 
Gesamtfehler zu befiirchten; vielmehr wird dieser durch Verkleinerung von 11, sogar immer mehr 
herabgedriickt. Denn die Rechteckssumme ist jedenfalls kleiner als die Fl.ii.che einer Kurve 
durch die iiber die abgeleitete Kurve iiberstehenden Rechtecksecken und graller als die Flache 
einer Kurve durch die unter der abgeleiteten Kurve bleibenden Recht6Cksecken; diese beiden 
Kurven aber ziehen sich mit dem Schmalerwerden der Rechtecke an die abgeleitete Kurve selbst 

11.-1 
heran. Auch beim Ersatze der Funktionsdifferenzensumme ,I 6 y" an der Urkurve durch die 

11.-1 ,,=0 
Differentialsumme ,Idy" zeigt der Gesamtfehler dasselbe Verhalten. Das folgt aus der Grund. 

,,=0 
formel. Der Unterschiedzwischen 6y" und dy" betragt E"h mit E" -~ 0 fiir 11, -~ 0, daher der 

11.-1 11.-1 
Gesamtfehler ,I E"h. Er'ist absolut kleiner als die Summe ,I Eh = n' Eh = E{b-a), die zu-

,,=0 ,,=0 
standekommt, wenn wir aIle Ii" durch den Absolutbetrag E des absolut grallten unter ihnen er-
setzen. E{b-a) aber hat zugleich mit E einen kleinen, fiir 11,-+0 nullstrebigen Wert. Der Mathe
matiker mull iibrigens die Tatsache, dall beirn Ersatze der verschiedenen Funktionsdifferenzen 
l::" y" durch die Differentiale d y" die E" "gleichmiifJig" klein ausfallen und fiir h -~ 0 gegen 
Null streben, noch schmer herausarbeiten. 11.-1 

Jedenfalls weicht also bei sehr kleinem h die Differentialsumme 1:dy" ala Recht-
,,=0 

eckssumme nur noch in ungeheuer entfernten Dezimalen von der Flache der ab
geleiteten Kurve und als Erhebungssumme ebenfalls nur noch in ungeheuer ent
fernten Dezimalen von dem Hohenunterschiede f(b) - f(a) zwischen Anfangs- und 
Endpunkt auf der Urkurve abo Und dabei konnen die Abweichungen durch Ver
kleinerung des schon kleinen h noch immer weiter hinausgeschoben werden. Das 
ist nur moglich, wenn die beiden GroBen, denen sich die Differentialsumme mit jeder 
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gewiinschten Genauigkeit nahert, einander gleich sind. Damit haben wir unser Ziel 
erreicht. 

AuBerdem merken wir an, daB ihr gemeinsamer Wert mit immer mehr richtigen 
Dezimalen aus Differentialsummen fUr immer kleineres h und damit immer groBeres 
n herauskristallisiert. Er ist mit einer Bezeichnungsweise von S. 53 und S. 105 der 

n-l n-l 
Grenzwert lim I h y:' = lim I d y" einer Folge von Differentialsummen 1, wenn h -~ 0 

h-~O,'=O h-~O ,,=0 
n-~oo n-:>-'" 

und folglich n-~oo strebt (vgl. fUr die Bezeichnung n-~oo S. 35). 
Namentlich fiir die Anwendungen empfiehlt es sich oft, statt der Spanne h 

die Differenz !::,. x der unabhangigen Veranderlichen x zu schreiben, analog wie 

beim Grenziibergange vom Differenzenquotienten ~JI = !::,. Y zur Ableitung y' 
(S.105-107). DX 

Alles in allem gilt 

Fliiche der abgeleiteten Kurve y' = /'(x) zwischen den Abszissen a und b 

= Differenz t(b) - t(a) von End- und Antangsordinate der Urhurve y = t(x) 
n~ n~ n~ 

= lim 1,'dyv = lim 1,'hy~ ~ lim 1,'f'(X,,)DX. 
h-~O.=O h-~Ov=O ~x-~Ov=O 
n-~'" n-~'" n-~'" 

Damit haben wir eine der Fassungen gewonnen, in denen man den sog. Funda
mentalsatz der Differential- und Integralrechnung aussprechen kann. In ihm steckt, 
wie nach den Bemerkungen auf S. 117 zu erwarten, eine schier unerschopfliche Fiille 
mathematisch und naturwissenschaftlich bedeutsamer Dinge. 

4. Bestimmtes Integral. Fundamentalsatz, zweite Fassung. Statt des zwar 
den Gedankengang gut widerspiegelnden, im iibrigen aber umstandlichen Sym-

n-l b 

boIs lim I t'(x,,) !::,.x schreibt man gewohnlich das neue Symbol] t'(x)dx, das auBer-
~z-~Ov=O a 
n-~'" 

dem, wie sogleich klar werden wird, den Fundamentalsatz schon in der Bezeichnung 
b 

vorwegnimmt. ] t'(x)dx heiBt das bestimmte Integral der Funktion y' = /,(x) von 
II 

a bis b oder zwischen den Grenzen a und b (bestimmt, wei! die Grenzen gegeben sind) 
und wird geometrisch durch die Flache der abgeleiteten Kurve y' = t'(x) von der 
Anfangsabszisse a bis zur Endabszisse b versinnlicht (Abb.120). Das Integralzeichen 
f riihrt von Leibniz her; es ist ein stilisiertes Summenzeichen S und erinnert daran, 
daB wir es mit dem Grenzwerte einer Summe zu tun haben. 

Bei den Anwendungen des Fundamentalsatzes ist meistens die abgeleitete Kurve 
das Gegebene und in der Form y = t(x) vorgelegt. Dann vermogen wir zunachst ganz 

b 

entsprechend wie bisher den Begriff des bestimmten Integrales ] t(x)dx als des 
n-l a b 

Grenzwertes der Summe It (xv) !::,. x fiir D X -~ 0 und n -~ 00 zu bilden und ] t (X) d X 
,,=0 a 

iiber Rechteckstreppen hinweg als Flache der Kurve y = t(x) von a bis b auszu
deuten. DaB dies ganz unabhangig von anderen Dingen geschehen kann, ist theo
retisch und in sehr hohem Grade auch praktisch wichtig (vgl. z. B. S. 122-123 
und S. 135). 

1 Wer dies vollstandig durchschaut hat, mag auch von einer "Summe unendlich vieler unendlich 
kleiner GroBen" reden mit einem Ausdrucke, der die ganze Vberlegung symbolisch zusammenfaBt. 
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Andererseits tritt an die Stelle unseres bisherigen y = f (x) offenbar eine Stamm
funktion oder ein unbestimmtes Integral f f(x)dx zu der jetzt die Rolle der Ableitung 
spielenden Funktion y = f(x); denn f f(x)dx steht zu f(x) in derselben Beziehung 
wie f(x) zu f'(x). 

Da kommt aber ein Einwand. Die Stammfunktion f f(x)dx einer Funktion 
y = f (x), die wir auf S. 71 bzw. 93 in Umkehrung zum Ableitungs- und Differential
begriff dadurch definierten, daB sie die Ableitung f(x) und das Differential f(x)dx 
haben soil, ist nicht eindeutig bestimmt (S. 71), das Symbol f f(x)dx ist "unendlich 
vieldeutig". Konnen hieraus vielleicht Schwierigkeiten entstehen ~ Bemerkens
werterweise nicht. Denn wir wissen: Bedeutet F(x) eine einzelne Stammfunktion 
zu f(x) mitF' (x) = f(x) und dF (x) = f(x) dx, so sind auch die FunktionenF (x) + C 
mit willkurlichem konstantem C Stammfunktionen, und andererseits erhalten wir 
so auch samtliche Stammfunktionen_ Fur F (x) + C ist aber die Differenz [F (b) + Cj 
- [F(a) + Cj =F(b) -F(a) der Werte fUr x = b und x = a ebenso groB wie fur 
F(x). Geometrisch: Aile Stammkurven zu y = f(x) mit der abgeleiteten Kurve 
Y = f (x) gehen aus einer von ihnen durch Parallelverschieben in der y-Richtung 
hervor, das den Hohenunterschied zwischen Anfangs- und Endpunkt nicht beeinfluBt. 

Damit laBt sich der Fundamentalsatz in der Form aussprechen: 
b 

Das bestimmte Integral f f(x)dx einer Funktion y = f(x) zwischen den Grenzen a 
a n-l 

und b, definiert als Grenzwert der Summe 1: f (x,,) 6. x bei nullstrebigem 6. x und dem-
v=o 

gemiifJ unbegrenzt zunehmendem n und dargestellt durch die Fliiche der Kurve y = f(x) 
zwischen den Abszissen a und b, kann gefunden werden (die Funktion y = f(x) kann 
von a bis b integriert werden), indem man eine Stammfunktion ff(x)dx sucht (d. h. 
eine Funktion, deren Ableitung f(x) und deren Differential f(x)dx ist1), in dieser 
Stammfunktion aZs Argument einmal die obere Grenze b, dann die untere Grenze a 
eintriigt und den Wert der Stammfunktion fur a vom Werte fur b abzieht. 

Das symbolisiert man auch durch [j f(x) dxt oder durch f f(x)dx I b oder schlieB-
b a b a 

lich gerade durch f f (x) d x. Hiermit ist die Bezeichnung f f (x) d x an die Bezeichnung 
a b a 

f f(x)dx angeschlossen. Die Gegenbrucke von f f(x)dx zu it(x) dx wird auf S.135 
a 

geschlagen werden. Sie ist das Urspriinglichere, weil das Integralzeichen J an sich 
yom Summencharakter des bestimmten Integrals herkommt. 

Fur eine von vornherein als Ableitung einer Urfunktion y = f(x) geschriebene 
Funktion y' = f' (x) haben wir 

b b b b 
ft'(x)dx=[jf'(x)dx] = [f(x)] =f(x)1 =f(b)-f(a), 
a a a a 

wobei zuletzt statt f(x) auch f(x) + C stehen konnte. 

b Man hiite sich, iiber den Bezeichnungen J f(x)dx, unbestimmtes Integral einerseits, 
J f( x)d x, bestimmtes Integral andererseits, die schon auBerlich den Fundamentalsatz soweit 

" als moglich widerspiegeln, den tiefen eigentlichen Gehalt dieses Satzes zu iibersehen. Der 
Fundamentalsatz bringt zwei an sich vollig verschiedene Dinge in engste Beziehung zueinander: 
die Stammfunktion, bei deren Definition der Anstieg einer Kurve das Grundelement bildet 
U f(x)dx bedeutet eine Funktion, deren Anstieg durch f(x) beschrieben wirdj, und den ganz 

1 Die Gestalt f(x)dx dieses Differentials kann leicht formal aus der Gestalt f(xv)6.x des 
allgemeinen Gliedes der Naherungssumme fiir das bestimmte Integral erschlossen werden. 



122 II. Differential- und Integralrechnung. 

unabhangig davon definierbaren Flacheninhalt unter einer Kurve, rechnerisch gesprochen: 
den Grenzwert einer gewissen Summe. Flachenbestimmungen oder Quadraturen, wie man mit 
einem altertiimlichen Ausdrucke im Gedanken an die Verwandlung in ein flachengleiches 
Quadrat sagt, hatte schon Archimedes ausgefiihrt, und dem Anstieg einer Kurve oder dem 
Tangentenproblem und den Maxima und Minima hatten der groBe franzosische Mathematiker 
Fermat in der ersten Halite des 17. Jahrhunderts, Descartes, Huygens und andere brennen
des Interesse zugewandt. Bemerkt zu haben, daB zwischen beiden Problemen eine so innige 
Verkettung besteht, die eben durch den Fundamentalsatz gegeben wird - darin besteht die 
unsterbliche Leistung von Barrow, Leibniz und Newton, von denen die beiden letzten 
geradezu als Erfinder der Differential- und Integralrechnung bezeichnet zu werden pflegen. 

Man durchdenke auch, daB es sich beim Differential der Stammfunktion um ein ganz be
liebiges h handelt, beim Differential in der Differentialsumme der Definition des bestimmten 

1'-1 b 

Integrals hingegen um nullstrebigesh. Die Verhaltnisse bei lim J: f(x,,)6x = J fix) dx liegen 
.6.x-~Ol'=O a 

ganz ahnlich wie bei lim 6 y dd Y ; es lohnt sich, in d~; Sinne Vergleiche mit den Er-
.6.x-~O 6x x 

orterungen von S.107 anzustellen und sich Faustregeln iiber die Formalisierung des Grenziiber
gangs durch Ersetzen von 6 durch d, :E durch f zurechtzulegen 

y' (vgl. S. 137). 

2b 

x 
Abb.122. Flache der 

at'geleiteten Kurve y' = 2 x 
zur Parabel y = x'. 

1'-1 

5. Beispiel. Wir verdeutlichen den Fundamentalsatz am 
Sonderfalle der Parabel y = x 2 als Urkurve. Hier wird die 
abgeleitete Kurve durch die gerade Linie y' = 2 x gebildet. 
Ihre Flache zwischen den Abszissen a und b (Abb. 122) 
vermogen wir elementargeometrisch auszuwerten. Sie ist 
ein Trapez mit den parallelen Seiten 2a und 2b, der Mittel
linie a + b und der Hohe b - a; sein Inhalt betragt 
(a + b) (b - a) = b2 - a2• Das ist aber gerade auch die 
Differenz der Werte b2 und a2 der Urfunktion y = x2 fur 
die Argumente b und a. 

Das Differential lautet allgemein dy = h· 2x, also 
dYv=2h(a+vh} fur die Argumente a+vh mit v=O,1, 
2, ... , n - 1. Die Differentialsumme ist mithin 1 

J: 2h(a + vh} = 2h l na + h(1-'- 2 ~- ... 
1'=0 

I r n(n- 1l! 
n -1) J = 2h I na + h-2--r 

r n-1 ! r 
= 2h Ina + -2 (b-a) I = nh I a b- b-CLll = b2_a2 _ (b=-a)2. 

n n 

FUr zunehmendes n falIt der letzte Bestandteil immer weniger ins Gewicht, so daB 
als Grenzwert wirklich b2 - a 2 herausspringt. 

SchlieBlich in Integralschreibweise 

b 

/2xdx= [j2xdx(= [X2(= b2_a2 . 
a 

6. Anwendung: Mechanische Arbeit. Grenzwerte von Summen der Form 
n-l n-l 
J:hf(xv ) oder J: f(x1' }6 x, d.h. bestimmte Integrale, drangen sich dem Naturwissen. 

l' =0 1'=0 

schaftler bei vielen Gelegenheiten geradezu zwanglaufig auf. Z. B. versteht man 
unter der Arbeit A einer konstanten Kraft P bei geradliniger Verschiebung des 
Angriffspunktes in der Kraftrichtung urn den Weg 8 bekanntlich das Produkt P . s . 

n(n-I) 
1 Die Summe der ganzen Zahlen von 1 bis n - 1 betragt bekanntlich 2 
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So leistet die Schwerkraft mg beim Fall einer Masse m urn die Strecke s die Arbeit 
mgs. Nehmen wir die Verschiebungsgerade zur x-Achse und tragen die kon
stante Kraft als Ordinate aufI, so entspricht del' Arbeit P . s del' Inhalt eines Recht
ecks von del' Grundlinie s und del' Rohe P (Abb. 123). 1st hingegen die Kraft ver
anderlich, eine Funktion P = P (x) del' Abszisse x des jeweiligen Angriffspunktes 
(Abb. 124) und wandert diesel' von x = a bis x = b, so bietet sich zur Erklarung 

Krqjf 
p 

I 

r ~ 
I 

ArbelfA-PJ' I 
o a~Wegb-a_s~lJ x 

Abb.123. Arbeit einer konstanten 
Kraft als Rechteck. 

KrlljJ 
p 

Abb. 124. Arbeit als Flilche der Kraftkurve. 

del' Arbeit folgendes Verfahren dar: Wir zerlegen die Verschiebungsstrecke durch 
die Punkte xo=a, x1=a+h, ... , xn_1=a+(n-1)h, xn=a+nh=b in 

n gleiche Teile je von del' Lange h = 6, x = ~=--a. und denken uns fur jede solche 
n 

Teilverschiebungsstrecke die Kraft konstant gleich ihrem Anfangswerte, was bei 
groBem n und kleinem h gut mit del' Wirklichkeit ubereinstimmen wird. Die Ge

n-1 
samtarbeit del' stuckweise konstanten Ersatzkrafte betragt I P(xv)· 6 x. Je groBer 

v=o 
n und je kleiner h gewahlt wird, desto naher kommen wir dem, was wil' gefuhls-
maBig als Al'beit A del' veranderlichen Kl'a.ft P = P (x) el'kH.i.ren mochten. Wil' 
definiel'en dahel' A als den Grenzwert unserer Summe fur n -~ co und 6, x -~ 0, 
d. h.: Die von einer Kraft P = P(x) bei geradliniger Verschiebung des Angrifispunktes 

b 

von x = a nach x = b geleistete mechanische Arbeit ist A = f P (x) d x. Veranschau-
a 

licht wird A durch die Flache der Kraftkurve zwischen den Abszissen a und b 
(Abb. 124). A kann dahel' z. B. durch unmittelbares Bestimmen dieses Flachen
inhaltes gefunden werden. Dazu zahlen wir etwa die Quadratmillimeter del' 

Abb. 125. PoJarplani llleter. 

Flache auf Millimeterpapier aus, wobei wir die von del' Kul've eingeschnittenen 
Teile von voUen Netzquadraten abschatzen. OdeI' wir benutzen ein Instrument, 
das "Planimeter" (eine Ausfiihrungsart, das Polarplanimeter2, Abb. 125), das 

1 Man verwechsle dieses Veranschaulichungsbild nicht mit del' Aufzeichnung einer senk
recht zur Verschiebungsrichtung wirkenden Kraft, wobei bekanntlich die Arbeit gleich Null 
ausfitllt (denn die Kraftkomponente in der Verschiebungsrichtung verschwindet). 

2 lJber Planimeter im allgemeinen vgl. WILLERS, FR. A.: Mathematische Instrumente, 
Sammlung Goschen 922. 
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beim Umfahren einer Flache mittels eines Stiftes den Flacheninhalt an einer Lauf
rolle ablesen laBt; es verwirklicht mechanisch das "Integrationsprinzip" der Ermitt
lung einer Flache durch Zerschneiden in viele kleine Teilflachen (analog unseren 
Rechtecksstreifen, vgl. auch Flacheninhalte in Polarkoordinaten S. 125-126, 
sowie S. 137). 

Ein zweites Verfahren, um A zu bekommen, liefert der Fundamentalsatz, 
insbesondere fur den Fall, daB man das Kraftgesetz P = P(x) formelmaBig 

b 

kennt: man entnimmt aus A = (P(x)dx oder formal aus dem allgemeinen Gliede 
a 

P( x,.) ~~ X der Ersatzkraftearbeit als "Arbeitsdifferential" dA = Pdx und versucht 

Elasfiscne Krqff-lrx 
Ifl"l!/f z. Spannen kor 

/! : End/age I 
AnftTngstage 0 ,;<--Yetftingerung x~ ! 

~fnllyerlangervngb--:>o 

Abb. 126. Spannen einer Feder. 

hiernach A auf dem Wege uber eine Stamm
funktion zu P(x) dx zu bestimmen. 

Wenn wir z. B. eine elastische Spiral
feder von der Ruhelage X = 0 bis zur SchluB
lage X = b ihres freien Endpunktes spannen 
(Abb. 126), so ist die erforderliche Kraft 
das Entgegengesetzte k x zur elastischen 

Kraft -kx, welche die Feder in die Ruhelage zuruckzieht und nach dem Hooke
schen Gesetz proportional der Verlangerung x ist. Wir haben daher die Arbeit 

~ b kX21b kb2 
A =J kxdx= [jkxdx] = -- =-

o 0 2 2 
o 

zu leisten. Sie ist ubrigens gleich der Arbeit, die man leisten wiirde, wenn man 
statt mit der von 0 bis kb linear zunehmenden wirklichen Spannkraft auf der 

ganzen Verlangerungsstrecke b mit der konstanten 

~~:==7'=="':!:' :x-:=..n::::;~-.:..f ... llo:......_::O-l! mittleren Spannkraft ~2·~ spannen konnte. 
~ IX~ 
M m Oder wir entfernen eine gravitierende, elektrische 
Abb.127. Verschieben einer Masse m oder magnetische Masse m vom Abstande r von 
gegen die Anziehung einer Masse M. einer anziehenden Masse M bis zum Abstande R 

(Abb. 127). Die Anziehungskraft fUr den Abstand x betragt - f M:" (f Gravi
x 

tationskonstante bzw. ! = 1 bei Coulombschen Kraften). Daher leisten wir die Arbeit 
I! Mm 

A = J f --2- dx . 
r x 

Diesen Ausdruck werden wir S. 147 weiter ausfUhren. 

7. Allgemeines Integrationsprinzip. Beispiele. Aus unserer Betrachtung uber 
die mechanische Arbeit ziehen wir das folgende allgemeine Integrationsprinzip: 

Man habe sich bei konstantem y mit einer Grope y. s beschiiftigt, wobei s als Diffe
renz b - a einer Veriinderlichen x zwischen x = a und x = b ausgedeutet werden 
kann. Dann wird diese Grope, falls y eine Funktion y = f(x) von x ist, durch das 

b 

bestimmte Integral J f (x) d x gegeben und kann entweder auf irgendeine Weise unmittel-
(! 

bar als Fliiche der Kurve y = f(x) von x = a bis x = b oder uber eine Stammfunktion 
zum Differential f(x) dx hinweg gefunden werden. 

1 ~ 
b.=a} f(x) dx heiBt der Mittelwert von y fur das Intervall von a bis b; wird 

a 
das veranderliche y = f(x) durch diesen konstanten Mittelwert ersetzt, so kommt 
derselbe Wert fur unsere untersuchte GroBe zustande wie bei dem verander
lichen y. 
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Beispiele sind etwa: 
a) M echanische Arbeit bei A usdehnung eines Gases. Wir denken uns ein Gas vom 

Drucke p in einen quaderformigen Kasten vom Volumen V mit beweglicher rechter 
Seitenwand von der Flache I eingeschlossen (Abb. 128). Die Lage dieser Seitenwand 
beschreiben wir durch ihrenAbstand x von der gegenuberliegenden festen Seitenwand. 
Auf die bewegliche Seitenwand ubt das Gas die Kraft p f (Druck p mal gedruckte 
Flache I) aus. Verschiebt es sie von x = a bis x = b um b - a = s nach auswarts, 
so leistet es bei konstantem p die Arbeit pfs = P(Vb- Va}, weil Is die Volumen
zunahme Vb - Va ist. Bei veranderlichem p, das durch die naheren Versuchs
bedingungen als Funktion p = p(x) von x oder 
p = p(V) von V festgelegt sein moge, betragt daher 
die Arbeit 

b Vb 

A =jp(x)ldx=jp(V)dV 
a Va 

und das Arbeitsdifferential dA = P d V. 
Anschaulich wird die Arbeit durch die Flache Abb. 128. Ausdehnung eines Gases. 

der Volumen-Druckkurve zwischen Anfangs- und 
Endvolumen Va und Vb gegeben. Eine solche p V-Kurve oder "Zustandskurve" 
zeichnet Z. B. der Indikator einer Dampfmaschine oder eines Motors auf; ein 
Schreibstift registriert selbsttatig zu jedem Oruck 
Zylindervolumen V den zugehOrigen Druck p P 
im Zylinder (vgl. S.127, Abb. 131). Oder 
bei isothermer Ausdehnung eines idealen Gases 
geht aus dem Gasgesetze p V = R T fur kon
stantes T das Boyle-Mariottesche Gesetz 
p V = konst = k hervor, und die Arbeit 

Vb 

A = f ~ d V ist gleich der Flache unter der 

Va 
gleichseitigen Hyperbel p V = k (Abb. 129). 
Auf S. 171 werden wir sie, indem wir eine 

Stammfunktion zu d; bzw. den Flachen

inhalt unter der gleichseitigen Hyperbel "natur-

o Va 
fAnfongsvo/umen) 

Abb. 129. Arbeit bei isothermer Aus· 
dehnung eines idealen Gases. 

V 
lichen Logarithmus" nennen, wesentlich als Logarithmus des Quotienten -Vb 
schreiben. a 

b) Fliicheninhalt (Sektor) in Polarkoordinaten. Der Flacheninhalt eines "Sektors" 
(Abb. 130) einer Kurve r = f(cp) in Polarkoordinaten hat bei konstantem r (Kreis) 

2 

die GroBe ~ (CPb - CPa); fur CPb - CPa = 27r ergibt sich der Vollkreis r2 7r. Fur 

veranderliches r wird der Flacheninhalt daher durch 

geliefert. 
c) Volumen eines Drehkorpers. Dreht sich ein Rechteck von der Hohe y uber 

dem Stucke der x-Achse zwischen x = a und x = b als Grundlinie b - a = s 
um die x-Achse, so erzeugt es einen Kreiszylinder vom Inhalte 7r y 2s (Grund
kreis 7r y2 mal ZylinderhOhe 8; man zeichne sich ein Bild). Mithin buchen wir 
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als Volumen des Drehkorpers zu einem beliebigen Kurvenstuck y = f(x) zwischen 
x=a und x=b b 

V=J7ry2dx. 
a 

So entsteht durch Umdrehung der Parabel y = V2px (Abb. 110) um die x-Achse 
ein "Drehparaboloid". Durch Begrenzen mit einer Ebene x = b rechts kommt 
ein Korper zustande, der an ein halbes Ei (Ei quer zur Langsrichtung durchge
schnitten) erinnert. Sein Volumen betragt 

b 2 b x2 b b2 2 b 1 2 

V = J 7r (V2px) dx = 27rp J xdx = 27rp 21 = 27r P 2 = 7r (V2pb) 2 = 2 7rYb b , 
000 

ist also gleich der Halite des Volumens 7ry:b fiir den Kreiszylinder von dem
selben Grundkreisradius Yb = V2pb und derselben Hohe b. 

Sowohl fur den allgemeinen Fall als auch fur die 
Beispiele uberlege man sich ausfuhrlich die zum be
stimmten Integral fuhrende Zerschneidung des Inter
valls von a bis b und die geometrische Bedeutung der 
Annaherungssummen, wozu Abb.130 fiir die Summe 
schmaler Kreissektoren anleitet. 

8. Positive und negative Fliicben. Ecken und Spriinge. 
In den Abbildungen zur ersten Fassung des Fundamental
satzes haben wir angenommen, daB b> a und y' = /'(x) > 0 
ist, daB also die Endordinate rechts von der Anfangsordinate 
liegt und die abgeleitete Kurve oberhalb der x-Achse ver
lauft. Dann befinden wir uns in "Obereinstimmung mit der 
gebrauchlichen Vorstellung vom Inhalte eines Rechtecks. Die 
Flache der abgebildeten Kurve wird positiv und ebenso die 

IB~<=L-L...-...L---';'-;X Ordinatendifferenz an der Urkurve y = f(x); denn die Ur
kurve steigt wegen y' > 0 zwischen a und b von einem 

Abb.130. Flicheninhalt eines Sektors kleineren Werte f(a) zu einem groBeren Werte f(b) an. 
in Polarkoordinaten. Sektordifferential. Der Fundamentalsatz bleibt aber auch ohne diese Ein-

schrankungen in Kraft. Wenn die Urkurve fallt, also die ab
geleitete Kurve sich unterhalb der x-Achse hinzieht, gehen bei b > a die Rechtecksstreifen der 
Rechteckssumme negativ in die Rechnung ein, weil ihre Hohen y' nach unten fiibren und 
negativ zahlen. Liegt die Flache der abgeleiteten Kurve unterhalb der x-Achse, so muB sie 
also bei b > a negativ gerechnet werden. Gleichzeitig ist aber auch die Differenz aus End
ordinate und Anfangsordinate an der fallenden Urkurve negativ. Man iiberlege sich schlieBlich 
den Fall teilweise fallender, teilweise steigender Urkurve durch, indem man in Teilflachen 
zerlegt. Fliichen8tUcke mit Anfang80rdinate link8, Endordinate recht8 8ind oberhalb der x-Ach8e 
po8itiv, unterhalb der x-Achse negativ zu nehmen. 

DaB sich die Flachen von a bis b und von b bis c zur Flache von a bis c zusammensetzen, 
kommt formelmaBig durch die Gleichung 
bee 

f /,(x) dx +.r /'(x) dx= [f(b) - f(a)] + [f(c) - f(b)] = f(c) - f(a) = f /'(x) dx 
a b a 

zum Ausdruck. 
Z. B. ist die Flache der Kosinuslinie y' = cos x (Abb. 59 und 88), der abgeleiteten Kurve zur 

Sinuslinie y = sin x, zwischen den Abszissen x = 0 und x = ~, wo sich y' = cos x iiber der 
a:-Achse aufhalt, gleich 2 

_7t. 7l 

2 2 
f d .' . n . 0 1 cosx X=Slnx' =Sln--Sll = , 
002 

(jedenfalls positiv), die in bezug auf den Punkt x = i- spiegelbildliche Flache unterhalb der 

x-Achse zwischen den Abszissen x = i und x = n gleich 

7t • 17l. • 1t 
fcosxdx = SllX: = Slln - Sll- = -1 

n; 7l 2 
"2 2 



D. Bestimmtes Integral u. Fundamentalsatz d. Differential- u. Integralrechnung. 7-9_ 127 

(entgegengesetzt gleich 1 und jedenfalls negativ), schlieBlich die Flache zwischen x = 0 und 
x = 1f gleich ;r 

7l 7l 2 7t 

Icos x d x = sin x! = sin 7t - sin 0 = 0 = j cos x d x + j cos x d x ; 
o 0 0 7t 

2 
1f 

die Flachen 1 oberhalb der x-Achse zwischen 0 und -2 und -1 unterhalb der x-Achse zwischen 

i und 1f tilgen sich gegenseitig aus. 
Oder beim Weg-Kraft-Schaubilde (Abb. 123 und 124) wird man Krafte in der einen Richtung 

als positiv nach oben, Krafte in der entgegengesetzten Richtung als negativ nach unten auf
tragen_ Dann entspreclien die einen der Flachen oberhalb und unterhalb der x-Achse geleisteter, 
die anderen verzehrter Arbeit. 

Die Flache der abgeleiteten Kurve von einer groBeren Abszisse zu einer kleineren ist das 
Negative der Flache fUr umgekehrte Abszissendurchwanderung. Aber auch die Ordinaten
differenz an der Urkurve wechselt das Zeichen, und ihre Beziehung zu jener Flache ist gerettet: 

n b 

If'(x) dx = f(a) - f(b) = - rJ(b) - f(a)] = -jf'{x)dx. 
b II 

Ein schOnes Beispiel liefert das Indikatordiagramm (vgl. S.125) einer Expansions-Kolben
dampfmaschine Abb. 131. Der obere Kurvenbogen zwischen A und B entspricht dem Vorwarts
treiben des Kolbens durch den Dampf (Zunahme des Zylinder- p 
volumens V), der untere Kurvenbogen dem Riickgange des 
Kolbens (Sinken des Zylindervolumens). Geleistet wird mecha
nische Arbeit yom Dampfe fiir den oberen Kurvenbogen, 
veranschaulicht durch die positive Flache zwischen diesem und 
der nach rechts durchlaufenen x-Achse, verzehrt (zur Konden
sation) fUr den unteren Kurvenbogen, veranschaulicht durch 
die negative Flache zwischen diesem und der jetzt nach links 
durchlaufenen x-Achse. Den Gesamtgewinn an mechanischer 
Arbeit bei unserem "Kreisprozesse" finden wir also durch Aus
messen der von der geschlossenen Indikatorkurve umgrenzten 
Flac~e (praktisch etwa durch Umfahren mit dem Planimeter). 

Ubrigens sieht man, daB es nichts schadet, wenn die Ur

A~~ 
I 8 
I I 

: I 

v 
Abb.131. Indikatordiagramm 
einer Expansions-Kolbendampf· 

maschine. 

kurve y = f(x) Ecken, die abgeleitete Kurve y' = f'(x) demnach Spriinge hat. Wir brauchen 
dann nur fiir einen Augenblick die Urkurve durch die Ecken in TeilMgen zu zerlegen, fUr 
deren jeden sich die Betrachtung wie bisher durchfUhren laBt. Addieren wir zum Schlusse alles 
auf, so fiigen sich die Teilflachen der abgeleiteten Kurve zur Gesamtflache zusammen, und bei 
der Summe der Ordinatendifferenzen der Urkurve heben sich die einmal als SchluB- und einmal 
als Anfangsordinaten fiir Teilbogen auftretenden Ordinaten der Ecken heraus, so daB nur die 
Differenz aus der allerletzten und der allerersten Ordinate iibrigbleibt. 

Der Fundamentalsatz bewahrt hiernach in allen fur den N aturwissenschaftler in Betracht kommen
den Fallen seine Gultigkeit. Und zwar genugt es, vorauszusetzen, dafJ die abgeleitete Kurve bis auf 
endlich viele Sprungstellen stetig verlauft, worunter alles vernunftig Aufzeichenbare inbegriffen ist. 

Man vergegenwartige sich dieses Ergebnis so
wohl mit den Bezeichnungen f'{x) und f(x) als 
auch mit den Bezeichnungen f(x) und jf(x)dx. 

9. Beliebige Rechteckstreppen. Es ist offen
bar unwesentlich, daB wir die Flache der 
abgeleiteten Kurve y' = f' (x) gerade durch 
die Rechteckssumme hyo' + hy'l + hY2' 
~ ... + hY~-l angenahert haben. Wir 
hatten ebensogut z. B. die Rechteckssumme 
h Yl' + h Y2' + ... + h y~ verwenden k6nnen, 
deren Rechteckstreppe in Ab b. 132 zu sehen ist; 
denn beim Grenziibergange h ~ 0, n -~ 00 

Abb. 132. Rechteckstreppe "nach riickwiirts". 

wird auch hier die Flache der abgeleiteten Kurve "ausgesch6pft". Noch all
gemeiner bieten sich Rechteckstreppen wie in Abb. 133 dar. Das Intervall b - a 
zwischen der festen Anfangsabszisse a und der festen Endabszisse b sei mit 
a = xo' b = Xn durch ganz beliebige Zwischenabszissen Xl' X2 , ••. , Xn-l in 
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Teilintervalle von den Spannen Xl - Xo = ho, x2 - Xl = hI' ... , xn - Xn-l = hn- 1 
eingeteilt (bei b > a sind die h~ selbst, bei b < a die Zahlen -h~ die Langen der 
Teilintervalle). In jedem Teilintervall sei eine ganz beliebige Zwischenabszisse g •. 

gewahlt, die vielleicht mit der Anfangs- oder 
Endabszisse zusammenfallt (wie in Abb. 133 
;2 und ;8 mit x3) go fiir ho, ;1 fiir hI> ... , ;n-1 
fiir hn- 1 · Die Werte f' (go) = 1)~, f' (gl) = 1) , ... , 
f' (gn-l) = 1)~-1 der Ableitung Y' = f' (x) sind 
als Hohen, die Spannen ho, hI> ... , hn- 1 ala 
Grundlinien der Rechtecke fiir die Rechtecks
treppe genommen. Auch hier gibt die zu
gehorige Rechteckssumme 

n-l 
Abb.133. Allgemeine Rechteckstreppe. ho1)~ + hl1)~ + ---+ hn-1f)~-1 =~h~fJ:' 

11=0 

wie der Augenschein lehrt, einen Annaherungswert an die Fli1che der abgeleiteten 
Kurve. Rechteckstreppen der geschilderten Art mit immer mehr Rechtecken 
und immer kiirzeren Grundlinien lassen die Flache der abgeleiteten Kurve, wie 
friiher S. 119, immer feiner sich herausschalen, d. h. es ist auch 

n-l b 

lim ~ h.f'(;.) =/1' (x) dx =/(b) -f(a). 
aile hv~O ~=O a n-,... go 

Analog haben wir natiirlich fUr y = I(x): 

lim 1!hv/(;~) = JI(x) dx = .Flache der Kur.ve y = I(x) 
aile h -,... 0 ,,=0 a zWIschen den AbszlSsen a und b. 

" n-,...oo 

Von einem hOheren Standpunkte aus wird ubrigens die Flache einer Kurve uberhaupt erst 
definiert als Grenzwert solcher Rechteckssummen. Denn von Flachenmessung und damit von 
einem Flacheninhalte ist ja in Elementargeometrie und Praxis zunachst nur bei geradlinig be
grenzten Figuren die Rede, bei Dreiecken, Rechtecken, Trapezen u. dgl. oder aus solchen auf
baubaren Figuren. Fiir krummlinig begrenzte Figuren mussen wir uns erst klar werden, was 
eigentlich verniinftigerweise unter dem Flacheninhalte zu verstehen ist. Nun zerlegt man z. B. 
ein krummlinig begrenztes Grundstuck zur Fl.ii.chenbestimmung in so viele Teile, daB man 
fiir jeden die Begrenzung praktisch als geradlinig ansehen und die Formeln der Elementar
geometrie anwenden kann. Was man hierdurch findet, setzt man verabredungsgemJi,{J aZs 
Fliicheninhalt der krummlinig begrenzten Figur fest. Unsere 'Oberlegungen sind einfach eine 
Verfeinerung dieses Gedankens. Man vergleiche sie auch mit der AusschOpfung des Kreises 
durch eingeschriebene Vielecke bei der Definition der ZaW Tt • b 

10. Trapezregel. Verbinden wir die Annaherungen der Flache /I(x)dx einer 
a 

Kurve y = f(x) zwischen den Abszissen a und b durch Rechteckssummen "nach 
vorwarts" und "nach riickwarts" (wie in Abb. 121 und 132 fiir y' = f' (x» 

b 

J I(x) dx = hyo + hYl + hY2 + ... + hYn-l 
a 
b mit Y~ = 1 (x,,) , 

it(x)dx = 
a 

die oft (wenn namllch Y = 1 (x) bestandig ansteigt oder bestandig abfallt) Schranken 
b 

fiir /I(x)dx nach unten und nach oben liefern, so bemerken wir, dall auch das 
a 

arithmetische Mittel die Flache annahern mull: 
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b 

It(x)dx=h(i,Yo YI + Y2~· ... + Yn-l + iYn) (*) 
a 

oder 
b J b-a 
t(x)dx= 2n{Yo+ Yn+ 2 (YI 

, ) , Y2'- ... , Yn-l J ' 

a 

und zwar um so besser, je kleiner h ist. Das leuchtet anschaulich unmittelbar ein; 
denn dieses arithmetische Mittel ist der Gesamtinhalt einer Anzahl aufeinander
folgender "Sehnentrapeze" von Y= t(x) (Abb.134) 
mit den Inhalten (Mit.tellinie mal H6he) y 

Yo +Jb. h' 
2 ' 

Yn-:-l_± Yn h 
2 . 

Durch die "Trapezregel" oder "Trapez
tormel" (*) wird meist eine bessere Annahe

b 

rung von I t(x) dx erzielt als mittels Rechtecks-
a 

treppen. Denn die 8ehne schlieBt sich im allge
Abb. 134. Trapezregel. 

meinen der Kurve besser an als die wagerechte Decklinie eines Rechtecksstreifens. 
Man verwendet die Trapezregel, um die Flache einer Kurve Y = t(x) von a 

b 

bis b bzw. damit gleichbedeutend das bestimmte Integral J t(x)dx angenahert 
a 

zu ermitteln, indem man die Ordinaten Yo, Yl' Y2' ... , Yn von Y = t(x) fur die 

aquidistanten Argumente Xo = a, Xl' x 2 , ... , Xn = b im Abstande h = b-a von
n 

einander berechnet, mit dem MaBstabe miBt oder sich sonstwie verschafft und 
dann die rechte 8eite von (*) bildet. Das ist wichtig z. B. fur folgende Fane: 

1. Der Weg des Fundamentalsatzes uber eine 8tammfunktion zu t(x) ver
sagt fUr die Praxis dadurch, daB diese 8tammfunktion sich gar nicht oder nur in 
ungeheuer verwickelter Weise durch die gelaufigen Funktionen ausdrucken lii.Bt 
(vgl. 8.74, 8.135-137 und 8.168). 

2. Ein formelmaBig bekanntes bestimmtes Integral solI auch numerisch ange
nahert werden. 

b 

Zur 8chatzung des Unterschiedes zwischen dem Integral I/(x)dx und der Trapezsumme 
stellt der Fachmathematiker die genaue Formel a. 

b 

I I(x)dx = h (~Yo + Yl + Y2 + ... + Yn-l +} Yn) - \/ h2f"(~) 
a 

zur Verfiigung; dabei bedeutet seine allgemein nicht weiter angebbare Zwischenabszisse 
zwischen a und b. Der Fehler nimmt also, wenn /"( x) zwischen a und b annahernd konstant ist, 
etwa proportional h 2 oder umgekehrt proportional dem Quadrate n 2 der Anzahl der Teilintervalle 
ab 1 . Praktisch recht brauchbar ist auch folgende Faustregel, die sich leicht aus dem ange
fiihrten Ausdrucke fiir das "Restglied" ergibt: Man wiederhole die Rechnung mit doppelter 

11, h 
Intervallanzahl 2n und halber 8panne 2' Dann ist die am Naherungswert fiir 2 anzu-

bringende V er besserung etwa gleich einem Drittel der Differenz Nahel'ungswert mit ~ 
minus Naherungswert mit h. (Ubrigens ist diese Faustregel vollig gleichwertig mit der 
8impsonschen Regel von 8.130, wie man selbst nachpriifen moge.) 

1 Jedenfalls liefert die Trapezregel, wenn /" (x) zwischen a und b durchweg positiv 
(negativ) ist, einen zu groBen (zu kleinen) Naherungswert fiir das Integral. Man halte dies 
mit der anschaulichen Tatsache zusammen, daB fiir r (x) > 0 bzw. /"( x) < 0 die Kurve 
Y = I( x) erhaben bzw. hohl nach unten ist. 

Walther, Einfiihrung. 9 
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1l.Simpsonsche Regel. Noch wesentlich feiner als die Trapezregel nahert 
gewohnlich die "Simpsonsche Regel" (oder Parabelregel) 

b 

J' h 
t(x) dx= 3 {Yo + Yn + 4 (Yl + Ya + '" --t- Yn-1) + 2(Y2 + Y4 ~ '" + Yn-2)} 

a 
b 

das Integral jt(x) dx an; in ihr muG n eine gerade Zahl sein, h bedeutet wie bei 

der Trapezre;el den n-ten Teil ~a von b-a. Benannt ist die Regel, freilich 
n 

geschichtlich mit Unrecht, nach dem englischen Mathematiker Simpson (urn 1740). 
Zur Herleitung legt man durch je drei aufeinanderfolgende Kurvenpunkte Po, PI> P 2 ; 

P 2 , P3 , P4 ; ••• ; P n-2, P n-1, P n die Newtonsche Interpolationsparabel 2. Ordnung (S. 45-47) 
und nimmt den aus den Bogen dieser Parabeln zwischen Po und P 2 , P 2 und P4 , ••• , Pn- 2 und 
P" gebildeten Kurvenzug als Ersatz fiiI y = f(x}. Fiir die Parabelbogen lassen sich die bestimm
ten Integrale zwischen Xo und x 2, X2 und x 4' ••• , x n _ 2 und xn explizit angeben (vgl. S. 142). 
Addiert man zum Schlusse alles auf, so kommt die Simpsonsche Regel heraus. 

Der Fehler bei ihr geht angenahert umgekehrt proportional der vierten Potenz n' der Teil
intervallanzahl n, und es besteht eine entsprechende Faustregel zur Genauigkeitsbestimmung 
durch Verdoppeln der Intervallanzahl wie bei der Trapezformel, nur mit in statt }. 

Die numerische Berechnung von Integralen systematisch zu untersuchen, ist die Aufgabe 
der "numerischen Integration" oder "mechanischen Quadratur"l, eines Zweiges der Inter
polationsrechnung (vgl. S. 45-49). Sie ist namentlich fiir astronomische Zwecke zur numerischen 
Bewaltigung des Mehrkorperproblems und der Storungstheorie [Was fiir Bahnen beschreiben 
Massen, von denen jede aIle anderen anzieht und von ihnen angezogen wird, z. B. im System 
Sonne - Erde - Mond?] zu hoher praktischer Vollkommenheit ausgebildet worden. Trapez
regel und Simpsonsche Regel sind zwei ihrer Ecksteine, deren Verwendbarkeit der Natur
wissenschaftler zu seinem Schaden meistens nicht geniigend wiirdigt. 

12. Beispiel fUr Trapezregel und Simpsonsche Regel: Bererhnung von n. Von S.94 
b 

kennen wir die Stammfunktion -:-~CC_ = arcsin x + C. f dx 

VI-X2 
Daher gilt f 11 d x_ = arcsin b 

,1_X2 
1 

- arcsin a, insbesondere fiir a = ° und b = 2 
a 

!l- I 

u 

1\ 1,5 W= '*1 \ V 
"'- I'--.. .4 

1 

0,5 f 

-1 -0.5 o q5 x 1 

Abb. 135. Kurve y = . I . 
VI-x' 

1 
= arcsin 2 

6 

(der Winkel, dessen Sinus den Wert-~ hat, ist ~- entspre

chend 30°). Wir konnen also durch numerische Integration 
des linksstehenden Integrals angenahert die Zahl n berech
nen. Dabei wollen wir die Spannen 0,1 und 0,05 benutzen 

x i y=l:yi=x' x 1 y=l:l'l-x l 
I 

° 1 0,3 1,04829 
0,05 

i 
1,00125 0,35 1,06752 

0,1 1,00504 0,4 1,09109 
0,15 1,01144 0,45 1,11978 
0,2 1,02062 0,5 1,15470 
0,25 1,03280 

und miissen uns deshalb zunachst irgendwie die vorstehende kleine Tabelle der Funktion 
y = 1 : VI x 2 (Abb. 135) verschaffen. Die Rechnung besteht dann wesentlich nur noch in 
Additionen von Zahlen dieser Tabelle. 

1 Zum Worte "Quadratur" vgl. S.121-122. "Mechanice" sagte man im Mittelalter von 
angenaherten Konstruktionen im Gegensatze zu den im Sinne der griechischen Geometrie mit 
Zirkel und Lineal "demonstrative" ausfiihrbaren Konstruktionen. 
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a) Trapezregel. 
a) h = 0,1. 

Es sind die Funktionswerte fiir x = 0,1; 
0,2; 0,3; 0,4 zusammenzuzahlen, und zur 
Summe sind die halben Funktionswerte fiir 
x = 0 und x = 0,5 hinzuzufiigen; die Gesamt-

1 
summe mal 10 liefert den gesuchten .Annahe-

n 
rungswert an ~ 6 : 

1,00504 
1,02062 
1,04829 
1,09109 

4,16504 
0,5 
0,57735 

1 
5,24239 . -[0 

n 
6 =0,524239 

b) h = 0,05. 
Die Summe aus den Funktionswerten fiir 

die Zehntel x = 0,1 bis 0,4 und den halben 
Funktionswerten an den Enden x = 0 und 
x = 0,5 ist schon zu 5,24239 gefunden; wir 
brauchen sie daher wesentlich nur noch mit 
der Summe fiir die Zwanzigstel x = 0,05; 
0,15; ... ; 0,45 zu vereinen: 

1,00125 
1,01144 
1,03280 
1,06752 
1,11978 

5,23279 
5,24239 

1 
10,47518· 20 

n 6 = 0,523759 

Die Differenz: feiner Naherungswert (fiir h = 0,05) minus grober Naherungswert (fiir h = 0,1) 
betragt 0,523759 - 0,524239 = -0,000480, ein Drittel davon -0,000160. Das ist angenahert 
der Fehler des feinen Naherungswertes bzw. die an diesem anzubringende Verbesserung. 

n 
0,523759 - 0,000160 = 0,523599 stimmt in der Tat fiir alle seehs Stellen mit -6 iiberein und 
liefert n = 3,141594 statt 3,141593. 

b) Simpsonsche Regel. 
Sie ist nur anwendbar fiir h = 0,05 mit der geraden Anzahl 10 von Teilintervallen, aber 

nicht fiir h = 0,1 mit der ungeraden Anzahl 5. Wir miissen die Summe von Anfangs- und End
ordinate mit dem Vierfachen der schon gefundenen Summe 5,23279 der Ordinaten fiir die un
geraden Vielfachen 0,05; 0,15; ... ; 0,45 von 0,05 und dem Doppelten der Summe 4,16504 der 
Ordinaten fiir die geraden Vielfachen 0,1; 0,2; 0,3; 0,4 vereinigen und dann durch das Drei-

fache 60 des N enners von 2~ teilen: 

1 
1,15470 

20,93116 
8,33008 

--'----~i 1 
31,41594 ! • 60 

7t 
6~ = 0,523599 auf sechs Stellen richtig. 

13. Rechteckstreppen zu einem 
Sehnenzuge und zu einer Tangenten
kette der Urkurve. Von den allge
meinen Rechteckstreppen der S. 127 
bis 128 spielen zwei in der Praxis 
eine betrachtliche Rolle l . Erstens 
liege bei jedem Rechtecksstreifen die 
Decklinie so, daB sein InhaJt genau 
gleich dem Inhalte des entsprechen
den Kurvenstreifens ausfallt. Dazu 
muB z. B. (Abb. 136) fiir das erste 
Teilintervall von Xo bis Xl zwischen 

Abb.136. Rechteckstreppe zu einem SehDenzuge 
der Urkurve. 

Xo und dem Zwischenpunkte go ein ebenso groBer, schraffierter Zwickel des 
Kurvenstreifens liber den Rechtecksstreifen liberschieBen wie zwischen go und Xl 

1 Wir denken uns die Kurve y' = f'(x) monoton oder ein monotones Stiick herausgegriffen. 
9* 
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an ihm (weiB gelassen) fehlt (oder umgekehrt), entsprechend muB es fiir das 
zweite Teilintervall von Xl bis x2 mit dem Zwischenpunkte gl sein usw. Der 
Inhalt des ersten Rechtecksstreifens an der abgeleiteten Kurve y' = f' (x) be
tragt (Xl - xo) I' (go) mit einem gewissen, gerade durch unsere Forderung fest-

x, 

gelegten go, der Inhalt des ersten Kurvenstreifens !1'(x)dx=!(x1)-!(xO) 
x. 

(er ist die Funktionsdifferenz der Urfunktion y = !(x) zwischen Xo und Xl' vgl. 
S. 121). Die Gleichheit beider hat zur Folge 

1'(;0) =j~~)) .. ~j(xo), 
x1 -Xo 

d. h.: Die Tangente der U rkurve fur den Punkt IIo mit der Abszisse go verliiujt parallel 
der Behne durch die Punkte Pound P 1 fur die Abszissen Xo und Xl' Unser hier 

durch die Bedingung fiir den Recht
ecksstreifen bestimmtes go ist also ein go 
des Mittelwertsatzes der Differential
rechnung (S. 110). 

Zweitens sei die Rohe fiir den ersten 
Rechtecksstreifen zwischen Xo und Xl 
gleich der Anfangsordinate, also go = xo' 
Die Decklinie des zweiten Rechtecks
streifens zwischen Xl und X2 schneide 
die Kurve y' = I' (x) so (Abb.137), daB 
links von gl ein ebenso groBer Zwickel 
(schraffiert) des zweiten Rechtecks
streifens iiber die Kurve iiberschieBt 
me (weiB gela.ssen) beim ganzen ersten 
Rechtecksstreifen bis zur Kurve fehlt 

~~~~x (oder umgekehrt). Weiter tilge sich der 
rechte weiB gelassene Zwickel beim 

Abb. 137. Rechteckstreppe zu einer Tangentenkette zweiten Rechtecksstreifen gegen den 
der Urkurve. Graphische Integration. schraffierten linken Zwickel beim drit-

ten Rechtecksstreifen usw., schlieBlich 
der rechte Zwickel des vorletzten Rechtecksstreifens gegen den ganzen Zwickel 
fiir den letzten Rechtecksstreifen, indem ;n-1 mit Xn zusammengelegt, d. h. als 
Rohe des letzten Rechtecksstreifens die Endordinate genommen wird. Drum 
findet Gleichheit zwischen der Flache von y' = I' (x) von der Anfangsabszisse Xo 
an und zwischen Rechteckstreppen statt fiir gl' ;2' ... , ;11-1 = Xn, also Z. B. 

;1 

(x1 - XO) I' (XO) + (gl - Xl) I' (gl) = II' (x) dx = j(;l) - j(xo) . 
Xo 

An der Urkurve y = f(x) bedeutet die rechte Seite die Erhebung von Xu bis gl' 
die linke Seite ebenfalls diese Erhebung, nur daB man von Xo bis Xl der Tangente 
in Po (Abszisse xo) mit dem SteigungsmaBe I' (xo) und von Xl bis gl der Tangente 
iIi III (Abszisse gl) mit dem SteigungsmaBe I' (gl) folgen solI. Die Rechteckstreppe 
Abb. 137 an der abgeleiteten Kurvey' = I' (x) entspricht also einer Kette aufeinander
folgender Tangenten der Urkurve y =/(x). Die Beruhrungspunkte sind den Treff
punkten zwischen Rechtecksdecklinien und abgeleiteter K urve und die· Schnittpunkte 
ie· zweier aufeinanderfolgender Tangenten den Ubergiingen von einem Rechteck zum 
niichsten zugeordnet. Der Inhalt der ganzen Rechteckstreppe zwischen a und b ist gleich 
dem Hohenunterschiede f(b) - f(a) von Anfangs- und Endpunkt d~r Urkurve y = f(x). 
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Zur Obung sei empfohlen, von einer Tangentenkette der Urkurve ausgehend die senkrechten 
Erhebungen bis zu den Tangenten als Rechtecke an der abgeleiteten Kurve auszudeuten und 
so zum Fundamentalsatze vorzudringen.. Man genieBt. dabei den Vorteil; daB der Inhalt. der 
Rechteckstreppe von vornherein als f(b) - f(a) bekannt ist und bei der die Fl1i.che ausschOpfen. 
der Verfeinerung von Tangentenkette und Rechteckstreppe fest bleibt. Er weist sich so von 
vornherein auch als Grenzwert der Rechteckssumme, d. h. als Flache der abgeleiteten Kurve aus. 

14. Graphisehe Integration.. Die letzten Uberlegungen ermoglichen die sehr 
bequeme und genaue zeichnerischeLosung des folgendenProblems: .Wie konnen wir, 
wenn die Urkurve y = t(x) bis aut einen einzigen Punkt A = Po tortgewscht ist, von 
der abgeleiteten K urve y' = t' (x) her zu ihr zUrUckgelangen ~ Anders ausgedriickt: 
Wie konnen wir die Kurve y' = t' (x) graphisch iritegrieren, d.h.eine Stammkurve 
zu ihr zeichnen ~ 

Wir konstruieren einfach an der Kurve y' = t' (x) eine Rechteckstreppe wie in 
Abb.137. Dem Verlangen, daB sich die Zwickel gegenseitig tilgen sollen, laBt sich 
zeichnerisch vortrefflich nachkommen, weil das Auge an den kleinen Zwickeln 
Gleichheit oder Ungleichheit sehr gut abzuschatzen vermag. Die Zwischenpunkte 
werden im Laufe der Konstruktion passend gewahlt, 
iibrigens zweckmaBig nicht zu eng. Von den Recht
ecksdecklinien geht man wagerecht auf die y' -Achse 
heriiber. Verbinden der eingeschnittenen Punkte mit 
dem Punkte -1 auf der x-Achse liefert vermoge der 
entstehenden Steigungsdreiecke (vgl. S. 77-78) die Tan
gentenrichtungen der Urkurve (Abb. 137). Die erste 
Tangente lauft durch den gegebenen Punkt Po der Ur
kurve als Beriihrungspunkt. Man verfolgt sie (beim 
gebrauchlichen Einzeichnen der Urkurve in dasselbe 
Koordinatensystem wie die abgeleitete Kurve oder in 
ein senkrecht dariiber befindliches) bis senkrecht iiber 
die Endseite des ersten Rechtecksstreifens und bricht 
dann zur zweiten Tangente um. Ihr Beriihrungspunkt 
liegt senkrecht iiber dem Schnitte der zweiten Recht
ecksdecklinie mit der abgeleiteten Kurve. Senkrecht 
iiber der Endseite des zweiten Rechtecks schlieBt an 
die zweite Tangente die dritte an usw. In die gefun
dene Tangentenkette mit ihren Beriihrungspunkten 
laBt sich die Urkurve leicht und sicher einzeichnen, 

1 

womit das Ziel erreicht ist. Abb. 138. Graphische Integration 
der geraden Llnie II = 2 x I1efert 

In Abb. 138 ist die graphische Integration der ge- die Parabel y = x' . 

raden Linie y' = 2 x als abgeleiteter Kurve zu sehen, 

x 

wenn wir von der Urkurve noch wissen, daB sie den Koordinatenursprung tragt. 
Ausfiihrung der einfachen Konstruktion wird jeden iiberzeugen, wie auBerordent
lich schon die Parabel y = x 2 als Urkurve zustande kommt. 

Will man sich beim Abgleichen der Zwickel gegeneinander nicht 
auf das AugenmaB verlassen, so bietet sich das Verfahren der Abb. 139 
dar. Durch II komme von links eine wagerechte Rechtecksdecklinie 
an, und durch II* solI eine neue nach rachts abgehen. Wir ziehen 
die Sehne II II* , halbieren sie in M und dritteln die wagerachte 
Stracke M N in S so, daB das kleinere Stiick nach der Kurve zu liegt. 
Fiir die Senkrechte durch S werden die anschraffierten Zwickel einander 
annahernd flachengleich. Streng gilt dies, wenn der Bogen II II* 7TMIt:Z"""~~-"= 
einer Parabel mit wagerechter Achee (in y = YX-Lage) angehOrt. - Abb.139. Verfelnertes 
Unsere Vorschrift ermoglicht den Gebrauch breiter Rechtecksstreifen Zwickelabglei'chen. 
und liefert sehr genaue Ergebnisse; sie spiegelt zeichnerisch die 
Simpsonsche Regel (S. 130) wider, bei welcher die vorgelegte Kurve ja auch durch Parabel
hOgen (dort allerdings in y = x2-Lage) ersetzt wird. Auf Millimeterpapier zeichnet man natiir-
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lich die Wagerechte M N gar nicht ein, sondern markiert an Hand der Sehne II II*, ihres 
Halbierungspunktes M und der Netzlinien sofort den Punkt S fiir die Senkrechte. In dieser 
Weise ist z. B. Abb.l40 entstanden; doch sind die Hilfslinien nachtraglich fortgelOscht 
worden. 

Statt der Rechteckstreppe der Abb. 137 kann auch, allerdings weniger vorteilhaft, die 
Rechteckstreppe von Abb. 136 zur graphischen Integration verwandt werden. Die Wagerechten 
der Rechtecksdecklinien schneiden hier auf der y'-Achse die SteigungsmaJ3e von Sehnen der 
Urkurve ein, deren Begrenzungspunkte je senkrecht iiber den zwei Rechtecken gemeinsamen 
senkrechten Seiten liegen; die erste lauft durch den gegebenen Punkt Po. Man erhalt also hier 
nur Punkte der Urkurve, aber keine Tangenten. Das ist ein Mangel, den jeder Zeichenkundige 
empfinden wird. Fiir die zu den Sehnen parallelen Tangenten kennt man zwar die Senkrechten 
der Beriihrungspunkte (sie fiihren durch die Schnittpunkte der Rechtecksdecklinien mit der 
abgeleiteten Kurve), aber nicht diese selbst. 

Ausdriicklich sei noch das eigentlich Problematische bei der graphischen Integration 
gekennzeichnet: Wir kiinnen zwar bei Kenntnis von y' als Ordinate der abgeleiteten Kurve 
Bofort fiir jeden Punkt C-.. s Steigungsdreieck der Urkurve herstellen, dessen Hypotenuse die 
Tangentenricktung gibt. Aber wir kennen nicht die absolute Lage der Tangente. Wenn wir 
mehrere aufeinanderfolgende Ordinaten der abgeleiteten Kurve benutzen, so sind wir deshalb 
im Zweifel, wo wir von einer Tangente der Urkurve zur nachsten abschwenken miissen. Der 
Praktiker miichte ohne Kenntnis des Fundamentalsatzes vielleicht vorschlagen, das Umbrechen 
von einer Tangente zur nachsten immer in der Mitte der Teilintervalle vorzunehmen; dies wiirde 
zum graphischen Gegenbilde der Trapezregel fiihren und nur einen Streckenzug nahe der Ur
kurve liefern. Hingegen gewinnen wir durch das Verfahren der Abb.137 einen wirklichen 
Tangentenzug einschlieJ3lich der Beriihrungspunkte, weil die besondere Rechteckswahl das 
UmbrecheIi. vollstandig charakterisiert. 

Entsprechend laBt sich zu einer in der Form y = f(x) statt y' = f' (x) vorgelegten 
Funktion mittels einer Rechteckstreppe an der Kurve y = f (x) graphisch eine Stamm-
kurve, die Kurve einer Stammfunktion f f (x) d x, konstruieren, wenn von ihr ein l'unkt 
bekannt ist. Andernfalls nehmen wir ihn beliebig an (vgl. die Willkiir der Inte
grationskons,tanten bei der formelmaBigen Behandlung) und erhalten so jedenfalls 

. wieder eine Stammkurve, aus 
~5 der aIle anderen durch ParaIlel-

y 
verschieben in der y-Richtung 
erzeugbar sind. Und zwar lauft 
zeichnerisch alles ebenso glatt 
und einfach wie bei der gra
phis chen Differentiation (S.69 

1---+--I:lI"--+-7f-7'---1~-t--j-----"l<f-+---\W"".Jf bis 70 und S.77-78), dem 
Aufsuchen der abgeleiteten 
Kurve mittels des Steigungs
dreiecks. Zu jeder gezeickneten 
Kurve y = f(x) 'liifJt sick gra
pkisck mit Leicktigkeit eine 
Stammkurve oder I ntegralkurve 
kerstellen, fur welcke die ge
gebene K urve abgeleitete K urve 
ist 1• Abb.140 verdeutlicht dies 

o :c,t 1 

Abb. 140. Gmphlsche Integration einee Halbkreises. 
'" 

Flilcheninhalt F(x)=f Vi--t'dt vomPunkte-1 an 
-1 

als Stammfunktion f Vi=--xi d x zu y = V 1- i' . 

fiir die Funktion y = VI -=- X 2, 

welche durch die obere Halfte 
des Kreises x 2 + y2 = 1 ge
geben wird. 

Das ,,lntegrationsproblem", die Stammfunktion oder das unbestimmte Integral ft(x)dx zu 
y = t(x) zu ermitteln, bietet also zeichnerisch nicht die geringsten Schwierigkeiten. Das ist 

1 Es gibt auch Apparate, die das Zeichnen der Stammkurve mechanisch besorgen, wenn 
ein Stift auf der gegebenen Kurve gefiihrt wird, die BOg. Integraphen; vgl. WILLERS, FR. A.: 
Mathematische Instrumente, Sammlung Giischen 922. 
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fiir die Praxis sehr wichtlg und doch gar nicht allgemein bekannt. Der Praktiker iiberschatzt 
oft die formelmaBigen Verfahren gegeniiber den viel anschaulicheren zeichnerischen oder den 
numerischen vom Schlage der Trapezregel. Nun ist oft die formelmaBige Integration nicht in 
solcher Art durchfiihrbar wie wnnderbarerweise die formelmaBige Differentiation. Da wird denn 
die Flinte ins Korn geworfen bei Gelegenheiten, wo man mit graphischer Integration vollstandig 
durchkommen konnte. 

Ein glanzendes Beispiel fiir graphische und numerische Integration liefert der natiirliche 
Logarithmus (vgl. Abschnitt II F, S. 165-202). 

15. Flacheninhalt als Stammfunktion. Das bestimmte Integral als Funktion der 
oberen Grenze. Fundamentalsatz, dritte Fassung. Mit den letzten Dingen sind 
wir unvermerkt zu einer neuen Auffassung des Fundamentalsatzes hiniibergeglitten. 

b 

Friiher hatten wir ihn dazu benutzt, das bestimmte Integral j f(x) dx [die 
a 

Flache von y = f(x) zwiscnen den Abszissen a und b] aus dem unbestimmten In-
tegral jf(x) dx [del' Stammfunktion mit del' Ableitung f(x)J zu ermitteln. Jetzt 

b 

sind wir bei unserer graphischen Integration urn.gekehrt von jf(x) dx aus zu jf(x) dx 
gelangt. a 

Dies wird am deutlichsten, wenn wir bei unserer Konstruktion den willkiirlichen 
Anfangspunkt der Stammkurve auf del' x-Achse in x = a wahlen. Dann miBt die 
Ordinate der Stammkurve fUr x = b unmittelbar die Flache von y = f(x) zwischen 
x = a und x = b; denn der Subtrahend in der Differenz der Ordinaten der Stamm
kurve fiir x = a und x = b, die nach dem Fundamentalsatze diesel' Flache gleich 
ist, verschwindet. Die so durch graphische Integration gezeichnete besondere 
Stammkurve dient daher zur Flachenbestimmung fiir die vorgelegte Kurve, indem 
ihre Ordinate mit dem Langenma13stab gemessen wird. Ermittlung del' Flache 
durch Auszahlen del' Quadratmillimeter auf Millimeterpapier oder durch Um
fahren mit dem Planimeter (vgl. S. 123) liefert eine wertvolle Probe. Z. B. ist in 
Abb. 140 durch graphische Integration der Flacheuinhalt des links von del' y-Achse 
gelegenen Viertelkreises vom Radius I bestimmt. Die im Punkte x = -I beginnende 
Flacheninhaltsstammkurve schneidet fiir x = 0 in del' Rohe 0,785 hindurch, was 

eine vorziigliche Annaherung an den theoretisch zu erwartenden Wert ~ = 0;7854 

darstellt. Fiir x = I liest man als Ordinate 1,57 =: Ralbkreisflache ; abo 
Wichtiger aber ist fiir uns jetzt das Umgekehrte: 
Tragen wir den (z. B. durch Auszahlen von Quadratmillimetern gefundenen) 

Fliicheninhalt der Kurve y = f (x), geme88en von der Ordinate fur einen festen Punkt A 
mit der Ab8zi88e a bis zur Ordinate fur einen wandernden Punkt B mit der Ab8zi88e b, 
als FunktionF(b) von b auf, 80 erhalten wir eine Stammkurve zu y = f(x). Und 
zwar handelt es sich urn. diejeuige Stammkurve, die fiir das Argument a (z. B. -1 
in Abb. 140) den Wert 0 hat (del' Flacheninhalt wird ja immer kleiner, je naher 
B an A heranriickt). 

Anders ausgedriickt, als letzte Auspragung des Fundamentalsatzes: 
b 

Da8 bestimmte Integral jf(x) dx i8t bei fe8tem a und veriinderlichem b eine 
a 

Funktion F (b) von b, die fur b = a ver8chwindet und deren Ableitung F' (b) gleich 
dem Werle f(b) von f(x) an der oberen Grenze b ausfiillt. 

Gewohnlich schreibt man wieder x statt b. Dann wird man, urn. keine Ver
wirrung zu bekommen, in f(x) unter dem Integralzeichen an Stelle von x als 
"Integrationsveriinderliche" einen anderen Buchstaben, etwa t, wahlen und hat 
damit (Abb.141): z 

F(x) = J f(t) dt, F(a) = 0, F' (x) = f(x) . 
u 
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x 

Das bestimmte Integral f f (t) dt ist also ein spezielles unbestimmtes Integral It (x) dXl. a 

Das laBt sich auch unmittelbar folgendermaBen bestatigen, womit wir wieder auf 
die Betrachtungen yom Beginne dieses Abschnitts S.1l7 zuruckfallen und der Kreis 

Abb. 141. Flacheninhalt als Stamm' 
funktion: ];,'(x) = !(x). 

des Fundamentalsatzes geschlossen wird. Wir 
gehen von x urn die Spanne h weiter zu x + h> 
dann andert sich die Flache urn die Funktions
differenz F(x+h)-F(x)=DF(x) von F(x), 
dargestellt durch den Kurvenstreifen an y = f (x) 
zwischen x und x + h (Abb.141). Einen Annahe
rungswert an dies en Kurvenstreifen D F (x) gibt 
der Rechtecksstreifen h f (x) von der Grundlinie h 
und der Rohe f(x). Beide unterscheiden sich ver
haltnismaBig hnmer weniger, je kleiner h ist. Nach 

dem Differentialbegriffe (S.103) muB daher h f (x) das Differential dF (x) von F (x) 
sein und f(x) die Ableitung F' (x). In der Tat strebt, wie unmittelbar zu sehen, der 
Quotient DF (x) : h, die "mittlere Rohe" des Kurvenstreifens, fUr h -'r 0 nach f (x). 
Wir haben also vermoge der rechnerischen Definition der Ableitung (S. 104--105) 
F'(x) = f(x); der Flacheninhalt F(x) ist eine Funktion mit der Ableitung f(x), 
d. h. eine Stammfunktion zu f(x). Den Rechtecksstreifen dF(x) = hf(x) mag man 
passend "Differential der Integralrechnung" nennen und ihm die senkrechte Erhebung 
bis zur Tangente in Abb.105 als "Differential der Differentialrechnung" gegeniiber
stellen. Abb. 119 und 121 vereinigen beide Ausdeutungen des Differentials und 
fassen dadurch in nuce die ganze Differential- und Integralrechnung zusammen. Man 
veranschauliche sich auch die Grundformel der Differentialrechnung (S. 103) durch 
Abb.141 in der Gestalt DF = dF + o(h); 

das Restglied 0 (h) von kleinerer GroBenordnung ist der Unterschiedszwickel zwischen 
Kurvenstreifen DF und Rechtecksstreifen dF; er entspricht dem Stucke TP in 
Abb.105. 

Es zeigt sich hier besonders deutlich, daB Differential- und Integralrechnung nur 
zwei verschiedene Auspragungen einer einzigen Sache sind, die man etwa durch 
das Wort "Grenzwertrechnung" kennzeichnen kann. 

2 
Man uberlege sich entsprechend, daB dS = r2 d pals "Sektordifferential" einer Kurve r = I(p) 

in PoIarkoordinaten (Abb. 130, S. 126) ein Annaherungswert an die "Sektordifferenz" DS ist, 
welche der Radiusvektor uberstreicht, wenn der PoIarwinkel sich von p zu p + h = p + d p 

andert. Erfolgt dieses t}berstreichen im Laufe der Zeit Dt, so hei.6t lim D§ = dd§ = "-22 ~dP 
.0,!-'rO Dt t t 

die "Flachenge8chwindigkeit". Sie spieIt in der Theorie der PIanetenbewegung eine Rolle; fUhrt 
der Radiusvektor von der Sonne nach einem Planeten, so besagt das 2. Keplersche Gesetz, daB 

~~ konstant ist (vgI. S. 156). 

Mit welchem Buchstaben die Integrationsveranderliche in einem bestimmten Integral 
bezeichnet wird, ist gIeichgliltig. Kommt es doch fUr die FIache einer Kurve gar nicht darauf 
an, ob diese Kurve y = I(x) oder y = I(t) oder 11 = I (S) oder sonstwie geschrieben ist. Z. B. 

b b b 

J2xdx = j2tdt = /2§d§ = b2 _a2 
a a a 

bedeutet einheitlich die Flache der geraden Linie (Abb.122 und Abb.138) 
Ordinate = 2mal Abszisse 

zwischen den Abszissen a und b. 

1 Abb.140 gibt in diesem Sinne, wie schon gesagt, eine Stammkurve f Vl-x2 d x zu 
Y= Vl--x 2. 
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Hat man das bestimmte Integral als Funktion der oberen Grenze x, so wird hiiufig der Bueh
x 

stabe x auch als Integrationsveranderliche beibehalten, also f f (x) d x geschrieben. Dadureh 
" werden freilieh die Integrationsveranderliehe, d. h. die unabhiingige Veranderliehe der zu inte-

grierenden Funktion, und die obere Grenze, d. h. die unabhiingige Veranderliehe des Integrals, 
durcheinandergemischt, und es tritt nicht klar hervor, daI3 tatsachlich eine Funktion lediglich 
der oberen Grenze vorliegt. Deshalb empfiehlt es sich, auch dann, wenn die Kurve, deren Fliiche 
gesucht wird, wie iiblich in der Gestalt y = f (x) gegeben ist, in Gedanken fiir einen Augenblick 

x 

zu Y = f (t) oder Y = f (§) o. dgl. hiniiberzuwechseln und f t (t) dt zu schreiben. 
a z 

Etwa nach der Trapezregel vermogen wir ein bestimmtes Integral ff{t) dt 
a 

numerisch angenahert auszuwerten. Tun wir das fur verschiedene x, so ergibt 
sich die Funktionstabelle der Stammfunktion F(x) von t(x). Auch numerisch 
stehen also dem Integrieren ebensowenig Hindernisse entgegen wie zeichnerisch 
(zur Anwendung vgl. Abschnitt II F, insbesondere S. 168). 

16. Grundsiitzliches zur Differentialmethode. Unsere U"berlegungen zum Fundamentalsatze 
enthalten, das sei zum Schlusse riickschauend herausgearbeitet, die Rechtfertigung der yom 
Natilrwissenschaftler immerzu angewandten "Differentialmethode". Darunter versteht man, 
allgemein gesprochen, das Verfahren, beim mathematischen Ansatze eines naturwissenschaft
lichen Problems zuerst "ins Kleine" zu gehen, in "Elemente", wie schmale Streifen oder Sek
toren, diinne Platten, Stabchen, Kreisringe, Kugelschalen o. dgl. zu zerschneiden, kurze 
Zeiten, kleine Verschiebungen ins Auge zu fassen usw. Manchmal wird dabei sogleich wieder 
an eine Zusammenfiigung der "Elemente" gedacht, so bei den "Elementararbeiten" S.123 
oder bei der scharfen Fassung des "Oavalierischen Prinzips", daI3 man z. B. einen Korper aus 
aufeinandergelegten flachenformigen ,;Elementen" aufbauen konne. Dann handelt es sieh 
im Grunde eigentlich nur um den Begriff des bestimmten Integrals. Ofter aber stellt die Diffe
rentialmethode - und dann tritt sie erst vollstandig hervor -, ohne scheinbar weiterzudenken, 
zuniichst nur eine Ditferentialbeziehung oder Differentialgleichung fiir Ableitungen oder Dufe
rentiale auf. Diese kann ala Extrakt aus beobachteten und zweckmiiI3ig aufgefaI3ten experimen
teIlen Tatsachen abgezogen sein, wie bei der Lichtabsorption in einer Platte (S. 104). Oder 
sie verkorpert vielleicht eine nach theoretischen Oberlegungen als moglichst, einleuchtend und 
anschaulich angenommene Differentialhypothese, etwa fiir die Geschwindigkeit des Joddampf
eindringens in Silber (S. 95-96). Der Fundamentalsatz besagt dann: Wir diirfen beirn Differential
ansatze, der auf kleine Anderungen achtet, unbedenklich Funktionsdifferenzen durch Diffe
rentiale ersetzen; auch wenn wir nachtraglich durch Integrieren zu lntegralbeziehungen oder 
lntegralgesetzen fiir die Funktionen selbst fortschreiten, die sich mit der Erfahrung vergleichen 
lassen, besteht keine Gefahr der Aufhiiufung sehr vieler sehr kleiner Einzelfehler. Vielmehr ge
stattet jenes Hereinbringen des Differentials gerade, den GrenzprozeI3 der Summation sehr vieler 
sehr kleiner Glieder, d. h. das Integrieren, ganz mechanisch und ohne neue uberlegungen durch
zufiihren. So tragt die Differentialmethode schon irn Ansatze der nachfolgenden mathematischen 
Behandlung (dem Integrieren) Rechnung und bildet sie soweit wie irgend moglich vor. 

ubrigens zeichnet sich der Differentialansatz hiiufig durch bestrickende Einfachheit aus, 
obne selbst erfahrungsmaI3ig nachpriifbar zu sein. Dann wird er erst durch Bestatigung des 
Integralgesetzes gestiitzt. 

Der innere Grund fiir die Duferentialmethode liiI3t sich meistens durch das Schlagwort 
"Proportionalitiit (Gleichfiirmigkeit) im Kleinen" (vgl. S. 103-104) charakterisieren1 ; man 
iiberlege sich daraufhin aIle unsereBeispiele durch. Vorteile bei ihr sind z. B.: 

Sie faI3t oft einen ungeheuren Erfahrungsstoff iibersichtlich und einheitlich zusammen, so 
Newtons Differentialgesetz fiir die Gravitation: "Gravitationsheschleunigung proportional den 
Massen, umgekehrt proportional dem Quadrate der Entfernung" die Keplerschen (Integral-) 
Gesetze und die ganze Himmelsmechanik, Guldberg -Waages Massenwirkungs( differential )gesetz : 
"Reaktionsgeschwindigkeit proportional dem Produkte der Konzentrationen" die chemische 
Kinetik; 

1 Auch Beispwle mit Geschwindigkeiten konnen dem untergeordnet werden. Z. B. ist beim 
Joddampfeindringen in Silber die Dickenzunabme L:,. y angenahert proportional der Zeitspanne dt 

und umgekehrt proportional der schon vorhandenen Dicke y, in praziser Auspragung d y = Pdt. 
y 

Gezwungen erscheint das Hinausspielen auf Proportionalitat im Kleinen bei Beispielen mit 
Richtungen u. dgl., z. B. bei der Oberfliiche einer rotierenden Fliissigkeit (S.76). 
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sie ermo~licht dadurch eine wirkliche Theorie der Erscheinungen und lenkt den Blick auf 
das Wesentliche, den eigentlichen Mechanismus der Naturvorgange1 ; 

dllrch Probieren verschiedener Differentialhypothesen ergibt sich zuweilen am schnellsten 
das zu experimentellen Befunden passende Gesetz. 

SchlieBlich noeh ein allgemeines Wort: Wer die Differentialmethode vollig erfallt hat, der 
beherrscht begrifflich die "hohere" Mathematik. 

E. Differenzier- und Integrierregeln. 

1. Allgemeines. Mit Hilfe der Grundformel2 

£':, y = d Y + 0 (h) = h y' + s h (s -~ 0 fur h -~ 0) 

fUr denZusammenhang zwischen Funktionsdifferenz £':,y= fj - Y = f(x + h) - t(x) 
und Differential d y = h y' oder mit Hilfe der rechnerischen Definition der Ab-
leitung 

6y 'f" h 0 ---~ y ur -~ 

h 

ist es ein Leichtes, die sog. Differenzierregeln herzuleiten. Diese, von Leibniz ge
funden und bereits auf S.74 im groBen charakterisiert, bilden das Ruckgrat der 
formelmaBigen Differentialrechnung und gestatten, Aufgaben der Differential
rechnung auf dem Papiere etwa so zu behandeln, wie man bei Kenntnis des kleinen 
Einmaleins beliebige Multiplikationen ausfuhren kann. Einige der Differenzier
regeln ergeben in Umkehrung nutzliche Integrierregeln. 

2. Differenzieren und Integrieren einer Summe. Wir kennen schon von S.74 
die Regel, daB eine Summe y = f(x) = u(x) + v(x) von zwei Funktionen u = u(x) 
und v = v (x) gliedweise differenziert werden darf, d. h. daB die Ableitung y' = (u + v)' 
der Summe y = u + v gefunden wird, indem man die Ableitungen u' und v' der 
Summanden addiert: (u + v)' = u' + v' . . 

Aus der Grundformel folgt dies so: Es ist 

6u=du+<1h=hu'+<1h und 6v=dv+<2h=hv'+<2h, 
wobei 6 u = u(x+h) -u(x) und £':, v = v(x + h) - v(x) die Fllnktionsdifferenzen, du = hu' 
und dv = hv' die Differentiale der Funktionen u und v, schlielllich <1 und C2 bei kleinem h 
kleine Grollen mit <1 -~ 0 und <2 -~ 0 fiir h -~ 0 sind. Nun ist die Funktionsdifferenz 

6 y = 6(u -+- v) = f(x + h) - f(x) = [u (x --!- h) + v (x + h)] - [u (x) + v (x)] 
der Summe y = u --i- v offenbar gleich 

[u(x + h) -u(x)] --i- [v(x I h) - v(x)) =:"-.u + :"-.v, 
d. h. gleich der Summe der Funktionsdifferenzen fiir u und v einzeln, also 

/'--, y = 6 (u --!- v) = £':, u + 6 v = du + dv + «1 + c2)h == (u' + v')h + «1 + c2)h . 
D. h. 6(u + v) ist dargestellt als Summe aus du + dv = (u' + v')h und einem Gliede 
«1 + (2)h von kleinerer GroBenordnung, weil mit <1 und C2 auch <1 + <2 klein ausfiUlt und fiir 
h -~ 0 nach Null strebt. Daher mull der erste Bestandteil du + dv das Differential d(u +v) 
von u + v sein: d(u + v) = du + dv 

und der Faktor u' + v' von h in ihm die Ableitung von u + v: 

(u + v)' = u' + v'. 

1 Die neueste Entwicklun~ der Physik lauft zum Teil etwas anders, und auch in der Mathe
matik geht neuerdings eine Stromung dahin, solange als moglich mit Differenzen statt Differen
tialen zu arbeiten. Doeh wird die Differentialmethode wohl immer ihre Bedeutung fiir den 
N aturwissenschaftler behalten. 

2 Ausdeuten konnen wir diese Formel, wie noch einmal zusammenfassend bemerkt, sei: 
1. an der Kurve y = f (x), und zwar ist 6 y die senkrechte Strecke Q P vom Endpunkte Q der 

wagerechten Spanne PQ = h bis zur Kurve, wahrend d y = Q T von Q bis zur Tangente 
in P fiihrt; 

2. an der Kurve y' = f' (x), und zwar ist £':, y der Kurvenstreifen von der Breite h zwischen 
x und x + h, d y der zugeh6rige, an die Anfangsordinate y' angefiigte Rechteckstreifen, 

vgl. Abb. 119. Entsprechendes gilt fiir die Beziehung 6 y : h ~ y' fiir h ~ O. 
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Aus der Differenzierregel entflieBt wie friiher als Umkehrung die 1ntegrierregel 

J (u + t,) dx = J u dx + J v dx, 

eine Summe darf gliedweise integriert werden. 
3. Differenzieren eines Produkts. Ableitung der Potenz. Binomialformel. Unsere 

fruhere Differenzierregel vom konstanten Faktor (S.75) erweist sich jetzt als ein 
Sonderfall einer Regel uber das Differenzieren eines Produkts y = f(x) = u(x) v(x) 
von zwei Funktionen u = u(x) und v = v(x). Um 
diese Regel herzuleiten, benutzen wir am einfachsten 
die rechnerische Definition 6. y : h -~ y' der Ablei
tung. Wir kennen die Ableitungen u' und v' und 
wunschen die Ableitung (uv)'. Offenbar muB zur Aus
beutung der Definition 6. y : h -~ y' die Funktions
differenz 6.(uv)=u(x+h)v(x+h)-u(x)v(x) des Pro
dukts uv in Verbindung mit den Funktionsdifferenzen 

lUI 

6.u = u (x + h) -u(x) und 6.v = v(x+ h) -v(x) der Abb.142. AnderungeinesProdukts 
Faktoren gebracht werden. Wir deuten /::; (uv) als bei Anderung der Faktoren. 

1nhaltsanderung eines Rechtecks mit den Seiten u 
und v, wenn diese bei der Xnderung von x in x + h um L:, u und 6. v wachsen. Man 
liest aus Abb.142 ab 

6. (uv) = v6.u+ u6.v+ !c,.uL:,v 

und bestatige dies auch rein rechnerisch unter Heranziehung von u(x + h) = 
u(x) + L:,u, v(x+ h) = v(x) + L:,v (wichtig fur negative u und v oder 6.u und 6. v, 
wobei die geometrische Veranschaulichung kleine, alierdings durch Zusatzver
abredungen leicht zu behebende Schwierigkeiten mit sich bringt). Dividieren 
wir durch h, so sind die entstehenden Differenzenquotienten fUr den Grenzubergang 
h--+ 0, der zu den Ableitungen (uv)', u' und v' fuhrt, geeignet: 

6. (uv) L.u 6.v /''.U 
---=-v...L--u...L -6v h h' h I h . 

Nur das letzte Glied erfordert noch einen Augenblick Sonderuberlegung: ~u 
strebt fUr h--+O nach der Ableitung u', die Funktionsdifferenz L:,v aber nach Null 
(das senkrechte Stuck bis zur Kurve schrumpft bei hinschwindender Spanne selbst 
immer mehr zusammen), also das ganze letzte Glied ebenfalls nach Null. Dam it 
haben wir 

I (uv)' = u'v + v' u, I 
Ableitung des Produkts gleich Ableitung des ersten Faktors mal zweitem Faktor plus 
Ableitung des zweiten Faktors mal erstem Faktor. 

Multiplizieren wir beiderseits mit einem beliebigen h, so sind h(uv)', hu', hv' 
die Differentiale des Produkts uv und der Faktoren u und v, d. h.: 

1 d(uv) = vdu + udv ·1 

Man leite dies auch mit Hilfe der Grundformel her! 
1st insbesondere die eine Funktion v eine Konstante c, so wird v' = c' = 0 und 

(cu)' = cu', wir stoBen auf die Regel vom Vortreten einer Konstanten beim Diffe
renzieren. 

Einige Beispiele: 

(x sin x)' = x' sin x + (sin x)' x = I . sinx + cos x . x = sinx + x cos x , 



140 II. Differential- und Integralrechnung. 

(sin 2 x)' = (sin x 0 sinx)' = (sinx)' sin x + (sin x)' sin x = 2 sin x cosx = sin 2x 

(der Verlauf der fiir die Elektrotechnik wichtigen Funktion y = sin2 x ist in Abb. 143 
zu sehen, vgl. auch So 164-165), 

(X2)' = (x 0 x)' = x' 0 x + x' 0 x = 2x, 

(x3)' = (x 2o x)' = (X2)' X + x' (x 2) = 2 x 0 x + I 0 x 2 = 3 x 2 . 

Mit dem neuen Ergebnis 

fur die Ableitung de8 Kubus y = x 3 (Abb. 41, S.34) konnen wir weiterschreiten und 
(X4)' = (x3 0 x)' = 4x3 fUr die 4. Potenz von x uSWo finden. Wir wollen statt dessen 

!I ailgemeiner zunachst ein Produlct uvw 0 0 0 
1 von mehr als zwei Funktionen u = u{x), 

v = v(x), w = w(x), 000 von x differen
x zieren und dann aIle Faktoren gleich x 

setzen, um so auf die Ableitung der Po-
Abb. 143. Kurve y = sin' x (und Sinusllnie y = sin x). tenzen von x mit positivem ganzem Ex

ponenten zu kommeno Es ergibt sich, 
indem wir den ersten Faktor u fiir sich und das Produkt vw 000 alIer iibrigen 
als einen Ausdruck zusammennehmen, nach unserer Regel: 

(uvu: 000)' = [u 0 (vw 000)]' = u'{vw 000) + (vw 00 o)'u. 

Nun wird (vw 000)' in entsprechender Weise ausgefiihrt: 

(vu: 0 0 0)' = v' (w 0 0 0) + (u: 0 . 0)' v . 

Die SchluBformel lautet, wie leicht zu iibersehen, 

(uvw 000)' = u'vu: 000 + v'uw 000 + W'U'L' 000 + 000 

wir multiplizieren die Ableitung jede8 Faktors mit allen iibrigen Faktoren und addieren 
die samtlichen derartigen Produkte. 

Insbesondere 

(xn)' = (x 0 x 0 0 0 x)' = x' (x 0 x 0 0 0 x) + x' (x 0 x 0 0 0 x) + ... + x' (x 0 x· . 0 x) 
--...-- --...-- '-..-' -.-' 

n Faktoren (n-1) Faktoren (n-1) Faktoren (n-1) Faktoren 
n Summanden 

=nxn- 1 , d.h.: 

I-Die Potenz y = xn hat die Ableitung y' = (xn)' = nxn- 1 I 
und das Differential d y = n xn-1 d x . I 

Zur Differentiation der Potenz xn zieht man den Exponenten n als Faktor vor und 
vermindert ihn oben an x um I; z. B.: (X2)' = 2x2-1 = 2x, (x5), = 5x!i-1 =·5x4, 

4 '4 1 
( -) 4 --1 4-

(a;1) = -10 x-2 = _x-2, x 3 = - x 3 = .-- x 3 • Eigentlich miiBten wir ver-a a 
langen, daB n positiv ganz sein soli - aber es wird sich zeigen, daB die hier fiir 
positives ganzes n bewiesene Regel fiir ganz beliebiges n in Kraft bleibt (vgl. So 146 
bis 147, S.150, S.152, S.160-161). Das wird man schon nach der von S.94 be-

l '1 1 

kanntenDifferenzierformel (Yx)' = 2 ~, die sichjetzt als Ci2) = ~ x2 - 1 = ~ x -2-

einordnet, und nach den Regeln des Rechnens mit kleinen GroBen (So 99-100) ver
muten. 
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FUr n = 3, also y = x3 ist das Differential d y = 3 x 2d x. Wenn man die Kanten
lange x eines Wiirfels vom Volumen y = x3 um ein kleines Stiick h = d x andert, 
betragt hiemach die Anderung 6 y = d y des 
Volumens angenahert 3x2dx = 3hx2 • Das laBt 
sich anschaulich aus Abb. 144 ablesen. x 2h ist 
das Volumen jeder der 3 auf 3 Wiirfelflachen auf
gesetzten Platten von der Grundflache x 2 und der 
Rohe h, die den Lowenanteil der Volumenzunahme 
liefem. AuBerdem kommen zum Ausgangsvolumen 
nur noch drei verhaltnismaBig raumii.rmere Saulen 
von der Grundflache h2 und der Rohe x, also dem 
Inhalte h2 x, und ein noch weniger ins Gewicht 
fallender Wiirfel von der Kantenlange h und dem 
Inhalte h3 hinzu. Der Gesamtinhalt 3h2 x + h3 

dieser Zusatzgebilde gibt das gegeniiber dem Ge
samtinhalte 3hx2 der drei Platten unbedeutsame Abb. 14~(!~I!m;~~r:~~.e~~~:ViirfelS 
Glied o (h) in 6y = dy + o(h) = 3hx2 + (3hx 
+ h2)h. Man deute entsprechend d(X2) = 2x dx an einem Quadrate von der 
Seitenlange x aus! 

Aus demAusdrucke dy = nxn~ldx fiir das Differential der Potenz x" mit beliebigem Ex
ponenten n folgt fiir die Funktionsdifferenz an den 8tellen x = 1 und x = i ± I! bei kleinem I! I 

(1±I!)n-l=(ni"~ldx)X=l,dX=±.=±nl!, d.h. (1±I!)n=l±nl! 

(vgl. 8.100). Als Verfeinerung hiervon kann (mit etwas anderen Bezeichnungen) die "Binomial
formel" oder "Binomialreihe" 

(1 + x)" = 1 + G) x + G) x 2 + G) x3 + ... 

aufgefaBt werden. 8ie entsteht, wenn man die aufeinanderfolgenden Ableitungen 

(x")' = nxn~l, (x")" = n(n - 1) xn~2 , (xn)'" ~ n(n _ l)(n _ 2) x,,-3, ... 

der Potenz x" bildet, mit ihnen ale: Taylorsche Entwickiung (8.112) 

( h)" n, h ,,-1 + h2 ( 1) n-2 h3 ,,-3 x+ = x T 1 nx F2 n n- x + 1.2'3n(n-l)(n-2)x + ... 

= xn + G) hi,,-l + G) h2X"~2 + G) h3xn~3 + ... 

aufschreibt und nachher x durch 1 und h durch x ersetzt, also die Potenz um den Punkt 1 

h t . k It (n). t d B' . Ik ff" t n(n - 1) (n - 2) ... (n - k + 1) D' erunl en ·WlC e; k IS er momla oe IZlen 1 . 2 . 3 ... k . . Ie 

Binomialformel ist zunachst bei positivem ganzem n fiir aIle x gwtig; dann bricht die Reihe 

namlich ab, weil die Binomialkoeffizienten (n ~ 1)' (n ~ 2)' ... infoige des Auftretens einer 

Null im Zahler sii.mtlich verschwinden. Z. B. 

(1 + X)3 = 1 + ( ~ ) x + ( :) x2 + ( ! ) x3 = 1 + 3 x + 3 x 2 + x3. 

Man spricht hier meist vom binomischen 8atze. Fiir nicht positiv ganzes n ist die Binomial
reihe nur fiir . x < 1 konvergent, daher besteht die Binomialformel dann auch nur fur die x 
mit I x I < 1 (bei n > 0 wird sie ubrigens auch noch fiir x = - 1 und bei n > - 1 fUr x = 1 
~erettet). Z. B. 

yetx = (1 + x)! = 1 + (t) x + (t) x2 + (~) x3 + ... 
= 1 + 1 x_I x2..L ~ x3 _ ... 

2 8 I 16 fur x: -;; 1 
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(hieraus die beliebte Naherungsformel 

Yi + x = 1 + ~ x - ! x 2 bei kleinem x) 

oder 

.1 = II + x)-1 = 1 -'- (- 1 ) x -'- ( -1 ) x2 + ( --1 ) x3 .-'- ... 
l+x ' ' I 1 I 2 3' 

= 1 - x + x 2 - x 3 + . .. fUr ,x : < 1 

(unendliche "geo'metrische" Reihe; jedes Glied entsteht aus dem vorangehenden durch Mul
tiplikation mit --x). 

4. Integration der Potenz. FHiche der Parabel. Inhalte von Kegel und Kugel. 
Die Umkehrung der Formel (xn)' = nxn-1lautet J nxn-1dx = xn + o. Gewohnlich 
ist nicht n xn-l, sondern xn zu integrieren. Dann haben wir 

I f xn-l I 
xndx = ---+ 0 . 

I n+ 1 I 
Um die Potenz xn zu integrieren, wird der Exponent n oben an x um 1 erh6ht und 

der vermehrte Exponent n + 1 unter xn+1 als Nenner daruntergeschrieben; z. B. 

f X3 f x6 f x-2 • 1 2 3 
x 2dx=-- +0 x5 dx= +0 x--3 dx=- - -' 0 I x'ij:dx=-x2 , 0 3' 6' 2". 3 ,. 

Zum Beweise ersetzen wir entweder in j nxn- 1 dx = x" + 0 die Zahl n durch 
n + 1 und dividieren dann durch n + 1, oder wir priifen durch Differenzieren 

nach: C~:~)' =, n+-r (n 1) xn+l-1 = xn. 

Damit kein Nenner 0 auf tritt, miissen wir n + 1 =f 0 oder n als verschieden 

von -1 voraussetzen. Das Integral J ;r-l d x = J dx:X; wird also durch unsere Formel 

nicht erledigt; es erheischt in der Tat eine besondere Behandlung und fiihrt 
zu etwas ganz Neuem, dem natiirlichen Logarithmus (II F, S.165-202). 

y Als Anwendung bestimmen wir etwa die in Abb.145 schrag 
schraffierte Flache der Parabel y = x 2 vom Ursprunge x = 0 
bis zur Abszisse x = b. Sie betragt (S. 121): 

fbX2dX = x3 b = b3 = 2 . b . b2 

o 3:0 3 3 2' 

2 . b· b2 
d. h. '3 vom Inhalte-j!- des Dreiecks, das durch Verbinden 

des Ursprungs mit dem Parabelpunkte zur Abszisse b ent
steht. Das wagerecht schraffierte "Parabelsegment" erfiillt 

o ~~==~bL_-;..x daher!- dieses Dreiecksinhalts und ist halb. so groB wie die 

Abb.145. Fliiche schrag schraffierte Flache. 
der Parabe!. Od f d I I d 

x 

Abb.146. Drehkegel. 

er iir en nha t des urch Drehung des Stiickes 
der Geraden y = a x zwischen x = 0 und x = b urn 
die x-Achse erzeugten Drehkegels (Abb.146) finden 
W1r (S. 125) 
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n(ab)2 ist die Flache des Grundkreises vom Radius ab und b die H6he des Kegels. 

D. h. wir haben die bekannte Formel fUr den Kegelinhalt: ,,~Grundflachemal 
H6he" gewonnen. 

Ihre im Kerne eine Integration darstellende Entdeckung bildet eine Glanzleistung von 
Archimedes. Man denke daran zuriick, in welcher Weise man sich in der Schule yom Be
stehen der Formel iiberzeugt hat, und vergegenwartige sich, daB die dort vielleicht vorgenommene 
Zerschneidung in flache zylindrische Platten oder der Gebrauch des Cavalierischen Prinzips 
mit seinem Aufbau einer Flache aus schmalen Streifen, eines K6rpers aus dUnnen Scheiben auf 
verhillite Integration hinauslaufen. 

SchlieBlich der Kugelinhalt: der Halbkreis y = V (1,2 =- x 2 zwischen x = - a 
und x = + a (Abb. 11, S. 14) beschreibt bei Drehung um die x-Achse eine Kugel 
vom Inhalte 

= n{a2 [a - (- a)] -li3 - L-:t)3] } = n(2aa-{a3) = {-:r a3 • 

Hier wie beim Kegelinhalte verstehen wir von unserem allgemeinen Standpunkte aua den 
auftretenden Nenner 3 besser als in der Schulmathematik: er kommt durch Integration der 
Potenz X Z herein. 

5. Teilintegration. 
wir aufschreiben 

Als Umkehrung der Beziehung (uv)'= u'v + v'u k6nnen 

uv = j u'vdx + j v'udx. 

Denn fiir die linke Seite (uv)' ist uv eine Stammfunktion (vollstandig: j(uv), dx 
= uv + 0); auf der rechten Seite integrieren wir die Summe u'v + v' u glied
weise und denken uns bei den vieldeutigen Symbolen j u' v d x und .r v' u d x die 
darin mit inbegriffenen Integrationskonstanten so bestimmt, daB insgesamt auch 
zur rechten Seite als Stammfunktion gerade uv erscheint. Die umgestaltete Formel 

I j u'vdx = uv- j uv'dx I 
verk6rpert uns die praktisch iiberaus wichtige Regel zur Teilintegration (partiellen 
Integration, Produktintegration): 

Ein Integral, dessen Integrand sich als Produkt der Ableitung u' einer Funktion u 
mit einer Funktion v schreiben lafJt, kann erhalten werden, indem man u' zu u ausinte
griert und das Produkt uv um dasIntegral iiber das Produkt aus dem eben aufgeschrie
benen u mit der Ableitung v' der bisher unverandert iibernommenenFunktionv vermindert. 

Es kann sein, daB man hierdurch praktisch gar nichts gewinnt, indem das Integral 
j uv' dx genau so wenig mit Hille der in Betracht gezogenen Funktionen ausdriick
bar ist wie das urspriingliche Integral J u' v d x. So steht es z. B., wenn wir in 

j x coszx d x den Faktor x als u' und cos x als v nehmen. Mit u = ~z ( die Ableitung 

von -~ ist x) und v' = - sin x entsteht 

J X2 JX2 
x cosxdx = 2 cos x + 2 sinxdx, 

wobei das letzte Integral sogar noch verwickelter aussieht als das linksstehende. 
Aber es kann auch sein, daB wir in uv' die Ableitung einer bekannten Funktion 

erkennen oder sonstwie statt J uv' dx eine bekannte Funktion aufzuschreiben ver. 
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mogen. Das trifft bei Ix cosxdx ZU, wenn wir cosx als u' und x als v wahlen 
(u = sin x, v' = 1) : 1 x cos x d x = x sin x -.r sin x d x 

und wegen -1 sinxdx = cosx + c 
f x cos x d x = x sin x + cos x + c . 

Ein Differenzierergebnis von S. 139 bestatigt diese Formel. 
Die fruhere Umformung kann jetzt dazu benutzt werden, das bei ihr auftretende 

Integral J ~2_ sin x d x "auszufuhren" wie folgt: 

JX 2 X2 J x 2 
. 2 sin x d x = - 2 cos x + x cos x d x = - 2 cos x + x sin x + cos x + C . 

Man prufe dies durch Differenzieren nach (als Ableitung der rechten Seite muB der 
2 

Integrand ~- sinx erscheinen) und behandle analog das Integral! x sin x dx . 
Ohne Uberlegung und ohne eine durch Uben erwerbbare Geschicklichkeit fiihrt, wie man sieht, 

die Teilintegration nicht zum Ziele - sie ist keine Integrationsmaschinerie, die sich mechanisch 
handhaben lieBe. Zum Vergleich mag man daran denken, daB auch beim Dividieren Raten und 
Probieren notig sind, wievielmal bei jedem einzelnen Schritte der Divisor im Dividenden aufgeht. 
SoIlte kein Versuch fruchten, so heiBt das: das vorgelegte Integral f u'v d x ist nicht mit Hille 
bekannter Funktionen ausdriickbar, sondern definiert eine neue Funktion. Wir haben ja schon 
auf S. 74 angedeutet, daB die Integration im Gegensatz zur Differentiation oft aus dem Kreise 
der zunachst betrachteten Funktionen herausfiihrt. Fiir solche dem Naturwissenschaftler oft 
begegnende FaIle kennen wir von S.129-130, S.134 und S.137 zwei nie versagende Hilfs
mittel: die graphische Integration und die numerische Vertafelung einer spezieIlen Stamm
funktion (namlich der Flache von einer beliebigen festen Anfangsordinate bis zu einer verander
lichen Endordinate) durch die Trapezregel o. dgl. 

Man gibt der Regel der Teilintegration, indem man u'd x und v' d x als Differen
tiale du und dv schreibt, gern auch die Gestalt 

! lvdu =uv-!udv.! 

Hiermit bauen wir eine Bemerkung von S. 93 folgerichtig weiter aus; z. B. ist 
! v du eine Funktion mit dem Differential v du. (V gl. auch den Satz von der In
varianz des Differentials S.151.) 

So kann in ! x cos x d x der Bestand teil cos x d x als Differential d sin x von sin x 
aufgefaBt werden. Daher 

1 x cos x d x = f x d sin x = x sin x-I sin x d x = x sin x + cos x + c . 
Oder fur die sehr haufig vorkommenden Integrale ! sin2 x dx und ! cos 2 x dx gilt 

! sin2 xdx = -! sinxdcosx 

= - sin x cos x + 1 cos x d sin x = - sin x cos x + ! cos 2 X d x , 

wobei zuerst sin x d x = - d cos x und zuletzt d sin x = cos x d x geschrieben ist. Das 
letzte Integral J cos 2 X d x hangt aufs einfachste mit dem Ausgangsintegral zusammen ; 
es ist namlich wegen sin2 x + cos 2 x = 1 

! cos 2 x dx =! (1-sin2 x) dx =.r dx -f sin2 xdx = x-I sin2 x dx . 

Tragen wir dies oben ein, so ergibt sich 

J sin 2 x d x = - sin x cos x -~ x - f sin 2 x d x 
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und bei Vereinigung der beiden J sin 2 X dx auf einer 8eite 

f sin2 x dx = } (x - sin x cos x) + a 
(man iiberlege, wie es mit der Integrationskonstanten steht I), entsprechend 

f cos 2 x dx = -} (x + sin x cos x) + o. 
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Es ist zweckma6ig, diese beiden 8chluBergebnisse zu praktischer Verwendung 
jederzeit genau so bereit zu halten wie etwa die Formel J cos x d x = sin x + a 
(vgl. eine elektrotechnische Anwendung 8.164-165). 

6. Differenzieren eines Quotienten. Fehler bei der Dichtebestimmung nach der 
Auftriebsmethode. Wie sich die Ableitung des Produktes uv zweier Funktionen 
u = u(x) und v = v(x) mittels der Ableitungen u' und v' von u und v einzeln 

aufbauen laBt, so auch die Ableitung des Quotienten ~. Analog wie beirn Produkt 
v 

kommt es wesentlich darauf an, die Funktionsdifferenz !::, ~ von '/1,_ in Verbindung 
v v 

mit den Funktionsdifferenzen !::, u und /:::, v zu bringen. Es ist 

u u(x+h) u(x) u(x+h)v(x)-u(x)v(x+h) /:::, ~ = - -- = -----'------'--'------,--'---'--~-
v v(x+h) v(x) v(x)v(x+h) 

und wegen u(x + h) = u(x) + /:::,u, v(x + h) = v(x) + !::'v 

/:::, ~ = v(x)!::'u-u(x)/:::,v . 
v v(x) [v(x) + /:::,v] 

Division durch h 
~£!::,u /:::,v /:::,v Tv(x)-Tu(x) 

h v(x) [v (x) + /:::,v] 

und Grenziibergang h -~ 0 liefern entsprechend wie friiher 

(U)'= u'v-v'u 
V v2 

Ableitung eines Quotienten gleich Ableitung des Ziihlers mal N enner minus Ableitung 
des Nenners mal Ziihler, das Ganze dividiert durch Nenner im Quadrat. (Der Zahler 
u'v - v' u stimmt bis auf das Minuszeichen mit der Ableitung u'v + v' u des Pro
duktes uv iiberein; stiUschweigend ist v 9= 0 vorausgesetzt.) 

Als Differential von ~ ergibt sich durch Multiplikation mit einem beljebigen h 

I d-~ = vdu-udv . 
. v v2 

Sogleich ein etwas verwickelteres Beispiel: Wie groB ist der Fehler bei der Bestimmung der 
Dichte 8 eines festen Korpers nach der Auftriebsmethode? Es sei das Gewicht des Korpers in 
Luft m, in Wasser iii, dann gibt der Gewichtsverlust m - iii nach dem Archimedischen Prinzip 
das Gewicht der verdrangten Wassermenge oder auch das ihm zahlenmallig gleiche Volumen 

dieser Wassermenge und damit des Korpers. Die Dichte 8 bietet sich soOOt als Funktion s = ~ _ 
m-m 

der beiden unabhangigen Veranderlichen m und iii dar. Der Fehler bei 8, den die Fehler dm 
bei m und diii bei iii im Gefolge haben, wird naherungsweise durch das vollstandige Differential 

08 08_ 
ds = om dm + om dm 

Walther, Einfiibrung. 10 
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geliefert (S.1l5). Die partiellen Ableitungen heillen nach der Quotientenregel 

os 1·(m-iii)-I·m iii os O'(m-iii)-(-I)'m m 
.~- =---- und -= =. om - (m-iii)2 (m-iii)2 o iii (m-m)2 (m-m)1 

daher ist das Differential -iiidm-l-mdiii 
ds = ( )2' m-m 

Der Fehler bei s falIt hiernach absolut am grollten aus, wenn dm negativ und din positiv ist 
(oder umgekehrt), d. h. statt m ein zu kleines m + dm und statt iii ein zu grolles iii + diii ge
messen wird. Z. B. lallt sich ffir ein Messingstiick, das in Luft mit 5 mg moglichem Fehler 
rund 100g und in Wasser mit 8mg moglichem Fehler rund 88g wiegt, die Dichte rund bis auf 

88' 5· 10-3 + 100· 8 '10-3 """ 9 . 10-3 
122 

oder etwa 10/ 0 ermitteIn (Wagung in Wasser weniger genau!). 

7. Ableitung des Kehrwertes. Kompressibilitat cines Gases. N ach der Quotienten-

regel finden wir als Ableitung des Kehrwertes i. von x 
x 

(_~)'=-I"X-X"1 =O·x-l.l=_.! .. 
x x 2 x 2 x 2 

DaB etwas stetsNegatives auftritt (x2 hatals Quadrat fiir aile von 0 verschiedenen 
x immer einen positiven Wert), steht im Einklange damit, daB die gleichseitige 

Hyperbel y = i. sowohl fiir positives als auch fiir negatives x faUt (Abb. 42, S. 34). 
x 

Anwenden konnen wir dieses Ergebnis z. B. beim Boyle-Mariotteschen Gesetze 
p V = Po Vo fiir isotherme Zustandsanderung eines idealen Gases. Bilden des 

Differentials fiir V = Po Vo fiihrt zu der Aussage, daB sich das Volumen V bei der 
P 

Druckanderung d p naherungsweise um 

dV= _Po Vo dp 
p2 

andert. Der Faktor - Po ;0 von dp, d. h. die Aoderungsgeschwindigkeit ddV des 
P P 

Volumens V mit dem Druck p, wird zuweilen Kompressibilitiitskoettizient oder 
Kompressibilitiit genannt. Er ist klein bei groBem p ; um dann das Volumen noch merk
lich zu verkleinern, miissen wir den Druck sehr stark steigern. Umgekehrt entspricht 
bei starker Verdiinnung einer kleinen Druckabnahme (negatives dp) bereits ein 
riesiger Volumenzuwachs. Man veranschauliche sich dies an der gleichseitigen 
Hyperbel. V V V 

Formen wir die Beziehung dV = - Po 2 0 dp um zu dV= -~dp = --dp, 
P P P 

so ergibt sich p d V = - V d p. Diese neue Gestalt des Arbeitsdifferentials p d V 
(S. 125) fiir isotherme Ausdehnung wird uns auf S. 160 in allgemeinerem Lichte wieder 
begegnen. 1 

Allgemeiner gilt fiir den Kehrwert m einer Potenz xm mit positivem ganzem 
Exponenten m wegen (xm)'= mxm- 1 x 

("!')'= 1'·xm-(xm)~..:...!.. = -mxm- 1 =_~ 
Xm X2m X2m Xm+1 ' 

z.B. -i=- 55+1=--~' Setzenwir-m=n,schreibenalso ....!...=x-m=xn 
x x x xm 

als Potenz mit negativem ganzem Exponenten, so erhalten wir in 
1 ' . 

(-) = (x- m),= ---~ = - mx-m- 1 oder (xn)'= nxn- 1 
xm x m+1 
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die Bestatigung unserer Voraussage von S. 140, daB die dort fiir positive ganze n 
bewiesene Differenzierregel der Potenz y = xn auch fur negative ganze n in Kraft 
bleibt_ l' 1 

8. Etwas iiber das Potential. In Umkehrung zu (-X-) = - xi besteht die Formel 

f dx =-~+o; 
x 2 X 

-2+1 
sie kann natiirlich auch als Sonderfall f x- 2 dx = x 2 + 1 + 0 = - X -1 + 0 der 

n+l 
allgemeinen Beziehung J xn d x = : + 1 + 0 von S.142 fiir n = - 2 aufgefaBt wer-

den. Mit ihrer Hille laBt sich der Ausdruck, den wir S. 124 fur die Arbeit zur 
Verschiebung einer Masse m gegen die von einer Masse M umgekehrt proportional 
dem- Quadrate des Abstandes ausgeubte Newtonsche oder Coulombsche Anziehung 
gefunden hatten, weiter ausfiihren: Um m vom Abstande r in den Abstand R zu 
mcken, ist die Arbeit R 

A ffMm dx= _f Mm IR fMm(~-!) 
x 2 x r R 

erforderlich 1. r r 

Wahlen wir bei festem r den Abstand Rimmer groBer, ziehen also die Masse m 

immer weiter fort von M, so wird das Abzugsglied ! immer kleiner, und durch 

hinreichende VergroBerung von R konnen wir es so klein machen, wie wir wollen. 
Die Arbeit zur Entfernung der Masse m aus dem Abstande r "ins Unendliche" oder 
"ganz aus dem Anziehungsbereiche von M heraus", d. h. der Grenzwert der Arbeit 

f M m C - ~) fiir R -+ 00, betragt daher 

U=fMm . 
r 

Sie heiBt das Potential der Masse M auf die Masse m fiir den Abstand r (bei m = 1 
redet man haufig einfach vom Potential von M) und stellt offenbar eine Funktion 
U = U (r) von r dar. Der negative Differentialquotient von U nach r 

dU fMm 

gibt gerade die Anziehungskraft oder bei m = 1 die Feldstiirke (die Anziehungskraft 
auf die Masse 1) ; - U ist also eine Stammfunktion zur Kraft, und U fuhrt aus diesem 
Grunde auch den Namen Kriiftefunktion. Konstant ist U fiir r = konst, d. h. auf 
einer Kugel vom Radius rum M. Die "Aquipotentialfliichen" oder "Niveaufliichen" 
(S.61) einer punktfOrmigen Masse M sind demnach konzentrische Kugelflachen. 

Verstehen wir unter R jetzt wieder einen beliebigen Endabstand, so kann die 
Arbeit zur Bewegung von m gegen die Anziehung von M zwischen r und R als 
" Potentialdif/erenz" 

A = U(r) - U(R) 

der Werte des Potentials auf den Aquipotentialflachen vom Radius r und R ge
schrleben werden. Ebenso groBist die potentielle Energie, die durch das Verschieben 
von r nach R in der Masse m aufgespeichert wird und ihr im Abstande R gegen-

1) Zur Ubung baue man nach Zerschneiden des Intervalls von r bis R in eine Anzahl Teil
R 

intervalle mit naherungsweise konstanter Anziehung die .Arbeit f t M ~ dx von der Differential-
summe konstanter Ersatzkrafte her auf! r x 

10* 
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iiber dem Abstande r innewohnt. Die Masse m vermag, wenn sie durch die Anziehung 
von M ruckwarts von R nach r gezogen wird, die Arbeit U (r) - U (R) zu leisten. 

Denken wir uns z. B. die Erdmasse M im Erdmittelpunkte vereinigt, so hat eine 
Masse m in der Rohe huber der Erdoberflache, welche den Radius r besitzen moge, 
gegenuber der Erdoberflache die potentielle Energie 

fMrm - t r~: = fr(~h) h. 

Nun stimmt fur irdische Verhiiltnisse r + h immer beinahe mit r =" 6370 km uber

ein. Daher ist der Nenner r(r+ h) beinahe gleich r2 und f r(~; h) beinahe gleichder 

Schwerkraft fMr; = mg auf die Masse m an der Erdoberflache, und wir stoBen auf 
r 

den bekannten Ausdruck mgh fur die potentielle Energie von m in der Rohe h. 

Oft nimmt man auch bei anziehenden Kraften (z. B. fUr Gravitation) _ f M m 
r 

als Potential und bei abstoBenden Kraften (z. B. fur gleichnamige elektrische 

Ladungen) fMm. Dann ist das Potential die Arbeit, die geleistet werden muB, um 
r 

die Masse m aus dem Unendlichen bis in den Abstand r zu bringen, oder die poten
tielle Energie, die frei wird, wenn die AbstoBung von M die Masse m ins Unendliche 
treibt; daher auch der Name Potential. 

Das genauere Studium des Potentials ist Sache der von GauB und Green 
begrundeten Potentialtheorie, eines Zweiges der mathematischen Physik. In ihr 
wird z. B. gezeigt, daB wir fiir Anziehungsfragen erne homogene kugelformige Masse 
wirklich, wie wir es getan haben, im Mittelpunkte konzentrieren diirfen. 

9. Ableitung des Tangens. Tangentenbussole. Als weiteres Beispiel fur die Quo-
. I h . d T sin x tlentenrege ne men Wlf en angens y = tan x = -- : 

COS X 

, (sinx)'cosx-(cosx),sinx cos2x+sin2x 1 I 2 
(tan x) = . = ..= -- = + tan x 

cos2 x cos2 X cos 2 X ' 

je nachdem wir cos 2x + sin2x = 1 benutzen oder gliedweise ausdividieren. 
Das Ergebnis 

I y = tanx hat die Ableitung y' = (tanx)' - _1_2- = 1+ tan2x I, 
I cos x I 

dem man unter Reranziehung von cot x = c~s x oder cot x = _1 __ selbst das weitere 
SffiX tan X 

I y = cot x hat die Ableitung y' = (cotx), = - . 1 = - I - cot2x I 
sm 2 x 

zur Seite stellen moge, spielt unter anderem eine Rolle bei der Fehlerschatzung fur 
die zum Bestimmen einer elektrischen Stromstarke dientnde Tangentenbussole. Bei 
dies em Instrumente ist die gesuchte Stromstarke J proportional dem Tangens des be
obachteten Ausschlagswinkels cp, etwa J = K tan cp mit einer Apparatkonstanten K 

(der Stromstarke fur cp = 45°). Das Differential von J betragt dJ = ~ dcp. So 
cos cp 

groB ist also naherungsweise der Fehler bei dem aus cp berechneten J zu einem 
Beobachtungsfehler d cp bei cp. Ihm entspricht der relative Fehler 

dJ . _l5._ d . K tan = dcp = 2dcp = 200_~~ ° 
J OOS2cp cp. cp sincp coscp sin 2 cp sin 2 cp ! ° . 
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Z. B: fiir cp = 150 ist sin 2 cp = sin 300 = t ; konnen wir auf t 0 genau ab
lesen, so ist dcp , das inBogenmall gerechnet werden mull, t .1745.10-6 (1 0 hat das 
BogenmaB 1745 'lO-5, S.21), und der mogliche relative Fehler der Stromstarke 
betragt 

dJ _ 200·t·1745·10-5 0/ ~31 0/ 
J - 1 /O~ "2" /0' 

'2" 

Bei konstantem dcp, wenn wir beispielsweise aile Ablenkungswinkel auf t 0 genau 

abzulesen vermogen, wird der mogliche relative Fehler ~j am kleinsten, die relative 

Genauigkeit also am groBten, wenn der Nenner sin 2cp moglichst groll ist, d. h. fiir 
2 cp = 900 , cp = 450 , weil der Sinus seinen MaximaIwert 1 fiir das Argument 900 er
reicht. Die Tangentenbussole arbeitet am genauesten beim Ausschlagswinkel 450 ; 

ihn sucht man deshalb in der Praxis durch Zuschalten von Widerstand o. dgl. stets 

herbeizufiihren. Z. B. ist dann bei to Ablesegenauigkeit d: = Ii %, was 

gegeniiber 3~ % bei 150 Ablenkung eine Verdopplung der Genauigkeit bedeutet. 
10. Differenzieren derUmkehrfunktion. Von S. 93 ist uns noch eine weitereDif

ferenzierregel gelaufig, die fiir die Umkehrfunktion. Nach ihr wird der Differential-

quotient :: (dieAbleitung x') derUmkehrfunktion x = cp(y) einer monotonenFunk

tion y = f (x) oder eines monotonen Stiickes y = f (x) einer nichtmonotonen Funktion 

als Kehrwert :; = 1: :~ des Differentialquotienten :~ (der Ableitung y') der Ur

funktion y = f(x) gefunden. Wir haben diese Regel friiher nur mit anschaulichem 
geometrischem Beweise versehen; der Leser moge, wenn er das Bediirfnis dazu ver
spUrt, sich selbst einen rechnerischen Beweis zurechtlegen, z. B. mittels der selbst-

verstandlichen Beziehung ~; = 1: ~~ fiir die Differenzenquotienten (Deutung an der 

Kurvensekante und ihren Winkeln gegen die x- und y-Achse). 
Die Zahl der Beispiele von S.94 vermehren wir zunachst durch die Annahme 

y = tan x, also x = arctan y mit - i'- < x < i'-. Die Ableitung :! = 1 + tan 2 x 

= 1 + y2 hat zum Kehrwertei:c = 1: (1 + y2). Bei Vertauschung von x und y 
folgt y 

y = arctanx hat die Ableitung y' = (arctanx), = __ 1_2 ,\ . 1+ x 

Die zugehOrige Integralformel lautet 

f dx 
I-t----XZ = arctan x + c . 

Hiernach ist 
1 

f dx [1 
1 + x2 = arctanx 0= arctan 1 - arctan 0 = i- ; 

o 
man benutze dies, um durch numerische Integration mittels der Trapezformel oder 

der Simpsonschen Regel oiler durch graphische Integration der Kurve y = ~ 
n +X 

zwischen 0 und 1 die Zahl 4" auszuwerten (vgl. S. 130-131 und S. 135). 
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Die Potenz y = xm mit positivem oder negativem ganzem Exponenten m hat die 
m 1 

Umkehrfunktion x = yy = ym. Aus dem bisher vollstandig bewiesenen Differenzier-

ergebnis ~ ~ = m xm-l entflieBt daher 

dx 1 1 1 ~-1 
-=--=---=- ym 
dy mxm-1 myl-~ m 

Vertauschen wir x und y und setzen .!:. = n, so lehrt dieses Ergebnis, daB in der m 
Differenzierformel (xn)' = nxn- 1 fur die Potenz xn der Exponent n nicht nur eine 
positive oder. negative ganze Zahl, sondern auch der Kehrwert davon sein darf. 

11. Differenzieren der znsammengesetzten Fnnktion. Kettenregel nnd In
varianz des Differentials. W ollte man eine Rangordnung fiir die Wichtigkeit der 
Differenzierregeln aufstellen, so wiirde der Praktiker wohl der jetzt zu besprechenden 
Regel vom Differenzieren einer zusammengesetzten Funktion (S:17) den ersten 
Platz anweisen. Werden doch durch sie die Differenziermoglichkeiten in ganz un
geahnter und uberraschender Weise erweitert, womit hii.ufige und fruchtreiche Ver
wendung der Regel Hand in Hand geht. 

Es sei u = p (x) und Y = f (u) , also y = f(p (x)) eine zusammengesetzte Funktion 
von x mit der Zwischenveranderlichen u (S. 17). Der Anderung von x um die Spanne 
h entspricht bei u = p(x) die Anderung /:::'u = p(x + h) -p(x), als senkrechte 
Strecke vom Endpunkte der wagerechten Spanne h bis zur Kurveu = p(x) im 
xu-System zu sehen in Abb.147links. Sie heiGe auch k und ist bei differenzierbarem, 
also stetigem u =p(x)zugleich mit h klein, praziser k-~O fiir h-~O. Die Ande
rung k von u hat ihrerseits die Anderung /:::'y = f(u + k) - I(u) von y = I(u) im 
Gefolge. D. h. wir gehen aus dem xu-System der Abb.147 links ins u y-System 

y !J 

o 
Abb. 147. Differenzieren einer zUBammengesetzten FlInktion. 

I 

Y' 

der Abb.147 Mitte, nehmen die bisherige senkrechteFunktionsdifferenz /:::'u = k von 
u = cP (x) als wagerechte Spanne fiiry = I(u) und finden zu ihr als senkrechte Strecke 
bis zur Kurve /:::, y. Dieses f::,. y ist offenbar die Funktionsdifferenz der zusammen
gesetzten Funktion y = I(cp (x)) fiir die Spanne h bei x (Abb.147 rechts). Es kann 
gleich Null sein, wenn namlich f::,.u = 0 ist (etwa fiir gleichhohe Ordinaten p(x) und 
p(x+ h) links und rechts von einem Maximum von u = cp(x)). 

Es steht zu vermuten - und ist notwendig, soIl der Begriff des Differentials 
nicht mit inneren Widerspriichen behaftet sein -daB wir analog das Differential dy 
von y = I(cp(x)) zur Spanne h = dx bekommen, .wenn wir das bis zur Tangente 
reichende senkrechte Differential du = hp' (x) = cp' (x) dx von u = cp(x) aus 
Abb. 147 links als wagerechte Spanne des Differentials dy = t' (u) du von y = 1('11,) 
aus Abb.14 7 Mitte wahlen. Dies batte, wahrend sich die Funktionsdifferenz .f::,. y 
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nicht ubersichtlich, sondern nur unter Haufung von Klammern mit h in Verbindung 
bringen laBt, die einfache Formel 

I dy = df(gJ(x)) = t'(u)gJ'(x) dx = hf'(u) q/(x) I (*) 

zur Folge; die Striche bedeuten Ableitungen nach den dabeistehenden unabhangigen 
Veranderlichen, wie zur Vermeidung von Verwechslungen ausdriicklich hervor
gehoben werden muB. 

Der rechnerische Beweis unserer Vermutung entflieBt aus der Grundformel fUr den Zu
sammenhang zwischen Funktionsdifferenz und Differential. Es ist k = 6 u = h({!'(x) + f h mit 
einem fUr kleines h selbst kleinen f, das fiir h -~ 0 gegen Null strebt (vielleicht auch fiir gewisse 
h gleich Null wird), und 6y = kj'(u) + 7Jk mit einem ebensolchen 7J in bezug auf k oder gleich
falls in bezug auf h, weil k -~ 0 mit h -~ 0 gekoppelt ist. Zusammenrechnen ergibt 

6y=f'(u) [({!'(x)h + fh] + 7J [({!'(x)h + fh] = hj'(u) ({!'(x) + [ff'(U)+7J({!'(x) + f7J] h. 

Mit kleinem fund 7J ist auch die letzte geschweifte Klammer, sie heiBe 0, klein und strebt 
fiir h -~ 0 selbst gegen Null. Damit haben wir 6 y in der Grundformelgestalt 

6y = hf'(u)({!'(x) + oh 
dargestellt, in der das zweite Glied von viel kleinerer GroBenordnung als das erste ist und so 
dieses als Differential d y der zusammengesetzten Funktion y = f ( ({! ( x)) fiir die Spanne h bei 
x erweist. (Fiir k = 0 setze man auch 7J = 0.) 

In Worten laBt sich die nicht hoch genug einzuschatzende Formel (*) auf zweierlei 

Weisen aussprechen. Entweder, indem man den Differentialquotienten :y gleich 
der Ableitung (t(qJ (x)))' von f(gJ(x)) nach x hersteIlt: x 

Kett enr e ge 1 fur da s Differenzieren e iner z us ammenge se tz t en 
Funktion f(gJ(x)) nach x: 

Man bildet, indem man gJ(x) = usetzt, zuerst die Ableitung t'(u) von f(u) nach 
der Zwischenveriinderlichen u, dann die AbleitunggJ' (x) der Zwischenveriinderlichen 
u = gJ (x) nach x und multipliziert beide Ableitungen miteinander. 

Oder, weil gJ' (x) dx das Differential der Zwischenveranderlichen u = gJ (x) ist: 

Satz von der Invarianz des Differentials: 
Das Differential einer Funktion y = f(u) lautet immer dy = t'(u) du, einerlei, 

ob u die unabhiingige Veriinderliche oder selbst eine Funktion, etwa u = gJ (x), einer 
weiteren Veriinderlichen x ist. 

1m ersten FaIle ist du das willkiirlich wahlbare Differential der unabhangigen 
Veranderlichen u, im zweiten FaIle das davon begrifflich verschiedene, zu einem 
wiIlkiirlichen Differential dx der Veranderlichen x gehorige Differential du = dgJ(x) 
= gJ' (x) dx der Funktion u = gJ(x). 

Anders ausgedruckt: Das Differential dy = t'(u)du bleibt ungeiindert (invariant), 
wenn die urspriingliche unabhiingige Veriinderliche 1t nachtriiglich als Funktion u = gJ (x) 
einer weiteren Veriinderlichen x aulgela(Jt und du = gJ' (x) dx eingetragen wird. . 

Gern schreibt man die Kettenregel in der einpragsamen Gestalt 

dy dy du 
dx= du'dx' 

Dabei genieBen wir wieder wie schon S. 93-94 bei der Umkehrfunktion den 
Vorteil des Differentialquotienten, daB die Veranderliche, nach der differenziert 
werden solI, unzweideutig erkenntlich ist. 

Man hiite sich, das Wegkiirzen von du als strengen Beweis anzusehen. Es ist vielmehr 

wegen der an sich vorhandenen begrifflichen Verschiedenheit der beiden d u (in d u Differential 

dar Funkti6n u = ({!(x), in :! willkiirlich wiihlbares Differential der unabhan~:en Verander-
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lichen u) eine Folgerung aus unseren Uberlegungen. - Gewinn wird man davon haben, den 
Fall <p'(x) = 0 mit du = d<p(x) = 0 durchzudenken. 

Wenn x eine Funktion x = g(t) einer weiteren Veranderlichen t ist, gilt fUr die 
dreifach zusammengesetzte Funktion y = f[p(g(t))J: 

dy dy du dx 
dt = flu . dx 'dt • 

Wir mussen uns durch fortgesetztes Differenzieren nach immer neuen Zwischen
veranderlichen wie an einer Kette bis zur unabhangigen Veranderlichen hindurch-
tasten - daher der Name Kettenregel. ~ 

12. Beispiele zur Kettenregel. Fur die Potenz y = xn = x q mit gebrochenem 
1 

Exponenten n ='£ bestatigt sich bei u = xq (S. 18) die Differenzierregel der q , 
Potenz von S.140, welche hiermit ganz allgemein bewiesen ist. 

Fur y = sin2 x ist, indem sin x = ~l, also y = u 2 gesetzt wird, 

dy = d(~~ = 2u', du dsinx dy . . . 
du du d x = ~ = cos x, d x = 2u . cos x = 2 sm x cos x = sm2 x , 

was wir schon auf S.142 nach der Produktregel durch die Aufspaltung sin2 x = 
sin x . sinx gefunden haben. 

Auch auf noch andere Weise konnen wir das Ergebnis bestatigen. Nach 
einer trigonometrischen Formel von S. 53 ist sin 2 x = t (1- cos 2 x) . Daher mit 
2x=u, y=t(l-cosu) 

dy dt(l-eosu) d(2x). '. -,- = . - .-. = 1. sm u . 2 = sm 2 x . 
dx du dx 2 

Die Besehleunigung b = ~~ einer Bewegung laBt sieh, wenn s den Weg bedeutet, 

naeh der Kettenregel in die Gestalt 

v 

bringen, weil ~~ = v die Gesehwindigkeit darstellt. v t 
aber kann als Subnormale (vgl. S. 95) im Weg-Geschwin
digkeit8schaubild (Abb.148) ausgedeutet werden, in dem 
zu jedem Wege s (bzw. Abstande von einem Bezugs
punkte) die zugehorige Gesehwindigkeit v aufgetragen 

Abb,148. Beschleunigung als Sub- ist. Denn der Winkel 'C der Tangente gegen die s-Aehse 
normale im Weg-Ge.schwindigkelts- findet sieh in dem reehtwinkligen Dreieeke aus Ordinate 

schaublld. 1 . d d . . h d S' d und Subnorma e Wle er, un lhm entsprIC t as tel-
gungsmaB d~' In del' praktischen Kinematik wird so die Besehleunigung zeiehnerisch 

als Subnol'male im Weg-Gesehwindigkeitssehaubild konstruiert, z. B. bei der Be
wegung der Kolbenstange einer Dampfmasehine oder bei der Bewegung von 
Zahnradern. 

Weitere Ubungsbeispiele zur Kettenregel sind etwa: 

1. d_y = ~ __ . b = _,~b~ __ 
dx 2Yu 2Ya+bx' 

2. 1- x2 =u, y = Yu; dy 1 x 
dx = 2Yu (-2x) = - VI- x2' 

dy 1 3 
Y = tanu; ,-" = -- . 3 = --- . 

dx cos 2u cos2 3 x 
3. y = tan3x, 3x= u, 
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Verbindung mit den fruheren Regeln kommt z. B. in Frage bei: 

4. Y =V'l + x, 
I-x 

daher 

I+x __ =U, 
I-x 

y = y;; nach der Quotientenregel ist 

du I-x-(-I)(I+x) 2 
dx (I-X)2- = (I-X)2' 

:; = 2;;' (I 2 X)2 = V~-+: (I 1 X)2 = (l~~)~l . x2 • 
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Bei den folgenden Beispielen wollen wir statt mit der Kettenregel mit der Invarianz des 
Differentials arbeiten: 

5. 
2x 

y=arctan l _ x2 ; mit ___ 2_x __ = u gilt dy = -1·+l u2 du, 
1- x 2 

weiter _ (1- x2) d(2x) - 2xd(l- x2) _ 2(1- x2)dx + 2x' 2xdx = ~(I + x2) dx 
du - (1- X2)2 - (1 _ X2)2 (1- X2)2 ' 

also 
(1- X 2)2 2(1 + x 2) 2 

dy = (1- X2)2 + 4x2 (f _ X2)2 dx = 1+ x2 dx. 

Ebenso findet man fur 

6. y = arccos I - x: das Differential d y = I +2 2 d x. Die drei Funktionen 
2 x I + X l-x2 X 

Y = arctan ---, y = arccos ---2 und y = 2 arctan x haben demnach aIle das gleiche 
1- x 2 2 1 + x . 

Differential d y = --- d x. Sie konnen sich daher nur um Konstanten unterscheiden. Man 
1 + x2 

zeige durch Festlegung der Konstanten vermoge der Annahme x = 0 oder durch trigono
metrische Uberlegungen aus der Definition der zyklometrischen Funktionen hera us, daB sie 
sogar einander gleich sind! 

7. y = arcsin 2 x Yl- x 2 hat das Differential 

d y = 1 (2 VI _ x2 _ ~_:l: . X_) d x = 2 d x . 
Vl- (2xVI- X2)2 YI- x2 VI- x2 

Hier ist die zu vermutende Ubereinstimmung von y mit z = 2 arcsin x im Augenblicke zu be
statigen; denn es ist 

siny=2xYI x2=2sin~ cosi=sinz und daher y=z. 

1m letzten Beispiele ist angedeutet, wie man bei etwas mehr Ubung, die um jeden Preis zu 
erstreben ist, die Zwischenveranderlichen nicht mehr mit Buchstaben benennt. Sondern man 
faBt nur in Gedanken 2 x YI x2 zu einer Zwischenveranderlichen zusammen, differenziert 

I 
den Arkussinus, was -1/-· ---- gibt, und setzt als Grundzahl des Quadrats sofort wieder 
2 11-1 --2 • r 1 - Quadrat Xy -x em. 

8. Man differenziere t(ex) nach x, und zwar a) nach der Kettenregel, b) nach den Diffe
renzierrcgeln fiir die Umkehrfunktion und den konstanten Faktor. 

13. Spiegelungs- und Brecbungsgesetz. Die Kettenregel brauchen wir z. B., wenn wir aus 
demFermatschen Prinzip der kurzesten Lichtzeit das Spiegelungs- und Brechungsgesetz folgern wollen. 
Dieses Prinzip besagt bekanntlich, reichlich allgemein ausgesprochen: Ein Liehtstrahl liiutt 
zwischen zwei Punkten PI und P 2 so, daf3 er von PI nach P 2 in mJjglichst kurzer Zeit gelangt. Hier
nach mochte man zunachst auf die geradlinige Verbindungsstrecke P1 P2 als Lichtweg schlieBen. 
Aber in der Regel ist noch gewissen Nebenumstanden Rechnung zu tragen, wodurch dasPrinzip 
erst seine wirkliche Bedeutung erMlt. Z. B. solI bei Spiegelung der Lichtstrahl zwischen 
PI und P2 die spiegelnde Flache treffen, oder bei Brechung liegen PI und P2 in Medien mit 
verschiedenen Lichtgeschwindigkeiten Cl und C2 • 

Das FermatBche Prinzip gehOrt an sich der VariationBrechnung (S. 88) an, da es sich um 
die Anpassung des ganzen Lichtwegs an die Forderung kiirzester Lichtzeit handelt. Aber 
zuweilen laBt sich daB Problem in einleuchtender Weise vereinfachen und auf eine Aufgabe der 
gewohnlichen Theorie der Maxima und Minima, d. h. auf die Differentialrechnung zurUckfuhren. 
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Z. B. beschranken wir beim Spiegelungsgesetz (Brechungsgesetz) die Betrachtung auf 
eine Normalebene durch P1 und P2 zu einer spiegelnden Ebene (zur Trennungsebene zweier 

© 

a-x~ 

~-----,a-----~· 

11.2 

Medien mit den Lichtgeschwindigkeiten C1 und c2 ) (Abb.149 
bzw. 150) und nehmen den einfallenden Strahl P1Q und den 
zuriickgeworfenen (gebrochenen) Strahl Q P 2 yon yornherein 
als geradlinig an. Dann handelt es sich nur noch um die Be
stimmung der Lage des Punktes Q bzw. der ihn festlegenden 
Zahl x (Abb. 149 und 150). Mit den Bezeichnungen der Ab-

bildungen ist P 1Q = Vh~ + x 2 , QP2 = Vh~ + (a - x)2 und 
z. B. bei Spiegelung die Zeit zum Durchlaufen von P1Q mit c 

als Lichtgeschwindigkeit Vh~ + x2 : c . So ergeben sich als 
Abb.149. Spiegeluugsgesetz a = 8. Forderungen des Fermatschen Prinzips bei 

Abb.150. Brechungsgesetz 
sin a Cl 
sin ,8 = Ca = n . 

Vh~ + x2 Vh~ +{a~x{ Spiegelung: ------- + -- = min , 
c c 

Brechung: V~~ + ~ + Vhf+~=~ = min. 
C1 C2 

Differenzieren nach x liefert im ersten FaIle als notwendige 
Extremalbedingung (Verschwinden der Ableitung) 

2x _+ -2(a-x) =0. 

2cVhi + x2 2cVh~ + (a _ X)2 

Denn z. B. die Ableitung von Vh~ + (a - X)2 betragt, indem 
wir im Geiste den Radikanden als Zwischenveranderliche 
auffassen, zunachst 1: 2mal Wurzel. Damit ist die Wurzel 

differenziert. Nun nehmen wir den Radikanden yor. Da hat die Konstante h~ die Ableitung 0, 
daB Quadrat (a- X)2 die Ableitung 2mal Grundzahl (a- x). In dieser Grundzahl a- xschlieB
lich dringen wir differenzierend zur Veranderlichen x selbst vor und erhalten noch die Ab
leitung -1 von - x als letzten Faktor in der Kettenregel. 

Nun ist x: Vh~ + i = sin<x und (a - x): Vhf+(;;-- x)2= sinp fiir den Einfallswinkel <X 

und Ausfallswinkel p der Abb. 149. Daher vereinfacht sich unser Ergebnis zu 
sin<x = sinp oder <X = p, Einfallswinkel gleich Ausfallswinkel; 

das Spiegelungsgesetz ist gewonnen. 
Entsprechend bei Brechung 

oder 

_-=2=x= + -2(a - x) = 0 

2c1 Vh~ + x2 2c2 Yh~ + (a - 4 
sin <X __ sinj1 _ 0 Sill6\: = .01 = konst = n . 

c1 c2 - , sin f3 c2 

Es erscheint das Snelliussche Brechungsgesetz, und der Brechungsquotient n erweist sich als 
Verhiiltnis der Lichtgeschwindigkeiten c1 und c2 • . 

Mittels der zweiten Ableitung priife man selbst nach, daB wirklich je ein Minimum vorliegt, 
und iiberlege sich auBerdem (S. 82), daB das Minimum auch der iiberhaupt kleinste Wert iBt. 

14. Minimalablenkung beim Prisma. Auch zum Beweise 
A der fiir die Optik wichtigen Tatsache, daB bei Lichtdurchgang 

durch ein Prisma die Minimalablenkung fiir symmetrischen 
Durchgang eintritt, ist die Kettenregel dienlich. Abb. 151 lehrt 
erstens im Viereck A P B Q mit zwei rechten Winkeln: Winkel 
bei B gleich 1800 - w, zweitens im Viereck PBQC fiir den 
Winkel t5 zwischen eintretendem und austretendem Strahl, d. h . 

. d:.~~:n:;~:-=--- fiir die Ablenkung t5: 

Abb.151. Lichtdurchgang 
durch ein Prisma. 

<Xl + <X2 + 1800 - w + 1800 - t5 = 3600 , t5 = <Xl + <X2 - W • 

Bei Mininlalablenkung muB, indem wir <Xl als unabhangige Ver
anderliche nehmen, 
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sein. IXI ist Funktion von 1X1 durch Vermittlung der Zwischenveranderlichen /11 und ~I; wir 
schreiben deshalb nach der Kettenregel 

dlXI dlXI dPI dPl 
dlXl !iPI' (fPl . d/X;' 

Uod zwar lauten die Beziehungen, die eine Zwischenveranderliche an die nachste anhangen, 

/Xa = arcsin (SinIXI) = arcsin(nsinPI) nach dem Brechungsgesetz sinlXI = nsinPI' 

PI = w - (ll im Dreieck PBQ, 

PI = arcsin (SinPl) = arcsin e-u: IX..!) nach dem Brechungsgesetz sin PI =! sinxl . 

Daher 
d/XI 1 --- - ----- - n cos p 
dPa - VI":" sin2IXa I' 

und als Minimalbedingung 
cos PI 

Vl":"sin2;X~ 
Vl-~~_2Pl 

COSIXI 

Tragt man noch COSPI = Vl"::'sill2,'l; =V~-~~~:1X2, ferner sin21'l1 = sin22~1 und 
n n 

cos IXI = VI - siD 2.x~ em, so folgt durch Quadrieren und Zusammenrechnen unter der selbstver
standlichen Voraussetzung n 9= 1 

sin 101:1 = sin IlXa , IXI = lXa' also Minimum der Ablenkung jur symmetrischen Durchgang. 
Ii). Geschwindigkeit und Beschleunigung in Polarkoordinaten. Ein Punkt P laufe auf einer 

durch Angabe der Polarkoordinaten r und q; beschriebenen Bahn (Abb.152); es seien also r und q; 
als Funktionen r = r(t) und q; = q;(t) der Zeit t bekannt. 
Wie steht es mit den Geschwindigkeits- und Beschleu- Y 
nigungsverhaltnissen ? 

Differenzieren wir die Utnrechnungsgleichungen 
x = r cos q; und y = r sin q; in rechtwinklige Koordinaten 
x und y nach t (durch Punkte angedeutet), wobei wir 
die Produktregel und die Kettenregel benutzen, so 
ergibt sich 

i = r cos q; - r sin q; . <i, 
if = r sinq; + rcosq;' if;. 

Links stehen offenbar die Geschwindigkeiten Vx = i 
und VII = iJ des Punktes in der x- und y-Richtung. Die 
Gleichungen besagen: diese Geschwindigkeiten kommen 
zustande (Abb. 152), wenn wir fiir zwei Geschwindig

o -r-rcosf/ 

Abb. 152. Geschwindigkelt 
in Polarkoordlnaten. 

x 

keiten Vr = ;. in der Richtung des Radiusvektors unter dem Winkel q; gegen die x-Achse und 
t'e = rep senkrecht zum Radiusvektor die Komponenten in der x- und y-Richtung bilden und 
zusammenfiigen. Denn es ist z. B. die Komponente von Vr in der x-Richtung gleich r cos q; 
und die Komponente von Ve gleich -rep sinq; (sie fiihrt in entgegengesetzter Richtung wie 
;. cos q;) . Wir nennen die Geschwindigkeit 

Vr = f in Richtung des Radiusvektors Radialgeschwindigkeit, 
Ve = rep = r w senkrecht zum Radiusvektor Zirkulargeschwindigkeit, 
w = ep Winkelgeschwindigkeit (vgl. S.70 und 8.157). 

Durch Weiterdifferenzieren folgt fiir die Beschleunigungen 

oder 

x = f cos q; - r sin q; . ep - r sinq; • ep - r cos q; . ¢2 - r sin q; . ip, 
y = r sin q; + r cos q; . ep + r cos q; . ep - r sin q; . ep2 + r cos q; . ip 

x = (i - rep2) cos q; - (U ep + r9i) sinq;, 
ii = (i-rep2) sinq; + (Uep + rip)cosq;, d.h.: 

Die Beschleunigungen bx = x und by = Y in der x- und y-Richtung werden durch Pro
jektion der 

Radialbeschleunigung br = r - r.p 2 in Richtung des Radiusvektors, 
Zirkularbeschleunigung be = Uri; + rip senkrecht zum Radiusvektor 
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erzeugt. Es ist demnach nicht etwa so, daB die Beschleunigung im Radiusvektor die zweite Ab
leitung r von r ware. Sondern zu r, das die Beschleunigung infolge der Groj3enanderung von r 
gibt, tritt noch der Bestandteil - r (p, der von der Richtungsanderung von r herkommt. 
Z. B. ist fUr gleichfiirmige Umlaufsbewegung auf einem Kreise r = konst, r = 0, r = 0; 
if; = w = konst, if; = 0 und b, = -rw2, be = O. Um die gleichfiirmige Umlaufsbewegung zu 
erzwingen, muJ3 demnach in Richtung des Radiusvektors nach innen (negatives Vorzeichen) 
die "Zentripetalbeschleunigung" - r w2 wirken. 1 d(r2 <p) 

Die Zirkularbeschleunigung be laBt sich auch in die Gestalt be = - -d-- bringen. Denn 
~ r t-
differenziert man das Produkt nach Produktregel und Kettenregel aus, so erscheint als 
Ableitung 2r f qi + r2 <ji. Raben wir es mit einer Zentralbewegung zu tun, bei der die ganze 
Beschleunigung b in Richtung des Radiusvektors fallt, also be = 0 ist, z. B. mit der Be
wegung eines Planeten P um die im Ursprunge stehende Sonne, so fallt hiernach r2 <p = konst 

aus, weil die Ableitung davon verschwindet. Nun ist aber ~2 <p = ~ ~~ die Flachengeschwindig

keit (S. 136), d. h.: Bei einer Zentralbewegung ist die Fwchengeschwindigkeit konstant (2. Kep
lersches Gesetz); der Radiusvektor iiberstreicht in gleichen Zeiten gleiche Flachen. 

16. Elastische Schwingungen und ihre DiUerentialgleichung l • Recht haufig be
gegnen dem Naturwissenschaft,ler Differentiationen der trigonometrischen Funk
tionen sin w t und cos w t mit konstantem w, die ebenfaHs nach der Kettenregel aus
zufiihren sind; t bedeutet die Zeit, w t heiBt die Phase. Z. B. fiihre ein mate
rieHer Punkt unter dem Einflusse elastischer Krafte "harmonische" Schwingungen 
um eine Ruhelage aus; man denke an ein Gewicht, das an einer Feder hangt und 
auf- und abschwingt (Abb.153). Dann ist der Abstand y von der Ruhelage (der Aus
schlag, die Elongation) zur Zeit t, wenn der Punkt zur Zeit t = 0 aus der Ruhelage 
fortgestoBen wird, y = a sin w t. Er nimmt zunachst nach der Seite der positiven y 

Abb.153. Elastische Schwingungen. 

zu bis zum Maximalwerte 
(der Amplitude, dem Schei
telwerte) a, weil der Sinus 
.den Hochstwert 1 hat. 
Dann geht der Punkt wie
der zuriick bis zur Ruhe
lage y = 0, dariiber hinaus 
auf die Seite der negativen 
y bis zu Y = -a und nahert 
sich nachher wiederum der 
Ruhelage y = 0, worauf 

das Spiel von neuem beginnt. Ein am Gewichte der Abb.153 befestigter Schreib
stift zeichnet auf einen gleichformig von rechts nach links vorbeigezogenen Papier
streifen unmittelbar als Zeit-Weg-Schaubild eine Sinuslinie auf. 

Es sei T die Schwingungsdauer oder Periode der Schwingung, so daB der weiteste 

positive Ausschlag y = a zu t = ~, der weiteste negative Ausschlag y = - a zu 

t = 3 t, der Durchgang durch die Ruhelage von positiven zu negativen y zu t = ~ 
und die Riickkehr in die Ruhelage vor Wiederholung des ganzen Vorgangs zu t = T 
gehOren. T entspricht offenbar der Periode 2 rr des Sinus, mit der sich dieser perio-

disch wiederholt. D. h. w T = 2rr und w = 2;, womit w in Verbindung mit einer 

fiir die Schwingung charakteristischen Zeit gebracht ist. 
Denken wir uns den Sinus als Ordinate eines Punktes auf dem Einheitskreise 

(S.50) oder a sinwt als Ordinate eines Punktes P auf einem Kreise vom Radius a 

(Abb.l~~)_:_:lO ist w = 2; das Verhaltnis des voHen Umfangs 2rr des Einheitskreises 

1 Die fiir den Naturwissenschaftler und Ingenieur auBerst wichtige Theorie der Schwin
gungen findet man kurz zusammengefaBt in ZIPPERER, L.: Technische Schwingungslehre, 
Sammlung Giischen 953. 
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zur Zeit T, in der er durchlaufen wird. D. h. wist die gleicbmaBige Wanderungs
geschwindigkeit von P oder die Drehgeschwindigkeit des "Zeitvektors" 0 P oder 
die W inkelgesckwindigkeit genannte Auderungsgeschwindigkeit des Winkels w t 
zwischen 0 P und der x-Achse. Entfallen'll Perioden, je von der Dauer T sek, auf 1 sek, 

wobei 'II Periodenzakl, Frequenz oder Puls heiBt, so muB 'II T = 1 oder 'II = ~ und 

w = 211: V sei; in 1 sek wird der Einheitskreis v-mal durchlaufen. Deshalb fiihrt w 
auch den Namen Krei8frequenz und ist wie'll von der Dimension Zeit -1. Das steht 
in tJbereinstimmung damit, daB die Phase wt alsArgument einer trigonometrischen 
Funktion eine reine Zahl sein muB, die allenfalls in Grade umgerechnet werden kann. 

Die Gesckwindigkeit des schwingenden Punkts wird if = a w cos w t (der Sinus 
gibt differenziert den Kosinus und wt weiterhin den Faktor w). aw = Yo ist die An
fangsgeschwindigkeit zur Zeit t = 0, mit welchen der Punkt die Ruhelage verlaBt. 

Fiir t = ~, d. h. den Maximalabstand a von der Ruhelage, wird w 4T = i und daher 

die Geschwindigkeit y = 0 (Umkehrpunkt, vgl. S. 81), fiir t = i, w2T = 11: kommt 

·der Punkt mit absolut gleich groBer, aber entgegengesetzt gerichteter Geschwindig
keit y = -aw = -Yo wie beim Verlassen der Ruhelage zu ihr zuriick. Nach Ab
lauf der Periode T wiederholt sich auch der Kosinus cos w t und damit die Geschwindig
keit iJ periodisch. 

Die Beschleunigung ii = - a w 2 sin w t = - W 2 Y finden wir proportional der Elon
gation y und entgegenge8etzt zu ihr gerichtet (nach der Ruhelage zu). Entsprechend 
steht es mit der zur Beschleunigung ii proportionalen Kraft. Hierin liegt der innere 
Grund fiir die Verkniipfung des Sinus sin w t mit der harmonischen Bewegung. Weil bei 
ibm die zweite Ableitung proportional zur Funktion selbst und von entgegengesetztem 
Vorzeichen ausfallt, erweist er sich als geeignet zur Beschreibung einer Bewegung, 
bei welcber die Kraft proportional der Entfernung aus einer Ruhelage und nach ihr 
gerichtet ist, wie es z. B. fiir die Kraft elastischer Bindung zutrifft. 

Man untersuche entsprechend die harmonische Bewegung mit dem Gesetze 
y = b cos w t. Sie beginnt zur Zeit t = 0 in Yo = b mit der Geschwindigkeit Yo = 0 
(aus der Ruhelage herausgezogenes und ohne AnstoB losgelassenes Gewicht). 

SchlieBlich zeige man, daB auch y = A cos w t + B sin w t mit beliebigem A 
und B der "Schwingung8differentialgleichung zweiter Ordmtng" 

ii = -w2 y 

(Beziehung zwischen einer Funktion und ihren Ableitungen bis zur zweiten Oldnung) 
geniigt, also zur Darstellung harmonischer Bewegungen geeignet ist. Da in der 
"Lo8Ung" 

y = A cos w t + B sin w t 

(den Beweis, daB dies die allgemeinste denkbare Losung ist, fiihrt der Facbmathe
matiker) zwei willkurliche Konstanten A und B (analog der Integrationskonstante 
beim unbestimmten Integral J f (x) d x, der Losung der "Differentialgleichung erster 
Ordnung" F' (x) = f(x) verfiigbar sind, kann man sie vorgeschriebener Anfangs
lage Yo und Anfangsgeschwindigkeit Yo fiir t = 0 anpassen durch die Gleichungen 

A . 1 + B . 0 = Yo und - A w • 0 + B w . 1 = Yo, 
d. b. A = Yo' B = yo:w. Schreiben wir 

y= VA2+ B2 .sinwt+ -=coswt ~'-"I A B} 
lVA2+ B2 VA2+ B2 



15!:l II. Differential- und Integralrechnung. 

d AB . . di F un setzen -----=----== = cos g;, ----- = sm g;, so .nunmt y e orm an 
fA2+B2 VA2+B2 

Y= VA2+ B2 sin (wt+ g;). 

Die "Oberlagerung zweier Schwingungen A sin w t und B cos w t in derselben 
Geraden ergibt also eine Sinusschwingung mit der Amplitude VA 2 + B2 und der 

Abb.I54. Zusammensetzen einer Sinusschwlngung 
und elner Koslnusschwingung. 

"Phasenverschiebung" g; (Abb.154, vgl. S.164-165). "Oberlagerung von Schwingungen 
mit den Kreisfrequenzen w, 2w, 3w, ... fiihrt zur Fourierschen Reihe (S.1l4). 

17. Etwas vom Wechselstrom. Auch beim Wechselstrom, der ja ebenfalls eine Schwingungs
erscheinung ist, spielen Sinus und Kosinus mit dem Argument w t eine Rolle. Beispielsweise 
betragt die Spannung, genauer der Augenblicks- oder Momentanwert der Spannung fiir einen 
"sinus/iirmigen" W eckselstrom 

e=Eosinwt. 

In der ersten Halbperiode von t = 0 bis t = ~ nimmt e von 0 bis zum Scheitelwert Eo zu und 

dann wieder ab bis 0; in der zweiten Halbperiode von t = ~ bis t = T wirkt die Spannung 

entgegengesetzt (negatives e) und geht iiber den Minimalwert -Eo zu 0 zuriick. Die Perioden
zahl v des iiblichen Wechselstroms ist v=50 sek-1, daher die Kreisfrequenz w = 2 n v ""'" 314 sek-l. 
Die Periode T entspricht der Zeit, in der sich bei der erzeugenden Maschine eine analoge Stellung 
von Feldmagneten und Anker wiederholt, bei der einfachsten Maschine mit einem im homogenen 
Magnetfelde rotierenden Drahtviereck also einem vollen UmIaufe (hierbei werden die w t 
unmittelbar als Drehwinkel des rotierenden Drahtvierecks deutbar). 

Liegt im Stromkreise des Wechselstroms von der Spannung e = Eo sin wt ein Koru1ensator, 
so kommt dadurch, daB der Kondensator abwechselnd aufgeladen wird und sich entladt, ein Strom 
zustande (anders als beiAnlegen von Gleichspannung an den Kondensator, wobei kein dauernder 
Strom flieBt). Die auf einem Kondensator sitzende Elektrizitatsmenge Q ist bekanntlich propor
tional der Spannung P; der Proportionalitatsfaktor 0 in Q = 0 P heiSt die Kapazitiit des Konden
sators (gemessen in Farad). In unserem FaIle ist daher Q = Oe = OEo sinwt auch eine Sinus-

funktion der Zeit. Die Stromstarke i ist definitionsgema.6 die Anderungsgeschwindigkeit d.,Q 
der Elektrizitatsmenge (S. 103). Daher ut 

i = OEow coswt = J o cos wt = J o sin ( wt + i) 
mit dem Scheitelwerte Jo = OEow der Stromstarke. Die Stromstarke i verlauft nach einer 

gegeniiber der angelegten Spannung e um i oder eine Viertelperiode i vorwirts verschobenen 

(S.52) Sinusfunktion der Zeit; man zeichne sich die Schaulinien von Spannung und Strom
starke. 

Befindet sich hingegen in einem Wechselstromkreise von der Stromstarke i = Jo sinwt eine 
gleichstromwiderstands- und kapazitatsfreieSpule vomSelbstinduktionslcoeffizienten L Henry, so 

bringt das An- und Abschwellen des Stromes die Gegenspannung e. = -L :: = -LJow cos wt 

der Selbstinduktion hervor. Die Spannung -e. = LJow cos wt zu ihrer Uberwindung, d.h. die 

angelegte Spannung e = Eo cos wt = Eo sin (wt + i), ist daher gegeniiber der Stromstarke um 
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~ oder eine Viertelperiode nach vorwarts oder die Stromstarke gegeniiber der Spannung um ~ 
2 ~ 
nach riickwarts verschoben. 

SchlieBIich sind fiir selbstinduktions- und kapazitatsfreien Ohmschen Widerstand R nach dem 
Ohmschen Gesetze 

. e Eo. J' 
~=R=lfslllwt= oSlllwt 

Stromstarke und angelegte Spannung "in Phase", d. h. nicht phasenverschoben gegeneinander. 
In allen drei Fallen gilt fiir die Scheitelwerte von Spannung und Stromstarke das Ohmsche 

Gesetz, wenn wir als "kapazitiven Widerstand" des Kondensators die GroBe I: Ow und als 
"induktiven Widerstand" der Spule die GroBe Lw definieren. 

Beim Auftreten zweier oder dreier dieser Widerstandsarten zusammen zerfallt die angelegte 
Spannung in Bestandteile je zur Oberwindung einer Widerstandsart. Dies naher zu studieren 
Ifommt der Wechselstromtheorie zu. Die leicht nachpriifbare Haupttatsache dabei ist: Die 
Uberlagerung mehrerer phasenverschobener Sinuslinien yom selben w kann vorgenommen werden, 
indem man die erzeugenden, um die Phasenverschiebungen gegeneinander verdrehten Radien
vektoren fiir Kreise yom Radius der Scheitelwerte wie Krafte nach dem Krafteparallelogramm 
oder Kraftedreieck zusammenfiigtl (" Vektordiagramm"). Der Gesamtwiderstand (Wirkwider
stand) eines Stromkreises vom Ohmschen Widerstand R, der Selbstinduktion Lund Kapazitat 0 
wird gleich 

(vgl. das Nomogramm Abb.79, S.66). 

18. Differenzieren einer Gleicbung. Von 8.13-15 wissen wir, daB eine Gleichung 
F (x, y) = 0 zwischen x und y nur unter VorsichtsmaBnahmen (Herausgreifen eines 
eindeutigen Zweiges) "implizit" y als Funktion y = I(x) von x definiert. Wir 
wollen annehmen, daB dies zutrifft. Dann k6nnen wir - die in den Fallen der Praxis 
fast immer erfiillten Bedingungen dafiir genau zu untersuchen ist eine Angelegenheit 
des Fachmathematikers - die Funktion y folgendermaBen nach x differenzieren. 
y ist eine Funktion von x, also F(x, y) durch Vermittlung von y eine zusammenge
setzte Funktion von x. Wir sind also nach der Kettenregel imstande, die Ableitung 
von F (x, y) nach x zu bilden. Dabei diirfen wir nur nicht vergessen: wenn wir nach 
der Zwischenveranderlichen y differenziert haben, miissen wir als Faktor noch die 
Ableitung y' von y nach x anfiigen. Weil F(x, y) dauernd verschwindet, muB 
auch die Ableitung F' nach x gleich 0 sein. Das gibt eine Gleichung zur Bestimmung 
von y'. 

N och symmetrischer gestaltet sich die 8ache, wenn wir nach dem Satze von der 
Invarianz des Differentials das ebenfalls verschwindende Differential dF von F auf-

schreiben; von ihm aus gelangen wir leicht zum Differentialquotienten ~ ~ . 
Einige Beispiele geben die beste Erlauterung. Differenzieren der Kreisgleichung 

x 2 + y2 - a 2 = 0 liefert 

2x+ 2yy'= 0, also 
, x y =- . 

y 

2 x ist die Ableitung von X2, 2 y die Ableitung von y2 nach y, sie muB nach der Ketten
regel noch mit y' multipliziert werden, weil es sich um Differenzieren nach x handelt. 

Mit dem Differential lauft die Rechnung so: 

2 d + 2 d 0 hiernach d y x x x y y = , dx y 

Denn das Differential von y2 lautet 2 y d y, ob nun y eine unabhangige oder abhangige 

Veranderliche sein mag. y' = __ :I: ist gleichwertig damit, daB die Kreisnormale 
y 

durch den Kreismittelpunkt geht (mit dem Radius zusammenfiillt), wie man selbst 

1 Vgl. die Lehrbiicher der Elektrotechnik, z. B. VIEWEG, V.: Elektrotechnik. Leipzig: 
G. Thieme 1924. 
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iiberlegenmoge. Nachtrltglich konnen wir in y' = -~ noch y = Va 2 - x 2 einsetzen. 
y 

Das Ergebnis y' = - x: Va 2 - x 2 entsteht auch durch Differenzieren von y = Va z=-- x 2 
, -2x -x 

nach der Kettenregel: y = - V -- -. 
2 V a2 - x 2 a 2 - x 2 

Fiir die Boyle-Mariottesche Gleichung p V = Po Vo = R T mit konstantem T 
erhalten wir nach der Produktregel 

Vdp+ pdV = 0, pdV = - Vdp und 

(vgl. S.146), so daB bei isothermer Ausdehnung das Arbeitsdifferential p dV auch in 
die Gestalt -- V d p gebracht werden kann (S.146). Wahrend hier die Kompressibilitat 

dd V leicht auch aus der nach V aufgelosten Form V = Po Vo der Gleichung folgt, 
P P 

kamen wir auf dies em Wege bei der van der Waalsschen Gleichung 

nur mit ungeheurer Rechenarbeit zum Ziele; denn fUr sie ware V als Wurzel einer 
kubischen Gleichung mit Buchstabenkoeffizienten auszudriicken. Hingegen gewinnt 
man durch Differenzieren der Gleichung nach der Produktregel bei konstantem T 
ohne Miihe 

( dp - !Y~ d V) (V - b) + (p +;2) d V = 0 
und 

dV V-b 
dp a 2ab 

V2 -V-s- P 

Dem Differenzieren der Gleichung F (x, y) = 0 zur Bestimmung von :~ steht 

auch dann nichts entgegen, wenn F(x, y) = 0 explizit mit Hilfe der gebrauchlichen 
Funktionen iiberhaupt nicht nach y auflosbar ist, wie z. B. x - y + sin y = O. 
Schon Leibniz hat darum das Differenzieren einer Gleichung mit Recht hochgeschatzt. 

Man kann sich das Differenzieren einer Gleichung F(x, y) = 0 auch folgendermaBen zurecht
legen. Die Funktion z = F(x, y) der beiden unabhangigen Veranderlichen x und y hat das 
Differential dz = F x d x + F jJ d y, das einen Annaherungswert an die Funktionsdifferenz 6 z 
darstellt. Durchgangiges Verschwinden von z ist nur dadurch moglich, daB x und yin gewisser 
Weise gekoppelt sind, und zwar laBt sich die Koppelung "im allgemeinen" in der Form y = f(x) 
beschreiben. FUr die Differentiale dx und dy besteht dann, weil durchweg 6z = 0 unddz = 0 
sein muB, die Koppelung F d x + Fy d y = 0, die gerade unsere Vorschrift zum Differenzieren 

x F 
der Gleichung F(x, y) = 0 widerspiegelt und auch zu :~ = -P~ auflosbar ist. 

Die geschilderte V orgehensart liegt der feineren mathematischen Behandlung des ganzen 
hier angeschnittenen Fragenkreises zugrunde; insbesondere kommt dabei, wie leicht ersichtlich, 
die Forderung des Nichtverschwindens der partiellen Ableitung F y herein. 

19. Differenzieren und Integrieren einer Potenz mit gebrochenem Exponentcn. 
p 

Arbeit bei adiabatischer Ausdehnung eines Gases. Fiir eine Potenz y = x q mit 
beliebigem gebrochenem Exponenten besteht die Gleichung ~ - xp = 0, durch 
deren Differenzieren nach der Differenzierregel fUr Potenzen mit ganzem Exponenten 

q~-l dy - pxp - 1 dx = 0 , dy 
dx 

P xp - 1 P p-l-~(q-l) 
- --=-x q q yq-l q q 
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die Behauptung von S. 140 bestatigt wird, daB in der Formel (xn)' = nxn- l der 
Exponent n auch eine gebrochene Zahl sein darfl (vgl. auch S. 152). 

Ais Beispiel fiir die entsprechende Integration einer Potenz mit gebrochenem Exponenten 
rechnen wir die Arbeit bei adiabatischer Ausdehnung eines idealen Gases durch. Adiabatisch 
heiBt die Ausdehnung bekanntlich, wenn Warme weder zu- noch abflieBt, wenn also das Gas
gefiiB warmeundurchlassig eingepackt ist oder der Vorgang sich so schnell abspielt, daB zum 
Warmeaustausche keine Zeit bleibt. Es gilt dann zwischen Druck und Volumen die Poissonsche 
Gleichung (iiber die Herleitung vgl. S. 176-177) 

pYx = konst = Po V~ 
(x = Cp : c. Verhaltnis der spezifischen Warmen Cp bei konstantem Druck und c. bei konstantem 
Volumen, x = 1,4 fiir Luft), und die Arbeit bei Ausdehnung vom Volumen VI zum Volumen V2 
wird (S. 125) 

Nach der aus der Poissonschen Gleichung und der allgemeinen Gasgleichung p V = R T folgenden 
Beziehung T V,,-l = To V~-l konnen wir auch schreiben 

R 
A=x~1 (T1 -T2)=c.(T1 -T 2 )· 

Denn nach einer klassischen Uberlegung VOll Robert Mayer2 ist R: (x -1) gerade die spe
zifische Warme c. bei konstantem Volumen. Damit erscheint aber das Ergebnis als geradezu 
selbstverstandlich. Wegen des adiabatischen Charakters des Vorganges muB ja das Gas alle 
Energie zur mechanischen Arbeitsleistung aus seinem inneren Warmevorrate nehmen. Sinkt 
die Temperatur von TI auf T 2 , so gibt das Gas die Warmeenergie c.(T1 - T 2 ) ab, und diese 
wird restlos in die Arbeit A umgesetzt (vgl. auch S.176-177). 

20. Einfiihrung einer neuen Veranderlichen in einem Integral (Substitutions
regel). Trennung der Veranderlichen in einer Differentialgleichung. Ebenso folgen
reich wie fur die Differentiation ist der Satz von der Invarianz des Differentials fiir 
die Integration. f(u) ist eine einzelne Stammfunktion If'(u) du zum Differential 
f'(u) du mit der unabhangigen Veranderlichen u, und f(cp(x)) ist eine einzelne 
Stammfunktion If' (cp (xl) cp' (x) dx zum Differential f'(u) cp'(x) dx mit der unab
hangigen Veranderlichen x. Hiernach besteht die folgende "Substitutionsregel": 

Wenn wir in einem lntegrale statt der lntegrationsveranderlichen u eine neue unab
hiingige Veranderliche x durch die Beziehung u = cp (x) einfiihren (die "Substitution" oder 
"Trans/ormation" u = cp(x) vornehmen) wollen (urn etwa, wie der Erfolg zeigt, das 
Integral zu vereinfachen), so haben wir erstens im Integranden cp (x) statt u einzutragen, 
zweitens das Differential du der bisherigen unabhangigen Veranderlichen u durch das 
Differential du = cp' (x) dx der Funktion u = cp (x) zu ersetzen. 

Z. B. liegt es bei I cos 3u du nahe, 3u = x, also u = ; zu wahlen. Dann 
wird du = tdx und 

I cos 3'U du = t I cos x d x = t sin x + G = t sin 3 u + G; 

man prufe dies durch Differenzieren nacho Noch bequemer erhalten wir du durcb 
Differenzieren.~er Substitutionsgleichung 3u= x, namlich 3 du=dx, also du=tdx. 

Bei mehr Ubung faBt man nur in Gedanken 3u zu einer neuen Veranderlichell 
zusammen .. Es ware alles in sch6nster Ordnung, wenn statt du das Differential 
d (3u) der neuen Veranderlichen 3u dastande. Stellen wir es also her! Zum Ausgleich 
mussen wir natiirlich durch 3 dividieren und t.aben damit folgendes Vorgehen: 

(cos 3u du = Icos (3u)d(3u)' t = t sin 3u + G. 

1 Die Giiltigkeit fiir irrationale Exponenten, Z. B. Y2= 1,4142 ... , folgt daraus, daB die 
Formel fiir alle rationalen Naherungswerte, Z. B. 1,4; 1,41; 1,414; ... besteht. 

2 Vgl. etwa MOSCH, E.: Lehrbuch der Physik, Heft 1, S.56-57, oder GRIMSEHL, E.: Lehr
buch der Physik, Bd.l, 4. Aufl., S.405--431. Leipzig u. Berlin: B. G. Teubner 1920. 

Walther, Einfiihrung. 11 
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Umgekehrt macht es bei einem Integral nicht8 aU8, ob die Integrationsveriinderliche 
wirklich eine unabhiingige Veriinderliche oder vielleicht eine Funktion einer weiteren 
Veriinderlichen i8t. Das haben wir auf S.96 benutzt, in Vorausnah:me folgender 
Regel tiber die "Trennung" oder "Separation" der Veriinderlichenin einer Differential
gleichung: 

Wenn es geM, 80 8etzen wir in einer Differentialgleichung zwi8chen den Veriinder
lichen x und y alle8, was explizit den Buch8taben x enthiilt, aUf die eine Seite, und 
alle8, was explizit den Buchstaben y enthiilt, auf die andere Seite. Wir "trennen" 
al80 die Veriinderlichen und 8tellen die Ge8talt 

g(x) dx =h(y) dy 

mit Funktionen g (x) von x allein und h (y) von y allein her. Dann durfen wir "au8-
integrieren", d. h. f g (x) d x = f h (y) d Y 

8chreiben uoo die Integrale aU8fuhren, ohne un8 darum zu kilmmern, '!Ca8 die unab
hiingige und was die abhiingige VeriiOOerliche i8t. 

Damit die Transformation der Veranderlichen in einem Integral sich iiberhaupt durch
fUhren la.Bt und sinnvoll ist, miissen wir natiirlich voraussetzen, da.B die Werte von (ji(x) in den 
Definitionsbereich des Integranden hineinfallen bzw. in den von uns gerade betrachteten Teil
bereich davon. Das wird belangreich bei einem bestimmten Integral, sagen wir mit leichtem 

b 

Wechsel der Bezeichnungen J f(u) duo Den Grenzen a und b bei u mogen durch die Transforma· 
a 

tion u = (ji(x) die Grenzen Oi und P bei x zugeordnet sein, also a = p(Oi) und b = p(fJ). SolI 
fJ 
f f(p(x)) p'(x) dx unserem Begriffe des bestimmten Integrals entsprechen, so mull die Inte. 

'" grationsstrecke zwischen Oi und fJ von x einfach durchlaufen werden, d.h. es mull u = p(x) im 
Intervall Oi < x< fJ bestandig steigen oder bestandig fallen (monoton verlaufen) bzw. p'(x) 9= 0 
sein. Man zeichne sich Bilder und denke daran, da.B die Monotonievoraussetzung gerade auch 
die Umkehrbarkeit der Transformation, d. h. die Darstellung x = tp(u) von x als Funktion von u 
gewahrleistet. Rechnet man bei der Substitution ohne viel Kritik nur darauf los, so ruhren 
etwaige Unstimmigkeiten und FeWer meist daher, da.B entweder die Monotonievoraussetzung 
verletzt ist oder da.B man vergessen hat, auch die (kenzen des bestimmten Integrals mit zu trans
formieren. 

21. BeiSP/iele~ 1. Bei la2 !X x2 verlockt dieAhnlichkeit des Nenners mit dem Nenner 1 + :1;2 

im Integral 1 +x x 2 = arctan x + C dazu, a 2 auszuheben. Das gibt 

f dx 11 dx 
a2 +-x2- = ali 1 + (~)2 . 

Um ~ als neue Veranderliche zu haben, schreiben wir d x = ad (~) und erhalten 

f-~x =/.!.~:~- = .!.arctan~ + C. 
a 2 + x 2 a 1 + ( :) 2 a a 

2. Man rechne entsprechend aus 

--__ r= arcsm - + . I dx . x C 

Va 2 - x2 a 
3. In III dx - .. nehmen wir a + b x als neue Veranderliche. Statt dx kann d(a + bx) . ~ 

ra+bx II 

geschrieben werden. Mithin 

I 
dx -'- = .!.Id(a + bx) = ~ va+ bx + O. 

¥a+bx b ¥a+bx b 
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Wer nicht durchsieht, verwende den neuen Buchstaben z statt a + b x (die Substitution 

4. Das Integral --===-= laBt sich auf verschiedene Weisen behandeln. Z. B. 
a+bx=z). J xdx 

Vl- x 2 

l-x2 =z und -2xdx=dz, daher 

j" xdx J dz j- -----

vr=-~2 = - 2r~ = - r z = - VI - x2 + c. 

Oder man erkennt x d x als Differential t d (x 2 ) oder - t d (- x2 ) oder - ~ d (1 - x 2) und 

rechnet J'.~~a;_- = _Jd(1-a;2) = -VI- x2 + C. 
Vf~-X2 2vr=-x2 

Oder: 
2xdx 

VI - Xi! = z , - 2Vi":::::'x2 = dz , 

/ Vlx~;:~ = -j dz = -z +C = -VI---x2 + C. 

Um den goniometrischen Pythagoras (S. 50) auszunutzen, nach dem 1- sin2cp = cos 2 cp ist, 
kiinnen wir auch die "trigonometrische Substitution" x = sincp verwenden. Sie ermiiglicht die 
Wurzel V 1- x2 als VI - sin2-;P = coscp zu ziehen. An die Stelle von d x tritt coscp dcp, also 

/ 
xdx =jSincp. coscp dcp =/Ilincp. coscpdq; = j sincp dcp 

VI - x 2 VI - sin 2 cp coscp 
= -coscp + C = - VI--=-sin 2 cp + C = - VI-=- x2 + C. 

5. DasIntegralJarcsinxdx gehtdurch die Substitution arcsin x = z, x = sinz, dx=coszdz 
iiber in Jzcosz dz, wofiir wir von S. 144 durch Teilintegration den Ausdruck z sinz + cosz + C 
kennen. Somit 1 J arcsin x d x = x arcsin x + VI - x2 + C. 

6. Die Flache des oberen halben Einheitskreises y = VI x 2 zwischen x = -1 und x = + I 
findet sich durch die trigonometrische Substitution x = sincp, wobei die Grenzen cp = - ; und 

7t 
cp = +-2 werden, zu (vgl. S. 144-145) 

n 
-- -- 7l 

1 2 2 --

j VI - x 2 dx = j vr=--sin2~ coscp dcp = fcos 2 cp dcp = t(cp + sincp cos cp) 12 7t 

-1 Jl 7l --2-
--22 

7t 
2 . 

7. Die Differentialgleichung y' = : y 
ydy = -x dx und durch Integration x 

x 
liefert durch Trennung der VeranderIichen 

y 

fydy=-jxdx oder 
Y2 X2 
-- = _-_ + Coder x 2 + y2 = a2 ; 
2 2 

ihr geniigen also aIle konzentrischen Kreise um den Nullpunkt mit beliebigem Radius a 
(vgl. S. 159-160). 

22. Anwendung: Arbeit eines elektrisehen Stromes. Die von einem Gleichstrome 
mit konstanter Spannung e und konstanter Stromstarke i wahrend der Zeitspanne 
t2-t1 geleistete Arbeit A betragt bekanntlich ei(t2-t1) (gemessen in Volt-Ampere
Sekunden = Wattsekunden = Joule); sie macht sich z. B. als Joulesche Warme 
bemerkbar. Daher gilt fUr einen nicht konstanten Strom nach dem Integrations-
prinzip S. 124 t, 

A = I eidt. 
It 

1 Man versaume nicht, die Auswertung von Integralen durch Substitution wie auch die 
anderen Differenzier- und Integrierregeln noch durch zahlreiche weitere Beispiele zu iiben, 
etwa an Hand von JUNKER, F.: Repetitorium und Aufgabensammlung zur Differential- und 
Integralrechnung, Sammlung Giischen 146 und 147 oder von LINDOW, M.: Differential- und 
Integralrechnung, Aus Natur und Geisteswelt 387 und 673. 

11* 
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Z. B. tritt beim SchlieBen eines Stromes die Gegenspannung - L : ~ der 

Selbstinduktion auf (L Selbstinduktionskoeffizient), welche der Anderungsge

schwindigkeit ~! der Stromstarke proportional ist (vgl. auch S. 191-192). Zu 

ihrer Uberwindung muB der Strom von der Zeit t = 0 bis zur Zeit t = T die Arbeit 

T 

A fL di . idt =jJ Lidi = L J2 
dt 0 2 

o 

leisten. J bezeichnet den zur Zeit T vorhandenen Wert der Stromstarke; wir miissen 
natiirlich bei Einfiihrung der neuen Integrationsveranderlichen i statt t auch die 
Grenzen des Integrals sinngemaB abandern. 

Da i die Geschwindigkeit i = ~~ der Anderung der Elektrizitatsmenge Q ist, 

konnen wir allgemein auch schreiben 
to f dQ Q, 

A= eTtdt=jedQ. 
t1 Q1 

Laden wir z. B. einen Kondensator von der Ladung 0 bis zur Ladung Q, so 
haben wir die Spannung e allmahlich zu steigern, gemaB der Beziehung Q = 0 e 
(0 Kapazitat), well die schon auf den Kondensator gebrachte Elektrizitat den 
Zutritt weiterer erschwert. Bedeutet Eden Endwert der Spannung, so hat man 

Q 2 E2 QE 
A = J edQ = J eOde=O-=-. 

o 0 2 2 

So groB ist offenbar auch die nach dem Laden auf dem Kondensator sitzende elek
trische Energie, sie ist das halbe Produkt aus Ladung und Spannung. Die gleiche 

Arbeit ware zu leisten, wenn beim Aufladen gleichmaBig die Spannung ~ herrschte. 

Ein sinusfOrmigerWechselstrom (S.158), der durch Ohmschen Widerstand ohne 
Selbstinduktion und Kapazitat flieBt, bei dem sich also Spannung e = Eo sinwt 
und Stromstarke i = J o sinwt in Phase befinden, leistet wahrend einer Periode T 
die Arbeit (vgl. S. 144-145) 

T E J T 
A = j EoJo sin2 w tdt = _o_! j sin 2wtd(wt) 

o w 0 

E J 1 ,T E J 
= ~ O 2 (wt-sinwt cos wt) io ~ 0 T. 

Denselben Wert hat die Arbeit eines Gleichstroms, dessen Spannung ~ =' 0,7071 Eo 

und Stromstarke ;i- = 0,7071 J o das y~ =' 0,7071-fache der entsprechenden Scheitel

werte Eo und J o des Wechselstroms sind. Man nennt 0,7071 Eo und 0,7071 J o 
die Effektivwerte von Spannung und Stromstarke des Wechselstroms. Sie sind 
z. B. an Hitzdrahtinstrumenten ablesbar, weil diese auf der Arbeitsleistung 
(Warmeentwicklung) des Stromes beruhen. 

Sind allgemeiner Spannung und Stromstarke des Wechselstroms um die Phasen
verschiebung cp gegeneinander verschoben, ist etwa e = Eo sin (wt + cp) und 
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i = J 0 sin w t (z. B. P = i fUr rein induktiven Widerstand, S. 158-159), so betragt 

die Arbeit wahrend einer Periode 
T 

A = I EoJo sin(wt+ p) sinwtdt 
o 

T T 

= EoJo(cos P J sin2 wtdt+ sinp J sinwtcoswt dt) = E~o cosp· T, 
o 0 

wie man selbst genauer nachrechnen moge. Das Produkt der Effektivwerte ~ 
und .;J ~ von Spannung und Stromstarke ist also noch mit dem "Leistungsfaktor" 

¥2 
oder "Phasenfaktor" cos p zu multiplizieren. Fiir p = ± i, bei rein induktivem 

oder rein kapazitivem Widerstand, wird cos p = 0 und A = O. Ein Wechselstrom 
mit Verschiebung von Spannung und Stromstarke gegeneinander um ± 900 

(eine Viertelperiode) leistet keine Ar beit (wattloser Strom). 

F. Naturlicher Logarithmus und Exponentialfunktion. 

1. Problem der Integration von !. Beim Differenzieren der Potenz y = xn 
x 

tritt fUr keinen Exponenten n im SchluBergebnisse die (-I)-te Potenz X-I =.!. 
x 

auf. Denn fUr n = 0, wobei an sich in der Ableitung y' = nxn- I der Exponent 
n - I gleich -1 wird, bewirkt der Faktor n in Wirklichkeit das Verschwinden 1 

von y', iibereinstimmend damit, daB die Konstante X O = 1 differenziert durchW'eg 0 
---...,...----r------- liefern muB. Geometrisch gesprochen: Keine 

y' = nwo-1 Potenzkurve hat zur abgeleiteten Kurve eine n 

2 
1 

0,1 
0,01 
o 

-0,01 
-0,1 

-1 

y=x" 

l 
x 2 
xO,l 
xO·01 
xO=1 
X-0,Ol 

X-O,l 

x-t 

2x 
1 

_1 tx 2 

0,1 X-O,9 

0,01 X- 0,99 

o 
-0,01 x-1,Ql 

-0,1 X-l,l 
_.il. -!x 2 

- x- 2 

gleichseitige Hyperbel y' = ! mit konstantem k+ o. x 
Die beistehende kleine Tabelle beleuchtet die 

Verhiiltnisse naher. Man veranschauliche sich durch 
eine Zeichnung, wie fiir verschiedene positive und 
negative, der Null naherkommende n die abgeleitete 
Kurve y' = nxn- I an die x-Achse y' = 0 heran
gezwungen wird, die man allenfalls als Grenzfall 

einer gleichseitigen Hyperbel y' = ! fiir k -+- 0 an
x 

sehen mag (unter passender Verabredung fiir den 
Punkt x = 0). 

Auch anderweit ist uns .!.. in einer Ableitung bisher nicht begegnet. 
x n+l 

Umgekehrt versagt naturgemaB die Integrationsformel J xndx = :+1 + a 
der Potenz xn fUr n = -1; rechnerisch gibt sich dies darin kund, daB fiir n = -1 

rechts der Nenner 0 erscheint. Das Integral fd; (es stellte sich z. B. S.125 

bei der mechanischen Arbeit eines sich isotherm ausdehnenden Gases ein) ist 
nicht ala Potenz ausdriickbar; die Stammkurven zur gleichseitigen Hyperbel 

y' = .!.. sind keine Potenzkurven. Ebensowenig laBt sich fd x (etwa durch Teil-
x x 

integration, Substitution oder sonstwie) mit anderen in der Differential- und In-

1 Ohne weiteres allerdings nur bei x =l= O. Bei x = 0 miissen wir besonders verabreden, 
daB unter n xn- I mit n = 0 der Wert 0 verstanden werden solI. 



166 II. Differential- und Integralrechnung. 

tegralrechnung bisher besprochenen Funktionen in Verbindung bringen. Vielmehr 

fiihrt das Problem der Integration von !- zu ganz neuen Dingen (vgl. die alI-
x 

gemeinen Bemerkungen iiber Integration S. 74, S.134-135 und S.I44), welche der 
Naturwissenschaftler im Laufe seiner Bekanntschaft mit ihnen mit Recht immer 
hOher zu bewerten pflegt, zum natilrlichen Logarithmus und zur natilrlichen Ex-
ponentiallunktion. 1 

2. Hyperbeltrapez In x als Stammfunktion zu -. Es geniigt, eine einzeIne Stammx 
funktion y = I(x) zu y' =.! zu studieren, weil aIle Stammfunktionen zu .! aus x x 

Q 

x 

Jdl 
Abb. 155. Hyperbl'ltrapez In x ~ t 

1 

(FlaChe der gleichseitlgen Hyperbel y' ~ ~) . 

I(x) durch Abandern in I(x) + C um will
kiirliche additive Konstanten C hervorgehen 
(S.71). Als solche einzeIne Stammfunktion 

x 

nehmen wir (S. 135) die Fliiche y - f d,/ der 

gleich8eitigen Hyperbel y' =.! (Abb. 1155) von 
x 

der festen Anfangsabszisse I bis zur verander
lichen Endabszisse x (das bestimmte Inte-

x 

gra.l fd/ als Funktion der oberen Grenze x). 

1 

Diese Flache wird wegen ihrer trapezahn
lichen Gestalt (sie ist nur oben sta.tt durch 
eine geradlinige Strecke durch einen Hyper

belbogen begrenzt) oft aJs "Hyperbeltrapez" bezeichnet. Wir schreiben fiir sie statt 
des farblosen I(x) aus einem bald ersichtlichen Grunde Inx und wissen (S. 135), daB 

die Ableitung y' = (Inx)' wirklich gleich dem Werte ~ des Integranden -} an der 

oberen Grenze x, ferner Inl = 0 ist (die Flache lnx schrumpft fiir x -~ I zu Null 
zusammen). In formelma6iger Zusammenfassung 

, In' I y = ( x) =-, 
x 

Die Integrationsveranderliche ist t genannt, um sie nicht mit der oberen Grenze x 
zu verwechseln (S. 135--137); bei dieser aber wiinschen wir gerade x, um yals 
Funktion von x zu haben. Die feste untere Grenze brauchte nicht I zu sein; 
1 zu wahlen erweist sich jedoch als besonders zweckmaBig. 

Die zunachst vielleicht am nitchsten liegende Wahl von 0 als unterer Grenze scheidet 
deshalb aus, weil fiir x = 0 die gleichseitige Hyperbel eine Unendlichkeitsstelle hat (S.35). 

x x 

Die Flache / dt von einem beliebigen festen a > 0 an unterscheidet sich von In x =/ dt nur tIt 
um die ko~stante Zusatzflii.che (fiir a < 1) oder Abzugsflache (fiir a> 1)/ d/, ~ Formel 

x x 1 x a 1 

fdt =fdt +/dt (vgl. 8.126); fdt ist die Stammfunktion Inx + C zu..!. mit C =fdt . 
t t t txt 

a 1 a a a 
(Durch passendes a erhaIt man, wie anschaulich klar, jedes C.) 
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3. Zeichnerische und numerische Untersuchung vony = In x. Die Stammfunk-
x 

. I Jd t ,1 h" d . h . h d tlOn y = nx = - zu y = - untersue en WIT mIt en zelC nerIse en un 
t x 

1 

numerisehen Verfahren, die bei jedem Integrale anwendbar sind. 
Zunachst ist in Abb. 156 durch graphische Integration (S. 133) die gewunschte 

Stammkurve y = In x zur gleichseitigen Hyperbel y' =! hergesteHt, deren Ordi
x 

nate y die Flaehe des Hyperbeltrapezes zwischen 1 und x miBt. Sie schneidet 
definitionsgemaB die x-Achse im Abstande 1 vom NuUpunkte (dort beginnen wir 

L 
----

~ 1 xd U---II 1 

y-lnx.y t .-- : 

~ !/'-i '~~~ ----- --

/i/ 
: 

I~ / 1 ~ 1 

~~ ~ 
""'4 -. : : 

-- --
~ : : t : 
1 0 /1 ~ W"8<='e 3 'I- 5 x 8 

V 
-1 j I 

Abb. 156. Graphische Integration der gieichseltigen Hyperbei y' = ~. Stammkurve y = In x fiir den Flachen
x 

inhalt des Hyperbeltrapezes zwischen 1 und x. 

ihre Konstruktion). Rechts von x = 1 verliiuft sie oberhalb, links von x = 1 
unterhalb der x-Achse, weil die Flache der gleichseitigen Hyperbel oberhalb der 
x-Achse liegt und sich fUr x> 1 von links nach rechts, fUr x < 1 von rechts nach 
links erstreckt, also positiv bzw. negativ ist. Insgesamt 

lnx 0 fur (x> 0). 

AuBerdem steigt die Kurve y = In x bei zunehmendem x monoton an, weil y' = ! 
x 

fur aHe x > 0 positiv ist. Der Durchtritt durch die x-Achse in x = 1 geschieht 
wegen y' = 1 fUr x = 1 bei gleichem MaBstabe auf den Achsen unter 450 Steigung. 

Fur x -+ 0 (wir wandern auf der x-Achse ausnahmsweise von 
x lnx rechts nach links) faUt die Kurve immer mehr in die Tiefe, 

0,5 
1 
1,5 
2 
2,5 
2,72 
3 
3,5 
4 
4,5 
5 
5,5 
6 

-0,69 

° 0,41 
0,69 
0,92 
1 
1,10 
1,25 
1,39 
1,50 
1,61 
1,70 
1,79 

In x ~ - 00 fur x -+ 0 • 

Fur negative x links von x = 0 ist lnx nicht definiert, weil wir 
nicht uber die Unendlichkeitsstelle x = 0 der gleichseitigen 
Hyperbel hinwegkommen konnen. 

An Zahlenwerten lesen wir aus Abb. 156 z. B. die im 
beistehenden Tiifelchen vereinigten abo Eine gute Probe hp
steht darin, die Quadratmillimeter fUr die Flache der gleich
seitigen Hyperbel auf Millimeterpapier von der Ordinate fur 
die Abszisse 1 bis zu den Ordinaten fur die x der Tabelle 
unmittelhar auszuzahlen. 
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Die Abszisse mit In x = 1, fiir welche die Kurve Y = In x die Hohe 1 iiber der 
x-Achse erreicht oder das Hyperbeltrapez von der Abszisse 1 an den Flachen
inhalt 1 erhaIt, wird iiblicherweise mit e bezeichnet. Nach Abb. 156 gilt e = 2,718. 
Genauer werden wir auf S. 183 sehen 

llne = 1 fiir e = 2,718281. 

Diese Zahl e bildet die Grundzahl der natiirlichen Exponentialfunktion und des 
natiirlichen Logarithmensystems (S. 173). 

Die Genauigkeit der Ermittlung von lnx laBt sich sehr bequem steigern durch 
numerische Integration (S. 137, S. 128-131) nach der Trapezregel oder Simpsonschen 
Regel. Wir brauchen nur das Integrationsintervall recht fein einzuteilen, also viele 
eng aufeinanderfolgende Zwischenordinaten der gleichseitigen Hyperbel zu verwen
den. Gehen wir darin geniigend weit, so erhalten wir lnx so genau, wie wir wollen. 

Als Beispiel rechnen wir an Hand der nachstehenden Kehrwerttafel mit der 
Trapezregel die Werte von lnx zwischen x = 1 und x = 2 fiir die Zehntel in durch
laufendem Zuge aus. Die Trapezregel fiir eine Funktion y = t(x) lautet (S.129) 

b 

/f(x) dx= h(tyo + Yl + Y2 + ... + Yn-l + tYn) . 
a 

W oilen wir von b zu b + h iibergehen, so ist rechts nur noch einmal die Halfte 
t Yn des bisher letzten beriicksichtigten Funktionswertes Yn und auBerdem die 
Halfte t Y n +1 des neu hinzukommenden Funktionswertes Y n+1 zur Abszisse b + h 

hinzuzufiigen. So ist im folgenden verfahren, nachdem die Ordinaten ~ der gleich-
x 

seitigen Hyperbel von vornherein mit der Spanne h = 0,1 multipliziert sind. Z. B. 
stehen unter dem Naherungswerte von lnl,6 die halben Zehntel der Werte von 

1 fiir x = 1,6 und x = 1,7; addieren wir sie hinzu, so entsteht ein Naherungs
x. 
wert fiir Inl,7. 

1 0,05 
3: - 0,0455 3: 

1 1 
0,0955 = In1,1 0,3368""", In1,4 0,5311 <= In 1,7 
0,0454 0,0357 0,0294 

1,1 0,90909 0,0417 0,0334 0,0278 
1,2 0,83333 0,1826 ~ In1,2 0,4059 := In 1,5 0,5883 ~ In 1,8 1,3 0,76923 
1,4 0,71429 0,0416 0,0333 0,0278 

1,5 0,66667 0,0385 0,0313 0,0263 

1,6 0,625 - 0,2627 = In 1,3 0,4705 <=' In1,6 0,6424 = In 1,9 
1,7 0,58824 0,0384 0,0312 0,0263 
1,8 I 0,55556 0,0357 0,0294 0,025 
1,9 0,52632 0,3368 = InI,4 0,5311 = In1,7 0,6937 =In2 
2 0,5 

Wiederholen der Berechnung mit doppelt so feiner Einteilung (mit Zwanzigsteln 
statt Zehnteln) wiirde zeigen, daB sich die ersten drei Dezimalen nach dem Komma 
bei den gefundenen Zahlen nicht andern. Sie weisen sich dadurch als die ersten 
drei Dezimalen von lnx fiir x = 1,1 bis x = 2 aus. 

Alles in ailem beherrschen wir hiernach zeichnerisch und numerisch die Funk
tion Y = lnx in jeder wiinschenswerten Weise. Die Kurve Abb. 156 gibt ein an
schauliches und deutliches Bild des Verlaufes von Y = lnx, das auch in das Nomo
gramm Abb. 157 umgesetzt werden kann, und bei geniigender Geduld vermogen wir 
so reichhaltige Tafeln fiir lnx anzulegen, daB ihnen alle praktisch jemals erforder
lichen Aufschliisse entnehmbar sind. 
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Mehr ist eigentlich nicht zu verlangen, und bei einem weniger einfachen Inte

granden als -~- mliBten wir uns im allgemeinen auch mit der so erzielten Einsicht 

in den Verlauf der 8tammfunktion bescheiden. Bier aber konnen wir 
noch wesentlich weiterkommen und sozusagen in das innerste Wesen 
von In x eindringen. 

y 
'1,5 

4. lnoo als Logarithmus. Addieren wir die Zahlen In2 = 0,69 und 
ln3= 1,10 der Tabelle 8.167 von lnx. Die 8umme betragt 1,79=ln6. 'I 

Ahnlich 

Weiter 

Inl,5 + ln3 = 0,41 + 1,10 = 
In2,5 + ln2 """ 0,92 + 0,69 = 
lnO,5 + ln3 = -0,69 + 1,10 = 

1,51 = In4,5 , 
1,61 = ln5, 
0,41 = lnl,5. 

ln6-lnl,5= 
Inl-ln2 = 

1,79 - 0,41 = 1,38 = ln4, ° -0,69 = -0,69 = InO,5 
und schlieBlich 

2ln2 = 2 • 0,69 = 1,38 = ln4 = ln22 . 

Die Zahlen In x verhalten 8ich wie Logarithmen: es ist 

tilr ein Produkt Xl· x2 

filr einen Quotienten Xl 
x2 

insbesondere 

filr den Kehrwertl.l 
x 

filr eine Potenz X" 

I 
In--

X 

lnxl! 

=-lnx, 

= nlnx. 

Dies finden wir immer bestatigt, wenn wir liber ausgedehnteren 
Zahlenstoff fiir y = lnx verfiigen. Es ist empfehlenswert, sich ihn 
aus dem Nomogramm Abb. 157 oder durch graphische oder numerische 
Integration oder durch Auszahlen von Quadratmillimetern fUr Hyperbel
trapeze auf Millimeterpapier zu verschaffen und weitere Beispiele zu 
rechnen. 

3 

2,6 

2 

o 

-0,5 

-, 

16 

10 
9 
8 
7 
6 

6 

3 e 

2 

1 

~ 
D,7 
0,6 
D,6 

Der Mathematiker fiihrt den Beweis fiir die hier zahlenmiU3ig erschlossenen Tat- -2 
sachen folgendermaBen. Mit c> 0, x> 0 sollIn c x = Inc + In x sein. In c x ist das 

D,15 

cz c 

Hyperbeltrapez f d t von I bis c x, Inc das Hyperbeltrapez f dt von Ibis c und In x 

<las Hyperbeltr~pe: jZd t von I bisx. Wir sind am Ziele, ~en: wir zeigen, daB sich 
t Z 

Abb.157. 
Leiter fiir den 

natiirlichen, 
Logarithmus 

y=!nz. 

daB letzte Hype~be~rapez f ~/ unter der Hyperbel hin flachengleich auf daB Hyperbeltrapez 
1 

von c bis c x verschieben laBt, wobei sich die Where Grundlinie von I bis x auf ihr 
c-faches von c bis cx ausdehnt oder zusammenzieht; denn dann fiigen sich, wie gewiinscht, 

C II: cz cz 

f~~ und f~t = f~/ zu f~~ zusammen (Abb.158). Nun ist 
1 1 1 

Z Idt . n-l h 
lnx= --= hm 1:;--

t h-'»-O >=0 tv 
1 n-'»-oo 

1 Hier zeigt sich der Vorteil der Definition In 1 = o. 
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der Grenzwert einer Rechteckssumme, wobei die tv aquidistante Abszissen im Abstande k von
einander zwischen to = 1 und tn = x sind. Das VerpfIanzen des Intervalls von 1 bis x nach dem 

Intervalle von e bis ex erreichen wir dadurch, 

d B . . d B h k't ek . a Wlr Je en rue i -- ml e zu-- erweltern. 
v ctv 

Denn dadurch riickt to = 1 nach c und tn = x 
nach c x. Die Punkte ctv teilen das Intervall von 
c bis cx in 11. Teile von der Spanne ck, und die 
n-1 k n-1 k 
~ . gleiche Rechteckssumme ~ c -. gibt eine 
v=O tv v=o ct_v 

Abb.158. Flachenbewahrendes Verschieben Naherung an das Hyperbeltrapez zwischen e und 
elnes Hyperbeltrapezes unter der gleich- c x. Verkleinerung von h, welche die Rechtecks-

seitigen Hyperbel hin. Il: 

n-1 h f Rechenregein ffir In x: ~ d H b d t 
In c = Hyperbeltrapez zwischen 1 und e , summe ",:;;,.. _. - nach em yper eltrapeze. 
In x = Hyperbeltrapez zwischen 1 und x v = 0 tv t 

= Hyperbeltrapez zwischen c und ex 1 
Ine + Inll: - Hyperbeltrapez zwischen 1 und ell: n-1 k 

= In ell: . streben liBt, fiihrt die Rechteckssumme ~ ~----
ex v=o ctv 

nach dem Hyperbeltrapeze I'~; denn mit h-~O haben wir bei festem c auchch ~ O. Somit 
• t 

x ex 

j'dt . n-1 k . n-1 ek Idt 
In x = = hm 1,; = hm 1,;- = --

t h-~O v=O t. ch-~Ov=o ct. t 
1 n-~"" n-~OD e 

und 
c ell: ell: 

fdt Idt Idt lnc+lnx= t + (= t =lncx, 
1 e 1 

womit fiir e = Xl und x = Xa die Produktregel bewiesen ist. Man durchdenke insbesondere den 

Fall von echtgebrochenem e oder x mit negativen Hyperbeltrapezen. Fiir x = -~ und e = Xa 
Xa 

folgt die Quotientenregel, fiir Produkte aua lauter gleichen Faktoren die Potenzregel zunachst 
fiir positive ganze Exponenten, durch Umkehrung fiir gebrochene positive Exponenten und 
durch Verbindung mit der Quotientenregel auch fiir negative Exponenten. Irrationale Ex
ponenten werden bewi.i.ltigt, indem man sie durch rationale Briiche immer feiner annahert. 

x ex 

Die Beziehung f d t = f~! kann auch dadurch gewonnen werden, daB man auf das Integral 

f~ ~ die Transfor~at:on (;. :61-162) t = -:..., dt = d1: mit einer neuen Veranderli~hen 1: anwen
. tee 
1 
det. Dabei entsprechen wegen 1: = et den Grenzen 1 und x bei t die Grenzen c und ex bei 1:, und 

x ex I 

wir erhalten f~t = fd-r7: .• Wird statt 1: wieder t geschrieben (der Buchstabe fiir die Integrations-

1 e 
veri.i.nderliche im bestimmten Integral spielt keine Rolle, es ist gleichgiiltig, ob wir ein und die
selbe Flache iiber einer t- oder 1:-Abszissenachse bestimmen), so haben wir das gesuchte Ergebnis. 

Weil fiir die Funktion y = In x ane Logarithmengesetze gelten, wird sie als 
Logarithmus bezeichnet, und zwar zum Unterschiede von dem gewohnlichen Zehner
loga.ri.thmus, dekadischen Logarithmus oder Briggsschen Logarithmus als naturlioher 
Logarithmus, auch als hyperbolischer Logarithmus wegen des Auftretens an der 
gleichseitigen Hyperbel oder als N epersoher Logarithmus nach dem Englander 
Neper, der um 1615, als man den Logarithmus systematisch zu studieren begann, 
zuerst auf lnx stieB. Naturlioh heiBt der Logarithmus lnx, weil er sich auf natiir-
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liche Weise darbietet und die Formeln mit ihm den natiirlichsten, von erschweren
den Zahlenfaktoren freien Ausdruck annehmen. Statt In (von den Anfangsbuch
staben von logarithmus naturalis) wird auch log nat oder 19 oder log oder I 
geschrieben. 

Als Differenzierregel des naturlichen Logarithmus In x und als Integrierregel 

von 1 wollen wir, freilich in Wirklichkeit nur unsere Definition wiederholend, 
x 

ausdrucklich aufschreiben: 

und 

Der natiirliche Logarithmus y = In x hat die Ableitung 

y'= (lnx)'= 1 und das Differential dy = dx 
x x 

Man bestatige auBerdem die folgenden, fUr die Praxis niitzlichen Differenzier- und Integrier
formeln, wobei die Kettenregel gebraueht wird: 

(InVl +-~)' = (l In !...±.::)' = __ 1_ , 
1 - x 2 1 - x 1 - x 2 

umgekehrt 

und 

umgekehrt 

5. Anwendung: Arbeit bei isothermer Ausdehnung eines Gases. Carnotscher 
KreisprozeB. Auf S. 125 haben wir fur die mechanische Arbeit eines sich isotherm 
ausdehnenden idealen Gases den Ausdruck 

gefunden; Va ist das Anfangs-, Vb das Endvolumen, T die konstante absolute 
Temperatur, Po und Vo sind beliebige Bezugswerte von Druck und Volumen bei der 
Temperatur T. Durch Benutzung des naturlichen Logarithmus konnen wir uns 
vom Integralzeichen freimachen und einen viel handlicheren Ausdruck fUr A 
gewinnen. Es wird 

[
Vb Vb Vb 

A=RTlnV v. =RT(lnVb-lnVa) =RTln Va=poVolnVa' 

z. B. fiir Vb = 2 Va (Ausdehnungauf dasdoppelte Volumen) A = RT ln2 = Po Voln2 
= 0,693 Po Vo, etwa A = 6,93 mkg8 fur Po = 1 at = 1 kg8cm- 2 und Vo = 11. 

Damit das Gas Arbeit leisten und doeh seine Temperatur bewahren kann, muB ihm von auBen 
her Warme zugefiihrt werden (etwa dureh Verbrennen von Brennstoff wie im Dieselmotor), 
und zwar eine aquivalente Menge Warmeenergie, wie sie das Gas als meehanisehe Energie her
gibt. Denn die innere Energie des Gases (die Bewegungsenergie seiner Molekeln), welche durch 
seine Temperatur angezeigt wird, andert sieh gar nieht; das Gas dient bei isothermer Ausdeh
nung nur als Energiewandler der zugefiihrten Warmeenergie in abnehmbare meehanisehe Energie. 
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Zusammen mit dem S.161 gewonnenen .Ausdrucke A = c,,(Tl - T 2) fiir die .Arbeit eines 
sich adiabatisch ausdehnenden Gases, wobei die gesamte Energie aua dem inneren Energie
vorrate des Gases genommen wird (die Temperatur sinkt), ermoglicht unser Ergebnis die 
Durchrechnung des fiir das Verstandnis von Warmekraftmaschinen (Dampfmaschine, Explosions
motor, Dieselmotor) grundlegenden, die Vorgange der Praxis idealisierenden "Oarnot8chen Kreis
proze88e8", woriiber man die physikalische Literatur einsehen mogel • Dieser Kreisproze.6 be
steht in einer .Aufeinanderfolge einer isothermen und einer adiabatischen .Ausdehnung und 
einer isothermen und einer adiabatischen Kompression eines Gases, wonach wieder der .Anfangs
zustand erreicht wird. 

Nach Pfeffer und van t'Hoff gilt das Gasgesetz bekanntlich auch fiir den osmotischen 
Druck p in Losungen. Der natiirliche Logarithmus tritt daher auch bei der osmoti8chen Arbeit 
zum Konzentrationsausgleich in Losungen mit konstanter Temperatur und in den anschlieBen
den FormeIn der Elektrochemie (Konzentrationsketten, Losungstension, galvanische Ele
mente usw.) inlmer wieder auf. 

6. Logsritbmiscbes Differenzieren. Die .Ableitung des natiirlichen Logarithmus In y = Inl ( x) 
einer (positiven) Funktion y = I(x) von x lautet nach der Kettenregel 

(Iny), = r; 
zuerst ist der Logarithmus Iny nach y differenziert, was y im Nenner gibt, dann y nach x zu y' . 
.Andererseits IaBt sich die .Ableitung von Iny nach x oft auch unmittelbar bilden, weil daB 
Logarithmieren Produkte zu Summen, Quotienten zu Differenzen, Potenzen zu Produkten 
vereinfacht. Multiplikation mit y liefert dann die .Ableitung y' von y. Dieses Verfahren zur 
Bestimmung von y' = I'(x) heil3t "logarithmische8 Diffenzieren". Einige Beispiele dafiir sind: 

a) y =' a Z , 

hieraus 

logarithmiert In y = x Ina, differenziert y' = Ina, 
y 

y' = y Ina oder (a"'), = a Z Ina. 

Die E xponentialfunktion y = a'" hat die Ableitung y' = (az)' = a'" Ina, welche ihr 8elb8t pro
portional i8t, mit dem naturlichen Logarithmus Ina der Grundzahl a als Proportionalifiitstaktor. 
Insbesondere wird (ez)' = e'" fiir a = e wegen Ine = 1 (S. 168 und S.179). 

b) y = x"', also In y = x In x und unter .Anwendung des Produktdifferenzierens bei x In x 

y' 1 
-~ = 1 . In x + x'~ = In x + 1 , 
Y x 

hieraus 
y' = y(Inx + 1) = x' (Inx + 1). 

Man iiberlege sich, daB Iny fiir x-~ 0 nach 0, also y = x'" nach 1 strebt (unbestinlmter .Aus-
-00 1 

druckO·(-oo)fiirxlnxoder--fiirlnx:---- bei x=O, dessen natiirlicher Wert 0 durch 
00 x 

Differenzieren festgelegt wird, S.106-107), und zeichne die Kurve y = x'" (Minimum fiir 
Inx+l=O, x=l:e=,0,368). u 

c) Durch logarithmisches Differenzieren des Produktes y = uv und des Quotienten y =
v 

von zwei Funktionen u und v gewinnen wir auf neue Weise die RegeIn vom Differenzieren eines 
Produktes (S. 139) und eines Quotienten (S. 145), z. B. y = uv, Iny = lnu + lnv, 

y' u' v' 
= +-, y u '/J 

(U' V') (U' V') y'=(uv)'=yu +; =1tVu,+; =u'v+v'u. 

Benutzt sind bei dieser Herleitung die Regel vom Differenzieren einer Summe, die Kettenregel 
und die Differenzierregel des Logarithmus. 

7. Umkehrfunktion des natiirlichen Logarithmus: natiirliche Exponentialfunktion. 
Der Logarithmuscharakter der Funktion y = lnx tritt noch deutlicher als bisher 
hervor, wenn wir ihre Umkehrfunktion (x in Abhangigkeit von y, S. 15-16) be
trachten. Sie heiBe fur den Augenblick x = cp (y) und liefert zu jedem y dasjenige x, 
dessen natiirlicher Logarithmus den Wert y hat. Die Kurve x = cp (y) ergibt sich in 
einem yx-Linkssystem durch Anschauen der Logarithmuskurve y = lux (Abb.156) 

1 Vgl. z. B. MoseR, K: Lehrbuch der Physik, Oberstufe, Heft 1, S. 70-80 und 107. 
Leipzig: G. Freytag. 
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von links seitlich (Abb. 159). Sie schneidet wegen In 1 = 0, also gJ (0) = 1 die senko 
rechte x-Achse in der Rohe x = 1, und zwar (bei gleichem MaBstabe' auf den 
Achsen) unter 450 Steigung, wegen der analogen Tatsache 
fur y = lnx an der Stelle x = 1 (Abb. 156). Ferner haben 
wir die Zahl, deren natiirlicher Logarithmus gleich 1 
ist, auf S. 168 mit e bezeichnet, so daB gJ(l) = e 
= 2,718 gilt. 

Ausdriicklich sei noch darauf hingewiesen, daB die Umkeh
rung von Y = In x deshalb keine Schwierigkeiten bereitet, weil 
Y = In x monoton verlauft. Ferner merken wir an, daB die Umkehr
funktion x = gJ(Y) fiir aIle Y definiert ist und immer positiv 
ausfiUlt. Denn in Y = In x diirfen nur positive x auftreten, fiir 
sie nimmt aber auch Y schon aIle Werte zwischen absolut be
liebig groBen negativen und positiven Schranken an. 

In der Schulmathematik wird als Logarithmus 
y = alog x einer Zahl x zur Basis oder Grundzahl a die
jenige Zahl erklart, mit der man a potenzieren muB, 

\ x 
J 

\x 'f'IY 

\ 
z 

rp(1) =e ~~ 
'flO) ~ ....... r---r--

11 1 o 
Abb.159. Umkehrfunktion 
x ~ 'f (y) des natiirlichen 
Logarithmus y~ln x. 

-2 

damit x herauskommt; es solI also aY = a "log x = x sein. Nun verhalt sich y = In x ganz 
wie ein solcher Logarithmus der Schulmathematik (S. 169). Es fragt sich daher, ob man 
nicht auch lnx als Exponenten einer x liefernden Potenz auffassen oder mit anderen 
Worten die Umkehdunktion x = gJ(Y) von Y = lnx in der Gestalt x = aY einer 
"Exponentialfunktion" (so genannt, weil die unabhangige Veranderliche im Ex
ponenten steht, S. 40) mit einem gewissen a schreiben kann. Das trifft in der Tat zu. 

Zum Beweise sehen wir zunachst nach, was bei der Umkehrfunktion x = gJ(Y) den Logarith
mengesetzen entspricht. Mit lnxi = YI und Inx2 = Y2' also Xl = gJ(YI) und x2 = gJ(Y2) folgt 
aus dem Produktgesetze In Xl X2 = In Xl + Inx2 die Beziehung IngJ (YI)gJ (Y2) = Yl + Y2 oder, 
wenn wir auf die Umkehrfunktion zu beiden Seiten achten, gJ(Yl)gJ(Y2) = CP(YI + Y2); denn 
gJ(Yl)CP(Y2) und CP(YI + Y2) sind die Zahlen, deren natiirlicher Logarithmus den Wert lncp (YI)CP (Y2) 
bzw. Yl + Y2 hat. D. h. zwei Werte CP(YI) und CP(Y2) der Umkehrfunktion konnen mul
tipliziert werden, indem man ihre Argumente Yl und Y2 addiert, gerade so, wie man, statt zwei 
Werte aY' und aY' der Exponentialfunktion (zwei Potenzen mit gleicher Grundzahl) zu multipli
zieren, auch die Exponenten addieren, also die Exponentialfunktion aY' +y, bilden darf (S. 36). 
Zusammen mit den weiteren Beziehungen CP(Yl): CP(Y2) = CP(YI - Y2) analog aY': aY' = aY'-y, 
und (gJ(y))n=cp(ny) analog (ay)n=any , die durch Umkehrung der weiterenLogarithmen
gesetze fiir Y = lnx gewonnen werden, lehrt dies zunachst, daB wir jedenfalls keine Verwirrung 
zu befiirchten brauchen, wenn wir aY statt cp(y) schreiben. 

Aber noch mehr. Die Grundzahl a der Exponentialfunktion muB wegen der Potenzformel 
a = a 1 die Zahl cp(l) = e = 2,718 mit dem natiirlichen Logarithmus lne = 1 sein. Nach dem 
fiir cp(y) giiltigen Gesetze CP(YI + Y2) = gJ(Yl)CP(Y2) erhalten wir dann weiter cp(2) = cp(l) cp(l) 
= e' e = e2, gJ(3) = cp(2)cp(l) = e2 • e = e3 usw. und nach dem fiir beliebige (ganze, gebrochene, 
sogar irrationale) n giiltigen Gesetze cp(ny) = (cp(y))n bei Y = 1 allgemeiner cP (n) = en. D. h. 
cp(n) stimmt wirklich fiir aIle n mit der durch gewohnliches Potenzieren mit beliebigem 
Exponenten n erklarten Exponentialfunktion en iiberein. Insgesamt: 

Der naturliche Logarithmus y = In x, definiert als Flache des H yperbeltrapezes 

unter der gleichseitigen Hyperbel y' = ~ zwischen 1 und x bzw. als Stammfunktion 
x 

zu y' =!- mit In 1 = 0, hat zur U mkehrfunktion die "naturliche E xponentialfunk
x 

tion" x = eY mit der Grundzahl e === 2,71828; er ist auffafJbar als die Zahl y, mit 
der man e potenzieren mufJ, um x zu erhalten. 

8, Natiirlicher Logarithmus und Zehnerlogarithmus. Dieses Ergebnis verleiht 
nns zunachst eine viel groBere Beweglichkeit beim Gebrauche des naturlichen 
Logarithmus. Z. B. erkennen wir den natilrlichen Logarithmus lnx als pro
portional zum gewohnlichen Zehnerlogarithmus log x wie folgt. 1m naturlichen 
Logarithmensystem ist x = elnx und im Zehnerlogarithmensystem definitionsgemiiJ3 
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x = 1010g x (log x ist die Zahl, mit der 10 potenziert werden muB, damit x erscheint, 
z. B. 10g100 = 2 wegen 100 = 102). Nun laBt sich e im Zehnerlogarithmensystem 
als 1010g e und 10 im natiirlichen Logarithmensystem als eln 10 darstellen; es ist iibrigens 

loge",=" 0,43429, In 10 = 2,30259 . 
Daher 

x = e1nx = (101oge)lnx = lologe ·lnx 
und 

x = 1010gx = (e1n 10)logx = e1n 10· Jog x • 

Vergleichen der Potenzen mit derselben Grundzahl e bzw. 10 III der ersten 
und zweiten Zelle liefert 

1 1 
In x = In 10 . log x = - log x = "M"" log x, 

loge 
1 

logx = loge ·lnx = -- lnx = M lnx 
In 10 ' 

indem wie iiblich loge = 1: lnlO = M = 0,43429 gesetzt ist; M heiBt der Modul der 
gewohnlichen (oder gemeinen oder dekadischen) Logarithmen. 

Da die natiirlichen Logarithmen so einfach aus den Zehnerlogarithmen durch 

MuItiplikatioll mit dem konstanten Faktor ! = 2,30259 hervorgehen, bedarf 

man fiir die Praxis neben der gewohnlichen Logarithmentafel nicht unbedingt einer 
besonderen Tafel der natiirlichen Logarithmen; sehr angenehm ist sie frellich. 

9. Potenzreihe fUr In (1 + x). Umgekehrt haben die Mathematiker zur Herstellung der 
gewohnlichen Logarithmentafeln zunachst Tafeln der natiirlichen Logarithmen berechnet und 
in ihnen nachtraglich aIle Zahlen mit M:=: 0,43429 multipliziert. Der nattirliche Logarithmus 
laBt sich namlich sehr bequem berechnen, und zwar hei Forderung groBer Genauigkeit noch 
bequemer als durch numerische Integration (S. 168) mit Hille von Reihen (S. 110-113). Die 
bekannteste von diesen ist die Taylorsche Reihe der Funktion In(I + x). Die Ableitungen von 
y = In(I + x) heiBen 

y' = l+·x' y" = - (r·~"·X)2' y'" = (I ~ X)3' ylV = -(/~·~)4 ' 
Setzt man x = 0 und verwendet die allgemeine Reihenentwicklung 

I(x) = 1(0) +f! /'(0) + ;; 1"(0) + ;~ 1"'(0) + ... 

von S. 112, so entsteht die Potenzreihe 
x 2 x3 x4 

In(I + x) = x- ..L - ...:.. •.. 2 '3 4' . 

Der Mathematiker beweist, daB sie konvergiert (S. 112) und In(I -t- x) liefert, wenn x ein posi
tiver oder negativer echter Bruch (einschl. x = + 1) ist. 

Ftir die Praxis ist oft die hei kleinem x gUltige Naherungsformel (nur das erste Glied rechts 
wird beriicksichtigt) 

In(I + x) = x 

von Nutzen. Sie folgt auch aus 6 y = dy = h y' (vgl. S.97, S.99, S. 102 und S.I4I). Wir 
h 

brauchen nur y = In(I + x), also 6. y = In(I + x + h) -In(I + x) und dy = .. -" zu 
nehmen, x = 0 zu setzen und nachtraglich statt h wieder x zu schreiben. 1 + x 

10. Baromet.rische Hohenformel. Als naturwissenschaftliches Beispiel, bei dem 
der Ubergang von natiirlichen Logarithmen zu Zehnerlogarithmen in Frage kommt 
(freilich nur als etwas an sich recht Unwesentliches), kann die "barometrische H6hen
jormel" dienen. Erheben wir uns von der Hohe ho iiber dem Meeresspiegel in die 
Hohe H (Abb. 160), so sinkt erfahrungsgemaB der Barometerstand b (Luftdruck p) 
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von bo auf B (von Po auf Pl. Das mull auch so sein; denn der Luftdruck ist zahlen
mallig gleich dem Gewichte einer Luftsaule von 1 cm 2 Querschnitt, die senkrecht 
liber der FIacheneinheit 1 cm 2 steht und auf ihr lastet; diese Luft-
saule aber ist in der grolleren Hohe H weniger lang als in der Hohe ko. B,P Ii 
Die Druckverminderung Po - P entspricht zahlenmaJ3ig dem Ge-
wichte der zwischen ko und H fortfallenden Luftsaule vom Volumen 
(H - ko) em . 1 em 2• Bei konstantem spezifischem Gewichte a der b,p,fJ 7z. 
Luft ware ihr Gewicht gleich (H - ko) a. In Wirklichkeit ist aber a 
nicht konstant, sondern eine Funktion a = a(k) der Hohe k; wird 
doch die Luft nach oben hin dUnner (gerade infolge der Druckab-
nahme). Nach dem allgemeinen Integrationsprinzip (8.124) gilt daherl 

P H 

Po - P = - f dp = f a(h) dh . (*) 
Po h, 7fiOmm 0 

Als Funktion von k konnen wir a nicht ohne weiteres mit einleuch- lig 
tenden und stichhaltigen Annahmen angeben. Wohl aber hangt a 
nach dem Gasgesetze P V = R T mit Druck und Temperatur zusammen. 
Denn das Volumen ein und derselben Gasmasse ist umgekehrt pro
portional dem spezifischen Gewicht a, a]w 

~ = konst = Po - und a = 1!_ '!~ ao • 
aT aoTo Po T 

Abb.160. 
Zur balO· 
metrischen 

Hlihenformel. 

Hierin haben wir a ala Funktion von zwei Veranderlichen P und T. Um weiterzu
kommen, mull man daher eine weitere Voraussetzung machen. Meist wahlt man 
T = konst (Aufsteigen bei konstanter Temperatur). Tragen wir dann den Aus
druck fiiI a in die aus (*) folgende Differentialbeziehung2 

adh = -dp 
ein, so ergibt sich T Po dp 

dh=--- --
To ao p 

uild durch beiderseitige Integration3 

H P 

Jdk = - ~ 'fofd P 
h To ao p 

• Po 
oder 

H - ho = ~ Po In Po • 
To ao P 

Wir wahlen ho = 0 (Meeresspiegel), To = 273 (00 C) und T = 273 + t (t Celsius
temperatur), po=760mm Hg bei OOC=1033gcm-2, ao~I,2928'1O-3gcm-3 
und schreiben der Bequemlichkeit wegen h statt H, p statt P. Dann kommt 

h in Metern = 8000 ( 1 + -f-) In fo 
. 73 p 

1 Man zerschneidet die Gesamterhebung H - 11,0 in kleine Teilerhebungen, fUr deren jede 
II naherungsweise konstant ist, nahert die tatsachliche Druckabnahme Po - P durch die Sum me 
der fortfallenden Gewichte je cm 2 ffir die niedrigen Teilluftsaulen an und teilt immer feiner ein. 

2 Diese kann auch unmittelbar gewonnen werden, indem man von der Hohe 11, um ein kleines 
Stuck dh aufwarts geht und -lIdh (negatives Naherungsgewicht der niedrigen Luftsaule 
von der Hohe dh) als Differentialbestandteil dp der (negativen) Druckzunahme DP erkennt 
(Differentialmethode, vgl. S.I04 und S.137-138). 

8 Die unabhangige Veranderliche ist 11" die abhangige p. Nach dem Satze von der Invarianz 

des Differentials darf ~'E zu lnp + 0 integriert werden (S. 162). 
. P 
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oder durch Ubergang zu Zehnerlogarithmen als barometrische Hohenformel 

. (t ) 1 Po h III Metern = 18400 1 + 273 og P 

= 18400 (1 -L -~) log ~o = 18400 (1 + ~t~) (2 8808 -10gb) . 
I 273 b 273 ' 

Dabei ist statt des Druckverhaltnisses Po: P das Verhaltnis bo: b der Barometer
stande und logbo = 2,8808 mit bo = 760 mm eingetragen. Die Formel gestattet, 
aus dem Barometerstande b (in mm) auf die H6he h -aber dem Meeresspiegel 
zu schlieBen (barometrische Hohenmessung) 1. Z. B. wird fUr b = 759 mm und die 
maBigen t der Praxis 10gb = 2,8802 und h =' 11 m. Daher die bekannte Regel, 
daB bei Erhebung urn 11 m der Barometerstand etwa urn 1 mm sinkt. 

In rasch aufsteigenden erwarmten Luftmassen ist die Annahme konstanter Temperatur 
sicher nicht erfiiIlt. Solche Luftmassen geben keine Warme in die umgebende Luft ab und 
empfangen keine. Daher sind die Beziehungen fiir adiabatische Zustandsanderung (8.38 und 

,,-1 
7 

S. 161) Vp" = konst (x = 1,4 =- fiir Luft) und T: p '" = konst am Platze. Man rechne 
11 5 

nach: a = ao p" : Po" und 

h in Metern=4200 (6,6541 - b~-) = 28000 (1 - $) ""'" 100(To - T) 
o 

(adiabatische Hohenformel). Fur 100 m Erhebung nimmt die Temperatur um rund 10 ab 
(adiabatische Hohenstufe), erfahrungsmal3ig iibrigens weniger (bis zu etwa 3000 m nur um 
rund to auf 100 m), da in Wirklichkeit durch Luftstromungen, Kondensation des mitgefiihrten 
Wasserdampfes u. dgl. 8torungen des adiabatischen Verlaufes unvermeidlich sind. 

11. Poissonsches Gesetz fUr adiabatische Ausdehnung eines Gases. 1m AnschluB an das 
letzte eine Zwischenfrage: Wie wird das Poissonsche Gesetz p V" = konst fiir adiabatische Zu
standsanderung eines idealen Gases gewonnen? Pressen wir ein Gas vom Volumen VI auf das 

v, 
Volumen V2 zusammen, so leisten wir die Arbeit - f p d V (sie ist trotz dem scheinbar entgegen

v, 
stehenden Minuszeichen wegen V2 < VI in Wahrheit positiv). Sie wird bei adiabatischem Ver
lauf des Vorgangs restlos zur Erhohung der Temperatur von Tl auf T2 verwandt, d. h. in die 

T, 

Warmeenergie CV (T2 - T I ) = c.jdT umgesetzt 2 (c. spezifische Warme des Gases, nnd zwar, 
'1'1 

so widersinnig das klingt, "bei konstantem Volumen"; c. ist immer zu wahlen, wenn aIle zu
gefiihrte Warme der Temperatursteigerung zugute kommt, wie z. B. bei konstantem Volumen). 
Aus 

V, T, 

-f pdV = Cvf dT 
V, T, 

folgt 
- pdV = c.dT. 

Man leite dies auch unmittelbar her, indem man die gegen das Gas bei einer kleinen (negativen) 
Volumenanderung 6 V geleistete Arbeit mit dem Differential -p d V und die entsprechende 
Warmeenergiezunahme c.6 Tins Auge faBt (Differentialmethode, vgl. 8.104 und 8.137-138). 

In der Differentialgleichung -pdV = c.dT treten drei Veranderliche p, V und T auf. 
Wir machen uns von einer von ihnen frei, indem wir durch die immer giiltige Gasgleichung 
p V = R T dividieren: 

dV 
-y 

c. dT 
Rrr· 

I Naheres darii ber etwa bei WERKMEISTER, P.: Vermessungskunde III, 8ammlung Goschen 
862, S. 36-59. 

2 Auf 8. 161 trat dies als Folgerung auf. Naturwissenschaftlich ist aber nicht die dortige, 
sondern die jetzige Betrachtungsweise das Urspriingliche. 
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Durch beiderseitige Integration bekommen wir 
v, T, 

_fd~ = coJ·dT oder -In V2' = c. In T2 
r R T VI R Tl 

V, 1', 

und durch Ubergang zur Exponentialfunktion 
c, 

VI = (T2)R . 
V2 Tl 

Da CoR- mit dem Verhaltnis x = c" der spezifischen Warmen bei konstantem Druck und kon-
c. C 1 

stantem Volumen durch die Beziehung i = ii-=- 1 zusammenhangt, konnen wir auch 

Tl V/,-l = T2 V2,,-1 oder TV,,-I= konst 
x-I 

schreiben, womit wir wesentlich am Ziele sind; fUr die weiteren Gleichungen T: p" = konst 
und p V" = konst braucht nur noch mit Hilfe der Gasgleichung p V = R T entweder V oder T 
entfernt zu werden. 

12. Ableitung des Zehnerlogarithmus. Genauigkeit des Rechenschiebers. Wegen 

logx = loge ·lnx = M lnx und (lnx)' = 1_ hat der Zehnerlogarithmus y , logx 
die Ableitung x 

und das Differential 

, 1 ' 1 1 ' M 0,43429 y = (ogx) = oge( nx) = = ----
oX; x 

M 
d y = d log x = -- d x. 

x 

Hiernach weist die Tangente im Schnittpunkte x = 1 der Kurve y = logx (Abb. 10) 
mit der x-Aehse das SteigungsmaB M = 0,43 auf. 

Fiir die logarithmisehe Leiter der Abb.23, S.23 oder des Reehensehiebers 
konnen wir die Formel 

M dx 0,y 
dy = dx oder ~= ---= 2,300,y 

x x M 

folgendermaBen ausdeuten. 6 y ist die Genauigkeit, mit der die Abstande y auf der 
Leiter aufgetragen oder abgelesen werden konnen. 1st sie konstant - praktisch 
betragt sie durehweg etwa 0,1 mm oder bei der MaBstabseinheit 12,5 em = 125 mm 
der oberen Leitern eines Reehensehiebers 1000 . 0,1 : 125 %0 = 0,8 0/00 -, so fallt 

fur die an der Leiter wirklich daranstehenden Zahlen x die relative Genauigkeit dx 
x 

uberall gleich aus, z. B. beim Rechensehieber gleieh 2,30·0,8 %0 = 1 ,84 %0 = knapp 
20/00. Bei einer Multiplikation oder Division sind im allgemeinen drei Ablesungen 
zu maehen. Der Gesamtfehler wird dann, wie die Fehlertheorie lehrt, als Wurzel 
Vl,842+1,842+i,842°/00~3,2%0=reiehlieh 3%0 aus der Summe der Qua
drate der Einzelfehler gefunden. 3 0/00 gibt man gewohnlieh als Genauigkeit des 
Reehensehiebers an; fUr die unteren Leitern mit 25 em MaBstabseinheit ist' sie 
doppelt so groB. 

13. Beliebige Logarithmen. Ahnlich wie fur den Zehnerlogarithmus log x = IOlog x O'ilt fur 
den Logarithmus y = alog x in einem Logarithmensystem mit der Grundzahl a (wobei also 
aY = x sein soIl) I 

alogx = aloge ·lnx = - lnx. 
,~ Ina 

Die Ableitung 
(alog x)' =~_ (In x)' = 1 . 1 

Ina Ina x 
Walther, Einfiihrung. 12 
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ist daher proportional zu !~ mit dem Proportionalitatsfaktor -II . Dieser wird am einfachsten, 
x na 

namlich gieich 1, fiir a = e und alog x = In x. Beim natiirlichen Logarithmus sparen wir zum 
¥ 

/ , 
h , i , , ! y II I 1// I ! -+-3 \---'. 

I Vy=~x 
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Abb. 161. Natiirlicher Logarithmus und EXllonential~ 
funktion. 

Abb.162. Exponentialfunktion und Hyperbel
funktionen. 
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Ausgleiche fiir die merkwiirdige, nicht ganzzahlige (sogar, wie der 
Mathematiker zeigt, irrationale) Grundzahl e bei der Ableitlmg den 

Faktor -11-. Der natiirliche Logarithmus hat die einfachste bei einem 
na 

Logarithmus mogIiche Ableitung. Hierin liegt eine Rechtfertigung 
des Eigenschaftswortes "natiirlich" (S. 171). 

14. Anschauliches zur Exponentialfunktion. Wenden wir 
uns jetzt dem vertieften Studium der natiirlichen Exponential
funktion - auch Exponentialfunktion schlechthin genannt -
zu! Mit Vertauschung von x und y ist ihre Kurve aus dem 
yx-Linkssystem der Abb. 159 in Abb. 161 in das gewohnliche 
xy-Rechtssystem umgezeichnet; es handelt sich also um die 
Kurve y = eX. Sie geht aus der Logarithmuskurve y = lnx 
durch Spiegelung an der Geraden y = x hervor und schneidet 
fiir x = 0 die y-Achse in der Rohe eO = 1 unter 45° gegen die 
Wagerechte. Fur positive x steigt sie jiih an (e3 > 20, e'> 50) 

und fiilIt fur negative x = - z wegen g-Z = e~ nach links hin 

so stark ab, daB sie bei maBigem ZeichnungsmaBstabe schon 
fUr x = -3 oder x = -4 praktisch nicht mehr von der 
x-Achse zu unterscheiden ist. Auch der Theorie nach schmiegt 
sie sich der negativen x-Ralbachse bei zunehmendem Absolut-

betrage z von x immer mehr an, weil e- Z =~ fUr z-)- co gegen 0 

strebt. Die x-Achse stellt, wie man zu sagen pflegt (S.35), 
eine Asymptote der Kurve y = eX dar, und zwar nach 
links hin. 

In Abb. 162 ist auBer y = eX die Kurve y = e- X zu sehen, 
die aus y = eX durch Spiegelung an der y-Achse hervorgeht. Sie fUhrt fUr positive 
wa.chsende x an die x-Achse heran, y "klingt (exponentiell) ab" bei wachsendem x. 
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Die Schaubilder und den allgemeinen Charakter des Verlaufes der Funktionen 
y = eX und y = e- X muB man sich gut einpragen, um fiir die zahlreichen natur
wissenschaftlichen Erscheinungen, bei denen die Exponentialfunktion auf tritt, 
sofort die wesentlichen Ziige im groBen umreiBen zu k6nnen. ZahlenmaBige Auf
schliisse liefern die beiden Nomogramme Abb. 163 und 164 (erzeugbar durch wage
rechte Projektion der Kurvenpunkte von y = eX und 
y = e- X auf die y-Achse, S.22) oder die gedruckten 1(J, 

Tafeln der Exponentialfunktion1. y~; 
Anf halblogarithmischem Papier (Exponentialpapier) ~~ 

strecken sich die Kurven y = eX und y = e- X als Ex- '10 

ponentialkurven nach S.40 in gerade Linien aus, 30 

0 

Abb.165. 
15. Differenzieren und Integrieren der Exponential

funktion. Die Grundeigenschaft des natiirlichen Log
arithmus y = lnx besteht darin, daB seine Ableitung 

y' = (lnx)' = ~ ist. Auch bei der Exponentialfunktion 
x 

y = eX kommt es namentlich fiir den Naturwissen
schaftler meist auf das Differenziergesetz an. Nach der 
Regel vom Differenzieren der Umkehrfunktion ergibt 

sich zunachst als Differentialquotient ~ x der Umkehr-
funktion x = eY zu y = lnx y 

dx dy 1 
~- = 1 :~- = 1 : - = x = eY , 
dy dx x 
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woraus WIT durch Vertauschen von x und y schlieBen: Abb.165. Y = eX und Y = e
auf Exponentialpapier. 

I Die Ableit'ung y' = (eX)' = eX der Exponentialfunktion y = eX ist gleich dieser I 
selbst, das Differential dy = ydx = exdx ihr proportiona.l. 
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Dies haben wir schon auf S. 172 aus der durch logarithmisches Differenzieren gefundenen 
Formel (ax)' = axIna fur das Differenzieren einer beliebigen Exponentialfunktion aX mit der 
Grundzahl a entnommen, indem wir a = e setzten. Ftir die nattirliche Exponentialfunktion 
wird die Ableitung nicht nur proportional dem Funktionswerte wie allgemein bei aX, sondern 
ihm .. genau gleich. Das stutzt das Zusatzwort "nattirlich". 

Ubrigens liiBt sich auch umgekehrt die Beziehung (ax)' = aX Ina aus (ex)' = eX herleiten, 
indem wir aX = (elna)X = ex1n • schreiben. Nach der Kettenregel gibt die naturliche Exponential. 
funktion ezln. = e" nach der Zwischenveranderlichen u = x Ina differenziert zunachst sich 
selbst; dann tritt noch multiplikativ die Ableitung Ina von u nach x hinzu. 

Integrierformeln fiir die Exponentialfunktion sind 

I J eX d x = eX + a , J aX d x = -!i!a + a I· 
16. Beispiele: Gediimpfte Schwingungen, Gaullsche Fehlerkurve, Plancksches Strah

ungsgesetz. Man rechne nach (Teilintegration und Transformation; (I =l= 0 vorausgesetzt) 

felXX cos {I x d x = ~felXX d(sin (Ix) = ~ elXx sin {I x -~ feax sin fI x dx, 

fe lXx sin {Ix dx = -~IeIXXd (cos fix) = -;- elXx cos fix + ~felXx cos fix dx. 

1 Z. B.: HAYASm, K.: Funfstellige Tafeln der Kreis· und Hyperbelfunktionen sowie der 
Funktionen eX und e- x. Berlin u. Leipzig: W. de Gruyter 1921; Sieben- und mehrstellige 
TafeIn der Kreis- und Hyperbelfunktionen und deren Produkte sowie der Gammafunktion. 
Berlin: Julius Springer 1926. 

12* 
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Durch Vereinigen beider Zeilen entsteht 

f <Xx· (X (XX j3 eXX' fJ C e cos!~ X d x = ---- e cos ,1 x --L _______ e sm x + 
I' (X2 + (12. ' c.:2 + j32 ' 

Ierxx sin p x d x = c.: 2 ~,82 e",x.sin p x -'(X2-~ fJ2 eax cos f1 x + C. 

Die Funktionen e(X x cos (1 x und e'" x sin f3 x sind wichtig fiir elastische Schwingungen mit 
einer Reibung proportional der Geschwindigkeit (z. B. Luftreibung an den Dampfungsflugeln 
in einem Quadrantelektrometer). Beide genugen, wie man sich durch Differenzieren uber
zeugen moge, der Differentialgleichung 2. Ordnung 

y" - 2(Xy' + «(X2 + (32)y = O. 
Die Gesamtbeschleunigung y" (x Zeit) ist also gleich -(c.:2 + ,82) Y + 2 c.: y'. Das erste Glied 
gibt die Beschleunigung durch die elastische Kraft proportional dem Abstande y von der Ruhe
lage und nach ihr hingerichtet, das zweite bei negativem (X = -). die Verzogerung durch die 
Reibungskraft proportional der Geschwindigkeit y' und entgegengesetzt gerichtet. Man zeichne 
die Kurven y = e-lx cos(1x und y = e-,lx sin,8x mit positivem}., diegeeignet sindzur Dar
stellung des Abstandes von der Ruhelage bei einer "gediimp/ten Schwingung" (exponentielles Ab
klingen der Elongation). Bedeutet T die Periode der entsprechenden ungedampften Schwingung 
(S.156-158) mit ). = 0, so stehen bei der gedampften Schwingung aufeinanderfolgende Maximal-
ausschlage nach einer Seite im Verhaltnis e- lT • Rierdurch ist }. experimentell bestimmbar; 

}. T oder ). T heiBt das logarithmische Dekrement. 

In Abb:166 ist die "Glockenkurve" oderGauf3scheFehlerkurve y = _y_h_ e- h' x' mit konstantem h 
fiir h = h h = 1 und h = 2 gezeichnet. Es gilt (Kettenregel) n 

I I 1 1,2 :, I Pi 
I I 

I 
I I IYI\, \ I . I: ' 

I ! I orr;-t--T -' h';~xH= 
i i 

I / I-h-~ IY~ ! ~ 
/1ftt!~ I I ,/8 I '. I " /; ! --+ ' 

-~-r- .--t-
/ -I' L-~~.-

I I 15 '" ,f--- 'I I . ,.-~ 
i / I I I '-l--+-f---

I h 1! ' I I i 
I I I ! 1/''1 \\ I! I I I! 

i I V+i - f i I j , 

1...--11 Y 421~ \ \}'-llz-~21 I 
- 1-- U VI I' N. 'r-~_ j 
J -2 z J 'Ix 

Abb. 166. GauBsche Fehlerkurven II ~ h e-h' x' 
1 . Vn 

fiir h~ 2' h~l undh~2. 

, 2h3 x -li'x' y=-Yn e , 

" 2h 3 (1-2h 2 x 2) -h'x' 
Y =---- yne . 

Die Kurve falIt daher von der Rohe h fiir 
fn 

x = 0 nach rechts und links monoton abo In 

x = :::!:: h~2 liegen Wendepunkte; zwischen 

ihnen ist die Kurve hohl, auBerhalb erhaben 
nach unten. 

Die Glockenkurve spielt eine groBe Rolle in 
der Fehlertheorie als " Verteilungskurve" von Be

x, 

obachtungsfehlern. Die Fliiche J' ~_ e-h'x' d x 
V;r 

x, 
gibt die Wahrscheinlichkeit, daB ein Beobach

tungsfehler zwischen den Grenzen Xl und x 2 enthalten ist; bei kleinem x 2 - Xl = d x kann man 

dafur naherungsweise auch -;~ e -h' x' d x schreiben (Ersatz des Kurvenstreifens durch den Recht-

ecksstreifen). Die Symmetrie der Kurve zur y-Achse besagt: positive und negative Beobachtungs
fehler sind gleich wahrscheinlich, der beiderseitige AbfaH nach der x-Achse: groBe Beobachtungs
fehler sind weniger wahrscheinlich als kleine. Bei groBem h drangen sich ersichtlich die Be
obachtungsfehler mehr um den Fehler 0 zusammen als bei kleinem h; deshalb wird h die Priizision 
genannt. Zur ErIeichterung numerischer Rechnungen haben die Mathematiker Tafeln des 

x 

Integrals {_2h e-h' t' dt (der Wahrscheinlichkeit eines Beobachtungsfehlers zwischen -x und . Yn 
+ x) her~estellt. Die Wendepunktsabszisse (J =,.-hl heiBt in der Theorie der Beobachtungs

fehler Streuung, auch mittlerer Fehler oder standard deviation. Tritt bei einer beliebigen "Ver
teilung", wobei x ein "Merkmal", Z. B. die Lange, und y die zugehorige relative "Hiiufigkeit", 
d. h. die Anzahl der Individuen mit dem betreffenden Merkmal, gerechnet in Bruchteilen aller 



F. Natiirlicher Logarithmus und Exponentialfunktion. 16-17. 181 

untersuchten Individuen, angibt, als Verteilungsfunktion y = -'" e-h'x' auf, so spricht man Vn 
von Gau/3scher, normaler oder exponentieller Verteilung. Das Studium dieser Dinge ist Aufgabe 
der Kollektivtheorie. 

Nach Planck gilt fiir die Energieverteilung im Spektrum eines absolut schwarzen Strahlers 
von der absoluten Temperatur T das folgende Plancksche Strahlungsgesetz, dessen Aufstellung 
den Beginn der Quantentheorie bildete: Die spezifische Strahlungsintensitat fiir die Wellen
lange A ist 

1, 

d. h. die Energie, welche von 1 cm 2 je Sekunde ausgestrahlt wird, betragt IJ d I, fiir den 

"1 Spektralbezirk von Al bis )'2 und naherungsweise J d I, fiir den kleinen Spektralbezirk von I, 
bis i. + d A. Dabei ist 

CI = c2h """ 5,87 .10-6 ergcm2 sek- 1 

(c Lichtgeschwindigkeit 3 - 1010 cm sek -1, h Plancksches Wirkungsquantum 6,525 . 10-27 erg sek), 

ch 
Cz = -F:= 1,430cmgrad (k Boltzmannsche Konstante 1,369· 10- 16 erg grad-I). 

Man zeichne l die Kurven J = J(A) fUr verschiedene T und bestimme bei konstantem T durch 
dJ C 

Nullsetzen von dI die Wellenlange I'm fiir das Maximum der Strahlungsintensitat. Mit I~ = x 
x 

ist dafiir die Gleichung e- x + -K - 1 = 0 numerisch aufzulOsen. Nach den Verfahren von 

S. 90-91 wird x = 4,965 gefunden, d. h. 

I'm T = 4itI5 cmgrad = 2880 ,u grad: 

Das Produkt aus der Wellenlange maximaler Strahlungsintensitat und der absoluten Temperatur 
ist konstant (W iensches Verschiebungsgesetz ). Z. B. findet man fiir das Sonnenspektrum 
experimentell Am = 500 {t{t (Rot) = 0,5 {t, daher als Celsiustemperatur der Sonne, wenn diese 
als schwarzer Strahler angesehen wird, T = 55000 C. 

Wenn ;~ groB ist (niedrige Temperaturen oder kleine Wellenlangen), darf im Nenner von J 
c" 

die Abzugs-Eins gegen das groBe eAT naherungsweise vernachIassigt werden. Wir stoBen damit 
c, 

auf das von Wien vor Schopfung der Quantentheorie gefundene Strahlungsgesetz J = CIA -5 e - TT , 

das aber fiir kleines /~ nicht zur Erfahrnng paBt - erst Planck beseitigte durch die Quanten

theorie und sein Strahlungsgesetz die Unstimmigkeit. 
17. HyperbeHunktionen. In der Praxis treten eX und e - X haufig in gewissen Verbindungen 

auf, fiir die man besondere Namen eingefiihrt hat. Man bezeichnet 
X r -x e ., e 
----- = .Rof x = chx, 

2 

eX_e- X eX+e-x 
------ = ;tun x = thx,---- = .Rot x = cthx 
eX + e- x eX _ e- x 

als hyperbolischen Kosinus (cosinus hyperbolicus, daher ch x), hyperbolischen Sinus, Tangens 
und Kotangens von x, zusammen als Hyperbelfunkti(!'fl'en. Diese Funktionen (die Kurven 
y = .Ro[ x und y = 6inx zeigt Abb.162) haben viele Ahnlichkeiten mit den Kreisfunktionen 
cosx, sinx, tan x und cotx. Z. B. rechnet man leicht nach 

.Rof2x- 6in2 x = 1 analog cos 2 x + sin2 x = 1. 

Wie sich am Einheitskreise x 2 + y2 = 1 die Koordinaten x und y als c~st und sint fiir 
einen "Parameter" t auffassen lassen, namlich fiir den Winkel des Radiusvektors nach dem 

1 Vgl. KOHLRAUSCH, F.: Lehrbuch der praktischen Physik, 12. Aufl., S. 377. Leipzig und 
Berlin: B. G. Teubner 1914. 
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Punkte P(x, y) gegen die x-Achse oder fiir den Inhalt eines zur x-Achse symmetrischen Kreis
sektors (Abb.I67 links), so ist es an der EinheitshyperbeP x 2 - y2 = 1 mit .Rort und Gint 
und dem Inhalte t eines Hyperbelsektors (Abb.167 rechts). Zum Nachpriifen ist etwas Rechen
geschick erforderlich; man gebe z. B. der Einheitshyperbel in Polarkoordinaten die Gleichung 
r2 = 1: cos2qJ und verwende die Formel fiir den Sektor in Polarkoordinaten von S.125. 

Einige weitere Beziehungen fUr die Hyperbelfunktionen sind z. B. 

Gin( x + y) = Gin x stor y + .Ror x Giny, 

insbesondere 
.Ror (x + y) = .Ror x .Ror y + Gin x Gin y, 

Gin2 x = 2 Gin x stor x , 
stor2x = .Rof2x + Gin 2 x = 2.Rof2x-I = 2Gin2 x + 1, 

ferner 
(.Ror x)' = Gin x und (Gin x)' = .Ror x, 

schliel3lich 
x2 x' 

stor x = 1 + 2! + 4! +... und 
x3 x. 

Gin x = x + - + - + ... 3! 5! . 

Alle diese Beziehungen gehen aus den entsprechenden fiir cos x und sin x hervor, wenn man 
formal 

.Ror x = cosix, 
1 

Ginx = sinix mit i2 =-1 

setzt; dann miil3te folgerichtigerweise 

und 

eix + e- ix 
cosx=- 2 sinx = 

eZ = cos x + i sin x 

eix_e- ix 

2i 

sein. Dem inneren Gehalte dieser durch das Hereinkom~en des Imaginaren den Unbefangenen 
zuniichst geheimnisvoll und zauberhaft anmutenden Formeln nachzuspiiren, ist Sache des 

Mathematikers, dem dadurch ganz neue 

-1 

y Welten (z. B. die Theorie der "Funk
tionen komplexer Veriinderlicher") er
schlossen werden. 

Von den Hyperbelfunktionen ist bei
spielsweise der hyperbolische Kosinus 
in den Anwendungen bei der "Ketten
linie" (S.88, Abb. 101) zu finden, 

---~b-~~:--it-+--'---x~ d. h. bei der Kurve, die eine in zwei 

Abb.167. Deutung der Kreisfunktionen cost, sint und der 
Hyperbelfunktionen Slor t, 61n t am Einheitskreise und an der 

Einheitshyperbel. 

Punkten aufgehiingte Kette unter dem 
Einflusse der Schwere bildet. Ihre 

Gleichung lautet y = astor ~ ; die Kon
a 

stante a ist die H6he des tiefsten 
Punktes der Kette iiber der x-Achse. 
Mancherlei Rechnungen iiber den Durch
hang von Telegraphendrahten, Ketten
briicken u. dgl. schliel3en sich hier fiir 
den Fachmann an. 

Die Umkehrfunktionen der Hyperbelfunktionen werden durch Vorsetzen von m:r (von area, 
Flache [des Hyperbelsektors], analog arc von arcus, Bogen bei den Kreisfunktionen) charakte
risiert. Diese Umkehrfunktionen gestalten gewisse Integrationen sehr bequem. Z. B. solI der 
hyperbolische Tangens von m:rXan x gleich x sein. Es besteht die Formel 

/1 dXX2 = m:rXanx + C, 

d · f dx Ie aus ---1+ x2 
= arctan x + C fiir i x statt x entsteht. Andererseits kennen wir.r I d x x 2 

1 1 + x 
aIs 2 ln 1- x + 0 (S.I71). Das fUhrt auf 

1 1 + x 
~rXanx = -In--

2 1- x 

I Sie entsteht aus der sonst von uns betrachteten gIeichseitigen Hyperbel x y = I durch 
Drehung um -45°. 
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und bei unbedenklichem Umspringen mit i auf 

1 1 + ix arctan x = --; In ----;- . 
2$ l-~x 

Diese Formel iibt erfahrungsgema13 auf den, der ihr zum ersten Male begegnet, einen eigentiim
lichen Reiz aus und hat schon manchen zu tieferem Eindringen in die Mathematik verlockt. 
Man beschaftige sich analog mit der Beziehung (vgl. S. 171) 

Jy __ dX _ _ = m:t@5inx + 0 = In(x + VI + x 2) + O. 
1 + X2 

18. Potenzreihe fiir &'. Berechnung von e. Durch Weiterdifferenzieren erkennt 
man: Nicht nur die erste, sondern auch alle hoheren Ableitungen von eZ sind gleich 
eZ selbst. Fiir x = 0 wird daher eZ samt allen Ableitungen gleich 1. Ala Taylorsche 
Reihe (S. 112) fiiI' eZ konnen wir hiemach aufschreiben 

x xl! x 3 

eZ = 1 +TI+2T+3T+···. 
Der Mathematiker beweist, daB diese Potenzreihe von eZ fur alle endlichen x 
konvergiert (S.112) und bei Berucksichtigung von genugend vielen Gliedem eZ 

mit jeder gewiinschten Genauigkeit liefert. Z. B. ist fur x = 1 die Zahl e selbst 

e = 1 + ~ + ~ + ~ + . .. zahlenmaBig 
l! 2! 3! ' 

e= 1 
+1 
+ 0,5 
+ 0,1666667 
+ 0,0416667 
+ 0,0083333 
+ 0,0013889 
+ 0,0001984 
+ 0,0000248 
+ 0,0000028 
+ 0,0000003 

Jedes Glied ist aus dem vorangehenden 
durch Division mit der nachsten in Betracht 
kommenden ganzen Zahl gebildet. 6 Stellen 
nach dem Komma ergeben sich richtig, die 
7. Stelle heiBt in Wirklichkeit 8 statt 9. 

e = 2,7182819. 

19. Grenzwertdarstellungen fiir e und eZ • AuBer der Reihenentwicklung 

e = 1 + II! + 2\ + ;! + . .. ist noch ein anderer merkwiirdiger Ausdruck fiir e 

erwahnenswert. Betrachten wir die Kurve y = In x an der Stelle x = 1. Sie hat 

dort das SteigungsmaB (Inx)' =.!. = 1. Dieses SteigungsmaB, d. h. die Ableitung 

des naturlichen Logarithmus fiir XX 1, laBt sich als Grenzwert lim In (1 + :) - In 1 

= lim ! In (1 + h) des Differenzenquotienten von In x fU: -;- 0 1 bei h -~ 0 
h-~O 

schreiben. Also 1 1 
lim _h In(1 + h) = lim In(1 + h)h = 1. 
h-~O h-~O 

1 

D. h. (1 + h)h ist eine Zahl, deren naturlicher Logarithmus fiir h -~ 0 gegen 
1 

1 strebt. (1 + h)h selbst muB sichdaherder Zahlmit dem natiirlichenLogarithmus 1, 
d. h. der Zahl e, nahem: 

1 

lim (1 + h)h= e oder 
h-~O 

1 

(l+h)h-~e fur h-~O. 
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Auf S. 100 haben wir bei Gelegenheit des Rechnens mit kleinen GroBen ftlr h = 0,1; 0,01 
0,001 und 0,0001 vermerkt (1 + 0,1)10 = 2,5937 , 

(1 + 0,01)100 = 2,7048, 
(I + 0,001)1000 = 2,7169 , 
(I + 0,0001)10000 = 2,7181 . 

Diese dort nur zur Warnung gegen die Anwendung der Regel (1 + E)m = 1 + mE (E klein) 
bei einem im Vergleich zu E allzu groBen m dienenden Zahlen erscheinen jetzt in einem hoheren 
Lichte als Annaherungswerte fUr e, die Grundzahl der natiirlichen Logarithmen und der natUr
lichen Exponentialfunktion 1. 

Beim. Heranruckenlassen von h an 0 beschrankt man sich gewohnlich darauf, 

h die Werte ~ mit positivem ganzem wachsendem n zu geben, wie z. B. vorhin 
n 

1 1 1 1 Dann kann man auch schreiben 
10' 100' 1000' lOOOO' ' 

lim (1 +~)n= e oder (1 + nI )n_~ e fur n -~ co ; 
n-~oo n 

allgemeiner darf hierin n eine beliebige Zahl mit I n i -- ~ XJ sein. 
Diese Grenzwertdarstellung von e wird in vielen Mathematikbiichern, namentlich fUr Natur

wissenschaftler, dogmatisch als Definition fUr e an die Spitze der Erorterungen iiber Exponential
funktion und natUrlichen Logarithmus gestellt. Hierbei ist allerdings von vornherein gar nicht 
einzusehen, warum man sich eigentlich fUr eine so sonderbare Zahl interessiert und sie noch 
dazu als Basis einer Exponentialfunktion und eines Logarithmensystems wahlt. 

Multiplizieren wir in {In (1 + h) -~ 1 beiderseits mit einem festen x, so finden wir 

fur h -~ 0 oder ( 1 + : r x -~ eX fur n -+ 00 . 

Vom Ausdrucke der Ableitung 1: 1 = x von In x an der Stelle ~ als Grenzwert 
x x 

. In (~ + h) - Inl. ,{ 
hm- -1 --=hm In(Ii hx) 
h-~O h-~O 

aus ergibt sich weiter 
1 

(I, hx)h_~ eX fUr h-~O oder (1 + :r-~ eX fUr n-~ XJ • 

20. Anwachsen eines Kapitals. Organisches Wachstum. Die letzten Formeln 
sind folgendermaBen ausdeutbar. Legen wir das Kapital 1 auf Zinseszinsen zu 
pOlo jahrlich bei jahrlichem Zinszuschlag, so ist es am Ende des ersten, zweiten, ... , 
x-ten Jahres angewachsen auf2 

1 1~0' I-LI~O (I+l~O)l~O~~(I+l~OY' ... , 
_( I P)X y- 1'100 . 

Die Vermehrung im (x + I)-ten Jahre betragt 

6 y= (1 + 1~0)"'1~0 = I~O y, 

ist also dem nach x Jahren erreichten Bestande y = (1 + I~O)'" proportional. 

1 W enn man die Zahlen nicht =ittelbar durch fortgesetztes Multiplizieren (etwa mit der 
Rechenmaschine), sondern mit Hilfe der Logarithmentafel ausrechnet, dreht man sich bei der 
Feststellung, daB sie Annaherungswerte an e sind, bis zu einem gewissen Grade im Kreise, weil 
bei der Berechnung der Zehnerlogarithmen (der gewohnlichen Logarithmentafel) loge, also 
mittelbar auch e verwandt ist (S.174). x 

2 Auf Exponentialpapier wird die entsprechende Exponentialkurve y = (1 + I~O) in eine 
gerade Linie ausgestreckt, vgl. Abb.48, S.41. 
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Werden die Zinsen statt am Ende aller ganzen Jahre am Ende aller m-tel Jahre 
(z. B. Vierteljahre fUr m = 4) zugeschlagen (JahreszinsfuB immer noch p %), so 

haben wir nach 1 , ~ , ... , m = 1, ... , x Jahren das Kapital 
m m m 

hierbei braucht x nicht mehr eine ganze Zahl, sondern nur noch ein Vielfaches von 

1 zu sein. In der Zeitspanne 6, x = 1 von x bis zu x +1 Jahren vermehrt sich 

:. Kapital y ~ (I + I!O r' um die:u y propo'tionale :,06e 

( 
p )mx p 

/-_ _ 1 ,100 100 _ p /, 
,-"y- -;- m -m:- 100 Y '-"x. 

Bei VergroBerung von m, wenn also die Zinsen in immer kiirzeren Zwischen
raumen zum Kapital geschlagen werden (bei konstantem JahreszinsfuBe p 0/0), 
strebt der Wert des Kapitals nach x Jahren (x nicht nur ganzzahlig) gegen 

{( _~.)mlx (P)X P 100 ----x 
Y = lim 1 +- J = elOO = elOO • 

m-?- 00 m 

Man redet in diesem (praktisch natiirlich nicht zu verwirklichenden) Grenzfalle 
p 

---x 
der bisherigen sprungweisen Verzinsung von stetiger Verzinsung. e"x = elOO mit 

19O = c ist der Wert des Kapitals 1 nach x J ahren bei stetiger Verzinsung zum 

Jahreszins/u/Je p Ofo = 100 c Ofo; insbesondere erscheint eX selb.~t filr p = 100, d. h. wenn 
man als Zinsen das Kapital selbst zU/iigt. 

Die Vermehrungsgeschwindigkeit y' ist wegen 

y' = lim ~ Y = c y = L y 
6X-~06,X 100 

proportional zum Werte y = eCX des Kapitals selbst, und zwar mit dem Proportionali

tatsfaktor c = 1~6' der den Faktor von x im Exponenten von e"x bildetl. 

Das trifft allgemeiner zu, wenn wir statt vom Anfangskapital 1 vom Anfangs
kapital Yo = 0 ausgehen. Dieses vermehrt sich bei stetiger Verzinsung in x Jahren auf 

y = Oe"x = yoeCX 

mit der Geschwindigkeit 
y' = c Oe"x = cy, 

die wieder proportional zu y mit dem Proportionalitatsfaktor c ausfallt. AuBer durch 
Grenziibergang von sprungweiser Verzinsung in m-tel Jahren zur stetigen Verzinsung 
(der also auf neue Weise die Differenzierregel der Exponentialfunktion liefert) 
laBt sich das auch durch Differenzieren von y = Oecx nach der Kettenregel ein
sehen: in der Ableitung kommt zuerst die Konstante 0, dann reproduziert sich eC x 

beim Differenzieren nach dem Exponenten ex selbst, und schlieBlich stellt sich durch 

1 Das Kapital nimmt also immer rascher zu, je hoher es schon angewachsen ist. 
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Differenzieren dieses Exponenten ex nach x der Faktor c ein. Hierbei wird ohne 
weiteres auch der Fall eines negativen emit erledigt, wobei y abnimmt und y' 
dementsprechend negativ ist. 

Die Anderung f::,. y von y = 0 eO Z in der Zeitspanne h = d x von x bis x + h 
ist angenahert proportional der GroBe y selbst, in folgendem Sinne: ihr (bei Ver
kleinerung von h immer besserer) Naherungswert dy, das Differential von y, hat 
den zu y genau proportionalen Wert c· hy = eydx. Fiir positives c stellt f::,. y eine 
Zunahme, fiir negatives c eine Abnahme dar. 

Man spricht dann, wenn die Anderungsgeschwindigkeit y' proportional y und 
die Anderung 6 y in der eben geschllderten Weise angenahert proportional y ist, 
von organisehem Wachstum, well diese Anderungsart fiir ein wenigstens angenahertes 
oder ahnliches Vorkommen in der organischen Welt geeignet erscheint (zur Kritik 
vgl. S. 189). Z. B. wachst vielleicht ein Bestand von Spaltpilzen unter passenden 
Umstanden organisch; denn die neu entstehenden Spaltpilze vermehren sich ihrer
seits, so daB mit dem GroBerwerden des Bestandes yauch ein proportionales GroBer
werden seiner Zunahme f::,. y einhergeht. Oder fiir eine junge Pflanze darf man an
nahernd organisches Wachstum erwarten, well die groBer werdenden WurzeIn und 
Blatter mehr Nahrung aufnehmen und Kohlensaure assimilieren konnen und daher 
mit der WachstumsgroBe auch die Wachstumsgeschwindigkeit steigt. Die Expo
nentialfunktion stellt filr den N aturwissenschaftler die Funktion des organisehen Wachs
tums dar. 

21. Differentialgleichung der Exponentialfunktion. Zur Abrundung unserer Be
trachtungen miissen wir noch zeigen: Die Funktion y = Oeo z ist bei willkiirlichem 
konstantem 0 die allgemeinste Funktion mit den Differentialeigenschaften 

(*) y' = ey und (**) dy = cy dx 

oder, wie man auch sagt: die aligemeinste Losung der Differentialgleichung (*) 
oder (**); diese Differentialgleichung charakterisiert den Verlauf von y als "expo-

nentiell". Aus (**) folgt ~J'- = edx, hieraus durch beiderseitiges Aufsuchen der 

Stammfunktion fd Y f 
y= edx oder Iny=cx+K, y . 

indem wir f ~;,} nach dem Satze von der Invarianz des Differentials zu In y aus

werten und die willkiirliche Integrationskonstante auf der rechten Seite schreiben. 
Ubergang zur Exponentialfunktion liefert nun wirklich 

y = eoz + K =eK&z= O&Z mit eK = O. 

Fiir x = 0 folgt y = 0, also ist 0 der Antangswert Yo von Y fiir x = o. Wird 
fiir x = Xl der Wert y = Yl angenommen, so gilt Yl = Oe°z,. und vermoge Division 

Y 
Yl 

Wir sind hiernach beim Exponentialgesetze im wesentlichen unabhiingig von 
der Wahl des Anfangspunktes der x-Zahlung; nur die multiplikative Konstante 
(der Anfangswert) andert sich. 

Logarithmiert: . 

lny = In Yo + ex oder logy = log Yo + 0,43429 ex, 

der Logarithmus lny oder logy ist eine lineare Funktion von x. Und: 

lny -inYl logy -logYl -- -- = coder ---- --- = 0,43429 c , 
x- Xl x- Xl 
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das Verhiiltnis der Differenz der Logarithmen zweier y zur Differenz der ent
sprechenden x ist konstant. Diese logarithmierten Fassungen sind niitzlich zur 
Priifung, ob bei einer Anzah] von (etwa beobachteten) Wertepaaren x, y wirklich 
exponentielle Abhangigkeit des y von x vorliegt. 

Sehr haufig findet man statt y = OeCX auch die Ausdrucksweise: Wenn x 
"arithmetisch" ("in arithmetischer Progression") fortschreitet, d. h. von x aus 
immer additiv urn h zu x + h, x + 2 h, ... , so andert sich y "geometrisch" ("in geo
metrischer Progression"), d. h. von y aus multiplikativ um ech = q zu yq, yq2, .... 

Alles in allem: 
Wenn dem N aturwissenschaftler die Differentialgleickung 

(*) y' = cy oder (**) dy = cy dx 

des organiscken Wachstums begegnet (W achstumsgeschwindigkeit y' proportional der 
erreichten GrofJe y, Anderung f:::. y angeniihert proportional y "im 8inne des Differen
tials"), so nimmt er den Proportionalitiitsfaktor c von y als Faktor von x im Exponenten 
der Exponentialfunktion eCX und schreibt 

y = OeCX 

auf. y nimmt exponentiell zu bei positivem coder klingt exponentiell ab bei nega
tivem c; 0 ist der Anfangswert Yo von Y filr x = 0, cO das 8teigungsmafJ y' der 
Kurve y = Oee z fur x = O. Die Kurve fur y = OeCX entspricht, ie nachdem c positiv 
oder negativ ist, ganz der &haulinie filr y = eZ oder y = e- Z (Abb.162), nur dafJ 
die y-Achse im Punkte 0 statt im Punkte 1 geschnitten wird und der Anstieg und 
Abfall, ie nachdem I c I ~ 1 ist, iaher oder fZacher als bei y = eZ 'U.nd y = e- Z erfolgt. 

8tatt y = Oecz kann man auch 

oder 
y = O· lOrz mit r = c loge""", 0,43429 c 

y = bax mit a· = eC = lOr und b = 0 

schreiben (S.40, S.173-174, S.I77-178). 
Gepriift wird der exponentielle VerZauf so: Entweder man triigt auf gewohnlichem 

M illimeterpapier zusammengehorige Werte von x und log yoder auf halblogarithmischem 
Papier (Exponentialpapier) zusammengeMrige Werte von x und y aut; die erhaltenen 
Punkte miissen auf einer Geraden liegen. Oder man sieht nach, ob das Verhiiltnis der 
Differenz der Logarithmen zweier y zur Differenz der zugehorigen x konstant ist. 

22. Beispiele: Lichtabsorption, Kolorimetrie, Radiumzerfall, langsame Entladung 
einer Leidener Flasche, barometrische Hohenformel, Seilreibung. Die Differential
gleichung der Lichtabsorption 

dJ = -rxJdx (rx Absorptionskoeffizient) 

von S. 104 liefert jetzt 
J = Joe- IXZ • 

J o ist die 4ni'angsintensitat, mit der das Licht fiir x = 0 in die Platte eintritt, 
J die Intensitat nach Durchlaufen der Strecke x in der Platte; sie nimmt exponen
tiell mit x abo Die Intensitat beim Verlassen einer Platte von der Dicke p betragt 
J p = Joe- IXP • Oft schreibt man unter Ubergang zur Zehnerexponentialfunktion 
J = J o' 1O-o,4343cxx = J o' lO-<z; e wird Extinktionskoeffizient genannt. 

Bei Durchgang von Licht durch'eine Fliissigkeit besteht dasselbe Gesetz. Dies 
findet Anwendung in der Kolorimetrie, der Bestimmung der Konzentration einer 
Losung aus ihrer Farbe bzw. ihrem Absorptionsvermogen. Unter sonst gleichen 
Umstanden hangt der Absorptionskoeffizient rx von der Konzentration c der Losung 
(der Menge der in der Volumeneinheit des Losungsmittels gelosten Substanz) abo 
Treten bei Konzentrationsanderung keine ZwischenfaIle, wie Hydratbildung u. dgl., 
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ein, so giltdassog. Beersche Gesetz: IX proportional c, etwaIX = Ac. Zwei Flussigkeits. 
schichten von den Konzentrationen Cl und Cz und den Dicken Pl und pz schwachen 
dann dieselbe Anfangsintensitat J o auf Jp1 = Joe-AC1Pl und Jp , = Joe-Ac,PI. 
1st durch passendes Zufiillen von Flussigkeit Jp1 = Jpa erreicht - das stellt man 
mit dem Auge durch gleichzeitiges Betrachten der beiden etwa in zwei R6hren 
nebeneinander aufgestellten Flussigkeiten von oben her fest -, so muB ClPl = c2 Pz 
sein. Hieraus ergibt sich c2 , wenn c1 fiir eine Vergleichs16sung bekannt ist. 

Beim Zerfall einer radioaktiven Substanz erscheint die Differentialannahme 

dy = -),ydt 
einleuchtend (zerfallende Menge f::,. y angeniihert proportional der noch vorhandenen 
Menge y und der Zeitspanne dt; Minuszeichen, weil die Zunahmef::,. y von y negativ 
ist). Oder auch 

y=-),y, 
Zerfallsgeschwindigkeit proportional dem noch vorhandenen Bestande. Gerecht
fertigt wird diese Annahme durch die experimentelle Bestatigung der aus ihr folgenden 
Gleichung 

y = yot- H (Yo Anfangsmenge fur t = 0) . 

Die Zeit T, fur welche y = ¥~ wird, die radioaktive Substanz also auf die Halfte 

zusammengeschrumpft, heiSt Halbwertzeit. Sie hangt mit der Zerfallskonstanten '), 
durch die Beziehungen 

Yo = y e-i. T }. T = In2 = 0,69315 2 0 , 

zusammen. Durch diese ist aus dem experimentell gefundenen T das mathematisch 
belangreiche, die Starke des Abklingens der Exponentialfunktion messende ), 
bestimmbar . 

Man iiberlege sich analog das Abklingen der Spannung <P einer (etwa durch einen feuchten 
Bindfaden) langsam entladenen Leidener Flasche mit der Differentialgleichung 

d<P = -).. <Pdt. 

Die barometriBche Hohenformel (S. 174-176) 

h=l(l +2~3)(lnbo-Inb) 
(h Hohe iiber dem Meeresspiegel, Konstante l""" 8000 m, t Celsius· 
temperatur) laBt sich auch schreiben 

h 

b = boe 1(1+ 2~3) ; 
der Barometerstand (Druck) klingt exponentiell ab; wachst die 
Hohe arithmetisch (etwa immer um 100m), so fallt der Barometer
stand geometrisch. Bei t = 0° C ist er in der Hohe h = l .... 8000 m 
von bo = 760 mm auf den e-ten Teil bo : e """' 279 mm gesunken. 

Abb.168. Zur Sei1reibung. Seilreibung: Ober eine feste Kreisscheibe (ein festes Rundholz) 
. fiihre ein (vielleicht mehrmals herumgeschlungenes) Seil, an dessen 

Enden die Kraft P und die Last Q angreifen (Abb.168). f sei der Koeffizient der gleitenden 
Reibung des Seils auf seiner Unterlage (etwa 0,5 fiir Hanfseil auf Holz) und'P der aus Abb. 168 
ersichtliche Winkel. Dann findet man durch mechanische "Oberlegungen 1 fUr die Zugkraft S 
im Seile die Differentialgleichung 

dS=fSd'P und hieraus S=Oet'l'. 
FUr 'P = 0 muB die Zugkraft der Last Gleichgewicht halten, also (bis auf die Richtung) 
S = Q und 0 = Q sein, und fiir 'P = IX (mit IX > 2 n:, wenn sich das Seil mehrmals herum. 

1 Vgl. z. B. MOSCH, E.: Lehrbuch der Physik, Oberstufe, Heft 2, S.27-28. Leipzig: 
G. Freytag 1925. 
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schlingt) fiiJIt S = P aus, so daB insgesamt P = Qefo< wird (Eulersche Seilformel). Da die 
Exponentialfunktion mit ~ sehr stark wachst, braucht man wegen der Seilreibung auch gegen 
eine kleine Last Q eine auBerordentlich groBe Kraft P (Seilbremse, Befestigung der Schiffe), 
z. B. fiir 1=0,5 und IX = 311: (anderthalbmalige Umschlingung) P = 1l0Q. 

23. Exponentielle Annaherung an einen Grenzwert. Ertragsgesetz von Mitscherlich. 
Die Funktion y = Oecz des organischen Wachstums nimmt fiir positives c mit zu
nehmendem x selbst unbegrenzt zu. Das fiihrt bei praktischen Anwendungen ein
leuchtenderweise oft zu Schwierigkeiten; y = O&Z wird sich im allgemeinen nur 
fiir nicht zu groBe x dem wirklichen Verlaufe anschlieBen konnen; vermag doch y 
bei diesem in der Regel einen Bochstwert nicht zu iiberschreiten. Hieraus erkHirt 
es sich, warum man fiir naturwissenschaftliche wachsende GroBen, so verlockend 
der Differentialansatz dy = cy dx (Zunahme 6. y angenahert proportional der 
erreichten GroBe y) zunachst erscheint, doch bei weitem nicht so haufig auf das 
Gesetz y = 0 eCZ mit positivem c stoBt, wie man fiir abnehmende, genauer 
gegen Null abnehmende GroJ3en das Abklingungsgesetz y = 0 eC Z = 0 e- ~ Z mit 
negativem c = - A. findet. 

Viel haufiger stellt sich - nach dem Gesagten wohl verstandlich - fiir eine 
wachsende GroBe y die Beziehung 

y=A(I-e- kz ) oder A-y=Ae- kz (k>O) 

ein. Bei ihr nimmt der Unterschied A - y von y gegen eine feste Zahl A mit wach
sendem x exponentiell ab und nahert sich der Null. y selbst strebt also bei x -~ 00 

asymptotisch (S.35) dem Grenzwerte oder "H6chstwerte" A zu, ohne ihn freilich theo
retisch fiir noch so groBes x zu erreichen 1 ; praktisch ist natiirlich y von einem gewissen 
x a.n nicht mehr von A zu unterscheiden. InderPraxisschreibtmanofty~ stattA. 

A 
Der halbe Hochstwert "2 wird erreicht fur das aurch die Gleichung 

~ = A(I - e- kX) oder e- kX = .~. oder kX = ln2 = 0,69315 

festgelegte "Halbwertargument" X, der Hochatwert bis auf 1%0' also der Wert 0,999A, fiir 
das x aus 

o 999A = A(I- e- kZ ) oder aus e- kz = _~ =!_. = (~)10. 
, 1000 1024 2 ' 

dieses x ist nach 

~ -
lcx= IOln2 oder x= lOX !f 

rund das 10fache Halbwertar- 1j 
guments. Man muB also x nach 

, 
"- / 

1'" 
!/41("-e'-lr.r) --

".. 

Erreichung von y =~. noch AJ 
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der Vorgang bis auf 10/00 be- Abb.169. Exponentlelle Amiliherung an einen Grenzwert A nach 
endet ist - eine praktisch wich- dem "Ertragsgesetze" y = A (l-e- kx). 

tige Bemerkung! 

Der Anfangswert Yo von Y fiir x = 0 fallt gleich 0 aus wegen e- k x = 1 fiir x = O. 
Die Kurve fiir y ist mit den Annahmen A = 1, k = 0,8 in Abb. 169 gezewhnet, 
punktiert auBerdem die fallende Kurve fiir den Unterschied A - y von y gegen 

1 Deshalb sagt man besser "Grenzwert" statt des freilich ublichen "Hochstwert". 
2 Allgemeiner laBt Steigerung des Arguments x von X aus auf das Doppelte 2 X, Drei

fache 3X, ... den Unterschied von y gegen den Hochstwert A von der HaUte auf (t)2 = h 
(t)3 = ~h . .. von A abnehmen. 
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den Hochstwert A. In der Praxis setzt man oft willkiirlich A = 1 oder A = 100, 
d. h. man driickt y in Bruchteilen oder in Prozenten von A aus. 

Statt y = A (1 - e- k X) kann auch 

oder 
y = A (l-1O- Mkx ) mit M = 0,43429 

y = b(l-aX ) mit b = A und dem echten Bruche a = e- k = 1O-Mk 

oder 
In(A--y)=lnA-kx 

geschrieben werden. Subtrahieren wir von der letzten Gleichung die entsprechende 
fUr ein beliebiges Wertepaar Xl' YI und gehen durch Multiplikation mit M zu 
Zehnerlogarithmen iiber, so ergibt sich 

H 
--- [log (A - YI) -log (A - y)] = k. 

x- Xl 

Hierdurch ist ein gebrauchliches Verfahren zur Nachpriifung, ob die Formel 
Y = A (1- e- kx) obwaltet, vorgezeichnet: man untersucht die linke Seite der auf
geschriebenen Gleichung auf ihre Konstanz. 

Fur die Beziehung y = b(1 - ax) haben wir 8.43, Abb.51 ein Beispiel kennengelernt 
beim Langenwachstum des islandischen Herings (Lange y in em in Funktion des Lebens
alters x in J ahren). Dort ergaben sich nach dem Augenschein der Beobachtungszahlen die Hochst
lange b = 37 em und durch Ausstrecken der Exponentialkurve b - y = bax auf Exponential
papier in eine Gerade (Abb.52) der Bruch a = 0,725 = 10-0,14; jetzt vermerken wir noch 

k = 0~4 = 0,32. 

Der Funktionszusammenhang y = A (1 - e- k X) wird haufig als Ertragsgesetz 
von Mitscherlich, y als Ertragsfunktion, die Schaulinie als Ertragskurve bezeichnet. 
Denn nach Mitscherlich (und Baule) gehorcht in der Pflanzen- und Tierphysio
logie der Ertrag y (an Trockensubstanz, an Lebendgewicht u. dgl.) als Funktion 
eines Wachstumsfaktors X (einer Diingergabe, der Temperatur, der Bestrahlungs
intensitat, der verabfolgten verdaulichen Kalorien o. dgl., auch der Zeit) bei 
Konstanthaltung aller iibrigen Wachstumsfaktoren diesem Gesetze. Hieriiber wird 
S. 193-195 noch weiter die Rede sein. Die Konstante k, welche die Starke des 
Abklingens von e- kx oder die "Wirkung" des Wachstumsfaktors X bestimmt, nennt 
Mitscherlich den W irkungsfaktor und spricht von y = A (1 - e- k X) auch als 
yom Wirkungsgesetze der Wachstumsfaktoren. FUr das Halbwertargument X hat 
Baule die Bezeichnung W irkungsmenge oder N ahrstoffeinheit. 

FUr den Anfangsteil der Ertragkurve steigt nach Abb. 169 der Ertrag y annahernd pro
portional zum Wachstumsfaktor (zur Nahrstoffgabe) x. Damit haben wir Liebigs (nicht 
einwandfreies) "Gesetz vom Minimum" (8.81): erstens sei, was uns hier nicht interessiert, 
fiir das Wachstum der von allen erforderlichen Nahrstoffen relativ am meisten im Minimum 
befindliche Nahrstoff maBgebend. zweitens nehme der Ertrag proportional der Konzentration 
dieses Nahrstoffs zu (bis ein anderer Nahrstoff relativ ins Minimum gerat). 

Die Ableitung von y lautet nach der Kettenregel 

y'= kAe- kx = k(A-y). 

Die Geschwindigkeit y', mit der sich y bei wachsendem x seinem Hochstwerte A 
nahert, ist also proportional dem Unterschiede A - y von y gegen den Hochstwert A 
mit dem Wirkungsfaktor k als Proportionalitatsfaktor. Sie ist am groBten fiir 
x = 0 und y = 0, namlich gleich kA (Abb. 169), und nimmt dann mit wachsendem 
x immer mehr gegen Null ab 1 . 

1 1m wesentlichen, namlich bis auf den Faktor k. wird die Geschwindigkeit y' durch die 
punktierte Kurve in Abb.169 veranschaulicht. 
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Das Differential 

lehrP: Die Ertragssteigerung 
dy = k(A - y) dx 

6.y=k(A-y)dx 

auf Grund einer Steigerung des Wachstumsfaktors x um d x (einer N iihrstoftzugabe d x) 
ist angeniihert proportional erstens zu d x (wie selbstverstiindlich), zu:eitens zu dem am 
Hochstertrage (Grenzertrage) A noch fehlenden Ertrage A - y; dieselbe Nahrstoff
zugabe d x treibt bei kleinem Ertrage den Ertrag verhaltnismaBig viel mehr in die 
Rohe als dann, wenn schon beinahe der iiberhaupt mogliche Spitzenertrag er
reicht ist. 

Umgekehrt folgt, wenn man sich den Ansatz 6. y = k (A - y) dx als einleuchtend 
zurechtlegt und von ihm ausgeht, als das, was man eigentlich meint (S. 103-104), 
die Differentialgleichung 

dy = k(A - y) dx oder 
du - -' =kdx. 

A-y Integriert 

f~ = _j'd(A-Y) =fkdX, 
A-y A-y 

also -In(A-y)=kx+K 

mit A - y als Zwischenveranderlicher und K als willkiirlicher Integrationskonstante. 
Soli fiir x = ° auch y = 0 sein, so muB K = -InA gewahlt werden, und wir er
halten 

In (A - y) = InA - k x , y = A (1 - e- kx) , 

d. h. gerade unser Gesetz fiir y. 
Die aligemeinste Losung y = A - C e- k x der Differentialgleichung mit will

kiirlichem konstantem positivem 0 = e-K strebt fiir x-~ co ebenfalls gegen den 
Hochstwert A, beginnt aber fiir x = 0 nicht mit dem Werte Yo = 0, sondern mit 
dem Werte Yo = A - C. Sie kann daher auch y = A - (A - Yo) e- kx oder 
y = Yo + (A - Yo) (1- e- kx ) geschrieben werden. Zusammenfassend: 

Durch die Differentialgleichung 

y'= k(A - y) oder dy = k(A - y) dx mit konstant£m A und k 

ist die Funktion y dahin gekennzeichnet, dafJ sie sich bei wachsendem x exponentiell 
dem Grenzwerte A niihert. Beginnt sie fur x = Omit dem Werte Yo, so gilt 

A-yo 
y = A - (A - Yo) e- kx oder In - - = kx, 

A-y 
insbesondere fur Yo = 0 

Y = A (1- e- kx ) oder 
A 

In--- = kx. 
A-y 

Der Faktor k im Exponenten von e ist gerade der Proportionalitiitsfaktor aus der 
Differentialgleichung. 

24. Beispiele: Einschalten eines elektrischen Stromes. Fall mit Luftwiderstand. 
Abkiihlungsgesetz von Newton. Weber-Fechnersches Gesetz der Psychologie. Noch 
einmal Mitscherlichs Ertraggesetz. Beim Einschalten eines elektrischen Stromes 
wird die p16tzlich angelegte konstante Spannung E zur Uberwindung einmal 

1 Filr Y = 0 und kleines dx haben wir 6. Yo = dyo = kAdx oder y = kA x, d. h. es be
statigt sich rechnerisch die aus Abb. 169 abgelesene Tatsache, daB zu Beginn y angenahert 
proportional zu x verlauft mit dem Proportionalitatsfaktor kA. 
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des Ohmschen Widerstandes, zum anderen der Selbstinduktion gebra.ucht. Betragt 
die (veranderliche, wa.chsende) Stromstii.rke i, so muB also 

E 'R L di = ~ --+- --. dt 

sein; iR ist der Besta.ndteil von E fur den Ohmschen Wid~rstand R und -L :: 
(L Selbstinduktionskoeffizient) die zur Geschwindigkeit ~: (t Zeit) der Strom

starkenzunahme proportionale Gegenspannung der Selbstinduktion (Minuszeichen, 
weil sie den Strom hemmt). Aus der umgeschriebenen Differentialgleichung 

~ = ~ (! -i) 
folgt: der Grenzwert der Stromstarke i ist gleich .~ (denn ~ entspricht in dar 

Differentialgleichung dem A des allgemeinen Falles), wie nach dem Ohmschen 
Gesetze zu erwarten, und i steigt von i = 0 fur t = 0 exponentiell nach dem Gesetze1 

. E (1 -~t) 
~=- -e L 

R 

gegen ~ an. Wenn ~ einen groBen Wert hat (z. B. infolge eines kleinen Selbst. 

induktionskoeffizienten L), erreicht i in sehr kurzer Zeit praktisch seinen Grenz

wert !. Baben wir hingegen eine Spule mit vielen Windungen dicken Drahtes, 

a.lso kleinem R, groBem Lund kleinem ~, so steigt der Strom gegen die Selbst
induktion nur langsam an. 

Ganz entsprechend besteht fiir den Fall eines Korpers entgegen dem Luftwiderstande unter 
gewissen Umstanden die Differentialgleichung (t Zeit) 

dv 
mdt=mg-av. 

Links haben wir die gesamte beschleunigende Kraft: Masse m mal Beschleunigung ~., rechts 

die nach unten ziehende Schwerkraft mg und den entgegengesetzt zur Fallrichtung nach oben 
wirkenden Luftwiderstand -av; er ist, wie fiir Regentropfen. Staubteilchen u. dgl. erlaubt, 
proportional der Geschwindigkeit v angenommen. Gemall 

dv =g_a v = a (mg_v) 
dt m. m a, 

strebt die Geschwindigkeit dem Grenzwerte mg zu, und zwar nach dem Exponentialgesetze 
a 

m _.a. t 
v = --"- (1 - em) , 

a 

wenn der fallende Korper zur Zeit t = 0 mit der Geschwindigkeit v = 0 losgelassen wird. 

Nach der Newtonsoken Abkiiklungskypotkese ist bei konstant gehaltener Tem

peratur fJ der Umgebung die Abkuhlungsgeschwindigkeit ~~ (t Zeit) eines Korpers 

dem Uberschusse ,{} - 8 seiner Temperatur ,{} iiber die Temperatur 8 der Umgebung 
proportional. In Formel 

d'{} 
di =- k(.'t-8) = k(8 -,{}); 

1 Man fiihre hier wie in allen folgenden Beispielen die allgemein mit x und y gezeigte Inte
gration der Differentialgleichung im einzelnen mit den Buchstaben des Sonderfalles durch und 
zeichne sich Schaubilder nach dem Muster der Abb. 169. 
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der Proportionalitatsfaktor -k mit k> 0 an dem positiven {f - 8 ist negativ, 

weil {f abnimmt, also ~ ~ negativ ist. Hieraus folgt nach unserer allgemeinen Regel, 

wenn fUr t = 0 die Anfangstemperatur ,[}O betragt, 

oder 
,[} = 8 - (8 - ,[}o) e- kt oder ,[} - 8 = ({fo - 8) e- kt 

1 '[}o-8 
-In-- -=k. t ,[}-8 

(*) 

Der TemperaturiiberschuB iiber die Umgebung klingt exponentiell ab; die Grenz
temperatur (Tiefsttemperatur) ist naturgemaB die Temperatur 8 der Umgebung. 
Das Ergebnis hat praktische Bedeutung fiir feine kalorimetrische Messungen; ein 
frisch eingetauchtes Thermometer nimmt nur allmahlich die Kalorimetertemperatur 
an. Die Abkiihlungskonstante k bestimmt man experimentell-rechnerisch 1 an Hand 
von (*). 

Als Ertragsgesetz ist die Beziehung y = A (1- e- h ) oder allgemeiner 
y = A - (A - Yo) e- k II; an zahlreichen Beispielen aus der Pflanzen- und Tierwelt mit 
mehr oder minder gutem Anschlusse an die Wirklichkeit gepriift worden. Z. B. 
hat man den Pflanzenertrag y an Frischsubstanz oder Trockensubstanz fiir hohere 
Pflanzen (Hafer, Erbsen, Senf u. dgl.) und niedere Pflanzen (Pilze, wie Aspergillus 
niger) untersucht in Abhangigkeit von folgenden Wachstumsfaktoren x: Kohlen
saure, Zucker, Stickstoff, Phosphorsaure, Kalium, Natrium, Magnesium, Wasser
gehalt. des Bodens, Bodentemperatur, Bodenvolumen, Belichtung, Aussaatmenge, 
den Sauerstoffverbrauch y vor Tieren in Abhangigkeit von Sauerstoffdruck x, das 
Lebendgewicht y von Schweinen als Funktion der verabfolgten verdaulichen Ka
lorien x usw. usw.2• 

In die physiologische Psychologie bzw. in die allgemeine Physiologie gehiirt das bekannte 
Weber-Fechnersche Gesetz iiber die Beziehung zwischen Reiz (Reizintensitiit, Reizstiirke) R und 
Empfindung (Empfindungsstiirke, Erregung, Reizwirkung) E. Formelmii.J3ig lautet es nach 
Piitter3 E = H(1- e-kB). 

Dabei bedeutet H den Grenzwert ("Hochstwert") der Empfindung, die sog. EmpfindungshOhe 
(Hohenempfindung) oder Erregungsh6he; zu ihr klimmt die Empfindung von E = 0 fiir fehlenden 
Reiz R = 0 an bei wachsender Reizstarke mehr und mehr empor. 

Der eigentliche Inhalt des Gesetzes liegt in der Differentialaussage 

dE = k(H -E) dR = kHe-kBdR: 

Durch den Zuwachs dR der Reizstarke erfahrt die Empfindung einen Zuwachs ~E, der im 
Sinne des Differentials proportional ist zum Unterschiede der jeweiligen Empfindung von der 
Empfindungshiihe. Oder: Die "Reizunterschiedsschwelle" oder "Unterschiedsschwelle" dR, um 
die man den Reiz steigern muJ3, um einen eben merkbaren Unterschied ,6.E in der Empfindung 

~B 

zu erzielen, nimmt wegen dR ""=' ~H 6E exponentiell mit der Reizstarke zu. 

1 Vgl. ROTH, W. A.: Physikalisch-chemische Dbungen, 2. Aufl., S. 141-142. Leipzig: 
L. Voss 1916. Dort auch die analogen Exponentialgesetze fiir den Konzentrationsausgleich in 
Losungen durch Diffusion und fiir die Auflosung von Gasen in Fliissigkeiten. 

2 Reichhaltigen Zahlenstoff und Zusammenstellungen des recht ausgedehnten Schrifttums 
geben MrrSCHERLICH, E. A.: Dber allgemeine Naturgesetze, Schriften Konigsb. Gel. Gesellsch., 
Naturw. Klasse, 1. Jahr (1924), Heft 3, S.119-158. Berlin: Deutsche Verl.-Ges. f. Politik u. 
Geschichte, und RIPPEL, A.: Wachstumsgesetze bei hoheren und niederen Pflanzen, Natur
wissenschaft und Landwirtschaft, Heft 3. Freising-Miinchen: F. P. Datterer 1925. 

3 PUTTER, A.: Studien zur Theorie der Reizvorgange, Pfliigers Arch. f. d. ges. Physiol., 
Bd.I71, S.201-261. 1918. Man vergleiche von PUTTER auJ3erdem vor allem noch: Sauerstoff
verbraucl?: und Sauerstoffdruck, ebenda Bd. 168, S. 491-532. 1917; Studien iiber physio
logische Ahnlichkeit, ebenda Bd.180, S.298-34O. 1920; Ein Wachstumsgesetz, Die Natur
wissenschaften, Bd. 8, S. 402-407. 1920 (dort finden sich die Zahlen iiber das Langenwachstum 
des islandischen Herings von S.43). 

Walther, Einfiihrung. 13 
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Weber und Fechner selbst stellen sich vor, die Rl;lizunterschiedsschwelle dR wachse pro

portional mit der Reizstarke R, es sei also d R = + R 6 E oder 6 E = dE = k~; mit kon

stantem k (Empfindungszuwachs 6E angenahert proportional relativem Reizzuwachs d:, 
bzw. bei eben merkbarem 6E: relative Reizunterschiedsschwelledf! konstant). Hieraus folgt 
die Fechnersche "MaBformel" 

wenn wir noch voraussetzen, daB die Empfindung E = 0 ist fiir den "Schwellenreiz" oder die 
"Reiz8chwelle" Ro' daB also erst fiir Reize groBer als der Schwellenreiz Ro uberhaupt etwas 
empfunden wird. Hier offenbart sich auch sogleich eine Schwache des Weber-Fechnerschen 

Ansatzes: Fiir R < Ro liefert die Formel }jj = k In -;0 negatives E, wahrend nach den Be

obachtungen durchweg E = 0 erwartet wird. Auch das unbegrenzte Anwachsen E ~~ 00 der 
Empfindung bei unbegrenzt wachsender Reizstarke R -~ 00 paBt schlecht zur Erfahrung 
(in der Tat wird beim Weber-Fechnerschen Ansatze in der Regel einschrankend hinzugefugt, 
er beziehe sich nur auf "gewisse Breiten der Reizintensitat"). All dies veranlaBt Putter zu 
seiner Abanderung des Weber-Fechnerschen Gesetzes, die er durch eine Modellvorstellung von 
den physiologischen Vorgangen und durch Prllien von Beobachtungsstoff weiter zu stutzen sucht. 

Uber den ganzen Fragenkreis des Weber-Fechnerschen Gesetzes bestand schon immer 
und besteht auch heute noch ein ziemliches Hin und Her der Meinungen. HerzurUhren scheint 
dies zum Teil daher, daB der Vorrat an zuverlassigen experimentellen Erfahrungen erheblich 
zurucksteht hinter der Menge physiologischer "Erklarungs"-Versuche und bloBer theoretischer 

z 
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Spekulationen. Von allen anerkannt sein 
durfte nur, daB bei zunehmender Reiz
starke die Kurve der Empfindung erst 
schnell, dann immer langsamer ansteigt, 
daB also eine Kurve vom Typus y = In x 
oder y = A (1 - e- kx) vorliegV. 
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Mitscherlich sieht seine Fassung 
des Ertragsgesetzes mit der verlok
kenden Differentialgleichung als ein 
allgemeines, streng giiltiges Natur-

'10 gesetz an. Diese Ansicht diirfte 

Abb.170. Ertrag an Trockensubstanz bei Aspergillus niger 
in A bhiingigkelt yom Ammonsulfat- (Stickstoff·) Gehalt der 
NlthrJOsung (nach K Meyer)_ NahrHisung: Aqua dest_ 2500, 
Zucker fiOO, KH,PO. 3,13, MgSO, 1,56, FeSO. 0,75, ZnSO, 
0,01 g; Temperatur im Mittel 27° C, Wachstumsdauer 7 Tage_ 

kaum zutreffen; man vergleiche die 
ausfiihrliche Kritik von A. RippeJ2 
und von R. Meyer3 , oder man be
trachte eine Ertragskurve mit ab
steigendem Ast wie in Abb. 170. 

fiber all diese Dinge sind die Akten noch keineswegs geschlossen; als Arbeits
hypothese hat das Mitscherlichsche Ertragsgesetz jedenfaUs einen betrachtlichen Wert. 

1 Zum tieferen Eindringen greife man vor allem zu PAULI, R., und WENZL, A.: Experimen
telle und theoretische Untersuchungen zum Weber-Fechnerschen Gesetz, Arch. f. .~. ges. Psycho!., 
Bd.51, S.399--494. 1925 und den Vorgiingern dieses Aufsatzes: PAULI, R.: Uber psychische 
GesetzmaBigkeit, insbesondere uber das Webersche Gesetz. Jena 1920, und DINGLER, H., und 
PAULI, R.: Untersuchungen zu dem Weber-Fechnerschen Gesetze und dem Relativitatssatz 
(dieser ist wesentlich Putters Formel), Arch. f. d. ges. Psycho!., Bd.44, S. 325-370. 1923. 
Dort finden sich reichhaltige Literaturverzeichnisse, es werden die Ansatze anderer Forscher 
besprochen und das mathematische Werkzeug in leichtverstandlicher Weise prufend durch
mustert. 

2 RIPPEL, A.: a. a. 0., ferner z. B.: Die Regel der Konstantenverschiebung in der Ertrag~
kurve und ihre Ursachen, Zeitschr. f. Pflanzenernahrung u. Dungung, Teil A, Bd. 7, H. 1, 
S. 1-12. 1926; Zur experimentellen Widerlegung des Mitscherlich-Bauleschen Wirkungs
gesetzes der Wachstumsfaktoren, ebenda Bd.8, H.2, S.65-80. 1927. 

3 MEYER, R.: Die Abhangigkeit der WachstumsgroBe von der Quantitat der Ernahrungs
faktoren bei Pilzen, Zeitschr. f. Pflanzenernahrung u. Dungung, Teil A, Bd. 8. H.6, S. 121 
bis 163, 1927. ~ Diss. Gottingen 1926. 
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Sehr angegriffen wird Mitscherlich vor allem in folgendem Punkte. Er be
hauptet, der Wirkungsfaktor k fUr einen Wachstumsfaktor x sei absolut konstant 
und ganz unabhangig davon, in welcher Weise andere Wachstumsfaktoren vor
handen sind. Es soIl sich z. B. beim Haferertrag in Abhangigkeit VOVl Stickstoff x 
dasselbe k einstellen, ob nun viel oder wenig Wasser gegeben wird, ob die Pflanze 
stark oder schwach belichtet wird usw.1. Diese "Konstanz der Wirkungsfaktoren" 
hatte, wenn kl' k2' .. " km die Wirkungsfaktoren fUr die verschiedenen Wachs
tumsfaktoren Xl' X 2 ' ..• , Xm sind, zur Folge das "Produktgesetz" 

Sie steht aber im Widerspruch zu gewissen experimentellen Befunden Rippels. 
Nach Rippel wird der Wirkungsfaktor (die Konstante im Exponenten) fur einen 
Wachstumsfaktor um so groBer, je 
geringer der Hochstertrag ist ("Regel 
von der Richtung der Konstanten
verschiebung"). Z. B. nimmt bei 
Hafer der Wirkungsfaktor fur Kalium
sulfat zu, wenn man durch Ver
ringern der Stickstoffdungung den 
Hochstertrag herunterdruckt. Zeich
net man die Ertragskurven aIle fur 
denselben Hochstertrag 100, so heiBt 
das: Die Kurve des Haferertrages 
in Abhangigkeit von der Kaligabe 
krummt sich bei geringerer Stickstoff
dungung starker und drangt sich dem
gemaB mehr nach der linken 0 beren 
Ecke des Schaubildes (Abb. 171). 
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Abb .171. Ertrag an Trockensnbstanz bei Hafer in Ab
hangigkeit von der Kalidiingnng bei zwei verschiedenen 
Stick stoff- (Ammoninmnitrat-) Gaben (nach A. Rippel). 
Relatives Trockengewicht ~ Trockengewicht: Hochstwert 
des Trockengewichts (62,7 g bei 2,0 g NH,NO, nnd 10,9 g 

bei 0,2 g NH,NO,). 

Nicht angebracht erscheint die von Mitscherlich vorgenommene Anwendung des Produkt
gesetzes auf chemische Mehrmolekulreaktionen (vgl. S. 196-202). Denn dabei wird das ord
nende Grundprinzip der chemischen Kinetik, das Massenwirkungsgesetz, ganz auBer acht 
gelassen. Mitscherlich stellt zwar durch seinen Ansatz die Kurven der chemischen Versuche 
befriedigend dar. Das allein aber kann nicht das Ziel sein. Denn solch eine Darstellung oder 
Interpolation vermag man durch eine Unzahl von Formeln zu erreichen; man muE in sie nur 
geniigend viele verfugbare Konstanten hineinnehmen. 

25. Zuckerinversion. Als klassisches Beispiel fur eine Beziehung von der Form 
y = A(1 - e-kz ) sei schlieBlich noch die Inversion des Rohrzuckers angefuhrt. (Diese 
chemische Reaktion ist bekanntlich u. a. fUr die Physiologie bedeutsam.) Rohr
zucker, in Wasser ge16st - die Losung dreht die Polarisationsebene des Lichtes 
nach rechts - geht durch katalytische Wirkung anwesender Saure unter Aufnahme 
eines Wassermolekuls uber in ein linksdrehendes Gemisch aus Traubenzucker 
(Dextrose) und Fruchtzucker (Lavulose), den Invertzucker, nach der Gleichung 
C12H 220 11 + H20 = C6H120 6 + C6H120 6 . Vom veranderten optischen Verhalten 
des Reaktionserzeugnisses gegenuber dem Ausgangsstoffe ruhrt der Name Inversion 
her; es ermoglicht, die Reaktion sehr be quem polarimetrisch zu verfolgen. Es sei 
t die Zeit, X die bis zur Zeit t umgesetzte Menge Ro:Q.rzucker, ferner a die anfanglich, 

fUr t = 0, vorhandene Ausgangsmenge Rohrzucker. Die Ableitung x = ~~ von x 

nach der Zeit t gibt die Umsatzgeschwindigkeit des Rohrzuckers oder die Reaktions-

1 Bevor genugend viele und genugend zuverlassige Versuchsergebnisse vorlagen, die allein in 
diesen naturwissenschaftlichen Dingen die letzte Entscheidung zu liefern vermogen, hatten 
B. BA.ULE und K. REIDEMEISTE~ das Mitscherlichsche Ertragsgesetz (die Konstanz der Wirkungs
faktoren) durch mathematische 'Oberlegungen zu stutzen versucht; Literaturhinweise bei RIPPEL. 

13* 
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geschwindigkeit. Sie kann in einleuchtender Annahme proportional der zur Zeit t 
noch vorhandenen Menge a - x an Rohrzucker gesetzt werden: 

x = dx = k (a - x) 
dt 

mit der (iibrigens sehr temperaturempfindlichen) Reaktionskonstanten k; die 
Reaktion verlii.uft rasch im Anfange, wenn noch viel Rohrzucker zur Verfiigung 
steht (a - x groB ist), dann immer langsamer. FUr t = 0 ist noch gar kein Rohr
zucker umgewandelt, also x = O. Daher ergibt die Integration 

1 a 
x = a (1 - e-kt ) oder - ·In-- = k = konst. 

t a-x 
Es wird nach und nach alier Rohrzucker ersch6pft (die Reaktion ist "vollstandig") , 
und zwar mit exponentielier Annaherung an die iiberhaupt in Frage kommende 
Menge a als Grenzwert. Der umgewandelten Menge Rohrzucker entspricht die 
gebildete Menge Invertzucker; daher steigt die Menge des Invertzuckers nach 
demselben Gesetze x = a (1 - e-kt ) an. 

Hierbei setzen wir stillschweigend die Anfangsmenge Rohrzucker gleich dem Grenzwerte 
der Menge des Invertzuckers. Wir sehen also davon ab, daB dieser Grenzwert in Wahrheit, wenn 
wir auf die Gesamtmassen achten, etwas groBer ist; denn zur Rohrzuckermasse tritt die Masse 
des bei der Inversion aufgenommenen Wassers hinzu. Oder wenn wir mit Konzentrationen 
(iiblicherweise von Mol [Grammolekiilen] je Volumeneinheit Wasser) rechnen, so vernachlassigen 
wir das Sinken der Wassermenge, von der ja bei der Inversion Molekiile zum Rohrzucker fort
wandern. 

Zur polarimetrischen Verfolgung der Inversion sei IXo der (positiv gerechnete) urspriingliche 
Drehwinkel der Polarisationsebene nach rechts zur Zeit t = 0 und IX = - E der (negative) Dreh
winkel nach links am Schlusse der Inversion, IX der Drehwinkel zur Zeit t. Dann ordnet sich 
dem gesamten Umsatze a der Winkelunterschied IXo - iii = IXo + E, dem Umsatze x der Winkel
unterschied IXo - IX und der GroBe a - x der Winkelunterschied IX - iX = IX + E zu. Wir haben 

daher nur den Ausdruck 1 In 1X0 - ~ = 1 In ~o + '- oder wegen der Proportionalitat von natiir-
t IX-IX t IX+C 

lichen und Zehnerlogarithmen den Ausdruck 1 log 1X0 t~ auf seine Konstanz zu untersuchen, 
t IX + E 

um unser Exponentialgesetz zu priifen, vgl. die beistehende Tabelle fiir 20prozentige Zucker
losung bei Gegenwart von 0,5 normaler Milchsaure und 250 C (nach Nernst). 

Zeit t Drehung '" der 
10' .!.. log "'0+' I PoIarisationsebene "'+. rXo-lX 

in min I in 0 t "'+. 
! 

0 34,50 45,27 1,6558 0 0 
1435 31,10 41,87 1,6219 0,0339 0,236 3,40 
4315 25,00 35,77 1,5535 0,1023 0,237 9,50 
7070 20,16 30,93 1,4904 0,1654 0,234 14,34 

11360 13,98 24,75 1,3936 0,2622 0,231 21,52 
14170 10,61 21,38 1,3300 0,3258 0,230 23,89 
16935 7,57 18,34 1,2634 0,3924 0,232 26,93 
19815 5,08 15,85 1,2000 0,4558 0,230 29,42 
29925 - 1,65 9,12 0,9600 0,6958 0,233 36,15 

00 -10,77 0 - 00 +~ 45,27 

Der Winkelunterschied IXo - IX gegen die Anfangslage vertritt die umgesetzte Rohrzucker
menge (oder gebildete Invertzuckermenge) und ergibt in Abhangigkeit von t auf Millimeter
papier eine Kurve wie in Abb. 169; der Winkelunterschied IX + E gegen die Endlage entspricht 
dem Unterschiede a - x zwischen dem Hochstwerte a und x und streckt sich auf Exponential
papier zu wagerecht aufgetragenem t in eine Gerade wie in Abb.52, S.44 aus. Man zeichne 
sich diese Bilder. 

26. Chemisehe Reaktionen. Massenwirkungsgesetz. Die Zuckerinversion bildet 
nur ein Einzelbeispiel zur chemischen Kinetik, der umfangreichen Lehre yom zeit-
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lichen Verlaufe chemischer Reaktionen1. Diese wird beherrscht durch das Massen
wirkung8gesetz von Guldberg und Waage. Reichlich allgemein gesprochen besagt 
es, daB fiir die chemische Einwirkung der Stoffe aufeinander, genauer fiir die 
Reaktionsgeschwindigkeit, die wirksamen Ma88en oder Konzentrationen bzw. deren 
Produkte maBgebend sind. 

Vor der mathematischen Formulierung ein paar allgemeine Bemerkungen! Man unter
scheidet einsinnige und doppelsinnige Reaktionen. Einsinnig, auch vollstandig oder nicht 
umkehrbar, heiBt eine Reaktion, wenn sie nur in einer einzigen Richtung, von den Ausgangs
stoffen zu den Erzeugnissen, verlauft und so lange andauert, bis sich "chemisches Gleichgewicht" 
durch volligen Verbrauch mindestens eines Ausgangsstoffes hergestellt hat. Einsinnigkeit einer 
Reaktion wird in der chemischen Reaktionsgleichung sinnbildlich scharfer als durch ein Gleich
heitszeichen durch einen einfachen Pfeil angedeutet, etwa bei 2 Ausgangsstoffen A und B und 
2 Erzeugnissen C und D durch A + B -+ C + D. Ein Beispiel gibt der Neutralisationsvorgang 
einer starken Saure mit einer Base: Saure + Base -~ Salz + Wasser oder die Knallgasexplosion: 
Wasserstoff + Sauerstoff --~ Wasiler. Bei einer doppelsinnigen, unvoUstandigen oder umkehrbaren 
Reaktion hingegen bilden sich aus den Erzeugnissen umgekehrt wieder die Ausgangsstoffe 
(Gegenreaktion); schlieBlich tritt ein Gleichgewichtszustand ein, bei dem aIle iiberhaupt in 
Betracht kommenden Stoffe vorhanden sind. Zur Veranschaulichung bedient man sich des 
Doppelpfeil.s, schreibt also etwa A + B ~ C + D, z. B. bei der Esterbildung: Alkohol + Essig
saure ~ Athylazetat + Wasser. (Beginnen wir mit 1 Mol (4~.g) Alkohol CaH50H und 1 Mol 
(60 g) Essigsaure CHsCOOH oder mit 1 Mol (88 g) des Esters Athylazetat CaH5CHsCOO und 
1 Mol n~ g) Wasser HaO, so enthalt das Endgemisch l/s Mol Alkohol, l/S Mol Essigsaure, 
2/3 Mol Athylazetat und 2/3 Mol Wasser.) - Eine einsinnige Reaktion kann und muB natiir
lich als Grenzfall einer doppelsinnigen Reaktion betrachtet werden, bei der die Reaktion in 
dem einen Sinne viel kraftiger verlauft und die Gegenreaktion sich der Wahrnehmung ent
zieht. - Durch A + B -+ C + D (oder A + B ~~ C + D) soli nebenbei noch ausgedriickt 
werden, daB von den Stoffen A, B, C und D je 1 Molekiil an der Reaktion beteiligt ist. Ver
binden sich hingegen z. B. von A immer 2 Molekiile mit 1 Molekiil von B, so wollen wir schreiben: 
2A + B -+ C + D oder A + A + B -+ C + D. Denken wir una hierin die beiden A fiir 
den Augenblick irgendwie unterschieden, so haben wir wieder den Fall von Stoffen, die mit je 
1 Molekiil an der Reaktion teilnehmen; wir brauchen also im wesentlichen nur diesen Fall zu 
untersuchen. 

1st bei einer Reaktion von einem Stoffe bis zur Zeit t die Menge x umgesetzt, so liefert die 

Ableitung i = ¥e = v seine Umsatzgeschwindigkeit. x nehmen wir passend nicht als Menge 

schlechthin, sondern als Menge in bezug auf eine gewisse Volumeneinheit, z. B. des Losungsmittels, 
des Raumes, in dem reagierende Gase untergebracht sind u. dgl. Man redet dann auch von 
wirksamer Masse oder von Konzentration. AuBerdem rechnen wir bei x zweckmaBig mit 1 Mol 
(Grammolekiil, dem Molekulargewicht in Gramm) als Einheit - dadurch wird namlich x pro
portional der umgesetzten Molekiilzahl, und es lassen sich die Vorstellungen der Molekular
theorie heranziehen. Z. B. ist dann beim Zusammentreten A + B zweier Stoffe A und B die 
Umsatzgeschwindigkeit von A gleich der von B, weil von A und B immer zugleich je 1 Molekiil 
fortgeht. 

Als Reaktionsgeschwindigkeit einer einsinnigen Reaktion A + B -+ C + D erklart man die 
Umsatzgeschwindigkeit von A oder von B. Bei einer doppelsinnigen Reaktion A + B ~ C + D 

-~ 
haben wir zu unterscheiden: erstens die Reaktionsgeschwindigkeit v von links nach rechts, mit 
welcher die durch Zusammentreten von A und B umgesetzte Menge von A bzw. von B anwachst, 

~-
zweitens die Reaktionsgeschwindigkeit v von rechts nach links; sie miBt das Anwachsen der 

~
durch Zusammentreten von C und D umgesetzten Menge von C bzw. von D. Offenbar ist v 
auch die Geschwindigkeit, mit der die aus C und D gebildete Menge von A oder von B zunimmt 

-~ 
( Bildungsgeschwindigkeit), entsprechend steht es mit v fiir die aus A und B erzeugte Menge von 

--~ -+-
Coder von D. Die Gesamtanderungsgeschwindigkeit V = v - v, mit der sich die Menge 
von A oder von B infolge des Umsatzes zu C und D und infolge der Neubildung aus C und D 
insgesamt andert, heiBt Reaktionsgeschwindigkeit der doppelsinnigen Reaktion schlechthin. 

1 Die chemische Kinetik lernt man am bequemsten aus NERNST, W.: Theoretische Chemie. 
Stuttgart: F. Enke. Dem Biologen am leichtesten erreichbar ist vielleicht die Zusammenstellung: 
EIOHWALD, E.: Die chemische Kinetik, Abderhaldens Handbuch d. bioI. Arbeitsmethoden, 
Abt.IIIA, Heft 1. 
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Fiir eine einsinnige Reaktion, etwa A + B-~ 0 + D, spricht sich jetzt das 

Massenwirkungsgesetz so aus: Die Reaktionsgeschwindigkeit v = ~~ (x bis zur Zeit t 

mngesetzte Menge von A oder von B je Volumeneinheit) ist proportional dem Pro
dulcte der Konzentrationen [A] und [B] von A und B; mit einer "Geschwindigkeits
konstanten" oder "Reaktionskonstanten" k gilt also 

v = k[A] [B], 

wobei [AJ und [B] sich natiirlich mit der Zeit tandem. Dabei sind gleichbleibende 
auBere Umstande, insbesondere gleichbleibende Temperatur, vorausgesetzt; es darf 
nicht etwa durch die Reaktion selbst entwickelte oder verzehrte Warme den iso
thermen Verlauf storen. 

Man kann sich das Gesetz folgendermaBen zurechtlegen. Die Reaktion wird jedenfalls um 
so raacher vor sich gehen, je mehr "erfolgreiche" ZusammenstiiBe zwischen Molekiilen von A und 
von B vorkommen. Jedes Molekiil von A kann an sich mit jedem Molekiil von B zusammen
treffen. Das gibt fiir ein Molekiil von A so viel ZusammenstoBmiiglichkeiten, als Molekiile von 
B da sind, und fiir alle Molekiile von A ZusammenstoBmiiglichkeiten, deren Anzahl gleich dem 
Produkte aus der Zahl aller Molekiile von A mit der Zahl aller Molekiile von B ist. Die Anzahl 
der "erfolgreichen", zur Umlagerung der Atome fiihrenden ZusammenstiiBe denken wir uns 
proportional dieser Anzahl der ZusammenstoBmiiglichkeiten, d. h. proportional dem Produkte 
der Molekiilzahlen oder der Konzentrationen von A und B, und damit sind wir beim Massen
wirkungsgesetz. (Der Quotient aus der Anzahl der "erfolgreichen" ZusammenstiiBe durch die 
Anzahl aller ZusammenstoBmiiglichkeiten liefert die "relative Hiiufigkeit" oder "Wanrsckeinlicn
keit" eines erfolgreichen ZusammenstoBes.) 

Fiir eine doppelsinnige Reaktion A + B ~~ 0 + D nimmt das Massenwirkungs
-~ 

gesetz die Realctionsgeschwindigkeit v von links nach rechts proportional dem Produkte 
~ 

der Konzentrationen [A] und [B] von A und B und die Reaktionsgeschwindigkeit v von 
rechts nach links proportional dem Produkte der Konzentrationen [0] und [D] von 
o und D, setzt also fiir die Gesamtreaktionsgeschwindigkeit (die Gesamtanderungs-

geschwindigkeit x = ~~ von A oder B) 
-~ ~- -

V = v - v = k [A] [B] - k [0] [D] 

mit konstantem k und k. 
Bei einer 'doppelsinnigen Reaktion nach der Gleichung 

mA +nB + ... ~~ + pO +qD + .. 
haben wir entsprechend fiir die Reaktionsgeschwindigkeit 

V = -:-~-= k [A]m [Bt··. - k[O]P [D]q .... 

Insbesondere ergibt sich fiir V = 0, d. h. fiir Gleichgewicht, das Grundgesetz der cnemiscnen Statik: 

[Ar [B]n... k 
--_.. = .. = konst. 
[O]P [D]q . . . k 

27. ZweimolekiiIreaktion. Bedeuten a und b die Ausgangskonzentrationen von 
A und B zur Zeit t = 0 fiir eine einsinnige "ZweimolekiUreaktion" oder "bimoleku
lare" Reaktion A + B -~ 0 + D, so konnen wir die Differentialgleichung des 
Massenwirkungsgesetzes schreiben 

. dx k b x = at = (a - x) ( - x) . 

Man priife durch Differenzieren nach, daB fiir ungleiche A usgangskonzentrationen a -+ b 

eakt_ebkt 1 1 b(a-x) 
x = ab oder k = .... . ln~-- (*) 

aeakt-behkt t a-b a(b-x) 
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wird. Fur gleiche Ausgangs/wnzentrationen a = b lautet die Differentialgleichung 

dx 2 dt = k(a-x) 
mit der Losung 

x=a2 
1 + akt 

kt 
oder 

1 x k = - -------- . 
t a(a-x) 

(**) 

Hergeleitet werden die Beziehungen (*) und (**) aus den Differentialgleichungen wie folgt. Bei 

aJt b wende man nach Trennung der Veranderlichen (S. 96 und S.162) auf ( )\b ) die 
'lb k leg " a-x -x " artw rue zer ung . 1 1 1 1 

(a-xf{b-x) = a:""b-(b-x - a-x) 

an. Denn dadurch werden in 

_I (f~- -J'~) = kJ'dt a-b b-x a-x 

aIle Integrale durch gelaufige Funktionen darstelIbar. Links ist z. B. 

f~ = _f~(b-X) = -In(b-x) + K 
b-x b-x 

mit der HilfsveranderIichen b - x und konstantem K. So finden wir 

1 a-x a-=-fj In b _ x = kt + C , 

hieraus fiir t = 0 und x = 0 ala Wert der Integrationskonstanten C 

1 a 
----In =C 
a-b b und damit (*). 

Bei a = b wahlen wir in dx 
(--):i=kdt a-x 

fiir die Integration links als Hilfsveranderliche a - x. Das gibt 

und 
J~=_Jd(a-X) = _I_+K 

(a-x)2 (a-x)2 a-x 

1 
---- = kt + C. 
a-x 

Fiir t = 0 muS x = 0 und deshalb ! = C sein, also insgesamt 

I 1 x 
--- = ----- = kt. 
a-x a ala-x) 

Man verschaffe sich (**) auch aus (*), indem man den natiirlichen Wert (S. 106) des in (*) 

fiir a = b rechts erscheinenden "unbestimmten Ausdrucks" ~ bestimmt. Wir setzen etwa 

b = a + z, differenzieren im Zahler und Nenner nach z und nehmen dann z = O. 

Um die Zweimolekulreaktion experimentell zu verfolgen, tragt der Chemiker 
in die in (*) und (**) an zweiter Stelle stehenden Ausdriicke beobachtete Werte 
von t und x ein und priift die Konstanz von k nacho 

Wie sieht die Kurve fiir x in Abhangigkeit von t aus 1 Betrachten wir zu
nachst (*). Es sei b die groBere der beiden Anfangskonzentrationen. Fiir t = 0 
ergibt sich wirklich x = 0; fur zunehmendes t -~ 00 strebt x -+ a, und zwar wegen 

. kab(a - b)2eJ.a+b)kt 
x = -:-----:-;----::-~-

(aeakt _ bebkt)2 
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bestandig wachsend. D. h. wir haben fur positives t eine Kurve von ganz iihnlichem 
Aussehen wie in Abb. 169, S. 189, nach unten hohl und ohne Wendepunkt. 
Ebenso ist es bei (**) mit x = 0 fur t = 0, mit x -~ a fur t -+ 00 und mit 

a2 k 
x = (1 + akt)2 > 0 . 

Das Bild der Zweimolekulreaktion Abb. 172 bzw. Abb. 173 gewiihrt demnach 
iiuBerlich denselben Anblick wie das Bild der gewohnlichen exponentiellen Anniihe
rung an einen Grenzwert Abb. 169. Es ist lohnend, sich den Kurvenverlauf auch 

fur negative t zu uberlegen. Dabei tritt bei b > a fur t = - k-(b~-a) In!- und bei 

b = a fur t = - a\c eine Asymptote auf, an der die Kurve rechts hinab enteilt, 

7 
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Abb. 172. Zweimolekiilreaktion bei verschiedenen 
Anfangskonzentrationen, b > a . 

Abb. 173. ZweimolekiHreaktion bei gleichen 
Anfangskonzentrationen. b = a . 

um links wieder von obenhereinzukommen und fur t-+-oo von oben her gegen b 
abzufallen (Abb.172 und 173). 

Denken wir uns b groBer und groBer, doch so, daB kb endlich blcibt (wozu 
notwendig k -~ 0) und fur b -~ 00 einem Grenzwert k* zustrebt, dann ruckt die 
Asymptote mehr und mehr nach links, und die Formel fur x geht uber in 

eakt _ ebkt eakt _ ebkt 1 _ ek*t 
X= lim ab-- -- ····-=a lim ------=a--- =a(l-e- l *t), 

b aeakt - bebkt b a - eh*t 
-~oo -~oo akt bkt 

k ~o k-+-O ... e - e 
b 

d. h. in das Gesetz der "Einmolekiilreaktion" oder "unimolekularen" ("monomoleku
laren") Reaktion, wie wir sie bei der Zuckerinversion kennengelernt haben. In 
der Tat lautet dann die Differentialgleichung 

x= lim k(a-x)(b-x)=k*(a-x): 
b -~oo 
k-+O 

die Konzentration des Stoffes B (auf S. 195-196 des Wassers) uberwiegt so sehr, 
daB scheinbar nur der Stoff A eine Reaktion durchmacht. 

5 
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Man tibe sich selbst an der einsinnigen Drei'ITWlekiUreaktion oder tri'ITWlekularen Reaktion 

:i; = if = k(a - x) (b - x) (c - x) oder lese im theoretisch-chemischen Schrifttum tiber die 

doppelsinnige Zweimolekiilreaktion x = k(a - x) (b - x) - k(ii + x) (b + x), tiber die Bestim
mung der Anzahl der an der Reaktion beteiligten Molektile aus dem Verhalten der Reaktions
konstanten bei Verdiinnung u. dgl. nacho 

Wenn die reagierenden Stoffe selbst beschleunigend oder verzogernd auf die Reaktion wirken, 
spricht man von Autokatalyae. Man sucht ihr Rechnung zu tragen, indem man den Reaktions
faktor k statt konstant passend veranderlich nimmt. Z. B. bei einer Einmolekiilreaktion mit 
Autokatalyse des Reaktionserzeugnisses setzt man an k = kl + k! x mit konstantem kl und k!: 
es solI k linear mit der entstehenden, gerade die Katalyse verursachenden Menge oder, was bei
nahe dasselbe ist, mit der umgesetzten Menge x ansteigen. Die Reaktionsgeschwindigkeit 

x = (kl + k2X) (a - x) 
hat dann ein Maximum fiir 

d.h. fiir 
x = [k2 (a - x) - (kl + k2 x)] x = 0, 

kl a--
ak2-kl ~ .. a 

x = 2k2 = ~-2~ oder fur x= 2' 

wenn k2 viel groJ3er als kl ist (vgl. II B 14, S. 85-86). Die S-formige Kurve fiir x selbst weist 
in dieser halben Rohe des Rochstwertes a einen Wendepunkt auf; die Maximalgeschwindig-
k 't b t .. t' _ (kl +ak2)2 _a2 k2 

el e rag xmax - 4k2 -4' 
28. WachstuIDsgesetz von Robertson. Dem Biologen begegnet eine Differential

gleichung von ahnlichem Bau wie die der Zweimolekiilreaktion oder der Einmolekiil
reaktion mit Autokatalyse beim Wach8tumsgesetz von Robert8on. Fiir die Wachstums-

geschwindigkeit x = ~~ einer wachsenden biologischen Gro.Be ist die Hypothese 

verlockend, sie sei zu Beginn des Wachstums, fiir x = 0, selbst 0 und ebenso, wenn 
x bei seinem Hochstwerte a angelangt ist, es sei also 

x = ~: = kx(a - x) . 

Integration mittels der Partialbruchzerlegung (1 ) = 1 (_ ~ + _1_
0

) liefert 
x a-x a x a-x 

1 X 
. In = kt+ O. 
a a-x 

Bei der Festlegung der Integrations
konstanten 0 zeigt sich eine eigentiim
liche Schwierigkeit. Wir nahern uns 
x = 0 erst, wenn wir mit t -~ - 00 

gehen, ahnlich wie x = a erst fiir 
t-+ + 00 angestrebt wird. Fiir die 
endlichen Zeitintervalle der Praxis _3~--7--~----'~-'-~'----':---':-------"-====O 
kann also das Robertsonsche Gesetz 
hochstens eine Annaherung geben. 

Abb.174. Roberlsonsches Wachstumsgesetz. 

Und um 0 fortzubringen, la.Bt sich x = 0 nicht heranziehen. Statt dessen fiihren 
wir als Ausgangspunkt der Zeitzahlung die Zeit T ein, zu welcher der halbe 

Hochstwert ~ erreicht ist. Dann findet sich 0 = -kT und 

1 x 
--In-- = k(t- T), 
a a-x 

also 
eak(t-T) a 

x = a -'0- ._._0._. = ~~---- . 
eak(t-T) + 1 1 +e-aA:(t-T) 
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Den positiven Zeitunterschieden t - T von T entsprechen Werte x > ; und den 

negativen Werte x < i· Wegen x = k(a - 2x) x liegt fUr 2X = i, t = T ein 

Wendepunkt der S-formigen tx-Kurve1 und ein Maximum k: der Geschwindig

keit vor (Abb. 174, vgl. S. 85-86 und Abb. 5, S.8). Zur Priifung des Gesetzes 

sieht man nach, ob der Quotient (-~T) In -~ fUr verschiedene beobachtete t 
a t- a-x 

und x wirklich konstant ausfallt, nachdem ~- und damit T durch Schatzung 
bestimmt sind2• 

In Abb. 174 ist auGer x selbst auch die Geschwindigkeit x zur Zeit t ein
gezeichnet. Diese abgeleitete Kurve fur i; kommt o££enbar naherungsweise zu
stande, wenn man die Zunahme 6 x von x fUr eine konstante, ais Zeiteinheit ge
wahlte Zeitzunahme 6 t ais Ordinate zur Ausgangszeit t, von der wir um 6 t 
fortschreiten, auftragt. Die Botaniker sprechen von der "Kurve der grofJen Periode 
des Pjlanzenwachstums"3. 

Schln13bemerknng. 
Der Leser wird vielleicht - oder besser hoffentlich - den Wunsch empfinden, nach dem 

Studium unserer in vielen Punkten naturgemaB nur bruchstiickhaften "Einfiihrung" oder ahnlich 
eingestellter Werke, deren es in der deutschen und auslandischen Literatur eine ganze An
zahl gibt, noch ein tiefer angelegtes und weiterfiihrendes mathematisches Buch kennenzulernen, 
das doch auch dem Standpunkte und der Denkweise des Naturwissenschaftlers Rechnung 
tragt. Er sei da nachdriicklich auf die "Vorlesungen iiber Differential- und Integralrechnung" 
von R. COURANT, Berlin: Julius Springer 1927, hingewiesen. 

1 Wie sehen die Kurven fiir x und fiir a - x auf Exponentialpapier aus? (Bei absolut 
groBem negativem t - T ergibt x, bei groBem positivem t - T hingegen a - x naherungs
weise eine gerade Linie.) 

2 Ais Beispiel bearbeite man das Langenwachstum des islandischen Herings, das auf 
S. 43-44 unter der Annahme exponentieller Annaherung an einen Grenzwert behandelt ist, 
auch mit dem Robertsonschen Wachstumsgesetze. - Auf Exponentialpapier priift man das 
Robertsonsche Gesetz nach, indem man beobachtete Wertepaare t - T, x und t - T, a - x 
eintragt: sie miissen bei absolut groBem negativem bzw. positivem t - T naherungsweise 
auf einer Geraden liegen. - Man schlieBe auch die Differentialgleichung des Robertsonschen 

Gesetzes an die der Autokatalyse unmittelbar an dadurch, daB man - ~: + x statt x einfiihrt. 

3 Genaueres iiber Theorie und Praxis des Robertsonschen Gesetzes bei RIPPEL, A.: Wachs
tumsgesetze bei hoheren und niederen Pflanzen, Naturwissenschaft und Landwirtschaft, 
Heft 3. Freising-Miinchen: F. P. Datterer 1925. 



N amen- nnd Sachverzeichnis. 
Abbildung vermittelt durch Ableitung und abgeleitete 

Funktion 23. Kurve 
Abfallen s. Ansteigen. eines Produkts 139-140, 172. 
abgekiirztes Rechnen 27. eines Quotienten 145, 172. 

s. a. Fehlerrechnung. Existenz 76-77, 105, 108. 
abgeleitete Funktion (Kurve, hOhere 86, 109. 

Gerade)s.Ableitung,zweite Index als Zeichen 79. 
Ableitung, Flache der ab- konstanter Faktor 75. 
geleiteten Kurve. logarithmische 172. 

abhangige Veranderliche 3. negativ 79. 
Abhiingigkeit s. Funktion. Nicbtdifferenzierbarkeit 
AbMngigkeitsgesetz II. 76-77. 

s. a. Funktion. note als Grenzwert uo. 
Abklingen(exponentielles) 178, positiv 79. 

180, 184-187, 188. proportional dem Unter-
Abkiihlung 192-193. schiede gegen den Hochst-
Abkiirzung s. Zeichen. wert 190. 
ableiten 70. proportional der Funktion 
Ableitung und abgeleitete 187. 

Kurve rechnerische Erklarung 104 
allgemeine anschauliche De- bis 105, uo. 

finition 69-70. umgekehrt proportional der 
als Dillerentialquotient 93. Funktion 95. 
als Geschwindigkeit 70. und Differentialquotient 91. 
der Exponentialfunktion 172. von sin 2X 152. 
der Hyperbelfunktionen182. Zeichen D 70, 78-79, 108 
der Potenz 140, 146-147, bis 109. 

150, 160-161, 165. Zeichen ' 69, 78-79. 
der Quadratwurzel 94, 140. Zeichen' 70. 
der Umkehrfunktion 93, 149. s. a. Flache der abgeleiteten 
der zyklometrischen Funk- Kurve, partielle Ableitun-

tionen 94, 149. gen, zweite Ableitung. 
des Arkussinus usw. 94, 149. Abschnitt(e) 
des Kehrwertes 146. einer Geraden 29, 31. 
des Kubus 140-141. einer Potenzreihe U4. 
des natiirlichen Logarithmus Abschnittsform der Glelchung 

166, 171. einer Geraden 31. 
des Quadrates (der Parabel) absoluter Betrag 12. 

72, 78, 105, 140. absolutes Maximum und Mi-
des Sinus 72-73, 105. nimum 82. 
des Tangens 148. absolute Temperatur 31. 
des Zehnerlogarithmus 177. s. a. ideales Gas. 
einer Konstanten 68. Absorption(skoeffizient) 104, 
einer linearen Funktion 187. 

(geraden Linie) 29-30, Absterbeordnung 7-8. 
68-69, 73, 74. AbstoBungskraft s. Gravita-

einer Summe 74, 138. tion. 
einer zusammengesetzten Abszisse(nachse) 5. 

Funktion 150-152. Abweichung 84. 
eines beliebigen Logarith- Achsen s. Koordinatenacbsen. 

mus 177-178. ,Addiermaschine 26. 

, Additionstheorem 
der Hyperbelfunktionen 182. 
der trigonometrischen Funk

tionen 52, U3. 
des Logarithmus 169. 

adiabatische Hohenformel176. 
adiabatische Zustandsande-

rung 38, 161, 176-177. 
auf Logarithmenpapier 41. 
Definition 161. 
Dillerentialgleichung 176. 

AgJ-Bildung 38, 95-96, 137. 
d'Alembert 1. 
algebraische Gleichung s. 

Gleichung. 
Amplitude 

einer Schwingung 156. 
= Polarwinkel 18. 

Analysator, harmonischer 115. 
Analyse, harmonische U4 bis 

U5. 
analytische Mechanik 112. 
analytischer Ausdruck U. 
¥amorphose 62. 
Anderungsgeschwindigkeit s. 
.. Geschwindigkeit, Gradient. 
Anderungstendenz 70, 79, U6. 
Anfangsbedingung 72. 
Anfangspunkt 5. 
angenahert gleich, Zeichen 11. 
Anlaufen von Metallen 38, 95 

bis 96, 137. 
Annaherung an einen Grenz

wert, exponentielle 189 bis 
196. 

Anschmiegungsgerade s. 
Ausgleichungsgerade, 

Schmiegungspolynom. 
Ansteigen 

des elektrischen Stromes 43, 
191-192. 

einer beliebigen Kurve 67 
bis 70. 

einer Geraden 28-29, 68 
bis 69. 

einer Schnittkurve 78-79. 
maximales (minimales) einer 

Kurve 85-86, 201-202. 
Vorzeichen der Ableitung 79. 

Anwachsen eines Kapitals 40 
bis 41, 184-185. 
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Anwachsen, exponentielles 
178, 184-187. 

Anziehungskraft s. Gravi-
tation. 

~quidistant 46. 
Aquipotentialflachen 61, 147. 
AIbeit 

bei adiabatischer Ausdeh
nung 161, 172, 176-177. 

bei isothermer Ausdehnung 
125, 171. 

beim Spannen einer Feder 
124. 

der Schwerkraft 122. 
einer Kraft 37, 122-124. 
eines elektrischen Stromes 

163-165. 
gegendieSelbstinduktionl64. 
geleistet 127. 
im Gravitations- oder elek

trischen Felde 124, 147. 
mechanische 122-124. 
verzehrt 127. 

Arbeitsdifferential 
beim idealen Gas 116, 124 

bis 125, 146, 160. 
mechanisch 124. 

Archimedes 122, 143. 
Archimedisches Prinzip 145. 
Areafunktionen 182. 
Argument 

= Polarwinkel 18. 
stetig od. unstetig verander

liches II. 
= unabhangige Verander

liche 3. 
Argumentdifferenz 32. 
arithmetisches Mittel 

und geometrisches Mittel 1 02. 
und Mittellinie im Trapez 65. 
von Beobachtungen 84. 

arithmetische Progression 187. 
Arkus 

= Bogen 21. 
= Polarwinkel 18. 

Arkusfunktionen, Arkussinus 
usw. s. zyklometrische 
Funktionen. 

Aspergillus niger 193, 194. 
a-strebig 106. 
Asymptote 35, 178, 200. 
asymptotisch 189. 
Atmosphare 59. 
Atwoodsche Fallmaschine 70. 
Auerbach 5. 
Aufladen eines Kondensators 

164. 
AuflOsung 

in Grund- und Oberschwin
gungen 115. 

von Gasen in Flussigkeiten 
193. 

Auftrieb der Luft 102. 
Auftriebsmethode, Fehlerrech

nung 145-146. 

Namen- und Sachverzeichnis. 

Auge des Sturms 81. 
augenblickliche Geschwindig

keit s. Geschwindigkeit. 
Ausdehnung 

beim Zugversuch 10. 
des VVassers 47-49. 
eines Gases 124-125. 
eines Stabes durchdieVVarme 

28-29, 32, 102. 
kubische und lineare 100. 
s. a. ideales Gas. 

Ausdruck, unbestimmter s. 
unbestimmter Ausdruck. 

Ausfallswinkel 154. 
AusfluBgeschwindigkeit 38. 
Ausgleich (ung)sgerade 

auf Logarithmenpapier 42 
bis 44. 

rechnerisch 87-88. 
zeichnerisch 32-33. 

Ausgleich(ung)srechnung 13, 
32-33, 42-44, 84, 87-88. 

ausintegrieren 96, 162. 
Ausschlag 156. 
Ausstromungszeit eines Gases 

98. 
Autokatalyse 201. 
Azimut 18. 

Bahnkurve 69, 70. 
Balkenverhaltnis einer VVage 

102. 
Bake 64. 
Barlow 63. 
Barometerstand s. Luftdruck. 
barometrische Hohenformel 

174-176, 188. 
barometrisches Tief 81. 
Barrow 122. 
Basis c des naturlichen Loga

rithmus und der Exponen
tialfunktion s. c. 

Baule 190, 195. 
Bedingung des vollstandigen 

Differentials 116. 
Beersches Gesetz 187-188. 
Befestigung der Schiffe 189. 
Beiwert = Koeffizient 27. 
Beobachtungen 

direkte 84. 
indirekte 88. 
vermittelnde 88. 

Beobachtungsfehler 32-33,84, 
87-88, 98. 

GauBsche Verteilung 180 bis 
181. 

Berechnung 
von e 183. 
von n 130-131, 149. 

Beschleunigung 82-83. 
als Subnormale 152. 
bei Schwingungen 157. 
in Polarkoordinaten 155 bis 

156. 

Besselsche Interpolation 49. 
bestandig s. monoton. 
bester Annaherungswert 84. 
bestimmtes Integral 

als Flacheninhalt 121. 
als Funktion der oberen 

Grenze 135-137, 166. 
ausgewertet durch unbe

bestimmtes Integral 121. 
Beispiele und Anwendungen 

122-127. 
Bezeichnung 120, 121. 
Definition 120. 
Integrationsprinzip 124. 
liefert unbestimmtes Inte-

gral 135-137. 
Rechenregeln 126, 127. 
Transformation 162. 
s. a. Cavalierisches Prinzip, 

Fundamentalsatz der Dif
ferential- und Integralrech
nung, graphische Integra
tion, numerische Integra
tion. 

Bestimmungsgleichung 3. 
s. a. Gleichung. 

Betrag, absoluter 12. 
Bewegung 

beliebige 70. 
gleichformige 28-29, 36, 

69. 
harmonische 84. 
s. a. Schwingungen. 

Bezeichnung s. Zeichen. 
Bild s. graphische Darstellung. 
Bildungsgeschwindigkeit 197. 
bimolekulare Reaktion 198 bis 

201. 
Binomialkoeffizient 47, 141. 
Binomialformel und -reihe, bi

nomische Reihe, binomi
scher Satz 113, 141-142. 

Bogen eines Kreises 20-21. 
und Sehne 54. 

BogenmaB eines VVinkels 20 
bis 21. 

Ubergang zum GradmaB 20 
bis 21. 

Bohnenkoordinatensystem 58. 
Boltzmann 71. 
Boltzmannsche Konstante 181. 
Boyle-Mariottesches Gesetz 13 

bis 14, 37, 125, 146. 
auf Logarithmenpapier 41. 
Behandlung mit Rechen

schieber 26. 
s. a. ideales Gas. 

Brechungsgesetz 
Herleitung 153-154. 
Nomogramm 23. 

Briggsscher Logarithmus 
s. Zehnerlogarithmus. 

Buchstabe s. Zeichen. 
Bunsen 98. 
Burkhardt 27. 



Carnotscher KreisprozeB 172. 
Cavalierisches Prinzip 137, 143. 
ch s. Hyperbelfunktionen. 
chemische Kinetik s. Reaktion. 
chemisches Gleichgewicht 197. 
chemische Statik 198. 
Q:O\, Q:ot s. Hyperbelfunktionen. 
Cosinus s. Sinus, Hyperbel-

funktionen. 
Cotangens s. Tangens, Sinus, 

Hyperbelfunktionen. 
Coulombsches Gesetz s. Gravi-

tation. 
Courant 202. 
Crantz 36, 49, 85. 
cth s. Hyperbelfunktionen. 

D fiir Differenzieren 70. 
Dampfdichte 101. 
Dampfmaschine 125-127, 152, 

172. 
Dampfung 180. 
Definitionsbereich einer Funk

tion 3. 
dekadischer Logarithmus s. 

Zehnerlogarithmus. 
Dekrement, logarithmisches 

180. 
demonstrative 130. 
derivieren 70. 

s. a. Ableitung. 
Derivierte s. Ableitung. 
Descartes 122. 
Dextrose 195. 
Diagramm s. graphische Dar

stellung. 
Dichte 

als Funktion des Ortes 60. 
s. a. spezifisches Gewicht. 

Dieselmotor 172. 
Differential 

als Rechtecksstreifen 117, 
136, 138. 

als senkrechte Strecke 92, 
117, 138. 

an der abgeleiteten Kurve 
117, 138. 

an der Urkurve 92,117,138. 
bei Funktionen mehrerer Ver-

anderlicher 115-117. 
beim Integrieren 93, 144. 
Definition 92. 
der Differentialrechnung 92, 

117, 136. 
der Integralrechnung 117, 

136. 
der unabhangigen Verander

lichen 92, 115. 
einer zusammengesetzten 

Funktion 150-152. 
Fehlerrechnung 98-102,145 

bis 146. 
fiir y = x 92. 
Gleichsetzen der Differen

tiale 96. 

Namen- und Sachverzeichnis. 

Differential 
geometrische Deutung 92, 

117, 138. 
Grundformel 103, 117. 
hahere Differentiale 109. 
im Sinne des Differentials 

104, 116, 137, 187. 
Invarianz 93, 96, 150-152, 

161-162. 
Mittelwertsatz 110, 117. 
naturwissenschaftliche Be

deutung 103-104, 115 bis 
117. 

Sektordifferential 136. 
und Funktionsdifferenz 96 

bis 97, 103, 115-116. 
s. a. Ableitung, Arbeitsdiffe

rential. 
Differentialgleichung 

bei AgJ-Bildung 96. 
bei einer rotierenden Fliissig

keit 76. 
der Abkiihlung 192-193. 
der adiabatischen Zustands

anderung 176. 
der barometrischen Hohen

formel 175. 
der Exponentialfunktion 186 

bis 187. 
der gedampften Schwingun-

gen 180. 
der Zuckerinversion 196. 
des Ertragsgesetzes 190-191. 
des Lichtdurchgangs durch 

eine Platte 104, 187. 
des Robertsonschen Wachs

tumsgesetzes 201. 
fiir Ansteigen eines Stromes 

192. 
fiir Fall gegen Luftwider-

stand 193. 
Grundsatzliches 137. 
einer Kreisschar 163. 
Separation der Verander-

lichen 162. 
systematisches Studium 112. 
Trennung der Veranderlichen 
162. 

Differentialliypothese 96, 137. 
Differentialmethode 137-138, 

175, 176. 
Differentialquotient 93. 

bei Funktionen mehrerer Ver
anderlicher 115. 

-en, h6here 109. 
s. a. Ableitung. 

Differentialrechnung 
Differential der Differential-

rechnung s. d. 
Fundamentalsatz s. d. 
Grundbegriff Ableitung 69. 
Grundformel 103. 
Mittelwertsatz 110, 132. 
Problemstellung 67-68. 
s. a. Ableitung. 
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Differentialsumme 118-120, 
122. 

Differentiation 70. 
s. a. Ableitung, Differenzie

ren, graphische Differen
tiation. 

Differentiationsreihenfolge 86, 
116-117. 

Differenz 47. 
Argumentdifferenz 32. 
der unabhangigen Verander

lichen 97, 120. 
di'Vidierte s. Differenzenquo-

tient. 
-enschema 47. 
Fehlerrechnung 101. 
Zeichen I.:::. 47. 
s. a. Funktionsdifferenz. 

Differenzenquotient 45-46, 91. 
einer linearen Funktion 106. 
-enschema 46. 
und Ableitung 91, 105, 113. 

Differenzierbarkeit 76-77, 
105, 108. 

einseitige 82. 
gleichmaBige 119. 
s. a. nichtdifferenzierbar. 

Differenzieren 70. 
einer Gleichung 159-160. 
logarithmisches 172. 
s. a. Ableitung. 

Differenzierregeln s. Ableitung. 
Diffusion 114, 193. 
dimolekulare Reaktion 198 bis 

201. 
Dingler 194. 
direkte Beobachtungen 84. 
direkte Proportionalitat s. Pro-

portionalitat. 
diskrete Argumente 11. 
dividierte Differenz s. Diffe

renzenquotient. 
Doppelleiter und Doppelskala 

s. Leiter, Nomogramm. 
Doppelnullstelle s. mehrfache 

Wurzel. 
Doppelpfeil 197. 
doppelsinnige Reaktion 197, 

198, 201. 
Doppelwagung 101. 
Doppelwurzel s. mehrfache 

Wurzel. 
Drehkegel 142-143. 
Drehkorper, Volumen 125. 
Drehparaboloid 

als Oberflache einer rotie
renden Fliissigkeit 76. 

Differenzieren und Erzeu
gung 78-79. 

Minimum 87. 
Volumen 76, 126. 

Drehung 
einer Fliissigkeit 76. 
gemessen durch den Winkel 

20-21. 
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Drehung 
Geschwindigkeit bei einer 

Drehung 37, 70. 
positive oder negative 15, 18. 
Sinn einer Drehung 15, 18. 

Dreieck 
Abstande von den Seiten 62 

bis 63. 
Fehlerrechnung 98. 
sphiirisches 11. 
Winkelhalbierende 65. 

Dreieckspapier 62-64. 
Dreimolekiilreaktion 200. 
Durchhang 182. 

e als Grenzwert 100,183-184. 
Berechnung 183. 
graphische Definition 168. 
und organisches W achstum 

185-187. 
und Zinseszinsen 184-185. 
s. a. Exponentialfunktion, 

natiirlicher Logarithmus. 
ebene Schnittkurve 59, 61, 78 

bis 79. 
ebenes Koordinatensystem s. 

Koordinatensystem. 
Ecke einer Kurve 76--77, 81, 

82, 108. 
beim Mittelwertsatz 110. 
beim Integrieren 127. 

Effektivwert 164. 
Eichkurve und Eichnomo· 

gramm eines Spektral
apparates 22-23. 

Eichwald 197. 
eindeutige Funktion 6. 
eindeutiger Zweig 6, 159. 

bei der Quadratwurzel 11 
bis 12, 16-17. 

bei impliziter Definition 15. 
Einfallswinkel 154. 
Einfluchten 64. 
Einheitshyperbel 182. 
Einheitskreis 20, 182. 
Einheitsstrecke 5. 
Einheitswert 27. 
Einmolekiilreaktion 43, 200. 

s. a. Zuckerinversion. 
Einschalten eines elektrischen 

Stromes 43, 191-192. 
einseitige Differenzierbarkeit 

76-77, 82, 108. 
einsinnig s. monoton. 
einsinnige Reaktion 197, 198. 
elastische Feder 124. 
elastische Schwingungen s. 

Schwingungen. 
Elastizitat 10. 
Elastizitatsmodul 37. 
elektrische Ladung s. Konden-

sator, Stromstarke. 
elektrischer Strom 

Arbeit 163-165. 
Eiuschalten 191-192. 

Namen- und Sachverzeichnis. 

elektrischer Strom 
Warmeentwicklung 164. 
wattloser 165. 

Elektrizitatsmenge s. Gravita
tion, Kondensator, Strom
starke. 

Elektrizitatsstromung 114. 
Stromstarke 105. 

Elektrochemie 172. 
Elektrometer 180. 
Elektrotechnik 66-67, 158 bis 

159. 
Elementararbeit 137. 
Elemente 

galvanische 172. 
Zerschneidung in Elemente 

137. 
Elongation 156, 180. 
Emde 115. 
Empfindung(sstarke) 193. 
EmpfindungshOhe 193. 
Energie 

elektrische 164. 
innere 171. 
potentielle und kinetische 37, 

88. 
s. a. Arbeit. 

Energieverteilung im Spektrum 
181. 

Energiewandler 171. 
Entladung einer Leidener Fla-

sche 188. 
Entropie 117. 
entsprechend, Zeichen 8. 
Entwicklung, Taylorsche, s. 

Taylorsche Entwicklung. 
erhaben 83. 
Erhebungssumme Irs. 
Erregung(sstarke) 193. 
ErregungshOhe 193. 
Ersatz 

der Funktionsdifferenz durch 
das Differential 97-98, 
103-104. 

der Kurve durch die Tan
gente 97, 103. 

Erstarrungstemperatur einer 
Legierung 63-64. 

Ertragsfunktion, -gesetz,-kurve 
43-44, 189-196. 

Esterbildung 197. 
Eulerscher Multiplikator 116. 
Eulersche Seilformel 189. 
Existenz der Ableitung 76 bis 

77, 105, 108. 
Expansions-Kolbendampf

maschine 127. 
explizite Definition einer 

Funktion 2-3, 13. 
Explosionsmotor 172. 
Exponentialfunktion (natiir· 

Hche und allgemeine) 40, 
172, 173. 

Abklingen 178. 
Ableitung 172, 179. 

Exponentialfunktion 
als Umkehrfunktion des 

Logarithmus 42, 172 bis 
173. 

Anschauliches 178-179. 
Asymptote 178. 
anf Logarithmenpapier eine 

Gerade 40, 179. 
bei Lichtabsorption 104, 187 

bis 188. 
Beispiele 187-189. 
Differentialgleichung 186 bis 

187. 
Grenzwertdarstellung 183 

bis 184. 
Grundzahl e 100, 168, 173. 
Integration 179. 
Leiter 178. 
Name natiirlich 179. 
Nomogramm 178. 
Schaubild 178. 
Tafeln 179. 
Tavlorsche Reihe 183. 
und organisches W achstum 

185-187. 
und Zinseszinsen 184-185. 
s. a. Ertragsgesetz, GauJ3sche 

Fehlerkurve, Hyperbel
funktionen, Logarithmus, 
natiirlicher Logarithmus. 

Exponentialpapier 40-41, 43 
bis 44. 

Exponentialreihe 183. 
Exponentialverteilung 180 bis 

181. 
exponentielle Annaherung an 

einen Grenzwert 189-196. 
exponentielles Abklingen 178, 

180, 188. 
exponentielles Anwachsen 178, 

184-187. 
exponentielle Verteilung 180 

bis 181. 
Extinktionskoeffizient 187. 
Extremum s. Maximum und 

Minimum. 
ExzeB, sphiirischer 11. 

Fahrstrahl 18. 
Faktor, integrierender 116. 
Fakultat n! 47, 111. 
Fall mit Luftwiderstand 191. 
Fallformeln 11, 36, 37, 38, 75, 

83, 191. 
Fallinie 61. 
Farben diinner Blattchen 95 

bis 96. 
Fechner s. Weber-Fechner

sches Gesetz. 
Feder, Spannen 124. 
Fehler 84. 

beim Rechenschie ber 177. 
mittlerer 180. 
relativer 101. 



Fehlerintegral 180. 
Fehlerkurve 180. 
Fehlerrechnung 97-102, 145 

bis 146. 
bei der Tangentenbussole 

148-149. 
beim Rechenschie ber 177. 

Fehlerverteilung 180. 
Fehlinglosung 88. 
Feldstarke 147. 
Fermat 153. 
Festwert 11, 27. 

s. a. Konstante. 
Fischer 36, 85. 
Flache = Flacheninhalt 

eines Kreises aus Durch
messer mit Rechenschie
ber 25-26. 

eines spharischen Dreiecks 
11. 

einesRechtecks 56. 
Flache = Oberflache 58. 

DarsteIlung durch Hohen
linien 61. 

in kotierter Projektion 61. 
Schnittkurve mit einer 

Ebene 59, 61, 78-79. 
Flache der abgeleiteten Kurve 

117. 
angenahert durch Rechtecks

summe 118. 
gleich Hohenunterschied der 

Urkurve 119-120. 
Flii.che einer Kurve 120, 128. 

als unbestimmtes Integral 
135-137. 

bei Spriingen 127. 
der geraden Linie 122. 
der gleichseitigen Hyperbel 

166. 
der Kosinuslinie 126-127. 
der Kraftkurve 123. 
der Parabel 142. 
derVolumen-Druckkurve125. 
der Zustandskurve 125. 
eines Hyperbelsektors 182. 
eines Kreises durch Integra-

tion 134-135, 163. 
eines Kreissektors 182. 
durch Auszahlen 123, 135, 

167. 
durch graphische Integration 

134-135. 
durch Planimeter 123-124, 

135. 
in Polarkoordinaten 125 bis 

126. 
positive und negative 126 

bis 127. 
Flachengeschwindigkeit 136, 

156_ 
Flie13belastung, Flie13verlange

rung 10. 
Fluchtentafel 64-67. 

s. a. Nomogramm. 
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Fliissigkeit. 'Funktion (einer Verander-
Lichtdurchgang 104, 187 bis lichen). 

188. lineare s. d. 
rotierende 76, 137. mehrdeutige 6. 
Stromung 114. mittelbare s. zusammenge-
s. a. van der Waalssche Glei- setzte Funktion. 

chung. natiirlicher Wert 54. 
Folge von Differenzenquotien- NuIlstelle 44-45. 

ten 105. pathologische 9. 
Formanderung beim Zugver- periodische 50-52,114-115. 

such 10. primitive s. Integral, unbe-
Formwandlung 62. stimmtes. 
Formel ffir eine Funktion 11. Proportionalitat s. d. 

Grundsatzliches 12-13. quadratische 84-85. 
Fortschreitungsstiick 116. Skala einer Funktion 21-22. 
Fourier 115. steigt 79. 
Fourierkoeffizient 115. stetig, Stetigkeit 9-10. 
Fouriersche Reihe 114-115, TabeIle od. Tafel 4. 

157. Taylorsche Entwicklung 
freier FaIl 11, 36,37,38,75,83. 110-114. 
Frequenz 67, 114, 157. trigonometrische s. d. 
Fruchtzucker 195. Umkehrfunktion 15-17. 
Friesecke 105. unentwickelte 13-15. 
Fundamentalsatz der Differen- ungerade 51. 

tial- undIntegralrechnung Unstetigkeit s. d. 
1. Fassung 120. verniinftige 9. 
2. Fassung 121. zusammengesetzte s. d. 
3. Fassung 135-136. Zwischenfunktion 17-18. 
Beispiele und Anwendun- zyklometrische 55. 

gen 122-124. h -h'x' 
Giiltigkeit 127. Y n e 180. 

Funktion (einer Verander-
lichen) -.!... 34-35. 

Ansteigen 67-70. x 
Beispiele 2, 4-5, 11-12. ~ 35. 
Bezeichnungen 3-4. x 
DarsteIlung durch eine Kurve s. a. Kehrwert, Kubikwurzel, 

s. gra~hische DarsteIlung. KubuS, lineare Funktion, 
Darstellung durch eine Lei- Logarithmus,Potenz, Qua-

ter 21-22. drat, Quadratwurzel. 
DarsteIlung in Polarkoordi- Funktion von zwei und mehr 

naten 18-19. Veranderlichen. 
Definition 2-3, 13-15. Beispiele 56. 
des organischen Wachstums Darstellung durch eine 

186. Flache 58. 
eindeutige 6. Definition 55. 
einer komplexen Verander- des Ortes 60-61. 

lichen 182. Differential 115-117. 
explizite Definition 2-3, 13. Differenzieren 78-79. 
faIlt 79. Funktionsdifferenz 115-117. 
Festlegung durch eine For- Konstanthalten von Ver-

mel II. anderlichen 56, 79. 
Formel ffir eine Funktion II. Leitertafel 64-67. 
Fouriersche Reihe 114-115. Maximum und Minimum 86 
Funktion von Funktion s. zu- bis 88. 

sammengesetzte Funktion. Mittelwertsatz 117. 
ganze rationale 44. Netztafe161-64. 
gerade 51. Niveauflachen und -linien 
graphische DarsteIlung s. d. 60-61. 
gro13terundkleinster Wert 82. Stetigkeit 58. 
HiHsfunktion 17-18. tabeIlarische Darstellung 56 
hyperbolische 178,181-183. bis 57. 
implizite Definition 13-15. Taylorsche Entwicklung 117. 
inverse 15-17. s. a. Nomogramm, partielle 
Leiter einer Funktion 21-22. Ableitungen. 
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funktional s. Funktion. 
Funktionsdifferenz 

bei Funktionen mehrerer 
Veranderlicher 115-116. 

eines Produktes 139. 
hohere 109. 
Mittelwertsatz 110. 
Taylorsche Entwicklung 110 

bis 114. 
und Differential 96-97, 

103, 115-117. 
von sin x 110. 
von y = x 97. 

Funktionsdifferenzensumme 
118. 

Funktionsgleichung 3. 
Funktionsleiter s.Leiter, Nomo

gramm. 
Funktionstabelle, -tafel 4, 56 

bis 57. 
Funktionszweig s. eindeutiger 

Zweig. 

Galvanische Elemente 172. 
ganze rationale Funktion 44. 
ganze Zahlen, Summe 122. 
ganzlogarithmisches Papier 40 

bis 41, 43--44. 
Gas 

Auflosung in Fliissigkeiten 
193. 

Ausstromungszeit 98. 
s. a. ideales Gas, van der 

Waalssche Gleichung. 
Gasdichte 98. 
Gasgesetz, -gleichung 

s. ideales Gas,. van der 
Waalssche Gleichung. 

Gaskonstante 59. 
und spezifische Warme 161, 

177. 
GauB 84, 101, 148. 
GauBsche Fehlerkurve, GauB

sche Verteilung 180-181. 
Gay-Lussacsches Gesetz 37. 
gedampfte Schwingungen 179 

bis 180. 
Gefallinien 61. 
Gegenreaktion 197. 
gegensinnige Leitern 24. 
Gemisch 56, 62-64. 
Genauigkeitsschatzung beim 

Rechenschieber 177. 
s. a. Fehlerrechnung. 

geographische Lange und 
Breite 60. 

geometrische Progression 187. 
geometrische Reihe 142. 
geomet,risches Mittel 102. 
geothermische Tiefenstufe 32 

bis 33. 
Gerade s. gerade Linie. 
gerade Funktion 51. 

Namen- und Sachverzeichnis. 

gerade Linie . Geschwindigkeits-Zeitschau-
Abschnitt auf der y-Achse bild 69, 70. 

29. Gewicht, spezifisches s. spezi-
Abschnittsform 31. fisches Gewicht. 
als Bild der linearen Funk- Gipfelpunkt s. Maximum und 

tion 28. Minimum. 
als Bild gleichformiger Vor- Gitterspektrum 33. 

gange 28-29. gleichformige Bewegung 28 
auf Logarithmenpapier 40 bis 29, 36, 69. 

bis 44. gleichformige Vorgange 28-29. 
Fli.icheninhalt 122. s. a. proportional. 
Geradenbiischel 29. Gleichformigkeit im Kleinen 
Gleichung 28-33. 31, 103, 137. 
graphische Integration 133. Gleichgewicht, chemisches 197, 
Integralgerade 69. 198. 
Integration 122. Gleichgewichtslagen 88. 
parallel der x-Achse 27, 68. gleichmaBige Leiter 21-23. 
parallel der y-Achse 30. beim Rechenschieber 25. 
Parallelverschiebung 68 bis gleichmaBiges Ansteigen einer 

69. Geraden 28-29, 68-69. 
Parameter 29. gleichseitige Hyperbel 34-35. 
Richtungsform 30. als abgeleitete Kurve 165. 
Richtungskoeffizient 30. als p V-Kurve 125. 
Schar paralleler Geraden 68 Asymptoten 35. 

bis 69. Flache 166. 
Stammgerade 69. graphische Integration 167. 
SteigungsmaB 29, 68. Hyperbelfunktionen 178, 181 
zwei gerade Linien 30-31. bis 183. 
s. a. Ausgleich(ung)sgerade. in Polarkoordinaten 182. 

Geradenbiischel 29. Sektor 182. 
gerades Verhaltnis s. Propor. Stammfunktion natiirlicher 

tionalitat. Logarithmus 166-168. 
Gerippe einer Kurve 89. Unendlichkeitsstelle 34 bis 
Gesamtstrahlung eines schwar- 35, 166. 

zen Strahlers 38. Zustandsgleichung 61-62, 
gesattigter Wasserdampf 43. 125. 
Geschwindigkeit gleichsinnige Leitern 23-24. 

allgemein 69. Gleichung 3. 
als Grenzwert 108-109. allgemeine lineare 30. 
bei beliebiger Bewegung 70. Boyle-Mariottesche 13-14, 
bei gleichformiger Bewegung 37, 125. 

29, 69. der geraden Linie 28, 30-31. 
bei gleichformiger Drehung Differenzieren einer Glei-

37. chung 159-160. 
bei Schwingungen 157. einer Kurve 6. 
in Polarkoordinaten 155. eines idealen Gases 13-14, 
mittlere 108. 59, 125. 
negativ 79-80. eines Kreises 14-15. 
positiv 79-80. Gay-Lussacsche 37. 
proportional dem Unter- graphische Auflosung 30 bis 

schiede gegen den Hochst- 31, 44--45, 90. 
wert 190. N ewtonsches Verfahren 90 bis 

proportional der GroBe 91. 
selbst 187. numerische Auflosung 90 

Stromstarke 109. bis 91. 
umgekehrt proportional der Poissonsche 38, 161. 

GroBe selbst 95. Regula falsi 90-91. 
s. a. Ableitung, Reaktions- vander Waalssche 14, 60,160. 

geschwindigkeit, Wachs- Gleichungssystem 3. 
tumsgeschwindigkeit, Win- graphische Losung 30-31. 
kelgeschwindigkeit. Glied erster, zweiter, ... Ord-

Geschwindigkeitskonstante nung 111-112. 
198. gliedweises Differenzieren und 

Geschwindigkeits-Wegschau- Integrieren 74-75,138 bis 
bUd 152. 139. 



Glockenkunoe ISO. 
Gliihelektronenstrom 3S. 
Gliihlampe 42-43. 
goniometrisch s. trigono-

metrisch. 
goniometrischer Pythagoras 

50, 163. 
Gradient des Luftdrucks S1. 
GradmaB eines Winkels 19-21. 

Obergang zum BogenmaB 
20-21. 

graphische Ausgleichung 32 
bis 33. 

auf Logarithmenpapier 40 
bis 44. 

graphische Darstellung 
Beispiele 7-S. 
durch Niveauflachen und 

-linien 60-61. 
Grundlagen 5-6. 
im Raume 57-60. 
in Polarkoordinaten 18-19. 
Netztafeln 61. 
praktische Winke 7. 
schiitzt vor Fehlern 77. 

graphische Differentiation 69 
bis 70, 77-7S. 

graphische harmonische Ana
lyse ll5. 

graphische Integration 133 bis 
135, 149. 

der geraden Linie 133. 
der gleichseitigen Hyperbel 

167. 
des Kreises 134-135. 
Grundsatzliches 134. 

graphische Losung 
eines Gleichungssystems 30 

bis 3l. 
von Gleichungen 30-31,44 

bis 45, 90. 
graphische Verfahren 13. 
Gravitation 3S, 124, 137, 147 

bis 14S. 
Green 14S. 
Grenzen eines bestimmten In

tegrals 120. 
Transformation 162. 

GrenzfalI, -gebilde, -lage lOS. 
Grenziibergang 106, lOS, II9 

bis 122. 
Grenzwert 53. 

als natiirlicher Wert 106 bis 
107. 

des Differenzenquotienten 
105. 

einer Rechteckssumme 120, 
123, 127-12S. 

exponentielle Annaherung an 
einen Grenzwert IS9-191. 

fiir e 100, IS3-lS4. 
und unendlich klein 107. 

sin x 
von -- 53-55, 105, 107, 

x 
U3. 

Walther, Einfiihrung. 

Namen- und Sachverzeichnis. 

Grenzwertrechnung 136. 
Grimsehl 96, 161. 
groBe Periode des Pflanzen

wachstums 202. 
im GroBen 31, 103. 
GroBen, unendlich kleine 107 

bis lOS, 120. 
GroBenordnung 99, 103. 
Grundformel der Differential

rechnung 103, 104-105, 
109. 

bei Funktionen mehrerer 
Veranderlicher II7. 

Taylorsche Entwicklung llO 
bis ll4. 

und Mittelwertsatz llO. 
s. a. Fehlerrechnung, Nahe

rungsrechnen. 
Grundschwingung, -ton ll5. 
Grundzahl e des natiirlichen 

Logarithmus und der Ex
ponentialfunktion s. e. 

Guldberg 197. 

Halblogarithmisches Papier 41 
bis 43. 

Halbwertargument IS9. 
Halbwertzeit ISS. 
Hamann 27. 
Happach 13. 
harmonischer Analysator ll5. 
harmonische Analyse II4 bis 

1I5. 
harmonische Bewegung s. 

Schwingungen. 
harmonische Schwingungen s. 

Schwingungen. 
Haufigkeit ISO, 19S. 
Hauptglied 103. 
Hayashi 179. 
hebbare Unstetigkeit 54. 
Hegemann 13. 
Hering, Wachstum 43-44, 193, 

202. 
Hermann 1I5. 
Hilfsfunktion, -veranderliche 

17-18. 
hintere Tangente 76-77, lOS. 
Hochstwert 43, IS9. 
van t'Hoff 172. 
Hohe, mittlere 136. 
Hohenempfindung 193. 
Hohenformel 

adiabatische 176. 
barometrische 174-176. 

Hohenlinien, Hohenschichten
karte 61. 

hOhere Ableitungen S6. 
hOhere Differentiale und Diffe-

rentialquotienten 109. 
hoW 83. 
Hookesches Gesetz 10, 37. 
Hopfenkoordinatensystem 5S. 
Huygens 122. 
Hydratbildung 187. 
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Hyperbel s. gleichseitige Hy
perbel. 

Hyperbelfunktionen 178, 181 
bis 183. 

Hyperbelsektor lS2. 
Hyperbeltrapez 166. 

Verschieben 170. 
hyperbolischer Logarithmus s. 

natiirlicher Logarithmus. 
hyperbolisches Paraboloid 59. 
hyperbolische Funktionen 178, 

181-183. 
Hypotenuse im rechtwinkligen 

Dreieck 14-15, 50, 56. 

Ideales Gas 
adiabatische Zustandsiinde

rung 3S, 41,161,176-177. 
Arbeit bei adiabatischer Aus

dehnung 161. 
Arbeit bei isothermer Aus

dehnung 124-125, 17l. 
Arbeitsdifferential ll6, 125, 

146, 160. 
Boyle-Mariottesches Gesetz 

13-14, 26, 37, 41, 125. 
Drucksteigerung 79. 
Entropie 1I7. 
Gay-Lussacsches Gesetz 37. 
innere Energie 17l. 
Kompressibilitat 146, 160. 
Netztafel 61-62. 
Poissonsches Gesetz 38, 161, 

176-177. 
spezifisches Gewicht 37. 
Temperaturanderung 79, ll6. 
Verhaltnis l( der spezifischen 

Warmen 3S, 41, 161, 177. 
Zustandsgleichung und Zu-

standsflache 59, 125. 
imaginar 182. 
im GroBen 31, 103. 
im Kleinen 31, 103, 137. 
implizite Definition einer 

Funktion 13-15, 58-59, 
159. 

bei der linearen Funktion 30. 
bei der Quadratwurzel 17. 
bei mehreren Veranderlichen 

59. 
im Sinne des Differentials 104, 

II 6, 137, lS7. 
Index 

als unabhiingige Veran
derliche 4. 

beim partiellen Differenzie
ren 7S-79. 

zum Konstanthalten einer 
Veranderlichen 79. 

Indikatordiagramm 125, 127. 
indirekte Beobachtungen 8S. 
indirekte Proportionalitat s. 

umgekehrte Proportiona
litat. 

induktiver Widerstand 159, 165. 
14 
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Inhalt s. Flache, Volumen. 
infinitesimal 107. 
innere Energie 17I. 
Instrumente 

harmonischer Analysator 
115. 

Integraph 134. 
Koordinatograph 7. 
Planimeter 123. 
Rechenmaschinen 26-27. 
Rechenschieber 25-26. 

Integrabilitatsbedingung 116. 
Integral, bestimmtes s. be

stimmtes Integral. 
Integral, unbestimmtes 

bestimmtes Integral als un
bestimmtes Integral 135 
bis 137. 

Definition 71. 
Flacheninhalt als unbe

bestimmtes Integral 135 
bis 137. 

Transformationsregel 161. 
zur Auswertung des bestimm

ten Integrals 12l. 
s. a. Fundamentalsatz der 

Differential- und Integral
rechnung, Integration. 

Integralgerade 69. 
Integralgesetz 36, 137. 
Integralkurve 7I. 
Integralzeichen 71, 93, 120, 

121. 
Integralrechnung 

Differential der Integral
rechnung s. d. 

Fundamentalsatz s. d. 
s. a. Integration. 

Integrand 7l. 
Integraph 134. 
Integration 

anschauliche Deutung 120 
bis 122, 135-136. 

auf beiden Seiten 76, 96. 
Definition 7l. 
der Potenz 142, 161, 165. 
der reziproken Quadrat-

wurzel 94. 
des Kehrwertes 165. 
einer Differentialgleichung 

76, 96, 162. 
einer Konstanten 73. 
einer Summe 75. 
graphische s. graphische In-

tegration. 
Grundsatzliches 74, 144. 
konstanter Faktor 75. 
partielle 143-145. 
Produktintegration 143-145. 
Rechenregeln fiir das be-

stimmte Integral 126-127 . 
Substitutionsregel 161. 
Teilintegration 143-145. 
iiber Spriinge hinweg 127. 

Namen- und Sachverzeichnis. 

Integration 
Umkehrung zur Differentia-

tion 71-72, 93. 
von x 76. 
von 2x 72. 
von cos x 73, 126-127. 
von - sin x 73. 
von sin x 75-76. 

1 
von - 165. 

x 
von sin2 x und cos2 x 144 bis 

145, 163. 
1 

von 1 + X2 149. 

von -1 -~2 171, 182. -x 

von _1 __ 171, 183. 
VI + x 2 

von 1 ___ 95. 
Yl-x 2 

s. a. bestimmtes Integral, In
tegral, unbestimmtes. 

Integrationskonstante, willkiir
liche 71, 121. 

Festlegung 72, 76, 96, 186, 
187, 191, 196, 199, 201. 

Integrationskonstanten bei 
Schwingungen 157. 

naturwissenschaftliche Ge-
sichtspunkte 71-72. 

Integrationsprinzip 124, 175. 
Integrationsproblem 134. 
Integrationsveranderliche 135 

bis 137, 166, 170. 
Integrieren s. Integration. 
integrierender Faktor 116. 
Integrierregeln s. Integration. 
Interpolation 

bei aquidistanten Interpola-
tionsstellen 46-47. 

Beispiel 47-49. 
Besselsche 49. 
einer Funktion durch eine 

Kurve 6, 8-9. 
Grenzfall Taylorsche Ent-

wicklung 113-114. 
in die Mitte 49. 
line are 31-32, 46. 
mittels Differenzenrechnung 

45-49. 
mittels Zentraldifferenzen 

48-49. 
nach AugenmaJ3 61, 63-64. 
Newtonsche 45-46. 
Stirlingsche 48-49. 

Interpolationsparabel 45. 
und Schmiegungsparabel 

113-114. 
Interpolationspolynom 45. 

und Schmiegungspolynom 
113-114. 

Interpolationsrechnung 13, 31 
bis 32, 45-49, 113-114. 

InterpolationssteHen 45. 
zusammenriickende 113 bis 

114. 
Intervall 10. 

Rand 82. 
Invarianz des Differentials 93, 

96, 150-152, 161-162, 
165. 

inverse Funktion s. Umkehr
funktion. 

Inversion des Rohrzuckers 43, 
195-196. 

Joddampfeinwirkung auf Sil-
ber 137, 95-96, 38. 

Joulesche Warme 163. 
Isohypsen 61. 
isoperimetrisches Problem 89. 
isotherme Zustandsanderung 

eines Gases s. ide ales Gas. 
Iteration 90-91. 
Junker 163. 

Kalorimetrische Messungen 
193. 

Kapazitat 158, 164. 
kapazitiver Widerstand 159, 

165. 
Katalyse 86, 201. 
Katenoid 88-89. 
Kegel 142-143. 

1 
Kehrwert --

x 
Ableitung 146. 
graphische Integration 167. 
Integration 165. 
Leiter 24. 
Naherungsrechnen 99. 
numerische Integration 168. 
Schaubild gleichseitige Hy-

perbel 34. 
Unendlichkeitsstelle 34--35. 
s. a. natiirlicher Logarith

mus. 
Keplersches Gesetz 136, 137, 

156. 
Kettenbriicke 182. 
Kettenlinie 88, 182. 
Kettenregel 150-153. 
Kinematik 152. 
Kinetik, chemische s. Reak-

tion. 
kinetische Energie 37. 
Kirchhoff 71. 
kleine GroJ3en 99-102. 
im Kleinen 31, 103, 137. 
kleinere Ordnung 99, 103. 
Kleistsche Flasche 188. 
Knallgasexplosion 197. 
Knick s. Ecke. 
Koeffizient 27. 
Kohleverbrennung 4--5, 8, 85. 
Kohlrausch 88, 18I. 
Kollektivtheorie 18I. 
Kolorimetrie 187-188. 



kommunizierende Rohren 37. 
komplexe Veranderliche 182. 
komplexe Wurzeln 85. 
Kompressibilitat 146, 160. 
Kompression 172. 

s. a. ideales Gas. 
Kondensator 158. 

Aufladen 164. 
konkav 83. 
Konstante II, 27, 68. 

dargesteUt durch wagerechte 
Gerade 27, 68. 

Integration 73. 
liefert differenziert Null 68. 
s. a. Integrationskonstante. 

Konstantenanderung, -ver
schiebung 195. 

konstanter Faktor beim Diffe
renzieren und Integrieren 75, 

139. 
Konstanthalten einer Ver

anderlichen 56, 79. 
Konstanz der Wirkungsfakto

ren 195. 
Konvergenz, konvergieren 53, 

92. 
bei der Binomialreihe 141 

bis 142. 
bei der Exponentialreihe 183. 
beider logarithmischenReihe 

174. 
bei der Taylorschen Reihe 

Il2-113. 
beim Newtonschen Verfah

ren und der Regula falsi 
90-91. 

konvex 83. 
Konzentration 187, 196, 197. 
Konzentrationsausgleich 193. 
Konzentrationsketten 172. 
konzentrische Kreise 163. 
Koordinaten s. Koordinaten-

system. 
Koordinatenachsen 5, 57. 
Koordinatenebenen 57. 
Koordinatenkreuz 5. 
Koordinatenpapier 

Dreieckskoordinatenpapier 
62-64. 

Millimeterpa pier 7. 
Polarkoordinatenpa pier 19 

bis 20. 
s. a. Logarithmenpapier. 

Koordinatensystem 
Dreieckskoordinatensystem 

62-64. 
Kugelkoordinatensystem 60. 
Polarkoordinatensystem 18 

bis 19. 
raumliches Polarkoordina

tensystem 60. 
~echts- und Linkssystem 15, 

57, 58. 
rechtwinkliges in der Ebene 

5, im Raume 57-58. 

Namen- und Sachverzeichnis. 

Koordinatensystem 
schiefwinkliges 18. 
Sinn eines Koordinatensy

stems 15, 57, 58. 
Zylinderkoordinatensystem 

60. 
Koordinatograph 7. 
Korrelationskoeffizient 87-88. 
Korrelationstabelle 57. 
Kosinus s. Sinus, Hyperbel-

funktionen. 
Kosinuslinie, Flacheninhalt 126 

bis 127. 
Kotangens s. Tangens, Sinus, 

Hyper belfunktionen. 
Kote, kotierte Projektion 61. 
Kraft 

Arbeit·122-124. 
Kraftkurve 123. 
Kraftlinien 61. 
Kraftrichtung 127. 
Kraft-Wegschaubild 125, 127. 
Kraftefunktion 147. 
Kreis 

Bogen 20-21. 
Differenzieren 159. 
Einheitskreis 20. 
Flache durch Integration 

163. 
Gleichung 14-15. 
graphische Integration 134 

bis 135. 
isoperimetrisches Problem 

89. 
Kreisschar 163. 
Normale 159. 
Umfang 11. 
Umfang und Flache mit 

Rechenschieber 25-26. 
Kreisfrequenz 67, 157. 
Kreisfunktionen s. Sinus, Tan

gens, zyklometrischeFunk
tionen. 

KreisprozeB 117, 127, 172. 
Kreissektor 182. 
Kriimmung einer Kurve 83, 

Ill. 
kubische Parabel 34. 
kubische Warmeausdehnungs

ziffer 100. 
Kubus und Kubikwurzel 

Ableitung 140, 141. 
mit gewohnlichem Rechen

schieber 26. 
mit Rechenschieber System 

Rietz 25. 
kubische Parabel 34. 

Kugel 
Gleichung 59. 
Volumen 143. 

Kugelkoordinaten 60. 
Kulminationspunkt s. Maxi

mum und Minimum. 
Kuppenpunkt s. Maximum und 

Minimum. 
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Kurve 5-6. 
abgeleitete s. Ableitung, 

zweite Ableitung. 
Ansteigen 67-70. 
der groBen Periode des 

Pflanzenwachstums 202. 
Diskussion 89. 
erhaben 83. 
Ersatz durch die Tangente 

69-70, 97, 103. 
faUt 79. 
Geradlinigkeit 85. 
Gipfel- und Talpunkte 80. 
Gleichung 6. 
hohl 83. 
konkav 83. 
konvex 83. 
mit Ecke 76-77. 
nicht differenzierbare 76 bis 

77. 
pathologische 9. 
periodische 114-Il5. 
S-formige 8, 85-86. 
springende 10. 
steigt 79. 
stetige 9-10. 
und Funktion 6. 
unstetige 10, 34-35. 
Untersuchung und Zeichnen 

89. 
verniinftige 9. 
Wendepunkte 85-86. 
1 

2 35. x 

sinx 54 106-107. 
x ' 

x-cos x 89. 

cos :2 1 107. 

_1_-130. 
Yf-x2 

Kurvendiskussion 89. 
Kurvenstreifen, Ersatz durch 

den Rechtecksstreifen 131, 
136, 180, 181. 

Kurventafel 61-64. 
s. a. Netztafel. 

I s. In 
labil 88. 
Ladung, elektrische s. Elektri

zitatsmenge, Kondensator, 
Stromstarke. 

Lageenergie s. potentieUe Ener
gie. 

Lagrange Il2. 
Lange 

des islandischen Herings 43 
bis 44, 190. 

eines NormalmaBstahes 32. 
langsame Entladung 188. 
Laufer beim Rechenschieber 

25-26. 
14* 
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Lavulose 195. 
Lebende 7-8. 
Lebendgewicht von Schweinen 

193. 
Legierung von BIei, Kadmium, 

Wismut 63-64. 
Leibniz 27, 74, 92, 122, 160. 
Leidener Flasche 188. 
Leistung 

eines Gleichstromes 28, 38, 
56. 

eines Wechselstromes 56. 
Leistungsfaktor 165. 
Leiter einer Funktion 21-23. 

beim Rechenschieber 25-26. 
fur den naturlichen Loga-

rithmus 169. 
fur den Sinus 50. 
fiir den Tangens 50. 
fUr den Zehnerlogarithmus 

23. 
fur die Exponentialfunktion 

178. 
gegensinnige Leitern 24. 
gleichsinnige Leitern 23-24. 
Leitertafeln 64-67. 
logarithmische 23. 
reziproke 24. 
zwei Leitern 23-24. 
s. a. Nomogramm. 

Lenz 27. 
19 s. In. 
Lichtabsorption 104, 177, 187. 
Lichtdurchgang 

durch eine Platte 104, 137, 
187. 

durch ein Prisma 154-155. 
Lichtgeschwindigkeit 153, 154, 

18I. 
Lichtzeit 153. 
Liebig 2, 8I. 
Liebigsches Gesetz vom Mini

mum 81, 190. 
Limes 53. 

s. a. Grenzwert. 
Lindow 163. 
lineare 

Gleichung, allgemeine 30. 
Interpolation 31-32, 46. 
Warmeausdehnung s. Aus-

dehnung. 
lineare Funktion 28-33. 

Ableitung und abgeleitete 
Kurve 29, 68-69, 73, 74, 
106. 

dargestellt durch eine gerade 
Linie 28. 

Dif£erenzenquotient 106. 
Integration 129. 
s. a. gerade Linie, Proportio

nalitat. 
Linearisierung, Linearitat 103. 

s. a. lineare Funktion, Pro
portionalitat. 

Linksschraubung 57-58. 

Namen- und Sacbverzeichnis. 

linksseitige Tangente 76-77,' Luftdruck 
108. barometrische Hohenformel 

Linkssystem 15, 57-58. 174-176, 188. 
Linse Gradient 8I. 

Nomogramm 24, 67. Luft 
Linsengesetz 24. Auftrieb 102. 

In 166, 170-171. Gaskonstante 59. 
s. a. naturlicher Logaritbmus. N omogramm fUr spezifisches 

log s. natiirlicber Logaritbmus, Gewicht 65-66. 
Zebnerlogarithmus. VerhiiJtnis x der spezifischen 

log nat s. naturlicher Loga- Warmen 4l. 
rithmus. Zustandsanderung 4I. 

Logaritbmengesetze 169-170. s. a. ideales Gas, Luftdruck. 
Logarithmenpapier Luftreibung 180. 

Einrichtung 40. Luftwiderstand 37, 192. 
Exponentialpapier 40-41, 

43-44. 
Gerade auf Logaritbmenpa

pier 40-44, 179. 
Netztafeln auf Logarithmen

papier 62. 
Potenzpapier 41-43. 
thermodynamisches 40. 

Logaritbmensysteme, Umrecb
nung 173-174,177-178. 

logarithmische Ableitung 172, 
179. 

logarithmische Leiter 23. 
Ablesegenauigkeit 177. 
beim logarithmischen Papier 

40-44. 
beim Rechenschieber 25-26. 
fUr den naturlichen Loga

rithmus 169. 
logarithmischesDekrement 180. 
logarithmisches Differenzieren 

172, 179. 
Logarithmus 

Ableitung 177-178. 
beim Produktnomogramm 

65-66. 
Definition 173. 
Netztafel 36, 61. 
Tafel mit doppeltem Eingang 

57. 
zur Vereinfachung von Netz

tafeln 62. 
s.a.Exponentialfunktion, Lo

garithmenpapier, natur
licher Logarithmus, Zeh
nerlogarithmus. 

Lohmann ll5. 
Losung 

Behandlung mit Dreiecks· 
papier 62. 

einer Differentialgleichung 
157. 

osmotiscber Druck 37, 172. 
von Gasen in Flussigkeiten 

193. 
Losungstension 172. 
Luckey 21, 42. 
Luftdruck 8-9. 

adiabatische Hohenformel 
176. 

Maclaurinsche Entwicklung s. 
Taylorsche Entwicklung. 

Magnetismus s. Gravitation. 
Mariottesches Gesetz s. ideales 

Gas. 
Marke s. Index. 
MaBformel von Fechner 194. 
Massen, wirksame 197. 
Massenwirkungsgesetz 137, 

197, 198. 
s. a. Reaktion. 

Maximum und Minimum 
absolutes 82. 
barometrisches 81. 
bei mebreren Veranderlichen 

86-88. 
der potentiellen Energie 88. 
der Strahlungsintensitat 181. 
des Kurvenanstiegs 85-86. 
Drehparaboloid 87. 
Ecken und Spitzen 81. 
einer quadratischen Funk-

tion 84-85. 
Geschichtliches 122. 
Liebigs Gesetz vomMinimum 

81. 
Minimalablenkung beim 

Prisma 154-155. 
notwendige und hinreichende 

Bedingungen 80. 
relatives 82. 
Spiegelungs- und Brechungs-

gesetz 153-154. 
Sprachgebrauch 81. 
Tageslange 81. 
und Wendepunkt 86. 
Unterscheidung 80, 83. 

Mayer 161. 
mechanice 130. 
Mechanik, analytische 112. 
mechanische 

Arbeit s. Arbeit. 
Quadratur s. numerische In

tegration. 
mebrdeutige Funktion 6. 
mehr£ache Wurzel 

einer Gleichung 44. 
einer quadratischen Glei

chung 85, 108. 



Mehrmolekiilreaktion 195, 197, 
198. 

Merkmal 2, 180. 
merkwiirdige (= bemerkens

werte) Punkte 89. 
M9ssungsfehler s. Beobach

tungsfehler. 
Methode der kleinsten Quadrate 

Ausgleichungsgerade 87-88. 
direkte Beobachtungen 84. 
indirekte Beobachtungen 88. 
vermittelnde Beo bachtungen 

88. 
Meyer, R. 194. 
Meyer, V. 101. 
Millimeterpapier 7. 
Minimala blenkung beim Prisma 

154-155. 
Minimalflache 88-89. 
Minimum s. Maximum und 

Minimum. 
Mitscherlich 190, 193-195. 
Mittel 

arithmetisches s. arithmeti
sches Mittel. 

geometrisches 102. 
Mittellinie im Trapez 65. 
mittelbare Funktion s. zusam

mengesetzte Funktion. 
Mittelwert 

einer Funktion 124. 
= Zwischenwert 1l0. 

Mittelwertsatz 1l0, 132. 
bei Funktionen mehrerer 

Veranderlicher 117. 
mittlere Rohe 136. 
mittlerer Fehler 180. 
Modul 174. 

anschauliche Deutung 177. 
Mol 59, 197. 
moglichst gut 

im Sinne der Methode der 
kleinsten Quadrate 84, 
87-88. 

zeichnerisch 32. 
Momentangeschwindigkeit s. 

Geschwindigkeit. 
monomolekulare Reaktion 43, 

200. 
s. a. Zuckerinversion. 

monoton, Monotonie 16. 
bei der gewohnlichen Parabel 

16-17. 
bei der kubischen Para bel 34. 
bei Integraltransformation 

162. 
bei trigonometrischen und 

zyklometrischen Funktio
nen 55. 

des Logarithmus 167, 173. 
Mosch 36, 161, 172, 188. 
Muldenpunkt s. Maximum und 

Minimum. 
multimolekulare Reaktion 195, 

197, 198. 

Namen- und Sachverzeichnis. 

Multiplikator, Eulerscher 116. 
Multipliziermaschine 27. 

n! 47, lll. 
Nachbarschaft 81. 
nachher 68. 
nach x differenzieren 70. 
Naherungsrechnen 99-102, 

141, 142, 184. 
beim natiirlichen Logarith-

mus 174. 
Nahrstoffgabe s. Ertragsgesetz. 
Nahrstoffeinheit 190. 
Naphtalin 101. 
Napier (Neper) 170. 
Napierscher Logarithmus s. na-

tiirlicher Logarithmus. 
natiirlich s. natiirlicher Loga

rithmus, Exponential
funktion. 

natiirlicher Logarithmus 
Ableitung 166. 
als Flache der gleichseitigen 

Ryperbel 166. 
als Ryperbeltrapez 166. 
als Logarithmus 169, 173. 
bei isothermer Ausdehnung 

eines Gases 125, 171. 
Definition 166. 
Grundzahl e 100, 142. 
Kurve 167. 
Logarithmengesetze 169,170. 
Naherungsformel 174. 
Name 170-171, 178. 
Nomogramm 169. 
Potenzreihe 174. 
proportional zum Zehner-

logarithmus 173-174. 
Schaubild 167, 178. 
Steigung fiir x = I 167,183. 
Umkehrfunktion 172-173. 
Unendlichkeitsstelle 167. 
Zahlenwerte 167, 168. 

natiirliches MaB eines Winkels 
20-21. 

U"bergang zum GradmaB 20 
bis 21. 

natiirlicher Wert 
einer Funktion 54. 
eines unbestimmten Aus-

drucks 54, 106-107, 199. 
n-dimensionaler Raum 58. 
Neper 170. 
Neperscher Logarithmus s. na

tiirlicher Logarithmus. 
Nernst 196, 197. 
Netztafel 61-64. 

fiir Erstarrungstemperatur 
einer Legierung 64. 

fiir Potenz und Logarithmus 
33, 36. 

fiir Zinseszinsen 41. 
fiir Zustandsgleichung eines 

Gases 62. 
s. a. Nomogramm. 
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Neuendorff 13. 
Neutralisation 197. 
Newton 70, 74, 122. 
Newtonsche Interpolation 45 

bis 46. 
Grenzfall Taylorsche Ent

wicklung 113-114. 
Newtonsches 

Abkiihlungsgesetz 192-193. 
Gravitationsgesetz 38, 147. 
Verfahren 90-91, 108. 
s. a. Gravitation, Potential. 

nicht differenzierbar 76-77, 
81, 82. 

nicht umkehrbare Reaktion 
197. 

Niveauflachen und -linien 61, 
147. 

Nomogramm 21-24. 
der Siedetemperatur von 

Wasser 22. 
eines Spektralapparates 22 

bis 23. 
fiir das Brechungsgesetz 23. 
fiir das Ohmsche Gesetz 65 

bis 66. 
fiir das Produkt 65-66. 
fiir das spezifische Gewicht 

von Luft 65-66. 
fiir den natiirlichen Loga

rithmus 169. 
fiir den Wechselstromwider

stand 65-66. 
fiir den Zehnerlogarithmus 

23. 
fiir die Exponentialfunktion 

178. 
fiir Linsen und Spiegel 24, 

67. 
s. a. Leiter, Netztafel. 

Nomographie 21. 
Normale 76, 95. 
normale Verteilung 180-181. 
Nullstelle 

einer Funktion 44-45. 
einer quadratischen Funk

tion 84-85. 
nullstrebig 53, 103, 105, 107. 
numerische AuflOsung von 

Gleichungen 90-91. 
Beispiel aus der Strahlungs

theorie 181. 
numerische Integration 137, 

149. > 

des Kehrwertes 168. 
Simpsonsche Regel 129-131 
Trapezregel 128-130. 
zur Konstruktion einer 

Stammfunktion 137. 
Numerus s. Logarithmus. 

o 103. 
Oberflache einer rotierenden 

Fliissigkeit 76, 137. 
Oberflachenspannung 89. 
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Oberschwingungen, -tone 114 
bis 115. 

Odhner 27. 
Ohmsches Gesetz 3, 4, 37. 

Behandlung mit Rechen
schieber 26. 

Nomogramm 65-66. 
s. a. Stromstarke, Wechsel-

strom. 
Oktant 59. 
Ordinate(nachse) 5. 
Ordnung 

erste, zweite, ... 111-112. 
kleinere 99, 103. 

organisches Wachstum 184 bis 
187. 

osmotischer Druck 37, 172. 

7r 

Berechnung 130, 131, 149. 
Naherungsrechnen 101. 
Zahlenwert 11. 

Parabel 
allgemeine 44-45. 
kubische 34. 

Parabel, gewohnliche (qua
dratische) 16-17, 34. 

abgeleitete Kurve 72, 78. 
als Fliissigkeitsbegrenzungs

kurve 76. 
bei der Integration 122. 
durch graphische Integration 

133. 
erhaben 83. 
Flache 142. 
Heben und Senken 84-85, 

108. 
Minimum 81, 83. 
Parameter 95. 
Steigen und Fallen 79. 
Subtangente und Subnor-

male 95. 
verschobene 84-85. 
s. a. Drehparaboloid. 

Parabelregel s. Simpsonsche 
Regel. 

Parabelsegment 142. 
Paraboloid, hyperbolisches 59. 

s. a. Drehparaboloid. 
Parallele 

zur x-Achse 27. 
zur y-Achse 30. 

Parallelkurve 71. 
Parallelverschiebung 68-69, 

71, 121. 
Parameter 

der Parabel 95. 
einer geraden Linie 29. 
fiir Kreis und Hyperbel 181 

bis 182. 
Partialbruchzerlegung 199, 201. 
partielle Ableitungen 

als Differentialquotienten 
115. 

Bezeichnung 79. 

Namen- und Sachverzeichnis. 

partielle Ableitungen 
Definition 78-79. 
naturwissenschaftlicbe Be

deutung 79. 
Verschwinden 86. 
zweite 86. 

partielle Integration 143-145. 
pathologiscbe Kurven und 

Funktionen 9. 
Pauli 194. 
Pendel 

Pendelformel 18, 38, 97. 
Umkehrpunkte 81. 

Periode 50, 156. 
groBe, des Pflanzenwacbs-

turns 202. 
Periodenzahl 67, 157. 
periodische Erscbeinungen 19. 
periodische Funktionen 50 bis 

52, 114-115. 
Pfeffer 172. 
Pfeffersches Gesetz 37, 172. 
Pfeil 35, 53, 197. 
Pfeilhohe eines Kreisbogens 54. 
Pflanzenwachstum, Kurve der 

groBen Periode 202. 
Phase(nverschiebung, -winkel, 

-faktor) 52, 56, 156, 158, 
159, 164-165. 

Phlogiston 107. 
Pirani 5, 67. 
Plancksches Strahlungsgesetz 

181. 
Planetenbewegung 136, 156. 
Planimeter 123. 
Platte 

Warmeverteilung 61. 
. Lichtdurchgang 104, 137, 

187. 
Poissonscbes Gasgesetz 38, 161, 

176-177. 
auf Logarithmenpapier 41. 
s. a. ideales Gas. 

Pol s. Unendlichkeitsstelle. 
Polarachse 19. 
polarimetriscb, Polarisation 

195. 
Polarkoordinatenpapier 19-20. 
Polarkoordinaten 18-19. 

Beschleunigung 155-156. 
Geschwindigkeit 155. 
Hyperbel in Polarkoordi-

naten 182. 
raumliche 60. 
Sektor 125, 126, 182. 
Umrechnung in recbtwink-

lige Koordinaten 19. 
Polarplanimeter 123. 
Polarwinkel 18. 
Poldistanz 60. 
Polenus 27. 
Pollak 115. 
Polya 13. 
polymolekulare Reaktion 195, 

197, 198. 

Polynome 44. 
positive und negative Flacben 

126-127. 
Potential 37, 60-61, 124, 147 

bis 148. 
potentielle Energie 37, 88. 

Extremum 88. 
und Potentialdifferenz 147 

bis 148. 
Potenz 18. 

Ableitung 140, 146-147, 
150, 152, 160-161, 165. 

auf Logarithmenpapier Bild 
eine Gerade 38, 41---43. 

Auftreten in den Natur
wissenschaften 36-38, 
42---43. 

Integration 142, 165. 
mit gebrocbenem Exponen

ten 18. 
mit negativem Exponenten 

34-35. 
mit positivem Exponenten 

33-34. 
Naherungsrechnen 100, 141. 
Rechenregeln 36. 
Schaubilder 16, 33, 34, 35, 

36. 
Potenzreihe(nentwicklung) 112 

bis 114. 
s. a. Taylorsche Reihe. 

Potenzpapier 41---43. 
thermodynamisches 40. 

praktische harmonische Ana
lyse 115. 

Prazision 180. 
primitive Funktion s. Integral, 

unbestimmtes. 
Prinzip 

Cavalierisches 137, 143. 
der kiirzesten Lichtzeit 153. 

Prisma, Lichtdurchgang 154 
bis 155. 

Problem, isoperimetrisches 89. 
Produkt 

Differenz 139. 
Differenzieren 139-140,172. 
Naherungsrechnen 100. 
Nomogramm 65-66. 

Produktgesetz beim Ertrag 195. 
Produktintegration 143-145. 
Produkttafeln 57. 
Profilpapier 7. 
Progression, arithmetische und 

geometrische 187. 
Projektion, kotierte 61. 
ProlB 13. 
proportional, Proportionalitat 

27-28, 31. 
im Kleinen 31, 103, 137. 
naturwissenschaftliche Bei

spiele 28, 31, 36-37. 
s. a. lineare Funktion, umge

kehrte Proportionalitat. 
Proportionalhebel 27. 



Proportionalitatsfaktor 27. 
Priifung 

der Zuckerinversion 196. 
der Zweimolekiilreaktion 199. 
des Ertragsgesetzes 190. 
des exponentiellen Verlaufs 

187. 
des Robertsonschen Wachs-

tumsgesetzes 202. 
PuIs 157. 
Punkt fur Differenzieren 70. 
Punkte, merkwurdige (= be-

merkenswerte) 89. 
Punkthaufen 87. 
Putter 43, 193, 194. 
p V-Kurve 125. 
pythagoreischer Lehrsatz 14 

bis 15, 50, 56. 
Nomogramm 66. 

Quadrat 16-17. 
Ableitung 72, 78, 105, 140. 
am Rechenschieber 25. 
dargestellt durch Para bel 

16-17, 34. 
erhaben 83. 
Minimum 81, 83. 
Naherungsrechnen 99. 
naturwissenschaftliche Bei-

spiele 37-38. 
Steigen und Fallen 79. 

Quadrate, kleinste s. Methode 
der kleinsten Quadrate. 

quadratische Funktion 84-85. 
quadratische Gleichung 3, 84 

bis 85, 108. 
Quadratur 121-122. 

mechanische Quadratur s. 
numerische Integration. 

Quadratwurzel ll-12. 
Ableitung 94, 140. 
am Rechenschieber 25. 
Naherungsrechnen 99, 142. 
naturwissenschaftliche Bei-

spiele 38. 
Reihe 141. 
SchaubildParabeI16-17,34. 

Quadrant 7. 
Quadrantelektrometer 180. 
Quantentheorie 9, 181. 
Quotient 

Ableitung 145, 172. 
Naherungsrechnen 100. 
s. a. Kehrwert. 

Radialgeschwindigkeit und -be-
schleunigung 155. 

Radiumzerfall 13, 188. 
Radiusvektor 18. 
Rand eines Intervalles 82. 
rationale Funktion 44. 
Rauminhalt s. Volumen. 
raumliche Polarkoordinaten 60. 
raumliches Koordinatensystem 

s. Koordinatensystem. 

Namen- und Sachverzeichnis. 

Rautenpapier 62-64. 
Reaktion 

Autokatalyse 201. 
bimolekulare 198-201. 
dimolekulare 198-201. 
doppelsinnige 197, 198, 201. 
Dreimolekiilreaktion 200. 
Einmolekiilreaktion 43, 200. 
einsinnige 196, 197. 
Gegenreaktion 197. 
Katalyse 86, 201. 
Massenwirkungsgesetz 197, 

198. 
Mehrmolekulreaktion 195, 

197, 198. 
monomolekulare 43, 200. 
multimolekulare 195, 197, 

198. 
nicht umkehrbare 196, 197. 
polymolekulare 195,197,198. 
Reaktionsgeschwindigkeit 

67, 70, 86, 195-196, 197, 
198. 

Reaktionskonstante 196,198. 
trimolekulare 200. 
umkehrbare 197, 198, 201. 
unimolekulare 43, 200. 
unvollstandige 197, 198, 201. 
vollstandige 196, 197. 
Zuckerinversion 43, 195 bis 

196. 
Zweimolekiilreaktion 198 bis 

201. 
Reaktionsgeschwindigkeit 67, 

70, 86, 195-196, 197, 
198. 

Rechenblatt 61-64. 
s. a. Netztafel, Nomogramm. 

Rechenmaschine 26-27. 
Rechenschema zur harmo

nischen Analyse 115. 
Rechenschieber, -stab 25-26. 

Genauigkeit 177. 
System Rietz 25-26. 

Rechnen mit kleinen Gr6J3en 
99-102, 141, 142, 184. 

beim Logarithmus 174. 
rechnerische Erklarung der Ab

leitung 104-105, 110. 
Rechtecksstreifen fur das Dif

ferential1l7, 136, 138, 180. 
s. a. Kurvenstreifen. 

Rechteckstreppe 
beliebige 127-128. 
nach ruckwarts 127. 
nach vorwarts 118. 
Sehnentreppe 131-132. 
Tangententreppe 132-133. 
zur graphischen Integration 

132-133. 
Rechteckssumme 118. 

an der gleichseitigen Hyper
bel 169-170. 

s. a. bestimmtes Integral. 
Rechtsschraubung 57-58. 
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rechtsseitige Tangente 76-77, 
108. 

Rechtssystem 15, 57-58. 
rechtwinklige Koordinaten 5, 

57-58. 
Umrechnung in Polarkoordi-

naten 19. 
Reduktion 67, 101. 
reelle Wurzeln 85. 
Regel von der Richtung der 

Konstantenanderung 
(-verschiebung) 195: 

Regentropfen 192. 
Regressionskoeffizient 87. 
Regula falsi 90-91, 108. 
Reibung 180, 188. 
Reihe -

binomische 141-142. 
Exponentialreihe 183. 
Fouriersche 114-115. 
geometrische 142. 
logarithmische 174. 
Taylorsche 110-114. 
unendliche 112-115. 

Reihenfolge der Differentiation 
86, 116-117. 

Reiz(intensitat, -starke) 193. 
Reizschwelle 194. 
Reizunterschiedsschwelle 193. 
Reizwirkung 193. 
relative Haufigkeit 180, 198. 
relatives Maximum, Minimum, 

Extremum 82. 
relative Verbesserung, relative 

Genauigkeit, relativer Feh
ler s. Fehlerrechnung. 

Relativitatstheorie 58. 
Rest, Restglied der Taylor-

schen Entwicklung 112. 
reziprok s. Kehrwert. 
reziproke Leiter 24. 
Reziprokum s. Kehrwert. 
Richtung der Konstantenande-

rung (-verschiebung) 195. 
Richtungskoeffizient (-faktor) 

einer Geraden 30. 
Richtungsform der Gleichung 

einer Geraden 30. 
Rietz, Rechenschieber System 

Rietz 25--26. 
Rippel 193-195, 202. 
Robertsonsches Wachstums

gesetz 201-202. 
Rohrberg 26. 
Rohrzucker, Inversion 43, 195 

bis 196. 
Rotationsk6rper, Volumen 125. 
Rotationsparaboloid s. Dreh-

paraboloid. 
Roth 36, 193. 
rotierende Flussigkeit 76, 137. 
ruckwarts verschoben 52, 158 

bis 159. 
Runge 13, 88, 115. 
RuoE 88. 



216 

Sammellinse und -spiegel s. 
Linse, Spiegel. 

Sattelpunkt 86. 
Schallgeschwindigkeit 38. 
Schar 

paralleler Geraden 68-69. 
paralleler Kurven 71. 
von Kreisen 163. 

Schaulinie, -bild s. graphische 
Darstellung. 

Scheitelwert 156, 164. 
Schema 

zur harmonischen Analyse 
115. 

s. a. Differenz. 
Schichtlinien 61. 
schiefwinkliges Koordina ten-

system 18. 
Schiffsbefestigung 189. 
Schleicher & Schiill 20, 39,63. 
Schmelztemperatur eines Ge-

misches 56, 62-64. 
Schmiegungsparabel und -poly

nom 113-114. 
Schnittkurve einer l!'lache und 

einer Ebene 59, 61, 78 
bis 79. 

Schnittpunkt 
mit der x-Achse liefert Null

stelle 44--45, 84-85, 90 
bis 91. 

zweier Geraden 30-31. 
Schraubung 57-58. 
Schubert 36. 
Schwein, Lebendgewicht 193. 
Schwellenreiz 194. 
Schwerdt 21. 
Schwerpunkt eines Punkt

haufens 87. 
Schwingungen 52, 156-159. 

Differentialgleichung 157. 
Fouriersche Reihe 114-115. 
gedampfte 179-180. 
Superposition 115, 158. 
Umkehrpunkte 157. 

Schwingungsdauer, -zeit 18, 38, 
97, 156, 159. 

Sehne zwischen zwei Kurven
punkten 31-32, 90-91. 

s. a. Sekante. 
Sehnentrapez 129. 
Seifenhaut 88-89. 
Seilreibung und -bremse 188 

bis 189. 
Sekante und Tangente 91, 108, 

110. 
s. a. Sehne. 

Sektor in Polarkoordinat.en 
125, 126, 182. 

Sektordifferential 136. 
Sekundenpendel 97. 
Selbstinduktion 43, 66, 158 

bis 159, 191-192. 
Arbeit gegen die Selbstinduk

tion 164. 

Namen- und Sachverzeichnis. 

senkrechte Strecke fiir das 
Differential 92, 107, 138. 

senkrechte Tangente 76-77. 
Separation der Veranderlichen 

162. 
S-formige Kurve 8, 85-86. 

bei Autokatalyse 201. 
beim Robertsonschen 

Wachstumsgesetz 201 bis 
202. 

sh s. Hyperbelfunktionen. 
Siedetempera tur des Wassers22. 
Simpsonsche Regel 130-131, 

149, 168. 
Sinn 

einer Drehung 15, 18. 
eines Koordinatensystems 

15, 57-58. 

sinnloses Symbol -} 34. 

Sinus 
Ableitung 72-73, 105. 
Additionstheorem 52, 113. 
als Flacheninhalt 126-127. 
bei kleinem Argument 53 bis 

55. 
bei Schwingungen 52, 84, 

156-159. 
Definition 49-50. 
erhaben 83. 
Fehlerrechnung 102. 
Formelzusammenstellung 52 

bis 53. 
Fouriersche Reihe 114-115. 
hohl 83. 
Integration 73. 
Leiter 50. 
Maxima und Minima 51 bis 

52, 81, 83. 
Nullstellen 52. 
Periode 2;r 50. 
Phasenverschiebung 52. 
Potenzreihe 112-113. 
Schmiegungsparabeln 114. 
Sinuslinie 51, 54. 
Sonderwerte 51. 
Tangente 54, 73. 
ungerade 51. 
Wendepunkte 86. 
Zusammenhang mit der Ex-

ponentialfunktion 182 bis 
183. 

s. a. Hyperbelfunktionen, 
Wechselstrom. 

sinusformiger Wechselstrom 
158. 

sin 2 x 
Ableitung 152. 
in der Elektrizitatslehre 164 

bis 165. 
Integration 144-145. 
Kurve 140. 

Skala einer Funktion 21, 23. 
s. a. Leiter. 

Snellius 154. 

Sonnenspektrum und -tempe
ratur 181. 

Spaltpilze 186. 
Spanne 28, 46, 68. 

als Differential 92. 
als Differenz 97. 

Spannen einer Feder 124. 
Spannung s. Ohmsches Gesetz, 

Stromstarke, Wechsel
strom. 

Spektralapparat, Eichung 22 
bis 23. 

Spektroskopie 102. 
Eichung eines Spektralappa

rates 22-23. 
PlanckschesStrahlungsgesetz 

181. 
Stefan -Boltzmannsches 

Strahlungsgesetz 38, 43. 
Wellenlange im Gitterspek

trum 33. 
Wiensches Strahlungsgesetz 

181. 
Wiensches V erschie bungsge

setz 14, 37, 181. 
spezifiscbes Gewicbt 

Fehlerrechnung 145-146. 
von Fliissigkeiten 37. 
von Gasen 37, 175. 
von Luft, Nomogramm 65 

bis 66. 
spezifische Strahlungsintensi

tat 181. 
spezifische Warme 

bei konstantem Volumen 
116, 176. 

Verhaltnis der spezifischen 
Warmen 38, 41, 161, 177. 

spharisches Dreieck, sphari
scher ExzeB 11. 

Spiegel 
Nomogramm 24, 67. 
Spiegelgesetz 24. 

Spiegelungsgesetz 153-154. 
Spitze einer Kurve 76-77, 81, 

82. 
Sprossenrad 27. 
Sprung 10. 

bei der Fourierschen Reihe 
114-115. 

der abgeleiteten Kurve 76 
bis 77. 

Integrieren iibereinen Sprung 
127. 

Spule 158. 
Stab s. Ausdehnung. 
stabil 88. 
Staffelwalze 27. 
Stammfunktion und Stamm-

kurve s. Integral, unbe
stimmtes. 

Stammgerade 69. 
standard deviation 180. 
Standflachen und -linien 61. 
Statik, chemische 198. 



Staubteilchen 192. 
Stefan-Boltzmannsches Strah-

1ungsgesetz 38, 43. 
Steigdauer und -hiihe beim 

Wurf 37, 38. 
Steigen und Fallen einer Kurve 

67-68, 79-80. 
s. a. Maximum undMinimum. 

Steighiihe 38. 
Steigung s. Differenzenquo

tient, Ableitung. 
Steigungsdreieck 70, 77-78, 

92. 
SteigungsmaB (-koeffizient, 

-faktor) 
einer beliebigen Kurve s. Ab

leitung. 
einer Geraden 29, 68. 
und Winkel gegen die x

Achse 29-30, 69,76, 108. 
stetige Verzinsung 185. 
Stetigkeit 9-10, 58. 

und Differenzierbarkeit 105. 
und Nichtdifferenzierbarkeit 

77. 
Stirlingsche Interpolation 48 

bis 49. 
Storungstheorie 130. 
Strahlungsgesetz 

von Planck 181. 
von Stefan-Boltzmann 38, 

43. 
von Wien 14, 37, 181. 

Strammheit des Verbundcn
seins 88. 

streben 53, 92. 
s. a. Konvergenz. 

Streicblinien 61. 
Streuung 180. 
Strich fiir Differenzieren 69 bis 

70. 
Strom, elektrischer s. elektri

scher Strom. 
Stromstarke 

als Ableitung 109, 158, 164. 
in einer Gliihlampe 42-43. 
mit Tangentenbussole 148 

bis 149. 
s. a. Ohmsches Gesetz, Wech

selstrom. 
Stromungen 114. 
Subnormale und -tangente 95. 

und Beschleunigung 152. 
Substitution, trigonometrische 

163. 
Substitutionsregel 161. 

beim natiirlichen Logarith
mus 170. 

Beispiele 162-163. 
Summe 

der ganzen Zahlen 122. 
Differenzieren 74, 138. 
Fehlerrechnung 1O1. 
Grenzwert einer Summe s. be-

stimmtes Integral. 

Namen- und Sachverzeichnis. 

Summe 
Integration 75, 139. 
unendlich vieler unendlich 

kleiner GroBen 120. 
s. a. bestimmtes Integral. 

Summenzeichen 84, 112, 
sti1isiert .120. 

Superposition von Schwingun
gen 115, 157. 

Symbol s. sinnloses Symbol, 
unbestimmter Ausdruck, 
Zeichen. 

System von TabelIen 56. 

tabellarische Darstellung einer 
Funktion 

von einer Veranderlichen 43. 
von zwei Veranderlichen 56 

bis 57. 
TabelIe, Tafel 

der Exponentialfunktion 
179. 

des Fehlerintegrals 180. 
mit doppeltem Eingang 56 

bis 57. 
Tafeldifferenz 32. 
Tageslange 8I. 
Talpunkt s. Maximum und 

Minimum. 
Tangens 

Ableitung 148. 
bei kleinem Argument 53 

bis 55. 
Definition 49-50. 
des Winkels einer Geraden 

gegen die x-Achse 29-30. 
des Winkels einer Kurven

tangente gegen die x-Achse 
69, 76, 108. 

Leiter 50. 
periodisch mit Periode n 50. 
Sonderwerte 5I. 
Tangenslinie 5I. 
Unendlichkeitsstellen 51-52. 
ungerade 51. 
Zusammenhang mit der Ex· 

ponentialfunktion 182 bis 
183. 

s. a. Hyperbelfunktionen. 
Tangente 

als Ersatz fiir die Kurve 69 
bis 70, 97, 103. 

der abgeleiteten Kurve 82, 
89. 

der geraden Linie 73. 
der Sinuslinie 54, 73. 
einer Kurve 69. 
einseitige 76-77, 82, 108. 
hintere 76-77, 108. 
linksseitige 76-77, 108. 
parallel zur Sekante 110. 
Praxis des Tangentenziehens 

77-7S. 
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Tangente 
rechtsseitige 76-77, 108. 
senkrechte 76-77. 
SteigungsmaB Ableitung 69, 

90. 
und Sekante 91, 108. 
vordere 76-77, lOS. 
wagerechte 80-82. 
Winkel gegen die x-Achse 69, 

76, lOS. 
s. a. Ableitung, Differential. 

Tangentenbussole 148-149. 
Tangentenproblem 70,74, 122. 
Taylorsche Entwicklung 

(Reihe) 110-114. 
bei Funktionen mehrerer 

Veranderlicher 117. 
Binomialformel 141-142. 
der Exponentialfunktion IS3. 
der Hyperbelfunktionen 182. 
des natiirlichen Logarithmus 

174. 
des Sinus 113-114. 

Teilintegration 143-145. 
Telegraphendrahte IS2. 
Temperatur. 

absolute 31. 
in Leningrad 19. 
s. a. ideales Gas. 

th s. Hyperbelfunktionen. 
Thermodynamik 

s. Dampfmaschine, Entropie, 
ideales Gas, van der Waals· 
Bche Gleichung. 

thermodynamisches Logarith-
menpapier 40. 

Thomas 27. 
Tief, barometriscbes 81. 
Tiefenstufe, geothermische 32 

bis 33. 
Toeplersches Luftdruckvario

meter 9. 
Trager einer Funktionsleiter 21, 

64. 
Transformation eines Integrals 

161. 
beim natiirlichen Logarith

mus 170. 
Trapezformel, -regeI12S-130, 

137, 149. 
beim natiirlichen Logarith-

mus 16S. 
Beispiel 130-13I. 
Praxis 168. 
zur Konstruktion einer 

Stammfunktion 137. 
Trapez 

MittelIinie 65. 
s. a. Hyperbeltrapez. 

Traubenzucker 195. 
Trennung der Veranderlichen 

162. 
trigonometrische Funktionen 

12. 
s. a. Sinus, Tangens. 



218 

trigonometrische Reihe 114 bis 
115. 

trigonometrische Substitution 
163. 

trigonometrische Leitern 
beim Rechenschieber 25. 
Sinusleiter 50. 
Tangensleiter 50. 

trimolekulare Reaktion 200. 
Tripel 55. 

tJber( einander )lagerung 
s. Superposition. 

"Oberlebende 7-8. 
Umdrehungskorper, Volumen 

125. 
U mdrehungsparaboloid 

s. Drehparaboloid. 
Umfahren einer Flache 123, 

127. 
Umfang des Kreises 11. 

isoperimetrisches Problem 
89. 

mit Rechenschieber 26. 
umgekehrte Proportionalita t 

35. 
der Ableitung zur Funktion 

95. 
naturwissenschaftliche Bei

spiele 37. 
Schaubild gleichseitige Hy

per bel 34-35. 
umgekehrtes Verhaltnis s. um

gekehrte Proportionalitat. 
umkehrbare Reaktion 197,198, 

201. 
Umkehrfunktion 15-17. 

der Hyperbelfunktionen 
182. 

der trigonometrischen Funk
tionen 55. 

des natiirlichen Logarithmus 
172-173. 

Differenzieren 93, 149. 
Umkehrpunkt 81, 157. 
Umrechnung von Logarithmen

systemen 173-174, 177 
bis 178. 

Umsatzgeschwindigkeit 195, 
197. 0 

unbestimmter Ausdruck (j" 54, 
106-107, 199. 

~ 55. 
O' 00 55. 

unbestimmtes Integral 
s. Integral, unbestimmtes. 

unbestimmtes Symbol 
s. unbestimmter Ausdruck. 

unabhangige Veranderliche 3. 
als Marke 4. 
Differential 92. 
Differenz 97. 
zwei und mehr unabhangige 

Veranderliche 55-56. 

Namen- und Sachverzeichnis. 

unentwickelte Funktion 13 bis 
15. 

unendlich 24, 35. 
Zeichen 35. 

unendlich benachbart 108. 
unendliche Taylorsche Reihe 

112. 
Unendlichkeitsstelle 35, 77. 

der abgeleiteten Kurve 76 
bis 77. 

der Funktion ~ 35. 
x 

der gleichseitigen Hyperbel 
34-35, 166. 

des natiirlichen Logarithmus 
167. 

des Tangens 51-52. 
unendlich klein 107-108, 120. 
unendlich vieldeutig 121. 
ungerade Funktion 51. 
ungleich, Zeichen 30. 
unimolekulare Reaktion 43, 

200. 
s. a. Zuckerinversion. 

Unstetigkeit 
bei der Fourierschen Reihe 

114-115. 
bei der Integration 127. 
der abgeleiteten Kurve 76 

bis 77, 81. 
durch Sprung 10. 
durch Unendlichwerden 34 

bis 35. 
hebbare 54. 

Unterschied, exponentielle Ab
nahme 43-44, 189-191. 

Unterschiedsschwelle 193. 
unvollstandige Reaktion 197, 

198, 201. 
Urfunktion s. Ableitung, 

Stammfunktion, Umkehr
funktion. 

Urgerade 69. 
Ursprung eines Koordinaten

systems 5. 

van t'Hoff 172. 
Variable s. Veranderliche. 
Variationsrechnung 88-89, 

112, 153. 
Vektordiagramm 159. 
Veranderliche 3, 55-56. 

Hilfsveranderliche 17-18. 
komplexe 182. 
Separation 162. 
Trennung 162. 
Zwischenveranderliche 17 bis 

18. 
s. a. Funktion, unabhangige 
Veranderliche. 

Verbesserung, relative 101. 
verhaltnisgleich 28. 
Verhaltnis 

der spezifischen WarmeD 38, 
41, 161, 177. 

Verhaltnis 
gerades 8. Proportionalitat. 
umgekehrtes s. umgekehrte 

Proportionalitat. 
Verhaltnisgleichheit 

s. Proportionalitat. 
Verhaltniszahl 27. 
vermittelnde Beo bachtungen 

88. 
verniinftige Funktionen und 

Kurven 9. 
Verschieben eines Hyperbel-

trapezes 170. 
verschieden von, Zeichen 30. 
verschobene Parabel 84-85. 
Verstreckung 62. 
Vertauschbarkeit der Differen-

tiationsreihenfolge 86, 116 
bis 117. 

Verteilung(sfunktion, -kurve) 
180-181. 

Verzerrung einer gleichmaBigen 
Leiter 23. 

Verzinsung, stetige 185. 
vieldeutig, unendlich 121. 

s. a. mehrdeutige Funktion. 
Vieweg 159. 
vis vitalis 107. 
vollstandige Reaktion 196, 197. 
vollstandiges Differential 115 

bis 117. 
Volumen 

der Kugel 143. 
des Drehkegels 142-143. 
des Drehparaboloids 76,126. 
des Quaders 56. 
eines Drehkorpers 125. 

Volumenanderung eines 
Wiirfels 141. 

Volumen-Druckkurve 125. 
vordere Tangente 76-77, 108. 
vorher 68. 
vorwarts verschoben 52, 158 

bis 159. 
V orzahl = Koeffizient 27. 

Waage 197. 
van del' Waalssche Gleichung 

14, 60, 160. 
Wachstum 

des Herings 43-44, 190. 
einer Pflanze 186. 
organisches 184-187. 

Wachstumsfaktor 43, 67, 190. 
Wachstumsgesetz 43-44. 

Liebigs Gesetz vom Mini
mum in. 

von Mitscherlich s. Ertrags
gesetz. 

von Robertson 201-202. 
Wachstumsgeschwindigkeit 

67, 70, 201-202. 
proportional dem Unter

schiede gegen den Hochat
wert 190-191. 



W achstumsgesch windigkeit 
proportional der erreichten 

GroBe 187. 
umgekehrt proportional der 

erreichten GroBe 95 bis 
96. 

Wage 101. 
Wagepunkt 80, 82. 
wagerechte Tangente 80-82, 

89. 
wahrer Wert s. natiirlicher 

Wert. 
Wahrscheinlichkeit 180, 198. 
wahrscheinlichster Annahe

rungswert 84. 
Warme, spezifische s. spezifi

sche Warme. 
Warmeausdehnung s. Aus

dehnung. 
Warmeenergie s. Arbeit, En

tropie, ideales Gas. 
'Varmeleitung 114. 
Warmemenge, Differential 116 

bis 117. 
s. a. Arbeit, Entropie, ide· 

ales Gas. 
Wasser 

Ausdehnung 47-49. 
Siedetemperatur 22. 

Wasserdampf 43. 
wattloser Strom 165. 
Weber-Fechnersches Gesetz 

193-194. 
Wechselstrom 50, 158-159. 

Arbeit 164-165. 
Kreisfrequenz 67. 
Leistung 56. 
Periodenzahl 67, 158. 
Widerstand 66-67. 

Weg
Geschwindigkeitsschaubild 

152. 
Kraft-Schaubild 125, 127. 
Zeit-Schaubild 29, 69, 70. 

Namen- und Sachverzeichnis. 

Widerstand 
induktiver 159, 165. 
kapazitiver 159, 165_ 
s. a. Ohmsches Gesetz. 

Wiensches 
Strahlungsgesetz 181. 
Verschiebungsgesetz 14, 37, 

181. 
Willers 27, 115, 123, 134. 
willkiirliche Integrationskon

stante s. Integrationskon
stante. 

Winden von Pflanzen 58. 
Winkel 

BogenmaB 19-21. 
der Kurventangente gegen 

die x-Achse 69. 
einer Geraden gegen die 

x-Achse 29-30. 
GradmaB 19. 
im Kreise 181-182_ 
Polarwinkel 18_ 
seemannisches StrichmaB 20. 
ZeitmaB 19-20. 

Winkelgeschwindigkeit 37, 70, 
76, 155, 157. 

Winkelhalbierende 
der Achsen 30. 
im Dreieck 65. 

wirksame Massen 197. 
Wirkungsfaktor 190_ 

. Konstanz 195. 
I Wirkungsgesetz der Wachs-
, tumsfaktoren 190. 
Wirkungsmenge 190. 
Wirkungsquantum 181. 
Wirkwiderstand 159. 
Witting 27, 49. 
Wiirfel, Volumenanderung 141. 
Wurzel 

einer Gleichung 44-45. 
einer quadratischen Glei

chung 84-85. 
= Quadratwurzel 11-12. 

Weinkoordinatensystem miB- i s. a. Gleichung, mehrfache 
Wurzel. brauchlich 58. 

Weiser 64. 
Weitbrecht 13, 88. 
Wellenlange 

groBter Strahlungsintensitat 
14, 37, 181. 

im Gitterspektrum 33. 
Wellenlinie s. Sinus. 
Wendepunkt und Wendetan-

gente 85-86, 89, 201. 
Wenzl 194. 
Werkmeister 21, 27, 176. 
Wert, natiirlicher oder wahrer 

s. natiirlicher Wert. 
Wetterkarte 81. 
Whittaker-Robinson 48-49, 

88. 
Widerstand 

gegen Wechselstrom 66-67, 
159. 

x-Achse 5. 
Gleichung 24. 

y-Achse 5. 
Gleichung 30. 

z-Achse 57, 60. 
Zahl e s. e. 
Zahl ;r 

Berechnung 130-131, 149. 
~aherungsrechnen 101. 
Zahlenwert 11. 

Zahnrader 152. 
Zeemaneffekt 102. 
Zehnerlogarithmus 11-12. 

Ableitung 177. 
Kurve 12. 

Zehnerlogarithmus 
Leiter 23. 
lineare Interpolation 32. 
Modul 174. 

219 

proportional zum natiirlichen 
Logarithmus 173-174. 

s. a. natiirlicher Logarith
mus. 

Zeichen 
mr 182. 
arc 21, 55. 
ch 181. 
cth 181. 
d 92. 
D 70, 78. 
e 168. 
i 182. 
I s. In. 
19 s. In. 
In 166, 170-171. 
log s. In, natiirlicher 

Logarithmus, Zehnerloga
rithmus. 

log nat s. In. 
n! 47, Ill. 
o 103. 
7t 11. 
sh 181. 
th 181. 

CD 47. 
6 29, 47. 
"': 8. 
V- 12. 
I I 12. 
=' 11. 
OC) 35. 

J>- 35, 53, 197. 
=<it: 197. 
, 69, 78. 
• 70. 
J 71, 93. 

b 

J 120, 121. 
a 
.I 84, 112. 
o -0- 54, 106-107. 

~. 107. 
O. if.) 107. 

zeichnerisch s. graphisch. 
Zeitvektor 157. 
Zeit-Weg- und Zeit-Geschwin

digkeits-Schaubild 29, 69, 
70. 

Zeiger s. Index. 
Zentralbewegung 156. 
Zentraldifferenzenformeln 48 bis 

49. 
Zentrifugal

Beschleunigung 156. 
Kraft 37, 76. 

Zentripetalbeschleunigung 156. 
Zerfall einer radioaktiven Sub

stanz 13, 188. 
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Zerfalls-
Geschwindigkeit 13, 188. 
Konstante 188. 

ZerreiBversuch 10. 
Zerschneidung in Elemente 137. 
Zerstreuungslinse und -spiegel 

s. Linse, Spiegel. 
Zeunerdiagramm 19, 52. 
Zinseszinsen 40-41, 184 bis 

185. 
Zipperer 115, 156. 
Zirkulargeschwindigkeit und 

-beschleunigung 155 bis 
156. 

Zuckerinversion 43, 195-196. 
Zuckerlosung 88. 
Zugversuch 10. 
Zunge beim Rechenschieber 25. 

Namen- und Sachverzeichnis. 

Zusammerrfallen, -riicken 44 bis 
45, 84--85, 108. 

Zusammensetzen von 
Schwingungen 115, 158. 

zusammengesetzte Funktion 
17-18. 

Ableitung 150-153. 
Zustandsanderung eines Gases 

s. ideales Gas, van der 
Waalssche Gleichung. 

Zustandsflache und -gleichung 
59-60. 

Netztafel 61-62. 
s. a. ideales Gas, van der 

Waalssche Gleichung. 
Zustandskurve 125. 
Zweig s. eindeutiger Zweig. 
Zweimolekiilreaktion 198-201. 

zweite Ableitung 82. 
als Beschleunigung 82-83. 
partielle 86. 
proportionalzurFunktionl57. 
Verschwinden 85-86. 

Zwickelabgleichen 132-133. 
Zwickelfehler 119. 
Zwischerrfunktion, -verander-

liche 17-18. 
Zwischenwert 110. 
zyklometrische Funktionen 55, 

182-183. 
Ableitung 94, 149. 
als Integral 95, 149. 
Beziehungen zwischen zyklo-

metrischen Funktionen 95, 
152. 

Zylinderkoordinaten 60. 
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