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Vorwort.

Der Entwurf zum vorliegenden Buch ist aus einem Vortrag
iiber »magnetische Kreise und deren Messung« hervorgegangen,
welchen ich gelegentlich des internationalen Elektrotechniker-Kon-
gresses zu Frankfurt a. M. im September 1891 gehalten hatte.
Von mehreren Seiten wurde dann der Wunsch nach einer einheit-
lichen, physikalisch-kritischen Darstellung der wichtigeren Er-
rungenschaften auf dem genannten Gebiete gedussert, an der es
bisher fehlte. Die hier zu Tage tretende Liicke habe ich, freilich in
sehr unvollkommener Weise, theilweise auszufiillen versucht.

Die in hohem Grade férdernde welche im
Verlaufe des letzten Jahrzehnts das rasche Emporblithen der
Elektrotechnik auf die ihr zu Grunde liegenden Gebiete der reinen
Physik geiibt hat, ist zur Geniige betont und fast einstimmig an-
erkannt worden. Da es den Anschein hat, als ob gegenwirtig
die Elektrotechnik sich in einer Periode ruhigerer Weiterentwick-
lung befinde, so diirfte fir die Wissenschaft der Augenblick
geeignet sein, Umschau zu halten, die von der Technik oft in
hastigem Dréngen zu Tage geforderten Ergebnisse von sehr un-
gleichmissigem Werthe kritisch zu sichten und mit ihren eigenen
dlteren wie neueren Resultaten zu einem harmonischen Ganzen
zu verschmelzen.

Im allgemeinen habe ich das Hauptgewicht auf die Darlegung
des augenblicklichen Standes der theoretischen und experimentellen
Forschung gelegt. Von einer eingehenden Wiirdigung ihrer viel-
gestalteten Entwickelungsphasen glaubte ich umsomehr absehen

zu konnen, als eine neue Auflage der umfassenden »Lehre von der
I*
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Elektricitit« von Herrn G. Wiedemann im Erscheinen begriffen
ist, in welchem Werke bekanntlich auch das in Rede stehende
Gebiet in historisch durchaus erschépfender Weise behandelt wird.
Eine Ausnahme habe ich im siebenten Kapitel gemacht, in welchem
ich die Geschichte der lingst bekannten, neuerdings indessen mehr
betonten Analogie magnetischer Kreise mit verschiedenartigen
Stromkreisen darzustellen versucht habe.

Das Buch zerfallt in zwei Theile. Die beiden einleitenden
Kapitel sind absichtlich knapp und dabei doch mdglichst elementar
gehalten worden, um auch dem iiber ein liickenloses mathe-
matisch-physikalisches Riistzeug nicht Gebietenden das Verstind-
niss des fernern Inhalts zu erleichtern. Auf eine ausfiihrlichere
Beschreibung aller Ergebnisse der neuerdings vielgepflegten experi-
mentellen Erforschung der ferromagnetischen Induktionsvorginge
habe ich verzichtet, da kiirzlich von der berufenen Feder des Herrn
Ewing eine Darstellung derselben erschienen und von den
Herren Holborn und Lindeck ibersetzt worden ist. Vielmehr
setze ich jene Resultate als bekannt voraus und begriinde darauf
im Anschluss an frithere theoretische Untersuchungen die Lehre
vom magnetischen Kreise, als dessen Grundtypus das in Kap. V
eingehender diskutirte radial geschlitzte Toroid bereits von Anfang
an eingefithrt und ferner immer wieder in Betracht gezogen wird.
Auch die Erklirung des Ferromagnetismus durch priexistirende
orientirbare Elementarmagnete und die Zurickfithrung dieser
letzteren auf rotatorische Vorginge, seien es nun Wirbel (Lord
Kelvin), Molekularstrome (Ampeére), rotirende elektrische Theil-
chen (W. Weber) oder Ionenladungen (Richarz), konnte nur
ganz fliichtig beriihrt werden.

In Kap. III und IV sind die Grundziige der Theorie der
»starren« Magnete einerseits, der absolut »weichen« andererseits,
kurz zusammengefasst. Die Behandlungsweise lehnt sich an die-
jenige Maxwell's an, welche u. A. auch Herr Chrystal in
seinem Artikel »Magnetism« der Encyclopedia Brittanica und die
Herren Mascart und Joubert in ihrem TLehrbuche befolgt
haben; sie konnte der Natur der Sache nach keine elementare
sein. Ich war indessen durch Bevorzugung einer geometrischen
bezw. graphischen Darstellungsweise, sowie durch Vermeidung rein
analytischer Weitldufigkeiten diejenige Klarheit und Anschaulich-
keit zu erreichen bestrebt, deren Mangel wohl in manchen Fillen
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die Ursache ist, dass betreffs jener lingst gefestigten Theorie noch
vielfach Unkenntnis oder Zweifel obwaltet. Von eigentlichen
Quaternionen-Methoden, in ihrer urspriinglichen oder in der von
Herrn Heaviside befiirworteten modificirten Form habe ich
keinen Gebrauch gemacht, da ihre Kenntniss dazu kaum als
geniigend verbreitet betrachtet werden kann.

Der zweite Theil des Buches ist, im Gegensatz zu der bis
dahin benutzten rein wissenschaftlichen Methode, mehr vom
Standpunkte der angewandten Physik aus behandelt. In Kap. VL
werden die allgemeinen FKigenschaften magnetischer Kreise be-
sprochen; das vorwiegend historische Kapitel VII wurde bereits er-
wahnt. Kap. VIIT und IX erldutern in aller Kiirze die Anwendung
der entwickelten Grundsitze auf die wichtigsten Maschinen und Appa-
rate, welche in der Technik oder im Laboratorium zur Verwendung
gelangen. Eine solche knappe Darstellung der Hauptanwendungen
der Wissenschaft diirfte einerseits manchem Physiker willkommen
sein, andererseits auch viele Elektrotechniker als physikalische
Grundlage ihres Specialfaches interessiren. Endlich sind die beiden
Schlusskapitel den experimentellen Messmethoden gewidmet.
Uberall, wo wichtigere Ergebnisse aus verwandten Zweigen der
mathematischen bezw. der Experimental-Physik oder aus der Technik
als bekannt vorauszusetzen waren, habe ich zur Erliuterung auf
bestimmte Stellen in den oben erwihnten oder in anderen Lehr-
biichern hingewiesen. Zahlreiche Literaturnachweise sollen ferner
die Verfolgung detaillirterer Quellenstudien erleichtern.

Der Hauptinhalt der §§ 81, 94, 95, 109, 124, 139, 154, 158,
179 ist bisher, wie ich glaube, entweder gar nicht, oder doch nur
kurz und ohne Beweis verdffentlicht worden; wo néthig, habe ich
auch an anderen Stellen neue Entwickelungen eingeschaltet, sie
jedoch nicht immer besonders hervorgehoben. Ich habe durch-
weg eine moglichst passende Nomenklatur einzuhalten mich be-
miiht, was bei der in dieser Hinsicht noch vielfach herrschenden
Verwirrung nicht immer ein Leichtes war. Jedenfalls sind die
Benennungen und Bezeichnungen aller wichtigeren Begriffe folge-
richtig beibehalten und am Schlusse in iibersichtlich geordneter
Weise zusammengestellt.

Angesichts des Interesses, welches die einschligigen Abhand-
lungen britischer und amerikanischer Autoren vielfach bieten, habe
ich hier und da die treffendsten englischen »Termini technici«
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anfiithren zu sollen geglaubt, ohne deren Kenntnis die Lektiire jener
Arbeiten unnothig erschwert wird; die franzdsische und italienische
Nomenklatur ergiebt sich daraus in vielen Féllen von selbst.

Den Herren Prof. Ewing, Lord Kelvin, Geh.-Rath Kundt,
Dr. H. Lehmann, Dr. Lindeck, Priv..-Doc. Nagaoka, Prof
Planck, ChefIng. Dr. Raps und Priv.-Doc. Dr. Rubens, welche
die Durchsicht je eines Theils der Korrekturen zu iibernehmen
die Giite hatten, verdanke ich manchen niitzlichen Rath und sage
ihnen auch an dieser Stelle meinen besten Dank.

Zum Schluss bemerke ich, dass die Orthographie mit Riick-
sicht auf die Gleichférmigkeit aller im gleichen Verlage erscheinen-
den Publikationen gew#hlt wurde.

Berlin, im Februar 1894.

Dr. H. du Bois.
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I. Theil.

Theorie.




Erstes Kapitel.

Einleitung.

§ 1. Das elektromagnetische Feld. »Der elektrische Strom,
oder allgemeiner Elektricitdt in Bewegung, ist die einzige be-
kannte Quelle jedes Magnetismus, so insbesondere auch des Erd-
magnetismus«, wie mit grosser Wahrscheinlichkeit behauptet werden
kann. »Der Magneteisenstein und andere im magnetischen Zu-
stande in der Natur vorkommende Korper verdanken ihrerseits
ihren Magnetismus offenbar dem Erdmagnetismus oder in einzelnen
Fillen wohl der direkten Wirkung elektrischer Entladungenc.?)

Wir gehen daher von der als bekannt vorausgesetzten That-
sache aus, dass ein elektrischer Stromleiter in seiner Umgebung
einen eigenthiimlichen Zustand erzeugt, den man ein elektro-
magnetisches oder kiirzer ein magnetisches Feld nennt.
Die Luft, welche bei den gewohnlich pbwaltenden Versuchsbeding-
ungen diese Umgebung erfiillt, spielt zwar nur eine sehr unter-
geordnete Rolle, auf welche wir unten (§ 7) noch zuriickkommen
werden; doch wollen wir voraussetzen, dass die im Folgenden zu
beschreibenden Vorginge sich innerhalb eines luftleeren Raumes
vollziehen.

Der erwdhnte Zustand #ussert sich unter anderem dadurch,
dass einerseits auf fremde Stromleiter im mechanischen Felde
Krifte ausgelibt werden; andererseits in Leitern Stromimpulse
inducirt werden, sobald und nur insofern als der in Rede stehende
Zustand in Bezug auf diese Leiter eine Anderung nach Lage oder
Werth erféhrt, insbesondere wenn er plotzlich in Existenz tritt

1) Vergl. W. v. Siemens Wied. Ann. 24. p. 94. 1885.
du Bois, Magnetische Kreise. 1
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oder vollig verschwindet. Bewegliche stromdurchflossene Leiter
werden daher in Bewegung gesetzt; umgekehrt werden in sich
bewegenden Leitern Stromimpulse inducirt, wofern bei ihrer Be-
wegung der magnetische Zustand in Bezug auf sie ein anderer
wird. Dies zur allgemeinen Charakterisirung der hierher gehorigen
Erscheinungen, deren experimentelle Einzelheiten als bekannt
vorausgesetzt werden.

Jene beidenr Hauptdusserungsformen, die elektrodynamische
und die induktive, eignen sich theoretisch in gleichem Maasse
zur volligen Bestimmung des magnetischen Zustandes. Auch sind
eine Reihe von Methoden zur praktischen KErreichung dieses
Zwecks entwickelt worden, welche wir weiter unten (Kap. X) néher
betrachten werden.

§ 2. Der magnetische Zustand als Richtungsgrosse. Fiir
unsern jetzigen, mehr theoretischen, Zweck wird folgende schema-
tische Anordnung gentigen: Es sei ein Metalldraht zu einer kleinen
ebenen Windung gebogen, welche die Flidche S einschliesse; der
sogenannte sekundire Stromkreis, von dem er einen Theil bildet,
habe den Widerstand R. Der in dem Draht inducirte Strom-
impuls bringe eine Elektricitdtsmenge ¢ in’s Fliessen, deren abso-
luten Werth wir durch irgend eine geeignete Vorrichtung messen.
Mittels einer solchen beweglichen Drahtwindung, einer Probe-
spule (engl. »exploring coil«), konnen wir das magnetische Feld
durchmustern, gewissermaassen dessen topographische Aufnahme
bewerkstelligen Y.

Zuniichst haben wir zu untersuchen, was geschieht, wenn wir
die kleine Probespule an einer bestimmten Stelle belassen und
nur ihre Orientirung #ndern; diese ist vollig bestimmt durch die
Richtung der einseitigen Normale zur Windungsebene. Wenn
wir die Normale im Raume alle moglichen Richtungen durch-
schweifen lassen, so finden wir, dass es deren zwei, und zwar
genau entgegengesetzte gibt, bei denen in der Probespule eine
maximale Elektricititsmenge inducirt wird, sobald der Strom im
sogenannten primiren Leiter zu fliessen anfingt oder aufhért.

1) In der Praxis wird man zu solchen Versuchen fast immer ein
ballistisches Galvanometer benutzen; dieses beruht mittelbar selbst
wieder auf dhnlichen Wirkungen, wie die hier beschriebenen. Vergl. hierzu
namentlich Faraday, Exp. Res. 3. p. 328.
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Bei allen anderen Richtungen der Spulennormale erhilt man
geringere Elektricitdtsmengen; und zwar sind diese den Kosinus
der jeweiligen Neigung zur Richtung maximaler Induktion pro-
portional. Daraus folgt, dass bei allen Richtungen der Normale,
welche in der Ebene senkrecht zu jener bevorzugten Richtung
liegen, die inducirte Elektricititsmenge Null ist, d. h. irgendwelche
Induktion iberhaupt nicht stattfindet. Dieses ganze Verhalten
deutet darauf hin, dass wir es hier mit einem jener physikalischen
Zustdnde zu thun haben, die nur durch einen Vektor vollig be-
stimmt werden koénnen. Den durch dieses Wort ausgedriickten
wichtigen Begriff wollen wir zunfiichst n#her erldutern, ehe wir
zu weiteren Versuchen mit der Probespule schreiten.

§ 3. Elementare Quaternionenbegriffe. Obwohl im Fol-
genden von Quaternionenmethoden kein Gebrauch gemacht werden
soll, werden die elementarsten, tiberaus niitzlichen Begriffe und
Bezeichnungen jener Lehre hiufig Verwendung finden. Der ge-
ringen Verbreitung ihrer Kenntnis wegen wird es nicht tiberfliissig
sein, vorher einige Bemerkungen dariiber einzuschalten?).

Die physikalischen Grossen lassen sich in zwei Gruppen ein-
theilen, die der gerichteten und der ungerichteten, welche man
als Vektoren bezw. Skalaren unterscheidet. Uber Skalaren
ist hier weiter nichts zu bemerken; die allgemeinen Eigenschaften
physikalischer Grossen, ihrer numerischen Werthe, sowie ihrer
Einheiten werden als bekannt vorausgesetzt. Ausser diesen be-
sitzen aber Vektoren eben infolge des Umstandes, dass sie gerichtet
sind, noch besondere Eigenschaften: darunter interessirt uns hier
hauptsichlich das Gesetz ihrer geometrischen Addition.

Die Summe zweier oder mehrerer Vektoren ist im allgemeinen
nicht gleich derjenigen ihrer numerischen Werthe. Man erhdlt sie
vielmehr in einer Weise, welche durch die Art der geometrischen
Addition einer vielfach vorkommenden Vektorgrésse, der Kraft,
allgemein bekannt ist; ndmlich durch die Konstruktion -eines
Parallelogramms fiir zwei, eines »Raumpolygons¢?) fiir mehrere

1) Im dbrigen wird auf die grundlegenden Werke Grassmann’s,
Hamilton’s, und Tait's verwiesen; siehe auch O. Heaviside, Electro-
magnetic Theory, London 1893.

2) d. h. eines gebrochenen Zuges gerader Linien im Raume.
1#;
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Vektoren. Dementsprechend kann man umgekehrt einen Vektor in
beliebige Vektorkomponenten nach gegebenen Richtungen, nament-
lich nach denjenigen der Koordinatenaxen, zerlegen. Den nume-
rischen Werth einer Vektorkomponente erhélt man durch Multi-
plikation desjenigen des Vektors selbst in den Kosinus des zwischen
beiden Richtungen eingeschlossenen Winkels.

Wegen der wesentlichen Verschiedenheiten der mit Skalaren
oder Vektoren vorzunehmenden mathematischen Operationen ist
es wilnschenswerth, dem Zeichen fiir eine physikalische Grosse
ansehen zu kénnen, welcher von beiden Gruppen sie angehort.
Man bezeichnet daher ziemlich allgemein Grossen, deren Vektor-
charakter hervorgehoben werden soll, mit grossen deutschen Buch-
staben?). Wir werden uns dieser Gepflogenheit anschliessen und ver-
weisen fiir weitere vektorgeometrische Betrachtungen auf Kap. ITI.

§ 4. Die magnetische Intensitdt. Nach dieser unvermeid-
lichen Abschweifung kehren wir zum magnetischen Zustandsvektor
zuriick; wir wenden uns nunmehr zur Bestimmung seines numeri-
schen Werthes, indem wir unsere Probespule in der Orientirung
maximaler Induktion belassen und untersuchen, von welchen ver-
dnderlichen Grossen die inducirte Elektricitdtsmenge @ ferner noch
abhingt. Wir finden dann, dass sie der Windungsflache S direkt,
dem Widerstande R umgekehrt proportional ist; diese mit dem
magnetischen Zustande offenbar in keinerlei Beziehung stehenden
Faktoren eliminiren wir, wenn wir den Ausdruck QR/S bilden;
diesen haben wir dann als das absolute Maass fiir den magnetischen
Zustand zu betrachten und schreiben demgemiss

- @
® D=5
Dabei ist zu beachten, dass, falls @, R und S in irgend
einem in sich zusammenhingenden Maasssystem ausgedriickt sind,
der Ausdruck QR/S den magnetischen Zustand ebenfalls in diesem

Systeme misst. Thatsichlich pflegt man sich bei Betracht-
ungen, wie sie uns hier beschéftigen, ausschliesslich des elektro-

1) Diese Gewohnheit wurde von Maxwell in seinem »>Treatise on
Electricity and Magnetism« eingefiihrt. Man findet statt dessen neuer-
dings bei manchen britischen Autoren fett gedruckte Buchstaben mitten
im Text, welche diesem aber kaum zur Zierde gereichen.
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magnetischen C.-G.-S.-Systems zu bedienen!). Hiernach wire in
obiger Gleichung § in Quadratcentimeter, @ in Dekacoulomb, R
in Millimikrohm .auszudriicken.

Die in dieser Weise absolut definirte Grosse § nennen wir
die Intensitdt des magnetischen Feldes; das gewahlte Zeichen
deutet auf ihren Vektorcharakter. Thre Richtung ist die der ein-
seitigen Spulennormale in der Orientirung maximaler Induktion
und zwar mit der Bestimmung, dass der Sinn, in dem der durch
Authebung des Feldes inducirte Strom fliesst, zur Feldrichtung
in derselben geometrischen Beziehung stehen muss, wie der
Sinn der Uhrzeigerbewegung zur Richtung vom Zifferblatt zum
Werk.

Denken wir uns im Raume Intensitdtslinien?), d. h.
Kurven, deren Tangente in jedem Punkte die Richtung der Inten-
sitat angibt, so haben wir darin ein Mittel zur Veranschaulichung der
Vertheilung der Richtung des magnetischen Vektors im Raume.
Wie wir spéter sehen werden (Kap. IIT), kann man in manchen
Fillen aus dem Verlaufe solcher Linienschaaren auch Schliisse auf
den numerischen Werth des betreffenden Vektors ziehen.

Ein vielfach benutztes Mittel, Intensitétslinien in zwei Dimen-
sionen objektiv darzustellen, besteht in der Anwendung feinsten
Eisenfeilstaubs; auf einem leise erschiitterten Blatt aus starkem
Papier orientirt sich dieser in Richtung jener Linien und kann
nachher mit Klebemitteln fixirt werden.

§ 5. Magnetisches Feld gerader Stromleiter. Die ein-
gehendere geometrische Untersuchung des Feldes, welches von
linearen Stromleitern der verschiedensten Gestalt in ihrer Umgebung

1) Auf die Theorie der absoluten Maasssysteme hier niher einzu-
gehen, ist um so weniger unsere Aufgabe als iiber dieses Gebiet mehrere
vorziigliche Specialwerke vorhanden sind.

2) Im gewdhnlichen Sprachgebrauche redet man allerdings noch
vielfach von magnetischer Kraft bezw. Kraftlinien, wobei letzterer
Ausdruck tberdies hiufig fiir diejenigen Kurven benutzt wird, die wir
folgerichtiger als Induktionslinien einfithren werden (§ 61). Maxwell
selbst hat indessen dem Ausdruck Intensitit den Vorzug gegeben, wie
aus der 2. Auflage des »>Treatise«, soweit sein Verfasser die Revison
selbst noch besorgt hat, zweifellos hervorgeht (siehe namentlich 1 § 12),
E. Cohn (Systematik der Elektr. Wied. Ann. 40. p. 628. 1890), sowie
Hertz (>Untersuchungen« p. 30. Leipzig 1892), pflichten dem bei.
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erzeugt wird, gehort nicht hierher?!). Es sei nur kurz an einige
Specialfille erinnert, denen man bei der Anwendung am hiufigsten
begegnet.

Dabei sind, wie schon oben bemerkt, sémtliche anzufiihrende
Gleichungen im elektromagnetischen C.-G.-S.-System zu interpretiren.
Dann sind z. B. die Stromstérken I in Dekaampeére, die Linear-
dimensionen in Centimeter zu messen; darauf eben beruht die
Einfachheit der Gleichungen und die Vermeidung irgend welcher
willkiirlicher Konstanten.

A. Gerades Stromelement. Dieser ausschliesslich mathe-
matisch-abstrakte Fall ist physikalisch nicht zu verwirklichen, hat
aber bedeutendes Interesse, da man durch Integration der be-
treffenden Elementargleichung {iiber geschlossene Leiter stets zu
Resultaten gelangt, welche sich experimentell genau bestéitigen
lassen. Ein gerades, unendlich kurzes Stromelement von der Lange
0 L erzeugt in einem um den Abstand » von ibm entfernten Punkte
eine magnetische Intensitit, deren numerischer Werth 0 § durch
folgende Gleichung gegeben wird

I0L sin «
@ 0=t

7.2
worin « den Winkel zwischen der Richtung des Stromelements und
der Geraden bedeutet, welche es mit dem betrachteten Punkte
verbindet. Die Feldrichtung verlduft in letzterem senkrecht zur
sMeridianebene«, welche durch ihn und das Stromelement gelegt
werden kann.

B. Gerade Leiterstrecke. Ein Theil eines Stromkreises
bestehe aus einer langen geraden Strecke; die iibrigen Theile
mogen in weiterer Entfernung liegen. In der niheren Umgebung
der geraden Stromstrecke tiberwiegt dann auch ihr Einfluss und
Aussert sich folgendermaassen: Das magnetische Feld ist in jedem
Punkte zur Meridianebene durch ihn und die gerade Strecke
senkrecht gerichtet; mithin sind die Intensitétslinien offenbar kon-
centrische Kreise. Der numerische Werth der Intensitit wird
gegeben durch die Gleichung

©) ="

1) Siehe u. A. Mascart et Joubert, Electricité et Magnetisme 1.
§8 442--506. Paris 1882.

>
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worin r die Entfernung des betrachteten Punktes vom Leiter,
d. h. den Radius der betreffenden kreisformigen Intensitétslinie
bedeutet. Diese Beziehung, wonach die Feldintensitit umgekehrt
proportional der Entfernung vom Leiter abnimmt, ist unter dem
Namen des Biot-Savart’schen Gesetzes bekannt; diese Physiker
haben sie zuerst auf experimentellem Wege aufgefunden.

§ 6. Magnetisches Feld kreisférmiger Stromleiter.

C. Kreisformiger Leiter. Ein einfacher ebener Kreis-
leiter erzeugt in seiner Axe ein Feld in deren Richtung. Es
sei r der Radius des Kreises, # die Entfernung auf der Axe, von
dem Mittelpunkt ab gemessen, wo sie die Kreisebene schneidet,

z=Vx*}r* die Entfernung ecines Axenpunktes vom Kreis-
umfang. Dann betrigt der numerische Werth der Feldintensitét
im Abstande x

(4) 9=

Dieser Ausdruck ergibt einen Maximalwerth im Mittelpunkte
des Kreises, fiir 2==0; dort wird dann

(5) P=—

Die Gleichung (4) gilt fiir entferntere Axenpunkte, gegen deren
Abstand die Lineardimensionen der Windung vernachlissigt werden
kénnen, auch wenn man z-=2, dem Abstande vom Spulenmittel-
punkte, setzt. Ferner ist z#? der Inhalt des Kreisleiters, d. h. die
Windungsfliche §; diese braucht tibrigens jetzt nicht mehr noth-
wendig ein Kreis zu sein und bei mehreren Windungen geht ihre
Gesamtwindungsflache X (S) in die Gleichung ein, die man alsdann

© 5 — I‘(S) 29

xS
schreiben kann. Darin ist der Ausdruck I = (S) = I gesetzt; da
diese Grésse die Fernwirkung der Windungen bestimmt, nennt
man I ihr magnetisches Moment (vergl. § 22).

Die Wirkung eines Kreisleiters auf Punkte ausserhalb seiner
Axe lésst sich im allgemeinen nur durch Kugelfunktionen aus-
driicken.

D. Lange Spule. Besonders wichtig ist die Wirkung einer
gleichmissig bewickelten Spule, deren Liinge erheblich ist im

27111’2
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Verhéltnis zu ihren Querdimensionen, auf Punkte in ihrem Innern.
Nennt man die Windungszahl », die Linge L, so betrigt die
magnetische Intensitit an allen von den Enden geniigend weit
entfernten Punkten

(™ =7

Sie ist also geometrisch nur bestimmt durch #/L, d. k. durch
die Anzahl Windungen pro Lingeneinheit, und hingt weder von
der Gestalt noch vom Inhalt der Windungsfliche ab. An den
Enden selbst betrigt der Werth von §, wie man bei einiger Uber-
legung einsieht, nur die Hélfte des Obigen,

(8) =3

und féllt rasch ab, je weiter man sich !auf der Axe nach aussen
fortbewegt, bis dann endlich in griosseren Entfernungen die Glei-
chung (6) wieder Giiltigkeit erlangt. Die {Gleichung (7) gilt na-
mentlich auch fiir lange geschlossene Spulen, d. h. solche,
deren Axe irgend eine in sich geschlossene Linie, die Leitkurve
der Spule, bildet, daher keine Enden aufweist; solche Spulen
werden wir weiter unten haufig zu betrachten haben.

Was die gegenseitige Beziehung zwischen der Stromrichtung
in den Leitern und der Richtung des erzeugten Feldes betrifft, so
ist diese in den angefiithrten Fillen 4, B, C, D stets dieselbe, wie
die zwischen dem Sinne der Uhrzeigerbewegung und der Richtung
vom Zifferblatt zum Werke und zwar unabhéngig davon, ob der
elektrische Stromleiter gerade und die magnetische Intensitétslinie
kreisformig ist oder umgekehrt.

§ 7. Diamagnetische und paramagnetische Substanzen.
Wie gleich anfangs hervorgehoben, haben wir bisher als Medium,
worin die Erscheinungen sich abspielen sollten, stets den leeren
Raum vorausgesetzt. Von seinem, im Vorigen beschriebenem mag-
netischem Verhalten weicht indessen dasjenige aller materiellen
Substanzen, mit Ausnahme besonders zu diesemn Zwecke darge-
stellter Gemische, mehr oder weniger ab'!). Um dies ndher zu
untersuchen bringen wir eine beliebige isotrope Substanz an eine

1) Faraday, on the magnetic condition of all matter. Exp. Res. 3.
Ser. 20 und 21. (1845.)
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bestimmte Stelle des magnetischen Feldes; und zwar benutzen wir
sie vorzugsweise in Kugelgestalt, damit ihre Form eine vollig
symmetrische sei und die Probespule darauf in allen Orientirungen
passe.

Mittels der in letzterer inducirten Stromimpulse werden wir
dann den magnetischen Zustand der Kugel &hnlich wie oben
(§ 2) feststellen kénnen und Folgendes finden: Der magnetische
Zustand ist auch in diesem Falle ein Vektor, der genau dieselbe
Richtung aufweist, wie sie die Intensitit § an derselben Stelle im
leeren Raume haben wiirde. Bei der weitaus grossten Zahl aller
Substanzen weicht der numerische Werth jenes Vektors — welcher
ebenso wie frither durch die pro Einheit der Windungsfliche und
Widerstandseinheit inducirte Elektricitditsmenge gemessen wird —
erst in der vierten oder flinften Decimalstelle von dem fiir den
leeren Raum erhaltenen Werth ab!). Dabei lassen sich zwei Fille
unterscheiden.

Bei der weitaus grossten Zahl aller Substanzen ist der mag-
netische Vektor um ein Geringes kleiner als der entsprechende
im leeren Raum; diese gehoren der von Faraday als diamag-
netisch bezeichneten Gruppe an.

Hat jener Vektor dagegen in der Substanz einen etwas gros-
seren Werth, so reiht man diese der sogenannten paramag-
netischen Gruppe ein.

Man pflegt nun zu sagen, der magnetische Zustand in der
Substanz sei inducirt durch denjenigen, der an derselben Stelle
im leeren Raume herrschen wiirde, und fir den wir oben die
magnetische Intensitit als Maass aufgestellt haben. Ks liegt kein
geniigender Grund vor von diesem Sprachgebrauche abzuweichen,
es muss aber ausdriicklich betont werden, dass der betreffende
Vorgang dadurch durchaus nicht etwa erklart werden soll, dass ihm
die Benennung magnetische Induktion beigelegt wird. In
der That héngt bei allen para- und diamagnetischen Substanzen,
soweit zur Zeit festgestellt ist, der magnetische Zustand einzig
und allein von der Intensitit des Feldes ab, in dem sie sich
gerade befinden, und sein Werth ist jener sogar proportional.

1) In Wirklichkeit sind daher diese geringen Unterschiede iiberhaupt
nur mittels besonderer experimenteller Anordnungen qualitativ nach-
weisbar, geschweige denn quantitativ messbar.
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§ 8. Ferromagnetikum und Interferrikum. Anders bei einer
geringen Anzahl Substanzen, welche in dieser Hinsicht eine Aus-
nahmestellung beanspruchen. Der in ihnen inducirte magnetische
Zustand ist seinem Werthe nach demjenigen des von ihnen ausge-
fiillten Raumes nicht proportional ; er hangt sogar ausser von diesem
auch noch von der Art und Weise ab, wie die Substanzen in ihren
augenblicklichen Zustand gelangt sind. Ihre »magnetische Vor-
geschichte« iibt auf ihr Verhalten einen Einfluss, welcher vor-
wiegend durch diejenigen jiingsten Zeitabschnitte bedingt wird,
welche der betrachteten Gegenwart am nichsten liegen. Der mag-
netische Zustand solcher Korper bleibt gewissermaassen hinter seiner
Ursache, der ihn inducirenden magnetischen Intensitit, zuriick.
Man bezeichnet daher heute die Gesammtheit der hierher gehori-
gen Erscheinungen mit dem Namen Hysteresis (von toregéw,
zuriickbleiben) 1).

Die iiberhaupt historisch zuerst beobachtete Erscheinung der
magnetischen Remanenz, welche frither meist als Ausgangspunkt
aller Betrachtungen diente, ist nur ein besonderer Fall von Hy-
steresis, wie ja der Name schon andeutet. In diesem Sinne auf-
gefasst, ist sie als ein Zuriickbleiben der Wirkung fritherer, unter
Umsténden Jahrtausende lang erloschener, Ursachen zu betrachten.

Durch die erwihnten Eigenschaften unterscheiden diese Sub-
stanzen sich principiell von der grossen Gesamtheit aller anderen,
ohne dass man bisher fiir dieses absonderliche Verhalten irgend
einen stichhaltigen Grund hitte auffinden konnen. Sie werden
daher einer besonderen Gruppe, der ferromagnetischen, zu-
gezdhlt?). Da tiiberdies ihre magnetischen Eigenschaften sich in
besonders hervorragender Weise dussern, sind sie seit den #ltesten
Zeiten beobachtet worden; ihre eingehendere experimentelle Er-

1) Thre Kenntnis verdankt man vorwiegend den Forschungen
Warburg's und Ewing’s.

2) Von manchen Autoren werden die Bezeichnungen »paramag-
netisch« und »>ferromagnetisch« ziemlich unterschiedlos angewandt. Bis
auf Weiteres diirfte es jedoch besser sein, die beiden Gruppen getrennt
beizubehalten. Ubrigens werden wir im Folgenden das Priifix »ferroc
meistens fallen lassen. Wir folgen damit dem tblichen Sprachgebrauche
und rufen Verwechselungen nicht hervor, indem es sich ferner aus-
schliesslich um ferromagnetische Korper handeln wird.
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forschung bildet dagegen eine Errungenschaft des neueren wissen-
schaftlichen Zeitalters.

Soweit jetzt bekannt umfasst die genannte Gruppe bei gew6hn-
lichen Temperaturen die auch chemisch verwandten Metalle: Eisen,
Kobalt und Nickel, sowie einige der Legirungen und Verbindungen
jener Metalle mit einander oder mit anderen Elementen, wie z. B.
Kohle, Sauerstoff, Mangan, Aluminium, Quecksilber. Eine scharfe
Abgrenzung der ferromagnetischen von der paramagnetischen
Gruppe ldsst sich zwar jetzt noch durchfithren; es erscheint aber
nicht ausgeschlossen, dass diese in Zukunft vielleicht ganz weg-
fallen wird.

Wir werden uns im Folgenden mit solchen Gebilden befassen,
welche theils aus ferromagnetischer, theils aus nicht ferromagneti-
scher Substanz bestehen. Wegen der weit stirker ausgeprigten
magnetischen Eigenschaften des ersteren Antheils, des Ferro-
magnetikums, kommt es dabei auf die specielle Beschaffenheit
des anderen Theils durchaus nicht an; derselbe mag para- oder
diamagnetisch sein, sowie beliebigen Aggregatszustand besitzen. In
den thatsichlich vorkommenden Fillen wird er zwar meistens aus
der umgebenden Luft bestehen, kann aber ebensogut als von be-
liebigem andern festen, fliissigen oder gasigen Material erfiillt ge-
dacht werden. Diesen nicht ferromagnetischen Antheil eines Ge-
bildes werden wir h#ufig als das Interferrikum?') bezeichnen
und diirfen ihn stets mit ausreichender Anniherung als magnetisch
indifferent, d. h. sich nicht vom leeren Raume unterscheidend,
betrachten.

Dagegen soll hinsichtlich des Ferromagnetikums stillschweigend
vorausgesetzt werden, dass es homogen, isotrop und stromlos sei.
(§ 54.) Wo das Gegentheil nicht hervorgehoben ist, wird auch
von hysteretischen Eigenschaften abgesehen; man kann sich dazu
das Ferromagnetikum Erschiitterungen oder superponirten ab-
nehmenden Wechselfeldern ausgesetzt denken, welche antihystere-
tisch wirken?); insbesondere wird auch angenommen, dass nach

1) Dieser Ausdruck ist dem franzosischen »entrefer< nachgebildet,
welches von Hospitalier eingefihrt wurde und sich seitdem vielfach
eingebiirgert hat.

2) Vergl. Gerosa und Finzi, Rend. R. Ist. Lomb. 24. p. 149. 1891.
Rend. R. Lincei [8] 7. p. 2563. 1891; Wied. Beibl. 16. p. 329. 1892.
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Aufhéren der magnetisirenden Ursache remanente magnetische
Eigenschaften nicht zurtickbleiben.

§ 9. Magnetisch indifferentes Toroid. Wir schreiten jetzt
zur Betrachtung eines Ringes aus magnetisch indifferentemn Mate-
rial, wie ein solcher in Fig. 1 dargestellt ist. Sein Profil sei kreis-
formig und habe den Querschnitt §; der Durchmesser 2 », des
punktirten Leitkreises soll
gegen die Dicke des Ringes
sehrerheblich sein. Einsolches
Gebilde, welches man kurz
ein Toroid nennt, sei gleich-
missig mit #, priméren, sowie
mit n, sekunddren, Wind-
ungen bewickelt; der Einfach-
heit halber sei der Draht bei-
der Spulen als verschwindend
diinn angenommen, so dass

Fig. 1. die Windungsflache jeder Ein-

zelwindung ebenfalls S betrage.

Denken wir uns liberdies ein Vergleichstoroid in genau derselben

Weise hergestellt, aber mit dem wesentlichen Unterschiede, dass

der Kern aus ferromagnetischer, statt aus indifferenter Substanz
bestehe.

Schalten wir nun die beiden priméren Spulen hintereinander
in einen Stromkreis und jede der beiden Sekundiren in den
Kreis irgend einer experimentellen Anordnung, mittels derer man
die in ihnen inducirten Stromimpulse absolut zu messen vermag.
Praktisch wird man dazu meistens ein ballistisches Galvanometer
verwenden; der Widerstand dieser sekundidren Kreise, Spule,
Galvanometer und Zuleitungen umfassend, sei R. Schliessen wir
nun plotzlich den Strom durch die Primérspulen und beschéftigen
wir uns zunichst nur mit dem Verhalten des magnetisch indiffe-
renten Toroids. Innerhalb der geschlossenen Spule, welche es
umgibt, und deren mittlere Lénge 2 =7, betriigt, wird dieser Strom I
ein magnetisches Feld erzeugen, dessen Intensitit  [nach § 6
Gleichung (7)] gegeben wird durch den Ausdruck

dnn, I 2n 1
©) S="0ur =+

1
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Ferner folgt aus den bereits besprochenen Grundsitzen
der Induktion elektrischer Stromimpulse durch Anderung mag-
netischer Zustinde, dass die durch das ballistische Galvanometer
fliessende Elektricititsmenge ¢, welche in der sekundiren Spule
inducirt wird, durch folgende Gleichung [vgl. § 4 Gleichung (1)]

gegeben wird: 5
n, OS5
(10) Q="

Wir sehen hieraus, wie der aus einfach zu beobachtenden
Grossen zusammengesetzte Ausdruck @ R/n,S bei dem magnetisch
indifferenten Toroid das direkte Maass fiir die magnetische Inten-
sitit abgibt. Nach unseren fritheren Ausfilhrungen misst aber
letztere ihrerseits den gerichteten magnetischen Zustand in der
Substanz jenes Korpers. Es sei hier nochmals betont, dass man
bei der Interpretirung der vorkommenden Gleichungen sich stets
des elektromagnetischen C-G-S.-Systems zu bedienen hat.

§ 10. Ferromagnetisches Toroid; die Induktion. Wenden
wir uns nun zu dem ferromagnetischen Vergleichstoroid; dessen
sekunddren Kreis wird unter sonst gleichen Umstéinden eine
Elektricitdtsmenge @' durchfliessen, welche stets @ tibertrifft, im
allgemeinen in sehr bedeutendem Maasse.

Wenn wir auf den Vorgang der magnetoelektrischen Induktion
das Hauptgewicht legen, wie es ihm nach seiner praktischen Be-
deutung allerdings zukommen wiirde, so liegt folgendes Verfahren
auf der Hand: Ebenso wie wir den Ausdruck QR/n,S als Maass
des magnetischen Zustandes im indifferenten Kerne betrachtet
haben, sind wir jetzt nach der Analogie berechtigt, @ R/, S zur
Bestimmung jenes Zustandes im Ferromagnetikum zu benutzen ?).
Wir setzen daher 0

'R

(11) W =3
und nennen die hierdurch definirte gerichtete Grosse B die In-
duktion. Dieser Name wurde von Maxwell?) eingefithrt; er

1) Vergl. hierzu Kap. IV § 64.

2) Maxwell, Treatise. 2. Aufl. 2. § 400. Diese, iibrigens allge-
mein eingebiirgerte, Benennung fiir einen scharf definirbaren Begriff hat
allerdings den Nachtheil auch auf eine Anzahl Gruppen physikalischer
Erscheinungen ~— um von nicht physikalischen Wissenszweigen zu
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erinnert daran, dass man zu dem so benannten Vektor gelangte
durch die Betrachtung einer der wichtigsten Ausserungen sich
indernder magnetischer Zustinde, der Induktion elektromotorischer
Antriebe in benachbarten Leitern.

Jedoch giebt es solcher Ausserungen noch mehrere, darunter
Vorginge, die nicht nur im Augenblicke des Anderns stattfinden.
Und wenn auch die Induktion bisher sowohl in experimenteller,
wie auch namentlich in technischer Beziehung zweifellos die Haupt-
rolle spielt, so liegt darin noch kein physikalischer Grund, ihr
unter allen Umstinden eine bevorzugte Stellung einzurdumen.
Man pflegt von einem ferromagnetischen Toroid, wie das oben
betrachtete, zu behaupten, dass sein magnetischer Zustand sich
nach aussen in keiner Weise bemerkbar macht; das ist nur richtig,
wenn man an die scheinbaren Fernwirkungen denkt, welche man
als von magnetischen Stiben und #hnlich gestalteten Korpern
ausgehend zu beobachten sich gewohnt hat.

Denn erstens &ndert sich der Umfang des Toroids beim Mag-
netisiren, wenn auch nur um geringfiigige Betrige.

Wenn man zweitens daran eine kleine spiegelende Fliche
schleift, und von dieser ein Lichtbiindel reflektiren lisst, so beob-
achtet man im reflektirten Lichte eine Anderung des Polarisations-
zustandes beim Magnetisiren!). In dem besonderen Falle, dass
das Licht in der Einfallsebene (d. h. der Bildebene, Fig. 1 p. 12)
polarisirt ist und der Einfallswinkel ungefihr 60° betrigt, erh&lt
man eine einfache Drehung der Polarisationsebene.

Drittens konnte noch angefiihrt werden, dass sich beim
Magnetisiren innere Zwangszustinde (vergl. § 101), eigenthiimliche
(rotatorische) Eigenschaften der elektrischen und thermischen Leit-
fihigkeit, sowie Anderungen des thermoelektrischen Verhaltens, der
specifischen Warme u. s. w. einstellen.

Wir ersehen daraus, dass die Existenz des magnetischen
Zustandes in der ferromagnetischen Substanz sich in vielseitiger
Weise zu erkennen gibt, wenn auch von einer Fernwirkung im

schweigen — in ganz unbestimmter Weise angewandt zu werden; indessen
sind Verwechslungen aus diesem Anlass kaum zu befiirchten, obschon
zwei dieser Gruppen, wie aus dem Obigen hervorgeht, in unmittelbarer
Beziehung zu dem betrachteten Begriff stehen (vergl. iibrigens § 113).

1) Diese Erscheinung wurde zuerst von Kerr (Phil. Mag. [5] 3.
p. 821, 1877 und 5. p. 161, 1878) beschrieben.
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iiblichen Sinne nichts zu bemerken ist. Wir werden sogar sehen,
wie gerade das Fehlen einer solchen beim Toroid diesen Fall zu
einem typischen stempelt; denn eine scheinbare Fernwirkung
bildet durchaus kein Kriterium fiir die Existenz eines gleichmissigen
magnetischen Zustandes; sie geht vielmehr nur von Stellen aus,
wo eine ortliche Anderung oder gar ein plétzliches Abbrechen
solcher Zustinde stattfindet, wie spéter eingehend erldutert werden
soll (§ 50).

§ 11. Sittigung; die Magnetisirung. Die zuletzt erwéhn-
ten Erscheinungen haben alle die Eigenthiimlichkeit gemein, dass
sie bei unbegrenzter Steigerung des magnetisirenden Feldes nicht
ebenfalls unbegrenzt anwachsen. Sie erleiden vielmehr immer
geringere Zunahmen, bis sie schliesslich merklich unverédnderlich
bleiben. Der magnetische Zustand erscheint dann gewissermassen
gesattigt, wie man sich auszudriicken pflegt.

Die im Obigen aus magnetoelektrisch induktiven Vorgingen
hergeleitete und definirte Induktion B dagegen erreicht solche
Sattigungswerthe niemals; vielmehr ist es bisher stets ge-
lungen, durch Anwendung intensiverer magnetischer Felder auch
die Induktion zu noch hoheren Werthen als die vorher erhaltenen
hinauf zu treiben.

Betrachtet man aber die Differenz der Induktion und der
Intensitdt, d. h. den Ausdruck

B—9,

so zeigt sich, dass dieser den charakteristischen Verlauf zeigt, den
auch die beschriebenen Vorginge aufweisen. Es hat sich sogar
herausgestellt, dass eine der der quantitativen Bestimmung am
leichtesten und genauesten zugingliche Erscheinungen, die Drehung
der Polarisationsebene, dem Ausdrucke (8 — ) unter allen Um-
stinden proportional verlauft. Es ist ferner nach dem gesamten
vorliegenden experimentellen Beobachtungsmaterial wahrscheinlich,
dass die tbrigen Erscheinungen auch entweder von der Differenz
(B— §) oder von deren Quadrat (B— $)* abhiingen, je nachdem
sie ungerade oder gerade Funktionen derselben sind.

Es liegt daher auf der Hand, diesen Ausdruck oder eine ihm
proportionale Grosse als Maass des magnetischen Zustandes, wie
dieser sich in den physikalischen Eigenschaften des Ferromagneti-
kums selbst #ussert, einzufithren. Im Anschluss an die historische
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Entwickelung und mit Riicksicht auf das iibliche absolute elektro-
magnetische Maasssystem wihlen wir als Proportionalititsfaktor die
Zahl 1/(47) (vergl. p. 66 Anmerk.) und setzen demgemiss
B—9

47 °

(12) §=

Die durch diese Gleichung definirte Grosse § nennen wir
kurz die Magnetisirung?); sie wird im Folgenden eine wichtige
Rolle spielen. Durch Umschreiben der Gleichung (12) erhalten
wir die fundamentale Beziehung

(13) B=9P+423.

In dem bisher der Betrachtung zu Grunde liegenden typischen
Falle des ferromagnetischen Toroids haben diese drei Grossen,
B, P und I alle dieselbe (peripherische) Richtung, so dass die
Interpretirung der Gleichung (18) keine Schwierigkeiten bietet.
Auf ihren allgemeineren Charakter als Vektorgleichung werden wir
weiter unten (§ 51) noch zuriickkommen.

Um einen Uberblick der in Betracht kommenden numerischen
Verhdltnisse zu geben, seien hier folgende Angaben eingeschaltet.
Unter gewthnlichen Umstédnden pflegt man das magnetische Feld
einer Spule nicht tiber wenige Hunderte elektromagnetischer
C.-G.-S.-Einheiten hinauf zu treiben. Nur bei Anwendung besonderer
Kiihlvorrichtungen (Eis, Wasserspiilung u. dgl.) ist es bisher ge-
lungen, in dieser Weise hochstens bis 1500 C.-G.-S. zu gelangen.
Der Sattigungswerth der Magnetisirung dagegen betrigt fir
Eisen, welches als Ferromagnetikum praktisch bei weitem die
ausgedehnteste Verwendung findet, im giinstigsten Falle 1700 bis
1750 C.-G.-S.-Einheiten; das Produkt 47 liegt dann ungefihr
zwischen 21500 und 22000.

Nach Gleichung (13) hat es demnach auf den Werth der
Induktion nur einen geringen Einfluss, wenn zu letzterer Zahl
noch einige Hundert addirt werden. Bei geringeren Werthen der
Magnetisirung {iberwiegt das zweite Glied 4z J das erste § noch

1) Dieser abgekiirzte Ausdruck wurde schon von Maxwell viel-
fach statt >Magnetisirungsintensitit« benutzt; letztere Benennung hat
ausser der Linge noch den Nachtheil, dass eine Verwechselung mit der
Intensitit  auf der Hand liegt.
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weit mehr. Wir gelangen so zu dem praktisch wichtigen Resultate,
dass in gewohnlichen Fillen mit grosser Annidherung

(14) B=4n
gesetzt werden darf. Auf solche Fille, wo $ absichtlich zu héheren

Werthen gesteigert wird, als sie mit einfachen Spulen erreichbar
sind, erstreckt sich diese Vereinfachung selbstverstindlich nicht.

§ 12. Zusammenfassung. Fassen wir unsere Entwickelungen
nochmals kurz zusammen, so sind wir durch die Betrachtung von
Erfahrungsthatsachen zu folgender Anschauung gelangt.

Der physikalische Zustand eines Ferromagnetikums wird vollig
bestimmt durch die Grosse, welche wir die Magnetisirung ge-
nannt und mit § bezeichnet haben.

Dagegen sind die elektromotorischen Antriebe in umgebenden
Leitern nicht bestimmt durch die Magnetisirung ¥, sondern durch
die Induktion ¥B; und zwar deswegen, weil sie ausser vom Zustande
des Ferromagnetikums selbst auch von demjenigen Zustande ab-
héngen, welcher an seiner Stelle herrschen wiirde, falls es entfernt
oder seiner specifischen Kigenschaften verlustig wiirde. Um dies
durch ein Beispiel ndher zu erlautern, denken wir uns das be-
trachtete Toroid aus Nickel bestehend, wéhrend die Umwickelung
aus mit Asbest isolirtern Platindraht hergestellt sei. Erhitzen wir
nun diese Vorrichtung iiber 300°, so wird sich eine Anderung be-
merkbar machen; die specifisch ferromagnetischen Eigenschaften
des Nickels nehmen rasch ab und sind bei 350° ginzlich ver-
schwunden?); das Metall verhélt sich indifferent im Sinne des
§ 8. Die Fihigkeit, in benachbarten Leitern induktiv zu wirken,
nimmt ebenfalls erheblich ab, schwindet jedoch nicht; in der oben
benutzten Ausdrucksweise wiirde die bei Schliessung oder Offnung
desselben Primarstromes inducirte Elektricitatsmenge beim Erhitzen
zwar von @  auf @ herabsinken, nicht aber bis auf Null.

An dieser Sachlage wiirde sich bei noch weiterer Temperatur-
erhohung nichts Wesentliches mehr #ndern, selbst nicht, wenn
die Schmelztemperatur des Nickels erreicht und das Metall daher
abfliessen wiirde. Stets wird durch Schliessen oder Offnen des
Primérstromes die Elekfricitdtsmenge ¢ inducirt; sie misst den

1) Diese FErscheinung tritt bei den anderen ferromagnetischen
Metallen ebenfalls ein, jedoch erst bei viel héheren Temperaturen.
du Bois, Magnetische Kreise. 2
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Zustand, den das Magnetisiren im indifferenten Raume oder im
heissen Nickel hervorruft. Kiihlen wir aber ab, so treten die ferro-
magnetischen Eigenschaften auch wieder auf und zugleich nimmt
@ wieder rasch zu bis zu dem Werthe @'. Wir sind also an-
zunehmen gezwungen, dass der specifische Zustand, der allein jene
Eigenschaften bedingt, demjenigen Zustande superponirt wird,
welcher bereits in demselben Raume herrschte, als er leer oder von
indifferentem Material erfiillt war. Es ist die Superposition beider
Zustande, deren Variationen unter geeigneten Umstinden elektro-
motorische Antriebe zu erzeugen im Stande sind.

Wegen der grossen Bedeutung dieser induktiven Wirkung ist
namentlich von einigen britischen Autoren eine Zeit lang die In-
duktion als die auf diesem Gebiete fundamentalere Grésse be-
handelt worden. Indessen ist hierin bereits ein Umschwung ein-
getreten, indem, wie frither, die Magnetisirung iberall dort als der
physikalisch wichtigere Grundbegriff festgehalten wird, wo es sich
um rein wissenschaftliche Fragen handelt. Der Begriff der In-
duktion verliert dadurch nichts von seinem grossen Nutzen fiir
die mathematische Behandlung einschligiger Probleme einerseits,
fur die technischen Anwendungen andererseits. Wir werden uns
davon im Folgenden noch des Ofteren zu iiberzeugen Gelegenheit
haben, sobald wir das Gebiet der angewandten Physik betreten
(Kap. VI. u. folgende).

§ 13. Magnetisirungskurven, Induktionskurven. Bei einem
Toroid von beliebigen Dimensionen, aus gegebenem ferromag-
netischen Material bestehend, sind sowohl J wie B nur Funk-
tionen von §, sofern von Hysteresis abgesehen wird. Die fiir
Toroide geltenden graphischen Darstellungen jener Funktionen hat
man daher als Normalkurven zu betrachten, da nur sie fiir das
betreffende Material charakteristisch sind. Denn wie wir weiter
unten sehen werden, wird im allgemeinen eine solche Kurve durch
die Gestalt des ferromagnetischen Korpers erheblich, ja sogar
vielfach iberwiegend, beeinflusst. In betreff der experimentellen
Einzelheiten iiber diese Kurven muss auf Werke verwiesen werden,
welche die ferromagnetische Induktion ausfiihrlich behandeln t).

1) Vergl. z. B. Ewing »magnetische Induktion in Eisen und ver-
wandten Metallen«, Kap. IV, VI und VII; deutsch von Holborn und
Lindeck. Berlin 1892.
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Wir werden an dieser Stelle nur eine solche »aufsteigende Kom-
mutirungskurve« fir ein eisernes Toroid abbilden und diskutiren;
die Kurven fiir andere ferromagnetische Substanzen zeigen immer
denselben Charakter, wenn sie auch in ihren individuellen Eigen-
thiimlichkeiten erhebliche Abweichungen aufweisen.

Allgemein gesagt lassen sich bei allen normalen Mag-
netisirungskurven drei Theilstrecken unterscheiden. Die erste
entspricht den geringsten Werthen der magnetisirenden Intensités;
die Magnetisirung wachst dort ungefihr proportional jenem Vektor,
so dass diese Anfangsstrecke wenig von einer Geraden durch den
Koordinatenursprung abweicht. Alsbald biegt die Kurve sich aber
stirker von der Abscissenaxe ab, entsprechend einem rascheren
Anwachsen der Magnetisirung; diese zweite Theilstrecke entspricht
mittleren Intensititen. Die Kurve erreicht ferner einen Inflexions-
punkt, um schliesslich immer langsamer anzuwachsen. Die letzte
Theilstrecke, welche den hochsten Intensitdten, bis zu unendlichen
Werthen derselben, entspricht, ndhert sich, soweit bisher bekannt,
immer mehr einer, der Abscissenaxe parallelen Asymptote; diese
stellt einen Maximalwerth der Magnetisirung dar, welchem diese
Grosse zustrebt, ohne ihn vermuthlich, streng genommen, je zu
erreichen. Die drei Theilstrecken der Kurven entsprechen drei
verschiedenen Stadien des durch sie dargestellten Vorgangs der
Magnetisirung. Und zwar beruht diese Eintheilung nicht etwa
auf Willkiir, sondern sie ist in der Natur der Sache begriindet.
Unter besonderen Umstédnden gelingt es ein Ferromagnetikum in
einen Molekularzustand zu versetzen, bei dem die drei Magneti-
sirungsstadien ganz auffillig ausgeprigt und von einander getrennt
erscheinen ?).

Fig. 2 p. 20 stellt z. B. die normale Magnetisirungskurve
= funct. () fiir eine Sorte Gusseisen dar; die } soll andeuten,
dass bei unendlichen Werthen der Abscisse § die Ordinate § den
Sattigungswerth Jm = 1100 C.- G.-S.-Einheiten erreichen wiirde;
thatsdchlich nihert sie sich diesem asymptotisch, wenn die In-
tensitdt mehr und mehr gesteigert wird.

Um eine normale Magnetisirungskurve [ ==funct. (§)] in
die, fir manche Zwecke niitzlichere, entsprechende normale

1) Vergl. Nagaoka, Journ. Coll. Science Imp. Univ. Japan, 2 pp. 263,
804, 1888; daselbst 3 p. 189, 1889
2!
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Induktionskurve [B=funct. (§)] zu verwandeln, beachten
wir die Beziehung [§ 11, Gleichung (13)]

B—=4n3+9,
in welcher das erste Glied 47 im allgemeinen das zweite be-
deutend tibertrifft; meistens wird es daher bereits gentigen, dass
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wir die Magnetisirungskurve nach einer in 1/4 z-fachem Maassstabe
angelegten Skale (rechte Ordinatenskale Fig. 2) ablesen. In Féllen,
wo die Anndherung B =4 = § nicht geniigt, haben wir dann noch
zu jeder Ordinate eine Strecke zu addiren, deren numerischer
Werth offenbar dem der entsprechenden Abscisse gleich ist.

Dies geschieht am bequemsten durch eine Art Koordinaten-
transformation, indem man durch den Ursprung ein Gerade O @
zieht, deren Gleichung — B = § ist, und nun die Ordinaten von
dieser neuen Abscissenaxe aus misst. Wollen wir jedoch zum
iiblichen orthogonalen Koordinatensysteme zurtickkehren, so haben
wir die ganze Bildebene, die wir uns hierzu vollig dehnbar denken,
80 zu verzerren, dass jeder Punkt sich parallel der Ordinatenaxe
aufwirts bewegt, so dass die Gerade O @ schliesslich in die alte
Abscissenaxe zu liegen kommt. FEine solche Operation nennt man
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nach Ewing eine den Ordinaten parallele Kurvenscheerung
von der geraden Richtlinie O aus bis zur Abscissenaxe. Mit
solchen Kurvenscheerungen, welche dann allerdings meistens parallel
den Abscissen vorgenommen werden, und deren Richtlinien nicht
nothwendig gerade zu sein brauchen, werden wir uns noch viel-
fach zu anderen Zwecken zu befassen haben. Mittels Zirkel sind
sie bequem auszufiihren.
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Die in dieser Weise aus Fig. 2 abgeleitete normale Induktions-
kurve ist in Fig. 3 dargestellt. Wihrend jedoch jene nur bis zur
Abscisse =1000 aufgetragen wurde, ist diese bis zum Werthe
der Intensitit § = 40 000 weitergefiihrt, der hochsten, welche man
bisher zu erzeugen im Stande ist. Es war aus diesem Grunde
nothig, zwei Abscissenmaassstibe anzuwenden. Der erste, welcher
bereits 4mal geringer ist als derjenige der Fig. 2, reicht bis
$ =14000; die Fortsetzung der Kurve ist in der aus Fig. 3 leicht
ersichtlichen Weise nach der in 1o Maassstabe angelegten Hilfs-
abscissenaxe abzulesen. Diese Kurven werden zu Gentige klar-
stellen, wie der Vektor § einem Maximum zustrebt, der Vektor B
aber schliesslich tiber alle Grenzen zunimmt.
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§ 14. Susceptibilitiat, Permeabilitiat, Widerstandskoefficient.
Ausser den Hauptgrossen § und B, die beide eindeutig von
abhidngen, wofern man von Hysteresis absieht, hat man noch
andere, weniger wichtige Begriffe eingefiihrt, welche sich hiufig
niitzlich erweisen (vergl. namentlich Kap. VII). TIhre Definitionen
lauten kurz:

x, magnetische Susceptibilitit, definirt als J/9,
U, ’ Permeabilitét, ’ » B,
g, ” Widerstandskoefficient |, » OB

Diese skalaren Grossen sind simtlich reine Zahlen, wenigstens
sind sie als solche in den Fillen zu betrachten, in denen man
das absolute elektromagnetische Maasssystem anwendet. In diesem
Systeme haben die Vektoren J, ¥ und § die gleiche Dimension

[ M T77],
und es ist darin die Permeabilitit des Vakuums der Einheit gleich-
gesetzt, wie dies implicite aus den betreffenden Definitionen folgt;
dasselbe gilt fiir deren Reciprokes, den magnetischen Widerstands-
koefficient des Vakuums.

Jene drei Zahlen sind ebenso wie die Vektoren § und 8 nur
Funktionen der unabhingig veréinderlichen §; sie konnen aber
ebenso gut als Funktionen { von & oder B betrachtet und als solche
graphisch dargestellt werden. Bei verschiedenen Autoren findet man
z. B. Darstellungen von #x=7§ (J), u=§(®), »=F (D), u =7(H),
E=1{(9). Der Verlauf dieser Kurven, ihre singuliren Punkte und
sonstigen Eigenschaften konnen in einfacher Weise aus denen der
normalen Magnetisirungskurve (§ 13) abgeleitet und diskutirt
werden; sie sind fiir die Beurtheitung mancher Fragen interessant.
Die Einschaltung aller hierher gehorigen Entwicklungen wiirde
indessen zu weit fithren, ohne entsprechendes Interesse zu bieten.

Wir beschrinken uns daher auf die Kurven der Fig. 4, welche
die Permeabilitdt wp (linke Ordinatenskale) und deren Reciprokes,
den Widerstandskoefficient § (rechte Ordinatenskale) in ihrer Ab-
hingigkeit von der Intensitdt § darstellen; sie beziehen sich auf
dasselbe Gusseisen wie Fig. 2 und 3. Wie ersichtlich, erreicht die
Permeabilitiat ein Maximum, welches einem sehr erheblichen Werthe
entspricht, der z. B. beim besten Schmiedeeisen mehrere Tausend
betragen kann; sie fillt dann allméhlich ab, bis sie bei unbegrenztem
Anwachsen von § vermuthlich den Werth 1 erreichen wiirde.
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Umgekehrt geht der Widerstandskoefficient durch ein scharfes
Minimum und steigt dann allm#hlich an, indem er sich zuletzt
ebenfalls immer mehr dem Werthe 1 nihern wiirde, freilich erst
weit ausserhalb des in

Fig. 4 zur Darstellung Il
kommenden  Bereichs. |} (5‘
(Vergl. hierzu § 121.) T N
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Fig. 4.
(15) u=1-44n=x ®

als die Beziehung zwischen Permeabilitit und Susceptibilitit. Letztere
Zahl wiirde wahrscheinlich schwinden, wenn die Intensitit tiber
alle Grenzen wichst, wobei zu beachten ist, dass alle Behauptungen
tiber diesen Fall naturgemiss nur Vermuthungen sein konnen,
welche auf das Verhalten bei den hochsten erreichten Intensititen
basirt sind (vergl. § 13). Die Susceptibilitdt stellt sich dann dar
als der Quotient einer endlichen Grosse, dem Sattigungswerthe
der Magnetisirung, dividirt durch eine unendliche. Wir haben
daher x,=0; aus Gleichung (14) folgt dann =1 und ebenso
1u,=%&,=1, wie oben angegeben.

Da wir bei den im Folgenden zu erorternden Fragen einen
Unterschied zwischen den magnetisch indifferenten Substanzen und
dem Vakuum nicht machen werden, so setzen wir folgerichtig die
Permeabilitit der ersteren ebenfalls gleich Eins, wihrend sie freilich
in Wirklichkeit in der vierten oder fiinften Decimalstelle davon
abweicht. Dann wird deren Widerstandskoefficient auch gleich
Eins, die Susceptibilitit aber nach Gleichung (14) gleich Null zu
setzen sein.

§ 15. Vollkommene und unvollkommene magnetische
Kreise. Unsere bisherigen Betrachtungen bezogen sich auf den Fall
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eines gleichmissig bewickelten kreisférmigen Ringes mit ebenfalls
kreisformigem Querschnitt; einen so gestalteten Korper nannten
wir ein Toroid. Wir koénnen sie aber ohne Weiteres auf Ringe
mit beliebigem, aber unverinderlichem Profil und beliebiger Ge-
stalt ausdehnen. Dabei kann die Leitkurve (§ 6), d. h. die Kurve,
welche dem Leitkreise des Toroids (§ 9) entspricht, eine ebene oder
eine raumliche Kurve sein, vorausgesetzt nur, dass ihr Kriimmungs-
radius stets gross bleibe gegen die Dimensionen des Querschnitts.
Bei gleichmissiger Bewickelung wird eine scheinbare magnetische
Fernwirkung¥) dann nicht auftreten, d. h. der magnetische Zu-
stand wird auf den ferromagnetischen Ring beschrinkt bleiben.
Man nennt ein solches Gebilde einen vollkommenen magneti-
schen Kreis (engl. »perfect magnetic circuit«). Als Bedingung
fiir die Vollkommenheit wird zunéichst das Fehlen jeglicher Fern-
wirkung angesehen und daher ein Gebilde, bei welchem eine
solche auftritt, folgerichtig ein unvollkommener magneti-
scher Kreis genannt.?)

Zu dieser Benennung ist zu bemerken, dass das lateinische
»Circuitus«, welches einige Sprachen direkt iibernehmen konnten,
wohl am einfachsten durch das Wort »Kreis« wiedergegeben wird.
Freilich ist dabei nach den obigen Ausfiihrungen nicht nothwendig,
an die ebene Kurve gleichméssiger Kriimmung zu denken. Die
auch wohl in Benutzung gewesenen Benennungen: Stromkreis,
Kreislauf, Ringsystem erscheinen bei néherer Betrachtung weniger
geeignet.

1) An den wenigen Stellen, wo bisher von Fernwirkung die Rede
war, ist diese stets eine scheinbare genannt worden, da es bei dem
jetzigen Stande der Wissenschaft fast als sicher gelten kann, dass un-
vermittelte Wirkungen in die Ferne iiberhaupt nicht auftreten, sondern
dass sie sich durch das umgebende Mittel fortpflanzen. Da es indessen
fiir unsere vorliegenden Zwecke auf diese tiefergehende FErkenntnis
weniger ankommt, wird im Folgenden der Ausdruck »Fernwirkunge mit
jenem Vorbehalt ohne weiteren Zusatz benutzt werden.

2) Vergl. hierzu § 100.



Zweites Kapitel.
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§ 16. Wirkungen eines engen Schnitts. Der Grund des
verhiltnismissig einfachen Verhaltens vollkommener magnetischer
Kreise im Sinne des vorigen Paragraphen ist, wie wir alsbald
sehen werden, deren geometrische Eigenschaft, keine Enden auf-
zuweisen, mithin in wortlichem Sinne endlos zu sein. Die
Endlosigkeit bringt, wie aus dem Folgenden hervorgehen wird,
das Fehlen der Fernwirkung mit sich und kann daher ebensowohl
als diejenige Eigenschaft betrachtet werden, welche die Vollkommen-
heit des magnetischen Kreises mittelbar bedingt.

Die Richtigkeit dieser Auffassung ergibt sich, sobald wir dem
vollkommenen Kreise Enden verschaffen, indem wir ihn durch-
schneiden. Jeder noch so enge Schnitt verrdth sich alsbald durch
das Auftreten einer Fernwirkung, welche in seiner Nihe am
stirksten hervortritt; in der Umgebung des Schnitts werden mag-
netische Zustinde erzeugt, deren Intensitit mit der Weite des-
selben zunimmt. Umgekehrt deutet das Auftreten einer Fern-
wirkung mit Sicherheit auf das Vorhandensein von Schnitten,
auch wenn diese dem Auge verborgen bleiben, also beispielsweise
in Form versteckter oder verlstheter Risse und Fugen im Ferro-
magnetikum vorhanden sind (vergl. Kap. IX).

Da der vom Schnitt selbst eingenommene interferrische
Raum sich in nichts von seiner indifferenten Umgebung unter-
scheidet, mithin die Fernwirkung nicht von jenem ausgehen kann,
muss geschlossen werden, dass es die durch den Schnitt mit geo-
metrischer Nothwendigkeit erzeugten Enden sind, welche in die
Ferne wirken.
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Um nun von einem ganz anderen Standpunkte aus einen
Einblick in die Wirkung solcher Schnitte zu erlangen, betrachten
wir wieder den typischen Fall des gleichmiissig bewickelten Toroids.
Wir denken uns dieses etwa bei 4 (Fig. 1 p. 12) radial durchschnitten
und zwar so, dass der Schnitt noch sehr eng sei im Vergleich zu
den Dimensionen des Querschnitts; seine Weite bezeichnen wir
mit d. Es sei nun (4) die normale Magnetisirungskurve des ge-
schlossenen Toroids vor dem Durchschneiden, wie sie in Fig. 5
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fiir eine Sorte Schmiedeeisen dargestellt ist. Bestimmt man dann
die Kurve fiir das durchschnittene Toroid, so findet man sie mehr
nach rechts verlaufend, etwa wie die Kurve (B). Wir sehen hie-
raus, wie beim durchschnittenen Toroid einer gegebenen magneti-
sirenden Intensitdt als Abscisse eine geringere Magnetisirung ent-
spricht, als beim geschlossenen, noch undurchschnittenen; und wie
umgekehrt zur Erzeugung einer gegebenen Magnetisirung im erste-
ren Falle eine grossere Feldintensitdt erforderlich ist. Um wieviel
grosser muss diese sein?

Zur Beantwortung dieser Frage haben wir bei verschiedenen
Werthen der Ordinate die Abscissenunterschiede 4§ der beiden
Kurven zu bestimmen und dann zu priifen, wie diese von der
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Ordinate abhingen, d. h. sie als Funktion der Ordinate aufzu-
tragen. Wir erhalten dann bei engen Schnitten in erster An-
naherung eine Gerade OC, welche so gelegen ist, dass fiir jede
gegebene Ordinate

Absc. (C) = Absc. (B) — Absc. (4).

Die Antwort auf die gestellte Frage lautet daher, dass zur Er-
zeugung einer gegebenen Magnetisirung beim durchschnittenen
Toroid ein Zuschuss an Intensitit erforderlich ist, welcher eben
jener zu erreichenden Magnetisirung in erster Anndherung pro-
portional ist, d. h. einen gewissen konstanten Bruchtheil davon
betrigt.

Die Theorie und die Versuche, mittels derer man zu diesen
Ergebnissen gelangt, werden in einem besonderen Abschnitt (Kap. V)
eingehend besprochen werden; hier interessiren uns nur die all-
gemeinen qualitativen Resultate, sofern sie uns einen Einblick in
die Wirkung von Schnitten gewihren.

§ 17. Scheerung; Riickscheerung. Es ist hier der Ort, die
vielbenutzten graphischen Operationen zu besprechen, mittels derer
man durch Koordinatentransformation normale Magnetisirungs-
kurven in solche fiir durchschnittene Toroide, oder allgemeiner
fir unvollkommene magnetische Kreise verwandeln kann und um-
gekehrt. Zu diesem Zwecke ziehen wir durch den Ursprung O (Fig. 5)
eine Gerade 0C in den linken oberen Quadranten, welche mit 0¢C
zur Ordinatenaxe symmetrisch ist. Nach dem Obigen leuchtet
es dann ein, dass wir die neue Kurve (B) aus der Normalkurve (4)
erhalten, wenn wir im Sinne des § 13 eine den Abscissen paral-
lele Scheerung von der Richtlinie 0C aus bis zur Ordinaten-
axe vornehmen. Durch die entgegengesetzte Operation, die wir
als eine ebensolche Riickscheerung von der Ordinatenaxe bis
zur Richtlinie 0C' auffassen konnen, verwandeln wir die Kurve (B)
wieder in die Normalkurve (4)?).

Die Gleichung der Richtlinie 0C' kionnen wir allgemein

1) AH=Ngy
schreiben; darin bedeutet N einen mit wachsender Schnittweite
ebenfalls zunehmenden Faktor, auf den wir spiter eingehend

1) Diese Konstruktion wurde zuerst von Lord Rayleigh ange-
geben (Phil. Mag. [5] 22. p. 175, 1886) und von Ewing verallgemeinert.
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zuriickkommen werden. Der infolge der Anwesenheit des Schnitts
aufzuwendende Zuschuss an Intensitéit des magnetisirenden Feldes
A $ ist nun nach Gleichung (1) in der That proportional dem Werthe
der zu inducirenden Magnetisirung I selbst, wie oben angegeben
wurde.

§ 18. Fernwirkung der Enden. Was die Erklirung der im
Vorigen beschriebenen Thatsachen betrifft, so haben wir bereits
erkannt (§ 16), dass durch einen Schnitt mittelbar das Auftreten
von Fernwirkungen bedingt wird, und zwar in um so hoherem
Maasse, je weiter der Schnitt ist. Jene Wirkungen erstrecken
sich iiber den ganzen umgebenden Raum; folglich liegt die An-
nahme nahe, dass sie sich auch in dem von Ferromagnetikum
des Toroids eingenommenen Raumtheile bemerkbar machen und
dort inducirend wirken werden. Es ldsst sich nun leicht nach-
weisen, dass eine solche inducirende Wirkung derjenigen Feld-
intensitdt entgegen gerichtet sein muss, welche infolge des Spulen-
stroms obwaltet (vergl. Fig. 6, p. 29), so dass letztere vergrossert
werden muss, um dieselbe Gesamtintensitit und damit denselben
Magnetisirungswerth zu erreichen. Es ist diese Vergrésserung der
Intensitit, welche in der Verschiedenheit der Abscissen der Kurven
zum Ausdruck kommt, und die folglich der mittleren Intensitit
der Fernwirkung des Schnittes iiber den vom Toroid eingenom-
menen Raum gleich und entgegengesetzt sein muss.

Da wir ferner schon gesehen haben, dass der Schnitt an sich
keine Fernwirkung ausiiben kann; dass diese vielmehr von den
ihn begrenzenden Enden ausgehen muss, so schliessen wir, dass
ein solches Endenpaar auf grossere Entfernungen proportional
dem Werthe der Magnetisirung wirkt. Wir sind in dieser Weise
schliesslich zu einer Auffassung gelangt, welche uns die nihere
Untersuchung der Fernwirkung von Endenpaaren nothwendig er-
scheinen ldsst.

Zugleich werden wir dadurch zu einer Betrachtungsweise ge-
fithrt, von welcher man frither allgemein ausgegangen ist und die
man fast ausschliesslich beriicksichtigt hat. Es ist dann neuer-
dings von einigen Seiten eine beachtenswerthe Reaktion eingeleitet
worden, welche die jener Betrachtungsweise eigenthiimlichen Be-
griffe der magnetischen Fluida, der Pole, der Anziehungen, das
Coulomb’sche Gesetz u. s. w. ohne Weiteres fiir unzutreffend,
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veraltet und unbrauchbar erklirte!). Wir gehen am sichersten,
wenn wir in dieser Hinsicht den Mittelweg beschreiten und die
Vorziige beider Anschauungsweisen nach Moglichkeit vereinigen
und ausnutzen.

§ 19. Fernwirkung eines einzelnen Endes. Denken wir
uns das durchschnittene Toroid aufgebogen, bis es die Gestalt
eines langen geraden Stabes hat, seine Enden somit in die grosst-
moglichste Entfernung von einander geriickt sind. Bei dem

Fig. 6.

durchschnittenen Toroid hatten wir vorausgesetzt, dass die Be-
wickelung ungeachtet des Schnitts gleichméssig bleiben sollte. Wir
machen dieselbe Voraussetzung auch hier und denken uns daher
eine gleichmaissig bewickelte geschlossene Spule, etwa wie in Fig. 6,
die an und fiir sich ein #dusseres magnetisches Feld nicht erzeugt,
aber innerhalb der Windungen ein gleichférmiges (§ 68) Feld in
der Richtung der gefiederten Pfeile hervorruft. Im ferromagneti-
schen Stab wird dann eine Magnetisirung in ebenderselben Richtung
inducirt werden, wovon wir uns mittels eng um ihn gewundener
sekundidrer Drahtwindungen {iberzeugen koénnen. Infolge der
Wirkung der Enden wird nun im umgebenden Raume ein mag-
netisches Feld entstehen: untersuchen wir dieses mittels einer
Probespule (§ 2) etwas néher.

1) Vergl. z. B. Silv. Thompson, Cantor Lectures on the electro-
magnet, London 1890.
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Durchmustern wir zundchst das Gebiet in der Nihe eines
Endes, etwa N, wo dessen Einfluss noch erheblich tiberwiegt; wir
werden finden, dass das Feld tiberall radial und zwar vom Ende
auswirts, wie die ungefiederten Pfeile, gerichtet ist. Sein
numerischer Werth ist dem Quadrate der Entfernung vom Ende
umgekehrt proportional, solange diese gering bleibt gegen die
Stablange. In der Nihe des anderen Endes S verhilt es sich
ebenso mit dem Unterschiede, dass das radiale Feld einwirts
auf das Ende zu gerichtet ist, wie es wieder durch ungefiederte
Pfeile veranschaulicht ist. Man pflegt letzteres (S) als das nega-
tive, ersteres (N) als das positive Ende zu bezeichnen?); die
positive Magnetisirungsrichtung im Ferromagnetikum verlduft immer
vom negativen zum positiven Ende.

Die Feldintensititen in der n#chsten Umgebung der Enden
wachsen ferner proportional dem Werthe der Magnetisirung, wie
wir es oben beim durchschnittenen Toroid ebenfalls feststellten,
und proportional dem Querschnitt S des Stabes; von seiner
Lénge sind sie hingegen unabhingig, solange diese gegen die
Querdimensionen betrichtlich bleibt, wie es hier stets vorausgesetat
wird. Der absolute Werth der Feldintensitit wird demnach ge-
geben durch die Gleichung

I8

@ $="7%

‘wo r die Entfernung vom Ende bezeichnet. Durch das Produkt
(8) wird daher die Fahigkeit der Enden, Fernwirkungen zu er-
zeugen, bestimmt; man kann es die magnetische Stiarke des
Stabes nennen?).

§ 20. Allgemeines iUber Punktgesetze. Die durch Glei-
chung (2) dargestellte Beziehung ist eine etwas modificirte Fassung
des sogenannten Coulomb’schen Gesetzes, auf welches wir im
folgenden Paragraphen zuriickkommen werden. Es muss betont
werden, dass die Giiltigkeit jenes Gesetzes zur wesentlichen Voraus-

1) Bei einem freischwebend aufgehiingten Stabe zeigt das positive
Ende ungefiihr nach Norden, das negative nach Siiden. Auf dem Fest-
lande nennt man das positive Ende (N) den Nordpol, das negative (S)
den Stidpol eines Magnetstabes. Bei britischen Autoren findet man
noch hiufig die umgekehrte Bezeichnung.

2) Vergl. Sir. W. Thomson, Repr. Pap. EL Magn. § 454, p. 854.
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setzung hat, dass das Stabende als ein Punkt betrachtet werden
kann, dass also seine Dimensionen gegen die Entfernung r ver-
schwinden ; letztere wird dann wieder als gegen die Stablinge gering
vorausgesetzt. Die experimentelle Priifung der fraglichen Bezieh-
ung kann somit nur mit sehr langen diinnen Stédben erfolgen.

Es ist hier der Ort, zu bemerken, dass das Coulomb’sche
Gesetz durchaus kein specifisch magnetisches Gesetz ist. Es ist nur
ein Specialfall des vollig aligemeinen rein geometrischen Gesetzes,
welches alle Wirkungen beherrscht, welche von Punkten, oder viel-
mehr von als punktformig zu betrachtenden Centren, aus sich ge-
radlinig in die Ferne fortpflanzen. Diese Wirkungen nehmen sémt-
lich mit der Entfernung in der Weise ab, dass ihre Intensitit
umgekehrt proportional #* ist, und zwar aus dem einfachen geo-
metrischen Grunde, dass die Oberfliche einer Kugel dem Quadrat
ihres Radius proportional ist. Da die konstant bleibende Gesammt-
wirkung sich {ber die stets grosser werdenden Oberflichen kon-
centrischer Kugelschalen zu vertheilen hat, so folgt das Gesetz der
Abnahme ihrer Intensitdt, d. h. der Wirkung pro Flicheneinheit,
ohne Weiteres. Bekannte specielle Beispiele dieser allgemeinen Be-
ziehung sind das Gravitationsgesetz, das Coulomb’sche elektro-
statische Gesetz, das photometrische Gesetz fiir die Abnahme der
Lichtintensitit leuchtender Punkte mit der Entfernung.

In allen diesen Fillen bildet die Annahme punktférmiger
Centren die wesentliche Grundlage fiir die Anwendbarkeit des
»(1/r?)-Punktgesetzes«.

Eine gravitirende, eine elektrisirte oder eine leuchtende unend-
lich lange gerade Linie wirkt dagegen nicht mehr umgekehrt pro-
portional dem Quadrat der Entfernung, sondern dieser selbst um-
gekehrt proportional; und zwar auch wieder nur aus dem Grunde,
weil nun die Oberflache eines Cylinders von gegebener Linge seinem
Radius proportional ist. Ein weiteres Beispiel dieses allgemeinen
»(1/r)-Liniengesetzes« ist das bereits (§ 5B) ercrterte Biot-
Savart’sche Gesetz der elektromagnetischen Wirkung langer
gerader Leiterstrecken.

Endlich ist die Wirkung einer gravitirenden, elektrisirten oder
leuchtenden, unendlich ausgedehnten Ebene tiberhaupt nicht mehr
von der Entfernung abhéingig; in der That kann man sie nur durch
zwei ebenfalls unendlich ausgedehnte Ebenen umbhiillen, deren Ober-
fliche offenbar mit der Entfernung in keiner Beziehung steht.
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Der Allgemeinheit halber kann man also in diesem Falle von
einem »(1/r°) -Ebenengesetze« reden.

§ 21. Abstossung oder Anziehung zwischen Enden. Ein
magnetisches Ende erzeugt nicht nur in seiner Umgebung ein
Feld, sondern es wird von einem fremden, bereits vorhandenen,
magnetischen Felde in der Weise beeinflusst, dass eine mechanische
Kraft auf dasselbe ausgelibt wird. Diese Kraft hat die gleiche oder
entgegengesetzte Richtung wie das urspriingliche Feld in dem
Punkte wo das Ende sich befindet, je nachdem das Ende 1 positives
bezw. negatives Vorzeichen aufweist; ihr numerischer Werth § ist
in absolutem Maasse gleich dem Produkte aus der Feldintensitit
in die magnetische Stirke (JS), des Endes (§ 19):

3) F=9R9.

Riihrt insbesondere das betrachtete Feld von einem andern
magnetischen Ende 2 her, so lisst sich die resultirende Wirkung
offenbar so interpretiren, als ob bei gleichem bezw. ungleichem Vor-
zeichen der Enden eine Abstossung bezw. Anziehung &,, zwischen
ihnen stattfinde, welche nach der Verbindungslinie gerichtet, dem
Produkte der magnetischen Stirken direkt, dem Quadrate der Ent-
fernung umgekehrt proportional wire. Die mathematische For-
mulirung dieses Satzes folgt ohne Weiteres aus den Gleichungen (2)

und (3), indem N ~ g
(45) %u = (\S S>;,.2(’\S )2 .

Dieses ist die urspriingliche Fassung des Coulomb’schen
Gesetzes '), welches von seinem Urheber mittels der Drehwaage
experimentell aufgefunden wurde. Eine genaue Bestitigung erfuhr
es indessen erst durch die messenden Versuche, welche Gauss
zu diesem Zwecke anstellte?). Da das Bestehen unvermittelter
mechanischer Fernwirkungen, wie sie eine wortliche Auffassung
des erwihnten Gesetzes mit sich bringt, von der heutigen Wissen-

1) In der (§ 19 Anm.) erwiihnten Sprache pflegt man das Coulomb-
sche Gesetz folgendermaassen zu formuliren: Gleichnamige [ungleich-
namige] magnetische Pole stossen sich ab [ziehen sich an] mit einer
Kraft, welche dem Produkte der »Polstirkenc direkt, dem Quadrat der
Entfernung umgekehrt proportional ist.

2) Gauss, Intensitas vis magn. terrestr. ad mensuram absol. revocata
§ 21, Werke 5 p. 109; 2 Abdr. Gottingen 1877.
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schaft kaum noch acceptirt werden kann, so geht ihr Bestreben
dahin, jene scheinbaren Fernwirkungen durch Zwangszustinde
zu erkliren, welche in dem die Wirkung fortpflanzenden Medium
auftreten. Diese magnetischen Zwangszustinde im Interferrikum
werden wir besonders (§§ 101—110) besprechen; ihre Einfithrung
gewdhrt neben einer befriedigenderen theoretischen Erklarung der
Thatsachen noch den Vortheil, dass sie eine weit geeignetere
Grundlage fir die Losung der meisten praktischen Probleme bietet
als das Coulomb’sche Gesetz. Allerdings gibt letzteres nach wie
vor die einfachste Darstellung der mechanischen Wirkung in allen
Fillen, wo es sich um den gegenseitigen Kinfluss einer geringen
Anzahl von Stabenden handelt, wie es z. B. bei vielen experimentellen
Methoden der Fall ist.

§ 22. Fernwirkung eines Endenpaares. Kehren wir zur
Fernwirkung unseres magnetisirten Stabes zuriick und betrachten
wir diese insbesondere in Entfernungen, welche gross sind im
Verhiltnis zur Stablinge, so stellt sich das auftretende magnetische
Feld in allen Punkten nach Werth und Richtung aus den von
beiden Enden nach dem Coulomb’schen Gesetze erzeugten An-
theilen zusammen. Hervorzuheben sind zwei Specialfille, auf
deren Beweis hier nicht eingegangen werden soll.

Erstens ist die Feldintensitit in Punkten, welche in der Ver-
lingerung der geometrischen Axe des Stabes liegen, nach der Axe
gerichtet und ihr Werth ist gegeben durch die Gleichung

25 \g SL

(5) $=—TFs -
worin L die Lange des Stabes, D d1e Entfernung des betrachteten
Punktes von der Stabmitte bedeutet.

Zweitens betriigt jene Grosse in Punkten der »Aquatorial-
ebene« des Stabes, deren Spur EE in Fig. 6 p. 29 gezeichnet ist

SSL

(6) O="p
wobei ihre Richtung wieder der Axe parallel ist.

Wir sehen also, wie hier die Linge L des Stabes als Faktor
in die Gleichungen eingeht, und demnach nicht mehr (§S), son-
dern (IS L) das Maass seiner Fahigkeit zur Felderzeugung in ent-
fernten Punkten wird. Nun ist aber (SL) dem Volum V des Stabes
gleich, mithin wird hier das Produkt (3 V) aus der Magnetlsuung

du Bois, Magnetische Kreise.
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in das Volum die maassgebende Grosse. Wir nennen diese
daher in hergebrachter Weise das magnetische Moment des
Stabes und bezeichnen sie mit I ; sie ist analog der ebenso be-
nannten Grosse bei Spulen (§ 6). Wenn man, wie z. B. bei der
sogenannten magnetometrischen Methode, die Fernwirkung zur
Messung der magnetischen Eigenschaften von Korpern benutzt,
ergibt sich die Magnetisirung als das gemessene magnetische
Moment dividirt durch das Volum.

\ ! / e ™~ \ ’ /)
\ l‘ '/ Vi ——— N\ 1 1 // /
N \ \ ] K \\\ \\ \ / i/
N \ {7 7 SNy e
\ \ |/ S S .~ V) s
N N\, L Y A - ~. \ ) 4 s
NN N NS /’ RN N\ I
\\\ SN N \ | 7 77 e
~ — 7

Fig. 7.

Falls der betrachtete Punkt weder in der verlingerten Axe
noch in der Aquatorialebene des Stabes liegt, werden die Gleich-
ungen fiir die Intensitit des Feldes weniger einfach als (5) und (6).
Was den Verlauf der Intensitéitslinien anbetrifft, so verweisen wir
auf Fig. 7, wo sie durch die punktirten Linien ausserhalb des
Stabes schematisch dargestellt werden; und zwar gilt diese Figur
fiir einen kurzen Stab; bei lingeren Stdben, wie wir sie bisher
vorausgesetzt haben, geht die Fernwirkung fast ausschliesslich von
den geometrischen Enden aus, und scheinen die Intensititslinien
dementsprechend strahlenférmig von ihnen zu divergiren; in Fig. 7
dagegen gehen Linien nicht nur von den Stirnflichen -— E und
-+ E, sondern zum Theil auch von den benachbarten Theilen der
Mantelfliche aus; wir werden hierauf alsbald zurtickkommen *).
Im Ubrigen verlaufen die Intensititslinien entweder vom positiven
Ende zum negativen oder sie verlieren sich in’s Unendliche.

1) In § 26, wo auch die innerhalb des Stabes gezeichneten aus-
gezogenen »Magnetisirungslinien« besprochen werden.



Elementare Theorie unvollkommener magnetischer Kreise. 35

§ 23. Mechanische Wirkung fremder Felder auf Enden-
paare. Wir sahen in § 21, wie auf ein einzelnes Ende in einem
fremden Felde eine Kraft ausgeiibt wird. Das Vorkommen ein-
zelner Enden ist nun der Natur der Sache nach ausgeschlossen;
hochstens konnen wir bei sehr langen Stdben eins der Enden fiir
sich betrachten, indem wir die von dem andern Ende ausgehenden
oder darauf ausgeibten Wirkungen der grosseren Entfernung
halber vernachldssigen. In Wirklichkeit haben wir es bei magneti-
sirten Stiben, einerlei ob deren Magnetisirung inducirt oder etwa
remanent sei, stets mit einem Endenpaar zu thun; dabei hat bei
konstantemm Querschnitt S und konstanter Magnetisirung J jedes
Ende die gleiche Starke (38), jedoch mit entgegengesetztem Vor-
zeichen. In einem fremden Felde, dessen Intensitit § innerhalb
des vom Stabe eingenommenen Raumes konstant und gleich-
gerichtet sei, werden also nach Gleichung (3) § 21 auf die Enden
gleiche und entgegengerichtete Kriifte

§=+9HQR9
ausgelibt werden., falls die positive Axenrichtung (§ 19) des Stabes
mit der positiven Feldrichtung den Winkel « bildet, haben jene
beiden Krafte Angriffspunkte, welche um den Abstand L sin a
voneinander entfernt liegen, wenn L wieder die Stablinge bedeutet.
Sie setzen sich somit zu einem XKriftepaar zusammen, dessen
Moment & durch folgende Gleichung gegeben wird

KR=9HS) Lsina
oder, wenn wir wieder, wie i vorigen Paragraphen, das mag-
netische Moment 9 einfithren,
(7 f:=HMsin «.
Im allgemeinen wirkt daher auf das Endenpaar ein Kréftepaar,
welches es in die stabile Gleichgewichtslage zu drehen bestrebt
ist, die dem Werthe « =0° entspricht. Um diese wird es Schwing-

ungen ausfithren, deren volle Periode (doppelte »Schwingungs-
dauer<) v gegeben ist durch die Gleichung

(8) — l/;ga

worin K das Tragheitsmoment des Stabes bedeutet. Dem Werthe

«=180° entspricht dagegen eine labile Gleichgewichtslage.
3*
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Diese Folgerungen werden durch den Versuch auf das Ge-
naueste bestdtigt. Niemals wird auf einen Magnet in einem Felde
von konstantem Werth und unverénderlicher Richtung eine Kraft,
sondern immer nur ein Kraftepaar ausgetibt; und zwar gilt dies
nicht nur fir Stabmagnete von konstanter Stirke, sondern auch
fiir ganz beliebig gestaltete und magnetisirte Korper.

§ 24. Selbstentmagnetisirende Wirkung eines Stabes.
Wie bereits im Falle des durchschnittenen Toroids auseinander-
gesetzt wurde, wird jedes einzelne Stabende nach dem Coulomb’-
schen Gesetze auch in demjenigen Raumgebiete wirken, welches
vom Stabe selbst eingenommen wird. Diese Eigenwirkung wird,
wie z. B. aus einem Vergleich der gefiederten und ungefiederten
Pfeile in Fig. 6 p. 29 sofort hervorgeht, der Wirkung der Spule
immer entgegengerichtet sein. Die beiden Enden tiben also eine den
Stab selbstentmagnetisirende Wirkung aus, deren Intensitit
wir mit §; bezeichnen. Diese hat in der Stabmitte ein Minimum
und wichst nach beiden Enden zu; nach dem Vorigen ist sie aber
in jedem einzelnen Punkte der magnetischen Starke (I S) des Stabes
proportional. Folglich gilt diese Proportionalitit auch fiir den
Mittelwerth des Vektors §,, den wir durch einen Balken iber
dem Buchstaben als §; unterscheiden werden.

Betrachten wir nun einen Stab von der Gestalt eines Kreis-
cylinders mit senkrechten Endflichen. Sein Dimensions-
verh#ltniss, d. h. das Verhiltniss der Liange zum Durchmesser,
bezeichnen wir mit m. Nehmen wir jetzt an, dass der Cylinder
sich bei gleichbleibender Linge allm#hlich verdiinne; dies ent-
spricht einer Zunahme des Verhéltnisses m, und einer Abnahme
des Querschnitts im Verhiltniss 1/m?.  Folglich nimmt auch §; ab,
und zwar nach dem Vorhergehenden in demselben Maasse, wie die
magnetische Stirke, also proportional (J/m?).

Betrachten wir nun den Quotienten §,/SJ, d. h. die mittlere
selbstentmagnetisirende Intensitdt pro Magnetisirungseinheit und
bezeichnen ihn wie in Gleichung (1) (§ 17) mit ¥; wir nennen die
hierdurch definirte Zahl den mittleren Entmagnetisirungs-
faktor. Aus dem Vorigen folgt dann, dass theoretisch N pro-
portional 1/m? sein muss, das heisst:

L Der Entmagnetisirungsfaktor kreiscylindrischer
Stibe ist theoretisch dem Quadrate des Dimensions-
verh#ltnisses umgekehrt proportional
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Nennen wir den Proportionalitétsfaktor C, so muss
9 Nm*=¢C

konstant sein. Man findet nun aus der Diskussion von Ver-
suchen mit Cylindern, dass dies in der That zufrifft, wofern das
Dimensionsverhéltnis mehr als etwa 100 betrigt; die Zahl C hat
dann den konstanten Werth 45. Man kann also den mittleren
Entmagnetisirungsfaktor von Cylindern, deren L#nge den Durch-
messer um mehr als das Hundertfache tibertrifft, einfach berechnen,
indem man das Quadrat des Dimensionsverhéltnisses in 45 dividirt.

§ 25. Entmagnetisirungsfaktoren von Kreiscylindern. Die
erwihnten Versuche sind solche, die mit Cylindern verschie-
dener Linge bei gegebener Dicke und gegebenem Material aus-
gefithrt wurden. Der unvermeidlichen Heterogenitit des Materials
wegen ist es besser, wie es auch theilweise geschehen ist, die
Cylinder aus demselben Stiick heraus allméhlich kiirzer zu schneiden;
am allerbesten wire es freilich bei konstant bleibender Linge den
Cylinder nach und nach auf geringere Durchmesser abzudrehen,
wie wir es uns zum Zwecke der theoretischen Herleitung ausgefiihrt
gedacht haben. Es werden dann die fiir verschiedene Werthe
von m experimentell gefundenen Magnetisirungskurven neben-
einander aufgezeichnet und aus den Abscissendifferenzen in der
oben (§ 16) angegebenen Weise die zugehdrigen Entmagnetisirungs-
faktoren hergeleitet?).

Es stellt sich dann heraus, dass fiir kiirzere Cylinder, fiir die
m << 100, die Zahl C nicht mehr konstant bleibt, sondern abnimmt.
In Tab. 1, welche zum bequemeren Vergleich mit anderen Zahlen
erst auf p. 45 abgedruckt ist, wird eine Ubersicht der in der be-
schriebenen Weise gefundenen mittleren Entmagnetisirungsfaktoren
von Cylindern gegeben. Die Werthe C=m? N sind ebenfalls an-
gefiihrt, weil sie sich ihrer geringeren Verénderlichkeit halber zur
Interpolation besser eignen.

Es ist ferner experimentell festgestellt worden, dass ferro-
magnetische Prismen oder zusammengeschniirte Biindel von

1) Solche Versuche wurden theils von Ewing (Phil. Trans 176, IT.
p- 535 u Pl 57. Fig. 3, 1885), theils von Tanakadaté (Phil. Mag. [5] 26
p. 450, 1888, ausgefiihrt. Die theoretischen Folgerungen stammen vom
Verf. (Wied. Ann. 46. p. 497, 1892.)
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beliebigem Profil in ihrem Verhalten wenig von Kreiscylindern
gleicher Linge und gleichen Querschnitts abweichen?). Man hat
also in der Tabelle ein Mittel, die Beobachtungsresultate von Ver-
suchen mit Stdben und Biindeln auf den eigentlichen Normalfall
endloser Gestalten zuriickzufithren, bezw. durch Riickscheerung
(§ 17) die allein charakteristische Normalkurve des untersuchten
Materials zu erhalten. Dies ist um so nothwendiger, als weitaus
die Mehrzahl der vorliegenden, zum Theil sehr werthvollen Ex-
perimentaluntersuchungen mit Stiben ausgefiihrt sind; auch liegt
es in der Natur der Sache, dass dies in Zukunft noch hiufig ge-
schehen diirfte; die in dieser Weise erhaltenen Resultate und
Kurven sind aber schwerlich ohne weiteres interpretirbar und ver-
lieren dadurch bedeutend an Werth.

§ 26. Kurzer Cylinder. — Magnetisirungslinien. Wir sahen
bereits, dass fiir kiirzere Cylinder (fir die etwa m < 100) der
einfache Satz I des § 24 nicht mehr gilt, sondern dass deren Ent-
magnetisirungsfaktor kleiner ist, als ihn jener Satz vorschreibt;
eine oder mehrere der Voraussetzungen, unter denen er abgeleitet
wurde, treffen daher nicht mehr zu.

In der That, wenn wir die sekunddren Windungen am Cylinder
entlang verschieben und den in ihnen in verschiedenen Lagen
beim Magnetisiren erzeugten Stromimpuls untersuchen, so finden
wir, dass dieser nicht plétzlich abfillt, wenn die Sekundérspule iiber
die Enden weggeschoben wird, sondern in einem gewissen Ab-
stande vor den Enden geringer wird; dieser Abstand kommt gegen
die Linge eines kurzen Cylinders mehr in Betracht, als gegen die
eines gestreckteren. Wir schliessen daraus, dass die Induktion in
der Stabmitte einen grosseren Werth hat, als weiter nach den
Enden zu: dies ist daher auch mit der Magnetisirung der Fall.

Wenn wir nun die Fernwirkung der Enden untersuchen, so
werden wir finden, dass sie geringer ist, als dem Werthe der
Magnetisirung in der Stabmitte entsprechen wiirde. Zugleich aber
ist die Vertheilung des #usseren Feldes so beschaffen, als ob
ausser von den geometrischen Stabenden auch von den benach-
barten Theilen des Stabes eine Wirkung ausginge, als ob auch
dort gewissermaassen sEnden« vorhanden wiren. Wir werden in
dieser Weise dazu gefiihrt, den Begriff »Ende« zu verallgemeinern.

1) von Waltenhofen, Wien. Ber. 48 2. Abth. p. 518, 1863.
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Wir betrachten ihn nicht mehr als einen rein geometrischen in
dem Sinne, dass wir darunter die beiden Stirnflichen des Stabes
verstehen; vielmehr fassen wir die Magnetisirung des kurzen Cy-
linders so auf, als ob der stirkere magnetische Zustand, welcher in
der Stabmitte herrscht, nur allmdhlich endete, mithin eine grosse
Anzahl magnetischer Endelemente aufwiese, von denen ein
jedes seine eigene elementare Fernwirkung nach dem Coulomb-
schen Gesetze ausiibte. Ebenso wie vorher ein positives und ein
negatives Ende unterschieden wurde, miissen wir jetzt die End-
elemente als positive oder negative unterscheiden, die sich vor-
wiegend auf die entsprechenden Hilften des Stabes vertheilen
werden. Dabei muss die algebraische Summe der Stirken aller End-
elemente stets Null sein, auch bei einem beliebig gestalteten und
magnetisirten Korper; das folgt u. A. schon aus der (§ 23) an-
gefithrten Thatsache, dass ein fremdes Feld von konstantem Werthe
und unverdnderlicher Richtung auf einen solchen Koérper nur ein
Kriftepaar, niemals eine Kraft, ausiibt.

Hiermit auf das engste zusammenhéngend ist der Verlauf der
Magnetisirungslinien, d. h. derjenigen Linien, deren Tan-
gente in jedem Punkte der Richtung des Vektors § entspricht,
ghnlich wie wir es frither bei den Intensititslinien fiir den Vektor §
festgestellt haben. Eine Schaar solcher Magnetisirungslinien wurde
bereits in Fjg. 7, p. 34, in ihrem ungefihren Verlaufe innerhalb
eines kurzen Cylinders dargestellt.- Wie ersichtlich, erreichen viele
Linien nicht in der Stirnfliche, sondern vorher in der Mantel-
fliche des Cylinders ihren Endpunkt. Diese Endpunkte versinnbild-
lichen in greifbarer Weise den auf den ersten Blick fremdartigen
Begriff des Endelementes, zu dem wir oben gelangten. Wir haben
zwar bisher Linienschaaren im allgemeinen, und insbesondere
Magnetisirungslinien, nur als ein Mittel betrachtet die Richtungen
der betreffenden Vektoren darzustellen, werden aber weiter unten
(8 59) sehen, dass sie in manchen Fillen auch Schliisse hinsichtlich
ihrer numerischer Werthe gestatten.

§ 27. Die Endelemente als Fernwirkungscentra. — Hypo-
these der zwei Fluida. Wir sind so auf verschiedenen Wegen zu
der Auffassung gelangt, einen magnetisirten Korper gewissermaassein
als mit Endelementen besit zu betrachten, von denen ein jedes
nach dem Coulomb’schen Gesetze in die Ferne zu wirken scheint.
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Solche scheinbare Fernwirkungscentra befinden sich in vorwiegen-
der Anzahl auf der Oberfliche des Korpers, in besonderen Fillen
sogar ausschliesslich auf dieser; wie wir jedoch sehen werden, treten
sie im allgemeinsten Falle auch im Innern auf. Mit der Einfithrung
einer unendlichen Anzahl von Endelementen riickt aber das be-
trachtete Problem naturgemiss aus dem Bereiche elementarer
Behandlung in dasjenige héherer mathematischer Rechnung. Wir
miissen daher in dieser Hinsicht auf die beiden Kapitel IIT und IV
verweisen, wenn wir auch im Folgenden zunichst noch einige
Specialfille betrachten werden, deren Berechnung erst spiter ge-
geben werden kann; hier kommt es uns nur auf die Resultate an.

Die Auffassung, zu der wir im Vorigen auf zwei Wegen ge-
langt sind, schliesst sich an eine #ltere, noch vielfach verbreitete
Hypothese an, der wir deswegen einige Worte widmen wollen. Es
wurden dabei zwei magnetische Fluida, ein positives (nérdliches)
und ein negatives (siidliches) angenommen, von denen jedes Ele-
mentartheilchen nach dem Coulomb’schen Gesetze eine Fern-
wirkung ausiibt, die fiir beide Fluida entgegengesetztes Zeichen
aufweist. Diese sind in genau gleichen Mengen i{iber den mag-
netisirten Korper vertheilt, vorwiegend auf seiner Oberflache, jedoch
auch im Innern. Die mathematische Entwicklung dieser Ansitze
hat zu Resultaten gefithrt, die sich experimentell scharf bestitigen
liessen. Man ist infolgedessen lange Zeit geneigt gewesen, die An-
nahmen, von denen man ausging, ebenfalls fiir richtig zu halten,
ohne sich dadurch abhalten zu lassen, dass jene Vorstellungen
jeglicher plausiblen physikalischen Begriindung von vornherein ent-
behrten, als aus einer Zeit stammend, in der hierauf verhaltnis-
missig geringes Gewicht gelegt wurde.

Die hier skizzirte Theorie der Nord- und Siidfluida hat nun
grosse Ahnlichkeit mit unserer Auffassung, nach der Endele-
mente als das fir Fernwirkungen wesentliche Agens betrachtet
werden, Die alte, von Poisson herrithrende, mathematische Theorie
lasst sich daher ohne einschneidende Anderungen noch ebenso-
gut wie frither verwerthen, wie aus den folgenden Kapiteln her-
vorgehen wird; die Anpassung jener Theorie auf die thatsichlichen
Verhiltnisse ist hauptsichlich das Werk Lord Kelvin’s, F. Neu-
mann’s, Kirchhoff’s und Maxwell’s.

Wir haben zwar keine Veranlassung, uns in diesem Buche
eingehend mit den verschiedenen Hypothesen zu beschiftigen, die
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im Laufe der Zeit zur Erklirung des Wesens des Magnetismus
aufgestellt worden sind, wollen aber doch erwdhnen, dass vor der
besprochenen Poisson’schen Theorie von Euler die Hypothese
ausgesprochen worden ist, der Magnetismus sei eine in geschlos-
senen Bahnen fliessende Materie (vergl. § 111). Beiden Theorien
wohnt nach unseren jetzigen Anschauungen kaum irgend welche
Wahrscheinlichkeit inne; als die den Thatsachen am besten ent-
sprechende und entwickelungsfihigste Theorie muss heute wohl
die Weber'sche Annahme orientirbarer Elementartheilchen gelten,
wie sie hauptsichlich von Maxwell, Wiedemann und
Ewing!) weiterentwickelt ist; dabei kann der préexistirende
Magnetismus jener Elementartheilchen auf Wirbel, Ampére’sche
Molekularstrome oder rotirende Ionen zuriickgefiihrt werden.

§ 28. Gleichférmiges Feld, — Ellipsoid. Man nennt ein mag-
netisches Feld innerhalb eines bestimmten Raumgebiets gleich-
formig, wenn es in allen seinen Punkten denselben Werth und die
gleiche Richtung hat; die Intensitatslinien sind dann parallele
Geraden. Ganz analog spricht man von der gleichférmigen Ver-
theilung beliebiger Vektoren im Raume (§ 43). Bei den zuletzt ange-
stellten Betrachtungen haben wir stets gleichférmige Felder vor-
ausgesetzt, wie sie beispielsweise eine Spule von der in Fig. 6 p. 29
dargestellten Gestalt in ihrem Innern erzeugt. In der Praxis ver-
wendet man derartige Spulen kaum, sondern gerade Spiralen von
mindestens der dreifachen Linge des zu magnetisirenden Korpers;
in dem von diesem eingenommenen Raum in der Mitte der Spule
ist dann das Feld mit fiir die meisten Zwecke geniigender An-
niherung gleichférmig.

Wie wir es bereits an dem kurzen Cylinder gesehen haben,
ist die im gleichférmigen Felde inducirte Magnetisirung darum
nicht nothwendig ebenfalls gleichformig. Es ldsst sich mathe-
matisch beweisen (§ 69), dass dies nur bei Korpern zutrifft, deren
Gestalt die eines Ellipsoids ist?); wenn dessen eine Axe mit der
Feldrichtung zusammentfillt, so ist die Magnetisirung jener Axe
gleichgerichtet. Die selbstentmagnetisirende Intensitit pro Einheit

1) Siehe Wiedemann, Lehre v. d. Elektr. 3. Aufl. 3. Braunschweig
1883. Ewing, magnetische Induktion u. s. w. Kap. XI, Berlin 1892.
2) Vergl. auch Maxwell, Treatise 2. Auflage 2. §§ 437, 438. Dort

sind auch die im Folgenden anzufithrenden Formeln hergeleitet.
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der Magnetisirung nennen wir dann wieder den Entmagnetisirungs-
faktor fiir die betreffende Axenrichtung.

Jene selbstentmagnetisirende Intensitit im Innern des Korpers
(8 24) ist in diesem Falle auch gleichférmig vertheilt und die
resultirende Intensitit, die sich aus dieser und dem urspriinglich
vorhandenen, durch die Spule erzeugten, Felde zusammensetzt,
ebenfalls (§ 68). Das Ellipsoid und die von ihm direkt ableitbaren
geometrischen Gestalten werden dadurch zu einfachen Typen unvoll-
kommener magnetischer Kreise, #hnlich wie es das geschlossene
Toroid fiir die vollkommenen Kreise ist.

§ 29. Rotationsellipsoide: Ovoid, Sphédroid. Wir werden
uns hier auf den Fall des Rotationsellipsoids beschranken, welches

== £

— ' '
- 3" :
A
Richtung derﬂugnetzsu-
Fig. 8. Flg 9.

auf der Drehbank hergestellt werden kann und daher praktisch
am wichtigsten ist. Es sei 2¢ die Linge der Rotationsaxe CC/
(Fig. 8, 9), 2a diejenige des Durchmessers des zu dieser senk-
rechten Aquatorialkreises. Dann ist m = ¢/a das Axenverhiltniss.

Es wird vorausgesetzt, dass die Rotationsaxe parallell der Feld-
richtung liege, so dass nach dem Obigen auch die Magnetisirung
in dieser Richtung erfolgt. Wir unterscheiden zwei Fille, je nach-
dem die Rotationsaxe linger oder kiirzer ist als die Aquatorial-
axe A4 :

A. Ovoid (langgestrecktes Rotationsellipsoid) ¢ > a, folglich
m > 1. Die Excentricitit e der Meridianellipse wird gegeben durch
den Ausdruck

@ i

e= 1—“CT= 1——-
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Dann ist N,, der Entmagnetisirungsfaktor in der Richtung der
Rotationsaxe, als Funktion der Excentricitit gegeben durch die
Gleichung

10) N.,=4n (17~1) (23e lognat 1+e—1).

Oder, wenn wir das Axenverhéltnis m als Argument einfithren,

(11) N, = 4_ i (V m:n lognat (n+ ) m*—1) — 1)

Wenn in diesem Ausdrucke m grossere Werthe annimmt, wir
es also mit gestreckteren Ovoiden zu thun haben, so nihert er
sich, (wie unmittelbar zu ibersehen, indem wir 1 gegen m? ver-
nachléssigen,) der einfacheren Form

(12) N, = %ITT: (lognat. 2m — 1),

welche bei Axenverhiltnissen, die etwa den Werth 50 ibertreffen,
bis auf wenige Tausendstel angeniherte, bei noch gestreckteren
Ovoiden fast vollig genaue Werthe fiir N, ergibt.

B. Sphiroid (abgeplattetes Rotationsellipsoid) ¢ < a, folg-
lich m <C1. Die Excentricitdt e der Meridianellipse wird gegeben
durch den Ausdruck

c? —_—
e = 1——;2—-1/1—1112,

und der Entmagnetisirungsfaktor als Funktion dieser Excentricitit
durch

13) N, = ki <1 — l/(—el: 1) arc sin e)

oder als Funktion des Axenverhiltnisses m durch

1 4n 1— m arc cos m
W Ne=t—w " T yim

§ 30. Weitere Specialfille: Vollkugel, Kreiscylinder, Platte.
Der mathematischen Analyse ist es bisher nur gelungen, von un-
vollkommenen magnetischen Kreisen eine einzige Specialform, das
Ellipsoid, der genaueren Losung zuginglich zu machen (vergl. § 70).
Dieser Mangel an Ausbeute wird dadurch einigermassen kom-
pensirt, dass mehrere andere wichtige Gestalten sich als specielle
Fille des Ellipsoids auffassen lassen.
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C. Vollkugel. Diese kann als Ellipsoid mit drei gleichen
Axen betrachtet werden. Es ergibt sich fiir den Entmagnetisirungs-
faktor in jeder beliebigen Richtung

4n

(15) N= 5

D. Kreiscylinder (transversal magnetisirt). Betrachtet man
einen ferromagnetischen Cylinder, der nun nicht (wie § 24) in
seiner Axenrichtung, sondern quer dazu magnetisirt wird, als
Ellipsoid mit zwei gleichen und einer dritten unendlich langen
Queraxe, so erhdlt man fiir N,, den Entmagnetisirungsfaktor in
jeder Transversalrichtung, den Werth

(16) N,=2m.

E. Diinne Platte (transversal magnetisirt). Den grosstmog-
lichen Entmagnetisirungsfaktor weist eine diinne ferromagnetische
Platte auf, die senkrecht zu ihrer Ebene magnetisirt wird. Sie
lasst sich offenbar betrachten als ein unendlich abgeplattetes
Sphiroid, dessen Excentricitit dann e=1 Dbetrigt. Aus Glei-
chung (13) folgt durch Einsetzen dieses Werthes

an N,=A4n

§ 31. Tabellarische Ubersicht. Wir haben uns bei den
zuletzt besprochenen Specialformen auf die blosse Angabe der Ent-
magnetisirungsfaktoren beschrinkt, welche in allen diesen Féllen
fiir die betreffende Richtung iiber den ganzen Korper konstant
sind und das Problem seiner Magnetisirung vollstindig bestim-
men. Sobald man sie kennt, ldsst sich die Magnetisirungskurve
fir die besondere Korpergestalt ohne Weiteres graphisch kon-
struiren, wie wir alsbald sehen werden. Obwohl nun das
Ellipsoid und seine Abarten, wie gesagt, als einfache Typen
unvollkommener magnetischer Kreise gelten koénnen, so pflegt
man doch auf ihre Eigenschaften als solche, namentlich wenn man
sie in Verbindung mit dem magnetischen Zustande in dem um-
gebenden indifferenten Medium betrachtet, kein besonderes Ge-
wicht zu legen; denn die Betrachtungen werden dadurch in diesen
Fillen keineswegs vereinfacht.

Die eingehendere Diskussion der zum Theil, namentlich als
Grundlage der experimentellen Methodik, interessanten Folge-
rungen {ber das magnetische Verhalten, welche sich aus den
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durch obige Gleichungen gegebenen Werthen von N ziehen lassen,
muss an dieser Stelle unterbleiben. In Tabelle 1 wird eine Uber-
sicht iber die Entmagnetisirungsfaktoren von Cylindern, (§ 25)

Tabelle 1.
Entmagnetisirungsfaktoren von Cylindern und Rotations-
ellipsoiden.

Cylinder Rotationsellipsoide
" C=m*N N N C=m*N | Specialfall
0 0 12,5664 12,5664 0 Diinne Platte
0,5 — — 6,5864 — Sphiroid
1 — — 41888 —_ Vollkugel
5 — — 0,7015 — Ovoid
10 21,6 0,2160 0,2549 25,5 »
15 27,1 0,1206 0,1350 30,4 »
20 31,0 0,077 0,0848 34,0 »
25 334 0,0533 0,0579 36,2 »
30 35,4 0,0393 0,0432 38,8 »
40 38,7 0,0238 0,0266 425 »
50 40,56 0,0162 0,0181 453 ”»
60 424 0,0118 0,0132 475 »
70 43,1 0,0089 0,0101 495 »
80 444 0,0069 0,0080 51,2 »
90 4438 0,0055 0,0065 525 »
100 45,0 0,0045 0,0054 54,0 »
150 450 0,0020 0,0026 58,3 »
200 450 0,0011 0,0016 64,0 »
300 45,0 0,00050 0,00075 67,5 ”
400 450 0,00028 0,00045 72,0 »
500 450 0,00018 0,00030 75,0 »
1000 45,0 0,00005 0,00008 80,0 ”»
® — 0 | 0 — Endlos

und Rotationsellipsoiden fiir Werthe des Dimensions- bezw. Axen-
verhéltnisses zwischen 0 und oo gegeben. In beiden Féllen sind auch
die Produkte C=m?*¥N bezw. = m®N beigefiigt, welche sich besser

zur Interpolation eignen.

Aus den Zahlenreihen geht hervor, dass

die N fiir Ovoide stets grosser sind, als die N der entsprechenden
Cylinder. Es ist folglich unstatthaft, diese Werthe einander gleich-
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zustellen, wie dies frither wohl geschah'); vielmehr verhilt sich
ein Ovoid wie ein um etwa 10°% bis 20% kiirzerer Cylinder,

§ 32. Graphische Darstellung. Aus Tabelle 1 geht hervor,
dass der Entmagnetisirungsfaktor von O bis 4 7 (= 12,5664) wichst,
wenn wir, von einem endlosen Gebilde (sei es ein unendlich lang-
gestrecktes oder ein ringformig geschlossenes) ausgehend, seine
Gestalt immer mehr verkiirzen, bis wir schliesslich eine diinne
ausgedehnte Platte erhalten, bei welcher der Einfluss der »Endenc,
d. h. dann der beiderseitigen Begrenzungsflichen, offenbar seinen
hochsten Grenzwerth erreicht.

Ubertragen wir dies auf die Magnetisirungskurven, indem wir
den Einfluss des Entmagnetisirungsfaktors durch die Richtlinie
A4H9=NZ [GL (1) § 17] darstellen, von der aus wir dann das
oben erlduterte Scheerungsverfahren anwenden. Es leuchtet dann
ohne Weiteres ein, wie bei zunehmenden Werthen von N die
Richtlinie immer mehr von der Ordinatenaxe ab nach links geneigt
liegen wird. Die Magnetisirungskurve wird daher nach der Schee-
rung um so mehr nach rechts verschoben erscheinen, je grosser N
ist, (d. h. also je kiirzere Ellipsoide oder je weiter aufgeschnittene
Toroide) betrachtet werden?). Es empfiehlt sich, diese Kon-
struktion fiir einen konkreten Fall, etwa fiir schmiedeeiserne Ellip-
soide durchzufithren, und zwar in nicht zu kleinem Maassstabe.
Es wird sich dann zeigen, dass beim Verkiirzen der Ellipsoide die
Kurve allméhlich ihre Gestalt &ndert und bald von zwei Geraden
eng umschlossen erscheint. Die erste geht durch den Ursprung
und ist gegen die Ordinatenaxe um denselben Winkel nach rechts
geneigt, als es die Richtlinie nach links ist. Die zweite Gerade
lduft im Abstande » der Abscissenaxe parallel, wo Jm die Maxi-
malmagnetisirung bezeichnet. Wir sehen nun, wie die erste Gerade
nur durch den Werth von N, d. h. durch die Gestalt, die zweite
nur durch die Art des Materials, der Schnittpunkt aber durch
beide Faktoren bestimmt wird. Dasselbe gilt fast unvermindert

1) Vergl. W. Weber. Elektrodyn. Maassbestimmungen 3. p. 573,
1867, Kirchhoff Ges. Abh. p. 221. Oberbeck, Pogg, Ann. 135. p. 84,
1868.

2) Vergl. hierzu Fig. 21 p. 135, welche den Einfluss von Schnitten
zunehmender Weite auf den Verlauf der Magnetisirungskurven bei To-
roiden darstellt.
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fiir die an jede Gerade sich anschmiegenden Theile der Kurve,
welche man diesem Verhalten nach sofort fiir eine Hyperbel
halten wird.

§ 33. Hyperbeldhnliche Magnetisirungskurven. Fir kiir-
zere Rotationsellipsoide oder weiter aulgeschnittene Toroide, kurz
bei grosseren Werthen des Faktors N, weicht die Magnetisirungs-
kurve denn auch von einer Hyperbel wenig ab, deren Asymptoten
das besprochene Geradenpaar sind und deren Gleichung man dann

am einfachsten
T _Ny+P—-Ny)
(18) x=Ny+ T—y oder x= -

schreibt. Darin bedeutet P eine zweite Konstante; als Koordinaten-
einheit ist dabei die Maximalmagnetisirung gewahlt; die Gleichung
lasst sich mittelst einfacher analytisch - geometrischer Rechnung
herleiten.

Es muss betont werden, dass dies nur eine Anndherung an
die wirkliche Gestalt der Magnetisirungskurve sein soll. Denn
ihr geneigter Theil kann nie ein Hyperbelzweig sein, schon weil
er einen, wenn auch im Ganzen wenig auffallenden, Inflexions-
punkt besitzt und durch den Ursprung gehen muss. Was hin-
gegen den horizontalen Ast betrifft, so ist sein Ann#herungs-
gesetz an die Asymptote nach gewissen optischen Versuchen wahr-
scheinlich in der That ein hyperbolisches, wenigstens in sehr in-
tensiven Feldern?!). Diese Hyperbel ist nicht zu verwechseln mit
der rein empirischen sogenannten Kurve des »wirksamen Mag-
netismus« von O. Frolich, auf die wir im achten Kapitel zuriick-
kommen werden.

Wir sehen also, wie sich bei wachsendem Entmagnetisirungs-
faktor die Magnetisirungskurven fir Rotationsellipsoide oder auf-
geschnittene Toroide allm#hlich von der Ordinatenaxe wegziehen;
dabei bleibt aber die zweite der Abscissenaxe parallele Asymptote
immer dieselbe. Die Grenzkurven sind die Normalkurve (N==0)
einerseits, diejenige fiir eine transversalmagnetisirte diinne Platte
(N=4n) andererseits. Jene charakterisirt das Material und ist ge-
wohnlich maassgebend, diese beansprucht eine gewisse Sonder-

1) Es scheint das aus optischen Messungen des Verf. (Phil. Mag.
(6] 29. p. 302, 1890) zu folgen, wenn es auch nicht allgemein als mit
Sicherheit feststehend betrachtet werden kann.
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stellung, seit verschiedene physikalische Erscheinungen (vergl. § 10)
durch sie der Betrachtung quantitativ zuginglich wurden.

Samtliche tberhaupt mit verschieden gestalteten Koérpern
aus gegebenem ferromagnetischen Material erhiltlichen Kurven
miissen zwischen diesen beiden Grenzkurven liegen; und dies gilt
nicht nur fiir die beiden Kérperformen Rotationsellipsoid und durch-
schnittenes Toroid, sondern kann auf jede beliebige Gestalt aus-
gedehnt werden, in die man das Material hineinbringt. Zwar wird
dann die Magnetisirung keine gleichformige mehr sein, aber auf
ihre mittlere Komponente in einer vorgeschriebenen Richtung be-
zieht sich das Gesagte nach wie vor. Der mittlere Entmagneti-
sirungsfaktor fiir jede Gestalt lésst sich mittelst des wiederholt
erorterten Scheerungsverfahrens empirisch aus den Abscissen-
differenzen der entsprechenden, experimentell bestimmten Kurve
und der Normalkurve finden (vergl. Kap. V).



Drittes Kapitel.

Grundziige der Theorie der starren Magnete.?)

A. Geometrische Theorie der Vektorvertheilung.

§ 34. Vektorvertheilungen. Ebenso wie es bereits am An-
fang des ersten Kapitels (§ 3) angebracht war, einige elementare
Betrachtungen iiber Quaternionenbegriffe vorauszuschicken, haben
wir uns an dieser Stelle wieder zunédchst, soweit nothig, mit geo-
metrischen Anschauungsweisen allgemeiner Natur, welche damit
zusammenhingen, zu beschiftigen. Die Einfiihrung derselben wird
in die Behandlung des Folgenden grossere Klarheit bringen, als
unter ausschliesslicher Anwendung rein analytischer Methoden
erreichbar sein wiirde?). Treffen wir zuvor die néthigen Feststel-
lungen betreffs der im Folgenden {iiberall durchzufiilhrenden Be-
zeichnungen.

Die Quaternionenausdriicke Skalar und Vektor haben wir
bereits (§ 3) definirt; eine Vektorgrosse im allgemeinen, ohne
Riicksicht auf ihre specielle Natur, werden wir mit & bezeichnen.
Um die iiberfliissige Haufung der einzufiihrenden Buchstaben zu
umgehen, werden den Vektoren Richtungsindices angehingt,
wie z. B. x, y, 2z, », 7, um ihre Komponenten nach den X, Y, Z-
Axen, die Normalkomponenten und die Tangential-

1) In den folgenden Kapiteln III; IV und V musste von der Be-
nutzung elementarer Methoden Abstand genommen werden.
2) Es sei hierbei auf zwei Kapitel allgemeinen Inhalts im ersten
Bande von Maxwell's Treatise verwiesen: Die Einleitung und Kap. IV.
du Bois, Magnetische Kreise.



50 L. Theil. Theorie.

komponenten zu bestimmten Flichen zu kennzeichnen.) Er-
stere stellen sich geometrisch als die Projektion des Vektors auf
die Normale zur Fliche dar, letztere als diejenige auf die Tangential-
ebene zu derselben in dem betrachteten Punkt.

Die Normalen zu Flachen bezeichnen wir allgemein mit %;
dabei ist in jedem besonderen Falle festzustellen, welche von den
beiden entgegengesetzten Richtungen als positiv gelten soll. Den
Winkel zwischen zwei Vektoren deuten wir an, indem wir beide,
durch ein Komma getrennt, einklammern. Mit § bezeichnen wir
Flachenstiicke, mit L Kurvenstrecken; mit d § bezw. d L die ent-
sprechenden Elemente. Die Bedeutung dieser Bezeichnungen wird
z. B. durch folgende Identitéiten wohl zu Geniige erldutert:

Ty = F cos (F, N)

Sr="5 sin (§, N),
welche zugleich daran erinnern, dass man den numerischen
Werth einer Vektorkomponente erhilt, indem man denjenigen des
Vektors selbst in den Kosinus des zwischen beiden Richtungen
eingeschlossenen Winkels multiplicirt (§ 3).

Betrachten wir nun ein begrenztes oder unendlich ausgedehntes
Raumgebiet, innerhalb dessen eine beliebige Vektorgrosse auftritt;
wir kénnen es das Feld des Vektors nennen. Seine Richtung und
sein numerischer Werth werden sich im allgemeinen von Punkt
zu Punkt in stetiger Weise #ndern; indessen ist das Vorhanden-
sein von Unstetigkeitsflichen nicht ausgeschlossen.

Das Raumgebiet kann einfach oder mehrfach zusammen-
héingend sein; falls das Gegentheil nicht ausdriicklich bemerkt ist,
wird aber ersterer Fall vorausgesetzt. Die Art und Weise, wie die
verschiedenen Richtungen und Werthe des Vektors tiber die be-
trachteten Punkte vertheilt sind, nennt man die geometrische Ver-
theilung des Vektors in dem zu untersuchenden Raumgebiet. Es
gibt verschiedene charakteristische Vertheilungsarten der in der
Natur vorkommenden Vektorgrossen. Jede von diesen ist be-
stimmten Bedingungen unterworfen, in deren analytischer For-
mulirung die Ableitungen (Differentialquotienten) der Vektorkompo-
nenten nach den Koordinaten eine Hauptrolle spielen. Diese

und

1) Solche Richtungsindices sind in der Elasticitidtstheorie twblich;
sie fordern die Kiirze und Ubersichtlichkeit der Entwicklungen.
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niher zu untersuchen, wird unsere nichste Aufgabe sein; zuvor
haben wir jedoch einen wichtigen allgemeinen Satz zu beweisen.

§ 35. Flachenintegrale und ihre Eigenschaften. Das Doppel-
integral

S=[[Seos@NdsS= [[§asy

tiber § genommen, nennt man das Flédchenintegral des Vek-
tors & tiber das Flichenstiick S. Man erhélt es, wenn man das
Produkt aus jedem Flichenelement in die zu ihm normale Vektor-
komponente bildet, und dieses Produkt {iber die ganze Fliche
integrirt. Betrachten wir insbesondere das Flichenintegral tiber
eine geschlossene Fliche §'. Innerhalb des von letzterer um-
grenzten Raumgebiets seien §., §, und &. stetig und endlich, mit
Ausnahme einer Unstetigkeitsfliche F (,y, 2), an der jene Vektor-
komponenten einen Sprung erleiden; ihre Werthe an der einen
Seite der Fliache seien einfach mit &, Fy, F:, die an der andern
Seite mit s, Fy, F- bezeichnet.

Die positive Richtung der Normalen 9; zu der geschlossenen
Fliche S sei immer die ihrem Innern zugewandte; ihre Richtungs-
kosinus bezeichnen wir abgekiirzt mit

[y=cos (N5, X), my=cos(Ns,Y), ns=cos (N, 2Z).
Ebenso setzen wir die Richtungskosinus der Normalen zu F
[r=cos (s, X), my=cosNy,Y), nr=cos Ny, 2).

Legen wir nun eine Hilfsgerade parallel der X-Axe, so wird
diese im allgemeinen die Fliche ' in einer geraden Anzahl von
Punkten schneiden miissen; nehmen wir zuniichst an, es seien
deren nur zwei, und zwischen diesen beiden schneide die Gerade
auch die Unstetigkeitsfliche F. Verfolgen wir also diese Gerade
in der positiven Richtung, so wird sie zuerst in irgend einem
Punkte 2= «, in die Fliche 8§ eintreten, wo &= G, und

dS =dydz;

1) Zur besseren Unterscheidung sind Linienintegrale als /, Flichen-
integrale als [/, Raumintegrale als /// angefiihrt, auch wenn fiir die
beiden letzteren scheinbar eine einfache Integration nach d S bezw. d V
vorgeschrieben ist; bei der Rechnung wird man doch thatsichlich stets

eine doppelte bezw. dreifache Integration vorzunehmen haben.
4*
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sie wird sodann die Fliche F' schneiden, wobei . plétzlich auf
den Werth §, iberspringt; dort ist ferner

dF=dydz;

endlich wird die Gerade wieder aus S’ austreten und zwar in einem
Punkte x==,, wo F: =5y, und

dS' =-—dyd-z.
Wir haben dann bekanntlich

® S S [ 2 a0 i 50

oy

Wir sind nun im stande, unser Flichenintegral zu berechnen;
denn aus der bekannten Beziehung

cos (§, N) = cos (F, X ) cos (N, X) 4 cos (F, Y) cos (N, Y)

—+ cos (§, Z) cos (N, Z)
folgt

J[eos@R)as’ =[S a8 + [ & mas +
+ [ [ Senids,

wobei sémtliche Doppelintegrale iiber S” zu nehmen sind. Betrachten
wir eines der Glieder an der rechten Seite dieser Gleichung, etwa
das erste, so bemerken wir, dass nach dem Vorhergehenden

ff%xrsds_JJ — %) dydz__——f ffb% dwdydz
+ffax—%x [sdF.

Setzen wir diesen nebst den #hnlichen Ausdriicken fiir die
beiden iibrigen Glieder in (2) ein, so erhalten wir schliesslich

U%cos%ms ds'__”'f 0. b%”_b%,)
+f({ Bz —8z) [+ (8y — &) my + @ — &) d F.

Den Ausdruck

(2)

dedydz

(b%z +63y b{zi\)
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kann man nach Maxwell die Konvergenz des Vektors in
dem betrachteten Punkte nennen.

Fassen wir nun die Gleichung (3) in Worte, so gelangen wir
zu folgendem Fundamentalsatze :

I Das Flachenintegral eines Vektors iiber eine be-
liebige geschlossene Fliche ist, abgesehen von Un-
stetigkeiten, gleich dem Raumintegrale seiner Kon-
vergenz iiber das ganze umschlossene Raumgebiet.

Dazu kommt aber noch, falls eine Unstetigkeitsfliche auftritt,
ein Glied, welches sich bei niherer Betrachtung, wie folgt, be-
schreiben lisst: es ist das Flichenintegral der Differenz der beider-
seitigen Normalkomponenten des Vektors zur Unstetigkeitsfliche,
integrirt iiber denjenigen Theil der letzteren, welcher von S um-
schlossen wird.

Ubrigens kann die betrachtete Hilfsgerade die Fliche S’ in
mehr als zwei Punkten schneiden, und es konnen beliebig viele
Unstetigkeitsflichen vorkommen, ohne dass der Beweis des Satzes
dadurch ein wesentlich anderer wiirde. Wir haben den moglichst
vereinfachten allgemeinen Gang desselben wiedergegeben, weil die
hier mitgetheilte Fassung kaum als derart allgemein bekannt vor-
ausgesetzt werden kann wie der Inhalt des Satzes selbst Y.

§ 36. Komplex solenoidale Vertheilung. Ein geeignetes
Mittel, die Vertheilung eines Vektors im Raume zu veranschau-
lichen, besteht darin, dass man sich die Vektorlinien angebracht
denkt, d. h. Kurven, zu denen’ in jedem Punkte die Richtung
des Vektors die Tangente bildet. Wir haben dieses Mittel wiederholt
angewandt, indem wir Intensitétslinien (§ 4) und Magnetisirungs-
linjen (§ 26) einfithrten. Solche Kurven werden im allgemeinen

1) Betreffs weiterer mathematischer Einzelheiten begniigen wir uns
mit einem Hinweis auf Maxwell (Treatise 1 § 21 Theorem III), welcher
den Satz samt seinem Beweis in der mitgetheilten Weise gibt, und als den
Urheber desselben (1828) den russischen Mathematiker Ostrogradsky
angibt (Mém. de I’Acad. de St. Pétersbourg 1, p. 89, 1831). Dieser wich-
tige Satz hingt iibrigens mit der Kontinuititsgleichung zusammen, wie
wir alsbald sehen werden, und kann auch aufgefasst werden als Special-
fall des allgemeineren, aus demselben Jahre herrithrenden, Green’schen
Satzes (Green, Essay on the application of mathematics to Electricity
and Magnetism, Nottingham 1828).
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stetig verlaufen, konnen aber auch an Unstetigkeitsflichen scharf
geknickt erscheinen oder Endpunkte aufweisen.

Ferner konnen wir uns den Raum in weitere oder engere,
gegeneinander genau passend anliegende Rohren zerlegt denken,
deren Mantelfliche iiberall jene Kurven zu Erzeugenden hat.
Diese, Vektorrohren genannte, Gebilde werden sich dann durch
das ganze betrachiete Raumgebiet hinziehen, wobei ihre Richtung
und ihr Querschnitt sich von Punkt zu Punkt #ndern konnen. Im
allgemeinen sind diese Anderungen ganz beliebig denkbar; man
kann dann eine solche Vektorvertheilung allgemeinster Art eine
komplex solenoidale?) nennen (von owirv, Rohre).

Bei den in der Natur auftretenden physikalischen Vektor-
grossen begegnet man jedoch hiufig Vertheilungsarten, bei denen
die Anderungen des Querschnitts und der Richtung der Vektor-
réhren eigenthiimlichen Gesetzméssigkeiten unterworfen sind, deren
Betrachtung wir uns nunmehr zuwenden.

§ 37. Solenoidale Vertheilung. In erster Linie gibt es eine
wichtige Vertheilungsart, bei der das Flichenintegral des Vektors
iiber jede beliebige geschlossene Oberfliche Null ist. Ein Blick
auf Gleichung (3) zeigt, dass dies an zwei weitere nothwendige
und ausreichende Bedingungen gekniipft ist. Hs muss erstens
iiberall in dem von der Fldche umschlossenen Raumgebiete

3%, . 3%, . 0%
4) ai + biy_'_ b%z =0

sein, d. h. die Konvergenz des Vektors muss iiberall den Werth
Null aufweisen. Zweitens muss an allen Unstetigkeitsflichen
b e -y Ty + 7 Fo = U &+ my Fy 7§

oder, was auf dasselbe hinauskommt,

(5) %V = %vl
sein. Erstere Gleichung (4) kann man als die rAumliche Kon-
tinuitdtsgleichung bezeichnen, indem sie in der Hydrodynamik,
in der Theorie der Diffusion, der Warme- und Elektricitéitsleitung,
die Bedingung fir die Kontinuitit der betreffenden Stromungs-

1) Sir W. Thomson, Repr. Pap. Electr. and Magn. § 509, welcher
Quelle iberhaupt das zuniichst Folgende im wesentlichen entnommen ist.
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komponenten darstellt (vergl. Kap. VII). Ebenso ist die Gleich-
ung (5) als oberfldchliche Kontinuitédtsgleichung auf-
zufassen.

Wir werden jetzt eine Integrationsfliche 8’ von eigenthiimlicher
Gestalt betrachten, indem wir dazu die Oberfliche einer endlichen,
also an beiden Enden durch Flichenstiicke S, und S, abgeschlos-
senen, Vektorrohre wihlen (siehe Fig. 10). Das zwischenliegende
Stiick der von den Vektor-
linien erzeugten Mantel-
fliche bezeichnen wir mit
S, ; der Antheil des letzteren
am Werthe des Flichen-
integrals 8 ist offenbar Null, S
da die Mantelfliche den Fig. 10.

Vektor tiberall tangirt, folg-

lich letzterer keine zur Mantelfliche normale Komponente auf-
weist. Das ganze Flichenintegral stellt sich daher einfach als
Summe der von den beiden Endflichen gelieferten Antheile dar,
welche wir als ffs, und ffs, bezeichnen. Nun ist aber nach der
Voraussetzung am Anfange dieses Paragraphen

§ =ffsl+ f.fsﬂ'ffsf—‘o

oder, da ffs,=0, wie oben auseinandergesetzt, wird

ffs,=_f,rsg'

Daim Vorstehenden die dem Inneren zugewandte Normalenrichtung
als positiv angenommen wurde, ist das Zeichen des Gliedes rechts
umzukehren, wenn wir dagegen jetzt fiir beide Endflichen S, und
S, die Richtung des Vektors als die positive betrachten (siehe
Fig. 10).

Bei der hier in's Auge gefassten Vertheilungsart zerfallt daher
das ganze betrachtete Raumgebiet in Vektorrshren, welche folgende
Figenschatft besitzen:

II. Das Fldchenintegral des Vektors iiber einen be-
liebigen Querschnitt der Réhre ist konstant.

Eine solche Vektorrohre nennt man ein einfaches Solenoid
und die entsprechende Vertheilung eine solenoidale.

S8,
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Betrachten wir nun eine unendlich diinne Vektorrghre, so
dass der Werth des Vektors iiber deren Querschnitt sich nicht
merklich #ndert, und wéhlen wir die Schnittflichen S, und S,
iberdies senkrecht zur Richtung der Rohre. Bezeichnen wir dann
noch die Werthe des Vektors an den beiden Endflichen mit &,
und &,, so konnen wir die von diesen gelieferten beiden Antheile
des Flichenintegrals folgendermaassen schreiben:

[fo=5s wa Jf=us

Das Produkt (FS) kann man die Starke der unendlich diinnen
Vektorrdhre nennen. Den Inhalt dieses Paragraphen konnen wir
nun in folgenden Satz zusammenfassen:

III. Bei solenoidaler Vektorvertheilung zerfidllt das
betrachtete Raumgebiet in unendlich diinne Solenoide
von konstanter Stéarke.

Die nothwendigen und ausreichenden Bedingungen fiir diese
Vertheilungsart bilden die Anfangs angegebenen Gleichungen (4)
und (5).

Bei einer diinnen Vektorrohre von konstanter Stirke (FS) ist
offenbar der numerische Werth des Vektors dem verdnderlichen
Normalquerschnitte umgekehrt proportional. Ein Solenoid, dessen
Stirke iiberall Eins betrigt, kann man ein Einheitssolenoid
nennen; sein Querschnitt ist an jeder Stelle numerisch gleich dem
Reciproken des Vektors; je grosser daher der Werth des letztern,
um so mehr Einheitssolenoide werden ein gegebenes Flichenstiick
durchschneiden. Die »Dichte«, mit welcher die Einheitssolenoide
im Raume zusammengedringt sind, gibt ein direktes Maass fiir
den Werth des Vektors, indem die Anzahl derselben, die auf den
Normalquerschnitt Eins entfillt, numerisch gleich dem Mittelwerthe
des Vektors iber jenen Querschnitt ist.

§ 88. Komplex lamellare Vertheilung. Was die Anderung
der Vektorrichtung von Punkt zu Punkt betrifft, so schicken wir
voraus, dass es im allgemeinen nicht moglich ist, eine Flichen-
schaar so zu konstruiren, dass in jedem Punkte der Vektor senk-
recht zu der durch den Punkt gehenden Fliche steht, d. h. dass
das Vektorlinienbiindel durchweg orthogonal zur Flichenschaar
verlduft. Vielmehr wird die nothwendige wund ausreichende
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Bedingung dafiir, dass eine solche orthogonale Flichenschaar iiber-
haupt mdglich sei, ausgedriickt durch die bekannte Gleichung:

(338 (02— 3
5. (37— 3%) o

welche ferner auch die Integrirbarkeit der Differentialgleichung
Sedx+Fydy+3:dz=0

mit sich bringt*). Das Glied links kann dann durch einen ska-
laren integrirenden Divisor f (, y, 2) in ein exaktes Differential
verwandelt werden, dessen Integral @ (x, y, 2), einer Anzahl kon-
stanter Parameter @, ©,, O, gleichgesetzt, eben jene zum Vektor-
linienbiindel orthogonale Flichenschaar darstellt

Die den aufeinander folgenden Werthen der Parameter ent-
sprechenden Flachen schliessen unter sich schalenférmige Gebilde
ein, in welche daher das betrachtete Raumgebiet zerfillt; man
nennt jene Gebilde komplexe Lamellen. Sie haben nur die
geometrische Eigenschaft, dass der Vektor in jedem Punkte senk-
recht zu ihnen steht; ihre Dicke hingt aber mit seinem Werthe
im allgemeinen nicht zusammen. Vertheilungen, wie die hier be-
trachteten, nennt man komplex lamellare.

(6)

§ 39. Lamellare Vertheilung. Falls der oben erwihnte
integrirende Divisor f (x, y, 2) der Einheit gleich ist, mit andern
Worten der Ausdruck:

Sedx+Fydy+Fdz

ohne Weiteres ein exaktes Differential darstellt, so gehort die Ver-
theilung einer wichtigen besonderen Gruppe an. Die nothwendigen
und ausreichenden Bedingungsgleichungen fiir die Integrirbarkeit
jenes Ausdrucks sind bekanntlich

m & .08 98 08 0% 0%y

0z oy’ dx 0z’ oy ox’
welche man in der Hydrodynamik als Irrotationalitétsgleichungen
bezeichnet. Das Integral des exakten Differentials, mit umgekehrtem

1) Vergl. z. B. Schlémilch’s Handbuch der Mathematik, 2.
p. 871 f£.; Breslau 1881.
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Vorzeichen genommen, nennt man das skalare Potential des
Vektors; wir bezeichnen es mit @.

Wir haben daher

® A=) =Fdz+Fydy+F.dz
oder
o oW ~ _ 0w - g(l)
9) (Fz:-’bfw: lS‘y——‘sy? 8'2__67;'

Da das Potential auf einer der orthogonalen Flichen, ihrer
oben angegebenen analytischen Fassung zufolge, konstant ist, nennt
man sie in diesem Falle Aquipotentialflichen. Bezeichnet
man ihre Normale in der Richtung zunehmenden Potentials mit -~ 9,
so ist nach dem Obigen und weil in diesem Falle der Vektor
selbst zur Aquipotentialfliche senkrecht gerichtet, daher mit seiner
Normalkomponente identisch ist

00

Betrachtet man den unendlich diinnen, schalenférmigen Raum-
theil zwischen den unendlich nahen Aquipotentialflichen @ und
® - d @, und bezeichnet die darauf entfallende Strecke der Nor-
male, d. h. die Dicke der Schale, mit dt, so wird in der ganzen
Ausdehnung der Vektorschale

FdN = d © = konst.

Die Dicke der Schale ist also durchweg umgekehrt proportional
dem Werthe des Vektors, da das Produkt beider Grossen, welches
man die Stirke der Schale nennt, in deren ganzen Ausdehnung
konstant bleibt. Eine solche Schale nennt man eine einfache
Lamelle, die entsprechende Vektorvertheilung eine lamellare.
Wir konnen diese Betrachtungen in folgenden Satz zusammen-
fassen:

IV. Bei lamellarer Vektorvertheilung zerfidllt das
betrachtete Raumgebiet in unendlich diinne Lamellen
von konstanter Starke.

Die Lamellaritat ist an die drei Bedingungsgleichungen (7) ge-
kniipft, durch welche zugleich die Existenz eines skalaren Poten-
tials bedingt ist.

Bei einer diinnen Vektorschale von konstanter Stirke (§d) ist
offenbar der numerische Werth des Vektors ihrer verinderlichen
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Dicke d umgekehrt proportional. Eine Lamelle, deren Stirke
iiberall Eins betréigt, kann man eine Einheitslamellé nennen;
ihre Dicke ist an jeder Stelle numerisch gleich dem Reciproken
des Vektors; je grosser daher der Werth des letztern, um so mehr
Einheitslamellen werden auf eine gegebene, zur Aquipotentialfliche
senkrechte, Strecke entfallen. Die »Dichte«, mit welcher die Ein-
heitslamellen aufeinanderfolgen, gibt ein direktes Maass fiir den
Werth des Vektors, indem die Anzahl derselben, welche auf die
wie oben gerichtete Strecke Eins entfillt, numerisch gleich dem
Mittelwerthe des Vektors {iber jene Strecke ist.

§ 40. Linienintegrale und ihre Eigenschaften. Das be-
stimmte Integral

=("Fcos (3, LaL={"graL

zwischen zwei Punkten A4 und B auf der Kurve L genommen,
nennt man das Linienintegral des Vektors § an der Strecke 4B
entlang. Man erhilt es, wenn man das Produkt aus jedem Kur-
venelemente in die dasselbe tangirende Vektorkomponente bildet
und dieses Produkt lings der ganzen Strecke integrirt.

Betrachten wir nun 4 als Ausgangspunkt und bestimmen B,
dessen Koordinaten z, y, z seien, durch die auf dem Integrations-
wege abgemessene Entfernung L vom Punkte 4, so kénnen wir
unter Berticksichtigung der Beziehung

cos (&, L) = cos (§, X) cos (L, X) -+ cos (F, Y) cos (L, Y)
+ cos (§, Z)cos (L, Z)
schreiben

B L L ox 0y 0z
10 L= Foos@ DAL= (857 +8ys +F5r) L
Im allgemeinen hat dieser Ausdruck verschiedenen Werth,

je nach dem Integrationswege, den wir zwischen 4 und B wihlen.
Ist jedoch die Vertheilung des Vektors & iiberall eine lamellare,

so dass
Srde+Fydy + . dz=d (— D),
ist, so folgt aus Gleichung (10), dass unter allen Umstinden

L
B X
(11) AL=— b»LdL: Dy — Dp.
0
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Das bedeutet in Worten:

V. Bei lamellarer Vertheilung eines Vektors ist
sein Linienintegral gleich der Potentialdifferenz der
beiden Endpunkte, unabhéngig von dem Verlaufe des
zwischen ihnen liegenden Integrationsweges.

Hieraus folgt unmittelbar, dass bei lamellarer Vertheilung das
Linienintegral an jeder geschlossenen Integrationskurve entlang
schwinden muss. Denn denken wir uns auf derselben zwei be-
liebige Punkte, so sind die Antheile auf den zwei, diese Punkte
verbindenden Strecken, gleich und entgegengesetzt, mithin ihre
Summe Null

Bei diesen Ausfiithrungen ist stillschweigend vorausgesetzt, dass
das betrachtete Raumgebiet ein einfach zusammenh#ngendes ist.
Falls die Vertheilung in einem mehrfach zusammenhingenden
Raumgebiete eine lamellare ist, in Punkten ausserhalb desselben
diese Eigenschaft aber nicht aufweist, so wird das Potential im
allgemeinen eine mehrdeutige Funktion der Koordinaten, und die
angefithrten Sitze gelten nur unter gewissen Kinschrinkungen.
Es ist hier nicht der Ort, diese mehr theoretisches Interesse bie-
tenden allgemeinen Untersuchungen weiter zu verfolgen?). In-
dessen wollen wir einen besonderen Fall erwihnen, welcher uns
in Folgendem hiufig begegnen wird. Es ist das der eines ring-
férmigen, doppelt zusammenhidngenden Raumgebiets, in welchem
ein Vektor lamellare Vertheilung aufweist. An einer, ein solches
lamellares Ringgebiet umkreisenden, Integrationskurve entlang ist
das Linienintegral des Vektors nicht Null, sondern es wichst bei
jeder Umkreisung um eine Konstante, welche unabhingig ist von
der Lage der Kurve innerhalb des Ringgebiets, solange nur kein
Theil derselben in dem umgebenden Raume liegt, in welchem die
Vertheilung als nicht lamellar vorausgesetzt ist.

§ 41. Lamellar-solenoidale Vertheilung. Eine Vektorver-
theilung kann sowohl lamellar wie solenoidal sein, wenn sie den
betreffenden Bedingungsgleichungen beiden geniigt. Erstere Eigen-

1) Siehe v. Helmholtz, Crelle’s Journal 55, p. 25 1858. Wiss.
Abh. 1. p. 101. Maxwell, Treatise, Einleitung. Lejeune-Dirichlet,
Vorlesungen iiber die im umgekehrten Verhiltniss des Quadrats der
Entfernung wirkenden Krifte, Leipzig 1876. Clausius, Die Potential-
funktion und das Potential.
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schaft bringt die Existenz eines Potentials @ mit sich; es ist nach
dem Vorigen

0 o 00
=3 W=7y EF=ET%

Setzen wir diese Werthe in die, die zweite Eigenschaft be-
dingende, rdumliche Kontinuitatsgleichung {§ 37, Gleichung (4)]

szx b%y _I__ b%z —0
ein, so erhalten wir
0? (D
(12) —b?vz + bzz =

Das Potential muss daher im Falle einer solchen lamellar-
solenoidalen Vektorvertheilung letzterer Gleichung geniigen,
welche fiir diese Vertheilungsart die nothwendige und ausreichende
Bedingung darstellt. Sie spielt auf allen Gebieten der Physik
eine wichtige Rolle; man pflegt sie abgekiirst A @ =0 zu schrei-
ben?) und sie als die Laplace’sche Gleichung anzufiihren.
Max well nennt daher die in Rede stehende Vertheilungsart eben-
falls eine Liaplace’sche (engl. »Laplacian distributionc).

An Unstetigkeitsflichen muss ebenso wie bei einfacher solenoi-
daler Vertheilung die Normalkomponente des Vektors stetig bleiben
[§ 37, Gleichung (5)], daher

=23

Die Grenzbedingungen fiir das Potential richten sich nach
jedem besondern Fall; sie sind nicht allgemein anzugeben.

Wegen der Solenoidalitdt der Vertheilung ist der normale
Querschnitt der Vektorrchren an jeder Stelle dem Werthe des
Vektors umgekehrt proportional ; ihrer Lamellaritdt halber gilt das-
selbe fiir die Entfernung der aufeinander folgenden Aquipotential-
flichen. Diese Flichenschaar und das Vektorréhrenbiindel ver-
theilen daher das Raumgebiet in »Zellen«, deren Volum dem
Quadrat des Vektors umgekehrt proportional ist.

1) Britische Autoren benutzen statt des A vielfach den Quaternionen-
operator y7? (Nablaquadrat).



62 I Theil. Theorie.

§ 42. Komplex lamellar-solenoidale Vertheilung. — Wir
sahen bereits, dass bei komplex lamellarer Vertheilung der Aus-
druck

Szdx+Fydy 4 Fadz

durch einen skalaren integrirenden Divisor f (x, y, z) integrirbar
wird, d. h. in ein exaktes Differential d ® verwandelt wird. Folg-

lich muss
Fe 006 Fy 00 00

Ff TR f "oy’ fT vz
Setzen wir dies in die solenoidale Bedingungsgleichung [§ 37,
Gleichung (4)] ein, so erhalten wir
00 df  000df 00 df
A8)  F 2Ot 3w T dydy Tz 07 0
als die nothwendige und ausreichende Bedingung, welcher der
Flichenparameter @ zu geniigen hat, damit die Vertheilung eine
komplex lamellar-solenoidale sei.

§ 43. Gleichformige Vertheilungen. — Allgemeine Sitze.
Den erwahnten Vertheilungsarten reihen sich noch einige der aller-
einfachsten Art an, fiir die wir im Folgenden manche Beispiele
anzufithren haben werden. Gleichférmig nennt man eine Vektor-
vertheilung, wenn in dem betrachteten Raumgebiete der Vektor
iiberall gleichgerichtet ist und in allen dessen Punkten den gleichen
Werth aufweist. Man kann ferner noch folgende Félle unter-
scheiden.

In einer von zwei koncentrischen Kugelflichen begrenzten
Hohlkugel nennt man die Vertheilung genau (oder merklich)
radial gleichférmig, wenn der Vektor iiberall die Richtung
des Kugelradius hat und genau (oder merklich) unveréinderlichen
Werth aufweist. Wie leicht einzusehen ist eine solche Verheilung
zugleich lamellar; die Aquipotentialflichen sind ebenfalls koncen-
trische Kugelflichen; sie ist dagegen genau genommen nicht
solenoidal, weicht indessen bei einer unendlich diinnen Schale
unendlich wenig von der Solenoidalitét ab.

Bei einem Toroid (§ 9) spricht man von einer genau (oder
merklich) peripherisch gleichférmigen Vertheilung, wenn
die Vektorrichtung {iberall peripherisch verlduft und genau (oder
merklich) unveréinderlichen Werth aufweist. Diese Vertheilungsart
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ist zugleich komplex lamellar-solenoidal indem das Vektorlinien-
btindel orthogonal zu einer Schaar »Meridianebenen« durch die
Axe des Toroids verlduft; die Solenoide sind koncentrische Kreis-
réhren. Bei einem unendlich diinnen Toroid weicht die Ver-
theilung indessen unendlich wenig von der Lamellaritit ab.

Die analytischen Bedingungen fiir diese Arten der Vertheilung
sind so einfach, dass es tberfliissig erscheint, sie besonders zu
entwickeln und eingehend zu erértern.

Schliesslich folgen einige allgemeine Sitze {iber Vektorverteil-
ungen:

VL. Wenn ein Vektor irgend einer der angefiihrten
Bedingungen geniigt, so erfiillt sein Produkt in eine
konstante skalare Grosse sie ebenfalls.

VII. Die Superposition zweier oder mehrerer sole-
noidaler oder lamellarer Vertheilungen ergibt wieder
eine solenoidale, bezw. lamellare Resultirende.

Denn die betreffenden Bedingungsgleichungen enthalten die
Ableitungen der Vektorkomponenten nach den Koordinaten nur
linear. Bei komplex lamellarer Vertheilung ist dies nicht mehr
der Fall, und trifft daher der Superpositionssatz im allgemeinen
nicht zu.

B. Stromleiter und starre Magnete.

§ 44. Solenoidalitdt des elektromagnetischen Feldes. Wir
wenden uns jetzt den Haupteigenschaften des elektromagnetischen,
von Stromleitern erzeugten Feldes zu. Wir haben dieses bereits
(§ 1) als Grundlage aller weiteren Betrachtungen eingefiihrt und
haben dann (§§ 5, 6) an die elementaren elektromagnetischen
Formeln fiir die wichtigsten Specialfille erinnert. Auch hier miissen
wir uns auf die Mittheilung einiger nicht elementaren Gleichungs-
systeme beschrinken, indem wir fiir die Einzelheiten der Herleitung
auf Werke verweisen, in denen der Elektromagnetismus ausfiihrlich
behandelt ist ).

Betrachten wir einen beliebig gestalteten Leiter und bezeichnen
die in einem Punkte (x, y, 2) desselben herrschende elektrische
Stromung, d. h. die auf den Normalquerschnitt Eins entfallende

1) z. B. Maxwell, Treatise 3. 1V. Theil. Mascart et Joubert,
Electricité et Magnétisme, 1. IV. Theil. Paris 1382.
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Strommenge, mit €!). Fiithren wir nun eine Hilfsvektorfunktion %
ein, so dass deren Komponenten in einem beliebig gelegenen, von
dem erstgenannten Punkte um » entfernten Punkte, folgende Werthe
haben, wobei das ganze Volum des Stromleiters durch Integration
dariiber beriicksichtigt werden soll.

[ @x
%[x=ft‘ J‘dedydz
(14) Ay =fff%dw dydz
Ay = J'ff @:—:dmdydz.

Es ldsst sich dann zeigen, dass die Komponenten des vom
Strome erzeugten elektromagnetischen Feldes sich durch die Ab-
leitungen jener Hilfsfunktion % nach den Koordinaten ausdriicken
lassen; und zwar werden sie durch folgende Gleichungen gegeben,
welche fiir alle Punkte gelten, sie mogen innerhalb oder ausser-
halb des Stromleiters liegen:

2, 09,

D:="35,"""%

U U,

(15) 1 & =5, "%
2%, U

D = dx 0y

Die vom elektrischen Strome erzeugte magnetische Intensitét
$ ist nun iberall ohne Ausnahme solenoidal vertheilt; denn durch
Differentiiren obiger Gleichungen erhalten wir identisch

0H: , 09 09
dx +a—yy+W=°'

d. h. die solenoidale Bedingungsgleichung. [§ 87, Gleichung (4)].
Ebenso lisst sich nachweisen, dass § der oberflichlichen Kon-
tinuititsgleichung fiir die Grenzflichen zwischen den Stromleitern
und dem umgebenden Mittel geniigt.

1) Diese Grosse pflegt man technisch mit »Stromdichte«< zu be-
zeichnen und in Ampére pro gcm auszudriicken.
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§ 45. Magnetisches Potential ausserhalb der Stromleiter.
Mit den Gleichungen des vorigen Paragraphen héngen folgende zu-
sammen:

.00 0

drle=7, "%

IRY-SR Y

16 =5,
_0%_ 3%

4G =30~y

welche ebenfalls fiir jeden beliebigen Punkt gelten. Liegt der
betrachtete Punkt innerhalb des Leiters, wo € einen endlichen
Werth hat, so zeigen die Gleichungen sofort, dass $ dort nicht
lamellar vertheilt sein kann, mithin kein Potential besitzt. Ausser-
halb des Leiters aber, wo kein Strom fliesst, mithin € Null ist,
werden die Glieder links gleich Null und die Glieder rechts
driicken dann die Bedingungen fiir die Lamellaritit des Vektors §,

niamlich

09y _09H: 09 0% 0D 0y

dz oy’ de 0z’ dy ~_ dox ’
ohne Weiteres aus [§ 39 Gleichung (7)]. Wir gelangen also zu fol-
gendem Satze:

VIII. In dem Raume, welcher die Stromleiter um-
gibt (nicht in dem von diesen selbst eingenommenen Raume),
ist die magnetische Intensitdt lamellar vertheilt und
besitzt folglich ein skalares Potential.

Dieses Potential von § bezeichnen wir mit ” und nennen es
das magnetische Potential.

Jener lamellare Raum ist nun aber nicht mehr einfach zu-
sammenhingend, indem er durch das mindestens zweifach zu-
sammenhingende nicht lamellare Raumgebiet, welches jeder ein-
zelne stets in sich geschlossene Stromleiter einnimmt, unterbrochen
wird. Wir stehen hier dem bereits (§ 40) ercrterten Falle gegen-
iber. Dementsprechend wichst das Linienintegral von $ lings
einer geschlossenen Integrationskurve bei jeder einzelnen Um-
kreisung des Leiters durch diese um eine Integrationskonstante C;
findet also eine solche Umkreisung nicht statt, so ist das Linien-
integral Null. Der Ausdruck »Integrationskonstante« ist nun offen-

bar so zu verstehen, dass diese nur noch vom elektrischen Strome
du Bois, Magnetische Kreise. 5
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abhéngen kann, aber nicht von irgend welchen geometrischen
Parametern, noch von der Natur der Umgebung des Leiters, durch
welche der Integrationsweg sich hinzieht. Den Werth von C kénnen
wir demnach a priori bestimmen, indem wir bemerken, dass er in
der Weise vom elektrischen Strome I abhingen muss, dass er ihm
proportional ist, weil dasselbe erfahrungsmassig fiir § gilt. Dazu kann
ferner nur noch ein Zahlenfaktor kommen, welchen man wieder,
dhnlich wie in einem fritheren Falle (§ 11), im Anschluss an die
historische Entwicklung und mit Riicksicht auf das iibliche elektro-
magnetische absolute Maasssystem gleich 47 setzt?). Schliesslich
ist daher

A7) C=4nl

Wir kénnen diese Gleichung leicht an einem der frither be-
trachteten elementaren Beispiele priifen; wir wihlen den Fall der
langen geraden Leiterstrecke, fiir deren elektromagnetische Wirkung
das Biot-Savartsche Gesetz gilt. Die Intensitit § im Abstande »
vom Leiter betrigt [§ 5 Gleichung (3)]

oI
p=2"

Die Intensitétslinie durch den betrachteten Punkt ist ein Kreis
vom Umfange 2nr; folglich betrigt das Linienintegral von § bei
einmaliger Umkreisung des Leiters, d. h. eben die zu bestimmende
Integrationskonstante C

27y
o= | par="1""— a1
0

was mit (17) tibereinstimmt. Wir konnen diese Entwicklungen in
folgendem Fundamentalsatze zusammenfassen:

IX. Bei jeder Umkreisung eines den Strom I fiih-
renden Leiters durch den Integrationsweg betragt die

1) Die Einfiilhrung des Faktors 4# wird von manchen Autoren,
namentlich Heaviside, bekidmpft. Indessen wire seine Eliminirung
nur durch eine Umgestaltung des einmal eingebiirgerten Maasssystems
zu erreichen und dadurch diese ziemlich gleichgiltige Vereinfachung zu
theuer erkauft; tibrigens wiirde er vermuthlich an einer anderen Stelle
wieder auftauchen.
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elektromagnetische Integrationskonstante 4=, un-
abhingig von irgend welchen sonstigen Variabelen.

Dieser wichtige allgemeine Satz wird durch die Erfahrung, wie
sich {ibrigens in diesem Falle von selbst versteht, vollauf bestitigt.

§ 46. Fernwirkung eines starren Magnets. Wir haben
frither (§ 26) den Begriff des magnetischen Endelements eingefiihrt
und fiir dessen mathematische Weiterentwicklung auf das jetzige
Kapitel verwiesen. Vorher war schon [§ 19, Gleichung (2)] das ele-
mentare Coulomb ’sche Gesetz der scheinbaren Fernwirkung eines
Stabendes dahin formulirt, dass

(@]
5=
wo 9 die vom Dpositiven Stabende auswirts gerichtete (bezw. auf
das negative Stabende zu gerichtete) magnetische Intensitit in der
Entfernung r bedeutet. S ist der Querschnitt des Stabes, & der
Vektor, den wir die Magnetisirung nannten (§ 11).

Denken wir uns jetzt statt des einfachen Stabes einen ferro-
magnetischen Korper von beliebiger Gestalt, in beliebiger Weise
magnetisirt; zundchst ohne irgend welche Riicksicht auf die Ur-
sache dieser Magnetisirung., Diese Unabhingigkeit der Magneti-
sirang von &dusseren Ursachen soll dadurch ausgedriickt werden,
dass wir einen solchen Korper einen starren Magnet nennen;
die Erscheinung der magnetischen Remanenz (§ 8) gewihrt uns
die Moglichkeit, solche starre Magnete mit einer gewissen An-
ndherung darzustellen. Wir haben uns dann innerhalb des vom
Korper eingenommenen Raumgebiets den Vektor § vollig beliebig
(also im allgemeinen komplex solenoidal § 86) vertheilt zu denken;
an der Umgrenzungsfliche ist die Normalkomponente nach innen
zu Jy, nach aussen in der magnetisch indifferenten Umgebung
Null. Um die Fernwirkung zu berechnen, zerlegen wir den Korper
in parallelepipedische Elemente dzdydz, stellen den Ausdruck
fir die Wirkung der 3 Paar Endelemente des unendlich kleinen
Parallelepipedons auf und integriren diesen iiber den ganzen
Korper.

Betrachten wir das Parallelepipedon dxdydz als einen der
Z-Axe parallelen kurzen Stab, so betrigt dessen parallel dieser Axe
gerichtete Magnetisirungskomponente + §,. Da die Magnetisirung
ein Vektor ist, konnen wir von der Zerlegung in Komponenten
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beliebigen Gebrauch machen. Fassen wir nun die obere (in Fig. 11
schraffirte) Endfliche des Parallelepipedons, deren Koordinaten
x,y, 2 seien, in’s Auge, so
tZ $ ist ihre Oberfliche dxdy,
und ihre die Fernwirkung
bestimmende magnetische
Starke betrigt daher nach
der frithern Definition (§19)
+QJ:dxdy.

In einem in der Ent-
T fernung » gelegenen Punkte
n’ P (&, 1,0) wird jenes End-

element daher eine mag-

> netische Intensitit $ er-

X zeugen, gegeben durch die
Fig. 11 Gleichung

[sdxd
o=+

1 7.?
Die Komponenten von § werden folgende Werthe haben

9
__Jedzdy E—x) _ Sedxdy—y) o
So="""35 1 D= o s 2=

. dady ((—2)
73 )

Bevor wir nun die Fernwirkung der betrachteten oberen End-
fliche mit derjenigen, von ihr nicht zu trennenden, ihrer »Gegen-
fliche« zusammenstellen, werden wir noch untersuchen, in welcher
Weise der Vektor § vertheilt ist.

§ 47. Vertheilung der magnetischen Intensitat. Wir werden
erstens nachweisen, dass die Intensitdt § tberall lamellar vertheilt
ist und bilden dazu die Ableitung einer ihrer oben gegebenen
Komponenten, z. B. der ¥-Komponente, nach ¢:

09y —3J:dxdy(n—y)or

3 P Y
Nun ist
(18) r=E—2+@un—y+E—2"
folglich
or (—z




Grundziige der Theorie der starren Magnete. 69

Setzen wir dies in obige Gleichung ein, so wird
09y _ —3Jedadyly—y)(E—2)

/’-5

Ebenso firidet man

09: —3J.dxdy(—2)(n—uy)
on rs :

Beide Ableitungen sind daher identisch und bleiben das, man
mag r noch so sehr unter jede angebbare Grenze herabdriicken.
In derselben Weise beweist man, dass wie

0Dy 09 0 0D 0% L 0D 0Dy

3~ vy 08 T or WY Ty Y

Folglich sind die Bedingungsgleichungen (7) § 39 erfilllt und
daher ist § im ganzen Raume ohne Ausnahme lamellar vertheilt,
auch an der Stelle, wo das Endelement selbst sich befindet.

Bilden wir zweitens die ibrigen Ableitungen der Intensitiitskom-
ponenten nach den Koordinaten des Punktes P, indem wir die
fiir erstere in § 46 gegebenen Ausdriicke nach den letzteren dif-
ferentiiren, so finden wir

09 Jpdxdylrt—3(E— )7

0§ r®
09y _ Jedzdy[r*—3(n—y)°
07 rs
09: _ Jpdzdy[r*—3(L—27
Y 7S ’

wir sehen ferner, dass die Summe der drei Glieder rechts folgendem

Ausdrucke gleich wird

3r*—3E—x'—3(h—y*—3(C—2°
rb

S dedy

Dieser ist nun mit Riicksicht auf (18) fiir endliche Werthe
von # Null, nimmt aber fiir unendlich kleine r die Gestalt 0/0 an;
es ldsst sich iiberdies zeigen, dass er in letzterem Falle nicht
schwindet. Wir haben also:

(19) MQ% + a%’ bg’“ =0 [fiir #>>0],
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d. h. § ist im ganzen Raume solenoidal vertheilt mit Ausnahme
der Stelle, wo das Endelement selbst sich befindet.

Nach dem Superpositionssatze VII (§ 43) konnen wir nun das,
was fir ein Endelement bewiesen wurde, durch Summation auf
beliebig viele ausdehnen und gelangen so zu folgendem Satze:

X. Die von einem in beliebiger Weise magnetisir-
ten starren Magnet im Raume erzeugte magnetische
Intensitdt ist @iberall lamellar-solenoidal vertheilt,
mit Ausnahme der Stellen, wo sich wirkende Endele-
mente befinden; dort ist sie nur lamellar vertheilt.

§ 48. Potential eines starren Magnets. Die Intensitdt hat
daher auch iiberall ein skalares Potential, welches in allen Punkten
mit Ausnahme der in Satz X. gedachten Stellen der Laplace-
schen Gleichung gentigt. Diese Funktion nennen wir wieder das
magnetische Potential des starren Magnets und bezeichnen
dieses wie oben (§ 45) mit 7.

Wenden wir uns nun wieder der Betrachtung der Fernwirkung
des elementaren Parallelepipedons zu. Der bisher betrachteten (in
Fig. 11 p. 68 schraffirten) Endfliche ertheilen wir die Nummer 1,
der ihr gegeniiberliegenden »Gegenfliche« 4; ebenso numeriren wir
die beiden tibrigen Flichenpaare mit 2 und 5, bezw. mit 3 und 6.
Das magnetische Potential der Endfliche 1 in dem Punkte P be-
zeichnen wir mit 0 7; aus der Potentialtheorie folgt ohne Weiteres

r

\
: 'S S: dzd

o-n=-js§dr=~j g%d_yd,,=+«_s%ﬂ_y_

® fo o]

Fassen wir nun die Gegenfliche 4 ins Auge; deren Abstand
von P sei r4-dr; ihre Starke ist — J:dxdy. Sie erzeugt in P
ein magnetisches Potential J 7, welches man ebenso wie fiir 1
findet; es ist

o
_ Jedxdy
IT=—"7 +dr’

Summiren wir die beiden Potentialantheile d ¥, und d 7,, so
erhalten wir das magnetische Potential des Endflichenpaares (1 - 4),
welches wir mit ¢ 7, , bezeichnen wollen, und welches demnach
folgenden Werth hat

S e 1_4_)
arl,4_arl+or4_¢adxdy(7 T
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oder anders geschrieben

§T1~4=—3zdxdyd_ _I_M

Der Vergleich dieses Ausdruckes mit dem fiir ¥, oder 07, zeigt,
dass das magnetische Potential eines elementaren Endflichenpaares
unendlich klein von der dritten Ordnung ist, wihrend dasjenige
der einzelnen Endflachen nur der zweiten Ordnung unendlich kleiner
Grossen angehort.

Wenn man von der Endfliche 1 zur Endfliche 4 schreitet
(vergl. Fig. 11 p. 68), so wachst die Z-Koordinate um —dz; es
ist daher

L%
d =5, dz.

Setzen wir dies in den Ausdruck fiir 0 ¥,,, ein, so erhalten wir
1

oL
v, =,
(20) e = ey,

In genau gleicher Weise verfahren wir mit den Endflichen-
paaren 2 und 5 (Stirke + J:dy dz) und 3 und 6 (Stirke + &, dzdx).
Wir erhalten dann durch Summirung als Werth des vom ganzen
Parallelepipedon herrithrenden magnetischen Potentials im Punkte P

0P=d00, ,+07,. +07.,

Setzen wir in diese Gleichung den Ausdruck (20) und die
ahnlich gebildeten Ausdriicke fir %, , und d2,., ein, so kommt

a_ a_ al

Um das Gesamtpotential P des starren Magnets in P zu
finden, muss d P {iber dessen ganze Ausdehnung integrirt werden;
dies ergibt

oL i
r r
r= J + 3y T"—%z z>dwdydz.
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Wenden wir nun die Methode der theilweisen Integration in
folgender Weise auf jedes einzelne Glied des obigen Integrals an,
beispielsweise auf das erste:

b1
r 3= *1 03
(&3 — -
f‘sxbxdx_ r r dx dx

und benutzen wir diese Transformation fiir das ganze dreifache
Integral, so kommt schliesslich

T—f Sedyde+Jydede +J: dxdy

r

—-Jlfj 23 b“”4~b“5)dxdym

wobei das erste Doppehntegral iber die Oberfliche des starren
Magnets, das zweite dreifache Integral iiber den von diesen ein-
genommenen Raum auszudehnen ist.

1)

§ 49. Analogie mit dem Gravitationspotential. Betrachten
wir ein Element 4§ jener geschlossenen Oberfliche niher; seine
nach aussen gerichtete Normale sei :; es ist dann

dS cos(R, x)=dydz
dS cos(R,y)=dzdx

ebenso

und
as cos(N, 2) = dzdy

setzen wir diese Werthe in das erste Glied des obigen Ausdrucks (21)
ein, so wird es

J‘ J‘ Iz cos (M, x) -+ Jy cos (N, y) + I+ cos (N, 2) is

r

[
ffﬁd&
J r
Was das zweite Glied betrifft, so bemerken wir, dass
0 5 IR 0
(22) __( R \Sy + oz)

die Konvergenz der Magnetlsmung ist (§ 35), welche schwinden
wiirde, falls & etwa solenoidal vertheilt wére: wir wollen sie mit ¢

oder einfach
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bezeichnen. Es wird dann, wenn wir diese Ausdriicke in (21)
eingetzen , schliesslich das magnetische Potential durch folgende
Fundamentalgleichung dargestellt

@ T:ff%—”dS—i—fff%dwdydz,

Dieser Ausdruck gilt fiir den ganzen Raum, innerhalb wie
ausserhalb des betrachteten starren Magnets; er ist mathematisch
vollig analog demjenigen fiir das Gravitationspotential von Massen,
welche im Innern des betrachteten Korpers mit der sRaumdichte« ¢
vertheilt gedacht werden konnen und dessen Oberfliche mit
Schichten belegt zu denken ist, so dass der numerische Werth
ihrer (skalaren) »Flichendichte« demjenigen der Vektorkomponente
Qv gleich ist. Nehmen wir daher, wie es frither allgemein ge-
schah, fiir einen Augenblick die Existenz magnetischer Fluida
(§ 27) an, welche in der angegebenen Weise vertheilt sind, so
wird das Potential dieser fiktiven Vertheilung identisch sein mit
demjenigen, welches wir von unserem Standpunkte aus hergeleitet
haben.

Vergegenwirtigen wir uns schliesslich nochmals den im Vorigen
befolgten Entwickelungsgang, so haben wir zuerst auf Grundlage
von Fundamentalversuchen den physikalischen Begriff der Mag-
netisirung aufgestellt. Die Fernwirkung liessen wir dann von End-
elementen ausgehen, deren Stirke durch das Produkt aus ihrem
Flacheninhalte in die zu ihnen normale Magnetisirungskomponente
gemessen wurde. Wenn wir auch nach alledem nicht daran
denken, jenen Fluidis eine thatsichliche Existenz zuzuschreiben,
80 hindert uns nichts, die rein mathematische Analogie mit der
Lehre vom Gravitationspotential!) auf dem vorliegenden Gebiete
auch fernerhin da auszunutzen, wo sie uns auf kurzem Wege zu
neuen Resultaten fiilhren kann.

§ 50. Lokalvariationen der magnetischen Stirke als Fern-
wirkungscentra. So erinnern wir zundchst an die bekannte so-
genannte Poisson’sche Gleichung

(23) A P=—A4ny,

1) Siehe u. a. Lejeune-Dirichlet, Vorlesungen iiber die im um-
gekehrten Verhiltniss des Quadrats der Entfernung wirkenden Krifte,
Leipzig 1876. Clausius, Die Potentialfunktion und das Potential.
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welche dort an Stelle der Laplace’schen Gleichung (§ 41) A =0
tritt, wo sich gravitirende Massen mit der Raumdichte r befinden.
Fiithren wir die Operation A aus und setzen den Werth fir ¢
nach Gleichung (22) ein, so erhalten wir im vorliegenden Falle

0 xf)x 0 55:/ 0 v@z R 03y \Su 03

(24) — (3; +=5, % ) (ﬁb—xﬁ +355 3 )

Falls daher die Konvergenz der Magnetisirung in einem Punkte
endlich ist, so ist es auch diejenige der erzeugten magnetischen
Intensitidt in diesem Punkte, und zwar betriigt letztere das —4 z-
fache der ersteren. Wir konnen dies anders ausdriicken, indem
wir behaupten, dass die Solenoidalitit der Magnetisirung die noth-
wendige und ausreichende Bedingung fiir diejenige der von ihr
erzeugten magnetischen Intensitét bildet.

Wir haben frither die Endelemente in unsere Entwickelungen
als Fernwirkungscentra eingefithrt und sind jetzt in der Lage,
schirfer zu formuliren, was wir unter einem Endelement zu ver-
stehen haben. Aus Gleichung (I) geht hervor, dass das magneti-
sche Potential eines starren Magnets zum Theil von seiner Ober-
fliche herrithrt. Es ist nun leicht einzusehen, dass an ihr die
Magnetisirungsréhren plotzlich enden, mithin Endelemente von
der Stirke &, d S auftreten, welche das erste Glied der Gleichung (I)
bedingen; es sei hier die Bemerkung eingeschaltet, dass der
diesem Gliede entsprechende Antheil von 2 in den meisten Féllen
erheblich {iberwiegt.

Der zweite Antheil des magnetischen Potentials rithrt vom
Innern des Magnets her. Zum Zwecke der analytischen Herleitung
haben wir dieses in elementare Parallelepipeda zerlegt gedacht;
deren Endflichen sind aber offenbar rein fiktiv; iiberdies werden
sich die Wirkungen der angrenzenden Endflichen zweier benach-
barter Parallelepipede zum grossen Theile aufheben, da sie ent-
gegengesetztes Vorzeichen aufweisen. Falls die Magnetisirung an
der betreffenden Stelle solenoidal vertheilt sein sollte, wird jene
Kompensation eine vollstindige sein. Ist dies dagegen nicht der
Fall, so ist das dem Innern des Magnets entsprechende zweite
Glied der Gleichung (I) der Analogie nach so zu interpretiren,
dass der Ausdruck [vergl. (22)]

X
rdxdydz:—(b ‘sx+b‘5”+63') dxdydz

ox
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die Stelle des Endelements Jy dS im ersten Gliede der Gleichung
vertritt. Jener Ausdruck stellt sich nun dar als die Konvergenz
der Magnetisirung in dem betrachteten Raumelemente, multiplicirt
in sein Volum. Beide Arten von Fernwirkungcentra lassen sich
schliesslich folgendermaassen unter einen einheitlichen Gesichts-
punkt bringen. Sobald die Konvergenz endlich bleibt, ist die
Magnetisirung nicht mehr solenoidal, mithin die Starke der Magne-
tisirungsrohren (Magnetisirung X Normalquerschnitt) nicht mehr
konstant (§ 37). Dass ihre Stirke tiberdies an der Grenzfliche
des Magnets plotzlich nach aussen hin auf Null abfdllt, leuchtet
ohne Weiteres ein. Wir konnen uns somit allgemein wie folgt
ausdriicken :

XI. Nur von solchen Stellen, wo die Stirke der
Magnetisirungsrohren plotzliche oder stetige ridum-
liche Anderungen erfihrt, pflanzt sich eine magne-
tische Wirkung in die Ferne fort?).

Jegliche Fernwirkung lasst sich daher auf Centra zuriick-
fiihren, welche durch das Vorhandensein von Lokalvariationen der
magnetischen Stirke bedingt sind.

§ 51. Intensitit und Induktion innerhalb des Ferro-
magnetikums. Der Ausdruck (I) fiir das magnetische Potential
gilt fiir alle Punkte, sie mogen ausserhalb oder innerhalb des
starren Magnets liegen. Seine Ableitungen nach den Koordinaten,
mit entgegengesetztem Zeichen genommen, geben die Kompo-
nenten der magnetischen Intensitit. Es fragt sich nun, was die
physikalische Bedeutung dieses letzteren Vektors in einem Punkte
innerhalb des Magnets ist, da wir ithn urspriinglich nur als Maass
fir den magnetischen Zustand im leeren bezw. magnetisch indif-
ferenten Raume eingefithrt haben (§ 4). Um uns hieriiber Klarheit
zu verschaffen, denken wir uns den Magnet um den betreffenden
Punkt herum ausgehohlt, und betrachten den magnetischen Zu-
stand in der Hohlung.

1) Man pflegte dies frither so auszudriicken dass sich an solchen
Stellen »>freier Magnetismus« befinden sollte. Diese wenig gliicklich ge-
wiahlte und nicht scharf definirbare Benennung kommt auch jetzt noch
hiufig vor: iibrigens werden damit zuweilen auch nur die Endelemente
auf der Oberfliche des Magnets gemeint.
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Es ldsst sich zeigen, dass dieser von der Gestalt der Hohlung
abhéngt und in einigen einfachen Fillen berechnet werden kann.
Da diese Rechnungen durchaus nicht fundamentaler Natur sind,
so begniigen wir uns mit einer Angabe der Resultate, indem wir
fiir den Beweis auf ausfiihrlichere Werke verweisen.?).

Falls erstens die Hohlung die Gestalt eines diinnen Spalts,
oder einer diinnen Rohre, in der Richtung der Magnetisirung auf-
weist, so ist die in ihr herrschende magnetische Intensitit §' direkt
aus dem oben berechneten magnetischen Potential ableitbar; man
definirt sie als die magnetische Intensitit im Ferromagnetikum
Es ist daher

or or or,

@) B =—3g. B=—§, H=—3;

Hat aber zweitens die Hohlung die Gestalt eines diinnen
Spalts senkrecht zu den Magnetisirungslinien, so ist die in ihr
obwaltende magnetische Intensitit eine andere; bezeichnen wir sie
mit ¥, so ldsst sich zeigen, dass

By = 55):::/ + 47,

(26) By =9, +47y,

B = SQ; + 4n 3‘2

Was man einfacher ausdriickt durch die eine Gleichung

@) W= 473,
welche dann aber als eine sogenannte Vektorgleichung aufzufassen
ist; nur in dem besondern Falle, dass ¥, § und § in dem be-
trachteten Punkte gleichgerichtet sind, gilt sie fiir diese Vektoren
selbst, sonst nur fiir deren Komponenten; in ersterem Sinne haben
wir sie bereits eingefiihrt (§ 11).

Den so definirten Vektor B’ nennen wir die magnetische
Induktion im Ferromagnetikum, da er offenbar identisch ist mit
der frither auf Grundlage von Induktionsversuchen definirten,
ebenso benannten Grosse (§ 10). Falls ausser dem hier aus-

1) Vergl. Maxwell, Treatise 2. Kap. II. Mascart et Joubert,
Electr. et Magn. 1. §§ 321—324.

2) Die hier und im Folgenden angewandte Accentuirung der Buch-
staben soll daran erinnern, dass dabei die betreffende Grosse innerhalb
der ferromagnetischen Substanz betrachtet wird.
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schliesslich in’s Auge gefassten eigenen Felde des starren Magnets
noch ein von fremden Ursachen herrithrendes hinzutritt, so addirt
sich dessen Intensitit (vektormissig) sowohl zu & wie zu ', so
dass die Gleichung (27) nach wie vor ihre Giltigkeit behélt,

§ 52. Solenoidalitit der Induktion. Die fundamentale Haupt-
eigenschaft der in dieser Weise definirten Induktion ist die, dass
sie unter allen Umstinden im ganzen Raume ausnahmslos sole-
noidal (dagegen im allgemeinen nicht lamellar) vertheilt ist. Wir
werden daher zu beweisen haben, dass sie den beiden Kon-
tinuitidtsgleichungen (§ 37): 1. der rdumlichen und 2. der ober-
flichlichen, welche hierfiir die nothwendige und ausreichende Be-
dingung bilden, geniigt.

1. Aus den zur Definition der Induktion herangezogenen Be-
ziehungen (26) folgt, dass zunichst innerhalb des Ferromagnetikums

0%, biBy 08,
ox + + 0z

b-Dr _!_bg)y +b®z tdn (%dz b«Sy+bm32)

Nach Gleichung (24) ist aber das rechte Glied letzterer
Gleichung immer Null, d. h. falls der Vektor 4z eine von Null
verschiedene Konvergenz zeigt, wird diese durch die entgegen-
gesetzt gleiche Konvergenz des Vektors & aufgehoben, so dass
die Vektorsumme § --47 J eine solche nie aufweisen kann.

Ausserhalb des Ferromagnetikums ist ferner I ==0, folglich
B mit § in jeder Beziehung identisch; da aber dort (§ 47)

so ist schliesslich der rﬁumhchen Kontlnultatsgleiohung

08, 0%, | 0B,
bx+ +bz =0,

in allen Punkten des Raumes sowohl im Innern des Ferromagneti-
kums, als auch ausserhalb desselben, Geniige geleistet.

2. Was zweitens die Unstetigkeitsflichen betrifft, so ist als
solche nur die Oberfliche des Magnets zu betrachten. Nehmen wir

wieder der Kiirze halber das Gravitationsproblem als Analogon zu
Hilfe, so wissen wir, dass an einer mit Massenbelegung von der
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Fliachendichte 8 bedeckten Fliche die normale Ableitung des Gravi-
tationspotentials einen Sprung von 478 macht. Auf unseren Fall
ibertragen, wird daher

'©V = @V' +4” %V-
wo ©» und §, die zur Oberfliche des Magnets senkrechten Inten-
sititskomponenten ausserhalb bezw. innerhalb desselben bedeuten.
Da aber nach der gegebenen Definition einerseits innerhalb des
Ferromagnetikums die Gleichung (27) gilt:

'SBVI = nbvl ‘+‘ 4 SV:
andererseits ausserhalb desselben

sBy - @1’
ist, so folgt aus obigen drei Gleichungen sofort
(28) %‘y = %yl.

Auch der oberflichlichen Kontinuititsbedingung wére durch
diese Gleichung gentigt; damit ist die Solenoidalitit der Induktion
fir alle Raumpunkte bewiesen. Wir werden auf diesen Satz bei
der Betrachtung magnetischer Induktionsvorginge zurtickkommen
(§ 61); zu deren Behandlung schreiten wir nunmehr nachdem wir
die Grundziige der Theorie der starren Magnete im Vorstehenden
mitgetheilt haben.



Viertes Kapitel.

Grundziige der Theorie der magnetischen Induktion.

§ 53. Fremde und selbsterzeugte Intensitit. Bei den im
vorigen Kapitel angestellten Betrachtungen {iber starre Magnete
wurde ihre Magnetisirung als gegeben angenommen, ohne dass
ihre Ursache weiter beriicksichtigt worden wire.

Wir haben Anfangs (§ 8) gesehen, dass ferromagnetische
Korper im allgemeinen eine Magnetisirung nur dann annehmen,
wenn ein inducirendes magnetisches Feld auf sie wirkt, wobei
allerdings ein Zuriickbleiben jener Wirkung hinter ihrer Ursache
auftritt, welches man mit dem Namen Hysteresis bezeichnet. Kine
vollstindige Theorie der ferromagnetischen Induktion mit Beriick-
sichtigung der Hysteresis ist bisher nicht versucht worden; ihre
Aufstellung wiirde mit grossen Schwierigkeiten verkniipft sein.
Wir machen daher im Folgenden die bereits oben a. a. O. ange-
deutete Einschrinkung, dass von Hysteresis ginzlich abgesehen
werde, die Magnetisirung daher ausschliesslich Funktion
der gerade obwaltenden gesamten magnetischen In-
tensitdt sei

Dabei ist nun in erster Linie zu beachten, dass diese Intensitit
einmal von fremden Quellen, wie z. B. von in der Nihe befind-
lichen starren Magneten, von elektrischen Stromen in benachbarten
Leitern oder im Korper selbst, herriihren kann; zweitens ist aber
auch diejenige Intensitit zu beriicksichtigen, welche von der Mag-
netisirung des betrachteten Korpers selbst erzeugt wird, und deren
Eigenschaften im vorigen Kapitel untersucht wurden. Den letzteren
Antheil werden wir durch den angehéngten Quellenindex i (intern)
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unterscheiden, also mit §; bezeichnen. Dem irgendwelchen anderen
Ursachen zuzuschreibenden Intensititsantheil werden wir dagegen
stets den Index e (extern) anhingen. Die Summe beider Antheile
(im Vektorsinne genommen), welche dann nach dem Obigen die
inducirte Magnetisirung bestimmt, erhélt den Quellenindex # (total) ¥).
Es ist daher

'@tx - n@ex + 'Sz)ix, @ty - @ey + 'Sz)iy, '@tz - @ez + Sjw .
Oder kiirzer als Vektorgleichung geschrieben
1) Dt = De + Hi-

In derselben Weise wird das magnetische Potential ¥, sowie
die Induktion B durch Indices je nach der Ursache, welche sie
erzeugt, unterschieden. Von manchen Autoren wird diese Zer-
gliederung zwar als kiinstlich verworfen; indessen ist ohne sie
eine pricise mathematische Behandlung bis auf weiteres undurch-
fiithrbar.

§ 54. Die Kirchhoffschen Ansidtze. Denken wir uns einen
Korper aus homogener und isotroper ferromagnetischer Substanz?),
durch den keine elektrischen Strome fliessen. Seine Gestalt sei
eine willkiirliche; da sie im allgemeinen keine von den endlosen
Formen sein wird, bei denen Endelemente nicht auftreten, so wird
die eigene Magnetisirung ein Feld §; erzeugen, welches sich zu
dem bereits vorhandenen fremden Felde $. addirt. Letateres kann
beliebig vertheilt sein, die Vertheilung ist aber den im vorigen
Kapitel aufgestellten allgemeinen Gesetzen unterworfen.

Ob also $. von dusseren elektrischen Stromen oder von fremden
Magneten herriihrt, stets muss es tiber den vom betrachteten Korper

1) Falls mehrere Indices nothig werden, kommen die Quellenindices
zuerst, die Richtungsindices (§ 34) zuletzt.

2) Bekanntlich bringen die Homogenitdt und die Isotropie eines
Korpers mit sich, dass seine Eigenschaften sowohl von der Lage als auch
von der Richtung im Kérper unabhingig sind. Die Theorie der mag-
netischen Induktion in anisotropen nicht ferromagnetishen Kérpern von
konstanter Susceptibilitit ist zwar mathematisch entwickelt und experi-
mentell gepriift worden, wiirde aber auf die hier stets vorausgesetzten
ferromagnetischen Substanzen variabeler Susceptibilitdt nicht anwendbar
sein. Fir unsere Zwecke ist die gemachte Einschrinkung ohne Bedeutung,
da die benutzten ferromagnetischen Metalle fir gewdhnlich immer als
isotrop betrachtet werden konnen.
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eingenommenen Raum. lamellar-solenoidal vertheilt sein®). Das
Linienintegral von $). betrigt 4z ¢ I lings einer Kurve, welche
gfach mit einem Stromleiter verschlungen ist, in welchem ein
Strom T fliesst, und schwindet daher im Falle die Integrationskurve
iiberhaupt keinen Stromleiter umkreist (Satz IX § 45).

Wird der zu inducirende Korper in dieses fremde Feld ein-
gesetzt, oder letzteres in dem von ihm bereits eingenommenen
Raume plotzlich erregt, so wird der Korper in sehr kurzer Zeit
seine dem besondern Falle entsprechend vertheilte Magnetisirung
annehmen. Da wir bereits festgestellt haben, dass diese nach
Werth und Richtung ausschliesslich durch die Totalintensitét
9t bestimmt sein muss, frigt es sich nur noch, wie beide Grossen
miteinander zusammenhingen werden.

Bei der dlteren Theorie der magnetischen Induktion, welche
zuerst von Poisson auf Grundlage der Annahme zweier magne-
tischer Fluida (§ 27) aufgestellt worden war und welche dann
wiederholte Neubearbeitungen erfuhr, so u. A. durch Lord Kelvin,
F. Neumann, Maxwell, wurden jene beiden Vektoren als
gleichgerichtet und ihre Werthe als proportional angenommen.
Letztere Annahme war aber eine voreilige und unmotivirte; trotz-
dem wurde sie der Bequemlichkeit der Rechnung halber sogar in
der neueren Literatur hiufig beibehalten, lange nachdem die ex-
perimentelle Forschung ihre Unhaltbarkeit dargethan hatte. Auf
Grund der Ergebnisse der letzteren stellte Kirchhoff bereits 1853
zwei neue Ansitze auf?), welche insofern den Thatsachen gerecht
werden, als, wie gesagt, von Hysteresis abgesehen wird; diese
Kirchhoff’schen Ansitze wollen wir zunichst besprechen.

Was in erster Linie die Richtung der Magnetisirung in jedem
Punkte betrifft, so folgt aus Symmetriegriinden, dass diese nach wie
vor dieselbe sein muss, wie diejenige der einzigen sie bedingenden
Ursache, des Vektors §: In der That liegt kein angebbarer Grund
vor, weswegen in der isotrop angenommenen Substanz die Richtung
von in irgend einem Sinne von derjenigen von §: abweichen sollte.

Zweitens wird der numerische Werth von § nur von demjenigen
von ; abhdngen ohne ihm indessen proportional zu sein, d. h. es ist

2 J=funct. (Hr).
1) Dies folgt aus § 44, Satz VIIL § 45 und Satz X § 47.

2) Kirchhoff, Crelle’s Journal 48. p. 370, 1853. Ges. Abh. p. 217.
du Bois, Magnetische Kreise. 6
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Diese Funktion muss dieselbe sein, wie die durch die normale
Magnetisirungskurve der betreffenden Substanz dargestellte (§ 13);
denn diese gilt fiir endlose Gebilde, bei denen eben infolge der
Abwesenheit in die Ferne wirkender Enden £;=0 ist, folglich
9t=9. wird. Eine Haupteigenschaft jener Kurven war, dass, wenn
$¢ mehr und mehr wichst, § einem Maximalwerthe asymptotisch
zustrebt. Oder wenn wir die Susceptibilitit, d. h. das Verhiltniss
der Magnetisirung zur inducirenden Intensitét, (§ 14) einfiihren,
und diese als x (9:) bezeichnen, um zu betonen, dass auch sie
nur Funktion von $: ist, so konnen wir ebenso gut schreiben

3= #(D0) - D
Und weil § und §: gleichgerichtet sind, wird
@) [e=#(D) Oz, Jy=2(9D)Dry, [Jz=12(H1) He:.

Die fundamentale Beziehung zwischen den drei Vektoren B,
$, und J [§ 51, Gleichung (27)] wird im vorliegenden Falle

) Br=H+ 47 .

Daraus folgt, dass auch die Totalinduktion B; dieselbe
Richtung haben muss, wie ihre beiden unter sich gleichgerichteten
Antheile 9§ und 472, was wir dann noch unter Einfithrung der
Permeabilitat o (9¢), d. h. des Verhiltnisses der Induktion zur
Intensitdt (§ 14) wie folgt ausdriicken konnen

B = (D) - He.
Und weil B; und H: gleichgerichtet sind, wird wieder

(5) Br=1(Dt) Otz, By=p (D) Dty, B = (Hr) Ht: .

§ 55. Linienintegral der selbstentmagnetisirenden Inten-
sitdt. Die selbsterzeugte magnetische Intensitit, welche von der
eigenen Magnetisirung herriithrt, bezeichnen wir ausserhalb des
Korpers mit $;; nach § 47 ist sie dort lamellar-solenoidal vertheilt.
Innerhalb des Korpers accentuiren wir sie und nennen §; zur
besseren Unterscheidung die selbstentmagnetisirende Intensitit,
da sie im allgemeinen stets das Bestreben hat, dem fremden indu-
cirenden Felde §, entgegen zu wirken, die eigene Magnetisirung
des Korpers daher abzuschwichen. Im Innern desselben ist nun
$i zwar noch lamellar, aber nicht mehr solenoidal vertheilt, da
im allgemeinen die Konvergenz der Magnetisirung eine endliche
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sein wird und wir gezeigt haben, dass deren — 4 -facher Werth
die Konvergenz des Vektors ; ergibt (§ 50). Wegen der tiberall
herrschenden Lamellaritit von $; bezw. $; wird immer ein selbst-
erzeugtes Potential 7; existiren, und das Linienintegral von £
bezw. §; muss infolgedessen nach
unseren fritheren Entwicklungen (§40)
an jeder geschlossenen Kurve entlang / o
schwinden. ""
Betrachten wir einen solchen ge-
schlossenen Integrationsweg ndher, der
theils im Ferromagnetikum, theils im
Interferrikum liegen moge, und ver-
folgen wir denselben in der Pfeilrichtung (Fig. 12). Auf der im
Ferromagnetikum liegenden Strecke E A ist

ap .,
EJ i dL
das Linienintegral der selbstentmagnetisirenden Intensitdt; dabei
ist mit §';z, wie tiblich, die Komponente derselben in Richtung der
Tangente zur Kurve L bezeichnet, also
Qi = 9i cos (Hi,L).
Dagegen ist auf der im Interferrikum liegenden Strecke 4 E
das Linienintegral der selbsterzeugten Intensitét

E E
S pudn= 7,

d. h. gleich der Zunahme des selbsterzeugten magnetischen Po-
tentials von der Aus- bis zur Eintrittsstelle der Integrationskurve.
Da nun nach dem Obigen?)

jf@ﬂ dL =0= H@fﬁ dL + i’f‘b’“ aL,

=T 2,

\

Fig. 12.

so folgt )
E Ap o,

(6> —ATz = EJ Qir dL = ET"
Diese Gleichung besagt Folgendes:

I Zwischen zwei beliebigen Punkten B und 4 der
Grenzflache ist die selbsterzeugte Potentialzunahme

1) Da bei einem Linienintegrale lings einer geschlossenen Kurve
Anfangs- und Endpunkt zusammenfallen, so werden wir ein solches im
Folgenden symbolisch mit jS bezeichnen.

6&
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im Interferrikum numerisch gleich dem Linien-
integrale der selbstentmagnetisirenden Intensitit im
Ferromagnetikum?).

Die Verwendbarkeit dieses Satzes wird weiter unten bei der
Losung specieller Fille zu Tage treten. Sie beruht darauf, dass
die im zuginglichen #usseren interferrischen Raume berechenbare
bezw messbare Potentialzunahme 47, mittels des Satzes I einen
Anhaltspunkt fiir die Berechnung der selbstentmagnetisirenden
Wirkung im Innern des Ferromagnetikums gewihrt.

Jener Satz ldsst sich in leicht zu iibersehender Weise auf den
Fall ausdehnen, dass mehr als eine ununterbrochene Strecke des
Integrationsweges im Interferrikum liegt und dementsprechend dieser
die Grenzfliche in mehr als zwei, jedoch offenbar stets in einer geraden
Anzahl von Punkten, schneidet. Bezeichnen wir die Austrittsstellen
aus dem Ferromagnetikum der Reihe nach mit 4, 4,..... An, die
Eintrittsstellen in dasselbe mit E, E,..... E,, so wird an Stelle
der Gleichung (6) folgende, welche sich in derselben Weise her-
leiten ldsst, zu setzen sein:

B, & B,
(6a) 4 b 4 N 4
:Ejf@'iLdL—{—EZf.{)'iLdL—}— ..... + o 9udL.

Von ihrer Richtigkeit iiberzeugt man sich sofort durch einen Blick
auf eine entsprechende Skizze. Die Gleichung (6a) besagt:

I.A. Die Summe der selbsterzeugten Potential-
zunahmen aufden interferrischen Theilstrecken eines
geschlossenen Integrationsweges ist numerisch gleich
der Summe der Linienintegrale der selbstentmagneti-
sirenden Intensitit auf seinen im Ferromagnetikum
gelegenen Theilstrecken.

§ 56. Eigenschaften der Totalintensitit. Nach dem Super-
positionssatze VII (§ 43) ist §; als Summe der beiden in allen
Punkten lamellaren Vektoren §. und §: auch tiberall lamellar, aber

1) Dieser Satz wurde vom Verf. (Wied. Ann. 46. p. 489, 1892) an-
gegeben. In der Herleitung ist dort iiberall irrthiimlich $; statt Dir ge-
druckt worden.
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nicht nothwendig solenoidal, vertheilt. Ferner ist das Linienintegral
. . . o A .
lings einer geschlossenen Kurve, welches wir mit AS bezeichnen.

A
9wl = [9udl 4+ 0=4nql

falls diese Kurve g-fach mit dem den Strom I fiihrenden Leiter
verschlungen ist.

Aus dem Ausdruck fiir das selbsterzeugte Potential 2 [§ 49
GL (I)], welcher a. a. O. bereits mit demjenigen fiir das Gravitations-
potential verglichen wurde, folgt, dass jenes an Unstetigkeitsflichen
stetig bleiben muss, weil dies bekanntlich auch beim Gravitations-
potential der Fall ist. Folglich miissen die stangentialen Ab-
leitungen« von 7; an beiden Seiten der Grenzfliche zwischen Ferro-
magnetikum und Interferrikum die gleichen sein, d. h.

@i‘t:@,i‘t«

Dagegen haben wir bereits (§ 52) erwdhnt, dass, wie beim
Gravitationspotential, so auch in unserem Falle, die zur Grenz-
fliche »normale Ableitung« von ?; einen Sprung um 473, erleiden
muss; folglich haben wir

g)iv = r‘{),iv + 47 31/,

Da ferner kein Grund vorliegt, weswegen auch der Vektor 9.
an der Grenzfliche irgend welche besondere Eigenschaften auf-
weisen sollte, so zeigt die Summe = 9.+ $H: dort dieselben

Unstetigkeiten wie ihr zweites Glied sie fiir sich schon aufweist.
Mithin ist

(M) Htr =9t
Dagegen
(8) @tv == :@’tv —l— 4n .\OSy,

Die beiden Gleichungen (7) und (8) besagen Folgendes.

II. Die Tangentialkomponente der Totalintensitdt
ist an Grenzfldchen stetig, die Normalkomponente
dagegen unstetig, wofern sie, und mit ihr die Normal-
komponente der Magnetisirung, iberhaupteinen end-
lichen Werth aufweist?).

1) Dieser Satz bildet die theoretische Grundlage der von Ewing
und Low eingefiihrten >Isthmusmethode« zur Bestimmung der Magneti-
sirung in sehr intensiven Feldern. Siehe Ewing, Magnet. Induktion u.s. w.
Kap. VIL Berlin 1892.
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§ 57. Eigenschaften der Magnetisirung. Nach unserm ersten
Ansatze ist in jedem Punkte der Vektor J gleichgerichtet mit $;
die Magnetisirungslinien fallen daher tiberall mit den Linien totaler
Intensitdt zusammen. Da letztere, lamellar vertheilte, Grosse ein
Potential 7% besitzt, verliuft das entsprechende Intensitétslinien-
biindel orthogonal zu der Aquipotentialflichenschaar 7; = konst.,
und der numerische Werth von $; ist der Entfernung zweier
solcher aufeinander folgenden Flichen umgekehrt proportional
(§ 39). Offenbar miissen daher auch die Magnetisirungslinien zu
derselben Aquipotentialflichenschaar orthogonal gerichtet sein, ob-
wohl nicht nothwendig dieselbe Beziehung zwischen dem numeri-
schen Werthe dieses Vektors und dem Flichenabstande zu gelten
braucht. Wegen der Existenz jener orthogonalen Flichenschaar
muss die Magnetisirung zum mindesten komplex lamellar vertheilt
sein (§ 38). Dies kann man zum Uberfluss auch analytisch be-
weisen, indem man ausgeht von der frither gegebenen Beziehung

JI==(9r) - Ht

und diese in die komplex lamellare Bedingungsgleichung fir
einsetzt [§ 38, Gleichung (6)]. Es wird dann

N MH
3 (bb\fsx ba%y)z”@tf( @”+»§>xf— -b—@ﬁ Duy )

In jedem der obigen drei Klammerausdriicke zur Rechten
heben sich je das erste und dritte Glied wegen der Lamellaritit
von $: auf; da bei der Addition sdmtlicher drei Gleichungen die
ibrige Summe rechts identisch Null wird, schwindet die Summe
links ebenfalls; dadurch ist aber die erwdhnte komplex lamellare
Bedingungsgleichung fiir § ebenfalls identisch erfillt!). Dabei

1) Nach der anfangs erwihnten ilteren Theorie musste die Magneti-
sirung lamellar-solenoidal vertheilt sein. An Stelle dieses frither viel-
fach angefiihrten Satzes wurden vom Verfasser (Wied. Ann. 46. p. 491,
1892) die im Texte mitgetheilten Betrachtungen gesetzt.
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tritt die Susceptibilitdt x (:) als integrirender Divisor auf, wie man
sich leicht iiberzeugen kann, indem der Ausdruck

Sedx + Jydy 4 Jedz
integrabel wird, sobald man ihn durch »(9;) dividirt. Denn es
ist [§ 54, Gleichung (3))

e _ Sy T
A0 oy ey T

sodass obiger Differentialausdruck nach der Division die Form

Dtzdx + Dtydy + Hrdz2—=—d D}
annimmt, welche ohne weiteres ein exaktes Differential darstellt.
Zum Schlusse wollen wir eine wichtige Eigenschaft des Vek-
tors & nicht unerwidhnt lassen. Falls man sich das #ussere Feld
9. als dber alle Grenzen wachsend denkt, so wird schliesslich in
der Vektorgleichung
e =D+ Hi

das zweite Glied rechts im Vergleich zum ersten immer geringer
werden. Mithin wird §; nach Werth und Richtung immer mehr
ausschliesslich durch . bestimmt werden. Dasselbe gilt dann fur
die Richtung der Magnetisirung, deren Werth aber nie den maxi-
malen Sittigungswerth (§ 11) dibersteigen kann. Es folgt daraus
folgender, von Kirchhoff aufgestellter »Sattigungssatz«?).

ITII. Ein beliebig gestalteter, ferromagnetischer
Kérper befinde sich in einem beliebig vertheilten
fremden Felde. Falls dann die Intensitdt des letz-
teren ins Unendliche wichst, ndhert sich tiberall die
Richtung der Magnetisirung derjenigen des fremden
Feldes und ihr Werth dem Maximalwerthe, welchen
sie fiir die betrachtete Substanz iiberhaupt erreichen

kann.

§ 58. Eigenschaften der Totalinduktion. Da in dem vom
betrachteten Korper eingenommenen Raume die von fremden Ur-
sachen herriihrende Intensitit . mit der entsprechenden Induktion
B, identisch ist (indem eine etwa vorhandene, die Intensitit 9.
ganz oder zum Theil erzeugende, fremde Magnetisirung dort den
Werth Null haben muss), ist letztere ebenso wie erstere lamellar-

1) Kirchhoff, Gesamm. Abhandl. p. 223.
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solenoidal vertheilt. Nach einem eingehend besprochenen Funda-
mentalsatze (§ 52) ist aber B;, wie auch J vertheilt sein moge,
unter allen Umstinden solenoidal. Folglich ist nach dem Super-
positionssatze VII (§ 43) die Summe B; = V. + B: ebenfalls
solenoidal ‘vertheilt.

Uberdies ist dieser Vektor B; komplex-lamellar vertheilt, was
man in derselben Weise, wie im Vorigen fiir ¥, beweist; und zwar
entweder durch rein geometrische Uberlegung oder auf analytischem
Wege, indem man in der im vorigen Paragraphen gegebenen
Herleitung die Susceptibilitit » durch die Permeabilitit 1 ersetzt,
welche letztere dann als integrirender Divisor an Stelle der ersteren
tritt. Schliesslich ist also die Totalinduktion komplex lamellar-sole-
noidal vertheilt; folglich existirt im allgemeinen kein skalares
Potential fiir diesen Vektor.

Wie bei §:, so regeln sich auch bei B; die Grenzbedingungen
fiir die Trennungsfliche zwischen Ferromagnetikum und Inter-
ferrikum ganz nach denjenigen fiir B;. Wir wissen nun bereits,
dass wegen der oberflichlichen Kontinuititsbedingung fiir diesen
Vektor [§ 52, Gleichung (28)]

Also auch B =B
9 Bty =B'ts.

Andererseits fanden wir [§ 56, Gleichung (7)]
Dtr =9 tx.

Da nun an der ferromagnetischen Seite der Grenzfliche
%Itr = li),tt + 4 ST,

dagegen im indifferenten Raume

§Bt1 = @h’,
ist, so folgt aus letzteren drei Gleichungen
(10) B'tr = Bitr + 47 Jr.

Die beiden Gleichungen (9) und (10) besagen:

IV. Die Normalkomponente der Totalinduktion ist
an Grenzflichen stetig, die Tangentialkomponente
unstetig, wofernsie, bezw. die Tangentialkomponente



Grundziige der Theorie der magnetischen Induktion. 89

der Magnetisirung, iiberhaupt einen endlichen Werth
aufweist?)

Die Totalinduktion verhélt sich also in Bezug auf ihre Grenz-
bedingungen gerade umgekehrt wie die Totalintensitit [Satz I, § 56].

§ 59. Praktische N#herungsregel. In einer grossen Anzahl
von praktisch vorkommenden Fillen erreicht, wie schon oben
(§ 11) angegeben wurde, $: nur wenige Hundert C. G. S.-Einheiten,
und es ist dann bei allen bisher bekannten ferromagnetischen
Substanzen mit grosser Anniherung
1
4n
zu setzen, so dass die Magnetisirung in diesem Falle ebenfalls als
merklich solenoidal betrachtet werden kann, da sie sich von der

Totalinduktion nur noch durch einen Zahlenfaktor unterscheidet
[Satz VI, § 43].

Die Konvergenz der Magnetisirung ist dann unmerklich, und
die Fernwirkung geht fast ausschliesslich von den auf der Ober-
flaiche des Korpers liegenden Endelementen aus. Dagegen ist der
andere extreme Grenzfall der, dass . und damit §:; unendlich
gross wird; diesem Falle kann man sich selbstverstindlich experi-
mentell nur mehr oder weniger niahern, ihn aber im allgemeinen
durchaus nicht erreichen. Nach dem oben angefiihrten Kirch-
hoffschen Satze III (§ 57) ist im Grenzfalle die Magnetisirung im
allgemeinen weder lamellar, noch solenoidal, schon deswegen, weil
sie iiberall den gleichen Sittigungswerth zu erreichen strebt ohne
jedoch zugleich in allen Punkten auch nach derselben Richtung
orientirt zu werden, wie es fiir eine gleichformige Vertheilung
(§ 43) erforderlich wire; die Magnetisirung bleibt aber nach wie
vor komplex-lamellar vertheilt, wie im Vorhergehenden (§ 57) vollig
allgemein bewiesen wurde.

B

=

§ 60. Stromdurchflossenes Ferromagnetikum. Der Fall, dass
das Ferromagnetikum selbst von elektrischen Stromen durchflossen
wird, wurde bisher ausdriicklich von der Betrachtung ausgeschlossen;

1) Dieser Satz bildet die theoretische Grundlage eines vom Ver-
fasser benutzten magnetooptischen Messverfahrens (Phil. Mag. [5] 29,
p. 293, 1890). Siehe Ewing, Magn. Induktion u.s. w. Kap. VIL Berlin 1892.
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indessen kann er unter Umstinden sowohl theoretisches wie prak-
tisches Interesse bieten!), sodass wir seiner Besprechung einen
Paragraphen widmen werden, ohne auf Einzelheiten ndher einzu-
gehen.

Wir sahen bereits (§ 44), dass die magnetische Intensitit, so-
fern sie von der elektromagnetischen Wirkung eines Stromes
herriihrt, daher in unserer jetzigen Bezeichnungsweise mit £, zu
bezeichnen ist, innerhalb des Leiters solenoidal, indes nicht (wie
ausserhalb desselben) lamellar vertheilt ist, und folgenden Gleich-
ungen geniigt [§ 45, Gleichung (16)]

15, =202 0

0y 0z
IR
(11 = T e
__ 0Dy 09
= 5y

in denen € die elektrische Strémung (§ 44) an dem betrachteten
Punkte vorbei bedeutet.

Um zu untersuchen, ob 9, etwa noch komplex-lamellar sein
konne, setzen wir obige Werthe in die betreffende Bedingungs-
gleichung [§ 38, Gleichung (6)] ein, welche dann folgende, verhéltniss-
méssig einfache, Gestalt annimmt

@z Sé)xe '+‘ @y z@ey + €. Sjez = 0;
Diese ist, wie leicht einzusehen, gleichbedeutend mit
C e cos (€, He) =0

und wiirde daher voraussetzen, dass die beiden Vektoren € und §,
in jedem Punkte senkrecht zu einander verlaufen. Dies ist aber
im allgemeinen nicht der Fall, vielmehr lassen sich Anordnungen
angeben, wo beide Vektoren beliebige Winkel mit einander bilden.
Folglich ist . nicht einmal komplex-lamellar vertheilt.

Zwar ist §; immer noch lamellar (§ 47), aber die Summe
D=9+ 9;, also die Resultirende eines solenoidalen und eines
lamellaren Vektors, entspricht nun keiner besonderen Vertheilungs-

1) Wir erinnern in dieser Beziehung nur an eiserne Telegraphen-
drihte und an Dynamomaschinen, bei denen das Armatureisen direkt
als Stromleiter dient, wie sie z. B. von Fritsche konstruirt worden sind

(vergl. Kap. VIII).
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art mehr; sie wird im allgemeinen komplex-solenoidal vertheilt
sein. Nach dem {fritheren Ausgefithrten gilt dann dasselbe fiir die
mit §; stets gleichgerichtete Magnetisirung .

Da B, mit §, identisch, folglich auch solenoidal vertheilt ist,
und dasselbe nach wie vor fur 8; gilt (§ 52), so wird auch in
einem stromdurchflossenen ferromagnetischen Kérper der Vektor B
immer in solenoidaler Weise vertheilt sein.

Die Solenoidalitit oder anders ausgedriickt die Kontinuitit
der Totalinduktion bildet daher ein villig allgemeines Fundamental-
princip?), welches wir im folgenden Paragraphen etwas eingehender
erdrtern werden.

§ 61. Erhaltung des Induktionsflusses. Schon bei der Be-
sprechung solenoidaler Vektorvertheilungen im allgemeinen (§ 37)
haben wir gezeigt, dass das ganze betrachtete Raumgebiet in Vek-
torrchren zerfillt, solchergestalt, dass das Flichenintegral des Vek-
tors iber einen beliebigen Querschnitt der Rohre konstant ist;
Vektorrohren, welche diese Kigenschaft aufweisen, nannten wir
einfache Solenoide.

Wenden wir dies auf den Fall eines ferromagnetisch indu-
cirten Korpers an, so haben wir den ganzen unendlichen Raum
in den Kreis der Betrachtung zu ziehen, da sich die magnetischen
Wirkungen bis auf unbegrenzte Entfernungen fortpflanzen. An
Stelle der Vektorrohren im allgemeinen Fall treten im vorliegenden
Specialfall die Induktionsréohren, deren Erzeugende die In-
duktionslinien sind.

Das Flichenintegral der Totalinduktion iiber einen beliebigen
Querschnitt einer Induktionsrohre nennen wir den Induktions-
fluss durch dieselbe und bezeichnen es mit ;. Diese Benen-
nung ist dem hydrodynamischen Analogon nachgebildet (vgl.
Kap. VII). Denn bei einer inkompressibeln Fliissigkeit ist die
Stromung, d. h. diejenige Flussigkeitsmenge, welche pro Zeiteinheit
durch den Normalquerschnitt Eins fliesst, bekanntlich kontinuirlich
und daher solenoidal vertheilt; ihr Flichenintegral {iber einen be-
liebigen Querschnitt misst den durch diesen strémenden konstanten
Fluss oder Gesamtstrom?) pro Zeiteinheit.

1) Vergl. Janet, Journal de physique (2] 9 p. 500, 1890.
2) Der Ausdruck »Induktionsflussc< ist der Benennung »>Induktions-
strome« vorzuziehen, da letztere allgemein auf die inducirten elektrischen
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Die den ganzen Raum ausfilllenden Induktionssolenoide miissen
entweder endliche in sich geschlossene Rihren bilden oder sich
gewissermaassen erst in unendlicher Entfernung schliessen; in letz-
terem Talle verlieren sie sich in’s Unendliche, wobei sie sich un-
begrenzt erweitern. Im einen wie im andern Falle bleibt der In-
duktionsfluss eines Solenoids konstant; im letzterwahnten Falle ist
dies so aufzufassen, dass der Querschnitt des Solenoids zwar un-
endlich gross, die Induktion aber unendlich klein wird, mithin
das Flichenintegral der letzteren tiber den ersteren die Form oo X 0
annimmt, dem konstanten endlichen Werthe des Induktionsflusses
entsprechend.

Nach alledem kann man das im vorigen Paragraphen allgemein
bewiesene Fundamentalprincip von der Solenoidalitit oder Konti-
nuitit der Totalinduktion auch als das Princip von der Er-
haltung des totalen Induktionsflusses bezeichnen.

§ 62. Brechung der Induktionslinien. Neben der gentigend
klarliegenden Interpretirung dieses Princips bei geschlossenen oder
in’s Unendliche sich verlierenden Solenoiden im Raume fragt es
sich noch, wie die Verhiltnisse an Unstetigkeitsflichen, d. h. in
diesem Falle an Trennungsflichen zwischen Ferromagnetikum und
Interferrikum sich ihm -unterordnen.

Wegen der Unstetigkeit der Tangentialkomponente B; wird
die Richtung der totalen Induktionslinien sich im allgemeinen an
der Grenzfliche plétzlich #ndern; es wird eine Brechung der
Induktionslinien stattfinden.

Da fiir §: tangentiale Kontinuitit gilt (§ 56), wird die Komponente
©'tr bezw. $iz zu beiden Seiten der Grenzfliche in deren unmittel-
barer Nihe dieselbe Richtung aufweisen; und diese muss nach
dem Fritheren auch diejenige der Tangentialkomponenten %'¢; und
Btz an der ferromagnetischen bezw. interferrischen Seite der Grenz-
fliche sein. Die Tangentialkomponenten der Totalinduktion stellen
sich geometrisch dar als die Projektionen dieses Vektors auf die
Tangentialebene im betrachteten Punkt der Trennungsfliche (§ 34).
Ausser ihnen gentigen also zur Bestimmung des Vektors selbst seine
zu ersteren senkrechte Normalkomponenten; seine Richtung muss

Strome angewandt wird und daher in manchen Fillen zu Verwechse-
lungen Anlass geben konnte.
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offenbar in derselben Ebene liegen wie die Richtungen seiner beiden
Komponenten. Folglich miissen die totalen Induktionslinien inner-
halb und ausserhalb des Ferromagnetikums in derselben, auch die
Normale %' bezw. N ent- w

haltenden, Ebene ver-

laufen, wenigstens so- Forr

fern sie in nichster Nihe P 3,65,3)
der Grenzfliche als ge- GWG

rade betrachtet werden 7
konnen. In jener In- Jnterst
cidenzebene als Bild- &
fliche ist die Spur der

Grenzfliche GG gezeich- 2
net (Fig. 13), sowie D2() Fig. 13

die beiderseitigen Richt-
ungen der totalen Induktionslinien (B und By, deren Winkel
mit der Normale ' bezw. N mit «' bezw. « bezeichnet sind. Mit
den totalen Induktionslinien fallen ferner die Linien der totalen
Intensitdt (¢ bezw. ;) zusammen, wihrend im Ferromagnetikum
ausserdem noch die Magnetisirungslinien () mit ihnen dieselbe
Richtung gemein haben.

Davon ausgehend, dass 1, =9 und B's, =By (§ 58), haben
wir in dem Punkte O

A. Tm Ferromagnetikum:

Btz = 1 @,t'z =u @tl und B tr == Bty

Also
B¢z T

%) g = g5, = %?t ‘
B. Im Interferrikum:

. %tr Sétr
(b) tg *= %tv -;Btv
Schliesslich folgt aus (a) und (b)
(12) tgo' = pntga,

worin, wie iblich, u die Permeabilitit des Ferromagnetikums im
Punkte O bedeutet.

Man kann die durch Gleichung (12) formulirte Beziehung
das tangentiale Brechungsgesetz der totalen Induktions-
linien nennen.
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In den meisten gewohnlich vorkommenden Fillen ist w« eine
grosse Zahl, welche unter Umstinden einige Tausende betragen
kann; alsdann bleibt, selbst bei betrichtlichen Werthen von «', der
Werth von « immer ein sehr geringer; mithin werden die Induk-
tionslinien aus dem Ferromagnetikum fast immer nahezu senkrecht
zur Trennungsfliche in das Interferrikum austreten.

Anders, wenn sehr hohe Werthe der Magnetisirung erreicht.
werden; die Permeabilitit nithert sich dann mehr und mehr der
Einheit (§ 14), die Brechung wird immer geringer; im Grenzfalle
=1 wiirde eine Brechung tiiberhaupt nicht mehr stattfinden,
weil dann nach Gleichung (12) o' = « wire.

Diese Brechungsregeln an Grenzflichen gew#hren in vielen
TFillen einen ungefiihren Uberblick iiber die obwaltende Vertheilung
der Induktionslinien in ihrer Nihe.

Denken wir uns nun diinne Solenoide von sehr geringem
Normalquerschnitt §S', bezw. ¢ S, welche in der Richtung der In-
duktionslinien B¢ bezw. B; verlaufen; und zwar sollen diese beiden
Solenoide in der Grenzfliche ineinander iibergehen, indem beide
aus dieser dasselbe Flichenelement d S, ausschneiden.

Es ist dann (vgl. Fig. 13 p. 93)

08" =d8; cos o und 08 =1498;cos a.
Ebenso
SBt;/

SBt' _ %'tv
COos o

cos«’
Das Produkt B d S bezw. B; 0§ ist offenbar gleich dem In-
duktionsflusse durch die diinnen Solenoide; wir bezeichnen es
mit 0 ®; bezw. d @;, und erhalten dafir durch Multiplikation der
oben untereinander stehenden Gleichungen

und Br =

3 ' ' " %'W . ,
0@ =B/ IS = cosa’ 08, cos
und
s - %ta' X
0O =B dS= Cosu-dSTcosu.

Da B's, = B,y und die Kosinus sich in letzteren zwei Gleich-
ungen aufheben, so werden sie identisch, daher

(18) 0@/ =00

Wir sehen aus dieser Gleichung, wie auch bei der Brechung
an Grenzflichen das Prinzip von der Erhaltung des Induktions-



Grundziige der Theorie der magnetischen Induktion. 95

flusses gewahrt bleibt. Durch Integration lisst sich offenbar
Gleichung (18) auf Solenoide von beliebig grossem Querschnitt
ohne weiteres ausdehnen.

§ 63. Darstellung des magnetischen Feldes durch Ein-
heitssolenoide. Wir haben bereits im vorigen Kapitel einige all-
gemeine Betrachtungen {iber unendlich diinne Vektorrohren an-
gestellt (§ 37) und den Begriff der Stérke, als des Produktes aus
dem Werthe des Vektors in ihren Normalquerschnitt, eingefiihrt.
Ferner haben wir ein Einheitssolenoid definirt als eine Vektorrohre
von der, liber die ganze Liange konstanten, Stiirke Eins, und bereits
angedeutet, wie solche Kinheitssolenoide sich unter Umstinden
zur Darstellung des Feldes eignen.

In dem uns jetzt insbesondere beschiftigenden Falle der mag-
netischen Totalinduktion ist an Stelle der Stirke der Vektorréhren
offenbar der Induktionsfluss durch dieselben zu setzen; das im
Vorigen erorterte Princip von der Erhaltung des totalen Induktions-
flusses lasst sich dann in Anlehnung an den frither aufgestellten
Satz III (§ 37) auch folgendermassen ausdriicken:

V. Der Raum zerfidllt in unendlich diinne Einheits-
solenoide, deren jedes durchweg den konstanten In-
duktionsfluss Kins in sich aufnimmt. -

Durch einesolche Schaar entweder in sich geschlossener oder in’s
Unendliche sich verlierender Einheitssolenoide ist die Vertheilung
der Induktion véllig bestimmt und in hohem Grade anschaulich
geworden. Denn die Richtung der EKinheitssolenoide gibt ohne
weiteres diejenige der Induktion. Ihre »Dichte« dagegen, d. h.
die Anzahl Einheitssolenoide, welche auf den Normalquerschnitt
Eins entfillt, ist dem numerischen Werthe der Induktion gleich;
die Anzahl Einheitssolenoide, welche ein gegebenes Flichenstiick
durchsetzen, also durch die dasselbe umgrenzende geschlossene
Kurve umschniirt werden, ist numerisch gleich dem Induktions-
fluss durch jenes Flichenstiick. Letzterer ist daher durch die er-
wihnte Kurve véllig bestimmt: der Induktionsfluss durch ein
Flachenstiick hangt nur von der Umgrenzung des letzteren, nicht
von seiner Gestalt innerhalb der Randkurve ab.

Eine geschlossene Fliche kann durch irgend eine beliebige,
auf ihr liegende, geschlossene Kurve in zwei Theilflichen getrennt
gedacht werden. Der Induktionsfluss durch beide Theilflichen ist
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derselbe wie der durch die sie trennende Kurve; durch die eine
Theilfliche tritt er aber in das umschlossene Raumgebiet hinein,
durch die andere wieder heraus; es folgt daraus unmittelbar der
Satz, dass bei einer geschlossenen Fléche der eintretende Induktions-
fluss dem austretenden stets gleich, die algebraische Summe daher
Null ist. Diese Eigenschaft ist tibrigens nur ein Specialfall der-
jenigen Bedingung, durch die wir frither die solenoidale Vertheilung
eines Vektors definirt haben: dass n@mlich sein Flachenintegral
iiber jede beliebige geschlossene Oberfliche Null sein soll (§ 37).

Schliesslich ist besonders zu betonen, dass simtliche angefiihrte
und noch anzufithrenden Sitze unabhingig davon sind, ob die
Einheitssolenoide der Totalinduktion sich ganz oder theilweise
durch indifferente oder ferromagnetische Substanzen hinziehen;
darauf beruht eben die Allgemeinheit jener Sitze.

§ 64. Induktion elektromotorischer Antriebe. Eine der
wichtigsten Eigenschaften des Induktionsflusses durch eine ge-
schlossene Kurve bezw. des durch sie umschniirten Biindels Ein-
heitssolenoide ist die, dass seine Anderungen die Induktion elektro-
motorischer Antriebe in einem jener Kurve folgenden Leiter voll-
kommen bestimmen. Und zwar ist das Zeitintegral der inducirten
elektromotorischen Kraft E numerisch gleich der Variation der Anzahl
Einheitssolenoide, welche von dem Leiter umschniirt werden. Oder,
anders ausgedriickt, ist die elektromotorische Kraft in jedem Augen-
blicke gleich der erwidhnten Variation pro Zeiteinheit. Diese elektro-
motorische Kraft, dividirt durch den gesamten Widerstand des
Stromkreises, in den der betrachtete Leiter eingefiigt ist, ergibt
den in jedem Augenblicke fliessenden Strom I; dividirt man
daher ihr Zeitintegral durch jenen Widerstand R, so erhilt man
den »Stromimpuls« d. h. die gesamte Elektricititsmenge @, welche
durch die betrachtete Variation d@®; des Induktionsflusses in's
Fliessen gebracht wird. Falls T die Zeit bedeutet, haben wir

(14) Q:fIdT:%—JEdT:ég—t
als die allgemeinste Gleichung, welche die Vorginge bei der In-
duktion darstellt; dabei ist es vollkommen gleichgiltig, in welcher
Weise die Variation 0 ®; bewirkt wird: ob durch Anderung der
gegenseitigen Lage des Leiters und des Biindels Einheitssolenoide
oder durch Anderung ihrer Anzahl, etwa infolge von Strom-
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schwankungen in einem sie erzeugenden Primérleiter oder infolge
irgend welcher anderer Ursachen. Der Sinn, in welchem der
inducirte Strom fliesst, wird durch die allgemeine, von Lenz
herrithrende Regel bestimmt, derzufolge seine eigene elektro-
magnetische Wirkung der ihn erzeugenden Variation J®: stets
entgegenzuwirken bestrebt sein wird.

Wenden wir die allgemeine Gleichung (14) auf den einfachen
Fall an, dass durch einen ebenen Leiter von der Windungsflache §
die innerhalb desselben als gleichformig vertheilt gedachte Total-
induktion %B; plotzlich auftrete oder verschwinde. Die Variation J ®;
des Induktionsflusses, d. h. die eintretende bezw. austretende An-
zahl Einheitssolenoide wird dann offenbar

0@t =+ B:S
sein. Setzen wir dies in (14) ein, so kommt
Bt S
(15) Q="r

wofern der Leiter ein Ferromagnetikum umschniirt. Handelt es
sich um eine indifferente Substanz, so konnen wir statt B: eben-

sogut P: setzen, erhalten daher
S
(16) =2

Die beiden Gleichungen (15) und (16) entsprechen den im ersten
Kapitel angefiihrten Gleichungen (10) bezw. (11) (§§ 9, 10).

Die Sitze des vorliegenden Paragraphen sind in erster Linie
als Erfahrungssitze zu betrachten, die man der grundlegenden
Forschung Faraday’s?) verdankt. Sie lassen sich aber auch aus
den Gesetzen der von Orsted und Ampeére entdeckten elektro-
magnetischen Frscheinungen, unter Anwendung des Princips von
der Erhaltung der Energie, theoretisch folgern, wie v. Helmholtz?)
zuerst zeigte, und nach ihm unabhingig von Lord Kelvin®) be-
wiesen wurde.

1) Faraday, Exp. Res. erste u. zweite Serie. Maxwell, Treatise 2,
IV. Theil, Kap. IIL

2) H. Helmholtz, Uber die Erhaltung der Kraft. Berlin 1847.
Wiss. Abhandl 1, p. 12.

8) Sir W. Thomson, Brit. Assoc. Rep. [2] 1848; Repr. math. and
phys. pap. 1, p. 91. — On transient electric currents, ebendaselbst 1. Art. 62,
pp. 534—5H53.

du Bois, Magnetische Kreise. 7
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§ 65. Faraday’s Kraftlinientheorie. Die entwickelte An-
schauungsweise deckt sich nun véllig mit derjenigen, in welcher
Faraday’s ,Kraftlinien® eine Hauptrolle spielen, und die erst in
neuerer Zeit grosse Verbreitung gefunden hat. Denken wir uns
ndmlich in jedem Kinheitssolenoid eine einzige Induktionslinie, die
etwa die Schwerpunkte der Normalquerschnitte verbinde, so lisst
sich durch diese das Feld ebensogut darstellen wie durch jene;
wir brauchen dazu nur in den obigen Sitzen das Wort »Einheits-
solenoid« durch »Induktionslinie« zu ersetzen. Wir werden uns
dieser bildlichen Ausdrucksweise im Folgenden zuweilen bedienen,
namentlich an Stellen, wo es weniger auf mathematische Strenge
als auf Anschaulichkeit ankommt. Hervorzuheben ist besonders,
dass dann dem Induktionsfluss @& durch eine geschlossene Kurve
das von ihr wumschniirte Biindel Induktionslinien entspricht,
und dass deren Anzahl dem Werthe von & numerisch gleich ist.
Der Induktion $B; an irgend einer Stelle entspricht dagegen die
»Dichte«, mit welcher die Induktionslinien dort zusammen ge-
schniirt sind; ihre Anzahl pro Querschnittseinheit ergibt ohne
weiteres das Maass fiir den Werth von 8.

Der Ausdruck »Induktionslinie« ist dem Worte »Kraftlinie«
unter allen Umstéinden vorzuziehen. Denn wir haben einmal fiir
den noch vielfach mit »magnetischer Kraft« bezeichneten Begriff
den Ausdruck smagnetische Intensifit« gewihlt; zweitens wire es
immer noch falsch, im vorliegenden Falle von der Intensitit zu
reden, da diese mit der Induktion nur im indifferenten Raume
identisch ist, keineswegs aber im Ferromagnetikum. In diesem
letzteren ist iberdies die Intensitit §; im allgemeinen nicht einmal
solenoidal vertheilt (§ 56). Und es muss betont werden, dass das
Fundamentalprincip der Solenoidalitiat von By, oder der Erhaltung
des totalen Induktionsflusses @, eine Hauptvoraussetzung der so-
genannten »Kraftlinientheorie« bildet; ohne jenes Princip wiren alle
ihre Satze hinfillig.

Dags das Wort »Kraftlinie« bei dem augenblicklichen Stande
der Wissenschaft als ein weniger geeignetes betrachtet werden muss,
beeintriichtigt selbstverstindlich durchaus nicht die Fruchtbarkeit
der Anschauungsweise Faraday’s, welcher die zu grunde liegen-
den, damals vollsténdig neuen Begriffe einfiihrte, allerdings in schwer
verstdndlicher und wenig préaciser Form. Erst Maxwell hat den
Gedanken Faraday’s eine geometrisch scharf definirbare Gestalt.
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verlichen und seine Anschauungen bis zu derjenigen Form ent-
wickelt, in welcher sie in den vorigen Paragraphen auseinander-
gesetzt wurden.

Ausser zur Veranschaulichung der Vertheilung des magneti-
schen Zustandes im Raume, namentlich mit Bezug auf die Induk-
tion elektromotorischer Antriebe in Leitern, hat Faraday seine
Kraftlinien auch als ein Mittel betrachtet, die auftretenden mecha-
nischen Wirkungen in die Ferne darzustellen; dabei ging er von
dem Gedanken aus, dass die scheinbaren Fernwirkungen durch
Zwangszustinde im zwischenliegenden Medium vermittelt werden.
Faraday nahm an, dass die Kraftlinien die Tendenz haben, sich
zu verkiirzen und sich gegenseitig abzustossen. Diese noch un-
klare Vorstellung hat Maxwell ebenfalls fibernommen und in ein
mathematisches Gewand gehiillt. Im elften Kapitel des vierten
Theils seines »Treatise« entwickelt er in hier nicht wiederzugeben-
der Weise aus allgemeinen Betrachtungen iiber die elektromag-
netische Energie folgende Satze:

Im allgemeinsten Falle, dass die Totalinduktion und die Total-
intensitdt nicht gleichgerichtet sind, sondern miteinander einen
Winkel « bilden (der betrachtete Korper muss dazu wenigstens
theilweise als magnetisch starr bezw. hysteretisch oder als aniso-
trop vorausgesetzt werden), tritt ein Zwangszustand auf?',) welcher
sich folgendermaassen zerlegen und beschreiben lasst:

1. Eine nach allen Richtungen gleiche (hydrostatische) Druck-
kraft, welche pro Flicheneinheit §%8= betréigt.

2. Eine Zugkraft in der Richtung, welche den Winkel « halbirt;
diese betrigt pro Flicheneinheit B¢ §: cos?(a/2)/4m.

3. Eine Druckkraft, welche zu (2) senkrecht steht und pro
Flécheneinheit den Werth By 9 sin® (¢/2)/47 aufweist.

4. Ein Kraftepaar, welches pro Volumeneinheit 8y H¢ sin /4=
betragt.

Sobald B/ und £ gleichgerichtet sind, wie es ja bei einem
hysteresislosen, isotropen Ferromagnetikum, geschweige denn im
indifferenten Raume, der Fall sein muss (§ 54), treten bedeutende
Vereinfachungen ein, auf die wir weiter unten (§ 101) ausfiihrlich
zurtickkommen werden.

1) Maxwell, Treatise, 2. Aufl. 2 § 642.
7*
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§ 66. Fassung des Magnetisirungsproblems. Fassen wir
die vorhergehende Entwickelung der Grundziige der Theorie der
magnetischen Induktion nochmals zusammen. Wir haben gesehen,
wie die uns zur Verfiigung stehenden magnetischen Felder, sei es,
dass diese von fremden Magneten oder von stromdurchflossenen
Leitern (deren Inneres wir hierbei ausser Acht lassen) erzeugt
werden, immer lamellar-solenoidal vertheilt sind. Bringen wir in
ein solches Feld einen beliebig gestalteten ferromagnetischen Kor-
per, so ldsst sich dessen Magnetisirung ohne weiteres nicht be-
stimmen. Es lassen sich nur die allgemeinen Bedingungen an-
geben, denen die verschiedenen magnetischen Grossen geniigen
miissen, und die wir analytisch und geometrisch formulirt haben.

Wir fanden, dass die als bereits existirend vorausgesetzte Mag-
netisirung selbst ein lamellar vertheiltes Feld erzeugt, welches sich
mit dem urspriinglich vorhandenen zusammensetzt, sodass auch
das resultirende totale Feld eine lamellare Vertheilung aufweist,
d. h. ein skalares Potential besitzt. Wir fithrten dann den
Kirchhoff’schen Ansatz ein, nach welchem sowohl die Magneti-
sirung wie die Totalinduktion dem so zusammengesetzten totalen
Felde wiederum in jedem Punkte gleichgerichtet sein muss. Wir
leiteten daraus ab, dass jene beiden Vektoren komplex lamellar
vertheilt sein miissen; dass berdies die Totalinduktion unter allen
Umsténden solenoidal vertheilt ist, und dass dies fiir die Magneti-
sirung in allen denjenigen praktischen Féllen ebenfalls merklich
zutrifft, in denen mit geniigender Anndherung

Br=4nJ
gesetzt werden kann.

Durch die Aufstellung dieser Bedingungen gewinnen wir, ganz
abgesehen von deren rein theoretischem Interesse, bereits einen
tieferen Einblick in die vorliegende Frage, indem die Beachtung
derselben bei vielen thatsiichlich vorkommenden experimentellen
und konstruktiven Aufgaben eine gewisse Richtschnur ergibt. Der
Losung des allgemeinen magnetischen Induktionsproblems jedoch,
welches darin gipfelt, die Magnetisirung eines beliebig gestalteten
Korpers in einem beliebig vertheilten inducirenden Felde voll-
kommen zu bestimmen, sind wir dadurch kaum ngher geriickt.

Zwar lasst sich mit einem gewissen Aufwande von potential-
theoretischen Sitzen scharf beweisen, dass diese Liésung eine ein-
deutige ist. Indessen ist das eines jener analytischen Resultate,
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die bereits ohne weiteres einer einfachen Uberlegung einleuchten
und iiberdies durch die experimentelle Erfahrung léngst erhértet
sind, sonst aber keinen Schritt weiterfithren. Die Zahl der that-
sichlich, entweder vollstindig oder doch mit einer gewissen An-
naherung, geldsten Specialfille ist dagegen eine sehr geringe; wir
wollen diese zum Schlusse kurz behandeln, nachdem wir erst noch
einige allgemeine Sitze iiber dhnliche elektromagnetische Systeme
besprochen haben werden, welche sich bei der Bearbeitung mancher
experimenteller oder konstruktiver Aufgaben niitzlich erweisen.

§ 67. Ahnlichkeitssitze Lord Kelvin’s. Denken wir uns erstens
ein Stromleitersystem, welches vergréssert (oder verkleinert) werde,
bis seine Lineardimensionen das n-fache der urspriinglichen be-
tragen, wobei es sich selbst in jeder Beziehung geometrisch dhn-
lich bleiben soll. Dabei werden alle entsprechenden Querschnitte
der Leiter um das n*fache getindert, die entsprechenden Volume
um das n3-fache, wihrend die Zahl der Leiter in einem bestimmten,
sich ahnlich bleibenden, Theil des Systems offenbar ungetndert
bleibt.

Wie muss nun der elektrische Strom I bezw. die Stromung €
im neuen System sich zu den urspriinglichen Werthen im alten
Systeme verhalten, damit in entsprechenden Punkten nach wie
vor dieselbe Feldintensitdt $, auftrete?

Aus den Gleichungen [§ 44 Gleichung (15)]

0 Uss o
@ex=“by - b;y u. 8. wW.

folgt offenbar, dass, um diesen Zweck zu erreichen, die Kom-
ponenten der Hilfsfunktion 9, sich proportional den Lineardimen-
sionen andern, also ver-n-facht werden miissen.

Ferner geht dann aus den Gleichungen (14) ebendaselbst

Uew =fff%dmdy dz u. 8. w.

hervor, dass die @-Komponenten ver-‘/n-facht werden miissen;
denn durch Multiplikation mit dady dz/r erhalten sie den Faktor
n¥m=n? und n®> I/n=mn, wie es fir die Y-Komponente der
Fall sein musste. Da die Komponenten des Stromes I sich aus
der Multiplikation des Querschnitts in diejenigen der Stromung €
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ergeben, so folgt, dass jene n® X 1/n=u-fach zu nehmen sind.
Wir gelangen daher schliesslich zu folgendem Satze :

VI. Damit geometrisch @hnliche Stromleitersysteme
in entsprechenden Punkten die gleiche magnetische
Intensitdt erzeugen, miissen sich die elektrischen Stro-
mungen den Lineardimensionen umgekehrt, die Strome
dagegen denselben direkt proportional dndern?).

Zweitens denken wir uns zwei geometrisch #hnliche starre
Magnete, so dass die Magnetisirung in entsprechenden Punkten
gleich und gleich gerichtet sei. Aus dem ersten Gliede an der
rechten Seite der Gleichung (I) § 49

\OISV Y
Y= ff o as + fff . dxdydz

geht hervor, dass die Magnetisirangskomponente infolge der Multi-
plikation mit 48/r den Faktor n*¥n=n erhilt; das zweite Glied
ist mit dem ersten selbstverstindlich gleichdimensional, woraus
schliesslich folgt, dass das magnetische Potential 7, des Faktors n
wegen, sich den Lineardimensionen proportional &ndern wird. Die
selbsterzeugte bezw. selbstentmagnetisirende Intensitat, welche sich
aus der Differentiation von 7; nach gewissen Lineardimensionen
ergibt, wird also von letzteren wieder unabhingig sein. Wir ge-
langen so zu folgendem Satz:

VII. Geometrisch d4hnliche starre Magnete, deren
Magnetisirung in entsprechenden Punkten gleich
und gleichgerichtet ist, erzeugen in entsprechenden
dusseren wie inneren Punkten auch die gleiche und
gleichgerichtete Intensitét.

1) Falls die #hnlichen Leitersysteme aus genau demselben Metalle
bestehen, wird der elektrische Widerstand R (proportional den Linear-
dimensionen, umgekehrt proportional den Querschnitten) ver-1/n-facht,
mithin die nach dem Joule’schen Gesetze entwickelte Wirmemenge
(proportional I®*R) n* X 1/n==n-fach geindert werden. Die zu erwir-
mende Masse betrigt dabei das n®-fache, die Oberfliche, durch die eine
Wirmeabgabe stattfinden kann, das n*fache. Wo es sich um die Er-
zeugung hoher Feldintensititen bezw. um die 6konomische Erregung
beliebiger Felder handelt, sind diese Gesichtspunkte fiir die Konstruktion
beachtenwerth.
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Fassen wir nun die beiden gefundenen Sitze VI und VII zu-
sammen und wenden wir sie auf ein durch elektrische Strome
magnetisirtes Ferromagnetikum, d. h. auf ein elektromagnetisches
System, an; die Richtigkeit des folgenden Satzes wird dann bei
einiger Uberlegung einleuchten.

VIII. Geometrisch dhnliche Elektromagnete mit
Stromen proportional den Lineardimensionen weisen
in entsprechenden Punkten gleiche und gleichgerichtete
Magnetisirung auf.

Die angefithrten Sitze wurden von Lord Kelvin ent
wickelt: )

§ 68. Gleichfoérmige Magnetisirung. Wir schreiten nun
zur Erorterung eines Satzes, welcher sich im Falle gleichformiger
Vertheilung (§ 43) der Magnetisirung anwenden ldsst.

IX. Ein ferromagnetischer Korper sei so gestaltet,
dass eine in gegebener Richtung gedachte, gleich-
formige Magnetisirungskomponente innerhalb des
Korpers nur eine gleichféormige ihr entgegengesetzte,
selbstentmagnetisirende Intensitdtskomponente er-
zeugen wiirde; dann wird die jener Richtung parallele
Komponente eines von fremden Ursachen herrithrenden
gleichformigen Feldes eine solche gleichférmige Mag-
netisirungskomponente zur Folge haben.

Denn jene fremde Feldkomponente setzt sich mit der selbst-
entmagnetisirenden Komponente zu einer ebenfalls gleichférmigen
Totalkomponente zusammen, welche dann die gedachte Magneti-
sirungskomponente inducirt.

Der Satz lasst sich auch ohne weiteres auf radial bezw.
peripherisch gleichférmige Vertheilungen der Magnetisirung aus-
dehnen. Das Zerlegen in Komponenten und das wiederum Zu
sammensetzen derselben ist bel magnetischen Vektoren, wie bei
allen anderen gerichteten Grossen ohne weiteres statthaft. Wenn
ein Vektor gleichférmig vertheilt ist, so sind es auch seine Kom-
ponenten, und umgekehrt; es ergibt sich dies unmittelbar aus der
Definition der gleichférmigen Vertheilung (§ 43). Treffen daher die
in Satz IX gemachten Voraussetzungen fiir die drei Koordinaten-
richtungen zu, so werden die drei Magnetisirungskomponenten Je,

1) Sir W. Thomson, Repr. pap. Electrostat. and Magn. § 564.
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Sy Js, gleichformig vertheilt sein, was dann auch mit der resul-
tirenden Magnetisirung § der Fall sein wird. Allerdings braucht
diese nicht dieselbe Richtung wie die ebenfalls gleichformige
Totalintensitdt §; zu haben; denn dies wiirde nur zutreffen, falls
die Komponenten von & denjenigen von ¢ proportional wiren,
was aber nicht der Fall ist.

Ebensowenig werden im allgemeinen $; und & gleichgerichtet
sein. Denn jede der drei Komponenten des erstern Vektors hiingt
zwar, der jetzt geltenden Voraussetzung gemiss, ausschliesslich von
der ihr gleichgerichteten Magnetisirungskomponente ab und ist
letzterer proportional, aber der Proportionalititsfaktor ist fir die
drei Koordinatenrichtungen verschieden, sodass die Resultirende
von iz, Hiy und Hg im allgemeinen nicht mit derjenigen von
S, Jy und I gleichgerichtet sein kann. Analytisch ausgedriickt,
ist iz nur Funktion von ., dagegen unabhingig von &, und ..
Ahnliches gilt fir §; und 9i.. Setzen wir daher:

So sind nach der verallgemeinerten Definition (§ 24) N, N, N,
die Entmagnetisirungsfaktoren fiir die X, Y, Z-Richtungen. Es
geht aus alledem hervor, dass es zur Losung des Problems der
gleichformigen Magnetisirung eines Korpers, falls solche iberhaupt
moglich ist, nothwendig ist und ausreicht, die Entmagnetisirungs-
faktoren fiir die drei Hauptrichtungen zu kennen.

Nach diesen Erorterungen bedarf es keines Beweises mehr,
dass § auch mit §. im allgemeinen nicht gleichgerichtet sein wird.

§ 69. Magnetisirung eines Ellipsoids. Es ldsst sich zeigen,
dass wenn I' das Gravitationspotential eines beliebig gestalteten
Kérpers von konstanter Dichte D ist, das magnetische Potential
7; desselben Korpers durch — 0 I'/0 « ausgedriickt wird, falls er
in der 4 X-Richtung eine gleichférmige Magnetisirung J. =D
besitzt.?)

Damit eine solche Magnetisirung {iberhaupt inducirt werden
konne, muss nach dem Satze des vorigen Paragraphen vor allem
Dir konstant sein. Es ist aber

07 ol
@140:—67:_‘_ dx®

1) Vergl. Maxwell, Treatise 2. Aufl. 2, § 437.
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Ebenso ist
ol
Diy=-+ b—yz

o*r
@w———*— 2%

Wenn aber die zweiten Ableitungen des Gravitationspotentials
nach den Koordinaten konstant werden sollen, so muss dieses
selbst durch eine quadratische Funktion der Koordinaten darstell-
bar sein. Aus der Theorie des Gravitationspotentials folgt ferner,
dass dies nur dann der Fall ist, wenn die anziehende Masse durch
eine vollstindige Fliche zweiter Ordnung begrenzt wird. Der
einzige Fall, in welchem eine dergestalt begrenzte Masse endlichen
Umfang hat, ist aber der, dass die Fliche ein Ellipsoid ist. Das
Problem der gleichférmigen Magnetisirung wird hierdurch schon
ausserordentlich eingeschrinkt.

Es sei

+bz *’_‘1

die Gleichung des betreffenden Ellipsoids, dessen Axen den drei
Koordinaterichtung parallel gedacht sind; bezeichnen wir ferner
mit @ das bestimmte elliptische Integral

1
Q=
. V(@ + 99 0+ ¢ (¢ + ¢7)

und setzen wir

a(p?),

Ny=4dnmabes 5 o b

00

oD oW
d (%)’ 0(c)
so wird das Gravitationspotential I' der das Ellipsoid erfiillenden

Masse von der konstanten Dichte D innerhalb desselben gegeben
durch die Gleichung

D Ny Mo ot

, Ng_4nabc

Ubertragen wir dies in der oben angedeuteten Weise auf das
magnetische Problem, so wird
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IR SR
Diy =+%§ =—N,Jy
o=t 30 =—N. 5

Die Zahlen N, N, N,, wie sie durch Gleichung (17) gegeben
werden, sind demnach die gesuchten Entmagnetisirungsfaktoren
fir die drei Axenrichtungen des betrachteten Ellipsoids.

§ 70. Ldsung weiterer Specialfdlle. Die Formeln (17) geben
die Entmagnetisirungsfaktoren als Ableitungen eines bestimmten
elliptischen Integrals. Diese verwandeln sich in elementare Funk-
tionen, sobald man den besonderen Fall eines Rotationsellipsoids
betrachtet, welches in Richtung der Rotationsaxe magnetisirt wird.
Wir haben die Formeln fiir die Entmagnetisirungsfaktoren in dieser
Richtung schon frither angefithrt (§ 29), und zwar fir die zwei
zu unterscheidenden Fille des Ovoids und des Sphiroids, sodass
wir von einer Wiederholung an dieser Stelle absehen konnen.
Dann reihten sich die als Specialfdlle des Rotationsellipsoids auf-
zufassenden Gestalten der Vollkugel, des transversal magnetisirten
unendlich langen Kreiscylinders und der senkrecht zu ihrer Ebene
magnetisirten unendlich ausgedehnten Platte.

Letzterer Fall lasst sich auch ableiten aus demjenigen einer
durch ein, in gewisser Ausdehnung als radial gleichformig (§ 43)
zu betrachtendes, Feld magnetisirten diinnen Hohlkugel. Deren
Magnetisirung wird dann ebenfalls eine radial gleichformige Ver-
theilung aufweisen; indem man den Radius in's Unendliche wachsen
ldsst, geht man von der Hohlkugel zur ebenen Platte iiber.")

Die Magnetisirung eines endlichen Kreiscylinders durch ein
seiner Axe paralleles gleichférmiges Feld ist bereits von Green?)
untersucht worden. Er fand mittels einiger, tibrigens nicht ein-
wandfreier Annahmen eine empirische Gleichung, welche sich fiir
nicht allzu kurze Cylinder ziemlich gut bewshrt. Sie gibt die

1) du Bois, Wied. Ann. 31, p. 947, 1887.
2) Green, Essay on the application of mathematics to Electricity
and Magnetism, Section 17; Nottingham 1328,
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slineare Dichte des freien Magnetismus«, d. h. in unserer Aus-
drucksweise die Normalkomponente der Magnetisirung an der
Mantelfliche entlang; in der Mitte ist diese Null und wéchst, je
mehr man sich den Enden nihert. Besonderes Interesse hat iibrigens
diese lineare Dichte nicht; fiir die experimentelle Methodik kommt
es hauptsiichlich auf die Kenntnis der mittleren Entmagnetisirungs-
faktoren an, die wir bereits (Tab. 1 p. 45) als Funktion des Dimen-
sionsverhiltnisses auf empirischem Wege hergeleitet haben.

Ausser den genannten Magnetisirungsproblemen, bei denen
die Anwendung gleichformiger Felder Voraussetzung ist, hat man
die Losung einiger Fille versucht, wo das magnetisirende Feld
beliebig verthéilt sein kann.

So behandelte Poisson den Fall einer Hohlkugel unter An-
wendung von Kugelfunktionen!). Experimentell war diese Ge-
stalt schon vorher von Barlow untersucht worden?). Das inter-
essanteste Ergebniss dieser Untersuchungen ist, dass eine, durch
ein beliebig vertheiltes Feld magnetisirte, nicht zu diinne ferro-
magnetische Hohlkugel nach aussen fast genau so wirkt, wie wenn
sie massiv wére. In dem inneren Hohlraume dagegen wird das
urspriinglich vorhandene fremde magnetische Feld durch die Wirk-
ung der Hohlkugel bedeutend abgeschwicht?).

Ferner hat F. Neumann die Magnetisirung eines Rotations-
ellipsoids, sowie speciell auch diejenige einer Vollkugel unter dem
Einflusse eines beliebig vertheilten fremden Feldes untersucht?).
Kirchhoff hat dann diese Untersuchung auf unendlich lange
Cylinder ausgedehnt®). Fir die Einzelheiten dieser mathematischen
Untersuchungen, sowie mancher &hnlicher, welche hier nicht alle
angefithrt werden kénnen, muss auf Handbiicher verwiesen werden,

1) Siehe Maxwell, Treatise 2. Aufl. 2, §§ 431—434.

2) Barlow, Essay on magnetic attractions, London 1820; Gilb.
Ann. 73 p. 1, 1828.

8) Diese allgemeine Eigenschaft dickwandiger ferromagnetischer
Hohlkorper findet hiufig eine Anwendung, wo es sich darum handelt,
fremde magnetische Einfliisse bezw. Storungen abzuschwiichen, wie z. B.
bei Galvanometern nnd anderen Apparaten.

4) F. Neumann, Crelle’s Journal 87, 1848. Vorlesungen iiber
Magnetismus § 43, p. 112, Leipzig 1885,

5) Kirchhoff, Gesamm. Abhandl. p. 193.
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welche einen vollstindigen historischen Uberblick auf dem vor-
liegenden Gebiete geben ?).

§ 71. Losung durch fortgesetzte Superposition. Die Schwierig-
keit des Magnetisirungsproblems liegt darin, dass die selbstent-
magnetisirende Wirkung beriicksichtigt werden muss, diese aber
ihrerseits von der erst zu bestimmenden Vertheilung der Magneti-
sirung abhiingt. Man hat daher versucht, fiir die Losung des be-
regten Problems eine Methode der successiven Anndherung in An-
wendung zu bringen, welche im Princip derjenigen analog ist,
welche von Murphy zur Berechnung der Elektricitétsvertheilung
bei elektrostatischen Systemen angegeben wurde?); wir wollen
diese zum Schlusse kurz erdrtern.

Die Vertheilung des fremden Feldes ., bezw. sein Poten-
tial P, ist gegeben. Man sieht nun zunichst von selbstentmagne-
tisirenden Wirkungen ab und berechnet die Magnetisirang, welche
in dem betrachteten Korper unter dem alleinigen Einflusse des
Potentials 7% inducirt werden wiirde. Diese sei & ; man kann sie
die Magnetisirung erster Ordnung nennen. Sie wiirde selbst
wieder ein Potential erster Ordnung 2erzeugen, welches seiner-
seits eine Magnetisirung zweiter Ordnung & induciren wiirde.
Von letzterer wiirde ein selbsterzeugtes Potential zweiter Ordnung
P’ herrithren, infolge dessen eine Magnetisirung dritter Ord-
nung auftreten wiirde u. s. w.

Die fortgesetzte vektormissige Superposition simtlicher Magne-
tisirungen der verschiedenen Ordnungen ergibt mit stets wachsen-
der Anndherung die gesuchte thatsiichliche Vertheilung der Magne-
tisirung §, so dass

(18) I=F+ I +3"+.....

Wenn diese Methode fiir die Rechnung geeignet werden soll,
so muss man mittels moglichst konvergenter Reihen die Magneti-
sirungen der successiven Ordnungen darzustellen suchen. Dieser
Aufgabe unterzog sich zuerst Beer, von dem die Methode her-

1) Namentlich Wiedemann, Lehre v. d. Elektricitit, 3, pp. 354
bis 890; Nachtrag p. 1320.

2) Mascart et Joubert, Electr. et Magn. 1§ 86. Wiedemann,
Lehre v. d. Elektricitit 1 § 85; 3 § 387.
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rithrt, sodann C. Neumann, L. Weber und Riecke?). Neuer-
dings zeigte Wassmuth, wie sich diese simtlichen Reihen-
entwickelungen aus einer gemeinsamen, physikalisch leicht zu
deutenden Form, ableiten lassen?).

Die Mehrzahl der bisher erwihnten Untersuchungen bietet
vorwiegend mathematisches Interesse, wenigstens stehen ihre
physikalische Ergebnisse in keinem Verhiltnisse zu dem Aufwande
an mathematischen Kunstgriffen, welche darauf verwendet wurden.
Einige jener Ergebnisse geben allerdings fiir die experimentelle
Methodik einen werthvollen Leitfaden an die Hand. Fiir die iiber-
wiegende Mehrzahl der wichtigen modernen Anwendungen des
Elektromagnetismus erweisen sie sich dagegen als véllig unfrucht-
bar. Wir wenden uns jetzt zu Problemen, deren Losung in dieser
Hinsicht mehr zu versprechen scheint.

1) Beer, Einleitung in die Lehre v. d. Elektr. u. d. Magn. pp. 155
bis 165. C. Neumann, Das logarithm. Potent. p. 248. L. Weber, Zur
Theorie der magnetischen Induktion, Kiel 1877. Riecke, Wied. Ann. 13,
p. 465, 1881.

2) Wassmuth, Losung des Magnetisirungsproblems durch Reihen,
Wien. Ber. 102, Abth. 2. p. 65. 1893.



Funftes Kapitel.

Magnetisirung geschlossener und radial geschlitzter Toroide.

A. Theorie.

§ 72. Peripherische Magnetisirung eines Rotationskorpers.
In den beiden ersten Kapiteln haben wir wiederholt das magnetische
Verhalten geschlossener, sowie radial durchschnittener Ringe, von
verschiedenen Gesichtspunkten aus in elementarer Weise betrachtet
(88 9, 10, 16) und gesehen, wie diese gewissermaassen typische
Gestalten verkorpern. Das Problem ihrer Magnetisirung soll nun
unter Benutzung der in den beiden letzten Kapiteln gewonnenen
Ergebnisse eingehender behandelt werden, da es die Grundlage
fiir den weiteren Aufbau der Theorie magnetischer Kreise ergibt.

Kirchhoff?!) hat zuerst die Magnetisirung eines Ringes oder,
um es bestimmter auszudriicken, eines Rotationskérpers, der von
seiner Rotationsaxe nicht getroffen wird, mathematisch behandelt.
Jede einzelne Windung der magnetisirenden Spule wird dabei in
einer durch die Axe gehenden »Meridianebene« liegend voraus-
gesetzt; die Gesamtheit der Windungen bildet einen, den ferro-
magnetischen Rotationskérper gleichmissig umschliessenden, hohlen
Ring. Die Zahl der Windungen sei mit n, der sie durchfliessende
Strom mit I bezeichnet. Eine beliebige geschlossene, innerhalb
jenes Hohlraums umlaufende Integrationskurve ist dann offenbar
mit dem Stromleiter n-fach verschlungen; das Linienintegral der
vom Strom im Hohlraume erzeugten magnetischen Intensitit .

1) Kirchhoff, Gesamm. Abhandl. p. 228.
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betrégt daher fiir jede einzelne Umkreisung eines solchen Integra-
tionsweges 47 n I (§ 45). Wihlen wir nun insbesondere als In-
tegrationswege Kreise, deren Mittelpunkte in der Axe ZZ (Fig. 14)
des Rotationskoérpers liegen, und
deren Radius mit r bezeichnet
sel. Aus Symmetriegrinden ist
dann . in jedem Punkte peri-
pherisch, d. h. tangential zum
Integrationskreise und senkrecht
zur Meridianebene (Bildebene der
Fig. 14) gerichtet und am Um-
fange eines und desselben Inte-
grationskreises entlang konstant.
Das Linienintegral stellt sich so-
mit einfach dar als das Produkt

aus dem Werthe des Vektors in 3 &l

den Umfang 277 des Integrations- % i §
kreises. P
Mithin haben wir Z
2arPe=4nnl Fig. 14.
oder -
n
M Pe="7"

Die magnetische Intensitit ist mithin dem Abstande des be-
trachteten Punktes von der Axe umgekehrt proportional, nimmt
daher ab, je weiter der Punkt sich von der Axe entfernt.

§ 73. Kirchhoff’'sche Theorie. Wir kénnen uns das beliebig
gestaltete Profil des Rotationskérpers in rechteckige Elemente drdz
(Fig. 14) zerlegt denken, deren jedes durch seine Rotation um
die Axe ZZ einen Elementarring erzeugen wird, fiir den dann .
merklich peripherisch gleichférmig (§ 43) sein wird. Nehmen wir
zundchst an, es wirde dadurch eine ebenfalls peripherisch gleich-
formige Magnetisirung inducirt, so wiirde diese eine selbstent-
magnetisirende Wirkung dberhaupt nicht erzeugen, weil End-
elemente nicht auftreten!); die Totalintensitdt wire daher mit der

1) Da die peripherisch gleichférmige Vertheilung, wie a. a. O. aus-
gefithrt, zugleich eine solenoidale ist, wird auch die Konvergenz der
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direkt von der Spule herrithrenden Intensitit §. identisch, mithin,
ebenso wie diese, peripherisch gleichformig vertheilt. Daraus folgt
nach dem (§ 68) angefithrten Satze, dass die Magnetisirung in
dem diinnen Elementarringe thatsichlich, der gemachten Annahme
gemiiss, peripherisch gleichformig vertheilt sein wird. Ebenso
wenig wie sie eine selbstentmagnetisirende Wirkung im Innern des
Elementarrings erzeugt, wird sie irgend welche Fernwirkung nach
aussen, bezw. auf die benachbarten Elementarringe ausiiben. Viel-
mehr sind diese in ihrem magnetischen Verhalten von einander
villig unabhingig. Im ganzen Ringe wird daher die Magnetisirung
zwar fiir einen gegebenen Werth des Radius immer dieselbe sein,
mit wachsendem Radius aber ebenso wie §, abnehmen; sie wird
gegeben sein durch eine Gleichung, welche direkt aus (1) folgt:

2nxl

® J=nf=xGe=""0",

worin » die variable, von §. abhingige Susceptibilitit bedeutet.
Analog ist die Totalinduktion gegeben durch die Gleichung
2 1
(3> %tz L >

7

wo p die variable Permeabilitit bezeichnet. Endlich betrigt der
totale Induktionsfluss durch den gesamten Querschnitt des Profils,
d. h. diejenige Grosse, deren Anderungen nach § 64 die Strom-
impulse bestimmen, welche in eng an das Profil sich anschliessenden
Sekundirwindungen inducirt werden konnen,

@ ®t=2n1ff@,

wobei das Doppelintegral iiber das ganze Profil auszudehnen ist.
Da u als Funktion von r nicht bekannt ist, so ist diese Integration
streng genommen unausfilbrbbar. Im allgemeinen ist die Ver-
dnderlichkeit von p von der Innen- bis zur Aussenseite des Ringes
jedoch eine weit geringere als die des reciproken Radius 1/r; wie
dem {tibrigens auch sei, es folgt aus den Regeln fir die bestimmte
Integration, dass man in jedem Falle einen gewissen Mittelwerth

Magnetisirung iiberall Null sein und eine Fernwirkung von innern
Wirkungscentren aus daher ebenfalls unterbleiben. (§§ 37, 50.)
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vor das Integralzeichen bringen kann. Thut man dies, so wird
die Integration in einer Reihe von Féllen ausfiihrbar.

§ 74. Rechteckiges und kreisformiges Profil. Wir wollen
die leicht nachzurechnenden Resultate einmal fir ein rechteckiges,
zweitens fiir ein kreist6rmiges Profil angeben.

A. Rechteckiges Profil [Fig. 14 (4) p. 111]. { sei die Hohe
des Querschnitts, ¢ dessen Radialdimension; », der mittlere Radius
von der Rotationsaxe ZZ aus gerechnet. Dann wird

(5) Gr=2nu Il lognat "y +§
Wird ¢ sehr gering gegen »,, so ist mit geniigender Annéherung
1
2 r,
=1
rs +
2r,

Es lasst sich dann lognat (1 - g/r) in bekannter Weise in
eine Reihe entwickeln, von der wir nur das erste Glied beibehalten;
dann wird

2nu I 2nulS
© g ="nette _2nell,

r, r

worin nun S den Querschnitt des Profils bedeutet. Ist bei recht-
eckigem Profil {>>p, so spricht man von einem Reifring; ist
dagegen ¢ >, s0 kann man den Rotationskérper einen Flach-
ring nennen.

B. Kreisformiges Profil. [Fig. 14 (B) p. 111]. Der Rotations-
korper féllt nun unter die Definition des Toroids (§ 9). 7, sei
der Radius des Querschnitts, », wie bisher der Radius des Leit-
kreises, d. h. desjenigen Kreises, welcher die Mittelpunkte aller
Querschnitte verbindet. Dann wird

) @t=2'n;7127t(7'1——l/1”§—~73).
Wird hier wieder r, gering gegen #, so nihert sich dieser
Ausdruck folgender einfachen Form:

2nplnr:  2nu IS
7, - on

(6a) G =

welche mit der oben gefundenen Gleichung (6) 1dentlsch ist.

du Bois, Magnetische Kreise.
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Kirchhoff hat bereits a. a. O. seine Meinung dahin gedussert,
dass sich auf diesen, von ihm zuerst theoretisch behandelten Spe-
cialfall eine zweckmissige magnetische Messmethode wiirde griin-
den lassen; auf diese werden wir bald eingehender zurtickkommen
(8 88), indem wir sie an einem Beispiele erliutern. Kirchhoff's
Vorschlag gelangte zuerst durch Stoletow 1872 zur Ausfithrung;
bald darauf wurden von Rowland mittels dieser Methode umfang-
reiche Versuche angestellt, und seitdem bildete sie die Grundlage-
fiir eine grosse Anzahl von Untersuchungen auf diesem Gebiete?).

§ 75. Grundgleichung fiir radial geschlitzte Toroide. Im
Folgenden werden wir uns auf Ringe kreisformigen Profils,
d. h. auf Toroide, beschrinken und dabei
annehmen, dass die Dimensionen des Quer-
schnitts gering seien gegen den Durchmesser
des Toroids, dass also 7,/r, eine kleine
Grosse sei, wie schon bei Gleichung (6a)
vorausgesetzt wurde. Fihren wir nun einen
radialen Schnitt durch das Toroid, so dass
ein Schlitz entstehe, dessen Weite tiiberall
konstant sei und mit d bezeichnet werde
(Fig. 15). Auf die Regelmissigkeit der
Bewickelung soll der Schlitz keinen Kinfluss haben; diese wird
nach wie vor als vollig gleichmissig vorausgesetzt; falls sie aus
n Windungen besteht, betrigt die von ihr erzeugte Feldintensitit in
allen Punkten des Leitkreises (in Fig. 15 punktirt) nach Gleichung (1)

2nl
De =~

1

Fig. 15.

1) Stoletow, Pogg. Ann. 146, p. 442, 1872. Rowland, Phil
Mag. [4] 46 p. 140, 1878. Diese Untersuchungen geben bisher keinen
Anlass, die Richtigkeit der Kirchhoff’schen Theorie zu bezweifeln. Ver-
suche von G. vom Hofe (Diss. Greifswald 1889. Wied. Ann. 87, p. 482,
1889) an drei Ringen mit rechteckigem Profil, fiir welches das Verhiltnis
¢0/5 ein verschiedenes war, ergaben zwar gewisse Abweichungen ; indessen
konnen diese immerhin den Verschiedenheiten des angeblich identischen
Materials zuzuschreiben sein, welche durch die verschiedene Bearbeitung
im Feuer sowie durch etwaige andere unbekannte Faktoren gentigend
erklarbar sein wiirden. Vergl. hierzu tibrigens Mues, Uber den Mag-
netismus von Eisenringen u. s. w. p. 2. (Diss. Greifswald 1893).
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und wird in anderen Punkten des Querschnitts von diesem Werthe
nur unerheblich abweichen.

Wihlen wir nun den Leitkreis als Integrationsweg und wenden
wir den frither aufgestellten Satz I [§ 55, Gleichung (6)] an, welcher
aussagt, dass die selbsterzeugte magnetische Potentialzunahme

®) =Y udL.

Die Punkte E und 4 sind nun diejenigen, in welchen der Leit-
kreis die beiden Stirnflichen des Schlitzes schneidet. Aus Sym-
metriegriinden wird der Leitkreis eine Magnetisirungslinie sein,
d. h. der Vektor § in jedem seiner Punkte tangential zu ihm
gerichtet sein. Uberdies wird der Werth von  am Leitkreise
entlang nicht erheblich variiren, ebensowenig wie tiber den Quer-
schnitt des Toroids. Wir kénnen daher fiir die Ndherungsrechnung —
denn mehr als eine solche lisst sich im vorliegenden Falle tiber-
haupt nicht durchfilbren — einen mittleren Werth der Magneti-
sirung einfilhren, den wir zur Unterscheidung mit § bezeichnen.
Fir die selbstentmagnetisirende Intensitdt §; gilt dasselbe; deren
Mittelwerth werde mit §/ bezeichnet. Da der Integrationsweg von
E durch das Ferromagnetikum bis 4 die Linge (277, — d) aufweist;
80 haben wir nach den bekannten Regeln der bestimmten Integration

©) o) S ud D=5/ @ur,—d).

Jenen Mittelwerth §/ kann man als durch diese Gleichung definirt
betrachten. Fiihren wir ferner einen mittleren Entmagnetisirungs-
faktor N ein, definirt durch die Gleichung

(10) § =—7N3,
so erhalten wir schliesslich aus obigen drei Gleichungen (8), (9)
und (10)

@ AT, = — 5T, =DNF @nr, —d).

Diese elementare Formel bildet gewissermaassen die Grund-
gleichung fiir ein radial geschlitztes Toroid!). Das Glied links be-
deutet die selbsterzeugte magnetische Potentialdifferenz im Inter-
ferrikum zwischen den beiden Stirnflichen des Schlitzes; es ist
anndhernd gleich dem Produkte aus dem Mittelwerthe der dort
herrschenden selbsterzeugten Intensitit §, in die Schlitzweite.

Y du Bois, Wied. Ann. 46 p. 494, GL (7), 1892.
8*
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§ 76. Erste Anndherung; Grenzfall. Es handelt sich nun
darum, fiir das linke Glied jener Grundgleichung (I) einen andern
Ausdruck zu finden. Dazu machen wir in erster Anniherung die
Annahme, dass die Magnetisirung § iiber den ganzen Querschnitt
des Toroids konstant und senkrecht zu ihm gerichtet sei, also
nach der Definition (§ 43) peripherisch gleichformig vertheilt sei?).
Nach dem »Sattigungssatze« IIT (§ 57) wird sich der thatsdchliche
Zustand dem hier angenommenen Grenzfalle mehr oder weniger
nihern miissen, wenn wir uns die magnetische Feldintensitit $,
als unbegrenzt wachsend denken, sodass ihr Werth schliesslich
gross wird gegen denjenigen der selbstentmagnetisirenden Inten-
sitdt §;. Auf der Mantelfliche des Toroids werden magnetische
Endelemente bei dieser Annahme iiberhaupt nicht auftreten, son-
dern sie werden auf die den Schlitz begrenzenden Stirnflichen
beschrinkt bleiben; diese werden eine Fernwirkung ausiiben,

2
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Fig. 16.
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welche durch ihre magnetische Stirke bestimmt wird. Letztere
Grosse betrigt aber pro Flicheneinheit jeder Stirnfliche J, (§ 49);
da aber im vorliegenden Falle die Magnetisirung senkrecht zu den
Stirnflichen gerichtet ist wird &, = .

Betrachten wir nun ein flachringférmiges Endelement der Stirn-
fliche von der radialen Breite dy und dem mittleren Radius y
(Fig. 16); sein Flicheninhalt ist 27y dy, und seine Stirke betrigt
daher 27 Jydy. Mithin erzeugt dieses Flachringelement in einem
Punkte P, in der Entfernung x auf der Normalen zum Mittel-
punkte der Stirnfliche gelegen, einen Intensititsantheil d§;, welcher
dem Coulomb’schen Gesetze gemidss durch folgende Gleichung
gegeben wird

N
(11) aH; = 2”‘;;7/@ oS «.

1) Es ist in diesem Falle nicht nothig einen Mittelwerth § ein-
zufithren, da der Werth von ¥ tiberhaupt unveridnderlich ist.
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22=ux* -} y* ist der Abstand jedes einzelnen Punktes (wie z. B. @)
des Flachringelementes von P. Mit « ist der Winkel 92Q PO be-
zeichnet, also ist cos e =ua/z; daher kann obige Gleichung auch
folgendermaassen geschrieben werden

(12) dg; = 273yzdy
, -
Aus
ZQ — xe + yz

folgt, dass fiir einen bestimmten Punkt P, also fiir einen kon-
stanten Werth von «

zdz = ydy.
Und setzen wir dies in (12) ein, so kommt
2xJxcd
a9i== s

Diesen Ausdruck haben wir tiber die ganze Stirnfliche zu in-

tegriren, um die gesamte davon herrithrende Intensitit §; in P zu

finden; diese wird also

: Vo i

@,-:%mf%m.
T

Die beiden Grenzen dieses bestimmten |{Integrals entsprechen
dem Mittelpunkte und dem Umfange der Stirnfliche; die In-
tegration ergibt
. Vetn
.@,‘:‘27!,\'3{.81—;;
x
oder

13 i = 2231 — —:x: .
(19) 9 c{ e }
Wir sind nun in der Lage, die magnetischen Potentialzunahme

vom Mittelpunkt der Stirnfliche 1 bis zum Punkte P zu berechnen;
bezeichnen wir diese mit 2, so wird

14 Ty = idr=2n ) x— w*: .
- [53 { sz+r:}
0 0




118 I. Theil. Theorie.

Setzen wir x® -2 =w?, mithin, da 7, eine Konstante ist, udu = xdx,
und fithren wir % als neue Variable unter das letzte Integralzeichen
ein, so werden die Grenzen dieses Integrals r, bezw. }/z* |- ! und
wir erhalten dafiir
et
jdu:VxT—i—_V:—Vg;

setzen wir dies in (14) ein, so kommt

19 Pe=2nS(atrn— V).

Kehren wir nun zum Schlitze zuriick, also zu einem von
einem Stirnflichenpaar 1 und 2 im gegenseitigen Abstande d be-
grenzten Raum (Fig. 16 p. 116), so wird in (15) x =4 zu setzen sein;
und da 47i= P, | T, weil beide Stirnflichen magnetisch im
gleichen Sinne wirken, erhalten wir

(16) (Ti=4nJ(d+r,— V& + 7))
Damit hitten wir einen zweiten Ausdruck!?) fiir das linke Glied der
Grundgleichung (I) gefunden; setzen wir diesen an seine Stelle
ein, so erhalten wir

4aJ@ 4 r,— V& +r)=7,I2nr,—a).
Der Index « bedeutet, dass der Werth ¥, streng genommen, der
gleich anfangs gemachten Voraussetzung gemiss, nur fiir magneti-
sirende Felder von unendlicher Intensitit gilt. Dividiren wir die
letzte Gleichung noch durch den Faktor von N, so erhalten wir
fiir diesen Grenzwerth des mittlern Entmagnetisirungsfaktors die
Gleichung

2@+, —Va+r)
€ N,= y :

T on
1) In die Herleitung dieses Ausdrucks durch den Verf. (Wied. Ann. 46,

p.- 494 Gleichung (8) 1892) hat sich durch einen Abschreibfehler ein
unrichtiges Zwischenglied
* xdzx
2 D ——
JVits
0

irrthiimlich eingeschlichen; das a. a. O. mitgetheilte Resultat wurde in-
dessen dadurch nicht beeintrichtigt.
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Der am Anfange dieses Paragraphen aufgestellten Annahme
zufolge miissen sich die experimentell gemessenen Werthe von
N bei geniigender Steigerung des magnetisirenden Feldes den
durch den gefundenen Ausdruck (II) vorgeschriebenen Werthen
N, ndhern. In Wirklichkeit wird der bei seiner Herleitung voraus-
gesetzte Grenzfall peripherisch gleichférmiger Magnetisirung nicht
erreicht werden konnen; denn die, durch unzuléssige Temperatur-
erhéhung der Magnetisirungsspulen begrenzte, praktisch erreichbare
Feldintensitdt §. betrfigt nur wenige Hundert C.G.S.-Einheiten.
Wie weit die Annsherung im giinstigsten Falle getrieben werden
kann, muss durch den Versuch entschieden werden (vergl. § 89).

§ 77. Divergenz der Induktionslinien. Fiir gewShnlich wird
hingegen der in § 59 vorausgesetzte Fall fast immer vorliegen, dass
mit geniigender Anndherung (=B¢/4n ist, und daher erstere
Grosse als solenoidal vertheilt betrachtet werden darf, weil dies
mit letzterer unter allen Umstinden der Fall ist. Uberhaupt wird
dann die Vertheilung von B¢, wie sie durch den Verlauf der totalen
Induktionslinien dargestellt werden kann, ein vollstandiges Bild
derjenigen von & geben, da sich beide nur um den konstanten
Faktor 47 unterscheiden. Diese vereinfachende Voraussetzung
gewihrt daher eine erhebliche Erleichterung der Ubersicht iiber
die obwaltenden Verh#ltnisse. Dazu trigt, wie wir sehen werden,
auch der Umstand noch bei, dass bei den geringen Feldintensititen
die Permeabilitit immer als eine grosse Zahl betrachtet werden kann.

Betrachten wir von diesem Gesichtspunkte aus die Vertheilung
von & und B; in einem geschlitzten Toroid. Die entmagnetisirende
Wirkung der mit magnetischen Endelementen belegten Stirnflichen
wird sich in ihrer Nidhe am fithlbarsten machen; im Vorigen
haben wir freilich nur die mittlere Wirkung iber den Umfang
des Toroids in Betracht gezogen. Die Magnetisirung und daher
auch die Totalinduktion werden aus diesem Grunde in der Nahe
der Stirnflichen geringere Werthe aufweisen, was sich darin ab-
spiegelt, dass die totalen Induktionsr6hren, welche im iibrigen
Umfange des Toroids fast genau koncentrische Kreisrohren bilden,
sich gegen die Stirnflichen zu allmihlich erweitern, sodass die
Induktionslinien dort divergiren werden. Die der Mantelfliche
nichstliegenden Linien werden diese unter einem spitzen Winkel
treffen und dann nahezu senkrecht in das Interferrikum austreten;
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dies folgt aus dem (§ 62) erorterten Specialfalle des tangentialen
Brechungsgesetzes bei dem verhaltnisméssig hohen Werthe der
Permeabilitit, welcher nach der Voraussetzung vorherrscht. Fig. 17
gibt einen schematischen Begriff von dem Verlaufe der Induktions-

Fig. 17.

linien im Ferromagnetikum sowie im Interferrikum eines radial
geschlitzten Toroids; in letzterem sind sie durch punktirte Linien
dargestellt, welche mit den Intensitéitslinien identisch sind. Es
bietet ein gewisses Interesse diese Darstellung des Aussern mag-
netisches Feldes eines geschlitzten Toroids mit demjenigen eines
Stabes zu vergleichen (Fig. 7, p. 34); kann man doch erstere Ge-
stalt durch Aufbiegen in letztere iibergefiihrt denken (§ 19).

§ 78. Streuungskoefficient. Diese ganz allgemein in der
Néhe von Unterbrechungsstellen in der Kontinuitdt des Ferro-
magnetikums auftretende Divergenz der Induktionslinien und ihre
charakteristische Ubergangsweise durch das Interferrikum nennt man
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die Streuung (engl. »leakage<) der Induktionslinien. Wir werden
ein quantitatives Maass fiir diese Erscheinung aufzustellen suchen:
Dazu betrachten wir den totalen Induktionsfluss & im Toroid
und verfolgen seinen Werth am Umfang entlang; an der dem
Schlitze diametral gegentiberliegenden Stelle S (Fig. 17) wird der
Induktionsfluss den grossten Werth aufweisen; schreiten wir am
Umfang weiter entlang, so wird dieser Werth sich bis nahe an
den Stirnflichen nur wenig &ndern; wegen der dort aus der Mantel-
fliche austretenden Induktionsréhren wird dann offenbar der In-
duktionsfluss durch den Querschnitt des Toroids geringer. Seinen
Mittelwerth iiber den ganzen Umfang, sofern dieser durch die
ferromagnetische Substanz erfiillt ist, bezeichnen wir mit /. Im
Schlitze selbst weist der Induktionsfluss ®; offenbar seinen geringsten
Werth auf, weil dort der verhiltnismissig grosste Theil der In-
duktionsrohren ausserhalb des cylinderférmigen, von den beiden
Stirnflichen begrenzten, Raumes verlduft. Wir betrachten schliess-
lich das Verhéltnis des mittleren Induktionsflusses zu demjenigen
im Schlitze als das Maass der Streuung und setzen demgemiss

G/
17 = 1].
) =0 P21
Diese Zahl » ist naturgemiss mindestens gleich, im allgemeinen
aber grosser als Eins. Man nennt sie den Streuungskoefficient
(engl. »leakage coefficient«).

§ 79. Endelemente auf der Mantelfliche. Aus der Art und
Weise, wie die totalen Induktionsrohren bezw. die hier als mit
ihnen identisch betrachteten Magnetisirungsréhren nicht nur die
Stirnfliche, sondern vorher auch theilweise die Mantelfliche des
Toroids treffen (Iig. 17), folgt, dass das Auftreten magnetischer
Endelemente nicht ausschliesslich auf die Stirnflichen beschrinkt
ist, sondern dass diese sich auch tber die Mantelfliche verbreiten
werden, freilich immer noch in {berwiegender Stirke in der Nihe
der Ersteren. Unter Beriicksichtigung unserer Bemerkung, dass
die Magnetisirung merklich solenoidal vertheilt ist, folgt ferner,
dass sich die Endelemente auf die Oberfliche (Stirnflichen und
angrenzende Theile der Mantelfliche) beschrinken werden, hin-
gegen innerhalb der ferromagnetischen Substanz, wo die Konvergenz
der Magnetisirung iiberall Null ist, Fernwirkungscentra nicht auf-
treten werden (§ 50).
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Wir haben im Vorigen stets vorausgesetzt, dass r, gross sei
gegen 7,, mit anderen Worten die Kriimmung des ganzen Toroids
um seine Axe gering sei im Vergleich zu derjenigen des Umfangs
seines Querschnitts; vernachlissigen wir nun erstere Kriimmung
vollig, indem wir sie unendlich gering, d. h. also ihren reciproken
Werth, den Radius r,, unendlich gross werden lassen. Das radial
geschlitzte Toroid verwandelt sich dadurch in zwei »halb unendliche«
Kreiscylinder vom Radius »,, welche sich in der Entfernung d
gegeniiberstehen, wie solche in Fig. 16 p. 116 dargestellt sind;
diese sind als durch eine entsprechende unendlich lange Spule
magnetisirt zu denken.

Wir haben unsere erste angenaherte Berechnung durchgefiihrt
(§ 76), indem wir nur die Stirnflichen als mit Endelementen be-
legt betrachteten. Fir die zweite Anndherung, der wir uns jetzt
zuwenden, miissen wir die Endelemente auf den Mantelflichen
ebenfalls heranziehen. Beide Ausgangspunkte haben das gemein,
dass dabei nur der Schlitz, dessen Gestalt offenbar durch das Ver-
haltnis 7,/d vollig bestimmt ist, und seine unmittelbare Umgebung
fur die Fernwirkung beriicksichtigt wird. Dagegen darf in dieser
Hinsicht von den iibrigen Theilen des Toroids ganz abstrahirt
werden, was schon dadurch zum Ausdruck kommt, dass man sich
dieses in zwei halb unendliche Cylinder verwandelt denken kann.

§ 80. Zweite Anndherung. Wir fanden als erste Annihe-
rung in Gleichung (16) p. 118, welche wir hier in etwas modificirter
Form wiedergeben (indem der Faktor d vor die Klammer ge-
setzt ist):

(18) jT1:4nSd(1+%—L/H—Z%F).

Es fragt sich nun: welche Funktion von d und r, wird in
zweiter Anndherung an Stelle des Klammerausdrucks in obiger
Gleichung zu treten haben? Dieses Problem besitzt zwar eine ein-
deutige Losung, welche aber der Berechnung ohne weiteres nicht
zugdnglich ist. Da die Gestalt des Schlitzes durch das Verhéltnis r,/d
bestimmt ist, so muss auch jene unbekannte Funktion davon
abhingen und kann allenfalls noch durch den Werth von § mit-
bestimmt sein ; wir bezeichnen sie daher durch das Symbol n (»,/d, ).
Es wird sich iibrigens im Folgenden zeigen, dass dafiir innerhalb
eines gewissen Bereiches empirisch eine hyperbolische Funktion
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gefunden wird. Durch Einsetzen dieser Funktion in die Gleichung
(16) erhalten wir fiir die selbsterzeugte Potentialdifferenz im Schlitze

E _ r,
(19) A%:zin%dn(ﬁ—,S)-

Dieser Werth ist nun wieder an Stelle des linken Gliedes
unserer Grundgleichung (I) (§ 75) einzusetzen; wir erhalten daraus
nach einer einfachen Umformung

2dn (%,§)
111 Ne 7
() N a

7‘1#2_7[

In diesem in zweiter Anndherung geltenden Ausdruck fiir den
mittleren Entmagnetisirungsfaktor radial geschlitzter Toroide hiingt
der Zéhler ausschliesslich von der Gestalt des Schlitzes als solchem
ab, wihrend der Nenner dem iibrigen Umfang proportional ist;
im allgemeinen wird das zweite Glied des Nenners gegen das erste
vernachlissigt werden diirfen.

§ 81. Mehrfach radial geschlitzte Toroide. Den allgemeinen
Satz I [§ 55, Gleichung (6)], von dem wir bei der Herleitung der
Grundgleichung fiir Toroide, welche an einer einzigen Stelle radial
geschlitzt sind, ausgingen, haben wir bereits a. a. O. aut komplicirtere
Fille ausgedehnt. Wir erhielten die verallgemeinerte Gleichung
(6a) p. 84 bezw. Satz I.A fiir den Fall, dass der Integrationsweg
mehr als einmal interferrische Zwischenrdume {iberbriickt. Jenen
Satz wenden wir nun auf ein Toroid an, welches mehrere radiale
Schlitze 1, 2,....%n aufweist; diese Nummern werden wir den
jedem Schlitz entsprechenden Grossen als Indices anhdngen. Die
getrennten ferromagnetischen Theile des Toroids denken wir uns
durch irgend eine magnetisch indifferente Vorrichtung starr ver-
bunden. Wir werden zunéchst die modificirte Grundgleichung her-
leiten, wobei wir dem Entwicklungsgang des § 75 folgen.

Wir fithren wieder einen Mittelwerth der Magnetisirung § iiber
den ganzen Umfang ein; desgleichen einen solchen §; der selbst-
entmagnetisirenden Intensitit, den wir definiren als die Summe
der Linienintegrale der selbstentmagnetisirenden Intensitit léings
der im Ferromagnetikum gelegenen Theilbogen des Leitkreises,
dividirt durch die gesamte Linge der letzteren; diese betrigt aber
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(2nr,— 3d); wir konnen diese Definition durch folgende Gleich-
ung darstellen, welche der Gleichung (9) § 75 analog ist

. X§{9uaL
(20) Y =gy, —xa'

Darin beziehen sich die Summenzeichen = auf alle Schlitze
1 bis n; die Linienintegrale sind iiber die ferromagnetischen Theil-
bégen zu nehmen. Wir definiren ferner wieder, dhnlich wie in
Gleichung (10), den mittleren Entmagnetisirungsfaktor ¥ durch die
Gleichung
— 51-' = ES .@’,‘L aL

1) N="3 = 5@

Bezeichnen wir die selbsterzeugten Potentialdifferenzen in den
Schlitzen kurz mit A, 7, 4,7; .... 4, T;, ihre Summe mit =4 7,
so lasst sich die Gleichung (6a) p. 84, folgendermaassen schreiben
(22) — 34%,=3§9udL.
Setzen wir dies in (21) ein, so kommt
13%) 34T =NZ@nr,— 3d)
als Grundgleichung fiir ein mehrfach geschlitztes Toroid; sie ist
derjenigen fiir das einfach geschlitzte (I) § 75 offenbar villig analog.
Schreiten wir nun ohne weiteres, wie im vorigen Paragraphen,

zur zweiten Annéherung und fithren wir fiir jeden Schlitz analoge
Funktionen n ein, so dass

&.‘;}

n, = funct ( ,§)

Ty,
1, = funct (d—n,s)

J

(29) n, = funct (

,&“5
€R|

19

Es wird dann
A, P =4xFdn,
dz Ti = 47[§d2n2

Ay r= 47’§dn“n
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Und durch Addition
(24) EATi=4nZ Jdn.

Dieser letztere Ausdruck fiir .4 7; ist nun wieder an Stelle
des linken Gliedes in (IV) einzusetzen, sodass wir nach einer ein-
fachen Umformung folgende Gleichung erhalten

— 23dn
% Nz-*—zﬁ.
r ==

! 27

In diesem Ausdruck fiir den mittleren Entmagnetisirungsfaktor
mehrfach geschlitzter Toroide hingt der Zahler wieder, wie bei
der entsprechenden Gleichung (III) § 80, ausschliesslich von der
Gestalt der einzelnen Schlitze als solchen ab, wihrend der Nenner
dem iibrigen Umfang proportional ist.

Wollen wir den Grenzfaktor ¥, bestimmen, den wir in § 76
in erster Ann#herung fanden, so haben wir in (V) nur n durch
den Klammerausdruck der Gleichung (18) § 80 zu ersetzen, und
erhalten in dieser Weise die Gleichung

23 d+r,—Va& _@

(VI) N, = (+ E]{i T ),
p— ="
t 27

welche dem Ausdrucke (II) p. 118 entspricht.
In diesem Kapitel werden wir uns iibrigens ausschliesslich auf

die Betrachtung solcher Toroide beschrinken, welche nur an einer
einzigen Stelle radial geschlitzt sind (vgl. ferner § 100).

§ 82. Reciprocitdt von » und n. Zwischen der im Vorigen
(§ 80) eingefiibrten Funktion n(r,/d,S) und dem vorher definirten
Streuungskoefficient » lésst sich eine sehr einfache Beziehung mit
grosser Anndherung aufstellen.
Einmal definirten wir [§ 78, Gleichung (17)]
=
=B,
Oder mit Riicksicht darauf, dass der Querschnitt des Schlitzes der
gleiche ist, wie derjenige der tibrigen Theile des Toroids
B _An3+9 _ 4AnFH+ B
@@ =S T e T BiF5
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wobei die Vektoren im Nenner sich auf das Interferrikum des
Schlitzes beziehen.

Zweitens ldsst sich auch fiir n ein einfacher Ausdruck finden,
indem wir bemerken, dass $; sich von einer Stirnfliche des Schlitzes
bis zur andern nur wenig &ndert, sodass das Potential dieses Vektors
anndhernd dargestellt werden kann durch das Produkt aus seinem
numerischen Werthe in die betrachtete Strecke, d. h. die Schlitz-
weite d; wir schreiben daher

o
A ri= .@,‘ d.
Dies, in die Gleichung (19) & 80 eingesetzt, ergibt
_ %
(26) n= - 5

Vergleichen wir nun die Ausdriicke (25) und (26) fiir » bezw. n,
s0 sehen wir, dass unter der fast immer zutreffenden Voraussetzung,
dass nur méssige Felder angewendet werden, im Zihler wie im
Nenner des ersteren (25) das zweite Glied gegen das erste nur
gering ist; vernachldssigen wir diese zweiten Glieder, so wird

4ny 1

@7 v= & —n

Mit dieser Vernachlissigung stellen sich demnach der Streuungs-
koefficient » und die Funktion n als reciproke Zahlen dar.

Interessant ist der Fall, dass der Schlitz sehr eng wird; nimmt
seine Weite unbegrenzt ab, so schwindet auch die Streuung mehr
und mehr und der sie messende Koefficient » n#hert sich von
oben her der Einheit. Sein reciproker Werth n thut dies daher
ebenso von unten her; im Grenzfalle wird v ==n=1; d wird sehr
gering gegen 7, so dass wir die Gleichung (ITI) § 80 in folgender
einfacheren Form schreiben koénnen:

(VII) =2

1

In diese einfache Form verwandelt sich auch die zuerst her-
geleitete, streng genommen nur fiir magnetisirende Felder von
unendlicher Intensitit geltende Gleichung (II), wenn man darin
dfr,, und um so mehr d/r,, unendlich klein setzt. Die einfache
Gleichung (VII) gilt daber bei sehr engem Schlitze durchweg, sobald
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wir die Streuung vernachldssigen kénnen, und ergibt dement-
sprechend einen iiber den ganzen Magnetisirungsbereich wie iiber
den ganzen Umfang konstanten Entmagnetisirungsfaktor N, so dass
ein Mittelwerth N nicht eingefiihrt zu werden braucht. Driickt
man die Schlitzweite nicht direkt, sondern in Procenten p des Um-
fangs, bezw. in Winkelmaass « (Grad) aus, so kann man die
Gleichung (VII) auch mit gentigender Ann#herung folgendermaassen
schreiben: 1)
(VIIa) N=1}p oder N=0,035c.

B. Experimentelle Priifung.

§ 83. Das untersuchte Eisentoroid. FEine Priifung der
mitgetheilten Theorie des Verfassers fiir die Magnetisirung ge-
schlitzter Toroide ist neuerdings von H. Lehm ann vertffentlicht
worden?). Wir werden diese Versuche im Folgenden ziemlich ein-
gehend besprechen, da sie einmal eine sichere experimentelle Grund-
lage fiir die in diesem Buche entwickelte physikalische Lehre der
magnetischen Kreise bilden, zweitens aber auch ein geeignetes Beispiel
fiir die Anwendung der bisher gegebenen Formeln, sowie des von
Kirchhoff (§ 74) angeregten Messverfahrens zur Bestimmung
normaler Magnetisirungskurven abgeben; und endlich weil sie
noch nicht als bekannt vorausgesetzt werden konnen, was bel
den, in den beiden ersten Kapiteln angefiihrten, Fundamental-
versuchen wohl der Fall war.

Aus einer Platte schwedischen Eisens wurde zunédchst ein ge-
schlossenes Toroid gedreht und darauf sorgfiltig ausgeglitht. Seine
Dimensionen wurden dann theils durch Ausmessung, theils durch
Wigung bestimmt und betrugen (vgl. Fig. 15 p. 114).

Radius des Leitkreises, r, = 7,96 cm,
Radius des Querschnitts, #, = 0,895 cm,
Inhalt des Querschnitts, S = 2,52 qem.

1) In dieser Form wurde sie vom Verf. (Verh. physik. Ges. Berlin 9,
p. 84, 1890; Verh. der Sekt. Sitz. des Elektrotechn. Kongr. Frankf. p. 78.
1891) angegeben. Neuerdings ist das Problem des geschlitzten Toroids
von Wassmuth in anderer Weise mittels der Methode der fortgesetzten
Superposition und Reihenentwicklung (§ 71) behandelt worden. (Wien.
Ber. 102, 2. Abth. p. 81, 1893.)

2) H. Lehmann, Wied. Ann. 48, p. 406, 1893.
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Nachdem diese Dimensionen bestimmt waren, wurde das
Toroid bewickelt. Um dabei den fiir das spétere Ausfrisen des
Schlitzes erforderlichen Raum freizuhalten, wurden an einer Stelle

in einem Abstande von etwa 1cm zwei
5 b radiale Messingbacken, b, und b, aufgelothet,
an die sich dann die Windungen anlehnten.
Ausserdem befand sich diametral zur Mitte
des durch jene zwei Backen begrenzten
Stiickes eine dritte Backe, b,, welche es er-
moglichte, die beiden Hilften des Toroids
getrennt zu bewickeln; diese Anordnung
ist in Fig. 18 dargestellt.
&, Die Bewickelung bestand zundchst aus
Fig. 18. drei primdren Windungslagen aus 0,15 cm
starkem isolirten Kupferdraht, von zu-
sammen 7z, == 695 Windungen (Widerstand 0,51 Ohm)?). Dariiber
befand sich eine sekundidre Windungslage von #,=613 Windungen
aus diinnerem Drahte (Widerstand 4,97 Ohm). Die magnetische In-
tensitdt, welche von der Primiérspule in der Mitte des Querschnittes
erzeugt wurde und am ganzen Umfange entlang konstant war,
wird gegeben durch Gleichung (1) (§ 72)
2n, I 2 X 695
@ez r - 7,9677— I= 174,6 I

1

‘Oder wenn wir mit I’ den in Ampére statt in absoluten Ein-
heiten (Dekaampere) gemessenen Strom bezeichnen

Do=17,46 I".

Die Anderungen von 9. tber den Querschnitt konnten ver-
nachléssigt werden.

§ 84. Aichung des ballistischen Galvanometers. Zur Mes-
sung der in den Sekundirwindungen inducirten Stromimpulse
diente ein ballistisches Galvanometer, dessen volle Periode (dop-
pelte »Schwingungsdauer«) 12“ betrug, Die Ausschlige sind be-
kanntlich proportional den inducirten Elektricititsmengen, also

1) Von diesen 695 Windungen befanden sich 9 zwischen den
Backen b, und b,, sodass das erzeugte magnetische Feld in der That als
peripherisch gleichférmig betrachtet werden konnte.



Magnetisirung geschlossener und radial geschlitzter Toroide. 129

auch den Anderungen des von der Sekundirspule umschlossenen
totalen Induktionsflusses (§ 64). Um den Reduktionsfaktor zu
ermitteln, wurde das ballistische Galvanometer von Zeit zu
Zeit geaicht, und zwar mittels einer langen geraden Hilfsspule
ohne ferromagnetischen Kern. Deren Lénge betrug L = 48,7 cm;
der mittlere Durchmesser der Windungen 3,552 cm, einem Quer-
schnitte §==9,909 qcm entsprechend; die Windungszahl n = 298,
der Widerstand 0,33 Ohm. Auf diese Hilfsspule liess sich eine
Hiilse schieben, welche mit 632 sekundiren Windungen bewickelt
war; ihre Lange betrug 5,7 cm, so dass sie nur einen geringen
Theil der Hilfsspule umfasste. Schliesst man nun durch diese
Hilfsspule einen mit einem zuverldssigen absoluten Ampéremeter
gemessenen »Aichstrom« I, so betriigt das nahezu gleichformige
Feld in ihrer Mitte [§ 6, Gleichung (7)]

dnnly
%="101

setzen wir darin die oben gegebenen Dimensionen ein, so wird

_47m X298
De= 10 X 48,7

Der vom Strom erzeugte Induktionsfluss @, ist bei Abwesen-
heit eines ferromagnetischen Kerns einfach gleich dem Produkte
aus der Feldintensitit in den Querschnitt der Hilfsspule, also

®e=H.8==17,69 X 9,909 I/ =176,2 I,

Mittels dieses stets reproducirbaren, in absolutem Maasse be-
kannten Induktionsflusses liess sich das ballistische Galvanometer,
unter Beriicksichtigung des Gesamtwiderstandes des sekundéren
Hilfskreises, jederzeit bequem aichen, bezw. die Proportionalitit
der Ausschlige mit dem Werthe &, kontroliren.

X I{=17,691/.

§ 85. Bestimmung der Normalkurve. Durch die Primér-
windungen des Toroids mussten Strome bis zu etwa 20 Ampere
geschickt werden, um damit Felder von 17,46 X 20, also ungefihr
350 C. G. S.-Einheiten zu erreichen, Dadurch trat aber bei dem
verhéltnismissig diinnen Drahte eine erhebliche Warmeentwickelung
auf, welche ohne Anwendung besonderer Schutzmassregeln eine
unzuldssige Temperaturerhthung des ganzen Versuchsobjektes be-
wirkt haben wiirde. Das Toroid wurde deshalb in einen mit

du Bois, Magnetische Kreise. 9
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reinem Petroleum gefiillten, runden Glastrog eingetaucht, wobei
es durch Holzklotzchen in einer gewissen Hohe tiber dem Boden
unterstiitzt wurde. In die Mitte des Toroids wurde ein Eis-
block gestellt, welcher das Petroleum fortwidhrend abkiihlte; das
unter letzterem sich ansammelnde Schmelzwasser wurde mittels
Heber abgelassen; dieses einfache Verfahren bewdhrte sich voll-
kommen.

Die priméren Windungen des Toroids waren in einen Strom-
kreis mit einer Akkumulatorenbatterie, einer Wippe, einem zuver-
lassigen Ampéremeter, sowie verschiedenen festen wie fliissigen
Rheostaten geschaltet, mittels derer der Strom plotzlich oder all-
mihlich auf jeden beliebigen Werth bis zu 20 Ampere gebracht
werden konnte. Vor jeder Messungsreihe wurde das Eisen durch
»abnehmende Kommutirungen« in den erforderlichen unmagneti-
schen Zustand gebracht, d. h. es wurden durch rasches Hin- und
Herwerfen der Wippe und gleichzeitiges langsames Einschalten
von Widerstand mittels des Fliissigkeitsrheostaten im Toroid
Felder von rasch wechselnder Richtung und allméhlich abnehmen-
der Intensitit erzeugt. Die FErfahrung lehrt, dass man nur in
dieser Weise ferromagnetische Substanzen anndhernd in einen Zu-
stand bringen kann, wie sie ihn vor ihrer allerersten Magnetisirung
aufwiesen; wenigstens so nahe wie dies ohne Ausglithen und lang-
sames Abkiihlen, was in den meisten Fillen unausfithrbar ist,
iiberhaupt moglich ist.

Nach diesen Vorbereitungen wurden dann stets sogenannte
»aufsteigende Kommutirungskurven« bestimmt, d. h. es wurde
stufenweise von schwicheren zu intensiveren Strémen bezw. Feldern
iibergegangen, wobei zugleich bei einer Reihe von Werthen der
Stromstiarke bezw. der Feldintensitdt der Strom kommutirt wurde;
die zugehdérige Magnetisirung wurde dabei aus dem halben Ausschlage
des ballistischen Galvanometers folgendermaassen berechnet. Zu-
nichst gibt dieser halbe Ausschlag nach der Multiplikation in den
Reduktionsfaktor, welcher in der oben angegebenen Weise ermittelt
wurde, und in den Gesamtwiderstand des Sekundirkreises, und
nachheriger Division durch 613, die Windungszahl der Sekundér-
spule auf dem Toroid, den Werth des totalen Induktionsflusses &/
in demselben. Dividirt man diesen dann durch den Querschnitt
§=2,52 qem, so erhélt man die Totalinduktion B{; aus dieser
findet man durch Subtraktion von §, (beim geschlossenen Toroid



Magnetisirung geschlossener und radial geschlitzter Toroide. 131

mit $; identisch) und nachherige Division durch 47 die Magneti-
sirung?)
o~ %t/ - @e’
4

In dieser Weise wurden zunichst 25 Punkte der normalen
Magnetisirungskurve § = funct (§.) (§ 13) des geschlossenen Toroids
aus je 10 Beobachtungen bestimmt [siehe Tab. I und Fig. 21 p. 135,
Kurve (0)]. Diese Kurve charakterisirt nun das magnetische Ver-
halten der benutzten Eisensorte und bildet die Grundlage fiir die
weitere Untersuchung.

Tabelle IIL
Aufsteigende Kommutirungskurve bei geschlossenem.Toroid (o).

9. 3 9. 3 3
0,6 93 8,7 1020 55,1 1310
1,1 278 9,7 1051 76,5 1348
18 440 10,8 1076 104,5 1388
2,2 520 13,8 1118 151,0 1440
3.2 690 18,1 1165 200,0 1389
44 801 21,8 1192 240,0 1520
5,3 871 27,5 1225 315,0 1564
6,5 932 410 1275 385,0 1600
75 985

§ 86. Anordnung des Schlitzes. Nachdem die Normalkurve
bestimmt war, wurde die Kontinuitit des Toroids durchbrochen;
mit Hilfe einer Kreisfrise von circa 0,1 cm Stirke wurde in dem
dafiir freigelassenen Raume zwischen den beiden Backen b, und b,
(Fig. 18 p. 128) ein radialer Schlitz von entsprechender Weite mog-
lichst eben, parallelwandig und scharfkantig ausgefréist. Um bei noch
geringeren Schlitzweiten Beobachtungen anstellen zu konnen, wurde
um das Toroid in geeigneter Weise ein, an einer Stelle offener,
Messingreif angebracht, welcher mittels einer daran befindlichen
Schraube mehr oder weniger zugezogen werden konnte. Dadurch

1) Betreffs verschiedener kleiner Korrektionen, welche an dieser
Formel bei geschlossenem bezw. aufgeschlitztem Toroid anzubringen
sind, wird auf die citirte Arbeit Lehmann’s pp. 420, 434 verwiesen,

ebenso wie fir sonstige experimentelle Einzelheiten.
9*
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liess das Kisentoroid sich soweit zubiegen, als ein in den Schlitz
geschobenes, magnetisch indifferentes Messingscheibchen es ge-
stattete (Fig. 19)").

Ausserdem wurden auch bei weiteren Schlitzen Beobachtungen
angestellt, welche mit Friasen von circa 0,20 bezw. 0,35 cm Stiirke
angebracht wurden. In jedem Falle wurde in den Schlitz einbe-
sonderes Messingscheibchen gekittet, welches die beiden begren-
zenden Stirnflichen in einer bestimmten gegenseitigen Entfernung
festhielt. Dann wurden um den abgedrehten Rand des Scheib-
chens einige Windungen sehr feinen Kupferdrahtes gewickelt,

Fig. 19. Fig. 20,

derart, dass sie eine kleine, den Zwischenraum gerade ausfiillende
Sekundérspule bildeten. Es wurde dafiir Sorge getragen, dass der
mittlere Durchmesser jener Windungen genau demjenigen der
Stirnflichen gleich war, so dass der in ihnen inducirte Strom-
impuls ohne weiteres den totalen Induktionsfluss &; durch den
Schlitz maass. Die Enden dieser kleinen Hilfsspule wurden sorg-
faltig isolirt und sodann der Zwischenraum zwischen den Backen
b, und b, (Fig. 20) jedesmal wieder mit 9 Primérwindungen voll-
gewickelt, so dass das erzeugte magnetische Feld nach wie vor
peripherisch gleichférmig blieb.

Als Schlitzweite wurde der Mittelwerth der mittels Kontakt-

mikrometer bestimmten Dicke des Messingscheibchens und der

1) Der Einfluss des durch die geringe Biegung veranlassten Zwangs-
zustandes im Ferromagnetikum auf dessen Magnetisirung durfte zweifellos
vernachldssigt werden (vergl. § 167).
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auf der Theilmaschine gemessenen Entfernung der Stirnflichen
angenommen; letztere wurde aus naheliegenden Griinden stets
etwas grosser als erstere gefunden.

Schliesslich sei erwahnt, dass zur Bestimmung des totalen
Induktionflusses durch einen beliebigen Querschnitt des Toroids
eine verschiebbare Sekundirspule von 7 Windungen angebracht
wurde, welche sich am Umfange desselben entlang bewegen
liess. Zu bemerken ist, dass die grosse, das ganze Toroid um-
gebende, Sekundirspule von 613 Windungen den mittleren totalen
Induktionsfluss ® im Eisen maass, die kleine Hilfsspule um das
Messingscheibchen dagegen den Induktionsfluss ®; durch den
Schlitz. Ersterer, dividirt durch letzteren, ergab nach der oben
gegebenen Definition (§ 78) unmittelbar den Streuungskoefficient

B
V—E‘t‘.

§ 87. Die Magnetisirungskurven. Die Beobachtungen Leh-
mann’s sind bei fiinf verschiedenen Werthen der Schlitzweite an-
gestellt

No. 1 2 3 4 5
d: 0,040 0,063 0,103 0,202 0,357 cm

und dementsprechend sind die Resultate in finf Tabellen nieder-
gelegt, von denen wir hier nur eine anfithren wollen, welche sich
auf den Schlitz (3) (4 := 0,103 cm) bezieht.

In der ersten Spalte der Tab. III p. 134 ist die Intensitit 9.
des Spulenfeldes verzeichnet, in der zweiten die Magnetisirung §, in
der dritten der mittlere totale Induktionsfluss &' im Eisen, in der
vierten der totale Induktionsfluss ®; durch den Schlitz. Es folgen
dann in Spalte 5 der Streuungskoefficient » = ®; /®:, in Spalte 6
dessen Reciprockes 1/» = ®;/®/. Wie wir nachgewiesen haben, ist
letztere Zahl sehr nahe gleich der oben eingefithrten Funktion n.

Von der Wiedergabe der anderen Tabellen kénnen wir uns
umsomehr enthalten, als Lehmann die beiden ersten Spalten
derselben in tibersichtlicher Weise graphisch dargestellt hat. Rechts
von der Ordinatenaxe (Fig. 21 p. 135) sind die Magnetisirungskurven

3 = funct. (9.)

aufgetragen. Und zwar zuerst die bereits erwithnte Normalkurve (0)
des geschlossenen Toroids, sodann die fiinf tibrigen, den ver-
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Tabelle III.
Schlitz (3). Schlitzweite 0,103 cm.

o ®
‘be % &, ' ®, % = ‘11_,‘ = 9:‘
1,6 69 oo | — —

2,4 117 3720 . 2045 1,82 0,550
3,8 206 6520 ] 3660 1,78 0,561
5,1 279 8830 4880 1,81 0,553
6,8 383 12120 6720 1,81 0,553
8,9 492 15580 8610 1,81 0,553
11,9 628 19910 11230 1,78 0,563
14,9 748 23680 13400 1,77 | 0565
18,0 852 26970 15250 1,77 0,565
20,9 923 29260 16650 1,76 0,568
24,3 988 31300 18000 1,74 0,575
27,2 1036 32850 18900 1,74 0,575
36,9 1141 36190 21400 1,69 0,591
49,0 1200 38120 23200 1,65 0,608
64,5 1250 39800 24750 1,61 0,621
785 1285 40870 25800 1,59 0,631
99,5 1825 42230 27030 1,56 0,641
181,0 1428 45600 30550 1,50 0,670
267,0 1500 48120 32800 1,47 0,681
(300) 1525 48900 32500 1,50 0,667

schiedenen Schlitzweiten entsprechenden, Kurven. Sie sind der
Reihenfolge nach mit 0, 1, 2, 3, 4, 5 bezeichnet.

Zu bemerken ist, dass fiir die Abscissen . drei verschiedene
Maassstibe angewandt werden mussten, um die Fig. 21 nicht zu sehr
in die Hohe zu ziehen. Der anfingliche Maassstab ist fiir den
Ordinatenbereich 0<ZJ <1000 benutzt; fir 1000<J <1300 gilt
ein fiinffach verkleinerter, endlich fiir 1300 ein zwanzigfach
verkleinerter Abscissenmaassstab; zugleich erhalten alle Theile der
Kurven in dieser Weise eine passende Neigung. Der allméhlich
wachsende Einfluss des Schlitzes bei zunehmender Weite desselben
lasst sich auf den ersten Blick erkennen.

§ 88. Diskussion der Hauptresultate. Die Ergebnisse der
Versuche lassen sich von drei verschiedenen Gesichtspunkten aus
betrachten :
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I. Entmagneti-
sirungslinien. =)
T

Ausden Kurven
1,2,3, 4, 5 (Fig. 21) "
kann nun durch
eine den Abscis-
sen parallele Riick-
scheerung (§ 17) NI\
bis zur Normal- ]
kurve (0) die fir N
jede der unter- T
suchten  Schlitz- \
weiten giltige \WIR\Y
Richtlinie  kon- AW AN
struirt ~ werden.
Diese Richtlinien &
oder, wie wir sie
der Unterscheid- RS e
ung halber nen- 