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Vorwort.

Kleins gruppentheoretischer Aufbau der Geometrie, wie er ihn zuerst
1872 in seinem ,,Erlanger Programm‘ entworfen und dann 1893 in seiner
,,Einleitung in die héhere Geometrie niher ausgefiihrt hat, ist fiir die
Weiterentwicklung der Geometrie, ja auch der Physik heute so wichtig
und lebendig als je. So wird vielleicht manchem eine Neuausgabe dieser
Vorlesungen willkommen sein. Ich habe, um den personlichen Eindruck
von Kleins Werk nicht zu verwischen, an dem friiheren ,,ersten Band‘
nur wenig geindert und nur wenig hinzugeftigt. Hingegen habe ich den
damit nur lose zusammenhingenden ,,zweiten Band‘, der eine Ein-
fiihrung in die Lehre von den stetigen und unstetigen Gruppen enthielt
und eine villige Umarbeitung nétig gemacht hitte, weggelassen. An seine
Stelle ist der ,,dritte Hauptteil”* des vorliegenden Buchesgetreten, in dem
einige neuere geometrische Untersuchungen dargestellt werden. Dabei
haben mich mehrere befreundete Geometer unterstiitzt: die Teile 1I
und IV stammen von J. Radon (Erlangen), III im wesentlichen von
E. Artin und V von O. Schreser (Hamburg). AuBer diesen Kollegen
habe ich fiir vielfache Hilfe noch zu danken den Herren L. Berwald
(Prag), E. Bompiani (Bologna), H. Schatz und G. Thomsen (Hamburg).

Hamburg, im Friihjahr 1926.
W. Blaschke.
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Einleitung.

Man hat vielfach zwei Arten von Geometrie unterschieden, die
synthetische Geometrie, die die Figuren an sich betrachtet, und die ana-
Iytische Geometrie, die wesentlich mit Hilfe der Analysis ihr Lehrgebdude
aufbaut. AuBer diesen beiden Arten von Geometrie kann man sich noch
eine dritte Art konstruieren, die gewissermaBen die Umkehrung der bei-
den ist. Wihrend man ndmlich sonst die Analysis auf die Geometrie
anwendet, kann man auch umgekehrt die Geometrie auf die Analysis
anwenden, analytische Beziehungen in geometrischer Weise kennen
lernen, oder — etwas schirfer gefaBt — mit Hilfe der Geometrie Ein-
sicht in die Lehre von den Funktionen mehrerer Verinderlicher gewinnen.

Es kommt in dieser Vorlesung insbesondere darauf an, die Ge-
danken, die in der kleinen Schrift: F. Klein, Vergleichende Betrach-
tungen iiber neuere geometrische Forschungen, Erlangen 1872, dem
sogenannten ,,Erlanger Programm''), nur angedeutet oder sehr knapp
ausgefiihrt sind, in groBerer Ausfithrlichkeit auseinanderzusetzen und
damit einen historischen Uberblick iiber alles zu verbinden, was im
neunzehnten Jahrhundert in dieser Richtung geleistet worden ist. Vor
allem werden wir die Arbeiten von S. Lie zu beriicksichtigen haben, mit
dem Klein seinerzeit iiber diesen Gegenstand zusammen gearbeitet hat
und der spiter seine Untersuchungen sehr viel weiter gefiithrt hat.

Da ein erheblicher Teil dieser Vorlesung den geometrischen Unter-
suchungen von S. Lie gewidmet sein wird, sollen gleich hier einige An-
gaben {iiber das Leben dieses groBlen Geometers zusammengestellt
werden. Lie wurde 1842 als Sohn eines Pastors in Nordfjordeid (Nor-
wegen) geboren und hat sich erst verhiltnismaBig spit, etwa 1868
ernstlich der Mathematik zugewandt. Im Winter 1869/70 kam Lie in
Berlin mit F. Klein in Berithrung und Klein und Lie vor dem Kriege
1870 in Paris mit G. Darboux. Die Friichte der Zusammenarbeit, ins-
besondere von Klein und Lie werden wir im folgenden an vielen Stellen
kennen lernen, das Hauptergebnis fiir die Geometrie haben wir schon
genannt, nimlich Kleins Erlanger Programm. 1886 kam Lie als Nach-
folger Kleins als Professor an die Universitit Leipzig, wo er zwolf Jahre
blieb. 1898 ging Lie als kranker Mann in seine norwegische Heimat

1) Abgedruckt in den Math. Annalen Bd. 43 (1893) und Kleins Gesammelte
Abhandlungen Bd.1 (1921), S.460—497. Vgl dort auch die biographischen
Angaben S. 411 u. ff.

Klein, Hohere Geometrie. 3. Aufl. 1



9 Einleitung.

zuriick und starb dort 1899. Lies Hauptwerk ist seine Theorie der Trans-
formationsgruppen, die er gemeinsam mit F. Engel in drei Banden
"(Leipzig 1888, 1890, 1893) herausgegeben hat?).

Bevor wir zu dem eigentlichen Gegenstande unserer Vorlesung iiber-
gehen, wird es nétig sein, uns vorher iiber einige grundlegende Begriffe
zu verstindigen. Wir schicken daher einen einleitenden Abschnitt
voraus; er soll heiflen:

§ 1. Allgemeine Vorbemerkungen.
Wir teilen sie in eine Reihe einzelner Nummern.

§ 1, 1. Funktionentheoretische Grundbegriffe.

a) Wir nennen s = f(z) eine Funktion der reellen Verinderlichen z,
wenn in einem gewissen Intervall zu jedem Wert von z ein Wert von s
gehort. Die Zusammengehorigkeit der Werte ist also das einzig Kenn-
zeichnende am Funktionsbegriff, wihrend alles iibrige, wovon man ge-
wohnlich bei Funktionen redet, wie Stetigkeit, Differenzierbarkeit usw.,
nicht den Funktionen als solchen zukommt, sondern nur bestimmten
Funktionsklassen, die sich eben durch diese Eigenschaften von anderen
Funktionsklassen unterscheiden. Die genaue Erklarung der Eigenschaf-
ten Stetigkeit und Differenzierbarkeit kommt der Differentialrechnung
zu. Wir heben hier nur hervor, dal man lange Zeit iiber die Bedeutung
und Tragweite dieser Begriffe im unklaren, ja selbst im Irrtum gewesen
ist. So hat sich z. B. die Erkenntnis, daB eine stetige Funktion nicht
differenzierbar zu sein brauche, die auf Bolzano und Weierstrafl zuriick-
geht, sowie die Erkenntnis, daB eine unendlich oft differenzierbare Funk-
tion nicht notwendig in eine Taylorsche Reihe entwickelbar sei, erst
verhiltnismiBig spiat Bahn gebrochen.

b) Um ein fir allemal eine bestimmte Festsetzung zu treffen, auf
Grund deren wir unsere weiteren Untersuchungen ausfiihren konnen,
fithren wir die Potenzreihe ein:

s=a+bzJcz2 ...
oder allgemeiner

s=a-+b(z—2) +clz—2)%2+...

von der wir voraussetzen, daB sie fiir kleine Werte von | z | oder |z — 2|
konvergiert.

Wir untersuchen nun nicht, unter welchen Bedingungen sich eine
Funktion in eine solche Potenzreihe entwickeln 148t, sondern bestim-
men einfach, daBl wir uns in der Regel nur mit solchen Funktionen be-
schiftigen wollen, die in Potenzreihen entwickelbar sind, wobei wir uns
aber stets bewuBt sind, dal wir nach dieser Einschrinkung es nicht mit

1) Man vgl. z. B. den Nachruf von M. Noether: Mathem. Annalen Bd. 53
S.1—41. 1900,



§ 1. Allgemeine Vorbemerkungen. 3

den allgemeinsten Funktionen, sondern nur mit einer bestimmten
Funktionsklasse zu tun haben. Wir nennen die Funktionen, die sich ineine
Potenzreihe entwickeln lassen, nach Lagrange ,,analytische Funktionen.

¢) Um nun einen Schritt weiter zu kommen, geben wir die Beschrin-
kung der Verénderlichkeit von z auf reelle Werte auf und lassen auch
komplexe Werte von z zu. Unter dieser Voraussetzung konvergiert die
Potenzreihe in einem Kreise um den Nullpunkt oder den Punkt z,,
dessen Rand durch den nichsten singuliaren Punkt geht. Es kommt da-
durch bei dieser Erklirung der Funktion zunichst nur ein gewisser
Bereich der Ebene, ndmlich das Innere des Konvergenzkreises in Be-
tracht, und wir sprechen in diesem Fall von einem Funkitonselement
im Gegensatz zur Gesamifunkiion, die aus einem Funktionselement
durch analytische Forisetzung entsteht.

d) Unter der analytischen Fortsetzung versteht man folgenden Vor-
gang: Hat man eine Funktion in einem gewissen Konvergenzkreis durch
eine Potenzreihe erklirt, so kann man sie natiirlich auch in der Nihe
jedes beliebigen Punktes 2’ im Innern des Konvergenzkreises in eine
Reihe entwickeln, die nach ganzen Potenzen (z— z’)* fortschreitet. Fiir
jede solche Entwicklung wird ein neuer Kcnvergenzkreis mit dem
Mittelpunkte 2z’ existieren, dessen Rand durch den nichsten singuliren
Punkt geht. Diese neuen Konvergenzkreise werden vielleicht {iber den
alten hinausgreifen und dadurch eine Erweiterung der Erklirung unserer
Funktion auf die neuen Gebiete mdglich machen. Eben diese Gewinnung
neuen Gebietes, in welchem man die Funktion ermitteln kann, heiBt
analytische Fortsetzung. Fithrt man die analytische Fortsetzung so
weit als moglich aus, so erhilt man die Gesamifunktion, die also sehr wohl
von dem Funktionselement zu unterscheiden ist, schon deshalb, weil
das Funktionselement eindeutig, die Gesamtfunktion vielleicht mehr-
deutig ist. Gerade in der Theorie dieser Gesamtfunktionen besteht die
Schénheit der modernen Funktionentheorie, da diese Gesamt{unktionen
sich hiufig, abgesehen von jeder besonderen Darstellung, durch all-
gemeine Eigenschaften vollstindig kennzeichnen lassen.

e) Als einfachstes Beispiel fithren wir die rationalen Funktionen

s= R(2)

an, die sich folgendermaBen erkliren lassen: Alle die Funktionen, und
nur die sind rational, die in der ganzen Ebene (auch im ,,uneigent-
lichen Punkt“ § 10) eindeutig sind und nur auBerwesentlich singulire
Stellen (Pole) besitzen. Ein anderes Beispiel bieten die algebraischen
Funktionen, die sich als Gesamtfunktion durch endliche Vieldeutig-
keit und das Fehlen wesentlich singuldrer Stellen vollstindig kenn-
zeichnen lassen. :

Wir fassen die bisherigen Auseinandersetzungen noch einmal zu-
sammen, indem wir folgenden Satz hinstellen:

1*



4 Einleitung.

In unserer Geometrie werden wir mit analytischen Funktionen arbei-
ten, aber bald als Funktion nur das einzelne Funktionselement, bald die
Gesamtfunktion bezeichnen, die sich aus dem einzelnen Funktionselement
durch analytische Fortsetzung ergibl.

§ 1, 2. Haupteinteilung der Geometrie.

Entsprechend der entwickelten Auffassung kénnen wir auch die Geo-
metrie selbst in zwei verschiedene Teile spalten, nimlich:

1. Geometrie im begrenzten Raumstiick, entsprechend der Verwendung
allein von Funktionselementen.

2. Geometrie im Gesamtraum, entsprechend der Verwendung von Ge-
samtfunktionen.

Zu dem ersten Teil gehort fast die ganze Anwendung der Diffe-
rential- und Integralrechnung auf Geometrie. Denn wenn wir Tangenten-
konstruktionen an Kurven ausfithren, wenn wir die Kriimmungsverhlt-
nisse der Kurven und Flichen untersuchen, so achten wir dabei jedesmal
nur auf ein kleines, begrenztes Stiick des Gebietes, unbekiimmert
darum, welche Singularitdten auBlerhalb desselben unsere Gebilde haben
koénnen. Auch die von Gauf entwickelte Flichentheorie gehért zum
groBten Teil hierher.

Andererseits gehort die Theorie der algebraischen Kurven und
Flichen meist zu dem zweiten Teil, da wir bei den meisten Unter-
suchungen iiber diese Gebilde, z. B. Aufsuchung von Schnittpunkten
oder Schnittkurven mehrerer solcher Gebilde, stets die Gebilde als Gan-
zes im Auge haben. Zusammenfassend kénnen wir sagen:

Dem Unterschied zwischen Funktionselement und Gesamifunktion ent-
sprechend, kinnen wir umierscheiden zwischen Geometrie tm begrenzien
Raum und Geometrie 1m Gesamiraum. Zur ersteren Geometrie ist fast
die ganze Anwendung der Diffevential- und Integralvechnung auf Geometrie
2u vechmen, zum zweiten Teil die Lehre von den algebraischen Gebilden.
 Diese beiden Teile der Geometrie stehen gewéhnlich ganz getrennt
voneinander; es gibt Lehrbiicher fiir die eine Art und fiir die andere
Art, aber zusammenfassende Darstellungen gibt es nicht.

Es soll Aufgabe dieser Vorlesung sein, beiden Arten von Geometrie
gerecht zu werden.

§ 1, 3. Nihere Ausfithrung hierzu,

Zunichst wollen wir die pddagogischen Grundlagen oder Hilfs-
mittel fiir beide Arten von Geometrie besprechen.

Nehmen wir zunichst den elementaren Teil der Geometrie im Gesami-
rawm, also hauptsichlich der algebraischen Gebilde. Wir rechnen zu
dem elementaren Teil dieser Theorie in der Ebene: Die Lehre von der ge-
raden Linie und den Kegelschnitten, im Raum: Die Lehre von der Ebene,
geraden Linie, den Flichen zweiten Grades und den Durchdringungs-
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kurven zweier Flichen zweiten Grades. Welche Lehrbiicher sind da
zu empfehlen, welche Anschauungsmittel gibt es?

Indem wir vorwegschicken, daB hiufig die franzésischen Lehr-
biicher wegen der praktischen, aber doch nicht zu beschrinkten Aus-
wahl des Stoffes und wegen seiner didaktisch sehr zweckmiBigen
Behandlung den Vorzug verdienen, nennen wir insbesondere als Lehr-
biicher fiir unsere Gegenstinde:

1. Briot-Bougquet, Géométrie analytique (besitzt die erwihnten guten
Eigenschaften der franzosischen Lehrbiicher und ist deshalb zu emp-
fehlen); 2. Aufl. Paris 1851.

2. G. Salmon, a) Amnalytische Geometrie der Kegelschnitte, Dublin
1848; b) Raumgeometrie, Dublin 1862. Dieses Buch ist ziemlich um-
fangreich und vor allem die deutsche Ubersetzung, die urspriinglich von
W. Fiedler stammt und spiter mehrfach iberarbeitet wurde, zu iiber-
laden. Es dringt sich in diesem Werk das formale Element, die In-
variantentheorie, sehr in den Vordergrund, und zuweilen mangelt es
auch an einer strengen Beweisfithrung. Immerhin kann man aus ihnen
eine ganze Menge interessanten Stoffes kennen lernen.

Ein neues Werk, das das veraltete von Salmon-Fiedler in vieler Be-
ziehung ersetzen kann, stammt ebenfalls von einem englischen Geo-
meter, ndmlich H. F. Baker. Von dessen ,,Principles of Geometry*
sind bisher (1922—1925) vier Binde in Cambridge (England) erschienen.

3. 0. Hesse, Raumgeometrie, Leipzig 1861 (rein analytisch).

4. Th. Reye, Geometrie der Lage, Hannover 1866, 1867 (rein synthe-
tisch), beide einseitig methodisch, aber in ihrer Behandlung sehr elegant.

5. Clebsch-Lindemann, Vorlesungen iiber Geometrie (im wesentlichen
Nachschlagebuch). 1. Bd. Leipzig 1876 (2. Aufl. hat 1906 zu erscheinen
begonnen), 2. Bd. Leipzig 1891.

~ Unter den neueren Biichern, die mehr durch ihre Menge als durch
ihren Gehalt auffallen, sei als hervorragend genannt:

6. Darboux, Géométrie analytiqgue (Paris 1917).

Es gibt auch zwei Lehrbiicher der analytischen Geometrie, die
Kleins Gesichtspunkte aus dem Erlanger Programm in den Vordergrund
Zu stellen suchen, ndmlich L. Heffter und C. Koehler, Lehrbuch der
analytischen Geometrie, 1. Bd. Leipzig 1905, 2. Bd. (von Heffter) Leipzig
1923; ferner H. Beck, von dessen ,,Koordinatengeometrie* bisher nur ein
Band (Berlin 1919) erschienen ist.

Was Anschauungsmittel angeht, so wollen wir insbesondere die Mo-
delle der Flichen zweiten Grades nennen, die uns die Flichen selbst,
die Kreisschnitte, die erzeugenden Geraden und Systeme konfokaler
Flichen mit ihren Durchdringungen anschaulich vor Augen fiihren.
Es ist ganz besonders niitzlich, sich selbst solche Modelle zu verfertigen,
wozu ganz einfache Mittel ausreichen. (Vgl. W. v. Dyck, Katalog
mathematischer ... Modelle, Miinchen 1892.)
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Nun die entsprechenden Bemerkungen zum elementaren Teil der
,,Geometrie 1m begremzten Raumstiick', die wir im wesentlichen als Diffe-
ventialgeometrie bezeichnen konnen.

Es gehort zu dieser Theorie:

a) in der Ebene: Die allgemeine Lehre von den ebenen Kurven,

b) im Raume: 1. Lehre von den Flichen, 2. Lehre von den Raum-
kurven. ,

Beziiglich der Lehre von den ebenen Kurven beschrinken wir uns
darauf, einige Stichworte anzufithren, die die einzelnen Teile dieser
Lehre geniigend kennzeichnen werden. Tangente, Kriimmungskreis,
Evolute, Bogenlinge, von einer Kurve umgrenztes Flichenstiick.

Etwas ausfithrlicher verweilen wir bei der Flichentheorie, da diese
bei weitem den gréfiten Raum und das meiste Interesse in der Diffe-
rentialgeometrie in Anspruch nimmt. Ehe wir jedoch einiges Zusammen-
hingende dariiber mitteilen, setzen wir zunichst wieder die Stichworte
hierher, die uns als Leitfaden fiir das Folgende dienen mége : Krilmmung
— Eulers Sitze tiber Kriimmung — Dupins?) Indikatrix — Krim-
mungslinien — Asymptotenlinien — Geoditische Linien — Minimal-
flichen — Flichen fester Kiiimmung.

Gehen wir jetzt im Zusammenhange auf die Flichentheorie ein, so
miissen wir zunichst an die Untersuchungen erinnern, die man iber die
Kriimmung der Fliche im einzelnen Punkte anstellt. Man legt bei dieser
Untersuchung bekanntlich Normalschnitte durch den betreffenden Punkt
und vergleicht die Kriimmung in den einzelnen Normalschnitten. Die
GroBe des Kriimmungsradius wechselt im allgemeinen mit der Lage
des Normalschnittes, und es gibt zwei Lagen, in denen diese ein Maximum
oder ein Minimum wird.

Diese beiden Schnitte heiBen Hauptschnitte, und die Kriimmungs-
radien in ihnen, die wir mit g und p’ bezeichnen wollen, Hauptkriimmungs-
radien. Weiterhin sind in unserer Theorie zwei charakteristische Ver-
bindungen der beiden Hauptkriimmungsradien von groBer Bedeutung,
ndmlich einmal der Ausdruck

1 1
H == -
2 0 + o
der den Namen mittlere Kriimmung triagt, und zweitens die Verbindung
1
K=— ’
ee

das sogenannte Kriimmungsmafi (nach Gauf ,,disquisitiones circa super-
ficies curvas‘‘, 1827): Da g und g’ sowohl positiv als negativ sein kénnen,
kann das Kriimmungsma8 ebenfalls gréBer oder kleiner als Null sein.
Beziiglich des Vorzeichens liegen die Dinge nimlich so: Schreibt man
der Flichennormalen einen Durchlaufungssinn zu, so bekommen g, ¢’

1) Dupin ist einer der hervorragendsten Schiiler von Monge gewesen; seine
,,Développements de géométrie** erschienen zuerst 1813.
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bestimmte Zeichen, die sich gleichzeitig dndern bei Anderung des Sinnes
der Normalen. Daraus folgt, daB das Vorzeichen des Kriimmungs-
maBes von jeder Willkiir frei ist. .

Wenn K > 0 ist, nennt man die Fliche in dem betreffenden Punkt
elliptisch, wenn K < 0 ist, hyperbolisch gekrimmt (die Fliche hat hier
die Gestalt eines Sattels). Die letzten Benennungen beziehen sich auf
die Gestalt, welche die sogenannte Indikatrix Dupins an der zu unter-
suchenden Stelle der Fliche besitzt. Diese Kurve, die als Schnitt einer
zur Tangentenebene parallelen und von ihr unendlich wenig entfernten
Ebene mit der Fliche erzeugt wird, ist nimlich im ersten Falle
in erster Anndherung eine Ellipse, im zweiten Falle eine Hyperbel.
In beiden Fillen sind die Hauptschnitte der Fliche durch die Haupt-
achsen der Indikatrix Dupins gegeben. Die Asymptoten der Indi-
katrix heiBlen bisweilen Schmiegtangenten, sie sind natiirlich nur im
Falle hyperbolischer Kriimmung reell. Will man die Schmiegtangenten
ohne Zuhilfenahme der Indikatrix einfithren, so kann man sagen: die
Tangentenebene der Fliche in einem hyperbolisch gekriimmten Punkte
schneidet diese in einer Kurve mit Doppelpunkt, und die Tangenten
der Kurve im Doppelpunkt sind die Schmiegtangenten. Oder: Die
Schmiegtangenten haben mit der Fliche drei ktenachbarte Punkte
gemein. Eine Eigenschaft, die ihre Benennung 1echtfertigt.

Die letzten Ausfithrungen veranlassen uns nun weiter, gewisse Kurven
auf den Flachen zu untersuchen, nidmlich die sogenannten Kriimmungs-
kurven und Asymptotenlinien oder Schmiegtangentenkurven, deren Zu-
sammenhang mit dem Vorigen aus ihrer Erkldtung, die wir im fol-
genden geben, klar hervorgeht. Unter Kriimmungskurven versteht
man nidmlich solche auf der Fliche verlaufende Kurven, die in jedem
Punkte von einer Hauptkriimmungsrichtung beriihrt werden, wihrend
die Asymptotenlinien (oder auch Schmiegtangentenkurven) in jedem
Punkte von einer der Asymptoten der Indikatrix beriihrt werden. Da
es in jedem Punkte zwei reelle Hauptkriimmungsrichtungen gibt, die
einen rechten Winkel einschlieBen, so ist es klar, daB die ganze Fliche
im allgemeinen von einem Netz von Kriimmungskurven iiberdeckt
wird, die sich in jedem Punkte rechtwinklig schneiden und also ein
sogenanntes Orthogonalnetz bilden. Die Asymptotenlinien iiberdecken
dagegen nur die hyperbolisch gekriimmten Teile der Fliche doppelt,
wihrend sie auf dem elliptisch gekriimmten Teil ganz fehlen.

Beide Arten von Kurven sind durch Differentialgleichungen erster
Ordnung bestimmt, da man in jedem ihrer Punkte die Tangentenrich-
tung kennt.

AuBler den beiden genannten Arten von Kurven spielen noch die
geoddtischen oder kiirzesten Linien eine bedeutende Rolle. Man kann
diese praktisch durch einen auf der Fliche gespannten Faden verwirk-
lichen. Denkt man an diese Verwirkl'chung der geoditischen Linien,
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so wird einem auch der folgende Satz naheliegend erscheinen: Die geo-
datische Linie hat die Eigenschaft, daBl ihre Schmiegebene in jedem
Punkte senkrecht zur Fliche steht, eine Eigenschaft, die man auch zur
Erklarung der geoditischen Linie benutzen kann. Eine andre prak-
tische Verwirklichung der geoddtischen Linien erhilt man, wenn man
auf der Fliche einen schmalen geradlinigen Papierstreifen auflegt.

Da durch jeden Punkt der Fliche unendlich viele geodétische Linien
gehen, kann man die Richtung, in der sie durch einen beliebigen
Punkt verlaufen soll, noch beliebig vorgeben, und erst die Kriimmung
ist durch die Eigenschaft unserer Kurve als kiirzester Linie bestimmt.
Die geoditischen Linien sind deshalb durch Differentialgleichungen
zwerter Ordnung bestimmt, die aus Punkt und Tangentenrichtung die
GréBe ihrer Krimmung finden lehren.

Die Kriimmungsverhiltnisse kénnen auch dazu dienen, ganze Fli-
chenfamilien aus der Gesamtheit aller Flichen auszusondern. Wir er-
wéhnen nur zwei Familien von Flichen:

1. Die Minimalflichen, die durch H = 0 gekennzeichnet sind. Diese
Flichen sind hiernach iiberall sattelférmig gekriimmt und haben
tibrigens ihren Namen daher, weil innerhalb eines beliebigen auf ihr
verlaufenden, nicht zu ausgedehnten Randes die Minimalfliche kleineren
Flicheninhalt besitzt als alle in diesen Rand gespannten Flichen.

2. Flichen festen Kritmmungsmafes, die, wie der Name besagt,
durch K = konst. gekennzeichnet sind.

Damit beendigen wir die vorldufigen Ausfithrungen iiber die Flichen-
theorie selbst und fiigen nur noch einiges hinzu, was sich auf die
Lehrbiicher fitr diesen Teil der Geometrie bezieht.

Sieht man von den allgemeinen Lehrbiichern der Differential- und
Integralrechnung ab, die ja meist einen Teil ihres Raumes den An-
wendungen auf Geometrie widmen, so ist hier, als in derselben Samm-
lung erschienen, zu erwihnen: W. Blaschke, Vorlesungen iiber Diffe-
rentialgeometrie, von denen bisher zwei Binde erschienen sind, wovon
fir uns hauptsichlich der erste, iiber ,elementare Differentialgeo-
metrie” (2. Aufl., Berlin 1924), in Betracht kommt.

Als ein Sammelwerk ersten Ranges fiir unsere Theorie ist vor
allem das vierbiandige Werk von G. Darboux, Théorie générale des
surfaces, Paris 1887—1896, zu nennen; es wird fiir ein eingehendes
Studium unseres Gebietes ohne Zweifel auf lange Jahre hinaus die
Grundlage bilden (z. T. auch in zweiter Aufl. erschienen).

Einen fast ebenso umfassenden Plan haben die ,,Lezioni di geometria
differenziale’ von L. Bianchi (3. Aufl., Pisa, Bologna 1922--1924),
die auch in verkiirzter deutscher Ubersetzung erschienen sind.

Als Anschauwungsmittel sind auch hier ebenso wie bei der Geometrie
im Gesamtraum Modelle der Flichen mit aufgezeichneten Kurven zu



§ 1. Allgemeine Vorbemerkungen. 9

erwdhnen, und es mogen zur Verdeutlichung der fritheren allgemeinen
Ausfithrungen hier noch einige spezielle Sitze Platz finden, die direkt
an den Modellen zur Anschauung gebracht werden kénnen.

1. Krimmungs- und Asymptotenkurven. Auf den Flichen zweiten
Grades sind die Kritmmungs- und Asymptotenkurven algebraisch, nim-
lich die Schmiegtangentenkurven fallen mit den ,.geradlinigen Er-
zeugenden zusammen, und die Kriimmungskurven erscheinen als
Durchschnitte der Flichen mit den |, konfokalen Flichen zweiten
Grades“. Die konfokalen Flichen bilden ndmlich ein Orthogonal-
system, und fiir die Flachen eines solchen Systems gilt allgemein das
»Dupinsche Theorem, daB sich diese lings der
gemeinsamen Kriimmungskurven schneiden.

2. Geoddtische Linien. Die geoditischen Linien
auf den Flichen zweiten Grades sind transzendent
und zuerst von Jacods 1837 mit Hilfe hyperellipti-
scher Integrale bestimmt worden. Bei den Dreh-
flichen zweiten Grades windet sich die einzelne
geoditische Linie zwischen zwei Parallelkreisen,
bei den dreiachsigen Flichen zweiten Grades
zwischen den beiden Asten einer Kriimmungskurve
fortgesetzt hin und her. Insbesondere liuft eine
geoditische Linie, welche durch einen Nabelpunkt
der Fliche geht, auch stets durch den gegeniiber-
liegenden.

Von geoditischen Linien auf Drehfldchen er-
wihnen wir noch die auf einer Drehfliche mit
fester mittlerer Kriimmung. IThre Mendiankurve

wird, wie von Delaunay angegeben worden ist,  NC —

vom Brennpunkt einer Ellipse beschrieben, die \_;bb. L

ohne zu gleiten auf einer Geraden, der Drehachse

der Fliche, rollt. Vgl. die Abbildung 1. Auf einer solchen Fliche unter-
scheidet man

a) geoditische Linien, die, zwischen zwei Parallelkreisen einge-
schlossen, fortwidhrend hin- und herlaufen,

b) steiler gestellte geoditische Linien, die sich um die Gesamt-
fliche nach Art einer Schraubenlinie herumwinden, und endlich einen
Ubergangsfall, wofiir die geoditische Linie den in einer Einschniirung
gelegenen Kehlkreis fortgesetzt annidhert, ohne ihn zu erreichen.

Man bemerke den Unterschied zwischen algebraischen Kurven
und transzendenten Kurven, wie er hier hervortritt: erstere sind nach
ihrem Gesamtverlauf bequem zu iibersehen, letztere nur ein Stiick lang.

3. Minimalflichen. Als Beispiel einer Minimalfldche, bei der der
Unterschied klar hervortritt, daB jedes kleine Stiick innerhalb seines
Randes ein Minimum des Flicheninhalts besitzt, wihrend die Fliche
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analytisch fortgesetzt sich selbst mannigfach durchdringt, moége die
»Schillingsche Fliche' dienen.

4. Flichen fester Kriimmung. Verschiedene Typen der hierher ge-
horigen Drehflichen.

Wegen der Beziehung der Flichentheorie zur Mechanik sei auf
die sehr aniegenden und anschaulichen Untersuchungen vcn Finster-
walder im Jahresbericht der Deutschen Mathematikervereinigung Bd. 6,
1899 hingewiesen.

Wir beenden damit die Vorbemerkungen und gehen zu wumserer
eigentlichen Vorlesung iiber, die wir in der Weise anordnen werden,
daB wir die hauptsichlichsten Begriffe der Geometrie nacheinander be-
sprechen, daB3 wir zusehen, wie sie mit der Zeit erweitert worden sind,
und welche Fortschritte unsere Wissenschaft jedesmal dadurch gemacht
hat. Unser erster Gegenstand sei der allgemeine Koordinatenbegriff.



Erster Hauptteil
Der allgemeine Koordinatenbegriff.

Wir behandeln zunichst:

Punktkoordinaten.

Althergebracht sind zwei Arten von Punktkoordinaten:

1. Parallelkoordinaten x, vy, z.

2. Polarkoordinaten », 9, ¢.

Bei Parallelkoordinaten entspricht nicht nur jedem Wertsystem von Ko-
ordinaten ein Punkt, sondern jedem Punkt auch nur ein Wertsystem
der Koordinaten. Dagegen kann man mit Polarkoordinaten schon den
ganzen Raum umfassen, wenn man ihnen folgende Beschrinkungen
auferlegt:
r=0, 09<m, 0=<¢<2m.

Dementsprechend besteht in der Anwendung noch der Unterschied
zwischen beiden Arten von Koordinaten, daB man Polarkoordinaten
zumeist nur bei besonderen Untersuchungen gebraucht, wihrend die
Parallelkoordinaten auch bei allgemeinen Untersuchungen dienlich sind.

AuBer den beiden hiermit genannten Arten von Punktkoordinaten
mogen nun insbesondere die folgenden genannt werden:

1. Linearkoordinaten, d. h. lineare Verbindungen der gewdhnlichen
Parallelkoordinaten, die zuerst bei Mébius in seinem ,,baryzentrischen
Kalkiil“ 1827, dann bei Pliicker in Bd. I der ,,analytisch-geometrischen
Entwickelungen'* 1828 auftreten. Sie spielen in der projektiven Geo-
metrie als Dreiecks- und Tetraederkoordinaten eine grofle Rolle.

2. Krummlinige Koovdinaten im allgemeinsten Sinne, deren Theorie
hauptsichlich von Lamé in seinen ,,Legons sur les coordommées curvi-
lignes'‘ 1859 bearbeitet ist; sie werden in der mathematischen Physik
sehr hiufig benutzt. Was zunichst die Linearkoordinaten angeht, so
berichten wir dariiber noch folgendes. '

§ 2. Linearkoordinaten.

Die hier gemeinten Linearkoordinaten werden in der Ebene im ein-
fachsten Falle als Dreseckskoordinaten bezeichnet und dann etwa durch
folgende Gleichungen eingefiihrt:

ep=ax +by -+ec,
eg=ax +by +e,
or = ayx +hyy +c,.
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Linker Hand bedeutet g einen willkiirlichen Proportionalitidtsfaktor
(== 0), der uns anzeigt, daB es nur auf die Verhiltnisse p:¢:7 ankommt.
Eben deshalb bezeichnet man die p, ¢, # auch als homogene Koordi-
naten.

Will man die Dreieckskoordinaten elementargeometrisch deuten,
so beachte man, daf3

ax +by+c
Va1 o2

der (zweiwertige) Abstand des Punktes %, y von der Geraden ax - by
+c¢=0ist. Es wird dann sofort die Richtigkeit des folgenden Satzes
einleuchten:

Die Dreieckskoordinaten verhalten sich wie die mit gewissen vorgege-
benen Konstanten multiplizierien Abstinde von drei gevaden Linien der Ebene.

Es ist noch zu beachten, daB3 die Determinante

a bc
ay by ¢4
ay by cy

von Null verschieden sein muB, damit sich die x, y durch die p, ¢, 7
ausdriicken lassen. Geometrisch heiB3t das, dafl die vorerwihnten drei
geraden Linien nicht durch einen Punkt gehen, sondern ein Dreieck
bilden sollen.

Die gewdhnlichen Parallelkoordinaten lassen sich als Sonderfall
der Dreieckskoordinaten ansehen. Man hat nur die dritte Dreiecks-
seite ins Unendliche riicken zu lassen und die zugehdrige multipli-
zierende Konstante gegen Null riicken zu lassen, endlich

’fT =X, % =Yy
zu. setzen.

Ganz Entsprechendes 148t sich auch von den Tetraederkoordinaten
im Raume aussagen.

An Stelle der Bezeichnung p, g, r braucht man heutzutage
meistens die Bezeichnung #,, %,, %3, oder im Raume x,, x,, %5, %,, die
von Hesse zuerst eingefiihrt worden ist. Hesses Hauptverdienst ist es,
die eleganten formalen Methoden seines Lehrers Jacodi, insbesondere
die Determinantenrechnung in die neuere Geometrie hineingetragen zu
haben, woher die erwihnte Bezeichnung der Dreiecks- und Tetraeder-
koordinaten ‘durch Indizes stammt.

Auf ganz anderem Wege als Pliicker, nimlich von mechanischen
Gesichtspunkten aus, ist Mdbius dazu gekommen, in seinem ,bary-
zentrischen Kalkul“ eine besondere Art von Dreieckskoordinaten einzu-
fithren.

Ey sieht als Koordinaten eines Punktes die drei Gewichte p, q, v an,
die man in den Ecken des zugrunde gelegten Dreiecks anbringen muf, da-
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mit der betreffende Punkt Schwerpunkt des Dreiecks wird. (Woraus un-
mittelbar einleuchtet, daf nur die Verhiltnisse p, q, v eine geometrische
Bedeutung haben.)

DaBl die baryzentrischen Koordinaten wirklich ein Sonderfall der
Dreieckskoordinaten sind, erkennt man leicht, wenn man im Schwer-
punkte des Dreiecks die Masse (p + ¢ + #) anbringt. Man beachte nim-
lich, daB die so vervollstandigte Figur als mechanisches System be-
trachtet im Gleichgewicht sein muB}, daB also auch die Drehmomente
um die einzelnen Dreiecksseiten verschwinden miissen. Bezeichnet man
nun die drei Héhen des Dreiecks wie in der Abbildung 2 mit %, %, I
und die drei vom Schwerpunkte auf die Seite gefillten Normalen mit
7, %, p, so ergeben sich folgende
Gleichungen:

ph—(p +¢+717=0,
gk —( +q+1%=0,
rl— (@ +q+7re=0
und daraus
T x
p:q:r=7:7:%.

Wir kénnen daher folgenden Satz
aussprechen: Die |, baryzentrischen
Koordinaten'*  sind ein besonderer Abb, 2.

Fall der allgemeinen Dreieckskoordi-
naten, indem als multiplizierende Konstante dev dvei Abstinde von den
Dreteckseiten die rveziproken Hohen des Dretecks angemommen sind. —

Fragen wir uns jetzt, welchen Nutzen die Einfiihrung der Dreiecks-
koordinaten gewihrt, so kénnen wir dreierlei antworten:

1. Homogeneitit,

2. Behandlung des ,,unendlich Weiten‘‘, der sogenannten uneigent-
lichen Elemente,

3. gréBere Schmiegsamkeit des Koordinatensystems.

Zw 1. Was zunichst den ersten Punkt angeht, so erkennt man leicht,
daB in unseren Koordinaten alle Gleichungen, die eine unmittelbare
geometrische Bedeutung haben, homogen sein miissen, da es nur auf
die Verhiltnisse der Koordinaten ankommt. So ist z. B. 4p + By
-+ Cy =0 die Gleichung einer geraden Linie und

3

D % % =0

< :
die Gleichung eines Kegelschnitts in Dreieckskoordinaten.

Will man analytisch verfolgen, daB alle Gleichungen in Dreiecksko-
ordinaten homogen werden miissen, so l6se man die Gleichungen, die
den Zusammenhang zwischen den Dreieckskoordinaten und den gewéhn-
lichen vermitteln, nach % und y auf, indem man neben x und y auch g
als Unbekannte betrachtet. Man erhélt dann die Werte
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V4 Z . .
=5, Y=7 (mit gemeinsamem Nenner),

%
wo Z,, Z, und N homogene lineare Ausdriicke (Linearformen) in den 2,
¢, r bedeuten. Setzt man fiir x und y diese Werte in irgendwelche vor-
gegebene Kurvengleichung ein und multipliziert man mit dem Nenner
herauf, soist ohne weiteres ersichtlich, daB die Gleichung eine homogene
Gestalt in bezug auf die neuen Koordinaten annehmen muB.

Die Homogeneitdt der Gleichungen ist von besonderem Nutzen in
der Tangenten- und Polarentheorie, die.dadurch an Symmetrie und
deshalb an Einfachheit gewinnt. Bezeichnet f(x, ¥) = 0 die Gleichung
einer Kurve in gewdhnlichen Koordinaten und F (#,, %5, 25) = 0 die
Gleichung derselben Kurve in Dreieckskoordinaten, so wird die Gleichung
der Tangente im Punkte x, y oder %, %,, %3, im ersten Falle
= +%(y'—y)=0
und im zweiten Falle

F F F
;;:xi +;72x~’2‘<+§7;x;=0,
zwei Gleichungen, von denen die zweite ersichtlich die erste an Symme-
trie ibertrifft.

Zum Beweise dieser Formel braucht man das bekannte Ewulcrsche
Theorem iiber homogene Funktionen, das iiberall in diesem Gebiete
benutzt wird:

o0F oF oF
quf%zgxr+agxy—%F,
worin # den Grad von F bezeichnet.

Zu 2. Was das Unendlichweite angeht, so beziehen wir uns da
wieder auf die Formeln:
__ Zl ZZ

x"‘ﬁW y:‘ﬁ3

die uns lehren, daB einem Unendlichwerden von x und v ein Verschwin-
den von N entspricht. Es sind daher zur Behandlung der uneigent-
lichen Punkte keine Grenziiberginge in x,, %,, %3 heranzuziehen, weil
es ja nur auf die Verhiltnisse der x;, %,, %3 ankommt, sondern die
%, Xy, % sind einer bestimmten linearen homogenen Gleichung N = 0
zu unterwerfen, wenn sie uneigentliche Elemente darstellen scllen. Da-
durch schlieBt sich der analytische Ansatz an die Vorstellurgsweise der
projektiven Geometrie an, die von einer unendlichweiten oder uneigent-
lichen Geraden der Ebene spricht.

Zu 3. Endlich besitzt das Dreieckskoordinatensystem eine groBere
Schmiegsamkeit, da wir ja stets eine gerade Linie mehr als bei gewohn-
lichen Parallelkoordinaten zur Verfiigung haben, wenn es sich um eine
passende Wahl des Koordinatensystems handelt.
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Ein Beispiel moge uns dies niher beleuchen. Setzen wir uns aus den
beiden Scharen von geradlinigen Erzeugenden eines einschaligen Hyper-
boloids ein windschiefes Viereck zusammen, vervollstindigen es wie in
der Abbildung 3 zu einem Tetraeder (Tangententetraeder) und be-
nutzen es so als Koordinatentetraeder, so kann die Gleichung des
Hyperboloids nur die Gestalt haben:

ax, %y +bxg 2y=0,
sofern die Gleichungen der vier Seiten des windschiefen Vierecks

=0, x=0, %,=0, x23=0,

und sind.

2=0, x=0, 2 =0, %=0
Fithrt man jetzt unter Beibehaltung des Koordinatentetraeders Viel-
fache der bisherigen Koordinaten als neue Koordinaten ein, ‘so kann
man der Flichengleichung die Gestalt geben:
Xy Xo— %324 =0,

eine Formel, die sich in gleicher Einfachheit
beim bloBen Gebrauche von Parallelkoordinaten
nicht herstellen 148t. Die letzte Gleichung l1aBt
sich auch in Determinantenform schreiben:

i %y %y Jl —o,
Xy %y
und ist daher das Eliminationsresultat aus den
Gleichungen

- ¥ — Axg =0,
Xy — Axy =0,
oder den beiden andern

% — puxy=0,
X3 — Uux,=0.

Daraus folgt aber unmittelbar die geometrische Wahrheit:

Unsere Fliche zweiten Grades kann auf zwei Weisen aus unserm
windschiefen Vieveck durch den Schwitt entsprechender Ebenen zweier
projektiver Ebenenbiischel erzeugt werden.

Das ist der Satz, durch den man die Flichen zweiten Grades in die
synthetische neuere Geometrie einzufithren pflegt, wie wir dies spéter
(§ 38) noch besprechen werden.

Wir erkennen, daB3 dieses Ergebnis bei Zugrundelegung von Tetra-
ederkoordinaten der analytischen Behandlung in einfachster Weise zu-
ginglich ist.

§ 3. Pliickers Entwicklungen.
Wir kommen jetzt dazu, die Fortschritte, die der Begriff der Punkt-
koordinaten und der Koordinatenbegriff tiberhaupt durch Pliicker er-
fahren haben, niher zu besprechen. Pliicker, ein hervorragender Autor
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der neueren analytischen Geometrie, hatte, was Geometrie angeht, seine
Hauptwirksamkeit in den Jahren 1826 —1846. Er verdffentlichte
wihrend dieser Zeit neben zahlreichen Abhandlungen in Crelles Journal
folgende Hauptwerke: :

1. Analytisch-geometrische Entwicklungen (1828, 1831) 2 Bde.

2. System der analytischen Geometrie. 1835.

3. Theorie der algebraischen Kurven. 1839.

4. System der Geometrie des Rawmes in neuer analytischer Behand-
lungsweise. 1846.

Nach dieser Periode beschiftigte sich Pliicker hauptsichlich mit Ar-
beiten iiber experimentelle Physik, dcch hat er sich in seinen letzten
Lebensjahren wieder auch der Geometrie gewidmet. 1866 kam F. Klein
siebzehnjihrig als physikalischer Assistent zu Pliicker und blieb dort
bis zu Pliickers Tod 1868. Clebsch und der junge Klein haben 1868
und 1869 das letzte geometrische Werk des alten Pliicker heraus-
gegeben, das folgenden Titel trigt:

Neue Geometrie des Raumes, gegriindet auf die Betrachtung der ge-
raden Linie als Raumelement 1868—69.

Obwohl uns an dieser Stelle zunichst das interessiert, was sich in
den Werken Pliickers iiber Punktkoordinaten findet, so sei doch gleich
darauf hingewiesen, daB3 Pliicker nicht nur den Begriff der Punktkoor-
dinaten auf mannigfache Weise erweitert hat, sondern dal er auch den
Koordinatenbegriff tiberhaupt dahin verallgemeinert hat, daBl man
jedes einzelne geometrische Gebilde im Raume durch Koordinaten fest-
legen und sich dann mit den Gleichungen beschiftigen kann, welche
zwischen diesen Koordinaten vorgegeben werden.

Man vergleiche den Titel des letztangefithrten Werkes.

Natiirlich ist auch hiermit Pliickers geometrische Bedeutung noch
lange nicht erschopft. Es sei deswegen auf den im Jahre 1871 vor der
Gottinger Gesellschaft der Wissenschaften gelesenen Nachruf von Clebsch
verwiesen, in dem zu manchen prinzipiellen Dingen Stellung genommen
wird, die auch heute noch eine Rolle spielen?).

Gehen wir jetzt insbesondere auf die Punktkoordinaten bei Pliicker
ein, so kénnen wir zwei Stichworte von Pliicker selbst anfithren, die den
Fortschritt kennzeichnen:

,,Methode der abgekiirzten Bezeichnung,

,.Lesen in den Gleichungen®.

Das erste Verfahren gestaltet Pliicker so aus, daB er allgemein Aus-
driicke erster und hoherer Ordnung in den x und y abkiirzend mit einem
Buchstaben bezeichnet und dann diese Ausdriicke selbst als Koordi-
naten ansieht (wovon die Dreieckskoordinaten ein Sonderfall sind);
mit dem zweiter meint er, daBl man ohne alle Rechnung, einfach durch

1) Vgl. auch die biographische Einfithrung, die Clebsch den gesammelten
Mathematischen Abhandlungen Plickers (Leipzig 1895) vorausgeschickt hat.
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Betrachtung der Gleichungen selbst aus ihnen die Ergebnisse gleichsam
ablesen soll.

So zeigt Pliicker beispielweise, daB man die Gleichung einer ebenen Cy
(Kurve dritter Ordnung) stets in die Gestalt setzen kann:

prg-r—s*=0,
die Gleichung einer ebenen C, (Kurve vierter Ordnung) in die Gestalt
peg-res— 02%2=0,

wo p, ¢, 7, s lineare Ausdriicke, 2 ein quadratischer Ausdruck in den
gewohnlichen Koordinaten ist.

Fithren wir auch gleich die Sitze an, die Pliicker aus diesen Glei-
chungen abliest:

Bei jeder Kurve dritter Ordnung kann man drei Wendepunkie aus-
findig machen, die in gerader Linie liegen; und

Jede Kurve vierter Ordnung besitzt vier Doppeltangenten, deren acht
Berithrungspunkte auf einem Kegelschwitt 2 = 0 liegen?).

Schneidet man nimlich die C; mit einer der Geraden p =0, ¢=0,
=0, so erhilt man als dreifach zahlenden Schnittpunkt den Punkt,
den jede der Geraden mit der Geraden s = 0 besitzt, d. h. die Geraden
p=0, ¢g=0, »=0 sind Wendetangenten, und ihre Berithrungspunkte
liegen auf der Geraden s = 0.

Schneidet man entsprechend die C, mit einer der Geraden p =0,
g¢=0,7 = 0,s=0, so erhilt man als doppeltzihlende Schnittpunkte die
Punkte, in denen diese Geraden den Kegelschnitt £ =0 schneiden,
d. h. alle diese Geraden sind Doppeltangenten, und ihre Beriihrungs-
punkte liegen auf dem Kegelschnitt £ = 0. ,

Wie beweist nun Pliicker, daB sich die Gleichungen der Kurven in
solche besondere Formen setzen lassen?

Er benutzt dazu das ,,Prinzip des Konstantenzihlens*, das einfach
darauf beruht, daB man sagt, der Vergleich der besondern Gleichungsform
mit einer vorgeschriebenen Kurve, die in diese Gestalt gesetzt werden
soll, liefert fiir die unbekannten Koeffizienten gerade soviel Gleichungen,
als unbekannte Koeffizienten vorhanden sind, woraus sich dann diese
,im allgemeinen‘* aus den Gleichungen bestimmen lassen werden. So
enthalten z.B. die Gleichungsformen p+g-7 — s3 =0 und p-g-7-s — £*
= 0 entsprechend 9 und 142) Konstante, und gerade so viele Kon-

1) Durch die Fassung dieser Sétze soll unentschieden bleiben, was sich wirklich
durch so einfache Mittel nicht entscheiden 148t, ob es auf der Kurve dritter Ordnung
nur ein Tripel von Wendepunkten der bezeichneten Art gibt und auf der Kurve
vierter Ordnung nur ein Doppeltangentenquadrupel oder mehrere.

?) DaB die Gleichung pg7 — s® = 0 neun Konstanten enthalt, ergibt sich
aus folgender Abzihlung: p, ¢, 7 enthalten insgesamt 9 Konstante, aber das Pro-
dukt pgr nur 7, da man 2 Ausdricke, z. B. p und ¢, mit einem beliebigen Faktor
multiplizieren kann; und dann jeweils den reziproken Faktor in den dritten Aus-
druck aufnehmen kann; s enthilt 3 Konstante, macht zusammen 10; davon geht

Klein, Hohere Geometrie. 3. Aufl. 2
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stante treten in den Gleichungen der allgemeinen Kurven dritter und
vierter Ordnung auf, woraus Pliicker dann auf die Méglichkeit der an-
gefithrten Darstellungen schliet.

Es ist jedoch besonders zu betonen, daB3 das Prinzip des Konstanten-
zihlens in jedem Falle eine genaue Uberlegung dariiber verlangt, ob
die Gleichungen, die man zur Bestimmung der Unbekannten erhilt,
wirklich unabhingig und miteinander vertriglich sind. Schon hierdurch
ist auf die Schwierigkeiten hingewiesen, die in diesen abzihlenden Me-
thoden der Geometrie verborgen liegen. Diese Methoden sind spiter
besonders durch den Hamburger Schubert und den Dinen Zeuthen')
weit ausgebaut worden, aber die Schwierigkeiten kénnen - durchaus
noch nicht als iiberwunden gelten. Immerhin haben diese abzihlenden
Methoden mindestens fiir die Erfindung erheblichen Wert,

Die eben durchgefithrten Betrachtungen schlieBen natiirlich den
Gedanken ein, daBl man ¢, ¢, 7, s... 2 als Koordinaten ansieht, und
wir haben also, wenn wir zusammenfassen, die Verallgemeinerung der
Punktkoordinaten vor ums, daf man irgendwelche rationale ganze Ver-
bindungen der Punktkoordinaten mit eimem Buchstaben bezeichnet und
also selber als Koovdinaten auffaft.

§ 4. Allgemeine krummlinige Koordinaten,

Von hier zu den allgemeinen krummlinigen Koordinaten ist nur noch
ein Schritt. Wir verstehen nimlich unter krummlinigen Koordinaten der
Raumgeometrie (um hier gleich zu drei Dimensionen zu gehen) all-
gemein solche Verbindungen #, v, w, die analytisch von x, y, z ab-
héngen.

Es bedeuten dann

u=C, v=C', w=C"
drei Flichenscharen, die uns durch ihre Schnitte die Punkte bestimmen.
Dabei ist die Bedingung. wesentlich, daB die Funktionaldeterminante
: - on ou ou
9% 0y 0z
dv o0v 0ov
ox 0y 0z
w dw 0w
, ox oy 0z
nicht verschwinden soll, damit die obigen Gleichungen nach x, y, z
im Kleinen auflésbar werden.

Es liegt in der Natur der Sache, daB wir diese Flichen, solange nichts
Niheres festgesetzt wird, nur im begrenzten Raumstiick betrachten;
wieder 1 ab, weil man die Gleichung mit einem beliebigen Faktor multiplizieren
kann. Ebenso findet man, daB pgrs — 22 = 0 14 Konstante enthalt. Denn das
Produkt p:g-7-s enthilt 43 — 3 =9, £ enthalt 6, macht 15 Konstante;

— 1 macht 14 Konstante. . :
1) H.G. Zeuthen: Lehrbuch der abzahlenden Geometrie. Leipzig 1914.
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denn da in ihren Gleichungen beliebige analytische Funktionen der x,
y, z auftreten, so konnen wir den Verlauf der Flichen iiberhaupt nur
in einem begrenzten Raumstiick fibersehen und nicht wissen, was fiir
Singularitidten auBerhalb desselben noch auftreten mégen. Das schadet
aber nichts, wenn wir uns, wie dies in'der mathematischen Physik meist
der Fall ist, mit Problemen ,,im Kleinen* beschiftigen. Da handelt
es sich zum Beispiel darum, wie driickt sich ds?= dx2 - dy2? - d 22
in krummlinigen Koordlnaten aus, oder wie transformiert sich die
Gleichung PP TRy
bar Ty Tam A0

(die sog. Differentialgleichung des Potentials) bei Einfithrung krumm-
liniger Koordinaten, und anderes mehr. Als Hauptvertreter der krumm-
linigen Koordinaten haben wir bereits Lamé genannt, der 1830—1860
in der Faculté des Sciences lehrte. Er hat sehr viel-durch Vorlesungen
gewirkt, die er am Ende seiner Laufbahn in Lehrbiichern zusammen-
gefafit hat. Wir nennen als solche:

1. Legons sur les fonctions inverses des transcendantes et les surfaces
isothermes, 1857.

Eine Fliachenschar f = konst. heiit isotherm, wenn die Gleichung
Af =0 erfiillt ist; heutzutage nennt man solche Flichen Niveau-
flichen des Potentials /.

2. Legons sur les coordonnées curvilignes, 1859.

3. Legons sur la théorie analytique de la chalewr, 1861 (d. h. Wirme-
leitung).

4. Lecons sur la théorie mathématique de I’élasticité des corps solides
(2. Aufl. 1866).

Diese Werke sind ja jetzt in vielfacher Hinsicht veraltet, aber immer
noch mit Nutzen kennen zu lernen.

Wir heben aus den krummlinigen Koordinaten nur zwei Arten her-
aus, die uns ndher beschiftigen sollen:

1. Elliptische Koordinaten,

2. Pentasphirische Koordinaten.

Die elliptischen Koordinaten sind zuerst im Jahre 1839 gleichzeitig
von Jacobi und Lamé eingefithrt worden, und zwar in den Abhandlungen:

Jacobi: Von den geoditischen Linien auf dem Ellipsoid und einer
merkwiirdigen analytischen Substitution, Crelles Journal Bd. 19,

Lamé: Sur I’équilibre des températures dans un ellipsoide & trois
axes inégaux. Liouvilles Journal Bd. 4.

§ 5. Elliptische Koordinaten,

Gehen wir nun auf die elliptischen Koordinaten naher ein, so kniipfen
wir dabei an ein System konfokaler Flichen zweiten Grades an, das
wir uns durch. folgende Gleichung dargestellt denken:

2%
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2 2 2
%, n B A
ay—Ai ' ay—A " ay—A

ay,>ay, > a3 >0,

1,

WO %, %5, %3 gewohnliche rechtwinklige Koordinaten bedeuten, wihrend
A ein verinderlicher Parameter ist. Schrinken wir nun A auf reelle
Werte ein und lassen es die Werte von — oo bis + oo durchlaufen, so
haben wir folgende Fille zu unterscheiden:
1. Liegt A zwischen — oo und ay, so stellt unsre Gleichung Ellipsoide,
2. Liegt 4 zwischen a3 und a,, so stellt unsre Gleichung einschalige
Hyperboloide,
3. Liegt A zwischen a, und 4;, so stellt unsre Gleichung zweischalige
Hyperboloide,
4. Liegt A zwischen 4, und -+ oo, so stellt unsre Gleichung null-
teilige Flichen day.
Wir nennen die letzten Flichen ,nullteilig”, weil sie keinen reellen
Teil besitzen; den gewdhnlichen Namen ,,imaginire Flichen brauchen
A X3 wir nicht, weil wir spiter unter
imaginiren Flichen solche ver-
stehen, die durch eine Glei-
chung mit imaginiren Koeffi-
zienten dargestellt werden,
wihrend doch die Gleichung
unserer nullteiligen Fliche
durchaus reell ist.
Allgemein kann man nach
C. Segre eine geometrische
Figur reell nennen, wenn sie
durch das sogenannte ,,Kon-
jugium‘ in sich ibergeht.
2 Dabei heilt Konjugium die
Abb- 4. Abbildung, die jeden Punkt
in den mit den konjugiert-komplexen Koordinaten, also jeden reellen
in sich tberfiihrt.
Versuchen wir jetzt, uns eine klare Vorstellung von der konfokalen
Fliachenschar zu machen, und beginnen wir zunichst mit den Ellip-
soiden, deren drei Halbachsen offenbar die Lingen

Val—}'} de_l, Vﬂa'——l
haben werden. Diese Schar der Ellipsoide schlieBt als Grenzfille fiir

A = oo eine unendlich groBe Kugel und fiir A = 4 eine elliptische Scheibe

mit den Halbachsen Va_l — agund Va, — a; ein. Die Randkurve dieser
Scheibe heiBt die Fokalellipse unseres Systems; sie ist in der #,, x,-Ebene
gelegen (siche Abbildung 4, in der die Brennpunkte der Fokalellipse
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mit F,, F, bezeichnet sind). Im iibrigen ist die Schar der Ellipsoide
so gestaltet, daB sie alle um die Fokalellipse herumgelegt sind und in
der Weise einander
einschlieBen, daB sie
gleichmiBig ins Un-
endliche laufen. Es
ist leicht zu iibersehen,
daB sie dabei den gan-
zen Raum gerade ein-
mal ausfiillen.

Lassen wir jetzt A
zwischen a; und a,
laufen, so erhalten wir
eine Schar einschaliger
Hyperboloide mit den

Halbachsen
Va,—1, Va,—A2,
iVi—a,.

Die Linge der letzten 2
Halbachse ist natiirlich
imaginir, d.h. die ,,Vertikalachse* unseres Koordinatensystems trifft
das Hyperboloid #nicht.

Die Schar der Hy- A/\f?
perboloide schlieBt als
Grenzfall fir 1 = a4
eine hyperboloidische’

Scheibe ein, die das N—
AuBereder Fokalellipse \ \ \(
iiberdeckt, wihrend 1 ﬂ/

wir fir A= a, das In-
nere der Fokalhyperbel

erhalten, d. h. den in /';

der obenstehenden Ab- ey

bildung 35 schraffier- £ ——
ten Flichenteil. Diese / X1
Hyperbel liegt in der ‘V

%, %3-Ebene und hat g \L
folgende  Gleichung: / \

A2

=1. Abb. 6.

2 2
%y X3

a,—a, a;—a,
Zwischen diesen beiden Grenzlagen fiigen sich die iibrigen einschaligen
Hyperboloide in der Weise ein, daB sie sich alle um die Fokalhyperbel
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herumlegen, aber von der Fokalellipse umschlossen sind. Auch sie
filllen dabei den Raum gerade einmal aus.

Wir haben endlich noch die Schar der zweischaligen Hyperboloide
zu betrachten, deren reelle Achse in die Richtung der x,-Achse fillt.
Diese Schar schlieBt als Grenzfall fiir A = a, das auBerhalb der Fokal-
hyperbel gelegene, in der Abbildung 6 schraffierte Stiick der #;, x,-
Ebene ein, wihrend als zweiter Grenzfall fir A= 4, die doppelt-
zihlende x,, x3-Ebene zustande kommt, in der keine Fokalkurve weiter
sichtbar ist, da die Gleichung

2 2
x2 + x3
ag— a, ag—a,y

=1

eine nullteilige Kurve vorstellt.

Im iibrigen fiillt auch die Schar der zweischaligen Hyperboloide den
Raum gerade einmal vollig aus, und zwar in der Weise, dal immer eine
Schale sich um den rechten Ast, die andere um den linken Ast der
Fokalhyperbel herumlegt.

Wir haben hier scheinbar drei getrennte Flichenscharen kennen ge-
lernt, jedoch nur scheinbar, da wir von einem héheren Standpunkte
aus A auch komplexe Werte beizulegen haben und dadurch ein einziges
zusammenhingendes Flichensystem erhalten, in dem unseredrei Flichen-
scharen als reelle Unterscharen enthalten sind.

" Nachdem wir uns so ein Bild von dem Verlauf der konfokalen Flichen
zweiten Grades gemacht haben, miissen wir jetzt zunichst den folgenden
wichtigen Satz iiber sie beweisen:

Ein System konfokaler Flichen zweiten Grades bildet ein Orthogonal-
system. Das heiBt: Durch jeden Raumpunkt x,, ,, %, (== 0) gehen drei
Flichen des Systems und schneiden sich dort paarweise rechtwinklig.

Ein Beweis des Satzes ist kurz folgender:

Es mogen durch den Raumpunkt x;, x,, %, die Flichen mit den
Parametern 4 und A’ hindurchgehen, deren Gleichungen

3 2
;’%_l—lund27 ill’

sind. Konstruieren wir jetzt im Punkte x; an beide Flichen die Tan-
gentenebenen, deren Gleichungen in laufenden Koordinaten &; sind

3 3
v % & v &
2 a;— A mlundgai—l’ =1

1

so haben wir nachzuweisen, daf die beiden Tangentenebenen aufeinander
senkrecht stehen, d. h., daB8 die Bedingung

3

217%’—”:1 a——}.’—Z(a,—}. a;— ') =0
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erfillt ist. Die letzte Gleichung kann man aber durch Subtraktion
der beiden vorher gehenden erhalten und damit ist der angefiihrte
Satz als richtig nachgewiesen.

Da auBerdem unsere Ausgangsgleichung vom dritten Grade in A
ist, so gehen durch jeden Punkt %; 3='0 drei Flichen des Systems, und
wir haben also ein dreifaches Orthogonalsystem vor uns.

Erinnern wir uns nun weiter des schon frither erwihnten ,,Theorems
Dupins aiber die Durchdringungskurven eines Orthogonalsystems, so
konnen wir sofort folgenden Satz hinstellen:

Die Durchdringungskurven, die je zwei Flichen eines Systems konfo-
kaler Flichen zweiten Grades miteinander gemein haben, und die nach dem
Theorem Dupins ihre Krismmungskurven sind, sind Rawmkurven vierier
Ordnung und bestehen, wenn man sich auf die reellen Flichen des Systems
und deren reelle Durchdvingung beschrinkt, jedesmal aus zwei Ziigen.

Um nun zu den elliptischen Koordinaten selbst zu gelangen, bemerken
wir, daB die Gleichung

2 g2
1

al——ﬂ.‘_l— a24-1+ =1

wenn wir darin x,, %,, %5 als gegeben und A als Unbekannte ansehen,
uns drei Wurzeln A, 4,, A5 liefert, die wir gerade als die elliptischen
Koordinaten des Punktes x,, %,, x5 ansprechen. Man beachte, daB die
kubische Gleichung irreduzibel ist, d. h. nicht etwa rational in niedrigere
Gleichungen gespalten werden kann. Die elliptischen Koordinaten sind
also drei Zweige einer und derselben algebraischen Funktion der gewdhn-
lichen rechtwinkligen Koordinaten, die durch unsre Gleichung erklart
wird, und sie nehmen gewissermaBen eine Mittelstellung zwischen den
Linearkoordinatéen und den allgemeinsten krummlinigen Koordinaten
ein, insofern sie ndmlich' algebraische Funktionen sind, und man sich des-
halb mit ihnen im Gesamtraum zurechtfinden kann, was bei den krumm-
linigen Koordinaten im allgemeinen nicht der Fall sein wird.
Beschiftigt man sich mit besonderen Problemen, so sieht man ge-
wohnlich die x,, x,, %5 als reell an, und es ist von Wichtigkeit zu be-
merken, daBl dann auch die 4;, 45, 4; reell werden, was mit der geo-
metrischen Tatsache zusammenfillt, daB die reellen Flichen unseres
Systems den Raum gerade dreifach ausfiillen. Man kann sogar Inter-
valle fiir die Werte der 4,, &2, A3 angeben, wenn man beachtet, daB durch
jeden reellen Punkt x,, x,, %, ein Ellipsoid, ein einschaliges und ein zwei-
schatiges Hyperboloid geht. Es folgt daraus, wenn man die Indizes
der A geeignet wihlt, daB wir die Ungleichheiten aufstellen konnen:

— 0 < A3 < as,
az < Ay < ay,
ay < Ay < ay.
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Sind die elliptischen Koordinaten eines Punktes gegeben, so findet
man seine rechtwinkligen durch Formeln wie die folgende:
- (a1 —24) (a1 — A3) (a1 — ls)
i (ay — a5) (a; — a3)
Man kann das durch Einsetzen in die urspriinglichen Gleichungen so-
fort bestitigen.

Diese Formeln lehren, daB zu jedem Wertsystem 4,, 15, 2; acht Punkte
gehoren, deren Koordinaten sich nur durch ihre Vorzeichen unterschei-
den, was ja auch die geometrische Anschauung unmittelbar erkennen
1aBt. Kniipfen wir jetzt weiter an die eben aufgestellten Formeln an
und denken uns zwei Flichen des Systems, etwa zwei Ellipsoide, durch
zwei spezielle Werte A3 und 2'; gegeben, so werden fiir das erste Ellip-
soid folgende Formeln gelten:

(“1 — A1) (a3 —2y) Val

TV ) (0 —ap) VT

Xy =
Xy =
in denen wir 4, und 2, als krummlinige Koordinaten auf dem Ellipsoid
auffassen kénnen. Fiir das zweite Ellipsoid gelten entsprechende For-
meln: S

s 1aa—A) (@ —Ag) /a7
A=l —ay @ e Yo
1y =
x5 =

Wir beziehen nun die beiden Ellipsoide aufeinander, indem wir
Punkte mit denselben 1,, 4, einander zuordnen, was geometrisch be-
sagt, daB wir die Punkte auf den Ellipsoiden zuordnen, die auf derselben
orthogonalen Trajektorie der Ellipsoide liegen.

Der analytische Zusammenhang zwischen den Koordinaten der Punkte
auf den beiden Flichen wird offenbar durch Formeln von folgender

Art gegeben
a; — A4
X = /“i—*i O 2P

deren Anblick uns die Richtigkeit des folgenden Satzes lehrt:

Die Beziehung zwischen den beiden Flichen zweiten Grades, die durch
die rechtwinkligen Tyajektorien vermittelt wird, ist affin (nach Mobius’
Termlnologle) Da nun bei einer affinen Transformation gerade Linien
wieder in gerade Linien iibergehen, weil offenbar lineare Relationen
zwischen den Koordinaten bei der Transformation linear bleiben, so
kénnen wir den Satz aussprechen:

Zwei einschalige Hyperboloide des konfokalen Systems sind durch
shre orthogonalen Trajekiorien derart aufeinander bezogen, daf den gerad-
linigen Erzeugenden der einen Fliche die geradlinigen Erzeugenden der
anderen entsprechen.
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Wir kénnen aber noch weiter behaupten:

Insbesondere sind die Stiicke der geraden Linien, die sich auf den
Hyperboloiden entsprechen, immer gleich lang,
was wir jetzt beweisen. Zwischen den beiden Hyperboloiden, fiir die
wir die Richtigkeit unserer Behauptung dartun wollen, liegt stetig noch
eine ganze Schar konfokaler Hyperboloide; wir brauchen daher, um
die allgemeine Richtigkeit des Satzes darzutun, nur folgenden kine-
matischen Satz zu bestitigen, der seinerseits wieder ein einfacher Sonder-
fall eines allgemeinen Theorems der Variationsrechnung (Transversalen-
satz) ist:

Bewegt man eine Strecke derart, daf ihre Endpunkte sich normal zur
Strecke bewegen, so bleibt sie immer gleich lang. Die Richtigkeit dieser
einleuchtenden Behauptung folgt rechnerisch daraus, daB in leicht ver-
standlicher Schreibweise fiir die Entfernung/ der Endpunkte x; undy; gilt

2
BBt M —y2=2 Sy (T2 ) =0
und zwar wegen der Voraussetzung:
Z(xk~yk)%k=0, Z(xk—_yk)%czo- _

Mit Hilfe des soeben bewiesenen Satzes konnen wir die Theorie des
sogenannten ,,beweglichen Hyperboloides'* ver-
stehen, das zuerst im Jahre 1874 von Henrici
in London aufgefunden wurdel). Es ist ein
Stabmodell (Abbildung 7), das die beiden
Scharen Erzeugender eines einschaligen Hyper-
boloides enthdlt. Die aus starrem Material
verfertigten Stdbe sind dann allemal an den
Stellen, wo sie sich treffen, durch ein Gelenk
derart verbunden, daB sie sich um den Be-
festigungspunkt drehen kénnen. Das so ver-
fertigte Modell, bei welchem alle geradlinigen
Stiicke feste Linge haben, ist nach unserm
Satze innerhalb eines konfokalen Systems be-
weglich. Hewnrici hat das zuerst empirisch be-
merkt.

§ 6. Die geoditischen Linien auf Flichen zweiten Grades.
Wir gehen dazu iiber, eine Anwendung der elliptischen Koordinaten
zumachen, indem wir die T heorie der geoddtischen Linien auf den Flichen
zweiten Grades entwickeln. Diese Theorie ist zuerst von Jacobi, Crelle
Bd.19, 1839 (in der bereits genannten Abhandlung), rein rechnerisch ge-
geben worden, wihrend dann Chasles, Liouvilles Journal Bd. 11, 1846,

1) Vgl.in den in § 1, 3 genannten Katalog der math. Ausstellung von Dyck,
S. 261.
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die geometrische Ergdnzung dazu gegeben hat. Wir sprechen es hier
gleich als Prinzip aus, daB wir stets die analytische und geometrische
Behandlung der Probleme verkniipfen und nicht wie viele Mathe-
atiker einen einseitigen Standpunkt einnehmen werden. Denn die
analytische Behandlung allein gibt keine anschauliche Vorstellung von
den erhaltenen Ergebnissen, und die geometrische Betrachtung allein
kann vielfach nur plausible Beweisgriinde liefern oder nur den gualita-
tiven, nicht aber den guantitativen Verlauf der Kurven festlegen.

Wir merken vorweg den Ausdruck des Linienelements in elliptischen
Koordinaten an:
' 1 (A1 —23) (44— 43)

As?= Ao+ M= § G — dy) ay— Ay VRt T
und gehen zweitens zum Beweise des folgenden Satzes iiber:

Die Kegel, die von einem beliebigen Raumpunkte an die konfokalen
Flichen zweiten Grades laufen, bilden selbst ein konfokales System, so daf
immer je zwet sich orthogownal schneiden.

Der Satz bedeutet offenbar, dafl die scheinbaren Umrisse, die kon-
fokale Flichen einem beobachtenden Auge darbieten, allemal sich
rechtwinklig zu kreuzen scheinen.

Um unsern Satz rechnerisch zu beweisen, kniipfen wir an die Glei-
chung unseres konfokalen Systems an, die wir so schreiben:

1
37 2 .
Ayxi=1, worin A’“_a—k 7

zu setzen ist. Die Gleichung des Systems von Kegeln, die vom Punkte
x; ausgehend die Fliachen unseres Systems umbhiillen, ist dann nach be-
kannten Formeln der analytischen Geometrie in laufenden Koordi-
naten ) :

(XAt — 1) (ZAkx;f — 1) — (XY Axx xl’c.— 2=0
oder geordnet: '
ZAiAk (% x;c - xkx’z)z — 2 Ay (% — x’k)2: 0.

Ersetzen wir in der letzten Gleichung 4; und A4, durch ihren Wert, so
erhalten wir als Gleichung unseres Kegelsystems:

Xy — x5)2 v (%ixp— xp x])2
2 ar—A (a;— A) (ar— A )ZO'

Wir wollen uns jetzt auf die Umgebung des Punktes x;, von dem die
simtlichen Kegel ausstrahlen, beschrinken und die Gleichung fiir die
Fortschreitungsrichtungen ermitteln, die auf dem einzelnen Kegel vom
Punkte x; ausgehen. Wir setzen zu diesem Zwecke einfach v} = x; +d %;

wo dann dx, eben die ,, Koordinaten einer Fortschreitungsrichtung be-
deuten, und erhalten auf diesem Wege aus unserer Kegelgleichung

dx2 (#; dxy — xpd x;)?
Zak—z“Z (@ —2) (m—2)
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Transformieren wir nun die letztere Gleichung auf elliptische Koordi-
naten, indem wir dem Punkte x, die Koordinaten ,, 4,, 4; zuerteilen,

so erhalten wir
(=) (m—2y) 43 B
(a1 — A7) (a5 — 23) (a3 — A1) Ay—A +...=0.

Die Koordinaten einer Fortschreitungsrichtung sind jetzt di,,d2,,
dAg. Fithren wir nun noch die Linge des Bogens auf den Koordinaten-
linien, wie z. B. ¢, auf 1, = A; = konst. ein, so haben wir offenbar in
der Umgebung des Punktes 4, d. h. fiir unsere Fortschreitungsrichtungen
ein gewdhnliches, rechtwinkliges Koordinatensystem in den drei Bogen-
differentialen do;, do,, dog. Wir finden aber nach unserer allgemeinen
Formel fiir ds? die Werte:

1 (Fr—42p) (31— 45) a2
PR ——
Y= = ha) (=) (g — ) 110

so daB unter Benutzung dieser Werte die Gleichung des Kegelsystems
jetzt einfach lautet:

’ doy? doy? dog2
it —itn—ai""
Nennen wir die Koordinaten fiir die Fortschreitungsrichtungen statt
da,, doy, dog etwa &, &, &, so haben wir also die Gleichung

g2 g2 £,2
Iy i pouny e i 0.

3 =
—2

Hiermit haben wiv aber in der Tat die Gleichung eines Systems von
konfokalen Kegeln zweiten Grades vor Augen. DaB sich je zwei Kegel
desselben senkrecht schneiden, wird ebenso bewiesen wie frither die Ortho-
gonalitit zweier Flichen des allgemeinen Systems.

Der damit bestitigte Satz von der auch ,,scheinbaren’ Orthogonali-
tit der konfokalen Flichen, 1iBt sich auch auf etwas anderem Wege
und da fast ohne Rechnung einsehen, worauf noch in Kiirze hingewiesen
sei, indem wir die spiter (§ 19) einzufiihrenden Ebenenkoordinaten
hier vorwegnehmen. Stellt man eine Ebene durch die Gleichung

3
oy + Dy %, =0
1

dar, so kann man die #, als ,,Ebenenkoordinaten‘‘ bezeichnen und findet
in diesen fiir konfokale Flichen zweiten Grades bei beliebiger Lage
des rechtwinkligen Achsenkreuzes die Gleichungsform

3 3.
Dt u,=A D ug,
0 1

wie spiter § 43 niher ausgefiihrt wird. Betrachten wir nun alle
Tangentenebenen durch den Ursprung #, = 0, so geniigen diese der
Gleichung

3 3
Z’aikui“k:}tzuia
1 1
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die bei besonderer Achsenwahl die einfachere Gestalt annimmt:
3

Schreibt man jetzt diese Kegelgleichung wieder auf Punktkoordinaten
um, so folgt wieder die friihere Formel

2 &

e —A

aus der wir die Richtigkeit unserer Behauptung abgelesen hatten.
Nach dem Beweise unseres Satzes gehen wir jetzt dazu iiber, die

gemeinsamen Tangenten an zwei Flichen unseres Systems mit den Para-

metern 4 und 4’ zu betrachten. Von jedem Punkte des Raumes werden
vier ‘solche Tangenten ausgehen, da die Gleichungen
do,? _doy®
p gy e M P sy A

fiir die unbekannten Verhiltnisse do,:doy:do; vier Wurzeln liefern.
Im ganzen werden die gemeinsamen Tangenten von zwei Parametern
abhingen. Man iiberlege ndmlich: Von jedem Raumpunkte geht eine end-
liche Anzahl von solchen Tangenten aus, was eine dreiparametrige
Mannigfaltigkeit zu geben scheint. Da aber auf jeder gemeinsamen
Tangente Raumpunkte liegen, die noch von einer Konstanten abhén-
gen, so bleibt eine zweifach ausgedehnte Mannigfaltigkeit iibrig.

Eine solche von zwei Parametern abhingige Gesamitheit gevader Linien
nennt man ein Strahlensystem (nach dem Sprachgebrauche der Optik) oder
eine Linienkongruenz.

Wir fiihren zunichst einige Definitionen und Sitze aus der Lehre
von den Strahlensystemen an: Bei einem Strahlensysteme spricht man im
allgemeinen von einer Fliche, die von allen Strahlen des Systems be-
riihrt wird und nennt sie Brennfliche. Ein Strahl des Systems beriihrt die
Brennfliche. in der Regel zweimal, und dementsprechend unterscheidet
man zwei , Madntel* der Brennfliche, von denen der eine jedesmal
den einen, der andere den anderen Beriithrungspunkt trigt. (Die beiden
Mintel kénnen auch zusammenfallen). In unserem Falle werden die beiden
Mintel der Brennfliche von den beiden Flichen zweiten Grades gebildet,
von denen wir ausgehen. —

Wir nehmen jetzt insbesondere an, daB unsere beiden Fliachen ein
Ellipsoid und ein einschaliges Hyperboloid seien, und gehen im folgen-
den darauf aus, die Umbhiillungskurven unseres Strahlensystems auf dem
Ellipsoid zu bestimmen, d. h. die Kurven, die in jedem ihrer Punkte
von einem Systemstrahl beriihrt werden.

Beginnen wir mit einem beliebigen Punkte des Ellipsoids und suchen
die Tangentenrichtung der Umbhiillungskurve in diesem Punkte zu be-
stimmen. Diese Richtung muB zunichst in der Tangentenebene des
Ellipsoids liegen und sodann auch das Hyperboloid berithren. Wir
konstruieren daher in dem betreffenden Punkte des Ellipsoids die
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Tangentenebene, bringen diese zum Schnitt mit dem Hyperboloid und
erhalten dadurch einen Kegelschnitt, an den wir vom Ausgangspunkte
die beiden Tangenten legen. Diese bestimmen uns zwei Richtungen, von
denen wir eine nach Belieben als Tangentenrichtung fiir die gesuchte
Umbhiillungskurve auswihlen koénnen. Fahren wir so fort und kon-
struieren Punkt fiir Punkt die Umhiillungskurve, indem wir in jedem
einzelnen Punkte die Tangentenrichtung bestimmen und dann auf dieser
jedesmal ein Stiick vorwirts gehen, was man am besten vermittelst
eines gespannten Fadens oder Drahtes verwirklicht, so erkennt man ohne
weiteres, dal die mittlere Zone des Ellipsoids doppelt iiberdeckt ist
von Umbhiillungskurven unserer Kongruenz, deren einzelne so verliuft,
daB sie abwechselnd die beiden Linien beriihrt, in denen sich unsere
Flichen zweiten Grades durchdringen.

Wir haben jetzt noch den HauptschluB zu machen, daf nimlich
jede solche Umbhiillungskurve eine geoddtische Linie unseres Ellipsoids
ist. Das ist aber nicht schwer einzusehen. Denn die Schmiegebene unse-
rer Umbhiillungskurve beriihrt fortwihrend das Hyperboloid, steht also
nach dem Orthogonalititstheorem iiber das von einem Punkte auslau-
fende System von Umbhiillungskegeln auf der Tangentenebene des Ellip-
soids senkrecht, und daraus folgt nach der frither gegebenen Erklirung,
daB wir es in der Tat mit einer geoditischen Linie zu tun haben. Das
einzelne einschalige oder zweischalige Hyperboloid liefert uns auf diese
Weise fiirr das Ellipsoid eine einparametrige Schar geoditischer Linien,
die simtlich ein und dieselbe Kriimmungskurve berithren, und wenn
man alle Hyperboloide der Reihe nach nimmt, bekommt man die von zwei
Parametern abhingige Gesamtheit der geoditischen Linien auf dem
Ellipsoid.

Wenn man insbesondere als Hyperboloid die Fokalhyperbel nimmt,
so entstehen die von uns friither besonders genannten geoditischen Linien,
die durch die Nabelpunkte des Ellipsoids hindurchlaufen.

Die geometrischen Uberlegungen, die wir hier im AnschluB an Chasles
ausgefithrt haben, werden wir jetzt in die Sprache der Analysis iiber-
setzen und gelangen so unmittelbar zu den Formeln Jacobis.

Wir hatten frither als Kegelgleichung gefunden:

(= R) (M —Ay) dh? (A —41) (A2 — 2s) st
(a1 —241) (ag— A1) (a3 —41) Ay — 4 (a1 —22) (@ —Ag) (ap—4y)  Ap— 4
(A3 —21) (A3 —2p) dis®
+ (a1 — 23) (ay — 23) (a5 — 23) ' hy— A 0.
Dieser Kegel, der das Hyperboloid 4 umhiillt, soll jetzt von einem
Punkte des Ellipsoids A’ ausstrahlen und mit diesem zum Schnitt ge-
bracht werden; wir haben daher A; = 4’ = konst. zu setzen, wodurch
aus der obigen Gleichung einfach wird:
Iy — g Nz A — Ay | dig?

ey —hy) (@ —Ay) (ag—A) h—1  (ay—do) (aa— 1) (a3 —h) Ay — 14
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oder 22 V ' Ay — g
LY (ay —4y) (a5 — ) (a5 — A1) (A, — )
Ao — 1y
= £ | i e
Das doppelte Vorzeichen entspricht darin dem Umstande, dal in je-
dem Punkte des Ellipsoids zwei Fortschreitungsrichtungen méglich sind.
Wir kénnen unsere letzten Rechnungen kurz so zusammenfassen.
Indem wir geometrisch das Problem der geoditischen Linien darauf
zuriickfithren, die Umhiillungskurven einer einparametrigen Schar von
Strahlensystemen zu bestimmen, haben wir die Differentialgleichung
zweiter Ordnung fir die geoddtischen Linien auf eine Schar vom
Differentialgleichungen erster Ordnung zuriickgebracht, nimlich auf
die vorstehende Differentialgleichung, die die GréBe A als willkiirliche
Konstante enthilt.
Merkwiirdigerweise 148t sich nun die einzelne Differentialgleichung
erster Ordnung ohne weiteres integrieren, da die Verénderlichen in ihr
getrennt auftreten. Dabei entstehen hyperelliptische Integrale:

h—3
j dhy V(‘h— M) (ag— ) (ag—14y) (3 — 4)
J— ]'2 —_ )'3

| konst. = [a2a /e

Eben dieses sind Jacobis Formeln fir die geoddtischen Linien auf dem
Ellipsoid. ' ‘

Wir haben uns bisher unter der Fliche 4; = konst. immer ein Ellip-
soid vorgestellt, was jedoch nur der Anschaulichkeit wegen geschehen
ist. Es kann A; = konst. allgemein eine feste Fliche unseres Systems.
bedeuten. Nehmen wir insbesondere fiir A; = konst. ein einschaliges
Hyperboloid und verstehen unter 4 = konst. dasselbe Hyperboloid, so-
geht unsere obige Differentialgleichung in die folgende einfachere iiber:

Codn di,

Ve, —4) (aa—h) (a3 —74p) + V(ar —12s) (4 —Ap) (a5 —4p)
Diese bestimmt die Richtungen der geradiinigen Erzeugenden unserer
Fliache 1; = konst., wie geometrisch ohne weiteres einleuchtet. Denn
die einzelne Gerade, deren Richtung durch diese Differentialgleichung
festgelegt ist, soll die Fliche A; an zwei Stellen berithren. Da eine Ge-
rade eine Fliche zweiten Grades aber nur an einer Stelle berithren kann
oder ganz auf ihr liegen muB, so kann in unserem Falle nur das letztere
eintreten. Die gerade Linie wird also selbst Integralkurve. Im iibrigen
kann man sich auch leicht am Modell vorstellen, wie die geoditischen
Linien auf einem einschaligen Hyperboloid allmihlich in die Erzeugenden
iibergehen, wenn man von zwei einschaligen Hyperboloiden ausgeht,
sich deren gemeinsame Tangenten vorstellt und dann die Hyperboloide
immer niher aneinander bringt, bis sie schlieBlich zusammenfallen.
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Um spiter noch einige weitere geometrische Folgerungen analytisch
zu beweisen, stellen wir hier zunichst einige Formeln zusammen, die
uns die Ldngen der Bogenclemente einiger bisher betrachteter Kurven
angeben, In diesen Formeln kénnen die auftretenden Quadratwurzeln
mit irgendwelchem Zeichen genommen werden,

1. Bogenelement einer Tangente, welche die Flichen A4 und 4’ be-
rithrt:
ds. — M A—2%) - ¥—4) “2 V (A—17p) - (W —4y)

12 Y (e —2y) (ap—Ay) (“3'—}1) (a3 —4) (“2’—12) (a3 — g}

dig V (A—4g) - (¥ —73)
(ay— 2g) (ag — 43) (ag —25)°

2. Bogenelement einer geoditischen Linie auf der Fliche 1'= 43
= konst., deren Tangenten die Fliche 4 berithren:
ds, = ‘“*1] }*‘—}*1) (23 —4) ‘”*9 V (A—12p) - (A3 —2)

2 (a1 —2) (3 — }y) (“3_}1) (ay—2s) (22— 2p) (33— 4s)"

3. Bogenelement einer Kriimmungskurve, die den Flichen "= 45
= konst. und 4 = 4, = konst. gemeinsam angehort:

_ Ak ‘/ (e —741) - (23— 1)
8 (ay —2) (@ —21) (ag—4y)

Wir bemerken zu 1., daB die Formel aus dem allgemeinen Ausdruck

fiir ds in elliptischen Koordinaten mit Hilfe der beiden Beziehungen
dre (he— 1) - (A —4y)
v (a1 — ) (a2 —4y) (ag— 1) (A—2y)
(Ae—h) - (2 —H) + .

1 (e —4) (ag—4y) (“3—11) (*—44)

+---=0,

arz =0

hergeleitet ist, die wir als Differentialgleichungen fiir die vom Punkte
A1, A3, A5 an die Flichen A und A’ gehenden Umbhiillungskegel kennen
gelernt haben. Die nihere Rechnung fithren wir hier nicht durch.

Auch iiber die Formeln 2. und 3. brauchen wir wohl nicht niher
anzugeben, wie sie aus 1. durch Spezialisierung entstanden sind, da die
vorzunehmenden Spezialisierungen schon in den Uberschriften zu den
Formeln enthalten sind.

Wir gehen vielmehr jetzt gleich dazu iiber, geometrische Folgerungen
aus unsern Formeln zu ziehen, und wollen

erstens das Theovem, auf dem Hem'zczs bewegliches Hyperboloid beruht,
rechnerisch bestdtigen.

Das Theorem lautet ja:

Die entsprechenden Stiicke geradliniger Erzeugenden auf zwei konfo-
kalen einschaligen Hyperboloiden sind stets gleich lang.

Zum Beweise stellen wir uns unter A; = konst. ein einschaliges
Hyperboloid vor und sehen 4,, 4, als ein krummliniges Koordinatensy-
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stem auf diesem Hyperboloid an. Wir erhalten dann nach Formel 2. als
Bogenelement einer geradlinigen Erzeugenden, indem wir 4 = 4; setzen:
diy - Ag—4y o _’_% Ag—4y -
2 V=) (Ga—h) (@a—a) — 2 V(e —2) (a2 —72) (43—2y)-
Ich habe dabei die doppelten Vorzeichen, iiber die wir bisher noch nichts
festgesetzt hatten, hervortreten lassen.

Um daraufthin die Linge s der geradlinigen Erzeugenden zwischen
den beiden Punkten 29 23 und 23 A; zu ermitteln, haben wir einfach
zwischen diesen Grenzen zu integrieren:

ds==+

A
aly As— My
s=44 | 5= —
lof 2 V(e —h) (ag— ) (a5 —21)

112

+ éﬁ _ As— g

—10 2 V(ay—123) (ag—7%p) (a5 —2) "
2

In der letzten Gleichung heben sich nun infolge der oben mitge-
teilten Differentialgleichung der geradlinigen Erzeugenden die Glieder
mit A3 weg, was wir streng allerdings nur mit genauer Untersuchung der
Wurzelvorzeichen schlieBen kénnen, worauf wir jedoch nicht ein-
gehen wollen. Genauer gesagt: Es handelte sich darum, festzulegen,wie
in der Differentialgleichung der geradlinigen Erzeugenden einerseits, in
der Formel fiir ihr Bogenelement andererseits die doppelten Vorzeichen
zusammengehdren. In der Unabhingigkeit von A5 liegt aber gerade das
Henricische Theorem, denn sie bedeutet doch weiter nichts, als daB
wir zwischen zwei entsprechenden Punkten stets dieselbe Linge er-
halten werden, auf  welchem Hyperboloid A; wir auch messen mogen.

Zusammenfassend kénnen wir daher sagen:

Indem in unserem Ausdruck fiir ds die Glieder mit A; vermdge der
Differentialgleichung der geradlinigen Erzeugenden herausfallen, wird
die Linge eines Stiickes s auf einer geradlinigen Erzeugenden, die
von einem Punkte A% 2% zum Punkte 4 4; auf dem Hyperboloid 4,
hinfithrt, von A; ganz unabhingig, ist also fiir alle Hyperboloide
A3 = konst. dieselbe und eben dies war die Aussage des Henricischen
Satzes.

§ 7. Fadenkonstruktionen von Graves und Staude.

Als zweite geometrische Anwendung wollen wir eine Fadenkonstruk-
tion der Flichen zweiten Grades, insbesondere des Ellipsoids, kennen
lernen, die zuerst Staude gefunden und in den Math. Annalen Bd. 2o,
1882 verdffentlicht hat. Sfaude war damals als junger Doktor Mitglied
von Kleins Leipziger Seminar.

Wir erinnern zu dem Zwecke zunichst an eine Verallgemeinerung
der gewohnlichen Fadenkonstruktion der Ellipse, die Graves, Dublin
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1850 (vgl. etwa Salmon: Kegelschnitte) angegeben hat. Er befestigt
den Faden von fester Linge nicht in den beiden Brennpunkten der zu
erzeugenden Ellipse, sondern legt ihn gespannt um eine Ellipse, wie es
in der untenstehenden Abbildung 8 zu sehen ist, und erzeugt dann durch
Bewegung des Stiftes eine zu der zugrunde gelegten konfokale Ellipse.
Die gewéhnliche Konstruktion erhilt man aus dieser allgemeineren, wenn
man die zugrunde gelegte Ellipse in eine Strecke, man kénnte sagen
die ,,Fokalstrecke zusammenschrumpfen 148t.

Diese Konstruktion hat Staude fiir den Raum verallgemeinert, indem
er ein Ellipsoid und ein konfokales Hyperboloid zugrunde legte, um mit
ihrer Hilfe ein konfokales Ellipsoid zu konstruieren. Er schlang einen
Faden von konstanter Lange so um die Fliche, da8 er, soweit er auf den
Flichen liegt, stets auf einer ,,zugehdrigen’* geoditischen Linie oder der
Kriimmungskurve, in der sich beide durchdringen, verliuft. Weiterhin
erstreckt sich im Raume der Faden gerad-
linig, natiirlich so, daB er in seiner Rich- RN
tung stets eine gemeinsame Tangente beider
Flichen liefert. Kniipft man danndie Enden
des Fadens an einem Stifte zusammen und
bewegt den Stift unter Innehaltung der eben
angegebenen Bedingungen, d. h. einfach
unter Spannung des Fadens, im iibrigen be-
liebig im Raume, so beschreibt er ein Ellip-
soid, das mit den beiden Ausgangsflichen Abb. 8,
konfokal ist?). '

Die Konstruktion wird besonders einfach und anschaulich, wenn man
ihrals konfokale Flachen die Fokalellipse und Fokalhyperbel zugrunde legt.
Um iibrigens die Verhiltnisse ganz klar zu iibersehen, mul man durch-
aus Modelle zu1 Hand haben, wie sie von Staude im Brillschen Verlag ver-
offentlicht sind. Andrerseits verweisen wir auf die sehr eingehende Dar-
stellung Stawudes in der bereits genannten Abhandlung (Annalen, Bd. 20)
oder in seinem Buch ,,die Fokaleigenschaften der Flichen zweiter Ord-
nung*‘, Leipzig 1896. Auch wegen des rechnerischen Beweises der all-
gemeinen Staudeschen Fadenkonstruktion, der sich aus den frither mit-
geteilten Bogenelementen unter gehdériger Beriicksichtigungder Vorzeichen
ergibt, miissen wir auf diese Stellen verweisen, wihrend wir uns hier der
Kiirze halber auf den einfacheren, aber doch durchaus entsprechenden
Beweis des Theorems von Graves beschrinken.

Wir legen zu dem Zwecke ein System konfokaler Kegelschnitte

2

2 ST W
al——-l_}_az—l—l

1) Eine andre Ubertragung der Konstruktion von Graves auf den Raum
hat F. Gonseth gegeben, Darboux Bulletin 42 (1918), S. 193.

Klein, Hohere Geometrie. 3. Aufl, 3
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zugrunde, wobei wir die Annahme machen, daB
— 0 < ay< a4

ist. Liegt dann A zwischen — oo und 4,, so wollen wir es mit A, bezeich-
nen, liegt es zwischen 4, und a; mit 4,, so daB also A, = konst. die Glei-
chung einer Ellipse, 4, = konst. die Gleichung einer Hyperbel vorstellt.
Das System konfokaler Kegelschnitte verliuft dann offenbar so, daB
mit wachsendem 4, die Ellipsen sich immer mehr zusammenziehen, und
daB mit wachsendem A, die Hyperbeln immer steiler werden, d. h.
immer mehr an die x,-Achse herangehen. Fiir A = 4, erhilt man als
entartete Ellipse das Stiick der x;-Achse zwischen den beiden Brenn-
punkten und als entartete Hyperbel das Stiick auBlerhalb dieser Strecke,
fir A= a, sind die Hyperbeln in die x,-Achse iibergegangen.

Wir wihlen nun zwei beliebige Ellipsen, 4, =4 und 4, =4 < 4’
aus der Schar aus und ziehen von einem Punkte A2, 1’ der ersten die
beiden Tangenten an die innere Ellipse, deren Lingen wir mit s; und s,
bezeichnen (s. Abbildung 9).

Durch den Punkt 2%, A’ geht weiter eine Hyperbel 4, = 2%, die die
innere Ellipse im Punkte A%, A schneidet. Durch diesen Schnittpunkt

wird der Ellipsenbogen zwischen den Be-
rithrungspunkten der beiden vorher kon-
struierten Tangenten in zwei Teile zérlegt,
deren Langen wir den geradlinigen Stiicken
$;, Sy entsprechend mit ¢, und o, bezeichnen.
Ist nun L die Linge des Umfanges der
. inneren Ellipse, so kommt der Satz von
Graves offenbar darauf hinaus, daB3 der
Ausdruck
L+ (sy —0y) +(s2— 09
konstant bleiben muB3, wie man auchden An-
fangspunkt der Konstruktionaufder duBeren
Ellipse wahlen moge, d. h. daB der Ausdruck von A% unabhingig sein
muB. Wirhaben also nur noch nachzuweisen,da8 auch s, — o, und s, — o,
nicht von A} abhiangen, und dazu miissen wir diese Lingen berechnen.

Das Bogenelement der Tangente s, finden wir durch Spezialisierung

unserer fritheren Formeln:
ds, = Ry T e

2V (a—H) (ae—24)  2V(a3—2s) (a2 —Ap)
wo wir beiden Gliedern das positive Vorzeichen zu geben haben, Durch
Integration erhalten wir dann:

Abb. 9,

}.{ A .
's-—f AMVi—1, f AV A—1y
=
1

2Vm— )l —h) % 2V () (@ —Ta)
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Weiter finden wir fiir das Bogenelement der Ellipse:

do, = Al yi—»Ai ’
2 \/(“1‘_ A1) (ag —4y)
also
—f AVi—x
2\/ —11) ag—4y)
und daher

A
o _fd_ﬂeV A—l
1—1, 2 (a1 —25) (ag—43)"

In ganz entsprechender Weise ergibt sich unter Beriicksichtigung der

Vorzeichen N
2 z' 2 ¥ (a—2A) (ag—2)°

d. h. derselbe Betrag wie fiir s; — ;. Wir erkennen daher, da8 s; — o,
und s, — o, von A% ganz unabhingig sind, und aus dieser Unabhingig-
keit unserer Differenzen von A9 folgt jetzt, daB die gesamte Fadenlidnge
in der Tat konstant ist, wie es das Theorem von Graves behauptet.

An Stelle dieses Beweisganges, der sich im Gebiete der elliptischen
Integrale bewegte, kann man auch folgenden anschaulichen treten lassen.

Fiir die Anderung des Umfangs der geknickten geschlossenen Kurve,
die in der Abbildung 8 stark gezogen ist, ergibt sich, wenn der Knickpunkt
P mit der Geschwindigkeit dS:d¢ in einer Richtung fortriickt, die mit
den Tangenten von P an die Ellipse die Winkel ¢, 9 (0 < ¢ < =,
0 < y < m) einschlieBt:

dL as as
2= a1 OS¢ — g cosy.

Soll sich also P so bewegen, dall dabei L fest bleibt, so schneidet die
Bahnkurve von P die Tangenten unter gleichen Winkeln ¢ = 9. DaB
aber die zur gegebenen konfokale Ellipse durch P durch diese Bezie-
hung ¢ = y gekennzeichnet ist, erkennt man so: Die Tangentenpaare
aus P an die konfokalen Kegelschnitte bilden eine ,,Involution‘, deren
Doppelgeraden die senkrechten Tangenten in P an die durch P laufenden
Kegelschnitte des Systems sind, deren Geradenpaare also zu diesem
Tangentenpaar symmetrisch liegen. Dieser Satz, der unsere Behauptung
@ = v enthdlt, ist das ebene Gegenstiick zu dem vorhin bewiesenen
Satz von der ,,scheinbaren‘‘ Orthogonalitit der konfokalen Flachen
und wir werden aufihn spiter S. 180,181, Abbildung 66, zuriickkommen.

Auch dieser ,,elementare’ Beweis 148t sich auf den Raum iiber-
tragen.

3
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§ 8. Die Lehre von den Kreisen und Kugeln. Geschichtliches.

Wir wollen eine liangere Einleitung voranschicken und gleich her-
vorheben, welch groBe Rolle diese Gebilde in der Entwicklung der
neueren Geometrie gespielt haben. Man findet ndmlich hiufig die Ansicht,
als ob nur die gerade Linie und die Ebene von wesentlicher Bedeutung
fir die Entwicklung der ,,neueren Geometrie gewesen sei; demgegen-
iiber méchtenwir aber darauf hinweisen, daB seit Beginndes neunzehnten
Jahrhunderts neben den Betrachtungen iiber Gerade und Ebene (also
den projektiven Betrachtungen im engeren Sinne) Betrachtungen iiber
Kreis und Kugel immer nebenhergelaufen sind.

Wir erinnern hier zunichst an ein Werk, das an der Schwelle dieses
Jahrhunderts erschienen, heute vielfach in Vergessenheit geraten ist,
ndmlich Mascheroni, La geometria del compasso, Pavia 1797. Das Werk
verfolgt die elementar-geometrische Absicht, alle Konstruktionen mit

dem Zirkel allein auszufithren und das

Lineal ganz zu verbannen. Den Verfasser

leitet dabei ein praktischer Gesichtspunkt;

er will den Mechanikern Vorschriften fiir
. ihre Konstruktionen, insbesondere fiir die

s - Ausfithrung der Kreisteilung geben, weil
er der Ansicht ist, daB jedenfalls bei Kon-
struktionen auf Metallplatten der Zirkel

Va zuverldssiger arbeitet als das Lineal.
Abb. 10, Um eine Vorstellung von Mascheronis

Konstruktionen zu geben, zeigen wir etwa,
wie man den Mittelpunkt M zweier gegebener Punkte 4 und B allein
mit dem Zirkel finden kann. Man kann zunichst durch eine Kette
von vier gleichseitigen Dreiecken wie in der Abb. 10 den Punkt C
so bestimmen, da B der Mittelpunkt der Strecke AC wird. Man
bestimme dann die Punkte D und E, so da8 AC ED ein Trapez wird
mit AD =CE = AB und CD = AE = AC. Dann liegt der gesuchte
Mittelpunkt M so, daB AD = MD und DE = MC wird. Die Richtig-
keit dieser Konstruktion ergibt sich aus der Ahnlichkeit der Dreiecke
ACD und ADM.

Die eigentlich neue Entwicklung der Kreislehre, die hier fiir unsin
Betracht kommt, wurde bald nach Masckerons in Frankreich angebahnt,
ndmlich innerhalb der Schule von Monge. Ich erwihne hier beiliufig,
daB Monge 1794 die Ecole polytechnique mit begriindete und dann auch
bis 1815 bis zur Restauration an ihr lehrte. Monges Hauptarbeiten sind:

1. Die Géométrie descriptive, ein Werk, das der darstellenden Geome-
trie, die bis dahin nur eine Summe von praktischen Regeln war, den Rang
einer Wissenschaft gegeben hat. Dann die schon frither von uns genannten

2. Applications de I Analyse & la Géométrie (Differentialgeometrie).
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Monges Verdienst liegt jedoch keineswegs allein in diesen wissen-
schaftlichen Werken, sondern er hat noch viel mehr indirekt durch
seine Lehrtitigkeit gewirkt, aus der eine ganze Schule bedeutender
Geometer hervorgegangen ist. Diese Schule, die von Monge hinter-
lassen wurde, schuf sich bald ein eigenes Publikationsorgan, die erste
mathematische Zeitschrift, die iiberhaupt erschienen ist. Frither gab
es nur Akademieschriften, und an diese schloB sich bei Begriindung
der polytechnischen Schule das Journal de I’Ecole Polytechnique, das
jedoch auch nur in lingeren Zeitrdumen erschien. Bei der nun erwachen-
den vielseitigen mathematischen Produktion machte sich das Bediirfnis
nach rascherer Versffentlichung in einer nur fiir die Mathematik bestimm-
ten Zeitschri’t geltend, und so entstanden

1. Gergonnes Annales de Mathématiques,
die von 1810—1831 erschienen sind. An diese schlossen sich dann weiter
an:

2. Crelles Journal fiir reine und angewandte Mathematik von 1826
an, und

3. Liouvilles Journal von 1836 an.

Die Arbeiten der Schiiler von Monge sind zum Teil in Gergonres
Annalen erschienen. Fiir die Theorie der Kreise und Kugeln, die wir hier
im Auge haben, sind besonders folgende Arbeiten von Bedeutung:

1. Gaultier 1812, im Journal de I’Ecole Polytechnique, wo insbe-
sondere Orthogonalkreise untersucht werden.

2. Gergonne 1816, in den eigenen Annalen, Bd. 7, wo sich berithrende
Kreise behandelt werden.

In diesen beiden Arbeiten werden teils ganz neue Entwicklungen
geliefert, teils bekannte Sitze mit neuen eleganten Beweisen versehen;
so wird z. B. in der Arbeit von Gergonne das bekannte Berithrungsproblem
des Apcllonius behandelt. Zehn Jahre spiter als in Frankreich, be-
gann auch in Deutschland ein neuer Aufschwung, wie fiir geometrische
Forschungen iiberhaupt, so insbesondere fiir unsere Theorie. Wir haben
die beiden Arbeiten zu nennen:

Steiner 1826, Crelles Journal, Bd. 1, , Einige geometrische Betrach-
tungen und .

Pliicker 1827/28 in Bd. 1 der analytisch-geometrischen Entwicklungen.

Hier zunichst einiges Nahere iiber Stesners Untersuchungen und seine
Personlichkeit.

Steiner verallgemeinerte in seinen Untersuchungen die bisherige
Theorie der Kreise dahin, daB er nicht, wie die Franzosen, nur sich senk-
recht schneidende oder sich berithrende Kreise betrachtete, sondern
solche, die sich unter einem beliebig gegebenen Winkel schneiden.
Es ist dabei seine Eigenart, daB er alle Aufgaben rein konstruktiv
ohne jegliche Formeln behandelt, wobei er dann vielfach die Beweise
unterdriickt, so daB das Prinzip, aus dem heraus er seine Entwick-
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lungen genommen hat, nicht recht zutage tritt (vgl. was die Kreis-
untersuchungen angeht, die Vorrede zu Fiedler, Zyklographie 1882).
Die ausschlieBliche Vorliebe Steiners fiir das Anschauliche und seine Ab-
neigung gegen alle analytischen Formeln wird uns erklirlich, wenn wir
an seinen Bildungsgang denken, wenn wir uns erinnern, dal er aus der
Schule des berithmten Pestalozzi hervorgegangen ist, der ja als Pidagog
das Hauptgewicht auf Anschauung und anschauungsmiBigen Unter-
richt legte. Auch hat Siesner in seiner Jugend keine griindliche mathe-
matische Bildung genossen, ist iiberhaupt Autodidakt gewesen, so daf3
er wohl in der Behandlung analytischer Formeln nicht sehr gewandt war.
Steiner war von 1835—1865 Professor in Berlin und hat von dort durch
seine Werke und seine Lehrtétigkeit das Interesse fiir reine Geometrie
in Deutschland bedeutend gehoben. Insbesondere geht auf ihn die
deutsche Schule der neueren Synthetiker zuriick, deren Reste immer
noch bestehen und die jede Bezugnahme auf analytische Formeln maég-
lichst vermeidet. Steimers Hauptarbeiten sind die folgenden:

1832: Systematische Entwicklung der Abhingigkeit geometrischer
Gestalten voneinander.

1833: Die geometrischen Konstruktionen, ausgefihrt mittels der geraden
Linte und Eines festen Kreises (Gegensatz zu Mascherons).

1881/82: Steiners Werke, 2 Bde., herausgegeben von Weierstraf.

Ferner sind noch Steiners Vorlesungen iiber synthetische Geometrie
herausgegeten, und zwar

Teil I von Gesser in Ziirich. Die Theorie der Kegelschnitte in elemen-
tarer Darstellung. 3. Aufl. Leipzig 1887.

Teul IT von Schriter in Breslau: Die Theorie der Kegelschnitte ge-
stiitzt auf projektive Eigenschaften. 2. Aufl. Leipzig 1876. 3. Aufl,,
R. Sturm, Leipzig 1898 1).

§ 9. Elementare Kreisgeometrie.

Nach diesen historischen Angaben gehen wir dazu tiber, einige elemen-
tare Entwicklungen aus der Kreislehre mitzuteilen, wie sie z. B. bei
Pliicker in dem genannten Werke zu finden sind. Die Gleichung eines
Kreises mit dem Mittelpunkt «, 8 und dem Radius # lautet in recht-
winkligen Koordinaten:

' (x— o+ (y—p*—r2=0.

Die linke Seite dieser Gleichung, die wir abkiirzend mit S bezeichnen
wollen, 1iBt eine einfache geometrische Deutung zu, wenn man vom
Punkte %, y die Tangente an den durch die Gleichung dargestellten
Kreis zieht. S ist nimlich das Quadrat der Linge dieser Tangente vom
Punkte %, y bis zum Beriihrungspunkte. Man kann diesen Ausdruck S,

1) Uber J. Steiners Lebensgang und Personlichkeit kann man sich aus der
zierlichen Gedichtnisrede unterrichten, die sein Verwandter, Landsmann und Her-

ausgeber C. F. Geiser vor der Schweizer naturforschenden Gesellschaft in Schaff-
hausen 1873 gehalten hat,
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den Steiner als die , Potenz' des Punktes x, v in bezug auf den Kreis
bezeichnete, auch in folgende Gestalt setzen:
S=4x2+9y%—2ax —28y4-C,
C = az + ﬁ2 _— 72‘
Wir merken hier zunichst einige Formeln an, die wir im folgenden
benutzen wollen:
1. Zwei Kreise S = 0 und S’ = 0 schneiden einander rechtwinklig

11
(Abb. 11), wenn %o’ +2Bf — C — C' =
ist.

O

NS
\/

Abb. 11. Abb. 12.

Abb. 13,

2. Zwei Kreise beriihren sich (Abb. 12), wenn die Beziehung besteht
2a0’ +288 —C—C' £27/ =0,
72— o2 + 2 —
YE= o2 B2 —
3. Zwei Kreise schneiden sich unter dem Winkel 4 (Abb. 13), wenn
2aa’ +2p8p —C—C' + 277 cosd=0.
Die drei eben aufgesteliten Bedingungen folgen aus den Gleichungen:

0] (o0 — oc’)2 + (ﬂ — ﬁ’)2= r2 47’2,
@) (oc—oc) +(B—p)=(r+7)?
(3) (@ — )2 + (B — B)2=1r2 472 4 277 cos¥,

deren Richtigkeit aus den obenstehenden Abbildungen und den dort
auftretenden geradlinigen Dreiecken abzulesen ist. Im iibrigen bemer-
ken wir noch, daB die Formel (1), die Orthogonalititsbedingung in den
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Konstanten beider Kreise bilinear ist, und da8in der Formel (3) die ersten
beiden fir & = #:2 und ¢ =0, & = =& enthalten sind.

In den eben mitgeteilten Formeln aus der Theorie der Kreise tritt
uns nun gleich eine Zweiteilung in analytischer Beziehung entgegen.

Wir konnen die Formeln nidmlich scheiden in

1. Elementare Formeln, die in «, 8, C rational sind,

2. Hohere Formeln, die in «, £, C, 7 rational sind (in denen 7 in un-
gerader Potenz vorkommt)l).

Dementsprechend gibt es auch eine ,,niedere’ Lehre vom Kreise,
in der immer nur «, 3, C vorkommen, und eine ,héhere®, in der «, B, C
und 7 nebeneinander auftreten.

Wir werden Beispiele fiir beide Teile der Kreislehre geben und be-
ginnen zunichst mit dem 1. niederen Teil der Kreislehre.

In diesem Teil spielt die Chordale (nach Pliickers Ausdrucksweise)
oder Radikalachse (nach Gawultier) (man spricht auch von der Pofenz-
linie) zweier Kreise eine hervorragende Rolle. Sie stellt den Ort glei-
cher Potenzen in bezug auf beide Kreise dar, ist also durch die
Gleichung S — S’ = 0 gegeben. Indem wir entwickeln, erhalten wir

2o — @) x +2(8' — fly +C —C' =0,
woraus ersichtlich ist, daB es sich um eine gerade Linie handelt. Die
Chordale geht andrerseits notwendig durch die beiden Schnittpunkte
der Kreise, da hier fiir beide Kreise die Potenz Null ist. Man kann die
Radikalachse zweier Kreise also auch als die Verbindungslinie ihrer
Schnittpunkte erkliren. Nur verliert diese scheinbar einfachere Definition
ihre unmittelbare Bedeutung, wenn die Schnittpunkte imaginir werden.

Ein Hauptsatz der Chordalentheorie ist der folgende: Konstruiert
man zu je zweien von drei Kreisen die Radikalachse, so gehen diese durch
etnen Punkt, das sog. ,,Radikalzentrum‘‘ (,,Potenzpunkt®).

Der rechnerische Beweis dieses Satzes ist einfach der folgende:

Es seien die Gleichungen der drei Kreise:

S$S=0, S=0, S"=0,

dann sind die Gleichungen zweier Chordalen

S=¢5, S=S5".
Wo diese beiden Gleichungen gelten, d. h. im Schnittpunkt der beiden
Radikalachsen, muB aber auch die Gleichung S’ = S’/ gelten, und das
ist gerade die Gleichung der dritten Radikalachse, woraus man unmittel-
bar auf die Richtigkeit unseres Satzes schlieBt. Man sieht hier sehr deut-
lich, wie einfach die Methode der abgekiirzten Bezeichnung sich gestaltet.

Aus unserem Hauptsatze kann man nun verschiedere schéne Fol-
gerungen ziehen, z. B. die Konstruktion der Radikalachse zweier Kreise

1) Wie man die dabei durch doppelte Vorzeichen von 7 auftretenden Schwie-
rigkeiten durch Einfithrung ,,gerichteter’* oder ,,orientierter* Kreise umgeht,
werden wir in §§ 25, 26 besprechen.
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mit imaginirem Schnittpunkte daraus herleiten (Abb. 14). In diesem
Falle zeichnet man nidmlich einfach zwei Kreise, die die gegebenen Kreise
in reellen Punkten schneiden, und zieht die Sehren, die jeder der teiden
Hilfskreise mit den gegebenen gemeinsam hat. Die beiden Schnittpunkte
des ersten und zweiten Sehnenpaares liefern uns dann zwei Punkte, durch
die die gesuchte Chordale hindurchgehen mug.

Auch der elementare Satz, daB die drei Mittelsenkrechten auf den
Seiten eines Dreiecks sich in einen Punkte schneiden, ist ein Sonderfall
unseres Satzes. Fithrt man ndmlich den Null- oder Punktkreis mit dem
Radius Null ein, der geometrisch auf
einen Punkt zusammenschrumpft, so
erkennt man leicht, dafl die Radikal-
achse zweier Nullkreise die Mittelsenk-
rechte ist auf der Verbindungslinie der
beiden Punkte, und damit ist ja die
Beziehung des eben angefiihrten
Satzes zum Hauptsatze klargelegt.

Wir miissen jetzt einen wichtigen
Begriff in der Kreislehre, den Be-
griff des Kreisbiischels kennen lernen,
den wir auf folgende Weise erhalten:

Sind S’=0 und S” = 0 die Gleichungen zweier Kreise, so bilden
wir uns die Gleichung

Abb. 14,

SI — Q S/l — O,
Diese lautet ausfithrlich geschrieben:
(1—0) (¥ +9%) —2(a’ — o) x — 2( — @B")y +C" — oC”" =0,

woraus sich ergibt, daB sie fiir jeden Wert von g 3= 1 einen Kreis dar-
stellt, dessen Koordinaten

(Z'——QOZ" E ﬁ/_gﬂrl 6 CI_QCII

T PT I, YT 1

sind.

Das System aller Kreise, das man auf diese Weise erhilt, nennt
man ein Kreisbiischel. Aus seiner Gleichung folgt unmittelbar, daf3 alle
seine Kreise durch die ndmlichen zwei Schnittpunkte laufen, und daf3
sie infolgedessen auch dieselbe Radikalachse S’ — S/ = 0 haben, die
selbst ein ,,Kreis‘* des Biischels ist. Man kann geradezu ein Kreisbiischel,
von Grenzfillen abgesehen, so erkliren: Unter einem Kreisbiischel ver-
steht man das System aller der Kreise, die durch zwei veelle oder imagi-
ndre (eigentliche) Punkte gemeinsam hindurchlaufen.

Nachdem wir so das Kreisbiischel erklirt haben, wollen wir jetzt
folgenden wichtigen Satz aus seiner Theorie beweisen:

Steht ein Kreis auf zwer Kreisen S’ und S” senkrecht, so steht ey auch
auf allen Kreisen des Biischels S — oS semkrecht.
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Der Beweis ist ganz einfach:
Damit der Kreis S auf den beiden Kreisen S’ und S’/ senkrecht steht,
miissen die beiden Bedingungen erfiillt sein:

CH+C —2ad —28p =0,
C+C"—2aa”—288"=0.

Aus diesen beiden folgt aber, wenn man die zweite mit ¢ multipliziert
und von der ersten abzieht, nach Division durch 1 —

C+C—2a0—28B=0.

Die letzte Gleichung driickt aber gerade die Bedingung aus, daf3 der
Kreis S den Kreis S” — ¢S = S senkrecht schneidet. Das Wesen
dieses ganzen Beweises liegt offenbar darin, daB die Orthogonalitits-
bedingung in den Konstanten des Kreises linear ist. — Der Mittelpunkt
eines solchen Orthogonal-
kreises liegt in irgend-
einem Punkte der Radi-
kalachse.

Wir kénnen daraufhin
eine ganze Schar von Krei-
sen konstruieren, die das
erste Biischel orthogonal
durchsetzen. Diese neue
Schar von Kreisen bildet
wieder ein Kreisbiischel
in dem {frither erklirten
Sinne, wie wir jetzt be-
weisen wollen. Wir haben

Abb. 15. 4 in dieser Hinsicht den
Satz:

Zu exnem ersten Biischel von Kreisen gehort (vgl. Abb. 15) immer ein
zweites Biischel von Orthogonalkveisen. Das eine dieser Biischel hat reelle
Grundpunkte, das andere imagindrve. (Als Grenzfall ergeben sich zwei
Biischel berithrender Kreise.)

Zum Beweise dieses Satzes fragen wir uns zunichst, ob es in dem
ersten Biischel Nullkreise gibt. Die allgemeine Bedingung dafiir, daB
ein Kreis Nullkreis ist, ist offenbar:

r?=0 oder a%®-4p2—C=0.
Soll also der Kreis S — 9S” = 0 ein Nullkreis sein, so muf}
(2 —ea”)? + (B — ef")? — (C"—eC) (1L — @ =0
sein. Dies ist eine quadratische Gleichung fiir o, es gibt daher in

unserem System stets zwei reelle oder imaginire Nullkreise. Die Kreise
des Orthogonalsystems miissen auch auf diesen beiden Nullkreisen senk-
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techt stehen, und wir fragen uns nun, was dies fiir eine geometrische Be-
deutung hat.

Damit sich zwei Kreise S und S’ orthogonal schneiden, muf3

CHC —2a0’—288 =0

sein. Ist S” ein Nullkreis, so ist C’ = a’% + f’2. Dies eingesetzt gibt:
24 p2—2ad’ —28p +C=0,
was nichts anderes heiBlt, als daB der den Nullkreis darstellende
Punkt ,,auf dem Orthogonalkreis liegt. Da nun im einzelnen Biischel
zwei Nullkreise vorhanden sind, so werden alle Kreise des Orthogonal-
systems durch diese beiden festen Punkte hindurchlaufen; das Orthogo-
nalsystem hat also auch die kennzeichnende Eigenschaft des Kreis-
biischels.

Damit ist der erste Teil des Satzes bewiesen, der zweite Teil wird un-
mittelbar klar, wenn man sich zwei solche Kreisbiischel zeichnet.

Wir verlassen damit diese Erliuterungen und bemerken nur noch,
daB eine Reihe wohlbekannter Theorien: die Lehre von den Ahnlich-
keitspunkten, von den gemeinsamen Tangenten zweier Kreise, die
Aufgabe des Apollonius usw. in den vorhin bezeichneten ,hcéheren®
Teil der Kreislehre hineingehort; wirklich treten in die zugehérigen
Formeln die Radien der beteiligten Kreise als solche ein.

§ 10. Die Transformation durch reziproke Radien (Inversion).

In Fortsetzung unserer elementaren Betrachtungen iiber den Kreis
kommen wir jetzt zu der Lehre von den
,,reziproken Polen“, die wir folgendermaBen
erkliren (Abb. 16):

Zwei Punkte &,pund &, n" heifen rezi- —
prok in bezug auf einen Kreis, wenn sie, als AN
Nullkreis betrachtet, demselben Biischel an- \\
gehiren, wie der Grundkrers. ! \

Ist ¥yt 20 \ /I
die Gleichung des Grundkreises, und sind \\ &

(v — 2+ (y — )2 =0, N
— 2 —_—
(x— )2 +(y — )2 =0 -

d1e Gleichungen der beiden Pole als Null-
kreise, so werden wir als Bedingungen dafiir, daB &, nund &, %’ rezi-
prok sind, finden:

’ & r 9 n
- R R A

DaB die Bedingungen richtig sind, erkennt man aus folgender kleinen
Rechnung:
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Trigt man zunichst die Werte & und %’ in die Gleichung des Null-

kreises &, ’ ein, so ergibt sich: -

{28+ — P +{y(E +n%) —r*n}?=0
oder nach Division durch &2 4 %2

(%2 492 (82 + 1% — 27228 — 272yn+rt=0.
Die letztere Gleichung miissen wir nun als lineare Verbindung der
ersten beiden Kreisgleichungen darstellen konnen, wenn die obigen
Bedingungen richtig sein sollen. Dies gelingt aber sehr leicht, indem
wir sie in folgende Form setzen:
(E2+n2—r%) 2+ y2 1) + 72 (B + 2 —2&x =2y + £2+97) = 0.

Aus unserer {riiher entwickelten Lehre von den Kreisbiischeln kénnen
wir jetzt sofort diesen Satz ableiten:

Jeder Kreis, der durch zweri reziproke Pole geht, schneidet den Grund-
kreis orthogonal (Abb. 16). Da némlich der Kreis durch die beiden rezi-
proken Pole geht, so schneidet er diese als Nullkreice betrachtet recht-
winklig. Er schneidet also zwei Kreise des Biischels, dem die reziproken
Pole als Grundpunkte angehdren, rechiwinklig und daher alle, also
auch unsern Grundkreis.

Zu den Kreisen, die durch die reziproken Pole gehen, gehort natiir-
lich auch ihre Verbindungsgerade, die infolge des eben ausgesprochenen
Satzes ein Durchmesser des Grundkreises sein muB. Zwischen den Ab-
schnitten dieser Geraden, die vom Mittelpunkt des Grundkreises einer-
seits und von den reziproken Polen anderseits begrenzt werden, besteht
die einfache Beziehung, daB ihr Produkt konstant, und zwar 72 ist:

(24 9?) (§2 7)) = .

Die Richtigkeit cieser Gleichung folgt ohne weiteres aus den For-
meln, die die Beziehung zwischen &, %’ und &,  vermittelten. Von hier
aus schreibt sich auch die meistens gebrduchliche Redensart, da3 man
sagt: Unsere reziproken Pole seien nach dem ,,Prinzip der reziproken
Radien’* zusammengeordnet.

Die elementaren Betrachtungen der Kreistheorie haben einen beson-
deren Aufschwung genommen, seit man diese Zuordnung als Transfor-
mation aufgefaBt hat, seit man Untersuchungen angestellt hat dariiber,
wie sich etwa der eine der beiden Pole bewegt, wenn man den andern
eine vorgeschriebene Kurve durchlaufen 148t. Diese Auffassung ist
zuerst von Pliicker in Crelles Journal, Bd. 11, 1831 angewendet wor-
den, dem dann andere Geometer nachfolgten. Sie wurden jedoch erst
spiter, im Jahre 1845, allgemein beachtet, als William Thomson (Lord
Kelvin) in Liouvilles Journal, Bd. 10, auf die Wichtigkeit dieser Trans-
formation fiir die Potentialtheorie hinwies.

Im folgenden wollen wir jetzt einige Haugteigenschaften dieser
,, Verwandtschaft’“ kennen lernen.
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1. Zunichst erinnern wir daran, daB man diese Verwandtschaft
auch als ,,involutorisch* bezeichnet, was indessen nicht mehr und nicht
weniger als ,,reziprok‘‘ besagt. Es wird eben vermittelst dieser Verwandt-
schaft jedem Punkte der Ebene ein einziger anderer Punkt zugeordnet,
dem durch dieselbe Abbildung wieder der erste entspricht. Datei ent-
spricht das Innere des Grundkreises dem AuBeren. Man spricht des-
halb auch von der Spiegelung an dem Grundkreis.

Nur beim Mittelpunkt des Grundkreises versagt die Zuordnung.
Lassen wir einen Punkt dem Mittelpunkt immer niher riicken, so
riickt der Bildpunkt immer weiter und weiter weg und geht schlieBlich
ins Unendliche, und zwar in verschiedener Richtung, entsprechend den
verschiedenen Richtungen, in denen man den reziproken Punkt in den
Mittelpunkt des Grundkreises riicken 148t. Der Mittelpunkt selbst er-
scheint als Bild des Unendlichweiten. Von hieraus hat sich die Aus-
drucksweisegebildet, dag es nur esnenunendlich fernen (oder uneigentlichen)
Punkt der Ebene gibt. Hiermit soll aber durchaus keine Behauptung iiber
die Natur des Unendlichen ausgesprochen sein, sondern es ist damit nur
abkiirzend gemeint, daB sich das Unendlichweite bei der Inversion
so verhilt, als ob es ein einzelner Punkt wire. Vermoge dieser Ausdrucks-
weise ist dann die Transformation durch reziproke Radien ausnahmslos
umkehrbar eindeutig. Genau denselben Wert einer abgekiirzten Aus-
drucksweise hat die Aussage der projektiven Geometrie, daBl die unend-
lich fernen Punkte einer Ebene eine gerade Linie bilden. Sie liefern eine
gerade Linie als Abbild, wenn man mit der Zentralprojektion arbeitet.

2. Eine zweite wesentliche Eigenschaft unserer Verwandtschaft ist
die, daB ein Kreis durch sie wieder in einen Kreis transformiert wird, wes-
halb man sie auch als,,Kreisverwandtschaft‘‘ bezeichnet. Man iiberzeugt
sich von der Richtigkeit dieser Behauptung einfach durch Ausrechnung.

Sind «, f#, C die Konstanten des urspriinglichen Kreises, so haben die
Konstanten des transformierten Kreises, wie man sofort findet, folgende

. 2 2 4
Werte “'=7'Cg:ﬂ'=tcﬁ’c'=%’
worin 7 den Radius des Inversionskreises bedeutet und C und €’ die Po-
tenzen sind, die der Mittelpunkt der Inversion in bezug auf die bei-
den in Betracht kommenden Kreise hat. Zwischen den Radien der
zugeordneten Kreise besteht die Beziehung

4

= e

3. Geht der Kreis durch den Mittelpunkt des Grundkreises, so wird
er in eine gerade Linie transformiert, da die dritte Konstante, also auch
der Radius des transformierten Kreises unendlich wird. Man kann also
eine gerade Linie als einen Kreis erkliren, der den uneigentlichen Punkt
enthélt, wodurch wieder bestitigt wird, daB man das Recht hat, in
unserem Gebiete von ,,dem‘‘ uneigentlichen Punkte zu reden.
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4. Die Potenz S eines Punktes. in bezug auf einen Kreis hdngt mit
der Potenz S’ des transformierten Punktes in bezug auf den transfor-
mierten Kreis durch folgende Formel zusammen:

v4

S =t S
wie man durch entsprechende Rechnung wie unter 2. findet. Man kann
diese Beziehung auch so schreiben:

s 2 S

¢ TEfne’
woraus der Satz folgt:

DieGrife S: g erhilt bes Inversion einen Faktor, der fir alle Kreise der
Ebene derselbe ist. Das doppelte Vorzeichen in unsrer Formel ist not-
wendig, sofern man ¢ und g’ in gewdhnlicher Weise beide als positiv
ansehen will, denn S und S’ haben unter Umstédnden verschiedene Vor-
zeichen. Fiir den Grundkreis selbst, der bei der Transformation in sich
iibergefithrt wird, gilt die Beziehung:

. y2
.S _— 52—_|_? S .

In diesem Falle hat stets das negative Zeichen zu stehen, da S fiir
einen duBeren Punkt positiv, fiir einen innern negativ ist. Wir machen
beildufig darauf aufmerksam, daB eine reelle Kreisgleichung eventuell
einen Kreis mit rein imaginirem Radius, also, wie wir sagen, ‘einen
,nullteiligen’ Kreis vorstellt. Die zugehorige Transformation durch
reziproke Radien bleibt dann trotzdem reell. So werden z. B. fiir denKreis
x% +9y2= — 1 die Zuordnungsformeln lauten:

U 5 ’

C=—wrp 1~ " Btp
woraus man erkennt, daB sich diese Zuordnung von der durch den Kreis
%2 + y2 =1 vermittelten nur dadurch unterscheidet, da8 die Koordi-
naten des zugeordneten Punktes das Zeichen gewechselt haben. Wir
haben daher den Satz:

Auch nullteilige Kreise ergeben eine reelle Transformation durch rezi-
proke Radien, nur daf der Bildpunkt gegen seine von den reellen Kreisen
her bekannte Lage um das Zentrum der Inversion um 7w gedreht ist.

6. Endlich erwihnen wir noch die Eigenschaft der Winkeltreue un-
serer Abbildung, infolge deren man sie als eine konforme (oder winkel-
treue) Abbildung bezeichnet. Eben hierin liegt die Wichtigkeit unserer
Abbildung fiir die Funktionentheorie. Um diese Eigenschaft nachzu-
weisen, brauchen wir nicht von allgemeinen Kurven auszugehen, son-
dern kénnen uns auf Kreise beschrinken, da die allgemeinen sich doch
im Schnittpunkte unter demselben Winkel schneiden, wie die dort sie
beriihrenden Kreise.

Sind nun «,, #;, C; und «,, B,, C, die Konstanten zweier Kreise,
01, 0, ihre Radien, so werden die Kreise sich unter einem Winkel
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schneiden, dessen Kosinus nach § 9 (3) folgenden Wert hat:
20054281, —C1—Cy
20 Oz
setzt man in diese Formel fiir die Konstanten diejenigen der transfor-
mierten Kreise aus 2. ein, so zeigt sich, daB ebenfalls
2] o +2p1Bi—C1—C}
201 0f
ist, wodurch die Richtigkeit unserer Behauptung erwiesen ist.

cos @ =

B

cos @ =

Wir gehen jetzt dazu iiber, einige Anwendungen der Lehre von den
reziproken Polen zu geben. Zunichst ist es mit Hilfe dieser Theorie
moglich, jeden Kreis einer Abbildung in eine gerade Linie zu transfor-
mieren und dadurch sehr oft Vereinfachungen zu erzielen. Man braucht
zu diesem Zwecke nur das Inversionszentrum auf den Kreis selbst zu
legen (vgl. Abb. 17). Reziproke Pole gehen dabei in solche Punkte iiber,
die symmetrisch zu der Geraden liegen.

H

/(*

Abb. 17, Abb. 18,

Insbesondere benutzt man diese Regel, wenn es sich um mehrere
Kreise handelt, die durch einen Punkt laufen, wobei man natiirlich diesen
Punkt zum Inversionszentrum machen muB. So folgt z. B. nach dieser
Methode ohne weiteres, daB ein Dreieck, welches von drei durch einen
Punkt gehenden Kreisen begrenzt wird, die Winkelsumme z haben muB.
In der Abb. 18 ist ein solches Dreieck schraffiert.

Eine zweite Anwendung, die wir jetzt erwidhnen wollen, ist mehr auf
das Praktische gerichtet, es ist: Peaucelliers ,,Geradfithrung”, die 1864
in den ,,Nouvelles Annales de mathématiques’ in Form einer Aufgabe
verdffentlicht wurde. Im praktischen Maschinenwesen 148t sich am ein-
fachsten die Kreisbewegung verwirklichen; da aber auch sehr hiufig
geradlinige Bewegungen benétigt werden, so ist in der Maschinen-
kinematik das ,,Problem der Geradfithrung‘‘ wichtig, d. h. das Problem,
geradlinige Bewegungen aus kreisférmigen zusammenzusetzen. In
der Praxis hat man sich in dieser Hinsicht vielfach mit niherungs-
weiser Geradfithrung begniigt, z. B. beim Watischen Parallelogramm,
wo das Ende der Kolbenstange auf dem langgestreckten Stiick einer
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8-formigen Kurve (viel sicherer) hin- und hergefiihrt wird. Dagegen
hat der erwihnte Peaucellier die erste gemaue Geradfithrung an-
gegeben. :
Den Hauptbestandteil seines Gerites zur Verwirklichung der gerad-
linigen Bewegung nennt man ,,Inversor’, weil er die Verwandtschaft der
Inversion in einfachster Weise ver-
-mittelt. Der Inversor besteht aus zwei
gleichlangen Stiben, die im Punkte O
(sieche Abb. 19) miteinander verbun-
den sind, und zwischen die ein rauten-
férmiges Stabsystem eingeklemmt ist.
An den Verbindungsstellen der Stibe
befinden sich iiberall Gelenke, so daB3
_ das ganze System beweglich ist. Hilt
-;b. 1o, man nun den Punkt O fest und bewegt
die eine Rautenecke P beliebig, so
wird die andere Ecke P’ stets inverse Lage zu P inne haben. Wendet
man nimlich die Bezeichnungen an, die in der Abbildung angegeben
sind, so ist

T

7~ \\

asing = bsiny
und daraus
a?sin2¢p — b%sin?y = 0.
Ferner ist:
OP =acosp — bcosy

OP =acosp +bcosy
OP-0P = a?cos?p — b2 cos?y.

Addiert zur fritheren Gleichung gibt das
OP-0P = a% — b2

Unser Inversor verwirklicht also die Transformation durch reziproke
Radien in bezug auf einen Kreis, der um O mit dem Radius

Va2 — b2

beschrieben ist. Daraufhin ist es nun sehr leicht, eine geradlinige Be-
wegung zu erzeugen, denn wir brauchen nur dafiir zu sorgen, da P einen
Kreis beschreibt, der durch O geht, dann wird P’ eine gerade Linie be-
schreiben. Um dies zu erreichen, bringt man noch eine siebente Stange
im Punkte P an, deren anderes Ende im Mittelpunkte von O P befestigt
ist. Mit Hilfe dieser Vorrichtung wird sich offenbar P auf einem Kreise,
der durch O geht, bewegen. Um keine falsche Vorstellung von dem Appa-
rat hervorzurufen, bemerken wir noch, daB er so arbeitet, daB der
Punkt P’ nur auf einem Stiicke seines Kreises und der Punkt P nur auf
einem Stiicke seiner geraden Linie hin- und hergefithrt wird.
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AuBer dem Peaucellierschen Apparat gibt es noch manch andere,
die dasselbe Problem l8sen, woriiber man bei Kempe, How to draw.a
straight line, London, Macmillan 1877, nachlesen kann1).

Nach dieser Einleitung gehen wir jetzt zu den sogenannten penta-
sphirischen Koordinaten {iber, die ihren Namen davon haben, daB fiinf
Kugeln der Koordinatenbestimmung zugrunde liegen. Die entsprechen-
den Kreiskoordinaten der Ebene heiBlen ,,tetrazyklisch‘.

§ 11. Pentasphirische Koordinaten.

Wir bemerken vorab, dafB alles das, was wir bisher in bezug auf Kreise
entwickelt haben, auch fiir Kugeln in dhnlicher Weise Giltigkeit hat.
Um unsere Koordinaten zu erkliren, legen wir fiinf Kugeln zugrunde.
Sind dann S; (=1, 2,3,4,5) die fiinf Potenzen eines Punktes in
bezug auf die zugrunde gelegten Kugeln, so sind die pentasphirischen
Koordinaten oder vielmehr ihre Verhiltnisse (nur auf diese kommt es
an) durch folgende Gleichungen festgelegt:

o%; = k;S;, ' (¢t=1,2,...,5)
wo die k; willkiirliche Konstante und ¢ den Proportionalititsfaktor
(k; & 0, o == 0) bezeichnen.

Die pentasphirischen Koordinaten sind also %omogene und gleich-
zeitig ihrer Fiinfzahl entsprechend #berzihlige Koordinaten, die dem-
entsprechend an eine homogene, spiater noch zu bestimmende Be-
dingungsgleichung £ = 0 gebunden erscheinen. Schreiben wir die Aus-
driicke S, ausfiihrlich, so haben wir Gleichungen folgender Art:

ox; = a;(x® +y2 2% +b;x +c;y +diz +-e.

Hier werden wir nun voraussetzen, daB die Determinante |abcde]|
von Null verschieden sei, daB8 also zwischen den Gleichungen der fiinf
Kugeln keine lineare Abhingigkeit bestehe. Unter dieser Voraussetzung
koénnen wir die fiinf Gleichungen aufldsen, indem wir o, x2 4 y% + 22,
%, v, z als Unbekannte ansehen. Wir erhalten dann als Ergebnis:

Z V4 zZ Z
x2'+’y2+22:ﬁ1; x:ﬁ: yzﬁs: ZZT\‘;’
wo Zihler und Nenner homogene lineare Funktionen der ¥; sind. Zu-
gleich ergibt sich aus diesen Auflésungen die erwihnte Beziehung 2 = 0
in der Gestalt:
2 2 2
Zy +Z;+7Z; —NZ, =0.

Die pentasphirischen Koordinaten sind also an eine homogene Be-
dingungsgleichung zweiten Grades gebunden.

1) Eine neuere Arbeit iiber diesen Gegenstand: G.Hessenberg, Gelenkmecha-
nismen zur Kreisverwandtschaft, Wiirttembergische Gesellschaft 1924. Hessenberg
ist 1874 in Frankfurt a. M. geboren und 1925 als Professor an der technischen
Hochschule in Charlottenburg gestorben. Uber Gelenksysteme vgl. G. Koenigs,
Legons de Cinématique, Paris 1897, Kap. 11.

Klein. Hohere Geometrie. 3, Aufl. 4
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Ubrigens konnen wir jetzt iiberall statt der gewdhnlichen Koordi-
naten die pentasphirischen einfithren, z. B. wird die Gleichung der Kugel
A(x® 492428 +Bx +Cy +Dz+E=0
in pentasphdrischen Koordinaten
AZ, +BZy,+CZ,+DZ, + EN=0.

Jede Kugel wird also durch eine lineare Gleichung zwischen penta-
spharischen Koordinaten dargestellt, wie umgekehrt auch jede lineare
Gleichung zwischen pentasphirischen Koordinaten eine Kugel vor-
stellt, wobei Punkt und Ebene beide als Sonderfille eingeschlossen sind,
und zwar als Kugel mit den Radien 0 und oo.

Sehr haufig legt man dem pentasphérischen Koordinatensystem
fiinf Kugeln zugrunde, die sich wechselseitig orthogonal durchsetzen.
Wir miissen uns deshalb erst einmal vergegenwirtigen, wie solche fiinf
Orthogonalkugeln, die wir alle als reell voraussetzen, im Raum liegen,
wie viele einen reellen, wie viele einen rein-imaginiren Radius haben
werden. Wir stellen in dieser Hinsicht gleich den Satz hin:

Von fiimf reellen Orthogonalkugeln ist imwmer notwendig eine null-
teilig und die vier anderen eintetlrg.

Ein Beweis dieses Satzes gliedert sich so: Zunichst ist es leicht nach-
zuweisen, daf dberhaupt niemals zwei verschiedene reelle nulltetlige Ku-
geln aufesnander senkrecht stehen kommen. Denn seien «, f, y und p
resp. o', f', y', ¢’ die Mittelpunktskoordinaten und Radien zweier
Kugeln, so gilt als Bedingung ihrer senkrechten Durchdringung

(0 =)+ (B = F)* +y =)= *+ o™

Nun wire fiir zwei nullteilige Kugeln die rechte Seite dieser Gleichung
negativ, wihrend die linke jedenfalls positiv bleibt, was sich nicht ver-
tragt. Wir schlieBen so, dafl unter
unsern fiinf Orthogonalkugeln sicher
wenigstens vier einteilige vorhan-

den sein miissen.
Es bleibt zu zeigen, daBl andrer-
seits die fiinfte Kugel notwendig
nullteilig ist. Zu dem Zwecke den-

‘. ken wir uns durch die Mittelpunkte
von dreien der einteiligen Kugeln
eine Ebene gelegt, welche diese in
drei wechselseitig aufeinander senk-
recht stehenden groften Kreisen

schneidet. Ein Blick auf die Ab-
bildung 20 zeigt dann, daB die zugehérigen drei Kugeln sich in zwei
reellen Punkten schneiden. Einen dieser Punkte wihlen wir als Inver-

sionszentrum und fiihren eine Transformation durch reziproke Radien
aus; die drei Kugeln gehen hierdurch in drei aufeinander senkrecht

Abb. 20.
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stehende Ebenen tiiber, die wir weiterhin als %, y, z- Koordinatensystem
zugrunde legen. Die Gleichungen dieser Kugeln sind daher einfach x = 0;
y=0; 2= 0. Wie stellen sich nun die weiteren zwei Kugeln unseres
Systems nach der Transformation dar? Der Mittelpunkt der vierten
und fiinften Orthogonalkugel muBl jedenfalls im Koordinatenanfangs-
punkt liegen; ihre Gleichungen lauten demnach:

x4 y? 2P = a?,

#+y? 2= a,
Sollen nun die beiden letzten Kugeln ebenfalls aufeinander senkrecht
stehen, so ergibt sich aus der allgemeinen Bedingung hierfiir dieGleichung

0=a?Ja'2

Wir werden a2 als beliebige positive GréBe annehmen diirfen. Die Glei-
chung der fiinften Kugel lautet daher:
x? + 92 +22= — a?,

stellt also tatsichlich eine nullteilige Kugel vor. Aus diesem besonderen
System von finf Orthogonalkugeln erhilt man danw zundchst durch In-
version das allgemeinste System, fir welches dadurch die Behauptung
nachgewiesen ist, daB stets eine und nur eine der fiinf reellen Kugein
nullteilig ist.

In bezug auf solche fiinf Orthogonalkugeln wollen wir nun die penta-
sphirischen Koordinaten folgendermaBen erkliren (p; Radien):

Sg
E .

Die sich uns zundchst aufdvingende Frage wird dann die nach der
TIdentitit Q = 0 zwischen den fiinf Koordinaten x; sein. Um sie zu fin-
den, gehen wir wieder zu unserer besonderen Form der fiinf Orthogonal-
kugeln, die wir durch Inversion erhalten hatten, zuriick, um an ihr die
Frage zu erledigen, und machen uns zunichst klar, was wir unter dem
Ausdruck S:g zu verstehen haben, wenn eine der Kugeln in eine Ebene
ausartet. - Wir werden dies nur durch einen Grenziibergang erkennen.
Wir nehmen z. B. statt der yz-Ebene zunichst eine Kugel mit end-
lichem Radius, welche die yz-Ebene im Nullpunkt beriihrt, und deren
Mittelpunkt daher auf der x-Achse und zwar etwa auf der positiven
Seite liegt, bilden fiir sie den Ausdruck S;:p; und lassen dann den
Radius ins Unendliche wachsen. Die Gleichung der Kugel ist:

, %2+ y?+22—2px=0,
der Ausdruck S :p demnach gleich

o x; =

ﬁyﬁjﬁ = 9%
o 2x.
Fiir lim o = oo ergibt sich aus ihm dann: -
lim S =2y
e

4%
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als Potenz fiir die yz-Ebene. In gleicher Weise hitten wir auch 4 2«
als Grenzwert erhalten kénnen, wenn wir ndmlich den Mittelpunkt
der Hilfskugel auf der negativen Hilfte der x-Achse gewihlt hitten
und ihn auf ihr ins Unendliche hitten fliehen lassen. Das besagt also:
Wenn eine der Orthogonalkugeln zur Ebene wird, so geht die Grife S:p
in den mat beliebigem Vorzeichen gemommenen doppelten Abstand des
Raumpunktes von der Ebene iiber.

In unserm besonderen System der Orthogonalkugeln werden wir
daher die pentasphirischen Koordinaten so einfithren:

ox% = + 2%,
0%y = + 2y,
ox3= 4 2z,
22 y2 22— g2
2. , 2
st___ﬂ‘l"f‘dﬁi.
+ay—1

Aus diesen Formeln entnehmen wir nun leicht das Ergebnis:
%%+ 5% + x5 1% 257 =

Die pentasphirischen Koordinaten, die wiv tn unserm einfachen Fall
eimgefithrt haben, befriedigen die Identitit, daf die Summe der Quadrate
gleich Null vst.

Wie stellt sich diese Identitit nun fiir das allgemeine System der
fiinf Orthogonalkugeln dar? Auch in bezug darauf setzen wir unsere
pentasphirischen Koordinaten proportional zu S;:p;. Nun haben wir
aber bei der Betrachtung der Transformation durch reziproke Radien
gelernt, daB

gesetzt werden kann, wo M einen Proportionalitdtsfaktor bedeutet. Also
olgt die einfache Beziehung:
EURE REAY T TR L NERE P
Hieraus folgt sofort der Satz, daf die gefundene Ideniitit

5

2xi=0

1
sich unverdndert von unserem besondern FimfRugelsystem auf das all-
gemeinste Finfkugelsystem iibertragt.

Um kurz zu wiederholen, gelten also in unserm Koordinatensystem
der fiinf Orthogonalkugeln die beiden Beziehungen fiir die Koordinaten:
_ s
(1) TX=
und

(2) xf=0.
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§12. Anwendungen der pentasphérischen Koordinaten. '

Die so eingefithrten pentasphirischen Koordinaten sind bei den
meisten Untersuchungen, die sich auf Kugeln teziehen, sehr zweck-
miBig.

Wir wollen fiir einige der Grundaufgaben im folgenden die zugehirigen
Formeln in Kiirze zusammenstellen, die man sofort allgemein beweist,
indem man auf jemes besondere Koordinatensystem zuriickgeht und sich
itberzeugt, daf die Formeln unverdndert vichtig bleiben, auch wenn man
etne beliebige Inversion anwendet.

1. Die Gleichung einer beliebigen Kugel lautet

5

‘?ak 1, =0,

sie ist also linear in den Koordinaten. Umgekehrt stellt jede solche Glei-
chung eine Kugel dar; natiirlich diirfen nicht alle «, Null werden.
2. Ist noch eine zweite Kugel

5
ek X =10
1
gegeben, so gibt die Formel
b5
2(¥k OC;C - 0
1

die Bedingung fiir die orthogonale Durchdringung der beiden Kugeln an.
3. Eine Kugel ist in einem Punkt ausgeartet (Punktkugel), sobald

Sai=0
ist. Die GréBen a4 sind dann geradezu die pentasphérischen Koordi-
naten des Punktes.
4. Es sei eine Kugel
Do xp =0
sowie ein beliebiger Punkt #x; gegeben. Die Koordinaten x,” des rezi-
proken Poles zu #x; werden dann durch die Gleichungen geliefert:

5 5
o x;= xi,lz’a,%—Qa,- 12a,,xk.

5. Wie gestalten sich die letzten Gleichungen insbesondere, wenn
man den reziproken Pol eines Punktes x; in bezug auf eine Kugel des Ko-
ordinatensystems bestimmen will?  Wir haben in der vorstehenden
Formel einfach eines der a; gleich Eins, die andern gleich Null zu setzen.
Man bekommt den Pol eines Punktes in bezug auf eine Kugel des Koor-
dinatensystems, indem man das zugehorige x im Vorzeichen umkehrt.

6. Die weiteren Formeln griinden sich auf die Einfithrung des un-
eigentlichen Punktes, der die Koordinaten 1:p, bekommt, fiir die

S(Er=o

ist. Hieraus folgt:
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7. Eine Kugel ist eine Ebene, wenn
]
o
Q%

ist; d. h. wenn sie den uneigentlichen Punkt enthilt.
8. Den Radius einer beliebigen Kugel 3 «; %, = 0 liefert die Formel

e
(25
0
Nach Satz 3. und 7. wird die rechte Seite wirklich gleich 0 oder oo,
je nachdem wir es mit einer Punktkugel oder einer Ebene zu tun haben.

0F=

Wir fiigen wieder einige geschichtliche Bemerkungen hinzu. Die
pentasphérischen Koordinatensind hauptsichlich von G. Darbouxim Jahre
1873 eingefithrt worden in seiner Schrift: ,,Sur une classe remarquable
de courbes et de surfaces algébrigues..." Seine Untersuchungen gehen je-
doch bis auf die Jahre 1869—70 zuriick, in welcher Zeit Klein und Lie
mit Darboux vielfach in Beziehung traten. DemgemaB tritt auch bei
den Untersuchungen von Klein und Lie aus dieser Zeit (wie in Math. An-
nalen, Bd. 5) ofter eine Bezugnahme auf pentasphirische Koordinaten ein.

Darboux (geb. Nimes 1842) war seit 1878 professeur de la géométrie
supérieure an der Sorbonne in Paris. Dieser Lehrstuhl war seinerzeit
(1846) fiir M. Chasles gegriindet, nach dessen Tod er 1880 auf Darboux
tiberging. Ausgezeichnet an Darboux’ Unterricht war insbesondere
die groBle Vielseitigkeit, mit welcher er simtliche Teile der Geometrie
zur Geltung brachte. Zeugnis hiervon legt besonders auch sein wie-
derholt genanntes Werk der ,,theorie générale des surfaces* ab, ferner
aber die Arbeiten seiner zahlreichen Schiiler, wie Koenigs, Guichard,
Cosserat und Demoulin. 1917 ist Darboux gestorben ).

In seinem frither genannten Werke vom Jahre 1873 werden insbe-
sondere behandelt: 1. die zyklischen Kurven, 2. die Zykliden.

- Um nur von letzteren zu berichten — die zyklischen Kurven sind
einfach das Analogon der Zykliden in der Ebene und werden dement-
sprechend am besten mit tetrazyklischen Koordinaten behandelt —,
so kann man allgemein die Zykliden durch eine Gleichung zweiten Grades
zwischen pentasphirischen Koordinaten bestimmen. Nun wissen wir,
daB die pentasphirischen Koordinaten sich als lineare Formen der
folgenden GréBen darstellen lassen:

%% 492 422 x,y,2, 1.

Folglich konnen wir die Zykliden auch ansehen als solche Flichen, die
durch Gleichungen zweiten Grades zwischen diesen GroBen dargestellt

1) Biographische Angaben in den Nachrufen von Hilbert (= Carathéodory)

und Eisenharf, Acta mathematica, Bd.42 (1920) und Voss im Jahrbuch der
Bayrischen Akademie 1917.
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werden, und ihre allgemeine Gleichungsform in gewdhnlichen Koordi-
naten lautet dementsprechend:

Ax% 492 +2892 - B(x2 +y2+2)x +... LEx2+Fxy
. +...+N=o.

Wir sehen hieraus, dal die Zykliden im allgemeinen Flichen vierter
Ordnung sind. In dem besonderen Fall, dafl der Koeffzient A verschwin-
det, haben wir es mit einer Fliche dritter Ordnung zu tun; da jedoch
auch noch die Koeffizienten der Glieder dritter Ordnung verschwinden
konnen, gehéren auch noch alle Flichen zweiter Ordnung als Sonder-
fille zu den Zykliden. Neben die Definitionsgleichung zweiten Grades
der Zykliden in pentasphérischen Koordinaten Fy (%, %5, %3, %5, %5) = 0
stellt sich noch die ebenfalls quadratische Identitit 2(x,, ..., x5 =0,
die zwischen ihnen ohnehin besteht. Es ist nun eine Aufgabe, die sich
shnlich immer darbietet, wenn zwei quadratische Gleichungen zwischen
denselben iibrigens beliebig vielen Variabeln vorliegen, durch geeignetes
Einfithren neuer Variabeln mittels linearer Substitution diese Gleichun-
gen auf eine Normalform zuriickzufiihren. Als solche werden wir wihlen
diirfen:

2 2 2 2 2
Fo=24 242 B,
Q = yi+yst et yit y5=0s

Doch miissen wir bemerken, daB diese Transformation nur ,,im all-
gemeinen gilt; wie sie sich im besondern verhilt, davon spiter S. 379
u. ff. Das dieser ,,kanonischen’* Form der beiden Gleichungen zugrunde
liegende pentasphirische Koordinatensystem ist dann gerade ein
solches System wvon fiinf Orthogonalkugeln, wie¢ wir es kiwrzlich be-
sonders besprochen haben.

Diese Transformation auf eine kanonische Form gestattet nun ein-
mal, allgemein die Eigenschaften der einzelnen Zyklide bequem zu unter-
suchen; dann jedoch veranlaBt sie uns insbesondere, das folgende

Flachensystem ndher zu betrachten:
5

3 Y%

% o —4 =0

Diese Gleichung erweist sich auf den ersten Blick ganz dhnlich der
frither behandelten Gleichung der konfokalen Flichen zweiten Grades;
dementsprechned werden wir die durch die letzte Gleichung bei veran-
derlichem A erklirte Flichenschar als ,,konfokale’ Zykliden benennen.
Die nichste Frage wird die sein, wie viele dieser Flichen durch einen
gegebenen Raumpunkt y hindurchgehen. Entwickelt man die Gleichung,
indem man die Nenner fortschafft, so erhidlt man ein Polynom in A,
das mit dem Gliede

V3 (o — 2) (o5 — 2) (0t — 2) (x5 — 2)
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beginnt. Man erhilt also dem ersten Anschein nach fiir A eine Gleichung
vierten Grades. Doch man erkennt, daB der Gesamtkoeffizient fiir 1*
gerade y2 492 4+ ... + 2 ist und der Bedingung £ =0 gemiB
fortfillt, so daB man nur eine Gleichung dritten Grades fiir A behiit.
Wir entnehmen hieraus den Satz: Im System der konfokalen Zykliden
gehen durch jeden Raumpunkt geradeso drei Flichen, wie wir das fir das
System konfokaler Fy kennen.

AnschlieBend an die kanonische Form, auf die wir die Gleichung
der Zykliden im allgemeinen gebracht haben, 14Bt sich nun mit Hilfe
der fiir pentasphérische Koordinaten aufgestellten Formeln weiter
nachweisen, daf die konfokalen Zykliden sich gegemseitig rechtwinklig
durchsetzen. Wir haben tn der Schar der konfokalen Zykliden ein neues
dreifaches Orthogonalsystem im Rauwm, dem das System der konfokalen F,
als Sondzerfall unterzuordnen ist.

Dies neue Orthogonalsystem ist im Jahre 1864 gleichzeitig von Mou-
tard und Darboux aufgefunden worden (vgl. Comptes rendus dieses
Jahres).

Was die fernere Literatur dieses Gegenstandes anbetrifft, so wollen
wir uns darauf beschrinken, auf Kleins im W.-S. 1889/90 gehaltene Vor-
lesung iiber Lamésche Funktionen sowie auf die Preisarbeit von Bdcher,
Gottingen 1891, zu verweisen. Darin findet sich neben genauen Zitaten
die ganze Theorie der konfokalen Zykliden mit allen Sonderfillen be-
handelt.

§ 13. Dupins Zykliden.

Unter den allgemeinen Zykliden, von denen wir bisher handelten,
nehmen nun eine besondere Stellung die ein, die man als Dupins Zykliden
bezeichnet, auf die sich auch die im Brillschen Verlag (Darmstadt)
erschienenen Modelle beziehen. Von deren allgemeiner Erzeugung wer-
den wir sofort sprechen, vorerst wollen wir uns nur von ihrer Gestalt
eine klare Vorstellung zu verschaffen suchen. Man unterscheidet Zy-
kliden Dupins mit zwei reellen Knotenpunkten und solche ohne reelle
Knotenpunkte. '

1. Dupins Zykliden mit zwes reellen Knotenpunkien.

Von diesen kénnen wir uns leicht ein anschauliches Bild verschaffen,
indem wir sie als durch Inversion aus einem gewdhnlichen geraden Kreis-
kegel entstanden denken. Die reellen Knotenpunkte ergeben sich ver-
vermdge der Inversion insbesondere aus der Spitze des Kreiskegels
(Doppelkegels) und dem uneigentlichen Punkt des Raumes. Je nach-
dem wir nun das Inversionszentrum im Innern, im AuBern oder auf dem
Kreiskegel wihlen, werden wir drei Unterarten zu unterscheiden haben,
von denen die letzte ersichtlich den Ubergangsfall der beiden anderen
vorstellt. Im ersten Fall erhalten wir die sogenannte Spindelzyklide,
die aus zwei ineinander liegenden Flichenminteln besteht, die in den
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beiden Knotenpunkten zusammenstoBen. Im zweiten Falle ergibt sich
die Hornzyklide, bei der die Flichenmintel auseinander liegen. Der dritte
Fall endlich stellt die parabolische Hornzyklide dar, die sich ins Unend-
liche erstreckt und tibrigens nur vom dritten Grade ist.

Alle diese Flichen haben ihrer Entstehung aus dem Drehkegel gemi3
eine besonders einfache Eigenschaft. Wenn wir nimlich unser Augen-
merk zundchst auf die Tangentenebenen des Kreiskegels richten, die
ihn umhiillen, so werden bei der Inversion aus diesen Kugeln entstehen,
die den geradlinigen Erzeugenden des Kegels entsprechend die Zyklide
nach Kreisen beriihren. Alle diese Kreise und Kugeln miissen iiberdies
durch die beiden Knotenpunkte gehen. Im Falle der Hornzyklide finden
sich unter den genannten Kugeln zwei Ebenen, die bei der paraboli-
schen Zyklide in eine Ebene zusammenfallen und bei der Spindelzyklide
imaginar sind.

Doch ist dieses System der Kreise keineswegs das einzige auf der
Zyklide Dupins. Denken wir uns z. B. in die obere Offnung des Kreis-
kegels eine Kugel von beliebigem Radius hineingebracht, so wird sie
den Kreiskegel lings eines Kreises berithren, der die geradlinigen Er-
zeugenden rechtwinklig durchschneidet. Nach der Inversion wird aus
dieser Kugel und ihrem Beriithrungskreis wieder eine die Zyklide Dupins
lings eines Kreises berithrende Kugel geworden sein. Und indem wir
den Radius der Kugel verdnderlich denken, erhalten wir so auf dem
Kegel die bekannte Kreisschar, der dann auf der Zyklide Dupins eine
zweite Kreisschar als thre Berithrungskurven wmit einer zweiten Kugel-
schar emtspricht. Und wie wir bereits andeuteten, wird diese zweite
Kreisschar die erste rechtwinklig durchsetzen, so daf beide ein Orthogonal-
system auf derZyklide bilden. Wie leicht au sehen und wie wir (S. 112) noch
beweisen wollen, bilden beide Kreisscharen zugleich das System der Kriim-
mungskurven der Fliche.

Im Falle der Spindelzyklide finden sich unter den Kugeln diesers
zweiten Schar zwei reelle Ebenen, die im Ubergangsfalle wieder zu-
sammenfallen und bei der Hornzyklide fehlen, oder besser imaginir sind.

2. Dupins Zyklide ohne veelle Doppelpunkie. Diese Fliche hat im
allgemeinen die Gestalt einer Ringfliche und kann im besondern durch
entsprechende Inversion die parabolische Form erhalten (parabolische
Ringzyklide), die sich insUnendliche erstreckt. Die Eigenschaften, die wir
bei der Zyklide mit zwei reellen Doppelpunkten fanden, sehen wir auch
hier bei den Flichen mit nur imaginiren Doppelpunkten erhalten.
Es gibt wiederum die beiden Scharen von Kugeln, von denen jede
die Zyklide ldngs eines Kreises beriihrt. Die eine Schar der Kugeln fiillt
hierbei gleichsam das Innere der Zyklide aus, wihrend die andere
ihr AuBeres iiberstreicht.

Wie kann man sich nun die gemeinsame Evzeugung aller dieser
Zykliden vorstellen? Nehmen wir etwa drei Kugeln an, die auseinander
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liegen, so werden wir uns offenbar eine ganze Schar von Kugeln vor-
stellen kénnen, die die gegebenen von auBen beriihren. Diese werden
dann eine Ringfliche zur Hiillfliche haben, die mit der zweiten Art
der Zyklide Dupins identisch ist. Diese Konstruktion, die den Aus-
gangspunkt der Untersuchung fiir Dupin bildet, gilt nun richtig ver-
standen ganz allgemein fiir alle Zykliden Dupins. Es kommt darauf an,
alle Kugeln zu konstruieren, die drei feste Kugeln in geeigneter Weise
beriihren. Dupin beweist dann weiter, da die ndmliche Fliche auch
umhiillt wird von einer zweiten Kugelschar, der die anfinglich gege-
benen drei Kugeln selbst angehéren.

Ganz allgemein nennt man eine Fliche, die als Umhiillungsge-
bilde einer Schar von Kugeln entsteht, eine ,,R6hrenfliche’* oder ,,Ka-

nalflache”, mag der Radius der

Kugeln dabei fest sein, oder

il sich nach bestimmten Gesetzen

.«H dndern. Die Zyklide Dupins,

die von zweir Kugelscharen ym-

, hitllt wird, erweist sich daher in

///ﬂ“ doppelter Hinsicht als Rohren-
//////'///, PR I ﬂo’iche.

p |‘“ N\?\, Wir werden nun weiter fra-

4 gen diirfen, auf welcher Kurve

die Mittelpunkte dieser Kugeln

\ der eimen und der anderen

m Schar liegen. Dies fihrt uns zu

{ der Figur zuriick, die wir im

) System der konfokalen Flichen

zweiten Grades kennen gelernt

haben (vgl. Abb. 5 auf S. 21). Wir hatten dort eine Ellipse und

eine Hyperbel gefunden, die derart in zwei zueinander senkrechten

Ebenen gelegen sind, daB die Brennpunkte der Ellipse die Scheitel

der Hyperbel waren und umgekehrt. Im speziellen Falle arten die

Ellipse und die Hyperbel in zwei Parabeln aus in ganz entsprechender

Lage(vgl. Abb.21). Wirhaben nun als Antwortauf unsere Frageden Satz:

Bei den beiden Kugelscharen, die eine Zyklide Dupins wmbhiillen,
werden die Muttelpunkte auf einer Fokalellipse und einer Fokalhyperbel
gelegen sein, im Grenmzfall aber auf zwei Fokalparabeln, wie friiher be-
schrieben wurde.

Uber die bisher behandelten elementaren Teile der Kugelgeometrie
findet man Ausfithrliches in einem Werke von J.L.Coolidge: A trea-
tise on the circle and the sphere, Oxford 1916. Schoéne stereosko-
pische Bilder von Dupins Zykliden bei Maxwell, scientific parers
Bd. 2, S.158. Uber Dupins Zykliden vgl. auch E. Bompiani, Instituto
Lombardo 21 (1915).

Abb. 21,
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§ 14. Einteilung der bisherigen Gegenstinde der analytischen
Geometrie.

Mit dem Bisherigen soll zugleich abgeschlossen sein, was allgemein
iiber Punktkoordinaten zu sagen war. Wir wollen da noch die subjek-
tive, d. h. nur zum Zwecke der Klassifikation gestellte Frage aufwerfen,
welche Kurven und Flichen iiberhaupt fiir die Behandlung durch Punktkoor-
dinaten mathematisch interessant sind. Wir haben wieder zu scheiden
zwischen der Geometrie im Gesamtraum und der Geometrie im Kleinen.

I. Was die erstere anbetrifft, so wissen wir, daB ihr die algebraischen
Gebilde angehoren. Wir legen der Bequemlichkeit halber gleich Drei-
ecks- (oder Tetraeder-) Koordinaten zugrunde und wollen sie bei Be-
schrinkung auf die Ebene mit x,, x,, x5 bezeichnen. Es gibt dann
zweierlei Ansidtze zur Untersuchung bestimmter Kurven.

1. Man stellt die Kurve durch eineeinfache Gleichung f(x,, %5, %3) = 0
dar. Hier ordnet mannunnach demGrad und untersucht dementsprechend
die allgemeinen algebraischen Kurven ersten, zweiten, n-ten Grades,

2. Die Kurve wird nicht durch eine Gleichung dargestellt, sondern
unter Einfilhrung eines verdnderlichen Parameters A durch drei Glei-
chungen, indem man die Koordinaten #,, x,, x; Funktionen von 4 pro-
portional setzt, also o1, — ().

Auch hier kénnen wir dann eine weitere Klassifikation vornehmen. Wir
werden die @-Funktionen vielleicht zunichst als rationale Funktionen
wihlen und demgemilB von ,rationalen Kurven'* sprechen. Dies ergibt
noch keineswegs die allgemeinen algebraischen Kurven. Wir werden
dann weiter an den @-Funktionen bestimmte Irrationalititen zulassen,
z. B. sie als rationale Funktionen in A und w,(4), d.h. einer Quadrat-
wurzel aus einem Polynom vierten Grades annehmen. Das liefert uns
dann zunichst die ,,elliptischen Kurven'*, die man so nennt, weil sie
mit elliptischen Funktionen sich gut behandeln lassen. Fernerhin wird
man noch beliebig héhere Irrationalititen einfithren kénnen?).

Dies sind die beiden Hauptgesichtspunkte, nach denen man die
algebraischen Kurven geordnet hat. Bei dieser Anordnung des Stof-
fes ist das oberste Prinzip die algebraische Begriffsbildung, der geome-
trischen Untersuchung kommt nur eine ausfithrende Rolle zu, indem man
voraussetzt, daf3 jene alle die Fragen aufnimmt, die vom algebraischen
Standpunkte aus wichtig sind.

II. Wie steht es nun mit der Differentialgeometrie? Nehmen wir
z. B. das schon erwihnte Buch von Monge zur Hand. Wir werden dort
weniger im allgemeinen von analytischen Kurven und Flichen gehandelt
sehen, vielmehr aber von gewissen Flichenfamilien, die eine bestimmte

1) Einen Zusammenhang zwischen 1. und 2. gibt P. Koebes Satz von der
., Uniformisierung*, der aussagt, daB man jede algebraische Kurve mittels eines
Parameters 4 durch eindeutige analytische Funktionen ¢ darstellen kann.
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geometrische Erzeugung haben. Wir lernen von Zylinderflichen, Kegel-
flichen, Drehflachen, von Hiillflichen, die ganz besonders Gegenstand
der Untersuchung in dem Werke von Mongesind. Diese entstehen z.B.,
wenn eine Ebene nach einem vorgeschriebenen Gesetz sich im Raum
bewegt (etwa mit einem Freiheitsgrade); die dann von ihnen um
hiillte Fliache ist insbesondere eine ,abwickelbare’* Fliche oder
. Torse’. Ein anderes Beispiel ist die Einhiillende einer Kugelschar (die
schon erwdhnte Gattung der Rohrenflichen). Weiter werden die gerad-
linigen Flachen behandelt, d. h. Flichen, die von geraden Linien erzeugt
werden, dann wieder Flichen mit besondern Kriimmungseigenschaften,
z. B. Flachen mit ebenen Kriimmungslinien usw.

In der Differentialgeometrie von Monge ist demnach das unmittelbare
Interesse an der geometrischen Evzeugung der Fliche das Mafgebende fitr
die Betrachtung.

Nun wird man doch darauf ausgehen kénnen, beides ‘miteinander zu
vereinigen. Man kann sich z. B. fragen, was es fiir algebraische Linien-
flichen 1., 2. oder 3. Ordnung usw. gibt.

Insbesondere verfolgt die synthetische Geometrie eine Art mittleve Stel-
lung, die beiderlet Gesichispunkte zu verbinden sucht, indem sie darauf aus-
geht, die algebraischen Gebilde, die sie von der analytischen Geometrie iiber-
nimmt, in bestimmter Weise vein geometrisch zu erzeugen.

Man hat sich nun aber weiterhin sowohl bei I. als II. veranlaBt ge-
sehen, noch andere geometrische Gebilde in Betracht zu ziehen, Gebilde,
die weder einfach Kurven noch Flichen sind, und hiervon wollen wir
vor allen Dingen handeln.

§ 15. Bilineare Gleichungen und Dualitit.

Was zunichst wieder die algebraische Geometrie betrifft, so hat man
Gleichungen betrachtet, die nicht allein die Koordinaten eines Punktes,
sondern die zweier Punkte enthalten. Wir nennen diese als Dreiecks-
koordinaten gewdhnlich x,, x5, x5 oder ¥;, ¥,, ¥5, als homogen geschrie-
bene gewdhnliche Koordinaten dagegen x, v, ¢ und %', ¥, ¢, so daB3 also
x:t, y:t gewdhnliche (unhomogene) rechtwinklige Koordinaten werden.
Auf diese verschiedenartige Bezeichnung sei an dieser Stelle ausdriick-
lich aufmerksam gemacht, um spiterhin, wenn sie immer wiederkehrt,
Verwechselungen vorzubeugen. Die allgemeine Form unserer Gleichun-
gen ist dann etwa: Q5 %y, %; Yps Yar 95) — 0.
Thre Bedeutung ist leicht zu erkennen, sie stellt eine Beziehung zwischen
zwei Punkten dar der Art, daf der eine Punkt immer auf eine Kurve einge-
schrinkt ist, sobald wir den andern Punkt festhalten.

Den ersten Fall einer solchen Gleichung £ = 0 gab die Polaren-
theorie der Kegelschnitte. Schreibt man die Gleichung eines Kegel
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schnitts in der Form
%aikxz‘xk =0, ap= ay,, “aiki * 0,
so wird die genannte Verwandtschaft durch die Gleichung
123 aip¥ Y =20

gegeben. Durch sie wird bekanntlich jedem Punkte x eine Gerade als
,,»Polare’ zugeordnet, die den Kegelschnitt in reellen oder imaginiren
Punkten schneidet, je nachdem der Punkt x auBlerhalb oder innerhalb
des Kegelschnittes liegt. Diese Punkte sind die Berithrungspunkte
der von x an den Kegelschnitt gehenden Tangenten. Umgekehrt wird
jeder Geraden auch ein Punkt als Pol entsprechen. Die Beziehung zwi-
schen den Punkten x, und v, ist iiberdies gegenseitig; y, liegt auf der
Polaren von x;, wenn x; auf der Polaren von y, liegt.

Es ist Ihnen allen wohl bekannt, wie aus dieser Theorie der Polaren
bei Kegelschnitten zu Anfang des Jahrhunderts die Lehre von der Dualitit
zwischen Punkt und Gerade hervorgegangen ist. Denkt man sich irgend-
eine Figur gegeben, iiber die ein Satz ausgesagt ist, und konstruiert
man dann zu jedem Punkte seine Polare und umgekehrt zu jeder
Geraden ihren Pol, so erhalten wir eine neue Figur, die Polarfigur,
iiber die dann ein entsprechender Satz gilt. Der erste, der diesesVerfahren
angewandt hat, ist Brianchon im Jahre 1806 gewesenl). "Er iibertrug
den bekannten Satz Pascals, daB bei jedem einem Kegelschnitt einbe-
schriebenen Sechseck die Schnittpunkte der Gegenseitenpaare auf einer
Geraden liegen, den Pascal, 16 Jahre alt, 1640 gefunden hat, in den nach
seinem Namen genannten ,,Satz Brianchons'‘. Setzt man namlich statt
der sechs Punkte, den Ecken des Sechsecks, ihre Polaren, die Tangenten
des Kegelschnittes werden, so erhalten wir ein dem Kegelschnitt um-
schriebenes Sechsseit, und fiir dieses gilt dann ganz entsprechend, da83
die Verbindungslinien der Gegenecken durch einen Punkt gehen.

Wie sich diese Untersuchungen weiter entwickelt haben, werden wir
bald niher kennen lernen. Unsere Gleichung

D%y =10
nimmt in entwickelter Form die Gestalt an:
Y1 (@1 % + a12%5 + a13%3)
+ Y2 (@9 %) + g0 % + G55 %)
+ Y3 (ag%, + g% +-a53%5) = 0.

Es ist jedoch in ihr a; = a;; zu setzen. Dementsprechend stellt

diese Gleichung noch keineswegs die allgemeine bilineare Gleichung dar.

Weshalb sollte man aber nicht die Gleichung X a;,%;v;, = 0 betrachten,
in der az und a; nicht notwendig einander gleich sind? Dies ist zuerst

1) Journal de I’école polytechnique, Heft 13.
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von Pliicker in Bd. 2 seiner analytisch-geometrischen Entwicklungen
geschehen (1831). Wihrend aber damals Pliicker diese allgemeinste
bilineare Gleichung nur als ein Mittel der Transformation betrachtete,
welche jedem Punkt eine gerade Linie in dualistischer Weise zuordnet, hat
man immer mehr fiir die Gleichung selbst und fiir die Zuordnung, die sie
geometrisch vorstellt, ein unmittelbares Interesse gewonnen und sie also
als selbstindiges Objekt in die geometrische Betrachtung eingefiihrt.

§ 16. Das Nullsystem.

Als Sonderfall dieser bilinearen Beziehung verdient neben dem sym-
metrischen Falle (a;;, = a;), d. h. der Polarenverwandtschaft in bezug
auf einen Kegelschnitt (oder in bezug auf eine Fliche zweiten Grades),
besondere Beachtung der ,,schiefsymmetrische’ Fall, die sogenannte
schiefe bilineare Gleichung (gauche, skew, gobbo), in der a;, = — ay;
ist. Die hierdurch vermittelte Beziehung miissen wir in der Ebene und
im Raum jetzt niher betrachten. Wir werden erkennen, daB fiir die
Ebene nichts Besonderes herauskommt, im Raume sich dagegen das
sogenannte ,,Nullsystem'* ergibt, das durchaus zu den Grundgebilden
der neueren Geometrie zu zdhlen ist. Zunichst ergibt sich aus der
Annahme, a,;, = — a;;, daB a;; = 0 zu setzen ist. Unsere Gleichung
nimmt daher fiir die Ebene die folgende Gestalt an:

(g (%a Vg — X3¥s) + gy (X3Y1 — %1 Y3) + Aya(%1 Y, — #p¥y) = 0.

Man erkennt sofort, dal die linke Seite die ausgerechnete Form
der Determinante darstellt:

j Qg3 A3y A1a
Xy %5 %3 | =0.
Y1 Y2 Vs
Die geometrische Bedeutung der Gleichung liegt dann auf der Hand; die
Determinante verschwindet, wenn die Punkte x;, y; und a,; aufeinergera-
den Linie liegen. Die Gleichung hat daher eine triviale Bedeutung, da sie
jedem Punkt x; die Gevade zuovdnet, die thn mitdem festen Punkte averbindet.

Von dieser einfachen Beziehung redet man dann nicht weiter und
sagt wohl, ,,in der Ebene gibt es kein Nullsystem®‘.

Wie ist es nun tm Rawme 2 Wir haben es hier mit der Gleichung zu tun:

Ay (%1 Y5 — %p¥1) + tyg(%1 Y5 — ¥3¥y) + dya (%1 Vs — %491)
+ @34 (%374 — %4Y3) + Ap(%4Ye — Xp¥s) + A3(%2 Y3 — #3¥e) = 0
oder abgekiirzt geschrieben:
32 @ (%Y, — %2 ys )= 0.

Diese Gleichung stellt das nidmliche Nullsystem dar, wie es zuerst
von Mobius 1833 in Crelles Journal Bd. 10 entwickelt ist. Doch hat
es schon 1827 ein italienischer Geometer Giorgini betrachtet, Memorie
societd dei XL, 1828, Bd. 20.)
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Geben wir tiber Mébius einige historische Angaben! Mdbius wurde
1790 in Schulpforta als Sohn eines Tanzmeisters geboren und war von
1816 —1868 Professor der Astronomie in Leipzig. Neben seinem bary-
zentrischen Kalkiil (1827) haben wir von ihm eine Statik 1838 und eine
elementare Behandlung der Mechanik des Himmels 1843. Seine Statik ist
in geometrischer Hinsicht besonders interessant. Daneben eine Fiille
der schénsten geometrischen Abhandlungen. Vgl. ges. Werke I—1IV,
Leipzig, 1885—1887.

Wir fithren hier eine Reihe von Sitzen, die sich auf das Nullsystem
beziehen, ohne Beweis an. Sie ergeben sich unmittelbar aus der allge-
meinen Gleichungsform:

1. Jedem Punkt x; entspricht eine Ebene, die durch den Punkt selbst
hindurchgeht; umgekehrt jeder Ebene ein Punkt, der in ihr liegt.

2. Wenn x; sich auf einer Geraden bewegt, so dreht sich die zugehs-
rige Ebene um eine zweite Gerade.

3. Wenn y; in der Ebene von x; liegt, so liegt umgekehrt x; in der
Ebene von y;.

4. Die unter 2. gefundene Beziehung zwischen Geraden ist wiederum
gegenseitig; denn jedem Punkte y; der zweiten Geraden muB doch umge-
kehrt eine Ebene entsprechen, die alle Punkte #; der ersten Geraden ent-
hélt. Solche zwei gerade Linien nennt man nun konjugierte Polaren.

5. Die geraden Linien des Raumes ordnen sich also in bezug auf das
Nullsystem paarweise zu konjugierten Polaren.

Dies sind die Grundsitze der allgemeinen Theorie. Wir sind aber mit
diesen allgemeinen S#tzen nicht zufrieden, sondern winschen moglichst
anschaulich vor Augen zu haben, wie jedem Punkte eine Ebene wirk-
lich zugeordnet ist. Dies werden wir besonders einfach erreichen, wenn
wir ein besonderes Koordinatensystem einfiithren, dhnlich, wie man etwa
die Flichen zweiten Grades auf ihre Symmetrieebenen bezieht. Wir
wollen der Ubersichtlichkeit wegen die einzelnen Punkte der Uberlegung
wieder numerieren:

1. Wir richten unser Augenmerk zunichst auf die uneigentlichen
Punkte, die hier im Gebiete der projektiven Geometrie natiirlich eine
,,Ebene’* erfilllen. Es wird somit einen Punkt der uneigentlichen Ebene
geben, der dieser Ebene im Nullsystem zugehort. Wir wollen nun
den Gesamtraum so gedreht denken, daB dieser Punkt ,,vertikal* iiber
uns zu liegen kommt. An dieser Lage des Nullsystems halten wir
fortan fest.

2. Nun gibt es in der uneigentlichen Ebene eine ,horizontale* ge-
rade Linie, deren konjugierte Polare wir ins Auge fassen wollen. Diese
nennen wir die Achse des Nullsystems und behaupten, daf sie verttkal
liegt. Um dies zu erkennen, iiberlegen wir uns, wie wir die betreffende
konjugierte Polare finden. Wir betrachten alle die Ebenen, die durch
die horizontale uneigentliche Gerade gehen; dies werden sidmtliche
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Horizontalebenen sein, zu denen auch die uneigentliche Ebene selbst
zu rechnen ist. Jeder dieser Ebenen gehért nun ein Punkt zu, der in
ihr liegt, die Gesamtheit dieser Punkte bildet die gesuchte konjugierte
Polare. Nun findet sich unter diesen Punkten auch der vertikal iiber
uns liegende Punkt als der der uneigentlichen Ebene entsprechende
Punkt, die Achse muB folglich eine Vertikallinie sein.

3. Diese ,,Achse* des Nullsystems machen wir nun zur 2-Achse eines
rechtwinkligen Achsenkreuzes, in dem wir die homogenen Koordinaten
der Punkte in der bilinearen Grundgleichung mit x, y, z,¢ und
%', ¥, 2, t’ bezeichnen. Diese Gleichung hat dann das Aussehen:

ap(xY'— yx') + ag (22 — 257) + ag(y7' — 29)
Fag (01" — 1x') +ag (vt — 1Y) +ag (2t — t2') =0
oder, indem wir ¢ = #' = 1 setzen:
@ (2y" — y#) +ay(x2 — 28") +ag(yz — 2v)
+tap(x — 2") tanu(y —y ) tau(z —2)=0.

Dies ist zunichst noch die allgemeine Gleichung unseres Nullsystems.
Nun soll die 2-Achse die Achse des Nullsystems sein, d. h. jedem Punkte
der z-Achse eine horizontale Ebene entsprechen. Setzen wir daraufhin
in die letzte Gleichung 4’ =0, " = 0 ein, wihrend 2 beliebig sein moge,
so erhalten wir die Gleichungen der betreffenden Ebenen zunichst in
der Gestalt:

(@132 + 30 & + (3037 + G0 ¥ + 34 (2 — 2) = 0.
Damit diese Gleichung nun eine Horizontalebene darstellt, miissen
die Glieder mit x und y fortfallen, d. h. esmuB g,3 = a,, = @93 = a5, = 0
sein. Fithren wir dies in unsere allgemeine Gleichung ein, so nimmt
sie die Gestalt an:
A (Y — yx') +ag(z —2)=0

oder bei vereinfachter Koeffizientenbezeichnung

(xy" — x'y) +k(z—2)=0.

Das besagt aber: Bezichen wir unser Nullsystem auf irgendein rechi-
winkliges Koordinatensystem, dessen z-Achse die Achse des Nullsystems
1st, S0 bekommen wir die letzthin geschriebene einfache Gestalt der Gleichung.

5. Die GroBe % nennt man den Parameter des Nullsystems. Er driickt
sich, wie wir nicht weiter beweisen wollen, durch die urspriinglichen
Koeffizienten der allgemeinen Gleichung so aus:

L — %12 % +a13 P42 214 a3 .
a3y - ais - ads

Die rechte Seite ist dabei unter Benutzung der Beziehung a,;, = — a;;
in symmetrischer Form geschrieben.

6. Wie ist nun die Zuordnung von Punkt und Ebene in diesem Nuli-
system anschauungsmiBig zu erfassen? Wir betrachten zunichst die
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Sonderfille £=0 und k= oo, deren Bedeutung man sofort iiber-
sieht. Ist £ =0, so wird jedem Punkt %', y’, 2’ die Ebene zugeordnet,
die durch ihn selbst und die z-Achse hindurchgeht, d. h. seine Verbin-
dungsebene mit der z-Achse. Ist k= o0, so wird jedem Punkte z’, y", 2’
die durch ihn hindurchgehende Horizontalebene, d. h. die Verbindungs-
ebene des Punktes mit der uneigentlichen horizontalen Linie, zugeord-
net. Das sind beides ,,triviale‘* Fille.

7. Wie ist nun die Beziehung bei allgemeinen Werten von &?

a) Zunidchst machen wir eine Bemerkung, die sich auf die Wahl
unseres Achsenkreuzes bezieht. Wir kénnen offenbar unser Null-
system lings der z-Achse parallel verschieben und um die z-Achse dre-
hen — oder, was dasselbe besagt, wir kénnen unser Koordinatensystem
in entgegengesetztem Sinne verschieben oder drehen —, ohne daB sich
irgend etwas dndert: Unsere Gleichung

(xy — &'3) +h(z—2) =0

bleibt genau dieselbe. Wir erkennen hieraus, mit welchem Rechte wir
die 2-Achse die ,,Achse des Nullsystems‘‘ genannt haben. Der Vorteil,
den diese Bemerkung fiir unsere
Frage Stellung darbietet, ist leicht
einzusehen. Umunsnimlich zuunter-
richten, wie die Ebene im Raume
liegt, die dem beliebigen Punkt «’,
y’, 2’ zugeordnet ist, beantworten
wir diese Frage zunichst fiir die
Punkte %', 0, 0 der positiven Hilfte
der x-Achse. Wir brauchen dann die
Abbildung nur lings der z-Achse zu
verschieben und um sie zu drehen,
um das gefundene Ergebnis auf jeden beheblgen andern Punkt des
Raumes zu iibertragen.

b) Nachdem wir derart unsere Aufgabe vereinfacht haben, gehen
wir daran, uns von den Ebenen ein klares Bild zu schaffen, die zu den
langs der positiven x-Achse sich bewegenden Punkten %', 0, 0 gehéren.
Fiir die letzten Werte der Koordinaten %, 4, 2 n mmt unsere Grund-
gleichung die einfache Form an:

Abb. 22,

Wy L hz— 2%
xy+kz Oodery 7

Ihr entnehmen wir nun in Beziehung auf die obenstehende Ab-
bildung 22 sofort das Ergebnis: Dem Punkte x', 0, 0 der x-Achse entspricht
wm Nullsystem eine Ebene, die durch die x-Achse selbst hindurchgeht
und mit der Horizontalebene den Winkel ¢ bildet, wobei

t 4 X
g =" =1
Klein, Hohere Geometrie. 3. Aufl. 5
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tst. Somit erkennt man: Fir " = 0 ist tg ¢ gleichfalls 0 und wéchst mit
%' ins Unendliche. Zieht man fiir jeden Wert von %’ die zugehérige Senk-
rechte auf die x-Achse, deren Neigung gegen die Horizontalebene den
Winkel @ angibt, so wird die entstehende Fliche in gewisser Weise ihrer
Gestalt nach einem Windmiihlenfliigel vergleichbar (Abb. 23).

c) Allgemein gilt dann vermége unserer Uberlegung fiir einen be-
liebigen Raumpunkt: Jedem Punkte des Raumes wivd durch das Null-
system eine Ebene zugeordnet, die das Lot enthdlt, das sich von dem Punkte
auf die Achse des Nullsystems, die z-Achse, fallen 1ift und dabei einen
Winkel @ mit der Horizontalebene bildet, der gegeben ist durch

7’
tg ‘P = ? >
untey v’ den Abstand des Punktes von der z-Achse verstanden.

Dabei kommt noch wesentlich das Vorzeichen von % in Betracht;
der Windmiihlenfliigel wird im Falle eines negativen & gerade umgekehrt
X3
\Z

Abb. 23, Abb. 24,

gedreht sein, wie im Falle eines positiven £, und man nennt dann bei
geeignet gewidhltem Achsenkreuz (Abb. 22, 24) das Nullsystem im
letzten Fall &> 0 rechisgewunden, im ersten links gewunden (k << 0).

§ 17. Anwendungen des Nullsystems,

Wir werden noch von einer anderen Seite her das Nullsystem an-
schaulich erfassen kénnen. Es steht nidmlich in Beziehung zu einer ge-
wissen Schraubenbewegung, die man um die z-Achse des Nullsystems
ausfithren kann. Nehmen wir z. B. an, es soll eine rechtsliufige Schrau-
benbewegung, d. h. eine Schraubenbewegung im Sinne der Korkzieher-
windungen betrachtet werden, die jeden Punkt des Raumes eine gewéhn-
liche Archimedische Schraubenlinie von gleicher ,,Ganghéhe’ um die
z-Achse beschreiben 148t. Streckt man den rechten Arm aus und
macht man dabei eine naturgemiBle Handbewegung, so ergibt sich
eine rechtsgingige Schraubenbewegung. Diese Bewegung findet ihren
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Ausdruck in den sich auf nebenstehendes Koordinatensystem (Abbil-
dung 24) beziehenden Formeln:
X ="xcosp — ysing,
Y = xsing + ycosg,
h
Z =2z— ﬂ Q.

In ihnen bezeichnen x, y, z die anfinglichen, X, Y, Z die neuen
Koordinaten, wihrend ¢ den Drehwinkel und % die Héhe des einzelnen
Schraubenganges bedeutet. Wenn ¢ um 2 7z wichst, sind eben X und Y
wieder gleich x und y geworden. Hier ist % natiirlich positiv gedacht;
nehmen wir es negativ, so haben wir die Formel fiir eine linksgewundene
Bewegung. '

Wenn wir nun von dieser Schraubenbewegung die Geschwindig-
keitsvektoren konstruiert denken, so werden wir nach der Zeit ¢ zu
differenzieren haben. Das gibt fir ¢ = ¢

ax .
i = —¥sing—ycosg,
ay
W———&—xcosq) ysing,
iz h
it — 23’
oder, indem wir ¢ = 0 setzen
ix ay iz h
=Y @t G T T

Mit diesen Formeln fiir die Schraubenbewegung bringen wir die zu-
sammen, die im Nullsystem einem Punkte seine Ebene zuordnet:
(9" — x'y) +k(z—2")=0.
Wir wollen festsetzen, daf3 die Koordinaten «x, y, z den gegebenen Punkt
bezeichnen, #', y’, 2’ dagegen der laufende Punkt der Ebene sei. Nach
diesen Koordinaten geordnet heiBit dann unsere Gleichung:
(— .2 +x2y — k2 +kz=0.
Errichten wir nun im Punkte x, v, z die Normale zur Nullebene des
Punktes, so finden wir fiir ihre Richtung:
— yix:— k.
Wir erkennen sofort die Ubereinstimmung dieser Richtung mit jener
des Geschwindigkeitsvektors der Schraubenbewegung, sofern wir nur

h=o oder h=—2mk
T

setzen, und wir erhalten demnach den Satz:

Wiy werden die Zuordnung zwischen Punkt und Ebene im Nullsystem
erhalten, wenn wir um die z-Achse herum eine Schraubenbewegung von
der Ganghbhe 2nk einleiten und nun jedem Punkt die Normalebene der
dabei durch ihn gehenden Schrauwbenlinie zuordmen.

5%
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Diese Beziehung 146t uns dann insbesondere anschaulich vor Augen
treten, wie fiir Punkte nahe der Achse die entsprechende Ebene fast
horizontal, fiir sehr weit entfernte Punkte dagegen fast vertikal gerichtet
ist. Hiermit haben wir nun so deutlich als moglich uns das Nullsystem
geometrisch klargemacht; wir werden nun dazu noch einige literarische
Bemerkungen iiber die Anwendung des Nullsystems hinzufiigen.

Das Nullsystem findet seine Anwendung insbesondre in der Me-
chanik fester Korper und in der Geometrie, und zwar beidemal in doppelter
Hinsicht. .

Was zunichst den ersten Punkt, die Bedeutung des Nullsystems fity
die Mechanik fester Korper betrifft, so liegt diese einmal gerade in der
engen Beziehung begriindet, die das Nullsystem mit einer bestimmten
Schraubenbewegung verkniipft. Und die ganze Wichtigkeit dieser Be-
ziehung wird klar, wenn man bedenkt, daf} ja jede Bewegung eines star-
ren Korpers in jedem Augenblick durch eine Schraubenbewegung er-
setzt werden kann, so daf3 beide Bewegungen an jeder Stelle des starren
Korpers denselben Geschwindigkeitsvektor haben. Man kann deshalb
von der ,,tangierenden Schraubenbewegung‘‘ sprechen. Demnach spielt
das Nullsystem in der Kinematik der starren Korper eine wesentliche
Rolle. Besonders sind hier zu erwihnen die Untersuchungen des Astro-
nomen R. S¢. Ball (frither in Dublin, spiter in Cambridge), der iiber dieses
Gebiet neben zahlreichen Abhandlungen ein besonderes Werk verdffent-
lichte: Theory of screws (Dublin 1876) das in sehr erweiterter Gestalt
1900 unter dem Titel: ,,A treatise on the theorie of screws’ in Cambridge
neu erschienen ist. Das Wort ,,screw’ (Schraube) bedeutet geradezu
dasselbe was Nullsystem bedeutet. Auf die damit zusammenhingenden
Untersuchungen von E. Study, Geometrie der Dynamen, Leipzig 1903,
kommen wir spiter (S. 310 u. ff.) zuriick.

Die zweite Bedeutung des Nullsystems in der Mechanik bezieht sich
auf die Zusammensetzung beliebiger Krifte, die an einem starren Kor-
per angreifen. Ist der Angriffspunkt aller Krifte derselbe, so ist es natiir-
lich leicht, eine alle ersetzende Einzelkraft zu konstruieren. Wenn jedoch
die Wirkungslinien der Krifte zueinander windschief liegen, so ist eine
hohere geometrische Theorie nétig. Es handelt sich hier etwa um die
Frage, wie alle wirkenden Krifte durch eine Kraft und ein Krifte-
paar zu ersetzen sind. Auch hier spielt dann das Nullsystem eine wich-
tige Rolle, wie wir jedoch nicht weiter ausfithren wollen. Man vergleiche
zum niheren Studium etwa das Lehrbuch der Mechanik fester Kérper
von Budde, in dem besonders viel vom Nullsystem gehandelt wird,
vielleicht sogar zu viel, d. h. auf Kosten anderer Gegenstinde.

Auch in der Geometrie hat, wie gesagt, das Nullsystem in be-
stimmter Weise eine hervorragende Bedeutung, und zwar in zweifacher
Hinsicht. Zunichst bestimmt das Nullsystem eine dreifach ausgedehnte
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Mannigfaltigkeit gerader Linien, die man seine Nullgeraden nennt. Unter
einer ,,Nullgeraden* hat man jede gerade Linie zu verstchen, die trgend-
einen Rauwmpunkt in der diesem Punkie zugehirigen Nullebene liuft. Und
nun sollte man meinen, daBl diese Geraden im Raum von vier Parametern
abhingen, da doch jedem der Raumpunkte in den zugehorigen Ebenen
ein Strahlbiischel, also eine einfach ausgedehnte Mannigfaltigkeit ge-
rader Linien zugeh6rt. Doch kommt nur eine dreidimensionale Gesamt-
heit von Nullgeraden bei genauer Abzihlung heraus, weil jede Null-
gerade fir jeden threr Punkte Nullgerade ist, da die Ebene, die einem
Punkt im Nullsystem entspricht, sich um die Nullgerade dreht, wenn
der Punkt auf dieser Nullgeraden fortschreitet. Es ist dies eine unmittel-
bare Folge des frither (S. 63) unter 2. gegebenen Satzes: Liegt y in der
Ebene von #, so liegt % in der Ebene von y. Wir werden uns bald mit der
Liniengeometrie im Raum zu beschiftigen haben, d. h. der Geometrie, die
mit den Geraden des Raumes als Element arbeitet. In thr nennt man den
Inbegriff aller Nullgeraden eines Nullsystems etnen linearen Lintenkomplex
oder ein ,,Gewinde'*; er ist unter allen Linienkomplexen, d. h. dreifach un-
endlichen Systemen von Geraden, die man betrachtet, der einfachste.

Wir kommen nun zu der zweiten geometrischen Anwendung des Null-
systems. Diese bezieht sich auf die Theorie der Polyeder. Bei jeder bili-
nearen Gleichung besteht zwischen den beiden Punkten %, y, 2z und %',
y’, 2’ eine einfache ,,Reziprozitit” der folgenden Art: Wiahlen wir einen
einzelnen Punkt x, ¥, 2, so entspricht ihm eine Ebene, auf die der Punkt
%', 9, 2’ in seiner Lage eingeschrinkt ist. Bewegt sich der Punkt %, y, 2
auf einer geraden Linie, so dreht sich die Ebene um eine gerade Linie.
Bewegt sich der Punkt in einer Ebene, so dreht sich die Ebene um einen
Punkt. Man wird diese Beziehung nach Mdbius geradezu eine ,,Ver-
wandtschaft’ zwischen den Punkten x, v, z; %', ', 2’ nennen. Man kann
z. B. den Punkt «, , z einen gebrochenen geraden Linienzug durchlaufen
lassen; dementsprechend werden wir eine Reihenfolge von Ebenen be-
kommen, die sich nacheinander um bestimmte Gerade drehen. Hierbei
wird jeder Ecke des Linienzuges eine Ebene entsprechen, jeder Verbin-
dungslinie des ersteren eine gemeinsame Schnittgerade von Ebenen;
jeder Ebene durch drei Punkte des Linienzuges wird weiter eine drei-
seitige Ecke korrespondieren usw. Wenn wir etwa den Punkt %, ¥, z ein
Tetraeder beschreiben lassen, so wird auch ihm infolge der gleichen Zahl
von Ecken und Seitenflichen gleichfalls ein neues Tetraeder entsprechen.

Allgemein werden wir den Satz haben:

Bei jeder bilinearen Gleichung zwischen zwei Punkten wird aus einem
ersten Polyeder ein neues enistehen, indem den Ecken, Kanten und Seiten-
flichen des Polyeders die Seitenflichen, Kanten und Ecken des zweiten
Polyeders entsprechen werden. '

Im Nullsystem gewinnt nun die Beziehung zwischen den beiden
Polyedern einen besonderen Charakter. Zuerst stellt das Nullsystem
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eine ,,involutorische‘ Verwandtschaft dar, d. h. seine Gleichung bleibt
unverandert, wenn wir ¥, ¥, z mit &', ', 2’ vertauschen, wie wir Ent-
sprechendes bei der Transformation durch reziproke Radien erkannt
haben, und wie das auch fiir die Polarverwandtschaft beziiglich einer
Fliche zweiten Grades gilt.

Doch merkwiirdiger noch ist die gegenseitige Lage der beiden Poly-
eder. Da im Nullsystem jeder Punkt in der ihm entsprechenden Ebene
gelegen ist, so wird auch hier jede Ecke des ersten Polyeders in einer Sei-
tenfliche des zweiten Polyeders und umgekehrt jede Ecke des zweiten
Polyeders in einer Seitenfliche des ersten Polyeders liegen. Das besagt
aber, daf die Polyeder, 2. B. die beiden Tetraeder, sich wechselseitig ein-
beschrieben und umbeschricben sind. Daf wir deraritg gelegene Polyeder
leicht konstruieren kénnen, davin haben wir die andere geometrische Be-
deutung des Nullsystems zu erblicken.

Diese Theorie der ,,reziproken’ Polyeder ist eine geometrisch sehr
merkwiirdige Sache, die ihrerseits wieder in einem Zweig der Mechanik
von praktischer Bedeutung wird, namlich in der ,,graphischen Statik".
Diese hat es mit solchen Problemen zu tun, wie sie im Briickenbau,
Dachstuhlkonstruktionen usw. vorliegen. Ihre Aufgabe.ist es, die Ver-
teilung der Druckkrifte, der Spannungen in einem Gittertriger auf die
einzelnen Stibe, mit zeichnenden Mitteln zu behandeln, und hierbei
spielen nun unsere einander ein- und umbeschriebenen Polyeder eine
wesentliche Rolle, so daf man auf Grund des Nullsystems eine besonders
gute Einsicht in die graphische Stattk bekommi. -(,,Reziproke Krifte-
plane* von Maxwell, vgl. im folgenden § 53.)1).

Wir wollen diesem Uberblick iiber Bilinearformen und das Nullsystem
nun noch einige allgemeine Bemerkungen hinzufiigen. Wie man Bilinear-
formen betrachtet, so kann man {iberhaupt homogene Gleichungen mit
zwei Reihen von Punktkoordinaten f(x;, %y, %3, %4; Y1, Vs, ¥3, Ya) =0
in Betracht ziehen, die nicht gerade linear sind. Man kann ferner auch
Gleichungen mit drei und mehr Punkten behandeln; hier wiirde dann die
Trilinearform das einfachste Gebilde darstellen. Insbesondere konnen wir
es z. B. bei den Gleichungen zwischen zwei Reihen von Punktkoordinaten
so einrichten, daB diese linear in den y, aber nicht in den % sind, also etwa

X,y +Xpys + X3y3 + X4y, =0
nehmen, wo die XFormen in den x von héherem als dem ersten Grad sind.
Wir kénnen es auBerdem etwa so einrichten, daf ihre Gleichung iden-
tisch Null wird, wenn wir y und x zusammenfallen lassen. Wenn wir
dann x fest sein lassen, so beschreibt y eine Ebene und gemiB unserer
letzten Annahme geht diese durch den Punkt x selbst hindurch; doch

1y Uber das Nullsystem vgl. auch: E. Caporali, P. Del Pezzo, Introduzione
alla teoria dello spazio rigato, Neapel 1888; C. Segre, Atti Torino 19 (1883),
S. 159—186.
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wird sie nicht linear vom Punkte x abhingen, so daB die Wechsel-
seitigkeit fehlt. Solche Beziehungen bezeichnet man dann als kidhere
Nullsysteme. Wir sehen so eine Menge von Moglichkeiten sich zum
niheren Studium darbieten.

§ 18. Geometrische Deutung der Differentialgleichungen.

Wir gehen nun, wie wir bereits in Aussicht genommen, zu entspre-
chenden Betrachtungen in der Differentialgeometrie iber. Wie die Glei-
chung zwischen zwei Reihen von Punktkoordinaten uns eine Erweiterung
der gewohnlichen algebraischen Geometrie bedeutet, werden wir in dhn-
licher Weise auch die Differentialgeometrie ausdehnen kénnen. Wir be-
trachten nicht nur Gleichungen zwischen den Keordinaten, sondern
fithren von vornherein die Ableitungen der %, ¥, z neben den Koordinaten
ein. Mit anderen Worten: Differentialgleichungen selbst bilden ein hervor-
ragendes Objekt geometrischer Forschung tn der Differentialgeometrie, in-
dem man fragt, wie man sich geometrisch die Bedeutung einer Differential-
gleichung klarmachen kann und insbesondere, was es geometrisch heift,
ewne Differentialgleichung integrieven.

Das ist die Auffassung, die schon Monge hatte und die dann be-
sonders wieder von Lie vertreten wurde.

Gehen wir einmal die verschiedenen Gattungen solcher Differential-
gleichungen, die man zu betrachten pflegt, durch.

1. Wir haben zunichst fiir die Ebene die Gleichung f (x, y, ¥') = 0.
Was bedeutet sie geometrisch? Sobald x und y bestimmte Werte be-
kommen, erfahren wir aus der Gleichung f (x, ¥, y') = 0 einen oder meh-
rere Werte von 9. Jeder gibt uns aber die Richtung an, in der eine
Kurve durch den Punkt x, y hindurchgehen soll. Der geometrische
Inhalt der Differentialgleichung f(x,y,y') =0 ist also der, daf diese
jedem Punkt x, v eine oder mehrere Fortschreitungsvichtungen zuovdnet.
Und die Gleichung integrieven heift geometrisch, Kurvem zu zeichnen,
die in jedem threr Punkie die bestimmie Fortschreitungsrichtung zur Tan-
gente haben; mit anderen Worten: die unendlich vielen Fortschreitungs-
richtungen zu lauter zusammenhingenden Kurven zusammenzufassen.
In diesem Sinne wird also die Differentialgleichung f(x, v, y") =0
Gegenstand geometrischer Betrachtung.

2. Was bedeutet weiter die Differentialgleichung f (x, y, ', ¥"') = 0?
Wir kénnen offenbar einen Punkt x, y sowie eine Fortschreitungsrich-
tung 9’ in ihm beliebig wihlen. Unsere Gleichung liefert uns dann be-
stimmte Werte fiir 9"". Nun ist die Formel fiir den Kriimmungsradius
einer ebenen Kurve bekanntlich

3

19\ 5

o= a -I; 4 )2;

es ist also mit ' und y” auch g bekannt. Eine Differentialgleichung
zwetter Ordnung ovdnet daher jedem Elemente %, v, v', d. h. jedem Punkte
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und einer Fortschrettungsrichtung in thm einen bestimmien Krilmmungs-
radius zu und die Aufgabe der Integration wird davin besiehen, alle diese
gekriimmien Elemente zu Kurven zusammenzusetzen.

Wir koénnen auch sagen:

Durch %, y, ¥, 9" wird die Gleichung einer ,,Schmiegparabel*

—y =y () &5y (E— )
geliefert.
Unsere Differentialgleichung ovdnet jedem Element x, y, y' eine be-
stimmite Schmiegparabel zu.
3. Gehen wir nun zum Raum mit seinen drei Koordinaten iiber, so
tritt uns zunichst die Gleichungsform f(x, ¥, z, ', 2’) = 0 entgegen,

worin
iy , a4z

Y =izt T ax
ist. Solche Gleichungen, die man als Gleichungen von Monge zu be-
nennen pflegt und auf die wir spiter (§ 94 u. ff.) noch zuriickkommen
werden, betrachtet man, allgemein zu reden, in den Lehrbiichern der
Analysis weniger; sie sind ja keineswegs partielle Differentialglei-
chungen. Doch gibt es einen Sonderfall, der von alters her das Inter-
esse lebhaft auf sich lenkte, wenn nimlich die Differentialquotienten
y" und 2’ linear in der Gleichung vorkommen, wenn sie also die
Form annimmt
X(x,y,2)dx +Y(x,y,2)dy +Z(x,y,2 dz=0.

Solche besondere Gleichungen werden dann als Pfaffsche Probleme
bezeichnet. Pfaff war zu Beginn des vorigen Jahrhunderts Professor
in dem 1810 als Universitit aufgehobenen Helmstedt und als sol-
cher der Lehrer von Gauf. Seine hier in Betracht kommende Abhand-
lung findet sich in den Abhandlungen der Berliner Akademie 1814/15.
Pfaff starb als Professor zu Halle 1825.

Wir fragen uns wieder nach der geometrischen Bedeutung der
Gleichung: f(x, v, 2,9 ,2)=0. Das Verhiltnis dx:dy:dz=1:y":%
legt doch eine bestimmte Fortschreitungsrichtung vom Punkte %, v, z
aus fest. Haben wir daher eine Gleichung zwischen y" und z’, so
stellt uns diese einen Kegel dar, der von den Fortschreitungsrichtungen
im Punkte x, y, z gebildet wird. Unsere Gleichung ovdnet demmnach
jedem Punkie im Rawme einen Kegel von Forischreitungsrichtungen zu,
der insbesondere eime Ebene ist, wenn f(x,y,z, v, %) =0 in emn
Pfaffsches Problem iibergeht.

Wir erkennen zugleich den folgenden merkwiirdigen Zusammenhang,
daB nimlich in diesem Sinne jedes Pfaffsche Problem mit einem Null-
system (im hoheren Sinne) zusammengehort und umgekehrt. Die Inte-
grationsaufgabe aber ist diesmal in der Weise zu kemnzeichnen, daf man
allgemein Rawmkurven sucht, die in jedem threr Punkte eine Tangente
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haben, die dem vom Punkte auslaufenden Kegel, oder im Sonderfalle
eines Pfaffschen Problems: der vom Punkic auslaufenden Ebene an-
gehort.

Wie man die Integration jedoch ausfithrt, haben wir hier ebenso-
wenig wie in den anderen Fillen zu untersuchen; uns kommt es eben
zunichst nur auf die geometrische Bedeutung der Differentialgleichung
an. Ein besonderer Fall des Pfaffschen Problems liegt vor, wenn
Xdx 4+ Ydy 4+ Zdz= 0 ein vollstindiges Differential ist, oder durch
einen Multiplikator in ein solches verwandelt werden kann. Dann kann
man nach Integralflichen fragen.

4. Nun gibt es bei drei Verdnderlichen noch die partiellen Differen-
tialgleichungen, zuerst die der ersten Ordnung:

0z 0z
f(x:%z;?,Q) =0; p = %’ 926'
Man denkt sich also z als Funktion von x und y. Nun wird bekannt-
lich durch die GréBen ¢ und g die Normale (und damit die Tangenten-
ebene) einer Fliche in einem Punkte der Stellung nach festgelegt.
Bezeichnet man etwa die Winkel der Normalen gegen die Koordinaten-
achsen mit «, §, y, so gilt die Beziehung
cosa:cosficosy = pig: — 1.

Haben wir daher fiir einen bestimmten Raumpunkt «x, ¥, z nicht die
Werte p und ¢ selbst, wohl aber eine Gleichung f(p, ¢) = 0 zwischen
ihnen gegeben, so wird die Normalenrichtung hierdurch auf einen be-
stimmten Kegel eingeschrinkt, der sich vom Punkte x, vy, z aus erstreckt.
Wir erkennen daher:

Eine partielle Differentialgleichung zwischen drei Verdnderlichen ordnet
jedem Rawmpunkt einen Kegel zu, auf dem die Normale jeder Fliche lie-
gen muf, die als Integralfliche der Differentialgleichung erscheint, und
die Gleichung integrieven heifii wieder, die allgemeinste so beschaffene
Fliche finden.

5. Wie wir schon andeuteten, kénnen wir natiirlich eine partielle
Differentialgleichung erster Ordnung auch so auffassen, daB sie ein Gesetz
gibt fir die Stellung der Tangentencbene im Punkte %, y, z. Die ab-
kiirzende Schreibweise dz = pdx -+ gdy gibt uns geradezu in differen-
tieller Form die Gleichung der Tangentenebene, d. h. durch p und ¢
ist die Lage der Tangentenebene bestimmt.

Diese Bemerkung wird uns von Nutzen sein, wenn wir jetzt zu
der partiellen Differentialgleichung zweiter Ordnung iibergehen. Wir
schreiben deren allgemeine Form:

f(x,9,2;0,9;7,5,t) =0,

worin die neuen Bezeichnungen 7, s, ¢ durch die Gleichungen
02z 02z 0%z
r=gsp 5= oy’ =92
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erklirt sind. Die allgemein iiblichen Bezeichnungen p, ¢; 7, s, ¢ sind
von Monge eingefithrt. Wir werden jetzt nicht mehr bei dz = pdx
~+ gdvy stehen bleiben, sondern die Entwicklung von 4z noch weiter
fithren, also schreiben:

dz=pdx +qdy +% (rdx? +2sdxdy +tdy?.

Diese Gleichung stellt fiir die Fortschreitungsrichtungen eine Fliche
zweiten Grades dar, und zwar ein Paraboloid. Es hat die gleiche Tan-
gentenebene wie die Fliche selbst; doch schmiegt es sich noch sehr viel
inniger an die Fliche an, als es bei der Tangentenebene der Fall ist,
nidmlich bis auf GréBen zweiter Ordnung. Man spricht daher von dem
,Schmiegparaboloid’.

Wir nehmen nun x, y, z sowie p und q beliebig an, d. h. wir wihlen
einen Raumpunkt und eine Tangentenebene in ihm aus; dann kénnen
wir jedoch auch noch zwei der Gr6Ben 7, s, ¢ beliebig annehmen.
Durch die gegebene Gleichung f(x, v, 2z, p, ¢, 7, s, t) =0 ist die
dritte GréBe bestimmt und damit simtliche Koeffizienten der fiir dz
gegebenen Gleichung.

Eine partielle Differentialgleichung zweiter Ordnung besagt, daf das
Schmiegparaboloid irgendwelcher gesuchten Fliche in jedem Punkte x, v, z
des Rawumes der Beziehung

fx,y,2:0,q;7,5,8) =0
unterliegt. —

Der Kernpunkt aller dieser letzten Betrachtungen, wie wir noch-
mals zusammenfassend bemerken wollen, ist die Einsicht, daB die
Differentialgleichungen als solche Objekt geometrischer Betrachtung
sind. Und in der Tat ist die hier ankniipfende geometrische Theorie
der Differentialgleichungen fiir ihre Integration von der gréBten Be-
deutung.

Wechsel des Raumelementes.

§ 19. Pliickers allgemeines Prinzip.

Die bisher angestellten Betrachtungen gruppierten sich um den Be-
griff der Punktkoordinaten. Wir wenden uns jetzt zu einem neuen
Kapitel, dem wir die Uberschrift ,,Wechsel des Raumelementes* geben
kénnen.

Wir legen jetzt nicht mehr einen Punkt durch Koordinaten fest,
sondern irgendwelche andere geometrische Gebilde, und wir versuchen,
die durch Gleichungen zwischen den Koordinaten dargestellten Bezie-
hungen geometrisch zu deuten, und durch solche Gleichungen alle
moglichen geometrischen Figuren zu beherrschen. Nichst den Punkt-
koordinaten sind am einfachsten im Raum die Ebenenkoordinaten,
in der Ebene die Linienkoordinaten. Wir wollen im folgenden nur
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die Verhiltnisse im Rawum niher studieren, da sie sich in der Ebene
ja ganz entsprechend gestalten. Wenn uns die Gleichung einer Ebene
vorliegt :
ux +vy +wz-4+1=0,

so ist man von alters her gewohnt, die GréB8en #, v, w als ,, Konstante*‘
zu bezeichnen. Der Fortschritt der neuen Betrachtungsweise ist nun der,
die GroBen #, v, w als Koordinaten der Ebene zu betrachten, als ver-
anderlich anzusehen und mit ihnen dann genau wie mit den Punkt-
koordinaten x, y, z zu arbeiten. Es ist bekannt, wie man die #, v,
w elementargeometrisch deutet; sie sind die negativen reziproken Ab-
schnitte, die die Ebene auf den drei Koordinatenachsen liefert. In
ganz dhnlicher Weise konnen wir auch etwa von der Gleichung der Fliche
zweiten Grades ausgehen

Ax*4+ Bxy+...+1=0

und ihre neun Koeffizienten als Koordinaten bezeichnen, so da8 dann die
F, als zugrunde liegendes Raumelement erscheint. In beiden Fillen
werden wir irgendwelche Gleichungen zwischen den neuen Koordinaten
aufstellen und nach ihrer geometrischen Bedeutung fragen kénnen.
Bei dieser Auffassung hat unser empirisch gegebener Raum dann fe
nach der Wahl des Raumelementes eine kleine oder beliebig grofe Zahl
von Dimensionen, gleich der Zahl der nitigen Koordinaten, wm das ein-
zelne Element festzulegen.

Dieser Gedanke, den wir an unserm Beispiel klarzumachen suchen,
stammt von Pliicker; von dessen ,,analytisch-geometrischen Entwick-
lungen“ an durchzieht er alle seine folgenden Werke. Spiter ist er
von Lie, Math. Annalen Bd. 5, aufs neue aufgenommen worden.

Sehen wir nun, wie diese Uberlegung sich im einzelnen entwickelt hat.
Das erste Auftreten der neuen Idee haben wir in dem Prinzip der Dua-
litdt zu erblicken; d. h. der Gegeniiberstellung von Punkt und Ebene
im Raum und von Punkt und Gerade in der Ebene. Dieses wiederum
hat sich aus der Polarenverwandtschaft bei einer Fliche oder Kurve
zweiten Grades entwickelt, also aus der Gleichung:

D%y = 0 (mit a5 = ay;).
Brianchon hat nur ein Beispiel so behandelt. Der erste, der systema-
tisch vorging, ist Poncelet gewesen; man betrachtet ihn mit Recht als
den eigentlichen Begriinder der ,,projektiven Geometrie‘, in der jenes
Prinzip iibrigens nur ein einzelnes, wenn auch besonders wertvolles
Hilfsmittel bildet.

1. V. Poncelet (geb. in Metz 1788) war nicht nur Mathematiker, er war
auch Offizier und Techniker. Sein Hauptwerk, das fiir uns in Betracht
kommt, ist sein Traité des propriéiés projectives des figures. Dieses Werk
verdanken wir seinen ungliicklichen Kriegserlebnissen. Poncelet ist 1812
in RuBland gefangen gewesen und hat so in Saratow an der Wolga
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unfreiwillige MuBe gefunden, seine mathematischen Ideen zu ordnen.
Dort ist der Traité entstanden, aber erst 1822 in Paris veréffentlicht.
Als zweite Arbeit Poncelets ist hier zu nennen Théorie générale
des polaires réciprogues in Crelles Journal, Bd. 4 (1829). Spiter hat
sich Poncelet dem technischen Unterricht und mathematisch - tech-
nischen Untersuchungen zugewendet (in Metz), und wer jemals mit tech-
nischen Kreisen Beziehung gehabt hat, der weill, wie hochangesehen in
der Maschinenlehre noch heute Poncelets Name ist. (Vgl. z. B. Poncelets
Wasserrad.) Gegen Ende seines Lebens (11867), als er im Ruhestande zu
Paris lebte, empfand er es als eine gro8e Enttduschung, daB andre die von
ihm verlassenen rein mathematischen Arbeitsgebiete in der Zwischenzeit
aufgegriffen hatten und dabei der Untersuchung vielfach andere Wen-
dungen gaben, als er urspriinglich beabsichtigt hatte. Dieser Stimmung
gibt er in seinen Biichern, die er damals hat erscheinen lassen, lebhaften
Ausdruck, ndmlich in den ,,Applications d’analyse et de géométrie. . .
(1862, 64), sowie der zweiten Auflage des Traité (1865, 66). Es ist in
psychologischer Hinsicht bemerkenswert, dafl ein Mann, der in der Mitte
seines Lebens nach den verschiedensten Richtungen, im Fortifikations-
wesen, wie in der Technik die gréBten Erfolge hatte, im Alter auf
den rein wissenschaftlichen Ehrgeiz seiner Jugend zuriickkommt und
sein Leben beklagt, weil seine Gedanken nicht in der Form, die er ihnen
gegeben, und nicht unter ausschlieBlicher Voranstellung seines Namens
zur allgemeinen Herrschaft durchgedrungen sind.

Neben Poncelet ist hier Gergomme zu nennen; er war ein mehr
philosophischer Kopf. Als solcher hat er insonderheit weiter ausgeprigt,
was ‘Poncelet in besonderer Form ersonnen, er-hat z. B. auch das Wort
Dualitit geschaffen. Er stellt immer neben das eine Theorem das ihm
dualistisch entsprechende und zeigt, wie in unserer Anschauung selbst
auch ohne vermittelnden Kegelschnitt beide Sdtze nebeneinander vor-
handen sind. Solcherweise hat er auch das System der Parallelkolonnen
eingefithrt, das seitdem in vielen Lehrbiichern angewendet ist, ich
meine jenes System, welches auf der geteilten Seite die einander ent-
sprechenden Sitze direkt gegeniiberstellt!). Seine grundlegende Arbeit
findet sich im 16. Bd. seiner Annales (1825/26).

An ihn kniipfen von deutscher Seite dann Mébsus und Pliicker an,
der letztere mit seinen analytisch-geometrischen Entwicklungen II von
1830/31. Hier erwichst der Begriff der Ebenenkoordinaten, wie wir
ihn gerade besprechen. Aus der Gleichung:

ux+vy+wz+1=0,
welche die vereinigte Lage von Punkt und Ebene aussagt, entspringt

fiir Pliicker das Prinzip der Dualitit. Entweder hilt man %, v, w fest,
dann haben wir die Gleichung der Ebene in Punktkoordinaten vor

1) Vgl. im folgenden z.B. § 24 und 25.
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uns, oder aber man hilt %, y, z fest, dann haben wir die Gleichung des
Punktes in Ebenenkoordinaten. Beide Auffassungen sind genau gleich-
berechtigt wegen der Symmetrie der Gleichung in den #, v, w und x,
y, z. Homogen geschrieben heiBt die Gleichung:
Uy %y Uy Xy - Ug Xy | Uy %, = 0.

Wie wir homogene Punktkoordinaten x; haben, so gibt es auch vier ho-
mogene Ebenenkoordinaten #;. Von hier aus ergibt sich dann die Ent-
wicklung der analytischen Geometrie in zwei parallelen nebeneinander
herlaufenden Koordinaten, wobei die Kurven #-ter Ordnung und #n-ter
Klasse einander gegeniiber gestellt sind. _

Wir wollen hier insbesondere darauf aufmerksam machen, wie sehr
unsere Phantasie durch das Prinzip der Dualitit belebt wird. Wie
ein Punkt eine Kurve durchliuft, so umbhiillen die Tangenten die
Kurve. Dies fithrt sofort zu mancher neuen geometrischen Anschauung.

Abb. 25, Abb. 26.
Abb. 27,
Abb. 29,
Abb. 28,

Wir kénnen z. B. an den Doppelpunkt (Abb. 25) denken, durch
den reelle, vielleicht auch imaginire Aste der Kurve hindurchgehen —
im letzteren Falle haben wir dann einen isolierten Doppelpunkt —,
oder an eine Spitze (Abb. 26), die Frage ist dann, was diesen Vor-
kommnissen dualistisch entspricht. Natiirlich eine singulire Tangente,
und zwar dem ersten Beispiel entsprechend eine Doppeltangente
(Abb. 27), die entweder zwei reelle Kurvenzweige beriihrt, oder iso-
liert verlduft. Im Beispiel der Spitze erinnern wir uns, daB bei der Be-
wegung des Kurvenpunktes lings der Kurve dieser pl6tzlich stehen bleibt
und seine Richtung 4ndert, wihrend die zugehorige Tangente der Kurve
ihren Drehsinn beibehilt. Dem wird dann dualistisch entsprechen,
daB die Tangente einer Kurve plotzlich ihren Drehsinn wechselt, der
Kurvenpunkt selbst aber ruhig seine Richtung behilt. Dies fithrt zum
Wendepunkt (oder zur Wendetangente (Abb. 28).

Es ist nun eine sehr niitzliche Ubung, wenn man irgendwelche ge-
staltlichen Verhiltnisse von Punktkoordinaten auf Linienkoordinaten
in der Ebene iibertrigt. Sind ups z. B. zwei Ellipsen f, =0 und f, = 0
gegeben, die sich in vier reellen Punkten schneiden. Das Produkt
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f1* f, wird dann (bei entsprechender Wahl der Zeichen) in dem Stiick
der Ebene, welches im Innern, wie im AuBern beider Ellipsen liegt,
positiv, in den vier sichelférmigen Stiicken aber, die dazwischen liegen,
negativ sein (Abb. 29).

Wir setzen nun f,f, = &, wo & eine geniigend kleine GroBe ist.
Diese Gleichung wird uns dann eine Kurve vierter Ordnung C, vorstellen,
die ganzin der Nihe der Ellipsen verlduft, und zwar je nachdem >0

Abb. 30 Abb. 31
Abb, 32. Abb, 33.

oder < 0 ist, in den positiven oder negativen Teilen der Ebene
(Abb. 30, 31). Dieses ist eine beliebte Art, um sich Gestalten einer C,
zu verschaffen?).

Nun wire die Aufgabe, das Entsprechende dualistisch durchzu-
fithren. Unserem Ellipsenpaar entspricht dualistisch wieder ein Ellip-
senpaar @; = 0 und @, = 0 mit vier reellen gemeinsamen Tangenten.
Wir kénnen gleich an unserer urspriinglichen Abb. 32 festhalten.
Wie finden wir nun die Kurve vierter Klasse? Zu dem Zweck gehen
wir von den vier reellen , Doppeltangenten“ des Ellipsenpaares aus,
welche den vier ,,Doppelpunkten unseres vorigen Falles dualistisch
gegeniiberstehen. Wir unterscheiden bei jeder von ihnen ein inneres

1) Uber diese Methode der »Kleinen Abanderung‘ zahlreiche Arbeiten von
L. Brusotti, Atti ist. Lombardo und Annali seit 1913.
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und ein duBeres Segment. Das fithrt uns zu den beiden neuen
Abb. 33, 34, wo wir das eine Mal nur die inneren, das andere
Mal nur die duBeren Segmente markiert haben. Das Verfahren, durch
das wir auf diese Art Kurven vierter

Klasse erhalten (indem wir den frithe-

ren Ubergang zu den Kurven vierter

Ordnung genau iibertragen) ist nun

sehr merkwiirdig. Die vier Doppel-

tangenten werden nimlich gespalten

und setzen sich mit den Teilen der

beiden Ellipsen zu eigenartigen Kur-

venzweigen zusammen: Im ersten

Falle erhalten wir einen ersten Kurven-

zug mit 8 Spitzen und 4 Doppelpunk-

ten, der von einem zweiten Kurven-

zug eingeschlossen wird (Abb. 35); Abb. 34.

es entspricht dies genau der Abb. 30

der Kurve vierter Ordnung, die 4 Doppeltangenten und 8 Wende-
punkte darbietet auf ihrem einen Zuge. Im andern Falle (Abb. 36)

Abb. 35 u. 36.

bekommen wir eine noch etwas verwickeltere Gestalt, eine Kurve vierter
Klasse, die aus viereinzelnen sich hyperbelartig durchs Unendliche ziehen-
den Ziigen besteht, deren jeder zwei Spitzen und einen Doppelpunkt be-
sitzt. Von den Ziigen ist in der Abbildung einer mit Pfeilspitzen versehen.
Die vier Zige durchsetzen sich wechselseitig noch in 24 Doppelpunkten.
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Dies wire ein Beispiel dafiir, wie man Abbildungen dualistisch um-
gestaltet; zweifellos wird durch solche Umsetzung die geometrische
Anschauung sehr geiibt, so daB es sich empfiehlt, andere Kurven,
auch transzendente, wie etwa die Sinuslinie in demselben Sinne ein-
mal zu studieren. Wir beschrinken uns aber nicht auf die Dualitit im
engern Sinne.

Die Auffassung Plickers sagt, man kann nicht nur die Ebene im
Raum (oder die gerade Linie in der Ebene), sondern beliebige andere
Gebilde als Element wihlen und durch Koordinaten festlegen. Wir
wihlen z. B. Gebilde zweiten Grades

2% %, = 0.

In der Ebene stellt diese Gleichung einen Kegelschnitt dar, der durch
5 unabhingige Konstante, im Raum eine Fliche zweiter Ordnung F,,
die durch 9 unabhingige Konstante bestimmt ist. Demenisprechend
redet man von einer Mannigfaltigheit von 5 oder 9 Dimensionen. Stu-
dieren wir dann|irgendwelche Gleichung zwischen den a,;, so vermogen
wir sie als Gebilde zu deuten, die in dieser Mannigfaltigkeit aus Kegel-
schnitten in bestimmter, aber niedrigerer Mannigfaltigkeit bestehen.
Genau so kann man bei Gebilden zweiter Klasse

2ottty =0

verfahren, wieder werden wir Gleichungen zwischen den GroBen oy
aufstellen und geometrisch diskutieren.

Wir gehen hierauf nicht nihere in, erwidhnen vielmehr nur historisch,
daB Untersuchungen in dem hier bezeichneten Gebiet beispielsweise von
Reye, dem Verfasser des bekannten Lehrbuches, in Crelles Journal,
Bd. 82, verdffentlicht sind (1877): Uber lineare Systeme und Gewebe
von Flichen zweiten Grades. Wie dieser Titel sagt, beschrinkt sich Reye
auf lineare Gleichungen zwischen den Koeffizienten. Vgl. auch C.Segre,
Studio sulle quadriche ..., Memorie Torino (2) 36 (1883), S. 3—86
ferner ebenda, Sulla geometria della retta ..., S.87—157.

§ 20. Linienkoordinaten.

Wir gehen nun zu einem weiteren Beispiel iiber, das wir seiner Wich-
tigkeit wegen ausfiihrlich behandeln miissen, nidmlich zur Liniengeo-
metrie, d. h. der Geometrie, die mit der Geraden im Raum als Ele-
ment arbeitef. Es handelt sich hier um die Untersuchungen, die
Pliicker 1868/69 durch sein Werk ,Neue Geometrie des Raumes ge-
griindet aufdie Betrachtung der geraden Linie als Raumelement'‘ in die Wege
geleitet hat. Ubrigens gehendiese neueren Arbeiten Pliickersauf die dlteren
Untersuchungen zuriick, die im ,,System der Geometrie des Raumes‘
niedergelegt sind, 1846, vgl. z. B. Nr. 258. Hier spricht Pliicker bereits
den Gedanken aus, dal die Geraden von vier Konstanten abhingen, und
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wir Gleichungen zwischen vier Verinderlichen stets so deuten kénnen,
daB sie Beziehungen von Raumgeraden darstellen. Eine gerade Linie
im Raum wird etwa gegeben sein, wenn man ihre Projektion auf zwei
Koordinatenebenen, etwa auf die x, z- und y, z-Ebene kennt, also etwa

x=rz2-+p, y=sz-4+o0.

Die Groflen 7, s, ¢, 0 wird man geradezu als Linienkoordinaten be-
zeichnen.

Man kann dann zunichst dreierlei Gebilde betrachten, je nachdem
eine, zwei oder dres Gleichungen zwischen den Linienkoordinaten ge-
geben sind, Gebilde, die dementsprechend von 3, 2 oder einem Para-
meter abhingen. Pliicker nennt sie entsprechend Linienkomplexe,
Linienkongruenzen und Linienflichen. Ein erstes Beispiel fiir einen
Linienkomplex bieten die Tangenten einer beliebigen Fliche, doch stellt
dieses Beispiel nicht den allgemeinen Fall dar, wie wir schon erkennen,
wenn wir an das zuriickdenken, was iiber den linearen Linienkom-
plex gesagt wurde. Ein Beispiel fiir eine Linienkongruenz ist uns be-
reits begegnet; es wurde gebildet durch die gemeinsamen Tangenten
zweier F,. Hier bezeichneten wir insbesondere die Flichen zweiten
Grades als die Brennflichen des Liniengebildes. Ein Beispiel fiir eine
Linienfliche ist jedes einschalige Hyperboloid, und zwar in doppeltem
Sinne, je nachdem wir auf die eine oder die andere Schar geradlinige
Erzeugender unser Augenmerk richten.

Ein niheres Eindringen in diese Untersuchungen zeigt uns nun,
daB es zweckmiBig sein wird, neben 7, s, g, ¢ noch

70— Sp=1

als gleichberechtigte fiinfte Koordinate einzufiihren. Bildet man namlich
die Projektion der Geraden auf die dritte Koordinatenebene, die x, y-
Ebene, was durch einfache Elimination von z aus den angefithrten
Projektionen auf die x, z- und y, 2-Ebene geschieht, so ergibt sich die
Gleichung:

7y — S¥ =710 — SQ.

Und wir sehen, daB mit Hinzunahme von 7 dann die nicht berechtigte
Sonderstellung der dritten Koordinatenebene aufgehoben wird. Hat
man so die fiinf Linienkoordinaten 7, s, g, ¢, % mit der Bedingung

=10 —Ssp

erklirt, so studiert man weiter lineare oder auch quadratische Glei-

chungen zwischen ihnen und nennt die hierdurch gegebenen Gebilde

einen linearen Komplex, oder einen Komplex zweiten Grades usf.
Wir wollen jedoch gleich noch allgemein einen Schritt weiter gehen,

indem wir homogene Veranderliche einfithren. Zu dem Zwecke beginnen

wir am besten folgendermaBen: Ist eine Gerade durch zwei ihrer Punkte
Klein, Hohere Geometrie. 3. Aufl, 6
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%,9,zund &', 9’ 2’ bestimmt gedacht, so driicken sich ihre fiinf Linien-
koordinaten so aus:

x —2 _y—y
r=c =7 S=T=7 2y —zx'y
¥z—x2 yz2—yz! n=-—_
o= 0=

wie leicht zu bestitigen ist. Statt unserer fiinf Koordinaten 7,'s, o,
o, n werden wir nun zweckmiBig die Verhiltnisse der folgenden GréBen
einfithren:

r:s:l: —oipin,
die sich gleich den Verhiltnissen:

(x — &)y — y)i(z = 2) 1 (yd — y'2) i (2% — x2) (%Y — y&)
ergeben.

Zwischen diesen sechs GroBen, die wir jetzt als homogene Koor-
dinaten der Geraden wihlen, besteht dann die identische Beziehung
(x— ) (v2' — ¥'2) + (v — ¥) (22" — Z2) + (z = 2) (xy'—4"9) = 0.
Um diese Verhiltnisse leicht iibersehen und behalten zu koénnen, bil-
den wir die Matrix
x oy oz 1
“ ¥ oy 21

Man erkennt, dafB die sechs Lintenkoordinaten sich verhaltem, wie
die zweigliedrigen Unterdeterminanien, die man aus dieser Matrix
bilden kann. Wollen wir uns auch noch von dem rechtwinkligen Koor-

dinatensystem frei machen, und ein Koordinatentetraeder zugrunde
legen, so tritt an Stelle der letzthingeschriebenen Matrix die folgende:

EEET R t
YioY2 Y5 Ya |
Aus ihr bilden wir wieder die zweigliedrigen Unterdeterminanten

und erkliren als homogene Koordinaten der geraden Linie unter Ein-
fithrung des Proportionalititsfaktors ¢ die folgenden GréBen:

012 = %1Yp — %Y1, 0P34 = X3Yq — %13,
0P13 = %1Y3 — %31, 0Psp = %3Y2 — %34,
0014 = %1 Y4 — %41, Qb2 = %2¥3 — %3¥
oder allgemein:
0bir= %i¥r — ¥rVi-
In Worten besagt unser Endergebnis: Als Linienkoordinaten p;; im
Raum erkldren wir sechs Grofen, die sich verhalten wie die zweigliedrigen

Unterdeterminanten, die man aus den Koordinaten zweier auf der geraden
Linie gelegenen Punkte zusammensetzen kann.
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Zwischen ihnen besteht dann eine quadratische Beziehung:

P= ?127’34 + 1’13?42 + ?14?23 =0.

Sie folgt ganz einfach aus der folgenden Determinantengleichung:

X X X3 Xy

Y1 Y2 Y3 Vs

deren linke Seite wir derart entwickeln, daB wir jede zweigliedrige
Determinante der beiden ersten Zeilen mit ihrer adjungierten Determi-
nante multiplizieren. ’

Dies ist die eine Art, Linienkoordinaten einzufithren; sie ging da-
von aus, daB jede gerade Linie durch zwei ihrer Punkte bestimmt ist.
Insofern nennt Pliicker die gerade Linie einen Strahl und die Ko-
ordinaten p ,,Strahlenkoordinaten’. Demgegeniiber 1aBt sich die Ge-
rade auch dual als Schnitt zweier Ebenen auffassen; dann werden
wir sie mit Pliicker als eine Achse bezeichnen und von ,,Achsenkoor-
dinaten“ sprechen (eine Terminologie, die leider nicht in Aufnahme ge-
kommen ist, die neueren Autoren bevorzugen einseitig das aus der
Optik gelaufige Wort Strahl). Wie werden nun die Achsenkoordinaten
erkldrt sein?

Wir bilden ganz entsprechend die Matrix aus den Koordinaten der
beiden Ebenen:

) Uy Uy Uy
Uy Uy Uz Uy
und deren zweigliedrige Determinanten. Dann setzen wir:
0qsx = UiV — UgV;

und haben in diesen sechs Verhilinisgrofen dic sechs Achsenkoordinaten
der geraden Linie vor uns, in der sich die beiden Ebenen u, v schneiden.
Zwischen ihnen besteht wieder eine quadratische Identitat:

Q = 1293+ Q13982 + G1a92s = 0.

Uns dringt sich nun von selbst die Frage auf, wann sich die Koor-
dinaten p;;, und g5, auf dieselbe gerade Linie bezichen werden ?

Offenbar dann, wenn die zur Erklirung von p,; benutzten Punkte
x;und ¥, in den zur Erklarung von ¢;; benutzten Ebenen #, und v; liegen,
wenn also in naheliegender Schreibweise ‘die vier Gleichungen. be-
stehen ux =0, uy=0, vx=0, vy =0. Um die hieraus folgende
Beziechung zwischen den GroBen p;; und g;; aufzustellen, ist eine
kleine Determinantenrechnung nétig, die wir nicht weiter ausfithren

6*
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wollen. Wir erhalten, daB die p;, und g¢,; proportional sind, jedoch mit
einer gewissen Vertauschung der Indizes:

D12 P13 P14  Paa Paz ' Doz = Isa' a2 923 G12" T3  Tua-

Hierfiir kénnen wir auch einfach schreiben:
P
9'1’@'10:5649; oder “%k:;;i—k,
wo ¢ und ¢ Proportionalititsfaktoren sind.

Wir werden nun moch in Linienkoordinaten die Bedingung dafiir
aufstellen, dap zwei gerade Linien sich schneiden. Wir werden offenbar
vier Formeln erhalten miissen, je nachdem wir die eine oder die andere
Gerade mit Strahlen- oder mit Achsenkoordinaten bezeichnen. Das Ver-
fahren, diese Formeln abzuleiten, wird etwa von den Punktepaaren aus-
gehen, welche die beiden Geraden festlegen: x; und y; firr die eine,
x; und y,’ fiir die andere Gerade. Schneiden sich die beiden Geraden,
so liegen die vier Punkte in einer Ebene, d. h. es gibt die Determinanten-
gleichung

} X, Ky Xy X,
41 3’2I Vs Ya | .

’

’

vy vs Vo

Entwickeln wir die linke Seite wieder nach zweigliedrigen Unterdeter-
minanten, erhalten wir:

Prabis + Prabhs + Prabis + buubls + Pabis + bashis =0

oder unter Beriicksichtigung der Beziehungen, welche die p;, m