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Vorwort.

Konvexe Figuren haben von jeher in der Geometrie eine bedeutende
Rolle gespielt. Die durch ihre Konvexititseigenschaft allein charakteri-
sierten Gebilde hat aber erst BRUNN zum Gegenstand umfassender
geometrischer Untersuchungen gemacht. In zwei Arbeiten ,,Ovale und
Eiflichen” und ,,Kurven ohne Wendepunkte’* aus den Jahren 1887
und 1889 (vgl. Literaturverzeichnis BRUNN [1], [2]) hat er neben zahl-
reichen Sdtzen der verschiedensten Art iiber konvexe Bereiche und
Korper einen Satz iiber die Flicheninhalte von parallelen ebenen
Schnitten eines konvexen Korpers bewiesen, der sich in der Folge als
fundamental herausgestellt hat. Die Bedeutung dieses Satzes hervor-
gehoben zu haben, ist das Verdienst von MINKOwsKI. In mehreren
Arbeiten, insbesondere in ,,Volumen und Oberfliche (1903) und in
der grofiziigig angelegten, unvollendet gebliebenen Arbeit ,,Zur Theorie
der konvexen Korper (Literaturverzeichnis [3], [4]) hat er durch Ein-
fiihrung von grundlegenden Begriffen wie Stiitzfunktion, gemischtes
Volumen usw. die dem Problemkreis angemessenen formalen Hilfsmittel
geschaffen und vor allem den Weg zu vielseitigen Anwendungen, speziell
auf das isoperimetrische (isepiphane) und andere Extremalprobleme fiir
konvexe Bereiche und Koérper er6ffnet. Weiterhin hat MiNKowsKI den
engen Zusammenhang dieser Begriffsbildungen und Sitze mit der Frage
nach der Bestimmung konvexer Flichen durch ihre Gausssche Kriim-
mung aufgedeckt und tiefliegende diesbeziigliche Sitze bewiesen.

Diese BruNN-MinkowsKische Theorie, ihre Verallgemeinerung auf
Rédume beliebiger Dimension und ihre Fortschritte bis in die Gegenwart
bilden den Hauptgegenstand des folgenden Berichts und sind — wenn
auch teilweise in knapper Form — mit ausgefiihrten Beweisen im Zu-
sammenhang dargestellt, so dal Vorkenntnisse aus der Theorie selbst
nicht erforderlich sind. Jeweils anschlieBend an diese Ausfithrungen
werden Literaturberichte und Verweise (der Ubersichtlichkeit halber in
Kleindruck) gebracht, wobei Vollstindigkeit angestrebt worden ist,
wenigstens soweit es sich um die auf die Arbeiten von BRUNN und
MinkowskI folgende Literatur handelt.

Um alle vorliegenden Resultate zwanglos einordnen zu kénnen, ist
die Theorie sofort fiir den n-dimensionalen Raum entwickelt worden.
Es konnte dies ohne Bedenken geschehen, da bereits zwei einfithrende
Biicher iiber den Gegenstand vorliegen, ndmlich: BLascHKE: Kreis und
Kugel (Literaturverzeichnis [11]), und BONNESEN: Les problémes des
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isopérimétres et des isépiphanes (Literaturverzeichnis [12]), die beide
den zwei- und dreidimensionalen Fall behandeln. Eine einheitliche
Entwicklung der Grundlagen der #-dimensionalen Theorie, die bisher
in der Literatur nicht durchgefiihrt worden ist, scheint auch durch
den Umstand gerechtfertigt, daBl mehrere wichtige und naheliegende
Fragen, auf die auch im folgenden hingewiesen wird, noch ungeklirt
sind. Wir hoffen, die Fortfiihrung der Untersuchungen auf diesem Gebiet
durch unsere Darstellung zu erleichtern.

Beziiglich des behandelten Stoffes sei auf das Inhaltsverzeichnis
verwiesen. Hier mégen nur einige Bemerkungen Platz finden. Die
Darstellung beschrinkt sich auf abgeschlossene Mengen, was z. B. bei
der punktmengentheoretischen Seite der Sache und den Sitzen {iber
Schwerpunkte und konvexe Hiille (§1 und § 2) unnétig gewesen wire.
Verallgemeinerungen in dieser Richtung hat STEINITZ in der Arbeit
,,Bedingt konvergente Reihen und konvexe Systeme® (Literaturver-
zeichnis [1]) vorgenommen. Auf die Untersuchungen tiber Kriimmungs-
eigenschaften konvexer Kurven und Flichen und Verbiegbarkeitsfragen
sind wir nur wenig, auf andere Fragen der Differentialgeometrie wie Ver-
lauf der geoditischen Linien auf konvexen Fliachen gar nicht eingegangen.
Dasselbe gilt von den vielfachen Beziehungen der konvexen Gebilde
zur affinen Differentialgeometrie. In beiderlei Hinsicht sei — auch
wegen der Literatur — auf BLASCHKEs ,,Vorlesungen fiber Differential-
geometrie” (Literaturverzeichnis [24], [26]) hingewiesen. Untersuchun-
gen iiber konvexe Funktionen sind nur so weit behandelt, als sie fiir die
geometrischen Anwendungen von Bedeutung sind.

Die von der iiblichen nur unwesentlich abweichende Terminologie
fiir den n-dimensionalen Raum, die im Bericht verwendet wird, ist kurz
in den Vorbemerkungen angegeben. Fett gedruckte Ziffern ohne Klam-
mern (zumeist mit Seitenzahlen dahinter) beziehen sich auf die Ab-
schnitte dieses Berichts. Ziffern in eckigen Klammern hinter Autoren-
namen verweisen auf das Literaturverzeichnis. Bei Autoren, deren ge-
sammelte Abhandlungen herausgegeben sind, beziehen sich Zitate stets
auf diese und nicht auf Originalarbeiten.

Fiir Mitwirkung bei der Korrektur und Verbesserungsvorschlige
sind wir den Herren H. BusEmMaNN und H. KNESER, fiir bereitwilliges
Eingehen auf unsere zahlreichen Wiinsche der Verlagsbuchhandlung
und fiir die Ermoglichung einer Zusammenarbeit in Kopenhagen dem
Rask-Orsted-Fonds, dem internationalen wissenschaftlichen Fond Dine-
marks, zu grofftem Dank verpflichtet.

Kopenhagen, im November 1933.

T. BONNESEN. W. FENCHEL.
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Vorbemerkungen iiber n-dimensionale
Geometrie.

Die folgenden Ausfithrungen beziehen sich, falls nichts anderes gesagt
wird, auf den #-dimensionalen euklidischen Raum. # bedeutet somit
stets die Dimension des Raumes. Zugrunde gelegt wird ein ortho-
gonales Koordinatensystem®. Der Punkt oder auch der Vektor mit
den Koordinaten x,, %,, ..., %, wird, wo dies angingig ist, kurz mit x
bezeichnet; d. h. also, die unteren, die verschiedenen Koordinaten
unterscheidenden Indizes werden fortgelassen. So bedeuten x, y, ...,
u, v, ... stets Punkte oder Vektoren. In dieser Schreibweise ist also
z.B. (1—9)x + ¥y fir 0=9 =1 die Verbindungsstrecke der
beiden Punkte x und y. Das innere Produkt x,y; + -« + %, ¥,
zweier Vektoren ¥ = (%1, ..., x,) und y = (y,, ..., ,) wird kurz >'xy
geschrieben. Z. B. ist demnach der Abstand zweier Punkte x, y mit
¥ (v — v)® zu bezeichnen.

Ist # ein vom Nullpunkt verschiedener Punkt, so wird unter der
,»Richtung #* die Richtung der vom Nullpunkt zum Punkt # fiihrenden,
in diesem Sinne orientierten Halbgeraden verstanden. Insbesondere soll
durch diese Sprechweise zum Ausdruck gebracht werden, daB in dem
betreffenden Zusammenhang # durch puu bei beliebigem positivem u
ersetzt werden darf. Entsprechend ist mit ,,Stellung #»*“ die Stellung
der den Nullpunkt mit # verbindenden Geraden (ohne Orientierung) ge-
meint. Die Stellungen # und u« sind also bei beliebigem u &= 0 einander
gleich.

Durch eine lineare Gleichung > x# = H, wo H eine Konstante und
# einen von Null verschiedenen Punkt oder Vektor bedeutet, ist eine
Ebene gegeben. Als Stellung der Ebene wird die Stellung # im
obigen Sinne bezeichnet. Parallele Ebenen haben die gleiche Stellung
und umgekehrt. Eine Ebene wird durch Auszeichnung einer Normalen-
richtung » orientiert. Die Richtung # im obigen Sinne wird dann auch
als Richtung der Ebene bezeichnet. Hat eine orientierte Ebene
die Richtung #, so wird ihre Gleichung stets > xu = H geschrieben.
Diese Gleichung darf also nicht mit einem negativen Faktor multipliziert
werden; — > xu = — H hat die Richtung — «! Zwei orientierte Ebenen
mit gleichen Richtungen werden auch gleichsinnig parallel genannt.
Inden ,,positiven’ Halbraum > x# = H weist die Normalenrichtung #.

! Viele der folgenden Begriffsbildungen und Satze, insbesondere der Begriff
der konvexen Menge selbst, haben affininvarianten Charakter, was man im Einzel-
fall leicht feststellen wird. Trotzdem wird aus Bequemlichkeitsgriinden stets ein
rechtwinkliges Koordinatensystem verwendet.

Ergebnisse der Mathematik. I1I/1. Bonnesen-Fenchel. 1



2 1. Konvexe Mengen, Korper und Kegel. [10

Der Durchschnitt von # — p Ebenen mit linear unabhingigen
Stellungen oder auch die Gesamtheit der in der Form

X = [ula(l) + luza@) + N + [upa(p) + a

mit festem Punkt a und linear unabhingigen festen Vektoren 4 dar-
stellbaren Punkte heit p-dimensionaler Unterraum.

Sind #©@, x®, ..., x® (héchstens # + 1) Punkte, die in keinem
p — 1-dimensionalen Unterraum liegen, so heiBt die Menge der Punkte x
mit »
x =g + A 2D+ oo 2,20, Dhi=1, k=0 (1=0,1,...,p)

i=0

das durch die Punkte x©@, ..., 2 bestimmte p-dimensionale Sim-
plex. Ist x© speziell der Nullpunkt und p = %, so wird das Volumen
des Simplex bis auf den Faktor 1/n! diejenige n-reihige Determinante,
deren »-te Zeile aus den Koordinaten von x besteht. Diese Determi-
nante wird im folgenden stets so geschrieben

[x®, @, ..., x®].
Die Gesamtheit der Punkte, die einer Ungleichung
Dx—aP=R

geniigen, heilt #-dimensionale Kugel mit dem Mittelpunkt a und
dem Radius R. Die Punkte, fiir die Gleichheit besteht, bilden die
Kugeloberfliche.

Das Volumen der #-dimensionalen Einheitskugel > 2 <1 wird im
folgenden stets mit #x,, ihre Oberfliche mit w, bezeichnet. Es ist

, Wy == Nty = —

H
NI
4
~
N

§ 1. Grundbegriffe.

1. Konvexe Mengen, Kérper und Kegel. Eine Punktmenge heif3t
konvex, wenn sie mit zwei Punkten stets deren Verbindungsstrecke
enthalt.

Enthilt eine konvexe Menge # -+ 1 nicht in einer Ebene gelegene
Punkte, so enthilt sie offenbar auch das ganze durch diese Punkte be-
stimmte Simplex, also insbesondere innere Punkte. Mit anderen Worten:
Eine konvexe Menge ohne innere Punkte ist in einer Ebene enthalten.
Zu jeder konvexen Menge gibt es daher, wenn sie nicht nur aus einem
Punkt besteht, einen (eindeutig bestimmten) Unterraum niedrigster Di-
mension, der sie enthilt und als dessen Teilmenge sie innere Punkte be-
sitzt. Die Dimension dieses Raumes kann also als Dimension der
konvexen Menge bezeichnet werden.
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Der Durchschnitt von beliebig vielen konvexen Mengen ist offenbar

wieder eine konvexe Menge.

Wird eine konvexe Menge parallel auf einen 1-, 2-, ... oder » — 1-
dimensionalen Unterraum projiziert, so entsteht eine konvexe Menge
dieses Unterraumes.

Konvexe Mengen sind z. B.: ein Punkt, eine Strecke, ein Simplex
beliebiger Dimension; ferner ein Parallelstreifen, d. h. die Gesamtheit
der Punkte zwischen und auf zwei parallelen Ebenen. (Hierbei wird
auch zugelassen, dafB3 die beiden Ebenen zusammenfallen. Dann besteht
der Streifen aus den Punkten einer Ebene.)

Eine abgeschlossene beschrinkte konvexe Menge heilit konvexer
Korperl.

(Im allgemeinen wird man unter ,, Kérper eine Menge mit inneren
Punkten verstehen. Es ist aber fiir das Folgende zweckmaBig, auch die
Ausartungsfille mit zu umfassen.)

Unter konvexer Fliche? wird die volle Berandung, d. h. die
Menge der nichtinneren Punkte eines konvexen Korpers verstanden.

Ein n-dimensionaler konvexer Kérper ist eineindeutig und stetig auf
die n-dimensionale Kugel abbildbar; sein Rand auf die Oberfliche der
n-dimensionalen Kugel.

Eine abgeschlossene konvexe Menge, die nicht der ganze Raum ist,
heiBt konvexer Kegel mit dem Scheitelpunkt S, wenn sie wenigstens
einen von S verschiedenen Punkt enthilt und wenn sie mit jedem solchen
Punkt P die ganze von S ausgehende Halbgerade SP enthilt.

Uber konvexe Mengen, Kérper und Kegel sehe man insbesondere die
Arbeit von SteiNiTZ [1]. Ferner tiir » = 2 HJeELMSLEV [2].

Eine eineindeutige Abbildung des Raumes auf sich, die konvexe Mengen
in konvexe Mengen iiberfiihrt, ist eine Kollineation (WaLsH [1]).

Uber den Durchschnitt konvexer Kérper. Beliebig (auch unendlich,
nicht abzdhlbar) viele konvexe Koérper des n-dimensionalen Raumes haben
dann und nur dann einen gemeinsamen Punkt, wenn je # 4 1 der Korper
einen gemeinsamen Punkt haben. Vgl. HErLLy [2], Rapon [3], KonNiG [1].
Eine Verallgemeinerung dieses Satzes gibt HeLLy [3].

Uber Sternbereiche. In einer abgeschlossenen und beschrinkten Menge
existiere wenigstens ein Punkt mit der Eigenschaft, daB jede durch diesen
Punkt gehende Gerade mit der Menge eine einzige Strecke gemeinsam hat.
Dann erfiillen die simtlichen Punkte der Menge mit dieser Eigenschaft einen
konvexen Koérper, (BRUNN [7].)

Konvexe Bereiche und Nulistellenlage von Polynomen. Es sei P(z)
ein Polynom mit beliebigen komplexen Koeffizienten und €, ein konvexer
Bereich der komplexen 2-Ebene. Dann gehéren alle Zahlen a, fiir die simt-
liche Wurzeln von P (2) = a in €, liegen, wieder einem konvexen Bereich
€, an. (R. JENTZScH; vgl. dazu — auch wegen der Literatur — Pérva
u. Szecé [1] II. S. 61 Aufg. 126.)

Konvexitidt im kleinen. Eine Menge It heile konvex im kleinen, wenn
sich um jeden ihrer Punkte eine Kugel legen 148t, deren Durchschnitt mit I

1 Fiar #» = 2 auch konvexer Bereich. 2 Fiir » = 2 auch konvexe Kurve.
1*



4 2. Schranken und Stiitzebenen abgeschlossener Mengen. [12

konvex ist. Jede abgeschlossene zusammenhingende, im kleinen konvexe
Menge ist konvex. (TiETZzE [2]; mit einer derartigen Frage beschiftigt sich
auch MaTtsumURra [9].) Vgl. auch 4, S. 7.

Uber Zerlegung der Ebene in konvexe Bereiche REINHARDT [31, [4]-

Konvexe Mengen in projektiven und allgemeinen Riumen. Der Be-
griff der konvexen Menge 148t sich in naheliegender Weise auf den.projek-
tiven Raum iibertragen. Vgl. dazu SrteiniTz [1] III. §§ 30—32 und
H. Kneser [1]. Uber konvexe Mengen im HiLBERTschen Raum vgl.
KELLER [1], in beliebigen linearen R&umen Ascori [2], in allgemeinen
metrischen Raumen MENGER [1], [2], [8] und in der Geometrie der Bahn-
kurven (geometry of paths) WHITEHEAD [1].

2. Schranken und Stiitzebenen abgeschlossener Mengen. Eine Ebene
heit Schranke einer abgeschlossenen Menge, wenn die Menge
ganz im Innern des einen durch die Ebene begrenzten Halbraumes ent-
halten ist.

Eine Ebene heift Stiitzebene einer abgeschlossenen Menge,
wenn sie selbst Punkte der Menge enthdlt und die Menge sonst ganz
in einem durch die Ebene begrenzten Halbraum liegt.

Eine nicht beschriankte Menge braucht weder Schranken noch Stiitz-
ebenen zu haben.

Ist die abgeschlossene Menge beschrinkt, so gibt es zu jeder Stellung
zwei (nicht notwendig verschiedene) Stiitzebenen. Diese zwei Ebenen
begrenzen den engsten Parallelstreifen dieser Stellung, der die Menge
enthdlt. Ein solcher Parallelstreifen heifit Stiitzstreifen der Menge.

Ein konvexer Kegel mit dem Scheitel S besitzt mindestens eine durch
S gehende Stiitzebene!l. Errichtet man auf den sidmtlichen durch S
gehenden Stiitzebenen des Kegels die Normalen nach der dem Kegel
abgewandten Seite, so erfiillen diese Normalen wieder einen konvexen
Kegel, den Polarkegel des gegebenen Kegels. DaB der Polarkegel
wieder konvex ist, erkennt man folgendermaBen: Es sei S zum Ur-
sprung eines kartesischen Koordinatensystems gemacht. # und v seien
irgend zwei Punkte des Polarkegels. Dann sind die Ebenen »'xu = 0
und >'xv =0 Stiitzebenen des gegebenen Kegels, und fiir dessen Punkte
x ist qugo und va = 0. Also ist auch fiir 0 << 9 =<1

P xu+ (1 —9) Dwv=xOu+ (1 —9v) =0,
d.h. X'x(Pu -+ (1 —J)v) =0 ist wieder Stiitzebene, also du + (1 — v
ein Punkt des Polarkegels.

Sédtze iiber gemeinsame Schranken und Stiitzebenen mehrerer kon-
vexer Koérper. Besitzen zwei konvexe Ko6rper keinen gemeinsamen Punkt,
so gibt es trennende Schranken der Korper, d.h. Ebenen, die die Kérper nicht
treffen und voneinander trennen. Z. B. tut dies die Ebene, die im Mittel-
punkt der kiirzesten Verbindungsstrecke der beiden Korper auf dieser
Strecke senkrecht steht. Durch einfachen Grenziibergang kann man dar-

1 Man iiberzeugt sich leicht, daB jede Stiitzebene eines konvexen Kegels durch
den Scheitel geht.
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aus schlieBen: Haben zwei konvexe Kiovper Randpunkte, aber keine inneven
Punkte gemeinsam, so lipt sich duvch diese Randpunkte wenigstens eine Ebene
legen, die Stiitzebene jedes dev Kovper ist und die inneven Punkie der Kor-
per vomeinander tremnt.

Die gemeinsamen Stiitzebenen oder Schranken zweier punktfremder
konvexer Korper zerfallen in trennende und nichttrennende. Fallt man von
einem Punkt des Raumes auf alle trennenden Schranken und trennenden
Stiitzebenen die Normalen, so erfiillen diese einen konvexen Kegel (BRUNN[9]).
Sei € eine die Kérper nichttrennende Schranke, die einer trennenden Schranke
parallel ist. Dann erfiillen die Schnittpunkte von € mit allen Verbindungs-
geraden der Punkte des einen Kérpers mit denen des anderen einen kon-
vexen Bereich in € (Brunn [10].)

Zu zwei ebenen konvexen Bereichen ohne gemeinsamen Punkt gibt
es genau zwei trennende und zwei nichttrennende gemeinsame Stiitzgeraden
(Juewr [1]; vgl. auch BruUnN [6]).

Sind M,, ..., M; paarweise punktfremde konvexe Mengen, so gibt es
konvexe ,,Polyeder® ,,... B, von denen keine zwei einen inneren
Punkt gemeinsam haben, so daB IM; in PB;, ..., M in P, enthalten ist.
(StoELINGA [1] Kap. V.)

3. Konvexe Hiille einer abgeschlossenen Menge. Die konvexe
Hiille einer abgeschlossenen Menge ist der Durchschnitt aller ab-
geschlossenen Halbrdume, die die Menge enthalten.

(Sind solche Halbriume nicht vorhanden, so ist die konvexe Hiille
der ganze Raum.)

Ist die Menge beschrankt, so kann die Definition der konvexen Hiille
offenbar auch so ausgesprochen werden: Die konvexe Hiille einer ab-
geschlossenen beschrinkten Menge ist der Durchschnitt aller ihrer Stiitz-
streifen. In diesem Fall ist die konvexe Hiille selbst beschrinkt, also
als Durchschnitt von abgeschlossenen konvexen Mengen ein konvexer
Kérper.

Es gilt ferner: Die konvexe Hiille einer abgeschlossenen beschrinkten
Menge ist der Durchschnitt aller abgeschlossenen konvexen Mengen, die die
gegebene Menge enthalien. Insbesondere ist also die konvexe Hiille eines
konvexen Korpers mait dem Korper identisch.

Dies erkennt man so: Der Durchschnitt ® aller abgeschlossenen
Mengen, die die gegebene Menge It enthalten, gehort offenbar zur kon-
vexen Hiille . Angenommen, § enthielte einen Punkt P, der nicht
zu D gehort. Dann verbinde man P mit dem oder einem der Punkte Q
von ¥, die von P minimalen Abstand haben. P kann dann im Wider-
spruch zur Annahme nicht dem auf der Geraden PQ senkrechten Stiitz-
streifen angehéren. Denn sonst wiirde in der auf PQ senkrechten Ebene
durch P ein Punkt R von I, also von ® liegen. Die Strecke Q R, die
wegen der Konvexitit von © zu D gehort, enthielte Punkte, die ndher
an P liegen als (.

1 Unter einem konvexen Polyeder ist hier der Durchschnitt von endlich
vielen Halbriumen zu verstehen. Vgl. dagegen 11, S. 16.
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Jeder Randpunkt der konvexen Hiille etner abgeschlossenen beschrinkten
Menge I liegt auf wenigstens einer Stiitzebene von M.

Denn wire das nicht der Fall, so miite ein Randpunkt R der Hiille
innerer Punkt von allen Stiitzstreifen von I sein. Die Gesamtheit der
Stiitzebenen von I bildet aber eine abgeschlossene Menge. R hitte
demnach eine positive Minimalentfernung von allen Stiitzebenen, wire
also innerer Punkt des Durchschnitts der Stiitzstreifen.

Hieraus und aus fritheren Feststellungen folgt: Die dueren Punkte
der konvexen Hiille sind diejenigen Punkte des Raumes, durch die sich
eine Schranke der Menge legen 148t; durch die Randpunkte der Hiille
laBt sich keine Schranke, wohl aber eine Stiitzebene legen; durch die
inneren Punkte der Hiille lassen sich weder Schranken noch Stiitzebenen
der Menge legen.

Uber Begriff und Eigenschaften der konvexen Hiille vgl. insbesondere
CARATHEODORY [2]. Die obigen und viele der folgenden Satze iiber Stiitz-
ebenen und konvexe Hiille gelten mit geringen Modifikationen auch fiir

nicht beschrinkte und nicht abgeschlossene Mengen. Vgl. dazu STEINITZ [1]
I §9—11 und SroEeringa [1] Kap. IV.

4. Stiitzeigenschaften konvexer Kérper. Aus den Feststellungen,
daB jeder Randpunkt der konvexen Hiille einer abgeschlossenen be-
schrankten Menge 9t in einer Stiitzebene von I liegt und dal die kon-
vexe Hiille eines konvexen Korpers mit dem Koérper identisch ist, folgt
unmittelbar die fundamentale Tatsache:

Durch jeden Randpunkt eines konvexen Korpers geht wemigstens eine
Stiitzebene.

Fiir diesen Beweis vgl. BoNNESEN [12] S. 36. Andere Beweise hierfiir
bei MiNnkowskI [9] § 16, BRUNN [6], CARATHEODORY [1], StEINITZ [1] III
§ 26, BrascekE [11] S. 53, Brunn [8] gibt einen Beweis, der ohne jede
Grenzbetrachtung auskommt, Bouricanp [1] Kap. XII, S. 90 (die dortigen
Ausfithrungen diirften jedoch nicht stichhaltig sein), Favarp [11] Kap. L.

Umgekehrt: Hat eine abgeschlossene beschrinkte Menge mit inneren
Punkten die Eigenschaft, daf durch jeden ihrer Randpunkte eine Stiitz-
ebene geht, so ist sie ein konvexer Korper.

Es genligt offenbar, dies fiir # = 2 zu zeigen. Angenommen, es gibe
zwei Punkte 4 und B der Menge Ik, so daB die Strecke 4 B nicht ganz
zu M gehért. Dann lige auf A B ein dublerer Punkt C. C verbinde man
mit einem inneren Punkt D von I, der nicht auf der Geraden A B
liegt. Es gibt dann einen dem Innern der Strecke C D angehdrigen Rand-
punkt E von . Durch E miilte nach Voraussetzung eine Stiitzebene
gehen. Diese kénnte D als inneren Punkt von It nicht enthalten. Jede
andere durch E gehende Ebene trennt aber zwei der Punkte 4, B, D.
(MINkOWSKI [9] § 17, BRUNN [6].)

Eine abgeschlossene beschrinkte Menge ohne innere Punkte, die in
jedem Punkt eine Stiitzebene besitzt, braucht kein konvexer Kérper zu
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sein. Jede Teilmenge des Randes eines konvexen Korpers hat offenbar
diese Eigenschaft. Diese Mengen sind aber auch die einzigen von dieser
Art; denn die Stiitzebenen der Menge sind zugleich Stiitzebenen ihrer
konvexen Hiille. Alle Punkte der Menge liegen daher auf dem Rande
der konvexen Hiille. (BRUNN [6].)

Zur Charakterisierung der konvexen Korper mit inneren Punkten ge-
niigen auch schwichere Stiitzeigenschaften als die Existenz von Stiitz-
ebenen in jedem Randpunkt.

Besitzt eine abgeschlossene beschrinkte Menge mit inneren Punkten
in jedem Randpunkt eine Stiitzhalbkugel mit festem Radius, so ist sie ein
konvexer Korper. Hierbei wird unter Stiitzhalbkugel in einem Randpunkt
eine Halbkugel verstanden, deren Mittelpunkt dieser Punkt ist und deren
Inneres frei von Punkten der Menge ist. (TIETZE [3]; einfacherer Beweis
bei REINHARDT [6]. Eine Verschirfung des Satzes bei SUss [18]. Es geniigt
demnach die Existenz von Stiitzzylindern mit festem Radius, iiber deren
Hohe aber nichts vorausgesetzt wird.)

Ist von der Menge bekannt, daBl sie aus einer zusammenhidngenden
offenen Menge und ihren Randpunkten besteht, so geniigt es, die Existenz
einer Stiitzhalbkugel in jedem Randpunkt (ohne Beschrinkung des Radius)
vorauszusetzen, um schlieBen zu kénnen, dal die Menge ein konvexer Kérper
ist. (Tierze [1]. Einen sehr einfachen, auf E. ScEMIDT zuriickgehenden
Beweis hierfiir findet man bei BiEBErRBACH [2] S.20—21. Die dortige
Beschrinkung auf # = 2 ist unwesentlich.)

Verwandte Untersuchungen und Verscharfungen bei LEjA und WIL-
xosz [1], Tierze [4]. In engem Zusammenhang damit stehen auch die
Arbeiten von Kaurmann [1], [2]. Eine allgemeinere Klasse von Punkt-
mengen, die durch eine gewisse Stiitzeigenschaft gekennzeichnet sind,
studiert DuranD [1]. Es wird dort vorausgesetzt, daBl durch jeden Rand-
punkt eine Kugel mit festem Radius gelegt werden kann, deren Inneres frei
von Punkten der Menge ist.

§ 2. Schwerpunkte und konvexe Hiille.

5. Massenbelegungen und ihre Schwerpunkte. I sei eine ab-
geschlossene beschrinkte Menge. Unter einer nichtnegativen
Massenbelegung von I wird folgendes verstanden: Jeder meBbaren
Teilmenge m von M sei eine nichtnegative Zahl m (m) zugeordnet, und
diese Zuordnung sei so beschaffen, daB fiir beliebige paarweise punkt-
fremde meBbare Teilmengen m; und m, die Beziehung

m(my + my) = m(my) + m (my)
erfiillt ist. Die der ganzen Menge It zugeordnete Zahl M = m () wird
als Gesamtmasse der Belegung bezeichnet und stets positiv an-
genommen. #x sei ein in I variabler Punkt. Als Schwerpunkt der
Massenbelegung m wird der Punkt mit den Koordinaten

1
s_ﬂ/xdm
9

bezeichnet. Hierbei ist das Integral der rechten Seite als STIELT]ESsches
aufzufassen.
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Ist f eine in M definierte stetige Funktion, so wird das STIELTJESsche
Integral f fdm beziiglich der Belegung m folgendermaBen definiert. M werde

in endlich viele paarweise punktfremde Mengen m,, m,, ..., m, zerlegt.
Es sei #(0) ein willkiirlicher Punkt von m,. Dann betrachte man die Summe

S = i’f(x@) m(i,).
e=1

Fir eine Folge von Einteilungen der obigen Art, bei der der maximale
Durchmesser der Teilmengen gegen O konvergiert, strebt S gegen einen
Grenzwert, der mit / fdm bezeichnet wird. Uber den — iibrigens sehr ein-

m
fachen — Existenzbeweis fiir diesen Grenzwert und iiber die Theorie der

mehrdimensionalen Stieltjesintegrale iiberhaupt sehe man insbesondere
J. RaponN: Theorie und Anwendungen der absolut additiven Mengen-
funktionen [S.-B. Akad. Wiss. Wien Abt. ITa Bd. 122 (1913) S. 1295—1438,
insb. Kap. II3.

Ist p(x) eine nichtnegative stetige Funktion in I, so stellt das

LEBESGUEsche Integral im gewdhnlichen Sinnet!
m(m) = f udx,
m

erstreckt iiber eine beliebige meBbare Teilmenge m von I, eine nicht-
negative Massenbelegung im obigen Sinne dar. In diesem Fall wird von
einer stetigen Massenbelegung mit der Dichte u gesprochen. Ist
pinsbesondere tiberall auf M positiv, so heilt die stetige Massenbelegung
positiv, ist w konstant, so heilt sie homogen. Der Schwerpunkt
einer stetigen Belegung ist durch die LEBESGUEschen Integrale

s:%/x,udx (M:/,udx)
darstellbar. P Mm

Eine diskrete Massenbelegung von It erhdlt man, wenn man
endlich vielen Punkten x®, x® ... x® von MM nichtnegative Massen
My, My, . .., m, und jeder Teilmenge von I, die keinen dieser Punkte
enthilt, die Masse 0 zuordnet. In diesem Fall sind die Schwerpunkts-
koordinaten bekanntlich ”

o=1
6. Schwerpunktsdarstellungen der konvexen Hiille. Der Schwer-
punkt einer beliebigen nichtnegativen Massenbelegung m eimer beschrinkten
abgeschlossenen Menge I gehort dev konvexen Hiille von I an. Gilt ndm-
lich fiir alle Punkte x von It eine Ungleichung >'xu = ¢, so ist diese

wegen Zsu:Mi/qudm_gJ—&—fdm:c
; i

1 dx ist Abkiirzung fir dx,;dx, . .. dan.
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fir den Schwerpunkt s erfiillt. Jedem Halbraum, der 9t vollstindig
enthilt, gehért also auch der Schwerpunkt an. Damit ist die Behauptung
schon bewiesen. Man erkennt auch sofort, dal der Schwerpunkt stets
dann innerer Punkt der konvexen Hiille ist, wenn nicht alle positiven
Massen in einer Ebene liegen. (Vgl. auch 34, S. 52.)

Umgekehrt 148t sich auch jeder Punkt der konvexen Hiille von I
auffassen als Schwerpunkt einer nichtnegativen Massenbelegung von IR.
Es geniigt sogar, in passenden # + 1 Punkten von IR geeignete nicht-
negative Massen anzubringen, um einen vorgegebenen Punkt der kon-
vexen Hiille zu erhalten. Mit anderen Worten: Jeder Punkt der kon-
vexen Hiille einer abgeschlossenen beschrinkten Menge liegt im Innern oder
auf dem Rande eines Simplex, dessen Ecken zur Menge gehdren.

Fiir Teilmengen einer Geraden ist die Behauptung richtig; denn
die konvexe Hiille ist die kiirzeste Strecke, die alle Punkte der Menge
enthilt. Fiir Mengen des # — 1-dimensionalen Raumes sei die Behaup-
tung wahr. Man betrachte eine Menge It im #-dimensionalen Raum
und einen willkiirlichen Punkt P ihrer konvexen Hiille. Sei Q ein be-
liebiger, von P verschiedener Punkt von . Man verldngere (falls
notig) die Strecke Q P iiber P hinaus bis zum Schnitt R mit dem Rande
der konvexen Hiille. R liegt nach dem Friiheren in einer Stiitzebene €
von M. Die konvexe Hiille des Durchschnitts von € und I enthilt
gleichfalls R. Nach Induktionsvoraussetzung gehért daher R zu einem
Simplex (Q4,Q,, - .., Q,), dessen Ecken im Durchschnitt von € und I
liegen. Das Simplex (Q, 04, . . ., Q,) enthilt offenbar P.

Fir diesen Beweis vgl. CARATHEODORY [2] S. 200. Beweise fiir all-
gemeinere Mengen bei StEINITZ [1] I. § 10 und StoELINGA [1] Kap. IV.

Weitere Untersuchungen iiber Schwerpunktsdarstellungen. Ist die ab-
geschlossene beschrinkte Menge It iiberdies zusammenhidngend, so kann
die konvexe Hiille als Vereinigungsmenge der konvexen Hiillen aller ebenen
Schnitte von It erhalten werden. In Verbindung mit dem vorigen Resultat
folgt dann also, da jeder Punkt der konvexen Hiille schon einem n — 1-
dimensionalen Simplex angehort, dessen Ecken auf It liegen. Vgl. dazu
FENcHEL [1] § 2. Der dort fiir » = 3 gefiihrte Beweis ist ohne weiteres auf
beliebiges » iibertragbar. Der Fall # = 2 ist schon in einem Resultat von
HjeLMsLEV [4] S. 439 enthalten. Ohne die Voraussetzung der Beschrankt-
heit und Abgeschlossenheit der Menge ist der Satz kiirzlich von STOELINGA [1]
Kap. IV bewiesen worden!.

Ist die Menge M eine stetige Kurve, so 1iBt sich jeder innere Punkt
ihrer konvexen Hiille als Schwerpunkt einer nichtnegativen oder auch einer
positiven stetigen Massenbelegung darstellen. (Riesz [1] S. 56, Kakeva [1],
[2], FENCHEL [2], SCHOENBERG [1].)

Anwendungen der Schwerpunktsdarstellungen auf verschiedene Fra-
gen der Analysis und Geometrie auBer in den genannten Arbeiten bei
CaraTtHEODORY [1], [2], StEINITZ [1], E. Scummor [1], Fujiwara [7],
FencHEL [1].

1 Weitere hierhergehérige Untersuchungen in einer demnichst erscheinenden
Groninger Dissertation von L. N. H. BUNT.
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Die Sitze iiber Schwerpunktsdarstellungen der konvexen Hiille stehen
in engstem Zusammenhang mit Mittelwertsitzen der Integralrechnung.
Vgl. dariiber insbesondere BrRUNN [§] und StorLiNGA [1] Kap. III.

7. Erzeugung der konvexen Hiille durch Ziehen von Sehnen. Zieht
man die Verbindungsstrecken von je zwei Punkten einer abgeschlossenen
beschrinkten Menge I, so gehoéren diese Strecken zur konvexen Hiille;
denn sie gehéren jeder konvexen Menge an, die IR enthilt. Verbindet
man nun je zwei Punkte der so erhaltenen Menge, verfihrt dann mit
der entstandenen Menge ebenso und so fort, so erhdlt man nach endlich
vielen Schritten die ganze konvexe Hiille, wobei die Anzahl der erforder-
lichen Schritte nur von der Dimension # abhingt.

Da nach 8. jeder Punkt der konvexen Hiille in einem Simplex liegt,
dessen Ecken zu 9t gehoren, geniigt es, dies fiir Simplexe zu zeigen. Ver-
bindet man je zwei Ecken des Simplex, so erhilt man die Kanten des
Simplex. Verbindet man je zwei Kantenpunkte, so ergeben sich die
dreidimensionalen Randsimplexe, falls # = 4 ist, sonst schon das ganze
Simplex. Beim nichsten Schritt erhilt man die siebendimensionalen
Randsimplexe, falls #» = 8, sonst das ganze Simplex. Beim v-ten Schritt
hat man je zwei Punkte der 2"~ ! — 1-dimensionalen Randsimplexe zu
verbinden und erhilt alle 2” — 1-dimensionalen Randsimplexe, falls
n == 2", sonst schon das ganze Simplex. Man ist also nach », Schritten
fertig, wo », durch 27! = + 1 = 2" bestimmt ist.

BrUNN [4]. Fiir » = 2 auch Sierpiksk1 [1]. Bei zusammenhingenden
Mengen geniigt es nach einem obenerwahuten Satz, die # — 1-dimensionalen

Simplexe mit Eckpunkten auf der Menge zu betrachten. Man ist in diesem
Fall also schon nach »,_, Schritten fertig. Vgl. dazu HyELMSLEV [4] § 1.

8. Schwerpunkte von ebenen Abschnitten und Schnitten eines
Korpers. Es sei jetzt ein Korper €, d. h. eine offene, zusammenhéingende
Menge mit EinschluB ihrer Randpunkte, gegeben. € sei mit Masse von
positiver stetiger Dichte p versehen. Die Gesamtmasse der Belegung
sei M. Zu jeder Richtung « gibt es aus Stetigkeitsgriinden genau eine
(orientierte) Ebene €,, die den Kérper € so schneidet, daB3 auf ihrer
positiven Seite ein Teilkérper! c¢(#) mit der gegebenen Gesamtmasse
m << M liegt. Es soll nun bewiesen werden:

Schneidet man von einem Korper mit der Gesamitmasse M durch Ebenen
auf alle moglichen Weisen Teilkorper dev festen Gesamimasse m ab, so er-
fiillen die Schwerpunkte dieser Teilkorper eine konvexe Fliche, und alle
diese Fldchen fiir von O bis M variterendes m erfiillen das Innere der kon-
vexen Hiille des Korpers einfach wnd liickenlos.

Zum Beweis kann man so verfahren. Es sei €, eine Ebene, die vom
Korper © ein Stiick ¢, der Masse m, abschneidet. Der Schwerpunkt
von ¢y sei so. Durch s, werde eine zu €, parallele Ebene €, gelegt.

1 Diese ,,Teilkorper brauchen natiirlich nicht zusammenhangend zu sein.
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Der von €, begrenzte, die Ebene €, enthaltende Halbraum heie der
negative und werde mit §; bezeichnet. Ferner sei € eine von €, ver-
schiedene Ebene, die von § einen Teilkérper ¢ der Masse m = m, ab-
schneidet. Es soll bewiesen werden, daBl dann der Schwerpunkt s von
¢ im Innern des Halbraumes €; liegt. Hieraus ergibt sich der zu be-
weisende Satz sehr einfach. In dieser Behauptung ist ndmlich zunichst
enthalten, daB die Schwerpunkte von Teilk6rpern, die durch verschiedene
Ebenen abgeschnitten werden, stets voneinander verschieden sind. Ein
Punkt der konvexen Hiille kann also hochstens auf eine Weise als Schwer-
punkt eines ebenen Abschnitts des Kérpers erscheinen. Ferner ist darin
enthalten, daB die Ebene €, Stiitzebene der Menge I der Schwerpunkte
aller ebenen Abschnitte ¢ mit der Masse m = m, ist. Durch einfache
Stetigkeitsbetrachtungen stellt man fest, daB3 die Menge % innere Punkte
besitzt und daBl ihre Randpunkte genau die Schwerpunkte s, der Kérper
¢o mit der Masse m, sind. Aus der obigen Behauptung iiber die Schwer-
punktslage ergibt sich demnach, dafl durch jeden Randpunkt s, von I
eine Stiitzebene gelegt werden kann (ndmlich die Ebene €,). Nach
einem fritheren Resultat (4, S. 6) folgt dann, daBl I ein konvexer
Korper ist, und damit der zu beweisende Satz.

Es bleibt also noch zu zeigen, da3 der Schwerpunkt s von ¢ im Innern
des Halbraums €; enthalten ist.

Der von €, (bzw. €) begrenzte Halbraum, der ¢, (bzw. ¢) enthilt,
werde der positive genannt und mit & (bzw. €T) bezeichnet. Durch
die beiden Ebenen €, und € wer- g,
den ¢, und ¢ in zusammen drei
Teile zerlegt, ndmlich in den Teil I,
der ¢, und ¢ gemeinsam ist, der
also im Durchschnitt der Halb-
rdume G und €T enthalten ist,
ferner in den Teil II, der zu ¢, aber
nicht zu ¢ gehort, und schlieBllich
in den Teil ITI, der zu ¢, aber nicht
zu ¢ gehort. (Es kann angenom-
men werden, daB alle drei Teile nicht leer sind, andernfalls ist die Be-
hauptung trivial.) Die Schwerpunkte von I, II, IIT seien bzw. s;,
Sr» Sirr, ihre Massen bzw. my, my;, my;. Dann hat man

Fig. 1.

Mg = My + My = My -+ My = m.

sy liegt im Innern der beiden Halbrdume € und €, s;; im Innern von
&, aber auBerhalb €7, und schlieBlich s;;; innerhalb €+, aber auBerhalb
€. Der Schwerpunkt s, von ¢, liegt auf der Verbindungsstrecke s;s;;,
und es gilt fiir die Entfernungen dieser Punkte

SiSo M

spsyy - mp+omy
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Der Schwerpunkt s von ¢ liegt auf s;s;;7, und es gilt

StS My
- . ’
SrSur my -+ My

also wegen my = myy
S1Smz
= L 2r2ur
(1) SIS = SpSer N
Es moégen nun mit #;; und #;;; die Schnittpunkte der Geraden s;s;; bzw.
sySprp mit der Ebene €, bezeichnet werden. Dann ist jedenfalls wegen

der Lage von s;; und sy

Sy <<Srtrr,  SrSmr > Srtmr-
Aus (1) folgt daher
(2) sIs>s,so-ssiI;"—”.
Iv1r

Die rechte Seite dieser Ungleichung ist aber wegen der Parallelitit der
Ebenen €,und &, genau die Linge s;¢, wo ¢ der Schnittpunkt der Geraden
$;Spp mit €, ist. (2) besagt daher, daB3 s im Innern des Halbraumes €7
liegt, wie behauptet.

Der obige Satz riihrt in der Hauptsache von Dupin [1] S. 21—26 her.
Die Schwerpunkte der Teilkérper ¢ sind die ,,Auftriebszentren, die im
Satz genannten konvexen Flichen, die ,, Auftriebsflichen’ der Theorie des
schwimmenden Korpers. Eine Darstellung der hydrostatischen Anwendun-
gen bei AppELL [1] S. 194ff. — Mit diesen Untersuchungen in Zusammen-
hang stehende, bisher ungeléste Fragen hat BrascHKE [15] aufgeworfen.

Nimmt man statt der oben betrachteten Ko6rper mit volumenmiBig
verteilter Masse solche, deren Rand mit einer positiven stetigen Massen-
verteilung versehen ist, so gelten fiir die Schwerpunkte der durch Ebenen
abgeschnittenen Randstiicke wortlich dieselben Betrachtungen, falls man
sicher ist, daB diese Schwerpunkte wieder stetig von den Schnittebenen
abhingen. Das ist nun im allgemeinen nicht der Fall, wohl aber, wenn man
sich z. B. auf konvexe Korper beschrinkt. Fiir » = 2 ist von KRAFFT [1]
ein derartiger Satz bewiesen worden, den man so formulieren kann: Die
Rinder zweier ebener konvexer Bereiche mégen keine geradlinigen Stiicke
enthalten. Dann 148t sich jede umkehrbar eindeutige und stetige Abbildung
der Rinder aufeinander dadurch zu einer ebensolchen Abbildung der vollen
Bereiche erweitern, daB man die Schwerpunkte entsprechender Bogen
einander zuordnet.

Sei € wieder ein Korper, der mit positiver stetiger, volumenméaBig
verteilter Masse belegt ist. Gefragt werde jetzt nach der Verteilung der
Schwerpunkte der ebenen Schnitte selbst, wobei die Massendichte in der
Ebene gleich der rdumlichen zu setzen ist. Hier erkennt man sofort, daf3
ein Punkt auf viele Weisen als Schwerpunkt eines ebenen Schnittes er-
scheinen kann. Man denke etwa an den Mittelpunkt einer homogen be-
legten Kugel. Ferner brauchen hier die Schwerpunkte nicht stetig von
den Schnittebenen abzuhingen. Unstetigkeiten treten bei solchen
Ebenen auf, die mit dem Rand des Korpers einen Durchschnitt von
positiver Gesamtmasse haben. Es gilt aber immerhin folgendes: Besitzt
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ein innerer Punkt P der konvexen Hiille des Koérpers die Eigenschaft,
daB die Schwerpunkte aller durch ihn gehenden ebenen Schnitte stetig
von den Schnittebenen abhidngen, so ist P selbst Schwerpunkt eines
ebenen Schnittes. Angenommen, dies sei nicht der Fall; dann hat
man in jeder durch P gehenden Ebene § einen von P verschiedenen
Schwerpunkt S des Durchschnitts von € mit dem Kérper. Jeder solchen
Ebene € ist somit ein in ihr liegender, mit € stetig variierender Vektor

—
PS zugeordnet. Beschreibt man nun um P eine Kugel und bringt in

—_
ihren Schnittpunkten mit der Normalen von € einen zu PS parallelen
Vektor an, so hat man auf der Kugel ein stetiges, nullstellenfreies,
tangentiales Vektorfeld. Ein solches Feld kann aber bekanntlich (im
dreidimensionalen Raum) nicht existieren. Man hat also:

Die Schwerpunkte der ebenen Schnitte eines Korpers erfiillen ,,fast’ das
ganze Innere seiner konvexen Hiille. Eventuell ausgenommen sind nur
die Punkte von solchen Ebenen, die mit dem Rand des Koérpers eine
Menge positiver Gesamtmasse gemeinsam haben. Bei konvexen Kérpern
treten also solche Ausnahmepunkte nicht auf.

Dieser Satz und die vorstehende Begriindung rithren von Tricomr [1]
her. Vgl. dazu auch FENCHEL [8], wo zugleich ein einfacher Beweis fiir den
benutzten Satz iiber Vektorfelder auf der Kugel gegeben wird. — In der
folgenden Weise ist der Satz von AscoLi [1] bewiesen worden: P sei wieder
ein innerer Punkt der konvexen Hiille des Koérpers. &, sei diejenige Ebene
durch P, die einen Teilkérper maximaler Gesamtmasse abschneidet. Hangen
dann die Schwerpunkte der ebenen Schnitte durch P stetig von der Schnitt-
ebene ab, so ist P Schwerpunkt des Schnittes mit dieser Ebene €,. Diese
Eigenschaft der Ebene ¢, hingt eng mit folgendem Satz von Dupin [1]
S. 31—33 zusammen: Die Ebenen, die von dem Korper Teilkérper fester
Gesamtmasse abschneiden, umbhiillen eine Flache, die von jeder dieser
Ebenen im Schwerpunkt des zugehérigen ebenen Schnittes beriihrt wird.
Diese Hiillflichen sind die ,,Schwimmoberflichen des Korpers. Vgl
AprpeELL [1] S. 194ff.

§ 3. Klassifikation der Randpunkte und Stiitzebenen eines
konvexen Korpers.

9. Singulire Randpunkte und Stiitzebenen. Projektions- und
Normalenkegel. Eck- und Kantenpunkte. Ein Randpunkt eines kon-
vexen Korpers heit singuldr, wenn durch ihn mehr als eine Stiitz-
ebene des Kérpers geht. Geht durch ihn nur eine Stiitzebene, so heil3t
der Randpunkt regulir.

Beschreibt man um einen inneren Punkt eines konvexen Korpers eine
Kugel und projiziert von ihrem Mittelpunkt aus die singularen Randpunkte
des Korpers auf die Kugeloberfliche, so entsteht eine Menge, deren beziig-
lich der Kugeloberfliche genommenes LEBESGUEsches MaB 0 ist. (REIDE-
MEISTER [1]; vgl. auch Favarp [11] S. 228.)

Besitzt ein konvexer Kirper wur vegulive Randpunkte, so ist sein Rand
durch parallele Stiitzebenen eindeutty und stetig auf die Oberfliche der
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n-dimensionalen Einheitskugel abgebildet. Die Stetigkeit dieser Abbildung
ergibt sich unmittelbar aus der Tatsache, daB die Stiitzebenen durch
die Punkte einer konvergenten Folge von Randpunkten gegen die (ein-
zige) Stiitzebene im Limespunkt konvergieren miissen.

Sei & ein konvexer Korper und S einer seiner Randpunkte. Man
betrachte die Gesamtheit der von S ausgehenden Halbgeraden, die noch
einen von S verschiedenen Punkt des Korpers & enthalten, und nehme
zur so entstehenden Punktmenge ihre Haufungspunkte hinzu. Dann er-
hilt man einen konvexen Kegel (vgl. 1, S. 3) mit dem Scheitel S. Dieser
Kegel wird als Projektionskegel des Koérpers im Randpunkt S
bezeichnet. Jede durch S gehende Stiitzebene des Kérpers ist Stiitzebene
des Kegels und umgekehrt. Der Projektionskegel kann demnach auch
erhalten werden als Durchschnitt aller den Kérper enthaltenden Halb-
rdume, deren Begrenzungsebenen durch S gehen. In reguliren Rand-
punkten S und nur in diesen besteht der Projektionskegel aus dem-
jenigen durch die Stiitzebene in S begrenzten Halbraum, der den Kérper
enthalt.

Der (nach 2, S. 4) konvexe Polarkegel des Projektionskegels im
Randpunkt S heil3t der Normalenkegel in S. Er kann offenbar auch
erhalten werden, indem man auf allen durch S gehenden Stiitzebenen
von & in S die Normalen nach der dem Korper abgewandten Seite er-
richtet. Der Durchschnitt des Normalenkegels mit der um den Rand-
punkt S beschriebenen Einheitskugel wird gelegentlich als Normalen-
sektor in S bezeichnet.

Die Dimension des Normalenkegels (oder auch -sektors) gestattet die
Randpunkte zu klassifizieren. Ist der Normalenkegel in S #-dimensional,
so heit S Eckpunkt des Korpers. Ist der Normalenkegel in S #—p-
dimensional, so heile S ein p-Kantenpunkt, wobei also ein reguldrer
Randpunkt zugleich als # — 1-Kantenpunkt und ein Eckpunkt zugleich
als 0-Kantenpunkt bezeichnet wird. Der Projektionskegel in einem
p-Kantenpunkt S enthilt einen vollen p-dimensionalen, durch S gehen-
den Unterraum und keinen vollen Unterraum hoherer Dimension.

Uber Projektions- und Normalenkegel vgl. MinkowsKI [4] § 13 u. 15.
Die Ubertragung des dort fiir drei Dimensionen Ausgefiihrten-auf # Di-
mensionen in der oben angedeuteten Weise bereitet keine Schwierigkeiten.
Vgl. SteiNtTz [1] IIT und Favarp [11] Kap. I. Der Projektionskegel spielt
unter dem Namen Kontingens in den Untersuchungen von BoULIGAND [1]
eine wichtige Rolle. Einiges iiber Klassifikation der Randpunkte auch bei
ZINDLER [1].

Bringt man simtliche Normalensektoren durch Parallelverschiebung
in eine solche Lage, daB} ihre Scheitelpunkte in einen Punkt zusammen-
fallen, so erfiillen die Sektoren die ganze Einheitskugel, und zwar so,
daB keine zwei Sektoren gleicher Dimension einen inneren Punkt ge-
meinsam haben. Hieraus folgt, daB hochstens abzihlbar unendlich
viele n-dimensionale Sektoren vorhanden sein kénnen. Mit anderen
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Worten: Ein konvexer Korper besitzt hichstens abzahlbar unendlich viele
Eckpunkte.

Vgl. hierzu Kakeva [3]. DaB ein (dreidimensionaler) konvexer Korper
héchstens abzihlbar viele geradlinige Kanten enthilt, zeigt Fujiwara [10].
Die Eckpunkte eines konvexen Korpers kénnen auf der Oberfliche iiberall
dicht liegen. Auf diese Moglichkeit (im zweidimensionalen Fall) macht
BrunN [38] S. 99 aufmerksam. Beispiele derartiger konvexer Kurven sind
von JEnSeEN [1] S. 191 und BERNSTEIN [2] angegeben worden. Vgl. auch
BLrascHKE [11] S. 83.

Dual zur Klassifikation der Randpunkte kann man eine Klassifikation
der Stiitzebenen vornehmen. Eine Stiitzebene heiflt reguldr, wenn sie
mit dem Kérper nur einen Punkt gemeinsam hat, andernfalls singulir.
Die singulidren Stiitzebenen zerfallen je nach der Dimension ihres Durch-
schnitts mit dem Koérper in #» — 1 Klassen.

Besutat ein konvexer Kérper nuy regulire Stiitzebenen, so ist die Ober-
fliche der n-dimensionalen Einheitskugel durch parallele Stiitzebenen ein-
deutrg und stetig auf den Rand des Korpers abgebildet. Die Stetigkeit
dieser Abbildung ergibt sich unmittelbar daraus, daf3 die Beriihrungs-
punkte der Stiitzebenen einer konvergenten Folge gegen den (einzigen)
Berithrungspunkt der Grenzebene der Folge konvergieren miissen.

10. Extreme Randpunkte und Stiitzebenen. Ein Punkt eines kon-
vexen Korpers heiit extremer Punkt, wenn er auf keine Weise als
innerer Punkt einer zum Korper gehérigen Strecke erscheint. Jeder
extreme Punkt ist also zugleich Randpunkt, jedoch nicht umgekehrt.
Wohl aber ist jeder Eckpunkt auch extremer Punkt. — Jeder Punkt
des konvexen Kérpers gehort zu einem Simplex, dessen Ecken extreme
Punkte sind. Daraus folgt, daBl der Kérper mit der konvexen Hiille
der Menge seiner extremen Punkte identisch ist.

Zum analogen Begriff der extremen Stiitzebene gelangt man folgen-
dermaBen: Durch die Ungleichung L =>'xu — H < 0 (», H konstant)
sei ein den Korper enthaltender Halbraum gegeben. Dieser Halbraum
heiBt extrem, wenn er nicht in der Form L = 4, L, + 1, L, =< 0. dar-
stellbar ist, wo 4, und 1, positive Konstanten und L; =0 und L, = 0
den Korper enthaltende Halbridume sind. Die Begrenzungsebene eines
extremen Halbraums ist Stiitzebene des Kérpers und wird als extreme
Stiitzebene bezeichnet. Jeder konvexe Korper ist der Durchschnitt
seiner extremen Halbriume.

Geometrisch lassen sich die extremen Stiitzebenen folgendermafen
beschreiben: € sei eine Stiitzebene und ® ihr Durchschnitt mit dem
konvexen Korper. Man bilde nacheinander abgeschlossene konvexe
Mengen IR, ®;, My, D, ... in folgender Weise: I; sei der Durch-
schnitt aller den Koérper enthaltenden abgeschlossenen Halbriaume, in
deren Begrenzungsebenen 9® liegt, mit anderen Worten, die Vereini-
gungsmenge aller zu den Punkten von ® gehorigen Projektionskegel
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des Korpers, und ®, sei der Durchschnitt von J)t;, mit €. Allgemein
sei I, der Durchschnitt aller derjenigen die Menge IR, ; enthalten-
den Halbrdume, in deren Begrenzungsebenen ®,_; liegt, und D, der
Durchschnitt von It, mit €. Dieser ProzeB bricht dadurch von selbst
ab, da8 von einem Index m ab die Mengen ® nicht mehr zunehmen.
¢ ist dann und nur dann extreme Stiitzebene, wenn ®,, eine # —1-
dimensionale Menge ist. Die nicht extremen Stiitzebenen lassen sich
nach der Dimension von ®,, klassifizieren. Ist 9,, eine p-dimensionale
Menge (0 < p =n — 2), so werde € als p-Kantenstiitzebene be-
zeichnet. Insbesondere ist eine 0-Kantenstiitzebene oder Eckstiitz-
ebene eine Stiitzebene durch einen Eckpunkt S, die mit dem Projek-
tionskegel in S nur den Punkt S gemeinsam hat. In einer p-Kanten-
stiitzebene konnen nur 0-, 1-, ..., p-Kantenpunkte des Korpers liegen;
jedoch ist nicht jede Stiitzebene mit dieser Eigenschaft p-Kantenstiitz-
ebene.

Die extremen Stiitzebenen eines konvexen Korpers mit inneren Punkten
lassen sich auch folgendermafien kennzeichnen: Ist € eine Stiitzebene des
Korpers & und €, die den Koérper schneidende, zu € parallele Ebene im
(geniigend kleinen) Abstand 4 und bezeichnet ¢, den Radius der gréSten
im Durchschnitt von €; und & enthaltenen Kugel, so ist € dann und nur
dann extreme Stiitzebene, wenn fiir d > 0 der Quotient g,:d iiber alle
Grenzen wichst.

Begriffe und Eigenschaften der extremen Randpunkte und Stiitzebenen
rithren von MINKOWSKI [4] § 12, § 13, § 14 her. Die dortige Beschrankung
auf drei Dimensionen ist unwesentlich. Vgl. dazu SteiNitz [1] III § 26 —29.
Dort wird auch der zuletzt genannte Satz von MiINkKOwsKI verallgemeinert.
Ferner sehe man dariiber Favarp [11] Kap. I.

11. Konvexe Polyeder. Ein konvexes Polyeder ist die konvexe
Hiille von endlich vielen Punkten. Ein konvexes Polyeder besitzt nur
endlich viele extreme Randpunkte. Diese und nur diese sind seine Eck-
punkte. Umgekehrt ist jeder konvexe Ko&rper mit nur endlich vielen
extremen Randpunkten ein konvexes Polyeder.

Ein konvexes Polyeder 8 besitzt nur endlich viele extreme Stiitz-
ebenen. Jede extreme Stiitzebene hat mit ‘¥ ein # — 1-dimensionales
konvexes Polyeder gemeinsam, das als# — 1-dimensionale Seite oder
auch kurz als Seite von B bezeichnet wird. Eine p-Kantenstiitzebene
hat mit 9P ein p-dimensionales Polyeder gemeinsam, das als p-dimen-
sionale Seite oder p-dimensionale Kante von ‘f bezeichnet wird.
Jeder innere Punkt einer p-dimensionalen Kante ist p-Kantenpunkt im
fritheren - Sinne.

Der Durchschnitt von endlich vielen abgeschlossenen Halbrdumen ist
dann und nur dann ein kowvexes Polyeder, wenn es keinen (abgeschlos-
senen) Halbraum gibt, der die duferen Normalen aller dieser Halbyiume
enthdlt. Anders ausgedriickt: Trigt man die Einheitsvektoren der
duBleren Normalen der Halbriume von einem Punkt auf, so mul
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dieser Punkt dem Innern der konvexen Hiille der Vektorenendpunkte
angehoren.

Fiir die hier in Betracht kommenden Eigenschaften konvexer Polyeder
vgl. MiNkOWSsKI [1], [4], im iibrigen den Enzyklopidieartikel von STEINITZ[2].

12. Kappen- und Tangentialkérper. Es sei § ein konvexer Kérper
und P ein nicht zu ihm gehériger Punkt. Die konvexe Hiille & (P) der
aus & und P bestehenden Menge heiBle ein einfacher Kappenkérper
von f. 8&(P) entsteht auch als Vereinigungsmenge aller Strecken,
die P mit Punkten von & verbinden. P ist Eckpunkt von & (P); die
Stiitzebenen von ®(P) mit Ausnahme der Eckstiitzebenen durch P
sind zugleich Stiitzebenen von . Dies legt die folgende Definition
nahe:

Der konvexe Kérper & sei im konvexen Kérper & enthalten. Alle
Stiitzebenen von &V mit Ausnahme der Eckstiitzebenen durch gewisse
Ecken von §O seien zugleich Stiitzebenen von §. Dann heifit U
Kappenkérper von R.

Sind P,, P,, ... die endlich oder abzihlbar unendlich vielen Eck-
punkte von ®U, die nicht zu § gehoren, so ist &P die konvexe Hiille
K(Py, Py, ...) der aus & und den Punkten P,, P,, ... bestehenden
Punktmenge. Die Verbindungsstrecke je zweier Punkte P,, P, hat ferner
mit § wenigstens einen Punkt gemeinsam oder, was dasselbe besagt,
eine beliebige Stiitzebene von & kann héchstens einen der Punkte P,
von & trennen. Noch anders ausgedriickt: Je zwei der einfachen Kappen-
kérper ®(P,) und &(P,) haben nur die Punkte von & gemeinsam.
Alles dies ergibt sich so: Es sei P, ein Eckpunkt und 8 der zugehérige
Projektionskegel von &Y. Ist dann P, ein weiterer der obigen Eck-

—
punkte, so gehért der Halbstrahl P, P, ganz zu 5. Es sind nun drei
Fille moglich: 1. Die Strecke P, P, enthilt Punkte von ®. Das ist die

—
Behauptung. 2. Der Halbstrahl P,, P, trifft & aulerhalb der Strecke P, P, .

Dann wire P, innerer Punkt einer zu & gehérigen Strecke, also gewiB3
S

kein Eckpunkt. 3. Der Halbstrahl P, P, trifft @ {iberhaupt nicht.
Auch dieser Fall kann nicht eintreten; denn wenn ein zu B gehoriger,
von P, ausgehender Halbstrahl existierte, der keinen Punkt von &
enthilt, so wiirde man folgendermaBen auf einen Widerspruch gefiihrt
werden: Unter den von P, ausgehenden Halbstrahlen von P sei
derjenige oder einer, dessen Minimalentfernung von § mdglichst grof3
ist. Diese gr6Btmogliche Minimalentfernung werde fiir die Punkte Q
von §) und R von ® erreicht. Dann ist die auf Q R senkrechte Ebene
durch  eine Stiitzebene von {V, die ® nicht trifft, da die Parallel-
ebene durch R Stiitzebene von & ist, und die andererseits nicht Eck-
stiitzebene von & sein kann, da sie die Halbgerade §) von B enthilt
(OR steht senkrecht auf §). Damit ist gezeigt:

Ergebnisse der Mathematik. III/1. Bonnesen-Fenchel. 2
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Der allgemeinste Kappenkdrper eines konvexen Korpers & ist die
Vereinigungsmenge endlich oder abzihlbar unendlich vieler einfacher
Kappenkirper von &, die zu je zweien nur die Punkte von & gemein-
sam haben.

Jeder Kappenkérper eines konvexen Polyeders ist wieder ein kon-
vexes Polyeder. Die Anzahl der Punkte P, mul nimlich endlich, und
zwar héchstens gleich der Anzahl der Seiten des Polyeders sein. Andern-
falls miiten wenigstens zwei der Punkte P, durch die Ebene einer
passenden Seite vom Polyeder getrennt sein.

Es sei 1 =p=n — 1. Ein konvexer Kérper & sei in einem zweiten
®® enthalten, der folgende Eigenschaft besitzt: Jede Stiitzebene von
®® mit eventueller Ausnahme von 0-, 1-, ..., p — 1-Kantenstiitz-
ebenen sei zugleich Stiitzebene von . Dann heiBe ®® ein p-Tangen-
tialkérper von ®. Fir p =1 kommt man auf die Definition des
Kappenkorpers zuriick. Ein # — 1-Tangentialkérper kann auch einfach
dadurch gekennzeichnet werden, daB jede seiner extremen Stiitzebenen
auch Stiitzebene von & ist. Unter 0-Tangentialkérper von & moége &
selbst verstanden werden.

Uber die hier angegebenen Definitionen und Sitze vgl. MINKOWSKI [4]
§ 16 und 28. Die dort fiir » = 3 durchgefiihrten Schliisse lassen sich wieder
miihelos auf beliebiges % iibertragen. Es ist dies kiirzlich auch von
Favarp [11] Kap. III in allen Einzelheiten durchgefithrt worden. — Das
Volumen, die Oberfliche, das Integral der mittleren Kriimmung eines ein-
fachen Kappenkérpers & (P) als Funktionen von P untersucht Storr [1].
Es wird dort u. a. gezeigt, daB3 die Niveauflichen dieser Funktionen kon-
vex sind.

§ 4. Darstellung konvexer Koérper durch konvexe

Funktionen.
13. Konvexe Funktionen und ihre Richtungsderivierten. Eine in
einer konvexen Menge definierte Funktion f(x,,...,,), kurz f(x),

heiBt konvex, wenn fiir irgend zwei Punkte x und y des Definitions-
gebiets und beliebiges ¢ mit 0 =<9 =1 die Ungleichung

(1) A= x+dy) = (1 —9) f(x) + 3/ ()
besteht.

Gilt stets das Zeichen = statt =, so heiBit die Funktion konkav.
Da eine konkave Funktion durch Multiplikation mit —1 in eine kon-
vexe iibergeht, gentigt es, konvexe Funktionen zu betrachten.

Besitat eine Funktion f(xy, . . ., x,) stetige partielle Ableitungen zweiter
Ordnung, so ist sie dann und nur dann konvex, wenn in jedem Punkt ihres
Definitionsbereichs die quadratische Form

\ t,t -
2 U 0xu Oy

n,v=1
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fiir alle reellen t, nichtnegativ ist. Im folgenden werden jedoch iiber die
zu betrachtenden Funktionen auBer der Ungleichung (1) keinerlei
Voraussetzungen gemacht.

Eine konvexe Funktion ist auf jeder ganz im Innern des Definitions-
bereichs liegenden beschrinkten, abgeschlossenen Menge nach oben be-
schrinkt. Da die abgeschlossene Menge nach dem HeiNe-BoreLschen
Uberdeckungssatz mit endlich vielen Simplexen, die zum Definitions-
bereich der Funktion gehéren, iiberdeckt werden kann, geniigt es, dies
fiir ein Simplex zu beweisen. Das ergibt sich so: Aus (1) folgt, daB die
Funktionswerte in den Punkten einer Strecke kleiner oder gleich dem
groBeren der beiden Funktionswerte in den Endpunkten sind. Be-
zeichnet man das Maximum der Funktionswerte in den # + 1 Eck-
punkten des Simplex mit M, so folgt also, daBl auf allen Verbindungs-
strecken je zweier Eckpunkte — also allen Kanten des Simplex —
f =M gilt. Daraus ergibt sich dieselbe Abschitzung auf den Verbin-
dungsstrecken je zweier Kantenpunkte, und so fort. Nach endlich vielen
Schritten erhilt man so die Abschitzung / = M in allen Punkten des
Simplex. (Vgl. dazu 7, S.10.)

Die Punkte x und y seien so gewéhlt, daBx, x — v, x + y dem Innern
des Definitionsbereichs der Funktion angehéren. Wird (1) erstens auf

1 .
f
T statt @, zweitens auf x» 4+ v

statt y und % statt @ fiir 0 < h <1 angewendet, so ergibt sich

x — y statt x, x 4 Ay statt y und

hy) —
@ ) — i —y) = EEI IO ) — ).

Da f in einer Umgebung der Stelle x nach oben beschrénkt ist, folgt
hieraus, daB f in x stetig ist. Es ergibt sich sogar mehr. Die rechte
Halfte von (2) besagt nimlich auf #y (0 << & < 1) statt y angewendet,

daB der Differenzenquotient w}:)——&l bei festen x und y eine fiir

% > 0 monoton wachsende Funktion von 4 ist. Aus der linken Halfte
von (2) entnimmt man, daB dieser Differenzenquotient nach unten be-
schrankt ist. Also existiert fiir positives, gegen 0 abnehmendes % der

Grenzwert
tim HEERIZIE = ).
h—> +0
f (x;y) wird als Richtungsderivierte von f in der Richtung y be-
zeichnet und besitzt, als Funktion von y betrachtet, folgende Eigen-

schaften: 1. Fuir u >0 st

(3) fl; py) =ufx;y);
denn
faed+huy)—f) _  fa+hpy)—f®)
h =M I .

2%
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2. ' (x;v) ist bei festem x eine konvexe Funktion von y. Um dies einzu-
sehen, gentigt es, wegen der Homogenitit (3)

(4) fay+2 =7y +1k2)
zu beweisen. Nach (1), angewandt auf x + 24y statt x, x 4 2hz statt y
und ¢ = §, ist
fx+hy+2) =3/ (x + 2ky) + 3/ (x + 2h2),
also jw 4 hiy +2) = f3) _ f(w+2hy) = f0) | fe+2h2) = )
h 2h 2h :
Der Grenziibergang # — + 0 ergibt (4).

Es werde noch untersucht, wann sich die Richtungsderivierte durch
Differentialquotienten im gewdhnlichen Sinne ausdriicken 148t. Sind x
und y fest, und betrachtet man f auf der Geraden x + 9y, so ist /' (x; ¥)
offenbar die rechte, —f’ (x; —v) die linke Ableitung von f (x -+ #y) nach

& an der Stelle # =0. Die Ableitung % f(x + ©v) existiert also in
9 = 0 dann und nur dann, wenn

(5) Fa;y) = —f(x; —y)

ist, mit anderen Worten, wenn (3) nicht nur fiir positive, sondern fiir

beliebige w gilt. Ist f'(x;y) eine lineare Funktion von vy, so besitzt | an
der Stelle x partielle erste Ablestungen, und es ist [’ (x; v) das ,,totale Diffe-

rential'* n of
f(x;y) =Z% EP

v=1

IA

Im folgenden kommen insbesondere solche konvexe Funktionen zur
Anwendung, die iiberdies positiv homogen vom ersten Grade sind, Funk-
tionen g(x) also, die den Forderungen

(6) gux) =pglx)  fir pn=0,

(7) gty =gl +g)

gentigen. [Wegen (6) kann die Forderung (1) durch die einfachere (7)
ersetzt werden.] Derartige Funktionen sind, wie eben festgestellt, z. B.
die Richtungsderivierten f'(x;y) einer beliebigen konvexen Funktion
/(x), aufgefaBt als Funktionen von y. Es mogen hier schon einige auf
Funktionen mit den Eigenschaften (6) und (7) beziigliche Hilfssitze ab-
geleitet werden, die spiter (16 und 17) verwendet werden.

% heiBe Linearitdtsrichtung von g, wenn (6) fiir alle reellen u
giiltig ist, wenn also auBler (6) g(¥) = — g (—x) ist. Sind x und y Lineari-
titsrichtungen von g, so auch Ax -+ py fir alle A, pu. Es gentigt offenbar,
dies fiir A = p =1 zu zeigen. Da x und y Linearit4tsrichtungen sind,
erhilt man durch mehrmalige Anwendung von (7)

gx) +gly) = —g(—x)—g(—y)=—g(—x—y)=gx+y) =g +g0),
also gx+9) = —g(—x—y).
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Hieraus folgert man leicht, daf eine Funktion g mit n linear unabhingigen
Linearititsrichtungen linear und homogen, also von der Form > x,g,
(g, = const) sst.

Ferner werde festgestellt: Jede Linearititsrichtung z von g (x) ist auch
Linearititsvichtung der Richtungsderivierten g’ (x;y) (als Funktion von y
angesehen). Dies folgt so: Nach (7) ist fiir 2 >0

2g¥) =g+ h2)+glx — hz) = 2g(x) + h[gz) + g(—2)] = 2g),

also
g(x+hz) —g(2) +g(%—hz) —g(2) _ 0,

also fiir 2> +0

g 2) =—g(x —2).
Weiter: x ist stets Linearititsrichtung von g (x;y) (als Funktion von y).
Denn nach (6) folgt aus der Definition der Richtungsderivierten sofort

) g x)=—gx; —2x) =g).
SchlieBlich: Die Richtungsderivierte g’ (x;vy) gemiigt stets der Un-
gleichung
9) gy =g);
denn aus (7) und (6) folgt fiir 2 >0

h R
AN =8W) ~ L elhy) = gl).

14. Die Distanzfunktion eines konvexen Kérpers. ® sei ein kon-
vexer Koérper mit inneren Punkten. Der Ursprung O des Koordinaten-
systems sei im Innern von & gewidhlt. x = (x,, ..., x,) bezeichne einen
willkiirlichen, von O verschiedenen Punkt des Raumes, & = (§,, ..., &,)
den (einzigen) Schnittpunkt der von O ausgehenden Halbgeraden Ox mit
dem Rand von &. Unter der Distanzfunktion F(x) von & wird dann
der Quotient der Abstinde Ox und O¢ verstanden:

F) = |/22

=] Z? .
Ferner wird F(0) = O gesetzt.

Die Koordinaten der Punkte von ® und wnur diese geniigen der Un-
gleichung

Fx) =1.
F (x) besitzt die folgenden Eigenschaften:
a) F(x) >0 fir x £0, F(0) = 0.
b) F(ux) = uF (x) fir u > 0.
Q) Flx+y) =F®) +Fy).
F(x) ist also eine konvexe Funktion.
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a) und b) sind unmittelbar Folgen der Definition; c¢) ergibt sich
folgendermaBen: Aus der Konvexitit von & folgt, falls F(x) =<1
F(y) =1 gilt,

F1—9x+9y) =1 fir o=9=1.

Fiir beliebige vom Nullpunkt verschiedene x und y ist nach b)

Fle) =l
Fla- iy gk <

Wegen b) ergibt das fiir & = e )+ 75

Ist umgekehrt F (x) eine Funktion mit den Eigenschaften a), b), c),
so erfiillen die Punkte, deren Koordinaten der Ungleichung
(1) F(x) =1
geniigen, einen konvexen Koérper mit dem Ursprung als inneren Punkt
und der Distanzfunktion F(x).

Denn nach b) und c) folgt aus F(x) =1, F(y) =<1 fir 0 =9 =<1

F(1—9)x+9y) = (1 — 0) F@x) + 9F(y) =1.

Ferner gilt, wenn x ein beliebiger, von O verschiedener Punkt und &
der auf dem Halbstrahl Ox liegende Randpunkt von (1) ist, wegen b)

also

die Behauptung c).

d F(S) =1 oy pe
N ro) = F () F5-¢) <55

Beispiele von Distanzfunktionen sind:
]/sz fiir die Einheitskugel um den Nullpunkt,

Max |, | fiir den achsenparallelen Wiirfel mit der Kantenlidnge 2 und
lsr=n O als Mittelpunkt,

n
>'|x,| fiir das n-dimensionale Analogon des reguliren Oktaeders.
v=1

Begriff und Eigenschaften der Distanzfunktion bei MINKOWSKI [4]
§2—3, [9] § 2—4.

Da F (x) eine konvexe Funktion ist, existiert nach den Ausfithrungen
des vorigen Abschnitts die Richtungsderivierte I’ (x; ). Sie besitzt fol-
gende geometrische Bedeutung. Es sei x ein fester Randpunkt des
Korpers, y ein variabler Punkt. Dann erfilllen die Punkte y, die der
Ungleichung
2 Fx;y—%x) =0
geniigen, genau den Projektionskegel des Korpers im Punkt x.! Geht
durch den Punkt x nur eine einzige Stiitzebene des Kérpers, so ist der

! Ist » ein p-Kantenpunkt (9, S. 14), so besitzt F’(x;y) als Funktion von y
genau p 4 1 linear unabhangige Linearitatsrichtungen und umgekehrt.
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Projektionskegel ein Halbraum. Die linke Seite von (2) muf also eine
lineare Funktion von ¥ sein. Nach dem oben Festgestellten besitzt dann
F (x) partielle Ableitungen, und es gilt

n

, 0F
Flasy—x) = — ) 5
v=1
In Verbindung mit einem fritheren Satz (9, S.13) kann man daraus
schlieBen: Hat ein konvexer Korper nur vegulire Randpunkiel, so besitzt
seine Distanzfunktion stetige erste Ableitungen.

Die Minkowskische Geometrie. Ist ein konvexer Korper gegeben, der
O im Innern enthilt, so kann jedem geordneten Punktepaar #,y durch

o, 9) =Fly — #),

wo F die Distanzfunktion des Kérpers ist, ein Abstand zugeordnet werden.
Dieser Abstandsbegriff besitzt die dafiir iiblicherweise geforderten Eigen-
schaften:

o¥,9) >0 fir x4y, olx, % =0

und erfiillt die ,,Dreiecksungleichung‘

o(%,y) +oly, 2) = olx, 2),

was sich unmittelbar aus den Eigenschaften a), b), ¢) der Distanzfunktion
ergibt. Die Randflache des konvexen Korpers heiSt die Eichfliche der
MaBbestimmung. Sie spielt die Rolle der Kugel in der euklidischen Geo-
metrie. Die Abstandsfunktion e (%, y) ist symmetrisch

o(x, y) = o(y, %)

dann und nur dann, wenn der Kérper O zum Mittelpunkt hat. Dann und
nur dann ist namlich F(x) = F(—ux).

Diese MaBbestimmung ist von MiNnkowskK! [9] fiir zahlentheoretische
Anwendungen eingefiihrt worden. Man sehe dariiber 62, S. 126.

Uber die obige Dreiecksungleichung in der Minkowskischen Geometrie
s. GoraB u. HARLEN [1] und GozaB [1]. — Axiomatische Auszeichnungen
der Minkowskischen Geometrie unter allgemeinen metrischen Raumen bei
BuseManN [1], [2]. — Eine Anwendung der MinkowsKischen Ma@Bbestim-
mung auf Fragen der TscHEBYSCHEFFschen Approximation bei Haar [1]. —
Eine andere mit konvexen Korpern in Zusammenhang stehende MaB-
bestimmung bei HILBERT [1].

15. Die Stiitzfunktion eines konvexen Koérpers. Ist & ein konvexer
Koérper und # = (u, ..., u,) ein beliebiger, vom Nullpunkt verschie-
dener Punkt, so gibt es genau eine orientierte Stiitzebene € von & mit
der Richtung # derart, dal der positive Halbraum von € (in den »
weist) frei von Punkten von & ist. Die Gleichung dieser Ebene kann
in der Form

(1) 2 xu=H(u)
geschrieben werden. H (u) heit Stiitzfunktion von .

1 D. h. solche Randpunkte, durch die nur -eine Stiitzebene geht; vgl. 9, S. 13.
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Fiir alle Punkte x des Korpers gilt
(2) Dxu=Hu),

wobei fiir gewisse seiner Punkte das Gleichheitszeichen steht. H ()
kann demnach auch als Maximum von qu definiert werden, wenn x
alle Punkte von & durchlauft. Umgekehrt ist natiirlich jeder den simt-
lichen Ungleichungen (2) geniigende Punkt x ein Punkt des Kérpers.

Ist insbesondere Zfﬂ =1, so bedeutet H den Abstand der Stiitz-
ebene vom Nullpunkt, wobei dieser Abstand positiv zu rechnen ist,
wenn ® und der Nullpunkt auf derselben Seite der Stiitzebene liegen,
negativ, wenn & und der Nullpunkt getrennt werden. H ist Null, wenn
der Nullpunkt in der Stiitzebene liegt.

Die Funktion H (u) besitzt die folgenden Eigenschaften:

A) H(0) = 0.

B) H(uu) = pH(u) fiér p > 0.

C) Hiu+v)=Hw + H).

B) folgt daraus, daB fiir zwei Punkte # und uu (¢ > 0) derselben
von O ausgehenden Halbgeraden die Gleichung (1) dieselbe Ebene dar-
stellen muB. Die Stiitzfunktion ist also schon vollig bestimmt durch
die Werte, die sie auf der Einheitskugel Z‘uz = 1 annimmt.

C) folgt so: Fiir alle Punkte x des Korpers ist

Dxu=H(u), Dxv=H®),
2w+ v)x < H(u) + H(v).

Nach der Maximumeigenschaft der Stiitzfunktion gibt es aber in &
Punkte x, fiir die die linke Seite dieser Ungleichung gleich H (# -+ v) ist.

Unterwirft man den konvexen Korper R mit der Stiitzfunktion H (u)
ewner Translation, etwa wm den Vektor a, so ist die Stiitzfunktion H' des
verschobenen Kirpers ®'

H'(u) = H(u) +Dau.
Es gilt dann und nur dann fir ein u

H(—u) = —H(w),

also

wenn dey Korper mat dev Stiitzfunktion H in einer zur Richtung w senk-
vechten Ebene liegt. H hat dann die Linearititsrichiung u.

Sind H (u) und L (u) Stiitzfunktionen zweier konvexer Kovper R und
8, so gilt dann und nur dann fir alle u

H(u) < L(u),

wenn K in & enthalten ist. Dies folgt unmittelbar aus der Maximum-
eigenschaft der Stiitzfunktion.
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Beispiele fiir Stiitzfunktionen:

1. Die lineare Funktion ist Stiitzfunktion des Punktes.

2. ]/ﬁ ist Stiitzfunktion der Einheitskugel um den Nullpunkt.
3. Max(DXua, D'ub) ist Stiitzfunktion der Verbindungsstrecke der

Punkte @ und 5. Insbesondere ist |2ua| Stiitzfunktion der Strecke
—a, a.

4. 2, | u,| ist Stiitzfunktion des achsenparallelen Wiirfels mit der

Kantenlange 2 und dem Nullpunkt als Mittelpunkt.
5. Die Stiitzfunktion eines konvexen Polyeders ist stiickweise linear
und umgekehrt.

Der Begriff der Stiitzfunktion ist von Minkowsk1 [4] § 8 u. 10, [5] §1
eingefiihrt worden.

16. Darstellung der Randpunkte eines konvexen Kérpers durch
Stiitzfunktionen. Sei % eine feste Richtung,

(1) 2 xu® = H(u)

die zugehoérige Stiitzebene eines konvexen Kérpers &. Der Durchschnitt
von ® mit der Stiitzebene (1) ist ein héchstens # — 1-dimensionaler
konvexer Korper f, dessen Stiitzfunktion bestimmt werden soll.

Die Punkte x von f geniigen auBer (1) den simtlichen den Kérper &
definierenden Ungleichungen

(2) Dxu=H(u).
Ist nun v eine beliebige Richtung, so ist nach (2) mit » = #© + Ay
fiir 2> 0 und (1)

H(u 4 hv) — H(u'®)
=
Zx v h )

also fiir 2 —> +0

(3) Dxv=H@wuO;v).

Das bedeutet, daB der Kérper f im Durchschnitt der Halbraume (3)

fiir alle v enthalten ist. Andererseits ist aber auch jeder Punkt dieses

Durchschnitts zugleich ein Punkt von f; denn nach 13 (9), S. 21 ist
H'(u®; v) < H(v).

Es folgt demnach aus (3) mit # statt v die Ungleichung (2). Das heiBt:
Jeder Punkt, der (3) erfiillt, gehért zu §. Ferner folgt aber auch (1),
wenn man in (3) v = #® und v = —«® wihlt und die Gleichung

H (u(o); u(o)) = —H (u(o); —-u(o)) = H(u(o))

[vgl. 18 (8), S. 21] berticksichtigt. Das heiBit: Jeder (3) erfiillende Punkt x
gehort auch der Stiitzebene (1) an. f ist also mit dem Durchschnitt (3)
identisch, und dessen Stiitzfunktion muB}, wie sich im folgenden Ab-
schnitt 17 ergeben wird, H'(#¥; %) sein. Damit hat man:
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Ist H(u) die Stiitzfunktion eines konvexen Korpers, so hat der Durch-
schnitt von § mit seiner zur Richtung w9 gehdrigen Stiitzebene die Stiitz-
funktion H'(u®;u).

Hat die zur Richtung #® gehérige Stiitzebene nur einen Punkt mit
R gemeinsam, so muB H'(#?; %) als Stiitzfunktion eines Punktes eine
lineare Funktion der #, sein. H ist also an der Stelle #¥ in jeder Rich-
tung differenzierbar, und fiir den in der Stiitzebene gelegenen Punkt x
des Korpers gilt bei jedem

Dwu = Hu®; u) ZH Uy,

wo H, = j die partielle Ableitung von H nach #, bezeichnet. Daher
ist x, = 9H
Y Ouy

Hieraus und aus einem friiheren Satz (9, S. 15) entnimmt man: Hat
ein konvexer KoOrper nur vegulive Stiitzebenenl, so besitzt seine Stiitz-
funktion stetige partielle Ableitungen erster Ordnung, und es gilt fir die
Koordinaten x, seiner Randpunkte

0H

Xy = .
e uy

Die obige Darstellung der Randpunkte durch die Richtungsderivierten
steht im Zusammenhang mit spezielleren Uberlegungen MINKOWSKIs [4]
§ 12.

17. Bestimmung eines konvexen Korpers durch die Stiitzfunktion.
Nach 15, S. 24 besitzt die Stiitzfunktion eines konvexen Korpers drei
dort mit A), B), C) bezeichnete Eigenschaften. Es soll jetzt umgekehrt
gezeigt werden: [ede fiir alle w definierte Funktion H (u) mit den Eigen-
schaften

A) H(0) =0,

B) H(uu) = pH (w) fir p>0,

O) Hiu +0) = H) + H
st Stiitzfunktion eines komvexen Korpers.

Dieser Kérper mul} jedenfalls der Durchschnitt der sdmtlichen Halb-
rdume
(1) Dxu = H(u)
sein, wenn H seine Stiitzfunktion sein soll. Der Durchschnitt (1) ist
gewil ein konvexer Kérper, wenn er nicht leer ist. Man hat also zu-
nichst zu zeigen, dal es wenigstens ein x gibt, das allen Ungleichungen

(1) geniigt.
Man bemerke, daf3 die Behauptung trivial ist, wenn H (%) eine lineare
Funktion H(u) =u, H, (H, = const)

1 D. h. Stiitzebenen, die nur einen Punkt mit dem Korper gemeinsam
haben.
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von % ist; denn dann ist H Stiitzfunktion des Punktes x, = H,, und fiir
diesen Punkt x ist (1) bei jedem # mit dem Gleichheitszeichen erfiillt.

Der Verlauf des folgenden Beweises ist nun kurz der: Durch wieder-
holtes Bilden von Richtungsderivierten der Funktion H wird die Be-
hauptung auf Funktionen zuriickgefiihrt, die mehr und mehr Linearitéts-
richtungen (vgl. 13, S. 20) besitzen. Nach spitestens # Schritten wird
man so auf eine lineare Funktion gefiihrt!.

Es mogen #®, ..., u® linear unabhingige Linearitdtsrichtungen
von H bezeichnen, falls solche vorhanden sind. Ist » = #, so ist man
nach der obigen Bemerkung fertig; denn dann ist nach 18, S. 21 H eine
lineare Funktion. Andernfalls wihle man fiir v eine feste, von u®,

, #™ linear unabhingige, falls » = 0 ist, eine beliebige Richtung
#®+1 und betrachte die Funktion H'(»”*Y; u) = H*(u) von u. Sie
besitzt nach 18, S. 21 die Linearititsrichtungen #®, . . ., #® und «®*1,
also wenigstens ¥ + 1 linear unabhingige. Jetzt werde angenommen,
daB fiir Funktionen mit wenigstens » + 1 linear unabhingigen Lineari-
titsrichtungen die Behauptung richtig ist. Dann gibt es also ein x,
das allen Ungleichungen

Dxu = H*(u)
geniigt. Da aber nach 13 (9), S. 21 stets
H'(v; u) = H(u),

insbesondere H*(u) < H(u)

ist, gentigt dieser selbe Punkt x auch den sdmtlichen Ungleichungen (1).
Fiir v = » war die Behauptung schon bestitigt, also folgt sie allgemein
durch Induktion nach abnehmendem v.

Der Durchschnitt der Halbriume

(1) Swu= H)

ist also nicht leer, daher ein konvexer Kérper. Es bleibt zu zeigen, daf3
H wirklich seine Stiitzfunktion ist. Dazu hat man sich nur noch davon
zu {iberzeugen, daB zu jedem festen % wenigstens ein x existiert, fiir
das in (1) das Gleichheitszeichen steht. Das folgt aber unmittelbar aus
dem obigen Beweis. Als Funktion von # betrachtet, besitzt nimlich
H'(u©; u) die Eigenschaften A), B), C). Es gibt also, wie oben gezeigt,
wenigstens ein x, das fiir alle # bei festem #® den Ungleichungen

Dxu = Hu®; u)
geniigt. Setzt man hierin # = #® und » = — %, so folgt, mit Beriick-
sichtigung von 13 (8), S. 21:
H(u(o)) == —H’(u(o); —M(O)) = Zx w0 < H’(u(o); M(O)) — H(M(O)) .

! Die geometrische Bedeutung dieses Verfahrens geht aus dem Ergebnis des
vorigen Abschnitts hervor.
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Dieses x gentiigt also der Gleichung
Zx u® = H(M(O)) .

Ein Beweis fiir den obigen Satz (im dreidimensionalen Fall) findet sich
bei MINKOWSKI [4] verstreut iiber die §§ 8, 10, 11. Ein von dem MINKOWSKI-
schen und dem obigen verschiedener einfacher Beweis bei RADEMACHER [1].

Nach RADEMACHER [2] kann die Eigenschaft C) im zweidimensionalen
Fall durch die Forderung

H(uy, uy) uy oy 1 % uy
H(vy, v) vy v, 1 v3 v, | =0
H(w,, w,) w; w, 1w w,

ersetzt werden. Der analogen Ungleichung in mehr Dimensionen geniigen
jedoch nur die Stiitzfunktionen der Kugeln. Vgl. dazu auch BLASCHKE [5]
und Fujiwara [14].

18. Polare Korper. Ist & ein konvexer Kérper mit inneren Punkten
und der Nullpunkt in seinem Innern gelegen, so ist die Stiitzfunktion
H (u4) von & positiv fiir # & 0. Sie hat also die drei Eigenschaften a),
b), ¢), die fiir Distanzfunktionen charakteristisch sind. In diesem Fall
kann daher H als Distanzfunktion eines neuen konvexen Korpers §*
aufgefaBBt werden. Er besteht aus den Punkten #, die der Ungleichung

Hu) <1
geniigen. &* heiBt der zu & polare Koérper. Die Randpunkte von &*

gehen ndmlich aus den Stiitzebenen von & durch eine Polarenverwandt-
schaft in bezug auf die Einheitskugel hervor. (MINKOWSKI [4] § 8.)

§ 5. Linearkombination konvexer Kérper. Lineare und
konkave Scharen.

19. Linearkombination von Stiitzfunktionen. Sind H®(x), ...,
H®(u) Stiitzfunktionen konvexer Koérper, Funktionen also, die die
Eigenschaften A), B), C) aus 15, S. 24 besitzen, so ist die Funktion

MHO + 2, H® 4+ ... + 1, HO,

falls 4,, 45, ..., 4, beliebige nichtnegative Zahlen sind, gleichfalls die
Stiitzfunktion eines konvexen Korpers; denn auch sie geniigt den Be-
dingungen A), B), C). Durch Linearkombination von Stiitzfunktionen mit
nichtnegativen Koeffizienten entstehen wieder Stiitzfunktionen.

Entsprechendes gilt auch fiir ,,kontinuierliche Linearkombi-
nation® von Stiitzfunktionen. Ist nidmlich H (#, «) eine noch von ge-
wissen Parametern & abhingende Stiitzfunktion, so ist

[H(u, &) p(x) dox

wieder eine Stiitzfunktion, wenn ¢(x) eine im Definitionsbereich der «
nichtnegative Funktion ist und wenn das Integral fiir alle # einen Sinn
hat. Als Beispiel einer kontinuierlichen Linearkombination sei die
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Linearkombination von Strecken erwihnt: Es sei £ ein Einheits-
vektor. Dann ist | >u&| die Stiitzfunktion der die Punkte & und —¢
verbindenden Strecke von der Linge 2. Sei ferner ¢ (&) eine etwa posi-
tive und stetige Funktion auf der Einheitskugel. Dann ist

(1) Hu) =[| Zué|pé)do,
erstreckt iiber die Einheitskugel 252 == 1, eine Stiitzfunktion.

BrasceHkE [11] S.154—157 hat die Frage behandelt, wie ein konvexer
Korper beschaffen sein muB, damit seine Stiitzfunktion in der Form (1)
darstellbar ist. Verzichtet man auf die Bedingung ¢(£) > 0, so erweist
sich als notwendig und hinreichend, dal der Kérper einen Mittelpunkt
hat. Fiir die Darstellbarkeit mit positivem ¢ (¢) sind bisher Bedingungen
nicht bekannt. Uber endliche Linearkombination von Strecken vgl
BrascHkE [25] S. 250.

20. Linearkombination von konvexen Korpern. &, &, . . ., &
seien konvexe Korper. O sei ein fester Punkt, der zum Anfangspunkt
eines kartesischen Koordinatensystems gemacht sei. ¥@(o=1, 2,...,7)
bezeichne den Vektor, der von O zu einem willkiirlichen Punkt des
Korpers &, weist. Sind Ay, 2, ..., 1, feste nichtnegative Zahlen, so
durchliuft der Endpunkt des von O aufgetragenen Vektors lyx® 4 -+« + 1,x®
wieder esnen konvexen Korper 8 , falls die Punkte Y, . . ., x unabhingig
vonetnander die Korper R4, . . ., bzw. &, durchlaufen. Man schreibt dann

.@=ll,@1—{—lz.@2—[— +/1r§r-

Man beachte, daB die Lage des auf diese Weise den Koérpern &,, &,
..., ®, zugeordneten Koérpers & im allgemeinen von der Wahl des
Punktes O abhingt. Wird ndmlich O durch einen anderen Punkt O’
ersetzt, so erfihrt & eine Translation um (4, +--- + 4, — 1)a, wo a

den Vektor 0—())’ bezeichnet®, Ist also insbesondere 4; +---+ 4, =1,
so ist die Linearkombination vom Koordinatensystem unabhingig.
Beachtet man, daB jedes konvexe Polyeder als konvexe Hiille end-
lich vieler Punkte aufgefaBt werden kann, so erkennt man, daf durch
Linearkombination konvexer Polyeder wieder ein konvexes Polyeder entsteht.
Die oben definierte Linearkombination erweist sich als gleichwertig mit
der entsprechenden Linearkombination der Stitzfunktionen. Seien H®,

H® . . H® die Stiitzfunktionen von &;, &, ..., &. Dann geniigen
2D, @ . bzw. x” den Ungleichungen
(1) D xQu = HO (u). 0=1,2,...,7

Also erfiillt A, 4 ... 4 2,2 die Ungleichung
(2) SRy a® 4 - A x0)u =< AMHO () 4 -+ 4+ LHO ().

1 DaB diese Abhingigkeit in der Bezeichnungsweise nicht zum Ausdruck
kommt, stért nicht, da es sich zumeist um Eigenschaften der Korper handeln
wird, die bei Translationen erhalten bleiben.
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Ferner gibt es nach Definition der Stiitzfunktionen (15, S. 24) zu jedem
u ein 4, ein x®, ..., ein 2™, so daB in den 7 Ungleichungen (1) das
Gleichheitszeichen gilt. Fiir diese #®, x®, ..., " gilt dann auch
in (2) das Gleichheitszeichen. Dies zusammen mit (2) besagt, daB
MHO A ... 4+ 3, H®O die Stiitzfunktion von 4, &, + --- + 4, &, ist.

Fiir die Linearkombination § = (1 — &) & + ¢ &, verifiziert man
leicht folgendes: Sind €, und €, die Stiitzebenen der Richtung # von
R, bzw. &, so erhilt man die zur Richtung # gehorige Stiitzebene von
R als diejenige zu €, und @, parallele Ebene, die den Abstand von €,
und €, im Verhiltnis 9: (1 — 9) teilt.

Spezielle Linearkombinationen finden sich schon bei STEINER [3], [5]. Eine
fundamentale Rolle spielen sie in den Untersuchungen von Brunnw [1], [2], [3].

Die obigen allgemeinen Begriffsbildungen rithren von MiNkowskI [4], [6] her.
Addition konvexer Kurven. Sind @,, ..., €y geschlossene konvexe

N
Kurven der Ebene, so werde der vom Punkt X #% durchlaufene Bereich
v=1
als ,,Summe‘ der Kurven @, bezeichnet, wenn #%, ..., #¥ unabhingig
voneinander die Kurven €, . .., €y durchlaufen. Die Summe endlich vieler
Kurven ist entweder ein konvexer Bereich oder der Ringbereich zwischen
zwei konvexen Kurven, von denen die eine ganz innerhalb der anderen
liegt. Dieser Begriff der Addition konvexer Kurven ist von BoHR zur
Untersuchung der Werteverteilung der ¢(-Funktion eingefithrt worden.
Man sehe dariiber. Bonr [1], [2], BoHR u. COURANT [1], BOHR u. JESSEN [1]
und Havizanp [1].

21, Parallelkorper eines konvexen Korpers. Homothetische Korper.
Es bezeichne (wie stets im folgenden) & die Einheitskugel des #-dimen-
sionalen Raumes mit dem Nullpunkt als Mittelpunkt. Ist & ein be-
liebiger konvexer Korper, so heifle § 4 u©(u=0) der Parallel-
korper von & im Abstand p. Er kann erhalten werden als Vereinigungs-
menge aller Kugeln vom Radius u, deren Mittelpunkte in & liegen. Mit
anderen Worten: Der Parallelkérper von & im Abstand u besteht aus
allen Punkten, deren Entfernung von ® kleiner oder gleich p ist. Die
Stiitzfunktion von & 4 u4 & ist H (u) 4 M]/Zuz, wenn H die Stiitz-
funktion von & bezeichnet. Gleichsinnig parallele Stiitzebenen von &
und { 4 u © haben demnach den Abstand w.

Zwei konvexe Korper werden als homothetisch bezeichnet, wenn
einer aus dem anderen durch Parallelverschiebung und Streckung oder
eine dieser Transformationen hervorgeht. Hierbei soll auch zugelassen
werden, daB das Streckungsverhiltnis Null ist, daB also einer der Korper
in einen Punkt entartet. Ist der konvexe Kérper § kein Punkt, so er-
hilt man alle zu & homothetischen Kérper in der Gestalt u & 4 a, wo
# =0 und a ein beliebiger, als konvexer Korper aufzufassender Punkt
ist. Die Addition ist dann im Sinne von 20, S. 20 zu verstehen. Ins-
besondere ist 4 & der Koérper, der aus & durch Streckung im Verhiltnis
#:1 vom Nullpunkt aus entsteht.
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Sind die Orthogonalprojektionen zweier konvexer Koérper des #-dimen-
sionalen Raumes (# = 3) auf jede Ebene homothetisch, wobei das Ahnlich-
keitsverhaltnis von der Projektionsebene abhingig sein darf, so sind die
Korper selbst homothetisch. Diese Kennzeichnung der Paare homotheti-
scher konvexer Koérper bei Stiss [17]. Der dortige Beweis ist nicht korrekt
formuliert. Eine richtige Darstellung des iibrigens duBerst einfachen Be-
weises bei Stss [22]. Der Satz kann auch durch Heranziehung komplizierterer
Satze bewiesen werden. Vgl. dazu Matsumura [14], [20], KuBora [17].
Unter Annahme der Konstanz des Ahnlichkeitsverhiltnisses auch bei
BonNESEN [10], [12] S. 128. — Eine Aufgabe iiber homothetische Ko&rper
bei OsTrROWSKI [1].

22. Verhalten der Projektionen und Randpunkte bei Linearkom-
bination. Projiziert man die Linearkombination
@:}“1@1_]—”'—{_11’@77 11—}‘"‘—*—17:1, lggo
auf etnen Unterraum, so entsteht die entsprechende Linearkombination der
Projektionen der einzelnen Korper auf diesen Untervaum.
Wegen der Bedingung 4, +:--+ 4, =1 sind die betrachteten
Linearkombinationen von der Wahl des Nullpunktes unabhéngig. Legt
man ihn in den Unterraum und wihlt man die Koordinatenachsen
iiberdies so, da3 der etwa p-dimensionale Unterraum durch die Gleichun-
gen x; =+ -+ =x,_, = 0 dargestellt wird, so erkennt man die Richtig-
keit der Behauptung unmittelbar. Wenn 4; + - - - + 4, == 1 ist, so gilt
dasselbe bis auf passende Translationen.
Es seien: H® () (0 =1, ..., ) die Stiitzfunktion, x© ein willkiir-
licher Punkt eines konvexen Korpers &,; ferner sei 4, = 0. Der Punkt
x:llx(l) _I._ cee _}_ lrx(f)
ist dann ein Punkt des Korpers

f = 11@1"‘ +'lr'@r:
und es bestehen die Ungleichungen
(1) 2 x@u = HO(u), o=1,...,7
(2) Dxu=24HOD W) + - + 2, HO (u).
In (2) steht bei festem # fiir die und nur die Punkte x von & das Gleich-
heitszeichen, die in der Stiitzebene der Richtung # liegen. Soll aber in
(2) das Zeichen = stehen, so muB das in jeder der » Ungleichungen (1)
der Fall sein. Daraus entnimmt man: Der Durchschnitt f des Koérpers &
mit seiner Stiitzebene der Richtung # ist

t=H4LE+ -+ 41,

wo f, der Durchschnitt des Koérpers §, mit seiner zur Richtung » ge-
horigen Stiitzebene ist. Also:

Bei Linearkombination konvexer Kdrper mit nichinegativen Koeffi-

zienten werden die in gleichsinnig parallelen Stiitzebenen gelegemen (hich-
stens n — 1-dimensionalen) Teilkorper in gleicher Weise linear kombiniert.



32 23. Linearkombination ausgearteter konvexer Korper. [40

Man kann dies auch unmittelbar aus fritheren Ergebnissen so schlieBen :
Nach 16, S. 26 ist die Stiitzfunktion des Durchschnitts von & mit der
Stiitzebene der Richtung # gerade die Richtungsderivierte H'(u; v),
aufgefaBt als Funktion von v. Nun folgt offenbar aus H = A, H® 4 - ..
+ A, H® fiir die Richtungsderivierten

H(u;v) = LHY (u; v) + -+ + LHO (u; v) .

Uber das Verhalten der Randpunkte bei Linearkombination vgl. MiN-
KOWSKI [4] § 18, iiber das der extremen Randpunkte auch FujIiwAra [9].

23. Linearkombination ausgearteter konvexer Korper. &;, 8,
..., & seien konvexe Korper, deren Dimension kleiner als # ist. Es
soll sich darum handeln, die Dimension des Korpers

R= R+ -+ 4, 2 =0

zu bestimmen. Man verifiziert leicht, daB das folgendermaBen ge-
schehen kann. Zunichst bemerke man, daBl man alle 4, positiv an-
nehmen darf. (Andernfalls lasse man alle Kérper fort, die mit dem Koeffi-
zienten O auftreten.) Es bezeichne R, (¢ =1, ..., ) den Unterraum
kleinster Dimension, der den Kérper ®, enthalt. Man bringe durch
Parallelverschiebungen diese Rdume R, in eine solche Lage, daB sie alle
einen gemeinsamen Punkt haben. Die Dimension des kleinsten Unter-
raums R (evtl. der ganze Raum) der alle so verschobenen R, enthilt,
ist zugleich die Dimension von §. R ldBt sich durch Translation in
den kleinsten Unterraum iiberfithren, der & enthilt. Daraus schlieBt
man insbesondere: Ist jeder Korper &, (0 =1, ..., ) in einem p-dimen-
sionalen Unterraum R, enthalten, und sind alle diese Unterrdume parallel,
so st auch der Korper

=48+ - +h

in einem zu den R, parallelen p-dimensionalen Unterraum enthalten.

24. Lineare und konkave Scharen konvexer Korper. Die Gesamt-
heit der fiir beliebige 4, = 0 entstehenden Korper

'@:ll'@l"&— e+ 4R

wird als die durch §,..., &, erzeugte Linearschar bezeichnet.
Liegen zwei Korper &, und ®; vor, so heiBit die Gesamtheit der Kérper
Ro=(1—9) R+ 98, 0=9=1,

die die Kérper §, und &, verbindende Linearschar. Sind die
beiden Kérper ®, und ®; héchstens # — 1-dimensional, und liegen sie
in parallelen Ebenen, so 148t sich die sie verbindende Linearschar so
interpretieren: Man bilde die konvexe Hiille der aus &, und &; be-
stehenden Punktmenge. Dann besteht die verbindende Schar aus den
Schnitten dieser konvexen Hiille mit den Ebenen, die den &, und £,



417 24. Lineare und konkave Scharen konvexer Korper. 33

enthaltenden Ebenen parallel sind. Aus solchen speziellen Scharen kann
aber auch, wenn man den # - 1-dimensionalen Raum zu Hilfe nimmt,
die zwei beliebige #-dimensionale Kérper &, und &, verbindende Linear-
schar durch Projektion erhalten werden. Seien nimlich «,, ..., x, die
Koordinaten des betrachteten #-dimensionalen Raumes R”, z die # 41 te
Koordinate des R**!. Dem Koérper & des R® ordne man nun den
(gleichfalls #-dimensionalen) Korper des R**! zu, bei dem die Koordi-
naten %, ..., %, seiner Punkte dieselben sind und die Koordinate z
den festen Wert & hat. Auf diese Weise entsteht im R**1! die Linear-
schar, die zwei in parallelen Ebenen des R" ! liegende #-dimensionale
Korper verbindet. Durch Projektion in der Richtung der z-Achse kommt
man auf die urspriingliche Schar im R" zuriick.

Es moégen nun allgemeinere Scharen konvexer Korper in Betracht
gezogen werden. Es bedeute & (4) einen konvexen Kérper, der von ge-
wissen Parametern 4,, . . ., 4, abhingt. Das Zeichen / vertritt ein Wert-
system 4, ..., 4, also einen Punkt oder Vektor des s-dimensionalen
Raumes. Es werde vorausgesetzt, daB §(4) in einer konvexen Menge
des A-Raumes definiert sei. Eine Schar konvexer Koérper §(4) heiBt
eine konkave Schar, wenn der Kérper (1 — #)® (4,) + 9% (4,) stets
im Korper 8((1 — )4, + 94,) enthalten ist, fiir irgend zwei dem De-
finitionsbereich der Schar angehérige Punkte 4, und 4, des »-Raumes
und beliebiges ¥ mit 0 ==& =< 1. Jede lineare Schar ist also zugleich
eine konkave, nicht aber umgekehrt.

Von besonderer Bedeutung sind die einparametrigen konkaven
Scharen. Beispiele von solchen erhdlt man folgendermaBen. Es sei §
ein willkiirlicher konvexer Kérper des #-dimensionalen Raumes. €, und
€, ein Paar paralleler Stiitzebenen von &. Ferner sei €, eine zu €,
und €, parallele Ebene, die zwischen diesen Ebenen verlauft und den
Abstand von €, und €, im Verhiltnis 1: (1—4) teilt. Der Durchschnitt
von €; mit ® ist ein (héchstens » — 1-dimensionaler) konvexer Kérper
f(1). Fiir 0=21=1 bilden die Koérper f(4), wie man sofort sieht, eine
konkave Schar.

Durch Heranziehung eines # -+ 1-dimensionalen Raumes 14Bt sich
jede einparametrige konkave Schar des #-dimensionalen Raumes durch
Projektion aus einer Schar der eben geschilderten speziellen Art erhalten:
Im Raum R” sei eine konkave Schar & (1) (x << 1= f§) gegeben. Man
betrachte den # -+ 1-dimensionalen Raum R**1! mit der # + 1ten Ko-
ordinate z. Den Kérper (1) des R"® verschiebe man nun parallel zur
z-Achse in den R®*1, so daB er in die Ebene z =1 zu liegen kommt.
Die Vereinigungsmenge der so fiir &« <1 =g verschobenen Korper
R (4) ist, wie aus der Definition der konkaven Schar folgt, ein konvexer
Korper des R**1. Seine Schnitte mit den Ebenen z = const ergeben
in Richtung der z-Achse auf den R" zuriickprojiziert die urspriingliche
Schar & (4).

Ergebnisse der Mathematik. III/1. Bonnesen-Fenchel. 3
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In analoger Weise lassen sich durch Heranziehung eines entsprechend
hoher dimensionalen Raumes auch die mehrparametrigen konkaven
Scharen interpretieren.

Der Begriff der konkaven Schar rithrt von BLASCHKE [11] S. 94 her.
Dort wird die Bezeichnung ,,konvexe Schar‘ gebraucht.

§ 6. Approximation konvexer Korper.

25. Konvergente Folgen konvexer Korper. Der Auswahlsatz von
Brascuke. Es seien ® und &' zwei konvexe Korper. Ferner seien
R + 0@ und R + 0& ihre Parallelkorper (21, S.30) im Abstand
d > 0, d. h. die Vereinigungsmenge aller abgeschlossenen Kugeln des
festen Radius 9, deren Mittelpunkte zu & bzw. & gehoren. Ist dso be-
schaffen, daB & in & + 6 und gleichzeitig &' in & + 0& enthalten
ist, so werde gesagt, die Abweichung von & und & sei héchstens d.
Die untere Grenze der 0, fiir die dies zutrifft, heiBe die Abweichung
oder das NachbarschaftsmaB 7 (&', &) von & und &”. Die gegen-
seitigen Abweichungen dreier Korper &, &/, {' gentigen der ,,Drei-
ecksungleichung*

(&, &) =9 (&, &) +7(&", &7).

Mit Hilfe des Begriffs der Abweichung 148t sich die Konvergenz
einer Folge konvexer Koérper folgendermafBen definieren: Eine
Folge konvexer Korper ®;, ®,, ... konvergiert gegen den konvexen
Korper &, wenn die Abweichungen 7(8,, &) gegen 0 konvergieren. Es
kann, wie man leicht aus der Dreiecksungleichung entnimmt, nicht zwei
verschiedene Korper geben, gegen die ein und dieselbe Folge konvergiert.

Im folgenden wird gesagt: Eine Funktion (Funktional) @ (&) des
konvexen Korpers & ist stetig, wenn fiir jede Folge konvexer Koérper
®,, die gegen ® konvergiert, @ (®,) gegen D(R) strebt.

Es gilt der wichtige Auswahlsatz von BLASCHKE: Aus einer gleich-
mdpig beschrinkten Menge unendlich vieler Ronvexer Korper laft sich stets
etne Tetlfolge herausgreifen, die gegen einen konvexen Kiérper konvergiert.

Uber den Begriff der Konvergenz bei konvexen Korpern sehe man ins-
besondere BLASCHKE [11] §§ 17—18. Der Auswahlsatz ist von BLASCHKE [8]
ausgesprochen worden. Ein einfacher Beweis ist bei BrLascuke [11] § 18
dargestellt. Ein Beweis des Auswahlsatzes fiir ebene konvexe Kurven
findet sich auch bei KakevaA [5]. — Die obige Definition der Konvergenz
einer Folge konvexer Korper kann durch eine scheinbar sehr viel weniger
(insbesondere keine GleichmaBigkeit der Anndherung) fordernde ersetzt
werden. Es gilt namlich: Die Folge &,, &, . . . konvexer Korper konvergiert
dann und nur dann gegen den konvexen Korper &, wenn folgendes der
Fall ist: In jeder Umgebung eines beliebigen Punktes von & sind Punkte
aus allen &, mit héchstens endlich vielen Ausnahmen enthalten, und um
jeden nicht zu & gehorigen Punkt 1aBt sich eine Umgebung abgrenzen, in
die hoéchstens endlich viele &, eindringen. Vgl. dazu Brascuke [11] § 18.
Die dort gegebene etwas anders lautende Definition bezieht sich nur auf
Folgen, deren Limeskorper innere Punkte besitzen.
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26. Die Stiitzfunktionen konvergenter Kérperfolgen. Der Funk-
tionenraum der Stiitzfunktionen. Ist H (») die Stiitzfunktion eines kon-
vexen Korpers &, so ist nach 21, S. 30 die Stiitzfunktion von & + 0&

>0 —
( ) Hu) + 0V u?

oder, wenn man, was hier geschehen soll, die Stiitzfunktionen nur auf
der Einheitskugel >'u* =1 betrachtet, H (u) + d. Sind & und & zwei
konvexe Kérper mit den Stiitzfunktionen H’ und H”, so ist also die
Abweichung 7 (&', &”) gleich dem Maximum von |H"” — H’| auf der
Einheitskugel. Hieraus entnimmt man: Eine Folge konvexer Kirper mit
den Stiitzfunktionen HV, H®, . | konvergiert dann und nur dann gegen
den konvexen Korper mit dev Stiiizfunktion H, wenn die Funktionen H®
auf der Einheitskugel gleichmdifig gegen H konvergieren.

Man kann die Stiitzfunktionen als Punkte eines Funktionenraumes R
deuten und als Entfernung zweier Punkte von R das Maximum des Betrages
der Differenz der beiden Stiitzfunktionen auf der Einheitskugel definieren.
Dieser Entfernungsbegriff erfiillt die iiblichen Forderungen: 1. Die Ent-
fernung ist nicht negativ und nur dann 0, wenn die beiden Punkte, also
die Stiitzfunktionen, identisch sind. 2. Sie ist symmetrisch in den beiden
Punkten. 3. Sie geniigt, wie oben festgestellt, der Dreiecksungleichung.
R ist somit ein metrischer Raum. Er ist ferner , konvex‘, da mit H’ und
H” auch (1 — 9)H’ + ¢H” fiir 0= § =1 Stiitzfunktion ist. SchlieBlich
ist jede beschriankte Teilmenge von R nach dem BrascHKEschen Auswahl-
satz kompakt in R. (Uber die Begriffe ,,metrischer Raum‘’, , kompakt,
,»vollstindig’* sehe man z. B. HAUSDORFF, Mengenlehre, 2. Aufl., Kap. 6.
Berlin 1927) — In der Theorie der konvexen Korper ist es vielfach zweck-
miBig, konvexe Korper, die durch Translationen auseinander hervor-
gehen, als nicht verschieden anzusehen. DemgemiB kann man z. B. der
Gesamtheit aller Stiitzfunktionen, die sich nur um lineare Funktionen
unterscheiden, einen Punkt eines Funktionenraumes zuordnen. Oder man
kann sich auf die Gesamtheit der konvexen Korper beschrinken, deren
Schwerpunkte in den Nullpunkt fallen. Deutet man die Stiitzfunktion eines
solchen Korpers als Punkt eines' Funktionenraumes und erklirt die Ent-
fernung wie oben, so erhilt man wieder einen metrischen Raum, dessen
beschriankte Teilmengen kompakt sind. Dieser neue Raum ist allerdings
nicht mehr konvex, da durch Linearkombination zweier konvexer Korper,
deren Schwerpunkte in den Nullpunkt fallen, im allgemeinen nicht wieder
ein solcher Korper entsteht. — Die Terminologie des Raumes der Stiitz-
funktionen verwenden URrvysouN [1] und Suss [20], [24], [25]. Man vgl.
auch die Bemerkungen von Brascuke [11] S. 111.

27. Approximation durch konvexe Polyeder und analytisch be-
grenzte konvexe Korper. Es sei § ein konvexer Korper. Man denke
den Raum einfach und liickenlos mit einem Netz von parallel orientierten
Wiirfeln mit der festen Kantenldnge 6/]/%7, also mit dem Durchmesser 0
iiberdeckt. (n bedeutet wie immer die Dimension des Raumes.) Die
konvexe Hiille der Vereinigungsmenge aller Wiirfel, die mit § wenigstens
einen Punkt gemeinsam haben, ist ein konvexes Polyeder, das & ent-

3*
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hilt und in ® + 0& enthalten ist. Es gilt also: Zu jedem konvexen
Korper & lapt sich eine Folge ihn enthaltender konvexer Polyeder finden,
die gegen & konvergieri. Diese Polyeder besitzen iiberdies innere Punkte.

Weiter gilt der folgende Satz iiber Approximation durch konvexe
Korper mit analytischer Begrenzung: Zu jedem konvexen Korper ® lift
sich eine gegen & konvergierende Folge kowvexer Korper Oy, D, - . . finden
mit den folgenden Eigenschaften: 1. Jeder Kovper 8, lift sich durch eine
Ungleichung der Form

Q(xg, o0y 2,) =1

darstellen, wo 8 eine analytische Funktion der xy, ..., x, ist. 2. Alle
Stiitzebenen von D, sind Tangentialebenen im gewdhnlichen Sinn und
haben mit 8, eine Berithrung von gemau erster Orvdnung.t

Es sei 0 > 0 gegeben. Man bestimme zunichst auf Grund des vorigen
Satzes ein § enthaltendes Polyeder f mit inneren Punkten, das zu

f + —2— © gehort. P(u) sei seine Stiitzfunktion.

Die Einheitsvektoren der duBeren Normalenrichtungen der # — 1-
dimensionalen Seiten von %, deren Anzahl N (= 3) sei, mogen mit

& (» =1, ..., N) bezeichnet werden. Dann sind die Gleichungen der
die Seiten von P8 enthaltenden Ebenen
L (x) = 5() S DIXED — 1 =
¥ ist demnach der Durchschnitt der N Halbriume
(1) L™ (x) <0, y=1,2,...,N.

Man wihle nuneine Zahl  gréBer alslog N und auch gréBer als % 2plogN,

wo p das Maximum von P (#) auf der Einheitskugel ist, und setze
N
) Q) = 5 D e 1.
v=1
B, also auch R, ist jedenfalls in dem durch £ =<1 gegebenen Kérper
£) enthalten; denn in P gelten alle Ungleichungen (1). Daher ist dort
in der Tat £ = 1. Ferner ist auBerhalb des Korpers B —I— @ wenigstens
fiir ein ¥ P S
L) = — =
=2PEM)=2p’
also wegen der Wahl von o
s
2 = ﬁ e’2p >1.
£ ist also in P+ %@3, daher auch in & + 6& enthalten. DaB der

Korper £ die im Satz ausgesprochenen Eigenschaften besitzt, folgt so:

1 Man schlieBt leicht, daB derartige Korper analytische Distanz- und Stiitz-
funktionen besitzen.
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In einem Randpunkt von £ ist wenigstens ein L® = 0; also folgt mit

Beriicksichtigung von ze? = ——:— und @ > logN > log3

n

w _S_' 0 o (ZM+1) = o N= 1)
62%6% N (L™ + 1)e N(we P >0.

#=1 =1

Es kénnen demnach die Ableitungen ;;97[2- (# =1, ..., n) nicht gleich-

zeitig verschwinden, d. h. £ besitzt in jedem Randpunkt eine Tangential-
ebene. Ferner ist bei Differentiation lings irgendeiner Geraden

a1 L) (A LO)\2
ae - N9% E e” L ( ) > 0.

v=1

Daraus folgt die Konvexitit von £ sowie, daBl keine Tangentialebene
von hoherer als erster Ordnung beriihrt.

Bei den beiden bewiesenen Sitzen ergaben sich Approximationen
durch Korper, die den gegebenen Korper & enthielten. Besitzt & innere
Punkte, so kann man auch leicht zu approximierenden Kérpern ge-
langen, die in & enthalten sind, ndmlich folgendermaBen: Man wihle
den Nullpunkt des Koordinatensystems im Innern von & und bezeichne
mit 7 den Radius einer ganz zu § gehorigen Kugel um den Nullpunkt.
Dann ist die Stiitzfunktion H (#) von & auf der Einheitskugel >'u? =1
groBer oder gleich ». Ist nun & ein konvexer Koérper, der & enthalt
und bis auf #é > 0 approximiert, so geniigt seine Stiitzfunktion H'(x)
fir >'u* =1 der Ungleichung

H(u) < Hu) + 0r = H(w) - (1 + 6).
9’ mit der Stiitz-
H’ in & enthalten. ﬁ_ ' approx1m1ert ® bis auf

Folglich ist der zu & homothetische Korper

funktion

0 MaxH fur D'u?=1. Fir & kann man nun nach den obigen
Sitzen Polyeder oder analytisch begrenzte Kérper wihlen.

Hieraus entnimmt man sofort: & sei ein konvexer Kérper mit inneren
Punkten, und der Nullpunkt liege im Innern von ®. Ferner sei &,
R®,, ... eine gegen § konvergierende Folge konvexer Koérper. Dann
konvergieren die Distanzfunktionen von &, &, ... auf der Einheits-
kugel (also in jedem beschrinkten Raumteil) gleichmiBig gegen die
Distanzfunktion von §.

Die beiden Approximationssitze mit den angegebenen Beweisen riihren
von MiNkowsKI [4] § 5 bzw. [5] § 2 her.

§ 7. Konvexen Koérpern zugeordnete Zahlen und Figuren.

28. Das Volumen eines konvexen Korpers. Jeder konvexe Kirper
besitzt ein Volumen V im PEANO-JORDANschen Sinne. (Im zweidimensio-
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nalen Fall wird, wie iiblich, auch der Name ,,Flicheninhalt’ und die
Bezeichnung F statt ,,Volumen und V¥ gebraucht.)

Das Volumen V(f) eines konvexen Korpers § kann demnach in
folgender Weise erhalten werden. Man iiberdecke den Raum mit einem
Netz parallel orientierter Wiirfel der Kantenldnge 6. Es sei N die An-
zahl der Wiirfel des Netzes, die mit & wenigstens einen Punkt gemeinsam
haben. Dann ist V' (§) die untere Grenze des Produktes N - 6 fiir alle
moglichen derartigen Wiirfeltiberdeckungen. Besitzt & innere Punkte,
so ist V() zugleich die obere Grenze von N'¢% wo N’ die Anzahl der
ganz in & enthaltenen Wiirfel ist.

V() besitzt die folgenden, leicht zu bestitigenden Eigenschaften:

1. V(8) bleibt bei Bewegungen von K unverindert.

2. V(uR) = uV(R) fir p=0.

3. Es ist dann und nur dann V (R) = 0, wenn § hichstens n — 1-
dimensional ist.

4. Ist & in R enthalten, so gilt

Ve =7rE®),
und das Gleichheitszeichen steht wun fiir V(®') = 0 oder wenn & und &'
identisch sind.

5. Das Volumen V() hingt stetig von & ab.

Man verifiziert, daBl das Volumen eines konvexen Polyeders ‘¥ durch
) V($) = SHo(p)
dargestellt werden kann. Hierbei bedeutet v(p) das # — 1-dimensionale
Volumen einer Seite p von P und H den Abstand der Ebene € dieser
Seite vom Nullpunkt. Das Vorzeichen von H ist dabei negativ zu wihlen,
wenn § und der Nullpunkt durch die Ebene € getrennt werden, sonst
Null oder positiv, je nachdem der Nullpunkt in € liegt oder nicht®. Die
Summation ist iiber alle # — 1-dimensionalen Seiten von % zu erstrecken.

Uber die Existenz des Volumens eines konvexen Kérpers sehe man ins-
besondere MiNkowsKI [4] § 7, ferner Brascuke [11] § 17. Ausfiihrliche
Begriindungen fiir den zwei- und dreidimensionalen Fall geben HJELMSLEV
(= PETERSEN) [1], WHITTEMORE [1].

29. Das Volumen der Kérper einer Linearschar. Gemischte Vo-
lumina. Das Volumen des Korpers

@:llﬁl_l_"'—i_;"r@r 19-20
ewner Linearschay konvexer Korper ist ein homogenes Polynom nien Grades
der Scharparameter 1y, ..., A.. Es gilt demnach

7
(1) V(@) :211791 Q2«4 Qn 7‘!.’1 ;“@2 ct e )”L]n *

! H ist also der Wert der Stiitzfunktion von ‘J§ fiir den Einheitsvektor der zu
€ als Stiitzebene gehorigen Richtung.
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Huerber 1st die Summation iber alle 0, unabhdngig von 1 bis v zu er-

strecken. Die nur von den Korpern &, . . ., &, abhingenden Koeffizienten
Veoros... on ROmnEN, Was im folgenden stets geschieht, symmetrisch in allen

Indizes angenommen werden.

Der Beweis werde zunichst fiir Polyederscharen durch Induktion
nach der Dimension gefithrt. Fiir » = 1 ist die Behauptung klar; denn
bei Linearkombination von Strecken derselben Geraden erfahren die
Langen die gleiche Linearkombination. Seien nun %, ..., 5, konvexe
Polyeder des #n-dimensionalen Raumes und ‘B ein Polyeder der Schar

PB=oP+ -+ 4%
Es bezeichne € eine Stiitzebene von S, die eine # — 1-dimensionale
Seite p von P enthilt. Die zu € gleichsinnig parallele Stiitzebene von
P, sei €, (0 =1,...,7). Der Durchschnitt von €, mit %, ist ein hoch-
stens # — 1-dimensionales konvexes Polyeder p,. Wie friiher (22, S. 31)
gezeigt wurde, ist
(2) p=rlip+ -+ Ay
Man projiziere nun die Kérper der Schar (2), die ja alle in zu € parallelen
Ebenen liegen, senkrecht etwa auf die Ebene €. Dann ergeben sich in
¢ bis auf Translationen wieder die Korper einer Linearschar. Dabei
haben die Kérper der Schar (2) dasselbe # — 1-dimensionale Volumen
wie ihre Projektionen auf €. Nimmt man die Behauptung fiir Linear-
scharen hochstens # — 1-dimensionaler Polyeder eines # — 1-dimensio-
nalen Raumes als wahr an, so folgt, daB das » — 1-dimensionale Vo-
lumen von p ein homogenes Polynom # — 1ten Grades der 4, ist. Mit
Beriicksichtigung der Tatsache, daB die Stiitzfunktion von ‘§ eine lineare
Funktion der 4, ist, entnimmt man aus der Formel (1) des vorigen Ab-
schnitts die Behauptung fiir #-dimensionale Polyeder. Sind nun &,
R, ..., K], beliebige konvexe Korper, so bestimme man zu jedem Kor-
per &, eine Folge konvexer Polyeder B, (v =1, 2,...), die gegen &,
konvergiert. Dann konvergieren auch die Polyeder

PO = 4, B + -+ + i, PO

fir jedes feste Wertsystem 4,=0, und zwar gegen

R=h &+ - +4L8&.
Also strebt V (B™) gegen V (§). Die homogenen Polynome nten Grades
V (B®) in den 4, konvergieren also fiir alle 4, = 0 gegen die Funktion
V(®) der 4,. Folglich muBl auch V(&) ein homogenes Polynom #ten
Grades sein. Ferner folgen wegen der oben festgesetzten Symmetrie der
Koeffizienten in den Indizes, daB die Koeffizienten von V (B®) gegen
die entsprechenden von V(&) konvergieren.

Die Koeffizienten V on des Polynoms V (4, & +--- + 4, &)

0102 ...

werden als gemischte Volumina von &, ..., &, bezeichnet!l. Falls

1 In der Ebene ,,gemischte Flacheninhalte. Es wird dann die Bezeichnung F
statt V' gebraucht.
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ihre Abhéngigkeit von den Kérpern &, zum Ausdruck gebracht werden
soll, wird im folgenden fiir V, ,, .. ,, die Bezeichnung V(&,,, &, - -,
®,,) verwendet werden. Diese ist dadurch gerechtfertigt, dal der
Koeffizient des Produkts 4, 4,,. . .4, in der Tat nur von den Kérpern
R0 Ko,s - - -5 &,, abhdngt. Im Falle der zweiparametrigen Scharen er-
weist sich eine kiirzere Bezeichnungsweise als zweckmiBig. Fiir das Vo-
lumen des Kérpers 4, & + 4, &, erhilt man durch einfache Umformung

aus (1) einen Ausdruck der Form

n
V(ly R + 42 &) =Z<f>ﬁﬁvl§V11...122...2-

»=0 —_— ——
n—v »

Zur Abkiirzung wird gesetzt
Vii...122...2= Vi) (R, K)

e el N !
n—v v

oder auch, falls MiBverstindnisse ausgeschlossen sind, V,.?!

Das gemischte Volumen der nicht notwendig voneinander verschie-
denen Korper ®,, &, ..., &, besitzt folgende Eigenschaften.

1. Werden die Korper &, . . . &, einzeln irgendwelchen Translationen
unterworfen, so bleibt V(Ry, ..., 8,) ungeindert. Dasselbe gilt fir ge-
meinsame Bewegung aller Korper.

2. Sind die Korper R, ..., 8, alle einem Korper { gleich, so ist

V(R oo Ra) =V(®, ..., §)

gleich dem Volumen V() des Kérpers &.
3. Es sei 0 <<p <<m, p ganz, ferner

R=m&+ - + pmO. Yo =0
Dann ist V(®, &, ..., &, &, R, - -, Kn_p), wo &, ..., D, &, ...,

?
R, —p beliebige konvexe Korper sind, ein homogenes Polynom pten Grades
der p,, und zwar ergibt sich

VR, ..t R0 Ry .es Rusy)
= D oy o, VR, .., ROP, R, ., Rusp)

wo diber jedes o von 1 bis p zu swmmieren ist.

Man bestitigt dies mit Hilfe der Formel (1) durch Koeffizienten-
vergleich.

4. V(®, K, ..., &,) hingt stetig von den Korpern 8, &, . . ., &, ab.

Dies entnimmt man aus der stetigen Abhingigkeit des Volumens
Vi,® +---+ 4,8, von den Kérpern ®,..., & und der Fest-

1 Man beachte, daB im Gegensatz zu V(Ry,, - .., R,) bei der Bezeichnung
Vi) (R, &) die Korper &, und &, nicht vertauscht werden durfen. Es gilt

V) (R, 8) = Vin—n(R, &) -
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setzung, daf3 die gemischten Volumina bei Vertauschung ihrer Indizes
ungedndert bleiben.
5. Ist der Korper &, wm Korper R enthalten, so ist

VR, 8, ..., ®) = V(R R, -- .5 R) -

6. Es gilt stets VR, Ry, ) ) = 0.
Zum Beweis der Eigenschaften 5. und 6. bemerke man zunichst,
daB 6.'eine unmittelbare Folge von 5. ist. Denn V(&,,..., &,) kann

nach 5. nicht vergréBert werden, wenn jeder Korper &, durch einen in
ihm enthaltenen Punkt ersetzt wird, und die gemischten Volumina von
n Punkten sind Null. Auf diese Weise kann man auch feststellen, wann
in 6. das GréBerzeichen giiltig ist. Angenommen ndmlich, es sei még-
lich, aus jedem Kérper &, (» =1, . . ., n) eine Strecke u, herauszugreifen,
so dafB3 diese % Strecken nicht alle einer Ebene parallel sind, daf also
das von den Strecken u, aufgespannte Parallelepiped positives Volumen
hat, so ist nach §.
VR, oo, R =V (uy, ..., u) >0;

denn #! V(u,, ..., 1,) st genau das Volumen des genannten Parallel-
epipeds. Umgekehrt iiberzeugt man sich, daB V(8®,,..., &,) ver-
schwindet, wenn es nicht moglich ist, derartige Strecken u, zu finden.
Z. B. ist das gemischte Volumen jedenfalls dann Null, wenn einer der
Kérper nur aus einem Punkt besteht oder wenn zwei der Kérper parallele
Strecken sind (MINKOWSKI [4] § 21—22).

Nicht ganz so auf der Hand liegend ist der Beweis von 5. Hierzu
bedarf es einer auch fiir andere Zwecke wichtigen Formel fiir das ge-

mischte Volumen V (&, B, . . ., P) eines beliebigen konvexen Kérpers &
und eines Polyeders P. Es bezeichnen in irgendeiner Numerierung
1, .- -, Py die # — 1-dimensionalen Seiten von R, ferner &0, .. ., &M
die Einheitsvektoren der zugehérigen duBleren Normalenrichtungen und
v(py), ..., v(py) die # — 1-dimensionalen Volumina der Seiten. Ferner
sei H(u) die Stiitzfunktion von &. Dann gilt
N

) VOB ) = D HE) ().

v=1

Bevor zum Beweis dieser Formel tibergegangen wird, soll gezeigt werden,
wie man hieraus die Behauptung 5. entnehmen kann.

Es sei der Korper & im Koérper & enthalten und der Nullpunkt in
® gewihlt. Dann gilt fiir die Stiitzfunktionen H und H' der beiden
Korper nach 15, S. 24
(4) 0=H=H.

Daraus folgt nach (3), da alle v(p,) nichtnegativ sind,

VR, B,.... D=VE®,B,.... D).
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Wegen der Stetigkeitseigenschaft 4. der gemischten Volumina kann man
in dieser Ungleichung  durch einen beliebigen konvexen Kérper er-
setzen. Daraus entnimmt man zunichst, da3 die Behauptung 5. im Fall
n = 2 richtig ist. Der allgemeine Fall 148t sich durch Induktion nach

der Dimension # folgendermafen erledigen. Es seien By, ..., B,_;
willkiirliche Polyeder. Man wende (3) auf das Polyeder
P=4LPBr+ - + A1 Pas dy =0

an. Dann ergibt sich

N
6) VBB = - STHE) (gD + -+ 2y ).
v=1

Darin bedeutet p©@ (¢ =1,...,% — 1) dasjenige héchstens »n — 1-
dimensionale Polyeder, das die Stiitzebene der Richtung &* an das
Polyeder %, mit diesem Polyeder gemeinsam hat. Nach einem friiheren
Ergebnis (22, S. 31) ist dann die in der Stiitzebene der Richtung &®
von B gelegene Seite p, in der Tat die Linearkombination

pv:llpil)_F _}_An_lpf’nfl)_

In (5) stehen rechts und links wegen der Eigenschaft 3. der gemischten
Volumina homogene Polynome # — 1ten Grades der 4,. Vergleicht man
die Koeffizienten des Produkts 4;4,...4,_,, so findet man

N
VR, By Bact) = 2H(5<v>)v(p;n, o DY,
v=1

Hierin ist »(p, ..., p™~1) das gemischte Volumen der héchstens
n — 1-dimensionalen Polyeder p¥, .. ., p®™=1, die in parallelen Ebenen

liegen. Nimmt man nun die Behauptung fiir » — 1 Dimensionen als
wahr an, so folgt, wie oben gezeigt, fiir » — 1 Dimensionen auch die
Eigenschaft 6., daB die gemischten Volumina nichtnegativ sind. Jetzt
schlieBt man einfach so: Sind & und & Korper, deren Stiitzfunktionen
H und H’ die Ungleichung (4) erfiillen, so ist

VR, Bysooos Buoa) = V(& Bys o0 Brmy)
Hierin kann man durch Grenziibergang von den Polyedern zu beliebigen
konvexen Korpern tibergehen. Damit ist 5. bewiesen.

Nun zum noch ausstehenden Beweis der Formel (3). Aus der De-
finition der gemischten Volumina entnimmt man unmittelbar, da man
V(®,%, ..., %) aus dem Volumen des Kérpers 8 + u§ (1 > 0) folgen-
dermaflen erhilt:

(6) VR, B, ..., B) =~ lim VR +us) = V)

%u—~)+0 H

Es handelt sich also darum, das Volumen von § + # & niher zu unter-
suchen. Wird als Nullpunkt ein Punkt von § gewihlt, so ist die Stiitz-
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funktion H von § nichtnegativ. Der Kérper 8 + u & entsteht dann
aus P in folgender Weise. P, (¥ =1, ..., N) seien wie frither die # —1-
dimensionalen Seiten von P sowie v(p,) ihre # — 1-dimensionalen
Volumina und é® die zugehérigen Normaleneinheitsvektoren. Mit
# werde der Ortsvektor eines oder desjenigen Randpunktes von &
bezeichnet, der in der Stiitzebene der Richtung £ von Q liegt. Man
trage nun von jedem Punkt der Seite p, aus den Vektor xx® auf. Alle
diese Vektoren erfiillen ein Prisma mit der Basis p, und der Héhe
#H (&%), also mit dem Volumen pH (") (p,). Die N so entstehenden
Prismen liegen auBerhalb P und gehéren, wie man der Definition der
Linearkombination 20 S. 29 entnimmt, zu ¥ + 4 ®. Man hat daher

wo der Rest #* das Volumen des weder zu ‘f noch zu den Prismen ge-
horigen Teils von B + u® bedeutet. Man iiberzeugt sich, daB jeder
Punkt dieses Restbereiches von einer # — 2-dimensionalen Kante von P
eine Entfernung < puM hat, wo M das Maximum der Stiitzfunktion
H (&) von Q auf der Einheitskugel >'é — 1 ist. Anders ausgedriickt:
Der Rest ist in der Vereinigungsmenge aller Kugeln vom Radius uM
enthalten, deren Mittelpunkte auf den # — 2-dimensionalen Kanten
von ‘B liegen. Das Volumen dieser Vereinigungsmenge, also auch
ist also kleiner oder gleich 2 multipliziert mit einer von g unabhingigen
Konstanten. Dies in Verbindung mit der Grenzwertrelation (6) ergibt
die Behauptung.

Die Formel (3) ist fiir » = 3 von MINKOWSKI [4] § 22 bewiesen worden.
Die obige Begriindung schlieBt an ein von STEINER [8] fiir den speziellen
Fall der Parallelkérper entwickeltes Verfahren an.

Uber das Volumen in linearen Scharen konvexer Polyeder und Kérper
vgl. MiNnkowsk1 [4] § 20—22. Fiir die gemischten Volumina konvexer
Polyeder hat MINkOwsKI a.a.O. eine geometrische Interpretation an-
gegeben. Einfachere geometrische Deutungen im zwei- und dreidimensionalen
Fall gaben SarLkowski [2], BoNNESEN [12] S. 86—88 und 106—108.

Die wichtige Eigenschaft 5. wird von Minkowskr [4] § 21 aus der er-
wahnten geometrischen Interpretation der gemischten Volumina von Poly-
edern gefolgert. — Wann in der Ungleichung 5. das Gleichheitszeichen
gilt, ist fiir den allgemeinen Fall ganz unbekannt. Im folgenden Spezialfall
ist jedoch die Frage vollstindig erledigt worden: Es sei der Kérper &, im
Koérper @, enthalten, und &; besitze innere Punkte. Dann folgt aus 5.,
daB die gemischten Volumina V) (8, ®,) den Ungleichungen

V(O) == V(l) T = V(n)

geniigen miissen. Da Vg und V,, die Volumina von $; und &, sind, so
gilt dann und nur dann Vg = V,, wenn &; und &, identisch sind. Es
wurde fiir den dreidimensionalen Raum von Minkowskr [4] § 28 und all-
gemein kiirzlich von Favarp [11] Kap. III bewiesen, daBl dann und nur
dann Vo= V, ist, wenn {; ein frither 12, S. 18 definierter » — p-Tangen-
tialk6érper von &, ist (daB also insbesondere dann und nurdann Vi = Vs
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ist, wenn &, Kappenkorper von §; ist). Diese Behauptung ist ohne Beweis
auch schon von StEINITZ [2] S. 100 fiir den Fall, daB &, und &, Polyeder
sind, ausgesprochen worden.

Ein anderer Spezialfall wird sich spater sehr einfach erledigen lassen:
Es sei &, in ®; enthalten. & sei die Einheitskugel. Dann gilt fiir ein be-
liebiges p zwischen O und # nach 5.

V(zo) (‘@1! @) = V(p) (*@2: @) .

Hier steht das Gleichheitszeichen nur, falls & und &, identisch sind oder
falls ®; hochstens » — p — 1-dimensional ist. Im zweiten Fall und nur
in diesem verschwinden beide GroB8en V. (Vgl. dazu 32, S. 50.)

Eine bemerkenswerte Eigenschaft besitzen die folgenden speziellen
gemischten Volumina'l. Es bezeichne u die Strecke, die den Nullpunkt
mit dem Punkt # verbindet. Ferner seien &, ..., &,_; beliebige kon-
vexe Koérper. Dann ist das gemischte Volumen

Gl) =V, ..., Kucr» )

als Funkiton von u aufgefafit eine Stiitzfunktion. D. h. G (u) besitzt die
Eigenschaften

G(uu) =uG @) fir u =0, G+ v) < Gw)+ G(v),

von denen die erste ein Spezialfall der Eigenschaft 3. der gemischten
Volumina ist. DaB auch die zweite erfiillt ist, erkennt man so: Sind u
und b zwei Strecken mit den Endpunkten # und v, v die Strecke mit
dem Endpunkt # + v, so ist v jedenfalls in dem durch Addition? von
1t und b entstehenden konvexen ,,Kérper u -4 v (er besteht aus dem
von 1t und b aufgespannten Parallelogramm) enthalten. Folglich gilt
nach 5. und 3.

Gu+v)=V®,. ..., -1, 0) =V (&, ..., K1, u+0)
=V(®, -0 R, W) + V(R .-, a1, 0) = G(u) + Gv).

Man kann somit in eindeutiger Weise je # — 1 konvexen Kérpern
einen weiteren konvexen Korper, ndmlich den mit der Stiitzfunktion
G (#) zuordnen. Man bestitigt sofort, dal dieser Korper stets den Null-
punkt zum Mittelpunkt hat; denn man kann die Strecke von 0 nach #
durch Translation in die Strecke von 0 nach — # iiberfithren, woraus man
wegen der Eigenschaft 1. der gemischten Volumina G (#) = G (—u) ent-
nimmt. Ersetzt man alle » — 1 Kérper durch denselben Korper &,
so wird der durch G(u) bestimmte Korper der Projektionenkérper
von &.3

Mit der unwesentlichen Beschrankung auf diesen Fall und » = 3 riihrt
die obige Uberlegung von Minkowskr [4] § 26 her. Weitere Spezialfille
betrachtet Stss [16], [17].

1 Es handelt sich um die im folgenden Abschnitt zu besprechenden ,,gemischten
Quermalfe*‘.

2 Im Sinne von 20. S.29.

3 Vgl. den folgenden Abschnitt.
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30. QuermaBe. Projektionenkérper. Es sei § ein konvexer Kérper
und # eine beliebige Richtung. Man projiziere § senkrecht auf eine zu
# senkrechte Ebene €. Dann entsteht in € wieder ein konvexer Kérper,
dessen # — 1-dimensionales Volumen als QuermaB von & in der
Richtung # bezeichnet wird. Gelegentlich wird dafiir auch » — 1-di-
mensionales QuermaB oder auch zum Unterschied von den spiter
zu definierenden inneren QuermaBen (» — 1-dimensionales) duBeres
Quermal gesagt.

Fiir die QuermaBe eines Korpers & 148t sich leicht eine Darstellung
als gemischte Volumina angeben. Mit u moge diejenige Strecke der
Léange 1 bezeichnet werden, die den Nullpunkt mit dem Punkt « (3> 42 =1)
verbindet. Man betrachte dann den Kérper & + pu (# =0). Er ent-
steht dadurch, daB man von jedem Punkt von & aus eine Strecke der
Liange p und der Richtung # abtrigt. Von einer Geraden der Richtung
# wird daher ® 4+ pu in einer Strecke geschnitten, die um genau u
langer ist als die von derselben Geraden aus § ausgeschnittene Strecke.
Daraus entnimmt man, daBB das Volumen von & + gu um - o, groBer
ist als das von &, wenn mit ¢, das Quermafl von & in der Richtung «
bezeichnet wird. Man hat also

V(% + pw) =V(®) + o,
und daraus nach der Definition der gemischten Volumina:

Fiir das Quermaf o, von { in der Richtung u gilt
(1) o, =nVy®, u)=0V@®, ..., 8, u).

Das QuermaB ist demnach bis auf den Faktor # ein gemischtes Vo-
lumen der im vorangehenden Abschnitt zuletzt betrachteten speziellen
Art, ist also als Funktion von # angesehen eine Stiitzfunktion; d. h.:
Die Ebenen, deren Abstinde vom Nullpunkt gleich den zu thren Richtungen
gehorigen Quermafen eines konvexen Korpers { sind, umhiillen wieder
eimen konvexen Korper, den Projektiomenkdérper von ®. Der Null-
punkt ist stets Mittelpunkt des Projektionenkérpers.

Liegen » — 1 konvexe Kérper &, ..., &,_; vor, so kann man ihr
gemischtes Quermal der Richtung # definieren als das # — 1-dimensio-
nale gemischte Volumen der Orthogonalprojektionen von &, ..., &, _1
auf eine Ebene der Richtung #. Fiir dieses gemischte QuermaB findet
man aus (1), wenn man & durch eine Linearkombination von &, .. .,
R, 1 ersetzt, den Wert V' (8&,;, ..., 8, _1, u). Folglich sind nach 29,
S. 44 auch die gemischten QuermaBe Stiitzfunktionen als Funktionen
von #, und es gilt: Die Ebenen, deren Abstinde vom Nullpunkt gleich
den zu ihren Richtungen gehorigen gemischten QuermaBen sind, bil-
den die Stiitzebenen eines konvexen Koérpers mit Mittelpunkt.

Die obige Darstellung des QuermaBes als gemischtes Volumen rithrt
von MINKOWSKI [4] § 26 her, ebenso der Begriff des Projektionenkdrpers.
Auf die zuletzt genannte Verallgemeinerung hat im wesentlichen Stss [16],
[17] aufmerksam gemacht.
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Es erweist sich als niitzlich, den Begriff des QuermaBes folgender-
mafBen zu verallgemeinern: Es sei R? ein beliebiger p-dimensionaler
Unterraum (p =1, 2, ..., % — 1). Man projiziere einen konvexen Kér-
per & senkrecht auf R?; dann entsteht in R? ein konvexer Korper,
dessen p-dimensionales Volumen als ein (4uBeres) p-dimensionales
Quermafl von & bezeichnet wird. Das eindimensionale Quermaf, also
die Liange der Projektion von § auf eine Gerade, hei3t auch die Breite
des Korpers in der Richtung der Geraden (vgl. dazu 33, S. 51). Ist R?
(g << p) ein in R? liegender Unterraum und projiziert man & zunichst
auf R? und dann die Projektion auf R?, so entsteht dasselbe, als wenn
man § direkt auf R? projiziert. Folglich sind die ¢g-dimensionalen Quer-
mafe der p-dimensionalen Projektionen von & zugleich g-dimensionale
QuermaBe von & selbst.

Auch die p-dimensionalen QuermaBe lassen sich als gemischte Volumina
darstellen. Es bezeichne 8*~? die # — p-dimensionale Einheitskugel, die
in einem auf R? senkrechten # — p-dimensionalen Unterraum liegt. Dann
ist das p-dimensionale Quermall beziiglich R? bis auf einen nur von #
und p abhidngenden Faktor V,_, (&, 3"7).

GroBtenteils ungeklart ist die Frage, wie weit ein konvexer Korper
durch die Vorgabe seiner QuermafBe bestimmt ist. Es ist zu vermuten,
daB durch die Vorgabe der QuermaBe aller Dimensionen ein Kérper ein-
deutig bestimmt ist, falls es sich um einen mindestens dreidimensionalen
Raum handelt. Allein durch die eindimensionalen QuermaBe (Breiten)
ist ein Koérper gewiB3 nicht bestimmt; denn es gibt eine groBe Klasse von
der Kugel verschiedener Kérper konstanter Breite (vgl. § 15, S. 127). Dasselbe
gilt fiir die alleinige Vorgabe aller » — 1-dimensionalen QuermaBe (Koérper
konstanter Helligkeit; vgl. 68, S. 140). Inwiefern ein (dreidimensionaler)
Korper durch seine zweidimensionalen QuermaBe (seine Helligkeit in den
verschiedenen Richtungen) bestimmt ist, untersucht HercroTZ [1].

Innere QuermaBe. Man fasse eine feste Schar paralleler p-dimensionaler
Unterrdume ins Auge. Der Durchschnitt eines konvexen Korpers & mit
einem Unterraum der Schar ist ein (hochstens) p-dimensionaler konvexer
Kérper: Das Maximum der p-dimensionalen Volumina dieser Querschnitte
fiir alle Unterrdume der Schar wird als ein inneres p-dimensionales
QuermafBl von § bezeichnet. Es hingt natiirlich von der Richtung der
Parallelschar ab. Das innere Quermal ist stets kleiner oder gleich dem
entsprechenden #4uBeren QuermaB. Uber innere QuermaBe vgl. Box-
NESEN [9], [10], [12] S. 56. Dort wird auch die Frage aufgeworfen, ob ein
(dreidimensionaler) Korper durch seine zweidimensionalen inneren und
duBleren Quermafe bestimmt ist.

31. Die Oberfliache eines konvexen Kérpers. [eder konvexe Korper &
besitzt eine Oberfliche S, die als Grenzwert der Oberflichen von konvexen Poly-
edern, die gegen R konvergieren, erhalten werden kann. Dabei wird unter der
Oberfliche eines konvexen Polyeders die Summe der # — 1-dimensionalen
Volumina seiner Seiten verstanden. (Im zweidimensionalen Fall wird
statt ,,Oberflache’* S die Bezeichnung ,,Ldnge’ L gebraucht werdenl.)

1 Das sonst dafiir auch gebrauchliche Wort ,,Umfang‘ wird im folgenden
gelegentlich in anderem Sinne verwendet (vgl. 89, S.67).
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Fiir die Oberfliche eines konvexen Polyeders $ 148t sich aus der 29,
S. 41 abgeleiteten Formel (3) sofort eine Darstellung als gemischtes Vo-
lumen ablesen. Es seien wie frither j,, .. ., py die Seiten von 5, und
v(py), ..., v(py) ihre (» — 1-dimensionalen) Volumina. Der Einheits-
vektor der zu p, gehorigen duBeren Normalen von P sei £”. Dann
wurde a. a. O. fiir einen beliebigen konvexen Kérper & mit der Stiitz-
funktion H bewiesen:

N
(1) nV(®, B, .... B =§1H(§<”)v(m)-

Wihlt man hierin speziell fiir & die Einheitskugel €, so wird auf der
Einheitskugel H = 1, und auf der rechten Seite von (1) entsteht die
Oberfliche S(B) von PB. Also gilt

SB) =xnV(ES, B, ..., RN.
Man definiere nun die Oberfliche S (&) eines beliebigen konvexen Kor-

pers & durch
(2) SR =nV(ES, &, ..., 8).

Dann ist wegen der Stetigkeit der gemischten Volumina die anfangs aus-
gesprochene Behauptung richtig.

Die Oberfliche S(§®) besitzt die folgenden Eigenschaften:

1. S(Q) bleibt bei Bewegungen von  ungedndert.

2. S(R) hdangt stetig von & ab.

3. Ist § n — 1-dimensional, so ist S () gleich dem doppelten n — 1-
dimensionalen Volumen von 8.

4. Es ist dann und nur dann S(®) = 0, wenn R{ hdchstens n — 2-
dimensional ist.

5. Ist ® in { enthalten, so gult

S@®)=SE®),

und das Gleichheitszeichen steht nur, wenn S (R') = 0 ist oder wenn { und
R identisch sind.

Die Eigenschaft 5. wird sich miihelos aus der im folgenden Abschnitt
zu besprechenden CaucHyschen Formel fiir die Oberfliche ergeben. Die
iibrigen folgen leicht aus den frither genannten Eigenschaften der ge-
mischten Volumina.

Sind &, ..., &,_; konvexe Korper, so wird V(&, &,..., 8,-1)
als ihre gemischte Oberfliche bezeichnet.

Minkowskis Oberflichenbegriff. Die obige Formel (2) fiir die Ober-
flache 148t sich nach Definition des gemischten Volumens folgendermafBen

schreiben:
.V —
3) S(®) = lim -.,('R__W‘@)_¥@,
u-> 40 n
wo wie bisher ® + u® den Parallelkérper von & im Abstand u > O be-
zeichnet. DaB die Oberfliche in dieser Weise aus den Volumina der Parallel-
kérper erhalten werden kann, ist von STEINER [8] gezeigt worden. Zur
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Definition der Oberfliche ist (2), also (3) von MINKOWSKI [2], [4] § 24
verwendet worden. Man kann mit MinkowskKI [2] in dhnlicher Weise den
Flicheninhalt eines beliebigen Flachenstiicks definieren. Es werde um jeden
Punkt des Flichenstiicks eine Kugel vom Radius # beschrieben. Das
Volumen der Vereinigungsmenge dieser Kugeln sei v,. Dann ist nach

MinkowsKI unter dem Flicheninhalt der Grenzwert lim Y# zu verstehen,
u>+024

falls er existiert. Analog kann z. B. die Linge einer Kurve des dreidimen-

sionalen Raumes so definiert werden: Um jeden Punkt der Kurve werde

eine Kugel vom Radius u beschrieben. Die Vereinigungsmenge habe das
!

Volumen v,. Dann ist die Linge der Kurve lim vﬂz , falls vorhanden.
B p>—+0TU

Vgl. dazu MinkowskKI [2]. Uber die Beziehung des MinkowsKischen Léngen-

und Oberflichenbegriffs zu anderen siehe EsTErmMaNN [1], Favarp [12].

Uber MinkowsKis Begriff der Relativoberfliche im folgenden 38, S. 64.

32. Caucuvsche Oberflichenformel. Quermafintegrale. Es sei u
ein Einheitsvektor und o, das (# — 1-dimensionale) Quermaf eines kon-
vexen Kérpers & in der Richtung ». Dann gilt fiir die Oberfliche S ()
die Formel von CAUCHY:

(1) SE®) = /oudco.

Xn—1
o)

Hierbei ist die Integration bei variablem Einheitsvektor # iiber die
Oberfliche der Einheitskugel zu erstrecken. In Worten: Die Oberfliche

Wy

eines konvexen Korpers ist gleich dem -fachen arithmetischen Mittel

Hp—1
seiner n — 1-dimensionalen Quermafel.
Zum Beweis der Formel (1) zunichst eine Vorbemerkung! Es sei
D'v?=1. Dann gilt identisch in v

(2) f]Zuv|dwu=2un_l
g

bei Integration iiber die Einheitskugel >'u? = 1; denn die linke Seite
ist genau das doppelte #» — 1-dimensionale Volumen der Projektion
einer Einheitskugel auf eine Ebene, also das doppelte Volumen der
»n — 1-dimensionalen Einheitskugel.

Da beide Seiten der Caucuyschen Formel (1) stetig vom Kérper &
abhingen, geniigt es, den Beweis fiir ein konvexes Polyeder ‘B zu fithren.
Es seien pq, ..., py die Seiten, v(p,), ..., v(py) ihre » — 1-dimensio-
nalen Volumina und &9, . . ., £® die Einheitsvektoren der zugehdrigen
duBeren Normalen von 8. Ferner sei # ein Einheitsvektor und € eine
dazu senkrechte Ebene. Bei Orthogonalprojektion einer Seite p, auf €
multipliziert sich das Volumen v (p,) mit dem Betrag des Kosinus des
Winkels zwischen Projektionsrichtung und Normalenvektor von p,, also
mit | Y'ué® |. Die Summe der » — 1-dimensionalen Volumina der

1 dw bedeutet stets das Oberflichenelement, x, das Volumen, «, die Ober-
flache der #-dimensionalen Einheitskugel (vgl. S.2).
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Projektionen aller p, auf € ist genau gleich dem doppelten QuermaB o,
von B in der Richtung #. Es gilt also

N
20,= D | Zut®|o(p,).
y=1

Integration dieser Gleichung iiber die Einheitskugel >'u? = 1 ergibt mit
Beriicksichtigung von (2) die Behauptung fiir P.

Formel (1) ist fiir zwei und drei Dimensionen von Caucuy [2], [3] an-
gegeben worden. Beweise findet man auch bei MiNkKowskI [4] § 26,
Kusota [9], [15] Bo~NNESEN [12] S. 32. Die Caucrysche Formel steht in
Zusammenhang mit gewissen Fragen iiber geometrische Wahrscheinlich-
keiten bei konvexen Koérpern. Vgl. dazu 39, S. 67—69.

Ebenso wie die Oberfliche als arithmetisches Mittel der QuermaBe
kann die gemischte Oberfliche von » — 1 Kérpern &, ..., §,_; als
arithmetisches Mittel ihrer gemischten Quermale dargestellt werden.
Ersetzt man ndmlich in der CAucHyschen Formel (1) den Kérper §
durch eine Linearkombination von &, ..., &, _;, so erhilt man mit
Berticksichtigung der oben 30, S. 45 angegebenen Darstellung des Quer-
mafBes als gemischtes Volumen durch Koeffizientenvergleich

G V@ 0@ = [V s 0o,
Q

%n

wobei die Integration iiber die Einheitskugel >'%? = 1 zu erstrecken ist.

Ein wichtiger Spezialfall von (3) ergibt sich, wenn man » — 1
wv=2,3,...,n —1) der Kbrper &, ..., &, _; durch die Einheits-
kugel & und die iibrigen # — » durch einen beliebigen Kérper & ersetzt.
Zur Abkiirzung werde gesetzt

W,=W,®)=V®, ... 86,..,6),

n—v k4
i@ =VE®,...,86,...,8,n
n—v r—1
Die GréBe W, wird aus einem gleich zu erérternden Grunde das vte
QuermaBintegral von & genannt. Das Volumen des Parallelkérpers
von & driickt sich durch die QuermafBintegrale so aus:

V®+ u€) =W, + (?) Wi+ -+ + <Z) W, u".

W, ist das Volumen, » W, die Oberfliche von &, und W,, ist stets gleich
dem Volumen #x, der Einheitskugel. Die GroBe W,_,(®,u) ist das
» — 1te QuermafBintegral der Projektion von ® auf eine Ebene der
Richtung #. Insbesondere W (&, u) ist das QuermaB der Richtung
von ®. Durch die obengenannte Spezialisierung von (3) erhilt man die
folgende KuBoTtasche Formel

@ W@ = Wi, wdo,

%n—1
Q

Ergebnisse der Mathematik. III/1. Bonnesen-Fenchel. 4
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die besagt, daB das vte Quermafintegral eines Korpers bis auf einen nur
von n abhingigen Faktor dem arithmetischen Mittel der v — 1 ten Quermaf-
integrale seiner Orthogonalprojektionen auf Ebenen gleich ist. Fir v =1
kommt man auf die CAucHYsche Formel (1) zuriick.

Durch wiederholte Anwendung von (4) kann man schlieBen, daB sich
W, durch die # — v-dimensionalen QuermaBe von ® ausdriicken 1af3t.
Wendet man nimlich (4) auf den durch Projektion von & auf eine Ebene
entstehenden » — 1-dimensionalen Kérper & mit ¥ — 1 statt » an, so
erhilt man die GréBen W), _; (&, u), also nach (4) auch W, ausgedriickt
durch die ¥ — 2ten QuermaBintegrale der Projektionen &'’ von &'. Diese
lassen sich auf dieselbe Weise durch die » — 3ten QuermaBintegrale der
n — 3-dimensionalen Projektionen der R ausdriicken und so fort.
SchlieBlich gelangt man zu Oten QuermaBintegralen von Projektionen
auf # — »-dimensionale Unterrdume, also zu den # — »-dimensionalen
QuermaBen von ®. Auf diese Weise erkennt man: Das vie Quermafs-
integral W, (®) ist bis auf einen nur von n abhingigen Faktor arithmetisches
Mittel der n — v-dimensionalen Quermafe von &. W, _; stammt daher
von den eindimensionalen QuermaBen, also den Breiten von . Aus

diesem Grunde heilt i)—n W, _, auch die mittlere Breite des Korpers

und wird mit B bezeichnet. [Vgl. 38 (10), S. 63.]

Als einfache Folge hiervon ergibt sich die folgende, schon 29, S. 44
genannte Tatsache, in der insbesondere fiir ¥ = 1 die Eigenschaft 5. der
Oberfliche (S. 47) enthalten ist. Ist ®, in ®; enthalten, so gilt

W, (R) =W, (&),

und das Gleichheitszeichen steht nur, falls W, (®;) = 0, wenn also alle
n — v-dimensionalen QuermaBe von ®; verschwinden oder wenn &, und
®, identisch sind. Man schlieBt namlich sofort, da unter den genannten
Annahmen je zwei entsprechende # — v-dimensionale QuermaBe der
beiden Korper tibereinstimmen miissen. Anwendung der Eigenschaft 4.
des Volumens auf die Projektionen der Kérper &; und &, auf #» — »-
dimensionale Unterriume ergibt dann, daB entweder alle # — »-dimensio-
nalen QuermaBe von ®; verschwinden oder da3 die Projektionen von
®, und R, auf einen willkiirlichen # — »-dimensionalen Unterraum zu-
sammenfallen. Dann miissen aber auch ®; und &, identisch sein.

Die Formel (4) ist von Kusora [15] bewiesen worden. Die hier als
QuermaBintegrale bezeichneten GroBen W, heiBen dort ,,Mittelvolumina‘
von §.

Es sei noch bemerkt, daB die Formel (3) fiir die gemischten Oberflichen
verallgemeinert werden kann. Statt der Einheitskugel & kann ein Kérper
gesetzt werden, der durch nichtnegative kontinuierliche (oder auch endliche)
Linearkombination aus Strecken entsteht (vgl. 19, S.29). Unter dem
Integral der rechten Seite von (3) ist dann noch die nichtnegative ,,Be-
legungsfunktion’ der Linearkombination hinzuzufiigen. Derartige Rela-
tionen finden sich in Spezialfillen bei Stss [17].
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33. Breite, Durchmesser, Dicke. Der Abstand der beiden auf einer
Richtung # senkrechten Stiitzebenen eines konvexen Korpers & heift
die Breite von & in der Richtung # und wird mit B (#) bezeichnet.
B (u) ist das eindimensionale duBere QuermaB von § in der Richtung .
Offenbar gilt, wenn # ein Einheitsvektor ist,

B(u) = B(—wu) = H(u) + H(—u),
wo H die Stiitzfunktion von & ist. B(#) ist demnach wieder Stiitz-
funktion. Der dazugehorige konvexe Korper heiit Breitenkorper
oder auch Vektorkorper von &. Die letztere Bezeichnung riihrt daher,
daB dieser Korper entsteht, wenn man alle Vektoren, die in & enthalten
sind, vom Nullpunkt aus auftrigt. Man entnimmt dies daraus, daf3 der
Vektorkérper durch Addition (im Sinne von 20, S. 29) von & und dem
aus & durch Spiegelung am Nullpunkt hervorgehenden Kérper entsteht.

Das Maximum von B () fiir alle Richtungen #, d. h. also der Maximal-
abstand paralleler Stiitzebenen, heit der Durchmesser von & und
wird mit D bezeichnet. D ist zugleich das Maximum der Entfernungen
irgend zweier Punkte des Koérpers. Unmittelbar ergibt sich, daB das
letztere Maximum, das fiir den Augenblick mit D’ bezeichnet sei, min-
destens D ist. Andererseits ist aber D = D’; denn sind 4 und B zwel
Punkte von & mit maximalem Abstand D’, so miissen die beiden auf
der Strecke 4 B in ihren Endpunkten senkrechten Ebenen Stiitzebenen
von & sein.

Die kleinste Breite, also das Minimum von B (%), heit die Dicke
von & und wird mit 4 bezeichnet. Die Dicke kann auch in folgender
Weise erhalten werden. Es bezeichne /(#) das Maximum der Lingen
aller Sehnen von &, die die Richtung # haben!. Dann ist 4 das Minimum
von I(u) fiir alle Richtungen #. Der Beweis hierfiir kann etwa so ge-
fiihrt werden: Bezeichne A’ fiir den Augenblick das Minimum von /(u).
Aus der Definition von 4 entnimmt man, daB jedenfalls 4’ = 4 gelten
muB. Sei nun A B eine Sehne der Richtung # und der Linge /(»). Dann
gibt es zwei parallele Stiitzebenen von &, die durch 4 bzw. B gehen.
Hat man dies gezeigt, so ist man fertig. Denn der Abstand dieser Stiitz-
ebenen ist einerseits hochstens /(#), andererseits mindestens 4. Fiir
jede Richtung # gilt daher /(x) = 4, also auch 4’ = 4. Um die Existenz
zweier paralleler Stiitzebenen durch 4 und B einzusehen, verfihrt man
einfach so: Durch diejenige Translation des Raumes, die 4 in B iiber-
fiihrt, gehe aus & der Korper & hervor. & und £’ haben keinen inneren
Punkt gemeinsam, da sonst & eine Sehne der Richtung # mit einer
Linge groBer /(u) enthielte. Es gibt also eine § und &’ trennende Ebene
durch B, die fiir beide Korper Stiitzebene ist2 Diese Ebene und die
Parallelebene durch A4 leisten das Gewiinschte.

1 J(w) ist also eindimensionales inneres QuermaB.
2 Vgl. dazu 2, S. 5.

4%
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Besitzt eine Strecke die Eigenschaft, daB die beiden auf ihr senk-
rechten Ebenen durch ihre Endpunkte Stiitzebenen sind, so soll die
Sehne eine Doppelnormale des Korpers heiBen. Der Vergleich der
beiden Definitionen der Dicke lehrt, dafl es zu jedem Paar paralleler
Stiitzebenen vom Abstand 4 eine Doppelnormale gibt, die auf den
Ebenen senkrecht steht. Aus den obigen Bemerkungen {iber den Durch-
messer D folgt unmittelbar, daB jede Sehne der Linge D Doppelnor-
male ist.

Weitere Untersuchungen iiber Sehnenlingen von konvexen Bereichen
und Korpern bei ZiNnprer [1] IT., III.

34. Schwerpunkte und andere ausgezeichnete Punkte eines kon-
vexen Kérpers. Ein konvexer Korper & mit inneren Punkten sei homogen
mit Masse belegt. Die Koordinaten s des Schwerpunkts berechnen sich
durch das iiber § zu erstreckende Volumenintegral (vgl. 5, S. 8)

1
szv@/xdx.
[

% ist ein in § variabler Punkt. Der Schwerpunkt hingt offenbar stetig
von & ab.

Der Schwerpunkt liegt, wie schon 6, S. 8 bemerkt, im Innern von
®; im hier vorliegenden Fall des homogen belegten konvexen Ké&rpers
148t sich jedoch eine genauere Aussage iiber seine Lage machen. Es gilt
nimlich, daB der Abstand des Schwerpunkis von einer beliebigen Stiitzebene

B . . nB
P und kleiner oder gleich PR

des Korpers in der zu dieser Stiitzebene senkrechten Richtung ist. Es ge-
niigt, dies fiir Polyeder zu zeigen. Sei also  ein konvexes Polyeder,
€, und @, ein Paar paralleler Stiitzebenen und B deren Abstand. Man
wihle einen in €, gelegenen Randpunkt P von P und zerlege P in die
Pyramiden, deren Spitzen P und deren ,,Grundflichen’ die Seiten von
8 sind. Dabei konnen alle die Seiten auBer acht gelassen werden, denen
P angehért. Man fasse nun eine dieser Pyramiden ins Auge. Die Ver-
bindungsgerade der Spitze P mit dem Schwerpunkt S dieser Pyramide
schneide ihre Basis in Q. Dann gilt, wie eine einfache Rechnung lehrt,
fiir die Entfernungen PS, SQ und PQ

grofer oder gleich ist, wenn B die Breite

PS:n-SQ:nL-PQ.

Daraus folgt, da die Strecke PQ ganz dem Parallelstreifen zwischen €,
und €, angehért, daB3 der Abstand des Schwerpunkts S von €, héchstens

ist. Da dies

~ " B, also der Abstand von S und €, mindestens
n+1 n-+1

fiir die Schwerpunkte aller zusammen P ergebender Pyramiden gilt,
trifft diese Abschitzung auch fiir den Gesamtschwerpunkt zu.
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Wird der Schwerpunkt eines konvexen Kérpers & als Nullpunkt ge-
wihlt, so erhdlt man aus dem Obigen fiir die Werte der Stiitzfunktion
H(u) von & auf der Einheitskugel >'u? =1 folgende Abschétzung

(1 H) =+

oder nach Definition von Durchmesser D und Dicke 4

n 1
s D= HE) = 4.

Dies kann man auch so aussprechen: Ein konvexer Kérper ist ganz in

» _ D enthalten und
741 1
enthilt die Kugel um den Schwerpunkt mit dem Radius P a4.

Uber die Existenz des Schwerpunkts eines homogen belegten konvexen
Korpers siehe Minkowskl[4] § 7. Die obige Abschitzung der Lage des
Schwerpunkts bei MINKowsKI [1] S. 105, Rapon [1], EsTERMANN [3] und
Strss [13].

Indem man den konvexen Korper mit anderen Massenbelegungen ver-
sieht, gelangt man zu weiteren ausgezeichneten Punkten. Z.B. erhilt
man durch homogene Belegung der Oberfliche den Oberflachenschwer-
punkt. Ferner kann man den Rand des Korpers mit Masse so belegen,
daB die Dichte einer der Kriimmungsfunktionen gleich wird. Im zwei-
dimensionalen Fall kommt man so auf STEINERs Krimmungsschwer-
punkt, das ist der Schwerpunkt derjenigen Randbelegung eines konvexen
Bereichs, deren Dichte in einem Randpunkt gleich der Kriimmung in diesem
Punkt ist. Der Kriimmungsschwerpunkt besitzt die folgende von STEINER [2]
entdeckte Minimumeigenschaft. Der Ort der FuBpunkte der von einem
Punkt P auf die Stiitzgeraden des Bereichs gefallten Lote ist die ,,FuB3-
punktkurve’ des Bereichs beziiglich P. Thr Inhalt erreicht sein Minimum,
wenn P mit dem Kriimmungsschwerpunkt zusammenfallt. Bei STEINER [2]
finden sich auch weitere Sitze dieser Art. — Untersuchungen iiber FuB-
punktkurven, den Kriimmungsschwerpunkt und verwandte Begriffs-
bildungen (zum Teil auch fiir den Raum) bei KowaLEwsKI [1], KuBota [5],
HavasH1 [8], [10], Su [1], [3], Barr [1].

Schwerpunkte der Korper einer Linearschar. Ist @ ein Korper der
Linearschar 1; & 4+ .- - + 4, &, so sind die noch mit dem Volumen von &
multiplizierten Koordinaten des Schwerpunkts von & homogene Polynome
#n + 1ten Grades der J, . (MINKOwsKI [4] §§ 20, 23. Dort wird auch die
obige Lageabschatzung des Schwerpunkts auf anderem Wege gewonnen.)

Der Schwerpunkt des Parallelkérpers & 4 4 & (4 = 0) eines Korpers &
liegt bei homogener Belegung stets im Koérper & selbst. Dies ist fiir ebene
konvexe Bereiche von NIcLIiBORC [1] gezeigt worden. BLASCHKE [26] hat
dafiir einen einfachen Beweis angegeben, der mit geringen Modifikationen
die folgende allgemeinere Tatsache abzuleiten gestattet: Ist & ein beliebiger,
®’ ein konvexer Korper, dessen Schwerpunkt in den Nullpunkt fillt, so
liegt der Schwerpunkt von ® + # &’ (#=0) in ®. — Uber Oberflichen-
schwerpunkte von Parallelkérpern siehe Duprorcq [1], [2], KuBoTa [5].

Weitere ausgezeichnete Punkte eines konvexen Korpers. In ganz
anderer Weise haben Stss [2], [6], [7] und MatsuMuRrA [3] Punkte eines
konvexen Korpers ausgezeichnet. Z. B.: ein Punkt, bei dem alle durch
ihn gehenden Sehnen gleiche Linge haben (Sehnenpunkt) oder bei dem

Bu) = H(—u)

der Kugel um den Schwerpunkt mit dem Radius
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alle durch ihn gehenden ebenen Schnitte gleichen Inhalt haben (Inhalts-
punkt). Solche Punkte brauchen natiirlich nicht immer zu existieren.
Strss [2] bestimmt die Korper mit zwei Sehnen- oder Inhaltspunkten. Es
ergeben sich gewisse Rotationsflichen. Nach Marsumura [8] gibt es in
jedem ebenen konvexen Bereich wenigstens einen Punkt P mit folgender
Eigenschaft: Es gibt durch P zwei verschiedene Sehnen, deren Lange das
Minimum der Léngen der durch P gehenden Sehnen ist. Dort finden sich
auch allgemeinere Betrachtungen dieser Art. Verwandte Untersuchungen
bei ZINDLER [1]. Man sehe auch 69, S. 142.

35. Um- und Inkugel, Minimalkugelschale und andere einem kon-
vexen Korper zugeordnete Figuren. Unter den Kugeln, die einen kon-
vexen Korper enthalten, gibt es genau eine mit minimalem Radius R.
Diese heif3t die Umkugel!, R der Umkugelradius des Korpers. Dal}
diese Kugel eindeutig bestimmt ist, folgt daraus, daB der Durchschnitt
zweier Kugeln desselben Radius R in einer Kugel von kleinerem Radius
enthalten ist. Die Menge der Punkte, die der Rand des Korpers mit der
Umkugeloberfliche gemeinsam hat, ist so auf der Kugelfldche verteilt,
daB sie nicht ganz innerhalb einer Halbkugel liegt. Anders ausgedriickt:
Der Umkugelmittelpunkt gehort der konvexen Hiille dieser Menge an.
Umgekehrt: Eine den Korper enthaltende Kugel mit dieser Eigen-
schaft ist die Umkugel.

Diejenigen in einem konvexen Korper enthaltenen Kugeln, deren
Radien maximalen Wert » haben, heiflen die Inkugeln? des Korpers,
7 der Inkugelradius. Die Menge der Randpunkte des Kérpers, die
auf einer Inkugel liegen, ist wieder so auf der Inkugeloberfliche ver-
teilt, daB der Kugelmittelpunkt ihrer konvexen Hiille angehort, und
eine dem Korper angehorige Kugel mit dieser Eigenschaft ist eine In-
kugel. Die Inkugel eines konvexen Korpers ist nicht notwendig eindeutig
bestimmt. Die Menge der Inkugelmittelpunkte kann einen beliebigen
#n — 1-dimensionalen konvexen Korper erfiillen.

Uber Um- und Inkugel vgl. z. B, ZINDLER [1]. Mit der Menge der In-
kugelmittelpunkte beschaftigt sich auch Cmamarp [2].

Als Kugelschale® wird die abgeschlossene Menge der Punkte zwischen
zwei konzentrischen Kugeloberflichen (die auch zusammenfallen diirfen)
bezeichnet. Diejenige (eindeutig bestimmte) Kugelschale mit minimaler
Radiendifferenz P — g, die den ganzen Rand eines konvexen Kérpers
enthilt, heiBt die Minimalkugelschale des Korpers. Die Existenz von
wenigstens einer Schale minimaler Radiendifferenz erkennt man so: Man
betrachte die Menge aller Kugelschalen, die den Kérperrand enthalten
und deren #uBerer Radius in passender Weise beschriankt ist. Diese
Menge ist abgeschlossen, wenn fiir den inneren Radius auch der Wert 0

1 Im zweidimensionalen Fall ,,Umkreis‘.
2 Im zweidimensionalen Fall , Inkreise‘.
3 In der Ebene ,,Kreisring*.
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zugelassen wird. Folglich besitzt die Radiendifferenz in dieser Menge
ein Minimum.

Die Menge % derjenigen Randpunkte des Kérpers, die auf der Ober-
fliche der duBeren Kugel, und die Menge § der Randpunkte des Korpers,
die auf der inneren Kugel der Minimalkugelschale liegen, haben die
folgende Eigenschaft: Projiziert man % vom Mittelpunkt der Schale auf
ihre innere Kugeloberfliche, so entsteht eine Punktmenge, die sich durch
keine Ebene von der Menge & trennen 148t.

Der Minimalkreisring ist fiir ebene, aus endlich vielen Punkten be-
stehende Mengen wohl zuerst von D’OcAGNE [1] betrachtet worden. LEBES-
GUE [3] hat (mit Beschrinkung auf Kurven konstanter Breite) die Frage
nach der besten TscCHEBYSCHEFFschen Approximation einer konvexen
Kurve durch einen Kreis gestellt. Als Losung erhielt er den zum Minimal-
kreisring konzentrischen Kreis, dessen Radius gleich dem arithmetischen
Mittel der beiden Radien des Kreisrings ist. Fiir beliebige ebene Kurven
wurde der Minimalkreisring durch die obige Eigenschaft der Mengen A
und § von BoNNESEN [4], [12] S. 45 fiir einen Symmetrisierungsprozef3
(vgl. 40, S. 71) eingefiihrt und seine Eindeutigkeit bei konvexen Kurven
bewiesen. Die Verteilungseigenschaft von % und § erweist sich als Spezial-
fall einer allgemeinen Eigenschaft der TscHEBYSCHEFFschen Approximation
(vgl. BoNnNESEN [11]). Die oben zugrunde gelegte Definition der Minimal-
kugelschale fiir beliebige Dimension und ein Beweis der Verteilungseigen-
schaft von 9 und § rithrt von Kritikos [1] her. Eine Darstellung des
Eindeutigkeitsbeweises auch bei BONNESEN [12] S. 50—51.

Weitere einem konvexen Korper ein- und umschriebene Figuren.
Unter dem Hiillzylinder der Richtung # eines Koérpers & verstehe man
mit ZINDLER [1] I. denjenigen Kreiszylinder mit der Erzeugendenrich-
tung #, der & enthilt und minimalen Radius hat. Es gibt, wie ZINDLER
a. a. O. bemerkt, konvexe Korper, iiber die sich ein Kreis schieben 148t,
dessen Radius kleiner als der kleinste Hiillzylinderradius ist.

In jede ebene konvexe Kurve 1aBt sich wenigstens ein Quadrat ein-
schreiben. Um jede konvexe Kurve liBt sich ein Quadrat beschreiben,
dessen Seiten Stiitzgeraden sind. Vgl. zu diesen Fragen EwmcH [1], [2],
Havasnr [1], ZINnDLER [1] II. Die Existenz von wenigstens zwei eingeschrie-
benen Rechtecken mit passend gegebenem Verhiltnis der Seitenlingen
beweist KAKEYA [4]. Um jeden konvexen Korper des dreidimensionalen
Raumes lassen sich unendlich viele Wiirfel beschreiben. (HavasHI [2], ZIND-
LER [1] III.)

§ 8. Integralformeln fiir das Volumen und die gemischten
Volumina.

In diesem Paragraphen werden nur solche konvexe Korper in Be-
tracht gezogen, die folgende Eigenschaften besitzen: Die Distanz- und
Stiitzfunktionen sind im ganzen Raum (mit Ausnahme des Nullpunktes)
analytische Funktionen ihrer Argumente. Die Stiitzebenen haben Be-
rithrungen von genau erster Ordnung. Daraus folgt (vgl. 14, S. 23 und
16, S. 26), daB der Rand eines solchen Kérpers durch gleichsinnig parallele
Stiitzebenen umkehrbar eindeutig und analytisch auf die Einheitskugel-
oberfliche abgebildet ist.
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Die im folgenden abzuleitenden Formeln haben durchweg all-
gemeinere Giiltigkeit. Es geniigt stets, stetige Differenzierbarkeit der
Distanz- oder Stiitzfunktion von einer passenden endlichen Ordnung
vorauszusetzen. Auf die genaue Abgrenzung des Giiltigkeitsbereiches
der einzelnen Formeln wird hier kein Wert gelegt. Fiir einige Anwen-
dungen des Folgenden ist jedoch wichtig, zu bemerken, da nach einem
27, S. 36 bewiesenen MiNKOWsKIschen Approximationssatz ein beliebiger
konvexer Korper durch Koérper der obigen Art approximiert werden kann.

36. Formeln in Punktkoordinaten. Man denke die Oberfliche £
der Einheitskugel in zwei Halbkugeln £2, und £, zerlegt und auf jeder
dieser Halbkugeln bis zum Rand regulire analytische Parameter «,

Gy, ..., &, 1 eingefiihrt. Die Koordinaten der Punkte & der Einheits-
kugel >'&2=1 sind auf jeder Halbkugel £; analytische Funktionen
&(xy, ..., ®,_;) dieser Parameter. Ferner mogen die Parameter so
numeriert sein, daB die Determinante!

o5 0¢ o0&
(1) ..5’6o¢1 Boy” " Doy, >0

stets positiv ist.

Sei jetzt ® ein konvexer Korper der eingangs beschriebenen Art.
Bildet man die Oberfliche der Einheitskugel durch gleichsinnig parallele
Stiitzebenen auf den Rand des Kérpers ab, so erhiilt man die Koordi-
naten x der Randpunkte von & als Funktionen x(«x, ..., &,_;) der
Parameter, die auf jeder Halbkugel £2; analytisch sind. Wird der Null-
punkt im Innern von & angenommen, so gilt

0x dx Ox
) B e £

Das Volumen von & ist dann das iiber £2 erstreckte Integral?

ox
(3) V(R) = /H ’6 T T IHd(xld%...dzxn_l.

Aus (3) lassen sich leicht Integraldarstellungen der gemischten Vo-
lumina gewinnen. Es seien &, ..., &, konvexe Kérper. Die Rand-
punkte %@ von R, seien in der obigen Weise als Funktionen der «,
aufgefaBt. Dann gilt fiir den Randpunkt % («,, ..., &,_;) des Korpers
) f=48&+ - + b fu,

wie man aus 22, S. 31 unter Beriicksichtigung der Regularititsvoraus-
setzungen iiber die hier betrachteten Ko&rper entnimmt,

(5) x(oyy ey Opor) = A2 (0, oo, 00pq) + oo A A x® (g, e, Kpy)

! Uber die Determinantenbezeichnung s. S. 2.

2 Im Grunde genommen ist dieses und alle spiater vorkommenden Integrale
iiber ) als Summe zweier Integrale uber Q, und Q, aufzufassen. Es eriibrigt sich
jedoch, dies in der Bezeichnung zum Ausdruck zu bringen.
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Wendet man nun (3) auf den Korper (4) an und ersetzt man das x
der rechten Seite demgemiB durch (5), so findet man durch Vergleich

der Koeffizienten von A 4,...4, auf beiden Seiten
1 Ox©@) OxCn—y
—_— (On)
©6) Vi o= E’ /” s G ‘dle dog_y,
1, eens0n) £
wo rechts {iiber alle Permutatlonen (015 .., 0p) der Ziffern (1,...,n)

Zu summieren ist.

Der Ausdruck (6) 148t eine erhebliche und fiir die Anwendungen
wichtige Vereinfachung zu; und zwar lassen sich die #! Glieder der
rechten Seite auf (# — 1)! reduzieren. Zwischen den Integralen in (6)
bestehen ndmlich gewisse Relationen, die sich aus der folgenden, leicht
nachzupriifenden Identitdt ergeben:

Oy oy oy |
(9ocv ’6oc1 ’ ’6’zx,,_1’y’ 0cyi1’ """ On—1|
n—1
ol 9y oy oy oy 0z dy dy
(% 1)z P00y’ """ Oim 1 Z y’&oc 00,1 00, 00,41 Om-1 |

Die linke Seite von (7) ist ein Dlvergenzausdruck, ihr Integral tiber jede
der beiden Halbkugeln £, und £, 148t sich also in ein Randintegral
verwandeln, und die beiden Randintegrale sind dem Betrage nach
gleich, aber von entgegengesetztem Vorzeichen!. Addiert man also die
beiden aus (7) durch Integration iiber £, und £, entstehenden Gleichun-
gen, so liefert die linke Seite 0, und man erhalt

9y 9y
(%_1)i[ Z,To‘l,...,m d“l...d“”_l
"2_1 9 dy 0z @ 9
— Yy Yy 2 y y
= /Hy; a(xl,.-., (906,;—1’ —004,,’ (906,,.*.1,'.. aan—l dle...d(xn_l.

v=1 8
Hierin ersetze man nun z durch ™ und y durch die Linearkombination
y =D 4 .o 4y, 27D und vergleiche die Koeffizienten von
UaMs . .. Wy _1. Dann erhidlt man nach einfacher Umformung mit Be-
rucksmht1gung von (6)

0 x(01) Ox(on-1)
(8) V12... ’}’L' (”): da, PRI a(x”_l dle...doc,,_l.
(01, oo vy
Dabeiist rechts iiber alle Permutatlonen (04, ..., 0,_y)von(1,...,n—1)

zu summieren. Da die linke Seite von (8) definitionsgemiB bei Ver-
tauschungen der Indizes ungeindert bleibt, kann auf der rechten Seite
der ausgezeichnete Index » mit einem beliebigen anderen vertauscht
werden. So erhilt man # verschiedene Darstellungen von Vi, . ,.

1 Um dies einzusehen, hat man die Invarianz der entstehenden Randintegrale
gegeniiber Parametertransformationen heranzuziehen.
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Wihlt man speziell fir &, die Einheitskugel @ und fiir die Kérper
R1,..., 8, _, einen Koérper &, so erhiilt man nach 81, S. 47 die folgende,
auch leicht direkt beweisbare Darstellung der Oberfliche

/H&a(x . l[docl Aoy, .

Die vorstehenden Formeln sind Verallgemeinerungen von Formeln
MiNkOWSKIs [5] § 4.

37. Darstellungen der gemischten Volumina durch die Stiitz-
funktionen. Die Koordinaten #, der Randpunkte eines konvexen Kor-
pers der hier betrachteten Art driicken sich nach 18, S. 26 durch die

Stiitzfunktion H (u#,, ..., u,) des Korpers folgendermaBen aus:
(1) x,,:guH———-H,,. y=1,...,n

Ist &= (&,...,&,) der Einheitsvektor der &duBeren Stiitzebenen-
normalen, so sind die Koordinaten des vom Nullpunkt auf die Stiitz-
ebene gefillten Lotes

z‘l'IE’V'H(El) ~~-y§n)~

Der der Stiitzebene parallele Vektor x, — z, 148t sich aus den Tangential-
ox
doy’ " da
vorigen Abschnitts darf also der Vektor x an erster Stelle der Determi-
nante durch z ersetzt werden. So ergibt sich fiir das Volumen

linear kombinieren. In der Formel (3) des

vt | 12, SR 2. T

o vw=dfmala

oder, wenn das ,,Oberflichenelement” 4S des Korpers eingefiihrt wird,

3) v = [Has,

wo jetzt die Integration iiber die Oberfliche von & zu erstrecken ist.
Aus (1) findet man durch Differentiation

n
Oxu o0&,
7y = 2 e o
v=1

Hierbei bedeutet H,, wie stets im folgenden die partielle Ableitung
*H
Ouu Ouy
nehmen sind.
Setzt man dies in (2) ein und beachtet, daBl

I
Lo idocl v Aoy

I

, wWo als Argumente die Koordinaten des Einheitsvektors & zu
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das Oberflichenelement dw der Einheitskugel ist, so erhdlt man nach
leichter Umformung

(4) V(®) =+ [HD,_,(H)do.
I

Hierbei ist D, _,(H) die Summe aller # — 1-reihigen Hauptminoren
der Matrix H,,. D,_,(H) ist demnach ein homogener Differential-
ausdruck zweiter Ordnung und # — 1ten Grades in H, der nach
36 (1) und (2) fiir die Stiitzfunktionen der hier betrachteten Korper
stets positiv ist.

Seien jetzt &,, ..., ®, Korper mit den Stiitzfunktionen H®,
..., H®  Durch Einsetzen von
(2)
x(@) — OH® H?
k4 au", k4

in die Formel (6) des vorigen Abschnitts erhilt man wie oben. fiir das
Volumen die folgende Darstellung des gemischten Volumens

5) Vis.n= 5 [HODE®, ..., H*-) do,
Q

wobei die Indizes 1, 2, . . ., # beliebig permutiert werden diirfen. Es gilt
also insbesondere

(6) [H®DH®,..., H-Ydw = [ HODH®, ..., H")do.
2 02

Der Ausdruck D in (5) wird folgendermaflen erhalten. Man setze
H=uHY+ ... 4+ u, H®"D und bilde D, _,(H). Dann entsteht
ein Polynom # — 1ten Grades der u,. Der Koeffizient des Produkts
Wylty ...ty 1 ist genau (» — 1)!D. Insbesondere ist

D._i(H)=D(H, ..., H).

(n — 1)!D ist eine Summe von # — 1-reihigen Determinanten, deren
Elemente die zweiten partiellen Ableitungen H;fz sind. D #ndert sich
bei Vertauschungen der Funktionen H™, ..., H®~Y nicht und ist in
bezug auf jede einzelne Funktion H@ ein linearer homogener Diffe-
rentialausdruck zweiter Ordnung. Denkt man einen beliebigen Punkt %
durch seinen Abstand 7 vom Nullpunkt und den Einheitsvektor & fest-
gelegt, und sieht man & als Funktion der «,, ..., &, _; an, so kann man
&y, .. ., %, 1,7 als verallgemeinerte Polarkoordinaten im Raum auf-
fassen. Die zweiten Ableitungen H,, einer Stiitzfunktion lassen sich
dann durch Ableitungen nach diesen Koordinaten ausdriicken. Wegen
der aus H(uu) = uH(u) fir u=0 folgenden EULERschen Homo-
genititsrelationen

n
SHE=H,  SH.&E=0  p=t...n
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lassen sich nun die Ableitungen nach 7 eliminieren. Es bleiben demnach
nur Ableitungen tangential zur Einheitskugel. Die D kénnen daher als
Differentialausdriicke auf der Kugel angesprochen werden.

Die Differentialausdriicke D (HV, . . ., H®= D) sind stets nichtnegativ,
wenn HO, . .., H®=D Stijgzfunktionen konvexer Kérper sindl. Um dies
einzusehen, beachte man, daB D als Koeffizient von 444, ... 4,_; in der
Determinante

| A00us + A HL o - Ay HT |
aufgefaBt werden kann. Hierbei ist §,, die Einheitsmatrix. Da die H©@
konvexe Funktionen sind, gehéren die Matrizen H$%) zu nichtnegativen
quadratischen Formen (18, S. 18). Die Behauptung ergibt sich daher
durch einen einfachen Grenziibergang aus dem folgenden allgemeinen
Satz: Sind 41, ..., A" symmetrische Matrizen der gleichen Reihenzahl,
deren zugehorige quadratische Formen positiv definit sind, so hat die

Determinante =i AL + - 4 LA

als Polynom in den /4, betrachtet, lauter positive Koeffizienten. Dies
kann man? sehr einfach durch Induktion nach 7 so einsehen. Man trans-
formiere die Matrizen A1, ..., A" simultan derart, dal A7 in die Ein-
heitsmatrix iibergeht, und entwickle die durch die Transformation aus @
entstehende Determinante, die sich von @ nur um einen positiven Faktor
unterscheidet, nach Potenzen von 4,. Die Koeffizienten dieser Ent-
wicklung sind dann Summen von Determinanten der Form @, aber mit
¥ — 1 statt 7.

Als Anwendung der Darstellung (5) der gemischten Volumina sei
folgendes hervorgehoben. Man wihle fiir &, speziell die Strecke u, die

’

den Punkt — % mit dem Punkt % verbindet. Dann findet man

(7) #V(®, ..., &1, 1) = %/|ZM§|D(H(I), e HO-D) g,
2

Das links stehende gemischte Volumen, nach 30, S. 45, das gemischte
Quermal von &, ..., &,_;, ist nach 29, S. 44 die Stiitzfunktion eines
Korpers mit Mittelpunkt. (7) besagt dann, daB dieser Korper durch
nichtnegative Linearkombination von Strecken entsteht (vgl. 19, S. 29).
Insbesondere gilt dies also fiir den Projektionenkérper (30, S. 45) eines
konvexen Kérpers.

Nach 29, S. 40, bleibt das gemischte Volumen V (&, ..., &,) un-
gedndert, wenn man einen der Korper einer beliebigen Translation unter-

wirft. Mit anderen Worten: Die rechte Seite von (5) mull ungedndert
n
bleiben, wenn man z. B. zu H®™ eine beliebige lineare Funktion > at,
rv=1
1 Damit und mit (5) kann man sofort die Monotonieeigenschaft 5. (29, S. 41)
der gemischten Volumina aufs neue bestatigen.
2 Nach einer brieflichen Mitteilung von R. BRAUER.
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hinzufiigt. Daraus schlieBt man, daB die folgenden Relationen stets er-
fiillt sind

(8) [&DH®, ..., HY)dow = 0. y=1,2,...,n
Q

D. h.: Wird die Oberfliche der Einheitskugel devart mit Masse belegt, dafs
die Dichte in jedem Punkt gleich dem zugehorigen Wert von D (H®D, . . .,
H®=Y 4st, so fillt der Schwerpunkt dieser Massenbelegung in den Kugel-

mittelpunkit.

Der Inhalt dieses Abschnitts ist fiir » = 3 im wesentlichen von MInN-
KOWSKI [5] § 3—4 entwickelt worden. Beweise insbesondere der Formel (6)
fir » = 3 findet man auch bei HILBERT [8], WEYL [2], GRoNWALL [1].
WEYL hat a. a. O. ein Verfahren angegeben, das (6) unter alleiniger Annahme
zweimaliger stetiger Differenzierbarkeit der Stiitzfunktionen liefert, wihrend
das obige, wie man sich leicht iiberzeugt, die dreimalige erfordert.

Es sei noch darauf.hingewiesen, daB3 bei der Ableitung der obigen
Formel (6) kein wesentlicher Gebrauch davon gemacht wurde, daB die
Funktionen H() Stiitzfunktionen konvexer Korper sind. Es wurde viel-
mehr nur ihre Homogenitétseigenschaft benutzt.

38. Kriimmungsfunktionen und -integrale. Relative Differential-
geometrie. Die friiher 82, S. 49 eingefiihrten QuermaBintegrale eines
Korpers &, also die gemischten Volumina von & mit der Einheitskugel &,
stehen in engster Beziehung zu den KriimmungsgroBen der den Koérper &
berandenden Fliche. Dieser Zusammenhang soll jetzt hergestellt werden.

Hauptkrimmungsrichtung einer Fliche nennt man eine Fort-
schreitungsrichtung 4, die ihrer durch parallele Normalen vermittelten
Bildrichtung 4 auf der Einheitskugel parallel ist. Ist R der zugehdorige
Hauptkriimmungsradius, so gilt

dx = Rdé&.
Fihrt man fir die Koordinaten x, die Werte H, ein, so lautet diese
Bedingung

n
ZH‘uvdEv:RdE,u- M:'I,Z,...,n
r=1

Die Hauptkrimmungsradien miissen daher der Gleichung
H,—R...Hy,

‘Hnl...Hm—'Ri

geniigen. Da die Determinante H,, wegen der Homogenit4tsrelationen
n

(2) > Hu 6 =0 u=1,2,...,n
v=1

1 Man kann dies auch daraus schlieBen, daB das gemischte Volumen von
Korpern, deren. einer ein Punkt ist, verschwindet.
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verschwindet, 148t sich von (1) ein Faktor R abspalten, und es bleibt
fiir die Hauptkriimmungsradien R,, . . ., R, _, die Gleichung » — 1ten
Grades

(3) R*!— Dy(H)R" 2+ Dy(H)R* 3+ -+ + (—1)""1D,_,(H) = 0.

Hierin ist D,(H) die Summe aller y-reihigen Hauptminoren der Matrix
H,, D,_,(H) ist also der frither eingefiihrte, in gleicher Weise be-
zeichnete Differentialausdruck. Aus (3) entnimmt man: D, (H) st die
vie elementarsymmetyische Funktion der Hauptkriimmungsradien. Mit der
Bezeichnung {R, ... R,} fiir die vte elementarsymmetrische Funktion

von R;,..., R,_; kann also geschrieben werden
(4) D,(H)={R,...R,)}.

Insbesondere ist
D,_H)=RR,...R,_;

das Produkt der Kriitmmungsradien, also die reziproke Gausssche Kriim-
mung der Fliche und
(5) Dy(H)=Hy+ - +Hpyp=R, + -+ + Ry 4
die Summe der Kriimmungsradien. Die Kriémmungsradien und damait
auch die Ausdriicke D,(H) sind nicht negativ, also wegen D, _, >0
sdamtlich positiv.

Zu einer zweiten Darstellung der symmetrischen Funktionen {R;... R,}
gelangt man mit Hilfe der Bemerkung, daB die R, auch der Gleichung

6) Dy(H — RE) =0

gentigen miissen, wo E eine Abkiirzung fiir die Stiitzfunktion me der

Einheitskugel ist. Man erkennt dies am schnellsten an der Identitit

ox | o0& 0§

HS’(M ""76;:\ nl(H)‘; " Doy’ T Qo |’

durch die D, _; im vorigen Abschnitt eingefiihrt wurde. Ersetzt man

nimlich hierin x durch ¥ — R§, was der Ersetzung von H durch H — RE
entspricht, so entsteht

Ox ok ox o0&

0§
’6zx T 00y ||’

— D, y(H — RE) &, 5

-1

Fiir eine Hauptkriimmungsrichtung dx = 2 dx, und den zuge-

horigen Kriimmungsradius R ist aber e=1

=y 0

x & .
2(6049 — R 6a9>d“9 =0,
e=1

d. h. die Zeilen der Determinante links sind linear abhingig. Mithin
verschwindet D, _(H — RE), da der zweite Faktor rechts positiv ist.
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(6) ist eine Gleichung » — 1ten Grades mit héchstem Koeffizienten 1
(wegen D, _;(E) = 1) und den gleichen Wurzeln wie (3), folglich mit (3)
identisch!. Die Koeffizienten von (6) sind, wie man aus der Definition
der gemischten Differentialausdriicke D entnimmt, abgesehen von
Zahlenfaktoren, von der Form D (E,...,E, H, ..., H). Durch Koeffi-
zientenvergleich von (3) und (6) findet man

) {Rl...RV}:DV(H):(";1)D(E,...,E,H,...,H).

n—r—1 v

Diese Gleichung und die allgemeine Formel (5) bzw. (6) des vorigen
Abschnitts fiir die gemischten Volumina liefern fiir die QuermaBinte-
grale? W, (®) eines Korpers &, also die gemischten Volumina von &
und der Einheitskugel, die folgenden Darstellungen

® W=t [Da(ldo = —— " [HD,_,_s(H)do.
”(n_,,)!;’ n(n—v——1)
Dies gilt fir » =1, 2,...,7n — 2 und, falls Dy = 1 gesetzt wird, auch
fir » =# — 1. Fihrt man in (8) die Hauptkriimmungsradien ein, so
ergibt sich fir v =1,2,..., 2 — 2
(9)Wy~ ~ /{R Ry Ao =1 fH{R Ry_,_1}do
n—v n(n—v—1
und fiir ¥y =» — 1
1 ( 1 1
(10) Wa—1 = =5 [(Rat -+ + Rap)do — - [Hdw — ﬁ/Bdw,
2 Q2 Q

also bis auf den Faktor i—n die mittlere Breite B (vgl. 82, S. 50).

Eine andere wichtige Gestalt nehmen diese Formeln an, wenn die
Integration iiber £ auf die Integration iiber die Oberfliche S von &
transformiert wird. Man erhilt so, wenn man dS = R R,... R, _dw
beachtet, die W, ausgedriickt durch die elementarsymmetrischen Funk-

tionen der Hauptkriimmungen 1 e, L
Rl Rn—i

(11) W«,—ﬁj’)!ﬂ{ﬂ--ﬁ%}m: m!z{{i...%}ﬂ.

Fiir » = 2 hat man insbesondere

(12 Wom = n [(m o+ R)eS

n n(n~1)S

1 Die direkte Verifikation dieser Identitiat erfordert eine etwas umstadndliche
Rechnung, die sich auf die Gleichungen (2) zu stiitzen hat.
2 Vgl. 32, S. 49.
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also bis auf den Faktor 1/# das Integral M der mittleren Kriimmung er-
streckt tiber die Oberfliche von .

Darstellungen der KriimmungsgroBen einer Flache durch ,,Stiitzebenen-
koordinaten‘ sind in sehr allgemeiner Form von PAINVIN [1] angegeben
worden. Man vgl. dazu auch BrascukE [11] § 26, [24] § 94. Die Fundamen-
talgroBen der Flichentheorie, ausgedriickt durch die Stiitzfunktion bei
CEBOTAREV [1]. Formel (12), ist (fiir #» = 3) von STEINER [3] gefunden
worden. (9), (10), (11), (12) fiir » = 3 bei MiNnkKowsKI [5] § 4, allgemein
bei KuBoTta [15], wo das von STEINER verwendete Verfahren verallgemeinert
wird. Eine den Formeln (9) erste Hilfte entsprechende Darstellung der
Querma@Bintegrale von konvexen Polyedern hat im Anschlufl an STEINER [3]
(» = 3) StEINITZ [2] S. 100—103 angegeben.

Relative Differentialgeometrie. Die Differentialgeometrie der in 14, S. 23
beschriebenen Minkowskischen MafBbestimmung wird als relative Diffe-
rentialgeometrie bezeichnet. Die Rolle der Einheitskugel und ihres Mittel-
punktes iibernimmt hier ein konvexer Koérper, der Eichkérper, und der in
seinem Innern zu wihlende Nullpunkt. Der Eichkérper werde, wie friither
die Einheitskugel, mit &, seine Stiitzfunktion mit E bezeichnet, um die
Analogie zum Vorstehenden hervortreten zu lassen. ® sei ein weiterer
konvexer Korper mit der Stiitzfunktion H. Unter der ,,Relativoberfliche*
von £ versteht man mit Minkowski [2], [4] § 27 in voller Analogie zu
31 (2), S. 47 das nfache gemischte Volumen

nVy(®, ©) =[EdS =5,
S

wo S und dS wie oben Oberfliche und Oberflichenelement von & bedeuten.
Dementsprechend wird dS = EdS als ,,Relativoberflachenelement von &
bezeichnet. In diesem Sinne ist die Relativoberflache des Eichkérpers selbst
das nfache seines Volumens. Unter der ,,Relativstiitzfunktion‘* werde

Hw) = 3 V2

verstanden; fir Y u? = 1 ist das der ,,Relativabstand‘ der Stiitzebenen
des Korpers & vom Nullpunkt. Ist der Relativabstand konstant, so heiBt &
»»Relativsphire und ist zum Eichkérper homothetisch. Unter einer ,,Rela-
tivkriimmungsrichtung’ von & wird eine Fortschreitungsrichtung auf der
Oberfliche von & verstanden, die ihrer durch parallele Normalen ver-
mittelten Bildrichtung auf dem Eichkoérper parallel ist. Fiir die zugehdrigen
,, Relativkriimmungsradien Ry, ..., R,_, erhdlt man [genau wie oben
S. 62 die Gleichung (6)]

D, (H—RE)=0,

also fiir die elementarsymmetrischen Funktionen der Relativkriimmungs-
radien die (7) entsprechende Darstellung?!

)
(12) {ﬁl...ﬁv}zﬁi@D(E,..,,E,H,...,H).

n—v—1 v

1 D, ,(E) ist die gewéhnliche reziproke Gausssche Krimmung des Eich-
korpers.
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Aus 37 (5), S. 59 ergeben sich damit die zu (9), (10), (11), (12) analogen
Darstellungen der gemischten Volumina von & und dem Eichkérper &

Vo€ = 7@1:—1)[{73 o Ras di mfﬁ{fel o Rucvr} d
(13) _ 1 / 1 1 iS5 — 1 {1 1] B
gl m s e

Hierin bedeutet dw das Relativoberflichenelement Edw des Eichkdrpers.

Uber relative Differentialgeometrie siehe aufler MinkowskI [2], [4] die
Arbeiten von E. MULLER [1], [2], DuscHEK [1] und eine gréBere Reihe der
Arbeiten von SUss, insbesondere [9], [12], [16]. Die zuletzt genannten
Integralformeln sind von Stiss [16], weitere hierhergehérige Formeln von
MaTsuMURA [22] bewiesen worden. Uber ,,Relativbreite” siehe Matsu-
MURA [12]. — Sirss [9] hat bemerkt, daf3 sich die affine Differentialgeometrie
der relativen als Spezielfall unterordnet, wenn man als Eichfliche das Affin-
kriitmmungsbild (vgl. BLASCHKE [25] § 62) zugrunde legt.

39. Spezielle Formeln. Geometrische Wahrscheinlichkeiten bei
konvexen Kérpern. Es sollen hier noch die Formeln zusammengestellt
werden, die sich aus den im vorigen Abschnitt abgeleiteten durch Spe-
zialisierung auf die Ebene und den dreidimensionalen Raum ergeben.
Zugleich sollen die entsprechenden Spezialfille der CaucHyschen Ober-
flichenformel 82 (1), S. 48 herangezogen werden.

In der Ebene mogen Polarkoordinaten eingefithrt werden. ¢ sei der
Polarwinkel. Die Stiitzfunktion H (u,, #,) eines konvexen Bereichs auf
dem Einheitskreis #2 4 #2 = 1 kann als Funktion /4 (p) des Polarwinkels
angesehen werden. Es ist also

1) h(p) = H(cose, sing).
Fir den Kriimmungsradius R der Randkurve des Bereiches gilt
(2) R=H,, + Hy,=h+ 1,

wobei Ableitungen nach ¢ durch ’ angedeutet werden.
Fir die Lange L der Randkurve, die ja der doppelte gemischte
Flicheninhalt des Bereichs und des Einheitskreises ist, findet man

27 27 27 27
3 L=[Rdgp—[(+H)dp = [hdgp =} [Bdg = aB.
0 0 0 0
Hierbei ist B die 83, S. 51 eingefiihrte Breite des Bereichs in der Rich-
tung ¢.

Fiir den Flicheninhalt F des Bereichs ergibt sich, wenn ds das
Bogenelement der Randkurve bedeutet

27 27 207
0 0 0

Ergebnisse der Mathematik. III/1. Bonnesen-Fenchel. 5
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Durch partielle Integration erhdlt man aus dem letzten Integral
(5) =1 f hz hrz

Fiir die Formel (5) 148t sich nach BoNNESEN [1], [8] eine einfache an-
schauliche Begriindung geben. Es beruht dies auf folgendem: Es bezeichne f
den FuBpunkt des vom Nullpunkt auf die zu ¢ senkrechte Stiitzgerade
gefallten Lotes und ¢ den Beriihrungspunkt dieser Stiitzgeraden mit der
Kurve. Dann ist |#’| der Abstand ff. Ferner ist der Inhalt der von den

27

Punkten f beschriebenen , FuBpunktkurve' % / h%*dg, und fiir den Inhalt
0
des von den Strecken f¢ beschriebenen’ Ringbereichs zwischen der konvexen

Kurve und ihrer FuBpunktkurve ergibt sich % / h'2dg. Auch (3) wird bei
BoNNESEN a. a. O. anders abgeleitet.

Im dreidimensionalen Raume seien auf der Einheitskugel zwei Para-
meter, etwa Polarkoordinaten, eingefithrt. Die Stiitzfunktion H eines
konvexen Korpers werde auf der Einheitskugel — als Funktion dieser
Parameter betrachtet — mit % bezeichnet. Man findet dann fiir die
Summe der Hauptkriimmungsradien

©6) R+ Ry=H,,+ Hyy+ Hyy= 2h + Ah.

Hierbei bedeutet A% den zweiten BELTRAMIschen Differentialoperatort
beziiglich der Kugel, also z. B. fiir Polarkoordinaten ¢, ¢
1 &h 1 0 oh
b= costy 9% + Sose cosg O <C05(p )
Ferner ist

(7) H} + H} + H}— H*=Vh

der erste BELTRAMIsche Differentialoperator?, also in Polarkoordinaten

1 (0h Oh\2
= sarrglon) + (G
Vh ist, wie man sofort der linken Seite von (7) entnimmt, das Quadrat
des Abstandes des Berithrungspunktes der Stiitzebene von dem Fub-
punkt des Lotes vom Nullpunkt auf diese Stiitzebene. (Das von der
,, FuBpunktfliche begrenzte Volumen ist iibrigens % [A3dw.)
Mit diesen Bezeichnungen findet man fiir das Integral der mittleren
Kriimmung, also nach 38 (12), S. 63 fiir das dreifache gemischte Volumen
V(R, ©, ) von & und der Einheitskugel

(8) Mz-;b/(%l—k—é—z)dS:%/(Rl—}— Ry)dw =/<h—|——;—Ah)dw
S Q 2

(9) M:/hdw=% Bdw = 2nB.
2 2

1 Vgl. z. B. BLascHKE [24] § 79—82.
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B bedeutet wieder die Breite. Fiir die Oberfliche S ergibt sich
(100  S=[R,Rydw =3}[h(R;+ Ry)dw = [h(h + }Ah)dw
2 a 2

und aus der letzten Darstellung durch Anwendung der GREENschen

Formell
(11) S = / 1Vh)d

Der Flacheninhalt der Orthogonalprojektion eines Koérpers auf eine
Ebene ist (30, S. 45) sein QuermalB genannt worden. Das QuermalB
werde jetzt kurz mit ¢ bezeichnet. Man bestitigt leicht, daf3

(12) o=4%[|cosa| R Rydw

gilt (Spezialfall von 87 (7), S. 60). Dabei ist & der Winkel zwischen der
Projektionsrichtung und dem bei der Integration variablen Einheits-
vektor. Die Randlinge der Orthogonalprojektion auf eine Ebene heilit
der Umfang U des Korpers in der Projektionsrichtung. Fiir U findet
man

27 PE4
(13) U=gflcosoc[(Rl-l-Rz)dwthdw=%f3dw,
0 0

wo in den beiden letzten Integralen iiber den zur Projektionsebene
parallelen Einheitskreis zu integrieren ist!
Die CaucHysche Oberflichenformel lautet hier

1
(14) S Z;/adw.
Q

Man erhilt sie direkt durch Integration von (12) iiber die Einheitskugel.
Aus (13) erhilt man durch Integration tiber die Einheitskugel die Formel

1
(15) M=279fwa,

die als Spezialfall der KuBoTaschen Formel (32 (4) S. 49) angesehen wer-
den kann.

Alle vorstehenden Formeln finden sich mehr oder weniger explizit in
den Abhandlungen {4], [6] von MinkowsKI. Einfache Ableitungen findet
man auch bei BrasceKE [11] § 23, BonNNESEN [12]. Die Formel (11) fiir
die Oberflache, auf deren Begriindung mit Hilfe der GREENschen Formel
hingewiesen wurde, 148t sich nach BoNNESEN [8] S. 130—139 sehr einfach
aus der Caucnayschen Formel (14) durch Anwendung von (5) auf die Ortho-
gonalprojektionen gewinnen. Einige Formeln fiir ebene Kurven auch bei
JorpaN u. FIEDLER [2] und fiir » =3 bei Scuorz [1]. Uber (14) und (15)
vgl. auch die Literaturangaben 32, S. 49.

Geometrische Wahrscheinlichkeiten. Man denke eine Menge I geo-
metrischer Gebilde gegeben. Z.B. eine Punktmenge, eine Menge von
Geraden in der Ebene oder im Raum, eine Menge von Ebenen usw. Einer

1 Vgl. z. B. BrascekE [11] S. 108—110, [24] § 82.
5*
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solchen Menge werde ein ,,MaB‘‘ zugeordnet, und zwar in folgender Weise.
Ein Element von It (Punkt, Gerade, Ebene) sei durch (unabhingige)
Koordinaten «y, ..., oz festgelegt. f(oy, ..., or), kurz f(x), sei eine zu-
néchst willkiirliche positive Funktion der «. Unter dem MaB u (It) von M
verstehe man dann das iiber I erstreckte Integral /f(a)da.! Ist I’ eine
Teilmenge von M, so wird der Quotient der MaBe w(I)/u (M) als die
Wabhrscheinlichkeit dafiir bezeichnet, da8 ein willkiirlich herausgegriffenes
Element von It zur Teilmenge M’ gehort.

Fiir die hier zu beschreibenden geometrischen Probleme liegt es nahe,
die willkiirliche ,,Dichtefunktion® f der Bedingung zu unterwerfen, daB das
MaB einer Menge It bei Bewegungen (in der Ebene bzw. im Raume) un-
gedndert bleiben soll. Mit anderen Worten: Geht die Menge It durch eine
Bewegung in It tiber, so soll (M) = (M) sein. Durch diese Forderung
bestimmt sich bis auf einen willkiirlich bleibenden positiven Faktor die
Funktion f eindeutig fiir Punkt-; Geraden- und Ebenenmengen2 Fiir
Punktmengen erhilt man als MaB auf diese Weise natiirlich den Flachen-
inhalt bzw. das Volumen. Wird eine Gerade in der Ebene durch ihren Ab-
stand $ vom Nullpunkt und der Winkel ¢ ihrer Normalen gegen eine feste
Richtung fixiert, so ergibt sich fiir das MaB einer Menge von Geraden der
Ebene [/ dp do erstreckt iiber die Menge. Bei dieser Koordinatenwahl ist f
also konstant. Ebenso ergibt sich als MaB einer Ebenenmenge [/ dp do,
wenn eine Ebene durch ihren Abstand p vom Nullpunkt und ihre Normalen-
richtung festgelegt wird. d ist das Oberflichenelement der Einheitskugel,
deren Punkte den Normalenrichtungen entsprechen. Auch fiir die Geraden
im Raum ergibt sich f aus der obigen Forderung in eindeutiger Weise.

Nach den Regeln der Wahrscheinlichkeitsrechnung kénnen aus den so
definierten MaBen und Wahrscheinlichkeiten bei Punkt- usw. Mengen
MaBe und Wahrscheinlichkeiten fiir Mengen von geometrischen Gebilden
erhalten werden, die sich aus einer endlichen Anzahl von Punkten, Geraden,
Ebenen zusammensetzen, z. B. Mengen von Punktepaaren, Ebenentripeln usw.

Die Mengen &, die hier betrachtet werden sollen, bestehen nun z. B.
aus der Gesamtheit der Geraden (Ebenen), die einen konvexen Bereich
(Korper) treffen. Es mogen einige diesbeziigliche Sitze genannt werden:
1. Das MaB3 der Geraden (Ebenen), die einen konvexen Bereich (Korper)
treffen, ist seine Randlinge L (sein Integral M der mittleren Kriimmung).
Man findet ndmlich durch Ausfithrung der Integration nach p sofort

(16) ffadpde =fhde bzw. [fdpde = [hdw,

also nach (3) bzw. (9) die Behauptung. 2. Als Mal der Menge der Geraden
des Raumes, die einen konvexen Korper treffen, ergibt sich seine Ober-
fliche. Dies kann sehr einfach durch Integration in passender Reihenfolge
auf die CaucHvsche Formel (14) zuriickgefiihrt werden. 3. Die Wahr-
scheinlichkeit dafiir, da eine willkiirliche, einen konvexen Bereich treffende
Gerade auch einen zweiten im ersten enthaltenen konvexen Bereich trifft,
ist der Quotient der Randlingen der Bereiche. 4. Die Wahrscheinlichkeit
dafiir, daB sich zwei einen konvexen Bereich treffende Geraden in diesem

1 IR und f moégen so beschaffen sein, daB dieses Integral irgendeinen Sinn
hat. — du ist Abkiirzung fir doy dosy - . . dog-

2 Dies ist jedoch nicht immer der Fall, sondern nur falls die Bewegungsgruppe
beziiglich der Elemente der betrachteten Menge transitiv ist, wenn also jedes
Element durch eine Bewegung in ein beliebiges anderes iibergefithrt werden kann.
Bei der Menge der Kreise in der Ebene trifft dies z. B. nicht zu. Hier kann f noch
eine willkiirliche Funktion des Radius sein, der ja bei Bewegungen invariant ist.
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Bereich schneiden, ist 2221: ; also ist 1 — zzf
dafiir, daB sie sich auBerhalb schneiden. Die letztere Behauptung ist im
wesentlichen gleichwertig mit der CrRorFronNschen Formel

(17) Jf(® —sin®) dvdy = L% — aF,

wo #, y kartesische Koordinaten und ¢ den Winkel bedeutet, unter dem der
konvexe Bereich vom Punkt x, y gesehen wird. Die Integration ist iiber
das ganze AuBere des Bereichs zu erstrecken. 5. Die Wahrscheinlichkeit
dafiir, daB3 die Schnittgerade zweier einen konvexen Korper treffenden
ZJI-MS—; . 6. Die Wahrschein-
lichkeit dafiir, daB der Schnittpunkt von drei einen konvexen Korper
4

schneidenden Ebenen im Korper liegt, ist 73;3/

Uber die obige Einfithrung des Begriffs der geometrischen Wahrschein-
lichkeit sehe man Pérva [1], DertHEIL [1], [2], iber den MaBbegriff fiir
Geraden- und Ebenenmengen auch CARTAN [1]. Derartige Fragestellungen
sind zuerst von CrorToN [1], [2], [38] behandelt worden. Von ihm riihren
u. a. die Resultate 1, 4 und die bemerkenswerte Formel (17) her. Direkte
Beweise dieser Formel bei SErRRET [1], Hurwirz [2] S. 389—392, LEBES-
GUE [1]. Die Tatsache, daB das Maf3 der Geraden, die eine konvexe Kurve
schneiden, gleich ihrer Linge ist, kann nach LEBESGUE [1] und Favarp [8]
so verallgemeinert werden: Es sei € eine beliebige Kurve. Mit N (p, ¢)
werde die Anzahl der Schnittpunkte von € mit der Geraden p, ¢ bezeichnet
(unendlich zugelassen). Dann ist unter sehr allgemeinen Voraussetzungen

iiber ¢
3[/N(p,p)dpdy

die Lange von €. — Uber die auf den Raum beziiglichen Sitze 2, 5, 6 und
weitere Sitze dieser Art siehe CZUBER [1], PoLva [2], HosTinskY {2]. Satz 3
rithrt in einer allgemeineren Fassung (ohne die Lagebeschrankung der
beiden Bereiche) von SYLVESTER [1] her. Er enthilt die Lésung des BuFFON-
schen Nadelproblems, wenn fiir den ersten Bereich ein Kreis, fiir den zweiten
eine darin enthaltene Strecke gew#hlt wird. (Uber das Nadelproblem vgl.
BARBIER [1] und Lehrbiicher der Wahrscheinlichkeitsrechnung.) Die auf
die Ebene beziiglichen Ergebnisse der angedeuteten Untersuchungen sind
in dem Buch von CzUBER [2] zusammengestellt. Eine einheitliche Dar-
stellung sdmtlicher genannten und weiterer Ergebnisse unter dem anfangs
beschriebenen Gesichtspunkt gibt das Buch von DerTHEIL [2]. Einige
dort nicht beriicksichtigte Sitze in der schon genannten Arbeit von
HosTinNskY [2].

Gewisse, teilweise auf SYLVESTER zuriickgehende Extremumprobleme
fiir geometrische Wahrscheinlichkeiten sind von BrascHKE [19] und [25]
§§ 24, 25 geldst worden.

die Wahrscheinlichkeit

Ebenen gleichfalls den Korper schneidet, ist

§ 9. Symmetrisierungen und verwandte Abidnderungen
konvexer Korper.

40. Stemersche und Kreisringsymmetrisierung. Es sei & ein
konvexer Koérper und € eine Ebene. Jede zu € senkrechte Gerade,
die den Korper & schneidet, hat mit ihm eine Strecke gemeinsam. Diese
Strecke verschiebe man so in ihrer Geraden, daB ihr Mittelpunkt in die
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Ebene € fillt. Die Gesamtheit der in dieser Weise erhaltenen Strecken
erfiillt einen neuen Korper &, der € zur Symmetrieebene hat. Man sagt,
f gehe durch STEINERsche Symmetrisierung aus { hervor.
Durch Symmetrisierung entsteht aus einem konvexen Korper stets
wieder ein konvexer Korper. Um dies einzusehen, bemerke man: Ist &
irgendein in & enthaltener Koérper, so ist der aus { durch Symmetrl-
sierung an € entstehende Koérper in ® enthalten. Nun seien 4 und B
zwei Punkte von ®. Zu zeigen ist, daB die Strecke A B ganz zu e ge-
hort. Durch 4 und B lege man die zu € senkrechten Geraden. Ihre
Schnittpunkte mit dem Rand von R seien Al, A, bzw. Bl, B Das

(gleichschenklige) Trapez A1B1B2A2 entsteht, durch Symmetrisierung
an € aus einem Trapez 4,B,B,A4,, das zu & gehoért und natiirlich kon-

vex ist. Folghch gehort A,B,B,A4,, also auch die

Az
\ P Strecke A B, zi ®.
2

Interpretiert man die Kérper einer einparametri-
gen konkaven Schar (wie 24, S. 33 ausgefiihrt) als
4, Schnitte eines # + 1-dimensionalen konvexen Kor-
pers, und wendet man das eben Bewiesene auf die-
7 7 sen # + 1-dimensionalen Kérper an, so erhidlt man:
¢ € Symumetrisiert man die Korper einer konkaven (oder
)_ linearen) Schar an derselben Ebene, so entstehi wieder

7 4 eine konkave Schar konvexer Korper.
Die StEINERsche Symmetrisierung besitzt die

folgenden Eigenschaften:

/]

Fig. 2.

1. Das Volumen eines Kiorpers bleibt bei Symmetrisierung unverindert.
Dies folgt unmittelbar aus der Definition.

2. Die Oberfliche eines konvexen Korpers wird bei Symmetrisierung
an einer Ebene € verkleinert. Sie bletbt nur dann unvevindert, wenn &
schon Symmetrieebene des Korpers war.

3. Bei Symmetrisierung eines Korpers wird sein Durchmesser nicht
vergroBert.

STEINER [1], [4] hat die Symmetrisierung zur Behandlung des isoperi-
metrischen Problems eingefiihrt und das durch 2. ausgedriickte Verhalten
von Lange bzw. Oberfliche festgestellt. Eine ausfiihrliche Behandlung der
Symmetrisierung und ihrer Eigenschaften findet man bei BLASCHKE [11]
§§ 15, 19, 22, 25 und [24] §114. Bei BrascuKE [11] S. 100 wird auch fest-
gestellt, wann aus einer Linearschar wieder eine Linearschar entsteht. —
ZINDLER [3] gibt fiir » = 2 und 3 Integraldarstellungen fiir die Lingen-
bzw. Oberflichendnderung bei Symmetrisierung, aus denen die Eigen-
schaft 2. abgelesen werden kann. — Uber die Symmetrisierung nicht not-
wendig konvexer Korper und ihre Eigenschaften sehe man Gross [1] und
BoNNESEN [12]. Das Verhalten 3. des Durchmessers ist von BIEBERBACH [1]
bemerkt worden; vgl. auch BrascekE [11] S. 121—122. — BLASCHKE [11]
S. 123—126 zeigt, daB das Minimum der Gaussschen Kriimmung einer
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stetig gekriimmten konvexen Fliche bei Symmetrisierung nicht verkleinert
wird. Weitere Eigenschaften der Symmetrisierung bei BLASCHKE [25] §§ 22,
24, 26, 72, 73.

Schiittelung. Verschiebt man die Schnittstrecken eines konvexen
Korpers mit den zu einer Ebene senkrechten Geraden so in ihren Geraden,
daB der eine Endpunkt in die Ebene fillt und daB alle Strecken auf der-
selben Seite der Ebene liegen, so entsteht wieder ein inhaltsgleicher konvexer
Koérper. Uber Eigenschaften und Anwendungen dieses Prozesses siehe
Bienr [1], ferner Favarp [5] I.

Kreisringsymmetrisierung. Man betrachte einen ebenen konvexen Be-
reich & und seinen Minimalkreisring (85, S. 54). Durch den Mittelpunkt M
des Rings werde eine Gerade g gelegt. Aus & wird dann in folgender Weise
eine Figur erzeugt, die g zur Symmetrieachse hat: % sei ein dem Ring an-
gehoriger Kreis um M, A4 und B seine Schnittpunkte mit g und / die Ge-
samtlange der von & aus % ausgeschnittenen Kreisbogen. Man ersetze
nun alle diese Bogen durch zwei Bégen des Kreises # mit den Mittelpunkten
A und B und den Langen //2. Wird dies fiir jeden dem Ring angehérigen
Kreis % getan, so bilden die neuen Kreisbdgen zusammen mit der Fliche des
inneren Ringkreises einen in bezug auf g (und iibrigens auch auf die Senk-
rechte zu g in M) symmetrischen Bereich &. Die Gesamtlinge des Randes
von ® ist kieiner als die des Randes von ®, falls nicht die vier im Innern
des Ringes verlaufenden Randbdgen von § paarweise symmetrisch waren.
Die Flacheninhalte von & und & stimmen iiberein. & braucht nicht wieder
konvex zu sein. Jedenfalls ist aber die konvexe Hiille von § ein konvexer
Bereich mit demselben Minimalkreisring, nicht kleinerem Flicheninhalt
und nicht gréBerer Randlange als & (BoNNESEN [4], [12] S. 67.)

41. Scuwarzsche Abrundung. BLascukes Beweis des BRunn-
Mimkowskischen Satzes. Es sei ein konvexer Korper & und eine Ge-
rade g gegeben. Den Durchschnitt von & und einer beliebigen zu g
senkrechten Ebene € ersetze man durch diejenige in € liegende » — 1-
dimensionale Kugel, deren Mittelpunkt auf g liegt und deren # — 1-
dimensionales Volumen gleich dem Volumen des Durchschnitts von €
und R ist. Die Gesamtheit der so erhaltenen # — 1-dimensionalen
Kugeln bildet einen zu & volumengleichen Rotationskérper &'. Es
wird gesagt, & entstehe aus & durch Abrundung beziiglich g.

Nicht so auf der Hand liegend wie bei der Symmetrisierung ist die
folgende Tatsache: Durch Abrundung entsteht aus einem konvexen Korper
stets wieder ein kRonvexer Korper. Diese Behauptung ist gleichwertig mit
dem grundlegenden BRUNNschen Satz: Ein konvexer Korper K werde
mit den Ebenen €y einer Pavallelschar geschnitien. O bedeute dem Abstand
der Ebene €y von einer festen Ebene € der Schar. Dann ist die n — 1te
Wurzel aus dem (n — 1-dimensionalen) Volumen des Schnittes von €4
mil § ewne konkave Funktion® von 9. Bis auf einen konstanten Fak-
tor ist ndmlich die eben genannte # — 1te Wurzel gleich dem Radius
der in der Definition der Abrundung genannten # — 1-dimensionalen
Kugel.

1 Vgl 18, S. 18.
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Nach 24, S. 33 erhilt man durch Projektion der parallelen ebenen
Schnitte eines # + 1-dimensionalen konvexen Korpers die allgemeinste
einparametrige konkave Schar von #-dimensionalen konvexen Kérpern.
Daraus entnimmt man, da sich der BRuNNsche Satz auch so aus-
sprechen 1aBt: Die nte Wurzel aus dem Volumen der Korper einer kon-
kaven Schar ist eine konkave Funktion des Scharparameters. Hierin darf
man sich, wie aus der Definition der konkaven Schar (24, S. 33) un-
mittelbar ersichtlich, auf lineare Scharen beschrinken, und der Satz
lauft auf die Ungleichung

M) VT =08+ 0% =0 — V&) + 077 (&%)

fiir 0 =% =1 und beliebige konvexe Korper & und &; hinaus. Es
gilt der MiNnkOwsKische Zusatz: Das Gleichheitszeichen steht in (1) nur,
wenn Ry wnd K, homothetisch sind. (Uber den BRUNN-MINKOWSKIschen
Satz siehe § 11, S. 87.)

BrascHkEs Beweis des BRunn-Minkowskischen Satzes. Die Tatsache,
daB durch Abrundung eines konvexen Korpers & wieder ein konvexer
Korper & entsteht, und damit der BRunNsche Satz, 148t sich nach BLASCHKE
folgendermafBen beweisen. Durch die Gerade g denke man sich # —1
Ebenen €, €,, ..., €,_, gelegt, von denen je zwei einen Winkel miteinander
bilden, der ein irrationales Vielfaches von s ist. Nun werde & an €, sym-
metrisiert, der so entstehende Korper &, an €, usw. Nachdem man so nach-
einander an €,, €,,..., €,_, symmetrisiert hat, beginne man wieder bei €,
und so fort. Auf diese Weise entsteht eine Folge konvexer Koérper §,,
R, . . ., denn durch Symmetrisierung entsteht (40, S. 70) aus einem kon-
vexen wieder ein konvexer Korper. Mit Hilfe des BLascEKEschen Auswahl-
satzes und der Eigenschaft 2. der Symmetrisierung (40, S. 70) kann man
nun zeigen, daBl diese Folge gegen einen konvexen Korper & konvergiert,
der die Ebenen €,, ..., €,_, zu Symmetrieebenen hat. Wegen der obigen
Voraussetzung iiber die Winkel dieser Ebenen folgt dann, daB die Gerade g
Rotationsachse von & ist, und damit, daB & genau der durch Abrundung
aus ® entstehende Korper &’ ist. Auch der obengenannte Zusatz Min-
KOWSKIS zum BRUNNschen Satz 148t sich mit diesen Mitteln leicht be-
weisen. Vgl. BrascHKE [11] §§ 21, 22; der dort fiir # = 2 und 3 gefiihrte
Beweis 148t sich ohne Schwierigkeit auf beliebige # tibertragen. Uber andere
Beweise siehe § 11. Dieser Beweis lehrt zugleich, daB sich die friiher ge-
nannten Eigenschaften der Symmetrisierung sinngemaf auf die Abrundung
tibertragen. Insbesondere:

Bei Abrundung eines konvexen Korpers beziiglich einer Geraden g
wird seime Oberfliche verkleinert, wenn g nicht schon Rotationsachse des
Korpers war.

Ferner: Durch Abrundung der Kirper einer konkaven Schar beziiglich
derselben Geraden enisteht wieder eine komkave Schar.

Die Abrundung ist von ScuwaRrz[1] fiir beliebige (nicht notwendig
konvexe) Korper eingefiihrt worden, um das isepiphane Problem auf das
fiir Rotationskérper zuriickzufithren. Uber Abrundung beliebiger Korper
und ihre Anwendung sehe man auch TonNELLI [1] und BoNNESEN [12] S. 140,
im iibrigen das schon genannte Buch von BrascekE [11].
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Das Abrundungsverfahren 148t sich etwas verallgemeinern, was gelegent-
lich zweckmafBig ist. Statt durch #» — 1-dimensionale Kugeln kénnen die
ebenen Schnitte durch inhaltsgleiche # — 1-dimensionale konvexe Korper
ersetzt werden, die untereinander homothetisch sind wobei dafiir zu sorgen
ist, daB auf der Geraden g solche Punkte der Korper liegen, die einander
zugeordnet sind. DaB bei einer solchen Transformation durch homo-
thetische Schnitte aus konvexen Korpern wieder konvexe entstehen, ist
ebenfalls mit dem obigen BruNNschen Satz gleichwertig. (Uber diese
Konstruktion siehe BrRUNN [2], BoNNESEN [10], [12] S. 122.)

42. Zentralsymmetrisierung und Verwandtes. Es sollen noch einige
Symmetrisierungsprozesse beschrieben werden, bei denen die Stiitz-
funktion eines konvexen Korpers in passender Weise abgedndert wird.
Diese Prozesse sind aber im Gegensatz zu den bisher genannten nicht
volumentreu.

Nach 19, S. 28 ist, wenn H (#) die Stiitzfunktion eines konvexen
Kérpers & bezeichnet, 1(H (#) + H(—u)) wieder Stiitzfunktion eines
konvexen Korpers §*. Es wird gesagt: ®* geht durch Zentralsym-
metrisierung aus & hervor. &* ist nichts anderes als der im Ver-
hiltnis 1:2 &dhnlich verkleinerte Breiten- oder Vektorkorper (vgl. 33,
S.51) von &. Es ist nach Definition der Breite (88, S. 51) evident,
daB ein konvexer Koérper und der zentralsymmetrisierte in jeder
Richtung gleiche Breiten, also gleiche Durchmesser und Dicken be-
sitzen. Und daraus folgt wieder, daBl das # — 1te QuermaBintegral
W, _, bei Zentralsymmetrisierung ungeédndert bleibt; denn W, _, ist ja
bis auf einen nur von # abhingigen Faktor das arithmetische Mittel
der Breiten (vgl. 82, S. 50). Das Volumen und die iibrigen Quermab-
integrale kénnen, wie sich aus dem BRUNN-MINKOWSKIschen Satz er-
gibt, nicht verkleinert werden (54, S. 106).

Die Zentralsymmetrisierung ist von Kusota [11], [15] mehrfach ver-
wendet worden (vgl. dazu 45, S. 81, und 54, S. 106). Ferner sehe man FujI-
wARA [9]. Eine anschauliche Ableitung der Eigenschaften der Zentral-
symmetrisierung ohne Heranziehung der Stiitzfunktion gibt Nacy [2]. Fir
#n = 2 ist dieser ProzeB auch von JorpaN u. FIEDLER [2] studiert worden.
(Zentrik einer konvexen Kurve.)

Einen der StriNErschen Symmetrisierung analogen ProzeB8 hat

BrascukE [11] S. 103—104 folgendermaBen eingefithrt. Es sei & ein
konvexer Korper, € eine Ebene. Man spiegele & an der Ebene. Dadurch

entsteht ein Kérper &. Der Korper 1 (& 4 &) besitzt dann die Symmetrie-
ebene €. W,_, bleibt, wie man sofort erkennt, auch bei diesem ProzeB
erhalten. Dagegen werden Volumen und Oberfliche vergréBert, falls &
nicht schon eine zu € parallele Symmetrieebene besaB. Es ist dies eine
unmittelbare Folge des BRUNN-MiINKOWsKIschen Satzes und der CAucHY-
schen Formel 32 (1), S. 48.

Versteifung. Einen der ScrwaRrzschen Abrundung entsprechenden
Proze8 kann man so definieren: Der Einfachheit halber werde #» = 3 an-
genommen. Durch die zu einem Durchmesser g der Einheitskugel senk-
rechten Ebenen wird die Oberfliche der Einheitskugel in einer Schar von
Parallelkreisen geschnitten. Man ersetze nun den Wert der Stiitzfunktion H
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in jedem Punkt der Kugeloberfliche durch den Mittelwert von H auf dem
durch diesen Punkt gehenden Parallelkreis. Dadurch erhilt man die Stiitz-
funktion eines konvexen Rotationskérpers mit der Achse g. Diese ,,Ver-
steifung’ eines konvexen Korpers ist im AnschluB an Funk[2] von
BrascHKE [11] § 26 eingefiihrt worden. Ahnlich wie die Abrundung aus
der StEINERschen kann die Versteifung durch unendlichfach wiederholte
Symmetrisierung der zuletzt genannten Art erhalten werden. Demnach
iibertragen sich die Eigenschaften dieser Symmetrisierung sinngemafl auf
die Versteifung. Es sei noch erwdhnt, daB das Maximum der Gaussschen
Krimmung durch Versteifung nicht vergré8ert wird (BrascHkE a.a.O.).

§ 10. Ungleichungen, Extremum- und Deckelprobleme.

43. Allgemeines iiber Extremumprobleme. In § 7 ist eine Reihe von
GroBen definiert worden, die mit einem konvexen Korper verkniipft
sind, so z. B. das Volumen V (in der Ebene: Flicheninhalt F), die Ober-
fliche S (in der Ebene: Linge L), allgemein die QuermaB- oder, wie
nach 38 auch gesagt werden kann, die Kriimmungsintegrale W,, von

denen die mittlere Breite B = ;% W, _, besonders erwahnt sei. B ist im

zweidimensionalen Fall L/z nach 89 (3), S. 65 und im dreidimensionalen
M /27 nach 39 (9), S. 66, wo M wie bisher das Integral der mittleren Kriim-
mung bedeutet. Ferner seien genannt: Durchmesser D, Dicke 4, Um-
kugelradius R, Inkugelradius » und die Radien P und ¢ der Minimal-
kugelschale. SchlieBlich kann man auch noch bei Kérpern mit stetig
gekrimmtem Rand die Extremwerte von KriimmungsgréBen dazu
zihlen, Es erhebt sich nun die Frage, welche Relationen zwischen
diesen Groflen bestehen, genauer, wie die genannten Gréfen vorgeschrie-
ben werden miissen, damit dazu ein konvexer Korper gehoért. In dieser
Allgemeinheit diirfte das Problem hoffnungslos kompliziert sein. Man
beschriankt sich daher auf Fragestellungen der folgenden Art: Es seien
einige der GroBen in passender Weise vorgegebenl. Gefragt wird dann,
wie durch eine solche Vorgabe eine weitere GréBe oder eine passende
Funktion anderer GroéBen eingeschrinkt wird, welches also insbesondere
Maximum oder Minimum dieser GréBe oder Funktion ist. Weiter er-
hebt sich dann die Frage nach den konvexen Kérpern, fiir die die Ex-
trema erreicht werden.

Nur wenige der so entstehenden Probleme sind den klassischen
Methoden der Variationsrechnung zuginglich, da es sich zumeist um
,,Ungleichungsnebenbedingungen® handelt. Vor allem bedeutet die Be-
schrinkung auf konvexe Korper eine solche. Nur in Fillen, wo diese
Nebenbedingung unwesentlich ist, wie z. B. beim isoperimetrischen
Problem, kénnen unter Umstidnden die klassischen Methoden heran-
gezogen werden. Es miissen also fiir die einzelnen Probleme ,,direkte*
Methoden entwickelt werden. Die Existenz wenigstens einer Losung

1 D. h. so, daB es zu den Vorgaben wirklich einen konvexen Korper gibt.
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1aBt sich unter den folgenden sehr allgemeinen Voraussetzungen leicht
einsehen: Die durch die Vorgaben eingeschrinkte Menge konvexer Korper
ist beschrinkt, die zum Maximum (Minimum) zu machende GréBe oder
Funktion ist infolge der Vorgaben nach oben (unten) beschrinkt und
hingt stetig vom Korper ab. Das letzte ist bei den obengenannten
GréBen mit Ausnahme der Extrema der KriimmungsgréBen stets der
Fall. Unter diesen Annahmen liefert der Auswahlsatz von BLASCHKE
(25, S.34) sofort die Existenz eines konvexen Korpers, fiir den das
fragliche Extremum erreicht wird. Eindeutigkeit ist bei vielen Pro-
blemen nicht zu erwarten. Fiir die geometrischen Fragestellungen ist
damit allein noch nicht viel gewonnen. Um die Extremalkérper fiir ein
vorgegebenes Problem wirklich zu bestimmen, muB im allgemeinen die
besondere geometrische Struktur des Problems ausgenutzt werden.

Allgemeines iiber Extremumfragen bei ebenen konvexen Bereichen
findet man bei Kakeva [5]. Im iibrigen sehe man die folgenden Abschnitte.
— Uber die Beziehungen zwischen Extremalproblemen mit Nebenbedingun-
gen und zugehodrigen Extremalungleichungen im Fall der Anwendbarkeit
klassischer Methoden vgl. BoNNESEN [13] sowie [12] Kap. I u. VIII.

44. Ungleichungen zwischen zwei Gré8en. Die zu besprechenden
Fragestellungen sind diese: Es sei eine der GroBen V (bzw. F), S (bzw. L),
B, D, 4, R, r gegeben. Gefragt wird nach Maximum oder Minimum
einer anderen!. Sei etwa X gegeben und das Maximum von Y zu be-

stimmen. Dann hat man also eine Funktion @(X) — nimlich das
Maximum von Y — zu bestimmen, so daB stets die Extremalungleichung
Y = ¢(X)

gilt und daB zu jedem positiven X wenigstens ein konvexer Korper
existiert, fiir den hierin das Gleichheitszeichen steht. Man stellt leicht
fest, daB @ monoton wachsend und stetig ist, und daraus entnimmt
man weiter, daB3 die genannte Aufgabe gleichwertig mit der ist, bei ge-
gebenem Y das Minimum von X zu bestimmen.

L4Bt man von diesen Extremumfragen beziiglich der obengenannten
GroBen die trivialen oder sinnlosen fort, so bleiben die im folgenden dar-
gestellten.

V sei gegeben, das Minimum von S zu bestimmen (isoperimetrisches
Problem). Die zugehdrige Extremalungleichung ist die , ,isoperimetrische
Ungleichung*

V\n—1 S \n
) =0
in der das Gleichheitszeichen fiirdie Kugel und nur fiir diese gilt. (Uber
Beweise vgl. 56, S. 109, und 57, S. 111 {f.)

1 Natiirlich muB die zweite GroBe bei Festhaltung der ersten nach oben oder
unten beschrankt bleiben.
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Auch das Minimum der mittleren Breite B bei gegebenem V wird
fiir die Kugel und nur fiir diese erreicht, was durch die Ungleichung

) y=(Ey

Hn

zum Ausdruck gebracht werden kann (Satz von UrysoHN. Beweis in
56, S. 109). Beachtet man, daB3 aus der Definition der mittleren Breite
unmittelbar die Ungleichungen

3) A=B=D

folgen, wo das Gleichheitszeichen nur an beiden Stellen gleichzeitig im
Fall 4 = D, also fiir Kérper konstanter Breite (vgl. 63, S. 127) steht,
so entnimmt man aus (2)

€y AK = (g)"

worin das Gleichheitszeichen nur fiir die Kugel gilt. (4) besagt: Unter
allen konvexen Kérpern gegebenen Volumens hat die Kugel den kleinsten
Durchmesser. (Anderer Beweis 54, S. 107.)

Dieses Ergebnis riihrt von BieBErBACH [1] her und ist von ihm direkt
so erhalten worden: Durch Symmetrisierung an paarweise senkrechten
Ebenen kann aus einem beliebigen konvexen Korper ein volumengleicher
mit Mittelpunkt hergestellt werden. Dabei wird nach der Eigenschaft (3)
(40, S. 70) der Symmetrisierung der Durchmesser nicht vergroBert. Fiir
Korper mit Mittelpunkt ist aber die obige Behauptung sofort einzusehen.
Vgl. auch BrascHKE [11] S. 122. Die entsprechende Aufgabe fiir konvexe
Polygone ist von REINHARDT [2] gel6st worden.

Das Problem, bei gegebenem ¥ das Maximum von A zu bestimmen,
ist allgemein noch nicht behandelt, wohl aber fiir » = 2. Es werde in
diesem Fall so formuliert: Unter allen ebenen konvexen Bereichen &
mit gegebener Dicke 4 soll der mit kleinstem Flicheninhalt bestimmt
werden. Es ergibt sich das gleichseitige Dreieck mit der Hohe 4, also
dem Inhalt 4%/}/3, was man so einsehen kann. Ohne Beschrankung der
Allgemeinheit darf 4 = 1 angenommen werden (Ahnlichkeitstransfor-
mation). Sei also & ein konvexer Bereich der Dicke 1 und € der oder
ein Inkreis von ®. Der Inkreisradius sei #(=< 1). € hat mit dem Rand
von & entweder zwei diametrale Punkte oder wenigstens drei Punkte
P,(Q, R gemeinsam, die ein spitzwinkliges Dreieck bilden (85, S. 54).
Im ersten Fall ist die Dicke von & gleich dem Durchmesser von €,

also 7 = %, also der Inhalt F von § mindestens % > -13: . Dieser Fall

kann daher auBer acht gelassen werden. Im zweiten Fall lege man
durch P, Q und R die Tangenten an €. So erhilt man ein § umbeschrie-
benes Dreieck. Auf jedem der Randbégen PQ, QR, RP von & muB
es wenigstens einen Punkt R’, P’ bzw. Q' geben, der vom Mittelpunkt
von € den Abstand 1 — 7 besitzt. Andernfalls wire niamlich die Dicke
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von & kleiner als 1. Die konvexe Hiille von € und den Punkten P’,
Q', R — sie besteht aus € und drei kongruenten Kappen — muB in
® enthalten sein. Fiir ihren Inhalt findet man

i) =7z72—!—3(7’]/1 —2;—1'2arccos1 :7)

f(r) ist fiir 0 <7 = 1 monoton wachsend. Nun ist der kleinste Wert,
der fiir » in Betracht kommt, nach der im folgenden zu begriindenden
Ungleichung (8) gleich 1, und dieser Wert kommt nur beim gleichseitigen
Dreieck vor. Folglich gilt fiir den Inhalt von &

1 1
F=i0=1(3) =5
und beide Gleichheitszeichen stehen zugleich nur fiir das gleichseitige
Dreieck.
Satz und Beweis stammen von PAL [2].
Sei jetzt die Oberfldche S gegeben. Gefragt werde nach dem Minimum

von B. Wie spiter (66, S. 110) gezeigt wird, gilt die Ungleichung
S B\r—1
) S=(g)y

wn
Hierin steht das Gleichheitszeichen im Fall » = 2 wegen L = @B fiir
jeden konvexen Bereich, im Fall » = 3 und vermutlich auch fiir » > 3
nur fir die Kugel. Jedoch ist letzteres noch nicht sichergestellt (56,
S. 110). Mit Hilfe von (3) folgert man aus (5) die Ungleichung

S D\n—1
(©) Z =3

@y

die die Frage nach dem kleinsten Durchmesser bei gegebener Ober-
fliche beantwortet. Hier steht das Gleichheitszeichen bei #» =3 nur
fiir die Kugel (vgl. 54, S. 107).

Fiir n = 2 ist (6) wegen L = B in (3) enthalten und kann so aus-
gesprochen werden: Unter allen konvexen Bereichen gegebener Randldnge
haben die von konstanter Breite den kleinsten Durchmesser (BLASCHKE [9],
[10]). Von RoSENTHAL u. SzAsz [1] ist dies durch geometrische Betrach-
tungen bewiesen worden. Vgl. dazu REINHARDT [2], wo die Frage auch fiir
konvexe Polygone beantwortet wird.

Die Frage nach maximaler Dicke bei gegebener Oberfliche ist allgemein
nicht behandelt. Fiir » = 2 ist die Losung wieder wegen L = n B in (3)
enthalten.

Sei nun der Umkugelradius R gegeben. Gefragt werde nach dem
Minimum des Durchmessers D. Sei also & ein konvexer Kérper mit
der Umkugel € des Radius R. Nach 385, S. 54 hat & mit der Oberfldche
der Umkugel € eine Menge gemeinsam, deren konvexer Hiille der
Mittelpunkt von € angehort. Folglich gibt es nach 6, S. 9 in dieser
Menge # 4+ 1 oder weniger Punkte, so daB das durch sie bestimmte
Simplex den Kugelmittelpunkt enthilt. Dieses Simplex hat daher die-
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selbe Umkugel € wie & und ist in & enthalten. Ersetzt man nun & durch
dieses Simplex, so bleibt also R erhalten, und der Durchmesser D kann
héchstens verkleinert werden. Diese Bemerkung zeigt, daB man sich
darauf beschrinken kann, unter allen Simplexen mit fester Umkugel
das mit kleinstem Durchmesser zu bestimmen. Der Durchmesser eines
Simplex ist gleich der Linge der lingsten seiner (eindimensionalen)
Kanten. Folglich hat man unter den Simplexen mit fester Umkugel
das zu suchen, dessen lingste Kante moéglichst kurz ist. Man erhilt
das ,,reguldre’ Simplex, dessen Kanten alle gleich lang sind. Sein Um-

n
2n+2°
gilt demnach allgemein ;

| n
(7) RgD]/ZnJrz,

wo das Gleichheitszeichen fiir das regulire Simplex, aber nicht nur fiir
dieses, sondern fiir jeden konvexen Korper vom Durchmesser D steht,
der das reguldre Simplex der Kantenlinge D enthilt.
Dieses Ergebnis kann auch so ausgesprochen werden: Die Kugel vom
n

Radius D V
2n + 2
ser D gelegt werden kann!. In dieser Form riihrt der Satz von Juna [1], [2]

her. Spéter sind mehrere Beweise (teilweise mit Beschrinkung auf den
Fall der Ebene) angegeben worden: Bricarp [1], NaGy [1], REINHARDT [1],
LeBESGUE [3].

Dem eben behandelten in gewisser Hinsicht dual gegeniiberstehend
ist das Problem, bei gegebenem Inkugelradius » das Maximum der
Dicke 4 zu bestimmen. Zunichst werde der Fall der Ebene behandelt.
Der Rand eines konvexen Bereiches hat mit der Peripherie eines In-
kreises entweder zwei diametrale oder drei Punkte gemeinsam, die ein
spitzwinkliges Dreieck bilden (85, S. 54, und 6, S. 9). Im ersten Fall
ist die Dicke 4 gleich dem Durchmesser 27 des Inkreises, also gleich
dem kleinsten moglichen Wert. Im zweiten Fall bilden die Tangenten
des Inkreises durch die Ecken des Dreiecks ein dem Bereich & um-
beschriebenes Dreieck, das denselben Inkreis wie ® und nicht kleinere
Dicke besitzt. Es geniigt also, unter allen Dreiecken mit gegebenem
Inkreis das mit gréBter Dicke zu bestimmen. Die Dicke eines Dreiecks
ist gleich der Linge der kiirzesten seiner Héhen. Seien nun a =b=c¢
die Seitenlingen des Dreiecks und % die zur Seite a gehérige H6he. Dann
ist der Inhalt des Dreiecks

kugelradius ist « wenn «a seine Kantenlinge bedeutet. Es

ist die kleinste, in die jede Punktmenge vom Durchmes-

ha  (a+b+c)r
2 2

1

also Agh:(1+bjc>r§3r,

1 Die konvexe Hiille einer Menge hat denselben Durchmesser wie die Menge
selbst.



877 44. Ungleichungen zwischen zwei GréBen. 79

wo die Gleichheitszeichen nur fiir das gleichseitige Dreieck gelten. Folg-
lich gilt allgemein

(8) 4=37.

Soll hierin Gleichheit bestehen, so mull sich um den konvexen Bereich
nach dem Obigen ein gleichseitiges Dreieck mit demselben Inkreis be-
schreiben lassen. Ein konvexer Teilbereich eines gleichseitigen Drei-
ecks, der nicht mit diesem Dreieck identisch ist, hat aber kleinere Dicke.
Folglich gilt in (8) das Gleichheitszeichen nur fiir das gleichseitige
Dreieck.

Bei beliebigem # hat man sich zunichst zu iiberzeugen, dafl unter
allen Simplexen mit gegebener Inkugel das regulire die gr6Bte Dicke
besitztl. Es werde fiir den Augenblick die Dicke des #n-dimensionalen
reguliren Simplex mit 6, bezeichnet. J, ist bei geradem # gleich dem

2
dimensionalen und bei ungeradem # gleich dem Abstand zweier gegen-
n—1

2

Abstand einer g—dimensionalen von der gegeniiberliegenden <ﬂ — 1)-

iiberliegender -dimensionalen Seiten. Fiir d, findet man?
oy n—+1
(Sn = Vn +2

2rYn fiir ungerades .

fiir gerades #,

Sei nun & ein konvexer Korper, dessen Inkugelradius 7 ist. Es gibt
nach 85, S. 54, und 6, S. 9 ein hichstens #-dimensionales Simplex, dessen
Ecken dem Rand von & und zugleich der Oberflache einer Inkugel von
® angehoren und das den Inkugelmittelpunkt in seinem Innern ent-
hilt. Ist dieses Simplex #-dimensional, so lege man durch seine Ecken
die Tangentialebenen an die Inkugel. Dann erhilt man ein § um-
beschriebenes Simplex mit dem Inkugelradius ». Dessen Dicke, also
auch die von &, ist kleiner oder gleich §,. Ist dagegen das eben ge-
nannte Simplex »-dimensional (v < #), so bestimmen die Tangential-
ebenen der Inkugel durch seine ¥ 4+ 1 Ecken einen (unbeschrinkten)
prismenartigen Raumteil, der ® umbeschrieben ist und dessen Dicke
héchstens gleich der Dicke eines »-dimensionalen Simplex mit dem In-
kugelradius 7, also kleiner oder gleich 6, ist. Da aber die §,, wie man
an den obigen Werten sofort bestitigt, mit » wachsen, gilt in allen
Fillen 4 <4, also

Y| ;/Zii fiir gerades #,
©) r=
4 % fiir ungerades #.
2)n

Fir n =3 gilt in (9) jedoch das Gleichheitszeichen nicht nur fiir das
reguldre Simplex. Z. B. kann man (#» = 3) von den Ecken des reguldren

1 STEINHAGEN [1], [2].
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Tetraeders Stiicke abschneiden, ohne dafl sich Dicke und Inkugel
dndern.

Dieses Problem ist fiir # = 2 auf dem obigen Wege von BLASCHKE [6]
gelost worden. Fiir » > 2 ist dort ein falsches Resultat angegeben. #n = 2
auch bei Favarp [5] I. S.367. Dort wird S. 368 der Fall » = 3 sehr einfach
geldst; jedoch ist die Behauptung iiber das Gleichheitszeichen unzutreffend.
Fiir beliebiges # ist das obige Resultat von STEINHAGEN [1], [2] auf dem an-
gedeuteten Wege erhalten worden.

Zu weiteren Extremalfragen der hier betrachteten Art gelangt man,
wenn man zu den obengenannten Gré8en noch die Extremwerte von Kriim-
mungsgrofen, z. B. Maximum oder Minimum der GAussschen oder mittleren
Kriimmung, hinzunimmt. Einfachste Integralabschitzungen ergeben aus
Formeln von 89, S. 65 Ungleichungen zwischen derartigen Extremwerten
und Linge, Oberfliche, mittlerer Breite usw. Vgl. dazu Hurwitz [2],
Havasur [6]. Ein tiefliegendes Ergebnis dieser Art hat BonNNET [1] ge-
funden. Ist das Minimum der Gaussschen Krimmung eines (dreidimen-
sionalen) konvexen Kérpers 1/42, so gilt fir den Durchmesser D = z4.Vgl.
dazu auch Brascuke [11] S. 134—136, [24] § 100 und 46 (6), S. 85.

Eine groBe Anzahl hierhergehériger Extremumfragen fiir Affinvarian-
ten konvexer Bereiche und Korper ist von BrascHKE und anderen geldst
worden. Ein Haupthilfsmittel dabei ist die STEINERsche Symmetrisierung.
Wegen der zugehorigen Begriffsbildungen, Beweise und Literatur mufl auf
BrascHKE [25], insbesondere Kap. 2 und 6, verwiesen werden.

Extremumprobleme fir die ,,Kapazitit eines Korpers 16st SzeGco [1].

45, Ungleichungen zwischen mehr als zwei GroBen ebener Be-
reiche. Die einfachsten Fragestellungen dieser Art erhilt man so: Esseien
zwei GréBen X und Y — etwa von den zu Beginn des vorigen Abschnitts
genannten — vorgegeben, und zwar derart, dafl die zwischen diesen
GroBen bestehenden Ungleichungen erfiillt sind. Gesucht werde Maxi-
mum und Minimum einer dritten Gré8e Z. Die Loésung einer solchen
Aufgabe driickt sich durch Extremalungleichungen

PpX,Y)=Z=0(X,Y)

aus. Diese Extremalungleichungen werden als scharf bezeichnet, wenn
zu jedem zulidssigen Wertepaar X, Y wenigstens ein Bereich existiert,
fiir den in der ersten Ungleichung, und wenigstens ein Bereich, fiir den
in der zweiten das Gleichheitszeichen steht. Hingen ¢ und @ monoton
von einer Verdnderlichen, etwa X ab, so konnen die Ungleichungen
nach X aufgelést werden, und man findet die Extremwerte von X bei
gegebenen Y, Z.

Bei den im folgenden beschriebenen Aufgaben dieser Art stellen sich
als Extremalfiguren stets Bereiche heraus, deren Rédnder sich ausschliel3-
lich aus Strecken und Kreisbogen zusammensetzen.

F,L, D, 4. Von einem ebenen konvexen Bereich seien Durchmesser D

und Dicke A gegeben (D = A). Dann gelten fiir Lange L und Flachen-
inhalt F die folgenden Ungleichungen:

(1) L§2]/D2—-A2+2Darcsin%,
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(2) L=2yD*= 4%+ 24 arcsin%,
3) F < AYD? — 22 +D?arcsin % .

Diese Schranken sind scharf, denn in (1) und (3) gilt das Gleichheitszeichen
fiir den Durchschnitt eines Kreises vom Durchmesser D mit einem sym-
metrisch zum Kreismittelpunkt gelegenen Parallelstreifen der Breite 4,
und in (2) besteht Gleichheit fiir einen Bereich, der aus dem Kreis vom
Durchmesser 4 durch Aufsetzen zweier Kappen entsteht, deren Spitzen
auf einer Geraden durch den Kreismittelpunkt liegen und vom Mittelpunkt
den Abstand D/2 haben. Diese Resultate sind von KuBora [11] mit Hilfe
der Zentralsymmetrisierung (42, S.73) gewonnen worden. Sie sind als
Spezialfalle in spater (54, S.106) zu beweisenden Abschitzungen der Quer-
mafintegrale enthalten, die gleichfalls von KuBora herrithren. Nicht ganz
abschlieBend ist das Ergebnis von Kusora [11] beziiglich des Minimums
von F. Es gilt

(4) 2F=4D.

Diese Schranke ist jedoch nur fiir }¥3.D = 24 scharf. Dann besteht
Gleichheit fiir ein Dreieck, dessen eine Seite die Lange D besitzt und dessen
zugehdrige Hohe 4 ist. Fiir J3D <« 24 sind aber bei einem solchen Dreieck
D und A4 nicht Durchmesser und Dicke, so daB das Dreieck dann nicht den
gestellten Bedingungen geniigt.

Ferner sind Schranken fiir den Flacheninhalt F bei gegebenen D und L
oder 4 und L gefunden worden. (Die vorgegebenen Werte D und L bzw. 4
und L miissen den Bedingungen D = L = 2D bzw. L = 4 geniigen.)
In beiden Féllen ist das Maximum von F bekannt (Kusora [11]). Es wird
im ersten fiir die ,,symmetrische Linse‘‘, d. h. fiir den Durchschnitt zweier
gleich groBer Kreise erreicht. Dabei sind Radius und gegenseitige Lage
der Kreise so zu bestimmen, daB ihr Durchschnitt den Durchmesser D
und die Randlinge L bekommt. Man findet so

(5) F=3%1(1 —2D),

wobei ¢, der halbe Winkel zwischen den beiden Kreisen der Linse, als
positive Wurzel der transzendenten Gleichung

(") Lsing =2Dg

zu bestimmen ist. Hierin ist eine schwichere Abschitzung 4F = LD von
Havasui [4] enthalten, die auch direkt aus der isoperimetrischen Un-
gleichung mit Beriicksichtigung von L = aD folgt. Die durch (5) aus-
gedriickte Beziehung zwischen F, L, D kann nach Favarp (Note zu Bon-
NESEN [12]) auch so ausgesprochen werden: Unter allen konvexen Bereichen
mit gegebenen F, L besitzt die symmetrische Linse den groSten Durch-
messer.

Fiir vorgeschriebene 4, L wird das Maximum von F fiir denjenigen den
Vorschriften geniigenden Bereich angenommen, der aus einem Rechteck
durch Ansetzen zweier Halbkreise mit gegeniiberliegenden Seiten als Durch-
messer entsteht (Kusora [11]). Die entsprechende Ungleichung lautet

6) F=24L —al?.

Ergebnisse der Mathematik. III/1. Bonnesen-Fenchel. 6
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Weniger befriedigend sind die vorliegenden Ergebnisse beziiglich der
unteren Schranke von F bei diesen Vorgaben. Es gelten die von Kusora [11]
bzw. [14] herrithrenden Ungleichungen

(7) 4F = (L —2D)J4LD — L2,
(8) 4F = (L—2D)y3D,

die aber beide nicht scharf sind. In (8) sind frithere Ergebnisse von
Havasar{4] und Kusora [12], [18] enthalten. Von Favarp [5] I. S. 365
wurde (8) auf neuem Wege bewiesen. Ferner gilt

) 4F2AL—%42.
Dies wurde von FAVARD (a.a.O. S. 367) vermutet, von Kawai [1] bewiesen
und von YamanouTI [1] verschiarft. In der zuletzt genannten Arbeit wird
insbesondere das genaue Minimum von F bestimmt, falls L = ZﬁA ist.
Es wird dann fiir dasjenige gleichschenklige Dreieck mit dem Umfang L
erreicht, das zwei Hohen der Linge A besitzt. Uber die Extremalfigur im
Fall 2)/34 > L (= =), in dem ein solches Dreieck nicht existiert, wird
eine Vermutung aufgestellt.

Uber das Maximum von F bei gegebenen L, D, A vgl. Fukasawa [3].

F,L, R, r. Es werde zunichst angenommen, daf auer L der Inkreis-
radius » vorgegeben ist (L = 2x7). Das Minimum von F bestimmt sich
dann leicht mit Hilfe der Flacheninhaltsformel

F=3%/[Has,

wo H die Stiitzfunktion und ds das Bogenelement der Randkurve des
konvexen Bereichs sind. Wird der Nullpunkt in den Inkreismittelpunkt
gelegt, so gilt H =, also

(10) 2F=Lv.

Das Gleichheitszeichen gilt hier fiir alle Kappenbereiche (12, S.17) des
Kreises vom Radius #, deren Randlinge den gegebenen Wert L hat. Das
Maximum von F bei gegebenen » und L hat BoNNESEN [2], [8], [12] S. 60—61
bestimmt. Es gilt die Ungleichung

(11) F<v(L —avy),

in der Gleichheit fiir ein Rechteck besteht, dem zwei Halbkreise mit gegen-
iberliegenden Seiten als Durchmesser angesetzt sind. [(11) 1aBt sich als
Verschiarfung der isoperimetrischen Ungleichung ansehen; vgl. dazu 57,
S.112.] Einen zweiten Beweis gab Favarbp [5] II.

Komplizierter sind die Extremwerte von F bei gegebenen L und R
(27R = L = 4R). Das Minimum von F wird fiir dasjenige dem R-Kreis
eingeschriebene Polygon der Linge L angenommen, dessen Seiten bis auf
eine, deren Linge hochstens gleich der der iibrigen ist, gleich lang sind
(Favarp [5] 1. S. 357; in anderer Formulierung (Minimum von R bei ge-
gebenen L, F) dasselbe noch einmal in [5] II). Die einfachere, jedoch nicht
scharfe Schranke

F=R(L —4R)
ist gleichfalls von Favarp [5] I. S. 361 gefunden worden. Das Maximum
von F bei gegebenen L, R liefert die (schon obengenannte) symmetrische
Linse. Um die zugehdrige Extremalungleichung zu erhalten, hat man in (5)
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und (5”) nur D durch 2R zu ersetzen, da bei der Linse der Umbkreisradius
gleich dem halben Durchmesser ist (FAvarD, Note zu BONNESEN [12] und
(5] I1.)

F, L, P, ¢. Bei vorgegebenem Minimalkreisring mit den Radien P und ¢
haben BoNNESEN [4], [12] S. 70 und Favarp [5] I. Probleme behandelt, die
sich nach Favarp der folgenden Fragestellung unterordnen. Es sei eine
in den Variablen L und JF homogene Funktion & (L, }F) gegeben, die in
bezug auf L nicht abnehmend, in bezug auf V? nicht zunehmend ist.
Welches sind die Extremwerte von @? Fiir @ kann insbesondere das ,,iso-

2
perimetrische Defizit* ‘-f— — F gewihlt werden. Nach BONNESEN (a. a. O.)
T

erreicht es das Minimum fiir eine Figur, die sich aus zwei parallelen Geraden-
stiicken, die den inneren Kreis beriihren, und vier kongruenten Kreisbdgen
zusammensetzt (Fig. 3). Haupthilfsmittel beim Be-

weis ist die 40, S. 71 beschriebene Kreisringsymmetri-

sierung. (Vgl. dazu auch FRANKE [1].) Aus dem

angegebenen Resultat kann man die folgende Ver-

schirfung der isoperimetrischen Ungleichung (57,

S. 111) gewinnen (BONNESEN a. a.O.)

12 —4aF = 4= (P — ).

Das Maximum des isoperimetrischen Defizits
wird nach Favarp [1] fiir das Polygon angenom-
men, das dem inneren Kreis umschrieben ist und
dessen Ecken mit hochstens einer Ausnahme auf dem duBeren Kreis des
Ringes liegen. Aus diesem Ergebnis folgt nach FAVARD (a. a. O.) die aller-
dings nicht sehr scharfe Ungleichung

L? — 4aF < 4a2°P(P — o) .
Hilfsmittel beim Beweis ist eine Art SchiittelungsprozeB8 (40, S. 71). In
ahnlicher Weise hat Favarp [5] I. S. 351 das Maximum von L2/F bei ge-
gebenem Minimalkreisring ermittelt. Hier ist die Extremalfigur das Poly-
gon, das dem duBeren Kreis eingeschrieben ist und dessen Seiten mit héchstens
einer Ausnahme den inneren Kreis beriihren.

Durch die Extremwerte Ry,, und Ry, des Kriimmungsradius 148t sich
das isoperimetrische Defizit nach BorTEMma [1] folgendermaBen nach oben

abschitzen: I? — 42F = 2*(Rax — Rom)? .

Eine etwas schwichere Abschiatzung dieser Art findet sich schon bei LI1EB-
MANN [6].

Fig. 3.

46. Ungleichungen zwischen mehreren GroBen konvexer Korper.
In den Minkowskischen Ungleichungen sind als Spezialfille Un-
gleichungen zwischen QuermabBintegralen eines konvexen Korpers ent-
halten (vgl. 66, S.109). Ferner sind von KuBora Abschitzungen von
QuermaBintegralen bei gegebenen D und 4 gefunden worden (vgl. 54,
S.106). Hier soll iiber Ergebnisse berichtet werden, die sich auf Kérper
des dreidimensionalen Raumes beziehen und nicht in den erwdhnten
enthalten sind.

V, S, M. BrascHKE [14] und spater FAvaARrD [6] haben die Frage nach
den simtlichen Beziehungen zwischen Volumen V, Oberfliche S und dem

6*
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Integral M der mittleren Kritmmung (oder, was dasselbe besagt, der mitt-

leren Breite B = M/2x) aufgeworfen. Aus den Ungleichungen (1), (2), (5)
von 44, S. 75—77 ergeben sich fiir #» = 3 zunichst die Relationen

(1) 362V < S°,

(2) 482V < M3,

3) 4nS = M.

Ferner gilt nach 56, S. 110 die MinkowsKische Ungleichung
4) 3VM < S*.

Aus (3) und (4) folgen (1) und (2), so daB die Frage darauf hinauslduft,
ob und evtl. welche Relationen auBer (3) und (4) zwischen V, S, M be-

stehen. Es zeigt sich, daB (3) und (4) nicht ausreichen. Die fehlende Relation
ist jedoch noch unbekannt.

Um die unwesentlichen Ahnlichkeitstransformationen auszuschalten,
kann man mit BLASCHKE (a.a.O.)
4xS 48a%V
L ey 7
einfiihren und den Wertebereich W von x, y untersuchen. (3) und (4) be-
sagen, daB3 W jedenfalls in

(5) o=x=1, o=y=a

enthalten ist. Die Parabel y = x2 (0 = » = 1) gehort zum Rand von W.
In (4) steht namlich (nach Minkowski; vgl. 56, S. 110) das Gleichheits-
zeichen fiir alle Kappenkorper (12, S. 17) der Kugel, und man kann zu
beliebigen Werten M, S, die (3) erfiillen, einen Kappenkorper der Kugel
finden. Insbesondere entspricht der Punkt 4 = (0, 0) einer Strecke, der
Punkt B = (1, 1) der Kugel. Ferner miissen die Punkte der x-Achse, fiir
die V' = 0 ist, ebenen konvexen Bereichen entsprechen. Fiir ebene Bereiche

ist aber S = 2F, M = =z L, also wegen der isoperimetrischen Ungleichung
L? —4aF =0 2
2M?* = a8S.

Dies besagt, daB » = % fir y = 0 ist; mit anderen Worten: das Stiick
der x-Achse zwischen Cn = (1, 0) und dem der Kreisscheibe entsprechenden
Punkt D = (§2., 0) kann nicht zu W gehéren. Unbekannt ist demnach noch
ein Kurvenb:gen DB, der fiir % < x < 1 die Minimalwerte von y dar-

stellt, oder, anders ausgedriickt, das Minimum von ¥V, falls M und S so
vorgegeben sind, daB 2M? < #%S ist.

Der Schar der Parallelkorper im Abstand g > 0 eines konvexen Kérpers &
entspricht in der #, y-Ebene eine Kurve dritter Ordnung, die von dem &
entsprechenden Punkt ausgeht und fiir x4 — oo in den Punkt B einmiihdet.
Eine dieser Kurven geht vom Punkt D aus. Sie entspricht den Parallel-
kérpern einer Kreisscheibe, also den konvexen Hiillen von Torusflachen.
BrascHKE hat a.a.O. die Vermutung ausgesprochen, daf3 diese Kurve
die fehlende Begrenzung von W darstellt. Dies trifft jedoch nicht zu. Eine

kleine Rechnung lehrt, daB der der Halbkugel (V = 3—5, S = 3ax,
2
M =2y + %) entsprechende Punkt aufBerhalb des so abgegrenzten Ge-
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biets liegt. Die Vermutung hat von vornherein wenig fiir sich. Es ist viel-
mehr anzunehmen, daB sich die Begrenzung der fraglichen Korper aus
Kugel- und Ebenenstiicken zusammensetzt. Man koénnte etwa an die zu
den Kappenkérpern der Kugel polaren Korper denken, die aus der Kugel
entstehen, wenn durch endlich oder auch abzihlbar unendlich viele Ebenen
paarweise punktfremde Kalotten abgeschnitten werden.

Die Extremwerte der Gaussschen Kriimmung einer stetig gekriimmten
konvexen Fliche stehen mit dem Durchmesser D und dem Inkugelradius #»
einerseits, der Dicke 4 und dem Umkugelradius R andererseits in bemerkens-
werten Beziehungen, die von BLascHKE [13], [11] §§ 25—26 entdeckt worden
sind. Sei etwa 1/4? das Minimum, 1/B? das Maximum der Gaussschen
Kriimmung, so gelten die Ungleichungen

7T

2
(6) D <2 [ y4® —+¥sin%o do,
0

JT

0§

]
JTOR TRy ' do
O A2 [V B e 2 - By [t
0 0

B2sin?e

D und A koénnen diesen Schranken beliebig nahekommen. Gleichheit be-
steht allerdings nur fiir ,spindelférmige’* bzw. , kiseférmige’ Rotations-
flaichen konstanten Kriimmungsma@es, die nicht iiberall stetig gekriimmt
sind. Diese Flichen lassen sich aber durch zulissige beliebig gut approxi-
mieren. Haupthilfsmittel sind beim Beweis von (6) STEINERsche Sym-
metrisierung und ScHWaRzsche Abrundung, beim Beweis von (7) die 42,
S. 73 erwahnte Symmetrisierung und die Versteifung (42, S. 73). In (6)
ist insbesondere die schon 44, S. 80 genannte Ungleichung von BoNNET [1]
D = nA enthalten.
Uber Ungleichungen zwischen V, S, R, » siche FRANKE [1].

47. Deckel. Es sei eine Menge It von Punktmengen in der Ebene
gegeben. Eine weitere Punktmenge © heiBle ein Deckel der Mengen I,
wenn es moglich ist, eine beliebige Menge aus It nach Ausfiihrung
einer passenden Parallelverschiebung durch ® zu iiberdecken. Mit T
ist auch jede ® umfassende Menge ein Deckel von JR. Es ist daher
naturgemifB nach Deckeln zu suchen, die iiberdies gewisse Extremum-
eigenschaften besitzen.

Derartige Probleme sind in 44 und 45 schon mehrfach — wenn auch
in anderer Formulierung — behandelt worden. So ist z. B. die hierher
gehorige Frage nach dem kleinsten kreisférmigen Deckel, mit dem alle
Punktmengen vom Durchmesser D iiberdeckt werden kénnen, in 44,
S. 78 insbesondere durch die Ungleichung (7) gelost. Der fragliche
Deckel ist der Umbkreis eines gleichseitigen Dreiecks der Kantenldnge D.

Ein weiteres Deckelproblem ist das Kakevasche Nadelproblem: Es
soll der konvexe Bereich kleinsten Flicheninhalts bestimmt werden,
der Einheitsstrecken aller Richtungen enthilt. Ein solcher konvexer
Bereich muB notwendig die Dicke 4 = 1 besitzen. Umgekehrt enthilt
aber auch ein Bereich mit 4 =1 Einheitsstrecken aller Richtungen;
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denn 383, S. 51 ist gezeigt worden, dafl die lingste aller Sehnen, die
einer beliebigen Richtung parallel sind, mindestens die Linge 4 besitzt.
Das obige Problem lduft also darauf hinaus, unter allen konvexen Be-
reichen der Dicke 4 = 1 den mit kleinstem Flicheninhalt zu bestimmen.
44, S. 76 wurde gezeigt, daB das gleichseitige Dreieck der Hohe 1 die
einzige Losung ist. Dieses ist daher auch die einzige Losung des Nadel-
problems.

Die Aufgabe rithrt von Kakeva [5] her und ist von PAL [2] in der an-
gegebenen Weise gelést worden. Man kann ihr nach Kakeva und PAL
noch eine andere Fassung geben. Man kann nach dem konvexen Bereich
kleinsten Inhalts fragen, in dem eine Strecke der Lange 1 durch kontinuier-
liche Bewegung um z gedreht — kurz ,,gewendet — werden kann. Um zu
erkennen, daf3 diese Frage mit der obigen identisch ist, hat man sich nur
zu iiberzeugen, daB3 die Einheitsstrecke in jedem konvexen Bereich mit
4 = 1 gewendet werden kann. Nach PAL kann dies mit Hilfe analytischer
Betrachtungen geschehen. Die gewiinschte Bewegung laBt sich aber auch
geometrisch leicht herstellen. ’

Merkwiirdigerweise wird das Nadelproblem unlésbar, wenn die Be-
schrinkung auf konvexe Bereiche aufgehoben wird. Es gibt namlich, wie
BesicovircH [1] gezeigt hat, Bereiche beliebig kleinen Inhalts, in denen die
Einheitsstrecke gewendet werden kann. (Vgl. dazu auch PErroN [1].) Vor
BEesicoviTcH hatte sich Forp [1] ohne abschlieBendes Ergebnis mit dieser
Frage beschiftigt.

Weitere Wendungsprobleme bei Kakeva[5]. Uber Kurven, die in
gegebenen regulidren Polygonen gewendet werden kénnen, siehe 68, S. 139. —
Uber den Durchmesser des kleinsten Deckels von zwei konvexen Bereichen
siehe Fuxkasawa [2].

Die Favarpschen Deckelprobleme. Favarp [4], [5] II. hat, die zu Be-
ginn des Abschnitts genannte Fragestellung teils erweiternd, teils speziali-
sierend, folgende Problemklasse behandelt:

Es seien fund ® zwei konvexe Bereiche. Unter allen zu & homothetischen
Bereichen, die f enthalten, sollen diejenigen, deren Ahnlichkeitsverhiltnis
zu & minimal ist, als f umbeschrieben bezeichnet werden. Die notwendige
und hinreichende Minimalbedingung ist, daB die Richtungen der f und dem
umbeschriebenen Bereich gemeinsamen orientierten Stiitzgeraden nicht in
einer offenen Halbebene gelegen sind. Nur wenn der Rand von & parallele
Strecken enthilt, kann es mehr als einen umschriebenen Bereich geben.
Analog soll ein zu & homothetischer Bereich als f eingeschrieben bezeichnet
werden, wenn er in f enthalten ist und maximales Ahnlichkeitsverhiltnis
zu & hat. Die Bedingung hierfiir ist dieselbe wie oben. Mehrere einge-
schriebene Bereiche kann es nur geben, wenn f zwei parallele Strecken enthilt.

Es sei nun I eine bis auf Parallelverschiebungen gegebene Menge kon-
vexer Bereiche und & ein weiterer konvexer Bereich. Dann kann man
nach Favarp die folgenden Probleme stellen:

I. Den groBten der zu & homothetischen, den Bereichen von It um-
schriebenen Bereich zu bestimmen.

I’. Den kleinsten umschriebenen zu bestimmen.

II. Den kleinsten zu & homothetischen, den Bereichen von It ein-
geschriebenen Bereich zu bestimmen.

IT’. Den gréBten eingeschriebenen zu bestimmen.

Insbesondere kann man fiir I die Menge der konvexen Bereiche ge-
gebenen Inhalts F wihlen, deren gemischter Flicheninhalt mit einem
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weiteren konvexen Bereich ¢ auflerdem noch vorgeschrieben ist. Ist € ein
Kreis, so wird It die Menge aller konvexen Bereiche mit gegebenem Flachen-
inhalt F und gegebener Randliange L.

Ist auch & ein Kreis, so gehen die obigen vier Fragen in die nach Maxi-
mum und Minimum von In- und Umkreisradius bei gegebenen F und L
iiber. Diese Fragen sind alle beantwortet worden. Uber ihre Lésungen ist
in anderer Formulierung in 45, S. 82—83 berichtet worden.

Neben einigen weiteren derartigen Aufgaben 16st FAvarD die folgende:
Das kleinste gleichseitige Dreieck zu bestimmen, in,dem alle konvexen
Bereiche mit gegebenen F und L gewendet werden konnen, oder in Analogie
zu den obigen Fragestellungen: Das groBte den Bereichen mit gegebenen F, L
umschriebene Dreieck zu finden. Die Antwort hingt von der GréBe des
Verhiltnisses F/L? ab. Ist 36 F =}3 L2, so gibt es ein gleichschenkliges
Dreieck mit dem Inhalt F und dem Umfang L. Diesem gleichschenkligen
Dreieck umschreibe man ein gleichseitiges, dessen eine Seite parallel der
Grundlinie des gleichschenkligen ist. Das so gefundene gleichseitige Dreieck
16st die Aufgabe. Ist 36 F >)}'3L2 so gibt es ein regulires Kreisbogen-
dreieck mit Inhalt F und Umfang L. Das diesem umschriebene gleichseitige
Dreieck, dessen Seiten den Verbindungslinien der Ecken des Kreisbogen-
dreiecks parallel sind, gibt in diesem Fall die Loésung. — Eine etwas all-
gemeinere Frage, ndmlich die nach dem Minimum von F, wenn L und
irgendein umschriebenes Dreieck gegeben ist, behandelt Fukasawa [4].

Das LeBescUEsche Problem. LEBESGUE [2], von dem auch die Bezeichnung
Deckel (couvercle) herriihrt, hat das schwierige, bisher nicht geldste Problem
gestellt, den konvexen Deckel kleinsten Inhalts zu bestimmen, mit dem jede
Punktmenge vom Durchmesser D iiberdeckt werden kann. Hierbei werden
im Gegensatz zu den frither genannten Problemen auch Drehungen des
Deckels zugelassen®. Dieses Problem ist von PAL [1] — wenn auch nicht
abschlieBend — behandelt worden. Die Existenz wenigstens eines Minimal-
deckels wird aus dem BrascHkEschen Auswahlsatz (25, S.34) gefolgert.
Ein Minimaldeckel wird nicht gefunden; es werden aber einige brauchbare
Deckel angegeben und somit obere Schranken fiir den Flicheninhalt des
oder der Minimaldeckel gewonnen. Aus 64, S. 130, und 65, S. 131 kann man
entnehmen, daB z. B. das regulidre Sechseck, dessen Gegenseiten den Ab-
stand D haben, ein brauchbarer, allerdings, wie PAL zeigt, nicht der Minimal-
deckel ist. Auch die analoge Frage nach dem Deckel minimaler Rand-
lange wird von PAL geftrdert.

§11. Der BRUNN-MINKOWSKIsche Satz und die MINKOWSKIschen
Ungleichungen.

Zwischen den gemischten Volumina mehrerer konvexer Kérper be-
steht eine groBere Zahl von Ungleichungen, mit denen sich dieser Para-
graph beschéftigt. Die bisher bekannten Ungleichungen dieser Art
flieBen im wesentlichen aus dem BRUNN-MiNKOWsKischen Satz und
seiner Verschirfung. Es ist jedoch sicher, daBl weitere Ungleichungen
gelten, die sich nicht auf diese Weise erhalten lassen.

1 Werden hier nur Translationen zugelassen, so ist der Deckel, wie man miihelos
einsieht, ein Kreis, und zwar nach dem oben Gesagten der Umkreis des gleich-
seitigen Dreiecks der Seitenlinge /.
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48. Der Brunn-Mimvkowskische Satz. Mit & (A) werde eine be-
liebige lineare oder konkave Schar (24, S.32) konvexer Korper des
n-dimensionalen Raumes bezeichnet. A vertritt das Wertesystem
A, ..., A der Scharparameter. Der fundamentale, nun zu beweisende
Satz besagt im wesentlichen:

Die nte Wurzel aus dem Volumen der Korper einer lineaven oder kon-
kaven Schay ist eine konkave Funktion der Scharparameter.

Diese Behauptung bedeutet: Fiir irgend zwei Kérper ®(A4,) und
f(A,) der Schar gilt, wenn das Volumen von & (A4) mit V(A4) bezeichnet
wird

VV U=, +04) = (1 —0) YV (Ay) + YV (A, fiir 0 =6 = 1.

Da nach Definition der konkaven bzw. linearen Schar der Korper
(1 — KAy + F8(A,) im Koérper £((1 — A, + 94,) enthalten
bzw. mit ihm identisch ist, ist die obige Behauptung eine Folge des
BrunN-MINKOWsKIschen Satzes:

Es seien 8, und &, beliebige konvexe Korper, V. und V, ihre Volu-
mina. Ferner sei Vy das Volumen des Korpers

Ro=01—NK + 9K, .
Dann gilt fiir 0 =9 =1

(1) VWe= (11— VYV, +9YV,.
Hierbei gilt das Gleichheitszeichen dann und nur dann, wenn K, und &
homothetisch sind oder in parallelen Ebenen liegen?.

Zunichst werde der Fall erledigt, wo wenigstens einer der Korper
das Volumen 0 besitzt. Sei etwa V= 0. Dann gehért also &, einer
Ebene an. Liegt &, in einer zu dieser parallelen Ebene, so hat auch der
allgemeine Scharkorper & das Volumen 0, und (1) gilt stets mit dem
Gleichheitszeichen. Liegt &, in keiner Ebene, die parallel einer &, ent-
haltenden ist, so besitzt der Scharkérper fiir 0 << & << 1 innere Punkte
(23, S. 32), und es ist daher V > 0. Fiir einen beliebigen Punkt p von
R ist der zu R, homothetische Kérper (1 — #)p + 9§, dessen Vo-
lumen 9"V, ist, in &, enthalten. Wegen V', = 0 ist demnach (1) richtig.
Soll das Gleichheitszeichen stehen, so muB 9*V; = V, sein, was zur
Folge hat, daB (1 — #)p + ¢ ®, mit ®, identisch ist3. Daraus folgt
wiederum, daB &, nur aus dem Punkt p bestehen kann. Dann sind
aber ®, und &, homothetisch (21, S. 30).

Der allgemeine Fall, dal V, und V, beide positiv sind, wird durch
Induktion bewiesen. Fiir » = 1 ist die Behauptung richtig; denn die
Linge der Linearkombination von Strecken einer Geraden ist eine

1 Vgl. 13, S. 18.

2 Uber eine geometrische Interpretation des Satzes im # -4 1-dimensionalen
Raum s. 41, S. 71.

3 Eigenschaft 4. des Volumens 28, S. 38.
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lineare Funktion der Scharparameter. Angenommen, es sei die Be-
hauptung schon fiir » — 1 (#» = 2) als richtig erkannt.
Ohne Beschrinkung der Allgemeinheit kann V=V, =1 voraus-

1
gesetzt werden; denn sonst betrachte man die Kérper Vi = &, und

1 -
Vi % R, statt &, und &, und M/} statt @. Es bleibt
dann zu beweisen, dal3 (1 —)Vyr + 8V ™
(2) Vs =1

ist und daB hier Gleichheit nur dann besteht, wenn &, und &, durch
Parallelverschiebung ineinander {ibergefiihrt werden konnen.

Die Koordinaten des Raumes seien «,, .. ., %, _; und %, = 2. ¢; sei
das Minimum, C; das Maximum von z fiir die Punkte des Korpers &;
(* =0 und 1). Fir jeden Wert eines Parameters v zwischen 0 und 1
sei 2 = z;(t) diejenige zur z-Achse senkrechte Ebene, fiir die der im
Halbraum z =X z;(7) liegende Teil von &; gerade das Volumen 7 hat.
Wird das # — 1-dimensionale Volumen des Durchschnitts von &; mit
der Ebene z = { mit v;({) bezeichnet, so ist also fiir # =0 und 1

2i (1)

7= [v({)dL.
Ci
Da v;({) fiir ¢; << { << C; stetig und positiv ist, kann z;(7) nach 7 diffe-
renziert werden, und es ist
a
(3) Uo (2) 72 = vy () S = 1.

Nun sei & ein fester Wert zwischen 0 und 1, fiir den (2) bewiesen
werden soll. Mit f; = f;(z) werde der Durchschnitt des Koérpers &;
(¢ = 0,1) mit der Ebene z = z;(7) bezeichnet. Die Linearkombination
f5(7) = (1 — 9)f, + Of, dieser beiden Durchschnitte ist in dem Schnitt
des Korpers & mit der Ebene z4(7) = (1 — 9)2z, + 92z, enthalten. Das
#n — 1-dimensionale Volumen von ¥y sei vy. Wenn T von 0 bis 1 variiert,
durchlduft z; monoton die z-Werte zwischen cy3= (1 — ?)cy+ J¢;
und Cy = (1 — #)Cy + #C,. Fiir das Volumen V, von ® ergibt sich
somit Cy

Vo= [vadzs,
cy
was mit Berticksichtigung von (3) folgendermaBen geschrieben werden
kann

1 1
(4) Vﬂ%/”#%dT:/v0(1~ﬁ+ﬁ)dt.
0 0

Yo U1

Nach Induktionsannahme gilt (1) fiir das # — 1-dimensionale Volumen
vy von f,, also

n—1

Voo=(—8) Yoo+ 0 Jo,,
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daher nach (4)

n—1

1
Voz[la—0) Vo +9 o] (24 1) ar.
0
0
Aus einer JENsENschen Ungleichung?! folgt aber, da8 der Integrand stets
gréBer oder gleich 1 ist, und damit (2).

Um nun den Fall des Gleichheitszeichens in (2) aufzukliren, bringe
man zunichst durch eine Translation die Schwerpunkte der beiden
Korper &, und &, zur Koinzidenz2? Fiir die z-Koordinate z* des gemein-
samen Schwerpunkts ergibt sich mit Beriicksichtigung von (3) einerseits

1 1
(5) 2* = jvozoé°d1~/zodr
0 0
und andererseits
1
) jvlzl d‘dr—ledr
0

Nun beachte man, daB fiir das Bestehen der Gleichheit in (2) not-
wendig ist, daB bei der Anwendung der JENsENschen Ungleichung
keine Verkleinerung eintritt. Es muB daher fiir jedes 7 mit 0 << 7 <1
die Beziehung vy = v, gelten. Hieraus und aus den beiden Gleichungen (3)
folgt dann, daB z, — 2, konstant ist. Diese Konstante mul} aber ver-
schwinden, wie man durch Subtraktion von (5) und (6) erkennt. Da
nun z/(7) fiir T — 1 gegen C; strebt, folgt C, = C; und damit, da8 die
zur Richtung der z-Achse gehorigen Stiitzebenen von &, und &, identisch
sind. Wegen der Willkiir in der Wahl des Koordinatensystems ergibt
sich daher, daB ®, und &, iiberhaupt dieselben Stiitzebenen haben,
also identisch sind, wie behauptet.

Der obige Satz und auch der Grundgedanke des Beweises stammen von
Brunn [1] Kap. ITI, [2] Kap. III. Eine analytische Darstellung des Be-
weises hat MinkowskKI [9] § 56—57 und fiir » = 2 und 3 auch [5] § 5—6

1 Der JENSENsche Satz werde speziell so formuliert: Es seien v und v, positive
Zahlen und 0 << & < 1. Es bezeichne

1
= o o0y s pto,
P vl =% v, @ fir p=0
das ,,pte Potenzmittel* von v, und v;. Dann ist M, eine fiir —00 < p < 0
monoton wachsende Funktion, also fiir ¢ << p
M, < M,,
wobei Gleichheit nur fiir v, = v; besteht. (JENsen [1] S. 183—184, P6Lva und
SzeG6 [1] I, 2. Abschnitt, Kap. 2, sowie das demnichst erscheinende Buch
,,Inequalities’ von HArRDY, LITTLEWOOD und POLvA.)
Fiir die obige Anwendung hat man p = 1/(» — 1) und ¢ = —1 zu setzen.
2 Es hitte dies auch von vornherein geschehen kénnen, da die Behauptung (1)
bei Translationen der einzelnen Korper invariant bleibt.
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gegeben. Von MiNKOWsKI [9] ist zuerst der wichtige Zusatz iiber das Gleich-
heitszeichen bewiesen worden. Einen anderen Beweis dafiir hat spiter
auch BrRuUNN [3] angegeben. In vereinfachter Form wurde der MINKOWSKI-
sche Zusatz von Rapon [1] bewiesen. Die obige einfache Gestalt des Be-
weises riihrt von H. KNESER u. StUss [1] her. Uber einen ganz andersartigen
Brascukeschen Beweis ist schon 44, S. 72 berichtet worden. In verschirfter
Form wurde der BrRUNN-MINKOWSKIsche Satz von BONNESEN bewiesen
(vgl. dazu 50, S.94). Uber weitere Beweise der Fille » = 2 und 3 siche
51, S.97 bzw. 52, S. 100.

49, Mmvkowskische Ungleichungen. Nach 29, S. 40 ist das Volumen
der Linearkombination

Ro=(1—9) K + 9K,
der beiden Korper &, und &,

n
Vo= D) (1 = &9V,
v=0
wo die V,, die gemischten Volumina von &, und ®,; bedeuten. Es
werde vorausgesetzt, dal &, und &, nicht in parallelen Ebenen liegen.
Anderenfalls sind alle gemischten Volumina 0 und die folgenden Un-
gleichungen trivial. .
Nach dem BRUNN-MiNKOWsKIschen Satz ist |V, fiir 0 = @ = 1 eine
konkave Funktion von ¢ und nur dann linear, wenn &, und ®; homo-
thetisch sind. Dasselbe gilt daher auch fiir die Funktion?!

O@B) = Vo— (11— Vig—81Ve.

Nun ist @ (0) = P (1) = 0, also wegen der Konkavitit von @ die rechte
Ableitung dP[/d¥ an der Stelle ¥ = 0 nicht negativ und nur dann
gleich 0, wenn @ identisch Null ist, wenn also §, und &, homo-
thetisch sind. Die Berechnung der Ableitung fiir ¢ = 0 zeigt, da dies
gleichwertig mit der Ungleichung

(1) ZID = VZ('))_ 1V(n)

ist, in der das Gleichheitszeichen nur fitr homothetische Korper R, und
®, gilt. Werden die Rollen von &, und &, vertauscht, so folgt

(1) Viey = VVis!

mit derselben Bedingung fiir Gleichheit.

Die Ungleichung (1) und die Bedingung der Gleichheit stammen fiir
n = 3 von MINKOWSKI [5] § 6. Fiir beliebiges % sind sie zum erstenmal von
Strss [19] allerdings unter Heranziehung komplizierterer Hilfsmittel ab-
geleitet worden. Als unmittelbare Folge des BRUNN-MINKOWSKIschen Satzes
sind sie von BoNNESEN [15] erkannt worden. Uber #» = 2 und 3 siehe 51,
S. 97 bzw. 52, S. 100.

1 Vg und Vi, sind die Volumina von &, und &;.
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Zu zwei weiteren Ungleichungen gelangt man so. Bei einer konkaven
Funktion ist die zweite Ableitung stets kleiner oder gleich 0. Ins-
besondere mufB} also

eV _
dy?

sein. Berechnung dieser Ableitung fiir ¥ = 0 lehrt

(2) Vi =VoVe,
und die Vertauschung der Rollen von &, und &, gibt
(2) Ve Z V- Vi -

Die Bedingung fiir das Eintreten des Gleichheitszeichens in (2) ist noch
nicht bekannt. Sicher ist aber, daB3 Gleichheit nicht nur fiir homothetische
®, und &, besteht, sondern z. B. auch, wenn &, zu einem Kappenkd&rper
von &, homothetisch ist. MinkowskI [§] § 7 hat ohne Beweis angegeben,
daB dies fiir » = 3 auch nur dann der Fall ist. Uber die bisher in dieser
Hinsicht erzielten Resultate siehe 52, S. 101.

Die Ungleichungen (1), (1), (2), (2’) sind gewi8 nicht alle Relationen,
die zwischen den gemischten Volumina zweier Koérper bestehen. Man ver-
mutet allgemein

3) Vi = V-1 Vo+1, v=1,2,...n—1

wobei Gleichheit nur eintreten kann, wenn &, einem # — » — 1-Tangential-
korper (12, S. 18) von &;, oder &, einem » — 1-Tangentialkérper von &,
homothetisch ist (Favarp [11] S.275). Jedoch sind auBer (2) und (2’) nur
wenige Fille von (3) bewiesen, ndmlich » = 2, falls der zweite Korper
eine Kugel ist (vgl. 85, S.108), und die folgenden ganz speziellen. 1. Es sei
®, ein Wiirfel der Kantenlange 1 und &, die Kugel. Dann werden die Un-
gleichungen (3) %} = %,_1%,4+1. Setzt man die auf S.2 angegebenen
Werte der x ein, so erkennt man diese Ungleichungen als Folge der von
Bonr und MoLLERUP (Matematisk Analyse Bd.3 S.161) bemerkten logarith-
mischen Konvexitit der I-Funktion. 2. Es sei &, ein Wiirfel der Kanten-
linge 1 und ®, ein Parallelepiped, dessen Kanten denen des Wiirfels parallel
sind. Die gemischten Volumina werden dann die elementarsymmetrischen
Funktionen der Kantenlingen des Parallelepipeds, und die Ungleichungen (3)
gehen in schon von NEwTON (Arithmetica universalis) entdeckte Un-
gleichungen zwischen den elementarsymmetrischen Funktionen reeller
Zahlen iiber. Vgl. dazu 59, S. 117, FuBlnote 2.

Die Ungleichungen (1) und (2) kann man dazu verwenden, neue
Ungleichungen zwischen den gemischten Volumina von mehr als zwei
Korpern abzuleiten, indem man sie auf die Korper passender Linear-
scharen anwendet und ausnutzt, daB3 die entstehenden Ungleichungen
fir alle positiven Werte der Scharparameter gelten miissen.

Es soll beispielsweise aus (2) eine quadratische Ungleichung zwischen
gemischten Volumina von drei Kérpern abgeleitet werden. Zu diesem
Zwecke werde (2) unter Abinderung der Bezeichnung ausfiihrlich so
geschrieben:

(4) @, K, ..., =T@®VE®, &8, ..., 8
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Hierin sind die gemischten Volumina der Koérper ® und & im An-
schluB an 29, S. 40 bezeichnet. V(&) ist das Volumen von §.

Nun seien §£;, &, 5 konvexe Korper, deren Volumina einstweilen
als positiv angenommen werden. Ferner seien 7, und 7, positive, ¢, und
0, beliebige reelle Zahlen und u > 0 so groB, daBl 7, + o, und u7, + 0,
positiv sind. (3) werde auf die beiden Ké&rper

(5) =78 + TR+ 8, &= (ur;+0)% + (U7, + 02) R, + K5

angewendet. Ausrechnung der in (4) vorkommenden Gré8en auf Grund
der Eigenschaft 3. (29, S. 40) der gemischten Volumina zeigt, da u
iiberhaupt herausfillt, und es bleibt die Ungleichung

o, V(®, 8, ..., &) + 0:V(Re, R, ..., =V (R) [0V (R, 81, &, .., B)
+ 201 02V (R, K2, &, ..., ®) + o3V (R, K2, &, ..., )],

in der & die Bedeutung (5) hat. Da g, und g, beliebig reell sind, kann
die linke Seite durch passende Wahl von g, und g, zum Verschwinden
gebracht werden, woraus sich wegen V(&) > 0 ergibt, daB die quadra-
tische Form der rechten Seite nicht definit ist. Daher gilt

VAR, R &, -0, R) = V(R &, &, ..., )V(R,, 82, &, ..., 8) .

LaBt man hierin die positiven Zahlen 7, und 7, gegen 0 streben, so geht
nach (5) & in &, tber, und es folgt in der kurzen Schreibweise von 29,
S. 39

2 b
(6) 171233...3g V1133...3I/2233...3‘

In dieser Ungleichung kann man sich durch Grenziibergang von der Be-
schrankung auf Koérper mit nicht verschwindendem Volumen befreien.

Fir » = 3 MiNkowskKI [5] § 7. Dort werden auf diesem Wege auch
weitere Ungleichungen zwischen gemischten Volumina gewonnen. Die
Ubertragbarkeit des MinkowsKischen Verfahrens auf beliebiges # ist von
MaTsuMURA [22] bemerkt worden. KusoTta [16] hatte (6) mit Hilfe von
Entwicklungen nach Hyperkugelfunktionen bewiesen, falls ®; eine Kugel
ist, und konnte in diesem Fall auch zeigen, daB3 das Gleichheitszeichen nur
fiir homothetische ®; und &, gilt. Ein anderer Beweis hierfiir bei FAVARD
[11], Kap. II.

Man erkennt (6) sofort als gleichwertig mit der folgenden Aussage:
Ist & = (1 —9) & + 9 &, und R ein beliebiger weiterer konvexer Korper,
dann ist JV(®s, ®9, &, ..., ®) eine konkave Funktion von #. Es entsteht
hier die Frage, ob allgemein

YV ®s, ..., R, ®, ..., ®)

k4 n—v

eine konkave Funktion von ¢ ist. AuBer dem eben genannten Fall » = 2
ist noch der Fall » = n — 1 bewiesen worden, falls & eine Kugel ist (vgl.
dazu 55, S. 107). Wenn diese Frage allgemein zu bejahen ist, folgen auch
die vermuteten Ungleichungen (3).
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50. Verschirfung des Brunn-Minkowskischen Satzes und der
Minkowskischen Ungleichungen. Die nun zu besprechenden Ver-
schiarfungen der Sitze der beiden vorangehenden Abschnitte beruhen
auf der folgenden einfachen Tatsache: &, und &, seien konvexe Korper,
deren Orthogonalprojektionen auf eine Ebene durch Parallelverschiebung
ineinander tibevgefiihrt weyden kinnen, zwei konvexe Korper also, die nach
passender Translation des einen in denselben Zylinder einschreibbar sind.
Dann ist das Volumen des Korpers 8y = (1 — 9) &y + 98, selbstt fiir
0=19 =1 ecine konkave Funkiion von 9.

Es seien also &, und ,, daher auch &4 einem Zylinder eingeschrieben.
Mit Cy (0 =¥ = 1) moge die Linge der Strecke bezeichnet werden, die
eine im Zylinder verlaufende, den Zylindererzeugenden parallele Gerade
aus dem Korper &, ausschneidet. Dann ist jedenfalls
(1) Coz= (1 —B)Cy + 9Cy;
denn wie aus der Definition der Linearkombination (20, S. 29) unmittel-
bar folgt, gehort die durch Linearkombination von C,und C, entstehende
Strecke zu Q4. Wird (1) iiber den Querschnitt des Zylinders integriert,
so ergibt sich fiir die Volumina der Kérper &4, &,, &, die mit der Be-
hauptung gleichwertige Ungleichung

(2) V(€)= (1 — V(R + V(L.

Soll hier Gleichheit bestehen, so muf3 dies auch in (1) fiir jede der
in Betracht gezogenen Geraden der Fall sein. Daraus folgert man unter
Heranziehung der Eigenschaften (20, S.29) der Linearkombination,
daBl die Stiitzebenen von &, und &, durch entsprechende Endpunkte
der Strecken C, und C, parallel sein miissen. Daraus folgt weiter,
daB3 die entsprechenden Randteile von g, und &,, die im Innern des
Zylinders liegen, durch Parallelverschiebung ineinander {iberfiihrbar
sein miissen. Es muf also einer der beiden Kérper aus dem andern da-
durch hervorgehen, daB er nach Art eines Teleskops auseinandergezogen
wird. Man kann das auch so aussprechen: In (2) besteht dann und nur
dann Gleichheit, wenn einer der Kérper &, und &, aus dem andern durch
Addition? einer den Zylindererzeugenden parallelen Strecke entsteht.

Aus (2) kann man woértlich wie im vorigen Abschnitt aus dem BRUNN-
Minkowskischen Satz Ungleichungen fiir die gemischten Volumina
von §, und &, ableiten. 49 (1) entsprechend erhilt man die Ungleichung

(3) nVy=m—10Ve+ Vi,
inder die Bedingung fiir Gleichheit die eben angegebene ist. 49(2) entspricht
4) 2V =V +Vaw,

wo die Bedingungen fiir Gleichheit noch unbekannt sind3.

1 Also nicht nur die nte Wurzel! 2 Im Sinne von 20, S.29.
3 Uber ein fir # = 3 in dieser Hinsicht erzieltes Resultat beziiglich zweier
Polyeder vgl. BoNNESEN [12], S.121.
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Um die angekiindigten Verschirfungen zu beweisen, werde zunichst
gezeigt, da die Ungleichung (2) auch dann giiltig ist, wenn an Stelle
von g, und &, Korper &) und &] treten, bei denen die Orthogonal-
projektionen auf eine Ebene € nur gleiches # — 1-dimensionales
Volumen haben (und nicht, wie vorher angenommen wurde, kongruent
sind), die, mit anderen Worten, nur gleiche Quermale in bezug auf €
besitzen!. Die Linearschar

R=01—0)R + I
werde dazu den folgenden Abidnderungen unterworfen. Jeder Korper
f5(0 =9 = 1) werde an der Ebene € symmetrisiert und dann beziiglich
einer zu € senkrechten Geraden nach ScHwARrz abgerundet2. Dabei
werden die Volumina der einzelnen Korper nicht gedndert. Ferner
gehen dabei aus &) und §] zwei (Rotations-)Kérper &, und &, hervor,
die demselben Zylinder eingeschrieben sind, auf die also (2) anwendbar
ist. Weiter geht aus der Linearschar &5 bei der Symmetrisierung eine
konkave Schar hervor (40, S. 70), und bei der Abrundung dieser Schar
entsteht wieder eine konkave (41, S. 72)3. Daraus folgt aber, daB8 der
bei diesen Abidnderungen aus &) hervorgehende, zu &) volumengleiche
Kérper den Korper 5 = (1 — 9) 8y + 98, enthilt, und damit nach (2)

(5) V®) =1 —9V(&®) + IV (R)-

Ebenso (oder daraus) folgt, daB auch die Ungleichungen (3) und (4)
fir & und &] Giiltigkeit behalten.

Jetzt seien &, und R, zwei beliebige konvexe Korper mit inneren
Punkten. ¢, und o, seien ihre (duBeren » — 1-dimensionalen) Quer-
maf@e beziiglich einer Richtung. Die beiden zu &, und &, homothetischen

1 1
Kérper o, »—1 8, und o; »—1 & haben dann beziiglich dieser Richtung

1 In der Ebene ist diese Voraussetzung mit der fritheren gleichbedeutend und
daher der folgende Abanderungsprozef3 iiberfliissig.

2 Vgl. dazu 40, S. 69 bzw. 41, S. 71. An Stelle der Abrundung kann hier auch
eine beliebige Transformation durch homothetische Schnitte treten (41, S. 73).

3 Auf diese Tatsache wurde S. 72 unter Bezugnahme auf den BrAscukeschen
Beweis des BRUNN-MiNKOwsKIschen Satzes hingewiesen. Es soll hier kurz an-
gedeutet werden, wie sie direkt aus dem BRUNN-MiNKowsKischen Satz fir n — 1-
dimensionale Korper gefolgert werden kann.

Es seien €g9 und €, die zu € parallelen Stiitzebenen des Korpers ®g der fir
0=¢ =1 konkaven Schar und €y, diejenige diesen parallele Ebene, die den
Abstand von g und g1 im Verhaltnis z:(1 — z) teilt. Der Durchschnitt von
Qo mit €y, sei fy,. Die n — 1-dimensionalen Korper fg, bilden eine zweipara-
metrige, fiir 0 == § =<1, 0 =7 =1 konkave Schar. Nach der zu Beginn von
48, S. 88 angegebenen allgemeinen Form des BRUNN-MiNkowskKischen Satzes ist
also die # — 1te Wurzel des Volumens von fy, eine konkave Funktion der beiden
Variablen & und ¢, und dies erweist sich als gleichwertig damit, da8 bei Abrundung
der Korper Ry beziiglich einer zu € senkrechten Geraden eine konkave Schar
entsteht.
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gleiche QuermaBe. Auf sie ist also (5) anwendbar. Man findet so

n n—v »
2"7 n v e 1 m—1
(11)(1 — 19)" 9 gy "—loy 7 1V(,,)
v=0 n

©) ’
= (1 —_ 19) 00—"—_I V(o) —+ 190;”#1 V(n):

wenn die V,, die gemischten Volumina von &, und &, bedeuten. Wird
hier ein neuer Parameter?! eingefithrt und zur Abkiirzung o,/o; = 1"~ 1
gesetzt, so geht dies in
n

) D2 =99V =[(1—9) D=V o+ O Vi [(1=9) r+0],

v=20
oder, in anderer Schreibweise,
(7) V&) =[(1 =)o "V (R) + IV (R)I[(1 — )7 + 9] *

iiber.
Aus (3) und (4) erhilt man

(8) m—1N)Ve—ntVy+1"Vun=0,
9) Vi — 27 V(l) + 72 V(g) =0.

(7) ist nun in der Tat eine Verschirfung des BRUNN-MINKOWSKIschen
Satzes 48 (1), S. 88; denn die rechte Seite von (7) ist nach der JENSEN-

schen Ungleichung? gréBer oder gleich [(1 — ) 7]L/~V—(O_) + 0%/%111
(8) und (9) stellen Verschirfungen von (1) und (2) des vorigen Abschnitts
(S. 91 und 92) dar, was bei (9) unmittelbar und bei (8) z. B. wieder mit
Hilfe der JENSENschen Ungleichung einzusehen ist. Beide Ungleichungen
lassen sich aber auch durch identische Umformung so gestalten, daB
dies in Evidenz gesetzt wirds3.

In (7), (8), (9) darf v"~!, wie aus der Herleitung hervorgeht, durch
das Verhiltnis der QuermaBe von &, und ®, beziiglich derselben, aber

1 1 1 71-1

I Namlich ¢ durch: ¢ = §o"! [(1 —P) ot 96" 1| , der zugleich mit
9 von O bis 1 lauft und nachtriaglich wieder mit § bezeichnet ist.

2 5.90, FuBnote 1. Man hat in der dortigen Formel v, = Vi, v; ="V,

1 9

p=tg= a5

3 Vgl. BonNESEN [12] Kap. VI. SchlieSlich kann man noch so vorgehen.
Man fasse die linke Seite von (9) als Polynom in ¢ auf. Dann besagt (9), daB dieses
Polynom reelle Wurzeln, also nicht negative Diskriminante V?l) — ViV hat.
Analog besagt (8), daf die linke Seite zwei reelle (evtl. zusammenfallende) Null-
stellen hat. Nun besitzt aber ein Polynom dieser Gestalt bei geradem % héchstens
zwei, bei ungeradem = hochstens drei reelle Nullstellen. Diese Héchstzahlen

werden also erreicht. Daher mu8 die Diskriminante bei geradem » das Vorzeichen
n—2 n—-38
(—1) 2 , bei ungeradem » das Vorzeichen (—1) 2 haben oder verschwinden.

Diese Aussage erweist sich als gleichwertig mit Vg, — V(':,)_lV(m = 0.

statt 9 einzusetzen.
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beliebigen Richtung ersetzt werden. Nun sind nach der CAUCHYschen
Oberflichenformel [82 (1), S. 48] die Oberflichen S, und S, der beiden

Rorper 1 /o dw S, = L /o dw
%n_1 0 ’ 1 %n_1 1 ’
] 0

wo die Integrationen tiber die Einheitskugel zu erstrecken sind. Daraus
kann man schlieBen, daB es wenigstens eine Richtung geben muB, fiir
die das Verhiltnis der Quermale c,:0,; gleich dem Verhiltnis S,:5;
der Oberflichen ist. Folglich darf in (7), (8), (9) * ! auch durch Sy/S;
ersetzt werden.

So =

Ferner werde bemerkt, daB3 an die Stelle der duBeren QuermafBe auch
die entsprechenden inneren (30, S. 46) treten kénnen. Nur muf dann bei
dem geschilderten Abdnderungsproze8 die Symmetrisierung fortbleiben.
Werden namlich zwei Korper, die gleiche innere QuermafBe einer Richtung
haben, beziiglich einer Geraden dieser Richtung abgerundet, so entstehen
zwei demselben Zylinder einbeschriebene Korper. In (7), (8), (9) darf also
7#-1 auch das Verhiltnis entsprechender innerer QuermafBe bedeuten.

Die Uberlegungen dieses Abschnitts in Verbindung mit dem in FuB-
note 3, S. 95, Ausgefithrten enthalten einen neuen, von dem fritheren un-
abhéangigen Induktionsbeweis des BRUNN-MINKOWsKIschen Satzes. Man
vgl. zu diesem ganzen Abschnitt BoNNESEN [12] Kap. VI, wo auch (4)
direkt mit Hilfe der geometrischen Deutung der gemischten Volumina
bewiesen wird.

Will man von den Ergebnissen dieses Abschnitts ausgehend die Be-
dingungen fiir Gleichheit im BRUNN-MiNKowsKIschen Satz und den Min-
xKowskischen Ungleichungen finden, so wird man auf bisher ungeldste
Fragen der folgenden Art gefiihrt: Ist ein konvexer Koérper durch Vorgabe
seiner samtlichen # — 1-dimensionalen AuBeren und inneren QuermafBe
bestimmt? In dieser Hinsicht vorteilhafter haben sich verschiarfte Un-
gleichungen etwas anderer Art erwiesen, die man aus (6) folgendermaBen
erhalt: Man ersetze den Korper &, durch &, 4+ ¢ ®; (¢ > 0). Dann werden
die gemischten Volumina sowohl als auch das QuermaB o, in (6) Funktionen
von z. Die Glieder der Entwicklung von (6) nach ¢, die in ¢ vom Oten oder
1ten Grade sind, heben sich heraus, und man erhilt durch den Grenz-
iibergang ¢ — 40 eine Ungleichung zwischen den Koeffizienten von &2,
in die auBer den gemischten Volumina die gemischten QuermafBe (30,
S.45) von &, und &; eingehen. (BoNNESEN [12] Kap. VI, Favarp [11]
Kap. II.)

51. Weiteres iiber den Fall der Ebene. Fiir die Ebene geht die
Ungleichung 49 (1), S. 91 [oder auch (2) S.92], wenn F;; und F,, die
Flicheninhalte und F;, den gemischten Flicheninhalt zweier konvexer
Bereiche &; und f, bezeichnen, in

(1> FIZ—F11F2220

iiber, wo Gleichheit nur bei homothetischen §; und &, eintritt. Aus (1)
folgt hier riickwirts, da3 die Wurzel des Flicheninhalts der Bereiche
einer Linearschar eine konkave Funktion des Scharparameters ist, also
der BRUNN-MINKOWSKIsche Satz.

Ergebnisse der Mathematik. III/1. Bonnesen-Fenchel. 7
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(1) ist die einzige Beziehung, die zwischen den drei Gré8en Fy,, F,,
Fy, besteht, d. h.: Zu drei nichtnegativen, (1) gentigenden Zahlen Fy,,
Fi,, Fyy gibt es stets konvexe Bereiche, fiir die diese Zahlen Flichen-
inhalte und gemischter Flacheninhalt sind. Man erkennt dies sehr
einfach so. Ist Fy; = Fy = 0, so wihle man fiir §, und &, zwei auf-
einander senkrechte Strecken, deren Lingenprodukt F,, ist. Ist etwa
Fi, > 0, so wihle man fiir &, einen Kreis dieses Inhalts und fiir &,
denjenigen von der Parallelkurve einer Strecke begrenzten Bereich,
der den Inhalt F,, hat. Die Linge der Strecke kann stets so gewdhlt
werden, daB der gemischte Flicheninhalt den Wert F,, erhilt.

Seien jetzt &, &, & drei konvexe Bereiche, deren Inhalte zunichst
positiv seien. Man wende (1) auf &, + ¢ & (6 =0) und &, + T8;(r =0)
statt §; und &, an. Dann entsteht links ein Polynom zweiten Grades
in o und 7, das fiir alle positiven o und = gréBer oder gleich 0 sein muB.
Insbesondere darf der in ¢ und 7 quadratische Term nicht negativ
werden. Das gibt die Ungleichung

- _ / _F11F3s _Fzstg

R RN [ [ e |
Zweitens wende man (1) auf o®, + T8, und K, statt & und K&, an.
Es ergibt sich dann, dalB3 ein homogenes Polynom zweiten Grades in o

und 7 flir 6 =0, T = 0 nicht negativ ist. Die daraus fiir die Koeffi-
zienten folgende Ungleichung lautet

_ i F;, F Fy, F
3) FyyFs, éF13F23[1+V(1—%>(1—2}—2;3>}-

Die Ungleichungen (2) und (3) lassen sich in
(4) (‘F12F33 — ‘Fl!*)I?23)2 = (Flg - F11F33) (F‘_’% - F22F33)
zusammenfassen?.

Ersetzt man in (2) das geometrische Mittel in der eckigen Klammer
durch das arithmetische, so wird die rechte Seite nicht vergréBert,
und man erhilt nach einfacher Umformung
5) Fu 25, | Fy
Fl% Fls F23 F2:;

=0.

Man benutzt dabei Fg; > 0. Nachtréglich kann man sich in (5) von dieser
Einschrankung durch Grenziibergang befreien, falls F;, und F,; von 0
verschieden bleiben.

! Unter Abanderung der Bezeichnungen kann (4) auch folgendermafen
interpretiert werden. Es seien &,, f;, & beliebige konvexe Bereiche und

Ro=01—9) & +9K,. Dann ist
VE, ) = iy, ®) FE, 0

eine konvexe Funktion von #.
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Falls F,, > 0 ist, folgt nun unmittelbar, daB in (5) Gleichheit nur
bei homothetischen ®; und &, bestehen kann. Denn aus Gleichheit
in (5) folgt Gleichheit in (2) und damit, daB bei der Ersetzung des

geometrischen durch das arithmetische Mittel in (2) keine Verdnderung

eintreten darf. Das kann aber nur bei % = % der Fall sein. In
13 23

Verbindung mit der Gleichung (5) folgt dann F,; = F,, F,, und daraus

nach dem friitheren die Behauptung. Man beachte aber, da bei Fg3 =0

diese falsch ist, wofiir unten ein Beispiel angegeben wird.

An (5) erkennt man, daf3 es sich um eine Verschirfung von (1) der
in 50 besprochenen Art handelt. In gewissem Sinne verschirft sich
also fiir # = 2 der BRuNN-MiNKOWSKIsche Satz selbst. In der Tat
erhilt man aus (5) durch Spezialisierung die verschérften Ungleichungen
von 50. Wird fiir ; der Einheitskreis gewahlt, so werden 2F,; und 2F,,
die Randlingen L, und L, von &, und §,, und (5) geht in

Fll 2F12 F22
© L LT 1=

iiber. Hierin gilt nach dem Festgesteliten das Gleichheitszeichen nur
fiir homothetische ®; und §,. Ersetzt man & durch eine Strecke der
Linge 1, so wird 2F,; = B;, 2F,3 = B,, wo B; und B, die Breiten
von &, und &, in der Richtung senkrecht zur Strecke bedeuten, und

aus (5) entsteht
Fll 2‘1:12 F22
(7) B% ——B1B2+ Bg =0.

(6) und (7) sind genau die Spezialfille » =2 der in 50 bewiesenen
Ungleichungen; denn den dortigen Oberflichen bzw. Quermalen ent-
sprechen hier Lingen bzw. Breiten. In (7) steht das Gleichheitszeichen
nicht nur bei homothetischen &; und ®,, sondern auch, wenn einer der
Bereiche dem ,,teleskopisch auseinandergezogenen anderen homo-
thetisch ist, was man aus dem in 50, S. 94 Gesagten entnehmen kann.
SchlieBlich werde noch der Fall hervorgehoben, daBl &; ein Dreieck
ist. Hier werden F,2 und F,2 bis auf denselben unwesentlichen Faktor
die Inhalte 4, und 4, der zum Dreieck ®; homothetischen, &, bzw. &,
umschriebenen Dreiecke. Es gilt daher
Fyy 2F;, Fa,
® b " aga

=0

und hierin besteht nach dem Obigen Gleichheit wieder nur fiir homo-
thetische &, und 8.

(1) stammt von MiNkowski[5] § 5. Es sind mehrere Beweise dieser
Ungleichung (oder des damit gleichwertigen BRUNN-MINKOWSKIsChen
Satzes fiir n = 2) angegeben worden. CRONE [1] und spater FROBENIUS [1]
(jedoch ohne Kenntnis der CRoNEschen Arbeit) umschreiben £; und &,
mit homothetischen Dreiecken und stellen den Inhalt von ®; und &, als
Differenz der Dreiecksinhalte und der Inhalte der drei Kappen dar und

7*
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gewinnen dann (1) mittels einfacher Ungleichungen. FroBeNIUs erhilt
zugleich die verschiarfte Ungleichung (5) und damit insbesondere (6), (7), (8).
BrLAscCHKE [5] beweist den Satz zunichst fiir zwei Polygone mit paarweise
parallelen Seiten und dann durch Grenziibergang allgemein. AuBerdem gibt
BrLascHKE [5] einen Beweis mit Hilfe von Fourierentwicklungen, der in
vereinfachter Form [11] § 23 dargestellt ist. Hierbei ergibt sich ebenfalls (6).
SALKOWSKI [2] benutzt bei seinem geometrischen Beweis, daBl 2F;, die
Differenz des Flacheninhalts von &; + ®, und der Summe der Flichen-
inhalte von &, und &, ist. ZINDLER [2], [5] gibt elementare Beweise des
nach 41, S. 71 im Raum interpretierten Satzes, wobei sich eine von den hier
angegebenen verschiedene Verschirfung ergibt. BrascHXE [22] und Bon-
NESEN [12] S. 88 zeigen, daBl der Inhalt der Bereiche einer Linearschar
eine konkave Funktion ist, falls die Bereiche demselben Parallelstreifen
oder Dreieck eingeschrieben sind. Daraus ergibt sich wie in 50 fiir beliebige
Bereiche eine Verscharfung von (1), die den Fall der Gleichheit in (1) leicht
aufzukliaren gestattet. Im iibrigen siehe die frither dargestellten, fiir be-
liebiges #» giiltigen Beweise. — Die Ungleichungen (2) und (3) sind fiir den
Fall, daBl &; ein Kreis ist, auf dem obigen Wege von FAvArD [6] und all-
gemein von MATSUMURA [25] bewiesen worden.

Es sei hier noch auf eine von H. KNESER behandelte Frage hingewiesen,
die oben schon gestreift wurde. Wie muf3 ein Schema von nichtnegativen

Zahlen Fy, = F,y (u, v = 1, . . ., p) gegeben werden, damit p konvexe Be-
reiche &, ..., 8 existieren, fiir die diese Zahlen die gemischten Flachen-
inhalte sind? Notwendig dafiir ist, daB fiir 4, =0,...,4, =0
2 N
2tk Fu
m,r=1

konkav ist. Nach einer oben gemachten Bemerkung ist dies fir p = 2
auch hinreichend, ebenso fiir p = 3, jedoch nicht fiir » > 3 (nach einer
Mitteilung von H. KNESER).

52. Weiteres iiber den Raum. HiLeerrs Beweis der Minkowski-
schen Ungleichungen. Fiir » = 3 besagt der BRUNN-MINKOWSKIsche
Satz die Konkavitit von

YU =93V +3(1 — 020V +3(1 — 9BV + Vg,

wo Vi, Vay, Vg, V(g die gemischten Volumina zweier konvexer
Korper &, und &, sind. Die Ungleichungen 49 (1) und (1’), S. 91 werden
hier

(1) Vaz=ViVe, VE=Vo v (1)
und die quadratischen Ungleichungen 49 (2) und (2'), S. 92
(2) Vi =VoVe, Ve =TVl - (2)

Durch Kombination von (2) und (2') folgen hier unmittelbar (1) und
(1'). Dagegen konnen (2) und (2') nicht rein arithmetisch aus (1) und
(1') gefolgert werden, wohl aber dadurch, daB man z. B. (1) auf &,
und ®; + e®, (6 = 0) statt &, und &, anwendet und beachtet, daB
die entstehende Ungleichung fiir alle &€ = 0 richtig sein muB. Die Un-
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gleichungen (1) und (1’) [oder auch (2) und (2)] zusammen genommen,
haben die Konkavitit der obigen Wurzel, also den BRUNN-MINKOWSKI-
schen Satz zur Folge.

Durch Spezialisierung von 49 (6), S. 93 erhilt man fiir die gemischten
Volumina V,,, dreier Korper &;, &, R;

() Vi3s = Vs Vaas,

und (1) gibt in den neuen Bezeichnungen

(4) Vs =V 3 Vaas, Vals= V,y2.V3as.
Diese drei Ungleichungen zusammen ergeben

(5) Vids=V111V222V333,

was speziell so ausgesprochen werden kann: Drei Kérper vom Volumen 1
ergeben ein gemischtes Volumen = 1.

Uber das Eintreten von Gleichheit bei diesen Ungleichungen ist
folgendes aus dem Friiheren (49) zu entnehmen. In (1) steht das Gleich-
heitszeichen nur fiir homothetische Korper §; und &,.! Dasselbe gilt
fiir gleichzeitiges Eintreten der Gleichheit in (2) und (2’), da aus Gleich-
heit in (2) und (2') auch Gleichheit in (1) folgt. In (5) kann das Gleich-
heitszeichen nur dann gelten, wenn dies in beiden Ungleichungen (4)
der Fall ist. Dafiir ist also, falls keiner der Korper in einen Punkt ent-
artet, notwendig (und natiirlich auch hinreichend), daB3 die drei Kérper
R, &, & paarweise homothetisch sind.

Samtliche vorstehenden Resultate sind von MinkowsKI [5] § 7 erhalten
worden. Und zwar beweist MINKOWSKI direkt (1) in einer etwas verscharften
Form, die die unmittelbare Diskussion des Gleichheitszeichens gestattet,
und folgert dann in der angedeuteten Weise (2). Von HiLBERT [3] riihrt
ein unten beschriebener direkter Beweis der quadratischen Ungleichung (2)
her. — MiNKOWSKI hat a. a. O. ohne Beweis angegeben, daB in (2) allein
das Gleichheitszeichen dann und nur dann steht, wenn &, zu einem Kappen-
korper (12, S. 17) von 8, homothetisch ist. Bisher ist dies, falls &, die
Kugel und ®,; ein Rotationskorper ist, von BONNESEN [8] bestitigt worden.
Einen Beweis fiir Polyeder hat Favarp [7] angekiindigt und kiirzlich in
[11] ausgefiihrt. Aus den HiLBERTschen Ergebnissen folgt, da unter ge-
eigneten (bei Kappenkérpern nicht erfiillten) Differenzierbarkeitsannahmen
Gleichheit in (2) nur fiir homothetische Korper bestehen kann. — Ver-
scharfungen der obigen Ungleichungen sind in den Resultaten von 50
enthalten. Weitere diesbeziigliche Ergebnisse bei BoNNESEN [12] Kap. VI
und FAvVARD [11]. — Falls &; die Kugel oder ein durch positive kontinuier-
liche Linearkombination von Strecken entstandener Koérper ist, gilt in (3)
das Gleichheitszeichen nur fiir homothetische &, und ®,. Vgl. dazu die
Literaturangaben in 55, S. 108—109.

1 Oder fir (zweidimensionale) Korper, die in parallelen Ebenen liegen. Es
werde aber dieser Fall, in dem alle gemischten Volumina verschwinden, auBer
Betracht gelassen.
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Schliellich sei noch auf die Frage hingewiesen, ob zu nichtnegativen
Zahlen Vo (M, 7,0 =1,2,...p), fir die bei 4, =0,...,4,=0

3 »
Z l;t Ay 19 V,uvg

u,v,0=1

eine konkave Funktion ist, stets p konvexe Koérper gehoren, fiir die sie die
gemischten Volumina sind. Fiir p = 2 trifft dies (nach einer Mitteilung
von H.KNESER) zu, fiir p > 2 jedoch vermutlich nicht. Vgl. zu p =2
auch den in 46, S. 83 besprochenen Spezialfall, daB der eine Korper die
Einheitskugel ist, aus dem allerdings fiir die vorliegende Frage nichts ent-
nommen werden kann. — Im Fall » = 4 ist, wie gleichfalls H. KNESER
festgestellt hat, die Konkavitidt der entsprechenden vierten Wurzel nicht
einmal fiir p = 2 hinreichend.

HiBerts Beweis der Minkowskischen Ungleichungen. Zwei Korper
® und & mogen den zu Beginn von § 8, S. 55 genannten Voraussetzungen
geniigen!. Es handelt sich um den Beweis von (2), d. h. in ausfiihrlicher
Schreibweise

(6) 2R, 8, &) = V(R, ®, ®V(K, &, 8.

Ersetzt man & durch einen passenden homothetischen Koérper derart, daB
(7) VR, 8 8 =VE 98

wird, so geht (5) in

(7 VR, & &)=V L9

iiber. Es geniigt (7/) unter der Nebenbedingung (7) zu beweisen.
Werden die Stiitzfunktionen von & und & mit H und L bezeichnet,
der Nullpunkt im Innern von & gewihlt, die Integraldarstellungen 37 (5),
S. 59 der gemischten Volumina herangezogen und auBlerdem Z = H — L
gesetzt, so geht diese Behauptung in die folgende iiber. Es ist fiir

@) [zDH, Hydo =0
Q
die Ungleichung
) —[HD(Z, Z)dw =0
Q
zu beweisen. Hierbei sind die Integrationen tiber die Oberfliche > &% = 1
der Einheitskugel zu erstrecken. Wird dies bei gegebener Stiitzfunktion

H (4, uy, ug) fir jede passenden Differenzierbarkeitsvoraussetzungen ge-
niigende Funktion Z(u,, u,, ;) mit

(10) Z(puy, puy, pus) = pZ(uy, uy, ug) fir p=0

bewiesen, so ist darin gewif3 die obige Behauptung fiir Z = H — L enthalten.
Man betrachte nun mit HirBERT [8] das folgende Variationsproblem:
Es soll bei gegebenem H das Integral (9) unter der Nebenbedingung

an [ARUELH 4,
Q

1 Diese Voraussetzungen lassen sich erheblich einschrianken.
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zum Extremum gemacht werdenl. Die EuLERsche Differentialgleichung

dieses Problems lautet

(12) D(H,Z)—[—/lZP—(%—m:O.

Hierbei ist 4 der Eigenwertparameter. (12) ist eine lineare elliptische selbst-
adjungierte Differentialgleichung auf der Einheitskugel?. HILBERT be-
weist a.a. O. mit Hilfe der Integralgleichungstheorie, dal sie abzdhlbar
unendlich viele nach unten beschrinkte, sich im Endlichen nicht hiufende
Eigenwerte besitzt. Man erkennt sofort, dal 4 = —1 Eigenwert mit der
Eigenfunktion H ist. Wenn es nun gelingt, zu zeigen, daB3 —1 der einzige
negative, iiberdies einfache Eigenwert ist, so ist man fertig. Denn der
zweite Eigenwert, der dann nichtnegativ ist, ist das Minimum von

(13) —[HD(Z, 2) dw
2

unter der Nebenbedingung (11), die nur eine unwesentliche Normierung
von Z bedeutet, und der weiteren mit (8) identischen

[z.m 2D 4,
Q

die besagt, da Z zur ersten Eigenfunktion H orthogonal ist. Folglich ist
(13) in der Tat nichtnegativ, wie behauptet.

Der Beweis dafiir, daB —1 einfacher und einziger negativer Eigenwert
ist, verlduft nach HiLBERT so. Man bemerke erstens, daB dies richtig ist,
wenn H speziell die Stiitzfunktion E = Y u? der Einheitskugel ist. In
diesem Fall wird namlich nach 38 (7), (5), S. 63 bzw. 62

D(E, Z) = le + Zzz + Zss:

und das Eigenwertproblem (12) geht in das fiir die Larraceschen Kugel-
funktionen iiber. Hierfiir ist die behauptete Tatsache bekannt. (Vgl. z. B.
CoURANT u. HiLBERT [1] S. 443.) Zweitens betrachte man die Schar von
Differentialgleichungen, die aus (12) entsteht, wenn man H durch (1 — $)E
+ 9 H fiir 0 = & = 1 ersetzt. Die Eigenwerte sind dann stetige Funktionen
von 9. Dies ist von HirBerT wieder mit Hilfe der Integralgleichungs-
theorie gezeigt worden, kann aber auch unter Zugrundelegung der COURANT-
schen independenten Definition der Eigenwerte nach den in COURANT u.
HiiserT [1] Kap. VI entwickelten Methoden bewiesen werden. Dazu nehme
man drittens die sogleich zu beweisende Tatsache, daB fiir jedes # mit
0 =49 =1 die betrachtete Differentialgleichung 0 zum genau dreifachen
Eigenwert, nadmlich mit den drei Koordinaten &, &,, & als Eigenfunktionen
hat. Dann folgt die Behauptung so. Fiir 4 = 0 ist —1 einfacher und 0
dreifacher Eigenwert, und alle iibrigen Eigenwerte sind positiv. Lt man &
von 0 bis 1 variieren, so indern sich die Eigenwerte stetig, aber so, daBl 0
stets dreifacher Eigenwert bleibt. Folglich kann bei dieser Abdnderung
kein Eigenwert die 0 passieren und — 1 ist auch fiir 4 = 1 der einzige nega-
tive Eigenwert.

1 Man beachte, da H auf der Einheitskugel positiv ist, da der Nullpunkt
im Innern von ® angenommen war.

2 Vgl. 87, S. 59—60. Die Selbstadjungiertheit von D findet ihren Ausdruck im
wesentlichen in 87 (6), S. 59. (Nach einer S. 61 gemachten Bemerkung darf diese
Formel verwendet werden, obwohl Z im allgemeinen keine Stiitzfunktion ist.)
Der elliptische Charakter beruht auf der Konvexitit der Funktion H.
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Zur Abkiirzung werde jetzt die Stiitzfunktion (1 — &) E + 9 H mit G
bezeichnet. Es ist noch zu zeigen, daB3 0 genau dreifacher Eigenwert von (12)
mit G statt H ist, mit anderen Worten, da3 die einzigen auf der ganzen Kugel
reguldren Loésungen von

(14) D(G,Z) =0
die linearen Funktionen Z = a,&, + a,&, + a3&; sind. Dies kann nach
WEvL [2] einfacher als bei HIiLBERT in folgender Weise geschehen.

Man zeigt zunéchst, daB aus der bei konvexen Koérpern der hier be-
trachteten Art nach 87, S. 59 stets erfiillten Ungleichung

(15) D(G.G) >0
und aus (14) die Ungleichung
(16) D(Z,Z)y=<o0

folgt, in der Gleichheit nur eintreten kann, wenn alle Z,, verschwinden.

3
Man erkennt dies so. Maximum und Minimum von »'Z,, #,%, unter
3 #yv=1
der Nebenbedingung >'G,,#, %, = 1 geniigen der Gleichung
wu,v=1
12D (G,G) — 24D(G, Z) + D(Z.Z) = 0.

Diese Gleichung in A hat daher reelle Wurzeln, und es gilt
D*G,Z) = D(G,G)D(Z, Z).

Daraus folgt wegen (14) und (15) in der Tat (16). Soll Gleichheit bestehen,
so miissen beide Wurzeln der Gleichung wegen (14) verschwinden. Das

3
heiBt aber, daB ZZ wv %, %, identisch verschwindet.
v=1

Jetzt schlieit man einfach so. Nach (14) und 37 (6), S. 59 ist
[zD(G,2ydw = [6D(Z, Z)dw =0,

also wegen (16) und G > 0
D(Z,Z)=o,

woraus nach dem eben Festgestellten das identische Verschwinden der Z,,
folgt. Das bedeutet aber, daB Z eine lineare, also wegen (10) eine linear
homogene Funktion ist.

Hieraus folgt iibrigens weiter, daB in (9), also in (7’) das Gleichheits-
zeichen nur stehen kann, wenn Z = H — L eine lineare Funktion ist. Das
bedeutet aber, daB & und & durch Translation auseinander hervorgehen.
Demnach besteht in (6) unter den hier erforderlichen Regularititsannahmen
nur fiir homothetische & und & Gleichheit.

Die Bedeutung der Tatsache, da 0 genau dreifacher Eigenwert von (12)
ist, reicht weit iiber die hier besprochene Anwendung hinaus. Sie enthalt
niamlich, wie BrLascHKE [1] bemerkt hat, die infinitesimale Unverbiegbar-
keit konvexer Flichen, und der vorgetragene Beweis ist genau ein von
WEVL [2] herriihrender dieses Unverbiegbarkeitssatzes. Vgl. dazu 72, S. 148.
Eine weitere Anwendung findet dieser Satz und ein von HILBERT [3] be-
wiesener Existenzsatz fiir die inhomogene Differentialgleichung D (H, Z) =F
bei den Untersuchungen iiber die Bestimmung konvexer Kérper durch
Kriimmungsfunktionen. Vgl. dazu 59, S. 116 und 60, S. 123—124.
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§ 12. Spezialfille und Anwendungen des BRUNN-MINKOWSKI-
schen Satzes und der MINKowsKIschen Ungleichungen.

53. Das Volumen des Vektorkérpers. Als unmittelbare Folge des
BrunN-MinkowsKIschen Satzes ergibt sich, daB bei Zentralsymmetri-
sierung (42, S. 73) eines konvexen Korpers sein Volumen nicht ver-
kleinert und stets dann vergréBert wird, wenn er innere Punkte und
keinen Mittelpunkt hat. Ist ndmlich & der Kérper und &* sein Spiegel-
bild beziiglich des Nullpunktes, so ist der zentralsymmetrisierte
3 (R + &%), also wegen V(&) = V(&%) in der Tat die Behauptung
richtig. Es kann nur dann V(4 (® + &*)) = V(&) sein, wenn V(&) = 0
ist (dann liegen ® und &* in parallelen Ebenen) oder wenn & und &*
homothetisch sind, was in diesem Fall bedeutet, da3 & einen Mittel-
punkt hat.

Nach 83, S. 51 ist & + ®* der Vektor- oder Breitenkdrper von $f.
Fiir sein Volumen gilt also
(1) V(& + &%) =2"V(R),
und hierin besteht Gleichheit nur fiir V(&) = 0 oder wenn & einen
Mittelpunkt hat.

Auch eine obere Schranke fiir das Volumen des Vektorkorpers 146t
sich leicht angeben. Man denke den Nullpunkt in den Schwerpunkt
von § gelegt. Dann ist nach 34 (1), S. 53 &* im Kérper # & enthalten.
Folglich gilt wegen der Monotonieeigenschaft 5 der gemischten Volumina
(29, S. #1)

V(,.) (.@, @*) = V(v) ®, = @) = n’ V(@) .
Da aber & und &* vertauscht werden diirfen, ist auch
Vi (R, &%) = Vi) (0 &*, &%) = wn "V (®*) = #"V (R) .

Aus beiden Abschitzungen zusammen folgt, wenn mit u, die kleinere
der Zahlen v und # — » bezeichnet wird,

@  VE®+8 =Zn’ () Ve (&, 8% = V(@)Zn’(’j)nﬂv.

v=0 Y=

Fiir » = 2 und 3 ergibt sich so in Verbindung mit (1)
4F(®) =F (& + 8% = 6F(8)

bzw.
VR =V®+ 8/ =21V (R).

Diese beiden Abschitzungen sind scharf. Das zweite Gleichheitszeichen
gilt fiir Dreiecke bzw. Tetraeder und nur fiir diese. Es ist anzunehmen,
daB allgemein in (2) Gleichheit fiir Simplexe und nur fiir diese besteht.

Die Frage nach Schranken fiir den Inhalt des Vektorenbereichs ist von
BrascHKE [20] gestellt worden. Beweise der Ungleichungen fiir #» = 2
und 3 sind von RADEMACHER [3], ESTERMANN [2], [3], Stss[13] gegeben
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worden. Der obige Beweis ist eine Verallgemeinerung des Beweises von
ESTERMANN [3].

54. Abschédtzungen der QuermaBintegrale durch Dicke und Durgh-
messer. Wird ein Korper zentralsymmetrisiert, so erfihrt seine Ortho-
gonalprojektion auf einen beliebigen Unterraum ebenfalls eine Zentral-
symmetrisierung. Es konnen also nach dem zu Beginn von 58 Fest-
gestellten die Quermalle aller Dimensionen nicht verkleinert werden.
Die eindimensionalen Quermage, also die Breiten, darunter Durchmesser
und Dicke, bleiben ungedndert. Nun ist nach den Caucry-KuBoTA-
schen Formeln (382, S. 50) das »te QuermaBintegral des Korpers arith-
metisches Mittel seiner # — »-dimensionalen QuermaBe. Folglich wird
W, bei Zentralsymmetrisierung nicht verkleinert und kann, falls der
Korper innere Punkte hat, nur dann ungedndert bleiben, wenn sdmtliche
Orthogonalprojektionen auf # — v-dimensionale Unterrdume Mittel-
punkte besitzen. Dann muf aber der Kérper selbst einen Mittelpunkt
haben!. Zusammenfassend kann also gesagt werden:

Wird ein konvexer Kérper § mit inneren Punkten zentralsymmetri-
siert, so bleiben W, _,, also die mittlere Breite, der Durchmesser D und
die Dicke 4 ungeindert, und die QuermaBintegrale W,, W,,..., W, _,
sowie das Volumen W, werden alle vergréBert, wenn & keinen Mittel-
punkt hat. Dieses Ergebnis kann dazu benutzt werden, die folgenden
Extremalaufgaben sehr einfach zu 16sen. Es seien Durchmesser D und
Dicke 4 (D = A4) eines konvexen Koérpers § gegeben. Zu bestimmen sind
die Maxima von W, W,,..., W, _; und das Minimum von W, _,.

Die genannten Eigenschaften der Zentralsymmetrisierung lehren,
daB man sich bei der Behandlung dieser Fragen auf Kérper mit Mittel-
punkt beschrinken kann; denn hat & noch keinen, so gehe man zum
zentralsymmetrisierten Kérper iiber, der ja dieselben W, _,;, D, 4 und
groflere Wy, W,, ..., W,_, hat. Fiir Kérper mit Mittelpunkt ergibt
sich die Losung so. Jeder solche Korper ist in einer ,,symmetrischen
Kugelscheibe® enthalten, die als Durchschnitt einer Kugel vom Durch-
messer D und eines zum Mittelpunkt symmetrisch liegenden Parallel-
streifens der Breite A entsteht. Fiir diese Kugelscheibe und, wie man
aus dem Obigen und 82, S. 50 entnimmt, (mit Ausnahme von W, _,)
auch nur fiir diese erreichen also W, ..., W, _; ihre Maxima. Ferner
ist in dem Korper mit Mittelpunkt ein ,,symmetrischer Zweikappen-
kérper* enthalten, der aus der Kugel vom Durchmesser 4 durch Auf-
setzen zweier symmetrisch zum Mittelpunkt liegender Kappen ent-
steht, deren Spitzen den Abstand D haben. Fiir diesen Korper, aller-
dings nicht nur fiir diesen, erreicht W,_; das Minimum.

Fir » = 2 gehen diese Resultate in die durch die Formeln (1), (2),
(3), 45, S. 80—81 ausgedriickten iiber.

1 Vgl. dazu 61, S. 124—125.
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Wird nur der Durchmesser D vorgeschrieben, so lehren entsprechende,
noch einfachere Betrachtungen, dal die QuermaBintegrale W, W,
.., W, _; ihr Maximum fiir die Kugel vom Durchmesser D — und
zwar mit Ausnahme von W, _; auch nur fiir diese — annehmen. Darin
ist insbesondere enthalten, daB fiir » = 3 unter allen Kérpern gegebenen
Durchmessers die Kugel allein das gréBte Volumen und die groBte
Oberfliche hat. Damit sind die Ungleichungen (4) und (6) aus 44,
S. 76 und 77 bewiesen.

Die Sitze dieses Abschnitts mit den angegebenen Beweisen sind von
Kusora [15] gefunden worden.

55. Die Oberfliche der Korper einer Linearschar. Die in 50 be-
wiesene Verschirfung des BRUNN-MiNKOwsKIschen Satzes soll jetzt
dazu verwendet werden, den folgenden Satz zu beweisen:

Die n — 1te Wurzel der Oberfliche der konvexen Korper einer linearen
(oder komkaven) Schar ist eine komkave Funktion der Scharparameter.

Ebenso wie zu Beginn von 48, S. 88 erkennt man, daB dies auf die
Ungleichung

() YSs=(1—9) VS, + 9715,

oder in anderer Schreibweise (vgl. 81, S. 47)

"‘i/V(ﬁﬂ) RS @07 @)
= =) VT Ry R0, @) + 8 VTV ®0y s R ©)

hinauslduft, wenn mit Sy (0=39 =1) die Oberfliche des Korpers
Re=01—9& + 98, und mit & die Einheitskugel bezeichnet wird.

Ohne Beschrinkung der Allgemeinheit kann man annehmen, daB
alle Korper innere Punkte besitzen. Es sei & (#) die Orthogonalprojek-
tion von ®4 auf eine Ebene €"~! der Richtung #» und o4 (%) ihr n — 1-
dimensionales Volumen, also das QuermaB von &, in der Richtung «.
Die Anwendung von 50 (7'), S. 96 auf die Schar » — 1-dimensionaler
Korper &5 (u) ergibt dann

B os(w)=[(1 — )T "oo(w) + Vo (W] [(1 — )7 + F]".

Hierin kann 7 das Verhiltnis entsprechender # — 2-dimensionaler
QuermaBe von §(#) und &} (#) beziiglich eines willkiirlichen, in €"~!
liegenden (#n — 2-dimensionalen) Unterraums §"~2 bedeuten. Wenn
es gelingt, zu zeigen, daB in (3) fiir alle Richtungen » derselbe Wert
von 7 gewihlt werden darf, so folgt durch Integration von (3) {iber die
Oberfliche der Einheitskugel > #2 =1 nach der CAucHyschen Formel
32 (1), S. 48

Sp=[(1 — 9)72"Sy + 9S,][(1 — 97 + 9]

)
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und daraus z. B. durch Anwendung der JENsENschen Ungleichung! auf
die rechte Seite die Behauptung (1).

Um einzusehen, daB (2) tatséichlich mit einem von # unabhingigen ©
giiltig ist, bemerke man folgendes. Es seien ¢7~! und €2~! irgend
zwel nichtparallele Ebenen mit den Richtungen #® und #® und ¢*~2
der # — 2-dimensionale Unterraum, in dem sie sich schneiden. Proji-
ziert man einen Koérper senkrecht auf €71 und ¢2~! und dann diese
beiden Projektionen auf €2, so entsteht beidemal dasselbe, nimlich
die direkte Projektion des Korpers auf "2, Wendet man dies auf
R und auf ®,; an, so folgt, daB es zu je zwei Richtungen %™ und #®
einen gemeinsamen Wert von 7 gibt, ndmlich das Verhiltnis der n — 2-
dimensionalen Volumina der Projektionen von &, und &; auf den
Schnittraum €"~2. Nun bilden aber die zu einer festen Richtung
gehorigen 7-Werte wegen der Stetigkeit der Quermafe, und da es sich
um Koérper mit inneren Punkten, also positiven QuermaBen handelt,
ein abgeschlossenes Intervall. Hat aber eine Menge von abgeschlossenen
Intervallen die Eigenschaft, daf3 je zwei Intervalle einen Punkt gemein-
sam haben, so gibt es einen Punkt, der allen gemeinsam ist.

Aus (2) kénnen in woértlich derselben Weise wie in 49, S. 91 aus dem
BrunN-MiNkOwWsKIschen Satz Ungleichungen zwischen gemischten
Volumina oder, wie man hier auch sagen kann, gemischten Oberflichen
(81, S. 47) hergeleitet werden. Man findet so

(4) I/n—l(ﬁo, ce ey @0,«@1, @)% Vn—2('@0, L) @0: @) V(@l; R '@11 @)
und ,
(5)  VE(Ro, - 8,81, 8) =V (R, .-, R0, B) V(R ..., R, 81, R, ©).

Fiir w =3 ist (5) in der Ungleichung 52 (3), S.101 enthalten, wenn
dort fiir §; die Einheitskugel & gewihlt wird. In diesem Fall ist (5)
mit (2), also mit dem obigen Satz gleichwertig.

Der durch (1) ausgedriickte Satz? ist von BruUNN [1] S. 31 vermutet
worden. Er ist, wie eben festgestellt, in der von MixkowsKI [5] § 7 her-
riihrenden Ungleichung 52 (3), S.101 enthalten. Fujiwara [11] hat bemerkt,
daB der Satz sich auch mit den 52, S. 102 beschriebenen HILBERTschen
Methoden beweisen 14B8t. Dabei stellt sich zugleich heraus, da8 unter den
fir die Anwendung dieser Methoden notwendigen Regularititsvoraus-
setzungen Gleichheit in (1) nur fiir homothetische &, und &; eintreten
kann. Das vorstehende Beweisverfahren ist fiir einen Spezialfall (z = 3,
®, = &) von (4) oder (5) zuerst von BONNESEN [9] verwendet worden. Auf die
Anwendbarkeit des Verfahrens fiir den allgemeineren Satz hat BLASCHKE [22]
hingewiesen. Der obige Beweis ist bei BoNnNEsSEN [12] Kap. VI, Stss [17]
und fiir beliebiges » kiirzlich von FAvarD [11] durchgefiihrt.

1 S.90, FuBnote 1. In der dortigen Formel hat man vy = S;, v, = *~1S,,

und statt ¢ den Ausdruck —————5 einzusetzen.

1
p=1d=5 A=+ 9
2 Die folgenden Angaben beziehen sich, soweit nichts anderes gesagt wird,
auf den dreidimensionalen Fall.
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Fiir » = 3 (und vermutlich fiir beliebiges %) steht in (1), also wie die
Uberlegungen aus 49, S. 91 zeigen, auch in (4) das Gleichheitszeichen nur
fiir homothetische &, und &,;. Es ist dies von BoNNESEN [12] S. 97—101
bewiesen worden unter Heranziehung der a. a. O. anders als hier bewiesenen
Tatsache, daB in der Ungleichung 51 (8), S. 99 das Gleichheitszeichen nur
fiir homothetische Bereiche gilt. Die Diskussion der Gleichheit bei Stiss [17]
S.257 beruht auf einer falschen Behauptung, fiir die zu Unrecht BONNESEN [3],
[4] zitiert wird. Auch die Diskussion von FAVARD [11] S. 260 fiir beliebiges »
ist unzureichend.

Es sei noch bemerkt, da die obige Beweismethode (2) und damit die
Ungleichungen (4) und (5) auch dann abzuleiten gestattet, wenn darin die
Einheitskugel & durch eine beliebige positive kontinuierliche Linearkombi-
nation von Strecken (19, S. 29) ersetzt wird. Insbesondere darf also fiir &
nach 387 (7), S. 60 der Projektionenkoérper eines (passenden Regularitats-
voraussetzungen geniigenden) konvexen Korpers oder allgemein ein Korper
gewihlt werden, dessen Stiitzfunktion ein gemischtes Querma$ ist. Der-
artige Verallgemeinerungen von (2) sind von StUss[17] gewonnen worden.
Fir » = 3 1aBt sich nach dem Verfahren von BoNNESEN [12] S. 97—101
auch in diesem allgemeinen Fall zeigen, daB Gleichheit nur bei homo-
thetischen &, und &, eintritt. Damit ist zugleich der Gleichheitsfall in
der MinkowsKischen Ungleichung 52 (3), S. 101 teilweise aufgeklart.

Der bewiesene Satz 148t sich auch so aussprechen: Die » — 1te Wurzel
des ersten QuermaBintegrals W,(fs) ist eine konkave Funktion von &.
Man vermutet, daB die # — »te Wurzel des »ten QuermaBintegrals W, (Rs)
als Funktion von ¢ stets konkav und nur dann linear ist, wenn &, und &,
homothetisch sind. Fiir » = % — 2 ist dies von KuBora [16] und Favarp [11]
Kap. II gezeigt worden. Eine allgemeinere Vermutung ist schon 49, S. 93
ausgesprochen worden. Neu demgegeniiber ist hier jedoch die Aussage iiber
Linearitit, die im S. 93 genannten allgemeineren Fall gewiB nicht zutrifft.

56. Spezialfdlle Minkowskischer Ungleichungen. Die interessante-
sten Spezialfille der Minkowskischen Ungleichungen zwischen den
gemischten Volumina zweier Korper ergeben sich, wenn man fiir den
einen die Einheitskugel @ wihlt. So erhdlt man aus 49 (1), S. 91, je
nachdem, ob man den ersten oder den zweiten Koérper durch & ersetzt,
die beiden Ungleichungen zwischen Oberfliche bzw. mittlerer Breite
und Volumen eines konvexen Koérpers f:1

S\n Vin—1

W (o) = ()

und B\ 7

@ 3 =%

In jeder dieser Ungleichungen steht das Gleichheitszeichen nur fiir die
Kugel. Die erste besagt, daf unter allen konvexen Korpern gegebener
Oberfliche die Kugel allein das grifite Volumen hat (vgl. darliber den
folgenden Abschnitt), und die zweite, daf unter allen konvexen Korpern

gegebener mittlerer Breite ebenfalls die Kugel allein das grifteV olumen besitzt.

Der zuletzt genannte Satz ist auf anderem Wege fiir beliebiges # zuerst
von UrRysoHN [1] bewiesen worden. Einen auf den BRUNN-MINKOWSKIschen

(%

1 Man beachte w, = nx, (vgl. S.2).
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Satz gestiitzten, jedoch zu komplizierten Beweis hat Stiss [24] angegeben.
Fiir » = 3 ist der Satz schon in den Resultaten MINKOWSKIs enthalten
(siehe weiter unten).

Die Ungleichung (4) des vorigen Abschnitts liefert, wenn darin &,

durch & ersetzt wird —\,
’ B\""1_'S
(3) ( 2) =

was besagt, daf unter allen konvexen Kiorpern gegebener Oberfliche die Kugel
die kleinste mittleve Breite hat. Setzt man in 85 (4) &, = &, so erhilt man fiir
das Integral M der mittleren Kriimmung (388, S. 64) die Ungleichung?
(4) Mn—lgwnsn—2,

die besagt, daf unter allen komvexen Kirpern gegebemer Oberfliche die
Kugel das kleinste Integral der wmattleven Kyiimmung hat.

DaB3 diese Extremaleigenschaften nur der Kugel zukommen, ist, wie
aus den Bemerkungen im vorigen Abschnitt hervorgeht, bisher nur fiir
% = 3 bewiesen.

Fiir den dreidimensionalen Raum erhilt man aus den quadratischen
Ungleichungen 52 (2) und (2’), S. 100, wenn wieder fiir den einen Koérper
die Einheitskugel gesetzt wird,

(5) S2=3MV = 6nBV,
(6) 472B? = M? = 4aS,

wobei M = 27z B das Integral der mittleren Kriimmung ist.

(6) ist mit den Spezialfidllen » = 3 von (3) und (4) identisch. Daher
gilt darin nur fiir die Kugel das Gleichheitszeichen. Ein einfacher direkter
Beweis hierfiir bei FAvarD [11] S. 251. (5) besagt, daB unter allen konvexen
Korpern mit gegebenem Volumen und gegebener Oberfliche die Kugel das
gréBte Integral der mittleren Kriimmung (die groBte mittlere Breite) be-
sitzt. Hier ist jedoch die Kugel nicht der einzige Koérper mit dieser Ex-
tremaleigenschaft. In (5) tritt namlich, wie man leicht bestitigen kann,
Gleichheit auch fiir alle Kappenkorper (12, S. 17) der Kugel ein. Daf} dies
nur dann der Fall ist, ist eine bisher unbewiesene Behauptung MINKOWSKIS
(vgl. dazu 49, S. 92).

Die Ungleichungen (5) und (6) stammen von MiNkowskI [5] § 7. Mit
Hilfe von Entwicklungen nach Kugelfunktionen ist (6) von Hurwirz [2]
bewiesen worden. Eine Darstellung dieses Beweises findet man auch bei
Brascuke [11] S. 108. Ein weiterer, sich auf die 42, S. 73 genannte Sym-
metrisierung und Versteifung stiitzender Beweis ist von BrLASCHKE [11]
S. 103—104 angedeutet worden. SchlieBlich wurde (6) von BONNESEN [3]
nach dem im vorangehenden Abschnitt geschilderten Verfahren und in [8]
mit den Mitteln der Variationsrechnung in verscharfter Form hergeleitet.
Verschirfungen der obigen Ungleichungen sind auch in den Ergebnissen
von 50 enthalten. Weitere hat Favarp [6] gefunden. — Die genannten
Ungleichungen sind Ungleichungen zwischen speziellen QuermaBintegralen.
Weitere dieser Art wiirden aus der Richtigkeit der am SchluB des vorigen
Abschnitts genannten Vermutung folgen.

Durch andersartige Spezialisierung von Minkowskischen Ungleichungen
gelangt man zu neuen Sdtzen. Setzt man z. B. in 49 (1), S. 91 fiir den einen
Korper einen Wiirfel der Kantenldnge 1, so erhdlt man: Unter allen kon-

1 Man beachte w, =nx, (vgl. S. 2).

= ’
@p
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vexen Korpern gegebenen Volumens nimmt die Summe der QuermaBe in
bezug auf » paarweise senkrechte Richtungen ihr Minimum allein fiir den
Wiirfel der Kantenlinge 1 an, dessen Kanten den # Richtungen parallel
sind (MINKOWSKI [5] S. 257).

57. Das isoperimetrische Problem. Die Ungleichung (1) des vorigen
Abschnitts liefert fiir den Bereich der konvexen Kurven bzw. Flichen
die Losung des klassischen isoperimetrischen (isepiphanen) Problems,
unter allen geschlossenen Kurven (Fldchen) gegebener Linge (Ober-
flache) diejenige zu finden, die den gréBten Flicheninhalt (das gréBte
Volumen) umschlieBt. Kreis bzw. Kugel sind (bekanntlich auch bei
Zulassung nichtkonvexer Kurven und Flichen) die einzigen Lésungen.

Daf unter allen ebenen konvexen Bereichen gegebener Randlinge der
Kreis allein den gréBten Inhalt haben kann, hat schon BRUNN [1] aus dem
BrunN-MiNkowsKischen Satz gefolgert, und zwar in folgender Weise: Es
seien &, und &, konvexe Bereiche mit derselben Randlinge und maximalem
Flacheninhalt. Dann hat }(®, + &) die gleiche Randlinge und gréBeren
Flacheninhalt als &, und &,, falls nicht &, und &, homothetisch sind.
Daraus folgt, da &; und &, in beliebiger gegenseitiger Lage homothetisch,
also Kreise sein miissen. Diese SchluBweise setzt aber, wie BRUNN selbst
hervorgehoben hat, die Existenz einer Loésung des Problems voraus. Auf
dem hier beschrittenen Wege, d. h. durch den Beweis der allgemeinen Un-
gleichungen 51 (1), S. 97 und 52 (1), S. 100, ist das Problem ohne Existenz-
voraussetzung von MINKOWSKI [5] (fiir # = 2 und 3) gelést worden. Uber
die die Losung fiir beliebiges # liefernde Ungleichung 49 (1), S. 91 vgl. die
Literaturangaben S. 91. — Nach MiNkowskI [1] § 3 kann man aus dem
Brun~N-MinkowsKischen Satz die Extremumeigenschaft von Kreis bzw.
Kugel auch so folgern. Man betrachte die Schar der Parallelkdrper &,

eines konvexen Korpers ® im Abstand ¢. Die nte Wurzel des Volumens
1

von &, ist eine konkave Funktion von o. Ihre Ableitung, das ist S,/ V;_ -,
wo S, und V, Oberfliche und Volumen von &, sind, nimmt also monoton

1

ab und konvergiert fiir p > oo gegen den Wert von S /V1~ ™ fiir die Kugel.
Analog oder auch aus 49 (1), S.91 kann man nach MINKOWSKI[1] § 3
folgenden, von LHUILIER (# = 2) und LINDELOF (# = 3) herriihrenden Satz
beweisen: Unter allen konvexen Polyedern mit gegebener Oberfliche und
gegebenen Normalenrichtungen der Seitenflichen hat das der Kugel um-
schriebene das groBte Volumen. (Fiir Literaturangaben siehe SteIN1TZ [2] 16.)

Das isoperimetrische Problem in der Ebene. In diesem Fall kann man
aus der Losung des isoperimetrischen Problems fiir konvexe Bereiche sofort
auch die Losung fiir beliebige entnehmen; denn geht man von einem nicht-
konvexen Bereich zu seiner konvexen Hiille iiber, so wird die Randlinge
verkleinert und der Flicheninhalt vergroBert!. Die Beschrankung auf
konvexe Bereiche ist also unwesentlich.

! Das Ergebnis 1a8t sich dann auch so aussprechen: Unter allen geschlossenen
ebenen Kurven gegebener Lange hat der Kreis den gré8ten Inhalt der konvexen
Hille. Es sei bei dieser Gelegenheit auf ein analoges raumliches Problem auf-
merksam gemacht. Unter allen geschlossenen Raumkurven gegebener Lénge
soll die bestimmt werden, deren konvexe Hiille maximales Volumen hat. Wegen
der komplizierten Abhingigkeit der konvexen Hiille von der Kurve scheint dieses
Problem recht schwierig zu sein.
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Uber die iltere Geschichte des Problems sehe man W. SCHMIDT M1,
die Enzyklopadieartikel von ZacHARIAS [1] 28 und StEINITZ [2] 16, ferner
BrascHKE [11] § 14, CuisinNi [2] und PoRTER [1]. Insbesondere findet man
dort Angaben iiber die verschiedenen Methoden LuuILIERS und STEINERS [1],
[4], die in auBerst einfacher Weise zeigen, daBl der Kreis allein als Losung
in Betracht kommt. Der fehlende Existenzbeweis einer Loésung 1Bt sich
bei konvexen Bereichen aus dem BrascHKEschen Auswahlsatz 25, S. 34
entnehmen. Doch kann auch ohne dieses Mittel die bestehende Liicke
ausgefiillt werden. So gewinnen CARATHEODORY u. StuDpY [1] durch
unendlich oftmalige Anwendung von STEINERschen Konstruktionen eine
Folge gegen den Kreis konvergierender Figuren. Ferner kann man sich
zunichst auf Polygone einer festen Eckenzahl beschrianken, aus dem WEIER-
sTrRAssschen Satz iiber das Maximum einer stetigen Funktion die Existenz
eines Maximalpolygons folgern und dann durch STEINERs SchluBweisen
zeigen, daB dieses ein regulares sein muf3!. Durch Polygonapproximation
kann man schlieBlich zu beliebigen Kurven iibergehen. So gehen Stupv [1],
BLASCHKE [4], [11] § 11 vor. Ein derartiger Beweis ist auch bei COURANT
u. HiLBERT (1] S. 141—142, 149 dargestellt. Noch elementarer ist ein Be-
weis von EDLER [1], bei dem von einem beliebigen Polygon ausgehend durch
ganz einfache Konstruktionen ein umfangsgleiches regulidres mit groflerem
Flacheninhalt hergestellt wird. Die Eckenzahl wird dabei allerdings ver-
groBert. Einen eng verwandten Beweis hat kiirzlich VAHLEN [2] angegeben.

Als einfache Folge der Vollstindigkeitsrelation (ParsEvaLschen Glei-
chung) der trigonometrischen Funktionen ist die isoperimetrische Eigen-
schaft von Hurwirz [1], [2] S. 371—373 erkannt worden. Darstellungen
seines Beweises auch bei BLasCHKE [24] § 30 und CouraNT u. HILBERT [1]
S. 82—83. Einen &hnlichen, auf Potenzreihenentwicklungen beruhenden
Beweis hat Kraus [1] angegeben.

LEBESGUE [2] hat einen eigentiimlichen, ganz elementaren Beweis ge-
funden, bei dem die konvexe Figur mit minimalem L2/F gesucht wird.
Ein konvexer Bereich wird bestimmt gedacht durch abzihlbar viele Stiitz-
geraden T, T,, ..., deren Richtungen iiberall dicht auf dem Einheitskreis
liegen. Es wird das durch Ty, ..., T} bestimmte, & umschriebene Polygon
P betrachtet. Beim Ubergang von P, zu By, wird L2/F verkleinert.
Soll diese Verkleinerung maximal sein, so muB T}, eine durch P, und
die Richtung von T, bestimmte Lage haben. Ist nun & kein Kreis, so
wird gezeigt, daB fiir wenigstens ein k die Gerade T, diese Bedingung
nicht erfiillt. Der Bereich kann dann also nicht das Minimum von L2/F
haben. Die Einzelheiten des Beweises findet man auch bei BONNESEN [12]
S. 64—65. (Vgl. dazu auch 66, S. 132—134.)

Mehrere Beweise gehen darauf aus, fiir einen konvexen Bereich & eine
Verscharfung der isoperimetrischen Ungleichung L2 — 4z F =0 von der
Gestalt

(1) F—xL —x®a =<0,
oder, anders geschrieben,
(2) L2 — 47 F = (L — 27 x)?

fiir ein (notwendig positives) » herzuleiten. (1) bedeutet geometrisch, daB
die innere Parallelkurve von & im Abstand x nichtpositiven Flicheninhalt
umschlief3t, also bei Durchlaufung des Randes von & im entgegengesetzten
Sinne durchlaufen wird. Ungleichungen vom Typus (1) sind in 51 (5),

1 Vgl. dazu WEIERSTRASS’ Werke Bd. 7, S. 70—75.
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S. 98 als Spezialfille enthalten. (Man hat fiir das dortige &, den Einheits-
kreis zu wihlen.) Durch Spezialisierung der S. 100 angefiihrten Beweise von
51 (5), (6), (7), (8) erhdlt man also Beweise von Ungleichungen (1). Man
vgl. dazu LieBMANN [7], (8] und BrasceKE [24] § 29, wo der CRONE-FRo-
BENIUSsche Beweis im vorliegenden Spezialfall in besonders anschaulicher
Form dargestellt ist.

Fiir » = v (Inkreisradius von &) ist (1) durch elementare Betrachtungen
von BoNNESEN [2], [8], [5], [12] S. 62, dhnlich auch neuerdings von VAHLEN [2]
und auf etwas anderem Wege von CHISINI [1], [2] bewiesen worden. Daf3
L? = 47F nur fir den Kreis gilt, folgt dann sofort aus (2), da L = 2a7r
nur beim Kreis besteht. BONNESEN hat (1) a.a.O. auch fir » = R
(Umkreisradius) auf analogem Wege wie fiir x = » bewiesen. Zusammen
liefern diese beiden Ergebnisse die Ungleichung

(3) L? — 4aF == a®(R — 7)?,

in der iibrigens Gleichheit nur beim Kreis eintritt. BernsTEIN [1] hat (3)
(mit einer kleineren Konstanten rechts) durch Grenziibergang aus einer
isoperimetrischen Ungleichung fiir Kurven auf der Kugel abgeleitet und
damit das erste Beispiel einer verschirften isoperimetrischen Ungleichung
gewonnen. Mit Hilfe der Kreisringsymmetrisierung (40, S. 71) hat Bon-
NESEN [4], [12] S. 67—70 zeigen koénnen, daB in (3) R und 7 durch die Radien
P und ¢ des zu & gehorigen Minimalkreisrings (85, S. 54) ersetzt werden
kénnen, was wegen P= R =7 = mehr als (3) besagt. Uber eine noch
bessere Abschitzung dieser Art ist 45, S. 83 berichtet worden.

WEIERSTRASS hat das isoperimetrische Problem mit den Mitteln der
Variationsrechnung geldst. Sein Beweis ist im 7. Band der Werke S. 257
bis 264, 301—318 dargestellt. Ferner hat SCHWARz [1] einen Beweis mit
diesen Mitteln angegeben. Im iibrigen sehe man iiber derartige Beweise
die Lehrbiicher der Variationsrechnung. Einen weiteren Beweis mit den
WEIERSTRASSschen Methoden hat BonNNESEN [8], [12] Kap. VIII gefunden,
wobei sich auch die Verscharfung (3) ergeben hat. Untersuchungen iiber
das Auftreten verschérfter isoperimetrischer Ungleichungen bei allgemeinen
isoperimetrischen Problemen im Sinne der Variationsrechnung hat Box-
NESEN [8], [12] Kap. VIII, [13] angestellt.

Das isoperimetrische Problem auf der Kugeloberfliche. Dafiir, daB
der Kreis unter allen geschlossenen sphirischen Kurven gleicher Linge
den groften Flacheninhalt umschlieit, hat STEINER [1], [4] mehrere Beweise
angegeben, die jedoch die Existenzfrage wieder offen lassen. Diese Liicke
ist verschiedentlich ausgefiillt worden. Man findet Angaben dariiber bei
SteINITZ [2] 16, BLASCHKE [11] S. 39—40. Hier sei noch auf Kusota [1]
verwiesen. BERNSTEIN [1] hat einen sehr einfachen Beweis gefunden, der
auf der Betrachtung von Parallelkurven beruht. Es ergibt sich dabei eine
Verschiarfung der isoperimetrischen Ungleichung. (Bemerkenswerterweise
hat die BernsTEINsche Schluf8weise kein Analogon in der Ebene.) Box-
NESEN [3], [12] S. 80—83 hat auf andere Weise eine noch bessere Un-
gleichung bewiesen.

Das isepiphane Problem. Beim Problem, unter allen K6rpern gegebener
Oberfliche den mit groBtem Volumen zu finden, bedeutet die alleinige
Zulassung konvexer Vergleichskérper eine wesentliche Einschrinkung, da
beim Ubergang zur konvexen Hiille die Oberfliche sehr wohl vergroBert
werden kann.

Auch im rdumlichen Fall liefern Konstruktionen von LHUILIER und
STEINER [1], [4], insbesondere die Symmetrisierung sehr einfach die Tat-
sache, daB3 die Kugel allein als Losung des Problems in Betracht kommt,

Ergebnisse der Mathematik. III/1. Bonnesen-Fenchel. 8
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(Vgl. dazu die historischen Angaben bei StEINITZ [2] 16.) Der auch hier
fehlende Existenzbeweis kann fiir konvexe Korper wieder aus BLASCHKES
Auswahlsatz (25, S. 34) entnommen werden. Man vgl. dazu BLASCHKE [8],
[11] § 19. Die erste vollstandige Losung des Problems fiir nicht notwendig
konvexe Korper ist von ScawaRrz [1] durch Zuriickfithrung auf ein ebenes,
WEIERSTRASSSchen Methoden zugingliches Problem mit Hilfe der a. a. O.
eingefiihrten Abrundung (41, S. 71) erbracht worden. I.O.MULLER [1]
hat das dem isepiphanen Problem entsprechende zweidimensionale Vari-
ationsproblem direkt behandelt. Dabei werden aber nur ,sternférmige‘
Korper zugelassen, d. h. solche, in denen es einen Punkt gibt, so daB jede
durch ihn gehende Gerade nur in einer Strecke schneidet. Unter den denk-
bar schwichsten Voraussetzungen (die Oberflichen der Vergleichskérper
brauchen nur im Sinne von LEBESGUE zu existieren) ist das Problem von
TonEeLLl [1] geloést worden, und zwar auf folgende Weise. Ein Polyeder
wird in bezug auf zwei zueinander senkrechte Achsen unendlich oft ab-
gerundet und gezeigt, daB die entstehende Korperfolge gegen eine Kugel
des gleichen Volumens und kleinerer Oberfliche konvergiert. Durch Grenz-
ibergang wird dann der Satz auf die genannten allgemeinen Korper iiber-
tragen. Ahnlich geht unter engeren Voraussetzungen Kramn [1] vor. Es
wird dort auch das Problem fiir Riume beliebiger Dimension behandelt.
Gross [1] benutzt eine unendliche Folge von Symmetrisierungen. Die Kon-
vergenz der entstehenden Korper gegen die Kugel wird in eigenartiger und
eleganter Weise gezeigt. Eine Darstellung dieses Beweises mit Beschran-
kung auf konvexe Korper bei BLascHKE [24] § 115. BONNESEN [6], [7], [9],
[12] Kap.VII verwendet einmalig Symmetrisierung und Abrundung (wie in
50, S. 95), vermeidet also unendliche Prozesse und kommt durch besondere
Konstruktionen zu einer verschirften isepiphanen Ungleichung. Eine
Kritik des ahnliche Ziele verfolgenden Beweises von CHIsINI [1], [2] bei
BoNNESEN [12] S. 105.

Schwierig und nur in besonderen Fallen geltst ist das Problem, unter
allen Polyedern desselben topologischen Typus dasjenige zu bestimmen,
das bei gegebener Oberfliche das gréBte Volumen hat. Uber die in dieser
Hinsicht erzielten Resultate, insbesondere die Verdienste LHUILIERS,
SteINERs und LINDELOFs sehe man Steinirz [2] 16. Uber die dort dar-
gestellten hinausgehende Ergebnisse hat StEINITZ [3] erzielt.

§ 13. Bestimmung konvexer Korper durch
Kriimmungsfunktionen.

Unter einer Kriimmungsfunktion eines konvexen Korpers werde
eine elementarsymmetrische Funktion der Hauptkriimmungsradien,
aufgefaBBt als Funktion der Normalenrichtung, verstanden. Dieser
Paragraph beschiftigt sich mit der Frage, inwiefern ein konvexer
Korper durch die Vorgabe einer Kriimmungsfunktion bestimmt ist.

58, Stetig gekriimmte konvexe Korper. Nach der in 38, S. 61
erfolgten Einfithrung der Kriimmungsgréoien muf3 man, um der Stetig-
keit der Kriimmungsfunktionen sicher zu sein, voraussetzen, daf} die
Stiitzfunktion H stetige zweite Ableitungen besitzt. Alsdann hat man
nach 38 (4), S. 62 fiir die Kriimmungsfunktionen F, (§) die Darstellungen

) F,(& ={RRy...R}=D,(H). v=1,2,..,n—1
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Neben dieser Definition hat sich fiir den zu besprechenden Fragen-
kreis eine zweite (vermutlich weniger fordernde) als zweckmiBig er-
wiesen. Es wird gesagt, ein konvexer Korper & besitze die stetige
vte Kriimmungsfunktion F,(£), wenn F, auf der Oberfliche £ der
Einheitskugel stetig und nichtnegativ ist und wenn fiir einen beliebigen
konvexen Koérper & mit der Stiitzfunktion L

(2) V(e R 8.6 .. 8) = [LOF,Edo

» n—v—1 Q

ist, wo © die Einheitskugel bedeutet.

Man stellt sofort fest, da3 im Sinne dieser Definition ein konvexer
Koérper hochstens eine wte Krimmungsfunktion F, besitzen kann.
Denn gibe es zwei verschiedene F, und F}, so miiite es wegen der Stetig-
keit der beiden ein von einer geniigend kleinen # — 2-dimensionalen
Kugelfliche begrenztes Gebiet & auf der Oberfliche der Einheitskugel
geben, in dem durchweg F, — F¥* == 0, also z. B. positiv ist. Die
Anwendung von (2) einmal auf & statt € und das andere Mal auf den
Kappenkorper, der durch Aufsetzen der zu & gehorigen Kappe auf &
entsteht, statt @, fithrte auf einen Widerspruch.

Beachtet man, daB die linke Seite von (2) bei Translationen von g
unverdndert bleibt, so gewinnt man fiir F, (genau wie 87, S. 61 fir
die Differentialausdriicke D) die Beziehungen

(3) [€F, (& do = o,

Q

die besagen, daf3 der Schwerpunkt der mit Masse der Dichte F, belegten
Einheitskugeloberfliche in ihren Mittelpunkt fallt.

Diese Definition der Kriimmungsfunktionen geht auf MINKOWSKI [5]
§ 8 zuriick. Thre Forderung (2) ist gewiB fiir F, = D, (H) erfiillt, falls die
Formeln 37 (5), S. 59 und 38 (7), S. 63 giiltig sind, die man durch Ver-
allgemeinerung eines fiir # = 3 von WEvYL [2] entwickelten Verfahrens
unter alleiniger Voraussetzung zweimaliger stetiger Differenzierbarkeit von
H beweisen kénnte. Die MinkowsKische Definition fordert also gewi3 nicht
mehr als diese Differenzierbarkeit, die sich aber héchstwahrscheinlich nicht
umgekehrt aus (2) folgern 1aBt.

59. Eindeutigkeitssidtze. Zwer konvexe Korper mit derselben stetigen
Krimmungsfunktion F, _, 1 lassen sich duwrch Parallelverschiebung in-
etnander itberfiihren.

Nach 49, S. 91 besteht nidmlich fiir zwei beliebige konvexe Kérper £
und & die Ungleichung

(1) VMR, .., )= TVHR)TV(Q),

! Das ist bei geeigneten Differenzierbarkeitsannahmen das Produkt der Haupt-
kriitmmungsradien, also die reziproke Gausssche Kriimmung.

8%
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in der Gleichheit nur bei homothetischen § und Q eintritt. Besitzen
nun & und g dieselbe Kriimmungsfunktion, so ist nach 58 (2)

(2 V(] ....8) =V(Q),
also nach (1)
3) V@)=V @®).

Da aber & und 8 vertauscht werden diirfen, muB in (3), also wegen (2),
auch in (1) Gleichheit bestehen. & und @ sind daher homothetisch und

miissen, da sie gleiche Volumina besitzen, durch Translation ineinander
iberfiihrbar sein.

In derselben Weise 148t sich der entsprechende Satz fiir Polyeder
beweisen: Durch die Normalenrichtungen und die n — 1-dimensionalen
Volumina seiner n — 1-dimensionalen Seiten ist ein kowvexes Polyeder
bis auf Translationen eindeutig bestimmt. Ist nimlich P das Polyeder
und sind &D, . . ., &M die Einheitsvektoren der duBeren Normalen der
n — 1-dimensionalen Seiten von P und v,, . . ., vy die Volumina dieser

Seiten, so ist nach 29 (3), S. 41 fiir einen beliebigen konvexen Kérper &
mit der Stiitzfunktion L
i\?

“ V(R B, ..., P = %ZL“E"") v,

v=1

Indem man dies statt 58 (2) verwendet, folgert man wortlich wie oben
die Behauptung.

Die beiden Eindeutigkeitssitze mit dem angegebenen Beweis sind von
MinkowskI [1], [5] entdeckt worden. Vgl. auch LIEBMANN [2]. — In analoger
Weise kénnten Sitze iiber die eindeutige Bestimmtheit eines konvexen
Korpers durch eine beliebige seiner Kriimmungsfunktionen F, bewiesen
werden, falls die 55, S.109 ausgesprochene Vermutung iiber die Quermal-
integrale der Kérper einer Linearschar zutrifft. Wie schon S. 109 erwihnt,
ist sie fiir W,_, von KuBora [16] bewiesen worden. Daraus kann man
folgern, daB ein konvexer Kérper durch die Kriimmungsfunktion F; (das
ist bei passenden Differenzierbarkeitsannahmen die Summe der Haupt-
kriimmungsradien) im obigen Sinne eindeutig bestimmt ist.

Bei zweimaliger stetiger Differenzierbarkeit der betrachteten Korper
laufen die genannten Sitze darauf hinaus, daB sich zwei Lésungen H®
und H® der inhomogenen Differentialgleichungen D,(H) = F, auf der
Kugel nur um eine lineare homogene Funktion X a& unterscheiden. Direkt
liefl sich dies bisher nur im Fall » = 1 zeigen, wo es sich um die lineare
Differentialgleichung

Dy(H) = Hyy + Hapg + - + Hy,, = Fy (&)
handelt. Die Behauptung lautet dann, daB die homogene Gleichung
D, (H) = 0 nur lineare Losungen besitzt, eine aus der Theorie der Kugel-
bzw. Hyperkugelfunktionen bekannte Tatsache. (Vgl. dazu auch 52, S.103.)
Uber die darin fiir # — 3 enthaltene Tatsache, daB ein konvexer Korper
durch die Summe seiner beiden Hauptkriimmungsradien bis auf Trans-

lationen eindeutig bestimmt ist, siehe CurisTorreL [1], BLASCHKE [24] § 95
und Scuorz [1] S.177. — Im Fall # = 3 besagt der 52, S. 104 bewiesene
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HiiserTsche Eindeutigkeitssatz fiir die Differentialgleichung D (H, Z) = 0
(mit der unbekannten Funktion Z), daB ein konvexer Korper durch die
Summe seiner Relativkriimmungsradien (38, S. 64) beziiglich eines beliebigen
Eichkérpers bis auf Translationen eindeutig bestimmt ist (Stss [23]).

In besonders einfacher Weise und ohne Heranziehung MINKOWSKI-
scher Ungleichungen liBt sich der folgende Satz beweisen: Ist eine
elementarsymmetrische Funktion der Hawptkritmmungsradien eines kon-
vexen Kovpers konstant, so ist der Kovper eine Kugell.

Zur Abkiirzung werde gesetzt

1
my= | {R/Ry... R} y=1,2,...,n—1

(.

Dann bestehen die folgenden Ungleichungen

(5) mlgmgg"’gmn—l;
und aus der Giiltigkeit auch nur eines Gleichheitszeichens folgt
R1 =R2: :Rn—l' 2

Nun sei {R,R,...R;} konstant. Durch eine Ahnlichkeitstrans-
formation kann erreicht werden, daB m; = 1 wird.

Es sei zundchst 1 =% <<% — 1. Dann ist nach (5) m; =1 =my .,
und es gilt nach 38 (9), S. 63, wenn H die Stiitzfunktion des Korpers
ist, einerseits

[Hmido = [Hdw = [m dw = [do
2 2 2 2

und andererseits
/Hm,fdw zfmﬁ}dw = [dw.
0 Q Q2

1 Es wird hierbei vom Korper vorausgesetzt, daBl fir ihn die Formeln 38 (9),
S. 63 gultig sind.

]
2 Hat das reelle Polynom /() = Z( )m: A4~ (mit m, = 1) lauter reelle
v=0

‘Wurzeln, so gilt nach dem RorLLEschen Satz dasselbe fiir die Polynome EIEI
r=oy

(0,0=0,1,...,.—1; p+ o =1—1) bei festem y = 0 oder bei festem » % 0.
Daraus folgt insbesondere fiir g9 4 ¢ =/ — 2, daB die quadratischen Polynome

m, :i R 2mx+ m) i% reelle Wurzeln haben, daB also die Ungleichungen

2v v—1_ v-+1 — —
(%) m," = m, "y m ) y=1,...,8—1

gelten. Steht hier fiir ein » das Gleichheitszeichen, so hat f(x) lauter gleiche
‘Wurzeln; denn wenn die Ableitung eines Polynoms von mindestens drittem Grad
mit nur reellen Wurzeln lauter gleiche Wurzeln hat, so ist dies auch bei dem Polynom:
selbst der Fall. Sind alle m, > 0, so folgen aus (*) die im Text genanntem Un-
gleichungen und aus dem eben Gesagten die Behauptung iiber das Gleichheits-
zeichen. (Uber diese von NEwToN entdeckten Ungleichungen zwischen den
elementarsymmetrischen Funktionen reeller Zahlen sehe man — auch wegen
der Literatur — BoNNESEN [13], ferner P6Lva und Szecé [1] IT S. 47 Aufg. 61.)
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Folglich gilt bei der Anwendung von 1 = #y, = my ,, das Gleichheits-
zeichen, woraus nach dem Obigen R, = --- = R, _; = 1 folgt.

Ist k=% —1, so hat man nach 38 (9), S.63 und wegen
1=m, 1=m, _,=m

[dw = [mildw = [Hm3dow = [Hdw = [m, dw ;fdw.
o 0 Q g 0 0

Also ist m; = m, _, und daher wieder R, = --- =R, _; = 1.

Nun sei x der Ortsvektor eines Randpunkts des Korpers und & der
zugehorige Normaleneinheitsvektor. Dann gilt fiir jede Fortschreitungs-
richtung auf der Einheitskugeloberfliche dx=d¢, da alle Hauptkriim-
mungsradien den festen Wert 1 haben. Man hat daher x = & + konst.
Der Korper ist somit eine Kugel vom Radius 1.

In genau derselben Weise kann man von den Formeln 38 (11),
S. 63 statt 38 (9) ausgehend beweisen: Ist eine elementarsymmetrische
Funktion der Haupthriimmungen eines konvexen Korpers konstant, so ist
er etne Kugel.

Fir » = 3 sind diese Sdtze zum erstenmal von LieBmanN [1], [2], [3]
bewiesen worden. Spiter hat HiLBERT [2] den Satz fiir die Gausssche Kriim-
mung anders begriindet. Vgl. auch BLASCHKE [24] § 91—92. — Die obigen
allgemeinen Satze mit dem angegebenen Beweis rithren von Suss [16]
her. Sie sind dort gleich fiir die relative Differentialgeometrie entwickelt,
was wortlich ebenso geht, wenn man die Formeln 38 (13), S. 65 heranzieht.
Man erhdlt so: Ist eine elementarsymmetrische Funktion der Relativ-
krimmungsradien oder Relativkriimmungen eines Korpers in bezug auf
einen beliebigen Eichkorper konstant, so ist der Korper eine Relativsphare,
d. h. zum Eichkérper homothetisch. Vgl. dazu auch MaTrsumura [17]. —
Fiir » = 3 vgl. auch ScHorz [1] § 5, wo dhnlich wie bei SUss gezeigt wird,
daB die Kugel durch konstante Gausssche oder mittlere Kriimmung ge-
kennzeichnet ist.

Zu verwandten Kennzeichnungen der Kugel gelangt man, wenn man
nicht die Konstanz einer Kriimmungsfunktion, sondern eine geeignete
Relation zwischen einer Kriimmungsfunktion und der Stiitzfunktion voraus-
setzt. So kann man z. B. nach BLASCHKE [24] S. 233 zeigen, daB F,_, (&)
=cH"~1(&) bei konstantem ¢ nur fiir die Kugel gilt. Weitere Fragen dieser
Art auch fiir die relative Differentialgeometrie behandelt MATSUMURA [4], [24].

60. Existenzsdtze. Das Ziel dieses Abschnitts ist der Beweis der
Existenz eines konvexen Korpers mit [gemil der Bedingung 58 (2)]
vorgegebener Kriimmungsfunktion F,, _; (das ist cum grano salis die
reziproke Gausssche Kriimmung). Zunichst wird der entsprechende
Satz fiir Polyeder bewiesen.

Es seien £V, E@  E®) yoneinander verschiedene Einhettsvektoven,
unter denen n linear unabhingige vorkommen, und vy, v, . . ., Uy positive
Zahlen, so daf die Relationen

N
(1) 20,0 =0

v=1
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erfiillt sindl. Dann gibt es ein (nach dem Friiheren bis auf Translationen
eindeutig bestimmies) konvexes Polyeder, fir das die £ die Normalen-
vektoren und die v, die Volumina der n — 1-dimensionalen Seiten sind.

59 (4) und die Ungleichung 59 (1) zeigen, daB3 das gesuchte Polyeder
bis auf eine Streckung durch die Eigenschaft gekennzeichnet ist, unter
allen konvexen Korpern & (Stiitzfunktion L) vom Volumen 1 das

N
Minimum von >'L (£ v, zu liefern. Auf der Ausnutzung dieser Tat-

ry=1
sache beruht der folgende Bewelis.
Es seien $,, s, . . ., py nichtnegative Zahlen. Dann ist der Durch-
schnitt der N Halbrdume
(2) 2xEMN=p, y=1,2,..., N

ein konvexes Polyeder R (p,), das den Nullpunkt im Innern oder auf
dem Rande enthilt. Man schlieBt nidmlich aus (1) und aus der Voraus-
setzung, daB # linear unabhingige £* vorhanden sind, daB die &»
nicht alle in denselben Halbraum weisen kénnen2. (Vgl. dazu 11, S. 16.)
Als Normalen der » — 1-dimensionalen Seiten von P (p,) treten nur
EV L E®) auf; es ist aber moglich, daB gewisse der &* nicht vor-
kommen. Fiir diejenigen », fiir die es eine #» — 1-dimensionale Seite
der Richtung &® gibt, ist p, genau der Abstand dieser Seite vom Null-
punkt, also der Wert der Stiitzfunktion von P(p,) fiir das Argument
£ Fiir die iibrigen » wird p, groBer oder gleich dem entsprechenden
Wert der Stiitzfunktion sein. Die Polyeder R(p,) bilden fiir p, =0
eine konkave Schar; denn aus

2xEM =p,, DyEn =y,

2= Nx+9y)EN = (1—9p, + g,
(1— ) R(p,) +9B(g,) ist also in B((1 — ¥ p, + P¢,) enthalten. Das

Volumen V(p,) und die Volumina der # — 1-dimensionalen Seiten
von P(p,) hingen stetig von den p, ab.

Man betrachte nun die Menge It der Punkte (p,,..., py) des
N-dimensionalen p-Raumes, fiir die alle p, =0 und V(p,) =1 ist3.
I ist wegen der Stetigkeit von V' abgeschlossen. Die Funktion

N
D (p,) = %Zﬁyvv

v=1

folgt

! Die Notwendigkeit der Bedingung (1) ergibt sich sofort aus 59 (4), wenn
man die Translationsinvarianz der gemischten Volumina beachtet.

2 (1) besagt namlich, daB der Schwerpunkt der in den Endpunkten der vom
Nullpunkt aufgetragenen §(*) angebrachten positiven Massen v, in den Nullpunkt
fallt.

3 Aus dem BrRUNN-MiNkKowsKischen Satz folgt unmittelbar, daB die Menge
konvex ist. Hier wird jedoch kein Gebrauch davon gemacht.
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besitzt in M ein Minimum, da sie wegen v, > 0 mit jedem p, gegen
Unendlich strebt. Das Minimum, das mit u”~1 bezeichnet sei, werde
fiir p, = p¥ erreicht. Es soll nun gezeigt werden, daB3 das zu f* = R (p¥)
homothetische Polyeder uP* die Forderung des Satzes erfiillt.

B* werde derjenigen Translation unterworfen, die seinen Schwer-
punkt in den Nullpunkt iiberfithrt. Dabei gehen die p¥ in neue, posi-
tive Werte iiber, die nachtriglich wieder mit ¥ bezeichnet werden
mogen. Wegen der Bedingung (1) #dndert sich @ bei Translationen
von B (p,) nicht, so daB @ auch fiir die neuen p¥ den Minimalwert u* —1
besitzt.

Das # — 1-dimensionale Volumen der zur Normalenrichtung &
gehorigen Seite von P* werde mit w, bezeichnet; falls P* keine # — 1-
dimensionale Seite mit der Normalen £* besitzt, werde w, = 0 gesetzt.
Das Volumen V* von $* muBl 1 sein, denn wire V* > 1, so kénnte
man durch dhnliche Verkleinerung von $* ein Polyeder vom Volumen 1
erhalten, fiir das @ < y*~1 wiirde. Hieraus und aus der Definition
der p}¥ folgt

~ N
« 1 NV, o 1 N
3) V= n2p7w7~1~ W,,_Iva Uy .
v=1 r=1

Man betrachte jetzt im N-dimensionalen p-Raum die beiden Ebenen

N N
(4) o Dbty = pr = Dlbw, = 1. @)
v=1

v=1

Wenn gezeigt ist, daB sie identisch sind, folgt v, = u"~ ! w,, und daraus,
daB das Polyeder u®PB* die Forderungen des Satzes erfiillt. Nach (3)
haben (4) und (4') einen Punkt, nidmlich p, = p¥ gemeinsam. Es geniigt
also, zu beweisen, daB sich die Ebenen in einer Umgebung von $¥ nicht
durchsetzen.

Zunichst bemerke man, daB fiir die Punkte p, =0 von (4) das
Volumen V (p,) =< 1 ist?, da anderenfalls #*~! nicht das Minimum von
D (p,) fiir V(p,) = 1 sein kénnte. Da mit p, und p¥ auch (1 — &) p¥ + 9,
fir 0=9 =1 zu (4) gehort und da weiter, wie oben bemerkt, das
Polyeder (1 — ) PB* + R (p,) in P((1 — J)p¥ + 94p,) enthalten ist,
ergibt sich

V(1 —9P* +FPp) =1,

und daraus in Verbindung mit V (*) = 1 fiir das gemischte Volumen

(5) V(Bp,), B*, ..., B¥) =1.

Jetzt beschrinke man die , = 0 auBer durch (4) auf eine solche Um-
gebung von ¥, daB fiir alle die », fiir die w, > 0 ist, auch B (p,) eine

1 Das bedeutet, daB (4) Stiitzebene von i ist.
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n — 1-dimensionale Seite der Normalenrichtung &* hat!. Dann ist p,
fiir diese » der Abstand der betreffenden Seite von % (p,) vom Nullpunkt,
also der Wert der Stiitzfunktion von P(p,) fiir das Argument £*. Nach
29 (3), S. 41 ist demnach das gemischte Volumen

N
VB, BB = Dpw.
r=1
(5) besagt nun in der Tat, daB sich die Ebenen (4) und (4') in der ge-
nannten Umgebung nicht durchsetzen koénnen.
Dieser Satz rithrt von MinkowskKI {1], [5] § 9 her. Der dargestellte
Beweis folgt im wesentlichen dem von [5] § 9.
Mit Hilfe des eben bewiesenen soll jetzt der folgende Satz her-
geleitet werden: Es sei eine positive stetige Funktion I () auf der Einheits-
kugel so gegeben, daf die Relationen

(6) [EF(&) dw =0
£Q

erfillt sind. Dann gibt es einen (nach dem Fritheren bis auf Trans-
lationen eindeutig bestimmien) konvexen Korper, fiir den F die Kriim~
mungsfunktion F, _, ist.

Die Oberfliche £ der Einheitskugel denke man in endlich viele
sphérisch konvexe Teilbereiche? 2, .. ., £, zerlegt, von denen keine
zwel einen inneren Punkt gemeinsam haben. Die Durchmesser der £2,
mogen alle kleiner als eine positive Zahl d(<%) sein. Eine solche Zer-
legung werde mit 8, bezeichnet. Die Koordinaten des Schwerpunkts
von £, bei der Massenbelegung F(£) konnen in der Form g,&" ge-
schrieben werden, wo g, seinen Abstand vom Nullpunkt und é* einen
Einheitsvektor bezeichnet, dessen Endpunkt iibrigens zu £, gehort.
Die p, sind kleiner als 1 und groBer als eine nur von 4 abhingende, mit
0 — 0 gegen 1 strebende Schranke. Es ist (vgl. 5, S. 8)

0,8 [F(§)dow = [EF (§)dw.

Setzt man v, =0, [F(§)do,
Q,

so folgt aus (6) ¥

;vv 5("’) = 0.
Nach dem eben bewiesenen Satz gibt es also ein Polyeder B, fiir das
die £&» bzw. v, Normalenvektoren bzw. Volumina der # — 1-dimen-
sionalen Seiten sind.

1 DaB eine solche Umgebung mit p¥ als innerem Punkt gefunden werden kann,
beruht darauf, daB die p} positiv sind.

2 D. h. ein Bereich, der in einer Halbkugel liegt und mit zwei Punkten stets
den sie verbindenden kiirzeren GrofBkreisbogen enthilt.
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Jetzt werde eine Folge von Zerlegungen 3, , 3,,,... der obigen
Art mit J, > 0 betrachtet. Wegen der erwihnten Abschitzung der g,
konvergieren dann die Summen

20E = Z0E)e, [P

gegen

[PE)F()do,

2
falls @ (£) eine beliebige stetige Funktion auf £ ist. Die Schwerpunkte
der zu den Einteilungen 3, , 8s,,... der Folge gehérigen Polyeder
Bs,» Bs,, - - - mogen durch Translationen in den Nullpunkt gebracht
werden. Dann sind diese Polyeder gleichmiBig beschrinkt. Wenn dies
gezeigt ist, was sogleich geschehen soll, folgt aus dem Auswahlsatz 25,
S. 34, daB3 aus der Polyederfolge eine Teilfolge ausgewihlt werden kann,
die gegen einen konvexen Korper & konvergiert. § erfiillt nun die im
Satz gestellte Forderung. Ist ndmlich Q ein beliebiger weiterer konvexer
Korper mit der Stiitzfunktion L, so ist nach 29 (3), S. 41 das gemischte
Volumen von & und einem Polyeder PB;

N
V(S Bo o Ba) = o D LE) 0
r=1

Wegen der Stetigkeit des gemischten Volumens (29, S. 40) und der
obigen Bemerkung folgt hieraus durch Grenziibergang

V(g R, ..., %) =%/L(§)F £ dw
2

was nach der in 88, S. 115 eingefiihrten Definition besagt, da & die
# — 1te Krimmungsfunktion F besitzt.
Es bleibt noch die gleichmiBige Beschrinktheit der Polyeder zu

zeigen. Zunichst bemerke man, daf ihre Oberflichen Zv beschrankt
sind, denn sie konvergieren gegen f Ffdw. Daraus folgt nach der

isoperimetrischen Ungleichung [66 (1 ) S.109] die Beschranktheit ihrer
Volumina. Sei etwa P (&) die Stiitzfunktion eines der Polyeder, r&*
einer seiner Punkte, wo » dessen Abstand vom Nullpunkt, &* also einen
Einheitsvektor bezeichnet. Nun ist, da O dem Polyeder angehért, auch
die Strecke O, 7&* darin enthalten, also P (&) =»S*(&), wenn S* (&)
die Stiitzfunktion der Einheitsstrecke O, &* bedeutet. Fiir das Volumen
des Polyeders hat man also

N
(7) —;‘2 P (™) yv;r%—Z S*(E) v,
r=1
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Nun konvergiert die Summe rechter Hand gegen

[S* (@) F(§)dw = MinF (§) [S*(§) do.
Q Q

Das rechts stehende Integral ist aber von £* unabhingig und positiv?,
so daB man aus (7) in Verbindung mit der Beschrinktheit des Volumens
eine obere Schranke fiir # erhdlt. Hierin ist die Behauptung enthalten.

Der vorstehende Beweis des MiNnkowskKischen Existenzsatzes folgt im
wesentlichen dem Originalbeweis von MiNkKOwsKI [5] §10. Der einzige
Unterschied besteht darin, da8 Minkowsk1 die Konvergenz der Polyeder-
folge Ps, durch explizite Abschdtzungen beweist, wihrend hier der Aus-

wahlsatz herangezogen wurde. — Wie MiNKOWSKI [3], [5] § 8 bemerkt hat,
kann man aus der Ungleichung 59 (1), S. 115 und der Eigenschaft 58 (2), S.115
der Kriimmungsfunktionen schlieBen, daB3 der K&rper & durch die folgende
Minimumeigenschaft gekennzeichnet ist: Unter allen konvexen Korpern
vom Volumen 1 mit der Stiitzfunktion L erteilt der zu & homothetische
dem Integral
JLOF®do

den minimalen Wert. Man kann nun, wie Stss [20] ausgefiihrt hat, sehr
einfach zeigen, daB dieses Variationsproblem eine bis auf Translationen
eindeutige Losung besitzt. Wahlt man namlich irgendeine Minimalfolge
von konvexen Korpern, deren Schwerpunkte im Nullpunkt liegen, so folgt
aus den oben fiir Polyeder durchgefiihrten Betrachtungen ihre Beschrankt-
heit und dann aus dem Auswahlsatz unmittelbar die Existenz einer Losung.
Thre Eindeutigkeit ergibt sich aus dem BRrRuUNN-MINKOWSKIschen Satz.
Schwierig ist jedoch der Nachweis, daB der so gefundene Korper die vor-
geschriebene Kriimmungsfunktion besitzt. Die diesbeziiglichen Uber-
legungen von Stiss reichen hierfiir nicht aus. Man kann damit nur zeigen:
wenn der das Variationsproblem l6sende Korper eine stetige Kriimmungs-
funktion hat, so die vorgeschriebene.

Legt man die Definition der Kriimmungsfunktionen durch F, = D, (H)
zugrunde, so laufen die hier besprochenen Existenzfragen auf die Auflésung
der inhomogenen Differentialgleichung

) D, (H) = F» (&)

nach H hinaus. In dieser Richtung liegen bisher nur Resultate im linearen
Fall y = 1 vor2. Esistim Fall # = 3 von CHRISTOFFEL [1] bewiesen worden:
Zu jedev positiven, geeigneten Diffevenzierbarkeitsvoraussetzungen geniigenden
Funktion F,(&) auf dev Einheitskugel, die den Bedingungen

[§Fi(§dw =0
Q2

geniigt, gibt es eimen Ronvexen Kovper, fiv den Fy die Summe der Haupi-
kritmmungsvadien isi. Durch Entwicklungen nach Kugelfunktionen ist
dieser Satz von Hurwirz [2] S. 401ff. bewiesen worden. Eine Darstellung
dieses Beweises auch bei BLAscHKE [24] § 95. Der Hurwirzsche Beweis ist

1 Vgl. 382 (2), S.48.

2 Auch fiir y = # — 1 liefert der MiNKOwsKische Satz nicht die Auflésbarkeit
der Differentialgleichung (9); denn es ist nicht gezeigt worden, daB sich die
Krimmungsfunktion F, , im Minkowskischen Sinne durch D,_,(H) aus der
Stiitzfunktion berechnet. Vermutlich ist das nicht immer der Fall.
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von Kupota [16] auf beliebiges # iibertragen worden. Suss [25] hat den
CuristorrELschen Satz auf ein dem MiNnkowsKIschen analoges Variations-
problem zuriickgefithrt und dessen eindeutige IL.Gsbarkeit bewiesen. Aber
auch hier ist der Beweis dafiir, daf3 der 16sende Kérper die richtige Kriim-
mungsfunktion besitzt, unzureichend. Dasselbe gilt von der mit der Stissschen
dem Inhalt nach iibereinstimmenden Arbeit von FAVARD [9]. — HILBERT [3]
hat folgenden, den CHRISTOFFELschen als Spezialfall enthaltenden Satz be-
wiesen. Ist @ (&) eine geeigneten Diffevenzievbarkeitsvoraussetzungen geniigende
Funktion auf der Einheitskugel, die der Bedingung [§® () dw = 0 geniigt, so
gibt es eine bis auf eine lineave homogene Funktion 2 a& eindeutig bestimmie
Losung dev Diffeventialgleichung

D(E, H) = (),

wo E eine gegebene Stittzfunktion und H die unbekannte Funktion isi. Unter
Beriicksichtigung der Formel 38 (12), S. 64 kann man hieraus entnehmen:
Ist E die Stiitzfunktion, also D (E, E) die reziproke Gausssche Kriimmung
des Eichkérpers einer relativen Differentialgeometrie, so gibt es zu jeder
den Bedingungen

QfEFl(E)D(E,E)dw =0

geniigenden Funktion F, einen konvexen Korper, fir den F; Summe der
Relativkriimmungsradien ist. Dieser Satz ist auf andere Weise von St¥ss [23]
auf den HiLBERTschen zuriickgefiihrt worden, wobei sich allerdings eine
von der obigen verschiedene notwendige Bedingung herausgestellt hat.
Linearkombination von Kriimmungsfunktionen. Sind &, und &, kon-
vexe Korper mit den # — 1ten Kriimmungsfunktionen F.’; und Fo,
so erfiillt fiir 0=¢ =1 auch (1 —4&) FY, 4 §F,., die notwendige Be-
dingung (6). Nach dem MinkowsKIschen Existenzsatz gibt es also einen
Korper &9, fiir den sie » — 1te Kriimmungsfunktion ist. Man erhilt so
eine Schar konvexer Koérper &y, die nicht im fritheren Sinne linear ist. Aus
der MinkowsKkischen Ungleichung 49 (1), S. 91 kann man folgern, da die

n—1 . . .
te Potenz von V(®y) eine konkave, und nur dann eine lineare

Funktion von # ist, wenn ®, und ®; homothetisch sind. (KNESER u.
Strss [1].) Einen schwicheren Satz dieser Art hatten schon frither HERGLOTZ
(vgl. BrascHKE [11] S. 112) und Stss [22] erhalten. — Linearkombination
der Kriimmungsfunktionen F,; ist mit der der Stiitzfunktionen gleichwertig.

§ 14. Konvexe Korper mit Mittelpunkt.

61. Kennzeichnende Eigenschaften. Es wird gesagt, ein Korper
besitze einen Mittelpunkt M, wenn er durch Spiegelung an M in
sich iibergeht. Bei konvexen Ko6rpern bedeutet dies, daB jede durch
M gehende Sehne von M halbiert wird. Ist M insbesondere der Null-
punkt, so hat ein konvexer Korper mit der Stiitzfunktion H dann und
nur dann den Mittelpunkt M, wenn fiir alle Einheitsvektoren &

H(§) = H(—§)

Es werde hier die schon 54, S.106 benutzte Tatsache bewiesen, daf
ein konvexer Kovper einen Mittelpunkt hat, wenn dies fiir ein v =2 bei
seinen sdmilichen Orthogonalprojektionen auf v-dimensionale Unterriume

ist.
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der Fall ist. Da jede Projektion eines Korpers mit Mittelpunkt selbst
einen Mittelpunkt hat und da jede zweidimensionale fiir » > 2 als
Projektion einer y-dimensionalen Projektion angesehen werden kann,
geniigt es offenbar, dies fiir ¥ = 2 zu beweisen.

Es sei & der Korper, H seine Stiitzfunktion sowie 4 und B zwei
seiner Punkte, die maximalen Abstand D haben. Der Mittelpunkt der
Strecke AB sei M. Er werde zum Ursprung des Koordinatensystems
gemacht. Jetzt sei £ ein beliebiger Einheitsvektor, der 4B nicht parallel
ist. AB und & spannen dann eine zweidimensionale durch M gehende
Ebene auf. Die Projektion von & auf diese Ebene sei f. D ist offenbar
auch der Durchmesser von f. Nach Voraussetzung besitzt f einen Mittel-
punkt; dieser kann aber nur M sein, da es anderenfalls eine Sehne von ¥
mit einer Linge >D gibe. Daraus folgt aber H(§) = H(—§), denn
H (&) und H (—&) sind sowohl die Abstinde von M der beiden zu & senk-
rechten Stiitzebenen von & als auch die Abstinde von M der beiden
zu & senkrechten Stiitzgeraden von f. Die letzteren sind aber einander
gleich, da M Mittelpunkt von f ist.

Auf etwas anderem Wege ist dies zuerst von BLASCHKE u. HESSENBERG [1]
bewiesen worden. Die Voraussetzungen lassen sich einschranken. Vgl.
dazu Kusora [7], OrsHi [1].

Zwei tiefer liegende Kennzeichnungen der Korper mit Mittelpunkt hat
BrascHKE [15] angegeben : Gibt es in einem konvexen Koérper einen Punkt M,
so daB3 alle durch ihn gehenden Ebenen das Volumen halbieren, so ist M
Mittelpunkt. Dasselbe gilt, wenn die Schwerpunkte aller (homogen belegten)
ebenen Schnitte durch M mit M zusammenfallen. Beide Sitze lassen sich
auf eine von FUNk [1], [2] behandelte Integralgleichung fiir Funktionen
auf der Kugel zuriickfiihren (vgl. 67, S. 136). — Einfach zu bestatigen ist
folgender von MATSUMURA [1] bemerkter Satz: Im Rand eines ebenen kon-
vexen Bereichs seien keine Strecken enthalten. Teilt die Verbindungs-
strecke der Beriihrungspunkte paralleler Stiitzgeraden den Inhalt des Be-
reichs in festem Verhaltnis, so hat er einen Mittelpunkt. — Speziellere
Typen von ebenen Bereichen mit Mittelpunkt untersuchen Kusota [6],
Suss [7], Bereiche mit etwas anderen Symmetrieeigenschaften Rapon [2]. —
Sétze liber konvexe Bereiche und Kérper mit Mittelpunkt bei BRunn~ [1] ITI.

Die MinkowsKischen Eindeutigkeitssidtze 59, S. 115 und 116 liefern
unmittelbar:

Ein konvexes Polyeder mit paarweise parallelen n — 1-dimensionalen
Seiten gleichen Volumens besitzt einen Mittelpunkt.

Ein positiv und stetig gekriimmier konvexer Korper, bei dem dien — 1 te
Kriimmungsfunktion der Bedingung F, _ (&) = F,_,(—§) gendigt (bei
dem in Punkten mit parallelen Stiitzebenen die Gavsssche Kriimmung
denselben Wert hat), besitzt einen Mittelpunkt.

Aus dem ersten dieser Satze kann man nach MiNkowsKI [1] S. 119 sehr
einfach den folgenden entnehmen: LaBt sich ein konvexes Polyeder aus
lauter (nicht notwendig konvexen) Polyedern mit Mittelpunkt zusammen-
setzen, so hat es selbst einen Mittelpunkt. — Der zweite der obigen Satze ist
unter viel engeren Voraussetzungen kiirzlich von GaNaparti [2] rechnerisch
bestatigt worden.
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Nach BrascekE [11] S. 154—156 148t sich jeder Korper mit Mittelpunkt
durch kontinuierliche Linearkombination von Strecken, die allerdings nicht
positiv zu sein braucht, erzeugen. Vgl. dazu 19, S. 29.

62. Konvexe Korper mit Mittelpunkt und Gitterpunkte. Im
n-dimensionalen Raum werde ein rechtwinkliges Koordinatensystem
zugrunde gelegt. Die Punkte mit ganzzahligen Koordinaten heien
Gitterpunkte, die den Koordinatenebenen parallelen Ebenen, die
durch Gitterpunkte gehen, Gitterebenen. Die Gitterebenen zerlegen
den Raum in parallel orientierte Wiirfel der Kantenlinge 1, die Gitter-
wiirfel. Es gibt eine eindeutig bestimmte Translation, die einen
Gitterwiirfel in einen vorgegebenen andern {iberfiihrt. Eine solche
Translation, bei der die Koordinaten eines beliebigen Punktes um ganze
Zahlen gedndert werden, heile eine Decktranslation.

Der Hauptsatz MiNkowsKis iiber die Beziehungen zwischen kon-
vexen Korpern und Gitterpunkten lautet folgendermaBen: Ist & ein
konvexer Korper mit dem Nullpunkt als Mittelpunkt und vom Volumen
V() = 2", so gibt es in & wenigstens einen vom Nullpunkt verschiedenen
Gitterpunkt.

Zum Beweis kann man V (&) > 2" voraussetzen. Der Fall V(&) = 2*
ergibt sich, indem man zunéchst (1 + &) & fiir ¢ > 0 betrachtet und dann
€ gegen 0 gehen 148t. Da O Mittelpunkt von & ist, enthilt & mit einem

Punkt y auch —y, also wegen der Konvexitit mit ¥ und y auch ;%y

Wenn es gelingt, zu zeigen, daBl der Korper 3 & zwel verschiedene
Punkte x und y enthilt, deren Differenz x — y ganzzahlige Koordinaten
hat, so ist man fertig; denn dann enthilt § die Punkte 2x und 2y,
also x — y.

3 & wird durch die Gitterebenen in endlich viele Teilkérper f;, . . ., §,
zerlegt, deren jeder einem wohlbestimmten Gitterwiirfel QBQ(Q =1,...,7)
angehort. Unterwirft man nun jeden Wiirfel 8, derjenigen Decktrans-
lation, die ihn in einen festen Wiirfel, etwa ¥,, tiberfiihrt, so gehen aus
den f, Korper f, hervor, die alle in %, enthalten sind. Die Summe der
Volumina der f, ist V(3®) > 1, also groller als das Volumen von .
Daher muB} es wenigstens einen Punkt geben, der zwei verschiedenen f,
angehort. Diesem Punkt entsprechen im urspriinglichen Kérper 3 &
zwel verschiedene Punkte, deren Koordinatendifferenzen ganzzahlig
sind.

Uber diesen Satz, Beweis und damit zusammenhingende Fragen siehe
insbesondere MiNkowskI [9] Kap. III, iiber die vielseitigen zahlentheo-
retischen Anwendungen, die MiNkowskIl von diesem Satz gemacht hat,
auBerdem [8] und eine Reihe von Arbeiten zur Geometrie der Zahlen, die
in den Gesammelten Abhandlungen abgedruckt sind. Ferner Fujiwara [6].
— In engem Zusammenhang mit dem obigen Satz stehen auch Untersuchun-

gen MiNkowsKls iiber die dichteste gitterformige Lagerung konvexer
Korper und die Zerlegung des Raumes in kongruente parallel orientierte
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konvexe Polyeder; vgl. dazu [7], [8], [9] Kap. III. — Weitere Ergebnisse
iiber Koérper mit Mittelpunkt und Gitterpunkte wurden in neuerer Zeit
von PrpPiNG [1], [2] erzielt.

§ 15. Korper konstanter Breite.

63. Kennzeichnende und andere Eigenschaften. Ein konvexer
Korper heilit Kérper konstanter Breite, wenn er in allen Rich-
tungen dieselbe Breite H(§) + H(—&) = B hat, wenn also Durch-
messer D und Dicke 4 denselben Wert, namlich B, haben. Der Abstand
paralleler Stiitzebenen ist demnach gleich der Maximalentfernung zweier
Punkte des Korpers. Daraus entnimmt man nach 33, S. 52, daB die
Verbindungsstrecke von zwei Punkten des Korpers, die in parallelen
Stiitzebenen liegen, auf diesen Ebenen senkrecht steht und stets die
Linge B hat. Jede Normale eines Korpers konstanter Breite ist Doppel-
normale. Weiter folgt, daf jede Stiitzebene dew Kovper nur tn eimem
Punkt beriihven kann. Andernfalls gibe es nidmlich zwei Punkte des
Korpers mit einer Entfernung gréBer als B. Die beiden Beriihrungs-
punkte paralleler Stiitzebenen mégen kurz Gegenpunkte heien. Der
Gegenpunkt eines Randpunktes braucht nicht eindeutig bestimmt zu
sein; er ist es aber jedenfalls, wenn die Stellung der beiden Stiitzebenen
gegeben ist.

Es liegt auf der Hand, daf jeder Pavallelkivper sowie jede Orthogonal-
projektion eines Korpers konstanter Breite wieder ein Kérper konstanter
Breite 1st. Wie in 61, S. 125 fiir Kérper mit Mittelpunkt — sogar noch
etwas einfacher — 148t sich zeigen: Besitzen fiir ein v = 2 alle Orthogonal-
projektionen eimes konvexen Korpers auf v-dimensionale Unterviume kon-
stante Breite, so ist der Korper selbst esn Kovper konstanter Breite.

BrascHkE und HEsseENBERG [1]. Nach Kusota [7], Orsnr [1] lassen
sich die Voraussetzungen einschrinken.

Bei jedem Korper konstanter Breite sind In- und Umbkugel konzentrisch
und bilden zugleich die Minimalkugelschale des Korpers (35, S. 54).

Es seien P und ¢ die Radien der Minimalkugelschale des betrachteten
Korpers ®. Die Menge der auf der duBeren bzw. inneren Kugelfliche
der Schale liegenden Randpunkte von & werde mit 9 bzw.  bezeichnet.
Ist P ein Punkt von ¥, so ist die Tangentialebene an die duBere Kugel
in P zugleich Stiitzebene von &. Da weiter der zugehorige Gegen-
punkt P nicht innerhalb der inneren Kugel liegen kann, mufl der Ab-
stand PP, also die Breite B=P + ¢ sein. Durch Betrachtung eines
Punktes von § schliet man entsprechend B <P + ¢, also B=P +¢.
Daraus folgt weiter, daB es zu jedem Punkt von U einen und nur einen
zu § gehorigen Gegenpunkt gibt, und daf3 die Verbindungsstrecke dieser
beiden Punkte durch den Mittelpunkt der Schale geht. Ist nun %’
die Zentralprojektion von U auf die innere Kugel von M aus, so folgt
also, daB %’ und § diametrale Mengen auf der inneren Kugel sind. Nach
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35, S. 55 lassen sich A" und J§ durch keine Ebene voneinander trennen;
also kann weder ¥’ noch § in einer Halbkugel enthalten sein. Dasselbe
gilt dann auch fiir % selbst. Die duBere und innere Kugel der Schale
besitzen daher die nach 35, S. 54 fiir Umkugel bzw. Inkugel charakte-
ristischen Eigenschaften. Damit ist die obige Behauptung bewiesen.

Es werde jetzt angenommen, daB der Koérper & der konstanten
Breite B eine zweimal stetig differenzierbare Stiitzfunktion besitzt.
Dann existieren nach 38, S.61 in jedem Randpunkt » — 1 Haupt-
kriimmungsrichtungen und Hauptkriimmungsradien R;, ..., R,_;. Es
sei x ein Randpunkt und & der Einheitsvektor einer dueren Normalen
in x. Dann ist der Gegenpunkt x = x — B¢& und die zugehorige dulere
Normale & = —&, da jede Normale Doppelnormale ist. Fiir eine
Kriimmungsrichtung mit entsprechendem Kriimmungsradius R ist nun
dx = Rd&, also

dx =dx — Bdf{ = (B — R)d¢,

woraus folgt, daf in Gegenpunkien die Kriimmungsrichtungen paarweise
parvallel sind, und daf die Summe der entsprechenden Kriimmungsradien
gleich der Breite ist. Insbesondere folgt fiir die erste Kriitmmungsfunktion
Fy =R+ + Rpy

(1) Fy(§) + Fy(—§) = (n—1)B.
Fir Literaturangaben vgl. 65 und 67.

64. Vollstindige Mengen. Die Kérper konstanter Breite lassen zwei
bemerkenswerte Kennzeichnungen zu, bei denen nur von den gegen-
seitigen Abstidnden der Punkte (und nicht der Stiitzebenen) die Rede ist.

Es sei M eine beschrinkte Punktmenge und P ein willkiirlicher
Punkt. Mit gy (P) oder auch kurz ¢(P) wird im folgenden die obere
Grenze der Entfernungen von P und den Punkten von It bezeichnet.
0 (P) ist eine im ganzen Raum erklirte, nichtnegative stetige Funktion
von P.

Eine beschriankte Menge heifle vollstindig, wenn es unméglich
ist, ihr einen Punkt hinzuzufiigen, ohne ihren Durchmesser zu ver-
groBern. Wird der Durchmesser der Menge, das ist die obere Grenze
des Abstandes von zwei ihrer Punkte, mit D bezeichnet, so 148t sich diese
Definition auch so aussprechen: I heiBt vollstindige Menge vom
Durchmesser D, wenn jeder Punkt P, fiir den gy (P) = D ist, zu Ik
gehort. Eine vollstindige Menge It ist offenbar abgeschlossen. Sie ist
ferner identisch mit dem Durchschnitt aller abgeschlossenen Kugeln
vom Radius D, deren Mittelpunkte zu ihr gehoren. Sie ist ndmlich
einerseits in diesem Durchschnitt enthalten, da sie den Durchmesser D
hat, und andererseits ist fiir jeden Punkt P des Durchschnitts ggy (P) = D.
Daraus entnimmt man zunichst, daf3 jede vollstindige Menge ein kon-



137] 64. Vollstandige Mengen. 129

vexer Korper ist. Es folgt aber noch mehr: Sie enthilt mit zwei Punkten
auch jeden diese verbindenden Kreisbogen vom Radius =D, der kleiner
als ein Halbkreis ist, da die Kugeln vom Radius D diese Eigenschaft
haben.

Jeder Korper konstanter Brette ist vollstindig. Dies erkennt man
sehr einfach so. Es sei P ein Punkt auBerhalb des Kérpers &, und Q
derjenige Punkt von &, der von P minimale Entfernung hat. Dann ist
die auf PQ senkrechte Ebene durch @ Stiitzebene von &. Der zu-
gehorige Gegenpunkt  hat von Q den Abstand D, wenn D den Durch-
messer oder die Breite von & bezeichnet. Ferner liegen PQQ auf einer
Geraden, so daB der Abstand PQ groBer als D ist. Durch Hinzufiigung
von P wiirde also der Durchmesser vergroBert werden.

Es soll jetzt die Umkehrung dieser Tatsache bewiesen werden:
Jede vollstindige Menge ist ein Korper konstanter Breite. Es geniigt
offenbar, zu zeigen, daB3 die Dicke 4 der vollstindigen Menge It gleich
ihrem Durchmesser D ist. Angenommen, es sei 4 << D. Dann be-

trachte man zwei parallele Stiitzebenen €; und 5
&, vom Abstand 4. Nach 33, S. 51 gibt es in € 7 ¢
€, bzw. in €, einen Punkt P, bzw. P, von I g 4
derart, daB die Strecke P,P, auf den Ebenen g, €,

D
A
Fig. 4.

senkrecht steht, also die Linge 4 hat. Nun muf3
es aber wenigstens einen Punkt Q) von It geben,
der von P; den Abstand D hat; denn wire o (P;) << D, so gibe es in
einer Umgebung von P, nicht zu 9% gehorige Punkte Py, fiir die auch
noch g (P;) < D gilte, im Widerspruch zur Definition der vollstdndigen
Menge. Man betrachte nun allein die durch P,, P, und @ bestimmte
zweidimensionale Ebene. Wie oben gezeigt, gehért zu I derjenige in
dieser Ebene gelegene Kreisbogen vom Radius D, der ¢ und P, ver-
bindet, kleiner als ein Halbkreis ist und seine konkave Seite €, zuwendet
(vgl. Fig. 4). Dieser Kreisbogen muB3 wegen 4 << D die Ebene G,
durchsetzen, was aber unméglich ist, da €, Stiitzebene von I ist.

Der Begriff der vollstandigen Menge und der bewiesene Satz rithren von
MEe1ssNER [3] her. Dort sind die Félle # = 2 und 3, und auch nur der erste
vollstindig durchgefiihrt. Andererseits gewinnt MEISSNER allgemeinere
Resultate, indem er eine MiNnkowskische MaBbestimmung (14, S. 23) zu-
grunde legt. Einen einfachen, auch im obigen teilweise verwendeten, fiir
alle » giiltigen Beweis hat Jesse~ [1] angegeben.

Man erkennt sofort, daB ein konvexer Korper der konstanten Breite B
die Eigenschaft hat, daB fiir jeden seiner Randpunkte ¢(R) = B ist;
denn zu jedem Randpunkt gibt es einen Gegenpunkt, der von ihm
stets den Abstand B hat. Es gilt aber auch umgekehrt: Ein konvexer
Kérper &, bei dem fiir jeden Randpunkt R die Gleichung 0q(R) = B
besteht, ist ein Korper konstanter Breite B. Nach dem Obigen geniigt es
zu zeigen, daB ein solcher Kérper vollstindig ist. Es sei P ein beliebiger

Ergebnisse der Mathematik. III/1. Bonnesen-Fenchel. 9
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nicht zu & gehoriger Punkt und Q derjenige Punkt von &, der die
kleinste Entfernung von P hat. Nach Voraussetzung gibt es einen
Punkt Q, der von Q den Abstand B hat. Die Entfernung PQ ist dann
grofer als B; denn die auf PQ in Q senkrechte Ebene ist Stiitzebene
von &, trennt also P und Q, woraus folgt, daB der Winkel PQQ stumpf
ist. Hinzufiigung von P zu & vergréBert also den Durchmesser; d. h. &
ist vollstdndig.

Diese Charakterisierung der Koérper konstanter Breite als Korper ,,kon-
stanten Durchmessers’ ist von REIDEMEISTER [2] gefunden worden.

SchlieBlich werde noch der folgende vielfach niitzliche Satz bewiesen:
Jede Punktmenge vom Durchmesser D ist Teilmenge einer vollstandigen
Menge vom Durchmesser D, also eines Korpers konstanter Breite D .

Zunichst ist klar, dal man die Menge I durch Hinzufiigung ihrer
Hiufungspunkte abschlieBen kann, ohne den Durchmesser zu indern.
Es sei also It von vornherein abgeschlossen. Ist IR nicht vollstindig,
so gibt es einen Punkt P auBerhalb t, fiir den gg, (P) << D ist, folglich
laBt sich eine ganze abgeschlossene Kugel um P, deren Inneres frei
von MM ist, zu M hinzufiigen, ohne den Durchmesser zu vergréBern.
Die Menge aller hinzufiigbaren Kugeln, die héchstens Randpunkte mit I
gemeinsam haben, ist abgeschlossen und beschriankt; es gibt daher eine
oder mehrere grofte. Man fiige diese oder eine von diesen hinzu. Mit
der entstehenden Menge verfahre man ebenso, und so fort. Bricht das
Verfahren nach endlich vielen Schritten ab, so ist man bei einer voll-
stindigen Menge angelangt. Anderenfalls schliee man die Vereinigungs-
menge von I und den abzédhlbar vielen Kugeln durch Hinzunahme der
Hiufungspunkte ab. Die so entstehende Menge ist dann vollstindig.
Waire dies nicht der Fall, so kénnte man ihr — wie oben festgestellt —
eine Kugel hinzufiigen. Der Radius dieser Kugel miiite aber kleiner
oder gleich den Radien aller hinzugefiigten Kugeln sein, was unmoglich
ist, da diese Radien gegen Null konvergieren miissen.

Die vollstindige Menge, die eine gegebene Menge enthilt, ist im
allgemeinen nicht eindeutig bestimmt.

Der obige Satz ist auf anderem Wege fiir » = 2 zuerst von PAL [1]
bewiesen worden. Der angedeutete Beweis stammt von LEBESGUE [3].
Einen weiteren Beweis fiir # = 2 hat REINHARDT [2] angegeben.

65. Orbiformen. Die ebenen Bereiche konstanter Breite oder auch
ihre Randkurven mogen kurz Orbiformen! heillen.

Die einfachste nichtkreisférmige Orbiforme ist das sog. Reuleaux-
Dreieck, das ist ein reguldres Kreisbogendreieck, dessen Ecken die
Mittelpunkte der gegeniiberliegenden Kreisbégen sind. Allgemein be-
zeichnet man als Reuleaux-Polygon ein konvexes Kreisbogenpolygon,
das aus Kreisbogen des festen Radius B zusammengesetzt ist, deren

1 Diese Bezeichnung rithrt von EULER [1] her.
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Mittelpunkte zugleich die Ecken des Polygons sind. Die Eckenzahl ist
notwendig ungerade. Jedes Reuleaux-Polygon ist eine Orbiform der
Breite B. Die Ecken eines Reuleaux-Polygons sind zugleich die Ecken
eines sternformigen geradlinigen Polygons mit lauter gleich langen
Seiten (Fig. 5).

Derartige Kreisbogenpolygone sind zuerst von REULEAUX [1] S. 130
bis 139 untersucht worden. Vgl. dariiber auch ScHirring [1].

Jede Orbiforme 148t sich durch Reuleaux-Polygone gleichmafBig approxi-
mieren (BrascHKE [9], [10]).

Alle Orbiformen der Breite B haben die Linge mB. Nach 39 (3),
S. 65 ist namlich fiir einen beliebigen konvexen Bereich

27
0

woraus wegen der Konstanz von B die Behauptung
folgt (BARBIER [1]). Fig. 5.
Jeder Orbiforme der Breite B lifft sich ein vegulirves Sechseck um-~
schreiben, dessen Gegenseiten den Abstand B haben. Um dies einzusehen,
umschreibe man der Orbiforme, von einer beliebigen Stiitzgeraden als
Seite ausgehend, einen Rhombus PQ RS, der einen Winkel 7/3, etwa
an der Ecke P hat. Durch die beiden auf der Diagonalen P R senkrechten
Stiitzgeraden werden von dem Rhombus zwei Dreiecke PTU und
RVW abgeschnitten. Ist TU = VW, so ist das Sechseck TUQVWS
schon reguldr. Anderenfalls drehe man die Stiitzgerade, von der aus-
gegangen war, kontinuierlich. Dann muB aus Stetigkeitsgriinden ein-
mal TU = VW werden (PAL [1]).

Es werde jetzt allein die Randkurve einer Orbiforme betrachtet
und angenommen, daB sie einen {iberall positiven, etwa als Funktion
der Bogenlinge stetig differenzierbaren Kriimmungsradius R besitzt
und daB die Ableitung von R nur endlich viele Nullstellen hat. Dann
sind Ecken ausgeschlossen, und es gibt zu jedem Punkt genau einen
Gegenpunkt. Die Verbindungsstrecke der beiden Punkte ist, wie 63,
S.127 allgemein festgestellt wurde, Doppelnormale und hat die Linge B.
Die Einhiillende dieser Strecken ist die Evolute der Orbiforme. Jeder
Punkt der Evolute ist also Kriimmungsmittelpunkt fiir zwei Gegen-
punkte. Bei einmaligem Durchlaufen der Orbiforme wird die Evolute
zweimal durchlaufen. Bei einem einmaligen Umlauf auf der Evolute
dreht sich ihre Tangente, das ist die Doppelnormale der Orbiforme,
stets im selben Sinne genau um 7. Den Extremwerten des Kriimmungs-
radius entsprechen die Spitzen der Evolute. Da nun die Summe der
Kriimmungsradien in zwei Gegenpunkten stets B ist, liegt jedem rela-
tiven Minimum ein relatives Maximum von R gegeniiber. Die Anzahl
der Spitzen der Evolute mull daher ungerade sein. Zusammenfassend

9*
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kann man also sagen: Die Evolute einer Orbiforme ist eine geschlossene
Kurve, die sich aus einer ungeraden Anzahl konvexer Bégen zusammen-
setzt, deren Gesamtkrimmung zusammengenommen 7 betrdgt und die
in Spitzen aneinanderstoBen (Fig. 6). Ist umgekehrt eine solche Kurve
gegeben und 148t man die Tangente sich lidngs der
Kurve abrollen, so beschreibt jeder geniigend weit ent-
fernte, auf der Tangente feste Punkt nach zweimaligem
Umlauf eine Orbiforme. Mit anderen Worten: Die
Evolventen einer solchen Kurve sind stets Orbiformen,
sobald sie konvex sind. .
"Es sei noch bemerkt, dal sich ein konvexer Kurvenbogen PQ zu
einer Orbiforme der Breite PQ erginzen lift, wenn die Gesamtkriim-
mung des Bogens @ und sein Kriimmungsradius stets kleiner als die
Entfernung PQ ist. Man erhilt den restlichen Bogen als Enveloppe
der Parallelen im Abstand PQ zu den Tangenten des gegebenen Bogens.

Fig. 6.

Als Evolventen dreispitziger Kurven sind Orbiformen von EULER [1]
gefunden und untersucht worden. Seitdem haben sich zahlreiche Autoren
mit ihnen beschiftigt. Von den &lteren sei noch BARBIER [1] genannt, der
bei der Behandlung des Burronschen Nadelproblems auf die Orbiformen
gestofen ist. Eine ausfiihrliche Ableitung der Eigenschaften der Orbiformen
und der mit ihnen verkniipften Kurven enthilt die Schrift von JorDAN
und FI1eEDLER [2]. Ferner hat ScHILLING [1] eine zusammenfassende Dar-
stellung gegeben. Durch Heranziehung von Fourierentwicklungen haben
Hurwirz [2] und MEISSNER [1] Satze iiber Orbiformen gewonnen. Weitere
Literatur: MeissNER [3], JorpaN und Fieprer [1], [3], Fujiwara [1],
BrascHKE [3] (die Anzahl der Scheitel einer Orbiforme ist 4% + 2, k=1
ganz), TEIxEIrA [1], HavasHI [8], Tiercy [2], MELLIsH [1], MAYER [1], [2].
Einiges iiber Orbiformen findet man auch in den Biichern von RADE-
MAcCHER und Toepritz [1] und BiesersacH [2]. Uber Orbiformen auf
der Kugel vgl. BrascHKE [10].

66. Extremumprobleme fiir Orbiformen. Die naheliegendste Ex-
tremumfrage fiir Orbiformen ist die nach Maximum und Minimum des
Flicheninhalts bei gegebener Breite.

Unter allen Orbiformen gegebener Breite hat der Kreis den groften und
das Reuleaux-Dreieck den kleinsten Flicheninhalt.

Die erste Behauptung folgt aus der isoperimetrischen Maximaleigen-
schaft des Kreises, da alle Orbiformen derselben Breite auch dieselbe
Lange haben. Der folgende Beweis wird aber bemerkenswerterweise
beide Behauptungen zugleich liefern.

Es sei &, ,,... eine feste abzihlbare Menge von Zahlen mit
0 =< &; = 7, die im Intervall (0, m) iiberall dicht liegen, ferner sei o; + 7
= ;. Zu jedem Index ¢ gehéren zwei parallele Stiitzgeraden T, T;
einer Orbiforme, die bzw. die Richtungen «; und «; haben. Durch die
Gesamtheit dieser Stiitzgeraden ist die Orbiforme vollstindig bestimmt.
T, und T; haben den festen Abstand B, wo B die gegebene Breite der
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Orbiforme ist. Zu jedem Index % gehort ferner ein der Orbiforme um-
schriebenes Polygon %, nidmlich der Durchschnitt der durch die
Geradenpaare T;, T; fir 4 =1, 2, ..., & bestimmten Parallelstreifen.
Die Polygone P, konvergieren fiir £ — oo gegen die Orbiforme und ihre
Flicheninhalte F; gegen deren Flicheninhalt F.

Nach 65, S. 131 148t sich jede Orbiforme der Breite B nach passender
Bewegung in ein festes regulires Sechseck einschreiben, dessen Gegen-
seiten den Abstand B haben. «,, &,, &, seien von vornherein so gewihit,
daB P, dieses Sechseck wird, daB also T, T,, T, Ty, T;, T die Seiten
des Sechsecks sind.

Es soll nun die Anderung des Flicheninhalts eines Polygons P
beim Ubergang zu %, abgeschitzt werden. T, wird zwei benach-
barte Seiten, etwa T; und T}, also Ty, die gegeniiberliegenden Seiten
T;, T; von B, schneiden; denn wiirde T}, eine ganze Seite des Poly-
gons S abtrennen, so kénnte diese Seite 4
nicht Stiitzgerade sein. Es handelt sich dar- . /1//\/\/

\ N

Tir1

den durch Ty, und T, von %, abge-
schnittenen Dreiecke AMN und A'M'N’
abzuschitzen (s. Fig. 7). Da die gestriche- ' \ \p o,
nen und ungestrichenen T paarweise par- ** V4L 7 Tkt1
allel sind, sind diese Dreiecke #hnlich. \Z;

Ferner ist MN+M'N’ auBer von B nur von Fig. 7.

den Richtungen «;, «; und o, abhéngig.

Denn durch &; und «; ist der durch Ty, T;, T;, T; gebildete Rhombus
bis auf Translationen bestimmt, und bei gegebenem o«;.; kann der
Parallelstreifen T, T;,; nur parallel mit sich so verschoben werden,
daB er stets zwischen 4 und A’ bleibt. Dabei bleibt aber MN + M'N’
ungedndertl. Daraus folgt weiter, daB das zu A’M’'N’ dhnliche Drei-
eck N'PQ mit N'P = MN + M’N’ einen Inhalt f, besitzt, der aulBer

von B nur von den « und nicht von der betrachteten Orbiforme ab-

hingt. Wird jetzt zur Abkiirzung 4, = MN—M-{-iVM’TV’ gese

die Summe der Inhalte der Dreiecke AMN und A'M’'N’ gleich

22 + (1 — )8 /. Der Koeffizient von f, erreicht offenbar sein Maxi-

mum 1 fiir 4 = 0 oder 1; = 1, wenn also entweder T} ; durch 4 oder

T},q durch A’ geht, und sein Minimum % fiir 4; =4, d.h. fir MN

= M'N’. Man erhilt also fiir den Inhalt F;,; von iy
Frb—h=Fn=Fi—h.

Anwendung hiervon auf 2 =3, 4, ... ergibt fiir den Inhalt der Orbiforme

Fy—Sh=F=F,—}>.
k=3 k=3

1 Hieraus kann man wieder entnehmen, daB alle Orbiformen derselben Breite
auch dieselbe Linge haben.

um, die Summe der Flicheninhalte der bei- ket / \
i
J)

tzt, so wird
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Die gefundenen Schranken fiir F werden nun tatsichlich erreicht,
und zwar die obere fiir den Kreis, da dann jedes ¢; einen Mittelpunkt
hat und folglich stets 4, = % ist, und die untere fiir das Reuleaux-
Dreieck, was man so einsieht: Von je zwei parallelen Stiitzgeraden des
Reuleaux-Dreiecks geht eine durch eine seiner Ecken. Da nun die Ecken
des Reuleaux-Dreiecks zugleich Ecken des umschriebenen Sechsecks P,
sind, wird fiir 2 =3 jedes 4, = 1 oder 0.

Man kann auch leicht einsehen, daf3 die obigen Schranken nur fiir
Kreis und Reuleaux-Dreieck erreicht werden. Fiir jede andere Orbi-
forme muB} es ndmlich ein Paar Stitzgeraden Ty, 1%, geben, fiir
die 2, 4= 0, F=3%, +1 ist.

Satz und Beweis riithren von LEBESGUE [2], [38] her. Unabhingig von
LEBESGUE hat BrascuKkE [9], [10] die Minimumeigenschaft des Reuleaux-
Dreiecks auf ganz anderem Wege bewiesen. Es werden zundchst nur
Reuleaux-Polygone in Betracht gezogen und eine Art STEINERsches Vier-
gelenkverfahren angewendet. Durch Approximation wird dann zu belie-
bigen Orbiformen iibergegangen. Einen analytischen Beweis hat Fuji-
WARA [15] angegeben.

Weitere Extremumfragen beziehen sich auf den Minimalkreisring
einer Orbiforme, dessen Randkreise tibrigens zugleich Um- und Inkreis
sind und dessen Radien P und g nach 63, S.128 die Summe B haben.

Es sei B gegeben; gefragt werde nach den Extremwerten von P.
Wegen P=¢ und P + ¢ = B ist klar, daBl das Minimum von P fiir

P=p= %, also fiir den Kreis erreicht wird. Das Maximum liefert das

Reuleaux-Dreieck; denn nach 44 (7), S. 78 ist das Maximum des Um-
kreisradius eines Bereichs vom Durchmesser B gleich B/}/3-, und dieser
Wert wird fiir die und nur die Bereiche erreicht, die ein gleichseitiges
Dreieck der Seitenlinge B enthalten. Nun iiberzeugt man sich sofort,
daB die einzige Orbiforme der Breite B, die ein gleichseitiges Dreieck
der Seitenlinge B enthilt, das Reuleaux-Dreieck ist. Man hat daher

P

A

3 V3, V3
und in jeder dieser Ungleichungen steht das Gleichheitszeichen nur fiir
das Reuleaux-Dreieck.
Vgl. hierzu BrascHKE [6]. Unter der Nebenbedingung, daf der Kriim-

mungsradius R = a <o <a< 1;) ist, wird das Maximum von P, also das

Minimum von ¢ und daher auch das Maximum von P — g fiir die Parallel-
kurve des Reuleaux-Dreiecks der Breite B — 24 im Abstand @ angenommen
(MAavYER [2]).

Es moge jetzt der Minimalkreisring mit den Radien P und g vorgegeben
sein, und zwar derart, daB die obigen Ungleichungen mit B = P + o erfiillt
sind. Der duBere Kreis des Rings werde mit I, der innere mit y bezeichnet.
Es soll diejenige dem Kreisring eingeschriebene Orbiforme angegeben werden,
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die maximalen Flacheninhalt hat. Dem Kreis I werde ein gleichseitiges
Dreieck PQR eingeschrieben und um die drei Eckpunkte die Kreisbogen

vom Radius P 4 p gezeichnet, die y in den Gegenpunkten P, Q, R von
P, Q, R berithren (Fig. 8). Ferner zeichne man drei Kreise vom Radius
3(P + o), die die Seiten des Dreiecks zu Sehnen haben und deren Mittel-
punkte innerhalb des Dreiecks liegen. Jeder dieser Kreise beriihrt zwei der
fritheren, z. B. der mit der Sehne P(Q die Kreise um P und um Q in den
Punkten P” bzw. Q’. Aus neun Bogen der genannten sechs Kreise setzt
sich nun die fragliche Orbiforme in der in Fig. 8 angegebenen Weise zu-
sammen. Sie besitzt drei durch den Ringmittelpunkt und die Punkte
P, Q, R gehende Symmetrieachsen. — Uber den Beweis fiir diese Behaup-
tung, der sich wesentlich auf die etwas abgeidnderte Kreisringsymmetri-
sierung stiitzt, sehe man BoONNESEN [16].

Die zum Kreisring [, y gehorige Orbiforme mit minimalem Inhalt ist
vermutlich das Reuleaux-Polygon, das man in folgender Weise erhidlt. Um
einen beliebigen Punkt P von I" beschreibe man den im Ring verlaufenden
Kreisbogen RS vom Radius P 4 p im
(beliebig festzusetzenden) positiven Um-
laufssinn. Um den zweiten Endpunkt S
dieses Bogens beschreibe man einen Bogen
desselben Radius, um dessen zweiten
Endpunkt wieder einen und so fort, bis
man entweder den Punkt P oder den
ersten Bogen RS im Innern des Ringes
trifft. Im ersten Fall hat man ein regu-
lares Reuleaux-Polygon. Im zweiten Fall
ist der Treffpunkt der Mittelpunkt eines
weiteren Bogens vom Radius P 4 o, der
in P endet, und man hat ein Reuleaux-

Polygon, dessen Seiten bis auf drei gleich Fig. 8.
lang sind.

Resultate tiber Maximal- und Minimalorbiforme im Kreisring und ein-
fache Flacheninhaltsabschatzungen hat MAvYER [2] angekiindigt. — Ein

andersartiges Extremumproblem fiir Orbiformen behandelt Fukasawa [1].

67. Spharoformen. Ein Korper konstanter Breite im dreidimensio-
nalen Raum heifle kurz Sphiroforme.

Wihrend es Orbiformen — z. B. die Reuleaux-Polygone — gibt,
die aus lauter Kreisbogen bestehen, existieren keine Sphiroformen, die
allein von Kugelstiicken begrenzt werden. Einer Kreisbogenkante, in
der zwei Kugelstiicke zusammenstoBen, muB ein Stiick einer Torus-
fliche gegeniiberliegen.

Einfache Beispiele von Sphiroformen erhilt man durch Rotation
einer symmetrischen Orbiforme um ihre Symmetrieachse. Zwei weitere
Sphiroformen kann man in folgender Weise konstruieren. Es sei PQRS
ein reguldres Tetraeder der Kantenlinge B. Es sei § der Durchschnitt
der vier Kugeln vom Radius B um die Ecken des Tetraeders. & wird

von vier Kugelstiicken begrenzt, die in sechs Kreisbogenkanten Zsb,
OR, RS, ... zusammenstoBen. & ist keine Sphiroforme, da der Maxi-
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malabstand zweier Gegenkanten — z. B. PAQ, RS — groBer als B ist:
Man erhilt aber Sphiaroformen, wenn man drei der Kreisbogenkanten
von & in passender Weise abrundet. Man lege durch eine Kante, etwa
PQ, des Tetraeders eine Ebene, die die Gegenkante RS im inneren
Punkt M schneidet. In dieser Ebene lege man den kiirzeren, auBerhalb
des Tetraeders verlaufenden Kreisbogen PQ vom Radius B. Durch-
lduft nun M die Kante RS, so beschreiben diese Bogen einen innerhalb &
verlaufenden Torusausschnitt, der die beiden Kugeln um R und S lings
GroBkreisbégen berithrt. Durch diesen Torusausschnitt werde die

Kante PAQ abgerundet. Wird dieselbe Konstruktion bei zwei weiteren
Kanten ausgefiihrt, von denen keine P(Q gegeniiberliegt und die auch
selbst keine Gegenkanten sind, so entsteht eine Sphiroforme. Je nach-
dem, ob die drei abgerundeten Kanten in einer Ecke zusammenstoBen
oder ein Dreieck bilden, erhilt man zwei verschiedene Sphiroformen, die
gleiche Volumina und gleiche Oberflichen besitzen.

Die erste dieser Spharoformen ist von MEISSNER [4] beschrieben worden.
Dort sind auch spezielle Rotationsspharoformen angegeben. — Es ist an-
zunehmen, daB die beiden obigen unter allen Sphiaroformen gegebener Breite
das kleinste Volumen haben. — Allgemeines iiber Spharoformen findet man
bei ME1ssNER [3], TiERCY [3].

Nach 39 (13), S. 67 hat eine Sphiroforme der Breite B konstanten
Umfang U = =B, was man auch sofort daraus entnehmen kann, daB
die Orthogonalprojektionen einer Sphéiroforme Orbiformen derselben
Breite B sind, also nach 85, S. 131 dieselbe Randlinge 7 B besitzen. Von
dieser einfachen Tatsache ist nun auch die Umkehrung, das ist der
folgende MiNnkKowsKische Satz, richtig:

Jeder Korper konstanten Umfangs U = 7 B ist esn Korper konstanter
Breite B.

Es sei F eine Ortsfunktion auf der Einheitskugel. Ferner bezeichne &,
den auf dem Einheitsvektor % senkrechten GroBkreis. Dann heifle die
Funktion

27
G@) = [Fdy,
0

wo nach der Bogenlinge y des GroBkreises &, zu integrieren ist, die
Kreisintegralfunktion von F. Die Formel 39 (13), S. 67 lehrt,
daB 2U die Kreisintegralfunktion von B ist. Da B eine gerade Funk-
tion (B(§) = B(—&)) auf der Kugel ist und da ferner die Kreisintegral-
funktion der Konstanten U/x den Wert 2U hat, folgt somit, wenn

F=B-Y gesetzt wird, die obige Behauptung aus dem ,,Eindeutig-
T

keitssatz fiir die Kreisintegralgleichung‘’: Verschwindet die Kreis-

integralfunktion einer geraden Funktion F identisch, so ist auch F selbst

identisch Null. Der Beweis fiir diesen FEindeutigkeitssatz 148t sich
folgendermafen fithren.



145] 67. Sphiaroformen. 137

Angenommen, es gibt einen Punkt, in dem F # 0 ist. Dann werde
dieser Punkt zum Nordpol von geographischen Koordinaten ¢ (geo—

graph. Breite, h—;i =p= g) und 7 (geogr. Linge, 0 = 1 < 27) gemacht.
Ein beliebiger GroBkreis, der den Aquator im Punkt 4 = ¢ unter dem
Winkel « schneiden moge, ist durch

@ = arcsin (sinx siny), A= ¥ — arctg(cosx tgy)

gegeben, wo x die Bogenlinge auf dem GroBkreis bedeutet. Nach
Voraussetzung ist (man beachte, daB F eine gerade Funktion auf der
Kugel ist):

IA
In

/"F(q;,;t)d;{:o fir 0=« %, 0=d=2n.
0
Wird diese Gleichung nach & von 0 bis 27 integriert und die Integrations-
folge vertauscht, so ergibt sich
T /2

(1) [G@dy=2[G(g)dy =0,

0 0
wo

G(p) :Of%(qa, A) dd :Of%(q), P dd

eine rotationssymmetrische gerade Funktion auf der Einheitskugel ist!.
(1) besagt, daB auch die Kreisintegralfunktion von G verschwindet.
Der nun folgende SchluB ist nichts anderes als der Beweis des Ein-
deutigkeitssatzes fir rotationssymmetrische Funktionen.
Ausfithrlicher lautet (1)
/2
fG(arc sin(sinasing)) dy =0 fiir 0= «: —Z
0
Wird nun noch sinx = ¢ und G(arcsin(¢siny)) = f(¢siny) gesetzt, so
ergibt sich schlieBlich
112
(2) [f@Esing)dy =0 fir 0=¢=1.
0

in
A

A

Da f(1)= G(%) =27 F(% , A) der Wert von F im Nordpol, also nach

Annahme von 0 verschieden ist, kann f nicht identisch verschwinden.
Wenn nun f im Intervall (0, 1) nur endlich oft das Vorzeichen wechselt,
so gibt es ein Intervall (0, 2) mit 0 < =1, in dem / das Vorzeichen
nicht wechselt und nicht identisch verschwindet. Damnn ist aber

/2

[iasing)dy 0
0
im Widerspruch zu (2).

1 Der Ubergang von F zu G ist fiir Stitzfunktionen F genau die 42, S. 73
beschriebene Versteifung.
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Damit ist der obige Satz z. B. fiir analytisch begrenzte Korper,
allgemein fiir solche Korper konstanten Umfangs bewiesen, bei denen
die Funktion f nur endlich viele Vorzeichenwechsel aufweist.

Diese Charakterisierung der Sphédroformen als Kérper konstanten Um-
fangs riihrt von MiNkowsKI [6] her. Der MiINkowsKische Beweis beruht
auf Entwicklungen nach Kugelfunktionen. Der obige ist von Funk [1]
Kap. 2 angegeben worden.

Es soll hier noch auf einem von E. J. McSHANE mitgeteilten Wege
gezeigt werden, wie das identische Verschwinden von f aus (2) gefolgert
werden kann, wenn nur die Stetigkeit von f bekannt ist, die ja hier wegen
der Stetigkeit der Stiitzfunktion stets vorhanden ist. Durch Einfiihrung
der neuen Integrationsvariablen x = sinz erhdlt man aus (2)

(3) /Vi—x2 =0 fir o<t¢t=1,

woraus zunichst f( = 0 folgt. Wenn nun die als stetig vorausgesetzte
Funktion f nicht identisch verschwindet, muB3 die Funktion
t
@) g(t) = [{(x)dr
0

sowohl positive als auch negative Werte annehmen; denn aus (3) folgt
durch Integration nach # und Vertauschung der Integrationsfolge

1
(5) Lidx=0 fir 0=<<t=<1.
xy1— 2
0
Es sei —yu das Minimum der Funktion g(¢)/¢, die wegen (4) bis ¢ = 0 stetig
ist, wenn ihr in ¢= 0 der Wert f(0) = 0 zugeschrieben wird. Dieses Minimum
werde fiir ¢ = ¢, > 0 angenommen. Man setze nun A (f) = g(¢) + ut. Dann
ist #(#) = 0 und A(¢,) = 0. Fiir die Funktion
1 1 1
L c 4
@(t)=/de= _g(t_x)_dx_‘_‘utjl d
x 1—

V1 — #® xY1— 2
0
ergibt sich aus (5) &(¢f) = k¢ mit positiver Konstante %, also
(6) D) — B(ty) = k(t—2t), k>0.

Andererseits ist fiir ¢ > ¢,
toft

o - 1t
D(t) — D (t) O/h(tx)[xw_xz x]/“(%f

Das erste Integral ist wegen 4 = 0 kleiner oder gleich 0. Da weiter nach (4)

x2

1
dx—i—/h(t ¥

xY1— 22
&oft

fir tg=¢=1 und °<x<1

h(tx) =h(tx) — h(lo =g (%) —gh) +u(tr — to) = (Maxf + u) (¢ — 1)
ist, konvergiert das zweite Integral noch durch ¢ — #;, dividiert zugleich
mit ¢ — ¢, gegen 0. Diese beiden Abschitzungen ergeben einen Widerspruch
gegen (6).

Aus dem Eindeutigkeitssatz fiir die Kreisintegralgleichung kann man
auch folgenden allgemeineren Satz entnehmen: Haben zwei konvexe Korper
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in jeder Richtung gleiche Umfinge, so haben sie auch in jeder Richtung
gleiche Breiten. Hierauf hat MaTsumuRra [16] aufmerksam gemacht.

Raumkurven konstanter Breite sind geschlossene Raumkurven mit
folgender Eigenschaft: Die Normalebene durch einen beliebigen Punkt P
der Kurve schneidet in genau einem weiteren Punkt P, und die Entfernung
P P ist von der Wahl von P unabhidngig. Mit diesen Kurven beschiftigen
sich Fujiwara [8], [4] und BrascHKE [T]. BLascHKE zeigt insbesondere,
daB jede Raumkurve konstanter Breite auf dem Rande einer Sphiroforme
verlauft.

68. Verwandte Klassen konvexer Korper. Die Breite eines kon-
vexen Bereichs in einer Richtung ist der doppelte gemischte Flichen-
inhalt des Bereichs und einer Einheitsstrecke senkrecht zu dieser Rich-
tung. Demnach sind die Orbiformen als diejenigen konvexen Bereiche
gekennzeichnet, fiir die dieser gemischte Flicheninhalt bei Bewegungen
des Bereichs in der Ebene ungeindert bleibt. Ebenso sind die Sphéro-
formen diejenigen konvexen Korper &, fiir die das gemischte Volumen
V (R, 3,8), wo 8 eine Kreisscheibe vom Radius 1 bedeutet, bei Be-
wegungen von & ungedndert bleibt. Dieses gemischte Volumen ist ndm-
lich bis auf einen unwesentlichen Faktor die Breite von & in der zur
Kreisscheibe senkrechten Richtung. Allgemein erhédlt man analoge
Klassen von konvexen Koérpern des n-dimensionalen Raumes in folgender
Weise. Es seien &, ..., 8,_, (p < n) gegebene konvexe Korper. Dann
werde gesagt: Ein konvexer Kérper & gehore zur Klasse O, (8, . . ., 8,_p),
wenn das gemischte Volumen V(®,..., &, &, ..., &,_,) bei Bewegun-

»
gen von & ungeindert bleibt. Jeder solchen Klasse gehéren die Kugeln,
aber nicht immer weitere Kérper an.

Auf diese allgemeine Begriffsbildung hat Favarp [4] hingewiesen.

Fir » = 2 1aBt sich nach einer Mitteilung von Favarp leicht die Be-
dingung dafiir angeben, daB ein Bereich & zur Klasse O, (8), kurz O(2),
bei gegebenem Bereich € gehort. Sind

T

hlg) =~

oo o0
-+ ZA,, cos(ro + ) bzw. I(p)= —2—0— + Z’Bv cos(vep + B,)
rv=1 =1
die Fourier-Entwicklungen der Stiitzfunktionen von & und &, so gehért &
dann und nur dann zur Klasse O(g), wenn fiir alle » = 2, fiir die B, = 0
ist, A, verschwindet. Ist z. B. € ein Bereich mit Mittelpunkt, so sind
alle By, =0, und zur Klasse O(g) gehoren alle & mit 4,, = 0, das sind
die Orbiformen. Wahlt man fiir  ein reguliares p-Eck, so wird man auf
die von MEIssNER [1] untersuchte Klasse der konvexen Bereiche gefiihrt,
deren umschriebene, gleichwinklige p-Ecke alle denselben Umfang besitzen.
In der Fourier-Reihe der Stiitzfunktion eines solchen Bereichs fehlen die
Glieder mit durch p teilbarem Index. Eine Unterklasse dieser bilden die
Bereiche, deren umschriebene gleichwinklige p-Ecke iiberdies reguldr sind,
die also so in einem reguliren p-Eck gedreht werden konnen, daf3 stets
seine simtlichen Seiten beriihrt werden. Nach MEissNER [1] verschwinden
in der Fourier-Entwicklung der Stiitzfunktion eines solchen Bereichs alle 4,
mit y = —1, v =0, » =1 (modp). Mit derartigen Kurvenklassen be-
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schaftigen sich auch Fujiwara [5], [12], Fujiwara und Kaxkeva [1], Havy-
asHI [3], [9]. Ein Beispiel fiir ein rdumliches Analogon, namlich ein kon-
vexer Koérper, der so in einem regulidren Tetraeder beliebig gedreht werden
kann, daf3 stets die vier Seitenflichen beriihrt werden, ist von MEISSNER [2]
beschrieben worden. — Es sei noch bemerkt, daB fiir die ebenen Bereiche &
der Klasse O(g) der bewegungsinvariante gemischte Flicheninhalt

F(@,S)zfﬁL(ﬁ‘)L(S)

ist, wo L(8) und L(g) die Randlangen der Bereiche & und ¢ bedeuten.
Entsprechend gilt z. B. im dreidimensionalen Raum fiir die Kérper & der
Klasse 04(Z, 8)

VR, 8, Q) = T;'n M(R) S(2)

und fir & = 0,(8, @), wo © die Einheitskugel ist,

1
127

hierin sind M und S Integral der mittleren Kriimmung und Oberflache der
betreffenden Korper.

Korper konstanter Helligkeit. Ist u eine Strecke der Lange 1, so ist
3V (R, ®, 1) nach 30, S. 45 das QuermaB, d.h. der Flicheninhalt der
Projektion eines konvexen Korpers des dreidimensionalen Raumes auf eine
Ebene. Die Klasse O,(u) besteht also aus den konvexen Kérpern, deren
simtliche ebenen Orthogonalprojektionen gleiche Flacheninhalte haben.
Diese von BLASCHKE [11] S. 151—154 im Anschlufl an HErGcLoOTZ [1] unter-
suchten Koérper werden als Korper konstanter Helligkeit bezeichnet.
BrascHKE hat a.a. O. einen von der Kugel verschiedenen Korper dieser
Art angegeben. — Ein konvexer Ko6rper mit stetigen Hauptkriimmungs-
radien ist dann und nur dann von konstanter Helligkeit, wenn die Summe
der reziproken Gaussschen Kriimmungen in zwei Punkten mit parallelen
Stiitzebenen konstant ist; in Formeln

(1) Fy(&) + Fy(—§) =

Vg, 8,6 =

M(R) M(2) ;

20
-

Hierin bedeutet F,(£) das Produkt der Hauptkriimmungsradien als Funktion
der Normalenrichtung &£ und ¢ das (konstante) QuermaB (BLASCHKE: a.a.0.).

Es soll noch gezeigt werden, wie man hieraus entnehmen kann, da ein
Korper, der zugleich von konstanter Breite und konstanter Helligkeit ist,
eine Kugel sein muB. Ist B die Breite, so ist # B der Umfang, also die Rand-
lange einer ebenen Projektion. Die isoperimetrische Ungleichung, an-
gewendet auf eine Projektion, ergibt zunichst 4¢ = nB2. Nach 63, S. 128
gilt fiir den Korper auBler (1)

(2) Fi(8) + Fi(—§) = 2B,

wo F, die Summe der Hauptkriimmungsradien bedeutet. Bekanntlich gibt
es auf jeder geschlossenen konvexen Fliche wenigstens einen Nabelpunkt,
d. h. einen Punkt, in dem die Hauptkriimmungsradien iibereinstimmen?.
In einem solchen gilt offenbar F2? = 4F,. Da weiter, wie man aus 63, S. 128

! Andernfalls wire das Feld der Hauptkrimmungsrichtungen auf der ganzen
Fliche singularititenfrei, was einem bekannten topologischen Satz widerspréche.
Man sehe dariiber z. B. BLasCHKE: Vorlesungen iiber Differentialgeometrie Bd. III,
§ 65. Berlin 1929, 474 S.; ferner fiir den topologischen Hilfssatz FENcHEL [3].
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entnimmt, einem Nabelpunkt wieder ein solcher gegeniiberliegt, folgt aus (1),
wenn ¢ die Normalenrichtung in einem Nabelpunkt ist,
- 8
Fi@) + Fi(—8 = .
Hieraus und aus (2) ergibt sich 4¢ = zB2, also das Gleichheitszeichen in
der obengenannten isoperimetrischen Ungleichung. Das bedeutet aber, daB3

alle Orthogonalprojektionen Kreise sind. Der Korper ist somit eine Kugel.
(Satz und Beweis bei MATSUMURA [2].)

§ 16. Charakteristische Eigenschaften der Gebilde zweiten
Grades.

69. Kreis und Kugel. Bei mehreren der in § 10 und 12 angefiihrten
Extremumprobleme stellten sich Kreise oder Kugeln als einzige Losungen
heraus. Sie sind daher durch die betreffenden Extremumeigenschaften
unter den konvexen Bereichen bzw. Kérpern gekennzeichnet. Ferner
ergaben sich in 59, S. 117 die Kugeln als einzige konvexe Kérper mit
konstanten Kriimmungsfunktionen. Von anderer Art sind die Frage-
stellungen, iiber die im folgenden berichtet wird. Dabei handelt es sich
um Kennzeichnungen von Kreis und Kugel durch elementargeometrische
Eigenschaften. Die fiir die Behandlung von solchen teils einfachen, teils
recht schwierigen Aufgaben erforderlichen Hilfsmittel sind sehr ver-
schiedenartig. Es konnen hier nur Ergebnisse genannt werden.

Der Kreis ist die einzige konvexe Kurve, die mit jeder kongruenten
zusammenfillt, sobald sie mehr als zwei Punkte mit ihr gemeinsam hat
(Fuyiwara [18], Kojima [2], Kusora [8], Homsu [2]). Ahnlich kann die
Kugelflache dadurch unter den konvexen Flichen charakterisiert werden,
daB sie mit jeder kongruenten entweder keinen oder nur einen ebenen
Schnitt hat (YanNaciHara [1]). Es entsteht hier die Frage, ob es geniigt,
zu fordern, daB sie mit jeder kongruenten keinen oder einen zusammen-
héngenden Schnitt hat. — Ein konvexer Korper, dessen samtliche ebenen
Orthogonalprojektionen Kreise sind, ist eine Kugel (Fujiwara [2], Ku-
BOTA [2]). Es geniigt (nach Stss, vgl. MaTsumuRra [2]), vorauszusetzen,
daB alle Projektionen einander #hnlich sind. — Sind die beiden von einem
beliebigen duBeren Punkt an einen konvexen Bereich gelegten Tangenten
gleich lang, so ist der Bereich ein Kreis (YANAGIHARA [2]; dhnliche Satze
bei MatsuMuRa [1]). Besitzt ein konvexer Korper die Eigenschaft, daB
alle von den Punkten einer nichtschneidenden Ebene an ihn gelegten be-
riithrenden Kegel Kreiskegel sind, so ist er eine Kugel (Kusorta [2]; dort
auch ein dazu analoger Satz). — Ein konvexer Bereich, bei dem zwei gleich
lange Sehnen stets Stiicke von gleichem Flicheninhalt abschneiden, ist ein
Kreis. (Dieser und verwandte Sitze bei YANAGIHARA [2], HirakAWA [1].)
— Gibt es in einem konvexen Korper einen Punkt derart, daB alle durch
ihn gehenden ebenen Schnitte kongruent sind, so ist der Korper eine Kugel
(SUss [5]). Dasselbe gilt, wenn alle Schnitte durch einen Punkt Orbiformen
sind (SUss [6]). — Ein innerer Punkt eines konvexen Bereichs (Koérpers)
werde als Punkt konstanter Potenz bezeichnet, wenn das Produkt der
Liangen der beiden Abschnitte, in die er eine beliebige durch ihn gehende
Sehne teilt, von der Sehne unabhingig ist. Dann gilt: Ein konvexer Bereich
(Korper) mit zwei Punkten konstanter Potenz ist ein Kreis (eine Kugel)
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(YANAGIHARA [4]). — Ein konvexer Koérper mit der Eigenschaft, daB alle
umschriebenen rechtwinkligen Parallelepipede in den Mittelpunkten ihrer
Seitenflichen beriihrt werden, ist eine Kugel (BrLascHKE [28]). — Mit
Kennzeichnungen von Kreis bzw. Kugel mittels ausgezeichneter Punkte
im Sinne von 34, S. 53 und verwandter Begriffe beschaftigen sich StUss [21]
und MATsUMURA [26]. — Halbieren alle Durchmesser den Inhalt (die Rand-
linge) einer Orbiforme, so ist sie ein Kreis (Hirakawa [1]). — Eine Orbi-
forme (Sphiroforme), in der es einen Punkt gibt derart, daB alle durch ihn
gehenden Sehnen die gleiche Lange haben, ist ein Kreis (eine Kugel)
(Fusiwara [8)). — DaB eine Spharoforme von konstanter Helligkeit eine
Kugel ist (Marsumura [2]), wurde am SchluB des vorigen Abschnitts
gezeigt.

70. Ellipse und Ellipsoid. Bei gewissen Extremumfragen, ins-
besondere der affinen Differentialgeometrie, erscheinen Ellipse und
Ellipsoid als einzige Lésungen!. Abgesehen von diesen Extremumeigen-
schaften sind zahlreiche elementargeometrische als kennzeichnend fiir
die Kurven und Flichen zweiter Ordnung erkannt worden. Hieriiber
wird im folgenden berichtet:

Sind alle ebenen Projektionen eines konvexen Korpers Ellipsen, so ist
er ein Ellipsoid (BrascHKE und HESSENBERG [1]). — Sind die von den
Punkten einer festen Ebene ausgehenden, einen konvexen Korper beriihren-
den Kegel samtlich Kegel zweiter Ordnung, so ist der Korper ein Ellipsoid.
(Dieser, ein dualer und verwandte Satze bei Kusora [2].) — Liegen die
Eckpunkte aller einem konvexen Korper umschriebenen rechtwinkligen
Parallelepipede auf einer festen Kugelflache, so ist der Korper ein Ellipsoid
(Brascuke [12], [17]). Das Entsprechende in der Ebene reicht zur Kenn-
zeichnung der Ellipsen nicht aus; es gibt noch andere konvexe Bereiche,
die von allen Punkten eines festen Kreises unter rechtem Winkel gesehen
werden (BLascHKE [16]). BrAscHKE hat in [11] S. 160 die Frage nach den
konvexen Korpern gestellt, bei denen die Eckpunkte der umschriebenen
rechtwinkligen Parallelepipede nur eine Fliche und kein Raumstiick er-
filllen. — Mit Hilfe von umschriebenen windschiefen Vierecken sind die
Ellipsoide von YANAGIHARA [3] charakterisiert worden. — Ein konvexer
Korper, der von allen umschriebenen Zylindern lings ebener Kurven be-
rithrt wird, der, mit anderen Worten, ebene,,Selbstschattengrenzen‘‘ besitzt,
ist ein Ellipsoid. (Man sehe dariiber BrLascukE [11] S.157—159 und
[25] § 45, wo der entsprechende Satz zugleich fiir beliebige, nicht notwendig
konvexe Flichen bewiesen wird. Eine Anwendung dieses Satzes bei Bon-
NESEN [6], [7], [9].) — Sind je zwei parallele ebene Schnitte eines konvexen
Korpers homothetisch, so ist der Korper ein Ellipsoid. (Kusora [3], [4],
NAKAGAWA [1]; nach Brascuke [11] S. 159 kann dies auf den vorigen Satz
zuriickgefithrt werden). — Besitzt jeder ebene Schnitt eines konvexen
Korpers einen Mittelpunkt, so ist der Korper ein Ellipsoid (BrUNN [2]
Kap. IV; bei BLaSCHKE [25] § 44 in allgemeinerer Fassung). — Als Polare
eines Punktes in bezug auf eine konvexe Kurve werde der Ort der vierten
harmonischen Punkte von diesem Punkt selbst und den beiden Schnitt-
punkten der Kurve mit einer Geraden durch den Punkt bezeichnet. Dann
gilt: Sind die Polaren aller Punkte einer festen Geraden selbst geradlinig,

1 Uber diese hier nicht besprochenen Probleme sehe man BLASCHKE [25] 2. und
6. Kap. Ferner die Note von Kusora [10].
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so ist die Kurve eine Ellipse (Kojima [1]; dort findet sich auch ein ver-
wandter Satz fir den Raum). — Zu mehreren hierher gehérigen Frage-
stellungen gibt der Begriff der konjugierten Durchmesser Anla8. Es mdgen
hier nur solche konvexe Kurven betrachtet werden, die keine geradlinigen
Stiicke enthalten. Als Durchmesser einer solchen Kurve werde fiir den
Augenblick die Verbindungsstrecke der Beriihrungspunkte von zwei par-
allelen Stiitzgeraden bezeichnet. Konvexe Kurven, bei denen es zu jedem
Durchmesser einen zweiten gibt derart, daf3 jeder dieser beiden Durch-
messer den Stiitzgeraden in den Endpunkten des anderen parallel ist, sind
nicht notwendig Ellipsen. (Diese Kurven sind von Rapox [2] untersucht
worden: verwandte Fragen behandelt Funk [38].) Als Schwerlinie einer
konvexen Kurve wird der Ort der Mittelpunkte von parallelen Sehnen
bezeichnet. Jede Schwerlinie verbindet die beiden Beriihrungspunkte der
zu den Sehnen parallelen Stiitzgeraden. Analog werde der Ort der Mittel-
punkte paralleler Sehnen eines konvexen Korpers als Schwerfliche und der
Ort der Schwerpunkte von parallelen ebenen Schnitten als Schwerlinie
bezeichnet. Hierbei sind die ebenen Schnitte homogen mit Masse belegt
zu denken. Ellipse und Ellipsoid sind dadurch gekennzeichnet, da ihre
samtlichen Schwerlinien Geraden sind (BERTRAND, BruUNN [2] Kap. IV;
vgl. dariiber insbesondere BLASCHKE [25] S. 18—19, 23—24 und 213, wo
auch die Originalarbeiten zitiert sind, ferner MaTUsuMURA [T]; konvexe
Bereiche mit zwei geraden Schwerlinien untersucht von van DER WOUDE [1]).
Dieser Satz kann aus dem folgenden entnommen werden: Gehen alle Affin-
normalen, das sind die Tangenten der Schwerlinien in den Randpunkten
des Bereiches oder Kérpers, durch einen Punkt, so ist der Bereich bzw.
Korper eine Ellipse bzw. ein Ellipsoid (BLascHKE [25] § 76). Ein konvexer
Korper, dessen samtliche Schwerflichen Ebenen sind, ist ein Ellipsoid
(BrUNN [2] Kap. IV). Man erkennt sofort, daB bei einem solchen Kérper
diese Ebenen den Rand in den Beriihrungskurven der umschriebenen
Zylinder schneiden. Der Satz folgt also aus dem oben Genannten iiber
Kérper mit ebenen Selbstschattengrenzen. (Darauf hat BLASCHKE [11]
S. 159 aufmerksam gemacht.) Zwei Kurven mit gemeinsamen Schwer-
linien, wo also jede Gerade, die beide Kurven trifft, zwei Sehnen mit gemein-
samem Mittelpunkt ausschneidet, sind konzentrische Kegelschnitte (LIEB-
MANN; vgl. dazu auch wegen der Literatur BrLAscHKE [25] § 17). Die ent-
sprechende Frage im Raum ist noch ungeklirt (BLASCHKE [25] S. 249).
Ahnliche Kennzeichnungen von Kegelschnitt-Tripeln sind von Homsu [1]
angegeben worden. — Wegen weiterer Literaturangaben zu dem in diesem
Abschnitt besprochenen Fragenkreis sei auf BLASCHKE [25] verwiesen. Hin-
zugekommen ist noch die Kennzeichnung der Ellipsoide als konvexe Kérper
konstanter Affinbreite (Stiss [8], [15], MATSUMURA [6], [21]).

§ 17. Differentialgeometrie der konvexen Kurven und
Flachen.

71. Kriimmungseigenschaften konvexer Kurven. Vierscheitelsatz und
Verwandtes. Uber die Kriimmungsverhiltnisse konvexer Kurven lassen
sich auch ohne Differentiierbarkeitsvoraussetzungen weitgehende Aussagen
machen. Man betrachte einen Kurvenpunkt P und eine durch ihn gehende
Stiitzgerade s. Unter den Schmiegungskreisen der Kurve im ,Ele-
ment* (P, s) werden die Grenzlagen (oder die Grenzlage) derjenigen Kreise
verstanden, die s in P beriihren und auBerdem durch einen weiteren, gegen P
konvergierenden Kurvenpunkt gehen. Hierbei sind, wie auch im folgenden,
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die Punkte und Geraden als Kreise vom Radius 0 bzw. 0o zuzulassen. Die
Krimmungskreise der Kurve in (P, s) sind die Grenzlagen (oder die
Grenzlage) derjenigen Kreise durch P, deren Mittelpunkte die Schnittpunkte
der Normalen von s in P und der Normalen einer gegen (P,s) konver-
gierenden Folge von Elementen sind. Die zu einem Element gehorigen
Schmiegungs- und Kriimmungsradien erfiillen je ein Intervall, und zwar
ist das Intervall der Schmiegungsradien in dem der Kriimmungsradien
enthalten; mit anderen Worten, jeder Schmiegungskreis ist zugleich Kriim-
mungskreis, jedoch nicht umgekehrt. Es gilt aber folgendes: Gibt es zu
einem Element nur einen Schmiegungskreis, so gibt es auch nur einen
Kriimmungskreis, und beide fallen zusammen. Die Umkehrung hiervon
folgt aus dem Gesagten. Der Fall der eindeutigen Bestimmtheit von Schmie-
gungs- und Krlimmungskreis ist der allgemeine; genauer: Die Elemente,
zu denen es mehrere Kriimmungskreise gibt, bilden eine Nullmenge in dem
Sinne, daB sowohl die Punkte beziiglich der Bogenlinge, als die Stiitzgeraden
beziiglich der Richtung Nullmengen sind. Dies kann aus dem LEBESGUE-
schen Satz gefolgert werden, daB die Funktionen mit beschrinktem Diffe-
renzenquotienten bis auf eine Nullmenge differentiierbar sind. — Die obere
(untere) Grenze aller Schmiegungsradien aller Elemente einer konvexen
Kurve stimmt mit der oberen (unteren) Grenze aller Kriimmungsradien
iiberein. — Die obigen Begriffsbildungen gehen im wesentlichen auf Hygrms-
LEV [5] zuriick. Die genannten und weitere Sitze iiber die Beziehungen
zwischen Schmiegungs- und Kriimmungskreisen sowie Beispiele fiir Kurven
mit Krimmungskreisen, die nicht Schmiegungskreise sind usw., sind von
JesseN [2] gefunden worden. Man sehe dariiber auch Bour und JESSEN [1]
Kap. III. — Ein Satz tiber Kriimmungskreise bei BLAsCHKE [18].

Zu jedem Element (P, s) einer konvexen Kurve denke man sich den
groften in der Kurve enthaltenen Kreis konstruiert, der s in P beriihrt.
Der kleinste dieser Kreise, namlich der groSite Kreis, der ungehindert in
der Kurve rollen kann, hat genau die untere Grenze der Kriimmungsradien
zum Radius. Entsprechend ist der Radius des kleinsten Kreises, in dem die
Kurve rollen kann, die obere Grenze der Kriimmungsradien. In dieser All-
gemeinheit ist der Satz von Bour und JessEN [1] Kap. ITI bewiesen worden
(vgl. dazu auch MukHOPADHYAYA [6]), unter engeren Voraussetzungen bei
BrascukE [11] S.114—116. Aus dem Beweis von BrascHKE kann die
allgemeinere Tatsache entnommen werden: Eine konvexe Kurve kann dann
und nur dann ungehindert in einer anderen rollen, wenn der gro3te Kriim-
mungsradius der ersten nicht gréSer als der kleinste der zweiten ist
(Brunn~ [1] Kap. IT). Eine Ungleichung zwischen Lingen und Flichen-
inhalten von zwei konvexen Kurven, von denen die eine in der anderen
rollen kann, bei POLva und Szeco [1] Bd. 2 S. 163 Aufg. 6.

Besonderes Interesse haben Fragen nach der Anzahl der Scheitelpunkte
oder zyklischen Punkte einer konvexen Kurve gefunden. Ein Scheitelpunkt
ist ein Kurvenpunkt, in dem die Ableitung des Kriimmungsradius ver-
schwindet, in dem also der Kriimmungskreis von hoherer als zweiter Ord-
nung beriihrt oder, wenn man weniger Differentiierbarkeitsvoraussetzungen
macht,” ein Kurvenpunkt, in dessen beliebiger Néahe vier auf einem Kreis
liegende Kurvenpunkte gefunden werden kdénnen (MUKHOPADHYAYA [2], {5]).
Das Hauptergebnis kann so ausgesprochen werden: Die Anzahl der Scheitel
einer konvexen Kurve ist mindestens gleich ihrer zyklischen Ordnung,
das ist die Maximalzahl der Schnittpunkte der Kurve mit einem Kreis'.

1 Uber den Begriff der zyklischen Ordnung siehe JUeL [2], wo die Kurven
vierter zyklischer Ordnung untersucht werden, und MARCHAUD [1].
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Da jede konvexe Kurve mit einem passenden Kreis mindestens vier Punkte
gemeinsam hat, ist hierin insbesondere der Vierscheitelsatz enthalten: Eine
konvexe Kurve besitzt wenigstens vier Scheitel. Zum ersten Male findet
sich der obige allgemeine Satz bei MUKHOPADHYAYA [2], [5]; damit im
Zusammenhang steht auch [6], wo Sitze {iber die Anzahl von Schmiegungs-
kreisen bestimmter Gréf3e bewiesen werden, ferner eine Arbeit von Bosk [1],
wo gezeigt wird, daBl die Anzahl der von einer konvexen Kurve von end-
licher zyklischer Ordnung ganz umschlossenen Kriimmungskreise stets um 2
groler ist als die Anzahl der die Kurve von innen in drei verschiedenen
Punkten berithrenden Kreise. Darin ist ebenfalls der Vierscheitelsatz ent-
halten, ferner Sitze von JUEL [2] und Havasni [10]. Unabhingig von
MuknorPADHYAYA wurde der Vierscheitelsatz von A. KNESER [1] entdeckt.
Seitdem sind zahlreiche Beweise der verschiedensten Art dafiir angegeben
worden: BrascukE [2], [11] S.160—161, Vogt [1], MoHRMANN [1], [2],
HosTiNsKY [1], ZINDLER [1] I, HERGLOTZ in BLASCHKE [24] § 12 (ausfiihr-
licher bei BiEBERBACH [2] S. 23—27), H. KNESER [2], ScuUH [1], CrRONE [2],
Havasn1 [10], Stss [8], Barr [1], VaHLEN [1], StrUIK [2], FoG[1]. Der
entsprechende Satz der relativen Differentialgeometrie bei BLASCHKE [25]
S. 65, Stss [14], MatsumURA [19] und fiir Kurven auf der Kugel bei
ZINDLER [4], Foc [1]. Ahnliche Sitze fiir Raumkurven, die ganz auf
dem Rande ihrer konvexen Hiille verlaufen, beweisen MOHRMANN [2],
Stss [11], Matsumura [18]. — Die Scheitel einer konvexen Kurve kén-
nen nicht siamtlich auf einem Kreis liegen (GANAPATI [1]). — Auf jeder
konvexen Kurve gibt es wenigstens drei Paare von Punkten, so daB
in den Punkten eines Paares die Tangenten parallel und die Krimmun-

gen gleich sind (BrascHkE [18], Stss [1], [8], Marsumura [8]). — Uber
die Scheitel einer konvexen Kurve siehe auch Brascuki [25] S. 68 und
Stss [14].

Weitere Untersuchungen beschiftigen sich mit der Beziehung von kon-
vexen Kurven zu Kegelschnitten. In jedem Punkt einer geniigend oft
differentiierbaren Kurve gibt es einen ,,oskulierenden‘ Kegelschnitt, der
mindestens von vierter Ordnung beriihrt (vgl. z. B. BLASCHKE [25] § 11).
Ein Punkt, in dem dieser Kegelschnitt von hoherer als vierter Ordnung
beriihrt, wird als sextaktisch bezeichnet. Eine konvexe Kurve (mit Mittel-
punkt) besitzt mindestens sechs (acht) sextaktische Punkte (MUKHOPAD-
HYAYA [2], [6], HErRGLOTZ und RADON, vgl. BrLASCHKE [25] §19, HAva-
sH1 [T]). — Eine Kurve nennt man elliptisch gekriimmt, wenn alle osku-
lierenden Kegelschnitte Ellipsen sind. Ist eine konvexe Kurve elliptisch
gekriimmt, so liegen fiinf beliebige ihrer Punkte auf einer Ellipse (BOHMER,
vgl. — auch wegen Literaturangaben — BrAscHKE [25] § 21, ferner MuKkHoO-
PADHYAYA [4]). Weitere Literatur tiber oskulierende Kegelschnitte: Hav-
asH1 [5], [11], Kusota [10], MukHOPADHYAYA [3], Ociwara [1], [2],
PopEeHL [1].

72. Fldchen positiver Gaussscher Kriimmung. Verbiegbarkeitsfragen.
Systematische Untersuchungen der Kriimmungseigenschaften konvexer
Flichen ohne Differentiierbarkeitsvoraussetzungen liegen bisher nicht vor.
Ansitze und Hilfsmittel dafiir finden sich in dem Buch von Bouricanp [1].
— Uber konvexe Flichen, von denen die eine in der anderen rollen kann,
sehe man Brun~ [1] Kap. II, BrascekE [11] § 24, P6Lya und Szecd [1]
Bd. 2 S. 164 Aufg. 7. — Eine konvexe Fliche, bei der die Hauptkriimmungs-
radien existieren, besitzt jedenfalls nicht negative Gausssche Kriimmung.
Hiervon ist mit gewissen Einschrinkungen die Umkehrung richtig: Eine
geschlossene, stetig und positiv gekriimmte Flache ist eine konvexe

Ergebnisse der Mathematik. 1II/1. Bonnesen-Fenchel. 10
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Flache!. Nach HapaMARD [1] S. 352—353, [2] kann dies durch Betrachtung
der Normalenabbildung der Flache auf den Satz zuriickgefiihrt werden, daB3
die Kugel auBer sich selbst keine unbegrenzte unverzweigte Uberlagerungs-
fliche besitzt. Einen den Hapamarpschen enthaltenden Satz hat Conn-
VosseN [1] bewiesen: Es sei ein stetig gekriimmtes Flichenstiick gegeben,
dessen Gausssche Kriimmung eine positive Zahl ¢ nicht unterschreitet.
Wird dieses Flachenstiick irgendwie so fortgesetzt, daB die Kriimmung
stetig und gréBer oder gleich ¢ bleibt, so tritt einer der beiden folgenden
Fille ein: Entweder schlieBt sich die Fliche zu einer konvexen, oder sie
bekommt wenigstens einen singuldren Punkt, dessen Entfernung vom Aus-
gangsflachenstiick tibrigens unterhalb einer nur von ¢ und diesem Flachen-
stiick abhingigen Schranke liegt.

Unter einer Verbiegung eines Flichenstiicks versteht man bekanntlich
eine kontinuierliche Abadnderung, bei der die Langen aller auf der Fliche
verlaufenden Kurven ungeandert bleiben. Die Untersuchungen, iber die
im folgenden berichtet wird, beziehen sich im wesentlichen auf die Tatsache,
daB eine konvexe Fliche als Ganzes (unter passenden Regularititsbedingun-
gen) unverbiegbar ist. Es sind zwei verschiedene Fragestellungen dieser
Art behandelt worden, die beide in gewisser Hinsicht allgemeiner als die
obige sind. Bei der ersten handelt es sich darum, zu zeigen, daB zwei um-
kehrbar eindeutig und langentreu aufeinander abgebildete konvexe Flichen
durch Bewegungen oder Spiegelungen ineinander tibergefiihrt werden kénnen.
Die zweite bezieht sich dagegen auf ,,infinitesimale Verbiegungen‘‘, das sind
solche infinitesimalen Abanderungen einer Flache, bei denen die Lingen
der Flachenkurven bis auf GréBen zweiter und héherer Ordnung ungedndert
bleiben.

Uber Unverbiegbarkeit — damit ist im folgenden stets Unverbiegbarkeit
im ersten Sinne gemeint — liegen bisher folgende Resultate vor: CauchaY [1]
hat bewiesen, dal3 zwei isomorphe konvexe Polyeder, deren entsprechende
Seitenflachen kongruent sind, durch Bewegungen und evtl. eine Spiegelung
ineinander ibergefithrt werden k6nnen. Der Beweis beruht wesentlich auf
topologischen Betrachtungen. Nahere Angaben dariiber bei StEINITZ [2] 15;
eine neue Darstellung des Beweises gibt TurcueTTI [1]. Die Unverbieg-
barkeit der Kugel in dem hier betrachteten Sinn ist zuerst von LIEBMANN [1]
bewiesen worden. Einen anderen Beweis hat HILBERT [2] angegeben (vgl.
auch BrascHXE [24] § 91). Man bemerke, daf3 es sich in diesem Spezialfall
darum handelt, zu zeigen, daB3 eine geschlossene Flache konstanter positiver
Gavussscher Kriimmung eine Kugel ist, und bemerke ferner, da8 nach einem
erwahnten Ergebnis von HADAMARD eine geschlossene Flache positiver
Gavussscher Krimmung eine konvexe Flache ist. Die Behauptung ist also
in dem MiNkKowsKIschen Satz von der eindeutigen Bestimmtheit einer
konvexen Flache durch die reziproke Gausssche Kriimmung als Funktion
der Normalenrichtung enthalten. Wegen der Beweise und Literatur sehe
man 59, S. 116—118. — Die Unverbiegbarkeit von beliebigen stiickweise
analytischen konvexen Flichen hat Coun-Vossen [2] bewiesen, und zwar
auf folgende Weise: Es seien zwei eineindeutig stetig und lingentreu auf-
einander abgebildete konvexe Flichen § und §’ gegeben. Ist P ein be-
liebiger Punkt von § und P’ der entsprechende Punkt von §’, so kénnen
zwei Fille eintreten: Entweder hat jeder Normalschnitt von & durch P
die gleiche Kriimmung wie der entsprechende Normalschnitt von §’ durch P’.

1 Die entsprechende Behauptung fiir Kurven in der Ebene ist nur richtig,
wenn auBerdem Doppelpunktfreiheit verlangt wird. Vgl. HyELMSLEV [4] § 6.
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(In diesem Fall heiBe P Kongruenzpunkt.) Oder es gibt genau zwei Normal-
schnitte durch P, bei denen dies der Fall ist. Sind simtliche Punkte von %
Kongruenzpunkte, so sind die beiden Flachen kongruent oder symmetrisch.
Wiren dagegen nicht alle Punkte von § Kongruenzpunkte, so wiirden in
den {ibrigen Punkten die zu den genannten Normalschnitten gehérigen Paare
von Tangentialrichtungen ein stetiges Feld auf § bilden, das wegen der
stiickweisen Analytizitit nur endlich viele Singularititen, das sind hier die
Kongruenzpunkte, besitzt. Es wird gezeigt, daB3 die Indizes dieser Singulari-
titen nicht positiv sein kénnen. Die Existenz eines solchen Feldes wider-
spriche also einem bekannten topologischen Satz, nach dem die Summe
der Indizes positiv ist. Der angedeutete Beweis kann als Analogon des
Caucuyschen fiir den entsprechenden Polyedersatz aufgefa3t werden. —
Beweisansitze anderer Art fiir viel weitergehende Behauptungen hatte
WEevL [1] schon frither angegeben. Es handelt sich dabei um folgendes:
Man denke die Koeffizienten der ersten Fundamentalform als Funktionen
auf der Einheitskugel so vorgeschrieben, daB die Gausssche Kriimmung,
die sich ja aus ihnen nach dem Theorema egregium berechnen 1iBt, stets
positiv ist. Die WEvLsche Behauptung lautet dann, daB es eine und bis
auf Bewegungen und Spiegelungen auch nur eine konvexe Fliche mit der
vorgegebenen ersten Fundamentalform gibt.

Eine Fliche, die durch den Ortsvektor x (#, v) (¢ und v Flichenparameter)
gegeben sei, werde einer kontinuierlichen Abdnderung im Laufe der Zeit ¢
unterworfen, so daBl ¢ = 0 die urspriingliche Flache entspricht. Man be-
trachtet also eine Schar x(u, v;¢) von Flichen mit x(u, v; 0) = x(u, v).
Die ,,infinitesimale Abadnderung*‘, das ist die Gesamtheit der ,,Geschwindig-
keitsvektoren‘* z(u, v) = ((%x(u v; t)) heiBBt eineInfinitesimalverbie-

=0

gung der Flache x, wenn fiir jede (zur Flache » tangentiale) Differentiations-
richtung dz senkrecht auf dx steht. Dies bringt genau zum Ausdruck, daB
die zeitliche Anderung der Linge einer beliebigen Flichenkurve fiir £ = 0
verschwindet. Der Beweis fiir die infinitesimale Unverbiegbarkeit oder
kurz Starrheit der Eiflichen® lauft nun darauf hinaus, zu zeigen, daBl jede
Infinitesimalverbiegung z einer solchen Fliache notwendig eine infinitesimale
Bewegung der ganzen Fliache ist. Die ersten Beweise hierfiir rithren von
LiesManN [8], [4], [9], [10] her. Uber einen mit den in 52, S. 102 besprochenen
HirBertschen Satzen in engstem Zusammenhang stehenden Beweis von
BrascekE [1], [21], [24] § 93 und WEvL [2] wird unten ausfiihrlicher be-
richtet. Die Beweise von CaucHy [1] und CoHN-Vo0ssEN [2] fiir die Unver-
biegbarkeit der konvexen Polyeder bzw. Eiflichen liefern mit geringen
Modifikationen auch deren Starrheit. Andere Beweise fiir die Starrheit
der konvexen Polyeder haben DEnN [1] und WEYL [2] angegeben.

Bei einer Infinitesimalverbiegung z(u, v) einer Fliache erfihrt jedes
Flachenelement, worunter man etwa einen Flachenpunkt mit der Tangential-
ebene durch ihn verstehen moge, eine infinitesimale Bewegung. Der Winkel-
geschwindigkeitsvektor y (u, v) dieser Bewegung beschreibt, vom Nullpunkt
aufgetragen, eine zweite Fliche, die als Drehri3 der Infinitesimalverbiegung
bezeichnet wird. Der Drehril bestimmt sich aus (%, v) und 2 (%, v) durch
dz =1y x dx, wo X das vektorielle Produkt bezeichnet und die Differentiation 4

1 Unter einer Eifliche werde hier eine analytische konvexe Fliche iiberall
positiver Gaussscher Kriimmung verstanden. Es sei jedoch bemerkt, daB viele
der im folgenden genannten Beweise nur Differentiierbarkeit von einer passen-
den endlichen Ordnung erfordern.

10*
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in allen Tangentialrichtungen der Flache im betrachteten Punkt vorzuneh-
men ist. Der Drehrifl besitzt folgende Eigenschaften: 1. Die Tangential-
ebenen von Fliche und Drehri3 in entsprechenden Punkten sind parallel.
2. Die urspriingliche Flache 148t sich als Drehri3 ihres Drehrisses auffassen.
3. Ist die Flache positiv gekriimmt, so ist in regulidren Punkten des Dreh-
risses die Kriimmung negativ. 4. Der Drehrif besteht dann und nur dann
aus einem Punkt, wenn die Infinitesimalverbiegung eine infinitesimale
Bewegung der ganzen Flache ist. Héatte man nun eine von einer Bewegung
verschiedene Infinitesimalverbiegung einer Eifliche, so wire der zugehérige
Drehrif3 eine geschlossene Flache von negativer Krimmung. Eine solche
Fliache kann aber nicht existieren, da sich durch keinen ihrer Punkte eine
Stiitzebene legen 148t. Dies ist der Grundgedanke eines mit dem im folgen-
den beschriebenen BrascHKEschen eng verwandten Beweises von LIEB-
MANN (vgl. insbesondere [10]). Die Schwierigkeit der Durchfithrung lag
in der Moglichkeit des Auftretens von singularen Punkten des Drehrisses.
LiEBMANN zeigte aber, dafl es auch durch solche Punkte keine Stiitzebenen
des Drehrisses geben kann. (Der verwandte Beweis von DUsCHEK [2] geht
auf diese Schwierigkeit nicht ein.)

Die erwahnte Beziehung der Theorie des Drehrisses zu den HiLBERTschen
Satzen iiber Differentialgleichungen D(H, Z) = 0 (vgl. 52, S. 104) ergibt
sich, wenn man Stiitzfunktionen einfiihrt. Unter einer ,,Stiitzfunktion‘’
einer nicht notwendig konvexen Fliache ist diejenige positiv homogene
Funktion ersten Grades zu verstehen, deren Wert in einem Punkt & der
Einheitskugel gleich dem Abstand (mit der iiblichen Vorzeichenfestsetzung)
der Tangentialebene der Richtung & vom Nullpunkt ist. Es sei H die Stiitz-
funktion einer Eifliche. Dann ist eine positive homogene Funktion K ersten
Grades dann und nur dann Stiitzfunktion des Drehrisses der Eifliche H,
wenn die Beziehung D (H, K) = 0 besteht. Nun hat nach dem Eindeutig-
keitssatz 52, S. 104 die Differentialgleichung D (H, Z) = 0 die homogenen
linearen Funktionen als einzige auf der ganzen Kugel regulire Lsungen Z.
K muf3 daher linear und homogen, der Drehri3 also ein Punkt sein, und das
ist genau der Satz von der Starrheit der Eiflichen. Diese Uberlegung riihrt
von BrascHKE [1] her. WEvVL [2] hat den einfachen, in 52, S. 104 dargestellten
Beweis des Eindeutigkeitssatzes gefunden. Der BrLascHKE-WEvLsche Be-
weis des Starrheitssatzes ist unter Verwendung von Punkt- statt Stiitz-
ebenenkoordinaten bei BrascuHkE [21], [24] § 93 wiedergegeben. — Auf
dhnliche Weise 148t sich, wie REMBs [1] gezeigt hat, auch die Starrheit von
gewissen nichtgeschlossenen Flichen beweisen. Es handelt sich um im
Innern positiv gekriimmte Flachen mit endlich vielen ebenen Randkurven,
lings denen die Fliche die Randebenen beriihrt!. Das Normalenbild einer
solchen offenen Flache ist die ganze Kugel mit Ausnahme endlicher vieler
Punkte. Der Starrheitssatz von RemBs lauft im wesentlichen darauf hin-
aus, daB es auch auf der endlich oft punktierten Kugel auBer den linearen
homogenen keine Losungen von D (H, Z) = 0 gibt, die bei Anndherung
an die Ausnahmepunkte Grenzwerten zustreben. Fiir die Ubertragung
des BrascHke-WEvLschen Beweises auf diesen Fall sind die Vorzeichen
von gewissen Integralen iiber die Rénder zu bestimmen, was durch den
Beweis des folgenden Satzes geschieht: Besitzen zwei ebene Kurven, von
denen die erste konvex ist, den gemischten Flacheninhalt 0, so hat die zweite
nichtpositiven Flacheninhalt. — Spezialfdlle des Satzes von REMBS sind
schon frither von LieEBMANN [10] bewiesen worden.

! Denkt man die von den Randkurven begrenzten Locher durch Ebenenstiicke
ausgefiillt, so entsteht eine konvexe Flache.
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Eine offene Fliche, deren sphirisches Bild ein Gebiet der Kugel frei 1aBt,
etwa eine Eifliche, in die ein Loch gebohrt ist, gestattet dagegen Infini-
tesimalverbiegungen. Um dies zu beweisen, konstruiere man eine (passende
Differentiierbarkeitseigenschaften besitzende) Funktion @(£) auf der Ein-
heitskugel >£ = 1, die in allen Punkten des sphérischen Bildes der Fliche
verschwindet aber nicht identisch, und die den Bedingungen /§® (£)dw = 0
bei Integration iiber die Kugel geniigt. Dann gibt es nach dem HILBERT-
schen Existenzsatz 60, S. 124 eine Losung Z der Differentialgleichung
D(H,Z) = @, die die Stiitzfunktion des Drehrisses einer Infinitesimal-
verbiegung der Fliache ist. Hierbei ist H die Stitzfunktion der ungeloch-
ten Eifliche. Auf diesem Wege hat Stss [10], auf anderem CoHN-
Vossen [2] die Unstarrheit der gelochten Eiflichen bewiesen. Spezialfille
wurden frither von LieBmaNN [10] und ScrUR [1] erledigt.
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