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Vorwort.

Das vorliegende Buch stellt eine Neubearbeitung und Erweiterung
des alteren, 1921 im gleichen Verlage erschienenen Buches: ,,Grund-
gesetze der Wiarmeleitung und des Warmeiiberganges dar.

Wie im Vorwort der ersten Bearbeitung erwahnt wurde, konnten
damals aus Mangel an Zeit drei wichtige Gebiete der Warmeubertragung:
die Verdampfung, die Kondensation und die Wirmestrahlung nicht
mehr behandelt werden. Dies war jetzt nachzuholen. AuBerdem war
durch die raschen Fortschritte auf diesem Gebiete das Buch seinem
Inhalte nach naturlich langst iiberholt. Die letzten Jahre vor seinem
Erscheinen, also die Kriegs- und ersten Nachkriegsjahre, waren im
wesentlichen eine Zeit des Stillstandes der Forschung, und so entsprach
sein Inhalt in der Hauptsache dem Stand unseres Wissens im Jahre 1914.
Es ist heute nicht mehr ganz leicht, sich diesen Stand zu vergegen-
wirtigen..

Auf dem ersten Teilgebiet, dem der Wiarmeleitung in festen Korpern,
lag die analytische Theorie als ein abgeschlossenes und ausgereiftes
Gebiet vor. Aber es war dem Ingenieur noch wenig bekannt und geldufig.
Es bestand also die Aufgabe, durch eine geeignete Darstellungsweise dieses
Gebiet und seine Rechnungsmethoden der Technik ndher zu bringen.

Auf dem zweiten und wohl wichtigsten Teilgebiet, dem des Warme-
iiberganges, war durch die Einfiihrung des Ahnlichkeitsprinzipes und
der Grenzschichttheorie die weitere Entwicklung des Gebietes zwar be-
reits vorgezeichnet. Aber diese Theorien waren in den Kreisen der
Techniker sehr wenig bekannt, und sie waren sogar noch so wenig Ge-
meingut der Forscher, dafl die meisten experimentellen Arbeiten, die
zu jener Zeit vorlagen, rein empirische Untersuchungen waren und darum
nur verhdltnismaBig geringen Geltungs- und Wirkungsbereich hatten.

Dem Buch fiel also damals die Aufgabe zu, die ncch getrennt stehen-
den Erkenntnisse und Ansitze zueinander in Beziehung zu bringen
und das ganze Gebiet der Wiarmeleitung und des Wéirmetiberganges
durch eine einheitliche Bearbeitung zusammenzufassen. Von einer
Fulle des Stoffes etwa, die zu bewéltigen gewesen wire, konnte in jener
Zeit keine Rede sein.

Heute im Jahre 1932 liegen die Verhéltnisse vollig anders. Die zahl-
reichen theoretischen und experimentellen Arbeiten der letzten zehn
Jahre haben eine solche Fille neuerer Erkenntnisse und GesetzméaBig-
keiten gebracht, daB die Bewiltigung des Stoffes nunmehr zu einer
ernsten Schwierigkeit geworden ist, denn der Umfang des Buches sollte
wieder nach Maoglichkeit knapp gehalten werden.

Es wiare dies nicht zu erreichen gewesen, wenn nicht gleichzeitig
die Moglichkeit bestanden hitte, auch zu kirzen. In den letzten Jahren



VI Vorwort.

sind ndmlich mehrere Bearbeitungen des Gebietes erschienen, die sich
vorwiegend mit der unmittelbaren Anwendung in der Technik befassen.
Wir moéchten in diesem Zusammenhange ganz besonders auf den vorziig-
lichen Abschnitt in der 26. Auflage der ,,Hiitte‘* verweisen, den wir dem
leider inzwischen verstorbenen Professor Merkel verdanken, sowie auf
Band I/1 von ,,Der Chemie-Ingenieur*, herausgegeben von A. Eucken
und M. Jakob, Leipzig 1933. Das Vorhandensein dieser verschiedenen
Bearbeitungen gab uns die Moglichkeit, in unserem mehr der Forschung
dienenden Buch manches fortzulassen, was seinerzeit bei der ersten
Fassung noch zu besprechen war. Es sind dies z. B. die ganzen Gesetze
des Warmedurchganges im Gleichstrom und Gegenstrom und anderes
mehr. Auch die Zahlentafeln iiber die Stoffwerte der festen Korper
konnten aus diesem Grunde wegbleiben. Nicht so aber diejenigen der
Gase und Flussigkeiten. Die Entwicklung der Lehre vom Wérmetibergang
hat ndmlich gezeigt, da man die Gesetze des Wirmeiiberganges und
die einschligigen Theorien nur dann gut tbersehen kann, wenn man
fiir die stromungsfihigen Medien, also Gase und Ddmpfe, einen klaren
Uberblick iiber die Stoffwerte und deren Abhiingigkeit von Druck und
Temperatur hat. Aus diesem Grunde sind die Tabellen Nr. I bis IX im
Anhang als einzige Stoffwerttabellen aufgenommen worden. Die Zahlen-
werte sind teils unmittelbar aus den Originalarbeiten der Forscher, teils
durch kritische Auswahl und Mittelbildung aus dem Schrifttum ent-
nommen; wo experimentelle Unterlagen ginzlich fehlten, muBiten auch
Berechnungen auf Grund theoretischer Uberlegungen zu Hilfe genommen
werden. Die umfangreichen Vorarbeiten zu den Zahlentafeln hat Herr
Dipl.-Ing. Albrecht HuBmann durchgefiithrt.

An dieser Stelle danken wir auch Herrn Dipl.-Ing. Ginter Reichow
fiir seine Mithilfe an der Fertigstellung des Buches.

Trotz der oben angedeuteten Moglichkeiten zur Kirzung muBten
wir uns darauf beschrinken, den Leser wirklich nur mit den Grund-
gesetzen und den wichtigsten Erkenntnissen und Rechenverfahren ver-
traut zu machen. Auf die zahlenmafBligen Ergebnisse einzelner For-
schungsarbeiten, so wichtig sie fiir die Technik auch sein mégen, konnte
nur dort eingegangen werden, wo ihnen grundsitzliche oder grund-
legende Bedeutung zukommt.

Das Buch soll und kann heute dem Leser, der sich mit irgend einer
Frage eingehend befassen will, das Studium der Originalarbeiten nicht
mehr ersparen, aber es will ihn so weit vorbereiten, daf ihm dann dieses
Studium keine ernsten Schwierigkeiten mehr bereitet.

Bei der iiberwiegend technischen Bedeutung der Lehre von der
Wirmeiibertragung dachten wir bei der Auswahl des Stoffes und bei
der Art der Darstellung in erster Linie an einen Leser, der von der
technischen Seite her, also mit Ingenieurausbildung, an das Gebiet
herantritt. Wir hoffen aber, daB auch der Physiker Interesse an dem
Buche finden mége.

Berlin, im Januar 1933. H. Gréber. S. Erk.
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Einleitung.

Der Begriff ,,Warmeiibertragung® umfaf3t die Gesamtheit jener Er-
scheinungen, die in der Uberfiihrung einer Wirmemenge von einer
Stelle des Raumes nach einer anderen Stelle bestehen. Dieser Warme-
transport kann auf drei ihrem Wesen nach génzlich verschiedenen Wegen
erfolgen.

Die erste Art der Wirmetbertragung ist diejenige durch Lieitung.
Sie ist dadurch ausgezeichnet, daB ihr Auftreten an das Vorhandensein
von Materie gebunden ist, und daB ein Wirmeaustausch nur zwischen
den unmittelbar benachbarten Teilchen des Kérpers stattfindet. Man
kann sich den Vorgang so vorstellen, dafl die Warme von Teilchen zu
Teilchen weiterwandert.

Die zweite Art der Warmeiibertragung ist die durch Konvektion
oder Fortfithrung. Sie tritt auf, wenn materielle Teilchen eines Kor-
pers ihre Stelle im Raum #ndern, wobei sie ihren Wirmeinhalt mit
sich fortfithren. Dieser Vorgang findet in strémenden Fliissigkeiten
und Gasen statt und ist, falls nicht in der ganzen strémenden Masse
Temperaturgleichheit herrscht, stets von der Warmeleitung von Teil-
chen zu Teilchen begleitet. Solange wir nur Stellen im Innern der Stré-
mung betrachten, solange wir uns also um die Vorgénge an den festen
Begrenzungsflichen und an der Oberfliche nicht kitmmern, fassen wir
die beiden ersten Arten des Wirmetransportes in der Bezeichnung
Wirmeleitung in stromenden Korpern zusammen. Wenn wir
die festen Begrenzungswinde mit in die Betrachtung hereinziehen, so
werden wir im allgemeinen einen Warmeaustausch zwischen den Wéan-
den und den stromenden Korpern beobachten, der dadurch zustande
kommt, dafl diejenigen Teilchen des Korpers, welche die Wand be-
rithren, von ihr Wirme annehmen und mit sich fortfithren. Den Warme-
austausch mit der Wand nennt man Warmeiibergang.

Eine besondere Art des Wirmeiiberganges ist dann gegeben, wenn
an der Grenze zwischen Wand und Strémung eine Aggregatzustands-
dnderung des strémenden Koérpers eintritt. Es ist dies der Fall beim
Wirmeiibergang von Heizflichen an verdampfende Fliissigkeiten und
von kondensierenden Dampfen an Kiihlflachen.

Bei allen Vorgingen des Wirmetransportes durch Konvektion haben
wir eine wichtige Unterscheidung zu machen hinsichtlich der Ursachen
der Strémung. Wenn in einer Fliissigkeits- oder Gasmasse ortliche
Temperaturungleichheiten vorhanden sind, so sind dieselben von Un-
gleichheiten der Dichte begleitet, und diese fithren zu einer Strémung.
Sind nun diese Dichteungleichheiten die einzige Ursache der Stromung,
80, sprechen wir von einer freien Strémung (auch von einem Stro-
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mungsfeld aus inneren Ursachen). Vielfach sind aber noch andere von
auflen kommende Ursachen fir das Auftreten und Fortbestehen der
Stréomung vorhanden. Ist im Grenzfall deren Wirkung so grofl, da8
die Ungleichheiten der Dichte keinen Einflul gewinnen konnen, so
sprechen wir von einer aufgezwungenen Strémung (von einem
Strémungsfeld aus auBeren Ursachen).

Die dritte Art der Warmeiibertragung ist diejenige durch Strahlung.
Sie ist ‘dadurch gekennzeichnet, dafl sich bei einem Korper ein Teil
seines Warmeinhaltes in strahlende Energie verwandelt, in dieser Ge-
stalt den Raum durchmifft und beim Auftreffen auf einen zweiten
Korper sich ganz oder teilweise in Warme zuriickverwandelt.

Diese verschiedenen Arten des Wéirmetransportes treten selten
allein auf, sondern meist in irgend einer Weise miteinander-kombiniert.
Sie konnen dann den Eindruck einer durchaus einheitlichen Erschei-
nung machen, und unter Umstanden kann es sogar zweckmaBig sein,
sie in der Rechnung als solche zu behandeln. Zwei Fille sind da heraus-
zuheben.

Der erste Fall ist der Warmeverlust, den ein heifler Korper erleidet,
der an Luft grenzt und sich ohne kiinstliche Kithlung abkiihlt. Er ver-
liert seine Warme durch Strahlung an die kiltere Umgebung, sowie
durch Leitung und Konvektion seitens der umgebenden Luft. In die-
sem Falle fat man die drei Arten des Warmetransportes zusammen
unter dem Namen Gesamtabkiihlung bzw. bei einem kalten Koérper
in heifler Umgebung unter dem Namen Gesamterwarmung.

Eine zweite hiervon ganz verschiedene Art der Zusammenfassung
ist dann moglich, wenn dieselbe Warmemenge aus einem ersten strémen-
den Korper an die feste Begrenzungswand der Strémung iibergeht,
diese Wand durchsetzt und auf der Gegenseite in einen zweiten strémen-
den Kérper iibertritt. Dieser Vorgang in seiner Gesamtheit betrachtet
heiit Warmedurchgang.



Druckfehlerberichtigung.

S. 8l. Bei Aufgabe 7: ,,Eindringen von Temperaturwellen in die Platte** fehlt
folgende FuBnote: Die entsprechende Aufgabe fiir den unendlich langen
Zylinder ist in dem Aufsatz von H. Gréber: ,,Temperaturverlauf und
Wiarmestromungen in periodisch erwirmten Korpern* gelost. Forsch.-
Arb. Ing.-Wes., Heft 300. VDI-Verlag Berlin.

S. 250. Zahlentafel 1X, Spalte 6: Die angegebenen Zahlen miissen mit 10
multipliziert werden.

Gréber-Erk, Wirmeiibertragung, 2. Aufl.



Erster Teil.

Die Wirmeleitung in festen Korpern.
Von H. Gréber.

Die analytische Theorie der Warmeleitung nimmt auf das moleku-
lare Gefiige der Stoffe keine Riicksicht, sie betrachtet also die Materie
als Kontinuum. Dies hat zur Folge, dall wir uns bei allen Ableitungen
die betrachteten Riume und auch die Differentiale dieser Riume doch
noch grofy vorstellen miissen im Vergleich zur GréBe der Molekiile und
im Vergleich zum Abstand zweier Molekiile.

Die Koérper sollen als homogen und isotrop vorausgesetzt werden,
sofern nicht ausdriicklich das Gegenteil bemerkt ist.

A. Die mathematischen Grundlagen.

1. Das Temperaturfeld und das Feld des Wiirmeflusses.

a) Das Temperaturfeld. Die mathematische Physik spricht von dem
»Feld einer ZustandsgréfBe in einem gegebenen Augenblick®, und sie
versteht darunter die Gesamtheit der Werte, die diese ZustandsgréBe
(Dichte, Temperatur, Geschwindigkeit usw.) an allen Stellen eines
Raumes in dem gegebenen Augenblick aufweist, und zwar betrachtet
sie diese Werte im Hinblick auf ihre GréBe und riaumliche Verteilung.

Rechnerisch findet das Feld seine Darstellung durch eine Gleichung.
Bezeichnet z. B.: ¢ die Temperatur, z, g, z die Raumkoordinaten im
kartesischen System und ¢ die Zeit, so ist eine Gleichung von der Form

d=F(z, 9,21

der rechnerische Ausdruck eines Temperaturfeldes. In Zylinderkoordi-
naten wiirden wir erhalten:

G=F(r,¢@,z1)
und in Kugelkoordinaten

G=F(r, e 1
und endlich kénnen wir uns noch der vektoriellen Darstellung bedienen
mit der Schreibweise

¥ = F(t1),

wobei dann der Ort nicht durch drei Raumkoordinaten, sondern durch
den Radiusvektor t festgelegt ist.
Gréber-Erk, Wirmeiibertragung, 2. Aufl. 1
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Wenn man in einem solchen Feld von einem beliebigen Punkt aus
nach den verschiedenen Richtungen des Raumes vorwirts schreitet,
so beobachtet man im allgemeinen eine Anderung der ZustandsgroBe.
Sind fiir alle Richtungen bei unendlich klein gehaltenen Schritten auch
diese Anderungen unendlich klein, so heifit das Feld in dieseni Punkt
stetig. Ist auch nur in einer Richtung die Anderung von endlichem Be-
trag, dann heiBt das Feld im untersuchten Punkt unstetig. Diese Be-
zeichnungen werden auf das ganze Feld iibertragen, indem man ein
Feld, das gar keine Stelle unstetigen Verlaufes enthélt, als ein stetiges
Feld bezeichnet. '

Unter einem ,,Aufpunkt” versteht die mathematische Physik in
erster Linie jenen Punkt eines Feldes, fiir den der Aufgabe gemaf die
Zustandsgrée zu bestimmen ist, in zweiter Linie iiberhaupt einen fiir
die Betrachtung besonders hervorgehobenen Punkt.

Was sonst noch an Begriffen aus der Lehre der skalaren und der
Vektorfelder zu erldutern ist, soll an dem Beispiele des Temperatur-
feldes entwickelt werden.

Nach dem oben Gesagten ist das Temperaturfeld im Innern eines
Korpers durch die Gesamtheit der Temperaturen an allen Stellen im

Kérper dargestellt. Da die Temperatur eine
skalare Grofe ist, d. h. da eine einzige Zahl
mit ihrem Vorzeichen geniigt, um ihren Wert
festzulegen, so heillt auch das Temperatur-

feld ein skalares Feld.
Ist das Temperaturfeld in irgendeinem
Punkt A stetig, so werden sich von 4 aus
immer solche Richtungen finden lassen, in
denen sich die Temperatur gar nicht dndert.
Man gelangt so zu Nachbarpunkten, die die
gleiche Temperatur wie Punkt A besitzen
und die man zu Ausgangspunkten fiir neue
Schritte wihlen kann. Durch fortgesetzte Wiederholung dieses Ver-
fahrens wird im Korper eine Fliche festgelegt, die nur Punkte gleicher
Temperatur enthilt, also eine Fliche konstanter Temperatur oder eine
isothermische Fliache. In Abb. 1 ist ein Stiick eines Temperaturfeldes
mit eingezeichneten Isothermen &, -+, ¥ 4+ 26 usw. dargestellt.
Hierbei ist — wie auch im folgenden — unter ¢ dié Temperatur zu ver-
stehen, bei noch ginzlich willkiirlich gelassenem Nullpunkt der Zihlung.

Da an derselben Stelle nicht zwei Temperaturen zugleich herrschen
kénnen, so kénnen sich auch zwei Flichen verschiedenen Temperatur-
wertes niemals schneiden. Ferner kann eine Fliche konstanter Tempe-
ratur innerhalb eines Kérpers keine Begrenzung besitzen, sondern sie
muB entweder an der Oberfliche endigen oder sie muB ganz im Innern
des Korpers verlaufen und in sich geschlossen sein.

b) Der Temperaturgradient. AuBer den bereits erwahnten Richtungen
von A aus gibt es noch eine einzelne, ausgezeichnete Richtung, nim-
lich jene Richtung, bei der die Anderung der Temperatur am groBten
ist. Sie ist z. B. fiir den Punkt 4 (vgl. Abb. 1) gegeben durch die
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kiirzeste Verbindung von 4 aus nach der néichstgelegenen, isother-
mischen Fliche, also durch die Richtung des Lotes auf diese Fliche.
Der Betrag dieser Anderung bei festgehaltener GroBe des Schrittes ist
umgekehrt proportional der Linge des Lotes. Es ist also durch die Be-
schaffenheit des Feldes in unmittelbarer Ndhe des Punktes A ein Vek-
tor bestimmt, dessen Richtung die obengenannte Richtung stirkster
Anderung ist, und dessen absoluter Betrag gleich dem Wert der Tempe-
raturinderung pro Léngeneinheit dieses Weges ist. Das Vorzeichen
des Vektors wollen wir so festlegen, daB wir ihn positiv nennen in der
Richtung der zunehmenden Temperatur. Dieser Vektor heifit der
Gradient des Temperaturfeldes im Punkt 4 oder kurz der Temperatur-
gradient, der Temperaturanstieg. Bezeichnet ¢ die Temperatur, so wird
dieser Vektor durch das Symbol ,,grad 4 dargestellt. Der negative
Wert dieses Vektors also ,,— grad 4 heillt das Temperaturgefille.

Der absolute Betrag des Gradienten ist von der Dimension: Grad xm~1;

In vielen Schriften wird die Wahl iiber das Vorzeichen so getroffen, dafl das
Temperaturgefille mit + grad ¢ bezeichnet wird. Sehr haufig wird auch statt
des Symboles ,,grad“ das Symbol V verwendet.

Ebenso wie fiir den Punkt 4 148t sich fiir jeden Punkt des Feldes
der Gradient bestimmen. Die Gesamtheit dieser Vektoren bildet ein
neues Feld, das Feld des Temperaturgradienten. Die Schar der Flichen
konstanter Temperatur bestimmt zugleich das Feld dieses Vektors,
denn die Richtungen der Vektoren sind gegeben durch die Linienschar
der orthogonalen Trajektorien dieser Flichen, und die absoluten Be-
trige der Vektoren sind dem Abstand zweier aufeinanderfolgender
Flachen umgekehrt proportional mit einem Proportionalitdtsfaktor,
der von den gewiahlten MafBeinheiten abhéngt.

¢) Der WirmefluB. Jeder Korper, in dem nicht volliges Temperatur-
gleichgewicht herrscht, ist von Warmestrémungen erfiillt. Zur mathe-
mathischen Darstellung dieses Stromungsfeldes bedienen wir uns eines
neuen Vektors ), der als WarmefluB bezeichnet sein soll. Seine Be-
deutung ergibt sich aus der folgenden Definition:

»unter dem WirmefluB an einer Stelle des Feldes versteht man
einen Vektor, der durch seine Richtung die Richtung der Wirme-
strémung und durch seinen absoluten Betrag die Stirke oder Intensitéit
der Wirmestromung angibt. Diese Intensitit wird gemessen durch
die Warmemenge, die durch ein Flichenstiick von der GroBe ,,Eins®,
das man an der untersuchten Stelle senkrecht zur Strémungsrichtung
anbringt, in der Zeiteinheit hindurchstrémt.

Der Vektor ist also von der Dimension

)

Fiir einen festen Kdorper, in dem die Warmeiibertragung ausschlieB-
lich durch Leitung erfolgt, kann der WarmefluB an einer Stelle in ein-
facher Weise aus der Beschaffenheit des Temperaturfeldes in unmittel-
barer Nihe dieser Stelle abgeleitet werden. Da fiir jeden Aufpunkt im
Inneren eines homogenen und isotropen Korpers der physikalische
Zustand in unmittelbarer Umgebung dieses Aufpunktes symmetrisch

1*
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zur Richtung des Temperaturgefilles ist, so miissen die beiden Vek-
toren Temperaturgradient und WéarmefluB in einer Geraden liegen.
Und weil die Warme erfahrungsgemif immer in Richtung des Tempe-
raturgefdlles strémt, so haben die beiden Vektoren entgegengesetzte
Richtung. Die Stirke des Warmeflusses muB natiirlich mit zunehmen-
dem Temperaturgefille ebenfalls zunehmen. Der Versuch zeigt, daB
der WirmefluB genau der ersten Potenz des Temperaturgefilles propor-
tional ist.

Die beiden Angaben tber Richtung und GriéBe des Wirmeflusses
ermaglichen uns die Aufstellung der Grundgleichung der Wirme-
leitung. Diese lautet: |

£, =A4(—gradd) = —Agrad d 1)

und bringt den Zusammenhang zwischen dem Feld des Warmeflusses
und dem Temperaturfeld in mathematischer Form zum Ausdruck.

Der Proportionalititsfaktor 4 ist eine skalare GréBe und seinem
Werte nach von der Natur und dem physikalischen Zustand jenes
Korpers abhingig, der das Feld erfiillt. Er heiit die Warmeleitfihig-
keit (innere Wirmeleitfahigkeit) der Substanz. Die Wirmeleitfihigkeit
ist, wie alle Stoffwerte, mit Druck und Temperatur verinderlich. So-
wohl der Zahlenwert bei einer bestimmten Temperatur als auch die
Anderungsgesetze mit Temperatur und Druck sind nur durch den Ver-
such zu bestimmen.

Durch Einsetzen der Dimensionen von £, und grad ¢ erhidlt man
die Dimension der Wirmeleitfahigkeit zu

keal
Fecell

d) Der Wirmetransport durch eine beliebige Fliche. Nach der Defini-
tion des Wiarmeflusses geht durch ein Flachenstiick von der GroBe
,»Bins, das senkrecht zum Temperaturgradienten steht, die Warme-
menge & in der Zeiteinheit in Richtung des negativen Gradienten
hindurch.

Ein Fliachenstiick von der GréBe df, dessen Normale mit dem Gra-
dienten den Winkel o bildet, wird dann von einer Wiarmemenge durch-
setzt, deren absoluter Betrag gegeben ist durch

Q] df-cose = —A-|grad & |-cosa-df. (2a)

Diesem absoluten Betrag kann man in zweierlei Weise eine Rich-
tung zuordnen. Das Nichstliegende ist, von der Wirmemenge zu
sprechen, die durch df in Richtung des Gradienten hindurchtritt, also
in einer Richtung, in der df nicht seine ganze GroBe darbietet. Diese
Auffassung kommt zum Ausdruck in der Schreibweise

—Agrad & {cosa-df}. (2b)

Andererseits kann man auch von einem Warmetransport normal zum
Flichenelement sprechen. In diesem Falle kommt zwar die ganze
Fliche df, dafir aber nur die Normalkomponente des Warmetlusses



Die mathematischen Grundlagen. 5

in Rechnung., Dem entspricht die Gleichung
—A{grad®-cosa}df = — Agrad,9-df. (2¢)

Ist nicht ein einzelnes Flichenstiick, sondern eine Fliche von end-
licher Ausdehnung gegeben und soll ferner die Rechnung iiber den
Zeitraum von ¢ = 0 bis ¢ = ¢ ausgedehnt werden, so ist die gesamte
Wirmemenge

t
Q:—)._fdt- f grad, ¢-df. (2d)
5

Flache

Durch diese Gleichung sind alle Fragen nach den Wérmestrémungen
in einem Korper auf die Frage nach der Beschaffenheit des Temperatur-
feldes zuriickgefithrt. Die Bestimmung des Temperaturfeldes ist somit
die Hauptaufgabe der analytischen Theorie der Wéirmeleitung.

¢) Der Laplacesche Differentialparameter V29, Die nachstehende
Doppelgleichung

[ grad, @ df = div (grad 9)-dV = 7294V (3)
O

ist fiir den Kenner der Lehre von den Vektorfeldern ohne weiteres ver-
stindlich. Sie enthilt in ihrem ersten Teil den GauBschen Satz, in ihrem
zweiten Teil eine Anwendung der Vektorformel Nr.II im Anhang.
Fiir den Leser, welcher diese Lehre nicht kennt, sei der Differential-
parameter 7284 aus dem Oberflichenintegral heraus erklart. Eine Ab-
leitung oder ein Beweis soll dies nicht sein.

Wir fassen im Temperaturfeld einen Punkt 4 ins Auge, legen um
ihn eine sehr kleine Kugel und zerteilen ihre Oberfliche in unendlich
kleine Flachenstiicke df. Ferner legen wir durch jedes Flachenstiick
die Normale und nennen die nach auBlen gerichtete Normale positiv,
die nach dem Mittelpunkt gerichtete Normale negativ. Der Temperatur-
anstieg in Richtung der &uBeren Normalen heit dann - grad, 9.
Das Integral auf der linken Seite der Gleichung (3) stellt das Ober-
flichenintegral fiir diese unendlich kleine Kugel dar.

Wenn nun bei einer solchen sehr kleinen Kugel die Temperatur in
Richtung aller 4uBleren Normalen steigt, also in Richtung aller inneren
Normalen sinkt, dann ist sicher die Temperatur im Mittelpunkt der
Kugel niedriger als auf der Oberfliche, oder mit anderen Worten, die
Temperatur ist im Punkte 4 niedriger als in seiner unmittelbaren
nichsten Umgebung. Sind die Werte grad & fur alle einzelnen Flichen
d f positiv, so ist sicher auch das Integral, genommen iiber die geschlos-
sene Fliche O, positiv, und zwar um so mehr, je niedriger die Tempe-
ratur im Punkt 4 ist, verglichen mit der Umgebungstemperatur.

Im gegenteiligen Falle, daf die Temperatur in Richtung aller duBe-
ren Normalen sinkt, ist der Wert des Integrals negativ und die Tempe-
ratur im Mittelpunkt der Kugel héher als auf der Oberfliche.

Im dritten Falle, daB fiir einige Flichenstiicke die Temperatur in
Richtung der duBeren Normalen steigt, fiir andere Fliachenstiicke fallt,
kann der Wert des Integrals positiv oder negativ ausfallen.
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Aber immer ist der Wert des Integrals ein Maf} dafiir, in welchem
Sinne und in welchem Ausmaf die Temperatur im Aufpunkt vom
Durchschnittswert der Umgebungstemperatur abweicht. Das Integral
gibt also eine wichtige Eigenschaft des Feldes im Aufpunkt an, und man
hat dafiir das kurze Symbol 2§ eingefiibrt.

729 heifit der Laplacesche Differentialparameter oder auch der
Differentialparameter 2. Ordnung. In der Literatur findet sich auch die
Bezeichnung A. Seine Dimension ist

Grad
[ m? :I

Fir den Fall des rechtwinkeligen, geradlinigen Koordinatensystems
soll nun der Wert von |72 berechnet werden, dagegen sei wegen des
Wertes im Zylinder- und Kugelkoordinatensystem auf die Vektor-
formeln Nr. IX im Anhang verwiesen.

Zuerst wollen wir ein Temperaturfeld annehmen, in dem die Tempe-

ratur nur in der Richtung der

X-Achse verianderlich ist, und

zwar nach der Funktiond = F (x).

Zur Bestimmung des Ober-

flichenintegrals geben wir jetzt

dem Raumelement die Gestalt

eines Wiirfels mit den Kanten-

langen Dz, Dy und Dz (vgl

Abb. 2). Diejenigen Wiirfel-

flichen, welche senkrecht auf

der Y- und der Z-Achse stehen,

Abb. 2. Ableitung von V32 fir rechtwinklig- ll(ifern kelnen Beltr:::].g zum Ober-

geradlinige Koordinaten. flachenintegral, weil nach Vor-

aussetzung die Temperatur von

y und z unabhéngig ist. Es verbleiben also nur die beiden Wiirfel-

flaichen Dy Dz, welche an den Stellen %, und z, -+ Dx liegen. Bezeich-
nen wir mit

(E@) und (ﬂ)
dx Zo dx zo+ D2

den Temperaturanstieg an den Stellen z, und =z, + D,, in Richtung

der wachsenden z gemessen, so nimmt das Integral der Gleichung (3)
die einfache Gestalt an

dé dd

= (Za ) Dy D2+ (35

Lo

> -Dy-Dz.
20+ D2
Das Minuszeichen tritt deshalb auf, weil der Temperaturanstieg immer
in Richtung der duBeren Normalen zu zéhlen ist, fiir die Stelle x, also
in Richtung abnehmender z.

Fassen wir den Differentialquotienten nach x als eine neue Funk-
tion @ (%) auf, so kénnen wir den letztgeschriebenen Ausdruck auf die
Form

{¢@o+ D) — @(x,)}- Dy - D2
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bringen und darin ¢ (2, + Dxz) nach einer Taylorschen Reihe ent-
wickeln:

Dax?

2@,

¢ (5 + D) = () + ol (2) +

Da Dz ein sehr kleiner Wert ist, kénnen in dieser Reihe die Glieder
von hoherer als erster Potenz vernachléssigt werden. Daraus wird

’ a9
@(xg+ Dx) — @(2p) = @' (x) - Dz = 5= Dz

und fiir das Oberflichenintegral ergibt sich
2
fgradnﬁ-df = %-Dz-Dy-Dz = p29.dV.
O

In diesem Falle ist also der 2. Differentialparameter mit dem 2. Dif-
ferentialquotienten identisch.

Ist im allgemeineren Falle die Temperatur nach allen drei Richtungen
verinderlich, so fithrt eine Wiederholung des Gedankenganges fiir die
y- und die z-Richtung zur Gleichung

029 029 029
Ofgradnﬁ-df = (W) + g5+ a—zg)-Dx-Dy-Dz =p29.dv.

2. Die Ableitung der Differentialgleichung.

a) Der Grundgedanke. Um die Darstellung méglichst einfach zu
gestalten, setzen wir einige Vereinfachungen, zu denen wir doch spéter
aus mathematischen Griinden gezwungen wiirden, schon jetzt fest.
Erstens soll das Feld von einem einzigen, homogenen Kérper erfiillt
sein. Zweitens soll dieser Korper als isotrop angenommen werden.
Drittens sollen die Wirmeleitfadhigkeit, das spezifische Gewicht und die
spezifische Wiarme — das sind diejenigen Stoffwerte, die in der Diffe-
rentialgléichung als Koeffizienten auftreten werden — als unabhéingig
vom Druck und von der Temperatur angenommen werden. Viertens
sollen keine Aggregatzustandsinderungen im Felde auftreten. Uber
teilweise Aufhebung dieser Annahmen siehe spiter S. 109 Abschn. F.

Der Grundgedanke bei Ableitung der Differentialgleichung ist, daB
die Warmemenge, die im Innern eines abgeschlossenen Raumes dV
aus anderen Energiearten entsteht, zum Teil im Inneren des Raumes
selbst bleibt und zu einer Vermehrung des Wiarmeinhaltes der ein-
geschlossenen Massen fiihrt und zum anderen Teil durch die Ober-
flaiche des Raumes nach auBen tritt. Die im Raumelement d V erzeugte
Wirme mdge mit g, , die verbleibende Wirme mit ¢, und die austretende
Wirme mit ¢; bezeichnet werden. Dann gilt die Gleichung

G+ 9.

b) Die Berechnung der einzelnen Wirmemengen, Die entstehende
Wiarmemenge. Hierbei ist fiir die Rechnung ganz gleichgiiltig, aus
welchen anderen Energiearten, z. B. elektrischer Energie, die Wirme
entsteht; man trigt dem einfach dadurch Rechnung, daB man inner-
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halb des Feldes das Vorhandensein von Wérmequellen annimmt. Die
Ergiebigkeit dieser Quellen ist durch die Aussage gegeben, sie sollen
innerhalb der Raumeinheit und wihrend der Zeiteinheit die Wéarme-
menge W hervorbringen. Damit ergibt sich fiir die Warmemenge, die
innerhalb des Raumes d V und in der Zeit d¢ erzeugt wird, der Ausdruck

=W-.dV-dt.

Die Warmequellen kénnen im Feld sowohl stetig als unstetig ver-
teilt sein; durch geeignete Definitionen lassen sich auch flichen-, linien-
und punktférmige Wiarmequellen einfithren und endlich kann ihre Er-
giebigkeit sowohl zeitlich konstant als zeitlich verénderlich sein. In
jedem Falle muBl aber das ganze System von Wiarmequellen in seinem
rdumlichen und zeitlichen Verlauf gegeben sein.

Die aufgespeicherte Wiarmemenge. Im Aufpunkt moge wih-

rend der Zeiteinheit die Temperaturstelgerung d_z? zu beobachten sein.

Bezeichnet y das spezifische Gewicht des Korpers und ¢ seine spezifische
Wirme, so ist die Warmemenge, die in der Zeit d¢ im Raum dV ge-
bunden wird, gleich

qzzcyaa—??-dV-dt.

Die austretende Wirmemenge. Sie berechnet sich mit Hilfe
von Gleichung (2d) aus der Beschaffenheit des Temperaturfeldes. Wenn
df ein Element der Oberfliche des Raumes d ¥ ist, und wenn wieder
wie oben die Flachennormale nach auflen positiv gerechnet wird, dann
ergibt sich fiir die Warme, die den Raum d ¥ in der Zeiteinheit verlaflt,
der Wert

—1 [ grad, &-df,
O

und dies ist nach Gleichung (3) gleich — A-J723-d V. Fiir den Zeitraum
dt wird daraus
gy = —A- V294V -dt.

¢) Die Differentialgleichung. Die Bedingungsgleichung ¢; = ¢, +- ¢
nimmt jetzt die Form an

W-dv. dt_cy— -dV-dt — AP29 -4V - dt

oder
99 A 1

Diese Gleichung heifit die Differentialgleichung der Wirmeleitung.
Sie ist eine partielle Differentialgleichung mit der Zeit und den drei
Koordinaten des Raumes als unabhéngigen und der Temperatur als
abhéngigen Verdnderlichen. Sie ist vom ersten Grad (linear), weil in
ihr die abhingige Verdnderliche ¢ nur in der ersten Potenz auftritt;
dagegen ist sie von der zweiten Ordnung, weil sie in 724 die zweiten
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Ableitungen des ¢ nach den Raumkoordinaten enthilt. W ist eine ge-
gebene Funktion des Ortes und der Zeit. 4, y und ¢ sind der Voraus-
setzung gem&B konstante Koeffizienten.

Fiir den Quotienten 4 : (¢y) wird der Buchstabe ¢ eingefiihrt. @ heift
die Temperaturleitfihigkeit und ist ebenso wie 4, ¢ und y ein reiner
Stoffwert. Durch Einsetzen der Dimensionen ergibt sich

2
Dimension [a] = -

In der &lteren Literatur findet man statt ¢ die Schreibweise a2.
Hierauf ist beim Vergleich mit anderen Schriften zu achten.

Bei Einfithrung eines Koordinatensystems nimmt die Gleichung
eine der nachstehenden Formen an (vgl. Vektorformeln IX im Anhang):
in kartesischen Koordinaten:

od o2 02¢ | 92 1
Gi=o(Gm Gt 5 F o @ gm0, (4D)

ey
in Zylinderkoordinaten:

09 929 1 909 1 029 029 1
si=0(Gnt v o T g T ) T e n ), (40

cy
in Kugelkoordinaten:
o8 (9*% 2 09 1 0%9 cosy '0¢ 1 929
797~“(W e am tEae T ieme ay r—*“zsmzw'w)
1
+?j;.f(r, ¢> 1/)3 t)’ (4d)

wobei bei den Kugelkoordinaten ¢ die geographische Linge und %
den Polabstand bedeuten.

3. Die allgemeine Aufgabe der analytischen Theorie der Wirme.

Die allgemeine Aufgabe 148t sich in nachstehende Fassung bringen:

»Es soll in einem homogenen und isotropen Kérper die Temperatur-
verteilung fiir einen gegebenen Augenblick ¢ bestimmt werden, wenn
bekannt ist:

1. Die Temperaturverteilung zu einem anderen, meist fritheren
Augenblick (z. B. zur Zeit ¢ = 0, also die Anfangstemperaturverteilung).

2. Die Einwirkung der Umgebung des Korpers auf seine Oberfléache.
(Es kann z. B. angenommen sein, daf durch irgendwelche Mafinahmen
von auflen der Oberfliche des Korpers eine bestimmte Temperatur-
verteilung aufgezwungen wird, und zwar kann diese sowohl zeitlich
konstant als zeitlich verénderlich sein)‘.

Die Bedingungen unter 1. und 2. heilen die Grenzbedingungen, und
es heiBlt 1. die zeitliche und 2. die rdumliche Grenzbedingung.

4. Die Grenzbedingungen.

Jene gesuchte Funktion, die das Temperaturfeld in seinem rdum-
lichen und zeitlichen Verlauf wiedergeben soll, muf in erster Linie
der Differentialgleichung geniigen, um iberhaupt mit dem Energie-
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prinzip vertréglich zu sein. DaBl dies aber noch nicht hinreicht, um die
Funktion eindeutig zu bestimmen, ergibt sich aus der Bedeutung der
Differentialgleichung. Diese sagt aus, wie die zeitliche Temperatur-
#nderung an einer Stelle des Feldes abhingt von der Beschaffenheit
des Feldes in unmittelbarer Nahe dieser Stelle und von der Ergiebig-
keit der dort befindlichen Wéirmequellen. Sie gibt also nur den Zu-
sammenhang zwischen den rdumlichen und den zeitlichen Ande-
rungen der Temperatur. Um die Temperaturverteilung selbst finden
zu konnen, muB} also erstens fiir jede Stelle des Feldes der Ausgangs-
punkt bekannt sein, von dem aus die positiven und negativen zeitlichen
Anderungen zu zihlen sind, und zweitens muB fiir diejenigen Raum-
elemente, die an der Oberfliche des Feldes liegen, d. h. fiir diejenigen
Stellen, an welchen die Beschaffenheit des Feldes unmittelbar von
aullen beeinfluft wird, die Art dieser Beeinflussung bekannt sein.
Der Mathematiker sieht in der gesuchten Gleichung

ﬁ:F(é:n,C,t),

worin wir uns unter &, %, ein beliebiges Koordinatensystem vor-
stellen miissen, eine Angabe iiber den Verlauf der Zustandsgréfe
innerhalb eines vierdimensionalen Gebietes, und er verlangt zur ein-
deutigen Ldsbarkeit der Aufgabe das Vorhandensein verschiedener Be-
dingungen an der Berandung dieses Raumzeitgebietes. In Anlehnung
an dieses Bild nennt man in der mathematischen Physik die Bedin-
gungen, die auller der Differentialgleichung noch erfiillt sein miissen,
die Randbedingungen und nennt die Aufgaben selbst Randwertauf-
gaben.

a) Die zeitlichen Grenzbedingungen bestehen in der Angabe einer
skalaren Ortsfunktion & =F (&, 7,{) =F (x), die die Temperatur-
verteilung zu einer gegebenen Zeit darstellt. Diese Temperaturverteilung
kann ganz willkiirlich sowohl stetig als unstetig angenommen werden.
In den meisten Fillen besteht dann die Aufgabe darin, das Temperatur-
feld in seinem spédteren Verlauf zu berechnen. Die Aufgabe ist im Prin-
zip immer 16sbar, wenn auch der gegenwirtige Stand der Mathematik
nicht immer ausreicht, um die Lésung auch wirklich zu finden.

Es ist aber auch die Frage berechtigt, aus welchen fritheren Tempe-
raturverteilungen eine gegebene Temperaturverteilung entstanden sein
kann. Verfolgt man ein gegebenes Temperaturfeld in seinem zeitlichen
Verlaufe nach riickwirts, so wird man immer zu einer unstetigen Tem-
peraturverteilung gelangen, und von da ab wird ein weiteres Verfolgen
des Temperaturverlaufes sinnwidrig. Die Frage nach dem fritheren Zu-
stand eines Feldes wird in diesem Buche nicht besprochen werden, da
sie im allgemeinen nur funktionentheoretisches Interesse bietet?.

b) Die rdumlichen Grenzbedingungen. Die mathematische Physik
kennt in der Lehre von den Randwertaufgaben drei Arten von Rand-
wertvorschriften, die alle drei auch in der Lehre von der Wirmeleitung
ihre Bedeutung besitzen.

1 Weitere Angaben finden sich in: Enzykl. d. math. Wiss. I1. A. 7e. S. 564/565.
Enzykl. d. math. Wiss. V. 4. 8. 177/178.
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Die erste Art der Randbedingung besteht in der Angabe der
Temperaturverteilung auf der Oberfliche des Temperaturfeldes als
Funktion des Ortes und der Zeit, und zwar muf} sich die Angabe iiber
alle Punkte der Oberfliche erstrecken. Die Funktion selbst ist durchaus
willkiirlich und kann sowohl in bezug auf den Ort als auf die Zeit stetig
oder unstetig sein. Wir werden aber in diesem Buch nur Fille betrachten,
in denen die Oberflichentemperatur entweder konstant oder doch nur
periodisch verénderlich ist.

Die zweite Art der Randbedingung besteht in der Angabe des
Wirmeflusses durch jedes Stiick der Oberfliche, und zwar wieder als
Funktion des Ortes und der Zeit. Auch diese Angabe ist fiir die ganze
Oberfliche notwendig, die Funktion selbst durchaus willkiirlich. .

Die dritte Art der Randbedingung endlich besteht in der Angabe
der Umgebungstemperatur @ und in der Angabe eines Gesetzes fiir den
Wirmeaustausch zwischen der Oberfliche des Korpers und seiner Um-
gebung. Dieser Warmeaustausch oder Warmeiibergang wird im IT. Haupt-
teil noch eingehend besprochen werden, und es wird sich dabei zeigen,
daB dieser Wirmeiibergang duBerst verwickelten Gesetzen unterworfen
ist. Aus mathematischen Griinden ist man aber gezwungen, ein sehr
einfaches Gesetz zugrunde zu legen. Als solches wird in der mathe-
matischen Physik das Newtonsche Abkiithlungsgesetz gewihlt. Dies
besteht in der Annahme, da die Warmemenge dg, die ein Oberflichen-
Element dF von der Temperatur &, in der Zeit d¢ an die Umgebung
von der Temperatur @ abgibt, dem Temperaturunterschied (9, — @),
der GréBe von dF und von di direkt proportional ist, also durch die

Gleichung B2g=a- (9 —0O)-dF-dt

gegeben ist. Der Proportionalititsfaktor ¢ heiBt die Warmetibergangs-
zah] und ist ein reiner Erfahrungswert. (In der physikalischen Literatur
findet man dafiir auch die irrefithrende Bezeichnung ,,duflere Wirme-
leitfihigkeit‘). Setzt man in die letzte Gleichung die Dimension von
dq, 9, ©, dF und di ein, so erhilt man

keal |
m2.h-°C’

Diese Wirmemenge dg, die das Oberflichenelement dF abgibt,
muB ihm aus dem Inneren des Korpers durch Leitung zustréomen.
Sie ‘mufl also aus der Normalkomponente des Temperaturgradienten
— gemessen in unmittelbarer Nahe der Oberfliche = (grad, ), —be-
rechnet werden kénnen. Gleichung (2) liefert dafiir

d?q = — A(grad; 9),-dF-dt.
Aus diesen beiden Werten fiir dq ergibt sich

Dimension [«] =

(grady 9)g = — 5 (90— O) . (5)
Diese Gleichung stellt die dritte Art der Randbedingung dar. Sie
kennzeichnet ein Problem dann eindeutig, wenn @ und « fiir alle Ober-

flichenteile als Funktionen des Ortes und der Zeit gegeben sind.
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Fir das Verhéltnis «/4 ist der Buchstabe % und die Bezeichnung
,relative Warmeiibergangszahl®“ iblich. Wenn man fir o und
fir A die Dimensionen einsetzt, so erkennt man, dafl die GroBe % von
der Dimension [m~1] ist. Thr Kehrwert 1/« mull dann eine Strecke ,,s%
darstellen, deren Bedeutung auf Seite 13 besprochen werden wird.

Eine zeichnerische Darstellung veranschaulicht am besten das Wesen
dieser drei Arten von Oberflichenbedingungen. In den vier Teilen der
Abb. 3 stellt jeweils dF ein Element der Koérperoberfliche und n die
nach auflen positiv gezdhlte Normale dar; als Ordinaten sind die Tem-
peraturen aufgetragen.

Bei der ersten Randwertangabe (Abb. 3a) ist der Wert der Ober-
flichentemperatur J, gegeben, dagegen gehort die Neigung der Tem-
peraturkurve an der Oberfliche, tg ¢y = (grady¥) und damit die aus-
tretende Wiarmemenge zu den gesuchten Gréfien. Bei der zweiten Rand-
wertangabe (Abb. 3b) ist es gerade umgekehrt. Bei der dritten Rand-

Z, !

1
1
|
1
[
1}
'
I
|

Abb. 3a bis d. Die drei Arten der Oberflichenbedingungen.

wertangabe ist auf der dulBleren Normalen ein Punkt gegeben, durch
den alle Tangenten gehen miissen, die man in der Oberfliche an die
Temperaturkurven legen kann. Dieser Punkt, der Richtpunkt genannt,
liegt um die Strecke A/o. von der Oberfliche entfernt. Gesucht ist hier
sowohl die Oberflichentemperatur als auch die austretende Wirme-
menge.

Der Beweis fir die Bedeutung des Richtpunktes und seiner Lage
ergibt sich aus folgender Rechnung:

Wir schreiben die Gleichung (5) in der Form

(29) __ 9u=0
dx /o s
oder mit Verwendung der Buchstaben aus den Abb. 3¢ und d
AC
—tgpo= 75 -

Die obige Aussage uber den Richtpunkt trifft also zu, wenn AC = ¢,— 6
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und C R = s = i/a gemacht wurde. Wenn der Punkt B in dieser Weise
gewihlt war, so geht die Tangente an die Temperaturkurve im Punkt 4
immer durch den Richtpunkt hindurch, es mag im ubrigen der Warme-
ausgleichvorgang verlaufen wie er will (vgl. Abb. 3d). Wir werden von
dieser Eigenschaft des Richtpunktes noch mehrfach Gebrauch machen,
s0 z. B..8.58 und S. 94.

B. Uber die Losung von Randwertaufgaben.

Wihrend der Abschnitt 4 der Aufstellung der Grundbegriffe und
einer Besprechung des Wesens der Randwertaufgabe gewidmet war,
sollen in diesem Abschnitt die analytischen Methoden, die aus dem
mathematischen Ansatz heraus zur Losung dieser Aufgaben fiihren,
erdrtert werden.

Diese analytischen Methoden haben ihren ersten Ausgang vonden Auf-
gaben der analytischen
Theorie der Wéarme-
leitung durch Fourier
genommen, sind dann
auf andere Gebiete der
mathematischen Physik
ibertragen worden und
in der reinen Mathe-
matik, losgeldst von je-
der physikalischen Deu-
tung, weiter ausgebaut
worden. .

Wenn im folgenden
diese Methoden wieder
ganz vom Standpunkt
der Theorie der Wirme-
leitung aus abgeleitet
werden, so geschieht dies _
nicht in Wiirdigung der historischen Verhiltnisse, sondern im Interesse
einer leichtfaBlichen Darstellung. Die einzelnen Rechenoperationen sollen
hierbei nicht so sehr durch mathematisch streng richtige Erwigungen
bewiesen, als vielmehr durch physikalische Deutung erklirt werden.

Die erste Einfithrung soll durch die Berechnung einer mdglichst
charakteristischen Aufgabe gegeben werden. Wenn dann Zweck und
Wesen der einzelnen analytischen Methoden durch dieses Beispiel etwas
gekennzeichnet sind, sollen dieselben Methoden durch eine nochmalige,
allgemeiner gehaltene Besprechung in ihrer umfassenden -Bedeutung ge-
zeigt werden.

1. Die einfithrende Aufgabe.

a) Der Wortlauf. Eine unendlich ausgedehnte planparallele Platte von
der Dicke 2X (vgl. Abb. 4), die aus einem Stoff mit den Werten 1, y und ¢
besteht, besitzt zur Zeit ¢ = 0 eine solche Temperaturverteilung, dafl
die Temperatur nur vom Abstand von den beiden Oberflichen abhingt,
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daB also die Flichen konstanter Temperatur durch Ebenen parallel
zu den Oberflichen gebildet werden. Die Oberflichen selbst stehen einer
Temperatur @ gegeniiber, und die relative Warmeiibergangszahl besitze
beiderseits denselben Wert . Warmequellen sind nicht vorhanden. —
Es ist zu berechnen, wie sich die Anfangstemperaturverteilung im Laufe
der Zeit unter dem EinfluB der Wéirmeleitung im Inneren .und der
Wirmeabgabe durch die Oberflichen dndert.

b) Der mathematische Ansatz. Der erste Schritt zur Losung ist die
Wahl eines Koordinatensystems. Wir legen ein rechtwinkliges Achsen-
kreuz so fest, daB die ¥Y—Z-Ebene in der Mitte zwischen den beiden
Oberflichen liegt. Die X-Achse durchdringt dann die Platte an beliebiger
Stelle senkrecht. Die Anfangsbedingung heiBt jetzt in mathematischer
Ausdrucksweise

Biog = F(x),

worin F(x) eine im Bereich — X < x < 4+ X willkiirlich gegebene,
stetige oder unstetige Funktion von z ist.

Da die Platte in der Y- und Z-Richtung unendlich ausgedehnt ist,
da also eine Berandung, die irgendeinen Einflul ausiiben konnte, nicht
vorhanden ist, so muB auch fiir spitere Zeiten die Temperaturverteilung
von y und z unabhingig bleiben. Aus diesem Grunde, und weil keine
Wirmequellen vorhanden sind, vereinfacht sich die Differentialgleichung
der Warmeleitung (4b) auf die Form

a9 9
9t %o

Die riumliche Grenzbedingung setzt sich fiir diese Aufgabe aus zwei
Teilen zusammen.

Fir z = + X ist grad,®# im Sinne der dufleren Normalen, also im
Sinne der positiven X-Achse zu rechnen. Auch fir z = — X ist grad,?
im Sinne der duBeren Normalen zu rechnen; dies gibt aber hier die
Richtung der negativen X-Achse.

Damit ergeben sich aus Gleichung (5), wenn @ = 0 gesetzt, die beiden
Bedingungsgleichungen :

fur » = +X: —l—gg:——hﬁ;
. ' 9
fllI‘ CI)="—X. _"a—x*——h'ﬁ

Die Frage nach dem weiteren Verlauf des Temperaturfeldes heifit,
mathematisch ausgedriickt, es soll & bestimmt werden als Funktion der
Veranderlichen x und ¢ und der Parameter a, # und X.

Die nachstehenden 5 Gleichungen heiBen der mathematische An-
satz des Problers.

Gegeben:

2
Differentialgleichung %i? =aqa g;z . (a)

Zeitliche Grenzbedingung — &, = F(x). (b)



Uber die Losung von Randwertaufgaben. 15

Réaumliche Grenzbedingung <%)x=+x =—hVoyx. (c)

Raumliche Grenzbedingung (50) = -+hd,__x. ()
Gesucht:

Die Temperaturfunktion: =P, ta, kb X). (e)

¢) Das Aufsuchen partikuldrer Integrale. Um die Temperaturfunk-
tion zu finden, beginnen wir mit dem Aufsuchen von Funktionen, die
vorerst nur die eine Bedingung zu erfiillen haben, daB sie der Differential-
gleichung geniigen.

In erster Linie versuchen wir es mit einer Funktion, die aus einem
Produkt von zwei Teilfunktionen besteht, von denen die eine nur von i,
die andere nur von x abhéingt, also mit einer Funktion, die sich schreiben
148t

D(t,x) = @(t)-p(x). #)

Damit sind vorldufig eine grofle Anzahl von Funktionen von der
Betrachtung ausgeschlossen; wenn aber dieser erste Ansatz zur Losung
fihrt, so brauchen wir uns iber diese Einschrdnkung keine Bedenken
zu machen, denn die vier Gleichungen (a) bis (d) legen das Problem ein-
deutig fest; es kann also auBler der gefundenen Lésung keine zweite
Lésung mehr geben. Wenn allerdings dieser erste Ansatz nicht zum Ziele
fithren sollte, dann miifiten wir auch die anderen Funktionen berick-
sichtigen.

Bezeichnet in iiblicher Weise ¢’ (f) und " (x) die erste bzw. zweite
Ableitung, so gibt der obige Ansatz (f) der Differentialgleichung (a)
die Form

) p(r) =a- @) ¥'(z).

Wenn es gelingt, Funktionen zu finden, welche so beschaffen sind,

daB
¢g) =p-@@t) und y'(x)=¢* p(=),
worin p und ¢ willkiirliche, konstante Gréfen sind, so ergibt sich fir
solche Funktionen aus der Differentialgleichung eine Bedingungs-
gleichung fiir p und ¢, welche lautet
p=ag.

Solche Funktionen gibt es in der Tat. Aus den Grundformeln der

Differentialrechnung folgt, daBi
e?* bei einmaliger Differentiation iibergeht in pery,

sin(g; *) bei zweimaliger Differentiation iibergeht in (— ¢;%) sin (¢, z),
cos (g ) bei zweimaliger Differentiation iibergeht in (— ¢,%) cos (go ) .

Zur Vermeidung der Indizes sei kiinftig m statt ¢; und = statt g,
geschrieben.

Auf Grund dieser Darlegungen setzen wir als ersten Versuch

¥ = ¢®tsin (m x)
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und erhalten dann zwischen p und m die Beziehung
p=—ma.
Wir kénnen also nur eine der beiden GréBen p oder m willkiirlich
wahlen, die andere ist dann durch die letzte Gleichung festgelegt. Wir

lassen m willkiirlich und erhalten: p = — m2a.
Damit wird die Gleichung

§ = e~ ™%t gin (m x)

eine Losung der Differentialgleichung, und sie bleibt dies auch dann
noch, wenn wir die rechte Seite mit einer willkiirlichen Zahl ' multi-
plizieren. Denn wenn wir die Funktion einmal nach ¢ und zweimal nach x
differenzieren, so bleibt der Faktor C' ungeédndert, er fillt also beim
Einsetzen in die Differentialgleichung beiderseits fort.

# = Ce ™%tsin (m x) (g)
heiBt ein partikulires Integral der Differentialgleichung (a).
Ganz in derselben Weise 148t sich zeigen, daBl auch die Gleichung
# = e~ cos (n x)
die Differentialgleichung befriedigt, und daB
® = De " cos (n x) (h)

ebenfalls ein partikuldres Integral ist, wenn D eine beliebige Zahl ist.

In diesen beiden Losungen (g) und (h) sind das Wertesystem ,,m,
und das Wertesystem ,,C, D durchaus willkiirlich, d. h. die einzelnen
Werte konnen die Zahlenreihe von — o0 bis + o0 stetig durchlaufen.
Diese Willkiir besteht aber nur so lange, als man die Gleichungen (g)
und (h) lediglich als Lésungen der Differentialgleichung betrachtet. Sie
wird erstmalig beschriankt durch die Oberflaichenbedingungen.

d) Das Anpassen der partikulidren Losungen an die riumlichen Grenz-
bedingungen. Aus dem Integral:

& = (' e~™%gin (m )

folgt durch Differenzieren:

a9

oz
Mit diesen beiden Werten erhalten die Randbedingungen (c¢) und (d) die
Gestalten:
fir x =4+ X; Ce ™% (+ m)cos(mX) = —h (e ™sin (m X)
oder (+ m) cos(m X) = (— h) sin(m X);

= Ce"™ (+ m)cos(mzx) .

fir x = —X; Ce ™o (4 m)cos(—mX) = +hCe ™ gin(—mX)
oder (—m)cos(m X) = +hsin(m X). (iy)

Dies zeigt vor allem, daB die Werte €' durch die rdumliche Grenz-
bedingung immer noch willkiirlich gelassen werden, denn sie haben sich
aus der Gleichung herausgehoben. Sodann ergibt die Rechnung, daB
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die beiden Oberflichen der Platte dieselbe Bedingungsgleichung fiir m
liefern. Wir multiplizieren sie beiderseits mit X und fassen m X als die
Unbekannte auf:
(m X)cos(m X) = — (h X) sin(m X)
m X .

oder tg(m X) = — X (is)

Die Lésung dieser transzendenten Gleichung finden wir am besten
auf graphischem Wege, indem wir die beiden Kurven

_mX
hX

zeichnen. Da %, = u, sein muB, so bezeichnet jeder Schnittpunkt beider
Linien eine Wurzel der Gleichung (i,).

Abb. 5 stelit die beiden Funktionen dar. %, besteht aus den unend-
lich vielen Zweigen der Tangenskurve, u, ist eine Gerade, die durch den
Ursprung geht und unter einem negativen Winkel gegen die positive
X-Achse geneigt ist. Aus der Tatsache, daf} die Gerade die Tangenskurve
in unendlich vielen Punkten schneidet, erkennt man, daB die Gleichung
fiir (m X) unendlich viele Wurzeln (&, &, & . . .) hat. Sie sind paarweise
ihrem absoluten Werte nach gleich, aber mit entgegengesetzten Vor-
zeichen behaftet; fiir uns kommen nur die positiven Werte in Betracht.

Die Wurzeln liegen in den Intervallen,

w; =tg(mX) und wu, =

g— bis 7; %n bis 27; —gn bis 3 7; usw.,
wihrend in den dazwischenliegenden Intervallen keine Wurzeln liegen.
Die Lage innerhalb dieser Intervalie hingt von der GréBe (kX) ab; nur
der Wert ¢ = O ist fest.

Die Zahlentafel 1 gibt die ersten 6 Wurzeln fiir die Werte A X =0
bis A X = oo wieder; die Werte m,, m, usw. sind daraus durch Division
mit X zu finden.

Zahlentafel 1. Wurzeln der Gleichung: tge = ——7;}-.

hrX & £ £g €4 €5 £g
3,14 6,28 9,42 12,57 15,71
e 0 = =2n =3n =4n =bn
1000 0 3,14 6,27 9,41 12,56 15,69
100 0 3,11 6,22 9,33 12,45 15,56
50 0 3,08 6,16 9,24 12,33 15,41
20 0 2,99 5,99 9,00 12,04 15,07
10 0 2,86 5,76 8,70 11,71 14,74
4,0 0 2,57 5,35 8,30 11,34 14,41
1,0 0 2,03 4,91 7,98 11,09 14,21
0,56 0 1,84 4,80 7,91 11,05 14,18
0,1 0 1,63 4,73 7,86 11,01 14,15
0,01 0 1,58 4,71 7,85 11,00 14,15
0 0 1,57 4,71 7,85 11,00 14,15

@ 3 i 7 9
=732 T2t | Te” 3" | Tg”

Grober-Erk, Warmeiibertragung, 2. Aufl. 9
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In derselben Weise ist das zweite Integral
# = De % cos(n x)
zu untersuchen. Seine erste Ableitung lautet:

g—i = De ™% (—n)sin(nzx).

Auch fiir dieses Integral zeigt die Rechnung, daB erstens die D-Werte
aus der Rechnung herausfallen und zweitens, da8 die beiden Oberflichen
wieder nur eine Bedingungsgleichung fur ,,n X liefern. Sie heifit:

(n X)sin(n X) = + (h X) cos(n X)
oder

cotg(n X) == +% . (k)
Abb. 6 zeigt die beiden Kurven
v =cotg (n X) und o, = +%.
Auch diese transzendente Gleichung besitzt unendlich viele getrennt
liegende Wurzeln (04, d,. . ., 0, . . .), und zwar liegen sie gerade in jenen

Intervallen, die von den e-Werten freigelassen wurden. Zahlentafel 2
enthilt die d-Wurzeln.

Zahlentafel 2. Wurzeln der Gleichung: cotg § = %

hX 4, Jy 4, 8, S
1,57 4,71 7,85 11,00 14,15

0o 1 3 5 7 9
=27 =37 =37 N =97
1000 1,57 4,71 7,84 10,98 14,13
100 1,56 4,66 7,77 10,88 14,00
50 1,54 4,62 7,70 10,78 13,87
20 1,50 4,49 7,49 10,51 13,55
10 1,43 4,30 7,22 10,20 13,22
4,0 1,26 3,93 6,81 9,78 12,87
1,0 0,86 3,42 6,43 9,52 12,65
0,5 0,65 3,29 6,36 9,47 12,61
0,1 0,31 3,17 6,30 9,43 12,57
0,01 0,10 3,14 6,28 9,42 12,57
0 0,00 3,14 6,28 9,42 12,57
=0 = =2=n =3xn =4anx

Die Willkiir, die in den partikuliren Integralen enthalten war, ist
jetzt dadurch beschrankt, dafl die m-Werte und die n-Werte die Zahlen-
reihe nicht mehr stetig durchlaufen diirfen, sondern nur mehr bestimmte,
getrennt liegende Werte
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annehmen kénnen. Die C- und D-Werte sind dagegen noch ganz will-
kiirlich. Die folgenden Gleichungen stellen unendlich viele, verschiedene

Abb, 5. Zeichnerische Losung der Gleichung: tg(mX)= —7}':§ -

Abb. 6. Zeichnerische Losung der Gleichung: cotg(nX)=+ %.

Temperaturverteilungen vor, die alle mit der Differentialgleichung ver-
triglich sind und zugleich die rdumlichen Grenzbedingungen erfiillen.
9%
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9 = C, e ™% gin mlx) l § = D, e ™ cos(m, x)
19=Oze‘m2 % gin (m. x) 19
e 2% 0 o )
9§ = C;e” ™" gin (m, x) 1 19 D, e“"’e‘” cos(n; )
usw. usw.

Die jetzt noch vorhandene Unbestlmmthelt, die in der Willkiir der
C- und D-Werte liegt, wird durch die Anfangsbedingung beseitigt.

¢) Das Anpassen der Losungen an die zeitliche Grenzbedingung.
Setzt man in den Gleichungen (1) fur ¢ den Wert Null ein, so wird die
Exponentialfunktion zu ,,Eins“, und man erhilt fir die zu den Glei-
chungen (1) gehérigen Anfangstemperaturverteilungen die Werte:

Do = Cysin(m, &) | F4_g = D, cos(n, )
Bymg = Casin(myx) | P4eq = Dy cos(nyz)
usw. _ usw.

Um eine klarere Vorstellung von diesen Temperaturverteilungen zu
geben, sollen sie fir den Fall A X = 2; X = 5r; also & = 2/ aufgezeichnet
werden. Aus den Zahlentafeln sind die Werte zu entnehmen:

m, = 0,000; m,=0,735; my==1,618; m, = 2,575,
n, = 0,350; ny = 1,160; =n,=2,095; n,=3,065.

In den Abb. 7 und 8 sind diese Anfangstemperaturverteilungen

gezeichnet, und zwar unter der Annahme, dafl die Koeffizienten
Ci,=0=---C;=Dy=..-D;=--.=-41 sind.

Man sieht ohne weiteres, dal keine dieser Verteilungen mit der durch
Abb. 4 vorgegebenen Temperaturverteilung tiibereinstimmt. Aber es
ist vielleicht moglich, durch Ubereinanderlagern mehrerer solcher Tem-
peraturverteilungen sich der vorgegebenen Temperaturverteilung in ge-
niigender Weise zu nihern, und zwar wird man dieses Ubereinander-
lagern, dieses Summieren, in der Weise vornehmen, dal man jene
Temperaturverteilungen, welche giinstig sind, stirker in Rechnung setzt,
also mit einem groBen Koeffizienten C oder D versieht, wihrend man
die ungiinstigen Temperaturverteilungen in ihrem Einflul schwécht,
gegebenen Falles ganz ausschaltet, also C bzw. D sehr klein oder gleich
Null wahlt. Der Leser moge sich vorlaufig denken, dal} diese Bestimmung
der Koeffizienten C und D auf dem Wege des Probierens erfolge. Ist
dies geschehen, so gilt die Gleichung:

F (x) = Oysin (my ) + Cysin (myx) + - - - + Dycos (myx)+ - - -
{=c0

oder F(z)= > {C,;sin(m;x) -+ D;cos (n,z)}. (m)

=1

Fir eine beliebig spitere Zeit gilt dann infolge der Gleichungen (1)
D(z, 1) = E]{Oz e~ " sin (m;z) + D; e ™ " cos (n; z) }. (n)
i=1
Diese Gleichung ist die gesuchte Losung der Aufgabe.
Es wére nun eigentlich noch der Beweis zu erbringen, dall, wenn



21

Uber die Losung von Randwertaufgaben.

() 505 waunsgy UOUYILZOISNT ISIA UIISIS OI( 'S 4V

*(o wt) WIS USBUNSQT WSLoUYDI8ZoFsne JaJA WISI0 K] 'L 'qqV



29 Die Warmeleitung: in festen Korpern.

die einzelnen Gleichungen (1) der Differentialgleichung und den rium-
lichen Grenzbedingungen geniigen, dafl dann auch ihre Summe noch
denselben Bedingungen geniigt — also der Nachweis, daf3 die allgemeine
Losung aus Teillosungen (aus den partikuliren Losungen) zusammen-
gesetzt werden darf. Der Leser kann jedoch diesen Beweis unschwer
selbst durchfithren, indem er mit Gleichung (n) die einschligigen Dif.
ferentiationen vornimmt und diese Werte dann in die Gleichung (a)
bzw. (¢) und (d) einfithrt. Die Bedingung dafiir, daB die allgemeine
Losung aus Teillsungen aufgebaut werden kann, ist die, daBl sowohl
die Differentialgleichung als auch die Gleichung der Randbedingung
lineare und homogene Gleichungen sind.

f) Besprechung der Losung. Durch die Gleichung (n) ist die Tempe-
ratur als Funktion des Ortes und der Zeit eindeutig festgelegt, und zwar
erscheint diese Funktion als Summe zweier unendlicher Reihen. Jedes
Glied dieser Reihen ist ein Produkt aus einer konstanten GroBe, einer
Exponentialfunktion und einer trigonometrischen Funktion.

Die sin- und cos-Funktionen schwanken in ihrem Wert zwischen den
Grenzen - 1 und — 1; die Exponentialfunktion nimmt von 1 gegen 0
zu stetig ab, wenn der absolute Betrag des Exponenten zunimmt, sie ist
also immer kleiner als 1. Die Zahlenwerte C' und D sind so beschaffen,
dafl schon die Gleichung (m), welche noch keine Exponentialfunktion
enthdlt, konvergent ist, weil ja ¥,., = F(z) tiberall endlich ist. Durch
das Hinzutreten der Exponentialfunktion wird die Konvergenz der Reihe
wesentlich verstiarkt, wie die folgende Uberlegung erkennen 1iBt. Die
Werte m,; und 7, wachsen, wie die Zahlentafeln 1 und 2 zeigen, mit
steigendem ,,i anndhernd in arithmetischer Progression. Die Ex-
ponenten — m;2at und — n;2at wachsen deshalb, bei festgehaltenem o
und ¢, in anndhernd geometrischer Progression. Damit ndhert sich aber
die Exponentialfunktion mit wachsender Ordnung ,,i des Gliedes sehr
rasch der Null, das heiBt das Glied, dessen Faktor sie ist, verschwindet.
Es ist deshalb fiir die Exponentialfunktion in diesem Zusammenhang
der Name ,,Konvergenzfaktor der Reihe iiblich.

Mit wachsendem Wert ¢ nimmt die Wirkung des Konvergenzfaktors
zu, so daB sich fiir sehr groBe Werte ¢ jede der beiden Reihen auf ihr
erstes Glied reduziert.

Wir kénnen nun die Bedeutung der Gleichung (n) erkldren:

,,dede willkiirlich gegebene Anfangstemperaturverteilung kann be-
trachtet werden als die Ubereinanderlagerung mehrerer teils einfacher,
teils komplizierter periodischer Temperaturverteilungen. Alle diese Tem-
peraturverteilungen streben dem Ausgleich zu, und zwar klingen die
komplizierten Temperaturverteilungen rascher ab, so daB zum Schlufl
die einfachen Verteilungen allein das Problem beherrschen.®

Durch die Losung dieser Aufgabe ist ein Weg gezeigt worden, der
bei sehr vielen Aufgaben der Warmeleitung zum Ziele fiihrt. Aber die
Darstellung war ganz auf diese eine Aufgabe zugeschnitten, und sie war
lickenhaft, indem wichtige mathematische Erérterungen durch Zu-
hilfenahme plausibler Vorstellungen umgangen wurden.

Soweit es dem Zwecke des Buches entspricht, sollen nun diese
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Mingel durch eine Darstellung der analytischen Methoden auf allge-
meinerer Grundlage ausgeglichen werden, und zwar unter Zugrunde-

legung der Differentialgleichung -88—2: =qa-P9.

2. Uber das Aufsuchen partikuliirer Lisungen.

Wenn es auch nicht mdéglich ist, allgemein giiltige Anweisungen fur
das Aufsuchen von partikuliren Losungen zu geben, so gibt es doch
einige Regeln, deren Verwendung in den meisten Féllen zu partikuléren
Losungen fiihrt. Sehr oft gibt auch der Verlauf eines physikalischen
Vorganges selbst, so wie man ihn aus der Erfahrung kennt, einen Hin-
weis auf jene Funktionen, die man zuerst in Erwigung ziehen soll.

a) Mathematische Erwigungen. Die allgemeinste Form einer line-
aren, partiellen Differentialgleichung zweiter Ordnung mit einer ab-
hangigen Veranderlichen # und den zwei unabhingigen Verénderlichen
% und v lautet:

2 2 2 0 09
l—g—;—km——azgv+n%’;—+oa—z+p-g;+qﬁ+r=0, (6)
worin I, m, . . ., ¥ Funktionen nur von % und %, nicht aber von & sind.

In dem Sonderfall, dal » = 0, daB also die (leichung homogen ist,
und daB die Koeffizienten 7, m, . . ., g konstante GréBen sind, in diesem
Falle also fithrt der Ansatz

D = O er%ef? = (O grxtét+Fv (7)

immer auf ein partikuléres Integral.
Um dies zu zeigen, bilden wir die Ableitungen:

a9 9?9

7 % ofv A 20U BV
EP Coerte 929 Er Cole*te
99 guas — CoBEneT | g

8—1; — O‘Beocueﬂ'v T —_ Ollgz extt gBv

Setzen wir diese Ableitungen in die Differentialgleichung (6) ein,
so hebt sich C'e**e#? aus der Gleichung weg und es bleibt

le?+maf+npit+oat+pf+qg=0. (8)

Diese Gleichung wollen wir die Koeffizientengleichung nennen. Wir
sehen jetzt, daB der Ansatz (7) immer dann ein Integral der Differential-
gleichung (6) ist, wenn o und B so gewahlt sind, dall die Bedingung (8)
erfiillt ist. Es darf also nicht nur C, sondern auch einer der beiden Werte
« oder f§ willkiirlich gewihlt werden, der andere ist dann aus (8) zu be-
stimmen. Diese Gleichung (8) ist quadratisch ; sie liefert also je nach Be-
schaffenheit ihrer Diskriminante entweder

zwel verschiedene, reelle Werte oder

zwei gleiche, reelle Werte oder

zwei komplex-konjugierte Werte.

Damit wird aber auch das Integral selbst komplex. Dieser Fall der
komplexen Lésung ist dadurch wichtig, dafl sich aus ihm zwei reelle
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Losungen gewinnen lassen, indem man die Ldsung in einen reellen und
einen rein imaginiren Teil spaltet.
Hierzu als Beispiel nochmals die Differentialgleichung:
o 029

Bt T %

Deutet man in der Gleichung (6) « als die z-Koordinate und » als die
Zeit, so wird

= —a; p=1; m=n=o0=q=r=0
und die Gleichung (8) nimmt die Gestalt an
—oa*a+ B =0 oder f=da%a.

Der Ansatz: © = Ce***?¢2® ist also ein Integral der Differential-
gleichung.

Da die Temperaturleitfihigkeit ¢ immer ein positiver Wert ist, so
wiirde bei ebenfalls positivem ,,2?‘‘ die Temperatur mit wachsendem ¢
iiber alle Grenzen hinaus wachsen. Aus diesem Grunde sind bei Wirme-
leitproblemen nur solche Werte von « zu gebrauchen, die ein negatives
o2 ergeben, d. h. ¢ ist rein imagindr anzunehmen:

Wir setzen « = 4-¢-¢, worin ¢ eine willkiirliche reelle Grée ist. Das
Integral heiB3t jetzt

§ = Qe TPt pFian

Mit Hilfe der bekannten Analysisformel
et = cosx + isinx
lassen sich hieraus die beiden komplexen Losungen bilden:
Yy -+ 10y = Cre T (cos(gx) - isin (g ),
Yy + iy = Coe @ (cos (g ) — isin (g ).
Indem man die beiden Gleichungen addiert und dann den reellen Teil
links gleich dem reellen Teil rechts, ebenso den rein imaginiren Teil links

gleich dem rein imaginéren Teil rechts setzt, erhiilt man die beiden

Losungen
C,+ C.
= L2 3 2o @loos (g ),

. .0y — C, .
10y = z—1—2—~ze‘q2‘”sm (qx).

In der zweiten Gleichung lafit sich die imaginire Einheit ,,3 auf
beiden Seiten streichen. Setzt man noch
01 -+ 02 . 01 - 02 o
T = D und T = O N
so ergeben sich wieder die beiden Lésungen (g) und (h) der einfithrenden
Aufgabe.
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Wir kennen nun bereits 4 Losungen unserer Differentialgleichung,
néamlich
1. und 2. Losung: & = (e @otetien,

. ) — (1 ~eatSID
3. und 4. Losung: &=2Ce cos (gz),

in denen C und ¢ willkiirliche Wertesysteme sind. Alle 4 Losungen sind
dadurch ausgezeichnet, daB sie aus einem Produkt zweier Teilfunktionen
mit nur je einer Verdnderlichen bestehen.

Es sind aber auch Funktionen bekannt, bei denen diese Teilung nicht

méglich ist. Z. B. )
_lg—2®

(g—2)
- C, 1 40t

die 5. Losung: ﬁ:ClV—Te 4ot oder & == 2F . —=

DaB dies tatsichlich ein Integral der Differentialgleichung ist, erkennt
man, wenn man die nachstehenden partiellen Ableitungen bildet und in
die Differentialgleichung einsetzt.

W _ o 1 S (g—ap 1
ot Yyt dqi? 2
und
— 2
@8 _ o 1 UEF (- 1
da? 1 Jt 4 022 2atf’

Eine 6. Losung, von der wir auf S.67 Gebrauch machen werden, ist
@
Vaat

2
P =0 —- 3
Ya eTdg.

b) Physikalische Erwiigungen. In Anlehnung an friithere Erfahrungen
wollen wir gleich mit einem Ansatz beginnen, der aus einem Produkt
zweier Teilfunktionen besteht, von denen die eine nur die Zeit ¢, die
andere nur die drei Koordinaten &, #, { des Raumes als Argument ent-
hilt. Also

P=0C-pt)-p(& n0).

Die physikalischen Erwigungen beziehen sich nun auf die Wahl der
Funktion ¢(f). Ist aus der Art der gestellten Aufgabe zu ersehen, daB
die Temperatur an allen Stellen im Feld einen mit der Zeit periodischen
Verlauf erwarten 1a8t, so wird man fiir g (f) eine in ¢ periodische Funktion
versuchen. Vergleiche dariiber spiter im Abschnitt C2. S. 72.

Ist dagegen das Problem so beschaffen, daBl alle vorhandenen Tem-
peraturunterschiede ihrem Ausgleich zustreben, so wird man fiir @(f)
eine Funktion wihlen, die mit wachsendem Argument sich asymptotisch
dem Werte Null néhert; es ist am naheliegendsten, hierfiir die Exponen-
tialfunktion mit negativem Exponenten zu versuchen. Wir setzen:

Y=Ce?p(nl). (9a)
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Da nicht nur C, sondern auch p eine vorerst noch durchaus will-
kiirliche Gré8e ist, so kénnen wir — in Erinnerung an frithere Ergebnisse
(s. 8. 15) — schon hier fiir p eine andere willkiirliche Grofle ¢ einfithren,
nach der Gleichung 9 = ¢2a. Dadurch gewinnen wir spéter eine ein-
fachere Schreibweise. Der Ansatz (9a) nimmt damit die Form an:

G =Ce®hy& ). (9b)
Setzt man die hieraus abgeleiteten Werte
oY

3= (—g®al e 9Ral, P

und
172,9 — Oe—qzat_ 172’1/)

in die Differentialgleichung ein, so vereinfacht sich diese zu
Viy +¢®-p=0. (10)

Die Verwendung der Exponentialfunktion fiir ¢(f) fithrt also dann
auf eine Losung der Wirmeleitungsgleichung, wenn es gelingt, fiir die
Funktion (&, 1, ¢) einen Ausdruck zu finden, der die Differential-
gleichung (10) befriedigt.

Durch den Ansatz (9) ist der Vorteil erzielt worden, daf die Zahl der
unabhingigen Verdnderlichen um eine, ndmlich um ¢, geringer geworden
ist; in dem Falle z. B., daf} das Temperaturfeld nur von einer Koordinate
abhéngt, ist statt einer partiellen nur eine gewdhnliche Differential-
gleichung zu losen.

Die Gleichung (10), die héufig als die Pockelssche Differential-
gleichung bezeichnet wird, ist nach

der Laplaceschen Differentialgleichung 2y =0 und
der Poissonschen Differentialgleichung 2y = const

die wichtigste partielle Differentialgleichung der mathematischen Physik.
Es ist deshalb iber die Eigenschaften der Gleichung und uber ihre
Losungen eine ausgedehnte Literatur vorhandent.

¢) Drei wichtige Sonderfiille der Gleichung V#¢ 4 q*- ¢ =0. In
Formel (10) ist die Pockelssche Differentialgleichung noch auf kein
Koordinatensystem beschrénkt. Mit Hilfe der Vektorformeln IX 148t
sich die Pockelssche Differentialgleichung fiir die drei wichtigsten
Koordinatensysteme umformen. Fiir uns kommen vor allem jene ein-
fachsten Fille in Betracht, in denen der Temperaturverlauf nur von
einer Koordinate abhéngt.

Rechtwinkelig, geradlinige Koordinaten. ¢ sei von y und 2
unabhiingig. Dies fithrt aus Vektorformel 1Xa zur Gleichung

dz
Twt ey =0. (11a)

Die beiden Gleichungen
p=1Ccos(qz) und v = Csin(gx)

1 Naheres siehe: Enzykl. d. math. Wiss. II. A. Te¢, S. 5401f.
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sind zwei Losungen- dieser Differentialgleichung, wie man sich leicht
durch Nachrechnen iiberzeugen kann. Es sind dies die bekannten

oszillierenden Funktionen, deren Amplitude konstant ist, also rein
periodische Funktionen. Sie sind in Abb. 9a fiir den besonderen Fall
¢ =1 und g == 1 gezeichnet.
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Zylinder-Koordinaten. Es sei angenommen, dafl % nur von 7
allein abhéingt. Dann vereinfacht sich die Vektorformel IXb und wir
erhalten 2 1 4

gy =0. (11Db)

Diese Gleichung besitzt ebenfalls zwei Losungen, welche beide
oszillierende Funktionen mit dem Argument (¢7) sind. Die Amplitude
nimmt jedoch mit wachsendem Argument ab, wie aus der zeichnerischen
Darstellung in Abb. 9b zu ersehen ist.

Die beiden Funktionen heiBen die Besselschen oder Zylinderfunk-
tionen nullter Ordnung, und zwar werden sie unterschieden als die
Besselschen Funktionen

nullter Ordnung von der ersten Art mit dem Symbol J,
nullter Ordnung von der zweiten Art mit dem Symbol Y.

Da es nicht moglich ist, die Funktionen durch kurze analytische Aus-
driicke wiederzugeben, hat man ihre Werte in Tafeln zusammengestellt,
ahnlich den Tafeln der trigonometrischen Funktionen®.

Die Differentialgleichung (11b) heifit die Besselsche Differential-
gleichung nullter Ordnung, und ihre Lésungen werden geschrieben:

p=0C-Jo(gr) und y=C-Y,(g7).
Kugel-Koordinaten. Wenn y wieder nur von r abhéngt, ergibt
sich aus Vektorformel IXc

d?y 2 dy

er—i—T-E—{—qz-w:O. (11¢c)
Die beiden Gleichungen
= C’EM und o= C’—cos(gr)
qr qr

sind Lésungen dieser Gleichung, wovon man sich durch Ausrechnen der
Differentialquotienten und Einsetzen in Gleichung (11c¢) iiberzeugen
kann. Es sind wiederum oszillierende Funktionen, deren Amplituden
mit wachsendem Argument (¢7) sehr rasch, und zwar noch rascher als
diejenigen der Besselschen Funktionen, abnehmen. Dies zeigt Abb. 9c.

Zusammenfassung. Diese drei Sonderfille sollen wegen ihrer
Wichtigkeit den nachfolgenden Abschnitten iber das Anpassen parti-
kulidrer Integrale an die Grenzbedingungen zugrunde gelegt werden.
Damit die drei Fille gemeinsam besprochen werden koénnen, soll die
maBgebende Koordinate mit & bezeichnet werden; sie ist dann je nach
dem Falle als #, 7 oder 7 zu deuten. Die Flachen konstanter Temperatur
sind durch Gleichungen & = const und die Oberfliche des Kérpers durch
die Gleichung & = &, gekennzeichnet.

Ein partikulires Integral der Wirmeleitungsgleichung hat dann die

Form B = Ceot.y(gd). (12)

1 Vgl. Jahnke u. Emde: Funktionentafeln mit Formeln und Kurven.
Leipzig: Teubner 1909.
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3. Uber das Anpassen an die Oberflichenbedingung.

Wir wollen sofort den allgemeinen Fall, ndmlich den der dritten
Randwertangabe, besprechen.
Die Oberflichenbedingung (5) schreiben wir in der Form
ad
(55),= —49s.
Unter Verwendung des partikuliren Integrals (12) nimmt dieser
Ausdruck die Form an:

2 ~d _g?
Ceve [ Lys] = —ncer [p@a)]
oder

4y (q&) = —h-y(g&).

In dieser Gleichung ist ¢ eine vorerst noch willkiirliche Gr68e, welche
aber jetzt durch Anpassen an die Oberflachenbedingung bestimmt werden
soll. Wir multiplizieren beide Seiten mit &; und fassen dann (¢ &) als Un-
bekannte auf.

. (g&) — p (g &) (13)
(k&) p (g5

Den Quotienten auf der rechten Seite von Gleichung (13) kénnen wir
als eine einzige Funktion
von (q&,) auffassen, deren
Eigenschaften wir nun un-
tersuchen wollen.

Die Funktion p(q&,) ist
nach den obigen Erorte-
rungen eine um die (g&;)-

Achse oszillierende Funk-

tion. Es gibt also unendlich

viele, getrennt liegende Werte (g&;), fiir welche die Funktion den Wert
Null annimmt. Vergleiche Abb. 10.

Zwischen je zwei solchen Nullstellen liegt ein Maximum oder Minimum
der Funktion. Die abgeleitete Funktion ¥’ (¢ &,) hat also gerade dort ihre
Nullstellen, wo die urspriingliche Funktion ihre gréBten Ausschlige hat
und umgekehrt.

Die rechte Seite von Gleichung (13) stellt also eine Funktion dar,
die dort ihre Nulistellen hat, wo die urspriingliche Funktion zu Null wird,
und die an den Nullstellen der abgeleiteten Funktion gleich 4- o0 wird.
Sie besteht also stets aus unendlich vielen Zweigen, dhnlich der Tangens-
und Kotangensfunktion.

Die linke Seite der Gleichung (13) stellt eine Gerade dar, die durch
den Ursprung geht, und gegen die Abszissenachse unter dem Winkel
(— 1): (h &) geneigt ist. Sie schneidet jeden der unendlich vielen Zweige
der obigen Kurve einmal.

Es gilt deshalb der Satz:

Die Gleichung (13) besitzt unendlich viele, getrennt liegende Wurzeln

(9180)s (9280)> + -5 (9:69)5 - - -,
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d. h., es gibt unendlich viele Temperaturverteilungen, die mit der Dif-
ferentialgleichung der Warmeleitung und mit der riumlichen Grenz-
bedingung vertriglich sind.

Ferner gilt der Zusatz:

Fiir b = o0, also fiir Vorgéinge, bei denen die Oberfliche des Korpers
stiandig auf der Temperatur Null gehalten wird, gehen diese Wurzeln
in die Nullstellen der Funktion y(g&,) iiber. Und fiir = 0, also fiir Vor-
ginge ohne Wirmeabgabe (ideale Isolierung) sind die Wurzeln gleich
den Nullstellen der abgeleiteten Funktion y’(¢&,).

Aus dem Wertesystem (g,&,) ist dann durch Division mit &, das
Wertesystem ¢; zu berechnen.

Alle Funktionen, welche sowohl der Differentialgleichung als auch
der Oberflichenbedingung geniigen, werden ,,ausgezeichnete Losungen
genannt. Sie enthalten als laufende Koordinaten die Zeit und die Raum-
koordinaten und ferner noch den Parameter ¢; derselbe ist nicht mehr
willkiirlich, sondern an bestimmte, getrennt liegende Werte ¢; gebunden,
die man ,,ausgezeichnete Werte® heifit.

4. Uber das Anpassen an die Anfangsbedingung.

Es besteht nun die Aufgabe, die allgemeine Losung aus solchen aus-
gezeichneten Losungen aufzubauen, und zwar so, daf die allgemeine
Losung fir ¢ = 0 in die willkiirlich vorgegebene Anfangstemperatur-
verteilung iibergeht. Es handelt sich also hierbei um die Entwicklung
willkiirlich gegebener Funktionen nach oszillierenden Funktionen.

Wir beschrianken uns hierbei auf die Darstellung willkiirlicher Funk-
tionen durch die Sinus- und Kosinus-Funktionen und durch die Bessel-
schen Funktionen nullter Ordnung, erster und zweiter Art.

a) Fouriersche Reihen mit vorgegebenen Parametern 72 und n. Diese
Ausfithrungen stellen die Ergianzung zur Berechnung der einfithrenden
Aufgabe dar. Vergleiche S. 20.

Es besteht die Aufgabe, eine im Bereiche — X < @ << X willkiirlich
gegebene Funktion F (x) in eine Reihe zu entwickeln von der Gestalt der
Gleichung (m) S. 20

j==00
F(z) = {Oi sin (m; ) + D; cos (n; x)}, (14)
i=1
wobei die Werte m; und n, als die unendlich vielen Losungen der Glei-
chungen (i) und (k)

mX

X
S ¢ =tg(mX) und - %—X—=cotg(nX)

vorgeschrieben sind.

Die Aufgabe ist gelost, wenn die Koeffizienten C; und D, so bestimm?
sind, daB die Gleichung fiir jeden Wert von «, der zwischen - X und
— X liegt, erfullt ist.

Hilfsformeln: Um die Erérterung spiter nicht uriterbrechen zu
miissen, sollen einige Hilfsformeln im voraus abgeleitet werden.
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Das Integral
+X

fsin (m;x)sin (myx)-dx
x

geht bei Anwendung der trigonometrischen Formel

sin o sin B = % {cos (¢ — B) — cos (« + B)}
iber in das Integral
+X
1 [{cos (m; — my) & — cos (m; + my) z }da,
“x

und dies ist gleich

sin (m; — my) X sin (mq; -+ my) X
My — My m; —+ my

Durch Anwendung der trigonometrischen Formel

sin (& 4 f) = sina®cos § 4- cos asin 8
erhélt dieser Ausdruck den Wert

9 "M sin (m; X) cos (my X) — m; sin (my X) cos (m; X)
M2 — my? )

Da die Werte m, und m, der Oberflichenbedingung gemi gewahlt
sind, folgt aus Gleichung (i;) von S. 16, dal

m; cos (m; X) = —1h und my, cos (my X) -

sin (m; X) sin (my X) —hs

also auch
My, cos (my, X) sin {(m; X) = m; cos (m; X) sin (m;, X) .

Es folgt daraus, daB der Wert des Integrals fiir beliebig heraus-
gegriffene Losungen (beliebige Nummern ¢ und %) immer gleich Null ist.
Eine Ausnahme macht nur der Fall ¢ = %, also m, = m,, weil dann
auch der Nenner m,? -— m;? gleich Null ist. Fiir ¢ = k nimmt das vor-
gegebene Integral die Form an

+X

. P sin (2 my X)
.!XSIIIZ (mz (I}) . dac ES 2{*2* — W}.
Es ist also dann von Null verschieden.
So ergibt sich die erste Hilfsformel:
+X
{Ysin(m,.x)sin(mkx).dx =0 fir ik

>0 fir i1=kF.
Ganz ebenso ist die zweite Hilfsformel abzuleiten. Sie lautet:

+x
fcos(nix)cos(nkx)-dx=0 fir ¢k,
“x

>0 fir ¢=k%.
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Die dritte Hilfsformel heif3t:

+X .
. fir ¢4kt und
~J};snn(m,-ar:) cos (n )+ cla:—O{fﬁr i=F.

Die Bestimmung der Koeffizienten C; und D;. Um in der
Gleichung

F(x)="--- 4 C;sin(m;x) + Cpsin (mgx) + - - -
+ - -« + D,cos (n;2) -+ Dy cos (n; x) -+

irgendeinen der Koeffizienten, z. B. C,;, zu bestimmen, multipliziere
man beide Seiten der Gleichung mit sin (m;x)-dz und integriere von
— X bis 4 X. Hierbei sei — ohne erst zu beweisen — vorausgesetzt,
daB die Reihe gliedweise integriert werden darf. Es ergibt sich dann

fF )sin (m; x) - dx =

X
-+ C, fsm2 (m; x) - clx—l—Ckfsm(mkx)sm(m z)-dx + -

+x +X
4. 4+D,; f cos(n,z)sin(m,x) - dz 4 D, f cos (nix)sin(m;x)dx 4 - - -
= B ¢
Den drei Hilfsformeln gemiB verschwinden auf der rechten Seite
simtliche Integrale mit Ausnahme desjenigen mit sin2(m;z), und es be-
stimmt sich dann der Wert C, zu
+X
J F(z)sin (m;2)-d=
01' == -x

S (15a)

f sin®(m; z) - do
Zur Bestimmung des Koeffizienten D; multipliziert man sinngemi
(Gleichung (14) beiderseits mit cos (n;%)-d2 und erhalt durch dasselbe

Rechenverfahren
+X

§ F(z)cos{n; x)-d=
D, = —%

— (15b)

§ cos?(n, ) - da

Sind auf diese Weise samtliche Koeffizienten C' und D bestimmt, so
stellt in der Tat die unendliche Reihe rechts in Gleichung (14) den Wert
der Funktion F(z) innerhalb des Intervalless — X << 2 < 4+ X dar.
Es wire nun streng genommen notwendig, eine unendliche Anzahl von
Koeftizienten zu bestimmen. Da aber fiir alle gewShnlich vorkommenden
Funktionen F(x) die Reihen ziemlich rasch konvergieren, und zwar
aus Griinden, deren Erorterung hier zu weit fithren wiirde, so kann man
sich fast immer mit einer geringen Anzahl von Gliedern begniigen.
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b) Die Fourierschen Reihen in ihrer gewohnlichen Gestalt. In ver-
schiedenen Gebieten der Physik und der Technik gibt es Aufgaben,
welche die Entwicklung einer willkiirlich vorgegebenen Funktion in eine
Reihe mit Sinus- und Kosinus-Funktionen erfordern, die aber keine
einschrinkende Bedingung nach Art der dritten Randbedingung auf-
stellen. Die sich dabei ergebende Reihe ist es, die im allgemeinen mit
dem Namen ,,Fouriersche Reihe‘ bezeichnet wird.

Da die Parameter m und n hier durch keine Randbedingung be-
schriankt sind, wéhlt man sie gleich der Reihe der positiven, ganzen
Zahlen. Um die Schreibweise zu vereinfachen, denkt man sich ferner
den MaBstab auf der X-Achse so gewdhlt, da X = s wird. Die Aufgabe
heifit dann:

Es ist eine im Bereich — i << # <C + & willkiirlich gegebene Funk-
tion F (z) in eine Reihe zu entwickeln von der Form:

F(zx) = Zm' {a;sin (¢ z) + b; cos (i )}
0,1,2,...

oder ausfithrlicher geschrieben
F(x) =aygsin 0 + ay8inz 4 a,8in2z -+ - - -
+ bocos0 + bycosx + bycos2x + -+ - ..

Solange die Koeffizienten a, und b; willkiirlich sind, heifit die Reihe eine
trigonometrische Reihe, erst durch die Bestimmung der Koeffizienten
wird sie zur Fourierschen Reihe.

Wir bendtigen wieder 3 Hilfsformeln, die sich von den oben abge-
leiteten nur dadurch unterscheiden, daBl die m; und #; nicht mehr
Wurzeln der transzendenten Gleichung, sondern die positiven ganzen
Zahlen sind, und daf} als Integrationsgrenzen statt — X und + X nun-
mehr —m und -7 gelten.

Hilfsformeln.

+ +7

fcos(i z)cos(kz) -der=1% f{cos [(@ — k) x] — cos[(¢ + k) z]}-d=

__sin{(i — k) n]
- 1 —k +

sin [(? + k) 7]

itk

Hierin sind ¢ und %k ganze Zahlen, also auch (¢ — k) und (¢ 4+ k). Da
der Sinus eines ganzen Vielfachen von 7 immer Null ist, so ist der Wert
des Integrals immer Null, wenn ¢ von k verschieden ist. Ist ¢ =k, so

behélt der zweite Bruch rechts den Wert Null. Der erste Bruch wird 0 : 0,
also unbestimmt. Es ist aber

sin [(¢ — k) n]

lim P

>k

= Jr.

Der Wert des Integrals wird also gleich 7. In dem Sonderfall, da3 ¢
und % beide gleich Null sind, nimmt auch der zweite Bruch den Wert 7
Grober-Erk, Wirmeiibertragung, 2. Aufl, 3
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an und das Integral wird gleich 2zz. Wir erhalten so die
+x
1. Hilfsformel: fcos (tz)cos(kz)-de =0 fir sk,
“ - , i=k>0,
=2n ,, t=k=0.

Eine entsprechende Rechnung liefert die anderen beiden Hilfsformeln:
+7
2. Hilfsformel: fsin (tz)sin(kz)-de =0 fir +4k,

=x , t=k>0,
=0 , 1=k=0;

+r

3. Hilfsformel: fsin (tz)cos(kx)-dx =0 fir ik,
=0 , 1=k>0,
s t=k=0.

Die Bestimmung der Koeffizienten. Zur Bestimmung eines
Koeffizienten, z.B. b, multipliziere man beide Seiten der trigonometrischen
Reihe mit cos (kz)-dz und integriere von — 7 bis + 7. Man erhilt so

+7
fF(m) cos (kx)-dx =

+a +7
-t a,-fsin(im) cos(kx)-dx + akfsin(kx) cos(kx) -de++ - - -

+n +n
s bifcos(iw)cos(kx)-dx—l—bkfcosz(kx)-dm 4.

=0+ +0+- .
Daraus
+n
by = %fﬁ’(x) cos(kz)-dx .

—3JT

Ebenso wird
+n
0y = %fﬁ’(m) sin(kz)-dx.

Diese beiden Formeln gelten fiir alle Werte von k. Eine Ausnahme
macht nur der Wert £ — 0 wegen des dritten Falles in Hilfsformel (1)
und (2). a, wird stets zu null. Um zu vermeiden, da man fiir b, eine
eigene Formel angeben muB, setzt man in itblicher Weise statt der
trigonometrischen Reihe eine Reihe von der Form:

F(z) = C;sinz + Cpsin 2z + - - -, }

: (16)
+ 5Dy 4+ Dycosx + Dycos 2% + - - -
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Samtliche Koeffizienten C; und D; — auch Dy — sind jetzt aus den
Formeln (17) zu bestimmen:

C;,= %fﬁ’(w) sin(sz)-dx, (17a)
+a
D; = %fF(x) cos (i z) - da . (17b)

—3a

Eine Reihe von der Form (16), deren Koeffizienten nach Glei-
chung (17) bestimmt sind, heiBlt eine Fouriersche Reihe.

Die Dirichletschen Bedingungen. Bei dieser Ableitung sind
zwei Voraussetzungen stillschweigend als erfiillt angenommen worden.
Erstens, dafl die beiden Integrale

“+n
sin .

fF(x) 008 (tx)-dx
wirklich einen endlichen, eindeutigen Wert
besitzen und zweitens, dafl das Integral der
unendlichen Reihe gleich der Summe der
Integrale der einzelnen Glieder ist, also dafl
die Reihe gliedweise integriert werden durfte.

Damit diese Voraussetzungen tatsichlich
zutreffen, muB die Funktion F(x) bestimm-
ten, allerdings sehr freien Bedingungen ge-
niigen. Diese Bedingungen, die sogenannten
Dirichletschen Bedingungen, lauten: )

,,Die Funktion Fg(x)gmuB im Intervall Reihe an Unetotickestesteon
—n < x < 4 7w uberall eindeutig, endlich
und integrierbar sein, und sie darf in diesem Bereich nur eine end-
liche Anzahl von Maxima und Minima und nur eine endliche Anzahl
von Unstetigkeitsstellen aufweisen,“

Hierbei ist noch zu bemerken, daB die Funktion also sehr wohl
einige Unstetigkeitsstellen besitzen darf. Bezeichnet in Abb. 11 der Wert
¥ = a eine solche Unstetigkeitsstelle, ferner F(a — 0) den Funktions-
wert dicht vor der Unstetigkeitsstelle, F(a - 0) den Funktionswert
unmittelbar nachher, so liefert die Fouriersche Reihe beim Grenziiber-
gang von unten bzw. oben die richtigen Werte F(a — 0) und F (a 4 0).
Fiir z = a selbst ergibt sich das arithmetische Mittel aus F (¢ — 0) und
Fa -+ 0).

Die Funktion F(x) kann auf verschiedene Weise gegeben sein

1. Durch ein analytisches Gesetz, also durch eine Berechnungs-
vorschrift, z. B. durch die Gleichung F(z) = 3 4 2z 4 z2.

2. Durch eine zeichnerische Darstellung, z. B. durch eine Kurve,
die von einem MeBgerit aufgezeichnet wurde.

3%
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3. Durch zahlenmiflige Angabe einer Anzahl getrennt liegender
Funktionswerte, also z. B. durch eine Zahlentabelle, welche Instrument-
ablesungen enthilt.

Uber die Rechenpraxis bei der Handhabung Fourierscher Reihen verweise
ich auf die Hiitte, des Ingenieurs Taschenbuch, 26. Aufl. Bd. 1 S. 188.

Die Fortsetzung iiber den gegebenen Bereich hinaus.
LaBt man in der Fourierschen Reihe % iiber den Bereich — 7z < < + =
hinauswachsen, so zeigt sich folgendes: Sinus und Kosinus é#ndern ihren
Wert nicht, wenn man das Argument um ein ganzzahliges Vielfaches von
27 vermehrt. Da in der Reihe (16) ¢ und %k ganze Zahlen sind, so &ndern
die einzelnen Glieder der Reihe und damit die Reihe selbst ihren Wert
nicht, wenn man von (kx) zu k (x + 27) zu k(z -+ 47) usw. iibergeht.
Die Reihe stellt also eine periodische Funktion mit der Periode 2x dar.

Das vorgegebene analytische Gesetz wird dagegen fiir die Funktion
F(x) im allgemeinen einen nicht periodischen Verlauf zeigen. Z. B.
F(z) = 8 4- 2z + 22 Die Ubereinstimmung zwischen der vorgegebenen
Funktion und der Fourierschen Reihe erstreckt sich also nur auf das
Gebiet — 7z << ® << + 7. AuBlerhalb weichen die Darstellungen im allge-
meinen voneinander ab, wie dies Abb. 12 zeigt.

Die reinen Sinus- und reinen Kosinusreihen. Die Glei-
chung (16) 148t sich zerlegen, und zwar so, daf} F(x) = f,(x) + [, (%) ist,
wobei zu setzen ist:

fi(x) =C;sinx + Cysin2x 4 - - -
und
fo(@) = £ Dy + Dycosx + Dyeos2z + - - - .

Diese beiden Reihen werden als reine Sinus- und reine Kosinusreihen

bezeichnet.
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1. Die reinen Sinusreihen.
Der Sinus ist eine ungerade Funktion, d. h. es ist

+ sin (— ) = —sin (4 ),

die Funktion geht also beim Ubergang von einem positiven zum gleich-
groBen negativen Argument in den gleichgroBen, aber entgegengesetzten
Funktionswert iiber. Es wird deshalb auch die reine Sinusreihe stets
eine ungerade Funktion sein, also F(— ) = — F(+ z); vgl. Abb. 13,
und umgekehrt kann eine ungerade Funktion immer nur durch eine
reine Sinusreihe wiedergegeben werden.

Es sei ausdriicklich darauf hingewiesen, daBl die Kurve nicht not-
wendig durch den Koordinatenursprung zu gehen braucht, obwohl die
reine Sinusreihe immer fiir x = 0 den Wert Null liefert. DaB hier kein
Widerspruch vorliegt, erkennt man aus den obigen Ausfithrungen iber

den Wert der Funktion an Unstetigkeitsstellen. Allerdings wird dann
die Reihe fiir z nahe an Null sehr schwach konvergent.

2. Die reinen Kosinusreihen.

Der Kosinus ist eine gerade Funktion, d. h., es ist

-+ cos (— x) = +cos (+ z),

die Funktion behilt also beim Ubergang vom positiven zum gleich-
groflen negativen Argument ihren Wert bei. Es ist deshalb die Kosinus-
reihe stets eine gerade Funktion, also F(— &) = F (-~ z) (vgl. Abb. 14),
und umgekehrt 148t sich eine gerade Funktion immer nur durch eine
reine Kosinusreihe darstellen.

Die Form der Gleichung (16) zeigt also, daB sich jede willkiirlich ge-
gebene Funktion als Ubereinanderlagerung einer geraden und einer
ungeraden Funktion auffassen 1i8t.

Der Bereich erstreckt sich von 2= —X bis = -+ X.
Wenn man nicht, wie dies auf S. 33 angenommen ist, den MaBstab auf
der z-Achse frei wihlen kann, so hat man in Gleichung (16) statt  die
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GroBe x —

e einzufithren. Man erhélt so

F(x)= Clsm +Cos1n2—-+

41 Do—i—chos —I—chos27—l— .- (18)
und

+
f s1n )-dx, (19a)

-x

+X
D, = i—fﬁ’(x cos(lcj)-dx. (19Db)

-x

Die so dargestellte Funktion ist periodisch mit der Periode 2X.

¢) Die Fourierschen Integrale. Nachdem nun die Moglichkeit er-
wiesen ist, eine im Bereich —X <z < + X willkiirlich gegebene
Funktion nach trigonometrischen Funktionen zu entwickeln, ist die
Frage berechtigt, ob nicht die Methode sich so erweitern 1afit, daf} sie
auch fiir den Bereich — 0o << # << -+ co gilt. Dies ist tatsichlich der
Fall; um dies zu zeigen, gehen wir von der Gleichung (18) aus:

F(z) =3%D, + S:O{Ck sin (lc %) ~+ Dy cos (lc KXO—C)}
k=1

In diese Gleichung setzen wir die Werte O, und D, aus den Gleichun-
gen (19) ein, in denen wir jetzt zur Vermeidung von Verwechslungen &
statt x schreiben. Es ergibt sich dann:

+X
F@ =+ 4 [Fe-a
_XFOO +X
1 s 2
R LR RGBT
+X
—]——%J‘F(E) cos(k%g—) cos(k—X-> df}
+X - k=oo +X

Dabei ist die letzte Umformung mit Hilfe der trigonometrischen Formel
sina-sin § 4 cosx-cos ff = cos(x — )

durchgefiihrt. Da der Kosinus eine gerade Funktion ist, kénnen wir
die beiden Summanden in einen zusammenfassen, indem wir nicht von
k = 41 bis £ = }-00, sondern von k& = — o0 bis &k = --00 summieren;



Uber die Lésung von Randwertanfgaben. 39

also den ersten Summanden als & = 0- Glied mit hereinziehen.

k=t TX
Flo)=55% kZmLF(S)'“’S(k%@ —2))-dg,
k=t X
:717—”2 %fp(s)-cos(k—}(s—x))-ds.
=—® .x

Lassen wir nun X und k {iber alle Grenzen hinaus wachsen, so wirds: X eine
. " . . 24 . .
sehr kleine GréBe, die wir dq nennen wollen; kf nennen wir dann ¢. Die

unendliche Summe geht gleichzeitig in ein Integral {iber und wir erhalten
g=tw =t

1
F(x) =5 qu- fF(f)-cos(q(f——x))-df. (20)
g=—c© E=—o0
Die Formel (20) zeigt die Darstellung einer gegebenen Funktion
durch Fouriersche Integrale. Es muBl jedoch noch stark betont werden,
daB die Formel (20) nur dann fiir alle Werte — 00 < & <{ --00 richtig ist,
wenn die vorgegebene Funktion F (x) nachstehende Bedingungen erfillt:
Sie muB erstens iiberall stetig und eindeutig sein, zweitens darf sie
nur eine endliche Anzahl Maxima und Minima besitzen, und drittens
muB sie sich, wenn x gegen --co wichst, so rasch der Null nihern, daB
das Integral o
f Fx)-dx
endlich bleibt. -
Die mathematische Erorterung dieser drei einschrinkenden Bedin-
gungen wiirde tiber den Rahmen dieses Buches hinausfiihren.

Die Fourierschen Integrale fir gerade und ungerade
Funktionen. Mit Hilfe der trigonometrischen Formel

cos (¢ — PB) = cosxcos § - sinasin
148t sich die Gleichung (20) auf die Form

+ 4o
F(x) = % qu-flf'(f) -{cos(g &) cos(gz) + sin(g &) sin(gx)}-dé&

bringen, und dies 1aBt sich in F' (x) = f, (%) 4 f5(x) spalten, wenn man setzt :
+ “+ oo

hl@) =5 qu-fF(f)-cos(qS) cos (gx) - d&

+ +
:515 ICOS(QZ)'dq-fF(f)-cos(qS)-df, (21a)
o b
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Wegen der oben erwiahnten Eigenschaften der Sinus- und der Kosinus-
funktion ist f,(x) eine gerade und f,(x) eine ungerade Funktion. Man
kann also, wie das in Abb. 15 veranschaulicht ist, jede Funktion als
Ubereinanderlagerung einer geraden und einer ungeraden Funktion
auffassen.

Abb. 15. Darstellung einer Funktion F(z) aus einer geraden und einer ungeraden Funktion.

Die Fourierschen Integrale sind hier aus den Fourierschen Reihen
heraus abgeleitet worden. Es sei aber bemerkt, dal} es ebenso méglich
ist, die Fourierschen Integrale vollkommen selbstindig abzuleiten.

d) Reihen mit Besselschen Funktionen. Als Losung der Gleichung
(11b), der Besselschen Differentialgleichung nullter Ordnung, hatten
wir die Besselschen Funktionen J, und Y, kennengelernt, von denen
die erste eine gerade, die zweite eine ungerade Funktion ist. Wir wollen
nun die Entwicklung einer im Bereich 0 < » < 1 willkiirlich gegebenen
Funktion nach Besselschen Funktionen besprechen, und zwar wollen
wir nur die Funktion Jy(nx) beriicksichtigen, weil wir uns bei den
spiateren Aufgaben nur mit geraden Funktionen beschiftigen werden.
Die Funktion Y,(mz) lassen wir als eine ungerade Funktion auBer Be-
tracht.

Aus der Oberflichenbedingung 3. Art folgt, daB

[ Ten)] = —hTamn)]r
sein mufl. Eine Formel iiber das Differenzieren Besselscher Funktionen
besagt, dal Jg(x) = --J,;(x) ist, worin J;(z) die Besselsche Funktion
erster Ordnung, erster Art ist. Mit dieser Formel wird die obige Gleichung
gleich

nedy(nR)= +h-Jy(nR).
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Dies ist nach S.29 eine transzendente Gleichung mit den unendlich

vielen Wurzeln . . . n,, ng, . . .
Die Reihenentwicklung hat die Form
’l/v- 0
F(r) =D, + 2’ Dy Jo(n;7). (22)

Zur Bestimmung des Koeff1z1enten Dk multipliziere man beide
Seiten mit 7 +Jy(n;r) ‘dr und integriere von r = 0 bis r = --1:

+1 +1
Ofr-F(r)-Jo(nkr)-dr: : -—}-DiJr-Jo(nir)-Jo(nkr)-dr

+1
+ D fr-T(nyr)-dr+- - .
0

Aus drei Hilfsformeln, die den oben erwéhnten Hilfsformeln analog
sind, ergibt sich, daB alle Glieder rechts verschwinden, mit Ausnahme
desjenigen mit J2(—). Aus der Lehre iiber das Integrieren Besselscher
Funktionen folgt, daf3

+1
f’r- JE(ngr)-dr =% J2(n7)
b

ist. Man erhalt jetzt den Wert D;, zu

+1
fr-F(r)-Jo(nkr)-dr
o0
Dr= 25 tnn (232)
Diese Formel gilt fiir alle Werte von & = 1 an; fiir k£ = 0 gilt
+1
D0=2fr-F(r)-dr. (23D)

Wegen weiterer Einzelheiten fiber die Darstellung willkiirlich gegebener Funk-
tionen durch Reihen und Integrale mit Besselschen Funktionen sei auf die ein-
schlagige mathematische Literatur verwiesen. Z. B. ,,Die Theorie der Besselschen
Funktionen* von Paul Schafheitlin. Teubners Sammlung: Mathematisch-
physikalische Schriften fiir Ingenieure und Studierende.

Nachdem in den vorstehenden beiden Abschnitten die notigen physi-
kalischen und mathematischen Grundbegriffe und analytischen Methoden
erortert worden sind, kénnen in den nachfolgenden Abschnitten die
einzelnen Aufgaben aus dem Gebiet der Differentialgleichung (4a)

o 1
FT =a- [7219 + E w
besprochen werden.

Wir werden uns hierbei ausnahmslos auf solche vereinfachte Fille
beschrinken, in denen entweder die Ergiebigkeit der Wiarmequellen oder
die zeitliche Anderung der Temperatur oder auch beide zugleich gleich
Null sind. Es liegt der Gedanke nahe, mit diesem letzten, einfachsten

Fall zu beginnen und dann zu den beiden anderen Fillen liberzugehen.
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Bei genauerer Uberlegung habe ich es jedoch als zweckmiBig befunden,
mit der Besprechung der zeitlich verdnderlichen Temperaturfelder
ohne Wirmequellen, also mit dem Gebiet der Differentialgleichung

09
e — .72
57 =@ o

zu beginnen.

C. Die zeitlich veriinderlichen Temperaturfelder ohne
Wiirmequellen.

1. Die Temperaturunterschiede streben dem Ausgleich zu.
Die Differentialgleichung %—% =a. V29,

Wir werden uns auch da nochmals eine Beschrinkung auferlegen,
indem wir in den nachstehenden fiinf Aufgaben nur solche Fille be-
sprechen, bei denen das Temperaturfeld nur von einer Koordinate ab-
hingt. In Aufgabe 1, 2 und 3 ist die Temperatur nur in einem endlichen
Bereich dieser Koordinate zu bestimmen. In Aufgabe 4 und 5 erstreckt
sich das Temperaturfeld ins Unendliche.

Aufgabe 1. Die Platte.

,»,Eine unendlich groBe planparallele Platte von der Dicke 2X gebe
durch ihre beiden Oberflichen ihre Wirme an die Umgebung ab. Die
Wirmeiibergangszahl habe beiderseits den gleichen Wert o und die
Umgebungstemperatur @ sei auf beiden Seiten gleich Null. Zur Zeit
t = 0 besitze die Platte iiberall die einheitliche Temperatur ¢ = &,.
Ferner seien die Stoffwerte 4, ¢ und y, also auch @ bekannt. — Es gind
die Gestalt des Temperaturfeldes und der Betrag des Wéarmeverlustes
in ihrer Abhéingigkeit von der Zeit zu bestimmen.*

a) Der mathematische Ansatz. Die Aufgabe unterscheidet sich von
der einfiihrenden Aufgabe nur dadurch, daf§ die Anfangstemperatur nicht
mit x sich dndert, sondern konstant ist. Wir erhalten deshalb den mathe-
matischen Ansatz

. . . a4 9%
Differentialgleichung: F Tk e
Raumliche Grenzbedingung: fiir # =+ X muB sein: 99 _ —hd,

dx
. . . .. . 0¥
Réumliche Grenzbedingung: fiir = — X muB sein: e +hd.
Zeitliche Grenzbedingung: fiir ¢=0  muB sein: ¢ = ¥,.

b) Berechnung des Temperaturfeldes. Als partikuldre Integrale der
Ditferentialgleichung kennen wir bereits:

# = Ce™%sin (mz) und & = De "™ cos(nx).
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Da die Temperaturverteilung am Anfang symmetrisch zur Y-Z-Ebene
gewesen ist, wird sie es auch wihrend der ganzen Dauer des Temperatur-
ausgleiches bleiben, weil Umgebungstemperatur und Wirmeiibergangs-
zahl auf beiden Seiten gleich sind. Die Temperaturfunktion kann deshalb
nur eine gerade Funktion sein, und wir kdnnen das erste partikulére
Integral schon jetzt ausschalten. Um das verbleibende Integral der Ober-
flichenbedingung anzupassen, miissen die Werte n der Gleichung

(n X)sin (n X) = (h X)cos (n X)

entsprechend gewahlt werden. Die Wurzeln 6, = (n, X) dieser Gleichung
sind bekannt und in Zahlentafel 2 S. 18 zusammengestellt.
Aus den so entstehenden, unendlich vielen Teillésungen baut sich die

allgemeine Losung auf zu:
k=c0
P = Z’Dke“"k 2t cos (g ).

Die Werte D, sind darin so zu bestimmen, daf3 sie der Anfangs-
bedingung OO
@, = 3Dy cos(n,x)

1

geniigen.
Sie ergeben sich also aus der Gleichung (15b)
+X
D _f ﬁccos(nkfv)-dw—-ﬁ 2 sin (n, X
= 1% " 7¢sin (m X) cos (ny X) -+ (np X

f cos?® (npz) - do
—-X

Mit der abgekiirzten Schreibweise d,, fiir (n; X) erhalten wir die Tem-
peraturfunktion in Form der Gleichung'

sin d; _s.2 %t x
& =19 Zzak ansars € ¥ X cos (6kf). (242)
Die Werte J;, in dieser Gleichung sind die Wurzeln der mehrfach er-
wihnten, transzendenten Gleichung, deren einziger Parameter (A .X) ist;
sie sind also selbst Funktionen dieses Parameters. Damit kénnen wir

Gleichung (24a) in der Form schreiben:
9 =0, 0(hX, 5, &) (24D)

Wenn auch das Problem, physikalisch betrachtet, von sehr vielen
einzelnen GroéBen abhingt, so lassen sich diese doch so in Gruppen zu-
sammenfassen, daBl zum Schlusse eine Funktion mit nur 3 Veréinder-
lichen bleibt.

Wir erwihnen noch den Sonderfall, da3 2 als unendlich gro3 gelten
kann, daf} also die beiden Oberflichen auf der Temperatur Null gehalten
werden. Dann gehen (nach S. 30) die §-Werte in die Nullstellen der cos-
Funktion iber, also in die Werte

imn, 3w, 3m,. .. (k—Pm.
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Der Sinus dieser Werte ist immer gleich -4 1 bezw. — 1; und die
Gleichung (24) nimmt die Form an:

t\2 i 3 2 gt
—(Z)y et —(Z =) 2. 3 1
ﬂ o ﬂc_i {e (2 X2 COS(‘%‘%) “'313.‘6 (2 X2 COS(ETL.%>+E€:I:}
at x
=2, (g %)

¢) Zeichnerische Darstellung des Temperaturfeldes. Wir wollen hierzu
einen speziellen Fall zugrunde legen, und zwar eine Betonmauer von 80 cm
Starke. Die Ubertemperatur ¢, der Mauer iiber die Umgebungstem-
peratur zur Zeit ¢ = 0 wollen wir gleich 1° nehmen. Hat sie einen anderen
Wert, so brauchen wir den MafBstab auf der Temperaturachse nur ent-
sprechend zu dehnen.

Die Warmeiibergangszahl « sei gleich 10,8 angenommen.

1. Vorbereitende Rechnung. Aus Tabellen ist zu entnehmen:

A= 06 1 gral)

y = 2000 [-%]

keal
daraus berechnet sich
i m?
a= = 0,0011 [T]'

Ferner wird

108
0.6

2. Die Werte §;, aus der Oberflichenbedingung. Die Wur-
zeln §, = (1, X) der transzendenten Gleichung sind in Zahlentafel 2
als Zwischenwerte fiir (hX) = 7,2 zu entnehmen. Die ersten fiinf Wur-
zeln sind hier zusammengestellt:

h =

180[2] und AX =180-0.40 =7,2.

J

k=1 k=2 k=3 k=4 k=5
im Bogenmaf 6, . . . . 1,38 4,18 7,08 10,03 13,08
im GradmaB &, . . . . . 79067 | 2399307 | 45°27 | 2149547 | 20013/
Fur spiter notwendig: !
sin & = 0,9820 :-—0,8616 | 0,7127 |-—0,5722| 0,4882
cos 0y, = 0,1891 ‘ —0,5075| 077015 | —0,8202| 0,8744

3.Die ausgezeichneten Lésungen f,(x)= cos (n,x)= cos (6k%) .

Um diese Losungen zeichnen zu kénnen, wollen wir die Lage der
ersten, zweiten usw. Nullstelle und ebenso die Lage der Maxima und
Minima feststellen. Ist x, die Lage der ersten Nullstelle, so liegen bei
3y, dwy, Txy usw. die weiteren Nullstellen; bei 2z,, 6x,, 10z, die
Minima und bei 0, 4x,, 8, die Maxima.
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Die erste Nullstelle findet sich aus der Bedingung
&, T
cos <6ky"> =0=cos 5
oder
_m X _ 157040 0,628
=TT e T e

Die Rechnung ergibt die Werte der nachstehenden Tabelle fiir z,,
22, ... [in Metern].

k=1 k=2 k=3 k=4 k=15

1. Nullstelle =, . . . .| 0455 0,151 0,089 0,063 0,048
Minimum 2z,. . . . . 0,301 0,178 0,126 0,096

2. Nullstelle 3z, . . . . 0,452 0,266 0,188 0,144
Maximumd4z, . . . . 0,355 0,250 | 0,192

3. Nullstelle 5z, . . . . 0,444 0,313 | 0,240
Mipimum 6z, . . . . 0,376 0,288
4. Nullstelle 72, . . . . 0,438 0,336
Maximum 8z, . . . . 0,384

5. Nullstelle 92, . . . . | 0432

4. Die Bestimmung der Koeffizienten D,. Die Gleichung
D.— 2 sin (n; X)
BT (ny, X) + sin (n; X) cos (7, X)
liefert mit Hilfe der Werte aus der vorletzten Tabelle
Dy =+4+1,250; Dy,=-—0,373; Dy;=-0,188;
D, =-—0,109; D,=-40,072.

at
5. Berechnung von ¢ X Hier wollen wir zwei Fille heraus-
greifen, erstens zur Zeit ¢ = 0 und zweitens zur Zeit ¢ = 5 [h].
Zu 1.: Der Wert ¢ = 0 macht den Exponenten zu Null und damit
die Exponentialfunktion zu Eins. Die unter 4. errechneten Werte D,

stellen die maximalen Ausschlige der Funktionen cos (6k -;%) = fi(x),

also der ausgezeichneten Lgsungen dar.

at __ 0,0011-5

Zu?2.: Der Wertt =5 gibt X o400 = 0,0344 ; damit erhalt man

E=1 k=2 k=3 k=4 k=25
t
5,2 %2' ......... 0,0655 0,601 1,725 3,465 5,885
Equr}entia]iunktion e 0,94 0,55 0,18 0,03 0,00
Dye "0 . .0 oL + 1,175 |— 0,203 | 4~ 0,033 | — 0,003 0

6. Zeichnerische Darstellung des Temperaturfeldes.l. An-
fangstemperaturverteilung fiir ¢ = 0 liefert uns die Berechnung:
¥ = 9,{1,250 cos (3,45 #) — 0,373 cos (10,4 x) -+ 0,188 cos (17,7 z)
— 0,109 cos (25,1 x) + 0,072 cos (32,72%) — - - - - - “
=L —II+III—IV+V -« .-,



46 Die Warmeleitung in festen Korpern.

In dieser letzten Form sind unter I, 11, . .. die einzelnen Teillssungen
zu verstehen. Dieselben sind in Abb. 16 sowohl einzeln als in ihrer alge-
braischen Summe dargestellt.

Man ersieht daraus, daB die 1. Teilldsung sehr verschieden ist von
der Anfangstemperaturverteilung #, = const = 1, dafl man sich aber
dieser Verteilung um so mehr nédhert, je mehr Teillssungen man iiber-
einander lagert. Man sieht aber zugleich, daf fiunf Teilldsungen noch

Abb. 17. Darstellung einer spiteren Tem-
peraturverteilung durch eine
Fouriersche Reihe.

nicht geniigen, um die Anfangsverteilung richtig zeichnerisch darzu-
stellen. Bei spéteren Temperaturverteilungen liegen die Verhiltnisse
wesentlich giinstiger. Wir gehen deshalb iiber zu
2. Temperaturverteilung fir ¢ = 5.
Die Rechnung liefert:
¥ = 9,{1,175 cos (3,45 ) — 0,203 cos (10,4 x) + 0,033 cos (17,7 x)
— 0,003 cos (25,1 x) 4 0},
= O I' — II' + I1IT' — IV'}.
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Schon die Rechnung 1Bt erkennen, daBl 3 bis 4 Glieder der Reihe
gentigen, um die Temperatur genau zu bestimmen. In Abb. 17 sind
wieder die einzelnen Teillosungen sowie ihre Summe gezeichnet. Man
ersieht aus dieser Zeichnung, daB sich nach 5 Stunden erst die dulersten
Schichten der Mauer betrichtlich abgekiihlt haben, wihrend die inneren
Schichten noch fast véllig ihre Anfangstemperatur besitzen.

7. Vereinfachte, zeichnerische Darstellung. Bei technischen
Aufgaben ist es im allgemeinen nicht notwendig, den ganzen Aufbau der
Temperaturkurve aus ihren Teillosungen zu kennen. Es geniigt meist,
wenn die Temperatur ¢,, in der Mittelebene der Platte und die Tem-
peraturen 9, an den beiden Oberflichen bekannt sind.

Zur Ermittlung der Temperatur in der Mittelebene setzen wir in den
Gleichungen (24) fir z den Wert 0 und erhalten dann

k=
sin d;, T at
g k+smékcoséke =, (kX,X2>- (25a)

Um die Oberflichentemperaturen zu ermitteln, setzen wir * = X
und erhalten

2at
_ak

sin Oy X
Hy = 1, gzék—}—smékcosék * osd, = D <kX, Xz). (25b)

Die beiden Funktionen @, und @, hiingen, im Gegensatz zu der Funk-
tion @ in Gleichung (24b), nur mehr von zwei unabhingigen Veridnder-
lichen ab und lassen sich darum in jeweils einer Tabelle oder einem
Kurvenblatt darstellen (vgl. Abb. 18 und Abb. 19 auf S.48).

Der Bereich der Abb. 19 ist neuerdings von G. Péschl?, Mﬁnchen,

erweitert worden, und zwar fir kleine Werte der KenngroBe wo-

Xz’
durch auch Materialien mit kleiner Wirmeleitzahl, also insbesondere
Wiarmeschutzstoffe, der obigen Berechnung zuginglich werden.

Mit den Werten ¢, und ¥, 1aBt sich die Temperaturverteilung quer
durch die Platte mit geniigender Genauigkeit zeichnen, weil auch noch
drei Tangenten der Temperaturkurve gegeben sind. Die Tangente in der
Mittelebene muBl aus Symmetriegrinden waagerecht liegen, und die
beiden Tangenten an den Stellen + X und — X missen durch die
beiden Richtpunkte gehen.

Bemerkung: Die einseitig sich abkiihlende Platte.

Die oben erwihnte Tatsache, dafl die Tangente in der Mittelebene
immer waagerecht liegen muB, weist darauf hin, daB unsere bisherige
Ableitung zugleich eine andere Aufgabe iiber die Abkiihlung einer Platte
16st. Wenn eine Platte nur durch eine Oberfliche sich frei abkiihlen kann,
an'der anderen Seite sehr gut isoliert ist (A = 0), so ruckt der Richtpunkt
auf dieser Seite ins Unendliche, d. h. die Temperaturkurve hat hier

1 Z. f. angew. Math. Mech. Bd. 12 Heft 5 8. 280. VDI-Verlag, Berlin.
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wihrend des ganzen Abkiihlungsvorganges eine waagerechte Tangente.
Alle Gleichungen und Schaubilder gelten also auch fiir diesen Fall, wenn
man die ganze Plattendicke mit X bezeichnet und nicht, wie bei der
Hauptaufgabe, die halbe Plattendicke.

Abb. 18. Temperatur in der Mittelebene der Platte bet d¢ =10 ¥p="30¢ Pn (h X, ;—i).

Abb. 19. Temperatur der Plattenoberfliche bei $¢=10 Hg=1=3¢ Do (h X, %) .

Abb. 20. Wirmeverlust der Platte bei de¢ =12 Q= Qc- Y’(h X, %)

d) Berechnung des Wirmeverlustes Q. Die drei Arten der Be-
rechnung.

1. Art der Berechnung: Dem Oberflichenstiick dy-dz stromt aus
dem Inneren des Kérpers in der Zeit d¢ die Wiarmemenge

—l(%—i)zzix-dy-dz-dt
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zu. Um die gesamte, abgegebene Warme @ zu berechnen, mufl man
obigen Ausdruck fiir die beiden Oberflichen und iiber den Zeitraum von
0 bis ¢ integrieren.

2. Art der Berechnung: Das Oberflachenstiick dy-dz gibt in der
Zeit dt an die Umgebung die Wéarmemenge

ad, _ ¢ dy-dz-di

ab. Dieser Ausdruck ist ebenfalls tiber beide Oberflichen und den ganzen
Zeitraum zu integrieren.

3. Art der Berechnung: Das Raumelement dz-dy-dz der Platte
hat innerhalb des Zeitraumes von 0 bis ¢ sich um den Betrag &, — 9,
abgekiihlt. Es hat hierbei die Warmemenge "

cy (P, —B,)-dx-dy-dz

verloren. Dieser Ausdruck ist fiir den Zeitpunkt ¢ auszuwerten und dann
itber den ganzen Raum zu integrieren.

Ableitung der Gleichung. Wir wéhlen die dritte Art der Be-
rechnung. Aus der Gleichung (24a) des Temperaturfeldes folgt sofort,
daB

9, — 9, =S’ D1 - 6"%) cos (3 )
1

ist. Damit ergibt sich fiir den Warmeverlust ¢ eines Plattenstiickes von
der GréBe Y -Z die Gleichung

d 208

+X
0=orvz | 30,17 F ) con(5,2) - da.
—x 1t

Die Reihe darf gliedweise integriert werden, d. h. es darf die Stellung
von Integral- und Summenzeichen vertauscht werden. Es ergibt sich:

- ( _gaat ) +X }
onyYZZDk 1—e Xz f cos(ék—f)-dx.
1 -x
Die Ausfithrung der Integration und das Einsetzen des Wertes von
D, liefert das Endergebnis:

k=0

. sin? g, "-5192%2—
Q_oy.zxyzﬁck;zékg+6ksm6kcosék(1—e ) (26a)

Der erste Teil dieses Ausdruckes — némlich ¢y-2X YZ, — stellt
den urspriinglichen Wiarmeinhalt des Korpers, gemessen iiber Um-
gebungstemperatur, dar; wir wollen ihn mit ¢, bezeichnen. Der Rest des
Ausdruckes — die unendliche Summe — ist ein reiner Zahlenwert und
stets kleiner als Eins. Er gibt an, welcher Bruchteil des urspriinglichen
Wirmeinhaltes die Platte bereits verlassen hat und ist lediglich eine

. . . t . .
Funktion der GréBe d; bzw. (hX) einerseits und %2 andererseits. Wir

Grober-Erk, Wiarmeiibertragung, 2. Aufl. . 4
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konnen deshalb der Gleichung (26a) die Form geben:

Q=Q. P(hX, %) (26b)
(vgl. Abb. 20).

Aufgabe 2. Der Zylinder.

Ein unendlich langer Kreiszylinder vom Radius R gebe durch seine
Oberfliche seine Wiarme an die Umgebung ab. Die Wiarmeiibergangszahl
besitze den Wert o und die Umgebungstemperatur @ sei gleich Null. Zur
Zeit t = 0 besitze der Zylinder iiberall die einheitliche Temperatur
@ = ,. Ferner seien die Stoffwerte 1, ¢ und », also auch @ bekannt. —
Es sind die Gestalt des Temperaturfeldes und der Betrag des Wirme-
verlustes in ihrer Abhingigkeit von der Zeit zu bestimmen.‘

a) Der mathematische Ansatz. Als geeignetes Koordinatensystem
ergibt sich von selbst das Zylinderkoordinatensystem. Der Vorgang
spielt sich unabhéngig von ¢ und z ab, ist also nur von der einen Koordi-
nate r abhingig. Es ergibt sich der mathematische Ansatz:

NLIFNYTS
_“\arz r or

Differentialgleichung: %

Oberflichenbedingung: (g) =—hd,_p
=R

Anfangsbedingung: By =1, fir 0<r<R.

b) Berechnung des Temperaturfeldes. Da es sich um einen Vorgang
handelt, bei dem Temperaturunterschiede ihrem Ausgleich zustreben,
setzen wir (vgl. S. 25)

@ =De "% y(r).

Durch Einsetzen in die Differentialgleichung ergibt sich fir ¢(r)
die Gleichung
y(r 1 dy(n)
it ) =0,

Es ist dies die schon frither erwidhnte Besselsche Differentialgleichung
(11b), deren Losungen bekannt sind als die beiden Besselschen Funk-
tionen von der nullten Ordnung. Die Funktion J,(nx) ist eine gerade,
die Funktion Yy (mx) eine ungerade Funktion. Aus denselben Griinden
wie bei der vorhergehenden Aufgabe ist auch hier die ungerade Funktion
unbrauchbar und es verbleibt so als einziges partikuldres Integral

9 =De ™. Jy(nr).
Die Oberflichenbedingung liefert fiir n die Gleichung

[ Taten)| = —BlTo(n ]

=
und dies gibt nach S. 40 die transzendente Gleichung
(nR)-Jiy(nB) = +(hR) - Jy(n R),
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welche unendlich viele Wurzeln u, = (n;R) besitzt. Zahlentafel 3 gibt

die ersten vier Wurzeln dieser Gleichung fiir verschiedene Werte des
Parameters wieder.

Zahlentafel 3: Wurzeln der Gleichung: p-J, (u) = + k B-Jy ().

kR # Ko M By Hs
o0 2,405 5,520 8,654 11,792 14,931
50 2,35 5,41 8,48 11,56 —
20 2,29 5,26 8,25 11,27 —
10 2,17 5,03 7,96 10,94 —
4 1,906 4,60 7,562 10,54 —
1,0 1,253 4,08 7,16 10,27 —
0,5 0,940 3,96 7,09 10,22 —
0,1 0,443 3,86 7,03 10,19 —
0,05 0,315 3,85 7,02 10,18. —
0,00 0,000 3,832 7,016 10,174 13,324

Aus unendlich vielen Teillssungen a8t sich die allgemeine Ldésung
zusammensetzen

9 =1§]Dke_"k2 “t . Ty

Hierin sind die Koeffizienten D, mit Hilfe von Formel (23a) zu be-

stimmen :
R

D, fr-JO(nkr)-dr
D, =22

A1)

1 J,(neR)
(nk R) Jo?(nxB) + Jy2(n R)

=3,

Mit Einfithrung der Bezeichnung p, fur (n,R) ergibt sich die Glei-
chung des Temperaturverlaufes zu:

k=co

4
L hm) R id
pe Z2u EGETE™E To(mg). @79)
=9, (D(hR,Rz,gA). (27b)

Die Funktion des Temperaturfeldes entspricht also vollkommen in
Form und Bauart der Gleichung (24a und b) bei der Platte.

Im Sonderfall, daB « und damit R unendlich groB ist, wird J,(u;)
stets gleich Null, und es entsteht statt (27) die Gleichung:

9= 2 1 —."kz% r at r
0, L L TR ) — 0, 0 (5 ).

4*
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Zur Ermittlung der Temperatur in der Zylinderachse ist in der Glei-
chung (27a) fir » der Wert 0 zu setzen. Damit erhalten wir

= Jﬂ.uk) —u 21‘5
? g T T () + ) © kR (28a)
=9, @m@R,%—:—), 25b)

Abb. 23. Wirmeverlust des Zylinders bei $¢=10; Q=Q¢ ¥ (h R, ﬁz‘)
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Die Oberflichentemperaturen ergeben sich, indem man 7 = R setzt

— 1 Nlm) %
190 - ﬁck=1 2 M Jo (@) + J () ¢ Jo ('uk) (293)
— 9, @, (LR, %ﬁ) (29b)

¢) Berechnung des Wiirmeverlustes Q. Der Wirmeverlust, den ein
Raumteil dv des Zylinders erleidet, wenn er von ¥, auf 9, abgekiihlt
wurde, ist gleich
ey (G, — 0y dv.

Hierin ist dv = r-do-dr-dz und
8, — B, = I D1 — & ") Jongr) .

Durch Integration iiber ein Stiick des Zylinders von der Lange Z
ergibt sich:
r=R

e=2 42
Q=cy J f J ZD,C(l — e‘"kzat)r-Jo(nkr)-dr-d(p-dz
Y z=0 1
r=p ?=0
© r=R
=2mceyZ > Di(l— e‘”zf“‘)-f Jo(nyr)- dr
1 r=0

i B2
—2meyZ D Di(l— e‘”k“‘)—,% Iy ()
1

k=oco
— 1 . Jo% (1) T 28
=RaZoyd, g 4 T +J12(uk)(1 ) (302)
=Qc-lP(hR,%2—t>. (30b)

Oberflichentemperatur, Temperatur in der Zylinderachse und Warme-
verlust lassen sich wieder, wie bei der Plattenaufgabe, in jeweils einer
Tabelle oder einem Kurvenblatt darstellen (vgl. Abb. 21 bis 23). Be-
ziiglich einer Erweiterung der Abb. 22 vgl. die FuBnote auf 8. 47.

Aufgabe 3. Die Kugel.

,,Eine Kugel vom Radius R gebe durch ihre Oberflache ihre Warme
an die Umgebung ab. Die Wirmeiibergangszahl habe den Wert o und
die Umgebungstemperatur & sei gleich Null. Zur Zeit t = 0 besitze die
Kugel uberall die einheitliche Temperatur 9,, ferner seien die Stoff-
werte 1, ¢ und , also auch ¢ bekannt. — Es sind die Gestalt des Tem-
peraturfeldes und der Betrag des Warmeverlustes in ihrer Abhéngigkeit
von der Zeit zu bestimmen.*
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a) Der mathematische Ansatz. Da die Temperatur nur von » allein
abhingt, ergibt das Kugelkoordinatensystem den Ansatz:
a8  _ q*0 | 2 89
9t —a (8r2 a W) ’

Oberflichenbedingung : <g> R —hd,_p,
=

Differentialgleichung:

Anfangsbedingung: By =90, firx 0<r<R.
b) Die Berechnung des Temperaturfeldes. Der Versuch,
@ = D ety (r)

zu setzen, fiihrt auf die schon bekannte Gleichung (11c) fiir y(r). Die
Losungen dieser Gleichung sind bekannt zu

cos (m r) und sin (n7)
(m7) (n7)

p(r)=C

Von diesen Losungen ist die erste eine ungerade Funktion, also fiir
das vorliegende Problem nicht brauchbar. Es bleibt deshalb nur

9 — Detat sin (n7)
(nr)

Die Werte n bestimmen sich aus der Oberflichenbedingung
[di sin (nL)'Q - _ [sin(nr)} ’
r (n7) Jr=R () lr=mr
(nR)cos(nR) = (1 — hR)sin(nR),
(1 — Ak R) = (rR)cotg (nR).

Die ersten vier Wurzeln v, dieser transzendenten Gleichung sind
in der nebenstehenden Zahlen-
tafel 4 zusammengestellt.

In der. allgemeinen Lésung

Zahlentafel4: Wurzeln der Gleichung:
veosy = (1 —AR)siny.

hR vy vy vy vy sind nun noch die Koeffizienten D,
512 | 628 | 942 |12.57 zu bestimmen ; dies geschieht mit
oo s s s > 1 1
50 308 | 612 | 9.24 |12.31 Hilfe der Anfangsbedingung
20 2,98 5,98 8,98 | 12,00 Feco
10 2,84 5,72 8,66 | 11,65 = .
4 2,45 | 523 | 820 |11,25 Do =19, :ZDksm (nkr)_
1,0 1,57 | 4,71 | 7,85 | 10,99 = (. 7)
0,5 1,17 4,60 7,79 110,95
0,1 0,54 4,52 7,74 | 10,91 . . "
0,05 0,39 | 4,51 | 7,72 110,01 Mit Hlllfe der etwas a‘bgee‘m-
0,00 0,00 | 4,49 | 7,72 10,90 derten Gleichung (15a) ergibt sich
Rﬁ i d
b .g . (n7)sin (nr) 77’ g o S B) — (m, B) cos (ng B)
L B T 7¢ “(ng B) — sin (n;, R) cos (n; R)"

[sin?(nr)-dr
0
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Mit Einfithrung der Bezeichnung v, fiir (n, R) entsteht die Gleichung
des TemperaturfeldeS'

. r
sin { v, —)
9 — 9, 2 2smv,~ — Vi COSV Y % ( R

(31a)
— sin v, cos v, vki
"R

=9, (Zi(hR,Rz, %) (31b)

Fiir den Sonderfall AR = oo ist sin v, = 0, also

P =38, 2cosve g " =9, P
()

Zur Ermittlung der Temperatur im Kugelmittelpunkt ist in der
Gleichung (31a) fiir » der Wert 0 zu setzen. Damit erhalten wir

R’ R

_ s
k=00 _ 2‘” SlIl('V;cR> (at 7')

sin v, — ¥ COS ¥ —1'1:29—2
227 — 8in v, cos vy, € 71 (32a)
t
—9,-D, (hR, %—2) (32b)

Die Oberflétchentemperaturen ergeben sich, indem man r = R setzt,
also:

2 at .
sinv, — v,co8v, —% % sinw,
o =9, 22 e — sin v, cosvke R V5 (332)
at
=0, By (hE, ) (33D)

¢) Die Berechnung des Wirmeverlustes Q. In dem Ausdruck
cy (@, —D,)-dv ist dv=rising-de-dy-dr

und

B, — B, = 3Dy (1 — g7t Sler)
1

(ne )

Die Integration iiber die ganze Kugel liefert:

p=2x
Y= R h=oo
2
Q=cy J‘ J. _TDk(l—e " at)sm(n"r) rsing-de-dy-dr
r=0 k=1 (nk )
P=0 =0
k=co \
=4nc}’2Dk<1—6~nk at) n(nkr) 2. dr
Py (nkT)
N
k=co 3
4 1 (sinw, — vpcosvy)? e 22
“‘3’R3”070c261;3'm;(1_—6 > (34a)

~ Q. P(hR. %) . (34D)
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Die drei Funktionen (32b), (33b) und (34b) sind in den nachfolgenden
Abb. 24 bis 26 dargestellt. Beziiglich einer Erweiterung der Abb. 25
vgl. die Fullnote auf S. 47.

Gebrauchsanweisung fiir die Schaubilder. Da der Rech-
nungsgang bei allen Aufgaben der gleiche ist, soll der Gebrauch der
Schaubilder nur an einem Beispiel — der Abkiihlung einer Kugel — ge-
zeigt werden.
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Zahlenbeispiel. ,,Eine Stahlkugel von 20 cm Durchmesser, die
in ihrer ganzen Masse auf 280° C erwirmt ist, wird rasch in ein Olbad
von 30° C getaucht. — Welches ist die Oberflichentemperatur und die
Temperatur des Mittelpunktes sowie die im ganzen abgegebene Wirme
nach 36 sek, 3 min und 12 min, wenn fiir die Warmeiibergangszahl von
der Kugel an das Olbad der Wert

o = 500 [keal -m=2-h—. Grad—1]

angenommen wird 2
1. Vorbereitende Rechnung. Der Halbmesser der Kugel ist in
Metern anzugeben: also

R =0,10[m].

Die Zeit ist in Stunden einzusetzen:
t = zees = 0,01 [h],

2. = 0,05 [h],

2 = 0,20 [h].

Aus physikalischen Tabellen entnimmt man fiir Stahl:
A== 50[kcal-m-h'.Grad1],
y = 7700 [kg - m—3],
¢ = 0,13 [keal - kg1 . Grad],

daraus errechnet sich:

Iy =
t3

]

6

A 50

=y T 0137700

= 0,05 [m?-h-1].

2. Berechnung der KenngréBen aus diesen Werten:
500

hBR="2R="0.010=10,
(%f,.)lz _g:g_f-o,m = 0,05,
(%;)2: g”gﬁ .0,05 = 0,25,
(%)3: io’fg%o,zo — 1,00.

Ferner berechnet man den Wert
Qo = 5+ 7g5 7+ 0,13-7700 - (280 — 30) = 1047 [Kkeal].

3. Endergebnis. Aus den Schaubildern liest man bei den Kenn-
groBen die Verhiltnisse ¥,/d,, ?,/9, und @/Q, ab und berechnet dann
noch die Temperaturen in Celsiusgraden nach der Gleichung:

Terap. [°C] = 30° + 2500 -
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Man gelangt auf diese Weise zu den Werten der folgenden Ubersicht:

t; = 36 sek t, = 3min t3 = 12 min
DB = 0,75 0,44 0,07
GnfBe = 1,00 0,69 0,11
Q. = 0,12 0,47 0,92
Temperatur der Oberfliche 217,5°C 140° C 47,5°C
Temperatur im Mittelpunkt 280°C 202,5° C 57,50C
Abgegebene Wirme 126 keal 492 kecal 963 keal

4. Der Temperaturverlauf lings des Radius. Bei den meisten
Abkiithlungsaufgaben der Technik geniigt die Kenntnis der Temperatur
an der Oberfliche und in
der Mitte. Will man in be-
sonderen Fillen die ganze
Temperaturverteilung ken-
nen, so wahlt man am
besten das folgende, zeich-
nerische Verfahren, welches
wieder an dem Beispiel der
Kugel erlautert werden soll,
welches aber in gleicher
Weise bei Zylinder und
Platte gilt.

Man tragt (vgl. Abb.27)
iiber den beiden Endpunk-
ten des Radius der Kugel
die Werte 9y/d, und 9,/9,
auf; dann miissen die Tem-
peraturkurven durch die
Endpunkte dieser Ordina-
ten gehen. Fiir den Mittel-
punkt miissen die Tem-
peraturkurven aus Sym-

Abb. 27. Zeichnerisches Verfahren zur Bestimmung der metrlegrunden éme waag-
Temperaturen lings eines Halbmessers der Kugel. rechte Tangente haben, und
an der Oberfliche mul} die
Tangente eine solche Neigung haben, daf sie auf der Abszissenachse
die Subtangente s = 1/h = /o abschneidet (vgl. S.12), also durch den
Richtpunkt geht.
Bei unserem Zahlenbeispiel ist

s = 2 =0,1[m],

also zufilligerweise gleich dem Radius. Von der Temperaturkurve sind
somit zwei Tangenten bekannt, und damit kann sie mit geniigender
Genauigkeit gezeichnet werden.
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Dieses zeichnerische Verfahren versagt, wenn die Wirmeiibergangs-
zahl unendlich gro8 wird, weil dann die Subtangente unendlich klein
und die Richtung der Tangente unbestimmt wird.

In diesem Falle kénnen bei der Abkiithlung einer Kugel die Zahlen-
werte der nachstehenden Tabelle entnommen werden.

Die Zahlentafel 5 ist einer amerikanischen Arbeit von Williamson
und L. H. Adams entnommen. Entsprechende Tabellen fiir Zylinder
und Platte sind mir nicht bekannt.

Zahlentafel 5.
Temperaturen im Innern der Kugel bei P¢ = 1°Cund a = oo.

at T
"9r="90'@r(ﬁg—,§>-
at r/R
B 0 | oo | Ms | M | e | s | %a | he | 1

0,000 1,00 | 1,00 | 1,00 | 1,00 | Loo | 1,00 | 100 | 1,00 |1,00
0,004 1,00 | 1,00 | 1,00 | 1,00 | 1,00 | 1,00 | 0,99 | 0,39 10,00
0,016 1,00 | 1,00 | 1,00 | 1,00 | 099 | 091 | 0,79 | 0,18 10,00
0,036 090 | 099 | 098 | 096 | 0,8 | 068 | 0,58 | 0,10 10,00
0,064 0,91 | 091 {086 | 081 | 068 | 0,47 | 0,35 | 0,06 0,00
0,100 071 | 0,70 | 0,65 | 0,60 | 0,47 | 032 | 023 i 0,04 | 0,00
0,196 0,20 0,29 | 0,26 | 024 | 0,18 | 0,12 | 0,09 | 0,02 0,00
0,256 0,16 | 0,16 | 0,14 | 013 | 0,00 | 0,07 ; 0,06 ! 0,01 |0,00
0,400 0,04 | 0,04 | 0,03 | 003 | 002 | 0,02 | 0,01 | 0,00 0,00

oo 0,00 | 0,00 | 0,00 | 0,00 | 0,00 | 0,00 | 0,00 | 000 |0,00

Vergleich zwischen Kugel, Zylinder und Platte. Die Ab-
kithlungsgeschwindigkeit eines Korpers ist um so groBer, je kleiner sein
Volumen und damit sein Warmeinhalt ist, und sie ist um so grofier, je
groBer seine Oberfliche ist. Da aber bei gleicher linearer Abmessung
R, R oder X das Verhiltnis ,,Volumen zu Oberfliche® bei der Kugel

Abb. 28. Abkithlungsgeschwindigkeit fiir den Mittelpunkt oder die Achse verschiedener Korper.

am kleinsten und bei der Platte am groBten ist, so ist umgekehrt die
Abkithlungsgeschwindigkeit bei der Kugel am gréBten, bei der Platte
am kleinsten. Dies findet man bestitigt, wenn man in den zusammen-
gehorigen Abb. 18 bis 26 die Verhiltnisse 9o/, und &,/(d, bei gleichen
Werten der KenngréBen vergleicht.
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In den stark ausgezogenen Linien der Abb. 28 ist, fur den Sonder-
fall « = oo, der Verlauf der Temperatur fiir Kugel, Zylinder und Platte
aufgezeichnet. Dieses Schaubild konnte durch Werte aus der oben er-
wahnten Arbeit von Williamson und Adams in wertvoller Weise
erginzt werden, indem dort der Verlauf von ¢, auch noch fiir den
quadratischen Balken von unendlicher Lange, fiir den Wiirfel und fir
den Zylinder mit einer Lénge gleich dem Durchmesser berechnet ist.

Die genauen Zahlenwerte der Williamsonschen Arbeit sind in der
nachstehenden Zahlentafel 6 wiedergegeben.

Zahlentafel 6. Temperaturen im Mittelpunkt oder der Achse verschie-
dener Koérper bei #¢ = 1°C und a = oo.

0m=00q5,,,<“’).

X2
drat. . .

at (%I:H{eaﬁ - Zylinder | Zylinder

G Platte Lénge Wiirfe Lange Lange Kugel
0,032 1,00 1,00 1,00 1,00 1,00 1,00
0,080 0,98 0,95 0.93 0,92 0,89 0,83
0,100 0,95 0,90 0,86 0,85 0,81 0,71
0,160 0,85 0,72 0,61 0,63 0,53 0,41
0,240 0,70 0,49 0,35 0,40 0,28 0,19
0,320 0,58 0,33 0,19 0,25 0,15 0,09
0,800 0,18 0,03 0,01 0,02 0,00 0,00
1,600 0,02 0,00 0,00 0,00 — —
3,200 0,00 — — —_ — —

Aufgabe 4, Der allseitig unendlich ausgedehnte Kdrper.

»In einem allseitig unendlich ausgedehnten Korper ist ein Koordi-
natensystem =, y, 2z festgelegt. Zur Zeit ¢ = 0 mdge im Korper eine
solche Temperaturverteilung herrschen, dal die Temperatur nur mit
# sich dndert, und zwar nach dem Gesetz &,y = F (z) (Abb. 29). Die

Abb. 29. Allseitig unendlich ausgedehnter Kérper. Temperaturverteilung nur von einer Koordinate
abhéngig.

Flachen gleicher Temperatur sind also lauter Ebenen parallel zur
y-2-Ebene. Die Stoffwerte 4, ¢ und y gelten als bekannt. — Es ist zu
untersuchen, wie sich diese Anfangstemperaturverteilung mit der Zeit
andert.*
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a) Der mathematische Ansatz. Da sich der Kérper allseitig ins Un-
endliche erstreckt, so fillt die Oberflichenbedingung weg und es ver-
bleibt

2
Differentialgleichung : Z—? =a g;g )
Anfangsbedingung: By = F(x).

b) Losung mit Verwendung der Fourierschen Integrale. Wir gehen
aus von den partikuldren Integralen:

F=Ce ®sin(gz) und ¥ =De Ccos(gx).

Da die Oberflichenbedingung fehlt, kénnen die Werte ¢ die Zahlen-
reihe stetig durchlaufen und zwei aufeinanderfolgende Werte von ¢
unterscheiden sich nur um das Differential dq. Ferner kénnen wir statt
der willkiirlichen Koeffizienten ¢' und D die Werte aus zwei willkir-
lichen Funktionen f, und f, von ¢ setzen, also

O =hfig) und D= f(qg).

So konnen wir aus Teillosungen die allgemeine Losung aufbauen;
die unendliche Summe wird hierbei wegen der Stetigkeit der ¢-Werte
zum Integral

+co
9 :Of =0t {f, (q) sin (g &) + fa(q) cos (qx)} dg -

Zur Bestimmung der noch willkiirlichen Funktionen f; und f, dient
die Anfangsbedingung. Aus der letzten Gleichung erhalten wir fiir
t = 0 die Bedingung:

F(z) =0f {f1(g) sin (g ) + f4(g) cos(g )} dg.

Die Formel (20) iiber Fouriersche Integrale kénnen wir auf die
Form bringen:

g=0 &=+
F(x) = % f dg f F(&) {cos(q &) cos(gx) + sin(g &) sin(qx)}d&.
=0 §{=-—w

Damit beide Gleichungen fiir F' (z) iibereinstimmen, mul} sein:

+co
hi) =+ [ Fesing-ae,

+co
i@ =+ [ F@yeosig)-as.

Die Gleichung des Temperaturfeldes heilt damit:

© + oo
9 = ':;fe_qz”'dq-f“f) cos (q(¢ — @) dé. (35)
0 — 00
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Wird fir irgendeine Funktion F diese zweimalige Integration durch-
gefithrt, so kommen im Endergebnis die Gréfien ¢ und & nicht mehr vor.
Dies ist vielmehr nur noch eine Funktion von @, £ und z.

Hier ist noch zu bemerken, dafl die Gleichung (35) nur dann anwend-
bar ist, wenn die Funktion F (z) den Bedingungen von 8. 39 fiir die
Anwendbarkeit der Fourierschen Integrale entspricht, also insbesondere,
wenn sie mit unendlich wachsendem =z sich so rasch der Null nihert,

+
daB [ F(z)-dx endlich bleibt.

Dadurch verliert die Gleichung (35) erheblich an praktischer Be-
deutung. Es gibt aber noch eine zweite vielseitigere Methode.

¢) Losung mit Verwendung des Gaufischen Fehlergesetzes. Wenn
die vorgegebene Funktion F (x) diese Bedingung nicht erfillt, wenn
sie also im Unendlichen endlich bleibt, oder sich doch nicht so rasch
der Null ndhert, dall das Integral endlich bleibt, so fiithrt der angegebene
Weg nicht zum Ziel. Wir erinnern uns dann daran, dafl unsere Diffe-
rentialgleichung auch noch andere partikulidre Integrale besitzt (vgl.

S. 25), z. B.
(E—m)?
T Taat .

Das Gaullsche Fehlergesetz. Das Gesetz, das dieser Funktion
zugrunde liegt, erkennen wir am besten durch einen Vergleich mit den
Gesetzen der Wahrscheinlichkeitsrechnung, insbesondere der Fehler-
rechnung. Bei einer Messungsreihe gruppiert sich die Mehrzahl der MeB-
ergebnisse dicht um einen Mittelwert, den wahrscheinlichen Wert. Je
grofer die Abweichungen von diesem Mittelwert sind, um so seltener
treten solche MeBergebnisse auf. Trigt man in einem Schaubild das
Mal A der einzelnen Abweichungen vom Mittelwert als Abszisse, die
zugehorige Haufigkeit y als Ordinate auf, so erhalt man die in der
Abb. 30a stark ausgezogene Linie, der das Gesetz zugrunde liegt:

=-—=ge @4
Y V= g .

Darin ist g ein reiner Zahlenwert, der bei der stark ansgezogenen Kurve
= 1 gewdhlt wurde, und dessen Bedeutung sich aus folgender Berech-
nung ergibt: Wahlt man fir den Parameter ¢ einen gréBeren Wert
(z. B. 2), rechnet damit die Gleichung erneut durch und tragt dieses
Ergebnis ebenfalls auf, so verliuft jetzt die Kurve steiler und schmaler
(Abb. 30a). Die Streuung der MeBwerte ist also geringer geworden,
d. h. die Genauigkeit der Messungen hat zugenommen und man nennt
deshalb g den Genauigkeitsfaktor.

Die Wahrscheinlichkeit, daB ein Fehler in dem Bereiche A bis
A 4+ dA vorkommt, ist

aW = L gerar.q4.
¥=
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Der Wert dieses Ausdruckes ist in der Abb. 30a durch den schraffierten
schmalen Flichenstreifen gekennzeichnet. Die Wahrscheinlichkeit W,
daB ein einzelner Fehler in dem Bereich von 4 = — 00 bis 4 = 4 co

liegt, errechnet sich zu
40
W=-1—;fe‘(g")2-d(gd).
7T

Nach den Regeln der Integralrechnung ist

-+ co

f e ?dz = Yx.

- 0

Der Wert W ist also gleich Eins, ein Ergebnis, das sich aus dem Begriff

Abb. 30a. Fehlergesetz.,

der Wahrscheinlichkeit fiir einen unendlich groBen Fehlerbereich auch
ohne Rechnung ergeben hitte.

Aus den vorstehenden Uberlegungen sind fiir uns folgende zwei Er-
gebnisse wichtig. Mit steigendem Parameter g verliuft die Kurve stei-
ler, mit fallendem Parameter flacher, und die Fliche unter der Kurve
ist immer konstant, also unabhéngig von dem Wert g.

Wenn der Scheitel der Kurve nicht auf der y-Achse liegt, sondern
bei 4 = 4,, wenn also eine Koordinatenverschiebung eingetreten ist,
nach der Gleichung A" = A4 — 4, so heilit das GauBsche Fehlergesetz

y = g e orid—a0’.
V=
Das partikulire Integral der Warmeleitungsgleichung.
Wir betrachten nun unser partikulires Integral

_G-a)°
e 4at .

C 1

ﬁzﬁ'ym

Dabei fallt die Ahnlichkeit mit dem GauBschen Fehlergesetz sofort auf.
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Es tritt & an Stelle von A,
x 33 2 bl AO und

g.

1
Vm 93 I 2]

Die Bedeutung des Faktors C wird sich spéiter ergeben.

Wenn wir in unserem allseitig unendlich ausgedehnten Korper zu
einer Zeit, die wir #, nennen wollen, eine solche Temperaturverteilung
vorfinden, daf sie der Gleichung

-2’

4 1 datr

IRERTTTE

entspricht (in Abb.30b die ausgezogene Kurve), so konnen wir aus ihr
eine beliebig spitere Temperaturverteilung ableiten, indem wir fiir die
Zeit einen groBeren Wert einsetzen, z. B. den Wert {, (in der Abbildung

die strichpunktierte Linie). Umgekehrt koénnen wir nun fragen: Aus
welcher friiheren Temperaturverteilung mul3 die vorgegebene Tempe-
raturverteilung entstanden sein? Wir wissen, daB die Kurve fiir ab-

.. 1 . . .
nehmendes { — also fiir zunehmendes rvri immer steiler wird,
a

bis sie schlieBlich sich in einen unendlich schmalen Streifen von der
Breite dx zusammenzieht (in der Abbildung die gestrichelte Linie). Die
Ordinate wird dann an dieser Stelle unendlich groB, weil die Fliche
unter der Kurve endlich bleiben muf.

Wir wollen noch die Warmemenge berechnen, die in einem unend-
lich langen Prisma, das wir uns parallel zur x-Achse aus dem Korper
herausgeschnitten denken, enthalten ist. Der Querschnitt des Prismas
sei dy-dz.

Aus der Gleichung

dQ=cyd-dy-dz-d(& — x)
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ergibt sich durch Integration
g—o)°

ad cd(E—x)=0cyC-dy-dz.

+ 0
C 1
== -dy-d —
Q=cy-dy szn 1’4ate

Die GréBe € ist die Fliche zwischen der Temperaturkurve und der
Abszissenachse, sie ist von der Dimension [Grad-m] und stellt in
einem MaBstab, der von dem Werte ¢y abhéngt, den Wéarmeinhalt
eines Prismas vom Querschnitt ,,Eins* dar. Da in Richtung der y- und
der z-Achse kein Temperaturgefille vorhanden ist, so muf} diese Wérme-
menge von ¢ unabhingig sein, also mufl ¢ auch vom physikalischen
Standpunkt aus konstant sein.

Die Lésung der Aufgabe. Wir erinnern uns jetzt daran, dafl
der erste Weg (unter b) dann nicht zum Ziele fithrt, wenn sich die An-
fangsverteilung nicht durch ein Fouriersches Integral darstellen 1a8t.
Wir kénnen uns aber diese Anfangsverteilung durch Aneinanderreihung
von Einzelverteilungen gebildet den-
ken, von denen jede dem Gesetze

=)
¢ = lim 1
t>0 7 Vdat
gehorcht (vgl. Abb. 31). Da die Tem-
peratur in jeder so gebildeten un-
endlich diinnen Schicht d& endlich
ist, also ihr Wirmeinhalt unendlich
klein sein muf, ist auch die Kon-
stante ¢ nur unendlich klein, ndmlich
0 — ’CEQ_, _ ﬁt=0 dE=T (E) .dE. Abb. 31. Methode der Quellpunkte.

Fiir den Grenzfall ¢ = 0 lagern sich diese Einzeltemperaturvertei-
lungen aneinander, wihrend sie sich fur spitere Zeiten auch tiberein-
ander lagern. Wir erhalten so fir das Temperaturfeld zur Zeit ¢ die
Gleichung:

9 1 1 ]SOF “(E;:t)z d
== Vi (&) e -dé&. (86a)

Diese Losung ist allgemeiner als Gleichung (35), weil in ihr F ()
eine ganz willkiirlich gegebene Funktion sein darf.

Das vorstehend geschilderte Verfahren wird in der mathematischen
Physik meist als die Methode der Quellpunkte bezeichnet.

Aufgabe 5. Der einseitig unendlich ausgedehnte Korper.

Wir denken uns von dem allseitig unendlich ausgedehnten Korper,
der der letzten Aufgabe zugrunde gelegt war, jene Halfte, die auf der
negativen z-Seite liegt, weggenommen. Es verbleibt dann ein Korper,
dessen Oberfliche die Y-Z-Ebene ist, und der sich auf der einen Seite
dieser Ebene ins Unendliche erstreckt. Wir wollen diesen Kérper den

Grober-Erk, Wirmeiibertragung, 2. Aufl. 5
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einseitig unendlich ausgedehnten Korper nennen. Die Aufgabe 5 lautet
dann: ,,Ein einseitig unendlich ausgedehnter Korper besitze zur Zeit
t = 0 uberall die einheitliche Temperatur &, Fir alle Zeiten ¢ > 0
werde seine Oberfldche konstant auf der Temperatur Null gehalten. —
Es ist fiir beliebige Zeiten die Temperaturverteilung und der Wirme-
verlust zu berechnen.*

a) Berechnung des Temperaturfeldes. Wir verwenden den Kunst-
griff, daB wir uns die Funktion F (x) fiir negative x erginzen, und zwar
als eine ungerade Funktion, so daBl F (— x) = — F (z) (vgl. Abb. 32).

Dann bleibt die Temperaturverteilung aus Symmetriegriinden auch
fiir spétere Zeiten eine ungerade Funktion, und der Funktionswert
bleibt fiir # = 0 immer gleich Null. Damit bleibt die Oberflichen-
bedingung stets erfullt.

Wir wollen nun die Gleichung (36a) fiir unsere erganzte Temperatur-

Abb. 32. Einseitig unendlich ausgedehnter Kog})ler Temperaturverteilung nur von einer Koordinate
abhéngig.

verteilung anschreiben und dabei das Integral durch die Grenze & = 0
in zwei Teile spalten:

1 1 f = W G
9= — Je at dé—}—fF(é)e sat -ds}. (36b)
]’n f4at l 5

Beachten wir nun, da F (&) fiir positive Werte von & immer gleich
-+ &, und fiir negative Werte von & immer gleich — 4, ist, so erhalten wir

+ o 5 +0 N
_-)® N
=9, L. L —{fe dat . gf — fe dat -dé}.
c]/n V4at .
+0 —

Hier filhren wir eine neue Integrationsvariable ein, indem wir
setzen:

== =y;  Et=nVdattx; dE=Ydat-dy.
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Es sind dann auch die Integrationsgrenzen zu andern

statt £ = 1+ o0 ergibt sich # = 400,
R} E = —00 ’ ’3 77 = — o0
- X
und 23 E = :}:0 3 5 N = _’m

Damit wird die Gleichung fir :

{f e dn—j e‘"z-(ln}.

==

V4at
Da ¢ eine zu # = 0 symmetrische Funktion, also eine gerade

Funktion ist, so ist nach Abb. 33 folgende zweimalige Umformung ge-

stattet :
_ +z 7= +z
) 77 Viat 5 Viat
0=0077_1—J =P, o dy.  (37a)
n= —% 7=0
Viat

Das letztgeschriebene Integral stellt die in Abb. 32 schraffierte
Fliache dar und ist lediglich eine Funktion seiner oberen Grenze.

Der Ausdruck
2
(2) = ~g:je—’72-d77 — G(2)
|
0

ist eine in der angewandten Mathematik sehr haufig vorkommende
Grofle und wird das Gauflsche Fehlerintegral genannt. Es sei mit G (2)

bezeichnet.
Wir bekommen fiir das Temperaturfeld die Gleichung

9 =9, G(MM) (37h)

5*
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In Anlehnung an die Gleichungen des Temperaturfeldes bei Platte,
Zylinder und Kugel kénnen wir auch schreiben:

§ = ﬁc-qﬁ(";—ﬁ). (37¢)

Die Werte dieser Funktion sind in Zahlentafel 7 zusammengestellt.

Wir wollen jetzt die Frage
stellen, mit welcher Schnelligkeit
sich eine gegebene Temperatur
nach dem Inneren des Kdorpers

Zahlentafel 7.

Temperaturverlauf im einseitig
unendlich ausgedehnten Xorper.

at @ at @ fortpflanzt. Wir bilden dieinverse
z? x? Funktion zu Gleichung (37c¢),
0.0 1.00 2.0 0,38 schreiben also -

0,1 0,97 3,0 0,32 at )

0,2 0,89 40 | 028 7 = Funkt. (E)‘

0,3 0,80 50 | 0,25

0,4 0,74 6,0 . 023 Daraus gewinnen wir die Zeit ¢,
0.5 0,68 7,0 0,21 die eine bestimmte Temperatur
0,6 0,63 8,0 0,19 . .

0.7 0,60 90 | 018 braucht, um bis zur Tiefe z vor-
0,8 0,58 10,0 | 0,17 zudringen, zu

0,9 . 0,65 20,0 0,12 N 8

1,0 | 053 100,0 | 0,06 _ %, v

(14) | 050 | oo | 000 b= g Funkt. <19,) .

Ist zum Beispiel 4 die Halfte von ¢,, so ist nach Zahlentafel 7 der
Wert der Funktion gleich 1,14.

Hierzu ein kurzes Zahlenbeispiel:

Wann ist in einem einseitig unendlich ausgedehnten Korper bei
Kupfer, Eisen, Sandstein und Kork die Temperatur % 9, bis zur Tiefe
von 1em, 1dm und 1 m vorgedrungen ?

t
Es ist @ <%Z> = 0,5, darum %2 = 1,14. Da z im Quadrat vorkommt,

so braucht man die Zeiten, die man fiir 1 cm ausgerechnet hat, nur mit
100 und 10000 zu multiplizieren, um die Werte fiir 1 dm und 1 m zu
erhalten.

Kupfer | Eisen Sandstein Kork
a=| o038 | o00s @ 00012 | o001l
Fiir 1 cm ist t = 9’000114: 114 i 1,14 ‘ 114 . 1,14
a 3800 580 12 11
Fiir 1om  t= 1,08 Sek. | 7,18ek. | 57Min. | 6.2 Min.
Fir 1dm ¢ = 1Min.48Sek.| 12 Min. * 9% Std. = 10% Std.
Firlm t= 38td. | 208Std. | 40Tage 43 Tage

b) Die Berechnung des Wirmeverlustes. Von den auf S. 48 und 49
gekennzeichneten Wegen beniitzen wir diesmal den ersten Weg.
o9

4Q = ——l-(ly-(lz-(%>x=0-dt.
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Da die Temperaturverteilung von ¥ und z unabhingig ist, ergibt
sich fir eine Fliche Y -Z der Betrag
o

aQ
Q. _ivz9, (
d x 1T 2 -2
T G pu—— = el Sl dat .
376( (1/4at>> V4ai ]/ne
Fir z = 0 wird die Exponentialfunktion zu Eins und es ergibt sich
@ _ —]/“”ﬁ YZ. (38)

= =—AYZ9?,
dr V dat Yn
Man ersi_eht daraus, daBl der Wiarmeverlust durch die Oberflache sich
wie 1: 7 indert, daB er also im ersten Augenblick unendlich groB ist.
Die Warmemenge, die in dem endlichen Zeitraum von ¢ = 0 bis

t = i, austritt, ergibt sich durch Integration.
Mit

/\

to
1 —
fyl di 1t
0
wird
Q=_%Vzcyﬁoﬁcyz. (39a)
7T

Die ausgetretene Wirme wichst also wie ]/to. Die GréBe JAcy
ist ein reiner Stoffwert, den wir mit b bezeichnen wollen. Man kénnte
diesen Wert die Wirmeeinstromfahigkeit oder, wie sich bei Aufgabe
6 und 7 zeigen wird, auch die Warmespeicherfahigkeit nennen. Ich will
jedoch von der Einfithrung eines Namens absehen und nur von dem
»b-Werte* sprechen.

Q=—113b71,9,YZ. (39D)

Zusatz. Die Aufgabe 5 konnen wir vom Standpunkt der Rand-
bedingungen aus als eine Randwertaufgabe erster Art oder als eine
solche von der dritten Art mit dem Wert & = oo auffassen. Fiur eine
endliche relative Warmeiibergangszahl ,,h°“ 1a8t sich die Aufgabe eben-
falls durchfiihren. — Wir wollen hier aber nur das Ergebnis aus der
mathematischen Literatur iibernehmen?:

R e N T

oder

§ =9, @(th)

Uber eine Verallgemeinerung anderer Art siche spater S.111.

1 Z.B. aus Frank und v. Mises: Differentialgleichungen der Physik Bd. 2
S. 236. Braunschweig: Vieweg & Sohn 1927.
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2. Temperatur periodisch verinderlich.

Ein groBer Teil der Arbeitsvorginge im Maschinenbau besteht in
einer stindigen Wiederholung desselben stets gleichbleibenden Arbeits-
spieles, wodurch alle beteiligten ZustandsgréBen, darunter auch die
Temperatur, periodischen Schwankungen unterworfen sind. Aber auch
bei anderen Vorgéngen treten haufig durch stetig wiederkehrende Ein-
griffe — z. B. geregelte Betriebspausen — periodische Zustandsinde-
rungen ein. Ein besonders wichtiges Beispiel sind die Umschaltevorginge

Abb, 34e. Linie 1,0 coa(!en ti) + 0,5 cos (—-—+-—

27 ¢ n)
to 2 8/

0,
bei den Regeneratoren der groBen technischen Feuerungen (Hochéfen,
Siemens-Martin-Ofen, Glasschmelzéfen, Gaserzeugungsfen).

Der zeitliche Verlauf der Temperatur wihrend einer Periode kann
dabei ein durchaus verschiedenartiger sein, z. B. sprungweise verénder-
lich, stetig steigend und fallend, usw. (vgl. Abb. 34a bis d).

Das Verfahren der sogenannten harmonischen Analyse gestattet es,
jede irgendwie gestaltete periodische Kurve mit beliebiger Annaherung
als Ubereinanderlagerung mehrerer verschiedenartiger Kosinuslinien
darzustellen.
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So ist z. B. die in Abb. 34e stark gezeichnete Kurve F (x) durch
Summierung der beiden Kosinuslinien
14 2n ¢ 7T
fi(®) = 1,0 cos (2 nt—()) und fy(x) = 0,5cos (-to~—2~ -+ ?)
entstanden.

In diesem Abschnitt wollen wir eine Reihe von Vorgéangen besprechen,
denen folgendes gemeinsam sein soll.

Erstens, es soll die Temperatur der Oberfliche oder die Temperatur
der Umgebung rein periodischen, zeitlichen Schwankungen unterworfen
sein. Als Gesetz dieser Schwankungen sei im allgemeinen das Gesetz
der harmonischen Schwingung vorausgesetzt.

Zweitens soll stets angenommen sein, daf der Vorgang schon so
lange dauert, daB die urspriingliche Temperaturverteilung ihren Ein-
flufl verloren hat, daf also das Temperaturfeld nur mehr unter dieser
Einwirkung von auflen steht.

In erster Linie wird hierbei immer nach der Gestalt des Temperatur-
feldes gefragt sein, in zweiter Linie nach dem Wéirmeflu durch die
Oberfliche.

Allgemeines.

Fiir Zeit- und Temperaturangaben kommen in diesem Abschnitt
folgende Bezeichnungen zur Anwendung:

t die Zeit, von einem beliebigen Nullpunkt an gezéhlt,

t,  Dauer einer ganzen Periode,

¢  Temperatur an irgend einer Stelle,

Yy Maximaler Ausschlag der Temperatur an dieser Stelle,
¥y Temperatur an der Oberfliche,

9y Maximaler Ausschlag der Temperatur an der Obertliche.

Die gesuchte Temperaturfunktion mu vor allem der Differential-

gleichung
%‘? =q- 3¢

gentligen.

Einer Anfangsbedingung unterliegt sie nicht, da nach Annahme
die Anfangstemperaturverteilung schon ausgeglichen sein soll.

Dagegen ist sie an eine Oberflichenbedingung gebunden. Diese
lautet

entweder
Py = Fgp cOS (2 ti t) {(40a)
(1]
oder

O (2%1&). (40b)

Beide Bedingungen sind durchaus gleichwertig, denn wir brauchen nur
den Nullpunkt der Zeitachse um 7/2 zu verschieben, also eine Phasen-
verschiebung von 7/2 eintreten zu lassen, um die beiden Funktionen
ineinander tberzufiihren. Wir werden deshalb im weiteren nur die
cos-Funktion beriicksichtigen.
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Zwecks Aufsuchen partikuldrer Integrale setzen wir
b= g)-(& 1, 0).

Die physikalischen Erwégungen, die wir auf S. 25 anstellten, hatten
uns bei Vorgingen, die dem Temperaturausgleich stetig zustreben, zur
Annahme ¢ (t) = e~?! gefiihrt.

Bei der nunmehr vorliegenden Annahme einer periodischen Ober-
flichentemperatur ist sicher zu erwarten, daB auch in den tieferliegenden
Schichten sich die Temperatur mit der Zeit periodisch &ndert. Die
Exponentialfunktion ist deshalb in obiger Form nicht brauchbar. Er-
innern wir uns aber, daBl nach den Lehren fiir das Rechnen mit kom-
plexen GriéBen die Gleichung gilt

et = cos (pt) -+ isin (pi),

so erscheint es immerhin gerechtfertigt, mit dieser Funktion den Ver-
such zu machen.

Wir setzen wieder in Anlehnung an fritheres (vgl. 8.15) p = ¢%a
und erhalten

79 = e+’iqzat_w(§’ 7], C),

a9
ot

und dies fithrt mit
— +iq2“e+iqzat‘w

und mit

172,19 = ot igZat | 1721/J
zur Bedingungsgleichung fiir y, welche lautet
Vi —ig®>-p=0.

Dies ist die schon bekannte Pockelssche Differentialgleichung (10),
nur mit der Besonderheit eines negativen und rein imagindren Para-
meters.

Aus der Lehre von den komplexen GréBen iibernehmen wir die

Formel e
V—i=401—197%

mit ihrer Verwendung konnen wir die Pockelssche Differentialgleichung
schreiben

Py —[£ 1 —i)Vigf-p =0, (41)

so daB jetzt an Stelle der reellen GréBe ¢ der fritheren Betrachtungen
die komplexe Grofe

+A—-9)V5q
tritt.

Nach diesen einleitenden Ausfithrungen, die fiir eine ganze Gruppe
von Aufgaben gelten, kann jetzt zur Besprechung einzelner Aufgaben
iibergegangen werden; hierbei sollen nur solche Fille erértert werden,
bei denen die Temperatur nur von einer Koordinate abhéingt.
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Aufgabe 6. Der einseitig unendlich ausgedehnte Kérper.

,,Bel einem einseitig, unendlich ausgedehnten Korper werde durch
irgendwelche Einwirkung von aullen die Oberflichentemperatur zu
periodischen Schwankungen um den Wert Null gezwungen. Das Gesetz
dieser Schwankungen sei das der harmonischen Schwingung. — Es sind
die Gestalt des Temperaturfeldes und die GroBe des Warmeflusses durch
die Oberfliche in ihrer Abhingigkeit von der Zeit zu bestimmen.*

a) Die Gestalt des Temperaturfeldes. Der Ansatz:

& =& Ty (@)

ist ein partikuldres Integral der Warmeleitungsgleichung, falls v (x)
eine Losung der Gleichung:

2~ [a—a)/3alr-o

ist.
Die Gleichung

w(x) = C GELa-0VEdle

ist eine solche Losung. Mit ihrer Verwendung ergibt sich fiir ¢ der
Ausdruck
9 — (it EA-DVigr _ oy Ve —il@atzView)

Dieser Ausdruck geht mit Hilfe der Formel

e~ i? = cosp —ising
itber in:

P = Ceiv;qw{cos (¢*at--Viga) — isin(gat 4 Yiga)}.

Diese komplexe, Losung 148t sich in einen reellen und einen rein
imagindren Teil spalten, so daf ¢ = &, + i 9, ist.

Dabei wollen wir noch folgendes beachten: Nach den Eigenschaften
der Exponentialfunktion wiirde das +-Zeichen im Exponenten besagen,
dafl die Temperaturschwankungen mit zunehmender Tiefe unter der
Oberfliche immer mehr zunehmen miiiten, eine Annahme, die mit
der Erfahrung sichtlich in Widerspruch steht. Wir diirfen deshalb aus
physikalischen Griinden jedesmal das obere Zeichen ausschalten. Es
bleiben dann die beiden Losungen:

9, = Cye” "3 cos (g2at — Viqa)
und B
—Viga T
Oy = Cye "2 %sin (g2at — Vigz).

Zur Bestimmung der willkiirlichen Konstanten C' und ¢ beniitzen
wir die Oberflichenbedingung, indem wir in beiden Gleichungen x = 0
setzen. Wir erhalten

¥g == Cycos (g2 at)
bzw.
P9 = Cysin (at)

und vergleichen dies mit den Oberflichenbedingungen [Gleichung
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(40a)] von 8. 71. Daraus ist zu folgern, daB
1. €, = oy und C,=0

und
2 2:i.2
. q a

S a

zu setzen sind.
Die Gleichung des Temperaturfeldes heiflt dann:

O = Gy e xvﬁdcos (m l/ 27 t). (42)
aily ty

Bei Besprechung dieses Ergebnisses kénnen wir zweierlei Stand-
punkte einnehmen. Einmal konnen wir einen bestimmten Zeitpunkt
festhalten und die Gestalt des Temperaturfeldes in diesem Augenblick
untersuchen, also ein Momentbild der Temperaturkurve aufnehmen.
Das andere Mal konnen wir eine unendlich diinne Schicht in der Tiefe x
ins Auge fassen und die Verinderungen, welche die Temperatur in
dieser Schicht erleidet, zeitlich verfolgen.

Wir beginnen mit der ersten Betrachtungsweise, und zwar zuerst
mit der einfachen Funktion

f1 (&) = Bgyr cos (m Vazto) .

Diese Gleichung stellt eine Kosinuslinie oder eine Wellenlinie dar.
Der grofite Ausschlag (die maximale Amplitude) ist gleich #,. Die
Lange einer ganzen Welle ergibt sich aus

xl/%an

zu: Wellenlinge A = 2 Yz at,.
Die Wellenberge stehen bei z; = 0; z, = 2 ]/n @ty g =4 1/7; @ty

usw.
fa (@ )—ﬁOMcos( ]/———2 )

Die Funktion
stellt eine gleiche Wellenlinie dar, nur ist die ganze Linie entsprechend
dem Betrag 2z ¢:¢, in Richtung der positiven x-Achse verschoben. Bei
stetig wachsendem ¢ wandert also die ganze Wellenlinie in dieser Rich-
tung, sie bildet einen Wellenstrahl. Da nach der Wellenlehre

Fortpflanzungsgeschwindigkeit = Wellenldnge : Schwingungsdauer

ist, so ist die Geschwindigkeit w, mit der ein Punkt der Welle, z. B. ein
Maximum, wandert, gleich

w — _2_171“_@ ]/”“

In Gleichung (42) tritt nun im Vergleich zur letztuntersuchten
Gleichung noch die Exponentialfunktion hinzu. Sie verdndert weder
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die Phasenverschiebung noch die Fortpflanzungsgeschwindigkeit oder
die Wellenlinge. Aber sie bewirkt ein sehr rasches Abnehmen des grofiten
Ausschlages mit fortschreiten-
dem 2.
Abb. 35 zeigt zwei auf-
einanderfolgende Momentbilder
der Temperaturkurve. Abb. 36
veranschaulicht die Gestalt der
Temperaturwellen fiir mehrere
Schwingungsphasen, die zeitlich
jeweils um den Betrag t,/8 dif-
ferieren.
Wihlen wir nun die zweite Be-
trachtungsweise, indem wir den
Temperaturverlauf in der Tiefe x
beobachten! Wir miissen dann x
als den festgehaltenen Parameter
und ¢ als die Verdnderliche auf-
fassen. Es zeigt sich dann, daB &, sich mit ¢ ebenfalls nach dem Ko-
sinusgesetz andert. Die Dauer einer Schwingung ist gleich #,, also un-
abhingig von der Tiefe . Dagegen tritt mit wachsendem x ein Zuriick-

bleiben in der Phase — ein Nachhinken — ein, das durch den Ausdruck

e/t
tw*"zl/?ra

gegeben ist.
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Auch der gréBte Ausschlag dndert sich mit x, denn es ist

T

_ ;
Gy = Yo e at,

Man kann nun die Frage stellen: In welcher Tiefe  haben die Tempe-
raturschwankungen auf den »-ten Teil ihres Oberflichenwertes ab-
genommen ?

Um dies zu finden, ist die Gleichung

T
1_ Ve

14

= l/ﬁio Iny
T
Wir fihren statt der Strecke } af, die Wellenlinge /1 ein:
z — 2lmat
2Y=f=
Man sieht, daB die Wellenlinge und damit die Eindringtiefe der
Temperaturwellen um so groSer wird, je groBer die Temperaturleit-

fahigkeit ist und je langsamer die Schwankungen verlaufen.
Zahlentafel 8 1aBt die Zahlenwerte der Funktion f (v) erkennen.

nach z aufzuldsen:

lnv=/11;1—;=/1-f(v).

Zahientafel 8.

v Ya Ya 10 Y20 Yso Y100 /1000

f(v) 0,110 | 0,221 0,367 0,477 0,623 0,733 1,100

b) Der Wiirmeflu durch die Oberfliiche. Wir berechnen den Warme-
fluB wieder nach der ersten Art (vgl. S. 48), also aus dem Temperatur-
gefille an der Oberflache.

iQ — —A (%%)xzoli’-dt.

Durch Differenzieren der Gleichung (42) nach « ergibt sich
% = — Oy %e—xv‘f—t"{sin <xl/azt0-~2n %) + cos (a:]/% —ant%)} ,
(58, = = tou) Zyfeos (2 ) — sim (2 )
= — ﬁoMV% V2 cos <27zf;07 + -Z),

Wiirden wir den Ausdruck iiber die Dauer einer ganzen Periode
integrieren, so wiirden wir den Wert Null erhalten. Wir miissen deshalb
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die Frage so stellen: Wie groB ist die Warmemenge, welche die Ober-
fliche wihrend einer halben Periode durchsetzt, also die Wirme, die
der Korper aufzuspeichern und wieder abzugeben vermag ?

Die Integration tiber eine halbe Periode ergibt

Quuigs = FAF by |/ 22 2 [F 2)
=V2 A Ato F S0y (43a)
= V—,; Vaey Vio Fdoy (43b)
= 0,800 7t F - (43¢)

Die aufgespeicherte Warme ist also dem zusammengesetzten Stoff-
werte & und der Wurzel aus der Dauer ¢, einer Periode proportional.

Nachstehende Ubersicht enthélt fiir vier verschiedene Korper und
fur die Zeiten t, gleich 1 Sekunde, 1 Stunde, 1 Tag die Lange einer

Temperaturwelle und den Betrag der Werte 0,80 & 1/20—
Fiir 1, = 1 Sek. ist 11, = 0,0167
=1 Std. ist J, = 1,00
=1 Tag ist Vi, = 4,89

Kupfer i Eisen Sandstein !‘ Kork
= 320 | 45 0,6 | 0,08
¢ = 0,094 0,115 0,22 rd. 0,3
p == 8900 7700 , 2300 240
@ = c% = 0,383 0,051 1 0,00119 . 0,00111
b="Vicy 517 200 | 174 |24
— ] 1 Sek. 0,0367 | 0,0134 i 0,00203 [ 0,00197
A= %rz]”‘“o 1 Std. 2,188 L 0,800 {0,122 ©70,118
l 1Tag | 10,70 | 391 0,598 1 0,577
_ 1 Sek. 6,88 I 2,66 | 0,232 '0,032
08067ty 1) geq. 413 | 160 ! 139 192
[kcal-m—2.Grad] i
1Tag 2020 | 782 . 68,0 - 9.8

1. Verallgemeinerung der Aufgabe. Ks sei nunmehr ange-
nommen, daB nicht fur diez Oberflichentemperatur, sondern fiir die
Umgebungstemperatur das Anderungsgesetz gegeben ist, und zwar soll
gelten

6 =@Mcos(2n%).

Bekannt sei ferner die Wirmeiibergangszahl o und damit auch die
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relative Warmeiibergangszahl b = % . Welches ist dann der Temperatur-

verlauf an der Oberfliche und im Inneren des Korpers ?
Zufolge der Enzyklop. d. math. Wiss. V, 4, S. 186 ist:

7T
T T
1+2 hzato—l_zhzato
X cos 2aztt—— arctg———l*——«—]—x —;t— . (44a)
(1} 2 0
1+Vh;:t0

Wir setzen zur Abkiirzung

1
o = -
7 7
1+2Vh2at0+2h2at0
1

PR
14 V h2at,
TT
und erhalten die Form

Be = Oy 1y e"xV?t—o cos (2 7 —;— — (eo + Vi>> . (44b)

sowie

&, = arctg

atly

In dieser Gleichung sind 7, und &, zwei nur von der einzigen Grofie
(k2 at,) abhingige Werte, die nachstehend zusammengestellt sind.

hat, : Mo £ hat, g Mo £

0 " 0 45° 007 1 1 0,304 320 407
0,001 0,012 449 307 2 0,388 29° 05’
0,002 0,017 | 440 20’ 5 : 0,510 230 507
0,005 | 0,028 t 439 55 10 0,603 190 50/
0,01 0,039 43° 30/ 20 0,689 159 50
0,02 0,054 J‘ 420 50/ 50 0,784 11° 50°
0,05 0,084 41° 40/ 100 ‘ 0,843 80 35’
0,1 0,116 L 400207 200 ‘ 0,883 6° 207
0,2 0,159 i 380407 | 500 ! 0,925 40 20/
0,5 0,232 35° 35" | 1000 0,945 30 00’

Die physikalische Bedeutung der Werte #, und &, ergibt sich, wenn
man die Gleichung (44b) zur Berechnung der Oberflichentemperatur
#, anwendet, wenn man also in ihr 2 == 0 setzt. Man erhilt

t
Do = O3y 1 cOS <2nz — s(,). (45)

Diese Gleichung sagt aus, daB die Oberflichentemperatur ebenso
wie die Umgebungstemperatur eine harmonische Schwingung ausfiihrt
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und daB beide Schwingungen gleiche Dauer der Periode aufweisen.
Aber beide Schwingungen unterscheiden sich doch in zweifacher Hin-
sicht.

Erstens hinkt die Oberflichentemperatur hinter der Umgebungs-
temperatur zeitlich um einen Betrag nach, der durch den Wert &, be-
stimmt ist. Zweitens ist der gréBte Ausschlag der Oberflichentemperatur
7o mal kleiner als der groBte Ausschlag der Umgebungstemperatur.
Es ergibt sich damit fiir den zeitlichen Verlauf beider Temperaturen
das nachstehende Schaubild (Abb. 37).

Durch Gleichung (45) ist die verallgemeinerte Aufgabe auf die ur-
spriingliche Aufgabe zuriickgefiihrt; denn man braucht nur aus ihr
das Gesetz fiir die Oberflichentemperatur zu ermitteln und kann dann
auf dieser Grundlage nach den Gleichungen (40), (42) und (43) das
Temperaturfeld und die gespeicherte Wirmemenge berechnen.

Fiir die wihrend einer halben Periode gespeicherte Wirmemenge
ist noch eine andere Berechnungsart méglich, die auf dem Wirme-
iibergang zwischen Umgebung und Oberfliche beruht. Fiir einen Teil F

Umgebungsiemperatur
Oberfichentemperatir

Abb. 37. Zeitlicher Verlauf der Umgebungstemperatur und der Oberflichentemperatur
(harmonisehe Schwingung).

der Oberfliche und ein Zeitteilchen dt ist die ibergehende Wiarme
dQ = a F(O — N -di.

Darin ist

O = 0Mcos<2n~:;>.

B¢ = O 3y 1y cO8 (275—50—— 80>.

Setzt man dies in die obige Gleichung ein und integriert, wobei als
Grenzen die in Abb. 37 eingetragenen Werte {, und ¢, + 31, =1
gelten, so erhélt man

b

Qretojz = @ Ff@M{cos (2 7 %) — 7)o COS (2 n—t% —_ 80>} -dt
ta

=aF Oy ‘t2° - Funkt (1, &) = ocF@MLZ"— - funkt (h2aiy) .

Das Integral 1aBt sich am besten durch Planimetrieren bestimmen, weil
sein Wert durch die in Abb. 37 schraffierte Fliche dargestellt ist. Uber

die Werte von funkt (h2ai,) vergleiche man die Zusammenstellung
auf S. 8l
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2. Verallgemeinerung der Aufgabe. Die Aufgabe iiber den
unendlich dicken, ebenen Korper 1aBt sich nochmals dadurch ver-
allgemeinern, daB man fiir die zeitliche Anderung der Umgebungs-
temperatur nicht mehr das Gesetz der harmonischen Schwingung vor-
schreibt, sondern ein beliebiges anderes Gesetz gelten 1aBt. (Vgl. die
Abb. 34.)

Um aus einem solchen Verlauf der Umgebungstemperatur die zu-
gehdrige Oberflichentemperatur zu bestimmen, muBl man die unstetige
Linie bzw. die Zickzacklinie nach dem Prinzip der Fourierschen Reihe
in ihre Harmonischen zerlegen, fiir jede Harmonische die zugehorige
Oberflichentemperatur bestimmen und all diese dann wieder addieren.

[
Kot

Abb, 38¢. Zickzacklinie.
Abb. 38a bis ¢. Zeitlicher Verlauf der Umgebungstemperatur und der Oberflichentemperatur
(allgemeiner Fall).

Das Ergebnis dieser ziemlich zeitraubenden Arbeit ist in Abb. 38a
und ¢ wiedergegeben, und zwar fir die drei Falle: h2a ¢, = 100 7,
= m und = 0,01 7. Des Vergleiches halber ist der Fall der harmonischen
Schwingung als Abb. 38b dazwischengesetzt.

Die Warme, welche wihrend einer halben Periode in die Oberfliche
eindringt bzw. von ihr abgegeben wird, wurde durch Planimetrieren
jener Fliche gefunden, welche zwischen der Kurve der Umgebungs-
temperatur und der Kurve der Oberflachentemperatur liegt. Das Er-
gebnis wurde wieder auf die Form gebracht:

Qr—to12 = MF@M% - funkt (h2aty),

wobei filr funkt (k2 at,) die Werte nachstehender Zahlentafel gelten:
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haty = 0 0,01 % ‘ - 1007 | oo
Unstetige Linie . . . . . 0 0,12 0,59 0,89 1,00
Kosinus-Linie . . . . . . 0 0,08 0,40 0,61 0,64
Zickzack-Linie . . . . . 0 0,07 0,32 0,48 0,50

Die bisher besprochenen Gleichungen diirfen nur angewandt werden,
wenn der Kérper entsprechend den Bedingungen als unendlich dick
aufgefalt werden darf. Ist dies nicht der Fall, so gehen noch die Ab-
messungen des Korpers in die Rechnung ein.

Aufgabe 7. Die Platte.

,,Bei einer planparallelen Platte von der Dicke 2 X werde durch
irgendwelche Einwirkung von auflen den beiden Oberflichen eine
periodisch verdnderliche Temperatur aufgezwungen. Das Gesetz dieser
Veranderlichkeit sei fiir beide Seiten
dasselbe, namlich:

190=190Mcos2nftt~.
0

Es sind die Gestalt des Temperatur-

feldes und die GréBe des Wirme-

flusses durch die Oberfliche zu be-

stimmen.*

Stellen wir uns vor, daf} die
Platte sehr dick ist oder die Schwin-
gungen recht rasch erfolgen, so wer-
den die Temperaturschwankungen,
welche sich von den beiden Ober-
flichen her nach dem Inneren fort-
pflanzen, schon véllig abgeflaut sein, noch ehe sie die Plattenmitte er-
reicht haben. Jede der beiden Plattenhilften verhélt sich dann wie
ein unendlich dicker Kérper, und unsere Aufgabe ist auf die vorige
Aufgabe 6 zuriickgefithrt. Diese sehr dicke Platte stellt den einen
Grenzfall vor (vgl. Abb. 39a).

Ist im gegenteiligen Falle die Platte sehr dinn oder erfolgen die
Schwingungen ungemein langsam, so kann das ganze Innere der Platte
die Schwankungen der Oberflichentemperatur in vollem Betrage und
ohne ein zeitliches Nachhinken mitmachen. Die Temperaturen im
ganzen Inneren der Platte sind dann unabhéngig vom Abstande x von
der Plattenmitte und wir erhalten:

By = By = Do 5 G08 (m%)

und fiir die Wiarme @, welche wihrend einer halben Periode — also
zwischen den Temperaturgrenzen —dyy und - ¢, aufgespeichert
wird, den Wert
Qi=teyz =2X Fyc-20gy .
Darin ist F die GréBe der Platte.
Grober-Erk, Warmeiibertragung, 2. Aufl. 6
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Zwischen diesen beiden Grenzfillen der sehr dicken und der sehr
diinnen Platte liegt das zu besprechende Problem. Wir kénnen uns die
Schwingungen, welche dann eintreten, am besten dadurch vergegen-
wartigen, dafl wir uns in Abb. 39a die Plattendicke allméhlich kleiner
werdend denken. Dann wird sehr bald der Zustand eintreten, dali die
Schwingungen, welche von den beiden Seiten ausgehen, sich in der
Mitte storen bzw. durchdringen. Ein Augenblicksbild einer solchen
Temperaturverteilung gibt Abb. 39b wieder.

a) Das Temperaturfeld. Entsprechend den Ausfithrungen von 8. 72

beginnen wir mit dem Ansatz

9 = etiatat, w(x) R

wobei wieder y(x) der Be-
dingung zu geniigen hat

&y TP

Zwei Losungen dieser Glei-

chung sind:
p(x) = Olcos{(l ~ z)V% qx}
und

p(x) = Ozsin{(l —-z)l/%‘qx}

Da nach der ganzen Stel-

lung der Aufgabe das Tem-

peraturfeld symmetrisch zur Ebene x =0 sein mul}, so kann y(z)

nur eine gerade Funktion sein, und die zweite Losung kommt fur
uns npicht in Betracht.

Bevor wir die erste Losung weiter verwerten kénnen, miissen wir einige

Sitze tiber Hyperbelfunktionen besprechen.

Hyperbelsinus und -kosinus. Wenn z = u + i v eine kom-

plexe GrofBe ist, so ist!

cos (u —iv) = Cojv cosu + 1 Ginvsinu.
Fir v = v wird daraus
cos [{1—4)u] = Cofucosu + ¢+ Ginusinu.
Wir bezeichnen €oju cos v mit f, (%)
und Ginw sin v mit f; (u)
und wollen nun diese beiden Funktionen besprechen.

1 Nach Jahnke und Emde: Funktionentafeln mit Formeln und Kurven
S. 11, Zeile 9 v. o. Leipzig: Teubner 1909.
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1. Die Funktion f, (u). Der Hyperbelkosinus ist eine gerade Funk-
tion, die fir das Argument Null den Wert ,,1° besitzt und sich mit
wachsendem positivem und negativem Argument dem Wert -+ co
néhert. Die cos-Funktion ist die bekannte gerade Funktion mit den

3
Nullstellen j:%, :I:—~2E usw. Das Produkt beider Funktionen wird eine

oszillierende Funktion sein, deren Nullstellen mit denjenigen der cos-
Funktion zusammenfallen, deren Ausschlige aber mit wachsendem

Argument sténdig wachsen. Als Produkt zweier gerader Funktionen
ist f, (#) auch eine gerade Funktion (siehe Abb. 40).

2. Die Funktion f, (#). Der Hyperbelsinus ist eine ungerade Funk-
tion, die fiir das Argument Null den Wert ,,0° besitzt und sich mit
wachsendem, positivem Argument dem Wert 4 00, mit wachsendem,
negativem Argument dem Wert —o0 ndhert. Die sin-Funktion ist die
bekannte ungerade Funktion mit den Nullstellen 0, 4- 7, 4 27 usw.
Das Produkt aus beiden mull eine oszillierende Funktion sein, mit den
Nullstellen der sin-Funktion, deren Ausschlige mit wachsendem Ar-
gument standig wachsen. Als Produkt zweier ungerader Funktionen
ist f,(u) eine gerade Funktion (s. Abb. 41).

Die Werte beider Funktionen sind in Zahlentafel 9 bis zum Argu-
ment 8,0 zusammengestellt.

o¥
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Zahlentafel 9. Werte von Cof(«)- cos (v) und Sin(u)-sin(u).

u fe(w) | folw) | u fo(w) | foluw) | u fo(w) fo(u)
0,00 | +0,000 | 4+ 1,00 { 2,75 | + 2,97 | — 7,26] 5,50 | — 86,2 | + 87,2
0,25 |+ 0,063 | +1,00 | 3,00 | + 141 |— 997] 575 | — 794 | 4135
0,50 | +0,250 | +099 } 325 | — 142 |—128 | 6,00 | — 556 '+ 194
0,75 | +056 | +095 | 350 |— 5,82 —155 | 625 | —  7,90| + 259
1,00 | +0,99 {+083 |37 | —122 |—174 | 6,50 | + 72,0 | 4 325
1,25 | +1,52 |+ 0,60 | 400 |—20,6 | —17,9 | 6,75 | + 194 -+ 380
1,50 | +2,12 | +0,166] 425 | —31,5 |—156 | 7,00 | + 362 + 412
1,75 | +2,75 |—0,53 | 4,50 | —44,0 | — 9,49] 7,25 | + 580 + 399
2,00 | +3,30 | —1,57 | 4,75 | —57,7 | 4+ 2,27] 7,50 | 4+ 850 + 309
2,25 | +3,65 |—3,01 | 500 |—71,1 |4+ 21,3 | 7,75 | - 1154 + 115
2,50 | +362 | —4,91 | 525 |—81,7 | 4+49,1 | 8,00 'L 1474 | —220

Aufstellung der allgemeinen L&sung. Fir den Ausdruck
p(x) = cos {(1 — 1) ]/%; gz} koépnen wir jetzt schreiben
v@) =1 (V3q2) + il (Viga).
Ferner ist nach einer schon &fter gebrauchten Formel
et = cog(q2at) + 1 sin(q®at).

Das Produkt e*#€at. 4 () ist also auch eine komplexe Grofe.
Wir erhalten

By + iy = cos(¢?at)-f, (5 qz) — sin(¢?at)-f, (V1 q=)
+ i{cos(at)-f, (VL qx) + sin(g?at)-f, (Y g @)}

oder durch Trennung des reellen vom imaginéren Teil und Multiplizieren
mit je einer willkiirlichen Konstanten:

9 = Ccos(q?at)-f,(JLqa) — Csin(g?at)-f,(YIga).
8, = D cos(q?at)-f, (V3 gu) + Dsin(¢at)-f, (VI q2).

Aus diesen beiden Ldsungen bilden wir durch Addieren die allgemeine
Lésung:
9= cos(@at){C1, (Vi) + D (Y} q2)
—sin(@at){C-f,(V:qa) — D-f. (Y g=)}-
Anpassen an die Oberflichenbedingung. Diese allgemeine
Losung enthélt drei noch willkiirliche Konstanten, ndmlich ¢, C und D.
Zu ihrer Bestimmung dient die Oberflichenbedingung. Wir setzen

z =+ X; da f, und f, gerade Funktionen sind, spielt das —-Zeichen
keine Rolle.

Do = Oour cos(2n~tto~>

={C-f,(JE ¢ X) + D-f,(Y% ¢ X)} cos (¢ a t)
—{C-1,(Y3¢X) — D-f,(YL ¢ X)} sin (g at).
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Diese Gleichung ist fiir jeden Wert von # erfiillt, wenn
1. 27:—:— = q?at ist,
0

2. der Faktor von cos (¢% a t) gleich ¥y ist,
3. der Faktor von sin (¢% @ ) gleich Null ist.

Aus der ersten Bedingung folgt, daB ¢ = + |/ % ist.
0

Damit wird auch

1 p.&
q V; X == %;' =+ M
und zugleich
1 z
q ‘/72— x =t M.
Die Bezeichnung M wird nur der kiirzeren Schreibweise wegen vor-
iibergehend eingefiihrt. Die Bedingungen 2 und 3 lauten jetzt:
Cfc(M) +D-f,(M) = Dou >
Cfs(M) _ch(M) =0.

Daraus:

Doz - [o(M) _ Bou- (M)
o+ e M P e 100

Die Gleichung des Temperaturfeldes. Nachdem jetzt die
Willkiir der drei Konstanten aufgeboben ist, ist auch die Gleichung
des Temperaturfeldes festgelegt. Sie lautet:

C:

o Do
1) + 120

< [{1o(00) 1o ( ) + 000 £, (5-30) 08 (22L)
{101 () — - () sin (22 )] o)

Um diese Gleichung nochmals umformen zu kénnen, leiten wir eine
kleine Hilfsformel ab.

Wir gehen aus von der trigonometrischen Formel:
C cos B cos & — C'sin Bsine = C cos (& -+ )
und setzen in ihr C cos f = 4 und C sin§ = B. Dann wird (7 = A% 4 B? und
tgf = g; setzen wir dies in die erste Gleichung ein, so erhalten wir die Hilis-
formel:
A cosoc—Bsinoc:]/m cos (oc—l— amctg:?).
Diese Hilfsformel wenden wir nun auf Gleichung (46a) an, indem

wir den Faktor von cos an Stelle von 4, den Faktor von sin an Stelle
von B setzen. Die Rechnung ergibt dann

VAZ + B2 = ‘/{f: (M)+ fsz(M)} : {f:("j(x—ﬂ> + 1 (% M>},
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und mit diesem Ausdruck wird Gleichung (46a) zu:

9 = ol

125

)+ %)

X ¢cos 27z

12(M) + £,2()
f( M) - fs<

—I— arc tg

)——fs My, <—M>

f(3) - h( M)+ £u30) - (5 M)

(46b)

Die Gleichungen (46a) und (46b) kann
man in gekiirzter Form schreiben:

& =gy - @(M,tio-,%) . (460)

2
wobei M = il/ﬂ
von % ist. Das Verhdltnis & : 3y, ist
also eine Funktion von nur drei Verdnder-
lichen, namlich
aty t x
Xt 40 X
Zur Besprechung des Ergebnisses eig-
net sich am besten Gleichung (46b). Sie
148t erkennen, daB die Temperaturkurve
ein Wellenstrahl ist, der von 2z = -+ X
gegen x = 0 fortschreitet. Die GrdBe der
Ausschlige nimmt mit wachsender Tiefe
ab nach der Gleichung

[io(2 N
Vop = 29031]/ {C (X;M)_H“ (X M> 47)

2 (M) + fHH)

, also eine Funktion

= 0y - funkt (% M) .

Die Werte dieser Funktion sind aus Abb.42 und Zahlentafel 10

- fc ) +12(% M)
Zahlentafel 10. Werte von = funkt ( ;, ﬂ[) .

M + £2 (M)
z/X = 0 s ! % 38 s | 5/g &/ /s 1
M =00 1,00 1,00 1,00 1,00 | 1,00 | 1,00 | 1,00 | 1,00 | 1,00
0,5 0,98 0,98 0,98 0,98 | 0,98 | 0,98 | 0,98 | 0,99 | 1,00
1,0 | 0,77 0,77 0,77- 10,78 1 0,79 { 0,81 | 0,85 | 0,91 | 1,00
1,5 0,47 0,47 0,47 048 | 0,52 | 0,58 | 0,68 | 0,83 | 1,00
2,0 0,27 0,27 0,28 0,30 | 0,36 | 0,45 | 0,58 | 0,77 | 1,00
4,0 0,04 0,04 0,05 0,08 { 0,13 } 0,22 | 0,37 | 0,64 | 1,00
8,0 0,00 0,00 0,01 0,01 | 0,02 : 0,05 | 0,14 | 0,36 | 1,00
o0 0,00 0,00 0,00 0,00 ! 0,00 | 0,00 , 0,00 | 0,00 —
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zu ersehen. Fir ein gegebenes Problem miissen die Temperaturkurven
jeder Phase des Vorganges (also die Wellenlinien) innerhalb der beiden
zugehdrigen M-Linien verlaufen.
Aus der Form der Gleichung (46b) liBt sich beweisen, daB3 die
Wellenldnge nicht konstant ist, sondern mit abnehmendem z abnimmt.
b) Der Wirmefluf durch die Obertliiche. Die Berechnung stiitzen
wir wieder auf die Gleichung
a9
dQ = —~A<—(ﬂ>x=X-F-dt.

Den Ditferentialquotienten bilden wir aus Gleiching (46a), indem
wir berticksichtigen, daf3

d x M ,,/x
_ﬂf<fM> Nf'f (YM>
Es wird
99 Bout
Oz [ + 17 (H)

< ({101 (5 ) + 1.0 £;(5 31} cos (221
_ {fc(M) i (5 M) — 100 -, (%M)}sin (27 0)].

Dies 148t sich wieder mit der letzten Hilfsformel umformen. Gleich-
zeitig soll X fiir « gesetzt werden.

99" dou M ; ]
(5 )x = 7 iy - VU0 (20D} (72000 + 7200}
fo (M) - f; (M) — f; (M) - fé(M)>

X cos (2“"" ATt F G ) £, (D) - (D)
Dies in die Gleichung fiir d@ eingesetzt, gibt:

2 ; .
aQ = ZﬁOMVf T ) i;: Ezﬁé; J,X[-COS <2n—t% -+ arc tg—:)F-dt.

Die Stirke des Warmeflusses durch die Oberfliche ist also eben-
falls eine periodische Funktion mit der Periode #,. Gegentiber der Funk-
tion der Oberflichentemperatur tritt eine Phasenverschiebung ein, die
durch das Glied mit arc tg zum Ausdruck kommt.

Die Wirmemenge, welche in der Zeit einer halben Periode durch
die beiden Oberflichen (= 2 F) hindurchtritt, ergibt sich durch Inte-
gration.

— 12D+ REOD) Mt
Gote = F Aol faGniran xR 2 48

Gespeicherte Warme bezogen auf die Oberfliche. Wir

beachten, daB
Q,M_.t‘_’ y X qfeva Va Vto
X a X Vﬂ,to e v T
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ist und erhalten dann fir die Gleichung (48a) die Form

1_4/f () + ;> (D)
_‘_$Vﬁ1/to Bonr- QFV 12 (3 + J,2 (D)

= TFb ity Py 2F -F(M). (48D)

Der Verlauf dieser Funktion ist in Abb. 43 dargestellt. Das Maximum
bei der Abszisse 1,2 148t erkennen, dafl es bei vorgegebenen Stoffwerten
und vorgegebener Dauer der Periode eine Wandstirke gibt, bei welcher
die Speicherung je Einheit der Oberfliche einen Héchstwert erreicht.
Z. B. ist fiir Schamotte (¢ = 0,0016) und fiir eine Periode von zwei
Stunden die Wandstirke mit grofitem Speichervermdgen:

2X = Z—V—]/ato— 1,35 10,0032 = 0,076 m .

Die Abb. 43 148t ferner erkennen, daB fiir unendlich werdende Schicht-
dicke, also auch M = oo,
der Funktionswert in den
Zahlenwert 0,80 der Glei-
chung (43¢) S. 77 iibergeht.

Gespeicherte Wir-
me bezogen auf das
Volumen. Die Gleichung
(48a) kénnen wir noch in
anderer Weise umformen,
indem wir beachten, daB

Ao At eX

Damit entsteht:
X2 1
Abb. 43. Abszisse: M V’;to ; Q ,=T 67-4XF190M-ﬁ[—

Cof2 M — cos® M 2

Ordinate:F(M)=—j Zﬁ‘ ’Z(M)+f;‘3(]l4)
o T M N I/LW'
¥ of sin e rTahy < 12 ai) (49a)

Dieses Ergebnis lif8t sich in einfacher Weise deuten: Der Ausdruck
cy 2 XF-28yy stellt die Warmemenge dar, welche die Platte auf-
nehmen wiirde, wenn sie sich in ihrer ganzen Dicke von — @33 auf
-4 Poyu erwirmen Wurde Wir nennen diese Warmemenge .

Der Ausdruck 53 V:— ist eine Funktion mit der einzigen Ver-

dnderlichen M = V%t— und gibt an, welcher Bruchteil dieser Energie
(1]

wirklich aufgespeichert wird.
Wir kénnten also schreiben:
Q , = Qq-funkt (M).
f= 0

2
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Um aber in Ubereinstimmung zu kommen mit unseren friiheren
Formeln (26b), (30b) und (34b), betrachten wir (a#y):X?2 als Ver-
anderliche und erhalten:

QW= 75 (49b)
2

Die Werte dieser Funktion ¥ sind in Zahlentafel 11 und in Abb. 44
zusammengestellt.

Zahlentafel 11. Platte mit periodischen Oberflichentemperaturen.

atl al al at i at,
| Y| Y=Y
0,00 0,00 0,4 0,25 1,1 0,44 1,8 0,60 5,0 0,90
0,05 0,09 0,5 0,28 1,2 0,47 1,9 0,62 6,0 0,92
0,10 0,12 0,6 0,31 1,3 0,49 2,0 0,64 7,0 0,94
0,15 0,15 0,7 0,34 1,4 0,52 2,5 0,72 8,0 0,95
0,20 0,18 0,8 0,37 1,5 0,54 3,0 0,78 9,0 0,96
0,25 0,20 0,9 0,39 1,6 0,56 3,5 0,82 10,0 0,97
0,30 0,22 1,0 0,42 1,7 0,59 4,0 0,86 o) 1,00

10

1]
/
5]
T
of
o 10 30 30 %0 S0

Abb. 44. Platte mit periodisch veréinderlicher Oberflichentemperatur.

Abszisse: Ordinate: ¥ aus Gl. (49b).

ato |
Xz
Die vorstehenden Funktionen wurden berechnet unter Anwendung folgender

Formeln: d
fo(u) = d—u~(cosu(€07u) = cos ¥ Ginu — sin u Cof u ,
f(u) = % (sinu Ginu) = sinuCofu 4 cosu Sinw,
also
22 (w) + f12% () = 2 (cos®u Sin2u + sin2uw Cof2 u) .
Damit wird dann:
fo2 () + fi2(uw) cos?u Ginu -+ sin®u Cof? o Gofu — cos®u
f2 )+ 7,2 (w) ~ " cos?uCoifu I sin?u GinZu ©ojfw — sinu
Ferner ist oft fiir Zahlenrechnung die nachstehende Formel von Vorteil:
cos® u Cof2 w + sin®u Gin? w = % (cos (2 u) -+ €of (2 w)) .
Sie ist abzuleiten mit Hilfe der Formeln
2Cof* % =Couj(2%)+ 1 und 2Gin?u =Cof(2u) —1.%

* Bet Jahnke und Emde: 8.9, Ziffer 7, Potenzen.
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Gleichung (49b) besagt nun, dafi die Warmemenge, die eine Platte
wahrend einer halben Periode aufzuspeichern vermag, erstens dem
Wert Qg proportional ist. Sie ist also bei gleicher Oberfliche der Platte
einerseits der Dicke 2 X und andererseits der spezifischen Wirme pro
Raumeinheit, also dem Produkt c¢-y proportional. Von diesem Wert
Q¢ kommt aber zweitens nur ein Bruchteil in Rechnung — ein Bruch-
teil, der um so groBer ist, je groBer der Wert (a £,): X2 ist.

3. Zusammengesetzte Randwertanfgaben.

Bei den bisher besprochenen Aufgaben waren die zeitlichen und
rdumlichen Randwertangaben so einfacher Art, daB es mdglich war,
ein und dieselbe Losung der Differentialgleichung allen Randwertvor-
schriften zugleich anzupassen.

Ist bei einer Aufgabe diese Anpassung nicht mehr mdglich, so zer-
legt man die Gesamtheit aller Randwertvorschriften in Gruppen von
Teilvorschriften und sucht fiir jede dieser Teilvorschriften eine geeignete
Loésung der Differentialgleichung.

Es seien solche Teillosungen gegeben durch die Funktionen:

w=f(®,¥,2,1),
v="fy(x,y,2,1).

Die Summe® = u + v + w -+ . . . 1st ohne weiteres auch eine Lisung
der Differentialgleichung der Warmeleitung, da diese eine lineare Diffe-
rentialgleichung ist. Die Randwertvorschriften sind ebenfalls erfillt,
wenn die Zerlegung in Teilvorschriften richtig durchgefiihrt war. So-
mit héingt die Losbarkeit einer Aufgabe wesentlich von einer geschickten
Aufteilung der Randwertvorschriften ab.

Erstes Beispiel.

Es sollen fur die Platte, die wir schon auf S. 13 unserer einfiihrenden
Aufgabe zugrunde gelegt hatten, folgende Vorschriften bestehen:

Zur Zeit t = 0 sei wieder die Anfangsverteilung ¢ = F (x) gegeben.
Den beiden Oberflichen sollen zeitlich verdnderliche Temperaturen
aufgezwungen werden, die sowohl periodisch als nicht periodisch sein
konnen. Fir x = + X soll gelten ¢ = ¢ () und fir x = — X soll
gelten & = y (f).

Man spaltet dann die Randbedingungen folgendermaBen auf:

firt =0 fir 2 = +X fir z =—X
muf} sein u = F (x) w=10 w =0

v=20_0 v =g (1) v=10

w=10 we=10 w =1 (t)
Summe: & =F(x) i 4= @ () & =y ()

Die Losung ¢ = u + v + w erfilllt somit sadmtliche Randwertvor-
schriften gleichzeitig.
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Zweites Beispiel.

Dieses Beispiel betrifft Temperaturschwingungen und stellt eine
Erginzung zur Aufgabe 6, S. 73 dar, indem jetzt angenommen wird,
daB zur Zeit ¢ = 0 die Temperatur im ganzen Innern des Korpers den
Wert Null hatte, und daB erst jetzt die Schwingungen der Oberflichen-
temperaturen einsetzen. '

Wir zerlegen die gesuchte Funktion ¢ in die beiden Teillssungen %
und v. Fiir # nehmen wir eine schwingende Temperaturverteilung ge-
maB Aufgabe 6, Gleichung (42) an. Dort hatten wir vorausgesetzt, daf
die Schwingungen schon sehr lange im Gange sind und infolgedessen
die Anfangsverteilung keine Rolle mehr spielt. Wir hitten zu Glei-

chung (42) auch gelangen kénnen, wenn wir von einer Anfangsverteilung
om0 = Dot e—xl/’a’t‘o cos (:c ]/ %) (50)
0,

ausgegangen wiren. Diese Gleichung entspricht der Gleichung (42),
wenn wir darin £ = 0 setzen. Vgl. auch Abb. 45.

Uber die schwingende Temperaturfunktion « lagern wir eine ab-
klingende Temperaturfunktion », von der wir verlangen, daf sie zur
Zeit t — 0 die Funktion u,_, fir alle Werte « zu Null erginzt. Es muf
also die Kurve v;., in bezug auf die Temperatur-Nullinie spiegelbildlich
zur Kurve u,_, sein (vgl. Abb. 45). In den ersten Zeitintervallen, d. h.
solange die Anfangsverteilung von v noch im wesentlichen erhalten ist,
hebt sie die gleichm#Big weiterschwingende Temperaturverteilung «
fast ganz auf. Je mehr aber im Laufe der Zeit v abklingt, um so weniger
kann es % beeinflussen und um so mehr kommt « als schwingende Tem-



92 Die Warmeleitung in festen Korpern.

peraturverteilung gemifBl Aufgabe 6 rein zur Auswirkung. Wir bekom-
men dann folgende Zusammenstellung der Randwertvorschriften:

fir =0 fir =0 fiir x = 0o
, o s %) = 5, con (21)
muf} sein uzﬁOMe cos |z E_t; % = U, 008 nto “:9
V= —u v=20 =20
t
Summe: P =0 19=190Mcos(2n—t;) B =0

a) Die Funktion u = f,(x,f). Die Gleichung des Temperatur-
feldes ist durch die Gleichung (42) der Aufgabe 6 bereits gegeben:

— Y — t
w = Dy e V‘”"cos (x V—:To — 275%)

b) Die Funktion v = fy(x,t). Zur Ermittlung dieser Funktion
greifen wir auf Aufgabe 5 zuriick. Der Unterschied besteht nur darin,
daB die Anfangsverteilung & = F (x) nicht durch den konstanten Wert
¥, gegeben ist, sondern durch die Gleichung

F ()= — gy e_xVE’—“ cos (:c V;nt—>
0

Die weitere Entwicklung dieser Gleichung ist rein mathematischer
Art und kann gemifl Aufgabe 5 durchgefiithrt werden.

4. Die Anwendung der Differenzenrechnung.

Die Anwendung der Differenzenrechnung auf ein zeichnerisches
Verfahren bei Aufgaben der Wirmeleitung wurde von Xrnst
Schmidt, Danzig, ausgearbeitet und erstmalig in der August-Foppl-
Festschrift verdffentlicht!. In Anlehnung an die Schmidtsche Ver-
6ffentlichung soll das Verfahren in der nachstehenden Aufgabe 8 dar-
gelegt werden.

Aufgabe 8. Der einseitiz unendlich ausgedehnte Korper.

Ein einseitig unendlich ausgedehnter Kérper soll zur Zeit ¢ = 0
eine Temperaturverteilung besitzen, die nur von der z-Koordinate ab-
héngt, und die durch die Gleichung # = F (&) festgelegt ist. Die Ober-
fliche des Korpers stehe einem Raum von der Temperatur Null gegen-
iiber; bekannt seien ferner die Stoffwerte des Korpers und die
Wirmeiibergangszahl. Fir den Ablauf des Vorganges gelten die
Differentialgleichung Py 29

ETR T
sowie die Randwertangabe dritter Art.

1 Beitrige der Technischen Mechanik und Technischen Physik. Berlin:
Julius Springer 1924.
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Wir miissen die Differentialgleichung durch eine Differenzengleichung
ersetzen und teilen zu diesem Zwecke den Korper in eine Anzahl
Schichten A4 z (s. Abb. 46), die wir durch die Bezeichnungen (r — 1), n,
(n + 1) .... unterscheiden und ersetzen dann die stetige Kurve der
Funktion F (z) durch einen gebrochenen Linienzug. Auch den Ablauf
der Zeit denken wir uns nicht stetig, sondern in kleinen Intervallen 4+,
die wir durch Benennungen k, (k - 1), (k4 2) usw. kennzeichnen.
Die Schreibweise &, ; bezeichnet dann die Temperatur in der n-ten
Qchicht wihrend des k-ten Zeitintervalles. Wie Abb. 46 zeigt, treffen
an der Stelle n zwei Neigungen der Temperaturkurve zusammen,
entsprechend den beiden Differen-
zenquotienten

(_A_l,i> _ ﬁn-}-l,k _ ﬁn,k
Az)+ Ax
und

<_A_79‘> _ ﬁn,k— ﬁn-—l,k
Az ) Ax :

Fir den zweiten Differenzen-
quotienten erhalten wir

L((A_’? — (42
Ax Ax>+ Ax>_
— 791;+1,k+79n—1,k_279n,k
- (dz)? )

Der Differenzenquotient nach der Zeit an der Stelle n lautet
Aﬁ . ﬁn,k+1 - ﬁn,k

At At
Die Grundgleichung der Wirmeleitung

00 _, o

Bt~ Y92

nimmt als Differenzengleichung die Form an
Fnrr = Pax _ o Dovae + Fuctn = 2as

At Ax)?
oder (4z)

At Sark + Puca,
Gyt — D= 0 (g5 2 (;1’»_2__1_'« _ ﬁn’k>.

Der Klammerausdruck auf der rechten Seite ist in der Abb. 46 durch
die Strecke n’ bisn, k gegeben, wobei n’ auf der Verbindungslinie von
(n + 1, k) nach (n — 1, k) liegt. Die Differenz auf der linken Seite der
Gleichung ist die Temperaturdnderung an der Stelle n, & wihrend des

Zeitraumes A ¢; sie ist also gemaB der letzten Gleichung der Strecke
n, k bis n’ proportional.

. - . A . .
Der Proportionalititsfaktor ist 20,(7;?. Wenn es gelingt, diesen

Faktor zu Eins zu machen, so rickt der Punkt =, & + 1 unmittelbar
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in den Punkt %/, und das spédter zu beschreibende zeichnerische Ver-
fahren vereinfacht sich wesentlich. Das Mittel, dies zu erreichen, haben
wir in der freien Wahl der Schritte A x und A ¢.

Ist z. B. eine Betonwand (¢ = 0,002) von 40 cm Stérke zu unter-
suchen, so wéhlt man im Hinblick auf die Zeichengenauigkeit etwa
8 Schichten und erhilt 2 = 0,05 m. Die Zeitintervalle werden dann

(Az) 1 /5\ 1002 25 5
2i="5F =5 () " == s

Die Durchfithrung einer bestimmten Aufgabe beginnt man damit,
daB man einen fur die Zeichnung ginstigen Wert 4 z ermittelt,
dann die Anfangstemperaturverteilung als gebrochene Linie 0, 1, 2,
3 ... (vgl. Abb. 47) aufzeichnet und aus der gewihlten GriBe A x

A und der Temperaturleit-
| 2 fahigkeit o die GréBe
derzeitlichen Schritte A¢
berechnet.

4 Dann verbindet man
) in der Zeichnung Punkt 1
{ mit Punkt 3 und erhélt
' Punkt 2, verbindet
I Punkt 2 mit Punkt 4
und erhilt Punkt 8’ usw.

Eine neue Uber-
legung ist notwendig,
um die Punkte ¢’ und 1
zu erhalten, denn hier-
beimuBdie Oberflichen-

Y
¥>\
2
S

Y

1
|
|
|
!
[
|
|
|
|
|

~
X

“

-

f
. (
\l/ ré-A?«x><vA‘z‘
[
1

[N
&

! ! bedingung beachtet wer-

| ! den. GemiaB den Aus-
Abb, 47, Anwendung der Differenzenrechnung mit Beriick-

sichtigung der Vorginge an der Oberiliche. fﬁhrungen auf S. 12

muf das Ende der Tem-

peraturkurve, in unserem Falle also die Richtung 1’ 0 nach einem
gegebenen Richtpunkte R weisen, dessen Ordinate durch die Um-

gebungstemperatur @ und dessen Abszisse durch die Subtangente s = %
festgelegt ist.

Man bestimmt nun zuerst den Richtpunkt R und zieht dann zur
Oberfliche eine Parallele M N im Abstand Az/2. Verbindet man den
Punkt 0 mit dem Richtpunkt, so legt diese Verbindungsgerade auf der
Parallelen M N den Punkt a fest. Die Verbindungslinie von Punkt a
und Punkt 2 liefert den Punkt I’ der neuen Temperaturkurve. Das
letzte Stick I’ 0" der Temperaturkurve muB3 wieder nach dem Richt-
punkt weisen.

Die so gewonnene Temperaturkurve ¢’ 1’ 2’ usw. wihlt man als Aus-
gangsstellung fur eine Wiederholung des ganzen Verfahrens und ge-
langt so zu einer dritten Temperaturkurve 0 1”7 2 usw. Auf diese
Weise kann man nur durch Ziehen von geraden Linien den ganzen
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Vorgang des Temperaturausgleiches darstellen. Da solche Ausgleichvor-
ginge allméhlich immer langsamer verlaufen, riicken die einzelnen Kur-
ven spiter so nahe zusammen, dafl die Zeichnung unklar wird. Man
hilft sich dann so, daf man von einer bestimmten Kurve an die
Schichtdicke A & verdoppelt. Aus der Bedingung fir den Propor-
tionalititsfaktor folgt, daB dann die Zeitintervalle A ¢ viermal grofer
werden.

Die vorstehende Darstellung setzt voraus, dal wahrend des ganzen
Ausgleichvorganges nicht nur die Umgebungstemperatur konstant ist,
sondern auch die Wirmetibergangszahlen auf beiden Seiten und die
gesamten Stoffwerte 1, ¢, y, somit auch . Wir kénnen jedoch bei An-
wendung des Differenzenverfahrens diese einschrinkende Bedingung
nachtriiglich fallen lassen, denn die Tatsache, dafl jede Zwischentempe-
raturkurve zum Ausgang fir einen neuen, von den vorherigen unab-
hangigen Schritt dient, gibt die Mdglichkeit, mit einer anderen Lage
des Richtpunktes weiter zu rechnen. Andert sich die Umgebungstempe-
ratur oder der Wert von A und «, so wandert der Richtpunkt R, der bis-
her als festliegend angenommen war, auf einer Kurve. Andern sich die
Stoffwerte im Verlaufe des Vorganges, etwa infolge ihrer Temperatur-
abhiingigkeit, so ergeben sich aus der Gleichung fiir den Proportionali-
titsfaktor bei festgehaltener Schichtdicke A x verdnderliche Werte A4 ¢,
ein Umstand, der keinerlei Erschwernis des Verfahrens bedeutet. Die
Arbeit von E. Schmidt, Danzig, in der die Anwendung des Dif-
ferenzenverfahrens auf Wirmeleitvorginge erstmalig dargestellt ist,
zeigt weiter noch die Anwendung auf Wénde mit mehreren Schichten
und auf zweidimensionale Temperaturfelder.

Spiter (vgl. Z.VDI 1931 S.969) gab E. Schmidt eine Erweiterung
seiner Arbeit durch Anwendung des Verfahrens auf die entsprechen-
den Aufgaben bei Zylinder und Kugel.

D. Die zeitlich konstanten Temperaturfelder
ohne Wirmequellen.

Die Differentialgleichung V29 = 0.

Allgemeines.

Die Uberschrift iiber diesem Abschnitt will keineswegs besagen, daB
bei den nachstehenden Problemen gar keine Warmequellen wirksam sein
sollen. Im Gegenteil: wenn wir von dem durchaus belanglosen Falle
der vollstandigen ortlichen Temperaturgleichheit absehen wollen, so
verlangt schon das Vorhandensein von Temperaturunterschieden auch
das Vorhandensein von Warmequellen. Sie miissen aber — so will die
Uberschrift sagen — auBerhalb des Feldes liegen und diirfen sich nur
durch-ihre Einwirkung auf die Oberfliche bemerkbar machen. Wir
werden davon bei der Erorterung der Randwertangaben zu sprechen
haben.
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Die Differentialgleichung.

Wenn wir die Grundgleichung der Warmeleitung, also Gleichung (4a),
auf zeitlich konstante Temperaturfelder ohne Warmequellen anwenden,
50 miissen wir darin 89/6¢ und W gleich Null setzen. Damit fillt auch
,»@° aus der Gleichung fort, und es verbleibt als Bedingung fir & die
einfache Gleichung

V2 =0.

Diese Gleichung spielt in der Physik eine iiberaus wichtige Rolle,
indem sie die Grundgleichung der Potentialtheorie ist. Sie ist unter
dem Namen ,Laplacesche Differentialgleichung* bekannt. Ihr ent-
spricht vor allem die rdumliche Verteilung des Gravitationspotentials
in einem Felde, wenn die das Potential erzeugenden Massen auBlerhalb
des Feldes liegen, ferner die Potentialverteilung im elektrostatischen
Feld, wenn keine Ladungen im Feld selbst sind und endlich die Ver-
teilung des Geschwindigkeitspotentiales jeder stationédren, wirbel- und
quellenfreien Strémung in einer reibungslosen inkompressiblen Fliissig-
keit.

Der Leser sei deshalb auf die Lehrbiicher iiber Potentialtheorie
verwiesen, wenn er sich eingehender, als es hier geschehen kann, mit
dem vorliegenden Problem befassen willl.

Die Grenzbedingungen.

Vor allem fallt die zeitliche Grenzbedingung fort, denn die kon-
stanten Temperaturfelder sind als jener Endzustand aufzufassen, dem
ein Temperaturfeld mit wachsender Zeit zustrebt, wenn die Ober-
flichenbedingungen konstant sind. Dieser End- oder Beharrungszustand
ist von der urspringlichen Temperaturverteilung unabhingig und allein
durch die Oberflichenbedingungen bestimmt.

Bei den Oberflaichenbedingungen oder raumlichen Grenzbedingungen
unterscheiden wir auch hier wieder dieselben drei Arten, die wir auf
S. 10 usw. abgeleitet haben, jedoch bestehen jetzt einige Vorschriften
daritber, welche Angaben notwendig, aber auch hinreichend sind,
um ein Problem eindeutig zu kennzeichnen. Bei den einzelnen Aufgaben,
die wir besprechen werden, wird es sich meist von selbst ergeben, in-
wieweit die Angaben willkiirlich gewéhlt werden diirfen. Eine allgemeine
Erorterung dieser Einschréinkungen wurde hier zu weit fithren. Es sei
deshalb auf die einschligige Literatur verwiesen?.

1. Das Temperaturfeld von einer Koordinate abhingig.

Je nach der Art der gestellten Aufgabe wird man das Temperatur-
feld durch kartesische, Zylinder- oder Kugelkoordinaten darstellen.
Die Laplacesche Differentialgleichung [?$# = 0 nimmt dann folgende

1 Rothe-Ollendorf-Pohlhausen: ,,Funktionentheorie und ihre Anwen-
dung in der Technik. Berlin: Julius Springer 1931.

2 Enzyklopidie d. math. Wiss. IT A.7b, Seite 486/487. Eindeutigkeitssatz
und Existenzsatz.
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2
Formen an: %;1:-'=0 mit der Lésung ¢ = C; 4 Cyx,
2
%4‘%‘%:0 mit der Losung ¢ = C; + Gy In 7,
2
%?4‘%-%?:0 mitderLésungﬁ:Cl_Cz_:__

Am bekanntesten sind die Anwendungen dieser drei Gleichungen
auf das Warmedurchgangsproblem bei der Platte, dem Rohr und der
Hohlkugel. Man erhilt dabei die nachstehenden drei Gleichungen,
deren Bedeutung und Ableitung als bekannt vorausgesetzt werden
darf.

Platte: Qn = i élj i F;—9,), (a)
o, A Oy
Rohr: =T 1 LO:—b), (b)
REpcg | Pl ¥R
D, V22 D; " uyDa
Hohlkugel: @, = z (0, —13,) - (c)

YR S
wDE T A\D, D) wg D2

2. Das Temperaturfeld von zwei Koordinaten abhingig.
Das ebene stationire Temperaturfeld.

In den einleitenden Abschnitten auf S.1 usw. haben wir die drei
grundlegenden Felder kennengelernt, némlich:

das skalare Temperaturfeld,

das Vektorfeld des Temperaturgradienten und

.das Vektorfeld des Wirmeflusses.

An diese Betrachtungen kniipfen wir in nachstehendem an. Wir
beschrinken uns auf den Fall eines ebenen Temperaturfeldes, d. h. wir
nehmen an, daf die Tempera-
turverteilung in allen Ebenen
parallel zur Zeichenebene die
gleiche ist, so dafB} die Tem-
peraturverteilung nur mehr von
zwei Koordinaten abhingt.

In Abb. 48 ist ein Teil eines
wirmedurchstrémten Korpers
dargestellt. Die Oberfliche 1
werde stindig auf der Tem-
peratur ¢, die Oberfliche 2
auf der Temperatur ¥, gehalten.

Die beiden Oberflichen stellen
also zwei Temperaturniveaun-
linien dar. Von den zwischen-
liegenden Temperaturniveaulinien sind einige in der Abbildung ebenfalls
gezeichnet. Wir wihlen nun in der Oberfliche 1, die wir als die wérmere
Grisber-Erk, Warmetibertragung, 2. Aufl. 7
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betrachten, den Punkt ¢, und ziehen von hier aus fortschreitend die
Linie des Temperaturgradienten bis zum Punkt e,. Wir konnen diese
Linie nach fritherem auch als Warmestromlinie bezeichnen. Eine zweite
solche Linie ziehen wir vom Punkte f, aus. Den Flichenstreifen zwischen
diesen beiden Linien e, ¢, und f,f, nennen wir eine Warmestromrohre.
Die Gesamtheit aller Temperaturniveaulinien und aller Wérmestrom-
linien bildet ein Netz von Kurven, die ein Bild der Temperaturverteilung
und des Wirmeflusses geben. Es erhoht die Anschaulichkeit dieses
Bildes, wenn man gleiche Schritte 4% der Temperatur wihlt und wenn
man ferner die Punkte ¢, f,, g; -.. so wahlt, dall simtliche Wirme-
stromrohren gleiche Warmemengen férdern. In diesem Falle hat das
Netz die Eigenschaft, daf alle Maschen im ganzen Bereich des Tempera-
turfeldes ein konstantes Seitenverhéltnis aufweisen. Zum Beweise
greifen wir eine solche Masche heraus und bezeichnen mit 4s den Ab-
schnitt auf der Temperaturniveaulinie und mit An den Abschnitt
auf der Linie des Temperaturgradienten. Dann gilt fiir die Wirme-
menge, welche durch As hindurchtritt,
der Ausdruck

A9

Da dieser Ausdruck fiir alle Stellen einer

Stromrohre und fiir alle Stromrdhren des

Feldes den gleichen Wert haben mu§, und

da auch A und A9 konstante Werte sind,

so mufl auch das Verhiltnis 4s/4An kon-

stant sein, wie das oben behauptet wurde.

Um die Wirmemenge zu bestimmen,

welche in den Korper durch irgendein

Stick der Oberfliche, etwa durch die

Strecke a, ¢, eintritt, wahlen wir die

durch @, gehende Wirmestromlinie zur

Nullinie und zéhlen, von hier ausgehend die Wirmelieferung aller

Stromrohren zusammen, bis wir zu der Wirmestromlinie durch e,

gelangen. Dieser kénnen wir dann einen bestimmten mit @, bezeichneten
Wert zuordnen.

Es wurde schon frither darauf hingewiesen, daB der behandelte Abschnitt
lediglich eine Anwendung der allgemeinen Potentialtheorie darstellt. Es ist fiir
das Verstandnis des Nachstehenden vorteilhaft, sich die Analogie mit den wirbel-
und quellenfreien Feldern der Strémungslehre zu vergegenwirtigen.

Dem Geschwindigkeitspotential (oft mit @ oder ¢ bezeichnet) entspricht die
Temperatur &,

der Stromfunktion (oft mit ¥ oder y bezeichnet) entspricht die Wirmestrom-
funktion @,

der Geschwindigkeit (oft mit ¥ oder tv bezeichnet) entspricht der Warmefluf q.

Die Abb. 49 stellt einen Ausschnitt aus Abb. 48 dar. Es sind darin die
Koordinatenrichtungen z und y festgelegt, ferner zwei Warmestromlinien
@ und @ + d @ sowie das unendlich kleine Dreieck dz, dy gezeichnet.

In dieses Dreieck strémt durch die Seite dx die Warmemenge 4@
ein und durch die Seite dy dieselbe Wirmemenge d ¢ wieder aus.
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99
Es ist q?,-dx=—2%%-dx=dQ,
aé
qs-dy = +l~5—x—-dy =dQ.

Durch Dividieren mit dx bzw. dy und Vertauschen beider Glei-
chungen:

.00 99
Qm—“f‘lg;wg;,
_ 08 _0e
e P T

Durch Differentiation der ersten Gleichung nach z und der zweiten
nach y, ferner durch Differentiation der ersten Gleichung nach y und
der zweiten nach x erhalten wir nachstehende vier Gleichungen:

a) aaq; :‘+A%2-xﬂ?:832-gy’ ) ?92;_ +Zaz2-?9y:%%’
b ey D= = T
Durch Vergleich von je zwei Gleichungen folgt:

Aus a und b: s ?;%zo, (t)
woe o d gL =0, ()
. a , b S, ()
Lo - d ‘qu”+%1"=0. (W)

Die Gleichungen (t) und (u) besagen, daf} die beiden skalaren Funk-

tionen
d=fs(x,y) und Q=/fo(z,y)

der Laplaceschen Differentialgleichung geniigen miissen. Die Gleichun-
gen (v) und (w) stellen Aussagen iiber das Vektorfeld des Warmeflusses dar,
und zwar besagt Gleichung (v), daf das Feld wirbelfrei, Gleichung (w),
daB es quellenfrei sein mub.

Konforme Abbildung.

Ein komplexe Verdnderliche Z = X 4 1Y, die in einer ersten kom-
plexen Ebene (der Z-Ebene) gegeben ist, soll mit Hilfe der Abbildungs-
funktion F in eine andere komplexe Ebene, die z-Ebene (z = = + iy)
abgebildet werden. Es gilt dann die Gleichung: z = F (Z) oder

x+iy=FX+i¥Y)=C(X,Y)+i¥X,7),

wobei in dem letzten Ausdruck die komplexe Griofle F(X 4+ +Y) in
ihren reellen Teil @ und ihren rein imaginidren Teil - ¥ zerlegt ist.

7%
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Das Wesen der konformen Abbildung setzt voraus, daf die Ab-
bildungsfunktion eine analytische Funktion ist. Dies ist der Fall, wenn
die Funktionen @ und ¥ den Cauchy-Riemannschen Differential-

gleichungen:
06 v

v o6 oW
90X oY

und ¥ T ox
gentigen.

Soll z. B. sein: z = Z2, also

c+iy=(X+i¥)2=X*— Y24 2X7Y4,
soistP=X2— Y% und ¥=2X7.

Durch Differentiation folgt:

00 _ov . 00 _ 0¥

X  0Y ’ aY 90X
Die Cauchy-Riemannschen Differentialgleichungen sind also erfiillt und z = Z2
ist eine analytische Funktion.

Im folgenden wollen wir vom rein mathematischen Standpunkte
die Abbildungsfunktion z = Z%,
welche als analytische Funktion
bekannt ist, besprechen.

Wir bringen beide komplexe
GroBen auf die Normalform:

=-—-27.

=g - by = ret®
und
Z=X+4iY = Re“.
Statt z = Z* erhalten wir
0
reio=Ri¢ 2,

Zwei komplexe GroBen konnen nur gleich sein, wenn die reellen Teile
und die imagindren Teile fiir sich gleich sind. Darum ist

. r=7B und 2 w=10.

Ein Punkt P, der in der Z-Ebene durch die beiden Koordinaten B = 9
und £ = 60° gekennzeichnet ist, erscheint in der z-Ebene mit den
Koordinaten 7 == 3 und w = 30° (vgl. Abb.50a und b).

In Abb.5la ist die Z-Ebene mit den sich schneidenden Geraden
X = constund Y = const dargestellt. Ubertrigt man dieeinzelnen Schnitt-

punkte dieses Netzes it Hilfe der Beziehungen: » = VR und w = 30
in die z-Ebene, so gehen die sich senkrecht schneidenden zwei Scharen
von Geraden uiber in zwei sich senkrecht schneidende Scharen von gleich-
seitigen Hyperbeln (Abb.51b). Ferner zeigt ein Vergleich der beiden
Abbildungen, daB der Flichenstreifen zwischen der Abszissenachse
und der Geraden Y, in der Abb. 51a bei der Abbildung in die z-Ebene
ubergeht in die dreieckartige Fliche zwischen den beiden positiven
Achsen und der Hyperbel firr den Wert y,.

Wir kehren zu unseren Aufgaben der Warmeleitung zuriick, indem
wir Abb. 51b jetzt als ein Wérmeschaubild auffassen. Die zuletzt er-
‘wihnte dreieckartige, schraffierte Fliche stelle den Schnitt durch einen
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wirmeleitenden Korper dar. Die Oberfliche, welche durch die beiden
Achsen dargestellt ist, werde auf der Temperatur 9,, die andere Ober-
fliche (Hyperbel) auf der Temperatur ), gehalten. Dann erhalten die
die Linien y = const die Bedeutung von Temperaturniveaulinien, die
Linien z = const die Bedeutung von Wirmestromlinien. In gleicher
Weise deuten wir auch Abb.5la als das Wérmeschaubild einer von
Wirme durchstromten Platte, deren beide Oberflichen auf denselben
Temperaturen ¥ und &, gehalten sind. Ist die Dicke der Platte und
ihre Wirmeleitzahl bekannt, so 1iBt sich die Wé#rmemenge, welche
zwischen dem Koordinatenursprung und den Stellen X,, X,, X; die
Abszissenachse durchsetzt, mit Hilfe der einfachen Wirmegleichung
fir die Platte leicht berechnen. Dieselben Zahlenwerte fiir den Warme-
fluB gelten dann auch in Abb. 51b fir das Stiick der Abszissenachse
vom Ursprung bis zu den Stellen z, x,, x;.

Dieses einfache Beispiel soll dem Leser nur den Zusammenhang

a b
Abb. 51a und b. Konforme Abbildung eines Liniennetzes mit den Geraden X = const und ¥ = const
nach dem Gesetz z = 2%,

des Gebietes der Wiarmeleitung mit dem Gebiete der konformen Ab-
bildungen zeigen. Ich verweise im Anschlufl auf des Buch von Rothe-
Ollendorf-Pohlhausen (vgl. die FuBnote auf S. 96).

3. Riumliches Temperaturfeld von mehreren Koordinaten
abhiingig.

Aus diesem Cebiet sind eine groBle Anzahl von Aufgaben seitens
der mathematischen Physik gelost worden!.

In nachstehendem soll nur eine Aufgabe aus diesem Gebiet be-
sprochen werden, weil ihr eine gréflere technische Bedeutung zukommt.
Fir die Zwecke dieses Lehrbuches ist sie iiberdies wichtig, weil sie die
Anwendung der diskontinuierlichen Faktoren zeigt.

Aufgabe 9. Eindringen der Wiirme in den einseitig unendlich

ausgedehnten Korper durch eine Kreisfliche.

,Bin einseitig unendlich ausgedehnter Korper (vgl. Aufgabe 5)
besitze urspriinglich iberall die Temperatur Null. Seine Oberfliche
sei mit Ausnahme einer Kreisfliche vom Radius R vollstindig isoliert.

t Vgl. Enzykl. d. math. Wiss. Bd. 5, Physik, Abschnitt: Wéarmeleitung. Ferner

Frank und v. Mises: Differentialgleichungen der Physik. Bd. 2. Verlag:
Vieweg & Sohn. Braunschweig.
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Nun werde von einem gegebenen Augenblick an die ganze Kreisfliche
auf der Temperatur ¢, gehalten. Dann wird von der Kreisfliche auns
daunernd Wirme in das Feld einstrémen. — Es ist zu untersuchen,
welchem Beharrungszustand die Temperaturverteilung mit der Zeit
zustrebt und wie grofl die Warmemenge ist, die im Beharrungszustand
wihrend der Zeiteinheit durch die Kreisflache in den Korper eindringt.*
a) Der mathematiseche Ansatz. In Abb. 52 ist ein Zylinder-Koordi-
natensystem 7, ¢, z so im Korper festgelegt, daBl die positive z-Achse
vom Mittelpunkt der Kreisfliche aus nach dem Innern des Korpers
geht. Dann ergibt sich aus der ganzen Art der Aufgabe, dafl das
Temperaturfeld von der Koordinate ¢ unabhéingig ist, daB also die
Flichen konstanter Temperatur Rotationsflichen sind, deren Erzeu-
gende nur von r und z abhingen. Es ist auch ohne weiteres einzusehen,
daB diese Erzeugenden ungefihr den
in Abb. 52 durch die Kurven # = const

gekennzeichneten Verlauf haben.

Die Wairmeleitungsgleichung (4c)
nimmt die Form an

20 1 09 , 020
9 T oy T 92

Die Oberflichenbedingungenlanten :

1. Fiir alle Punkte innerhalb der
Kreisfliche mull die Temperaturfunk-
tion den Wert ¢, annehmen.

2. AuBlerhalb der Kreisfliche muf3
wegen der vollkommenen Isolierung
der Oberfliche der Warmeflull durch
die Oberfliche gleich Null sein ; es mul}
also fir alle diese Punkte das in Rich-
tung der z-Achse gemessene Tempera-
turgefille gleich Null sein.

3. Fiir alle Punkte des Feldes, die
von der Kreisfliche unendlich weit entfernt sind, mul} die Temperatur
zu Null werden.

In mathematischer Ausdrucksweise lautet dies: Die Losung

9= D (r,2)

=0.

der Aufgabe mul} auBer der Differentialgleichung noch den Bedingungen
geniigen:

1. firz=0und »r < R muBl ¢ = const = &, sein,

2. 3y R = 0 » > E I %"g =0 I3
3a. ,, beliebiges r, und z =00 muBl 9 =0 .
3b 32 I Z, 5 =00 ) 19 == 0 s

h) Das Aufsuchen von partikuliiren Integralen und die allgemeine
Losung. Auf Grund fritherer Erfahrungen versuchen wir es wieder zu-
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erst mit einem Produkt zweier Funktionen:
O = Z(2)- R (r),

wobei R nur Funktion von r und Z nur Funktion von z sein soll. Da die
Temperatur mit wachsendem z sehr rasch abnimmt, setzen wir fiir
Z (z) die Exponentialfunktion e ™% in der wir mit ,,m‘ eine willkiir-
liche GroBe bezeichnen. Dann nimmt die Differentialgleichung die
Form an

2 : g
e B eme 00 e Ry = 0
oder
d2R (r) 1 dE(r)

—_ - 2, -
dr? +r dr +m?-E(r) =0.
Diese Gleichung ist die uns schon bekannte Besselsche Differential-
gleichung nullter Ordnung [Gleichung (11b)] mit den Lésungen

RBR(ry=C-Jglmr) und R(r) =D -Yy(mr).

Von diesen beiden Lésungen ist nur die erste brauchbar, denn die
zweite Losung nimmt fiir r = 0 den Wert unendlich an, steht also im
Widerspruch mit der 1. Oberflachenbedingung. Die allgemeine Lssung
heillt jetzt in vorliufiger Form

k=co

= D Cre ™. Jo(myr).
k=0

Da aber keine Randwertbedingung von der 3. Art vorgeschrieben
ist, also auch fiir m keine den frither erwihnten transzendenten Glei-
chungen analoge Gleichung besteht, kdnnen die Werte m die Zahlen-
reihe stetig durchlaufen, und zwei aufeinanderfolgende Werte von m
unterscheiden sich nur um dm. Ferner konnen wir statt des willkir-
lichen Wertesystems C eine willkiirliche Funktion f (m) einfithren. Die
unendliche Summe geht in ein Integral iber, und wir erhalten als
allgemeine Losung:

&= [fm)e ™ Jy(mr)-dm. (51)
0

¢) Bestimmung der willkiirlichen Funktion f (1) mit Hilfe der Ober-
flichenbedingung. Die 1. Bedingung verlangt, dal das Integral

Do =0ff(m)-Jo(mr)-dm

fur r << R den konstanten Wert , haben muf. Dagegen schreibt sie
fiir den Bereich r > R nichts vor. Andererseits darf aber die Funktion
diesen konstanten Wert nicht beibehalten, weil sich nach der Bedin-
gung 3b mit wachsendem 7 die Funktion der Null ndhern mu8.

Das obige Integral, das wir als eine Funktion des Parameters r
aufzufassen haben, mufl also einen sog. diskontinuierlichen Verlauf
haben.
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Die 2. Oberflichenbedingung liefert ein ganz dhnliches Ergebnis.
Sie verlangt, dafl das Integral

<%§)z=o= _Ofm'f(m)'Jo(mr)'dm

fir » > R gleich Null ist. Im Bereich r < R ist sie ganz willkiirlich,
nur darf sie hier nicht gleich Null bleiben, sonst wiirde durch die Kreis-
flache keine Warme in den Korper eintreten.

Nun kennt die Mathematik tatséichlich bestimmte Integrale, welche
die Eigenschaft besitzen, daB sich ihr Funktionscharakter mit einem
bestimmten Wert des Parameters plétzlich dndert, sog. diskontinuierliche
Faktoren.

Am meisten bekannt ist das Integral

[29]

IE%ER—) cos (m7)dm, das fir r < R den Wert 7/2,

0 fiir r = R den Wert /4,
fir r > R den Wert 0

annimmt (vgl. Abb. 53a).

c
Abb. 53a bis c. Diskontinuierliche Faktoren.

Ganz ahnliche bestimmte Integrale lassen sich auch mit Besselschen
Funktionen bilden?.
Das Integral (vgl. Abb. 53b):

fsin(mﬂ,Jo(mr)-dm hat fir r < R den Wert n/2

m
0

und fiir r > B den Wert arcsin <R>

7
und das Integral (vgl. Abb. 53c):
fsin (mRB)-Jy(m7r) -dm hat fur r < R den Wert -—wl__——
0 VRz o
und fiivr » > R den Wert 0.

1 Vgl. Frank u. v. Mises: Differentialgleichungen der Physik. 2. Aufl. Bd. 1
S. 418 bis 420. Verlag: Vieweg & Sohn. Braunschweig 1927.
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Abb. 53¢ zeigt sofort, daB das letzte Integral der Bedingung 2 ohne
weiteres geniigt, und Abb. 53b zeigt, daBl das vorletzte Integral der
Bedingung 1 geniigt, wenn man noch einen konstanten Faktor anfigt,
der die konstante Ordinate zu ¥, macht.

Setzen wir deshalb in der allgemeinen Loésung (51)

2 i R
fm) = =9, _Sl_n_(mﬁ_) ,
so ist die Gleichung
0=0c%fﬂ%@--Jo(m¢)-e—mz-dm (52)
o

die gesuchte Gleichung des Temperaturfeldes.

d) Der WirmefluB durch die Kreisfliehe. Wir wollen vorerst den
WirmefluB3 durch eine Ringfliche mit dem Radius 7 und der Breite dr
betrachten.

Das Temperaturgefille senkrecht zur Oberfliche ist nach Glei-
chung (52):

a9 9 .
<-‘§>z=0: "%ZISH‘ (mR)-Jo(mr)-dm
0
— 9,2t )
= — c;ﬁ‘ﬁ tir alle r < R.
Damit
r
dQ:ﬁc"LZVRZ_———rZ'dT'

Dieser Ausdruck ist zugleich ein MaB fiir die Ergiebigkeit der Wirme-
quellen, die wir uns auf den einzelnen Ringflichen angeordnet denken
miissen, damit die Temperatur ¢, auch wirklich erhalten bleibt. Aus
Abb. 53¢ ist abzulesen, daB diese Ergiebigkeit von einem Kleinstwert
in der Mitte der Scheibe an bis zur Ergiebigkeit unendlich am Rande
zunimmt. Trotzdem ist der Wirmetransport durch die ganze Kreis-
flache endlich, weil

Fordr o= R :
|t =B =R =R s
0
Es ergibt sich
QKreis = + 41’ R 00 s (53)

also nicht der Fliche des Kreises, sondern nur der ersten Potenz des
Radius proportional.
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Bemerkung.

Diese Aufgabe liefe sich in verschiedener Weise verallgemeinern.
Man konnte vor allem das Temperaturfeld untersuchen, bevor der Be-
harrungszustand eingetreten ist, also das zeitlich verinderliche Feld;
ferner kénnte man fiir die Kreisfliche nicht die erste Randwertangabe,
sondern die dritte Randwertangabe vorschreiben. Eine Losung dieser
beiden Probleme ist mir jedoch nicht bekannt.

4. Der Begriff des Wirmeleitwiderstandes.

Es ist schon mehrfach angeregt worden, die Berechnungen aus
dem Gebiete Warmeleitung in stirkerem Angleich an diejenige der
Elektrizitdtsleitung zu behandeln, insbesondere den Begriff der Leit-
fahigkeit durch denjenigen des Widerstandes zu ersetzen!.

In welcher Weise dies fiir den Fall des Beharrungszustandes bei
Randwertaufgaben I. Art moglich ist, soll an Hand der Gleichungen
(a) bis (d) gezeigt werden:

Platte: Qh =i (‘g‘) * (7-91 - 7-92) » (a‘)

Rohr: Qh:l'< 2; L) (0 — D), (o)
lnﬁ

Hohlkugel: @y = A ( -z 1-) (9 — B,), (c)
D, D,

Kreisscheibe: Q,=A-(2D) - (¥, — 0). (d)

Der erste Faktor auf der rechten Seite ist ein reiner Stoffwert, der
zweite ein reiner Formwert und der dritte ein reiner Temperaturwert.

Die ersten beiden Faktoren zusammen stellen das Wirmeleitver-
mdégen des untersuchten Korpers dar. In nachfolgender Zusammen-
stellung sind fiir verschiedene Korper in verschiedener Anordnung die
GroBen fiir das Leitvermdgen angegeben. Will man daraus den Warme-
leitwiderstand errechnen, so ist nur der reziproke Wert zu bilden. Mit
Verwendung des Buchstaben s fiir den spezifischen Leitwiderstand
(= 1/4) ergibt sich z. B. fir die Kreisscheibe aus Gleichung (d) der
Leitwiderstand zu R=s:2D.

Die Warmemenge errechnet sich dann allgemein mittels der Gleichung:
Q,=1/R-(9—9).

Die nachstehende Ubersicht ist einer Arbeit von Professor R. Riiden-
berg® iiber den Ausbreitungswiderstand verschiedener Erdelektroden
entnommen.

1 Z. B. Jakob: Z. ges. Kilteind. Bd. 33 (1926) S.21; Bd. 34 (1927) S. 141.
2 Elektrotechn. Z. 1925 H. 36 S. 1344.
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Form Anordnung Widerstand Bedingung
Kugel R s
in der Erde 91D
Halbkugel =—f—a : s
in der 3 R = P
Erdoberflache 7
Kugel unter der h =~ 3% 1 + D !
Erdoberfliche i “2aD 4 h
. =
Kreisplatte I R=_5
in der Erde 4D
Kreisplatte —f s
auf der W R= 5
Erdoberfliche Elan b B i 2D
1 [l
Draht 1d _ s 21 |
in der Erde LrLAAy R—anlnd | d<l
I — e
it ff b T " J
Rohr in der ks s i
Erdtiefe - -‘I R:Zntln7 | axt
BY
j‘J\‘ ;
i
n —-
Draht unter der B 5 1 21 1 2h L d<h
Erdoberfliche =371 Mq 1 21 r<l
T
Band
in der Erde

Band auf der
Erdoberfliche

Kreisring
in der Erde

Kreisring
unter der
Erdoberflache
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E. Die zeitlich konstanten Temperaturfelder mit
Wiirmequellen.
Die Differentialgleichung 729 + %. W =0,

Vom Standpunkt der Potentialtheorie aus entsprechen die Tem-
peraturfelder mit Warmequellen der Potentialverteilung, wenn sich die
Massen oder Ladungen innerhalb des Feldes selbst befinden. Diese
Potentialverteilung muf der Poissonschen Differentialgleichung

2 —_
(vgl. S.26) geniigen. V%9 = const

Wie in der Potentialtheorie die Massen, so kénnen hier die Wirme-
quellen sowohl stetig verteilt als auch flichenhaft, linien- oder. punkt-
férmig angeordnet gedacht werden.

Vom technischen Standpunkt aus ist die wichtigste Wirmequelle
dieser Art die Warmeentwicklung beim Fortleiten elektrischer Energie
und beim Magnetisieren und Ummagnetisieren von Eisen. Die obige
Differentialgleichung und ihre Losungen bilden die Grundlage fiir eine
wirmetechnisch einwandfreie Berechnung von elektrischen Leitungen,
Transformatoren und Maschinen!.

Aufgabe 10. Der Zylinder.

»In einem Zylinder vom Durchmesser 2 B werde durch Umwand-
lung anderer Energiearten in der Zeiteinheit und Raumeinheit die
Wirmemenge W erzeugt. — Wir grof ist die Temperatur an der Ober-
fliche und in der Achse des Zylinders, wenn die Raumtemperatur
gleich ® und die Wirmeiibergangszahl gleich « ist ¢

Der mathematische Ansatz ist sofort gegeben:
Differentialgleichung:

d 1 dé w
Ty T =0
Oberflachenbedingung:

~ (%)) = aty—0).

Zur Losung der Differentialgleichung setzen wir % == U und multi-
plizieren beide Seiten mit 7- dr:
rdU +U-dr 2 r.dr=0

oder dUr) = —L;,r-dr.
Durch Integration folgt daraus:
dé Wy
i i B
W o 0
oder PRty s s

! Buchholz, H.: Besondere Probleme der Erwirmung elektrischer Leiter.
Z. angew. Math. Mech. Bd. 9 (1929) S. 280.
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Die nochmalige Integration liefert:
14
P = ——%rz—l— Cilnr 4+ C,.

Zur Bestimmung der Integrationskonstanten C; benitzen wir die
vorletzte Gleichung, also den Ausdruck fir das Temperaturgefille.
Fiir » = 0, also fiir die Achse, muB8 dieses Temperaturgefille jedenfalls
gleich Null sein. Dies ist aber nur mdglich, wenn C; = 0 ist. Die Kon-
stante C, ergibt sich aus der Oberflichenbedingung:

(- T =T o
oder

)

Mit diesen beiden Konstanten ergibt sich dann die Gleichung des
Temperaturfeldes zu

W R? 24 7\2
0=@+W(1+E§_(E)>' (54a)
Aus dieser Gleichung folgt dann:

Temperatur in der Achse:

W R? 22
) o
Temperatur an der Oberfliche:
WR2 24 WR
Go=0+ 7 m=09+ 3, (54e)
Unterschied:
W R?

Hier ist vor allem zu beachten, da der Unterschied &, — &, mit dem
Quadrat des Radius und nicht etwa mit der ersten Potenz wichst.

F. Verschiedene Sonderfiille.

Wir haben auf 8. 7 vor Ableitung der Differentialgleichung (4) ver-
schiedene vereinfachende Annahmen getroffen, ohne uns iiber die Be-
deutung oder auch tiber die Zulassigkeit dieser Annahmen irgendwie
Rechenschaft abzulegen. Dies soll nun, soweit es dem Zwecke dieses
Lehrbuches entspricht, nachgeholt werden, und zwar sollen diese ein-
schriankenden Annahmen einzeln aufgehoben werden.

1. Das Feld ist von mehreren, verschiedenartigen Koérpern
erfiillt.

a) Allgemeines. Unsere einschrankende Annahme besagte in mathe-
matischer Ausdrucksweise, daB die Stoffwerte 1, ¢ und y innerhalb
des ganzen Feldes stetig sein sollen. Ist dagegen nach unserer jetzigen
Voraussetzung das Feld von mehreren, verschiedenartigen Koérpern
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erfiillt, so sind diese Stoffwerte nur innerhalb gewisser Teilgebiete des
Feldes stetig, an der Grenzfliche zweier solcher Teilgebiete aber un-
stetig.

Innerhalb eines jeden solchen Teilgebietes muf3 die Temperatur-
funktion der Differentialgleichung (4) geniigen. Fiir jene Oberflachen-
bezirke der Teilgebiete, die zugleich die Begrenzung des ganzen Feldes
bilden, miissen die Oberflichenbedingungen nach den Ausfithrungen
der fritheren Abschnitte gegeben sein. Dagegen haben wir jetzt noch zu
untersuchen, welchen Bedingungen der Temperaturverlauf an den
Trennungsflichen der Teilgebiete unterworfen ist, das heifit, wie sich
die Temperaturfunktion an den Unstetigkeitsstellen der A-, ¢- und y-
Werte verhilt.

In Abb. 54 soll ein kleiner Raumteil aus der Gegend einer Trennungs-
fliche dargestellt sein. Die beiden sich beriihrenden Kérper und ihre
physikalischen GréBen seien durch die Zeiger ,,1° und ,,2* unterschieden,

df ist ein Element der Trennungs-
fliche. Die Normale zu df werde
positiv gerechnet in Richtung 7
gegen 2.

Wir stellen nun folgende Uber-
legung an:

Die Wirmemenge, die den
Kérper 1 durch das Flachen-
stiick df in der Zeit dt verlafit,

ist:
aQ = — 1 (), -,
worin (—dé\—>
dn /1

den Temperaturanstieg in Rich-

tung der positiven Normalen be-

zeichnet, und zwar gemessen im Kérper I dicht an der Trennungsfliche.

Die Wirmemenge, die durch df in der Zeit dt in den Kérper 2 ein-
tritt, ist:

4Q, = — Ay (gg)z- df-dt.

Da das Flichenstiick df als ein unkdrperliches Gebilde weder Wirme
zuriickbehalten noch hinzufiigen kann, mufl d@; = d@, sein. Also auch

i (‘;—i)l= A (%)2. (55)

Aus der Tatsache, daB3 die Gréfe 1 an der untersuchten Stelle un-
stetig ist, folgt, daB auch das Temperaturgefille an dieser Stelle un-
stetig sein muB, und zwar gilt das nicht nur fiir den Beharrungszustand,
sondern auch fiir den verdnderlichen Zustand. Durch Gleichung (55)
sind die beiden Grenztemperaturgefille einander zugeordnet. Ist z. B.,
wie in Abb. 55 gezeichnet, der Temperaturverlauf a, b, ¢ im Kdorper 1
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gegeben, so ist damit zugleich fir die Temperaturkurve im Korper 2
die Neigung der Anfangstangente gegeben — aber vorerst nur die
Neigung, noch nicht die Lage der Tangente. Wir kommen damit zu
der Frage, ob an der Grenze zweier Kérper nicht nur der Temperatur-
gradient, sondern auch die Temperatur selbst unstetig ist, also zu der
Frage nach dem Temperatursprung. Diese Frage lafit sich heute auf
Grund zuverlissiger Messungen dahin beantworten, daB bei vollkommener
Berithrung der beiden Korper kein Temperatursprung eintritt. Als
eine solche vollkommene Berithrung kann z.B. gelten, wenn zwei
Metalle verltet sind, wenn sich zwei Korper lings vollkommen ebener,
polierter Flachen beriihren oder wenn der eine Kdorper ein plastischer
Korper ist, der fest gegen die Oberflidche des anderen Korpers gepreBt ist.

Beriihren sich dagegen die Korper langs rauher Oberflachen, so
tritt scheinbar ein Temperatursprung ein, der aber nur durch ein sehr
starkes Temperaturgefille in der diinnen Luftschicht vorgetduscht wird.
Es ist vom mathematischen
Standpunkte aus sehr wohl mog-
lich, diesem scheinbaren Tempe-
ratursprung durch Einfithrung
eines Uberleitungskoeffizienten
Rechnung zu tragen. Allein es
ist schon sehr schwierig, den
Rauhigkeitsgrad der beiden Ober-
flichen zahlenm&Big festzulegen;
noch viel schwieriger ist es, dann
diesem Rauhigkeitsgrad wieder
zahlenméaBig einen Warmeiiber-
leitungskoetfizienten zuzuordnen.

Aus diesem Grunde will ich auf

die Besprechung der unvollkom-

menen Berihrung verzichten und, ohne es besonders zu betonen, stets
vollkommene Berithrung annehmen. Dann wird stets (&), = (9,), und
die beiden Zweige der Temperaturkurve in Abb. 55 schlieBen sich an-
einander an.

Hier ist noch eine Bemerkung einzuschalten: Nach den Lehren der
kinetischen Gastheorie tritt bei sehr verdiinnten Gasen zwischen Ge-
faBwandung und Gas ein Temperatursprung auf. Dieser Widerspruch
ist dadurch zu erkliaren, daB die kinetische Gastheorie die Materie
nicht mehr als Kontinuum auffafit, wie das die analytische Theorie
der Wirmeleitung (siehe S.1) tut, und daB deshalb die betrachteten
Réume nicht mehr groB sind im Vergleich zur GréBe oder zum Abstand
der Molekiile (vgl. Abschnitt II E, S. 210).

b) Verallgemeinerung der Aufgabe 5 iiber den einseitig unendlich
ausgedehnten Korper. Zur Losung der Aufgabe 5 hatten wir uns
eines Kunstgriffes (S. 65) bedient, den wir dahin auffassen kénnen,
daBl zwei unendlich ausgedehnte Korper von den Temperaturen + ¥
und —&, mitsammen in Berithrung gebracht werden und dann ihre
Temperaturen ausgleichen. Wihrend aber damals die beiden Korper
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aus gleichem Stoff waren, sollen sie jetzt aus verschiedenen Stoffen be-
stehen. Wir kommen so zu folgendem Wortlaut fiir die Aufgabe:

,.Ein einseitig unendlich ausgedehnter Kérper ,,I* aus einem Stoffe
mit den Werten 4,, ¢; und y, werde mit einem zweiten, einseitig unend-
lich ausgedehnten Korper ,,2 mit den Stoffwerten A5, ¢, und p, in
Berithrung gebracht. Vor der Berithrung war die Temperatur im ersten
Korper einheitlich gleich 9, im zweiten Korper gleich #,. — Welches ist
der weitere Temperaturverlauf ¢

Zur Zeit t = 0 ist der Temperaturverlauf im Felde an der Stelle
= 0 unstetig. Aber schon nach der unendlich kurzen Zeit dt ist diese
Unstetigkeitsstelle verschwunden und durch ein sehr steiles Temperatur-
gefille in der Nahe von z = 0 ersetzt. Die am Anfang verschiedenen
Werte #,_,o und #,__, haben sich zu dem Wert ¢, ausgeglichen.

Die Funktion 9 = @ (=, t) hat folgendem mathematischen Ansatz
zu geniigen:

Im Bereich > 0 der Differentialgleichung:

0 029
T D
Im Bereich & < 0 der Differentialgleichung:
a8 0%9
—87 = Oy 5:;5 . (II)
An der Trennungsflache fir x =0, { > 0:
?9:::=+0 == ?9:::=——0 = 'ﬁm (III)
und
o9 o0
I (52), 0= % (52) o (IV)
Im Anfang, fir x >0: ?=49, (V)
also fiir ¢t = 0 firx < 0 P =1,. (VD)

Um die Rechnung abzukiirzen, wollen wir eine Tatsache als bekannt
annehmen, die wir sonst erst nach langer Rechnung erhalten wiirden.
Wenn diese Annahme uns zu einer Temperaturfunktion fithrt, die
allen Gleichungen (I) bis (VI) geniigt, so ist damit auch die Richtigkeit
der Annahme selbst erwiesen, weil es nur eine Lésung gibt, die allen
6 Gleichungen entspricht.

Diese Annahme betrifft die Temperatur #,, der Beriihrungsebene.
Solange wir nichts anderes wissen, werden wir etwa vermuten, daf
unmittelbar nach Auflésung der Unstetigkeitsstelle ein Anfangswert
von #,, auftritt, der sich dann mit der Zeit asymptotisch einem bleiben-
den Wert nihert. Allein dies ist nicht der Fall: sofort nach Auflésung
der Unstetigkeitsstelle stellt sich ein fester Wert 9, ein, der wihrend
der ganzen Dauer des Vorganges unverdndert bleibt. Dies ist die Tat-
sache, die wir vorerst unbewiesen hinnehmen wollen. Der Vorteil, den
wir damit erreichen, ist der, daf sich unsere Aufgabe in zwei Aufgaben
Nr. 5 spalten 1d8t, wofiir wir in Gleichung (37b) die Losung bereits
gefunden haben.

x

(Gleichung 37b) & = - G<:> _
Hat
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Diese Gleichung, zusammen mit Abb. 56, ergibt:

fiir positives x: O =0,— (Gn— %) G'( i ) , (VII)
l4a,t

fiir negatives z: @ = &, + (03— Pn) - G (L> . (VIII)
14 axi

Fiir z = 0 ergeben beide Gleichungen vorschriftgemi den Wert &,,,
weil das GauBlsche Fehlerintegral fir # = 0 den Wert Null hat. Wir
miissen nun noch den Wert @, bestimmen. Hierzu beniitzen wir Glei-

chung (IV).
Beachten wir, daB
dglErN_ 1 2 i
= (Jee) = = 7w s

und daB % = YA¢y = b ist, so erhalten wir
a

a9 a +z
h(52) 0=+ A0 — P 56 (5

J4ayt
1 [}
S X SR WS ST Sy S
+ 1("91 ﬂm) }alnt + ]nt ("91 ﬂm) H
ebenso
a9

ZZ(ﬁ)—o

by
= — 2 (8,— .

}’ﬂt( 2 ﬂm)

Mit diesen Ausdriicken wird
Gleichung (IV)

bl ("91 —ﬁm) = bz ("92 —"9m)

oder

(O — Fp): (O — %)
= by :b,.

Erkliren wir diese Glei-
chung an Hand unserer
Abb. 56, so besagt sie: der Punkt @, teilt die Strecke ¢, — ¢, im um-
gekehrten Verhiltnis der zugehorigen b-Werte. Die Grenztemperatur-
unterschiede &, —®,, und &, — @ hingen also vom Verhéltnis der
b-Werte, die Grenztemperaturgefille aber vom Verhiltnis der Wérme-
leitfahigkeiten ab.

2. Der Korper ist nicht isotrop.

a) Allgemeines. Ein isotroper Stoff ist ein solcher, bei dem alle
physikalischen Eigenschaften von der Richtung unabhéngig sind; weit-
aus die meisten Stoffe sind isotrop. Das gebriuchlichste Beispiel eines
anisotropen Kérpers sind die Kristalle. Die analytische Theorie der
Wirmeleitung in Kristallen ist ein wichtiger Zweig der theoretischen
Physik geworden — doch liegt die Hauptbedeutung dieser Theorie auf

Grober-Erk, Warmeiibertragung, 2. Anfl. - 8
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rein mathematischem Gebiet. Wir wollen deshalb auf diese Theorie
nicht weiter eingehen und begniigen uns damit, einige Begriffe aus
dieser Lehre zu iibernehmen.
In einem isotropen Korper ist die Wirmeleitfahigkeit an einer
Stelle unabhéingig von der Richtung und deshalb durch eine einzige
Zahlenangabe vollkommen bestimmt — sie ist ein reiner Skalar. Anders
bei einem Kristall; hier gibt es, durch das innere Gefiige hervorgerufen,
ausgezeichnete Richtungen und die Warmeleitfahigkeit wird fiir diese
ausgezeichneten Richtungen im allgemeinen verschiedene Werte haben;
aber auch jeder willkiirlich dazwischen liegenden Richtung entspricht
ein anderer Wert der Wirmeleitfahigkeit. Es ist deshalb die Wirme-
leitfahigkeit in einem anisotropen Kdrper eine physikalische GréBe, die
erst gegeben ist durch Angabe des zu jeder
Richtung gehérigen Wertes. Eine GroBe dieser
Art heiBt ein Tensor. Ein Tensor ist keine
richtungslose Grofe wie der Skalar und keine
einfach gerichtete GroBe wie der Vektor. Ein
Beispiel fiir einen Tensor, das jedem Ingenieur
bekannt ist, ist der Spannungszustand in einem
deformierten, elastischen Korper (Spannungs-
ellipsoid).
b) Verschiedene anisotrope Korper. Der
wichtigste Fall eines anisotropen Korpers ist
das Holz. Infolge der Faserung und der Aus-
bildung von Jahresringen (Zylinderflichen) gibt
es in jedem Punkte eines Stammes drei aus-
gezeichnete Richtungen, namlich (vgl. Abb. 57)
I axial, II radial und III tangential. Meist
Abb. 57. Die drei ausgezeichneten unterscheidet man jedoch nur ,,in Richtung
Rwh}‘?ggg?al,“}IIthlsg:engiaixmly der Faser“ == I und ,,senkrecht zur Richtung

der Faser“ = II und III. Ob es wirklich be-
rechtigt ist, die Richtungen I7 und III als gleich anzusehen, bezweifle
ich. Die Werte der Wirmeleitfihigkeit in diesen Richtungen sind
natiirlich nur durch den Versuch zu bestimmen.

Néachst den Holzern kommen als anisotrope Kérper solche Korper
in Betracht, die aus einzelnen Teilen in regelmaBiger Weise zusammen-
geschichtet sind. Dabei miissen die Abmessungen der einzelnen Teile
klein gegen die Abmessungen des ganzen Korpers sein. Solche zusammen-
gesetzte Korper sind: verschiedene Konstruktionen im Hochbau und
in der Wirme- und Kailteisoliertechnik, ferner die Wicklungen der
Elektromagnete usw. und die Plattenpakete und Drahtbiindel der
Magnetkerne u. a. m.

¢) Die Wirmeleitfdhigkeit von geschichteten Korpern. ,,Ein Korper
bestehe aus lauter gleichen Schichten von der Dicke A. Jede Schicht
bestehe ihrerseits wieder aus n planparallelen Platten von den Dicken
é1 . . .9, und den Wirmeleitfahigkeiten 4, . . . A,,. Welches ist die Warme-
leitfihigkeit des ganzen Korpers senkrecht zur Lage der Schichten und
parallel zur Lage der Schichten ?°
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1. Senkrecht zur Lage der Schichten A,. Wir geben dem
Korper eine solche Temperaturverteilung, daB"die Plattenebenen zu
Flachen konstanter Temperatur werden. Im Beharrungszustand wird
dann durch jede Platte die gleiche Wiirmemenge @ pro Flachen- und
Zeiteinheit hindurchgehen. Diese Warmemenge ist gegeben zu

. Pog— Py By — Gy . Ppeg— Oa
Qs'—'—'j'l 1 _‘_2'2 5. —_An 8.
é
oder ﬁo—ﬁl=—QsTl,
1
6

Durch Addition 8 — &, — — Q{i—i Ly i}} (M

Denken wir uns jetzt die Schicht durch eine einheitliche Platte von der
Dicke 4 ersetzt und von einer solchen Wéirmeleitfihigkeit A;, daB sie
bei derselben Temperaturdifferenz
¥ — &, von derselben Warmenge Q,
durchflossen wird, so gilt fir diese
Ersatzplatte

"90 - "911

Q=—22"%
4
oder D=1, = Qs 7 -

Durch Vergleich von (I) und (II)
folgt:

A

R 4 5 (56a)
W T, |

2. Parallel zur Lage der Schichten 1,. Wir geben jetzt dem
Koérper eine solche Temperaturverteilung, dafl die Flichen konstanter
Temperatur durch parallele Ebenen gebildet sind, welche die Platten
senkrecht durchsetzen. In Abb. 58 sind durch die gestrichelten Geraden
zwei solche Ebenen mit den Werten 9, und 4, angedeutet. Ihr Abstand
sei ,,I. In der Richtung senkrecht zur Bildebene sei die Abmessung
des Plattenpaketes gleich ,,I. Dann stréomen ldngs der einzelnen Platten

folgende Wiarmemengen:

lings der 1. Platte: Go=—5N Ys ;ﬁ & - 1;
lings der 2. Platte: gs = — 4y 0"? % 8, 1;
lings der n-ten Platte: ¢, = —4, Lt l— L 8,-1;
lings der ganzen Schicht: @, = — ”“;’9" (Aydy+-Apdy - +2,8,). (IIT)

8*
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Ersetzen wir- wieder die Schicht durch eine einheitliche Platte von
solcher Wirmeleitfahigkeit 1,, daB bei gleichem Temperaturgefille
(8, — ) : 1 die gleiche-Wirmemenge @, hindurchgeht, so gilt fiir diese
Platte

Q=—2, 2% 4.1, {Iv)
Durch Vergleich von (III) und (IV):
2p21161+12622"'+ln6n‘ (56b)

3. Das Verhidltnis A,:2,. Die Gleichungen (56a) und (56b) er-
geben:

g (EH Tt PO A0t 40,0 (560)

Ist die Leitfahigkeit einer einzelnen Platte sehr groB, so wird das
entsprechende Glied in der ersten Klammer gleich Null, fillt also fort,
in der zweiten Klammer wird das entsprchende Glied sehr gro8 und
damit anch das Verhaltnis 1, : A,.

Ist umgekehrt die Warmeleitfahigkeit einer Platte sehr klein, so
wird das' betreffende Glied der zweiten Klammer fortfallen und das
der ersten Klammer sehr groB. Damit wird auch das Verhéltnis 4, : 4,
sehr groB3.

Wie auch die Leitféihigkeiten verteilt sein mdogen, das Verhdltnis
ist immer groBer als ,,Eins““. Es erreicht seinen Kleinstwert ,,Eins“
erst, wenn alle A gleich sind, also wenn die Schicht homogen und 1s0tr0p
istl.

Bemerkung. Nach diesen Beispielen anisotroper Kérper ist es sehr
wohl moglich, daB bei technischen Aufgaben die Wirmeleitfahigkeit
als Tensor aufgefaBBt werden muB2.,

In vielen Fallen wird es aber moghch sein, die Warmeleitfahigkeit
als Skalar zu betrachten, namlich iiberall dort, wo das Temperaturfeld
nur von einer Koordinate abhéngt und diese Koordinatenrichtung mit
einer Hauptachse des Tensors zusammenfallt. (Vgl. das oben besprochene
Plattenpaket.)

3. Wirmeleitfihigkeit, spezifische Wirme und spezifisches .
Gewicht sind vom Druck und von der Temperatur
abhingig.

a) Die Abhiingigkeit vom Druck. Bei festen Kérpern sind diese Werte
nur in sehr geringem Malle vom Druck abhingig. Nun treten aber in
jedem festen Korper, dessen Inneres Temperaturunterschiede auf-
weist, Spannungen auf, die unter dem Namen ,,Temperaturspannungen‘‘

! Uber eine experimentelle Bestimmung von 4, und 4, vgl. L. Ott: Unter-
suchungen zur Frage der Erwirmung elektrischer Maschinen. Mitt. Forsch.-Arb.
vom VDI Heft 35, 36. Berlin 1906.

2 Es sei deshalb hier auf die einschligige, mathematische Literatur verwiesen,
z. B.: Enzykl. d. math. Wiss. Bd.5 4 S.181. Winkelmann: Handbuch der
Physik, Band Wairme.
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bekdnnt sind. Diese Spannungen — ebenso wie. die ihnen verwandten
GuBspannungen — sind von sehr hohem Betrage, und es ist deshalb das
Bedenken keineswegs von der Hand zu weisen, daB unter so hohen
Driicken auch die an sich schwache Abhéingigkeit der Stoffwerte vom
Druck ivon Einflul werde. Etwas Sicheres ist jedoch hiertiber nicht, be-
kannt, ‘denn einerseits fehlen die experimentellen Angaben fiir diese
Abhéngigkeitsgesetze und andererseits wird die Berechnung ungemein
schwierig, sobald man diese Abhingigkeit beriicksichtigen will.

b) Die Abhiingigkeit von der Temperatur. Es gibt Legierungen, deren
Ausdehnungskoeffizient gleich Null, deren spezifisches Gewicht also
von der Temperatur unabhingig ist. Ebenso mag es auch Stoffe geben,
deren Wiarmeleitfahigkeit oder deren spezifische Warme von der Tempe-
ratur unabhingig ist. Aber es werden dies seltene Ausnahmen sein.
Im allgemeinen sind A, ¢ und y als Funktionen der Temperatur an-
zusehen.

Die Differentialgleichung (4)

ist deshalb richtiger zu schreiben:
99— h(®)-72 + fy(9)- W

Die Methoden, die wir bisher zur Lésung der Aufgaben angewandt
hatten, bestanden in dem Zusammensetzen der allgemeinen Losung
aus Teillosungen. Dies darf aber nur geschehen, solange die Differential-
gleichung linear ist. Unsere obige Gleichung ist jedoch wegen des
Gliedes f (#)-F28# nicht mehr linear und das Verfahren mit den Teil-
lésungen versagt. Die Wege, die dann einzuschlagen sind — es sind
dies meist mathematische Néherungsmethoden —, sind so zahlreich
und vielgestaltig, daB ihre Besprechung iber den Rahmen dieses
Buches hinausgeht.

4. Vorginge mit Anderung des Aggregatzustandes
oder der chemischen Natur.

a) Allgemeines. Die reinen Schmelz- und Erstarrungsvorginge
miissen wir hier ausschalten, da bei ihnen immer Konvektionsstréme
auftreten; dagegen ist das Vordringen des Frostes in feuchtem Erd-
boden ein Vorgang, der sich rechnerisch verfolgen 148t, und der als Bei-
spiel fiir eine Gruppe von Erscheinungen gelten soll, die insbesondere
in der chemischen Technik héufig vorkommen.

Fiir unsere Zwecke laBit sich das Wesentliche dieser Vorgénge in
folgenden vier Satzen aussprechen:

1. Es findet eine Anderung des Aggregatzustandes oder der chemi-
schen Natur des Korpers, der das Feld erfillt, statt.

2. Hierbei treten latente Wirmemengen auf.

3. An der Umwandlungsstelle dndern die Stoffwerte A, ¢ und y
sprungweise ihren Wert.

4. Es treten keine Konvektionsstrome auf.
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b) Das Vordringen des Frostes in feuchtem Erdboden. ,,Ein feuchter
Erdboden besitze im Anfang iiberall die Temperatur #;;. Von einem
gegebenen Augenblick an werde die Oberfliche konstant auf der Tempe-
ratur 9; gehalten. Das Gefrieren des Erdbodens erfolge bei der Tempera-
tur 95, und zum Gefrieren der Gewichtseinheit feuchten Erdreiches
miisse die Wirmemenge @, entzogen werden.— Welches ist die Gleichung
des Temperaturfeldes, und wie rasch dringt die Frostgrenze vor 2*

Der mathematische Ansatz. In Abb.59 ist die Tiefe unter
der Bodenoberfliche als die eine Koordinate x und die Temperatur als
die andere Koordinate ¢ angenommen. Mit & ist ein verinderlicher
Wert auf der x-Achse bezeichnet, der die augenblickliche Lage der Frost-
grenze angibt. Die physikalischen Gré8en werden mit dem Zeiger ,,1%
bezeichnet, wo sie fiir den gefrorenen Boden und mit ,,2*, wo sie fiir

den ungefrorenen Boden
gelten.
1. Differential-
gleichungen:
Im gefrorenen Teil,
d.i. fir z < &:
a9, 09,
Tt - Mo
Im ungefrorenen Teil,
d.i. fur z > &:
08, 0%,
Tt e
2. Anfangsbedingung:
Fiur ¢ = 0 muf
9, = const = O (IL)
sein.

(Ia)

(Ib)

3. Randbedingungen:
An der Oberfliache: fiir = 0 und ¢ = 0 mufl &; = 9;. (III)
In sehr groBen Tiefen: fir x = 00 und ¢ = 0 muB 9, = 9. (IV)
An der Frostgrenze:

fir ¢ = & und ¢ > 0 muf} &, = P, = &, = const. (V)
4. Der Gefriervorgang:

Wenn wir beobachten, daB die Frostgrenze in der Zeit dt um die
Strecke d& vorgeriickt ist, so ist eine Erdmasse von dem Volumen
F-d & erstarrt, wenn mit F das beobachtete Stiick der Frostgrenze be-
zeichnet ist. Bei diesem Vorgange ist die Wiarmemenge @oy,F-d§ frei
geworden. Diese Wirmemenge mu3 nun — zusammen mit der aus dem
noch ungefrorenen Boden kommenden Wirmemenge — durch den ge-
frorenen Boden abgeleitet werden. Es gilt also die Gleichung:

(&)

—2 (g—j)s_op-dm ~ QoysFdE— s (30)  F-di

Jero
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d& 1 o9 09
oder —d—t = m <2-1 <6—x)g-o—— ]-2 (%)E‘I-O) . (VI)

Durch diese 6 Bedingungen ist die Temperaturfunktion eindeutig
bestimmt,

Die Losung der Aufgabe. In Aufgabe 5 haben wir das GaubBsche
Fehlerintegral als eine Losung unserer Differentialgleichung kennenge-
lernt. Sind C,, D, und C,, D, vier willkiirliche Konstanten, so ist

xr

h= Gt D0 (35

eine partikulire Losung von (Ia) und

—=C, D, G2
02 G ? (Y4a2t>

eine partikulire Losung von (Ib).
Da nun G (0) =0 und G (o) =1 ist, so liefern die Bedingungs-
gleichungen (III) und (IV) die Beziehungen

fur.’l:=0' 01=01+0 ='l91
und
fiir x = oo : 792=02+D2=7911.
Damit also Bedingung (III) und (IV) erfiillt sind, mufl

01 = '191 und 02 == '1911 - .D2
gesetzt werden.
Unsere obigen partikuldren Losungen heifen jetzt

x
9, =9 + D@ (W) , (VIIa)
x
8y = Oy — D, (1 .y <ﬁ‘7> ) . (VIIIa)

Die Bedingung (IT) ist ebenfalls erfillt, denn die Gleichung (VIIIa)
ergibt fiir ¢ = 0 den Wert &, = ;.

Als nichste Bedingung, die zu erfiillen ist, betrachten wir Be-
dingung (V), den Temperaturwert in der Frostgrenze. Fiir z = £ lefern
die Gleichungen (VIIa) und (VI1IIa):

8 N9 _alt —
9; + D, G(Vm) =9y — D, (1 G(V@?» =9,

Da D, und D, konstante GroBen sind, kann diese Doppelgleichung
nur dann fiir jeden Wert von ¢ erfiillt sein, wenn auch die GauBschen
Fehlerintegrale konstante GroBen sind. Dies ist aber nur dann még-
lich, wenn sich & so mit ¢ &ndert, daB die Argumente der Funktion G
konstant sind, daB also & mit ]/t proportional ist. Ist ¢ ein Propor-
tionalitétsfaktor, so gilt die Gleichung

E=qVt. (IXa)
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Durch Differenzieren ergibt sich daraus die Geschwindigkeit d&/dt,
mit der die Frostgrenze vorriickt. Es ist

aé __ q

@V (IXDb)
Die Geschwindigkeit des Vorriickens ist also zu Beginn sehr grofl

(im ersten Augenblick unendlich grof}), nimmt dann aber rasch ab.
Aus der Doppelgleichung ergibt sich ferner

B wnd Dy=—Tm=e
o) ™ Tl
Vda.t V4ayt
Mit Hilfe dieser beiden Werte und unter Verwendung von Glei-

chung (IXa) nehmen die partikuliren Losungen (VIIa) und (VIIIa)
die Form an:

D, =

i
191 = 191 + (ﬁo - 191) —L%}LL > (VHb)
G-
7o)
$(y==)
By = By — (9 — D)) — L0l (VIIIb)
1—-6G | ==
<V4 “2)

Zur Bestimmung der letzten Unbekannten ¢ dient Bedingung (VI):
Es ist

w2
2}9_1 . 190~191 e dart
0w G( L) Va,mt
Vda,
und
- qz
(92) Do =By e In
dx Jg=E—0 G(L) Varnt:
Yda;
Ebenso ist:
— q2
(?&\ _ —@Bu—9y) e *®
0% Jo=tto 1——G<L> Vasmt
t4a,

Mit diesen beiden Differentialquotienten wird Gleichung (VI):
. s

d A Cim A e
. L e -+ Azt (D1 — Do)

dag

@ _ 9. — e .
Drar = Yo ,91)0<L ) Ve 1-0(L)
V4a, Vda,
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Unter Verwendung von Gleichung (IXb) und unter Einfithrung von
b = JAicy ergibt sich:

72 [

e 4as
by Oy — ) — .
@ <—_> 1-@ < )
V4o V4a,

Dies ist eine transzendente Gleichung mit der einen Unbekannten ¢.
Sie wird am besten auf graphischem Wege gel6st, indem man sie in der
Form const-g = Funkt (¢) schreibt. Die linke Seite stellt eine Gerade
durch den Ursprung‘des Koordinatensystems dar. Die rechte Seite gibt
eine transzendente Kurve. Gerade und Kurve schneiden sich immer,
aber immer nur in einem Punkte, so dafl also die Gleichung (X) stets
eine Wurzel, die wir g, heillen wollen, besitzt. Mit diesem Wert ¢, gibt
dann Gleichung (IXa) den augenblicklichen Stand der Frostgrenze und
die Gleichungen (VILb) und (VIIIb) geben die Gestalt des Temperatur-
feldes.

Qo7 V2_7_”q = by (§y— Oy) (X)

G. Das Prinzip der Ahnlichkeit.

Das Prinzip der Ahnlichkeit gestattet uns, aus dem mathematischen
Ansatz einer Aufgabe, also aus der Differentialgleichung und den
rdunlichen und zeitlichen Randbedingungen, eine Reihe von Folge-
rungen abzuleiten, ohne daB wir die Gleichung zu 16sen brauchen. Des-
halb ist es in allen jenen Fillen von Bedeutung, in denen eine Losung
aus mathematischen Grunden nicht moglich ist.

Der Gedankengang bei Aufstellung des Ahnlichkeitsprinzipes be-
ruht darauf, dafl man alle iberhaupt méglichen Temperaturfelder in
Gruppen von unter sich verwandten — sogenannten ,,ihnlichen Fel-
dern” — zusammenfafit, dann das Gemeinsame einer jeden Gruppe,
also ihr Kennzeichen hervorhebt und endlich die physikalischen und
mathematischen Eigenschaften eines Feldes als Funktionen dieses
Kennzeichens darstellt. Die Gesichtspunkte, nach denen die Felder in
Gruppen zusammengefalBt werden, also das Wesen der Ahnlichkeit,
kénnen erst spiter erdrtert werden.

Wir wollen nun das Prinzip der Ahnlichkeit an dem Beispiel der
zeitlich verdnderlichen Temperaturfelder ohne Wirmequellen ableiten.

1. Die Bestimmungsstiicke des ersten Feldes.

Durch das Fehlen von Wiarmequellen ist festgelegt, daf das Tempe-
raturfeld der Differentialgleichung

o

o = a v (I)

zu geniigen hat. Diese Differentialgleichung ist die erste Angabe uber
das Feld. Die zweite Angabe betrifft die Begrenzung des Temperatur-
feldes, also die Gestalt des Korpers, in dem sich der Vorgang abspielt.
Sie ist gegeben z. B. durch die Angabe: n-seitiges, gerades Prisma mit
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der Hihe [, und den Seitenléngen ;, I, . . .1,. Oder durch eine Funktion
f(§3n353 l(hll"'ln):()

mit den Raumkoordinaten &, #, { als laufenden Koordinaten und den
Korperabmessungen [, . . . I, als Parametern.

Statt-die Parameter ,,I* alle einzeln anzugeben, ist es zweckméBiger,
eine Abmessung, z.B. 1, als die BezugsgréBe zu wihlen und die anderen
Abmessungen durch ihr Verhiltnis zu dieser Bezugsgrofle festzu-
legen. Dann nimmt die letzte Gleichung die Gestalt an:

. ll l2 ln —
fl(f,n,é,- lo,—,;,z---ﬁ-)~0. (I1)

Durch die Gestalt der Funktion f; kommt zum Ausdruck, welcher
Art die Oberfliche des Korpers ist, ob Kugel oder Ellipsoid usw. Das
Wertesystem Uy/l,, l/ly, - .., l,/ly kennzeichnet von diesen Flachen eine
Schar unter sich geometrisch dhnlicher Flichen, und der Wert [, greift
aus dieser Schar eine bestimmte, einzelne Fliache heraus.

Die dritte Angabe ist die zeitliche Grenzbedingung, bestehend in
einer Angabe iiber das Temperaturfeld zur Zeit ¢ = 0. Also in einer

Gleichung . '
ﬁt=0=f2<§,”],5; lo,i"'ﬁ>- (I11)

Die vierte und letzte Angabe iiber das Problem besteht in der An-
gabe der riumlichen Grenzbedingung, die wir vorerst der Einfachheit
wegen nur von der ersten Art und zeitlich konstant annehmen wollen.
Diese vierte Angabe lautet dann:

Fir alle Wertezusammenstellungen &, #, {, die der Bedingung
f1 = 0 geniigen, also fiir alle Punkte der Oberfliche mul} sein:

Lol l,
ﬁt>o=f3(§,n,5; Z°—lll)i7§> Iv)

Unter der Lésung des Problems verstehen wir dann eine Gleichung,
welche die Gestalt des Temperaturfeldes wiedergibt und welche all-
gemein die Form hat:

l
O£, 0,8, tralo, ¢ - 1) =0, )

2. Das zweite Temperatarfeld.

Zur Ableitung des Prinzips der Ahnlichkeit ziehen wir noch ein
zweites Feld zum Vergleich heran. Dieses Feld soll ebenfalls ohne
Wairmequellen, im itbrigen aber hinsichtlich seiner Form und seiner
Grenzbedingungen vorerst vollkommen beliebig sein. Fir dieses Feld
gelten dann ebensolche finf Gleichungen wie fiir das erste Feld, wobei
wir die Funktionen und GréBen des zweiten Feldes durch das Zeichen *
kennzeichnen wollen. Es seien nur zwei dieser Gleichungen als Beispiel
angeschrieben. Py,

o
, A
Hpea= 1560, T Ty - 41)- (1T

— a7, ()
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Wir beginnen nun damit, die Willkiir dieses zweiten Feldes all-
méhlich einzuschrinken, indem wir das zweite Feld dem ersten immer
dhnlicher machen.

a) Die beiden Felder sollen von geometrisch #hnlichen Flichen be-
grenzt sein. Damit die beiden Felder iiberhaupt von der gleichen Art
sind, missen die Funktionen f; und f; die gleichen sein. Damit sie aber
auch geomefrisch dhnlich sind, miissen die Parameter und die Koor-
dinaten alle im selben Verhéltnis gedehnt sein. Nennen wir dieses
Dehnungsverhiltnis »;, so gelten die Gleichungen

E=n-& o= "7lo;
f=wv,1 ud - ... (VIa)
F=w-{; =21,
Deshalb gilt auch h_h, usw. bis L E'i
A 0

0
b) Es gelte als nichste Einschrinkung die Annahme, daB beide
Felder am Anfange einander ,,dhnlich® waren. Dies will sagen, daB

/4

Abb. 60. Zwei dhinliche Temperaturfelder vy = 3; 9= 3.

zur Zeit t = 0 zwischen den Temperaturen an dhnlich gelegenen Stellen
die Beziehung bestanden hat’

Fpmo =340, (VIb)

wobei vy ebenfalls ein im ganzen Feld konstanter Wert ist.

Wir konnen uns also den Anfangszustand des zweiten Feldes da-
durch aus dem des ersten Feldes abgeleitet denken, daB wir zuerst jene
Koordinatenachsen, auf denen wir die Lingen aufgetragen haben, im
Verhiltnis v; und dann die Temperaturachse im Verhaltnis vy dehnen.

Die Werte ,,grad #“ werden dadurch iiberall im Verhiltnis »s: v,
und die Werte /29 im Verhiltnis ;- %2 verindert. Abb. 60 veran-
schaulicht das Gesagte fiir Temperaturfelder, welche nur von zwei
Koordinaten abhingen. Bei Feldern mit 3 Dimensionen geht natiirlich
diese leichte Anschaulichkeit verloren.

In Anlehnung an die Begriffe ,,ahnlich* und ,,affin® in der Geometrie wire
es richtiger, die beiden Temperaturfelder ,,affin* zu nennen, denn das Wort ,,4hn-
lich** wiirde verlangen, daB der Zahlenwert v, gleich dem Zahlenwert », sei. Dies
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soll aber nicht verlangt werden. Es hat sich jedoch im Prinzip der mechanischen
Ahnlichkeit dieser allgemeinere Begriff ,,dhnlich* bereits eingebiirgert, und wir
tibernehmen ihn im selben Sinne.

Wenn der Anfangszustand beider Felder in dem so umschriebenen
Sinne dhnlich ist, dann ist f, = f,. Dann nimmt die Gleichung (IIT') die
Form an:

v By—o=fp (%‘5: v, v 85 vl ;_1 T i*") (I1T)
0 07
¢) Wir nehmen an, dal die Oberflichentemperaturverteilungen bei
beiden Feldern ebenfalls dhnlich seien, daB3 also fiir die Oberflichen-
temperaturen die Beziehung gelte:

4
Vo= vs- Dis0s

wobei vy den gleichen Zahlenwert wie in Gleichung (VIb) habe.
Dann muf fiir alle Punkte &, ', {’ der Oberfliche nachstehende
Gleichung erfullt sein:

l I,
1/19-19,>0=f3<v,-§, Vi 1, v,-C; vy, i Tt To>

d) Wir nehmen nun noch den MaBstab der Zeiten verschieden an
nach der Gleichung =t (VIc)

und vergleichen also die Felder immer nur in solchen Augenblicken, die
im Verhiltnis », vom Zeitanfang ab liegen. Zwei solche Zeitpunkte
nennen wir entsprechende Augenblicke. Entsprechende Zeitriume
stehen dann ebenfalls im Verhédltnis »,. Wir dehnen damit auch die
Zeitachse des gestrichenen Systems.

e) Da der Korper, der das Feld erfiillt, als homogen und isotrop an-
genommen sei, und da ferner die Stoffwerte innerhalb eines jeden Feldes
als unabhéngig von der Temperatur gelten sollen, so sind @ und a’ fir
jedes Feld konstante Griofen. Es gilt also fiir alle Zeiten und fiir alle
Stellen im Feld die Gleichung

ad=yv,-a. (VId)

3. Die Ahnlichkeit beider Felder.

Wir haben in den vorstehenden Absitzen verschiedene Beziehungen
zwischen den beiden Feldern aufgestellt, die wir kurz als die Ahnlich-
keit der Randbedingungen bezeichnen kénnen. Sie besagen vorerst nur,
daB die Temperaturfelder an der Berandung des Raum-Zeit-Gebietes
einander dhnlich sind, aber noch nicht, dal dies auch im Innern der
Fall sein muB3. Die Losung fiir die zweite Aufgabe kénnen wir deshalb
vorerst nur in der Form

@' (vl-é', v, v L, e ®, vy, vy-a, vy, i—l . i—") =0

0 0
schreiben; wir dirfen noch nicht annehmen, daB @ = @ sei.

Nun wollen wir uns die Frage vorlegen: Unter welchen Bedingungen
bleiben die Felder — zu entsprechenden Zeiten betrachtet — auch im
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weiteren Verlaufe des Wairmeleitvorganges ahnlich im Sinne der
Gleichung
’(9’ = Vg ’(92

Oder mit anderen Worten: Unter welchen Bedingungen sind die
beiden Felder auch im Innern des vierdimensionalen Raum-Zeit-Ge-
bietes dhnlich ?

Und dies lauft auf die mathematischen Fragen hinaus: Wie sind die
Werte v;, vs, v, und », zu wihlen, damit @' = @ wird ? Kénnen die
Werte » willkiirlich angenommen werden, oder miissen zwischen ihnen
irgendwelche Beziehungen bestehen ?

Zur Beantwortung dieser Fragen gelangen wir durch nachstehende
Uberlegung :

Ist die Funktion @’ gleich der Funktion @, so besagt dies, daf der
mathematische Ansatz im gestrichenen System identisch ist mit dem
Ansatz im ungestrichenen System, daB also vor allem die Differential-
gleichungen identisch sind, denn nur gleiche Ansiitze liefern gleiche
Losungen. Wir schreiben die Differentialgleichung (1') in der Form

Ve 619‘ . Vs 2
v, Ot =V v,za vd,

und setzen darunter die Gleichung (I)
a9
ot

Diese Gleichungen sind dann identisch, wenn sie sich nur durch
einen beiderseits gleichen Faktor unterscheiden, wenn also

=g V2.

a’ a*V
o _Tells it (VII)

oder
vy v v

ist.

Die Ahnlichkeit der Grenzbedingungen an sich ist also noch nicht
hinreichend, um die vollstiindige Ahnlichkeit zu gewihrleisten, sondern
es muf} zwischen den »-Werten die Beziehung (VII) bestehen. In welcher
Weise dies zu ermdoglichen ist, soll an drei Beispielen gezeigt werden:

1. Bei gegebenen Stoffen in beiden Feldern und gegebenem Ver-
haltnis entsprechender Langen — also bei gegebenen w, und v, sind
die Felder zu vergleichen zu Zeitpunkten, die im Verhiltnis

Uit = v, = »%p, = ([2-a):(;2-a)
vom Zeitanfang ab liegen.

2. Bei gegebenen Stoffen und gegebenen Zeitpunkten — also ge-
gebenen v, und », — sind die entsprechenden Léngen zu wihlen wie

Uilg=v= Vvg-v,= Vo -¥:Va-t.
3. Bei gegebenen Zeitpunkten und gegebenem Verhéltnis der

Langen — also gegebenem v, und v, — sind Stoffe zu wihlen, deren
Temperaturleitfdhigkeiten sich verhalten wie

dia=wv,=w2y, = 21:(2-1).
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Diese Uberlegungen zeigen, daB sich zu einem gegebenen ersten
Feld, also zu einem gegebenen Wertesystem @, ¢, I, nicht nur ein
zweites, vollstindig #hnliches System a’, ', I finden 148t, sondern be-
liebig viele. Wir kénnen also die Gleichung (VII) erweitern:

zl'_zf:%;:“ll_li:..._—_ro, (VIII)
0 0 0
wobei wir uns unter Fo einen festen Zahlenwert vorstellen miissen. Bei
bestehender Ahnlichkeit der Grenzbedingungen ist dieser Zahlenwert
das gemeinsame Kennzeichen fiir alle unter sich vollstdndig dhnlichen
Felder, das Charakteristikum oder die ,,Kennzahl“ dieser Gruppe
vollstéindig @hnlicher Felder.

Wir werden in diesem Buche noch mehrere Kennzahlen festlegen und wollen
deshalb zu ihrer Bezeichnung ein Verfahren wihlen, das sie von anderen Grofen
sofort unterscheidet. Wir wihlen dazu immer die ersten zwei Buchstaben aus dem
Namen eines Forschers, der sich auf diesem Gebiet hervorgetan hat (Fo = Fou-
rier).

Wir kénnen jetzt die Gesichtspunkte, nach denen die Felder in
Gruppen zusammengefaBt wurden, also das Wesen ihrer Ahnlichkeit
(vgl. 8. 121) genauer bestimmen.

Die Gesamtheit aller iiberhaupt moglichen Temperaturfelder ordnen
wir so in Klassen, da3 wir vorerst alle jene Felder zusammennehmen,
die durch Flichen gleicher Art, durch affine Fléchen, begrenzt sind und
fiir deren Anfangs- und Oberflichentemperaturverteilung die Gleichung
¥ = vy ¥ gilt.

Solche Felder nennen wir Felder gleicher Art. Aus einer solchen
Klasse von Feldern gleicher Art greifen wir nun wieder jene Felder
heraus, die durch geometrisch dhnliche Flichen begrenzt sind, das sind
jene Felder also, deren Koordinatenachsen im einheitlichen Verh&ltnis
v, gedehnt sind. — Wir nénnen dies eine Gruppe von dhnlich berandeten
Feldern.

Endlich heben wir aus einer solchen Gruppe wieder die Unter-

gruppe aller jener Felder hervor, die die gleiche Kennzahl Fo —I;—t
0
besitzen.
Fiir die Felder einer Klasse gilt dann
1 ln .

(795’75’;2’70“"'§>—0’ (IXa)

und fir die Felder einer Gruppe:
@(9,8n,8,7%)=0. (IXD)

0

Das Temperaturfeld hingt also nicht von den Parametern a tund [y im
einzelnen ab, sondern nur von ihrer Zusammenstellung — l . Dadurch
0

ist also die Zahl der Argumente der Temperaturfunktion um zwei ver-
mindert worden, und darin liegt die groBe Bedeutung des Prinzipes der
Ahnlichkeit, die wir allerdings erst im zweiten Hauptteil des Buches
voll kennenlernen” werden.
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Anmerkung. Wir hatten fiir die Temperaturen an entsprechenden
Stellen die Beziehung #’ = vg'9 vorgeschrieben. Nun hat sich aber
aus der Gleichung (VII) (erste Form) das »s auf beiden Seiten heraus-
gehoben. Dies besagt: der Zahlenwert vy darf ganz willkiirlich gewihlt
werden, er muB nur im ganzen Feld, einschlielich der Berandung kon-
stant sein. Wir diirfen aber noch weiter gehen, indem wir statt (VIb)

die Gleichung
Y =y + 0, (VIe)

setzen, in der wir mit 1, eine rdumlich und zeitlich konstante Gréfle be-
zeichnen. Solange nimlich in dem mathematischen Ansatz nur Tempe-
raturunterschiede und Differentiale der Temperatur vorkommen,
hebt sich die konstante ZusatzgréBe ), aus der Rechnung stets heraus.

4. Die Ahnlichkeit bei Randwertaufgaben dritter Art.
Bei Randwertaufgaben dritter Art haben wir den mathematischen
Ansatz:

a) die Differentialgleichung %—1:— =a- -2,
b) die Anfangsbedingung &=/, <§, 7, ¢ Iy, %1 R lli)’
0 0
¢) die Oberflichenbedingung (grad, )= —h (3, — 0).
Die AuBentemperatur & wird als konstant angenommen.
Wir vergleichen nun zwei Felder mit &hnlich angenommenen

Randbedingungen, welche durch die Beziehungen (VI) miteinander ver-
bunden sind. Diese lauten:

i = v,-1; fiir die i* Abmessung als Beispiel,

PV =59 4 B,
=t
d =v,-a,
B =uw,-h.

Damit nun diese beiden Felder vollstindig dhnlich sind, miissen sie
demselben mathematischen Ansatz geniigen.
Aus der Differentialgleichung folgt wieder wie frither, daB

Vo Ve at a/ tl a/" t"l
E = 1, also EE g s S Fo

sein muB. Dazu liefert aber nun die Oberflichenbedingung noch eine
zweite Vorschrift. Fiir das gestrichene System gilt:

2 (gradn ?) = —9p-29-h (9 — ).
Denn es ist

P— 0 =0 +9)— (50 +F,) = v —0).
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Damit nun diese Oberflichenbedingung identisch ist mit derjenigen
des ungestrichenen Systems, mul}
Vs

o= VeV oder v,-y,=1
[

sein. Und dies gibt als zweite Kennzahl
hlog=HlL=h1l=-... (X)

5. Schlu3bemerkung.

Wir haben in dem Prinzip der Ahnlichkeit nun den tieferen Grund
erkannt, weshalb es uns stets méglich war, bei Randwertaufgaben
dritter Art (vgl. z. B. Aufgabe 1, 2 und 3) das Ergebnis in die allge-
meine Form zu bringen

19=19c-(15(%,%§,hL).

Das Prinzip der Ahnlichkeit bei Wirmeleitvorgingen ist, ebenso
wie das Prinzip der mechanischen Ahnlichkeit, nur ein Sonderfall eines
viel allgemeineren Prinzips. Dieses erscheint in zweierlei Gestalt, meist
als die Lehre von den Dimensionen oder seltener als das allgemeine
Prinzip der Ahnlichkeit.

Weiteres iiber das Prinzip der Ahnlichkeit wird im II. Hauptteil
des Buches zur Sprache kommen.
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Zweiter Teil.

Wirmebewegung in Fliissigkeiten.
Von 8. Erk.

Im allgemeinen kommt die Bewegung von Wiarme in Fliissigkeiten
durch das Ineinandergreifen von zwei Vorgingen zustande: Neben der
Wirmeleitung unter der Wirkung eines Temperaturgefilles tritt in
der Flissigkeit gleichzeitig fast immer eine Eigenbewegung infolge eines
Druck- oder Dichteunterschiedes auf. Beide Vorgénge sind meistens
voneinander abhangig, wofur als Beispiel nur die freie Konvektion
angefithrt sei, die eintritt, wenn man etwa in eine zunéichst iiberall
in Ruhe und auf gleicher Temperatur befindliche Flussigkeit einen
festen Kérper von anderer (hoherer oder niedrigerer) Temperatur bringt:
durch Warmeleitung entstehen in der Flussigkeit in unmittelbarer Nahe
des Korpers sofort Temperatur- und als deren Folge Dichteunter-
schiede, die eine Flissigkeitsbewegung zur Folge haben. Diese beein-
fluBt ihrerseits wieder maflgebend den Wirmeaustausch des festen
Korpers mit seiner Umgebung.

Will man die Wirmebewegung in Flissigkeiten — wozu nach
obigem auch der Warmeaustausch zwischen einer Flussigkeit und einem
festen Korper gehort — planmifBig erforschen, so mufl man trotz des
innigen Zusammenhanges zwischen reiner Wirmeleitung und Flissig-
keitsbewegung versuchen, die beiden Vorgiange gedanklich voneinander
zu trennen und die fiir jeden Einzelvorgang maBgebenden Gesetze zu
untersuchen. Dieser Weg wird auch seit NuBelts bahnbrechenden
Arbeiten von der neueren Forschung durchwegs eingeschlagen; zu einer
strengen Losung fiihrt er nur in seltenen Féllen, aber er hat unsere Kennt-
nis des Wéarmeiberganges schon ein gutes Stiick vorwérts gebracht.
Leider ist man infolge der Schwierigkeit des Gegenstandes bei der
praktischen Anwendung der gewonnenen Ergebnisse hdufig gezwungen,
die Einflisse von Leitung, Konvektion und Strahlung in eine empirische
Funktion zusammenzufassen. Die darin enthaltene Gefahr kann aber
sehr vermindert werden, wenn man sich dabei immer an die einzelnen
bei der Wairmeiibertragung mitwirkenden Teilvorginge erinnert.
Letzteres mull besonders von jedem auf dem Gebiet der Warmeuber-
tragung tétigen Ingenieur oder Physiker verlangt werden. Der kritik-
lose Gebrauch von Wairmeiibergangszahlen fihrt oft zu schweren
Fehlern.

Gréber-Erk, Wirmeiibertragung, 2. Aufl. 9
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A. Die Flissigkeitsbewegung (Hydrodynamik).

Nachdem die reine Warmeleitung im ersten Teil dieses Buches bereits
besprochen wurde, wollen wir uns am Beginn des zweiten Teiles mit
der Lehre von der Fliissigkeitsbewegung (der Hydrodynamik) befassen,
soweit es fiir die Behandlung der Warmeiibertragung erforderlich ist.

Wenn auch die wichtigsten allgemeinen Lehren der Hydrodynamik
als bekannt vorausgesetzt werden, so sollen doch zum Zwecke der Er-
innerung und Zusammenfassung auch ihre Grundbegriffe kurz erdrtert
werden, da in den meisten Problemen des Wirmeuberganges die Massen-
stromung (Flissigkeitsbewegung) die vorherrschende Rolle spielt und
daher eine klare Vorstellung von den Fliissigkeitsbewegungen unbedingt
gefordert werden muB.

1. Grundbegriffe.

a) Eigenschaften einer Fliissigkeit. Wenn man einen Naturvorgang
erforschen will, so muB man stets damit anfangen, ihn gedanklich
moglichst weitgehend zu vereinfachen, indem man aus dem beobach-
teten Bild die wichtigen Vorginge herausschilt und die nebensich-
lichen zunichst vernachlissigt. Von der geschickten Wahl der ein-
gefithrten Vernachlédssigungen héngt in erster Linie der Erfolg der
Untersuchung ab.

In der Hydrodynamik hat dieser Grundsatz zu dem Begriff der
,,idealen Fliissigkeit‘ gefithrt; diese stellen wir uns homogen, isotrop,
raumbestindig und reibungsfrei vor.

Die Eigenschaft der Homogenitiét und Isotropie besitzen auch in
Wirklichkeit alle Flissigkeiten, von denen in diesem Buch die Rede ist.

Mit ,,raumbestindig bezeichnen wir eine Flussigkeit, deren spezifi-
sches Volumen weder durch Druck- noch durch Temperaturdnderungen
beeinfluBt wird. Durch ihr Verhalten gegeniiber Druckinderungen wer-
den die mit dem Wort ,,Flissigkeit* in seinem allgemeinen Sinne be-
zeichneten Stoffe getrennt in zwei Gruppen, ndmlich Flissigkeiten im
engeren Sinne des Wortes (tropfbare Flissigkeiten) und Gase (elastische
Fliissigkeiten). Bei den meisten in diesem Buch betrachteten Vor-
gingen der Warmebewegung in Gasen kommen jedoch nur so geringe
Druckunterschiede vor, daB man den EinfluB des Druckes auf die Dichte
vernachlissigen und unter ,,Fliissigkeit‘‘, wenn nicht ausdriicklich etwas
anderes vermerkt wird, stets tropfbare Flussigkeiten und Gase ver-
stehen kann. '

Etwas anderes ist es mit der Anderung des spezifischen Volumens
bzw. der Dichte infolge von Temperaturunterschieden. Diese Erschei-
nung mul} haufig berucksichtigt werden, besonders bei den Vorgingen,
bei denen die freie Konvektion eine Rolle spielt, da diese ja gerade
durch solche Dichteunterschiede verursacht wird.

Die Eigenschaft der Homogenitit verliert fiir uns eine Flissigkeit
nur da, wo wir von der Betrachtungsweise der kinetischen Gastheorie
Gebrauch machen, also das Verhalten der einzelnen Molekiile unter-
suchen, ferner in den seltenen Féllen, wo mit der Wirmebewegung
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eine Zustandsinderung verbunden ist (Kondensation und Verdamp-
fung).

]g))ie innere Reibung (Zahigkeit) verursacht bei den fiir uns in Be-
tracht kommenden Vorgingen die stérksten Abweichungen gegeniiber
dem Verhalten einer idealen Fliissigkeit. Man mul} sie daher meistens
beriicksichtigen, doch werden wir die hydrodynamischen Gleichungen
zunéichst fiir den einfacheren Fall der reibungslosen Fliissigkeit ab-
leiten und erst dann den schwierigeren Fall der zihen Flissigkeit be-
handeln. Diese Trennung hat aullerdem noch den Vorteil, daBl man fiir
gewisse Probleme, bei deren Untersuchung man die Zihigkeit ver-
nachlissigen kann, die schwierigeren Ableitungen gar nicht braucht.

Der wichtigste Unterschied zwischen einer zahen und einer reibungs-
losen Fliissigkeit besteht darin, daf} in letzterer keine Tangentialspan-
nungen, sondern nur Normalspannungen auftreten kénnen, und von
diesen sind wiederum nur Druckspannungen mdéglich, Zugspannungen
hingegen ausgeschlossen. Eine Folge davon ist, dal der in irgendeinem
Punkte der idealen Fliissigkeit auf eine Fliche wirkende Druck un-
abhingig von der Richtung dieser Fliche ist. Der Druck ist also eine
skalare GriBe, man nennt ihn Pascalschen oder statischen Fliissigkeits-
druck; wir bezeichnen ihn mit den Buchstaben p.

b) Die Methoden der Hydrodynamik. Die anschaulichste Art der
mathematischen Darstellung eines hydrodynamischen Vorgangs oder
Zustands ist die der ,,Feldbeschreibung*. Man gibt den augenblick-
lichen Wert der den Vorgang bestimmenden GréBen (z. B. Geschwindig-
keit, Druck, Temperatur) an jedem Punkt des betrachteten Raumes
in einem bestimmten Zeitpunkt an, und auBerdem die Anderung mit
der Zeit. ZweckmifBig beniitzt man, soweit dies durchfithrbar ist, zur
Darstellung die ,,skalaren® (ungerichteten) GréBen, wie Druck, Tem-
peratur, Dichte, weil man aus einem skalaren Feld leichter durch
Differentiation das zugehorige ,,vektorielle” (gerichtete) Feld ableiten
kann, wahrend der umgekehrte Weg nicht immer gangbar ist.

¢) Totaler oder substantieller Differentialquotient. Wir wollen uns
nun vorstellen, daB wir fiir jeden Punkt innerhalb eines Raumes die
GroBe des Druckes in einem bestimmten Augenblick kennen und
aullerdem das Gesetz, nach dem sich der Druck an diesem Ort mit
der Zeit andert. Diese Anderung nennt man die lokale Anderung (weil
sie sich auf einen bestimmten, festgehaltenen Ort bezieht). Durch
Ubergang zu dem unendlich kleinen Zeitelement d¢ erhalten wir den
lokalen Differentialquotienten; hierfiir schreiben wir

op

'5; .
Wir miissen das Zeichen d der partiellen Differentiation setzen, weil der
Druck auch eine Funktion des Ortes ist. Wenn wir uns, um die Grund-
gleichung der Mechanik auf ein Flissigkeitsteilchen anzuwenden, fir
die Druckénderung interessieren, die ein Flissigkeitsteilchen im Laufe
der Zeitspanne d¢ erfiahrt, so miissen wir bedenken, daBl es am Ende
der Zeit d¢ an einen anderen Ort gelangt ist, wo schon am Anfang des

g%
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Zeitraumes dt ein anderer Druck geherrscht hatte. Folglich miissen wir
gleichzeitig auch die Druckidnderung lings des vom Flissigkeitsteilchen
zuriickgelegten Weges beriicksichtigen, die wir die ,,konvektive Ande-
rung‘ nennen. Den ,konvektiven Differentialquotienten‘ erhalten wir,
wenn wir uns iiberlegen, um welche Strecke das Teilchen wihrend der
Zeit dt fortgefiihrt wurde, und welches Druckgefille in der Richtung
des zuriickgelegten Weges bestand. Wenn an dem Aufpunkt, in den
wir den Nullpunkt eines rechtwinkligen Koordinatensystems mit den
Achsen z, y, 2z legen wollen (vgl. Abb. 61), die Geschwindigkeit i
herrscht, so ist der Weg des Teilchens wihrend der Zeit d¢ offenbar

ds=mw-dt,

wenn wir mit § allgemein einen (beliebig gerichteten) Weg bezeichnen.
Nun kann man die Geschwindigkeit tv in drei Komponenten w,, w,,
w, parallel zu den Koordinatenachsen %, y, z und folglich auch das
Wegelement d3 = v d¢ in die Komponenten
wpdt =dz, w,dt=dy und w,di=dz
zerlegen, oder man kann auch schreiben:
de dy dz
= Et— 5 Wy = d—t' N w, == W .
Betrachten wir das Druckfeld zu Beginn
der Zeit d¢, und bezeichnen den in diesem
Augenblick im Aufpunkt herrschenden Druck
mit p, so ist gleichzeitig der Druck in der
Entfernung dz = w, d¢ gleich

Wy

p
(Il Pal L Ut Sl ral LR

Die entsprechenden Ausdriicke fiir die Anderung in der y- und -
Richtung ergeben sich ohne weiteres zu p —Z—z ‘w,dtund p —%—Z ‘w, df.
Das negative Vorzeichen setzen wir deshalb vor den Differentialquo-
tienten, weil die Bewegung (d.i. die Zunahme des Weges) immer in
Richtung der Abnahme des Druckes erfolgt.

Die totale Anderung des Druckes wihrend der Zeit df, in der das
Teilchen von O nach A gelangt (Abb. 61), ist gleich der Summe der
lokalen und konvektiven Anderung. Also erhalten wir fiir den totalen

Differentialquotienten PP den Ausdruck

dt
Dp _9p 9p ap dp
TG ow YT By v T Bs e ()
D . . . .
Man nennt -dTp auch den ,,substantiellen Differentialquotienten,

weil er an den Begriff der Substanz gebunden ist.

Bei der Ableitung der Gleichung (1) sind wir von einer skalaren
GroBe ausgegangen. Die Berechnung der totalen Anderung eines Vektors
geschieht nach demselben Verfahren, das als ,,Eulersche Differentiations-
regel”“ bezeichnet wird.
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Wir zerlegen den Vektor, z. B. die Geschwindigkeit , in die drei
Komponenten w,, w,, w, und schreiben fiir diese skalaren GréBen

die Gleichung (1) an

Dw, wa wa W, dw,
Dw, Bw,, Bw,, Owy Bwy
at T~ ot T Wa Ty, s l (2)
Dwz dw, sz : ow, Bw,
it T ot T Wegy tweg, T W

Der Ausdruck (2) gibt uns die totale Anderung der Geschwindiglkeit
oder die Beschleunigung eines Fliussigkeitsteilchens an.

In der Schreibweise der Vektoranalysis lauten die Gleichungen (1)
und (2):

D d

—d~tp— = 62; (w, grad p), (1v)
Do dto

G = 37 T (v, grad) . (2v)

d) Stromlinien und Stromréhren. Wenn man in einem Druckfeld
an jeder Stelle die Gradienten eintrigt und zu zusammenhingenden
Linien verbindet, so bilden diese die sog. ,,Stromlinien*, deren Tangen-
tenrichtung iiberall mit der Richtung der Geschwindigkeit der Fliissig-
keitsstromung zusammenfallt.

Die Stromlinien, die durch die Punkte einer kleinen geschlossenen
Kurve gelegt werden, umschlieBen als ,,Stromréhre® einen ,,Strom-
faden. Durch die Wand einer Stromréhre kann Flissigkeit weder
ein- noch austreten, diese flieBt also darin wie in einem festen Kanal.
Da von einer volumbestindigen Flissigkeit durch jeden Querschnitt
einer Stromréhre in jedem Augenblick gleich viel strémen muB, ist
der Querschnitt einer Stromrohre umgekehrt proportional der in ihr
herrschenden Geschwindigkeit. Man gewinnt so ein sehr anschauliches
Bild des augenblicklichen Zustandes einer Stréomung, das sich jedoch
im allgemeinen sténdig dndert, so dafl in diesem Falle die Bahnen der
einzelnen Fliissigkeitsteilchen anders verlaufen als die nur fiir einen
bestimmten Augenblick geltenden Stromlinien.

Lediglich im Fall der ,,stationidren‘ Strémung, d.h., wenn das
Geschwindigkeitsfeld sich mit der Zeit nicht dndert, bleiben auch die
Stromrohren unverandert und die Bahnen der Flissigkeitsteilchen
fallen mit den Stromlinien zusammen.

Wenn man nun einen Strémungsvorgang rechnerisch verfolgen
will, kann man zwei Verfahren einschlagen: entweder verfolgt man,
von der Anfangslage eines Fliissigkeitsteilchens ausgehend, das Teil-
chen im Laufe der Zeit auf seiner Bahn und gibt die Geschwindig-
keiten, Driicke, Kréifte, usw. an, deren Einwirkung es auf seinem
Wege ausgesetzt ist, schwimmt also in Gedanken mit dem Fliissigkeits-
teilchen; oder man verfolgt die Vorginge in einem Raumelement und
berechnet die Geschwindigkeit und Menge der durch seine simtlichen
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Seitenflichen ein- und austretenden Flissigkeit; letzteres kann von
einem im Raum ruhenden (z.B. am Ufer eines Flusses stehenden)
Beobachter geschehen (Absolutbetrachtung) oder von einem bewegten
System aus (Relativbetrachtung). Das letztere Verfahren, das fast
durchwegs angewendet wird, wurde von Euler! ausgebildet, der auch
das ersterwihnte Verfahren bereits kannte. Dieses wurde aber erst
ein Menschenalter spater durch Lagrange? weiter ausgearbeitet.

2. Ableitung der Grundgleichungen fiir reibungslose
Fliissigkeiten.

Die Grundgleichungen zur Beschreibung irgendeiner Flussigkeits-
bewegung kann man erhalten durch Anwendung der beiden allgemein-
sten physikalischen Sitze, ndmlich des Satzes von der Erhaltung der
Masse und der Grundgleichung der Mechanik: Kraft = Masse X Be-
schleunigung.

a) Die Kontinuititsgleichung fiir raumbestindige Fliissigkeiten. Wir
legen in die Flussigkeit ein irgendwie orientiertes rechtwinkliges Koordi-
natensystem #, ¥, z und betrachten die in der Zeit d¢ durch ein Volumen-
element dV = dx-dy-dz (Abb. 62) stromende Flussigkeitsmenge. Die
irgendwie gerichtete Stromungsgeschwindigkeit v der Flussigkeit zer-

legen wir nach den Richtungen der

Koordinatenachsen in die Kom-

ponenten w,,w,,w,. In der z-Rich-

tung stromt von links die Masse
owy-dydz-di

ein, nach rechts strémt aus

0 (wm - 0;:, dx)-dydz-dt.
Der UberschuB in der x-Richtung

ist also
Abb. 62. Gewhwinﬁigkeits- und Beschleuni- 0 w
gungskomponenten. 2.,
0 dxdydz-dt.

Durch entsprechende Uberlegungen fiir dle Y- und z-Richtung oder
zyklische Vertauschung von z, y und z erhalten wir fiir den gesamten
UberschuB der ausstromenden gegeniiber der einstromenden Flussig-
keit den Ausdruck:

(‘9"’“‘ + Zen —[—%—)-dxdydz-dt.

Der Satz von der Erhaltung der Masse sagt aus, daB die algebraische
Summe der Uberschiisse gleich Null sein muf; daraus folgt:
dw, aw,, dw,
Tz T + 5 =0 (3)
Die Gleichung (3) fithrt den Na.men ,»Kontinuititsgleichung*. Eine
besonders einfache Form nimmt sie in vektorieller Schreibweise an,

namlich divio =0, (3v)

1 KEuler, L.: Hist. de I’Acad. Berlin Bd. 11 8. 1755.
® Lagrange, J. L. de: Mécanique analytique. Paris 1788.
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in Worten: die ,,Divergenz® der Geschwindigkeit ist gleich Null, die
Flissigkeit ist quellenfrei. Wenn die Divergenz grofSer als Null ist,
,,divergiert” Fliissigkeit aus dem Raumelement heraus, es ist eine
,, Quelle‘‘ vorhanden.

b) Die Kontinuititsgleichung fiir elastische Fliissigkeiten. Bisher
haben wir angenommen, daB die Dichte der Fluss1gke1t an allen Stellen
gleich sei. Geben wir diese Annahme auf, so miissen wir aufler der Ande-
rung von v auch noch die von g beriicksichtigen und erhalten als Uber-
schuf} in der z-Richtung

(@ 6812’” + w, %%) dedydz-dt.
Die Summe der Uberschiisse muB nun nicht gleich Null, sondern gleich
der zeitlichen Anderung der in dem Volumenelement dV enthaltenen
Masse sein, also:

o (G2 + 8“’" + 2y avai+ (10, 3% + w,,a +w, 98) avay

d—t(ng/)dtz——a—t-dth. (4)

Das negative Vorzeichen auf der rechten Seite ruhrt davon her, daf
eine Einstrémung in das Volumenelement durch eine Verringerung der
Dichte verursacht wird. Durch Verwendung des substanziellen Differen-
tialquotienten (s. S. 132) bringen wir die Gleichung (4) auf die Form:

£§+@-divm:0 (5v)
oder wir konnen sie auch schreiben:
92 div(ew) =0. (6v)

¢) Die Bewegungsgleichungen fiir reibungslose Fliissigkeiten. Wir
betrachten wieder, wie bei der Ableitung der Kontinuitdtsgleichung,
ein Parallelepiped mit den Kanten dz, dy, dz und wollen nun sehen,
was uns uber sein Verhalten in einer Strémung die Grundgleichung
der Mechanik aussagt.

Wir erhalten die einfache Beziehung:

D
2K=gdv-7t“3. (1)

Mit Worten: Die Summe aller an dem Volumelement d V' angreifenden
Einzelkrifte K ist gleich dem Produkt aus der Masse o dV des Volum-
elements und seiner Beschleunigung.

Aufler der Schwerkraft (duflere Kraft), deren Wirkung auf die
Masseneinheit wir mit g bezeichnen, soll auf das Volumelement nur
der Flussigkeitsdruck (innere Kraft) wirken. Ausdriicke dafiir kann man
unmittelbar aus Abb. 63 entnehmen. Man erhilt, da in einer reibungs-
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losen Fliissigkeit der Druck von der Richtung der Fliche unabhiingig,
also p, = p, = p, = p ist:

— 2 y-dydz =2 av, (8a)
—g—zdy-dxdz-;lfl’f"-gdv, (8b)
godV — Laz-dwdy =2 oav. (8c)

Dividieren wir beide Seiten durch d ¥V, so nimmt in volumenbestin-
digen Flissigkeiten der Ausdruck (8) in vektorieller Schreibweise die
Form an: D
0—g; =eg—gradp. (8v)

d) Die Bernoullische Gleichung. Die Gleichung (8) kann man unter

Abb. 63. Die in einer reibungsfreien Fliissigkeit
an einem Volumelement angreifenden Krifte.

bestimmten Voraussetzungen integrieren und daraus ein wichtiges Ge-
setz ableiten.
Wir betrachten das in Abb. 64 dargestellte Stiick einer Stromrshre.
Aus Gleichung (8) erhilt man:

Dw 1 dp

Et——w——?gds—#g-cosoc. 9)
Wir setzen den Fall, daB die Strémung stationér ist, dann ist %—u; =0,
also 2% — 5310«~a<7—0—2> Fii K f 4z o tzen ;
80 Tr = w52 = 555 Fir cos a kann man ferner — =~ einsetzen

mit diesen Umformungen wird Gleichung (9) zu:

0 (w? 1dp dz

%<5>+?%+g%—0. (9a)

Fiir eine raumbestindige Fliissigkeit ist o unabhingig von s, also
kann man die Gleichung (9a) fiir diesen Fall integrieren und erhilt:

YL rgE=KG), (10)

worin K eine von s abhingige Integrationskonstante ist.



Die Flissigkeitsbewegung (Hydrodynamik). 137

Besonders anschaulich wird die Gleichung, wenn man alle Glieder
durch g dividiert, wodurch sie die Dimension einer Liénge bekommen.
Wenn man noch g-g gleich dem Gewicht der Volumeneinheit y setzt
kann man schreiben:

2
gg - % -+ z = const . (10a)

Das erste Glied der Gleichung (10a) nennt man die Geschwindigkeits-
hohe. Dies ist nach dem Fallgesetz die Hohe, aus der ein Korper frei
herabfallen muf}, um die Geschwindigkeit w zu erlangen. Das zweite
Glied p/y, die Druckhshe genannt, ist aus der Hydrostatik bekannt als
diejenige Hohe, die eine Fliissigkeitssdule haben muf, um durch ihr
Gewicht den Druck p zu erzeugen. Der dritte Summand, die Ortshéhe,
ist die Hohe des betrachteten Punktes {iber einer irgendwie festgesetz-
ten Horizontalebene. Die Bernoullische Gleichung sagt aus, daf die
Summe der drei H6hen in dem ganzen Bereich einer Stromlinie kon-
stant ist.

Bei vielen Strémungsvorgingen, die in diesem Buch behandelt
werden, kann man den EinfluB der Schwerkraft vernachlissigen. Das
dritte Glied der Gleichung (10) fiallt dann weg und die Gleichung nimmt
die Form an:

2
%ﬂ——l—p:const. (11)

2
p ist der statische, in der Fliissigkeit herrschende Druck; das Glied g;—ﬂ«

hat ebenfalls die Dimension eines Druckes, man nennt es den
»dynamischen Flassigkeitsdruck. In der Form (11) sagt uns also die
Bernoullische Gleichung, daB fiir eine Stromlinie die Summe aus stati-
schem und dynamischem Fliussigkeitsdruck, d.i. der ,,Gesamtdruck‘
konstant ist. Einer Beschleunigung entspricht eine Abnahme des sta-
tischen Druckes und umgekehrt einer Verzdgerung eine Drucksteige-
rung. Bringt man z. B. in eine mit der Geschwindigkeit w strémende
Flissigkeit ein Hindernis, so ist auf dessen der Stromung zugekehrter
Seite, im ,,Staupunkt® d. h. dort, wo die Geschwindigkeit Null herrscht,

der Druck um den Betrag g—;i grofer als in der ungestérten Flussigkeit;

man nennt den dynamischen Druck daher auch ,,Staudruck®. Die
Messung des Staudruckes, etwa mit einem diinnen hakenférmig geboge-
nen Rohr, das man so in die Flissigkeit einbringt, daB das offene Ende
der Strémung entgegensteht, ist eine hiufig gebrauchte Methode der
Geschwindigkeitsmessung. Man nennt solche Rohre ,,Pitotrohre’* oder
,,Staurchre*.

Fiir eine Stromrohre in einer raumbesténdigen Flissigkeit nimmt die
Kontinuitétsgleichung (3) die einfache Form an

F-w = const . (12)

Es entspricht also jeder Verringerung des Querschnitts F eine Ver-
groBerung der Geschwindigkeit und folglich nach Gleichung (11) ein
Druckabfall, jeder QuerschnittsvergroBerung ein Druckanstieg.
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3. Ableitung der Grundgleichungen fiir zihe Flassigkeiten.

a) Einfiihrung der Tangentialspannungen. Durch den Ubergang von
den idealen, reibungslosen zu den zdhen Fliissigkeiten wird an der Kon-
tinuitdtsgleichung nichts gedndert, da diese aus dem Satz von der Er-
haltung der Materie abgeleitet ist. Dagegen ist bei der Anwendung der
mechanischen Grundgleichung zu beriicksichtigen, dafl ein vorhandener
Druckunterschied nicht nur in kinetische Stromungsenergie, sondern
durch die innere Reibung auch in Warme umgesetzt werden kann.

Die Ableitung der Bewegungsgleichungen erfolgt in gleicher Weise,
wie bei der idealen Fliissigkeit, jedoch miissen wir nunmehr die in einer
zihen Fliissigkeit auftretenden Tangentialspannungen beachten.

Wir bezeichnen (vgl. Abb. 65) Tangentialspannungen mit 7, Normal-
spannungen mit ¢ und zerlegen die Spannungen in Komponenten
parallel zu den Achsen unseres Koordinatensystems. Die Richtung der
Komponenten kennzeichnen wir durch Indizes, und zwar gibt der erste
Index die Lage des Flichenelementes an, auf das die Spannung wirkt;

z. B. bedeutet ¢, einen Normaldruck auf
ein Flichenstiick, das senkrecht zur z-
Achse steht. Damit ist o, eindeutig fest-
gelegt. Dagegen gibt es noch zwei Tan-
gentialspannungen t,,, die beide an einem
zur x-Achse senkrecht stehenden Flichen-
stick angreifen; wir unterscheiden sie
durch einen zweiten Index, der die Rich-
tung der Spannung im Koordinatensystem
festlegt. 1., ist parallel zur y-Achse, 7,,
parallel zur z-Achse gerichtet.

b) Definition des statischen Druckes
in einer zihen Fliissigkeit. Bezeichnen wir mit &, 7, { drei aufeinander
senkrechte, im tbrigen aber beliebige Richtungen, so lehrt die Hydro-
dynamikl, dafB fiir irgendeine Stelle in einer zdhen Fliissigkeit die
Summe der drei Normaldriicke o;, 0,, 0; konstant ist, wie wir auch
das Achsensystem im Raum legen. Es ist also

0+ 0,+or=---=0,+0,1 0,.

Wir kénnen nun in einer zihen Flissigkeit einen skalaren Druck p (ent-
sprechend dem Pascalschen Druck in einer idealen Fliissigkeit) defi-
nieren als negativen arithmetischen Mittelwert dreier zueinander senk-
rechter Druckspannungen nach der Gleichung

o,+o,-+o, ottoytor

Druckspannungen erhalten negatives Vorzeichen.

¢) Kinetische Vorstellungen von der Zihigkeit. Den Begriff ,,Span-
nung‘‘ verbinden wir im allgemeinen unwillkiirlich mit dem der ,,Elasti-

1 Z.B. Hydro- und Aeromechanik nach Vorlesungen von L. Prandtl von
0. Tietjens, Berlin. Bd. 11929, Bd. 21931 (im folgenden zitiert als Prandtl-

Tietjens) Bd.1 S.10ff. und L. Prandtl: Abri der Strémungslehre, Braun-
schweig 1931.
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zitdt. Nun treten aber in Fliissigkeiten -— abgesehen von einer be-
stimmten Gruppe von Kolloiden, die im Rahmen dieses Buches keine
Rolle spielen — elastische Tangentialkréfte nicht auf. Wie haben wir
uns also die Tangentialspannungen der inneren Reibungen vorzustellen ?
Die kinetische Gastheorie gibt uns darauf eine Antwort, die mit hin-
reichender Genauigkeit auch auf die Reibung in Flissigkeiten ange-
wendet werden kann.

A (Abb. 66) sei eine ebene, ruhende Platte. Im Abstand ¢ (in Rich-
tung der y-Achse) werde eine zweite ebene Platte B mit der gleich-
formigen Geschwindigkeit vy (in der z-Richtung) parallel zu 4 bewegt.
Der Raum zwischen beiden Platten sei mit einer Flissigkeit ausgefiillt.

Wir wissen, daB die Flissigkeit aus einzelnen kleinen Teilchen
(Molekiilen) besteht, die mit sehr groBer Geschwindigkeit regellos um-
herfliegen und dabei sehr hdufig miteinander zusammenstofen. Bei
jeder solchen Begegnung tauschen die beiden sich treffenden Molekiile
ihre Bewegungsgrofle m -1 oder, da wir allen Molekiilen gleiche Masse m
zusprechen diirfen, ihre Geschwindig-
keit v miteinander aus. Nun kann
man v in zwei Komponenten zer-
legen; die GroBe der einen, die wir
als ,thermische Eigengeschwindig-
keit* wy bezeichnen, héngt nur von
der Temperatur des Molekiils ab.

Bildet man fiir eine groBle Anzahl

von Molekilen den Mittelwert aus wy,

so ergibt dieser keine Resultante in

irgendeiner Richtung. Die andere Komponente (Translationsgeschwin-
digkeit), die wir mit w, bezeichnen, rithrt von der Bewegung der
Platte B (Abb. 66) her. Die Molekiile, die bei ihrem Umherfliegen an
die Platte B stolen, nehmen von ihr die Bewegungskomponente y, auf,
sodafl also die unmittelbar an B grenzende Schicht dieselbe Geschwin-
digkeit hat, wie B selbst.

Ein Teil der Molekile aus der an B grenzenden I. Schicht trifft mit
Molekiilen aus der néchsten, entfernter liegenden Schicht zusammen
und iibertrigt an diese seine Bewegungskomponente 1, So wandert
der von B stammende Impuls immer weiter in die Flissigkeit hinein.
Der Mittelwert w, der Translationsbewegung einer Schicht wird dabei
aber immer kleiner, da mit wachsender Entfernung von B immer weni-
ger Molekiile vorhanden sind, die unmittelbar oder mittelbar die Be-
wegungskomponente v, von B erhalten haben. Die unmittelbar an 4
grenzende Schicht befindet sich wieder vollkommen in Ruhe, da aller
Stromungsimpuls, der von B her bis zu ihr durchgedrungen ist, an 4
abgegeben wird.

Als wichtiges Ergebnis dieser Betrachtung halten wir zunichst fest,
dafl die unmittelbar an eine feste Oberfliche grenzenden Flussigkeits-
schichten dieselbe Geschwindigkeit haben wie die Begrenzung selbst.
Man sagt, eine Flissigkeit ,,hafte an ihrer festen Begrenzung. Weiter-
hin ergibt sich aus der kinetischen Gastheorie, dafl die Geschwindigkeit
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von A bis B linear zunimmt. Und drittens, dal die von einer Flissig-
keitsschicht an eine benachbarte abgegebene BewegungsgréBe proportio-
nal dem Geschwindigkeitsunterschied beider Schichten ist. Folglich kén-
nen wir die in einer Fliche auftretende Schubspannung = proportional
dem Geschwindigkeitsgefille senkrecht zu der Fliche setzen. Es ist also

T:n-ay. (14)

Der Proportionalititstaktor # ist der ,,Koeffizient der inneren Rei-
bung oder die ,,Zihigkeit‘ einer Fliissigkeit. Die Gleichung (14)
stammt von Newton; man nennt sie den ,Newtonschen Ansatz‘,
weil sie urspriinglich rein als Hypothese aufgestellt wurde. Thre Rich-
tigkeit wurde erst spiter durch die experimentelle Entdeckung des
Poiseuilleschen Gesetzes (s. S. 164) und weiterhin durch die kinetische
Gastheorie bewiesen.

Die Gleichung (14) kann man zweckmé&Big noch auf eine andere
Form bringen, indem man die Schubspannung 7 in Beziehung setzt zu

der zeitlichen Anderung % des Win-

kels y (Verschiebung des Rechtecks
CDEF in CDE'F’, Abb. 66). Wir
schreiben o

T=n-5L. (14a)

Die Gleichung (14a) ist ebenso willkiir-
lich aufgestellt wie Gleichung (14) und
in gleicher Weise durch die Erfahrung
gerechtfertigt. Man kann ihr eine weit-
gehende Analogie zwischen den Schub-
spannungen in zihen Flissigkeiten und
denenin elastischen Medien entnehmen:
wihrend bei letzteren die Schubspannungen proportional der Winkel-
dnderung sind, besteht in zihen Fliissigkeiten nach Gleichung (14a)
Proportionalitit zwischen Schubspannung und Winkeldnderungs-
geschwindigkeit. Die Proportionalititskonstante heifit in der Elasti-
zitdtstheorie ,,Schubmodul®.

d) Die Bewegungsgleichungen fiir zihe Fliissigheiten. Gleichung (14)
gibt uns die Beziehung zwischen Schubspannung und Anderung der
Strémungsgeschwindigkeit und setzt uns damit in die Lage, die Be-
wegungsgleichungen fiir zihe Fliissigkeiten abzuleiten. Wir stellen zu
diesem Zweck wieder die Energiegleichung fiir ein Parallelepiped auf.

Abb. 67 zeigt das gleiche Volumelement d V wie Abb. 62 oder 63. Die
Geschwindigkeitskomponenten sind nicht eingezeichnet, da sie gegen
Abb. 62 nicht veridndert sind, dafiir sind jetzt die neu auftretenden
Schub- und Normalspannungen eingetragen.

Ein Gleichgewichtszustand des Elementes ist nur moglich, wenn
die daran angreifenden Schubspannungen keine Verdrehung bewirken
kénnen. Daraus folgen die drei Gleichungen

Tey= Tye; T2z= Tex) Tyz= Tzy- (15)
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Nun bildet man fiir jede Koordinatenrichtung die Summe der Be-
schleunigungskréifte und erhéalt entsprechend den Gleichungen (8):

Dw, 0 oty ot

61 @ zx

QdV-de— ag(;'al:z:alyalz—l— 3y dydxdz+ 5= dzdxdy, (16a)
Dw, dg, 0%ay sy

de_d?:’_=~@dydxdz+ “Saxdydz+ —2tdzdzdy, (16D)
Dw, do, AZY 9 Ch

0dVP:— %z dndy +° dudydz+ G2idy dudz+gd. (160)

Es handelt sich jetzt darum, die Schub- und Druckspannungen als
Funktionen der Geschwindigkeitskomponenten bzw. deren Gradienten
darzustellen.

Zu diesem Zweck wollen wir zunichst den in Abb. 66 dargestellten
Fall eindimensionaler Strémung verallgemeinern?®. Es geniigt dabei die
Betrachtung zweidimensionaler Strémung, da wir dann durch zyklische
Vertauschung der Indizes ohne weiteres auf
die allgemeine riumliche Strémung {iber-
gehen kénnen.

In Abb. 68 ist die Horizontalprojektion
eines Elementarwiirfels d V mit den an den
Seitenflichen angreifenden Schubspannun-
gen 7,, und 7,, dargestellt. Durch das Zu-
sammenwirken der Schubspannungen (die
nach Gleichung (15) im Gleichgewicht stehen)
wird der urspriinglich rechte Kantenwinkel Abb. 65, Anderung des rechten
in einen spitzen verformt. Aus Gleichung (14) Winkels eines Wirfels unter der

und (14a) folgt: Einwirkung von Schubkriften.
oy, Ow, dyy  dw,
5t = ay " G T e
Es ist also
_dy By | Oy (0w, | Ow,
v=ngr=u(G 3 =Gy T 5 (17)

Fiir die drei Koordinatenrichtungen erhilt man somit:

dw, . dw,

Tacy:‘t'yac:n<;; -+ ;::>: (183‘)
dw, dw,

Ty = Tog = 17( 0z + a?f)’ (185)
ow, Ow,

Toe = Tag :”7<%+ a“;) (18¢)

Zeichnet man in das in Abb.69 dargestellte (dick ausgezogene)
Quadrat ein zweites, auf der Spitze stehendes (diinn ausgezogenes)
Quadrat ein, so geht dies in ein Rechteck iiber, wenn das &duflere Qua-
drat unter der Wirkung der Schubspannung 7, bzw. 7, die in Abb. 68
gezeigte Form einnimmt. Man erkennt, daf die an den Rechtecksseiten

1 Die folgenden Ableitungen schliefen sich an Prandtl-Tietjens: Bd.2
S. 62ff. an, woraus auch die Abb. 68 bis 70 entnommen sind.
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auftretenden Normalspannungen ¢ mit Geschwindigkeitsinderungen
verkniipft sind, und zwar ¢, mit einer Beschleunigung, da die in Rich-
tung von ¢, strémende Fliissigkeit eine Querschnittsverminderung er-
fahrt, wihrend in Richtung von ¢, entsprechend der Querschnitts-
vergroBerung eine Verzdgerung zu er-
‘warten ist.

Betrachtet man nun das durch die
-+ - und -+ y-Achse aus dem inneren

Abb. 69. Deformation eines Wiirfels und
eingeschriebenen Quadrates unter der

Wirkung von Schubkriften.

spannungen mit den Flichen, an denen sie angreifen

Quadratherausgeschnit-
tene Dreieck (Abb.69a),
so sieht man, daB in den
Diagonalen des Qua-
drates Schubspannun-
gen auftreten.

Um die Bedingung
fir das XKriftegleich-
gewicht zu erhalten,
multiplizieren wir die
Schub- und Normal-

El“

4

Abb. 69a. Krifte-
gleichgewicht

zwischen Schub-
und Normal-
spannungen.

(wobei wir die

Abmessung senkrecht zur Zeichenebene gleich 1 setzen) und finden
durch den pythagoreischen Lehrsatz nach Abb. 69a:

2(t-a)t=(0-a 22

oder

g = :{:]/?2.

Aus Abb. 69 geht hervor, daB fiir ¢; das positive, fiir o, das negative
Vorzeichen gilt, so daB wir schlieBlich

erhalten

0y — 0y =2T1.

(19)

Die durch die Verformung des

Quadrates A BCD (Abb.
verursachten Ge-

Raute AB'C'D’

70) zu der

schwindigkeitsinderungen berechnen
wir aus der Dehnung der Diagonalen
AC nach Abb. 70. Unter der Voraus-
setzung, daBl der Winkel y/2 klein ist,
man also den Winkel gleich seiner Tan-

gente setzen kann, ist

Die Dehnung &; der Diagonale AC ist

& =

A0

v
4B,

DD =EM = BB =
y —_ﬁ]@
? und 4 —*'T*
_M¥ _

AM 2
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Entsprechend gilt fiir die Diagonale BD:

&y = _%s
also
Ex— & =Y. (20)

Wie wir oben (Gleichung (14a)) die Schubspannungen proportional den
durch sie verursachten Winkelinderungsgeschwindigkeiten gesetzt
haben, so nehmen wir jetzt Proportionalitit zwischen den Dehnungs-

geschwindigkeiten %it und den Normalspannungen an. Auf das in

Abb. 70 eingezeichnete Achsenkreuz bezogen, erhalten wir somit nach
Gleichung (19) und (20)

0 0
Gw—ay:2Tmy:2n%=2nm(81_82)- (21)

Nun ist die zeitliche Anderung der Dehnung g; gleich der ortlichen
Anderung von w, beim Fortschreiten in der z-Richtung, also

og ow,

9t = Oz
und ebenso

de,  Odw,

ot~ dy

Setzt man dies in Gleichung (21) ein, so erhilt man

Ow, dw,
0y — 0, = 27 (= — ay) (22a)
und durch die gleiche Betrachtung :
ow, dw,
am~—02=2n<a—®;— az). (22b)

Im Gegensatz zu einer reibungslosen Fliissigkeit, in der die Normal-
spannungen unabhingig von der Richtung der Fliche sind, an der sie
angreifen, sind in einer zihen Flissigkeit die Normalspannungen ver-
schieden je nach der Lage der Fliche gegeniiber der Stromungsrichtung.
(Nur firr m == 0 verhilt sich eine zéhe Fliissigkeit wie eine reibungsfreie.)
Man kann aber einen ,,Flussigkeitsdruck® als negativen arithmetischen
Mittelwert der Normalspannungen definieren nach der Gleichung:

p=—%(0,+ 0, + 0,). (23)
Wenn man zu den Gleichungen (22a) und (22b) die Identitit
Jw, dw,
0y — 0, = 21 (ot — 57%)

hinzufiigt und dann alle drei Gleichungen addiert, so erhilt man:

dw, Jw, dw, ow,
30'94-{-323—277(3 ~(E)ac_}—ay_!—f)z»

oder
ow, 0 wy dw,

Op=—"P “3’7(59,« +5y T 6z>+2

6wx

(24a)
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Fiir die anderen Koordinatenrichtungen ergibt sich:

2 dw, dw, dw, dw,
G?I='—p—'§7]<ax + ay + (9Z>+27] dy s (24b)
2 ow, dw, ow, ow,
Gz—_p““_3’7<ax+ay+az)+277 5, - - (24c)

Nunmehr sind wir in der Lage, aus den Gleichungen (18) und (24) die
Differentialquotienten zu bilden und in die Gleichungen (16) einzu-
setzen. Wenn wir durch 47V dividieren, erhalten wir zunéichst fiir die
z-Richtung
Dw,  0dp 2 Pw, cw, 0w,
e = ’7_?77((9%2 + dxdy + dxdz
02w, 0w, 02w, 2w,
+1 (G + dny) + 1 (Gaas T )
Wir fassen die gleichartigen Glieder zusammen:

Dw, ap Pw, Pw,  Pw,
e dt _——55+n(8x2 + dy? + 822>

\
1 d /0w, dw, dw,
+‘3”7’5§(ax +5, Tt 8z>

Fiir die beiden anderen Koordinatenrichtungen erhalten wir entsprechend

2w,
>+2778—§2

(25a)

Dw, dp Pw, Rw,  FPw,
ez = —art(GEt GEt )
1 d [Ow, dw, dw,
Dw, dp 0w, 0w, 0w,
¢ g =09~ go + (G + T + )
1 0 0w, dw, dw,
+ 37155 (3o + Gy + ) (25¢)

In vektorieller Schreibweise lauten die als ,,Navier-Stokessche Glei-
chungen‘ bekannten Formeln:

1 .
0 DP — gg—gradp+ P + gngraddivi.  (25V)

Fiir inkompressible Flissigkeiten vereinfachen sich die Gleichungen
(25) durch Fortfall des letzten Gliedes der rechten Seite, da dann
divw = 0 ist.

Die Glieder der Gleichungen (25) haben die Dimension kg:-m=3,
stellen also Krifte, bezogen auf die Raumeinheit dar. Die treibenden
Krifte pg (Erdanziehung) und — grad p (Druckgefille) stehen im
Gleichgewicht mit den der Beschleunigung entgegenwirkenden Tréig-

heitskriften g %tﬁ und den Reibungskriften 7 (V2w + % grad div ).

e¢) Berechnung des Auftriebes. Wir wollen hier gleich noch eine Er-
giinzung zu Gleichung (25) bringen, von der wir spiter hiufig Gebrauch
machen. Bei allen Problemen der freien Konvektion tritt als einzige
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treibende Kraft der Auftrieb der erwirmten und daher spezifisch leich-
teren Fliissigkeitsteile auf, dessen Berechnung wir nun ableiten wollen.

Fs sei® die Temperatur an irgendeiner Stelle in der um einen wirme-
abgebenden Korper verlaufenden Konvektionsstromung, ¥y die Flissig-
keitstemperatur in groBer Entfernung von dem Kérper. ¢ und gy seien
die den Temperaturen ¢ und ¥y zugeordneten Werte der Dichte. Dann
ist das Gewicht der Raumeinheit der Fliissigkeit bei ¢ =g -9,

EH] 2% 2 2 33 EH] 33 ﬁF = Q_F'g .
Fithren wir die riumliche Wirmedehnung f der Flissigkeit und die
Temperaturdifferenz @ = ¢ — 95 ein, so wird

1 1
"g*=z,;(1+/39)

und
QF“QEQ(QQ_F—1> =¢fo.
Folglich ist die Auftriebskraft der Volumeneinheit
=-—gop0. (26)
Tiir Gase ist innerhalb der Giltigkeitsgrenzen des idealen Gasgesetzes

€p T 1
P el
wobei T = 273 4- ¢ und Ty = 273 - ¥p ist.
Damit wird 0
A4 =—gp T (26a)

Gleichung (26a) gilt fiir Gase auch bei groBen Werten von @, Gleichung
(26) fiir Fliissigkeiten nur, soweit § als unabhéngig von @ angesehen
werden kann!.

Da bei den Problemen der Warmeiibertragung in einer Fliissigkeit
nicht Krifte, sondern Energien miteinander in Beziehung treten, wollen
wir zundchst aus Gleichung (16) die Gleichung der mechanischen Energie
ableiten und diese durch Beriicksichtigung der Warmeenergie zu der
allgemeinen Energiegleichung erweitern.

B. Die Energiebewegung.

1. Die Gleichung der mechanischen Energie.

Wir multiplizieren die Gleichungen (16) der Reihe nach mit w,, w,
und w,:

D z a z 0 zY a xz

a4V =y (— G o+ Gt + ) v, (27a)
D 'y 0 v 0 vz J vz

wa—d?—dV=wy(*5(;7+ ;x + gz>dV, (27b)
Dw, 96,  0T,n . 0Tuy

ow, dif dewz<—a—(;—l— arx + aTy)dV+gngdv_ (27¢)

1 Nach R. Hermann: Physik. Z. Bd. 33 (1932) S. 425.
Grober-Erk, Warmeiibertragung, 2. Aufl. 10
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Addieren wir die drei Gleichungen und integrieren iiber den Raum V,
so liefert die linke Seite:
1 Dw? 1 Dw} 1 Dw? o Di?
f9<2 wte @ Tear )dV f? a
4 4

Das letzte Glied der rechten Seite von Gleichung (27¢) gibt nach den
Regeln der Vektorrechnung

[elgm)av
v

Die iibrigen Gliedér der rechten Seite erfordern eine lingere Rechnung.
Nach dem Beispiel

OToy _ a(wz'fzy) 0w, .
Yooy T oy oy
erhalten wir zwei Gruppen von Gliedern. Die erste Gruppe:

7] 7] 7]
- %(wwaw) + ﬁ(ww'ryw)_,__g?(wm'rzw):

Tpy = Tya

7} 0 7}
- W (wy - Gy) + E(wy 'Tz'y) + Er (wy “Tay)s
7] 0 7]
9z (wz ) Gz) + Dz (wz 'Ta:z) + (?—y (wz 'Tyz)
. . 7}
ordnen wir zu der Reihenfolge ) (— OgWy+ Ty Wy + Tez W,) 5

0
+ a—y(—— O‘ywy_,_ryzwz +Tyacwac);

+ % ("‘ 0, W, + Toa Wy + szwy) .
Da, der erste Zeiger immer die Flache
des Parallelepipeds (Abb. 71) bezeichnet,
auf die die betreffende Spannung wirkt,
Abb. 71. Zerlogung der Zihigkeitskritte S0 stehen in den Klammern nur Span-
in Tangential- und Normalspannungen. pungen beisammen, die auf die gleiche
Flache wirken.
Bezeichnen wir (vgl. Abb. 71) die auf

dy dz wirkende Spannung mit g,
dzdzx v ) N
dzd ) ) ) 5 3>
so haben wir
unter ¢, die x-Komponente von g
22 Tac'y 2 y‘ 22 29 Z
2 Tyz 5 R 12} ” Z
zu verstehen und die erste Gruppe von Gliedern liefert nach der Inte-
gratlon unter Verwendung der Formel fiir das innere (skalare) Produkt
zweier Vektoren:

ﬂa (x, m)+0 (y, m)+a G, )]dxdydz,
v
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und hieraus erhalt man mittels des GauBschen Satzes (Formel (VI),
S. 254):

Ff[(g, w)dydz + (9, w)dzdax + (3, ) de dy] .

Da das skalare Produkt aus Kraft (x, 1, 3) und Geschwindigkeit die
Arbeit der Kraft in der Zeiteinheit darstellt, so ist das Integral ein
Ausdruck far die in der Zeiteinheit geleistete Arbeit der an der Ober-
fliche des Raumes V angreifenden Krifte. Diese kénnen aber nur
Komponenten des Flissigkeitsdruckes p (gerichtete Grofle, nicht zu
verwechseln mit dem statischen Fliissigkeitsdruck p!) sein, also kénnen
wir das obige Integral auf die allgemeine Formel bringen:

S (0, m)dF.
F

Die zweite Gruppe von Gliedern
ow, dw, 0w,
— 0oy Ty, T ey,
dw,
9y

dw, dw, dw,
T % g T ey, Tagy

gibt durch Umstellen:

dwy ow dw, dw, dw
- <%W‘ + O'yTyy‘ + Gz"a?’) +Ta‘y(a—y + '67”)

dw, dw,

R PR P

— 0,

dw, dw, Jw, dw,
(T + Ty (G 5)
Mit Hilfe der Gleichungen (18) und (24) gewinnen wir fur die zweite
Gruppe den Ausdruck

[ p-divio-dV — 7 [ Diss. Funkt. (10)-dV .
12 14

Hierin ist
pis. pu ) =252 +2 (35 252+ (354 %)
(G G (G ) - i

Es ist dies die von Lord Rayleigh eingefiihrte Dissipationsfunktion.
Sie ist ein Differentialoperator, gerade so wie z. B. div oder grad, nur
von verwickelterer Bauart.

Nunmehr sind die einzelnen Glieder der Gleichungen (27) auf die
GroBen %, p und die Eigenschaften des Geschwindigkeitfeldes zuriick-
gefiihrt. Wir setzen sie in die Gleichung (27) ein, ordnen sie zweckmiBig
und fassen die Gleichungen fiir die drei Koordinatenachsen zusammen
zu der Vektorgleichung

Jeolg, w)dV + [(p, w)dF
14 i

2
= [L£PW 4y [p-divio-dV + 7 [ Diss Funkt. (m)dV. (28v)
v 14 v

10*
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Wir wollen uns die Bedeutung der einzelnen Glieder dieser Gleichung
kilarmachen: die Dimension der Glieder ist mkg-h—?*, sie stellen also
Leistung oder Arbeit (Energie) in der Zeiteinheit dar. Die Gleichung (28 v)
sagt aus, daB — bezogen auf die Zeiteinheit — die Arbeit der Schwer-
kraft und der Fliissigkeitskrifte, die auf die Oberflache des Raumes V'
wirken, sich in diesem Raum erstens in einer Zunahme der kinetischen
Energie, zweitens als potentielle Energie in Form von Kompressions-
arbeit und infolge der inneren Reibung auch als Wirme? iuBert.

2. Die allgemeine Energiegleichung.

Die Gleichung (28 v), die ja lediglich eine Umformung der Bewegungs-
gleichung ist, stellt eine Beziehung ausschlieBlich zwischen mecha-
nischen EnergiegroBen dar. Im folgenden soll nun eine neue Gleichung
aufgestellt werden, die alle bei der Wirmeiibertragung auftretenden
Energieformen umschlieft.

Wir betrachten die Vorginge in einem unbeweglichen Raumteil V,
der sich an einer beliebigen Stelle eines Stromungsfeldes befinden moge.

Die Anderung %TE der in ¥V enthaltenen Energie £ muB gleich sein der

Arbeit A, die die duBeren Krafte wahrend d¢ auf die in ¥V enthaltene
Masse ausiiben, plus der von auBen durch die Oberfliche von ¥ wihrend
dt eintretenden Energie, und zwar haben wir bei letzterer zu unter-
scheiden: die Energie E,, die als Wiarme durch Leitung in das Innere
gelangt und die Energie E,, die mit der bewegten Masse als deren Ener-
gieinhalt in den Raum V hereingefiihrt wird. Es gilt also

o0F
a—tzA—{—El—{—Ez. (29)
Zur Berechnung der linken Seite fithren wir fiir den gesamten Energie-
inhalt der Masseneinheit den Buchstaben ¢ ein; somit ist e-g-dV der
Energieinhalt eines Raumelementes und dessen lokale Anderung:
JE  d(oe) __de de
31 T "ot dV_Qath+86th'
Das erste Glied der rechten Seite von Gleichung (29), die Arbeit 4
in der Zeiteinheit, ist durch ' Gleichung (28v) gegeben.
Zur Berechnung der Energie E, je Zeiteinheit beniitzen wir den
bei der Leitung in festen Korpern verwendeten Vektor £, den Wirme-
fluB. Es ist (vgl. S. 4)

0= —A-gradd.

Fiir den durch die Oberfliche des Raumes V wihrend dit tretenden
Wirmestrom erhalten wir mit Beniitzung des Gaufischen Satzes (Vek-
torformel Nr. VI, 8. 254):

Ei=[—A-grad®-dF = — A [p28.dV.
F ‘ v
1 Latzko, H.: (Z. angew. Math. Mech. Bd. 1 (1921) 8. 268) hat eine Gleichung

entwickelt, mittels derer die Reibungswirme einer Strémung abgeschéitzt werden
kann; es zeigt sich, daB sie in den allermeisten Fillen vernachlissigbar klein ist.
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Zur Berechnung der Energie E, fuhren wir einen dem WirmefluB O
entsprechenden Vektor & ein, den wir etwa den konvektiven Energie-
fluB nennen kénnen. Durch die Flicheneinheit stromt in der Zeiteinheit
die Flussigkeitsmenge o mit dem Energieinhalt gwe hindurch. Wir
setzen:
E=pme,

und erhalten mit Hilfe des Gaullschen Satzes fiir die durch die Ober-
fliche des Raumes V in der Zeiteinheit strémende Energie den Betrag:

—By= [oew, -dF = [div(gew) -dV.
b3 14

Durch Anwendung der Vektorformel (III, S.254) entsteht daraus:
+ By = —er-div(gm)-dv—Vf(gm,grade)dv,
und mit Hilfe der Kontinuitdtsgleichung (6v):
fe ayv — fg (w, grade)d V.

Wir setzen nun die einzelnen Glieder in Gleichung (29) ein und lassen
den Raum ¥V unendlich klein werden. So erhalten wir:

98t+€ ed—12- 17219—I—6 (w, grad g).

Durch ZEinfilhrung des substanziellen Differentialquotienten (Glei-
chung (1v)) wird daraus

De

A Y

Die totale Anderung des Energieinhalts ist also gleich der sekund-

lichen Arbeit der duBeren Krifte plus der in dieser Zeit durch Leitung

eintretenden Wirme. Nun setzt sich die Gesamtenergie ¢ der -Massen-

einheit aus der kinetischen Energie w?/2 und der inneren Energie « zu-

sammen. Aus der Thermodynamik wissen wir, dafl der Warmeinhalt ¢

gleich « 4 po ist. Somit wird

=A4—1-729. (30a)

2
e::w?—l—u—— +i—po

und

o Duw? Di Dp Do
v A Tl T Q”dt P n
[
2

Dw? D
__u;_ v Q_P_p dlvm

Wenn wir diesen Ausdruck und gleichzeitig den Wert fiir 4 aus Glei-
chung (28v) in Gleichung (30a) einsetzen, so erhalten wir die Gleichung
der Gesamtenergie in der zweiten Form

0 % . _?i_tg = — 1.V 29 4+ n- Diss. Funkt. (v). (30Db)
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Ubernehmen wir endlich noch aus der Thermodynamik die Gleichung
¢ = C,-¥ (wobei sich €, auf die Masseneinheit bezieht), so erhalten wir
damit die dritte Form:

D8 _ Dp

QO“’—df - = — A-V2%84 + 7 - Diss. Funkt. (). (30¢)

3. Die Differentialgleichungen fir den Beharrungszustand.

Da wir uns im folgenden fast nur mit Vorgingen im Beharrungs-
zustand beschiiftigen werden, sollen hierfir nochmals kurz die Diffe-
rentialgleichungen zusammengestellt werden. Bekanntlich ist der Be-
harrungszustand dadurch gekennzeichnet, daf in dem Ausdruck fiir den
substantiellen Differentialquotienten (Gleichung (1v) und (2v)) das
Glied 2,

Somit erhalten wir fiir eine zihe, elastische Flussigkeit im Behar-
rungszustand die Differentialgleichungen:

Die Kontinuitdtsgleichung:

div (o i) = 0. (31)
Die Bewegungsgleichung:
o-(, grad)w = gg — grad p + 7 (P2 + % grad div ). (32)
Die Energiegleichung:
0-C,- (1w, grad &) — (1w, grad p) = — A-V28 + 7 - Diss. Funkt. v. (33)

Zu diesen drei Fundamentalgleichungen gehort als vierte Gleichung von
allgemeiner Geltung die Zustandsgleichung. Sie gibt an, in welcher Weise
fiic einen bestimmten Stoff die ,,Zustandsgrofen® Druck, Dichte und
Temperatur voneinander abhingen und lautet in der allgemeinsten Form :

f(p,e, T)=0, (34)
wobei f eine bekannte Funktion bedeutet.

das die zeitliche Feldinderung am Ort angibt, zu Null wird.

4. Die Grenzbedingungen.

Bekanntlich ist ein Vorgang allein durch die Angabe von Differen-
tialgleichungen nicht eindeutig festgelegt. Der Grund liegt darin, daB
jede Differentialgleichung beliebig viele Losungen hat, aus deren Zahl
die richtige Lésung durch die Grenzbedingungen hervorgehoben wird
(vgl. 8. 9).

Wir unterscheiden zeitliche und o6rtliche Grenzbedingungen; erstere
entfallen jedoch fiir den Beharrungszustand.

Um das darzustellende Gebiet einzuschrianken, setzen wir stets
voraus, daB keine freien Fliissigkeitsoberflichen auftreten sollen. Wir
haben also nur mit festen Begrenzungsflichen zu tun und mit den Flé-
chen, durch die die strémende Fliissigkeit ein- und austritt. Zu den
letzteren Flichen zdhlen wir auch die unendliche Ferne fiir den Fall
eines allseitig von Fliissigkeit umspiilten Koérpers in einem (praktisch)
unendlich grofien Raum.
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a) Der Randwert der Geschwindigkeit. Es ist ohne weiteres klar,
daB die Geschwindigkeit in unmittelbarer Nihe der Wand keine Kom-
ponente senkrecht dazu haben kann. Aber auch parallel zur Wand
besitzt eine wirkliche Fliissigkeit keine Relativbewegung gegeniiber
dieser in ihrer unmittelbaren Nihe, die Flussigkeit ,haftet” an der
Wand. Diese Tatsache ist a priori nicht zu beweisen, aber experimentell
festgestellt. Eine Ausnahme macht nur die Bewegung von Gasen, wenn
die freie Weglinge der Molekiile groB} ist gegeniiber den Abmessungen
des Raumes, z. B. die Strémung verdinnter Gase (vgl. auch 8. 210).

b) Der Randwert der Temperatur. Wahrend das Geschwindigkeitsfeld
naturgemil an der festen Wand seine Begrenzung findet, ist dies beim
Temperaturfeld nie der Fall; denn dieses erstreckt sich' stets durch die
Oberflidche des festen Korpers hindurch in dessen Inneres und bei einer
Wand auch noch auf den Raum jenseits der Wand. Aus mathematischen
Griinden ist man jedoch gezwungen, das Temperaturfeld zu begrenzen,
indem man es nur innerhalb der Flissigkeit untersucht und fir die
Heiz- oder Kiihlflichen eine bestimmte Temperaturverteilung vor-
schreibt. Man kiimmert sich dabei nicht darum, durch welche aufler-
halb des betrachteten Raumes getroffenen MaBnahmen diese Tempe-
raturverteilung erzielt oder aufrecht erhalten werden kann.

Es ist jetzt die Frage zu beantworten: Wie grof} ist der Grenzwert,
dem die Flussigkeitstemperatur bei Annaherung an die Wand zustrebt,
wenn deren Temperatur gegeben ist ? Im Sinne der frither (S. 111) an-
gestellten Erorterungen iiber den Témperatursprung an der Berithrungs-
fliche zweier verschiedenartiger Korper kann die Berithrung zwischen
einer Flissigkeit und ihrer festen Begrenzung als vollkommen gelten.
Wie an der Berithrungsfliche zwischen Wand und Flissigkeit kein
Geschwindigkeitsunterschied besteht, so ist dort auch kein Temperatur-
unterschied vorhanden. Der Grenzwert der Fliissigkeit an der Wand
ist also die Wandtemperatur. Eine Ausnahme besteht wieder fir ver-
dinnte Gase.

¢) Die Grenzbedingungen an der Ein- und Austrittsstelle. Fiir die
Ein- oder Austrittsstellen muf} die Druck-, Geschwindigkeits- und Tempe-
raturverteilung fur den Stromungsquerschnitt gegeben sein; unter Um-
stinden geniigt auch die Angabe von Mittelwerten fir diese GréSe.
Hierauf werden wir niher bei Besprechung der einzelnen Fille eingehen.

C. Losungsverfahren der Hydrodynamik.

1. Vereinfachung des Gleichungssystems.

Die allgemeinen Differentialgleichungen (31) bis (33) und die Rand-
bedingungen enthalten als unabhéangige Verdnderliche die drei Koordi-
naten des Raumes, als abhéingige Verdnderliche: die Dichte p, den
Druck p, die Temperatur #, die Geschwindigkeit v, als Stoffwerte:
die Schwerebeschleunigung ¢, die Zihigkeit #, die spezifische Wirme ¢
und die Wérmeleitzahl A.

Die strenge ,,Ldsung® irgendeines Problems wiirde darin bestehen,
die samtlichen Differentialgleichungen mit Hilfe der Randbedingungen



152 ‘Wirmebewegung in Flissigkeiten.

zu integrieren. Abgesehen davon, daB dabei oft die wenig oder gar nicht
bekannte Temperaturabhingigkeit der Stoffwerte beriicksichtigt wer-
den miiBte, ist die allgemeine Integration der Gleichungen iiberhaupt
noch nicht gegliickt.

Man versucht nun die Aufgaben dadurch leichter zu machen, daBl
man durch bestimmte, dem jeweiligen Problem angepaBte Annahmen
einen Teil der Unbekannten konstant setzt oder ihren Einfluf ver-
nachlissigt. Auf der richtigen Wahl solcher vereinfachender Annahmen
beruht sehr oft der Erfolg einer Untersuchung. Die bedeutensten Fort-
schritte der letzten Jahre auf dem Gebiet des Warmeiibergangs wurden
durch Theorien gemacht, die einfachere ,,Bilder” an Stelle der vorder-
hand noch unlésbaren Naturvorgdnge setzten. Mit solchen verein-
fachenden Theorien von allgemeiner Bedeutung wollen wir uns im ersten
Teil des nichsten Kapitels beschiftigen.

Der zweite Teil ist sodann einem Verfahren gewidmet, das in den
Fillen, wo trotz aller Vereinfachungen eine exakte Losung nicht még-
lich ist, wenigstens zu praktischen Erfolgen fiihrt: es ist dies die Ver-
allgemeinerung von MeBergebnissen mit Hilfe des Ahnlichkeitsprinzips.

a) Die Potentialtheorie (drehungsfreie Stromung). Eine exakte all-
gemeine Losung von Strémungsvorgidngen ist dann vielfach moglich,
wenn die Bewegung iiberall drehungsfrei
— verlduft. Das Stromungsfeld kann in diesem
i —— TFalle als Ableitung einer einzigen Funktion
—i 5] 73— dargestellt werden, die man als ,,Potential-
: funktion* bezeichnet. Der Vorteil dieser

L = Einfiihrung besteht darin, daB man statt
;?;E{, e'7r2. G‘;ﬁiﬁﬁfﬁ;&?ﬁ d!;l;}tmllil?gl; mit drei Geschwmdl.gke'ltskom}.).onent:en Wes
' frei). w,, w, nur mehr mit einer GroBe, ndmlich

dem Potential @ zu rechnen braucht oder
mit anderen Worten, daB man statt des Vektors tp den Skalar @ ein-
fiihrt. Die Potentialtheorie ist eine sehr hoch entwickelte Lehre der
Mathematik, und wenn auch ihre unmittelbare Anwendung auf Warme-
iibergangsprobleme nur in wenigen Fillen in Frage kommt, so ist doch
ihre Bedeutung fiir das Verstdndnis von Flissigkeitsbewegungen so
groB, daB ihre Grundbegriffe hier wenigstens kurz besprochen werden
milssen®.

b) Drehbewegung in einer Fliissigkeit. Die Drehung eines Fliissig-
keitselementes kann definiert werden als der Mittelwert der Winkel-
geschwindigkeiten, mit denen die Teilchen einer in der Fliissigkeit
abgegrenzten kleinen Kugel um deren Mittelpunkt umlaufen. Wir
wollen mit Bezug auf diese Definition einige kennzeichnende Stré-
mungsformen betrachten, wobei wir uns der Anschaulichkeit wegen
auf zweidimensionale Vorginge beschranken.

DaB eine Strémung, wie sie in Abb. 72 dargestellt ist, drehungsfrei
verlauft, ist wohl ohne weiteres verstdndlich. Ein Stdbchen a, das in

1 Im ersten Teil des Buches (S. 96ff.) wurde bereits von der Potentialtheorie
Gebrauch gemacht, ohne daBl jedoch der Begriff der Drehung erwahnt wurde.
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der Flissigkeit parallel zu der Stromungsrichtung schwimmt, dndert
seine Richtung ebensowenig wie das senkrecht zur Strémungsrichtung
liegende Stibchen b oder das quadratische Flichenstiick c.

Ebenso leicht versténdlich ist der in Abb. 73 dargestellte Typ einer
drehenden Bewegung. Die Geschwindig-
keit ist proportional dem Abstand von
der Drehachse. o, b und ¢ drehen sich
wihrend ihrer Fortbewegung mit kon-
stanter Winkelgeschwindigkeit, da die
Fliissigkeit sich wie ein starrer Kdorper
dreht.

Die in Abb. 72 dargestellte Bewegung
ist nur moglich in einer idealen reibungs-
losen Flissigkeit oder in einem grofen,
homogenen Stromungsfeld in grofler Ent-
fernung von den Wénden. Im Gebiet des
Wandeinflusses ist eine Strémung, wie
Abb. 74 zeigt, nicht drehungsirei, auch
wenn alle Stromlinien parallel verlaufen; ¢ behilt zwar seine Richtung
bei, aber b wird gedreht, ebenso das Fliachenelement ¢, das gleichzeitig
eine Forminderung erfahrt. Aus Abb. 74 folgt, daB z. B. die am hauflg—
sten vorkommende Strémung, namlich T =
die in einem Rohr oder Kanal, niemals H A
drehungsfrei ist, auch nicht wenn sie
laminar verlduft.

Dagegen kann man eine kreisfor-
mige Stromung so bestimmen, daf} sie
drehungsfrei ist. Man braucht ndmlich -
nur vorzuschreiben, da8 die Stromungs- Abb, T2 eé?egﬁfta’l’éﬂﬁngr;‘;&ng*}iceﬁ‘)mn'
geschwindigkeit umgekehrt proportio-
nal der Entfernung von der Drehachse sein soll. Eine solche Strémung
ist in Abb. 75 dargestellt. @ und b erfahren zwar beide eine Drehung,
aber in entgegengesetzter Richtung, so daB ¢ zwar eine Forménderung,
aber keine im obigen Sinn als Mittelwert
definierte Drehung erleidet, wie man an der
unverinderten Lage der Diagonalen leicht
erkennen kann. Die in Abb. 756 dargestellte
Stromungsform ist nicht so unwahrschein-
lich, wie man auf den ersten Blick glauben
machte, sie spielt im Gegenteil eine groBe
Rolle; sie entsteht z. B. an den Randern
einer Platte, die senkrecht zu ihrer Fliche
durch eine ruhende Fliissigkeit bewegt wird
oder, was mathematisch dasselbe ist, an
einer ruhenden Platte, die senkrecht zu
ihrer Fliche mit gleichmiBiger Geschwindigkeit angestrémt wird.

Leider kénnen wir die Potentialrechnung bei der Wéarmeiiber-
tragung an fliissige Stoffe fast niemals anwenden. In der Hydrodynamik
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kann man zwar viele Stromungsvorginge in erster Ann#éherung als
drehungsfrei betrachten und auf diese Weise mit Hilfe der Potential-
theorie auch praktische Aufgaben mit geniigender Genauigkeit ldsen.
Die Bedingung dafiir ist aber immer, daB3 die Stromung nicht in der
Néhe fester Winde verlauft. Diese Bedingung ist aber gerade beim
Wirmeiibergang nicht erfiillt; denn in unmittelbarer Nihe der Wand
ist das Temperaturgefille am groBten. Wir werden spéter (S. 198) sehen,
daB gerade die wandnahen Flissigkeitsschichten fir den Wirmeiiber-
gang besonders wichtig sind.

¢) Die ,schleichende Bewegung®. Wenn die Geschwindigkeit einer
Stromung abnimmt, so wird in der Gleichung (32) der Einfluf des in tp
quadratischen Gliedes (1, grad) tv rascher als der in tp linearen Glieder
verschwindend klein, mit anderen Worten, die Trigheitskrifte ver-
schwinden und die Strémung steht nurmehr unter dem Einfluf der
Zihigkeit. Das hydrodynamische Gleichungssystem lautet dann, wenn
man vom Einflull der Schwerkraft absieht:

div (p ) =0, (31)
gradp=7n-F2w. (35)

Eine sehr langsam stromende Flissigkeit kann man stets als inkom-
pressibel betrachten, deshalb wird auch das Glied 7 -3 graddivi
zu Null.

Prandtl hat fir die langsame Strémung den bezeichnenden Namen
,»schleichende Bewegung® eingefithrt. Er weist aber darauf hin, daf die
der Gleichung (35) zugrunde liegenden Vereinfachungen nur bei Rey-
noldsschen Zahlen (siehe S.159) kleiner als 0,2 eingefuhrt werden
diirfen. In besonders einfachen Fillen ist die Losung des durch Glei-
chungen (31) und (35) gegebenen Ansatzes gelungen.

d) Die Grenzschichttheorie. Eine fiir die Hydrodynamik, wie auch
fiir die Lehre vom Wirmeiibergang besonders wichtige von Prandtl?!
stammende Theorie beruht auf der gedanklichen Teilung eines Stro-
mungsvorganges in eine wandnahe laminare ,,Grenzschicht” und in
eine turbulente Strémung, die den iibrigen, von Wandeinflissen weniger
stark berilihrten Teil der Gesamtstrémung umfaft und die wir bei der
uns hauptsichlich interessierenden Strémung im Rohr als ,,Kern-
strémung‘‘ bezeichnen. Der mathematische Vorteil dieser Teilung be-
steht darin, daBl man fiir Grenzschicht und turbulente Strémung ver-
schiedene Vereinfachungen einfithren kann, und dadurch eine bessere
Anpassung an die Wirklichkeit erzielt, als wenn man die ganze Stro-
mung mit einem mathematischen Ansatz erfassen will. Ebenso hoch
ist aber der Umstand einzuschétzen, daf3 dadurch die Aufmerksamkeit
auf die Grenzschicht gelenkt wurde, deren Verhalten — besonders beim
Wirmeiibergang — oft ausschlaggebend fur den Ablauf eines Vor-
ganges ist.

1 Prandtl, L.: Verh. d. 3. internat. Math. Kongr. Heidelberg 1904. Leipzig:
B. G. Teubner 1905.
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Das Wesen der laminaren Grenzschicht! kann man sich vielleicht
am besten an Hand der Abb. 76 klar machen, die (schematisch) die Ge-
schwindigkeitsverteilung im Querschnitt eines zylindrischen Rohres
darstellt. Die Gesamtstréomung verlauft turbulent, d. h. die einzelnen
Stromféden liegen nicht parallel nebeneinander, sondern verschlingen
sich ineinander?. Die dadurch verursachten radialen Querbewegungen
werden in der Nahe der Wand abgebremst, so dafl dort die Strémung
laminar, d. h. in parallel geordneten Bahnen verlauft. Im turbulenten
Teil wird die Flussigkeit durch die Querbewegungen stark durch-
mischt, so dall dort (etwa von der Achse bis r = 7') die Geschwindig-
keit nur langsam von dem in der Mitte vorhandenen Maximalwert w,
aus abnimmt, wihrend sie in der Grenzschicht von dem Wert w’ steil
bis auf w = 0 an der Wand abfillt. Die Grenzschicht ist also definiert
als die diilnne® wandnahe Schicht, die laminar verlauft und einen linearen

Geschwindigkeitsgradienten 9w <allgemein 0514;) besitzt (4 B, Abb. 76).

ar

Natiirlich besteht in Wirklichkeit keine scharfe Trennung zwischen
Grenzschicht und Kernstromung; die Definition der Grenzschichtdicke
ist deshalb willkiirlich und bei
mehreren Autoren verschieden.

GemaB obiger Definition ist die
Dicke der Grenzschicht gegeben
durch die Beziehung

dw w

s (36)
Mit Hilfe der Gleichung (36) kann .\ v geschwindigkeitsvertellung bei tur-
man leicht die Dicke der Grenz- bulenter Stromung in einem Rohr.

schicht, wenigstens ihrer GroéBen-

ordnung nach, berechnen. Man betrachtet zu diesem Zweck das
Kraftegleichgewicht zwischen dem auf die Querschnittsfliche des
Rohres wirkenden Druckgefille und der am Umfang der Kernstromung
angreifenden Schubspannung, wobei man, mit Riicksicht darauf, daB
8 < r ist, v’ = r setzen kann. Man erhalt so:

dw
dr

p
ox

2y =1-2rm ="

-2rm. (37)

1 Unter ,,Grenzschicht‘‘ wird hier also der Begriff verstanden, wie ihn Prandtl
1904 und in seiner Theorie des Warmeiiberganges (vgl. S.198) entwickelt hat.
Neuerdings wird der Name Grenzschicht auch fiir das Ubergangsgebiet zwischen
der wandfernen Potential- und der wandnahen Laminarstromung gebraucht.
Prandtl empfiehlt daher jetzt, fiir die laminare Grenzschicht den Namen
,»Gleitschicht* zu gebrauchen. Tm folgenden wurde aber der in der Lehre vom
Wirmeiibergang eingebiirgerte dltere Brauch beibehalten. Im Rohr reicht diese
turbulente Grenzschicht bis in die Achse, vgl. z. B. den ausgezeichneten Uberblick
von Th. v. Karman in Werft, Reed., Hafen Bd. 13 (1932) S. 210.

2 Ausfithrlicher wird der Unterschied zwischen laminarer und turbulenter
Stromung auf S. 164 behandelt.

3 In Abb. 76 ist aus zeichnerischen Griinden die Dicke der Grenzschicht stark
ibertrieben (vgl. S. 156).
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Durch Einsetzen von Gleichung (36) erhilt man hieraus

In diese Gleichung kann man nun fiir

. 2nw
b= —=5-. (38)
rr

dp

P und fiur w’ Werte einsetzen,

die man aus empirisch gefundenen Gesetzen (vgl. S. 164) berechnet,
doch moge an dieser Stelle die Angabe des Gedankenganges genugen?.

Zablentafel 12. In Zahlentafel 12 sind die Ergebnisse einer
Grenzschichtdicke sfiir von Jakob? durchgefithrten Berechnung
die Strémung im Rohr mitgeteilt.

bei verschiedenen Rey- Aus Zahlentafel 12 ersieht man, daB die
noldsschen Zahlen.

Grenzschicht tatsidchlich so diinn ist, daB

e kA die eben gemachten Annahmen gerecht-
B d fertigt sind.

Die Bedeutung der Grenzschicht fir die

1(1)8888 %;‘éggo Hydrodynamik liegt in erster Linie darin,

1000000 1/28400 daB man in der Grenzschicht die Ursache

fir die Entstehung von Wirbeln vermuten
kann. Unter bestimmten Bedingungen kann némlich die Strémung
in der Grenzschicht in entgegengesetzter Richtung wie in der Kern-
stromung verlaufen; dann gibt es eine instabile Diskontinuitétsschicht,
die in Wirbel zerfallt; diese wandern dann als Stérungszentren in die
turbulente Strémung hinein. Durch Einfithrung des Grenzschicht-
begriffes hat man nicht nur zahlreiche Vorginge aufklaren kénnen,
sondern auch Mittel gefunden, um die meist unerwiinschte, weil mit
starkem Energieverlust verbundene Wirbelbildung in vielen Fillen zu
verhindern (Formgebung, Absaugung).

Da die Stréomung in der Grenzschicht laminar verliduft, kann die
Wirmeleitung in ihr wie in einer Platte und die Reibung nach dem
Newtonschen Ansatz [Gleichung (14), S. 140] berechnet werden. Von
diesen einfachen Ansiatzen wird spater (S. 198) noch Gebrauch ge-
macht, wenn die Rolle der Grenzschicht beim Wéarmeubergang be-
handelt wird.

2. Das Prinzip der Ahnlichkeit.

Im ersten Teil des Buches wurde bereits vom Ahnlichkeitsprinzip
Gebrauch gemacht. Wahrend dies aber bei der Wirmeleitung in festen
Koérpern nur in besonders schwierigen Ausnahmefillen herangezogen
zu werden braucht, ist es bei der Untersuchung der Warmeiibertragung
an Flissigkeiten fast stets das einzige Hilfsmittel, um wenigstens zu
Teillssungen zu gelangen.

Ein grundsitzlicher Unterschied zwischen der Wirmeleitung in
festen Korpern und der in Flissigkeiten besteht darin, daB bei ersterer

1 Vgl. L. Prandtl: Physik. Z. Bd. 29 (1928) S.487. Prandtl-Tietjens:
Bd. 2 S. 81ff.

2 Jakob, M. in Eucken-Jakob: Der Chemie-Ingenieur. Bd. 1/1 S. 49,
Leipzig 1933.
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nur die Warme sich bewegt, ihr Trager, der Korper aber in Ruhe bleibt,
wihrend im letzteren Fall die Wirme und die Materie, an die sie ge-
bunden ist, sich bewegen. Es sind daher auch zwei Felder (das Ge-
schwindigkeits- und das Temperaturfeld) zu untersuchen, die noch
dazu voneinander abhingen. Diese Verkoppelung zweier Stromungsfelder
macht die Wirmeiibertragung in Fliissigkeiten zu einem so schwierigen
Gegenstand, daf die gegenwirtigen Methoden der Mathematik nur in
Ausnahmefillen eine Integration gestatten.

Die Lehre von der Wirmeiibertragung beruht heute noch fast aus-
schlieBlich auf experimenteller, Grundlage. Das Ahnlichkeitsprinzip
ermoglicht aber eine bedeutend rationellere Verwertung der Versuchs-
ergebnisse als die frither iiblichen empirischen Faustformeln. AuBlerdem
hat die Einfithrung des Ahnlichkeitsprinzips durch NuBelt iiberhaupt
erst den Ausbau einer ,,Lehre vom Wairmeiibergang® ermdglicht, in-
dem erst dadurch der erforderliche Leitgedanke aufgestellt wurde, der
die Zusammenfassung der Einzelbeobachtungen unter einem einheit-
lichen Gesichtspunkt erméglichte.

Die Anwendung des Ahnlichkeitsprinzips beruht, wie wir bereits
im 1. Teil (S.121) gesehen haben, auf dem Rechnen mit Kennzahlen.
Es sei nun zunichst eine Kennzahl abgeleitet, die von allgemeiner
Bedeutung ist. Dabei lift sich auch zeigen, daB das Ahnlichkeits-
prinzip nicht nur ein formales Hilfsmittel zur Umgehung mathema-
tischer Schwierigkeiten ist, sondern daf seine Verwendung auch einen
Fortschritt fiir das Verstehen der physikalischen Strémungsvorginge
bedeutet.

a) Ableitung der Reynoldsschen Kennzahl Re. Wir wollen zunichst
die Kennzahl ableiten, die die hydrodynamische Ahnlichkeit von
Stromungsfeldern in zdhen Flissigkeiten charakterisiert. Dabei gehen
wir genau wie im ersten Teil (S. 122) vor, indem wir die maBgebenden
Differentialgleichungen (31) und (32) fiir ein ,,gestrichenes® und fir
ein ,,ungestrichenes Strémungssystem anschreiben. Fiir diese gelten
unter der bereits friiher gemachten Einschrinkung, dal keine freien
Flissigkeitsoberflichen vorhanden sind, folgende Bedingungen:

1. Ahnlichkeitsbedingung: In beiden Fliissigkeiten herrscht gleicher
Strémungszustand, d. h. beide Strémungen sind entweder laminar oder
turbulent (s. S.155). Auflerdem miissen auch die Begrenzungen von
gleicher Art (affin) sein, z. B. entweder in beiden Fillen gerade Rohre
oder Kriimmer oder Rohrenbiindel.

2. Ahnlichkeitsbedingung: Die Stromungen sollen in geometrisch
dbnlichen Rdumen verlaufen, d. h. entsprechende Abmessungen des
Raumes, in dem die eine Strémung verliuft, sind mit entsprechenden
Abmessungen des anderen Raumes durch folgende Gleichungen ver-
kniipft:

o=l

N=p 1

M, = const . (39)

i;:,;l-zi[
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M, ist das ,,Dehnungsverhaltnis“ (vgl. S.123). Die Bedeutung der iibrigen
Bezeichnungen geht ohne weitere Erklarung aus Abb. 77 hervor.

3. Ahnlichkeitsbedingung: Die Geschwindigkeit 1’ an irgendeinem
Punkte der einen Stromung sei mit der Geschwindigkeit tp an dem ent-
sprechend gelegenen Punkt der anderen Strémung durch die Gleichung
verbunden: '

' = u, . (40)
My ist ein reiner Zahlenfaktor, also haben v’ und tv gleiche Richtung,
aber verschiedene absolute GréBe. Da wir voraussetzen, daf3 beide Stro-
mungsvorginge sich in zdhen Flussigkeiten abspielen, so ist an den
festen Begrenzungsflichen sowohl w’ als auch 1w gleich Null.

4. Ahnlichkeitsbedingung: Da fiir den Verlauf einer Strémung nicht
der absolute Betrag des Druckes maf3igebend ist, sondern nur das Druck-
gefille, so ist es bei Aufstellung der Ahnlichkeitsbedingung fiir die
Druckfelder gestattet, ein konstantes Zusatzglied p, einzufithren. Wir
dii hreiben:

iirfen also schreiben o P =y p. (1)

Das heiflt: der Druck p’ an einem beliebigen Punkt des einen Strémungs-

feldes muBl nach Abzug eines

im ganzen Feld konstanten Wer-

tes p, in einem bestimmten, im

ganzen Feld konstanten Verhalt-

nis zu dem Druck p an dem

entsprechend gelegenen Punkt

des anderen Feldes stehen. Den

Einfluf}, den eine im ganzen Feld

konstante Druckinderung auf

die Dichte der strémenden Fliissigkeit hat, wenn diese kompressibel
ist, wollen wir zunidchst vernachlassigen.

5. Ahnlichkeitsbedingung: Fiir die Stoffwerte o und # gelten die

Beziehungen o' = U, 0, (42)

W=ty (43)
Es entsteht nun die Frage, ob wir die Ahnlichkeitsfaktoren u;, p,,,
s fe und y, beliebig wihlen diirfen, oder ob zwischen ihnen ein Zu-
sammenhang besteht, so daBl durch die Wahl einiger Faktoren die
ibrigen zwangslaufig bestimmt sind.
Wir schreiben die Differentialgleichungen fiir die beiden Systeme an,
wobei, da freie Oberflichen ausgeschlossen sind, die Schwerkraft keinen
EinfluB} auf die Strémung hat:

div (o v) =0, (44a)
- (w-grad) w = —grad p } 5 (2 4  grad diviv), (45a)
”@T””'-div(g ) =0, (44D)
13
Hela o (1o, grad) w = ** (— grad p)
M1 1223

€ ML;‘W - (V% + 3graddiviv). (45D)
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Sollen die beiden Gleichungssysteme identisch sein, so dirfen sich
die entsprechenden Gleichungen nur durch beiderseits gleiche Faktoren
unterscheiden.

Aus der Kontinuitdtsgleichung folgt:

Moo _ O

Iy (U

Diese Gleichung sagt also nichts iiber w,, u, und g, aus.
Aus der Bewegungsgleichung erhalten wir die Beziehung

2
Bolby _ Mo _ Hyho (46)

Aus dieser Doppelgleichung konnen wir die nachstehenden drei Bezie-
hungen ablesen:

By
=1,
Ho e (472)
Bollulbr g (47b)
Hy
272N I (47¢)
By B

Wenn wir auf die Definition der Werte y in den Gleichungen (39) bis
(43) zuriickgreifen und gleichzeitig die Betrachtung auf mehr als zwei
Systeme verallgemeinern, kénnen wir die Gleichungen (47) auch in der
Form schreiben?

I 4
gradp-——g;z:gradpl'g‘/#:‘ - (48a)
! /77
@:lq:__eﬁlo:... (48D)
B ro L
gradp.nw___gradp. nlw,:-.-. (480)

Durch diese Gleichungen sind drei dimensionslose Groflen definiert,
die die Ahnlichkeit verschiedener Stromungsfelder untereinander kenn-
zeichnen. Wir nennen sie daher ,,Kennzahlen‘. Die drei Grofen sind
aber nicht unabhingig voneinander. Eine rein algebraische Uberlegung
lehrt uns zunichst, daB Gleichung (48¢) das Produkt aus (48a) und
(48b) ist, also keine neue Aussage. Ferner liefert Gleichung (48a) keine
physikalische Ahnlichkeitsbedingung, da sie nur ein Verhiltnis innerer
Krifte, nimlich des statischen Fliissigkeitsdruckes grad p-l zum dyna-
mischen Fliissigkeitsdruck gw? enthélt. Es bleibt also nur der Ausdruck
(48b), der sich unter dem Namen ,,Reynoldssche Zahl*? bereits allge-
mein eingebiirgert hat und mit ,,Re’ bezeichnet wird. '

! In den Gleichungen (48) tritt w = | v | an die Stelle des Vektors w, da eine
dimensionslose KenngréBe natiirlich keine Richtung besitzen kann. Ebenso ist
unter grad p nur der Betrag des Druckgradienten zu verstehen. Unabhingig da-
von bleibt aber die Bedingung in Geltung, daf} entsprechende Vektoren in ahn-
lichen Feldern gleiche Richtung haben miissen. .

2 Osborne Reynolds hat als erster im Jahr 1883 das Ahnlichkeitsprinzip
auf die Strémung zaher Flissigkeiten angewandt.
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Das .,,Reynoldssche Ahnlichkeitsgesetz kann man etwa so aus-
driicken:

,»30llen verschiedene (stationire) Stromungsvorginge in zihen Flis-
sigkeiten untereinander ahnlich verlaufen, so miissen die Reynoldsschen
Kennzahlen an allen einander entsprechenden Punkten der verschiedenen
Stromungsfelder einander gleich sein.

Es taucht nun die Frage auf: Wie ist es praktisch moglich, die Ahn-
lichkeit verschiedener Felder in deren ganzem Bereich zu erzwingen
oder zu beurteilen %

Eine einfache Uberlegung sagt uns, daB es geniigt, wenn wir die be -
sonderen Ahnlichkeitsbedingungen (2. bis 5.) an der Berandung der
Stromungsfelder einhalten, daneben aber natiirlich die 1. (allgemeine)
Bedingung beachten. Wenn wir in Gedanken vom Rand aus ins Innere
eines Feldes fortschreiten, so entwickelt sich der Stromungsverlauf von
dem am Rand herrschenden Zustand aus nach den Vorschriften des
mathematischen Ansatzes. Sind nun die Strémungen zweier Felder am
Rande einander dhnlich und gilt fiir den ganzen Bereich der Felder der
gleiche mathematische Ansatz, so miissen notwendigerweise die Stro-
mungen im ganzen Bereich der beiden Felder dhnlich verlaufen.

Es geniigt also z. B. die Bedingung, daB im Eintrittsquerschnitt
zweier geometrisch dhnlicher Rohre dhnliche Geschwindigkeitsverteilung
besteht. An der Wand der Rohre liegt auf jeden Fall Ahnlichkeit der
Stromung vor, da hier die Geschwindigkeit iiberall zu Null wird. Sind
nun noch beide Stromungen von gleicher Art und befolgen dieselben
Differentialgleichungen, so sind die Geschwindigkeitsverteilungen in
beliebigen entsprechenden Querschnitten, z. B. in den Austrittsquer-
schnitten einander dhnlich.

Wir fragen nun nach der praktischen Nutzanwendung des Reynolds-
schen Ahnlichkeitsgesetzes. Wenn die Reynoldssche Zahl Re maBgebend
ist fiir die Ahnlichkeit verschiedener Geschwindigkeitsfelder, so kénnen
wir sie offenbar als Grundlage fiir die experimentelle Untersuchung aller
hydrodynamischen Vorginge wihlen, die den Differentialgleichungen (31)
und (32) und den Bedingungen Gleichung (39) bis (43) gehorchen. Denn
aus diesen Gleichungen ist ja Re abgeleitet worden. Wollen wir z. B.
untersuchen, in welcher Weise die Grenzschichtdicke, die Geschwindig-
keitsverteilung in einem Rohrquerschnitt oder der Druckverlust lings
eines Rohres von den besonderen Strémungsbedingungen abhingt, so
brauchen wir nur den Zusammenhang zwischen den gesuchten GroBen
und der Reynoldsschen Zahl ermitteln.

Den Zusammenhang selbst kann uns das Ahnlichkeitsprinzip nicht
geben, er muBl immer noch auf experimentellem Weg gefunden werden.
Aber die Zahl der notwendigen Versuche wird sehr stark vermindert,
da es ja geniigt, eine der vier Variablen, aus denen Re zusammengesetzt
ist, zu variieren, um das vollstindige Gesetz zu erhalten.

Wir wollen nun einzelne hydrodynamische Probleme behandeln, na-
tiirlich nur, soweit sie fiir den Wirmeiibergang von Bedeutung sind.

Der Leser moge nicht ungeduldig werden, da8 der Hydrodynamik
eine so eingehende Behandlung zuteil wird. Fiir das Eindringen in die
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Vorginge der Warmeiibertragung ist es aber unbedingt erforderlich, daB
man mit den hydrodynamischen Erscheinungen bereits einigermaBen
vertraut ist. Die Untersuchung eines Warmeiibergangsproblems erfolgt
ja meistens in der Weise, dafl man erst das isotherme Geschwindigkeits-
feld zu erfassen sucht und dann dessen Verénderung durch das {iber-
lagerte Temperaturfeld studiert.

b) Reynoldssche Zahl und Geschwindigkeitsverteilung. Wir miissen
uns daran erinnern, dal} wir der Ableitung der Reynoldsschen Zahl die
Bedingung (40) zugrunde gelegt haben, daB also zunichst auch wl/v fir
jeden einzelnen Punkt der Berandung des betrachteten
Strémungsfeldes ermittelt werden muB3 (wobei aber [ konstant bleibt).
Damit konnen wir natiirlich praktisch nichts anfangen. Wir miissen
dahin streben, irgendeine be-
sonders ausgezeichnete Ge-
schwindigkeit in Re einzu-
fithren, z. B. bei der Stro-
mung im Rohr die mittlere
oder auch die Geschwindig-
keit in der Achse. Dies ist
nur deshalb statthaft, weil
ein bestimmter Zusammen-
hang zwischen der mittleren
oder axialen Geschwindigkeit
und der Geschwindigkeits-
verteilung tber den ganzen
Strémungsquerschnitt  be-
steht.

Nun folgt aber schon aus
dem Reynoldsschen Ahnlich-
keitsgesetz, daB bei gleicher

Reynoldsscher Zahl “auch Abb. 78, geschwindigkeitsverteilung i1(1i einem kreis-
. . o 3. . zylindrise! Rohr bei lamina turbulent
ahnliche Geschwindigkeits- VIRCERCAEn RO romung. ¢ Surbulenter

i we = Geschwindigkelt in der Rohrachse,
vertell}mg bestehen mulf. w = Geschwindigkeit im Abstand ¥ von der
Zahlreiche Versuche, von Rohrachse.

denen nur die von Stanton?

und Mitarbeitern und Kirsten? mit Rohren, Nikuradse3 mit Rohren
und offenen Gerinnen, Hansen* mit ebenen Platten erwihnt seien,
haben dies bestitigt.

In Abb. 78 ist als Beispiel die Geschwindigkeitsverteilung in einem
kreiszylindrischen Rohr bei laminarer und turbulenter Strémung fiir
verschiedene Reynoldssche Zahlen dargestellt. Als Abszisse ist y/r aud-
getragen, wobei y den Abstand von der Rohrachse, r den Rohrradius

) S.366. —u. J. R.
Pannell: Philos. Trans. Roy. Soc., Lond. (A) Bd. 214 (1914) 8.199.—, D. Marshall
u. C. N. Bryant: Proc. Roy. Soc., Lond. (A) Bd. 97 (1920) S. 413.
2 Kirsten, H.: Diss. Leipzig 1927.
8 Nikuradse, J.: Forsch.-Arb. Ing.-Wes. 1926 Heft 281.

4 Hansen, M.: Z. angew. Math. Mech. Bd. 8 (1928) S. 185.
Grober-Erk, Wirmetibertragung, 2. Aufl. o 11

! 8tanton, T. E.: Proc. Roy. Soc., Lond. (A) Bd. 85 (1911
.1
)
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bedeutet; die Ordinate ist das Verhéltnis der Geschwindigkeit w an
der Stelle y zu der Geschwindigkeit w, in der Achse (y = 0). Fiir
Re << Reyy. (vgl. S.164) ist die Geschwindigkeitsverteilung unabhingig
von Re gegeben durch die bekannte Parabelgleichung der Poiseuilleschen
Strémung : o g s 2
r:— o — 12—y
e 2w - ot
worin w die mittlere Geschwindigkeit bedeutet.
Im Gebiet der turbulenten Strémung dagegen ist die Geschwindig-
keitsverteilung abhéingig von der Reynoldsschen Zahl, und zwar in der
Weise, dall mit steigender Reynoldsscher Zahl der flache Teil des Profils
immer mehr verbreitert und der Teil mit starkem Geschwindigkeits-
gefille immer mehr an die Rohrwand gedringt wird. Die Geschwindig-
keitsprofile der turbulenten Strémung kénnen angenihert durch die
Gleichung dargestellt werden:

w=wa<r:y>n, (50)

wobei n aus den bis 1921 be-
kannt gewordenen Unterlagen
von Prandtl und v. Kar-
m &n!gleich 1/7 gesetzt wurde.
Spéiter zeigte Nikuradse?,
daB n mit wachsender Rey-
noldsscher Zahl abnimmt, und
bei Re = ~ 1500000 nur mehr
den Wert 1/9,5 bis 1/10 be-

Abb. 79. Verhiltnis von mittierer zu axialer Geschwin- Slt,Zt' Nfauerdlngs ha‘.t v. Kar-

digkeit in Abhingigkeit von der Reynoldsschen Zahl. mAn3 ein logarithmisches Ge-
w = mittlere Geschwindigkeit, fii h

wa = axlale Geschwindigkeit. setz fiir den Zusammenhang

zwischen  Geschwindigkeits-

verteilung und Reynoldsscher Zahl angegeben, wodurch der Zusammen-

hang von n und Re ausgeschaltet wird.
Von besonderer Bedeutung ist die mittlere Geschwindigkeit w,

die definiert ist durch die Gleichung

V=g w, (61)
wenn wir mit ¥ das in der Zeiteinheit durch den Rohrquerschnitt stro-
mende Flissigkeitsvolumen bezeichnen. Nach dem oben Gesagten muB,
solange man mit Gleichung (50) rechnet, das Verhiltnis w/w, bei tur-
bulenter Strémung ebenfalls von der Reynoldsschen Zahl abhingen.

Abb. 79 zeigt den Zusammenhang nach Messungen verschiedener Be-
obachter?. ~

w = W,

(49)

1 v.Karmén, Th.: Z. angew. Math. Mech. Bd. 1 (1921) S. 233.

2 Nikuradse, J.: Verh. d. 3. intern. Kongr. f. techn. Mech. Stockholm Bd. 1
(1930) S. 239.

3 v. Kérmén, Th.: Verh. d. 3. internat. Kongr. f. techn. Mech. Stockholm
Bd. 1 (1930) S. 85.

4 In Abb. 79 ist die Reynoldssche Zahl ausnahmsweise auf w, bezogen, sonst
immer auf @.
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Als Ergebnis dieses Abschnittes wollen wir festhalten, dal in geo-
metrisch dhnlichen Riumen das Geschwindigkeitsfeld durch Angabe
der Reynoldsschen Zahl und der Geschwindigkeit an einer (aber stets
analogen) Stelle (etwa in der Rohrachse) oder der mittleren Geschwindig-
keit eindeutig festgelegt ist. Dies gilt jedoch — worauf schon jetzt aus-
driicklich hingewiesen sei — nur fiir isotherme Stromung, d. h. konstante
Temperatur in dem ganzen Untersuchungsbereich.

Die experimentelle Forschung hat aber auch in zwei Richtungen zu
einer Erweiterung des Reynoldsschen Ahnlichkeitsgesetzes gefithrt. Es
muB ndmlich einerseits die Rauhigkeit der Winde, andererseits der
»»Anlaufvorgang® (s. u.) beriicksichtigt werden. Durch die Bedingungen
(39) ist ja vorgeschrieben, daB} die Strémungsriume geometrisch dhnlich
sein miissen. Diese Vorschrift erstreckt sich auch auf die kleinsten Un-
ebenheiten der Wandflichen, so daf} also nur Wandfldchen von gleicher
,»relativer Rauhigkeit’* verglichen werden diirfen. Die ,,relative Rauhig-
keit‘‘ kennzeichnet man zweckmifBig durch einen Quotienten &/l, worin &
ein Maf} fiir die absolute Rauhigkeit von der Dimension einer Lénge
ist, das aber leider nur empirisch und auch dann nur mit einer gewissen
Willkiir festgelegt werden kann. Die Ausarbeitung eines Verfahrens zur
Messung der Rauhigkeit ist zur Zeit ein wichtiges Problem der Hydro-
dynamik.

Immerhin ist es durch Einfiihrung des Quotienten s/l gelungen, den
Vergleich von Strémungsvorgingen in verschieden rauhen, also nicht
mehr vollkommen geometrisch dhnlichen Wandungen, aber auch in
Rohren mit gleicher Rauhigkeit und verschiedenem Durchmesser mit
Hilfe des Abnlichkeitsprinzipes zu beherrschenl.

Die zweite Erginzung des Reynoldsschen Gesetzes bezieht sich
darauf, daB eine Stromung erst in einer gewissen Entfernung (,,Anlauf-
strecke*’) hinter, d. h. stromabwirts, einer Anderung der Berandung
(z. B. Beginn des angestromten Korpers, Querschnittsinderung des
untersuchten Rohres am Einlauf, Kriimmer, Ventile) den stationiren
Zustand erreicht, der den neuen Stromungsverhiltnissen entspricht.
Zwischen der Linge der ,,Anlaufstrecke, und der Reynoldsschen Zahl
besteht auch ein Zusammenhang, mit dessen Bestimmung sich neuere
Arbeiten? beschiftigen. Jedenfalls steht fest, daB} als dritter Parameter
neben der Reynoldsschen Zahl Re und der relativen Rauhigkeit &/l
h#ufig noch der Quotient %/l zu beriicksichtigen ist, der die Entfernung x
der MefBstelle (des Aufpunktes) von der letzten Unstetigkeit der Be-
randung enthalt.

¢) Reynoldssche Zahl und Grenzschichtdieke. Es ist ohne weiteres
klar, daBl, wie die Geschwindigkeitsverteilung, so auch die Dicke der
Grenzschicht von der drtlichen Reynoldsschen Zahl abhingen muf3. Denn

1 Vgl. z. B. L. Prandtl: Werft, Reed., Hafen Bd. 13 (1932) 8. 211; im Zu-
sammenhang mit Warmeiibergang auch F. Bradtke: Gesundh.-Ing., XongreB-
Sonderheft 1930 S. 1.

* Vgl. L. Schiller: Z. angew. Math. Mech. Bd. 2 (1922) 8. 96; ferner R, Her-
mann u. Th. Burbach: Strémungswiderstand und Wirmeiibergang in Rohren.
Leipzig 1930,

11*
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die laminare Grenzschicht ist ja nichts anderes als der Teil der
Stréomung, in dem der Geschwindigkeitsgradient senkrecht zur Wand
linear ist.

Die Beziehungen zwischen der Dicke der Grenzschicht an einer Platte
und der Reynoldsschen Zahl wurde mehrfach untersucht und Eisner?
hat u. a. gezeigt, daB die Versuchsergebnisse an Platten in guter Uber-
einstimmung stehen mit Untersuchungen iiber die Str6mung im Rohr.

d) Reynoldssche Zahl und Stromungswiderstand. In jeder strémen-
den Fliissigkeit nimmt der Gesamtdruck in der Strémungsrichtung ab,
da durch die innere Reibung Strémungsenergie in Wirme umgesetzt
wird und diese Energiemenge nur dem Flissigkeitsdruck entnommen
werden kann. Betrachten wir als Beispiel die fiir den Wirmeaustausch
besonders wichtige stationdre Strémung einer inkompressiblen Fliissig-
keit in einem Rohr mit kreisf6rmigem Querschnitt, so gilt hierfiir die

Gleichung: , .
|
Ap=pi—p=1yx 7 %5 . (52)

Hierin ist Ap der Druckabfall auf der Strecke [, d der Rohrdurch-

messer, ¢ die Dichte der strémenden Flissigkeit, w die mittlere
Stromungsgeschwindigkeit. Die
4, Widerstandszahl® p, ist eine
Funktion der Reynoldsschen
Zahl Re —= %ﬁl .

Setzt man yp = —16% (linker

Ast der Kurve in Abb.80) in
Gleichung (52)ein, so erhélt man

Abb. 80. Widerstandszahl fiir die Stromung in glatten —
Rohren, abhiingig von der Reynoldsschen Zahl. Ap — 32 n 147 53
Definition der Ordinate s. Gl (52). p= g (63)

Dies ist das Poiseuillesche Gesetz, das u. a. besagt, daf§ der Druck-
abfall A pim Gebiet der laminaren Strémung der 1. Potenz der Geschwin-
digkeit proportional ist.

Steigert man w bis iiber einen bestimmten Wert, der bei geniigend
groBer Anlauflange durch die ,kritische Reynoldssche Zahl* Rey,; —
~ 2000 gegeben ist, so schldgt die laminare Strémung in die turbulente
um, und in dem gleichen Augenblick &ndert vy, sprunghaft seinen Cha-
rakter. Der Druckabfall ist im Gebiet der turbulenten Strémung pro-
portional einer hoheren Potenz der Geschwindigkeit und ist auBerdem
stark von der Rauhigkeit der Rohrwand abhingig.

In glatten Rohren (gezogenen Messingrohren) gilt nach den Versuchen
von Hermann? fiir 20000 < Re < 1900000 die empirische Gleichung

Yz = 0,0054 - 0,3964 - (Re)~03. (54)

1 Eisner, F.: Schiffbau Bd. 31 (1930) S. 563.
® Hermann, R., u. Th. Burbach: Stromungswiderstand u. Warmeiitbergang
in Rohren. Leipzig 1930.
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Fiir 2000 < Re << 80000 kann man mit der von Blasius stammen-
den, etwas bequemeren Formel

4
vr = 03164/ (55)
rechnen.

Gleichung (54) bildet den rechten Ast der Kurve in Abb. 80. Die
verschiedenen Potenzgesetze fir ¢y sind durch das auf S. 162 bereits
erwihnte logarithmische Gesetz von v. Kédrméan! zusammengefafit.

In rauhen Rohren ist die Widerstandszahl wesentlich gréBer. Alle
ywg-Kurven fir rauhe Rohre liegen also oberhalb der in Abb. 80 einge-
zeichneten Kurve, die einen Grenzfall bildet. Sie fallen mit wachsendem
Re zuerst ebenfalls ab, gehen aber, je nach dem Rauhigkeitsgrad der
Rohrwand, schon mehr oder weniger bald in eine Horizontale iiber. Alle
Bemiithungen, die zahlreichen Versuche iiber den Druckabfall in rauhen
Rohren durch eine allgemein giiltige Gleichung zusammenzufassen,
scheiterten bisher an der Unmdglichkeit, den Rauhigkeitsgrad ein-
wandfrei festzulegen. Die Versuchsergebnisse sind in zahlreichen empi-
rischen Formeln und Diagrammen zusammengefaBt? In neuester Zeit
ist Prandt1® fir bestimmte Rauhigkeitsformen (Sand) die Zusammen-
fassung verschiedener Rauhigkeitsmafe in eine gemeinsame Gleichung
gelungen.

Ist die strémende Fliissigkeit kompressibel (ein Gas), so tritt zu dem
Faktor uz in Gleichung (52) noch ein Summand yyz als Ausdruck fir
den Druckabfall, der zur Beschleunigung des stromenden Gases ver-
braucht wird. Infolge des Druckabfalls in der Strémungsrichtung tritt
némlich eine Expansion und VolumenvergroBerung auf, die wieder eine
Zunahme der Stromungsgeschwindigkeit bedingt. g kann bei isother-
mem Strémungsverlauf nach der Formel

4d 1
yp= gt (56)
oder fir nicht zu groBen Druckabfall geniigend genau nach
_tdp—mp
¥s = I ptm (662)

berechnet werden.

Die bisher besprochenen GesetzméBigkeiten und Formeln gelten auch
fir Rohre mit nicht kreisférmigem Durchmesser und offene Gerinne,
wenn man an Stelle von d als geometrische BezugsgroBe eine andere
Lange einfiihrt. Diese erhilt man aus der Uberlegung, daB das Verhéiltnis
des Stromungsquerschnitts ¥ (auf den der Druck wirkt, der die Strémung
verursacht), zu der festen Begrenzung U der Strémung (benetzter Um-

! v. Kidrmén, Th.: Verh. d. internat. Kongr. f. techn. Mech. Stockholm
Bd. 1 (1930) S. 85.

*Z.B. L. Hopf: Z. angew Math. Mech. Bd. 3 (1923) S. 329; oder L. Hopf:
,,Zahe Flissigkeiten in H. Geiger u. K. Scheel: Handb. d. Physik. Bd. 7
Berlin 1927.

* Prandtl, L.: Werft, Reed., Hafen Bd. 13 (1932) S. 211.
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fang, an dem die Reibung angreift) fiir den Druckabfall maBgebend ist;

die Grofle
_AF

dy =5

nennen wir den ,hydrodynamisch gleichwertigen Durchmesser®. Der
Faktor 4 riihrt davon her, daB d, fiir den Kreisquerschnitt natiirlich
gleich dem Durchmesser d werden muB?,

D. Losungsverfahren des Wirmeiibergangs.

1. Grundbegriife.

Wie in der Hydrodynamik die Losung einer Aufgabe der technischen
Physik nicht mit der Beschreibung der Geschwindigkeits- und Druck-
felder abgeschlossen ist, sondern die Berechnung des Druckverlustes
und der auftretenden Krifte erfordert, ist auch bei den Problemen des
Wirmeiibergangs das Ziel nicht die Beschreibung der Temperaturfelder,
sondern die Berechnung des Energietransportes, vor allem des Wirme-
austausches zwischen Flissigkeit und Wand.

Die Bestimmung der Temperaturfelder stellt also nur eine Vorstufe
der Losung dar. Schon bei Ableitung der Gleichungen (30) der Gesamt-
energie hatten wir (auf S. 148/9) die beiden Vektoren £, und € eingefiihrt.
Wir kénnen nach den dort gegebenen Definitionen fiir den EnergiefluBB
an einer Stelle des Feldes schreiben

O+€C=—A1-grad? +pemw.

Hierin ist 4-grad ¢ jene Wiarmemenge, die durch Leitung und getw
diejenige Energie, die als Energieinhalt mit der Flissigkeit durch die
Strémung fortgeschafft wird.

Ist nach dem Energietransport durch ein Fliachenelement df gefragt,
8o kommen dafiir nur die Normalkomponenten der beiden Vektoren £,
und € in Betracht.

Fiir den Energieinhalt der Raumeinheit milten wir nach S. 149
streng genommen

2
g = % +1—pw
setzen. Da aber bei den in diesem Buche behandelten Vorgingen alle

anderen Energieinderungen gegeniiber der Wirmestrémung vernach-
lassigt werden sollen, so konnen wir schreiben

& =1 =g¢, ¥+ const.

Das konstante Zusatzglied konnen wir auch weglassen, weil wir immer
nur mit Energieunterschieden zu tun haben.

1 In der Hydraulik wird meistens mit dem ,,hydraulischen Radius* r, = E

U
2r

gerechnet, manchmal auch mit T Auf die jeweils angewendete Definition muf

daher geachtet werden.
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Wir erhalten also fiir den Energietransport durch ein Flichen-
element df den Wert

— A-grad, &-df + g ¢, Fw,-df. (87)

a) Methoden der Problemstellung. Wenn wir uns die Aufgabe stellen,
den Wirmeaustausch zwischen einer strdmenden Flissigkeit und ihren
festen Begrenzungswinden bei gegebenem Geschwindigkeits- und Tem-
peraturfeld zu bestimmen, so stehen uns zur Ldsung dieser Frage zu-
nichst zwei Wege offen:

1. Weg: Wir kénnen den Ausdruck fir den Eintrittsquerschnitt der
Stromung und ebenso fiir ihren Austrittsquerschnitt berechnen'. Der
Unterschied zwischen beiden ist der Energieaustausch zwischen Flissig-
keit und Wandung.

Dabei dirfen wir das 1. Glied in Gleichung (57) vernachlissigen,
d. i. diejenige Wirmemenge, die durch Warmeleitung den Ein- und Aus-
trittsquerschnitt durchsetzt.

Wenn f,; der Eintritts- oder Anfangs- und f, der Austritts- oder End-
querschnitt ist, so erhalten wir fir die Warmemenge @, die in der Zeit-
einheit an die Wandung tibergeht, den Wert

Q=jf9%19wn-df—fecpﬁwn-df- (58)

Um die Integrale der Gleichung (58) 16sen zu konnen, miissen wir
die Geschwindigkeit und Temperatur an jeder Stelle des Querschnitts
kennen. Da die Temperatur- und Geschwindigkeitsfelder in jedem
einzelnen Fall verschieden sind, kann das weitere Vorgehen nur bei der
Behandlung der einzelnen Aufgaben besprochen werden; an dieser
Stelle sollte lediglich die prinzipielle Art der Losung gezeigt werden.

2. Weg: Man kann auch umgekehrt versuchen, die Warmemenge zu
bestimmen, die durch die Wandung strémt, und daraus den Unter-
schied zwischen dem Energieinhalt der zu- und abstrémenden Fliissig-
keit zu berechnen. Zu diesem Zweck legen wir das Flichenelement df
in die feste Begrenzungsfliche und berechnen dafiir den Ausdruck (57).
An der Wand ist die Normalkomponente der Geschwindigkeit und diese
selbst gleich Null, so daf} jetzt der zweite Summand von(57) verschwindet
und wir somit erhalten

:——).fgradnﬁ-df. (59)
7

Das Integral muf} in diesem Falle iiber die ganze Wand der Stro-
mung genommen werden.

Beziiglich der weiteren Lisung sind wir, wie bei der ersten Methode,
auf die Kenntnis des Temperaturfeldes angewiesen.

1 Bei der Stromung in einem abgeschlossenen Raum (z. B. in einem Rohr)
sind die Bin- und Austrittsquerschnitte ohne weiteres gegeben. Im Falle der Wéarme-
abgabe eines Korpers an eine riumlich unbegrenzte Fliissigkeit miissen als Ein-
und Austrittsquerschnitte Flichen definiert werden, die im Sinne der Stromungs-
richtung vor bzw. hinter dem Korper liegen und seitlich ebensoweit reichen wie
die Fliissigkeit. Meistens wird man aber in solchen Fillen den zweiten Weg zur
Berechnung des Warmeaustausches vorziehen.
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Welchen Weg man bei einer Untersuchung einschligt, ist allein eine
Frage der ZweckmiBigkeit. Wenn man relativ kleine Ein- und Austritts-
querschnitte hat, wie z. B. beim Rohr, und die Méglichkeit, die Tempe-
ratur- und Geschwindigkeitsverteilung im Ein- und Austrittsquer-
schnitt zu messen, dann wird man den ersten Weg beschreiten. Wenn
aber Ein- und Austrittsquerschnitt unendlich groB sind, wie etwa bei
der Abkiihlung einer Hauswand durch den Wind, dann bleibt von vorn-
herein nur der zweite Weg iibrig.

Die experimentelle Forschung hat aber leider keinen dieser beiden
direkten und physikalisch sinnvollen Wege beschritten, sondern stets
ihren Blick auf die Bestimmung der ,,Wérmeiibergangszahl® gerichtet.
Um zu verstehen, wie sie dazu kam, wie weit die Warmeiibergangszaht
nur als Ergebnis einer geschichtlichen Entwicklung zu bewerten und
welches ihr physikalischer Sinn ist, wollen wir eine kurze historische
Betrachtung einschalten:

b) Die geschichtliche Enthcklung des Begrlifes der ,,Wirmeiiber-
gangszahl®. Der Weg, auf dem wir bisher zu den Gesetzen fiir den
Wirmeiibergang zu gelangen trachteten, entspricht der mathematisch-
physikalischen Forschungsweise. Wir miissen nun auch den zweiten
Weg besprechen, die technisch-empirische Forschung. Zu diesem Zwecke
miissen wir etwas weiter ausholen und in kurzen Worten auf die Ent-
wicklung dieser Forschungsweise eingehen.

Die Bestrebungen, bei der Bemessung von Heizflichen die Schitzung
durch die Berechnung zu ersetzen, begannen damit, daB man sich die am
starksten in die Augen fallenden Einfliisse klarmachte. Die Erfahrung
hatte gezeigt, dal} die ausgetauschte Wirmemenge um so gréBer wird,
erstens je groBer die wirmeaufnehmende oder wiarmeabgebende Fliche f
ist und zweitens je groBer der Unterschied zwischen der Temperatur
der Fliissigkeit 95 und der Temperatur der Wand #,, ist. Ferner war es
selbstverstindlich, daf sie im Beharrungszustand der Zeit ¢ propor-
tional ist.

Es ergibt sich damit der Ansatz:

Q:*@(ﬁﬁ’—ﬁw’ f)ta (603‘)

worin von der Funktion @ vorerst nur bekannt ist, daB sie mit jedem
der beiden Argumente wachst.

Diese Funktion hat man stets dadurch in willkiirlicher Weise spe-
zialisiert, daB man sie als ein Produkt von zwei Teilfunktionen mit je
einem Argument auffafte und daB man jeder Teilfunktion die Gestalt
einer Potenzfunktion mit positivem Exponenten gab. Man nahm also
an, daB} die in der Zeiteinheit {ibergehende Wirmemenge einer noch
unbekannten Potenz der Fliache und einer anderen ebenfalls noch un-
bekannten Potenz der Temperaturdifferenz proportional ist. Dies gibt
die Gleichung

Q=o-(Op —O)-f-1. (60Db)

Den Proportionalititsfaktor o nannte man die &uBere Wirmeleit-
fahigkeit der Wand und seinen reziproken Wert 1/ den Ubergangs-
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widerstand. Heute ist fiir « allgemein die Bezeichnung Warmeiiber-
gangszahl gebriuchlich. Fir den Exponenten m findet man nur
selten andere Werte als ,,eins*. Dagegen sind fiir » besonders in dlteren
Arbeiten verschiedene zwischen eins und zwei gelegene Werte ange-
gebent. In neuerer Zeit wird aber auch fiir » immer héufiger der Zahlen-
wert eins angenommen; man schreibt also:

Q=ally— 10t (60c)

Dieser ungemein einfache Ansatz (analog dem Newtonschen Ab-
kithlungsgesetz) wiirde in der Tat auch zu einfachen Rechnungen
fithren, wenn es mdglich wire, fir die Wahl des Wertes o einfache und
zuverlissige Regeln aufzustellen, oder wenn man diese Werte in Ta-
bellen zusammenstellen konnte, etwa wie die Dichte, die spezifische
Wirme usw.

DaB dies aber nicht méglich ist, zeigte sich um so klarer, je mehr
man sich mit dem Problem befaBite. Jede neuere Experimentalunter-
suchung zeigte den Vorgang von einer neuen Seite und vermehrte die
Zahl derjenigen GroBen, die den Warmeiibergang beeinflussen.

Langsam wurde man so zu der Erkenntnis gefiihrt, daB3 der Ansatz
(60c) nur scheinbar einfach ist, daf er die Schwierigkeiten des Wirme-
ubergangsproblemes nicht 16st, sondern nur in die Wahl des Wertes «
zusammendriangt. ,

Die duBlere Wirmeleitfahigkeit war urspriinglich als ein reiner Stoff-
wert gedacht, als ein Wert, der nur von der physikalischen Natur der
Flissigkeit und der Substanz der Wandung abhingt. Als ein Beweis fiir
diese Auffassung mogen die Angaben aus der dlteren Literatur dienen,
welche Wirmeiibergangszahlen nennen und zu ihrer Bezeichnung nur
angeben: von Wasser an Kisen, von Wasser an Messing, von Messing
an Wasser, von Mauerwerk an Luft usw. Insbesondere interessierte die
Frage, ob der Ubergangswiderstand gréBer ist, wenn die Wirme vom
festen Korper an die Flissigkeit iibergeht oder umgekehrt. — Obwohl
diese Ansicht, nach welcher « ein reiner Stoffwert sein sollte, schon sehr
frith als unrichtig erkannt wurde, so hat sie sich doch in manchen
Schriften recht lange erhalten, und zwar weniger in der technischen
Literatur als in den Lehrbiichern der Physik.

Die néchstliegende Verbesserung, die man an dem Ansatz (60¢) vor-
nahm, bestand in der Beriicksichtigung der Strémungsgeschwindigkeit.
Es war ja bekannt, daB bei sonst gleichbleibenden Verhdltnissen die
Erhohung der Stromungsgeschwindigkeit zu einer Vermehrung der
iibergehenden Wiarmemenge fiihrt. In Gblicher Weise versuchte man
auch diese Abhingigkeit durch eine Potenzfunktion auszudriicken.
Man setzte:

o=y i C- - wm, (61a)

worin C stets positiv und m zwischen 0 und 1 gewihlt war. Sehr haufig
findet sich der Ansatz:

a=0og+C-Jw. (61b)
1 Vgl z. B. Dulong u. Petit: Ann. Chim. Bd. 7 (1817) S. 113, 225.
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Der Wert «, bedeutet jene Wirmeiibergangszahl, welche fiir soge-
nannte ruhende Luft einzusetzen ist, also fiir Vorginge, bei denen die
Luuft nicht durch duflere Ursachen, sondern nur durch innere Ursachen,
ndmlich durch den Auftrieb infolge verschiedener Erwidrmung in Be-
wegung gehalten wird.

Sehr bald versuchte man auch die Beschaffenheit der Heiz- und
Kiihlflichen in der Formel zum Ausdruck zu bringen; denn man hatte
erkannt, dafl der Grad der Rauhigkeit der Wand und ihrer Verun-
reinigung durch ‘Ruf}, Kesselstein oder andere Ablagerungen aus der
Stromung von grofiem Einflul auf den Wiarmeiibergang sind.

Ferner mufite man vermuten, dafl nicht nur die Temperaturdiffe-
renz (¥ — ¥,), die ja schon in den Gleichungen (60) zum Ausdruck
kommt, den Warmeiibergang bestimme, sondern, dafl auch die absolute
Hohe der Temperatur, bei der der Warmeiibergang erfolgt, zu beriick-
sichtigen seien, also etwa ¥z oder 9, oder auch beide Werte. Diese Frage
wurde sehr oft in unklarer Weise vermengt mit der Frage nach der
Grofe des Exponenten » in der Potenz (97 — &,)"

Ein anderer Umstand, der ebenfalls zur Verwirrung Anlaf} gibt, ist
der Begriff ,,Flissigkeitstemperatur®, und wir miissen uns deshalb mit
den verschiedenen Anschauungen iiber die Temperaturverteilung in
der Flissigkeit bekannt machen.

Die dltere Auffassung ging dahin, daff man innerhalb eines Quer-
schnittes nur mit zwei Temperaturen zu rechnen habe: mit der Wand-
temperatur ¢,, und mit der im ganzen Querschnitt gleichen Fliissig-
keitstemperatur ¥z. Die Differenz (95 — &,) bedeutete dann den
Temperatursprung, welcher zusammen mit dem Ubergangswiderstand
die Intensitit des Wirmeiibergangs bestimmen sollte. Dies &hnelt
durchaus jener alteren hydraulischen Auffassung iiber das Geschwin-
digkeitsfeld, wonach im ganzen Querschnitt eine konstante Geschwin-
digkeit und an der Wand ein Gleiten, also ein Geschwindigkeitssprung
angenommen wird. Die Annahme wurde spater erginzt durch die Lehre
von der adhérierenden Schicht. Eine dinne Flissigkeitshaut spaltet
sich — so besagt diese Lehre — von der tibrigen Fliissigkeitsmasse ab
und haftet fest an der Wand. Der Geschwindigkeitssprung wird also
durch diese Annahme von der Wand weg nach dem Inneren der Fliissig-
keit verlegt.

Wir diirfen in dieser Auffassung einen, wenn auch noch fehler-
haften, Vorlaufer der Prandtlschen Lehre von den Grenzschichten
erblicken. Ubrigens hat die Lehre von der anhaftenden Schicht in
der Hydraulik nur geringe Bedeutung gewonnen. Um so mehr hat
sie die Lehre vom Wirmeiibergang beherrscht. Sie fithrte zu der Vor-
stellung, daBl in der ganzen bewegten Fliissigkeit die einheitliche
Temperatur ¢z vorhanden ist, und dafl dann diese Temperatur inner-
halb der diinnen anhaftenden Schicht von 95 bis &, steigt oder sinkt.
Da die Fliissigkeit innerhalb der Schicht als vollkommen bewegungs-
los galt, so glaubte man nach den Gesetzen fir die Wirmeleitung
in festen Korpern den Wirmedurchgang durch diese Flidche be-
rechnen zu kénnen. Mit der Bezeichnung § fiir die Dicke der Schicht
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erhielt man
Q:__},ﬁl”(;’?,“%.f.t‘

Da sich aber kein Anhalt finden lieB, welchen Zahlenwert man fiir §
einsetzen miisse, so war auch durch diese Deutung des Vorganges die
Schwierigkeit nicht behoben, sondern nur in die Wahl der Gréfie
statt der Wahl der GroBe « verlegt.

Interessant ist, in welcher Weise die experimentelle Forschung von
diesen anhaftenden Schichten Notiz nahm. Man empfand das Auf-
treten dieser Schichten bei der Strémung im Versuchsapparat als ein
stérendes Moment, als eine Erscheinung, die den naturgemifien Wirme-
austausch behindert, und man suchte deshalb in den Versuchseinrich-
tungen die anhaftende Schicht durch rotierende Biirsten und andere
Vorrichtungen immer wieder zu entfernen. Gerade dadurch aber, daf
man diesen Schichten eine solche Bedeutung beimal}, verbot es sich von
selbst, die Ergebnisse der Versuche auf Félle der Praxis zu iiber-
tragen, bei denen sich ja diese Schichten ungehindert ausbilden kénnen.

Auf die Dauer vermochte sich die Lehre von der anhaftenden Schicht
nicht zu halten, vor allem auch nicht die Vorstellung einer in der ganzen
bewegten Masse gleichen Querschnittstemperatur. Sie wurde durch die
Versuche mehrfach widerlegt. Interessant ist aber, daB diese alten An-
schauungen in Prandtls Uberlegungen wieder aufleben (vgl. S.198).

Wenn einmal feststeht, daf die Temperatur im Querschnitt nicht
gleichen Wert besitzt, so entsteht die Frage, was man dann unter
der Temperatur der Fliissigkeit verstehen soll. Wir wollen uns bei
diesen Erorterungen wieder an das Beispiel der Strémung im geraden
Rohr mit kreisformigem Querschnitt halten, weil fiir diesen Fall Mes-
sungen vorliegen und weil sich die Darstellung an diesem Beispiel am
einfachsten gestaltet.

¢) Definition des Mittelwertes der Temperatur. In Abb. 8la u. b ist
die Geschwindigkeits- und zugehérige Temperaturverteilung einer tur-
bulenten Strémung von tberhitztem Wasserdampf in einem gekithlten
Rohr nach Messungen mit verschiebbaren feinen Thermoelementen
bzw. Pitotrohren dargestellt!. Man sieht ohne weiteres, daf von einer
Fliissigkeitstemperatur schlechthin berhaupt nicht die Rede sein kann.
Spricht man aber von einer mittleren Fliissigkeitstemperatur, so
muB man angeben, in welcher Weise die Mittelbildung erfolgen soll.

«) Die mittlere Temperatur bezogen auf den Quer-
schnitt. Wir denken uns den ganzen Querschnitt f des Rohres in kleine
Elemente df zerlegt, messen die zu jedem df gehorige Temperatur &
(bei beliebig gewéhltem Nullpunkt) und definieren die mittlere Tempe-
ratur ¥; im Querschnitt durch die Gleichung

8, = %fﬁ df. (62)
f

1 Die Versuchseinrichtung ist beschrieben bei M. Jakob, 8. Erk u. H. Eck:
Forschung Bd. 3 (1932) S. 161.
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Dieser Mittelwert bezieht sich nur auf die Querschnittsfliche und
beriicksichtigt in keiner Weise das Vorhandensein einer Strémung. Er
kann gefunden werden durch Abtasten des Querschnittes mit einem
Thermoelement und Berechnung nach Gleichung (62) oder durch
direkte Messung mit Hilfe eines Widerstandsthermometers, das gitter-
artig iiber den ganzen Querschnitt ausgespannt ist.

p) Die mittlere Temperatur bezogen auf den Flissig-
keitsstrom. Wir denken uns wieder den Querschnitt in seine Ele-
mente df zerlegt, messen die zu jedem df gehorige Temperatur sowie
die Normalkomponente w, der Geschwindigkeit w und bilden den Aus-
druck &-w,-df. Wir multiplizieren also die Temperatur nicht mit dem
Flichenelement df, sondern mit dem Volumenelement, welches dieses

Abb. 81a u. b. Temperatur- und Geschwindigkeitsverteilung bei Strémung von iberhitztem
‘Wasserdampf in einem gekiihlten Rohr.

&4, = Wandtemperatur, ¥; = mittlere Fliissigkeitstemperatur nach Gl. (62), 7, = mittlere
Flissigkeitstemperatur nach Gl. (63), w = mittlere Geschwindigkeit.

df durchstrémt (dem , Fliissigkeitsstrom*). Wir definieren dann die
mittlere Temperatur &, der Fliissigkeit durch die Gleichung

;fﬁ cw, - df
T Jwa-di
f =

Dieser Mittelwert 148t sich bestimmen entweder durch Messung der
Temperatur- und Geschwindigkeitsverteilung und Berechnung nach
Gleichung (63) oder durch Einbau einer Mischvorrichtung (z. B. einer
kleinen Kammer) unmittelbar nach dem Querschnitt und Messen der
einheitlich gemachten Flissigkeitstemperatur?.

99 =}I7-fﬁ-wn-df. (63)
/

1 Eine Vorrichtung zur Messung von ¥r mit Hilfe von Thermoelementen be-
schreibt H. KrauBold in Forsch.-Arb. Ing.-Wes. Nr. 351 Berlin 1932.
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y) Die mittlere Temperatur bezogen auf den Wéarme-
strom. Bei der Definition von @5 in Gleichung (63) war stillschweigend
vorausgesetzt, daB die Dichte g der strdmenden Flussigkeit und ihre
spezifische Wirme ¢ innerhalb des Querschnittes f konstant sind. Es
gibt aber Falle, wo diese Voraussetzung — die im allgemeinen wenig-
stens ndherungsweise erfiillt ist — nicht mehr zutrifft, z. B.bei der in
Abb. 8la und b dargestellten Stromung von iiberhitztem Dampf (Ein-
trittstemperatur 370% in einem Rohr, dessen Wandtemperatur (1089)
nahe bei der Sattigungstemperatur des Dampfes liegt. In solchen Fillen
muf} man, um die Mitteltemperatur wirklich einwandfrei zu definieren,
das Integral der durch jedes Flichenelement stromenden Wiarme-
menge Ppcw,-df (den ,,Wirmestrom®) durch das Integral des Wasser-
wertes der durch jedes Flichenelement stromenden Flissigkeitsmasse
pcwy,-df (den ,,Wirmemassenstrom®) dividieren. Die Definitions-
gleichung lautet also:

! Ppocw,-df
Oy }re o df (64)

Wie man aus einem Vergleich der Gleichungen (62), (63) und (64)
sieht, sind die unter o) und ) definierten Mitteltemperaturen Néhe-
rungen des durch Gleichung (64) definierten genauen Wertes. Es wird
in jedem einzelnen Falle von der GroBie des Temperaturbereiches, iiber
den gemittelt werden soll, sowie von der verlangten Genauigkeit ab-
hingen, welchen Mittelwert man in die Rechnung einfithren mufl. Fiir
die in Abb. 81a und b dargestellten Temperatur- und Geschwindig-
keitsprofile ergibt sich

Der Umstand, daB im vorliegenden Falle ¢ = @, ist, darf aber
nicht zu dem SchluB verfiihren, da das immer so sein miite. Bel dem
hier besprochenen Beispiel besitzt ¢, in dem fraglichen Temperatur-
bereich ein flaches Minimum und kann daher als konstant angenommen
werden?. .

d) Definition des Mittels der Stoffwerte. Dieselbe Schwierigkeit wie
bei der Definition der mittleren Temperatur tritt auch bei der Definition
mittlerer Stoffwerte auf. Nicht alle Stoffwerte sind in gleichem MaBe
von der Temperatur abhingig, so daB in jedem einzelnen Falle erst
eine Uberlegung ergeben kann, wie weit die Temperaturabhingigkeit
beriicksichtigt werden muB.

Das einfachste wire, fir eine irgendwie, etwa nach Gleichung (62),
(63) oder (64) definierte, Mitteltemperatur die Stoffwerte als Konstante
in die Rechnung einzufithren. Dieses Verfahren ist, wie wir aus Zahlen-
tafel 13 sehen werden, dann zuléssig, wenn der Stoffwert linear von der
Temperatur abhidngt. Dann ist aber nur die Schwierigkeit an eine
andere Stelle, nimlich auf die Wahl der Mitteltemperatur geschoben,

1 Zur Diskussion der Temperaturmittelung vgl. a. G. J. Taylor: Proc. Roy.
Soc., Lond. (A) Bd. 129 (1930) S. 25.
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und es ist durchaus nicht gesagt, daB der Wahl eines Stoffwertes (z. B.
der Zahigkeit) dieselbe Mitteltemperatur zugrunde gelegt werden kann,
wie einer kalorimetrischen Berechnung.

NuBelt! hat die folgende sehr h#ufig verwendete Definitions-
gleichung vorgeschlagen

ﬁl'
1
Pm= 5 "5, -f(p -dd, (65)
S

worin ¢ irgendeinen Stoffwert (z. B. Dichte, Zahigkeit, Warmeleit-
fahigkeit) bedeutet. Diese Gleichung beriicksichtigt bis zu einem ge-
wissen Grade den starken Einflull der wandnahen Schichten; dadurch,
dall die Wandtemperatur 9, und die Fliissigkeitstemperatur &5 als
gleichwertig in die Rechnung eingehen, muf} diese zwangldufig gleiche
Ergebnisse fiir den Wirmeiibergang von der Wand an die Fliissigkeit
und von der Fliissigkeit an die Wand liefern. In Wirklichkeit ist aber
die Richtung der Wirmestro-
mung durchaus nicht gleich-
giltig?. Um dem Rechnung zu
tragen, haben verschiedene
Autoren? andere, teils willkiir-
liche, teils theoretisch be-
griindete Vorschlige zur Be-
rechnung der fiir die Stoff-
werte malgebenden Tempe-
ratur gemacht. Ohne auf diese
niher einzugehen, wollen ‘wir
Abb. 82. Vertellung des spezifischen Volumens » in  nur in Zahlentafel 13 zeigen,
dem durch Abb. 81a und b bestimmten Dampfstrom. . . . :

Definition von om und v s. Zahlentafel 13, wie sich die verschiedenen

Berechnungsmethoden zahlen-
miBig auswirken. Als Beispiel wurde wieder die in Abb. 8la und b
dargestellte Dampfstrémung zugrunde gelegt; aus dem gemessenen
Temperaturprofil ergibt sich zuniichst die in Abb. 82 wiedergegebene
Verteilung des spezifischen Volumens. In dieses Diagramm sind auch
die groBten und kleinsten Mittelwerte eingezeichnet, die in Zahlen-
tafel 13 auftreten.

In der letzten Zeile der Zahlentafel ist ein Mittelwert angeschrieben,
der analog Gleichung (64) definiert ist als Quotient aus ,,Massenstrom**
und ,,Volumenstrom®. Diese Definition ist die genaueste, weil ohne
willkiirliche Annahmen zustande gekommen; aber sie darf nur dann
angewendet werden, wenn alle Teile der Stromung in gleichem Male
an dem zu untersuchenden Vorgang beteiligt sind; fiir kalorimetrische

1 NuBelt, W.: Gesundh.-Ing. Bd. 38 (1915) S. 42.

* Vgl. 8.183 u. J. Schmekel, Z. angew. Math. Mech. Bd. 9 (1929) S. 101;
ferner W. NuBelt: Die Wirmeiibertragung bei zahen Fliissigkeiten im Rohr.
Festschr. z. Jahrhundertfeier d. Techn. Hochsch. Karlsruhe, 1925.

3 Z.B.W. Stender: Der Warmeiibergang an stromendes Wasser in vertikalen
Rohren. Berlin 1924.
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Zahlentafel 13. Mittelbildung eines Stoffwertes nach verschiedenen
Methoden (spezifisches Volumen von iiberhitztem Wasserdampf,
p = 1,04 at abs.).

Fir die Temperatur &, == 246° nach Gleichung (62): v = 2,365 m®/kg
ve 2 v Hr = 249° nach Gleichung (63): v= 2,370 ,,
v ' ﬁ%ﬁ"’ = 1939: (#,="Temp.i.d.Achse) v =2,110 ,,
I I I 29F -i2— 2911; = 179°%; V= 2,045 »s
» e . Br + 0,1 (9 — 9p) = 235° (Stender) v =2,305 ,,

Op
1
Nach NuBlelt vg = 57—+ | vdd = 2,045 ,,
Dr — Py
P
1 1
vm=7 wn-?-df= 2,370 ,,
/

Rechnungen trifft dies zu, nicht aber fir den Reibungswiderstand oder
den Warmeubergang.

Die NuBieltsche Definition fithrt bei einem Stoffwert, der, wie das
spezifische Volumen, in dem fraglichen Temperatur- und Druck-
bereich linear von der Temperatur abhéngt, zu demselben Ergebnis
wie die einfache Rechnung der Zeile 4 von Zahlentafel 13. Bei anderen
Stoffwerten ist dies aber durchaus nicht der Fall, wie Zahlentafel 14 am

Zahlentafel 14. Dynamische Zihigkeit # von Wasser.

D
9 7 - 108 1Nm|S - 108 z9,,,=—2« Inlg,, - 108

0q kg-s kg s 0 kg s

m2 mZ mZ

0 182 182 0 182

10 133 156 5 155

20 102,5 136 10 133

30 81,8 121 15 116
40 66,6 109,6 20 102,5
50 56,0 99,8 25 91,1
60 48,0 91,9 30 81,8
70 41,4 85,2 35 73,6
80 36,3 79,4 40 66,6
90 - 32,1 74,3 45 60,8
100 28,8 70,0 50 56,0

Beispiel der Zihigkeit des Wassers zeigt. Spalte 2 enthilt die zu den
Temperaturen ¢ der 1. Spalte gehérenden Zihigkeitswerte, Spalte 3
den nach Gleichung (65) gebildeten Mittelwert fiir den von 0° C bis zu
der Temperatur der 1. Spalte reichenden Temperaturbereich; Spalte 4
und 5 entsprechen der Zeile 4 von Zahlentafel 13.

Man sieht aus Zahlentafel 13, daB8 man durch entsprechende Wahl
der Stoffwerte die Deutung und Auswertung von Versuchsergebnissen
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weitgehend beeinflussen kann. Dieser Umstand mag zum Teil die Tat-
sache erkliren, dafl die verschiedensten Formeln fir den Wirmeiiber-
gang, die man in der Literatur antrifft, sich auf ein und dieselben Ex-
perimentaluntersuchungen stiitzen. Dadurch wird aber leider eine Er-
kenntnis verwischt, die in den letzten Jahren immer deutlicher zutage
getreten ist, und die voraussichtlich von groBlem EinfluB auf die For-
schung sein wird. Sie 148t sich kurz in folgenden S#tzen zusammen-
fassen:

1. Der Wirmeiibergang von einer warmen Oberfliche an eine
kiltere Flussigkeit und der in umgekehrter Richtung vor sich gehende
sind — auch bei gleicher Mitteltemperatur — zwei einander unéhn-
liche Vorgiinge, die daher auch nicht mittels des Ahnlichkeitsprinzips
miteinander verglichen werden kénnen.

2. Bei allen experimentellen Untersuchungen, die Anspruch auf
Vollstindigkeit und Genauigkeit erheben, ist die Ausmessung der Ge-
schwindigkeits- und Temperaturfelder unumginglich notwendig.

Recht klar werden diese beiden Sitze durch die Ausfiihrungen auf
S. 183 belegt werden. Besondere Bedeutung erhalten die hier behandelten
Fragen durch die Entwicklung der Technik zu immer héheren Driicken.

Ein neuerdings von Hermann?! gezeigter Weg zur genaueren Be-
ricksichtigung der Temperaturabhingigkeit der Stoffwerte wird spéter
(S. 194) besprochen.

2. Exakte Losungen.

Zum grofiten Teil ist die Lehre vom Warmeiibergang heute auf der
Verallgemeinerung experimenteller Versuchsergebnisse mit Hilfe des
Ahnlichkeitsprinzips aufgebaut. Nur in zwei Fillen ist eine Losung der
Differentialgleichungen auf mathematischem Wege gelungen. Wir
wollen im folgenden diese beiden Probleme — Wirmeiibergang an eine
laminar durch ein Rohr stromende Fliissigkeit und Wirmeabgabe einer
senkrechten ebenen Wand an ruhende Luft — besprechen, dabei aber
von vornherein darauf hinweisen, daf} die Losungsverfahren wich-
tiger sind als die Ergebnisse.

Die Loésung beider Aufgaben ist nur dadurch méglich, daB3 der An-
satz durch besondere Annahmen weitgehend vereinfacht wird. Wih-
rend aber diese Annahmen bei dem zweiten Problem aus einer experi-
mentellen Untersuchung hervorgegangen sind, sind sie bei der laminaren
Stromung willkiirlich und — wie die Ergebnisse der neuesten experi-
mentellen Arbeiten zeigen — nicht in hinreichendem Einklang mit der
Wirklichkeit. Die zweite Aufgabe ist also bereits weiter entwickelt, aber
gerade die Gegeniiberstellung der beiden Rechnungen ist sehr lehrreich.

Besonders die erste Aufgabe 1aft sehr klar erkennen, daf alle
Wirmetibergangsprobleme nur ,,Randwertaufgaben des allge-
meinen Problems ,,Wirmeleitung in beweglichen Medien* sind. Fiir
die physikalische Durchdringung des Gegenstandes ist es sehr wesent-
lich, ab und zu an diesen Zusammenhang zu erinnern.

! Hermann, R.: Physik. Z. Bd. 33 (1932) 8. 425.
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a) Laminare Stromung im geraden Rohr mit kreisformigem Quer-
schnitt. Die Stromung im Rohr ist schon immer wegen ihrer groBen
technischen Bedeutung besonders aufmerksam untersucht worden und
fur den Fall laminarer Bewegung bereits seit langem weitgehend auf-
geklart. So war es naheliegend, dafl auch als eines der ersten Probleme
der Warmebewegung in Flussigkeiten die laminare Strémung im Rohr
aufgegriffen wurde. Unter allen Aufgaben auf dem Gebiet des Wirme-
iberganges ist diese wohl die einfachste, und so gelang auch bereits
Graetz! (1883) die mathematische Losung. Andererseits bedingt doch
die Verbindung von Flussigkeits- und Wiarmebewegung so grofle
Schwierigkeiten, dafl die Losung nur in Form einer Reihenentwicklung
moglich war und nur unter der Einfithrung von so weitgehend verein-
fachenden Annahmen, daf} die Losung auch nur beschrinkt bzw.an-
gendhert gilt.

Ohne Kenntnis der Graetzschen Arbeit hat NuBelt? das Problem
spéter nochmals bearbeitet. Wir schlielen uns im folgenden im wesent-
lichen der NufBleltschen Rechnung und einer von Gréber® stammen-
den Ergadnzung an.

Die Aufgabe lautet: In einem absolut glatten Rohr mit kreisfor-
migem Querschnitt (Radius 7,) stréme eine inkompressible Flussigkeit
laminar mit konstanter Temperatur 95 , und ausgebildeter Poiseuille-
scher (parabolischer) Geschwindigkeitsverteilung. Von einem be-
stimmten Querschnitt an, in dessen Mitte wir den Nullpunkt der
x-Achse legen, besitze die Rohrwand die konstante Temperatur
Py &= Op ,. Wie dndert sich die Temperatur der Flissigkeit ¢ Welche
Wirmemenge wird zwischen Rohr und Flissigkeit auf der Strecke
x = [ ausgetauscht ?

Unter den angefithrten Bedingungen vereinfacht sich die Energie-
gleichung (33) (S. 150) zu der Form:

(w,grad @) = a -2 0; (66)

dabei werde die Temperatur @ von der Wandtemperatur , aus ge-
7ahlt, so daB also die Randbedingungen gelten:

fiir x >0 und r =7, ist @ =06, = 0;
fir x =0 und r <7y ist O =9, — 05 ,=0,.
Gleichung (66) lautet in Zylinderkoordinaten (vgl. Gl.‘IX, S. 254):

06 + 00 e <02@ 1 00 1 020 (92@>
wr‘_d*; wq,w—{—iﬂm—(;;ﬁ(l

9 r or 7t gt Qa2 "

Fiir Poiseuillesche Stromung ist

(67)

w, = 0; wg, = 0;
ferner nach Gleichung (49):
w, = 2% (1 — (%)2> . (68)

1 Graetz, L.: Ann. Physik (N. F.) Bd. 18 (1883) S.79; Bd. 25 (1885) S. 337.
2 Nulielt, W.: Z. VDI Bd. 54 (1910) S. 1154.
3 Grober, H.: Grundgesetze, 1. Aufl. S.181ff.

Gréber-Erk, Warmelibertragung, 2. Aufl. 12
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2

Aus Symmetriegriinden darf man —37?2— = 0 setzen. SchlieBlich

2
werde noch die Annahme gemacht, daB % vernachlassigbar klein ist

020 1 06 . . . . L
gegen W_[_TW' Damit nimmt die Gleichung (67) die einfache

Form an:
0?0 1 060 2w r\2\ 00
575+757:7<1“(7;)>'W- (69)
Die Losung dieser Gleichung wird in der iblichen Weise dadurch er-

reicht, daB man @ als ein Produkt aus zwel Funktionen ansetzt, von
denen die eine nur von %, die andere nur von r abhéngt:
O =@ (x)-VYir). (70)
Da der Unterschied zwischen Rohr- und Flissigkeitstemperatur mit zu-
nehmendem # allmahlich abklingen muB, liegt es nahe, fiir @ (x) eine
Exponentialfunktion mit negativem Exponenten anzusetzen in der Form:
By
O@=A-e 2% W), (71)
worin A und § zunichst willkiirliche Konstante sind. Bildet man nun
die in Gleichung (69) auftretenden Ableitungen von & und setzt sie
darin ein, so erhilt man

¥ (7) 1 d¥(r) 7 \2 .
RO L (- (1)) e =0, )

oder, wenn wir als Variable fr einfithren:
PEpr) 1 A¥(Er) ( (B ) ) — 7
a1 () ) P =0 ()
Die Losung dieser Gleichung ist eine Funktion W (fr, fr,), fur die
ein geschlossener Ausdruck nicht besteht. NuBelt gibt dafiir eine un-

endliche Reihe. Nehmen wir die Funktion als bekannt an, so lautet ein
Teilintegral der Differentialgleichung:

—(Bro =2
O =A-.¢ 2wt JW(Br, Bro). (73)

Statt der willkiirlichen Konstanten § wird die GroBe fry bestimmt;
dazu dient die Randbedingung, die fir alle Werte x > 0 und r = 7,
den Wert @ = 0 vorschreibt. Also ist

Y(Bro, Bro) = ¥i(fro) =0. (74)
W, (Br,) ist eine oszillierende Funktion, von deren unendlich vielen
Nullstellen NuBelt die drei ersten berechnet hat.
(Brodo= tho= 2,705,
(ﬂ 70)1 = = 6,66,
(Brole= He= 10,3, (75)

(ﬂ Tﬁ)n = /‘Ln . ‘
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Die Gleichung (72a) hat also unendlich viele Teillésungen von der Form

—pd. 22
w2 r
A,-e To'l—F’(Mn'E:P‘n)' (76)
Man kann neue Punktionen y einfithren nach der Gleichung
r r
Zn <E> = ’:"U<Aunfr[) ’ Mﬂ) : (77)

Die von NuBelt mit den oben an-
gegebenen drei Werten berechneten
Funktionen y,, X3, X, sind in Abb. 83
dargestellt.

Aus den unendlich vielen Teil-
losungen y, muf} die allgemeine Losung
so zusammengestellt werden, dafl auch
die Randbedingung fir = =0 erfillt
und dadurch die Konstante A4, be-
stimmt wird. NuBelt erhidlt die drei
ersten Werte

Ay= +1477-0,,
A;=—0,810-0,, (78)
4,=+0,385-0,.

o) Die Gleichung des Tempe-

raturfeldes. Der Temperaturverlauf
wird durch die unendliche Reihe dar-

gestellt
3,658 —." .
0 14116, E (1) -
—22,178. . = ,
—0,8100,-¢ o () + (79)
—58,05- ——-
i ) wre ro i —_— e s e
+0,3850, ¢ 7 (5 +
oder
a X r
0=0,1(z 7 &) (80)

wenn man den Rohrdurchmesser d = 2r, einfiihrt.
Die Temperaturverteilung iiber den Querschnitt an der Stelle z ist

also nur von der Grofle % und von dem auf den Rohrdurchmesser be-

zogenen Abstand des Querschnittes vom Rohranfang abhiéngig. Die

beiden GroBen kommen nicht selbstindig vor, sondern zu einem Pro-

dukt vereinigt; fassen wir dies als MaB fur die Rohrlinge in einem be-
12%
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stimmten MaBstab auf, so kénnen wir das in Abb. 84 dargestellte Bild
der Temperaturverteilung im Rohr zeichnen.

Die zu den hell schraffierten Flichen parallelen Schnitte geben den
Temperaturverlauf lings des Rohres fiir festgehaltene Werte 7/r, an.
Die duflersten Schichten nehmen sehr rasch die Temperatur der Wand
an, wihrend die Kernstromung so lange fast unveréindert bleibt, bis sie
durch die Zone starken Temperaturgefilles von der Wand her auf-
gezehrt ist. Das Vordringen des Wandeinflusses kann man noch deut-
licher erkennen, wenn man die dunkler schraffierten Flachen, firr die
ﬁa-d“ g = const. ist, ins Auge fafit. Die Stromung von %a_d . % =0 bis
etwa zum Querschnitt X (eine scharfe Grenze kann man natiirlich

Abb, 84. Temperaturverteilung in einem Rohr bei laminarer Strémung nach Gi. (79).

nicht angeben) wollen wir in Analogie zu dem auf S. 163 erwihnten
hydrodynamischen Anlaufvorgang als ,thermischen Anlaufvorgang
bezeichnen.

Mathematisch ausgedriickt steht die thermische Anlaufstrecke
noch stark unter dem Einfluf der Eintrittstemperaturverteilung; die
héheren Glieder der Reihe spielen noch eine Rolle. Mit zunehmendem z
klingen sie aber sehr rasch ab, da a im Exponenten der e-Funktion
steht, und die niedrigeren Glieder immer mehr iiberwiegen, bis schlief-
lich nur mehr das erste {ibrigbleibt.

B) Die mittlere Fliissigkeitstemperatur @p. Aus der De-
finitionsgleichung (63), die man bei dem vorliegenden Problem an-
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wenden kann, da die Flissigkeit inkompressibel sein soll, und der
Gleichung (68) kann man die mittlere Fliissigkeitstemperatur in irgend-
einem Querschnitt des Rohres berechnen, wenn man die Annahme
macht, daf die parabolische Geschwindigkeitsverteilung durch das
Temperaturfeld nicht gestért wird; iiber die Berechtigung dieser An-
nahme werden wir spiter noch sprechen. Es ergibt sich dann

Tp I3 2

‘J@-2H;<1 ——(—) >2r:ndr
_ 0 7o —

F,w — 70 .

7 2
J 217)(1—(%) >2rndr
0 0

Dividiert man Zahler und Nenner des Bruches durch 2 w22z und

(81)

setzt ri = &, so erhilt man
0

1
SO —&ysde
Opp="y — — . (82)

s 1

Ja—eyeas

0

Der Wert des Integrales im
Nenner ist %; das Integral im

Zihler hat Grober! ausgewertet, Abb. 85. Temperatursenkung lings des
. .. Robres bei laminarer Stromung
indem er den Wert fiir @ aus nach Gl (83).

Gleichung (79) einsetzte und die
entstehende Reihe gliedweise integrierte. Er erhielt so

—14,6272-2-. 2 89,2222
Op,»=0,8190, ¢ wd 41 0,09760, ¢ wd d
P2
-+ 0’018960a' e wd 4 4. (83)
oder
a

Ore =0 h{zg 1) (832)
Das Verhiltnis gF kann also wieder als Funktion des Argumentes %d . %

dargestellt werden. Es ist fiir ;7% . % = 0 gleich ,,eins** und néahert sich
mit wachsendem Argument asymptotisch dem Wert Null. Der Ver-

5. ist in Abb. 85 dargestellt.

Die auf der Strecke ® zwischen Fliissigkeit und Rohrwand aus-
getauschte Warmemenge kann man nun leicht berechnen, indem man
Gleichung (58) mit Hilfe von Gleichung (68) integriert und dann

lauf von

1 Grober, H.: a. a. O.; auch Graetz hat diese Rechnung bereits durch-
gefiihrt, leider aber mit einem Rechenfehler. Die Konstanten der folgenden Gl. (83),
die sich nur wenig von denen Grébers unterscheiden, sind einer Arbeit von
M. Jakob u. H. Eck: Forschung Bd. 3 (1932) S. 121 entnommen.
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Gleichung (83) einsetzt. Man erhélt der Reihe nach

— dz
O =0c,0,— 65 )w- -

= 00,87 0,(1— 1, (25 5)). (5

Setzt man hierin fiir # die Rohrlénge 7 ein, so gibt die Gleichung (84)
den Wiarmeaustausch auf der ganzen Rohrstrecke an.

y) Das Temperaturgefdlle gegen die Wand. Durch Diffe-
rentiation folgt aus Gleichung (79)

—14,6272-% .28 _39122__,1
—o12 . 2
+ 1,006 -¢ wd d~{— (85)
a6 o, a x
(Fr_>r=n, ==l (ﬂ'ﬁ‘) : (85a)

Den Verlauf der Funktion f, zeigt Abb. 86. Fiir den Wert Null des
Arguments beginnt die Funktion mit dem Wert co, nimmt dann stetig

Abb. 86. Radialer Temperaturgradient im Rohr Abb, 87. Verlauf der NuBeltschen Kenn-
bei laminarer Strémung nach Gl (85). zahl im Rohr bﬁl lfim(lmarer Stromung
nach Gl. (88)

ab und nahert sich ebenso wie die Funktion f, asymptotisch dem Wert
Null.

0) Die Wéarmeiibergangszahl o. Fiir die Warmemenge d@, die
innerhalb der Rohrstrecke dx zwischen Fliissigkeit und Wand aus-
getauscht wird, kann man nach Gleichung (59) ansetzen

dQ = —/1<dr>r demeda, (86)
oder nach Gleichung (60c):
d@=a-Op ,-d-nm-dax. (87)
Aus diesen beiden Gleichungen folgt:
a T
— () Lyl gz 7)
dr/Jr=ro Ops d Ni.ﬁ)
Nwd d
X
= d f3 (wd F> (88)
Den Verlauf der Funktion f; zeigt Abb. 87. Fir das Argument Nuli
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fs unendlich groB3, entsprechend dem unendlich groBlen Temperatur-
gefille an der Wand. Dann nimmt « in der Anlaufstrecke sehr rasch ab
und bleibt von einem bestimmten Wert des Argumentes an praktisch
konstant. Den konstanten Endwert, der asymptotisch erreicht wird,
erhélt man, indem man die beiden Reihen [Gleichung (83) und (85)] auf
ihre ersten Glieder reduziert. IThr Quotient wird dann 2,996 : 0,819 =3,66.
Auf Grund des Verlaufes von o kann man das Ende X der Anlaufstrecke
etwa dadurch definieren, dall man eine gewisse Anndherung an die
Asymptote vorschreibt. Setzt man eine
Anndherung von 1% an, so wird
a x

(555 ) = 0.05. (89)

Ein Vergleich der hier entwickelten
Rechnungen mit den Ergebnissen ex-
perimenteller Untersuchungen wiirde den
Rahmen dieses Buches iiberschreiten, es
muf} hier deswegen auf die Literatur ver-
wiesen werden!. Nur eine Beobachtung
soll an Hand von Abb. 88 besprochen
werden, da sie auch die Ausfithrungen des
vorhergehenden Abschnittes ergénzt.

In Abb. 88 ist die Geschwindigkeits-
verteilung bei laminarer Strémung in einem
Rohr fir die drei Falle der isothermen
Stromung (Kurve I), Wiarmeabgabe (Kur-
ve II) und Wiarmeautnahme (Kurve II1)
der Flissigkeit dargestellt. Die Kurven
sind nicht unmittelbar durch Geschwindig-
keitsmessungen erhalten, sondern aus den
von KrauBold gemessenen Temperatur-
feldern und der bekannten Ziahigkeit der , T .
stromenden Fliissigkeit (01) bgerechnet. Ab?rlSgi'ngfxs%&;?dﬁg?ﬁrﬁ;ﬁgﬁuug
Man sieht erstens, daB die grundlegende xyrve 7 is%ifé?;’ég'smmung
Annahme der Nufeltschen Theorie (para- gurve IT: Wirmeabgabe | a2
bolische Geschwindigkeitsverteilung, Kur. XwveIIl: Wirmeauinahme [y o
ve I) nicht zutrifft, und zweitens, daB Dle;ﬁgflSﬁifﬁgfﬁ?g%gclﬁegfgﬁt m
Warmeabgabe und Wirmeaufnahme
der Flissiglkeit ganz verschiedene Strémungsformen bedingt. Die
Theorie muB also mindestens quantitativ berichtigt werden, wenn
nicht tberhaupt die grundlegenden Annahmen abgeindert werden
miissen.

Im folgenden Abschnitt soll nun als 2. Beispiel einer mathemati-
schen Loésung ein Rechenverfahren geschildert werden, dessen grund-
legende Annahmen erst durch eine Voruntersuchung festgestellt
wordan.

> Kranfold, H.: Forsch.-Arb. Ing.-Wes. Heft 351. Berlin 1931; Forschung
.3(1932) 8.21. Jakob, M., u. H. Eck: Forsch. Bd. 3 (1932) S. 121.
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b) Freie Konvektion an einer senkrechten ebenen Platte. Die Wérme-
abgabe einer geheizten senkrechten Wand an ruhende Luft ist schon
1881 von Lorenz! behandelt und — nach Einfiihrung einiger ver-
einfachender Annahmen — theoretisch gelost worden. Nuflelt? hat
spater darauf hingewiesen, daf die von Lorenz eingefiihrten An-
nahmen seine Losung auf grofle Temperaturunterschiede zwischen
Platte und Luft beschrinken und hat zusammen mit Jiirges® die
Theorie verbessert. Er behielt aber die grundlegende Annahme von
Lorenz bei, daff die Temperatur und Geschwindigkeit der Luft nur
von dem Abstand von der Platte abhingen. Schmidt und Beck-
mann? wiesen durch Ausmessen des Temperatur- und Geschwindig-
keitfeldes vor der Platte nach, da8 diese Annahme falsch ist. IThre Mes-
sungen zeigten aber einen anderen Weg zu einer theoretischen Lésung
des Problems.

Schmidt und Beckmann fanden nimlich, dafl die Luftstrémung
vor der Platte laminar verlauft, und da die Schicht, in der Geschwin-
digkeit und Temperatur merklich anders sind als in grofierer Entfer-
nung von der Platte, im Vergleich zu der Plattenhohe sehr diinn ist.
Es sind also die Voraussetzungen gegeben, um fiir diese Schicht die Ver-
einfachungen der Prandtlschen Grenzschicht einzufithren (vgl. S. 154).
Dadurch kann der mathematische Ansatz, der durch die Gleichungen
(31) bis (33) (S.150) gegeben ist, in die folgzende Form gebracht werden:

dw, dw,
a2 T oy 0 (90)
dw, dw, 0w, Tw—Ts
Wy - + w, gy = Y +g T, -0, (91)
00 00 020 ,
We gg T Wi Gy T P (92)

dazu die Randbedingungen:
w,=90, w,=0, O=1fir y=20,
wy, =0, ® =0 fir y=o00.

Der Nullpunkt des Koordinatensystems liegt in der Unterkante der
senkrecht stehenden Platte, die z-Achse geht senkrecht nach oben,
die y-Achse steht senkrecht zur Platte. O ist die relative Ubertempe-
ratur der Luft, definiert durch die Gleichung
Tp— T,

@—__—Jyw'—T;) ’

(93)

1 Yorenz, L.: Wied. Ann. Bd. 13 (1881) S. 582.

2 NuBelt, W.: Forsch.-Arb. Ing.-Wes. Heft 63/64, Berlin 1909.

3 NuBelt, W., u. W. Jiirges: Z. VDI Bd. 72 (1928) 8, 597.

¢ S§chmidt, E., u. W. Beckmann: Techn. Mech. Thermodyn. Bd. 1 (1930)

S.341; vgl. a. F. Elias: Z. angew. Math. Mech. Bd. 9 (1929) S. 434; Bd. 10 (1930)
S. 1.
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wobei T'; die Lufttemperatur an irgendeiner Stelle im Temperaturfeld
vor der Platte,
T, die Lufttemperatur in grofier Entfernung von der Platte,
T, die konstante Wandtemperatur bedeuten.
Das zweite Glied rechts in Gleichung (91) ist dadurch entstanden,

T, —-T . .
daBl als Massenkraft der Auftrieb gg —577— =% eingesetzt wurde. Die
]

Gleichung (90) wird durch Einfithren einer Stromfunktion nach den
Gleichungen
d dy
Wy =~ wy:—% (94)

erfiillt. Damit gehen die Gleichungen (91) und (92) tber in

dy Py dy Py Py T,—1T,

Sy dway  dw ag = Vop TI T, O (95)
dy 060 dy 8@__ 020

Ty Tow 0% oy " %apc (96)

Diese partiellen Differentialgleichungen kann man nach Pohlhausen
in gewohnliche transformieren, wenn man als neue Variable einfithrt

4[9(Tw_‘To) .1/ Y
N VR A R S 97
¢ V 427, ]/x ¢ Vx o7)

und ferner setzt

w(xz,y) =4ve V—EC(E) und O, = x(). (98)

Dadurch treten an Stelle der gesuchten Funktionen w(x, %) und
O (xz, y) zwei neue Funktionen ¢ und y der einen Unbekannten £&.
Damit gehen die Gleichungen (95) und (96) iiber in die beiden gewhn-
lichen Differentialgleichungen

C,/,+3CC//__2£-/2+Z:O’ (99)

mit den Randbedingungen
(=0, =0, x=1tfir £=0,
{'=0, "=0, x=0 fir £ = 0.
Das Temperaturfeld ist dann gegeben durch

T, — T, P2} {/ Y \

r =0, , = ==, 101

v on, = e =x{oq) o

und fiir die Geschwindigkeitskomponenten gelten die Gleichungen
0 i

wo= G = areyalfo 12) (102)
L ay 1 Y ’
wy———ﬁ——vc[i/z—_g_cﬁ“'é':[- (103)
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Wenn die von Schmidt und Beckmann eingefithrten Verein-
fachungen zulissig sind, dann miissen die in verschiedener Hohe auf-

Abb. 89, Temperaturfeld vor einer senkrechten Platte bei
freier Konvektion in dimensionsloser Darstellung. Defini-
tion der Abszisse s.Gl. (97), Definition der Ordinate s. G1.(93).
(ADbb. 89 bis 91 sind entnommen aus E. Schmidt u. W. Beck-
mann, Techn. Mech. u. Thermodyn. Bd. 1 (1930) S. 341.)

genommenen Querschnitte
des Temperatur- und Ge-
schwindigkeitsfeldes  zu-
sammenfallen, wenn man
die dimensionslos gemach-
ten Temperaturen und
Geschwindigkeiten @ und

Wy .. Y
41}02]«’;: iber & =c¢ 41/5
auftragt. Abb. 89 und 90
zeigen die Ergebnisse dieser
Darstellung fiir eine Platte
50 X 50 em?2. Entsprechend
den Versuchsbedingungen
ist darin ¢ = 5,59 und
4 yc? = 24,96 gesetzt. Man
sieht, daB die Temperatur-
messungen  iiberraschend
gut mit der berechneten
Kurve ubereinstimmen,
wahrend die Geschwindig-
keitskurven zwar grund-
sitzlich auch gute Uber-

einstimmung zeigen, aber in Einzelheiten Unterschiede aufweisen, die
Schmidt und Beckmann teils auf Schwierigkeiten des Experiments,

teils auf die Grenzen der Zu-
lassigkeit der vereinfachenden
Annahmen zuriickfithren. Jeden-
falls glauben die Verfasser ihre
Theorie, soweit sie das Tem-
peraturfeld und die Wirme-
abgabe Dbetrifft, auf Platten-
héhen bis 1 m wund Uber-
temperaturen bis 80° anwenden
zu kénnen.

Die Gleichungen (99) und (100}
ergeben durch eine Reihenent-
wicklung nach Potenzen von &:

I
21 31

4 5 7
m%n—{—'%mz + %(5+s)mn

Abb. 90. Feld der senkrechten Stromungsgeschwin- &8 &9
digkeit vor einer senkrechten Platte bei freier Kon- ~ &7 [13 m? + 6+ s) n] — o1
; vektion in dimensionsloser Darstellung. 8! 9!
Definition der Abszisse s. Gl. (97), Definition der
Ordinate s. Gl. (102). X [(5+4s8)n?—18m?]+ - - -, (104)
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'0—~1—{—n§— smn—l———sn—(—

57
7‘—(1082 — sym?n

-—§—3582mn+ (358 — 5T Emnd — Bsmnd] + -+ +. (105)

Zur Vereinfachung sind darin die Differentialquotienten an der Ober-
flache {; =m und yx, = n, sowie 3 —3 = g gesetzt. Die Reihen kon-
vergieren schlecht, wodurch ihre Berechnung schwierig wird. Abb. 91
zeigt die von Pohlhausen fir Luft (% = 0,733) berechneten Losungen.

Aus Gleichung (101) kann die folgende Formel fiir die &rtliche
Wairmeiibergangszahl o an der Stelle x
abgeleitet werden:

i (%)yzo

,/ g fv_; 20) . (106)

Durch Integration erhilt man hieraus
die mittlere Warmeiibergangszahl o
einer Platte von der Hohe & [m] zu

m

PR
= 5 2 (= 7| e (07)
Bezeichnet man mit vy, den Wert -
der kinematischen Zahigkeit bei 760 mm
Qu.-S. und beriicksichtigt die Abhéingig-
keit von » vom Luftdruck & bei kon-
stanter Temperatur durch die Beziehung

y =y .2@ Abb. 91. Die Funktionen z und & der
60 p Gleichungen (99) und (100) nach Pohl-
hausen fiir Luft. Definition der Abszisse

8. GL (97)

80 kann man die nur von der Tem-
peratur und Gasart abhéngigen GréBen zusammenfassen und erhilt

T,—1T,
oy, = O~ ]/—u~ V7 (107a)

mit

4

Crut = o = .
=5 (— %) ]/ V_ — 0,848 7= va
Mit Hilfe einer Zahlentafel fur C als Funktion der Temperatur,
wie sie z. B. Schmidt und Beckmann fir Luft angeben, und Glei-
chung (107a) ist also die Wiarmeabgabe einer senkrechten Platte recht
einfach zu berechnen. Wenn man auf ein anderes Gas oder eine Fliissig-
keit {ibergehen will, muB3 man erst die Differentialgleichungen (99) und
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(100) fir die entsprechenden Werte v/a 16sen. Es ist aber fraglich, wie
weit bei sehr ziahen Flissigkeiten (fiir Glyzerin von 15° z. B. ist
2= 12000) die Annahme einer dinnen Grenzschicht, und damit die

a .

Grundlage der Theorie berechtigt ist.

3. Die Ahnlichkeitstheorie des Wirmeiibergangs.

a) Allgemeine Lésung. Wir hatten bereits festgestellt, dal mathe-
matische Lésungen nur fiir zwei spezielle Aufgaben der Warmebewegung
in Flissigkeiten gefunden wurden und daB sie teils hinsichtlich ihres
Geltungsbereiches, teils beziiglich der erreichbaren Anndherung an die
Wirklichkeit nur in beschranktem MaBe befriedigen kénnen. Eine um-
fassende Losung erhilt man nur in der Weise, dall man zunichst eine
unbekannte Funktion von bestimmten, zweckmiBig gewihlten Va-
riablen annimmt, und dann die Funktion empirisch bestimmt. Dabei
kann man zweimal mit Vorteil das Ahnlichkeitsprinzip anwenden:
erstens bei der Auswahl der Variablen, zweitens bei der Auswertung der
Versuche.

Die Variablen kann man ganz analog den Ausfiihrungen auf S. 157ff.
bestimmen, indem man den mathematischen Ansatz des Wirmeiiber-
ganges auf zwei Felder anwendet, und aus den ,,Erweiterungsfaktoren®
die dimensionslosen Kenngrofien entwickelt. Da diese Ableitung aber
nichts Neues bringt, wollen wir einen anderen Weg einschlagen, der auf
einer ebenso allgemeinen wie einfachen Uberlegung beruht!.

Offenbar mufl die allgemeine Losung irgendeines physikalischen
Vorganges so beschaffen sein, daf sie unabhéngig ist von der zufilligen
Wahl des Mafisystems, das wir bentitzen. Ob wir also mit cm, g, s oder
mit m, kg, h oder ft, 1b, h rechnen — die Formel darf dadurch
wesentlich nicht beeinflult werden (nur die Zahlenkonstanten
kénnen natirlich vom MaBsystem abhingen). Diese Forderung kann
eine Gleichung aber nur dann erfiillen, wenn ihre Variablen dimen-
sionslos sind. Also erhalten wir eine allgemeine Gleichung far irgend-
einen Vorgang, z. B. den Warmeiibergang, wenn wir als Variable die
dimensionslosen Kombinationen aller Gré8en bilden, die beim Wirme-
iitbergang eine Rolle spielen.

Um dies auszufithren, brauchen wir gar nicht einmal den mathe-
matischen Ansatz. Aber wir beniitzen die Gelegenheit, ihn hier in ge-
eigneter Form unter Beschréankung auf stationdre Vorginge nochmals
zusammenzuschreiben: Wir haben die Kontinuitétsgleichung

div (o) = 0, (31)

die Navier-Stokessche Bewegungsgleichung
o (m,grad)w = O pg — grad p + n(V3w + %grad divio), (32a)
in die wir als einzige, in Betracht kommende Wirkung der Schwer-
1 Kine umfassende Behandlung der ,,Dimensionsanalysis hat Bridgman

durchgefithrt (Theorie der physikalischen Dimensionen von P.W. Bridgman,
deutsch von H. Holl. Leipzig u. Berlin 1932).
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kraft den Auftrieb einsetzen. @ ist darin die fiir den Auftrieb maB-
gebende Temperaturdifferenz (vgl. 8. 145). Die Energiegleichung lautet
mit Einfithrung der spezifischen Wirme je Gewichtseinheit ¢, = C /g

goc, (1w, grad #) — (v, grad p) = — 429 + 5 - Diss. Funkt. (tv) . (33)

Die Variablen, die in dem Ansatz auftreten, sind w, p, 9, ¢, ¢,, 4, 1
und eine Lénge [, die implizit in den Ableitungen enthalten ist. Nicht
alle diese Groflen sind aber unabhingig voneinander. Der Druck ist
durch Dichte, Temperatur und Zustandsgleichung und, soweit nicht
sein Absolutwert, sondern das Druckgefille in Frage kommt, durch
Geschwindigkeit und kinematische Zahigkeit » = #/p bestimmt. Aus
den tbrigen GréBen bilden wir die folgenden dimensionslosen Kom-
binationen

71’%-9- ~ 20 Re (Reynoldssche Kennzahl),  (108a)
ﬂl%g b %Z = Pe (Pécletsche Kennzahl), (108D)
i %Z— = Pr (Prandtlsche Kennzahl), (108¢)
950 _ ¢, (Grashofsche Kennzahl),  (108d)

Es sei hier ausdriicklich bemerkt, daB} die Auswahl der KenngroBen
an sich willkiirlich ist. Wir hatten ebensogut ¢ und w durch p ersetzen
und KenngréBen mit Hilfe von p bilden kénnen.

Das Temperatur- und Geschwindigkeitsfeld kénnen wir nun als
Funktion der 4 Kennzahlen Re, Pe, Pr, Gr darstellen. Was wir aber
wissen wollen, ist in den allermeisten Fillen die Warmemenge, die durch
die Berandung der Flissigkeit strémt. Fiir deren Berechnung. hat es
sich am zweckmiBigsten erwiesen, zunichst die Wirmeiibergangs-
zahl o zu bestimmen. Wir machen auch diese dimensionslos durch die
Kombination ’

%Z— = Nu (NuBeltsche Kennzahl) (108e)
und setzen schlieBlich an:
Nu = F(Re, Pe, Pr,Gr, l;) . (109)

Die letzte Kennzahl fithren wir zur Berucksichtigung der Ab-
messungen des untersuchten Raumes ein; nach Bedarf kénnen wir mit
dhnlich gebildeten Verhéltnissen auch Rauhigkeit und Anlauflinge
ausdriicken, die, wie wir bereits S.163 und S. 180 gesehen haben, unter
Umstédnden eine Rolle spielen.

Bei genauerem Zusehen wird der Leser feststellen, daBl Gleichung
(109) tiberbestimmt ist. Wir diirfen von den drei GréBen Re, Pe und
Pe
Re
bestimmt. Da aber die Auswahl der KenngréB8en durch die besonderen
Umstande des jeweiligen Problems bedingt ist, wurden zunichst alle

Pr nur zwei frei wihlen, die dritte ist durch die Beziehung Pr =
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drei Groflen in Gleichung (109) ,,zur Auswahl® aufgefiithrt. Meistens
wird man neben der Reynoldsschen KenngréBe noch die Prandtl-
sche beniitzen, da diese den besonderen Vorteil besitzt, daB sie nur
Stoffwerte enthilt. Auf ihre Bedeutung fir die Wirmebewegung in
Gasen wird im nichsten Abschnitt noch niaher eingegangen.

b) Vereinfachte Losungen fiir besondere Fiille. Die empirische (ex-
perimentelle) Bestimmung der allgemeinen Funktion ¥ in Gleichung (109),
die immerhin noch von mindestens 4 Variablen abhiangt, ist bisher
noch nicht gelungen; zum Glick ist das auch nicht nétig, da in den
praktisch in Frage kommenden Aufgaben durch besondere Bedingungen
stets die Zahl der KenngrofBien eingeschrankt ist.

Wir wollen bei der Behandlung solcher besonderer Aufgaben mit
einer beginnen, die ein bereits besprochenes Problem in sich schlieBt.

o) Warmeiibergang bei erzwungener Konvektion. Nach
Gleichung (88) ist der Wérmeiibergang bei laminarer Stromung im Rohr
nur von den GréBen Pe und x/d abhéngig. Diese Aussage kénnen wir
jetzt ohne weiteres aus Gleichung (109) ableiten. GemaB Voraus-
setzung soll die Geschwindigkeitsverteilung konstant (parabolisch
nach Gleichung (49)) sein; folglich verschwindet die Kennzahl Re,
sowie die andere Kennzahl, die 3 enthélt, namlich Pr. Da der Auf-
trieb keine Rolle spielt, entfallt auch Gr. Als geometrische Bezugs-
gréBe kommt nur der Rohrdurchmesser d in Betracht; die Entfernung
von dem Anfangsquerschnitt wird durch die GréBe x/d beriicksichtigt.

Somit erhialt man
owd wd x
777_1?(7’7)' (88a)

. . . X d
Daf} die beiden KenngroBien in das besondere Verhaltnis % : % treten,

kann man allerdings aus Gleichung (109) nicht ableiten. Dagegen kénnen
wir jetzt, nachdem wir wissen, daB das Geschwindigkeitsteld tatsich-
lich nicht konstant ist, die Gleichung (88) berichtigend erginzen. Sie
muf} namlich lauten: ’

Nu = F [ Re, Pe, 2,) , (110)

oder, was aus gleich zu erorternden Griinden zweckméifBiger ist:
Nu = F {Re, Pr, 5) . (110a)
\

Will man noch die Rauhigkeit der Rohrwand beriicksichtigen, so muf}

man die ,relative Rauhigkeit” ¢/d einfithren (vgl. 8. 163). Geht man

wieder vom Spezialfall des Kreisrohres auf einen beliebigen Raum iiber,

so erhdlt man als allgemeine Gleichung des Wirmeiiber-
ganges bei erzwungener Konvektion die Gleichung

x & U

Nu=F (Re, Pr, o, 7) : (110b)

Fur die Warmebewegung in stromenden Gasen ergibt sich noch

eine Vereinfachung. Aus der kinetischen Gastheorie folgt nimlich, daB
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die Prandtlsche Kennzahl Pr eine nur von der Atomzahl des Gases
abhingige Grofle sein soll. Das Experiment hat diese theoretische
Folgerung zwar nicht streng, aber immerhin mit geniigender Annihe-

rung bestitigt. Nach den
neuesten Messungen besitzt
Pr die in Zahlentafel 15 zu-
sammengestellten  Mittel-
werte (vgl.a.Zahlentafel VII1
u. IX, S. 249 u. 250).

Vergleicht man also bei
der Bestimmung der Funk-
tion F nur Gase gleicher
Atomzahl (und beschrinkt
dadurch die Losung auf diese
Gruppe von Gasen), so ent-
fallt die Grofle Pr in den
Gleichungen (110).

p) Wirmeiibergang bei
freier Konvektion.Unter
diesem Begriff wird die War-
meabgabe eines Kérpers mit
der Obertlachentemperatur
¥, an eine Flissigkeit ver-
standen, die sich im allge-
meinen in Ruhe befindet und
uberall die gleiche Tempera-
tur @5 besitzt. Nurin ndchster
Néhe des wiarmeabgebenden
Korpers wird das Tempera-
tur- und Geschwindigkeits-
feld gestort. Durch Leitung
dringt Wirme von der
Korperoberfliche in die
unmittelbar  angrenzenden
Flussigkeitsschichten, diese
werden dadurch spezifisch
leichter und steigen nach
oben. Eine anschauliche Vor-
stellung des Vorganges ver-
mittelt das in Abb. 92 dar-
gestellte Schlierenbild* der
Wirmeabgabe eines beheiz-
ten Rohres an Luft bei freier
Konvektion. Der weill ge-
strichelt eingezeichnete Kreis

Zahlentafel 15. Werte der Prandtlschen
Kennzahl Pr = 6”—;7~‘{~} .

l-atomige Gase . . . . . . Pr = 0,67
2-atomige Gase . . . . . . Pr = 0,70
3-atomige Gase . . . . . . Pr = 0,89
4- und mehratomige Gase . Pr = 1,00

v Abb.92. Schlierenbild der Warmeabgabe eines beheizten
Robres an Luft bei freier Konvektion nach E. Schmidt.

ist die Grenze des Schattens, den das unbeheizte Rohr werfen wiirde.

1 Nach E. Schmidt: FForschung Bd. 3 (1932) S. 181.
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Der dunkle Kernschatten zeigt die Ausdehnung der Stérungszone
des Temperatur- und Geschwindigkeitsfeldes. Die erwirmte Luft
flieBt also um das Rohr herum und schlieit sich nach oben zu einem
Band, das noch etwa 10 cm turbulenzfrei aufsteigt und sich dann erst
in Wirbel auflést. Infolge des Dichteunterschiedes werden die Licht-
strahlen aus dem Temperaturfeld abgelenkt; dadurch entsteht um den
Kernschatten eine helle Zone, deren Begrenzungsfliche ein Mafl fir
die Warmeabgabe bildet.

Die Abb. 92 bestétigt die bereits von Langmuir® ausgesprochene
Ansicht, dall der Warmeiitbergang bei freier Konvektion sich in einer
sehr diinnen, laminar stromenden ,,Grenzschicht‘‘ vollzieht. Auch die
auf S.184ff. besprochenen Messungen von Schmidt und Beckmann
fiibrten zu demselben Ergebnis. Nun ist aber die Warmeleitung quer
zu einer laminaren Strémung unabhangig von der Stromungsgeschwin-
digkeit. Folglich vereinfacht sich Gleichung (109) fur den Fall freier
Konvektion (solange die Grenzschicht laminar bleibt) zu der Form:

Nu =F (Pr,6r, fli) . 1)

Bei Beschrinkung auf Gase gleicher Atomzahl entfallt noch die GroBe
Pr aus den auf S.191 erorterten Gritnden. NuBelt? hat die Funktion
fiar die Abkiihlung eines horizontalen Rohres oder Drahtes in Luft als
Funktion von Gr empirisch in dem weiten Bereich 105 << Gr << 107
ermittelt.

Man kann aber auch fir den allgemeinen Fall einer beliebigen
ruhenden Fliussigkeit die Gleichung (111) noch weiter vereinfachen.
Nimmt man an, daB in der diinnen laminaren Grenzschicht die Be-
schleunigungskrifte gegeniiber der Flissigkeitsreibung vernachlissigt
werden diirfen, so kann man statt Gleichung (32a) (S. 188) die fir den
Sonderfall der ,,schleichenden Bewegung geltende Gleichung (35)
(S.154), einfithren, in die man allerdings noch das Auftriebsglied ein-
g2 13 6@ 920
i
nichts anderes ist als -das Produkt Gr- Pr. In diesem Fall lautet also
die Gleichung (111)

setzen mull. Dann erhalt man als Kennzahl den Wert , der

Nu=F (Gr-Pr, -ll) (111a)

NuBlelt® hat nach dieser Gleichung aus Versuchen verschiedener Be-
obachter die Funktion F fir die Abkithlung eines Rohres oder Drahtes
in einer beliebigen Fliissigkeit ermittelt und in einer Zahlentaiel uad
einemn Diagramm fir 10-% < Gr- Pr << 1078 mitgeteilt. Die Grobe
Gr« Pr tritt auch in der Gleichung auf, zu der Lorenz in seiner, auf
S. 184 erwihnten theoretischen Behandlung der Wiarmeabgabe einer
senkrechten ebenen Wand gelangt.

! Langmuir, I.: Physic. Rev. Bd. 34 (1912) S. 401.
? NuBelt, W.: Z. VDI Bd. 73 (1929) S. 1475.
3 NuBelt, W.: a.a. O.
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Auf Grund eines grofen Versuchsmaterials haben Fishenden und
g3 3 ﬁ Q 92 c2

Saunders? denselben Vorgang als Funktion der KenngroBe B

dargestellt, also nach der Gleichung ’
Nu = F(Gr- Pr?). (111b)

Man gelangt zu diesem Wert, wenn man die Reibung in der laminaren
Grenzschicht gegeniiber der Beschleunigung vernachlissigt.

Die Vereinfachungen von NuBelt und die von Fishenden und
Saunders widersprechen sich eigentlich. Eine genauere Untersuchung
wird wohl entscheiden miissen, welche Annahme den Vorzug verdient.

Die Gleichungen (111a) und (111b) sind ein Beispiel dafiir, daB es
oft moglich ist, Kenngréfen in Form von Potenzprodukten in Be-
ziehung zueinander zu bringen. Haufig, besonders in der englisch-
amerikanischen Literatur?, werden sogar von vornherein die Variablen
als Potenzfunktionen angeschrieben; man erhélt dann an Stelle von
Gleichung (109) den Ansatz:

o = const - 1" w2 ens ,7714 Ans cze gfm [)ma @ng (%;)mo ) (112)

Durch Dimensionsbetrachtungen ergeben sich dann Beziehungen zwi-
schen den Exponenten, die wieder auf die KenngréBen der Gleichung
(109) fihren, aber nun in der Form

o — const - (Re)™ - (Pr)™ . (Gr)™s - (lf)’" (113)
Dadurch wird von vornherein die Funktion F eingeschrinkt. Haufig
fithrt auch dieser Weg zum Ziel, da man jede unbekannte Funktion mit
gewisser Anndherung nach einer Potenzreihe entwickeln kann. Es ist
dann nur eine Frage der geforderten Genauigkeit, wie weit man mit
dieser Methode kommt. Die auf S.165 angegebene Gleichung (55) ist
ein Beispiel fiir eine solche Potenzfunktion, die bei fortschreitender
Erweiterung des Versuchsbereiches durch die allgemeinere Funktion
der Gleichung (54) ersetzt werden mufBte.

Grundsgtzlich ist es zweckmiBiger, die Ableitung moglichst vor-
aussetzungslos durchzufiihren und vereinfachende Annahmen erst
dann anzubringen, wenn man die gewonnene Gleichung auf einen be-
sonderen Fall anwenden will.

Jedes andere Vorgehen birgt in sich die Gefahr, daB beim Gebrauch
der sich ergebenden Formel nicht an die bei ihrer Ableitung eingefilhrten
Vereinfac'rungen gedacht und die Formel somit auf Verhaltnisse an-
gewendet wird, fur die sie nicht gilt.

¢) Beriicksichtigung der Temperaturabhiingigkeit der Stoffwerte. Bei
allen bisher behandelten Problemen des Wirmeiiberganges hatten wir
vorausgesetzt, daB eine der auf S. 173ff. beschriebenen Mittelbildungen
die Temperaturabhiangigkeit der Stoffwerte mit hinreichender An-
niherung erfaBt.

1 Fishenden, M., u. O. A. Saunders: Engineering Bd. 130 (1930) S. 177.
2 Vgl. z. B. Ch. W. Rice: Ind. Engineering Chem. Bd. 16 (1924) S. 460.

Grober-Erk, Wirmeiibertragung, 2. Aufl. 13
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Haufig trifft diese Voraussetzung aber nicht mehr zu, besonders bei
Wirmeiibertragung mit freier Konvektion. In diesem letzteren Falle
kommt man einen Schritt weiter, wenn man die Temperaturabhingig-
keit der Stoffwerte durch eine Potenzfunktion von der Form

g __(Ty»
e (7) (652)
beriicksichtigt, worin 7' die absolute Temperatur an einer beliebigen,
T, an einer ausgezeichneten Stelle des betrachteten Raumes ist. In
diesem Falle kann man, wie Hermann? gezeigt hat, in Gleichung (111)
die KenngroBen auf die konstante Temperatur 7', beziehen, wenn man
dazu als neue Kennzahl eine dimensionslose Kombination der maB-
gebenden Temperaturen einfiihrt. Unter der Voraussetzung der Glei-
chung (65a) ist die Bedingung fiir die Ahnlichkeit der Temperatur- und
Stoffwertfelder durch die Randbedingungen gegeben, so daB man als
maBgebende Temperaturen die Temperatur 7', in grofler Entfernung
von dem wirmeabgebenden Kérper und die Temperatur 7', der Korper-
oberfliche oder auch & = T, — T, einzusetzen hat. Man erhilt so
Nu=F(Pr, G¢%ZT> (111c)

Die Gleichung (111c) gilt aber nur unter Beschrinkung auf eine
Gruppe von Fliissigkeiten, die den gleichen Exponenten # in Gleichung
(65a) besitzen. Hermann hat aber gezeigt, daB es dann tatsichlich
gelingt, eine Schar stark streuender Punkte in einzelne Kurven mit dem

Parameter Tg: const. aufzuldésen. Damit ist die Moglichkeit ge-
foel

geben, die Ergebnisse von Versuchsreihen mit verschiedenen Werten
von @ auf & = 0 zu extrapolieren, und so eine allgemeinere, iiber die
oben erwidhnten KEinschrinkungen hinaus giiltige GesetzmaBigkeit zu
erschlieen.

d) Kritik der Ahnlichkeitstheorie. Die mit Hilfe des Ahnlichkeits-
prinzips durchfithrbaren Verallgemeinerungen von Versuchsergebnissen
sind naturgemdB den Einschrinkungen der Ahnlichkeitsbedingungen
unterworfen. Da dies manchmal nicht geniigend beachtet wurde, sind
unzuléssige, zu weit reichende Schliisse gezogen worden, und, als sich
diese als falsch herausstellten, hat man dem Ahnlichkeitsprinzip die
Schuld gegeben.

Zunidchst ist festzustellen, dafl das Ahnhchkeltsprlnz1p an sich
nicht falsch — oder auch nur ungenau — sein kann; denn es ist eine
SchluBfolgerung der Logik, die mit Physik zunichst noch gar nichts zu
tun hat. Bei der Anwendung des Ahnlichkeitsprinzips muB man aber
bereits iiber ein gewisses Mal} empirischer Erfahrungen verfiigen, wenn
man Fehler vermeiden will?2. Man begeht z. B. einen Fehler, wenn man
bei der Berechnung des Stromungswiderstandes in verschieden rauhen
Rohren neben der Reynoldsschen Zahl die relative Rauhigkeit ver-

1 Hermann, R.: Physik. Z. Bd. 33 (1932) S. 425.
®Vgl. z.B. P.W.Bridgman: Theorie der physikalischen Dimensionen;
deutsch von H. Holl. Leipzig u. Berlin 1932.'
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nachlassigt; denn man verstoBt gegen die Bedingung der geometrischen
Ahnlichkeit. Es hat aber doch eine Reihe von Jahren gedauert, bis
diese Konsequenz der geometrischen Ahnlichkeitsbedingung erkannt
wurde. Man macht auch einen Fehler, wenn man bei grofleren Tempe-
raturdifferenzen und freier Konvektion die Temperaturabhingigkeit
der Stoffwerte, oder wenn man bei erzwungener Konvektion den Ein-
fluB der Richtung des Wirmestromes auf die Dicke der Grenzschicht
vernachléssigt.

Das Ahnlichkeitsprinzip sagt uns nicht von vornherein, welche
GréBen in dem mathematischen Ansatz auftreten. Das ist Sache der
Erfahrung. Aber das Ahnlichkeitsprinzip macht uns darauf aufmerk-
sam, wenn wir eine GréBe uUbersehen haben, und darin beruht ein
wesentlicher Teil seiner Bedeutung. Es gibt uns nicht nur die Méglich-
keit, Teillssungen eines im ganzen unldsbaren mathematischen An-
satzes zu gewinnen, sondern es gibt uns auch Aufschluf} dariiber, ob der
Ansatz richtig ist, und, wenn er falsch ist, zeigt es uns den Weg zur Ver-
besserung.

Man muf sich aber immer bewuBt bleiben, dal das Ahnlichkeits-
prinzip — wenigstens auf dem in diesem Buch behandelten Gebiet —
keine allgemeinen Losungen gibt, sondern nur eine Verallgemeinerung
von Versuchsergebnissen auf den durch die Ahnhchkeltsbedlngungen
abgegrenzten Bereich. Diese Grenzen muB man immer kennen und im
Auge behalten, wenn man die Ergebnisse von Ahnlichkeitsbetrachtungen
anwenden will.

4. Die Impulstheorie des Warmeiiberganges.

Das Ahnlichkeitsprinzip wurde bisher von uns nur dazu verwendet,
um Beziehungen zwischen gewissen Gruppen von Warmeilibergangs-
problemen herzustellen und die Auswertung von Wéirmeiibergangs-
versuchen zu verallgemeinern. Man kann aber den Gedanken der Ahn-
lichkeit viel weiter fassen!. Der mathematische Sinn einer Ahnlich-
keitsbetrachtung ist doch der, eine Beziehung zwischen den Beiwerten
einander entsprechender Glieder in gleichgebauten Formeln herzustellen.

Die Gleichung D

4

o

ist ganz allgemein der mathematische Ausdruck fir den Ausgleich be-

stehender Potentialdifferenzen in einem- Feld, das durch die Grofle ¢

charakterisiert wird. Setzt man fur ¢ die Temperatur ¢ und fir C die

Temperaturleitzahl @, so erhdlt man die Wiarmeleitgleichung [(4a)

S. 8] fiir den Fall W = 0. Mit ¢ = w und C = v ergibt sich die Be-

wegungsgleichung fiir Potentialstromung, und wenn man fiir ¢ die Kon-

zentration ¢ und fur C die Diffusionszahl k einsetzt, erhdlt man die
Gleichung des Diffusionsvorganges.

Die physikalische Bedeutung der Tatsache, daf} alle diese Vorginge
derselben Gleichung gehorchen, ist die, daf der ,,Ausgleich®, sei es nun

=C.P2g (114)

1 Vgl. a. die auf 8. 201 behandelten Ahnlichkeitsbeziehungen.
13%*
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verschiedener Temperaturen, verschiedener Geschwindigkeiten oder
verschiedener Konzentrationen durch denselben Mechanismus erfolgt.
Auf 8.139 wurde bereits einmal davon gesprochen, dall die Molekile
sich stets mit grofler Geschwindigkeit durcheinander bewegen und
dabei miteinander zusammenstoBen. Beim StoB tauschen sie ihre Be-
wegungsgréBe, oder, da wir ihre Masse als gleich annehmen kénnen,
ihre Geschwindigkeit aus. Nun kann ein Unterschied in der Geschwin-
digkeit zweierlei Ursachen haben: das eine Molekiil kann wirmer sein,
das heiBt eine groBere thermische Eigengeschwindigkeit besitzen, oder
es kann aus einer rascher flieBenden Flussigkeitsschicht stammen, also
auBer seiner thermischen Eigengeschwindigkeit noch eine zusétzliche
Geschwindigkeitskomponente in der Stromungsrichtung besitzen. In
beiden Fillen wird der Impulsiitberschull des rascheren Molekiils an das
langsamere abgegeben: Wiarme und Stromungsenergie werden auf die
gleiche Weise weitergetragen. Im Falle der Diffusion ist es nicht die
Energie, sondern ihr Tréger selbst, die Masse, die infolge der unge-
ordneten Bewegung wandert; das ist grundsétzlich derselbe Vorgang,
nur verlauft er wesentlich langsamer.

Es muB also moglich sein, mittels des Ahnlichkeitsprinzips nicht
nur zwei Temperatur- oder Geschwindigkeitsfelder untereinander zu
vergleichen, sondern auch ein Temperaturfeld mit einem Geschwindig-
keitsfeld oder mit einem Konzentrationsfeld. Dem letzteren Fall ist
Abschnitt 6 (S.201) gewidmet ; zunédchst wollen wir uns mit dem Impuls-
austausch beschiaftigen, wobei wir als Beispiel die horizontale Stro-
mung im Rohr zugrunde legen.

Unter Vernachlassigung der Kompressibilitit und der Schwerkraft
lautet die Bewegungsgleichung

Dw 1 , ;
Die Wirmeleitgleichung

DY A,

dat JQEV 9 (116)

besitzt ein Glied weniger. Wern wir also diese beiden Formeln nach dem
Ahnlichkeitsprinzip vergleichen wollen, miissen wir in Gleichung (116)

noch ein Glied einfigen. Das Glied -—%grad p in Gleichung (115)

stellt die Energiequelle dar, die, wenn Dauerzustand besteht, dem
Energieverbrauch der irneren Reibung das Gleichgewicht halt. Also
setzen wir als entsprechendes Glied in Gleichung (116) einen Ausdruck
fir eine Wirmequelle ein, die ebensoviel Wirme erzeugt, als mit der
Rohrwand ausgetaurcht wird!., Da der Warmestrom von der Rohrwand
weg oder zu ihr hin gerichtet sein kann, mufl aus der Wirmequelle
g[keal/m3-h] unter Umstanden auch eine Wiarmesenke werden. Die
Gleichung (116) lrutet dann mit dieser Erganzung [vgl. Gl (4a), S. 8]

vd 1 g+ A 2. (117)

At geon . gec
1 Prandtl, L.: Phyuik. Z. Bd. 11 (1910) S. 1072.
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Zwei Vorginge, die durch Gleichung (115) und (117) beschrieben wer-
den, verlaufen dann ahnlich, wenn
1. & proportional einer Komponente von to ist, also

=0, w,. (118)

2. Die von der Quelle erzeugte Wiarmemenge g proportional — grad p

ist, also
qg=—0Cy -grad p. (119)

Die Richtung des Gradienten mufl mit der Richtung der durch die erste
Bedingung bestimmten Geschwindigkeitskomponente zusammenfallen.

Fithrt man nun die Ahnlichkeitsbedingungen in Gleichung (117) ein
und setzt in der iiblichen Weise die entsprechenden Glieder von (115)
und (117) einander gleich, so erhélt man

“1}-‘1 =1 (120)
und o
1 .
=9 (121)

(Gleichung (120) wird, wie aus Zahlentafel 15 (S. 191) hervorgeht, durch
Gase einigermaflen erfilllt. Wir kénnen also, wenn es gelingt, die
Gleichung (121) durch die Versuchsbedingungen zu befriedigen, fir ein
durch ein Rohr stromendes Gas eine Beziehung zwischen dem Aus-
tausch mechanischer Energie (Druckabfall) und dem Wéirmeaustausch
mit der Rohrwand ableiten.

Aus der ersten Ahnlichkeitshedingung folgt:

das heifit also, zu eineni gegebenen Geschwindigkeitsprofil gehort ein
proportionales Temperaturprofil. Den Proportionalitatsfaktor C; kann
man durch Einfiithren der Mittelwerte bestimmen zu
_ 8p—10,
Ci= =7 .
Fir g folgt aus der zweiten Ahnlichkeitsbedingung und Gleichung (120)
und (121): 2 dp

q=—01‘;‘;l;- (124)

(123)

Die Wirmemenge ¢ ist, wie aus einer Betrachtung der Dimensionen,
etwa in Gleichung (117) hervorgeht, auf die Raumeinheit bezogen.
Durch Multiplikation mit dem Rohrquerschnitt erhédlt man somit die
gesamte je 1 m Rohrlinge und Stunde erzeugte Wi “memenge @, die ge-
maf Voraussetzung gleich der mit der Rohrwand ausgetauschten sein soll:

Ao, d
Q:ﬂnq:—C’l-?I-r‘n-df. (125)

Aus (125) und (123) erhélt man dann die Schlufigleic!.ang,
A rtzm d
Q:—;-7(ﬁ1¢—ﬁw) £, (126)

./lx’



198 Wirmebewegung in Flissigkeiten.

in der nur bekannte oder meBbare GroBen vorkommen. Die Gleichung
(126) gilt, wie bereits betont wurde, wegen der Bedingung (120) nur
fir Gase, und auch fiir diese nur mit beschrankter Genauigkeit, da Pr
bei ein- und zweiatomigen Gasen doch immerhin betrachtlich von 1 ab-
weicht. Flissigkeiten erfiillen die Bedingung (120) aber gar nicht (fir
Wasser von 20° ist z. B. Pr == ~7); deshalb ist fiir diese eine Ab-
anderung der Theorie erforderlich, die Prandtl durch Vereinigung mit
seiner Grenzschichttheorie vornahm. Wir werden diese im nichsten
Abschnitt behandeln, vorher aber noch ein paar Zeilen der Geschichte
der Impulstheorie widmen.

Die Analogie des Ausgleichs von Strémungs- und Warmeenergie
ist schon lange bekannt, und auch schon, lange vor NuBelt den Ansto8
zu der modernen Erforschung des Warmetiberganges gab, auf diesem
Gebiet angewendet worden. Maxwell® hat beim Ausbau der kineti-
schen Gastheorie nur den Vergleich der Ausgleichsvorginge in ruhenden
Medien behandelt, aber Reynolds? hat schon ganz klar ausgesprochen,
daB die Verwandtschaft zwischen Impuls- und Wirmetransport auch
in strémenden Medien besteht, und zwar sowohl bei laminarer als auch
bei turbulenter Strémung.

Reynolds und nach ihm Stanton3 sowie eine ganze Reihe eng-
lischer Beobachter? haben aber bei der Ausarbeitung der Impulstheorie
die Strémung immer als ein einheitliches Ganzes betrachtet, und waren
daher gezwungen, mehr oder minder gewaltsame Annahmen zu machen,
um den EinfluB des Temperaturfeldes auf das Geschwindigkeitsfeld zu
beriicksichtigen, sobald sie sich nicht auf Gase beschrénken, deren
Zahigkeit ja nur wenig von der Temperatur abhéingt. Einen entscheiden-
den Schritt in der Weiterbildung der Impulstheorie tat Prandt! durch
Verbindung mit seiner Grenzschichttheorie.

5. Die Grenzschichttheorie des Wirmeiiberganges.

Prandtl® betrachtet die Stromung nicht mehr als einheitliches
Ganzes, sondern teilt sie in eine turbulente Kernstromung und eine
laminare Grenzschicht. Fur jedes der beiden Teilgebiete kann er nun
getrennte Annahmen machen, und zwar soll in der Kernstrémung
Impuls- und Wiarmetransport so iiberwiegend durch die turbulente
Mischbewegung bewirkt werden, dafl demgegeniiber in den Gleichungen
(115) und (117) die Reibungs- und Warmeleitungsglieder vernachlissigt
werden kénnen. In der Grenzschicht ist dagegen die Stromung laminar,
die Warmeleitung kann also nach der Fourierschen Gleichung [(1)

1 Maxwell, J.Cl.: Phil. Mag. (4) Bd. 19 (1860) S. 31.

% Reynolds, O.: Proc. Manchester Lit. and. Phil. Soc, Bd. 8 (1874) S. 9.

3 Stanton, T. E.: Phil: Trans. Bd. 190 (1897) 3. 67. ‘

4 Z.B. A.Fagle u. R, Ferguson: Proc. Roy. Soc. Lond. {A) Bd. 127 (1930)
S. 540; Engineering Bd. 130 (1930) S. 691. Ch. W. Rice: Ind. Engineering
Chem. Bd. 16 (1924) S.460. G.J. Taylor: Proc. Roy. Soc. Lond. (A) Bd. 129
(1930) 8. 25.

5 Prandtl, L.: Physik. Z. Bd. 29 (1928) S. 487.
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(8.4)] und die Impulsleitung nach dem Newtonschen Ansatz [(14)
(8. 140)] berechnet werden.

Der letztere liefert eine Beziehung zwischen der Schubspannung in
der Grenzschicht und dem Druckabfall im Rohr:

dw, d
n(;:)g.zm:—ﬁl;-rzn. (127)

Der Index ,,g“ gilt fiir die Grenze zwischen Grenzschicht und Kern-
stromung. Der Geschwindigkeitsgradient in der Grenzschicht kann
linear angenommen werden (vgl. S. 155):

dw, o
(;: ) =%, (128)
Aus (127) und (128) ergibt sich fiir die Dicke der Grenzschicht
= 2w 2
d= dp - (129)
" dz

Nun mufl gem&B Annahme die ge-
samte, zwischen stromender Fliissig-
keit und Rohrwand ausgetauschte
Warmemenge () mittels Leitung durch
die Grenzschicht beférdert werden.
Dies fithrt auf die Gleichung
Q — lg.iﬁ:ﬂ,g_ﬁ“ﬂ.Zyn
PR )

. —
9 w, dx

(130)

Fir die turbulente Kernstrémung
vereinfachen sich die Gleichungen (115)
und (117) zu

D 1
= ~—Q—gradp (1154a)
D9 1
und TR T (117a)
Damit wird
A % dp
Q= —"0._ (Op — Fy) 5= - (131)
g . B — <H}"’4 _ 1) w, dx
FCpMy g1y

Fiir Pr =1 geht Gleichung (131) in (126) tber.

Als einzige Unbekannte ist jetzt noch w, iibriggeblieben, das ist die
Geschwindigkeit an der Grenze zwischen Grenzschicht und Kernstro-
mung. Natirlich gibt es in Wirklichkeit keine ausgesprochene Grenze,
aber fir die Berechnung mufl man eine annehmen. Prandtl setzt sie
an die Stelle, wo der Geschwindigkeitsgradient der Kernstrémung, der
ja mit wachsender Entfernung von der Rohrachse immer gréfer wird
(vgl.8.161), gerade den Wert des Geschwindigkeitsgefilles der Grenz-
schicht erreicht. Abb. 93 veranschaulicht den Prandtlschen Gedanken,
dessen weiter» Entwicklung hier nur mehr angedeutet werden soll.



200 Warmebewegung in Flussigkeiten.

Das Geschwindigkeitsgefalle in der Grenzschicht erhilt man aus
Gleichung (127) durch Einsetzen einer der bekannten empirischen
Gleichungen (Prandtl verwendet die Blasiussche) fiir den Druck-
abfall dp/dx. Das Geschwindigkeitsgefdlle in der turbulenten Kern-
stromung berechnet Prandtl aus dem Kérménschen 7. Wurzel-
gesetz (vgl. 8. 162); zur Vereinfachung des ziemlich komplizierten Aus-
druckes setzt er dann noch fur wa/ﬁ den konstanten Wert 1,2 ein, und
erhilt so schliefilich

3/a _
Q—0,1243 . 4. B (Or—=Pu)

1o _,,s( _*L>
Pr—l—(/3 Re 1 Pr

(132)

mit C, = 1,74.

Die zahlenmiBige Ubereinstimmung zwischen der Gleichung (132)
und dem Experiment ist noch nicht so, daBl man die Theorie als abge-
schlossen bezeichnen kann. Der Grund diirfte in der Vernachlissigung
der Temperaturabhingigkeit der Stoffwerte sowie in verschiedenen
vereinfachenden Annahmen zu suchen sein. Prandtl schligt deshalb
selbst vor, den Faktor C; in Gleichung (132) empirisch zu bestimmen.
Burbach!® und ten Bosch? haben dies durchgefiihrt, Lorenz? und
Rice* dhnliche Gleichungen mit willkiirlichen Annahmen iiber die
Grenzgeschwindigkeit w, abgeleitet. Latzko® Elids® Schmidt und
Beckmann (siehe S. 184) haben, auf der Grenzschichttheorie fuBlend,
den Wirmeiibergang bei freier Konvektion behandelt.

Die Verbindung von Grenzschicht- und Impulstheorie ist jeden-
falls ganz besonders geeignet, das Ineinandergreifen der bei der Warme-
iibertragung an Flissigkeiten beteiligten Einzelvorginge aufzukliren
und anschaulich zu machen. In diesem Punkte ist sie entschieden der
mehr formalen reinen Ahnlichkeitstheorie, wie sie von NuBelt bevor-
zugt entwickelt wurde, tberlegen.

Auf ganz dhnlichen Vorstellungen wie die Grenzschichttheorie be-
rubt die erstmals von Langmuir? entwickelte, und dann besonders
von Rice® ausgebaute ,,Filmtheorie“. Langmuir untersuchte die
Wirmeabgabe eines erhitzten Drahtes bei freier Konvektion und fand,
dal} sie berechnet werden kann als reine Wirmeleitung durch einen
laminar den Draht umgebenden Film, dessen Dicke nur von dem Durch-

1 Hermann, R., u. Th. Burbach: Stromungswiderstand und Warmeiiber-
gang in Rohren. Leipzig 1930.

* ten Bosch, M.: Z. VDI Bd.75 (1931) S.40; Physik. Z. Bd. 32 (1931)
S. 39. :

% Lorenz, H.: Physik. Z. Bd. 28 (1927) S. 618.

1 Rice, Ch. W.: Ind. Engng. Chem. Bd. 16 (1924) S.460.

5 Latzko, H.: Z. angew. Math. Mech. Bd. 1 (1921) S. 268.

¢ Eli4s, F.: Z. angew. Math. Mech. Bd. 9 (1929) S.434 u. Bd.10 (1930) S.1.

” Langmuir, L.: Physic. Rev. Bd. 34 (1912) S.401. Langmuir erwéhnt in
seiner Arbeit Prandtl nicht; da sie aber zwei Jahre nach der auf S. 196 erwihn-
ten Arbeit von Prandtl und 8 Jahre nach dem ersten Bericht Prandtls tiber die
Grenzschichttheorie erschienen ist, und Langmuir auBlerdem in Géttingen
promoviert hat, ist wohl anzunehmen, daf3 er mindestens durch die Prandtlschen
Gedankenginge angeregt war.

8 Rice, Ch. W.: International Critical Tables. Bd.5 S.234. New York 1929.
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messer des Drahtes und der Art des Gases abhéngt. Die Filmdicke kann
auf Grund von Dimensions- und Ahnlichkeitsbetrachtungen berechnet
werden. Rice gibt z. B.in den International Critical Tables fiir nicht
weniger als 38 Gruppen dhnlicher Vorgéinge die nach dieser Theorie be-
rechneten Konstanten und Funktionen an. Auf die Ableitung, die einige
nicht ganz einleuchtende Annahmen enthélt, kann hier nicht naher ein-
gegangen werden.

6. Beziehungen zwischen Diffusion und Warmeiibergang.

Die Warmebewegung in Fliissigkeiten unterscheidet sich von der in
festen Koérpern dadurch, dafl das Temperaturfeld (Potentialfeld) durch
eine Bewegung des Feldtragers verzerrt wird. Fir Modellversuche auf
Grund des Ahnlichkeitsprinzipes kann man also alle Potentialstrs-
mungen heranziehen, deren Geschwindigkeit von derselben Grifen-
ordnung ist wie die der dariiber gelagerten Strémung. Mit den in Ab-
schnitt 4 aufgezdhlten Beispielen ist die Reihe der Moglichkeiten noch
nicht erschépft; man konnte z. B. daran denken, elektrolytische oder
elektro-osmotische Vorginge zu Modellversuchen heranzuziehen. Prak-
tisch ist dies aber bisher nur mit der Diffusion durchgefithrt worden.

NuBelt! hat wohl als erster eine Beziehung zwischen Wirmeiiber-
gang und Diffusion zum Ausgang einer technischen Berechnung ge-
macht. Er wies namlich nach, daB die Geschwindigkeit der Verbrennung
von Kohle auf einem Rost mit der. Geschwindigkeit zusammenhingt,
mit der der Sauerstoff aus der Verbrennungsluft nach der Verbrennungs-
zone hindiffundiert. Er berechnete dann die diffundierende Sauerstoff-
menge aus dem Wéirmeaustausch zwischen der Kohlenoberfliche und
dem dariiber hinwegstreichenden Gasstrom.

Hier liegt also der seltene Fall vor, dall von dem Wirmeiibergang
auf ein anderes, noch weniger bekanntes Problem geschlossen wird.
Im allgemeinen ist aber der Wérmeiibergang das Ziel und die Diffusion
der Ausgangspunkt der Untersuchung.

Ein besonderer Vorteil der mit Hilfe von Diffusionsvorgiangen an-
gestellten Modellversuche ist der, daf} die Stréomung damit sichtbar ge-
macht und dadurch ein sehr anschauliches Bild des Vorganges ent-
worfen werden kann. Von Thoma? stammt das Verfahren, ein Modell
des warmeabgebenden Kérpers aus porésem Material herzustellen, mit
Salzsaure zu trinken, und als ,,Modell“ der wirmeaufnehmenden
Flissigkeit Ammoniakgas zu verwenden. Wo das Ammoniakgas mit
der Salzsiure zusammentrifft, bilden sich deutlich sichtbare Nebel von
Ammoniumchlorid, wie die in Abb. 94 wiedergegebenen Aufnahmen von
Lohrisch?® zeigen.

Das Verfahren kann aber nicht nur gualitativ zum Sichtbarmachen
der Stréomung, sondern auch zu quantitativen Modellversuchen ver-
wendet werden. Thoma tridnkte zu diesem Zweck die ans FlieBpapier

1 NulBlelt, W.: Z. VDI Bd. 60 (1916) S. 102.
2 Thoma, H.: Hochleistungskessel. Berlin 1921.
3 Lohrisch, W.: Forsch.-Arb. Ing.-Wes. Nr. 322. Berlin 1929.
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bestehende Oberfliche seiner Modelle mit konzentrierter Phosphor-
sdure und bestimmte die absorbierte Ammoniakmenge durch Titration
des nicht neutralisierten S#urerestes.

Die Ableitung der allgemeinen Gleichung ist einfach: Der mathe-
matische Ansatz eines Diffusionsvorganges in einer strémenden Flissig-
keit setzt sich aus der Kontinuitdtsbedingung, der Navier-Stokes-
schen Gleichung und der Diffusionsgleichung

Dz
di
zusammen. Darin ist z die Konzentration und % die Diffusionszahl.
Das Auftriebsglied in der
Navier-Stokesschen Gleichung
lautet:

=k (133)

my T

se(Ger; =), 134

wenn man mit m, und 7,
das mittlere Molekulargewicht
und die Temperatur des Ge-
misches an der Wand, mit m,
und 7', dieselben Grofen in
dem Gas vor Eindringen des
diffundierenden Stoffes und in
groBer Entfernung von dem
wirmeabgebenden Korper be-
zeichnet.

Aus diesem  Gleichungs-
system erhilt man durch Ahn-
lichkeits- oder Dimensionsbe-
trachtungen eine der Glei-
chung (109) analoge Gleichung
fir die der Warmeiibergangs-

Abb. 94, Modell eines Réhrenbiindels im Querstrom zahl entsprechende ,,Verdun-

nach Lohrisch. Die Strémung ist durch Ammonium-

chloridnebel sichitbar gemacht. stungsza.hl“ a0
wl wlog ng l3ggz<m0Tw > l,->
PR e ) 1) s
» ist definiert durch die Gleichung
M = %(2y — 20) - f » (136)

wobei z,, die Konzentration an der Wand, z, diejenige in groBer Ent-
fernung und M die diffundierende Menge ist. AuBer der Reynolds-
schen Zahl tritt also eine der Prandtlschen entsprechende, nur aus
Stoffwerten zusammengesetzte, und eine der Grashofschen ent-
sprechende Kennzahl auf. Beziiglich der Vereinfachung der Gleichung
(135) bei freier bzw. erzwungener Konvektion gilt das fiir Gleichung
(109) Gesagte.
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Bei einem Modellversuch will man im allgemeinen die Wairme-
menge bestimmen, die zwischen einer Fliissigkeit von der Temperatur
Py und einem Kérper von der Oberflichentemperatur ¢,, ausgetauscht
wird. Das Modell habe bei einem der Temperaturdifferenz ¢y — &,
entsprechenden Konzentrationsunterschied zp — z,, die Masse M auf-
genommen. Dann erhdlt man aus (135) und (109) z. B. fur den Fall
erzwungener Konvektion die Beziehung?!

F(w_l@_g g1 0_>

), — 9y ’ A
Q:M'%ég—z L . (137)
F— % 7 ( ey _ﬂ)
N 7 ek

Die vollkommene Ahnlichkeit zwischen dem zu untersuchenden
Vorgang und dem Modell ist aus mehreren Grinden nicht erreichbar:
Beim Wirmeiibergang ist die Strémungsgeschwindigkeit senkrecht zur
Wirmeaustauschfliche in deren unmittelbarer Nahe gleich Null, wéih-
rend sie bei der Diffusion von Null verschieden ist'. Ferner &ndert sich
das Konzentrationsgefélle mit der Zeit, weil die pordse Oberfliche des
Modells Stoffe aus dem Gas aufnimmt. Diese grundsétzlichen Méngel
der Diffusionsversuche miissen je nach den Umsténden berucksichtigt
werden. Wenn man die Temperatur- und Konzentrationsunterschiede
klein macht, wird man diese Ahnlichkeitsdefekte im allgemeinen ver-
nachléssigen durfen. Dagegen ergibt sich aus Gleichung (133) und der
ihr entsprechenden Warmeleitgleichung (116) eine grundlegende Be-
dingung fiir die Ahnlichkeit von Temperatur- und Konzentrations-
feldern, auf die Schmidt? und NuBelt® aufmerksam machen, ndm-
lich die Gleichung
5= 1. (138)
Schmidt berechnet den Wert a/k fiir verschiedene Beispiele und findet,
daB die Gleichung (138) in dem praktisch wichtigsten Fall, der Dif-
fusion von Wasser in Luft, annéhernd erfiillt ist; a/k besitzt hierbei den
Wert 0,9. Das ist deswegen besonders wichtig, weil bei Gultigkeit der
Gleichung (138) aus den Differentialgleichungen der Diffusion und des
Wirmeubergangs die ,,Lewissche Beziehung abgeleitet werden kann,
die lautet:

(139)

o= -,
geocy
Diese Beziehung, die von Lewis? aufgestellt wurde, spielt eine groBe
Rolle bei der Untersuchung der Verdunstung von Wasser in Kiihl-
anlagen, die besonders von Merkel5 durchgefiihrt wurde, und bei der
Bildung von Schwitzwasser.

1 NuBelt, W.: Z. angew. Math. Mech. Bd. 10 (1930) S. 105.
2 Schmidt, E.: Gesundh.-Ing. Bd. 52 (1929) 8. 525.

3 NuBelt, W.: a.a.O.

1 Lewis, W. K.: Mech. Engng. Bd. 44 (1922) S. 445.

5 Merkel, F.: Forsch.-Arb. Ing.-Wes. Nr. 275. Berlin 1925.
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Die Gleichung (138) bildet in formaler Hinsicht eine Analogie zu
der auf S.197 besprochenen Beziehung Pr = 1, auch insofern, als sie
eine Vereinfachung der Rechnung gestattet.

7. Wiirmeiibertragung in Verbindung mit Zustandsinderungen.

Die Probleme der Wirmebewegung in Flissigkeiten sind — all-
gemein betrachtet — um einen Grad schwieriger als die der Wirme-
leitung in festen Korpern, weil sich in Flissigkeiten zwei Vorgiiige
(Wirmestromung und Massenstromung) so iibereinander lagern, daf8
sie sich gegenseitig beeinflussen. Eine weitere Erhohung der Schwierig-
keiten bedeutet es, wenn zu den beiden erwahnten Teilvorgingen als
dritter noch eine Zustandsinderung hinzukommt.

Obwohl die Erzeugung und Kondensation von Dampf die Grund-
lage unserer ganzen Technik bildet, wissen wir noch recht wenig iiber
den Verdampfungs- und Kondensationsvorgang. Erst in neuester Zeit
haben die im folgenden erwihnten Untersuchungen von Jakob und
seinen Mitarbeitern grundlegende Fragen geklirt. Aber auch, wo ge-
sicherte Grundlagen fehlten, hat schon manchmal die geniale Intuition
eines Forschers eine richtige Theorie auf einer gliicklich gewihlten An-
nahme aufgebaut. Ein Beispiel dafiir ist die Theorie der Oberflichen-
kondensation des Wasserdampfes von NuBelt, die wir nun behandeln
wollen.

Grundsitzlich sei vorher noch bemerkt, daf bei sehr langsam ver-
laufenden Zustandsdnderungen, wie- Verdunsten, Trocknen, Bildung
von Schwitzwasser, die Diffusion des dampfférmigen Stoffes nach der
Oberfliche der Fliissigkeit hin oder von ihr weg den Ablauf des Vor-
ganges bestimmt, die eigentliche Zustandsinderung demgegeniiber zu-
riicktritt. Deshalb wurden diese Vorgidnge im Abschnitt ,,Diffusion‘
(S. 201ff.) erwihnt. Im folgenden ist immer vorausgesetzt, dal die mit
der Zustandsinderung verbundene Voluménderung so starke Stro-
mungen erzeugt, dafl demgegeniiber die Diffusion zuriicktritt.

a) Der Wirmeiibergang bei der Kondensation. Es soll zundchst an
Hand der NuBeltschen Theorie das ihr zugrunde liegende Bild ent-
wickelt werden. Die Kritik der Theorie fithrt dann ohne weiteres zu den
notwendigen Erginzungen oder Abdnderungen dieses Bildes.

NuBlelt! macht die entscheidende Annahme, dafl das Kondensat
an der Kithlfliche in Form einer zusammenhingenden Wasserhaut ent-
steht. Dann setzt er voraus, dafl die dem Dampf zugekehrte Ober-
fliche der Wasserhaut die dem jeweiligen Dampfdruck entsprechende
Sattigungstemperatur &, besitzt. Die durch die Kondensation frei
werdende Wirmemenge ¢ muf dann infolge der Temperaturdifferenz
#, — &, (¥, = Temperatur der Kithlwand) durch die Wasserhaut be-
férdert werden. Daraus ergibt sich fiir die Dicke 6 der Wasserhaut, da

1 NuBelt, W.: Z. VDI Bd. 60 (1916) S.54]. In den Gleichungen (140) bis
(155) ist in Ubereinstimmung mit der NuBeltschen Arbeit das m-s-kg-System
zu Grunde gelegt.
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deren Strémung laminar angenommen werden darf, die Gleichung

By — Dy

q:Z 8

(140)

Mit der Verdampfungswirme r erhdlt man daraus die anfallende

Kondensatmenge G zu

’ ﬂs - ﬂw
0

¢ =1 . (141)
7

Streng genommen miifite man aufler der Verdampfungswirme auch
die dem Kondensat entzogene Flissigkeitswirme beriicksichtigen, doch
kann diese meist gegen die Verdampfungswirme vernachlissigt werden.

Weitere Aussagen iiber die Dicke der Wasserhaut erhilt Nufielt
durch eine Untersuchung ihrer Strémung. Die Kiihlfliche werde als
senkrechte ebene Wand angenommen. Die z-Achse verlaufe in der
Wandoberfliche senkrecht nach abwérts, die y-Achse stehe senkrecht
zur Wand. Der Newtonsche Ansatz (vgl. S. 140) ergibt fiir die Wasser-
haut:

dw,

v =i, (142)

Die Anderung der Schubspannung in Richtung der y-Achse mufi dem
Gewicht der Flussigkeitsschicht von der Dicke dy das Gleichgewicht
halten (y = spezifisches Gewicht):

dt=ydy. (143)
Aus (142) und (143) folgt
Bw, oy
dyr " (144)

Die Integration ergibt
wy =34+ Cry + Cs. (145)

Da die Fliissigkeit an der Wand haftet, muf} w, fiir y = 0 zu Null werden,
folglich auch C, = 0 sein. Die Integrationskonstante C; erhilt man aus
der Oberflachenbedingung fiir y = §. Bei der Xondensation ruhenden
. dw, _
Dampfes ist (W)y:d_— 0
Daraus folgt

q:%ﬁ
und damit fiir ruhenden Dampf
' Y
=0y — Z, 146
wy= Loy — 3y (146)

Die mittlere Geschwindigkeit w ist
s
—~ 1 _ Y s
w=-clw,dy = 30 6. (147)
0
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Damit wird die durch einen Querschnitt der Wasserhaut an der Stelle x
strémende Wassermenge

v o= 2 5. (148)
37
Durch eine um dx tiefer liegende Querschnittsebene strémt
‘ 2
d(8%) =%62-d6 (148a)

mehr Wasser hindurch. Diese Zunahme muB durch Kondensation ge-
deckt werden; dafiir erhalt man aus Glei-
chung (141):

i¢ =2 %= go (149)

AV =B g %252-116 (150)

und deren Integration:

7')}2 5

X =
Die Integrationskonstante C wird zu Null durch
die Bedingung, daB durch die Ebene x = 0 (An-
fang der Kiihlwand) kein Kondensat strémt. Da-
mit erhilt man fiir die Stirke der Wasserhaut:

S = !/M . (152)

Abb. 95 zeigt nach dieser Formel die Dicke
der Wasserhaut als Funktion von z. Uber den
gestrichelt eingezeichneten Querschnitten ist die
Geschwindigkeitskomponente w, nach Gleichung
(146) aufgetragen.

Setzt man § aus (152} in Gleichung (140) ein,

so erhilt man den Wirmestrom durch die Kithlwand an der Stelle z:

AR (9, — O, )
= ‘/ inz (153)
und fur
. q
o = — (154)
die Gleichung
F - T
VO
“““hnx(m—a)' (155)
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Die auf der ganzen Fliche von der Hohe A und Breite 1 ausgetauschte
Wirmemenge ist

4 PRI (G — D)
=5 gy (153a)

Fiir iiberhitzten Dampf von der Temperatur ¢, gelten alle Glei-
chungen unveréndert, wenn man an Stelle der Verdampfungswirme r
den Unterschied des Warmeinhaltes ¢;, — ¢x zwischen den Grenzen ¥x
und ; einsetzt, wobei ¥z die mittlere Temperatur des ablaufenden
Kondensates ist!. Fir die Kondensation strémenden Dampfes hat
NuBelt seine Theorie noch durch Beriicksichtigung der vom Dampf-
strom auf die Wasserhaut iibertragenen Schubspannung und der da-
durch bewirkten Erh6hung der Geschwindigkeit w, erweitert.

Aus der NuBeltschen Theorie geht nach Gleichung (153a) hervor?,
daB der Wirmelibergang bei der Kondensation von Heilldampf besser
sein mul} als bei Sattdampf, da (¢p — ¢x) > r. Versuche von Jakob,
Erk und Eck?® haben ergeben, daB diese Folgerung bei stromendem
Dampf im allgemeinen zutrifft, wenn auch die Uberlegenheit von Heil3-
dampf nicht grof ist, und unter Umstanden das Verhiltnis sich sogar
umkehren kann. In starkem Widerspruch dazu steht die Erfahrung
der Praxis, dall Kocher und ahnliche Warmeaustauscher mit Heil3-
dampf bedeutend schlechter arbeiten als mit Sattdampf. Diese Er-
fahrung, die durch neuere noch unveréffentlichte Versuche von Récke?
bestdtigt wurde, scheint darauf hinzuweisen, daf} ein grundsatzlicher
Unterschied zwischen der Kondensation von Heill- und Sattdampf
und zwischen der Kondensation von stark strémendem und ruhendem
Dampf besteht.

Bei Sattdampf geniigt eine ganz geringe Unterkithlung des Dampfes,
um spontan die Kondensation zu bewirken, wihrend bei Heildampf
anscheinend eine viel stirkere Unterkiihlung notwendig ist. Bosnja-
kovic? hat dies dadurch zu erkliren versucht, dafl er annahm, der
Dampf miisse erst eine gewisse Molekiildichte erreichen, bevor er kon-
densieren koénne. Diese kritische Dichte besitzt Sattdampf, wihrend
HeiBldampf sie erst bei erheblicher Unterkithlung gewinnt. Man miilte
dann annehmen, dal} bei ruhendem Dampf die Oberfliche der Wasser-
haut eine niedrigere als die Sattigungstemperatur besitzt. Damit
wiirde natiirlich auch die NuBeltsche Theorie schlechteren Wirme-
iibergang als bei Sattdampf ergeben. Dabei ist stets luftfreier Dampf
vorausgesetzt Ein auch nur geringer Luftgehalt verdndert die Ver-
héltnisse bei ruhendem Dampf sehr stark, da die Luft sich an der
Oberfliche des Kondensats allmahlich anreichert.

1 Die Warmeiibergangszahl o definiert man jedoch auch bei Heidampf zweck-
mafig durch Gleichung (154), da man sonst bei &, = ¢, unmégliche Werte fiir o
erhalt.

% Stender, W.: Z. VDI Bd. 69 (1925) S.905; Warme Bd. 48 (1925) S. 485.

3 Jakob, M., 8. Erk u. H. Eck: Forschung Bd. 3 (1932) 8. 161 und frithere
dort zitierte Arbeiten.

4 Vgl. Z. VDI, Bd. 76 (1932) S. 897.

® Bosnjakovic, F.: Forschung Bd. 3 (1932) 8. 135; vgl. a. M. Jakob, Z.
VDI Bd. 76 (1932) S. 1161.
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Bei den erwahnten Versuchen von Jakob und seinen Mitarbeitern
handelte es sich um die Kondensation in einem Rohr bei Strémungs-
geschwindigkeiten des Dampfes von 20 bis 100 m/sek. Die starke
turbulente Mischbewegung verwischt naturlich ohne weiteres das
Dichtegefille, das nach der angefiihrten Vermutung bei HeiBdampf
vorhanden sein kénnte. Die Versuche haben daher die NuBeltsche

Theorie im grofen und ganzen recht gut bestitigt, wie Abb. 96 zeigt.
Die noch vorhandenen Unterschiede zwischen Theorie und Versuch
konnen auch den Mingeln der Versuchsanordnung zugeschoben werden.

Man kénnte aber auch annehmen, daB die grundlegende Vorstellung
NuBelts iber die Bildung einer Wasserhaut auf ruhenden Dampf
hicht zutrifft, daf ruhender Dampf vielmehr in Tropfen konden-
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siert, und somit die ganze
NuBeltsche Theorie nur fiir
strdmenden Dampf gilt. Die
oben erwidhnten Versuche von
Rcke weisen in dieser Rich-
tung, da sie Tropfenkonden-
sation bei ruhendem oder
langsam stromendem Dampf
ergeben haben.

Ein besonders auffallendes
Ergebnis der Kondensations-
versuche sei hier kurz er-
wahnt, das die grofe Be-
deutung von Messungen der
Temperatur- und Geschwin-
digkeitsfelder belegt, auf die
schon mehrfach hingewiesen
wurde. Es konnte namlich be-
obachtet werden, daf} die Ab-
kithlung des Dampfstromes in
der Achse um so gréBer war,
je schwicher die Rohrwand
gekiihlt wurde. Dieser im
ersten Augenblick paradox er-
scheinende Vorgang kann an
Hand der in Abb. 97 und 98
wiedergegebenen Temperatur-
und Geschwindigkeitsprofile
folgendermaflen erklart wer-
den: Eine Abkiihlung des
Dampfes im Stromkern kann
(auBer durch Expansion) nur
dadurch zustande kommen,
daB heile Molekiile aus dem
Kern mit kilteren aus der
Randzone in Beriithrung kom-
men und dann abgekiihlt
wieder in den Kern zuriick-
fliegen. Kithlt man aber die
Wand so stark, daB alle nach
aullen gelangenden Molekiile
dort durch Kondensation fest-
gehalten werden, dann kann
sich der Kern nicht abkiihlen.

Im allgemeinen wird die
NuBeltsche Annahme, da3 das
Kondensat eine zusammen-
héngende Wasserhaut bildet,

Grober-Erk, Wirmelibertragung, 2. Aufl.
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zutreffen. Unter bestimmten Bedingungen kann das Kondensat aber auch
in Tropfenform entstehen. Schmidt, Schurig und Sellschopp* unter-
suchten diesen Vorgang und fanden dabei fiir den Warmetbergang Werte,
die das Mehrfache der bei Filmkondensation beobachteten betrugen.

b) Der Wirmeiibergang heim Verdampfen. Erst in allerjiingster Zeit
wurden von Jakob und Fritz? systematische Versuche zur Auf-
Klarung der Entstehung von Dampf in Blasenform angestellt, deren
wichtigste Ergebnisse hier kurz mitgeteilt seien.

Es ergab sich, daf} die Flissigkeit (Wasser), aus der sich der Dampf
entwickelt, eine hhere Temperatur besitzt als der aus ihr entweichende
Dampf. Dariiber hinaus wurde im Wasser eine Temperatursteigerung
in unmittelbarer Nahe der Heizfliche beobachtet. Die Heizfliche selbst
ist stets wirmer als die Flissigkeit in einiger Entfernung.

Die Dampfblasen entstehen nur an besonders ausgezeichneten
Stellen (kleinsten Vertiefungen, Ritzen oder &hnlichen mit bloBem
Auge nicht erkennbaren Unebenheiten); an glatten Flichen entwickelt
sich der Dampf an ganz vereinzelten Stellen (Keimstellen), wihrend sich
bei rauhen Flichen viele Blasenkeimstellen ausbilden. Die Beschaffen-
heit der Heizfliche beeinfluflt auch die GréBe des Temperaturunter-
schiedes zwischen Dampf und Flissigkeit, sowie den Temperatur-
anstieg des Wassers unmittelbar an der Heizfliche, wihrend die Uber-
temperatur der Heizplatte und damit die GréBe des Wirmeiiberganges
nur von der Heizflichenbelastung abhingt.

Theoretisch hat Bosnjakovic3® die Verdampfung, besonders die
Uberhitzung des entstehenden Dampfes untersucht, doch kann hier
nur darauf verwiesen werden. Die Forschung steckt gerade auf diesem
Gebiet noch so sehr in den ersten Anfingen, daB nur die auffalligsten
Beobachtungen erwihnt werden konnten, die erst Probleme der nichsten
Untersuchungen bilden werden.

E. Wirmeleitung in verdiinnten Gasen.

In dem MaBe, wie der Druck eines Gases sinkt, nimmt die mittlere

freie Weglidnge 7 der Molekiile zu. Sobald nun I dieselbe GroBenord-
nung? erreicht, die der Abstand der warmeaustauschenden Oberflichen
besitzt, gelten nicht mehr die Gesetze der Wiarmeleitung, weil der
lineare Temperaturabfall in der wirmeleitenden Substanz gestért
wird. Dieser kommt ja (wenn wir die Anschauungen der kinetischen
Gastheorie zu Hilfe nehmen) dadurch zustande, daB der UberschuBl
an kinetischer Energie der Molekiile von der warmeren Begrenzungs-
fliche durch unzihlige, einander gleichwertige Zusammenstofe an die

1 Schmidt, E., W. Schurig u. W. Sellschopp: Techn. Mech. Thermodyn.
Bd. 1 (1930) S. 53.

* Jakob, M., u. W. Fritz: Forschung Bd. 2 (1931) 8. 435, vgl. a. M. Jakob:
Z. VDI Bd. 76 (1932) S. 1161.

3 Bosnjakovic, F.: Techn. Mech. Thermodyn. Bd. 1 (1930) S. 358.

* Zur Orientierung mogen folgende Zahlen dienen: mittlere freie Weglinge
von Wasserstoff bei 0°C und 760 mm Q.-S.: 186 - 10 mm; bei & mm Q.-S.:
141 mm. Fiir Stickstoff sind die entsprechenden Zahlen 96 - 10-® mm bzw. 73 mm.
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kaltere Begrenzungsfliche abgegeben wird (vgl. S. 196). Wenn aber
die Wahrscheinlichkeit, dafl ein Molekiil unmittelbar von der warmen
zur kalten Begrenzungsfliche fliegt, ein gewisses MaB iibersteigt, dann
tritt damit eine neue Art von Molekiilst6Ben auf.

Betrachten wir zunéchst den einfacheren Fall sehr niedrigen Druckes
wo nur die anormale StoBart vorkommt, also alle Molekiile eines zwi-
schen zwei ebenen, parallelen, seitlich unbegrenzten Flichen W, und
W, eingeschlossenen Gases unmittelbar von W, zu W, fliegen. Die freie

Weglinge [, die in diesem Fall natiirlich nur mehr als RechengriBe
einen Sinn hat, ist also sehr viel groBer als der Plattenabstand. Dann
gilt fiir den Wirmeaustausch unter der Voraussetzung, daf die Molekiile
beim Anprall an die Wand jeweils deren Temperatur 7', bzw. T, an-
nehmen, die Gleichung?!:

0=2p)/38 @, — 1), (s0)

worin p der Druck, 7' die mittlere Tempe-
ratur, M das Molekulargewicht des Gases,
R die Gaskonstante bedeutet.

Wie man sieht, kommt der Abstand d
der beiden Flichen in Gleichung (156)
gar nicht mehr vor. Fir die Einschaltung
von Zwischenwinden gilt daher die Glei-
chung (43) von Teil IIT (8. 235).

Schwieriger zu behandeln ist der Fall )
eines nur so weit verdiinnten Gases, da A" 9  Temperaturverteilung in
die freie Weglinge von gleicher GroBen- 4= Abstand dor Wande Wsund W,
ordnung ist wie der Plattenabstand, daBl = Gleitungskoetfizient. =
also ein Teil der Molekiile unmittelbar von
W, zu W, fliegt, ein anderer Teil ZusammenstéBe im Inneren des Gages
erleidet. Der Temperaturverlauf im Gas entspricht dann etwa der aus-
gezogenen Kurve 4 BCD in Abb. 99. Man kann die Wirmeleitung dann
durch Einfithrung eines ,,Gleitungskoeffizienten®* (£ A bzw. DF in
Abb. 99) so berechnen, als ob in einer Gasschicht von der Dicke d 4 2 das
iminneren, ungestorten Teil der Gasschicht wirklich vorhandene Temrpera-
turgefille dT'|dy = %—_—:—2% bestinde. Der Gleitungskoeffizient ist dem
Gasdruck umgekehrt proportional, auferdem von der Gasart abhiingig.

In Wirklichkeit werden die Verh#ltnisse dadurch noch uniiber-
sichtlicher, daB nicht alle Molekiile beim Auftreffen auf die Wand
deren Temperatur annehmen. Diesem Umstand sucht man durch Ein-
fihrung eines ,,Akkomodationskoeffizienten Rechnung zu tragen.
Niheres hieriiber findet man in den einschligigen Abhandlungen iiber
kinetische Gastheorie®.

' Ableitung s. z. B. G. Jager: Die kinetische Theorie der Gase und Fliissig-
keiten in Geiger-Scheel: Handb. d. Physik Bd. 9 Berlin 1926 oder K.F.
Herzfeld: Kinetische Theorie der Warme in Miiller-Pouillets Lehrb. d. Physik.
Bd. 3/2, Braunschweig 1925.

* Die Bezeichnung ist der Strémungslehre entnommen.

14%



Dritter Teil.

Die Wirmestrahlung.
Von 8. Erk.

A. Einfithrung.
1. Warmestrahlung als Schwingungsvorgang.

Zwischen den im 1. und 2. Teil behandelten Wirmeleitungs-
problemen und der Wérmestrahlung bestehen grundsiitzliche Unter-
schiede. Der durch Leitung zustande kommende WirmefluBB kann in
festen, flissigen und gasférmigen Stoffen stets als ein Vektor dar-
gestellt werden, der mit dem Temperaturfeld durch den Temperatur-
gradienten verbunden ist. Dieser ist (sofern er nicht gleich Null ist)
iberall endlich; das Temperaturfeld dndert sich immer stetig, auch
wenn die Wiarme von einem Tréger (z. B. einem festen Kérper) an einen
anderen Triger (etwa eine Fliissigkeit) abgegeben wird. Immer tritt die
Wirme als die gleiche Energieform auf, als kinetische Energie der Molekiile.

Dagegen ist die an einem Ort vorhandene Wérmestrahlung ganz
unabhéngig von der Temperatur des an dem betreffenden Ort vor-
handenen Stoffes. Dies zeigt z. B. deutlich der Vorgang, von dem die
ganze Erde lebt, die Ubermittlung der Wirme von der Sonne zur Erde.
Wir wissen, dafl die Oberfliche der Sonne etwa 58000 hei3 ist, und der
Erde jahrlich etwa 134-10%° keal zustrahlt. Der Weltraum zwischen
Sonne und Erde hat aber die Temperatur des absoluten Nullpunktes.

Wir betrachten die Wiarmestrahlen als elektromagnetische Wellen,
die von dem strahlenden Korper ausgesandt werden, sich geradlinig
fortpflanzen und beim Auftreffen auf Materie wieder in Warme zuriick-
verwandelt werden. Damit ist natiirlich das Wesen der Strahlung
keineswegs erklart, aber doch die Grundlage zu einer Theorie gegeben,
die die Warmestrahlung in Zusammenhang mit anderen Strahlungs-
vorgingen gebracht hat, und die innerhalb der Physik eine besonders
groBartige Losung der Aufgabe darstellt, die das Ziel aller Wissenschaft
sein muf: Zusammenfassung der Vielheit der Erscheinungen unter
einem einheitlichen Gedanken.

Die als Wirmestrahlung auftretenden Schwingungen unterscheiden
sich von anderen Strahlen nur durch ihre Wellenlinge; diese ist fiiv
die Wirkung mafBigebend, die eine Strahlung beim Auftreffen auf Materie
hervorbringt. Nach dem gegenwértigen Stand unserer Kenntnisse gilt
etwa die in Zahlentafel 16 wiedergegebene Einteilung der verschiedenen
Strahlungsarten.
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Zahlentafel 16. Einteilung der elektromagnetischen Schwingungen.

Wellenlinge™®

Bezeichnung der Strahlung

0,05 uu (geschatzt)
0,5 pp bis 10 pu
1 pp bis 20 mp
20 mu bis 0,4

Hohenstrahlung (Weltraumstrahlung)
Gamma-Strahlung
Rontgen-Strahlung

ultraviolette Strahlung

sichtbare Strahlung

04ubis 0,8, . . . . . . . . ...
084 bis 04mm . . . . . . .. ..
0,1 mm bis x km

Warmestrahlung
elektrische Wellen

# 1 g==10"3mm; 1 my = 10-° mm (= 10 Angstrom-Einheiten); 1 pp == 10-* mm.

Die folgenden Kapitel sollen keine zusammenhingende Darstellung
der Warmestrahlung geben, da diese Aufgabe allein ein Buch fiir sich
beanspruchen wiirde und auBlerdem schon hinreichend behandelt istt.
Hier werden nur die grundlegenden Begriffe und GesetzmiBigkeiten
besprochen, soweit sie fiir das Verstindnis der Warmeiibertragung not-
wendig sind.

2. Grundlegende Begriffe.

a) Reflexion. Wenn eine Strahlung auf einen Korper trifft, so dringt
ein Teil davon in ihn ein, der Rest wird von der Oberfliche ,,reflektiert,
d. h. wieder in den Raum zuriickgesandt. Die Strahlung kann entweder
,.spiegelnd‘‘ reflektiert werden, oder ,,diffus“. Der gespiegelt reflektierte
Strahl verldfit die spiegelnde Oberfliche wieder als scharf abgegrenzter
Strahl, und zwar unter demselben Winkel gegen die Flichennormale,
mit dem er die Oberfliche getroffen hat. Eine diffus reflektierende
Flache verwandelt den einfallenden Strahl in ein gleichmiBig iiber
den ganzen Raum verteiltes Strahlenbiindel. Spiegelnde Flichen nennt
man ,,blank®, diffus reflektierende ,matt. Bei Metallflichen hat
,,blank* auBerdem noch die Bedeutung ,frei von Oxydschichten oder
sonstigen Verunreinigungen‘‘.

b) Absorption und Durehliissigkeit. Der in den Korper eindringende
Teil der Strahlung kann diesen entweder unverandert durchlaufen (der
Korper ist ,,diatherman®, durchlissig fiir Wiarmestrahlen) oder er kann
»,absorbiert, d.h. in eine andere Energieform, meistens Wirme ver-
wandelt werden (der Koérper ist ,,atherman‘). Absorption und Durch-
lassigkeit hingen von dem Stoff, aus dem der Kérper besteht, von
seiner Form und von der Wellenlinge der Strahlung ab. So sind z. B.
die elektrischen Leiter im allgemeinen undurchlissig fir alle Arten von

1 In erster Linie ist das klassische Werk ,,Vorlesungen iiber die Theorie der
Warmestrahlung® von M. Planck, Leipzig 1923 zu nennen, ferner vom gleichen
Verfasser: ,,Einfiihrung in die Theorie der Warme* (5. Band der ,,Einfithrung in
die theoretische Physik), Leipzig 1930; dann u. a. die einschligigen Beitrage in
Band 20 und 21 des Handbuches der Physik, herausgegeben von H. Geiger
und K. Scheel, Berlin 1928 und 1929, in Band 9/1 des Handbuches der Ex-
perimentalphysik, herausgegeben von W.Wien u. F. Harms, Leipzig 1929, in
Band 2/2/1 von Miiller-Pouillets Lehrbuch der Physik, Braunschweig 1929,
in Band 2 des Handbuches der physikalischen Optik, herausgegeben von E.
Gehrke, Leipzig 1927.
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Strahlung, aber ,harte’, d.h. kurzwellige Réntgenstrahlen durch-
dringen noch mehrere Zentimeter dicke Metallplatten. Andererseits
kann man Metallfolien so diinn herstellen, daf sie durchsichtig, d.h.
far Lichtstrahlen durchlissig werden. Normales Glas ist fur Licht-
strahlen durchldssig, fiir ultraviolette Strahlen aber nicht.

Der Begriff ,,durchlissig® gilt ibrigens mit der Einschrinkung, daf
es keine vollkommen durchlidssigen Stoffe gibt. Z. B. ist Wasser in
diinner Schicht durchsichtig, aber den Boden tiefer Meere erreicht
doch kein Lichtstrahl. '

Der Betrag der absorbierten Energie ist abhingig von dem Weg,
den die Strahlung in dem absorbierenden Medium zuriicklegt, und
zwar ist er dem Wegelement proportional. Den Proportionalitétsfaktor,
den wir mit  bezeichnen, nennt man ,,Absorptionskoeffizient“. AuBer-
dem ist die absorbierte Energie noch proportional der Intensitat! der
einfallenden Strahlung. Bezeichnen wir diese mit Jj, ihre Abnahme
auf der Strecke dx mit dJ;, so erhalten wir die einfache Beziehung

dd; = -—6;."J;.'d.’13. (1)

Der Index ; bedeutet, dafi die Gleichung (1) nur fiir eine bestimmte
Wellenlinge (monochromatische Strahlung) gilt. Der Absorptions-
koeffizient §; ist némlich nicht nur von dem absorbierenden Medium,
sondern auch von der Wellenlinge abhangig.

Unter der Voraussetzung, dafl d; von J und x unabhéngig ist, kann
man Gleichung (1) in den Grenzen & = 0 bis = s integrieren und er-

hiilt: —8-8s=Ind, —InC. (2)

Die Integrationskonstante ist die Intensitit J; o der durch die
Oberflache (x = 0) in den Korper eintretenden Strahlung. Damit wird
die Intensitit in der Entfernung s von der Oberfliche

Jy= J;,,o~e“"1‘s. (3)

Eine Schicht von der in Richtung des Strahles gemessenen Dicke s
absorbiert demgemifl den Energiebetrag:

J = Jy0— o007 % 5= J; o (1 — %), (4)

wahrend die durchgelassene Energie D direkt durch Gleichung (3)
gegeben ist.

¢) Emission. Wir haben bisher die Veridnderungen besprochen, die
ein Strahl erleidet, wenn er auf einen Kdrper trifft, ohne uns darum zu
kiimmern, woher der Strahl kommt. Dies wollen wir jetzt nachholen,
indem wir die ,,Emission® eines Flichenelementes betrachten.

Zunidchst ist festzustellen, daB eine Strahlung grundsdtzlich nur
von einer endlichen Masse, also von einem Raum ausgehen kann. Wir
wollen uns aber nicht um das Innere dieses Raumes kiimmern, sondern
ein Element seiner Oberfliche herausgreifen und die Strahlung bestim-
men, die durch dieses Element hindurchtritt und von ihm aus sich in
den AuBlenraum verteilt.

1 8.8.218.
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Sei df (Abb. 100) ein vollkommen diffus strahlendes Flichenelement.
Die in der Zeiteinheit von df ausgestrahlte Energiemenge d E ist pro-
portional dem cos des Winkels ¢ zwischen der Flachennormalen OA
und der Achse des Strahles OB. Man sieht dies leicht ein, wenn man
bedenkt, da die GroBe, in der das Flichenelement vom Punkte B aus
gesehen wird, gleich df-cos ¢ ist, und eine homogene diffuse Strahlung
proportional der ,.sichtbaren Gréfe der strahlenden Fliche ist. Damit
ist das ,,Lambertsche Richtungs-
gesetz‘‘ ausgesprochen, das uns
spéter (S.227) noch beschéftigen
wird.

Weiterhin ist d E proportional
der Offnung des Raumwinkels d
und der ,spektralen Energie*
des betrachteten Strahles. Diese
Grofe, die durch das Plancksche
Gesetz (s. S.217) bestimmt ist,
setzen wir zunichst gleich dem
Produkt aus der ,spektralen
Intensitiat® J; , in Richtung der Flichennormalen (Definition s. S. 218)
und. einem sehr kleinen, aber endlichen Wellenlingenbereich dA. Damit

erhalten wir fir d¥ in dem Wellenlingenbereich 1 — %i bis A + %i
die Gleichung dBy = J; - dA-cosp-dQ - df. (5)

Will man nun die gesamte, von df im Wellenliingenbereich d aus-
gestrahlte  Energiemenge
berechnen, so mufl man
Gleichung (5) fir die ganze,
itber der Ebene von df
liegende Halbkugel inte-
grieren. Zu diesem Zweck
mufl man zunichst den
Raumwinkel d £ in Polar-
koordinaten ausdriicken.

Wennman einen ebenen
Winkel o im absoluten Ma@
messen will, so schligt man suwp.101. Berechnung des zn df gehorigen Raumwinkels.
ww seine Spitze einen Kreis
mit dem Radius 7 und mifit den Bogen s, den der Winkel aus diesem
Kreis ausschneidet. Der Winkel o ist dann durch den Quotienten s/r,
ein unendlich kleiner Winkel do durch ds/r bestimmt.

In ganz dhnlicher Weise werden Raumwinkel gemessen. Man legt
um die Spitze O des Kegels (Abb. 101) eine Kugel mit dem Radius r
und bestimmt die Flache f, die aus der Kugeloberfldche ausgeschnitten
wird. Es ergibt sich dann, analog dem ebenen Winkel:

f df

Raumwinke! 0 = el oder Raumwinkel dQ2 = 2
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Bezeichnet in Kugelkoordinaten ¢ die geographische Lénge und
@ den Polabstand, also 90° minus geographische Breite, so ist durch
die Richtungen %, 9 + dy und @, ¢ + d@ ein unendlich kleiner Raum-
winkel d Q festgelegt, der auf der Kugel mit dem Radius 7 ein kleines
Rechteck df ausschneidet. Die eine Seite dieses Rechteckes ist r-dg,
die andere ist g-dy = r-sin p-dy (vgl. Abb. 101).

Der Raumwinke] ist dann

d .
szlT—g=51n<p-d<p-dw. (6)

Setzt man Gleichung (6) in (5) ein, so erhilt man

dB;=J; ,dA-df -dy-singcos pde. (7)
Die Integration ergibt
p=27 p=x
E,=J, ,dAdf f dy- singcos pde, (8)
=0 =0
=7Z°J;.,,ndldf:7t'E;.,ndf. (9)

Diese Gleichung besagt, daBl die gesamte, in den Halbraum ausgesandte
Energie das z-fache der in Richtung der Flichennormale in den Ein-

0
heitswinkel (Raumwinkel Q = —1—%0—) ausgestrahlten Energie ist, wie

aus einem Vergleich mit Gleichung (6) ohne weiteres hervorgeht. Diese
Beziehung ist wichtig fiir die Ausfilhrung von Strahlungsmessungen.
Die Bestimmung des Winkels entfillt dabei meistens, da man fast stets
das MeBgerit (Bolometer, Thermosgule) mit einem schwarzen Koérper
bei unveranderter Winkeloffnung vergleicht.

Der Index ; bedeutet, daf es sich um ,,einfarbige’ (monochroma-
tische) Strahlung innerhalb des von A + % bisA — %ﬁi sich erstreckenden
Wellenlingenbereiches handelt. Die Integration iiber einen bestimmten
Spektralbereich kann man erst ausfithren, wenn man das Gesetz kennt,
nach dem J; von A abhéngt.

d) Polarisation. Die Wirmestrahlen sind wie alle elektromagneti-
schen Schwingungen Transversalwellen, d. h. sie schwingen in einer
den Strahl enthaltenden Ebene senkrecht zur Fortpflanzungsrichtung
des Strahls. Im allgemeinen ist keine von den unendlich vielen
Ebenen, die man durch einen Strahl legen kann, bevorzugt, in
einem Strahlenbiindel sind alle Schwingungsebenen im steten Wechsel
gleichmiBig vertreten; man nennt die Strahlung dann ,,unpolarisiert®.
In besonderen Fillen (Reflexion unter einem bestimmten Winkel,
Brechung durch Kristalle) kann aber auch eine ausgezeichnete Schwin-
gungsebene bevorzugt werden; man nennt eine solche Strahlung ,,po-
larisiert*. Die von blanken Metallflichen ausgehende Wirmestrahlung
ist stark polarisiert.
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B. Die Strahlung des schwarzen Korpers.

1. Das Plancksche Strahlungsgesetz.

Wiahrend die Ausfilhrungen des vorhergehenden Abschnittes all-
gemeine Geltung haben, wollen wir uns von jetzt ab nur mehr mit
»Llemperaturstrahlern® beschéftigen. Als solche bezeichnet man Kor-
per, deren Strahlung ausschlieflich durch ihre Temperatur bedingt ist.
Ausgeschlossen ist also z. B. die Strahlung phosphoreszierender Korper
(Chemiluminiszenz).

Zunichst interessiert uns die Frage, in welcher Weise die ausgesandte
Energie von der Temperatur des Strahlers abhéngt. Dabei nimmt unter
allen moglichen Strahlern derjenige eine besondere Stellung ein, der
bei einer bestimmten Temperatur die grofitmésgliche Energiemenge aus-
sendet. Man nennt einen solchen Strahler ,,schwarzen Korper®, weil er
durch eine beruBite, matte Fliche
hinreichend angenihert darge-
stellt werden kann. Daraus er-
geben sich gleich weitere Kenn-
zeichen des schwarzen Korpers:
er absorbiert alle aufihn treffende
Strahlung, reflektiert also nichts.

Die von einem schwarzen Kor-
per ausgestrablte Energie ist
durch seine Temperatur eindeutig
festgelegt. Sie verteilt sich aber
nicht gleichméBig auf alle Wellen-
langen, sondern die Intensitit J;,
ist als Funktion der Wellenlinge /,
durch das Plancksche Strahlungs-
gesetz gegeben. Es lautet:

A5
J;_= Gl-'cz

ST __ 1

(10)

J;, hat im technischen Mafsystem
die Dimension [keal-m—2-h~1]; entsprechend mufl man 2 in m einsetzen.
Die Konstanten haben nach den neuesten Messungen die Werte®

¢; = 0,317 - 10715 [keal - m? - h—1]
= 0,881 - 1012 [cal - cm? - s71]
= 3,69 -10712[Watt-cm?],
o = 0,0143 [m - Grad] == 1,43 [em - Grad].
Abb. 102 gibt die Verteilung der Intensitit nach dem Planckschen
1 Die fiir ¢, hiufig in der Literatur angegebenen Werte 50,4 - 10-%[keal « m? - h-%]
bzw. 0,140 - 10-1%[cal - em? - s~1] bzw. 5,88 - 10~13[Watt - cm?] beziehen sich auf
polarisierte Strahlung senkrecht zur strahlenden Fliche. Da man aber praktisch

stets mit der unpolarisierten Strahlung des Halbraumes rechnet, verwenden wir
die oben angegebenen 2 w-fachen Werte.
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Gesetz wieder. Die eingezeichneten Isothermen zeigen, daB die Intensi-
tit der Strahlung vom Wert Null bei ganz kleinen Wellenldngen rasch
bis zu einem Hochstwert zunimmt, dann langsamer abféllt, und auch
bei den lingsten Wellen, die als Warmestrahlung noch erfaBbar sind,
den Wert Null noch nicht wieder erreicht hat.

Eine von einer Isotherme, der Abszissenachse und den Ordinaten 4
und 1 + dA begrenzte (in Abb. 102 schraffiert gezeichnete) Fliche gibt
die von der Flicheneinheit (1 m?) in der Zeiteinheit (1 h) bei der Tempe-
ratur 7 der Isotherme in dem Wellenldngenbereich d1 ausgestrahlte
Energie dE; an. Der mathematische Ausdruck fiir die schraffierte
Flache und damit fiir d Fy ist

dEgp=J, pdi. (11)

Der schon frither gebrauchte Begriff , Intensitdt ist also nichts

anderes als die Ordinate an der Stelle 1 oder der Faktor, mit dem d/

multipliziert werden mubB,

damit das Produkt die

Strahlungsenergie angibt.

Der in der Strahlungs-

lehre eingebiirgerte Aus-

druck ,,JIntensitit® ist

nicht gliicklich gewihlt.

Die GroBe, die man nach

aligemeinem  Sprachge-

brauch [nicht im beson-

deren Sinn der Gleichung

(11)] unter ,,Strahlungs-

intensitat verstehen
wiirde, miissen wir, da das
Abb. 103. Plancksches Strahlungsgesetz in logarithmischer Wort ,,Intensitit® nun
Darstellung. . . . -

einmal im obigen Sinne

eingebiirgert ist, mit ,Energiestromdichte der Strahlung® (kurz
,»Strahlungsdichte‘‘) bezeichnen.

Die in Abb. 102 gezeigte Darstellung des Planckschen Gesetzes
zeigt zwar den Verlauf der Isothermen anschaulich, fiir quantitative
Angaben ist sie aber ungiinstig. Man erhdlt ein besser ausgeniitztes
Diagramm, wenn man 1g (J; d1) = lg E; als Funktion von lg 4 darstellt
(Abb. 103). Dabei wihlt man zweckméBig d4 proportional 4; in Abb. 103
wurde willkiirlich d4 = 0,01 2 genommen.

Die Isothermen der Abb. 103 besitzen gleiche Gestalt, gehen also
durch Paralielverschiebung auseinander hervor. Die Maxima aller Kur-
ven liegen auf einer Geraden (ausgezogene Gerade, vgl. S.220); die
beiden gestrichelten Geraden trennen rechts oben und links unten Ge-
biete ab, in denen Naherungsgleichungen des Planckschen Gesetzes an-
gewendet werden koénnen. Es sind dies fiir kleine Werte von 4-7 die
Wiensche Strahlungsgleichung:

01 __»C‘z
Jy = gkeeTir (12)
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und fiir groBe Werte von A-7' die Rayleigh-Jeanssche Gleichung
Jy=—2L .. (13)

Cg * Y5

Die Grenzgeraden sind so gezogen, dafi auf ihnen der Unterschied
zwischen den nach Wien und den nach Planck berechneten Werten
1% betragt, wihrend die Rayleigh-Jeanssche Gleichung auf der Grenz-
linie noch um 10% vom Planckschen Gesetz abweicht.

2. Das Stefan-Boltzmannsche Gesetz.

Durch Integration der Gleichung (11) erhdlt man die gesamte,
von einem schwarzen Korper bei der Temperatur T ausgestrahlte

Energie

A==c0
By = fOJa,T-dl (14)
=00
}’—5
= C]_ ‘02 = ‘dl . (14&)
erT — 1
2=0
Fiithrt man als neue Unbekannte
— G
4 AT
ein, so wird
Gy di
d& = — T

4 &
ETzcl'f e 06
E=c0
4 53
=ogrt ) gy 48
=0

Das Integral gibt den Wert
1 1 it
6(1+ 5+ 50+ ) =65 — 6,494,

Damit wird
6,494 - ¢

ct

Ey= ‘T4 =0, -T4. (15)

Die Gleichung (15) ist als Stefan-Boltzmannsches Gesetz bekannt,
von Stefan experimentell gefunden und spéter (aber noch vor Auf-
stellung des Planckschen Gesetzes) von Boltzmann theoretisch be-
griindet. Die Konstante ¢ kann aus den auf S. 217 angegebenen Werten
von ¢, und ¢, leicht berechnet werden; sie ist aber auch héufig unmittel-



220 Die Warmestrahlung.

bar gemessen worden und besitzt nach den neuesten Untersuchungen

den Wert
o, = 4,96 - 108 [keal - m2- h—1- Grad-*]

= 5,77-10712[Watt - cm™2- Grad™4].

Fir Zahlenrechnungen ist es bequemer, das Stefan-Boltzmannsche Ge-
setz in der Form anzuschreiben
T \a
E =0, (y55)

worin dann C,, die ,,Strahlungskonstante des schwarzen Koérpers®, den
Wert

C; = 4,96 [kcal - m—2-h—1. Grad—*] = 5,77 - 102 [Watt - cm~2 - Grad—4]

besitzt.

Das Stefan-Boltzmannsche Gesetz gilt streng nur fir schwarze und
graue Strahler, mit geniigend grofler Annaherung aber auch fiir alle
festen Korper mit Ausnahme der Metalle, bei denen die ausgestrahlte
Energie mit einer hoheren als der vierten Potenz (z. B. bei Platin ziem-
lich genau mit der fiinften Potenz) der Temperatur zunimmt. Wenn,
wie es hiufig geschieht, das Stefan-Boltzmannsche Gesetz auch der
Berechnung der Gas- und Flammenstrahlung zugrunde gelegt wird,
dann wird die Abweichung von der vierten Potenz der Temperatur in
der Form beriicksichtigt, dal man die Konstante ¢ bzw. C als empi-
rische Funktion der Temperatur ansetzt.

3. Das Wiensche Verschiebungsgesetz.

Betrachtet man die Maxima der Isothermen in Abb. 103, so erkennt
man, daB sie sich mit wachsender Temperatur zu immer kleineren Wel-
lenlédngen verschieben. Die Wellenléinge des Maximums bei einer Tempe-
ratur 7' ist nach dem Wienschen Verschiebungsgesetz:

2880 - 104 2880
Amax = 7 [em] = T (] - (16)

Nach Gleichung (16) kann man die Temperatur eines Korpers (z. B.
eines Fixsterns) aus der Intensititsverteilung seines Spektrums be-
rechnen.

4. Experimentelle Verwirklichung des schwarzen Korpers.

Auf Grund des Planckschen Strahlungsgesetzes bildet der schwarze
Korper die Grundlage fur alle Warmestrahlungsmessungen, da er die
Moglichkeit bietet, jederzeit eine genau definierte Strahlung zu er-
zeugen. Am sichersten und bequemsten erreicht man eine hinreichend
vollkommen schwarze Strahlung mit Hilfe eines strahlenden Hohl-
raumes.
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Man stelle sich einen irgendwie gestalteten Hohlraum vor (Abb. 104),
dessen Wande aberall gleiche Temperatur haben. An einer Stelle der
Wand soll eine Offnung sein, die so klein ist, daB ihre Fliche gegen-
iber der Innenfliche des Hohlraumes vernachlissigt werden kann.

Ein Strahl, der durch die kleine Offnung in den Hohlraum gelangt,
wird darinnen so oft an den Wéanden reflektiert und dabei durch Ab-
sorption geschwicht, daB seine Energie prak-
tisch vollkommen aufgezehrt ist, bis er wieder
auf die Offnung trifft. Die Offnung des geschil-
derten Hohlraumes absorbiert also alle von auBen
auf sie treffende Strahlungsenergie und besitzt
damit eines der oben angegebenen Kennzeichen
eines schwarzen Strahlers.

Nun ist noch zu beweisen, daf} die aus dem
Hohlraum durch die Offnung nach auBen ge-
langende Strahlung die gréBtmdgliche ist, die
bei einer bestimmten Temperatur ein Korper
iberhaupt aussenden kann. Diesen Beweis wer-
den wir dem im né#chsten Kapitel (S.223) abzuleitenden Kirchhoff-
schen Gesetz entnehmen, wonach derjenige Kérper die groBtmdgliche
Energie aussendet, der alle auftreffende Energie absorbiert. Das ist aber
nach den obigen Ausfithrungen ein Hohlraum von der beschriebenen Art.-

C. Der Strahlungsaustausch zwischen festen Korpern.

1. Emission und Absorption nichtschwarzer Korper.

Das Plancksche Strahlungsgesetz Gleichung (10) gibt fiir jede Tem-
peratur und jede Wellenlinge die gréBte Intensitéit an, mit der ein
Korper strahlen kann.

Eini Uberschreiten die-
ser Intensitdt ist weder
far einzelne Wellen-
lingen noch auch fiir
Mittelwerte irgendwel-
cher Spektralbereiche
méglich, ein Unter-
schreiten dagegen auf
zwelerlei Weise: als .
Abb. 105. Schematische Darstellung der spektralen Intensitits-

,,graue“ Strahlung und verteilung von schwarzer, grauer und selektiver Strahlung.

Ivet . Ahszissen: Wellenlinge . Ordinaten: Intensitit J3.
als ”Selektlve Strah m = monochromatische Strahlung.

lung.

a) Die graue Strahlung. Verkleinert man die Ordinaten der Abb. 102
iiberall im gleichen MafBstab, so erhédlt man eine spektrale Intensitéts-
verteilung, die der des schwarzen Korpers gleich ist, wie in Abb. 105
durch die gestrichelte Kurve angedeutet. Einen Korper, der mit einer
solchen Intensititsverteilung strahlt, nennt man einen ,,grauen‘’ Strahler.

Die von einem grauen Strahler ausgesandte Energie kann nach dem
Planckschen oder Stefan-Boltzmannschen Gesetz berechnet werden,
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wenn man die Konstanten ¢, bzw. ¢ bzw. C, mit einem empirisch zu
bestimmenden Faktor < 1 multipliziert. Die den Strahler kennzeich.-
nende GréBe 5 o

A = E = Fs (17)
nennt man ,,Strahlungsverhéiltnis® (auch ,,Emissionsverhiltnis) oder
,»Absorptionsvermdgen® (,,Schwirzegrad®), die GréBe FE dement-
sprechend ,,Emissionsvermégen®. Die Gleichung (17), die hier ledig-
lich als Definitionsgleichung aufzufassen ist, wird als Kirchhoffsches
Gesetz auf S.223ff. noch ausfithrlich behandelt. Das Strahlungsver-
héltnis ist kein reiner Stoffwert, da es nicht nur von dem Material des
Strahlers, sondern auch von der Beschaffenheit seiner Oberfliche
(glatt, rauh) abhédngt. Das Absorptionsvermégen eines Korpers ist
auBerdem von der Temperatur abhingig. Da nidmlich mit steigender
Temperatur das Intensitétsmaximum sich zu kleineren Wellenlingen
hin verschiebt, kommen die Rauhigkeitselemente der Oberfliche mehr
zur Geltung, der Kérper wird scheinbar rauher (schwiirzer), sein Absorp-
tionsvermdgen nimmt zu.

Ein besonderes Kennzeichen der grauen Strahlung ist, daf die
Maxima der Isothermen gegeniiber der schwarzen Strahlung nicht ver-
schoben sind, also auch nach dem Wienschen Verschiebungsgesetz
Gleichung (16) berechnet werden kénnen. Graue Strahler sind alle
elektrischen Nicht- und Halbleiter.

b) Die selektive Strahlung. Die elektrischen Leiter (Metalle, Metall-
oxyde) sowie Gase und Dimpfe weisen eine ganz ungleichmaBige
Intensititsverteilung auf. Bei Gasen und Dampfen kommen neben
Gebieten, in denen gar keine Energie ausgestrahlt wird, Wellenlangen-
bereiche vor, in denen die Intensitit eines schwarzen Strahlers erreicht,
und auch solche, in denen ein beliebiger Bruchteil der schwarzen Strah-
lung ausgesandt wird, wie dies in Abb. 105 durch die schraffierten
Fliachen schematisch dargestellt ist.

Eine Strahlung, die nur aus einem schmalen Wellenband besteht
(z. B. in Abb. 105 der mit m bezeichnete Streifen) heifit ,,monochroma-
tische Strahlung®. Streng genommen gilt diese Bezeichnung eigentlich
nur fir eine Strahlung, in der nur eine einzige Wellenldnge vorkommt;
eine solche Strahlung gibt es aber nicht. Jede, auch eine monochro-
matische Strahlung, erstreckt sich tiber einen Wellenldngenbereich,
der zwar sehr klein sein kann, aber immer endlich ist.

Das Auftreten der Wellenbereiche, in denen ein selektiv strahlender
Korper Energie aussendet (,,Linien* oder ,,Banden‘), sowie ihre Strah-
lungsintensitiat ist, wie die Strahlungszahl grauver Strahler, nicht nur
durch das Material des Strahlers bestimmt. Die zweite bestimmende
GréBe ist aber nicht die Oberflichenbeschaffenheit, sondern der ,,An-
regungszustand‘‘ des Strahlers. Die Untersuchung dieser GesetzmiBig-
keit bildet einen eigenen, z.Z. den am meisten gepflegten Zweig der
Physik, die Spektralforschung?.

1 Vgl.z. B. A. Sommerfeld: Atombau und Spektrallinien. Braunschweig 1932.



Der Strahlungsaustausch zwischen festen Ko6rpern. 293

¢) Langwellige Strahlung von Metallen. Nach der Maxwellschen
elektromagnetischen Strahlungstheorie hat Aschkinass! fiir die Emis-
sion blanker Metallflichen an Stelle des Planckschen Gesetzes die
Gleichung abgeleitet:

c2 ~1
Jy=c,-0,365- Yo -1“5’5<e” — 1) . (18)

Darin sind ¢; und ¢, die Konstanten des Planckschen Gesetzes [Glei-
chung (10)], o ist der spezifische elektrische Widerstand des Strahlers
(in Ohm bei 1 m Lange und 1 mm? Querschnitt). Fiir die Gesamtstrahlung
erhélt man daraus:

A=c0

B | gan=29%5Ve qus. 1997, (19)
ch®
=0 )

Da bei reinen Metallen ¢ proportional 7' wichst, gibt dies mit dem
spezifischen Widerstand g, bei 0° C:

E = 4,936-¢,-102° Jg, - T'5. (20)
An Stelle des Wienschen Verschiebungsgesetzes tritt die Gleichung
2660
Zmax =T (4] . (21)

Die theoretischen Uberlegungen von Aschkinass gelten nur, so-
lange die Materie sich der Strahlung gegeniiber wie ein homogener Kor-
per verhilt, das ist nur fiir Wellenliingen gréer als etwa 4 u der Fall. Die
Integration (19) darf also auch nur angewendet werden, solange das
Maximum der Energieverteilungskurve bei Wellenlingen gréBer als
4 u liegt, also nach Gleichung (21) fiir eine Temperatur des Strahlers
unterhalb etwa 400° C.

Die Tatsache, dal die Strahlung blanker Metalle nicht proportional
der vierten, sondern einer héheren Potenz von 7' ist, die an Platin schon
von Lummer und Kurlbaum? beobachtet wurde, gilt aber auch fir
héhere Temperaturen.

2. Das Kirchhoffsche Gesetz.

Dieser Satz liefert eine Beziehung zwischen dem Emissionsvermdgen
E und dem Absorptionsvermdégen A. Seine Ableitung erfordert zwar
eine etwas umstéindliche Rechnung, die aber deshalb lehrreich ist, weil
sie in vorziiglicher Weise in das Wesen des Strahlungsaustausches
einfiihrt.

Zwei sehr groBe Kérper I und 11, die in dem gleichen, im iibrigen
aber beliebigen Spektralbereich strahlen, sollen sich mit ihren ebenen
Oberflachen in geringem Abstand gegeniiberstehen, so daB jeder Strahl
des einen Korpers den anderen treffen mull. Wir nehmen vorerst an,

1 Aschkinass, E.: Ann. Physik Bd. 17 (1905) S. 960.

! Lummer, O., u. F. Kurlbaum: Verh. dtsch. physik. Ges. Bd. 17 (1898)
S. 105.
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daB die Temperaturen beider Korper verschieden seien und stellen uns
die Aufgabe, die durch Strahlung ausgetauschte Wirme zu berechnen.

Um die Schicksale der vom Kdorper I ausgesandten Energie zu ver-
folgen, stellen wir folgende Rechnung auf:

I strahlt aus: E;, (a)
11 absorbiert davon: E;- Ay, (b)
11 sendet zuriick: E;-(1—A4y), (e)

I absorbiert selbst wieder: E;-(1—4;7)- 4z, (d)

I sendet neuerdings aus: E;-(1 —A4;;) - (1 —4;), (e)
11 absorbiert davon: E,-(1—A;)-(1—A45) - 441, §4]
I] sendet zurick: By-(1—4;)-(1—4p)-(1—4;5), (g)

I absorbiert selbst wieder: E;- (1 —.47)-(1—4)-(1—45)-4;, (h)

usw.

Genau dieselbe Aufstellung kann man fir die vom Kérper I aus-
gesandte Energie durchfithren. Sie 148t sich aus der obigen Aufstellung
einfach durch Vertauschen der Zeiger I und I ableiten und beginnt:

IT strahlt aus: E;,
I absorbiert davon: K;;-A4;,
I sendet zuriick: E;-(1—-4;)
usw.

Um die Energie ¢ zu finden, die der Korper I bei diesem Strahlungs-
austausch im ganzen einbiiit, miissen wir von der Energie, die er ur-
spriinglich aussendet, diejenige Energie abziehen, die er davon selbst
wieder aufnimmt, sowie diejenige Energie, die er vom Kérper 17 erhilt.

Von der eigenen Strahlung absorbiert Koérper I zufolge der ersten
Aufstellung selbst wieder die Betrige in Zeile (d), (k), (m), (¢) usw., also:

E-Q+k+kH4---)-(1—A4y)-4;.
Darin ist zur Abkiirzung gesetzt

(1‘“A11)'(1-A1) =k. (22)
Beachtet man noch, daf nach den Lehren der Algebra
1
Il+k+FB+ - =7

so nimmt der obige Ausdruck die Form an:
By (L4 4

T 1—%
Von der Energie des Korpers II absorbiert Korper I gemif3 der zweiten
Aufstellung den Betrag

E;-A
Ep-Q+k+kA4.--) 4= 1”——k1'
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Mit diesen Werten ergibt sich:
EL(I_AII)'AI _ Ejj-A.I
1—k 11—k

Wenn man das Ganze auf gemeinsamen Nenner (1 — k) bringt und
beachtet, dal

1—k=1—(1—4;,— Ay +A;-Ay) =A;+ Ay —A;- Ay,
ist, so vereinfacht sich der Ausdruck fir g zu:

1 Ar+ A — A1 - An

Nach dieser Vorbereitung gelangen wir rasch zum Kirchhoffschen Gesetz.
Wir nehmen jetzt an, daB die beiden Kérper urspriinglich gleiche Tempe-
ratur besaBen. Dann muB diese Temperaturgleichheit auch bestehen
bleiben; denn nur durch Strahlungsaustausch, also von selbst, kdnnen
sich keine. Temperaturdifferenzen bilden. Es mul}, wenn beide Korper
gleiche Temperatur haben, ¢ = 0 sein. Da der Nenner nicht unendlich
werden kann, ist dies nur méglich, wenn der Zahler gleich Null wird,
wenn also

q=E —

[keal - m—2- h7'].

EI : AII = EII : AI
oder
EI EII

Wir denken uns jetzt als Korper I einen ganz beliebigen Korper
gewiihlt, als Korper II aber einen absolut schwarzen Korper (d; =
A, =1); dann lautet Gleichung (23) unter gleichzeitiger Verwendung
von (15):

E i T\

Zj—:Eszus-T4=Os-(m>. (24)
In dieser Form besagt das Kirchhoffsche Gesetz: ,,Das Verhiltnis des
Emissionsvermdgens eines Korpers zu seinem Absorptionsvermdgen
fiir schwarze Strahlung ist bei allen Kérpern gleich und allein von
der Temperatur abhingig.*

Hat also ein Kérper ein sehr groBes Absorptionsvermdégen, nahezu
eins, so muB auch sein Emissionsvermdégen sehr grof} sein, namlich nahe-
zu gleich demjenigen des schwarzen Korpers. Hat umgekehrt ein Kor-
per ein sehr kleines Absorptionsvermégen, so mull auch sein Emissions-
vermdgen sehr klein sein.

Daraus folgt, daB Flichen, die sehr gut reflektieren — polierte Me-
tallflichen aus Silber oder Kupfer — selbst sehr wenig strahlen; dies
erhellt aus folgender Uberlegung: Da die Flichen ein groBes Reflexions-
vermégen R besitzen, mull ihr Absorptionsvermégen A4 sehr klein sein,
denn es gilt die Gleichung 4 + R = 1. Einem kleinen Absorptions-
vermdgen entspricht aber nach dem Kirchhoffschen Satz auch ein
kleines Emissionsvermégen.

Die oben gegebene Ableitung des Kirchhoffschen Satzes 1aBt sich
auch fir jede Wellenlinge getrennt durchfithren. Sie liefert dann eine

Grober-Erk, Warmeiibertragung, 2. Aufl. 15
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Gleichung, die der Gleichung (24) durchaus entspricht und sich sogleich
auf beliebig viele Kérper ausdehnen 1aBt. Sie lautet:

By E B,

W 1 F,T). (24a)
In dieser zweiten Form besagt das Kirchhoffsche Gesetz: ,,Das Ver-
héltnis des Emissionsvermdgens eines Korpers fiir eine bestimmte Wel-
lenldinge zu seinem Absorptionsvermdégen fiir dieselbe Wellenlinge ist
bei allen Kérpern gleich und allein eine Funktion der Wellenlidnge und.-
der Temperatur.

Ist fiir einen Korper die Kurve der spektralen Emission bekannt
(Abb. 105), so 186t sich daraus die Kurve seiner spektralen Absorption
ableiten (Abb. 106). Um dies zu zeigen, 16sen wir aus Gleichung (24 a)
die Beziehung heraus:

A By
1 " (25)
Das Verhiltnis El,I/El,s ist nach Voraussetzung fir jede Wellen-
linge gegeben (Abb. 106).
Im Absorptionsspektrum ist
die Linie des schwarzen
Korpers eine Parallele zur
A-Achse im Abstand ,,eins“.
GemiB der gefundenen Be-
ziehung (25) miissen wir nun
im Absorptionsschaubild die
s, dos Sctemutshe Durstllng g Atsormdone Ordinaten bei jeder Wellen-
Abszisse: Wellenlinge 4, Ordinaten: Absorptionsver- linge im selben Verhéltnis
haltnis 4. teilen, wie sie durch die Kurve
der spektralen Energieverteilung im Emissionsschaubild geteilt sind.
Man sieht aus Gleichung (25) und noch besser aus Abb. 105 und 106,
daB ein Kérper, der bei einer bestimmten Wellenlinge keine Energie
absorbiert, bei dieser Wellenlinge auch keine Energie aussenden kann.
Eine wichtige, besonders fiir die Strahlung von Gasen bedeutsame
Folgerung aus dem Kirchhoffschen Gesetz ist die, dal ein Korper, der
eine Wellenlinge vollstindig spiegelt oder vollstindig durchlafft, in
dieser Wellenlinge nicht strahlen kann. Daraus ergibt sich die Erkldrung
der Fraunhoferschen Linien als Wirkung der Absorption beim Durch-
gang der Strahlung durch schwécher leuchtende Dampfhiillen (Sonnen-

bzw. Sternatmosphére).

3. Die Lambertschen Gesetze.

_a) Das Lambertsche Entfernungsgesetz. Aus einer geometrischen
Uberlegung folgt ohne weiteres der Satz, daf die Dichte der von einer
punktférmigen Lichtquelle ausgehenden Strahlung, da sie sich auf
konzentrischen Kugelflichen ausbreitet, mit dem Quadrat der Ent-
fernung von der Lichtquelle abnimmt. Dieser Satz wurde von Lambert
1760 aufgestellt, nachdem er bereits 1604 von Kepler angegeben war.
Unter dem Namen Lambertsches Gesetz bekannter ist der folgende Satz.
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b) Das Lambertsche Richtungsgesetz. Bereits auf S. 215 hatten wir
abgeleitet, daB die von einer diffus strahlenden Fliche nach irgendeiner
Richtung ausgesandte Energiemenge proportional dem Kosinus des
Winkels ¢ zwischen der Strahlrichtung und der Flichennormalen ist.

Abb. 107 stellt ein Vektordiagramm fiir die Intensitdt und Dichte
der von der Fliche df ausgesandten Strahlung dar. Die Intensitéat J ist
in jeder Richtung gleich grof3, die Endpunkte
der Intensititsvektoren liegen daher auf
einem Halbkreis um den Mittelpunkt von df
(bzw. im Raum auf einer Halbkugel). Die
Strahlungsdichte dagegen, als Produkt aus
Intensitét J und Projektion der Fliche
df-cos ¢ ist mit der Richtung verdnderlich,
die Endpunkte der Vektoren J-df-cos ¢ lie-
gen auf einem Kreis (bzw. auf einer Kugel-
fliche), der die Fliche df in ihrer Mitte be-
rithrt. Durch experimentelle Untersuchungen
wurde das Lambertsche Richtungsgesetz fur
diffuse Strahlung bis @ = ~ 70° bestitigt;
fir groBere Winkel wird die Strahlung schwicher, wie die punk-
tierte Kurve in Abb. 107 andeutet. Eine Folge des Lamberstchen Kosi-
nusgesetzes ist, daf} eine glihende Kugel (sofern sie diffus strahlt) als
gleichméfBig leuchtende Scheibe erscheint, wihrend z.B. eine mit
phosphoreszierender Masse belegte Kugel an den Réandern heller als
in der Mitte gesehen wird.

¢) Abweichung vom Lambertschen Richtungsgesetz. Nach der bereits
auf 8. 223 erwdhnten Theorie von
Aschkinass kann man auch die
Richtungsverteilung der Strahlung
von blanken Metallen berechnen?. Die
Strahlung ist stark polarisiert; die
eine Schwingungsebene ist durch
Strahlachse und Flachennormale be-
stimmt, wahrend die andere, die
ebenfalls die Strahlachse enthilt, auf
der ersten senkrecht steht. Fur beide
Polarisationsebenen ergibt die Rech-
nung verschiedene Richtungsvertei-
lungen, die in Abb. 108 durch die
mit J, (normal zur strahlenden Fliche) und .J, (parallel zur strah-
lenden Fldache) bezeichneten Xurven dargestellt sind. » ist der
Brechungsexponent des Metalls gegen Luft fir die der Rechnung
zugrunde gelegte Wellenlinge. Die unpolarisierte Strahlung erhilt
man durch Summierung der beiden polarisierten Komponenten
(Kurven J). Die Dichte der Metallstrahlung ist nach Abb. 108 in

1 Vgl. z. B. E. Schmidt: Warmestrahlung technischer Oberflichen bei ge-
wohnlicher Temperatur. Beiheft z. Gesundh.-Ing. Reihe 1 Heft 20. Miinchen 1927.

15%
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Richtung der Flichennormalen am kleinsten wund nimmt mit
wachsendem ZEinfallswinkel zu, so dall etwa bei ¢ == 75° schon der
doppelte Wert der Dichte in senkrechter Richtung vorhanden ist.
Natiirlich kann aber nach keiner Richtung die Dichte der schwarzen
Strahlung tiberschritten werden; daraus folgt, daB fiir sehr groBe Win-
kel @ die theoretisch abgeleiteten Gleichungen nicht mehr gelten.

Die Integration der Emission eines Metallstrahlers iiber eine Halb-
kugel ergibt einen Wert, der groBer ist als der einer gleichméBig diffusen
Strahlung entsprechende. E. Schmidt! berechnete an Stelle von z in
Gleichung (9) mit vereinfachenden Annahmen den Wert £ 7, der aber
von H. Schmidt u. Furthmann? angezweifelt wird.

Die Theorie von Aschkinass ist von Hagen u. Rubens? geprift
und innerhalb der angegebenen Grenzen bestéatigt worden. An Platin
ist eine starke Polarisation und Abweichung vom Lambertschen Kosi-
nusgesetz im langwelligen Strahlungsgebiet von Czerny* nachgewiesen
worden, aber auch im sichtbaren Spektrum wird das Kosinusgesetz von
blanken Metallen (z. B. Wolfram5) nicht erfiillt. Bereits eine geringe
Oxydation dagegen bewirkt eine weitgehende Angleichung an die Ge-
setze der diffusen Strahlung, also an das Kosinusgesetz.

4. Strahlungsaustausch unter bestimmten geometrischen
Bedingungen.

a) Strahlungsaustausch zwischen zwei parallelen Flichen. Zur Ab-
leitung des Kirchhoffschen Gesetzes hatten wir den Warmeaustausch
zwischen zwei Korpern I und II berechnet.

Wir hatten dort fiir die ausgetauschte Wirme, bezogen auf 1 m?
und 1h, den Betrag gefunden (siehe S. 225)

g= %%% [keal - m~2- h-1] (26)
und dann angenommen, daB dieser Betrag gleich Null sein mul}, weil
die beiden Korper gleiche Temperatur besitzen.

Nunmehr sollen aber die beiden Temperaturen nicht gleich sein
und wir stellen uns die Aufgabe, die alsdann ausgetauschte Warme zu
berechnen, indem wir die Gleichung (26) noch etwas umformen. Der
Abstand zwischen den wirmeaustauschenden Flichen soll so klein sein,
daB die Krimmung der Flichen und ihre seitliche Begrenzung vernach-
lassigt werden kann. Nach dem Kirchhoffschen Gesetz [ Gleichung (24)] ist

E1= AI'O'S'T% und E11: AII'O‘S'T%I‘ (27)

1 Schmidt, E.: a.a. 0.

2 Sechmidt, H., u. E.Furthmann: Mitt. Kais.-Wilh.-Inst. Eisenforschg.
Diisseld. Bd. 10 (1928) S. 225 (Abhandlg. Nr. 109).

3 Hagen, E.,, u. H. Rubens: Berl. Ber. 1903 S. 410; 1909 8. 478; 1910
S. 4617.

4 Czerny, M.: Z. Physik Bd. 26 (1924) S. 182.

8 Spiller, E.: Z. Physik Bd. 72 (1932) S. 215.
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Ferner ist nach dem Stefan-Boltzmannschen Gesetz

El':GI'T% und EII= GII'T%I' (28)
Aus (27) und (28) folgt
d=21 und A=, (29)

Durch mehrmalige Umformung mit Hilfe der Gleichungen (27) und (29)
erhalten wir aus Gleichung (26):

(30)

Wenn wir statt der Strahlungszahl ¢ wieder die Strahlungszahl
C = ¢-100* einfithren und die Wirmemenge fiir die Fliche f und
die Zeit ¢ berechnen, so erhalten wir das Endergebnis:
. 1 Ty \4 Tin\4
@= 11 {(s) — (o) ]+ Decall. 3D
Cr Cu (R

Die Wirmemenge ist also der Fliche f und der Zeit ¢ verhiltnisgleich,
aullerdem treten in der Gleichung noch zwei Faktoren auf, von denen
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wir den ersten den Strahlungsfaktor, den zweiten den Temperaturfaktor

nennen wollen.
In den Strahlungsfaktor

N— —71 ——
1 1 1’
o ton T

den wir mit C bezeichnen, geht auBler den Strahlungszahlen beider
Flachen noch diejenige des schwarzen Korpers ein. Sein gréBtméglicher
Wert ist gleich der Strahlungszahl des schwarzen Koérpers und wird

dann erreicht, wenn beide Korper absolut schwarz sind. Ist nur einer
der beiden Korper schwarz, so ist der Wert des Strahlungsfaktors gleich
der Strahlungszahl des anderen, also des nicht schwarzen Korpers. Der
Strahlungsfaktor kann bequem durch verschiedene graphische Ver-
fahren berechnet werden, von denen eines als Beispiel in Abb. 109
gezeigt ist.

Der Temperaturfaktor besteht in einer Differenz zweier vierter
Potenzen, welche sich zahlenmiBig am einfachsten mittels der bekann-
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ten Quadrattafeln auswerten lassen. In den meisten Fillen gentigt aber
die Ablesegenauigkeit der Abb.110. Des bequemeren Gebrauches
wegen sind darin als Abszissen Celsiusgrade aufgetragen.

Der Temperaturfaktor 148t sich noch umformen, indem man aus
der Algebra die Gleichung

a* — b* = (a®+ b?) (a + b) (@ — b) = (a® + a®b 4 a b*+ b%) (a — b)
heranzieht. Man erhilt dann

Tr\4 T, \Ne T4 T2m,, L7, %L T8
<10—6> #<’1~6%) = Dty Hl_gs 1 Lok LT —T)=K-(T;~Ty). (32)

Abb. 111. Diagramm zur Berechnung des Temperaturfaktors X nach Gl. (82).
Beispiel: T, = 913° K; &, = 640° C; T,, = 1133° K; ¥, =860°C; K = 43

Diese Form 148t klar erkennen, da es beim Strahlungsaustausch nicht
nur auf den Temperaturunterschied, sondern in sehr hohem Male auf
die Hohe der Temperaturlage ankommt, und dafiir ist die GréSe K
ein MaB8. Zur zahlenmi8igen Auswertung dient Abb. 111.

In manchen Fillen ist es auch zweckmiBig, mit Hilfe der Gleichung
(32) die durch Strahlung tbertragene Wéarmemenge als Funktion einer
Temperaturdifferenz auszudriicken. Wir werden darauf spiter (S. 236)
noch zuriickkommen.
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b) Strahlungsaustausch zwischen einem Koérper und seiner Umhiillung.
Wir fiihren! eine Betrachtung fiir einen Korper I (Fliche f;, Tempera-
tur 7';) durch, der von einer Umbillung I (Fliche f;;, Temperatur 7';;)
rings umgeben ist; der Verlauf ist der Ableitung des Kirchhoffschen
Gesetzes auf S. 223ff. ganz dhnlich. Nur miissen wir beachten, daB der
Korper I von der Energie, die von der Umbhiillung II zuriickgestrahlt
wird (S. 224, Zeile ¢) nur einen Bruchteil g-E; (1 — Ay;) auffingt,
wihrend der Rest (1 — 8)« By (1 — Ay;) am Korper I vorbeigeht und
wieder die Umhiillung 11 trifft.

An die Stelle der Gleichung (22) tritt daher die Abkiirzung

F=(01—4)01—p4). (22a)

Man erhiilt dann fiir die von I absorbierte (von I ausgesandte) Warme-
menge mit Verwendung des Stefan-Boltzmannschen Gesetzes [Glei-
chung (15)]:

. fr or T? Ap E
U= 4yt B4 — pArdn (33)
und fiir die von I absorbierte (von II ausgesandte) Warmemenge:
4
Bfuon T 4, (34)

WM =gA,+ Ay~ Bdr dn

Nun nehmen wir voriibergehend an, daB 7'; = T'; sein soll; dann ist
¢r = qir, und daraus ergibt sich
g = ;_ (35)
Die fir T; <+ T, zwischen I und II (in der Zeiteinheit) aus-
getauschte Wirmemenge ist
_ . o, Ay Tt — oy 4, T
9—91_911~f1'mﬂ7- (36)

Unter Beriicksichtigung von Gleichung (29) erhalten wir daraus durch
algebraische Umformung:

[ DT =T 37

Catdcaty
oder mit Verwendung von €' = ¢-100%:
0=y ()~ (e6) ] eesl- 21 9
RS GRS
Die Gleichung (38) unterscheidet sich von (31) nur dadurch, daf im
Nenner das Flichenverhiltnis g = ;jl auftritt. Weder die Form der

Korper (vorausgesetzt, daB die Oberfliche von I iiberall konvex, von
IT iiberall konkav ist), noch die Lage von I innerhalb seiner Umhiillung

1 Nach C. Christiansen: Wied. Ann. Bd. 19 (1883) S. 267.
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spielen eine Rolle. Da bei der Ableitung das Stefan-Boltzmannsche
Gesetz verwendet wurde, ist damit allerdings diffuse Strahlung voraus-
gesetzt. Bei regelmiBig geformten und spiegelnd reflektierenden Kor-

pern nimmt f Werte zwischen den beiden Extremwerten ff und 1

(konzentrische, spiegelnde Kugeln) anl.

5. Strahlungsaustausch zwischen beliebigen Flichenelementen.

Es seien df; und df, zwei beliebig im Raum gelegene Flichenelemente
mit den Strahlungszahlen C, = A,-C, bzw. C, = A4,-C, und den
Temperaturen 7', bzw. T',. Der Abstand der Mittelpunkte beider Fli-
chen sei 7, der Winkel zwischen r und der Flaichennormalen sei ¢, bzw.
@, (¢, und ¢, brauchen nicht in derselben Ebene zu liegen). Beide Fli-
chen sollen diffus strahlen. Dann ist der von f, ausgehende Wirme-
strom d?g, nach Gleichung (5) und (24):

d2q, = 01 <100> cos g A2 dfy; (39)

d Q2 ist der Raumwinkel, unter dem df, von df, aus gesehen wird, also
a0 = Mot

Damit wird

1 Ti\* cos g, - cos
Pa= O (1) -4 dfy. (40)
Analog erhédlt man d?q, und schlieSlich als Warmetransport von dem
warmeren zum kélteren Flichenelement:

dzq’:dqu—‘dzqz. :
= [a <100> Cy (m) [ TR (41)

Die Auswertung dieses Ausdruckes fiir bestimmte geometrische
Anordnungen nach der auf 8. 215 angewandten Methode ist sehr miih-
sam und meist nur mit vereinfachenden Annahmen durchfiihrbar2.

Fir den in technischen Feuerungen meistens vorliegenden Fall,
daB die strahlenden Flichen sehr stark absorbieren, kommt man nach
NuBelt® zum Ziel, wenn man nur die erste Absorption jeder Fliche
betrachtet und die Reflexion bereits vernachlissigt. Mit den Absorp-

. s C o
tionsverhdltnissen 4, == 071 und 4, = g—z erhdlt man fir den von df,
aufgenommenen Wirmestrom

1 6,0, (T1>4 COS @y - COS @y

< (d2 = .
Ay drqy= g, "\10o O

“dfy-dfy

1 Vgl. C. Christiansen: a.a. O.

2 Vgl. z. B. O.Seibert: Die Wirmeaufnahme der bestrahlten Kesselheiz-
flache. Forsch.-Arb. Ing.-Wes. Nr. 324; Berlin 1930. H. C. Hottel: Trans. Amer.
Soc. mech. Engr. Bd. 53 (1931) S. 265.

3 NuBelt, W.: Gesundh.-Ing. Bd. 41 (1918) S. 171.
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und somit fiir den Wiarmeaustausch

rom b0 () - (R

Nach Gleichung (39) wird der von df, nach df, gestrahlte Warme-
strom bestimmt.

1. durch die Strahlungszahl der Fliche df,,

2. durch ihre Temperatur und

3. durch den Ausdruck cos ¢y - fitg ,

d.i. das Verhiltnis des mit cos ¢, multiplizierten Raumwinkels d £
zum Halbraum. Dieses Winkelverhiltnis charakterisiert Grée und
Lage von df, in bezug auf df,. Es kann graphisch ermittelt werden, in-
dem man die Projektion der Durchdringung von d £ durch eine Halb-
kugel auf die Ebene von df, dividiert durch die Grundfliche der Halb-
kugel. Diese Konstruktion wurde etwa gleichzeitig von NuBelt! und
Seibert? angegeben.

6. Wirkung von Strahlungsschutzschirmen.

Zum Schlusse dieses Kapitels sei an einigen Beispielen die Wirkung
von Strahlungsschutzschirmen erliutert. Wir nehmen an, dal sich
zwischen zwei grofien, parallelen, ebenen Flichen I und I7 ein Schirm 111
aus sehr diinnem Blech befinde, so daB also der Temperaturabfall im
Schirm vernachlissigt werden kann. Auch der Wérmetransport durch
Konvektion soll vernachldssigt werden.

Wir berechnen zuerst die Warme g,, die ohne Strahlungsschirm aus-
getauscht wird, und dann die Wiarme g, bei Zwischenschaltung eines
Schirmes. Mit 7';;; bezeichnen wir die Temperatur des Schirmes. Bei
dieser Rechnung wollen wir zwei Fille unterscheiden:

1. Fall. Wir nehmen an, daB die Oberflichen der beiden Kérper I
und II unter sich und mit den beiden Oberflichen des Schirmes
gleiche Strahlungszahl besitzen, so daf wir nur mit einem einzigen
Strahlungsfaktor

1
=i 1T
c, "o, C,

zu rechnen haben.
Es ist dann

o Tps T\t
20=0-|(155) — (155 |1
_ Tr\4 T\t _ T\t T\t
a=0-[(ias) — (o) 11 = [ () — (st |-/
Aus der zweiten Gleichung folgt
Tunt 1 [/Tr\4 Tu\t
<T®> - ?L(Eﬁ) + <100> }
1 NuBelt, W.: Z. VDI Bd. 72 (1928) S. 673.
2 Seibert, O.: Arch. Warmewirtsch. Bd. 9 (1928) S. 180.
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- TI 4 1 TI 4 Tu 1

n=0- IL(W) "?(W)) - (100” =5 %
Durch Zwischenschalten eines einzelnen Schirmes wird also der Strah-
lungsaustausch auf die Hilfte herabgedriickt.

Die Rechnung 148t sich auf zwei, drei und mehr Schirme verall-
gemeinern. Fiir # Schirme gilt die Gleichung

T = 5oy o (43)

Diese allgemeine Formel gilt auch fiir den Warmetransport durch
Leitung in stark verdiinnten Gasenl, weil in diesem Fall die iibertragene
Wiarmemenge unabhéngig von der Dicke der Gasschicht ist (vgl. S.211).

2. Fall. Wir nehmen nun an, dafB} die Strahlungszahl der beiden
Korperoberflachen gleich C; und die Strahlungszahl der beiden Schirm-
oberflachen gleich Cp;; sei.

Dann haben wir fiir den Strahlungsaustausch zwischen beiden Kor-
pern ohne Schirm

und mit diesem Wert wird

den Strahlungsfaktor Cyj= T_i__T
[N 7R

und fiir den Strahlungsaustausch jeweils zwischen Korper und Schirm
1
1 1 1°

w7,
Mit diesen Werten ist
=0 (355 — (it ]
= (0) — () ]/ = o (58)" — () )1

=3 {(0) — () 17

Es ist also das Verhiltnis:

den Strahlungstaktor C; =

und

1 1 1
4_10_1 7R
o 2 C, 1 1 )

1
0 " Om
Zahlenbeispiel. Wie grol} ist das Verhéltnis ¢,:¢,, wenn zwischen
zwel matte Eisenplatten ein beiderseits poliertes Kupferblech als Strah-
lungsschutz geschoben wird %
Wir schétzen die Strahlungszahl des Eisenblechs zu C; = 4,0 und
diejenige des Kupferblechs zu Cy;; = 0,24 und erhalten:

1 1 1
@ _ 1 40740 496 _
7w 2 1 1 1 0,035.

1.0 T 024 T 496
! Wiener, O.: Ann. Physik Bd. 60 (1919) S. 324.
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Der Strahlungsaustausch wird also durch diesen Schirm auf 3,5% herab-
gedriickt.

In der Isoliertechnik hat die Erkenntnis der Wirkung von Strah-
lungsschirmen zur Ausbildung besonderer Isolierverfahren mittels
Aluminium- und anderer Metallfolien gefiibrt, in der Mefitechnik macht
man von Strahlungsschirmen Gebrauch, wenn man die wahre Tempe-
ratur eines Gases in der Nahe strahlender Wénde messen willt.

7. Gleichzeitiges Auffreten von Wirmestrahlung und
Konvektion.

Unter der — bei Gasen praktisch meist zutreffenden Voraus-
setzung? — eines vollkommen strahlungsdurchlassigen Zwischenmediums
sind Wairmeaustausch durch Strahlung und Wirmeubertragung durch
Leitung und Konvektion unabhéngig voneinander. Die Zerlegung der
gesamten Wirmeubertragung in die beiden Teilvorginge, die man
meistens vornehmen mufl, ist dann erlaubt, ochne daff man noch be-
sondere Annahmen macht.

Da die beiden Teilvorginge ,,parallel” verlaufen, mufl man die
Leitwerte addieren (nicht die Widerstande, wie bei ,,hintereinander ge-
schalteten Vorgingen, vgl. S.97). Man fiihrt dann zweckméaBig fiir
den Leitungs- und Konvektionsanteil und fiir den Strahlungsanteil ent-
sprechende Durchgangszahlen k; und kg ein, die definiert sind durch

die Gleichung q=(kz+ k)-@-f. (44)

Darin ist @ der Temperaturunterschied zwischen den beiden, ihre Wirme
austauschenden Oberflaichen. Um diese Formel mit der Gleichung (38)
in Ubereinstimmung zu bringen, mufl man die dort auftretende Diffe-
renz der vierten Potenz nach Gleichung (32) zerlegen, so daf dann
etwa fiir den der Gleichung (38) zugrunde liegenden allgemeinen Fall
der Strahlungsanteil der Wiarmedurchgangszahl den Wert erhilt
bo— 1 [T}; + T T+ T T+ T?I}

ST 1T f /1 I 10° :

Cr ' fn <Uf B 'C:)

EineZerlegungder Wirmeiibergangszahle in einen Leitungs- und Kon-
vektionsanteil oz, und einen Strahlungsanteil «, bereitet gréBere Schwie-
rigkeiten, da sie athermane Flussigkeiten oder Gase voraussetzt und
dann die Konvektion nicht mehr unbeeinflu3t von der Strahlung verlauft.

Man kann die Teilung aber auch beim Warmetibergang von heifien
Flussigkeiten an eine Wand ausfiihren, wenn die Konvektion so stark
ist, dafl sie von der Strahlung praktisch unabhingig verlduft (z. B.
Gasgemische wahrend ihrer Verbrennung im Motor, Flammen und
Feuergase in Dampfkesseln). Die Behandlung dieser Fragen setzt aber
die Kenntnis der Wérmestrahlung von Gasen voraus, der wir uns nun-
mehr zuwenden wollen.

(45)

1 Vgl z. B. 0. Knoblauch u. K. Hencky: Anleitung zu genauen technischen
Temperaturmessungen. Miinchen u. Berlin 1926.

% Der Strahlungsaustausch zwischen Gasen und festen Korpern (vgl. S. 241£1.)
erlangt erst bel hoheren Temperaturen als den hier vorausgesetzten eine Bedeutung.
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D. Strahlung von Gasen und Ddmpfen.
1. Die Absorptionsspektren der Gase.

Gase sind im groBten Teil des Spektrums durchlissig fiir Warme-
strahlen (diatherman), folglich senden sie dort nach dem Kirchhoffschen
Gesetz auch keine Warmestrahlen aus. Nur in begrenzten Bereichen
des Spektrums besitzen sie Absorption. Das Spektrum der Gasstrahlung
ist also grundsitzlich verschieden von dem der meisten festen Kérper,

Abb. 112. Absorptionsvermoégen des Wasserdampies
(oben) fiir Wellenléingen von 0,8 bis 4« bei 127° C und 109 cm Schichtdicke,

(unten) ,, » s 4 4, 344, und zwar
a bei 127°C und 109 em Schichtdicke,
b LR 1270 C tE] 104 LR L] ’
¢ ” 127“ C LR 32,4 tE] EL] >
a ,, b g1°c ,, 324, s Dampfluftgemisch, entsprechend etwa 4 cm reiner Dampf-
schicht,

¢ bei Zimmertemperatur und 220 ¢ dicker Schicht feuchter Zimmerluft entsprechend etwa
7 em reiner Dampfschicht von Atmosphirendruck.
Die kleinen schraffierten Rechtecke am oberen Rand geben die Breite des jeweils benutzten
Spektrometerspaltes im MaBstab der Wellenlingen an.

welche die durch die gestrichelte Kurve in Abb. 105 dargestellte ,,graue
Strahlung aussenden. Es ist ein ,,Bandenspektrum®, wie Abb. 105
schematisch zeigt.

In Wirklichkeit sieht ein solches Bandenspektrum leider nicht so
einfach aus, wie in Abb. 105 dargestellt, sondern besitzt, wie in Abb. 112
fiir Wasserdampf gezeigt ist, eine sehr unregelmé flige, aus vielen Spitzen
und Einkerbungen zusammengesetzte Form. Die Abb. 112 I8t sofort
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die groBe Schwierigkeit der rechnerischen Behandlung der Gasstrah-

lung erkennen: Im Grunde laufen alle Berechnungen der Wirmetiber-
A=c0

tragang durch Strahlung darauf hinaus, das Integral f Ji-dA als
PR

Funktion der Temperatur zu ermitteln. DaBl dies bei einem Banden-
spektrum nicht ohne sehr weitgehende vereinfachende Annahmen mog-
lich ist, siecht man auf den ersten Blick. Die Methoden, die von den ein-
zelnen Forschern zur Bewiltigung dieser Aufgabe angewandt wurden,
kénnen hier nur angedeutet werden. Der verfiighare Raum erfordert
eine Beschrinkung auf grundsitzliche Ausfithrungen.

Die Breite der Banden ist bei den meisten Gasen in dem fiir die Warme-
strahlung in Frage kommenden Gebiet so gering, daB keine nennens-
werten Energiebetriige ausgestrahlt werden. Gerade die technisch wichti-
gen Gase, Wasserdampf und Kohlendioxyd besitzen aber kraftige Banden,
deren Lage (1) und Breite (41) in Zahlentafel 17 zusammengestellt ist.

Zahlentafel 17. Die wichtigsten AbsorptionsbandenvonKohlendioxyd?
und Wasserdampf?2.

Kohlendioxyd Wasserdampf
Nr. A Ak Nr. A iy}
1 2,4 bis 3,0 u 0,6 1 1 1,7bis 2 u 0,3 u
2 4,0 bis 4,8 ,, 0,8 ,, 2 2,2 bis 3 ,, 0,8 ,,
3 12,5 bis 16,5 ., 4,0 ,, 3 4,8 bis 8,5 ,, 3,7,
4 12 bis 30 ,, 18

Wie aus Abb. 112 hervorgeht, besitzen die Banden keine scharfe
Grenze, die in Zahlentafel 17 angegebenen Werte sind also mit einer
gewissen Willkiir angesetzt. Der Nachweis und die Auflésung der Ban-
den héngt von den experimentellen Hilfsmitteln ab. Schwache Banden
(z. B. eine Bande bei 1 = 2,0 von Kohlendioxyd3) kann man erst nach-
weisen, wenn man die absorbierende Gasschi¢ht genligend dick macht
oder den Gasdruck erhoht. Die auf S. 214 gegebene Ableitung der
Gleichung zur Berechnung der Absorption ist nidmlich dahin zu er-
génzen, dafl nicht eigentlich die Linge der Strecke, die der Lichtstrahl
im Gas zuriicklegt, fiir die Absorption mafigebend ist, sondern die Zahl
der vom Lichtstrahl getroffenen Molekiile. Diese ist aber proportional
dem Druck des Gases oder, bei Gasmischungen, proportional dem
Partialdruck des absorbierenden Gases. In den Gleichungen (3) und (4)
auf 8. 214 ist also der Exponent §;-s zu ersetzen durch den allgemeineren

Ausdruck 6, - % -8, wobei p den jeweiligen Druck bzw. Partialdruck des
0

absorbierenden Gases und p, einen irgendwie festgelegten Bezugsdruck

bedeutet. Wenn der Exponent 6;,-%-8 unendlich wird, absorbiert das

(
Gas nach Gleichung (4) simtliche auffallende Strahlung, verhdlt sich
also wie ein schwarzer Korper bei der Wellenlinge A.
1 Nach F. Paschen: Ann. Physik Bd. 53 (1894) S. 334.
2 Nach G.Hettner: Ann. Physik Bd. 55 (1918) 8. 476 u. E. v. Bahr: Verh.

dtsch. physik. Ges. Bd. 15 (1913) 5. 731.
3 Vgl.CL Schiferu. F.Matossi: Das ultrarote Spektrum. 8.225ff. Berlin 1930.
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2. Die Emission strahlender Gaskorper.

Bereits auf S. 214 wurde darauf hingewiesen, daf3 Strahlung nur von
einem korperlichen Gebilde ausgehen kann. Wiahrend man sich aber
bei festen Korpern um die Vorgénge im Innern des strahlenden Korpers
nicht zu kiimmern braucht, sondern nur die von der Oberfliche aus-
gesandte Strahlung berechnet, muBl man bei Gasen die Form des Kor-
pers beriicksichtigen.

Da, die Molekiile ebenso die Ursache der Absorption wie der Emission
sind, muf} dasselbe Gesetz, das fiir die Schwiichung eines Strahles lings
seinem Wege s in einem absorbierenden Gas gilt, auch die Moglichkeit
geben, die Intensitit zu berechnen, mit der ein Strahl aus der Ober-
fliche eines Gaskorpers austritt, wenn er die Strecke s darin zuriick-
gelegt hat. Dabei mufl jedoch beriicksichtigt werden, daBl von der
Strahlung eines Molekiils durch die benachbarten Molekiile bereits wie-
der ein Teil absorbiert wird. Innerhalb eines Volumenelementes kann
man aber diese Absorption vernachlissigen, so daff man die Emission
eines Raumteilchen dV proportional seinem Inhalt setzen kann. Man
erhilt also fiir die von dV nach allen Richtungen in der Zeiteinheit
ausgestrahlte Warmemenge dg¢ die Gleichung

?ri—Al
dg=Eg -dV. (46)
A

Der Proportionalititsfaktor | Eg|i+4*[kcal - m=3- h1] ist das Emissions-
vermogen der Raumeinheit in dem Wellenlingenbereich (Bande) von
Abis A+ A44.

Gleichung (46) stellt das Emissionsgesetz fiir unendlich kleine
Riume dar. Um die Ausstrahlung endlicher Gasmassen zu bestimmen,
schlagen wir folgenden Weg ein:

Ein beliebig geformter, vollstindig luftleerer Hohlraum soll von
Winden umschlossen sein, die iiberall dieselbe Temperatur besitzen.
Dann ist im allgemeinen die Strahlung, welche die Winde aussenden,
eine vollkommen schwarze Strahlung, das heiit, die Energie verteilt sich
iiber alle Wellenlingen gemifl dem Planckschen Gesetz.

Die Energie, die ein Oberflichenelement df nach der ganzen iibrigen
Oberfliche strahlt, 1liBt sich aus dem Stefan-Boltzmannschen Gesetz
berechnen. Genau ebenso grof ist auch die Energie, welche die ganze
itbrige Oberfliche ihrerseits nach df strahlt; denn wire dies nicht der
Fall, so wiirde in df eine Anhdufung oder eine Abnahme von Wirme
stattfinden, so daB sich eine Temperaturdifferenz von selbst bilden
wiirde; dies ist aber nach dem zweiten Hauptsatz nicht méglich.

Nun denken wir uns den Hohlraum mit Gas gefiillt, das dieselbe
Temperatur wie die Wande besitzt. Dann werden zwar in den ausgetausch-
ten Energiemengen Anderungen eintreten, aber die Anderungen miissen
so abgestimmt sein, daBl auch dann keine Temperaturdifferenzen von
selbst auftreten konnen.

Die Energie, die df ausstrahlt, ist dieselbe wie oben, auch die {ibrige
Oberfliche strahlt ihrerseits noch dieselbe Energie aus, aber davon
wird ein bestimmter Bruchteil vom Gas absorbiert, erreicht also df
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nicht. Dafiir sendet jetzt aber der Gaskorper selbst Energie nach df
hin. Soll also in df weder eine Temperatursteigerung noch eine Tempe-
ratursenkung eintreten, so mull die Energie, die der Gaskorper aus-
sendet — und die wir ja berechnen wollen — gleich sein der Energie,
die er absorbiert.

Die Oberfliche f strahlt nach dem Planckschen Strahlungsgesetz
Energie aller Wellenldingen aus; um die Energie im Bereich unter 2
und iiber A 4+ AA brauchen wir uns nicht zu kiimmern, da hierfiir das
Gas vollkommen durchlissig sein soll. Im Wellenlingenbereich A4
sendet f die Energie aus

A4 dd A+ 42
f-ifJA,s-dlzf-[E’s[F. 47)

Die GroBe | E,|;+4% ist in Abb. 113 durch die schmale schraffierte
Fliche wiedergegeben und bedeutet denjenigen Teil der Strahlung
einer schwarzen Fliche, der auf den Spektralbereich 44 trifft.

Die GroBe | E,||+4* 1aBt sich durch einfache
Integration mittels des Planckschen Strahlungs-
gesetzes berechnen, sobald man aus Versuchen die
Lage 2 und die Breite A4 des Absorptionsbandes
kennt.

i Von dieser Energie absorbiert der Gaskoérper
\bb. 115 Efigieemission einen Bruchteil, den wir mit A4; bezeichnen und
S einer Bande, der das Absorptionsvermogen des Gaskoérpers heif3t.

Es ist eine unbenannte Gréfle, und sein Wert kann
zwischen Null und Eins schwanken.

Die Absorption und damit auch die Emission des Gaskérpers ist also

- JA*4A
74

A+di
g=1{-|B,] -4; [kecal-h™]. (48)
1

Fur eine unendlich dicke Gasschicht wird das Absorptionsvermogen
gleich ,,Eins‘ und dann nimmt Gleichung (48) die Form (47) an:

A+ 4
q=f|El|. (472)

Die GroBe |E,[i+4* stellt also das Emissionsvermégen einer un-
endlich dicken Gasschicht dar. NulBlelt nennt sie die ,,schwarze Gas-
strahlung®.

Recht umsténdlich ist die Bestimmung des Absorptionsvermdgens
fiir beliebig gestaltete Korper. Man muf} von der Gleichung (4)

Jy=Jo(l — ¢ v (4)

ausgehen und findet unter Beriicksichtigung der Abmessungen des Gas-
koérpers durch Integration den Wert J;.
Fur die Kugel, den unendlich langen Zylinder und die von zwei
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ebenen, parallelen, unendlich groBen Flichen begrenzte Schicht sind
diese Integrationen ausgefithrt worden?.

Fir andere Kérper muBl man sich wohl meistens mit Erfahrungs-
werten behelfen, wie sie z. B. Schack? mitteilt. Dabel ist aber zu be-
achten, dall die Schackschen Werte nur in Verbindung mit seiner
Rechenmethode verwendet werden diirfen, da sie darauf abgestimmt
sind.

Die Beziehung zwischen dem Emissionsvermégen E; eines Gases
und der Emission #; des schwarzen Korpers ist, wie bei festen Kérpern,
durch das Kirchhoffsche Gesetz gegeben.

Der Wert von Z, ist jedoch definiert als die von der Flicheneinheit
eines schwarzen Koérpers in den dariiber liegenden Halbraum aus-
gestrahlte Energiemenge, wihrend £, auf ein nach allen Richtungen,
also in den ganzen Raum strahlendes Gasvolumen bezogen ist. In gleicher
Weise bezieht sich das Absorptionsvermdgen eines festen Korpers auf
die aus einem Halbraum auftreffende Strahlung, das Absorptions-
vermdgen eines Gaskorpers dagegen auf die aus dem ganzen Raum ein-
dringende Strahlung, so daB jeder Strahl doppelt, in beiden entgegen-
gesetzten Richtungen gezahlt wird. Man erhalt daher an Stelle von
Gleichung (24) den folgenden Ausdruck, dessen Ableitung man bei
NuBelt?® findet:

Eg=4-6,-B,. (49)

3. Methoden der Messung und Berechnung der Gasstrahlung.

Die Berechnung der Strahlung eines bestimmten Gaskdrpers er-
fordert nach Gleichung (48) erstens die Integration des von der Art
des Gases und seiner Temperatur abhéngigen Ausdruckes B, ; = J, 5 -d A
in den Grenzen der Banden, also die Auswertung der Integralsumme

A+ di Ad-dd

>/ dE;.,s=21f Tne-dd, (50)

wobel das Summenzeichen ausdriicken soll, dal die Integrale erst fiir
die einzelnen Banden gebildet und dann addiert werden missen. Diese
Rechnung kann man mit Hilfe des Planckschen Strahlungsgesetzes
Gleichung (10) fir die Strahlung eines unendlich ausgedehnten Gas-
kérpers (schwarze Gasstrahlung) durchfihren, wenn man nur die Lage
und Breite der Banden kennt, weil die obere Begrenzung der Intensitits-

1 Kugel:

Nufielt, W.: Forsch.-Arb. Ing.-Wes. Nr. 264, 1923 und H. Gréber: Ein-
fihrung in die Lebre von der Wirmeiibertragung. S. 138. Berlin 1926.

Zylinder:

NulBielt, W.: Z. VDI Bd. 70 (1926) S. 763.

Ebene Schicht:

Jakob, M.: Der Chemie-Ingenieur, herausgegeb. von A. Euckenu. M. Jakobh:
Bd. 1 8. 301. Leipzig 1933.

2 Schack, A.: Der industrielle Warmeiibergang. S. 217. Diisseldorf 1929.

8 NuBelt, W.: Forsch.-Arb. Ing.-Wes. Nr. 264, 1923.

Grober-Erk, Wiarmeitbertragung, 2. Aufl. 16
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streifen im J-A-Diagramm fiir die schwarze Gasstrahlung durch das
Plancksche Gesetz gegeben ist.

Ist das ausgefiihrt, so mufl man zweitens die Gréfle

2
4g=1~-— Py (51)

berechnen, in der der Absorptionskoeffizient § von der Art des Gases,
der Wellenlinge und der Temperatur abhéngt. Letztere Abhéngigkeit
ist z.Z. noch nicht erforscht, mufl also notgedrungen vernachlissigt
werden. Die Abhéangigkeit von der Wellenlinge ist, wie auf S.237 an
Hand von Abb. 112 ausgefithrt wurde, so kompliziert, dal man ohne
sehr weitgehende Vereinfachung die Gleichung (51) nicht 16sen kann.

Schack?, der als erster die Bedeutung der Gasstrahlung fiir tech-
nische Feuerungen erkannt und eine brauchbare Methode fiir ihre Be-
rechnung ausgebaut hat, geht in der Weise vor, daB3 er jede einzelne
Bande in schmale Streifen zerlegt und diese ihrer Héhe nach so ordnet
(was in dem schmalen Wellenlangenbereich einer Bande zuldssig ist),
daB die obere Begrenzung jeder Absorptionsbande im Diagramm eine
Gerade wird. Durch diesen Kunstgriff gelingt es ihm, Gleichung (51)
innerhalb jeder Bande zu integrieren.

Zum Schlull multipliziert Schack das Produkt 4 E; ;- 4; ¢ [vgl.
Gleichung (49)] noch mit einem empirisch fiir jede Bande gesondert er-
mittelten Faktor ¢, der den FormeinfluBl des Gaskérpers enthalt. Seine
SchluBgleichung lautet also:

2441

EG:2[¢-IJ1-(1—6_6%8>(Z/1J. (52)

Die Auswertung dieser Gleichung hat Schack durch zahlreiche Dia-
gramme und Zahlentafeln erleichtert.

Wihrend Schack seine Schlufiformel synthetisch aus einzelnen
Elementen aufbaut, beschrinkt sich NuBelt?, der sich bereits vor
Schack mit der Strahlung von Gasen beschiftigte, darauf, empirisch
eine ,,Ersatzbande® und einen auf diese Ersatzbande abgestimmten
,,mittleren* Absorptionskoeffizienten einzufiihren. Die Breite der Er-
satzbande mufl Nufelt? als temperaturabhingig annehmen. Die Schlu-
formel NuBelts ist wesentlich einfacher als die von Schack, aber
ihre Gultigkeit ist auf das von NuBelt untersuchte Gasgemisch
(47,3% CO,; 47,0% CO, der Rest N,, H,0 und H,) beschrinkt.

In noch stirkerem Mafle hat Schmidt3 auf die Analyse der Strah-
lung bei der Auswertung seiner Messungen der Gesamtstrahlung des
Wasserdampfes verzichtet, indem er ein Absorptionsverhiltnis 4 de-
finierte durch die Gleichung

;o O 1 To\4 T\ =
=42 ((5) — () | (53)
1 Schack, A.: Der industrielle Wiarmeiibergang. Diisseldorf 1929; Z.
techn. Physik Bd. 5 (1924) S. 267.

® Nublelt, W.: Forsch.-Arb. Ing.-Wes. Heft 264, Berlin 1923.
® Sechmidt, E.: Forschung Bd. 3 (1932) S. 57.
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Darin bedeutet ¢’ die von 1 m? der Obertliche des Gaskoérpers in senk-
rechter Richtung in 1 h ausgestrahlte Warmemenge, C, die Strahlungs-
zahl des schwarzen Korpers (4,96 kcal-m—2-%-1-Grad—*), 7T, die
Dampftemperatur und 7', die Temperatur der bestrahlten Wand-
fliche. Die Grofie 4 teilt Schmidt (teilweise extrapoliert) fiir Schicht-
dicken von 1 bis 110 em und Dampftemperaturen von 100 bis 1600° C
bei 1at Dampfdruck in Diagrammen und Zahlentafeln mit.

Es sei aber an dieser Stelle nochmals ausdriicklich darauf hinge-
wiesen, daB} jedes dieser drei Verfahren in sich abgestimmt ist, und daB
es unzulissig ist, ein Bestimmungsstiick des einen Autors ohne weiteres
in die Formel eines anderen Autors einzusetzen.

4, Strahlung leuchtender Flammen.

Es erscheint zunichst fraglich, ob es richtig ist, die Strahlung
leuchtender Flammen in dem Kapitel ,,Strahlung von Gasen‘ zu be-
handeln. Denn nicht der Gasstrom, der die Flamme bildet, strahlt,
sondern die in dem Gasstrom schwebenden, feinstzerteilten glithenden
Kohleteilchen. Aber diese Strahler sind so klein, dalB} sie eine merkliche
Durchlissigkeit besitzen; fiir Emission und Absorption ist daher nicht
die Oberfliche der Flammen maligebend, sondern der ganze Flammen-
korper. Folglich besteht sowohl der physikalischen Erscheinung nach
als auch hinsichtlich der rechnerischen Behandlung eine enge Beziehung
zur Gasstrahlung.

Beziiglich der spektralen Intensitdtsverteilung stehen leuchtende
Flammen allerdings den festen Korpern néher: sie besitzen ein kontinu-
ierliches Spektrum, senden also graue Strahlung aus. Ihr ,,Schwarze-
grad™ C/C; nimmt mit steigender Temperatur, wie der fester Kérper
(vgl. 8. 222), zu, weil die Kohleteilchen fiir lange Wellen durchlissiger
sind als fiir kurze Wellen. In dem Exponenten der e-Funktion der Glei-
chung (51) tritt daher die Wellenlinge auf. Schack?! setzt fiir die Ab-
sorption den empirischen Ausdruck an:

ALl
A=1—¢ ", (54)
doch ist der Exponent von A nicht sicher bestimmt.

Man wird wohl den Charakter der Flammenstrahlung am besten
treffen, wenn man die Flamme als ,,triibes Gas‘ auffafBt. Voraus-
setzung dafiir ist, daB innerhalb der Flamme keine merklichen Tempe-
raturuanterschiede bestehen, daB also der Gasstrom dieselbe Tempe-
ratur hat wie die darin schwebende RuBlsuspension. Schack hat ver-
schiedene Uberlegungen angestellt iiber den Wirmeaustausch zwi-
schen dem Gasstrom und den RuBteilchen, deren Gré8e man nach
verschiedenen Messungen zu etwa 0,3 4 (mittlerer Durchmesser der
kugelférmig gedachten Teilchen) annehmen darf. Er kommt zu dem
Ergebnis, daB die RuBteilchen héchstens 1° kilter sein diirften als die

1 Schack, A.: Z. techn. Physik Bd. 6 (1925) 8. 530.
16%
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Flammengase; dieser Temperaturunterschied kann natiirlich voll-
kommen vernachlassigt werden, so dafl. die oben erwihnte Auffassung
der Flamme als triitbes Gas berechtigt erscheint.

Durch die Verbindung der Gleichung (54) mit dem Planckschen
Strahlungsgesetz erhilt Schack eine Gleichung fiir die Emission
einer Flamme, in der als Unbekannte nur mehr das Produkt 6-s vor-
kommt. Nun héngt aber é nicht nur von der Art des Brennstoffes ab,
sondern auch von der Stirke der RuBsuspension, also z.B.von der
Art der Luftzufithrung, Schnelligkeit der Mischung von Gas und Luft
und &hnlichen Einfliissen, die selbst bei der gleichen Feueranlage mit
der Zeit stark wechseln konnen. Es erscheint daher vorderhand un-
moglich, die Emission einer Flamme vorauszuberechnen; vielmehr
mufB man den von Schack vorgeschlagenen Weg gehen, aus der wahren
und der optisch gemessenen Flammentemperatur den Schwirzegrad
(das Absorptionsverhiltnis) der Flamme jeweils zu berechnen. Dann
kann man daraus mit Hilfe der von Schack angegebenen Gleichungen
und Diagramme naherungsweise die ausgestrahlte Warme berechnen.

Die Warmestrahlung der Gase und Flammen ist noch keineswegs
restlos aufgeklirt, namentlich ihre Berechnung ist noch auf vielen,
zum Teil recht unsicheren Annahmen aufgebaut. Der grofie, haupt-
séchlich Schack zu verdankende Fortschritt der letzten Jahre ist die
Erkenntnis von der Rolle, die die Gas- und Flammenstrahlung bei
technischen Feuerungsvorgingen spielt. Damit ist der komplizierte
Gesamtvorgang der Wirmeiibertragung wieder auf einem weiteren
Anwendungsgebiet in seine Finzelvorginge aufgeldst. Diese Analyse
ist die notwendige Voraussetzung ebenso fiir das Verstédndnis des Natur-
vorganges wie fiir die rechnerische Beherrschung der technischen An-
wendung.



Anhang.

Von S. Erk.

Stofiwerte, Mafisysteme, Formeln, Formelzeichen

Den in den Zahlentafeln I bis IX zusammengestellten Stoffwerten
sind die nach unserer Ansicht besten, im Schrifttum?! versffentlichten
Zahlen zugrunde gelegt. Im einzelnen sind folgende Quellen zu nennen:

a) Wasser:

Spezifisches Gewicht und spezifische Warme:

Wirmetabellen der Physikalisch-Technischen Reichsanstalt, Braun-
schweig 1919.

F. G.Keyes u. L.B. Smith: Mech. Engng. 1931 S. 132.

Wiarmeleitfahigkeit:

M. Jakob: Ann. Physik (4) Bd. 63 (1920) S. 537.

E.Schmidt u. W. Sellschopp: Forschung Bd.3 (1932) S. 277.

Dynamische Zahigkeit:

E.C.Bingham u. R.F. Jackson: Sci. Pap. Bur. Stand. 1917
Nr. 298.

G.Hevesy: Z. Elektrochemie Bd. 27 (1921) S. 21.

Die Druckabhéingigkeit der Stoffwerte ist, soweit sie @iberhaupt
bekannt ist, sehr gering. Bei einer Steigerung des Druckes bis 300 at
betragen die Anderungen gegeniiber den Werten der Zahlentafel T nur
einige Prozent.

b) Wasserdampf:

Spezifisches Gewicht und spezifische Warme bei konstan-
tem Druck:

0.Knoblauch, E. Raisch, H. Hausen, W. Koch: Tabellen und
Diagramme fiir Wasserdampf. 2. Aufl. Miinchen u. Berlin 1932.

Dynamische Zahigkeit:

H. Speyerer: Forsch.-Arb. Ing.-Wes. Heft 273. Berlin 1925.

1 Ausfiihrliche Zusammenstellungen s. Physikalisch-Chemische Tabellen von
Landolt-B6rnstein; 5. Aufl. Berlin 1923 sowie 1. und 2. Ergédnzungsband
Berlin 1927 u. 1931.
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Wiarmeleitfahigkeit:
Da hierliber nur sehr wenig Messungen von E. Moser (Diss. Univ.

Berlin 1913) vorliegen, wurde nach der aus der kinetischen Gastheorie
abgeleiteten bekannten Gleichung

h=ee, g

zunichst der Wert fiir ¢ aus den Messungen von Moser, den Werten
fiir ¢, von G. Eichelberg (Forsch.-Arb. Ing.-Wes. Heft 220. Berlin
1920) und den Werten fiir # von H. Speyerer berechnet. Es ergab
sich ein Mittelwert &= 1,25, der im ganzen Bereich als konstant
angenommen wurde. Damit konnte dann mittels der oben genannten
Werte von ¢, und % die Wirmeleitfadhigkeit errechnet werden, wobei
noch die von F. Naumann [Z. physik. Chem. Abt. A Bd. 159 (1932),
S. 135] berechneten Werte von ¢, herangezogen wurden. Natiirlich sind
die so berechneten Werte von 4, @, Pr mit der Unsicherheit behaftet,
die in der Wahl von ¢ = 1,25 liegt.

¢) Luft:

Spezifisches Gewicht:

In dem Gebiet, wo die Abweichung vom Gasgesetz merklich wird
{etwa unterhalb — 100° C) wurden die p-v-Werte von H. Hausen
{Forsch.-Arb. Ing.-Wes. Heft 274. Berlin 1926) verwendet.

Spezifische Warme ¢, und c,:

Unterhalb 0° C wurden die Werte aus den Wérmetabellen der Physi-
kalisch-Technischen Reichsanstalt (Braunschweig 1929) entnommen.
Oberhalb 0° C wurden sie mit den neuesten spektroskopisch ermittelten
Daten, die mir Herr Dr. Justi freundlichst zur Verfiigung stellte, nach
der Theorie der Schwingungswirmen berechnet [vgl. F. Henning u.
E. Justi: Z. techn. Physik Bd. 11 (1930) S.191]. Die so erhaltenen
Werte stimmen sehr gut mit neuen Messungen nach der Strémungs-
methode [S. H. Henry: Proc. Roy. Soc. London (A) Bd. 133 (1931)
S. 492] iiberein.

Wiarmeleitfihigkeit:

Da gemessene Werte nur bis 4000 C vorliegen, wurde zunéchst die

y3
g7,
bis 400° C aus den Beobachtungsergebnissen berechnet, dann bis 1000°
extrapoliert, und mit den extrapolierten Werten von & dann die Wiarme-
leitfahigkeit zwischen 400 und 1000° berechnet.

Die Druckabhéngigkeit von ¢,, 4 und 5 kann oberhalb —100° C
in dem Bereich von 1 bis 10 at vernachlissigt werden, so dall nur die
dem Druck proportionale Anderung des spezifischen Gewichtes beriick-
sichtigt werden mulf.

Unterhalb —100°% C kann man die Werte von p-v» und ¢, der oben
zitierten Arbeit von Hausen entnehmen.

in der letzten Spalte von Zahlentafel IX aufgefithrte Grofle &=
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Zahlentafel I. Stoffwerte fiir Wasser zwischen 0 und 200° C beim
Sattigungsdruck (zwischen 0 und 100° beim Druck 1 kg/cm?)

Tem- fsgizié Spezi- | Warme- |Dynami-| Kinema- 'I;(;Talpre- Prandtl-
pera-| Druck 1&(}(: fische | leitfahig- | sche Za- | tischeZa-| | <r.” | sche
tur wicht Wirme keit higkeit | higkeit higkeit Kennzahl
R I N I N TR TR RS
keal keal kg-s m? m?
0 2 3 A = x —
C | hefom?® | ke/m® g G radlm - Grad| m® s h
0 1 1000 | 1,009 0,480 182,5 179 4.8 13,3
10 1 1000 | 1,002 0,494 133,0 130 5,0 9,49
20 1 998 | 0,999 0,510 102,06 100 5,1 7,06
30 1 996 | 0,998 0,525 81,7 80,5 5,3 5,51
40 1 992 1 0,998 0,539 66,6 65,9 5,4 4,37
50 1 0988 | 0,999 0,552 56,0 55,6 5,6 3,59
60 1 983 | 0,999 0,565 48,0 47,9 5,7 3,00
70 1 978 | 1,001 0,574 41,4 41,5 5,9 2,54
80 1 972 1,002 0,581 36,3 36,6 6,0 2,20
90 1 965 1,005 0,585 32,1 32,6 6,1 1,93
100 1,03 958 | 1,007 0,587 28,8 29,5 6,2 1,72
120 2,02 943 1,015 0,590 24,0 25,0 6,4 1,42
140 3,68 926 1,025 0,588 20,4 21,6 6,5 1,20
160 6,30 9208 | 1,040 0,585 17,6 19,0 6,7 1,02
180 | 10,20 887 | 1,057 0,579 15,6 17,2 6,9 0,90
200 | 15,85 865 | 1,078 0,572 14,0 15,9 7,1 0,80

Die Zahlen in den stark nmrandeten Feldern sind exfrapoliert.

Bei der Zihigkeit wurde mit Riicksicht auf die Verwendung in der Hydro-
dynamik die Sekunde als Zeiteinheit beibehalten; dies muf bei der Berechnung
von Pr beachtet werden!

Zahlentafel IT. Spezifisches Gewicht y [;11%—} von Wasserdampf.

Druck

m\ 1 2 4 6 8 10 at
1009C 0,577 — — — — —
120 0,547 1,108 — — — —
140 0,520 1,048 — — — —
160 0,494 0,995 2,02 3,09 — —
180 0,473 0,950 1,93 2,93 3,06 5,04
200 0,452 0,908 1,84 2,78 3,75 4,76
2920 0,433 0,870 1,76 2.66 3,58 4,52
240 0,416 0,835 1,68 2,54 3,42 4,31
260 0,400 0,803 1,62 2,44 3,28 4,12
280 0,386 0,773 1,55 2,35 3.14 3,95
300 0,372 0,745 1,30 2,26 3,03 3,80
320 0,359 0,720 1,45 2,18 2,92 3,67
340 0.348 0,696 1,40 2,10 2,82 3,54
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Zahlentafel III. Spezifische Wiarme c, [W} von Wasserdampf.
N 1 2 4 6 8 10 at
emp.
100°C 0,485 — — — — —
120 0,477 0,498 — — — —
140 0,473 0,489 — — — —
160 0,471 0,483 0,512 0,549 — —
180 0,469 0,479 0,502 0,528 0,561 0,606
200 0,469 0,477 0,495 0,515 0,539 0,563
220 0,470 0,477 0,491 0,506 0,524 0,540
240 0,471 0,477 0,488 0,501 0,515 0,528
260 0,472 0,478 0,487 0,498 0,509 0,521
280 0,474 0,479 0,487 0,496 0,505 0,516
300 0,477 0,481 0,488 0,495 0,503 0,514
320 0,480 0,483 0,489 0,496 0,502 0,512
340 0,483 0,485 0,491 0,496 0,502 0,511
Zahlentafel IV. Dynamische Zahigkeit 5 -108 [%—:} von Wasserdampf.
rom |1 2 4 6 8 10 at
Temp.
100°C 128 — — — — —
120 136 138 - — — —
140 143 145 150 — — —
160 151 153 156 160 — —
180 158 160 163 167 172 180
200 166 168 171 174 179 187
220 173 175 178 182 187 194
240 181 183 186 189 194 201
260 189 190 193 196 201 209
280 196 198 201 205 208 216
300 204 205 208 211 216 223
320 211 213 215 219 223 230
340 219 220 223 226 230 237

Zahlentafel V. Kinematische Zahigkeit »-10° [%J von Wasserdampf.

W 1 2 4 6 8 10 at
Temp.

100°C 2,17 — — — — —
120 2,44 1,22 — — — —
140 2,70 1,36 — — — —
160 3,00 1,51 0,76 0,51 — —_
180 3,28 1,65 0,83 0,56 0,43 0,35
200 3,61 1,81 0,90 0,61 0,47 0,39
220 3,92 1,97 1,00 0,65 0,51 0,42
240 4,217 2,15 1,07 0,71 0,56 0,46
260 4,58 2.32 1,17 0,79 0,60 0,50
280 4,98 2,51 1,27 0,86 0,65 0,54
300 5,38 2,70 1,36 0,92 0,70 0,58
320 5,76 2,90 1,46 0,99 0,75 0,62

340 6,18 3,09 1,57 1,05 0,80 0,66
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5 s a2
Zahlentafel VI. Warmeleitfahigkeit 4-10 {m—_-h-Grad:l von Wasserdampf.
W 1 2 4 6 8 10 at
Temp.
100°C 2,04 — — — — —
120 2,16 2,28 — — — —
140 2,28 2,38 — — — —
160 2,41 2,49 2,65 2,83 — —
180 2,53 2,60 2,73 2.89 3,08 3,50
200 2,66 2,72 2,84 2,96 3,14 3,43
220 2,78 2,84 2,94 3,05 3,21 3,45
240 2,91 2,97 3,06 3,15 3,29 3,61
260 3,05 3,10 3,18 3,26 3,39 3,59
280 3,17 3,22 3,30 3,38 3,49 3,69
300 3,31 3,36 3.43 3,51 3,61 - 3,82
320 3,45 3,50 3,56 3,64 3,74 3,94
340 3,58 3,63 3,69 3,78 3,87 4,07

2
Zahlentafel VII. Temperaturleitfahigkeit a-10* [mf:l von Wasserdampfi.

N 1 2 4 6 8 10 at

emp.
100°C 7,3 — — — — —
120 8,3 4,1 — — — —
140 9,3 4.6 — — — —
160 10,4 5.2 2,6 1,7 — —
180 11,4 5.7 28 1,9 14 1.2
200 12,6 6,3 3,1 2,1 1,6 1.3
220 13,7 6,8 3.4 2,3 1.7 1,4
240 14,8 5 3.7 2,5 19 15
260 16,1 81 4,0 277 2,0 17
280 173 8.7 4.4 2,9 2,2 18
300 18,7 9,4 4,7 3,1 2,4 2,0
320 20,0 10,1 5,0 34 2,6 2,1
340 21,3 108 5.4 3,6 2.7 2.3

Zahlentafel VIII. Prandtlsche Kennzahl Pr von Wasserdampi.

w 1 2 4 6 8 10 at

Temp.
100°C 1,07 — — — — —
120 1,06 1,07 — — — —
140 1,05 1,06 — — — —
160 1,04 1,05 1,07 1,10 — —
180 1,03 1,04 1,06 1,08 1,11 1,12
200 1,03 1,04 1,05 1,06 1,09 1,11
220 1,03 1,03 1,04 1,05 1.07 1,09
240 1,03 1,03 1,04 1,05 1,07 1,08
260 1,03 1,03 1,04 1,05 1,06 1,08
280 1,03 1,04 1,04 1,04 1,06 1,07
300 1,04 1,04 1,04 1,04 1,06 1,07
320 1,04 1,04 1,04 1,05 1,06 1,07
340 1,04 1,04 1,05 1,05 1,06 1,06
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Zahlentafel X. Umrechnung von Werten des englisch-amerikanischen
MafBsystems in das metrische Maflsystem.

Der auf die Einheiten der 3. Spalte bezogene metrische Zahlenwert wird erhalten
durch Multiplikation des auf die Einheiten der 2. Spalte bezogenen englischen
Zahlenwertes mit den in der 4. Spalte angegebenen Faktoren.

. L. metrische Umrechnungs-
englische Einheit Finheit faktor
Lange inch (in) cm 2,540
foot (ft) m 0,305
Flache 8q. in. cm? 6,45
sq. ft. m? 0,0929
Raum cu. in. cm? 16,387
cu. ft. cm?® 28317
Imp. gall. (Brit.) cm? 4546 (seit 1898)
USA. gall. cn? 3785
Gewicht grain (Troy grain) = ;70106 1b. g 0,0648
ounce = 1175 1b. g 28,35
pound (1b.) kg 0,4536
ton (Schiffs-ton) == 2000 lbs. kg 907,19
ton (long ton) = 2240 lbs. kg 1016,05
Dichte grain/cu. ft. g/cm? 2,29-10-¢
(spez. Gew.) | oz./cu. ft. kg/m? 1,0
Ib./cu. ft. kg/m? 16,0
Druck 0z./sq. in. mm W.S. 44,0
in. of water »s 25,40
1b./sq. in. kg/cm? 0,0703
1b./sq. in. mm Qu.S. 51,712
1b./sq. ft. kg/m? 4,88
in. of mercury mm W.S. 345,5
Dynamische |/ 1b./(ft.-h) g/(em-s) 0,00413
Zahigkeit Ib./(ft.-s) ” 14,88
Warmemenge| Brit. thermal unit (Btu.) keal 0,252
spez. Warme | Btu./(lb. degr. F.) keal/(kg- Grad) 1
Btu. - in./(sq. ft.-h-degr. F.) | keal/(m-h- Grad) 0,124
“ . 5 cal/(em-s- Grad) 3,445-10-4
Warmeleit y Watt/(cm-Grad) | 1,442-10-
g Btu./ft.-h-degr. F.) keal/(m-h- Grad) 1,488
Btu./(in.-h-degr. F.) o 17,88
ks Btu./(sq. ft.-h-degr. F.) keal/(m?-h- Grad) 4,88
\Za;msezulflelr- f " cal/(cm-s- Grad) 1,36-10-*
gangszahl ] . Watt/(cm?- Grad) 5.67-10-4
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Zahlentafel XI. Umrechnung von MaBzahlen des technischen Mal-

systems (m, kggew., b, keal), physikalischen MaBsystems (cm, Zumagge S, cal),
elektrischen MaBsystems (cm, s, internat. Watt).

a) Warmemenge.

Wattsekunde
keal = int. Joule kWh
lkeal . . . . = 1 4186 1163-10-%
1 Joule = 239-10-% 1 0,2778-10-¢
1kWh = 860 3600000 1
b) Warmeleitfahigkeit.
_NAkcal cal Watt
m - h.Grad cm - s - Grad cm - Grad
keal . e
1 o h.Gead C = 1 2778 - 10 0,01163
cal
l— . =
om s, Grad 360 1 4,187
Watt
¢) Spezifische Wirme?l.
keal cal Joule kWh
kggew. - Orad | gumasse - Grad | kggew. - Grad | kggew. - Grad
keal _
e 1 1163-10-¢
kggew. - Grad ! 4186
cal
———— = 1 1 4186 1163-10-%
gMasse - Grad
Joule
— .10-6 . 106 .10-¢
Kgoom, - Grad 239-10 239-10 1 0,2778-10
kWh
Q&m = 860 860 3600000 1

* Die MaBzahl, die der Masse eines 1 g-Stiickes im physikalischen MaS8-
system zugeordnet ist, ist der tausendste Teil der MaBzahl, die dem Gewicht
eines 1kg-Stiickes im technischen Maflsystem zugeordnet ist. Daraus folgt das
zunéchst iiberraschende Ergebnis

keal ! cal

i

1 =] .
L kggew. - Grad ' gyagse - Grad

Aus dem gleichen Grunde gilt auch fiir die MaBzahlen von spezifischem Gewicht
(Gewicht der Volumeneinheit) im technischen MaBsystem und Dichte (Masse der
Volumeneinheit) im physikalischen MaBsystem die Beziehung

1| K8Gew. _ 1,001 | EMasse,
m " em?
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d) Dynamische Zahigkeit.
kggew. * h Poise — EMasse kg-s
m? cm-s m?2
1 K8Gew. - B = 1 0,3532- 10° 3600
m
y EMasse =| 2833-10-¢ 1 0,0102
cm - 8
ks o] emisei0 98,1 1
m
e) Kinematische Zihigkeit und Temperaturleitfahigkeit.
m* om? m
h s 5
2
1 lnh— ...... = 1 2,718 277,8-10-6
2
1 % ..... = 0,36 1 1-10-4
mZ
1 < = 3600 1-104 1
f) Warmeiibergangs- und Warmedurchgangszahl.
~ keal cal Watt kW
m?.h.Grad | em?.5.Grad | em?- Grad m? . Grad
keal
L sear — 10~ .10-6 .10~6
i h Grad 1 27,78-10-6 116,3-10 1163-10
cal
Watt,
om? Grad” " " = 8600 0,239 1 10
kW '
m Grad © = 860 0,0239 0,1 1
g) Wirmestrahlungszahl,
kecal o cal Watt
m?-h-(Grad abs.)*| cm?.s. (Gradabs.)* | cm?. (Grad abs.)*
kecal
) s S = Q. 106 .10-6
e B Grad abs) 1 21,78-10 116,310
cal
e 36000 1 4,186
Watt
P v 8600 0,239 1
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Anhang.

Formeln aus der Vektoranalysis.

U und V == skalare GréBen. % und B = Vektoren.
| = absoluter Betrag eines Vektors, also GréBe ohne Richtung.

grad (U-A) = U -grad A;
div grad U =}V?2U;
div (U-U) = U-div¥ + (A, grad U);

DU ouU
= == = (), grad U)
at Ji & wobei ¢ die Zeit und w die

DY 0N Stromungsgeschwindigkeit ist;

.-d—t———gt——i—(m,grad)‘)[

f Wy -df = f div % - dv; GauBscher Satz;

Fliche Vol

|grad U| = V(%\)z + <%g>2 + <%>2 in rechtw. geradl. Koord.

) 04,  dA,  d4, .
a) div ¥ = 4 “2¢ in rechtw. geradl. Koord. ;
oz dy dz g
1 or4 1 04 J0A,. .
b) = ;T Ty . .(d(p‘” + d; in Zylinderkoord.;
¢) _ 1 _Ord, + 1  Osing-4dyp 1 d4g
¢ dr rsin g Jdy "rsiny Jdg
in Kugelkoord.
92 22U RU
a) iU = 5()—5 -+ (?M_ + (()—U in rechtw. geradl. Koord.;
U 1 U 1 02U a>U . .
= e e o T "-
b) p i il bl gt T in Zylinderkoord. ;
a2U 2 aU 1 02U cosy dU
) o T o T Gy T iy oy
U
4+ - g——;lA ;= in Kugelkoord.
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Ubersicht iiber die hiiufig verwendeten Formelzeichen.

Zeichen Bedeutung Dimension
a Temperaturleitfahigkeit = A/(c - ) m2-h-?
A4 Absorptionsverhéiltnis ....... —
b Vieeoy. o o oo . keal-m=2-h0,5- Grad
¢ (Cps Cp) SpezlflSche Warme e e keal-kg—1-Grad-!
C Strahlungskonstante. . . . . . . . . keal-m~2-h-1- Grad—t
d Rohrdurchmesser . . m
E Emissionsvermégen . keal-m~=2-h-1
f Fliche . . . . . e e e m?
g Schwerebeschleumcrun“ m-s~?
J Strahlungsmtenswat ..... keal-m—3-h-1
k Wirmedurchgangszahl kecal-m~—2-h-- Grad-1!
14 Lénge . . . . . . m
P Druck . . . kg-m-? und kg-em—2
Q Warmemenge . . . . . . . keal
r Radius m
t Zeit . . . . . . oL h
T Temperatur . . . . . . . .. Grad ahs. (° K)
w Geschwindigkeit . . . . . . . . .. m-s~* oder m-h-1!
X, Y 2 Rechtwinklige I\oordmaten m
o Warmeiibergangszahl . . keal-m=2-h-1- Grad-!
I Réiumliche W’armedehnzahl Grad-t
v Spezifisches Gewicht e kg-m—3
) Absorptionskoeffizient . . . . . . . . m-!
n Dynamische Zahigkeit . . . . . . . kg-s-m~2
& Temperatur . . . . . . . . . . . oC
P Verhéltnis ¢,: ¢, . —
2 Wiérmeleitfahigkeit . keal-m~!-h-1- Grad—!
A Wellenlinge . . . . . . . . . . .. m
v Kinematische Zahlgkelt = 1/ g, ,y m?-s-1
0 Dichte .. kg-h=2-m—*
o Strahlungskonstante ..... kecal-m—2-h-1- Grad—*
Kennzahlen:
Zeichen Bedeutung Definition
Fo Fouriersche Kennzahl . . . . at_ Jt—,;
2 c,y I?
Re Reynoldssche Kennzahl . . . . . wl _wly
v 971
Pe Pécletsche Kennzahl . . . . . . . . wl = }{)%c ¥
a
Pr Prandtlsche Kennzahl Pe — Vel
Be @« A
3.2
Gr Grashofsche Kennzahl Py 00/3
g
Nu NubBeltsche Kennzahl . . . . . . . . x!
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