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Vorwort. 

Es ist jetzt ein Vierteljahrhundert, seit die ersten fundamentalen 
Arbeiten über Integralgleichungen erschienen sind; die Hochflut der 
Produktion auf diesem Gebiete ist abgeebbt. Ein zusammenfassender 
Bericht über Integralgleichungen scheint daher jetzt von besonderer 
Bedeutung, um im Rückblick das Erreichte darzustellen, die noch 
offenen Fragen hervorzuheben. In vieljähriger gemeinsamer Arbeit 
haben die beiden Verfasser die ganze vorhandene Literatur einer ge
nauen Analyse unterzogen, Methoden und Resultate auf ihre Tragweite 
untersucht und manche neue Zusammenhänge aufgedeckt. Das Resultat 
dieser mühsamen Arbeit ist in dem vorliegenden Artikel nito'dergelegt; 
der Bericht ist für jeden unentbehrlich, der sich in dieses für die An
wendungen so überaus wichtige Gebiet tiefer einarbeiten will. Der 
Forscher aber wird durch die Lektüre zu neuen Untersuchungen an
geregt, und ich habe die feste Überzeugung, daß das vorliegende 
Referat die Integralgleichungen und noch mehr die daran anschließen
den, in der Theorie der Integralgleichungen wurzelnden allgemeineren 
Probleme wieder in den Mittelpunkt des wissenschaftlichen Interesses 
bringen wird. 

Würz burg, im Oktober 1927. E. Hilb. 
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Vorbemerkung. Der Artikel will im Prinzip die bis 1. Januar 1923 er
schienene Literatur berücksichtigen; jedoch glauben wir alles wesentliche, was 
nachher an einschlägigen Arbeiten erschienen ist, noch erfaßt zu haben. Im 
Einklang mit den von der Redaktion getroffenen Dispositionen behandeln wir 
nur die Theorie selbst, während ihre Anwendungen an anderen Stellen der Ency
klopädie zur Geltung gebracht sind. 

Wenn dabei den Tatsachen der Theorie ihre Methoden gleichberechtigt zur 
Seite gestellt worden sind; wenn an verschiedenen Stellen dieses Encyklopädie
artikels Beweise angegeben werden (allerdings nur solche, die, ihrem Wesen 
nach fundamental, in der Literatur bisher keine bequem zu handhabende Dar
stellung gefunden haben), so glauben wir, daß sich dies zum mindesten aus 
der augenblicklichen Situation der Integralgleichuugstheorie rechtfertigt: der 
Tatsachenbestand hat sich im letzten Dezennium in seinen Grundlagen nicht 
mehr verändert, während die Methoden dort, wo sie über den engen Rahmen 
der klassischen Theorie hinausgeführt werden, noch zu weiteren Wirkungen be
rufen erscheinen. Der Artikel ist dementsprechend im Gegensatz zu der üblichen 
materiellen Zerteilung des Gegenstandes nach Integralgleichungen und unendlich
vielen Veränderlichen vielmehr nach einem methodischen Gesichtspunkt gegliedert 
worden. Und zwar ist dasjenige Prinzip, das überhaupt die methodische Grund
lage der ganzen Theorie darstellt, nämlich die Analogie mit der Algebra der 
linearen und quadratischen Gebilde, auch der Disposition des Gegenstandes 
zugrunde gelegt worden; ebenso, wie der in Betracht kommende Abschnitt der 
Algebra seinerseits sachlich in die Auflösung der linearen Gleichungen und in 
die Transformation der quadratischen und bilinearen l!"0rmen zerfällt, ist hier 
in Auflösungstheorie (Kap. Il) und Eigenwerttheorie (Kap. 1II) geschieden. 

Der Artikel beschränkt sich aber nicht auf die materielle Seite des Gegen
standes, d. h. auf seine Tatsachen und auf seine Methoden, sondern er will zu
gleich auch deren Genesis aufweisen; so wenig er eine Geschichte der Integral
gleichungstheorie sein will, will er doch die Entwicklung ihrer Probleme in sich 
enthalten. Diese Absicht birgt zunächst die Gefahr in sich, daß derjenige Leser, 
der nur Tatsachen oder nur Methoden sucht, durch genetische Entwicklungen 
behindert wird, die ihrer Art nach subjektiver und oft verwickelter sind. Um 
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dies zu vermeiden, sind die genetischen Erörterungen in einem besonderen Ka
pitel in Form einer Entwicklungsgeschichte der Integralgleichungen und unend
bchvielen Veränderlichen vereinigt und vorangestellt worden; die folgenden 
Kapitel bringen dann die bloßen Tatsachen und Methoden und sind so abgefaßt, 
daß sie die Kenntnis des ersten nirgends voraussetzen, sondern völlig nnabhängig 
von ihm verständlich sind. Durch diese Trennung wird es möglich, im H. und 
III. Kapitel die Tatsachen und Methoden nach ihrem eigenen sachlichen Zu
sammenhang anzuordnen und darzustellen und unbehinded durch jede Rücksicht 
auf die historische Verknüpfung der Tatbestände die methodischen Elemente zu 
ihrem vollen Recht gelangen zu lassen. Auf der anderen Seite können wir um 
so freier im I. Kapitel von der geschichtlichen Entwicklung das Bild entwerfen. 
das sich uns in seiner nat.urgemäßen Bedingtheit durch den derzeitigen Stand 
der Theorie und durch die bewußte Betonung ihrer methodischen Bestandteile 
darbietet. 

Inhaltsübersicht. 
I. Ursprung der Theorie. 

1. Der allgemeine algebraische Grundgedanke. 
2. Der besondere Typus der Integralgleichung zweiter Art. 
3. Die Entwicklung nach Iterierten (Ntumannsche Methode). 
4. Der lösende Kern (Resolvente). 
o. Die Fredholmsche Entdeckung. 
6. Hilberts Eigenwerttheorie. 
7. Umgrenzung des Funktionenbereiches. 
8. Übergang zu unendlichvielen Veränderlichen. 

11. !.ufiösungstheorie. 
A. Die linearen Integralgleichungen zweiter Art. 

9. Die Fredholmsche Theorie. 
10. Andere Auflösungsmethoden. 
11. Die iterierten und assoziierten Kerne. 
12. Uneigentlich singuläre Integralgleichungen. 
13. Allgemeinere Integrationsbereiche. Systeme von Integralgleichungen. 
14. Besondere Kerne. 

B. Die Methode der unendlichvielen Veränderlichen. 
1&. Zusammenhang zwischen Integralgleichungen und linearen Gleichungssystemen 

mit unendlichvielen Unbekannten. 
16. HJlberts Theorie der vollstetigen Gleichungssysteme. 

C. Andere Untersuchungen über lineare Gleichungssysteme mit unendlioh-
vielen Unbekannten und lineare Integralgleichungen. 

17. Die Methode der unendlichen Determinanten. 
18. Theorie der beschränkten Gleichungssysteme. 
19. Die allgemeinsten Gleichungssysteme für Unhekannte von konvergenter 

Quadratsumme. 
20. Andere Konvergenzbedingungen fÜl· die Unbekannten. 
21. Eigentlich singuläre Integralgleichungen zweiter Art. 
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22. Integralgleichungen erster Art. Momentenproblem. 
23. Neuere Untersucbunj1;en üher lineare Volterrasche Integralgleichungen. 
24. Lineare Funktionaloperationen: 

a) Die AlgE'bra der Funktiondloperationen. 
b) Der Standpunkt der Mengenlehre. 
c) Der formal-abstrakte Standpunkt (general analysis). 
d) Besondere lineare Funktionalgleichungen. 

D. Nichtlineare Probleme. 
25. Nichtlineare Integralgleichungen und nichtlineare Gleichungssysteme mit un-

endlichvielen Unbekannten. 
26. Vertauschbare Kerne. 
2i'. Integrodifferentialgleichungen. 
28. Nicbtlineare Fllnktionaloperationen. 
29. Numerische Behandlung linearer und nichtlinearer Probleme. 

111. Eigenwerttheorie. 

A. Integralgleichungen mit reellem symmetrischen Kern. 
80. Eigenwerte und Eigenfunktionen. 
31. Die iterierten und aAsoziierten Kerne. 
S2. Die Extremumseigenscbaften der Eigenwerte. 
33. Die Existenz der Eigenwerte. 
3!. Entwicklungssätze. 
85. Abhängigkeit der Eigenwerte vom Integrationsbereich und ihr asymptotisches 

Verhalten. 
3ß. Uneigentlich singuläre symmetrische Integralgleichungen. Allgemeinere Inte

gr-d.tionsbereicbe. Systeme von Integralgleichungen. 
Si'. Besondere symmetrische Kerne. 

B. Integralgleichungen mit unsymmetrischem Kern. 
38. Besondere unsymmetrische Kerne, die sich wie symmetrische verhalten. 
39. Elementarteilertheorie der allgemeinen unsymmetrischen Kerne (Entwicklung 

nach Hauptfunktionen). 

C. Die vollstetigen quadratischen und bilinearen Formen von unendlich
vielen Veränderlichen. 

40. Hilberls Hauptachsentheorie der vollstetigen quadratischen Formen. 
41. Besondere vollstetige Bilinearformen, die sich wie quadratische Formen ver

halten. 
42. Elementarteilertheorie der allgemeinen vollstetigen Bilinearformen. 

D. Weitere Untersuchungen über quadratische und bilineare Formen von 
unendlichvielen Veränderlichen. 

43. Beschränkte quadratische Formen von unendlichvielen Veränderlichen. 
44. Eigentlich singuläre Tntegralgleichung-en zweiter Art mit symmetrischem Kern. 
45. Der allgemeine Standpunkt der Funktionaloperationen: 

a) Die Algebra der Funktionaloperationen. 
b) Der formal-abstrakte Standpunkt (general analysis). 
c) Die methodische Auswirkung der Theorie. 

88* 
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I. Ursprung der Theorie. 

1. Der allgemeine a.lgebra.ische Grundgedanke. Den Gegenstand 
der Integralgleichungstheorie bildet die sog. Integralgleichung 2. Art 

b 

(J) cp(s) + f K(s, t) cp(t) dt = fes) Ca < s < b), 
a 

also eine Funktionalgleichung für eine unbekannte Funktion cp(s); 
das Intervall (a ... b), auf das alle vorkommenden unabhängigen Ver
änderlichen beschränkt sind, sowie die Funktionen fes) und K(s, t) 
sind als gegeben anzusehen. K(s, t) nennt man den Kern (kernei, 
noyau, nucle) der Integralgleichung. Alle diese Funktionen mögen 
vorläufig als stetig vorausgesetzt werden. 

a) Auflösungstheorie. Das Problem der Auflösung der Glei
chung (J) stellt sich als analytisches Analogon zu dem algebraischen 
Problem der Auflösung eines Systems von n Gleichungen ersten Grades 
mit n Unbekannten dar. Man überblickt dies unmittelbar, wenn man 
sich der Definition des bestimmten Integrals als Grenzwert einer 
Summe erinnert: man teile das Intt'grationsintervall durl'h die Teil
punkte xl1 •.. , X,,_t in· n glt'iche Teile, deren jeder also die Länge 

~ = b - a hat, man bezeichne abkürzend die Funktionswerte in diesen 
n 

Teilpunkten, wie folgt: 

fex,) = f" dK(x" xt) = K,t (s, t = 1, ... , n; x" = b) 

und betrachte das System von n Gleichungen ersten Grades für die 
nUnbekannten CPl1"" CP,,: 

(1 + Ku) CPt + Ku CP2+"'+ K h cP" = ft 

(A) K,t CPI + (1 + Ku) CPi + ... + Kin cP" = f, 

Kn'J cP, + ... + (1 + Ku) cP" = f" 
oder, kürzer geschrieben, 

... 

(A) cP, + ~ K.tcpt = r. (s = 1, ... , n). 
t=l 

Die Bedingungen, unter denen (A) lösbar ist, sind wohlbekannt. Vor
ausgesetzt, das System CA) sei für jedes n lösbar, so denke man für 
jedes einzelne n die Lösungswerte cp~") •... , cp~;) als Lote in den Teil
punkten xl1 ... , X,,_l1 b a.ufgetragt'n und die Endpullkt~ dieser Lote 
durch einen Polygon zug verbundt'n; wofern dann diese Polygonzüge 
mit wachsendem n gegen das Kurvenbild einer stetigen Funktion cp(s) 
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konvergieren, wird in Anbetracht der Definition des bestimmten Inte
grals das algebraische Gleichungssystem (A) in die Integralgleichung 
(J) übergehen und rp(s) also eine Lösuug von (J) sein. Wenn diese 
einfache Überlegung auch sofort die Schwierigkeiten der wirklichen 
Durchführung des angedeuteten Grenzüberganges durchblicken läßt, so 
demonstriert sie doch das Bestehen einer formalen Analogie zwischen 
{J) und (A). Man kann diese Analogie auf die einfache Formel 
bringen: das Integralseichen ist durch das Summenseichen su ersetsen, 
die Integrationsvariable durch einen Summationsindex, die Argumente 
der unter dem Integralzeichen stehenden Funktionen sind in Indis&; um
ßuwandeln. 

b) Eigenwerttheorie. Mit der Auflösung der Gleichung (J) ist 
die Lehre von den Integralgleichungen nicht erschöpft. Ist k(s, t) eine 
reelle, symmetrische Funktion ihrer bei den Argumente, k(s, t) = k(t, s), 
und l ein Parameter, so knüpft sich an die homogene Gleichung 1) 

b 

rp(s) -l.rk(s, t)rp(t)dt = 0 
a 

ein weiterer Komplex von Begriffen und Tatsachen. Eigenwert des 
Kp.rnes k(s, t) heißt jeder Wert von l, für den (i,.) eine nicht identisch 
verschwindende Lösung besitzt, und diese Lösungen selbst heißen die 
Eigenfunktionen des Kernes. Unterwirft man die Integralgleichung (i,.) 
dem nämlichen Analogisierungsprozeß, der oben auf (J) angewandt 
wurde, so erscheint sie als das analytische Analogon zu dem System 
von n homogenen linearen Gleichungen mit nUnbekannten: 

(l-lkll) rp1 -Hu rp2 -... -H1,. rp", = 0 
- ).k21 rpl + (1 - l~s) rps - .. , - Hin rp,. = 0 

-lknl rpl 
(>der kurz 

" 
rp. -l ~k.trpt = 0 

t= 1 
(s=l, ... ,n), 

dessen Koeffizientensystem diesmal der Symmetriebedingung k,t = kt • 

1) Eine Integralgleichung soll stets mit (~) bezeichnet werden, wenn sie aus 
{J) dadurch hervorgeht, daß unter Einführung eines Parameters 1 der Kern 
K(s, t) = - lk(s, t) gesetzt wird. Die Marke h an der Gleichungsnummer soll 
.stets den tJbergang zur homogenen Gleichung (rechte Seite Null) andeuten. -
Entsprechende Bezeichnungen werden bei den linearen Gleichungssystemen der 
Algebra (A) und bei Systemen mit unendlichvielen Unbekannten (U) angewendet 
werden. 
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genügt, und das lösbar ist, wenn seine Determinante verschwindet: 

1 - A.kll '" - A.kln I 
(1) =0. 

- lklll ••. 1 - )"k,,, .. 

Die Rolle dieser Gleichung, der sog. Säkulargleichung, in der ana
lytischen Geometrie und in der Mechanik ist bekannt. In der letzteren 
beherrscht sie die Lehre von den freien Schwingungen von n Massen
punkten. In der analytischen Geometrie des Raumes tritt sie (für n = 3, 
bei Deutung der CF, als unhomogener Koordinaten) beim sog. Haupt
achsen problem auf, d. h. bei der Aufgabe, die auf ein rechtwinkliges 
Koordinatensystem (mit dem Flächenmittelpunkt als Anfangspunkt) 
bezogene Gleichung eines Ellipsoids oder Hyperboloids ~lX2 + 2k12 XY 

+ ... + kases = 1 durch eine Drehung des Koordinatensystems in 
die Normalform 

überzuführen - (x, (J, r sind nämlich die Wurzeln der Säkularglei
chung. Dehnt man die Redeweise der analytischen Geometrie auch auf 
den Raum von n Dimensionen aus, so handelt es sich um den Satz, 
den man als das Hauptachsentheorem für den n-dimensionalen Raum 
bezeichnen kann, und dessen Zusammenhang mit dem System (a,,) und 
der zugehörigen Säkulargleichung (1) im Hinblick auf das folgende 
genau präzisiert sei: Man kann durch eine rechtwinklige Koordinaten
transformation im Raum von n Dimensionen (orthogonale Transfor-
mation) ,. 

(2a) x, = ~ CFa,Ya (s = 1, ... , n) 
a=l 

die Gleichung der Mittelpunktsflächen 2. Ordnung im Raum von n Di
mensionen auf die Normalform 

,. 
(2b) ~ y! y' 

k xx = --.!.. + ... + --.!!. = 1 ., ., 1:t l,. 
l,t=1 

bringen, wo die neuen Koordinatenachsen die Hauptachsen sind und 
)"11"")"" die Quadrate der halben Hauptachsenlängenj die n reellen 
Zahlen ll1"" )"" sind die Wurzeln der Gleichung (1) und die Koeffi
zienten CFa. der Transformation (2 a) (geometrisch gesprochen die 
Richtungscosinus der n Hauptachsen) sind die zu jenen n Werten 
)"1' ... , l,. gehörigen n Lösungssysteme von (aA). 
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Die analogen Tatsachen über die Eigenwerte il und die zuge
höri~en Eigenfunktionen qJ (s) sind es, die den Inhalt der Eigenwert
theorie der Gleichung (ih) bilden. 

c) Der allgemeine Analogiegedanke. Die Theorie der 
linf'aren Gleichungen und die orthogonale Transformation der quadra
tischen Formen sind die beid .. n einzigen wesentlichen a1gebraisrhen 
Grundtatsachen, die in der elementaren analytischen Geometrie ver
körpert sind. Die Integralgleichungstheorie, wie sie eben skizziert 
worden ist, erscheint also einfach als analytisches Analogon zu den 
Elementen der analytischen Geometrie des Raumes von zwei, drei und 
mehr Dimensionen. In dieser Idee der Analogie mit der analytischen 
Geometrie und allgemeiner überhaupt in der Idee des Übe'rgangs von 
algebraischen Tatsachen zu solchen der Analysis liegt der Sinn der Lelwe 
von den Integralgleichungen. 

Es versteht sich von selbst, daß lange vor 1900 die mannigfach
sten Versuche zur Verwirklichung dieser Idee gemacht worden sind. 
Seitdem D. Bernoulli die schwingende Saite als Grenzfall eines Systems 
von n einzelnen schwingenden Massenpunkten behandelt hatte 2), ist 
dieser Grenzübergang im Einzelfall immer wieder versucht worden; 
und im Einzelfall hatte er gelegentlich Erfolg, namentlich dort, wo 
physikalische Vorstellungen das Resultat im voraus präsentierten.2a) 

Bei diesen Yersuchen waren zunächst meist Differentialgleichungen, 
nicht Integralgleichungen, das Substrat der Betr'lchtung auf Seiten 
der Analysis, und man fand von ihnen den Weg zu algebraischen 
Bildungen, indem man die Differentialgleichungen in Differenzenglei
chungen auflöste.2b) Diese Art des Übergangs hatte das beginnende 
19. Jahrhundert noch weit stärker im Bewußtsein als die folgende 
Periode der Mathematik; keiner vor allem hat früher so tief in solche 

2) D. Bernoulli, Petropol. Comm. 6 (1732/33, ed. 1738), p. 108 - 122, insbes. 
Nr. 16: "Orsus itaque sum has meditat.iones a corporibus duobus filo flexili in 
data distantia cohaerentibus; postea tria cODsid .. ravi moxque quatuor, et tandem 
nu me rum eorum distantiasque qualescunque; cumque n'Jmerum corporum infini
tum facerem, vidi demum naturam oscillantis catenae sive aequalis sive in
aequalis crassitiei sed ubique perfecte tiexilis'" - Joh. Bernoulli, ibidem 2 (1729), 
p. 200 = Opera 3, p. 124, hatte lediglich die Fälle n = 2, 3, 4 erörtert. 

2 a) Als markantestes Beispiel sei nur Lord Rayleigh, theory of sound, 
1. Auti. London 1877, 2. Auti. 1894, chap. 4 und 5 angeführt. 

2 b) Es Bei nur auf die Schlußbemerkung von eh. Sturm am Ende seiner 
großen Arbeit J. de math. (1) 1 (18ll6), p. 106 -186 verwiesen, in der er an
deutet, wie er auf diesem Wege von seinem algebraischen Theorem betreffend 
die Siurmschen Ketten zu Beinern O.zillationstheorem betreffend die linearen 
Differentialgleichungen 2. Ordnung gelangt ist. 
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Zusammenhänge hineingeschaut, wie B. Riemann es in seiner Bemer
kung zur Integration hyperbolischer partieller Differentialgleichungen 
zu erkennen gibt.S) 

Kel,en diesen Versuchen eines direkten Grenzübergangs laufen die 
zahlreichen Bemühungen einher, lineare Funktionalgleichungen durch 
die Methode der unbestimmten Koeffizienten, also durch Reihenansätze 
in Systeme von unendlichvielen linearen Gleichungen zu verwandeln; 
der umfass,~nde Bericht H. Burkltardls über die Entwicklun}4en nach 
oszillierenden Funktionen 4) gibt einen Begriff von der Mannigfaltig
keit und zugleich von der aphoristischen Natur dieser Untersuchungen, 
die alle in die Richtung des Analogiegedankens weisen. 

Wenn trotzdem erst die Jahrhundertwende zur Geburtsstunde der 
Integl'algleichungslehre wurde, so kann man schon daraus entnehmen, 
daß diese Theorie noch durch andere Momente als durch jenen furmalen 
Analogiegedrmken bedingt sein muß.5) Es ist das Ziel der folgenden 
Nummern dieser genpti ... chen Vorbetrachtung, diese Momente ausein
allderzulegen und sowohl die Hindernisse aufzuweisen, die den Zugang 
zur Integralgleichullgstheorie solange verwehrten, als auch die charak
teristischen Gedankl'n, die zu ihrer Entdeckung führten. 

2. Der besondere Typus der Integralgleichung zweiter Art. 
Ein Blick auf (A) läßt bereits eines dieser entscheidenden Hindernisse 
erkennen. Die Einer, die in der Diagonale des Systems CA) in Evidenz 
treten, erscheinen, rein algebl'ltisch betrachtet, lediglich als eine etwas 
auffallende Dekoration, im Grunde nur als eine Sache der Bet.eichnungj 
schriebe man K .. statt 1 + K .. , so wäre die Allgemeinheit des Systems 
nicht geändert. Aber jene Einer sind daraus hervorgegangen, daß in 
(J) die ullbekannte Funktion auch außerhalb des Integralzeichens 
auftritt. Würde man davon absehen und an Stelle von (J) die Funk-
tionalgleiclmug 

b 

J K(s, t) pet) dt = fes) 
a 

setzen, die man übrigens oft betrachtet und als Integralgleichung 1. Art 

3) B. Riernann, Über die Fortpflanzung ebener Luftwellen von endlicher 
Schwingungsweite, Gött. Nachr. 1860 = Werke, 1. Aufl. p. 145-164, 2. Aufl. 
p. 100-170, in~bes. p. 159 hzw. 170 f. 

4) H. Burkhardt, Jahresb Deutsch. Math.-Ver. 102 (190S), XV u. 1804 S. 
5) Ein BeiRpi ... 1 der lediglich heuristischen Auswertung des Analogiege

dankens zur Auffindung einPR weMentlicben Resultats findet man bei 17. Volterra, 
Sulla inversione degli integ-rali definiti, Torino Atti 31 (1896), p. 311-323,400-408, 

5iJ7-n67, 6U3-70S (bzw p. 231-2-1.3, l!86-29!, 389-399, 429-444 der Sonder
ausgabe der Cl. fis., mat. e nat.), insbes. Nr. 3 der 1. Note, p. 315 (bzw. 295). 
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bezeichnet hat, so würde man eben nicht jenen Komplex von Sätzen 
aufstellen können, die J. F'1'edholm für die Gleichung (J) entdeckt hat 
und die in genauer Analogie zu den Sätzen der Lehre von n Gleichungen 
ersten Grades mit n Unbekannten stehen (ausführlich findet man sie 
in Nr. 9 und im Anfang von Nr. 10 aufgeführt). Dieser tiefgehende 
Unterschied zwischen Integralgleichungen 1. Art und Integralglei
chungen 2. Art - übrigens eine Benennung, die diesem Unterschied 
nicht gerecht wird - ist also durch die Idee der formalen algebraischen 
Analogie allein nicht zu begründen; er ist also jedenfalls eine An
gelegenheit der Analysis, und eine genetische Betrachtung des Gegen
standes wird die einzelnen Etappen aufweisen müssen, in denen jener 
Unterschied sich im Laufe der Zeit geltend gemacht hat.6) 

Historisch betrachtet. hebt sich der spezifische Ansatz der Inte
gralgleichung zweiter Art erst allmählich im Laufe des 19. Jahrhunderts 
hier und da von den vielfach verstreut auftretendeu Integralgleichungen 
erster Art ab. Zuerst tritt er wohl 1837 bei J. Liouville auf7) , in 
einem Zusammenhange, der in Nr. 3 zu erwähnen sein wird. Man 
findet ihn 1856 bei A. Beer8) wieder, bei der Lösung der potential
theoretischen Randwertaufgaben. Der Gedanke, der für die Entwick
lung der Integralgleichungstheorie später entscheidend geworden ist, 
ist der folgende. Die erste Randwertaufgabe verlangt eine Funktion 
u(x, y) zu finden, die im Inneren eines gegebenen Bereichs der Diffe-
rentialgleichung A = O'U + a'u = 0 

~u - axt ay! 

genügt und auf dem Rande 0 Werte hat, die als Funktion fes) der 
Bogenlänge s längs des Randes vorgegeben sind. Das logarithmische 
Potential einer einfachen Belegung (>(s), die längs des Randes C aus-
gebreitet ist, 1 J' 1 

u(x, y) = -2 (>(s) 19 (. ) ds, n rs,x,y 
a 

6) Die theoretische Begründung der hier vertretenen Ansicht über die der 
Lehre von den Integralgleichungen 1. Art gezogenen engen Grenzen liefert in 
voller Schä.rfe erst die Methode der unendlichvielen Veränderlichen; vgl. Nr.20e, 
Nr. 22, Anfang, insbes. 1411), sowie das am Ende von Nr. 6 und in Nr. 7 über den 
Eigenwert 00 Gesagte. - Diejenigen Aussagen, die an die IntegralgleichuIig 
1. Art angeknüpft worden sind, findet man in Nr.22 zusammengestellt. 

7) J. Liouville, Sur le developpement des fonctions ou parties de fonctions 
en senes dont les divers termes Bont aBsujettis a satisfaire a une meme equation 
differentielle du second ordr!! contenant un parametre variable. II. J. de mathe (1) 
2 (1837), p. 16-85. 

8) A. Beer, Einleitung in die Elektrostatik, die Lehre vom Magnetismus 
und die Elektrodynamik, Braunschweig 1865, insbes. p. 62 ff.; vgl. auch Poggend. 
Ann. 98 (1856), p. 187 [die Hauptstelle abgedruckt bei G. NeumannD), p. 220ff.]. 
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wo res; x, y) die Entfernung des inneren Punktes (x, y) vom Rand
punkte s ist, genügt bekanntlich der Differentialgleichung und wird 
auch die verlangten Randwerte f( 6) in den Punkten 6 des Randes a 
dann annehmen, wenn 

1 r 1 
f(6) = 2nJ (>(s) 19 r(s;~,y) ds, 

a 

ist; in heutiger Terminologie ist das eine Integralgleichung erster Art 
für (>(s). Der Gedanke von Beer kommt nun darauf hinaus, statt des 
Potentials einer einfachen Belegung das einer Doppelbelegung mit dem 
Moment rp(s) zu verwenden, d. h. den Ausdruck 

v (x, y) = 21nfrp (s) oOn Ig (r(s;~, y) ds, 
o 

wo oOn die partielle Ableitung in der zu a normalen Richtung be-

deutet; in diesem Falle ist nämlich auf Grnnd der bekannten Sprung
relationen der Wert, den v bei der Annäherung an den Randpunkt 6 

von innen her annimmt, 

V (6) = -21 rp(6) + -21 frp(s) r;,0 19 ( (.1 )) ds; n. (In r s,x,y 
o 

soll also V(6) gleich dem vorgegebenen f(6) sein, so hat rp(s) in 
hentiger Sprechweise einer Integralgleichung sweiter Art zu genügen. 
Für diese gelingt Beer im Anschluß an die W. Thomsonsche Methode der 
elektrischen Bilder (1840; vgl. Encykl. IIA 7b, Burkhardt-Meyer, Nr.16, 
Fußn. 118») ein formaler Ansatz (vgl. Nr. 3), der anf die Integralglei
chung erster Art nicht anwendbar wäre, und den a. Neumann dann 
zn seiner Theorie des arithmetischen Mittels 9) ausgestaltet hat. 

Immerhin waren dies stets nur Integralgleichungen mit spesiellen 
Kernen. Es war daher ein Zeichen von seltenem Ahnungsvermögen, 
als 1887 P. du Bois-Reymond10) auf die allgemeine Funktionalgleichung 
vom Typus (J) hinwies, auf die ihn schon vor 35 Jahren der Physio
loge A. Fick aufmerksam gemacht habe und die ihm in den Anwen
dungen immer wieder begegnet sei. "Weder die Frage," schließt er 
seine Bemerkung, "wie weit das Problem ein bestimmtes sei, noch 
seine Klassifikation, da es doch an das Problem der Differenzenglei-

9) a. Neumann, Untersuchungen über das logarithmische und Newtonsehe 
Potential, Leipzig (Teubner) 1877, XVI u. 368 S.; ygl. im übrigen Encykl. HA 7b 
(Burkhardt-Meyer), Nr.27. 

10) P. du Bois-Beymond, J. f. Math. 103 (1888), p.204-229. Bei dieser 
Gelegenheit (p. 228f.) hat du Bois-Beymond zuerst den Namen "Integra.lglei
chungen" gebra.ucht, den Hilbert hema.ch von ihm übernommen hat. 
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chungen sich anzuschließen scheint, sind, soviel ich weiß, bis jetzt 
erörtert worden". 

Für die weitere Entwicklung der Theorie war es von wesent
licher Bedeutung, daß sich in einem scheinbar ganz and{'ren Gebiet, 
dem der unendlichen Determinanten, seit 1886 ein entsprechender Ge
danke durchsetzteY) Bis dahin waren mancherlei Versuche unter
nommen worden, unendlichviele lineare Gleichungen nach dem Muster 
der Determinantentheorie zu behandeln; sie hatten aber zu keinen Er
gebnissen von irgend welcher Tragweite geführt oder waren im Formalen 
stecken geblieben. 

Erst als G. W. HilP'), H. Poincare18) und Helge von Koch 1'), an
einander anknüpfend, dazu übergingen, die Einer in der Diagonale in 
Evidenz zu setzen und unendliche Determinanten vom Typus 

(3) a'l 1 + an a28 

aSI an 1 + ass 

CD 

zu betrachten, bei denen ~ I aufJ I konvergiert, gelang der Aufbau 
«,(1=1 ' 

einer Theorie, deren Sätze denen der Auflösungstheorie von n linearen 
Gleichungen mit n Unbekannten vollständig analog waren. Deutlicher 
noch als bei den Integralgleichungen tritt auf diesem Gebiet hervor, 
daß es eine Konvergenzbedingung, also eine Angelegenheit der Ana
lysis ist, die den Einern in der Diagonale ihre Bedeutung verleiht. 

3. Die Entwioklung naoh Iterierten (Neumannsehe Methode). 
Der Erfolg, den die in Nr. 2 genannten Autoren g·erade mit der Inte
gralgleichung zweiter Art hatten, beruhte auf einer Methode, deren 
algebraisches Analogon merkwürdigerweise in der 'fheorie der linearen 
Gleichungen nicht zu seinem Recht gekommen war, wohl infolge der 

11) Ober die Anfange der Entwicklung der Lehre von den unendlichvielen 
linearen Gleichungen, deren Darstellung aus dem Rahmen der an dieser Stelle 
zu gebenden Genesis der Integralgleichungstheorie herausfallen würde, vergleibhe 
man die Vorbemerkung zu II C und die daran anschließende Nr. 1 'Z. 

12) G. W. Hill, On the part of the motion of the lunar perigee which is 
a function of tbe mean motions of the sun and moon, Cambridge (Mass.) 1877, 
abgedruckt in Acta. math. 8 (1886), p. 1-36. 

13) H. Poincare, S. M. F. BuH. 14 (1886), p. 77-90. 
14) H. v. Koch, Öfvers. Vetensk. Ak. Färh. Stockholm 47 (1890), p. 109-129, 

411-431; Acta math. 16 (1892), p. 217-290; für die weiteren Arbeiten über 
diesen Gegenstand sei hier nur auf das Referat von H. v. Koch (s. Literatur C 5) 
verwiesen; vgl. im übrigen Nr. 1'1. 
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Abneigung vieler Algebraiker gegen die Anwendung unendlicher Pro~ 
zesse im Bereiche der Arithmetik. Diese Methode war nichts anderes 
als eine Anwendung der allgemeinen Idee der sukzessiven Approximation, 
wie sie bei beliebigen, auch nichtlinearen Systemen gewöhnlicher Diffe
rentialgleichungen geübt wird 15), auf die Gleichung (J), bei der sie 
sich besonders übersichtlich gestaltet. Man findet in der Literatur 
zwei verschiedene Arten, sie darzustellen; bei der Wichtigkeit der 
Methode für die gesamte Theorie der lntegralgleichungt:'n wird es 
zweckmäßig sein, beide Darstellungsformen hier aufzuführen. 

Die eine Darstellung bildet aus der gegebenen Funktion fes) suk" 
zessive die Funktionen 

b 

(4) I !Po(s) = fes), !PI (s) = fes) -.f K(s, t) !poet) dt, ' .. 
b a 

!p,.(s) = fes) - J K(s, t) !P,,-1 (t) dt (n = 1,2, ... ); 
a 

aus ihr ist unmittelbar ersichtlich, daß, falls die Funktionen !p,.(s) 
gleichmäßig gegen eine Funktion !pes) konvergieren, diese der Inte
gralgleichung (J) genügt. 

Die andere Darstellung bildet, indem sie ebenfalls von der ge
gebenen Funktion fes) ausgeht, durch "Iteration" einer Integraloperation 
die Funktionen: 

b b 

(5a) ~ b a [ 
fl (s) = - r K(s, t) f(t) dt, f2(s) = - J K(s, t) ft (t) dt, ' .. 

f .. (s) = - J K(s, t) fn-l (t) dt (n = 1,2, ... ), 
a 

und aus diesen sodann die unendliche Reihe 

(ob) !pes) = fes) + fl(s) + f2(s) + ... 
(Entwicklung nach Iterierten). Daß diese, wofern sie gleichmäßig kon
vergiert, die Integralgleichung (J) befriedigt, ergibt sich daraus, daß 
!p",(s) ihre nte Partialsumme ist.16) 

Liouville war wohl der erste, der diese Methode - bei der in 
Nr. 2 erwähnten Gelegenheit 7) - auf eine Integralgleichung 2. Art 
angewendet hat. Die spezielle Natur seines Kernes erlaubte es ihm, 

15) A. Cauchy, Paris C. R. 11 (1840), p. 730 = Oeuvres (1) 6, p. 391ff.j vgl. 
im übrigen hierzu Encykl. II A 4a (Painleve), Nr. 9 und die Ergänzungen in der 
französ. Ausg. II 16, Nr. 9 (Painleve'). 

16) Die Rechnung, die dies verifiziert, ist die gleiche wie beim Beweise des 
Satzes von der geometrischen Reihe, nur da.ß sta.tt Potenzen einer Zahl Iterationen 
einer Integraloperation auftreten. Diese Analogie läßt den einfachen Sinn der 
Methode am besten hervortreten; genaueres 8. in Nr. 24 a. 
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die gleichmäßige Konvergenz von (5 b) durch explizite Rechnung zu 
erweisen. 

Der in Nr. 2 erwähnte formaie Ansatz von A. Beer8) ist ebenfalls 
nichts anderes als die Anwendung des Prozesses (4) auf die Funk
tionalgleichung, in die Beer sein potentialtheoretisches Problem um
geformt hatte. Es wird danach klar, daß Beers Versuch erl'it dadurch 
die richtige Wendung erhielt, daß er es verstand, das Problem statt 
auf eine Integralgleichung erster Art, die für eine Anwendung der 
Entwicklung nach !terierten keine Handhabe bieten würde, auf eine 
Integralgleichung zweiter Art zurückzuführen. Die Konvergenz dieses 
Verfahrens hat Beer allerdings völlig unerörtert gelassen. Es ist das 
Verdienst von C. NeumannY), diese Lücke ausgt·füllt und auf der 
Grundlage des B('erschen Ansatzes, wenigstens für. den Fall konvexer 
Bereiche, eine wirkliche Theorie errichtet zu haben. Die Schwieri~keit 
war dabei, daß das Beersche Verfahren in Wahrheit nicht ohne weiteres 
konvergiert und daß C. Neumann erst eine Änderung des formalen 
Apparates entdecken mußte, die die Durchführung des Konvergenz
beweises ermöglicht. Die Untersuchungen von HPoincm'e28) (vgl. Nr. ö, 
p. 1354) haben hernach gezeigt, daß sich in der Notwendigkeit dieser 
Abänderung ein für die allgemeine Theorie der Integralgleichungen 
wichtiger Umstand dokumentiert hatte. 

Eine andere, umfangreichere Klasse von Integralgleichungen 2. Art, 
bei denen (5 b) stets gleichmäßig konvergiert, die so gY) Volt er r a
sehen Integralgleichungen 2. Art, entdeckten erst J.LeRoux 18) 

und V. Vulterra 19), der letztere unter ausdrücklicher Berufung auf die 
Analogie mit denjenigen linearen Gleichungssystemen, bei denen die 
ste Gleichung nur die s ersten Unbekannten enthält: 

K'I = 0, wenn t > s, 
bei denen also eine rekursive Auflösung stets möglich ist.5) Das 
Analogon dieser Gleichungssysteme sind diejenigen Integralgleichungen, 

bei denen K(s, t) = 0, wenn t> s, 

d. h. deren Kern oberhalb. der Diagonale des Definitionsquadrats ver
schwindet; man pflegt sie unter Fortlassung des Teiles des Integra-

17) Der Name gebt auf E. Picard zuriick; vgl. die these von T. Lalesco, 
Bur l'equation de Volterra, Paris 1908, 78 B., p. 2 = J. de math. (6) 4, P 125-202. 

18) J. Le Roux, Bur les integrales des equations lineaires aux derivees par
tielles du second ordre a deux variables independantes, these, Paris 1894 = Ann~ 
Ec. Norm. (3) 12 (1895), p. 227-316, insbes. p 243 tf. 

19) V. Volterra, Bulla inversione degli integrali definiti, Rom Acc. Linc. Rend. 
(5) 61 (1896), p. 177-186, 289-300 und Ann. di mat. (2) 25 (1897), p. 139-178~ 
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tionsintervalls, m dem K verschwindet, in der Form 
, 

(V) ([J(s) +.f K(s, t) ([J(t) dt = f(s) , 
a 

also mit veränderlicher oberer Grenze, zu schreiben. Bei diesen Inte
gralgleichungen gelingt der Beweis der gleichmäßigen Konvergenz 
der Reihe (5b) durch eine sehr einfache Abschätzung von Ifn(s) I ohne 
irgendwelche weitere beschränkende Annahme (vgl. Nr. 23a). 

4:. Der lösende Kern (Resolvente). An die Fouriersche Fest
stellung 20), daß die beiden Formeln 

+~ +~ 

(6) f2cos 2nst ([J(t) dt = f(s) , .f2cos 2nst f(t) dt = ([J(s) (0 ~s < 00) 
o ° 

einander gegenseitig bedingen, an die Bemerkung A.bels 91), daß . , 
j . tp(t)dt 1 r rCt)dt 

(7) VB _ t = fes), f(O) = 0, durch --;. YB _ t = ([J(s) 
o ° 

gelöst wird, haben sich zahlreiche Umkehrungsformeln 12) für bestimmte 
Integrale geknüpft. Es ist das Gemeinsame aller dieser Umkehrungs
formeln, daß für eine Integralgleichung 1. Art .eine Lösungsformel 
gegeben wird, die selbst wieder die Gestalt einer Integralgleichung 
1. Art hat. Volterra führte diese Umkehrungsaufgaben, soweit in 
ihnen eine veränderliche obere Grenze auftritt (Volterrasche Integral
gleichungen 1. Art) durch Differentiation nach der oberen Grenze auf 
Volterrasche Integralgleichungen 2. Art zurück und konnte alsdann 
für diese ganz allgemein statuieren, daß sie stets, und zwar durch eine 
Formel vom Typus der Volterraschen Integralgleichung 2. Art, gelöst 
werden können.!S) 

20) J. J. Fourier, Preisscbrift von 1811, Paris, Mem. de l'ac. R. des sc. 
de l'lnstitut de Fr. 4 (1819/20), p. 485ff.; vgl. im übrigen Encykl. II A 12 (H. Burk
hardt), Nr. ä2ff. 

21) N. H. 'Abel, Solution de quelqups problemes a l'aide d'integrales de
fiuies, Werke (Cnristiania 1881) 1, p. 11-27 = Magazin for Naturv. 1 (1823); Re
solution d'un probleme de mecanique, Werke 1, p. 97-101 = J. f. Math. 1 (1826), 
p. 153-157. - S. D. Poisson, Second memoire sur 111. distribution de 111. cbaleur 
dans les corps solides, J. Ec. Polyt. 12 (1823), cah. 19, p. 249-403 hatte vordem 
schon (p. 299) eine Abelsche Integralgleichung aufgestellt, ohne ihre Lösung 
zu geben. 

22) Wegen der Geschichte dieses Gegenstandes vgl. Encykl. II A 11 (Pin
cherle), Nr. 30, ~owje die eingehende Darstellung bei Volterra 19). 

23) V. Volte"a 5) I~ (vgl. Nr. 2:h). Als erster hat wohl J. Caque, J. de math. 
(2) 9 (1864), p. 18;)-"22 den Begriff des lösenden Kernes bei denjenigen beson
deren Volterraschen Integralgleichungen 2. Art herausgearbeitet, die aus den 
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Dieses Phänomen ergibt sich für Volterra unmittelbar aus der 
Methode der Entwicklung nach Iterierten. Er braucht bloß aus den 
rekursiven Formeln (5a) tatsächlich fn(s) durch fes) auszudrücken, die 
Ergebnisse in (5 b) einzusetzen: 

b b b 

rp(s) = f(.'I) - f K(s, t) f(t) dt + ff K(s, r) K(r, t) f(t) dr dt + ... 
a a a 

und 

(8a) 

b I K(s,t) = - K(s,t) + fK(s,r) K(r,t) dr 
b b a 

- ff K(s,r1) K(rll r2) K(r2,t) dr1 drs + ... 
a a 

zu setzen, um die Lösung (5 b) in der Form 
b 

(8) rp(s) = fes) + f K(s, t) f(t) dt, 
a 

also selbst wieder in der Form einer Integralgleichung 2. Art zu 
erhalten. - "(s, t) nennt man den lösenden Kern ("Resolvente", "rezi
proke Funktion" u. dgl.) 2'). 

5. Die Fredholmsche Entdeckung. Allmählich reifen, wie die 
vorangehenden Nummern bereits erkennen lassen, im Laufe des 19. Jahr
hunderts die Methoden und die Formung des Problems der Integral
gleichungslehre heran. Vor ihrer definitiven Konzeption aber erhielt 
die Theorie noch einen ganz anderen Impuls, und zwar durch H. Poin
care. Für ihn handelt es sich noch lediglich um die Randwertaufgaben 
der Potentialtheorie; ihre Formulierung als eine Gleichung vom Typus 
(J) und die in Nr. 3 gegebene Methodik übernimmt er von O. Neu
mann. Er bringt jedoch in ihre Behandlung noch wesentlich neue 
methodische Elemente hinein, die er kurz zuvor bei der Behandlung 
der schwingenden Membran erprobt hatte. 

Auf diesen Ideenkreis der schwingenden Membran, der hernach 
für Hilbert entscheidend geworden ist, muß schon hier mit einigen 
Worten eingegangen werden, wenigstens soweit er für Fredholm maß
gebend wurde. Die Gestalten einer in eine ebene Kontur 0 ein ge-

linearen homogenen Differentialgleichungen hervorgehen j Anlaß dazu gab hier 
die Aufgabe, die in Nr. 3 erwähnte Liouvillesche Behandlung 7) der linearen 
homogenen Differentialgleichung 2. Ordnung durch Entwicklung nach Iterierten 
auf beliebige Ordnung zu übertragen; vgl. auch U. Dini, Ann. di mat. (3) 2 (1899), 
p. 297-324; 3 (1899), p. 125-183; 11 (1905), p. 285-335. Auch E. Beltrami, 
Lomb. Ist. Rend. (2) 13 (1880), p. 327-337; Bologna Mem. (4) 8 (1887), p. 291- 326 
operiert in besonderen Fällen bereits mit dem lösenden Kern. 

24) Eine Benennung tritt zuerst bei Hilbert, Grundzüge, p. 12 auf. 
Encyklop. d. math. Wiss.nsch. II S. 89 
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spannten Membran während einer Eigenschwingung oder, wie es im 
folgenden immer kurz heißen soll, die Eigenschwingungen der Mem
bran, sind geometrisch gegeben durch diejenigen Funktionen, die für 
irgend welchen Wert des konstanten Parameters Ä. der homogenen Diffe
rentialgleichung 

8!u 82u 
(9) 6.u + AU - ox2 + oy! + AU(x,y) = 0 

genügen und längs eden Wert 0 haben, ohne identisch zu verschwin
den. Nicht für jeden Wert von A sind solche Lösungen vorhanden; 
vielmehr geben diejenigen diskreten Werte von A, für die es der Fall 
ist, die Frequenzen von Grundton und Obertönen der Membran, sie 
sind, wie man kurz zu sagen pflegt, die "Eigenwerte'c" des Problems. 
H. Ä. SchwarfJ25) hatte die Existenz des Grundtons (d. h. des kleinsten 
Eigenwerts) bewiesen, durch eine Methode, die - ohne daß es aus
gesprochen wird - nach dem in Nr. 1 skizzierten algebraischen 
Muster des Hauptachsentheorems arbeitet und später in dem Existenz
beweis von E. Schmidt für die Eigenwerte einer beliebigen Gleichung 
vom Typus (ih) ihren allgemeinen Ausdruck gefunden hat (vgl. Nr. 33a). 
An diese Arbeit von Schwarz knüpft Poincare an, nachdem E. Picard 26) 
den Existenzbeweis des ersten Obertones hinzugefügt hatte, und be
weist die Existenz unendlich vieler Eigenwerte.27) Das wesentliche an 
Poincares Arbeit aber sind die Betrachtungen, in deren Rahmen er 
diesen Existenzbeweis führt. Er betrachtet die längs der Kontur C 
verschwindende Lösung der unhomogenen Differentialgleichung 

(Ha) 6.u + AU = fex, y), 

die physikalisch gesprochen die erzwungene Schwingung darstellt: und 
zwar betrachtet er diese Lösung bei gegebenem fex, y) in ihrer Ab
hiingigkeit von A, für das er nun auch komplexe Werte in Betracht 
zieht; es gelingt ihm, eine in bezug auf A meromorphe Funktion 
u(x, y; 1) anzugeben, die für alle Werte von A, die nicht gerade Pole 
sind, eine Lösung ist, übrigens die einzige. Er betrachtet ihre Mittag
Lefflersche Partialbruchzerlegung und erkennt in ihren Polen Eigen
werte, in den zugehörigen Residuen Eigenfunktionen des Problems;: 

25) H. A. Schwarz, Über ein die Flächen kleinsten Flächeninhalts betreffen
des Problem der Variationsrechnung, Acta soc. sc. fennicae 16 (1886), p. 316-362: 
= Festschr. zum 70. Geburtstag von Weierstraß = Ges. Abh. 1, p. 241 ff. - V gl. 
hierzu und zum folgenden Encykl. II A 7 c (Sommerfeld), Nr. 10 und II C 11 (Hilb
Szasz), Nr. 12. 

26) E. Picard, Paris C. R. 117 (1896), p. 602-607. 
27) H. Poincarc, Sur les equations de la pbysique mathematique, Palermo

Rend. 8 (1894), p. 67-156. 
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und zwar beweist er, daß man, wenn auch nicht bei jedem willkür
lich vorgf'gebenpn fex, v), so doch bei passend gewähltem fex, y) dabei 
stets sämtliche Eigenwerte und Eigenfunktionen erhält. Für alle Werte 
l, die nicht Eigenwerte sind, ist also das unhomogene Randwert
problem (9a) stets und nur auf eine Art lösbar, und zwar für jedes 
fex, y) rechterhandj andererseits ist für diejenigen Werte l, die Eigen
werte sind, definition!lgemäß das homogene Randwertproblem (9) lös
bar. Die Analogie mit dem in Nr. 1 bangedeuteten Hauptachsen
theorem der analytischen Geometrie wird nuri leicht deutlich: Die 
Eigenwerte entsprechen den n Werten vori l, für die das homogene 
System (a,,) eine Lösung besitzt, also den n Wurzeln der Säkular
gleichung (1) (Halbachsenquadrate)j den Lösungen selbst entsprechen 
die Eigenfunktionen. Das unhomogene Randwertproblem (9a) ent
spricht dem unhomogenen Gleichungssystem 

" (a) tp. - l~ k,ttpt = {, (s = 1, ... , n). 
t=1 

Nun lehrt die Determinantentheorie, daß das System (a) bei beliebigen 
recbten Seiten ft, ... , f,. stets eine und nur eine Lösung hat, falls 1 
keine jener n Wurzeln der Gleichung (1) ist; und zwar erscheint 
die Lösung dann als Quotient zweier Determinanten, die Polynome 
(n - l)ten bzw. nten Grades von l sind, also als gebrochen rationale 
Funktion von l, und zwar mit den ausgezeichneten l-Werten als Polen 
und den Lösungen der homogenen Gleichungen als Residuen. Der 
Komplex der von Poincare entdeckten Tatsachen erweist sich also 
als das unmittelbare Analogon der geläufigen Eigenschaften der beim 
Hauptachsenproblem auftretenden linearen Gleichungssysteme und ihrer 
Determinanten. 

Von dieser Basis aus trat Poincare an die "methode de Neumann" 
heran. Er begann damit, auch hier den Parameter leinzuführen, der 
sich in diesem Falle durch die physikalische Natur der Sache nicht 
dargeboten hatte. Er betrachtete also, wofern man den von O. Neumann 
benutzten Kern mit B(s, t) bezeichnet, die Gleichung vom Typus (J): 

b 

(10) tp(s) ,-l.{B(s,t) tp(t) dt = fes), 

die für l = - 1 in die Neumannsehe Gleichung übergeht. Für l = + 1 
ergab sie die ebenfalls von Neumann betrachtete Gleichung für die 
Randwertaufgabe des Außengebiets, und beide Aufgaben waren also 
vermöge des Parameters l in der einen Formel (10) zusammengefaßt. 
Zugleich ergab sich die Entwicklung nach Iterierten (5) nach Ein-

89* 
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führung des Parameters A. mit einer Natürlichkeit, der kein Kunstgriff 
mehr anhaftete. Setzt man nämlich die Lösung von (10), die natur
gemäß von Ä. abhängen muß, als Potenzreihe nach Potenzen von A. an, 

(11) rp(s) = fo(s) + Ä.ft(s) + Ä.'f,(s) +"', 
so ergibt die Einführung dieses Ansatzes in (10) und die Vergleichung 
der einzelnen Potenzen von lauf beiden Seiten 

b b 

(11 a) fo(s) = f(s) , fl (s) j'B(s,t)fo(t)dt, fi f s) J B(s,t)f1 (t)dt, ..• , 
a a 

also genau die Entwicklung (5) von Nr. 3. Deren Konvergenz war 
hier für I Ä. i < 1 leicht zu gewinnen; aber auf 1 = + 1 kam es ge
rade an. 

Und nun übertrug Poincari 28) jene Untersuchungen über die 
schwingende Membran auf dieses Problem, dessen Kern B(s, t) keine 
symmetrische Funktion mehr war. So wichtig war ihm die Erkennt
nis des Sachverhalts, daß er sogar die Existenz der Lösung der Rand
wertaufgabe (auf Grund anderer Methoden, etwa des alternierenden 
Verfahrens von Schwarz oder seiner eigt'nen methode de balayage) 
bereits als feststehend annahm, ja sogar schließlich zu heuristischen 
Methoden übnrging, um die Konvergenz dl'r Neumannschfln Methode 
des arithmetischen Mittels ohne Voraussetzung der Konvexität der 
Handkurve zu sichern und darüber hinaus den weiteren Tatbestand 
klarzulegen: den meromorphen Charakter der Lösung und das Ana
logon aller der weiteren bei der schwingenden Membran erörterten 
Dinge. Insbesondere stellte sich dabei beraus, daß· die Lösung bei 
+ 1 ihren absolut kleinsten Pol hat; damit fand es seine Aufklärung, 
weshalb die ursprüngliche Beersche Entwicklung (5) nicht stets kon
vergiert und erst der Modifikation von O. Neumann bedurfte, von der 
in Nr. 3, p. 1349, die Rede war. 

Diese Untersuchungen Poincare.'i sind es, von denen J. Fred
holm 29) seinl'n Ausgang genommen h'l.t. Das einzige Resultat, das 
Fredholm außerdem in diesem Bereich vorfand, war die Theorie der 

28) H. Poincare, Sur la met,hode de Neumann et le probleme de Dirichlet, 
Paris C. R. 120 (1896), p. 347-362; Acta math. 20 (1896), p. ö9-14<!; vgl. a.uch 
Theorie du potentiel Newtonien, l'a.riH 1899, p. 260ff. 

29) J. Fredholm, Sur une nouvelle methode pour 1110 resolution du probleme 
de Dirichlet, Öfvers. af Kongol. Vetensk. Ak. ~'örh. Btockholm 67, Nr. 1 (10. Jan. 
1900), p. 89-46j Bur une classe de transformations fonctionelltls, Paris C. R. 134-
(27. Jan. 1902), p. 219-222, presentee par M. H. Poincarej :;ur une classe d'equlL
tions fonctionelles, ebenda (30. Juui 1\102), p. 1561-1,,64j Bur nne classe d'equa
tions fonctionelles, Acta math. 27 (19IJ3), p. 3/\5-390. 
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Volterraschen Integralgleichung (vgl. Nr. 3) Fügt man auch in diese 
Theorie den Parameter l ein, so besagt sie, daß hier die Lösung 
eine beständig konvergente Potenzreihe, also nicht nur eine mero
morphe, sondern sogar eine ganze transzendente Funktion von list. 
Paßte sie also auf der einen Seite aufs beste mit dem Poincare'schen 
Tatsachenkomplt'x zusammen, so batte sie auf der anderen Seite vor 
ihm den Vorzug, nicht mehr an den Besonderheiten eines so speziellen 
Problems zu baften, wie es die potential theoretische Randwertaufgabe 
war; denn so bewußt Poincare' die Analogie mit den allgemeinen 
algebraischen Tatsachen gewesen war, so stark waren doch seine Er
örterungen auf die spezielle Ausdrucksweise der Potentialtbeorie ein
gestellt Insbesondere ließ die V olterrasche Theorie ein Moment der 
Analogie mit der Auflösung der linearen Gleichungssysteme besser 
hervortreten. Das in Nr.4: geschilderte Phänomen des lösenden Kernes, 
d. h. die Idee, eine lineare Integralgleichung durch eine Formel auf
zulösen, die selbst wieder die Gestalt einer linearen Integralgleichung 
hat, hatte sich naturgemäß bei den Volterrascben Untersuchungen 
dargeboten, da hier explizite Integralgleichungen und nicht, wie bei 
Neumann und Poincare, Differentialgleichungen zu behandeln waren. 
In Wahrheit ist dieses Pbänomen das Analogon einer für jedes System 
von n unbomogenen linearen Gleichungen mit n Unbekannten gelten
den Tatsache, daß nämlich die bekannte Determinantenformel für die 
Auflösung eines solchen Systems die Unbekannten selbst wieder als· 
lineare homogene Verbindungen der gegebenen rechten Seite fu ... , f .. 
darstellt. 

Aus diespm Komplex von Einzeltatsachen hat Fredholm die Kon
zeption der allgemeinen Gleichung (J) und die Idee ibrer Behandlung 
nach dem Muster der Determinantentbeorie entnommen SO); an diesem 
Komplex von Einzeltatsachen orientiert, gewinnt er die Lösung von 
(J) oder vielmehr von der Gleichung 

b 

(i) <pes) - l.rk(s, t) <pet) dt = fes), 
a 

die aus (J) durch Einfügung des Parameters l hervorgeht, als Quo
tienten zweier ganzen transzendenten Funktionen von J.. Indem er 
nil·ht nur die Tatsachen, sondern auch die Methoden der Determi
nantentbeorie formal nachbildet, gelangt er ganz im Rahmen dieser 
elementaren Operationsmittel und ohne Benutzung der bei Poincare 
entscheidenden funktionentheoretischen Schlußweise zu einer einfachen 
Theorie von allgemeinem Charakter. 

80) Man vergleiche Fredholms eigene Darstellung Literatur C 6, p. 96. 
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Als Muster steht ihm bei der Durchführung dieses Programms 
die v. Kochsche Theorie der unendlichen Determinanten 14) vor Augen. 
H v. Koch war III diesen Untersuchungen vielfach von der Formel 
ausgegangen: 

1 + Ku ... K 1n 

n, 1 n "!K K I 
= 1 + ~ K .. + 2! ~ ~I '1" "'2 + ... 

8 = 1 '1 = I J2 = 1 K, s K, • 
2. 1 2.:& 

(12) 

I 
Aus dieser kann man, indem man n wachsen läßt, die Konvergenz
verhältnisse der unendlichen Determinante besonders gut erschließen . 
.Fredholm hatte nun den Gedanken, dieselbe Formel (12) zum Aus
gangspunkt eines ganz andersartigen Grenzüberganges zu machen, als 
.H. v. Koch. Indem er sie nämlich auf das System (A) von Nr. 1 an
wendete und den dort angedeuteten Grenzübergang vollzog, erhielt er 
die Bildung b b b 

(13) Ä = 1 +j"'K(s, s) ds + ~ß'I ~(SI' SI) K(su SI) I dS1 dS2 + ... 
2. J R(S"SI)K(SI,S2) 

a a a 

als das Analogon der Determinante aus der Algebra und entspre
chende Analoga der ersten und höheren Unterdeterminanten. 29) 

Für den Beweis der Konvergenz von (13) reichte der Apparat 
der Konvergenzbetrachtungen der Poincare-Kochschen Determinanten
theorie nicht aus. Es war daher wesentlich, daß .Fredholm in dem 
sog. Hadamardschen Determinantensatz dasjenige Hilfsmittel vorbereitet 
fand, das hier angemessen war. Derselbe besagt, daß für das Quadrat 
des absoluten Betrages einer Determinanten A mit den Elementen apq 

die Ungleichung 

(14) 1 A 12 < (I au 12 + ... + 1 a1n 12) ... (Iant 12 + ... + I ann 12) 

gilt, oder, geometrisch zu reden, daß unter allen (n-dimensionalen) 
Parallelepipeden von gegebenen Kantenlängen das rechtwinklige das 
größte Volumen hat. 31) Die absolute Konvergenz von (13) und allen 

31) J. Hadamard, Sur le module maximum que puisse atteindre un deter
minant, Paris C. R. 116 (1893), p. 1600-1001 j ReHolution d'une question relative 
aux determinants, Darb. Bull (2) 17 (1893), p. 240-246. Zur Geschichte des 
Hadamardschen Determinantensatzes sei das folJ{ende zusammen"estellt. 
Schon 1867 streift J. J. Sylvester die Angelegenheit, indem er Phil. Mag. (4) 34, 
p. 461-475 sich mit den "invers-orthogonalen" Matrizl'n beschäftigt, bei d. nen 
die Unterdeterminanten A"'ß nicht, wie bei den orthogonalen, = I! a"'ß' sondern 

= ~ sind; er gelangt dabei zur AufHtellung solcher aus Einbeitswurzeln ge

bil~;ten Matrizen, bei denen das Gleichheitszeichen des Hadamardschen Satzes 
erreicht ist, ohne daß er diesen kennt. Die Fragestellung Hadamards ist Lord 
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höheren Bildungen ergibt sich daraus unmittelbar durch Anwendung 
des Oauchyschen Konvergenzkriteriums. Der Ausbau der ganzen Theorie 
Kelvin 1885 bekannt (nach Angabe von Hadamard in Literatur A 5, p. 50, 
Anm. 2; danach hat Th. Muir 1886 Lord Kelvin einen Beweis brieflich mit
geteilt); vgl. dazu auch E. J. Nanson, Mess. 31 (1901). Für H. Minkowski war 
der Satz im Zusammenhange seiner zahlentheoretischen Behandlung der definiten 
quadratischen Formen unmittelbar gegeben, und er hat ihn in seiner "Geometrie 
der Zahlen" (Leipzig 1896), p. 183, explizite als eine Folgerung aus der Jacobi
schen 'l'ransformation der quadratischen Formen aufgeführt. 

Eine Analyse des Hadamardschen Beweises nimmt E. Fischer, Archiv (3) 13 
(1908), p. 32-40 vor, und schält als seinen Kern den einfach zu beweisenden Satz 
heraus, daß die adjungierte Form von einer definiten quadratischen Form selbst 
wieder definit ist. W. Wirtinger, Darb. Bull (2) 31 (1907). p. 175-179 = Monatsh. 
L8 (1907), p. 158-160, gibt einen Beweis mit Hilfe der Theorie der Maxima mit 
Nebenbedingungen, indem er das Maximum des Volumens bei festen Kanten
längen bestimmt; vgl. auch Heywood-Frechct, Literatur A 5, p.50ff. Man kann 
denselben geometrischen Gedanken durch Schluß von n - 1 auf n durchführen, 
<>hne die Theorie der Maxima mit Nebenbedingungen heranzuziehen; dies tun 
L. Tonelli, Batt. G. 47 [(2) 16]. p. 212-218; G. Kowalewski, Die klassischen Pro
bleme der Analysis des Unendlichen, Leipzig (Teubner) 1910, VIII u. 384 S., p. 378 f.; 
W. Blaschke, Arch. Math. Phys. (3) 20 (1913), p. 277 -279 und R. Courant, Lite
ratur A 11, p. 24. O. Szdsz, Math. es phys. lapok 19 (1910), p. 221-227 (ungar.) und 
"Math.-naturw. Ber. aus Ung. 27 (1913), p. 172-180, und unahhängig davon T. Boggio, 
Darb. Bull. (2) 35 (1911), p. 113-116, halten nicht die Kanten fest, sondern 
wenden den Orthogonalisierungsprozeß 80 auf die n Kanten an, daß das Volumen bei 
den einzelnen Schritten des Prozesses stets das gleiche bleibt; geometrisnh zu reden, 
ersetzen sie die Kanten der Reihe nach durcb die zugehörigen Böhen, die kleiner 
sind; algebraisch zu reden, ist der Orthogonalisierungsprozeß übrigens nichts 
anderes als die Jacobische Transformation. Ähnlich verfäbrt A. Kneser, Literatur 
A 4, § 55 bzw. § 61 der 2. Auflage. J. Schur, Math. Ann. 66 (1909), p. 496 f. erhält den 
Hadamardschen Satz als Corollar zu seinen SiUzen über die Eigenwerte 11 , ••• , ln 
der Matrix (apq) und verallgemeinert ihn dahin, daß jede elementarsymmetrische 
Funktion der Größen 11111, ... , 11.,1' ~ der entsprechenden der n Klammergrößen 
ist, die in (14) rechterhand auftreten und die Q'ladrate der Kantenlängen be
deuten; der Hadamardsche Satz ergibt sich speziell für die letzte elementar
symmetrische Funktion, insofern 11 ••• 1" = IA I ist, also IA I! = 111 I t • '. 11n I'; 
weiteres J. Schur 163), p. 17 f. Eine andere, von E. J. Nanson [the educational 
times 65 (1902), p. 517, question 15244] behauptete Verallgemeinerung beweist 
O. Szdsz, Monatsh. Math. Phys. 28 (1917), p. 253-257. Vgl. außerdem T. Hayashi, 
Tokyo Math. Ges. (2) 5 (1909), p. 104-109 und Batt. G.48 [(3)1] (1910), p. 253 
-258; L. Amoroso, Batt. G. 48 [(3) 1] (1910), p. 305-315; Th. Muir, South Africa 
R. Soc. Trans. 1 (1910), p. 823-334; T. Kubota, Töhoku J. 2 (1912), p. 37-38.
Eine Reihe von Arbeiten beschäftigt sich mit der Frage, für welche n es Deter
minanten aus reellen Elementen gibt, bei denen die Hadamardsche Ungleichung 
in der Formulierung von Nr. 9, p.1371, zur Gleichung wird: E. W. Davis, J. Hop
kins eirc. 1882, p. 22-23 = Amer. Math. Soc. BuH. (2) 14 (1907), p.17-18; 
U. Scarpis, Lomb. Ist. Rend. 31 (1898), p.1441-1446 für n=2l q(q-l), wo 
q -1 Primzahl; E. Pascal, Die Determinanten, Leipzig 1900, § 53, p. 180-184; 
F. R. Sharpe, Amer. Math. Soc. Bull. (2) 14 (1907), p. 121-123 für n = 12,20. 
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vollzog sich nun nach dem Muster der elementaren Determinanten
theorie und lieferte in der Tat den dem Algebraischen entsprechen
den Sätzekomplex in seinem vollen Umfang. 

Führt man nachträglich den Parameter 1 hier ein, indem man 
-H(s,t) für K(s, t) einsetzt, so wird (13) eine Potenzreihe, die 
nach Potenzen von 1 fortschreitet und deren beständige Konvergenz 
unmittelbar gegeben ist, also eine ganze transzendente Funktion hel). 
Damit waren insbesondere auch die Poincare'schen Tatsachen und Ver
mutungen allgemein dargetan. 

6. Bilberts Eigenwerttheorie. Aus dem großen Bezirk der Ana
lysis, in dem die linearen gewöhnlichen und partiellen Differentialglei
chungen der mathematischen Physik in einer bunten Mannigfaltigkeit 
von Einzelproblemen mit einer Fülle individueller Kunstgriffe behandelt 
werden, hatte Fredholm also einen bestimmten Aufgabentypus - den 
der Randwertaufgaben im strengen Sinne des Wortes - heraus
gegriffen und von diesem ausgehend eine Theorie gebildet, die nicht 
nur äußerlich dem Vorbilde der Algebra nachgeformt war, sondern 
auch innerlich die Merkmale einer organischen Problemstellung und 
einer systematisch-methodischen Behandlung in sich trug. Damit war 
aber nur ein Bruchteil dieses vielgestaltigen Bezirks erfaßt. Der 
Encyklopädieartikel von A. Sommerfeld (Encykl. II A 7 c) und H Burk
hardts umfangreicher Bericht über die oszillierenden Funktionen ') 
zeigen deutlich die Situation von 1900: über den Schwingungspro
blemen lagert in unbestimmter Gestalt die Idee der formalen Analogie 
mit dem Hauptachsenproblem der Algebra, ohne sich konkret als 
allgemeingültiges und beweisendes Prinzip fassen zu lassen und ohne 
vorläufig irgendeinen Anklang an eine Integralgleichung zu enthalten, 
während zu der gleichen Zeit im Bereich der Randwertaufgaben 
O. Neumann, Volte1"ra u. a. Integralgleichungen vom Typus (J) längst 
hingeschrieben und mit ihnen operiert hatten. 

Der Typus dieser Schwingungsprobleme wird am besten an der 
Hand eines Beispiels deutlich, etwa desjenigen der schwingenden Mem
bran, von dem in Nr. ö in dem dort erforderlichen Umfang die Rede 
war. Hier, wo es erwünscht ist, an der Hand eines solchen Beispiels 
den vollen Sachverhalt kennenzulernen, wird es bequemer sein, anstatt 
von der zweidimensionalen schwingenden Membran von ihrem eindimen
sionalen Analogon, der schwingenden Saite, zu sprechen, bei der 
sich alles expliziter übersehen läßt. Die Form einer an beiden Enden 
eingespannten Saite während irgendeiner (erzwungenen) Schwingung 
wird bestimmt durch eine Funktion u(s), die für a < s < b der un
homogenen Differentialgleichung 
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(15) 
d'u 
ds l + lues) = fes) 

genügt, SOWIe den beiden Randbedingungen 

(15a) u(a) = 0, u(b) = O. 
Insbesondere sind hier die (freien) Eigenschwingungen der Saite 

durch diejenigen Funktionen gegeben. die für irgendeinen Wert des 
konstanten Pa.rameters 1 der homogenen Differentialgleichung 

d!u 
(15b) ds l + lues) = 0 

und zugleich (15a) genügen, ohne jedoch identisch zu verschwinden. 
Solcbe Lösungen gibt es auch hier nicht für jeden Wert von 1, son
dern nur für eine Folge diskreter. reeller, ins Unendliche wachsender 
\Verte 111 12 , ••• , die "auf'lgezeichneten Parameterwerte" oder "Eigen
werte", die sich physikalisch durch die Frequenzen (Tonhöhen) der be
treffenden Eigenschwingungen deuten; die zugehörigen Lösungen, die 
"Eigenfunktionen", mögen 9'1(S), 9'1(S), ... heißen. s2) Der physika
lischen Grundtatsache, daß man eine willkürliche Schwingung als 
Superposition von Eigenschwingungen auffassen kann, entspricht mathe
matisch die Aufgabe, eine beliebige, nur gewissen Rand- und Stetig
keitsbedingungen genügende Funktion fes) in eine Reihe der Form 

00 

(16) fes) = ;::"Ca9'a(s) 
a=l 

zu entwickeln (Fouriersche Reihe). Den Ausgangspunkt für die mathe
matische Behandlung dieser Aufgabe bildet die sog. "Orthogonalitäts
eigenschaft" der Eigenfunktionen 

b 

(1 7) f () () d d h {1 für oe = p, 9'a s 9'{Js s=ea{J' .. = 0 für oe=l=fl; 
a 

aus ihr ergibt sich in der bekannten Weise, daß 
b 

(18) ca = !f(s)9'a(s)ds 
a 

anzusetzen ist. Die Schwierigkeiten, die der vollen mathematischen 
Durchführung dieses Ansatzes im Sinne strenger Konvergenzbetrach
tungen entgegenstehen, sind bekannt; sie sind das Kennzeichen dieses 
ganzen Gebietes. 

Die .Analogie dieser Tatsachen mit dem Hauptachsenproblem der 
.Algebra ist jetzt leicht zu schildern. Es ist diejenige Analogie, von der 

32) Eine elementare Ausrechnung ergibt für den vorliegenden Fall, wenn 
a=O, b=l genommen wird, l.n=n'n l , IJ'n(s)=V2sinnns. 
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in Nr. 1 c kurz erwähnt wurde, daß D. Bernoulli !:iie schon gekannt habe. 
Sie ist übrigens nicht zu verwechseln mit der in Nr. 1 b geschilderten 
.Analogie zwischen dem Hauptachsellproblem der .Algebra und der 
Eigenwerttheorie der Integralgleichungen; von solchen ist in dem 
hier zu schildernden Zusammenhang noch nicht die Rede. D. Ber
noulli 2) gelangte vom Schwingungsproblem zu einem System vom 
Typus Ca) dadurch, daß er die schwingende Saite in ein System von 
n schwingenden Massenpunkten auflöste. Hierbei entsprechen zunächst 
in derselben Weise wie bei der schwingenden Membran die Eigen
werte den Halbachsenquadraten, d. h. den n Werten ll1 ... , l", für die 
die Determinante von (a) verschwindet, die Eigenfunktionen CPa(s) den 
Richtungskosinus der n Hauptachsen CPal1 ... , CPa" Ca = 1, ... , n), die 
oben als Koeffizienten der Transformationsformel (2 a) auftraten. Dar
über hinaus steht die Orthogonalitätsrelation (17) der Tatsache gegen
über, daß die Hauptachsen zu je zweien aufeinander orthogonal sind: 

n 

(17) ~CPa. CPß. = eaf/ ( a, ß = 1, ... , n). 
8=1 

Um endlich auch das Analogon des Entwickluugssatzes zu erkennen, 
muß man sich des Satzes aus der Lehre von den rechtwinkligen Ko
ordinatentransformationen erinnern, daß die Gleichungen (17) stets auch 
das Bestehen der anderen 

(17 a) 
'Tl 

~CPa. CPat = est 
a=l 

(s, t = 1, ... , n) 

zur Folge haben; man muß sodannllS) die Gleichungen (17a) für 
t = 1, ... , n hingeschrieben denken, mit n willkürlichen Zahlen 
fu ... , fn multiplizieren und addieren: 

n 'Tl 'Tl 

~(~CPa.CPat) ft = ~e.lt= f. 
1=1a=1 1=1 

oder 
'Tl 'Tl 

(17b) ~ CPa. (~CPalt) = r" 
a=1 t= 1 

und man muß schließlich 
n 

(18) ca = ~CPatft 
1=1 

33) Die Analogie wird an dieser Stelle ein wenig verdunkelt durch den 

Umstand, daß die Reihe j'CPa(s) !Pa(t) nicht ohne weiteres konvergiert, so daß 
a=l 

das unmittelbare analytische Analogon zu (17 a) fehlt. Die im Text vorgenom-
mene Umformung umgeht die hierin liegende faktische Schwierigkeit, indem 
sie (17 a) durch die algebraisch damit äquivalente Tatsache (17 b) ersetzt, die 
ihrerseits eine Übertragung auf die Analysis unmittelbar gestattet. 
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setzen, um darin und in 

(16) 

das Analogon von (18) und (16) zu finden. 
Noch um 1900 besteht also die Lehre von den Schwingungen 

aus einem Bündel solcher Theorien wie der eben skizzierten, die alle 
den Tatbestand des Hauptachsentheorems, wie man es kurz nennen 
kann, mehr oder weniger vollkommen aufweisen, Das umfassendste 
Beispiel war die Poincare'sche Theorie der schwingenden Membran.1l7) 

In Nr. 0 war von ihr nur das herausgegriffen, was für die Fred
holmsche Entdeckung wesentlich geworden ist; in Wahrheit hat Poin
care' den vollen für die schwingende Saite hier geschilderten Sachver
halt für die schwingende Membran, für die er unvergleichlich schwerer 
zu erschließen ist, zur Geltung gebracht, allerdings gerade den Ent
wicklungs satz zum Teil nur auf der Grundlage heuristischer Über
legungen.54) 

Immerhin bewegten sich alle diese Überlegungen Poincare's ebenso 
wie in seiner Arbeit über die Neumannsche Methode 18) im Rahmen 
des vorliegenden Einzelfalles. Nachdem aber Fredholm mit seiner Auf
lösungstbeorie das Muster einer allgemeinen, nach algebraischem Vor
bild gearbeiteten Theorie aufgestellt hatte, schuf D. Hilbert S5) eine neue, 

34) Aus der umfangreichen Geschichte der Entwicklungssätze sind hier 
nur diejenigen Momente herausgehoben worden, die für die Entstehung der 
Integralgleichungstheorie und ihren algebraischen Grundgedanken sich als maß
gebend erwiesen haben. Die Entstehung der Integralgleichungstheorie vollzieht 
sich sowohl bei Fre4holm in der Auflösungstheorie wie a.uch hier bei Hilben in 
der Eigenwerttheorie unter bewußter Abstreifung der funktionentheoretischen 
Methotlik, die in Poincares Untersuchungen eigentlich im Vordergrund steht. 
Die Linie dieser funktionentheoretischen Forschungsweise Poincares wird unab
,hängig von der Entwicklung der Integralgleichungslehre und etwa gleichzeitig 
mit ihr von S Zaremba, W. Stekloff, A. Kneser u. a. in zahlreichen Arbeiten über 
Differentialgleichungen der mathematischen Physik fortgeführt. Erst an einer 
späteren Stelle hat die Integralgleichungstheorie ihrerseits diese Methodik in 
ihren Bereich einbezogen (vgI. Nr. 33 C, 39, 43 a, 4). Deshalb begnügt sich die hier 
gegebene Darstellung, die nur die Entstehungsgeschichte der Integralgleichungs
theorie skizzieren will, mit einem solchen kurzen Hinweis auf die angeführten 
Untersuchungen, und sie konnte dies um so eher, als sich in Encykl. 11 C 11 (Hilb
Ssdsz), Nr. 1 ~ ein zusammenhängender historischer Überblick da.rüber findet. 

35) D, Hilbert, 1. Mitteil., Gött. Nachr. 1904, p. 49-91 = Grundzüge, 1. Ab-
, schnitt; 2. Mitteil., Gött. Nachr. 1904, p. 213-269 = Grundzüge, 2. Abschnitt. 

'Vorausgegangen wa.ren Veröffentlichungen in den Göttinger Dissertationen von 
,0. D. Kellogg, 1902, IV u. 48 S. [vgl. auch denselben 611)], A. Andrae, 1903, 111 S" 
Ch. M. Mason, 1903, IV u. 76 S., nachdem Hilbert seine Theorie in Vorlesungen 
und Seminaren seit dem Winter 1\)01/02 vorgetragen hatte. 
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entsprechend allgemeine analytische Theorie nach dem Vorbild der Haupt
achsentheorie der Algebra, eben diejenige, die in Nr. 1 b geschildert und 
als "Eigenwerttheorie der Integralgleichung mit symmetrischem Kern" 
bezeichnet worden ist. Zugleich zeigt er, wie die Lehre von den Schwin
gungen in die Eigenwerttheorie einzuordnen ist: die Greensche Funk
tion, das bekannte Haupthilfsmittel der Potentialtheorie, dessen auch 
H. A. Schwarz und Poincare sich dauernd bedient hatten, erwies sich 
von diesem Standpunkt eben als der Kern derjenigen besonderen Inte
gralgleichung, in die sich die Theorie der schwingenden Membran um
setzen läßt. 86) 

Für den Beweis der Sätze seiner Eigenwerttheorie stützte sich Hil
bert - anders als Fredholm bei seiner Auflösungstheorie - auf den 
in Nr. 1 a geschilderten Grenzübergang. Wenn ihm der Beweis gelang, 
so liegt dies nicht zum wenigsten daran, daß er nicht direkt auf den 
Entwicklungssatz ausging, der im Spezialfall der Fourierschen Reihe 
durch die Formel (16) gegeben ist, sondern den Grenzübergang genall 
an diejenige Formulierung des Hauptachsentheorems anschloß, die 
sich aus der Gleichung (2b) von Nr. 1 ergibt. Das analytische Äqui
valent davon im Sinne der am Ende von Nr. 1 a angegebenen all
gemeinen Analogisierungsregel ist die Formel 

b b .. 

(19) fji(s, t)x(s) x(t) dsdt = ~ i:, 
a c..t a=l 

wo 
b 

(19a) Ya = Jrpa(t)x(t)dt 
a 

ist, und rpa(t) die zum Eigenwert la gehörige Eigenfunktion. Diese 
Formel, die in den Überlegungen von H. A. Schwars und Poincare 
nicht hervortritt, enthält einerseits den Schlüssel zu der gesamten 
Theorie: man kann aus ihr sowohl die Existenz sämtlicher Eigen
werte unmittelbar ablesen, als auch über den EntwicklungsHatz, wie 
er sich in den Formeln (16) und (18) ausdrückt, genauen Aufschluß 
erhalten. Andererseits aber - und das ist das wesentlichste - gilt 
die Entwicklung (19) ohne jede Einschränkung über die Natur des 

86) Es war nicht unwesentlich, daß H. Burkhardt, S. M. F. Bull. 22 (1894), 
p. 71-75, auf eine Anregung von F. Klein hin und mit Benut.zung der Betrach
tungsweise von E. Picard das Analogon der Greensehen Funktion für den Fall 
eindimensionaler Schwingungsvorgil.nge (sich selbst adjungierte homogene lineare 
Differentialgleichungen 2. Ordnung) untersucht hatte. Hilbert fand darin das 
Hilfsmittel vor, um auch diese Schwingungsprobleme unmittelbar in Integral
gleichungen umzuformen. 
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symmetrischen Kernes k(s,t) und die willkürliche Funktion x(s), die 
beide lediglich als stetig vorausgesetzt zu werden brauchen - im 
Gegensatz zu demjenigen Entwicklungssatz, der durch die Formeln 
(16), (18) gegeben ist. 

Es sind zwei Hindernisse, die der unbeschränkten Gültigkeit der 
Entwicklungsformel (16) entgegenstehen. Das eine ergibt sich daraus, 
daß man auf Grund bekannter Tatsachen aus der Theorie der Fourier
sehen Reihen leicht einen stetigen Kern k(s, t) und dazu eine stetige 
Funktion fes) zu konstruieren vermag, für die die Entwicklung (16) 
divergiert (vgl. Nr. 34a). Das andere rührt daher, daß das Auftreten 
des Eigenwerts 00, das im Algebraischen, ohne daß es oben ausdrück
lich hervorgehoben wurde, weiter keine Ausnahmen verursacht - die 
dreidimensionale Fläche artet in diesem Falle in einen Zylinder oder, 
wenn zwei Eigenwerte unendlich werden, in ein Paar paralleler E~enen 
aus -, bei der Integralgleichung besondere Schwierigkeiten in sich 
birgt, von denen in Nr. 7 zu reden sein wird. Es war daher eine 
entscheidende Wendung, daß Hilbert statt der Entwicklung (16), in 
die auch die Eigenfunktionen des Eigenwerts 00 eingehen müßten, die 
Formel (19) in den Mittelpunkt stellte, in der jene Eigenfunktionen 
von selbst herausfallen. 

Umgekehrt ist dabei auf den Entwicklungssatz (16) Deues Licht 
gefallen, und er hat bei Hilbert seine definitive Gestalt gewonnen. Die
selbe ergab sich ohne weiteres aus dem konsequent vorgehaltenen 
algebraischen Muster. Beim Zylinder ist, wenn man von den unend
lich langen Zylinderachsen absieht und nur die Hauptachsen endlicher 
Länge in Betracht zieht, die Formel (16) nicht für beliebige fu ... , fn 

durch passende Wahl der Ca erfüllbar, sondern, wie eine algebraische 
Betrachtung S7) zeigt, dann und nur dann, wenn f, in der Form 

n 

(20) r. =~k,tXt 
1=1 

37) Ist nämlich 00 nicht Eigenwert, d. h. ist das System 

(s = 1, ... , n) 

nicht lösbar, so ist die Determinante I kat I 9= 0, und die Theorie der linearen 
Gleichungen zeigt, daß (20) für beliebige fu ' . . ,fn lösbar ist; ist aber 00 ein
facher oder mehrfacher Eigenwert, so ist I k. t I = 0, und jene Theorie ergibt, daß 
(20) dann und nur dann lösbar ist, wenn der Vektor (h, ... , fn) auf den sämt
lichen Lösungen der transponierten homogenen Gleichungen, d. h. (in Anbetracht 
von k. t = kts) auf den zum Eigenwert 00 gehörigen Achsen (Zylinderachsen) 
senkrecht steht. - Hierin ist insbesondere die Aussage enthalten, daß 00 dann 
und nur dann Eigenwert ist, wenn (20) nicht für beliebige h, ... , fn lösbar ist. 
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darstellbar ist. Beschränkt man sich entsprechend beim Entwicklungs
satz (16) auf diejenigen fes), die in der Form 

b 

(20) fes) =fk(s, t) x(t) dt 
a 

oder, wie A. Kneser es nennt (Literatur A 4), "quellenmäßig" darstell
bar sind, so gelingt es HiTbert (zunächst unter einer gewhlsen Einschrän
kung; vgl. Nr. 34:c) zu zeigen, daß der Entwicklungssatz (16) im Sinne 
gleichmäßiger Konvergenz gültig wird. In der neuen Darstellung dieser 
ganzen Theorie, die E. Schmidt in seiner Dissertation41) gegeben hat 
(vgl. darüber das Ende von Nr. 7), ist diese Einschränkung in Weg ... 
fall gekommen. 

Es sei noch bemerkt, daß ähnliche Schwierigkeiten, wie bei (16), 
auch bei der Entwicklung des Kernes selbst .. 

k(s, t) = ~CPa(s) CPa(t) 
~ Äa 
,,=1 

vorliegen, aus der man ihrerseits, falls sie gleichmäßig konvergiert, 
sowohl (19) als auch (16) sofort herleiten kann. 

7. Umgrenzung des Funktionenbereiches. Mit der am Ende 
von Nr. 6 vorgenommenen Ausscheidung des Eigenwerts 00 und der 
zu ihm gehörigen Eigenfunktionen war die Entscheidung über die 
Durchführbarkeit der vollen Analogie mit der Algebra nur umgangen; 
um sie zu fällen, werden Überlegungen ganz anderer Art erforderlich; 

Die hier gegebene Darstellung hat bisher die im Anfang von 
Nr. 1 gemachte Voraussetzung der Stetigkeit aller in Betracht ge
zogenen Funktionen stillschweigend festgehalten; dies konnte um so 
eher geschehen, als sowohl die Fredholmsche Resolvente als auch die 
zu endlichen Eigenwerten gehörigen Eigenfunktionen offensichtlich 
von selbst stetig sind, wenn der Kern es ist. Aber die einfache Über-
legung, die aus b 

cp(s) = )..fk(s, t) cp (t) dt 
a 

abzulesen gestattet, daß mit k(s, t) auch cp(s) eme stetige Funktion 
ist, versagt bei der Gleichung 

b 

(21) fk(s, t) cp(t) dt = 0, 
a 

die die Eigenfunktionen des Eigen werts 00 definiert. 
Beschränkt man sich trotzdem auch beim Eigenwert 00 zunächst 

einmal auf stetige Eigenfunktionen, so ist man imstande, einen stetigen 
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Kern k(s, t) zu konstruieren, bei dem keine stetige Eigenfunktion des 
Eigenwertes 00 vorhanden ist, zu dem man aber trotzdem eine stetige 
Funktion f(s) hinzubestimmen kann, die nicbt vermöge eines stetigen 
x(t) in der Gestalt (20) darstellbar ist.s8) Mit dieser Tatsache ist die 
Analogie mit der Algebra durchbrochen, da im algebraischen Fall die 
Nichtlösbarkeit des Systems (21) zur Folge hat, daß \20) für beliebige 
fu ... , f .. lösbar ist (vgl. die Schlußbemerkung von 57)). Damit ist 
l.largelegt, daß die Eigenwerltheorie nicht bis zur restlosen Analogie mit 
der Algebra durchgeführt werden kann, s()lange mon sich auf stetige 
Funktionen beschränkt. 

Aber auch durch Zulassung von Unsteti~keitell einfacher Art 
ist e1' keineswegs mö!!lich, an dieslm Sltchverhllit etwas zu ändern. 
Der Kern des oben erwähnten Gegenbei!<piels ist nämlich so beschaffen, 
daß für ihn die Gleichung (21), die keine stetige Lösung besitzt, doch 
eine übrigens willkürlich vorgegebene unstetige Lösung hat, die ledig
lich selbst nebst ihrem Quadrat im Riemannschen oder auch nur im 
Lebesgueschen Sinne integrierbar sein muß. Solange also für die 
Eigenfunktionen nicht alle diese Funktionen zugelas~en werden, ergibt 
dieses Gegenbeispiel genau das oben für den Bereich der stetigen 
Funktionen festgestellte negative Resultat. Man muß also für die 
Eigenfunktionen dl:e Gesamtheit aller im Lebesgueschen Sinne nebi;t ihrem 
Quadrat intt'grierbaren Funktionen sulassen, wenn man den Wunsch hat, 
eine der algelJrmschen in alim Teilen analoge Theorie zu sthaffen. 

Es ist nun das wesentliche, daß umgekehrt diese Erweiterung auch 
hinreicht, um die volle Analogie mit der Algebra herzustellen. Die Wurzel 
dieses Resultats liegt in der Theorie der unendlichvielen Veränder
lichen. D. Hilbert S9) hatte den in NI". 6 geschilderten Untersuchungen 
eine Theorie der sogenannten vollst,..tigm quadratischen Formen von un
endlichvielen Veränderlil'hen folgen lassen und hatte darin ein anders
artiges, aber lückenloses analytisches Äquivalent zu der Hauptachsen
theorie der Algebra gefunden; zugleich hatte er ein Übertragungs
prinzip ausgebildet, das einen Zusammenhang dieser neuen Theorie 
mit der Integralgleichungslehre vermittelt. Was er damit für Integral
gleichungen erlangte, war zunächst nur ein neuer Beweis des in Nr. 6 
angegebenen 'fatbestandes im Bereich stetiger Funktionen (Genaueres 
s. in Nr. 8). Aber ein Theorem von E. l'ischer 1l9) und F. Riesz 190) 

(vgl. Nr. t6d) gestattete diese Übertragung darüber hinaus auf den 

38) Mlln findet die überlegung, die notwendig ist, um dieses Beispiel aus 
einer Bemerkung von E. Fischer a,bzuleiten, in Nr. 34 c 484) "0). 

39) D. Hilbert, 4. un,1 5. Mitteil., Gött. Nachr. 1906, p. 157-227 und p. 439 
-480 = Grundzüge, 4. und 6. Abschnitt, p. 109 ff. 
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Bereich der im Lebesguescben Sinne quadratisch integrierbaren Funk
tionen auszudehnpn und gab damit auch für die Integralgleichungen 
die volle, dem Hilbertschen Hauptresultat über vollstetige quadratische 
Formen genau entsprechende Analogie zur Algebra. 
. Das Gesamtergebnis ist, daß die richtige Umgrenzung des Funk
tionenbereichs, mit dem gearbeitet wird, sich als das entscheidende 
Moment erwiesen hat. Historisch betrachtet, hatte sieh diese Entwick
lung von der steti/;{en bis zur quadratisch-integrierbaren Funktion lange 
vorbereitet und allmählich volll.Ogen. Sie beginnt im Grunde in dem 
Augenblick, als H. A. Schwarz die Dngleichhelt, die heute allgemein 
nach ihm benannt wird, 

(2i) { 
b }' b b 

!f(s)9(S)dS < !f/Cs)]Sds!rg(s)]2dS 

als wichtiges Handwerkszeug erkannte und zu handhaben lehrte'O)j 
als solches hat es Poincare im weitesten Umfang gedient. Diese Un
gleichheit ist nämlich offensichtlich für beliebige, lediglich quadratisch
iutegrierhare Funktionen anwendbar, und je mehr sie und ähnliche 
Hilfsmittel die Untersuchung beherrschen, desto mehr ·nähert diese 
sich d ... m Zustand, daß sie ihrem ganzen Ausmaße nach für quadratisch
integrierbare FunktionE'n giltig ist. Wenn ferner Fredholm sich des 
Hfldamardschen Delerminantensatzes bedient, so steht hinter der von 
ihm zunächst bellutloten ~'ormulierung mit dem Maximalbetrag der 
Elemente (vgl. Nr. 9) dort schon die ursprüngliche Hadamardsche 
I?ormulierung (14), die bei Anbringung der nötigen Modifikationen 
geHtat.tet, aus den Fredholmschen Formeln auch im Falle unstetiger, 
aber quadratisch integrierbarer K(s, t) und f(s) die Auflösung zu ge
winnen. Bewußt hat sich dann diese Entwicklung in den Arbeiten 
von E. Schmidt 41 )41) vollendet. Hier ist die Schwarzsehe und die ihr 
verwandte Bessplsche UngleichungS~5) fast das einzige Werkzeug der 
Untersuchung geworden, und dementsprechend beziehen sich alle Er
gt'bnisl<e auf' den Bereit'h der quadratisch-integrierbaren Funktionen. 
Die Eigenwerttheorie insbesondere ist bei E. Schmidt in einer solchen 

40) H. A. Schwarz 16), Hes. Abh. 1, p. 251; aufgetreten ,var sie vorher schon 
hier und da, z. B. bei Bouniakou'sky, Mem. Acad. Petersb. (VII) 1 (1859), Nr. 9, 
p. 4, ebt'nso wie ihr alget.raigches Analogon seit Lagrange und Cauchy 114) be
kannt war. 

41) E. Schmidt, Entwicklung- willkiirlicher Funktionen nach Systemen vor
geschriebener, Diss. Göttingen 1905, 33 S. = Math. Ann. 63 (1907), p. 433-476. 

4~) E Schmidt, Auflösung der allgemeinen linearen Integralgleichung, Math. 
Ann. 64 (1\)07), p. 161-174 
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Art entwickelt, daß nicht wie in Hilbmts 1. Mitteilung das Haupt
achsentheorem benutzt und als Ausgangspunkt eines Grenzprozesses 
verwendet wird, sondern daß offensichtlich alle Schlüsse ebenso gut 
wie für Integralgleichungen auch für den Beweis des algebraischen 
Hauptachsentheorems selbst gelten. 

8. Übergang zu unendlichvielen Veränderlichen. Die Theorie 
der linearen Gleichungen mit unendlichvielen Unbekannten hatte schon 
einmal in die Entwicklung der Lehre von den Integralgleichungen 
eingegriffen, damals, als Fredholm seine Formeln nach dem Vorbilde 
der von Kochschen Determinanten aufstellte. Wenn Hilbert 1906 eine 
neue, umfassende Theorie der linearen Gleichungen mit unendlichvielen 
Unbekannten und der quadratischen Formen von unendlichvielen Ver
änderlichen veröffentlichte 39), so war deren Beziehung zur Integral
gleichungstheorie eine ganz andere, direktere. Denn Hilbert beschränkte 
.sich nicht darauf, eine Theorie der unendlich vielen Veränderlichen 
aufzustellen, sondern zeigte zugleich auch, wie man die ganze Auf
lösungs- und Eigenwelttheorie der Integralgleichungen daraus unmittel
bar ableiten kann. 

Die Methode, durch die er diese Zurückführung vollzieht, ist im 
Grunde nichts anderes als die alte Methode der unbestimmten Koeffi
zienten, nur daß er, wie man es in der Theorie der Randwertaufgaben 
immer getan hatte, pes) statt nach Potenzen von S nach trigono
metrischen Reihen oder allgemeiner nach Reihen der Form 

(23) pes) = X1W1(S) + X2w2(S) + .,. 
entwickelte, wo die wa(s) ein beliebiges Orthogonalsystem sind, d. h. 
ein System von unendlichvielen Funktionen, für die 

b 

(24) f wa'(s) Wß(S) ds = eaß (a, ß = 1,2, ... ) 
a 

ist. Die gegebenen Funktionen K(s, t) und fes) setzt er ebenso als 
Reihen an: 

~ ~ 

(25) fes) = ~fawa(s), K(s, t) = ~ Kaßwa(s)w/t). 
a=l a,(1=l 

Sieht man von allen Konvergenzfragen ab, so geht die Integralgleichung 
(J) dadurch rein formal über in 

00 boo 00 00 

~ xawa(s) + f ~ KaiJwa(s) wß(t) . ~ xy wy(t) dt = ~ fawa(s), 
a=l a a,(1=l y=1 a=l 

und durch Koeffizientenvergleichung folgt 

(U) 
~ 

Xa + ~ Kaßxß = fa 
(1=1 

EnC1klOP. cL math. Wissensch. II S. 

(a = 1,2, ... ); 

90 
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das ist der formale Prozeß, der die Integralgleichung (J) in ein System 
von linearen Gleichungen mit unendlichvielen Unbekannten (U) ver
wandelt. 

Das Schwergewicht liegt natürlich darauf, diesen formalen Prozeß 
einer exakten Konvergenzbetrachtung zu erschließen. Man könnte dies 
sehr leicht, wenn man sich auf den Fall gleichmäßiger Konvergenz der 
sämtlichen eingehenden Reihen beschränkt. A. O. Dixon4S) hat das 
1901 in einer bemerkenswerten Arbeit, unmittelbar nach Preilholms 
erster Mitteilung von 1900 und offenbar ganz unabhängig von ihr, ge
tan. Er hat dabei eine volle Theorie des Systems (U) aufgestellt, die 
im Grunde genommen auf genau derjenigen Methode beruht, die 
E. Schmidt 1907 in der auf seine Dissertation folgenden Arbeit für 
Integralgleichungen aufgestellt hat42), die aber auf ganz anderen Kon
vergenzbedingungen fußt, als sie Schmidt im Auge hatte (der ge
nauere Unterschied beider Theorien wird in Nr. 20a, dersichtlich 
werden). Die Sätze, die Dixon daraus für die Integralgleichung (J) 
ableitet, setzen mehr als die Stetigkeit von Kund f voraus - es ist 
bekannt, daß nicht jede stetige Funktion in eine gleichmäßig kon
vergente trigonometrische Reihe entwickelbar ist, und es ist bisher 
auch kein anderes Orthogonalsystem stetiger Funktionen bekannt, bei 
dem die Entwicklung jeder stetigen Funktion gleichmäßig konver
giert -, und wenn sie auch für die Anwendung auf das alternierende 
Verfahren von H. A. Schwarz ausreichen, die Dixons Ziel ist, so ge
nügen sie doch den Ansprüchen vieler Anwendungen nicht. 

Der Weg, auf dem Hilbert den obigen formalen Prozeß legalisiert, 
ist ein ganz anderer. Man hatte in der Theorie der Fourierschen 
Reihen gelernt, sich von den Dirichletschen Fragen der Konvergenz 
loszulösen und auch über solche Reihen, die nicht konvergieren, Aus
sagen zu machen. Oh. J. de la Vallee-Poussin (4) hatte entdeckt, daß 
für jede stetige Funktion !pes) die Quadratsumme der Entwicklungs-
koeffizienten b 

Xa J !pes) aJa(S) ds 
a 

stets konvergiert und daß 
b 

(26) Xli + Xi' + .. . J[!p(s)]Sds 
a 

43) A. O. Dixon, On a class of matrices of infinite order, and on the exi
stence of "matricial" functions on aRiemann surface, Cambr. Trans. 19 (1902), 
p. 190-233, der Red. vorgelegt 16. Mai 1901. 

404) Ohr. J. de la ValUe-Poussin, Ann. 80C. sc. Brux. 17b (1893), p. 18-34; 
vgl. im übrigen Encykl. II C 10 (Hilb-M. Riesz), Nr. 9, Anm.9D), p. 1210. 
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ist, wenn roa(s) die gemäß (24) normierten trigonometrischen Funk
tionen sind. Die prinzipielle Bedeutung dieses Satzes war am deut
lichsten hervorgetreten, als A. Hwrwit/44.5) auf ihn einen Äquivalenz
begriff für Fouriersche Reihen gründete, der bewußt davon absah, ob 
die Reihe konvergiert und die Funktion "darstellt". Diese Äqui
valenz betrachtet eine stetige Funktion und die Folge ihrer Fou
rierschen Koeffizienten auch dann als gleichwertig, wenn die aus 
ihnen gebildete Fouriersche Reihe gar nicht konvergiert, und lehrt 
mit den Fourierschen Koeffizienten statt mit den zugrunde liegenden 
Funktionen zu operieren. Mit Benutzung dieses Äquivalenzbegriffs 
gelingt es Hilbert, den obigen formalen Prozeß ohne jede Annahme 
über die Konvergenz der auftretenden Reihen in ein Beweisverfahren 
umzugestalten. Und zwar ergibt sich, daß man von einem stetigen 
Kern K(s, t) und stetigen fes) aus stets zu einem solchen System (U) 
gelangt, bei dem ~K;ß und ~fa2 konvergieren, und daß dann jede 

a,p a 
Lösung Xl' x2, • . • mit konvergenter Quadratsumme ~ X; eine stetige 
Löung qJ(s) von (J) liefert. 

In gleicher Weise vollzieht Hilbert den iJbergang von der Eigen
werttheorie der Integralgleichung mit stetigem symmetrischen Kern 
zu einer Theorie der quadratischen Form von unendlichvielen Ver
änderlichen 

CI) 

~(x, x) =~ka{Jxa{J}{J' 
a,p=l 

bei der ~ kai konvergiert. 
«,(I 

Indem Hilbert nun die Theorie von (U) und ~(x, x) im ange
gebenen Sinne tatsächlich bewältigt, und zwar auch was S!(x, x) be
trifft in restloser Analogie mit der Algebra, so daß nunmehr auch 
bezüglich des Eigenwerts 00 nichts zu wünschen übrigbleibt, hat er 
damit auch die in Nr. 7 angekündigte These erhärtet. 

Bei der Durchführung dieser Theorien benutzt Hübert in Wahr
heit nicht die Voraussetzung konvergenter Quadratsummen ~ K~{J und 
~k;{J, sondern die weit geringere und in sich befriedigendere Vor
aussetzung über die K aß und kaß' die er Vollstetigkeit nennt (vgl. 
Nr. 16a, 40a); und zwar ist dieser Begriff so konzipiert, daß er be
züglich ~(x, x) die weiteste Voraussetzung darstellt, unter der die volle 
Analogie mit dem algebraischen Hauptachsentheorem erhalten bleibt. 

Endlich ist Hilbert - und das ist der wesentlichste Inhalt seiner 
4. Mitteilung - über das Maß der eben genannten Voraussetzungen 

45) Ä. Hwrwits, Mo.th. Ann. 57 (1908), p. 425-446; 59 (1904), p. 558. 
90· 
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erneut und erheblich hinausgegangen und hat eine Theorie der sog. 
"beschränkten quadratischen Formen" entworfen, bei der die Tatsachen 
der Hauptachsentheorie neuen Vorkommnissen Platz machen müssen, 
und die ganz andersartige Anwendungsgebiete, wie z. B. die Stieltjessche 
Kettenbruchtheorie, in ihren Kreis einbezieht (vgl. Nr. 4:3c). 

H. Auflösungstheorie. 

A. Die linearen Integralgleichungen zweiter Art. 

9. Die Fredholmsche Theorie.46) Sei K(s, t) eine im Intervall 
a < s < b, a~ t < b gegebene stetige Funktion der bei den Veränder
lichen s, t, und sei zur Abkürzung 

K (Xl '" X,,) = 
Yl •.. Yn 

gesetzt, so heißt 

K(x1 , Yl) ... K(x1 , Yn) 

die "Fredholmsche Determinante" des Kernes K; die ersten und die 
höheren Minoren werden von Fredholm durch die Ausdrücke definiert: 

46) Die hier gegebene Darstellung ist unabhängig von den Erörterungen 
von Kap. I über die Genesis dieser Theorie. - J. Fredholm hat nach drei Vor
anzeigen eine ausführliche Darstellung seiner Theorie, Acta math. 27 gegeben. !9) 

Seither ist die Theorie wiederholt ausführlich entwickelt worden: M. Bocher 1909 
(Literatur A 1), p. 29-38; G. Kowalewski 1909 (Literatur B 3), p. 455-505, unter 
genauer Ausführung des Grenzüberganges aus dem Algebraischen; A. Korn 1910 
(Literatur A 3), p. 50-127; J. Plemelj, Preisschr d. Jablon. Ges. 40 (1911), p. 29-39; 
A. Kneser 1911 bzw. 1922 (Literatur A 4), p. 223-239 bzw. 268-285; H. Hahn 
1911 (Literatur C 8), p. 13-20, ohne Beweise; Heywood-Frechet 1912 (Literatur 
A 5), p. 35-81; T. Lalesco 1912 (Literatur A 6), p. 19-62, unter Verwendung 
funktionentheoretischer Hilfsmittel; V. Volterra 1913 (Literatur A 9), p. 102-122; 
G. Vivanti 1916 (Literatur A 10), p. 121-166; W. V. Lovitt 1924 (Literatur A 12), 
p.23-72. 
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a a 

.. b b 

= :2 ~f· ·fK (81 ... 8. 61 ... 6j d . d 
I t t <11 • • • t1 n· n. 1 ••. ,,61 ••• 6 

,,=0 a a 

Die absolute und gleichmäßige Konvergenz dieser Reihen ergibt 
sich leicht aus dem Hadamardschen Determinantensatz, welcher besagt, 
daß der absolute Wert einer n-reihigen Determinante unter (>"rn" 
gelegen ist, wenn alle ihre Elemente dem Betrage nach unter (> 

liegen."'l) 
Für die ersten Minoren gelten die beiden fundamentalen ReIa-

tionen"8) 
b 

(h) ~(s, t) + I K(s, r) ~(r, t) dr = ~ . K(s, t), 
a 

b 

(1 b) ~(s, t) + IX(r, t)~(s, r)dr = ~. K(s, t), 
a 

und entsprechend für die höheren Minoren 
b I ~ (Sl ... S,,) +jK(Sll r) ~ (" S2 ... s.) dr 

tl···t. tlt, ... t" 
(2&) a 

= ~(-1)1'-1K(Sllt)~(81 ... SI' S~'+l ... S"), 
~ I' t1 ••. tl'-1 tl'+l •. . t" 

1'=1 

b 

{ 
~ (SI ... S,,) +jK(r, t1) ~ (Sl S, ... s.) dr 

t1 ···t. "ts···t. 
(2b) a 

= ~ (-1)1'-1 K(s ,tl) ~(Sl .. . SI'-l SI'+1·· .s,,). 
~ I' t, .•. tp. tp. + 1 ••• t" 
1'=1 

Wie Fredholm diese Bildungen und Relationen nach dem Vor
bilde der H. v. Kochsehen Theorie der unendlichen Determinanten ge-

47) Diese Formulierung ist eine unmittelbare Folge des in Formel (14) von 
Nr.o gegebenen ursprünglichen Hadamardschen Satzes; wegen der Geschichte des 
Satzes vgl. 81). 

48) Eine Umgruppierung der beim Beweise vorkommenden Schlüsse bei 
P. Saurel, Amer. Math. Soc. Bull. (2) 15 (1909), p. 445-460. 
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wonnen hat, ist in Nr. I) angedeutet worden.49) Er gewinut aus ihnen 
die gesamte Theorie der linearen Integralgleichungen 2. Art in der 
gleichen Weise, wie man mit Hilfe der Unterdeterminanten und der 
zwischen ihnen geltenden Relationen die gesamte Theorie der linearen 
Gleichungssysteme abzuleiten pflegt: 

1. Ist ~ =l= 0 und wird 

(3) K(s, t) = _ A~!2 

gesetzt, so gehen die Relationen (1) über in 
b 

(3a) K(s, t) + K(s, t) + fK(s, r) K(r, t)dt· = 0, 
a 

b 

(3b) K(s, t) + K(s, t) + f K(r, t) K(s, r) dr = O. 
a 

Aus dem Bestehen der Formeln (3a) und (3b) folgt unmittelbar, daß 
b 

(3) pes) = ((s) + f K(s, t) ((t) dt 
a 

stets eIlle und die einzige Lösung von 
b 

(J) ((s) = P (s) + j'K(S, t) pet) dt 
a 

ist, und daß zugleich 
b 

(~') l/J(S) = g(S) + f K(t, S)g(t) dt 
a 

49) Die Analogie ist dort nur für die Fredholrnsche Determinante selbst 
ausgeführt worden. Für die ersten - und a fortiori für die höheren - Minoren 
ist die Analogie dem unmittelbaren Anblick ein wenig durch den Umstand ver
deckt, daß sowohl in der Determinante A = I ast I = lest + Kst I als auch im 
Schema ihrer Unterdeterminanten Ast die Einer in der Diagonale zur Geltung 
gebracht werden. Nicht Ast, der Unterdeterminante von a. t , ist F'redholrns erster 
Minor A (s, t) analog, sondern man muß A.t = A est - At. setzen, um in Ast das 
algebraische Analogon von A(s, t) zu erlangen. In der Tat gehen bei Einfüh
rung dieser Bezeichnungen die bekannten Relationen der Determinantentheorie, 
die für die ersten Unterdeterminanten charakteristisch sind, ~ aaaAta = Ae. t, in 

a 

~(e.a + K. a)(A eta - A at) = Aest oder, wenn man die Klammern ausmultipli-
a 

ziert und vereinfacht, in AKst=Ast+ ~KsaAat über; ebenso die anderen 
a 

Relationen ~aatAa. = Ae.t in AKst = Ast + ~KatA.a; da nun K.t das Ana-
a a 

logon von K(s, t), A das der Fredholrnschen Determinante A ist, zeigen diese 
Relationen in ihrer Analogie zu (1), daß wirklich Ast die zu A(s, t) analoge 
Rolle spielt. 
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die Lösung von 
b 

(J') g(s) = 1/1(s) +.['K(t, s) 1/1(t) dt 
a 

ist. Man nennt deshalb eine Funktion K (s, t), die den beiden Formeln 
(3a) und (3b) genügt, den lösenden Kern oder die Resolvente (noyau 
resolvant).24) 

2. Ist 6. = 0, so beweist Fredholm, daß es in der Folge der 
ersten, zweiten usw. Minoren einen ersten gibt, der nicht identisch 
verschwindet. Sei etwa 

(4) 6. = 0, 6. (8) = 0, ... , 6. (81'" 8d-l) = 0, 6. (81", 8d) =1= 0, 
t t1···td - 1 t1 ... td 

und seien 01' .•. , (Jd; 't1l ..• , 'td solche Zahlenwerte der 2d Argumente, 
für die der die Minor tatsächlich nicht verschwindet, so sind 

(5) ( ) _ A (8 G! ... Gd) ( ) = A (Gi' .. Gd- l 8) rpl S - Ll. , ••• , rp d S Ll. 
, '1'1 T,2 ••• 'rd '1'1 ••• 'rd-l 't' 

d linear unabhängige Lösungen der homogenen Integralgleichung 
b 

(J;.) ° = rp(s) + J K(s, t) rp(t) dt, 
a 

und jede Lösung von (Jh) läßt sich aus ihnen in der Form 

(6) rp(s) = Cl rpl (s) + ... + Cdrpd(S) 

mit konstanten Koeffizienten komponieren. Im selben Sinne geben 
die Funktionen 

(7) 1/11 (s) = 6. (Gi 0'2 ••• (Jd), ... , 1/1aCs) = 6. (Gi'" (Jd-l (Jd) 
8 '1'2'" 'I' d 't'1 ••• 't' d -1 8 

die volle Lösung der trausponierten homogenen Gleichung 
b 

° = 1/1(s) + J K(t, s) 1/1(t) dt; 
a 

d heißt der Defekt des Kernes K(s, t).50) 
3. Die unhomogene Integralgleichung (J) ist im Falle 6. = ° dann 

b 

und nur dann lösbar, wenn,! fes) 1/1;(s) ds = ° ist (i = 1, ... , d); und 
a 

50) Dieses Wort hat sich in der Algebra nicht im selben Maße eingebürgert 
wie das Wort "Rang" für die Zahl n - d = r. Hier, bei Integralgleichungen, 
und übrigens ebenso bei unendlichvielen Variabeln, zeigt es sich, daß r neben n 

unendlich wird, während gerade d endlich bleibt. - H. v. Koch hat in seiner 
Theorie der unendlichen Determinanten (vgl. Nr. 17) für die hier als Defekt be
zeichnete Größe d das Wort "Rang" gebraucht. 
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zwar ist dann 

q; (s) = fes) _fb ß (:::::: ::2 f(t) dt (8) 
ß (0'1'" O'a) 

a Tl ••• Ta 

eine Lösung von (J), aus der sich alle weitereu durch Addition einer 
beliebigen Lösung von (J,.) ergeben. Der hier auftretende Kern wird 
gelegentlich als Pseudoresolvente bezeichnet 51). -

Die Determinantentheorie der Fredholmschen Minoren ist über 
die Zwecke der Auflösungstheorie hinaus fortgebildet worden. Fred
holm hat 52) das Multiplikationstheorem bewiesen: Sind K(s, t), L(s, t) 
zwei Kerne, so ist die Fredholmsche Determinante des Kernes, der 
durch sukzessive Anwendung der Operationen 

b b 

g(s) = fes) +.{L(s, t) f(t) dt, h(s) = g(s) + J K(s, t) g(t) dt 
a a 

entsteht, d. h. des Kernes 
b 

K(s, t) + L(s, t) + J K(s, r) L(r, t) dr, 
a 

gleich dem Produkt der Fredholmschen Determinanten der Kerne K 
und L. Ferner gilt nach dem Muster eines bekannten Satzes über 
Minoren: 

D.. (Sl' t1) •.. D.. (SI1 t~) I 
: : : : : :: = D..' - 1. D.. G~ '. : : ::) . 58) 

D..(s~, t1) '" D..(s~, t~) I 
Endlich geben eh. Platrier 5S) und im Anschluß an ihn A. Boborski 5S) 

auch das Analogon des Sylvestersehen Determinantensatzes. 

51) W. A. Hurwitz, Amer. Math. Soc. Trans. 13 (1912), p.405-418, gibt 
eine Darstellung der Fredholmschen Theorie, die sie von den höheren Minoren 
entlastet, indem sie den OrthogonalisierungsprozeB von E. Schmidt (vgl. Nr. 150.) 
zu Hilfe nimmt und so die Pseudoresolvente auf andere Art herstellt (Voranzeige 
Amer. Math. Soc. Bull. 18, p. 53-5!). - Weitere Auflösuogsformeln bei L. Tocchi, 
Batt. Giorn. 54 (1916), p. 141-150; 57 (1919), p. Fl-178; 58 (1920), p. 54-59. 

52) J. Fredholm, Acta 27 19), § 4; G. Kowalewski (Literatur B 3, § 181) ge
winnt es durch Grenzübergang aus dem Algebraischen. 

53) Zuerst bei J. Plemelj, Monatsh. f. Math. 15 (1904), p.93-124 [Voran
zeige in den Wien. Ber. 112 (1903), p. 21-29], dann wiederentdeckt von Ch. Platrier, 
J. de math. (6) 9 (1913), p. 233-304, und durch Grenzübergang aus dem Alge
braischen bewiesen. Weitere (direkte) Beweise geben W. A. Hurwitz, Amer. 
Math. Soc. BuH. (2) 20 (1914), p. 406- 408 und A. Hoborski, Archiv (3) 23 (1914), 
p.297-302. 
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Hilben hat gelegentlich der Aufstellung seiner Eigenwerttheorie 
den Komplex der Fredholmschen Formeln durch Grenzübergang aus 
dem Algebraischen abgeleitet, in dem in Nr. I a geschilderten Sinne.54) 

Er hat ferner durch O. D. Kellogg die fibereinstimmung der Fredholm
schen Lösung von (J) mit der Entwicklung nach Iterierten, soweit 
diese konvergiert (vgl. Nr. S oder Ha, (2»), verifizieren lassen.5 l» Auch 
die formale Übereinstimmung mit den Auflösungsformeln für Kerne von 
der besonderen Form u1 (s) vl (t) + ... + u .. (s) v,,(t) (vgl. Nr. IOa, 1) ist 
durchgerechnet worden 56), und endlich hat man sich überzeugt, daß 
durch den Hilbertschen Übergang zu unendlichvielen Veränderlichen (vgl. 
Nr. 8 oder Nr. 15) die Fredholmsche Determinante in die v. Kochsche 
Determinante des entstehenden Systems von unendlichvielen linearen 
Gleichungen mit unendlichvielen Unbekannten übergeht.57) 

Wendet man die Fredholmsche Theorie auf den Kern K (s, t) = 
- I..k(s, t) an, d. h. auf die Integralgleichung 

b 

(i) q;(s) - }. Jk(s, t) q;(t) dt = fes), 
a 

54) D. Hilben, 1. Mitteilung, Gött. Nachr. 1904 = Grundzüge, Kap. II, p. 8ir. 
Die Beschränkung auf symmetrische Kerne, die im dortigen Zusammenhang vor
genommen wird, ist unerheblich (vgl. 2. Mitteilung = Grundzüge, p. 68). Hilbert 
verfährt so, daß er zuerst annimmt, daß die Fredholmsche Determinante, die er 
für den Kern K(s, t) = a k(s, t) betrachtet, als Funktion von 1 nur einfache Null
stellen besitzt, und nachträglich den Fall mehrfacher Nullstellen durch Stetig
keitsbetrachtungen beseitigt. Auf Veranlassung von L. Maurer hat E. Garbe (Diss. 
Tübingen, 43 S., Leipzig 1914) den Grenzübergang auch im Falle mehrfacher 
Nullstellen von 11'(1) direkt untersucht. - Bei G. Kowalewski 46) findet man den 
Grenzübergang besonders eingehend durchgeführt. 

65) O. D. Kellogg, Gött. Nachr. 1902, math.-phys. Kl., p. 165-175. Die Ent
wicklung nach Iterierten wird mit der Fredholmschen Determinante tJ. ausmulti
pliziert und das Resultat durch elementare Ausrechnung in - tJ.(s, t) übergeführt. 
Die gleiche Bemerkung bei G. Vivanti, Batt. Giorn. 63 (1915), p. 209-211. 

56) Vgl. außer der in Nr. 10 zu diesem Gegenstande aufgeführten Literatur 
noch W. Kapteyn, Amst. Ak. Versl. 19 (1911), p. 932-939. - H. Lebesgue, Soc. 
Math. F. Bull. 96 (1908), p. 3-19, leitet im Anschluß an eine Andeutung in der 
Schlußbemerkung von E. Goursat 61) die Fredholmschen Formeln her, indem er den 
Kern durch Kerne endlichen Ranges (vgl. Nr. 1080,1) gleichmäßig approximiert 
und in den Fredholmschen Formeln für diese approximierenden Kerne den Grenz
übergang vornimmt. 

57) J. Marty, Darb. Bull. (2) 83 (1909), p.296-300; ebenso J. Mollerup, 
Darb. Bull. (2) 36 (1912), p. 130-136 = C. R. 2. Congr. Scand. 1911, p.81-87. 
Beide operieren im Sinne des Hilbertschen Übergangs (vgl. Nr.8 und 16) mit 
Hurwitzschen Äquivalenzen; dagegen setzt H. M. Plas, Diss. Groningen 1911, 
118 S., die anzusetzenden Entwicklungen nach OrthogonalCnnktionen als gleich
mäßig konvergent voraus. 
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so tritt statt 6. eine beständig konvergente Potenzreihe d'(l) auf, 
und ebenso treten an die SteUe der Fredholmschen Minoren ganze 
transzendente Funktionen; die Resolvente (3) und die Pseudoresolvente 
werden somit Quotienten ganzer transzendenter Funktionen, also mero
morphe Funktionen von l, und mit ihnen auch die Lösungen (~) und 
(8). Die Nullstellen von d'(l) oder, was auf dasselbe hinauskommt, 
die Pole der Resolvente K erweisen sich also als genau diejenigen 
Werte von l, für die die homogene Gleichung (ih) lösbar ist. Vgl. 
hierzu im übrigen Nr. 11 c und 39a. 

10. Andere Auflösungsmethoden. Man hat eine Reihe von weit 
einfacheren Theorien aufgestellt, die die Auflösung der linearen Inte
gralgleichungen 2. Art leisten, ohne den immerhin verwickelten Apparat 
der Fredholmschen Formeln zu benötigen. Es versteht sich, daß man 
auf solche Art nicht die in N r. 9 formulierten Tatsachen erhält, mit 
deren Wortlaut der Begriff der Fredholmschen Minoren eng verflochten 
ist, sondern nur denjenigen Kern dieser Tatsachen, der sich ohne Be
nutzung dieser Bildungen herausschälen läßt, und deren Komplex im 
folgenden stets als die determinantenfreien Sätze bezeichnet werden 
soll.58) Wenn man die in Rede stehenden Integralgleichungen wieder 
folgendermaßen bezeichnet: 

b b 

(J) cp(s)+.{K(s,t)cp(t)dt=f(s), (Jh) cp(s) + jK(s,t)cp(t)dt=O, 
a; a; 

b b 

(.1') 1/I(s) + jK(t,s) 1/I(t) dt=g(s), (J,,') ",,(s) + j K(t, s) ",,(t) dt = 0, 
a a; 

so kann man sie so formulieren: 

Die determinantenfreien Sätze: 
Satz 1. Die Anzahl d der linear-unabhängigen Lösungen CPl (s), ... , 

rp i s) von (J,.) ist endlich und gleich der Anzahl der linear-unabhängigen 
Lösungen ""1 (s), ... , 1/Ia(s) von (J,,'); d heiße der "Defekt" des Kernes K(S,t).50) 

Satz 2. Ist d = 0, so ist (J) bei willkürlich gegebenem fes), (J') 
bei willkürlich gegebenem g(s) lösbar, und zwar nur au~ eine Weise. 
Es existiert überdies 59) ein "lösender Kern" K (s, t) derart, daß diese 
Lösungen von (J) und (J') gegeben sind durch 

b b 

(~) cp(s) =f(s) +.{K(s, t) f(t) dt, (~') ",,(s) =g(s) + jK(t,s)g(t) dt. 
a; a 

58) In entsprechender Weise, wie hier für Integralgleichungen, kann man 
auch aus der algebraischen Theorie der linearen Gleichungssysteme die determi
nantenfreien Sä.tze heraussuchen und - entgegen der üblichen Praxis - ohne 
Heranziehung dßr Determinantentheorie auf die mannigfachste Art beweisen. 
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Satz 3. 1st d> 0, so existiert dann und nur dann eine Lösung 

von (J), wenn b 

!tP,(s)fCs)ds = 0 für i = 1, ... , d 
a 

gilt, und ebenso dann und nur dann eine Lösung von C J'), wenn 
b 

f !pies) g(s) ds = 0 für i = 1, ... , d 
a 

gilt; jede Lösung von (J) ergibt sich aus dieser einen durch Addition 
einer Lösung von (Jh), jede Lösung von (J') aus dieser einen durch 
Addition einer Lösung von (J;). Auch hl:er kann man eine Funktion 
K(s, t) finden59), durch die sich die Lösung, soweit sie vorhanden, in 
der Gestalt (3) und (3') ausdrückt (Pseudoresolvente). 

a) Das Schmidtsche Abspaltungsverfahren. E. Schmidt hat 
seiner Theorie der nichtlinearen Integralgleichungen eine Auflösung 
der linearen Integralgleichungen 2. Art als V orbereitul1g vorange
schickt 60), die auf folgenden Gedanken beruht: 

1. Die determinantenfreien Sätze bestehen für jeden Kern "endlichen 
Ranges", d. h. für jeden Kern von der besonderen Form 61) 

G(s, t) = tt1(S)V1Ct) + ... + un(s)vn(t). 

Der Beweis ergibt sich leicht aus den folgenden Schlüssen: 

59) Diese zweite Hälfte des Wortlauts von Satz 2 kann man übrigens aus 
der ersten Hälfte folgern, wenn außerdem noch bekannt ist, daß für jedes 
I fes) i 5 E die Lösung qJ (s) ebenfalls klein ausfällt; bildet man nämlich speziell 
für fes) = K(s, r) die Lösung von (J), die also außer von 8 noch von r abhängen 
muß, so ist diese, wie (3 a) von Nr. 9 lehrt, nichts anderes als K(s, r); nachdem 
so die Existenz des lösenden Kerns dargetan ist, ist seine Stetigkeit mit Hilfe der 
angegebenen weiteren Voraussetzung leicht einzusehen. Analoges gilt für Satz 3 

60) E. Schmidt 42). Diese vollständige und ganz in sich abgeschlossene Auf
lösungstheorie steht in keinem Zusammenhang mit der in Nr. 10 b, 1 angeführten 
Bemerkung Schmidts aus seiner Dissertation 6Da). - Daß A. C. Dixon 48) den Abspal
tungsgedanken bereits 1901 bei unendlichen linearen Gleichungssystemen metho
disch genau so und vollständig durchgeführt .hat, ist in Nr. 8 erörtert worden; 
vgl. deswegen und wegen seiner ganz andersartigen materiellen Voraussetzungen 
Nr. 20a. Für Integralgleichungen hat L. Orlando, Rom Acc. Linc. Rend. (5) 152 

(1906), p. 416-419, 767-771; Palermo Rend. 21 (1906), p. 316-·318, 342-344 den 
ersten Schritt des Abspaltungsverfahrens (Abspaltung einer Konstanten) an der 
Hand einer speziellen Integralgleichung kurz vor dem Erscheinen von 4!J voll
zogen; vgl. darüber auch L. Orlando 389) sowie Battagl. Giorn. [(2),15] 46 (1908), 
p.173-196. 

61) Die Theorie dieser Kerne hat zuerst E. Goursat, Sur un cas eIementaire 
de l'equation de Fredholm, Soc. Math. F. Bull. 35 (1907), p. 163-173 entwickelt. -
Die Bezeichnung als "Kern endlichen Ranges" ist gewählt zum Unterschied 
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a) Ist rp (s) eine Lösung VOll (J), so ist wegen der besonderen 
Art des Kernes n b 

(1) rp(s) = fes) - ~ ua(s)Jva(t)rp(t)dt, 
«=1 a 

oder, wenn b 

(2) Xa JVa(t)rp(t)dt (a = 1, ... , n) 
a 

gesetzt wird, 

(3) rp(s) = fes) - X1U1 (S) - ••• - xnun(s); 
hieraus folgt dann durch Multiplikation mit va(s) und Integration: 

b n b 

(A) xa = Jva(s) fes) ds - ~ x(1J uris) va(s) ds (a = 1, ... , n), 
a (1=1 a 

d. i. ein System von n linearen Gleichungen für Xv ... , x n ' 

ß) Ist Xv ..• , x n eine Lösung von CA) und konstruiert man aus 
diesen xa vermöge (3) eine Funktion rp(s), so besagt (A), wenn man 
die bei den Integrale in eines zusammenzieht, daß 

b 

xa = Jva(s) [fes) - X1U1(S) - .•• - xnun(s)]ds (a = 1, ... , n) 
a 

gilt, d. h. daß (2) besteht, woraus dann sofort (1) und somit (J) folgt. 
Die Integralgleichung (J) ist somit dem Gleichungssystem (A) äqui
valent. 

r) Im selben Sinne ist die homogene Gleichung (J,,) äquivalent 
dem homogenen System (A,,), das aus (A) hervorgeht, wenn man die 
von den xa freien Glieder durch Nullen ersetzt, und die transponierten 
Gleichungen (J') und (J,,') sind äquivalent den transponierten Systemen 
von CA) und (A,,) , die mit (A') und (A,,') bezeichnet werden mögen. 

h) In der ein-eindeutigen Zuordnung zwischen den Lösungen 
von (J,,) und denen von (A,,) , die damit hergestellt ist, entspricht 
jeder linearen Verbindung mehrerer Lösungen von (J,,), C1rp1(S) + ... 
+ c"rp.(s), die gleiche lineare Verbindung der entsprechenden Lö
sungen von (Ah). 

von denjenigen Kernen, die eine Darstellung durch eine abbrechende Reihe 
u1 (8) Vl (t) + ... + U n (8) Vn (t) nicht gestatten (Kerne vom Range (0). Man kann 
genauer n als den "Rang" des Kernes bezeichnen, wenn eine derartige Darstel
lung des Kerns mit weniger als n Summanden nicht möglich ist. Dieser Rang
begriff steht dann in genauer Analogie zu dem in der Determinantentheorie üb
lichen, wofern man das dem Kern K(s, t) entsprechende Koeffizientensystem K. I 

ins Auge faßt, und nicht das System e. 1 + K. t , das oben 50) für die Aufstellung 
des "Defekts des Kernes K(s, t)" maßgebend war. Der Name "Kern endlichen 
Ranges" ist deshalb dem Namen "ausgearteter Kern", den R. Courant 67) ge
braucht, vorgezogen worden. 
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s) Ist cp(s) =1= 0 eine Lösung von (J,.), so sind die durch (2) hinzu
bestimmten Werte x" nicht sämtlich 0; denn nach a) besteht dann (3) 
und würde cp(s) = 0 ergeben. Umgekehrt liefert jede eigentliche Lö
sung von (A,,) eine nicht identisch verschwindende Lösung von (J,.), 
da gemäß ß) (2) besteht und also mit cp(s) alle x" verschwinden 
müßten.61) 

Da nun für (A) die den determinantenfreien Sätzen analogen 
Theoreme bekanntlich gelten, folgt für den Kern G die Gültigkeit 
der determinantenfreien Sätze. 

2. Ist I H(s, t) I < [L < b 1 a' so konvergiert für den Kern H(s, t) 

die Entwicklung nach Iterierten [vgl. (5) aus Nr. 3 und (8a) aus Nr. 4, 

oder (2) aus Nr. 11]; H(s, t) besitzt daher einen lösenden Kern. Dies 
ergibt sich aus den soeben genannten Formeln unmittelbar unter An
wendung des ersten Mittelwertsatzes der Integralrechnung.6S) 

3. Jeder stetige Kern K(s, t) kann als Summe G(s, t) + H(s, t) 
dargestellt werden, wo G(s, t) von endlichem Rang ist, H(s, t) den Be
dingungen von 2. genügt. Man braucht, um dies einzusehen, nur das 
Integrationsquadrat in n gleich breite vertikale Streifen zu teilen, 
die Werte von K längs der teilenden Linien als. die n Funktionen 
v,,(t) zu nehmen und u,,(s) im aten Teilintervall den Wert 1, sonst 
den Wert 0 zu erteilen, um aus der Gleichmäßigkeit der Stetigkeit 
folgern zu können, daß bei hinreichend großem n der Betrag 
I K(s, t) - U1(S)V1(t) -'" -u .. (s)v,,(t) I <E ist, insbesondere also 
auch < [L, wenn s die in 2. vorkommende Zahl IL bezeichnet.64) 

4. Ist K(s, t) = G(s, t) + H(s, t) und besitzt H(s, t) seinerseits 
einen lösenden Kern H (s, t), so gelten die determinantenfreien Sätze für 
(J), wenn sie für die Integralgleichung (:I) mit dem Kern 

b 

(4) K(s, t) = G(s, t) +.{H (s, '1') G(r, t) dr 
a 

62) Es ist also nicht notwendig, wie mehrfach geschieht, hierzu die lineare 
Unabhängigkeit der 'U,,(s) oder der 'IJ,,(s) vorauszusetzen. 

63) Es ist damit neben den Volterraschen Kernen (vgl. Nr. 3 oder 23) eine 
andere umfassende Klasse von Kernen aufgewiesen ("kleine Kerne"), bei denen 
die Entwicklung nach Iterierten stets konvergiert. E. Schmidt setzt übrigens statt 

b b 

der Bedingung des Textes ursprünglich !!rk(s,t)]'dsdt< 1 voraus und folgert 
aa 

mit Hilfe der Schwarzschen Ungleichung Nr. 7, (22) die Konvergenz der Ent-
wicklung nach !terierten. 

64) V gl. E. Schmidt, Math. Ann. 65 S8,), p. 372 f., Anm. ***). Auch andere 
Verfahren, z. B. Approximation von K(s, t) durch Polynome, liefern das gleiche 
Resultat. 
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. qelten.65) Ist nämlich cp(s) eine Lösung von (J), so ist 
b b 

cp(s) + JH(s, t) cp(t) dt = fes) - J G(s, t) cp(t) dt , 
a a 

also, da H(s, t) der lösende Kern von H(s, t) ist, 
b b b 

cp(s) = [fes) -.r G(s, t) cp(t) dtJ +.r H (s, t) [f(t) - J G(t, r) cp(r) drJ dt 
a a a 

oder 
b b 

cp(s) + JK(s, t) cp(t) dt = fes) + JH(s, t) f(t) dt. 
a a 

Man entnimmt aus dieser Rechnung, deren Dmkehrbarkeit einleuchtet, 
unmittelbar, daß (J) und (J) die gleichen Lösungen haben, ebenso 
die zugehörigen homogenen Gleichungen (Jh) und (Jh). Ist ferner 1jj(s) 
eine Lösung der transponierten homogenen Gleichung (JA')' also 

b 

(6) 1j1(s) + j'K(t, s) 1jj(t) dt = 0, 
a 

und ist 
b 

(7) I '" (s) ~ iji(s) + ;:H (t, s) iji( t) dt, 

1jj(s) = 1{1(s) + J H(t, s) 1{1(t) dt, 
a 

also 

so ist die linke Seite von (6) wegen (4) und (7) 
b b b 

= 1j1(s) + J G(t, s) 1j1(t) dt + JJH(t, r) G(r, s) 1j1(t) drdt 
a a a 

b b b 

= 1{1lS) + J B(t,s) 1{1(t) dt + J G(t,s) 1{1(t) dt = 1{1(s) + J K(t,s) 1{1(t) dt, 
a a a 

d. h. 1{1(s) ist eine Lösung der transponierten homogenen Gleichung 
(Jh'). Mit denselben Mitteln folgt, daß sich die Gültigkeit von Satz 3 
von (J) auf (J) überträgt. 

5. 1st G (s, t) ein Kern endlichen Ranges, so auch K (s, t). 
Für (J) gelten daher wegen 1. alle determinantenfreien Sätze, 

und wegen 4. trifft das nämliche für (J) zu. 

65) Wegen der allgemeinen Bedeutung dieses Abspaltungsverfahrens vgl. 
Nr. 24a 196). Übrigens sei hervorgehoben, daß G und H hier nicht die in 2. und 
3. angegebene Bedeutung zu haben brauchen. - Einige Rechnungen über die 
Resolventen von Kernen, die in ähnlicher Weise wie Kund K zusammenhängen, 
findet man bei H. Batemann, Mess. (2) 37 (1908), p. 179-187 und bei S. M. Sanie
let>ici, Buk. Bulet. 20 (1911), p. 453-467. 
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Im Gegensatz zu E. Goursat und H. Lebesgue 56) wird also die Lösung 
für den Kern K aus derjenigen für den Kern G hier nicht dadurch 
gewonnen, daß man n unbegrenzt wachsen läßt und ihre Konvergenz 
untersucht, sondern sie bei einem passend gewählten festen n direkt 
konstruiert. 

b) Weitere Methoden. 
1. Im Anschluß an seine Eigenwerttheorie der Integralgleichung mit 

symmetrischem Kern (vgl. III A dieses Artikels) bemerkt E. Schmidt 65a), 

daß einige Sätze der Auflösungstheorie beliebiger Kerne aus den ent
sprechenden Sätzen für symmetrische Kerne abgeleitet werden können, 
für die sie ihrerseits aus der Eigenwerttheorie unmittelbar abgelesen 
werden können. Und zwar führt er (J) durch die Substitution 

b 

(8) !pes) = x(s) + J K(t, s) x(t) dt 
a 

in die Integralgleichung 
b 

(9) fes) = x(s) + J Q(s, t) x(t) dt 
a 

mit dem symmetrischen Kern 
b 

(10) Q(s, t) = K(s, t) + K(t, S) + f K(s, r) K(t, r) dr 
a 

über. Ist die unhomogene Gleichung (9) lösbar, so liefert (8) offen
bar eine Lösung von (J). Ist die zu (9) gehörige homogene Gleichung 
lösbar, so lehrt die leicht auszurechnende Identität 

b b 

(11) 1 
J {1/1(S) +.j'K(t, s) 1/1(t) dt} 2 ds 

a J 1/1 (s) {1/1 (s) + j Q (s, t) 1/1 (t) d t 1 d s , 
a a 

daß (J,,') lösbar ist; das Umgekehrte folgt aus (J) in Verbindung 
mit (8) und (9) leicht. Man erhält also von dem Komplex der deter
minantenfreien Sätze die folgenden Bestandteile: daß von den beiden 
Problemen (J) und (J,.') stets eins und nur eins lösbar ist, sowie die 
genaueren Aussagen über das gegenseitige Verhältnis dieser beiden 
Probleme, die in Satz 3 implizite enthalten sind.66) 

65 a) E. Schmidt, Math. Ann. 63 '1), § 13, p. 459-461; vgl. hierzu außerdem 80). 
66) Man vgl. zu dem Kunstgriff der Bildung von (10), der in verschiedenen 

Auflösungatheorien eine wesentliche Rolle spielt, Nr. 18 b, 3, insbesondere 18h); 
dort finden übrigens die Grenzen seiner Leistungsfähigkeit eine Motivierung. -
Neuerdings gibt D. Enskog, Math. Ztschr. 24 (1926), p. 670-683 und 25 (1926), 
p. 299-304, einen Weg an, um das hier Fehlende zu erg1inzen. 
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2. Hilbert hat dem Gegenstande durch seinen Übergang zu un
endlichvielen Veränderlichen (Nr. 15) indirekt alle diejenigen Methoden 
erschlossen, die zur Behandlung der linearen Gleichungssysteme mit 
unendlichvielen Unbekannten dienen. Natürlich befinden sich darunter 
zunächst alle Methoden, die sich durch formale Übertragung der hier 
bei den Integralgleichungen aufgeführten Methoden ergeben (s. N r.16 d, 3 
und 16 d, 4). Darüber hinaus aber gestattet die größere Beweglichkeit 
der unendlichvielen Veränderlichen einige weitere Auflösungstheorien 
(s. Nr. 16c und 16d, 2) aufzustellen, die sich bei Integralgleichungen 
nicht ohne weiteres handhaben lassen. 

3. R. Courant hat neuerdings 67) gezeigt, daß man diese letzteren 
Methoden (Nr. 16 c) trotz der entgegenstehenden Schwierigkeiten so 
modifizieren kann, daß sie doch direkt auf Integralgleichungen an
wendbar werden. Man findet diese Untersuchungen, die in erster 
Reihe für die Eigenwerttheorie von Bedeutung sind, in Nr. 33d ihrer 
Art nach dargestellt. Hier ist nur zu erwähnen, daß sich dabei auch 
eine Auflösungsmethode ergibt, die auf folgendes hinausläuft. Der 
Kern der zu lösenden Integralgleichung wird wie bei E. Goursat und 
H. Lebesgue 56) durch einen Kern Kn(s, t) von endlichem Rang approxi
miert, die Lösung von K wird jedoch aus derjenigen von Kn durch 
Konvergenzbetrachtungen allgemeiner Art (vgl. 33d) gewonnen, ohne 
daß an die Fredholmschen Formeln oder irgendeinen expliziten Formel
apparat angeknüpft wird. 

4. Wegen der funktionentheoretischen Herleitung der Auflösungs
tatsachen vgl. Nr. 39 a, p. 1548 sowie 491). 

c) Varianten zu Einzelheiten. 
1. Dafür, daß die Anzahl der linear-unabhängigen Lösungen der 

homogenen Integralgleichung endlich ist, gibt E. Schmidt 38i) einen sehr 
kurzen direkten Beweis mit Hilfe des Orthogonalisierungsprozesses 
(vgl. Nr. 30b).68) M. B6cher 69) gibt eine andere Darstellung dieses Be
weises, indem er statt des Orthogonalisierungsprozesses Gmmsche 
Determinanten verwendet. 

2. Man hat verschiedentlich versucht, den Gültigkeitsbereich der 
Entwicklung nach Iterierten[vgl. Nr. 3, (5) oder Nr. 11, (2) und 63)J 
weiter auszudehnen. Das Verfahren von C. Neumann selbst (Nr. 5, 

67) R. Courant, Math. Ann. 89 (1923), p. 161-178 sowie Literatur All, 
Kap. III, insbesondere § 3 und 8. 

68) Die dort vorausgesetzte Symmetrie des Kernes ist für diesen Beweis un
erheblich, wie E. Schmidt 41), p. 460 hervorhebt. 

69) M. Bocher, Amer. Math. Soc. BuH. (2) 17 (1910), p. 283-284 = Ann. of 
Math. (2) 14 (1912), p. 84-85. 
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p. 1354) läuft, ohne daß es bei ihm so formuliert wird, etwa darauf 
hinaus, daß er für die Reihe (11) in N r. 5, die für 1 = + 1 einen 
Pol hat, die ersten arithmetischen Mitte1 10) betrachtet und deren Kon
vergenz für l = - 1 erweist. Verwendet man statt der arithme
tischen Mittel das Borelsche Summationsverfahren, so kann man die 
Gültigkeit der Reihe (2a) von Nr. 11 c über das ganze Borelsche Sum
mabilitätspolygon ausdehnen.71) Ähnlich könnte man den Mittag
Lefflerschen Stern verwenden u. dgl. m. 

3. Über das Auflösungsverfahren, das D. Enskog 12) für definite, 
symmetrische Kerne angegeben hat, vgl. NI'. 15 e. 

11. Die iterierten und assoziierten Kerne. a) Unter den Ite
rierten eines Kernes K(s, t) versteht man die sukzessive zu bildenden 
Funktionen b b 

(1) K(2l(S,t) jX(s,r)K(r,t)dr, K(Sl(s,t) !K(2l(s,r)K(r,t)dr, ... ; 
a a 

es ist also b 

K(nl(s, t) !Ken-1l(s, r)K(r, t) dr 
a 

b b b 

f· :[K(s, r1)··· K(rn_lI t)dr1 ••• drn_1 f K(s, r) Ken-1l(r, t) dr 
a a a 

und allgemeiner b 

(1 a) K(I' + 1'l(s, t) jX(Ul(s, r) K(1'l(r, t) dr. 

Der lösende Kern K(s, t) (vgl. NI'. 9, p. 1372f.) kann mit Hilfe der 
iterierten Kerne durch die Reihe 

(2) K(s, t) = - K(s, t) + K(2l (S, t) + ... 
dargestellt werden, falls diese gleichmäßig konvergiert.73) In diesem 
Falle kann man nämlich unmittelbar verifizieren, daß sie den definie
renden Formeln des lösenden Kernes (3a), (3b) von NI'. 9 genügt. 

70) Wenn er seine Methode als die "des arithmetischen Mittels" bezeichnet, 
so bezieht sich diese Benennung auf ein anderes Moment. 

71) A. Vergerio, Rom Acc. Linc. Rend. (5) 261 (1917), p. 426-433; G. Sannia, 
ebenda 281 (1919), p. 429-433. 

72) D. En.~kog, Kinetische 'fheorie der Vorgänge in mäßig verdünnten Gasen, 
Diss. Upsala 1917, 160 S.; Arkiv for Mat., Astr. och Fys. 16 (1921), Nr. 16, 60 S.; 
vgl. auch die Darstellung bei E. Hecke, Math. Ztschr. 12 (1922), p.274-286, 
insbes. § 4. 

73) Formel (2) ist mit Formel (830) von Nr. 4: identisch, die durch die Ein
führurig der iterierten Kerne diese übersichtlichere Gestalt gewinnt. - Die 
Reihe (2) ist nicht immer gleichmäßig konvergent (vgl. Nr. 0, p. 1354); sie ist 
es aber gewiß für alle Volterraschen Kerne (Nr. 3 oder 2330) und für die "kleinen 
Kerne" [Nr. 10 a, 2 und 68)]. 

Encyklop. d. math. Wi.senich. II 3. 91 
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b) Kennt man die Resolvente K" des Kernes X("), so kann man 
daraus leicht die Resolvente K des Kernes X folgendermaßen ab
leiten 7'): sei 

G,,(s, t) = - X(s, t) + X\!)(s, t) + ... + (- l),,-lx(n-l)(s, t), 

so ist b 

(3) K(s, t) = Gn(s, t) + K,,(s, t) +! G,,(s, r) K,,(r, t) dr. 
a 

Umgekehrt folgt aus der Existenz von K noch nicht diejenige von K"i 
existieren jedoch auch die Resolventen K., K •• , ... , K."-l der Kerne 
cK, c2 X, ... , cn - 1 X, wo c eine primitive nt • Einheitswurzel ist, so 
existiert auch Kn und ist 

1 (4) Ku = n- {K(s, t) + cK.(s, t) + ... +cn-1K.n_1(s, t)}.74) 

Eine Lösung !pes) der homogenen Gleichung (JA) mit dem Kern K 
ist zugleich auch eine Lösung der homogenen Gleichung (J}.n» mit 
dem Kern X(nl. Umgekehrt hat, wenn (J~nl) lösbar ist, mindestens eine 
homogene Gleichung mit einem der Kerne X, cX, ... , cn-1K eine 
Lösung, die jedoch nicht notwendig dieselbe zu sein braucht.75) 

c) Betrachtet man wie am Schluß von Nr. 9 statt K(s, t) den 
Kern - Ak(s, t) und setzt K(s, t) = h(A; s, t), so geht (2) in die 
Potenzreihe in A über: 

(2a) X(A; s, t) = k(s, t) + ).k(2l (S, t) + l2k(S)(s, t) + ... 
Sie konvergiert, wie man etwa der Schlußbemerkung von Nr. 9 ent
nimmt, bis zu der dem Betrage nach kleinsten Nullstelle von d'(l).75a) 

Auch die Determinantenformel von Nr. 9 kann man für kleines l 
einfacher darstellen 76), wenn man sich der sog. Spuren des Kernes 
k(s, t) bedient, d. h. der Größen 

b b b 

(5) U1 = J'k(s,s)ds, u2 = !k(2)(S,s)ds, ... , U" jk(n)(s,s)dS, 
a a a 

Und zwar ist alsdann für hinreichend kleines A 

a 

74) Implizite bei J. Fredholm 8%) , für n = 2 bei D. Hilbert, Grundzüge, 
p. 70; ausgeführt bei J. Plemelj6S) und bei E. Goursat, Toulouse Ann. (2) 10 
(1908), p. 5-98, insbes. p. 15. 

75) D. Hilbert, 2. Mitteilung = Grundzüge, p.69, Satz 23. 
75a) T. Carleman, Paris C. R. 169 (1919), p. 773-776 folgert aus dieser 

Reihenentwicklung mit Hilfe der Hadamardschen Theorie den meromorphen 
Cha.rakter von ". 

76) J. Fredholm, Acta. 27 29), § 5. 
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so daß -",)l-~"'-'" !J(l) = e » 
ausfällt, oder 

(7) !J(}') = 1 + :; l + :; l2 + .. " 
wo 

"1 n-1 0 0 

",I "1 n-2 0 
(7 a) !J= 

" Us "t "1 0 

I" .. " .. _1 ""_2 "1 

Eine ähnliche Darstellung kann man für die ersten Fredholmschen 
Minoren geben, wobei neben den Spuren noch die iterierten Kerne 
eingehen.17) 

d) Die Funktion von 2 m Veränderlichen 18) 

(in der Bezeichnungsweise von Nr. 9) heißt der mte z" K assoziierte 
Kern. 79) Formal gilt von diesem: Der mte assoziierte Kern von K ist 
dann und nur dann identisch 0, wenn K ein Kern vom Range mist 
(vgl. Nr. 10 a, 1)80); bildet man aus dem mten assoziierten Kern die 
p.te !terierte, so erhält man den mten assoziierten Kern von Kv.>. V gl. 
im übrigen wegen der wesentlichen Eigenschaften der assoziierten 
Kerne Nr. 31 b und 39b. 

12. Uneigentlich singulä.re Integralgleichungcn.81) Die bisher ge
machte Voraussetzung der Stetigkeit des Kerns ist für die in Nr. 9 und 
10 aufgeführten Auflösungstheorien mehr oder weniger entbehrlich. Daß 
für abteilungsweise stetige Funktionen u. dgl. die sämtlichen Schlüsse 
gültig bleiben, ist unmittelbar ersichtlich. Darüber hinaus aber hat 

77) T. Lalesco, Paris C. R. 145 (1907), p. 1136-1137 und Literatur A 6, 
p. 25f.; H. Poincare, Paris C. R. 147 (1908), p.1367-1371; Acta math. 33 (1909), 
p. 57-86 = Assoc. Fra.n\,. (Lille) 38 (1910), p. 1-28 sowie Literatur C 4. 

78) Vgl. Nr. 13a, wo allgemein Kerne von zwei Reihen von je m Veränder
lichen betrachtet werden. 

79) J. Schur, Math. Ann. 67 (1909), p. 306-339, insbes. p.318. Der Be
griff ist dem algebraischen Begriff der Matrix der m-reihigen Minoren einer 
gegebenen n-reihigen Matrix nachgebildet; im Gegensatz zu den Fredholmschen 
Minoren ist hier m endlich gehalten, während n unendlich wird. 

80) E. Goursat H ), p. 80. 
81) Eigentlich singuläre Integralgleichungen, d. h. solche, bei denen die 

Tatsachen der li'reahoZmschen Theorie nicht mehr im vollen Umfange gelten, 
findet man in Nr. 21. 

91* 
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man, insbesondere um den Erfordernissen der Anwendungen zu ent
sprechen, eine Reihe von Untersuchungen angestellt, die abgesehen 
von den unter a) zu schildernden lediglich den Geltungsbereich der 
verschiedenen Auflösungsformeln analysieren. 

a) Ubergang zu iterierten Kernen. Alsbald bei der Begrün
dung seiner Theorie hat J. Fredholm gezeigt 82), daß man solche un
stetigen Kerne beherrschen kann, bei denen der nte iterierte Kern 
stetig ist. In der Tat gestatten die Formeln von Nr. 11 b ohne wei
teres auch dann, wenn K unstetig, jedoch K(n) stetig ist und wenn 
K(n) eine Resolvente besitzt, aus dieser eine Resolvente von K zu kon
struieren.83) Fredholm zeigt nun darüber hinaus, indem er die Pseudo
resolvente von K(n) in Betracht zieht, wie man weitere Tatsachen 
seiner Theorie auf diesen Fall übertragen kann; ausgeführt ist bei 
ihm der Beweis, daß, wenn die homogene Gleichung (J,,) mit dem 
Kern K keine Lösung hat, auch die transponierte (J,,') unlösbar ist, 
und daß dann eine Resolvente K existiert.84) Ihre Darstellung als Quo
tient zweier ganzen transzendenten Funktionen gibt E. W. Hobson 89). 

Insbesondere ist die Fredholmsche Voraussetzung erfüllt, wenn 
ein 0:< 1 existiert, so daß K(s, t)(s-t)a beschränkt ist; in diesem Falle 

muß n > 1 1 I:( gewählt werden (also 0: < 1 _ ~) .84a) 

b) Modifikation der Fredholmschen Formeln. D. Hilbert 
hat in den Fredholmschen Formeln die Größen K(xa, xa), die in der 
Diagonale der einzelnen Determinanten auftreten, durch Nullen er
setzt und bemerkt, daß die so modifizierten Ausdrücke dann noch 
konvergieren, wenn K von niedrigerer als der 1/2 ton Ordnung un
endlich wird (0: < tJ)' und die Lösungen liefern.85) Die modifizierten 
Ausdrücke sind im Falle stetiger Kerne übrigens nicht gleich den 
ursprünglichen Fredholmschen, sondern unterscheiden sich von ihnen 
durch den gemeinsamen Exponentialfaktor e-2U186), der sich in den 
die Resolventen darstellenden Quotienten (Nr. 9, Formel (3) und (8)) 

82) J. Fredholm, Paris C. R. 134 19), p. 1661 und Acta math. 27 19), !l 6. 
83) D. Hilbert 76) und p. 71 f. für n = 2. 
84) J. Fredholm, Acta 27 81), p. 388-390. 
84a) Eine Schranke für K(n)(s, t) bei M. Picone, Rom Ace. Linc. Rend. (6) 

30! (1921), p. 90-92. 
86) D. Hilbert, 1. Mitteil. = Grundzüge, Kap. VI, p. 30-36; die Tatsa.chen 

waren schon vorher in den Dissertationen von O. D. Kellogg 86) und A. Andrae 86) 
(1902 und 1903) benutzt; vgl. außerdem O. D. Kellogg 66), § 6. - Weitergehende 
Anwendung dieser Methode bei E. W. Hobson 89), Nr. 12. 

86) Hier wird die Bezeichnung K(s, t) = -"k(s, t) von Nr. 11 c wieder 
aufgenommen. 



12. Uneigentlich singuläre Integralgleichungen. 1387 

heraushebt.87) Hilbert führt den Beweis, indem er K durch eine Folge 
stetiger Kerne approximiert.88) 

H. Poincanf77) unterdrückt allgemeiner in den Determinanten 

K (:: : : : ::) (vgl. N r. 9 Anfang) alle Terme, die einen Faktor der Form 

K(xa1 , xaJ K(xa., xa.> ... K(xay , xa1) 

enthalten, wo v < n ist, und erhält damit die Lösungen für (t< 1-~ . 
n 

Der Beweis geht bei Poincare von den in Nr. 11 c erwähnten Tat-

sachen aus und von der Bemerkung, daß für (t< 1 - 2.- die nte Ite-
n 

rierte und alle folgenden endlich und stetig sind, so daß also die 
Spuren von un ab existieren. Es behält daher zwar nicht o(l), aber 
derjenige Ausdruck, der bei stetigem k(s, t)86) in diesem Falle 

ist, seinen Sinn, zunächst für kleine l, und es gelingt durch funk
tionentheoretische Methoden, seinen Charakter als ganze transzendente 
Funktion nachzuweisen sowie seine "Übereinstimmung mit dem modi
fizierten Ausdruck; Entsprechendes geschieht für die ersten Fredholm
sehen Minoren. 

Für Kerne, von denen keine lterierte beschränkt ist, deutet Poin
care90) an, wie man in dem Falle durchkommen kann, daß wenigstens 
die Spuren von einer gewissen an endlich sind. Andere Fälle spe-

87) Diese Tatsache ist zum ersten Male angegeben bei Kellogg 65), p. 175. 
E. Garbe 64), p. 13, hat das algebraische Analogon durchgerechnet und daraus 
durch Grenzübergang die Hilbertsche Aussage abgeleitet. 

88) T. Carleman, Math. Ztschr. 9 (1921), p. 196-217, beweist mit derselben 
Methode und unter Verschärfung der Hilbertschen Abschätzung durch Resultate 
von J. Schur 486) (vgl. Nr. 3Sb), daß das gleiche gilt unter der alleinigen Voraus-

setzung, daß f f k! ds dt im Lebesgueschen Sinne existiert. Für den Fall, daß das 

Doppelintegral im Riemannschen Sinne existiert und < 1 ist, hatte dies schon 
H. v. Koch, Palermo Rend. 28 (1909), p. 255-266 (vgl. dazu noch 96), p. 13) ge
zeigt. Auf andere Weise hatte H. Lebesgue 56) Bedingungen für die Gültigkeit 
der Fredholmschen Formeln erhalten, die auf die Darstellbarkeit von K durch 
sukzessive Limesbildungen von Polynomen und die gleichmäßige Endlichkeit ge
wisser Iterierten hinausläuft. 

89) E. W. Hobson, London Math. 80c. Proc. (2) 13 (1914), p. 307-340. Hier 
werden Unstetigkeiten allgemeineren Charakters zugelassen, unter Verwendung 
Lebesguescher Integrale. 

90) H. Poincare. Acta math. 33 77), § 4. Vgl. auch Nr. 15c, p 1397,118). 
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zieller Art werden durchgeführt bei L. Lichtenstein 91) und E. W. Hob
son. 93) 

c) Benutzung von E. Schmidts Abspaltungsverfahren. 
E. Schmidt selbst9S) gibt an, daß seine Methode unter folgenden Be
dingungen anwendbar bleibt: 1. die Unstetigkeitsstellen von K(s, t) 
haben auf jeder Geraden s = konst., t = konst. den äußeren Inhalt 0, 
2. die Integrale b b 

f[K(s, t)]2dt und f[K(t, s)]2dt 
a a 

existieren und sind stetige, nicht identisch verschwindende Funktionen 
von s. Weiteres bei E. E. Levi 94.) und A. C. Dixon. 95) 

d) Integralgleichungen mit unendlichgroßem Integra
tionsintervall sind insofern hier zu erwähnen, als sie durch ein
fache Transformation in Integralgleichungen mit endlichem integra
tionsintervall, aber unendlichem Kern übergehen. 96) 

13. Allgemeinere Integrationsbereiche. Systeme von Integral
gleichungen. Um an eine konkrete Vorstellung anzuknüpfen, ist in 
den vorangehenden Nummern stets der Fall eines eindimensionalen 
(reellen) endlichen Intervalls zugrunde gelegt worden. Eine entschei
dende und insbesondere für die Anwendungen bedeutsame Eigenschaft 
der Theorie der Integralgleichungen ist die Schmiegsamkeit, mit der 
sie sich den verschiedenartigsten Verallgemeinerungen anzupassen ver
mag. Die Zusammenstellung der Einzeluntersuchungen dieser Art, die 
unten folgt, kann kein Bild von dem geben, worauf es hier ankommt. 
Das Wesentliche ist die Durchsichtigkeit der Beweismethoden der Inte
gralgleichungslehre, die die Ausdehnbarkeit der zugrunde gelegten Vor-

91) L. Lichtenstein, J. f. Math. 140 (1911), p. 100-119: Kerne von der Form 
PI (s, t) + (s) Pt (s, t), wo PI' P, stetig, (s) summabel und von niederer als 
1. Ordnung unendlich. 

92) E. W. Hobson 8B): Kerne von der Form P.(8) '/1(t) P(s, t), wo P beschränkt 
und summabel, P.(8), '/1(s) nicht beschränkt, aber P.(8) . '/1(8) Bummabel; ein Spezial
fall bei O. E. Love, Ann. of Math. (2) 21 (1919), p. 104-111. - A. Ostrow8ki, 
F. d. Math. 45 (1921), p. 521, weist auf eine Verallgemeinerung hin. 

93) E. Schmidt 'I), p. 174; 41), p. 467 und p. 45711'. 
94) E. E. Levi, Rom Ace. Linc. (5) 16t (1907), p. 604-612, setzt voraus, 

daß fIK(8,t)1 dt gleichmäßig konvergiert im Sinne von de la Vallee-Poussin, 
t 

d. h. f I K(s, t) I dt kann für alle s, t gleichmäßig beliebig klein gemacht werden. 
t-J 

95) A. O. Dixon, London Math. Soc. Proc. (2) 7 (1909), p. 314-337 wendet 
die Methode für beschränkte Kerne und den Lebesgueschen Integralbegriff an. 

96) H.v.Koch, Arkiv f. Mat. '1 (1911), Nr.4, 1'1 S. behandelt Kerne für das Inter-
~ ~~ 

vall 0 bis 00, unter der Annahme f I K(s,s) I ds konvergent, f f EI d8 d t < 1 u. ä. 
o 00 
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aussetzungen auf mehrere unabhängige Veränderliche, auf andere Inte
grationswege u. dgl. m. unmittelbar abzulesen gestattet. Von einem 
erweiterten Standpunkt wird eine solche Betrachtungsweise in Nr.20d 
und Nr. 45 c zur Geltung kommen. 

a) Allgemeinere Integrationsbereiche. Daß die Auflösungs
theorie für mehrfache Integrale, d. h. dann, wenn sowohl s als auch t 
Stellen eines Geltietes im n-dimensionalen Raum bedeuten, unmittel
bar in Geltung bleibt 97), ist bereits in allen grundlegenden Arbeiten 
der Theorie hervorgehoben worden.19)29)54)41)42) Ebenso können sund t 
über einen komplexen Integrationsweg erstreckt sein, längs dessen die 
eingehenden Funktionen als reelle oder auch komplexe Belegungen 
aufgepflanzt sind (vgl. Nr. 21a, Schluß). Wegen solcher Integrations
bereiche, die sich ins Unendliche erstrecken, vgl. Nr. 12 d. 

b) Als gemischte Integralgleichungen98) bezeichnet man 
Gleichungen vom Typus 

n b 

(1) pes) + :2 K~(s)p(x~) + fKes, t) pet) dt = f(s) , 
~=l a 

wo fes), K(s, t), Kl(s), .... , KnCs) gegebene Funktionen und Xli"" xn 
gegebene Stellen im· Intervall a < s < b sind, und allgemeiner Glei
chungen, in denen Integrale verschiedener Dimension nebeneinander 
auftreten) wie z. B. 

b, b. 

(2) P(Sll S2) + fKt(sl) S2; t) P(t,Si) dt + f K2(sl) S2; t)P(SlI t) dt 
a1 at 

b, b, 

+ jJ Ks(sll S2; t1l t2) P(tll t2) dtl dt2 = f(sl' S2)' 

97) In Ergänzung von Nr. 12 muß hier hervorgehoben werden, daß Bedin
gungen, unter denen die Iterierten von einer bestimmten an endlich sind (Schluß
bemerkung von 12a), nur unter sinngemäßer Modifikation für mehr Dimensionen 
aufgestellt werden können; z. B. ist für 2 Dimensionen die Endlichkeit von 
llaK(SllSi;t1,t~), wo lli=(S1-tl)i+(Si-t2)2, für "<2 eine hinreichende 
Bedingung (J. Fredholm, Acta 27 29), p. 387). 

98) W. A. Hurwitz, Note on mixed linear integral equations, Amer. Math. 
Soc. BuB. 18 (1912), p. 291-294 und Amer. Math. Soc. Trans. 16 (1915), p. 121-133; 
A. Kneser, Palermo Rend. 37 (1914), p. 169-197, der den Namen belastete Inte
gralgleichungen gebraucht. Übrigens hatte schon V. Volterra, Rom Ace. Linc. 
Rend. (5) 51 (1896), p. 289-300, Gleichungen vom Typus (2) behandelt. - Nach 
Lösungen der gewöhnlichen Integralgleichung 2. Art, die an einer gegebenen 
Stelle oder deren Ableitung an einer gegebenen Stelle verschwindet oder die 
sonstigen linearen Bedingungen genügt, hatten R. Bateman, Darb. BuH. (2) 30 
(11106), p. 264-270, Cambr. Trans. 20 (1907), p. 281-290 und A. Myller, Darb. 
BuH. (2) 31 (1907), p. 74-76, gefragt. 
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Die Lösung solcher gemischter Integralgleichungen ergibt sich eben
falls im Sinne der vorangeschickten allgemeinen Bemerkung, wenn 
man den aus Summation und Integration bzw. aus Integralen ver
schiedener Vielfachheit oder Erstreckung gemischten Operator an Stelle 
der gemeinen Integration in der gewöhnlichen Integralgleichung treten 
läßt.DD) Ein anderer, der Natur und der rechnerischen Behandlung 
der gemischten Integralgleichungen gut angepaßter .Weg benutzt den 
in Nr. 10a,4 formulierten Abspaltungsgedanken und wendet diesen, 
anders als bei dem E. Schmidtschen Verfahren, auf die durch die ver
schiedendimensionalen Bestandteile sich hier naturgemäß ergebende 
Zerspaltung an 100) 101). 

c) Systeme von Integralgleichungen. Man führt das System 

" b 

(3) rpa(s)+~JKafl(s,t)rp,lj(t)dt=fa(s) (a=1, ... ,n) 
f1=1a. 

für die n unbekannten Funktionen rpl (s), ... , rp,,(s) auf eine einzige 
gewöhnliche Integralgleichung für das n- mal so große Intervall 
a < s < a + n(b - a) zurück 102), indem man die nunbekannten 
Funktionen nicht in einem und demselben Intervall, sondern in n 
gleich großen aneinanderstoßenden Intervallen getrennt ausbreitet und 
zu einer einzigen Funktion rp(s) zusammenfaßt, und mit den bekannten 
Funktionen in entsprechender Weise verfährt; man setzt also für 

a + (a - 1) (b - a) < s < a + a (b - a) , 

a + (ß -l)(b - a) < t< a + ß(b - a) 

99) ...1. Kneser 98), § VI hat, gestützt auf Mitteilungen von E. Schmidt, ge
naue Axiome formuliert, die ein solcher Operator erfüllen muß, damit die Eigen
werttheorie von E. Schmidt gültig ist; es ist leicht, dies auf das Schmidtsche 
Abspaltungsverfabren 'oder andere Auf1ösungstheorien zu übertragen; vgI. auch 
Nr. 24: c, 8011). 

100) V. Volte"a 98); L. Sinigallia, Lomb. Ist. Rend. (2) 44 (1911), p. 292-313; 
J. Pi res, Palermo Rend. 35 (1913), p. 253-264; ...1. Kneser 98), § V. 

101) In anderer Weise, nämlich durch Approximation mit gewöhnlichen 
Integralgleichungen, behandelt G . .Andreoli, Rom Acc. Linc. Rend. 23. (1914), 
p. 159 -162, den Gegenstand. 

102) V. Volterra, Rom Acc. Linc. Rend. (5) 61 (1896), p. 177-185; O.D.Kel
logg, Diss. sb), p. 12; J. Fredholm, Acta. 27 19), p. 378f. - G. Greggi, Ven. Ist. Atti 
71 [(8) 14] (1912), p.641-651 rechnet die sich daraus ergebende Gestalt der 
Lösungsformeln explizite aus; M. BotaBso, Torino Att. 48 (1913), p. 19-42 und 
L. J. Rouse, Diss. Michigan, 1918, 33 S.; Amer. Math. Soc. Bull. 24 (1918), p. 426; 
Töhoku Math. J. 16 (1919), p. 184-216, besprechen Systeme von weniger Glei~ 
chungen als unbekannten Funktionen. - Die in der mathematischen Physik auf
tretenden Systeme (3) werden oft vektoriell zusammengefaßt [Co E. Weatherburn, 
Quart. J. 46 (1915), p. 334-356, führt es in einer besonderen Arbeit aus]. 
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IfJJ(S) = fJJa(S - (a - l)(b - all, fes) = fa(s - (a - l)(b - all, 
(4) K(s, t) = Ka,q(s - (a - l)(b - a), t - (ß - l)(b - a») 

(a, ß = 1, ... , n). 
Das allgemeinere System 

n n b 

(5) ~ kaß(s) fJJß(s) + ~f Kaß(s, t) fJJß(t) dt = faCs) (a = 1, ... , n) 
ß=1 p=la 

führt man durch Kombination der Gleichungen auf (3) zurück, falls 
die Determinante I kaß(s) I nirgends verschwindet. lOS) 

d) Abhängigkeit der Lösung vom Integrationsbereich. 
Dieser Gegenstand, der in der Eigenwerttheorie eine erhebliche Be
deutung hat C s. N r. 35), ist hier nur vereinzelt behandelt worden.t04) 

14. Besondere Kerne. In der Literatur findet man, abgesehen 
von den vielen in den Anwendungen auftretenden einzelnen Kernen, 
die nach der allgemeinen Theorie behandelt werden, eine Reihe Be
merkungen über besondere Kerne. Diese Kerne sind fast durchgehend 
vom Typus K(s, t) = f(t - s), wo fex) eine periodische Funktion mit 
der Periode b - a ist.105) Die besondere Eigenschaft dieser Kerne ist 
die, daß der lösende Kern wieder den gleichen Typus hat; man kann 
dies der Fredholmschen Theorie entnehmen, aber auch direkt aus der 
Eigenart des Kernes unmittelbar folgern, wenn man von der allge
meinen Theorie nur weiß, daß die Lösung der Integralgleichung (J) 

103) Ch. Platrier 6S), Chap. IU. Ist die Determinante an einzelnen Stellen 0, 
aber von niederer als der 1. Ordnung, so erhält er (Chap. V) uneigentlich sin
guläre Systeme von Integralgleichungen. 

104) Ch. Platrier, N ouv. Ann. (4) 13 (1913), p. 183-186, differenziert die 
Lösung nach der oberen Grenze; J. Puzyna, Krak. Anz. (A), 1913, I, p. 1-45. 

105) E. v. Egervary, Math. es phys. lapok 23 (1914), p. 303-355; G. C. Evans, 
Amer. Math. Soc. Bull. 22 (1916), p. 493-503, hier auch allgemeine Kerne vom 
Typus f(s - t) + g(s + t). Wie beide hervorheben, sind das algebraische Ana
logon dieser Kerne diejenigen Determinanten, die man Zyklanten oder Zirku
lanten (Encykl. IA 2, Nr. 27) nennt; vgl. auch die entsprechenden Bildungen bei 
unendlichvielen Variabeln Nr.4:3d. C. Cailler, Ens. 15 (1913), p. 33-47, be
trachtet Systeme von Integralgleichungen, deren n 2 Kerne einzeln Volterrasche 
Kerne vom Typus f(s - t) sind, also nicht genau vom obigen Typus, aber doch 
auch, wie O. Toeplitz in F. d. M. 44 (1918), p. 406 hervorhebt, alle untereinander 
vertauschbar. Auf dieser Tatsache allein beruht es, wenn Cailler mit Erfolg 
Determinanten betrachtet, deren Elemente nicht Zahlen, sondern Rerne der ge
schilderten Art sind, und mit deren Hilfe das System auf eine einzige, gewöhn
liche Integralgleichung zurückführt. - V gl. noch D. Pompeju, Palermo Rend. 
35 (1913), p. 277-281 und Math. Ann. 74 (1913), p. 275-277. - Gewisse Grenzfälle 
solcher Kerne bei A. C. Dixon, London Math. 80c. Proc. (2) 17 (1918), p. 20-22. -
Funktionentheoretische Behandlung der Integralgleichung der Potentialtheorie 
(Nr. 6) bei J. Fredholm, Acta math. 45 (1924), p. 11-28. 
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eindeutig ist. Eine entsprechende Bemerkung ist für Kerne in drei 
Dimensionen gemacht worden, die orthogonalinvariant sind.10G) Alle 
diese Bemerkungen subsumieren sich in Wahrheit einem allgemeinen 
Prinzip (vgl. Nr. 18 b, 3, Ende); vgl. auch die Untersuchungen über 
vertauschbare Kerne, insbes. Nr. 2680,3. 

Weitere besondere Integralgleichungen findet man in Nr. 21 c 
22 c, 23 d, 37, 44 b. 

B. Die Methode der UDendlichvielen Veränderlichen. 
D. Hilbert S9) hat parallel zur Theorie der Integralgleichungen eine 

Theorie der Gleichungen mit unendlichvielen Unbekannten entwickelt, 
die zugleich eine neue Methode zur Behandlung sowohl der Auflösungs
theorie als auch der Eigenwerttheorie der Integralgleichungen liefert 
(vgl. Nr.8); hier ist zunächst der Teil darzustellen, der für die Auf
lösungstheorie der Integralgleichung 2. Art (Kap.II,A) in Betracht kommt. 

15. Zusammenhang zwischen Integralgleichungen und linearen 
Gleichungssystemen mit unendlichvielen Unbekannten.107) 

a) Das Bindeglied zwischen Integralgleichungen und 
Gleichungen mit unendlichvielen Unbekannten ist ein ortho
gonales vollständiges Funktionensystem 108) für das Intervall (a, b), d. i. 
ein System von unendlich vielen in a < s < b stetigen Funktionen 
wl(s), w2 (s), ... , die den folgenden beiden Bedingungen genügen: 

1. sie sind für das Intervall (a, b) orthogonal und normiert: 
b 

(1) ! wp(s) w2(s) ds = ep2 = { ~ 
a 

2. sie genügen der Vollständigkeitsrelation l09), d. h. für jede ste
tige Funktion u(s) besteht die Identität 

b b b 

(2a) !u(s)'ds= {!u(s)wl(s)ds}'+ {!U(s) w2 (s) dsr+ "', 
a a a 

106) Im Anschluß an D. Hilberts Untersuchungen über kinetische Gastheorie 
E. Hecke, Math. Ann. 78 (1917), p. 398-404. 

107) Die historische Darstellung des Gegenstandes in Nr. 8 wird hier nicht 
vorausgesetzt. 

108) D. Hilbert, 5. Mitteil., Gött. Nachr. 1906 = Grundzüge, Kap. XllI, 
p.177if. 

109) "Ober die Aufstellung dieser Relation für trigonometrische Funktionen 
und die Bedeutung der Entwicklungskoeffizienten vgl. Nr. 8 44). - Daß die rechte 
Seite von (280) nicht größer ist als die linke (sog. "BesseZsche Ungleichung", 
Nr. SO bS8~), ist bekanntlich eine Folge von (1); vgl. Encykl. TI C 11, Hilb-S6as6, 
Nr.2. 
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oder - was nur scheinbar allgemeiner ist - für jedes Paar stetiger 
Funktionen u(s), v(s) besteht die Identität 

b b b 

(2b) Ju(s) v(s) ds = f u(s) w1(s) dsfv(s) 001 (s) ds 
a a a 

b b 

+.{u(s) w2(s)dsfv(s)Wa(s)ds + ... 
a a 

Das hier auftretende Integral vom Typus 
b 

X1' )u(s)w1'(s)ds (p = 1,2, ... ) 
a 

nennt man den pten Entwicklungskoeffizienten ( Fourierkoeffizienten) der 
Funktion u(s) in bezug auf das Orthogonalsystem w1(s), w2(s), ... 

In der Sprache der analytischen Geometrie läßt sich der Gebrauch 
eines solchen Funktionensystems w1'(s) als Einführung eines recht
winkligen Koordinatensystems im Raume ,Q, aller stetigen Funktionen 
deuten. Sieht man die Werte u(s) als Bestimmungsstücke eines die 
Funktion u(s) repräsentierenden Punktes in ,Q, bzw. des "Vektors" 
vom Koordinatenanfangspunkt (u(s) - 0) nach diesem Punkt und 

b 

fU(S)2ds als Quadrat der Länge dieses Vektors au, so bestimmen 
a 

die Fnnktionen wp(s) gemäß (1) unendlichviele paarweis aufeinander 
senkrechte Vektoren von der Länge 1. Der Entwicklungskoeffizieut 
(2 c) aber ist als Länge der Projektion des Vektors u (s) in die Rich
tung von w1'(s) anzusprechen, und (2a) besagt, daß das Quadrat der 
Länge jedes Vektors u(s) gleich der Summe der Quadrate seiner Pro
jektionen auf die Richtungen w1'(s) ist (pythagoreischer Satz). Be
trachtet man also die Vektoren 001' (s) als "Achsen eines rechtwink
ligen Koordinatensystems" in ,Q" die Größen (2 c) als die "rechtwink
ligen Koordinaten" von u(s), so deutet sich (2a) dahin, daß die Menge 
der verwendeten Achsen ausreicht, um sämtliche stetigen Funktionen 
nach dem Muster der kartesischen Koordinatengeometrie darzustellen. 

Ein Beispiel eines solchen vollständigen normierten Orthogonal
systems bieten die durch eine passende lineare Substitution der un

abhängigen Veränderlichen vom Intervall (0,2n) auf das Intervall 
a < s < b übertragenen trigonometrischen Funktionen ") 

1 ,/-2- h(s-a) ,/-2-. 2n(s-a) 
Vb a' r b - a cos b - a ' r b - a sm b - a ' 

,/2 4n(s-a) r b=a---a cos ----.-b-'----a---"-' 
,/-2- . 4n(s-a) r b---a sm ---;Ob-'-_-a---"-' 
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Weitere vollständige Orthogonalsysteme erhält man in folgender 
Weise 110): Es sei PI (s), Ps (s), . . . eine Folge stetiger Funktionen im 
Intervall a < s < b der Eigenschaft: jede stetige Funktion u(s) läßt 
sich in a < s < b durch lineare homogene Aggregate endlichvieler 
PI(S), ... , p .. (s) "im Mittel" beliebig genau approximieren, d. h. zu 
jedem E > 0 lassen sich die Konstanten Cl' ... , c" derart bestimmen, daß 

b 

(3) .f{ u(s) - C1 P I (S) - ... - c"P,,(s) r'ds < E. 
a 

Der bekannte Orthogonalisierungsprozeß von E. Schmidt ll1) liefert näm
lich, falls keine der Funktionen P,,(s) von den früheren der Folge 
linear abhängig ist, rekursiv eine Folge linearer homogener Kombi
nationen ro .. (s) von PI (s), ... , P,,(s), die orthogonal und normiert sind: 

( ) PI (s) 
ro1 s = 

Y/ PI (s)lds 
a 

(4) b b 
(n = 2, 3, ... ) 

P,,(s) - OJ1(s)jP,,(s) OJ1 (s) ds - ... - OJ"-I(sifp.,(s)OJ"_l(S)ds 
a a 

b b b , 

{j[ Pn(s) - OJ1(s)jP,,(s) OJ1(s)ds - ... - OJn - 1 (s)jPn (s) OJn -1 (s) dsr ds } t 
a a a 

derart, daß auch umgekehrt P.,(s) eine lineare Kombination von 
rotes), ... , ro.,(s) wird; derselbe Prozeß liefert auch - durch das 
identische Verschwinden der im Zähler stehenden Kombinationen -
die sämtlichen zwischen endlichvielen P,.(s) etwa bestehenden linearen 
Relationen. Für diese Funktionen ro,.(s) ist nun 11la) die Vollständig
keitsrelation (2 a) eine unmittelbare Folge von (3). Ein Beispiel einer 
solchen Folge P1(s), P2 (s), ... bildet die Folge der Potenzen so, s\ 
S2, ••• , aus der nach der beschriebenen Konstruktion die Legendre
sehen Polynome als Beispiel eines vollständigen Orthogonalsystemes ent
stehen.1l2) 

110) Die folgende Konstruktion nach D. Hilbel·t1° 8), p. 178 ff. Die Bedeu
tung dieses Verfahrens zur Herstellung vollständiger Orthogonalsysteme beruht 
darauf, daß es sich auch auf andere Integrationsbereiche als einfache Strecken 
(mehrdimensionale, gemischte u. dgl.) ohne prinzipielle Schwierigkeiten über
tragen läßt und damit die Theorie der Integralgleichungen in solchen Bereichen 
(vgl. Nr. 13 a, b) der Methode der unendlichvielen Veränderlichen erschließt. 

111) E. Schmidt U ), § 3. Vgl. Encykl. Ii C 11, Hilb-Ssdsz, Nr. 1. 
111 a) Dieser Schluß ist für trigonometrische Funktionen schon von W.A. Stek

laff verwendet worden [vgl. Encykl. II C 10, Hilb-Riesz, Nr.9 90)]. 

112) Für weitere Angaben über vollständige Orthogonalsysteme vgl. Encykl. 
11 C 11, Hilb-Szdsz, Nr. 1. 
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b) Die Umwandlung einer gegebenen Integralgleichung 
2. Art mit stetigem K(s, t) und fes) 

b 

(J) !pes) + JK(s, t) !pet) dt = fes) 
a 

in ein System linearer Gleichungen mit unendlichvielen Unbekannten 
geschieht nun folgendermaßen 118): Führt man die Entwicklungskoeffi
zienten von !pes) in bezug auf die rop(s) ein: 

b 

(5) xp = j'q;(s) rop(s) ds, 
a 

die die Unbekannten des Problems darstellen, und verwendet ferner 
die bekannten Entwicklungskoeffizienten von K(s, t) und fes): 

b 

JK(s, t)roq(t)dt = Kq(s), 
a 

b b b 

(6) JJK(s, t)ro,/s)roq(t)dsdt = jKq(s) rop(s) ds = Kpq ' 
aa a 

b 

Jf(s) rop(s) ds = fp' 
a 

so folgt durch wiederholte Anwendung von (2a) Konvergenz und Ab
schätzung der Quadratsummen 

00 b n 00 bb 

(7) q=1 a q=1 p=1 a a j2E Kq(s)~ j'K(s, t)2dt, ~ ~ K~q <JJK(s, t)2dsdt, 

00 bb 00 b 

2: K;q <JjX(s, t)2dsdt, ~f/ ff(s)2ds. 
p,q=1 a a p=l a 

Mit Hilfe von (2 b) läßt sich nun (J) in der Gestalt schreiben: 
ao 

(8) !pes) +~K/s)xq = fes); 
q=1 

ferner konvergiert für eine stetige Lösung !pes) von (J) die Quadrat-
summe 00 b 

(7 a) ~ x/ = j'!p(S)2 ds, 
q=1 a 

und auf Grund der Lagrange-Cauchyschen Ungleichung 114) 

n n n 

(~UpVp)2 <~ u; ~ v; 
p=1 p=l p=1 

(9) 

113) D. Hilbert 108), p. 180 ff. 
114) A. Cauchy, Cours d'Analyae de l'Ee. polyt., Analyse algebrique, 1821, 

note II, theor. XVI = <Euvres (2) t. III, p. 373 ff. Für dl'n Fall n = 3 findet sich 
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b 

folgt wegen (7) aus der Beschränktheit vonJK(s, t)2dt die gleich-
a 

mäßige Konvergenz der in (8) eingehenden Reihe für a < s < b. Da-
her ergibt Multiplikation von (8) mit wp(s) und Integration die un
endlich vielen linearen Gleichungen 115) 

00 

(U) xp+~Kpqxq=t;,; 
p=l 

die Entwicklungskoeffizienten xp jeder Löung von (J) bilden also ein 
Lösungssystem von (U) mit konvergenter Quadratsumme. Ist speziell 
fes) = 0 (homogene Integralgleichung (J,.», so ist fp = 0, und die xp 

genügen dem (U) entsprechenden homogenen Gleichungssystem (Uh).uS) 

c) Ist umgekehrt Xli x2 , ••• ein Lösungssystem der Gleichungen 
(U) mit konvergenter Quadratsumme 117), so folgt wiederum die gleich-

00 

mäßige Konvergenz der Reihe ~Kq(s)xq, und daher ist die gemäß 
q=l 

(8) gebildete Funktion 
00 

(10) q;(s) = fes) -~Kq(s)xq 
q=l 

stetig. Durch Integration ergibt sich auf Grund von (U) als ihr Ent-
wicklungskoeffizient b 

J q;(s) wp(s) ds == xp' 
a 

die diese Ungleichung liefernde Identität bereits bei J. L. Lagrange, Nouv. Mem. 
Acad. Berlin 1773 = Oeuvres 3, p. 662 f. Aus ihr folgt unmittelbar die entspre
chende Ungleichung für unendliche Summen 

00 00 00 

(9a) (~!~pVp)2~~U;~V~, 
p=l p=l p=l 

in dem Sinne, daß die Konvergenz der rechts stehenden Reihen die absolute 
Konvergenz der links stehenden nach sich zieht. Sie entspricht formal und sach
lich genau der Schwarzsehen Integralungleichung (22) von Nr. 7 und mag daher 
kurz als Schwarzsehe Summenungleichung bezeichnet werden (vgl. D. Hilbert, Grund
ziige, p. 126; Hellinge/'- Toeplitz 164), p. 293f.). 

115) Sie sind identisch mit denjenigen Gleichungen, die aus (J) durch for
males Einzetzen der Entwicklungen von cp(s), {(s), K(s, t) nach den Orthogonal
funktionen wp(s) hervorgehen [vgI. Nr. 8, (23) ff.]. 

116) Die in Nr. 1 a dargestellte Ersetzung der Integralgleichung durch 
n lineare Gleichungen mit n Unbekannten auf Grund der Einteilung von a ~ s ~ b 
in n Teilintervalle für unbegrenzt wachsendes n läßt sich dem oben geschilderten 
Verfahren als Spezialfall einordnen, wenn man als vollständiges Orlhogonalsystem 
die von A. Haar, Zur Theorie der orthogonalen Funktionensysteme (Diss. Göt
tin gen 1909 = Math. Ann. 69 (1910), p. 331-371, Kap. III) konstruierten Orlho
gonalsysteme verwendet, deren Funktionen jeweils nur in einem mit wachsen
dem Index unbegrenzt abnehmenden Teilintervalle von 0 verschieden sind. 

117) D. Hilbert 108), p. 182 f. 
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und daher nach (2b) 
'" b 

~ K q (s) xq .f K(s, t) pet) dt; 
q=l a 

(10) zeigt danach direkt, daß pes) eine Lösung von (J) ist. Da ferner 
nach (2 a) die Entwicklungskoeffizienten einer stetigen Funktion nur 
dann sämtlich verschwinden, wenn die Funktion identisch verschwindet, 
entstehen auf diese Weise aus einem Lösungssystem des homogenen 
Gleichungssystemes (Uh) nur Lösungen der Integralgleichung (Jh), und 
eine Anzahl von Lösungssystemen von (Uh) ist dann und nur dann 
linear unabhängig, wenn die entsprechenden Lösungen von (J,.) es 
sind. Endlich entspricht der transponierten Integralgleichung (J') mit 
dem Kern K(t, s) (s. p. 1376) das durch Vertauschung von Zeilen und 
Kolonnen im Koeffizientenschema von (U) entstehende transponierte 
Gleichungssystem '" 
CU') xp +.2'Kqp xg = gp' 

q=l 

Die Au{lösungstheorie der Integralgleichung (J) und die des Gleichungs
systems (U) sind also im angegebenen Sinne völlig äquivalent. -

Die Gültigkeit der Vollständigkeitsrelationen (2a), (2b) läßt sich 
unmittelbar auf Funktionen ausdehnen, die nicht stetig, sonJern nur 
samt ihrem Quadrat integrierbar sind. Man kann daher das gleiche 
Übergangsverfahren auch auf Integralgleichungen mit unstetigem 
K ern anwenden, wofern nur K (s, t) an endlich vielen anal ytischen 
Kurven s = F(t) des Quadrats a < s, t < b von niederer als 1/2tor Ord
nung unendlich wird (vgl. NI'. 13 a, b) 118); dabei entsprechen Lösungen 
von .(J) mit integrierbarem Quadrat Lösungssystemen von (U) mit 
konvergenter Quadratsumme. 

d) Eine andere Methode zum Nachweis der Äquivalenz 
der Integralgleichung (J) und des Gleichungssystems (U) wird durch 
das Theorem von E. Fischer 119) und F. Riesz HO) gegeben: Bildet man 
die Entwicklungskoeffizienten in bezug auf ein orthogonales Funk
tionensystem durch Lebesguesche Integration, so gehört nicht nur zu 
jeder samt ihrem Quadrat im Lebesgueschen Sinne integrierbaren Funk
tion pes) ein System von Entwicklungskoeffizienten xp mit konver-

118) D. Hilbert 108) , p. 204; er hat ferner darauf hingewiesen, daß diese 
Methode auch darüber hinaus zur Behandlung solcher Kerne geeignet ist, die 
bei s = t unendlich werden, aber absolut integrierbar bleiben. V gl. dazu J. Ra
don SOS), p. 137 ff. 

119) E. Piseher, Paris C. R. 144 (1907), p. 1022-1024. 
120) F. Riesz, Paris C. R. 144 (1907), p. 615-619; Gött. Nachr. 1907, 

p. 116-122; Math. phys. es Jap. 19 (1910), p. 165-182, 228-243. 
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genter Quadratsumme, sondern auch jedes System von Zahlen xl' mit 
konvergenter Quadratsumme stellt die Entwicklungskoeffizienten einer 
samt ihrem Quadrat integrierbaren Funktion cp(s) dar; ist das Orlho
gonalsystem vollständig, so ist cp (s) bis auf eine additive Funktion 
vom unbestimmten Integral 0 bestimmt.121) Danach ist die lquiva
lenz von (J) und (U) sofort ersichtlich. Denn (U) bedeutet gerade 
die Übereinstimmung der Entwicklungskoeffizienten beider Seiten von 
(J)j ist also q>(s) die Funktion, die ein Lösungssystem von (U) mit 
konvergenter Quadratsumme zu Fourierkoeffizienten hat, so ist (J) 
mit Ausnahme einer Nullmenge erfüllt. Bei stetigem K(s, t) aber 

b 

wirdJK(s, t)cp(t)dt unabhängig von jener Willkürlichkeit von q>(t) 
a 

eine stetige Funktion von s und daher ist 
b 

q>(s) = fes) - JK(s, t) q>(t) dt 
a 

eine stetige Lösung von (J). Ihnliches gilt bei Unstetigkeiten hin
reichend niedriger Ordnung von K(s, t).1J2) 

e) Durch spezielle geeignete Wahl des vollständigen 
Orthogonalsystems wp(s) kann man für einzelne Kerne K(s, t) 
oder für gewisse Klassen von Kernen unter Umständen erreichen, daß 
das Gleichungssystem (U) eine besonders einfache für die vollstän
dige, auch numerische Durchführung des Problems geeignete Gestalt 
annimmt. In diesen Zusammenhang ordnet sich ein einmal das Ver
fahren von W. Bits 1ES) zur numerischen Lösung von Randwertauf:' 
gaben, andererseits die Methode von L. Lichtenstein 124) zur vollstän
digen Behandlung der Randwertaufgaben durch direkte Zurückführung 
auf Gleichungen mit unendlichvielen Unbekannten.125) 

121) VgI. auch Encykl. II C 11 (Hilb-8zMz), Nr. 2. 
122) F. Riesz, Paris C. R.144 (1907), p. 734-736 und Gött. Nachr. IIO), p. 122. 
123) w: Ritz, "Ober eine neue Methode zur Lösung gewisser Variationspro

bleme der math. Phys., J. f. Math. 135 (1909), p. 1-61; Theorie der Transversal
schwingungen einer quadratischen Platte mit freien Rändern, Ann. d. Phys. (4) 
28 (1909), p. 737-786. - S. auch Ges. Werke, Paris 1911, p.192-250, 265-316. 

124) L. Lichtenstein, Paris C. R. 166 (1913), p. 993-996, sowie eine größere 
Zahl anschließender Arbeiten, aus denen für die Darstellung der Methode hier 
nur "Zur Analysis der unendlichvielen Variablen I", Palermo Rend. 88 (1914), 
p. 113-166, genannt sei. Ein Versuch in ähnlicher Richtung bei J. Bertrand, 
Bruxelles Soc. sc. (B) 38 (1913-1914), p. 318-322. Vgl. dazu Nr.4oc. 

126) Hierhin gehört auch der Versuch von Gh. Müntz 268), p. 146, Integral
gleichungen durch Verwendung spezieller, dem Kem angepaßter Orthogonal
systeme zu behandeln. 
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Unter Umständen ist es auch zweckmäßig, die Bedingung der 
Orthogonalität (1) zu modifizieren; so verwendet D. Hilbert 126) zur 
Behandlung "polarer Integralgleichungen" (s. N r. 38 b, 1) ein System 
von Funktionen, die - unter k(s) eine gegebene Funktion wech
selnder Vorzeichen verstanden - den Bedingungen genügen 

b 

fk(s) rop(s) roq(s) ds = {(_01)P 
a 

(P9=q), 
(P= q), 

wobei dann auch die Vollständigkeitsbedingung entsprechend abzu
ändern ist. Ferner ist hier die Methode von D. Enskog7'J) zur nume
rischen Lösung von Integralgleichungen mit symmetrischem Kern zu 
nennen; sie bezieht sich auf Kerne von der Art, daß für jede nicht 
identisch verschwindende Funktion rp(s) 

b b b 

f rp(s)2 ds + ff K(s, t) rp(s) rp(t) ds dt > 0 
a a a 

ist, und beruht auf der Verwendung eines gemäß den Bedingungen 
b b b 

frop(s) roq(s) ds + ffK(s, t) rop(S) roq(t) dsdt = { ~ 
a a a 

bestimmten Funktionensystems.126a) 

(P9=q), 
(p=q) 

16. Hilberts Theorie der vollstetigen Gleichungssysteme. Die 
Auflösungstheorie der Gleichungen (U) von Nr. 15 hat D. Hilbert 127) 

nicht nur unter der Annahme eines Koeffizientensystems von konver-
<Xl 

genter Quadratsumme ~K:q entwickelt, wie es sich aus einer Inte-
p,q=l 

gralgleichung mit stetigem Kern ergibt, sondern er hat eine wesent
lich umfassendere Klasse von Koeffizientensystemen (Kpq) entdeckt, 
für die jenes unendliche Gleichungssystem den sämtlichen determi
nantenfreien Auflösungssätzen von Nr. 10 - in sinngemäßer Über
tragung auf die Verhältnisse bei unendlichvielen Veränderlichen -
genügt, sofern man an der Bedingung konvergenter Quadratsumme für 
rechte Seiten und Unbekannte festhältj es bleiben dann also auch für 
die gemäß Nr. 15 äquivalente Integralgleichung die Auflösungssätze 
von Nr. 10 bestehen. Die Koeffizientensysteme, um die es sich hier 
handelt, entstehen aus der Betrachtung einer gewissen Klasse bi
linearer Formen von unendlichvielen Veränderlichen: 

126a) Vgl. dazu auch F. L. Hitchcock u. N. Wiener, Mass. J. of Math. 1 
(1921), p. 1-20. 

126) D. Hilbert, Grundzüge, Kap. XV, p.195:1f. 
127) D. Bilbert, 4. Mitteil., Gött. Nachr. 1906 = Grundzüge, Kap. XII, 

p.164-174. 
Encyklop. d. math. Wissenseh. II 3. 92 
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a) Vollstetige Bilinearformen unendlichvieler Veränder
licher. Es seien Xli xs, ... ; Yl' Y2' • •. Wertsysteme von abzählbar 
unendlichvielen reellen Veränderlichen, die stets eine konvergente, 
nicht über 1 gelegene Quadratsumme besitzen: 

'" 
(1) ~Y/< 1. 

p=l 

Bilinearform der beiden Reihen von Veränderlichen heißt die durch 
die unendliche Doppelfolge der Koeffizienten Kp q (p, q = 1, 2, ... ) 
zunächst rein formal bestimmte' Doppelreihe 

'" 
(2) ~KpqxpYq = K ll x1Yl + K 12 X 1Y2 + ... 

p,q=l 
+ K 21 X 2Yl + K 22 X 2 Y2 + ... 
+ ... , 

nler Abschnitt die durch Nullsetzen der Veränderlichen X"+lI X,,+2' ... ; 

Yn+l' Yn+2' ... entstehende endliche Bilinearform von zwei Reihen 
von n Veränderlichen 

n 

(2a) ~n(x, Y) = ~KpqxpYq. 
p,q=l 

Die Bilinearform (2) heißt vollstetig 128), wenn die Differenz ~n (x, Y) 
- ~m(x, y) mit wach~endem n und m gleichmäßig für alle (1) ge
nügenden Wertsysteme gegen Null konvergiert: 

(3) I ~n(x, Y) - ~m(x, Y) I< E für n, m > N(E). 

Dann konvergiert 

(2b) 

gleichmäßig für alle (1) genügenden Wertsysteme und definiert den 
Wert ~(x, y) der Bilinearform (2). 

Dieser Wert hängt, wie unmittelbar aus der gleichmäßigen Kon
vergenz von (2 b) folgt, von den unendlichvielen Veränderlichen 
xp ' Yp im Bereich (1) in dem Sinne stetig ab ("vollstetig"), daß sich 
~(x, y) von ~(x', y') beliebig wenig unterscheidet, wenn sich hin
reichend viele ( aber endlichviele) der Veränderlichen xp und Yp von 
den entsprechenden xp ' und Yp' hinreichend wenig unterscheiden -

128) D. Hilbert, 4. Mitteil., Gött. Nachr. 1906 = Grundzüge, Kap. XI~ 
p.147f. Vorübergehend hat Hitbert [im Original der 5. Mitteil., Gött. Nachr. 
1906, p. 439 und in 870), p.61] das Wort .stetig" an Stelle von .vollstetig" 
benutzt. Über die Formulierung der Definition vgl. U9). 
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gleichgültig welche Werte die übrigen unendlichvielen Veränderlichen 
haben: 

{ I~(x, y) - ~(x', y')1 < s, wenn 

(4) Ixp - xp'l < h(s), Iyp - Yp'l < h(s) für p = 1,2, ... , N(s) j 

die Ungleichung ist gleichmäßig für alle (1) genügenden Wertsysteme 
x, y, x', y' erfüllt. 

Repräsentiert man übrigens jedes Wertsystem Xl' X2 , • •• durch 
einen Punkt X des unendlichdimensionalen Raumes B .. , so hat man 
hierin eine genaue Übertragung der üblichen Stetigkeitsdefinition auf 
den B... Bedeutet nämlich x~), y}:') (v = 1, 2, ... ) eine unendliche 
Folge von (1) genügenden Wertsystemen, die mit v -+ 00 für jeden 
Index p gegen ein ebenfalls (1) genügendes Wertsystem konvergieren, 

(5a) lim x(,,) = x, lim y(") = Y (p - 1 2 ) 
1'=00 P 11 1'='" P P - , , ••• , 

so ergibt sich aus (4) 

(5b) 

Die Definition einer vollstetigen Linearform .. 
(6) 2(x) =~lpxp = llX1 + laxa + ... 

p=l 

vollzieht sich genau nach dem Muster der vorigen Betrachtungenj 
entsprechend (3) heißt L(x) vollstetig, wenn für alle (1) genügenden xp 

IL,,(x)-Lm(x)l<s für n,m>N(s). 

Da nach der Ungleichung (9) von Nr. 15 nnter der Bedingung (1) 

" ,/ " 
12,,(x) - 2m (x) I pL~;~xpl <~=~f 

ist, und da andererseits die hiermit gegebene Schranke für 

" -!-
xp=lp (~l~) (p=m + 1, ... , n) 

p=m+1 

erreicht wird, ist 2(x) dann und nur dann vollstetig, wenn die Quadrat-
co 

summe der Koeffizienten ~l~ lwnvergierlj alsdann konvergiert die Reihe 
p=1 

(6) stets absolut. 130) 

129) D. Hilbert 1l8) und Grundzüge, Kap. XIII, p. 17öf. verwendet diese 
Eigenschaft als Definition der Vollstetigkeit und zeigt mit seinem AUBwahl
verfahren (Nr. 16 b), daß aus ihr (3) folgt. Im folgenden wird die Definition (3) 
zugrunde gelegt. 

130) D. Hilbert 870), p. 61; vgl. auch Grundzüge, p. 126 u. p. 176. 
92* 
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Setzt man in Sf(x, y) alle Veränderlichen der einen Reihe bis 
auf eine gleich 0, so wird es eine vollstetige Linearform der andern 
Variablenreihe; notwendige Bedingung für die Vollstetigkeit einer 
Bilinearform ist also die Konvergens der Quadratsumme der Koef{isienten 
jeder einselnen Zeile und Kolonne: 

00 .. .. .. 
(7) ~.K'f.g, ~Klq, ... j ~X;I, ~X;I, '" konvergent. 

q=1 q=l 1'=1 1'=1 

Wendet man andererseits (5) auf eine Folge von Wertsystemen 
an, bei denen jeweils nur eine Zahl x~:) und y~; gleich 1, alle andern 
Null sind und p" und q" mit v gegen 00 konvergieren, so ist für 
jedesp limx(") = limy<;) =0 und daher limSf(x("), y(")) =limKtJ q = O' "=00 p .... =00 7=00 "=00 ."" , 

also ist eine weitere notwendige Bedingung für Vollstetigkeit das V er
schwinden des Doppellimes 

(8) lim Kpq = O. p,q=" 
Da (7) und (8) nicht gleichzeitig erfüllt zu sein brauchen (Beispiele: 

Kpp = 1, Kpg = 0 (p =F q) bzw. Kpg = V. 1 ), ist keine der bei den 
P+1l 

Bedingungen hinreichend für Vollstetigkeit.131) 

Eine hinreichende Bedingung ist die Konvergens der Quadrat
summe aller Koe({isienten KtJq 13t): .. 
(9) ~ Iq,q konvergent; 

p,q=l 

denn durch wiederholte Anwendung der Oauchyschen Ungleichung 
Nr. 16, (9) folgt unter Berücksichtigung von (1) für n> m 

ft ft 

(Sf,,(x, y) - Sfm(x, y»)! = (xl~K12Yq + ... + xm~KmqYq 
q=m+l 2='11+1 

" ft + xm+1~Km+1,qyq+'" + X.~K"2Y2)'J 
q=l q=l 

tI ft fI tI 

«~K12y/+···+(~KmgY/+ (~Km+1'2'Y2Y + ... + (~K"2yl 
q=m+l q=m+l q=1 q=1 

ft fI ft ß 

<~.zn2+···+~.ra.2+~K;'+l,q+ ... +~.za2' 
q=",+1 q=",+1 2=1 2=1 

131) Weitere leicht anzugebende Beispiele, etwa K p q = (p + q)-', !<8< 1, 
seigen, daß auch (7) und (8) zugleich für nichtvollstetige Formen erfüllt sein 
können; vgl. Hellinge'l'-Toeplits 164), p. 306. 

132) D. Hilben, Grundzüge, Kap. XI, p. 151 für symmetrische Formen 
(Kpq = K qp) und Kap. XII, p. 165. 
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und das wird als Rest der Reihe (9) mit wachsendem m, n beliebig 
00 

klein. Diese Bedingung ist nicht notwendig (Beispiel:~,~_xpYp ist voll-
1 p=l rP 

stetig, da I~" - ~m I < Vm für n > m). 

Aus (3), (2b) ergibt sich unmittelbar die Existenz einer Schranke M, 
unterhalb deren die Absolutwerte sämtlicher Abschnitte sowie die 
Werte der vollstetigen Bilinearform unter der Nebenbedingung (1) 
für die Veränderlichen bleiben: 

(10) 
Also sind vollstetige Bilinearformen beschränkt im Hilbertschen Sinne 
(vgl. Nr. 18 a, Nr. 19 195»); sie besitzen ferner die folgenden Eigen
schaften 13S): 

133) Hilbert leitet diese Eigenschaften aus den von ihm vorher aufgestellten 
Sätzen über beschränkte Formen her (Grundzüge, p. 150-152, 164f.j vgl. Nr.18a). 
Man kann sie aber auch direkt aus den obigen Definitionen herleiten 
und damit die Theorie der vollstetigen Gleichungssysteme in sich geschlossen 
begründen: 

1. Setzt man in (4) für n> N(E) x; =xl , ••• , x~= x"' x~+1 = x~u=··· =0, 
'!Iq = Yq, so kann i (x', y') als Summe der n (als vollstetige Linearformen von 

ao 

Y~, y;, ... ) absolut konvergenten Reihen xp~KpqY; (p = 1, 2, ... , n) angesehen 
q=l 

werden, und diese sind gleich den ersten n Zeilen von i(x,Y)j damit folgt (l1a) 
unmittelbar aus (4). 

2. i (x, y) ist nach (11 a) eine vollstetige Linearform der Veränderlichen 
Xl' Xi' .•• mit der oberen Schranke M j also folgt wie oben Konvergenz der 
Quadratsumme der Koeffizienten 

ao ao '" 

(a) ~(~KpqYqYS. Mi für ~yj,~ 1 j 

p=lq=l 1'=1 
ferner ergibt sich aus (4), wenn man beide Werte i aus (11 a) entnimmt und 

'" '" 
xp=xp,y; =Yu ... ,y~= Y"'Y~+l = ... = 0, n~N(E)setzt: I~xp ~KpqYq I~E, 

und daraus wie soeben 
1'=1 q=1<+l 

co ao ao 

(b) ~ (~KpqYq)2:::::: E2 für ~YJ, ~ 1. 
p=l q=n+1 p=1 

ao 

3. Eine vollstetige Form .t.> (x, z) konvergiert wegen (a) für zp = ~ KpqYq j 

" q=1 
zp und zp = ~ Kpq'!Jq unterscheiden sich nach (b) für jedes p um weniger als E, 

q=1 
und daher wird nach (4) I ~ (x, z) - ~ (x, z') I gleichmäßig für alle x und Y mit 
wachsendem n beliebig klein. Nun ist für x"+1 = ... = 0 

n 00 n n 00 

~ (x, z') = ~ xp ~ H pr ~ KrqYq = ~ xp '!Jq~ HprKrq 
1'=1 r=1 q=1 p,q=1 r=l 
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a) Der Wert ~(x, y) ist als Summe der unendlichvielen für sich 
konvergenten Zeilen oder Kolonnen von (2) darstellbar 1M): 

der n te Abschnitt der Faltung ~ st'(x, y); die soeben gegebene Abschätzung zeigt direkt 
<)0 IX> IX> 

seine gleichmäßige Konvergenz, und zwar gegen ~(x, z) = ~xp~ Hpr ~ KrqYq, 
1'=1 r=1 q=1 

d. h. die Vollstetigkeit der Faltung ~st'(x,y). - Ist [~(x,y)[~N für (1),' so 

folgt aus (a) I~ (x, M) I ;SN, [~~(x, y)[ = I~(x, z)l:< MN. 

IX> '" 

4. Ist st" st' = ~ xpYq(~ Kap K aq) vollstetig, so ergibt die Anwendung der 
p,q=1 ,,=1 

Stetigkeitseigenschaft (4) für xi> = Y; = 0, während alle Veränderlichen xl' = Yp 
bis auf die vom Index n + 1, n + 2, .. " n + m verschwinden: 

n+m 00 

I~YpYq~K"pK"ql ~ E2 ; 
p,q=n+l a=1 

00 

da aber ~KapKaq absolut konvergiert, kann das in 
,,=1 

CIO n+m 

(c) ~ (~KaqYq)2 ~ E2 

a=1q=n+l 

umgeformt und daraus in bekannter Weise für jedes v 

11 n+m 

(d) l~xa~KaqYql ~ s für 
a=1 q=n+l 

geschlossen werden. Um von bier zu st'm überzugehen, bemerke man, daß aus 
00 

(c) die Konvergenz der Reihen ~ K~q und daher die Vollstetigkeit der Linear-
u =1 

00 

formen ~xaKaq für jedes 
a=1 

q folgt; man kann daher durch Wahl von n' > n die 

endliche Summe n 00 n 00 

(e) I~Yq~xaKaql-;5;~ l~xaKaql 
q=l a=n' q=l a=n' 

gleichmäßig im Bereich (1) beliebig klein machen, und hat dann für n + m > n' > n 
m+n m+n ~ m+n 

[st'm+n(x,y)-st'n'(x,y)[ = l~xa~KaqYq+ ~yq~KaqXal 
a=12=,,+1 q=1 a=n'+1 
m+n m+n n' n' n m+n 

= I~Xa~Kaqyq-~Xa~Kaqyq+ ~Yq~KaqXal, 
a=lq=n+l a=lq=n+l q=la=~+1 

und da sich jede der 3 Teilsummen nach (d), (e) abschätzen läßt, folgt die Voll
stetigkeit von st'. 

134) Die Doppelreihe hraucht nicht notwendig absolut zu konvergieren; 
Beispiel bei O. Toeplitz, Gött. Nachr. 1913, p. 417-432, Nr.8 (die dort als IA-.. 
bezeichneten Faktoren sind so zu wählen, daß lim IA-", = 0 wird, die Zahlen lA-a ' 2" 
aber nicht beschränkt sind; ~ IA-,,' 2" konvergent reicht nicht aus, wie dort irr
tümlich steht). 
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00 00 

(l1a) ~(x, Y) =~CS KpqxpYq) , 
p=l q=1 

00 00 

(l1b) ~(x, y) =~(~KpqXpYq), 
q= 1 P = 1 

und jede dieser einfach unendlichen Reihen konvergiert absolut und 
gleichmäßig im Bereich (1). 

ß) Die durch Faltung aus zwei vollstetigen Bilinearformen ~(x, y) 

'" 
und ~(x, y) =~HpqxpYq entstehende Bilinearform 

p,q=1 
00 00 00 00 00 

(12) ~~(x, y) =~(.:EH"aKaq)xpYq =~(2'H"axp) (~KaqYq) 
~q=la=1 a=lp=1 q=1 

ist wiederum vollstetig und ihre Werte im Bereich (1) bleiben unter
halb des Produktes der entsprechenden Schranken von ~ und ~. 

r) Ist die Faltung von sr mit der durch Vertauschung der beiden 
Variablenreihen (d. h. durch Vertauschung der Zeilen und Kolonnen 
im Koeffizientenschema ) entstehenden transponierten Form ~'( X, y) 
= ~(y, x) vollstetig, so ist auch ~(x, y) vollstetig.1S5) 

Wendet man auf ~sr und die daraus durch fortgesetzte Fal
tung entstehenden Formen das 'Kriterium (9) an, so findet man eine 
Reihe weiterer immer umfassenderer hinreichender Bedingungen der 
Vollstetigkeit.136) 

Der Begriff d~r Vollstetigkeit in der Formulierung (3) oder (5) 
Läßt sich nach D. Hilbert128) unmittelbar auf beliebige Funktionen 
iJ(x1 , X 2 , ••• ) abzählbar unendlichvieler Veränderlicher ausdehnen, die 

00 

im Bereiche ~x~ ~ 1 definiert sind; nler Abschnitt ist dabei der für 
p=l 

$"+1 = X"+2 = ... = 0 entstehende Wert. 
b) Das Auswahlverfahren. Als wesentliches Hilfsmittel für die 

Theorie der vollstetigen Bilinearformen und der aus ihnen gebildeten 

135) Die Vollstetigkeit von ~~Ex; y) genügt hingegen nicht, um die von 
~(x y) zu gewährleisten, wie das Beispiel ~ (x, y) = Xi Yl + X, Ys + Xe Y5 + .. " 
SfSf(x, y) = 0 zeigt. -- F. Riesz benutzt in der Darstellung in seinen llEquations 
lineaires" (Literatur A 8), p. 96 fr., als Definition der Voll stetigkeit von ~ die auf 
die Vollstetigkeit von ~'~ (x, y) hinauslaufende (und nach p), r) mit der Defini-

co co co 

~ion des Textes äquivalente) Aussage, daß ~(~ Kpqx~p) - ~ K pq Xq)2 gegen 0 
p=l q=1 q=1 

konvergiert, wenn jedes einzelne X~PI gegen xq konvergiert. 

136) D. Hilbert, Grundzüge, p. 150ff., Satz 36; es ist nicht wesentlich, daß 
diese Bedingungen dort nur für symmetrische Formen (Kpq = K gp) ausgesprochen 
sind. - Eine weitere hinreichende Bedingung für Vollstetigkeit findet man in 176). 
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Gleichungen benutzt Hilbert ein durch ein charakteristisches AUBwahl
verfahren gewährleistetes Konvergenzprinzip 137): Aus jeder Menge 
von unendlichvielen Wertsystemen x = (X11 $2' ••• ) mit konvergenter be-

co 

schränkter Quadratsumme~ x~ < MS, d. h. von unendlichvielen Punkten x 
p=l 

innerhalb oder auf einer Kugel des unendlichdimensionalen Raumes, 
läßt sich eine unendliche Teilfolge X(II) = (xi"), X~"), ••• ) (n = 1,2, ... ) 
derart herausgreifen, daß der Limes jeder einzelnen Koordinatenfolge 
konvergiert: 

GO 

(13) lim XCII) = lZt, lim x~ .. ) = al , .•. , ~a~ < M2, 
11=00 1 71=00 'p==1 

d. h. daß die Punktfolge x( .. ) in dem hierdurch ausgedrückten Sinne 
gegen einen Punkt a derselben Kugel konvergiert. Zum Beweise be
merke man, daß die sämtlichen ersten Koordinaten Xl wegen lXII <M 
mindestens eine Häufungsstelle al besitzen; man kann demgemäß aus 
der Menge eine Teilfolge auswählen, 

, (' , ) " (" " ) x = Xl' XII' • • ., X = Xl , XII , • • ., ••• , so daß 

lim x~ .. ) = at • 
n=OO 

Aus dieser Folge (ftt) kann man ebenso wegen Ix~")1 < M eine weitere 
Teilfolge auswählen, 

("li) X("I) = (~"1), X~"I), ••• ), x("'> = (xl"'), x~ ... ), ••. ), ... , so daß 

(Ps) lim X~"~) = a2 , 
1'=00 

aus dieser eine dritte, 

und 
von 

X( .... ) = (Xl "1'>, X~"I'l, .•• ), x<".') = (xl"''>, x~"''l, ... ), ... , so daß 

lim x~";) = as , 
1'=00 

so fort. Die aus dem ersten Wertsystem von ("1), dem zweiten 
("s), dem dritten von ("3) usf. bestehende "Diagonalfolge" 

X(!) = :J! = (x/, x2', ••• ), X(2) = xe,,", = (xl"'>' x~"'), ... ), 
x(S) = X(II.') = (~ ... '), x~".'), ... ), ... 

erfüllt die Behauptung. Denn da sie eine Teilfolge von ("1) ist, kon
vergieren die Xl"> wegen (PI) gegen a l ; da sie ferner abgesehen von 
ihrem ersten Gliede eine Teilfolge von ("i) ist, konvergieren die x~) 
wegen (Ps) gegen a i ; und so fort. 

137) D. Hilbert, Grundzüge, Kap. XI, p. 116 f. i das gleiche Auswahlverfahren 
hatte er bereits in seinen Untersuchungen ,;Ober das Dirichletsche Prinzip" auf 
. Folgen von Funktionen angewandt [Festschr. d. Gesellsch. d. Wissensch. zu Göt
tingen 1901, 27 S. = Math. Ann. 69 (1904), p. 161-186, § 6]. 
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c) Lösungsmethode auf Grund des Auswahlverfahrens. 
Die so entwickelten Hilfsmittel liefern die vollständige Auflösungs-" 
theorie des Gleichungssystems 127) 

00 

(U) xp+~Kpqxq= xp+ Kp1 X1 + Kp2 X2 + ... = Yp (p= 1,2, ... ), 
q=1 

wo die mit den Koeffizienten K pq gebildete Bilinearform ~ vollstetig 
ist, wo ferner die yp gegebene Größen von konvergenter Quadratsumme 
sind und wo endlich die Unbekannten xp gleichfalls der Bedingung 

der Konvergenz der Quadratsumme ~ X; unterworfen sind. 
p=1 

Der Grundgedanke der Methode ist die Approximation der Glei
chungen (U) durch das algebraische System von n linearen Glei
chungen mit n Unbekannten, das zu dem nten Abschnitt ~n gehört: 

" 
CA) x(n) + ~K x(,,) = Y p .,;;;;; pq q p 

q=1 
(p = 1, 2, ... n) 

unter Benutzung einer geeignet ausgewählten Folge von Indizes n. 
In bezug auf das Verhalten dieser Gleichungen werden zwei Fälle 
unterschieden 188): es sei m" das Minimum des Quotienten aus der 
nicht negativen quadratischen Form von n Veränderlichen 

n n n n n 

(14) ~(xp+~KpqXq)2=~X~ + 2~Kpqxpxq+~KpqKfJrxqxr 
p=1 q=1 p=1 p,q=1 p,q,r=1 

" 
=~x~ + 2~,,(x, x) + ~n'~,,(x, x) 

p=1 

und der Quadratsumme x~ + ... + x!: 

"" " ~(xp +~KfJqx/ 2: m,,~xf,; 
p=1 q=1 p=1 

dann ist entweder 

A. für unendlichviele n m" > m > 0 
oder 

B. die m" konvergieren gegen 0: lim m .. = 0 . 
n=oo 

Im Falle A ist für alle diese n die Determinante des Systems 
(A) ungleich 0, da sonst das zu (A) gehörige homogene System (Ah) 

eine Lösung hätte, für die dann (14) verschwinden würde; also 

138) Die gleiche Methode ha.t R. Courant 61) direkt auf Integralgleichungen 
angewandt (s. Nr. 10 b, 3); nur beruht seine Fallunterscheidung nicht wie bei 
Hilbert auf einer nur von den Koeffizienten der linken Seiten abhängigen Größe, 
sondern setzt bestimmt gegebene rechte Seiten voraus. 
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besitzt (A) eine Lösung x~n), x~n), ... , x~n), und es ist 

n n n n 

~y2 = ~(x(n)+~K x(n»)2~m ~x(n)2 
..:;. p .:;; P ..:;. P2 9 _ n":;' P 
p=1 p=1 2=1 p=1 

und wegen m .. ~ m > 0, wenn die Yp die gegebenen rechten Seiten 
von (U) sind, 

n 00 

~X~)2< ~~y~. 
p=1 p=1 

Nach dem Äuswahlverfahren b) kann daher eine Zahlenfolge nl1 n2 , ••• 

bestimmt werden, so daß die Grenzwerte 

(15) 

existieren und ihre Quadratsumme konvergiert: 
00 00 

(15') ~x~< ~~y~. 
p=1 p=1 

00 

Wegen der Vollstetigkeit der Linearformen~Kp2x2 (vgl. Nr. I6a, 
2=1 

p.1401) ist 
00 n. 

X + ~ K x = lim (x(nvl +~ K x(nv») = fl 
P ;::-1 P2 2 "=00 P q=1 P2 2 "p' 

d. h. (15) gibt eine Lösung des Systems (U) mit konvergenter Quadrat
summe. 

Im Falle B seien ~~n), •.• , ~~n) die Werte der Veränderlichen, 
für die das Minimum eintritt: 

Ip~(~~) +24'Kpq~~n)?= 1 + 2~ .. (~(n), ~( .. ») ~ifp2~~")(~Kpr~~"») 
(16) .. 

= m .. , ~(;~n»)2 = 1. 
p=1 

Wiederum kann nach dem Äuswahlverfahren eine Folge n11 n2 , ••• 

bestimmt werden, so daß die Grenzwerte 

(17) 

existieren und ihre Quadratsumme konvergiert: 
n 

(17') ~~~ < 1. 
p=1 

Äus (16) folgt nun 
n 

I;~) +~Kp2;~")1 < ymn 
q=1 
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und daher wegen der Vollstetigkeit der Linearformen und wegen 
00 

;P+~Kp2;2= 0 
2=1 

(p = 1,2, ... ). 

Um weiter zu zeigen, daß nicht alle 6p verschwinden, entnimmt man 
aus (16) für n = n" und v ---+ 00 wegen der Vollstetigkeit der Bi
linearform ~(x, y) 

1 + 2~(g, 6) + ~'~(g, g) = 0, 
". 00 

da lim ~Kpr;~n.) =~Kprgr ist; andererseits folgt aus (U,,) 
"=00 r=1 r=1 

00 00 co 

~(;p+~KP2;l=~;~ + 2~(;,;) + ~'~(;,;) = 0, 
p=1 2=1 p=1 

also .. 
(17") ~;~= 1, 

p=1 
d. h. (17) liefert eine nicht identisch verschwindende Lösung der homo
genen Gleichungen (D ,,) von konvergenter Quadratsumme. 

In diesem Falle B besitzen die zu (U) gehörigen transponierten 
unhomogenen Gleichungen 

00 

(U') xp + ~ K2pxq = Yp 
2=1 

(p = 1,2, ... ) 

für die besonderen rechten Seiten yp = gp gewiß keine Lösung von 
konvergenter Quadratsumme , da sonst wegen (11) und (U,,) 

OCI GO 00 OCI co 

~;; =~;p(xp +~KqpXl =~xp(~p+~Kpq6q) = 0 
p=1 p=1 2=1 p=1 q=1 

wäre. Da sie genau die Form des oben behandelten Systems (U) 
haben, muß für sie gleichfalls der Fall Beintreten, d. h. die trans
ponierten homogenen Gleichungen 

00 

"1p+~Kqp"1q= 0 
2=,1 

(p = 1, 2, ... ) 

müssen eine nicht identisch verschwindende Lösung von konvergenter 
Quadratsumme haben. Daraus folgt aber wie soeben, daß die unhomo
genen Gleichungen (U) nicht für beliebige rechte Seiten eine Lö
sung von konvergenter Quadratsumme besitzen können. Also gilt der 

AZternativsate189): Entweder hat das unhomogene System (U) -
und gleicheeitig das transponierte System (U') - für beliebige rechte 

139) Der entsprechende A.lternativsatz für Integralgleichungen ist in Nr.10 
(Anfang) nicht in dieser Form ausgesprochen; er ergibt sich unmittelbar durch 
Kombination von Satz 1 und 2: d = 0 oder d> o. 
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Seiten von konvergenter Quadratsumme eine eindeutig bestimmte Lösung 
von konvergenter Quadratsumme, oder das homogene System (U,,) -
und gleichseitig das transponierte (U,,') - besitzt mindestens eine nicht 
identisch verschwindende Lösung von konvergenter Quadratsumme. 

Im ersten Falle kann man hinzufügen, daß die Lösung von (U) 
sich durch die Y1' Ys, . .. in der zu (U) analogen Form .. 
(18) xp= Yp+~RpqYq 

q=1 
(p= 1,2, ... ) 

darstellen läßt, wo die nur von den Kpq abhängigen Größen Rpq die 
Koeffisienten einer vollstetigen Bilinearform ffi(x, y) sind, die man als 
Resolvente von ~(x, y) bezeichnen kann.uO) Denn aus (15), (15') er
gibt sich, daß jedes einzelne xl' ebenso wie jedes X~71.) eine vollstetige 
Linearform der Yl1 Ys, ... ist; alsdann aber folgt aus (18) und (U) 

00 .. .. 

ffi'ffi(y, y) =~(~B'P2yl=~(yp- xl') 2 = sr~(x, x), 
p=1q=1 1'=1 

und da ~' ~ eine vollstetige Funktion von Xli XII • • • ist, ist 91' 91 (y, y) 
vollstetig in Yl1 Yt, •.. , also nach Nr. 16a, r) auch 9l(x, y) vollstetig. 

Man kann übrigens zeigen, daß die Resolventen der Abschnitte 
~'" d. h. die Lösungen von (A,,) , in Wahrheit sämtlich, ohne Vor
nahme einer Auswahl, gegen ffi konvergieren; vgl. 190&). 

Für den zweiten Fall des Alternativsatzes kann man feststellen 1'1): 
1. Das homogene System (U,,) besitzt endlichviele linear unabhän

gige Lösungen von konvergenter Quadratsumme. Denn ersetzt man die 
Lösungen nach dem Orthogonalisierungsverfahren (vgl. Nr. 19 a, 3) 
durch ein System orthogonaler und normierter Lösungen ~~a), ~~a), ••• 
(0: = 1, 2, ... ), so folgt aus den homogenen Gleichungen (u,.) 

co co 

(19) ~(~(a), ~(a») =~Kpq~1")~&a)= _~(~~»)'J= - 1; 
~q=1 1'=1 

nach der Besselschen Ungleichung (6b) von Nr.19 ist aber ~(~~»)' < 1, 
a 

also, falls unendlichviele Lösungen existieren, !im ~~) = 0 und daher 
a=oo 

wegen der Vollstetigkeit von ~ lim ~(~(a), ~(a») = 0, im Widerspruch 
a=oo 

zu (19). 

140) Entsprechend der Bezeichnung Resolvente des Kernes in der Theorie 
der Integralgleichungen [Nr. 4 14), 9 (p. 1373), 10, Sa.tz 2]. - Für die Vollstetig
keit der Resolvente vgl. 69) und Nr. 18 b, 3 181). 

141) Der Beweis von 1. ist die tJbertragung des von E. Schmidt 88')88) für 
Integralgleichungen gegebenen Verfa.hrens (s. Nr. 10 c, 1) auf die hier vorliegen
den allgemeineren Verhältnisse. In Hilberls Darstellung 11') wird statt dessen 
die orthogonale Transformation der quadratischen Form i'i(a:, a:) + 2i(a:, a:) auf 
eine Quadratsumme angewandt. 
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2. Die Zahl d' der linear unabhängigen Lösungen von (Dh') mit kon
vergenter Quadratsumme ist gleich der Zahl d derjenigen von (Uh). Sind 
nämlich 'YJ~a), 'YJ~a), ••• (a = 1, ... , d') die Lösungen von (Uh'), so be
stehen zwischen den linken Seiten von (Uh) identisch in xl) X2 , ••• 

die d' Relationen 
co co 

(20) ..:2'YJ~)(xp + ..:2Kpq xq) = 0 (a = 1, 2, ... , d'). 
p=1 q=1 

Ist nun d< d', so kann man daher aus dem System (UI.) d Glei
chungen so auswählen - durch passende N umerierun g der Veränder
lichen kann man erreichen, daß es gerade die ersten d sind -, daß 
ihr Bestehen eine Folge des Erfülltseins der übrigen Gleichungen 

co 

(21) xp + ..:2 Kpqxq = 0 (p = d + 1, d + 2, ... ) 
q=1 

ist, während zwischen den linken Seiten dieser Gleichungen noch min
destens eine Identität der Form (20) 

co co 

(20a) ..:2"1p(xp + ..:2KpqXq) = 0 ident. in Xli X2, .•• 
p=d+l .q=1 

besteht. Also hat (21) genau d linear unabhängige Lösungen (die
selbenwie (Uh)); man kann daher d Unbekannte x," ... , Xid so aus
wählen, daß jede Lösung von (21), für die Xii = ... = Xid = 0 ist, 
identisch verschwindet, d. h. daß das durch Unterdrückung dieser d 
Unbekannten entstehende System 

co 

(21a) {xp + ..:2Kpq x q} x. ='''=X.' =0 = 0 (p = d + 1,d + 2, ... ) 
q=1 ~ ~ 

keine nicht identisch verschwindende Lösung mehr besitzt, während 
das zugehörige transponierte System wegen (20a) eine solche Lösung 
besitzt. Nun kann man aber (21a) auf die Form des ursprünglichen 
Systemes (DI.) bringen, indem man in höchstens d Gleichungen (so oft 
nämlich der Gleichungsindex p > d + 1 einer der Zahlen ill •.• i d 

gleich ist) je einen passenden Koeffizienten Kpq durch Kpq - 1 ersetzt; 
da hierbei nur endlichviele Koeffizienten modifiziert werden, bleibt die 
Vollstetigkeitsbedingung bestehen und die zu (21a) festgestellte Tat
sache widerspricht dem Alternativsatz. - Vertauscht man in dieser 
Überlegung die Rolle von (UI.) und (DI.'), so folgt ebenso die Unmög
lichkeit von d' < d. 

3. Die Durchführung der gleichen Betrachtungen für die unhomo
genen Gleichungen zeigt, daß die aus den Identitäten (20) folgenden 
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d Bedingungen für die rechten Seiten von (U) 
00 

(22) ~rl;)Yp= 0 
p=l 

(a = 1, 2, ... , d) 

nicht nur notwendig, sondern auch hinreichend für die Lösbarkeit '1:on 
(U) sind. Damit sind die sämtlichen determinantenfreien Sätze von 
Nr. 10 übertragen. 

d) Andere Lösungsmethoden. 

1. Weitere Methoden zur Behandlung des Gleichungssystems (Ul 
beruhen auf einem Reduktionstheorem , das zuerst .A. C. Dixon 48) -
allerdings für andersartige Konvergenzbedingungen (vgl. Nr. 20a) - an
gewendet hat und das man für den vorliegenden Fall folgendermaßen 
formulieren kann: 

Es sei 
(23) $tex, y) = ®(x, y) + ~(x, y) 

gleich der Summe einer vollstetigen Bilinearform ®(x, y) von endlichem 
Rang 142) - d. i. eine Summe von endlichvielen Produkten aus voll
stetigen Linearformen von xll xa, ... und Yn Ya, ... 

n 00 n 

®(x, y) =~2a(x)~a(Y) =~ (~lapmaq)xpYq 
a=l p,q=l a=l 

und einer vollstetigen Bilinearform ~ (x, Y), die ihrerseits eine vollstetige 
Resolvente gt(x, y) (im Sinne von (18) besitgt; dann gelten für die zu, 
~ gehörigen Gleichungssysteme (U), (UA), (U'), (UA') die sämtlichen in 
c) bewiesenen Auflösungssätze (d. h. die determinantenfreien Sätze von 
Nr. 10). 

Der Beweis dieses Satzes erfolgt in genauer Analogie zu den 
Schlüssen von Nr. 10a, 1,4,5. 

2. Solche Zerspaltungen einer vollstetigen Bilinearform sind in 
verschiedener Weise möglich; eine erstA hat D. Hilbert in seiner 
gweiten Methode zur Behandlung vollstetiger Gleichungssysteme 143) 

angegeben. Er gewinnt sie, indem er zuvor $tex, y) in die sym
metrische Form H$t(x, y) + seCy, x) und die schiefsymmetrische 
Form tese(x, Y) - $t(y, x) zerlegt und auf die erste .Form seine 
Theorie der orthogonalen Transformation quadratischer Formen in 
eine Quadratsumme (Nr. 4:0) anwendet; die Resolvente des Restbe
standteils ~ der hier nicht im einzelnen zu schildernden ZerspaItung 
wird alsdann aus eben dieser Theorie gewonnen. 

142) Die Bezeichnung analog wie bei Integralgleichungen; vgl. Anm. 61). 

143) D. Hilbert, 4. Mitteil. 1906 = Grundzüge, Kap. XII, p. 170-174. 
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3. Eine zweite Zerspaltung 1(4) ergibt sich durch Übertragung des 
von E. Schmidt42) bei Integralgleichungen durchgeführten Gedankens, 
einen Bestandteil so abzuspalten, daß er die Anwendung der Entwicklung 
nach Ite:rierten gestattet (vgl. Nr. 10a, inbes. 2.). Ist nämlich .\)(x, y) die 
aus ~ für Xl = ... = xn = Yl = ... = y,. = 0 entstehende Form, so 
kann wegen der Vollstetigkeit von ~(x, y) das Maximum von I.\) (x, y)j 

oe oe 

unter der Nebenbedingung~x; =~Y't = 1 durch Wahl von n be-
p=l p=l 

liebig klein, gewiß also auch < 1 gemacht werden. Dann konvergiert 
die Reihe der durch wiederholte Faltung von ~ mit sich selbst ent
stehenden iterierten Formen 145) 

-.\) + .\).\)(x, y) - .\)~.p(x, Y) + ... 
gleichmäßig gegen die vollstetige Resolvente von ~, wie leicht aus der 
Abschätzung Nr. 16a, ß) zu entnehmen ist (vgl. Nr. 18b, 3, p.1431). 

oe .. 

Andererseits ist aber ~ - ~ = ~ KpqxpY q - ~ K pq xpYq offenbar ein 
p,q= 1 p,q=n+l 

Kern von endlichem Range « 2n). 

4. Endlich ist auf die in Nr. 17 behandelte Methode der unend
lichen Determinanten zu verweisen, die einen Teil der vollstetigen 
Gleichungssysteme zu erledigen gestattet. 

e) Erweiterung des Gültigkeitsbereichs der Sätze und 
Methoden. Das Abspaltungsverfahren läßt sich auf Klassen von Glei
chungssystemen ausdehnen, die nicht voll stetig sind.146) Die voll
stetigen Gleichungssysteme sind also durchaus nicht die einzigen, für 
die der Komplex der determinantenfreien Sätze gilt. Die bisher in 
dieser Richtung angestellten Erörterungen bewegen sich im Rahmen 
der beschränkten Gleichungssysteme und können daher erst in Nr.18 b, 4 
auseinandergesetzt werden. 

C. Andere Untersuchungen über lineare Gleichungssysteme 
mit unendlichvielen Unbekannten und lineare Integralgleichungen. 

Von allen Untersuchungen über lineare Gleichungssysteme mit 
unendlichvielen Unbekannten ist unter B. diejenige vorweggenommen 
worden, die der Lehre von den Integralgleichungen und der Anwen-

144) Durchgeführt bei E. Goldschrnidt 189) und F. Riesz, Equations lineaires 
(Literatur A 8), chap. IV, p. 97 ff. 

145) Diese Entwicklung entspricht formal der Entwicklung nach iterierten 
Kernen (Neumannsche Reihe) bei Integralgleichungen (vgl. Nr. 4-, (8 a), Nr. 11; 
(2). Auf beschränkte symmetrische Formen (s. Nr.18a) wurde sie von D. Hilbert, 
4. Mitteil. 1906 = Grundzüge, p. 133 ff. zuerst angewendet. 

146) W. L. Hart, Amer. Math. Soc. Bull. 23 (1917), p. 445; 24 (1918), p. 334-335. 
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dung auf sie ihre Entstehung verdankt, nämlich die Theorie der voll
stetigen Gleichungssysteme für Unbekannte von konvergenter Quadrat
summe. Aber auch unabhängig von ihrer Beziehung auf die Integral
gleichungslehre bedeutet die Aufstellung dieser Theorie, als Glied in 
der gesamten Entwicklung der Lehre von den unendlich vielen linearen 
Gleichungen betrachtet, einen Wendepunkt prinzipieller Art. 

Man kann in dieser gesamten Entwicklung drei Perioden unter
scheiden. Die erste, naive Periode tritt an einzelne Gleichungssysteme 
von der Form 

(1) 

in der Regel so heran, daß sie erst die Auflösung von 

(2) 
11 

:E apqxq = '!Ip ' 
q=1 

(p = 1,2, .. ,) 

(p = 1, ... , n) 

des sogenannten "nten Abschnitts", explizite m der Gestalt 

(2a) X (7I) = .:E Al q Y q (n) = .:E AnqYq 
1 A' ... , X n A 

vollzieht und in der Lösungsformel den Übergang zu unendlichgroßem 
n vornimmt 147): 

(2b) 

Erst mit G. W.Hill 12) beginnt die zweite Periode, die man - in 
einem noch näher zu charakterisierenden Sinne - als eine formale 
bezeichnen kann und deren Kennzeichen die unendliche Determinante 
ist. Hier werden Systeme 

00 

(U) (p = 1,2, ... ) 

147) J. J. Fourier, Theorie analytique de 130 chaleur, Paris 1822, an. 166ff. 
(insbes. noch art. 171 und 207) = Oeuvres 1, Paris 1888, p. 149 ff.; E. Fürstenau, 
Marburg 1860 bei N. G. Elwert, 35 S. und 1867 ebenda, 32 S.; Th. Kiitteritzsch, 
Ztschr. Math. Phys. 15 (1870), p. 1-15, 229-268; P. Appell, Soc. Math. Fr. Bull. 
13 (1885), p. 13-18 und in unmittelbarem Anschluß daran H. Poincare, ebenda 
p. 19-27; man vergleiche hierzu insbesondere die ausführliche historische Dar
stellung bei F. Riesz, Literatur A 8, chap. I, p. 1-20. - Es ist zweckmäßig zu 
betonen, daß die "Abschnittsmethode", die den Kern aller dieser Arbeiten bildet, 
von der Methode der unendlichen Determinanten prinzipiell abgehoben werden 
muß; denn sie handelt nicht von Limites von Determinanten, sondern von Limites 
von Determinanten-Quotienten vom Typus (230), und gerade in den Beispielen, die 
den Gegenstand der aufgeführten Literatur bilden, pflegt weder die Zählerdeter
minante noch die Nennerdeterminante für sich genommen zu konvergieren, son
dern nur der Quotient. 
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bzw. homogene Systeme 

Xp+~KMXq=O 
q=1 

(p = 1,2, ... ) 

unter gewissen Voraussetzungen über die Kleinheit der Kpq betrachtet, 
und der formale Apparat der Determinantentheorie wird in vollkom
mener Treue auf sie übertragen. Daß die Konvergenzbetrachtungen 
dieser Periode im scharfen Gegensatz zur ersten nirgends etwas zu 
wünschen übriglassen , ändert nichts an ihrem formalen Gesicht: die 
Auflösungsformel steht im Vordergrund des Interesses; die Bedingung, 
die an die Unbekannten xp und ebenso an die rechten Seiten 'Yp ge
stellt wird, nämlich beschränkt zu sein, 

(3) 

bildet zwar die Grundlage der ganzen Untersuchung, aber ihre Auf
stellung ist doch wesentlich durch die Rücksicht bestimmt, daß die 
Konvergenz der Auflösungsformel sich ihr bequem anpaßt. Daß die 
so gefundenen Lösungen stets sogar eine absolut konvergente Summe 
haben, wenn die rechten Seiten sie haben, insbesondere also ohne 
weiteres bei allen homogenen Systemen, wird zunächsV48) gar nicht 
berührt. Die Lehre von den Gleichungen ist hier im Grunde nur An
wendung; die unendliche Determinante ist weitgehend Selbstzweck der 
Theorie. 

Die dri tte Periode, die in A. O.Dixon 4S) einen Vorläufer hat und die 
in Hilberts Theorie der vollstetigen Gleichungssysteme (Nr. 16) bisher 
ihren reinsten Ausdruck gefunden hat, sieht ihr Ziel nicht in expliziten 
Lösungsformeln, sondern in Lösungstatsachen, in den am Eingang von 
Nr. 10 für Integralgleichungen formulierten determinantenfreien Sätzen. 
Und zugleich ist für sie die bewußte Voran stellung der Erkenntnis 
charakteristisch, daß die Lösungstatsachen von der hinzugefügten Kon
vergenzforderung abhängen, daß dasselbe Gleichungssystem etwa bei 
der Forderung (3) lösbar sein kann, während es nicht durch Unbe
kannte von konvergenter Quadratsumme befriedigt wird. Die V oraus-

148) Erst 1912 bemerkt es H. v. Koch in Ark. för Mat. 8, Nr. 9, 30 S., p. 8 
bei der Einarbeitung der Fredholm-Hilberlschen Gedankengänge in seine Theorie. 
- T. Cazzaniga, Torino Atti 34 (1899), cl. fis. mat. e. nat., p. 361-370 (= 496 
-514 der Gesamtausgabe), auf den übrigens v. Koch hier nicht Bezug nimmt, 
hatte lediglich bewiesen, daß die Reziproke einer Normaldeterminante wieder 
eine Normaldeterminante ist, ohne daraus die erwähnte Konspquenz für die Auf
lösung der linearen Gleichungen zu ziehen. Das gleiche übrigens bei P. Sannia, 
Torino Atti 46 (1911), p.31-48, der die hier erwähnte und allein in Betracht 
kommende Arbeit von Cazzaniga nicht nennt. 

Encyklop. d. math. Wissenseh. II 3. 93 
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setzungen, die über die Koeffizientenmatrix und über die rechten 
Seiten gemacht werden, sowie die Forderungen, die an die Unbe
kannten gestellt werden, sind bei Dixon ganz und gar andere, als bei 
Hilbert. Das Gemeinsame ist der Verzicht auf die Determinanten
formel, die Statuierung der determinantenfreien Sätze. 

Nach dem Erscheinen von Hilberts Theorie der vollstetigen 
Systeme ist dann in einer Reihe von Arbeiten eine Erweiterung 
der Theorie angestrebt worden. Man versuchte zuerst unter Festhal
tung der Forderung konvergenter Quadratsumme für die rechten Seiten 
und die Unbekannten die Voraussetzungen über die Koeffizientenmatrix 
sukzessive abzuschwächen. Die naturgemäße erste Etappe auf diesem 
Wege war es, statt der Vollstetigkeit lediglich die Beschränktheit des 
Koeffizientensystems vorauszusetzen (NI'. 18 a), ein Begriff, der sich 
zunächst in Hilberts Eigenwerttheorie der quadratischen Formen (vgl. 
NI'. 4:3) dargeboten hatte und den auf das Auflösungsproblem zu ver
pflanzen nahegelegen hatte (NT. 18b). Man schritt dann weiter bis zur 
äußersten Grenze der in diesem Rahmen erreichbaren Allgemeinheit 
vor und setzte lediglich voraus, daß die Quadratsumme der Koeffi
zienten jeder einzelnen Gleichung konvergiere - so daß man eben 
noch der Konvergenz der linken Seiten für irgendwelche Unbekannte 
von konvergenter Quadratsumme auf Grund der Schwarzsehen Unglei
chung sicher war (NI'. 19). Daneben treten vereinzelte Untersuchungen, 
die auf andere Konvergenzbedingungen für rechte Seiten und Unbe
kannte basiert sind (Nr. 20), sowie die entsprechenden Untersuchungen 
über eigentlich-singuläre Integralgleichungen und sonstige lineare Funk
tionalgleichungen (NI'. 21-24:). Die meisten dieser Untersuchungen 
sind durch die Tatsachen gezwungen, sich ihr Ziel niedriger zu stecken, 
als es in der dritten Periode geschehen konnte. Denn bei so erwei
terten Voraussetzungen kann der Komplex der determinantenfreien 
Sätze nicht in vollem Umfange bestehen bleiben, und zu jeder Art 
der Konvergenzvoraussetzung über die Unbekannten die weiteste Vor
aussetzung über die Koeffizienten zu finden, unter der die determi
nantenfreien Sätze eben noch gelten, ist ein Problem, das in seiner 
vollen Allgemeinheit kaum ernstlich angegriffen, ja in dieser Form 
kaum ein ausreichend bestimmtes ist (in Nr. 20d, Schlußbemerkung 
von 20 e, 24: c und 4:6 b werden diese prinzipiellen Fragen erneut 
aufgenommen). Die Mehrzahl der vorhandenen Arbeiten, von denen 
zu berichten sein wird, ist hier zu der Zielsetzung expliziter Lösungs
formeln zurückgekehrt. 
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17. Die Methode der unendlichen Determinanten.149) G. W. Hill 12) 

ist wohl der erste, der sich wirklicher unendlicher Determinanten be
dient hat. Die numerische Integration einer Differentialgleichung von 

+00 

der Form y" + p(x)y = 0 durch eine Reihe von der Form xII ~ C"X .. 
n=-oo 

führt ihn auf ein System von unendlichvielen linearen Gleichungen 
für die zu bestimmenden Koeffizienten c,.. Er definiert dessen Deter
minante als Grenzwert des nten Abschnitts, 

(4) A = limA,., 
n=oo 

und ist sich über die Konvergenz der Determinante, auf deren nume
rische Auswertung es ihm eigentlich ankommt, in einer über die 
numerischen Besonderheiten seines Spezialfalles hinausgehenden Art 
im klaren. H. PoincarelS) füllt die vom Standpunkt des Mathematikers 
bestehenden Lücken sofort aus, indem er die Konvergenz und die 
elementaren Eigenschaften der Determinante 

1 a12 alS 

(5) 

und ihrer Unterdeterminanten unter der. Voraussetzung der Konver-
00 

genz der Doppelreihe ~I apq I beweist. G. Mittag-Leffler, der durch 
p,q=l 

den Wiederabdruck der Hillschen Arbeit in den Acta mathematica das 
Interesse der Mathematiker auf sie gelenkt hatte, regte seinen Schüler 
H. v. Koch zu dem Ausbau der Theorie und ihrer Anwendung auf 
beliebige lineare Differentialgleichungen und die Fuchssehe Theorie 
der determinierenden Gleichung an. 

H. v. Koch l50) behandelte zuerst die "Normaldeterminanten", d. h. 
die Determinanten 

1 +Ku Ku 
(6) KSI 1 +K22 

1(9) Darstellungen dieser Theorie beiA.Pringsheim, Encykl. I A 3, Nr.58-59, 
p. 141-146; H. '/J. Koch, C. R. Stockholm Kongr. 1909, p. 43-61; E. Pascal, Die 
Determinanten, Leipzig 1900, § 51, p. 175-178; G. Kowalewski, Literatur B 3, 
p. 369-407; F. Riesz, Literatur A 8, chap. H, p. 21-41. 

150) H. '/J. Koch, Stockh. Öfvers. 47 (1890), p.l09-129, 411-431, Voranzeige 
zu der großen Arbeit 14), sowie außerdem § 1 der Arbeit Acta math. 18 (1894), 
p.337-419. 

93* 
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00 

bei denen ~IKp21 konvergiert, und die gegenüber den Poincareschen 
P,2= 1 

Determinanten (6) lediglich insofern verallgemeinert sind, als die in 
der Diagonale auftretenden Größen KI11 Km ... nicht zu verschwinden 
brauchen. Er ergänzt die Poincareschen Untersuchungen durch die 
Betrachtung der höheren Minoren, d. h. derjenigen, die aus A durch 
Wegstreichung einer endlichen Anzahl von Zeilen und der gleichen 
Anzahl von Kolonnen hervorgehen, und die selbst wieder N ormaldeter
minanten sind, und fügt den Poincareschen Sätzen vor allem den ab
schließenden hinzu, daß es im Falle A = 0 stets einen Minor endlicher 
Ordnung gibt, der nicht verschwindet. A.uf Grund dessen kann dann 
die Theorie des homo,qenen Systems (UA) gegeben werden, das (6) zur 
Determinante hat: ist A. =f= 0, so ist (UA) durch keine beschränkte 
Größenreihe I xp I <M lösbar; ist A = 0, so gibt es eine endliche 
Anzahl linear-unabhängiger beschränkter Lösungen, aus denen sich 
alle beschränkten Lösungen linear zusammensetzen. Die Möglichkeit 
der Behandlung des unhomogenen Systems (U) bei I Yp I <N wird an
gedeutet.151) 

Etwas allgemeiner betrachtet H. v. Koch zugleich die "normaloiden" 
Determinanten 16'), d. h. diejenigen, bei denen man solche nichtver
schwindende Faktoren 1'17 1'" ... bestimmen kann, daß die mit den 

Größen Kp2 I-'p gebildete Determinante normal ist; die Lösung des zu-
1-'2 

gehörigen Gleichungssystems (U) ist danu im Sinne 

(7) 
zu verstehen. 

Zu ernsteren Verallgemeinerungen sieht sich H. v. Koch durch die 
Anwendung auf lineare homogene Differentialgleichungen nter Ordnung, 
durch den "Übergang zu Systemen linearer Differentialgleichungen, end
lich durch den Aufstieg zu partiellen linearen Differentialgleichungen 
von wachsender Ordnung und Variabelnzahl sukzessive veranlaßt. Er 
stellt eine Kette von Bedingungen auf, unter denen die ganze Theorie 
in der gleichen Weise durchführbar ist; er sagt, die Determinante ist 
vom "genre p", wenn 

151) Ausgeführt ist dies zuerst bei T. Cazzaniga, Ann. di mat. (2) 26 (1898), 
p. 143-218, wo die ganze Theorie nochmals ausführlich dargestellt ist. 

152) H. '11. Koch, Acta I'), p. 235 - 238; der Name von G. Vivanti, Ann. di mat. 
(2) 21 (1893), p.25-32, insbes. p.27. Vgl. noch T. Cazzaniga l61), § 12 und 
M. Fujiwara, Toh. Rep. 3 (1914), Nr. 4, p. 199-216, der normaloide Determi
nanten auf einen Satz über konvexe Körper anwendet. 
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00 

~IKaal, 
a=1 .. 

(8) ~ ~'IK~a,Ka,a.'·· Kar~1 
(1=l a" ... ,ar 

(r=1,2, ... ,2p-2), 

.. 
. ~ ~'IK~a,Ka,a •... Karrl (r=p-1,p, . .. , 2p-2) 
~,r= 1 a" ... ,ar 

absolut konvergieren (die akzentuierten Summen sind über alle die
jenigen Kombinationen ihrer Summationsindizes "17"""r zu er
strecken, bei denen keine zwei Indizes einander gleich sind). An der 
Spitze dieser Kette steht als Otea Glied die Klasse der Normaldetermi
nanten, und jedes weitere Glied der Kette ist im nächsten als Teil 
enthalten.153) 

Alle diese Fälle, auch die, die sich hieraus ebenso ableiten, wie 
die normaloiden aus den normalen, sowie einige später aufgestellte 
sind in einem allgemeineren und viel natürlicheren Begriff H. 'V. Kochs 
enthalten, dem der absolut konvergenten Determinante.1M) Die Determi
nante wird dabei definiert als 

~ + a lal a2a•• •• , 

erstreckt über alle Permutationen der Indizes "17 "t, ... , bei denen 
nur endlichviele Indizes ihren Platz in der natürlichen Reihenfolge 
verlassen haben 155); das Vorzeichen wird wie bei gewöhnlichen Deter
minanten je nach der Natur der Permutation bestimmt; wenn nun 
diese unendliche Reihe absolut konvergiert, nennt 'V. Koch die Deter
minante absolut konvergent. Der Beweis des Satzes von der Endlich-

153) H. v. Koch, Paris C. R. 116 (1893), p. 179-181 (für p = 1); Stockh. Ace. 
Bihang 22 (1896), Afd. I, Nr. 4, 31 S., insbes. §§ 3, 4; Acta math. 24 (1900), 
p.89-122, insbes. § 3; R. Palmqvist, Ark. för Mat. 8 (1913), Nr. 32, 4 S.; 10 
(1914), Nr. 23, 15 S. und Diss. Upsala 1915, 52 S. 

154) H. v. [{och in den 1611) zitierten Arbeiten, sowie Paris C. R. 120 (1895), 
p. 144-147. - Daß der Begriff der absolut konvergenten Determinante weiter 
ist als der aller Determinanten von endlichem genre zusammen, belegt H. v. Koch 
(inStockh. Bih. 22 168), p. 26) durch das Beispiel: alle K pq = 0 außer denen der ersten 
Zeile und der ersten Spalte. In diesem Beispiel besteht .A offenbar nur aus 
den Termen Ku - Ku Ku - K 18 KSI - ••• nnd ist also, nebst allen seinen Mi
noren, absolut-konvergent, wenn diese Reihe absolut konvergiert, also z. B. für 

K 11l = K,n =~, und er zeigt, daß diese spezielle Determinante von keinem end-
n 

lichen genre ist. 
155) Diese Reihe enthält abzählbar viele Summanden; daß man ohne die 

Beschränkung auf Permutationen von je nur endlichvielen Indizes ein Kontinnum 
von Termen erhalten würde, behandelt N. J. Lennes, .Amer. Math. Soc. Bnll 18 
(1911), p. 22-24. 
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keit des Defekts wird für diese Determinanten außerordentlich durch· 
sichtig; desgleichen das Analogon der elementaren Sätze über Unter
determinanten (Laplacesche Entwicklung), falls die Minoren ihrerseits 
wieder absolut konvergente Determinanten sind. Daß dies nicht auto
matisch der Fall ist, ist der erste Schönheitsfehler dieser Begriffs
bildung.156) Ein entscheidendes Hindernis stellt sich dann der Durch
führung dieser Theorie darin entgegen, daß das Multiplikationstheorem, 
das in den vorangehenden Fällen stets gültig war, für absolut kon
vergente Determinanten nicht allgemein durchführbar ist; H. v. Koch 
zeigt es an der Hand der Determinanten vom Typus 

1 u12 U13 1 a1 0 

(9a) 
o 1 'U23 

o 0 1 
und (9b) 

die nebst allen ihren Minoren absolut konvergent sind, und zwar (9a), 
ohne daß die upq irgend wie beschränkt zu werden brauchen, (9b) dann 
und nur dann, wenn a1 b1 + as bs + . . . absolut konvergiert.157) 

Angesichts dieser Schwierigkeiten kehrt v. Koch zu der Auf
suchung immer anderer Spezialfälle von absolut konvergenten Deter
minanten zurück, für die er die volle Theorie durchführen kann. Es 
sei noch einer von diesen angeführt 158): 

00 

(10a) ~IKpp I konv., 
p=l 

(lOb) IKpq I <xp' wo Xl + Xll + ... konv. 

Nach dem Erscheinen der Fredholmschen und Hilbertschen Ar
beiten erkennt v. Koch diejenigen Determinanten als absolut konver
gent, die den Bedingungen 

00 00 

(Ha) ~IKppl konv., 
p=l 

(11 b) ~IKpq12 konv. 
p,q=l 

166) Das Beispiel: alle Kpq=O außer KtS,Kll4, ... ;Ku,KslO'" zeigt 
eine Determinante, die absolut konvergent ist, welche Werte auch die noch freien 
Parameter darin haben, in der aber der Minor von au von dem in 164) be
schriebenen Typus ist, also nur dann absolut konvergent ist, wenn die Reihe 
Ku - K 81 K 28 - Ku Ku - ... es ist, was bei passender Wahl der noch freien 
Größen KIn' Km nicht der Fall sein wird. Das Beispiel, das H. v. Koch in 
Stockh. Bihang 22 lOS), p. 8 angibt, enthält ein Versehen. 

157) H. v. Koch, Paris C. R. 120 154) und Acta. math. 24,158), § 2. Für 

an =~, bn = ~ ist (9b) absolut konvergent, aber die Determinante des 

Vn . K' . R'h" d . d . Systems, das aus Ihr durch omposltlOn von el en m ugen emer er VIer 
möglichen Kombinationen gebildet wird, ist nicht absolut konvergent, da be
reits die Summe der Diagonalglieder divergiert (Acta 24, p. 99). 

158) H. v. Koch, Acta 24 158) (1900), § 3. 
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genügen, und entwickelt deren Theorie und die der zugehörigen line
aren Gleichungen.159) Er kann daraus die Auflösungssätze für den 
Fall ableiten, daß nur die Bedingung (11 b) allein erfüllt ist; denn 
die Größen 1 + Kpp sind auf Grund von (11 b) von einer gewissen 
an von 0 verschieden; dividiert man also von dieser ab jede Glei
chung des Systems (U) mit ihrem Diagonalkoeffizienten, so wird auch 
die Bedingung (l1a) erfüllt und an der Konvergenz der Quadratsumme 
der rechten Seiten Yp ist dadurch nichts geändert worden. 

Das ist allerdings weniger als Hilberts Theorie der vollstetigen 
Systeme [vgl. Nr.16, (9) und den folgenden Text]. Aber auf der 
anderen Seite kann man unter der Voraussetzung (11 b) mit Hilfe 
der Kochschen Untersuchung das Resultat ableiten, daß die Auflösung 
(2 a) des nten Abschnitts mit wachsendem n gegen die Lösung kon
vergiert, ohne daß vorher irgendeine Auswahl (vgl. Nr. 16c) in der 
Folge der Abschnitte vorzunehmen wäre - ein Resultat, das sich aus 
keiner der neueren Theorien unmittelbar ablesen läßt.160) 

In analoger Weise hätte v. Koch die Bedingung (lOb) leicht von 
der Bedingung (lOa) loslösen und damit zwar nicht die Methode, aber 
doch das Resultat von A. O. Dixon43) (vgl. Nr. 20a) gewinnen können, 
einschließlich der oben angefügten Bemerkung über die Konvergenz 
der abschnittsweisen Auflösung. 

Betrachtet man diese ganze Theorie der unendlichen Determi
nanten im Rahmen der modernen Auflösungstheorie der unendlichen 
linearen Gleichungssysteme, so kann man feststellen, daß sie in mannig-

159) H. v. Koch. 88) Etwa gleichzeitig hat R. d' Adhlimar, Brux. Soc. sc. 34 A, 
28. Okt.1909, p. 65-72 die Normalität in Richtung der Bedingungen (11) erweitert, 
ohne jedoch deren volle Allgemeinheit zu erreichen, und O. Szasz, Diss. Budapest 
1911,74 S. = Math. es Phys. Lap. 21, p. 224-295 (vorgelegt Dez. 1909) das Kochsche 
Resultat mit Hilfe des Hadamardschen Determinantensatzes und Hilbertscher Be
griffsbildungen bewiesen, während v. Koch den Hadamardschen Satz nur in ge
ringerem Maße heranzieht und sich im übrigen der ihm geläufigen Methoden 
bedient. H. v. Koch 96) reiht sodann der Bedingung (11) sukzessive eine ähnliche 
Kette weiterer Bedingungen an, wie er früher den Normaldeterminanten die 
Determinanten von wachsendem genre hatte folgen lassen. In 148) und in Jahresb. 
Deutsch. Math.-Ver. 22 (1913), p. 285-291 führt er die Entwicklung nach !te
rierten und das Abspaltungsverfahren in die Theorie der unendlichen Determi
nanten ein. St. B6br, Diss. Zürich 1918 und Math. Ztschr. 10 (1921), p.1-11 
[s. Nr. 20c.U1)] verwendet die unendlichen Determinanten in entsprechender 
Weise bei Gleichungen für Unbekannte, bei deuen ~lxalP konvergiert, um die
jenigen Veränderungen abzuleiten, die F. Riesz (Literatur A 8) an den Hilbert
schen Sätzen angebracht hat. - Wegen der entsprechenden Verwendung der 
unendlichen Determinanten für die Eigenwerttheorie vgl. Nr. 40 d 618). 

160) Durch die in 190A) angegebene Schlußweise kann es allerdings für be
liebige vollstetige Systeme hergeleitet werden. 
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facher Weise geeignet ist, darin verwendet zu werden, daß aber trotz
dem einem Aufbau der Auflösungstheorie auf der Grundlage der un
.endlichen Determinanten von Natur enge und unübersteigliche Grenzen 
gezogen sind. Einerseits nämlich kann ein homogenes Gleichungs~ 

system, dessen Determinante absolut konvergent und zugleich von 0 
verschieden ist, eine eigentliche Lösung haben, die nicht nur beschränkt 
ist, sondern sogar eine absolut konvergente Summe hat, während gleich
zeitig das transponierte homogene System (Uh') keine oder doch keine 
beschränkte Lösung hat.161) Ob man sich also auf den Standpunkt 
stellt, den v. Koch vor 1909 im wesentlichen festgehalten hat, be
sehränkte Lösungen zu betrachten, oder ob man sich auf den Stand
punkt absolut konvergenter Summe oder aber auf den Standpunkt 
absolut konvergenter Quadratsumme der Unbekannten stellt, in keinem 
Ji'alle wird eine vollständige Auflösungstheorie nach dem Muster der 
Algebra möglich sein, die für beliebige Systeme mit absolut konver
genter Determinante gilt. Auf der anderen Seite gibt es - wenn man 
etwa den Standpunkt der konvergenten Quadratsumme festhält - Fälle 
wiederum vom Typus (9 b), wo alle Auflösungssätze gelten, wo aber 
die Determinante nieht absolut konvergiert; denn jene Sätze gelten 
gewiß, wenn das System der K pq vollstetig ist, und das ist beim 
Typus (9b) dann und nur dann der Fall, wenn lim a" = 0, lim b", = 0 

n =00 71,=00 

ist 162); es ist aber leicht, die an' bn so zu wählen, daß zugleich mit 

161) Man erkennt dies sehr einfach, wenn man sich der von v. Koch zu 
anderem Zwecke verwendeten Typen (9) bedient. Setzt man in (9 a) U u = Uu 
= •.. = - 1, alle anderen upq = 0, so hat das zugehörige homogene System 

(Uh) xl-x,=O, x2 -XS =0, XS -x4 =0, ... 

die Lösung Xl = x2 = Xs = ... = 1, die beschränkt ist, während die Determinante 
absolut konvergent ist und den Wert 1 hat und das transponierte System 

(UJ.) xl=O, X2 -Xl =0, XS -x2 =0, ... 

unlösbar ist. Indem man die Werte un, n + 1 dahin abändert, daß man Uu = - 1, 
U!S = - 2, U 84 = - 3 usf. setzt, erhält man das gleiche mit dem Unterschied, 
daß die Lösung des homogenen Systems eine absolut konvergente Summe hat. 
Es ist nicht schwer, analoge Beispiele vom Typus (9 b) zu konstruieren, bei denen 

die bn =F ° sind, etwa indem man an = - n, bn = -\ setzt. - Auch Erweite-
n 

rungen wie die von W. L. Hart, Amer. Math. Soc. BuH. 28 (1922), p. 171-178 
betrachteten nsummierbaren" Determinanten, bei denen die arithmetischen Mittel 
aus den Abschnittsdeterminanten D l , D2 , ••• konvergieren, u. dgI. können an 
dem Tatbestande dieser Beispiele nichts ändern. 

162) Daß die Bedingung notwendig ist, findet man in Nr. 16, (8), daß sie 
hinreichend ist, folgt leicht aus der Definition der Vollstetigkeit mit Hilfe der 
Schwarzsehen Ungleichung. 
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diesen beiden Bedingungen auch noch die andere erfüllt ist, daß 
1 al b1 I + I a2 b2 1 + ... divergiert. 

Der Determinantenbegriff dieser zweiten formalen Periode ist also 
kein geeignetes Instrument einer allgemeinen Auflösungstheorie von 
unendlichvielen Gleichungen mit unendlichvielen Unbekannten.16S) 

18. Theorie der beschränkten Gleichungssysteme. 
a) Beschränkte Bilinearformen unendlichvieler Veränder

licher.l64) 

1. Eine wie in Nr. 16 zunächst formal definierte Bilinearform 

163) Es konnte sich im Text nur darum handeln, aus der Theorie der un
endlichen Determinanten dasjenige herauszugreifen, was für die Auflösung der 
Gleichungen in Betracht kommt. Die Theorie der unendlichen Determinanten 
als solche ist am Ende des Artikels von Pringsheim 1(9) behandelt, der im Sep
tember 1898 abgeschlossen ist. Es mögen aber hier in Kürze diejenigen Ar
beiten zusammengestellt werden, die oben noch nicht aufgeführt und erst nach 
Abschluß des Pringsheimschen Artikels erschienen sind. 

Im Anschluß an S. Pincherle, Ann. di mat. 12 (1884), p. 11-40 behandelt 
T. Cazzaniga in 161) und Ann. di mat. (3) 1 (1898), p. 83-94 Determinanten, bei 

denen lapql ~Mr-ps-q, I"sl> 1 

ist; derselbe bemerkt in Ann. di mat. (3) 2 (1899), p. 229-238, daß man norma
loide Determinanten nicht multiplizieren kann, und gibt Math. Ann. 53 (1900), 
p. 272-288 eine Theorie der kubischen unendlichen Determinanten. Mehrdimen
sionale unendliche Determinanten behandelt auch A. Calegari, Periodico di Mat. 
(3) 2 (1904), p. 107-118. 

G. Sannia überträgt Torino Atti 46 (1911) p. 67-77 den Sylvesterschen und 
Hadamardschen Determinantensatz in der durch Formel (14) von Nr. I) gegebenen 
Formulierung auf unendliche normale Determinanten und behandelt Batt. Giorn. 
49 (1911), p. 131-140 orthogonale Normaldeterminanten. J. Schur, Berl. Math. 
Ges. 22 (1923), p. 9-20, insbes. p. 19 f., gibt tür Determinanten, die den Be
dingungen (11) genügen, Verschärfungen des Hadamardschen Determinantensatzes. 

Mit unendlichen Determinanten beschäftigen sich ferner noch die folgenden 
Arbeiten von H. v. Koch: Acta math. 15 (1891), p. 53-63; Paris C. R. 116 (1893), 
p.91-93, 365-368; Paris C. R. 121 (1895), p. 517-519; Stockh. Öfvers. 62 
(1896), Nr. 9, p. 721-728, die lediglich Anwendungen auf Differentialgleichungen 
enthalten, ferner Stockh. Acc. Bihang 25 (1895), Nr. 5, 24 S. mit einer Anwendung 
auf die Theorie der Funktionalgleichungen. Anwendungen auf die Kettenbruch
theorie endlich bringen die beiden Arbeiten: H. v. Koch, Paris C. R. 120 16*) 
und Stockh. Öfvers. 52 (1895), p. 101-112 sowie O. Szasz, Münchn. Ber. 1912, 
p.323-361. 

164) Die hier darzustellenden Begriffe sind von D. Hilbert in der 4. Mit
teilung (Gött. Nachr. 1906) entwickelt worden, zitiert nach Grundzüge, Kap. XI, 
insbes. p. 110, 125-131. Eine zusammenhängende Darstellung der Sätze und Be
weise ist gegeben bei E. Rellinger u. O. Toeplitz, Grundlagen für eine Theorie der 
unendlichen Matrizen, Math. Ann. 69 (1910), p. 289-330, insbes. § 1-6. Vgl. 
F. Riesz, Literatur A 8, Chap. IV. - Über die Frage, in welchem Sinne die Be
griffs bildung der beschränkten Matrizen eine abschließende ist, vgl. Nr. 19 a, 4. 
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der unendlichvielen Veränderlichen Xu Xu ... j Yll YI' ••• 

00 

(1) ~(x, y) -~apqxpY'l 
p,q=1 

heißt beschränkt, wenn ihr nter Abschnitt für alle Wertsysteme, deren 
Quadratsumme 1 nicht überschreitet, absolut unterhalb einer von n 
unabhängigen Schranke M bleibt, 

" "" 
(h) 1~,,(x,Y)I=I~apqxpYql<M für ~x$~l, ~Y$<l, 

p,q=1 p=1 p=1 

oder, was auf dasselbe hinauskommt, wenn für beliebige Xli XI' ... , 

Yv Yu ... 

(1 b) I ~.(x, y) 1= liapqxpYq I < MVix: .iy~. 
p,q=1 p=1 p=1 

M heißt dann eine "Schranke der Bilinearform". Das System der 
Koeffizienten 

w- (~:. ~ J -Ca,,) 

wird in diesem Falle eine beschränkte unendliche Matrix genannt. 
Transponierte Form: Die durch Vertauschung der Zeilen mit den 

Kolonnen im Koeffizientensystem entstehende Form 
00 

(2) ~'(x, y) =2/aqpxpYq = ~(y, x) 
JJ,q=l 

heißt die "transponierte Form zu ~"j sie ist gleichzeitig mit ~ be
schränkt. 

Konvergenz 166): Für je zwei Wertsysteme der Veränderlichen x, '!I 
von konvergenter Quadratsumme konvergiert die unendliche Reihe (1) 
im Sinne der Konvergenz der Doppelreihen sowohl bei zeilenweiser, 
als auch bei kolonnenweiser, als auch bei abschnittsweiser Summation 
gegen ein und denselben Wert ~(x, Y), den Wert der beschränkten 
Bilinearform, d. h. 

00 00 00 00 

(3) ~(x, y) =~(~apqxpYq) =~(~apqxpYq) 
p=lq=l q=lp=1 

" m 

und es ist 

= !im ~,,(x, y) =!im ~ ~apqxpYq, 
"=00 ~,,=oop=12=1 

(30.) 

165) D.Hilbert 10'), p.127 ff.j Hellinger-Toeplits 164), § 2, Satz 2 -4, p. 297-299. 
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Die Doppelreihe konvergiert jedoch nicht notwendig absolut [Bei

spieP66): af'q = p 1 q (P + q), afJf' = 0]. 

Stetigkeit: Aus (3a) folgt für den Unterschied der Werte von 5ll 
an zwei Stellen: 

15ll(x,y) - ~(x',y') I 

(4a) 
< M {V ~X:f'~(lIfJ- 11;)2 + V~~-ool-lIfJ-':-;-/-X-fJ- X;)s}. 

Daher besitzt die durch (3) für alle Wertsysteme x, 11 von konver
genter Quadratsumme definierte Funktion ~(x, y) die von Rilbert als 
Stetigkeit bezeichnete Eigenschaft 167): konvergiert die Folge von Wert
systemen xi·), x~), . . .; y~"), y~.), . .. (v = 1, 2, . . .) von konvergenter 
Quadratsumme derart gegen ein Wertsystem Xu XII' ••• ; 1117 YlI' ... von 
konvergenter Quadratsumme, daß 168) 

00 00 

(4b) lim ~(xfJ- X):'»ll = 0, lim ~(yfJ- y~»ll = 0, 
.:001':1 11:001':1 

so ist stets 

(4c) lim 5ll(x(·), y(.» = ~(x, y). 

Hingegen ist nicht jede beschränkte Bilinearform vollstetig im Sinne 
von Nr. 16, (5).169) 

00 

2. Eine Linearform 2(x) =~lfJx1' der unendlichvielen Veränder-
1':1 

166) Daß die Bilinearform mit diesen Koeffizienten nicht notwendig absolut 
konvergiert, ist leicht zu zeigen; das wesentliche ist der Nachweis ihrer Be
schränktheit, den zuerst D. Hilbert in einem Vortrag in der Göttinger math. Ges. 
[s. Jahresb. Deutsch. Math.-Ver. 16 (1907), p. 249] erbrachte; sein Beweis ist ver
öffentlicht bei H. Wey1666), p. 88 und D. Hilbert 16') , p. 120, Fußn. Andere Be
weisgänge sind angedeutet bei O. Toeplitz, Gött. Nachr. 1910 656), p. 508 (vgl. dazu 
auch O. Toeplitz, Gött. Nachr. 1907 661>, p. 118). Beispiele beschränkter symme
trischer Formen, bei denen (8) nicht absolut konvergiert, bei O. Toeplitz, Gött. 
Nachr. 1910 666), p. 508; J. SchurU!), § 6; O. Toeplitz U4). 

167) D. Hilbert I64), p. 127; vorübergehend (Gött. Nachr. 1906, p. 489; Pa
lermo Rend. 27 870), p. 62) sagt er dafür beschränkt stetig, während er statt "voll
stetig" das Wort "stetig" braucht; vgl. 118). 

168) Hier wird von der Folge der Werlsysteme xc.;' wesentlich mehr ver
langt. als in (5&) von Nr. 16 (Vollstetigkeitsdefinition); z. B. die Folge xc.;> = 0 
für P+fI, x':> = 1 (fI=1.2 •... ), bei der für jedes p limxc.;)=O, also (oa) 

von Nr. 16 erfüllt ist. konvergiert im obigen Sinne nicht. 
rIJ 

169) Beispiel: lJ1.(x, y) =~XfJYfJ mit der Folge von m). Vgl. auch Hel-
1':1 

linger-Toeplitz 164), p. 808. 
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lichen heißt entsprechend der obigen Definition beschränkt170), wenn 
eine Schranke M> 0 existiert, so daß für jedes ganzzahlige n und 
für beliebige Werte der Variablen Xl' ... , X,. 

(5) 'ilpXpl <MV ~x;; 
2 (x) ist dann und nur dann beschränkt, wenn die Quadratsumme der 

Koeffizienten ~l'f, konvergiert170). Für Linearformen sind daher [vgl. p=1 
Nr. 16, (6)] die Begriffsumfange "vollstetig" und "beschränkt" identisch. 

3. Für die Beschränktheit einer Bilinearform ist notwendige Be
dingung die Konvergenz und Beschränktheit der Quadratsummen der 
Koeffizienten jeder einzelnen Zeile und Kolonne: 

co 

(6) ~a;q<M2 (p=1,2, .. ), 
1=1 

diese Bedingung ist nicht hinreichend. l7l) Hinreichende Bedingung für 
Beschränktheit ist jede der in NI'. 16 aufgeführten Bedingungen für 
Vollstetigkeit, da jede vollstetige Bilinearform beschränkt ist [(10) von 
NI'. 16 und Nr. 19195)]. Eine Reihe darüber hinausgreifender hin
reichender Kriterien hat J. Schur l72) angegeben. Von besonderen Bei
spielen beschränkter Formen sind außer den trivialen Fällen vom 

co 

Typus der "Diagonalform" ~ apxpyp mit I a p I < M zu erwähnen: die 
p=1 

co co 

Hilbertschen Formen "'"' ~Pyq. und "'"" ~PYq 178) sowie die von 
~p+q ~ p_q I 

~q=l ~q=1 

O. Toeplitz untersuchten regulären L-Formen 174). 

4. Sind ~(x, y), m(x, y) zwei beschränkte Bilinearformen, so sind 
die aus den Zeilen der Koeffizientenmatrix von ~ und den Kolonnen 

170) D. Hilbertt 64), p. 126; Hellinger-Toeplitz 164), p. 294,f. 
171) Ein Beispiel einer nichtbeschränkten Bilinearform, bei der alle Quadrat

summen (6) konvergieren, ist apq = (p + q)-8(1 < s < 1) [Hellinger-Toeplitz 164), 

p.306]. 
172) J. Schur, Bemerkungen zur Theorie der beschränkten Bilinearformen 

mit unendlichvielen Veränderlichen, J. f. Math. 140 (1911), p. 1-28, insbes. § 2,3. 
173) S. die in 166) zitierten Stellen bei Hilbert, Weyl, Toeplitz (Gött. Nachr. 

1910). Weitere Beweise der Beschränktheit dieser Formen bei F. Wiener, Math. 
Ann.68 (1910), p. 361-366; J. Schur17!), § 6; G.H.Hardy, MesB. of Math. 48 
(1918), p. 107-112 und Math. Ztschr. 6 (1920), p. 314-317; L. Fejer u. F. Riesz, 
Math. Ztschr. 11 (1921), p. 308. 

174) V gl. darüber Nr. 43 d, 1. und o6!). 
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der von ~ gebildeten Reihen 

(7a) 
00 

cpq =~apabaq 
a=1 

(p, q = 1, 2, ... ) 

wegen (6) absolut konvergent, und sie stellen, wie D. Hilbert175) ge
zeigt hat, die Koeffizienten einer neuen beschränkten Bilinearform 

00 .. 

(7b) Q:(x, y) = ~~(x, y) =~ (~apaba)xpYq 
P,2=1 a=1 

dar, die als Faltung von ~ und ~ bezeichnet wird; diese Form läßt 
sich auch durch die einfache absolut konvergente Reihe 

co 00 00 00 

(7 c) ~(x, y) = ~ (~apaxp) (~baqYq) = ~O~~~y) O~~~Y) 
a=1 ,,=1 q=1 a=1 

darstellen, und ihre Werte haben das Produkt der Schranken von 
~, ~ zur Schranke: 

1 
I~~(X,Y)I~MNV ix~iy~, wo 

(7 d) p=1 . p=1 ___ _ 

I~(X,Y)I~MV j;~iy;, 1~(x,Y)I<NV J:x~ly~ 
(Erster Hilbertscher Faltungssats)175). - Die Faltungen ~~ und ~~ 
sind im allgemeinen voneinander verschieden. 

Speziell sind die Faltungen von ~ mit der transponierten Form 
beschränkte Formen mit symmetrischem Koeffizientensystem und der 
Schranke F: 

(8) {~~'(X'Y) p,~ ~apaaqJxpYq a~~~apaX;J~aqayq), 
1~~'(x,y)1 < M2V }:x~1y~· 

Umgekehrt folgt aus der Beschränktheit von ~~'(x, y) die von ~ 
(und ~'), und es gilt sogar für jedes Wertsystem der Variablen 176) 

00 

(8a) 1 ~(x, y) 12 < ~~'(x, x) .~y:. 
p=1 

Ist (t eine dritte beschränkte Bilinearform, so ist die Faltung 
von ~~ mit Q: identisch mit der Faltung von ~ mit ~Q: (Zweiter 

176) D. Hilbert 184) , p.128f.; HelZinger-Toeplitz I84), p. 299:0'. Hilbert be
zeichnet die Faltung mit I!l (x, .) ~ (., y). - Ist I!l oder ~ volllltetig, so ist auch 
1!l)ß vollstetig [HilbertI6'), p. 162]. 

176) Hellinger-Toeplits 184), p. 304 Fußn. 
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Hilbertscher Faltungssats) 177) : 

co 0000 00 co 00 

(9) ~{~(~a1'abaß)cß2} X1'Yq ~{~a1'a(~baßcßq)} X1'Yg• 
1',2=1 tJ=1 a=1 1',q=1 a=1 ß=1 
5. Man kann diese Eigenschaften der beschränkten Formen dahin 

zusammenfassen, daß sich auf die Gesamtheit der beschränkten Ma
trizen der für endliche Matrisen übliche Kalkül (s. EncykL I A 4, 
Nr. 10; E. Study) anwenden läßt und daß dabei die rationalen ganzen 
Operationen unbeschränkt ausführbar sind.178) Summe und IJifferens 
~ + jß der beschränkten Matrizen ~, jß sind erklärt als die Matrizen 
mit den Elementen a1'q ± bpq, das Produkt ~jß als die zur gefal
teten Form gehörige Matrix 

00 

(10) ~jß = (~apabaq); 
a=1 

es gilt dann, genau wie bei endlichen Matrizen, das kommutative 
und assoziative Gesetz der Addition, das assoziative Gesetz der Multi
plikation und das distributive Gesetz - nicht aber das kommutative 
Gesetz der Multiplikation. Die Rolle der Null spielt die durchweg 
mit Nullen besetzte Matrix (apq = 0), die des ljlinheitselementes der 
Multiplikation die Einheitsmatrix: 

00 

(11) i= (e1'q), wo e1'1' = 1, e1'q=O für P=Fq; Ci(x'Y)=~X1'Y1'; 
1'=1 

es gilt für jede beschränkte Matrix ~: 

(11a) ~Ci =~, Ci~ = ~. 
6. Die dargelegten Begriffe sind auf komplexe Koeffizienten und 

Veränderliche unmittelbar ausdehnbar , wenn man die Veränderlichen 
entsprechend durch Bedingungen für die Quadratsumme ihrer abso
luten Beträge einschränkt.179) 

b) Auflösung der linearen Gleichungen; die reziproke 
Matrix. 

1. Eine beschränkte Matrix jß heißt (hintere) Reziproke 180) zu 

177) Hilbert 184), p. 129 (Hilfss. 4); Hellinger-Toeplits 18'), p. 802. 
178) E. Hellinger u. O. Toeplite, Gött. Nachr. 1906, p.351-355 und 184), 

§ 6. - Bereits 1901 hatte A. C. Dixon in seiner schon mehrfach hervorgehobenen 
Arbeit 43) allerdings in einem durch andere Konvergenzbedingungen umschrie
benen Bereich (s. Nr. 20 a) diesen Kalkül mit unendlichen Matrizen aufgestellt 
und verwendet. 

179) Hellinger-Toeplite 164), p. 804f. - V gl. auch.r. Schur 171) undE. Schmidt 191). 
180) Diese auch bei endlichen Matrizen übliche Bezeichnung bei HelZinger

ToepZits 164), p. 811. Der Begriff tritt für beschrll.nkte Matrizen - explizite aller
dings nur für symmetrische Matrizen - zuerst auf bei Hilbert 16'), p. 124, wo 
die Reziproke von G: -".It Resolvente von Sf genannt wird; der davon abwei-
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~, wenn 

(12) 
Existiert sie, so hat wegen (7 c) das zur Matrix ~ gehörige beschränkte 
Gleichungssystem 
(13) 

für beliebige 
Lösungen 
(13a) 

rechte 

~apqXq = Yp 
q=l 

(p = 1,2, ... ) 

Seiten yp mit konvergenter Quadratsumme die 
.. 

Xq =~bqrYr 
r=l 

(q = 1,2, ... ), 

die wegen (8) gleichfalls konvergente Quadratsumme besitzen. 
Speziell sind die in Nr. 16 c behandelten vollstetigen Gleichungs

systeme (U) unter dem Typus (13) enthalten; und zwar ist bei ihnen 
~ = ~ +~, wo ~ eine vollstetige Bilinearform ist. Die Lösungs
formel (18) von Nr. 16 besagt, daß in diesem Falle eine hintere 
Reziproke m = ~ + ffi existiert, wo ffi gleichfalls vollstetig ist [Re
solvente ISO) von~]. Während in diesem speziellen Falle gemäß dem 
Alternativsatz von p. 1409 genau wie im Falle endlicher Matrizen die 
Reziproke eindeutig bestimmt ist, wenn sie überhaupt existiert, können 
im allgemeinen zu einem beschränkten m unendlichviele beschränkte 
hintere Reziproke vorhanden sein (BeispiePSI): ~ = x1YJ + x'JYs + ... , 
m = Xl (bI Yl + b'JY'J + ... ) + X2YI + XS Y2 + . .. mit willkürlichen 
bll bt , ... ). 

2. Um diese Verhältnisse zu übersehen, betrachtet man neben der 
hinteren die vordere Reziproke ISO), d. i. eine beschränkte Matrix ~, 

für die 
(14) 

(im soeben genannten Beispiel ist keine vorhanden). Nach O. Toep
litz 182) bestehen dann die folgenden Formalsätze, die allein aus den 
formalen Rechnungsregeln des Matrizenkalkuls geschlossen werden 
können: 

a) Besitzt ~ sowohl eine vordere als auch eine hintere beschränkte 
Reziproke, so sind beide identisch und sind eindeutig bestimmt, und 

chende Gebrauch des Wortes Resolvente im Text entspricht dem in der Theorie 
der Integralgleichungen für den gleichen Begriff üblichen [lösender Kern; vgl. 
Nr. 4, 9, 10 sowie 16 14°)]. 

181) Hellinger-Toeplitz, Gött. Nachr. m), p. 355 und 164), p. 311. - übrigens 
kann man das gleiche Phänomen in der Algebra feststellen, wenn man statt 
quadratischer Matrizen von gleicher Zeilen- und Kolonnenanzahl Rechtecke von 
weniger Zeilen als Kolonnen verwendet, also Systeme mit weniger Gleichungen 
als Unbekannten. 

182) O. Toeplitz 184), § 4. - Vgl. auch Hellinger-Toeplitz 164), § 7. 
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(Iß) besitzt für jedes Wertsystem yp von konvergenter Quadratsumme 
eine eindeutig bestimmte Lösung von konvergenter Quadratsumme. 

[:J) Besitzt ~ eine und nur eine hintere beschränkte Reziproke, 
so ist diese auch vordere und ist eindeutig bestimmt.183) 

Speziell gilt für eine symmetrische Matrix (~' = ~): sie besitzt 
entweder keine vordere und keine hintere Reziproke oder nur eine 
einzige zugleich vordere und hintere; diese ist alsdann ebenfalls sym
metrisch. 

Bei einer unsymmetrischen Matrix soll von einer Reziproken ~-1 
schlechtweg nur dann gesprochen werden, wenn diese zugleich vordere 
und hintere und also einzige ist. 

3. O. Toeplits 184.) hat weiterhin folgendes Theorem aufgestellt: 
Eine beschränkte Matrix ~ besitzt dann und nur dann eine beschränkte 
hintere Resiproke, wenn die Werte der quadratischen Form ~~'(x, x) 
[die aus der symmetrischen Bilineal·form ~~' (x, y) durch Gleichsetzen 
der beiden Variablenreihen entsteht] für alle Wertsysteme von der 

00 

Quadratsumme ~ x~ = 1 oberhalb einer Zahl m > 0 liegen, d. lt. wenn 
p=l 

00 00 00 

(15) ~m'(x, x) = ~(~apax/:2 m~x:, m > O. 
a=1p=1 p=1 

Für die Existens einer vorderen Resiproken ist die gleiche Eigenschaft 
von ~'~ (x, x), für die einer eindeutigen Reziproken sind diese beiden 
Eigenschaften charakteristisch. 

Die Notwendigkeit der Bedingung (15) ergibt sich unmittelbar 
durch Anwendung der Schwarzsehen Summenungleichung"4) auf die 
aus ~)S = @; folgende Identität 

00 0000 00 

~x: =~C~apaxp) (~baqxq), 
p~1 a=1 p=1 q=1 

die, wenn N eine obere Schranke von )S bedeutet, 
00 00 

(~X:)2 < ~~'(x, x). 5S')S(x, x) < ~~'(x, x). N2~x: 
p=1 p=1 

liefert. Um andererseits zu zeigen, daß (15) hinreichend für die Exi
stenz einer hinteren Reziproken von ~ ist, genügt es zu beweisen, 

183) E. Hilb, Math. Ann. 82 (1920), p. 1-39 [vgl. Nr. 24d, 3,811)] hat diese 
Sätze angewandt, um in Fällen, wo sich die vordere Reziproke leicht aufstellen 
läßt (z. B. wenn in der pten Kolonne von 21 ap p =f= 0, ap + 1,p = ap + 2,p = ... = 0 
ist), von ihr aus auf die hintere Reziproke zu schließen. 

184) O. Toeplitz, Die Jacobische Transformation der quadratischen Formen 
von unendlichvielen Veränderlichen, Gött. Nachr. 1907, p. 101-109. - Ein ent
sprechendes Kriterium für die Existenz einer beschränkten Quotientenmatrix <t 
zweier beschränkten Matrizen ~, ~ (~<t =~) gibt J. Hyslop 518). 
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daß aus (15) die Existenz der Reziproken S-l von S = ~~' folgt; 
denn aus S-l gewinnt man in 58 = ~'s-l sofort eine hintere Rezi
proke von ~.184a) Es kommt also alles darauf an, die Existenz von 
@i-1 zu beweisen. 

O. Toeplitz beweist sie, indem er erstens die Formeln der Jacobischen 
Transformation einer quadratischen ]'orm endlichvieler Veränderlicher 
auf Grund ihrer rekursiven Natur von den einzelnen Abschnitten Sn 
simultan auf 15 überträgt, und zweitens die Konvergenz der so zu
nächst formal entstehenden Darstellung von 15-1 und deren Beschränkt
heit erweist.18S) 

E. Hilb 186) beweist die Existenz von 15- 1, indem er mit Hilfe der 
Entwicklung nach Iterierten eine wesentlich andere formale Konstruk
tion vornimmt, die ihrer Einfachheit wegen vielfach angewendet 
worden ist. Er konstruiert mit Hilfe einer passend bestimmten 186a) 

positiven Zahl 6 eine symmetrische Bilinearform 15 * = G: - (J 15, deren 
obere Schranke für Variablenwerte der Quadratsumme 1 unterhalb 
1 - 11m < 1 liegt. Dann konvergiert die Entwicklung von (Ii - 15*)-1 

oe 

nach iterierten Formen 145) G: + S* + S*S* + ... =~(G:-6s)a, 
oe a=O 

die wegen (7 d) durch die Reihe ~(1 - m6)a = ~ majorisiert wird, 
a=O am 

absolut und gleichmäßig; es ist daher .. 
(16) ~-1= m:'S-l = ~'6(G: - S*)-l = 6~ ~(G: - 6~~')a. 

a=O 

An diese Aussagen schließt sich folgende gelegentlich nützliche 
Bemerkung: Hat man ein System beschränkter Matrizen, innerhalb 
dessen die Operationen der Addition, Multiplikation und der Summa
tion gleichmäßig konvergenter Reihen nach Art von (16) ausführbar 
sind, und dem mit jeder Matrix zugleich die transponierte angehört, so 

184 a) Der gleiche Kunstgriff für Integralgleichungen 2. Art s. Nr. 10 b, 1. 
Hier wird klar, weshalb er auch dort den vollen Komplex der determinauten
freien Sätze allein nicht liefern kann; denn er kann, wie das Beispiel von 
Nr. 18 b, 1 (Ende) zeigt, eine hintere Reziproke auch in einem solchen Falle 
liefern, wo eine vordere nicht existiert. 

185) Die eine der von E. Schmidt 191) für die Auflösung nichtbeschränkter 
Gleichungssysteme angegebenen Methoden (Nr. 19 b, 3) ist, wie eine nähere Ana
lyse der Formeln ergibt, in ihrer Anwendung auf beschränkte Gleichungssysteme 
sachlich mit dieser Toeplitzschen Methode identisch. 

186) E. Hilb, tJber die Auflösung linearer Gleichungen mit unendlichvielen 
Unbekannten, Sitzungsb. Phys.-med. Soz. Erlangen 40 (1908), p. 84-89. 

186a) Er wählt a so, daß die obere Grenze von a6(a:, y) unterhalb 1 liegt. 
Dann ist für ~a:~=1 6*(a:,a:)=1-a6(a:,a:)~0 und <l-am und also 
aueh (vgl. NI. 43 Bo, 1) 16* (a:, y) I ~ 1- am. 

Enoyklop. d. math. Wi •• en.ch. n s. 94 
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gehört ihm auch die Reziproke jeder Matrix des Systems an, sofern 
sie überhaupt existiert.187) 

4. Neben den in 3. geschilderten allgemeinen Methoden kann 
man auf gewisse beschränkte Gleichungssysteme auch das Abspaltungs
verfahren (vgl. N r.l 0 a für Integralgleichungen und N r. 16 d, 1 für voll
stetige Gleichungssysteme) anwenden, um weitergehende Resultate zu 
erzielen. Ist nämlich ~(x, y) = &(x, y) + ~(x, y) die Summe einer 
beschränkten Bilinearform @ von endlichem Rang 188) und einer be
schränkten Bilinearform 58, die eine eindeutige beschränkte Reziproke 
besitzt, so gelten für die zu ~ gehörigen inhomogenen und homogenen 
Gleichungssysteme die sämtlichen determinantenfreien Auflösungssätze 
von Nr. 10 (Beweis genau wie bei der spezielleren Aussage von 
Nr. 16 d, 1, wobei nur 58 an Stelle der Summe der Einheitsform und 
der vollstetigen Form S), 58- 1 an Stelle der Summe von ~ und der 
Resolvente ~ von S) tritt). Hieraus kann man weiterhin ableiten, daß 
die genannten Auflösungssätze auch gelten, wenn ~ = 58 + ~ die 
Summe einer beschränkten Form ~ mit eindeutiger beschränkter Rezi
proker 58- 1 und einer vollstetigen Bilinearform ~ ist.1S9) Damit ist 
die in N r. 16 e aufgestellte These dargetan. 

5. Auch die Abschnittsmethode [po 1414 147)] kann für die Auf
lösung spezieller beschränkter Gleichungssysteme herangezogen wer
den 190); man kann sie übrigens in den Fällen, wo sie nicht konverl 

187) Auf das System der Matrizen ~ + Sf, wo Sf vollstetig , angewendet, be
deutet diese Bemerkung die Vollstetigkeit der Resolvente von Sf (vgl. Nr. 16 c, 
p. 1410). In die Sprache der Integralgleichungen übertragen bedeutet sie z. B. 
die Stetigkeit der Resolvente eiues stetigen Kernes (Nr. 4, 9, 10); darüber hinaus 
ergibt sie das in Nr. 14 angekündigte allgemeine Prinzip. 

188) Bedeutung wie in Nr. 16 d, 1; der Begriff mit offenbar mit dem der 
voll stetigen Bilinearform endlichen Ranges zusammen. 

189) E. Goldschmidt, Preisarbeit Würzburg 1912, 98 S., p. 24f. Der Beweis 
beruht auf der Zerlegung von se in die Summe eines endlichen Abschnittes Sf" 
und des Restes Sf*, für den eine beliebig kleine Schranke vorgeschrieben werden 
kann. Dann besitzt auf Grund des Toeplitzschen Satzes (Nt. 18 b, S) m + Sf* 
gleichzeitig mit m eine eindeutige beschränkte Reziproke, und man kann das 
Abspaltungsverfahren auf die Zerlegung \H = srn + (m + Sf*) anwenden. Ist übri
gens die R,eziproke m-1 von m bekannt, so kann man die Reziproke von m + Sf* 
= m(1! + m- 1 Sf*) auch statt nach den Methoden von Nr. 18 b, S unmittelbar 
durch die Entwicklung nach Iterierten (Neumannsche Reihe, s. Nr. 16d, S) an
geben, da die Schranke von m-1.ft* mit der von sr* beliebig klein gemacht 
werden kann. - Einen besonderen Fall dieses Satzes (Sf von endlichem Rang) 
hat W. L. Hart 146) behandelt. 

190) So z. B. für besondere aus einer physikalischen Aufgabe entstehende 
Systeme bei R. Sclzachenmeier, zur mathematischen Theorie der Beugung an 
Schirmen von beliebiger Form, Karlsruhe 1914, 91 S. 
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giert, durch den von D. Hilbert im vollstetigen Falle angewendeten 
Gedanken der Auswahl ergänzen.190a) 

6. Alle Betrachtungen dieser Nummer lassen sich auch auf Matrizen 
mit komplexen Elementen ausdehnen; an Stelle von ~~' tritt dabei 
die Hermitesche Form ~ ~' (vgl. N r. 41 a ).191) 

19. Die allgemeinsten Gleichungssysteme für Unbekannte von 
konvergenter Quadratsumme. E. Schmidt hat sich in einer eingehen
den Untersuchung 19S) mit dem Gleichungssystem (13) von Nr. 18 unter 
der gegenüber der Beschränktheit wesentlich allgemeineren V oraus-

00 

setzung beschäftigt, daß lediglich die Quadratsummen ~ a;q der Koeffi-
2=1 

zienten der einzelnen Gleichungen für sich konvergieren. Für die Un-
bekannten hält er die Forderung konvergenter Quadratsumme fest. 
Seine V oraussetzung garantiert dann die Konvergenz der linken Seiten 
für alle zugelassenen Wertsysteme, und man kann leicht zeigen, daß 
SIe hierfür notwendig ist.19S) 

1900.) Für den Fall, daß ~ von der in Nr. 16c betrachteten Art ist, also 
von der Form @: + Jt, wo Sf vollstetig, kann man mit Hilfe des in Nr. 18 b, 3 ge
geLenen Kriteriums zeigen, daß, wenn 21:-1 überhaupt existiert, die Reziproken 
!X;;1 der Abschnitte ~" von einem bestimmten n an existieren und ohne Auswahl 
gleichmäßig gegen ~-1 konvergieren. Aus der Existenz von ~-1 folgt nä.mlich 
vermöge jenes Kriteriums, daß unter der Bedingung @(x,x)= 1 

~~~~=@~~+Sf~~+W~~+JtW~~~m>O 

gilt. Unter der Bedingung @,,(x, x) = 1, x" + 1 = ... = 0 kann man aber aus der 
Vollstetigkeit von Jt schließen, daß 

~~~~=~~~+~~~+~~~+~~~~ 
von !X~. (x, x) gleichmli.ßig beliebig wenig abweicht und also > ~ ist. Also 

existiert nach dem gleichen Kriterium auch VI;;1 von einem bestimmten n ab 
und sein Maximum liegt unter einer von n unabhli.ngigen Schranke. Aus der 
Beschränktheit kann man dann mit Hilfe der Entwicklung nach Iterierten in der 
Art von Nr. 18 b, 4 leicht die Konvergenz gegen ~-1 ableiten. 

191) Vgl. etwa die Darstellung von F. Riesz, Literatur A 8, p. 89ft'. 
192) E. Schmidt, Über die Auflösung linearer Gleichungen mit unendlich

vielen Unbekannten, Palermo Rend. 25 (1908); p. 53-77. 
co 

193) Es gilt nämlich der Satz: Die Reihe ~aqX2 konvergiert' dann und 
q=l 

nur dann für alle Wertsysteme Xl' XI' . " von konvergenter Quadratsumme, 
co ~ 

wenn ~a~ konvergiert, d. h. wenn die Linearform ~aqxq beschränkt ist [Hel-
q=1 q=l 

linger-Toeplitz 178), p. 353 und 164), p. 318; der erste Beweis wurde von E. Steinitz 
gegeben. Eine Verallgemeinerung gibt E. Landau 110)]. V gl. den analogen Satz 
über Bilinearformen Nr. 19a, 4. 

94* 
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Die Grundlage seiner Untersuchungen bilden gewisse allgemeine 
Begriffe der Geometrie des unendlich dimensionalen Raumes 1940), die 
auch sonst von Bedeutung sind und hier zunächst im Zusammenhang 
dargestellt werden sollen. 

a) Analytisch-geometrische Grundlagen. 
1. Betrachtet wird die Gesamtheit der Wertsysteme abzählbar un

endlichvieler reeller Veränderlicher Xl' X2, .•• von konvergenter Quadrat
summe, deren jedes einen Punkt (xp ) oder X des Hilbertschen unendlich
dimensionalen Raumes R", darstellt. Die Schwarzsehe Summenunglei
chung [Nr. 15, (9a)] besagt für die Koordinaten je zweier solcher 
Punkte die absolute Konvergenz von 

(1) l~xpYpl < IV ~x;j:y;1 
und daher auch von 

00 00 co 

(2) ~(xp- Yp)9 =.2'x; +.2'y; - 2~xpYp· 
p=l p=l p=l p=l 

Die positive Quadratwurzel aus (2) wird als Entfernung der beiden 
Punkte x, y betrachtet; für drei Punkte gilt 

Danach können die üblichen Grundbegriffe der Punktmengenlehre auf 
den R oo übertragen werden: Umgebung (e) eines Punktes x ist die 
Gesamtheit der Punkte y, für die das Entfernungsquadrat (2) unterhalb 
ES liegt; eine Menge von Punkten hat x als Häufungspunkt, wenn in 
jeder Umgebung von x Punkte der Menge liegen, und sie bildet eine 
gegen x (stark) konvergente Folge x(n) (n = 1,2, ... ), wenn x der einzige 

194) Diese sind zuerst von D. Hilbert (4. Mitteil., Gött. Nacbr. 1906 = Grund
züge, Kap. Xl) aufgestellt worden, soweit er sie für seine Untersuchungen brauchte 
(vgl. Nr. 16,40, 43). E. Schmidt bat sie für seine Zwecke weiter ausgebildet, 
in der Darstellung aber die geometrische Form vermieden; er spricbt von "Funk
tionen eines ganzzahligen Index" statt von Punkten und Vektoren des unend
licbdimensionalen Raumes. In geometrischer Sprache hat P. Nabholz [Dissert. 
Zürich 1910, 118 S. und Vierteljahrsscbr. Zür. Naturf. Ges. 56 (1911), p. 149-155] 
die Schmidtschen Untersuchungen dargestellt. Andererseits hat M. Frechet, Nouv. 
Ann. (4) 8 (1908), P 97-116, 2~9-317, im Anschluß an die Anwendungen, die 
E. Fischer und F. Riese von den Hilbertschen Begriffen gemacht hatten [siehe 
Nr. 15 d 119) ISO)] einen selbständigen Aufbau der Geometrie des Hilbertschen un
endlichdimensionalen Raumes gegeben [vgL dazu auch Nr 24b, insbes. SOl)]. Eine 
Ausdehnung auf einen elliptischen unendlichdimensionalen Raum bei K. Ogura, 
Tohoku Math. J. 18 (1920), p. 1-22. 
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Häufungspunkt ist, d. h. wenn 195) 

00 

(3) lim ~(x~) - Xp )2 = O. 
n=oop=1 

Die notwendige und hinreichende Bedingung für die starke Konvergenz 
eint"r Folge ist nun, wie E. Schmidt 196) bewiesen hat, die Existenz eines 
N(B) zu jedem B> 0, daß 

00 

(30.) ~(X~) - X):n»)2 < B 
p=1 

für n, m > N(E). 

2. Jedes System nicht durchweg verschwindender Größen ap von 
konvergenter Quadratsumme kann in unmittelbarer Übertragung des 
Sprachgebrauches der n-dimensionalen Geometrie 197) als Repräsentant 
eines Vektors A im R", [vom .Anfangspunkt nach dem Punkt (ap) oder 
von einem beliebigen Punkt (xp) nach (xp + ap)] angesehen werden; 

ap heißen seine (Achsen-)Komponenten, l~a~ltseine Länge. Ein Vek

tor 0 von der Länge 1 heißt normiert und bestimmt eine Richtung im 

R",; die Richtung des Vektors A ist durch den Vektor ap : !2'a; I} ge-
00 p=1 

geben. ~apop heißt Komponente von A in der Richtung O. 
p=1 

Zwei Vektoren A, B heißen zueinander orthogonal, wenn 
00 

(4) 

Der Vektor mit den Komponenten ap - op ~aqoq ist orthogonal zu 
00 q=l 

o (Lot von A auf 0), op~a2oq bestimmt also die orthogonale Pro-
q=1 

jektion von A in die Richtung O. 

195) Dieser Begriff ist implizite bereits in Nr. 180., 1 als Hilfsmittel ver
wendet worden, um die Beschränktheit einer Bilinearform zu definieren. Ein 
anderer Konvergenzhegriff, die sog. 8' hwache Konvergenz, ist implizite in Nr. 160. 
verwendt't worden. um die Voll~tetigkeit einer Bilinearform zu erklären: eine 
Folge x(nl heißt schwach konvergent, wenn lim (x~n) - xp) = 0 für jedes einzelne 

n=oo 

p = 1, 2, . . .. Jede stark konvergente Folge ist offenbar schwach konvergent, 
aber nicht jede schwach konvergente auch stark [vgl. das Beispiel Nr.18a 168)]; 

diese Tatsache be'agt übrigens für die Theorie der Bilinearformen, daß jede voll
stetige Bilinearform be~chränkt ist, aber nicht umgekehrt [vgl. Nr. 16, (10); 
Nr. 18 a. 1. 169»). 

1IJ6) E Schmidt 192), § S. 

197) Vgl die in 194) zitierte Literatur, zur Nomenklatur insbes. Nabholz. 
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vor: 

(5) 

Liegen n normierte und zueinander orthogonale Vektoren 0(1), •.• , O(n) 

00 0 
'" OCa) O(ß) = { ~ p p 1 p=l 

(a+/3) 
(a=/3) (lX, ß = 1, ... , n), 

so gilt für die Komponenten all), •.. , a(n) eines Vektors A nach deren 
Richtungen die "Besselsche Identität'(198) 

00 n 00 n 

(6) ~(ap-~or;)aca»)2 =~a; - ~(aca»)2, wo a(a) =~apoc;) 
p=l a=1 p=l a=l p=l 

(Pythagoräischer Satz für das aus den Projektionen von A auf die 
O(a) gebildete Parallelepiped), und daher die Besselsche Ungleichung 198): 

n 11. 00 00 

(6a) ~(a(a»2 =~(~apo~a»)2 <~aJ,. 
a=l a=lp=l p=l 

Die ebenso für unendlichviele orthogonale und normierte Vektoren 
gebildete unendliche Reihe konvergiert und genügt derselben Unglei
chung 198): 

00 00 00 00 

(6b) ~(aca»2 =~C~apo~a»)2 <~a'f,. 
a=l a=l p=l p=l 

3. Man nennt n Vektoren A(1), ••. , ACn) linear abhängig, wenn 
für n nicht sämtlich verschwindende Größen ca die Gleichungen 

n 

(7 a) Yc aCa) = 0 
~ a P (p = 1,2, ... ) 
a=l 

bestehen; notwendige und hinreichende Bedingung dafür ist das Ver
schwinden der Determinante nter Ordnung 199): 

00 

(7b) i ~ac;)a1f) 1= O. 
p=l 

n orthogonale Vektoren sind stets linear unabhängig. Ist eine Folge 
von endlich oder unendlichvielen Vektoren A(1l, A(2), •.• so beschaffen, 
daß A(1), ..• , A(a) für jedes lX linear unabhängig sind, so bilden die der 

198) Diese Formeln entsprechen formal und sachlich gen au den gleich
benannten Formeln über orthogonale Systeme stetiger Funktionen (s. Nr. 16 a, 
30,386) und Encykl. II C 11, Nr. 1, 2, E. Hilb) j für unendlichviele Veränderliche 
treten sie dann in etwas anderer Darstellungsform bei D. Hilbert (4. Mitteil. 
1906 = Grundzüge, p.141-143) auf und sind von E. SchmidtI9~, § 1,5 als 
wesentliches Hilfsmittel seiner Untersuchung entwickelt und benutzt worden. 
V gl. dazu auch Nr. 40 b. 

199) E. Schmidt 19J), § 6 nach Analogie des Kriteriums für lineare Unab
hängigkeit von n Funktionen von J. P. Gram, J. f. Math. 94 (1883), p. 41-73. 
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Reihe nach konstruierten Vektoren mit den Komponenten 

(8) 
(p=1.2, ... ) 

(<<= 1.2 •... ) 

ein System orthogonaler und normierter Vektoren [E. Schmidtscher 
Vrthogonalisierungsprozeß198)], das überdies dem System der A(a) linear 
äquivalent ist, d. h. jeder Vektor des einen Systems ist von endlich 
vielen Vektoren des anderen linear abhängig. Läßt man die Voraus
setzung der linearen Unabhängigkeit für die Folge der A(a) fallen und 
tritt in der a teD der sukzessive gebildeten Formeln (8) zum erstenmal 
ein identisch in p verschwindender Zähler auf, so gibt dieser die lineare 
A.bhängigkeit des A(") von den linear unabhängigen A(l), ••• , A(a-l); 

setzt man die Folge der Formeln (8) unter Fortlassung dieser aten und 
ebenso aller folgenden mit identisch in p verschwindendem Zähler 
fort, so liefern die verbleibenden Formeln wiederum ein den A(a) 

linear äquivalentes System orthogonaler normierter Vektoren, und man 
erhält gleichzeitig alle zwischen endlichvielen A(a) bestehenden linearen 
A.bhängigkeiten. 

Die Grenzbegriffe von 1. übertragen sich sofort auf Vektoren und 
liefern die Begriffe des Häufungsvektors sowie der starken Konvergenz 
einer Folge oder Reihe von Vektoren gegen einen Grenzvektor. 

Lineares Vektorgebilde (A(a)} mit der Basis A(l), ...1.(11), •• ,lIOO) heißt 
die Gesamtheit der Vektoren, die aus endlichvielen A(a) linear zu
sammengesetzt sind, und ihrer Häufungsvektoren. Ersetzt man die A(a) 

durch ein linear äquivalentes System orthogonaler normierter Vek
toren O(a), so besteht (A(a)} aus allen Vektoren mit den Komponenten 

co 

~caor;), wo Ca beliebige Größen von konvergenter Quadratsumme sind. 
a=l 

Ist B ein beliebiger Vektor, so ist der Vektor L mit den Komponenten 

(9) 

orthogonal zu allen Vektoren von A(a) (Lot oder Perpendikelvektor von 
B auf (A(a)} )200); B gehört dann und nur dann dem Gebilde {A(a)} an, 

200) E. Schmidt 19'1), § 4. 8. 9; P. Nabhols 194). 
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wenn lp = 0 oder 
00 00 00 

(9a) :E(~bpO<;»)2 =~b'f,. 
a=lp=l p=l 

E. Schmidt 192) hat alle diese Betrachtungen sogleich für Systeme 
00 

komplexer Größen ap ausgesprochen, wobei nur ~I ap 12 an Stelle von 
p=1 00 

~a; zu treten hat und die Orthogonalitätsbedingung ~a/jp = 0 
p=1 p=l 

lautet 201), wo bp konjugiert imaginär zu bp ist. 
4. Zu jeder beschränkten Matrix ~ (Nr. 18 a) gehört eine affine

Transformation der Punkte (und ebenso der Vektoren) des R",,: 
00 

(10) x; = ~ apqxq (p = 1,2, ... ) 
q=1 

von folgenden Eigenschaften 202): a ) Jedem Punkte x des R"" entspricht 
eindeut'ig ein Punkt x' desselben. ß) Der Punkt mit den Koordinaten 
cx; + dy; entspricht dem Punkte cXp + dyp' wenn (x;) dem (xp) 
und (y;) dem (Yp) entspricht (Linearität). r) Einer stark konvergenten 
Folge von Punkten (xp ) entspricht eine stark konvergente von Punkten 
(x;) (Stetigkeit). - Die Aufeinanderfolge zweier zu den Matrizen ~, ~ 
gehöriger affiner Transformationen gehört zu dem Matrizenprodukt 
~ ~ j die affinen Transformationen bilden eine Gruppe. 

Es gilt folgende Umkehrung obiger Aussagen 202): Besitzt eine 
Transformation der Punkte des R"" die Eigenschaften a), ß), r), so. 
ist sie mit Hilfe einer beschränkten Matrix ~ in der Form (10) dar
stellbar. Das ist eine leichte Folge des Konvergenzsatzes von E. Hel
linger und O. Toeplitz 203), daß eine Bilinearform ~(x, y) beschränkt ist" 

00 

wenn die Doppelreihe ~apqxpyq etwa bei zeilenweiser Summation für 
p,q=l 

jedes Punktepaar x, y des R"" konvergiert. 
Man kann den hierin liegenden Sachverhalt auch nur für Systeme 

unendlicher Matrizen aussprechen, ohne den Begriff der Transforma
tionen heranzuziehen 204): Es ist nicht möglich, das System der be
schränkten Matrizen derart zu erweitern, daß in dem erweiterten System 

201) Man nennt diese modifizierte Bedingung nach L. Autonne [Palermo
Rend, 16 (1902), p. 104] und J, Schur 486), p. 489 auch unitäre Orthogonalität. 

202) V gl. F. Riesz, Literatur A 8, Chap. IV, wo die Stetigkeits definitionen 
etwas abweichend formuliert sind. - Ober orthogonale Transformationen vgl. 
Nr.40b, 

203) Hellinger-Toeplitz 178) und 164), § 10 - an der ersten Stelle nur für 
Formen mit positiven Koeffizienten. Den analogen Satz über Linearformen s. 198). 

204) Hellinger- Toeplitz 164), § 11. 
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die Operationen der Matrizenaddition und -multiplikation stets ausführ
bar bleiben (Vollständigkeitseigenschaft). Andererseits gibt es Systeme 
von Matrizen, in denen diese Rechenoperationen ausfiihrbar sind und 
die in sich dieselbe Vollständigkeitseigen!olrhaft besitzen, ohne mit dem 
System der beschränkten Matrizen identisch zu sein; sie entsprechen 
den affinen Transformationen in unendlichdimem;ionalen Räumen, die 
durch andere Konvergenzbedingungen als die Konvergenz der Quadrat
summe definiert sind (vgl N r. 20 b) 205). 

Kollineare Transformationen im R"" hat J. Hjelmslev 206) untersucht. 
b) Die Schmidtschen Auflösungsformeln. Mit Hilfe der in 

a) dargelegten Begriffsbildungen stellt E. Schmidt 192 , notwendige und 
hinreichende Bedingungen für die Lösbarkeit der Gleichungen 

00 

(U) (,,=1,2, ... ) 

'" 
durch Größen von konvergenter Quadratsumme 2'x; auf, unter der 

p=l 

Voraussetzung, daß für jede Zeile die Koeffizientenquadratsumme 
00 

~ a~p konvergiert, während die Ca beliebig gegeben sind; er gibt 
p=l 

ferner Formeln für sämtliche derartigen Lösungen: 
1. Zur Lösung der homogenen Gleichungen 207) 

'" 
(" = 1,2, ... ) 

wird das lineare Vektorgebilde {A (a) } betrachtet, dessen Basis die 
Vektoren A(a) mit den Komponenten aal1 aa2" .. sind und zu jedem 
Einheitsvektor E(q) (mit den Komponenten e~) = 0 für p =+= q, e~q) = 1) 
der Perpendikelvektor L'q) auf {A(a») konstruiert (s. Nr. 19 a, 3). Dann 
stellen die Komponenten der sämtlichen dem linearen Vektorgebilde 
mit der Basis L(1), L'2l, . " angehörigen Vektoren die sämtlichen Lö
sungen von (UA) dar; (UA) hat dann und nur dann keine nichttriviale 
Lösung, wenn alle L'q) durchweg verschwindende Komponenten be
sitzen. - Besteht speziell zwischen keiner endlichen Anzahl der A(a) 

eine lineare Abhängigkeit, und setzt man 
00 

(l1a) safi =~aapaflP = s{'Ja ('" ß = 1,2, ... ), 
p=l 

so lassen sich die Komponenten von Dq) durch den folgenden stark 

205) V gl. Hellinge1'-Toeplitz 178) und 164), § 12 sowie F. Riesz !02). 
206) J. Hjelrnslev, Festskr. til H. G. Zeuthen, Kopenhagen 1909, p. 66-77. 
207) E. Schmidt 191), § 10-11. 
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konvergenten Grenzwert darstellen: 

(11 b) l(q) = lim J 
p a=oo 1 sa1 ••. saaaap 

a 1q • .• aaqe~) 
und es ist ferner 

Sl1 ... S1a a 1q 
00 I S11 •.• S1 a 

(11 c) ~(1~»)2 = lim ........: ..... . 
p=1 a=oo Sa1' .. Saaaaq 

1 Sa1 ••• saa 
a1q • .• aaq 

(p, q = 1,2, ... ), 

) (q ~ 1,2, ... ). 

Das Verschwinden der Ausdrücke (l1c) ist die Bedingung dafür, daß 
(Uh) keine nichttrivialen Lösungen hat.208) 

2. Eine erste Methode 209) Schmidts zur Lösung von (U) besteht 
darin, daß die künstlich homogen gemachten Gleichungen (U) 

~aapXp - caXO = 0 (a = 1,2, ... ) 
p=l 

nach 1. daraufhin untersucht werden, ob sie eine Lösung mit Xo =i= 0 
haben. Besteht speziell wiederum keine lineare Abhängigkeit zwischen 
endlichvielen A(a), so ergibt sich: (U) hat dann und nur danu eine 
Lösung von konvergenter Quadratsumme, wenn 

(12a) 

Sa1+CaC1",Saa+C~ aap 

- Cl ••• - Ca 0 
(p = 1,2, ... ), 

00 

1-1-0' J' , 

S~l.~~{"": ~l~~~l~a!) 
so'+'oc, ... Soo +,; i 

und ihre Quadratsumme ~ x; ist kleiner als die Quadratsumme jedes 
p=l 

anderen Lösungssystems von (U). 

208) Sind die A(a) speziell orthogonale und normierte Vektoren, so lauten 

diese Bedingungen .i a~q = 1 und sind mit den schon von D. Hilbert 198) auf-
a=1 

gestellten Bedingungen für die Vollständigkeit eines Systems orthogonaler Linear-
formen identisch; vgl. auch Nr. 40b, 609). 

209) E. Schmidt m), § 12. 
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3. Eine weitere Lösungsmethode 210 ) ersetzt, wiederum unter der 
Voraussetzung linearer Unabhängigkeit je endlichvieler A (a), diese 
nach (8) durch ein System orthogonaler und normierter Vektoren mit 
den Komponenten ß 

oll) =~rßaaap· 
a=1 

(U) ist dann und nur dann lösbar, wenn die Quadratsumme 
00 ß 

(13a) ~(~rßaca)2 
/1=1a=1 

konvergiert; das Lösungssystem von kleinster Quadratsumme, deren 
Wert übrigens (13a) ist, ist gegeben durch die stark konvergente Reihe: 

00 ß 
(13b) xp =~o~)(~rßaca) (p = 1,2, ... ). 

/1=1 a=1 

4. Bezeichnet Da) das Perpendikel von A(a) auf das lineare Ge
bilde, dessen Basis A(1), A(2), ••• unter Fortlassung von A(a) bilden, 
so sind hinreichende Bedingungen 211 ) für die Lösbarkeit von (U), daß 

00 001 00 I 
~ (1<;»)29= 0 für jedes a und daß ferner a~ ca : ~ (1<;»)2 [ konver-

giert; die Lösung kleinster Quadratsumme ist alsdann gegeben durch 
die stark konvergenten Reihen: 

(14) Cp = 1,2, ... ). 

Für jedes verschwindende ~ (1~a»2 ergibt sich ferner als notwendig für 
p=1 

die Lösbarkeit von (U) eine lineare homogene Relation zwischen den 
Cu c2 , ••• 211). 

5. Endlich hat E. Schmidt das Lösbarkeitskriterium von O. Toeplitz 
(Nr. 18 b, 3.) in folgender Weise auf nichtbeschränkte Systeme (U) 
ausgedehnt 212): Es sei !Ln > 0 das Minimum der definiten quadratischen 

210) E. Schmidt 19!), § 14. Über die Beziehung zu der O. Toeplitzschen 
Methode der Jacobischen Transformation (Nr. 18 b, 3) vgl. 186). 

211) E. Schmidt 19i), § 13. 
212) Schon die Hilbm·tschen Untersuchungen über quadratische Formen 

[Gött. Nachr. 1906 = Grundllüge, Kap. Xl, p. 113-125, insbes. Satz 31; vgl. 
hierzu M. Plancherel, Math. Ann. 67 (1909), p. 511-514] und die Methode von 
O. I'oeplitz 184) gestatten unter UmRtänden für symmetrische nichtbeschränkte 
Koeffizientensysteme die Konstruktion einer beschränkten Reziproken, ohne daß 
aber bei ihnen Resultate im obigen Umfang angegeben sind. - Die Sätze des 
Textes sind bei E. Schmidt 192), § 15 zum Teil nur ohne Beweis ausgesprochen, 
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Form von Y1" .. , Y .. 
~ .. .. .. 

(15) 6 .. (y) =~C~aapYa)S ~Sa(JYaYfi' 
p=1a=1 ~P=1 

während ~y! = 1; 
a=1 

dann ist das Nichtverschwinden des Limes der nicht zunehmenden 
Folge der "",. 

m = lim"",. > 0 

notwendig und hinreichend dafür, daß (U) für alle rechten Seiten 
co 

von konvergenter Quadratsumme ~ c! eine Lösung von konvergenter 
a=1 

Quadratsumme besitzt, sowie dafür, daß eine beschränkte Resiproke im 
Sinne von Nr. 18 b existiert, d. h. daß den Gleichungen 

00 0 (0: + p> 
~ aa"bpfi = { 1 (0: = p) (IX, ß = 1,2, ... ) 
p=1 

durch die Koeffizienten einer beschränkten Bilinearform genügt werden 
kann. Bedingungen für die Existe~z einer nichtbeschränkten Rezi
proken ergeben sich aus Nr. 19b, 4.113) 

6. Einen anderen Weg zur Behandlung des Schmidtschen Problemes 
hat E. Hilb 214.) eingeschlagen. Er fügt den wie in 2. homogen ge
machten Gleichungen (U) solche Faktoren hinzu, daß das Koeffizienten
system vollstetig wird, bildet die Quadratsumme der linken Seiten und 
wendet die Hilbertsche orthogonale Transformation der vollstetigen 
Form auf eine Quadratsumme (Nr. 4:0d) an, um so schließlich zu Auf
lösungsformeln zu gelangen. 

20. Andere Xonvergenzbedingungen für die Unbekannten. Die 
Gesamtheit derjenigen Arbeiten über unendlichviele lineare Gleichungen 
mit unendlichvielen Unbekannten, die nicht die Bedingung konver
genter Quadratsumme für die Unbekannten an die Spitze setzen, stellt 
nach Anlaß, Art und Grad der erstrebten Allgemeinheit ein buntes 
Gemisch dar. Sieht man von einer Reihe verstreuter Untersuchungen ab, 

die Beweise sind nach seinen Methoden ausgeführt bei G. Kowalewski, Literatur 
B 3, p. 444 ff. und M. Egli, Dissert. Zürich 1910, 60 S., der auch den Fall nicht
beschränkter Reziproken näher untersucht. 

213) Teilweise modifizierte Darstellungen dieser Schmidtschen Unter
suchungen finden sich bei G. Kowalewski, Literatur B 3, § 164-179; P. Nabholz, 
Dissert. 194); M. Bocher und L. Brand, Ann. of math. (2) 13 (1912), p. 167-186; 
vgI. auch die Untersuchungen von F. Riesz, Nr. 20c. - fiber einen Versuch von 
A. J. Pell, Ann. ofmath. (2) 16 (1914), p.32-37, die Voraussetzungen der 
Schmidtschen Resultate auszudehnen vgI. die Bemerkung von G. Szegö in Fortschr. 
d. Math. 46 (1922), p. 619. 

214) E. Hilb, Math. Ann. 70 (1910), p. 79-86. 
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die überhaupt keine bestimmte Konvergenzbedingung formulieren 215) 

- in methodischer Beziehung operieren alle diese Untersuchungen 
mit dem in der Vorbemerkung zu C. geschilderten Verfahren der ab
schnittsweisen Auflösung - so sind es im ganzen fünf Typen von 
Konvergenzbedingungen , die mehr oder weniger systematisch in Be
tracht gezogen worden sind. 

a) Beschränkte Veränderliche Ix,,! < M legt H. v. Koch mit 
Ausnahme von einigen seiner späteren Arbeiten stets zugrunde, wenn 
er seine unendlichen Determinanten zur Auflösung linearer Gleichungs
systeme benutzt; darüber ist bereits in NI'. 17 eingehend. berichtet 
worden. Daß automatisch die Summe der Beträge des Lösungssystems 
I Xl + I xsi + . .. konvergiert, wenn die der rechten Seiten in (U) 
(s. p. 1414), I Yl I + I Ysl + .. " es tut, und daß dies insbesondere au ch 
von den transponierten Gleichungen (U') und (U,.') gilt, hat H. v. Koch 
zunächst nicht hervorgehoben.148) 

Es ist der große prinzipielle Fortschritt, den A. O. Dixon in seiner 
mehrfach erwähnten Arbeit 43) [vgl. NI'. 8, 1060), 16 d, 1, Vorbem. zu C., 
18 178)] demgegenüber vollzogen hat, daß er die Systeme (U), (U') ein
ander gegenüberstellt und den ganzen Komplex der determinantenfreien 
Sätze (vgl. NI'. 10, in sinngemäßer "Übertragung auf unendlichviele Ver
änderliche wie in NI'. 16c) aufstellt, indem er ausdrücklich die Un
bekannten beim System (U) an die Bedingung der Beschränktheit, bei 
(U') an die der absolut konvergenten Summe bindet. Die Voraus
setzung dagegen, die er über die Koeffizientenmatrix (Kpq) macht, ist 
zwar erheblich weiter als die v. Kochsche der Normalität, aber iden
tiOich mit einer gelegentlich (1900) von v. Koch 158) angegebenen; sie 
lautet: sei 6 q die obere Schranke der Beträge der Elemente der qten 

Kolonne, also I apq I < 6 q (p = 1, 2, ... ), so soll die Kolonnenschranken
summe tJ = tJ1 + tJ2 + ... konvergieren. 

Liegt also' inhaltlich der Fortschritt Dixons nicht in der Natur 
seiner Voraussetzung über die K pq , sondern in den Anforderungen 
an die Unbekannten und der Art der aufgestellten Sätze, so liegt er 
methodisch in der Loslösung vom Determinantenapparat, in der erst
maligen Aufstellung eines Kalküls mit unendlichen Matrizen, der die 
Methode der Entwicklung nach !terierten in diesem Bereich anzu
wenden gestattet. Dixons Verfahren ist dieses: er bestimmt n so 
groß, daß 0,,+1 + 0,,+2 + ... < 1 ausfallt, schreibt das System (U), 

215) Vgl. 147), sowie E. Borel, Ann. Ee. Norm. (3) 12 (1895), p. 9-05 und 
K. Ogura, Töhoku J. 16 (1919), p. 99-102. Neuerdings hat R. D. Carmichael, 
Amer. J. 36 (1914), p. 13-20 sich damit befaßt, das Verfahren von Kötteritzsch 147) 

zu legalisieren. 
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indem er seine n ersten Gleichungen zunächst wegläßt, in der Fo.rm 

00 " 

xp +~Kpqxq = Yp -~Kpqxq 
q=n+1 q=l 

(p=n+ 1, ... ), 

in der es, wenn man xv' .. , xn zunächst irgendwelche Werte erteilt, 
ein System für die Unbekannten Xn +1, •• , darstellt, desseu Ko.lo.nnen
scbrankensumme unter 1 gelegen ist; für ein so.lches System zeigt er, 
daß die Entwicklung nacb !terierten stets ko.nvergiert und eine be
schränkte Lösung liefert, und zwar die einzige. Damit sind xn +lI ..• 

durch die no.ch freien Größen Xl' ... , X" ausgedrückt, ersichtlich als 
Linearfo.rmen derselben; geht man mit den so. gefundenen linearen 
Ausdrücken in die bisher weggelassenen ersten n Gleichungen ein, so. 
erhält man n lineare Gleichungen für xu ' .. , x,,; und indem Dixo.n 
die Gültigkeit der determinanten freien Sätze für diese als bekannt 
vo.raussetzt, leitet er sie daraus für sein System ab.216) 

216) Die Übereinstimmung dieses Verfahrens mit dem von E. Schmidt4~ bei 
Integralgleichungen verwendeten (Nr. 10a) tritt am deutlichsten hervor, wenn man 
die in Nr. 16 d, 1 angegebene Übertragung des Schmidtschen Verfahrens auf 
vollstetige Systeme für unendlichviele Veränderliche mit konvergenter Quadrat
summe mit dem hier über Dixon Berichteten vergleicht; diese Übereinstimmung 
wird in d) dieser Nummer am sinnfälligsten werden, wo sowohl Dixons Theorie 
als auch die von Nr. 16 d, 1 als Spezialfälle einer und derselben allgemeinen 
Theorie erscheinen. 

In der Richtung der DiKonschen Methode liegt eine Bemerkung von 
J. L. Walsh, Amer. J. 42 (1920), p. 91-96, der die Entwicklung nach Iterierten 
verwendet, um die Auflösungstheorie für Gleichungssysteme mit normaler Deter
minante ohne den Apparat der unendlichen Determinanten abzuleiten. 

Ferner ist im Anschluß an die Bedingung a) zu erwähnen, daß man auf 
der Grundlage derselben eine Konvergenzbedingung für die Koeffizienten des 
Systems ~ apqxq = YP aufstellen kann, die die gleiche Rolle spielt, wie die Be
schränktheit auf der Grundlage der Bedingung konvergenter Quadratsumme : sei 
jede Zeilensumme der apq absolut kunvergent, und seien die Zeilenbetragsummen 
~lapql=op(A) ihrerseits beschränkt, 5(A) ihre obere Schranke, so hat man 

q 
damit eine Klasse von Matrizen, in der der Matrizenkalkül durchgeführt werden 
kann und die ebensowenig erweiterungsfähig ist wie die Klasse der beschränkten 
Matrizen. Dabei übernimmt o(A) die Rolle, die die obere Grenze von A(x, y) 

in der Hilbertschen Theorie (Nr. 18 a) spielt; die Durchführung ist hier wesent
lich elementarer. - In der Richtung dieser Bedingung liegt übrigens eine Be
merkung von A. Pellet, S. M. F. Bull. 42 (1914), p. 48-53, die das System (U) 
unter der Bedingung ~I Kpql < 1 behandelt, sowie ein Satz von H. v. Koch, 

q 

Jahresb. Deutsch. Math.-Ver. 22 (1913) 159), der die Konvergenz der Entwicklung 
nach Iterierten und das Abspaltungsverfahren feststellt für ein normales Glei
chungs8ystem (U), bei dem ~IKpql<!?IKppl, !?<1, IYp\<MIKppl, ixpl 

p+q 
Jeschränkt ist. Wesentlich mehr besagt der Satz von A. Wintner, Math. Ztschr. 
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b) Die Bedingung Ix,,1 < MIl" tritt überall dort auf, wo eine 
co 

Potenzreihe ~x"zn vom Konvergenzradius Il irgendwelche funktionen-
,,=0 

theoretischen Forderungen erfüllen soll, die rechnerisch auf unendlich-
viele lineare Gleichungen für die Koeffizienten x" hinauslaufen. Uber 
diese Bedingung liegen nur Einzelresultate vor, die aus den funk
tionentheoretischen Mitteln der jeweiligen Aufgabe gewonnen wer
den.S17) Sie ist in Wahrheit nur eine Variante der Bedingung a), aus 
der sie sich durch die Transformation ~,,= Il" x" ergibt. 

In derselben Weise kann man, unter l .. irgend welche Zahlen ver
standen, durch die Transformation ~ .. = l"x" und die entsprechende 
Transformation der '!I" aus jeder einzelnen Auflösungstheorie Varianten 
ablei ten. 218) 

c) Konvergenz von Ix11p + lXII" + .... O. Rölder hat folgende 
Verallgemeinerung der Lagrange-Cauchyschen Ungleichung Nr. lö, (9) 
aufgesteLlt 219):" "1' 1'-1" 1 

I~uava I «~lualp-l)p(~lvalp)p (p> 1). 
a=l a=l a=l 

Gestützt auf eine vorbereitende Bemerkung von E. Landau 220) hat 

24 (1925), p. 259-265, p. 266, der, gestützt auf ein Verfahren von E. Lindelöf. 
Darb. BulT. (2) 23 (1899), p. 68-75 für n Unbekannte, unter der Voraussetzung 
I yp I + ~ I K pq I ~ 1 die Existenz einer Löpung I xl' I ~ 1 beweist. 

217) Die Konstruktion einer Potenzreihe vom Konvergenzradius (I, die eine 
periodische Funktion mit der Periode p (Ip I< (I) darstellt, behandelt P. Stäckel, 
Weber-Festschrift, Teubner 1912, p. 396-409 und Acta math. 37 (1914), p. 59-73, 
woran O. Perron, ebenda, p. 301~304 anknüpft, und unabhangig davon H. v. Koch, 
Proc. 5. int. congr. Cambr. I (1912), p. 352-365; andere derartige funktionen
theoretische Aufgaben H. v. Koch, Ark. for Math., Astr. och Fys. 15 (1921), Nr. 26, 
16 S.; O. Perron, Math. Ztschr. 8 (1920), p. 159-170 und Math. Ann. 84 (1921), 
p. 1-15 und 815) sowie E. Hilb 183) und 814) (1920/21). 

218) V gl. dazu E. Hellinger und O. Toeplitz 105). V gL auch H. v. Kochs 
"normaloide" Determinanten, Nr. 17 151). 

219) O. Hölder, Über einen Mittelwertsatz, Gött. Nachr. 1889, p. 38-47, 
insbes. Nr. 7 [im Anschluß an J. Rogers, Mess. of Math. 17 (1888), Nr. 10] und 
ebenso J. L. W. V. Jensen, Acta math. 30 (1906), p. 175-193, insbes. p. 181, fol
gert es aus der Tatsache, daß der Schwerpunkt von n Punkten einer konvexen 
Kurve auf ihrer Innenseite gelegen ist, indem er die durch y = xl' gegebene 
Kurve betrachtet. 

220) E. Landau, Gött. Nachr. 1907, p. 25-27; er beweist in Verallgemeine
rung des von E. Hellinger und O. Toeplitz 198) für den Fall p = 2 bewiesenen 
Satzes: ist ~a"x" für alle Wertsysteme positiver x"' die der Bedingung 

I' 

~X~=l genügen, konvergent (a,,~O, p>l), so kon/ergiert~a,,"-l und ist 

die obere Schranke der Linearform. " 
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dann F. Riess221 ) die in N r. 19 referierte Theorie von E. Schmidt auf 
die bier in Rt-'de stehende Konvergenzbedingung übertragen, indem er 
statt der konve'genten Quadratsumme die Konvergenz von 

~ p 

~Ixalp und ~laaIP-l 
a=1 .. =1 

zugrunde legte, die eine für die Unbekannten, die andere für die 
Koeffizienten jeder einzelnen der gegebenen Gleichungen; sein Resultat 
lautet: für irgendwie gegebene Größen cl) C2 , ••• , die an keinerlei Kon
vergenzbedingung gebunden sind, sind die Gleichungen ~ a.xflxf1 = Ca 
dann und nur dann durch Größen x(J lösbar, die der angegebenen Kon
vergenzbedingung genügen, wenn es eine Zahl m> 0 gibt, so daß für 
jedes ganzzahlige n und beliebige Werte ul) ... , u" stets 

n p 00 n p 

I~uaca Ip-l < m ~I~uaaafllp-l 
a=1 {1=1 a=1 

gilt. 
d) In Verallgt'meinerung der Bedingung c) betrachtet E. Helly222) 

im Raume von n Dimensionen einen beliebigen konvexen Aich
körper ~'" der den Nullpunkt zum Mittelpunkt hat, und definiert 
eine Funktion D(xl1 ... , X,,), indem er ihr für einen Punkt xl> ... , xn 

der Begrenzung von ;t)n den Wert 1 erteilt, für den l-mal so weit von 
o ahstehenden Punkt lXt, ... , ilx" (A. > 0) aber den Wert A., so daß 
diese Funktion D die drei Eigenschaften hat: 

(1) D(A.xp ••• , A.X1I) = IllD(xl1 ... , xn ), 

(.) D(x1 + Yl> ... , x" + Yn) < D(xl1 •• -, x,,) + D(yl' -. -, y,,), 
(3) aus D(xl1 ___ , x,,) = 0 folgt Xl = 0, _ . _, x" = 0, 

die uwgekehrt für sie charakteristisch sihd. Ist dann D.(ul1 ... , un) 

das Maximum de;; Ausdrucks lulx1 + -_. U1I X" I unter der Nebenbedin
gung D(xl1 •.. , x,,) = 1 ("Stützebenenfunktion"), so gilt die Unglei-

chung I U1 X 1 + . -. + u"x,,1 < D(xlI - • _, x,,) .6.(ut , _ . _, u,,), 

221) F. Riesz, Literatur A. 8, chap. Irr; das der Form nach entsprechende 
Kriterium bei E. Schmidt weicht von dem Rieszschen insofern ab, als es - im 
Gegensatz zu den anderen Kriterien dieser Schmidtschen A.rbeit - die Frage der 
Lösbarkeit nu, . bei willkürlichen rechten ~eiten von konvergenter Quadratsumme 
behandelt_ - St. B6br 151l) leitet unter der Konvergenzbedingung c) die Lösung 
VOll (U) mittels ullelidlicher Veterminanten her, indem er neben ~IKaal noch 

® ® 1 

~ {2'1 Ka(J IP }P-l 
als konvergent vorau~setzt. 

a=l ,11=1 

22i) E. Helly, Monatsh. Math. Phys. 31 (1921), p. 60-91. 
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die für die Einheitskugel als speziellen Aichkörper in die Cauchy
Lagrangesehe Ungleichung und für 

1 P P p-l 

D = (IXl [p + ... + I x .. IP)P , wo l:l. = (lu1Ip-l + ... + !u .. iP-=1Y-P-
wird, in die Höldersche Ungleichheit übergeht. 

Diese dem Gedankenkreis von H. Minkou'ski entstammenden Be
griffe zieht nun Helly für die Theorie der unendlich vielen Veränder
lichen heran. Er setzt voraus, daß für einen Teilraum des unendlich
dimensionalen Raumes eine Funktion D(xl1 x j , ••• ) definiert ist, die 
die Eigenschaften (1), (2), (3) besitzt. Indem er dann genau wie oben 
eine Funktion l:l.(ull U2 , .•• ) hinzukonstruiert und über den u-Raum 
die weitere Annahme hinzufügt, es sei darin eine abzählbare Punkt
menge vorhanden, die ihn im Sinne der durch l:l. gegebenen Maßbe
stimmung überall dicht überdeckt, gelingt es ihm, die Betrachtungen 
von F. Riesz auf diesen allgemeinen Fall zu übertragen. Allerdings 
gewinnt er nicht Lösungen xl1 xs, ... , für die die linken Seiten der 
gegebenen Gleichungen konvergieren und gleich den rechten Seiten 
werden, sondern er konstruiert Folgen von Wertsystemen, für die die 
Gleichungen approximativ erfüllt sind. 

Auf diese Arbeit von Helly ist auch deshalb hier so gpnau ein
gegangen worden, weil man von ihren Begriffen aus über die so 
disparaten Einzelarbeiten dieser Nummer einen einheitlichen Über
blick erhält. Die sämtlichen bisher erwähnten Konvergenzbedingungen 
können nämlich derjenigen von Helly untergeordnet werden. Die Be
dingung c) zunächst hat für Helly selbst den Ausgangspunkt gebildet. 
Die Bedingung a) erhält man, wenn man den n·dimensionalen Würfel 
mit den Eckpnnkten (+ 1, ... , ± 1) als Aichkörper ~" nimmt, also 
D(xll .. . , x,,) = Max(lx1 1, ... , Ix,,!); der duale Körper der Stlitzehenen 
im u-Raume ist dann das Oktaeder mit den Achseneinheitspunkten 
als Ecken, l:l.(ul1 .•• , u .. ) = I u11 + ... + I uni; die Konvergenzbedin
gung der absolut konvergenten Summe erweist sich also als die zur 
Beschränktheit der Veränderlichen duale. Die Bedingung b) ist durch 

D(xw··,x,,)=Max(lxtl? I, ... , 1 X,,()" I) undl:l.(ul1 .. • ,u,,) = IUll ()+ ... + IU"I()" 
als Variante von a) gegeben (rechtwinkliges Parallelepiped statt W ür
fel).223) - In allen diesen Fällen hat die Funktion D(xll ..• , x .. ) 
übrigens auch die sogleich anzugebende Eigenschaft (4). 

Der Nutzen diesel' Bemerkung geht weit über diejenige Anwen
dung hinaus, die Helly davon gemacht hat. Denn diejenige Auf
lösungsmethode, die A. O. Dixon für die Bedingung a), E. Schmidt für 

223) Eine größere Reihe weiterer Bedingungen bei H. Hahn, Monatsh. Math. 
Phye. 32 (1922), p. 3-88. 

Enoyklop. d. math. Wi •• en.oh. II 3. 95 
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die Hilbertsche Bedingung angegeben hat, gilt wörtlich ganz allge
mein, wenn D(xl , X 2 , ••. ) außer den Bedingungen (1), (2), (3) noch 
der Bedingung 
(4) D(xlI X2 , ••• ,) = D(I xII, I x2 1, ... ) 
genügt und wenn außerdem die Koeffizienten Kpq des Systems (U) 
die Bedingung erfüllen, daß man zu gegebenem c > 0 ein N(c) be
stimmen kann, so daß 

\ pifpqUpxq ~,~fpqUpXq I <c für m, n > N(c), 

falls D(xlI X2 , • •• ) < 1, .6.(ull u2 , ••. ) < l,also diejenige Bedingung~ 
die im Falle der Hilbertschen Konvergenzbedingung als Vollstetigkeit 
bezeichnet wird (Nr. 16 a, (3». Ist ~ ein den Bedingungen (1), (2) 
(3), (4) genügender konvexer Körper im Bereich der unendlichvielen 
Veränderlichen, so gilt für jedes "in bezug auf den Aichkörper SD voll
stetige Gleichungssystem" der Komplex der determinantenfreien Sätze. 224) 

Alle in dieser Nummer bisher verzeichneten Auflösungstatsachen, die 
nicht in bloßen Auflösungsformeln bestehen, ordnen sich dieser all
gemeinen Tatsache als ganz spezielle Fälle unter. 

e) Zeilenfinite Systeme. Zusammenfassende Schlußbe
merkung. Die einzige, bisher bearbeitete Bedingung, die sich der 
allgemeinen Bedingung d) nicht subsumiert, ist diejenige von O. Toep
litz 225), die den Unbekannten des Gleichungssystems überhaupt keine 
Beschränkungen auferlegt, während sie dual dazu annimmt, daß in 
jeder einzelnen Gleichung nur endlichviele Koeffizienten von 0 ver
schieden sind. Von einem solchen "zeilenfiniten" Gleichungssystem,. 
d. h. von einem System der Form 

Yl = a11 Xl + ... + aln, X'" 

Y2 = a2l x l + ...... + a2n.xn• 

beweist Toeplitz zuerst den Satz, das es stets eine Lösung hat, wenn 
keine linearen Abhängigkeiten zwischen endlichvielen der Gleichungen 
bestehen, d. h. wenn das transponierte homogene System unlösbar ist. 
Darüber hinaus aber gibt er eine volle determinantenfreie Theorie' 
dieser Systeme.ml» 

224) Die Darstellung von Nr.16 ist so angelegt, daß sowohl das Auswahlver
fahren als auch das Abspaltungsverfahren unter den hier vorliegenden allgemei
neren Voraussetzungen anwendbar sind und den Beweis des obigen Theorems liefern 

225) O. Toeplitz, Palermo Rend. 28 (1909), p. 88-96. 
225a) Eine Anwendung hiervon auf zeilen finite Systeme von linearen Kon

gruenzen nach dem Modul 1 macht H. Bohr, Danske Wid. Selsk. math. fys., 
Medd. 7 (1925), Nr. 1. 42 S. 
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Hier, wie auch bei jeder auf die Hilbertsche oder irgendeine 
andere Konvergenzbedingung sich stützenden Theorie darf man von 
einer solchen determinantenfreien Behandlung nicht den genauen Kom
plex der in Nr.10 in der Redeweise der Integralgleichungen formu
lierten Sätze erwarten. Denn diese Sätze stellen das Analogon der 
algebraischen Auflösungssätze von n Gleichungen mit nUnbekannten, 
also ebensoviel Gleichungen als Unbekannten dar; ein System von un
endlichvielen Gleichungen mit unendlichvielen Unbekannten aber, das 
nach Wegstreichung einer oder mehrerer seiner Gleichungen immer 
noch ein System von unendlichvielen Gleichungen mit unendlich vielen 
Unbekannten bleibt, kann diese Analogie höchstens dann aufweisen, 
wenn man seinen Koeffizienten solche Konvergenzbedingungen auf
erlegt, daß ein Wegstreichen dadurch ausgeschlossen ist, wie z. B. eine 
Kochsehe Normaldeterminante nach Wegstreichung einiger Zeilen den 
Typus der Kochsehen Normaldeterminante verliert oder ein vollstetiges 
Gleichungssystem im Sinne von Hilbert nach Wegstreichung einiger 
Gleichungen seinen Charakter als solches ein büßt. Mit diesen Worten 
ist genauer gekennzeichnet, was in Nr. 2 über den Vorzug der Integral
gleichungen zweiter Art vor deneu erster Art angedeutet wurde. Wenn 
man aber den Koeffizienten des Gleichungssystems keine derartigen 
Bedingungen auferlegt, sondern solche, die durch Wegstreichen von 
Gleichungen oder Nullsetzen einiger Unbekannten ihren Typus nicht 
verlieren, wie z. B. die Beschränktheit im Sinne von Hilbert oder im 
Sinne irgendeiner anderen Konvergenzbedingung über die x"' oder wie 
die Voraussetzungen der Schmidtschen Theorie von N r. 19 oder ihrer 
Übertragungen auf andere Konvergenzbedingungen für die x"' oder 
wie endlich auch die Zeilenfinitheit, so kann man höchstens erwarten, 
daß diejenigen Sätze gelten, die in der Algebra von m linearen Glei
chungen für n Unbekannte richtig sind. 

Die Theorie der Systeme von m linearen Gleichungen mit n Un
bekannten, sOJVeit sie den Determinantenbegriff vermeidet, findet ihren 
vollständigsten Ausdruck in dem Theorem, daß man jedes solche 
System durch eindeutig invertierbare lineare Transformation der Un
bekannten und durch eindeutig invertierbare lineare Kombination der 
Gleichungen auf die Normalform 

X 1 =YlI ... , xr=Yr (r<m,n) 
. bringen kann. Das hierzu analoge Theorem also beweist Toeplitz für 
die zeilenfiniten unendlichen Systeme, indem er für die Transforma
tionen und Kombinationen ebenfalls nur solche lineare Substitutionen 
zuläßt, deren Koeffizientenmatrix zeilenfinit ist und die im Sinne zeilen
finiter Matrizen - deren Kalkül übrigens leicht zu etablieren ist 

95* 
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eindeutig invertierbar sind. Für beschränkte oder andere Systeme, in 
denen der Matrizenkalkül möglich, also das in Rede stehende Problem 
formulierbar ist 2t6), wo aber die Verhältnisse wesentlich verwickelter 
liegen, ist ein solches erschöpfendes System von Normalformen bisher 
nicht aufgestellt worden. 

21. Eigentlich singuläre Integralgleichungen zweiter Art. In 
den Bereich der in Nr. 18-20 dargestellten Untersuchungen gehören 
ihrem Wesen nach auch die Integralgleichungen 2. Art mit Kernen, 
die so hoch singulär sind, daß die Sätze der Auflösungstheorie der 
Integralgleichungen 2. Art mit stetigen Kernen nicht mehr gelten, und 
ihre Methoden nicht mehr anwendbar sind; sie sollen eigentlich sin-· 
guläre Integmlgleichungen (im Gegensatz zu den in Nr. 12 behandelten 
"uneigentlich singulären") heißen. Der Übergang zu unendlichvielen 
Variablen, wie er nach den Methoden von Nr. 15 durchführbar ist, 
läßt erkennen, daß bei hinreichend großer Willkür der zugelassenen 
Kerne die besondere Form der Integralgleichung 2. Art ihre wesent
liche Bedeutung verliert. Diese Transformation führt nämlich stetige 
und uneigentlich singuläre Integralgleichungen in "vollstetige Glei
chungs'"'ysteme" (Nr. 16) über, in deren Koeffizientenmatrix ~ + sr 
die aus dem Summanden tp (s) der Integralgleichung entstehende Ein
heitsfurm ~ sich von der aus dem Integralbestandteil entstehenden 
vollstetigen Form Sf klar abhebt; demgegenüber fällt bei eigentlich 
singulären Integralgleichungen die dem Integralbestandteil entspre
chende Form ~ nicht mehr vollstetig aus, und das Gleichungssystem 
hebt sich aus den Systemen der in Nr. lx-2() behaudelten Art nicht 
mehr besonders hervor. Demgemäß sind allgemeine Aufläsungstheoreme 
nach Art der Fredholmschen hier nicht zu erwarten 226&); in der Tat 
liegen auch flur Aussagen über besondere Typen solcher eigentlich sin
gulären Integralgleichungeu vor. Die unbekannte Funktion wird dabei 
in den meisten Fällen stetig oder doch wenigstens von konvergentem 
Quadratintegral angenommen, entsprechend der in Nr. 18, 19 ver
wendeten Bedingung konvergenter QuadratsullIme; andere Funktionen
klassen werden in Nr. 24 b zu berück!<ichtigen sein. 

a) Die er,.;te hierhin gehörige Gruppe von Untersuchungen bezieht 
sich auf die Auflösung der sog. Integralgleichungen 3. Art U7), 

226) E. Hellmger und O. Toeplitz 16~), § 8. 
226a) Die allgemeinen Lösbarkeitsbedingungen von Nr. 18, 19, insbeson

dere N r I Sb, 3 hat H. Weyl561) , p. 283 ff. gelegentlich auf Integralgleichungen 
übertragen. 

227) D. HtllJert, Hött. Nachr.1906, 5. Mitteil. = Grunrlzüge, Kap. XV hatte das 
Problem der ~~ig""werttheorie dieser Integralgleichungen behandelt; s. Nr. 38 b, 1. 
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das sind Gleichungen der Form 
b 

(1) A(s)fJ!(s) - lJk(s, t) g;(t)dt = f(s) , 
a 

wo A (s) im Intervall a < s < b Nullstellen besitzt, während k (s, t) 
stetig ist. Die Transformation ",,(s) = A(s) fJ!(s) führt sie in eine 
Integralgleichung 2. Art mit dem an den Nullstellen von A(t) singu
lären Kern k(s, t) : A(t) über. E Picard S28 ) hat solche Gleichungen 
für den Fall behandelt, daß A(s) von erster Ordnung an Stellen ver
schwindet, an denen k(s, t, nicht verschwindet. Sein Verfahren be
steht, für den typischen Fall 

b 

(2) fJ!(s) - lfk(S; t) fJ!(t) dt = f(s) , wo a < 0 < b, 
a 

ausgesprochen, darin, daß er entsprechend einer Hilbertschen Approxi
mationsmethode (vgl. Nr. 12 b) die Gleichung (l:!) durch eine Integral
gleichung mit endlichem (abteilungsweise stetigem) Kerne annähert: 

-, b 

(l:Ia) fJ!(S)-lfk(S/~fJ!(t)dt-lfki~,t) fJ!(t)dt=f(s),wo {~~~:-;;a 
a • 

Indem er auf diese die Fredholmschen Formeln anwendet und alsdann 

c, "1 so gegen 0 konvergieren läßt, daß 10g!L einen endlichen Grenz-
E 

wert 0 =f= 0 hat, zeigt er unter der Voraussetzung eines analytischen 
Kernes k(s, t), daß die Lösung fJ!(s) von (2a) gegen eine gebrochen 
lineare Funktion vou 0 konvergiert, die - in dem durch den Grenz
übergang bezeichneten Sinne - (2) genügt. Er untersucht ferner die 
Werte von )., für die speziE:ll fJ! (t) : t bei t = 0 endlich bleibt [also 
das Integral (2) eigentlich existiert] und zeigt, daß sie die Nullstellen 
einer gewissen ganzen transzendenten Funktion sind.229) eh. Platrier SaO) 

hat diese Untersuchungen auf Nullstellen höherer Ordnung von A(s) 
und auf Systeme von Integralgleichungen ausgedehnt. Im Zusammen
hang damit stehen Bemerkungen von E. Picard 228), T. Lalesco S31 ) und 
G.Julia 23la) über Integralgleichungen mit komplexen Integrationswegen. 

228) E. Picard, Paris C. R 150 (1910), p.489-491; 152 (1911), p. 1545-
1547; 1ö3 (1911), p. 529-531, 615-617; Ann. Ec. Norm. (3) 28 (1911), p. 459-472. 

22\1) Eine andere Herleitung der Pieardsehen Resultate bei G. Fubini, Rom 
Ace. Line. Rend. (5) 21 1 (1912). p. 325-330. 

230) eh. Platrier, Paris C. R. 154 (1912), p. 808-811; 156 (1913), p. 1825-
1828; 157 (1913), p. 28-31; 162 (1916), p. 118-120; ferner zusammenfassend 
in 58), Chap. V. 

231) T. Lalesco, Literatur A 6, p. 117 ff. 
231a) G. Julia, Paris C. R. 172 (1921), p. 1279-1281. 
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b) Vielfach behandelt worden sind weiterhin gewisse Integral
gleichungen 2. Art mit Kernen, die wie ctg (s - t) unendlich 
werden, und die sich aus Problemen der Funktionentheorie (kon
forme Abbildung von Gebieten mit Ecken) und anderen Rand wert
aufgaben ergeben; dabei wird für die Integrale über den Kern stets 
der Cauchysche Hauptwert [8 = f} im Beispiel (2a)] genommen. Diese 
Untersuchungen gehen auf D. Rilbert 232) zurück; auf Grund der "Re
ziprozitätsformeln" für den ctg-Kern (s. (2) von NI'. 22a) . erkannte er, 
daß sich durch Iterierung der Integraloperation mit einem solchen Kern 
eine Integraloperation 2. Art mit stetigem oder uneigentlich singulärem 
Kern ergibt, und er konnte so das Problem auf eine gewöhnliche 
Integralgleichung 2. Art zurückführen. In anderer Weise (Übergang 
zu komplexen Integrationswegen unter Benutznng des Cauchyschen 
Integralsatzes) hat H. Poincare233) Kerne der gleichen Art behandelt. 
F. Noether 234) hat durch konsequente Ausbildung der Hilbertschen 
Methode und unter Ausfüllung einiger in den früheren Arbeiten ge
bliebener Lücken 235) eine eingehende Theorie von Integralgleichungen 
des Typus 

+1t 

(3) !{ b(S) .t-s } a(s)cp(s)+ 2n ctg-2-+K(s,t) cp(t)dt=f(s) 
-1t 

entwickelt, wo a(s), b(s) hinreichenden Stetigkeitsvoraussetzungen ge
nügen und die Periode 2n haben, a(s)2 + b(s)2 9= 0 ist, und K(s, t) 
einen stetigen oder uneigentlich singulären Kern mit derselben Periode 
bedeutet. Er zeigt insbesondere, daß die Anzahlen d, d' der linear un
abhängigen Lösungen der homogenen und der transponierten homo
genen Gleichung zwar endlich bleiben, aber nicht mehr notwendig 
gleich sind, und daß ihre Differenz d - d' nur von den Funktionen 
a(s), b(s) und nicht von dem Zusatzkern K(s, t) abhängt; ferner z. B., 
daß Satz 3 von NI'. 10 bestehen bleibt. 

c) Eigentlich singuläre Integralgleichungen mit unendlichen 
Grenzen (über die Transformation auf endliche Grenzen vgL NI'. 12d) 

232) D. Hilben, Verh. d. 3. intern. Math.-Kongr. Heidelberg 1904 (Leipzig 
1905), p. 233-240. - Die Methode ist auf Grund von Hilbertschen Vorlesungen 
zuerst veröffentlicht von O. D. KeUogg. Dissert. 85), p. 41 ff. und weiterhin ange
wandt von O. D. Kellogg, Math. Ann. 58 (1904), p. 441-456 und 60 (1905), 
p.424-433. 

233) H. Poincare, Literatur C 4, 2. Vortrag. - V gl. auch die Behandlung 
ähnlicher spezieller Integralgleichungen bei H. Villat, Paris C. R. 153 (1911), 
p. 758-761 und Acta math. 40 (1915), p. 101-178. 

234) F. Noether, Math. Ann. 82 (1920), p. 42-63. 
235) V gl. dazu 234), p. 46, Fußn. 8) und D. Hilbert, Grundzüge, p. 82, Fußn. 
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sind gelegentlich nach speziellen Methoden behandelt worden, insbe
sondere wenn der Kern nur von s - t und ähnlichen Ausdrücken ab
hängt 236) (vgl. Nr. 14). Eine größere Klasse solcher Integralglei
'Chungen, deren Kerne homogene Funktionen (- l)ter Dimension von 
s, t sind, hat neuerdings A. C. Dixon 237) untersucht. 

22. Integralgleichungen erster Art. Momentenproblem. Auch 
die Integralgleichungen 1. Art 

b 

(1) JX(s, t) pet) dt = fes) 
a 

gehören ihrer Natur nach in den Problemkreis von Nr. 18-20, wie 
-der Übergang zu unendlichvielen Veränderlichen (Nr. 15) unmittelbar 
zeigt 238); auch hier ist demgemäß keine eigentliche Auflösungstheorie, 
sondern nur eine Reihe von besonderen Lösbarkeitskriterien und Lö
sungsformeln sowie von Resultaten über spezielle Gleichungen vor
handen. Je stärkeren Stetigkeitsforderungen X(s, t) unterworfen wird, 
um so mehr verengt sich naturgemäß der Bereich der Funktionen fes), 
für die (1) etwa durch ein stetiges cp (s) lösbar ist 239); erst Gleichungen 
(1) mit eigentlich singulären Kernen können unter Umständen in dem 
Umfang wie reguläre Integralgleichungen 2. Art lösbar sein.240) Für 
-die unbekannte Funktion gilt das am Ende der Einleitung von Nr. 21 
gesagte. 

236) E. v. Egervary 106); G. Andreoli, Rom Acc. Linc. Rend. (5) 261 (1917), 
p. 289-295, 531-538 (spezielle von as - ßt abhängige Kerne für kleine Para
meterwerte). - J. E. Littlewood, Proceed. Cambr. Phil. Soc. 21 (1922), p.205-214 
löst eine homogene Integralgleichung, deren Kern der Integrallogarithmus von 
Is - tl (- 00 < s, t< + (0) ist; G H. Hardy u. E. G. Titchmarch, London Math. 
80c. Proc. (2) 23 (1924), p. 1-26 behandeln weitere verwandte Beispiele. - Anders
artige aus Differenzialgleichungen entstehende Beispiele bei P. Humbert~6.). 

237) A. G. Dixon, London Math. Soc. Proc. (2) 22 (1923), p. 201-222. 
238) Die oft gemachte Bemerkung, daß (1) aus der Integralgleichung 

2. Art mit dem Parameter 1 (Nr. 11 c) im Grenzfall 1-+ 00 entsteht, ergibt für 
ihre Behandlung keinerlei Nutzen, da l = 00 eine wesentlich singuläre Stelle 
der Lösungen der Integralgleichung 2. Art ist. 

239) Einige Bemerkungen in dieser Richtung zusammengestellt bei H. Bate
man, London Math. Soc. Proc. (2) 4 (1906), p. 90-115, 461-498. Für spezielle 
Kerne vgl. auch St. Mohorovici6, BuH. Jugoslav. Acad., math.-phys. Kl. 6-7 (1916), 
p. 73-88; Rada jugoslav. Acad. 215 (1916), p. 26. 

240) Denn damit z. B. (1) für jedes fes) mit konvergentem Quadratintegral 
eine Lösung derselben Eigenschaft hat, muß die Koeffizientenmatrix des ent
sprechenden unendlichen Gleichungssystemes eine beschränkte Reziproke hesitzen, 
und das ist nach dem Toeplitzschen Kriterium (Nr. 18 b, 3) sicher nicht der Fall, 
wenn sie vollstetig, insbesondere also, wenn K(s, t) stetig oder uneigentlich sin
gulär ist. 
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a) Gleichungen mit stark singulären Kernen. Diesem 
Typus gehört eines der ältesten Beispiele einer mit ihrer Lösung be
kannten Integralgleichung 1. Art an, die Fouriersehe Doppelintegral
f'ormel 241 ) (6) von Nr. 4. Hier liegt noch die Besonderheit vor, daß 
der Kern cos 2 'ltst symmetrisch ist, und die Lösung durch eine Inte
gralgleichung mit genau dem gleichen Kerne gegeben wird [d. h. im 
Gebiete der unendlich vielen Veränderlichen entspricht dem eine sym
metrische Form, die mit ihrer Reziproken identisch, also orthogonal 
ist 242)l Analoge Formeln sind aus der Theorie der Besselschen und 
verwandten Funktionen bekannt 243), und sie sind neuerdings auch unter 
dem formalen Gesichtspunkt der Theorie der Integralgleichungen mehr
fach behandelt worden 244). 

Eine ähnliche Formelgruppe spielt in den Anwendungen der Inte
gralgleichungen eine große Rolle, die sog. Hilbertschen Reziprozitäts
formeln für den ctg-Kern 245), in denen der an einer Stelle des endlichen 
Integrationsintervalles von der Länge 2'lt von 1. Ordnung unendliche, 
sonst stetige und periodische symmetrische Kern ctg s -; tauf tritt: 

+~ +~ 

fes) = 21njctg S 2 t rp(t) dt + 21njrp(t)dt 
-n -n 

(2) +n +n 

rp(s) = 21njctg S 2 t f(t) dt + 21njf(t)dt 
-n -n 

Diese Gleichungen lösen sich gegenseitig auf, wenn die Integrale als 
Cauchysche Hauptwerte aufgefaßt werden und fes), rp(s) stetige Funk
tionen der Periode 2'lt sind.246) Die Reziprozitätsformeln sind in ver-

24,1) Über dieses und andere ältere Beispiele von Integralgleichungen 1. Art 
vgl. EncykI. 11 A 11, Pincherle, Nr. 28, 29. 

242) Von diesem Gesichtspunkt aus behandelt H. WeyP66), § 4-6 diese 
und ähnliche Formeln; vgI. auch H. Weyl, Jahresb. Deutsch. Math.-Ver. 20 (1911), 

p. 129-141, 339. 
243) VgL außer 141) H. Hankel, Math. Ann. 8 (1875), p. 471-494. 

244) H. Bateman, Math. Ann. 63 (1907), p. 526-548, § 1; Mess. of Math. 
41 (1912), p. 94-101, 180-184; G. H. Hardy, ibid. 42 (1912), p. 89-93; L. Pisati, 
Palermo Rend. 25 (1908), p. 272-282; M. Plancherel, London Math. Soc. Proc. (2) 

24 (1925), p. 62 -70. 
245) Zuerst nach Hilberts Vorlesungen veröffentlicht bei O. D. Kellogg, 

Dissert. S5), p. 17 ff. und Math. Ann. 58 !SI). V gl. auch D. Hilbert, 2. Mitteil. 
Gött. Nachr. 1904 = Grundziige, Kap. IX, p. 75 f. und 3. Mitteil. Gött. Nachr_ 
1905 = Grundzüge, Kap. X, p. 84 ff. 

246) Ausdehnung auf unstetige Funktionen bei O. D. Kellogg, Bull. Amer. 
Math. Soc. (2) 13 (1907), p. 168-170; A. Plessner, Dissert. Gießen 1923 (Mitteil. 
math. Sem. Gießen X), 36 S., § 1. 
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schiedener Weise auf andere von 1. Ordnung unendliche Kerne aus
gedehnt worden 247). 

Kennt man für einen unstetigen Kern eine solche Reziproziräts
formel, so kann man, wie D. Hilbert und im Anschluß an ihn 
O. D. Kellogg für eine Reihe von Fällen durchgeführt hat 245) , auch 
Integralgleichungen 1. Art mit Kernen, die sich von jenem unstetigen 
Kern nur um einen additiven stetigen Kern unterscheiden, unschwer 
auf Integralgleichungen 2. Art mit stetigem Kern zurückführen. Ähn
lich behandelt H. Poincari 248 ) Integralgleichungen 1. Art mit unend
lichem Integrationsintervall und Kernen, deren Unstetigkeit vom Typus 
rJ,t ist, durch Anwendung der Fouriersehen Integralformel. 

b) Lösbarkeitskriterien. In einer Reihe von Untersuchungen 
werden Kriterien für die Lösbarkeit der Integralgleichung (I)' mit 
stetigem oder uneigentlich singulärem Kern unter der Voraussetzung 
gegeben, daß die von E. Schmidt eingeführten, sog. adjungierten Eigen
funktionen fPn(s), 1/J,,(s) und zugehörigen Eigenwerte Än von K(s, t) 
(s. N r. 36 c) bekannt sind. Nachdem G. Lauricella 249) darauf hinge
wiesen hatte, daß für die Existenz einer Lösung von (1) mit konver
gentem Quadratintegral die Konvergenz der Quadratsumme 

00 b 

~ An (ff(s) fPn(s) dS)2 
11 =1 (t 

notu'endig ist, hat E. Picard 250) aus dem Fischer-Rieszschen Satz 
(s. Nr. 15 d) geschlossen, daß diese Bedingung auch hinreicht, um die 
Existenz wenigstens einer samt ihrem Quadrat im Lebesgueschen Sinne 
integrierbaren Lösung zu garantieren, vorausgesetzt, daß die fP" (s) ein 
vollständiges Orthogonal system bilden; andernfalls tritt als weitere 
Bedingung die Orthogonalität von fes) zu allen samt ihrem Quadrat 
integrierbaren Nullösungen der transponierten homogenen Gleichung 

247) O. D. Kellogg, Math. Ann. 58 ~S!); H. Villat, Paris C. R. 16Ji (1\118), 
p. 981-984 und Darb. Bull. (2) 43 (1919), p. 18-48. - VgL auch die verwandten 
Formeln bei G. H. Hardy, MeBB. of Math. 53 (1924), p. 135-142; 54 (1924), 
p. 20-27 sowie in der daselb~t zitierten Literatur. 

248) H. Poincare, Paris C. R. 148 (1909 " p. 125-126; Acta math. 33 77), § 5; 
Literatur C 4, 1. Vortr., p. 7-10. Im seI ben Zusammenhang führt er die gleiche 
Integralgleichung für das Intervall 0 ~ t ~ 2n, deren Bestehen indessen nur für 
ganzzahlige Werte von s gefordert ~rd-- also ein nach Nr. 2:! d gehöriges 
Problem - dureh Anwendung der Fourierschen Reihenentwicklung auf ein un
endliches lineares Gleichungssystem zurück. 

249) G. Lauricella, Rom Ace. Linc. Rend (5) 171 (1908), p. 775-786; 17~ 

(1908), p. 193-204. 
250) E. Picard, Pa.ris C. R. 148 (1909), p. 1563-1568,1707-1708; Palermo 

Rend. 29 (1910), p. 79-97; vgl. auch Paris C. R. 157 (1913), p. 813-814. 
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f K(s, t)x(s) ds = 0 hinzu 251). - Andere Formen der Lösbarkeits-
Q, 

kriterien, auch unter anderen Bedingungen für cp(s), die den in Nr. 18, 
19, 20 angegebenen entsprechen, haben sich aus den in d) wiederzu
gebenden Überlegungen ergeben 252). 

c) Besondere Integralgleichungen 1. Art sind von einzelnen 
Autoren nach speziellen Methoden gelegentlich vollständig gelöst 
worden. Als geeignetes Hilfsmittel erwies sich dabei vielfach die 
Methode der komplexen Integration 253); besonders hervorzuheben ist 
die Lösung der Integralgleichung mit dem Abelschen Kern (s - t)- a 

im Intervall (0, 1) durch T. Oarleman.254) Auch Reihenentwicklungen 
sind in einzelnen Arbeiten herangezogen worden.255) - Systeme von 

251) G. Lauricella, Rom Acc. Linc. Rend. (5) 18t (1909), p. 71-75; 201 (1911), 
p. 528-536. - Andere Beweisanordnungen und Umformungen dieser Kriterien bei 
L. Amoroso, Rom Acc. Linc. Rand. (5) 191 (1910), p. 68-75 (vgI. Nr. 22d t58); 

H. Bateman, Mess. of Math. 39 (1910), p. 129-135; J. Mollerup, Paris C. R. 150 
(1910), p. 318-315 = Palermo Rend. 29 (1910), p. 378-379; C. Severini, Rom Acc. 
Linc. Rend. (5) 231 (1914), p. 219-225, 315-321; L. Silla, ibid. p. 600-607. Über
tragung auf Systeme von Integralgleichungen 1. Art bei L. Silla 157). - Herleitungen, 
die mit der Begründung der Sätze über adjungierte Eigenfunktionen (s. Nr. 36c) 
verknüpft sind, geben A. Vergerio, Rom Acc. Linc. Rend. (5) 241 (1915), p. 1199-
1205; 24, (1915), p.185-190, 513-519,610-616; Palermo Rend. 41 (1916), p. 1-35; 
42 (1917), p. 285-302; J. Mollerup, Mat. Tidsskrift 19 (1923), p.47-53. -
Weitere, mehr formale Bemerkungen über die Auflösung gewisser Integralglei
chungen 1. Art im Zusammenhang mit der Eigenwerttheorie bei H. Bateman, 
Mess. of Math. 38 (1908), p. 8-13, 70-76; 39 (1909), p. 6-19, 182-191; A. Vergerio, 
Rom Acc. Linc. Rend. (5) 23, (1914), p. 385-389; P.J.Daniell, ibid. 251 (1916), 
p. 15-17; vgl. auch K. Popo{f, Paris C. R. 157 (1913), p. 1395-1397 und die 
Berichtigung dazu von A. Vergerio, Lomb. Ist. Rend. (2) 47 (1914), p. 172-176. -
Eine Anwendung des Lauricella-Picardschen Kriteriums auf Integralgleichungen, 
deren Kern einen Parameter enthält, gibt G. Wiarda, Dissert. Marburg 1915, 63 S. 

252) Durchgeführt insbesondere bei 1!'.Riesz 164), § 12-18 (vgl. auch Nr. 24, b) 
und bei E. Helly '86), § 10 für Integralgleichungen mit Stieltjesschen Integralen. 

253) H. Bateman, Math. Ann. 63 144), § 2; C. Cailler, Arch. Sc. phys. et nato 
Geneve 38 (1914), p. 301-328. - Vgl. auch die durch Anwendung der Laplace
schen Integraltransformation auf gewisse gewöhnliche und partielle Differential
gleichungen entstehenden Lösungsformeln besonderer Integralgleichungen bei 
S. Pincherle m ) und P. Humbert, Edinb. Math. Soc. Proc. 32 (1914), p. 19-29; 
33 (1915), p. 35-41. 

254) T. Carleman, Math. Ztschr. 15 (1922), p. 111-120. 
255) C. Runge, Math. Ann. 75 (1914), p. 130-182 [Kern k(s - t) im Inter

vall (- 00, + (0); formale Lösung durch Reihen Hermitescher Polynome]; vgl. 
dazu W. Kapteyn, Amst. Akad. VersI. 23 (1914), p. 49-59 und L. Crijns, Nieuw 
Arch. Wisk. Amsterdam (2) 13 (1919-20), p. 292-294. - 1!'. Tricomi, Palermo 
Rend. 46 (1922), p. 357-387 (überall endlicher Kern auf geschlossener Fläche als 
Integrationsbereich). 
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Integralgleichungen 1. Art sind behandelt bei Ch.Platrier 256), L. Silla!57) 
und O. E. Weatherburn.102) 

d) Das Momentenproblem. Dem Wesen nach äquivalent mit 
der Lösung der Integralgleichung 1. Art ist das Problem der Bestim
mung einer Funktion rp (s) durch abzählbar unendlichviele lineare 
Integralbedingungen b 

(3) jk .. (t)rp(t)dt=c.. (n=1,2, ... ), 
a 

wo die k .. (t) gegebene Funktionen, die c .. gegebene Konstante sind; 
an Stelle des kontinuierlich veränderlichen Parameters s in (1) tritt 
hier also der ganzzahlige Parameter n. Der Übergang von (1) zu (3) 
läßt sich wie in Nr.16 mit Hilfe eines vollständigen Orthogonal
systems unmittelbar bewerkstelligen ll5S) , und ebenso kann man von 
(3) zu unendlichvielen Gleichungen mit unendlichvielen Unbekannten 
(Nr. 19, 20) übergehen [vgl. 248)]. Für den Fall, daß die k",(t) gleich den 
Potenzen tn- 1 sind, ist das Problem (3) lange vor dem Entstehen der 
Theorie der Integralgleichungen behandelt worden (s. Encykl. II All, 
Pincherle, p. 805) und namentlich von T. J. Stieltjes 259) als Momenten
problem zum Gegenstand einer klassischen Untersuchung im Zusammen
hang mit der Theorie der Kettenbrüche gemacht worden. Stieltjes 
betrachtet das Integrationsintervall (0, (0) und fragt nur nach nicht
negativen Lösungen rp (t) ~ 0 und allgemeiner nach monotonen Funk
tionen (]J(t), welche - die Integrale im Stieltjesschen Sinne verstanden 
(s. Encykl. II C 9b, Nr. 36 d, Montel-Rosentha'C) - den Gleichungen 
genügen: .. 
(4) • (tnd(P(t) = c .. (n = 0, 1, 2, ... ). 

o 

Notwendige und hinreichende Bedingung für die Existenz einer mono
tonen Lösung ist die Positivität der Determinanten On und 0: der 

.. -1 .. -1 

quadratischen Formen ;8ctJ+qxpxq und ;8Cp+H1 xpxq; die Lösungen 
p,q=O 1',q=O .. 

werden aus der Integraldarstellung der zu der Potenzreihe ;8 (_l)n c .. s-n-l 
.. =0 

256) Oh. PZatrier 5S), note II. 
257) L. SiZZa, Rom Acc. Linc. Rend. (5) 221 (1918), p. 13-20. 
258) Darauf beruht die Behandlung der Integralgleichungen 1. Art bei 

L . .Amoroso 164) 161) sowie bei eh. Müntz, Math. Ann. 87 (1922), p. 189-149, § 1, 2. 
259) T. J. Stieltjes, Recherches sur les fractions continues, Paris C. R. 118 

(1894), p. 1815-1817, 1401-1408; Mem. sav. etrang. Paris 82, Nr.2, 197 S. 
= Ann. Fac. sciences de Toulouse 8 (1894) J., p. 1-122; 9 (1895) A., p. 5-47. -
Über die Bedeutung dieser Untersuchungen für die Theorie der quadratischen 
Formen unendlichvieler Veränderlicher vgI. Nr. 43 c. 
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gehörigen Kettenbrüche gewonnen. Unter Verwendung der seither in 
der Kettenbruchtheorie entwickelten Hilfsmittel hat H. Hamburger 260) 
das gleiche Problem für das IntegrationsintervaU (- 00, + (0) gelöst: 

(5) (n = 0, 1,2, ... ). 
-00 

Notwendig und hinreichend für die Lösbarkeit ist 0" > 0; bezeichnet 
n-1 

0; die Determinante der Form ~cp+qxpXq, so ist die Lösung im 
p,q= 2 

wesentlichen eindeutig bestimmt (derart, daß zwei Lösungen an aUen 
Stetigkeitsstellen übereinstimmen), wenn !im (On : O~') = 0; ist dieser 

n=oo 

Limes> 0, so gibt es unendlichviele wesentlich verschiedene Lösungen. 
M. Riess 261 ) hat die gleichen Resultate ohne explizite Benutzung der 
Kettenbrüche hergeleitet und erweitert, indem er die algebraischen 
Eigenschaften der durch (5) gegebenen Funktionaloperation, die jedem 
Polynom Xo + Xl t + ... + x,.t" die Zahl xoco + Xl Cl + ... + x"c,. 
zuordnet, schärfer untersucht und den Grenzprozeß n -+ 00 ausführt. 
A.ndere Darstellungen unter Benutzung der Eigenschaften analytischer 
Funktionen haben R. Nevanlinna!62) und T. Oarleman 26S) gegeben. 

Das allgemeine Problem (3) hat F. Riesz!64) genau mit den Me
thoden behandelt, die er später (Nr. 20c) auf unendlichviele Glei-

260) H. Hamburger, "Ober eine Erweiterung des Stieltjesschen Momenten
problems, Sitzungsber. Bayr. Akad., Math.·phys. lU. 1919, p.381-393; Math. 
Ann. 81 (1920), p. 236-319; 82 (1921), p. 120-164, 168-187. 

261) M. Riesz, Sur le probleme des moments, Ark. f. Mat. 16 (1921), Nr. 12, 
23 S.; Nr. 19, 21 S.; 17 (1923), Nr. 16, 62 S. - Die dritte Arbeit enthält eine von 
den ersten beiden im Gedankengang unabhängige Begründung, die von einer 
begrifflichen Ausdehnung jener Funktionaloperation auf beliebige Funktionen 
ausgeht. 

262) R. Nevanlinna, Ann. Ac. Scient. Fenn. A 18 (1922), Nr. 5, 53 S. 
263) T. Carleman, Paris C. R. 174 (1922), p. 1527-1530, 1680-1682. 
264) F. Riesz, Math. Ann. 69 (1910), p. 449-497. - Den Fall quadratisch 

integrierbarer rp(t) hat L. Brand, Ann. ofMath. (2) 14 (1913), p. 101-118 nach dem 
Muster der Bocher-Brandschen Darstellung !i3) des E. Schmidtschen Auflösungs
verfahrens von Nr. 19 behandelt; vorher hatte bereits L. Amoroso, Ann. di mat. 
(3) 16 (1909), p. 123-140 durch Anwendung des Orthogonalisierungsverfahrens 
auf die kn (t) einige Resultate in dieser Richtung gegeben; sachlich identisch da
mit ist die Methode von Ch. Müntz 258); vgl. auch J. Takenaka, Töhoku math. J. 
23 (1923), p. 167-196. Ferner sind hier die Untersuchungen von W. Stekloff, 
Mem. Ac. lmp. Petersbourg 32 (1915) zu erwähnen. Das Problem (3) mit Neben
bedingungen für rp(s) hat weiter untersucht S. Kakeya, Töhoku math. J. 4 (1914), 
p. 186-190; 8 (1915), p.14-23; Tokyo Math. Ges. (2) 8 (1916), p. 83-102, 
408-420; (2) 9 (1918), p. 93-100. 
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chungen mit unendlichvielen Unbekannten angewendet hat; er findet 
als notwendig und hinreichend für die Existenz einer Lösung rp (t), 

b 

für diejirp(t)[adt (im Lebesgueschen Sinne) existiert, die Existenz 
a 

einer Zahl m derart, daß für jedes ganzzahlige n und beliebige Werte 

u1 , ••• , Un " ab" a 

(6) ! ~ upcp!a-l < m J!2: Up kp(t) la::-I dt. 
p=l a p=l 

Darüber hinaus haben F. Riesz265) und nach ihm E. Helly266) unter 
Verwendung des Stieltjesschen Integralbegriffes die Lösbarkeit der 
Gleichungen b 

(7) J kn(t) d if)(t) = cn (n = 1,2, ... ) 
a 

durch Funktionen beschränkter Schwankung untersucht und in der Exi
stenz einer Zahl m gemäß 

" " 
I~upcpl < m· Max l~upkp(t)1 
p= 1 a;;;t;;;b p=1 

für jedes ganzzahlige n und beliebige u1 ' ••• , u" die Bedingung der 
Lösbarkeit erkannt. 

23. Neuere Untersuchungen über lineare Volterrasche Integral
gleichungen.267) 

a) Als Volterrasche Integralgleichungen bezeichnet man 
[vgl. Nr. 3, Ende 17)] solche Integralgleichungen, in denen die obere 
Integrationsgrenze gleich der freien Veränderlichen s des Kernes ist 
oder - allgemeiner - in denen die Grenzen von s abhängen. J. Le 
Roux 18) und V. Volterra 5) 19) gingen von der Integralgleichung 1. Art 
dieses Typus aus: • 

(1) g(S)=.!N(s,t)rp(t)dt, wo g(O)=O, 
o 

und bemerkten, daß man sie durch Differentiation in die Gestalt 
• 

(2) g' (s) = N(s, s) rp (s) + fO~(:. t) rp (t) dt 
o 

265) F. Riesz, Paris C. R. 149 (1909), p. 974-977; 150 (1910), p. 674-677; 
Ann. Ec. Norm. (3) 28 (1911), p. 33-62; es ergeben sich auch Bedingungen für 
die Existenz monotoner Lösungen. - V gl. auch S. Kakeya, Töhoku Sc. Rep. 4 
(1915), p. 361-372; 01 (1916), p. 127-134. 

266) E. Helly, Wiener Ber. Ha 121 (1912), p. 265-297. 
267) Eine ausführlichere Behandlung dieser Gleichungen findet man in fol

genden Lehrbüchern: T. Lalesco, Literatur A 6, p. 5-18, 103-111; V. Volterra, 
Literatur A 9, p. 34-101; G. Vivanti, Literatur A 10, p. 50-99. 
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umsetzen kann, falls g(s) und N(s, t) stetig differenzierbar sind. Ist 
N(s, s) ~ m > 0 im ganzen in Betracht gezogenen Intervall 0 < s < b, 
so liegt hierin eine (Volterrasche) Integralgleichung 2. Art mit ste-
tigem Kern K(s, t) vor: • 

(3) ((s) = cp(s) + J K(s, t) cp(t) dt, 
o 

und Le ROUX 18) und Volterra 19) zeigten, daß die Lösung einer solchen 
Gleichung eindeutig bestimmt ist und durch die in 0 < s ~ b gleich
mäßig konvergente Entwicklung nach iterierten Kernen geliefert wird!68): 

co • 

(4) cp(s) = (s) + ~ J IDnl(s, t) (t) dt; 
n=10 

die Definitionsformel der iterierten Kerne [vgl. (1) von Nr. 11] nimmt 
hier wegen der besonderen oberen Grenze die Gestalt an: 

.8 

(4a) IDnl(s,t) JK(n-l}(s,r)K(r,t)dr (t~s; n=2,3, ... ), 
t 

und hieraus ergibt sich unmittelbar, falls I K(s, t) I < M ist, die die 
behauptete Konvergenz gewährleistende Abschätzung1l69) 

(4b) IID"l(s t) I< Mn 18 - tln- 1
• ,= (n-l)! 

Die früheren Arbeiten über Volterrasche Integralgleichungen, die 
. vor der Fredholmschen Entdeckung entstanden sind, sind in Encykl. 
II A 11, S. Pincherle, Nr. 30, 31 b referiert; über die Bedeutung der 
Volterraschen Integralgleichungen in der Entstehungsgeschichte der 
allgemeinen Integralgleichungstheorie vgl. Nr. 3, 4: dieses Artikels. Es 
bleibt hier noch über eine Reihe neuerer Untersuchungen zu berichten, 
die die Eigenart der V olterraschen Integralgleichungen gegenüber dem 
allgemeinen Typ nach verschiedenen Richtungen hin betreffen. 

b) Diese Untersuchungen beziehen sich in erster Linie auf das 
Verhalten der Lösung in der Umgebung der Stelle s = 0, die bei der 
V olterraschen Integralgleichung naturgemäß eine besondere Rolle 

268) Man kann das zur Reihe (4) führende Verfahren der sukzes~iven 

Approximation auch ohne den Übergang zu (2) direkt auf die durch geeignete 
andere Kunstgriffe umgeformte Gleichung (1) anwenden; s. P. Burgatti, Rom 
Ace. Linc. Rend. (6) 121 (1903), p. 443-452; E. Picard, Paris C. R. 139 (1904), 
p. 246-248. Andererseits kann man von (1) auch durch partielle Integration zu 

einer Integralgleichung 2. Art mit dem Kern 0 ~(:' t) und dem unbestimmten 

Integral von rp als unbekannter Funktion übergehen [vgl. V. VolterraA), 1. Note]. 
269) Anwendungen dieser Abschll.tzung auf die approximative Lösung Vol

terrascher Gleichungen bei A. Viterbi, Ist. Lomb. Rend. (2) 45 (1912), p. 1027-1060. 
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spielt; man nimmt dabei meist die gegebenen Funktionen als analy
tische Funktionen komplexer Verij,nderlicher und bestimmt rp(s) in der 
komplexen Umgebung von s = 0. 270) So ergibt sich unmittelbar aus 
der in a) angegebenen Entwicklung das Volterrasche Resultat 5) 19): 
Sind g(s), N(s, t) bei s = ° bzw. s = t = ° regulär analytisch und ist 
N(O, 0) + 0, so hat (1) eine eindeutig bestimmte regulär analytische 
Lösung rp(s) in dem größten Kreis um 0, innerhalb dessen keine 
Nullstelle von N(s, s) und keine singuliire Stelle von g(s) und N(s, t) 
liegt. Die Behandlung des Falles N(O, 0) = ° - die entsprechende 
Integralgleichung zweiter .Art (3) ist dann singulär - ist unter gewissen 
einschränkenden Voraussetzungen von V. Volterra 271), E. Holmgren 272), 
T. Lalesco 273) durchgeführt worden; als HauptresuItat sei folgendes 

n 

angeführt: Sind ~Apsn-"tP die Glieder niederster Dimension in der 
1'=0 n 

Potenzentwicklung von N(s, t) und ist ~A" = lims- n N(s, s) + 0, so 
,,=0 .=0 

hat (1) dann und nur dann eine bei s = ° endliche Lösung, wenn 
g (s) samt seinen ersten n.A bleitungen bei s = ° verschwindet und 
wenn die "charakteristische Gleichung" 

(5) Ao(}' - 1)-1 + Al C), - 2)-1 + ... + A n ()' - n - 1)-1 = ° 
lauter Wurzeln), mit positiv reellem Teil hat; hat sie andere Wurzeln, 
so treten entsprechend viele gleichartige Lösungen der zugehörigen 
homogenen Gleichung auf. Man gewinnt diese Sätze am bequemsten 
durch ein Verfahren der sukzessiven .Approximation 272), das von einer 
durch wiederholte Differentiation (bzw. eine analoge Integraloperation) 
aus (1) gewonnenen linearen Differentialgleichung vom Fuchsschen 
Typus ausgeht, deren determinierende Gleichung bei s = ° (5) ist. 

n 

Den .Ausnahmefall ~Av = ° hat erst J. Horn 274) wenigstens für n = 1 
p=o 

erschöpfend untersucht; hier hat die entsprechende Differentialglei
chung eine Stelle der Unbestimmtheit, und demgemäß bestimmt Horn 

270) Eine mit der E. Schmidtschen Methode (Nr. 10 a) verwandte Methode 
zur Untersuchung des Verhaltens in der Nähe anderer Stellen, als der in der 
unteren Grenze auftretenden, bei L. Orlando, Rom Ace. Linc. Rend. (5) 241 (1915), 
p. 1040-1041. 

271) V. Volterra 5), 3. und 4. Note. 
272) E. Holmgren, Bihang Sven. Ak. Handl. 251 (1899), I, Nr.3, 19 S.; Upsala 

nova acta (3) 20 (1899), 32 S.; Torino Atti 35 (1900), p. 570-580. 
273) T. Lalesco, These 17), 1. P., Nr.5-8. 
274) J. Horn, J. f. Math. 140 (1911), p. 120-158. Vgl. auch M. Watanabe, 

Tokyo Math. Ges. (2) 8 (1915), p. 212-213; Töhoku Math. J. 8 (1915), p. 130-174; 
10 (1916), p. 220-224. 
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das \T erhalten der Lösungen der inhomogenen und homogenen Inte
gralgleichung durch Verwendung der in der Theorie der linearen 
Differentialgleichungen gebräuchlichen· asymptotischem Reihenentwick
lungen (vgl. Encykl. 11 B 5, Nr. 5, E. Hilb). J. Horn hat weiterhin 175) 
die Untersuchung vertieft, indem er die Laplacesche Integraltransfor
mation (vgl. Encykl. HA 11, Nr. 16, S. Pincherle) auf die Volterrasche 
Integralgleicbung und ebenso auf Systeme Volterrascher Integralglei
chungen (bzw. auf die durch Differentiation aus ihnen entstehenden 
Gleicbungen) anwendet und so wiederum zu Volterraschen Integral
gleichungen kommt, die er durch konvergente Reihen von erfaßbarem 
asymptotischen Verhalten lösen kann; ähnlich hat er 976) die aus linearen 
Differentialgleichungen und Differenzengleichungen durch die Laplace
sche Transformation entstehenden Volterraschen Integralgleichnngen 
behandelt. 

In etwas anderer Richtung hat G. O. Evansm) die Volterrasche 
Integralgleichung zweiter Art (3) untersucht. Nachdem er zunächst 
die Gültigkeit der Entwicklung nach iterierten Kernen auf gewisse un
stetige absolut integrierbare Kerne ausgedehnt hat 178), hat er auch 
nicht absolut integrierbare Kerne in Betracht gezogen und eine 
Reihe von Bedingungen für die Existenz einer oder auch mehrerer 
stetiger Lösungen angegeben. G. O. Evans 279) hat ferner diese Resul
tate auf Volterrasche Integralgleichungen 2. Art mit einer Integrations
grenze 00 übertragen. 

e) Verallgemeinerte Volterrasche Integralgleichungen. 
Neben den schon erwähnten Systemen mit mehreren unbekannten 
Funktionen sind auch im Gebiete der Volterraschen Integralglei
chungen die übrigen in Nr. 13 aufgeführten Verallgemeinerungen viel
fach untersucht worden. Es sei hier nur die schon von V. Volterra 9H) 

275) J. Horn, J. f. Math. 146 (1915), p.95-116; Math. Ztschr. 3 (1919), 
p. 265-313; 8 (1920). p. tOO-l14. 

276) J.Horn, Jahresb. Deutsch. Math.-Ver. 24 (1916), p. 210-225, 309-329; 
25 (llH 7), p. 74-83, 8411-825; zu den Differenzengleichungen vgl. Encykl. II C 7, 
Nr.6, p. 701, N E. Nörlund. 

277) G. C. Rvans, BuH. Amer. Math. 80c. (2) 16 (1909), p. 130-136; Trans. 
Amer. Math. 80c. 11 (1910), p. 398-413; 12 (1911), p.429-472. 

278) Vgl. au,·h die Bemerkungen von W. H. Young, Quart. J. 41 (1910), 
p. 176-192 über Kerne, dIe in Lebesgueschem Sinne integrierbar sind; weitere 
spezielle Typen singulärer Kerne bei R. d'Adhemar, Atti 4. congr. int. Roms. 1909, 
t. I!, p. 115- 121 

279) G. O. Evan.~, Rom Acc. Linc. Rend. (5) 20, (1911), p. 409-415, 
656-662 20J (1!111). p. 7-11; O. E. Love, Trans. Amer. Math. 80c. 16 (1914), 
p. 467 -476 gibt andere Bedingungen für diesen Fall. 
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behandelte Integralgleichung 1. Art für Funktionen von zwei Unbe
bekannten hervorgehoben: 

• (1 

(6) JJ R(s, 0'; t, -r) cp(t, -r) dtd-r = g(s, 0'), 
o 0 

aus der durch zweimalige Differentiation eine gemischte V olterrasche 
Integralgleichung 2. Art vom Typus Nr. 13, (2) entsteht; diese kann 
außer durch die in Nr. 13 b genannten Methoden auch durch sukzes
sive Approximation, d. h. durch passende Verallgemeinerung der Ent
wicklung nach !terierten behandelt werden 280). 

Diejenigen Verallgemeiuerungen der V olterraschen integralglei
chung (3), bei denen die obere Grenze nicht s, sondern eine beliebig 
gegebene stetige Funktion h(s) ist, liefern, falls überall 0 < h(s) < s 
ist, nichts Neues. Andernfalls haben sie einen wesentlich anderen 
Charakter; insbesondere gilt nicht mehr, daß das Bestehen der inte
gralgleichung in jedem Intervall 0 <s < b die Funktion cp(s) in diesem 
Intervall eindeutig bestimmt, denn wenn man - bei passendem b -
cp(s) in den Intervallen Minh(s) < s < 0 bzw. b < s < Maxh(s) will
kürlich wählt, bleibt eine gewöhnliche Integralgleichung 2. Art für 
die Werte von cp(s) im Intervall 0 <s< b zurück. Man wird also 
die Gültigkeit der Gleichung für alle s 2 0 bzw. auch für negative s 
fordern, um zu einem bestimmten Problem zu kommen; sie ist damit 
einer singulären Integralgleichung (mit unendlichem Integrationsinter
vall) bzw. einem System zweier Integralgleichungen [mit den Werten 
von cp(s) für s 2 0 und s < 0 als Unbekannten] äquivalent.281) Ana
loges gilt natürlich, wenn auch die untere Grenze von s abhängt. 

Von Gleichungen dieser Gruppe hat bereits V. Volterra 282) den 
Fall behandelt, daß heide Grenzen proportional s sind; er führt ihn 
auf den Typus 8 

(7) g(s)-JR(s,t)cp(t)dt,lal<l, a. 
und durch Differentiation auf die verallgemeinerte (funktionale) Vol
terrasche Integralgleichung 2. Art 

• 
(8) cp(s) + pes) cp(as) + J K(s, t) cp(t) dt = fes) 

a. 

280) T. Lalesco, These 17), 1. P., Nr.18; M.]J.lason, Math.Ann. 65 (1908), p.670 
-676; T. H. Gronwall, Ann. of. Math. (2) 16 (1915), p. 119-122. 

281) Dieser Sachverhalt kommt in der Mehrzahl der Arbeiten über Pro
bleme dieser Gruppe mehr oder weniger ausdrücklich zar Geltung; ein Beispiel 
für die Unbestimmtheit der Lösung ist vollstltndig durchgerechnet bei P. NalU, 
Palermo Rend. 46 (1922), p. 261-264. 

282) V. Volterra, Ann. di mat. 26111), Art. 11. 
Encyklop. d. math. Wissensch. n 3. 96 
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zurück, die je nach dem V orzeichen von a für s::::: 0 oder für s::::: 0 
und s < 0 zu betrachten ist. Eine ähnliche Integralgleichung, in der 
nur 0 statt as als untere Grenze auftritt, hat für I a I < 1 E. Picard 283) 

durch sukzessive Approximation von einer Funktionalgleichung aus 
gelöst; er hat gezeigt, daß sie unter geeigneten Voraussetzungen über 
die eingehenden Funktionen genau eine bei s = 0 stetige Lösung be
sitzt; T. Lalesco 284) hat diese Methode auf (7) angewandt. Für ge
wisse singuläre Kerne, wie sie aus einer Abelschen Integralgleichung 
entstehen (s. Nr. 23 d), hat P. J. Browne 285) die Gleichung (8) ein
gehend untersucht und hat insbesondere gezeigt, daß die Lösuug eine 
meromorphe Funktion eines in pes) und K(s, t) linear eingehenden 
Parameters A. ist. Einen singulären Charakter hat der Fall a = - 1, 
den V. Volterra 28!) und weiterhin T. Lalesco 286) behandelt hat. 

Endlich sind mit ähnlichen Methoden in einer Reihe von Ar
beiten 287), zum Teil in direkter Verbindung mit Randwertaufgaben 
hyperbolischer Differentialgleichungen, Volterrasche Integralgleichungen 
1. und 2. Art untersucht worden, bei denen eine oder beide Grenzen 
nicht mehr linear von s abhängen. 

d) Besondere Volterrasche Integralgleichungen. Das 
klassische Vorbild der Volterraschen Problemstellung, die Ab el s ch e 
Integralgleichung [so Nr. 4, (7)], d. i. die Gleichung (1) mit dem 

283) E. PicaJ'd, Paris C. R. 144 (1907), p.l009-1012. Weitere Lösungen 
dieser Gleichung, die sich aus anderen Lösungen der Ausgangs-Funktionalglei
chung ergeben, haben C. Popovici, Paris C. R. 158 (1914), p. 1866-1869 und 
A. Myller u. V. Valcovici, Bubr. Bull. 3 (1914), p. 165-171 untersucht. Ein 
Eigenwertproblem für eine solche Integralgleichung bei P. Nalli, Rom Ace. Linc. 
Rend. (5) 29:1 (1920), p. 23-25, 84-86; 30:1 (1921), p. 85-90,122-127,295-300, 
405-410,451-456; 311 (1922), p. 245-24S; Palermo Rend. 47 (1923), p. 1-14. 
Eine weitere Verallgemeinerung, in der rp(h(s) mit gegebenem h(s) statt rp(cxs) 
auftritt, behandelt A. Myller, Paris C. R. 148 (1909), p. 1090-1091 und Math. 
Ann. 68 (1909), p. 75-106. V gl. auch die hierhin gehörige Gleichung bei G. An
dreoli, Rom Ace. Linc. Rend. (5) 251 (1916), p. 79-84. 

28!) T. Lalesco, These 1'1), 1. P., Nr. 10; vgl. dazu M. Picone, Rom Ace. 
Linc. Rend. (5) 19:1 (1910), p. 259-265 und C. Popovici, Palermo Rend. 39 (1915), 
p.341-344. 

285) P. J. Browne, Paris C. R. 1M (1912), p. 1289-1291, 1402-1404; These 
(Paris 1913), 146 S. = Ann. Fac. Sc. Toulouse (3) 4 (1912), p. 63-198. 

286) T. Laiesco, These 1'1), 1. P., Nr. 14. 
287) T. Laiesco, Paris C. R. 152 (1911), p. 579-580; Darb. Bull. (2) 35 (1911), 

p. 205-212; M.Picone, Palermo Rend. 31 (1911), p. 133-169; 32 (1911), p. 188-
190; Batt. Giorn. 49 (1911), p.173-180; G. Andreoli, Rom Ace. Linc. Rend. 
(5) 221 (1913), p.776-781; 23, (1914), p.196-201; Palermo Rend. 37 (1914), 
p.76-112; Battagl. Giorn. 53 86°) (auch Gleichungen, in denen nebeneinander 
Integrale mit konstanten und variablen Grenzen auftreten). 
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singulären Kern (s -- t)- n (n < 1), ist samt ihren unmittelbaren Ver
allgemeinerungen in Encykl. II A 11, Nr. 30, S. Pincherle, behandelt.288) 

Mit Hilfe der Ahelschen Umkehrungsformeln lassen sich Integralglei
chungen (1) mit Kernen (s - t)- n G (s, t), wo G endlich und stetig 
ist, leicht auf solche mit endlichem Kern zurückführen.289) 

In seiner ersten Arbeit von 1823 21) hat N. H Abel ferner einen 
Gleichungstyp erwähnt, der auf eine Volterrasche Integralgleichung 

1. Art mit dem singulären Kern +N(!) und den Grenzen as, bs 
hinauskommt, ohne jedoch eine Lösung anzugeben; er ist ausführlich 
von P. J. Browne 290) durch Zurückführung auf eine Integralgleichung 
der Form (8) sowie in speziellen Fällen von E. Holmgren 291) durch 
Potenzentwicklungen, die formal an Abelsche Gedankengänge an
schließen, behandelt worden. 

Die, meist in Rücksicht auf bestimmte Anwendungen, explizit 
gelösten V olterraschen Integralgleichungen haben durchweg Kerne, 
die Funktionen der Differenz s - t allein sind 292) (vgl. auch Nr. 14:, 
26 a, 3). Hervorgehoben sei hier nur die Behandlung der Integral-

288) Der dort angegebenen Literatur ist noch hinzuzufügen: O. Oailler, Darb. 
BuH. (2) 23 (1899), p. 26-48; E. Gour8at, Acta math. 27 (1903), p. 129-134; 
J. G. Rutgers, Amsterd. Ak. Versl. 22 (1913), p. 265-272; 24 (1915), p. 557-568; 
A. Kienast, Zürich Naturf. GeseHsch. 62 (1917), p. 59-66. 

289) V. Volterra "), 2. Note; Ann. di mat. 25 19), Art. I; E. Picard!68); 
T. Lalesco, These 17), 1. P., Nr. 9. - V. VolteTTa, Rom Acc. Linc. Rend. (5) 11 841), 
Chap. VI behandelt analog Kerne, die für 8 = t logarithmisch unendlich 
werden. 

290) P. J. Browne, These 'S") sowie Paris C. R. 155 (1912), p. 129-132, 1136 
-1140; 158 (1914), p. 1562-1565. 

291) E. Hol'l1lgren, Ark. for Mat. 16 (1922), Nr. 15, 20 S. 

292) N. Hirakawa, Töhoku Math. J. 8 (1915), p. 38-41; T. Hayashi, ibid. 
10 (1916), p. 56-59; J. Usai, Batt. Giorn. 56 (1918), p. 209-215; Palermo Rend. 
45 (1921), p.271-283; J. Kaucky, Univ. Masaryk public. Nr. 17 (1922), 16 S. 
[Kerne (8 - t)"]. - St. Mohorovici6, Jugosl. Acad. BuH., Math.-phys. Kl. 6/7 (1916), 
p. 1-6, 180; Rada jugosl. Acad. 213 (1916), p. 1; H. Bateman, Mess. of Math. 
49 (1920), p. 134-137; T. Hayashi, Töhoku Math. J. 19 (1921), p. 126-135 (Ex
ponentialfunktion von s - t). - W. Kapteyn, Amsterd. Akad. Versl. 23 (1914), 
p.232-245; O. Tedone, Rom. Acc. Linc. Rend. (5) 221 (1913), p.757-761; 231 

(1914), p. 120-126,473-480; 241 (1915), p. 544-554 (Besselsche Funktionen von 
8 - t). - O. Tedone, ibid., 291 (1920), p. 333-344; F. Sbrana, ibid., 30. (1921), 
p. 492-494 (Hypergeometrische Funktionen von 8 - t). - E. T. Whittaker, 
Lond. Roy. Soc. Proc. (A) 94 (1918), p. 367 -383; F. Sbrana, Rom Acc. Linc. 
Rend. (5) 311 (1922), p. 454-456; V. Fock, Math. Ztschr. 21 (1924), p. 161-173, 
vgl. dazu G. Doetsch, ibid. 24 (1926), p. 785-788 und U6) (Beliebige Funktionen 
von 8 - t, bei Whittaker im Hinblick auf numerische Lösung). 

96* 
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gleichungen 2. Art mit den Grenzen 0, sund s - 1, s und dem be
liebigen Kern K(s - t) durch G. Herglotz 293). 

e) Unter den Gleichungssystemen mit unendlichvielen Unbekannten 
hat J. Horn 294.) einen Typus "Volterrascher Summengleich ungen" 
herausgehoben: co 

:EN(s, s + n) q;(n) = f(s) , 
n=O 

die genau den Volterraschen Integralgleichungen (1) entsprechen; er 
hat für sie in genauer Analogie zu seinen in b) erwähnten Arbeiten 
unter der Annahme, daß N(s, t), fes) im Unendlichen reguläre Funk
tionen von s, t sind, das asymptotische Verhalten der Lösung q; (t) 
für große tuntersucht. 

24:. Lineare Funktionaloperationen. Aus der allgemeinen Theorie 
der Funktionaloperationen 295) sei hier dasjenige zusammengestellt, was 
nach Fragestellung und Methode mit der Auflösung der linearen Inte
gralgleichungen und der Systeme von unendlichvielen linearen Glei
chungen zusammenhängt. 

a) Die Al g e b rad e r Fun kt ion al 0 per a t ion e n. 
Das Wort "Funktionaloperation" wird in etwas schwankendem 

Umfange gebraucht. Allgemein zu reden, bezeichnet es irgendeine 
Operation ~, die nicht auf Zahlen x, sondern auf Funktionen q;(s) 
angewendet wird, wie z. B. das Differenzieren, das Bilden eines be
stimmten Integrals in gegebenen Grenzen, das Einsetzen einer Funk
tion in die linke Seite einer Differentialgleichung oder Integralglei
chung u. a. m. Vielfach aber wird es vorzugsweise nur in dem engeren 
Sinne verwendet, daß das Resultat der Operation eine Zahl ist (wie 
beim bestimmten Integral), und zum Unterschiede davon werden dann 
solche Funktionaloperationen, deren Resultat selbst wieder eine Funk
tion ist, wohl auch als Funktionaltransformationen bezeichnet. Eine 
lineare Funktionaloperation ("distributive Operation") insbesondere ist 

293) G. Herglotz, Math. Ann. 65 (1908), p. 87-106 im Anschluß an die von 
P. Hertz, ibid., p. 1-86 behandelten speziellen Integralgleichungen der Elek
tronentheorie. V gl. auch F. Schürer 318), p. 227 ff. 

294) J. Horn, J. f. Math. 140 (1911), p. 159-174; Arch. Math. Phys. (3) 26 
1918), p. 132-145. Vgl. auch H. v. Koch, Arkiv 15 117) und O. Perron, Math 

Ztschr. 8, Math. Ann. 84 117). 

295) V gl. die Gesamtdarstellung dieses Kalküls Encykl. II A 11, S. Pincherle 
(abgeschlossen 1905; vom Autor erweiterte und bis 1912 fortgeführte Bearbeitung 
in Encycl. fraD9. II 26). V gl. ferner zu a): S. Pincherle und U. Amaldi, Le ope
razioni funzionali distributive, Bologna 1901; zu b): P. Levy, Le90ns d'analyse, 
fonctionelle, Paris 1922 (Coll. BoreI), 442 S.; Analyse fonctionelle, Paris (Gau
thier-Villars) 1925, memo des sCiences math., fasc. V, 56 S. 
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eine solche, für die gilt: 

~H«Pl (s) + «Pi(S)) = iH«pl (s)) + g:(<<Pi(S)), 
g:(c«p(S)) = cg:(<<p(s). 

Betrachtet man gleichzeitig zwei Funktionaloperationen, und zwar zwei 
solche, die die Eigenschaft haben, jede Funktion einer gegebenen 
Klasse von Funktionen in eine Funktion derselben Klasse überzuführen, 
so ergibt sich der Begriff des symbolischen Produkts der beiden Ope
rationen g:@(<<p) als g:(@(<<p), also als der Erfolg der Anwendung erst 
von @ auf «p, dann von g: auf das Resultat @ (<<p ), ins besondere auch 
der der symbolischen Potenz g:n j die Rolle der 1 in diesem Kalkül 
übernimmt die identische Transformation ~ (<<p) =«p. Als lineare 
Funktionalgleichung bezeichnet man die Aufgabe, zu einer gegebenen 
linearen l!'unktionaltranstormation g: eine Funktion «p zu finden, für 
die g:(<<p) = 0 ist. 

Die Idee der sukzessiven Approximation oder - wie ihre An
wendung auf Integralgleichungen und unendlich viele Veränderliche 
hier durchweg bezeichnet wurde (vgl. Nr. 3, 11, (2), I6d, 3) - die 
"Entwicklung nach !terierten" liefert ein Beispiel für den Nutzen einer 
solchen allgemeinen formalen Begriffsbildung. Dieser analytische Kunst
griff erweist sich nämlich als die Anwendung der elementaren Idee 
der geometrischen Reihe statt auf Zahlen auf Funktionaloperationen 
der eben betrachteten Art. Setzt man - indem man dabei von allen 
Konvergenzüberlegungen absieht - nach dem Muster 

x= 1 + a + a i + .. . 
ax = a + a2 + aS + .. . 

x-ax= 1 

die symbolische geometrische Reihe an: 

(1) «p = ~(f) + g: (f) + g:S(f) + ... , 
so wird entsprechend 

(2) g:(<<p) = g:(f) + g:2 (f) + g:S(f) + .. " 
also 
(3) «p - g:(<<p) = &'(f) = f, 
d. h. die Funktionalgleichung (3) wird durch die in (1) definierte 
Funktion «p gelöst (vgl. N r. 3 16).296) 

Dieser in der Hauptsache von S. Pincherle ausgebildete Operations-

296) In ähnlicher Weise erscheint übrigens der Kunstgriff des Abspaltungs
verfahrens Nr. 1080, 4, wenn man ihn in die Sprache dieses OperationskalkülB 
überträgt, als durchaus naturgemäß; vgl. Nr. 2~ b Ende, F. Riesz 804). 
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kalkü1 297) spielt in der Analysis des Funktionenraumes die gleiche 
Rolle, wie die Vektoranalysis für den dreidimensionalen Raum und 
wie der Matrizenkalkül für die Algebra des Raumes von n Dimen
sionen. Seine Nützlichkeit tritt übrigens in der Eigenwerttheorie noch 
stärker hervor (vgl. Nr. 45a und Nr.39a491»). Im Rahmen der Auf
lösungstheorie ist noch die Einführung der Lieschen Idee der Trans
formationsgruppe und ihrer infinitesimalen Transformation in die Geo
metrie des Funktionenraumes zu erwähnen 298). 

b) Der Standpunkt der Mengenlehre. 

Die zentrale Stellung der Integraloperationen innerhalb aller 
linearen Funktionaloperationen hat zuerst J. Hadamard 299) dargetan, in
dem er bewies: Sei ~ (<p (s») eine beliebige lineare Funktionaloperation, 
die jeder im Intervall a < s < b stetigen Funktion <p (s) eine bestimmte 
Zahl zuordnet, und sei t5' eine stetige Operation Cd. h. lim ~(<Pn) = ~(<p), 

#=00 

wenn die <P .. (s) im Intervall a < s < b gleichmäßig gegen <pes) kon
vergieren], so kann man eine Folge stetiger Funktionen k,,(s) so be-

297) In Ergänzung der unter 296) aufgeführten zusammenfassenden Dar
stellungen seien hier nur diejenigen Arbeiten zusammengestellt, in denen S. Pin
cherle na c h der Entstehung der Integralgleichungstheorie deren Beziehungen zu 
seinem Kalkül erörtert hat: a) Rom Acc. Linc. Rend. (5) 14. (1905), p. 366-374; 
b) Bol. Mem. (6) 3 (1906), p. 143-171; c) Rom Acc. Linc. ReUfl. (5) 18. (1909), 
p.85-86; d) Hol. Mem. (6) 8 (1911), p.56-90 (117-152 der anderen Pagi
nierung); e) Rom Acc. Linc. Rend. (5) 20. (1911), p. 487-493; f) Batt. Giom. 
50 [(3) 3] (1912), p. 1-16; g) Bol. Mem. (6) 9 (1912), p.61-70. Vgl. auch 
H. B. A. Bockwinkel, Amsterd. Akad. Versl. 25 (1916), p. 363-374, 646-660, 
805--821, 905-917, 1017-1082, 1851-1365, 14:!6-1444; 27 (1919), p.1232 
-1235. 

298) G. Kowalewski, Paris C. R. 103 (1911), p. 931-933 (die aus den Vol
terraschen Integralgleichungen entspringende Transformationsgruppe) , ebenda. 
p. 1452-1404 (projektive Gruppe im Funktionenraum), Wien. Ber. 120 (1911) 
Ha, p. 77-109, 1430-1472 (die aus den Fredholmschen Integralgleichungen ent
springende Gruppe, insbesondere die orthogonalen Tra.nsformationen in ihr und 
deren Cayleysche ParameterdarsteHung; Liesche Klammerausdrücke), ebenda. 121 
(1912) IIa, p. 941-947 (Verwendung der Volterragruppe für lineare homogene 
Differentialgleichungen). Ferner E. Vessiot, Paris C. R. 1M (1912), p. 071-573 und 
14'1); L. L. Dines, Amer. Math. Soc. Trans. 20 (1919), p. 45-65 und anschließend 
daran T. H. Hildebrandt, Amer. Ma.th. Soc. BuH. 26 (1920), p. 400-405 (die pro
jektive Gruppe), endlich J. A. Barnett, Amer. Nat. Ac. Proc. 6 (1920), p.200-204 
und A. D. Michal, Amer. Math. Soe. BuH. 30 (1924), p. 338-344. - Wegen der 
Einordnung dieser Untersuchungen in den Komplex der Integrodifferentialglei
chungen vgl. Nr. 24 d, 2 819) und 27 a 86'). 

299) J. Hadamard, Paris C. R. 186 (1903), p. 851-354; vgl. hierfür und für 
das folgende Encykl. 11 A 11, Pincherle, Nr. 13, und Encyel. fra.n9. II 26, Nr.19. 
Anderer Beweis bei M. Frechet, Amer. Math. Soc. Trans. 5 (1904), p. 493-499. 
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stimmen, daß für jedes stetige cp(s) 
b 

~(cp(s) = !~rr;,fkn(s)cp(s)ds 
a 

gilt. Nachdem Hadamard auf diese Weise damit begonnen hatte, den 
rein formalen Operationskalkül in einem konkreten Falle von einiger
maßen allgemeiner Natur zu realisieren, haben M. Frechet u. a. durch 
Heranführung der Mittel der modernen Mengenlehre den Inhalt dieses 
Satzes in den drei in Betracht kommenden Richtungen erweitert 800): 

1 wird der Bereich der stetigen Funktionen, auf die die Operation 
~ anzuwenden ist, durch einen anderen Funktionenraum ersetzt; 

2. wird der Begriff der gleichmäßigen Konvergenz der bei der De
finition der Stetigkeit von ~ auftretenden Funktionenfolgen durch 
einen anderen Konvergenzbegriff ersetzt, indem an Stelle des 
bei der Definition der gleichmäßigen Konvergenz auftretenden 
Max I cp n (s) - cp (s) I irgendein anderer "Entfernun gs begriff" ( ecart) 
a~8~b 

im Funktionenraum gesetzt wird (vgl. Ency kl. II C 9 a, NI'. 26 a, 
Zoretti-Rosenthal); 

3. wird der Riemannsche Integralbegriff durch einen anderen (Leb es
gueschen, Stieltjesschen usw., vgl. Encykl. II C 9b, NI'. 30, 35d) 
ersetzt. 
Insbesondere ist es F. Ries.z S01) gelungen, durch Verwendung dieser 

300) M. Frichet, Amer. Math. Soc. Trans. 6 (1905), p.134-140; 8 (1907), 
p. 433-446 (Raum der im Lebesgueschen Sinne integrierbaren Funktionen; statt 
gleichmäßiger Konvergenz tritt Konvergenz bis auf eine Nullmenge). F. Riesz, Paris 
C. R. 144 (1907), p. 1409-1411 und M.Frichet, ebenda p. 1414-1416 (summierbare 

b b 

Funktionen, für die J 'P2ds beschränkt, Entfernungs begriff J ('Pt (s) - 'Pi (s») i ds). 
a a 

M. Frichet, Paris C. R. 148 (1909), p.279-281 und Ann. Ec. Norm. (3) 27 
(1910), p. 193-216 (Ausdehnung auf mehrfache Integrale). H. Steinhaus, 
Math. Ztschr. 5 (1919), p. 186-221 (summierbare Funktionen, Entfernungsbegriff 

b 

J I 'Pt (s) - 'Pi (s) I ds). Die mit dem Hadamardschen Satz eng zusammenhängende 
a 

und seit Frechet gelegentlich aufgeworfene Frage, wie die kn(s) beschaffen sein 

müssen, damit Jkn(s) 'P (s)ds für jedes 'P eines gegebenen Funktionenraumes kon

vergiert oder beschränkt ist, behandelt systematisch für zahlreiche Funktionen
räume H. Hahnm)j vgl. auch E. W. Chittenden, Palermo Rend. 45 (1921), 
p. 265-270 und 47 (1923), p. 336; T. H. Hildebrandt, Amer. Ma.th. Soc. BuH. 28 
(1922), p. 53-58; S. Banach, Fundam. math. 3 (1922), p. 133-181. - Zu dem 
gesamten Gegenstande vgl. übrigens A. Schoenflies, Literatur B 1. 

301) F. Riesz, Paris C. R. 149 (1909), p. 914,-977 und Ann. Ec. Norm. (3) 
28 (1911), p. 33-62. Eine ähnliche 1<'ormulierung für summierbare Funktionen vor-
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dritten Erweiterungsmöglichkeit das Theorem selbst folgendermaßen 
zu vereinfachen: es existiert eine Funktion von beschränkter Schwan-
kung ,,(s), so daß b 

~(IP(s)) !IP(s)d"(s); 
a 

dabei ist das Integral im Stieltjesschen Sinne (vgl. Encykl. II C 9 b, 
Nr. 35 d, Montel-Rosenthal) ve!standen. 

Die Lösung des analogen Problems für lineare :Funktionaltrans
formationen, d. h. deren Darstellung durch ein in irgendeinem Sinne 

b 

genommenes Integral J K (s, t) IP (t) d t, würde jede lineare Funktional-
a 

gleichung auf eine lineare, evtl. eigentlich singuläre Integralgleichung 
zurückzuführen gestatten. Man hat diesen schwierigen Weg nicht beschrit
ten, sondern hat statt dessen direkt für gewisse Funktionenräume die 
allgemeine lineare Funktionalgleichung nach dem methodischen Muster 
der Integralgleichungstheorie behandelt.302) Insbesondere hat F. Riesz 303) 

die Lösung von linearen Funktionalgleichungen und die Invertierung 
von linearen Funktionaltransformationen in Räumen von Funktionen, 

b 

für dieJ!IP(s)!Pds im Lebesgueschen Sinne existiert, nach den Me-
a 

thoden gewonnen, die er späterhin auf die analogen Probleme in der 

her bei M.Frechet, Amer. Math. Soc. Trans. 8 800). Andere Beweise von E. Helly 266), 

§ 8 und F. Riesz, Ann. Ec. Norm. (3) 31 (1914), p. 9-14. Umsetzung in Lebesgue
sche Integrale bei H. Lebesgue, Paris C. R. 150 (1910), p. 86-88; eine andere 
Umsetzung bei M.Frechet, Paris C. R. 150 (1910), p. 1231-1233; C. R. du congres 
des soc. savantes en 1913, sciences (1914), p. 45-54; Amer. Math. Soc. Trans. 15 
(1914), p. 135-161, insbes. p. 152; Ch. A. Fischer, Amer. Nat. Ac. Proc. 8 (1922), 
p. 26-29. Übertragung auf bilineare Funktionaloperationen mit Stieltjesschen 
Doppelintegralen bei M. Frechet, Amer. Math. Soc. Trans. 16 (1915), p. 215-234. 

302) Für den Raum der nebst ihrem Quadrat im Lebesgueschen Sinne 
integrierbaren Funktionen erlaubt der Fischer-Rieszsche Satz (Nr. 15 d) jede 
lineare Funktionaloperation im Raume der unendlichvielen Veränderlichen von 
konvergenter Quadratsumme zu deuten. Bei sinngemäßer Definition der Stetig
keit von ij wird dann das Hadama.rdsche Theorem zu der leicht beweisbaren 

Ta.tsache, daß jede lineare homogene Funktion als Linearform~a"x" darstell

bar ist (vgl. M. Frichet 194»). Analog führt die lineare Funktionalgleichung auf 
ein unendliches linea.res Gleichungssystem. 

303) F. Riesz 164), §§ 12,13. J. Radon, Wien. Ber. 122 (1913) Ha, p.1295-1438 
hat diese Betrachtungen auf Funktionaltransformationen von Funktionenklassen 
übertragen, deren Elemente gewisse Funktionen von Punktmengen (additive 
Mengenfunktionen) sind. Ähnliche Übertragungen bei A. I. Pell, Amer. Math. Soc. 
Trans. 20 (1919), p. 343-355. 
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Theorie der unendlichvielen Veränderlichen angewendet hat (vgl. N r. 2 0 c). 
Ferner hat er SO") für den Raum der stetigen Funktionen unter Ver
wendung von Max I !Pt (s) - !P2(S) I als' Entfernungsbegriff diejenigen 
Funktionaltransformationen behandelt, die den vollstetigen Gleichungs
systemen analog sind, und hat für sie durch eine dem Abspaltungs
verfahren (Nr. lOa) analoge Methode eine volle Auflösungstheorie ge
geben. 

c) Der formal-abstrakte Standpunkt (general analysis). 
E. H Moore 305) und seine Schüler haben sich das Ziel gesetzt, 

dem allgemeinen Analogiegedanken, wie er in Nr. 1 c der Einleitung 
dieses Artikels geschildert wurde, auch den äußeren, formalen Aus
druck zu geben. "Formal" ist hier allerdings nicht in dem Sinne ver
standen, daß es sich lediglich um die Einführung einer zusammen
fassenden Nomenklatur handle. Die Aufgabe, die sich Moore stellt, 
ist die, eine Theorie zu gewinnen, die nicht von stetigen Funktionen 
x(s) in einem Intervall a < s < b handelt, wie die Integralgleichungs
lehre, nicht von Stellen x = (Xl)"" xn) eines n-dimensionalen Raumes, 
wie die Algebra der linearen Gleichungssysteme, und nicht von Stellen 
x = (xt) X2, ••• ) von konvergenter Quadrat.summe,·~ie Hilberts Theorie 
der unendlichvielen Veränderlichenl sondern von Belegungen x(s) der 
Elemente s einer ganz beliebigen abstrakten Menge ~ mit reellen 
(oder auch komplexen) Zahlen; Moores Zi el ist also eine Theorie, 
die über die Gesamtheit im dieser Belegungen x(s) solche Aussagen 
macht, daß darin die Sätze der Integralgleichungstheorie (für den 
Fall, daß ~ das Intervall a < s < b ist) ebenso als Spezialfälle ent
halten sind, wie die Auflösungssätze über lineare Gleichungen mit 
n Unbekannten (falls ~ aus n Dingen besteht) und die Sätze über 
unendliche lineare Gleichungssysteme (wenn ~ die Menge der posi
tiven ganzen Zahlen bedeutet). Das ist, was Moore "unifizieren" nennt, 
und "general analysis" ist die allgemeine Theorie, die sich ihm dabei 
ergibt. 

304) F. Riess, Acta math. 41 (1916), p. 71-98. Hierzu entsprechende tJber
tragungen von J. Radon, Wien. Anz. 56 (1919), p. 189 und Wien. Ber. 128 (1919) 
Ha, p. 1083-1121. - Vgl. dazu auch eh. A. Fischer, Amer. Math. Soc. BuH. 27 
(1920), p. 10 -17. 

305) E. H. Moore: a) Introduction to a form of general analysis, New 
Haven Colloquium 1910, p. 1-150, hervorgegangen aus Vorlesungen im September 
1906; b) Amer. Math. Soc. BuH. 12 (1906), p. 280, 283-284; c) Rom 4. intern. 
Math. Kongr. 2 (1909), p. 98-114; d) Amer. Math. Soc. BuH. 18 (1912), p. 334-362; 
e) Cambr. 5. intern. Math. Kongr. 1 (1913), p. 230-255. Wegen der abstrakten, 
reichlich Symbole und z. T. sogar Begriffsschrift verwendenden Schreibweise 
Moores ist die ausführliche Einführung von O. Balsa, Jahresb. Deutsch. Math.
Ver. 23 (1914), p. 248-303 besonders hervorzuheben. 
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Es ist das Charakteristikum gerade der Untersuchungen von 
E. Schmidt und ist als solches oben (Nr. 7, Schlußbemerkung, ISd, 
18 b, 4) hervorgehoben worden, daß er sowohl für die Eigen
werttheorie der Integralgleichungen 41) als auch für die Auflösungs
theorie 4l1) solche Methoden gegeben hat, die sich unmittelbar auf un
endlichviele Veränderliche übertragen lassen; insbesondere in der Eigen
werttheorie sind seine Methoden so beschaffen, daß sie auch für das 
Hauptachsentheorem der Formen von n Veränderlichen in derselben 
Weise funktionieren und hier eine sehr einfache Lösung dieser alge
braischen Aufgabe darstellen, und Schmidt hat auch gelegentlich s06) 
Axiome zusammengestellt, die für den Aufbau seiner Eigenwerttheorie 
ausreichen. Seine Auflösungstheorie ist nicht bis zu solcher axioma
tischer Formulierung durchgeführt, da sie sowohl für Integralglei
chungen als auch für unendlichviele Veränderliche das Problem auf 
die Lösung von n Gleichungen mit n Unbekannten zurückführt, also 
diese elementare algebraische Aufgabe bereits als gelöst voraussetzt, 
ohne sie erneut mitzulösen. 

Daß eine solche axiomatische Formulierung oder Unifizierung 
noch mancherlei Aufgaben in sich birgt, wird vielleicht am deutlich
sten, wenn man einen der wichtigsten Punkte dieses Bereichs ins Auge 
faßt. Sowohl in der Fredholmschen Theorie (Nr. 9) als auch beim 
Beweise der Konvergenz der Entwicklung nach !terierten für Volterra
sche Kerne (Nr. 23a) und für kleine Kerne (Nr. lOa, 268)) wird der 
Begriff der gleichmäßigen Konvergenz ausgiebig verwendet. Die par
allellaufenden Schlüsse im Hilbertschen Bereich der Veränderlichen 
von konvergenter Quadratsumme können sich nicht des genau ent
sprechenden Begriffs bedienen. Das Beispiel der Folge von Stellen 007) 

X(l) = (1, 0,0,0, ... ) 

XC!) = (1, 1_, 0, 0, 
V2 

(S) _ (1 ~ _1_ ° 
x - 'Vi' Vii' , 

.. .) 

... ) 
. , 

die offenbar alle dem Hilbertschen Raum angehören und gleichmäßig 

gegen die Stelle x = (1 ~ _1 __ 1_ ••• ) 

, V2"' Vä' y'4' 

konvergieren, die nicht dem Hilbertschen Raum angehört, zeigt, daß 
ein genaues Analogisieren des Begriffs der gleichmäßigen Konvergenz 

306) Wiedergegeben bei A. Kneser 98), p. 19111'.; vgl. Nr. 18b 99). 
307) V gl. E. H. Moore 80&) a), p. 38. 
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auf den Hilbertschen Raum nicht in Betracht kommt. Und ebenso
wenig paßt der Begriff der "stark konvergenten Folge", desE!en sich 
D. Bilbert 168) und E. Schmidtt96) bedienen, auf die Verhältnisse der 
stetigen Funktionen. 

Das Vorgehen von Moore wird nun an diesem Falle besonders 
deutlich. Er ersetzt den Begriff der gleichmäßigen Konvergenz durch 
den der "relativ-gleichmäßigen Konvergenz in bezug auf den Bereich 
IDl": Eine Folge von Stellen X(l)(S), X(2J (s), ... von an konvergiert 
relativ-gleichmäßig bezüglich IDl gegen die SteUe x(s), wenn man eine 
Stelle (>(s) in IDl finden kann und zu jedem c> 0 einen Index n(c), so 
daß für alle v > n(c) und für alle Elemente s von ~ die Ungleichung 
I x(v) (s) - x (s) I < E (> (s) gilt. Ist IDl der Bereich der stetigen Funk
tionen, so genügt die Verwendung konstanter (>(s), um einzusehen, daß 
jede im gewöhnlichen Sinne gleichmäßig konvergente Folge auch rela
tiv-gleichmäßig bezüglich Wl konvergiert, und wegen der Existenz 
eines Maximums bei stetigen Funktionen ist offenbar auch das Um
gekehrte richtig; hier kommen also beide Begriffe überein, und da 
die Grenzfunktion einer gleichmäßig konvergenten Folge stetiger Funk
tionen selbst eine stetige Funktion ist, gehört also in diesem Falle 
die Grenzfunktion x(s) stets selbst dem Bereich IDl der stetigen Funk
tionen an. Für den Hilbertschen Raum gilt nun ebenfalls, daß die 
Grenzstelle einer in bezug auf ihn relativ-gleichmäßig konvergierenden 
Folge von Stellen von konvergenter Quadratsumme selbst stets wieder 
eine Stelle von konvergenter Quadratsumme ist S08). Damit ist also 
ein Allgemeinbegriff gefunden, der die beiden Tatbestände in einen 
einzigen zusammenfaßt, "unifiziert", nämlich der Begriff des Bereichs 
IDl mit der Eigenschaft 
o (closure property): Die Grenzstelle einer bezüglich IDl relativ

gleichmäßig konvergierenden Folge von Stellen aus IDl gehört stets 
wieder IDl an. 

Indem nun E. H Moore nach diesem Rezept die Schlüsse von 
J. Fredholm 29) und E. Schmidt41) genau und systematisch analysied, ge
langt er zu folgendem Ergebnis S05d). Er stellt eine Liste weiterer 

308) Man beweist dies entweder leicht direkt oder folgert es aus der eben
falls unmittelbar ersichtlichen Tatsache, daß jede relativ-gleichmäßig konver
gierende Folge stark konvergiert, mit Hilfe des Satzes von E. SchmidP96). 
lJbrigens braucht nicht umgekehrt jede stark konvergente Folge relativ-gleich
mäßig zu konvergieren, wie man an der Rand des Beispiels 

(v) _ 1 fu"r < x ---- a=", 
a Y;log.v 

feststellen kann. 
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Eigenschaften des Bereichs IDC auf, die der Eigenschaft 0 an die 
Seite treten: 

L (Linearität). :Mit x(s) und y(s) gehört auch x(s) + y(s) und 
cx(s) für jede Konstante c dem Bereich an. 

D (erste Dominanteneigenschaft). Zu jeder Folge X(1)(S), X(2)(S), ..• 

von Stellen von IDC kann man eine Folge positiver Zahlen /11' /12' ... 
und eine Stelle x(s) so hinzubestimmen, daß I x(n)(s) I < /1n I x(s) I 
für jedes n und für jedes Element s von ~ gilt. 

Do (zweite Dominanteneigenschaft). Zu jeder Stelle x(s) aus IDC kann 
man eine reelle, nicht-negative Stelle /1(s) von IDC finden, so daß 
Ix(s)I~/1(s) für alle Elemente s von ~ gilt. 

R (Realität). IDC enthält mit x(s) stets auch die dazu konjugiert
imaginäre Stelle x(s) in sich. 

Er fügt dem eine weitere Liste von Eigenscbaften der Funk#onal
operation J hinzu, die im Falle der stetigen Funktionen die Rolle der 
bestimmten Integration, im Falle des Hilbertschen Raumes die Rolle 
der Summation übernehmen soll 309): 

L (Linearität). J(ax(s) + by(s)) = aJ(x(s) + bJ(y(s). 
M (Modulareigenschaft). Es gibt neben J eine andere Funktional

operation M, die jeder reellen, nirgends negativen Stelle /1(s) eine 
reelle, nicht negative Zahl M(/1(s) zuordnet und für die mit 
Jx(s)J < /1(s) stets auch IJ(x(S)) I < M(./1(s) zutrifft. 

P (Positivität). J(xx) ist reell und nicht negativ für jede Stelle 
x(s) des Bereichs, auf dem die Operation J definiert wird. 

Po (eigentliche Positi vität). Die Eigenschaft P ist in dem Sinne er
füllt, daß J(xx) = 0 nur für x = 0 eintritt. 

H (Hermite-Eigenschaft). J(x) = J(x) oder allgemeiner, wenn J auf 
Funktionen von zwei Veränderlichen definiert ist, J(X(S)' y(t)) 
= J(x(t) . y(s»). 

Mit Hilfe dieser beiden Listen von Axiomen gelingt nun Moore 
die Unifizierung der .B'redholmschen Theorie in folgendem Sinne. Er 
setzt einen Stellenbereich IDC voraus, der die Eigenschaften L, 0, D, Do 

309) Die in 806) und 99) erwähnten Axiome unterscheiden sich von den 
hier aufgeführten - abgesehen davon, daß sie nicht für ein allgemeines \l3, son
dern für "belastete Integralgleichungen", d. h. in Moores Sprache für ein aus 
einem stetigen Intervall und außerdem n Dingen bestehendes \l3 formuliert sind -
nur in dem einen Punkte, daß die Vertauschbarkeit der Integrationsfolge noch 
außerdem postuliert wird, während Moore dies unterlassen kann, weil er hemach 
den Stellenbereich, auf den er die Operation J anwendet, so einschränkt, daß 
er für ihn die Vertauschbarkeit mehrfacher Anwendungen der Operation J be
weisen kann. 
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besitzt, und bildet aus ihm einen Bereich sr von Stellen x(s, t) (Funk
tionen von zwei Veränderlichen), indem er Aggregate Xe1l(S)y(ll(t) 
+ ... + x(nl(s)yenl(t) aus Stellen von im bildet und alles, was sich 
aus diesen im Sinne relativ-gleichmäßiger Konvergenz in bezug auf 
ID1309a) ableiten läßt; sodann bildet er den Bereich ~ von Stellen mit 
einem Argument, die sich aus den Stellen von sr durch Gleichsetzen 
der beiden Argumente s, t ergeben. Für diesen Bereich m nun denkt 
er die Operation J definiert, und dem Bereich sr entnimmt er den Kern 
K(s, t) der "generalisierten" Integralgleichung 

(G) x(s) + J;(K(s, t) • X(t» = y(s), 
in der der Operator J auf das als Funktion von t dem Bereich ~ 
angehörige Produkt K(s, t) x(t) angewendet wird. Alsdann kann er 
die Fredholmschen Schlüsse und die von E. Schmidt alle nachahmen.slO) 

309a) d. h. die Majoranten werden hier in der Form 'l(s), G(t) angenommen, 
wo 'l, G dem Bereich IJJt angehören. 

310) In dieser Form ist die Behauptung zuerst in 806) d) ausgesprochen, 
und in 305) e) sind die wichtigsten zu ihrer Durchführung nötigen Hilfssätze 
zusammengestellt; 806) a) hatte die "Basis" der Betrachtung, d. h. die Bereiche 
Sl', In weiter angelegt, hatte dafür aber eine größere Zahl von Postulaten über 
sie einführen müssen. Die Darstellung in 806) d) und 805) e) vollzieht zugleich 
eine andere Verallgemeinerung: anstatt die für den Bereich In erklärte Opera
tion J auf K(s, t)x(t) anzuwenden, das in Rücksicht auf das Argument t dem 
Bereich In angehört, wendet sie eine für den Bereich Sl' definierte, wiederum mit 
den Eigenschaften L, M ausgestattete Operation J auf K(s, t)X(u) an, das in 
bezug auf die beiden Argumente .t, u dem Bereich Sl' (demselben also, wie der 
Kern K) angehört. Ein Beispiel einer solchen zweiargumentigen Operation J 
wäre die aus zwei sukzessiven einargumentigen Operationen J und einer Funk
tion co (t, u) aufgebaute Operation Jtu (K (S, t) co (t, u) x (u» (Doppelintegral, Doppel
summe). - Solche Erweiterungen der Integralgleichungstheorie, wie sie in Nr. 13 
in einzelnen Richtungen erörtert wurden, insbesondere die Theorie der gemischten 
Integralgleichungen, sind in der general analysis in einheitlicher Weise geleistet. 

Außer den aufgeführten sind noch folgende weitere Arbeiten von E. H. Moore 
und seinen ,Schülern zu nennen: E. H. Moore, Brit. Ass. Rep. 79 (1910), p. 387-
388; Amer. Nat. Ac. Proc. 1 (1915), p, 628-632 (der generalisierte Grenzwert
begriff, mit Anwendung auf die Definition des Prozesses J, der "in der früheren 
Theorie undefiniert geblieben war"); Math. Ann. 86 (192:l), p, 30-39 (Andeu
tungen über die Unifizierung der Hilbertschen Theorie der beschränkten quadra
tischen und Hermiteschen Formen, Nr. 43); E. H. Moore und H. L. Smith, Amer. 
J. 44 (1922), p. 102-121 (insbesondere auf p. 113 f. die Analyse des Integral
begriffs); M. E. Wells, Amer. J. 39 (1917), p. 163-184 (Verallgemeinerungen der 
Schwarzschen Ungleichung); T. H. Hildebrandt, Ann. of Math. (2) 21 (1920), 
p. 323-330 (die Pseudoresolvente 51) in der Redeweise der general analysis); 
Amer. Math. Soc, Bull. 29 (1923), p. 309-316 (beschränkte Formen, insbesondere 
der KonvergenZ81ttz 208»; A. D. Pitcher, Kansas Univ. BuH. 7 (1913), p. 1-67 und 
E. W. Chittenden, Amer. J. 44 (1922), p. 163-162 (die logische Abhängigkeit von 
acht grundlegenden Axiomen aus Moores Theorie). 
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Vergleicht man diese Theorie mit dem in Nr. 20d aufgestellten 
zusammenfassenden Theorem, so bemerkt man auf der einen Seite, 
daß 1. Nr. 20d sich von vornherein auf den Fall unendlichvieler Ver
änderlicher beschränkt oder - in Moores Redeweise - auf den Fall, 
daß ~ die Menge der positiven, ganzen Zahlen ist, und daß man 
2. aus den in Nr.20d zur Grundlage genommenen vier Postulaten 
unschwer folgern kann, daß der Bereich ID1 der diesen vier Postulaten 
genügenden Stellen (Xl' X2, • •• ) die Eigenschaften L, C, D, Do, R hat; 
insoweit also verhält sich der Inhalt von Nr. 20 d spezieller als die 
general analysis. Auf der anderen Seite ist die Voraussetzung der 

00 

Vollstetigkeit der Funktionaltransformation ~(x) =:2K qX erheblich 
q= I P q 

weiter, als die entsprechenden Annahmen bei Moore und in ganz 
anderer Art formuliert, insofern sie in einem einfachen Postulat über 
die Funktionaltransformation besteht, während Moore diese in Sum
mationsoperation und Kern auflöst und über beides einzeln Postulate 
aufstellt. Für den Hilbertschen Fall laufen die Mooreschen Postulate 

auf die Konvergenz von :2IKpq12 hinaus, die weit enger ist als die 
p,q=l 

Hilbertsche Vollstetigkeit (vgl. Nr. I6a, p. 1402f.), für den Raum der 
00 

Konvergenz von :2lxpl auf die Bedingung ~IKpql konvergent, die 
p,q=l 

weit enger ist als etwa die Dixonsche (vgl. N r. 20 a). 
Soweit die materiellen Unterschiede. Prinzipiell hebt sich die 

Betrachtungsweise, die in Nr. 20d ihre präzise Formulierung gefunden 
hat, von der Mooreschen dadurch ab, daß sie nicht wie Moore an ein 
bestimmtes Lösungsverfahren, das Fredholmsche oder sonst eines, an
knüpft und Postulate für seine Durchführbarkeit sucht, sondern daß 
sie die Lösungstatsachen von den Lö,mngsformeln trennt und nun nach 
den Axiomen fragt, aus denen diese Lösungstatsachen abgeleitet werden 
können. Als erstes Resultat ergibt sich auf diesem Wege - was bei 
Moore nie hervorgehoben wird - daß das Wirkungsfeld der Fred
holmschen Formeln und ähnlich in der Eigenwerttheorie das Wir
kungsfeldder Existenzschlüsse von E. Schmidt41) im Vergleich mit 
dem vollen Ausmaß der für vollstetige Formen gültigen Sätze ein be
grenztes ist. Vom Standpunkt der Eigenwerttheorie wird der Sach
verhalt in Nr. 45 b noch deutlicher gekennzeichnet werden können. 

d) Besondere lineare Funktionalgleichungen. 
Es soll hier endlich ein summarischer Überblick über diejenigen 

besonderen linearen Funktionalgleichungen gegeben werden, deren Auf
lösung in ausdrücklichem, mehr oder weniger engem Zusammenhang 
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mit der Theorie der Integralgleichungen und der unendlichvielen Ver
änderlichen behandelt worden ist.3ll) 

1. H. V. Koch S12) hat bereits im Anschluß an seine ersten Unter
suchungen über unendliche Determinanten ein System von unend
Iichvielen linearen Differentialgleichungen 1. Ordnung mit 
unendlichvielen unbekannten Funktionen Xl (t), x2 (f), 

00 

(1) dx1'(t) ~ (t) 't) dt = ..t::::.J. a1'q . Xq ( (p = 1,2, ... ) 
q=l 

untersucht, wo die a1'/t) gegebene für I tl < (! reguläre analytische 
Funktionen sind, die daselbst durch Produkte m'pnq mit konvergentem 

"" 
~'m1'np majorisiert werden: I apq(t) I < mpnq; durch Potenzentwicklung 

1'=1 

und Majorisierung zeigt er in genauer Analogie zu dem Existenzsatz 
bei endlichen Systemen die Existenz regulärer Lösungen xp(t), die für 

00 

t = 0 vorgegebene W erte x~ annehmen, für die ~ I x21 np konvergiert. 
1'=1 

Mit Hilfe seiner Determinantentheorie überträgt er ferner 313) den Be-
griff des Fundamentalsystems und untersucht das Verhalten bei ana
lytischer Fortsetzung um einen singulären Punkt. W. L. Hart 314) hat 
das gleiche System unter der Annahme, daß die apq(t) eine beschränkte 
Matrix (s. Nr. 18 a, 1) bilden, mit Hilfe der Theorie der beschränkten 
Gleichungssysteme behandelt. Die Existenzbeweise sind genau nach 
dem VorbiLd endlicher Systeme unter verschiedenen Konvergenzbedin
gungen auf nichtlineare Systeme übertragen worden 815) (vgl. N r. 25 a). 

2. Läßt man an Stelle der diskontinuierlichen Parameter p bzw. q 
die stetigen Veränderlichen s bzw. r treten, so entsteht aus (1) die 

311) Die klassische Lehre von den Randwertaufgaben bei gewöhnlichen und 
partiellen Differentialgleichungen, die begrifflich hierhin gehört, würde, insofern 
sie eine Anwendung der Integralgleichungstheorie ist, den Rahmen dieses Artikels 
überschreiten. (V gl. die Vorbemerkung.) 

312) H. 'V. Koch, Stockholm öfvers. 56 (1899), p. 395-411. - Den gleichen 
Existenzsatz beweist P. Flamant, Darboux BuH. (2) 45 (1921), p. 81-87. 

313) H. 'V. Koch, Acta math. 24 (1900), p. 89-122. - Im wesentlichen die 
gleichen Sätze bei W. Sternbel'g, Heidelberger Akad. Sitzungsber. 1920, Nr. 10, 
21 S.; spezielle Fälle bei W. G. Simon, Amer. J. 42 (1920), p. 27-46, berichtigt 
von O. Perron in Fortschr. d. Math. 47 (1924), p. 376 f. 

314) W. L. Hart, Amer. Math. Soc. BuH. 23 (1917), p. 268-270; Amer. J. 
39 (1917), p. 407-424. 

815) H. 'V. Koch SU); F. R. Moulton, Nat. Ac. Proc. 1 t1915), p. 350-354. 
W. L. Hart SS6) und Ämer. J. 43 (1921), p. 226-231. Verschärfungen der Koch
sehen Sätze gibt A. Wintner, Math. Ann. 95 (1926), p. 544-556 mit seiner in 
2111) an gewandten Methode. 
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lineare Integro differen tialgleich ung 
1 

(2) acp(s, t) f ( -a-t - • k s, r; t) rp(r, t) dr, 
o 

WO k(s, r; t) gegeben, rp(s, t) gesucht ist. Nachdem V. Volterra S16) 

spezielle Fälle, namentlich den einem Differentialgleichungssystem mit 
konstanten Koeffizienten entsprechenden Fall, daß k nicht von t ab
hängt, gelöst hatte, hat L. Schlesinger S17) für analytisch von tabhängige 
k die analytische Theorie der endlichen linearen Differentialsysteme 
(Fundamentalsystem, Verhalten an singulären Punkten u. dgl.) durch 
den aus der Theorie der Integralgleichungen bekannten Grenzübergang 
(s. Nr. 1) auf (2) übertragen; E. Hilb S18) hat so dann diese Theorie 
direkt durch Anwendung der Integralgleichungslehre entwickelt. Auch 
dieses Problem (2) ist nach verschiedenen Richtungen verallgemeinert 
worden 819). - Über die weitere Theorie der Integrodifferentialglei
chungen vgl. Nr.27. 

3. Ein formal mit (1) verwandtes, aber sachlich zu etwas anderen 
Fragestellungen führendes Problem ist das der linearen Differen
tialgleichung unendlichhoher Ordnung, etwa in der Form: 

dx d'x 
(3) poet) x(t) + P1 (t) dt + P,(t) dtl + ... = g(t), 

wo die P,,(t) und g(t) gegeben sind; die charakteristische Frage ist 
die nach Lösungen x(t), für die die Folge der af.")(t) ein bestimmtes 

316) V. VoZterra, Rom Ace. Linc. Rend. (6) 191 (1910), p. 107-114; 231 (1914), 
p. 393-399. VgI. auch M. Gramegna, Torino Atti 45 (1910), p. 469-491 (bzw. 
math.-phys. Kl., p. 291-313); J. A. Barnett, Amer. Math. 80c. Bull. 26 (1919), 
p.193-203. Weitere Verallgemeinerungen s. Nr.28 876). 

317) L. Schlesinger, Paris C. R. 158 (1914), p. 1872-1876; Jahresb. Deutsch. 
Math.-Ver. 24 (1915), p.84-123. Vgl. auch A. SalJmannshausen, Diss. Gießen 
1916, 52 S.; Jahresb. Deutsch. Math -Ver. 25 (1916), p. 145-156. 

318) E. Hilb, Math. Ann. 77 (1916), p. 514-535. Seine Behandlung kommt 
darauf hinaus, daß (2) nach t integriert und dann als eine gewöhnliche Integral
gleichung 2. Art in zwei Dimensionen angesehen wird. 

319) L. Amoroso, Rom Acc. Linc. Rend. (6) 21, (1912), p. 41-47, 141-146, 
267-263, 400-404; Atti 80C. ital. deI 8cience, 6. reun. 1912, p. 743-746 (ähn
liche Integrodifferentialgleichungen 1. u. 2.0rdn.); T.H.Hildebrandt, Amer. Math. 
80c. Trans. 18 (1917), p. 73-96 (Verallgemeinerung im Mooreschen Sinne, Nr.24:c); 
M. Tah Hu, ibid. 19 (1918), p. 363-407 (verschiedene Randbedingungen im 
Reellen); A. Vergerio, Rom Acc. Linc. Rand. (5) 28\ (1919), p. 274-276, 297-300 
(analoge Gleichungen nter Ordnung); J. A. Barnett, Amer. J. 44 (1922), p. 172-190 
(nichtlineare Gleichur.g, auch für Volterrasche Linienfunktionen (s. Nr. 28) statt 
der Integrale); ibid. 45 (1923), p. 42-63 (analoge Gleichungen mit· partiellen 
funktiona.len Ableitungen, vgl. Nr. 28 876». - Hierhin gehören auch die in 
Nr. 24:80 198) erwähnten Untersuchungen. 
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infinitäres Verhalten aufweist, insbesondere V I x(n)(t) I unter einer be
stimmten endlichen Grenze (} bleibt. Für den Fall konstanter Koeffi
zipnten Pn(t) = an finden sich konkrete Resultate in dieser Richtung 
bereits bei C. Bourlet 320); dabei tritt der Zusammenhang mit den Null
stellen der bei ihm als ganz transzendent angenommenen Funktion 
ao + a1 (} + a2 Q2 + .. , auf, die durch Aufsuchen von Lösungen der 
homogenen Gleichung mit dem Ansatz x(t) = e~t entsteht. S. Pin
cherle 321) hat dieselbe Gleichung im Zusammenhang mit seiner Lehre 
von den linearen Funktionaloperationen und mit gewissen Integral
gleichungen 1. Art betrachtet. Im Zusammenhang mit seiner Behand
lung der Volterraschen Integralgleichungen gewinnt T. Lalesco 322) eine 
Reihe von Aussagen über verschiedene Typen von Gleichungen (3), die 
durch unendlich oft wiederholte Differentiation (vgl. Nr. 23 b, p. 1461) 
aus einer Volterraschen Integralgleichung entstehen. 

Das allgemeine Problem (3) hat E. Hilb 323), zunächst für in t 
lineare Koeffizienten, in Angriff genommen, indem er aus (3) durch 
wiederholte Differentiation unendlichviele lineare Gleichungen für die 
Unbekannten xCt), x'(t), x" (t), ... gewinnt, die der Bedingung Nr. 20b 
genügen, und die Hilfsmittel der Theorie der beschränkten Gleichungs
systeme (s. N r. 18 b, 2) anwendet: das transponierte System ist dann 
das System der Rekursionsformeln für die Koeffizienten der Potenz
entwicklung des Integrals einer gewöhnlichen Differentialgleichung end
licher - hier erster - Ordnung, und daher werden die Lösungen von 
(3) mit Hilfe der bekannten Eigenschaften der Lösungen dieser Hilfs
differentialgleichung beherrscht. Als charakteristisches Resultat sei 
angegeben: Ist Pn(t) = an + b"t, sind die Reihen ~ an zn und ~bnzn 
für I z I ~ (} regulär, hat die zweite Reihe m + 1 Nullstellen, deren Be-

320) C. Bourlet, Ann. Ec. Norm. (3) 14 (1897), p. 133-190. 
321) S. Pincherle, Palermo Rend. 18 (1904), p. 273-293; 80c. It. Mem. (3) 

16 (1908), p. 3-43. Vgl. J. F. Ritt, Amer. Math. 80c. BuH. 22 (1916), p.484; 
Amer. Math. 80c. Trans. 18 (1917), p. 27-49. 

322) T. Lalesco 17), 2ieme partie; weitere mehr formale Beziehungen in Paris 
C. R. 147 (1908), p. 1042-1043, Bucarest Bul. 19 (1910), p. 319-330 und Rom. Acc. 
Linc. Rend. (5) 27, (1918), p. 432-434. 

323) E. Hilb 188). Für konstante Koeffizienten hat bereits F. Schürer, Leipz. 
Ber. 70 (1918), p. 185-240 das entsprechende spezielle Resultat auf einem an
deren, funktionen theoretischen Wege erhalten; bei ihm erscheinen die Gleichungen 
(3) mit konstanten Koeffizienten als 8pezialfall allgemeiner Funktionalgleichungen, 
die aus ihnen durch Ersetzung des Differentiationsprozesses durch die Iterationen 
einer bestimmten Postulaten genügenden allgemeinen linearen Funktionalopera
tion entstehen. - Eine spezielle Gleichung (3) mit konstanten Koeffizienten hat 
F. R. Berwald, Ark. f. mat. 9 (1913), Nr. 14, 17 8. auf ein unendliches Gleichungs
system zurückgeführt, das er im Anschluß an P. Appell '47) löst. 
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trag kleiner als ~ ist, und genügt endlich die rechte Seite der Be

dingung lim vi g<") (t) I < ~, so hat (3) abgesehen VOll einem leicht an-
n=oo 

zugebenden Ausnahmefall eine genau m willkürliche Konstante ent-
haltende in t ganze transzendente Lösung, für die ~i~ V I x("'(t) I < ~ ist. 

Den Fall, daß die p .. (t) Polynome beschränkten Grades sind, haben 
im Anschluß daran fast gleichzeitig E. Hilb 3!4) und O. Perron S25) durch 
Ausbildung und Modifikation dieser Methode und H. v. Koeh S26) auf 
funktionentheoretischem Wege erledigt. E. Hilb S21) hat sein Verfahren, 
das in weitem Umfang von der speziellen Art der zu behandelnden 
linearen Funktionalgleichung unabhängig ist, weiterhin auf lineare 
Differenzengleichungen angewendet. 

4. Bekanntlich lassen sich Differenzengleichungeu und Differential
gleichungen, in denen die Werte der unbekannten Funktion an ver
schiedenen Stellen auftreten, mit Hilfe der Taylorschen Reihe formal auf 
Differentialgleichungen unendlichhoher Ordnung zurückführen. Hierhin 
gehören auch die funktionalen Differentialgleichungen vom Typus 

(4) cp(n)(s) + a .. _1 cp("-l)(S - h .. _1) + ... + aocp(s - ho) = g(s) 

- wo ao,' .. , a .. _u ho' ... , h .. _1 gegebene Konstante sind -, für die 
E. Sehmidt S28) bereits vor den im letzten Abschnitt referierten Unter
suchungen eine vollständige Theorie entwickelt hatte. Er betrachtet 
unter Annahme durchweg reeller h diese Gleichung für den Bereich aller 
reellen s und fragt nach, sämtlichen Lösungen, die samt ihren ersten 
n - 1 Ableitungen für alle reellen s stetig und bei hinreichend großen s 
absolut unter einer passend gewählten Potenz Isla bleiben, falls g(s) 
der gleichen Bedingung genügt. Durch den Ansatz cp(s) = eif!' bildet 
er die ganze Transzendente l«()) = (i()" + a"_l(i() .. -l e-h"-l i f! + ... 
+ aoe- hoi !! und zeigt insbesondere, daß, falls l(Q) keine reelle Null
stelle besitzt, (4) genau eine Lösung im angegebenen Sinne hat, daß aber, 
falls es m reelle Nullstellen besitzt, unendlichviele Lösungen existieren, 

324) E. Hilb, Matb. Ann. 84 (1921), p. 16-30, 43-52. 
325) O. Perron, Math. Ann. 84 (1921), p. 31-42. 
326) H. v. Koch, Ark. f. mat. 16 (1921), Nr. 6, 12 S. 
327) E. Hilb, Math. Ann. 85 (1922), p.89-98; Matb. Ztschr. 14 (1922), 

p. 211-229; 15 (1922), p. 280-285; 19 (1924), p. 136-144. - tiber die in diesem 
Rahmen nicht weiter zu erörternde Theorie der Differenzengleichungen s. EncykI. 
II C 7, N. E. Nörlund und den Bericht von A. Walther, Jabresb. Deutsch. Math.
Ver. S4 (1926). p. 118-131. 

328) E. Schmidt, Math. Ann. 70 (1911), p. 499-624. O. Polo88Uchin, Diss. 
Zürich 1910, 62 S., hatte a.uf seine Anregung einige spezielle Typen verwandter 
funktionaler Differentialgleichungen durch Anwendung der Auflösungstheorie der 
Integralgleichungen behandelt. 
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die von m willkürlichen Konstanten linear und ganz abhängen; darüber 
hinaus kann die Art des Unendlichwerdens der Lösungen noch näher 
präzisiert und das Theorem auf etwas allgemeinere Gleichungstypen 
ausgedehnt werden. Methodisch geht Schmidt analog zur Behandlung 
gewöhnlicher Randwertaufgaben vor, indem er durch Integration der 
Funktion rff/' : l(Q) der komplexen Veränderlichen (J sich ein Analogon 
der Greensehen Funktion verschafft und passend bestimmte den Green
sehen Formeln entsprechende Transformationen anwendet. An Schmidts 
Arbeit schließen eine Reihe von Untersuchungen von F. Schürer 529), 

E. Hilb 530), G. Hoheisel 531) an. 

D. Nichtlineare Probleme. 

25. Nichtlineare Integralgleichungen und nichtlineare Glei
chungssysteme mit unendlichvielen Unbekannten. Die Übertragung 
der Auflösungssätze über lineare Gleichungssysteme mit nUnbekannten 
auf lineare Integralgleichungen und auf unendliche lineare Gleichungs
systeme hat den Versuch nahegelegt, auch den Sätzen der Algebra 
über die Lösungen nichtlinearer Gleichungssysteme mit nUnbekannten 
Aussagen über nichtlineare Integralgleichungen und nichtlineare unend
liche Gleichungssysteme mit unendlichvielen Unbekannten nachzubilden. 
Tatsächlich angegriffen und zu bestimmten Resultaten gefördert ist 
die Übertragung der Aussagen über "Lösbarkeit im Kleinen", d. h. 
über die Existenz solcher Lösungen Xv' .. , xn der einen (oder auch 
mehrere) Parameter y enthaltenden n Gleichungen 

Fp(x1, ••• , X .. ; y) = 0 (p = 1, ... , n), 

die sich aus einer für einen speziellen Parameterwert y = b be
kannten Lösung xp = ap für ein hinreichend nahe an b gelegenes y 
ergeben.332) Und zwar handelt es sich einmal um die Existenz einer 

329) F. Sch1~rer, Leipz. Ber. 64 (1912), p. 167-236; 65 (1913), p. 139-143, 
239-246, 247-263; 66 (1914), p. 137-159; 67 (1915), p. 356-363 (Verschärfung 
der Schmidtscben Resultate in Spezialfällen mit anderen Methoden); ibid. 70 
(1918) sos) (allgemeinere Funktionalgleichungen analoger Art; Zurückführung auf 
Differentialgleichungen unendlicbhober Ordnung); Preisscbrift Jablonowskische 
Ges. 46 (1919), 69 S. (ein Fall nichtkonstanter Koeffizienten und Integral-Diffe
renzengleichungen). 

330) E. Hilb, Matb. Ann. 78 (1918), p. 137-170 (Allgemeinere Typen, bei 
denen die Schmidtscbe Randbedingung unendlichviele Lösungen zuläßt und Fest
legung der Lösung durch Werte in einem endlichen Intervall). 

331) G. Hoheisel, Math. Ztschr. 14 (1922), p. 34-98 (nicbtkonstante Koeffi
zienten). 

332) Nur einzelne Beispiele spezieller, meist quadratischer Integralglei
chungen sind gelegentlich nach besonderen Methoden ohne solche Einschrän-

97* 
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eindeutig bestimmten solchen Lösung, falls die Funktionaldeterminante 

I 0:X: I für x p = ap ' y = b nicht verschwindet - andererseits um die 

Puiseuxschen Sätze über die Verzweigung der Lösungen bei variieren
den Parametern, falls jene Determinante verschwindet. 

a) Einen Satz der ersten Art hat bm'eits H. v. Koch 833) für das 
Gleichungssystem 

(1) xp = a'pt + (p(t; Xli X2 , ••• ) (p = 1,2, ... ) 

aufgestellt, wo die (p "analytische Funktionen" ihrer unendlichvielen 
Veränderlichen sind, die nur Glieder zweiter und höherer Dimension 
in ihnen enthalten. Unter einer analytischen Funktion ((Xli X2, ... ) 
wird dabei eine Potenzreihe des Typus 

co 

(la) ((xl1 x2 , ••• ) = C+2'cpXp+2'cpqXpXq+2'cpqrXpXqXr+'" 
1'=1 p,q=l p,q,r=' 

verstanden, die für alle den Ungleichungen I xpl < Rp genügenden 
Wertsysteme konvergiert, wenn man alle einzelnen Terme durch ihre 
absoluten Beträge ersetzt. H. v. Koch zeigt nun, daß, falls alle in der 
pten Gleichung (1) auftretenden Koeffizienten absolut unter einer end
lichen Schranke mp bleiben, die Gleichungen (1) für hinreichend kleine 
t eindeutig bestimmte Lösungen Xl' X2, ••• haben, die für t = 0 ver
schwinden. Diese Lösungen werden zunächst formal durch Potenz
reihen nach t dargestellt und die Konvergenz durch einfache Majori
sierung dargetan. Tritt an Stelle von (1) das allgemeine System mit 
weiteren linearen Gliedern in den xp : 

(2) (p = 1,2, ... ), 

so beweist v. Koch mit Hilfe seiner Determinantentheorie für den Fall, 
daß die Apq eine Normaldeterminante bilden und daß diese nicht ver
schwindet, das gleiche Resultat; im Falle verschwindender Determi
nante deutet er an, wie mit den gleichen Hilfsmitteln die Zurück
führung auf endlichviele Gleichungen mit endlichvielen Unbekannten 
möglich ist. 

kungen gelöst worden: G. Fubini, Ann. di mat. (3) 20 (1913), p. 217-244 (An
wendung eines Verfahrens der Variationsrechnung), verallgemeinert von a. Poli, 
Torino Atti 51 (1916), p. 912-922 j a. Runge ~66) (formale Reihenentwicklung; 
vgI. auch L. Crijns U6))j G. Polya, Math. Ann. 75 (1914), p. 376-379 (Übertragung 
des Rungesehen Problems auf unendliche Gleichungssysteme und Konvergenz
untersuchung). 

333) H. v. Koch, Soc. math. Fr. Bull. 27 (1899), p. 215-227. - Ein etwas 
schärferer Existenzsatz für speziellere Systeme (1) bei A. Wintner t16). 
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Die hier verwendete Entwicklung der Lösungen nach Potenzen des 
Parameters t läßt sich, wie bekannt, auch als Anwendung des Ver
fahrens der sukzessiven Approximation deuten. Dies Verfahren ist in 
derselben Gestalt, in der es bei linearen Integralgleichungen zweiter 
Art zur Lösung durch die Entwicklung nach iterierten Kernen führt 
(s. Nr. 3, (5) und Nr. 5, (11) sowie Nr. 24,a), auch auf besondere nicht
lineare Integralgleichungen vielfach angewendet worden, welche etwa 
die Gestalt b b 

cp(s) + f K(s, t) cp(t)dt + fE(s, t) {cp(t)} 2 dt + ... = g(s) 
a a 

haben, oder in welche gegebene Verbindungen dieser die unbekannte 
Funktion cp(s) enthaltenden bestimmten Integrale oder mehrfache Inte
grale eingehen; es liefert alsdann eine Lösung für kleine Werte eines 
in der Integralgleichung auftretenden Parameters l.B34) Insbesondere 
ist auch der Fall der nichtlinearen Volterraschen Integralgleichung dieses 
Typus, wo also die Unabhängige s als obere Integrationsgrenze auf
tritt, vielfach mit dieser Methode behandelt worden.335) 

Im Gebiete unendlicher Gleichungssysteme ist der Kochsehe Exi
stenzsatz von W. L. Hart SS6) ausgedehnt worden auf Systeme der Gestalt 

(3) fp (xll x2 , ••• ; Yll Y2' ... ) = 0, 

wo die fp entweder vollstetige Funktionen ihrer Veränderlichen im 
Sinne der Definition von Nr. 16 a, Ende - jedoch bezogen auf einen 

334) G. Fubini, Torino Atti 40 (1904), p. 616-631; V. Volten'a, Paris C. R. 
142 (1906), p. 691-695; H. Block, Ark. f. mat. 3 (1907), Nr.22, 188.; L. Or
lando, Rom Ace. Linc. Rend. (5) 16, (1907), p. 601-604; R. d' AdMmar, Bull. 
80c. Math. Fr. 36 (1908), p. 195-204; G. Bratu, Paris C. R. 150 (1910), p. 896-899; 
152 (1911), p. 1048-1050; A. Pellet, BuH. 80c. Math. Fr. 41 (1913), p. 119-126. 
Ein anderes Verfahren zur Bestimmung benachbarter Lösungen bei A. Collet, 
Tou!. Ann. (3) 4 (1912), p. 199-249. - Vgl. auch die in Nr. 26 b, 2 und 3 be
handelten nichtlinearen Integralgleichungen. 

335) T. Lalesco 11), 1. P., Nr. 12; M. Picone, Palermo Rend. 30 (1910), p. 849 
-376; E. Cotton, BuH. 80c. Math. Fr. 38 (1910), p. 144-154; Paris C. R. 150 (1910), 
p. 511-513; Ann. Ec. Norm. (3) 28 (1911), p. 473-521; J. Horn, J. f. Math. 141 
(1912), p. 182-216; Jahresb. Deutsch. Math.-Ver. 23 (1914), p. 85-90; H. Gala
jikian, Amer. Math. 80c. BuH. 19 (1913), p. 342-346; Ann. of Math. (2) 16 (1915), 
p. 172-192; M. Nanni, Battagl. Giorn. 58 (1920), p. 125-160; A. Vergerio, Rom 
Ace. Linc. Rend. (5) 311 (1922), p.15-17, 49-51; vgl. auch A. Viterbi 269). Allge
meinere verwandte funktionale Integralgleichungen bei C. Severini, Atti Ace. 
Gioen. (5) 4 (1911), Nr. 15, 16; 5 (1912), Nr. 20. - Vgl. auch die in Nr. 26a, 2 
erwähnten weiteren Typen Volterrascher Integralgleichungen. 

336) W. L. Hart, Amer. Math. 80c. BuH. 22 (1916), p. 292-293; Amer. Math. 
800. Trans. 18 (1917), p. 125-160; Nat. Ac. Proc. 2 (1916), p. 309-313; Amer. 
Math. 80c. Trans. 23 (1922), p. 30-50. 
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Bereich I xp - ap I <rp - oder stetige Funktionen im Sinne von (4) 

von Nr. 18 a sind und wo die "Funktionaldeterminante" aus den 0 (p 
OXq 

im Kochschen Sinne existiert. 
b) Eine Übertragung der Puiseuxschen Sätze in gewissem Um

fang um faßt die weitergehende Theorie, die E. Schmidt SS7) aufgestellt 
hat. Er hat sie für nichtlineare Integralgleichungen entwickelt, die 
eine etwa den Systemen (2) entsprechende Allgemeinheit haben, bei 
denen aber die zu ihrer Aufstellung und Behandlung notwendigen 
Mittel schwieriger zu übersehen waren als bei unendlichvielen Ver-

änderlichen. Schmidt bezeichnet als Integralpotenzreihe ~ ( S) von 
u,v 

beispielsweise zwei stetigen Argumentfunktionen u (s), v (s) ellle un
endliche Reihe von Gliedern der Form 

b b 

u(s)aov(sY':f..fK(s,tll . .. , t,,)u(t1)a'V(t1)fJ, ... u(tv )a"v(t,.)f1.dtl •.• dt" 
a a 

(ao + ßo > 0, a1 + ßl > 1, ... , a" + ß" > 1, v >0), 
wo die Koeffizientenfunktionen K(s, til •.. , t,,) stetige Funktionen ihrer 
Argumente im Intervall (a, b) und v, (x, ß nichtnegative ganze Zahlen 
sin d SS8); er bildet eine Majorantenreihe von ~, indem er, eventuell 
nach Zusammenfassung gleichartiger Glieder, u(s), v(s) überall durch 
Konstante h, k, die Koeffizientenfunktionen durch ihren Betrag und 
sodann die Integrale durch ihr Maximum ersetzt, und nennt ~ regulär 
konvergent, wenn diese Majorantenreihe konvergiert. Alsdann konver
giert die Integralpotenzreihe für je zwei stetige, absolut unterhalb h 
bzw. k bleibende Funktionen u(s), v(s) absolut und gleichmäßig und 
stellt eine stetige Funktion von s dar. 

Es sei nun eine solche regulär konvergente Integralpotenzreihe 

~ ( S) gegeben, die kein von u und v freies Glied enthält, unter deren 
u,v 

Gliedern 1. Dimension aber eines der Form A(s)u(s) mit A(s) > m > ° 
337) E. Sehmidt, Über die Auflösung der nichtlinearen Integralgleichung 

und die Verzweigung ihrer Lösungen, Math. Ann. 65 (1908), p. 370-399. 
338) Dieser Begriff ist analog dem der analytischen Funktionen unend

lichvieler Veränderlicher von B. v. Koch (s. Nr. 26 a), und zwar entspricht die 
Integralpotenzreihe einem System von unendlichvielen analytischen Funktionen 
(p(X!, Xi' .•• ) (Funktionaltransformation), wobei die Variable S dem Index p ent
spricht. Die Analogie tritt noch klarer hervor, wenn man in die Integralpotenz
reihe nur eine Argumentfunktion anstatt der oben in Rücksicht auf das folgende 
verwendeten zwei einführt; dann ist das oben hingeschriebene allgemeine Glied 
genau so gebaut, wie das allgemeine Glied der Reihe (1 a) für die pte Funktion 
f p(X1, Xi' .•. ). 
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vorkommt; dann wird die nichtlineare Integralgleichung 

oder, etwas anders geschrieben: 
b 

(4) u(s) + J K(s, t)u(t)dt = $1 (u~ v), 
a 

wo $1 regulär konvergent ist und außer Gliedern mindestens zweiter 
Dimension in u und v nur lineare Glieder in v enthält, durch u = 0, 
v = 0 befriedigt, und die Aufgabe ist, für jede gegebene stetige Funk
tion v(s) mit hinreichend kleinem Maximum des Betrages eine Lösung 
von (4) su suchen. 

Die verschiedenen Möglichkeiten der Lösungsexistenz gruppieren 
sich alsdann nach der Art der Lösbarkeit der aus (4) entstehenden 
linearen homogenen Integralgleichung 

b 

(5) u(s) +JX(s, t) u(t) dt = 0; 
a 

deren Fredholmsche Determinante spielt also die gleiche Rolle, wie die 
Funktionaldeterminante von endlichvielen Gleichungen und die unend
liche Determinante in den Fällen von Nr. 25 a. Im einzelnen gilt 
folgendes: 

1. Gleichung (5) habe keine nicht identisch verschwindende Lösung; 
dann gibt es zwei positive Zahlen h', k', so daß zu jeder stetigen 
Funktion v (s), für die Max I v (s) I <k' ist, genau eine Lösung u (s) von 
(4) von der Eigenschaft Max lu(s) I < h' existiert, die sich übrigens als 
regulär konvergente Integralpotenzreihe in v (s) darstellen läßt. Schmidts 
Beweis geht davon aus, daß dann (vgL Nr. 10, Satz 2) ein lösender 
Kern von K existiert und daß sich mit dessen Hilfe (4) in die Gestalt 

(6) u(s) = $2 ( S ) U,v 

setzen läßt, wo $2 von derselben Art wie $1 in (4) ist. Für diese 
Gleichung ergibt sich durch sukzessive Approximation (bzw. Potenz
entwicklung nach A, wenn v durch AV(s) ersetzt wird), eine sie formal 
befriedigende Integralpotenzreihe, deren reguläre Konvergenz durch ein 
Majorantenverfahren dargetan wird. 

2. Gleichung (5) besitze genau eine Lösung. Dann läßt sich eine 
ganze transzendente Gleichung in einer Unbekannten x (" V erzwei
gungsgleichung") der Form· 

(7) 



1486 II C 13. Hellinger-Toeplitz. Integralgl. u. GI. mit unendlichv. Unbekannten. 

aufstellen, wo L 2 , L s, ... durch sukzessive Integrationen aus bekannten 
Funktionen herstellbare Konstante und ffi eine mit v = 0 verschwin
dende bekannte regulär konvergente Integralpotenzreihe in v ist. Ist 
nun L~ der erste nicht verschwindende Koeffizient, so gibt es zu jedem 
v(s) mit hinreichend kleinem Maximum genau v Lösungen von (4), d. h. 
es liegt eine v-fache Verzweigung wie im algebraischen Falle vor; ver
schwt'nden aber alle L~, so hat (4) für v ( s) = 0 7continuie1'lich viele 
(von dem willkürlich bleibenden x abhängige) Lösungen - über die 
Lösungen für benachbarte v(s) aber (Art der Verzweigung) wird keine 
Aussage gewonnen. Der Beweis geht aus von der unter der vorliegen
den Annahme möglichen Darstellung von K(s, t) als Summe eines 
Produktkernes 'IjJ (s) g; (t) vom Range 1 und eines Kernes, der einen 
lösenden Kern besitzt (s. NI'. 39a, 2 490a»). Damit läßt sich (4) wieder
um in eine Integralgleichung der Form (6) überführen, die jedoch 
noch den Integral wert b 

(8) x =J;l(t) g;(t) dt 
a 

linear enthält und die daher durch eine regulär konvergente Integral
potenzreihe in v(s) und diesem Parameter x gelöst wird: 

(9) u(s) = o( s ). 
X,v 

Die beiden Gleichungen (8), (9) geben die Lösung des Problems: Ein
setzen von (9) in (8) gibt die Verzweigungsgleichung (7), jede hin
reichend kleine Lösung' x von dieser gibt durch (9) eine Lösung von (4). 

3. Hat (5) n linear unabhängige Lösungen, so ergeben sich ebenso 
n Verzweigungsgleichungen, d. h. n mindestens mit quadratischen Glie
dern beginnende Gleichungen vom Typus (7) in n Parametern, derart, 
daß jedes System hinreichend kleiner Lösungen von ihnen eine Lösnng 
von (4) liefert. Die Verzweigung kann von algebraischem Typus sein, 
oder es kann der oben hervorgehobene Ausnahmefall eintreten. 

Die Entwicklungen von Schmidt sind so eingerichtet, daß sich die 
hier angegebenen Hauptresultate in verschiedenen Richtungen (Potenz
reihen nach mehreren Funktionen, mehrere unabhängige Variable, Un
stetigkeiten der Koeffizientenfunktionen u. a.) erweitern lassen.as9) 

339) H. lJ'alkenbel'g, Diss. Erlangen 1912, 32 S. betrachtet in einem beson
deren Falle die aus der Verzweigungsgleichung entstehende Entwicklung der 
Lösung nach gebrochenen Potenzen eines in v(s) als Faktor auftretenden Para
meters. Weitere Beispiele bei L. Orlando, Atti 4. congr. int. Roms. 2 (1909), 
p. 122-128; P. Levy, Paris C. R. 150 (1910), p. 899-901; G. Bucht, Ark. f. mat. 
8 (1912), Nr. 8, 20 S.; G. Bratu, Bull. Soc. Matb. Fr. 41 (1913), p. 346-350; 42 
(1914), p. 113-142; St. Mohorovicic, Jugoslav. Ak. Bull. math.-pbys. Kl. 6/7 (1916), 
p. 7-18; Rada jugosl. Akad. 213 (1916), p. 12ff. 
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26. Vertauschbare Kerne. In einer an V. Volterra S40) anschlie
ßenden Reihe von Untersuchungen ist für gewisse Klassen von Kernen 
ein Kalkül entwickelt worden, der in seinem Bereich dem Kalkül mit 
beschränkten Matrizen (s. Nr. 18a, 5.) entspricht, und der auf lineare 
und namentlich auch nichtlineare Integralgleichungen angewendet wird. 
Dabei wird als Summe zweier Kerne K I (s, t), K 2 (s, t) die Summe im 
gewöhnlichen Sinne K I + K 21 als Produkt der "zusammengesetzte 
Kern" b 

(1) Ks(s, t) .(Kl(s, r)K2(r, t)dr = K I K 2 (s, t) = K I K 2 
a 

betrachtet 340); diese Zusammensetzung ("composition") ist die gleiche 
Operation, die bei der Iterierung von Kernen (s. Nr. 11a) und bei der 
Faltung von Matrizen bzw. Bilinearformen (s. Nr. 18a, 4.) auftritt. 
Die Gültigkeit des assoziativen und kommutativen Gesetzes der Addi
tion sowie die des distributiven Gesetzes ist evident; ferner ergibt die 
Vertauschbarkeit der Integrationsfolge unter hinreichenden Stetigkeits
voraussetzungen für die Kerne unmittelbar die Assoziativität der Mul-

tiplikation: (KI K 2)Ks = K 1(K2Ks), 

während sie im allgemeinen ersichtlich nicht kommutativ ist (KI K2=F K 2[(1)' 

V olterra hat nun insbesondere solche Bereiche von Kernen behandelt, 
In denen auch das kommutative Gesetz gilt. 

a) Volterrasche Kerne (Vertausch barkeit 1. Art). 
1. V. Volterra hat diesen Kalkül in erster Linie auf Kerne V olterra

scher Integralgleichungen (s. NI'. 3, 23), d. h. für t> s verschwindende 
Kerne angewandt. 340) Mit K I und K 2 zugleich ist auch das Produkt 
(1) ein solcher Volterrascher Kern und sein Wert für t < s ist (vgl. 
Nr. 23, (4a») • 

(2) Ks(s, t) jKl(s, r)K2 (r, t)dr. 
t 

In diesem Falle spricht Volterra von "Zusammensetzung 1. Art" 
und bezeichnet die Funktion (2) mit 

(2a) 

340) Erste Veröffentlichung: V. Volterra, Rom Ace. Linc. Rend. (5) 191 (1910), 
p. 169-180. Zusammenfassende Darstellungen bei V. Volterra, Literatur A 9. 
Chap. IV, iusbes. p. 147ff.; Literatur B 6, Chap. IX-XIV; Proc. 5. intern. congr. 
Cambridge (1912) I, p. 403-406; V. Volterra, The theory of permutable func
tions (Princeton Univ. press 1915); V. Volterra u. J. Peres, Le90ns sur la compo
sition et les fonctions permutables, Paris (Coll. BoreI) 1924, VIII u. 184 S.; 
]<'ormales über die Operationsgesetze bei G. O. Evans, Rom Ace. Linc. Mem. (5) 
8 (1911), p. 695-710. 
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Ist diese Zusammensetzung speziell für zwei Kerne kommutativ: 
• 

K 2K1 (s,t) .f K2 (s, r)KI (r, t) dr = KI K2 (s, t), 
t 

so heißen K I , K s "vertausch bar von der 1. Art" (permutable de 
premiere espece); ist c eine Konstante, so sind gleichzeitig auch cKI 

und K s vertauschbar. 
Liegt ein System endlichvieler paarweise vertauschbarer Kerne 

Kl) Ku ... , K,. vor, so sind alle Kerne, die man aus ihnen durch end
lichviele Additionen und Zusammensetzungen unter Hinzunahme der 
Multiplikation mit konstanten Faktoren bilden kann, wiederum mit
einander vertauschbar 840); sie lassen sich insgesamt durch lineare Ag
gregate endlichvieler "Potenzprodukte" Kf.K; •.. . K~" mit konstanten 
Koeffizienten darstellen, wobei Potenzen als Zusammensetzung gleicher 
Volterrascher Kerne (Iterationen wie in Nr. 11 bzw. 23, (4a)) zu ver-
stehen sind. Hiernach entsteht aus jedem Polynom P(f!l1 zS, ... , Z.,) in 
n Veränderlichen, das kein konstantes Glied enthält (P(O, 0, ... ,0) = 0), 
ein bestimmter Kern P(KI , Ks,' .. , K .. ), indem man jede Potenz z~Y 
durch den iterierten V olterraschen Kern K:~, Multiplikation der Vari
ablen Zy durch Zusammensetzung der K" ersetzt. Das gleiche V erfahren 
läßt ferner aus jeder für z,. = ° verschwindenden Potenzreihe ~ (zu' .. , Z,.) 
= ~ aa" .. a1'.z~' ... z:", die in einem gegebenen Bereich I z" I < R~ absolut 
konvergiert, einen mit den K. vertauschbaren Kern ~(Kl)"" Kn) 

entstehen, falls jedes K y als Funktion von s, t beschränkt ist 84I); die 
Definition (2) ergibt nämlich unmittelbar für die Zusammensetzung 
von m beschränkten Volterraschen Kernen eine Abschätzung propor-

tional (~m t)':~l (vgl. die analoge Abschätzung Nr. 23 a, (4 b) für den 

iterierten Kern Km), und das liefert die absolute Konvergenz der 
Integralpotenzreihe ~(Kl1"" K n). Die Komposition zweier solcher 
Kerne ~l (Kv ... , K n) und ~2(J(11"" K n ) ist dann der nach dem 
gleichen Verfahren aus dem Produkt der Potenzreihen ~1 (ZI1 •.. , zn) 
und ~2 (.e11 ••• , zn) entstehende Kern. 842) 

341) V. Volterra S40 ). Erweiterung für gewisse nicht konvergente Potenz
reihen bei J. Peres, J. de Math. (7) 1 (1915), p. 1-97, insbes. chap. I. - Wegen der 
Beziehungen zum Summationsverfahren divergenter Potenzreihen vgl. V. Volterra, 
Literatur B 6, p. 159 f. und P. N alli, Palermo Rend. 42 (1917), p. 206-226. 

342) V. Volterra hat darauf hingewiesen (vgl. z. B. Literatur B 6, p. 138), 
daß man diese Betrachtungen auch auf Potenzreiben mit nicht verschwindendem 
konstanten Glied ausdehnen kann. Das kommt darauf hinaus, daß der nEinheits
kern" E, für den EX = KE= X ist, der aber freilich durch keine stetige 
Funktion von s, t dargestellt werden kann, rein formal zu jedem System ver
tauschbarer Kerne hinzugenommen wird; dann ist cE + K l mit XI vertauschbar 
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2. Aus diesen Bemerkungen entnimmt Volterra unmittelbar die 
Lösung einer Klasse nichtlinearer Integralgleichungen, die einen be
sonders einfach zu handhabenden Spezialfall der in Nr. 25 behan
delten Gleichungen darstellen. Sind nämlich q,(ZlI .• ·, zn' ~), ~(Zl' ... , Zn) 
für kleine Argumente absolut konvergente Potenzreihen, die für ver
schwindende Argumente verschwinden, und erfüllt ~ = ~(.z1l ... , sn) 
identisch in Z1' ••• ' z" die Gleichung 

(4) 4>(ZlI· .. , zn' ~) = 0, 

so wird die nichtlineare Integralgleichung für K 

(5) q,(Kl1 ••. , K n , K) = ° 
- unter K lI . .. , K" gegebene vertauschbare Volterrasche Kerne ver
standen - durch die Integralpotenzreihe 

K = ~(Kl'.·.' Kn) 

gelöst.s43) Neben den zahlreichen Beispielen hierzu, die in den zu 
dieser Nr. genannten Arbeiten gelegentlich enthalten sind, sei besonders 
der Fall hervorgehoben, daß die K~ und K nur von der Differenz s - t 
abhängen, was, wie leicht auszurechnen, die Vertauschbarkeit 1. Art 
notwendig nach sich zieht; mit K hängen auch die iterierten Kerne 
K(v) nur von s - t ab, und daher geht (5) in eine nichtlineare Inte
gralgleichung über, in die die unbekannte Funktion rp(s) = K(s + t, t) 
m den Bildungen 

• 
rp(l)(S) = rp(s), rp(»(s) !rp(I.-l)(S - r)rp(r)dr 

o 

und ihr Produkt ist der eigentliche Kern eK! + K1 K I • Weitere formale Aus
dehnungen des Kalkuls in ähnlicher Richtung geben G. C. Evans, Palermo Rend. 
34 (1912), p. 1-28; 35 (1912), p. 394; V. Volterra, Rom Acc. Linc. Mem. (5) 11 
(1916), p.167-249; J. Percs, Rom Acc. Linc. Rend. (5) 261 (1917), p.45-49, 
104-109. 

343) V. Volterra S40). Der einfachste Fall hiervon ist die Lösung der linearen 
Integralgleichung K - KK = K durch die Potenzreihe K = K + Ki + K" + ... , d. h. 
die Bestimmung der Resolvente eines Volterraschen Kernes durch Reihenentwick
lung nach !terierten, deren Beziehung zur geometrischen Reihe t = z + Z2 + ... 
als Lösung von (1 - z)t = z hier klar zutage tritt (vgl. Nr. 24a). Hiermit ver
wandte Beispiele gibt G. C. Evans, Rom Acc. Linc. Rend. 202 (1911), p. 453-460, 
688-694. V gl. weiter eine Anwendung auf die Bestimmung von Kernen K(s - t) 
linearer Volterrascher Integralgleichungen, deren Resolvente sich durch Integra
tionen und Differentiationen aus K ergibt, bei V. Volterra, Rom Acc. Linc. Rend. 
(5) 231 (1914), p. 266-269. - Auf nicht vertauschbare Kerne wird der obige 
Sa.tz in gewissem Umfang ausgedehnt von V. Volterra S60a) und J. Peres, Rom 
Acc. Linc. Rend. (5) 221 (1913), p. 66-70. 
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eingeht. Besondere Integralgleichungen dieser A.rt haben J. Horn 844), 

F. Bernstein 345) und G. Doetsch 845) nach verschiedener Richtung unter
sucht. 

3. V. J10lterra hat sich weiterhin insbesondere mit der Bestimmung 
aller mit einem gegebenen K(s, t) vertauschbaren Kerne beschäftigt. 
Sein erstes Resultat, das aus einem Problem der Anwendungen (pro
bleme du cycle ferme) entstand, war die Tatsache, daß alle mit dem 
Volterraschen Kern K(s, t) = Const. vertauschbaren Kerne die Gestalt 
F(s - t) haben und daher untereinander vertauschbar sind.840) Er 
hat ferner das Problem für Kerne der Ordnung 1 und 2 durch Zurück
führung auf eine Integrodifferentialgleichung gelöst; dabei heißt K(s, t) 
von der Ordnung n, wenn es in der Form (s - t)'Il-1F(s, t) dar
stellbar ist, wo F(s, t) A.bleitungen bis zur Ordnung n -- 1 besitzt 
und F(s, s) + 0 ist.346) Im Anschluß daran hat E. Vessiot 347) bewiesen, 
daß alle mit einem gegebenen Kern endlicher Ordnung vertauschbaren 
Kerne untereinander vertauschbar sind. J. Peres 848) hat das V olterra
sehe Verfahren für den Fall, daß K von s, t analytisch abhängt, auf 

344) J. Horn, J. f. Math. 144 (1914), p. 167-189; 146 (1915), p,95-115; 
151 (1921), p.167-199; Jahresb. Deutsch. Math.-Ver. 23 (1914), p. 303-313; 
25 (1915), p. 301-325; 27 (1918), p. 48-53; Math. Ztschr. 1 (1918), p.80-114. 
Die Integralgleichungen gehen durch eine Laplacesche Transformation aus nicht
linearen Differential- und Funktionalgleichungen hervor. 

345) F. Bernstein, 8itzungsber. Preuß. Akad. d. Wiss. 1920, p. 735 -747; 
Amst. Ak. Versl. 29 (1920), p. 769-765 = Amst. Ac. Proc. 23 (1920), p. 817-823; 
F. Bernstein und G. Doetsch, Gött. Nachr. 1922, p.32-46, 47-52; Jahresb. 
Deutsch. Math.-Ver. 31 (1922), p. 148-163; G. Doetsch, Math. Ann. 90 (1923), 
p. 19-25. Hier werden zunächst eine quadratische Integralgleichung jener Art für 
die elliptische Thetanullfunktion und weiterhin analoge Gleichungen aufgestellt 
und durch funktionentheoretische Methoden oder mit Hilfe der Laplaceschen 
Integraltransformation untersucht. G. Doetsch, Math. Ann. 89 (1923), p. 192-207 
behandelt im Anschluß an diese Untersuchungen Integralgleichungen derselben 
Art, die sich durch eine Modifikation des oben geschilderten Volterraschen Pro
zesses aus algebraischen Gleichungen ergeben und durch eine Laplacesche Trans
formation mit Differentialgleichungen zusammenhängen. 

346) V. Volterra, Rom Ace. Linc. Rend. (5) 191 (1910), p. 425 - 437; 201 

(1911), p. 296-304; vgl. dazu E. Bompiani, ibid. 19! (1910), p.l0l-104. - Etwas 
modifizierte Darstellungen gibt J. Peres, Paris C. R. 166 (1918), p. 939-941; 
Ann. Ec. Norm. (3) 36 (1919), p. 37-50; BuH. 80c. Math. Fr. 47 (1919), p. 16-37; 
Rom Ace. Linc. Rend. (5) 301 (1921), p. 318-322; 344-348. Er gibt ferner hier 
sowie in Paris C. R. 166 (1918), p. 723-726, 806-808 und Rom Ace. Linc. Rend. 
(5) 272 (1918), p. 27-29, 374-378, 400-402 Anwendungen auf Entwicklungen 
nach Funktionssystemen, die durch eine Volterra-Transformation aus den suk
zessiven Potenzen entstehen (Besselsche Funktionen u. dgl.). 

347) E. Vessiot, Paris C. R. 154 (1912), p. 682-684. 
348) J. Peres, Paris C. R. 156 (1913), p. 378-381 und 841), chap. II. 
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beliebige ganzzahlige Ordnung ausgedehnt; er hat aber darüber hinaus 
bewiesen S49) , daß alle mit K(s, t) vertauschbaren von s, t analytisch 

abhängigen Kerne durch eine Reihe 2"a"K"(s, t) nach Iterationen von 

K darstellbar sind, wobei nur~a" z: in einer Umgebung von z = 0 
'P. 

konvergieren muß, während alle stetigen Kerne, die mit einem Kern 
1. Ordnung vertauschbar sind, wenigstens durch Polynome in K gleich
mäßig approximiert werden können. 

b) Konstante Integrationsgrenzen (Vertauschbarkeit 
2. Art). 

1. Die allgemeine Operation (1) nennt V. Volterra S4O) "Zusam
mensetzung 2. Art" und bezeichnet ihr Resultat mit 

(1 a) 

** ** ** ** Ist Kdr2 = K 2K u so heißen K l und K , "vertauschbar von der 
2. Art" (permutable de deuxieme espece). Genau wie in Nr. 26a, 1. kann 
man aus endlichvielen vertauschbaren Kernen K l , ••• , K,. durch end
lichviele Additionen und Zusammensetzungen 2. Art unter Hinzunahme 
der Multiplikation mit konstanten Faktoren neue mit Kv ... , K,. ver
tauschbare Kerne bilden, die man formal als Polynome P(KlI ... , K n) 

darstellen kann.s50) 

Geht man jedoch zu Potenzreihen über, so gestalten sich die Ver
hältnisse wesentlich anders als in Nr. 26a, 1., da der durch die Zusammen
setzung 2. Art aus m beschränkten Kernen entstehende Kern eine nur 
der Potenz (b - a)m-l proportionale obere Grenze hat. Ist ~(Zl' ... , Z,.) 
eine für z" = 0 verschwindende beständig konvergente Potenzreihe der 
Zu •.. , z,. (ganze Funktion), so wird die Ersetzung von z" durch K" 
unter Verwendung der Zusammensetzung 2. Art an Stelle der Multi
plikation eine absolut konvergente Integralpotenzreihe ~(Kl' ... , K,.) 
liefern, die einen mit Ku . .. , K,. auf die zweite Art vertauschbaren 
Kern darstellt. Dagegen wird die durch das gleiche Verfahren aus einer 
Potenzreihe ~ (zu' .. , zn) von endlichem Konvergenzbereich I ß" I < BI' 
entstehende Reihe im allgemeinen nicht mehr konvergieren; jedenfalls 
aber wird die Potenzreihe ~(ß1K17" ., ß,.K,.), in der jedem Kern K" 
der Faktor z" hinzugefügt ist, für hinreichend kleine Parameterwerte 

349) J. Peres, Rom Ace. Linc. Rend. (5) 22, (1913), p. 649-654; 231 (1914), 
p. 870-873; 841), Chap. IV. 

350) Vgl. dazu die in 840) zitierte Literatur sowie G. O. Evans SU). Spezielle 
Kerne bei G. Giorgi, Rom Ace. Linc. Rend. (5) 211 (1912), p. 748-754; G. An
dreoli, ibid. 25, (1916), p. 252-257, 299-305. 



1492 II C 13. Hellinger-Toeplitz. IntegralgI. u. GI. mit unendliehv. Unbekannten. 

z" konvergieren. In dem besonderen Falle, daß 

(6) m ( ) _ jj!1 (Zt, ..• , zn) 
1""Zu" ., Z" - 1 +m ( ) 

't't Zl" •• , Zn 

die Potenzentwicklung des Quotienteu zweier ganzen transzendenten 
Funktionen von zv"" z" ist, zeigt V. Volterra 351), daß der durch 
~(z1Ku"" z"K,,) zunächst für kleine Iz.1 definierte Kern K eben
falls über diesen Bereich hinaus eindeutig fortsetzbar und als Quotient 
zweier beständig konvergenter Integralpotenzreihen in Z1 Kv ... , znK" 
darstellbar ist. Aus der Identität 

~(Zl"'" zn) + ~2(Zp, .. , Zn)' ~(zu" ., Zn) = ~1(ZU' ., Zn) 
entsteht nämlich durch den V olterraschen Prozeß die lineare Integral
gleichung 2. Art für K 

(7) K + ~2(ZlKl1" ., zn K,,)· K = ~l (z[Kll .··, ZnKn) , 
und die Anwendung der Fredholmschen Formeln auf sie ergibt die 
behauptete Quotientendarstellung. 

2. Auch diesen Betrachtungen kann Volterra wiederum die Lösung 
gewisser nichtlinearer Integralgleichungen, diesmal mit beliebigen kon
stanten Integrationsgrenzen, entnehmen. Ist nämlich 

W(Zl' ... , Z", b') = ° 
eine Gleichung, die durch einen Quotienten b' zweier ganzer Funk
tionen von Zl1 " 'Zn gelöst wird, so ergibt die Ersetzung von z" durch 
z"K,,(s, t) und von b' durch K unter Verwendung der Zusammensetzung 
zweiter Art eine nichtlineare Integralgleichung 

W(zlKv .'" z"K" , K) = 0, 
und man erhält ihre Lösung durch die Betrachtungen von Nr. 26 b, 1.352) 

Über spezielle aus ganzen rationalen W entstehende Integralglei
chungen vgl. Nr. 26b, 3. 

3. Das Problem der Bestimmung aller mit einem gegebenen Kern 
vertauschbaren Kerne ist hier bei der 2. Art wesentlich schwieriger 
und tiefer liegend als bei der 1. Art; es umfaßt die analoge Aufgabe 
für endliche Matrizen und greift tief in die Übertragung der Elementar
teilertheorie auf Integralgleichungen ein (s. Nr. 39, insbesondere d50~). 
L. Sinigallia 353) und allgemeiner V. Volterra 354) haben dargelegt, wie 

351) V. Volterra 840) und Rom Ace. Linc. Rend. (5) 20: (1911), p. 79-88. -
Über die Beziehung zur Funktionentheorie vgl. H. Lebesgue, BuH. 80c. Math. Fr. 
40 (1912), p. 238-244. 

352) V. Volterra 851) und Literatur B 6, Chap. XIII. 
353) L. Sinigallia, Rom Ace. Line. Rend. (5) 201 (1911), p. 563-569; 20: (1911), 

p. 460-465; 21: (1912), p. 831-837 j 221 (1913), p. 70-76. - Einige mehr formale 
Bemerkungen früher bei H. Bateman, Cambr. Phil. Trans. 20 (1908), p. 233-252. 

354) V. Volterra, Rom Ace. Linc. Rend. (5) 201 (1911), p. 521-527. 
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" 
sich f"ür Kerne endlichen Ranges (Nr. 10a, 1) ~Cpqtp,iS)tfJ1(t) die Ver-

P,2=1 

tauschbarkeitssätze unmittelbar aus der Elementarteilertheorie für die 
b 

n-reihigen Matrizen (cpq) und (!tpp(s)tfJq(s)ds) gewinnen lassen.s55) -

a 

Im Zusammenhang damit sind von V. Volterra SM) und anderen 356), 
gleichfalls in Analogie zu bekannten Anwendungen der Elementar
teilertheorie, "algebraische Gleichungen" für unbekannte Kerne in zahl
reichen besonderen Fällen untersucht worden, d. h. Gleichungen vom 

Typus KoK" + K1K,,-1 + ... + K n = 0, 

wo die Iterationen von K ganz rational auftreten und Ko,"" K,. 
vertauschbar sind. 

27. Integrodift'erentialgleichungen. S57) Gewisse lineare Funk
tionalgleichungen, in denen die unbekannte Funktion außer Integra
tionen auch Differentiationsoperationen unterworfen ist, sind bereits 
in Nr. 24:d, 2 behandelt worden. Probleme der Anwendungen 358) so
wohl, wie auch der Wunsch, die in der Theorie der Integralgleichungen 
entwickelten Begriffsbildungen und Methoden weiterhin auszunutzen, 
haben den .Anlaß gegeben, eine große Reihe verschiedenartiger Typen 
solcher linearer und nichtlinearer "lntegrodifferentialgleichungen" zu 

SM) Die Beziehungen zwischen den Eigenfunktionen bzw. den Hauptfunk
tionen (s. Nr.39a) vertauschbarer Kerne behandelt J. Soula, Rom Acc. Linc. 
Rend. (5) 21 1 (1912), p. 425-431; 221 (1913), P. 222-225. - G. LauriceZla, Rom 
Acc. Linc. Rend. (5) 221 (1913), p. 331-346 hat für alle mit einem beliebigen 
K(s, t) vertauschbaren Kerne konvergente Darstellungsformeln angegeben, indem 
er die Kenntnis der Schmidtschen adjungierten Eigenfunktionen (Nr. 86c) voraus
setzt und die Theorie der Orthogonalfunktionen benutzt. V gl. auch O. SeveNni, 
Atti Acc. Gioen. (5) 7 (1914), memo 20, 22 S. - Vgl. auch S. PincherZe I97g). 

366) T. Lalesco 491); G. Lauricella, Rom Acc. Linc. Rend. (5) 201 (1911). 
p. 885-896; Ann. di mat. (3) 21 (1913), p. 317 - 351; E. DanieZe, Palermo Rend. 
37 (1914), p. 262-266; J. Soula, Rom Acc. Linc. Rend. (5) 231 (1914), p. 132-137; 
A. Vergerio, Torino Atti 51 (1916), p. 227-237 (bzw. math.-nat. Kl., p. 199-209); 
G. Andreoli, Rom Acc. Linc. Rend. (5) 251 (1916), p.360-366, 427-433; 261 

(1917), p. 234-239; M. Precchia, Atti Acc. Gioen. (5) 10 (1917), memo 25, 41 S. 
357) Zusammenfassende Darstellungen findet man bei V. Volterra, Literatur 

A 9, Chap. IV; B 6, Chap. V-X, XIII, XIV. 
358) Es handelt sich hier insbesondere um Probleme der Nachwirkung und 

Fernwirkung, bei denen der momentane Zustand an einer Stelle des Systems 
jeweils auch von allen vor diesem Moment durchlaufenen Zuständen an dieser 
und allen anderen Stellen des Systems abhängt, und die man jetzt vielfach nach 
E. Picara als hereditäre Mechanik bezeichnet (vgl. Encykl. IV 30, Nr. 6, p. 640f., 
E. HeZlinger). Ein Teil der weiterhin zu nennenden Arbeiten knüpft direkt an 
solche Probleme an. 
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untersuchen, die Integrations- und Differentiationsprozesse gemischt 
enthalten. Eine methodische Durcharbeitung dieses außerordentlich 
vielgestaltigen Problemkreises liegt naturgemäß nicht vor; die einfache 
Bemerkung, daß die Jntegrodifferentialgleichungen alle Arten von Inte
gralgleichungen und Differentialgleichungen als Sonderfalle enthalten, 
zeigt, mit welchen verschiedenen Fragestellungen man an sie heran
treten kann. So beschränken sich die vorhandenen Resultate auf ein
zelne von bekannten Integralgleichungen oder Differentialgleichungen 
oder auch von algebraischen oder funktionen theoretischen Analogien 
her leichter zugängliche Gleichungstypen und enthalten Aussagen über 
die Existenz der Lösungen, Lösungsformeln und gelegentlich auch be
sondere Eigenschaften der Lösungen (NI'. 27 a). Eine weiterreichende 
Methode zur Erfassung einer größeren Klasse von Integrodifferential
gleichungen hat V. Volterra durch seinen Kalkul mit vertauschbaren 
Kernen von Nr.26 gegeben (Nr.27b). 

a) Als unmittelbare Verallgemeinerung des Ansatzes der linearen 
Integralgleichungen ergeben sich lineare Integrodifferentialglei
chungen des folgenden Typus: 

m n b 

(1) ~ Kp(s) d~:~S) + ~ !I{p(s, t) dPd~~t) dt = f(s) , 
v=O a 

die übrigens als Grenzfälle der gemischten Integralgleichung NI'. 13 b, (1) 
aufgefaßt werden können. Einfachere Gleichungen dieser Art für den 
Volterraschen Fall (obere Integrationsgrenze s) haben sich zuerst bei 
der Behandlung der gewöhnlichen V olterraschen Integralgleichung 
1. Art durch sukzessive Differentiation (s. Nr. 23 b) von selbst dar
geboten, und nach dem Muster dieser Theorie hat man den V oltm'ra
sehen Fall der Gleichung (1) unter mehr oder weniger einschränken
den Bedingungen behandeln können.s59) Andererseits kann (1), wenn 
man die höchste auftretende Ableitung als unbekannte Funktion an
sieht, durch wiederholte partielle Integration in eine gewöhnliche Inte
gralgleichung für diese Funktion übergeführt werden, wobei eventuell 
noch mehrfache Integrale auftreten; auch von dieser Seite her sind 
viele Fälle von (1) gelöst worden. MO) Auf Grund desselben Gedanken-

359) P. Burgatti, Rom Ace. Line. Rend. (5) 121 (1903), p. 596-601 j G. Ilu
bini, Rend. Napoli (3) 10 (1904), p. 61-64; T. Lalesco 17), 1. P., Nr. 11; L. Sini
gallia, Rom Ace. Line. Rend. (5) 172 (1908), p. 106-112. 

360) N. Praporgesco, Buearest Soe. Bulet. 20 (1911), p. 6-9; V. Volterra, 
Rom Ace. Line. Rend. (5) 21, (1912), p. 1-12; G. Andreoli, Rom Aee. Line. Rend. 
(5) 22: (1913), p. 409-414; 232 (1914), p. 196-201; Battagl. Giorn. 53 (1915), 
p. 97-135; Torino Atti 50 (1915), p. 1036-1052; St. Mohorovici6 29 '1) 2&11). V gl. 
aueh W. Sternberg, Math. Ann. 81 (1920), p. 119-186. 
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ganges ist von einer Reihe von Autoren auch der allgemeinere Fall 
konstanter Integrationsgrenzen unter verschiedenen Bedingungen be
handelt worden.56l) Diese Betrachtungen sind gelegentlich auch auf 
einfache Fälle ähnlicher Integrodifferentialgleichungen für Funktionen 
mehrerer Unabhängiger ausgedehnt worden.362) 

Auch andere in der Theorie der Differentialgleichungen ausge
bildete Methoden sind auf Integrodifferentialgleichungen angewendet 
worden. L. Lichtenstein 363) hat als Beispiel seiner Methode der direkten 
Zurückführung von Randwertaufgaben auf Gleichungssysteme mit un
endlichvielen Unbekannten (Nr.15e) eine bestimmte Randwertaufgabe 
für eine lntegrodif{erentialgleichung 2. Ordnung ((1) mit m = 2, n = 0), 
die einen linearen Parameter enthält und genau analog der sich selbst 
adjungierten Differentialgleichung 2. Ordnung gebildet ist, nebst ihrer 
Eigenwerttheorie vollständig behandelt. Die Lösbarkeit der Rand
wertaufgabe für eine der Potentialgleichung entsprechend gebildete 
Integrodifferentialgleichung in zwei Unabhängigen (vgl, Nr. 27 b, (3 a») 
bat G. Fubini 3S2) mit Methoden der Variationsrechnung bewiesen. 

In ähnlicher Weise wie die Gleichung (1) sind auch analog ge
bildete nicbtlineare Integrodifferentialgleichungen im Zu
sammenhang mit der Theorie der nichtlinearen Integralgleichungen 
gelegentlich untersucht worden.3M) Besonders hervorzuheben sind hier 

361) G. Fubini, Boll. Ace. Gioen. 83 (1904), p. 3-7; G. Lauricella, Rom 
Ace. Linc. Rend. (5) 171 (1908), p. 775-786; E. Bounilzky, Darboux Bull. (2) 32 
(1908), p. 14-31.; U. Crudeli, Rom Ace. Linc. Rend. (5) 181 (1909), p. 493-496; 
S. Pincherle, ibid. 182 (1909), p. 85-86; G Bratu, Pari~ C. R. 148 (1909), p. 1370 
-1373; N. Praporgesco S60); Ch. Platrier, Nouv. Ann. (4) 11 (1911), p.508-513; 
Ch. Platrier 53), note I. Übertragung der Eigenwerttheorie auf gewisse Gleichungs
typen bei A. Vergerio, Ann. di mat. (3) 31 (1922), p. 81-119. 

362) L. Sinigallia 100); M. Gevrey, Paris C. R. 152 (1911), p. 428-431; J. de 
Math. (6) 9 (1914), p. 305-471, insbes. § 19, § 22; G. Andreoli, Venet. Ist. Atti 
74 (1915), p. 1265-1274. Weitere Verallgemeinerungen im Sinne der general 
analysis (Nr. 24 c) bei T. H. Hildebrandt, Amer. Math. Soc. Trans. 19 (1918), 
p.97-108. - Hierhin gehören ferner noch die in Nr. 24d, 2 und Nr.24a I98) 

erörterten besonderen linearen Integrodifferentialgleichungen. 
363) L. Lichtenstein, Festsehr. f. H. A. Schwarz (Berlin 1914), p. 274-285.

Hierhin gehören a.uch die von R. v. Mises, Jahresb. Deutsch. Math.-Ver. 21 (1913), 
p.241-248 und Festschr. f. H. Weber (Leipzig 1912), p.252-282 behandelten 
Randwertaufgaben mit Integralnebenbedingung sowie die nach A. Kneserschen 
Methoden (s. Nr. 33c, 34c) von L. Koschmieder, J. f. Math. 143 (1913), P 285-293, 
H. Laudien, ibid. 148 (1917), p. 79-87 und Diss. (Breslau 1914), 90 S., W. Jaro
schek, Diss. (Breslau 1918), 103 S. behandelten Integrodifferentialgleichungen der 
Thermomechanik und die umfassenderen Problemstellungeu bei R. Courant, Acta. 
math. 49 (1926), p. 1-68 (vg-l. Nr. 46 c). 

364) J. Horn, Jabresb. Deutsch. Math.-Ver. 23 (1914), p. 303-313; L. Baeri, 
Palermo Rend. 44 (1920), p. 103-138. 
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eine Reihe von Untersuchungen von L. Lichtenstein 366) über die Integro
differentialgleichungen, welche die Gestalt der Gleichgewichtsfiguren 
rotierender }'lüssigkeiten bestimmen; die Lösung erfolgt durch suk
zessive Approximation von einer linearen Integralgleichung aus, und 
insbesondere wird nach dem Vorbild der E. Schmidtschen Theorie der 
nichtlinearen Integralgleichung (Nr. 25 b) die Verzweigung der Lösungen 
vollständig untersucht. 

b) V. Volterra hat seine in Nr. 26 dargestellten Begriffsbildungen 
vorzugsweise zur Behandlung einer umfassenden Klasse von Integro
differentialgleichungen angewendet.S57) Die Grundlage seiner Betrach
tungen bildet die folgende Erweiterung des Satzes von Nr. 26 a, 2 
über die Lösung gewisser Integralgleichungen 34.0): Die für verschwin
dende Argumente Zl1"" zn verschwindende und in einem gewissen 
Bereich konvergente Potenzreihe b = ~(xu ... , Xm , zu' .. , zn) gehe 
bei Ersetzung der Variablen ZI1' •• , zn vermöge des Verfahrens von 
Nr. 26 a, 1 durch die von der 1. Art vertauschbaren Kerne K l (s, t), ... , 
Kn(s, t) in die gleichmäßig im betrachteten Bereich der Xl' ... , Xm , S, t 
konvergente Integralpotenzreihe 

K(xlI ... , xm ; S, t) = ~(Xl" .. , xm , K lI . .. , K .. ) 

über; erfüllt dann b die algebraische Differentialgleichung 

(2) cp(xl1 "" xm ; Zl"'" zn' b, !J_, ... , ~!~, ~~i-, ... ) = 0, 
<lXI <lXI <lXI <IX. 

so genügt K(xlI ... , Xm ; s, t) der durch Ersetzung von Z11"" zn' b 
durch Ku"" K .. , K vermöge des gleichen Verfahrens aus (2) ent
stehenden Integrodifferentialgleich ung: 

( oK alK a'K ) (2a) cP xl1 ••• , xm ; Ku . .. , K n , K, :r-, .' ., ~, ~-, ... = O. 
<lXI <lXI uXI (IX! 

Diese Methode hat V. Volterra S65a) zuerst auf die "Integrodifferen
tialgleichung 2. Ordnung von elliptischem Typus" 

s .• 

(3n) ~ {oIK(Xl,:~;Xa; 8, t) + j OIK(X1 , :~~Xa; 8,r) K~('I', t)d'l'} = 0 
~=1 I 

365) L.Lichtenstein, Math. Ztschr. 1 (1918), p. 229-284; 3 (1919), p.172-174; 
7 (1920), p. 126-231; 10 (1921), p. 130-159; 12 (1922), p.201-218; 13 (1922), 
p.82-118; 17 (1923), p. 62-110. - Diese Integrodifferentialgleichungen treten 
in speziellerer Gestalt bereits in den Untersuchungen von A. Liapounoff [Mem. 
Ac. imp. St. Petersbourg (8) 17 (1905), Nr. 3, p. 1-31; Mem. pres. a l'.A.c. imp. des 
sciences 1906, p. 1-225; 1914, p. 1-112] auf; vgl. den historischen Bericht bei 
L. Lichtenstein, Math. Ztschr. 1. 

365&) V_ Volterra, Rom Ace. Line. Rend. (5) 191 (1910), p. 861- 363 (mit 
einer Bemerkung über Ausdehnung auf nicht vertauschbare K~). 
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angewandt, die der Differentialgleichung 
3 

(3) 
~ o!~ 
~ (1 + .z~) 0 x~ = 0 

entspricht; aus der Potenzentwicklung ihrer Grundlösung 

b=C{ ~~lf-t 
~l+z~ 
1'=1 

1497 

erhält er so, wenn er noch die Konstante C durch den willkürlichen 
Kern C(s, t) ersetzt, als "Grundlösung" von (3 a) die beständig kon-
vergente Reihe K ( 11 

Xl' X2, Xs; s, "' = 

y_ 1 . {C(s,t) + ~(-l)p(-+)f'c(s,r)lr ~ ~::~~~t) !JPar}, 
~+~+~ ~ p ~~ ~ ~ 

1 2 3 P= 1 t ~= I 

wo R (s t) = K - K2 + KS + ... v , v V J' 

die 1 - (1 + .z~)-l entsprechende Resolvente des Volterraschen Kernes 
K,,(s, t) bedeutet. Weiterhin hat Volterra 365b) nach Übertragung der 
Greenschen Sätze der Potentialtheorie auf (3a) die Eindeutigkeit der 
Lösung der ,,1. und 2. Randwertaufgabe" für (3a) bewiesen; die Lösung 
dieser Randwertaufgaben hat J. Pires 100) mit Hilfe desselben Über
tragungsprinzipes nach dem Muster der Potentialtheorie durch Zurück
führung auf Integralgleichungen gegeben. Von verschiedenen Autoren 
sind so dann analoge Untersuchungen für lntegrodifferentialgleichungen 
von hyperbolischem und parabolischem Typus 865C) sowie für 
solche höherer Ordnung 365d) durchgeführt worden. Auch durch ge
eignete Modifikationen des Volten'aschen Prozesses sind gelegentlich 
weitere Integrodifferentialgleichungen der Behandlung erschlossen 
worden.s66) 

366b) V. Volterra, Rom Ace. Linc. Rend. (5) 181 (1909), p. 167-174; Acta. 
math. 36 (1912), p. 296-366. - Die gleichen Entwicklungen für den zweidimen
sionalen Fall bei L. Sinigallia, Rom Ace. Linc. Rend. (6) 241 (1916), p. 326-330. 

366c) V. Volterra, Rom Ace. Linc. Rend. (6) 191 (1910), p. 239-243; 
G. O. Evans 842); G. O. Evans, Rom Ace. Linc. Rend. (6) 2111 (1912), p.25-31; 
ibid. 221 (1913), p. 865-860; Amer. Math. 80c. Trans. 16 (1914), p. 477-496. 

366d) J. Peres, Paris C. R. 166 (1913), p. 378-881; G. O. Evans, Amer. Math. 
80c. Trans. 15 (1914), p. 216-226; N. Zeilon, Rom Ace. Linc. Rend. (6) 241 (1916), 
p. 684-687,801-806. - Integrodifferentialgleichungen höherer Ordnnng werden 
auch in den in U6) aufgeführten Untersuchungen von V. Volterra angewendet. 

366) G. Giorgi, Rom Ace. Line. Rend. (6) 211 (1912), p. 683-688; G. O. 
Evans SU)S66d); E. DanieZe, Rom. Ace. Linc. Rend. (5) 261 (1917), p. 302-308; 
G. Doetsch, Math. Ann. 89 (1923), vgl. 845). 

98* 
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V Volterra SG7) hat auch die Operation der Zusammensetzung 
2. Art zur Bildung von Integrodifferentialgleichungen verwendet, in 
denen die auftretenden Integrale konstante Grenzen haben; sie ent
stehen aus der Differentialgleichung (2) durch den in Nr. 26 b, 1 ge
schilderten Prozeß der Ersetzung der V ariablen z~ durch vertausch bare 
Kerne 2. Art z~K~. Auch für sie kann er - analog der Aussage von 
Nr. 26 b, 2 über Integralgleichungen - eine Lösung angeben, die 
obendrein einer gewöhnlichen linearen Integralgleichung 2. Art ge
nügt, wenn die Lösung von (2) ein Quotient beständig konvergenter 
Potenzreihen in z1/" ,zn ist. Auf dieser Grundlage hat V. Volterra 
besonders die elliptische Integrodifferentialgleichung der Art (3 a) mit 
konstanten Integrationsgrenzen behandelt.3GS) 

Über Verallgemeinerungen des Begriffes der Integrodifferential
gleichungen 36Sa) vgl. Nr.28 875). 

28. Allgemeine nichtlineare Funktionaloperationen. Die mannig
faltigen Untersuchungen über nichtlineare Funktionaloperationen, Funk
tionen von Funktionen und Kurven (fonctions de lignes) u. dgl. haben 
die gemeinsame Tendenz, die Elemente der reellen und komplexen Funk
tionentheorie von einer oder mehreren Veränderlichen auf unendlich
dimensionale Räume (unendlichviele Veränderliche unter verschiedenen 
Konvergenzbedingungen, Funktionsgesamtheiten verschiedener Art; vgl. 
Nr. 2U, 24) zu übertragen. Sie stehen ihrem Ursprung und ihrer Frage
stellung nach zum Teil in so engen Beziehungen zur Theorie der nicht
linearen Integralgleichungen und der nichtlinearen Gleichungen mit 
unendlichvielen Unbekannten, daß hier wenigstens die wichtigsten 
Arbeitsrichtungen kurz skizziert und dabei diejenigen Arbeiten auf-

367) V. Volterra SOl). V gI. auch die Darstellung bei V. Volte1'1'a, Literatur 
B 6, Chap. XIII, wo zunächst die entsprechenden Sätze für endliche Matrizen 
entwickelt und die Integrodifferentialgleichungen durch Grenzübergang gewonnen 
werden. 

368) V. Volterra, Rom Acc. Linc. Rend. (5) 201 (1911), p. 95-99; 221 (1913), 
P 43-49. 

368 a) Die von G. G. Evans in den beiden letzten in 366e) genannten Ar
beiten, in 869), Lect. IV sowie Rom Acc. Linc. Rend. (5) 281 (1919), p. 262-265 
und Rendic. semin. matem. Roma 5 (1919), p. 29-48 behandelten "Integrodiffe
rentialgleichungen von Bocherschem Typus" stehen zu dem hier behandelten 
Gegenstand nur in loser Beziehung; sie bestehen im wesentlichen in der Um
setzung einer partiellen Differentialgleichung in eine Identität - im Falle zweier 
Unabhängiger - zwischen einem Integral über eine beliebige geschlossene Kurve 
und einem über das von dieser umschlossene Flächenstück , wie sie durch die 
Greensehen Sätze geliefert wird. 
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geführt werden sollen, die mit dem Auflösungsproblem mehr oder 
weniger zusammenhängen.a69) 

Die durch absolut konvergente Potenzreihen definierten analy
tischen Funktionen unendlichvieler Veränderlicher, die 
H. v. Koch S12 )SS3) zur Aufstellung und Auflösung nichtlinearer Glei
chungssysteme benutzt hatte (s. Nr. 25a), hat D. Hilbert S70), insbeson
dere auch im Hinblick auf analytische Fortsetzung, Gruppeneigen
schaft u. dgl., näher untersucht; mit reellen Funktionen unend
lichvieler Veränderlicher, insbesondere auch mit der Bestimmung 
ihrer Extremwerte sowie mit Anwendungen auf die partiellen Differen
tialgleichungen hat sich J. Le ROUX S71) befaßt. Die unendlichvielen 
Veränderlichen sind bei diesen Untersuchungen zumeist an die Be
dingung I xp I <Rp (p = 1, 2, ... ) gebunden. 

M. Frechet S72) hat seine Untersuchungen über lineare Funktional
operationen (Nr. 24: b) unter Zugrundelegung der nämlichen Entfer
nungsbegriffe auf nichtlineare Operationen imFunktionenraum 
ausgedehnt und hat da insbesondere für stetige Funktionaloperationen 
das Analogon des Weierstraßs~hen Satzes über Approximation durch 
Polynome entwickelt. In systematischer Weise hat V. Volterra S7S) in 

369) V gl. außer den beiden in S96) genannten Encyklopädiereferaten die 
zusammenfassenden Darstellungen von G. C. Evans, FunctionaJs and their appli
cations (Cambridge Colloqu. 1916, New York 1918, 136 S.; s. auch Amer. Math. 
8oc. Bull. 25 (1919), p. 461-463), P. Levy 191) sowie G. Doetsch, Jahresb. Deutsch. 
Math.-Ver. 36 (1927), p. 1-30. 

370) D. Hilben, Palermo Rend. 27 (1909), p. 59-74. Vgl. dazu auch 
W. D. A. Westfall, Amer. Math. Soc. Bull. (2) 16 (1910), p.230; Palermo Rend. 
39 (1915), p. 74-80 (Polynome von unendlichvielen Variablen); H. Bohr, Gött. 
Nachr. 1913, p. 441-488 (Anwendung auf Dirichletsche Reihen unter Benutzung 
eines Resultates von O. Toeplits 184»; R. Gateaux, Bull. 80c. Math. Fr. 47 (1919), 
p. 70-96 (anderer Bereich der Veränderlichen); E. H. Moore, Math. Ann. 86 
(1922), p. 30-39 (Einreihung in die general analysis). 

371) J.LeRoux, Trav. Univ. Rennes 1 (1902), p. 237-250; 2 (1903), p. 23-29, 
293-303; J. de Math. (5) 9 (1903), p. 403-455; Nouv. Ann. (4) 4 (1904), p. 448 
--458; Paris C. R. 150 (1910), p. 88-91, 202-204, 377-378. 

372) M. Frechet, Paris C. R. 139 (1904), p. 848-850; 140 (1905), p. 27-29, 
567-568, 873-875; 148 (1909), p.I55-156; 150 (1910), p. 1231-1233; Ann. 
Ec. Norm. (3) 27 (1910), p. 193-216. Diese Untersuchungen wurden weiter aus. 
gedehnt von R. Gateaux, Paris C. R. 167 (1913), p.326-327; Rom Acc. Linc. 
Rend. (6) 22, (1913), p.646-648; 281 (1914), p. 310-316, 406-408, 481-486; 
Bull. 80c. Math. Fr. 47 (1919), p. 47-70; 60 (1922), p. 1-87; vgl. auch P. Levy. 
Paris C. R. 168 (1919), p. 762-755; 169 (1919), p. 875-377. 

373) V. Volte"a hat selbst zusammenfassende Darstellungen seiner Ent
wicklungen (Erste Veröffentlichungen: Rom Acc. Linc. Rend. (4) 3. (1887), p. 97 
-106, 141-146, 153-168, 226-230, 274-281, 281-287; 41 (18B8), p. 107-116, 
196-202) in seinen Le\lons sur les equations aux derivetls partielles, 8tockholm 
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seiner Theorie der "fonctions de lignes" die Grundbegriffe der 
Analysis, wie partielle Ableitung, Differential, l'aylorsche Reihe auf 
Funktionaloperationen übertragen; von den neuen Problemen, die da
mit entstehen, sind hier die Frage der Umkehrung von Funktionaltrans
formationen 374) [Verallgemeinerung der Lösung der nichtlinearen Inte
gralgleichungen (Nr.20) und Integrodifferentialgleichungen (Nr. 27)J 
sowie das Problem der "equations aux derivees fonctionelles" 375) (das 
Analogon der partiellen Differentialgleichungen und Integrodifferential
gleichungen) hervorzuheben. 

Endlich ist hier noch auf die wichtige Rolle zu verweisen, die 
die Betrachtung der Funktionaloperationen und der Funktionen von 
Funktionen in der neueren Variationsrechnung spielt.s75a) 

(Upsala 1906 und Paris 1912, 82 S.), Lee;. I, V, VI, VII sowie in Literatur A 9, 
Chap. I und Literatur B 6, Chap. I-IV gegeben. Über den Begriff des Diffe
rentials vgl. auch M. Frechet, Amer. Math. Soc. Trans. 15 (1914), p. 135-161. -
Beispiele für den ZusammenhaDg mit Integralgleichungen bei E.Daniele, Atti Acc. 
Gioen. (5) 8 (1915), memo 13, 9 S. und E. Le Stourgeon, Amer. Math. Soc. Trans. 
21 (1920), p. 357-383. 

374) G. C. Eva'Y/,s, Proc. 5. Congr. of Math. Cambridge 1912, I, p. 387-396; 
A. A. Bennett, Nat. Ac. Proc. 2 (1916), p. 592-598; Amer. Math. Soc. BuH. 23 (1916), 
p. 209; P. Levy, Paris C. R.168 (1919), p. 149-152; BuH. Soc. Math. Fr. 48 (1920), 
p. 13-27; J. A. Barnett S19). - G. D. Birkhoffu. O.Kellogg, Amer. Math. Soc. Trans. 
23 (1922), p. 96-'115, haben durch Anwendung topologischer Gesichtspunkte 
(Existenz eines Fixpunktes bei stetiger Deformation) ein allgemeiDes Existenz
theorem für nichtlineare FunktionalgleichuDgen der Form cp (8) = ij(cp(S» gegeben. 

375) V. Volterra, Rom Ace. Linc. Rend. (5) 231 (1914), p. 393-399, 551-557 
behandelt lineare GleichuDgen dieser Art durch Zurückführung auf Integrodiffe
rentialgleichuDgen 1. Ordn. vom Typus Nr. 24d, (2) (oder allgemeiner auf solche, 
in denen an Stelle der Integrale allgemeine Funktionaltransformationen der un
bekannten Funktionen auftreten), genau wie man lineare partielle Differential
gleichungen 1. Ordn. auf Systeme gewöhnlicher Differentialgleichungen zurück
führt; E. Freda, ibid. 241 (1915), p. 1035-1039; J. A. Barnett S19). - Weitere 
Klassen hierher gehöriger funktionaler Differentialgleichungen, die in gewissem 
Sinne totalen Differentialgleichungen analog sind, gehen auf das Vorbild der 
Relationen für die Variation Greenscher Funktionen zurück, die J. Hadamard auf
gestellt und untersucht hatte (Paris C. R. 136 (1903), p. 351-354; Memoir. Sav. 
etrang. Paris 33 (1908), Nr. 4, 128 S.; Lee;ons sur le calcul des variations, I (Paris 
1910), p. 303-312); sie hat P. Levy eingehend behandelt: Paris C. R. 151 ~1910), 
p. 373-375, 977-979; 152 (1911), p. 178-180; 154 (1912), p. 56-58, 1405-1407; 
156 (1913), p. 1515-1517,1658-1660; J. Ec. Polyt. (2) 17 (1913), p. 1-120 (= these, 
Paris); Palermo Rend. 33 (1912), p. 281-312; 34 (1912), p. 187-219; 37 (1914), 
p. 113-168. V gl. auch J. Hadamal'd, Paris C. R. 170 (1920), p. 355-359; G. Julia, 
ibid. 172 (1921), p. 568-570, 738-741, 831-833. 

375a) Man vgl. hierüber etwa L. Tonelli, Fondamenti di calcolo delle varia
zioni, T. I (Bologna 1921), T. II (1923), insbes. Cap. V-XII von T. I und Cap. I, V 
von T. II sowie R. Oourant, Jahresb. Deutsch. Math.-Ver. 34 (1925), p. 90-117. 
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29. Numerische Behandlung linearer und nichtlinearer Pro
bleme.s76) Für die angenäherte Auflösung der linearen Inte
gralgleichungen 2. Art ist die Mehrzahl der theoretisch gegebenen 
Methoden (vgl. Nr. 9 und 10) nur von geringem Nutzen. Alle Me
thoden, die das Problem auf die Aufgabe der Auflösung von n line
aren Gleichungen mit n Unbekannten zurückführen, wie z. B. die 
Methode des Grenzübergangs aus Rilberts erster Mitteilung (vgl. N r. t a 
und 54»), bedeuten numerisch keine wesentliche Förderung 377); denn die 
numerische Auflösung eines endlichen linearen Systems mit einer 
größeren Zahl von Unbekannten stellt ein im Grunde nicht viel ein
facheres Problem dar, für dessen praktische Bewältigung vor allem die 
dem Algebraiker und dem Zahlentheoretiker wichtigen Determinanten
formeln im allgemeinen ausscheiden.378) Aus demselben Grunde kommt 
auch die Fredholmsche Auflösungsformel, die der Determinantenformel 
analog ist, in der Regel nicht in Betracht. 

Eine Ausnahme bildet das in Nr. tOa ausführlich dargestellte 
Abspaltungsverfahren von E. Schmidt. Bei seiner praktischen Durch
führung kommt alles darauf an, durch geschickte Wahl der Funktionen 
ull ••. , u,,; vll •.. , v" zu erreichen, daß R(s, t) = K(s, t) - U1(S)V1(t) 
- ... - tt,,(s) v,,(t) bei verhältnismäßig niedrigem n möglichst klein 
ausfällt; denn von der Kleinheit von H hängt die Güte der Konver
genz der Entwicklung nach Iterierten ab, von der Größe von n aber 
die Rechenarbeit bei der Auflösung der n linearen Gleichungen, auf 
die das Verfahren die Integralgleichung zurückführt. Auch hier ist 
also schließlich ein endliches System aufzulösen; aber der prinzipielle 
Unterschied liegt darin, das man ein einziges solches System mit 
einem niedrigen n, nicht eine Kette solcher Systeme mit wachsendem 
n zu lösen hat.s78a) 

376) Die numerische Behandlung der Eigenwertprobleme ist hier alsbald 
mit einbezogen. 

377) Die Annäherung einer Kurve durch Treppenfiguren ist ein numerisch 
recht ungünstiges Verfahren. Wenn also L. Ballif, Ens. math. 18 (1916), 
p. 111-116 einen aus n kommunizierenden Röhren bestehenden mechanischen 
Apparat zur Auflösung von n linearen Gleichungen beschreibt, um damit durch 
den eben genannten Grenzübergang lineare Integralgleichungen aufzulösen, so 
wirkt die Ungünstigkeit dieser Approximation dem Vorteil seiner Apparatur ent· 
gegen. 

378) Vgl. die Artikel von a. Runge, Encykl. I B 30., Nr.19, p. 448 und 
von J. Bauschinger, I D 2, Nr. 11, p. 791. Die dort allein in Betracht gezogene 
sukzessive Approximation ist auf Integralgleichungen ebensogut direkt anwend
bar (Entwicklung nach !terierten, vgl. Nr. 3, 100., 2 und 11 0.). 

3780.) Eine Modifikation bei H. Bateman, London Roy. 80c. Proc. A 100 
,(1922), p. 441-449. - F. Tricomi, Rom Acc. Linc. Rend. (5) 331 (1924), p. 483 
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Ferner hat D. Enskog72) 66) sein in Nr. ISe angegebenes Auf
lösuugsverfahren praktisch erprobt und den numerischen Ansatz an
wendungsbereit dargestellt. Das dürften die bei den einzigen vorliegen
den Methoden von allgemeiner Anwendbarkeit sein.379) 

Für die angenäherte Auflösung von unendlichvielen 
linearen Gleichungen gilt in sinngemäßer Übertragung genau das 
gleiche. Bier hat E. GoldschmidP89) die verschiedenen in Betracht 
kommenden Methoden einer vergleichenden theoretischen und prak
tischen Prüfung unterzogen und ist zu dem entsprechenden Ergebnis 
gekommen: das Abspaltungsverfahren tritt wieder in den Vordergrund 
und ist hier noch bequemer in Gang zu setzen, da man sich nur 
einen passenden Abschnitt auszusuchen braucht. 

Bei den unendlich vi elen Veränderlichen tritt noch deutlicher als 
bei den Integralgleichungen in Erscheinung, daß das Problem der 
Auflösung von n linearen Gleichungen mit n Unbekannten schon ge
nau die gleichen Schwierigkeiten enthält, und daß umgekehrt das 
wenige, was hier zu wirklicher numerischer Bearbeitung erdacht 
worden ist, unmittelbar auch für unendliche Systeme wirksam ist. 
Hier hat Ph. L. SeideZS79a) die Ausgleichung eines Systems mit einer 
großen Anzahl von Unbekannten (sein System enthält 72 Unbekannte) 
bearbeitet. Die Ausgleichung erfordert, die Quadratsumme Q der 
linken Seiten der Gleichungen zum Minimum zu machen. Es ist dies 
genau der Kunstgriff der Zurückführung des Systems ~ auf das System 
~'~, der in Nr. 10b,1 und Nr. 18 b, 3 besprochen worden ist -
nur daß dort, was nebensächlich ist, m~' statt ~'m gebildet wurde; 
vom Standpunkt der Ausgleichungsrechnung erscheint er als selbst
verständlich, und Seidel unterläßt es nicht zu bemerken, daß er auch 
dann brauchbar bleibt, wenn die Zahl der Gleichungen die der Un
bekannten nicht übertrifft, so daß es sich nur um gewöhnliche Auf
lösung handelt. 

-486; 33, (1924), p.26-30 schätzt die durch den Kern endlichen Ranges 
geleistete Annäherung mit den Mitteln des Hadamardschen Determinanten
satzes ab. 

379) Volterrasche Kerne von dem besonderen Typus K(s, t) = k(t - s) be
handelt E. T. Whittaker !9!) numerisch nach verschiedenen, auf den speziellen 
1!'all zugeschnittenen Methoden. 

3790.) Ph. L. Seidel, Münch. Akad. Abh. 11 (1874), 3. Abt., p. 81-108; -
Aus einem Brief von Gauß an Gerling vom 26.12. 1823 (C. F. Gauß, Werke IX, 
p. 279f. j vgl. auoh eh. L. Gerling, Die Ausgleichungsrechnungen der praktischen 
Geometrie, Hamburg und Gotba 1843, p. 386-393), ergibt sich, daß Gauß be
reits damals im Besitze der Seidelschen Methode gewesen ist. 
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Dieses symmetrische System nun behandelt Seidel mittels eines 
Reduktionsverfahrens, das sich auf die nämliche Formel stützt wie die 
Lagrangesche Transformation der quadratischen Form auf eine Summe 
von Quadraten; er hält dieses an sich für brauchbarer als die Methode, 
die er als Student bei C. G. J. Jacobi kennen gelernt hatte, als er ihm 
behilflich war, die Leverrierschen Gleichungen für die Säkularstörungen 
der sieben Planeten genauer nachzurechnen. Jacobi S79b) hatte dieses 
Eigenwertproblem einer quadratischen Form von sieben Veränder
lichen behandelt, indem er sich auf den Satz stützte, daß eine binäre 
orthogonale Transformation von xp' xq allein, die das Glied apqxpxq 
beseitigt, die Quadratsumme der außerhalb der Diagonale stehenden 
Koeffizienten der Form um 2a;q vermindert; nachdem er durch zehn 
solche vorbereitende binäre Transformationen alle beträchtlichen, außer
halb der Diagonale stehenden Glieder beseitigt hatte, hatte er das 
Eigenwertproblem der so präparierten Form durch eine Art von suk
zessiver Näherung behandelt. Diese Methode von Jacobi ist dort, wo 
es sich nicht um die Herstellung der gesamten Eigenwerte und Eigen
lösungen handelt, sondern nur um die Auflösung der Gleichungen, in 
der Tat ein Umweg, und das Verfahren von Seidel oder die in 
N r. 18 b, 3 geschilderten Methoden (J aco bische Transformation' oder 
Entwicklung nach Iterierten in dem von Hilb gegebenen Arrangement) 
sind dafür angemessener. 

Für die numerische Behandlung der Eigenwerttheorie 
aber bleibt Jacobis Verfahren gewiß von Interesse. Auf diesem Ge
biet ist späterhin erhebliches hinzugekommen.s80) W. Ritz 123) hat 
allerdings seine Rechnungen durchweg an Eigenwertprobleme für 
Differentialgleichungen angeknüpft. Aber R. Courant, der die Ritzschen 
Untersuchungen im Anschluß an Hilbertsche Methoden in mannig
facher Weise ausgebaut hat, hat gelegentlich 67)422) (vgl. Nr. lOb, 3 
und Nr. 33d) ihre Auswertung für Integralgleichungen ausgeführt (vgl. 
dazu auch Nr.45c). 

379b) O. G. J. Jacobi, Astron. Nachr. 22 (1844), Nr. 623 = Werke, Bd.3, 
p. 467-478; J. f. Math. 30 (1846), p. 61-94 = Werke, Bd. 7, p. 97-144. 

380) Auch die Rechnungen von G. W. Hill1Z) gehören eigentlich hierher, 
da es sich bei ihnen in Wahrheit nicht um ein Aut1ösungsproblem, sondern um 
ein Eigenwertproblem gehandelt hat, das dann in den daran anschließenden 
Arbeiten von H. v. Koch ganz in den Hintergrund getreten ist. 
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III. Eigenwerttheorie. 

A. Integralgleiohungen mit reellem symmetrischem Kern. 

Die von D. Hilbert S5 ) entwickelte, von E. Schrnid(41) neu begrün
dete Eigenwerttheorie 381) behandelt eine Integralgleichung 2. Art 

(i) 

deren 
(a, b) 

(1) 

b 

q;(s) - lfk(s,t)q;(t)dt=f(s) (a < s < b), 
a 

Kern k ( s, t) eine reelle symmetrische Funktion der im Intervall 
variierenden reellen Veränderlichen s, t ist: 

k(s, t) = k(t, s) Ca < s, t < b); 

l ist ein unbestimmter, beliebiger reeller und komplexer Werte fähiger 
Parameter. Zur Vereinfachung der Darstellung sei zunächst die für 
die Gültigkeit der Theorie übrigens nicht wesentliche Annahme (s. 
Nr.36a) gemacht, daß k(s, t) eine stetige Funktion ihrer beiden Ver
änderlichen sei. 

30. Eigenwerte und Eigenfunktionen. Eigenwert (constante cha
ract6tistique, valm·i eccezionali) des Kernes k(s, t) heißt ein Wert von 
A, für den die zu (i) gehörige homogene Integralgleichung 

b 

(ih) q;(s) - ~rk(s, t) q;(t) dt = 0 
a 

eine nicht identisch verschwindende stetige (reelle oder komplexe) 
Lösung q;(s) besitzt; jede solche Lösung heißt eine zu dem Eigenwert 
l gehörige Eigenfunktion (fonction fondamentale, normal fonction )382). Es 
bestehen nun die folgenden grundlegenden Tatsachen: 

381) V gl. die Darstellung der historischen Entwicklung des Gegenstandes 
in Nr. 1, 6 und '1, die übrigens im folgenden nicht vorausgesetzt wird. Die 
Hilbertsche Theorie wird im folgenden nach dem Abdruck seiner 1. Mitteil. 
(Gött. Nachr. 1904, p. 49-91) in den "Grundzügen", 1. Abschnitt, die von ihr 
unabhängige Theorie von E. Schmidt nach dem Abdruck seiner Dissertation 41) 
in Math.Ann. 63, p. 433-476 zitiert. - Über die Begründung der Eigenwert
theorie durch die Theorie der unendlichvielen Veränderlichen vgl. Nr. 40e. 

382) In dieser Form stehen die Definitionen an der Spitze der Theorie von 
E. Schmidt 881), § 4; sie setzen die Ana.logie mit den Längen und Richtungen der 
Hauptachsen einer quadratischen Fläche im n-dimensionalen Raum (s. Nr. 1) 
sowie mit den ausgezeichneten Parameterwerten und Eigenschwingungen der 
Eigenschwingungstheorie (s. Nr. 6) in Evidenz. Bei HiZbert!·'), p. 14, 16 ent
stehen Eigenwerte und Eigenfunktionen durch den Grenzübergang aus dem alge
braischen Problem (s. Nr. SSb). 
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a) Jeder Eigenwert ist reell.38S) Denn aus (i,.) folgt nach 
Multiplikation mit der zu rp(s) konjugiert komplexen Funktion ;pes) 
nnd Integration von abis b: 

b b b b 

Jrp(s)q;(s)ds = jirp(s)jSds = lfftcs, t);p(s)rp(t)dsdt, 
Q, a a a 

und hieraus ergibt sich die Behauptung, da das Doppelintegral wegen 
b 

Cl) reell undjirp(s)j2 ds reell und> 0 ist. Bei reellem 1 genügen 
a 

Real- und Imaginärteil von rp(s) selbst der Gleichung (i,.); man be
trachtet daher nur reelle Eigenfunktionen. 

b) Zu jedem Eigenwert A gehört eine endliche Anzahl 
n linear unabhängiger Eigenfunktionen; l heißt alsdann ein 
n-facher Eigenwert. Das ist eine unmittelbare Folge des Satzes 1 
von Nr. 10. E. Sckmidt S84) beweist sie unabhängig davon auf Grund 
der Bemerkung, daß jede mit konstanten Koeffizienten gebildete lineare 
homogene Kombination aus zu l gehörigen Eigenfunktionen wieder 
eine solche ist; er bildet nämlich mit seinem Orthogonalisierungs
prozeß111) (vgl. Nr. 15a, (4» aus n zu l gehörigen linear unabhängigen 
Eigenfunktionen n zueinander in bezug auf das Intervall (a, b) ortho
gonale und normierte Eigenfunktionen und erhält durch Anwendung der 
Besselschen Ungleichung S86) die Abschätzung 

b b 

(2) n < 19ff'k(s, t)2dsdt. 
aa 

888) D. Hilbert S81), p. 18f. durch Grenzübergang aus dem entsprechenden 
algebraischen Satz (Realität der Wurzeln der 8ä.kulargleichung). - E. Schmidt B81), 

§ 4 führt den schon von S. D. Poisson, BuH. 80c. philomat. 1826, p. 147 für die 
Realität der ausgezeichneten Parameterwerte von Randwertaufgaben und von 
A. Cauchy, Exerc. de math. 4 (1829), p. 140 = Oeuvres, 2. ser., t. IX, p. 174-195 
für die Realitä.t der Wurzeln der Säkulargleichung gegebenen Beweis direkt für 
die Integralgleichung durch, was sich von der Anordnung des Textes nur un
wesentlich durch Vorwegnahme von c) unterscheidet. 

384) E. Schmidt S81), § 5. 
885) 'Ober diese Besselsche Ungleichung vgl. Encykl. 11 C 11, Nr. 2, (6), Hilb

Szdss; sie besagt, daß, wenn 'PI (s), •.. , 'PII(s) normierte Orthogonalfunktionen 
sind, für jede stetige (und sogar jede quadratisch integrierbare) Funktion u{s) gilt: 

b 2 b 2 b 

[fU(S) 'PI (S)dS] + ... + [fU(S)rp7l(S)dS] <fU(S)ldS. 
a a a 

V gl. dazu auch Nr. 11) a, (2 a) und 109). 
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c) Zu verschiedenen Eigenwerten}.. =F}..* gehörige Eigen
funktionen rp(s), rp*(s) sind zueinander orthogonal: 

b 

(3) !rp(s)rp*(s)ds = 0, 
a 

wie unmittelbar aus den für }.., }..* angesetzten Gleichungen (iA) folgtS86). 
Ordnet man jedem n-fachen Eigenwert wie in b) ein System von n ortho
gonalen und normierten Eigenfunktionen zu, so erhält man ein normier
tes Orthogonalsystem von (höchstens abzählbar unendlichvielen) Eigen
funktionen rpl(S), rps(s), ... (vollständiges normiertes Orthogonalsystem 
von k(s, t» derart, daß jede Eigenfunktion von k(s, t) eine lineare homo
gene Kombination von endlichvielen rp~(s) mit konstanten Koeffisienten 
ist.s84) In der gleich numerierten Reihe der entsprechenden Eigen
werte }..11 }..21 • •• tritt jeder Eigenwert so oft auf, wie seine Vielfach
heit angibt. Durch Anwendung der Besselschen Ungleichung auf eine 
Anzahl der rp,,(s) schließt E. Schmidt S84) analog zu (2) für jede An
zahl dieser Eigenwerte 

b b 

(4) ~ ,,~ <Jfi(s, t)Sdsdtj 
(v) a a 

also existieren höchstens absählbar unendlichviele Eigenwerte, und falls 
unendlichviele existieren, haben sie im Endlichen keine Häufungsstelle: 

lim}.. .. = 00, 
"=00 

und die Summe ihrer resiproken Quadrate, ein jedes nach seiner Viel
fachheit gesählt, konvergiert und genügt (4) S87). 

d) Die Frage nach der Existenz der Eigenwerte greift über den 
Bereich dieser mehr formalen Aussagen hinaus (s. Nr.33). Jedoch 
kann man hier bereits folgendes aussagen: Sind }..1' ••• , l .. Eigenwerte 
von k(s, I) und CPl(S), ... , rp .. (s) die zugehörigen normierten Eigen
funktionen, so hat der durch Subtraktion der endlichen Summe 

n 

(5) k*(s, t) = ~ 'P,,(s~~_(~ 
~=l 

386) D. Hilbert 881), p. 17; E. Schmidt 381), § 4. Das Verfahren entspricht 
formal vollstiindig dem, das man seit S. D. PoissonssB) zum Beweis der Ortho
gonalität der ausgezeichneten Lösungen des Eigenschwingungsproblems verwendet. 

387) Ein Teil dieser Aussagen folgt auch aus der Tatsache, daß die "" 
die Nullstellen der Fredholmschen ganzen Transzendenten d'(a) sind (vgl. Nr.9, 
Ende). - Bei Summation über alle Eigenwerte geht (4) in eine Gleichung über; 
s. Nr. 84:&, (26). 
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von k entstehende Kern " 

(6) k(s, t) - k*(s, t) = k(s, t) _ ~ 1J',,(S~~v(t) 
1'=1 

keine der Funktionen cp,,(s) mehr zur Eigenfunktion; sind ferner alle 
anderen Eigenwerte von k(s, t) von 111 "" 1" verschieden, so hat 
k - k* keines der 1" mehr zum Eigenwert. Alle übrigen Eigenfunk
tionen und Eigenwerte von k(s, t) aber stellen die sämtlichen Eigen
funktionen und Eigenwerte von k - k* dar 388). Die gleichen Schlüsse 
sind für unendlichviele Eigenwerte und Eigenfunktionen jedenfalls 
dann möglich, wenn die entsprechend (5) gebildete unendliche Reihe 
gleichmäßig konvergiert; die allgemeine Überwindung dieser Schwierig
keit ist ein Hauptpunkt der Theorie (vgl. N r. 34: a). 

(7) 

e) Eine stetige Funktion X(s), für die 
b 

Jk(s, t)x(t)dt = 0 
a 

ist, kann man als eine zum Eigenwert 00 gehörige Eigenfunktion be
zeichnen (vgl. N r. 7); die Schlüsse von b) lassen sich nicht übertragen, 
es kann tatsächlich - z. B. bei dem Kern (5) - unendlich viele linear 
unabhängige solche Eigenfunktionen geben. Jedoch ergibt sich un
mittelbar, daß auch eine solche Eigenfunktion X(s) orthogonal zu jeder 
zu emem endlichen Eigenwert gehörigen Eigenfunktion cp,,(s) ist: 

b 

(7') JX(s) cp,,(s)ds = 0 (v= 1,2, ... ). 
a 

Weiterhin aber folgt umgekehrt (7) aus dem Bestehen von (7') für 
alle Eigenfunktionen cp,,(s); diese Tatsache liegt wesentlich tiefer und 
ergibt sich erst aus dem Entwicklungssatz (24) oder (24a) von 
Nr. 34: a 389). 

Ein Kern, der keine zum Eigenwert 00 gehörige stetige Eigen
funktion besitzt, heißt abgeschlossen. 390) 

31. Die iterierten und assoziierten Kerne. 
a) Die in Nr. 11 dargelegten Beziehungen zwischen einem Kern 

und seinen iterierten Kernen lassen sich bei reellen stetigen symme-

388) Diese in den Betrachtungen von Hilbert und Schmidt 881) enthaltenen 
Tatsachen ergeben sich unmittelbar durch formale Rechnung mit Hilfe von (3) 
und (7'). - Übrigens löst (6) unmittelbar die A.ufgabe, einen Kern mit endlich
vielen beliebig vorgegebenen Zahlen XI> ... , X" als Eigenwerten und n beliebigen 
normierten Orthogonalfunktionen rp1 (s), •.. , rp" (s) als Eigenfunktionen zu bilden. 

389) E. Schmidt 881), § 9. 
390) D. Hilbert 881), p. 23. 
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trischen Kernen k(s, t) weiter ausgestalten und führen zu folgenden 
für den Aufbau der Theorie wichtigen Ergebnissen: Jeder iterierte Kern 
k(n)(s, t) ist wiederum reell, stetig und symmetrisch und ist für ein 
nicht identisch verschwindendes k(s, t) nicht identisch Null, und jede 
Spur von geradem Index (vgl. Nr. 11, (5» ist positivS91): 

b b b 

(8) u2n fk(!n)(s, s)ds f.fr.k(n)(s, t)]2dsdt > O. 
a a a 

Die nten Potenzen der Eigenwerte vonk(s, t) stellen die sämtlichen 
Eigenwerte von k(n)(s, t) dar; jedes vollständige normierte Eigen
funktionssystem des einen der beiden Kerne hat die gleiche Bedeu
tung für den anderen 392). 

b) Jeder der in N r. 11 cl) definierten assoziierten Kerne 
k (su t1) ... k (S., tn) 

.!...k(Sl'" .,Sn) = 1 .......... . 
n! t ..... , tu n! 

k(sm t1 ) ••• k(s", tu) 

(9) 

ist für symmetrisches k(s, t) symmetrisch in den Variablenreihen 
Sll' •• , s" einerseits und tu"" tn andererseits. Betrachtet man ihn 
als Kern einer Integralgleichung in n Veränderlichen (vgl. N r. 13 a, 
36 b) b b 

(10) !P(Sl"'" sn) =!L J . jk(::::::: ::) !petp ... , tn) dt1 ••• dt .. , 
a a 

so besitzt er als Eigenwerte die Produkte von je n Eigenwerten von "(s, t) 

(10a) !L = l"l . A" • ..• la", 

als zugehörige Eigenfunktionen die aus den entsprechenden Eigen
funktionen des vollständigen Systems von k(s, t) gebildeten Determi-
nanten 

(lOb) 
1 'P"l(Sl)'" 'P"l(sn) 

<P(SlI' .. , s,,) = ,/- ........... , 
"nI 

. 'P"n (SI)' .. 'P"n(sn) 

und diese liefern, für alle Indizeskombinationen gebildet, sein voll
ständiges Eigenfunktionensystem.s93) O. D. Kellogg S94) hat auf Grund 

891) E. Schmidt 881), § 6, § 11 Anfang. - A. Knesel', Festschr. f. H. A. Schwarz 
(Berlin 1914), p. 177-191, hat in Analogie zu der Kummerschen Darstellung der 
Diskriminante der Säkulargleichung durch eine Quadratsumme eine Darstellung 
gewisser Determinanten aus den u" durch Integrale über Quadrate von Determi
nanten aus den k(ft) (8, t) gegeben. 

392) D. Hilbert S81), p. 20 sowie Grundzüge, 2. Abschn., p. 69 f. lSatz 28, 24) 
für n = 2; E. Schmidt S81), § 6. 

393) J. Schur 79), insbes. § 7, § 16. V gI. auch Nr. 89 b i94). 
894) O. D. Kellogg, Amer. J. 40 (1918), p. 146-164. 
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dieser Tatsache nachgewiesen, daß die Ungleichungen 

{ 
a < 81 < ... < 8n < b 

(11) k(81' ... ,8n) >0, k(81, ... ,8n)~0 für a<t1 < .. ·<t7l <b 
81! ... , 8n t1 , ... , tn 

n=1,2, ... 

hinreichend dafür sind, daß je eine Eigenfunktion mit 0, 1,2, ... Null
stellen im Intervall a < s < b vorhanden ist, und daß die Nullstellen 
zweier Funktionen mit benachbarter Nullstellenzahl sich trennen. 

32. Die Extremumseigenschaften der Eigenwerte. 
a) Im Mittelpunkt der Hilbertschen Theorie steht das folgende von 

der willkürlichen stetigen Funktion x(s) abhängige DoppelintegraP95) 
b b 

(12) ~(x, x) i(k(s, t) x (s) x(t) dsdt, 
a a 

die sog. zum Kern k(s, t) gehörige quadratische Integralform. Ist <p~(s) 
eine zum Eigenwert A.~ gehörige normierte Eigenfunktion, so folgt 
unmittelbar b 

(12a) ~(<p~, <p~) = : j'<p~(S)!dS = : ' 
• • a 

d. h. die reziproken Eigenwerte sind jedenfalls in der Menge der 
Werte enthalten, die ~(x, x) unter der Nebenbedingung 

b 

(13) J~(s)9ds = 1 

annimmt. 
Für einen Kern k*(s, t) mit endlichvielen Eigenwerten (5) ergibt 

sich aus (5) die Formel 
b b "b 

Jji.*(s, t)x(s)x(t)dsdt = ~ :1' (!<p,,(s) x(s) dsf; 
aa ~=1 a 

es ist das Fundamentaltheorem 395) der Hilbertschen Theorie (für den 
Beweis s. N r. 33 bund 436», daß die gleiche Formel für jeden Kern gilt, 
wobei die Summe über alle Eigenwerte und zugehörigen Eigenfunk
tionen zu erstrecken ist und absolut und für alle (13) genügenden 
Funktionen gleichmäßig konvergiert: 

b b • b 

(14) ~(x, x) = ffi(S, t)x(s)x(t) dsdt = ~ :" (j·<P"CS)X(S)dS)'; 
a a (,,) a 

395) D.Hilbert·81), p.19f.; der Name Grundzüge, p. XI. In der algebraischen 
Analogie von Nr. la entspricht sr(x,x) einer quadratischen Form von n Ver
änderlichen, die Formel (14) ihrer Hauptachsentransformation (2a), (2b) von 
Nr. 1; über diese Analogie und ihre Bedeutung für die Hilbertsche Theorie vgl. 
im übrigen Nr. 1 und 6. 
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im selben Sinne gilt für die zugehörige bilineare Integralform (Polar-
form): b b 

(14a) b b I ~(x, Y) = !/k(S, t) x(s)y(t) dsdt 

= :2 :>.rcp~(s)x(s)dsJcpJs)y(S)ds. 
(0 a a 

b) Ein Kern heißt eigentlich positiv definit 396), wenn die Integral
form Sl (x, x) für jedes nicht identisch verschwindende stetige x(s) 
positiv ist; er heißt schlechthin positiv definit (oder auch von positivem 
Typus fi97») , wenn ~(x, x) niemals uegativ ist; ein eigentlich definiter 
Kern ist stets abgeschlossen.s96). Nach (12a) und (14) ist ein Kern 
dann und nur dann definit, wenn seine Eigenwerte durchweg positiv 
sind.39S) Ein anderes, gleichfalls einer bekannten Eigenschaft endlicher 
quadratischer Formen analoges notwendiges und hinreichendes Krite
rium dafür hat J. Mercer S97) angegeben: es müssen die sämtlichen 
Spuren der assoziierten Kerne nicht negativ sein, d. h. 

b b 

(15) j~ .. jle (811 ... , Sn) dS1 ... ds" > 0 
.. 81, ••. , Sn 

(n = 1,2, ... ), 
a a 

oder - was genau dasselbe besagt - es müssen die Integranden 

k (SI' ... , Sn) > 0 für alle S1' ... , sn sein, falls sie stetig sind. Definite 
81 , .• " Sn 

Kerne erhält man, wie unmittelbar ersichtlich, durch Iteration eines sym
metrischen Kernes, oder - etwas allgemeiner - durch Zusammen
setzung eines beliebigen reellen unsymmetrischen Kernes G(s, t) mit 

b 

seinem transponierten: je(s, r) G(t, r)dr.399) 

a 

c) Aus der Darstellung (14) folgt unter Heranziehung der Bessel
sehen Ungleichung S85) unmittelbar, daß der größte Wert, den I~(x, x)1 
unter der Nebenbedingung (13) annimmt, der reziproke absolut kleinste 
Eigenwert ist, und daß dieser Wert nur angenommen wird, wenn x(s) 
einer zugehörigen Eigenfunktion gleich ist. Sind posit,ive Eigenwerte 

396) D. Hilbert S81), Kap. V, p. 28. 
397) J. Mercer, Phil. Trans. Roy. 80c. London 209 A (1909), p. 415 -446; 

Proc. Roy. 80c. London (A) 83 (1910), p. 69-70. 
398) D. Hilbert 396). Anderer Beweis bei H. Bateman, Rep. Brit. Assoc. 77 

(1907). p. 447-449. 
399) Vgl. hierzu auch H. Bateman, Messenger 37 (1907), p. 91-95. Anders

artige Beispiele definiter Kerne bzw. Kriterien geben J. Mercer S9 '1); W. H. Young, 
Mes8. of Math. 40 (1911), p. 37-43; J. Schur, Math. Ztschr. 7 (1920), p. 232-234. 
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vorhanden, so ist der größte (positive ) Wert von ~ (x, x) unter der gleichen 
Nebenbedingung gleich dem reziproken kleinsten positiven Eigenwert und 
wird für eine zugehörige Eigenfunktion angenommen; analoges gilt 
für negative Werte.400) In gleicher Weise lassen sich die weiteren 
Eigenwerte und Eigenfunktionen durch Maximaleigenschaften von sr(x, x) 
charakterisieren, wenn man eine Reihe von linear unabhängigen Eigen
funktionen «P1(S), ... ,cp,,(s) als bekannt annimmt; läßt man nämlich 
nur solche Funktionen «p(s) zu, die außer (13) noch die n linearen 
Nebenbedingungen 

b b 

(16) fx(s) «P1(s)ds = 0, . . -, fx(s) «p,,(s) ds = ° 
a a 

erfüllen, so ist das Maximum von I~(x, x)1 der reziproke Wert der 
absolut kleinsten, dasjenige von ~(x,x) der reziproke Wert der klein
sten positiven Zahl,· die nach Fortlassung der n zu «P1(S), ... , «p,,(s) 
gehörigen Eigenwerte in der Folge der nach ihrer Vielfachheit gezählten 
Eigenwerte übrig bleibt; dieser größte Wert wird wiederum für die zu
gehörigen Eigenfunktionen angenommen. Daher ist es möglich, die ihrer 
absoluten Größe nach geordneten Eigenwerte P'll < Jl, I < ... sukzessive 
als reziproke Maxima von I ~ (x, x) I zu charakterisieren: Il" + 11- 1 ist das 
Maximum unter den Nebenbedingungen (13), (16) und wird für die 
zugehörige Eigenfunktion «P" + 1 (s) angenommen, wenn «P1 (s), ... , «p" (s) 
die vorher bestimmten zu lll' .. , l" gehörigen Eigenfunktionen sind.4.01) 
Entsprechendes gilt für die positiven und negativen Eigenwerte für sich. 

In derselben Weise kann man weiter Aussagen über die Extrema 
von ~(x, x) unter anderen quadratischen oder linearen Nebenbedin
gungen, wie 

b b b 

J(Jk(s, t) x(t) dtrds = 1 oder J~(s)f(S)ds = ° 
a a a 

400) D. Hflbert 881), Kap. V, p. 29 f.; kürzerer Beweis Kap. XIV, p. 193. Die 
erste Variation dieses Maximalproblems liefert übrigens gerade die Integral
gleichung (ih). - Ein anderer Beweis, der an Stelle der Entwicklung (14) die 
mit dem lösenden Kern gebildete Integralform verwendet, bei H. Bateman, Trans. 
Cambr. Phil. Soc. 20 (1907), p. 371-382; 21 (1908), p. 123-128. - Eine Ab. 
schätzung des kleinsten Eigenwertes 11 auf Grund dieses Satzes für definites k (s, t) 
und. positives und konvexes 'PI (s) gibt Ph. Frank, Paris C. R. 158 (1914), p. 551-554. 

401) D. Hilbert 400). - Diese Aussa.gen entsprechen in der algebraischen 
Analogie (Nr. 1, 6) offenbar der bekannten Charakterisierung der kleinsten Haupt. 
achsen einer quadra.tischen Mittelpunktsfiäche als kleinster Durchmesser über
haupt, der zweiten als kleinster Durchmesser in dem dazu senkrechten ebenen 
Schnitt durch das Zentrum, u. s. f. 

Encyklop. d. math. Wi.8ensch. II S. 99 



1512 II C 13. Hellinger-Toeplitz. Integralgl. u. GI. mit unendlichv. Unbekannten 

machen, die für Anwendungen auf Differentialgleichungen von Belang 
sind.402) 

d) Eine nene, namentlich auch für die Anwendungen wichtige 
Wendung hat R. Couran( 403) diesen Fragestellungen gegeben, indem 
er eine den nten Eigenwert ).,,, charakterisierende Ext.remumseigenschaft 
aufstellte, die nicht die Kenntnis der zu den vorhergehenden Eigen
werten gehörigen Eigenfunktionen voraussetzt.404) Es seien nämlich 
h (s), ... , (,,(s) n willkürlich gewählte stetige Funktionen und M, die 
obere Grenze40h) aller Werte, die I Sf(x, x) I unter den Bedingungen 

b b 

(17) jx(s){1(s)ds = 0, . ., jx(s) (,,(s) ds = ° 
a a 

und (13) annimmt, dann ist 1).,,,+11- 1 das Minimum aller Werte MN 
die sich bei f)erschiedener Wahl der n Funktionen (1 (s), ... , (,,(s) ergeben. 
In der Tat kann man n + 1 Konstante Cl"'" C" + 1 so bestimmen, 
daß x(s) = C1tp1(S) + ... + C"+1<J1"+1(S) (13), (17) erfüllt, und hat 

dann aus (14) I Sf(x, x)1 > 1" !-I' also auch M'>-I/-I; andererseits ist 
n+1 11+1 

für ft = tpu .•• , (n = tp" nach c) M,= i )""+11- 1.403) - Entsprechen
des gilt für die positiven und negativen Eigenwerte für sich. 

402) D.Hilbert S81), p. 30; Kap. VII, p. 56ff. - Das Problem mit linearer 
Nebenbedingung ist nach der Methode von Nr. 11> ausführlich behandelt von 
W. Cairns, Diss. Göttingen 1907, 68 S.; vgl. auch A. J. Pell, Bull. Amer. Math. 
Soc. (2) 16 (1910), p. 412-415. 

403) R. Courant, Gatt. Nachr. 1919, p. 255-264; Math. Ztschr. 7 (1920), 
p.1-57; Ztachr. angew. Math. Mech. 2 (1922), p.278-285. Wegen der Über
tragung auf Integralgleichungen vgl. B. Hostinsky49S), R. Courant 4U). - Im 
wesentlichen das gleiche Schlußverfahren wird bereits in den Untersuchungen 
von H. WeyP4S) zur Herleitung von Aussagen über die Größenbeziehung der 
Eigenwerte verschiedener Kerne verwendet; insbesondere leitet H. Weyl (448), 

d), p. 166f.; e), § 6, Satz II!) einen die Courantsche Aussage für den Fall einer 
Nebenbedingung (17) umfassenden Satz ber, ohne allerdings die begrifflich be
deutsame Wendung zur independenten Definition der höheren Eigenwerte zu 
vollziehen. 

404) Diese auch in der algebraislJhen Geometrie wichtige Eigenschaft ist 
früher merkwürdigerweise nur vereinzelt ausgesprochen worden [E. Fischer, 
Monatsh. f. Math. 16 (1905), p. 249; vgl. auch eine gelegentliche Bemerkung für 
ein besonderes Randwertproblem bei H. Poincare, J. de Matb. (5) 2 (1896), p. 261]; 
sie besagt, daß in der Reibe der ihrer Größe nach geordneten Absolutwerte 
der Hauptachsenquadrate einer quadratischen Zentralfläcbe des r-dimensionalen 
Raumes der (n + 1)te Wert der größte ist, der unter den absolut kleinsten Haupt
achsenquadraten der sämtlichen durch den Mittelpunkt gelegten (r - n)-dimen
sionalen Scbnitte der Fläche vorkommt. 

404 a) Ma.n ka.nn die Aussage leicht dahin ergänzen - was aber für diesen 
Zusammenhang unwesentlich ist - daß M, Maximum dieser Werte I Sf (x, x) 1 

ist (vgl. W. Cairns 40l) j R. Courant, Literatur A 11, p. 115 f.). 
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33. Die Existenz der Eigenwerte. Das Kernstück der Eigen
werttheorie ist der folgende von D. Hilbert (05 ) aufgestellte und be
wiesene Existenzsatz: 

1. Jeder reelle symmetrische stetige nicht identisch verschwindende 
Kern besitzt mindestens einen Eigenwert. 

Darüber hinaus gelten folgende Aussagen: 

2. Ein Kern hat dann und nur dann endlichviele Eigenwerte, 
wenn er von endlichem Range (s. Nr. 10a, 1) ist.(05) 

3. Ein Kern k(s, t) hat jedenfalls dann unendlichviele Eigenwerte, 
wenn er abgeschlossen (Nr. 30 e) oder allgemein (Nr. 34 d) ist.(06) 

Diese Sätze sind auf sehr verschiedene Arten abgeleitet worden. 
a) Der Beweis von E. Schmidt (07 ) beruht auf folgenden bei den 

Grundgedanken. Den einen kann man in der Bemel'kung finden, daß 
die durch die Rekursionsformeln 

b 

(18) g>+l(S) = c~Jk(s, t)gJt)dt (11= 1,2, ... ) 
a 

von einem willkürlichen gl (s) ausgehend definierten Funktionen offen
bar gegen eine Eigenfunktion von k(s, t) konvergieren, wenn die Folge 
der Konstanten cl' Cl!' ••• so bestimmt ist, daß sie einen Limes hat 
(der der Eigenwert wird), und daß die g~(s) gleichmäßig aber nicht 
gegen 0 konvergieren.408) Diese Bestimmung erreicht Schmidt -
und das ist der andere Grundgedanke des Beweises - indem er das 
Verfahren auf den iterierten Kern k'lIl (s, t) anwendet, der definit ist, 
und indem er einen dem Verfahren von D. Bernoulli zur Auflösung 
algebrai.scher Gleichungen (vgl. Encykl. I B 3a, Nr. 13, C. Runge) nach
gebildeten einfachen Limesausdruck für den kleinsten Eigenwert p, von 

405) D. Hilbert, Gött. Nachr. 1904 881), p. 72; Grundzüge 881), p. 22. 
406) D. Hilbert S81 ), p. 23f., 25f., 193f. 
407) E. Schmidt 881), § 11. Der Beweis ist einem Existenzbeweis von H. A. 

Schwarz 15) nacbgebildet; vgl. Nr. 0, p. 1352. 
408) In der algebraischen Analogie entspricht dem die bekannte Tatsache, 

daß durch immer wiederholte Iteration einer und derselben Kollineation aus jedem 
Element unter gewissen Bedingungen in der Grenze ein sich selbst entsprechen
des Element der Kollineation entsteht - angewandt auf die Kollineation zwi
schen den Richtungen g. (s = 1, ... , n) durch den Mittelpunkt einer quadratischen 

n n 

Zentralfläche ~k.tx.Xt = 1 und den Normalenrichtungen g: = c ~k.tgt ihrer 
8,1=1 1=1 

konjugierten Ebenen; hier hat man bekanntlich jedenfalls dann, wenn die qua
dratische Form definit ist, stets Konvergenz gegen die (bzw. bei Rotationsflächen 
gegen eine) kleinste Hauptachse, es sei denn, daß man gerade von einer auf ihr 
(bzw. auf ihnen) senkrechten Richtung ausgeht. 

99* 
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k(2)(S, t) aufstellt409) und diesen als gemeinsamen Wert der Kon
stanten c" verwendet. Dieser Limes ist aus den nicht verschwinden
den sukzessiven Spuren von geradem Index des Kernes k(s, t) gebildet 
(Nr. 31, (8): 

(19a) !l = lim ~ = lim ,,1 > 0; 
'JI = 00 u! 'J.' + i l' = 00 I V'U j 'JI I 

(18) liefert alsdann, wenn noch k(s, t) durch k(2)(S, t) ersetzt wird, für 
c" = fL, gl (t) = fLk(2)(S, r) als zum Eigenwert fL gehörige Eigenfunktion 
von k<2)(S, t) den gleichmäßig konvergenten, übrigens noch den Para
meter r enthaltenden Limes 

(19b) rp(s, r) = limfL"k(2v)(s, r), 
.,,=00 

der wegen der Ungleichung 
b 

(19c) !rp(s, s)ds = !~n;,!1"U2"~ 1 
a 

nicht identisch und also auch nicht für jedes r als Funktion von s 
identisch verschwindet. 

Der Beweis dieser Aussagen beruht auf den aus der Schwarz
schen Ungleichung (Nr. 7, (22)~) folgenden Ungleichungen 

(20) u~" < Us,,_2 • Uh +2 ' u2v +2n < uh • u2n , 

aus denen man die Konvergenz und sogar den monotonen Charakter 
der Folgen (19a) sowie die Ungleichung (19c) entnehmen kann; da 
die erste Folge (19 a) abnehmend, die zweite zunehmend ist, ist damit 
zugleich eine auch praktisch brauchbare Abschätzung von fL gegeben. 
Endlich folgt auch die gleichmäßige Konvergenz von (19 b) lediglich 
durch Abschätzung mittels der Schwarzschen Ungleichung. 

409) Bei dem algebraischen Problem der Hauptachsentransformation handelt 
es sich nämlich analog um die Auflösung der algebraischen Gleichung (1) von 
Nr. 1. Sind 111 ••• , 1n wiederum ihre Wurzeln, die Eigenwerte des algebraischen 
Problemes, so sind deren Potenz summen , wie man etwa der Formel Nr. 1, (2 b) 
der Hauptachsentransformation entnehmen kann, die Spuren der iterierten Formen 

n n 

1 + + 1 "'k(Vj _ k(v) "'k k(v-l) 
1r .. . 1~ = ~ ,,- v"' wo .t = ~ sr rt ' 

8=1 r=l 

und man erkennt in der (19 a) entsprechenden und in dieser Gestalt leicht zu 
verifizierenden Limesgleichung für den kleinsten Eigenwert 11 

~1 + ... +~ 
." l' V2 " l' 1~ v 1~" "'i = lm~- = 1m 

"=",,V2 "+9 1'=00 1 + 1 
1"'+0 +... 1""+' 

1 n 

die Ausgangsgleichung der Bernoullischen Methode. Über die analogen Aus
drücke der ". durch die Eigenwerte von k(s, t) vgl. Nr. 34, (25). 
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Weiterhin iRt f.' der kleinste Eigenwert von k(ll(s, t), und rp(s, r) 
liefert die sämtlichen zu ihm gehörigen Eigenfunktionen von keil(S, t) 
in folgender Weise 410): Der Grenzwert (19 c) ist eine ganze Zahl m, 
die Vielfachheit des Eigenwertes f.'; sind rp1 (s), ... , rpm (s) m ortho
gonale und normierte zu f.' gehörige Eigenfunktionen von "MoIl(S, t), 
so ist 
(19d) 
und jede Eigenfunktion rp1 (s), ... , rpm(s) läßt sich durch lineare Kom
binationen von Funktionen rp (s, r 1), ••• , rp (s, r m) für passend gewählte 
Parameterwerte r1 , ••• , r m darstellen. 

Mit der Existenz eines Eigenwertes f.' von k(2l(S, t) ist nun nach 
Nr. 31 a auch die Existenz eines Eigenwertes + Vi' oder - Vi' von 
k(s, t) gegeben. Sofern weitere Eigenwerte existieren, gewinnt sie 
E. Schmidt41l) durch Anwendung des somit bewiesenen Existenzsatzes 
auf den nach Nr. 30d, (6) von den ersten Eigenwerten und Eigen
funktionen befreiten Kern. 

J. Schwr4U) hat durch Anwendung der Schmidtschen Methode auf 
die von. ihm untersuchten assoziierten Kerne (Nr. 31 b) Grenzwert
ausdrücke von der Art (19 a) erhalten, die direkt auch die folgenden 
Eigenwerte liefern; der nte assoziierte Kern ist nämlich dann nicht 
identisch Null, wenn k(s, t) der Vielfachheit nach gerechnet minde
stens n Eigenwerte hat (vgl. Nr. 11 d) - dann aber gibt das Schmidt
sche Verfahren einen Grenzwertausdruck für den Absolutwert seines 
kleinsten Eigenwertes, der nach Nr. 31, (lOa) gleich dem Produkt 
der n absolut kleinsten Eigenwerte jl1 . ls ... l" j von k(s, t) ist, und 
als Quotient zweier solcher Ausdrücke erhält man jl" j selbst. Analog 
erhält Schur die zugehörigen Eigenfunktionen. 

410) J. Schur7~, § 12 gibt einen direkten einfachen Beweis hierfür im An
schluß an den Schmidtschen Gedankengang; man kann diese Tatsachen auch 
nachträglich aus (24a) und (25) von Nr. 34 entnehmen. 

411) E. Schmidt 8S1), § 8. 
412) J. Schur7~, § 13ff. - eh. Münts [Paris C. R. 156 (1913), p.43-46, 

860-862; Gött. Nachr. 1917, p. 136-140; Prace mat.-fiz. 29 (1918),p. 109-177] 
untersucht auch für den algebraischen Fall andere Verfahren zur Auffindungder 
höheren Eigenfunktionen. In der gleichen Richtung streben die Modifikationen, 
die A. Vergerio [Rom Acc. Linc. Rend. (5) 24. (1915), p. 324-329, 365-869; Lomb. 
Ist. Rend. (2) 48 (1916), p. 878-890; Torino Atti 61 (1916), p. 227 -237; Palermo 
Rend. 41 (1916), p. 1-35], J. Mollerup [palermo Rend. 47 (1923), p. 115-143] an 
dem Schmidtschen Verfahren anbringen, indem sie insbesondere gl (s) und die er 
in (18) anders wählen; der Beweis von M. Botasso [Atti Ist. Veneto 71, Ha (1912), 
p.917-930] ist unzutreffend. O. D. Kellogg, Math. Ann. 86 (1922), p. 14-17 
kürzt das Verfahren obendrein durch Anwendung eines Auswahlverfahrens auf 
die g,,(s) ab, ohne damit natürlich den vollen Sachverhalt erhalten zu können. 
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b) In der ursprünglichen Behandlung der Theorie durch D. Hil
bertUS) ergeben sich die Existenzsätze aus dem entsprechenden alge
braischen Problem, der orthogonalen Transformation der quadratischen 

" 
Form von n Variablen 2 k (! ' !) xpxq durch den Grenzübergang 

p,q=l 

n ~ 00 (vgl. dazu Nr. 1, 6). Im Anschluß an seine Darstellung der 
Fredholmschen Determinante von )'k(s, t) als Grenzwert von Deter-

minanten aus den Koeffizienten k (~ , !) (vgl. Nr. 9 54») gelingt es 

Hilbert, den Grenzübergang in der Formel der Hauptachsentransfor
mation jener quadratischen Form (Nr. 1, (2b» direkt durchzuführen, 
falls die Variablenwerte xp die Werte einer stetigen Funktion x (s) an 

den Stellen s = ~ bedeuten, und er erhält so die Fundamentalformel 
n 

(14) bzw. (14a); dabei sind die ).. die Nullstellen der Fredholmschen 
Determinante von H(s, t), die rp.(s) aber Minoren von ihr für diese 
Werte ).. (vgl. Nr. 9, 2). Aus dieser Fundamentalformel ergibt sich nun 
unmittelbar das Existenztheorem und die ergänzenden Aussagen 2, 3. 

c) Von einer Reihe von Autoren sind der Theorie der analytischen 
Funktionen Methoden zum Beweise der Existenzsätze entnommen wor
den (vgl. Nr. 6, insbes. 34». Den Ausgangspunkt bildet dabei die Tat
sache, daß die Resolvente der Integralgleichung (i) und ebenso ihre 
Lösung eine analytische Funktion des Parameters). ist (s. Nr. 9, Ende), 
die höchstens an den Eigenwerten ).. (den Nullstellen der Fredholm
schen Determinante o().» Pole, und im Falle eines reellen symmetri
schen Kernes sogar nur einfache Pole (s. Nr. 34:, (26), (29) und 39 3, 49~) 
besitzt; der Beweis des Existenztheorems kommt also darauf hinaus, 
zu zeigen, daß diese meromorphe Funktion tatsächlich stets mindestens 
einen Pol besitzt. 

..4.. Kneser 414) hat dies im Verfolg von Gedankengängen, wie sie 
in den früher 34.) genannten Arbeiten über die Diflerentialgleicbungen 
der mathematischen Physik entwickelt worden waren, in folgender 
Weise erschlossen: die Reihe (6) von N r. 11 muß aus funktionen
theoretischen Gründen einen Konvergenzkreis haben, der bis zur ab
solut kleinsten Nullstelle von o().) reicht; ihre Koeffizienten sind aber 

413) D. Hilbert 881), Kap. lI-IV, p. 8-22. Direkte Durchfiihrung des Grenz
übergangs im Fall mehrfacher Nullstellen von <T(l) ohne die von Hilbert 881), 

Kap. VI, p. 36 ff. benutzte stetige Variation des Kernes bei E. Garbe 54). 
414) Ä. Kneser, Palermo Rend. 22 (1906), p. :133-240. - Mnn kann den 

Beweis auch auf die Entwicklung der Resolvente nach Potenzen von l (Nr. 11, 
(2 al) stiitzen, aus der für s = t durch Integration nach s Nr. 11, (6) entsteht. 
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gerade die Spuren von k(s, t), und aus den für sie geltenden Unglei
chungen (20) folgt, daß die Reihe einen endlichen Konvergenzkreis 
hat. Da die Eigenwerte reell sind, sind mit dem Konvergenzradius 
auch die absolut kleinsten Eigenwerte gefunden, und man kann 
weiterhin nach bekanntp.n funktionentheoretischen Methoden der Reihe 
nach die übrigen Pole der Funktion (6) von Nr. 11, d. h. die übrigen 
Eigenwerte bestimmen.4U) 

In der klassischen Arbeit H. Poincares 27) über die schwingende 
Membran ist aber darüber hinaus, wie zuerst A. Kornm) ausgesprochen 
hat, eine auf jede Integralgleichung anwendbare Methode enthalten, 
die nillht nur die sämtlichen Eigenwerte mit einem Schlage liefert, 
sondern auch den meromorphen Charakter der Lösung, die also genau 
wie die Schmidtsche Methode von der Bezugnahme auf die .J!'redholm
sehen Formeln frei ist. Sie beruht auf der Betrachtung einer Inte-

p-1 

gralgleichung (i), deren rechte Seite ~cJp(s) = F(s) einer p-dimen-
p=o 

sionalen Funktionenschar angehört, und auf der Bemerkung, daß man 
p so groß und die Konstanten c. dann derart wählen kann, daß ihre 
Lösung wes) in einem beliebig großen, jedenfalls aber endlichen Kreise 
I .t I < Rp regulär analytisch in .t ist.416) Wendet man dies auf die 

b 

Folge der Funktionen (p(s) =.!;'<V)(s, t)(o(t) dt an und sind P.+l (s) 
a 

die zugehörigen Lösungen von (i) 
b b 

(21) Pp+l (s) - ).Jk(s, t)P.+1(t)dt =Jk<P)(s, t)((t)dt = (,,(s) , 

80 folgt leicht 

(2la) 

a a 

P.(s) - .tP"+1 (s) = ("-1 (s) (11 = 1,2, .. . ,p - 1), 
während nach dem vorausgeschickten 

(21 b) COP1(S) + C1P2(S) + ... + Cp_1Pp(S) = Wes) 

416) A. Korn, Paris C. R. 144 (1907), p. 1411-1414; Literatur A 3; Arch. d. 
Math. (3) 25 (1916), p. 148-173. Der Beweis ist auch durchgeführt bei A. Chicca, 
Torino Atti 44 (1909), p. 151-159. 

416) Dies wird aus dem einer Aussage von Poincare 27) nachgebildeten 
Hilfssatz geschlossen, daß der Quotient der beiden Integrale 

b b b p-l 

JßC!)(s,t)F(S)F(t)dSdt !F(S)Jds, wo F(s) = ~'C"f.(s), 
a a a ,,=0 

durch Wahl von p und der c" beliebig klein gemacht werden kann; damit kann 
man dann, analog wie oben 414) angedeutet, den Konvergenzkreis der Potenz
entwicklung der Lösung iJJ (s) nach ]. abschätzen. 
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für III < Rp regulär ist. Die Elimination von fP2 (s), ... , fPp(s) aus 
den p linearen Gleichungen (21 a), (21 b) ergibt für fPl (s), d. i. die 
Lösung der Integralgleichung (i) mit der rechten Seite fes) = fo(s), 
eine Quotientendarstellung , aus der hervorgeht, daß sie in III < Rp 

höchstens p - 1 Pole besitzt, darüber hinaus aber, wie wes), sicher 
Singularitäten besitzt. Da aber fes) beliebig gewählt werden kann, ist 
damit gezeigt, daß die Lösung jeder Integralgleichung (i) mel'omorph 
und niemals ganz transzendent ist. 

A.ndersartige auf funktionentheoretischen Methoden beruhende Be
weise des Existenzsatzes haben T. Lalesco417) und E. Goursat418) den 
Sätzen über das Geschlecht der Fredholmschen Determinante (s. Nr.39c) 
entnommen. 

d) Eine letzte Gruppe von Existenzbeweisen stützt sich auf die 
in Nr. 32 c angegebenen Extremumseigenschaften und geht damit den 
Weg des Dirichletschen Prinzips, den zuerst - noch ohne strenge 
Begründung - H Weber 419) für das Problem der schwingenden Mem
bran eingeschlagen und den D. Hilbert 420) durch seine A.rbeiten über 
das Dirichletsche Prinzip für strenge Beweisführung gangbar gemacht 
hatte. D. Hilbert selbst hat diesen Gedankengang für das entsprechende 
Pro blem in unendlichvielen Veränderlichen durchgeführt und seine 
Resultate durch sein Übertragungsverfahren (Nr. 15) auf Integralglei
chungen übertragen \.s. Nr. 4:0). Kurz vor der Publikation dieser 
Resultate hat E. Holmgren 421 ) das gleiche Verfahren direkt auf Inte
gralgleichungen angewandt. Es sei Illl-1 die bei nicht identisch ver
schwindendem k(s, t) sicher von Null verschiedene obere Grenze der 
Werte der quadratischen Integralform I ~(x, x) I (Nr. 32, (12» für alle 
der Bedingung (13) genügenden stetigen Funktionen x(s), derart daß 

417) T. Lalesco, Paris C. R. 145 (1907), p. 906-907; Literatur A 6, p. 64: 
sein Kriterium für Kerne ohne Eigenwerte (Nr. 39 c, p. 1552) ergibt wegen 
u4 =1= 0 sofort den Existenzsatz. 

418) E. Goursat 74), insbes. p. 97: die Fredholmsche Determinante von 
k(4) (s, t) ist vom Geschlecht 0, also müßte sie für eigenwertlose Kerne gleich 1 
sein (vgl. Nr. 39, (10), was wiederum u4 =1= 0 widerspricht. 

419) H. Webel', Math. Ann. 1 (1869), p. '1-36; vgl. darüber Encykl. II A 7 c. 
Nr. 9, A. Sommerfeld. 

420) D.Hilbert, Jahresb. Deutsch. Math.-Ver. 8 (1900), p. 184-188 = J. f_ 
Math. 129 (1905), p. 63-67 sowie 1"'1). 

421) E. Holmgren, Paris C. R. 142 (1906), p. 331-333; Ark. f. mat. 3 
(1906), Nr. 1, 24 S. (vgl. auch ibid. 1 (1904), p. 401-417); Math. Ann. 69 (1910), 
p. 498-513; im wesentlichen der gleiche Gedankengang unter Ausdehnung auf 
die inhomogene Gleichung bei A. Hammerstein, Sitzungsb. Berlin. Math. Gas. 23 
(1924), p. 3-13. Ein ähnliches Verfahren unter geringeren Voraus8etzungen über 
k(s, t) wendet F. Riesz, Math. es term. ert. 27 (1909), p. 220-240 und &18) an. 
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die Werte ~(x, x) selbst )'i"1 beliebig nahe kommen; es kommt dann 
darauf an zu zeigen, daß )'i"1 in diesem Bereich Extremum ist, d. h. 
daß es eine (13) genügende stetige Funktion Pl (s) gibt, für die 
~(Pl' Pl) = )'i"1 ist - dann ist nach Nr. 32 c (wie auch direkt leicht 
nachzuweisen) Al der absolut kleinste Eigenwert, Pl (s) eine zugehörige 
Eigenfunktion. Jenen Beweis erbringt nun Holmgren, indem er von einer 
Folge stetiger, der Bedingung (13) genügender Funktionen x,,(s) ausgeht, 
für die lim~(x", x,,) = Ai l ist, und aus ihr nach dem von Hilbert 

n=oo 

beim Dirichletschen Prinzip angewandten Auswahlverfahren 187) eine 
Teilfolge xnp(s) (v = 1,2, ... ) derart auswählt, daß 

b 

:~~ Jk(s, t) xnv(t) dt 
a 

für jeden rationalen Wert s (a < s < b) konvergiert; die Anwendung 
der Schwarzschen Ungleichung 40) zeigt, daß die so bestimmten Grenz
werte sich zu den Werten einer stetigen Funktion Al Pl (s) zusammen
schließen, und durch weitere Grenzbetrachtungen wird gezeigt, daß, 
dieses Pl (s) die gesuchte Extremalfunktion ist. Analoge Überlegungen 
im Anschluß an die Extremumssätze von Nr. 32 c liefern sukzessive 
die anderen Eigenwerte und Eigenfunktionen. 

R. Courant 422) hat neuerdings diesen Beweisgedanken des Dirichlet
sehen Prinzips derart ausgestaltet, daß er nicht nur wie bisher die 
Existenz des Eigenwertes verbürgt, sondern auch bestimmte als Grund
lage numerischer Behandlung' von Integralgleichungen verwendbare 
Verfahren zur Approximation der Eigenwerte und Eigenfunktionen. 
liefert. Er geht aus von der Tatsache, daß man jeden stetigen sym
metrischen Kern gleichmäßig im Integrationsgebiet durch symmetrische 
Kerne k,,(s, t) endlichen Ranges n approximieren kann, die durch pas
sende Systeme orthogonaler und normierter Funktionen in der Form 

" 
k,,(s, t) = ~ apqmp(s) mq(t) , apq = aqp 

p,q=l 

dargestellt werden können.423) Das Übergangsverfahren von Nr. 10a, 1 

422) R. Courant, Math. Ann. 89 (1923), p. 161-178; Literatur A 11, Kap.III~ 
insbes. § 4, 8 sowie Kap. II, § 2, 3 für die Hilfsbegriffe. 

423) V gl. Nr. 10 a, 3. Ist der dort bestimmte Kern G(s, t) unsymmetri8ch~ 
so ist k,,(s, t) = -t(G(S, t) + G(t, S») symmetrisch und leistet bei symmetrischem 
k(s, t) das gleiche wie G(s, t). Die Ersetzung der Funktionen up(s), vp(s) von 
Nr. 10 a durch orthogonale normierte lineare Kombinationen ergibt die Formel 
des Textes. 
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und die Formel 
" b 

sr,,(x, x) = ~apqXpXq, wo Xp .fx(s)rop(s)ds, 
p,q= 1 a 

für die zu k,,(s, t) gehörige quadratische Integralform zeigt, daß die 
Theorie der Integralgleichung mit dem Kern k,,(s, t) unmittelbar aus 
der Theorie der orthogonalen Transformation der quadratischen Form 
~apqxpxi von n Veränderlichen entnommen werden kann. 

Da sich nun ferner die Werte der Integralformen ~(x, x) und 
~n(x, x) für alle (13) genügenden Funktionen beliebig wenig unter
scheiden, gilt das gleiche für ihre Extremwerte, und daher müssen 
speziell die absolut kleinsten Eigenwerte )..~n) von k,.(s, t) im Limes 
den von k(s, t) liefern. Darüber hinaus aber wird aus den zugehörigen 
Eigenfunktionen «p~n) (s), die 

(22) 
a 

genügen, durch ein ähnliches Auswahlverfahren wie bei Holmgren eine 
Teilfolge entnommen, die gegen eine zu )..1 gehörige Eigenfunktion 
«PI (s) von k(8, t) gleichmäßig konvergiert. 

Eine zweite Methode von R. Oourant macht sich auch von diesem 
Auswahlverfahren frei. Sie beruht auf folgenden beiden Begriffen"3a), 
die den Begriff der linearen Unabhängigkeit und der Dimensionszahl 
von linearen Funktionsscharen auf Folgen solcher Scharen auszudehnen 
gestatten: 

1. Das Unabhängigkeitsmaß der Funktionen fl(S), . .. , fm(s) ist das 
Minimum der quadratischen Form 

b m b 

j'{ Xd',.cS) + ... + xmfm(s))2 ds = ~ xpxqjrp(s) f/8) ds 
a p,q=1 a 

unter der Nebenbedingung x~ + ... + x! = 1. 

2. Die asymptotische Dimensionenzahl r einer Folge rpl(S), rp9(8), ... 
ist die kleinste ganze Zahl der Art, daß nach Fortlassung hinreichend 
vieler Funktionen aus jener Folge jeder aus dem Rest herausgegriffene 
Komplex von r + 1 Funktionen ein beliebig kleines Unabhängigkeits
maß hat. 

Nun zeigt Oourant durch ein den E. Schmidtschen Beweis des Satzes 
von Nr. 30 b verallgemeinerndes Verfahren, daß die Folge der sämtlichen 
zu den kleinsten Eigenwerten )..~Tt) der kn(s, t) gehörigen Eigenfunk
tionen «pin)(s) eine endliche positive asymptotische Dimensionenzahl r 

423a) R. Courant, Math. Ann. 85 (1922), p. 280-1125 sowie 4J~. 
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besitzt. Daraus und aus der Darstellung (22) bestimmt er eine Schar 
von r linear unabhängigen Funktionen fPl (s), ... , fPr(s) als Grenzschar 
der ·Folge fP~n)(s) in dem Sinne, daß sich für hinreichend große n jedes 
fPln)(s) von einer passend gewählten Funktion Cl rpl (s) + ... + CrfPr(s) 
beliebig wenig unterscheidet: diese Schar enthält die sämtlichen zu Al 
gehörigen Eigenfunktionen von 7.:(s, t). - In analoger Weise werden die 
weiteren Eigenwerte und Eigenfunktionen im Anschluß an die Ex
tremumseigenschaften von Nr. 32 d bestimmt. 

34:. Entwicklungssätze. Auf Grund des Existenzsatzes (Nr. 33) 
und der formalen Tatsachen von Nr. 30, 31 ergeben sich eine Reihe 
von Sätzen über die Entwicklung des Kernes, seiner Iterierten sowie 
willkürlicher Funktionen in Reihen nach Eigenfunktionen des Kernes.424) 

a) Entwicklung des Kernes und seiner Iterierten. Für 
einen stetigen symmetrischen Kern k(s, t) gilt die Entwicklung nach 
dem vollständigen normierten System seiner zu den Eigenwerten Al' ge
hörigen Eigenfunktionen fP,,(s) 

(23) k(s, t) = ~1Jl.(s)IJl,,(t) (a < s, t < b) 
..:::;.; 1 .. 

(,,) 

jedenfalls dann, wenn diese Reihe gleichmäßig in beiden Veränderlichen 
im Gebiet a < s, t < b 7convergiert425); insbesondere gilt sie also für 
Kerne mit endlichvielen Eigenwerten Al" Der Beweis hierfür ergibt 
sich aus dem Existenztheorem in Verbindung mit den Sätzen von 
Nr.30d. 

Die Reihe (23) braucht jedoch nicht für jeden stetigen Kern zu 
konvergieren. Ist nämlich k(s, t) = fCt - s) = fCs - t) eine gerade 
Funktion der Differenz t - s von der Periode 2 % und sind a = 0, 
b = 2 % die Integrationsgrenzen, so bestätigt man leicht durch Rech
nung, daß cos vs, sin VS (v = 0, 1,2, ... ) ihre Eigenfunktionen und 

2n 

die reziproken Werte der Fourierkoeffizienten %C" [rCx) cos vx dx 
o 

die zugehörigen Eigenwerte sind (co einfach, die andern doppelt zäh
lend). Die Entwicklung (23) lautet also bei richtiger Normierung 

424) Diese Sätze enthalten die vollständige in der Analysis mögliche Über
tragung des Hauptachseutheorems der Algebra; vgl. über die Möglichkeit und 
die Grenzen dieser Übertragung Nr. 6 und 7, insbesondere die Formeln (16)--(21) 
daseJbst im Vergleich zu den in der entsprechenden Bezeichnung geschriebenen 
analogen algebraischen Formeln (16)-(21). 

425) E. Schmidt 881), § 8. Bei D. Hilbert 881), p. 21 wird ausdrücklich nur 
der Fall endlichvieler Eigenwerte erwähnt und - wie das unverändert auch für 
den allgemeinen Fall möglich ist - aus der Fundamentalformel (14) gefolgert. 
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der trigonometrischen Funktionen 
~ ~ 

tco + ~'c,,(cosvs cosvt + sinvs sinvt) = tco + ~ c. cosv(t- s) 
1'=1 1'=1 

und stimmt daher genau mit der Fourierreihe der geraden Funktion 
rCt - s) überein. Verwendet man nun für rex) eine stetige Funktion 
mit divergenter Fourierreihe 426) , so ist k(s, t) = rCt - s) ein Kern 
mit divergenter Entwicklung (23). 

Die entsprechend gebildeten Entwicklungen der iterierten Kerne 
lauten (vgl. Nr. 31 a) 
(24) k(2)(s, t) = 211P.(S~~.(t) , 

(.) . 
(24a) k(n)(s, t) = ~ IPv(S~rv(t) (n = 3,4, ... )j 

(v) 

sie konvergieren stets gleichmäßig und absolut im Gebiete a < s, t < bund 
stellen die iterierten Kerne dar. E. Schmidt427) beweist die gleichmäßige 
und absolute Konvergenz der Reihen (24a) (n > 3), indem er die 

gleichmäßige Beschränktheit der Reihe ~I l; srp.(s) rp.(t) I nach Um-
(v) 

formung mit Hilfe der homogenen Integralgleichung (ih) aus der 
Besselschen Ungleichung ß85) entnimmt und daraus schließt, daß der 
Rest (v > N) der Reihe (24a) gleichmäßig wie l;V(n-2) gegen Null geht. 
Die Gültigkeit von (24) kann alsdann genau wie der Entwicklungs
satz von N r. 34 c oder direkt aus diesem erschlossen werden, wo
bei sich allerdings nur gleichmäßige Konvergenz in einer der beiden 
Veränderlichen ergibt; die gleichmäßige Konvergenz in beiden Ver
änderlichen kann nachträglich bewiesen werden.428) 

426) Vgl. Encykl. UU 10, Nr. '2, Hilb-Riesz. 
427) E. Schmidt 081), § 8. - Bei D. Hilbert 881) folgen die Formeln (24 a) aus 

dem Fundamentaltheorem (14); vgl. insbes. p. 22, Satz 4. - Eine spezielle Anwen-
b b 

dung dieser Sätze zur Bestimmung der Kerne, für die in (~) .flP!ds frds 
a a 

ist, bei G. Sannia, Lomb. Ist. Rend. (2) 44 (1911), p. 91-98. 
428) E. Schmidt im Annalenabdruck seiner Dissertation, Ann. 63 381), § 19 

mit Hilfe eines Satzes von U. Dini (Fondam. per Ia theoria delle funz. di var. 
reali, Pisa 1878, § 99) über die gleichmäßige Konvergenz einer gegen eine stetige 
Funktion konvergierenden Reihe stetiger positiver Funktionen. O. Szdsz hat im 
Juni 1908 den Verfassern mündlich einen direkten Beweis der gleichmäßigen 
Konvergenz von (24) mitgeteilt; er beruht darauf, daß die Schwankung des Restes 
der für 8 = t gebildeten Reihe (24) 

00 

~').;;'t {1P.(sl- Ip,,(SI)!} = ;S').;:'J {1P?(s) -1P~(SI)} {1P,,(8) + 1P,,(SI)} 
?=N 
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Unter besonderen Voraussetzungen über den Kern kann man 
weitergehende Entwicklungstatsachen beweisen: A. Hammerstein 429) 

hat gezeigt, daß die Reihe (23) jedenfalls dann gleichmäßig konver
giert und k(s, t) darstellt, wenn 

b J{ k(s!> t) = k(s!, t)}' dt < c 
Sl s! 

a 

ist, wo c eine von Sv S2 unabhängige Konstante ist. 
Ans (24) folgen wegen der gleichmäßigen Konvergenz in beiden 

Veränderlichen für die Spuren (Nr. 11, (5») des symmetrischen Kernes 
von der zweiten an die Reihen 4S0) 

b 

Un jk(n)(s, s)ds = ~ 'J..~ 
a (~) 

(25) für n = 2, 3, .... 

Weiterhin ergibt sich mit Hilfe von Nr. 11, (2a) für die Resolvente 
der Integralgleichung (i) die gleichmäßig konvergente Entwicklung 

(26) x(l' s t) = k(s t) + l "., rp~(s) rp.Ct) • 
, , , ..::.. Ä,,('J... - 'J..) , 

(v) 

sie zeigt einmal, daß x als analytische Funktion von l die Eigen
werte l~ zu einfachen Polen hat mit Residuen, die sich aus den zu
gehörigen Eigenfunktionen aufbauen - andererseits, daß x für ein 
von allen l" verschiedenes l selbst die Eigenwerte (l" -- l) und die 
Eigenfunktionen CfJ,,(s) besitzt.431) 

unter Benutzung von (ih) und der Besselschen Ungleichung durch 
b b 

f{ k(s, t) - k(sl' t)}! dt ·f{ k(s, t) + k(Sl' t)} ! dt 
a a 

abgeschätzt werden kann und also wegen der gleichmäßigen Stetigkeit von k(s, t) 
gleichmäßig mit Is-sll beliebig klein wird; damit kann aber aus der Konver
genz jener Reihe unmittelbar die gleichmäßige Konvergenz erschlossen werden. -
Für die gleichmäßige Konvergenz von (24) ist die Stetigkeit von k(!)(s, t) wesent
liche Voraussetzung; O. Toeplitz, FeBtschr. f. H. A. Schwarz (Berlin 1914), p. 427 
~431, hat ein Beispiel eines unstetigen Kernes (mit unstetigen Eigenfunktionen) 
angegeben, bei dem k(!)(s, t) beschränkt und nur an einer Stelle unstetig ist, 
die Reihe (24) aber nicht mehr in beiden Veränderlichen gleichmäßig konvergiert 
(vgl. hierzu auch Nr. 34 b m». 

429) A. Hammerstein, Sitzungsber. Preuß. Ak. d. Wiss. 1923, p.181-184. 
A. Hammerstein, ibid. 1925, p. 590-595 gibt ferner ein Summationsverfahren 
für die Reihe (23) im Falle eines logarithmisch unendlichen Kernes in 4 Ver
änderlichen an. 

430) E. Schmidt US). - Wegen der Bedeutung dieser Formeln für die alge
braische Analogie vgl. 409). 

431) D. Bilbert 381), Kap. IlI, insbes. p. 20f. - Die Formel (26) kann auch 
aus den Entwicklungssätzen von Nr. 3i c gefolgert werden. 
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b) Definite Kerne; der Satz von J. Mercer 4SS): Ist k(s, t) 
stetig und (eigentlich oder uneigentlich) definit (Nr. 32b), so konvergiert 
bereits die Reihe (23) für den Kern selbst absolut und gleichmäßig in 
beiden Veränderlichen. Nach A. Kneser4SS) und J. Schur 4SS) kann man 
diesen Satz unmittelbar auf Grund der Tatsache beweisen, daß mit 
k(s, t) zugleich auch der durch Subtraktion einer Teilreihe von (23) 
entstehende Kern Nr. 30 b, (6) definit ist, da seine Eigenwerte sämt
lich auch Eigenwerte von k(s, t) sind, und daß daher nach den 

" 
Kriterien von Nr. 32b 7;,(s, s) _~},;;lcp,,(s)2:2 0 ist; daraus folgt aber 

,,=1 
00 

die Konvergenz der positiven Reihe ~J..;lcp,,(S)2 und diese Reihe kon-
1'=1 

vergiert auf Grund des Dinischen Satzes428) gleichmäßig. Die Schwarz
sehe Summenungleichung 114) ergibt endlich die gleichmäßige Konver
genz von (23) in beiden Veränderlichen. 

Aus dem Mercersehen Satz folgt für die Spur jedes definiten 
Kernes selbst die Reihe 

b 

(25a) u1 fk(s, s) ds = ~ l~ . 
a (,,) 

c) Entwicklung willkürlicher Funktionen. Jede mit Hilfe 
einer willkürlichen stetigen Funktion x(t) durch den Kern k(s, t) in der 
(iestalt b 

(27) f(s) =Jk(s, t) x(t) dt 
a 

darstellbare (stetige) Funktion 4S4) ist in die folgende nach Fourierscher 

432) J. Mercer 897); der Beweis beruht auf der Darstellung (26) der für 1 < 0 
sicher definierten Resolvente, die für l.-+- - 00 untersucht wird. - Daß die 
Voraussetzung der Stetigkeit für diesen Satz wesentlich ist, zeigt das Beispiel 
von O. Toeplitz 4!8). 

433) A. Kneser 98), p. 195ff. unter Verwendung eines von E. Schmidt her
rührenden Beweisgedankens; J. Schur, Festschr. f. H. A. Schwarz (Berlin 1914), 
p. 392-409, § 5. Die Anordnung dieser Beweise weicht von der im Text ge
gebenen insofern etwas ab, als aus der ohne Benutzung des Dinischen Satzes zu 
schließenden gleichmäßigen Konvergenz der Reihe (23) in eine1' der beiden Va
riablen die Gleichung (23) in ähnlicher Weise wie beim E. Schmidtschen Ent
wicklungssatz (Nr. 34 c) erschlossen wird. - Ein anderer Beweis bei E. W. Hob
son, London Math. Soc. Proc. (2) 14 (1914), p. 5-30; er konstruiert einen (un
stetigen) Kern (vgl. Nr. 36 a 45S»), dessen iterierter k(s, t) ist. 

434) Wegen der Bedeutung dieser Bedingung von Seiten der algebraischen 
Analogie vgl. Nr. 6, 'I, p. 1363ff. - Ist k(s, t) nicht abgeschlossen (Nr. 30e), so ist 
für die Darstellbarkeit von fes) durch (27) notwendig, daß es orthogonal zu den 
zum Eigenwert 00 gehörigen Eigenfunktionen ist. Aber auch bei abgeschlossenem 
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Art gebildete Reihe nach Eigenfunktionen von k(s, t) entwickelbar: 

(28) f(s)=~c"rp,,(s), wo 
(.) 

b b 

(28a) c. =!f(s)rp,,(S)dS = :J'x(t)rp,,(t)dt; 
a " 

die Reihe konvergiert absolut und gleichmäßig. Diesen Satz hat D. Hil
bert4S5) für den Fall eines allgemeinen Kernes (Nr. 34:d), E. Schmidt4S6) 

sodann ohne jede Einschränkung bewiesen. Schmidts Beweis beruht 
darauf, daß zunächst die absolute und gleichmäßige Konvergenz der 
mit Hilfe von (27) und (i,,) in die Gestalt 

b b 

L Jx(t) rp.(t) dtJk(s, t) rp,,(t) dt 
(,,) a a 

umgeschriebenen Reihe (28) aus der Schwarzsehen 40) und Besselschen 

Ungleichung885) entnommen wird; danach aber ist fes) - ~c.rpis)=x(s) 
(.) 

stetig und zu allen rp,,(s) orthogonal, also (nach Nr. 30e) eine zum 
Eigenwert 00 gehörige Eigenfunktion und daher wegen (27) auch zu 

b 

fes) orthogonal; daraus wird auf JX(s)2ds = 0 und also auf das 
a 

identische V ersch winden von X (s) geschlossen. 
Aus diesem Entwicklungssatz ergibt sich speziell für die Lösung 

der inhomogenen Integralgleichung (i) (p. 1504) mit dem symmetri
schen Kern k(s, t) und stetigem fes) die Darstellung 437) 

b 

(29) rp(s) = fes) +).:2 l:"!.)l!f(t) rp.(t) dt, 
(,,) a 

k(s, t) braucht keineswegs jedes stetige fes) durch (27) darstellbar zu sein; be
trachtet man nämlich den abgeschlossenen Kern k (s, t) von 440), für den eine im 
Lebesgueschen Sinne quadratisch integrierbare, unstetige Funktion co (s) die ein
zige zu 00 gehörige Eigenfunktion ist, und wählt man dabei co(s) so, daß es zu 
irgendeiner stetigen Funktion fes) nicht orthogonal ist, so ist dieses fes) nicht 
durch (27) darstellbar (vgl. Nr. 7, p. 1365). 

435) D. Hilbert 881), p. 24ff. (Gött. Nachr. 1904, p. 75ff.). - Zum Beweis 
wird zunächst die Entwickelbarkeit einer durch den iterierten Kern k(!) (s, t) ana
log (27) darstellbaren Funktion aus der Hilbertschen Fundamentalformel Nr 32, 
(14 a) entnommen und dann auf Grund der Allgemeinheit des Kernes die Dar
stellung (27) durch eine ebensolche mit dem iterierten Kern approximiert. 

436) E. Schmidt S81), § 2, § 9. Aus dem Entwicklungssatz gewinnt Schmidt 
nachträglich die Hilbertsche Fundamentalformel (14) von Nr. 32. 

437) E. Schmidt S81), § 10. - Bemerkungen hierzu bei T. Boggio, Rom Ace. 
Linc. Rend. (5) 172 (1908), p.454-458 und A. Proszynski, Nouv. Ann. (4) 11 
(1911), p. 394-407. 
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die in jedem von Eigenwerten Äy freien l-Bereich gleichmäßig kon
vergiert und übrigens mit (26) im wesentlichen äquivalent ist; sie 
setzt den Charakter der Lösung g;(s) als analytische Funktion von 
1 in Evidenz (jedes 1y ist einfacher Pol, außer wenn der zugehörige 
Fourierkoeffizient von ((s) verschwindet). 

Der Entwicklungssatz umfaßt, wenn man ihn auf geeignete spezielle 
Kerne anwendet, Sätze über die Entwicklung willkürlicher Funktionen 
nach zahlreichen besonderen Orthogonalsystemen. Insbesondere er
hält man die Entwicklungstheoreme nach Eigenfunktionen sich selbst 
adjungierter Randwertaufgaben bei gewöhnlichen und partiellen Diffe
rentialgleichungen, wenn man ihn auf die Greensche Funktion des 
betreffenden Problems als Kern anwendet (s. Encykl. II C 11, 1. Teil, 
E. Hilb, insbes. Nr. (j-9). Die bekannten und nach anderen Methoden 
aufgestellten Entwicklungssätze gehen hier zum Teil über die (27) 
entsprechende Bedingung für die zu entwickelnde Funktion hinaus; 
daher ist die Bemerkung wichtig, daß der Mercersche Satz (N r. 34: b) 
eine Erweiterung des Bereiches der entwickelbaren Funktionen über 
(27) hinaus liefern kann; denn er gibt die Entwicklung des bei festem 
t als Funktion von s angesehenen k(s, t), das unter Umständen nicht 
in der Form (27) darstellbar ist.438) 

Wegen der Anwendung (unktionentheoretischer Methoden zur Her
leitung der Entwicklungssätze sei hier nur auf Encykl. II C 11, 1. Teil, 
E. Hilb, insbes. Nr.ll, 13, verwiesen 4S9); diese Methoden sind auf zahl
reiche Randwertprobleme angewendet worden, die sachlich mit beson
deren Integralgleichungen übereinstimmen, nicht aber - wie es an sich 
möglich wäre (vgl. Nr. 4:3 a, 4.) - auf die allgemeine Theorie der Inte
gralgleichungen. Sie würden hier auf die Untersuchung von ,,(li s, t) 

b 

bzw. J ,,(li s, t) x(t) dt als Funktion von 1, komplexe Integration längs 
a 

eines wachsenden die Eigenwerte einschließenden Weges und Anwen-
dung des Residuensatzes hinauskommen. 

438) Ist z. B. k(s, t) die Greensche Funktion des Randwertproblemes einer 
gewöhnlichen Differentialgleichung 2. Ordnung, hat also bei s = t eine Unstetig
keit in der 1. Ableitung wie I s - tl, so liefert (27) die Entwicklung aller zwei
mal differenzierbaren Funktionen, während der Mercersche Satz die Entwickel
barkeit einer (und damit jeder) Funktion liefert, deren erste Ableitung an einer 
oder endlichvielen Stellen Sprünge hat. V gl. hierzu neben dem im Text zitierten 
Hilbschen Encyklopädiereferat (s. insbes. auch Nr.4) die bei A. Kneser, Lite
ratur A 12, zusammenfassend dargestellten Untersuchungen von A. Kneser und 
seinen Schülern in dieser Richtung. 

439) Wegen der Rolle dieser Methoden in der historischen Entwicklung der 
Integralgleichungslehre vgl. 84). 



35. Abhängigkeit der Eigenwerte vom Integrationsbereich. 1527 

d) Vollständigkeit des Eigenfunktionssystemes. Für die 
Frage, wie weit man alle willkürlichen, nicht nur die mit k(s, t) in 
besonderem Zusammenhang stehenden Funktionen nach Eigenfunk
tionen entwickeln bzw. durch sie approximieren kann, ist entscheidend, 
ob die sämtlichen Eigenfunktionen qJ~(s) der" Vollständigkeitsrelation" 
(2a) von Nr. 15 genügen. Bei einem nicht abgeschlossenen Kerne ist 
das jedenfalls nicht der Fall, da dann (s. N r. SO e) stetige zu allen 
qJ",(s) orthogonale "Eigenfunktionen des Eigenwertes 00" existieren; 
aber auch bei abgeschlossenen Kernen braucht es unter Umständen 
nicht der Fall zu sein MO). Notwendig und hinreichend dafür, daß das 
Eigenfunktionensystem die Vollständigkeitsrelation erfüllt, ist die von 
D. Hilbert als Allgemeinheit bezeichnete Eigenschaft des Kernes M1): 

Jede stetige Funktion f(s) soll durch Funktionen der Gestalt 
b 

Jk(s, t)x(t)dt mit passendem stetigem x(s) im Mittel beliebig appro-
a b b 

ximiert werden können, derart, daß }'{fCs) - Jk(s, t) x(t) dt } 2ds be-
a a 

liebig klein wird. 

So. Abhängigkeit der Eigenwerte vom Integrationsbereich und 
ihr asymptotisches Verhalten. Allgemeine Aussagen über die Ver
teilung der Eigenwerte, falls unendlichviele existieren, sind in den 
Sätzen von Nr. 30c und Nr. 34, (25), (25a) enthalten. Darüber hin
aus sind unter speziellen Annahmen über die Natur des Kernes weitere 

440) Ein Beispiel findet man so: E. Fischer, Paris C. R. 144 (1907), p. 1148 
-1151 hat gezeigt, wie man zu einer willkürlich gegebenen samt ihrem Qua
drat im Lebesgueschen Sinne integrierbaren unstetigen Funktion oo(s) unendlich
viele stetige Funktionen cp.(s) (v = 1, 2, ... ) hinzukonstruieren kann, die mit oo(s) 
zusammen ein vollständiges Orthogonalsystem bilden; bestimmt man nun solche 
Werte l.~, daß~l.;lcp~(s)cp.(t)=k(s,t) gleichmäßig konvergiert, so ist k(s,t) 

(.) 

abgeschlossen, da die unstetige Funktion 00 (s) die einzige zum Eigenwert 00 ge
hörige Eigenfunktion ist, aber die zu den endlichen Eigenwerten gehörigen 
Eigenfunktionen CP.(s) bilden für sich kein vollständiges System. 

(41) D. Hilbert!8l), p. 25. Daß diese Bedingung hinreichend ist, findet 
man ibid. p. 27 und 193; daß sie notwendig ist, ergänzt man leicht aus der Be
merkung, daß man jede stetige Funktion auf Grund der Vollständigkeitseigen
schaft durch ein Aggregat von endlich vielen Eigenfunktionen im Mittel be
liebig annähern kann. - Den allgemeinen Kernen entsprechen in der algebrai
schen Analogie quadratische Formen mit nicht verschwindender Determinante 
(eigentliche Zentralflächen, die keine Zylinder sind). Die Unterscheidung zwi
schen abgeschlossenen und allgemeinen Kernen hat kein algebraisches Analogon; 
ein abgeschlossener nicht allgemeiner Kern HO) hat zwar keine stetigen zum 
Eigenwert 00 gehörigen Eigenfunktionen, wohl aber unstetige bei der notwen
digen Ergänzung des Funktionenraumes (vgl. Nr. 'i). 

Encyklop. d. math. Wissensch. II S. 100 
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Resultate gewonnen worden, die für die .Anwendungen von großer 
Bedeutung sind.Mt) Man kann alle hierhin gehörigen Resultate, die 
zuerst von H. WeylMS) bewiesen worden sind, am kürzesten nach 
R. Courant M4) einheitlich mittels dessen Definition der Eigenwerte durch 
ein Maximum-Minimum-Problem (Nr.32d) begründen, das die Ver
änderung der Eigenwerte bei Veränderung des Integrationsintervalles 
und des Kernes leicht zu überblicken gestattet. 

a) .A bhängigkeit vom Integrationsbereich. Ist (a', b') ein 
Teilintervall von (a, b), so ist der nte der ihrer absoluten Größe nach 
geordneten Eigenwerte 1" eines Kernes k(s, t) für das Intervall (a, b) 
absolut nicht größer als der entsprechende 1: desselben Kernes für 
das Intervall (a', b'); analoges gilt für die positiven und negativen 
Eigenwerte für sich, und bei stetiger Ä.nderung des Intervalls ändert 
sich jeder Eigenwert stetig.M5) Denn in der Gesamtheit derjenigen 
Werte der Integralform ~(x,x), deren obere Grenze gemäß Nr. 32d zur 
Definition von I An 1-1 führt, treten auch die sämtlichen in gleicher 
Weise zu 11:1-1 führenden Werte der für (a', b') gebildeten Integral
form ~(x,x) auf, wenn man nur x(s) außerhalb (a', b') gleich 0 nimmt; 
daraus folgt aber unmittelbar IA:I-l < IA"I-l. Ebenso ergibt sich446): 

Werden endlichviele Teilintervalle von (a, b) ohne gemeinsame innere 
Punkte betrachtet, so ist I A" I nicht größer als die nie Zahl aus der 
Reihe der ihrer absoluten Größe nach geordneten sämtlichen Eigen-

442) Sie sind übrigens direkt durch Vermutungen angeregt worden, die aus 
physikalischen Betrachtungen über die asymptotische Verteilung der Eigenwerte 
bei der schwingenden Membran, der Hohlraumstrahlung und ähnlichen Problemen 
gewonnen wurden; vgl. A. Sommerfeld, Phys. Ztschr. 11 (1910), p. 1057-1066, 
insbes. p. 1061f. sowie H. A. Lorentz, ebenda, p. 1234-1257, insbes. p. 1248. 

443) H. Weyl, 80) Gött. Nachr. 1911, p. 110-117; b) Math. Ann. 71 (1912), 
p.441-479, insbes. § 1, 2; c) J. f. Math. 141 (1912), p. 1-11, insbes. § 2, 3; 
d) ebenda, p. 163-181, insbes. § 1 j e) Palermo Rend. 39 (1915), p. 1-50, insbes. 
§ 6. - In den anderen Teilen dieser Arbeiten sowie im J. f. Math. 143 (1914), 
p. 177-202 werden diese Sätze zur Bestimmung der asymptotischen Eigenwert
verteilung bei bestimmten Randwertaufgaben angewendet. 

(44) R. Courant 4U), insbes. § 6, sowie vorher in einer Reihe von Arbeiten 
[408) sowie Math. Ztschr. 15 (1922), p. 195-200; vgl. auch Literatur A 11, Kap. VI) 
in direkter Anwendung dieses Gedankens auf Randwertprobleme von Differential
gleichungen. 

445) H. WeyZUS), a), b). - Andere Beweise bei T. Lalesco, Paris C. R. 153 
(1911), p. 641-642; Bucarest Bull. 21 (1912), p. 383-389 und A. Blorukl, Paris 
C. R. 163 (1911), p. 1466-1458 (auch für unsymmetrische Kerne, s. Nr. 39 c). 

446) R. Courant 403) für Randwertprobleme von Differentialgleichungen; seine 
Betrachtung überträgt sich Bofort auf Integralgleichungen, wobei sie sich durch 
den Fortfall der Randbedingungen noch etwas vereinfacht. 
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werte der Teilintervalle. Die gleichen Sätze gelten für Integralglei
chungen mit mehrdimensionalem Integrationsbereich (Nr. 36 a). 

b) Abhängigkeit vom Kern. Ist 

(30) k(s, t) = l{(s, t) + k"(s, t), 

so gilt für die ihrer absoluten Größe nach geordneten entsprechend 
bezeichneten Eigenwerte bei gleichbleibendem Integrationsintervall 

(30a) Ilm+n+ll-1 < 1 A~+11-1 + Il~+ll-l; 
analoges gilt für die für sich geordneten positiven und negativen 
Eigenwerte44Sa,b,d,e). Das folgt aus dem Theorem von Nr. 32d, wenn 
man ~(x, x) für alle zu den ersten m Eigenfunktionen von k'(s, t) 
und den ersten n Eigenfunktionen von le"(s, t) orthogonalen x(s) be
trachtet. - Von den zahlreichen oft anwendbaren Sonderfällen dieses 
Satzes seien hervorgehoben: Ist k" (s, t) positiv definit, so ist der nie 

positive Eigenwert von lees, t) nicht größer als der nte positive von 
k'(s,t)44Sc,e). Ist ferner k"(s,t) ein Kern von endlichem Range <N 
(Nr. 10a, 1.), so ist 11;"1 < Ilm+NI447); hierin ist der von E. Schmidt(48) 

bewiesene Satz enthalten, daß bei jeder Annäherung von k(s, t) durch 
einen Kern k" (s, t) von endlichem Range < N 

b b 00 

(31) ß~{k(s,t) - k"(s, t) Pdsdt~ ~ l~ 
a a ~=N+1 

N 

ist; der Minimalwert wird für k"(s, t) =~l-;lrp>(S)rp.(t) erreicht. End-
,,=1 

lieh folgt, wenn man k" (s, t) beliebig klein nimmt, daß der nte Eigen
wert An sich mit k(s, t) stetig ändert, und zwar genügt es, stetige 
Änderung von lees, t) nur in dem Sinne zu verlangen, daß das Doppel
integral von (k(s, t) - k" (s, t»1 beliebig klein wird.44~) 

c) Asymptotisches Verhalten der Eigenwerte. Läßt sich 
ein Kern durch die in b) auftretenden Verfahren aus einfachen Kernen 
mit bekannten Eigenwerten aufbauen bzw. durch sie approximieren, 
so kann man den angeführten Sätzen Aussagen über das asympto
tische Verhalten seiner Eigenwerte mit wachsendem n entnehmen. 
So hat H. WeyZ«Sa,b), bewiesen, daß für einen h-maZ stetig differen-

447) H. Weyzm), a), b). d). Eine Verallgemeinerung bei H. Bateman, Bull. 
Amer. Math. Soc. (2) 18 (1912), p. 179-182. 

448) E. Schmidt S81), § 18; der Satz wird hier für unsymmetrische Kerne 
unter Verwendung der Begriffe von Nr. 86c bewiesen (s. dazu H. WeyZU8), d). 

449) H. WeyZ4U), b), p. 447; R. CQurantU~, § 6. - Bemerkungen über die 
Varia.tion der Hauptfunktionen unsymmetrischer Kerne (s. Nr. 3Da) bei Abände
rung des Kernes ma.cht H. Block, Lunds univ. arsskrift 7 (1911), Nr. I, 34 S. 

100· 
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zierbaren Kern k (s, t) 
(32) 

ist, und daß unter den gleichen Voraussetzungen für einen Kern 
k(S1' S2' tlJ t2) einer Integralgleichung in 2 Veränderlichen (s. NI'. 36a), 
deren Integrationsgebiet von einer rektifizierbaren Kurve begrenzt wird, 

1 
lim n2"(h+ 1)l;;-1 = 0 ist. 
1&=00 

Wichtiger für die Anwendungen sind die Sätze über die Eigen-
werte solcher Kerne, die Greensehe Funktionen von Randwertaufgaben 
gewöhnlicher oder partieller Differentialgleichungen sind, und die durch 
das Auftreten typischer Singularitäten (von der Art der Funktionen 
I s - tl bzw. log {(S1 - ~)2 + (S2 - tj)S} bzw. {(S1 - t1)2 + (S2 - tS)2 

+ (sa - ts)!} ) charakterisiert sind. B. Weyl443) hat gezeigt, daß aus jenen 
Theoremen das asymptotische Verhalten in allen hierhin gehörigen 
Fällen gewonnen werden kann, insbesondere auch die Tatsache'''!), 
daß die asymptotische Verteilung der Eigenwerte in erster Annähe
rung unabhängig von der Gestalt und nur abhängig von der Größe 
des Integmtionsbereiches ist. Diese Resultate greifen, da in das Ge
biet der Differentialgleichungen gehörig, über den Rahmen dieses Re
ferates hinaus; zudem ist es R. Oourant444.) gelungen, sie direkt ohne 
Benutzung der Theorie der Integralgleichungen herzuleiten, indem er 
die Maximum-Minimumdefinition der Eigenwerte (NI'. 32 cl) und die 
analog a), b) aus ihr folgenden Aussagen über die Anordnung der 
Eigenwerte direkt für die Randwertprobleme unter Benutzung der 
bekannten zugehörigen Variationsprinzipe ausspricht (vgl. N r. 45 c). 

d) Asymptotisches Verhalten der Eigenfunktionen. In 
gewissem Umfange kann man für die Eigenfunktionen analoge Resul
tate aussprechen, wie für die Eigenwert()j die vorhandenen Unter
suchungen beziehen sich hier allerdings noch mehr nur auf Rand
wertprobleme bzw. die zugehörigen Kerne.4.50) Von allgemeinen Re
sultaten ist hier nur der von R. Oourantm ) mit seiner in NI'. 33 d 
dargestellten Methode gewonnene Satz hervorzuheben: Konvergieren 
die Kerne k,,(s, t) gleichmäßig gegen k(s, t), so daß ihre rEigenwerte 
).\"l, ... , l~n) gegen einenr-fachen Eigenwert ~ von k(s, t) konver
gieren, so konvergiert die lineare Schar aus den zu At), . .. , ).~,,) ge
hörigen Eigenfunktion von k" (s, t) gleichmäßig gegen die lineare Schar 
der zu ).1 gehörigen Eigenfunktionen von k(s, t). 

450) In etwas allgemeinerer :I!'orm hat .A. Hammerstein, Math. Ann. 93 
(1924), p. 113-129; 95 (1926), p. 102-109 eine asymptotische Darstellung der 
Eigenfunktionen von Kernen gegeben, die die charakteristische Singularität von 
Greenschen Funktionen haben. 
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36. Uneigentlich singuläre symmetrische IntegrsJgleichungen. 
Allgemeinere Integrationsberejche. Systeme von Integralgleichungen. 

a) Uneigentlich singuläre symmetrische Integralglei
chungen.45Oa), Genau wie bei der Auflösungstheorie (s. Nr. 12) ist auch 
für die Begründung der Mehrzahl der Sätze der Eigenwerttheorie die 
bisher gemachte Voraussetzung der Stetigkeit des Kernes entbehrlich. 
D. Hilbert451) hat bereits in seiner ersten Darstellung nachgewiesen, 
daß seine Resultate auch für solche symmetrische Kerne gelten, die 
an endlichvielen analytischen Kurven s = g(t) im Quadrat a < s, t <b 
unendlich von niederer als tter Ordnung werden (d. h. wo für ein a < t 
[s - g(tWk(s, t) stetig bleibt). E. Schmidt45'J) hat gezeigt, daß seine 
Methode unverändert unter den folgenden Bedingungen anwendbar 
bleibt (vgl. Nr. 12 c): 1. Die Unstetigkeitsstellen von k(s, t) haben auf 

b 

jeder Geraden s = konst. den äußeren Inhalt 0; 2. J[k(s, t)]!dt exi-
a 

stiert für a < s < b und ist daselbst eine stetige Funktion von s. 
Alsdann ist k('I.) (s, t) stetig in sund t und verschwindet nur dann 
identisch, wenn k(s, t) in seinem Stetigkeitsbereich verschwindet; die 
Sätze von Nr.31-35 bleiben ungeändert mit Ausnahme derjenigen, 
die sich auf die Entwicklung von k(s, t) selbst beziehen, insbesondere 
des Mercerschen Satzes 45S). Übrigens können die Entwicklungssätze 
von Nr. 34: c dahin erweitert werden, daß x(t) in (27) eine samt ihrem 
Quadrat integrierbare Funktion bedeutet.mB) 

460a) "Eigentlich singulitre Integralgleichungen", d. h. solche, bei denen die 
Sätze der Eigenwerttheorie nicht mehr unveril.ndert gelten, findet man in Nr. 4:4:. 

451) D.Hilberl 881), Kap. VI, p. 80-86; die Methode ist die in Nr.12b ge
schilderte; vgl. auch E. Garbe 64), 2. Abschn. Weiterhin kann man nach Hilberl 
(ibid., p. 86), falls t ~ IX < 1, durch nbergang zu einem hinreichend oft iterierten 
stetigen Kern wie in Nr. 12 a entsprechend modifizierte Sätze erhalten. 

. 452) E. Schmidt 881), § 12. Ausdehnungen dieser Resultate auf in Lebesgue
schem Sinne integrierbare Kerne geben W. H. Young 178), E. w. Hobson 488), 
o. D. KelloggU~; E. W. Hobson untersucht weiterhin, wann es Kerne gibt, für 
die k(s, t)2 im Lebesgueschen Sinne nach t integrierbar ist und die vorgegebene 
Eigenwerte und Eigenfunktionen besitzen, sowie verwandte Fragen. 

458) V gl. dazu 48'). E. W. Hobson 488) gibt übrigens eine Ausdehnung des 
Mercerschen Satzes auf gewisse im Lebesgueschen Sinne quadratisch nach t inte
grierbare Kerne, wobei nur Konvergenz mit Ausnahme von Nullmengen behauptet 
werden kann. - Für symmetrische Kerne der Form I s - t j-a H(s, t), wo H(s, t) 
stetig und 0< IX < 1 ist, beweist T. Oarleman, Ark. f. matem. 18 (1918).. 
Nr. 6, 7 S., daß unendlichviele positive Eigenwerte a~ vorhanden sind und daß 

1 

~(at)l-a konvergiert, falls in einem Teilintervall H(s,s) > 0 ist; der Beweis 
beruht auf der Ausdehnung des Hz"lberlschen Entwieklungssatzes. 

463 a) Darüber hinaus hat für den Fall eines definiten Kernes J. Mercer 
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b) Allgemeinere Integrationsbereiche. Es ist unmittelbar 
ersichtlich, daß die Sätze der Eigenwerttheorie genau wie die der Auf
lösungstheorie für Integralgleichungen mit mehrfachen Integralen in dem 
in Nr. 1380 bezeichneten Sinne in Geltung bleiben4M), wobei der Kern 
eine symmetrische Funktion von ewei Reihen von Veränderlichen wird, 
die die Stellen s, t im n-dimensionalen Integrationsgebiet bestimmen. 
Ebenso läßt sich die Eigenwerttheorie für gemischte oder belastete 
In tegralgleich ungen der in Nr. 13 b beschriebenen Gestalt ent
wickeln 455); dabei werden durch die Symmetriebedingung 456) die in den 
Summen und verschieden dimensionalen Integralen auftretenden Koeffi
zientenfunktionen miteinander verknüpft - z. B. lautet die symme
trische belastete Integralgleichung der Form Nr. 13 b, (1) 

n b 

(33) rp(s) -1 ~ m~k(s, x,,)rp(x,,) - lfk(s, t)rp(t)dt = f(s) , 
"=1 a 

wo k(s, f) = k(t, s), m" beliebig. 

E. Schmidts Theorie läßt sich alsdann ohne wesentliche Änderung in 
Methode und Resultaten übertragen 99); so hat z. B. A. Kneser 98) den 
Mercerschen Satz für die Integralgleichung (33) entwickelt. 

c) Systeme von Integralgleichungen. Genügen die Koeffi
zientenfunktionen des Systemes von n Integralgleichungen mit n un
bekannten Funktionen 

n b 

(34) rp,,(s) - 1 ~Jk"fJ(s,t)rpfJ(t)dt = f,,(s) (a = 1, ... ,n; a <s < b) 
(I=la 

den Symmetriebedingungen 

(3480) kafJ(s, t) = kfJ,,(t, s) (a, fJ = 1, ... , n) 

so läßt es sich nach Nr. 13 c zu einer Integralgleichung mit symme-

[London Roy. Soc. Proc. (A) 84 (1911), p. &73-&7&; Phil. Trans. Roy. Soc. London 
(A) 211 (1911), p. 111-198] den Entwicklungssatz auf in Lebesgueschem Sinne 
integrierbare x(s) ausgedehnt, sowie ein Summationsverfahren für die Reihen (28) 
solcher Funktionen (s) angegeben, die nicht in der Gestalt (27) darstellbar sind 
[Abschätzung der Partialsummen von (28) durch Limites von mit der Resolvente 

b 

" von k(s, t) gebildeten Integralen f x(l; s, t)(t)at]. 
a 

464) D. Hilbert S8l), p. 3; E. Schmidt 881), § 12. 
4&&) W . ..1.. Hurwit,88), ..1.. Kneser 88), G . ..1.nclreoZil0l). 
4&6) Jeder einzelne Wert cp (t) muß in die für eine beliebige Stelle 8 hin

geschriebene Integralgleichung mit demselben Koeffizienten eingehen, wie cp(s) 
in die für t geschriebene Integralgleichung, wobei die Integrale im Sinne von 
Nr. 1 aals Summengrenzwerte aufzufassen sind. 
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trischem Kern zusammenfassen; die gesamte Eigenwerttheorie ist also 
unmittelbar zu übertragen.(57) 

Hier ist die Theorie der adjungierten Eigenfunktionen
paare eines stetigen unsymmetrischen Kernes k(s, t) zu er
wähnen, die E. Schmidt(58) entwickelt hat. rp(s), tjJ(s) heißt ein zum 
Eigenwert il gehöriges Paar adjungierter Eigenfunktionen, wenn es 
ohne identisch zu verschwinden die Gleichungen . 

b b 

(35) rp(s) - ilJkes, t) tjJ(t) dt = 0, tjJ(s) - ilJk(t, s) rp(t) dt = 0 
a a 

erfüllt; rp(s), tjJ(s) dürfen stets reell, die Eigenwerte il positiv ange
nommen werden. Dann sind rp(s) bzw. tjJ(s) die zum Eigenwert il' 
gehörigen Eigenfunktionen der beiden symmetrischen definiten Kerne 

b b 

(36) k(s,t) fk(s,r)k(t,r)dr bzw. 1i(s,t) jk(r,s)k(r,t)dr, 
a a 

und man erhält aus allen Paaren adjungierter Eigenfunktionen sämt
liche Eigenfunktionen von kund l!. Von den der Eigenwerttheorie des 
symmetrischen Kernes völlig entsprechenden Sätzen, die E. Schmidt 
hieraus gewinnt, sei" der Entwicklungssats hervorgehoben: Jede in 
der Form b 

(37) fes) =fk(S, t)x(t)dt 
a 

darstellbare Funktion ist in die absolut und gleichmäßig konvergente 
Reihe b 

fes) = ~ c.rp,,(s) , cI' JfCt)rp.Ct) dt 
C"j a 

nach den ersten Funktionen der adjungierten Paare (Eigenfunktionen 
von k(s, t)) entwickelbar - und das gleiche gilt bei Vertauschung von 
k(s, t) mit k(t, s) in bezug auf die tjJ,,(S).469) 

457) V gl. neben der in Nr. IS c genannten Literatur insbes. D. Hilbert, 
6. Mitteil., Gött. Nachr. 1910 = Grundzüge, Kap. XVI, p. 208ff. 

458) E. Schmidt S81), § 14-16; Ausdehnung auf Unstetigkeiten § 17. Wegen 
der algebraischen Bedeutung dieser Theorie s. 483). - Andere Herleitungen geben 
durch Übergang zu unendlichvielen Unbekannten (s. Nr. 40e) J. Mollerup, Darb. 
Bull. (2) 35 (1911), p. 266-273 sowie durch direkte Anwendung des Schmidtschen 
Verfahrens (Nr. S3 a) zur Approximation der Eigenwerte in modifizierter Gestalt 
(vgl. 4l1J) A. Vergerio, Palermo Rend. 42 (1917), p. 285-302; J. Mollerup, ibid. 47 
(11123), p. 375-395 und 7. Skand. Mat. Kong. Knbenhavn (1926), p.447-466. Ein 
spezieller Fall bei E. Picard, Paris C. R. 149 (1909), p. 1337 -1340 = Ann. Ec. 
Norm. (3) 27 (1910), p. 569-574. 

459) J. Schur m ), § 1-3 beweist darüber hinaus, daß die Funktionen (37) 
auch nach Eigenfunktionen jedes durch Addition eines beliebigen positiv defi
niten Kernes aus k(s, t) entstehenden Kernes entwickelbar sind und gibt weitere 
Verallgemeinerungen. 
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D. Hilberl4.60) hat darauf hingewiesen, daß die Gleichungen (35) 
ein System der Art (34) bilden, und daß sie sich daher in eine Inte
gralgleichung mit dem Integrationsintervall (a, 2b - a) und dem durch 

K (s, t) = 0, wenn a < s, t < b und b < s, t < 2 b - a 
K(s, t) = k(s, t - (b - a»), wenn a ~ s < b, b < t < 2b - a 

definierten symmetrischen Kern zusammenfassen lassen. Die Eigen-
werte dieses Kernes sind die oben definierten Eigenwerte von k(s, t) 
sowie die absolut gleichen negativen Zahlen, seine Eigenfunktionen 
liefern durch ihre Werte in den Teilintervallen (a, b) und (b, 2b-a) 
die Funktionen cp ( s), 1/J ( s) sowie cp (s), - 'I/J ( s) der adjungierten Paare. 
Danach lassen sich aus der Eigenwerttheorie des Kernes K(s, t) ohne 
weiteres alle Sätze über die adjungierten Eigenfunktionen ablesen, 
wenn man das doppelte Integrationsintervall wieder in seine beiden 
Teile zerlegt und die Eigenfunktionen in bezug auf das einfache Inter
vall (a, b) statt auf das doppelte (a, 2b - a) normiert.461) 

37. Besondere symmetrische Kerne. Auf die zahlreichen beson
deren Kerne, die gelegentlich der Anwendungen der Eigenwerttheorie 
auf Randwertprobleme von Differentialgleichungen und Reihenentwick
lungen der mathematischen Physik behandelt worden sind, ist hier 
gemäß der Begrenzung. dieses Artikels nicht einzugehen4.62)j es soll 
nur ein kurzer Überblick über diejenigen besonderen Kerne gegeben 
werden, für die gelegentlich über die allgemeinen Sätze hinausgehende 
Resultate in der Theorie der Integralgleichungen gegeben worden sind. 

Als Beispiele werden vielfach behandelt die schon in Nr. 34: a 
erwähnten Kerne k(s, t) = fCs - t), wo fex) eine gerade periodische 
Funktion ist (vgl. auch Nr. 14:), deren Eigenfunktionen die trigono
metrischen Funktionen sind.4.6S) Eine in gewissem Sinne analoge Rolle 

460) D. Hilben, 5. Mitteil., Gött. Nachr.1906 = Grundzüge, Kap. XIV, p.194; 
weiter ausgeführt bei E. Bounitzky, Darb. BuH. (2) 81 (1907), p. 121-128. -
Für die Obertragung der ResUltate von Nr.36 s. H. WeyZUS), d). 

461) Das Eigenwertproblem für ein etwas anderes System zweier Integral
gleichungen mit zwei unbekannten Funktionen hat A. J. Pell, Amer. Math. Soc. 
Trans. 28 (1922), p. 198-211 durch Übergang zum analogen Problem in unend
lichvielen Unbekannten behandelt; eine Ausdehnung auf symmetrisierbare Keme 
(s. NI.'. 88 b) bei M. Buckanan, Amer. J. 45 (1928), p. 155-185. 

462) Den direkten Zusammenhang zwischen typischen Schwingungspro
blemen und symmetrischen Integralgleichungen erörtem Ph. Frank, Wien Akad. 
Sitzungsb. math.-nat. KI. Ha, 117 (1908), p. 279-298; A. Kmser, Jahre8b. SchleB. 
Ges. vaterl. Kult. 1909, math. Sekt., 8 S.; A. SommerfeZa,4U) und Jahresb. Deutsch. 
Math.-Ver. 21 (1918), p. 809-863. 

468) Den Zusammenhang mit Theoremen über Fourierreihen behandelt 
J. Schur 418), § 4; Kerne dieser Art, die bei optischen Problemen auftreten, er
örtert L. Manaelstam, Festschr. f. H. Weber (1912), p. 228-24.1. - H. WeyZ, Math. 



37. Bes. symm. Kerne. 38. BeB. unsymm. Kerne, die sich wie symm. verh. 1535 

spielen zweidimensionale Integralgleichungen, deren Integrationsgebiet 
eine geschlossene Fläche des Raumes und deren Kern die reziproke 
Entfernung zweier Punkte oder eine ähnliche Funktion ist.464) Ent
sprechende Untersuchungen über die Eigenwerttheorie gewisser drei
dimensionaler symmetrischer Integralgleichungen treten in D. Hilberts 
kinetischer Gastheorie 465) auf. 

B. Integralgleichungen mit unsymmetrischem Kern. 

38. Besondere unsymmetrische Kerne, die sich wie symme
trische verhalten. a) Alternierende und Hermitesche Kerne. Ein 
Kern heißt alternierend, wenn K(t, s) = - K(s, t) gilt. Sowohl die 
reellen symmetrischen als auch die reellen alternierenden Kerne be
greifen sich dem allgemeineren Begriff der Hermiteschen Kerne unter; 
dies sind komplexe Kerne (im reellen Bereich a < s < b, a < t < b 
als komplexe Funktionen der reellen Variablen s, t definiert), die 
der Bedingung K(t, s) = K(s, t) genügen.466) Sind sie reell, so sind sie 
symmetrisch, sind sie rein-imaginär, so sind sie das i-fache eines alter
nierenden Kernes. Sie sind den sog. "Hermiteschen Formen" der 
Algebra nachgebildet, und ebenso, wie sich auf diese die gesamte 
Hauptachsentheorie von den reellen quadratischen Formen überträgt, 
überträgt sich die gesamte Eigenwerttheorie unmittelbar auf Hermite
sche Kerne.467) Dabei müssen als Eigenfunktionen ebenfalls komplexe 

Ann. 97 (1926), p. 338-356 hat die Theorie der fastperiodischen Funktionen auf 
einen solchen Kern für das Intervall (- 00, + (0) zurückgeführt, wobei an 
Stelle der Integrale Mittelwerte auftreten; er geht gen au nach dem Muster der 
E. Schmidtschen Methode vor. 

464,) Einen speziellen Fall (Kugelfläche) hat E. R. Neumann, Math. Ztschr. 6 
(1920), p. 238-261 durch Zurückführung auf Differenzengleichungen vollständig 
durchgerechnet, allgemeinere werden in den Untersuchungen von L. Lichten
stein 866) über Gleichgewichtsfiguren eingehend behandelt; vgl. auch J. Schur 89D). 

465) D. Hilbert, Math. Ann. 72 (1912), p. 562-577 = Grundzüge, Kap. XXII, 
sowie D. Enskog 12) und E. Hecke 12). Auch die Begründung der Strahlungstheorie 
von D. Hilbert, Gött. Nachr. 1912, p. 773-789 = Jahresb. Deutsch. Math.-Ver. 22 
(1913), p. 1-20 = Phys. Ztschr. 13 (1912), p. 10&6-1064 ist hier zu nennen. 

466) überstreichen bedeutet übergang zu der konjugiert-imaginären Größe. 
467) Seitdem D. Hilbert dies (Grundzüge, p. 162) ausdrücklich (in der über

tragung auf unendlichviele Veränderliche; für Integralgleichungen ausgesprochen 
und ohne den Übergang zu unendlichvielen Veränderlichen bewiesen bei J. &hur, 
Math. Ann. 66 486), p. 507) bemerkt hatte, ist es zu wiederholten Malen erneut 
ausgeführt worden, für den besonderen Fall alternierender Kerne von T. Lalesco, 
Paris C. R. 151 (1910), p. 1336-1337 und Literatur A 6, p. 73-78, allgemeiner 
von R. Perhavc, Wien. Ber. 121 (1912), p. 1551-1562; Th. Anghelutza, Paris C. R. 
168 (1914), p. 243-246, leitet die Sätze für alternierende Kerne T(s, t) aus der 
Bemerkung ab, daß der iteriene Kern T<9l(S, t) symmetrisch ist [vgl. dazu auch 
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Belegungen zugelassen werden, und an Stelle der orthogonalen Funk
b 

tionensysteme, die durch J rp .. (s)rpfJ(s) ds= eafJ charakterisiert sind, treten 
a b 

die unitären Funktionensysteme (vgl. 201», für die Jrp .. (s)rpfJ(s)ds = eafJ 
a 

gilt, und die, falls sie reell sind, schlechthin orthogonal sind. Min-
destens ein Eigenwert eines Hermiteschen Kernes ist stets vorhanden, 
alle sind reell und einfache Pole der Resolvente; die Entwicklungs
sätze gelten in genau der gleichen Weise. 

Alle diese Tatsachen sind als Spezialiälle in der allgemeineren 
enthalten, daß die gesamten Entwicklungssätze bei jedem Kern gelten, 
der der Bedingung 

b b 

(1) JX(s, r)K(t, r)dr = JX(r, s)K(r, t)dr 
a a 

genügt. Wegen der Begründung dieser Behauptung vgl. NI'. (t a. Die 
Eigenwerte sind in diesem Falle nicht mehr notwendig reell, sondern 
irgendwelche komplexe Zahlen, die sich nirgends im Endlichen häufen; 
sie sind aber sämtlich einfache Pole der Resolvente. 

b) Symmetrisierbare Kerne. Eine andere geläufige Erweite
rung des Hauptachsentheorems der Algebra hat das Muster für eine Reihe 
weiterer Untersuchungen abgegeben, die eine unmittelbare Ausdehnung 
der Eigenwerttheorie auf gewisse unsymmetrische Kerne bezwecken. 
Es handelt sich um diejenigen Verallgemeinerungen des Hauptachsen
theorems, bei denen an Stelle der Orthogonalität ~ xa'Ya = 0 die 
Polarität ~ d~xa'!l(1 = 0 bezüglich irgendeiner definiten quadrati~chen 
Form ~ = ~dafJxaxfJ tritt. Dies war auch der Grund, aus dem Hil
bert die besondere Klasse von Integralgleichungen, für die er um ge
wisser Anwendungen willen diese Gedankenrichtung bis zu Ende ver
folgt hat, als polare Integralgleichungen bezeichnet hat. 

1. D. Hilbert467a) bezeichnet die Gleichung 
b 

(2) v(s)gJ(s) - lJD(s, t) rp(t) dt = fes) 
a 

T. Lalesco, Roum. Ak. BuH. 3 (1915), p. 826-827]. R. Weitzenböck, Palermo 
Rend. 85 (1913), p. 172-176, zeigt, daß eine Funktion von zwei Verä.nderlichen 

n 

XCIX, y) dann und nur dann von der Form ~[CPa(x) 'If1a(y) -1/Ia(x)CPa(y)] ist, 
a=l 

also, als Kern einer Integralgleichung angesehen, ein alternierender Kem mit 

nur endlichvielen Eigenwerten ist, wenn das Fredholmsche X (Sl ... S,,) für 
81 ", S" 

11 = 2n nicht identisch 0 ist, wohl aber für alle weiteren 11 (vgI. Nr. 11 d). 
467 a) D. Hilben, ö. Mitteil., Gött. Nachr. 1906, p. 462fT. = Gmndzüge, 

Kap. XV, p. 195-204. 
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als Integralgleichung 3. Art (vgl. Nr. 2la) und redet insbesondere von 
einer polaren Integralgleichung, wenn der Kern D(s, t) reell, 
symmetrisch und positiv definit 468) ist (s. Nr.32b): 

b b 

(3) ffD(s, t)u(s)u(t)dsdt ~ 0, 

" " 
und wenn außerdem v(s) keine anderen als die Werte + 1 annimmt, 
mit nur endlichmaligem, aber mindestens einmaligem Wechse1.469) Die 
Eigenwerte, d. h. die Werte von 4, für welche die zu (2) gehörige 
homogene Gleichung b 

(2,,) v(s)fJ!(s) -lfD(s, t)fJ!(t)dt = 0 

lösbar ist, sind alle reell und einfache Pole der Resolvente. Das System 
der zugehörigen Eigenfunktionen kann so normiert werden, daß 

b b 

(4) fv(s) na(s) nfl(s) ds = 0 (a=l=ß), J~(s)[na(s)]lds = Ea (Ea=+ 1) 
" " 

ist ("polares Funktionen system"). Jede in der Form 
b b 

(s) =ffv(s)D(s, r)v(r)D(r, t)g(t)drdt 
"" 

darstellbare Funktion läßt sich in die absolut und gleichmäßig kon
vergente Reihe 

(5) (s) = Ctn1 (s) + c,n,(s) + ... 
entwickeln, wo b 

(5') ca = E"f(s)v(s)n,,(s)ds 
" 

ist. Dann und nur dann, wenn 
b 

(6) fD(s, r)v(r)D(r, t)dr = 0 

" 
468) In den Arbeiten über symmetrisierbare Kerne wird für diesen Begriff 

zumeist die Bezeichnung "von positivem Typus" (bei A. Korn 'U) "positivierend") 
gebraucht, dagegen das Wort "definit" für dasjenige, was hier (vgl. Nr. 32b) als 
eigentlich positiv definit bezeichnet wurde (vgl. etwa T. LaZesco, Literatur A 6, 
p. 70). Es erscheint jedoch unzweckmäßig, die Benennung gerade in dem ent
scheidenden Punkte so zu wählen, daß sie derjenigen der Algebra geradezu zu
widerläuft und die Gegenüberstellung erschwert. 

469) Der Fall eines durchweg positiven, im übrigen beliebige Werte durch
laufenden 'I)(s) Iä.ßt sich durch eine einfache Transformation von rp und f auf 
den Fall eines symmetrischen Kernes zurückführen, wie schon E. GOtWsat, Paris 
C. R. 146 (1908), p. 327-329 aus Anlaß einer Notiz von T. Boggio, Paris C. R. 
146 (1907), p. 619-622 hervorgehoben hat. 
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ist, ist kein Eigenwert vorhanden. Wenn der Kern D(s, t) allgemein 
(also auch eigentlich positiv definit) ist und übrigens auch nur dann, 
so kann jedes stetige fes) durch lineare Kombinationen von der Form 
a1%1(s) + ... + a,,%,,(s) im Mittel beliebig approximiert werden (vgl. 
Nr. 34: d, Ende); es sind dann sicher sowohl unendlichviele positive 
als auch unendlichviele negative Eigenwerte vorhanden. 

Hilberts Beweismethode4673) beruht auf einem von dem in Nr. 15 
und 40e geschilderten insofern abweichenden Übergang zu unendlich
vielen Veränderlichen, als an Stelle des vollständigen Orthogonalsystems 
c.op(s) ein "vollständiges polares Funktionensystem" verwendet wird, 
das Bedingungen der Form (4) und einer entsprechend modifizierten 
Vollständigkeitsbedingung genügt; so wird das Problem in ein ent
sprechendes über Scharen von quadratischen Formen von unendlich
vielen Veränderlichen übergeführt und dieses dann behandelt (vgl. 
darüber Nr. 4:1 b, 4). Einen davon verschiedenen Beweis hat G. Fu
bini 470) gegeben, indem er nicht zu unendlichvielen Veränderlichen 
übergeht, sondern in der Art wie es E. Holmgren 421) (vgl. Nr. 33 d) 
im Falle einer Integralgleiehung 2. Art tut, im Funktionenraum selbst 
operierend mit den Methoden, die Hilbert beim Dirichletschen Prinzip 
angewendet hatte, die Existenz der Eigenwerte als Extrema erhielt 
(vgl. Nr. 4:1 b, 2 m ). E. Garbe471) behandelt die Gleichung 

b 

(7) g;(s) - il fv(s)D(s, t) g;(t) dt = fes) 
a 

die Hilbertsche Gleichung (2) kann durch die Transformation 
v(s)g;(s) = t/J(s) leicht auf diese Gestalt gebracht werden (vgl. Nr. 2la) 
- unter der Voraussetzung, daß D positiv definit ist, v(s) aber ledig
lich (bis auf eine endliche Anzahl von Sprüngen) stetig. Unter dieser 
den Hilbertschen Fall einschließenden Voraussetzung zeigt er, daß über 
den Hilbertschen Entwicklungssatz hinaus, wenn die Normierung (4) 
des polaren Funktionensystems sinngemäß durch 

b ~ b 

(4a) 
rr 1 j>na(s)n (s) JJ D(s, t)%a(s)%(it)dsdt = I.a V(8/ -ds = ea(J 

a a a 

ersetzt wird, nicht nur die Entwicklung 
b ~ 

f 1 ~n.(s)n.(t) 
(50.) D(s, r)v(r)D(r, t)dr = v(s)v(t) kJ --I.~ 

a ~=l ---
470) G. Fubini, Ann. di mat. (3) 17 (1910), p. 111-139; davon, daß 

'I)(s) = + 1 ist, wird entscheidender Gebrauch gemacht; es wird aber nicht wie 
bei Hilbert benutzt, daß v(s) nur endlichviele Zeichenwechsel im Intervall erleidet. 

471) E. Garbe, Math. Ann. 76 (1915), p. 527-547. 
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absolut und gleichmäßig konvergiert472), sondern daß auch, wenn 
D(s, t) em allgemeiner Kern ist (vgl. Nr. 34d), 

00 

(5 b) D(s t) = _1 _ ~n~(8)!'~(t) 
, v (s)v (t) ~ ].3 

~=1 

absolut und gleichmäßig konvergiert. Für v(s) = 1 ist dieses Ergeb
nis in dem Satz von Mercer (Nr. 34 b) enthalten, von dem sich der 
allgemeinere Fall Garbes dadurch wesentlich abhebt, daß in ihm die 
Möglichkeit unendlich vieler negativer neben unendlichvielen positiven 
Eigenwerten vorliegt (vgl. auch 4. dieser Nummer). 

2. A. J. PeU47S) gelingt es, für die Integralgleichung mit dem Kern 
b 

(8) K(s, t) = JS(s, r)D(r, t)dr, 
a 

wo S symmetrisch und D positiv definit ist, den Hilbertschen Ent
wicklungssätzen entsprechende nach einer verwandten, aber doch in 
wesentlichen Punkten abweichenden Methode (vgl. darüber Nr. 4-1 b, 5) 
aufzustellen. Für den Fall eines abgeschlossenen D besagen ihre Re
sultate (insbes. Trans. 12, p. 1701-75), daß jede durch K(s, t) quellen
mäßig darstellbare Funktion eine Entwicklung 

b b 

(5c) fes) fK(s, t)g(t)dt =~ p~(s)Jf(t)1/1~(t) dt 
a b 11 a 

gestattet, wo 1/1 .. (s) = J D(s, t) p,,(t) dt die Eigenfunktionen des trans-
a 

ponierten Kernes K(t, s) sind (vgl. 4. und auch Nr. 39a). Eigenwerte 
sind hier stets vorhanden, wenn S nicht identisch verschwindet. Wenn 
D nicht abgeschlossen ist, sind Eigenwerte dann und nur dann nicht 
vorhanden, wenn b b 

(6b) JJD(s, u)S(u, v)D(v, t)dudv 
a .. 

472) Die analoge Formel für den dreimal iterierten Kern ist bereits in 
dem Entwicklungssatz von D. Hilbert 467a) enthalten; in dieser durch die Form 
der Normierung (4 a) bedingten Gestalt (5 a) findet sie sich bei J. Mal·ty, Paris 
C. R. 150 (1910), p. 516-518, 603-606. 

473) A. J. Pell, Biorthogonal systems of functions, Amer. Trans. 12 (1911), 
p. 135-164 (eingereicht April 1909), sowie Applications of biorthogonal systems 
of functions to the theory of integral equations, p. 165-180 (eingereicht Sept. 
1909) und die Voranzeigen dazu Amer. Math. Soc. BuH. (2) 16 (1910), p. 459-460, 
513-515; (2) 17 (1910), p. 73-74. Die Verfasserin betrachteb statt des Kernes 
D(s, t) allgemeiner eine Operation ~, die im Sinne der general analysis durch 
einige Postulate festgelegt ist. - Eine Notiz ohne Beweis, daß bei Kernen von 
der hier betrachteten Art alle Eigenwerte reell sind, findet sich schon bei 
H. Bateman 898) "als Analogon eines bekannten Weierstraßschen Satzes". 
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identisch verschwindet. Ist insbesondere nur eine Eigenfunktion pes) 
b 

des Kernes D für den Eigenwert 00 vorhanden, JD(s, t)p(t)dt = 0, so 
(J 

ist für die Nichtexistenz eines Eigenwerts notwendig und hinreichend, 
daß 8 die Form hat 

(7) 8(s, t) = a.(s)p(t) + a.(t)p(s) + kp(s)p(t) , 

wo a.(s) eine stetige Funktion, k eine Konstante ist, und beim Ent
wicklungssatz (oc) tritt für ein solches D ein Summand cp(s) hinzu. 

3. A. Korn474) hat die Methode von H Poincare wie auf den Fall 
eines beliebigen symmetrischen Kernes (vgl. Nr.33c) so auch auf 
solche unsymmetrische Kerne K ausgedehnt, zu denen man zwei reelle 
symmetrische Kerne Dl1 Ds hinzubestimmen kann, so daß folgendes gilt: 

b b 

1) JjDl (s, t) cp(s) cp(t)dsdt ~O, und das Gleichheitszeichen gilt 
(J (J b 

nur Idr solche cp(s), für die zugleich .{K(s, t)cp(t)dt = 0 ist. 
(J 

b b 

2) jJ DJ(s, t) cp(s) cp(t) dsdt ~ 0, und das Gleichheitszeichen gilt 
.(J (J b 

nur für solche cp(s), für die zugleichJK(t, s)cp(t)dt = 0 ist. 
(J 

b b 

3)JJDt (s, u)Dt(u, v)K(v, t)dudv = K(s, t), 
(Ja 

b b 

JJK(s, u)D,(u, v)Dt(v, t)dudv = K(s, t), 
(J (J 

oder in leicht verständlicher Symbolik analog dem Kalkül mit Ma
trizen (vgl Nr. 18 a): 

(i),i)l)~ =~, ~(i)1i)1) =~. 

D1 • DJ heißen dann "zueinander reziprok bezüglich K", bzw."im ver-

474) A. Korn, Paris C. R. 163 (1911), p. 171-173, 327-828, 539-641; 
Sitzungsb. Berl. Math. Ges. 11, p.11-18 im Arch. d. Math. (3) 19 (1912); TOhoku J. 1 
(1912), p. 159-186; 2 (1912), p. 117-186; Paris C. R. 166 (1918), p. 1966-1967; 
Sitzungsb. Berl. Math. GeB. 16 (1916), p. 107-114; Arch. d. Math. (3) 25 (1916), 
p.U8-173; 27 (1918), p. 97-120. - Der Kern, auf den Fredholm zuerst bei der 
potentialtheoretischen Randwertaufgabe gestoßen war, ist selbst unsymmetrisch 
und bildet den Ausgangspunkt dieser Versuche, die Eigenwerttheorie auf Klassen 
unsymmetrischer Kerne auszudehnen. Ganz im Rahmen der potentialtheore
tischen Redeweise bleiben J. Blumt,nfeld und W. Meller, Wien. Ber. 128 (1914.), 
p. 2011-2047, die die Entwicklungssll.tze für diesen ~'all, aber unter Benutzung 
der Mittel der Integralgleicbunglltheorie durchführen. 
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allgemeinerten Sinne reziprok", wenn rechts statt Kirgendeine !te
rierte von K steht. 

b b 

4) fDl (s, u)K(u, t) du = fK(u, s)Dl(t, u)du, 
4 a 

b b 

fK(s, u) D2 (u, t) du fDs(u, s)K(t, u)du, 
4 a 

bzw. symbolisch 

S1 = ill~ = ~'il; = S;, Ss = ~il2 = SD;~' = S;. 
Unter diesen Voraussetzungen, von denen Korn insbesondere die 

Voraussetzung 3) als gewiß nicht entbehrlich bezeichnet, erbringt er 
den vollen Beweis der Entwicklungssätze. 

Wird 4) durch die geringere Voraussetzung SjI S; = s; SI er
setzt, so brauchen die Eigenwerte nicht mehr reell zu sein, aber sie 
bleiben einfache Pole der Resolvente. 

4. Ein Kern K(s, t) heißt linksseitig symmetrisierbar, wenn man einen 
reellen symmetrischen, positiv definiten Kern D1 (s, t) hinzubestimmen 
kann, so daß 

b 

SDI ~ = SI' d. h. JnI (s, r) K(r, t) dr = 81 (s, t) 
a 

symmetrisch ist, rechtsseitig symmetrisierbar, wenn ebenso 
b 

~iljl = Su d. h. fK(s, r)D2(r, t)dr = 82(s, t) 
a 

symmetrisch ausfällt.475) Die drei vorstehend geschilderten Arten von 
Kernen sind sämtlich in beiderlei Sinne symmetrisierbar - bei der 
3. Art ist es unmittelbar klar, da hier die Eigenschaft 4) unmittelbar 
die beiderseitige Symmetrisierbarkeit aussagt, bei der 2. A.rt ist, sym
bolisch geschrieben, il1 = il, SDs = SilS zu wählen, und bei der l.Art 
ist in ganz ähnlicher Weise zu verfahren. 

A.us dieser Definition folgt unmittelbar: wenn cp (s) irgend eine 
b 

Eigenfunktion des Kernes K(s, t) ist, so ist • .rDI (s, t) cp(t) dt eine zu 
a 

dem nämlichen Eigenwert gehörige Eigenfunktion des Kernes K(t, s), 

476) Nach einer vorangehenden Bemerkung von E. Goursat, Soc. Math. Fr. 
BuH. 37 (1909), p. 197-204 am Schluß, über Kerne der Form p(s)q(t)S(s,t) 
hat J. Marty, Paris C. R. 160 (April/Juni 1910), p. 1031-1033,1499-1602 diesen 
zusammenfassenden Begriff aufgestellt. V gl. auch die Darstellungen bei T. Lalesco, 
Literatur A 6, p. 78-86; E.Goursat, Literatur BIO, p. 466-468. Wegen G. Fu
bi .. i, Rom Ace. Linc. Rand. (5) 19 (1910), p. 669-676 am Schluß, vgl. Nr. 41 b, 2 611}. 
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und wenn umgekehrt ",,(s) eine solche vonK(t,s) ist, ist!DI(s, t) ",,(t) dt 
" 

eine solche für K(s, t). Die !terierten eines symmetrisierbaren Kernes 
sind wieder symmetrisierbar'76). Setzt man nun außerdem den Kern Dl 

als abgeschlossen voraus, so folgt durch die bekannten Schlüssem ), 

daß alle Eigenwerte reell und einfache Pole der Resolvente sind, so
wie die Existenz mindestens eines Eigenwerts. 

T. Lalesco'78) gibt ein Beispiel eines Kernes, der mit einem und 
demselben, aber nicht abgeschlossenen D beiderseitig symmetrisierbar 
ist und bei dem alle diese Sätze nicht mehr gelten. Andererseits 
zeigt J. Marty'75), daß umgekehrt jeder reelle Kern, der nur reelle 
Eigenwerte hat, die alle einfache Pole der Resolvente sind, beider
seits symmetrisierbar ist. Bilden nämlich rpll rp2' ... j ""1' ""2' .. , ein 
biorlhogonales System von Hauptfunktionen (vgl. Nr. 39b) und wählt 

man die positiven Zahlen p'11 P,I' ... so, daß ,,",'lJla(s)'lJla(t) absolut und 
~ 1' .. 

gleichmäßig konvergiert, so rechnet man leicht nach, daß der hierdurch 
definierte positiv definite Kern D1 (s, t) als linksseitiger Symmetrisator 
dienen kannj in entsprechender Weise erhält man einen rechtsseitigen 
Symmetrisator. Aber diese sind nicht notwendig abgeschlossen. Es 
ist also keine in sich abgerundete Theorie, die auf diese Weise zu
stande kommt. 

Der wesentliche Mangel dieses ganzen allgemeinen Ansatzes ist 
aber das Fehlen der eigentlichen Entwicklungssätze.479) J. Mercer 480) 

hat in Anknüpfung an seine Untersuchungen über definite symme
trische Kerne897) und in Verallgemeinerung der Resultate von E. Garbe 
für den polaren Fall471) die vollständig symmetrisierbaren Kerne unter
sucht. Er nennt einen Kern "vollständig linkssymmetrisierbar", wenn 

476) T. Lalesco, 80c. Math. Fr. BuH. 45 (1917), p. 144-149, Paris C. R. 166 
(1918), p. 252-258, wo ein "genre" der symmetrisierbaren Kerne eingeführt wird. 

477) J. Martym) führt den Beweis für die Existenz eines Eigenwerts nach 
dem Moster von E. Schmidt (Nr. 88 al, G. Vivanti, Lomb. Ist. Rend. (2) 48 (1915), 
p. 121-127 nach dem Muster von ..:4.. Kmser (Nr. 83 c 41'». V gl. ferner Th. Anghe
lutza u. O. Tino, Paris C. R. 169 (1914), p. 382-864, sowie O. Tino, Roum. Akad. 
BuH. 8 (1914), p. 141-146, wO unter Benutzung von (9) von Nr. 89 b die höheren 
Eigenwerte als Grenzwerte dargestellt werden. 

478) T. Lalesco, Literatur A 6, p. 79f.; dieses D hat nur einen einzigen 
endlichen Eigenwert; vgl. ni!.heres Nr. 41 b, 2. Ein Beispiel dafür, daß die Eigen
werte Pole 2. Ordnung der Resolvente sein können, wenn D nicht positiv definit, 
sondern nur reell und symmetrisch ist, gibt er Paris C. R. 166 (1918), p. 410-4U. 

479) Der Beweis, den T. Lalesco, Literatur A 6, p. 84f. angibt, ist falsch. 
480) J. Mercer, London Roy. Soc. Proc. (A) 97 (1920), p. 401-413; die Be

weise sind nur skizziert. 
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keine zu einem endlichen Eigenwert gehörige Eigenfunktion des Kernes 
K zugleich eine Eigenfunktion von D1 für den Eigenwert 00 (also eine 
Lösung vonfDl P dt = 0) ist.481) Für einen solchen Kern bildet er nach 
Marty l.75) das biorthogonale System von Eigenfunktionen Po Pt, ... ; 
Wl' W" . und beweist im Sinne absoluter und gleichmäßiger Kon-
vergenz 

(8) 

wo 1) die 'YJF(S) ein Orthogonalsystem stetiger Funktionen bilden, 
2) fK(t, s)'YJ~(t)dt = 0 (v = 1,2, ... ), 
3) die P,F durch p,.ffD1(s, t) PF(S) PF(t)dsdt = 1 definiert sind, 
4) alle Q. > 0 sind.48') 

Für den polaren Fall und für den von A. Pell vermag er dann außer
dem zu zeigen, daß 

(9) K(s, t) = ~ fJlF(8i~.(t) + ~ ~.(S~~.(t) , 

wo im polaren Falle ~.(s) = v(s)'YJ.(s), jedes ~~ orthogonal zu jedem 
W", jedes fJ~ orthogonal zu jedem P. ist. Ist insbesondere D1 eigentlich 
positiv definit, oder ist statt dessen v(s) > 0, so sind alle ~.(s) = O. 

Damit hat also J. Mercer ein allgemeines Resultat, das in den be
sonderen Fällen die Ergebnisse von Hilbert und Garbe und die von Pell 
vollständig enthält, aber doch für den allgemeinen Fall dem eigentlichen 
Entwicklungssatz ausweicht. Dieser allgemeine Entwicklungssatz ist 
in Wahrheit gar nicht richtig - es ist zweckmäßiger, dies erst in 
NrA,l b, 7 in der Sprache der unendlichvielen Variablen darzulegen, wo 
der Unterschied von allgemeinen und abgeschlossenen Kernen (von 
stetigen und quadratisch integrierbaren Funktionen) wegfällt und alles 
deutlicher zu übersehen, Gegenbeispiele bequemer zu bilden sind. 
Dort wird klar werden, wie gerade vom Standpunkt der bis zu Ende 
durchgedachten Analogie mit der Algebra der Ansatz der symmetrisier
baren Kerne in seiner formalen Allgemeinheit ins Unbestimmte greift. 

39. Elementarteilertheorie der allgemeinen unsymmetrischen 
Kerne (Entwicklung nach Hauptfunktionen). 

a) Die zu einem einzelnen Eigenwert gehörigen Haupt
funktionen. Eigenwert eines unsymmetrischen Kernes k(s, t) heißt 

481) Diese Voraussetzung hängt offenbar mit den beiden ersten der vier 
Voraussetzungen (s. Nr. 38 b, 3) zusammen, die A. Korn 474) zugrunde legt. 

482) Unter geringeren Voraussetzungen (Unstetigkeiten von Kund Dt),die 
a.ber den Rahmen der Beschränktheit nicht überschreiten, modifiziert sich diese 
Konvergenzaussage etwa.s. 

Eneyklop. d. math. Wissenseh. II 3. 101 
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em Wert von 1, für den 
b 

fJJ(s) - lfk(s, t) fJJ(t) dt = 0 
II 

und somit (auf Grund der Fredholmschen Theorie, Nr. 9 oder 10, 
Satz 1) auch die transponierte Gleichung 

b 

(i~) tP(s) - lfk(t, s)tP(t) dt = 0 
II 

eine nicht identisch verschwindende Lösung hat; zu jedem Eigenwert 
gehört hier nicht nur ein System linear unabhängiger Eigenfunktionen 
fJJl~ .•. , fJJ", sondern zwei solche Systeme, ein System linear unab
hängiger Lösungen von (i,.), fJJl" .. , fJJn' und ein anderes von ebenso 
vielen Lösungen tP17" ., t/J" von (i~).'8S) Dem Problem der Entwick
lung des Kernes k nach diesen Eigenfunktionen stellen sich nun 
zunächst gen au diejenigen Schwierigkeiten entgegen, denen der Alge
braiker begegnet, wenn er vom Bauptachsentheorem zur Elementar
teilertheorie der allgemeinen Bilinearformen aufsteigt. Die Höchst
zahl n der linear unabhängigen Lösungen von (i,,) und (i~) braucht 
nämlich nicht gleich der Vielfachheit des betreffenden Eigenwerts als 
Nullstelle der Fredholmschen Determinante ~(l) zu sein, sondern kann 
unter Umständen kleiner sein; z. B. berechnet man für den Kern 

1 
(1) T {fJJl (s) [tPl(t) + tP,(t)] + ... + fJJ,,_l(S)[tP._l(t) + tP,,(t)] 

1 + fJJ,,(s) tfJJt) }, 

483) Diese beiden Gruppen von Eigenfunktionen sind nicht zu verwechseln 
mit den "zueinander adjungierten Eigenfunktionen" eines unsymmetrischen 
Kernes, die E. Schmidt 468) (vgI. Nr. 36c) eingeführt hat [vgl. T. Lalesco, Ac. 
Roum. BuH. 3 (1915), p. 269-270]. Der Unterschied der dort von Schmidt be
handelten Theorie von der Elementarteilertheorie der Integralgleichungen, um 
die es sich hier handelt, wird am besten deutlich, wenn man sich die alge
braischen Analoga beider Theorien vergegenwärtigt. Dort handelt es sich um 
die Transformation einer Bilinearform ~ aatJxaYtJ durch zwei orthogonale Trans-

formationen xa=~uapSp, YtJ=~vtJqTJq auf die Gestalt ~QpSpTJp, hier um 

die Vereinfachung einer linearen Transformation (Affinität) Ya = ~'aa,ljxtJ der 
Punkte eines und desselben Raumes dadurch, daß eine zweckmäßige Koordi
natentransformation Xli = ~tv{JqSq, Ya = ~WapTJp vorgenommen wird (wobei die 
Transformation ~ in ID3-1~ [S übergeht). Das erste Problcm ist mit den gleichen 
Mitteln zu behandeln, wie das Hauptachseniheorem, von dem beide Probleme 
Verallgemeinerungen nach verschiedener Richtung darstellen; das zweite ist be
reits algebraisch von weit schwierigerem Charakter und bildet den Gegenstand 
der Weierstraßschen Elementarteilertheorie. Wie die Theorie der symmetrisier
baren Formen (Kerne) in die letztere einzuordnen ist, ist in Nr. 41 b näher dar
gelegt. 



89. Elementarteilertheorie der allgemeinen unsymmetrischen Kerne. 1545 

wo b 

(2) ftp"(S)""{l(S) ds = ea(l ,. 
d. h. wo fPl"'" fP .. j 1/J17' .. , 1/J" irgendein biorthogonales System von 
211 Funktionen ist, durch eine ähnliche Rechnung wie in Nr. 10a, 1 
leicht, daß CfPl (s) die einzige Lösung von (iA) und c1/J,,(s) die einzige 
Lösung von (i~) ist, während 11 eine v-fache Nullstelle von h(l) ist, 
und übrigens die einzige. 

Sehr bald nach dem Bekanntwerden der Fredholmschen Ent
deckung haben eine Reihe von Forschern die Maßnahmen, mit denen 
die Elementarteilertheorie die berührten Schwierigkeiten überwindet, 
auf Integralgleichungen übertragen.48ol) Der entscheidende Schritt ist 
dabei, daß an Stelle der Eigenfunktionen die sog. invarianten Funk
tionensysteme des Kernes k betrachtet werden, d. h. solche Systeme von 

n linear unabhängigen Funktionen fP17''''fP .. , für diefk(s,t)fPa(t)dt 

nicht, wie bei einer Eigenfunktion, = ~ fP,.(s) ist, sondern sich linear 

aus allen fPp .•• , fP .. zusammensetzen läßt: 
b .. 

(3) Jk(s, t) cP,.(t) dt = ~ a"{lcp(l(s) (a = 1, ... , n). 
a ~=1 

Hauptfunktionen (fonctions principales) heißen alle diejenigen Funk
tionen, die in irgendeinem solchen invarianten System auftreten; ins
besondere sind also alle Eigenfunktionen von k auch Hauptfunktionen 
von k, während umgekehrt bereits bei dem besonderen Kern (1) alle 
v Funktionen fPl' ... , fP" ein invariantes System bilden, ohne sämtlich 
Eigenfunktionen zu sein. 

Ersetzt man CP17"" fP .. durch irgendwelche n linearen Kombi-
" 

nationen 4) ,.(s) ~c"(lfP(l(s) (a = 1, ... , n) mit nichtverschwinden
~=1 

484) Veröffentlicht ha.ben ihre einschlägigen Untersuchungen A. C. Dia:on U ) 

(1902), p. 203 und 96) (1909), am Ende; J. Plemelj, Monatsh. r. Ma.th. 15 (1904), 
p. 98-124; E. Goursat, Paris C. R. 145 (1907), p. 667-670, 752-754; Toulouse 
Ann. (2) 10 (1908), p. 5-98; S. M. Fr. Bull. 37 {1909), p. 197-204; H. B. Hey
wootl, Paris C. R. 145 (1907), p. 968-910; J. da math. (6) 4 (1908), p. 283-830 
= these, Paris (Gauthier-Villars), sowie Literatur A 5, p. 146-159; G. Lantlsberg, 
Math. Ann. 69 (1910), p. 227-265. - Man vergleiche vor allem die Darstellung 
bei E. Goursat, Literatur B 10 und die bei T. Lalesco, Literatur A 6, p. 34-68, 
der hierbei seine früheren Arbeiten [Pa.ris C. R. 151 (1910), p. 928-980, 1088 
-1084; S. M. Fr. BuH. 89 (1911), p.85-103] verwendet, sowie auch den Bericht 
von H. Halm (1911), Litera.tur C 8, p. 20-27. Eine andere Darstellung der 
Plemeljschen Resultate insbesondere bei H. Mercer, Ca.mbr. Trans. 21 (1908), 
p.129-142. 

101* 
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der Koeffizientendeterminante, so bilden auch diese ein invariantes 
System oder, wie man es zweckmäßiger ausdrücken kann, eine andere 
Basis desselben invarianten Systems. Durch passende Wahl der ca{J 

kann man es erreichen 485), daß die Relationen (3) für die iP a die be
sondere Form annehmen: 

(4) 

b 

Jk(s, t) iPl (t) dt = :1 iPl (s) 
a 

b 

.fk(S, t) iP2 (t)dt = An iPl(s) + :, iPJ(s) 
a 

b 

Jk(s, t) iP,,(t)dt = A"l iPl(s) + An2 iP2(s) + ... + : iP,,(s). ,. 
a 

Dabei sind AU' .. , An sämtlich Eigenwerte von k, und es gilt486) 

b b 

(5) Il~llI + ... + Il~llI < j j[k(S, t)]2dsdt. 
a; a; 

Man gelangt von hier aus endlich zu dem Begriff, auf den es 
eigentlich ankommt, nämlich zu dem zu einem Eigenwert Al gehörigen 
vollständigen System von Hauptfunktionen. Aus (4) folgt nämlich, daß 
für ein System von n Hauptfunktionen, für das bei der linearen Trans-

formation auf die Gestalt (4) Al = ... = An ausfällt, n < I Al Isffk 2 dsdt 
wird. Es gibt also nicht Systeme von beliebig vielen Hauptfunktionen 
mit dieser besonderen Eigenschaft, und es muß eine Maximalzahl für 
den Eigenwert Al vorhanden sein und ein zugehöriges System von 
dieser Maximalzahl von Hauptfunktionen. Dieses System ist - bis auf 
lineare Transformationen der Basis - eindeutig durch Al bestimmt.'B7) 

485) Dies folgt aus dem algebraischen Satze von J. Schur, Math. A.nn. 66 
(1909), p. 488-510, insbes. p. 489-492, der besagt, daß man jede Bilinearform 
;Sa"qx"Yq durch eine unitäre Transformation xp=;Swap~a, yq-;Sw9{J'fJ{J' 

d. h. durch eine Transformation, für die ;Swp aWqa = epq , ;Swapwaq = epq 

gilt, in eine solche Bilinearform ;Sba{J~aTJ{J überführe? kann, bei der ba{J für 
IX < ß stets 0 ist. Dieser Satz ist die unmittelbare Übertragung des Haupt
achsentheorems auf allgemeine Bilinearformen mit komplexen Koeffizienten und 
enthält noch nichts von den Schwierigkeiten der algebraischen Elementarteiler
theorie. 

486) J. Schur folgert dies aus dem in '85) angegebenen Satze und aus der 

Tatsache, daß ;SI apq I t bei unitärer Transformation invariant, also =;Sl ba{J1 t ist. 

487) J. Schur'85), § 15. 
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Nachdem diese Begriffsbildung ohne die Heranziehung eines spezi
fischen Formelapparats vollzogen ist488), können nun die Haupttat
sachen der Theorie formuliert werden: 

1. Die Höchstzahl n ist genau gleich der Vielfachheit von II als 
Nullstelle der Fredholmschen Determinante !t(l). Da k(i, s) das näm
liche !t(l) hat, ist hierin enthalten, daß das für den Kern k(t, s) zu 
Al gehörige vollständige System von Hauptfunktionen aus der gleichen 
Anzahl von Funktionen WlI"" W" besteht. Es kann so gewählt 
werden, daß es zu Pli"" p" "biorthogonal" ist, d. h. daß zwischen 
beiden Funktionensystemen die Relationen (2) bestehen [vgl. Encykl. 
II C 11 (Hilb-Szasz), p. 1232, Formel (Il)]. 

2. Zwei Kerne A(s, t), B(s, t) heißen zueinander orthogonal, wenn 

b b 

(6) .fA (s, r) B(r, t) dr = 0, JB(s, r) A(r, t) dr = 0 
a a 

ist.489) Für zwei zueinander orthogonale Kerne A, B gelten die beiden 
Sätze: 

a) die Resolvente von A + B ist gleich der Summe der Resol
venten von .A und von B, 

ß) die Fredholmsche Determinante von .A + B ist gleich dem 
Produkt der Fredholmschen Determinanten der Summanden.490) 

Man kann nun k(s, t) in zwei zueinander orthogonale Summanden 
kl (s, t) + '1 (s, t) zerlegen, derart, daß kl (s, t) ein Kern mit dem ein
zigen Eigenwert Al ist, der aber für diesen einen Eigenwert Al genau 
die n Hauptfunktionen Pli' .. , p" und Wu ... , 1/J" besitzt, die für k(s, t) 
zu Al gehören; und zwar kann man diese so wählen, daß entweder kl 
der aus diesen p, 1/J für v = n gebildete Kern (1) ist, oder daß sie 
in einander korrespondierender Weise in mehrere Gruppen von bzw. 
Vl , v;, v~, ... Gliedern (vl + v; + v~ + ... = n) zerfallen und daß k1 

die Summe der aus den p, W jeder solchen Gruppe einzeln gebildeten 
Kerne von dem oben als Beispiel hingeschriebenen speziellen Typus 
(1) ist. Der Rest '1 (s, t) hat Al nicht mehr zum Eigenwert.490a) 

488) Dieses Arrangement in Anlehnung an J. Schur (86), § 15 und 79), § 1. 

489) Diese Begriffsbildung nebst den beiden anschließenden Sätzen, die bei 
Plemelj noch fehlt, zuerst bei E. Goursat 484) und H. B. Heywood 48'). 

490) Wegen der Fredholmschen Determinante der Summe zweier zueinander 
nicht orthogona.ler Kerne vgI. T. Lalesco, Darb. Bull. 42 (1918), p. 195-199. 

490 a) Eine ähnliche, aber nur die Eigenfunktionen berücksichtigende Zer
legung hat E. Schmidt 4S), § 6, 887), § 7 im Anschluß an seine Auflösungstheorie 
(Nr. 10a) angegeben: gehören zu 21 genau r1 Eigenfunktionen (r1 ist dann also 
eventuell kleiner als die Vielfachheit des Eigenwerts 21), so kann man von k(s, t) 
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3. Jeder andere Eigenwert A2 von k ist auch Eigenwert von 
1'1 (s, t) und das System der zu Al! gehörigen Hauptfunktionen ist auch 
für den Kern 1'1 (s, t) ein solches. 

Diese auf den speziellen Typus (1) gestützte kanonische Zerspal
tung des Kerns entspricht genau der Weierstraßschen Normalform in 
der algebraischen Elementarteilertheorie. Die Summanden va' v~, v~, ... , 
in die sich die Vielfachheiten na der einzelnen Eigenwerte hier zer
legt haben, entsprechen dem, was man in der Algebra Elementar
teilerexponenten nennt. 

Die Beweise für diesen Tatsachenkomplex werden in den ver
öffentlichten Darstellungen in mehr oder weniger engem Anschluß an 
die Weierstraßsche Theorie und unter größerer. oder geringerer Be
nutzung dieser algebraischen Theorie durch die Methode der Partial
bruchzerlegung der Resolvente erbracht.491) Man entwickelt die Resol
vente ,,(s, tj A) von k, die den Eigenwert 11 zum Pol von einer Ord
nung m < n hat, utn die Stelle 11: 

(7) "s, j'" = ("1 - ")'" • • • ("1 _ ") (>1 S, j I\, 1 ( t ') B", (s, t) + + B 1 (s, t) + ( t ') 

= "1 (s, tj 1) + (>1 (s, tj 1) , 
und bedient sich der Formel 

b 

(8) ,,(s, t; 1) - ,,(s, tj p,) = (1 - lL)J x(s, rj 1) x(r, tj p,) dr, 
a 

die aus den die Resolvente definierenden Relationen (3a) und (3 b) 

eine Summe von r 1 Produkten ua(s)va(t) derart abspalten, daß der Rest"1 nicht 
mehr zum Eigenwert hat, und zwar ist dies durch weniger als r 1 Produkte nicht 
zu erreichen. 

491) Einen von jedem spezielle'1 Formelapparat freien Beweis erhält man 
aus der Methode der Elementarteilertheorie, die weit einfacher und durchsich
tiger ist als die Weierstraßsche und die im Prinzip auf E. Weyr und S. PincherZe 
zurückgeht: für n Variable E. Weyr, Monatsh. f. Math. 1 (1890), p. 163-236 so
wie S. Pincherle und U. Amaldi, Le operazioni distributive e loro applicazioni all' 
analisi, Bologna (Zanichelli) 1901, XII u. 490 S., cap. IV; für Integralgleichungen 
oder allgemeinere distributive Operationen im Bereich der stetigen Funktionen 
S. Pincherle 197) und Rom Acc. Linc. Rend. (5) 21s (19l2), p. 572-577. Neuerdings 
hat für den algebraischen Fall O. Schreier unter Benutzung einer Überlegung von 
H. Weyl in der Druckausgabe von F. Kleins Vorlesungen über "höhere Geometrie" 
(Grundl. d. math. Wiss. 22, Bedin (Springerl 1926). § 96-98, eine Darstellung 
dieser Theorie gegeben. Diese kann zur Abspaltung des zu einem einzelnen 
Eigenwert gehörigen Hauptbestandtei1s sinngemäß verwendet werden. - Die 
Frage, ob man hierbei zu einer Auflösungetheorie der Integralgleichungen ge
langen kann, die gleichzeitig auch für n Gleichungen mit n Unbekannten gilt 
und die deren Theorie nicht schon, wie a.lle vorhandenen Theorien, als bekannt 
voraussetzt, ist noch nirgends erörtert. 
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von Nr.9 in der Modifikation von Nr. 11 c leicht abzuleiten ist und 
sie zusammenfaßt. Man zeigt nun, daß man ein biorthogonales Funk
tionensystem fPu •.. , fP"i t/J11 ••• , t/J .. so bestimmen kann, daß Bi = !Pt t/Jl 
+ ... + fPnt/J .. wird und daß BJ , ••• , Bm bilineare Kombinationen 
dieser 2n Funktionen werden.49X) Ferner ist ,,(s, ti 0) nichts anderes 
als k(s, t) selbst; setzt man nach diesem Muster "1 (s, tj 0) = k1 (s, t), 
(>1 (s, tj 0) = r1 (s, t), so sind ku r1 zueinander orthogonale Kernej daß 
9"1 vom Eigenwert Al frei ist, dagegen sonst die nämlichen Eigenwerte 
und Hauptfunktionen wie k hat, ist hier aus der Partialbruchentwick
lung unmittelbar ersicht1ich. 

b) Das volle System der Eigenwerte und Hauptfunk
tionen. Jede zu einem Eigenwert A gehörige Hauptfunktion fPa(s) 
der einen Art ist zu jeder zu einem von A verschiedenem Eigenwert ", 
gehörigen Hauptfunktion t/Jfi(s) der anderen Art orthogonal, d. h. es 
besteht zwischen bei den Funktionen die Relation (2). Indem man nun 
für jeden einzelnen Eigenwert von k der Reihe nach das biorthogo
nale Hauptfunktionensystem fPl1 .•. ' fP,,; t/J11 ••• , t/J" aufstellt und alle 
diese Systeme zusammenfügt, erhält man ein biorthogonales Funk
tionensystem, "das volle biorthogonale System der Hauptfunktionen der 
Kerne k(s, t) und k(t, s)". Jede Hauptfunktion läßt sich aus endlich
vielen Funktionen dieses vollen, kanonischen Systems linear zusammen
setzen. Zu jedem Eigenwerte gehören darin gen au so viele Paare von 
Hauptfunktionen, als die Vielfachheit des betreffenden Eigenwerts als 
Nullstelle von h (A) beträgt. 

Aus (5) kann daher J. &hur485) unmittelbar den Satz folgern, 
daß die Summe der reziproken Eigenwertquadrate, jedes in der rieh-

492) Man hat im einzelnen die Relationen jBp(s,r) Bq(r,t)dr= 0 für 
p+q>m+1, =Bp+q_l(S,t) für p+q~m+1, also insbesondere B,(s,t) 

== JB, (s, r) B, (r, t) dr, die dafür notwendig und hinreichend ist, daß B l sich ia 
der Form fPl (s) 1f'l (t) + ... + rp,,(s) 1/J .. (t) darstellen läßt, wo fPa, "'a ein biorthogo
na1es Funktionensystem ist (vgl. T. Lalesco, Literatur. A 6, p. 46 f.). m ist da
her der größte Index, für den die m-fache !terierte des Kernes B l (s, t) nicht 
identisch verschwindt't, und auch die größte der am Ende von Nr. 39a, 2 er
wähnten Gliederzahlen "1',,~,.... V gl. auch 8DB) sowie A. Hoborski, Arch. 
Math. Phys. (3) 26 (1916), p. 200-202 und Krakau Akad. Bull., math.-phys. Cl. A 
(191 '1), p. 2'19-296. - Ein Versuch von G. D. d' Arone, Batt. G.60 [(al 3] (1912), 
p. 191-192, die Stelle bei Lalesco p. 40, Zeile 10-14. zu vereinfachen, ist miß
glückt. - Oh. Platrier, J. de math. (6) 9 (1913), p. 233-304, insbes. im 2. Kap. 
des 1. Abschn. gibt die Ausdrücke der Elementarteilerexponenten durch die Fred
holmschen Minoren nach dem Muster der algebraischen Elementarteilertheorie. -
Ist k(s, t) symII!etrisch, so ergibt sich leicht Br = 0 für r> 1, also m = 1, alle 
Pole der Resolvente sind einfach (vgl. etwa Hey'UJood, Literatur A. 6, p. 8'1). 
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tigen Vielfachheit eingesetzt, absolut konvergiert und daß gilt49S) 

b b 

(9) ~la~l! <f f(k(S, t»2dsdt. 
" a a 

Ferner kann J. Schur den in Nr. 31 b ausgesprochenen Satz über 
die Eigenwerte und Eigenfunktionen der assoziierten Kerne eines 
symmetrischen Kernes auf die eines unsymmetrischen Kernes aus
dehnen, wobei die Hauptfunktionen die Rolle der Eigenfunktionen 
übernehmen.(94) 

Was die Gesamtheit der Eigenwerte betrifft, so ist der Satz von 
J. Bendixson und A. Hirsch (95 ) über die Lage der Eigenwerte einer 
Bilinearform von n Veränderlichen auf Integralgleichungen übertragen 
worden.(96) 

R. Jentzsch (97) überträgt die Sätze von O. Perron und G. Frobe
nius über Matrizen mit lauter positiven Elementen auf Integralglei
chungen, bei denen K(s, t) ~ 0 ist (0 aber nur in einer Menge vom 
Maß 0): ein solcher Kern besitzt stets einen reellen, positiven Eigen
wert, der einfach ist und kleiner als die Beträge aller anderen Eigen
werte; die zugehörige Eigenfunktion ist einerlei Zeichens. Der Be
weis benutzt die Theorie der Hauptfunktionen. 

493) Andere, die Theorie der Hauptfunktionen vermeidende Beweise geben 
J. Marty, Tou!. Ann. (3) 5 (1913), p.259-268 und D. Enskog 66) , Math. Ztschr. 
25 (1926), § 2 (p. 302-304). - B. Hostinsky, Univ. Mazaryk pub!. Cislo 1 (1921) 

14 S., beweist, daß ~ ~ = Jß(s,t)k(t,S)dSdt ist; J. Kaucky, ebenda, Cislo-

13(1922) 8 S., beweist es ohne Laguerresche Theorie, gestützt auf J. Schur 485} 

und T. Carleman 8S). - T. Laiesco, Akad. Roum. BuH. 3 (1915), p.271-272, 
verallgemeinert (9) dahin, daß für jeden Kern k(s, t) = J A(s, r) B(r, t) dr die 
Rumme der reziproken Eigenwerte absolut konvergiert. 

494) J. Schur 79) (1909), Satz III und IV. Dasselbe Resultat ohne Beweis 
bei A. Blondel, Paris C. R. 150 (1910), p. 957-959. 

495) J. Bendixson, Acta math. 25 (1902), p. 359-366 und A. Hirsch, ebenda, 
p.367-370. 

496) E. Laura, Rom Acc. Linc. Rend. (5) 20! (1911), p.559-562; N. Kj'yloff, 
Paris C. R. 156 (1913), p. 1587-1589 erhält einen Spezial fall und eine andere, 
falsche Aussage durch einen Beweis, der einen einfachen Rechenfehler enthält. 
O. Toeplitz, Math. Ztschr. 2 (1918), p.187-197 erweitert den algebraischen Satz 49i} 

in einer Weise, die auf vollstetige Bilinearformen von unendlichvielen Veränder
lichen und somit auf Integralgleichungen übertragbar bleibt (vgl. die Schluß
bemerkung); G. Pick, Ztschr. f. ang. Math. u. Mech. 2 (1922), p. 353-357 ver
mutet das gleiche für eine andere Verschärfung von 495); andere Aussagen über 
Kerne k, für die JJk(s,t)cp(s)cp(t)dsdt~O ist, macht C. E. Seely, Amer. Ma.th. 
80c. Bull. 24 (1918), p. 470 und Ann. of math. (2) 20 (1919), p. 172-176. 

497) R. Jentzsch, J. f. Mat1. 141 (1912), p. 235-244. 
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c) Das Geschlecht von d'(l); Kerne ohne Eigenwert. In 
der Arbeit von G. W. Hilp2), die den Ausgangspunkt der Theorie der 
unendlichen Determinanten gebildet hat, handelt es sich um eine De
terminante, die Funktion von 1 ist und deren Nullstellen sich alle
aus einer durch Addition oder Subtraktion einer ganzen Zahl ergeben_ 
Ihrer numerischen Auswertung liegt bei Hill die stillschweigende
Voraussetzung zugrunde, daß sie eine ganze Transzendente vom Ge
schlecht 1 ist und keine unnötigen Exponentialfaktoren enthält. 
H. Poincare widmet dieser Frage in seiner Arbeit zur mathematischen 
Rechtfertigung der Hillschen Rechnungen 18) noch seine genaue Auf
merksamkeit; in der weiteren Entwicklung der Lehre von den unend
lichen Determinanten tritt sie dann ganz zurück. Erst als Fredholm 
seine Theorie entwickelte, fügte er die Bemerkung hinzu, daß d'(l) 
sicher vom Geschlecht 0 ist, wenn der Kern einer sog. Lipschitzschen 
Bedingung I k(s, t1) - k(s, t) I < M 

t1-t 

genügt497&). IRt der Kern lediglich beschränkt, so liefert die Ab
schätzung der Determinantenformel mit Hilfe des Hadamardschen 
Determinantensatzes (Nr.9, p. 1371), daß die "Ordnung" von d'(,t) 
höchstens 2 und somit das Geschlecht < 2 ist. Aus dem Satz von 
J. Schur (Formel (9» geht aber hervor, daß man nur konvergenz
erzeugende Faktoren ersten Grades zu verwenden braucht, daß also 

l 

(10) d'(l) = eal+ßl'[l(l_ :,)el--;; 

ist. Im Falle eines symmetrischen Kernes folgt durch Logarithmieren 
in Verbindung mit Formel (6) von Nr. 11 sofort ß = 0.498) Daß 
auch im Falle eines unsymmetrischen Kernes das Geschlecht höch
stens 1 ist, zeigte T. Carleman (99), und zwar lediglich unter der An-

nahme der Existenz vonffIK(s, t)12 dsdt im Lebesgueschen Sinne~ 
Für einen definiten symmetrischen Kern ist das Geschlecht 0 und 
somit auch für k(2), wenn k ein symmetrischer Kern ist (98) 500). Aus-

497 a) J. Fredholm, Acta 27 19), p. 868. 
498) Vgl. T. Lalesco, Literatur A 6, p. 78 und J. Mercer S9"). 

499) T. Oarleman, Ark. för Mat., Astr. och Fys. 12 (1917), Nr. 16, 6 S. und 
88), entgegen einer Behauptung von O. Tino, Roum. Akad. Bull. 8 (1916), p. 229-
-28S, 277-279. 

600) E. Garbe"') überträgt dies auf die polare Integralgleichung (Nr.88b): 
sind 1,. die polaren Eigenwerte, 1~ die Eigenwerte des definiten Kernes D(s, t), 

BO ist ~1 ~ I <~ :~, also ebenfalls konvergent, und ~(1) = ea 1.[] (1 - :,) 
bei allgemeinem Kern ist überdies a = 0, also 6(1) vom Geschlecht o. 
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sagen über das Geschlecht bei uneigentlich singulären Kernen, bei 
denen ein iterierter Kern beschränkt ist, bei T. Lalesco.5oOa) 

Aus (10) in Verbindung mit Formel (6) von Nr. 11 hat T. Lalesco 
den Satz abgeleitet 501): ein Kern hat dann und nur dann keinen 

b 

Eigenwert, wenn die Spuren u" !k,n,(s, s)ds für n > 2 sämtlich ver-
a 

schwinden. 

d) Die Entwicklungssätze. Daß es wirklich unsymmetrische 
Kerlle ohne Eigenwert gibt, war von vornherein aus dem Beispiel der 
V olterraschen Kerne bekannt. Selbst wenn es also gelänge, nach dem 
Muster der reellen, symmetrischen Kerne allgemein bei einem belie
bigen unsymmetrischen eine Summe von kanonischen Kernen vom 
Typus (1) so abzuspalten, daß der Rest frei von Eigenwerten wäre, 
würde noch nicht folgen, daß der Rest identisch verschwindet und 
daß somit die Entwicklungssätze gelten. Vielmehr ist das Problem 
der Kanonisierung aller eigenwertlosen Kerne ein transzendentes, ver
glichen mit den durchaus algebraischen Entwicklungen dieser Num
mer.50!) 

Aber auch dies ist nicht richtig, daß die Summe der kanonischen 
Bestandteile, wenn ihrer unendlichviele sind, stets konvergiert, auch 
dann nicht, wenn man statt der Kerne die bilinearen Integralformen 

J.fk(s, t)u(s)v (t)dsdt betrachtet. Die Widerlegung läßt sich jedoch 
präziser in der Sprache der unendlichvielen Veränderlichen geben 
(vgl. Nr. 42, Ende). 

500a) T. Lalesco, Literatur A 6, p. 116f. und S. Mazurkiewic., Sitzungsber. 
Warsch. Gps. d. Wiss. 8 (1916), p. 656-662 zeigen unter der Annahme Ik(s,t,J 
- k(s, ts) I ~ M r', wo e > 0 und wo r = I t1 - tl I (LaZesco) bzw. die Distanz der 
Stellen ~,ts des p-dimensionalen Raumes (Ma,urkiewic.) ist, daß die Ordnung 
von d (1.) höchstens 2 p /2 e + p ist. - Eine Ausdehnung der Sätze von H. Weyl44S) 
(Nr. 31) c) über das &symptotische Verhalten der Eigenwerte stetig differenzierbarer 
Kerne auf den unsymmetrischen Fall bei L. Ma8urkiewic8, Sitzungsber. Warsch. 
Ges. d. Wiss 8 (1916), p. 805-810; vgl. auch A. BlondeZ U6) und H. Block"~. 

501) T. LaIesco, Paris C. R. 145 (1907), p. 906-907, 1136-1137; Bukar. 
BuH. Soc. de Stünte 19 (1910), p. 46-57; vgl. dazu J. Kaucky 4118). 

502) Aus diesem Grunde reichen die Sätze über die Bauptfunktionen auch 
nicht hin, um für die Lehre von den vertauBchbaren Kernen (Nr. 26 b, 3) einen 
wesentlichen Nutzen zu bringen. 
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a. Die vollstetigen quadratischen und bilinearen Formen von 
unendlichvielen Veränderlichen. 

40. Hilberts Hauptachsentheorie der vollstetigen quadratischen 
Formen. Im Rahmen seiner Lehre von den unendlichvielen Veränder
lichen hat D. Hilbert 50S) eine Theorie der orthogonalen Transforma
tion der vollstetigen quadratischen Formen von unendlichvielen Ver
änderlichen geschaffen, aus der er die Eigenwerttheorie der Integral
gleichungen aufs neue ableitete. 

a) Vollstetige quadratische Formen unendlichvieler Ver
änderlicher. Eine wie in Nr. I6a zunächst formal definierte qua
dratische Form der unendlichvielen Veränderlichen XII xs, ... 

(1) 

heißt vollstetig 198) 129), wenn die Differenz zweier Abschnitte der A.rt 

" 
(la) S'r,,(x, x) =~kpqxpxq 

p,q= 1 

mit wachsenden Indizes gleichmäßig für alle der Bedingung 
oe 

(2) 

genügenden Wertsysteme gegen 0 konvergiert: 

(3) lS'rll (x, x) - stm(x, x) I <c für n, m > N(c). 

Für die zu !rex, x) gehörige symmetrische Bilinearform (Polarform) 

"" 
(4) 

folgt dann leicht aus der Identität 

(4a) ~,,(x, y) = tl S'r,,(x + y, x + y) - S'r,,(x - y, x - y)}, 
daß sie im Sinne von NI'. 16 a vollstetig ist. Daher übertragen sich 
alle A.ussagen von N r. 16 a übel' vollstetige Bilinearformen ohne wei
teres auf die hier definierten vollstetigen quadratischen Formen.50') 

603) D. Rilbert, 4. Mitteil., Gött. Nachr. 1906, insbes. p. 200-206, im fol
genden zitiert nach dem Abdruck in "Grundzügen", Kap. XI, insbes. p. 147-163. 
Wegen der Einordnung in die historische Entwicklung vgl. Nr. 8, die im fol
genden nicht benutzt wird; die weniger aussagenden, aber die umfassendere 
Klasse der unsymmetrischen vollstetigen Formen behandelnden Sätze, die die 
Auflösungstheorie der Integralgleichungen liefern, B. in Nr. 16. 

604) J. Schur, Math. Ztschr. 12 (1922), p. 287-297 hat ein über die daraus 
folgenden Bedingungen hinausreichendes notwendiges und hinreichendes Krite
rium fiir die Vollstetigkeit von !f(x,x) angegeben: Sind (l~")~(l~")~" '~(l~") die 
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b) Orthogonale Transformationen im Raume von un
endlichvielen Veränderlichen. Die affine Transformation (vgl. 
Nr. I9a, 4) 00 

(5) (a=1,2, ... ) 

heißt ellle orthogonale Transformation der unendlichvielen Veränder
lichen505), wenn ihre Koeffizienten den beiden Serien von Orthogona
litätsbedingungen genügen: 

00 

(a =1= ,s) (6) ;Ewapw(lp = ea8 = {~ (a, ß = 1,2, ... ), 
p=l ' (a= ß) 

00 

(p =1= q) (6') ;Ewapwaq = epq = {~ (p, q = 1, 2, ... ). 
a=l (p=q) 

Sie ordnet jedem Wertsystem Xli Xli' •.• von konvergenter Quadrat
summe ein Wertsystem ;11 ;2' ... von konvergenter und gleicher Quadrat-
summe zu: 

00 

(7) ;E;~ =;Ex;. 
a=l p=l 

Umgekehrt wird dabei jedes Wertsystem ;a von konvergenter Quadrat
summe aus genau einem solchen Wertsystem xp erhalten, und zwar 
ist wegen (6), (6') 

(5') (p = 1,2, ... ); 

das ist gleichfalls eine orthogonale Transformation mit dem transpo
nierten Koeffizientenschema. 506) 

Die Aufeinanderfolge zweier orthogonaler Transformationen liefert 
wieder eine orthogonale Transformation; die orthogonalen Transfor
mationen insgesamt bilden eine Gruppe. 

Durch die orthogonale Transformation (5), (5') geht die voll-

Wurzeln der charakteristischen Gleichung von SPn(x, x), 80 müssen die (übrigens 
sogar für jede beschränkte Form sp(X, xl (s. Nr. 43 a, 1) notwendig existierenden) 
Limites Q" = lim Q~n), Q: = lim Q\:,+,,-t) der Bedingung lim Q'II = lim Q; = 0 ge-

71=00 n=oo JI=OCI t'=oo 
nilgen. 

606) D. Hilbert 503), p. 129 ff. - Die Linearformen (ö) sind laut (6) ortho
gonal und normiert, d. h. ihre Koeffizienten bilden ein System orthogonaler, 
normierter Vektoren im Sinne von Nr. 19 a, 2. 

606) Diese Tatsachen ergeben sich entweder aus der Bemerkung, daß für 
die unendliche Matrix iill = (wpq) die Formeln (6), (6') in der Schreibweise des 
Matrizenkalküls (Nr. 18a, 5) besagen, daß 

mJmJ' = (:1;. mJ'iill = @: 

ist und daß also nach Nr. 18, (Sa) iill beschränkt ist (D.Hilbert m » - oder aber 
wie in 1011) unter nachträglicher Hinzunahme von (6'). 
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stetige quadratische Form ~(x, x) wiederum in eine vollstetige quadra
tische Form der neuen Veränderlichen über 507) : 

00 00 

(8) ~(x, x) =~ (~wapkpqw{Jq) ;a;{J = ~(;, ;). 
a,{J=l p,q=l 

Die Operation der Faltung (N r. 16 a, ß)ist orthogonalen Transforma
tionen gegenüber kovariant, die (den Integralausdrücken Nr. 11, (5) 
analogen) Spuren der Form ~(x, x) sind, falls sie absolut konver
gieren, Invarianten 505): 

(8a) 

Genügen die Koeffizienten von (5) nur den Bedingungen (6), aber 
nicht (6'), so gilt an Stelle von (7) nur die Ungleichung (Besselsche 
Ungleichung) 508) 00 00 

(7 a) 2';~ <~ x;. 
a=l p=l 

Man kann dann zu den Linearformen (5) weitere Linearformen in 
höchstens abzählbar unendlicher Zahl 

00 

(5*) ;*=~w* x (a = 1,2, ... ) 
a p=l ap p 

so hinzufügen, daß für das erweiterte System die Bedingungen (6) und 
(6') und damit auch die Gleichung (7) gelten (Ergänzung des Systems 
der Formen ;a zu einem "vollständigen System") 509). Daraus folgt 

507) In der Schreibweise des Matrizenkalküls (Nr. 18 a, 5) besagt das 

~ = jill Sf jill', 
und daraus folgt wegen Nr. 18 a, 4 und der Bemerkung in 175) der Beweis der 
obigen Behauptung. Um sie ohne Benutzung der Sätze von Nr. 18 im Sinne 
der Betrachtungen von Nr. 16a zu begründen, bemerke man, daß ~ (s,~) wegen 
der Vollstetigkeit von ~ gleichmäßig durch den Abschnitt ~n(x, x) angenähert 
wird, dessen endlichviele Veränderliche Xl' ••• , X n als Linearformen (Nr. 16 a, 
p. 1401) vollstetige Funktionen der ~1' S2' ... sind. -- Die gleiche Aussage gilt 
übrigens für beliebige affine Transformationen (Nr. 19 a, 4). 

508) Vgl. dazu, auch für den Beweis, Nr. 19a, 2. und 198); für n Glei
chungen (5) mit n Veränderlichen ist bekanntlich (6') und (7) eine Folge von 
(6), für m < n Gleichungen folgt (7 a). 

609) D. Hilbert OO3), p. 141 ff.; der Beweis ist in dem Satz p. 142 und dessen 
folgenden Anwendungen enthalten und läßt sich in der Ausdrucksweise von 
Nr. 19a so wiedergeben: ist E(q) der erste Einheitsvektor , der dem linearen 
Vektorgebilde mit der Basis (wa l'wa2, • • ) nicht angehört, so werden die Koeffi-

00 

zienten eqp -~WapWaq des Lotes von ibm auf dieses Vektorgebilde (Nr. 19, (9» 
a=l 

mit passenden Normierungsfaktoren als Koeffizienten der ersten dem System (5) 
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speziell, daß man eine orthogonale Transformation stets so bestimmen .. 
kann, daß eine beliebig vorgegebene Stelle (all as, ... ) mit~a; = 1 

p=1 

in (1, 0, 0, ... ) übergeht; man braucht dieses Verfahren nur auf die 
eine Gleichung ;1 = a1 xt + a2x2 + ... anzuwenden. 

c) Existenz des Maximums. Der Wertvorrat einer vollstetigen 
quadratischen Form im Bereich (2) ist beschränkt (Nr. 16 a, (10»); 
weiterhin hat D. Hilbert als wesentlichste Eigenschaft dieser Formen 
erkannt, daß für sie - und so für jede vollstetige Funktion (vgl. 
Nr. 16a, Ende) - das Analogon des Weierstraßschen Satzes von der 
Existenz des Maximums und Minimums gilt 510). Insbesondere existiert 
das Maximum der Werte 1~(x,x)1 unter der Nebenbedingung (2), 
d. h. es existiert eine Stelle (all a2, ... ) im Bereich (2), so daß 

(9) Ql = ~(a, a) und 

(9a) ~x~ < 1, 
p=l 

oder, ohne Nebenbedingung ausgedrückt, 
00 

(9b) 1~(x,x)1 < IQ11~x;; 
1'=1 

daraus folgt überdies, wenn ~(x, x) nicht identisch 0 (d. h. wenn 
Ql =F 0) ist, 
(9c) af+a:+ ... =1. 

d) Die Hauptachsentransformation. Mit diesen Hilfsmitteln 
gelingt es D. Hilbert 511), die orthogonale Transformation einer voll-

hinzuzufügenden Linearform verwendet, und auf das so erweiterte System wird 
das gleiche Verfahren immer wieder angewendet. Das kommt offenbar auf eine 
bestimmte Anordnung des allgemeinen Lösungsverfahrens von Nr. 19 b, 1 fitr 

oe> 

die besonderen homogenen Gleichungen ;Ewapup = 0 hinaus; vgl. 108). 

a=l 

510) D. Hilbert 'OS), p. 148. Diese Tatsache kann etwa so begründet wer
den, daß man eine Folge von Stellen in (2) bestimmt, an denen ~(x, x) gegen 
(>1 konvergiert, wo I (>1 I die obere Grenze aller Werte i ~(x, x) I ist, und aus ihnen 
nach dem Auswahlverfahren von Nr. 16 b eine in dem dort bezeichneten Sinne 
gegen eine Stelle (ap ) konvergierende Folge herausgreift; wegen der Vollstetig
keitseigenschaft (Nr. 16 a, (5» besteht dann (9). (Man vgl. dazu den Schluß von 
Nr. aRd über das Maximum der quadratischen Integralform, der wegen des Auf
tretens stetiger Funktionen als Argumente wesentlich komplizierter ist.) Auch 
andere Beweisanordnungen des Weierstraßschen Satzes kann man auf Grund der 
Bemerkung übertragen, daß !fex, x) im Bereich (2) durch die Funktion ~,,(x, x) 
von n Veränderlichen gleichmäßig approximiert wird. 

511) D. Hilbel't 603), p. 148-150; die folgende Darstellung weicht nur in 
der Anordnung von der Hilbertschen ab. Man vgl. zu dieser Konstruktion die 
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stetigen quadratischen Form auf eine Summe von Quadraten in rest
loser Analogie zu dem algebraischen Problem (vgl. Nr. 1 b, 8) zu ent
wickeln. Man bestimme von dem Resultat c) ausgehend, nach der 
Schluß bemerkung von b) eine orthogonale Transformation der Xl' xs, ... 
in neue Veränderliche ;1' X;, X;, ... , die das Wertsystem xI' = ap m 
dasjenige ;1 = 1, x; = x; = ... = 0 überführt; dann wird 

~ (x, x) = (>1;~ + ~' (x', x') , 
wo ~' eine vollstetige quadratische Form lediglich der Veränderlichen 
x~, x;, ... ist. Denn die Differenz 

00 

~(x, x) - (>l~X~ = ~(x, x) - (>1(;~ + x;s + x;s + ... ) 
p=l 

ftI, ~ '2 
= ~ - (>l"';;;'Xp 

1'=2 

verschwindet wegen (9) für xI' = ap (d. h. x; = 0), enthält also kein 
Glied mit ;: mehr; ferner ist sie wegen (9 b) negativ oder positiv 
definit, je nachdem (J1 ~ 0, und darf daher kein in ;1 lineares Glied 
mit ;1 . x; enthalten. 

Dieselbe Betrachtung liefert, wenn die Form $t'(x', x') nicht iden
tisch verschwindet und die der Ungleichung 

I (Ja I < I (Jl I 
genügende Zahl (>2 das gemäß c) bestimmte Maximum von 1~' (x', x') I 
unter der Nebenbedingung (2) ist, eine orthogonale Transformation 
der x;, x;, . .. in neue Veränderliche ;s, x;, x~, . .. derart, daß 

""( , . ') = ts + fil"(" ") ~ x, X (>2 '02 J\ x, X • 

Setzt man dies Verfahren fort, so führt es entweder nach einer 
endlichen Anzahl von Schritten zu einem identisch verschwindenden 
Rest oder man erhält abzählbar unendlichviele den Ungleichungen 

(lOs) I (J11 ~ I (J21 ~ I (Js I > ... 
genügende Zahlen (Ja und unendlichviele Veränderliche ;a; für jedes 
endliche n werden dabei ;1' ... , ; .. durch n Schritte (Zusammensetzung 
von n orthogonalen Transformationen) endgültig als Linearformen der 
xI' bestimmt und gehören daher einer orthogonalen Transformation 
an. Daher genügen die sämtlichen so bestimmten Linearformen 

(11) Ca = 1,2, ... ) 

analogen Eigenschaften bei Integralgleichungen, Nr.32c; auch die Courantsche 
Maximum-Minimumdefinition (Nr.32d) läßt sich auf das vorliegende Problem 
unmittelbar übertragen. - Spezielle Maximumaufgaben bei quadratischen For
men mit linearen Nebenbedingungen behandelt T. Kubota, Töhoku Math. J. 18 
(1920), p. 297-301; 19 (1921), p. 164-168. 
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den Orthogonalitätsbedingungen (6) und können also nach b) durch 
Hinzufügung von höchstens abzählbar unendlichvielen weiteren Linear-
formen 00 

(11*) ~* =~w* x (a = 1,2, ... ) 
'" p=1 ap p 

zu einer orthogonalen Transformation ergänzt werden. Genau wie 
oben schließt man, daß dann 

~(x, x) = (>1~: + (>,l~: + ... + ~(~*, ~*) 
wird, wo ~ nur noch von den ~! abhängt. 

Aus der Vollstetigkeit der für ~~ = 0 hieraus hervorgehenden 
00 

Form .2' (Ja~,. folgt nun (Nr. 16a, (8») 
a=1 

(lOb) !im (J,. = 0, 
a=ao 

und da nach der Entstehung der (>,. die Werte von I ~ I für ~1 =.' .. 

= ~11 = 0 unter der Bedingung (2) das Maximum 1 (J"+11 haben, ist auch 
00 

1 ~(~*, ~*) 1 < 1(>11+11.2';:1 
,.=1 

für jedes n und daher ~*(~*, ~*) = O. Jede vollstetige quadratische 
Form läßt sich also durch eine orthogonale Transformation (11), (11*) 
auf die kanonische GestaZt61ll) 

00 

(12) sr(x, x) -~kp2XpXq = (Jl~: + (>2;: + ... 
P,2=1 

bringen, wo die (Ja eindeutig bestimmte nicht verschwindende reelle Zahlen 
sind, die gegen 0 konvergieren, falls unendlichviele vorhanden sind; gleich-
seitig ist 00 

(12a) (i(x, x) =.2'x;' = ~: + ~: + ... + ~f'l + ~r2 + .. '. 
1'=1 

Da umgekehrt, wie man leicht einsieht, jede quadratische Form (12) 
mit gegen 0 konvergierenden (>,. vollstetig ist, bilden die vollstetigen 
Formen die allgemeinste Klasse quadratischer Formen, die auf diese 
kanonische Gestalt orthogonal transformierbar sind. 

Durch Einsetzen von (11) in (12) und unter Verwendung von 
(6) schließt man 5U) 00 

(13) ~kp9wa9 - (J,.wap = 0 
q=1 

(p= 1, 2, •.. ) 
.a=1,2, ... ' 

512) Im Matrizenkalkül besagt das [vgl. 608), 607)], daß !!BSUB' gleich einer 
Diagonalform r wird, in der auJ.lerhalb der Diagonale nur Nullen, in der Dia
gonale die Größen (!,. an den durch ~! bzw. 0 an den durch e~! bezeichneten 
Stellen stehen. Die Gleichungen (18), (13*) besagen, daß ~!!B' = !!B'f ist. 
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d. h. jede Koeffizientenreihe wal1 wa2 , ••• löst das mit den Koeffi
zienten von - Q;1 . ~(x, x) gebildete homogene vollstetige Gleichungs
system Nr. 16, (Uh) (p. 1415); analog der Terminologie aus der Theorie 
der Integralgleichungen (Nr. 30a) kann man Q;1 als Eigenwert, wap 

als zugehörige Eigenlösungen bzw. die Linearform ~a als Eigen{orm 
von ~(x, x) bezeichnen. Weiterhin ergibt sich 

.. 
(p = 1, 2, ... ) 

Ct = 1, 2, .,. ' (13*) ~k w* =0 
1 pq aq 

2= 

d. h. die ~! sind als zum Eigenwert co gehörige Eigen{ormen zu be
zeichnen (Nr. aOe). Sind keine solchen Eigenfunktionen, d. h. keine 
nicht verschwindenden Lösungen des Systems (13*) von konvergenter 
Quadratsumme vorhanden, so heißt ~(x, x) abgeschlossen; dann und 
nur dann ist co kein Eigenwert, und die zn den endlichen Eigenwerten 
gehörigen Eigenformen (11) bilden bereits ein vollständiges System 
von linearen Orthogonalformen (N r. 4:0 b) m "). -

Besondere Klassen vollstetiger quadratischer Formen kann man 
auch durch sinngemäße Übertragung der in der Theorie der sym
metrischen Integralgleichungen ausgebildeten Methoden (vgl. insbes. 
Nr. 33) behandeln; entsprechend hat H v. Koch 51S) hier seine unend
lichen Determinanten zur Anwendung gebracht. 

e) Zusammenhang mit der Eigenwerttheorie der Inte
gralgleichungen. Die Eigenwerttheorie gewinnt D. Hilbert 514) nun 
durch Hinzunahme seines in Nr. 15 dargestellten Übergangsverfahrens 
von Integralgleichungen zu Gleichungen mit unendlichvielen Veränder
lichen. Wendet man dieses nämlich auf die homogene IntegralgJei
chung (ih) von Nr.30 mit dem symmetrischen stetigen Kern k(s, t) 
an, so erhält man aus jeder zum Eigenwert A gehörigen normierten 
Eigenfunktion pes) durch deren Fourierkoeffizienten xp in bezug auf 
das vollständige Orthogonalsystem der rois) (vgl. Nr. 15, (5» ein nicht 

512 a) D. Hilbert 508), p. 147. - In dieser Theorie der quadratischen Formen 
von unendlichvielen Veränderlichen entfällt also die Sonderstellung des Eigen
wertes co und damit der Unterschied der Begriffe "abgeschlossen" und "all
gemein", die in der Theorie der Integralgleichungen im Bereich der stetigen 
Funktionen wichtig sind (Nr. 30 e, 34 d), und die volle Analogie zur Algebra ist 
hergestellt (vgI. Nr. 7, p. 1365, Kr. 8, p. 1369). 

513) H. v. Koch, Math. Ann. 69 (1910), p.266-283 unter der Voraus
setzung, daß ~I kpp I und ~k; q konvergiert, sowie unter etwas weiteren Vor
aussetzungen, vgl. 169). 

514) D. Hilbert, 5. Mitteil., Gött. Nachr.1906, p. 452-462; s. "Grundzüge", 
Kap. XIV, p. 185-194. 

Encyklop. d. math. WiBBensch. II 3. 102 
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verschwindendes Lösungssystem der unendlichvielen Gleichungen 
ao 

II:p - }"~kpgll:g = 0 
2=1 

(p = 1,2, ... ) 

von der Quadratsumme 1, wobei 
b b 

(14) kpg IJk(s, t) wp(s) wg(t)dsdt = kqp 
.. .. 

die Koeffizienten einer vollstetigen, wegen der Symmetrie von k(s, t) 
symmetrischen Bilinearform ~(II:, Y), also auch einer vollstetigen qua
dratischen Form ~(x, 11:) sind. Umgekehrt liefert jedes nicht ver
schwindende Lösungssystem 11:1' von (u,,) mit der Quadratsumme 1 durch 
(vgl. Nr. 10, (10)) ao b 

pes) = }" ~ xgJk(s, t)wg(t) dt 
g=1 a 

eine Eigenfunktion von k(s, t). Der Vergleich mit (13) zeigt daher, 
daß }"a = I?;;l Eigenwerte und 

ao b 

(15) Pa(s) = :a~ waqfk(S, t)wq(t)dt 
q=1 a 

die zugehörigen Eigenfunktionen von k(s, t) sind. Weiterhin ergibt sieb 
durch zweimalige Anwendung der Vollständigkeitsrelation Nr. 15, (2b) 
die tJbereinstimmung der zu k(s, t) gehörigen quadratischen Integral
form und der mit den Fourierkoeffizienten der Argumentfunktion X(8) 
gebildeten quadratischen Form ~(x, x): 

b b ao b 

(16) JJk(s, t)lI:(s)lI:(t)dsdt =~ kpqll:pxq, wo xl' J lI:(s) wp(s) as. 
a.. 1'.2=1 a 

Die kanonische Darstellung (12) liefert daher wegen der ebenfalls aus 
der Vollständigkeitsrelation hervorgehenden Gleichungen 

.. .. b b 

~a = ~ Wal' 11:1' = ~JPa(S)wp(S)dSJII:(s)wis)ds JII:(s)Pa(s)as 
1'=1 p=la a a 

unmittelbar die Hilbertsche Fundamentalformel Nr. 32, (14). Endlich 
ergibt die Transformationsformel (1280) der Einheitsform in der durch 
Übergang zur Polarform entstehenden äquivalenten Gestalt 

00 00 00 GD 00 GO 00 

~ II:pYp = ~ C~ Wal' 11:1') (~ wapYp) + ~ (~w:pxp) (~W:pYp) 
1'=1 a=lp=1 1'=1 a=lp=1 1'=1 
den Entwicklungssats: setzt man nämlich hierin 

b b 

11:1' fX(s) wp(s) ds, Yp fk(s, t)wp(t)dt = Yp(s) 
a a 
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und berücksichtigt neben (15) die Tatsache, daß die sämtlichen Fourier
koeffizienten von ~ w:P'!//s) 

b 00 b 00 

f wq(s) (~w:1'fk(s, t)w1'(t)dt) ds = 2 kpq w:q = 0 
a 1'=1 a 1'=1 

wegen (13*) verschwinden 515) und daß daher diese Funktionen sämt
lich identisch verschwinden, so folgt durch mehrfache Anwendung 
der Vollständigkeitsrelation 

b 00 b 

fk(s, t)x(t) dt = ~ Qa CPa (s)fx (t) CPa(t)dt 
a a=1 a 

d. i. genau der Entwicklungssatz (28) von Nr.34:c; die Konver
genz der auftretenden Reihen folgt unmittelbar aus der Schwarzschen 
Summenungleichung und der Vollständigkeitsrelation Nr. 15, (9a) und 
(2a). Analog folgen die anderen Tatsachen der Eigenwerttheorie.514) 

Für die Anwendbarkeit der Methode auf unstetige Kerne, die zu 
vollstetigen Formen führen, gelten dieselben Bemerkungen wie Nr. 15 c, 
Ende.b16) 

4:1. Besondere vollstetige Bilinea.rformen, die sich wie quadra
tische Formen verhalten. 

a) Alternierende, Hermitesche Formen usw. Unter einer 
Hermiteschen Form von unendlichvielen Veränderlichen versteht man 
eine Bilinearform ~(x, '!J) =~ka{Jxa.'!J{I' bei der ka{J = k{Ja ist (unter 

a,p 
Überstreichen ist der Übergang zum Konjugiert-Imaginären verstanden), 
und bei der speziell Ya = xli. gesetzt ist; die Matrix ~ heißt dem
entsprechend eine Hermitesche Matrix, wenn ~ = .p' ist (der Akzent 
bedeutet Übergang zur transponierten Matrix; vgl. Nr. 18a, (2»). Wird 
kafl = sa{J + ita[J in Real- und Imaginärteil zerlegt, so ist also 

(1) sa{J = s{Ja' tafl = - t{Ja' 
Im Falle reeller ka{J ist die Hermitesche Form eine reelle, symmetrische 
Bilinearform, in der '!Ja = Xli. gesetzt ist, also eine reelle quadratische 
Form; im Falle rein imaginärer ka{J ist sie das i-fache einer alter
nierenden Form. 

616) Diese Tatsache setzt in Evidenz, daß es für Integralgleichungen bei 
Beschränkung auf stetige Funktionen nicht möglich ist, den Charakter des 
Eigenwertes 00 näher zu bestimmen, wä.hrend er für die vollstetige Form !e(x, x) 
durch die Gesamtheit der Eigenformen ~: festgelegt ist; vgl. dazu Nr. 7, 

616) F. Riess J64), § 14 hat den Hilbertschen Gedankengang von c), d) direkt 
auf beliebige "vollstetige" symmetrische Integralgleichungen angewandt, noch 
mit der Verallgemeinerung, daß statt der Integrale lineare Funktionaltransfor
mationen im Sinne von Nr. 24: b auftreten. 

102* 
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D. Hilbens Theorie der vollstetigen reellen quadratischen Formen 
(Nr. 40) überträgt sich unmittelbar auf vollstetige Hermitesche For
men (vgl. Nr. 16a, p. 1400)517), wenn man den Begriff der "orthogo
nalen Transformation" (N r. 40 b) durch den der "unitären Transfor
mation" ersetzt, deren Koeffizienten wpq bzw. Koeffizientenmatrix ~ 
den folgenden Bedingungen genügt (vgl. N r. 19 a, 3, Ende, 201): 

(2) 
f ~WpaWqa = epq bzw. ~~' =~, 

l iWapwaq = epq bzw. ~'~ =~. 
a=l 

Das Ergebnis lautet hier: man kann jede vollstetige Hermitesche Form 
~(x, x) durch eine unitäre Transformation der unendlichvielen Ver
änderlichen xp =~wap;a auf die Gestalt 

a 

(3) 

bringen, wo die ha reelle Größen mit dem Grenzwert 0 sind; die 
reziproken Werte der nichtverschwindenden unter ihnen heißen die 
Eigenwerte der Form. 

Diese Theorie kann auf eine noch allgemeinere Klasse von Bi
linearformen ausgedehnt werden, die außer den Hermiteschen Formen 
übrigens auch noch die unitären Formen selbst (d. h. die Bilinear
formen, deren Matrix unitär ist) als Spezialfälle enthält und also u. a. 
auch für diese eine volle Theorie aufzustellen gestattet.518) Eine Bi
linearform m möge normal heißen, wenn die beiden Hermiteschen 
Formen 2l m' und ~rm einander gleich sind. Jede Bilinearform läßt 
sich in der Gestalt 

(4) m = ~ t ~: + i ~ 21, m.' = .p + i~ 

(17) D. Hilbert, Grundzüge, Kap. XTI, p. 162 ff., leitet die Gültigkeit seiner 
Theorie für Hermitesche Formen aus der für reelle quadratische Formen nicht durch 
Wiederholung der bei diesen angewendeten Schlüsse, sondern folgendermaßen ab: 

~ (x, x) = ~ha(J(ya + iza) (Y(J - iZ(J) = ~(sa(J + ita/J)(Ya + izaHY(J - iZ(J) 

= ~ sa(J(YaY(J + zaz(J) + .:sta{J(Yaz,~ - Y(Jza) 

kann als eine reelle quadratische Form der Veränderlichen Ya und za zusammen 
aufgefallt werden; indem er auf diese das Theorem vou Nr. 40d anwendet, er
hält er die analogen Sätze für allgemeine Hermitesche Formen. 

(18) Die entsprechende algebraische Theorie der reellen orthogonalen Ma
trizen bei G. Frobenius, J. f. Math. 84 (1877), p. 51-54, wo die Herleitung je
doch auf die Elementarteilertheorie gestützt wird. 
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als Summe einer Hermiteschen Form .t> und einer mit i multipli
zierten ~ darstellen, und zwar, wie man sofort sieht, nur auf diese 
eine Weise; ~l ist offenbar dann und nur dann normal, wenu .t> 
und ~ miteinander vertauschbar sind (.t>~ = ~.t». Wendet man nun 
auf die Form .t> die Hilbertsche Theorie der Hermiteschen Formen 
an, so erhält man eine unitäre Transformation, die .p auf die Nor
malform ~ bringt; dieselbe Transformation wird gleichzeitig ~ in 
irgendeine andere Hermitesche fl'orm st* transformieren, und die 
transformierten Formen ~, ~* werden miteinander wiederum ver
tauschbar sein; es wird also hak!f1 = k!f1h(J gelten, d. h. k!,~ = 0 für 
alle diejenigen Paare (t, p, für die ha =F hf1' Sind nun die Werte ha, 
die Null zum Grenzwert haben, ihrer Größe nach geordnet, so daß 
etwaige gleiche unter ihnen immer nebeneinanderstehen, und ist etwa 
h1 = ... = h .. , aber von allen folgenden verschieden, so kann man 
die Form h1 ~l ~ + ... + h .. ~nf .. = h1 (~l f1 + ... + ~J .. ) noch einer be
liebigen unitären Transformation in n Veränderlichen unterwerfen, die .. 
sie in sich überführt, und kann diese benutzen, um ~k:(J~aff1 auf 

a,f1=l 
die kanonische Gestalt zu bringen. Indem man mit jedem System 
einander gleicher ha ebenso verfährt, und indem man in dem Falle 
daß unter den ha endlich- oder unendlichviele Nullen auftreten, ent
sprechend vorgeht, erreicht man für jeden Bestandteil von st*, der 
noch nicht 0 war, die Normalform, und damit für das ganze st*, ohne 
sie für ~ zu zerstören: Jede vollstetige normale Bilinearform ~ (x, '!J) 
läßt sich durch eine unitäre Transformation xp-~wap~a, '!Jp=~wap1]a 
auf die Gestalt iB~iB' =~(>a~a1]a transformieren. 

Es ist das befriedigende an diesem Resultat, daß es sich um
kehren läßt: jede Bilinearform, die sich unitär auf diese Normalform 
transformieren läßt, ist, wie man durch Kalkül unmittelbar sieht, 
normal. 519) - Die entsprechenden Sätze über Integralgleichungen 
(Nr. 38 a) folgen hieraus unmittelbar durch das Übergangsverfahren 
von Nr.15. 

b) Symmetrisierbare Formen. 
1. Bevor die Theorie der symmetrisierbaren Formen und damit 

die der symmetrisierbaren Kerne ihre eigentliche, in Nr. 38 b ange
kündigte Erörterung findet, ist es zweckmäßig, das ihr zugrunde 
liegende algebraische Analogon zu schildern, und zwar in einer 

519) Die Bemerkungen von O. Toeplitz 496), betreffend den "Wertvorrat" 
einer Bilinearform von 2 n Veril.nderlichen übertragen sich unmittelbar auf voll
stetige normale Formen von unendlichvielen Veränderlichen. 
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etwas genaueren Weise, als es in den einschlägigen Arbeiten zumeist 
hervortritt. 

Die Erweiterung des Hauptachsentheorems, um die es sich hier 
handelt, liegt in der Richtung, daß eine reelle quadratische Form 
@5 =~sa{lxax{I auf die Normalform f =~f1aY! zu bringen ist durch 

eine lineare Transformation xa = U(Y(I) =~ua{lY{I' die, anstatt ortho

gonal zu sein, d. h. die Einheitsform ~ = ~ x! in sich selbst zu transfor
mieren, irgendeine andere gegebene positiv definite Form i) = ~ da {lXaX{J 

zugleich in die Normalform b =~y! überführt; in Formeln 5JO): 

{ 
U'@5U = f, U'i)U = b; @5 = ~n~, i) = ~'b~; 

(1) 
U~=~, ~U=~, 

Diese Erweiterung des Hauptachsentheorems ist statthaft, wenn i) eine 
eigentUch positiv definite Form ist; sie kann leicht dahin modifiziert 
werden, daß b nicht als die Einheitsform vorgegeben ist, sondern als 
irgendeine Diagonalform ~d'aY!' in der d'a beliebig vorgeschriebene 
positive Größen sind, 

Ist aber i) uneigentlich positiv definit, so kompliziert sich der 
Tatbestand wesentlich, Die Normalformen, die hier durch simultane 
Transformation von @5 und i) erreicht werden können, falls zum Er
satz für i) wenigstens @) von nichtverschwindender Determinante ist, 
also @5-l existiert, lauten m) 

(h) {f _ 61Y~ +', ' .. , + f1.Y~ + 2S1Y1I+lY;+1 + ::: + 2S"'Y~+2"'_1~~+I'" 
b - d'lYl + + d'.y. + d1Y.+I + + d ... Y.+I .... 

In Wahrheit liegt hier ein Satz der Elementarteilertheorie vor, und 
der Beweis pflegt auch deren allgemeinen Theoremen entnommen zu 
werden (alle Elementarteiler der Formenschar i) - (! @), die zu von 
Null verschiedenen (! - Werten gehören, sind reell und einfach; aber 

die zu (! = 0, d, h, zum Eigenwert 1 = ~ = 00 gehörigen Elementar-

teiler können sweigliedrig sein und in beliebiger Anzahl p. <; auftreten). 

Man rechnet an der Hand dieser Normalformen leicht aus, daß die 

520) In der Algebra. pflegt man nur die heiden ersten dieser 6 Formeln 
hinzuschreiben und hinzuzufügen, daß die Determinante von U nicht verschwinden 
soll. In Rücksicht auf die nachherige Ausdehnung auf unendlich viele Verä.nder
liche ist schon an dieser Stelle eine Schreibweise gewählt worden, die den De
terminantenhegritr ausscha.ltet. . 

521) Vgl. etwa O. Hesse, Vorlesungen über analytische Geometrie des 
Raumes, 8. Aufl. 1876, p. 515 (Zusätze von S. Gundelfinger) oder E. Pascal, Re
pertorium I, p. 127f. (A. Loewll), genauer bei A, Loewll, J. f, Math, 122 (1900), 
p,58-72, a.uch P. Muth, Theorie und Anw. d. Elementarteiler, Leipzig 1899, p. 122. 
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endlichen Eigenwerte dann und nur dann ganz fehlen, wenn die Form 
bi-1b identisch verschwindet. Und da andererseits ~5-1~ eine Kovari
ante ist - denn (U'~U)(U'5U)-I(U'~U) = U'~UU-15-1U'-IU'~U 
= U'(~5-1~)U - folgt, daß allgemein die Formenschar ~ - Q5 
dann und nur dann ohne endlichen Eigenwert ist, d. h. daß I ~ - Q5\ 
nur für Q = 0 verschwindet, wenn die Form 

(2) 
ist. 

2. Damit ist aber noch nicht erschöpft, was hier über den algebrai
schen Sachverhalt gebraucht wird. Denn was bisher angegeben wurde, 
handelt von der simultanen invertierbaren Transformation eines Paares 
von reellen quadratischen Formen; die Theorie der symmetrisierbaren 
Kerne (N r. 38 b) aber handelt, auf unendlichviele Veränderliche über-
1!chrieben, von unsymmetrischen Bilinearformen ~, zu denen man de
finite quadratische Formen ~1 bzw. ~2 so hinzubestimmen kann, daß 
1)1~ = 51 bzw. ~~2 = 52 reell und symmetrisch ausfallen, und sie 
"handelt von den Eigenwerten und der Entwicklung des Kernes ~, d. h. 
von den Werten Q, für die das homogene Gleichungssystem mit der 
Matrix sr - Q~ lösbar ist und von diesen Lösungen; man umschreibt 
diese Aufgabe kürzer und zugleich vollständiger, wenn man unter Be
nutzung des Matrizenkalküls nach zwei zueinander inversen Transfor
mationen ~, 0 fragt, so daß 

(3) ~~ = ~f, Q~ = fO; ~O =~, Q~ = ~ 

gilt (in der Elementarteilertheorie sagt man dann, ~ und f seien "ähn
lich" und schreibt kürzer ~-lst~ = f, indem man durch die Schreib
weise ~-1 zugleich die Existenz von ~-1 andeutet). 

Der Zusammenhang des algebraischen Problems (3) mit dem alge
braischen Problem (1) oder vielmehr allgemeiner mit dem der simul
tanen Transformation irgendeines Paares reeller quadratischer Formen 
6, % in ein anderes f, t: 

(4) U'5U=f, U'~U=t; 5=fln~, %=~'t~; U~=~, ~U=~ 

ist folgender: besteht (4) und sind % und t von nichtverschwindender 
Determinante, existieren also %-1 und t-l, 80 ist 

(5~-1)~' = (~'f~)(~-lt-l~'-l)~' = ~'(ft-l), 

U'(5%-1) = U'(~'f~)(~-lt-I~'-I) = (ft- 1)U', 

U'~' =~, ~'U' = ~, 
d. h. ~ = 5%-1 und f = ft- l stehen in der Beziehung (3) mit ~ = ~', 
O=U'. 
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Sind nun @S, i) zwei reelle quadratische Formen, von denen i) 
eigentlich definit ist, und sind f, b die bei den Diagonalformen , in die 
man jene nach der durch (1) gegebenen Erweiterung des Hauptachsen
theorems simultan überführen kann, so folgt aus dem eben Gesagten, 
daß ~ = @SSD-l der Matrix f = fb-t, also auch einer Diagonalmatrix, 
ähnlich ist, also genau das, was man in der Sprache der Integral
gleichungen als den "Entwicklungssatz" bezeichnet. Dabei ist ~SD = @S, 
also ~ eigentlich, d. h. mit einem eigenaich positiv definiten i), rechts
symmetrisierbar. Ist umgekehrt ~ eigentlich rechtssymmetrisierbar, 
so ist ~ = @Ss i); 1, und alles Gesagte gilt für ein solches ~, das 
dann übrigens von selbst auch linkssymmetrisierbar ist. Der Begriff 
eines eigentlich symmetrisierbaren ~ und eines ~, das Produkt einer 
symmetrischen und einer eigentlich definiten symmetrischen Form ist 
(~= @SSD, entsprechend dem Fall von A.Pell, Nr. 38 b, 2), ist also hier 
der gleiche. 

So einfach liegen die Dinge, wenn i) eigentlich definit ist. Ist i) 
semidefinit, so treten, wie beim Problem (1) selbst, so auch für den 
Ubergang vom Problem (1) zum Problem (3) schon im algebraischen 
Fall Schwierigkeiten ein. 

3. Sind @S, SD beschränkte quadratische Formen von unendlich
vielen Veränderlichen (s.Nr.43a,1), so treten an sich keine Schwierig
keiten auf, wenn SD in dem Sinne eigentlich positiv definit ist,daß die 
untere Grenze dep Form SD(x, x) unter der Nebenbedingung ~x! = 1 
(vgl. Nr. 18 b, 3) größer als 0 ist, und @S vollstetig. Man kann auf diesen 
Fall das Beweisverfahren von D. Hilbert (Nr. 4-0) übertragen, indem 
man die Form @S(x, x) nicht unter der Nebenbedingung ~(x, x) 
=~x~~ 1, sondern unter der Nebenbedingung SD(x, x) < 1 zum 
Extremum macht. DU) Man verfährt aber einfacher, wenn man zuerst 
eine Matrix fB So bestimmt, daß SD = fB'fB ist - ob man dies durch 
die sog. Jacobische Transformation (vgl. Nr. 18 b, 3,186) und Nr. 19b, 3) 
oder, was das nämliche ist, durch ein auf SD bezogenes Orthogo
nalisierungsverfahren (vgl. Nr. 4:1 b, 5) oder aber mittels eines der 

622) G. Fubini 47 6) (1910) tut das Entsprechende bei Integralgleichungen, ohne 
zu unendlichvielen Veränderlichen überzugehen, in Verallgemeinerung des Be
weises von E. HoZmgren 411) für die Eigenwertexisteuz, und zwar für ij; + ~ - ~Ql, 

wo ~ positiv definit, Ql symmetrisch ist, 80 daß die untere Grenze von ~ = ij; + ~ 
sicher> 0 ist. Er macht sodann, ebenfalls ohne ausgeführten Beweis, An
deutungen über den Fall von Nr. 38 b, 2 (die Arbeit von Ä. Pell liegt ihm noch 
nicht vor) sowie über den a.llgemeinen symmetrisierbaren Fall von J. Martll 
(Nr. 38 b, 4), ohne jedoch über den letzteren Fall mehr zu sagen, als daß er 
ein Grenzfall des erstgenannten Typs ist. 
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E. Hilbsehen Entwicklung (vgl Nr. 18b, 3) nachgebildeten Verfah
rens 522a) vollzieht, ist nebensächlich. Diese Transformation ~, die:3) in 
(iS; = ~'-1:3)~-1 überführt, wird das vollstetige @5 in eine andere voll
stetige Form @5* = ~'-1@5~-1 überführen; bestimmt man jetzt gemäß 
Nr. 40 diejenige orthogonale Transformation 2, die @5* in die kano
nische Gestalt 1 = 2@5* 2' überführt, so führt diese zugleich, wegen 
der Orthogonalität, ~ in sich selbst über, und mithin leistet 2~ die 
simultane Transformation von @5, ~ in f, ~.523) 

Der für die Theorie der Integralgleichungen eigentlich inter
essante Fall aber handelt von solchen :3), die vollstetig sind. Eine 
vollstetige, positiv definite quadratische Form hat stets 0 zur unteren 
Grenze, wie sich aus der Definition der Vollstetigkeit unmittelbar er
gibt; sie hat nie eine beschränkte Reziproke ~-1. Trotzdem kann 
die Form eigentlich positiv definit sein in dem schwächeren Sinne, daß 
l = 00 nicht unter ihren Eigenwerten vorkommt, daß also ihre kano
nische Gestalt:E Da x; lauter positive Diagonalkoeffizienten Da> 0 auf
weist, von denen kein einziger verschwindet, die aber 0 zum Grenz
wert haben. Dieser eigentlich wesentliche Fall nimmt also vom alge
braischen Standpunkt aus eine Zwitterstellung ein; manche Eigen
schaften teilt er mit dem eigentlich definiten Fall im engeren Sinne 
von 3., manche mit dem semidefiniten Fall, der schon algebraisch 
verwickelter ist. Und aus dieser Zwitterstellung entspringen die 
Schwierigkeiten, die in der Theorie der symmetrisierbaren Kerne ver
borgen sind. 

4. Bei demjenigen Problem für unendlichviele Veränderliche, auf 
das Hilbert seine polare Integralgleichung zurückgeführt hat (vgl. 
Nr. 38 b, 1), ist ~ vollstetig und positiv definit, aber es bietet sich ein 
Ersatz für die mangelnde Existenz von :3)-1 in dem Umstande, daß 

522a) Man bestimme nach dem Muster aes Hilbschen 6* = ~ - 66 hier 
~* = ~ - 8~ so, daß seine obere Grenze unter 1 liegt; und setze dann ~. in 
die für I x I < 1 konvergente binomische Reihe .11 - x = 1 - -tx - tx' - ... für 
x ein, so erhält man eine reelle symmetrische Matrix, deren Quadrat = ~ - ~. = d'~ 

ist, und daraus unmittelbar eine reelle symmetrische Matrix jg = jg', für die 
jg2 = jg'jg = ~ ist. - Dieses Verfahren versagt bei vollstetigem ~, während 
die Orthogonalisierung bezüglich ~ in allen Fällen einheitlich ausführbar 
bleibt. 

523) Für den Fall, daß 6 beschränkt, aber nicht vollstetig ist, hat Ä. J. Pell, 
Amer. Math. Soc. Trans. 20 (1919), p. 23-39, die Hilbertsche Theorie der Strecken
spektren (vgl. Nr. 43) vom Fall ~ = ~ auf ein beliebiges, im obigen Sinne 
eigentlich positiv definites ~ übertragen. J. Hyslop, London Math. Soc. Proc. (2) 
24 (1926), p. 264-304 behandelt den Fall, daß 6, ~ beide definit und be
schränkt sind. 
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(S eine beschränkte, nicht vollstetige Form von der Gestalt 

(S(x, x) =~Vaxg (Va = + 1) 

ist, die sich offenbar selbst zur R.eziproken hat, (S-l = (S. 
0:) Hilbert 5!4) beginnt mit der Darstellung von ~ in der Gestalt 

~r ~, die er wegen der hier vorausgesetzten Vollstetigkeit so voll
ziehen kann, daß er zunächst ~ durch eine orthogonale Transforma
tion ~ auf die Diagonalgestalt b überführt, 

00 

(4) ~~~' = b, ~~' = ~'~ =~, wo b(x, x) =~OaX~, 
a=l 

dann die vollstetige Form 
00 

(5) yb(x, x) =~yoax; 
a=l 

einführt - das Verschwinden einiger 0a würde daran nicht hindern -
und damit 

(6) ~ = CVb~)' ~ (Yb~) = ~'~, wo ~ = Yb~ 
erreicht. Diese selbe Transformation ~ verwandelt gleichzeitig (S III 

eine andere beschränkte quadratische Form 

(7) ~(S~' = 0, 

und da mit Yb auch ~ vollstetig istt75), wird auch 0 vollstetig aus
fallen. 175) Sei 2 die orthogonale Transformation, die 0 in die N ormal
form überführt, 

J 0 = 2' q 2, 22' = 2' 2 = ~, 

1 q(x, x) =jqax!, 
a=l 

(8) 

dann ist, wenn \8 = 2 ~ gesetzt wird, 

q = 202' = 2~(S~'2' = (2~)(s(2~)' = \8(S\8', 
~ = ~/~ = ~/2'2~ = (2~)'(2~) = \B'\8. 

Damit ist eine vollstetige Transformation \8 gefunden, für die 

(9) q = \l3 (S \8', ~ = \8'\8 

wird, wobei q vollstetig ist. Damit ist ein gewisser, teilweiser Ersatz 
für die algebraischen Fprmeln (1) gewonnen. 

ß) Soweit ist von (S nur benutzt worden, daß es beschränkt 
ist. Besitzt (S eine beschränkte Reziproke (S-t, so kann Hilbert 
folgendermaßen weiterschließen: Ist ~(S~ _ 0 und hat die Formen-

524) D. Hilbert, 4. Mitteil., Gött. Nachr. 1906, p. 209 ff. = Grundzüge, Kap. XII, 
p. 156-162. Durch die Verwendung des Kalküls ist es möglich geworden, den 
ganzen Hilbertschen Beweisgang hier kurz zusammengefaßt neu darzustellen. 



41. Besond. vollstetige Bilinea.rformen, die sich wie quadratische verhalten. 1569 

schar @)-l_ A ~ einen endlichen Eigenwert A, d. h. hat das homo
gene Gleichungssystem @)-l(X) = A~(X)524a) eine nicht triviale Lösung, 
so ist ~@)8-1(X) = A~~~(X) = 0, also ~(x) = ° und somit auch 
®-l(X) = 0, @)@)-l(X) = ° oder ~(x) = 0, d. h. die Lösung wäre 
identisch Null. Ist alf'o ~@)~ - 0, so hat die Formenschar ~-l - A~ 

keinen endlichen Eigenwert. 
Hat andererseits die Formenschar @)-l - A ~ keinen endlichen 

Eigenwert, so ist ~ @) ~ _ 0. Denn zunächst folgt aus (9) 

(10) @))8'(~ - Aq) = @))8' - A~18')8@))8' = (~ - A@)~)(@))8') 

= @)(@)-l_ A ~)(@))8'); 

wäre nun q nicht identisch Null, so hätte es einen endlichen Eigen
wert, d. h. es gäbe ein l, für das ~(x) - Aq(X) = ° lösbar wäre, und 
mithin wegen (10) auch (@)-l_ A~)(@))8')(x) = 0; da aber voraus
gesetzt ist, daß die Formenschar @)-l_ A~ keinen endlichen Eigen
wert hat, folgte @))8'(x)=O, also wegen (9) q(x) = ° und schließlich 
wegen ~(x) - Aq(X) = ° auch ~(x) = 0, also wäre die Lösung iden
tisch Null. Also ist q = ° und daher auch 

~@)~ = ()8')8)@)()8')8) = )8'()86)8')~ = )8'q)8 0. 

Ist nun überdies ~-l = @), so ist die Formenschar @)-l_ l~ 

identisch mit ~ -l~ und ~@)~ = ~@)-l~, der in Nr. 41 b, 1 be
handelten Kovariante, und es wird klar, inwieweit das Hilbertsche 
Ergebnis ein Analogon der algebraischen Tatsachen darstellt. 

r) Unter der Annahme, daß ~ eigentlich positiv definit ist (d'a> 0) 
und unter Festhaltung der Annahme, daß @) eine beschränkte Rezi
proke @)-l besitzt, gelingt es Hilbert, dieses Ergebnis wesentlich um
zuformen und zu verschärfen. Zunächst zeigt er, daß mit ~ auch 
q abgeschlossen (s. Nr. 40 d, p. 1559) ist, daß also, wenn kein d'a ver
schwindet, auch kein qa verschwinden kann. Hätte nämlich das lineare 
Gleichungssystem q(x) = ° eine Lösung, so wäre auch )8'q(x) = 0, 
mithin wegen (9) auch ~@))8'(x) = 0, also, da ~(u) = ° keine 
Lösung haben soll, 

@))8'(x) = 0, @)-l@))8'(X) = 0, )8'(x) = 0, d. h. ~'2'(x) = 0, 

}lli'Yb2'(x) = 0, }lli}lli'Yb2'(x) = 0, Yb2'(x) = 0, 

und da Vb eine Diagonalform mit lauter nichtverschwindenden Koeffi
zienten ist, wäre 2'(x) = 0, 22'(x) = 0, also (i(x) = 0. 

5240.) Neben dem Symbol ~ wird hier und im folgenden das Symbol ~(x) 
im Sinne von;S apqxq (p = 1, 2, ... ) gebraucht. 
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Sodann setzt Hilbert qa = walqal, so daß wa = ± 1; sei endlich 

rex, x) = .• ~'jqalx!, ttJ(x, x) =~WfZXa' Vr(x, x) =~V[qJ x! 

(11) q = VtttJYt, ~ =(Vttl~, 
so wird 5115) 

(12) ttJ = ~@l~', i) = ~'r~. 
Dieses Resultat, das ebenso wie (9) ein teilweises formales Ana

logon zu (1) darstellt 526) , ist insofern schärfer als (9), als an Stelle 
der vollstetigen Diagonalform q die Vorzeichen -Diagonalform ttJ als 
kanonische Gestalt des sicher nicht vollstetigen @l erscheint, während 
das vollstetige i) diesmal nicht in die nicht-vollstetige Einheitsform, 
sondern in die vollstetige Diagonalform r übergeht. 

h) Ist @5 überdies selber die Vorzeichen -Diagonalform, als die 
Hilbert sie von vornherein voraussetzt, @lex, x) = ~VaX:, so kann er 
eine dem Trägheitsgesetz der quadratischen Formen nachgebildete Aus
sage über die Gleichheit der Kardinalzahlen der Pluszeichen und der 
Minuszeichen in @l und ttJ hinzufügen. 

5. Setzt man die Untersuchung von A. Pell 47S), die direkt an 
Integralgleichungen operiert, in die Sprache der unendlichvielen Va
riabeln um, wodurch sie übersichtlicher und der Vergleich mit Hilberts 
Verfahren leichter wird, so besteht zunächst ein Uuterschied, der in 
der Form ihrer Darstellung sehr in den Vordergrund tritt, darin, daß 
sie die Darstellbarkeit von i) als ~'~ mit dem bezüglich i) genom
menen Orthogonalisierungsprozeß dartut, ohne Benutzung der Haupt
achsentransformation von i), deren Hilbert sich (vgl. Nr. 41 b, 4") be
dient.526a) Diese Variante, wesentlich für den Fall, daß i) nicht voll
stetig ist5!h), tritt im Falle eines vollstetigen i) zurück gegenüber den 
Umformungen des Entwicklungstheorems, mit denen sie über Hilben 
hinausgeht. @l braucht dabei in Wahrheit lediglich beschränkt zu 
sein, so daß in der hier gegebenen Darstellung ihrer und Hilberts 
Theorie die gleichen Voraussetzungen zugrunde liegen. 

Das Verfahren von A. Pell läuft darauf hinaus, daß sie wie in 
Nr. 4:1 b, 4" schließt, aber dann, indem sie ~ = ~@5 setzt, die Formeln 

626) D. Hilbert, Grundzüge, p. 166, Satz 38. 
626) Diese formale Analogie tritt allerdings erst dann klar hervor, wenn 

man die Annahme 6- 1 = 6 in Erscheinung bringt. Unter dieser Annahme kann 
man nämlich (1) so umformen: f-l=U-16-1U'-1=~6\ij' nnd i)=~'b~, so 
daß wenigstens zwei der so umgeformten Relationen (1) mit (9) und (12) in ge
nauer Analogie stehen 

626a) A. Pell 471l) Amer. Trans., 1. Arbeit, Theorem 201; ~ wird als eine 
Matrix angesetzt, die unterhalb der Diagonale nur Nullen hat und bestimmt sich 
durch die Forderung ~' ~ = i). 
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(9) in folgender Umsetzung erhält 527): 

(13) (~1)~' = ~'q, ~(~1) = q~; ~'~ = (~1), ~~' = q. 

Damit ist der Übergang zum Ähnlichkeitsproblem (Nr. 41 b, 2) voll
zogen, und die Formeln (13) stehen mit (3) in einer ähnlich be
dingten formalen Analogie wie (9) und (12) mit (1); sie stellen bei 
A. Pell den Entwicklungssatz für den Kern ~ = ~ 1) dar.528) 

6. Um zwischen (13) und (3) eine volle Analogie herzustellen, 
müßte man in (3) die beiden letzten Relationen, die mit vollstetigen 
~, 0 nicht erfüllbar sind, so abändern: 

(3a) sr~l=~lf, 0lsr=fOl; ~lOl-sr, Ol~l=f. 

Im algebraischen Fall, und wenn überdies sr abgeschlossen, d. h. hier 
von nichtverschwindender Determinante ist, ist (3a) mit (3) äquiva
lent; denn setzt man ~I =~, 0 1 = osr, so geht (3) in (3a) über, 
'und umgekehrt entsteht (3) aus (3 a), wenn man ~ = ~1I 0 = 0 1 sr-l 
wählt. Diese Feststellung zeigt, bis zu welchem Grade der Entwick
lungssatz von A. Pell einen Ersatz der algebraischen Tatsachen dar
stellt. (3a) erweist sich als eine geschickte Variante von (3), die es 
ermöglicht, im Bereich der vollstetigen Formen ein Analogon aufrecht
zuerhalten. 

7. Es sollen jetzt die Hindernisse dargelegt werden, die einer 
Ausdehnung des Entwicklungssatzes, sei es von der Form (3), sei es 
von der Form (3 a), auf beliebige symmetrisierbare, vollstetige Formen 
entgegenstehen. Sei die Bilinearform 

sr = CA'lXlYl + (!tXl Y2 + p..1X2Y2) + (ÄjxsYs + (hxsY, + l-'2X,y,) + ... 
vorgelegt; sie ist dann und nur dann vollstetig, wenn 

(14) lim An = 0, limp.." = 0, lim(>n = ° 
n~~ n~~ n~~ 

ist; die Zahlen ).11 l-'1I Ä2 , p..2' •.• seien überdies alle voneinander ver
schieden und positiv. Ein solches vollstetiges ~ ist stets symmetrisierbar, 

527) Denn aus (9) folgt m:(:ll6) = (\86) (:ll6) = (\86\8')(\86) = qm: und 
daraus durch Transponieren die erste Formel (13); die letzte Formel (13) fehlt 
bei .A. Pell zum vollen System. 

528) A. Pell zerteilt in dem Falle, daß :ll nicht abgeschlossen ist, 53 in 531 + 530, 
wo sich 531 aus den Eigenfunktionen endlicher Eigenwerte von :0 (vgl. (8», 530 

aus denen des Eigenwerts 00 zusammensetzt, BO daß 53; 531 + 53~ 530 =~, 53; Bo = 0, 
530 B; = 0 ist; entsprechend zerteilt sie \8 = 53lB in \81 + \80 und m: = \86 in 
lJ4 + m:o und erhält so statt (13) das genauere System (die vierte und die drei 
letzten Formeln fehlen bei ihr): 

(6:ll) m:; = W; q, \81 (6:ll) = q \81 j w; \81 + 1}{~)80 = (S:ll), \81 2l; = q j 

(6:ll)1}{~=0, \80(6:ll)=Oj \8oW~=O, \8oW;=O, \8IW~=O 
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d. h. es gibt vollstetige, reelle symmetrische sn, @5, von denen sn über
dies eigentlich positiv definit ist, so daß ~sn = @5 ist, und zwar ge
nügt es, sn, @5 selbst als Formen zu wählen, die sich ähnlich wie ~ 
aus Formen von je zwei Variablen aufbauen: 

sn = ("1X~ + 2ß1 X1XS + r1 x:) + ("IIX~ + 2 ßJXSx, + rsx!) +"', 
@5 = (a1x~ + 2b1x1X2 + t;x:) + (as x: + 2 bs Xs x, + csx!) + .... 

Aus zwei solchen Formen entsteht Ril in der Weise, daß sich die 
einzelnen zweireihigen Bestandteile für sich komponieren, in Matrizen
schreibweise 

(15) (A .. (J .. ) (" .. ß .. ) = (a .. b .. ); ° /L.. ß .. 1'.. b,. c .. 
darin sind also An' /L,., (J .. gegeben, die übrigen ebenfalls reellen Größen 
gesucht, und zwar so, daß " .. > 0, 1' .. > 0, " .. 1'" - ß! > ° wird (De
finitheit von sn) und " .. ---+ 0, ß .. ---+ 0, 1' .. ---+ ° (Vollstetigkeit von sn). 
Zum ers~en ist offenbar notwendig und hinreichend 

(16) ~,._ = ß .. < a" 
1'" - 1,. 1,. {J,. , 

und dies ist erfüllt, wenn man etwa 

(17) ß .. = Q .. 1(,,,, 'Y .. = (/L .. -1 .. )1(, .. , " .. = 2Q,,~ 1(,,. p.,.- A,. 
setzt; das letztere kann man stets erreichen, indem man die Propor
tionalitätsfaktoren 1(, .. , die das Bestehen von (16) nicht berühren, hin
reichend klein wählt. Mit sn wird auch @5 = ~il vollstetig als Pro
dukt zweier vollstetiger Formen.175) - Ebenso zeigt man, daß jedes 
solche ~ mit einem eigentlich positiv definiten sn linkssymmetrisier
bar ist. 

Trotzdem nun ~ unter den angegebenen Voraussetzungen in 
beiderlei Sinne symmetrisierbar ist, kann ~ mit keiner Diagonal
matrix f in eine Beziehung (3) treten, wo ~, :0. beschränkt sind, noch 
in eine Beziehung (380), wo ~U 0 1 vollstetig sind. Eine rein formale 
Ausrechnung der symbolischen Relation ~~ = ~f nämlich in Ver
bindung mit der Forderung, daß keine Zeile und keine Spalte von ~ 
aus lauter Nullen best~hen darf - beides wäre mit (3) ebenso un
verträglich wie mit (380) -, ergibt zunächst, daß bei passender Anord
nung (die noch verfügbar ist) die Größen in der Diagonale von f 
genau dieselben AU /Lu AS ' /L9' ... sind, die in der Diagonale von ~ 
stehen, und zugleich, daß ~ in der gleichen Weise in zweireihige 
Matrizen zerfallen muß, wie ~ selbst. Die zweireihigen Bestandteile 
von ~ erhalten die Gestalt 

(18) P"Xh - 1YStt-1 + q"" (I" Ä Xh _ 1 Ys.. + q,.xs,.Ys.., 
.... " " 
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WO P,., q71 noch frei bleiben, und entsprechend erhalten die von (1 unter 
der weiteren Annahme, daß das volle System (3) gelten soll, die Gestalt 

1 1 Qn 1 
X Y ----x Y +-x Y . P- 2,,-1 211-1 P 11. _ 1. 2,.-1 2,. q 2,. 2,., 

n n rn n n 
(19) 

soll (3 a) bestehen, so folgt für die Bestandteile von 0 die Gestalt 

an a" Q,. + /L" 
P- X2,,_lYh_l - p- -;; _ a Xh _1Yh -q XhYh' 

n n rn n n 
(19a) 

Soviel rein formal. 
Soll nun (3) mit beschränkten ~, 0 bestehen, so müssen P7l' q7l' 

~, ~ beschränkt sein; ist nun aber All' f'n' (J" so gewählt, was im 
p" qn 

Rahmen der Bedingungen (14) leicht zu erreichen ist, daß Q" 1 

/L" " .. 
unbeschränkt ist, so können ~, 0 nicht beschränkt ausfallen. 

Soll ebenso (3 a) bestehen, mit vollstetigen ~, 0, so müssen 

p", 

mit wachsendem n 
und 5. bzw. der 1. 

q _Q,,_ J.n /Ln 1." _Q~ 
q", "/Ln-J.n ' p,,' q,,' P"/L,,-J.,, 

alle gegen 0 gehen; durch Multiplikation 
und 6. dieser sechs Bedingungen folgt 

(20) ~~ ---+ 0 /LnQn_ ---+ 0 
/Ln - 1." '/L,. - an ' 

der 3. 

also zwei Bedingungen, die nur noch die gegebenen An' ft,., (Jn ent
halten; es ist leicht zu sehen, daß man diese Zahlen im Rahmen der 
Bedingungen (14) so wählen kann, daß (20) nicht erfüllt ist.529) 

Üb man also den Entwicklungssatz (3) im Sinne beschränkter 
Transformation aufstellen will, oder ob man sich im Sinne vollstetiger 
Formen mit dem Entwicklungssatz (3 a) behelfen will (wie Hilbert und 
Pell), man scheitert bereits im Bereiche der beiderseitig und eigent
lich symmetrisierbaren Formen. Als einziger Ausweg würde ein Her
ausschreiten aus dem Bereich der beschränkten Transformationen übrig
bleiben und damit ein Herausschreiten aus dem Hilbertschen Bereich 
der Veränderlichen von konvergenter Quadratsumme. Die Theorie der 
unsymmetrischen Formen erfordert den Übergang zu denjenigen an
deren unendlichdimensionalen Bereichen, die in Nr. 20 geschildert 
worden sind; einer im Sinne (3) zu transformierenden vorgegebenen 
Form Sl darf man keine feste Konvergenzbedingung, wie etwa die der 

529) Dieses Beispiel hat O. Toeplitz aufgestellt, nachdem er von E. Schmidt 
in einem Gespräch (Pfingsten 1913) erfahren hatte, daß dieser einen unsymme
trischen Kern K (s, t) aus zweigliedrigen Bestandteilen konstruiert habe, mit 
lauter einfachen Eigenwerten, bei dem nicht nur die Entwicklung von K (s, t) 
selbst, sondern auch die von 11 K(s, t) cp(s) ",,(t) dsdt nach dem biorthogonalen 
System der Eigenfunktionen CPn(s), "",.Ct) divergiert. 
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konvergeuten Quadratsumme auferlegen, sondern je nach der Be
schaffenheit der vorgegebenen Form sr muß die Konvergenzbedingung 
gestaltet werden. Eine derartige Theorie ist bislang noch nirgends 
entwickelt worden. 

42. Elementarteilertheorie der allgemeinen vollstetigen Bilinear
formen. Die Untersuchungen von Nr. 39 übertragen sich - abgesehen 
von denjenigen von Nr. 39c, die die Konvergenz von ~lapql2 wesent-

p,q 

lich voraussetzen - auf beliebige vollstetige Bilinearformen, obgleich 
sie unmittelbar in der Literatur in einer Form dargestellt sind, die 
mit dem Fredholmschen Formelapparat eine Reihe von einengenden 
Voraussetzungen stillschweigend involviert. Man muß dazu nur über
legen, daß aus den Auflösungstheorien von Nr. 16 (z. B. dem Abspal
tungsverfahren Nr. 16 d, 3) der meromorphe Charakter der Resolvente 
gefolgert werden kann, woraus hervorgeht, daß es nur abzählbar viele 
Eigenwerte gibt, die sich nirgends im Endlichen häufen. Man muß 
hinzufügen, daß man nach dem Muster von Nr. 16c 141) wie auf die 
Endlichkeit der Anzahl der zu einem bestimmten Eigenwert gehörigen 
Eigenfunktionen auch auf die, der zu einem bestimmten Eigenwert 
gehörigen Hauptfunktionen schließen kann. Alsdann kann man die 
Partialbruchzerlegung der Resolvente vornehmen und die Abspaltung 
des zu 11 gehörigen Hauptbestandteils, unter Loslösung von dem üb
lichen Determinantenapparat, vollziehen (ausgeführt ist es explizite 
nirgends). Die Analogie mit der Weierstraßschen Normalform springt 
hier weit unmittelbarer in die Augen, als bei den Integralgleichungell; 
der einzelne abgespaltene Bestandteil hat genau die kanonische Ge
stalt von Weierstraß. 

Schürfer aber, als bei den Integralgleichungen (Nr. 39 d) kann hier 
das Problem des Entwicklungssatzes oder, was dasselbe ist, der vollen 
Analogie mit der Weierstraßschen Theorie präzisiert werden. Es gilt, 
zweI bes0hränkte Transformationen ~, (1 zu finden, so daß 

(1) sr~=~t, O~=fu; ~O=~, O~=~ 

wird, wo f die Weierstraßsche oder eine ähnliche Normalform für sr 
ist. In dieser Form enthält das Problem für reelles symmetrisches sr 
die gesamte Hauptachsentheorie (Nr. 40 d) als Spezialfall. 

Aber es sind zwei Hindernisse, die sich der Lösung dieses Pro
blems entgegenstellen: 

1. Es gibt Bilinearformen ohne jedweden Eigenwert, die nicht 
identisch verschwinden. Die den Volterraschen Kernen entsprechenden 
Bilinearformen, wie z. B. ' 

bt x1 YJ + b,x2 ys + bS X S Y4 +... (bn-O, bn=l=°), 
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sind Beispiele dafür. Allerdings ist in dem aufgeführten Beispiel 00 

noch Eigenwert in dem Sinne, daß die Gleichungen 

b1 x2 = 0, b2xS = 0, bax, = 0, 
die Lösung Xl = 1, x2 = 0, x8 = 0, ... haben, während freilich die 
transponierten Gleichungen 

b1'Yl = 0, b2 Y2 = 0, ba'Ys = 0, 
unlösbar sind. Aber es ist nicht schwer, auch ein Beispiel einer voll
stetigen Bilinearform anzugeben, wo auch 00 in keinerlei Sinne Eigen
wert ist. Die Form 

... + b_1x_1'YO + bOXO'Yl + bt Xt 'Y2 + b2 x2 'YS + ... 
(bn .--+ 0, b_ n ~ 0, bn =f= 0, b_ n =f= 0) 

hat offenbar diese Eigenschaft, und man kann die Veränderlichen so 
umnumerieren (vgl. 562)), daß sie statt von - 00 bis + 00 in der ge
wohnten Weise von 1 bis 00 numeriert sind. 5SO) 

Eine Aufstellung kanonischer Normalformen für Bilinearformen 
ohne Eigenwerte ist bisher nicht geleistet worden. 

2' Selbst wenn unendlich viele Eigenwerte vorhanden sind und 
alle Eigenwerte einfach sind, $0 daß keinerlei Bedenken wegen der 
Wahl der Weierstraßschen oder einer anderen Normalform entstehen, 
kann (1) unlösbar sein. Dies ist unter der erschwerenden Bedingung 
der Symmetrisierbarkeit in Nr. 41 b, 7 dargetan worden und überträgt 
sich auf das hier vorliegende Problem mit allen Schlußfolgerungen 
über die Notwendigkeit des Verlassens der Hilbertschen Bedingung 
der Veränderlichen von konvergenter Quadratsumme. 

D. Weitere Untersuchungen über quadratische und bilineare Formen 
von unendlichvielen Veränderlichen. 

43. Beschränkte quadratische Formen von unendlichvielen Ver
änderlichen. D. Hilbert 531 ) hat zugleich mit seiner Behandlung der 
vollstetigen quadratischen Formen von unendlichvielen Veränderlichen 
(s. Nr. 40) für die umfassendere Klasse der beschränkten quadrati
schen Formen die Grundzüge einer Theorie der orthogonalen Trans-

630) Dieses Beispiel ist in der im Text gegebenen Form von O. Toeplitz, 
in einer anderen, die von vornherein die übli<-he Anordnung der Unbekannten 
wahrt, von E. Schmidt gebildet, aber nicht veröffentlicht worden. 

631) D. Hilbert, 4. Mitteil., Gött. Nachr. 1906, insbes. p. 167-209; im fol
genden zitiert nach dem Abdruek in "Grundzügen". Kap. XI, p. 109-156. -
Über die Einordnung in die historische Entwicklung vgl. Nr. 8, Ende; die die 
größere Klasse der unsymmetrischen bescbränkten Bilinearformen behandelnden, 
aber viel weniger aussagenden Sätze s. in Nr. 18 b. 

Encyklop. d. matb. Wi.senscb. II 3. 103 



1576 II C 13. Hellinger-Toeplitz. Integralgl. u. Gl. mit unendliehv. Unbeka.nnten. 

formation entwickelt, die gegenüber jener gewisse wesentliche Modi
fikationen aufweist, und die zu einer entsprechend modifizierten Eigen
werttheorie eigentlich singulärer Integralgleichungen (s. Nr. 4:4:) führt. 

s) Die Hilbertsche Theorie. 
1. Eine wie in Nr. 18 a, 1 zunächst formal definierte quadratische 

Form der unendlichvielen Veränderlichen xl1 x" ... 
00 

(1) ~(x, x) =~'kpqxpxq, wo kpq = kql" 
1'.2= 1 

heißt beschränkt5SS) , wenn ihr nter Abschnitt für alle Wertsysteme, 
deren Quadratsumme 1 nicht übersteigt, abs( 1 ut genommen unterhalb 
einer von n unabhängigen Schranke M bleibt: 

" " 
(h) I~,,(x, x)1 = I~kpqxpxql < M für ~x~ < 1 

~q=l 1'=1 

oder, was auf dasselbe hinauskommt, wenn für beliebige xl1 Xii ••• 

von konvergenter Quadratsumme 
" .. 

(1 b) 1~,,(x,x)1 = I~kpqxpxql SM~x~. 
1',q= 1 1'=1 

M heißt eine "Schranke der Form ~'. Die zu ~(x, x) gehörige sym
metrische Bilinearform ( Polarform) .. 
(2) $tex, y) = ~kl'qxpYq, wo kpq = kqp' 

p,q=1 

ist alsdann beschränkt im Sinne von Nr. 18 a, 1 und hat die gleiche 
Schranke M, wie unmittelbar aus der Identität Nr. 4:0, (4a) folgt. 
Daher übertragen sich alle Aussagen von Nr. 18a ohne weiteres sinn
gemäß auf die hier definierten beschränkten quadratischen Formen. 

Als positiv definite Formen werden wie in der Algebra (vgl. 
Nr. 4:1 b, 1) in der Folge solche bezeichnet, für die 

(3) ~(x, x) > O. 

2. Das Ziel der HUbertschen Theorie ist die Aufstellung von 
Normalformen, in die sich jede beschränkte quadratische Form durch 
orthogonale Transformation der unendlichvielen Veränderlichen über
führen läßt. Nicht jede solche Form läßt sich wie eine vollstetige 
Form (Nr. 4:0 d) orthogonal in eine Quadratsumme vom Typus Nr. 4:0, 
(12) transformieren5SS); es ist D. Hilbert jedoch gelungen, das folgende 

632) D. Hilbert 681), p. 125if.; HelUnge'l'·Toeplitz 16'), § 4, p.303f. 
633) Die ersten einfachen Beispiele dafür, die D. Htlbert 681), p.1Mf. gibt, 

sind J.Formen (s. Nr. 48c), das einfachste ~:eI':eP+l; hier kann man elementar 
ausrechnen, daß die homogenen Gleichungen (8) für keinen Parameterwert 
Lösungen von konvergenter Quadrataumme besitzen, wie sie im Falle der Quadrat
summendustellung existieren müßten [vgl. E. Hellinger6&8), § 3]. 
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allgemeine Theorem aufzustellen, das zu den Quadratsummen ein 
gewissen charakteristischen Bedingungen genügendes Integral treten 
läBt 534): 

Eine beschränkte quadratische Form ~(x, x) läBt sich durch 
orthogonale Transformation der Xl' x2 , • •• in die neuen Veränder
lichen ~l' ~2' ••• , ~;, ~;, • •. in die Gestalt bringen 

+M 

(4) ~(x, x) = ~ Qa~~ + !Qd@S(Q; r, n, 
(al -M 

während gleichzeitig 
"" +H 

(4a) ~(X, x) = ~ x; =~~~ + !d@S(Q; f n. 
p=l (al -M 

Hier sind die Qa höchstens abzählbar unendlichviele absolut unterhalb 
lJ1 liegende reelle Zahlen, von denen endlich- oder unendlichviele ver
schwinden können. Ferner bedeutet 

co 

(5) 

eine von dem im Intervall (- M, + M) variierenden Parameter Q 

abhängige definite beschränkte quadratische Form (Spektralform), deren 
Werte für jedes feste Wertsystem der ~; mit wachsendem Q von 

"" 
(5a) @S(-M; ~/, n _ 0 bis ®(M; f, n = ~~;s 

p=l 

monoton und stetig wachsen oder auch streckenweise konstant bleiben, 

534) D. Hilben 531), insbes. Satz 32, p. 137 f., Satz 33, p. 145 f. Ein analoges, 
weniger weitgehendes Resultat, im wesentlichen die Existenz und die (6) ent
sprechende Darstellung einer (nicht notwendig eindeutig bestimmten) Resolvente, 
hat er gleichzeitig [ibid. Satz 31, p. 124f., vgl. dazu Nr. 19 tU)] für solche 
nicht beschränkte Formen abgeleitet, bei denen die charakteristischen Werte Q<;> 
der Abschnitte ~n [vgl. (7)] mindestens eine reelle Zahl nicht zum Häufungs
punkt haben (ist 00 diese Zahl, so ist ~ beschränkt). tJ"brigens werden bei 
Hilbert stets in der aus der Theorie der Integralgleichungen üblichen Bezeich
nungsweise an Stelle der im Text benutzten Parameterwerte v, Qa' Q ihre reziproken 
Werte, an Stelle der Formenschar ~ - vGi: also die Gi: --lsr verwendet; daher 
bestehen die bei ihm als Punkt- und Streckenspektrum bezeichneten Mengen 
aus den reziproken Werten der Zahlen der im Text entsprechend bezeichneten 
Mengen. - Das Auftreten kontinuierlich verteilter Ausnahmewerte statt abzähl
bar unendlichvieler Eigenwerte war bei gewissen durch trigonometrische l!'unk
tionen lösbaren Randwertaufgaben von alters her bekannt: Darstellung der l"ö
sungen durch Fouriersche Integrale statt durch Fouriersche Reihen. Auf die 
Möglichkeit allgemeinerer Typen solcher "Bandenspektren", bestehend aus un
endlichvielen getrennten Strecken, bei geeigneten Randwertaufgaben hat bereits 
W. Wirtin.qer, Math. Ann. 48 (1897), p. 366-389, § 9 hingewiesen. 

103* 
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und deren Zuwächse 
co 

(5b) LI~(,,; r, n = ~(,,'; r,;') - @S(,,; ;', r) =~LlSP2("H;;; 
p,q= 1 

in beliebigen Intervallen LI, Lll den Faltungsgleichungen genügen 

(5 c) 

co 

j Ll~'Lll~=O, d. h. ~LlsprLllSr2=O, 

l . ~mm LI, LI, ~~ne pnnkte~m.~ hab.", 

LI~ L1~ - LI@S, d. h. ~LlSprL1sr2 - LlSp21 
r=1 

(5c) kann mit Hilfe einer willkürlichen stetigen Funktion u(,,) auch 
in die Faltungsgleichung zusammengefaßt werden: 

+J{ +J{ +J{ 

[ iU(")d~\f!) iU(")d~(") lu(,,)ld~«(», d. h. 

(5d) co +J{ +J{ +J{ 

~ Ju(,,)dsp,.(,,)j~(,,)dsr/") j~(,,)2dsP2(")' 
r=1 -J{ -J{ -J{ 

Die Integrale in (4), (5) sind im Stieltjesschen Sinne (s. Encykl. II 
C 9b, Nr. 35 d, Montel-Rosenthal) verstanden. Die abzählbare Menge 
der (>p heißt Punktspektrum (diskontinuierliches Spektrum), die perfekte 
Menge der Stellen " CI" I < M), in deren Umgebung €5 «(>; ;', n nicht 
für alle ;; konstant in " ist, Streckenspektrum (koutinuierliches Spek
trum), die Vereinigungsmenge beider nebst den Häufungsstellen des 
Punktspektrums Spektrum· von ~; jede dieser Mengen ist gf'genüber 
orthogonalen Transformationen von ~ invariant. Gehört v dem Spek
trum von ~ nicht an, so besitzt ~(x, x) - .,,(f(x, x) eine beschränkte 
Reziproke (vgl. Nr. 18 b, 2), die analog zu (4) dargestellt wird durch 

+J{ 

(6) K(v' x x) = "" ~ -- +fd6(~!_K!~2 . 
" ~(la-V (I-V 

(trI -J{ 

Hilberts Beweis dieses Theorems beruht auf der Durchführung 
des Grenzüberganges n ~ 00 in der Formel der orthogonalen Trans
formation des Abschnittes 6S5) 

.. .. 
(7) ~.(x,x) = ~,,~I(..]'w~1xpYt, ,,~nl < ,,~.) < ... < Q~"); 

a=l 11=1 

686) Einen ganz analogen Grenzprozeß bei einem sachlich verwandten, aber 
einfachere Verhältnil'lse darbietenden Problem der Kettenbruchtheorie ha.tte be
reits T. J. Stieltjes 1&9) durchgeführt; wt'gen des sachlichen Verhältnisses seiner 
Theorie zu den beschränkten quadratischen Formen vgl. Nr. 43 c. Man vergleiche 
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die Q~) sind die Nullstellen der Determinante von ~ .. - Q~ .. (vgl. 
Nr. 1 b) und liegen sämtlich absolut unterhalb der Schranke M von ~. 
Er betrachtet für jedes Wertsystem Xv x2, .. , die Folge derjenigen 
streckenweise konstanten Funktionen von Q, deren nte für Q < Qin) 

Null ist und an jeder Stelle Q = Q~n) einen Sprung gleich (~w<:~ xp)2 
(bzw. wenn mehrere Q~n) übereinstimmen, gleich der Summe der ent
sprechenden Quadrate) besitzt; durch Anwendung eines Auswahlver
fahrens (vgl. Nr.16b) und Heranziehung der Integrale nach Q ge
winnt er sodann als Grenzfunktion einer Teilfolge dieser Funktionen 
eine mit wachsendem Q nicht abnehmende Funktion i:(Q; x,x), die 
bei festem Q eine definite beschränkte quadratische Form der xI' ist: 
Ihre Sprungstellen in der Veränderlichen Q liefern das Punktspektrum, 
die Beträge ihrer Sprünge die neuen Variabl~n ;a als Linearformen 
der xI'; ihr von den Sprüngen befreiter stetiger monoton wachsender 
Bestandteil ist die Spektralform @;((>; x, x); das gesamte Spektrum ist 
in der Menge der Häufungsstellen der Q~) enthalten.535 &) 

3. An unmittelbaren Folgerungen des Hilbertschen Theorems 
sei erwähIit, daß bei vollstetigen Formen die Spektralform @;(Q;x,x)=O 
und lim Qa = 0 wird 536) - übereinstimmend mit NT. 4:0, (12) - und 

a~ .. 

daß bei positiv definiten Formen und nur bei solchen das gesamte 
Spektrum nicht negativ ist. 

Die verschiedenen Arten von Spektralpunkten Q können durch 
das Verhalten der zur quadratischen Form St(x, x) - Q~(x,x) ge
hörigen unendlichvielen linearen Gleichungen in folgender Weise cha
rakterisiert werden: Einmal existiert für sämtliche Stellen Q des Spek
trums keine beschränkte Reziproke zu ~ - Q~.m) Zweitens besitzen 

auch die kurze Andeutung von S'ieltjes über den Zusammenhang seiner Unter
suchungen mit Poincares Arbeit 17) über die Eigenwerte der Potentialgleichung 
(s. Nr. 1), p. 1352 f. und Nr. 33 c) in Correspondance d'Hermite et de Stieltjes, 
t. Il (Paris 1905), p. 411. - Die etwas allgemeinere Annäherung einer be
schränkten Form durch passende vollstetige Formen (statt speziell durch die Ab
schnitte) bildet den Grundgedanken einer Methode von E. Hilb, s. Nr. 44: a, 666): 

535a) Daß es mit ihr nicht identisch ist, zeigt das Beispiel der Form 
2 Xl X 2 + 2 Xs x4 + .. " wo das Spektrum aus den Stellen (l = ± 1 besteht, wäh
rend unter den (l~n) unendlichoft 0 vorkommt (vgl. O. Toeplits 184), § 5). 

536) H. Weyl, Palermo Rend. 27 (1909), p. 373-392, 402 hat untersucht, 
wie das Spektrum allgemein durch Addition einer vollstetigen Form j8(x, x) zu 
sr (x, x) beeinflußt wird j er fand, daß das gesamte Spektrum hierbei ungeändert 
bleibt, daß aber zu jedem sr (x, x) ein j8(x, x) so bestimmt werden kann, daß 
sr + j8 kein Streckenspektrum mehr hat. Der erste Teil dieser Aussage folgt 
übrigens auch direkt aus der Schlußbemerkung von Nr. 18 b, 4. 

537) E. Hellinger 548), § 3. 
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für die Stellen Qa des Punktspektrums - und nur für sie - genau 
entsprechend den Verhältnissen bei vollstetigen Formen (s. N r. 4:0 c, 
(13» die homogenen Gleichungen 

00 

(8) ~kpqwq - Qawp = 0 (p = 1,2, ... ) 
q=l 

Lösungen von konvergenter Quadratsumme, die durch die den ent
sprechenden Variablen ~a zugehörigen Koeffizienten der orthogonalen 
Transformation geliefert werden.538) Endlich gehört ein reelles Inter
vall L1 dann und nur dann dem Streckenspektrum an, wenn es abzähl
bar unendlichviele stetige in jenem Intervall und jedem seiner Teil
intervalle nicht sämtlich konstante Funktionen 9p (Q) gibt, die für alle 
Q des Intervalls L1 den Gleichungen 

'" Il 

(9) ~ kpq 6/Q) - !Qd6p(Q) = 0 (p = 1,2, ... ) 
q=l -M 

genügen - das Integral wiederum im Stieltjesschen Sinne verstan
den - und deren Quadratsumme obendrein gegen eine stetige Funk
tion 6o(Q) konvergiert: 

'" 
(9a) ~6p(Q)2 = 6o(Q); 

p=l 

solche Lösungen 6p (Q) sind die Koeffizienten Spq(Q) jeder qten Zeile der 
Spektralform, und sämtliche Lösungen können durch bestimmte Re
kursionsverfahren aus ihnen erzeugt werden.539) Haben die 6p (Q) spe
ziell stetige Ableitungen fPp(Q) nach Q, so gilt gleichzeitig 

(9') (p = 1,2, ... ), 

falls die eingehenden Reihen gleichmäßig in Q konvergieren; alsdann 
sind also diese gewöhnlichen homogenen Gleichungen mit dem Koeffi
zientensystem Sf - Q ~ lösbar durch stetige Funktionen von Q, die 
keine konvergente Quadratsumme , wohl aber Integrale nach Q mit 
konvergenter Quadratsumme haben. 540) Für jedes Lösungssystem von 
(9) gelten notwendig die folgenden, den Orthogonalitätseigenschaften der 

538) D. Hilbert 5S1), Satz 34, p. 147. - Über die Stelle 0 des Punktspek
trums (Eigenwert co) und den Begriff der Abgeschlossenheit gilt das in Nr. 40 d, 
p. 1559 und 51h) für vollstetige Formen gesagte. 

539) Nach dem Muster der Gleichungen, die für Hilben bei der Konstruk
tion seiner Beispiele 03S) maßgebend waren, hat E. Hellinger 648), § :I diese Defi
nition gegeben; nähere Durchführung bei E. Hellinger 54S), § 5. Wegen der Kon
struktion sämtlicher Lösungen s. 660). 

540) E. Hellinge?' 048), § 3. - V gl. auch 64!J, 
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Eigenfunktionen einer Integralgleichung (Nr. 30 c, (3» entsprechenden 
Orthogonalitätsrelationen für die Zuwächse A(Jp(~) = (J1'(~') - (J1'(~) 
in beliebigen Teilintervallen 541): 

(10) 1'=",,1 wenn A, L/1 keinen Punkt gemein haben, I iA(J1'(~)Al(J1'(~) = 0, 

~(L/61'(~»2 = A(Jo(Q). 
1'=1 

Aus ihnen folgt, daß (Jo(~) stets eine nicht abnehmende, 6p (Q) eine 
Funktion beschränkter Schwankung ist. Daher besitzt 6p(~) mit Aus
nahme einer Nullmenge eine Ableitung nach ~ und ebenso eine fPp ( ( 0) 

nach (Jo = 60 (Q), und 6p (Q) ist ferner als unbestimmtes Integral (im 
Lebesgueschen Sinne) von fJJi(0) nach (Jo darstellbar; man kann dabeI' 
das Streckenspektrum durch die als "Äquivalenzen" aufzufassenden Glei
chungen (9') für die fJJp (6o) charakterisieren.5U) - Unabhängig von dem 
Übergang zu Differentialquotienten kann man den Sachverhalt symbo
lisch auch so ausdrücken 539), daß das System der "Differentiale" d(J1'(~) 
die (8) analogen Gleichungen an den Stellen des Streckenspektrums 

"" 
(9b) (p = 1,2, ... ) 

als "Differentiallö~ungen" erfüllt, während ~ (d (J,'(Q»2 gegen das Diffe
rential einer stetigen monotonen Funktion (Jo(Q) konvergiert; (10) 
kann dann als Orthogonalität dieser Differentiallösungen gedeutet werden. 

4. Die Hilbertschen Resultate sind auch auf anderen Wegen her
geleitet worden. E. Hellinger 54S) erbringt den Existenzbeweis des durch 
die Lösbarkeit der Gleichungen (8) bzw. (9) im soeben angegebenen 
Sinne charakterisierten Spektrums in folgender Weise : Nach dem 

541) E. Hellinger'4S), § 5; der Beweis ist die sinngemäße Übertragung des 
einfachen Schlußverfahrens bei Integralgleichungen S86) auf die hier obwaltenden 
schwierigeren Verhältnisse; vgl. dazu auch H. Weyl661), p. 296ff., wo dasselbe 
Schlußverfabren bei singulären Integralgleichungen angewandt wird. 

542) Die zur Durchführung des Überganges zu den CfJp(l1o) notwendige Heran
ziehung der Lebesguescben Integrationstheorie bei H. Hahn 662), insbes. § 2, 4; 
vgl. auch E. Hellinger 548) , § 8. - Sind nur endlichviele kpq in jeder Zeile =F 0 
("finite Formen"), und kann man die Gleichungen (9') rekursiv auflösen, BO kommen 
als Lösungen CfJp nur Polynome in f! in Betracht; O. Toeplitz D65), Nr.l hat ge
zeigt, daß man jede beschränkte Form st (.:c, x) durch orthogonale Transformation 
der Veränderlichen in eine Form jener besonderen Art überführen kann (vgl. 
a.uch die weitergehende Zerspaltung Nr. 43 c, 2). 

543) E. Hellinger, J. f. Math. 136 (1909), p. 210-271 = Habilit.-Schrift Mar
burg 1909, insbes. Kap. III. 
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Toeplitzschen Kriterium (N r. 18 b, 3) in seiner Übertragung auf kom
plexe Formen (vgl. Nr. 18 b, 6) besitzt die Form ~ - v~ für jedes 
nichtreelle v = Q + il-' (I-' =F 0) eine beschränkte Reziproke K (v; x, x), 
da (~- v~)(~ - ;;;~) = (~- Q~)(~ - Q~) + I-'ll~ für ~x~ = 1 
oberhalb I-'ll bleibtj die Hilbsche Reihe Nr. 18, (16) in entsprechender 
Modifikation für komplexe Formen stellt K dar, und ihre Majorisierung 
gibt die Schranke co co 

(11) I K(vj x, x) I = I~ ~"q(v) x"xq I ~ I ~ I ~ x:. 
~q=l ,,=1 

Weiterhin ergibt sich, etwa mit Hilfe der Entwicklung nach !terierten, 
daß K(vj x,x) für alle nicht dem reellen Intervall (- M, + M) an
gehörigen Werte v eine reguläre analytische Funktion von v ist, deren 
Residuum bei v = 00 den Wert ~(x, x) hatj daher kann die Existenz 
des Spektrums durch sinngemäße Fortbildung derjenigen funktionen
theoretischen Methoden gefolgert werden, die nach dem Vorbild von 
H. Poincare auf Randwertprobleme von Differentialgleichungen sowie 
gelegentli('h auch auf Integralgleichungen angewendet worden sind ÖÜ) 
(vgl. Nr. 6"), sac, 34:c, Ende). Durch Anwendung des Cauchyschen 
Integralsatzes auf ein das reelle Segment (- M, M) einschließendes 
Rechteck erhält man nämlich 

(12) 
+M 

lim -';fl K(Q + il-'j x,x) - K(Q - il-'jx,x)} dQ = 2,,~(x,x)j 
1'=0 t 

-M 

ferner ist, da K an konjugiert imaginären Stellen konjugierte Werte 
hat, der Integrand reell und, wie aus der Hilbschen Reihe zu ent
nehmen, eine positiv definite quadratische Form der xp ' Daraus kann 
geschlossen werden, daß das bis Q erstreckte Integral gegen eine mit 
Q monoton von 0 bis 2,,~(x, x) wachsende definite beschränkte qua
dratische Form 2" ~(Qj x, x) konvergiert. Integriert man nun den 
imaginären Teil der Gleichungen 

co 

die die Reziprokeneigenschaft von K(vj x,x) ausdrücken, nach Q bei 
festem I-' und läßt alsdann 11 gegen 0 gehen, so findet man, daß ein
mal an den SprungsteIlen Qa von i: die Gleichungen (8) durch die 

644) E. HelZinge,,5U). § 9. Die Konvergenzabschätzungen beruhen auf (11) 
und kommen der Sache nach auf die Obertragung der bekannten elementaren 
Abschätzungen des log- und arc tg-Integrales in den Matrizenkalkül (Integration 
von Real- und Imaginärteil der "geometrischen Reihe" des Matrizenkalküls) 
hinaus. 
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Koeffizienten jeder Zeile von '1:(>a + 0) - '1:(>a - 0), also durch 
Größen konvergenter Quadratsumme, andererseits für Intervalle ste
tigen Wachstums von '1: (» die Gleichungen (9) durch die Koeffizienten 
des von den Sprungstellen befreiten stetigen Bestandteils @3 von '1: 
erfüllt sind - und da '1: nicht konstant ist, ist damit die Existenz 
des Spektrums gewährleistet und zugleich ein Verfahren zur prinzi
piellen Konstruktion des Spektrums und der zugehörigen Lösungen 
gegeben; auch die Darstellungen (4), (6) können analog (12) ge
wonnen werden. 

Eine wesentlich andere Methode zur Gewinnung der Hilbertschen 
Resultate hat F. Riesz 54.5) angegeben. Er geht von der Bemerkung 
aus, daß man aus (6) durch Potenzentwicklung nach V-i die folgende 
Darstellung der iterierten Formen von ~ erhält, wobei Summen- und 
lntegralbestandteile mittels der unstetigen quadratischen Form '1:«>; x, x) 
zu elllem Stieltjesschen Integral zusammengefaßt sind: 

+H I ~(x, x) _.( d'1:(~; x, x) 

+H 

~(n)(x, x) 1~nd'1:(>; x, x) 
-H 

(13) 

(n= 1,2, ... ). 

Das sind aber gerade die Gleichungen des verallgemeinerten Momenten
problems der Gestalt (7) von Nr. 22, das F. Riesz 265) selbst behandelt 
hatte - nur daß die gegebenen Größen von unendlichvielen Para
metern Xli x2 , ••• quadratisch abhängen; er zeigt, daß seine Lösbar
keitsbedingungen hier erfüllt sind und daß die Lösung '1: eine be
schränkte quadratische Form jener Parameter xp wird. 5(6) 

b) Das Orthogonalinvarianten·System. Während in (4) 
hinsichtlich des Punktspektrums bereits eine Normalform erreicht 
ist, die, falls kein Streckenspektrum vorhanden ist, in der Gesamtheit 
der (>a das vollständige System der Orthogonalinvarianten einer qua
dratischen Form erkennen läßt, ist in (4) hinsichtlich des Strecken
spektrums eine solche Normalform noch nicht enthalten. Jedoch hat 

545) F. Riesz, Gött. Nachr. 1910, p. 190-195. Vgl. auch die Gesamtdar
stellung der Theorie in F. Riesz, Literatur A 8, Chap. V. 

546) In seinem Buch (Literatur A 8, Chap. V) gibt F. Riesz eine durch den 
Matrizenkalkül zusammengefaßte sehr durchsichtige Darstellung dieses Beweises; 
er kommt der Sache nach auf eine Übertragung der Approximation durch Poly
nome in den Matrizenkalkül hinaus. - Die Darstellung dieser Methode kann 
auch so ausgestaltet werden, daß K(vj x, x) als analytische Funktion von v durch 
ihre Potenzentwicklung nach v 1 gegeben angesehen wird und für sie die 
Stieltjessche Integraldarstellung der Kettenbruchtheorie (vgl. Nr. 43 c) mittels 
der Lösung des Momentenproblems gegeben wird. 
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D. Hilbert 547) bereits darauf hingewiesen, daß man entsprechend den 
bekannten Beispielen der Kettenbruchtheorie (s. N r. 43 c) das einfachste 
Beispiel einer Spektralform durch den Ansatz für ihre A.bschnitte 

(! .. 

(14) e .. (I; x, x) 1(~ m1'(I)xpY d(! (n = 1,2, ... ) 
m 1'=1 

erhält, wo die m1'((!) ein vollständiges und orthogonales Funktionen
system (Nr. 15 a) für das Intervall (m, M) bedeuten; die zugehörige 
quadratische Form ist gegeben durch 

M M .. 

(14a) kpg l(!mp((!)mq((!)d(!, ~ .. (x,x) lQ(~m1'(Q)x1'rd(l, 
m' m 1'=1 

hat das Intervall (m, M) zum "einfachen Spektrum", und alle mit ver
schiedenen Funktionensystemen so darstellbaren Formen mit dem
selben Spektrum sind orthogonal ineinander transformierbar. 

Im A.nschluß hieran hat E. Hellinger M8) gezeigt, wie man jede 
Spektralform durch eine orthogonale Transformation in eine Summe 
abzählbar unendlichvieler einfacher Bestandteile zerspalten kann, die 
dem Typus nach analog (14) gebildete Integrale von Quadraten von 
Linearformen sind. Um diese Betrachtungen im Bereich der Funktionen 
beschränkter Schwankung durchführen zu können, stellt er eine Erwei
terung des Stieltjesschen Integralbegriffes auf, in die Produkte und 
Quotienten von Differentialen eingehen 5'9); mit Hilfe dieser Integrale 
kann durch orthogonale Transformation der Veränderlichen jede be
schränkte Form ~(x, x), die nur ein Streckenspektrum besitst, in höch
stens absählbar unendlich viele Formen verschiedener Variablenreihen zer
fällt werden, von denen jede durch ein (14 a) verallgemeinerndes Inte
gral eines quadratischen Differentials darstellbar ist: 

+M(dia~)«(l)x1a)r 
(15) ~(x, x) = ~ ~ 1'=~a(a)() ; 

(al J ~ 0 (l 

-M 

547) D. Hilbertm), p. 163ff. 
548) E. Hellinger , Die Orthogonalinvarianten quadratischer Formen von 

unendlichvielen Variabelen. Dissertation, Göttingen 1907, 84 S. - Das Zer
spaltungsverfahren insbes. in § 9, Satz III, das Kriterium für orthogonale Äqui
valenz in § 11, Satz VITI, p. 80, in einem Spezialfall § 10, Satz VII, p. 74. 

649) E. Hellinger 618), Kap. H. Die Definitionen findet man in Encykl. II C 9 b 
(Montel-Rosenthaf) , Nr. 30e. Wegen des Zusammenhangs mit Lebesgueschen 
Integralen vgl. E. HelZinger &48), p. 7, 29; H. Hahn i6Z), § 2; E. W. Hobson, London 
Math. Soc. Proc. (2) 18 (1920), p. 249-266. H. Hahn 661) hat übrigens die Theorie der 
Orthogonalinvarianten unter Ersetzung der Hellingerschen Integrale durch Lebes
guesche mit Benutzung der Theorie der Lebesgueschen Integrale erneut dargestellt. 
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die entsprechende Zerlegung gilt für die Spektralform. Dabei be
deuten für jeden Index a die 6~a) (Q) Funktionen beschränkter Schwan
kung, die mit 6'~a)(Q) den Orthogonalitätsrelationen (10) und obendrein 
der "Vollständigkeitsrelation" 

+M eo 2 J' (d ~a~>CQ) x~a») 
• P=~a(a)(Q) = ~X<;)! 
-M 0 p=1 

eo 

(15a) Ca = 1,2, ... ) 

00 

genügen; die Linearformen ~6'~a)(Q)x<;) heißen demgemäß em ortho-
p=1 

gonales und vollständiges System von Differentialformen mit der Basis
funktion 6'~a)(Q ).550) Jeder Summand von (15) besitzt die perfekte 
Menge der Punkte, in deren Umgebung 6'ha)(Q) nicht konstant ist, zum 
"einfachen Spektrum", und zwei Formen mit einfachem Spektrum sind 
gewiß dann orthogonal ineinander transformierbar, wenn ihre Basis
funktionen identisch sind.551) 

Auch (15) ist noch keine Normalform, insofern einerseits Formen 
mit verschiedenen Basisfunktionen und demselben einfachen Spek
trum orthogonal äquivalent sein können, andererseits Teilintegrale der 
Summanden von (15) in Integrale der gleichen Gestalt transformiert 
und ebenso die Summanden unter Umständen anders zusammengefaßt 
werden können. Trotzdem läßt sich auf ihr, wie E. Hellinger 548) ge
zeigt hat, ein allgemeines notwendiges und hinreichendes Kriterium für 
die orthogonale Äquivalenz zweier quadratischer Formen aufbauen. Es 
nimmt eine wesentlich einfachere Form an, wenn man mit H. Hahn 552) 

den folgenden von diesem eingeführten Begriff heranzieht: Das System 
der Basisfunktionen 6'~a) (Q) heißt geordnet, wenn für ß > a in jedem 
Konstanzintervall von 6~a)(Q) auch 6if)(Q) konstant ist, und wenn durch 
die Abbildung 6'(a)=6~a)(Q), 6(P)=6if)(Q) jeder Nullmenge der Va
riablen 6(a) eine Nullmenge von 6«(1) zugeordnet ist; jede Darstellung 

560) Aus den a~a)(Q) entstehen durch die orthogonale Transformation, die 
die x~a) in die x p überführt, Lösungen der Gleichungen (9) und durch passende 
Kombination mit willkürlichen Funktionen von Q entstehen sämtliche Lösungen; 
vgl. E. Hellinger 648), § 7, p. 256 f. - Von der Definition der orthogonalen Diffe
rentialformen als Lösungen von (9) ausgehend, hat E. Hellinger 643) , Kap. II eine 
direkte von der Hilbertschen Theorie und der vorherigen Kenntnis der Spektral
form @) unabhängige Herleitung der Zerspaltungsformel (15) gegeben. - Verall
gemeinerungen dieses Theorems auf symmetrisie1'bare Formen bzw. auf Scharen 
symmetrischer Formen haben A.J. Pell 6!8) undJ.Hyslop6!S) gegeben (s. Nr. 41 h, 3). 

551) E. Hellinger 6(8), § 9, Satz IV. 
552) H. Hahn, Monatsh. Math. Phys. 23 (1912), p. 161-224. Inshes. Nr. 35, 

p. 206 ff. (geordnete Systeme), sowie Nr. 42, p. 216 ff. (das Kriterium). 
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(15) kann man durch orthogonale Transformation in eine mit geord
neten Basisfunktionen überführen, d. h. kurz gesagt, man kann in 
jeden Summanden von (15) möglichst viele Bestandteile auf Kosten 
der folgenden hineinziehen. Zwei in der Gestalt (15) mit den geord
neten Basisfunktionen (J~a) ((I) bsw. -rfi) «(I) dargestellte quadratische Formen 
sind nun dann und nur dann ineinander orthogonaZ transformierbar, 
wenn für jeden Index (X in jedem KonstansintervalZ von (J~a)((I) auch 
"'bal((I), in jedem von ",~a)((I) auch (Jba)((J) konstant ist, und wenn weiter
hin durch die Abbildung 6(a) = 6~a)((I), ",(a) = -rbal((J) jeder Nullmenge 
in 6(a) eine in ",(a) sowie jeder in 'teer) eine in (J(a) zugeordnet wird. 553) 

Haben die Formen außerdem noch ein Punktspektrum, so tritt weiter
hin noch die Bedingung der Ubereinstimmung der nach ihrer Viel
fachheit (d. i. nach der Anzahl der in (4) mit ihnen multiplizierten 
Quadrate) gezählten Stellen des Punktspektrums hinzu. 

c) Zusammenhang mit der Stieltjesschen Kettenbruch
theorie. Neben dem schon berührten5S5)546) methodischen Zusammen
hang der Theorie der quadratischen Formen mit der Theorie der 
Kettenbrüche, wie sie T. J. Stieltjes 259) entwickelt hat, bleibt nun noch 
der sachliche Zusammenhang zur Geltung zu bringen. Er beruht auf 
der formalen Tatsa.che, daß die aus einer sog. J-Form (Jacobischen Form) 

... 
(16) 3(x, x) =~(apx; - 2bpxpxp+1) (bp =1= 0) 

p=1 

mit dem Koeffizientensystem 3 - v ~ gebildeten Gleichungssysteme 
durch Näherungsnenner und -zähler des Kettenbruches 

1! bt! b~! 
(17) u(v) = !al -lI-'as-lI -!aa- lI - ... 

befriedigt werden, sowie darauf, daß man für eine J-Form von end
lichvielen Veränderlichen aus den Näherungsnennern des entsprechen
den endlichen Kettenbruches die orthogonale Transformation auf eine 
Summe von Quadraten erhält.553a) Schon E. Heine 554.) hat im Anschluß 

60S) In den Anwen:dungen treten vorzugsweise solche Formen auf, bei denen 
jede Basisfunktion a~a) = a~al«(I) jeder Nullmenge der f?-Achse eine Nullmenge in 
a~a) zuordnet (darunter speziell diejenigen, bei denen die aha) «(I) stetig dift'eren~ 
zierbar sind oder wenigstens einen beschränkten Dift'erenzenquotienten haben); 
bei ihnen kann man stets zu Basisfunktionen übergehen, die Maßfunktionen meß
barer Mengen der f?-Achse sind, und die lquivalenzbedingung reduziert sich 
auf die 'Obereinstimmung gewisser bis auf Nullmengen bestimmter meßbarer 
Mengen der (I-Achse (s. E. HelZinger 648l, § 10). 

553110) O. G.J.Jacobi, Mona.tsber. Akad. Berlin 1848, p. 414-417 = J. f. Math. 
S9 (1848), p. 290-292 = Ges. Werke VI, p. S18-321; L. Kronecker, Monatsber; 
Akad. Berlin 1878, p. 95-121 = Werke 11, p. 37-70; E. Heine 564), p.480ft'. 

554) E. Heine, Handbuch der Kugelfunktionen, Bd. I, 2. Aufl. (Berlin 1878), 
p.420-432. 
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daran darauf hingewiesen, daß für gewisse unendliche J·Formen der 
unendliche Kettenbruch (17) formal ebenfalls die orthogonale Trans
formation auf eine Quadratsumme liefert. 

1. Für eine beschränkte J-Form, die durch die Bedingungen 
I apl < M, I bp I < M charakterisiert ist, gelten folgende Tatsachen b55): 

Die Bildung der Reziproken K(v; x,x) von ~(x, x) - v~(x, x) analog 
bekannten Formeln der Kettenbruchtheorie liefert als ersten Koeffi
zienten "11 (v) gerade den Kettenbruch u(v), während alle "pq(v) ganze 
lineare Funktionen von u(v) mit Polynomen in v als Koeffizienten 
sind. ~(x, x) hat ein einfaches Streckenspektrum und ein einfaches 
Punktspektrum, dessen Stellen möglicherweise in das Streckenspektrum 
fallen können; die Lösungen der homogenen Gleichungen (IS) für das 
Punkt- und (9') für das Strecken spektrum (vgl. 54~) werden durch die 
Kettenbruchnenner "p(v) geliefert, die Polynome (p - 1)ten Grades in 
v sind. Das Verfahren von Nr. 4:3 a, 4 zur Gewinnung des Spektrums 
für diese spezielle Form ~(x, x) liefert in seiner Anwendung auf 
"l1(V) = u(v) eine nicht abnehmende Funktion O'(~) und durch sie die 
Stieltjessche Integraldarstellung für den Kettenbruch (17): 

(18) 

+M 

u(v) = rdl1(Q). 
.J Q -1" 

-M 
ferner gelten die Beziehungen 

+M 0 
(19a) J"P(~)"2(~)dO'(~)={ 1 

-M 

_!Q:.(Q) •. (Q)d6(Q) ~ 1-; 
p 

(19b) 

(p+q) 
(p=q), 

(lp-qi>1) 
(lp-QI=1) 
(p=q). 

Die SprungsteIlen von O'(~) geben das Punktspektrum, der von den 
Sprüngen befreite stetige Bestandteil Streckenspektrum und Basis
funktion. 

2. Die Beziehung der J-Formen und damit der Kettenbrüche zur 
Theorie beliebiger beschränkter Formen wird durch den Satz von 
O. Toeplits 566) hergestellt, daß jede beschränkte quadratische Form 
durch eine orthogonale Transformation in eine Summe höchstens ab
zählbar unendlichvieler J-Formen verschiedener Variablenreihen über
geführt werden kann. Diese Zerspaltung ist aber mit der in Nr. 4:3 b 

565) O. Toeplitz, Gött. Nachr. 1910, p. 489-506, Nr. Sj E. Hellinge,. und 
O. Toeplitz, J. f. Math. 144 (1914), p. 212-1I88, 818, § 1. 

556) O. ToepZitz 566), Nr. 2 j der Beweis benutzt die Spektrumstheorien von 
Nr. 43 a), b) nicht. 
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gegebenen im wesentlichen identisch; denn, wie E. Hellinger und 
O. Toeplitz657) bewiesen haben, kann jede beschränkte quadratische 
Form ~ mit einfachem Streckenspektrum und einfachem möglicherweise 
auch das Strecken'''Pektrum überlagerndem Punktspektrum orthogonal in 
eine J-Form transformiert werden; und zwar gibt es unendlichviele 
solche J-Formen, die allen möglichen an den Stellen des Punktspek
trums passend ergänzten Basisfunktionen von ~ eineindeutig zuge
ordnet sind. 

3. Die Anwendung der Hilbertschen Theorie auf die J -Formen 
liefert insofern nicht genau die Stieltjessche Theorie der Kettenbrüche, 
als diese der Sache nach sich nicht auf beschränkte Formen 3(x, x) 
bezieht, sondern auf solche - beschränkte oder unbeschränkte -, 
deren Abschnitte 3 .. (x, x) sämtlich definit sind558); sie führt daher 
auf Integraldarstellungen der Gestalt (18), die über die positive (J-Halb
achse erstreckt sind (0 < " < + (0). Im Grunde sind beide Fälle 
nicht wesentlich voneinander verschieden; bei beiden existiert der 
Kettenbruch bzw. die Reziproke von 3 - v~ nicht nur als analy
tische Funktion von v in der oberen und unteren Halbebene für sich, 
sondern die beiden Zweige sind längs eines unmittelbar angebbaren 
Teiles der reellen Achse - nämlich außerhalb des IntegratioDsinter
valles von (18) - analytisch ineinander fortsetzbar. Diesen Zu
sammenhang hat von Seiten der Kettenbruchtheorie J. Grommer 559) 

näher untersucht. 
Darüber hinaus aber hat J. Grommer559) mit seiner Methode, 'einer 

Anwendung des Hilbertschen Auswahlverfahrens, als erster Resultate 
auch rur den allgemeinen Fall beliebiger reeller Koeffizienten ap ' bp von 
(16), (17) gewonnen, in dem die N ulls~ellen ('~) der Determinanten 
von 3 .. - (J~.. (vgl. die Bemerkung zu (7» möglicherweise kein Inter
vall der reellen ,,-A.chse mehr frei lassen und also die Zweige von 

567) Hellinger-Toeplitz 66,), § 2, 3. Der Beweis beruht auf der Konstruktion 
eines (19 a) genügenden Polynomsystems durch Orthogonalisieren der Potenzen 

€!p und Verwendung des Systems von Differentialformen (#p(€!)d(J(€!) mit der 
-'JL 

Basis (J(€!). 
(58) Bei Stieltjes 1511) selbst sind diese Bedingungen etwas anders ausge-

sprochen, da er in der Hauptsache die Kettenbruchform _1
1 

I + _1
1 

I + _1
1 

I + ... 
Cl" Cs cs" 

behandelt; hier lauten sIe einfach cu> O. 
5(9) J. Grommer, J. f. Math. 144 (1914), p. 114-166 = Dissert. Göttingenj 

er studiert anläßlich der Behandlung eines funktionentheoretischen Problemes 
J-Formen, von denen im Lauf der Untersuchung zu zeigen ist, daß sie beiden 
Bedingungen genügen. 
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u(v) bzw. K(v; x, x) in der oberen und unteren Halbebene nicht mehr 
notwendig analytisch ineinander fortsetzbar sind; er erhält so Dar
stellungen durch über die ganze reelle Achse erstreckte Integrale (18). 
Gelegentlich seiner Untersuchungen über das verallgemeinerte Stieltjes
sehe Momentenproblem (Nr. 22 d) hat H. Hamburger 560) diese Grom
merschen Resultate wesentlich ausgebaut, und er hat insbesondere für 
den Fall, daß das Momentenproblem eine im wesentlichen eindeutig 
bestimmte Lösung besitzt, eine eindeutig bestimmte von - 00 bis + 00 

erstreckte Integraldarstellung (18) für den Kettenbruch gegeben; er hat 
ferner gezeigt, daß dieser Fall gerade dann eintritt, wenn der Ketten
bruch "vollständig konvergiert", d. h. wenn die mit einem nichtreellen v 
gebildeten modifizierten Näherungsbrüche 

(20) 1 I b~ I b~_l 
11l:1-t' -laJ-t' -'" - la"-t'-hb,, 

für alle reellen Zahlen h einen und denselben Grenzwert haben; da 
mit ist zugleich eine Aussage über die Spektraldarstellung der nich~ 
beschränkten J-Formen gewonnen.560a) E. Hellinger 561) hat dieses Pro
blem, ausgehend von der Untersuchung der zu 3-v~ gehörigen Glei
chungen, analog seiner in Nr. 4:3 a, 4 geschilderten Methode behandelt; 
an Stelle der Konstruktion der Reziproken durch die Hilbsche Reihe 
tritt dapei die Untersuchung der durch eine "Randbedingung" er
gänzten inhomogenen Gleichungen 

I (al-v)xl-blXj=l 
(20a) - bll - 1 XlI - 1 + (ap - v)xp - bp xp +1 = 0 (p=2, ... ,n) 

xp +1 hxp - 0, 

deren Lösnng Xl durch (20) gegeben wird, in ihrer Abhängigkeit von 
hund n bei nichtreellem v. Vollständige Konvergenz liegt vor, wenn 
die zu 3 - v~ gehörigen homogenen Gleichungen für ein (und damit 

560) H. Hamburger 160), insbes. Math. Ann. 81, Satz XIV, p.292. Vgl. auch 
die anderen in Nr. 22 d dazu zitierten Arbeiten. 

660 a) Gewisse umfassendere Klassen nichtbeschränkter quadratischer Formen 
sind von T. Carleman l76), insbes. p. 186-188 im Rahmen seiner Untersuchungen 
über nichtbeschränkte Integralgleichungen (Nr. 44 c) zugleich mit behandelt wor
den. Man vgl. hierzu auch die Darstellung der Kettenbruchtheorie und des 
Momentenproblems bei T. Carleman 6J6), p. 189-220. 

661) E. Hellinger, Math. Ann. 86 (1922), p. 18-29. - Die Behandlung der 
Gleichungen (2080) ist analog der Behandlung von Ra.ndwert&ufgaben gewöhn
licher Differentialgleichungen 2. Ordn. für ein unendliches Intervall als Grenzfa.ll 
einer Randwertaufgabe für wachsendes endliches Intervall; vgl. dazu H. Weyl, 
Math. Ann. 68 (1910), p. 220-269, insbes. p. 226ff. und E. Hilb, ibid. 76 (1916). 
p.333-339. 
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für jedes) nichtreelle v keine nicht identisch verschwindende Lösung 
von absolut konvergenter Quadratsumme besitzen. 

d) Besondere quadratische und bilineare Formen. 
O. ToepWz 562) hat unter der Bezeichnung reguläre L-Formen bi

lineare oder quadratische Formen des Typus 
00 

(21) B(x, y) =~Cq_pxpYq 
p,q=-oo 

untersucht, wo die cq_ p die (reellen oder komplexen) Koeffizienten 
€iner Laurentschen Reihe' 

+00 
(21 a) fCz) =::E ClI zn 

sind, deren Konvergenzring den Einheitskreis I z! = 1 enthält. Eine 
reguläre L-Form ist stets beschränkt; Summe und Produkt im Sinne 
des Matrizenkalküls (Nr. I8a, 5) sind wieder reguläre L-Formen, die 
zur Summe bzw. dem Produkt der entsprechenden Laurentschen Reihen 
gehören. B(x, y) hat dann und nur dann eine beschränkte Reziproke, 
wenn f(z) += 0 für I z I = 1, und die Reziproke ist die zn (f(z) )-1 ge
hörige L-Form. Die zn f(z) - v gehörige L-Form B(x, y) - v~(x, y) 
hat also eine beschränkte Reziproke, wenn f(z) += v für I z [ = 1; die 
Gesamtheit der Werte v, die fez) für I z I = 1 annimmt, ist daher in 
sinngemäßer Übertragung der Definitionen von Nr. 43 a als Spektrum 
von 53 zn bezeichnen. 

Ist c" = c_ n und sind alle c" reell, also 53 (x, x) eine reelle quadratische 
00 

Form, so ist f(z) = Co + ~Cn (zn + ,z-n) für I z I = 1 reell und das 
10=1 

Spektrum von B(i, x) genau im Sinne von Nr. 43 a ist durch die Ge
samtheit der reellen Werte von .. 
(22) ~ = f(eirl) = Co + 2~cn cosnö' 

n=1 

gegeben. Die Cauchysche Integraldarstellung der Koeffizienten von 
(21 a) bzw. die Fouriersche derer von (22) gibt unmittelbar nicht nur 
die Hilbertsche Integraldarstellung von B(x, x), sondern auch die Zer
spaltung des Spektrums in einfach zählende Bestandteile; denn sie liefert 

7t 

(22 a) cq _ p = ~Jf(eirl) {cospö' cos qö' + sinpö' sinqö') dö' 
o 

562) O. Toeplitz, Gätt. Nachr. 1907, p. 110-115 und Math. Ann. 70 (1911), 
p. 851-376. - Daß hier der Index der Variablen von - 00 bis + 00 läuft, kommt 
gegenüber den vorher gegebenen Erklärungen nur auf eine unwesentliche Um
<lrdnung der Variablen hinaus; vgl. Math. Ann. 70, p. 354, Fußn. 
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und der Vergleich mit (15) nach Einführung von Q = f(eia) als Inte
grationsveränderlicher ergibt: Das Spektrum von 2(x, x) besteht aus 
den Intervallen der reellen Q-Achse, auf die (22) den Einheitskreis ab
bildet, jedes Teilintervall mit der Vielfachheit gerechnet, in der es durch 
die Abbildung geliefert wird; die Basisfunktionen sind die Inversen 
(} (Q) der Funktionen (22) in ihren Monotonitätsintervallen, die zu
gehörigen orthogonalen Differentialformen haben die Koeffizienten 
cospc1(Q)do(Q) und sinpo((»do(Q). 

Nach (22), (22a) kann man auch zu jeder nur als Funktion der 
reellen Veränderlichen 6 im Intervall (0, n) gegebenen stetigen oder 
abteilungsweise stetigen Funktion cp(c1) eine L-Form bilden. O. Toeplite 
hat gezeigt, daß auch diese beschränkt ist, wenn Cf (0) beschränkt ist 
und daß ihr Spektrum aus dem Wertvorrat von cp(o) besteht.563) 

Für nichtsymmetrische L-Formen hat O. Toeplitz 562) das Problem 
der Ähnlichkeit in Angriff genommen (vgl. Nr. 41, (3», d. h. die Frage, 
wann es zu 2, IDC eine beschränkte Matrix U mit beschränkter Rezi
proken gibt, so daß U- 1 2U = IDC ist; notwendige Bedingung ist die 
Übereinstimmung der Spektren. 

Verallgemeinerungen der L-Formen haben M. Born und Th. v. Kar
man 564) gelegentlich physikalischer Anwendungen verwendet; sie ent
stehen, wenn mim als Veränderliche n Reihen von mit je n Indizes 
versehenen Größen annimmt und eine quadratische Form von ihnen 
bildet, deren Koeffizienten nur von den Differenzen entsprechender 
Indizes der auftretenden Veränderlichen abhängen - für n = 2 also 

+00 

~ {C~l:"a,q_ßXpqX"{i + C~2~a,q-(lXpqYaß + C~3~a,q-ßYpqYa(1)' 
p,q,a,(J=-oo 

44. Eigentlich singuläre Integralgleichungen zweiter Art mit 
symmetrischem Kern. Wird der reelle symmetrische Kern einer Inte
gralgleichung 2. Art so stark singulär, daß die Sätze der Eigenwert-

563) O. Toeplitz 656), ·Nr.4; diese (nichtregulären) L-Formen können also 
auch ein aus Punkten oder getrennten Stücken bestehendes Spektrum haben. 
Weiterhin stellt Toeplitz [l\IlÖ), Nr. 5; Math. Ann. 70 661), § 3, 5] Determinanten
kriterien dafür auf, daß tp(a) durchweg nicht negativ ist, sowie allgemeiner 
solche für die Gesamtlänge der Intervalle, in denen tp (0) ~ o. Wegen der Be
ziehungen dieser Sätze zu O. Oaratheodorys Untersuchungen über Potenzreihen 
mit positivem reellen Teil vgl. O. Toeplitz, Palermo Rend. 32 (1911), p. 191-192 
sowie F. Riesz, Literatur A 8, p. 178 tf. 

564) M. Born und Th. v. Karman, Phys. Ztschr. 13 (1912), p. 297-309; 
14 (1913), p. 15-19, 65-71; M. Born, Ann. d. Phys. (4) 44 (1914), p. 606-642.
tJber die weitere Literatur und die zahlreichen in der Theorie der Kristallgitter 
betrachteten Formen dieser und verwandter Arten vgl. Encykl. V 25, M. Born, 
insbes. Nr. 18, 19. 

Encyklop. d. math. Wis •• nsch. II 3. 104 
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theorie (Nr.30-36) nicht mehr gelten, BO heiße sie im Gegensatz 
zu den in Nr. 36a behandelteu uneigentlich singulären Integralglei
chungen eigentlich singulär (vgl. Nr. 21 für die Auflösungstheorie); 
alsdann kann unter passenden V oraussetzungen durch Übertragung der 
Resultate von Nr. 4,3 eine modifizierte Eigenwerttheorie hergeleitet 
werden, die neben die diskontinuierlich verteilten Eigenwerte ein Kon
tinuum von Ausnahmestellen, neben die Reihenentwicklungen Integral
darstellungen treten läßt (vgl. 584), Ende). 

a) Beschränkte Kerne. Nachdem E. Hilb 665) und etwa gleich
zeitig H Weyl566) im Anschluß an D. Hilberts 4. Mitteil.531) gewisse 
besondere Klassen· eigentlich singulärer Integralgleichungen nach ver
schiedenen, auch allgemeinerer Anwendung fähigen Methoden behan
delt hatten, hat H Weyl661) die vollständige Übertragung der Hilbert
schen und Hellingerschen Sätze (Nr. 4,3 a, b) auf Integralgleichungen 
im einzelnen durchgeführt. Er bezeichnet als symmetrische beschränkte 
Kerne k(s, t), solche, die im Definitionsquadrat a < s, t < b mit Aus
nahme endlichvieler Punkte und endlichvieler monotoner stetiger 

i> 

Kurvenstücke stetig sind, für die ferner.fk(s, t)Sdt = ~k(S))2 mit Aus-
/I 

nahme höchstens abzählbar unendlichvieler, höchstens eine Häufungs
stelle besitzender Stellen existiert und eine sonst überall stetige Fuuk
tion darstellt, und für die endlich das Doppelintegral 

b b 

(1) I.r.fk(s, t)u(s)u(t)dsdtl < M 
a a 

ist für alle Funktionen u(s), für welche 
b 

(la) und .fi k(s) u(s)! ds 
a a 

konvergiert. Weyl führt nun das Hilbertsche Übergangsverfahren von 

566) E. Hilb, Math. Ann. 66 (1908), p. 1-66 = Habil.-Schrift Erlangen; 
die von ihm behandelten Integralgleichungen gehören zu Randwertaufgaben von 
Differentialgleichungen 2. Ordn. für an singuläre Stellen heranreichende Inter
valle und werden durch Grenziibergang aus den bekannten Sätzen über appro
ximierende reguläre Interva.lle beh&lldelt. 

566) B. Weyl, Singuläre Integralgleichungen mit besonderer Berücksichti
gung des Fourierschen Integraltheorems, Disserta.tion Göttingen 1908, 86 S., 
insbes. 2. Abschn.; behandelt werden Kerne, die den Hilbertschen Beispielen 
Nr. 43, (14a) für Formen mit einfachem Spektrum entsprechen. 

567) H. Weyl, Ma.th. Ann. 66 (1908), p. 273-324. In der Form weicht die 
Darstellung des Textes insofern unwesentlich von Weyl ab, als ein endliches 
Integrationsintervall (a, b) statt des unendlichen (0,00) verwendet wird. 
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Integralgleichungen zu Formen unendlichvieler Veränderlichen (s.Nr.15 
und 4:0 e) für den vorliegenden Fall durch, indem er ein "passendes" 
vollständiges Orthogonalsystem konstruiert, bei dessen Anwendung die 
beim Übergang durchzuführenden Integrations- und Summationspro
zesse konvergieren. Die quadratische Integralform (1) wird dann in 
eine beschränkte quadratische Form der Fourierkoeffizienten von u(s) 
transformiert, und die Sätze von Nr. 4:3 a, b ergeben insbesondere fol
gende Resultate: 

(2) 

1. Die homogene Integralgleichung 
b 

lP«(s) - J..«fk(s, t) lP«(t) dt = 0 
a 

hat für höchstens abzählbar unendlichviele (aber möglicherweise auch 
im Endlichen sich häufende) reelle Stellen J..a , die Stellen des Punkt
spektrumsÖö8) von k (s, t), eine samt ihrem Quadrat integrierbare Lösung. 

2. Charakteristisch dafür, daß ein reelles l-Intervall L1 dem 
Streckenspektrum 568) von k(s, t) angehört, ist die Existens einer Funk
tion (I)(s, l), die als Funktion von J.. in keinem Teilintervall von L1 
identisch für alle s (a < s < b) konstant ist, die ferner für alle J.. in LI 

die Gleichung l b 

(3) (I)(s, J..) - fld1fk(s, t) (I)(t, l) dt = 0 
1. a 

erfüllt, und die endlich ein konvergentes und in Ä. stetiges Quadrat
integral b 

(3a) j«(I)(S, J..»)!ds = 110 (1) 
a 

besitzt; die Differentiale d1 (I)(s, l) können symbolisch als "Differen
tiallösungen" der Gleichungen (2) bezeichnet werden. Man kann ein 
vollständiges System höchstens abzählbar vieler solcher Lösungen 
(I)(<<)(s, l) mit den durch (3a) zugeordneten "Basis funktionen" 6~a)(J..) 

angeben, die das gesamte Streckenspektrum charakterisieren.569) 

3. Jeder nicht identisch verschwindende reelle symmetrische Kern 
besitzt mindestens Punkt- oder Strecken spektrum. Ist für eine beliebige 
quadratisch integrierbare Funktion g(t) 

b 

(4a) fes) fk(S, t)g(t)dt, 
a 

568) Die Zahlenwerte des Punkt- und Strecken spektrums sind hier die 
reziproken der bei der quadratischen Form entsprechend bezeichneten - gemäß 
der in der Theorie der Integralgleichungen üblichen Bezeichnungsweise [vgl. 694)]. 

569) P. Nalli, Palermo Rend. 46 (1922), p. 49-90 hat dies von Iutegralen 
auf allgemeine lineare symmetrische Funktionaloperationen übertragen. 

104* 
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so ist mit Hilfe des vollständigen Systems der Lösungen von (2) und 
(3) die Entwicklung möglich, 

(4) 

In dieser Formel liegt eine weitgehende Verallgemeinerung der 
Form des Fouriersehen Integraltheorems vor. Hat speziell k(s, t) nur 
ein einfaches Streckenspektrum IDl, ist ferner I «"o(l) I gleich dem 
linearen Inhalt des zwischen 0 und l gelegenen Spektrums, und hat 
endlich <P(s, l) die stetige Ableitung <pes, 1) nach 1, so vereinfacht 
sich (4) m b 

(4') fes) = J<p(s, l)J<p(t, l)f(t)dtdl, 
(!IJl) a 

wofern das innere Integral gleichmäßig in der Umgebung jeder Stelle 
1 des Spektrums 9n konvergiert. 570) 

An Stelle des Hilbertschen Verfahrens kann auch hier der Fischer
Riesssche Satz wie in Nr. 15 d den Übergang zu den beschränkten 
quadratischen Formen vermitteln.571) 

Endlich sei bemerkt, daß die gleichen Erscheinungen des Strecken
spektrums auch bei den von P. Nalli 512) mehrfach behandelten Inte
gralgleichungen der Form 

b 

<pes) - l {k(s) <pes) + Jk(s, t) <pet) dt} = 0 
a 

mit stetigem k(s) und k(s, t) auftreten, da hier das Integral zwar einer 
vollstetigen, der ganze Faktor von 1 aber einer durch Addition einer 
Diagonalform daraus entstehenden beschränkten quadratischen Form 
entspricht. 

b) Besondere beschränkte Kerne sind in erster Linie bei 
Anwendungen auf singuläre Randwertaufgaben mehrfach behandelt 

570) H. Wey1687), p. 300 f. sowie 588). Weiteres über diesen Sonderfall bei 
M. Plancherel, Palermo Rend. 30 (1910), p. 289-335; J. HysZop, Proc. Cambridge 
Phil. Soe. 22 (1924), p. 169-185 bebandelt ibn entsprechend der Darstellung von 
H. Hakn m ) mit Lebesgueschen Integralen. 

571) M. Planchere1, Riv. fis. mat. 10 (1909), p. 37-63 [insbes. für den Fall 
von 670)] sowie Matb. Ann. 67 (1909), p. 515-618 [auch für nicht beschränkte 
Kerne wie in tu)]. 

672) P. NaZli, Rom Acc. Linc. Rend. (6) 27! (1918), p. 118-123, 169-163, 
192-196, 260-263, 816-822; 281 (1919), p. 200-204; Ann. di Mat. (8) 28 
(1919), p. 236-261; Palermo Rend. 48 (1919), p. 105-124. 
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worden.578) Weiterhin haben verschiedene Autoren Integralgleichungen 
für ein unendliches Intervall mit Kernen, die sich aus Exponential
funktionen zusammensetzen, in ihrem Zusammenhang mit Fouriersehen 
und anderen Reihen- und Integraldarstellungen untersucht.574) 

c) Nichtbeschränkte Kerne hat in systematischer Weise 
T. Carleman575) nach Methoden behandelt, die den in Nr. 4:3 c, 3 be
sprochenen prinzipiell parallel laufen; seine Voraussetzungen über die 
zugelassenen Kerne kommen im wesentlichen darauf hinaus, daß für 
jedes h > 0 aus (a, b) endlichviele Intervalle der Länge h so heraus
gehoben werden können, daß das wie in a) definierte k(s) in dem 
Rest quadratisch integfierbar ist. Er approximiert k(s, t) durch einen 
regulären Kern und erhält durch ein Auswahlverfahren eine (im all
gemeinen nicht eindeutig bestimmte) Spektraldarstellung durch Inte
grale. In besonderen Fällen (entsprechend dem Fall der Bestimmt
heit beim Momentenproblem) ergibt sich auch eine eindeutig be
stimmte IntegraldarstelJung; insbesondere ist das dann der Fall, wenn 
die homogene Integralgleichung für ein (und damit für jedes) nicht
reelle Ä keine nicht identisch verschwindende Lösung mit absolut 
integrierbarem Quadrat besitzt. 

4:ö. Der allgemeine Standpunkt der Funktionaloperationen. 

a) Die Algebra der Funktionaloperationen zeigt ihre 
stärkste Wirkung in der Elementarteilertheorie. Die Darstellung und 
Gruppierung von Nr. :J9 (vgl. insbes. 491» ist entsprechend der von 
S. Pincherle ausgehenden Ideenrichtung so angelegt, daß der allge
meine formale Gedanke, insbesondere die Betonung der invarianten 
Systeme, unmittelbar hervortritt. 

b) Der formal-abstrakte Standpunkt (general analysis). 
Das in Nr.24:c über E. H. Moore und seine Schüler Gesagte über
trägt sich unmittelbar auf die Eigenwerttheorie. Die Gesamtheit IDl 

573) Von diesen Untersuchungen seien hier nur die selbständige Methoden 
enthaltenden Arbeiten erwähnt: E. Hilb 665) sowie Erlanger Ber. 43 (1911), p. 68-71; 
Math. Ann. 76 (1915), p. 333-339 und H. Weyl, Gött. Nachr. 1909, p.37-63; 
1910, p. 442-467; Math. Ann. 68 (1910), p. 220-269. 

574) H. Wey1566), Abschn. 3; 167), Teil 2; G. H. Hardy, London Math. Soc. 
Proc. (2) 7 (1909), p. 445-4-72; E. Picard, Paris C. R. 151 (1910), p. 606-610; 
152 (1911), p.61-63; Ann. Rc. Norm. (3) 28 (1911), p.313-324; J. Droste, 
Amsterd. Akad. Wet. Vers!. 201 (1911), p. 396-399; F. S. Zarlatti, Paris C. R. 
157 (1913), p. 198-201; Battagl. Giorn. 52" (1914), p. 187-203; E. Goursat, Paris 
C. R. 157 (1913), p. 843-846; J. Hyslop570). 

575) T. Carleman, Paris C. R. 171 (1920), p.383-386; Sur les equations 
integrales singulieres a noyau reel et symetrique, Uppsala univers. arsskrift. 
1923, 228 S. 
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der betrachteten Stellen (Funktionen) x(s) muß hier außer den Eigen
schaften L, 0, D, Do noch die Realitätseigenschaft R haben, die Opera
tion J außer L, M noch die Eigenschaften P, Po, H, die alle schon in 
Nr. 24 c formuliert waren; alsdann gelten die Schlüsse von E. Schmidts 
Eigenwerttheorie41) (vgl. Nr. 30-34). 

Der bedingte Nutzen dieses Ergebnisses ist hier noch klarer fest
zustellen als in Nr.24,c. Denn hier bei den reellen symmetrischen 
Kernen und den reellen quadratischen Formen liegen die axiomati
schen Verhältnisse weit einfacher als in der Auflösungstheorie. Wenn 
in ~kpqxpYq die Yp = xp gesetzt werden, so daß eine quadratische 
Form daraus wird, fallen die Möglichkeiten allgemeinerer Konvergenz
bedingungen (vgl. Nr. 20d) fort: die beiden zueinander dualen Aich
körper D und L1 können nämlich offenbar nur dann miteinander 
identisch sein, wenn sie beide in die Einheitskugel übergehen; der 
Bilbertsche Raum ist also der einzige, der für die Eigenwerttheorie 
reeller, symmetrischer Formen in Betracht kommt. Und hier ist nun 
der Unterschied von Tatsachen und Methoden evident: die äußersten 
Tatsachen, die hier gelten, sind die in Nr. 40 geschilderten der voll
stetigen quadratischen Formen; die Vollstetigkeit erscheint als das 
notwendige und hinreichende Axiom für die Gültigkeit dieser Tatsachen. 
Die Methode von Nr. 33 a dagegen ist an das Vorhandensein der Spuren 

b 

j"kCft)(s,s)ds wenigstens von einer bestimmten an gebunden, ohne diese 

" gar nicht an setz bar und kann also nie die Tatsachen in ihrem vollen 
Wirkungsbereich liefern. Keine "Generalisation" dieser Methode, die 
an ihrem Grnndgerüst festhält, kann also daran etwas ändern. 

Anders ist der Sachverhalt in der Elementarteilertheorie. Hier 
sind in Wahrheit weder Methode noch Tatsache vorhanden, die einen 
ähnlichen Anspruch wie die der Eigenwerttheorie erheben könnten. 
Für die Schule von E. H. Moore fehlte darum hier jeder Ansatzpunkt. 
Für den Standpunkt von Nr.20d, der nach Aufhebung der Sym
metrieforderung wieder in sein volles Recht tritt, bleibt wenigstens 
der Ansatzpunkt offen, wie er am Ende von Nr. 4:l und von Nr. 42 
näher gekennzeichnet worden ist. 

c) Di~ methodische Auswirkung der Theorie. Die Grenzen, 
die den in der Integralgleichungslehre enthaltenen Methoden gezogen 
sind, sind soeben und am Ende von Nr. 24,c genau aufgewiesen 
worden; zugleich hat sich ergeben, daß die Bereitschaft, den Funk
tionenraum je nach den vorliegenden Problemen abzustecken, wesent
lich ist, um die vorhandenen Methoden fruchtbar zu erhalten. Eine 
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Reihe von neueren Untersuchungen scheint die Richtung anzudeuten, 
in der eine solche Fortwirkung der Theorie zu erhoffen ist. 

Die Arbeiten von W. Ritz676) mit ihrem ausgesprochenen nume
rischen Erfolge zeigen das Muster eines Operierens mit dem alge
braischen Gehalt der Integralgleichungstheorie ohne das Substrat der
selben, d. h. ohne daß die Differentialgleichungen, die zu lösen sind, 
erst in Integralgleichungen umgeformt werden. Einige Arbeiten von 
L. Lichtenstein677) haben diesen Weg mit etwas veränderten Mitteln und 
mehr theoretischer Zielsetzung fortgesetzt; hier wird direkt vom Rand
wertproblem ohne den klassischen Umweg über die Integralgleichungen 
zu einem Problem der unendlichvielen Veränderlichen übergegangen, 
wobei das Koordinatensystem (d. h. das Orthogonalsystem, nach dem 
entwickelt wird) dem Problem angepaßt wird. R. Courant578) hat ge
zeigt, wie man seine Weiterbildung der Hilbertschen Methode des 
Dirichletschen Prinzips (vgl. Nr. 32 d) und das an den integralglei
chungen erprobte Operieren mit Funktionenfolgen (vgl. etwa Nr. 33 d, 
Ende) nicht nur zu Existenzbeweisen, sondern auch zu einer voll
ständigen Durchführung von Randwertaufgaben der verschiedensten Art 
anwenden kann, ohne den 'Übergang zu einem der Aufgabe fremden 
Gebiet (Integralgleichungen oder unendlichviele Unbekannte) zwischen
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1611; J. f. Math. 146 (1914), p. 24-85; Prace mat.-fis. 26 (1914), p. 219-262; 
868); Acta math. 40 (1915), p. 1-34; Math. Ztschr. 3 (11119), p. 127-160; Rospr. 
Wydz. mat.·fis., Polst. Akad. UmBej 1,9 A (1919), p. 79-89; H. Geiringer, Math. 
Ztschr. 12 (19112), p. 1-17. 

578) R. Courant 868)81h)40S)41l)uSa)444), Gött. Nachr. 1923, p. 81-84 sowie 
Couf'arlt.Hilbert, Literatur A 11, Kap. VI. 
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vollstetige -en sind beschränkt 1403; 
besondere -- -en, die sich wie qua
dratische Formen verhalten 1561 ff.; 
Definition der Vollstetigkeit bei -en 
1400, Definition der Vollstetigkeit nach 
Hitbert 1401; nach F. Riesz 1405, De
finition der Vollstetigkeit unter Zu-

grundelegung eines beliebigen kon
vexen Aichkörpers 1448, Koeffizienten
bedingungen für Vollstetigkeit 1402; 
Eigenfunktionen, Eigenwerte, Haupt
funktionen einer -n - 1574; - -en 
ohne Eigen wert 1574; Elementarteiler
theorie der -n -en 1574f.; Entwick
lungssatz (Analogon zur Weierstraß
scben oder einer ähnlichen Normal
form) bei -n -en 1574; Faltung -r 
-en 1403 f., 1405, 1421; Hermitesche 
- - 1561; normale - -en 1562, 
unitäre Transformation normaler -r 
-en auf die kanonische Gestalt 1563, 
Wertevorrat normaler -r -en 1568; 

notwendige, bzw. hinreichende Be
dingungen für die Vollstetigkeit von 
-en 1402; Rang, endlicher einer -n 
- 1412; Resolvente einer -n -1410, 
1432, 1574; symmetrische -, die zu 
einer vollstetigen quadratischen Form 
gehört 1653; symmetrisierbare
- en 1563 ff., algebraisches Analogon zu 
den symmetrisierbaren -en 1564ff. 
Ähnlichkeitsproblem f"ür symmetrisier~ 
bare - -en 1571, Analogie zu den 
Integralgleichungen mit symmetrisier
barem Kerne 1566, 1567, 1570, ana
loges Problem zum Entwicklungssatz 
bei Integralgleichungen 1566, 1571, 
Hindernisse für die Ausdehnnng des 
Entwicklungssatzes auf beliebige sym
metrisierbare - -en 1571 fr., eigent
lich links (rechts) symmetrisierbare 
-en 1566, symmetrisierbare -en, 
welche den Hilbertschen polaren Inte
gralgleichungen entsprechen 1567 If., 
symmetrisierbare -en, welche den 
Pellschen symmetrisierbaren Kernen 
entsprechen 1570 f. 

Biorthogonales System von Haupt
funktionen 1542, 1547; volles - Sy
stem der Hauptfunktionen 1549. 

c 
C, c!osure property in der general ana

lysis 1473. 
Charakteristische Gleichung einer 

V olterraschen Integralgleichung 1461. 
Closure property s. unter O. 

D 
D, D o, erste bzw. zweite Dominanten

eigenschaft in der general analysis 14 7 4. 



1604 Defekt - Eigenwerttheorie 

Defekt eines Kernes 1878, 1873, 1876, I Dis kon tin uierlich es Spektru m 
1378; - eines vollstetigen Gleichungs- 1678. 
systemes 1411. Distributive Operation 1466. 

Determinante, Fredholmsche - Dominanteneigenschaften in der 
1370, Minoren der -n - 1370f., 1372. general analysis 1474. 
1874, Multiplikationstheorem für -
-n 1874; - - als ganze transzen-

E 
dente Funktionen 1376, 1386, 1651; Ecart 1469. 
- - der Summe orthogonaler Kerne 
1647; - - der Summe beliebig~r Eigenformenvollstetigerquadratischer 
Kerne 1547; Sylvesterscher Determl- Formen 1569. 
nantensatz für - - 1374; Geschlecht Eigenfunktionen symmetrischer 
der -n -n 1618, 1661f.; Hadamard- Kerne s. Eigenwerttheorie. 
scher Determinantensatz 1306, Eigenlösungen vollstetiger quadra-
136öf., 1366, 1371, 1491, 1423; determi- tischer ]j'ormen 1669. 
nantenfreie Sätze bei Integral- Eigenwerte einer Integralgleichung B. 

gleichungen und linearen Gleichungs- Eigenwerttheorie; - einer vollste-
systemen 1376, 1412/3, 1444, 1448/9; tigen quadratischen Form s. d. 
unendliche -n 1847, 1366, 1417, Eigenwerttheorie (Eigenfunktionen 
1423, 1477, absolut konvergente - -n und Eigenwerte) bei Integralglei-
1419/21, - -n in der Eigenwert- chungen mitsymmetrischenKer-
theorie besonderer Klassen vollstetiger n en, algebraischer Grundgedan ke 1341 
quadratischer Formen 1669, genre von bis 1342; Darstellung der _ 1604 ff.; 
-n -n 1418/9, kubische und mehr- Entstehung der _ 1868 ff. j Abhängig-
dimensionale - -n 11.23, Minoren keit der Eigenwerte vom Integrations-
absolut konvergenter -n 1420, Mi- bereich 1628; Abhängigkeit der Eigen-
noren von Normaldeterminanten 1418, werte vom Kerne 1629; Analogie der 
Normaldeterminanten 1415, 1417, 1423, _ zum Hauptachsenproblem 134,2, 
1449, 1482, Hadamardscher und 8yl- 1363, 1369, 1509', 1511/11., 1521, 1524f" 

vesterscher Satz für N ormald etermi- 1517; die für die Durchführung der 
nanten 1423, Reziproke einer Normal- Analogie notwendige Umgrenzung des 
determinante 1415, normaloide - 1418 Funktionenbereiches für die Eigen-
summierbare - 1421. funktionen 1364; Approximation (nll-

Diagonalform, beschränkte 1426; - merische) von Eigenfunktionen und 
als Normalform vollstetiger quadrati- Eigenwerten 1603,1619, 1620; Axiome 
scher Formen s. d. für den Aufbau der - 1890, 14 72 ; 

Differential-Differenzengleichungen Eigenwerte und Eigenfunktio-
1480f. nen symmetrischer Kerne 1604ff., der 

Differentialformen s. quadratische assoziierten Kerne 1608, der iterierten 
Formen. Kerne 1608; asymptotisches Verhalten 

Differentialgleichungen, fu n k- der Eigenfunktionen und Eigenwerte 
tionale 1480f., 1500. 1606, 1629, 1680j - für belastete 

Differentialgleichungen,gewöhn- Integralgleichungen 1632; - für be-
licheunendlichhoherOrdnung1478ff.; sondere Kerne 1634, lö86j Exi-
Systeme unendlich vieler linearer und stenzsatz für die Eigenwerte von 
nichtlinearer - 1477. Hilbert 1018, Beweise des Existenz-

Differentiallösungen bei eigentlich satzes mittels des Dirichletschen Prin-
singulären Integralgleichungen zweiter zipa 1518 ff., funktionentbeoretische 
Art 1093, - bei quadratischen Formen Beweise des Existenzsa.tzes 1616 ff., 
1681. Beweis des Existenzsatzes durch Hil-

Dimensionenzahl, asymptotiscbe - bert 1616, durch Schmidt 1613ff., Mo-
einer Funktionenfolge 1520. difikation des Schmidtschen Verfah-

Dirichletsches Prinzip 1618, 1666, rens 1515; Existenz volt höchstenIl ab-
1697. zählbar unendlichvielen Eigenwerten 



Eigenwerttheorie - Elementarteilertheorie 1605 

1506; Existenz endlichvieler Eigen
werte bei Kernen endlichen Ranges 
1613; Existenz unendlichvieler Eigen
werte bei abgeschlossenen und allge
meinen Kernen 1513; Grenzwertaus
druck für den ersten Eigenwert und 
die dazugehörigen Eigenfunktionen 
1514, Grenzwertausdruck für die hö
heren Eigenwerte und die dazuge
hörigen Eigenfunktionen 1515; Ent
wicklungotheoreme nach Eigenfunk
tionen s. Entwicklungstheoreme; Ex
tremums eigenschaften der Eigen
werte 1509 ff., Charakterisierung des 
kleinsten positiven Eigenwertes und 
der dazugehörigen Eigenfunktion durch 
Maximaleigenschaften der zum Kern 
gehörigen quadratischen Integralform 
1510 f., rekursive Charakterisierung 
der höheren Eigenwerte und Eigen
funktionen durch Maximaleigenschaf
teu der quadratischen Integralform 
1511, independente Charakterisierung 
der höheren Eigenwerte durch ein Ma
ximum-Minimumproblem 1512, 1528, 
1657; - für gemischte Integralglei
chungen mit Symmetriebedingungen 
1532: - fiir Integralgleichungen mit 
mehrfachen Integralen 1532; Or
thogonalität der Eigenfunktionen 
1506; Oszillationseigenschaften 
der Eigenfunktionen 11)09; - für po-
1are Integralgleichungen 1537; Rea.
lität der Eigenwerte 1505; - für 
Systeme von Integralgleichungen 
1532; - bei uneigentlich singu
lären symmetrischen Integralglei
chungen 1531, 1561; - bei eigen t
lich singulären symmetrischen In
tegralgleichungen s. unter Integral
gleichungen, lineare; der Eigenwert 
unendlich und die zu ihm gehöri
gen Eigenfunktionen 1365, 1507; 
Vielfachhei teines Eigenwertes 1505 ; 
vollständiges normiertes Sy
stem von Eigenfunktionen 1506; voll
ständiges Eigenfunktionensystem eines 
assoziierten Kernes 1508; Vollständig
keit des Eigenfunktionensystems, All
gemeinheit des Kernes als notwendigeR 
und hinreichendes Kriterium für die 
Vollständigkeit 1527; - vollste
tiger Integralgleichungen 1661; Zu
sammenhang der-mit der Theorie 

der vollstetigen quadratischen For
men 1569ff. 

Eigenwerttheorie (Eigenwerte und 
Eigenfunktionen) bei Integralglei
chungen mit unsymmetrischen 
Kerne n 1543, 1544; adjungierte 
Eigenfunktionen 1493, 1533, 16H, Zu
rückführung auf eine symmetrische 
Integralgleichung mit doppeltem Inte
grationsintervall 1534; - für alter
nierende Kerne 1535 f.; asymptotisches 
Verhalten der Eigenwerte 1546, 1550, 
bei stetig differenzierbaren Kernen 
1652; Beziehungen zwischen Eigenfunk
tionen und Eigenwerten vertausch
barer Kerne 1493; Eigenfunktionen un
symmetrischer Kerne 1544; Eigen
werte eines assoziierten Kernes 1550; 
eigenwertlose Kerne 1552; Lage der 
Eigenwerte in der Zahlenebene 1550; 
Elementarteilertheorie der allge
meinen unsymmetrischen Kerne 1543 ff.; 
Entwicklungssätze nach Hauptfunk
tionen unsymmetrischer Kerne, Schwie
rigkeiten bei ihrer Gewinnung 1552; 
invariaute Funktionensysteme 
1545, Basis eines invarianten Funk
tionensystems 1546; Hauptfunk
ti 0 n e n 1542, 1543 ff., 1545; biortho
gonale Normierung der Hauptfunk
tionen 1547, Höchstzahl der zu einem 
Eigenwert gehörigen Hauptfunktionen 
1547; vollständiges System der zu 
einem Eigenwert gehörigen Haupt
funktionen 1546, volles System der 
Eigenwerte und Hauptfunktionen 1649, 
volles (kanonisches) biorthogonales 
System der Hauptfunktionen von k(s, t~ 
und k(t,s) 1549; Methode der Partial
bruchzerlegung der Resolvente 1548; 
- für Hermitesche Kerne 1535f.; 
- für normale Kerne 1586, 1563; 
tJbertragung der Sätze über Matrizen 
mit lauter positiven Elementen auf 
Integralgleichungen 1550; Zerlegung 
eines Kernes in Summanden mit je 
einem Eigenwert 1547 f. 

Einheitsmatrix, unendliche 1428. 
Elementarteilerexponent 1548, 

1649. 

Elemen tarteilertheo rie, algebrai
sche 1548, 1564; - und Algebra der 
Funktionaloperationen 1648, 1595; -
allgemeiner unsymmetrischer Kerne 



1606 Entwicklung - Funktionaloperationen, lineare 

1492, 1543 ff.; - vollstetiger Bilinear
formen 1574. 

En twicklung nach !terierten s. 
!terierte. 

E n t wie k I u n g s sät z e bei Bilinear
formen s. d. 

Entwicklungstheoreme nach den 
Eigenfunktionen linearer Inte
gralgleichungen 1364, 1521 ff.; 
- nach adjungierten Eigenfunktionen 
eines stetigen unsymmetrischen Ker
nes 1533, - bei allgemeinem symme
trischem Kern 1525; - für definite 
symmetrische Kerne 1524; - mit 
funktionentheoretischen Methoden be
wiesen 1526; - vermittels der Haupt
achsentheorie vollstetiger quadrati
scher Formen bewiesen 1560; - für 
die Iterierten stetiger symmetrischer 
Kerne 1522; - für einen symmetri
schen Kern 1521, 1523, 1560 f., - für 
die zum symmetrischen Kern gehörige 
quadratische Integralform 1362, 1509, 
1525, 1560; -, Mercerscher Satz 1524, 
1526, 1531, 1531, 1532, 1539; - nach 
den Eigenfunktionen polarer Integral
gleichungen 1537,1538; - für quellen
mäßig darstellbare Funktionen 1364, 
1525; - für die Resolvente 1523; -' 
für die Spuren 1523, 1524; - bei un
eigentlich singulären symmetrischen 
Integralgleichungen 1531, 1532, 1561; 
- bei Integralgleichungen mit sym
metrisierbaren Kernen im Hilbertschen 
Falle 1538, im Kornschen Falle 1540, 
im PeUschen Falle 1539, 1571, Fehlen 
der '- bei allgemeinen symmetrisier
baren und unsymmetrischen Kernen 
1542/3, 1552, Zusammenhang der -
bei symmetrisierbarem Kerne mit den 
Eutwicklungstheoremen bei symmetri
sierbaren Bilinearformen 1566, 1571. 

Equations aux derivees fonctionelles 
1500. 

ExtremumseigenschaftenderEigen
werte und Eigenfunktionen s. Eigen
werttheorie und vollstetige q uadra
tische Formen. 

F 
Fa.ltung s. Bilinearformen und quadra

tische Formen. 
Fernwirkung, Probleme der ... 1493. 

Fischer-Rieszscher Satz 1365,1397. 

Fonction, - fundamentale 1504; - de 
lignes 1498, 1500. 

Formen von unendlich vielen Ver
änderlichen, alternierende - 1561; 
bilineare - s. Bilinearform; Her
mitesche - 1561, Eigenwerte voll
stetiger Hermitescher - 1562, unitäre 
Transformation vollstetiger Hermite
scher - in die .kanonische Gestalt 
1562; J - - (Jacobische) 1586, be
schränkte J - -- haben einfaches Punkt
spektrum und Streckenspektrum 1587, 
Transformation einer beschränkten 
quadratischen Form in eine Summe 
höchstens abzählbar vieler beschränk
ter J-- 1587, Zusammenhang der be
schränkten J-- mit der Kettenbruch
theorie 1586/7, nichtbeschränkte J--
1588/9, Spektraldarstellung der nicht
beschränkten J- - 1589, Zusammen
hang der nichtbeschränkten J- - mit 
der Kettenbruchtheorie 1588/9, mit 
dem Momentenproblem 1589; zu J
Form gehörige Gleichungssysteme 
1586, 1589; L-- 1426, 1590, 1591; 
Ähnlichkeitsproblem für nichtsymme
trische L-- 1591, reelle quadratische 
L-- 1590, Spektrum der L-- 1591, 
reguläre L-- 1590, Verallgemeine
rungen der L-- 1591; quadratische 
- s. d. 

Fouriersches Integraltheorem in 
seiner Bedeutung für Integralglei
chungen 1. Art 1350, 1454; -, Ver
allgemeinerung 1594. 

J:'redholmsche Auflösungstheorie s. 
unter Integralgleichungen, lineare; 
- Determinante s. Determinanten. 

Fun kti 0 nalg leich ungen, Existenz
theorem für nichtlineare - 1500; li
neare - 1467, besondere lineare .-
14 7 6 ff., Behandlung linearer - nach 
dem Muster der Integralgleichungs
theorie 1470. 

Funktionaloperationen, lineare 
1466, 1498; Algebra der -n - 1466, 
1648, 1595; - - im R oo 1410; Dar
stellung -r - nach Hadamard, Fre
chet und F. Riesz 1469/70, Produkt 
zweier -r - 1467; Verallgemeine
rung der Theorie der eigentlich sin
gulären Integralgleichungen mit sym
metrischem Kern auf symmetrische -
1598. 



Funktionaloperationen, nichtlineare - Gleichungssysteme, lineare 1607 

Funktionaloperationen, nichtli-I 
neare 1498 ff., Approximation -r -
durch Polynome 1499, Übertragung 
der Grundbegriffe der Analysis auf -
- 1600. 

Funktionalraum 1468, 1469f. I 
Fu n ktional transforma tionen 1466 j I 

lineare - 1466, Invel'tierung linearer' 
- IHOf.; Umkehrung von allgemei
nen - 1500; vollstetige - 1471,1476 

Funktionen von Funktionen (von Kur
ven) 1498, 1500j quellenmäßig dar
stellbare - 1364; - unendlichvieler 
reeller Veränderlicher 1499; vollste
tige - von unendlichvielen Veränder
lichen 1406, 1556. 

Funktionenraum 1468, 1596; Trans
formationsgruppen und ihre infinite
simalen Transformationen in der Geo
metrie des -s 1468. 

Fnnktionensystem, biorthogonales
s. d.; invariantes - eines unsymme
trischen Kernes 1545/6; orthogonales 
- s. d.; polares - s. d.; unitäres -
1536. 

G 
General Analysis 1471ff., 1695f.; Kri

tik der - 1476, 1696. 
Gen r e bei unendlichen Determinanten 

1418/9. 
Geschlecht (ler Fredholmschen Deter

minante 1618, 1661 f. 
G leichgewich tsfiguren rotierender 

Flüssigkeiten 1496, 1535. 

Gleichungssysteme, lineare mit 
unendlichvielen Unbekannten, 
Abschnittsmethode 1414; - mit abso
lut konvergenter Zeilensumme der 
Koeffizienten und beschdinkter Zeilen
betragsumme bei beschränkten Unbe
kannten 1444; allgemeine Auflösungs
methoden in historischer Übersicht 
1414ff; allgemeinste - für Un
bekannte von beochränkterQua
dratsumme 1433; analytisch geome
trische Grundlagen 1434, Schmidtsche 
Auflösungsformeln 1439/41, Existenz 
einer beschränkten Reziproken 1442; 
beschränkte - für Unbekannte 
von beschränkter Quadrat
s u m m e 1416, 1423, 1429; Abspal
tungsverfahren 1413, 1432, Abschnitts
methode 1432, LÖAbarkeitskriterien, 
notwendige und hinreichende 1430, 

Eneyklop. d. math. Wissen"eh. II 3. 

1682, Lösung durch die Bilbsche Reihe 
1431, 1582, Lösung vermittels der 
Jacobischen Transformation 1431, 1603; 
Dixons - für beschränkte Un
be k a n n t e bei kon vergenter Kolonnen
schrankensumme 1443/4, determinan
tenfreie Sätze 1444, Lösung von Dixon 
durch Abspaltung und Entwicklung 
nach !terierten 1443/4, - - bei abso
lut konvergenter Zeilensumme und kon
vergenter Zeilenbetragssumme 1444, 
Dixons ~ bei Konvergenzbedingung 
für die Unbekannten unter Zugrunde
legung eines konvexen Aichkörpers 
144 7; general analysis und die Auf
lösung von -n 1472ff., B.v.Kochs 
Lösung von -n bei beschränkten 
Unbekannten durch unendliche De
terminanten 1418 ff., andere Konver
genzbedingungen bei B. v. Kochs -n 
1443; Konvergenzbedingungen 
für die Unbekannten Xn: be· 
schränkte Quadratsumme der Unbe
kannten s. -, allgemeinste, beschränkte 
und vollstetige; beschränkte Unbe
kannte bzw. Konvergenz der abso
luten Beträge der Unbekannten 1416, 
s. auch Dixons - und Kochs -; 
Ix,,1 <Mrl1446; ,2"lxnip konver
gent 1421,1446; Konvergenzbedingung 
unter Zugrundelegung eines konvexen 
Aichkörpers als umfassendste Konver
genzbedingung 1446ff., s. auch Dixons 
- und vollstetige -; Methode der 
unendlichen Determinanten 
1347, 1414, 1417 ff., Kritik der Me
thode der unendlichen Determinanten 
1421/2; H. auch unter Determinanten; 
numeri~che Auflösungsmetho
den bei - n 1602, Seidels Verfahren 
zur numerischen Auflösung von -n 
-n 1502f.; vollstetige - für Un
b ek ann te von beschrän kter Qua
dratsumme 1369, 1399, 1429, Ah
spaltungsverfahren nach Dixon 1412, 
1602, Alternativsatz 140:1, determinan
tenfreie Sätze 1410 ff., Bilberts Lö
sungsmeJhode vermittels des Auswahl
verfahrens 1407 ff., Vermeidung der 
Auswahl 1421, 1433, Lösung durch Ab
spaltung und Entwicklung nach Ite
rierten 1413, Lösung durch Zerspal
tung der entsprechenden Bilinearform 
in eine symmetrische und eine schief-

105 
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symmetrische Form 1H2; voll stetige 
- bei Konvergenz1-jedingung für die 
Unbekannten unt"r Zugrundelegung 
eines konvexen Aichkörpers, Abspal
tungsverfahren und Entwicklung nach 
It~rierten, determinantenfreie Sätze 
1447f.; zeilenfinite - 1448f.; Zu
sammenhang der linearen - mit In
tegralgleichungen 1367, 1395ff. 

Gleichungssysteme, nichtlineare 
mit unendlichvielen Unbekann
ten 1481 ff.; Existenzsatz von Koch 
für die Lösungen von -n -n 1482, 
Erweiterung auf allgemeinere Glei
chungssysteme 1483/4; Lösba.rkeit 
von- n im Kiemen 1482 ff., Über
tragung der Puiseux8chen Sätze durch 
Schmidt 1484 ; Verzweigungsgleichung 
1485. 

Greensche Funkti on ais Kern einer 
Intr' gralgleichung 1362, 1526 

Greenseher Satz f(ir Integrodifferen-
tialgleichungen 1497. 

Grenzschar von Fuuktionenfolgen 1521. 
Grenzvektor im R", 1437. 
Grenzwertausdrücke für Eigenwerte 

und Eigenfunktionen 1513, 1515. 
Grundlö 8ung einer Integrodifferential

gleichung 14(17 

H 
H, Hermite -Eigenschaft in der general 

analysis 1174. 
Hadamardscher Determina,nten

satz 1356, 135Sf., 1366, 1371,1421,1423. 
Hii.ufungspunkt im HilbertschenRaum 

1434. 
Häufungsvektor im Rc~ 1437. 
Hauptachsenproblem, Analogie bei 

Integralgleichungen zum - s. d so
wie bei Eigenwerttheorie ; Erweiterung 
des -s auf Scharen quadratischer 
Formen 1564. 

Hauptachsen theorie vollHtetigerqua
dratischer Formen 1553 ff.; s. auch 
vollstetige quadratische Formen. 

Hauptfunktionen s. Eigenwerttheorie 
bei unsymmetrischem Kerne. 

Hellingersche Integrale 1584 
Hereditäre Mechanik 1493. 
He rmi te-Eigenscbaftin der general ana

lysis 1474; -sche }<'ormen von unend
lichvielen Veränderlichen s. Formen; 
-BcheKerne 1535; -sche Matrix 1561. 

H i I be rt, - sches Auswahlverfahren 
s. d.; -scher Raum 1434. 

Höldersche Ungleichung 1445. 
Hohlr~tumstrahlung 1528. 

I 
J, Funktionaloperation in der genera.l 

analysis 14 74. 
In te g r a I, Rellingersches 1584. 
Integraldarstellungen von Ketten

brüchen durch Stieltjes 1578, 158S, 
1587/9; - in Anschluß an eigentlich 
singuläre Integralgleichungen zweiter 
Art 1594. - bei symmetrisierbnren 
Kernen 1567. 

Integralform, bilineare 8. Polarform; 
quadratische -, die zu einem sym
mptrischen Kern gehört 1362, 1509 fr., 
1518 ff., 1525, 1660, 1692. 

Integralgleichungen, lineare, 
Abelsche - 1350, 1464f.; algebrai
scher Grundgedanke VI40f.; all· 
gemeine algebraische Analogie 1343; 
Analogie zum Hauptach"enproblem 
1342, 1352, 1353, 1359, 1504ff., 151Sff., 
1521,1527; Alternativsatz bei - 1376f., 
1409; Art: - zweiter Art in ihrer be
sonderen Bedeutung 1344, 1449; s. fer
ner unter Auflösungstbeorie und Eigen
werttbeorie; - dritter Art 1460 f., 
1537. - erster Al t 1344, 1453 ff., be
sondere - erster Art 1456, Lösbar
keitskriterien bei - erster Art 1455, 
- - mit stark singulären Kernen 
141'4, Hilberts Reziprozitätsformeln 
und verwandt.e Formeln für - -
1454, Zurückführung von - erster 
Art auf das Momentenproblem 1457; 
Auflösungstheorie bei - zweiter 
Art, Grundgedanke 1340, Courants 
Auflösungstheorie durch Übertragung 
des Hilbelischen Auswahlverfahrens 
bei vollstetigen Gleiebungssystemen 
1382, 1407; Dixons Auflösungstheorie 
1368, 1377; Enskogs Auflösungsme
thode 1383, 1399, 1502; J<'redholms 
Auflösungstheorie 1351, 1356, 1370ff. 
Auflösung durch Entwicklung nach 
lterierten 1347, 1351, 1353, 1382 f., 
1413; HilbertsAuflösungstheorie durch 
Grenzübergang 1375, durch Übergang 
zu unendlichvielen Variabeln 1367, 
1382, 1392; Entwicklung nach !te
rierten (Neumannsche Methode) 1347, 



Integralgleichungen, lineare 1609 

1383 f., vgl. auch Iterierte; Schmidt
scbe Auflösungstheorie durch Abspal
tung und Entwicklung nach Iterierten 
1377, 1388, 1472. 1501, im Anschluß 
an seine Eigenwerttheorie 1381, Auf
lösung symmetrischer Integralglei
chungen vermittels des Entwicklungs
satzes nach Eigenfunktionen 1525; 
Auflösungstheorie uneigentlich singu
lärer Integralgleichungen durch Über
gang zu iterierten Kernen 1386, durch 
Modifikation der Fredholmschen For
meln 1386, durch das Schmidtsche 
Abspaltungsverfahren 1388; determi
nantenfreie Sätze in der - - - 1376; 
belastete - 1389, 1474, 1532; Ei gen
funktionen, Eigenwerte s. Eigen
werttheorie; E n twicklungstheo
reme nach Eigenfunktionen s. Ent
wicklungstheoreme; -, Fredholm
sche Formeln 1370, Hilberts Ab
leitung der ~'redholmschen Formeln 
bei symmetrischem Kern durch Grenz
übergang 1375, Modifikation der Fred
holmschen Formeln bei uneigentlich 
singulären Integralgleichungen 1386, 
Verifikation der Fredholmschen For
meln 1375, Unifizierung der Fredholm
schen Theorie 1474; eigentlich singu
läre -n s. unter singuläre -; ge
neralIsierte - in der general ana
lysis 1475; gemischte - 1389,1532; 
Hauptfunktionen bei - mit un
symmetrischem Kerne 8. Eigenwert
theorie bei unsymmetrischem Kern; 
Integrationsbereiche, allgemei
nere für - 1388, Abhängigkeit der 
Lösungen vom Integrationsbereich 
1391, - bei komplexen Integrations
wegen 1389, 1451; Kern von - s. 
Kern; - mit symmetrisierbaren Ker
nen 8. bei Kern; numerische Be
handlung von - 1399, 1501 ff.; po
lare - 1399, 1536 ff., Hilberts Be
handlung polarer - durch Übergang 
zu unendlichvielen Veränderlichen 
1537,1667; Pseudoresolvente 1374, 
1377; Resolvente (lösender Kern) 
von - 1351, 1373, Darstellung der 
Resolvente durch iterierte Kerne 1351, 
1383, Entwicklung der Resolvente nach 
Eigenfunktionen 1523, Partialbruch
zerlegung der Resolvente 1548; rezi
proke Funktion bei - 1351; singu - . 

läre - zweiter Art: uneigentlich 
- - s. unter Auflösungstheorie und 
Eigenwerttheorie; eigentlich singuläre 
- 1450ff., 1591, - - mit ctg-Kernen 
1452, - - mit unendlichen Grenzen 
1452; eigentlich singuläre - zweiter 
Art mit beschränktem symmetrischem 
Kern 1592, Differentiallösungen (sym
bolisch) eigentlich singulärer homo
gener - 1593, Basisfunktion einer 
Differentiallösung 1593, vollständiges 
System von Differentiallösungen 1593, 
Entwicklung quellenmäßig darstell
barer Funktionen nach Eigenfunktio
nen und Differentiallösungen eigent
lich singulärer - in Veraligemeine
rung des Fourierschen Integraltheo
rems 1594, Spektrum eigentlich sin
gulärer - 1593; eigentlich singuläre 
- zweiter Art mit nichtbeschränktem 
Kern 1595, uneigentlich singuläre sym
metrische - 1531; sukzessive Ap
proximationen bei - 1348, 1461; 
Systeme von - 1390, 1532; Systeme 
von - mit Symmetriebedingungen 
1ö32; Umwandlung von - in line
are Gleichungssysteme mit unendlich
vielen Unbekannten 13t;7, 1395 f., Um
wandlung mittels des Fischer-Riesz
schen Satzes 1397, Umwandlung bei 
unstetigen Kernen 1397, Umwandlung 
bei Wahl spezieller Orthogonal systeme 
1398, Umwandlung von polaren -
1399, 1538, Umwandlung von eigent
lich singulären - in lineare Glei
chungssysteme 1593, Umwandlung von 
linearen Gleichungssystemen mit un
endlichvielen Unbekannten in - 1396; 
- mit unendlichem Integra
tionsintervall 1388, 14.52; Vol
terrasehe -14!)9ff., Volterrasche
erster Art 1350, 1459, Volterrasche -
erster Art fllr Funktionen von zwei 
Veränderlichen 1463, Volterrasche -
zweiter Art 1349, 1460, Lösung Vol
terrascher - zweiter Art durch Ent
wicklung nach iterierten Kernen 1351, 
1460, Verhalten der Lösungen in der 
Umgebungvons-O 1460f., Volterra
sche - zweiter Art mit nicht absolut 
integrierbaren Kernen 1462, besondere 
Volterrasche -- 1464 ff., funktionale 
- - 2. Art 1463 f., singuläre Volterra
sehe - 1461, 1463, Systeme Volterra-

105* 
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scher - 1462, Transformationsgmppen 
aus V olterraschen - 1468, verallge
meinerte Volterrasche - 1462 ff. 

Integralgleichungen, nichtline
are 1481 ff.; Lösbarkeit von - im 
Kleinen 1481, Lösung durch sukzes
sive Approximationen 1483; spezielle 
- 1481, 1486, 1490; Übertragung der 
Puiseuxschen Sätze durch Schmidt 
auf - 1484 ff.; Verallgemeinerung 
der Lösung von - 1500; - mit ver
tauschbaren Kernen 1492; Verzwei
gungsgleichung bei - 1485f.j Vol
terrasche - 1483, 1489, V olterrasche 
- für vertauschbare Kerne 1489; 
Volterrasche - für vertauschbare 
Kerne K T (8 - t) 1489. 

Integralpotenzreihen 1484, 1488, 
1491, reguläre Konvergenz von - 1484. 

In t egr al t he 0 r em, Fouriersches s. 
unter Fourier. 

In te gr 0 differen tialg leich ungen, 
lineare 1478, 1493f.; - 2. Ordnung 
vom elliptischen Typus mit variabeln 
Integrationsgrenzen , Grundlösung , 1. 
und 2. Randwertaufgabe 1496/7, -
höhercr Ordnung 1497, - von hyper- , 
bolischem und parabolischem Typus 
1497; elliptiEche - mit konstanten 
Integrationsgrenzen 1498; Randwert
aufgaben für - - 2. Ordnung 1495, 
1497; besondere - - 1495; Verallge
meinerungen der - 1500. 

In tegro differen tialg leich ungen, 
nichtlineare 1493ff., 1495f.; - vom 
Böcherschen Typus 1498; - - mit 
funktionalen Ableitungen 1500; -, 
welche die Gestalt der Gleichgewichts
figuren rotierender Flüssigkeiten be
stimmen 1496; - mit von 1. Art ver
tauschbaren Kernen 1496, mit von 
2. Art vertauschbaren Kernen 1498; 
Verallgemeinerung des Problemes der 
- .- 1500. 

Invariante Funktionensysteme 
eines unsymmetrischen Kernes 1545. 

Iterierte, Entwicklung nach -n 1347, 
1351, 1353f., 1383, 1413, 1421, 1431, 
1467, 1489. 

Iterierte Kerne 1383, 1508, 1522. 

J 
Jacobische Form, J-Form s. Form; 

_ Transformation 1431, 1441, 1566. 

K 
Kanonische Gestalt einer vollstetigen 

Hermiteschen Form 1562, - Gestalt 
einer vollstetigen quadratischen Form 
1558, - Gestalt einer vollstetigen 
normalen Bilinearform 1563; - Zer
spaltung eines Kernes 1548. 

Kern einer Integralgleichung 
1340; Abelscher - 1456; abgeschlos
sener - 1507, 1513, 1524f., 1527; all
gemeiner - 1513, 1525, 1527; alter
nierender - 1535; assoziierte -e 1385, 
assoziierte - e eines symmetrischen 
-es 1508; ausgearteter - 1378, s. auch 
- endlichen Ranges; beschränkte 
symmetrische -e bei eigentlich sin
gulären Integralgleichungen 1592, be
sondere beschränkte -e 1594, nicht 
beschränkte - e 1595; besondere ste
tige und uneigentlich singuläre -e 
1391; besondere eigentlich singuläre 
-e 1452 f.; besondere symmetrische 
-e 1534; bilineare Integralform , die 
zu einem symmetrischen -e gehört 
1510; ctg - 1452, 1454; Defekt eines 
-es 1373, 1873, 1376, 1378; Eigenfunk
tionen und Eigenwerte eines symme
trischen bzw. unsymmetrischen -es 
s. Eigenwerttheorie ; eigenwertlose un
symmetrische -e 1551 f.; Elementar
teilertheorie der allgemeinen unsym
metrischen-e 1543; FredhoImscheDe
terminanten eines -es 1370; Entwick
lung von -en nach Eigenfunktionen 
s. Entwicklungstheoreme; Hauptfunk
tionen eines unsymmetrischen -es s. 
Eigenwerttheorie bei unsymmetrischen 
-en; Hermitescher - 1435; Invari
ante Funktionensysteme eines unsym
metrischen -es 1545; iterierte -e 
1383, iterierte - e eines symmetri
schen - es 1508, Entwicklung der ite
rierten -e nach Eigenfunktionen 1522; 
kanonische Zerspaltung eines -es als 
Analogon der Weierstraßschen Nor
malform in der Elementarteilertheorie 
1548; Kalkül mit -en 1487; kleine 
-e 1379; lösender - (Resolvente) 1350, 
1373, Darstellung des lösenden -es 
durch iterierte -e 1351, 1383, Zusam
menhang des lösenden -es mit dem 
lösenden -e eines iterierten -es 1384; 
lösender - der Summe orthogonaler 
-e 1547; nichtbeschränkte symme-



Kettenbruche - Kommutatives Gesetz 1611 

trische -e bei eigentlich singulären 
Integralgleichungen 1595; orthogonale 
-e 1547; vollständiges normiertes Or
thogonalsystem eines symmetrischen 
-es 1506; Polarform, die zu einem 
symmetrischen -e gehört 1510; po
sitiv definite symmetrische -e 1510, 
eigentlich positiv definite symmetri
sche -e 1510, Entwicklung positiv 
definiter symmetrischer -e nach Eigen
funktionen 1524, symmetrische -e 
von positivem Typus 1610, 15~7; posi
tivierende symmetrische -e 1537; -
bei der potentialtheoretischen Rand
wertaufgabe von Fredholm 15400; Pro
pukt zweier -e 1487; quadratische 
Integralform, die zu einem symmetri
schen -e gehört 1362, 1509ff., 1518ff., 
1525,1560,1592; Rang eines -es 1373, 
1378, -e endlichen Ranges 1377 ff., 
1377, 1513; reziproke -e bezüglich 
eines -es 1540, im verallgemeinerten 
Sinne reziprok 1540/41; singuläre -e 
bei Integralgleichungen erster Art 
1453, stark singuläre -e bei Integral
gleichungen erster Art 1454, singu
läre -e beiIntegralgleichungen zweiter 
Art vgl. singuläre Integralgleichungen; 
Spuren des -es 1384, Spuren sym
metrischer -e 1508, 1523, 1524; sym
metrischer - 1341, 1504, symmetri
scher - von zwei Reihen von Ver
änderlichen 1532, symmetrische -e 
mit endlichvielen Eigenwerten 1507, s. 
auch unter Eigenwerttheorie; sym
metrisierbare -e 1536ff., Eigen
werte und Eigenfunktionen bei all
gemein symmetrisierbaren -en 1541, 
symmetrisierbare -e im allgemeinen 
Falle 1541, die dem allgemeinen Falle 
symmetrisierbarer -e entsprechende 
Fragestellung bei symmetrisierbaren 
Formen und ihr Zusammenhang mit 
der simultanen Transformation zweier 
quadratischer Formen in Diagonal
formen 1565, 1566, Fehlen der eigent
lichen Entwicklungssätze bei allge
meinen symmetrisierbaren -en 1542, 
beiderseitig, linksseitig, rechtsseitig 
symmetrisierbare -e 1541/2, links
seitiger, rechtsseitiger Symmetrisator 
1542/3; spezielle Fälle symme
trisierbarer -e: der Hilbertsche 
Fall (Integralgleichungen dritter Art, 

polare Integralgleichuugen) 1536, ent
sprechender Fall bei unendlichvielen 
Veränderlichen 1567, Entwicklungssatz 
itn Hilbertschen Falle 1538, Erweite
rung des Hilbertschen Falles durch 
Garbe 1538, Existenz unendlichvieler 
positiver und negativer Eigenwerte im 
Hilbertschen Falle 1538, der Kornsche 
FaU1540, Entwicklungssätze im Korn
schen Falle 1541, der PeUsche Fall 
1539, entsprechender Fall bei unend
lichvielen Veränderlichen 1570, Ent
wicklungssatz im PeUschen Falle 1539, 
1671, Existenz von Eigenwerten 1539, 
1540; vollständig symmetrisierbare 
-e 1542, vollständig linkssymmetri
sierbare -e 1542, Einordnung der 
Ergebnisse von Hilbert, Garbe, Pell 
in den Fall eines vollständig symme
trisierbaren -es 1543; vertausch
bare - 1487ff., Vertauschbarkeit 
erster Art 1487 f., Vertauschbarkeit 
zweiter Art 1491; Bestimmung aller 
mit K(s, t) vertauschbaren -e erster 
Art 1490 f. , Bestimmung aller mit 
K(s, t) vertauschbaren -e zweiter Art 
1492, Beziehungen zwischen den Eigen
funktionen bzw. Hauptfunktionen ver
tauschbarer -e 1493, Darstellung der 
mit K(s, t) vertauschbaren -e durch 
konvergflnte Reihen 1493; Volterrasche 
--e 1487, s. auch Integralgleichungen, 
Volterrasche; zusammengesetzter -
1M" 7 , Zusammensetzung erster Art 
1487, Zusammensetzung zweiter Art 
1491. 

Kettenbrüche, Stieltjessche Integral
darstellung für - 1578, 1583, 1587/9, 
Integraldarstellung bei beschränkter 
J-Form 1587, Integraldarstellung für 
vollständig konvergente - 1589; Zu
sammenhang der - mit den J-For
men (Jacobischen Formen) 1586; Zu
sammenhang der - mit dem Mo
mentenproblem 1457/8, 1589. 

Kinetische Gastheorie, Unter
suchungen über die Eigenwerttheorie 
dreidimensionaler Integralgleichungen 
in der -n - 1535. 

Kollineare Transformationen im R.. 
1439. 

Kommutatives Gesetz bei vertausch
baren Kernen 1487 ff. 



1612 Kontinuierliches Spektrum - Numerische Behandlung 

Kontinuierliches Spektrum 1578; 
vgl. auch Streckenspektrum. 

K 0 n ver gen z von Folgen, gleichmäßige 
- 1l72, relativ gleichmäßige - 1473, 
sch wache - 1435, starke - 1434 f., 
1437, 1473; relativ-gleichmäßige -
1473; reguläre - von Integralpotenz
reihen 148!; volbtändige von 
Kettenbrücllcn 1589. 

Ku bis c he unendliche Determinanten 
14:!3. 

L 
L, Linearität in der general analysis 

1474. 
Lagrange - Cauchysche U n g le i

eh u n g 1395, Verallgemeinerung der 
Ungleichung durch Hölder 1445. 

Laplacesche Transformation 1456, 1462, 
1490. 

Lineare Gleichungssysteme mit unend
lichvielen Unbekannten s. Gleichungs
systerne ; -- Integralgleichungen s. d.; 
-s Vektorgebilde 1437. 

Linearfurmen, vollstetige 1401, 1426; 
beschränkte - 1425 f.; orthogonale-
1554, Ergänzung orthogonaler - zu 
einem vollständigen 8y.tem 1555; 
vollstetige - 1401; beschränkte -
sind vollstetig 1426. 

Lineari t äts bedingung in der gene
ral analysis 1474. 

Lösender Kern s. unter Kern. 
Lot von einem Vektor auf einen andern 

1435; - auf ein lineares Vektorge
bilde 1437, 1055. 

M: 
M, Modulareigenschaft in der general 

analysis 1474. 
Matrizen, unendliche beschränkte 

1423; aftin"e Transformation, die zu 
einer beschränkten Matrix gebört 
1438; Einheitsmatrix 1428; Hermite
sche - H3a, 1661; Matrizenkalkül 
1428, 1443; reelle orthogonale - 1562; 

Reziproke einer Matrix s. Reziproke; 
unitiire Matrizen 1562; Vollständig
keitseigenschaft der - H3\!; s. auch 
unter Bilinearform. 

M at ri zen mit absolut konvergenten 
Zeilensummen und beschränkten Zei
lenbetragssummen 1444. 

Maximaleigenschaften der quadra-; 
tischen Integralform zur Charakteri-

sierung der Eig'enwerte und Eigeu
funktionen 1510/12, 1518 ff. 

Maximum einer vollstetigen quadra
tischen Form 1556; - vollstetiger 
Funktionen 1556; spezielle Maximum
aufgaben Lei quadratischen Formen 
1557. 

M a x i m u m - :M i n i m u m pro b 1 e m zur 
Charakterisierung der höheren Eigen
werte 1.)12, 1521, 1528, 1551. 

Mehrdimensionale unendliche Deter
minantt'n 1423. 

Me m bran, schwingende 1351,1358,1361. 
Mengenfunktionen, absolut additive 

- 1470. 

M ere er, Satz von - 1524, 1526, 1531, 
1531, 1532, l53\!. 

Mittel, Methode des arithmetischen-8 
130S; arithmetische - la83; Boreische 
- 138a, 1488. 

Modulareigenschaft in der general 
analysis 14 74. 

Momentenproblem, allgemeines -
für ein Intervall a, b 1457, 1458 f., 
1583, notwendige und hinreichende 
Bedingungen für die Existenz einer 
Lösung des -s unter verschiedenen 
Bedingungen 145\.1; notwendige und 
hinre chende Bedmgungen für die 
Existenz einer monotonen Lösung des 
Stieltjesschen -8 für das Intervall 0, 
00 1457, für das Intervall - 00, + 00 

1458; Zusammenhang des ~tieltjes

schen -s mit der Theorie der Ketten
brüche 1457/8, 158\!, mit den be
schränkten quadratischen Formen 1583, 
1583, mit den J-Formen 158\!. 

~ 

Nachwirkung, Probleme der 1493. 

Neumann, Methode von - 1347,1353, 
1361, vgl. auch Entwicklung nach !te
rierten; Summationsverfahren für die 
-scben Reihen 1383. 

Normaldeterminanten, norma.
loide Determinanten 8. unendliche 
Determinanten. 

Normale Bilinearform 1562. 
Numerische Behandlung der Eigen

werttheorie 1503, 151\!, 1520; - von 
Integralgleichungen 1399, 1501; - von 
unendlicbvielen linearen Gleichungen 
1502. 
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o 
Orthogonale Äquivalenz zweier qua

dratischer Formen 1585; Eigenfunk
tionen eines symmetrischen Kernes 
als -s Funktionensystem lö06, -
Funktionensysteme von Haar 1896, -s 
vollständiges Funktionensystem 1392, 
Beispiele fiir - vollständige Funk
tionensysteme 1393 f.; - Kerne 1547; 
normierte - Linearformen 1554, Er
gänzung normierter -r Linearformen 
zu einem voll~tändigen System 1555; 
- Transformation im Raume von un
endlichvielen Veränderlichen 1554; uni
tär- Transformation 1562, - Trans
formation beschränkter quadratischer 
Formen s. diese, - Transformationen 
vollstetiger quadratischer Formen 1555, 
- Transformation einer vollstetigen 
quadratischen Form in die kanonische 
Gestalt 1558, - Tran~formation einer 
quadratischen Form in eine Summe 
von J-J!'ormen 1587; -s vollständiges 
System von Ditferentialformen 15/j5; 
vgl. auch unter Vektor. 

Orth 0 gon 0.1 in v a.rian ten system 
beschränkter quadratischer Formen 
15113 ff. 

o rthogo n ali sie ru ng eines Funk
tionensystllms 1394; - von Vektoren 
1437. 

Orthogonalität der Differential
lösungen 1580/1; - der Eigenrunk
tionen eines symmetrischen Kernes 
1359, 1506; unitäre - 1438, 1536. 

Orthogons. litätaeigen schaft der 
Eigenfunktionen 1359. 

Orthogonalsystem, vollständig nor
miertes - eines symmetrischen Ker
nes 1506. 

Oszillationstheorem 1509. 

p 

P, Positivität in der general analysis 
1474. 

Po, eigentliche Positivität in der gene
ral analysis 1474. 

Par a. meter wert e, ausgezeichnete 1359, 
vgl. auch Eigenwerte. 

Partialbruch darstellung der Re
solvente einer Integralgleichung 1523, 
1548. 

Perpendikelvektor 1437. 

Polare Integralgleichungen 1399, 
1536 :ff., 1567. 

Polares Funktionensystem 1537, 
1538; vollständiges - 1538. 

Polarform die zu einem symmetri
schen Kerne gehört 1510; - einer 
quadratischen Form 1553, 1576. 

Polynomsatz von Weierstraß, Analo
gon des -es für stetige Funktional
operationen 1499. 

Positiv definit, eigentlich - s. Kern 
und quadratische Form. 

POBitiver T)pus 1/>10, 15S7. 

Posi ti vierend 1537. 

Positivität in der general analysis 
1474, eigentliche - - 1474. 

Potenz reihen unendlichvieler 
Veränderlicher 1482, vgl. lIueh 
aDltlytische Funktionen unendlichvieler 
Veränderlicher und Integralpolenz
reihen. 

Probleme du cycle ferme 1490. 
P~eudoresolvente 1374, 1377. 
Puiseuxsche Sätze, übertragung auf 

nichtlineare Integralgleichungpn und 
GleIchungssysteme 1482, 1484:ff. 

Punktspektrum bei Integralglei
chungen 1593; - bei beschränkten 
quadratischen Formen 1577, 1578, 1580. 

Q 
Quadratische Form von unend

lichvielen Veränderlichen, be
schränkte 1370, 15751i.; Banden
spektrum 1577; besondere - -en 
1586, 1590; Bilinearform, symmetri
sche, die zu einer -n - gehört 1576; 
Differentialformen 1585, orthogonales 
und vollständiges System von Diffe
rentialfurmen 1585; Basisfunktion eines 
orthogonalen Systems von Differen
tialformen 1585, geordnetes System 
von Basisfunktionen 158" Vollständig
keitsrelation für Differentialformen 
1585; Di:fferentiallösungen des zu der 
-n - gehörigen homogenen Glei
chungssystems 1581, Orthogonalität 
dt'r Differentiallösungen 1581; diskon
tinuierlichei! Spektrum einer -n-
1578; kontinuierliches Spektrum einer 
-n - 1578; J-l<'ormen, L-Formen s. 
unter Formen; lineares Gleichungs
system mit unendlichvielen Unbekann
ten, das zu der -n - gehört, Lösung 
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des homogenen Gleichungssystems a.n 
einer Stelle des Punktspektrums 1580, 
in einem Intervall des Streckenspek
trums 1581; Normalform einer be
schränkten --n - 1577, 1584, tJber
tragung auf Scharen -r -en 1585; 

orthogonale Äquivalenz zweier -n 
-en, notwendiges und hiureichendes 
Kriterium 1585 f.; Orthogonalinvarian
tensystem 1583 ff.; orthogonale Trans
formation einer - n -n - auf Qua
dratsummen und Integrale, Hilbert
sches Theorem 1577f., Ableitung die
ses Theorems durch Hellinger 1581, 
durch Hilbert 1578, durch Riesz 1583, 
1583; orthogonale Transformation einer 
-n - in eine Summe höchstens ab
zählbar unendlichvieler J-Formen ver
schiedener Variabelnreihen 1587; Po
larform einer -n - 1576; positiv de
finite - 1576, 1579; eigentlich positiv 
definite -en 1566; Punktspektrum ! 
1577, 1578, 1580; Reziproke einer -n' 
- 1578, 1579; Schranke einer -n-
15;6; Spektralform 1577, einfachstes 
Beispiel einer Spektralform 1584, Fal
tungssätze für die Zuwächse der Spek
tralform 1578, orthogonale Transfor
mation der Spektralform in eine Summe 
von Integralen der Quadrate von 1,i
nearformen verschiedener Varia beln
reihen nach Hellinger 1584 f., 1585; 

Spektrum einer -n - 1578; Spek
trum und Hiiu'ungsstellen der Ab
schnitts eigen werte Ib79, 1579, Ände-! 
rung des Spektrums bei Addition einer 
vollstetigen -n - 1579, einfaches 
Spektrum 1585, Zerspaltung des Spek
trums in einfache Spektren 1585; 
Streckenspektrum 1577, 1578, H)80; 
Zusammenhang der Theorie der -n 
-en mit der Stieltjesschen Ketten
bruchtheorie 1586 ff. 

Quadratische Form von unend
lich vielen Veränderlichen, 
nicht beschränkte 1577, 1588f. 

Quadratische Form von unend
lichvielen Veränderlichen, voll
stetige 1365, 1369, 1553ff.; abg-e
schlossene - 1559; Bilinearform, sym
metrische, die zu einer -n -n -
gehört 1553; definite - - 1567, 
1569; Eigenformen einer -n -n 
1559; Eigenlösung als Lösung des zu 

der --n -n - gehörigen linearen 
Gleichungssystems 1559; Eigenwerte 
einer -n -n - 1559: Faltung.,--r 
-r -en 1555; Hauptachsentheorie 
-r -r - 1553; Hauptachsentrans-
formation -r -r -en 1556ff.; kano
nische Transformation von Scharen 
--r -r -en 1566ff.; Maximum einer 
-n -n - 1556, spezielle Maximums-
aufgaben bei -n -n -en 1557; or
thogonale Transformation -r -r -en 
1555, orthogonale Transformation einer 
-n -n -n in die kanonische Gestalt 
1558; Polarform einer -Il -n -
1553; Spuren einer -n -n - 1555; 
Zusammenhang der Theorie der -n 
-n -en mit der Eigenwerttheorie 
der Integralgleichungen 1559 ff. 

Quadratische Integralform, die zu 
einem symmetrischen Kerne gehört 
131;2, 1509ff., 1518 ff., 1525, 1560, 1592. 

R 
R, Realitätseigenschaft In der general 

analysis 1474. 
Randwertaufgabe bei Integrodiffe

rentialgleichungen s. diese. 
Randwertaufgabe der Potential

theorie, Bedeutung der - für die 
Entwicklung der Integralgleichungen 
1345ff.; Lösung als Potential einer 
Doppelbelegung 1346, Lösung als Po
tential ein.·r einfachen Belegung 1345 ; 
-, Methode des arithmetischen Mit
tels 1383; -, Problem von Neumann
Poincare, Poincares Lösung 11153 ff. 

Rang eineil Kernes 1373, 1378, endlicher 
-- eines Kernes 1377 ff., 1377, 1513; 

einer vollstetigen Bilinearform, 
endlicher 1412. 

Räume, Funktionen- 1468; Hilbert
Behe - 1434 j - von unendlichvielen 
Dimensionen 1434, 1554, elliptische 
- von unendlichvielen Dimensionen 
1434. 

Res 0 I v e n t e s. Bilinearformen und Inte
aralgleichunO'en sowie Kern, lösender. 

R:ziprok bezÜglich eines Kernes 1540; 
- im verallgemeinerten Sinne bezüg
lich eines Kernes 1540/41. 

Reziproke bei Bilinearformen und Ma
trizen, hintere -, vordere - 1428f., 
Formalsätze für - 1429 f.; Möglich
keit unendlichvieler hinterer -n 1429; 



Reziproke Funktion - Vertauachbar 1615 

notwendige und hinreichende Bedin
gung für die Existenz einer hinteren 
-n 1430;. Hilbsehe Reihe für die-
1431; - einer quadratischen Form 
1678; beschränkte - einer nichtbe
schränkten Matrix 1442. 

Reziproke Funktion bei Integral
gleichungen 1351, s. auch lösender 
Kern sowie Resolvente. 

Reziprozitätsformeln für Integral
gleichungen 1. Art 14M!, 1464. 

Riesz-Fischerscher Satz 1366, 1397. 
Ritzsche Methode 1398, 1597. 

S 
Säkulargleichung 1342. 
Saite, schwingende, als Grenzfall 1343, 

1358. 
Schranke einer beschränkten Bilinear

form 1424; - einer beschränkten 
quadratischen Form 1576. 

Sc h war z s c h e Summenungleichung 1396, 
1434; - Ungleichung 1366. 

Singulil,re Integralgleichungen s. d.; 
- Kerne s. d. 

Spektralform einer quadratischen 
Form s. d. 

Spektrum 1578,1579, einfaches -1585, 
diskontinuierliches - 1578, konti
nuierliches - 1578; s. auch unter 
quadratische Form und Integralglei
chungen. 

Spuren einer quadratischen Form s. 
diese; - eines Kernes s. diesen. 

Stern, Mittag-Lefflerscher 1383. 
S t i e I tj es, -sche Integraldarstellung 

für Kettenbrüche 1578, 1583, 1587/9; 
-sches Momentenproblem s. dieses. 

Strahlungstheorie, Begründung der 
- durch Hilbert vermittels Integral
gleichungen 1535. 

Streckenspektrum 1577, 1578ff., 
1593/4, s. auch quadratische Formen, 
beschränkte. 

Rtü tz ebenenfunk ti on 1446. 
Sukzessive Approximationen s. d. 
S u m m a ti 0 n durch arithmetische Mittel 

1383; Horeische - 1383, 1488. 
8ummengleichungen, Volterrasche 

1466. 
Sy I vesterscher Determinantensatz für 

Fredholmsche Determinanten 1374 j 
- - für unendliche normale Deter
minanten 1423. 

Symmetriebedingung für gemischte 
Integralgleichungen 1632. 

Symmetrisator, linksseitiger, rechts
seitiger 1M2. 

Symmetrisierbar bei Kernen und 
vollstetigen Bilinearformen s. unter 
Kern und Bilinearform. 

T 
Th e tan u 11 fun kti 0 n e n, elliptische. 

quadratische Integralgleichung für -
1490. 

Thomsonsche Transformation 1346. 
Transformation, affine-enimRaume 

von unendlichvielen Veränderlichen 
1438; kollineare -en im R.. 1439; 
- von Laplace 1456, 1462, 1490; or
thogonale - s. orthogonal; unitäre 
- 1562; unitäre - vollstetiger nor
maler Bilinearformen auf die kano
nische Gestalt 1563. 

Transformationsgruppen im Punk
tionenraum 1468. 

Transpon ierte einer beschränkten Bi
linearform 1424. 

U 
Unabhängigkeitsmaß einer Funk

tionenschar 1520. 
Ungleichung, Besselsche - s. unter 

Bessel; Röldersche - 8. unter Röl
der; Lagrange-Cauchysche - s. unter 
Lagrange; Schwarzsehe - s. unter 
Schwarz. 

Unifizieren in der general analysis 
1571 ff. 

Unitäre Porm, - Matrix 1562; - Or
thogonalität 1438, 1536; - Transfor
mation 1562; - Transformation voll
stetiger normaler Bilinearformen auf 
die kanonische Gestalt 1563. 

V 
Valori eccezionali 1504, s. auch 

Eigenwert. 
Ve k tor im R.. 1435; Basis eines line

aren -gebildes 1437; komplexe -en 
1438; (Achsen)Komponenten eines --8 

1435; Länge eines -s 1435; linear 
abhängige -en 1436; normierter-
1435; orthogonale -en 1435, Ortho
gonalisierungsprozeß für -en 1437; 
Richtung eines -8 1435. 

Vertauschbare Kerne s. Kern. 



1616 Verzweigungsgleichung - Zyklanten 

Verzweigungsgleichung bei nicht
linearen Integralgleichungen und nicht
linearen Gleichungssystemen 1485. 

Volles System der Eigenwerte und 
Hauptfunktionen eines unsymmetri
schen Kernes 1549; - (kanonisches) 
biorthogonales System der Haupt
funktionen 1549; s. auch Eigenwert
theorie. 

Vollständiges Eigenfunktionensystem 
eines assoziierten Kernes 1508; - nor
miertes System von Eigenfunktionen 
eines symmetrischen vollstetigen Ker
nes 1508; - System der zu einem 

Vollstetigkeit 1369, s. auch bei voll
stetigen Bilinearformen und Glei
chungssystemen; für beliebige 
Funktionen von unendlichvielen Ver
änderlichen 1405. 

Volterrasc he Integralgleichungen s. 
Integralgleichungen; -Kerne s. Kerne, 

Summengleichung 1466. 

w 
Wertevorrat vollstetiger normaler 

Formen von unendlichvielen Veränder
lichen 1663. 

Eigenwert gehörigen Hauptfunktionen Z 
1546; - System orthogonaler Funk- Zeilenfinite Gleichungssysteme 1448; 
tionen 1392; - System orthogonaler - ~ysteme von Kongruenzen nallh 
Linearformen 15M; s. auch Eigen- dem Modul eins 1448. 

werttheorie. Zerspaltungsformel einer beschränk-
Vollständigkeit des Eigenfunktionen- ten quadratischen Form 1585; Verall-

systems 1527. gemeinerung der - auf symmetrisier-
Vollständigkeitseigenschaft der bare Formen bzw. auf Scharen sym-

beschränkten Matrizen 1439. metrischer Formen 1685. 

VollständigkeitBrelation 1392, Zirkulanten 1891 •. 

1527; - bei Differentialformen 1585. Zusammensetzung von Kernen, erster 
Vollstetige Bilinearformen, Glei- Art 1487; - zweiter Art 1491; s.anch 

chungssysteme; Linearformen, quadra-I unter Kern. 
tische Formen, Funktionen 8. d. Z y k la n t e n 1891. 
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