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Vorwort.

Es ist jetzt ein Vierteljahrhundert, seit die ersten fundamentalen
Arbeiten iiber Integralgleichungen erschienen sind; die Hochflut der
Produktion auf diesem (ebiete ist abgeebbt. Ein zusammenfassender
Bericht iiber Integralgleichungen scheint daher jetzt von besonderer
Bedeutung, um im Riickblick das Erreichte darzustellen, die noch
offenen Fragen hervorzuheben. In vieljihriger gemeinsamer Arbeit
bhaben die beiden Verfasser die ganze vorhandeme Literatur einer ge-
nauen Analyse unterzogen, Methoden und Resultate auf ihre Tragweite
untersucht und manche neue Zusammenhinge aufgedeckt. Das Resultat
dieser mithsamen Arbeit ist in dem vorliegenden Artikel niedergelegt;
der Bericht ist fiir jeden unentbehrlich, der sich in dieses fiir die An-
wendungen so iiberaus wichtige Gebiet tiefer einarbeiten will. Der
Forscher aber wird durch die Lektiire zu neuen Untersuchungen an-
geregt, und ich habe die feste Uberzeugung, daB das vorliegende
Referat die Integralgleichungen und noch mehr die daran anschlieBen-
den, in der Theorie der Integralgleichungen wurzelnden allgemeineren
Probleme wieder in den Mittelpunkt des wissenschaftlichen Interesses
bringen wird.

Wiirzburg, im Oktober 1927. E. Hilb,
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Vorbemerkung. Der Artikel will im Prinzip die bis 1. Januar 1923 er-
schienene Literatur berticksichtigen; jedoch glauben wir alles wesentliche, was
nachher an einschligigen Arbeiten erschienen ist, noch erfaBt zu haben. Im
Einklang mit den von der Redaktion getroffenen Dispositionen behandeln wir
nur die Theorie selbst, wihrend ihre dnwendungen an anderen Stellen der Ency-
klopidie zur Geltung gebracht sind.

Wenn dabei den Tatsachen der Theorie ihre Methoden gleichberechtigt zur
Seite gestellt worden sind, wenn an verschiedenen Stellen dieses Encyklopidie-
artikels Beweise angegeben werden (allerdings nur solche, die, ihrem Wesen
nach fundamental, in der Literatur bisher keine bequem zu handhabende Dar-
stellung gefunden haben), so glauben wir, daB sich dies zum mindesten aus
der augenblicklichen Situation der Integralgleichungstheorie rechtfertigt: der
Tatsachenbestand hat sich im letzten Dezennium in seinen Grundlagen nicht
mehr veriindert, withrend die Methoden dort, wo sie iiber den engen Rahmen
der klassischen Theorie hinausgefiihrt werden, noch zu weiteren Wirkungen be-
rufen erscheinen. Der Artikel ist dementsprechend im Gegensatz zu der iiblichen
materiellen Zerteilung des Gegenstandes nach Integralgleichungen und uvendlich-
vielen Veriinderlichen vielmehr nach einem methodischen Gesichtspunkt gegliedert
worden. Und zwar ist dasjenige Prinzip, das iiberhaupt die methodische Grand-
lage der ganzen Theorie darstellt, nimlich die Analogie mit der Algebra der
linearen und quadratischen Gebilde, auch der Disposition des Gegenstandes
zugrunde gelegt worden; ebenso, wie der in Betracht kommende Abschnitt der
Algebra seinerseits sachlich in die Auflésung der linearen Gleichungen und in
die Transformation der quadratischen nnd bilinearen Formen zerfillt, ist hier
in Auflisungstheorie (Kap. 11) und Eigenwerttheorie (Kap. 1IT) geschieden.

Der Artikel beschriinkt sich aber nicht auf die materielle Seite des Gegen-
standes, d. h. auf seine Tatsachen und auf seine Methoden, sondern er will zu-
gleich auch deren Genesis aufweisen; so wenig er eine Geschichte der Integral-
gleichungstheorie sein will, will er doch die Entwicklung ihrer Probleme in sich
enthalten. Diese Absicht birgt zuniichst die Gefahr in sich, daB derjenige Leser,
der nur Tatsachen oder nur Methoden sucht, durch genetische Entwicklungen
behindert wird, die ihrer Art nach subjektiver und oft verwickelter sind. Um

Encyklop. d. math. Wissensch, II . 88
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dies zu vermeiden, sind die genetischen Erdrterungen in einem besonderen Ka-
pitel in Form einer Entwicklungsgeschichte der Integralgleichungen und unend-
lichvielen Veriinderlichen vereinigt und vorangestellt worden; die folgenden
Kapitel bringen dann die bloBen Tatsachen und Methoden und sind so abgefaBt,
daB sie die Kenntnis des ersten nirgends voraussetzen, sondern v6llig nnabhingig
von ihm verstindiich sind. Durch diese Trennung wird es mdoglich, im II. und
IIl. Kapitel die Tatsacbhen und Methoden nach ihrem eigenen sachlichen Zu-
sammenhang anzuordnen und darzustellen und unbehindext durch jede Riicksicht
auf die historische Verkniipfung der Tatbestinde die methodischen Elemente zu
ihrem vollen Recht gelangen zu lassen. Auf der anderen Seite konnen wir um
so freier im I. Kapitel von der geschichtlichen Entwicklung das Bild entwerfen,
das sich uns in seiner naturgemiBen Bedingtheit durch den derzeitigen Stand
der Theorie und durch die bewuBte Betonung ihrer methodischen Bestandteile
darbietet.

Inhaltsiibersicht.
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2. Der besondere Typus der Integralgleichung zweiter Art.
3. Die Entwicklung nach Iterierten (Newmannsche Methode).
4. Der l6sende Kern (Resolvente).
5. Die Fredholmsche Entdeckung.
6. Hilberts Eigenwerttheorie.
7. Umgrenzung des Funktionenbereiches.
8. Ubergang zu unendlichvielen Veriinderlichen.

II. Auflésungstheorie.

A. Die linearen Integralgleichungen zweiter Art.
9. Die Fredholmsche Theorie.
10. Andere Auflésungsmethoden.
11. Die iterierten und assoziierten Kerne.
12, Uneigentlich singulire Integralgleichungen.
18. Allgemeinere Integrationsbereiche. Systeme von Integralgleichungen.
14. Besondere Kerne.

B. Die Methode der unendlichvielen Verdnderlichen.
15. Zusammenhang zwischen Integralgleichungen und linearen Gleichungssystemen
mit unendlichvielen Unbekannten.
16. Hjlberts Theorie der vollstetigen Gleichungssysteme.

C. Andere Untersuchungen iiber lineare Gleichungssysteme mit unendlich-
vielen Unbekannten und lineare Integralgleichungen.
17. Die Methode der unendlichen Determinanten.
18. Theorie der beschriinkten Gleichungssysteme.
19. Die allgemeinsten Gleichungssysteme fiir Unbekannte von konvergenter
Quadratsumme. .
20. Andere Konvergenzbedingungen fiir die Unbekannten.
21. Eigentlich singulire Integralgleichungen zweiter Art.



22,
23.
24,

80.
31.
32,
33.
34
35.

36

37,

38.
39.

40
41.

42

43
44.
45.

Inhaltsiibersicht. 1337

Integralgleichungen erster Art. Momentenproblem.
Neuere Untersuchungen tber lineare Volterrasche Integralgleichungen.
Lineare Funktionaloperationen:
a) Die Algebra der Funktionaloperationen.
b) Der Standpunkt der Mengenlehre.
¢) Der formal-abstrakte Standpunkt (general analysis).
d) Besondere lineare Funktionalgleichungen.
D. Nichtlineare Probleme.
Nichtlineare Integralgleichungen und nichtlineare Gleichungssysteme mit un-
endlichvielen Unbekannten.
Vertauschbare Kerne.
Integrodifferentialgleichungen.
Nichtlineare Funktionaloperationen.

. Numerische Behandlung linearer und nichtlinearer Probleme.

111. Eigenwerttheorie.

A. Integralgleichungen mit reellem symmetrischen Kern.
Eigenwerte und Eigenfunktionen.
Die iterierten und assoziierten Kerne.
Die Extremumseigenschaften der Eigenwerte.
Die Existenz der Eigenwerte.
Entwicklungssiitze.
Abhingigkeit der Eigenwerte vom Integrationsbereich und ihr asymptotisches
Verhalten.
Uneigentlich singuliire symmetrische Integralgleichungen. Allgemeinere Inte-
grationsbereiche. Systeme von Integralgleichungen.
Besondere symmetrische Kerne.

B. Integralgleichungen mit unsymmetrischem Kern.
Besondere unsymmetrische Kerne, die sich wie symmetrische verhalten.
Elementarteilertheorie der allgemeinen unsymmetrischen Kerne (Entwicklung
nach Hauptfunktionen).

C. Die vollstetigen quadratischen und bilinearen Formen von unendlich-

vielen Verinderlichen.

Hilberts Hauptachsentheorie der vollstetigen quadratischen Formen.
Besondere volistetige Bilinearformen, die sich wie quadratische Formen ver-
halten.
Elementarteilertheorie der allgemeinen vollstetigen Bilinearformen.

D. Weitere Untersuchungen iiber guadratische und bilineare Formen von

unendlichvielen Verdnderlichen.

Beschrinkte quadratische Formen von unendlichvielen Veriinderlichen.
Eigentlich singulire Integralgleichungen zweiter Art mit symmetrischem Kern.
Der allgemeine Standpunkt der Funktionaloperationen:
a) Die Algebra der Funktionaloperationen.
b) Der formal-abstrakte Standpunkt (general analysis).
¢) Die methodische Auswirkung der Theorie.

88"



1338 11 C 13. Hellinger-Toeplitz. Integralgl. u. Gl mit unendlichv. Unbekannten.

10.

11.

12.

Literatur.
A. Lehrbiicher und Monographien.

M. Boicher, An introduction to the study of integral equations. Cambridge
Tracts Nr. 10, 1909, 72 8., 2. Aufl. 1914,

. H. Bateman, Report on the history and present state of the theory of inte-

gral equations. Brit. Ass. Rep., Sheffield meeting, 1910, p. 8345—424.

. A. Korn, Uber freie und erzwungene Schwingungen. Leipzig (Teubner)

1910, VI u. 186 S.

. A. Kneser, Die Integralgleichungen und ihre Anwendungen in der mathema-

tischen Physik. Braunschweig (Vieweg) 1911, VIII u. 243 S.; 2. Aufl, 1922,
VI u. 292 8.

. H. B. Heywood-M. Fréchet, L’équation de Fredholm et ses applications a la

physique mathématique. Avec une préface et une note de M. Jacques Hada-
mard. Paris (Hermann) 1912, VI u. 165 S.

. T. Lalesco, Introduction & la théorie des équations intégrales. Avec une pré-

face de M. Emile Picard. Paris (Hermann) 1912, VIII u. 152 S,

. D. Hilbert, Grundziige einer allgemeinen Theorie der linearen Integralglei-

chungen. Leipzig (Teubner, Fortschr. d. math. Wiss. 3) 1912 und 1924, XXVI
u. 282 8., im folgenden kurz als ,,Grundziige* bezeichnet. Gesamt-
abdruck der unter dem gleichen Titel in den Gott. Nachr., math.-phys. KI.,
erschienenen Mitteilungen: 1. Mitt., 1904, p. 49—91; 2. Mitt., 1904, p. 213—259;
3. Mitt., 1905, p. 307—838; 4. Mitt., 1906, p. 167—227; 5. Mitt., 1906, p. 439—480;
6. Mitt., 1910, p. 865 —417; Inhaltsangabe, 1910, p. 595 —618.

. ¥. Riesz, Les systémes d’équations linéaires & une infinité d’inconnues. Paris

(Gauthier-Villars, Coll. Borel) 1913, VI u. 182 8,

. V. Volterra, Lecons sur les équations intégrales et les équations intégro-

différentielles, ed. M. Tomassetti et F. S. Zarlatti. Paris (Gauthier-Villars,
Coll. Borel) 1913, VI u. 164 8.

G. Vivanti, Elementi della teoria delle equazioni integrali lineari. Milano
(Manuali Hoepli, Nr. 286—288) 1916, XVI u. 398 S.

R. Courant und D. Hilbert, Methoden der mathematischen Physik. Bd.I, Berlin
(Springer, Grundl. d. math. Wiss 12) 1924, XIV u, 450 8.

W. V. Lovitt, Linear integral equations. New York (Mec. Graw-Hill), 1924,
XIV u. 254 S.

B. Lebrbiicher und Monographien verwandter Gebiete.

. A. Schoenflies, Die Entwicklung der Lehre von den Punktmannigfaltigkeiten.

Leipzig (Teubner) 1908, Ber. d. Deutsch. Math.-Ver., Erg-Bd. 2, X u. 331 8,
insbes. Kap. VII,-p. 264 —301: Die Kurvenmengen und der Funktionalraum.

. R. &’ Adhémar, Exercices et lecons d'analyse. Paris (Gauthier- Villars) 1908,

VIII u. 208 S., p. 121 —136, 179—184,

. G. Kowalewsk:, Einfihrung in die Determinantentheorie, einschlieBlich der

unendlichen und Fredholmschen Determinanten. Leipzig (Veit) 1909, VI u.
650 S., Kap. 17—19, p. 369—540.

. J. Horn, Einfihrung in die Theorie der partiellen Differentialgleichungen.

Leipzig (Goschen, Samml. Schubert Nr. 60) 1910, VIII u. 363 S., insbes. V. Ab-
schnitt, p. 188—238.

. R. &’ Adhémar, Legons sur les principes d’analyse I. Paris (Gauthier-Villars,

Coll. Borel) 1912, VI u. 324 S, chap. IX, X.



(<)

10.

11.

-1

10.

11,

12.

13.

14.

15.

Literatur. 1339

. V. Volterra, Legons sur les fonctions de lignes. Paris (Gauthier-Villars, Coll.

Borel) 1913, VI u. 230 S.

. C.Jordan, Cours d’analyse Bd. III, 3. Aufl,, Paris (Gauthier-Villars) 1915, Note

111, p. 591—628.

. U. Dini, Lezioni di analisi infinitesimale II. Pisa 1915, parte 2, cap. 32,
p. 917—976.
. E. T. Whittaker and G. N. Watson, A course of modern analysis. 3. Aufl.

Cambridge 1920, 608 S., Cap. XI, p. 211—231.

E. Goursat, Cours d’analyse Bd. 1I[, 3. Aufl., Paris (Gauthier- Villars) 1928,
702 8., Cap. 30—32, p. 823—4~T.

R. v. Mises, Die Differential- und Integralgleichungen der Mechanik und
Physik I (7. Aufl. von Riemaun-Webers part. Diffgl. d. math. Ph.), Braunschweig
(Vieweg) 19256, XX u. 687 8, Kap. XI und XII, p. 381—439. (Kap. XI ab-
gedruckt in Ztschr. f. angew. Math. u. Mech. 5 (1925), p. 150—172.)

C. Sonstige Darstellungen und Berichte.

. H. Bateman, The theory of integral equations. London Math. Soc. Proc. (2)

4 (1906), p. 90—115.

. G. Lauricella, Sulle equazioni integrali. Ann. di mat. (3) 15 (1908), p. 21—45.
. R. &’ Adhémar, L’équation de Fredholm et les problémes de Dirichlet et de

Neumann Brux. soc. sc. 33 B (1909), p. 173—239 = Paris (Hermann) 1909.

. H. Poincaré, Sechs Vortiige liber ansgewihlte Gegenstinde aus der reinen Ma-

thematik und mathematischen Physik. Leipzig (Teubner, Math. Vorl. an der
Univ. Gottingen 1V) 1410, 60 8., 1. Vortrag.

. H.v. Koch, Sur les systémes d’une infinité d’équations linéaires & une in-

finité d’inconnues. C. R. du Congr. de Stockholm 1910, p. 43—61.

. J. Fredholm, Les équations intégrales linéaires. C. R. du Congr. de Stock-

holm 1910, p. 92—100.

. I.Lalesco, Einfiihrung in die Theorie der Integralgleichungen (ruménisch).

Buk. Bulet. Soc. de Stiinte 19 (1910), p. 627—640, 865—883, 1203—1222; 20
(1911), p 10—24, 468—481, 582—614.

. H. Hahn, Bericht iiber die Theorie der linearen Integralgleichungen I. Deutsche

Math.-Ver 20 (1911), p 69—117.

. H. Poincaré, Rupport sur le prix Bolyai. Acta math. 35 (1911), p.1—28 = Darb.

Bull. (2) 35 (1911), p. 67 —100 = Palermo Rend. 31 (1911), p. 109 —132 =
Budapest Math. és phys. lapok 20 (1911), p. 1—39.

0. Toeplitz, Integralgleichungen und deren Anwendungen. Taschenb. f. Math. u.
Phys. Leipzig(Teubner), 2. Jahrg. (1911),p.182—135; 3 Jahrg.(1913),p.121—129.
G. Lauricella, L'opera dei matematici italiani nei recenti progressi della
teoria delle funzioni di variabile reale e della equazioni integrali. Soc. Ital.
Atti b5 (1912), p. 217—236.

M. Plancherel, La théorie des équations intégrales. Conférence. Ens. de math.
14 (1912), p. 89—107.

U. Broggi, Ecuaciones integrales lineales. La Plata Univ. Nacion. 1 (1914),
p. 11—36.

V. Volterra, Les problemes qui ressortent du concept de fonctions de lignes.
Berl. math. Ges. Sitzungsber. 13 (1914), p. 130—150.

V. Volterra, Drei Vorlesungen iiber neuere Fortschritte der mathematischen
Physik. Deutsch von E, Laumla. Arch. Math. Phys. (3) 22 (1914), p. 97—182
= Leipzig (Teubner) 1914, 84 S.



1840 I1C13. Hellinger-Toeplitz. Integralgl. u. Gl mit unendlichv. Unbekannten.

I. Ursprung der Theorie.

1. Der allgemeine algebraische Grundgedanke. Den Gegenstand
der Integralgleichungstheorie bildet die sog. Integralgleichung 2. Art

6)) o) + | K(s, 1) 9(t) dt = £(s) (@< s <),

also eine Funktionalgleichung fiir eine unbekannte Funktion ¢(s);
das Intervall (a...?d), auf das alle vorkommenden unabhiingigen Ver-
inderlichen beschrinkt sind, sowie die Funktionen f(s) und K(s,¢)
sind als gegeben anzusehen. K(s,?) nennt man den Kern (kernel,
noyau, nucle) der Integralgleichung. Alle diese Funktionen méogen
vorldufig als stetig vorausgesetzt werden.

a) Auflosungstheorie. Das Problem der Auflosung der Glei-
chung (J) stellt sich als analytisches Analogon zu dem algebraischen
Problem der Auflosung eines Systems von n Gleichungen ersten Grades
mit # Unbekannten dar. Man iiberblickt dies unmittelbar, wenn man
sich der Definition des bestimmten Integrals als Grenzwert einer
Summe erinnert: man teile das Integrationsintervall durch die Teil-
punkte z,,...,2,_, in-n gleiche Teile, deren jeder also die Linge
d= b—;ﬁ hat, man bezeichne abkiirzend die Funktionswerte in diesen
Teilpunkten, wie folgt:

f(z,) =1, 0K(r,x) =K, (5t=1,..,n;2,=b)
und betrachte das System von n Gleichungen ersten Grades fiir die
n Unbekannten ¢, ..., @,:

A+ Ky) ¢+ K; ¢+ -+ K, 9.=h
(4) K 9+ A+ Ky,) 9o 4+ + Ky, 9n=1"12
K., ¢+ Ksg+---+ 1A+ K,)9, =1,
oder, kiirzer geschrieben,

(A) P, +;=2;K”(P;=f, (.S‘= L., ”)

Die Bedingungen, unter denen (A) losbar ist, sind wohlbekannt. Vor-
ausgesetzt, das System (4) sei fiir jedes n losbar, so denke man fiir
jedes einzelne n die Lisungswerte @.", ..., ™ als Lote in den Teil-
punkten z,, ..., 2, 4, b aufgetragen und die Endpunkte dieser Lote
durch einen Polygonzug verbunden; wofern dann diese Polygonziige

mit wachsendem n gegen das Kurvenbild einer stetigen Funktion g(s)
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konvergieren, wird in Anbetracht der Definition des bestimmten Inte-
grals das algebraische Gleichungssystem (A) in die Integralgleichung
(J) tibergehen und ¢(s) also eine Losung von (J) sein. Wenn diese
einfache Uberlegung auch sofort die Schwierigkeiten der wirklichen
Durchfihrung des angedeuteten Grenziiberganges durchblicken 148t, so
demonstriert sie doch das Bestehen einer formalen Analogie zwischen
(J) und (4). Man kann diese Analogie anf die einfache Formel
bringen: das Integralzeichen ist durch das Summenzeichen zu ersetzen,
die Integrationsvariable durch einen Summationsindez, die Argumente
der unter dem Integralzeichen stehenden Funktionen sind in Indizes um-
suwandeln. :

b) Eigenwerttheorie. Mit der Auflésung der Gleichung (J) ist
die Lehre von den Integralgleichungen nicht erschopft. Ist k(s, £) eine
reelle, symmetrische Funktion ihrer beiden Argumente, k(s, t) = k(Z,s),
and 1 ein Parameter, so kniipft sich an die komogene Gleichung?)

(i) (s) — 4 [T (s, Oy p(8)dt = 0 @<s<h)

ein weiterer Komplex von Begriffen und Tatsachen. FEigenwert des
Kernes k(s, t) heiBt jeder Wert von 1, fiir den (7,) eine nicht identisch
verschwindende Losung besitzt, und diese Losungen selbst heifien die
Eigenfunktionen des Kernes. Unterwirft man die Integralgleichung (4,)
dem nidmlichen Analogisierungsprozell, der oben auf (J) angewandt
wurde, so erscheint sie als das analytische Analogon zu dem System
von # homogenen linearen Gleichungen mit » Unbekannten:

(A — k) ¢y — Ay g — - — Ak, 9, =0
(ah) — Aky @, -]—(1—1;4722)902—-“ — Ak, ‘Pn=0
——;"knl P —lkn2 (p2_+(1—}’k7m}(pn=0
oder kurz
(ak) q’;’—lzkstq)t=o (3=17"'7”)7
t=1

dessen Koeffizientensystem diesmal der Symmetriebedingung k,, = k,,

1) Eine Integralgleichung soll stets mit (z) bezeichnet werden, wenn sie aus
(J) dadurch hervorgeht, daf unter Einfihrung eines Parameters 1 der Kern
K(s, t) = —ik(s,t) gesetzt wird. Die Marke h an der Gleichungsnummer soll
stets den Ubergang zur homogenen Gleichung (rechte Seite Null) andeuten. —
Entsprechende Bezeichnungen werden bei den linearen Gleichungssystemen der
Algebra (4) und bei Systemen mit unendlichvielen Unbekannten (U) angewendet
werden.
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geniigt, und das losbar ist, wenn seine Determinante verschwindet:

1— Aky ... — Ak, |
|

1) |=o0.
— Ak, ... 1—2k,,

Die Rolle dieser Gleichung, der sog. Sakulargleichung, in der ana-
lytischen Geometrie und in der Mechanik ist bekannt. In der letzteren
beherrscht sie die Lehre von den freien Schwingungen von » Massen-
punkten. In der analytischen Geometrie des Raumes tritt sie (fiir » =3,
bei Deutung der ¢, als unhomogener Koordinaten) beim sog. Haupt-
achsenproblem auf, d. h. bei der Aufgabe, die auf ein rechtwinkliges
Koordinatensystem (mit dem Flichenmittelpunkt als Anfangspunkt)
bezogene Gleichung eines Ellipsoids oder Hyperboloids k2% - 2k, ,zy
+ ...+ ky322 =1 durch eine Drehung des Koordinatensystems in

die Normalform . ’ 2
ety =1

iberzufiihren — «, B, y sind ndmlich die Wurzeln der Sikularglei-
chung. Dehnt man die Redeweise der analytischen Geometrie auch auf
den Raum von n Dimensionen aus, so handelt es sich um den Satz,
den man als das Hauptachsentheorem fiir den n-dimensionalen Raum
bezeichnen kann, und dessen Zusammenhang mit dem System (g,) und
der zugehdrigen Sikulargleichung (1) im Hinblick auf das folgende
genau prizisiert sei: Man kann durch eine rechtwinklige Koordinaten-
transformation im Raum von % Dimensionen (orthogonale Transfor-
mation)

(23‘) x: =a§q’a:ya ($= 17 ten n)

die Gleichung der Mittelpunktsflichen 2. Ordnung im Raum von » Di-
mensionen auf die Normalform

n \ ,
(2]3) Ek‘tx’»xt=%+...+%:=1
&t=1

bringen, wo die neuen Koordinatenachsen die Hauptachsen sind und

A4y.., 4, die Quadrate der halben Hauptachsenlingen; die n reellen

Zahlen 1,,...,4, sind die Wurzeln der Gleichung (1) und die Koeffi-

zienten ¢,, der Transformation (2a) (geometrisch gesprochen die

Richtungscosinus der # Hauptachsen) sind die zu jenen n Werten
., 4, gehdrigen »n Losungssysteme von (a,).
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Die analogen Tatsachen iiber die Eigenwerte 4 und die zuge-
horigen Eigenfunktionen ¢ (s) sind es, die den Inhalt der Eigenwert-
theorie der Gleichung (i,) bilden.

¢) Der allgemeine Analogiegedanke. Die Theorie der
linearen Gleichungen und die orthogonale Transformation der quadra-
tischen Formen sind die beiden einzigen wesentlichen algebraischen
Grundtatsachen, die in der elementaren analytischen Geometrie ver-
korpert sind. Die Integralgleichungstheorie, wie sie eben skizziert
worden ist, erscheint also einfach als analytisches Analogon zu den
Elementen der analytischen Geometrie des Raumes von zwei, drei und
mehr Dimensionen. In dieser Idee der Analogie mit der analytischen
Geometrie und allgemeiner iiberhaupt in der Idee des Ubergangs von
algebraischen Talsachen zu solchen der Analysis lieyt der Sinn der Lehre
von den Integralgleichungen.

Es versteht sich von selbst, daB lange vor 1900 die mannigfach-
sten Versuche zur Verwirklichung dieser Idee gemacht worden sind.
Seitdem D. Bernoulli die schwingende Saite als Grenzfall eines Systems
von #n einzelnen schwingenden Massenpunkten behandelt hatte®), ist
dieser Grenziibergang im Einzelfall immer wieder versucht worden;
und im Einzelfall hatte er gelegentlich Erfolg, namentlich dort, wo
physikalische Vorstellungen das Resultat im voraus prisentierten.?®)
Bei diesen Versuchen waren zunichst meist Differentialgleichungen,
nicht Integralgleichungen, das Substrat der Betrachtung auf Seiten
der Analysis, und man fand von ihnen den Weg zu algebraischen
Bildungen, indem man die Differentialgleichungen in Differenzenglei-
chungen aufléste.?®) Diese Art des Ubergangs hatte das beginnende
19. Jabrhundert noch weit stirker im BewuBtsein als die folgende
Periode der Mathematik; keiner vor allem hat friiher so tief in solche

2) D. Bernoulli, Petropol. Comm. 6 (1732/33, ed. 1738), p. 108 - 122, insbes.
Nr. 16: ,,Orsus itaque sam has meditationes a corporibus duobus filo flexili in
data distantia cohaerentibus; postea tria consideravi moxque quatuor, et tandem
numerum eorum distantiasque qualescunque; cumque numerum corporum infini-
tum facerem, vidi demum naturam oscillantis catenae sive aequalis sive in-
aequalis crassitiei sed ubique perfecte flexilis.** — Joh. Bernoulli, ibidem 2 (1729),
p- 200 = Opera 3, p. 124, hatte lediglich die Falle n =2, 3, 4 erirtert.

2a) Als markantestes Beispiel sei nur Lord Rayleigh, theory of sound,
1. Aufl. London 1877, 2. Aufl. 1894, chap. 4 und 5 angefiihrt.

2b) Es sei nur auf die SchluBbemerkung von Ch. Sturm am Ende seiner
groBen Arbeit J. de math. (1) 1 (1836), p. 106 — 186 verwiesen, in der er an-
deutet, wie er auf diesem Wege von seinem algebraischen Theorem betreffend
die Siurmschen Ketten zu seinem O~zillationstheorem betreffend die linearen
Differentialgleichungen 2. Ordnung gelangt ist.
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Zusammenhinge hineingeschaut, wie B. Riemann es in seiner Bemer-
kung zur Integration hyperbolischer partieller Differentialgleichungen
zu erkennen gibt.%)

Neben diesen Versuchen eines direkten Grenziibergangs laufen die
zahlreichen Bemiihungen einher, lineare Funktionalgleichungen durch
die Methode der unbestimmten Koeffizienten, also durch Reihenansitze
in Systeme von unendlichvielen linearen Gleichungen zu verwandeln;
der umfassende Bericht H. Burkhardis iiber die Entwicklungen nach
oszillierenden Funktionen*) gibt einen Begriff von der Mannigfaltig-
keit und zugleich von der aphoristischen Natur dieser Untersuchungen,
die alle in die Richtung des Analogiegedankens weisen.

Wenn trolzdem erst die Jahrhundertwende zur Geburtsstunde der
Integralgleichungslehre wurde, so kann man schon daraus entnehmen,
da diese Theorie noch durch andere Momente als durch jenen furmalen
Analogiegedanken bedingt sein muf?) Es ist das Ziel der folgenden
Nummern dieser genetischen Vorbetrachtung, diese Momente ausein-
anderzulegen und sowohl die Hindernisse aufzuweisen, die den Zugang
zur Integralgleichungstheorie solange verwehrten, als auch die charak-
teristischen Gedunken, die zu ihrer Entdeckung fiihrten.

2. Der besondere Typus der Integralgleichung zweiter Art.
Ein Blick auf (A) 148t bereits eines dieser entscheidenden Hindernisse
erkennen. Die Einer, die in der Diagonale des Systems (4) in Evidenz
treten, erscheinen, rein algebraisch betrachtet, lediglich als eine etwas
auffallende Dekoration, im Grunde nur als eine Sache der Beseichnung;
schriebe man K, statt 1 4+ K_,, so wire die Allgemeinheit des Systems
nicht geindert. Aber jene Einer sind daraus hervorgegangen, daB in
(J) die unbekannte Funktion auch auBerhalb des Integralzeichens
auftritt. Wiirde man davon absehen und an Stelle von (J) die Funk-
tionalgleichung

) SEs ) e dt =1

setzen, die man {ibrigens oft betrachtet und als Infegralgleichung 1. Art

3) B. Riemann, Uber die Foripflanzung ebener Luftwellen von endlicher
Schwingungsweite, Gott. Nachr. 1860 = Werke, 1. Aufl. p. 145—164, 2. Aufl.
p. 150—175, insbes. p. 159 bzw. 170f.

4) H. Burkhardt, Jahresb Deutsch. Math.-Ver. 10, (1908), XV u. 1804 8.

5) Ein Beispiel der lediglich heuristischen Auswertung des Analogiege-
dankens zur Autfindung eines wesentlichen Resultats findet man bei V. Volterra,
Sulla inversione degli integrali definiti, Torino Atti 31 (1896), p. 811—3823, 400—408,
557—567, 693 —708 (bzw p. 231—243, 286—294, 389399, 429—444 der Sonder-
ausgabe der Cl. fis,, mat. e nat.), insbes. Nr. 3 der 1. Note, p. 315 (bzw. 295).
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bezeichnet hat, so wiirde man eben nicht jenen Komplex von Sitzen
aufstellen konnen, die J. Fredholm fiir die Gleichung (J) entdeckt hat
und die in genauer Analogie zu den S#tzen der Lehre von n Gleichungen
ersten Grades mit % Unbekannten stehen (ausfiihrlich findet man sie
in Nr. 9 und im Anfang von Nr. 10 aufgefiihrt). Dieser tiefgehende
Unterschied zwischen Integralgleichungen 1. Art und Integralglei-
chungen 2. Art — iibrigens eine Benennung, die diesem Unterschied
nicht gerecht wird — ist also durch die Idee der formalen algebraischen
Analogie allein nicht zu begriinden; er ist also jedenfalls eine An-
gelegenheit der Analysis, und eine genetische Betrachtung des Gegen-
standes wird die einzelnen Efappen aufweisen miissen, in denen jener
Unterschied sich im Laufe der Zeit geltend gemacht hat.f)
Historisch betrachtet hebt sich der spezifische Ansatz der Inte-
gralgleichung sweiter Art erst allméhlich im Laufe des 19. Jahrhunderts
hier und da von den vielfach verstreut auftretenden Integralgleichungen
erster Art ab. Zuerst tritt er wohl 1837 bei J. Liouville auf?), in
einem Zusammenhange, der in Nr. 8 zu erwihnen sein wird. Man
findet ihn 1856 bei A. Beer®) wieder, bei der Losung der potential-
theoretischen Randwertaufgaben. Der Gedanke, der fiir die Entwick-
lung der Integralgleichungstheorie spiter entscheidend geworden ist,
ist der folgende. Die erste Randwertaufgabe verlangt eine Funktion
u(2, y) zu finden, die im Inneren eines gegebenen Bereichs der Diffe-
1 2 2
rentialgleichung Au = g?u; + g_yi: —0
geniigt und auf dem Rande C Werte hat, die als Funktion f(s) der
Bogenlinge s lings des Randes vorgegeben sind. Das logarithmische
Potential einer einfachen Belegung ¢(s), die lings des Randes C aus-

gebreitet ist, 1

1 .
u(x: (1/) = 51—"]9(3) lg (53 7, 9) dS,
4

6) Die theoretische Begriindung der hier vertretenen Ansicht iiber die der
Lehre von den Integralgleichungen 1. Art gezogenen engen Grenzen liefert in
voller Schirfe erst die Methode der unendlichvielen Veriinderlichen ; vgl. Nr, 20e,
Nr. 22, Anfang, insbes. *4°), sowie das am Ende von Nr. 6 und in Nr. 7 iiber den
Eigenwert oo Gesagte. — Disjenigen Aussagen, die an die Integralgleichurg
1. Art angekniipft worden sind, findet man in Nr. 22 zusammengestellt.

7) J. Liouville, Sur le développement des fonctions ou parties de fonctions
en séries dont les divers termes sont assujettis & satisfaire & une méme équation
différentielle du second ordre contenant un paramétre variable. II. J. de math. (1)
2 (1837), p. 16—35.

8) A Beer, Einleitung in die Elektrostatik, die Lehre vom Magnetismus
und die Elektrodynamik, Braunschweig 1865, insbes. p. 62 ff.; vgl. auch Poggend.
Ann. 98 (1856), p. 137 [die Hauptstelle abgedruckt bei C. Neumann®), p. 220f.].
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wo 7(s;z,y) die Entfernung des inneren Punktes (2, y) vom Rand-
punkte s ist, gentigt bekanntlich der Differentialgleichung und wird
auch die verlangten Randwerte f(¢) in den Punkten 6 des Randes C
dann annehmen, wenn
1 1
f(0) =5, Je(s)Ig e 5y ds,
c

ist; in heutiger Terminologie ist das eine Integralgleichung erster Art
fiir o(s). Der Gedanke von Beer kommt nun darauf hinaus, statt des
Potentials einer einfachen Belegung das einer Doppelbelegung mit dem
Moment ¢(s) zu verwenden, d. h. den Ausdruck

1 0 1
(%, y) = é;fqo © 528 (oo y)) ds,
c
wo ;7—& die partielle Ableitung in der zu C normalen Richtung be-

deutet; in diesem Falle ist namlich auf Grund der bekannten Sprung-
relationen der Wert, den v bei der Anniherung an den Randpunkt ¢
von innen her anuimmt,

1 ! 0 y
2@ =590) + 5 [ 96 5318 (rarg) 4
c

soll also v(6) gleich dem vorgegebenen f(6) sein, so hat @(s) in
heutiger Sprechweise einer Integralgleichung sweifer Art zu geniigen.
Fiir diese gelingt Beer im AnschluB an die W. Thomsonsche Methode der
elektrischen Bilder (1845; vgl. Encykl. ILA Tb, Burkhardt-Meyer, Nr. 16,
FuBn. %)) ein formaler Ansatz (vgl. Nr. 3), der auf die Integralglei-
chung erster Art nicht anwendbar wire, und den C. Neumann dann
zu seiner Theorie des arithmetischen Mittels®) ausgestaltet hat.
Immerhin waren dies stets nur Integralgleichungen mit speziellen
Kernen. Es war daher ein Zeichen von seltenem Ahnungsvermdgen,
als 1887 P. du Bois-Reymond'®) auf die allgemeine Funktionalgleichung
vom Typus (J) hinwies, auf die ihn schon vor 35 Jahren der Physio-
loge A. Fick aufmerksam gemacht habe und die ihm in den Anwen-
dungen immer wieder begegnet sei. ,Weder die Frage“ schlieBt er
seine Bemerkung, ,wie weit das Problem ein bestimmtes sei, noch
seine Klassifikation, da es doch an das Problem der Differenzenglei-

9) C. Newmann, Untersuchungen iiber das logarithmische und Newtounsche
Potential, Leipzig (Teubner) 1877, XVI u, 868 8.; vgl. im iibrigen Encykl. IIA 7D
(Burkhardt- Meyer), Nr. 27.

10) P. du Bois- Reymond, J. f. Math. 103 (1888), p. 204—229. Bei dieser
Gelegenheit (p. 228f) hat dw Bois- Reymond zuerst den Namen ,Integralglei-
chungen* gebraucht, den Hilbert hernach von ihm iibernommen hat.
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chungen sich anzuschlieBen scheint, sind, soviel ich weill, bis jetzt
erortert worden®.

Fir die weitere Entwicklung der Theorie war es von wesent-
licher Bedeutung, daf sich in einem scheinbar ganz anderen Gebiet,
dem der unendlichen Determinanten, seit 1886 ein entsprechender Ge-
danke durchsetzte.!') Bis dahin waren mancherlei Versuche unter-
nommen worden, unendlichviele lineare Gleichungen nach dem Muster
der Determinantentheorie zu behandeln; sie hatten aber zu keinen Er-
gebnissen von irgendwelcher Tragweite gefiihrt oder waren im Formalen
stecken geblieben.

Erst als G. W. Hill'®), H. Poincaré'®) und Helge von Koch), an-
einander ankniipfend, dazu iibergingen, die Einer in der Diagonale in
Evidenz zu setzen und unendliche Determinanten vom Typus

14 ay 9 Qs
ay 14 a a
3) 21 22 23

’ gy gy 14 a, . |

|

zu betrachten, bei denen > | @y 5| konvergiert, gelang der Aufbau

einer Theorie, deren Sitze denen der Auflosungstheorie von » linearen
Gleichungen mit #» Unbekannten vollstindig analog waren. Deutlicher
noch als bei den Integralgleichungen tritt auf diesem Gebiet hervor,
daB es eine Konvergenzbedingung, also eine Angelegenheit der Ana-
lysis ist, die den Einern in der Diagonale ihre Bedeutung verleiht.

3. Die Entwicklung nach Iterierten (Neumannsche Methode).
Der Erfolg, den die in Nr. 2 genannten Autoren gerade mit der Inte-
gralgleichung sweiter Art hatten, beruhte auf einer Methode, deren
algebraisches Analogon merkwiirdigerweise in der Theorie der linearen
Gleichungen nicht zu seinem Recht gekommen war, wohl infolge der

11) Uber die Anfinge der Entwicklung der Lehre von den unendiichvielen
linearen Gleichungen, deren Darstellung aus dem Rahmen der an dieser Stelle
zu gebenden Genesis der Integralgleichungstheorie herausfallen wiirde, vergleiche
man die Vorbemerkung zu IIC und die daran anschlieBende Nr. 17.

12) G. W. Hill, On the part of the motion of the lunar perigee which is
a function of the mean motions of the sun and moon, Cambridge (Mass.) 1877,
abgedruckt in Acta math. 8 (1886), p. 1—36.

13) H. Poincaré, S. M. F. Bull. 14 (1886), p. 77—90.

14) H. v. Koch, Ofvers. Vetensk. Ak. Forh. Stockholm 47 (1890), p. 109—129,
411—431; Acta math. 16 (1892), p. 217—295; fiir die weiteren Arbeiten iiber
diesen Gegenstand sei hier nur auf das Referat von H. v. Koch (s. Literatur C 5)
verwiesen; vgl. im ibrigen Nr. 17.
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Abneigung vieler Algebraiker gegen die Anwendung unendlicher Pro-
zesse im Bereiche der Arithmetik. Diese Methode war nichts anderes
als eine Anwendung der allgemeinen Idee der sukzessiven Approximaition,
wie sie bei beliebigen, auch nichtlinearen Systemen gewdhnlicher Diffe-
rentialgleichungen geiibt wird!®), auf die Gleichung (J), bei der sie
sich besonders {ibersichtlich gestaltet. Man findet in der Literatur
zwei verschiedene Arten, sie darzustellen; bei der Wichtigkeit der
Methode fiir die gesamte Theorie der Integralgleichungen wird es
zweckmiBig sein, beide Darstellungsformen hier aufzufiihren.

Die eine Darstellung bildet aus der gegebenen Funktion f(s) suk:
zessive die Funktionen

7o(s) = 1(9), 91(6) =16) f K(s, 8) 9o(8) 2, -
P.(s) = £(s) —f K (s, £) 9,y () dt (n=1,2..);

aus ihr ist unmittelbar ersichtlich, daB, falls die Funktionen ¢,(s)
gleichmiBig gegen eine Funktion ¢(s) konvergieren, diese der Inte-
gralgleichung (J) geniigt.

Die andere Darstellung bildet, indem sie ebenfalls von der ge-
gebenen Funktion f(s) ausgeht, durch , Jteration” einer Integraloperation
die Funktionen:

A)=—[E@ 070 dt, fi(s) =—[ E@s O, @) dt, .
fn(s) ='_fK(S7 t)fn—l(t)dt (n=1:2)“')7

(4)

(59)

und aus diesen sodann die unendliche Reihe

(5b) 9(s) = 1) + f,() + fu(8) + -

(Entwicklung nach Iterierten). DaB diese, wofern sie gleichm#Big kon-
vergiert, die Integralgleichung (J) befriedigt, ergibt sich daraus, daB
¢,(s) ihre n* Partialsumme ist.'®)

Liouville war wohl der erste, der diese Methode — bei der in
Nr. 2 erwihnten Gelegenheit”) — auf eine Integralgleichung 2. Art
angewendet hat. Die spezielle Natur seines Kernes erlaubte es ihm,

15) A. Cauchy, Paris C. R. 11 (1840), p. 780 = Oeuvres (1) 5, p. 3911; vgl
im ibrigen hierzu Encykl II A 4a (Painlevé), Nr. 9 und die Erginzungen in der
franzds. Ausg. II 15, Nr. 9 (Painlevé).

16) Die Rechnung, die dies verifiziert, ist die gleiche wie beim Beweise des
Satzes von der geometrischen Reihe, nur daB statt Potenzen einer Zahl Iterationen
einer Integraloperation auftreten. Diese Analogie Uift den einfachen Sinn der
Methode am besten hervortreten; genaueres s. in Nr. 24 a.
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die gleichm#éBige Konvergenz von (5b) durch explizite Rechnung zu
erweisen.

Der in Nr. 2 erwihnte formale Ansatz von A. Beer®) ist ebenfalls
nichts anderes als die Anwendung des Prozesses (4) auf die Funk-
tionalgleichung, in die Beer sein potentialtheoretisches Problem um-
geformt hatte. Es wird danach klar, daB Beers Versuch erst dadurch
die richtige Wendung erhielt, da er es verstand, das Problem statt
auf eine Integralgleichung erster Art, die fiir eine Anwendung der
Entwicklung nach Iterierten keine Handhabe bieten wiirde, auf eine
Integralgleichung zweiter Art zurlickzufiibren. Die Konvergenz dieses
Verfahrens hat Beer allerdings vollig unerdrtert gelassen. Es ist das
Verdienst von C. Neumann®), diese Liicke ausgefiillt und auf der
Grundlage des Brerschen Ansatzes, wenigstens fiir den Fall konvexer
Bereiche, eine wirkliche Theorie errichtet zu haben. Die Schwierigkeit
war dabei, daff das Beersche Verfahren in Wahrheit nicht ohne weiteres
konvergiert und daB C. Neumann erst eine Anderung des formalen
Apparates entdecken muBte, die die Durchfihrung des Konvergenz-
beweises ermoglicht. Die Untersuchungen von H. Poincaré®) (vgl. Nr. b,
p. 1364) haben hernach gezeigt, dabB sich in der Notwendigkeit dieser
Abinderung ein fiir die allgemeine Theorie der Integralgleichungen
wichtiger Umstand dokumentiert hatte.

Eine andere, umfangreichere Klasse von Integralgleichungen 2. Art,
bei denen (Db) stets gleichmiflig konvergiert, die sog.'") Volterra-
schen Integralgleichungen 2. Art, entdeckten erst J. Le Rouz'®)
und V. Volterra'®), der letztere unter ausdriicklicher Berufung auf die
Analogie mit denjenigen linearen Gleichungssystemen, bei denen die
s* Gleichung nur die s ersten Unbekunnten enthilt: ‘

K, =0, wenn ¢ >s,

bei denen also eine rekursive Auflosung stets moglich ist5) Das
Analogon dieser Gleichungssysteme sind diejenigen Integralgleichungen,

bei denen K(s,t) =0, wenn t> s,

d. h. deren Kern oberhalb. der Diagonale des Definitionsquadrats ver-
schwindet; man pflegt sie unter Fortlassung des Teiles des Integra-

17) Der Name gebt auf E. Picard zuriick; vgl. die thése von T. Lalesco,
Sur 'équation de Volterra, Paris 1908, 78 8., p. 2 = J. de math. (6) 4, p 125—202.

18) J. Le Roux, Sur les intégrales des équations linéaires aux dérivées par-
tielles du second ordre & deux variables indépendantes, thése, Paris 1894 = Ann:
Ec. Norm. (3) 12 (1895), p. 227—316, insbes. p 243 1. :

19) V. Volterra, Sulla inversione degli integrali definiti, Rom Acc. Line. Rend.
(8) 5, (1896), p. 177—185, 289—300 und Ann. di mat. (2) 25 (1897), p. 139—178.
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tionsintervalls, in dem K verschwindet, in der Form

(V) 9(s) + [ K(s, ) 9(t) dt = £(s),

also mit verdnderlicher oberer Grenze, zu schreiben. Bei diesen Inte-
gralgleichungen gelingt der Beweis der gleichmiBigen Konvergenz
der Reihe (Bb) durch eine sehr einfache Abschitzung von |f,(s)| ohne
irgendwelche weitere beschrinkende Annahme (vgl Nr. 23a).

4. Der 15sende Kern (Resolvente). An die Fouriersche Fest-
stellung %), daf die beiden Formeln

+ o +
(6) f2cos2mstp(t)dt=F(s), [2eos2mstf(t)dt=gp(s) (0<s< o0)
(1] 0

einander gegenseitig bedingen, an die Bemerkung Abels®), daB

*g(t)dt
@ [ =6, 10 =0, duch - [TEL g
0 0

geldst wird, haben sich zahlreiche Umkehrungsformeln?®?) fiir bestimmte
Integrale gekniipft. Hs ist das Gemeinsame aller dieser Umkehrungs-
formeln, daB fiir eine Integralgleichung 1. Art eine Losungsformel
gegeben wird, die selbst wieder die Gestalt einer Integralgleichung
1. Art hat. Volterra fiilhrte diese Umkehrungsaufgaben, soweit in
ihnen eine werdnderliche obere Grenze auftritt (Volterrasche Integral-
gleichungen 1. Art) durch Differentiation nach der oberen Grenze auf
Volterrasche Integralgleichungen 2. Art zuriick und konnte alsdann
fiir diese ganz allgemein statuieren, daB sie stets, und zwar durch eine
Formel vom Typus der Volterraschen Integralgleichung 2. Art, geldst
werden konnen.®3)

20) J. J. Fourier, Preisschrift von 1811, Paris, Mém. de l'ac. R. des sec.
de V'Institut de Fr. 4 (1819/20), p. 4851f.; vgl. im tibrigen Encykl. Il A 12 (H. Burk-
hardt), Nr. H21f.

21) N. H. Abel, Solution de quelques problemes & l'aide d’integrales dé-
finies, Werke (Coristiania 1881) 1, p. 11—27 = Magazin for Naturv. 1 (1823); Ré-
solution d’un probléme de mécanique, Werke 1, p. 97—101 = J. f. Math. 1 (1826),
p. 163—157. — S. D. Poisson, Second mémoire sur la distribution de la chaleur
dans les corps solides, J. Ec. Polyt. 12 (1823), cah. 19, p. 249—403 hatte vordem
schon (p. 299) eine Abelsche Integralgleichung aufgestellt, ohne ihre Losung
zu geben.

22) Wegen der (eschichte dieses Gegenstandes vgl. Encykl II A 11 (Pin-
cherle), Nr. 30, sowie die eingehende Darstellung bei Volterra'®).

23) V. Volterra®) '®) (vgl. Nr. 234). Als erster hat wohl J. Caqué, J. de math.
(2) 9 (1864), p. 185—~22 den Begriff des l5senden Kernes bei denjenigen beson-
deren Volterraschen Integralgleichungen 2. Art herausgearbeitet, die aus den




4. Der 1osende Kern (Resolvente). 5. Die Fredholmsche Entdeckurng. 1351

Dieses Phiénomen ergibt sich fiir Volterra unmittelbar aus der
Methode der Entwicklung nach Iterierten. Er braucht bloB aus den
rekursiven Formeln (5a) tatsichlich f,(s) durch f(s) auszudriicken, die
Ergebnisse in (5b) einzusetzen:

() = fls)— [ K(s, O f@®yat + [ [ K (s, N E(r, ) f () drat F -

und .
K(st) = — K(s,) +  K(s,r) K(r,t) dr
b b a
‘—ffK(S; r1) K (ryyrs) K(royt) drydry £ - -

zu setzen, um die Losung (5b) in der Form

(8a)

b
® 9() = £&) + [ K(s, O at,
also selbst wieder in der Form einer Integralgleichung 2. Art zu
erhalten. — K(s,#) nennt man den lisenden Kern (,Resolvente®, ,rezi-

proke Funktion* u. dgl.)®).

5. Die Fredholmsche Entdeckung. Allmihlich reifen, wie die
vorangehenden Nummern bereits erkennen lassen, im Laufe des 19. Jahr-
hunderts die Methoden und die Formung des Problems der Integral-
gleichungslehre heran. Vor ihrer definitiven Konzeption aber erhielt
die Theorie noch einen ganz anderen Impuls, und zwar durch H. Poin-
caré. Fiir ihn handelt es sich noch lediglich um die Randwertaufgaben
der Potentialtheorie; ihre Formulierung als eine Gleichung vom Typus
(J) und die in Nr. 3 gegebene Methodik tibernimmt er von C. Neu-
mann. Er bringt jedoch in ihre Behandlung noch wesentlich neue
methodische Elemente hinein, die er kurz zuvor bei der Behandlung
der schwingenden Membran erprobt hatte. ’

Auf diesen Ideenkreis der schwingenden Membran, der hernach
fiir Hilbert entscheidend geworden ist, muB schon hier mit einigen
Worten eingegangen werden, wenigstens soweit er fiir Fredholm maB-
gebend wurde. Die Gestalten einer in eine ebene Kontur C einge-

linearen homogenen Differentialgleichungen hervorgehen; AnlaB dazu gab hier
die Aufgabe, die in Nr. 3 erwihnte Liouvillesche Bebandlung?) der linearen
homogenen Differentialgleichung 2. Ordnung durch Entwicklung nach Iterierten
auf beliebige Ordnung zu iibertragen; vgl. auch U. Dini, Ann. di mat. (3) 2 (1899),
p. 297—324; 3 (1899), p. 125—183; 11 (1905), p. 285—335. Auch E. Beltrami,
Lomb, Ist. Rend. (2) 13 (1880), p. 327—337; Bologna Mem. (4) 8 (1887), p. 291— 326
operiert in besonderen Fallen bereits mit dem lssenden Kern.
24) Eine Benennung tritt zuerst bei Hilbert, Grundaziige, p. 12 auf.
Encyklop. d. math., Wissensch. II 3. 89
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spannten Membran wihrend einer Higenschwingung oder, wie es im
folgenden immer kurz heifen soll, die Eigenschwingungen der Mem-
bran, sind geometrisch gegeben durch diejenigen Funktionen, die fiir
irgendwelchen Wert des konstanten Parameters 4 der homogenen Diffe-
rentialgleichung

(9) Autduz= T4+ 554 du(zy) =0

geniigen und lings C den Wert O haben, ohne identisch zu verschwin-
den. Nicht fiir jeden Wert von 1 sind solche Ldsungen vorhanden;
vielmehr geben diejenigen diskreten Werte von 1, fiir die es der Fall
ist, die Frequenzen von Grundton und Oberténen der Membran, sie
smd wie man kurz zu sagen pflegt, die ,,Ezgenwerte“ des Problems
H. A. Schwarz®) hatte die Existenz des Grundtons (d. h. des kleinsten
Eigenwerts) bewiesen, durch eine Methode, die — ohne daB es aus-
gesprochen wird — nach dem in Nr. 1 skizzierten algebraischen
Muster des Hauptachsentheorems arbeitet und spiter in dem Existenz-
beweis von E. Schmidt fiir die Eigenwerte einer beliebigen Gleichung
vom Typus (,) ihren allgemeinen Ausdruck gefunden hat (vgl. Nr. 33a).
An diese Arbeit von Schwarz kniipft Poincaré an, nachdem E. Picard %)
den Existenzbeweis des ersten Obertones hinzugefiigt hatte, und be-
weist die Existenz unendlich vieler Eigenwerte.””) Das wesentliche an
Poincarés Arbeit aber sind die Betrachtungen, in deren Rahmen er
diesen Existenzbeweis fiihrt. Er betrachtet die lings der Kontur C
verschwindende Losung der unhomogenen Differentialgleichung

(9a) Au 4 Au=f(z,y),

die physikalisch gesprochen die erzwungene Schwingung darstellt: und
zwar betrachtet er diese Losung bei gegebenem f(z,y) in ihrer Ab-
hiingigkeit von A, fiir das er nun auch komplexe Werte in Betracht
zieht; es gelingt ihm, eine in bezug auf A meromorphe Funktion
u(z, y; 1) anzugeben, die fiir alle Werte von 4, die nicht gerade Pole
sind, eine Losung ist, iibrigens die einzige. Er betrachtet ihre Mittag-
Lefflersche Partialbruchzerlegung und erkennt in ihren Polen Eigen-
werte, in den zugehirigen Residuen Eigenfunktionen des Problems;

25) H. A. Schwarz, Uber ein die Flichen kleinsten Flicheninhalts betreffen-
des Problem der Variationsrechnung, Acta soc. sc. fennicae 15 (1885), p. 8156—362:
= Festschr. zum 70. Geburtstag von WeierstraB — Ges. Abh. 1, p. 241ff. — Vgl.
hierzu und zum folgenden Encykl. 1I A 7c¢ (Sommerfeld), Nr. 10 und 11 C 11 (H:lb-
Szdsz), Nr.'l‘z.

26) K. Picard, Paris C. R. 117 (1895), p. 502—507.

27) H. Poincaré, Sur les équations de la physique mathématique, Palermo
Rend. 8 (1894), p. 57T—156.
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und zwar beweist er, da man, wenn auch nicht bei jedem willkiir-
lich vorgegebenen f(z, y), so doch bei passend gewdhltem f(2,y) dabei
stets samtliche Eigenwerte und Eigenfunktionen erhilt. Fiir alle Werte
i, die nicht Eigenwerte sind, ist also das unhomogene Randwert-
problem (9a) stets und nur auf eine Art losbar, und zwar fiir jedes
f(z, y) rechterhand; andererseits ist fiir diejenigen Werte 1, die Eigen-
werte sind, definitionsgemi das homogene Randwertproblem (9) Iés-
bar. Die Analogie mit dem in Nr. 1b angedeuteten Hauptachsen-
theorem der analytischen Geometrie wird nun leicht deutlich: Die
Eigenwerte entsprechen den #» Werten von 1, fiir die das homogene
System (a,) eine Loésung besitzt, also ‘den » Wurzeln der Sikular-
gleichung (1) (Halbachsenquadrate); den Losungen selbst entsprechen
die Eigenfunktionen. Das unhomogene Randwertproblem (9a) ent-
spricht dem unhomogenen Gleichungssystem

(a) 9’3—1;:21]‘7::(77::7“: (S=17'“r”’)'

Nun lehrt die Determinantentheorie, daB das System (@) bei beliebigen
rechten Seiten £}, ..., f, stets eine und nur eine Losung hat, falls 1
keine jener m Wurzeln der Gleichung (1) ist; und zwar erscheint
die Losung dann als Quotient zweier Determinanten, die Polynome
(n — 1)*® bzw. n'*® Grades von A sind, also als gebrochen rationale
Funktion von 4, und zwar mit den ausgezeichneten 1-Werten als Polen
und den Losungen der homogenen Gleichungen als Residuen. Der
Komplex der von Poincaré entdeckten Tatsachen erweist sich also
als das unmittelbare Analogon der geldufigen Eigenschaften der beim
Hauptachsenproblem auftretenden linearen Gleichungssysteme und ihrer
Determinanten.

Von dieser Basis aus trat Poincaré an die ,méthode de Neumann‘
heran. Er begann damit, auch hier den Parameter 4 einzufiihren, der
sich in diesem Falle durch die physikalische Natur der Sache nicht
dargeboten hatte. Kr betrachtete also, wofern man den von C. Neumann
benutzten Kern mit B(s,#) bezeichnet, die Gleichung vom Typus (J):

(10) ¢(s) — [ B(s,8) (t) dt = £(s),

die fiir A = — 1 in die Neumannsche Gleichung iibergeht. Fiir =1
ergab sie die ebenfalls von Neumann betrachtete Gleichung fiir die
Randwertaufgabe des AuBengebiets, und beide Aufgaben waren also
vermige des Parameters 4 in der einen Formel (10) zusammengefaBt.

Zugleich ergab sich die Entwicklung nach Iterierten (5) nach Ein-
89*
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filhrung des Parameters 4 mit einer Natiirlichkeit, der kein Kunstgriff
mehr anhaftete. Setzt man ndmlich die Losung von (10), die natur-
gemif von 1 abhiingen muB, als Potenzreihe nach Potenzen von 1 an,

(11) @ (8) = fo(s) + Afi(s) + A*f(8) +- - -+,
so ergibt die Einfilhrung dieses Ansatzes in (10) und die Vergleichung
der einzelnen Potenzen von A auf beiden Seiten

(118) fo(s) =1(s), 1) =f BsHf O, f,') = [ Bls,df.(H)dt, ...,

also genau die Entwicklung (5) von Nr. 3. Deren Konvergenz war
hier fiir |A| <1 leicht zu gewinnen; aber auf 1= -+ 1 kam es ge-
rade an.

Und nun ibertrug Poincaré®) jene Untersuchungen iiber die
schwingende Membran auf dieses Problem, dessen Kern B(s, ¢) keine
symmetrische Funktion mehr war. So wichtig war ihm die Erkennt-
nis des Sachverhalts, daB er sogar die Existenz der Losung der Rand-
wertaufgabe (auf Grund anderer Methoden, etwa des alternierenden
Verfahrens von Schwarz oder seiner eigenen méthode de balayage)
bereits als feststehend annahm, ja sogar schlieBlich zu heuristischen
Methoden iiberging, um die Konvergenz der Newmannschen Methode
des arithmetischen Mittels ohne Voraussetzung der Konvexitit der
Randkurve zu sichern und dariiber hinaus den weiteren Tatbestand
klarzulegen: den meromorphen (harakter der Losung und das Ana-
logon aller der weiteren bei der schwingenden Membran errterten
Dinge. Insbesondere stellte sich dabei heraus, duB die Losung bei
-+ 1 ihren absolut kleinsten Pol hat; damit fand es seine Aufkldrung,
weshalb die urspriingliche Beersche Entwicklung (5) nicht stets kon-
vergiert und erst der Modifikation von C. Neumunn bedurfte, von der
in Nr. 3, p. 1349, die Rede war.

Diese Untersuchungen Poincarés sind es, von denen J. Fred-
holm®) seinen Ausgang genommen hat. Das einzige Resultat, das
Fredholm auBerdem in diesem Berecich vorfand, war die Theorie der

28) H. Poincaré, Sur la méthode de Neumann et le probléme de Dirichlet,
Paris C. R. 120 (1895), p. 347—352; Acta math. 20 (1896), p. 59—142; vgl. auch
Théorie du potentiel Newtonien, Paris 1899, p. 2601

29) J. Fredholm, Sur une nouvelle méthode pour la résolution du probleme
de Dirichlet, Ofvers. af Kongl. Vetensk. Ak. Forh. Stockholm 57, Nr. 1 (10. Jan.
1900), p. 839—46; Sur une classe de transformations fonctionelles, Paris C. R. 134
(27. Jan. 1902), p. 219—222, présentée par M. H. Poincaré; Sur une classe d'équa-
tions fonctionelles, ebenda (30. Juui 1902), p. 1561—1.64; Sur une classe d’équa-
tions fonctionelles, Acta math. 27 (1903), p. 365—890.
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Volterraschen Integralgleichung (vgl. Nr. 3) Fiigt man auch in diese
Theorie den Parameter i ein, so besagt sie, daB hier die L&sung
eine bestindig konvergente Potenzreihe, also nicht nur eine mero-
morphe, sondern sogar eine ganze transzendente Funktion von 4 ist.
PaBte sie also auf der einen Seite aufs beste mit dem Poincaréschen
Tatsachenkomplex zusammen, so hatte sie auf der anderen Seite vor
thm den Vorzug, nicht mehr an den Besonderheiten eines so speziellen
Problems zu haften, wie es die potentialtheoretische Randwertaufgabe
war; denn so bewuBt Poincaré die Analogie mit den allgemeinen
algebraischen Tatsachen gewesen war, so stark waren doch seine Er-
orterungen auf die spezielle Ausdrucksweise der Potentialtheorie ein-
gestellt Insbesondere lieB die Volterrasche Theorie ein Moment der
Analogie mit der Aufldsung der linearen Gleichungssysteme besser
hervortreten. Das in Nr. 4 geschilderte Phinomen des l6senden Kernes,
d. h. die Idee, eine lineare Integralgleichung durch eine Formel auf-
zulésen, die selbst wieder die Gestalt einer linearen Integralgleichung
hat, hatte sich naturgemdf bei den Volterraschen Untersuchungen
dargeboten, da hier explizite Infegralgleichungen und nicht, wie bei
Neumann und Poincaré, Differentialgleichungen zu behandeln waren.
In Wabhrheit ist dieses Phiinomen das Analogon einer fiir jedes System
von n unhomogenen linearen Gleichungen mit # Unbekannten gelten-
den Tatsache, daB nimlich die bekannte Determinantenformel fiir die
Auflosung eines solchen Systems die Unbekannten selbst wieder als.
lineare homogene Verbindungen der gegebenen rechten Seite f;, ..., £,
darstellt.

Aus diesem Komplex von Einzeltatsachen hat Fredholm die Kon-
zeption der allgemeinen Gleichung (J) und die Idee ihrer Behandlung
nach dem Muster der Determinantentheorie entnommen ®); an diesem
Komplex von Einzeltatsachen orientiert, gewinnt er die Losung von
(J) oder vielmehr von der Gleichung

@) 9(s) — 1 [ E(s, 1) 9(t) d¢ = £(s),

die aus (J) durch Einfiigung des Parameters 1 hervorgeht, als Quo-
tienten zweier ganzen transzendenten Funktionen von 4. Indem er
nicht nur die Tatsachen, sondern auch die Methoden der Determi-
nantentheorie formal nachbildet, gelangt er ganz im Rahmen dieser
elementaren Operationsmittel und ohne Benutzung der bei Poincaré
entscheidenden funktionentheoretischen SchluBweise zu einer einfachen
Theorie von allgemeinem Charakter.

80) Man vergleiche Fredholms eigene Darstellung Literatur C 6, p. 95.
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Als Muster steht ihm bei der Durchfihrung dieses Programms
die v. Kochsche Theorie der unendlichen Determinanten) vor Augen.
H. v. Koch war in diesen Untersuchungen vielfach von der Formel

ausgegangen:
11 + K, ... K,,
n n 7|
(12)1 . eee . =1 —I—Z K‘” + élli ZZ‘K‘U’AK’P‘Z + e
C e . s=1 =18=1 Ka,le:,lz
| K,..14K,

Aus dieser kann man, indem man » wachsen 148t, die Konvergenz-
verhaltnisse der unendlichen Determinante besonders gut erschlieBen.
Fredholm hatte nun den Gedanken, dieselbe Formel (12) zum Aus-
gangspunkt eines ganz andersartigen Grenziiberganges zu machen, als
H.v. Koch. Indem er sie nimlich auf das System (4) von Nr. 1 an-
wendete und den dort angedeuteten Grenziibergang vollzog, erhielt er
die Bildung >

(13) A=1+fblc(s,s)ds+%f]

als das Analogon der Determinante aus der Algebra und entspre-
chende Analoga der ersten und hdheren Unterdeterminanten.?)

Fir den Beweis der Konvergenz von (13) reichte der Apparat
der Konvergenzbetrachtungen der Poincaré-Kochschen Determinanten-
theorie nicht aus. Es war daher wesentlich, daB Fredholm in dem
sog. Hadamardschen Determinantensats dasjenige Hilfsmittel vorbereitet
fand, das hier angemessen war. Derselbe besagt, da fiir das Quadrat
des absoluten Betrages einer Determinanten 4 mit den Elementen a,,

die Ungleichung
(19) AP (aul 4+ law - (P + - 40
gilt, oder, geometrisch zu reden, daf unter allen (n-dimensionalen)

Parallelepipeden von gegebenen Kantenlingen das rechtwinklige das
grofte Volumen hat.®) Die absolute Konvergenz von (13) und allen

K(s,,8,) K(sy, %)
K(sy,8,) K(s;,8;)

ds ds, +---

31) J. Hadamard, Sur le module maximum que puisse atteindre un déter-
minant, Paris C. R. 116 (1893), p. 1600—1501; Résolution d’une question relative
aux déterminants, Darb. Bull (2) 17 (1898), p. 240—246. Zur Geschichte des
Hadamardschen Determinantensatzes sei das folgende zusammengestellt.
Schon 1867 streift oJ. J. Sylvester die Angelegenheit, indem er Phil. Mag. (4) 34,
p. 461475 sich mit den ,invers-orthogonalen“ Matrizen beschiftigt, bei d+nen
die Unterdeterminanten 4, 8 nicht, wie bei den orthogonalen, =o¢a, g sondern

=2 sind; er gelangt dabei zur Aufstellung solcher aus Einheitswurzeln ge-

o
bildet@n Matrizen, bei denen das Gleichheitszeichen des Hadamardschen Satzes
erreicht ist, ohne daB er diesen kennt. Die Fragestellung Hadamards ist Lord
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hoheren Bildungen ergibt sich daraus unmittelbar durch Anwendung
des Cauchyschen Konvergenzkriteriums. Der Ausbau der ganzen Theorie

Kelvin 1885 bekannt (nach Angabe von Hadamard in Literatur A 5, p. 50,
Anm. 2; danach hat Th. Muir 1886 Lord Kelvin einen Beweis brieflich mit-
geteilt); vgl. dazu auch E. J. Nanson, Mess. 31 (1901). Fiir H. Minkowski war
der Satz im Zusammenhange seiner zahlentheoretischen Behandlung der definiten
quadratischen Formen unmittelbar gegeben, und er hat ihn in seiner ,,Geometrie
der Zahlen‘* (Leipzig 1896), p. 183, explizite als eine Folgerung aus der Jacobi-
schen Transformation der quadratischen Formen aufgefiihrt.

Eine Analyse des Hadamardschen Beweises nimmt E. Fischer, Archiv (3) 13
(1908), p. 32—40 vor, und schilt als seinen Kern den einfach zu beweisenden Satz
heraus, daB die adjungierte Form von einer definiten quadratischen Form selbst
wieder definit ist. W. Wirtinger, Darb. Bull (2) 81 (1907). p. 1756—179 = Monatsh.
18 (1907), p. 158—160, gibt einen Beweis mit Hilfe der Theorie der Maxima mit
Nebenbedingungen, indem er das Maximum des Volumens bei festen Kanten-
lingen bestimmt; vgl. auch Heywood-Fréchet, Literatur A 5, p. 50ff. Man kann
denselben geometrischen Gedanken durch SchluB von n — 1 auf n durchfiihren,
ohne die Theorie der Maxima mit Nebenbedingungen heranzuziehen; dies tun
L. Tonelli, Batt. G. 47 [(2) 16], p. 212—218; G. Kowalewski, Die klassischen Pro-
bleme der Analysis des Unendlichen, Leipzig (Teubner) 1910, VIII u. 384 S., p. 378 f.;
W. Blaschke, Arch. Math. Phys. (8) 20 (1913), p. 277—279 und R. Courant, Lite-
ratur A 11, p. 24. O. Szdsz, Math. és phys. lapok 19 (1910), p. 221—227 (ungar.) und
Math.-naturw. Ber. aus Ung. 27 (1913), p. 172—180, und unabhingig davon 7. Boggio,
Darb. Bull. (2) 35 (1911), p. 118—116, halten nicht die Kanten fest, sondern
wenden den OrthogonalisierungsprozeB so auf die » Kanten an, daB das Volumen bei
den einzelnen Schritten des Prozesses stets das gleiche bleibt; geometrisch zu reden,
ersetzen sie die Kanten der Reihe nach durch die zugehdrigen Hohen, die kleiner
gind; algebraisch zu reden, ist der OrthogonalisierungsprozeB {ibrigens nichts
anderes als die Jacobische Transformation. Ahnlich verfihrt 4. Kneser, Literatur
A 4,§55 bzw. § 61 der 2. Auflage. J. Schur, Math. Ann. 66 (1909), p. 496 f. erhiilt den
Hadamardschen Satz als Corollar zu seinen S#tzen iiber die Eigenwerte 1, ..., 1,
der Matrix (a, ) und verallgemeinert ihn dahin, daB jede elementarsymmetrische
Funktion der GroBen |4, |% ..., |1,]|? < der entsprechenden der n KlammergroBen
ist, die in (14) rechterhand auftreten und die Quadrate der Kantenlingen be-
deuten; der Hadamardsche Satz ergibt sich speziell fiir die letzte elementar-
symmetrische Funktion, insofern 1,...4,==|A4] ist, also |4|*==[1,]%...|4,|%
weiteres J. Schur%%), p. 17f. Eine andere, von E. J. Nanson [the educational
times 55 (1902), p. 517, question 15244] behauptete Verallgemeinerung beweist
0. Szdsz, Monatsh. Math. Phys. 28 (1917), p. 253—257. Vgl. auBerdem 7. Hayashi,
Tokyo Math. Ges. (2) 5 (1909), p. 104—109 und Batt. G. 48 [(8) 1] (1910), p. 253
—258; L. Amoroso, Batt. G. 48 [(3) 1] (1910), p. 305—315; Th. Muir, South Africa
R. Soc. Trans. 1 (1910), p. 323—334; T. Kubota, Tohoku J, 2 (1912), p. 37—38. —
Eine Reihe von Arbeiten beschiftigt sich mit der Frage, fir welche n es Deter-
minanten aus reellen Elementen gibt, bei denen die Hadamardsche Ungleichung
in der Formulierung von Nr. 9, p. 1371, zur Gleichung wird: E. W. Davis, J. Hop-
kins Circ. 1882, p. 22—23 = Amer. Math. Soc. Bull. (2) 14 (1907), p. 17—18;
U. Scarpis, Lomb. Ist. Rend. 31 (1898), p. 1441 —1446 fir n =22 g(g — 1), Wo
q— 1 Primzahl; E. Pascal, Die Determinanten, Leipzig 1900, § 53, p. 180—184;
F. B. Sharpe , Amer. Math. Soc. Bull. (2) 14 (1907), p. 121—123 fiir n == 12, 20.
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vollzog sich nun nach dem Muster der elementaren Determinanten-
theorie und lieferte in der Tat den dem Algebraischen entsprechen-
den Sitzekomplex in seinem vollen Umfang.

Fiihrt man nachtriglich den Parameter 1 hier ein, indem man
~— 4k(s,t) fir K(s,t) einsetzt, so wird (13) eine Potenzreihe, die
nach Potenzen von 4 fortschreitet und deren bestindige Konvergenz
unmittelbar gegeben ist, also eine ganze transzendente Funktion d(4).
Damit waren insbesondere auch die Poincaréschen Tatsachen und Ver-
mutungen allgemein dargetan.

6. Hilberts Eigenwerttheorie. Aus dem grofen Bezirk der Ana-
lysis, in dem die linearen gewdhnlichen und partiellen Differentialglei-
chungen der mathematischen Physik in einer bunten Mannigfaltigkeit
von Einzelproblemen mit einer Fiille individueller Kunstgriffe behandelt
werden, hatte Fredholm also einen bestimmten Aufgabentypus — den
der Randwertaufgaben im strengen Sinne des Wortes — heraus-
gegriffen und von diesem ausgehend eine Theorie gebildet, die nicht
nur #uBerlich dem Vorbilde der Algebra nachgeformt war, sondern
auch innerlich die Merkmale einer organischen Problemstellung und
einer systematisch-methodischen Behandlung in sich trug. Damit war
aber nur ein Bruchteil dieses vielgestaltigen Bezirks erfaBt. Der
Encyklopidieartikel von A. Sommerfeld (Encykl. 11 A 7c¢) und H. Burk-
hardts umfangreicher Bericht tiber die oszillierenden Funktionen*)
zeigen deutlich die Situation von 1900: iiber den Schwingungspro-
blemen lagert in unbestimmter Gestalt die Idee der formalen Analogie
mit dem Hauptachsenproblem der Algebra, ohne sich konkret als
allgemeingiiltiges und beweisendes Prinzip fassen zu lassen und ohne
vorldufig irgendeinen Anklang an eine Integralgleichung zu enthalten,
wihrend zu der gleichen Zeit im Bereich der Randwertaufgaben
C. Neumann, Volterra u. a. Integralgleichungen vom Typus (J) lingst
hingeschrieben und mit ihnen operiert hatten.

Der Typus dieser Schwingungsprobleme wird am besten an der
Hand eines Beispiels deutlich, etwa desjenigen der schwingenden Mem-
bran, von dem in Nr. 5 in dem dort erforderlichen Umfang die Rede
war. Hier, wo es erwiinscht ist, an der Hand eines solchen Beispiels
den wvollen Sachverhalt kennenzulernen, wird es bequemer sein, anstatt
von der zweidimensionalen schwingenden Membran von ihrem eindimen-
sionalen Analogon, der schwingenden Saite, zu sprechen, bei der
sich alles expliziter iibersehen liBt. Die Form einer an beiden Enden
eingespannten Saite wihrend irgendeiner (erzwungenen) Schwingung
wird bestimmt durch eine Funktion u(s), die fir a <s <L b der un-
homogenen Differentialgleichung
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d2
(15) o+ du(s) = [(s)
geniigt, sowie den beiden Randbedingungen
(15a) u(a) =0, u(b) = 0.

Insbesondere sind hier die (freien) Eigenschwingungen der Saite
durch diejenigen Funktionen gegeben, die fiir irgendeinen Wert des
konstanten Parameters 4 der homogenen Differentialgleichung
(15b) T4 (s =0
und zugleich (15a) gentigen, ohne jedoch identisch zu verschwinden.
Solche Losungen gibt es auch hier nicht fiir jeden Wert von 4, son-
dern nur fiir eine Folge diskreter, reeller, ins Unendliche wachsender
Werte 4,, 4, ..., die ,ausgezeichneten Parameterwerte* oder , HEigen-
werte®, die sich physikalisch durch die Frequenzen (Tonhohen) der be-
treffenden Eigenschwingungen deuten; die zugehdrigen Losungen, die
,Bigenfunktionen”, mdgen o, (s), @s(s), ... heiBen.?®) Der physika-
lischen Grundtatsache, daB man eine willkiirliche Schwingung als
Superposition ven Eigenschwingungen auffassen kann, entspricht mathe-
matisch die Aufgabe, eine beliehige, nur gewissen Rand- und Stetig-
keitsbedingungen geniigende Funktion f(s) in eine Reihe der Form

(16) 1) = .,

zu entwickeln (Fouriersche Reihe). Den Ausgangspunkt fiir die mathe-
matische Behandlung dieser Aufgabe bildet die sog. ,,Orthogonalitits-
eigenschaft“ der Eigenfunktionen

1 fir e=g,

b
(17) f‘Pu(s) ‘Pp’(s) ds = Caps d. b = {0 fir a=£p;

aus ihr ergibt sich in der bekannten Weise, daB

(18) ¢o = [1(8)9a(s) ds

anzusetzen ist. Die Schwierigkeiten, die der vollen mathematischen
Durchfiihrung dieses Ansatzes im Sinne strenger Konvergenzbetrach-
tungen entgegenstehen, sind bekannt; sie sind das Kennzeichen dieses
ganzen Gebietes.

Die Analogie dieser Tatsachen mit dem Hauptachsenproblem der
Algebra ist jetzt leicht zu schildern. Es ist diejenige Analogie, von der

32) Eine elementare Ausrechnung ergibt fiir den vorliegenden Fall, wenn
a=0, b==1 genommen wird, 1, =n's? g¢,(s) =) 2sinnxs.
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in Nr. 1¢ kurz erwihnt wurde, dal D. Bernoulli sie schon gekannt habe.
Sie ist iibrigens nicht zu verwechseln mit der in Nr. 1b geschilderten
Analogie zwischen dem Hauptachsenproblem der Algebra und der
Eigenwerttheorie der Integralgleichungen; von solchen ist in dem
hier zu schildernden Zusammenhang noch nicht die Rede. D. Ber-
noulli®) gelangte vom Schwingungsproblem zu einem System vom
Typus (a) dadurch, daB er die schwingende Saite in ein System von
# schwingenden Massenpunkten aufldste. Hierbei entsprechen zunichst
in derselben Weise wie bei der schwingenden Membran die Eigen-
werte den Halbachsenquadraten, d. h. den n Werten 4,, ..., 4,, fiir die
die Determinante von (@) verschwindet, die Eigenfunktionen ¢, (s) den
Richtungskosinus der n Hauptachsen ¢,, ..., ¢, (¢ =1, ..., n), die
oben als Koeffizienten der Transformationsformel (2a) auftraten. Dar-
tiber hinaus steht die Orthogonalititsrelation (17) der Tatsache gegen-
tiber, daB die Hauptachsen zu je zweien aufeinander orthogonal sind:

(—1—7) quacq)ﬁ::eaﬂ (“,ﬁ=1, ey 'n).

s==1

Um endlich auch das Analogon des Entwicklungssatzes zu erkennen,
muB man sich des Satzes aus der Lehre von den rechtwinkligen Ko-
ordinatentransformationen erinnern, daf die Gleichungen (17) stets auch
das Bestehen der anderen

(ﬁa) Zq)asq)at=e:t (t=1,.., n)

a=1

zur Folge haben; man muB sodann®) die Gleichungen (17a) fiir
{=1,..., n hingeschrieben denken, mit n willkiirlichen Zahlen
fi, -+ f, multiplizieren und addieren:

j(j¢aa¢al)ft =jegtf:= f;

Oder hest =
) 30.(Soul) =1,
und man muB schlieBlich

(18) . =é’ ol

38) Die Analogie wird an dieser Stelle ein wenig verdunkelt durch den

@O
Umstand, daB die Reihe 2’%‘(3) @, (t) nicht ohne weiteres konvergiert, so daB
a=1 i
das unmittelbare analytische Analogon zu (17a) fehlt. Die im Text vorgenom-
mene Umformung umgeht die hierin liegende faktische Schwierigkeit, indem
gie (17a) durch die algebraisch damit #quivalente Tatsache (17b) ersetzt, die
ihrerseits eine Ubertragung auf die Analysis unmittelbar gestattet.
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getzen, um darin und in
(1_6) f:? =§ca (pa:

das Analogon von (18) und (16) zu finden.

Noch um 1900 besteht also die Lehre von den Schwingungen
aus einem Biindel solcher Theorien wie der eben skizzierten, die alle
den Tatbestand des Hauptachsentheorems, wie man es kurz nennen
kann, mehr oder weniger vollkommen aufweisen. Das umfassendste
Beispiel war die Poincarésche Theorie der schwingenden Membran.?")
In Nr. 5 war von ihr nur das herausgegriffen, was fiir die Fred-
holmsche Entdeckung wesentlich geworden ist; in Wahrheit hat Poin-
caré den vollen fiir die schwingende Saite hier geschilderten Sachver-
halt fiir die schwingende Membran, fiir die er unvergleichlich schwerer
zu erschlieBen ist, zur Geltung gebracht, allerdings gerade den Ent-
wicklungssatz zum Teil nur auf der Grundlage heuristischer Uber-
legungen.®)

Immerhin bewegten sich alle diese Uberlegungen Poincards ebenso
wie in seiner Arbeit iiber die Newmannsche Methode®) im Rahmen
des vorliegenden Einzelfalles. Nachdem aber Fredholm mit seiner Auf-
16sungstheorie das Muster einer allgemeinen, nach algebraischem Vor-
bild gearbeiteten Theorie aufgestellt hatte, schuf D. Hilbert®) eine neue,

34) Aus der umfangreichen Geschichte der Entwicklungssiitze sind hier
nur diejenigen Momente herausgehoben worden, die fiir die Entstehung der
Integralgleichungstheorie und ihren algebraischen Grundgedanken sich als maf-
gebend erwiesen haben. Die Entstehung der Integralgleichungstheorie vollzieht
sich sowohl bei Fredholm in der Auflosungstheorie wie auch hier bei Hilbert in
der Eigenwerttheorie unter bewuBter Abstreifung der funktionentheoretischen
Methodik, die in Poincarés Untersuchungen eigentlich im Vordergrund steht.
Die Linie dieser funktionentheoretischen Forschungsweise Poincarés wird unab-
hiingig von der Entwicklung der Integralgleichungslehre und etwa gleichzeitig
wit ihr von § Zaremba, W. Stekloff, A. Kneser u. a. in zahlreichen Arbeiten iiber
Differentialgleichungen der mathematischen Physik fortgefiihrt. Erst an einer
spiteren Stelle hat die Integralgleichungstheorie ihrerseits diese Methodik in
ihren Bereich einbezogen (vgl. Nr. 33 ¢, 89, 43a,4). Deshalb begniigt sich die hier
gegebene Darstellung, die nur die Entstehungsgeschichte der Integralgleichungs-
theorie skizzieren will, mit einem solchen kurzen Hinweis auf die angefiihrten
Untersuchungen, und sie konnte dies um so eher, als sich in Encykl. I1 C 11 (Hilb-
Szdsz), Nr. 12 ein zusammenhiingender historischer Uberblick dartiber findet.

35) D. Hilbert, 1. Mitteil., Gott. Nachr. 1904, p. 49—91 = Grundaziige, 1. Ab-
. schnitt; 2. Mitteil., Gott. Nachr. 1904, p. 218 —259 = Grundziige, 2. Abschnitt,
“Vorausgegaugen waren Verdffentlichungen in den Gottinger Dissertationen von
0. D. Kellogg, 1902, 1V u. 48 8. [vgl. auch denselben®%)], A. Andrae, 1903, 111 8,
Ch. M. Mason, 1903, IV u. 75 8., nachdem Hilbert seine Theorie in Vorlesungen
und Seminaren seit dem Winter 1901/02 vorgetragen hatte.
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entsprechend allgemeine analytische Theorie nach dem Vorbild der Haupt-
achsentheorie der Algebra, eben diejenige, die in Nr. 1b geschildert und
als ,Bigenwerttheorie der Integralgleichung mit symmetrischem Kern“
bezeichnet worden ist. Zugleich zeigt er, wie die Lehre von den Schwin-
gungen in die Eigenwerttheorie einzuordnen ist: die Greensche Funk-
tion, das bekannte Haupthilfsmittel der Potentialtheorie, dessen auch
H. A. Schwarz und Poincaré sich dauernd bedient hatten, erwies sich
von diesem Standpunkt eben als der Kern derjenigen besonderen Inte-
gralgleichung, in die sich die Theorie der schwingenden Membran um-
setzen laBt.36)

Fiir den Beweis der Sdtze seiner Eigenweritheorie stiitzte sich Hil-
bert — anders als Fredholm bei seiner Auflésungstheorie — auf den
in Nr. 1a geschilderten Grenziibergang. Wenn ihm der Beweis gelang,
so liegt dies nicht zum wenigsten daran, daB er nicht direkt auf den
Entwicklungssatz ausging, der im Spezialfall der Fourierschen Reihe
durch die Formel (16) gegeben ist, sondern den Grenziibergang genau
an diejenige Formulierung des Hauptachsentheorems anschloB, die
sich aus der Gleichung (2b) von Nr. 1 ergibt. Das analytische Aqui-
valent davon im Sinne der am Ende von Nr. la angegebenen all-
gemeinen Analogisierungsregel ist die Formel

(19) fﬁ(s, t)a(s) z(t) ds dt =j f{—

a=1

wo .
(19a) Ve = [9u(6) () dt

ist, und ¢,(¢) die zum Eigenwert 1, gehorige Eigenfunktion. Diese
Formel, die in den Uberlegungen von H. A. Schwarz und Poincaré
nicht hervortritt, enthilt einerseits den Schliissel zu der gesamten
Theorie: man kann aus ihr sowohl die Existenz sémtlicher Eigen-
werte unmittelbar ablesen, als auch iiber den Entwicklungssatz, wie
er sich in den Formeln (16) und (18) ausdriickt, genauen AufschluB
erhalten. Andererseits aber — und das ist das wesentlichste — gilt
die Entwicklung (19) ohne jede Einschrinkung iiber die Natur des

36) Es war nicht unwesentlich, da8 H. Burkhardt, S. M. F. Bull. 22 (1894),
p. T1—75, auf eine Anregung von F. Klein hin und mit Benutzung der Betrach-
tungsweise von K. Picard das Analogon der Greemschen Funktion fir den Fall
eindimensionaler Schwingungsvorgiinge (sich selbst adjungierte homogene lineare
Differentialgleichungen 2. Ordnung) untersucht hatte. Hilbert fand darin das
Hilfsmittel vor, um auch diese Schwingungsprobleme unmittelbar in Integral-
gleichungen umzuformen.
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symmetrischen Kernes k(s,?) und die willkiirliche Funktion z(s), die
beide lediglich als stetig vorausgesetzt zu werden brauchen — im
Gegensatz zu demjenigen Entwicklungssatz, der durch die Formeln
(16), (18) gegeben ist.

Es sind zwei Hindernisse, die der unbeschrinkten Giiltigkeit der
Entwicklungsformel (16) entgegenstehen. Das eine ergibt sich daraus,
daB man auf Grund bekannter Tatsachen aus der Theorie der Fourier-
schen Reihen leicht einen stetigen Kern k(s, t) und dazu eine stetige
Funktion f(s) zu konstruieren vermag, fiir die die Entwicklung (16)
divergiert (vgl. Nr. 34a). Das andere rithrt daher, daB das Auftreten
des Eigenwerts oo, das im Algebraischen, ohne daB es oben ausdriick-
lich hervorgehoben wurde, weiter keine Ausnahmen verursacht — die
dreidimensionale Fliche artet in diesem Falle in einen Zylinder oder,
wenn zwei Eigenwerte unendlich werden, in ein Paar paralleler Ebenen
aus —, bei der Integralgleichung besondere Schwierigkeiten in sich
birgt, von denen in Nr.7 zu reden sein wird. Es war daher eine
entscheidende Wendung, daB Hilbert statt der Entwicklung (16), in
die auch die Eigenfunktionen des Eigenwerts oo eingehen miiBten, die
Formel (19) in den Mittelpunkt stellte, in der jene Eigenfunktionen
von selbst herausfallen.

Umgekehrt ist dabei auf den Entwicklungssatz (16) neues Licht
gefallen, und er hat bei Hilbert seine definitive Gestalt gewonnen. Die-
selbe ergab sich ohne weiteres aus dem konsequent vorgehaltenen
algebraischen Muster. Beim Zylinder ist, wenn man von den unend-
lich langen Zylinderachsen absieht und nur die Hauptachsen endlicher
Linge in Betracht zieht, die Formel (16) nicht fiir beliebige £, ..., 7,
durch passende Wahl der ¢, erfiillbar, sondern, wie eine algebraische
Betrachtung®') zeigt, dann und nur dann, wenn £, in der Form

n

(20) fi =2k,
37) Ist ndmlich oo nicht Eigenwert, d. h. ist das System

n
(21) Dk 9 =0 (s=1,..,m)
t=1

nicht losbar, so ist die Determinante |k,,| <=0, und die Theorie der linearen
Gleichungen zeigt, daB (20) fir beliebige 7,,...,7, losbar ist; ist aber oo ein-
facher oder mehrfacher Eigenwert, so ist |k,,| =0, und jene Theorie ergibt, dad
(20) dann und nur dann lgsbar ist, wenn der Vektor (f,, ..., f,) auf den simt-
lichen Losungen der transponierten homogenen Gleichungen, d. h. (in Anbetracht
von k,,=1£k;) auf den zum Eigenwert oo gehdrigen Achsen (Zylinderachsen)
senkrecht steht. — Hierin ist insbesondere die Aussage enthalten, daB oo dann
und nur dann Eigenwert ist, wenn (20) nicht fiir beliebige f,,. .., f, losbar ist.
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darstellbar ist. Beschrinkt man sich entsprechend beim Entwicklungs-
satz (16) auf diejenigen f(s), die in der Form

(20) £s) = [(s, D x () at

oder, wie A. Kneser es nennt (Literatur A 4), ,quellenmiBig® darstell-
bar sind, so gelingt es Hilbert (zunichst unter einer gewissen Einschrin-
kung; vgl. Nr. 34c¢) zu zeigen, daB der Entwicklungssatz (16) im Sinne
gleichmiBiger Konvergenz giiltig wird. In der neuen Darstellung dieser
ganzen Theorie, die E. Schmidt in seiner Dissertation?') gegeben hat
(vgl. dariiber das Ende von Nr. 7), ist diese Einschrinkung in Weg-
fall gekommen.

Es sei noch bemerkt, daff @hnliche Schwierigkeiten, wie bei (16),
auch bei der Entwicklung des Kernes selbst

© i
k(s, t) =2’~Pa(s;;? ]
a=1

vorliegen, aus der man ihrerseits, falls sie gleichmiBig konvergiert,
sowohl (19) als auch (16) sofort herleiten kann.

7. Umgrenzung des Funktionenbereiches. Mit der am Ende
von Nr. 6 vorgenommenen Ausscheidung des Eigenwerts co und der
zu ihm gehorigen Kigenfunktionen war die Entscheidung tiber die
Durchfithrbarkeit der vollen Analogie mit der Algebra nur umgangen;
um sie zu fillen, werden Uberlegungen ganz anderer Art erforderlich.

Die hier gegebene Darstellung hat bisher die im Anfang von
Nr. 1 gemachte Voraussetzung der Stetigkeit aller in Betracht ge-
zogenen Funktionen stillschweigend festgehalten; dies konnte um so
eher geschehen, als sowohl die Fredholmsche Resolvente als auch die
zu endlichen Eigenwerten gehorigen Eigenfunktionen offensichtlich
von selbst stetig sind, wenn der Kern es ist. Aber die einfache Uber-
legung, die aus

9(s) = 4 [k(s, ) 9 (8) dt

abzulesen gestattet, daB mit %(s,¢) auch ¢(s) eine stetige Funktion
ist, versagt bei der Gleichung

@1) SrG, Hp@ai=o,

die die Eigenfunktionen des Eigenwerts oo definiert.
Beschrinkt man sich trotzdem auch beim Eigenwert oo zuniichst
einmal auf stefige Eigenfunktionen, so ist man imstande, einen stetigen
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Kern k(s, ) zu konstruieren, bei dem keine stetige Eigenfunktion des
Eigenwertes oo vorhanden ist, zu dem man aber trotzdem eine stetige
Funktion f(s) hinzubestimmen kann, die nicht vermige eines stetigen
z(¢) in der Gestalt (20) darstellbar ist.%®) Mit dieser Tatsache ist die
Analogie mit der Algebra durchbrochen, da im algebraischen Fall die
Nichtlosbarkeit des Systems (21) zur Folge hat, daB (20) fiir beliebige
fis -y f, losbar ist (vgl. die SchluBbemerkung von %)). Damit ist
Llargelegt, daff die Eigenwerttheorie nicht bis zur restlosen Analogie mit
der Alyebra durchgefiihrt werden kann, solange man sich auf stetige
Funktionen beschrinkt.

Aber auch durch Zulassung von Unstetigkeiten einfacher Art
ist es keineswegs moglich, an diesem Sachverhalt etwas zu dndern.
Der Kern des oben erwiihnten Gegenbeispiels ist nimlich so beschaffen,
daB fiir ihn die Gleichung (21), die keine stetige Losung besitzt, doch
eine iibrigens willkiirlich vorgegebene unstetige Losung hat, die ledig-
lich selbst nebst ihrem Quadrat im Riemannschen oder auch nur im
Lebesgueschen Sinne integrierbar sein muB. Solange also fiir die
Eigenfunktionen nicht alle diese Funktionen zugelassen werden, ergibt
dieses Gegenbeispiel genau das oben fiir den Bereich der stetigen
Funktionen festgestellte negative Resultat. Man mupB also fiir die
Eigenfunktionen die (fesamthest aller im Lebesgueschen Sinne nebst threm
Quadrat integrierbaren Funktionen zulassen, wenn muan den Wunsch hat,
eine der algebraischen in allen Teilen analoge Theoric zu schaffen.

Es ist nun das wesentliche, daf umgekehrt diese Erweiterung auch
hinreicht, win die volle Analogie mit der Algebra herzustellen. Die Wurzel
dieses Resultats liegt in der Theorie der unendlichvielen Verinder-
lichen. D. Hilbert*) hatte den in Nr. 6 geschilderten Untersuchungen
eine Theorie der sogenannten wvollstrtigen quadratischen Formen von un-
endlichvielen Veréinderlichen folgen lassen und hatte darin ein anders-
artiges, aber liickenloses analytisches Aquivalent zu der Hauptachsen-
theorie der Algebra gefunden; zugleich hatte er ein Ubertragungs-
prinzip ausgebildet, das einen Zusammenbang dieser neuen Theorie
mit der Integralgleichungslehre vermittelt. Was er damit fiir Integral-
gleichungen erlangte, war zunichst nur ein neuer Beweis des in Nr. 6
angegebenen Tatbestandes im Bereich stetiger Funktionen (Genaueres
s. in Nr. 8). Aber ein Theorem von E. Fischer''®) und F. Riesz'*)
(vgl. Nr. 15d) gestattete diese Ubertragung dariiber hinaus auf den

38) Man findet die Uberlegung, die notwendig ist, um dieses Beispiel aus
einer Bemerkung von E. Fischer abzuleiten, in Nr. 84 ¢ 434)449),

39) D. Hilbert, 4. und 5. Mitteil., Gott. Nacbr. 1906, p. 157—227 und p. 439
—480 = Grundziige, 4. und 5. Abschnitt, p. 109 ff.
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Bereich der im Lebesgueschen Sinne quadratisch integrierbaren Funk-
tionen auszudehnen und gab damit auch fiir die Integralgleichungen
die volle, dem Hilbertschen Hauptresultat iiber vollstetige quadratische
Formen genau entsprechende Analogie zur Algebra.

» Das Gesamtergebnis ist, daB die richtige Umgrenzung des Funk-
tionenbereichs, mit dem gearbeitet wird, sich als das entscheidende
Moment erwiesen hat. Hisforisch betrachtet, hatte sich diese Entwick-
lung von der stetigen bis zur quadratisch-integrierbaren Funktion lange
vorbereitet und allmihlich vollzogen. Sie beginnt im Grunde in dem
Augenblick, als H. A. Schwarz die Ungleichheit, die heute allgemein
nach ihm benunnt wird,

(22) S0 as| < [Trepas fTowras

als wichtiges Handwerkszeng erkannte und zu handhaben lehrtet);
als solches hat es Poincaré im weitesten Umfang gedient. Diese Un-
gleichheit ist ndmlich offensichtlich fiir beliebige, lediglich quadratisch-
integrierbare Funktionen anwendbar, und je mehr sie und #hnliche
Hilfsmittel die Untersuchung beherrschen, desto mehr nihert diese
sich dem Zustand, daB sie ihrem ganzen Ausmafie nach fiir quadratisch-
integrierbare KFunktionen giltig ist. Wenn ferner Fredholm sich des
Hadamardschen Determinaniensatzes bedient, so steht hinter der von
ihm zundchst benutzten Formulierung mit dem Maximalbetrag der
Elemente (vgl. Nr. 9) dort schon die urspriingliche Hadamardsche
Formulierung (14), die bei Anbringung der notigen Modifikationen
gestattet, aus den Fredholmschen Formeln auch im Falle unstetiger,
aber quadratisch integrierbarer K(s, t) und f(s) die Auflosung zu ge-
winnen. BewuBt hat sich dann diese Entwicklung in den Arbeiten
von E. Schmidt*')*%) vollendet. Hier ist die Schwarzsche und die ihr
verwandte Besselsche Ungleichung®*®) fast das einzige Werkzeug der
Untersuchung geworden, und dementsprechend beziehen sich alle Er-
gebnisse auf den Bereich der quadratisch-integrierbaren Funktionen.
Die Eigenwerttheorie insbesondere ist bei E. Schmidt in einer solchen

40) H. A. Schwarz %), (Ges. Abh. 1, p. 251; aufgetreten war sie vorher schon
hier und da, z. B. bei Bouniakowsky, Mém. Acad. Petersb. (VII) 1 (1859), Nr. 9,
p. 4, ebenso wie ihr algebraisches Analogon seit Lagrange und Cauchy''*) be-
kannt war.

41) E. Schmidt, Entwicklung willkiirlicher Funktionen nach Systemen vor-
geschriebener, Diss., Géttingen 1905, 33 S. = Math. Ann. 63 (1907), p. 433—476.

42) E Schmidt, Auflosung der allgemeinen linearen Integralgleichung, Math.
Ann. 64 (1907), p. 161—174
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Art entwickelt, daB nicht wie in Hilberts 1. Mitteilung das Haupt-
achsentheorem benutzt und als Ausgangspunkt eines Grenzprozesses
verwendet wird, sondern daf offensichtlich alle Schliisse ebenso gut
wie fiir Integralgleichungen auch fiir den Beweis des algebraischen
Hauptachsentheorems selbst gelten.

8. Ubergang zu unendlichvielen Veréinderlichen. Die Theorie
der linearen Gleichungen mit unendlichvielen Unbekannten hatte schon
einmal in die Entwicklung der Lehre von den Integralgleichungen
eingegriffen, damals, als Fredholm seine Formeln nach dem Vorbilde
der von Kochschen Determinanten aufstellte. Wenn Hilbert 1906 eine
neue, umfassende Theorie der linearen Gleichungen mit unendlichvielen
Unbekannten und der quadratischen Formen von unendlichvielen Ver-
dnderlichen verdffentlichte®?), so war deren Beziehung zur Integral-
gleichungstheorie eine ganz andere, direktere. Denn Hilbert beschrinkte
sich nicht darauf, eine Theorie der unendlichvielen Verinderlichen
aufzustellen, sondern zeigte zugleich auch, wie man die ganze Auf-
16sungs- und Eigenwerttheorie der Integralgleichungen daraus unmittel-
bar ableiten kann.

Die Methode, durch die er diese Zuriickfithrung vollzieht, ist im
Grunde nichts anderes als die alte Methode der unbestimmten Koeffi-
zienten, nur daB er, wie man es in der Theorie der Randwertaufgaben
immer getan hatte, ¢(s) statt nach Potenzen von s mach trigono-
metrischen Reihen oder allgemeiner nach Reihen der Form

(23) @ (8) = 2,0, () + @ye05(5) + -+
entwickelte, wo die w,(s) ein beliebiges Orthogonalsystem sind, d. h.
ein System von unendlichvielen Funktionen, fiir die

(24) S 0,(8) 0,() ds — e, (,=1,2..)

ist. Die gegebenen Funktionen K(s,t) und f(s) setzt er ebenso als
Reihen an:

(25) f(s) =§fawa(s), K(s, t) = ‘é’llfaﬁma(s) 0s(8).

Sieht man von allen Konvergenzfragen ab, so geht die Integralgleichung
(J) dadurch rein formal tiber in

2 2,0,() +.f D K,y 0,(5) 0,(0) - 2 z,0,(t) dt = 2 Fo@,(5),

a ap=1

und durch Koeffizientenvergleichung folgt
(U) T _I_ﬁZIKaﬂxﬂ = fa (OC = 1) 27 . );

Encyklop. d. math. Wissensch. II 3. 90
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das ist der formale Prozefl, der die Integralgleichung (J) in ein System
von linearen Gleichungen mit unendlichvielen Unbekannten (U) ver-
wandelt.

Das Schwergewicht liegt natiirlich darauf, diesen formalen ProzeB
einer exakten Konvergenzbetrachtung zu erschlieBen. Man konnte dies
sehr leicht, wenn man sich auf den Fall gleichmdfiger Konvergenz der
samtlichen eingehenden Reihen beschrinkt. A. C. Dizon?®) hat das
1901 in einer bemerkenswerten Arbeit, unmittelbar nach Fredholms
erster Mitteilung von 1900 und offenbar ganz unabhingig von ihr, ge-
tan. Er hat dabei eine volle Theorie des Systems (U) aufgestellt, die
im Grunde genommen auf genau derjenigen Methode beruht, die
E. Schmidt 1907 in der auf seine Dissertation folgenden Arbeit fiir
Integralgleichungen aufgestellt hat*®), die aber auf ganz anderen Kon-
vergenzbedingungen fuBt, als sie Schmidé im Auge hatte (der ge-
nauere Unterschied beider Theorien wird in Nr. 20a, d ersichtlich
werden). Die Sitze, die Dizon daraus fiir die Integralgleichung (J)
ableitet, setzen mehr als die Stetigkeit von K und f voraus — es ist
bekannt, daB nicht jede stetige Funktion in eine gleichmiBig kon-
vergente trigonometrische Reihe entwickelbar ist, und es ist bisher
auch kein anderes Orthogonalsystem stefiger Funktionen bekannt, bei
dem die Entwicklung jeder stetigen Funktion gleichm#Big konver-
giert —, und wenn sie auch fiir die Anwendung auf das alternierende
Verfahren von H. A. Schwarz ausreichen, die Dixons Ziel ist, so ge-
niigen sie doch den Anspriichen vieler Anwendungen nicht.

Der Weg, auf dem Hilbert den obigen formalen Prozef legalisiert,
ist ein ganz anderer. Man hatte in der Theorie der Fourierschen
Reihen gelernt, sich von den Dirichletschen Fragen der Konvergenz
loszulésen und auch iiber solche Reihen, die nicht konvergieren, Aus-
sagen zu machen. Ch. J. de la Vallée- Poussin'*) hatte entdeckt, daB
fiir jede stetige Funktion ¢(s) die Quadratsumme der Entwicklungs-
koeffizienten

7, = [ 9() 0, (s) ds

stets konvergiert und daB

(26) 2t + 3t 4 - = [ Tp(s)*ds

43) A. C. Dizxon, On a class of matrices of infinite order, and on the exi-
stence of ,matricial® functions on a Riemann surface, Cambr. Trans. 19 (1902),
p. 190—233, der Red. vorgelegt 15. Mai 1901.

44) Chr. J. de la Vallée-Poussin, Ann. soc. sc. Brux. 17b (1893), p. 18—34;
vgl. im tibrigen Encykl. II C 10 (Hilb-M. Riesz), Nr. 9, Anm.??), p. 1210.
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ist, wenn w,(s) die gemif (24) normierten trigonometrischen Funk-
tionen sind. Die prinzipielle Bedeutung dieses Satzes war am deut-
lichsten hervorgetreten, als A. Hurwitz*5) auf ihn einen Aquivalenz-
begriff fiir Fouriersche Reihen griindete, der bewuBt davon absah, ob
die Reihe konvergiert und die Funktion ,darstellt. Diese Aqui-
valenz betrachtet eine stetige Funktion und die Folge ihrer Fou-
rierschen Koeffizienten auch dann als gleichwertig, wenn die aus
ihnen gebildete Fouriersche Reihe gar nicht konvergiert, und lehrt
mit den Fourierschen Koeffizienten statt mit den zugrunde liegenden
Funktionen zu operieren. Mit Benutzung dieses Aquivalenzbegriffs
gelingt es Hilbert, den obigen formalen Proze8 ohne jede Annahme
iiber die Konvergenz der auftretenden Reihen in ein Beweisverfahren
umzugestalten. Und zwar ergibt sich, daB man von einem stetigen
Kern K(s, t) und stetigen f(s) aus stets zu einem solchen System (U)
gelangt, bei dem >'K2; und 3Y,* konvergieren, und daB dann jede

a8
Losung z,, 2,, . . .‘mit konvergenter Quadratsumme > x? eine stetige
Loung ¢(s) von (J) liefert.

In gleicher Weise vollzieht Hilbert den Ubergang von der Bigen-
werttheorie der Integralgleichung mit stetigem symmetrischen Kern
zu einer Theorie der quadratischen Form von unendlichvielen Ver-
inderlichen

R("B, .’L‘) =2kaﬁ‘xc¢xﬁ7

@, f=1

bei der 'k, g konvergiert.
a,f
Indem Hilbert nun die Theorie von (U) und &(z, ) im ange-

gebenen Sinne tatsichlich bewiltigt, und zwar auch was K(z, z) be-
trifft in restloser Analogie mit der Algebra, so daf nunmehr auch
beziiglich des Eigenwerts oo nichts zu wiinschen iibrigbleibt, hat er
damit auch die in Nr. 7 angekiindigte These erhirtet.

Bei der Durchfiihrung dieser Theorien benutzt Hilbert in Wahr-
heit nicht die Voraussetzung konvergenter Quadratsummen > K2 und
ks, sondern die weit geringere und in sich befriedigendere Vor-
aussetzung tber die K., und k,;, die er Vollstetigkeit nennt (vgl.
Nr. 16a, 40a); und zwar ist dieser Begriff so konzipiert, daB er be-
ziiglich ®(x, z) die weiteste Voraussetzung darstellt, unter der die volle
Analogie mit dem algebraischen Hauptachsentheorem erhalten bleibt.

Endlich ist Hilbert — und das ist der wesentlichste Inhalt seiner
4. Mitteilung — iiber das MaB der eben genannten Voraussetzungen

45) A. Hurwitz, Math. Ann. 57 (1908), p. 425—446; 59 (1904), p. 563.
90*
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erneut und erheblich hinausgegangen und hat eine Theorie der sog.
noeschrankten quadratischen Formen“ entworfen, bei der die Tatsachen
der Hauptachsentheorie neuen Vorkommnissen Platz machen miissen,
und die ganz andersartige Anwendungsgebiete, wie z. B. die Stieltjessche
Kettenbruchtheorie, in ihren Kreis einbezieht (vgl. Nr. 43c).

II. Auflosungstheorie.

A, Die linearen Integralgleichungen zweiter Art.

9. Die Fredholmsche Theorie.’) Sei K(s,?) eine im Intervall
a<s<bh a<t<b gegebene stetige Funktion der beiden Verinder-
lichen s, ¢, und sei zur Abktirzung

Kz, y) - K%, 9,)
K(xl...x,,>= .

Y1 - Yn
. 'K( 7y1> K(xn)yn)
gesetzt, so heift

A—1 +fbK(a,6)d6 + o ij(z;Z:) dodey + -

3 fof

n=0
die ,,Fredholmsche Determinante des Kernes K; die ersten und die
hoheren Minoren werden von Fredholm durch die Ausdriicke definiert:

Asf)=A () K(st)+f1(”l d61+2,ij::1:’ do‘ldo'g_;_...

T
.

n=0

46) Die hier gegebene Darstellung ist unabhéngig von den Erdrterungen
von Kap. I iiber die Genesis dieser Theorie. — J. Fredholm hat nach drei Vor-
anzeigen eine ausfiihrliche Darstellung seiner Theorie, Acta math. 27 gegeben.??)
Seither ist die Theorie wiederholt ausfiihrlich entwickelt worden: M. Bocher 1909
(Literatur A 1), p. 29—38; G. Kowalewsks 1909 (Literatur B 3), p. 4565—505, unter
genauer Ausfilhrung des Grenziiberganges aus dem Algebraischen; 4. Korn 1910
(Literatur A 3), p. 50—127; J. Plemelj, Preisschr d. Jablon. Ges. 40 (1911), p. 29—39;
A. Kneser 1911 bzw. 1922 (Literatur A 4), p. 223—239 bzw. 268—285; H. Hahn
1911 (Literatur C 8), p. 13—20, ohne Beweise; Heywood-Fréchet 1912 (Literatur
A 5), p. 85—81; T. Lalesco 1912 (Literatur A 6), p. 19—62, unter Verwendung
funktionentheoretischer Hilfsmittel; V. Volterra 1913 (Literatur A 9), p. 102—122;
G. Vivanti 1916 (Literatur A 10), p. 121—166; W. V. Lovitt 1924 (Literatur A 12)
p. 23—72.
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S ... 8y s,, S, - .syal
A (t1 e tv) +fK t”dl dGl
4+ L K P 8010 d6 dog+ -
2v Ctyoy6,) 1772

“‘vaf JK % j:ji:::i:)dal...dan.
n==0

Die absolute und gleichmiBige Konvergenz dieser Reihen ergibt
sich leicht aus dem Hadamardschen Determinantensatz, welcher besagt,
daB der absolute Wert einer #-reihigen Determinante unter o"}/n"
gelegen ist, wenn alle ihre Elemente dem Betrage nach unter ¢
liegen.*")

Fir die ersten Minoren gelten die beiden fundamentalen Rela-
tionen %)

(1a) AGs, 1) + KD AQ, f)dr = A K(s, 1),
(1b) A, )+ [ K@ ) A(s, r)dr — A - E(s, 1),

und entsprechend fiir die hoheren Minoren

Al +fK<s1,r>A(“”' W)

(23)

— SR A, ),
M=1

R
b
ACT )+ Ee AR Y ar

=D (D K (s, t) AR ).

clu 17
pu=1

(2b)

Wie Fredholm diese Bildungen und Relationen nach dem Vor-
bilde der H. v. Kochschen Theorie der unendlichen Determinanten ge-

47) Diese Formulierung ist eine unmittelbare Folge des in Formel (14) von
Nr. b gegebenen urspriinglichen Hadamardschen Satzes; wegen der Geschichte des
Satzes vgl. 31).

48) Eine Umgruppierung der beim Beweise vorkommenden Schliisse bei
P. Saurel, Amer. Math. Soc. Bull. (2) 15 (1909), p. 445-—450.
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wonnen hat, ist in Nr. 5 angedeutet worden.’) Er gewinnt aus ihnen
die gesamte Theorie der linearen Integralgleichungen 2. Art in der
gleichen Weise, wie man mit Hilfe der Unterdeterminanten und der
zwischen ihnen geltenden Relationen die gesamte Theorie der linearen
Gleichungssysteme abzuleiten pflegt:
1. Ist A <=0 und wird
A

(3) K(s, t) = A

gesetzt, so gehen die Relationen (1) iiber in

(38) K(s, ) + K(s, 1) + [ E(s, 7) K(r, ) drr = O,

b
(3D) K(s, ) + K(s, &) + [ E(r, )K(s, 1) dr = 0.
Aus dem Bestehen der Formeln (3a) und (3b) folgt unmittelbar, daB

®) o(s) = £(s) + [ K(s, ) (2) dit

stets eine und die einzige Losung von

) 1) = 9(s) 4+ K5, ) o(8) at
ist, und daB zugleich ’

b
®) v = 96) +./ KG9 g dt
a

49) Die Analogie ist dort nur fiir die Fredholmsche Determinante selbst
ausgefiihrt worden. Fir die ersten — und a fortiori fiir die hoheren — Minoren
ist die Analogie dem unmittelbaren Anblick ein wenig durch den Umstand ver-
deckt, daB sowohl in der Determinante 4 =|a,,| = |¢;; + K,;| als auch im
Schema ihrer Unterdeterminanten A4,, die Einer in der Diagonale zur Geltung
gebracht werden. Nicht A4,;, der Unterdeterminante von a,,, ist Fredholms erster
Minor A(s,¢) analog, sondern man mu A4, =Ade,— A,, setzén, um in A das
algebraische Analogon von A(s,?) zu erlangen. In der Tat gehen bei Einfiih-
rung dieser Bezeichnungen die bekannten Relationen der Determinantentheorie,
die fiir die ersten Unterdeterminanten charakteristisch sind, ZamAm = Aey, in

Z(e,a+K,a)(Ae,a—Aat) = Ae,; oder, wenn man die Klammern ausmultipli-

a

ziert und vereinfacht, in AKS,=A”+2KMAM iiber; ebenso die anderen
[
Relationen Zaa,AM =Ae,;in AK,;= A”—l—ZKMAw; da nun K,; das Ana-

logon von K(s,t), A das der Fredholmschen Determinante A ist, zeigen diese
Relationen in ihrer Analogie zu (1), daB wirklich A,, die zu A(s,t) analoge
Rolle spielt.
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die Losung von X
) 9(6) = v(s) + [ K, 5)v(@) at

ist. Man nennt deshalb eine Funktion K(s, ¢), die den beiden Formeln
(3a) und (3b) geniigt, den lisenden Kern oder die Resolvente (noyau
résolvant).)

2. Ist A =0, so beweist Fredholm, daB es in der Folge der
ersten, zweiten usw. Minoren einen ersten gibt, der nicht identisch
verschwindet. Sei etwa
4 A=0,A(Dzm,m,A@“‘%ﬂEQ A@:jﬁ$q

t o gy

und seien 6, ..., 6;; 7,, ..., 7, solche Zahlenwerte der 2d Argumente,
fiir die der d* Minor fatséichlich nicht verschwindet, so sind

(5) %@=AC%WW w,%®=A@“%ﬂD

’
Ty Ty .. Ty TyeenTg—qT,

d linear unabhingige Losungen der homogenen Integralgleichung

€A 0= g(s) 4+ [ K(s, ) p(t) dt,

und jede Losung von (J,) liBt sich aus ihnen in der Form
(6) P(s) = ,91(5) + -+ + ¢,9,(9)

mit konstanten Koeffizienten komponieren. Im selben Sinne geben
die Funktionen

O wO= A, s =AY

§ Ty... Ty Lo Tg_q8

die volle Losung der transponierten homogenen Gleichung

) = v(s) + [ Kt 9) v () dt;

d heifit der Defekt des Kernes K(s, £).5)
3. Die unhomogene Integralgleichung (J) ist im Falle A =0 dann
b

und nur dann l8sbar, wenn [. f& v, (s)ds=01ist ¢=1,...,d); und

50) Dieses Wort hat sich in der Algebra nicht im selben MaBe eingebiirgert
wie das Wort ,Rang* fir die Zahl # — d=r. Hier, bei Integralgleichungen,
und iibrigens ebenso bei unendlichvielen Variabeln, zeigt es sich, daB r neben n
unendlich wird, wihrend gerade d endlich bleibt. — H. ». Koch hat in seiner
Theorie der unendlichen Determinanten (vgl. Nr. 17) fiir die hier als Defekt be-
zeichnete Grofe d das Wort ,Rang“ gebraucht,
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zwar ist dann 2A (s o ...o'd>

: £y ...
® v =0 — [ o
a A <T’. e Td)
eime Losung von (J), aus der sich alle weiteren durch Addition einer

beliebigen Losung von (J;) ergeben. Der hier auftretende Kern wird
gelegentlich als Pseudoresolvente bezeichnet5!). —

Die Determinantentheorie der Fredholmschen Minoren ist iiber
die Zwecke der Auflosungstheorie hinaus fortgebildet worden. Fred-
holm hat®) das Multiplikationstheorem bewiesen: Sind K(s,t), L(s,t)
zwei Kerne, so ist die Fredholmsche Determinante des Kernes, der
durch sukzessive Anwendung der Operationen

96) =) +.[ L(s, Of@®)at, h(s)=g(s) + [ K(s D g(t) dt
entsteht, d. h. des Kernes
K(s,0) + L(s, ©) +f E(s,v) L(r, ¢) dr,

gleich dem Produkt der Fredholmschen Determinanten der Kerne K
und L. Ferner gilt nach dem Muster eines bekannten Satzes tiber
Minoren:

Asyty) .- Blsy t,)

=& A R))

A(.S‘w tl) e A(s'y’ tv)
Endlich geben Ch. Platrier®®) und im AnschluB an ihn A. Hoborski®®)
auch das Analogon des Sylvesterschen Determinantensatzes.

51) W. A. Hurwitz, Amer. Math. Soc. Trans, 13 (1912), p. 405—418, gibt
eine Darstellung der Fredholmschen Theorie, die sie von den hdheren Minoren
entlastet, indem sie den OrthogonalisierungsprozeB von FE. Schmidt (vgl. Nr. 15a)
zu Hilfe nimmt und so die Pseudoresolvente auf andere Art herstellt (Voranzeige
Amer. Math. Soc. Bull. 18, p. 53—54). — Weitere Aufldsungsformeln bei L. Tocchs,
Batt. Giorn. 54 (1916), p. 141—150; 37 (1919), p. 171—178; 58 (1920), p. 54—59.

52) J. Fredholm, Acta 27 %), § 4; G. Kowalewsks (Literatur B 3, § 181) ge-
winnt es durch Grenziibergang aus dem Algebraischen.

53) Zuerst bei J. Plemelj, Monatsh. f. Math. 15 (1904), p. 93—124 [Voran-
zeige in den Wien. Ber. 112 (1903), p. 21—29], dann wiederentdeckt von Ch. Platrier,
J. de math. (6) 9 (1918), p. 233—304, und durch Grenziibergang aus dem Alge-
braischen bewiesen. Weitere (direkte) Beweise geben W. 4. Hurwitz, Amer.
Math. Soc. Bull. (2) 20 (1914), p. 406—408 und A. Hoborski, Archiv (3) 28 (1914),
p. 297—302.
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Hilbert hat gelegentlich der Aufstellung seiner Eigenwerttheorie
den Komplex der Fredholmschen Formeln durch Grenziibergang aus
dem Algebraischen abgeleitet, in dem in Nr. 1a geschilderten Sinne.’*)
Er hat ferner durch O. D. Kellogg die Ubereinstimmung der Fredholm-
schen Lésung von (J) mit der Entwicklung nach Iterierten, soweit
diese konvergiert (vgl. Nr. 3 oder 11a, (2)), verifizieren lassen.’®) Auch
die formale Ubereinstimmung mit den Auflésungsformeln fiir Kerne von
der besonderen Form w, (s)v,(t) + --- + u,(s) v, (¢) (vgl. Nr. 104, 1) ist
durchgerechnet worden®), und endlich hat man sich iiberzeugt, daB
durch den Hilbertschen Ubergang zu unendlichvielen Verinderlichen (vgl.
Nr. 8 oder Nr. 15) die Fredholmsche Determinante in die v. Kochsche
Determinante des entstehenden Systems von unendlichvielen linearen
Gleichungen mit unendlichvielen Unbekannten iibergeht.””)

Wendet man die Fredholmsche Theorie auf den Kern K(s,f) =
— Ak(s,t) an, d. h. auf die Integralgleichung

() 9(s) — A S k(s 8) 9(8) dt = £(s),

54) D. Hilbert, 1. Mitteilung, Gott. Nachr. 1904 = Grundziige, Kap. II, p. 81f.
Die Beschriinkung auf symmetrische Kerne, die im dortigen Zusammenhang vor-
genommen wird, ist unerheblich (vgl. 2. Mitteilung = Grundziige, p. 68). Hilbert
verfihrt so, daB er zuerst annimmt, daB die Fredholmsche Determinante, die er
fiir den Kern K(s,t)= A%(s, ) betrachtet, als Funktion von 1 nur einfache Null-
stellen besitzt, und nachtriglich den Fall mehrfacher Nullstellen durch Stetig-
keitsbetrachtungen beseitigt. Auf Veranlassung von L. Maurer hat E. Garbe (Diss.
Tibingen, 43 8., Leipzig 1914) den Grenziibergang auch im Falle mehrfacher
Nullstellen von d(1) direkt untersucht. — Bei G. Kowalewsk:*®) findet man den
Grenziibergang besonders eingehend durchgefiihrt.

55) 0. D. Kellogg, Gott. Nachr. 1902, math.-phys. Kl., p. 165—175. Die Ent-
wicklung nach Iterierten wird mit der Fredholmschen Determinante A ausmulti-
pliziert und das Resultat durch elementare Ausrechnung in — A(s, t) iibergefiihrt.
Die gleiche Bemerkung bei G. Vivanti, Batt. Giorn. 53 (1915), p. 209—211.

56) Vgl. auBer der in Nr 10 zu diesem Gegenstande aufgefiihrten Literatur
noch W. Kapteyn, Amst. Ak. Versl. 19 (1911), p. 932—939. — H. Lebesgue, Soc.
Math. F. Bull. 36 (1908), p. 3—19, leitet im Anschlul an eine Andeutung in der
SchluBbemerkung von E. Goursat®?) die Fredholmschen Formeln her, indem er den
Kern durch Kerne endlichen Ranges (vgl. Nr. 10 a, 1) gleichm#Big approximiert
und in den Fredholmschen Formeln fiir diese approximierenden Kerne den Grenz-
tibergang vornimmt.

57) J. Marty, Darb. Bull. (2) 83 (1909), p. 296—300; ebenso J. Mollerup,
Darb. Bull. (2) 36 (1912), p. 130—136 = C. R. 2. Congr. Scand. 1911, p. 81—87.
Beide operieren im Sinne des Hilbertschen Ubergangs (vgl. Nr. 8 und 15) mit
Hurwitzschen Aquivalenzen; dagegen setzt H. M. Plas, Diss. Groningen 1911,
113 8., die anzusetzenden Entwicklungen nach Orthogonalfunktionen als gleich-
miBig konvergent voraus.
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so tritt statt A eine bestindig konvergente Potenzreihe d(1) auf,
und ebenso treten an die Stelle der Fredholmschen Minoren ganze
transzendente Funktionen; die Resolvente (3) und die Pseudoresolvente
werden somit Quotienten ganzer transzendenter Funktionen, also mero-
morphe Funktionen von i, und mit ihnen auch die Losungen (J) und
(8). Die Nullstellen von 0(1) oder, was auf dasselbe hinauskommt,
die Pole der Resolvente K erweisen sich also als genau diejenigen
Werte von 1, fiir die die homogene Gleichung (7,) losbar ist. Vgl
hierzu im iibrigen Nr. 11¢ und 39a.

10. Andere Auflésungsmethoden. Man hat eine Reihe von weit
einfacheren Theorien aufgestellt, die die Auflssung der linearen Inte-
gralgleichungen 2. Art leisten, ohne den immerhin verwickelten Apparat
der Fredholmschen Formeln zu benédtigen. Es versteht sich, daf man
auf solche Art nicht die in Nr. 9 formulierten Tatsachen erhilt, mit
deren Wortlaut der Begriff der Fredholmschen Minoren eng verflochten
ist, sondern nur denjenigen Kern dieser Tatsacken, der sich ohne Be-
nutzung dieser Bildungen herausschilen liB8t, und deren Komplex im
folgenden stets als die deferminantenfreien Sdifze bezeichnet werden
5011.5%) Wenn man die in Rede stehenden Integralgleichungen wieder
folgendermaBen bezeichnet:

) 9+ [ Ko@) dt=f(s), ) o)+ K)o dt=0,

() #(s) +fK(t,S)¢(t) di=g(s), (Jx) ¥(s) +fK(t,S)¢(t)dt=0,

80 kann man sie so formulieren:

Die determinantenfreien S#tze:

Satz 1. Die Anzahl d der linear-unabhingigen Losungen @, (s), ...,
@,(s) von (J,) ist endlich und gleich der Anzahl der linear-unabhdngigen
Losungen v,(s), ..., ¥,(s) von (J,); d heife der ,, Defekt* des Kernes K (s,t).°%)

Satz 2. Ist d =0, so ist (J) bet willliirlich gegebenem f(s), (J°)
bei willkiirlich gegebenem g(s) losbar, und zwar nur auf eine Weise.
Es existiert iiberdies®) ein ,losender Kern® K(s,t) derart, daf3 diese
Losungen von (J) und (J) gegeben sind durch

Q) 96) =16+ [ K, 16 &, (¥) $(s)=g(s)+ f K(t,5)9(0) dt.

58) In entsprechender Weise, wie hier fiir Integralgleichungen, kann man
auch aus der algebraischen Theorie der linearen Gleichungssysteme die determi-
nantenfreien S#tze heraussuchen und — entgegen der iiblichen Praxis — ohne
Heranziehung der Determinantentheorie auf die mannigfachste Art beweisen.
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Satz 3. Ist d> 0, so existiert dann und nur dann eine Lisung
von (J), wenn 5

fw,-(S)f(s)ds—_—- 0 firi=1,...,d

gilt, und ebenso dann und nur damn eine Losung von (J), wenn

fgo,.(s)g(s)ds=0 firi=1,...,d

gilt; jede Losung von (J) ergibt sich aus dieser einen durch Addition
einer Losung wvon (J;), jede Losung von (J°) aus dieser eimen durch
Addition einer Lisung von (J)). Auch hier kann man eine Funktion
K(s, t) finden®), durch die sich die Liosung, soweit sie vorhanden, in
der Gestalt (J) und (J") ausdriickt (Pseudoresolvente).

a) Das Schmidtsche Abspaltungsverfahren. E. Schmidt hat
seiner Theorie der nichtlinearen Integralgleichungen eine Auflosung
der linearen Integralgleichungen 2. Art als Vorbereitung vorange-
schickt®), die auf folgenden Gedanken beruht:

1. Die determinantenfreien Sitee bestehen fiir jeden Kern ,endlichen
Ranges®, d. h. fiir jeden Kern von der besonderen Form®')

G (s 1) = w(8)0,(0) + - + 1, ()2,(0)

Der Beweis ergibt sich leicht aus den folgenden Sechliissen:

59) Diese zweite Hilfte des Wortlauts von Satz 2 kann man {brigens aus
der ersten Hilfte folgern, wenn auBerdem noch bekannt ist, daB fiir jedes
{f(s)| <& die Losung ¢(s) ebenfalls klein ausfillt; bildet man nimlich speziell
fiir f(s)= K(s,r) die Losung von (J), die also aufler von s noch von r abhiingen
muB, so ist diese, wie (3a) von Nr. 9 lehrt, nichts anderes als K(s,7); nachdem
so die Existenz des 16senden Kerns dargetan ist, ist seine Stetigkeit mit Hilfe der
angegebenen weiteren Voraussetzung leicht einzusehen. Analoges gilt fiir Satz 3

60) E. Schmidi**). Diese vollstindige und ganz in sich abgeschlossene Auf-
lésungstheorie steht in keinem Zusammenhang mit der in Nr. 10 b, 1 angefiihrten
Bemerkung Sehmidis aus seiner Dissertation ®*%). — DaB 4. C. Dizon *%) den Abspal-
tungsgedanken bereits 1901 bei unendlichen linearen Gleichungssystemen metho-
disch genan so und vollstindig durchgefiihrt hat, ist in Nr. 8 erortert worden;
vgl. deswegen und wegen seiner ganz andersartigen materiellen Voraussetzungen
Nr. 20a. Fiir Integralgleichungen hat L. Orlando, Rom Acc. Linc. Rend. (5) 15,
(1906), p. 416—419, 767—771; Palermo Rend. 21 (1906), p. 316—318, 342—344 den
ersten Schritt des Abspaltungsverfahrens (Abspaltung einer Konstanten) an der
Hand einer speziellen Integralgleichung kurz vor dem Erscheinen von *%) voll-
zogen; vgl. dartiber auch L. Orlando®%®) sowie Battagl. Giorn. [(2), 15] 46 (1908),
p. 173—196.

61) Die Theorie dieser Kerne hat zuerst E. Goursat, Sur un cas élémentaire
de 'équation de Fredholm, Soc. Math. F. Bull. 36 (1907), p. 163—173 entwickelt. —
Die Bezeichnung als ,Kern endlichen Ranges* ist gewihlt zum Unterschied
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«) Ist @(s) eine Losung von (J), so ist wegen der besonderen
Art des Kernes

(1) 9(6) = 1) — 2 4:(5), 29O

oder, wenn b

@) 7, = [ v, @)dt (@=1,...,n)
gesetzt wird, ’

C)) ¢(s) = f(8) — @y (8) — -+ - — @,u,(8);
hieraus folgt dann durch Multiplikation mit v,(s) und Integration:

(4) By = [ 0,(5) () ds — ) @5 [ us(5) 0,(8) ds (a=1,...,m),
a g=1 a

d. i ein System von # linearen Gleichungen fir z,,...,z,.

B) Ist z,,...,z, eine Losung von (4) und konstruiert man aus
diesen z, vermdge (3) eine Funktion g(s), so besagt (4), wenn man
die beiden Integrale in eines zusammenzieht, daf

2y = [ 0, [F(8) — %0, () — -+ — 2,0, ()] ds (=1,..,7)

gilt, d. h. daB (2) besteht, woraus dann sofort (1) und somit (J) folgt.
Die Integralgleichung (J) ist somit dem Gleichungssystem (4) dqui-
valent.

#) Im selben Sinne ist die homogene Gleichung (J,) iquivalent
dem homogenen System (4,), das aus (4) hervorgeht, wenn man die
von den z, freien Glieder durch Nullen ersetzt, und die transponierten
(leichungen (J) und (J,") sind dquivalent den transponierten Systemen
von (A) und (4,), die mit (4") und (4,") bezeichnet werden mogen.

0) In der ein-eindeutigen Zuordnung zwischen den Ldsungen
von (J;) und demen von (4,), die damit hergestellt ist, entspricht
jeder linearen Verbindung mehrerer Liosungen von (J,), ¢, ¢,(s) 4 ---
+ ¢,9,(s), die gleiche lineare Verbindung der entsprechenden Lo-
sungen von (4,).
von denjenigen Kernen, die eine Darstellung durch eine abbrechende Reihe
()0, (&) + -+ - + u,(s)v,(¢) nicht gestatten (Kerne vom Range oc). Man kann
genauer n als den ,Rang* des Kernes bezeichnen, wenn eine derartige Darstel-
lung des Kerns mit weniger als # Summanden nicht mdglich ist. Dieser Rang-
begriff steht dann in genauer Analogie zu dem in der Determinantentheorie iib-
lichen, wofern man das dem Kern K(s,t) entsprechende Koeffizientensystem K,,
ins Auge faBt, und nicht das System e,,} K,;, das oben®’) fiir die Aufstellung
des ,Defekts des Kernes K(s,t)* maBgebend war. Der Name ,Kern endlichen
Ranges* ist deshalb dem Namen ,ausgearteter Kern*, den R. Courant®’) ge-
braucht, vorgezogen worden.
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&) Ist @(s) &= O eine Lsung von (J}), so sind die durch (2) hinzu-
bestimmten Werte z, nicht simtlich O; denn nach «) besteht dann (3)
und wiirde @(s)==0 ergeben. Umgekehrt liefert jede eigentliche Lo-
sung von (4,) eine nicht identisch verschwindende Losung von (J)),
da gemiB B) (2) besteht und also mit ¢(s) alle z, verschwinden
miiBten.5?)

Da nun fir (4) die den determinantenfreien Sitzen analogen
Theoreme bekanntlich gelten, folgt fiir den Kern G die Giiltigkeit
der determinantenfreien Sitze.

2. Ist | H(s,t) | Su < Fé—a’ so kowvergiert fiir den Kern H(s, t)

die Entwicklung nach Iterierten [vgl. (5) aus Nr. 3 und (8a) aus Nr. 4
oder (2) aus Nr. 11]; H(s, ) besilst daher einen losenden Kern. Dies
ergibt sich aus den soeben genannten Formeln unmittelbar unter An-
wendung des ersten Mittelwertsatzes der Integralrechnung.%®)

3. Jeder stetige Kern K(s,t) kann als Summe G(s,¢t) -+ H(s, t)
dargestellt werden, wo G(s,t) von endlichem Rang ist, H(s,t) den Be-
dingungen von 2. geniigt. Man braucht, um dies einzusehen, nur das
Integrationsquadrat in % gleich breite vertikale Streifen zu teilen,
die Werte von K lings der teilenden Linien als die # Funktionen
v,(t) zu nehmen und wu,(s) im «*® Teilintervall den Wert 1, sonst
den Wert O zu erteilen, um aus der GleichmiBigkeit der Stetigkeit
folgern zu konnen, daB bei hinreichend groBem » der Betrag
| K(s, t) — u, (s)v, () — - - - —u,(s)v,(¥) | < & ist, insbesondere also
auch < u, wenn ¢ die in 2. vorkommende Zahl p bezeichnet.’)

4. Ist K(s,t) = G(s,¢) -+ H(s,t) und besitzt H(s,t) seinerseils
einen losenden Kern H(s, t), so gelten die determinantenfreien Sdtze fiir
(J), wenn sie fiir die Integralgleichung (J) mit dem Kern

(4) E(s,t) = G(s8) + [H(s,r) G(r, &) dr

62) Es ist also nicht notwendig, wie mehrfach geschiecht, hierzu die lineare
Unabhingigkeit der «,(s) oder der v,(s) vorauszusetzen.

63) Es ist damit neben den Volterraschen Kernen (vgl. Nr. 8 oder 28) eine
andere umfassende Klasse von Kernen aufgewiesen (,kleine Kerne“), bei denen
die Entwicklung nach Iterierten stets konvergiert. E.Schmidt setzt iibrigens statt

bb

der Bedingung des Textes urspriinglich f f [E(s,©))*dsdt <1 voraus und folgert

mit Hilfe der Schwarzschen Ungleichu;él Nr. 7, (22) die Konvergenz der Ent-
wicklung nach Iterierten.

64) Vgl. E. Schmidt, Math. Ann. 65°%%7), p. 372f., Anm. **). Auch andere
Verfahren, z. B. Approximation von K(s,?) durch Polynome, liefern das gleiche
Resultat.
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gelten.®)  Ist namlich ¢(s) eine Losung von (J), so ist

9(s) + [ His, ) p(t) dt = () — [ G5, 0) 9t)

also, da H(s, ?) der 16sende Kern von H(s, t) ist,

9o(s) = 1) — [ Gs, Do) at]+ [HGs ) [Ft) — [ @) o(r) dr] dt
oder ‘

5)  9® +JEs o0 dt =16 + [ Hi 1) at.

Man entnimmt aus dieser Rechnung, deren Umkehrbarkeit einleuchtet,
unmittelbar, daB (J) und (J) die gleichen Losungen haben, ebenso
die zugehorigen homogenen Gleichungen (J,) und (J,). Ist ferner 3(s)
eine Losung der transponierten homogenen Gleichung (J,), also

(6) o) + (B9 o) at=0,
und ist ‘ ,
¥(8) =) + [HE ) v dt,  also

@ ;
B(s) = v(s) + [ H(t, 9) v(®) at,

so ist die linke Seite von (6) wegen (4) und (7)

=36 +/ 69 9@ at + [[H(, ) G, ) BE) drdt

— s+ B vy at+ [ @) ve) di—=vs) + [ KGs)v@)at,

d. h. 9(s) ist eine Losung der transponierten homogenen Gleichung
(J,)). Mit denselben Mitteln folgt, daB sich die Giiltigkeit von Satz 3
von (J) auf (J) ibertrigt.

5. Ist G(s,t) ein Kern endlichen Ranges, so auch K (s, ).

Fiir (J) gelten daher wegen 1. alle determinantenfreien Sitze,
und wegen 4. trifft das nimliche fiir (J) zu.

65) Wegen der allgemeinen Bedeutung dieses Abspaltungsverfahrens vgl.
Nr. 242 2%%). Ubrigens sei hervorgehoben, daB G und H hier nicht die in 2. und
3. angegebene Bedeutung zu haben brauchen. — Einige Rechnungen tiber die
Resolventen von Kernen, die in #hnlicher Weise wie K und K zusammenhiingen,
findet man bei H. Batemann, Mess. (2) 37 (1908), p. 179—187 und bei S. M. Sanie-
levier, Buk. Bulet. 20 (1911), p. 453—467.
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Im Gegensatz zu E. Goursat und H. Lebesgue®®) wird also die Losung
fiir den Kern K aus derjenigen fiir den Kern G hier nicht dadurch
gewonnen, daB man » unbegrenzt wachsen 148t und ihre Konvergenz
untersucht, sondern sie bei einem passend gewihlten festen n direkt
konstruiert.

b) Weitere Methoden.

1. Im Anschlu8 an seine Eigenwerttheorie der Integralgleichung mit
symmetrischem Kern (vgl. III A dieses Artikels) bemerkt F. Schmidt ),
daB einige Sitze der Aufldsungstheorie beliebiger Kerne aus den ent-
sprechenden Sitzen fiir symmetrische Kerne abgeleitet werden konnen,
fiir die sie ihrerseits aus der Eigenwerttheorie unmittelbar abgelesen
werden konnen. Und zwar fiihrt er (J) durch die Substitution

8) 9(s) = 2() + [ K(t,5) 10) dt

in die Integralgleichung

9) £(9) = 2(5) 4/ QGs, ) 1) at

mit dem symmetrischen Kern
b
(10) Qs 1) = K(s,8) + K (4, 8) + f K(s,r) K(t, ) dr

iiber. Ist die unhomogene Gleichung (9) losbar, so liefert (8) offen-
bar eine Losung von (J). Ist die zu (9) gehorige homogene Gleichung

losbar, so lehrt die leicht auszurechnende Identitit
b

S 1@ + [ K¢ 5) vt at)’as
an | J ,,
=[5 {w(s) +J Qs &) wit) dt) s,

daB (J,) losbar ist; das Umgekehrte folgt aus (J) in Verbindung
mit (8) und (9) leicht. Man erhilt also von dem Komplex der deter-
minantenfreien Sitze die folgenden Bestandteile: daB von den beiden
Problemen (J) und (J;") stets eins und nur eins ldsbar ist, sowie die
genaueren Aussagen iiber das gegenseitige Verhiltnis dieser beiden
Probleme, die in Satz 3 implizite enthalten sind.%)

65a) E.Schmidt, Math. Ann. 6347), § 13, p. 459—461; vgl. hierzu auBerdem °).

66) Man vgl. zu dem Kunstgriff der Bildung von (10), der in verschiedenen
Auflésungstheorien eine wesentliche Rolle spielt, Nr. 18 b, 3, insbesondere 184%);
dort finden fibrigens die Grenzen seiner Leistungsfihigkeit eine Motivierung. —
Neuerdings gibt D. Enskog, Math. Ztschr. 24 (1926), p. 670—683 und 25 (1926),
p. 299—304, einen Weg an, um das hier Fehlende zu ergiinzen.
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2. Hilbert hat dem Gegenstande durch seinen Ubergang zu un-
endlichvielen Verinderlichen (Nr. 15) indirekt alle diejenigen Methoden
erschlossen, die zur Behandlung der linearen Gleichungssysteme mit
unendlichvielen Unbekannten dienen. Natiirlich befinden sich darunter
zunichst alle Methoden, die sich durch formale Ubertragung der hier
bei den Integralgleichungen aufgefiihrten Methoden ergeben (s.Nr.16d,3
und 16d, 4). Dariiber hinaus aber gestattet die grofere Beweglichkeit
der unendlichvielen Veriinderlichen einige weitere Aufl§sungstheorien
(s. Nr. 16 ¢ und 164, 2) aufzustellen, die sich bei Integralgleichungen
nicht ohne weiteres handhaben lassen.

3. R. Courant hat neuerdings®) gezeigt, daB man diese letzteren
Methoden (Nr. 16 ¢) trotz der entgegenstehenden Schwierigkeiten so
modifizieren kann, daB sie doch direkt auf Integralgleichungen an-
wendbar werden. Man findet diese Untersuchungen, die in erster
Reibe fiir die Eigenwerttheorie von Bedeutung sind, in Nr. 33d ihrer
Art nach dargestellt. Hier ist nur zu erwihnen, daB sich dabei auch
eine Auflssungsmethode ergibt, die auf folgendes hinauslduft. Der
Kern der zu lssenden Integralgleichung wird wie bei E. Goursat und
H. Lebesgue®®) durch einen Kern K, (s,f) von endlichem Rang approxi-
miert, die Losung von K wird jedoch aus derjenigen von K, durch
Konvergenzbetrachtungen allgemeiner Art (vgl. 33d) gewonnen, ohne
daB an die Fredholmschen Formeln oder irgendeinen expliziten Formel-
apparat angekniipft wird.

4. Wegen der funktionentheoretischen Herleitung der Auflésungs-
tatsachen vgl. Nr. 39a, p. 1548 sowie %),

¢) Varianten zu Einzelheiten.

1. Dafiir, daB die Anzahl der linear-unabhingigen Losungen der
homogenen Integralgleichung endlich ist, gibt E. Schmidt**) einen sehr
kurzen direkten Beweis mit Hilfe des Orthogonalisierungsprozesses
(vgl. Nr. 30b).%) M. Bicher®) gibt eine andere Darstellung dieses Be-
weises, indem er statt des Orthogonalisierungsprozesses Gramsche
Determinanten verwendet.

2. Man hat verschiedentlich versucht, den Giiltigkeitsbereich der
Entwicklung nach Iterierten [vgl. Nr. 3, (5) oder Nr. 11, (2) und %)]
weiter auszudehnen. Das Verfahren von C. Newmann selbst (Nr. 5,

67) R. Courant, Math. Ann. 89 (1923), p. 161—178 sowie Literatur A 11,
Kap. III, insbesondere § 3 und 8.

68) Die dort vorausgesetzte Symmetrie des Kernes ist fiir diesen Beweis un-
erheblich, wie E. Schmidt*?), p. 460 hervorhebt.

69) M. Boicher, Amer. Math. Soc. Bull. (2) 17 (1910), p. 283—284 = Ann. of
Math. (2) 14 (1912), p. 84—85.
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p- 1354) lduft, ohne daB es bei ihm so formuliert wird, etwa darauf
hinaus, daB er fiir die Reibhe (11) in Nr. 5, die fiir A = -+ 1 einen
Pol hat, die ersten arithmetischen Mittel™) betrachtet und deren Kon-
vergenz fiir A = — 1 erweist. Verwendet man statt der arithme-
tischen Mittel das Borelsche Summationsverfahren, so kann man die
Giiltigkeit der Reihe (2a) von Nr. 11 c iiber das ganze Borelsche Sum-
mabilititspolygon ausdehnen.™) Ahnlich kénnte man den Mittag-
Lefflerschen Stern verwenden u. dgl. m.

3. Uber das Auflosungsverfahren, das D. Enskog™) fiir definite,
symmetrische Kerne angegeben hat, vgl. Nr. 15e.

11. Die iterierten und assoziierten Kerne. a) Unter den Ite-
rierten eines Kernes K(s,¢) versteht man die sukzessive zu bildenden
Funktionen b

(1) EO(s,t)=[ K(s,) E(r,0)dr, EO(s,8) = KOs, K(r, 8)dr,...;

es 1ist also

b
E®)(s, t) =[ K=3(s, r) E(r, ) dr

a

b b b
=f . ;fK(s, r)...K(r,_,t)dry...dr,_, =fK(s, r) K@=3(r,8) dr

und allgemeiner

b
(1a) K6+0(s, ) = [ KW(s, 1) KO (r, {) dr.

Der losende Kern K(s,t) (vgl. Nr. 9, p. 1372f) kann mit Hilfe der
iterierten Kerne durch die Reihe

2) K(s, 9) = — K(s, 1) + E®(s, ) - -

dargestellt werden, falls diese gleichm#Big konvergiert.®) In diesem
Falle kann man nimlich unmittelbar verifizieren, daB sie den definie-
renden Formeln des losenden Kernes (3a), (3b) von Nr. 9 geniigt.

70) Wenn er seine Methode als die ,des arithmetischen Mittels* bezeichnet,
80 bezieht sich diese Benennung auf ein anderes Moment.

71) A. Vergerio, Rom Acc. Linc. Rend. (5) 26, (1917), p. 426—433; G. Sannia,
ebenda 28, (1919), p. 429—438.

72) D. Enskog, Kinetische Theorie der Vorgiinge in miiBig verdiinnten Gasen,
Diss. Upsala 1917, 160 8.; Arkiv for Mat., Astr. och Fys. 16 (1921), Nr. 16, 60 S.;
vgl. auch die Darstellung bei E. Hecke, Math. Ztschr. 12 (1922), p. 274 —286,
insbes. § 4.

73) Formel (2) ist mit Formel (8a) von Nr. 4 identiseh, die durch die Ein-
filhrunig der iterierten Kerne diese iibersichtlichere Gestalt gewinnt. — Die
Reihe (2) ist nicht immer gleichmiBig konvergent (vgl. Nr. 5, p. 1354); sie ist
es aber gewiB fiir alle Volterraschen Kerne (Nr. 8 oder 28a) und fiir die ,kleinen
Kerne* [Nr. 10a,2 und %%].

Encyklop. d. math. Wissensch. II 8. 91
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b) Kennt man die Resolvente K, des Kernes K™, so kann man
daraus leicht die Resolvente K des Kernes K folgendermaBen ab-
leiten ™): sei

G,(58) = — K(5,8) + E(s, ) + - - - + (— 1" K@= 0(s, 9),
so ist

B)  K(s0) = Gu(50) + K(s,8) +f Gols, 1) K,(r, D) dr.

Umgekehrt folgt aus der Existenz von K noch nicht diejenige von K_;
existieren jedoch auch die Resolventen K, K, ..., K,_; der Kerne
¢K, &K, ..., & 1K, wo & eine primitive »n* Einheitswurzel ist, so
existiert auch K, und ist

@) K= (K5, &) + K (5 ) -+ Kara(s, £)).7)

Eine Losung ¢(s) der homogenen Gleichung (J;,) mit dem Kern K
ist zugleich auch eine Losung der homogenen Gleichung (J{) mit
dem Kern K®. Umgekehrt hat, wenn (J) losbar ist, mindestens eine
homogene Gleichung mit einem der Kerne K, ¢K, ..., &""'K eine
Lisung, die jedoch nicht notwendig dieselbe zu sein braucht.’)
¢) Betrachtet man wie am Schluf von Nr. 9 statt K(s,#) den
Kern — Ak(s,t) und setzt K(s,f) = A%(4;s,7), so geht (2) in die
Potenzreihe in 4 {iiber:
(2a) x(d;8,8) =k(s, t) + Ak (s, t) + 22k (s, &) + - - -
Sie konvergiert, wie man etwa der SchluBbemerkung von Nr. 9 ent-
nimmt, bis zu der dem Betrage nach kleinsten Nullstelle von 0(4).7%)
Auch die Determinantenformel von Nr. 9 kann man fiir kleines 4
einfacher darstellen™), wenn man sich der sog. Spuren des Kernes

k(s, t) bedlent d. h. der GroBen
b
(5) u, —fk(s s)ds, u, —fk(2)(s,s) ds, ..., u, =fk(”)(s,s)ds,

Und zwar ist alsdann fiir hinreichend kleines 4

4
o' (A
(6) 3((1; w, -+ ugh 4 ugd® 4 - - =fn(l; s,s)ds,

74) Implizite bei J. Fredholm®?), fir n» =2 bei D. Hilbert, Grundziige,
p. 70; ausgefihrt bei J. Plemelj®®) und bei E. Goursat, Toulouse Ann. (2) 10
(1908), p. 5—98, insbes. p. 15.

76) D. Hilbert, 2. Mitteilung = Grundziige, p. 69, Satz 23.

75a) T. Carleman, Paris C. R. 169 (1919), p. 778—1776 folgert aus dieser
Reihenentwicklung mit Hilfe der Hadamardschen Theorie den meromorphen
Charakter von =.

76) J. Fredholm, Acta 27%%), § b,
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so daB L T
0(4)=e 2
ausfillt, oder
3, 3,
(7 ) =1+ a4 22 4,
wo
v, n—1 0 . 0|
w, u, n—2 . 0
(Ta) 6u=lu3 ”y w - 0
| -
‘u'n Uy Up_g uy

Eine #hnliche Darstellung kann man fiir die ersten Fredholmschen
Minoren geben, wobei neben den Spuren noch die iterierten Kerne
eingehen.’)

d) Die Funktion von 2m Verinderlichen™)

1 8 ... 8

w K
(in der Bezeichnungsweise von Nr. 9) heiBt der m* zu K assoziierte
Kern.™) Formal gilt von diesem: Der m®™ assoziierte Kern von K ist
dann und nur dann identisch O, wenn K ein Kern vom Range m ist
(vgl. Nr. 1045,1)%); bildet man aus dem m*® assoziierten Kern die
ut® Iterierte, so erhiilt man den mt*™ assoziierten Kern von K®. Vgl
im iibrigen wegen der wesentlichen Eigenschaften der assoziierten

Kerne Nr. 31b und 39b.

12. Uneigentlich singulére Integralgleichungen.’!) Die bisher ge-
machte Voraussetzung der Stetigheit des Kerns ist fiir die in Nr. 9 und
10 aufgefiihrten Auflgsungstheorien mehr oder weniger entbehrlich. Dal
fir abteilungsweise stetige Funktionen u. dgl. die simtlichen Schliisse
giiltig bleiben, ist unmittelbar ersichtlich. Dariiber hinaus aber hat

77) T. Lalesco, Paris C. R. 145 (1907), p. 1136—1137 und Literatur A 6,
p. 251.; H. Poincaré, Paris C. R. 147 (1908), p. 1867—1371; Acta math. 33 (1909),
p. 57—86 = Assoc. Frang. (Lille) 38 (1910), p. 1—28 sowie Literatur C 4.

78) Vgl Nr. 13a, wo allgemein Kerne von zwei Reihen von je m Veriinder-
lichen betrachtet werden.

79) J. Schur, Math. Ann. 67 (1909), p. 806 — 339, insbes. p. 318. Der Be-
griff ist dem algebraischen Begriff der Matrix der m-reihigen Minoren einer
gegebenen n-reihigen Matrix nachgebildet; im Gegensatz zu den Fredholmschen
Minoren ist hier m endlich gehalten, wihrend » unendlich wird.

80) E. Goursat™), p. 80.

81) Eigentlich singulire Integralgleichungen, d. h. solche, bei denen die
Tatsachen der F'redholmschen Theorie nicht mehr jm vollen Umfange gelten,
findet man in Nr. 21,

91*
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man, insbesondere um den Erfordernissen der Anwendungen zu ent-
sprechen, eine Reihe von Untersuchungen angestellt, die abgesehen
von den unter a) zu schildernden lediglich den Geltungsbereich der
verschiedenen Auflosungsformeln analysieren.

a) Ubergang zu iterierten Kernen. Alsbald bei der Begriin-
dung seiner Theorie hat J. Fredholm gezeigt®®), daB man solche un-
stetigen Kerne beherrschen kann, bei denen der #'® iterierte Kern
stetig ist. In der Tat gestatten die Formeln von Nr. 11b ohne wei-
teres auch dann, wenn K unstetig, jedoch K™ stetig ist und wenn
K® eine Resolvente besitzt, aus dieser eine Resolvente von K zu kon-
struieren.®®) Fredholm zeigt nun dariiber hinaus, indem er die Pseudo-
resolvente von K™ in Betracht zieht, wie man weitere Tatsachen
seiner Theorie auf diesen Fall iibertragen kann; ausgefiihrt ist bei
ihm der Beweis, daB, wenn die homogene Gleichung (J,) mit dem
Kern K keine Losung hat, auch die trausponierte (J,) unlosbar ist,
und daf dann eine Resolvente K existiert.3) Ihre Darstellung als Quo-
tient zweier ganzen transzendenten Funktionen gibt E. W. Hobson®).

Insbesondere ist die Fredholmsche Voraussetzung erfiillt, wenn
ein « < 1 existiert, so daB K(s, ¢)(s — ¢)* beschriinkt ist; in diesem Falle

muf »n > 1—1& gewihlt werden (also e<l— %) S84a)

b) Modifikation der Fredholmschen Formeln. D. Hilbert
hat in den Fredholmschen Formeln die GréSen K(z,, z,), die in der
Diagonale der einzelnen Determinanten auftreten, durch Nullen er-
setzt und bemerkt, daB die so modifizierten Ausdriicke dann noch
konvergieren, wenn K von niedrigerer als der /;*® Ordnung un-
endlich wird (¢ < }), und die Losungen liefern.®®) Die modifizierten
Ausdriicke sind im Falle stetiger Kerne iibrigens nicht gleich den
urspriinglichen Fredholmschen, sondern unterscheiden sich von ihnen
durch den gemeinsamen Exponentialfaktor e=#*%), der sich in den
die Resolventen darstellenden Quotienten (Nr. 9, Formel (3) und (8))

82) J. Fredholm, Paris C. R. 134%%), p. 1561 und Acta math. 27%9), § 6.

83) D. Hilbert™) und p. 71f. fir n=2.

84) J. Fredholm, Acta 278%), p. 388—390.

84a) Eine Schranke fiir K™ (s,¢) bei M. Picone, Rom Acc. Linc. Rend. (5)
30, (1921), p. 90—92.

85) D. Hilbert, 1. Mitteil. — Grundziige, Kap. VI, p. 30—35; die Tatsachen
waren schon vorher in den Dissertationen von O. D. Kellogg®®) und A. Andrae®®)
(1902 und 1908) benutzt; vgl. auBerdem O. D. Kellogg®®), § 5. — Weitergehende
Anwendung dieser Methode bei E. W. Hobson *?), Nr. 12.

86) Hier wird die Bezeichnung K(s,t)=—ik(s,f) von Nr. 11c wieder
aufgenommen,
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heraushebt.?”) Hilbert fiihrt den Beweis, indem er K durch eine Folge
stetiger Kerne approximiert.®®)

H. Poincaré™) unterdriickt allgemeiner in den Determinanten

K (x‘ ") (vgl. Nr. 9 Anfang) alle Terme, die einen Faktor der Form

.
Z .. .2,

K(xa,) xa,) K(xa,! xa,) tec K(‘zav) xal)

enthalten, wo v < ist, und erhilt damit die Losungen fiir ¢ <<1 —nl .
Der Beweis geht bei Poincaré von den in Nr. 11c erwihnten Tat-
sachen aus und von der Bemerkung, daB fiir « < 1 —% die #nte Ite-

rierte und alle folgenden endlich und stetig sind, so daB also die
Spuren von u, ab existieren. Es behdlt daher zwar nicht d(1), aber
derjenige Ausdruck, der bei stetigem k(s, 7)%) in diesem Falle

u

=0(4)e!

Yaaay.. . ¥ n-1 _¥nan_Yntlam+l
l+zl+ +n—11 = e ﬂ2 n+1l

ist, seinen Sinn, zunichst fiir kleine 4, und es gelingt durch funk-
tionentheoretische Methoden, seinen Charakter als ganze transzendente
Funktion nachzuweisen sowie seine Ubereinstimmung mit dem modi-
fizierten Ausdruck; Entsprechendes geschieht fiir die ersten Fredholm-
schen Minoren.

Fir Kerne, von denen keine Ilerierte beschrinkt ist, deutet Poin-
caré®) an, wie man in dem Falle durchkommen kann, daB wenigstens
die Spuren von einer gewissen an endlich sind. Andere Fille spe-

87) Diese Tatsache ist zum ersten Male angegeben bei Kellogg5®), p. 176.
E. Garbe®*), p. 13, hat das algebraische Analogon durchgerechnet und daraus
durch Grenziibergang die Hilbertsche Aussage abgeleitet.

88) T. Carleman, Math. Ztschr. 9 (1921), p. 196—217, beweist mit derselben
Methode und unter Verschirfung der Hilbertschen Abschiitzung durch Resultate
von J. Schur *®%) (vgl. Nr. 39b), daB das gleiche gilt unter der alleinigen Voraus-
setzung, daB f f k*dsdt im Lebesgueschen Sinne existiert. Fiir den Fall, daB das
Doppelintegral im Riemannschen Sinne existiert und <1 ist, hatte dies schon
H. v. Koch, Palermo Rend. 28 (1909), p. 265—266 (vgl. dazu noch %), p. 13) ge-
zeigh. Auf andere Weise hatte H. Lebesgue®®) Bedingungen fiir die Giltigkeit
der Fredholmschen Formeln erhalten, die auf die Darstellbarkeit von K durch
sukzessive Limesbildungen von Polynomen und die gleichmiBige Endlichkeit ge-
wisser Iterierten hinausliuft.

89) K. W. Hobson, London Math. Soc. Proc. (2) 18 (1914), p. 307—340. Hier
werden Unstetigkeiten allgemeineren Charakters zugelassen, unter Verwendung
Lebesguescher Integrale.

90) H. Poincaré, Acta math. 887%), § 4. Vgl. auch Nr. 15¢, p 1897, 119),
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zieller Art werden durchgefiihrt bei L. Lichtenstein®') und E. W. Hob-
son. %)

¢) Benutzung von E. Schmidts Abspaltungsverfahren.
E. Schmidt selbst®®) gibt an, daB seine Methode unter folgenden Be-
dingungen anwendbar bleibt: 1. die Unstetigkeitsstellen von K(s, ?)
haben auf jeder Geraden s = konst., { = konst. den #uBeren Inhalt O,
2. die Integrale ,

S1E @ Pa: wd [ s)dt

existieren und sind stetige, nicht identisch verschwindende Funktionen
von s. Weiteres bei E. E. Levi®) und A. C. Dizon.*®)

d) Integralgleichungen mit unendlichgroBem Integra-
tionsintervall sind insofern hier zu erwihnen, als sie durch ein-
fache Transformation in Integralgleichungen mit endlichem Integra-
tionsintervall, aber unendlichem Kern iibergehen. )

13. Allgemeinere Integrationsbereiche. Systeme von Integral-
gleichungen. Um an eine konkrete Vorstellung anzukniipfen, ist in
den vorangehenden Nummern stets der Fall eines eindimensionalen
(reellen) endlichen Intervalls zugrunde gelegt worden. Eine entschei-
dende und insbesondere fiir die Anwendungen bedeutsame Eigenschaft
der Theorie der Integralgleichungen ist die Schmiegsamkeit, mit der
sie sich den verschiedenartigsten Verallgemeinerungen anzupassen ver-
mag. Die Zusammenstellung der Einzeluntersuchungen dieser Art, die
unten folgt, kann kein Bild von dem geben, worauf es hier ankommt.
Das Wesentliche ist die Durchsichtigkeit der Beweismethoden der Inte-
gralgleichungslehre, die die Ausdehnbarkeit der zugrunde gelegten Vor-

91) L. Lichtenstein, J. f. Math. 140 (1911), p. 100—119: Kerne von der Form
P, (s,8) + f(s) Py (5, 1), wo P,, P, stetig, f(s) summabel und von niederer als
1. Ordnung unendlich.

92) E. W. Hobson®®): Kerne von der Form u(s)»(t) P(s,t), wo P beschrinkt
und summabel, u(s), »(s) nicht beschrinkt, aber u(s) - »(s) summabel; ein Spezial-
fall bei C. E. Love, Ann. of Math. (2) 21 (1919), p. 104—111. — A. Ostrowsk,
F. d. Math. 456 (1921), p. 521, weist auf eine Verallgemeinerung hin.

98) E. Schmidt*?), p. 174; 49, p. 467 und p. 4571

94) E. E. Levi, Rom Acc. Linc. (3) 16, (1907), p. 604—612, setzt voraus,
daB f | K(s,t)| d¢ gleichmiBig konvergiert im Sinne von de la Vallée- Poussin,

d. h. f | K (s,t)| dt kann fiir alle s,¢ gleichmaBig beliebig klein gemacht werden.

96) A. C. Dixon, London Math. Soc. Proc. (2) 7 (1909), p. 314—337 wendet
die Methode fiir beschrinkte Kerne und den Lebesgueschen Integralbegriff an.
96) H.v. Koch, Arkiv f. Mat. 7 (1911), Nr. 4, 17 S. behandelt Kerne fiir das Inter-

vall 0 bis 0o, unter der Annahme f | K (s,5)| ds konvergent, f f K*dsdt <1 u. 4.
0 00
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aussetzungen auf mehrere unabhingige Verinderliche, auf andere Inte-
grationswege u. dgl. m. unmittelbar abzulesen gestattet. Von einem
erweiterten Standpunkt wird eine solche Betrachtungsweise in Nr. 20d
und Nr. 45c zur Geltung kommen.

a) Allgemeinere Integrationsbereiche. DaB die Auflosungs-
theorie fiir mehrfache Integrale, d. h. dann, wenn sowohl s als auch ¢
Stellen eines Gelfietes im n-dimensionalen Raum bedeuten, unmittel-
bar in Geltung bleibt®’), ist bereits in allen grundlegenden Arbeiten
der Theorie hervorgehoben worden.!®)2)54)41)4%) Ehenso konnen s und ¢
tiber einen kompleren Integrationsweg erstreckt sein, lings dessen die
eingehenden Funktionen als reelle oder auch komplexe Belegungen
aufgepflanzt sind (vgl. Nr. 21a, SchluB). Wegen solcher Infegrations-
bereiche, die sich ins Unendliche erstrecken, vgl. Nr. 12d.

b) Als gemischte Integralgleichungen®) bezeichnet man
Gleichungen vom Typus

) 9(s) + 2 E,(5)9(,) + [ K(s, ) 9(t) dt — £(s),

wo f(s), K(s,t), K,(s), .. ., K,(s) gegebene Funktionen und z,,..., z,
gegebene Stellen im-Intervall ¢ < s < b sind, und allgemeiner Glei-
chungen, in denen Integrale verschiedener Dimension nebeneinander
auftreten, wie z. B.

5 b
@) (s, %) ‘l"le(sv 823 1) (4, 55) At +fK2(317 55 1) 9(5y, 2) dit
xbl . Qs

+ij3(s17 S35 81y b)) (b, 1) Aty Aby = f(sy, 5y).
a4y Co

97) In Ergénzung von Nr. 12 muB hier hervorgehoben werden, daB Bedin-
gungen, unter denen die Iterierten von einer bestimmten an endlich sind (SchluB-
bemerkung von 12a), nur unter sinngem#Ber Modifikation fiir mehr Dimensionen
aufgestellt werden konnen; z. B. ist fiir 2 Dimensionen die Endlichkeit von
02 K(s,,8558,t,), Wo @*=(s; —t,)* 4 (s, —t,)?, fiir <2 eine hinreichende
Bedingung (J. Fredholm, Acta 2729, p. 387).

98) W. A. Hurwitz, Note on mixed linear integral equations, Amer. Math.
Soc. Bull. 18 (1912), p. 291—294 und Amer. Math. Soc. Trans. 16 (1915), p. 121—133;
A. Kneser, Palermo Rend. 87 (1914), p. 169—197, der den Namen belastete Inte-
gralgleichungen gebraucht. Ubrigens hatte schon V. Volterra, Rom Ace. Linc.
Rend. (5) 5, (1896), p. 289—300, Gleichungen vom Typus (2) behandelt. — Nach
Losungen der gewthnlichen Integralgleichung 2. Art, die an einer gegebenen
Stelle oder deren Ableitung an einer gegebenen Stelle verschwindet oder die
sonstigen linearen Bedingungen geniigt, hatten H. Bateman, Darb. Bull. (2) 30
(1906), p. 264—270, Cambr. Trans. 20 (1907), p. 281—290 und A. Myller, Darb.
Bull. (2) 31 (1907), p. 74—76, gefragt.
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Die Losung solcher gemischter Integralgleichungen ergibt sich eben-
falls im Sinne der vorangeschickten allgemeinen Bemerkung, wenn
man den aus Summation und Integration bzw. aus Integralen ver-
schiedener Vielfachheit oder Erstreckung gemischten Operator an Stelle
der gemeinen Integration in der gewGhnlichen Integralgleichung treten
liBt.**) Ein anderer, der Natur und der rechnerischen Behandlung
der gemischten Integralgleichungen gut angepaBter ‘Weg benutzt den
in Nr. 10a,4 formulierten Abspaltungsgedanken und wendet diesen,
anders als bei dem E.Schmidéschen Verfahren, auf die durch die ver-
schiedendimensionalen Bestandteile sich hier naturgemiB ergebende
Zerspaltung an'0)101),

¢) Systeme von Integralgleichungen. Man fiihrt das System

b

3) 9a(5) + ;’j K, (50 9s0)dt =Fols) (a=1,..,m)

fir die » unbekannten Funktionen ¢,(s), ..., ¢,(s) auf eine einzige
gewshnliche Integralgleichung fiir das #-mal so groBe Intervall
a<s<a+ nb—a) zuriick’®®), indem man die » unbekannten
Funktionen nicht in einem und demselben Intervall, sondern in »
gleich groBen aneinanderstoBenden Intervallen getrennt ausbreitet und
zu einer einzigen Funktion ¢ (s) zusammenfaBt, und mit den bekannten
Funktionen in entsprechender Weise verfihrt; man setzt also fiir

i+ @—D—a)<s<a+ab—a),
at+B—1D0—a)Lt<a+Bb—a)

99) A. Kneser®®), § VI hat, gestiitzt auf Mitteilungen von E. Schmidt, ge-
naue Axiome formuliert, die ein solcher Operator erfiillen muB, damit die Eigen-
werttheorie von E. Schmidt giiltig ist; es ist leicht, dies auf das Schmidische
Abspaltungsverfahren oder andere Auflosungstheorien zu ibertragen; vgl. auch
Nr. 24 ¢, 8°9).

100) V. Volterra®®); L. Sinigallia, Lomb. Ist. Rend. (2) 44 (1911), p. 292—313;
J. Pérés, Palermo Rend. 35 (19183), p. 2568—264; A. Kneser®®), § V.

101) In anderer Weise, nimlich durch Approximation mit gewdhnlichen
Integralgleichungen, behandelt G. Andreoli, Rom Acc. Linc. Rend. 23, (1914),
p- 1569—162, den Gegenstand.

102) V. Volterra, Rom Acc. Linc. Rend. (8) 5, (1896), p. 177—185; O0.D. Kel-
logg, Diss.®®), p. 12; J. Fredholm, Acta 27%), p. 878f. — G- Greggi, Ven. Ist. Atti
71 [(8) 14] (1912), p. 541—551 rechnet die sich daraus ergebende Gestalt der
Losungsformeln explizite aus; M. Botasso, Torino Att. 48 (1913), p. 19—42 und
L. J. Rouse, Diss. Michigan, 1918, 33 S.; Amer. Math. Soc. Bull. 24 (1918), p. 426;
Tohoku Math. J. 15 (1919), p. 184—216, besprechen Systeme von weniger Glei-
chungen als unbekannten Funktionen. — Die in der mathematischen Physik auf-
tretenden Systeme (3) werden oft vektoriell zusammengefaBt [C. K. Weatherburn,
Quart. J. 46 (1915), p. 334—356, fiihrt es in einer besonderen Arbeit aus].
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‘P(S) = 'Pa(s — (¢ — 1)(b - a))) f(s) = fa(s — (¢ — 1)(b - a'))r
@) | K@) =K, (s — (¢ — Db —a), t — B — Db — a)

(e, f=1,...,m).
Das allgemeinere System

B) D ks(6) 94(6) + D Kos(s, ) 9plt) dt = £,(5) (a=1,...,m)
[3:1

p=1la
fiilhrt man durch Kombination der Gleichungen auf (3) zuriick, falls
die Determinante |k,s(s)| nirgends verschwindet.!%)
d) Abhingigkeit der Losung vom Integrationsbereich.
Dieser Gegenstand, der in der Eigenwerttheorie eine erhebliche Be-
deutung hat (s. Nr. 35), ist hier nur vereinzelt behandelt worden.1®)

14. Besondere Kerne. In der Literatur findet man, abgesehen
von den vielen in den Anwendungen auftretenden einzelnen Kernen,
die nach der allgemeinen Theorie behandelt werden, eine Reihe Be-
merkungen iiber besondere Kerne. Diese Kerne sind fast durchgehend
vom Typus K(s, t) = f(t — s), wo f(z) eine periodische Funktion mit
der Periode b — a ist.'®) Die besondere Eigenschaft dieser Kerne ist
die, daB der losende Kern wieder den gleichen Typus hat; man kann
dies der Fredholmschen Theorie entnehmen, aber auch direkt aus der
Eigenart des Kernes unmittelbar folgern, wenn man von der allge-
meinen Theorie nur weiB, daB die Losung der Integralgleichung (J)

103) Ch. Platrier ®%), Chap. III. Ist die Determinante an einzelnen Stellen 0,
aber von niederer als der 1. Ordnung, so erhélt er (Chap. V) uneigentlich sin-
gulire Systeme von Integralgleichungen.

104) Ch. Platrier, Nouv. Ann. (4) 18 (1913), p. 188—186, differenziert die
Ldsung nach der oberen Grenze; J. Puzyna, Krak. Anz. (A), 1913, I, p. 1—45.

105) E.v. Egervdry, Math. és phys. lapok 23 (1914), p. 3083—355; G.C. Evans,
Amer. Math. Soc. Bull. 22 (1916), p. 498—503, hier auch allgemeine Kerne vom
Typus f(s — )+ g(s 4-¢). Wie beide hervorheben, sind das algebraische Ana-
logon dieser Kerne diejenigen Determinanten, die man Zyklanten oder Zirku-
lanten (Encykl. T A 2, Nr. 27) nennt; vgl. auch die entsprechenden Bildungen bei
unendlichvielen Variabeln Nr.43d. C. Cailler, Ens. 15 (1913), p. 33—47, be-
trachtet Systeme von Integralgleichungen, deren n? Kerne einzeln Volterrasche
Kerne vom Typus f(s — ¢) sind, also nicht genau vom obigen Typus, aber doch
auch, wie 0. Toeplitz in F. d. M. 44 (1918), p. 406 hervorhebt, alle untereinander
vertauschbar. Auf dieser Tatsache allein beruht es, wenn Cadller mit Erfolg
Determinanten betrachtet, deren Elemente nicht Zahlen, sondern Kerne der ge-
schilderten Art sind, und mit deren Hilfe das System auf eine einzige, gewdhn-
liche Integralgleichung zuriickfihrt. — Vgl. noch D. Pompeju, Palermo Rend.
385 (1913), p. 277—281 und Math. Ann. 74 (1913), p. 275—277. — Gewisse Grenzfille
soleher Kerne bei A. C. Dizon, London Math. Soc. Proe. (2) 17 (1918), p. 20—22. —
Funktionentheoretische Behandlung der Integralgleichung der Potentialtheorie
(Nr. ) bei J. Fredholm, Acta math. 45 (1924), p. 11—28.
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eindeutig ist. Eine entsprechende Bemerkung ist fiir Kerne in drei
Dimensionen gemacht worden, die orthogonalinvariant sind.1%¢) Alle
diese Bemerkungen subsumieren sich in Wahrheit einem allgemeinen
Prinzip (vgl. Nr. 18 b, 3, Ende); vgl. auch die Untersuchungen iiber
vertauschbare Kerne, insbes. Nr. 26a, 3.

Weitere besondere Integralgleichungen findet man in Nr. 21¢
22¢c, 234, 37, 44D.

B. Die Methode der unendlichvielen Veréinderlichen.

D. Hilbert®) hat parallel zur Theorie der Integralgleichungen eine
Theorie der Gleichungen mit unendlichvielen Unbekannten entwickelt,
die zugleich eine neue Methode zur Behandlung sowohl der Auflésungs-
theorie als auch der Eigenwerttheorie der Integralgleichungen liefert
(vgl. Nr. 8); hier ist zuniichst der Teil darzustellen, der fiir die Auf-
losungstheorie der Integralgleichung 2. Art (Kap.1I, A) in Betracht kommt.

15. Zusammenhang zwischen Integralgleichungen und linearen
Gleichungssystemen mit unendlichvielen Unbekannten.!?)

a) Das Bindeglied zwischen Integralgleichungen und
Gleichungen mit unendlichvielen Unbekannten ist ein ortho-
gonales vollstindiges Funktionensystem™®) fiir das Intervall (a, b), d. i.
ein System von unendlichvielen in a <s<b stetigen Funktionen
@,(8), ©y(8), ..., die den folgenden beiden Bedingungen gentigen:

1. sie sind fiir das Intervall (a, b) orthogonal und normiert:

b
@ fcoﬁ(s) mq(s) ds = e, ={ (1) ((11”D=i==qq))';

2. sie geniigen der Vollstindigkeitsrelation'®®), d. h. fiir jede ste-
tige Funktion u(s) besteht die Identitdt

@2a) fulsyds = | [u@ o ) ds) '+ { fu@)as)ds) + -,

a a

106) Im AnschluB an D. Hilberts Untersuchungen iiber kinetische Gastheorie
E. Hecke, Math, Ann. 78 (1917), p. 398—404.

107) Die historische Darstellung des Gegenstandes in Nr. 8 wird hier niché
vorausgesetzt.

108) D. Hilbert, 5. Mitteil., Gott. Nachr. 1906 = Grundaziige, Kap. XIII,
p. 1771

109) Uber die Aufstellung dieser Relation fiir trigonometrische Funktionen
und die Bedeutung der Entwicklungskoeffizienten vgl. Nr. 8 4. — Da8 die rechte
Seite von (2a) nicht groBer ist als die linke (sog. ,,Besselsche Ungleichung®,
Nr. 80 b%85), ist bekanntlich eine Folge von (1); vgl. Encykl II C 11, Hilb-Szdsz,
Nr. 2.
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oder — was nur scheinbar allgemeiner ist — fiir jedes Paar stetiger
Funktionen u(s), v(s) besteht die Identitit

(2b) fu(s)v(s)ds ———fu(s) @, (s) dsfv(s)wl(s)ds

+ [ u(s) oy (5) ds [ v(s) oy (s)ds + - - -

Das hier auftretende Integral vom Typus

20) 2, = u(s) w,(s) ds (p=12..)

nennt man den p*** Entwicklungskoeffizienten (Fourierkoeffizienten) der
Funktion u(s) in bezug auf das Orthogonalsystem ,(s), @,(s), ...
In der Sprache der analytischen Geometrie 18t sich der Gebrauch
eines solchen Funktionensystems ,(s) als Einfihrung eines rechi-
winkligen Koordinatensystems im Raume Q aller stetigen Funlktionen
deuten. Sieht man die Werte u(s) als Bestimmungsstiicke eines die
Funktion wu(s) reprisentierenden Punktes in £ bzw. des ,Vektors®

vom Koordinatenanfangspunkt (u(s)=0) nach diesem Punkt und
b

f u(s)’ds als Quadrat der Linge dieses Vektors an, so bestimmen

die Funktionen w,(s) gemiB (1) unendlichviele paarweis aufeinander
senkrechte Vektoren von der Linge 1. Der Entwicklungskoeffizient
(2c) aber ist als Linge der Projektion des Vektors u(s) in die Rich-
tung von w,(s) anzusprechen, und (2a) besagt, daB das Quadrat der
Linge jedes Vektors u(s) gleich der Summe der Quadrate seiner Pro-
jektionen auf die Richtungen w,(s) ist (pythagoreischer Satz). Be-
trachtet man also die Vektoren w,(s) als ,Achsen eines rechtwink-
ligen Koordinatensystems“ in Q, die GroBen (2¢) als die ,rechtwink-
ligen Koordinaten von %(s), so deutet sich (2a) dahin, da8 die Menge
der verwendeten Achsen ausreicht, um siimtliche stetigen Funktionen
nach dem Muster der kartesischen Koordinatengeometrie darzustellen.

Ein Beispiel eines solchen vollstindigen normierten Orthogonal-
systems bieten die durch eine passende lineare Substitution der un-
abhiingigen Verinderlichen vom Intervall (0, 2x) auf das Intervall
a £ s < b iibertragenen trigonometrischen Funktionen)

1 V 2 c0827:(3—11) V 2 . 2mw(s—a)
Vica Vo=a®® 3=’ Vs—a™ 5—a

-l/ 2 cosuz(s—a) V 2 . Am(s—a)
b—a b—a ? b—a¥ g
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Weitere vollstindige Orthogonalsysteme erhilt man in folgender
Weise1%): Es sei P,(s), Py(s), ... eine Folge stetiger Funktionen im
Intervall @ < s < b der Eigenschaft: jede stetige Funktion u(s) 148t
sich in ¢ <s<b durch lineare homogene Aggregate endlichvieler
P.(s), ..., P,(s) ,im Mittel“ beliebig genau approximieren, d. h. zu

jedem & > O lassen sich die Konstanten ¢,, . . ., ¢, derart bestimmen, daB
b

3) S{us) —aPis) — - — ¢, Py(s)} s <e.

Der bekannte Orthogonalisierungsproze von E. Schmidt!') liefert nim-
lich, falls keine der Funktionen P,(s) von den friiheren der Folge
linear abhingig ist, rekursiv eine Folge linearer homogener Kombi-
nationen w,(s) von P,(s), ..., P,(s), die orthogonal und normiert sind:
P, (s)

ﬁ)l(s) =—-_—‘b7—‘__~
prl (9)*ds
@) 126 = ,, L =23,
Pys) — 0,6) [ Ps)@y(8)ds — - — @p1(6) Py(s) 0, _1($) ds
b b b ’
| {120 — 00 [P 00)ds — -+ = 0,10 [Py(9) 0,19 ds s

derart, daB auch umgekehrt P,(s) eine lineare Kombination von
w,($), ..., w,(s) wird; derselbe ProzeB liefert auch — durch das
identische Verschwinden der im Zihler stehenden Kombinationen —
die simtlichen zwischen endlichvielen P,(s) etwa bestehenden linearen
Relationen. Fiir diese Funktionen o,(s) ist nun''*) die Vollstindig-
keitsrelation (2a) eine unmittelbare Folge von (3). Ein Beispiel einer
solchen Folge P,(s), Py(s), ... bildet die Folge der Potenzen s°, s,
s?, ..., aus der nach der beschriebenen Konstruktion die Legendre-
schen Polynome als Beispiel eines vollstindigen Orthogonalsystemes ent-
stehen.''?)

110) Die folgende Konstruktion nach D. Hilbert'), p. 178ff. Die Bedeu-
tung dieses Verfahrens zur Herstellung vollstindiger Orthogonalsysteme beruht
darauf, daB es sich auch auf andere Integrationsbereiche als einfache Strecken
(mehrdimensionale, gemischte u. dgl) ohne prinzipielle Schwierigkeiten tber-
tragen 148t und damit die Theorie der Integralgleichungen in solchen Bereichen
(vgl. Nr. 18 a, b) der Methode der unendlichvielen Veréinderlichen erschlieft.

111) E. Schmidt*?), § 8. Vgl. Encykl. I{ C 11, Hilb-Szdsz, Nr. 1.

111a) Dieser SchluB ist fiir trigonometrische Funktionen schon von W. 4. Stek-
loff verwendet worden [vgl. Encykl. II C 10, Hilb- Riesz, Nr. 9%9)].

112) Fiir weitere Angaben iiber vollstindige Orthogonalsysteme vgl. Encykl.
11 C 11, Hilb-Szdsz, Nr. 1.
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b) Die Umwandlung einer gegebenen Integralgleichung
2. Art mit stetigem K(s, ¢) und f(s)

6)) 9(s) 4 [ E(s, 0) 9 (¢) @t = £(s)

in ein System linearer Gleichungen mit unendlichvielen Unbekannten
geschieht nun folgendermaBen™?®): Fiihrt man die Entwicklungskoeffi-
zienten von @(s) in bezug auf die w,(s) ein:

) z, = [ 9(s)0,(s) ds,

die die Unbekannten des Problems darstellen, und verwendet ferner
die bekannten Entwicklungskoeffizienten von K(s,¢) und f(s):

JE (s, a,()dt = K s),

©® 3 JEsYo,6)e,0)dsdt = [E,(s)a,s)ds = K,,,

s a,5)ds =F,,

so folgt durch wiederholte Anwendung von (2a) Konvergenz und Ab-
schitzung der Quadratsummen

ﬁ’Kq(s)ﬂ — L/:K(s, £Rde, anqu < j]ex(s, 1y dsdt,
g=1 a a a

g=1p=1

(M

o b b o b
D EL<[[Ks ppdsae,  Dfr—[Flsyds.
Pp9=1 aa p=1 a
Mit Hilfe von (2b) liBt sich nun (J) in der Gestalt schreiben:
®) ¢@ﬁ£&@%=ﬂ$

ferner konvergiert fiir eine stetige Losung ¢(s) von (J) die Quadrat-
summe

() ;2w=fwww,

und auf Grund der Lagrange-Cauchyschen Ungleichung ')

9) (Dup,)’ < Sud S'v
- pr=1 » Tp=1 " p=1

113) D. Hilbert1%8), p. 180 ff.
114) A. Cauchy, Cours d’Analyse de V’Ec. polyt., Analyse algébrique, 1821,
note II, théor. XVI == uvres (2) t. II[, p. 373 ff. Fiir den Fall » = 3 findet sich
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b
folgt wegen (7) aus der Beschrinktheit von f K(s,t)*dt die gleich-

miBige Konvergenz der in (8) eingehenden Reihe fir a <s<b. Da-
her ergibt Multiplikation von (8) mit w,(s) und Integration die un-
endlichvielen linearen Gleichungen''?)

(0) Zp +§Kqu=&;

die Entwicklungskoeffizienten z, jeder Loung von (J) bilden also ein
Losungssystem von (U) mit komvergenter Quadratsumme. Ist speziell
f(s) = 0 (homogene Integralgleichung (J})), so ist f, = 0, und die x,
geniigen dem (U) entsprechenden homogenen Gleichungssystem (U,).!'%)

¢) Ist umgekehrt z,, x,, . .. ein Losungssystem der Gleichungen
(U) mit konvergenter Quadratsum@mem), so folgt wiederum die gleich-

miBige Konvergenz der Reihe ZKq(s):cq, und daher ist die gemiB
=1

(8) gebildete Funktion ‘

(10) 7@ = () —SK,@),

stetig. Durch Integration ergibt sich auf Grund von (U) als ihr Ent-
wicklungskoeffizient

afq)(s) 0,(5)ds = z,,

die diese Ungleichung liefernde Identitiit bereits bei J. L. Lagrange, Nouv. Mém.
Acad. Berlin 1778 = Oeuvres 8, p. 662f. Aus ibr folgt wunmittelbar die entspre-
chende Ungleichung fiir unendliche Summen

«® - @
(93) (Zupvp)z < Sug Sop,
=1 p=1 p=1

in dem Sinne, daB die Konvergenz der rechts stehenden Reihen die absolute
Konvergenz der links stehenden nach sich zieht. Sie entspricht formal und sach-
lich genau der Schwarzschen Integralungleichung (22) von Nr. 7 und mag daher
kurz als Schwarzsche Summenungleichung bezeichnet werden (vgl. D. Hilbert, Grund-
ziige, p. 126; Hellinger- Toeplitz 1), p. 293f).

115) Sie sind identisch mit denjenigen Gleichungen, die aus (J) durch for-
males Einzetzen der Entwicklungen von ¢(s), 7(s), K(s,?) nach den Orthogonal-
funktionen wp(s) hervorgehen [vgl. Nr. 8, (23)ff.].

116) Die in Nr. 1a dargestellte Ersetzung der Integralgleichung durch
n lineare Gleichungen mit » Unbekannten auf Grund der Einteilung von a <s<b
in # Teilintervalle fiir unbegrenzt wachsendes n 148t sich dem oben geschilderten
Verfahren als Spezialfall einordnen, wenn man als vollstiindiges Orthogonalsystem
die von A. Haar, Zur Theorie der orthogonalen Funktionensysteme (Diss. Got-
tingen 1909 — Math. Ann. 69 (1910), p. 331—371, Kap. III) konstruierten Ortho~
gonalsysteme verwendet, deren Funktiomen jeweils nur in einem mit wachsen-
dem Index unbegrenzt abnehmenden Teilintervalle von 0 verschieden sind.

117) D. Hilbert'%®), p. 182f.
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und daher nach (2b)

ZKQ(S) x, =fK(s, D) p(t)dt;

(10) zeigt danach direkt, daB ¢(s) eine Losung von (J) ist. Da ferner
nach (2a) die Entwicklungskoeffizienten einer stetigen Funktion nur
dann simtlich verschwinden, wenn die Funktion identisch verschwindet,
entstehen auf diese Weise aus einem Losungssystem des homogenen
Gleichungssystemes (U,) nur Losungen der Integralgleichung (J,), und
eine Anzahl von Losungssystemen von (U,) ist dann und nur dann
linear unabhiéngig, wenn die entsprechenden L&sungen von (J;) es
sind. Endlich entspricht der transponierten Integralgleichung (J”) mit
dem Kern K(,s) (s. p. 1376) das durch Vertauschung von Zeilen und
Kolonnen im Koeffizientenschema von (U) entstehende transponierte
Gleichungssystem

(U’ Zy +£qux9 =Yp-

Die Auflosungstheorie der Integralgleichung (J) und die des Gleichungs-
systems (U) sind also im angegebenen Sinme villig dquivalent. —

Die Giiltigkeit der Vollstindigkeitsrelationen (2a), (2b) 1aBt sich
unmittelbar auf Funktionen ausdehnen, die nicht stetig, sondern nur
samt ihrem Quadrat integrierbar sind. Man kann daher das gleiche
Ubergangsverfahren auch auf Integralgleichungen mit unstetigem
Kern anwenden, wofern nur K(s,¢) an endlichvielen analytischen
Kurven s = F(f) des Quadrats a <s, ¢ < b von niederer als 1/,tr Ord-
nung unendlich wird (vgl. Nr. 13 a, b)18); dabei entsprechen Losungen
von.(J) mit integrierbarem Quadrat Losungssystemen von (U) mit
konvergenter Quadratsumme.

d) Eine andere Methode zum Nachweis der Aquivalenz
der Integralgleichung (J) und des Gleichungssystems (U) wird durch
das Theorem von E. Fischer'®) und F. Riesz'**) gegeben: Bildet man
die Entwicklungskoeffizienten in bezug auf ein orthogonales Funk-
tionensystem durch Lebesguesche Integration, so gehdrt nicht nur zu
jeder samt ihrem Quadrat im Lebesgueschen Sinne integrierbaren Funk-
tion @(s) ein System von Entwicklungskoeffizienten z, mit konver-

118) D. Hilbert®®), p. 204; er hat ferner darauf hingewiesen, daB diese
Methode auch dariiber hinaus zur Behandlung solcher Kerne geeignet ist, die
bei s =1 unendlich werden, aber absolut integrierbar bleiben. Vgl. dazu J. Ra-
don3°%), p. 1371

119) E. Fischer, Paris C. R. 144 (1907), p. 1022—1024.

120) F. Riesz, Paris C. R. 144 (1907), p. 615—619; Gott. Nachr. 1907,
p. 116—122; Math. phys. és lap. 19 (1910), p. 165—182, 228—243.
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genter Quadratsumme, sondern auch jedes System von Zahlen z, mit
konvergenter Quadratsumme stellt die Entwicklungskoeffizienten einer
samt ihrem Quadrat integrierbaren Funktion ¢(s) dar; ist das Ortho-
gonalsystem vollstindig, so ist @(s) bis auf eine additive Funktion
vom unbestimmten Integral O bestimmt.*) Danach ist die Aquiva-
lenz von (J) und (U) sofort ersichtlich. Denn (U) bedeutet gerade
die Ubereinstimmung der Entwicklungskoeffizienten beider Seiten von
(J); ist also @(s) die Funktion, die ein Losungssystem von (U) mit
konvergenter Quadratsumme zu Fourierkoeffizienten hat, so ist (J)
mit Ausnahme einer Nullmenge erfiillt. Bei stetigem K(s,?) aber

b
wird f K(s, t) p(¢) dt unabhingig von jener Willkiirlichkeit von ¢(¢)

eine stetige Funktion von s und daher ist

9(5) = £(5) — f E(s, ) 9(¢) dt

eine stetige Losung von (J). Ahnliches gilt bei Unstetigkeiten hin-
reichend niedriger Ordnung von K(s, ¢).2%)

e) Durch spezielle geeignete Wahl des vollstindigen
Orthogonalsystems o,(s) kann man fiir einzelne Kerne K(s,?)
oder fiir gewisse Klassen von Kernen unter Umstéinden erreichen, daB
das Gleichungssystem (U) eine besonders einfache fiir die vollstéin-
dige, auch numerische Durchfithrung des Problems geeignete Gestalt
annimmt. In diesen Zusammenhang ordnet sich ein einmal das Ver-
fahren von W. Ritz'?*) zur numerischen Losung von Randwertauf-
gaben, andererseits die Methode von L. Lichienstein'®) zur vollstin-
digen Behandlung der Randwertaufgaben durch direkte Zuriickfiihrung
auf Gleichungen mit unendlichvielen Unbekannten.!®)

121) Vgl. auch Encykl. II C 11 (Hilb-Szdsz), Nr. 2.

122) F'. Riesz, Paris C. R. 144 (1907), p. 7834—1736 und Gott. Nachr.'?%), p. 122.

123) W. Ritz, Uber eine neue Methode zur Losung gewisser Variationspro-
bleme der math. Phys., J. f. Math. 185 (1909), p. 1—61; Theorie der Transversal-
schwingungen einer quadratischen Platte mit freien Riindern, Ann. d. Phys. (4)
28 (1909), p. 737—186. — 8. auch Ges. Werke, Paris 1911, p. 192—250, 265—316.

124) L. Lichtenstein, Paris C. R. 156 (1913), p. 993—996, sowie eine griBere
Zahl anschlieBender Arbeiten, aus denen fiir die Darstellung der Methode hier
nur ,Zur Analysis der unendlichvielen Variablen I¢, Palermo Rend. 38 (1914),
p. 113—166, genannt sei. Ein Versuch in #hnlicher Richtung bei J. Bertrand,
Bruxelles Soc. sc. (B) 38 (1913—1914), p. 318—322. Vgl. dazu Nr. 45¢.

125) Hierhin gehort auch der Versuch von Ch. Miintz 2%%), p. 145, Integral-
gleichungen durch Verwendung spezieller, dem Kern angepaBter Orthogonal-
systeme zu behandeln.
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Unter Umstéinden ist es auch zweckmiBig, die Bedingung der
Orthogonalitit (1) zu modifizieren; so verwendet D. Hilbert'*) zur
Bebandlung ,polarer Integralgleichungen® (s. Nr. 38b, 1) ein System
von Funktionen, die — unter k(s) eine gegebene Funktion wech-
selnder Vorzeichen verstanden — den Bedingungen geniigen

b
0 )
fk(s) @,(8) @, (s) ds = { (—1)? gjg,

wobei dann auch die Vollstindigkeitsbedingung entsprechend abzu-
dndern ist. Ferner ist hier die Methode von D. Enskog™) zur nume-
rischen Losung von Integralgleichungen mit symmetrischem Kern zu
nennen; sie bezieht sich auf Kerne von der Art, daB fiir jede micht
identisch verschwindende Funktion ¢(s)

f¢(8)2ds +ffK(s, t)o(s)p(t)dsdt >0

ist, und beruht auf der Verwendung eines gemiB den Bedingungen

f;,,(S) o,(s) ds —l—f]%(s, t) @,(s) 0, (t) dsdt = { ‘1’ (p+9),

(r=9
bestimmten Funktionensystems.12%)

16. Hilberts Theorie der vollstetigen Gleichungssysteme. Die
Auflosungstheorie der Gleichungen (U) von Nr. 15 hat D. Hilbert ")

nicht nur unter der Annahme eines Koeffizientensystems von konver-

genter Quadratsumme K2, entwickelt, wie es sich aus einer Inte-
,g=1

gralgleichung mit stezizo;em Kern ergibt, sondern er hat eine wesent-
lich umfassendere Klasse von Koeffizientensystemen (X,) entdeckt,
fiir die jenes unendliche Gleichungssystem den simtlichen determi-
nantenfreien Auflssungssitzen von Nr.10 — in sinngemaBer Uber-
tragung auf die Verhiltnisse bei unendlichvielen Verinderlichen —
geniigt, sofern man an der Bedingung konvergenter Quadratsumme fiir
rechte Seiten und Unbekannte festhilt; es bleiben dann also auch fiir
die gemif Nr. 15 #quivalente Integralgleichung die Auflgsungssitze
von Nr. 10 bestehen. Die Koeffizientensysteme, um die es sich hier
handelt, entstehen aus der Betrachtung einer gewissen Klasse bi-
linearer Formen von unendlichvielen Verinderlichen:

126a) Vgl dazu auch F. L. Hitchcock u. N. Wiener, Mass. J. of Math, 1
(1921), p. 1—20.
126) D. Hilbert, Grundziige, Kap. XV, p. 1951
127) D. Hilbert, 4. Mitteil., Gott. Nachr. 1906 — Grundziige, Kap. XII,
p. 164—174.
Encyklop. d. math. Wissensch. II 8. 92
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a) Vollstetige Bilinearformen unendlichvieler Verénder-
licher. Es seien z;,%,...; Y;, Ys,... Wertsysteme von abzihlbar
unendlichvielen reellen Verdnderlichen, die stets eine konvergente,
nicht iiber 1 gelegene Quadratsumme besitzen:

(1> Z‘xngl? 2yp2§1'
p=1 p=1

Bilinearform der beiden Reihen von Verinderlichen heifit die durch
die unendliche Doppelfolge der Koeffizienten K, (p,¢=1,2,...)
zunéchst rein formal bestimmte Doppelreihe

(2) pgiK‘pqxp yq = Kllwlyl + K12x1y2 + T
+ Ky 23y, + Kogay, + - - -
+ ey

n'* Abschniti die durch Nullsetzen der Verinderlichen x, , %, .9, . ;
Yui1) Ynss - - - entstehende endliche Bilinearform von zwei Reihen
von n Veridnderlichen

(2 3.) ‘Qn (x7 _7/) =p§—.{{mx"%

Die Bilinearform (2) heiBt wvollstetig'®®), wenn die Differenz &,(z, y)
— R.(z,y). mit wachsendem » und m gleichmiBig fiir alle (1) ge-
niigenden Wertsysteme gegen Null konvergiert:

) 8,2, 9) — Raz,y)| <& fur n,m>N(e).
Dann konvergiert
(2b) lin £,(z,9) = Rz, 1) = 2K, 2,9,

h g =

gleichmiBig fiir alle (1) geniigenden Wertsysteme und definiert den
Wert R(x, y) der Bilinearform (2).

Dieser Wert hingt, wie unmittelbar aus der gleichmiBigen Kon-
vergenz von (2b) folgt, von den unendlichvielen Verénderlichen
,, 9, im Bereich (1) in dem Sinne stetig ab (,vollstetig®), daB sich
R(z,y) von R(z',y) belicbig wenig unterscheidet, wenn sich hin-
reichend viele (aber endlichviele) der Veréinderlichen z, und y, von
den entsprechenden " und y,’ hinreichend wenig unterscheiden —

128) D. Hilbert, 4. Mitteil.,, Gott. Nachr. 1906 = Grundziige, Kap. XI,
p. 147f. Voriibergehend hat Hilbert [im Original der 5. Mitteil., Gott. Nachr,
1906, p. 439 und in 379, p. 61] das Wort ,stetig an Stelle von ,vollstetig®
benutzt. Uber die Formulierung der Definition vgl. 1%9).
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gleichgiiltig welche Werte die tibrigen unendlichvielen Veriinderlichen

haben:
@ |R(z, y) — &, )| <&, wemn

pr - xp’l < 6(8)7 ‘yp - yp’| < 6(8) fiir p= 17 27 ) 'N(E);
die Ungleichung ist gleichmiBig fiir alle (1) geniigenden Wertsysteme
z,y,x,y erfillt.

Reprisentiert man {ibrigens jedes Wertsystem «,,x,,... durch
einen Punkt z des unendlichdimensionalen Raumes R,, so hat man
bierin eine genaue Ubertragung der tiblichen Stetigkeitsdefinition auf
den R,. Bedeutet nimlich 2{), y» (» =1,2,...) eine unendliche
Folge von (1) geniigenden Wertsystemen, die mit » — oo fiir jeden
Index p gegen ein ebenfalls (1) gentigendes Wertsystem konvergieren,

(ba) lim zy) =z, lmy) =y, w=12...),
so ergibt sich aus (4)
(5b) lim §(a, y) = R(z,)."*)
Die Definition einer wollstetigen Linearform
(6) 2(z) =2;prp= ha + by + - - -
p=
vollzieht sich genau nach dem Muster der vorigen Betrachtungen;
entsprechend (3) heibt L(z) vollstetig, wenn fiir alle (1) geniigenden 2,
| L, (%) — L, ()| <& fir n,m> N(e).
Da nach der Ungleichung (9) von Nr. 15 unter der Bedingung (1)

12,0) — £0(@)| = | 2, <V 3
p=m

—m+1

ist, und da andererseits die hiermit gegebene Schranke fiir

=1, (2 1 (p=m-+1,..,n)

m+1

erreicht wird, ist &(z) dann und nur dann vollstetig, wenn die Quadrai-

summe der Koeffizienten 13 konvergiert; alsdann konvergiert die Reihe
p=1
(6) stets absolus.1™)

129) D. Hilbert'?®) und Grundziige, Kap. XIII, p. 175f verwendet diese
Eigenschaft als Definition der Vollstetigkeit und zeigt mit seinem Auswahl-
verfahren (Nr. 16 b), daB aus ihr (3) folgt. Im folgenden wird die Definition (3)
zugrunde gelegt.

130) D. Hilbert®™®), p. 61; vgl. auch Grundziige, p. 126 u. p. 176.

92*
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Setzt man in K(z,y) alle Veréinderlichen der einen Reihe bis
auf eine gleich 0, so wird es eine vollstetige Linearform der andern
Variablenreihe; notwendige Bedingung fir die Vollstetigkeit einer
Bilinearform ist also die Konvergens der Quadratsumme der Koeffizienten
jeder einzelnen Zeile und Kolonme:

) ‘ZI'K?q; ‘Zl‘Kgq, cee3 ZKf;x, ‘21’K32’ ... konvergent.
9= 9= p=

=1
Wendet man andererseits (5) auf eine Folge von Wertsystemen
an, bei denen jeweils nur eime Zahl ;) und y;? gleich 1, alle andern
Null sind und p, und ¢, mit » gegen oo konvergieren, so ist fiir
jedesp lim x) =lim ¥ =0 und dahervli_rg K(z®, y») =}112 K,,,,=0;
also ist eine weitere notwendige Bedingung fiir Vollstetigkeit das Ver-
schwinden des Doppellimes

(8) lImK, =0.

Pg=®

vy

Da (7) und (8) nicht gleichzeitig erfiillt zu sein brauchen (Beispiele:

1 . . .
K,=1,K, =0(p=+gq) bzw. K, = I/;—-i-_;)’ ist keine der beiden
Bedingungen hinreichend fiir Vollstetigkeit.!*!)

Eine hinreichende Bedingung ist die Konvergenz der Quadrat-
summe aller Koeffizienten K, 1**):

9) 5‘ K2, komvergent;

2,9=1

denn durch wiederholte Anwendung der Cauchyschen Ungleichung
Nr. 15, (9) folgt unter Beriicksichtigung von (1) fiir n > m

R.@ 9 — R, 9) = (x12K ot 2, 2 ma¥s

g=m+

+ xm+12 m 41 qyg etz 2 7Y )2
\(ZKlqu) + - +(2 mila) —l—(Z Epin ) +- +(2 ol

g=m+
éEf q+ +.2;{(r2nq+2Km+lq+ +2K3q;
gq=m g=m

131) Weitere leicht anzugebende Beispiele, etwa K, = (p + ¢9)—*, $<s<1,
zeigen, daB auch (7) und (8) zugleich fiir mnichtvollstetige Formen erfiillt sein
konnen; vgl. Hellinger-Toeplitz '%*), p. 806.

132) D. Hilbert, Grundziige, Kap. XI, p. 151 fiir symmetrische Formen
(qu= qu) und Kap. XII, p. 165.
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und das wird als Rest der Reihe (9) mit wachsendem m, n beliebig

klein. Diese Bedingung ist nicht notwendig (Beispiel: 2 Y, ist voll-
stetig, da |®, — &, <V_ fiir n > m).

Aus (3), (2b) ergibt sich unmittelbar die Existenz einer Schranke 2,
unterhalb deren die Absolutwerte simtlicher Abschnitte sowie die
Werte der vollstetigen Bilinearform unter der Nebenbedingung (1)
fiir die Veriinderlichen bleiben:

(10) Rz, )| < M, |R(x,y| < M.
Also sind vollstetige Bilinearformen beschrinkt im Hilbertschen Sinne

(vgl. Nr. 18a, Nr. 19'%)); sie besitzen ferner die folgenden Eigen-
schaften5%):

133) Hilbert leitet diese Eigenschaften aus den von ihm vorher aufgestellten
Sitzen iber beschrinkte Formen her (Grundziige, p. 1560—152, 164f.; vgl. Nr. 18a),
Man kann sie aber auch direkt aus den obigen Definitionen herleiten
und damit die Theorie der vollstetigen Gleichungssysteme in sich geschlossen
begriinden :

1. Setzt man in (4) fir 1> N(g) 2] =@, .. ., &)=, &) 41 = T} L =2+ =0,
g =1y, 80 kann R(z’,y") als Summe der n (als vollstetige Linearformen von

]
Y:, Y4, ...) absolut konvergenten Reihen xﬁZKF Yy (P=1,2,...,n) angesehen
g=1

werden, und diese sind gleich den ersten n Zeilen von R(x,y); damit folgt (11a)
unmittelbar aus (4).

2. ®(x,y) ist nach (11a) eine vollstetige Linearform der Verinderlichen
Xy, &y, ... mit der oberen Schranke M; also folgt wie oben Konvergenz der
Quadratsumme der Koeffizienten

(a) 2(21( M) S ME fir Ey,,<1

p=149=1
ferner ergibt sich aus (4), wenn man beide Werte & aus (11a) entnimmt und
Tp=Tpy Y =Ygy -+es Y= Yps Y1 =+ - = 0, n > N(&) setat: IZ% DKy, ]gs,

. p=1 g=n+1
und daraus wie soeben

®) 3 Srayse @ Susi
p=1g=n+
3. Eine vollstetlge Form $(z, 2) konverglert wegen (a) fir 7, —2 pa¥e’

z2pund zp —ZK Y, unterscheiden sich nach (b) fiir jedes p um wenlger als ¢,

q=1
und daher wird nach (4) |§(,2) — 9(x,2)| gleichmibig fir alle & und y mit
wachsendem » beliebig klein, Nun ist fiir ,,;=:.-=0

D7) —2‘%2 H,, Zquyq =2 y92

=1
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«) Der Wert Rz, y) ist als Summe der unendlichvielen fiir sich
konvergenten Zeilen oder Kolonnen von (2) darstellbar!®):

der nte Abschnitt der Faltung 9 &(x,%); die soeben gegebene Absché’mtzung zeigt direkt

seine gleichm#Bige Konvergenz, und zwar gegen 9(z, 2) —2 2 Zquyg ,
p= g=1
d. h. die Vollstetigkeit der Faltung HR(z,y). — Ist ].E_)(x, y) [ g N fir (1), so

folgt aus (a) | x,M |<N |DR(x, y)| = |D(x,2)| <MN.

4. Ist & 9—2 yq(Z aq> vollstetig, so ergibt die Anwendung der

p9=1 a=1
Stetigkeitseigenschaft (4) fiir xp =y, =0, wihrend alle Verénderlichen z, =y,
bis auf die vom Index n 4+ 1, » 42, ..., n 4 m verschwinden:
n+m

‘Zypyqz Kaqlész;

© p9=n+l a=1
da aber ZKapKaq absolut konvergiert, kann das in

a=1

n+m
© 2 (S Keqy, )< e
a=1qg=n+1

umgeformt und daraus in bekannter Weise fiir jedes »

n+m

(d) |2w ZKaqu‘<s fiir 2.7: <1

a=1 g¢g=n+1
geschlossen werden. Um von bier zu &, tiberzugehen, bemerke man, daf aus
®©
(c) die Konvergenz der Reihen 21(3,, und daher die Vollstetigkeit der Linear-
w=1

o
formen Za:aKaq fir jedes ¢ folgt; man kann daher durch Wahl von #'>n die
a=1
endliche Summe

n ® n 0
@) | S S0aBag| S J | SwaKay|
g=1 a=n' g=1a=n'

gleichmiBig im Bereich (1) beliebig klein machen, und hat dann firn +m >n">n

m+n m+n n m4n
[fm (@ Y) — Rp (@ y)| = ]2”&2 eq¥y T Syqz }
a=1¢9=n+1 9g=1a= n+1
m4n m+n n m+n
= sz qu “ZvaKaq?/q + 2y DKoyl s
a=1g=a+ e=1¢g=n+1 g=1a=n'+1

und da sich jede der 3 Teilsummen nach (d), (e) abschitzen liBt, folgt die Voll-
stetigkeit von R.

134) Die Doppelreihe braucht nicht notwendig absolut zu konvergieren;
Beispiel bei O. Toeplitz, Gott. Nachr. 1913, p. 417—432, Nr. 8 (die dort als g,
bezeichneten Faktoren sind so zu wihlen, daf lim y, = 0 wird, die Zahlen p - 2°
aber nicht beschrinkt sind; 2"‘“' 2% konvergent reicht nicht aus, wie dort irr-
ttimlich steht).
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(11a) R, 9) —2<2 SRR
(11b) £, 9) =;=21 (ZIKM%%) )

und jede dieser einfach unendlichen Reihen konvergiert absolut und
gleichmidBig im Bereich (1).
B) Die durch Faltung aus zwei vollstetigen Bilinearformen 8(z, )

und H(z, y) = 2 Hpgxpyq entstehende Bilinearform

(12) 98, y) '—2(2 Kaq)xpyq =§(p§; p) (2 qu)

py=le=1
ist wiederum vollstetig und ihre Werte im Bereich (1) bleiben unter-
halb des Produktes der entsprechenden Schranken von & und .

) Ist die Faltung von & mit der durch Vertauschung der beiden
Variablenreihen (d. h. durch Vertauschung der Zeilen und Kolonnen
im Koeffizientenschema) entstehenden transponierten Form R (z, y)
= R(y, ) vollstetig, so ist auch R(z, y) vollstetig.1s")

Wendet man auf &8 und die daraus durch fortgesetzte Fal-
bung entstehenden Formen das Kriterium (9) an, so findet man eine
Reihe weiterer immer umfassenderer hinreichender Bedingungen der
Volistetigkeit.'¢)

Der Begriff der Vollstetigkeit in der Formulierung (3) oder (5)
liBt sich nach D. Hilbert'*®) unmittelbar auf beliebige Funktionen
& (@, 3, - . .) abzéhlbar unendlichvieler Verinderlicher ausdehnen, die

im Bereiche 328 <1 definiert sind; #** Abschnitt ist dabei der fiir
p=1

Z

wt1= &, ="+ =0 entstehende Wert.

b) Das Auswahlverfahren. Als wesentliches Hilfsmittel fiir die
Theorie der vollstetigen Bilinearformen und der aus ihnen gebildeten

135) Die Vollstetigkeit von R8(z,y) gentigt hingegen nicht, um die von
f(x y) zu gewihrleisten, wie das Beispiel & (z,y) = 2, v, + 2, ¥y + @y, + - - -,
KR (x, y) =0 zeigt. — F. Riesz benutzt in der Darstellung in seinen ,Equations
linéaires* (Literatur A 8), p. 96 ff., als Definition der Vollstetigkeit von ® die auf
die Vollstetigkeit von ® R (x,y) hmausla.ufende (und nach ﬁ), y) mit der Defini-

tion des Textes dquivalente) Aussage, daf Z(Zmeg") 2 2% q) gegen 0
p=1g=

konvergiert, wenn jedes einzelne x)” gegen @, konverglert

186) D. Hilbert, Grundziige, p. 150fF,, Sa,tz 36; es ist nicht wesentlich, da8
diese Bedingungen dort nur fiir symmetrische Formen (K,,= K,,) ausgesprochen
sind. — Eine weitere hinreichende Bedingung fiir Vollstetigkeit findet man in 7%).
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Gleichungen benutzt Hilbert ein durch ein charakteristisches Auswahl-
verfahren gewihrleistetes Konvergenzprinzip!®): Aus jeder Menge
von unendlichvielen Wertsystemen x = (z,, 2, ...) mit konvergenter be-

schrinkter Quadratsumme 3 2% < M2, d. h. von unendlichvielen Punkten
p=1

innerhalb oder auf einer Kugel des unendlichdimensionalen Raumes,
1iBt sich eine unendliche Teilfolge 7™ = (z{», Z(, ...) (n =1,2,...)
derart herausgreifen, daB der Limes jeder einzelnen Koordinatenfolge
konvergiert:
(13) lim ZP =a,, lmZP =aqa, ... al < M,

n=« n=00 p=1
d. h. daB die Punktfolge Z® in dem hierdurch ausgedriickten Sinne
gegen einen Punkt a derselben Kugel konvergiert. Zum Beweise be-
merke man, daB die simtlichen ersten Koordinaten z, wegen |z,| <M
mindestens eine Hiufungsstelle @, besitzen; man kann demgemif aus
der Menge eine Teilfolge auswihlen,

(e4) 2= (2, 2),...), =", 2" ..), ..., so daB
(B0 }1:12 ) =a,.

Aus dieser Folge () kann man ebenso wegen |z{"| < M eine weitere
Teilfolge auswihlen,

(o) a0 = (fm), ), .. ), 2 = (af®, 2{,...), ..., so daB
(8. lim o — a,

aus dieser eine dritte,

(ag) &™) = (), 2fm), . .)), 2t™) = (&), 2{), .. ), ..., so daB
6 Jim o9 = a,

und so fort. Die aus dem ersten Wertsystem von (e,), dem zweiten
von (w;), dem dritten von (o) usf. bestehende ,Diagonalfolge”

V=1 = (z/, 2, ...), TO=2am = (2(,a,..),
O = gm) = (a0, 2f), . .), ...

erfilllt die Behauptung. Denn da sie eine Teilfolge von (e,) ist, kon-
vergieren die Z{¥ wegen (f;) gegen a,; da sie ferner abgesehen von
ihrem ersten Gliede eine Teilfolge von (e,) ist, konvergieren die Z{
wegen (B,) gegen ay; und so fort.

137) D. Hilbert, Grundziige, Kap. XI, p. 116 f.; das gleiche Auswahlverfahren
hatte er bereits in seinen Untersuchungen ,Uber das Dirichletsche Prinzip* auf
Folgen von Funktionen angewandt [Festschr. d. Gesellsch. d. Wissensch. zu Got-
tingen 1901, 27 S. = Math. Ann. 59 (1904), p. 161—186, § 5].
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¢) Losungsmethode auf Grund des Auswahlverfahrens.
Die so entwickelten Hilfsmittel liefern die vollstindige Auflésungs-
theorie des Gleichungssystems!??)

(U)x +2 29%q xp—}— x1+ 2.’272 =1, <p=1)2r"')7

wo die mit den Koeffizienten K, gebildete Bilinearform & vollstetig
ist, wo ferner die y, gegebene GroBen von konvergenter Quadratsumme
sind und wo endlich die Unbekannten z, gleichfalls der Bedingung

der Konvergenz der Quadratsumme 2 2% unterworfen sind.
p=1
Der Grundgedanke der Methode ist die Approximation der Glei-
chungen (U) durch das algebraische System von # linearen Glei-

chungen mit #» Unbekannten, das zu dem n'® Abschnitt &, gehort:

(4) P —I—qZ:'lex(q")—: Y, =12 ...n)

unter Benutzung einer geeignet ausgewihlten Folge von Indizes =.
In bezug auf das Verhalten dieser Gleichungen werden zwei Fille
unterschieden*®): es sei m, das Minimum des Quotienten aus der
nicht negativen quadratischen Form von » Verénderlichen

(14) 2(:1: +2 - q)”_zxp+22quxpxq+2K K, 2,2,

pq,r=1

=2x§ + 297;('7:7 .Z') + Rnlﬁa(x) x)
p=1

und der Quadratsumme 2% 4 - .. 4 z3:

2(“‘ +2 pe q)zzm me

dann ist entweder
A. fiir unendlichviele » m, >m > 0
oder
B. die m, konvergieren gegen O: 11‘1~n°1° m,=0.

Im Falle A ist fiir alle diese n die Determinante des Systems
(4) ungleich 0, da sonst das zu (4) gehdrige homogene System (4,)
eine Losung hitte, fir die dann (14) verschwinden wiirde; also

138) Die gleiche Methode hat R. Courant®”) direkt auf Integralgleichungen
angewandt (s. Nr. 10 b, 3); nur beruht seine Fallunterscheidung nicht wie bei
Hilbert auf einer nur von den Koeffizienten der linken Seiten abhiingigen GrBe,
sondern setzt bestimmt gegebene rechte Seiten voraus.
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besitzt (4) eine Losung «, 2, ..., 2, und es ist

n n ks <
2?/% =2($$:") +2qux(qn))2 > mnzxgl)z
p=1 =1 9=1 p=t

und wegen m, > m >0, wenn die y, die gegebenen rechten Seiten

von (U) sind,
1
2’”&7)25_—% 2;?/%-
p=1 p=1

Nach dem Auswahlverfahren b) kann daher eine Zahlenfolge n,, ,, . . .
bestimmt werden, so daB die Grenzwerte

(15) lim (™ = z,, lim 2{™ = z,,
* Y=o V=00

existieren und ihre Quadratsumme konvergiert:

(15) sz <= 2%

p=1
Wegen der Vollstetigkeit der Linearformen 2 %, (vgl Nr. 163,
p- 1401) ist
xP +2KP qxq - hm (xg‘v) —I_QZLqung)) = i‘/p;
9= =

d. h. (15) gibt eine Lisung des Systems (U) mit konvergenter Quadrat-

summe.
Im Falle B seien £V, ..., £» die Werte der Veriinderlichen,

fiir die das Minimum eintritt:

S0+ 38, 80— 14 28,(69,89) + 3K, 50 (S, 47)
(16) 9,9=1 r=1

e m”,

Sy =1.
p=1

Wiederum kann nach dem Auswahlverfahren eine Folge n,, n,, . ..
bestimmt werden, so daB die Grenzwerte

o mE =t JmEr =4,
existieren und ihre Quadratsumme konvergiert:
o gLl
=1
Aus (16) folgt nun »
8 + 3,50 < Vm,
g=
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und daher wegen der Vollstetigkeit der Linearformen und wegen
m, — 0 w

(U g +q2;Km§q= 0 =1,2..)

Um weiter zu zeigen, daB nicht alle §, verschwinden, entnimmt man
aus (16) fir » =m, und » — 0o wegen der Vollstetigkeit der Bi-

linearform R(z, y)

da lim > K, & =2Kprﬁr ist; andererseits folgt aus (U,)
V=® r=1 r=1

36, +3K,8) =38 + 206 5 + KRE 5 =0,
fry = =
also .
) Se—1,
p:
d. h. (17) lefert eine nicht identisch verschwindende Losung der homo-

genen Gleichungen (U,) von konvergenter Quadratsumme. _
In diesem Falle B besitzen die zu (U) gehorigen transponierten

unhomogenen Gleichungen
) .'Jcp—|—g=2:quacq==yp r=12..)

fir die besonderen rechten Seiten y,= £, gewiB keine Losung von
konvergenter Quadratsumme, da sonst wegen (11) und (U,)

él £ =35, +3K,0) = 35,6, +.3K,,8) = 0

wire. Da sie genau die Form des oben behandelten Systems (U)
haben, muB fiir sie gleichfalls der Fall B eintreten, d. h. die trans-
ponierten homogenen Gleichungen

(Uhl) /ﬂp +£‘qunq= 0 (.p = 1) 2’ . ')

miissen eine nicht identisch verschwindende Losung von konvergenter
Quadratsumme haben. Daraus folgt aber wie soeben, daB die unhomo-
genen Gleichungen (U) nicht fiir beliebige rechte Seiten eine Lo-
sung von konvergenter Quadratsumme besitzen knnen. Also gilt der

Alternativsate'™): Entweder hat das unhomogene System (U) —
und gleichzeitig das transponierte System (U') — fiir beliebige rechte

139) Der entsprechende Alternativsatz fiir Integralgleichungen ist in Nr.10
(Anfang) nicht in dieser Form ausgesprochen; er ergibt sich unmittelbar durch
Kombination von Satz 1 und 2: d=0 oder d > 0.
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Seiten von konvergenter Quadraisumme eine eindeutig bestimmie Lisung
von konvergenter Quadratsumme, oder das homogene System (U,) —
und gleichzeitig das transponierte (U,) — besitst mindestens eine nicht
identisch verschwindende Losung von konvergenter Quadraisumme.

Im ersten Falle kann man hinzufiigen, daB die Losung von (U)

sich durch die y,, y,, ... in der zu (U) analogen Form
(18) 2, =y, + gzapqu rp=1,2,..)

darstellen 148t, wo die nur von den K, abhingigen GroBen R, die
Koceffizienten einer vollstetigen Bilinearform R(z, y) sind, die man als
Resolvente von ®(z, y) bezeichnen kann.*®) Denn aus (15), (15) er-
gibt sich, daf jedes einzelne z, ebenso wie jedes 2 eine vollstetige
Linearform der g, ys, ... ist; alsdann aber folgt aus (18) und (U)

R'R(y, v) ==p§1 (q=21 R,y.) =£ (y,— ,) = K R(z, 2),

und da &R eine vollstetige Funktion von z,, z,, ... ist, ist R R(y, y)
vollstetig in y,, 43, ..., also nach Nr.16a, ) auch R(z, y) vollstetig.

Man kann iibrigens zeigen, daB die Resolventen der Abschnitte
f,, d. h. die Losungen von (4,), in Wahrheit simtlich, ohne Vor-
nahme einer Auswahl, gegen R konvergieren; vgl. 199%),

Fiir den zweiten Fall des Alternativsatzes kann man feststellen4!):

1. Das homogene System (U,) besitst endlichviele linear umabhéin-
gige Liosungen von komvergenter Quadratsumme. Denn ersetzt man die
Losungen nach dem Orthogonalisierungsverfahren (vgl. Nr. 19a, 3)
durch ein System orthogonaler und normierter Lésungen £®, @ .
(¢=1,2,...), so folgt aus den homogenen Gleichungen (U},)

(1) 2@, ) = 3K, gk — —SEr—— 1;

Pe=1

nach der Besselschen Ungleichung (6b) von Nr. 19 ist aber 2 (E2<L1,

also, falls unendlichviele Losungen existieren, hm Eo) — 0 und daher
wegen der Vollstetigkeit von & Lim n 8 (£, g(«)) = O im Widerspruch
zu (19).

140) Entsprechend der Bezeichnung Resolvente des Kernes in der Theorie
der Integralgleichungen [Nr. 4%4), 9 (p. 1378), 10, Satz 2]. — Fiir die Vollstetig-
keit der Resolvente vgl. °?) und Nr. 18 b, 3 18%).

141) Der Beweis von 1. ist die Ubertragung des von K. Schmidt384)%%) fiir
Integralgleichungen gegebenen Verfahrens (s. Nr. 10¢, 1) auf die hier vorliegen-
den allgemeineren Verhiiltnisse. In Hilberts Darstellung!??) wird statt dessen
die orthogonale Transformation der quadratischen Form &8 (z, 2) + 28(z, z) auf
eine Quadratsumme angewandt.
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2. Die Zahl d' der linear unabhingigen Lisungen von (U,") mit kon-
vergenter Quadratsumme ist gleich der Zahl d derjenigen von (U,). Sind
namlich %@, v, ... (e=1,..,d") die Losungen von (U),), so be-
stehen zwischen den linken Seiten von (U,) identisch in z,, z,, ...
die d' Relationen

(20) )(x +2 %) =0 (e=1,2...,d).

Ist nun d <d, so kann man daher aus dem System (U,) d Glei-
chungen so auswihlen — durch passende Numerierung der Verdnder-
lichen kann man erreichen, daB es gerade die ersten d sind —, da8
ihr Bestehen eine Folge des Erfiilltseins der tibrigen Gleichungen

(21) x+2 Dq q_O (p=d+17 d+27‘)

ist, wihrend zwischen den linken Seiten dieser (leichungen noch min-
destens eine Identitit der Form (20)

(20a) an(x —{—2 ng q) ident. in z;, 2,, ...

p=d+1

besteht. Also hat (21) genau d linear unabhingige Lﬁsungen (die-
selben wie (U})); man kann daher d Unbekannte z;,..., 2, so aus-
wihlen, daB jede Losung von (21), fiir die 2, =--- = 2,,==0 ist,
1dentlsch verschwindet, d. h. daB das durch Unterdruckung dieser d
Unbekannten entstehende System

(21a) {z, +2 2% oy om0 =0 (P=d+1,d+2,..)

keine nicht identisch verschwindende Liosung mehr besitzt, wiihrend
das zugehdrige transponierte System wegen (20a) eine solche Losung
besitzt. Nun kann man aber (21a) auf die Form des urspriinglichen
Systemes (U,) bringen, indem man in hichstens d Gleichungen (so oft
ndmlich der Gleichungsindex p >d -+ 1 einer der Zahlen i, ...i,
gleich ist) je einen passenden Koeffizienten K,, durch K, — 1 ersetut;
da hierbei nur endlichviele Koeffizienten mod1ﬁz1ert Werden, bleibt dle’
Vollstetigkeitsbedingung bestehen und die zu (21a) festgestellte Tat-
sache widerspricht dem Alternativsatz. — Vertauscht man in dieser
Uberlegung die Rolle von (U,) und (U,), so folgt ebenso die Unmdig-
lichkedt von d' < d.

3. Die Durchfithrung der gleichen Betrachtungen fiir die unhomo-
genen Gleichungen zeigt, daB die aus den Identitiiten (20) folgenden
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d Bedingungen fiir die rechten Seiten von (U)
(22) p§n9>yp= 0 (¢=1,2..,4d

nicht nur nolwendig, sondern auch hinreichend fiir die Losbarkeit von
(U) sind. Damit sind die sémtlichen determinantenfreien Sitze von
Nr. 10 iibertragen.

d) Andere Lésungsmethoden.

1. Weitere Methoden zur Behandlung des Gleichungssystems (U)
beruhen auf einem Reduktionstheorem, das zuerst A. C. Dizon*®) —
allerdings fiir andersartige Konvergenzbedingungen (vgl. Nr. 20a) — an-
gewendet hat und das man fiir den vorliegenden Fall folgendermaBen
formulieren kann:

Es sei
(23) £(z, y) = 6G(z, y) + H(z, v)
gleich der Summe einer vollstetigen Bilinearform &(z,y) von endlichem
Rang™?) — d. i. eine Summe von endlichvielen Produkten aus voll-

stetigen Linearformen von z,, ,, ... und y,, ¥,, . ..

@(.Z’, y) __-;gsa(x>ma(y) Tg gxglapmaq xpyq -
und einer vollstetigen Bilinearform O (x, y), die ihrerseils eine vollstetige
Resolvente R(z, y) (im Sinne von (18)) besitzt; dann gelten fir die zu
R gehirigen Gleichungssysteme (U), (U,), (U"), (U,) die simtlichen in
¢) bewiesenen Auflosungssitze (d. h. die determinantenfreien Sitze von
Nr. 10).

Der Beweis dieses Satzes erfolgt in genauer Analogie zu den
Schliissen von Nr. 10a, 1 4, 5.

2. Solche Zerspaltungen einer vollstetigen Bilinearform sind in
verschiedener Weise moglich; eine erste hat D. Hilbert in seiner
zweiten Methode zur  Behandlung vollstetiger Gleichungssysteme4%)
angegeben. Er gewinnt sie, indem er zuvor R(z, y) in die sym-
metrische Form 1 (R, y) + 8, 2)) und die schiefsymmetrische
Form 1(R, ) — &, 2)) zerlegt und auf die erste Form seine
Theorie der orthogonalen Transformation quadratischer Formen in
eine Quadratsumme (Nr. 40) anwendet; die Resolvente des Restbe-
standteils § der hier nicht im einzelnen zu schildernden Zerspaltung
wird alsdann aus eben dieser Theorie gewonnen.

142) Die Bezeichnung analog wie bei Integralgleichungen; vgl. Anm.®Y).
143) D. Hilbert, 4. Mitteil. 1906 = Grundziige, Kap. XII, p. 170—174.
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3. Eine zweite Zerspaltung'*) ergibt sich durch Ubertragung des
von E. Schmidt*?) bei Integralgleichungen durchgefiihrten Gedankens,
einen Bestandteil so abzuspalten, daB er die Anwendung der Entwicklung
nach Iterierten gestattet (vgl. Nr. 104, inbes. 2.). Ist ndmlich §(z, y) die
aus & fir v,=-.-=2,=y, = -.-=1y,= 0 entstehende Form, so
kann wegen der Vollstetigkeit von &(z, y) das Maximum von |9 (z, y)|

unter der Nebenbedingung 3'2% = 'y — 1 durch Wahl von n be-
p=1 p=1 :

liebig klein, gewiB also auch <1 gemacht werden. Dann konvergiert

die Reihe der durch wiederholte Faltung von § mit sich selbst ent-

stehenden iterierten Formen4)

gleichmiBig gegen die vollstetige Resolvente von §, wie leicht aus der
Abschitzung Nr. 16a, ) zu entnehmen ist (vgl. Nr. 18b, 3, p. 1431).
Andererseits ist aber & — 9 = g lKMa:pyq;; 5 mepyq offenbar ein
Kern von endlichem Range (< 2n).

4. Endlich ist auf die in Nr. 17 behandelte Methode der unend-
lichen Determinanten zu verweisen, die einen Teil der vollstetigen
Gleichungssysteme zu erledigen gestattet.

e) Erweiterung des Giiltigkeitsbereichs der Sitze und
Methoden. Das Abspaltungsverfahren 158t sich auf Klassen von Glei-
chungssystemen ausdehnen, die nicht vollstetig sind.%) Die voll-
stetigen Gleichungssysteme sind also durchaus nicht die einzigen, fiir
die der Komplex der determinantenfreien Sitze gilt. Die bisher in
dieser Richtung angestellten Erirterungen bewegen sich im Rahmen
der beschrinkten Gleichungssysteme und konnen daher erst in Nr. 18 b, 4
auseinandergesetzt werden.

C. Andere Untersuchungen iiber lineare Gleichungssysteme
mit unendlichvielen Unbekannten und lineare Integralgleichungen.

Von allen Untersuchungen iiber lineare Gleichungssysteme mit
unendlichvielen Unbekannten ist unter B. diejenige vorweggenommen
worden, die der Lehre von den Integralgleichungen und der Anwen-

144) Durchgefiihrt bei E. Goldschmidt'®®) und F. Riesz, Equations linéaires
(Literatur A 8), chap. IV, p. 971

145) Diese Entwicklung entspricht formal der Entwicklung nach iterierten
Kernen (Neumannsche Reihe) bei Integralgleichungen (vgl. Nr. 4, (8a), Nr. 11,
(2). Auf beschrinkte symmetrische Formen (s. Nr. 18a) wurde sie von D. Hilbert,
4. Mitteil. 1906 = Grundziige, p. 133 ff. zuerst angewendet.

146) W. L. Hart, Amer. Math. Soc. Bull. 23 (1917), p. 445 ; 24 (1918), p. 334—335.
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dung auf sie ihre Entstehung verdankt, nimlich die Theorie der woll-
stetigen Gleichungssysteme fiir Unbekannie von konvergenter Quadrat-
summe. Aber auch unabhiingig von ihrer Beziehung auf die Integral-
gleichungslehre bedeutet die Aufstellung dieser Theorie, als Glied in
der gesamten Entwicklung der Lehre von den unendlichvielen linearen
Gleichungen betrachtet, einen Wendepunkt prinzipieller Art.

Man kann in dieser gesamten Entwicklung drei Perioden unter-
scheiden. Die erste, naive Periode tritt an einzelne Gleichungssysteme
von der Form

(1) 1ap9xq =Y (r=12,..)

q=

in der Regel so heran, daB sie erst die Aufldsung von
@) q;;aqu =Y (r=1..,m)

des sogenannten ,n*» Abschnitts, explizite in der Gestalt

2 AngYy
T4

A
(2a) o = DAY

vollzieht und in der Losungsformel den Ubergang zu unendlichgroBem
»n vornimmt 7):

(2Db) lim (" =@, lima{) = a,,
n=00 n=x
Erst mit G. W. Hill'?) beginnt die zweite Periode, die man — in
einem noch niher zu charakterisierenden Sinne — als eine formale

bezeichnen kann und deren Kennzeichen die wumendliche Deferminante
ist. Hier werden Systeme

(U) xp +£quxg=yp (p=1)27"')

147) J. J. Fourier, Théorie analytique de la chaleur, Paris 1822, art. 1661F.
(insbes. noch art. 171 und 207) = Oeuvres 1, Paris 1888, p. 149ff.; E. Fiirstenau,
Marburg 1860 bei N. G. Elwert, 85 S. und 1867 ebenda, 32 S.; Th. Kdtteritzsch,
Ztschr. Math. Phys. 15 (1870), p. 1—15, 229—268; P. Appell, Soc. Math. Fr. Bull.
13 (1886), p. 13—18 und in unmittelbarem AnschluB daran H. Poincaré, ebenda
p. 19—27; man vergleiche hierzu insbesondere die ausfiihrliche historische Dar-
stellung bei F. Riesz, Literatur A 8, chap. I, p. 1—20. — Es ist zweckmiBig zu
betonen, daB die ,,Abschnittsmethode*, die den Kern aller dieser Arbeiten bildet,
von der Methode der unendlichen Determinanten prinzipiell abgehoben werden
muB; denn sie handelt nicht von Limites von Determinanten, sondern von Limites
von Determinanten-Quotienten vom Typus (2a), und gerade in den Beispielen, die
den Gegenstand der aufgefiibrten Literatur bilden, pflegt weder die Zahlerdeter-
minante noch die Nennerdeterminante fiir sich genommen zu konvergieren, son-
dern nur der Quotient.
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bzw. homogene Systeme
(U z, +g§1K,,qxq=0 (p=1,2,..)

unter gewissen Voraussetzungen iiber die Kleinheit der K,  betrachtet,
und der formale Apparat der Determinantentheorie wird in vollkom-
mener Treue auf sie iibertragen. DaB die Konvergenzbetrachtungen
dieser Periode im scharfen Gegensatz zur ersten nirgends etwas zu
wiinschen iibriglassen, #dndert nichts an ihrem formalen Gesicht: die
Auflosungsformel steht im Vordergrund des Interesses; die Bedingung,
die an die Unbekannten z, und ebenso an die rechten Seiten y, ge-
stellt wird, ndmlich beschrdnkt zu sein,

(3) lxp|§M7 |ypl§N1

bildet zwar die Grundlage der ganzen Untersuchung, aber ihre Auf-
stellung ist doch wesentlich durch die Riicksicht bestimmt, daB die
Konvergenz der Auflésungsformel sich ibr bequem anpaBt. DaB die
so gefundenen Ldsungen stets sogar eine absolut konvergente Summe
haben, wenn die rechten Seiten sie haben, insbesondere also ohne
weiteres bei allen homogenen Systemen, wird zunidchst'®) gar nicht
beriihrt. Die Lehre von den Gleichungen ist hier im Grunde nur An-
wendung; die unendliche Determinante ist weitgehend Selbstzweck der
Theorie.

Die dritte Periode, die in 4. C. Dizon*®) einen Vorldufer hat und die
in Hilberts Theorie der vollstetigen Gleichungssysteme (Nr. 16) bisher
ihren reinsten Ausdruck gefunden hat, sieht ihr Ziel nicht in expliziten
Losungsformeln, sondern in Losungstatsachen, in den am Eingang von
Nr. 10 fiir Integralgleichungen formulierten determinantenfreien Sitzen.
Und zugleich ist fiir sie die bewuBte Voranstellung der Erkenntnis
charakteristisch, daB die Losungstatsachen von der hinzugefiigten Kon-
vergenzforderung abhingen, daB dasselbe (leichungssystem etwa bel
der Forderung (3) l6sbar sein kann, wihrend es nicht durch Unbe-
kannte von konvergenter Quadratsumme befriedigt wird. Die Voraus-

148) Erst 1912 bemerkt es H. v. Koch in Ark. for Mat. 8, Nr. 9, 30 S, p. 8
bei der Einarbeitung der Fredholm-Hilbertschen Gedankenginge in seine Theorie.
— T. Cazzaniga, Torino Atti 34 (1899), cl. fis. mat. e. nat., p. 351—370 (= 495
—>514 der Gesamtausgabe), auf den iibrigens v. Koch hier nicht Bezug nimmt,
hatte lediglich bewiesen, daB die Reziproke einer Normaldeterminante wieder
eine Normaldeterminante ist, ohne daraus die erwihnte Konsequenz fir die Auf-
16sung der linearen (leichungen zu ziehen. Das gleiche ibrigens bei P. Sannia,
Torino Atti 46 (1911), p. 31—48, der die hier erwithnte und allein in Betracht
kommende Arbeit von Cazzaniga nicht nennt.

Encyklop. d. math, Wissensch. II 3. 93
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setzungen, die iiber die Koeffizientenmatrix und iiber die rechten
Seiten gemacht werden, sowie die Forderungen, die an die Unbe-
kannten gestellt werden, sind bei Dixon ganz und gar andere, als bet
Hilbert. Das Gemeinsame ist der Verzicht auf die Determinanten-
formel, die Statuierung der determinantenfreien Sitze.

Nach dem Erscheinen von Hilberts Theorie der vollstetigen
Systeme ist dann in einer Reihe von Arbeiten eine Erweiterung
der Theorie angestrebt worden. Man versuchte zuerst unter Festhal-
tung der Forderung konvergenter Quadratsumme fiir die rechten Seiten
und die Unbekannten die Voraussetzungen iiber die Koeffizientenmatrix
sukzessive abzuschwichen. Die naturgemiBe erste Etappe auf diesem
Wege war es, statt der Vollstetigkeit lediglich die Beschrinktheit des
Koeffizientensystems vorauszusetzen (Nr. 18a), ein Begriff, der sich
zuniichst in Hilberts Eigenwerttheorie der quadratischen Formen (vgl
Nr. 43) dargeboten hatte und den auf das Auflosungsproblem zu ver-
pflanzen nahegelegen hatte (Nr. 18b). Man schritt dann weiter bis zur
auBersten Grenze der in diesem Rahmen erreichbaren Allgemeinheit
vor und setzte lediglich voraus, daB die Quadratsumme der Koeffi-
zienten jeder einzelnen Gleichung konvergiere — so daf man eben
noch der Konvergenz der linken Seiten fiir irgendwelche Unbekannte
von konvergenter Quadratsumme auf Grund der Schwarzschen Unglei-
chung sicher war (Nr. 19). Daneben treten vereinzelte Untersuchungen,
die auf andere Konvergenzbedingungen fiir rechte Seiten und Unbe-
kannte basiert sind (Nr. 20), sowie die entsprechenden Untersuchungen
iiber eigentlich-singulire Integralgleichungen und sonstige lineare Funk-
tionalgleichungen (Nr. 21—24). Die meisten dieser Untersuchungen
sind durch die Tatsachen gezwungen, sich ihr Ziel niedriger zu stecken,
als es in der dritten Periode geschehen konnte. Denn bei so erwei-
terten Voraussetzungen kann der Komplex der determinantenfreien
Sitze nicht in vollem Umfange bestehen bleiben, und zu jeder Art
der Konvergenzvoraussetzung iiber die Unbekannten die weiteste Vor-
aussetzung iiber die Koeffizienten zu finden, unter der die determi-
nantenfreien Sitze eben noch gelten, ist ein Problem, das in seiner
vollen Allgemeinheit kaum ernstlich angegriffen, ja in dieser Form
kaum ein ausreichend bestimmtes ist (in Nr. 20d, SchluBbemerkung
von 20e, 24c und 46b werden diese prinzipiellen Fragen erneut
aufgenommen). Die Mehrzahl der vorhandenen Arbeiten, von denen
zu berichten sein wird, ist hier zu der Zielsetzung expliziter Losungs-
formeln zuriickgekehrt.
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17. Die Methode der unendlichen Determinanten.'*®) G. W. Hill'*)
ist wohl der erste, der sich wirklicher unendlicher Determinanten be-
dient hat. Die numerische Integration einer Differentialgleichung von

-+ o0
der Form y” + p(z)y = 0 durch eine Reihe von der Form z¢ ¢ a”

fihrt ihn auf ein System von unendlichvielen linearen Gleichungen
fiir die zu bestimmenden Koeffizienten ¢,. Er definiert dessen Deter-
minante als Grenzwert des »n*™ Abschnitts,

4) A=1imAd,

und ist sich iiber die Konvergenz der Determinante, auf deren nume-
rische Auswertung es ihm eigentlich ankommt, in einer iiber die
numerischen Besonderheiten seines Spezialfalles hinausgehenden Art
im klaren. H. Poincaré®®) fiillt die vom Standpunkt des Mathematikers
bestehenden Liicken sofort aus, indem er die Konvergenz und die
elementaren Kigenschaften der Determinante

1 ay ag

(5) ag, 1 ay
Qg gy 1

und ihrer Unterdeterminanten unter der. Voraussetzung der Konver-

genz der Doppelreihe > |@,,| beweist. G. Mittag-Leffler, der durch
b

r9=1

den Wiederabdruck der Hillschen Arbeit in den Acta mathematica das
Interesse der Mathematiker auf sie gelenkt hatte, regte seinen Schiiler
H. v. Koch zu dem Ausbau der Theorie und ijhrer Anwendung auf
beliebige lineare Differentialgleichungen und die Fuchssche Theorie
der determinierenden Gleichung an.

H. v. Koch™) behandelte zuerst die , Normaldeterminanten®, d. h.
die Determinanten

4 G . 14K, K, .
(6) Ad=|ay ay .| = Ky 14+ Ky .|,

149) Darstellungen dieser Theorie bei A. Pringsheim, Encykl. I A 3, Nr. 5§—59,
p. 141—146; H. v. Koch, C. R. Stockholm Kongr. 1909, p. 43—61; E. Pascal, Die
Determinanten, Leipzig 1900, § 51, p. 176—178; G. Kowalewski, Literatur B 3,
p. 869—407; F. Riesz, Literatur A 8, chap. II, p. 21—41.

150) H. v. Koch, Stockh. Ofvers. 47 (1890), p. 109—129, 411—431, Voranzeige
zu der grofen Arbeit?%), sowie auBerdem § 1 der Arbeit Acta math. 18 (1894),
p. 337—419.

93*
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bei denen > |K,,| konvergiert, und die gegeniiber den Poincaréschen
2,9=1
Determinanten (5) lediglich insofern verallgemeinert sind, als die in

der Diagonale auftretenden GroBen K, K,,, ... nicht zu verschwinden
brauchen. Er ergionzt die Poincaréschen Untersuchungen durch die
Betrachtung der hoheren Minoren, d. h. derjenigen, die aus 4 durch
Wegstreichung einer endlichen Anzahl von Zeilen und der gleichen
Anzahl von Kolonnen hervorgehen, und die selbst wieder Normaldeter-
minanten sind, und fiigt den Poincaréschen Sitzen vor allem den ab-
schlieBenden hinzu, daB es im Falle 4 = O stets einen Minor endlicher
Ordnung gibt, der nicht verschwindet. Auf Grund dessen kann dann
die Theorie des homogenen Systems (U,) gegeben werden, das (6) zur
Determinante hat: ist 4 4= 0, so ist (U,) durch keine beschrinkte
GroBenreihe |z,| < M losbar; ist 4 — 0, so gibt es eine endliche
Anzah] linear-unabhingiger beschrinkter Losungen, aus denen sich
alle beschriinkten Losungen linear zusammensetzen. Die Moglichkeit
der Behandlung des unhomogenen Systems (U) bei |y,| <N wird an-
gedeutet.’s!)

Etwas allgemeiner betrachtet H. v. Koch zugleich die ,normaloiden®
Determinanten®?), d. h. diejenigen, bei denen man solche nichtver-
schwindende Faktoren g,, gy, ... bestimmen kann, daf die mit den

GroBen Km:—:—;’ gebildete Determinante normal ist; die Losung des zu-
gehorigen Gleichungssystems (U) ist dann im Sinne

(M 2| S M-y, 9| SN -,

zu verstehen.

Zu ernsteren Verallgemeinerungen sieht sich H. v. Koch durch die
Anwendung auf lineare homogene Differentialgleichungen #'** Ordnung,
durch den Ubergang zu Systemen linearer Differentialgleichungen, end-
lich durch den Aufstieg zu partiellen linearen Differentialgleichungen
von wachsender Ordnung und Variabelnzahl sukzessive veranlaBt. Er
stellt eine Kette von Bedingungen auf, unter denen die ganze Theorie
in der gleichen Weise durchfiihrbar ist; er sagt, die Determinante ist
vom ,genre p“, wenn

151) Ausgetiihrt ist dies zuerst bei T. Cazzaniga, Ann. di mat. (2) 26 (1898),
p. 143—218, wo die ganze Theorie nochmals ausfiibrlich dargestellt ist.

152) H.v. Koch, Acta %), p. 235—238; der Name von G. Vivanti, Ann. di mat.
(2) 21 (1893), p. 25-—32, insbes. p. 27. Vgl. noch T. Cazzaniga's'), § 12 und
M. Fujiwara, Tobh. Rep. 3 (1914), Nr. 4, p. 199—216, der normaloide Determi-
nanten auf einen Satz iiber konvexe Kérper anwendet.
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SIE,.,

(8) 2;‘12“1 ﬁal oy a, * "Karﬂl (T———1,2’...,2_p—2),
ﬂ;laZI foy ala, Ka,.yl (r=p—1’p7"‘72p_2)

absolut konvergieren (die akzentuierten Summen sind {iber alle die-
jenigen Kombinationen ihrer Summationsindizes e, ..., @, zu er-
strecken, bei denen keine zwei Indizes einander gleich sind). An der
Spitze dieser Kette steht als O%* Glied die Klasse der Normaldetermi-
nanten, und jedes weitere Glied der Kette ist im nichsten als Teil
enthalten.5%)

Alle diese Fille, auch die, die sich hieraus ebenso ableiten, wie
die normaloiden aus den normalen, sowie einige spiter aufgestellte
sind in einem allgemeineren und viel natiirlicheren Begriff H. v. Kochs
enthalten, dem der absolut komvergenten Determinante.’®*) Die Determi-
nante wird dabei definiert als

2'_*1 A1, A0, - s
erstreckt iiber alle Permutationen der Indizes a;, &y, ..., bei denen
nur endlichviele Indizes ihren Platz in der natiirlichen Reihenfolge
verlassen haben%); das Vorzeichen wird wie bei gewshnlichen Deter-
minanten je nach der Natur der Permutation bestimmt; wenn nun
diese unendliche Reihe absolut konvergiert, nennt v. Koch die Deter-
minante absolut konvergent. Der Beweis des Satzes von der Endlich-

158) H.v. Koch, Paris C. R. 116 (1893), p. 179—181 (fiir p = 1); Stockh. Ace.
Bihang 22 (1896), Afd. I, Nr. 4, 31 S., inshes. §§ 3, 4; Acta math. 24 (1900),
p- 89—122, insbes. § 3; R. Palmquist, Ark. for Mat. 8 (1913), Nr. 32, 4 S.; 10
(1914), Nr. 28, 15 8. und Diss. Upsala 1915, 52 8.

154) H.v. Koch in den %%) zitierten Arbeiten, sowie Paris C. R. 120 (1895),
p. 144—147. — DaB der Begriff der absolut konvergenten Determinante weiter
ist als der aller Determinanten von endlichem genre zusammen, belegt H. v. Koch
(inStockh. Bih. 22 1%%), p, 26) durch das Beispiel : alle K, — 0 auBer denen der ersten
Zeile und der ersten Spalte. In diesem Beispiel besteht A4 offenbar nur aus
den Termen K,, — K,, K,, — K,, K;;, — - - - und ist also, nebst allen seinen Mi-
noren, absolut-konvergent, wenn diese Reihe absolut konvergiert, also z. B. fiir

K,=K, = i, und er zeigt, daB diese spezielle Determinante von keinem end-
n

lichen genre ist.

155) Diese Reihe enthilt abziihlbar viele Summanden; da man ohne die
Beschriinkung auf Permutationen von je nur endlichvielen Indizes ein Kontinuum
von Termen erhalten wiirde, behandelt N. J. Lennes, Amer. Math. Soc. Bull. 18
(1911), p. 22—24.
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keit des Defekts wird fiir diese Determinanten auBerordentlich durch-
sichtig; desgleichen das Analogon der elementaren Sitze tiber Unter-
determinanten (Laplacesche Entwicklung), falls die Minoren ihrerseits
wieder absolut konvergente Determinanten sind. DaB dies nicht auto-
matisch der Fall ist, ist der erste Schonheitsfehler dieser Begriffs-
bildung.'*®) Ein entscheidendes Hindernis stellt sich dann der Durch-
fiihrung dieser Theorie darin entgegen, daB das Multiplikationstheorem,
das in den vorangehenden Féllen stets giiltig war, fiir absolut kon-
vergente Determinanten nicht allgemein durchfiihrbar ist; H. v. Koch
zeigt es an der Hand der Determinanten vom Typus

1w, uy - 1 o O
93a) L e N I

0 0 1 3 003, 1

Coe Lo

die nebst allen ihren Minoren absolut konvergent sind, und zwar (9a),
ohne daf die u,, irgendwie beschrinkt zu werden brauchen, (9Db) dann
und nur dann, wenn a,b, + a,b; -+ - - - absolut konvergiert.?%")

Angesichts dieser Schwierigkeiten kehrt v. Koch zu der Auf-
suchung immer anderer Spezialfille von absolut konvergenten Deter-
minanten zuriick, fiir die er die volle Theorie durchfiihren kann. Es
sei noch einer von diesen angefiihrt58):

(10a) glKM{ konv.,, (10b) |K,,|<L%,, Wo % - %3} --- konv.

P

Nach dem Erscheinen der Fredholmschen und Hilbertschen Ar-
beiten erkennt v. Koch diejenigen Determinanten als absolut konver-
gent, die den Bedingungen

(11a) J|K,,| konv., (1) 3K, [* konv.
p=1 py=1

156) Das Beispiel: alle K, =0 auBer K, Ky, .. -3 Ky, Ky, ... zeigh
eine Determinante, die absolut konvergent ist, welche Werte auch die noch freien
Parameter darin haben, in der aber der Minor von a,, von dem in **¢) be-
schriebenen Typus ist, also nur dann absolut konvergent ist, wenn die Reihe
K, — K,  K,,— K, K,, — - - es ist, was bei passender Wahl der noch freien
GroBen K,,, K, nicht der Fall sein wird. Das Beispiel, das H.v. Koch in
Stockh. Bihang 22°%%), p. 8 angibt, euthilt ein Versehen.

157) H. v. Koch, Paris C. R. 120'%) und Acta math. 247%), § 2. Fir

an=—1—, b"=7z1_ ist (9b) absolut konvergent, aber die Determinante des
n

Systems, das aus ihr durch Komposition von Reihen in irgendeiner der vier

miglichen Kombinationen gebildet wird, ist nicht absolut konvergent, da be-

reits die Summe der Diagonalglieder divergiert (Acta 24, p. 99).
158) H. v. Koch, Acta 241%9) (1900), § 3.
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geniigen, und entwickelt deren Theorie und die der zugehdrigen line-
aren Gleichungen.!®®) Er kann daraus die AuflSsungssitze fiir den
Fall ableiten, daB nur die Bedingung (11b) allein erfiillt ist; denn
die Grofen 14 K, sind auf Grund von (11b) von einer gewissen
an von O verschieden; dividiert man also von dieser ab jede Glei-
chung des Systems (U) mit ihrem Diagonalkoeffizienten, so wird auch
die Bedingung (11a) erfiillt und an der Konvergenz der Quadratsumme
der rechten Seiten y, ist dadurch nichts geéindert worden.

Das ist allerdings weniger als Hilberts Theorie der vollstetigen
Systemie [vgl. Nr. 16, (9) und den folgenden Text]. Aber auf der
anderen Seite kann man unter der Voraussetzung (11b) mit Hilfe
der Kochschen Untersuchung das Resultat ableiten, daB die Auflésung
(2a) des n*™ Abschnitts mit wachsendem » gegen die Losung kon-
vergiert, ohne dall vorher irgendeine Auswahl (vgl. Nr. 16¢) in der
Folge der Abschnitte vorzunehmen wire — ein Resultat, das sich aus
keiner der neueren Theorien unmittelbar ablesen 148t.1%)

In analoger Weise hiitte v. Koch die Bedingung (10b) leicht von
der Bedingung (10a) loslésen und damit zwar nicht die Methode, aber
doch das Resultat von 4. C. Dizon®®) (vgl. Nr. 20a) gewinnen konnen,
einschlieBlich der oben angefiigten Bemerkung iiber die Konvergenz
der abschnittsweisen Auflgsung.

Betrachtet man diese ganze Theorie der unendlichen Determi-
nanten im Rahmen der modernen Aufl6sungstheorie der unendlichen
linearen Gleichungssysteme, so kann man feststellen, daB sie in mannig-

159) H. v. Koch.®®) Etwa gleichzeitig hat R. d’Adhémar, Brux. Soc, sc. 34 A,
28.0kt.1909, p. 65—72 die Normalitit in Richtung der Bedingungen (11) erweitert,
ohne jedoch deren volle Allgemeinheit zu erreichen, und 0. Szdsz, Diss. Budapest
1911, 74 S, = Math. és Phys. Lap. 21, p. 224—295 (vorgelegt Dez. 1909) das Kochsche
Resultat mit Hilfe des Hadamardschen Determinantensatzes und Hilbertscher Be-
griffsbildungen bewiesen, withrend v. Koch den Hadamardschen Satz nur in ge-
ringerem MaBe heranzieht und sich im {ibrigen der jhm gelsufigen Methoden
bedient. H. v. Koch®) reiht sodann der Bedingung (11) sukzessive eine ihnliche
Kette weiterer Bedingungen an, wie er friilher den Normaldeterminanten die
Determinanten von wachsendem genre hatte folgen lassen. In 4%) und in Jahresb.
Deutsch. Math.-Ver. 22 (1913), p. 285—291 fiihrt er die Entwicklung nach Ite-
rierten und das Abspaltungsverfahren in die Theorie der unendlichen Determi-
nanten ein. St. Bobr, Diss. Ziirich 1918 und Math. Ztschr. 10 (1921), p. 1—11
{s. Nx. 20¢ 1] verwendet die unendlichen Determinanten in entsprechender
Weise bei Gleichungen fiir Unbekannte, bei denen ZI%IP konvergiert, um die-
jenigen Veriinderungen abzuleiten, die F. Riesz (Literatur A 8) an den Hilbert-
schen Sitzen angebracht hat. — Wegen der entsprechenden Verwendung der
unendlichen Determinanten fiir die Eigenwerttheorie vgl. Nr. 40 4513).

160) Durch die in 1°°%) angegebene SchluBweise kann es allerdings fiir be-
liebige vollstetige Systeme hergeleitet werden.
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facher Weise geeignet ist, darin verwendet zu werden, da8 aber trotz-
dem einem Aufbau der Auflsungstheorie auf der Grundlage der un-
endlichen Determinanten von Natur enge und uniibersteigliche Grenzen:
gezogen sind. FEinerseits namlich kann ein homogenes Gleichungs-
system, dessen Determinante absolut konvergent und zugleich von 0
verschieden ist, eine eigentliche Losung haben, die nicht nur beschrinkt
ist, sondern sogar eine absolut konvergente Summe hat, wihrend gleich-
zeitig das transponierte homogene System (U,’) keine oder doch keine
beschrinkte Losung hat.'®) Ob man sich also auf den Standpunkt
stellt, den v. Koch vor 1909 im wesentlichen festgehalten hat, be-
schrinkte Losungen zu betrachten, oder ob man sich auf den Stand-
punkt absolut konvergenter Summe oder aber auf den Standpunkt
absolut konvergenter Quadratsumme der Unbekannten stellt, in keinem
Falle wird eine vollstindige Aufldsungstheorie nach dem Muster der
Algebra moglich sein, die fiir beliebige Systeme mit absolut konver-
genter Determinante gilt. Auf der anderen Seite gibt es — wenn man
etwa den Standpunkt der konvergenten Quadratsumme festhilt — Fille
wiederum vom Typus (9b), wo alle Auflsungssitze gelten, wo aber
die Determinante nicht absolut konvergiert; denn jene Sitze gelten
gewiB, wenn das System der K, vollstetig ist, und das ist beim

29
Typus (9b) dann und nur dann der Fall, wenn lima, = 0, limb, =0

n=0o =00
ist16?); es ist aber leicht, die a,, b, so zu wihlen, daBl zugleich mit
161) Man erkennt dies sebr einfach, wenn man sich der von v. Koch zu
anderem Zwecke verwendeten Typen (9) bedient. Setzt man in (9a) u;, — g,
= ... =—1, alle anderen %,,-=0, so hat das zugehbrige homogene System

¢
(U Ty — Ly=0, 2, —x=0, z—x,=0,
die Losung &, = &, = @, = - - - = 1, die beschrinkt ist, wiihrend die Determinante
absolut konvergent ist und den Wert 1 hat und das transponierte System
Uy 2=0, ,—x, =0, —x,=0,
unlogbar ist. Indem man die Werte w, , ., dahin abindert, daB man u,,—= —1,
Ugg = — 2, Uy, = — 3 usf. setzt, erhilt man das gleiche mit dem Unterschied,

daB die Losung des homogenen Systems eine absolut konvergente Summe hat.
Es ist nicht schwer, analoge Beispiele vom Typus (9b) zu konstruieren, bei denen

die b, =0 sind, etwa indem man g, = —n, bn=$ getzt. — Auch Erweite-

rungen wie die von W. L. Hart, Amer. Math. Soc. Bull. 28 (1922), p. 171178
betrachteten ,summierbaren“ Determinanten, bei denen die arithmetischen Mittel
aus den Abschnittsdeterminanten D),, D,, ... konvergieren, u. dgl. kénnen an
dem Tatbestande dieser Beispiele nichts dndern.

162) DaB die Bedingung notwendig ist, findet man in Nr. 16, (8), daB sie
hinreichend ist, folgt leicht aus der Definition der Vollstetigkeit mit Hilfe der
Schwarzschen Ungleichung.
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diesen beiden Bedingungen auch noch die andere erfiillt ist, daB
a by | + |agby| - - - - divergiert.

Der Determinantenbegriff dieser zweiten formalen Periode ist also
kein geeignetes Instrument einer allgemeinen Auflésungstheorie von
unendlichvielen Gleichungen mit unendlichvielen Unbekannten.!®?)

18. Theorie der beschréinkten Gleichungssysteme.

a) Beschrinkte Bilinearformen unendlichvieler Veréinder-
licher.®)

1. Eine wie in Nr. 16 zuniichst formal definierte Bilinearform

163) Es konnte sich im Text nur darum handeln, aus der Theorie der un-
endlichen Determinanten dasjenige herauszugreifen, was fiir die Auflésung der
Gleichungen in Betracht kommt. Die Theorie der unendlichen Determinanten
als solche ist am Ende des Artikels von Pringsheim '4?) behandelt, der im Sep-
tember 1898 abgeschlossen ist. Es mogen aber hier in Kiirze diejenigen Ar-
beiten zusammengestellt werden, die oben noch nicht aufgefiihrt und erst nach
AbschluB des Pringsheimschen Artikels erschienen sind.

Im Anschlu8 an S. Pincherle, Ann. di mat. 12 (1884), p. 11—40 behandelt
T. Cazzaniga in '*') und Ann. di mat. (3) 1 (1898), p. 83—94 Determinanten, bei
denen lapo SMr~Ps72, |rs|>1
ist; derselbe bemerkt in Ann. di mat. (3) 2 (1899), p. 229—238, daB man norma-
loide Determinanten nicht multiplizieren kann, und gibt Math. Ann. 53 (1900),
p. 272—288 eine Theorie der kubischen unendlichen Determinanten. Mehrdimen-
sionale unendliche Determinanten behandelt auch A. Calegari, Periodico di Mat.
(3) 2 (1904), p. 107—118.

G. Sannia tbertrigt Torino Atti 46 (1911) p. 67—77 den Sylvesterschen und
Hadamardschen Determinantensatz in der durch Formel (14) von Nr. 5 gegebenen
Formulierung auf unendliche normale Determinanten und behandelt Batt. Giorn.
49 (1911), p. 131—140 orthogonale Normaldeterminanten. J. Schur, Berl. Math.
Ges. 22.(1928), p. 9—20, insbes. p. 19f., gibt fiir Determinanten, die den Be-
dingungen (11) geniigen, Verschirfungen des Hadamardschen Determinantensatzes.

Mit unendlichen Determinanten beschiftigen sich ferner noch die folgenden
Arbeiten von H. v. Koch: Acta math. 15 (1891), p. 53—63; Paris C. R. 116 (1893),
p. 91—93, 365—368; Paris C. R. 121 (1895), p. 517—519; Stockh. Ofvers. 52
(1895), Nr. 9, p. 721—1728, die lediglich Anwendungen auf Differentialgleichungen
enthalten, ferner Stockh. Acc. Bihang 25 (1895), Nr. 5, 24 S. mit einer Anwendung
auf die Theorie der Funktionalgleichungen. Anwendungen auf die Kettenbruch-
theorie endlich bringen die beiden Arbeiten: H. v. Koch, Paris C. R. 1201%%)
und Stockh. Ofvers. 52 (1895), p. 101—112 sowie O. Szdsz, Minchn. Ber. 1912,
p. 323—361.

164) Die hier darzustellenden Begriffe sind von D. Hilbert in der 4. Mit-
teilung (Gott. Nachr. 1906) entwickelt worden, zitiert nach Grundziige, Kap. XI,
insbes. p. 110, 126—131. Eine zusammenhingende Darstellung der Sitze und Be-
weise ist gegeben bei E. Hellinger u. 0. Toeplitz, Grundlagen fiir eine Theorie der
unendlichen Matrizen, Math. Ann. 69 (1910), p. 289 — 330, insbes. § 1—6. Vgl
F. Riesz, Literatur A 8, Chap. IV. — Uber die Frage, in welchem Sinne die Be-
griffshildung der beschrinkten Matrizen eine abschlieBende ist, vgl. Nr.19a, 4.
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der unendlichvielen Veriinderlichen z,, 2y, .. .; ¥, ¥,, -

(1) Az, y) —2 Gy Ty

heiBt beschrinkt, wenn ihr n'* Abschmtt fiir alle Wertsysteme, deren
Quadratsumme 1 nicht iiberschreitet, absolut unterhalb einer von =
unabhiingigen Schranke M bleibt,

(12) i%r(x,y>f——rdamxpyqf<m fir Ja}<1, Jup<1,

oder, was auf dasselbe hinauskommt, wenn fiir beliebige z,, z,, .. .,
yl’ yﬂ) M

(1b) %, (x,y)l—IZ Gyq ,,yq|<M]/2w22yp

M heiBt dann eine ,,Schranke der Bilinearform“. Das System der

Koeffizienten
Ay Qg -
A=|ay a5 ... | =(a,)
wird in diesem Falle eine beschrankte unendliche Matriz genannt.

Transponierte Form: Die durch Vertauschung der Zeilen mit den
Kolonnen im Koeffizientensystem entstehende Form

(2) ' (z, ) —2 4,2, Y, = A(y, )

heiBt die ,transponierte Form zu QI“, sie ist gleichzeitig mit A be-
schrankt.

Konvergenz%): Fiir je zwei Wertsysteme der Veréinderlichen z, y
von konvergenter Quadratsumme konvergiert die unendliche Reihe (1)
im Sinne der Konvergenz der Doppelreihen sowohl bei zeilenweiser,
als auch bei kolonnenweiser, als auch bei abschnittsweiser Summation
gegen ein und denselben Wert A(z,y), den Wert der beschmnkten
Bilinearform, d. h.

®) 2I(ﬂv,y)—Z(S'a W Zo¥e) = 2(2 Gyy % Y,)

= lim ¥,(z, §) = lim 22 By Yy

mn=e p=1¢=
und es ist

(39 i< w)/ S S

165) D. Hilbert 1%%), p. 1217 ff.; Hellinger- Toeplitz %), § 2, Satz 2 —4, p. 297—299.
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Die Doppelreihe konvergiert jedoch wnicht notwendig absolut [Bei-
. 1
spiel®): a,, = -— (» 4= 9), a,, = O]
Stetigkeit: Aus (3a) folgt fiir den Unterschied der Werte von U

an zwei Stellen: ,
| A(z,y) — A, y)|
2 EPYIAY] rg w2,
< M{V S8 30— ) +]/;§1y,, 2 (@, xp>}

Daher besitzt die durch (3) fiir alle Wertsysteme z, y von konver-
genter Quadratsumme definierte Funktion %(z, y) die von Hilbert als
Stetigkeit bezeichnete Eigenschaft'6?): konvergiert die Folge von Wert-

(4a)

systemen 2, #{), .. .5y, y», ... (v=1,2,...) von konvergenter
Quadratsumme derart gegen ein Wertsystem z,, z,,...; ¥, %, ... von

konvergenter Quadratsumme, dafi1%)

(4b) lim 'z, — 2)? =0, lim 2'(y,—y)? =0,
v=o00 p=1 v=wp=1

8o 1ist stets

(4¢) lim Yz, ) = A(z, y).

Hingegen ist nicht jede beschrinkte Bilinearform vollstetig im Sinne
von Nr. 16, (5).1%)

2. Eine Linearform 8(z) =2 l, 2, der unendlichvielen Verinder-
p=1

166) Da8 die Bilinearform mit diesen Koeffizienten nicht notwendig absolut
konvergiert, ist leicht zu zeigen; das wesentliche ist der Nachweis ihrer Be-
schriinktheit, den zuerst D. Hilbert in einem Vortrag in der Gottinger math. Ges.
[s. Jahresb. Deutsch. Math.-Ver. 16 (1907), p. 249] erbrachte; sein Beweis ist ver-
tffentlicht bei H. Weyl®%®), p. 88 und D. Hilbert'®%), p. 125, Fubn. Andere Be-
weisgiinge sind angedeutet bei 0. Toeplitz, Gott. Nachr. 1910 5%%), p. 503 (vgl. dazu
auch O. Toeplitz, Gott. Nachr. 1907°%%%), p. 113). Beispiele beschréinkter symme-
trischer Formen, bei denen (3) nicht absolut konvergiert, bei O. Toeplitz, Gott.
Nachr. 19105%%), p. 503; J. Schur ™), § 6; O. Toeplitz 13%).

167) D. Hilbert1®%), p. 127; voriibergehend (Gott. Nachr. 1906, p. 439; Pa-
lermo Rend. 27279, p. 62) sagt er dafir beschrinkt stetig, wihrend er statt ,voll-
stetigh das Wort ,stetig braucht; vgl. '2¢).

168) Hier wird von der Folge der Wertsysteme x> wesentlich mehr ver-
langt, als in (5a) von Nr. 16 (Vollstetigkeitsdefinition); z. B. die Folge xp’ = 0
fir pt=», 2{’=1 (»=1,2,...), bei der fiir jedes p lim 2’ =0, also (5a)

V=00

von Nr. 16 erfiillt ist, konvergiert im obigen Sinne nicht.
®
169) Beispiel: % (x,v) =2wpyp mit der Folge von !%%). Vgl. auch Hel-

=1
linger-Toeplitz %), p. 308.
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lichen heiBt entsprechend der obigen Definition beschrinki!™), wenn
eine Schranke M > O existiert, so daB fiir jedes ganzzahlige % und
fiir beliebige Werte der Variablen z, ..., z

n

(5) |31, < M]/Z
2(z) ist dann und nur dann beschrinkt, wenn die Quadratsumme der

Koeffizienten 12 konvergiert'™). Fiir Linearformen sind daher [vgl.
p=1

Nr. 16, (6)] die Begriffsumfinge ,vollstetig” und , beschriinkt“ identisch.

3. Fiir die Beschrinktheit einer Bilinearform ist nofwendige Be-
dingung die Konvergenz und Beschrinktheit der Quadratsummen der
Koeffizienten jeder einzelnen Zeile und Kolonne:

k6) 2 q—<—-M2 (p=1;2;")) 2“pq<M2 q—1,2,...);

diese Bedingung ist nicht hinreichend.!™) Hinreichende Bedingung fiir
Beschriinktheit ist jede der in Nr. 16 aufgefiihrten Bedingungen fiir
Vollstetigkeit, da jede vollstetige Bilinearform beschrinkt ist [(10) von
Nr. 16 und Nr. 19')]. Eine Reihe dariiber hinausgreifender hin-
reichender Kriterien hat J. Schur’®) angegeben. Von besonderen Bei-
spielen beschrinkter Formen sind aufer den trivialen Fillen vom

Typus der ,Diagonalform® g a,%,Y, mit |a,| < M zu erwihnen: die

-] -]
Hilbertschen Formen Zo¥1 ynd E " TpYs 178)  gowie die von
. P +4q P
g = 9=

0. Toeplitz untersuchten reguliren L-Formen'™),

4. Sind A(z, y), B(z, y) zwei beschrinkte Bilinearformen, so sind
die aus den Zeilen der Koeffizientenmatrix von ¥ und den Kolonnen

170) D. Hilbert1%4), p. 126; Hellinger-Toeplitz **%), p. 2941

171) Ein Beispiel einer nichtbeschrinkten Bilinearform, bei der alle Quadrat-
summen (6) konvergieren, ist apg=(p + @)~ (4 <s<C1) [Hellinger-Toeplitz ***),
p. 306].

172) J. Schur, Bemerkungen zur Theorie der beschrinkten Bilinearformen
mit unendlichvielen Veriinderlichen, J. f Math. 140 (1911), p. 1—28, insbes. § 2, 3.

173) 8. die in !%6) zitierten Stellen bei Hilbert, Weyl, Toeplitz (Gott. Nachr.
1910). Weitere Beweise der Beschriinktheit dieser Formen bei F. Wiener, Math.
Ann. 68 (1910), p. 361—366; J. Schur1’?), § 5; G. H. Hardy, Mess. of Math. 48
(1918), p. 107—112 und Math. Ztschr. 6 (1920), p. 314—317; L. Fejér u. F. Riesz,
Math. Ztschr. 11 (1921), p. 308.

174) Vgl. dariiber Nr. 434, 1. und °%).



18, Theorie der beschrinkten Gleichungssysteme. 1427

der von B gebildeten Reihen
(73) —Zapa og (p7q= 17 2)' )

wegen (6) absolut konvergent, und sie stellen, wie D. Hilbert'™) ge-
zeigt hat, die Koeffizienten einer neuen beschrinkten Bilinearform

(7h) Clz,y) = AB(2, 9) ——2 (2 Oy Bay) Ty

9=

dar, die als Faltung von ¥ und B bezeichnet wird; diese Form 148t
sich auch durch die einfache absolut konvergente Reihe

(1¢) () —2 (2 Byu) (2% v) =25

a=1

darstellen, und ihre Werte haben das Produkt der Schranken von
A, B zur Schranke:

| AB (, y)]<MNl/2x?2yp, wo
we <o) Ze w80 <) a0

(Erster Hilbertscher Faltungssatz)'™). — Die Faltungen AB und BA
sind im allgemeinen voneinander verschieden.

Speziell sind die Faltungen von % mit der transponierten Form
beschrinkte Formen mit symmetrischem Koeffizientensystem und der

Schranke J2:
AW (z,y) = <2a,,aaq,,) 2’(2 Oy T,y) (anayq)

0,9= 1 a=1

A )| < 1/2xz Sus.
p=1 p=1

Umgekehrt folgt aus der Beschrinktheit von AU'(x,y) die von A
(und '), und es gilt sogar fiir jedes Wertsystem der Variablen!')

(82) %z, 9) [ < UL (3, 2) Zy

Ist € eine dritte beschriinkte Bilinearform, so ist die Faltung
von UAB mit € identisch mit der Faltung von ¥ mit BE (Zweiter

(7d)

(®)

175) D. Hilbert'®%), p. 128f.; Hellinger - Toeplitz 1%%), p. 299ff. Hilbert be-
zeichnet die Faltung mit A(x,-) B(,y). — Ist A oder B vollstetig, so ist auch
AB vollstetig [Hilbert1%4), p. 152].

176) Hellinger-Toeplitz %), p. 804 Fubn.
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Hilbertscher Faltungssatz)'™):

Y o

O S 3(Snbe)e) a0 =3 Z0(Sbeper)) 2y,

pa=1p=1a=1 a=1

5. Man kann diese Eigenschaften der beschrinkten Formen dahin
zusammenfassen, daB sich auf die (fesamtheit der beschriinkten Ma-
trizen der fir endliche Matrizen dibliche Kalkiil (s. Encykl. 1 A 4,
Nr. 10; E. Study) anwenden liBt und daB dabei die rationalen ganzen
Operationen unbeschrinkt ausfiihrbar sind.'™®) Summe und Differenz
A + B der beschrinkten Matrizen A, B sind erklirt als die Matrizen
mit den Elementen a, + b,,, das Produkt AW als die zur gefal-
teten Form gehorige Matrix

(10) AP — g, glap,,baq ;

es gilt dann, genau wie bei endlichen Matrizen, das kommutative
und assoziative Gesetz der Addition, das assoziative Gesetz der Multi-
plikation und das distributive Gesetz — nicht aber das kommutative
Gesetz der Multiplikation. Die Rolle der Null spielt die durchweg
mit Nullen besetzte Matrix (a,, = 0), die des Einheitselementes der
Multiplikation die Einheitsmatriz:

(A1) €= (), W0 6, =1, 6, =0 fix p 05 E(z9) =3,
es gilt fir jede beschrinkte Matrix A: o
(11a) AC=A, CA=1A.

6. Die dargelegten Begriffe sind auf komplexe Koeffizienten und
Veriinderliche unmittelbar ausdehnbar, wenn man die Verdnderlichen
entsprechend durch Bedingungen fiir die Quadratsumme ihrer abso-
luten Betrige einschrinkt.!™)

b) Auflésung der linearen Gleichungen; die reziproke

Matrix.
1. Eine beschrinkte Matrix B heiBt (hinfere) Reziproke®®) zu

177) Hilbert1®%), p. 129 (Hilfss. 4); Hellinger- Toeplitz 1%%), p. 802.

178) E. Hellinger u. O. Toeplitz, Gott. Nachr. 1906, p. 351—3556 und '),
§ 6. — Bereits 1901 hatte A. C. Dizon in seiner schon mehrfach hervorgehobenen
Arbeit 4%) allerdings in einem durch andere Konvergenzbedingungen umschrie-
benen Bereich (s. Nr. 20a) diesen Kalkiil mit urendlichen Matrizen aufgestellt
und verwendet.

179) Hellinger-Toeplitz 1°4), p. 304 f, — Vgl. auch J. Schur **%) und E. Schmzdt 19%).

180) Diese auch bei endlichen Matrizen tibliche Bezeichnung bei Hellinger-
Toeplitz 1%%), p. 311. Der Begriff tritt fiir beschriinkte Matrizen — explizite aller-
dings nur fiir symmetrische Matrizen — zuerst auf bei Hilbert'®), p. 124, wo
die Reziproke von & — A& Resolvente von & genannt wird; der davon abwei-
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A, wenn

(12) AB = C.

Existiert sie, so hat wegen (7c¢) das zur Matrix ¥ gehorige beschrinkte
Gleichungssystem

(13) 210&,,9% =y, (p=1,2,..)
q—_—

fiir beliebige rechte Seiten y, mit konvergenter Quadratsumme die
Losungen

(133’) xq =§bqryr (q = 17 21 t ‘)7

die wegen (8) gleichfalls konvergente Quadratsumme besitzen.
Speziell sind die in Nr. 16 ¢ behandelten vollstetigen Gleichungs-
systeme (U) unter dem Typus (13) enthalten; und zwar ist bei ihnen
A=E€ -+ &, wo R eine vollstetige Bilinearform ist. Die Losungs-
formel (18) von Nr. 16 besagt, daB in diesem Falle eine hintere
Reziproke B = € + R existiert, wo R gleichfalls vollstetig ist [Re-
solvente'®) von &]. Wihrend in diesem speziellen Falle gemiB dem
Alternativsatz von p. 1409 genau wie im Falle endlicher Matrizen die
Reziproke eindeutig bestimmt ist, wenn sie iiberhaupt existiert, kénnen
im allgemeinen zu einem beschrinkten A wumendlichviele beschrinkte
hintere Reziproke vorhanden sein (Beispiel’®!): U = z,y, + 239, + - - -,

B =1x,(b,y; + by, + - - ) + zoy, + 259, + - - - mit willkiirlichen
by,b, .. .)

2. Um diese Verhdltnisse zu iibersehen, betrachtet man neben der
binteren die vordere Reziproke'®®), d. i. eine beschrinkte Matrix @,
fir die
(14) CA=C
(im soeben genannten Beispiel ist keine vorhanden). Nach 0. Toep-
litz1%?) bestehen dann die folgenden Formalsiitze, die allein aus den
formalen Rechnungsregeln des Matrizenkalkuls geschlossen werden
konnen:

«) Besitzt % sowobl eine vordere als auch eine hintere beschrinkte
Reziproke, so sind beide identisch und sind eindeutig bestimmt, und

chende Gebrauch des Wortes Resolvente im Text entspricht dem in der Theorie
der Integralgleichungen fiir den gleichen Begriff iiblichen [lésender Kern; vgl.
Nr. 4, 9, 10 sowie 16 149)].

181) Hellinger- Toeplitz, Gott. Nachr. 178), p. 355 und 1%4), p. 311, — Ubrigens
kann man das gleiche Phiinomen in der Algebra feststellen, wenn man statt
quadratischer Matrizen von gleicher Zeilen- und Kolonnenanzahl Rechtecke von
weniger Zeilen als Kolonnen verwendet, also Systeme mit weniger Gleichungen
als Unbekannten.

182) O. Toeplitz %), § 4. — Vgl. auch Hellinger-Toeplitz *%%), § 7.
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(13) besitzt fiir jedes Wertsystem g, von konvergenter Quadratsumme
eine eindeutig bestimmte Ldsung von konvergenter Quadratsumme.

B) Besitzt A eine und nur eine hintere beschrinkte Reziproke,
so ist diese auch vordere und ist eindeutig bestimmt.!%)

Speziell gilt fiir eine symmetrische Matrix (A’ = A): sie besitzt
entweder keine vordere und keine hintere Reziproke oder nur eine
einzige zugleich vordere und hintere; diese ist alsdann ebenfalls sym-
metrisch.

Bei einer unsymmetrischen Matrix soll von einer Reziproken -1
schlechtweg nur dann gesprochen werden, wenn diese zugleich vordere
und hintere und also einzige ist.

3. 0. Toeplitz'®*) hat weiterhin folgendes Theorem aufgestellt:
FEine beschrinkte Matriz N besitzt dann und nur dann eine beschrinkte
hintere Reziproke, wenn die Werte der quadratischen Form AW (z, z)
[die aus der symmetrischen Bilinearform AY'(x, y) durch Gleichsetzen
der beiden Variablenreihen entsteht] fiir alle Werisysteme von der

Quadratsumme S x2 = 1 oberhalb einer Zahl m > 0 liegen, d. h. wenn
p=1

(15) AN (, x)=2(2apaxp)2gm£x}}, m > 0.

a=1p=1
Fiir die Existenz einer vorderen Reziproken ist die gleiche Figenschaft
von W' NA(z, z), fir die einer eindeutigen Reziproken sind diese beiden
Eigenschaften charakteristisch.
Die Notwendigkeit der Bedingung (15) ergibt sich unmittelbar
durch Anwendung der Schwarzschen Summenungleichung!!4) auf die
aus AB = € folgende Identitit

ng :‘:Z(Za’paxp) <2baqxq) ’
p=1 a=1p=1 ¢=1
die, wenn N eine obere Schranke von B bedeutet,
(S <AW(5,2)- B'B(z, ) < A (2, 7) - N* o}
p=1 p=1

liefert. Um andererseits zu zeigen, daB (15) hinreichend fiir die Exi-
stenz einer hinteren Reziproken von U ist, geniigt es zu beweisen,

183) E. Hilb, Math. Ann. 82 (1920), p. 1—39 [vgl. Nr. 24d, 3,32%)] hat diese
Sitze angewandt, um in Fillen, wo sich die vordere Reziproke leicht aufstellen
1aBt (z. B. wenn in der p*" Kolonne von A app==0, ap+t1,p=ap+3,p=---=0
ist), von ihr aus auf die hintere Reziproke zu schlieBen.

184) O. Toeplitz, Die Jacobische Transformation der quadratischen Formen
von unendlichvielen Verinderlichen, Gott. Nachr. 1907, p. 101—109. — Ein ent-
sprechendes Kriterium fiir die Existenz einer beschréinkten Quotientenmatrix €
zweier beschriinkten Matrizen %, B (W€ = B) gibt J. Hyslop °*3).
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daB aus (15) die Existenz der Reziproken ©—! von & = AU folgt;
denn aus &-! gewinnt man in B = A'S-* sofort eine hintere Rezi-
proke von %.18%) Es kommt also alles darauf an, die Existenz von
&' zu beweisen.

0. Toeplitz beweist sie, indem er erstens die Formeln der Jacobischen
Transformation einer quadratischen Form endlichvieler Verinderlicher
auf Grund ihrer rekursiven Natur von den einzelnen Abschnitten &,
simultan auf & ibertrigt, und zweitens die Konvergenz der so zu-
nichst formal entstehenden Darstellung von &~ und deren Beschrinkt-
heit erweist.!%)

E. Hilb*®®) beweist die Existenz von ©-1, indem er mit Hilfe der
Entwicklung nach Iterierten eine wesentlich andere formale Konstruk-
tion vornimmt, die ihrer Einfachheit wegen vielfach angewendet
worden ist. Er konstruiert mit Hilfe einer passend bestimmten'#®®)
positiven Zahl ¢ eine symmetrische Bilinearform &* = € — ¢ &, deren
obere Schranke fiir Variablenwerte der Quadratsumme 1 unterhalb
1 — om < 1 liegt. Dann konvergiert die Entwicklung von (€ — &%)~!

nach iterierten Formen!¥%) € 4 &* 4 G*&* 4 ... = 2&' (€ —e®)
die wegen (7d) durch die Reihe azw'o (1 —mo)* = E}ﬁ maa;:))risiert wird,
absolut und gleichm#Big; es ist daher

(16) A '=AC'=Ue(C—C* 1= o‘?("é;(@ — o AA")=

An diese Aussagen schlieBt sich folgende gelegentlich niitzliche
Bemerkung: Hat man ein System beschrinkter Matrizen, innerhalb
dessen die Operationen der Addition, Multiplikation und der Summa-
tion gleichmiBig konvergenter Reihen nach Art von (16) ausfiihrbar
sind, und dem mit jeder Matrix zugleich die transponierte angehort, so

184 a) Der gleiche Kunstgriff fir Integralgleichungen 2. Art s. Nr. 10b, 1.
Hier wird klar, weshalb er auch dort den vollen Komplex der determinauten-
freien Sitze allein nicht liefern kann; denn er kann, wie das Beispiel von
Nr. 18 b, 1 (Ende) zeigt, eine hintere Reziproke auch in einem solchen Falle
liefern, wo eine vordere micht existiert.

185) Die eine der von E. Schmidt!®®) fir die Aufldsung nichtbeschrinkter
Gleichungssysteme angegebenen Methoden (Nr. 19 b, 8) ist, wie eine nihere Ana-
lyse der Formeln ergibt, in ihrer Anwendung auf beschrinkte Gleichungssysteme
sachlich mit dieser Toeplitzschen Methode identisch.

186) E. Hilb, Uber die Auflosung linearer Gleichungen mit unendlichvielen
Unbekannten, Sitzungsb. Phys.-med. Soz. Erlangen 40 (1908), p. 84—89.

186a) Er wihlt ¢ so, daB die obere Grenze von ¢&(z, y) unterhalb 1 liegt.
Dann ist fir Ya}=1 ©*(z,2)=1—066(z,2)>0 und <1—om und also
auch (vgl. Nr. 483, 1) |&*(z,y)| <1 —om.

Encyklop. d. math. Wissensch. II 3. 94
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gehdrt ihm auch die Reziproke jeder Matrix des Systems an, sofern
sie iiberhaupt existiert.!87)

4. Neben den in 3. geschilderten allgemeinen Methoden kann
man auf gewisse beschrinkte Gleichungssysteme auch das Abspaltungs-
verfahren (vgl. Nr. 10 a fiir Integralgleichungen und Nr. 16 d, 1 fiir voll-
stetige Gleichungssysteme) anwenden, um weitergehende Resultate zu
erzielen. Ist niamlich A(z, y) = G(x,y) + B(x, y) die Summe einer
beschriinkten Bilinearform & von endlichem Rang!®®) und einer be-
schrinkten Bilinearform %, die eine eindeutige beschrinkte Reziproke
besitzt, so gelten fiir die zu ¥ gehdrigen inhomogenen und homogenen
Gleichungssysteme die simtlichen determinantenfreien Aufldsungssitze
von Nr. 10 (Beweis genau wie bei der spezielleren Aussage von
Nr. 16 d,1, wobei nur B an Stelle der Summe der Einheitsform und
der vollstetigen Form £, B~! an Stelle der Summe von € und der
Resolvente R von § tritt). Hieraus kann man weiterhin ableiten, daB
die genannten Auflosungssitze auch gelten, wenn A =B 4 & die
Summe einer beschrinkten Form $ mit eindeutiger beschrinkter Rezi-
proker B-! und einer vollstetigen Bilinearform & ist.}®®) Damit ist
die in Nr. 16 e aufgestellte These dargetan.

5. Auch die Abschnittsmethode [p. 1414%")] kann fiir die Auf-
losung spezieller beschriinkter (leichungssysteme herangezogen wer-
den'®); man kann sie tibrigens in den Féllen, wo sie nicht konverl

187) Auf das System der Matrizen €+ &, wo & vollstetig, angewendet, be-
deutet diese Bemerkung die Vollstetigkeit der Resolvente von & (vgl. Nr. 16 ¢,
p. 1410). In die Sprache der Integralgleichungen tibertragen bedeutet sie z. B.
die Stetigkeit der Resolvente eines stetigen Kernes (Nr. 4, 9, 10); dariiber hinaus
ergibt sie das in Nr. 14 angekiindigte allgemeine Prinzip.

188) Bedeutung wie in Nr. 16 d, 1; der Begriff fillt offenbar mit dem der
vollstetigen Bilinearform endlichen Ranges zusammen.

189) K. Goldschmidt, Preisarbeit Wiirzburg 1912, 98 S., p. 24f. Der Beweis
beruht auf der Zerlegung von & in die Summe eines endlichen Abschnittes &,
und des Restes %, fiir den eine beliebig kleine Schranke vorgeschrieben werden
kann. Dann besitzt auf Grund des Toeplitzschen Satzes (Nt. 18b, 3) B + &*
gleichzeitig mit B eine eindeutige beschrinkte Reziproke, und man kann das
Abspaltungsverfahren auf die Zerlegung % = & 4 (B 4 &%) anwenden. Ist dbri-
gens die Reziproke B! von B bekannt, so kann man die Reziproke von B 4 &*
= B(€ + B '§*) auch statt nach den Methoden von Nr. 18b,3 unmittelbar
durch die Entwicklung nach Iterierten (Neumannsche Reihe, s. Nr. 16d, 3) an-
geben, da die Schranke von B-!'8* mit der von &* beliebig klein gemacht
werden kann. — Einen besonderen Fall dieses Satzes ({ von endlichem Rang)
hat W. L. Hart ') behandelt.

190) 8o z. B. fiir besondere aus einer physikalischen Aufgabe entstehende
Systeme bei R. Schachenmeier, zur mathematischen Theorie der Beugung an
Schirmen von beliebiger Form, Karlsruhe 1914, 91 8.
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giert, durch den von D. Hilbert im vollstetigen Falle angewendeten
Gedanken der Auswahl ergiinzen.!9*)

6. Alle Betrachtungen dieser Nummer lassen sich auch auf Matrizen
mit komplexen Elementen ausdehnen; an Stelle von AU’ tritt dabei
die Hermitesche Form AU (vgl Nr. 41a).191)

19. Die allgemeinsten Gleichungssysteme fiir Unbekannte von
konvergenter Quadratsumme. F. Schmidt hat sich in einer eingehen-
den Untersuchung**?) mit dem Gleichungssystem (13) von Nr. 18 unter
der gegeniiber der Beschriinktheit wesentlich allgemeineren Voraus-

setzung beschiftigt, daB lediglich die Quadratsummen a2, der Koeffi-
g=1

zienten der einzelnen Gleichungen fiir sich konvergieren. Fiir die Un-
bekannten hilt er die Forderung konvergenter Quadratsumme fest,
Seine Voraussetzung garantiert dann die Konvergenz der linken Seiten
fiir alle zugelassenen Wertsysteme, und man kann leicht zeigen, daB
sie hierfiir notwendig ist.}%%)

190a) Fiir den Fall, daB 2 von der in Nr. 16c¢ betrachteten Art ist, also
von der Form € 4 &, wo & wvollstetig, kann man mit Hilfe des in Nr. 18 b, 8 ge-
gebenen Kriteriums zeigen, daf, wenn A~! iiberhaupt existiert, die Reziproken
A, der Abschnitte 2, von einem bestimmten # an existieren und ohne Auswahl
gleichmifig gegen ' konvergieren. Aus der Existenz von %~! folgt niimlich
vermdge jenes Kriteriums, daf unter der Bedingung €(z,z)=1

AW (&, 2) = E(z, 2) + R(z, 2) + ¥ (2,2) + ¥ (2, ®) 2 m >0

gilt. Unter der Bedingung €,(x,2)=1, &,,,="--=0 kann man aber aus der
Vollstetigkeit von & schlieBen, daB

QI,,QI,; (.’t, x) = @n (Il?, x) + ‘Qn ((I}, .’l?) + 'Qr,; (xa x) + '@nﬁri (.’E, .’l))
von AW (z, ) gleichmiBig beliebig wenig abweicht und also > % ist. Also

existiert nach dem gleichen Kriterium auch %;! von einem bestimmten n ab
und sein Maximum liegt unter einer von » unabhiingigen Schranke. Aus der
Beschrinktheit kann man dann mit Hilfe der Entwicklung nach Iterierten in der
Art von Nr. 18 b, 4 leicht die Konvergenz gegen A~1 ableiten.

191) Vgl. etwa die Darstellung von F. Riesz, Literatur A 8, p. 89 ff.

192) E. Schmidt, Uber die Auflosung linearer Gleichungen mit unendlich-
vielen Unbekannten, Palermo Rend. 25 (1908), p. 53—17.

193) Es gilt ndimlich der Satz: Die Reihe >'ag@, konvergiert dann und
g=1
pur dann fiir alle Wertsysteme x,, «,, ... von konvergenter Quadratsumme,

- ®
wenn Zag konvergiert, d. b. wenn die Linearform Zag g beschrinkt ist [Hel-
9=1 g=1
linger- Toeplitz 1"®), p. 353 und %4), p. 318; der erste Beweis wurde von E. Stemnitz
gegeben. Eine Verallgemeinerung gibt E. Landau®?%)]. Vgl. den analogen Satz
tiber Bilinearformen Nr. 19a, 4.
94 %
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Die Grundlage seiner Untersuchungen bilden gewisse allgemeine
Begriffe der Geometrie des unendlichdimensionalen Raumes!®), die
auch sonst von Bedeutung sind und hier zunichst im Zusammenhang
dargestellt werden sollen.

a) Analytisch-geometrische Grundlagen.

1. Betrachtet wird die Gesamtheit der Wertsysteme abzihlbar un-
endlichvieler reeller Veréinderlicher 2, z,, ... von konvergenter Quadrat-
summe, deren jedes einen Punkt (x,) oder x des Hilbertschen unendlich-
dimensionalen Raumes R, darstellt. Die Schwarzsche Summenunglei-
chung [Nr. 15, (9a)] besagt fiir die Koordinaten je zweier solcher
Punkte die absolute Konvergenz von

V Za 30

1) Sa,,| <

und daher auch von
@ S, —y,)f =2y +3yi — 2y,
p=1 p=1 p=1 p=1

Die positive Quadratwurzel aus (2) wird als Enifernung der beiden
Punkte z, y betrachtet; fiir drei Punkte gilt
|1/2 (yp —Z )2

(la) ‘l/é(xp_ypz Z(x ~——-Z>2

Danach konnen die iiblichen Grundbegriffe der Punktmengenlehre auf
den R, iibertragen werden: Umgebung (&) eines Punktes z ist die
Gesamtheit der Punkte g, fiir die das Entfernungsquadrat (2) unterhalb
&* liegt; eine Menge von Punkten hat x als Héaufungspunkt, wenn in
jeder Umgebung von z Punkte der Menge liegen, und sie bildet eine
gegen z (stark) konvergente Folge ™ (n =1, 2, ...), wenn z der einzige

<

194) Diese sind zuerst von D. Hilbert (4. Mitteil., G6tt. Nachr. 1906 = Grund-
ziige, Kap. XI) aufgestellt worden, soweit er sie fiir seine Untersuchungen brauchte
(vgl. Nr. 16, 40, 48). E. Schmidt hat sie fiir seine Zwecke weiter ausgebildet,
in der Darstellung aber die geometrische Form vermieden; er spricht von ,,Funk-
tionen eines ganzzahligen Index“ statt von Punkten und Vektoren des unend-
lichdimensionalen Raumes. In geometrischer Spracbe hat P. Nabholz [Dissert.
Ziirich 1910, 118 S. und Vierteljahrsschr. Ziir. Naturt. Ges. 56 (1911), p. 149—155]
die Schmidtschen Untersuchungen dargestellt. Andererseits hat M. Fréchet, Nouv.
Ann. (4) 8 (1908), p. 97—1186, 259— 317, im Anschluf an die Anwendungen, die
E. Fischer und F. Riesz von den Hilbertschen Begriffen gemacht hatten [siehe
Nr. 15d 119 139] einen selbstiindigen Aufbau der Geometrie des Hilbertschen un-
endlichdimensionalen Raumes gegeben [vgl dazu auch Nr. 24b, insbes. 3*%)]. Eine
Ausdehnung auf einen elliptischen unendlichdimensionalen Raum bei K. Ogura,
Tohoku Math. J. 18 (1920), p. 1—22.
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Haufungspunkt ist, d. h. wenn'%®)

(3) lim Zw'(x(;') —z,)'=0.

n=cop=1

Die notwendige und hinreichende Bedingung fiir die starke Konvergenz
einer Folge ist nun, wie E. Schmidt'*®) bewiesen hat, die Existenz eines

N(¢) zu jedem &> 0, daB
(3a) _2; (P — aE <L e fiir », m > N ().
Py

2. Jedes System nicht durchweg verschwindender GroBen a, von
konvergenter Quadratsumme kann in unmittelbarer Ubertragung des
Sprachgebrauches der n-dimensionalen Geometrie'®) als Reprisentant
eines Vektors A im R, [vom Anfangspunkt nach dem Punkt (@) oder
von einem beliebigen Punkt (z,) nach (z, - a,)] angesehen werden;

o

a, heiBen seine (Achsen-)Komponenten, >at
r=1
tor O von der Linge 1 heiBt normiert und bestimmt eine Richlung im

2‘“2 %
o p=1
geben. g a,0, heiBt Komponente von A in der Richtung O.

seine Linge. Kin Vek-

E; die Richtung des Vektors 4 ist durch den Vektor a,: ge-

Zwei Vektoren A, B heilen zueinander orthogonal, wenn
(4) 21 a,b, =0
prgen

Der Vektor mit den Komponenten a, — o, Zaqoq ist orthogonal zu
3 7=1

O (Lot von A auf 0), o, > a,0, bestimmt also die orthogonale Pro-
7
Jektion von A in die Richtung O.

195) Dieser Begriff ist implizite bereits in Nr. 18a, 1 als Hilfsmittel ver-
wendet worden, um die Beschrinktheit einer Bilinearform zu definieren. Ein
anderer Konvergenzhegriff, die sog. s hwache Konvergenz, ist implizite in Nr. 164
verwendet worden, um die Vollstetigkeit einer Bilinearform zu erkliren: eine
Folge 2™ heiBt schwach konvergent, wenn 1}1_11;10 (@8 — zp) = 0 fiir jedes einzelne

p=1,2,.... Jede stark konvergente Folge ist offenbar schwach konvergent,
aber nicht jede schwach konvergente auch stark [vgl. das Beispiel Nr. 18 a169)];
diese Tatsache besagt tibrigens fiir die Theorie der Bilinearformen, da8 jede voll-
stetige Bilinearform beschriinkt ist, aber nicht umgekehrt [vgl. Nr. 16, (10);
Nr. 18 a, 1.169)].

196) E Schmidt'®%), § 8.

197) Vgl die in '%%) zitierte Literatur, zur Nomenklatur insbes. Nabholz.
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Liegen # normierte und zueinander orthogonale Vektoren 0%, ..., O™
vor: - o+
= 0
) 20@0@:{1 (Z__'_g (a,ﬁzl,...,n),
=1
so gilt fiir die Komponenten a®, ..., a® eines Vektors 4 nach deren
Richtungen die ,Besselsche Identitit®“!%)

] n -] n o0
(6) g(ap —20(;) a(“))2 =2a§ —_Z‘(a(“))’?, wo al@ =2ap ol
p=1 a=1 p=1 a=1 p=1

(Pythagoriischer Satz fiir das aus den Projektionen von A auf die
O gebildete Parallelepiped), und daber die Besselsche Ungleichung'®®):

(6a) (0@ =3 (Jay0) < .

a=1 a=1p=1 p=1
Die ebenso fiir unendlichviele orthogonale und normierte Vektoren
gebildete unendliche Reihe konvergiert und geniigt derselben Unglei-
chung 1%):

(61) (@) =3 (Za,00) < a3
a=1 =1 p=1 p=1

3. Man nennt m Vektoren A®,..., A™ linéar abhingig, wenn
fiir » nicht simtlich verschwindende GroBen c, die Gleichungen

(7a) 2c,a0 =0 (r=12..)
a=1

bestehen; notwendige und hinreichende Bedingung dafiir ist das Ver-

schwinden der Determinante #** Ordnung!%):

(7b) | Sa@ap| = 0.
p=1

n orthogonale Vektoren sind stets linear unabhiingig. Ist eine Folge
von endlich oder unendlichvielen Vektoren 4™, 4®), ... so beschaffen,
daB AM, ... A@ fiir jedes « linear unabhingig sind, so bilden die der

198) Diese Formeln entsprechen formal und sachlich genau den gleich-
benannten Formeln iber orthogonale Systeme stetiger Funktionen (s. Nr. 15 a,
80, %) und Encykl. II C 11, Nr. 1, 2, E. Hilb); fir unendlichviele Verinderliche
treten sie dann in etwas anderer Darstellungsform bei D. Hilbert (4. Mitteil.
1906 = Grundaziige, p. 141—143) auf und sind von E. Schmidt®%), § 1,5 als
wesentliches Hilfsmittel seiner Untersuchung entwickelt und benutzt worden.
Vgl. dazu auch Nr. 40b.

199) E. Schmidt®?), § 6 nach Analogie des Kriteriums fiir lineare Unab-
hingigkeit von # Funktionen von J. P. Gram, J. f. Math. 94 (1883), p. 4173,
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Reihe nach konstruierten Vektoren mit den Komponenten

o
W
VZa;
p=1
(8) a (1) S (@) 5(1) (a—1) . (@) A(—1)
“;)_{Op D008 -+ o= SafPof }
0l0) = p=1 p=1 (p=1,2,...)
P < o 2 d 13 2 (a=1’2"‘.)
‘ pz_'l(a;a))z_{(pé'la;’a)og)) _}_..._!_(éa;’)o;a—n) }

ein System orthogonaler und normierter Vektoren [E. Schmidéscher
Orthogonalisierungsprozef3'%)), das iiberdies dem System der A linear
dquivalent ist, d. h. jeder Vektor des einen Systems ist von endlich
vielen Vektoren des anderen linear abhingig. LiéBt man die Voraus-
setzung der linearen Unabhingigkeit fiir die Folge der 4® fallen und
tritt in der o'® der sukzessive gebildeten Formeln (8) zum erstenmal
ein identisch in p verschwindender Zahler auf, so gibt dieser die lineare
Abhingigkeit des A® von den linear unabhingigen A®, ..., A,
setzt man die Folge der Formeln (8) unter Fortlassung dieser «*» und
ebenso aller folgenden mit identisch in p verschwindendem Zahler
fort, so liefern die verbleibenden Formeln wiederum ein den A®
linear dquivalentes System orthogonaler normierter Vektoren, und man
erhiilt gleichzeitig alle zwischen endlichvielen 4® bestehenden linearen
Abhingigkeiten.

Die Grenzbegriffe von 1. iibertragen sich sofort auf Vektoren und
liefern die Begriffe des Hdufungsvektors sowie der starken Konvergenz
einer Folge oder Reihe von Vektoren gegen einen Gremzvektor.

Lineares Vektorgebilde { A®} mit der Basis A®, A®, .. .20) heilit
die (tesamtheit der Vektoren, die aus endlichvielen A® linear zu-
sammengesetzt sind, und ihrer Hiufungsvektoren. Ersetzt man die 4@
durch ein linear #quivalentes System orthogonaler normierter Vek-
toren 0@, so besteht { 4@} aus allen Vektoren mit den Komponenten

-]
>'c, 0, wo c, beliebige GroBen von konvergenter Quadratsumme sind.
a=1

Ist B ein beliebiger Vektor, so ist der Vektor L mit den Komponenten
) l,=1b,— Zlofp ( 21“1)905;))
o= g=

orthogonal zu allen Vektoren von A® (Lot oder Perpendikelvekior von
B auf { A®})%). B gehirt dann und nur dann dem Gebilde { 4@} an,

200) E. Schmidt %), § 4, 8, 9; P. Nabholz 1°%).
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wenn lp = 0 oder
(9a) Z(Zb o)’ —2b2
a=1p=

E. Schmidt*®®) hat alle diese Betrachtungen sogleich fiir Systeme
komplexer GroBen a, ausgesprochen, wobei nur 2 |a,|* an Stelle von

ps’lap zu treten hat und die Orthogonahtatsbedmgung 2 a,b, =0
lautet®), wo b, konjugiert imaginér zu b, ist.
4. Zu Jeder beschrinkten Matrix A (Nr 18a) gehort eine affine

Transformation der Punkte (und ebenso der Vektoren) des R,:

(10) =’Z Cg Ty (r=12,.. )

von folgenden Eigenschaften 20%): a) Jedem Punkte z des R,, entspricht
eindeutig ein Punkt z” desselben. f) Der Punkt mit den Koordinaten
cx, + dy, entspricht dem Punkte cz, - dy,, wenn (z;) dem (z,)
und (y;) dem (y,) entspricht (Linearitdt). y) Einer stark konvergenten
Folge von Punkten (z,) entspricht eine stark konvergente von Punkten
(xp) (Stetigkeit). — Die Aufeinanderfolge zweier zu den Matrizen %, B
gehoriger affiner Transformationen gehdrt zu dem Matrizenprodukt
AB; die affinen Transformationen bilden eine Gruppe.

Es gilt folgende Umkehrung obiger Aussagen?®®): Besitzt eine
Transformation der Punkte des R, die Eigenschaften «), f), 7), so
ist sie mit Hilfe einer beschrinkten Matrix % in der Form (10) dar-
stellbar. Das ist eine leichte Folge des Konvergenzsatzes von E. Hel-
linger und O. Toeph'tz“’“'”’), daB eine Bilinearform A(z, y) beschrinkt ist,

wenn die Doppelrelhe 2 a,,%,Y, etwa bei zeilenweiser Summation fiir

jedes Punktepaar z, y des R, konvergiert.

Man kann den hierin liegenden Sachverhalt auch nur fiir Systeme
unendlicher Matrizen aussprechen, ohne den Begriff der Transforma-
tionen heranzuziehen®*): Es ist nicht moglich, das System der be-
schrinkten Matrizen derart zu erweitern, daBl in dem erweiterten System

201) Man nennt diese modifizierte Bedingung nach L. Autonne [Palermo
Rend. 16 (1902), p. 104] und J. Schur*®®), p. 489 auch wunitire Orthogonalitit.

202) Vgl. F. Riesz, Literatur A 8, Chap. IV, wo die Stetigkeitsdefinitionen
etwas abweichend formuliert sind. — Uber orthogonale Transformationen vgl.
Nr. 40b.

203) Hellinger - Toeplitz1"®) und 1°4), § 10 — an der ersten Stelle nur fiir
Formen mit positiven Koeffizienten. Den analogen Satz iiber Linearformen s, 1°%).

204) Hellinger- Toeplitz *%%), § 11.
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die Operationen der Matrizenaddition und -multiplikation stets ausfiihr-
bar bleiben (Vollstindigkeitseigenschaft). Andererseits gibt es Systeme
von Matrizen, in denen diese Rechenoperationen ausfiihrbar sind und
die in sich dieselbe Vollstindigkeitseigenschaft besitzen, ohne mit dem
System der beschrinkten Matrizen identisch zu sein; sie entsprechen
den affinen Transformationen in unendlichdimensionalen Réumen, die
durch andere Konvergenzbedingungen als die Konvergenz der Quadrat-
summe definiert sind (vgl Nr. 20b) 2°),

Kollineare Transformationen im E,, hat J. Hjelmslev®®) untersucht.

b) Die Schmidtschen Auflésungsformeln. Mit Hilfe der in
a) dargelegten Begriffsbildungen stellt E. Schmidt!'®®) notwendige und
hinreichende Bedingungen fiir die Losbarkeit der Gleichungen

() g,laapxp =c, (¢=1,2,..)

o0

durch GréBen von konvergenter Quadratsumme >'z? auf, unter der
p=1
Voraussetzung, daB fiir jede Zeile die Koeffizientenquadratsumme

a2, konvergiert, wihrend die ¢, beliebig gegeben sind: er gibt
ey’ » g (3 -1 g g b g

ferner Formeln fiir simtliche derartigen Lésungen:
1. Zur Losung der homogenen Gleichungen®T)

(U, p\laapxP =0 (e=1,2,..)
wird das lineare Vektorgebilde {A4®} betrachtet, dessen Basis die
Vektoren A® mit den Komponenten @, @,,... sind und zu jedem
Einheitsvektor E@ (mit den Komponenten ¢f) =0 fiir p3=¢, f) =1)
der Perpendikelvektor L® auf { A} konstruiert (s. Nr. 19 a, 3). Dann
stellen die Komponenten der sémtlichen dem linearen Vektorgebilde
mit der Basis L™, L?), ... angehorigen Vektoren die simtlichen Lo-
sungen von (U,) dar; (U,) hat dann und nur dann keine nichttriviale
Lésung, wenn alle L@ durchweg verschwindende Komponenten be-
sitzen. — Besteht speziell zwischen keiner endlichen Anzahl der 4@
eine lineare Abhingigkeit, und setzt man

(11a) Sug =£aapaﬁp=sﬁa (e =1,2,..)),
so lassen sich die Komponenten von L® durch den folgenden stark
205) Vgl. Hellinger-Toeplitz 17%) und °%), § 12 sowie F. Riesz 2°%).

206) J. Hjelmslev, Festskr. til H. G. Zeuthen, Kopenhagen 1909, p. 66—77.
207) E. Schmidt 1°%), § 10—11. :
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konvergenten Grenzwert darstellen:

S11 S1a
j ..... TP s S
(11b) ¥ =lim; .. (pg=12..)
a=0 Sp1 + v - saaaap s s I
alq . aaqep) al ao
und es ist ferner
Sy .. 8,0
- T I TR
2 1 | . —_—
(11e) 2y =lim { NP (g=1,2,...).
= = al ** " “acaag s s
A A | N

Das Verschwinden der Ausdriicke (11¢) ist die Bedingung dafiir, dafl
(U,) keine nichttrivialen Losungen hat.®®)

2. Eine erste Methode®®) Schmidts zur Losung von (U) besteht
darin, daB die kiinstlich homogen gemachten Gleichungen (U)

2y, %y — €Ty =0 («e=1,2,..)
p=1

nach 1, daraufhin untersucht werden, ob sie eine Ldsung mit z,==0
haben. Besteht speziell wiederum keine lineare Abhingigkeit zwischen
endlichvielen 4@, so ergibt sich: (U) hat dann und nur dann eine
Losung von konvergenter Quadratsumme, wenn

s el .. 8, tee,—c

T T Jskel st

(123) X=C}l=n°l° Sa1+cacl"'saa+co“: _ca:

| —¢ ... —¢ 1

o

sa1+ Coly - 'saa+ Cg
sie ist gegeben durch den stark konvergenten Grenzwert

s c2...s cc, o ,
11+ 1 1a+ 1% “1p sll+012‘ . -31a+01 a!‘

1 5.
(12)) z, =~ lim o
) @p=x lim SurF CalyoerSuu b2 ag, )

— —e 0 Su1FC,01 -+ - SpotC2

(p=1,2,..),

o0

und ihre Quadratsumme 2:1:,? ist kleiner als die Quadratsumme jedes
p=1
anderen Losungssystems von (U).

208) Sind die A‘® gpeziell orthogonale und normierte Vektoren, so lauten

o
diese Bedingungen 2“3:9= 1 und sind mit den schon von D. Hilbert%8) auf-

=1
gestellten Bedingungen fiir die Vollstindigkeit eines Systems orthogonaler Linear-
formen identisch; vgl. auch Nr. 40b, 5°9),
209) E. Schmidt %), § 12.
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3. Eine weitere Losungsmethode®?) ersetzt, wiederum unter der
Voraussetzung linearer Unabhingigkeit je endlichvieler A®, diese
nach (8) durch ein System orthogonaler und normierter Vektoren mit
den Komponenten

I
o) =a§7f“a“’"

(U) ist dann und nur dann losbar, wenn die Quadratsumme
«© 8 2
(133) [g;(z_;yﬁaca)
konvergiert; das Losungssystem von kleinster Quadratsumme, deren
Wert iibrigens (13 a) ist, ist gegeben durch die stark konvergente Reihe:

o i
(13b) x, =ﬁ§o§”fg) (é'yﬂaca) (p=12,...).

4. Bezeichnet L® das Perpendikel von A® auf das lineare Ge-
bilde, dessen Basis A® A®, ... unter Fortlassung von A bilden,
so sind hinreichende Bedingungen®) fiir die Losbarkeit von (U), daB

€yt Zw(lﬁ,‘,’))gl konver-
p=1

giert; die Losung kleinster Quadratsumme ist alsdann gegeben durch

die stark konvergenten Reihen:

=]

= (@240 fir jedes « und daB ferner 2;
p=1 o=

()

(14) z, = -
a=1 2(l§“))2
g=1

(p=1,2...).

Fir jedes verschwindende > (I()? ergibt sich ferner als notwendig fiir
p=1

die Losbarkeit von (U) eine lineare homogene Relation zwischen den
€y Cyy .. A,

5. Endlich hat E. Schmidt das Losbarkeitskriterium von O. Toeplitz
(Nr. 18b, 3.) in folgender Weise auf nichtbeschrinkte Systeme (U)
ausgedehnt®?): Is sei w, > O das Minimum der definiten quadratischen

210) E. Schmidt**?), § 14. Uber die Beziechung zu der O. Toeplitzschen
Methode der Jacobischen Transformation (Nr. 18 b, 8) vgl. 1%9),

211) E. Schmidt %), § 13.

212) Schon die Hilberischen Untersuchungen iiber quadratische Formen
[Gott. Nachr. 1906 == Grundziige, Kap. XI, p. 118 —125, insbes. Satz 31; vgl.
hierzu M. Plancherel, Math. Ann. 67 (1909), p. 511—514] und die Methode von
O. Toeplitz '**) gestatten unter Umstédnden fiir symmetrische nichtbeschriinkte
Koeffizientensysteme die Konstruktion einer beschrinkten Reziproken, ohne daB
aber bei ihnen Resultate im obigen Umfang angegeben sind. — Die Satze des
Textes sind bei E.Schmidt°?), § 156 zum Teil nur ohne Beweis ausgesprochen,
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Form von y,,..., 9,

(15) &,(») =2:<211aapya)2 =ﬂ2’faﬂyayﬁ, wihrend 2;?/3 =1;
p=la= a,f= a=
dann ist das Nichtverschwinden des Limes der nicht zunehmenden

Folge der g, .
m=limy, >0

notwendig und hinreichend dafiir, daB (U) fiir alle rechten Seiten

o«
2 . -
von konvergenter Quadratsumme S'c; eine Losung von konvergenter
a=1

Quadratsumme besitzt, sowie dafiir, dafl eine beschrinkte Reziproke im
Sinne von Nr. 18 b existiert, d. h. daB den Gleichungen

ad 0 (e==p)
Iéaapbpﬁ={1 (ai:g) (“7‘6=1’2)-">

durch die Koeffizienten einer beschrinkten Bilinearform geniigt werden
kann. Bedingungen fiir die Existenz einer nichtbeschréinkten Rezi-
proken ergeben sich aus Nr. 19D, 4.2%)

6. Einen anderen Weg zur Behandlung des Schmidtschen Problemes
hat E. Hilb**) eingeschlagen. Er fiigt den wie in 2. homogen ge-
machten Gleichungen (U) solche Faktoren hinzu, daB das Koeffizienten-
system vollstetig wird, bildet die Quadratsumme der linken Seiten und
wendet die Hilbertsche orthogonale Transformation der vollstetigen
Form auf eine Quadratsumme (Nr. 40d) an, um so schlieflich zu Auf-
16sungsformeln zu gelangen.

20. Andere Konvergenzbedingungen fiir die Unbekannten. Die
Gesamtheit derjenigen Arbeiten iiber unendlichviele lineare Gleichungen
mit unendlichvielen Unbekannten, die nicht die Bedingung konver-
genter Quadratsumme fiir die Unbekannten an die Spitze setzen, stellt
nach AnlaB, Art und Grad der erstrebten Allgemeinheit ein buntes
Gemisch dar. Sieht man von einer Reihe verstreuter Untersuchungen ab,

die Beweise sind nach seinen Methoden ausgefiihrt bei G. Kowalewsks, Literatur
B 8, p. 444 ff. und M. Egli, Dissert. Ziirich 1910, 60 8., der auch den Fall nicht-
beschrinkter Reziproken néher untersucht.

218) Teilweise modifizierte Darstellungen dieser Schmidtschen Unter-
suchungen finden sich bei G. Kowalewsks, Literatur B 3, § 164—179; P. Nabholz,
Dissert.®4); M. Bicher und L. Brand, Ann. of math. (2) 13 (1912), p. 167—186;
vgl. auch die Untersuchungen von F. Riesz, Nr. 20¢. — Uber einen Versuch von
A. J. Pell, Ann. of math. (2) 16 (1914), p. 832—387, die Voraussetzungen der
Schmidtschen Resultate auszudehnen vgl. die Bemerkung von G. Szegd in Fortschr.
d. Math. 45 (1922), p. 519.

214) E. Hilb, Math, Ann. 70 (1910), p. 79—86.
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die iiberhaupt keine bestimmte Konvergenzbedingung formulieren ®1°)
— in methodischer Beziehung operieren alle diese Untersuchungen
mit dem in der Vorbemerkung zu C. geschilderten Verfahren der ab-
schnittsweisen Aufldsung — so sind es im ganzen finf Typen von
Konvergenzbedingungen, die mehr oder weniger systematisch in Be-
tracht gezogen worden sind.

a) Beschrinkte Verinderliche |2,| < M legt H.v. Koch mit
Ausnahme von einigen seiner spiteren Arbeiten stets zugrunde, wenn
er seine unendlichen Determinanten zur Auflosung linearer Gleichungs-
systeme benutzt; dariiber ist bereits in Nr. 17 eingehend berichtet
worden. DaB automatisch die Summe der Betriige des Losungssystems
[ #; + |ay| 4 - - - konvergiert, wenn die der rechten Seiten in (U)
(s. p. 1414), |y,| + |¥s| + - - -, es tut, und daB dies insbesondere auch
von den transponierten Gleichungen (U") und (U,") gilt, hat H. v. Koch
zundchst nicht hervorgehoben.48)

Es ist der groBe prinzipielle Fortschritt, den 4. C. Dizon in seiner
mehrfach erwihnten Arbeit*®) [vgl. Nr. 8, 10%), 16 d, 1, Vorbem. zu C.,
181%)] demgegeniiber vollzogen hat, daB er die Systeme (U),(U’) ein-
ander gegeniiberstellt und den ganzen Komplex der determinantenfreien
Sitze (vgl. Nr. 10, in sinngemiBer Ubertragung auf unendlichviele Ver-
anderliche wie in Nr. 16¢) aufstellt, indem er ausdriicklich die Un-
bekannten beim System (U) an die Bedingung der Beschrinktheit, bei
(U’) an die der absolut konvergenten Summe bindet. Die Voraus-
setzung dagegen, die er tber die Koeffizientenmatrix (X)) macht, ist
zwar erheblich weiter als die v. Kochsche der Normalitit, aber iden-
tisch mit einer gelegentlich (1900) von v. Koch*®) angegebenen; sie
lautet: sei 6, die obere Schranke der Betrige der Elemente der gt»
Kolonne, also |a,, | <6, (p =1, 2,...), so soll die Kolonnenschranken-
summe 6 = 6, - 6, | - - - konvergieren.

Liegt also- énhaltlich der Fortschritt Dixons nicht in der Natur
seiner Voraussetzung tiber die K, sondern in den Anforderungen
an die Unbekannten und der Art der aufgestellten Sitze, so liegt er
methodisch in der Loslosung vom Determinantenapparat, in der erst-
maligen Aufstellung eines Kalkiils mit unendlichen Matrizen, der die
Methode der Entwicklung nach Iterierten in diesem Bereich anzu-
wenden gestattet. Dixons Verfahren ist dieses: er bestimmt % so
groB, daB ¢,,, + 6, + - -- <1 ausfillt, schreibt das System (U),

215) Vgl. 147), sowie E. Borel, Ann. Kc. Norm. (3) 12 (1895), p. 9—b5 und
K. Ogura, Tohoku J. 16 (1919), p. 99—102. Neuerdings hat R. D. Carmichael,
Amer. J. 36 (1914), p. 18—20 sich damit befaBt, das Verfahren von Ktteritzsch 147
zu legalisieren.
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indem er seine n ersten Gleichungen zunichst wegldBt, in der Form

Z, +2 pg g = 2 pe ¥q (p=”+17-")7

in der es, wenn man &,,...,%, zunachst irgendwelche Werte erfeilt,’
ein System fiir die Unbekannten x,,, ... darstellt, dessen Kolonnen-
schrankensumme unter 1 gelegen ist; fiir ein solches System zeigt er,
daB die Entwicklung nach Iterierten stets konvergiert und eine be-
schrinkte Losung liefert, und zwar die einzige. Damit sind z,,, ...
durch die noch freien GréBen z,, ..., z, ausgedriickt, ersichtlich als
Linearformen derselben; geht man mit den so gefundenen linearen
Ausdriicken in die bisher weggelassenen ersten n Gleichungen ein, so
erhidlt man # lineare Gleichungen fiir 2, ..., 2,; und indem Dixon
die Giiltigkeit der determinantenfreien Sétze fiir diese als bekannt
voraussetzt, leitet er sie daraus fiir sein System ab.*¢)

216) Die Ubereinstimmung dieses Verfahrens mit dem von E. Schmidt*?) bei
Integralgleichungen verwendeten (Nr. 10a) tritt am deutlichsten hervor, wenn man
die in Nr.16d,1 angegebene Ubertragung des Schmidtschen Verfahrens auf
vollstetige Systeme fiir unendlichviele Verénderliche mit konvergenter Quadrat-
summe mit dem hier tiber Dixon Berichteten vergleicht; diese Ubereinstimmung
wird in d) dieser Nummer am sinnfilligsten werden, wo sowohl Dixons Theorie
als auch die von Nr.16d,1 a.ls Spezialfille einer und derselben allgemeinen
Theorie erscheinen.

In der Richtung der Dizonschen Methode liegt eine Bemerkung von
J. L. Walsh, Amer. J. 42 (1920), p. 91—96, der die Entwicklung nach Iterierten
verwendet, um die Auflosungstheorie fiir Gleichungssysteme mit normaler Deter-
minante ohne den Apparat der unendlichen Determinanten abzuleiten.

Ferner ist im AnschluB an die Bedingung a) zu erwihnen, da man auf
der Grundlage derselben eine Konvergemzbedingung fiir die Koeffizienten des
Systems Zapqwq—yp aufstellen kann, die die gleiche Rolle spielt, wie die Be-
schrinktheit auf der Grundlage der Bedingung konvergenter Quadratsumme: sei
jede Zeilensumme der a,, absolut konvergent, und seien die Zeilenbetragsummen
Zjapg; = 3p(4) ihrerseits beschriinkt, 3(4) ihre obere Schranke, so hat man
dimit eine Klasse von Matrizen, in der der Matrizenkalkiil durchgefiihrt werden
kann und die ebensowenig erweiterungsfihig ist wie die Klasse der beschrinkten
Matrizen. Dabei iibernimmt 3(4) die Rolle, die die obere Grenze von A(z,)
in der Hilbertschen Theorie (Nr. 18a) spielt; die Durchfihrung ist hier wesent-
lich elementarer. — In der Richtung dieser Bedingung liegt tbrigens eine Be-
merkung von A. Pellet, S. M. F. Bull. 42 (1914), p. 48—53, die das System (U)
unter der Bedingung Z\KM| <1 behandelt, sowie ein Satz von H.v. Koch,

q

Jahresb. Deutsch. Math.-Ver. 22 (1913)1%%), der die Konvergenz der Entwicklung
nach Iterierten und das Abspaltungsverfahren feststellt fiir ein normales Glei-

chungssystem (U), bei dem ZIKMI<9\KM,[, o<1, |yp| < M|Kppl|, [p]

o
seschriinkt ist. Wesentlich mehr besagt der Satz von A. Wininer, Math. Ztschr.
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b) Die Bedingung |z,| < Mo tritt iiberall dort auf, wo eine

Potenzreihe 'z, 2" vom Konvergenzradius ¢ irgendwelche funktionen-

n=0

theoretischen Forderungen erfiillen soll, die rechnerisch auf unendlich-
viele lineare Gleichungen fiir die Koeffizienten , hinauslaufen. Uber
diese Bedingung liegen nur Einzelresultate vor, die aus den funk-
tionentheoretischen Mitteln der jeweiligen Aufgabe gewonnen wer-
den.®'”) Sie ist in Wahrheit nur eine Variante der Bedingung a), aus
der sie sich durch die Transformation , = ¢"z, ergibt.

In derselben Weise kann man, unter 4, irgendwelche Zahlen ver-
standen, durch die Transformation §, = 4,z, und die entsprechende
Transformation der y, aus jeder einzelnen Auflosungstheorie Varianten

ableiten.?!8)
¢) Konvergenz von |z, P + |z? + - - -. O. Holder hat folgende
Verallgemeinerung der Lagrange-Cauchyschen Ungleichung Nr. 15, (9)

aufgestellt*1%): n n p p—1 n 1
S ST (Sler 0> 1),
Gestiitzt auf eine vorbereitende Bemerkung von E. Landau®*) hat

24 (1925), p. 2569—265, p. 266, der, gestiitzt auf ein Verfahren von E. Lindeldf,
Darb. Bull. (2) 23 (1899), p. 68—175 fiir » Unbekannte, unter der Voraussetzung
lyp| + Z!KMI <1 die Existenz einer Losung |x,|<1 beweist.

217) Die Konstruktion einer Potenzreihe vom Konvergenzradius ¢, die eine
periodische Funktion mit der Periode p(|p|<C ) darstellt, behandelt P. Stickel,
Weber-Festschrift, Teubner 1912, p. 396—409 und Acta math. 87 (1914), p. 59—73,
woran O. Perron, ebenda, p. 301—304 ankniipft, und unabhingig davon H. v. Koch,
Proc. 5. int. congr. Cambr. I (1912), p. 352—365; andere derartige funktionen-
theoretische Aufgaben H.v. Koch, Ark. for Math., Astr. och Fys. 15 (1921), Nr. 26,
16 S.; O. Perron, Math. Ztschr. 8 (1920), p. 169—170 und Math. Ann. 84 (1921),
p. 1—15 und %%) sowie K. Hilb '*%) und 324) (1920/21).

218) Vgl. dazu E. Hellinger und O. Toeplitz *°%). Vgl. auch H. v. Kochs
»hormaloide* Determinanten, Nr. 17 152),

219) 0. Holder, Uber einen Mittelwertsatz, Gott. Nachr. 1889, p. 88—47,
insbes. Nr. 7 [im AnschluB an J. Rogers, Mess. of Math. 17 (1888), Nr. 10] und
ebenso J. L. W. V. Jensen, Acta math. 30 (1906), p. 175—193, insbes. p. 181, fol-
gert es aus der Tatsache, daB der Schwerpunkt von n Punkten einer konvexen
Kurve auf ihrer Innenseite gelegen ist, indem er die durch y==a” gegebene
Kurve betrachtet.

220) E. Landaw, Gott. Nachr. 1907, p. 256—27; er beweist in Verallgemeine-
rung des von K. Hellinger und O. Toeplitz**%) fiir den Fall p =2 bewiesenen
Satzes: ist 2%% fir alle Wertsysteme positiver «,, die der Bedingung

.

S'al =1 geniigen, konvergent (a,>0, p >1), so konfergiert >'a,”~" und ist
n

die obere Schranke der Linearform.
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dann F. Riesz®?') die in Nr. 19 referierte Theorie von E. Schmidt auf
die hier in Rede stehende Konvergenzbedingung iibertragen, indem er
statt der konvergenten Quadratsumme die Konvergenz von

Slap wd o f

zugrunde legte, die eine fiir die Unbekannten, die andere fiir die
Koeffizienten jeder einzelnen der gegebenen Gleichungen; sein Resultat
lautet: fiir irgendwie gegebene GroBen c,, ¢,, ..., die an keinerlei Kon-
vergenzbedingung gebunden sind, sind die Gleichungen S'a, g%5 == C,
dann und nur dann durch GroBen z, losbar, die der angegebenen Kon-
vergenzbedingung genligen, wenn es eine Zahl m > 0 gibt, so daB fiir
jedes ganzzahlige » und beliebige Werte u,, ..., u, stets

n -_p_ oo n —_}J_
|2“uca |p—1 <m 2}2%%,9]"—1
a=1 f=1ea=1
gilt.
d) In Verallgemeinerung der Bedingung c¢) betrachtet E. Helly**?)
im Raume von % Dimensionen einen beliebigen konvexen Aich-
korper ®,, der den Nullpunkt zum Mittelpunkt hat, und definiert
eine Funktion D(z,, ..., z,), indem er ihr fiir einen Punkt z, ..., z,
der Begrenzung von D, den Wert 1 erteilt, fir den 4-mal so weit von
0 abstehenden Punkt iz, ..., 4z, (1> 0) aber den Wert 1, so da8
diese Funktion D die drei Eigenschaften hat:
(1> D(l‘xl’ A lx”)=]l|D(x1, MRS -’E"),
() D@ty o2t ¥) D@, @)+ Dy - ),
(3) aus D(zy,...,2,)=0 folgt #,=0,...,2,=0,
die uwgekehrt fiir sie charakteristisch sind. Ist dann A(u,, ..., u,)
das Maximum des Ausdrucks |u,x, + - - - ,,| unter der Nebenbedin-
gung D(z,, ..., z,) = 1 (,Stiitzebenenfunktion®), so gilt die Unglei-
chung luar, + - Fuz,| < D@y, - voy 2,) Aty - .0y 4,,),

221) F. Riesz, Literatur A 8, chap. IlI; das der Form nach entsprechende
Kriterium bei E. Schmidt weicht von dem Rieszschen insofern ab, als es — im
Gegeneatz zu den anderen Kriterien dieser Schmidtschen Arbeit — die Frage der
Losbarkeit nui bei willkirlichen rechten Seiten won konvergenter Quadratsumme
behandelt. — St. Bobr '°9) leitet unter der Konvergenzbedingung c) die Ldsung
vou (U) mittels uneudlicher Determinanten her, indem er neben 2|Kaa] noch

® ® r
S S Kepl”}27
a=1 g=1
als konvergent voraussetzt.
222) E. Helly, Monatsh. Math. Phys. 31 (1921), p. 60—91.
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die fiir die Einheitskugel als speziellen Aichkdrper in die Cauchy-
Lagrangesche Ungleichung und fiir

1 p p» p-1
D=(lzyr+--+]2,P7, wo A=(lu~4 - Flup-7)?
wird, in die Holdersche Ungleichheit iibergeht.

Diese dem Gedankenkreis von H. Minkowski entstammenden Be-
griffe zieht nun Helly fiir die Theorie der unendlichvielen Verinder-
lichen heran. Er setzt voraus, daB fiir einen Teilraum des unendlich-
dimensionalen Raumes eine Funktion D(z,, z,,...) definiert ist, die
die Eigenschaften (1), (2), (3) besitzt. Indem er dann genau wie oben
eine Funktion A(u,, 4,,...) hinzukonstruiert und iiber den %-Raum
die weitere Annahme hinzufiigt, es sei darin eine abzihlbare Punkt-
menge vorhanden, die ihn im Sinne der durch A gegebenen MaBbe-
stimmung iiberall dicht tiberdeckt, gelingt es ihm, die Betrachtungen
von F. Riesz auf diesen allgemeinen Fall zu iibertragen. Allerdings
gewinnt er nicht Losungen z,, z,, ..., fiir die die linken Seiten der
gegebenen Gleichungen konvergieren und gleich den rechten Seiten
werden, sondern er konstruiert Folgen von Wertsystemen, fiir die die
Gleichungen approximativ erfiillt sind.

Auf diese Arbeit von Helly ist auch deshalb hier so genau ein-
gegangen worden, weil man von ihren Begriffen aus iber die so
disparaten Finzelarbeiten dieser Nummer einen einheitlichen Uber-
blick erhilt. Die siimtlichen bisher erwihnten Konvergenzbedingungen
konnen nidmlich derjenigen von Helly untergeordnet werden. Die Be-
dingung c¢) zunichst hat fiir Helly selbst den Ausgangspunkt gebildet.
Die Bedingung a) erhilt man, wenn man den n-dimensionalen Wiirfel
mit den Eckpunkten (+4-1, ..., 4 1) als Aichkorper ®, nimmt, also
D(x,,...,x,) = Max(|a,|,.. ., |z,|); der duale Korper der Stiitzehenen
im u-Raume ist dann das Oktaeder mit den Achseneinheitspunkten
als Ecken, A(w,...,u,)=|u| 4 .- 4 |u,|; die Konvergenzbedin-
gung der absolut konvergenten Summe erweist sich also als die zur
Beschrinktheit der Veréinderlichen duale. Die Bedingung b) ist durch
D@,y 8,) =Mox(|,0),... | 5,0 ) und Aty 0,) = [t 0 -+ + 11, "
als Variante von a) gegeben (rechtwinkliges Parallelepiped statt Wiir-
fel).?*) — In allen diesen Fillen hat die Funktion D(z,, ..., z,)
iibrigens auch die sogleich anzugebende Eigenschaft (4).

Der Nutzen dieser Bemerkung geht weit iiber diejenige Anwen-
dung hinaus, die Helly davon gemacht hat. Denn diejenige Auf-
l6sungsmethode, die A. C. Dizon fiir die Bedingung a), E. Schmidt fir

223) Eine groBere Reihe weiterer Bedingungen bei H. Hahn, Monatsh. Math.
Phys. 32 (1922), p. 3—88.
Encyklop. d. math. Wissensch., II 3. 95
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die Hilbertsche Bedingung angegeben hat, gilt wortlich ganz allge-
mein, wenn D(z;, %, ...) auBer den Bedingungen (1), (2), (3) noch
der Bedingung
(%) D(zy, 25y - - ) = D[], [,], - - )
geniigt und wenn auBerdem die Koeffizienten K, des Systems (U)
die Bedingung erfiillen, daf man zu gegebenem ¢ >0 ein N(&) be-
stimmen kann, so daB
SK, uzr,— 3K, uz|<e fir mn>N(),

b9

P9 P pq"'p*g
p,9=1 =1 i

falls D(xy, aq,...) <1, AUy, uy,...) <1, also diejenige Bedingung,
die im Falle der Hilbertschen Konvergenzbedingung als Vollstetigkeit
bezeichnet wird (Nr. 16a, 3)). Ist D ein den Bedingungen (1), (2)
(3), (4) geniigender konvexer Kirper im Bereich der unendlichvielen
Verdnderlichen, so gilt fiir jedes ,in bezug auf den Aichkirper D wvoll-
stetige Gleichungssystem® der Komplex der determinantenfreien Siitze.*)
Alle in dieser Nummer bisher verzeichneten Auflgsungstatsachen, die
nicht in bloBen Auflosungsformeln bestehen, ordnen sich dieser all-
gemeinen Tatsache als ganz spezielle Fille unter.

e) Zeilenfinite Systeme. Zusammenfassende SchluBbe-
merkung. Die einzige, bisher bearbeitete Bedingung, die sich der
allgemeinen Bedingung d) nicht subsumiert, ist diejenige von O.Toep-
litz®%), die den Unbekannten des Gleichungssystems tiberhaupt keine
Beschrinkungen auferlegt, wihrend sie dual dazu annimmt, da in
jeder einzelnen Gleichung nur endlichviele Koeffizienten von 0 ver-
schieden sind. Von einem solchen ,zeilenfiniten Gleichungssystem,
d. h. von einem System der Form

Y= a2 + -+ a7,

Yo =y %y + - + ay,,%,,
beweist Toeplitz zuerst den Satz, das es stets eine Losung hat, wenn
keine linearen Abhingigkeiten zwischen endlichvielen der Gleichungen
bestehen, d. h. wenn das transponierte homogene System unldsbar ist.
Dariiber hinaus aber gibt er eine volle determinantenfreie Theorie
dieser Systeme.?®®)

224) Die Darstellung von Nr. 16 ist so angelegt, daB sowohl das Auswahlver-
fahren als auch das Abspaltungsverfahren unter den hier vorliegenden allgemei-~
neren Voraussetzungen anwendbar sind und den Beweis des obigen Theorems liefern

225) 0. Toeplitz, Palermo Rend. 28 (1909), p. 88—96.

225a) Eine Anwendung hiervon auf zeilenfinite Systeme von linearen Kon-
gruenzen nach dem Modul 1 macht H. Bokr, Danske Wid. Selsk. math. fys.
Medd. 7 (1925), Nr. 1. 42 S.
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Hier, wie auch bei jeder auf die Hilbertsche oder irgendeine
andere Konvergenzbedingung sich stiitzenden Theorie darf man von
einer solchen determinantenfreien Behandlung nicht den genauen Kom-
plex der in Nr.10 in der Redeweise der Integralgleichungen formu-
lierten Sitze erwarten. Denn diese Sitze stellen das Analogon der
algebraischen Aufldsungssitze von # Gleichungen mit » Unbekannten,
also ebensoviel Gleichungen als Unbekannten dar; ein System von un-
endlichvielen Gleichungen mit unendlichvielen Unbekannten aber, das
nach Wegstreichung einer oder mehrerer seiner Gleichungen immer
noch ein System von unendlichvielen Gleichungen mit unendlichvielen
Unbekannten bleibt, kann diese Analogie hochstens dann aufweisen,
wenn man seinen Koeffizienten solche Konvergenzbedingungen auf-
erlegt, daBl ein Wegstreichen dadurch ausgeschlossen ist, wie z. B. eine
Kochsche Normaldeterminante nach Wegstreichung einiger Zeilen den
Typus der Kochschen Normaldeterminante verliert oder ein vollstetiges
Gleichungssystem im Sinne von Hilbert nach Wegstreichung einiger
Gleichungen seinen Charakter als solches einbiiBt. Mit diesen Worten
ist genauer gekennzeichnet, was in Nr. 2 iiber den Vorzug der Integral-
gleichungen zweiter Art vor denen erster Art angedeutet wurde. Wenn
man aber den Koeffizienten des Gleichungssystems keine derartigen
Bedingungen auferlegt, sondern solche, die durch Wegstreichen von
Gleichungen oder Nullsetzen einiger Unbekannten ihren Typus nicht
verlieren, wie z. B. die Beschriinktheit im Sinne von Hilbert oder im
Sinne irgendeiner anderen Konvergenzbedingung iiber die z,, oder wie
die Voraussetzungen der Schmidtschen Theorie von Nr. 19 oder ihrer
Ubertragungen auf andere Konvergenzbedingungen fiir die z,, oder
wie endlich auch die Zeilenfinitheit, so kann man hochstens erwarten,
daB diejenigen Sitze gelten, die in der Algebra von m linearen Glei-
chungen fiir » Unbekannte richtig sind.

Die Theorie der Systeme von m linearen Gleichungen mit » Un-
bekannten, soweit sie den Determinantenbegriff vermeidet, findet ihren
vollstindigsten Ausdruck in dem Theorem, daB man jedes solche
System durch eindeutig invertierbare lineare Transformation der Un-
bekannten und durch eindeutig invertierbare lineare Kombination der
Gleichungen auf die Normalform

x1=y1""7xr=yr (”'ém,'ﬂ)
-bringen kann. Das hierzu analoge Theorem also beweist Toeplitz fiir
die zeilenfiniten unendlichen Systeme, indem er fiir die Transforma-
tionen und Kombinationen ebenfalls nur solche lineare Substitutionen
zulébt, deren Koeffizientenmatrix zeilenfinit ist und die im Sinne zeilen-

finiter Matrizen — deren Kalkiil tibrigens leicht zu etablieren ist —
95*
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eindeutig invertierbar sind. Fiir beschrinkte oder andere Systeme, in
denen der Matrizenkalkiil mdglich, also das in Rede stehende Problem
formulierbar ist®?6), wo aber die Verhiltnisse wesentlich verwickelter
liegen, ist ein solches erschépfendes System von Normalformen bisher
nicht aufgestellt worden.

21. Bigentlich singuléire Integralgleichungen zweiter Art. In
den Bereich der in Nr. 18—20 dargestellten Untersuchungen gehéoren
threm Wesen nach auch die Integralgleichungen 2. Art mit Kernen,
die so hoch singulir sind, daB die Sétze der Auflosungstheorie der
Integralgleichungen 2. Art mit stetigen Kernen nicht mehr gelten, und
ihre Methoden nicht mehr anwendbar sind; sie sollen eigentlich sin-
gulire Integralgleichungen (im Gegensatz zu den in Nr. 12 behandelten
,aneigentlich singuliren®) heiBen. Der Ubergang zu unendlichvielen
Variablen, wie er nach den Methoden von Nr. 15 durchfithrbar ist,
liBt erkennen, daB bei hinreichend groBer Willkiir der zugelassenen
Kerne die besondere Form der Integralgleichung 2. Art ihre wesent-
liche Bedeutung verliert. Diese Transformation fiihrt nimlich stetige
und uneigentlich singulére Integralgleichungen in ,vollstetige Glei-
chungs~ysteme® (Nr. 16) iiber, in deren Koeffizientenmatrix € 4 &
die aus dem Summanden @ (s) der Integralgleichung entstehende Ein-
heitsform & sich von der aus dem Integralbestandteil entstehenden
vollstetigen Form & klar abhebt; demgegeniiber fillt bei eigentlich
singuldren Integralgleichungen die dem Integralbestandteil entspre-
chende Form ® nicht mebhr vollstetig aus, und das Gleichungssystem
hebt sich aus den Systemen der in Nr. 15—20 behandelten Art nicht
mehr besonders hervor. DemgemiB sind allgemeine Auflosungstheoreme
riach Art der Fredholmschen hier nicht zu erwarten?*®®); in der Tat
liegen auch nur Aussagen tiber besondere Typen solcher eigentlich sin-
guliren Integralgleichungen vor. Die unbekannte Funktion wird dabei
in den meisten Fillen stetig oder doch wenigstens von konvergentem
Quadratintegral angenommen, entsprechend der in Nr. 18, 19 ver-
wendeten Bedingung konvergenter Quadratsumme; andere Funktionen-
klassen werden in Nr. 24 b zu beriicksichtigen sein.

a) Die erste hierhin gehorige Gruppe von Untersuchungen bezieht
sich auf die Auflosung der sog. Integralgleichungen 3. Art?*),

226) E. Hellinger und 0. Toeplitz *®%), § 8.

226a) Die allgemeinen Losbarkeitsbedingungen von Nr. 18, 19, insbeson-
dere Nr I8b, 3 hat H. Weyl®®%), p. 283 ff. gelegentlich auf Integralgleichungen
ibertragen.

227) D. Hilhert, 3ott. Nachr. 1906, 5. Mitteil. = Grundziige, Kap. XV hatte das
Problem der Kigeuwerttheorie dieser Integralgleichungen behandelt; s. Nr. 38 b, 1.
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das sind Gleichungen der Form

(1) A()9(s) — Af (s, 8 p() dt = f(s),

wo A(s) im Intervall @ <s <b Nullstellen besitzt, wihrend k(s, 1)
stetig ist. Die Transformation 9(s) = A(s)p(s) fiihrt sie in eine
Integralgleichung 2. Art mit dem an den Nullstellen von A(¢) singu-
liren Kern k(s #): A(f) tiber. E Picard®®) hat solche Gleichungen
fiir den Fall behandelt, daB A(s) von erster Ordnung an Stellen ver-
schwindet, an denen k(s, ¢) nicht verschwindet. Sein Verfahren be-
steht, fiir den typischen Fall

2) w(S)—lfk(s Y p(t)dt —f(s), woa<0<b,

ausgesprochen, darin, daB er entsprechend einer Hilbertschen Approxi-
mationsmethode (vgl. Nr. 12 b) die Gleichung (2) durch eine Integral-
gleichung mit endlichem (a.bteilu.ngsweise stetigem) Kerne annihert:

. . k(st) fkst) I<e<—a
(29) 9(9)—1] T 90t — : (at=fywo 2, 2

Indem er auf diese die Fredholmschen Formeln anwendet und alsdann
e, 7 so gegen O konvergieren liBt, daB log% einen endlichen Grenz-

wert C == O hat, zeigt er unter der Voraussetzung eines analytischen
Kernes (s, t), daB die Losung ¢(s) von (2a) gegen eine gebrochen
lineare Funktion von C konvergiert, die — in dem durch den Grenz-
tibergang bezeichneten Sinne — (2) geniigt. Er untersucht ferner die
Werte von 4, fiir die speziell ¢(¢):¢ bei # =0 endlich bleibt [also
das Integral (2) eigentlich existiert] und zeigt, daB sie die Nullstellen
einer gewissen ganzen transzendenten Funktion sind.?*®) Ch. Platrier*)
hat diese Untersuchungen auf Nullstellen hoherer Ordnung von A(s)
und auf Systeme von Integralgleichungen ausgedehnt. Im Zusammen-
hang damit stehen Bemerkungen von E. Picard®®), T. Lalesco®') und
G. Juha 231”‘) tiber Integralgleichungen mit komplexen Integrationswegen.

228) E. Picard, Paris C. R 150 (1910), p. 489—491; 152 (1911), p. 1545—
1547; 153 (1911), p. 529—531, 615—617; Ann. Ec. Norm. (3) 28 (1911), p. 4569—472.

229) Eine andere Herleitung der Picardschen Resultate bei G. Fubini, Rom
Acc. Linc. Rend. (5) 21, (1912), p. 326—330.

230) Ch. Platrier, Paris C. R. 154 (1912), p. 808—811; 156 (1913), p. 1825—
1828; 157 (1918), p. 28—381; 162 (1916), p. 118—120; ferner zusammenfassend
in ®%), Chap. V.

231) T. Lalesco, Literatur A 6, p. 117 ff.

2381a) (. Julia, Paris C. R. 172 (1921), p. 1279—1281.
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b) Vielfach behandelt worden sind weiterhin gewisse Integral-
gleichungen 2. Art mit Kernen, die wie ctg(s —¢) unendlich
werden, und die sich aus Problemen der Funktionentheorie (kon-
forme Abbildung von Gebieten mit Ecken) und anderen Randwert-
aufgaben ergeben; dabei wird fiir die Integrale tiber den Kern stets
der Cauchysche Hauptwert [eé = v im Beispiel (2a)] genommen. Diese
Untersuchungen gehen aof D. Hilbert®?) zuriick; auf Grund der ,Re-
ziprozititsformeln® fiir den ctg-Kern (s. (2) von Nr. 22a).erkannte er,
daB sich durch Iterierung der Integraloperation mit einem solchen Kern
eine Integraloperation 2. Art mit stetigem oder uneigentlich singulérem
Kern ergibt, und er konnte so das Problem auf eine gewdhnliche
Integralgleichung 2. Art zuriickfihren. In anderer Weise (Ubergang
zu komplexen Integrationswegen unter Benutzung des Cauchyschen
Integralsatzes) hat H. Poincar¢®®®) Kerne der gleichen Art behandelt.
F. Noether®*) hat durch konsequente Ausbildung der Hilbertschen
Methode und unter Ausfiillung einiger in den fritheren Arbeiten ge-
bliebener Liicken®®) eine eingehende Theorie von Integralgleichungen
des Typus

b4
b(s) , t—

@ 0@+ [ 22 g + K 0) 9 at =105

entwickelt, wo a(s), b(s) hinreichenden Stetigkeitsvoraussetzungen ge-
niigen und die Periode 2z haben, a(s)® 4~ b(s)* == 0 ist, und K(s, ?)
einen stetigen oder uneigentlich singuliren Kern mit derselben Periode
bedeutet. Er zeigt insbesondere, daB die Anzahlen d, d’ der linear un-
abhingigen Losungen der homogenen und der transponierten homo-
genen Gleichung zwar endlich bleiben, aber nicht mehr notwendig
gleich sind, und daB ihre Differenz d — d’ nur von den Funktionen
a(s), b(s) und nicht von dem Zusatzkern K(s,?) abhingt; ferner z. B,
daB Satz 3 von Nr. 10 bestehen bleibt.

c¢) Eigentlich singulire Integralgleichungen mit unendlichen
Grenzen (iiber die Transformation auf endliche Grenzen vgl. Nr. 12d)

232) D. Hilbert, Verh. d. 8. intern. Math.-Kongr. Heidelberg 1904 (Leipzig
1905), p. 233—240. — Die Methode ist auf Grund von Hilbertschen Vorlesungen
zuerst verdffentlicht von 0. D. Kellogg, Dissert.?s), p. 41ff. und weiterhin ange-
wandt von O. D. Kellogg, Math. Ann. 58 (1904), p. 441—456 und 60 (1905),
p. 424—433.

233) H. Poincaré, Literatur C 4, 2. Vortrag. — Vgl. auch die Behandlung
dhnlicher spezieller Integralgleichungen bei H. Villat, Paris C. R. 153 (1911),
p- 758—1761 und Acta math, 40 (1915), p. 101—178.

284) F. Noether, Math. Ann. 82 (1920), p. 42—63.

235) Vgl. dazu *3%), p. 46, Fubn. 8) und D. Hilbert, Grundziige, p. 82, Fubin.



22, Integralgleichungen erster Art. Momentenproblem. 1453

sind gelegentlich nach speziellen Methoden behandelt worden, insbe-
sondere wenn der Kern nur von s — ¢ und dhnlichen Ausdriicken ab-
hingt?¢) (vgl. Nr. 14). Eine groBere Klasse solcher Integralglei-
chungen, deren Kerne homogene Funktionen (— 1)** Dimension von
s, ¢ sind, hat neuerdings A. C. Dizon®") untersucht.

22. Integralgleichungen erster Art. Momentenproblem. Auch
die Integralgleichungen 1. Art

@) SEG, 9@ dt = f(s)

gehoren ihrer Natur nach in den Problemkreis von Nr. 18—20, wie
der Ubergang zu unendlichvielen Veriinderlichen (Nr. 15) unmittelbar
zeigt?8); auch hier ist demgemiB keine eigentliche Auflosungstheorie,
sondern nur eine Reihe von besonderen Losbarkeitskriterien und Lo-
sungsformeln sowie von Resultaten iiber spezielle Gleichungen vor-
handen. Je stérkeren Stetigkeitsforderungen K(s, ¢) unterworfen wird,
um so mehr verengt sich naturgemiB der Bereich der Funktionen f(s),
fiir die (1) etwa durch ein stetiges g(s) losbar ist*3®); erst Gleichungen
(1) mit eigentlich singuliren Kernen kénnen unter Umstéinden in dem
Umfang wie regulire Integralgleichungen 2. Art losbar sein.®?) Fir
die unbekannte Funktion gilt das am Ende der Einleitung von Nr. 21
gesagte,

236) E. v. Egervdry'°®); G. Andreoli, Rom Acc. Linc. Rend. (5) 26, (1917),
p. 289-—295, 531—538 (spezielle von as— ft abhingige Kerne fir kleine Para-
meterwerte). — J. E. Littlewood, Proceed. Cambr. Phil. Soc. 21 (1922), p. 205—214
16st eine homogene Integralgleichung, deren Kern der Integrallogarithmus von
ls—1t| (—oo<s, t<+ ) ist; G H. Hardy u. E. C. Titchmarch, London Math.
Soc. Proc. (2) 23 (1924), p. 1—26 behandeln weitere verwandte Beispiele. — Anders-
artige aus Differenzialgleichungen entstehende Beispiele bei P. Humbert 25%).

237) 4. C. Dixon, London Math. Soc. Proc. (2) 22 (1923), p. 201-—-222.

238) Die oft gemachte Bemerkung, daB (1) aus der Integralgleichung
2. Art mit dem Parameter 1 (Nr. 11c) im Grenzfall 2> o0 entsteht, ergibt fiir
ihre Behandlung keinerlei Nutzen, da 1= 00 eine wesentlich singuldre Stelle
der Losungen der Integralgleichung 2. Artf ist.

239) Einige Bemerkungen in dieser Richtung zusammengestellt bei H. Bate-
man, London Math. Soc. Proc. (2) 4 (1906), p. 90—115, 461—498. Tiir spezielle
Kerne vgl. auch St. Mohorovicic, Bull. Jugoslav. Acad., math.-phys. K1. 6—7 (1816),
p. 73—88; Rada jugoslav. Acad. 215 (1916), p. 26.

240) Denn damit z. B. (1) fiir jedes f(s) mit konvergentem Quadratintegral
eine Losung derselben Eigenschaft hat, muf die Koeffizientenmatrix des ent-
sprechenden unendlichen Gleichungssystemes eine beschriinkte Reziproke besitzen,
und das ist nach dem Toeplitzschen Kriterium (Nr. 18 b, 3) sicher nicht der Fall,
wenn sie vollstetig, insbesondere also, wenn K(s,¢) stetig oder uneigentlich sin-
gulér ist.
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a) Gleichungen mit stark singuliren Kernen. Diesem
Typus gehort eines der éltesten Beispiele einer mit ihrer Losung be-
kannten Integralgleichung 1. Art an, die Fouriersche Doppelintegral-
formel®*!) (6) von Nr. 4. Hier liegt noch die Besonderheit vor, daB
der Kern cos 2xst symmetrisch ist, und die Losung durch eine Inte-
gralgleichung mit genau dem gleichen Kerne gegeben wird [d. h. im
Gebiete der unendlichvielen Verinderlichen entspricht dem eine sym-
metrische Form, die mit ihrer Reziproken identisch, also orthogonal
ist#%)]. Analoge Formeln sind aus der Theorie der Besselschen und
verwandten Funktionen bekannt*?®), und sie sind neuerdings auch unter
dem formalen Gesichtspunkt der Theorie der Integralgleichungen mehr-
fach behandelt worden?®*).

Eine #hnliche Formelgruppe spielt in den Anwendungen der Inte-
gralgleichungen eine groBe Rolle, die sog. Hilbertschen Reziprozitiits-
formeln fiir den ctg-Kern®%), in denen der an einer Stelle des endlichen
Integrationsintervalles von der Linge 2x von 1. Ordnung unendliche,

sonst stetige und periodische symmetrische Kern ctgf—_:—iE auftritt:

2
+ +z
1) = o Jotg" 5 o0 at + o= [o(a
(2) —ﬂ+n —ﬂ+n (—zésé—l—n).
2() = o [etg" T4 1) o+ o 78

Diese Gleichungen Idsen sich gegenseitig auf, wenn die Integrale als
Cauchysche Hauptwerte aufgefaBt werden und f(s), ¢(s) stetige Funk-
tionen der Periode 2z sind.*®) Die Reziprozititsformeln sind in ver-

241) Uber dieses und andere iltere Beispiele von Integralgleichungen 1. Art
vgl. Encykl. II A 11, Pincherle, Nr. 28, 29.

242) Von diesem Gesichtspunkt aus behandelt H. Weyl®%), § 4—6 diese
und idhnliche Formeln; vgl. auch H. Weyl, Jahresb. Deutsch. Math.-Ver. 20 (1911),
p. 120—141, 339.

248) Vgl. auBer **') H. Hankel, Math. Ann. 8 (1875), p. 471—494.

244) H. Bateman, Math. Ann. 63 (1907), p. 526—548, § 1; Mess. of Math.
41 (1912), p. 94—101, 180—184; G. H. Hardy, ibid. 42 (1912), p. 89—93; L. Pisati,
Palermo Rend. 25 (1908), p. 272—282; M. Plancherel, London Math. Soc. Proc. (2)
24 (1925), p. 62—170.

245) Zuerst nach Hilberts Vorlesungen verdifentlicht bei 0. D. Kellogyg,
Dissert.?), p. 17ff. und Math. Ann. 582%%. Vgl. auch D. Hilbert, 2. Mitteil.
(G6tt. Nachr. 1904 = Grundziige, Kap. IX, p. 75f. und 3. Mitteil. Gott. Nachr.
19056 = Grundziige, Kap. X, p. 84 1T,

246) Ausdehnung auf unstetige Funktionen bei O. D. Kellogg, Bull. Amer.
Math. Soc. (2) 13 (1907), p. 168—170; A. Plessner, Dissert. GieBen 1923 (Mitteil
math, Sem. Gieflen X), 36 S., § 1.
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schiedener Weise auf andere von 1. Ordnung unendliche Kerne aus-
gedehnt worden®7).

Kennt man fiir einen unstetigen Kern eine solche Reziprozitits-
formel, so kann man, wie D. Hilbert und im AnschluB an ihn
O. D. Kellogg fiir eine Reihe von Fillen durchgefiihrt hat®%), auch
Integralgleichungen 1. Art mit Kernen, die sich von jenem unstetigen
Kern nur um einen additiven stetigen Kern unterscheiden, unschwer
auf Integralgleichungen 2. Art mit stetigem Kern zuriickfihren. Ahn-
lich behandelt H. Poincaré®?®) Integralgleichungen 1. Art mit unend-
lichem Integrationsintervall und Kernen, deren Unstetigkeit vom Typus
¢* ist, durch Anwendung der Fourierschen Integralformel.

b) Losbarkeitskriterien. In einer Reihe von Untersuchungen
werden Kriterien fiir die Losbarkeit der Integralgleichung (1) mit
stetigem oder uneigentlich singulirem Kern unter der Voraussetzung
gegeben, dafl die von E. Schmidt eingefiihrten, sog. adjungierten Eigen-
funktionen ¢,(s), ¥,(s) und zugehérigen Eigenwerte 1, von K(s, f)
(s. Nr. 36¢c) bekannt sind. Nachdem G. Lauricella®®) darauf hinge-
wiesen hatte, daB fiir die Existenz einer Losung von (1) mit konver-
gentem Quadratintegral die Konvergenz der Quadratsumme

2 (1) wu(s)ds)’

notwendig ist, hat E. Picard®™®) aus dem Fischer- Rieszschen Satz
(s. Nr. 15 d) geschlossen, daB diese Bedingung auch hinreicht, um die
Existenz wenigstens einer samt ihrem Quadrat im Lebesgueschen Sinne
integrierbaren Losung zu garantieren, vorausgesetzt, daB die ¢ (s) ein
vollstindiges Orthogonalsystem bilden; andernfalls tritt als weitere
Bedingung die Orthogonalitit von f(s) zu allen samt ihrem Quadrat
integrierbaren Nullsungen der transponierten homogenen Gleichung

247) O. D. Kellogg, Math. Ann. 5823%); H. Villat, Paris C. R. 166 (1918),
P. 981—984 und Darb. Bull. (2) 48 (1919), p. 18—48. — Vgl. auch die verwandten
Formeln bei G. H. Hardy, Mess. of Math. 53 (1924), p. 185 —142; 51 (1924),
p. 20—27 sowie in der daselbst zitierten Literatur.

248) H. Poincaré, Paris C. R. 148 (1909, p. 125—126; Acta math. 3377, § 5;
Literatur C 4, 1. Vortr., p. 7—10. Im selben Zusammenhang fiihrt er die gleiche
Integralgleichung fiir das Intervall 0 < ¢<2x, deren Bestehen indessen nur fiir
ganzzahlige Werte von s gefordert wird — also ein nach Nr. 22d géhﬁriges
Problem — durch Anwendung der Fourierschen Reihenentwicklung auf ein un-
endliches lineares Gleichungssystem zuriick.

249) G. Lauricella, Rom Acc. Linc. Rend (8) 17, (1908), p. 775—786; 17,
(1908), p. 193—204.

250) K. Picard, Paris C. R. 148 (1909), p. 1563—1568, 1707—1708; Palermo
Rend. 29 (1910), p. 79—97; vgl. auch Paris C. R. 157 (1913), p. 813—814.
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b
f K(s, t)5(s)ds = 0 hinzu®'). — Andere Formen der Losbarkeits-

kriterien, auch unter anderen Bedingungen fiir ¢ (s), die den in Nr. 18,
19, 20 angegebenen entsprechen, haben sich aus den in d) wiederzu-

9

gebenden Uberlegungen ergeben?®?)

¢) Besondere Integralgleichungen 1. Art sind von einzelnen
Autoren nach speziellen Methoden gelegentlich vollstindig geldst
worden. Als geeignetes Hilfsmittel erwies sich dabei vielfach die
Methode der komplexen Integration®3%); besonders hervorzuheben ist
die Losung der Integralgleichung mit dem Abelschen Kern (s—¢)-«
im Intervall (0, 1) durch T. Carleman.?*) Auch Reihenentwicklungen
sind in einzelnen Arbeiten herangezogen worden.®®) — Systeme von

251) G. Lauricella, Rom Acc. Linc. Rend. (5) 18, (1909), p. 71—175; 20, (1911),
p. 528—586. — Andere Beweisanordnungen und Umformungen dieser Kriterien bei
L. Amoroso, Rom Ace. Linc. Rend. (5) 19, (1910), p. 68—75 (vgl. Nr.22d 2%9));
H. Bateman, Mess. of Math. 89 (1910), p. 129—135; J. Mollerup, Paris C. R. 150
(1910), p. 818—315 = Palermo Rend. 29 (1910), p. 378—3879; C. Severini, Rom Acc.
Linc. Rend. (5) 28, (1914), p. 219—225, 315—321; L. Silla, ibid. p. 600—607. Uber-
tragung auf Systeme von Integralgleichungen 1.Art bei L.Silla 257). — Herleitungen,
die mit der Begriindung der Sitze tber adjungierte Eigenfunktionen (s. Nr. 36¢c)
verkniipft sind, geben 4. Vergerio, Rom Acc. Linc. Rend. (5) 24, (1915), p. 1199—
1205; 24, (1915), p.185—190, 513—519,610—616; Palermo Rend. 41 (1916), p. 1—35;
42 (1917), p. 285—302; J. Mollerup, Mat. Tidsskrift 19 (1923), p. 47—53. —
Weitere, mehr formale Bemerkungen tiber die Auflosung gewisser Integralglei-
chungen 1. Art im Zusammenhang mit der Eigenwerttheorie bei H. Bateman,
Mess. of Math. 38 (1908), p. 8—13, 70—76; 39 (1909), p. 6—19, 182—191; A. Vergerio,
Rom Ace. Line. Rend. (3) 23, (1914), p. 385—3889; P.J. Daniell, ibid. 25, (1916),
p. 16—17; vgl. auch K. Popoff, Paris C. R. 157 (1913), p. 1395—1397 und die
Berichtigung dazu von 4. Vergerio, Lomb. Ist. Rend. (2) 47 (1914), p. 172—176. —
Eine Anwendung des Lauricella-Picardschen Kriteriums auf Integralgleichungen,
deren Kern einen Parameter enthilt, gibt G'. Wiarda, Dissert. Marburg 1915, 63 S.

252) Durchgefiihrt inshesondere bei ¥'. Riesz 2%%), § 12—138 (vgl. auch Nr. 24 b)
und bei K. Helly *%), § 10 fiir Integralgleichungen mit Stieltjesschen Integralen.

253) H. Bateman, Math, Ann. 63%*%), § 2; C. Cailler, Arch. Sc. phys. et nat.
Gendve 38 (1914), p. 301—328. — Vgl. auch die durch Anwendung der Laplace-
schen Integraltransformation auf gewisse gewdhnliche und partielle Differential-
gleichungen entstehenden Losungsformeln besonderer Integralgleichungen bei
S. Pincherle®®) und P. Humbert, Edinb. Math. Soc. Proc. 32 (1914), p. 19—29;
33 (1915), p. 35—41.

254) T. Carleman, Math. Ztschr. 15 (1922), p. 111—120.

255) C. Runge, Math, Aun. 75 (1914), p. 130—132 [Kern k(s —¢) im Inter-
vall (— 00, - 00); formale Losung durch Reihen Hermitescher Polynome]; vgl.
dazu W. Kapteyn, Amst. Akad. Versl. 23 (1914), p. 49—59 und L. Crijns, Nieuw
Arch. Wisk. Amsterdam (2) 13 (1919—20), p. 292—294. — F'. Tricoms, Palermo
Rend. 46 (1922), p. 357—387 (iiberall endlicher Kern auf geschlossener Fliche als
Integrationsbereich).
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Integralgleichungen 1. Art sind behandelt bei Ch. Platrier*®), L. Silla®")
und C. E. Weatherburn.%%)

d) Das Momentenproblem. Dem Wesen nach #quivalent mit

der Losung der Integralgleichung 1. Art ist das Problem der Bestim-
mung einer Funktion ¢(s) durch abzéhlbar unendlichviele lineare
Integralbedingungen »
3) ShWo®a=c, (n=1,2,.),
wo die k,(¢) gegebene Funktionen, die ¢, gegebene Konstante sind;
an Stelle des kontinuierlich verinderlichen Parameters s in (1) tritt
hier also der ganzzahlige Parameter #n. Der Ubergang von (1) zu (3)
liBt sich wie in Nr.15 mit Hilfe eines vollstindigen Orthogonal-
systems unmittelbar bewerkstelligen®®), und ebenso kann man von
(3) zu unendlichvielen Gleichungen mit unendlichvielen Unbekannten
(Nr. 19, 20) iibergehen [vgl. 8)]. Fiir den Fall, daB die %, (¢) gleich den
Potenzen ¢"=! sind, ist das Problem (3) lange vor dem Entstehen der
‘Theorie der Integralgleichungen behandelt worden (s. Encykl. IT A 11,
"Pincherle, p. 805) und namentlich von 7. J. Stieltjes®®) als Momenten-
problem zum Gegenstand einer klassischen Untersuchung im Zusammen-
hang mit der Theorie der Kettenbriiche gemacht worden. Stieltjes
betrachtet das Integrationsintervall (0, oo) und fragt nur nach nichi-
negativen Losungen ¢(¢) >0 und allgemeiner nach monotonen Funk-
tionen @ (t), welche — die Integrale im Stieltjesschen Sinne verstanden
(s. Encykl. II C 9b, Nr. 35 d, Montel- Rosenthal) — den Gleichungen
geniigen:

) fraow =, (n=0,1,2,..).
0

Notwendige und hinreichende Bedingung fiir die Existenz einer mono-
tonen Losung ist die Positivitit der Determinanten C, und C der
n—1

quadratischen Formenpqz‘o o+ %p %, und 2 p ro+1%p q, die Losungen
1

werden aus der Integraldarstellung der zu derPotenz1 eihe 2 (—— 1)rc, 271

256) Ch. Platrier °®), note IL

257) L. Silla, Rom Acc. Linc. Rend. (5) 22, (1913), p. 13—20.

258) Darauf beruht die Behandlung der Integralgleichungen 1. Art bei
L. Amoroso *°4) 25%) sowie bei Ch. Mintz, Math. Ann. 87 (1922), p. 139--149, § 1, 2.

259) T. J. Stieltjes, Récherches sur les fractions continues, Paris C. R. 118
(1894), p. 1815—1817, 1401 —1403; Mém. sav. étrang. Paris 82, Nr. 2, 197 8.
= Ann. Fac. sciences de Toulouse 8 (1894) J., p. 1—122; 9 (1895) A., p. 5—47. —
Uber die Bedeutung dieser Untersuchungen fiir die Theorie der quadratischen
Formen unendlichvieler Veriinderlicher vgl. Nr. 43 c.
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gehorigen Kettenbriiche gewonnen. Unter Verwendung der seither in
der Kettenbruchtheorie entwickelten Hilfsmittel hat H. Hamburger°)
das gleiche Problem fiir das Integrationsintervall (— oo, 4 o) geldst:

+ o
) [rade) =, n=0,1,2,...).
Notwendig und hinreichend fiir die Losbarkeit ist C, > O; bezeichnet
n—1
C! die Determinante der Forn;, g 2c" +¢%%,, 80 ist die Losung im

wesentlichen eindeutig bestimmt (derart, daf zwei Losungen an allen
Stetigkeitsstellen iibereinstimmen), wenn lim (C,: C.") = 0; ist dieser

Limes > 0, so gibt es unendlichviele wesentlich verschiedene Losungen.
M. Riesz®') hat die gleichen Resultate ohne explizite Benutzung der
Kettenbriiche hergeleitet und erweitert, indem er die algebraischen
Eigenschaften der durch (5) gegebenen Funktionaloperation, die jedem
Polynom z,-+ z,¢ -+ ---+ z,¢* die Zahl z,¢, + z,¢; 4 --- 4 z,¢,
zuordnet, schirfer untersucht und den GrenzprozeB » — oo ausfiihrt.
Andere Darstellungen unter Benutzung der Eigenschaften analytischer
Funktionen haben R. Nevanlinna®®?) und T. Carleman®®®) gegeben.
Das allgemeine Problem (3) hat F. Riesz®®) genau mit den Me-
thoden behandelt, die er spiter (Nr.20c¢) auf unendlichviele Glei-

260) H. Hamburger, Uber eine Erweiterung des Stieltjesschen Momenten-
problems, Sitzungsber. Bayr. Akad., Math.-phys. Kl. 1919, p. 381—393; Math.
Ann. 81 (1920), p. 235—319; 82 (1921), p. 120—164, 168—187.

261) M. Riesz, Sur le probléme des moments, Ark. f. Mat. 16 (1921), Nr. 12,
23 8.; Nr. 19, 21 S.; 17 (1923), Nr. 16, 52 8. — Die dritte Arbeit enthilt eine von
den ersten beiden im Gedankengang unabhingige Begriindung, die von einer
begrifflichen Ausdehnung jener Funktionaloperation auf beliebige Funktionen
ausgeht.

262) R. Nevanlinna, Ann, Ac. Scient. Fenn. A 18 (1922), Nr. 5, 53 S.

268) T. Carleman, Paris C. R. 174 (1922), p. 1527—1530, 1680—1682.

264) F. Riesz, Math. Ann. 69 (1910), p. 449—497. — Den Fall quadratisch
integrierbarer ¢(t) hat L. Brand, Ann. of Math. (2) 14 (1913), p. 101—118 nach dem
Muster der Bdcher-Brandschen Darstellung 2'%) des E. Schmidtschen Auflosungs-
verfahrens von Nr. 19 behandelt; vorher hatte bereits L. Amoroso, Ann. di mat.
(8) 16 (1909), p. 128—140 durch Anwendung des Orthogonalisierungeverfahrens
auf die %,(t) einige Resultate in dieser Richtung gegeben; sachlich identisch da-
mit ist die Methode von Ch. Muintz2%%); vgl. auch J. Takenaka, Tohoku math. J.
23 (1923), p. 167—196. Ferner sind hier die Untersuchungen von W. Stekloff,
Mem. Ac. Imp. Petersbourg 32 (1915) zu erwihnen. Das Problem (3) mit Neben-
bedingungen fiir @(s) hat weiter untersucht S. Kakeya, Tohoku math. J. £ (1914),
p. 186—190; 8 (1915), p. 14—23; Tokyo Math. Ges. (2) 8 (1916), p. 83—102,
408—420; (2) 9 (1918), p. 93—100.
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chungen mit unendlichvielen Unbekannten angewendet hat; er findet
als notwendig und hinreichend fiir die Existenz einer Losung (),

b
fiir die ﬁ @(t)|*dt (im Lebesgueschen Sinne) existiert, die Existenz
ciner Zahl m derart, daB fiir jedes ganzzahlige n und beliebige Werte

Upy o ooy Uy, n o -
6) |Z:upcp““§mﬂzl‘upkp(t)
r= a p=

Dariiber hinaus haben F. Riesz*5) und nach ihm E. Helly*®) unter
Verwendung des Stieltjesschen Integralbegriffes die Ldsbarkeit der
Gleichungen

(7 [rdow =c, (n=1,2,..)

durch Funktionen beschrdinkter Schwankung untersucht und in der Exi-
stenz einer Zahl m gemif

Lg;upcpl <m -al\lgI?gb Ié%kp(t)l

fiir jedes ganzzahlige » und beliebige u,, ..., v, die Bedingung der
Losbarkeit erkannt.

23. Nouere Untersuchungen iiber lineare Volterrasche Integral-
gleichungen.”®?)

a) Als Volterrasche Integralgleichungen bezeichnet man
[vgl. Nr. 3, Ende')] solche Integralgleichungen, in denen die obere
Integrationsgrenze gleich der freien Verinderlichen s des Kernes ist
oder — allgemeiner — in denen die Grenzen von s abhingen. J. Le
Rouz'®) und V. Volterra®)¥) gingen von der Integralgleichung 1. Art
dieses Typus aus: s

“at.

1 o) = [N, 9t at, wo 9(0) =0,
0
und bemerkten, daB man sie durch Differentiation in die Gestalt
’ ON (s, ¢
@) 76 = NG 9) o) + [ X8 g ar

0

265) F. Riesz, Paris C. R. 149 (1909), p. 974—977; 150 (1910), p. 674—677;
Ann. Ec. Norm. (3) 28 (1911), p. 33—62; es ergeben sich auch Bedingungen fiir
die Existenz monotoner Losungen. — Vgl. auch S. Kakeya, Tohoku Sc. Rep. 4
(1915), p. 361—372; 5, (1916), p. 127—134.

266) E. Helly, Wiener Ber. Ila 121 (1912), p. 265—297.

267) Eine ausfiihrlichere Behandlung dieser Gleichungen findet man in fol-
genden Lehrbiichern: T. Lalesco, Literatur A 6, p. 5—18, 108—111; V. Voiterra,
Literatur A 9, p. 34—101; G. Vivants, Literatur A 10, p. 556—99.
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umsetzen kann, falls g(s) und N(s, ¢) stetig differenzierbar sind. Ist
N(s,s) = m >0 im ganzen in Betracht gezogenen Intervall 0 <s <},
so liegt hierin eine (Volterrasche) Integralgleichung 2. Art mit ste-
tigem Kern K(s, #) vor:

3) () = 9(s) +0f K(s, 0) 9() d¢,

und Le Roux'®) und Volterra'®) zeigten, daB die Losung einer solchen
Gleichung eindeutig bestimmt ist und durch die in 0 < s <b gleich-
m#Big konvergente Entwicklung nach iterierten Kernen geliefert wird 26%):

4) 9(s) = 1(5) + O [ E(s, ) f(t) i

n=1
die Definitionsformel der iterierten Kerne [vgl. (1) von Nr. 11] nimmt
hier wegen der besonderen oberen Grenze die Gestalt an:

(42) KO(s,t) = [ K~0(s, ) E(r, )dr (¢<s;n—2,3,..),
¢

und hieraus ergibt sich unmittelbar, falls |K(s, )| < M ist, die die
behauptete Konvergenz gewihrleistende Abschitzung %)

(4b) |K0(s, ) | < Ml 2

(n—1)!

Die friitheren Arbeiten iiber Volterrasche Integralgleichungen, die
vor der Fredholmschen Entdeckung entstanden sind, sind in Encykl
II A 11, S. Pincherle, Nr. 30, 31 b referiert; tiber die Bedeutung der
Volterraschen Integralgleichungen in der Entstehungsgeschichte der
allgemeinen Integralgleichungstheorie vgl. Nr. 3, 4 dieses Artikels. Es
bleibt hier noch tiber eine Reihe neuerer Untersuchungen zu berichten,
die die Eigenart der Volterraschen Integralgleichungen gegeniiber dem
allgemeinen Typ nach verschiedenen Richtungen hin betreffen.

b) Diese Untersuchungen beziehen sich in erster Linie auf das
Verhalten der Losung in der Umgebung der Stelle s = 0, die bei der
Volterraschen Integralgleichung naturgemiB eine besondere Rolle

268) Man kann das zur Reihe (4) fiihrende Verfahren der sukzessiven
Approximation auch ohne den Ubergang zu (2) direkt auf die durch geeignete
andere Kunstgriffe umgeformte Gleichung (1) anwenden; s. P. Burgatti, Rom
Acc. Linc. Rend. (5) 12, (1903), p. 443—452; K. Picard, Paris C. R. 139 (1904),
p. 245—248. Andererseits kann man von (1) auch durch partielle Integration zu
ON(s, b

ot
Integral von ¢ als unbekannter Funktion iibergehen [vgl. V. Volterra®), 1. Note].

269) Anwendungen dieser Abschiétzung auf die approximative Losung Vol-

terrascher Gleichungen bei 4. Viterbs, Ist. Lomb. Rend. (2) 45 (1912), p. 1027—1060.

einer Integralgleichung 2. Art mit dem Kern und dem unbestimmten
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spielt; man nimmt dabei meist die gegebenen Funktionen als analy-
tische Funktionen komplexer Vergnderlicher und bestimmt ¢(s) in der
komplexen Umgebung von s = 0.2") So ergibt sich unmittelbar aus
der in a) angegebenen Entwicklung das Volterrasche Resultat®)9):
Sind g(s), N(s, t) bei s = 0 bzw. s = ¢ = 0 regulir analytisch und ist
N(0,0) 4= 0, so hat (1) eine eindeutig bestimmte reguléir analytische
Losung ¢(s) in dem groBten Kreis um O, innerhalb dessen keine
Nullstelle von N(s,s) und keine singuliire Stelle von g(s) und N(s, ?)
liegt. Die Behandlung des Falles N(0,0) =0 — die entsprechende
Integralgleichung zweiter Art (3) ist dann singuldr — ist unter gewissen
einschrinkenden Voraussetzungen von V. Volterra®™), E. Holmgren®),
T. Lalesco®™) durchgefﬁhrb worden; als Hauptresultat sei folgendes

angefithrt: Sind 2 4,s"=7¢ die Gheder niederster Dimension in der
Potenzentwmklung von N(s, ) und ist 2 A,=1lims " N(s, s) == 0, so
§=0

hat (1) dann und nur dann eine be1 s=0 endliche Losung, wenn
g(s) samt seinen ersten n Ableitungen bei s = O verschwindet und
wenn die ,charakteristische Gleichung®

() Aot — D) p A, (A — 2 e A (A —n— 1)t =0
lauter Wurzeln 4 mit positiv reellem Teil hat; hat sie andere Wurzeln,
so treten entsprechend viele gleichartige Losungen der zugehérigen
homogenen Gleichung auf. Man gewinnt diese Sitze am bequemsten
durch ein Verfahren der sukzessiven Approximation®?), das von einer
durch wiederholte Differentiation (bzw. eine analoge Integraloperation)
aus (1) gewonnenen linearen Differentialgleichung vom Fuchsschen
Typus ausgeht, deren determinierende Gleichung bei s =0 (5) ist.

Den Ausnahmefall 34, = O hat erst J. Horn®™) wenigstens fiir n — 1
v=0

erschdpfend untersucht; hier hat die entsprechende Differentialglei-
chung eine Stelle der Unbestimmtheit, und demgem#B bestimmt Horn

270) Eine mit der E. Schmidischen Methode (Nr. 10 a) verwandte Methode
zur Untersuchung des Verhaltens in der Nihe anderer Stellen, als der in der
unteren Grenze auftretenden, bei L. Orlando, Rom Acc. Linc. Rend. (5) 24, (1915),
p. 1040—1041.

271) V. Volterra®), 3. und 4. Note.

272) E. Holmgren, Bihang Sven. Ak. Handl 25, (1899), I, Nr. 3, 19 S.; Upsala
nova acta (3) 20 (1899), 32 S.; Torino Atti 35 (1900), p. 570—580.

273) T. Lalesco, Thése'?), 1. P., Nr. 5—8.

274) J. Horn, J. f. Math. 140 (1911), p. 120—158. Vgl. auch M. Watanabe,
Tokyo Math. Ges. (2) 8 (1915), p. 212—213; Tohoku Math. J. 8 (1915), p. 130—174;
10 (1916), p. 220—224,
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das Verbalten der Losungen der inhomogenen und homogenen Inte-
gralgleichung durch Verwendung der in der Theorie der linearen
Differentialgleichungen gebriuchlichen asymptotischen Reihenentwick-
lungen (vgl. Encykl. II B 5, Nr. 5, E. Hilb). J. Horn hat weiterhin ")
die Untersuchung vertieft, indem er die Laplacesche Integraltransfor-
mation (vgl. Encykl. Il A 11, Nr. 16, S. Pincherle) auf die Volterrasche
Integralgleichung und ebenso auf Systeme Volterrascher Integralglei-
chungen (bzw. auf die durch Differentiation aus ihnen entstehenden
Gleichungen) anwendet und so wiederum zu Volterraschen Integral-
gleichungen kommt, die er durch konvergente Reihen von erfaBbarem
asymptotischen Verhalten l6sen kann; dhnlich hat er®) die aus linearen
Differentialgleichungen und Differenzengleichungen durch die Laplace-
sche Transformation entstehenden Volterraschen Integralgleichungen
behandelt.

In etwas anderer Richtung hat G. C. Evans®*") die Volterrasche
Integralgleichung zweiter Art (3) untersucht. Nachdem er zunichst
die Giiltigkeit der Entwicklung nach iterierten Kernen auf gewisse un-
stetige absolnt integrierbare Kerne ausgedehnt hat®'®), hat er auch
nicht absolut integrierbare Kerne in Betracht gezogen und eine
Reihe von Bedingungen fiir die Existenz einer oder auch mehrerer
stetiger Losungen angegeben. G. C. Evans®™®) hat ferner diese Resul-
tate auf Volterrasche Integralgleichungen 2. Art mit einer Integrations-
grenze oo iibertragen.

¢c) Verallgemeinerte Volterrasche Integralgleichungen.
Neben den schon erwihnten Systemen mit mehreren unbekannten
Funktionen sind auch im Gebiete der Volterraschen Integralglei-
chungen die iibrigen in Nr. 13 aufgefiihrten Verallgemeinerungen viel-
fach untersucht worden. Es sei hier nur die schon von V. Volterra®)

275) J. Horn, J. f. Math. 146 (1915), p. 95—116; Math. Ztschr. 3 (1919),
p- 265—313; 8 (1920), p. 100—114,

276) J. Horn, Jahresb. Deutsch. Math.-Ver. 24 (1915), p. 210—225, 309-—329;
25 (1917), p. 74—83, 301—3825; zu den Differenzengleichungen vgl. Encykl. IIC7,
Nr. 6, p. 701, N E. Norlund.

277) G. C. Fvans, Bull. Amer. Math. Soc. (2) 16 (1909), p. 130—136; Trans,
Amer. Math Soc. 11 (1910), p. 398—413; 12 (1911), p. 429—472.

278) Vgl. auch die Bemerkungen von W. H. Young, Quart. J. 41 (1910),
p. 176192 iiber Kerne, die in Lebesgueschem Sinne integrierbar sind; weitere
spezielle Typen singulérer Kerne bei R. d’ Adhémar, Atti 4. congr. int. Roma 1909,
t. 2, p. 115—121

279) G. C. Evans, Rom Acc. Linc. Rend. (6) 20, (1911), p. 409 —415,
656-—662 20, (1w11), p. 7—11; C. E. Love, Trans. Amer. Math. Soc. 15 (1914),
p. 467—476 gibt andere Bedingungen fiir diesen Fall,
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behandelte Integralgleichung 1. Art fiir Funktionen von zwei Unbe-
bekannten hervorgehoben:

(6) SN 0347 9t 7) dtdr = g(s, 6),

00
aus der durch zweimalige Differentiation eine gemischte Volterrasche
Integralgleichung 2. Art vom Typus Nr. 13, (2) entsteht; diese kann
aufer durch die in Nr. 13 b genannten Methoden auch durch sukzes-
sive Approximation, d. h. durch passende Verallgemeinerung der Ent-
wicklung nach Iterierten behandelt werden?v).

Diejenigen Verallgemeinerungen der Volterraschen Integralglei-
chung (3), bei denen die obere Grenze nicht s, sondern eine beliebig
gegebene stetige Funktion A(s) ist, liefern, falls iiberall 0 < A(s) < s
ist, nichts Neues. Andernfalls haben sie einen wesentlich anderen
Charakter; insbesondere gilt nicht mehr, daf das Bestehen der Inte-
gralgleichung in jedem Intervall 0 < s < b die Funktion ¢(s) in diesem
Intervall eindeutig bestimmt, denn wenn man — bei passendem b —
@(s) in den Intervallen Min#(s) < s < 0 bzw. b < s < Maxh(s) will-
kiirlich wahlt, bleibt eine gewdhnliche Integralgleichung 2. Art fiir
die Werte von ¢(s) im Intervall 0 <s < b zuriick. Man wird also
die Giiltigkeit der Gleichung fiir alle s > 0 bzw. auch fiir negative s
fordern, um zu einem bestimmten Problem zu kommen; sie ist damit
einer singuldren Integralgleichung (mit unendlichem Integrationsinter-
vall) bzw. einem System zweier Integralgleichungen [mit den Werten
von ¢(s) fir s >0 und s <O als Unbekannten] #quivalent.®®!) Ana-
loges gilt natiirlich, wenn auch die untere Grenze von s abhiingt.

Von Gleichungen dieser Gruppe hat bereits V. Volterra®*) den
Fall behandelt, daB beide Grenzen proportional s sind; er fiihrt ihn
auf den Typus

©) 9() = N 9@ dl, le|<1,

und durch Differentiation auf die verallgemeinerte (funktionale) Vol-
terrasche Integralgleichung 2. Art

(8) 9(s) + P(s) p(as) + [ E(s, 1) 9(5) dt = £(s)

280) T. Lalesco, Thése %), 1. P., Nr.13; M. Mason, Math. Ann. 65 (1908), p.570
—576; T. H. Gronwall, Aon. of. Math. (2) 16 (1915), p. 119—122.

281) Dieser Sachverhalt kommt in der Mehrzahl der Arbeiten iiber Pro-
bleme dieser Gruppe mehr oder weniger ausdriicklich zar Geltung; ein Beispiel
fir die Unbestimmtheit der Losung ist vollstindig durchgerechnet bei P. Nalili,
Palermo Rend. 46 (1922), p. 261—264.

282) V. Volterra, Ann. di mat. 25'%), Art. IL.

Encyklop. d. math. Wissensch. II 3. 96
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zuriick, die je nach dem Vorzeichen von « fiir s > 0 oder fir s >0
und $ <0 zu betrachten ist. Eine éhnliche Integralgleichung, in der
nur O statt «s als untere Grenze auftritt, hat fir |«| < 1 E. Picard?®)
durch sukzessive Approximation von einer Funktionalgleichung aus
gelost; er hat gezeigt, daB sie unter geeigneten Voraussetzungen iiber
die eingehenden Funktionen genau eine bei s = O stetige Losung be-
sitzt; 7. Lalesco®™) hat diese Methode auf (7) angewandt. Fiir ge-
wisse singulire Kerne, wie sie aus einer Abelschen Integralgleichung
entstehen (s. Nr. 23 d), hat P.J. Browne™) die Gleichung (8) ein-
gehend untersucht und hat insbesondere gezeigt, daB die Losung eine
meromorphe Funktion eines in P(s) und K(s, ?) linear eingehenden
Parameters 4 ist. Einen singuliren Charakter hat der Fall « = — 1,
den V. Volterra®*) und weiterhin 7. Lalesco®*®) behandelt hat.

Endlich sind mit &hnlichen Methoden in einer Reihe von Ar-
beiten®7"), zum Teil in direkter Verbindung mit Randwertaufgaben
hyperbolischer Differentialgleichungen, Volterrasche Integralgleichungen
1. und 2. Art untersucht worden, bei denen eine oder beide Grenzen
nicht mehr linear von s abhingen.

d) Besondere Volterrasche Integralgleichungen. Das
klassische Vorbild der Volterraschen Problemstellung, die Abelsche
Integralgleichung [s. Nr. 4, (7)], d. i. die Gleichung (1) mit dem

283) E. Picard, Paris C. R. 144 (1907), p. 1009—1012. Weitere Losungen
dieser Gleichung, die sich aus anderen Lisungen der Ausgangs-Funktionalglei-
chung ergeben, haben C. Popovici, Paris C. R. 158 (1914), p. 1866—1869 und
A, Myller v. V. Valcovici, Bukar. Bull. 3 (1914), p. 165—171 untersucht. Ein
Eigenwertproblem fiir eine solche Integralgleichung bei P. Nalli, Rom Ace. Linc.
Rend. (5) 29, (1920), p. 23—25, 84—86; 30, (1921), p. 85—90, 122—127, 295—300,
405—410, 451—456; 31, (1922), p. 245—243; Palermo Rend. 47 (1923), p. 1—14.
Eine weitere Verallgemeinerung, in der g(h(s)) mit gegebenem h(s) statt ¢(as)
auftritt, behandelt 4. Myller, Paris C. R. 148 (1909), p. 1090—1091 und Math.
Ann, 68 (1909), p. 75—106. Vgl. auch die hierhin gehorige Gleichung bei G. An-
dreoli, Rom Ace. Linc. Rend. (5) 25, (1916), p. 79—84.

284) T. Lalesco, These!?), 1. P.,, Nr. 10; vgl. dazu M. Picone, Rom Acc.
Linc. Rend. (5) 19, (1910), p. 259—265 und C. Popovici, Palermo Rend. 89 (1915),
p. 341—344.

285) P. J. Browne, Paris C. R. 154 (1912), p. 1289—1291, 1402—1404; These
(Paris 1913), 146 S, = Ann. Fac. Sc. Toulouse (3) 4 (1912), p. 63—198.

286) 7. Lalesco, Theése ", 1. P., Nr. 14.

287) T. Lalesco, Paris C.R. 152 (1911), p. 5679—580; Darb. Bull. (2) 35 (1911),
p. 205—212; M. Picone, Palermo Rend. 31 (1911), p. 133—169; 32 (1911), p. 188—
190; Batt. Giorn. 49 (1911), p. 178—180; G. Andreoli, Rom Acc. Linc. Rend.
(5) 22, (1913), p. T76—781; 23, (1914), p. 196—201; Palermo Rend. 37 (1914),
p. 16—112; Battagl. Giorn. 53°°) (auch Gleichungen, in denen nebeneinander
Integrale mit konstanten und variablen Gremzen auftreten).
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singuliren Kern (s — #)=" (» < 1), ist samt ihren unmittelbaren Ver-
allgemeinerungen in Encykl. II A 11, Nr. 30, S. Pincherle, behandelt.?®)
Mit Hilfe der Abelschen Umkehrungsformeln lassen sich Integralglei-
chungen (1) mit Kernen (s —#)~"G(s, ¢), wo G endlich und stetig
ist, leicht auf solche mit endlichem Kern zuriickfiihren.??)

In seiner ersten Arbeit von 1823%) hat N. H. Abel ferner einen
Gleichungstyp erwihnt, der auf eine Volterrasche Integralgleichung

1. Art mit dem singuliren Kern —:—N (%) und den Grenzen as, bs

hinauskommt, ohne jedoch eine Losung anzugeben; er ist ausfiihrlich
von P. J. Browne*) durch Zuriickfilhrung auf eine Integralgleichung
der Form (8) sowie in speziellen Fillen von E. Holmgren®!) durch
Potenzentwicklungen, die formal an Abelsche Gedankenginge an-
schlieflen, behandelt worden.

Die, meist in Riicksicht auf bestimmte Anwendungen, explizit
gelosten Volterraschen Integralgleichungen haben durchweg Kerne,
die Funktionen der Differenz s — ¢ allein sind®?) (vgl. auch Nr. 14,
263, 3). Hervorgehoben sei hier nur die Behandlung der Integral-

288) Der dort angegebenen Literatur ist noch hinzuzuftigen: C. Cailler, Darb.
Bull. (2) 28 (1899), p. 26—48; E. Goursat, Acta math. 27 (1903), p. 129—1384;
J. G. Rutgers, Amsterd. Ak. Versl. 22 (1913), p. 2656—272; 24 (1915), p. 557—568;
A. Kienast, Ziirich Naturf. Gesellsch. 62 (1917), p. 59—66.

289) V. Volterra®), 2. Note; Ann. di mat. 2519, Art. I; E. Picard 268) .
T. Lalesco, These '), 1. P., Nr. 9. — V. Volterra, Rom Acc. Linc. Rend. (5) 11 %4%),
Chap. VI behandelt analog Kerne, die fiir s = ¢ logarithmisch unendlich
werden.

290) P. J. Browne, These %) sowie Paris C. R. 155 (1912), p. 120—132, 1136
—1140; 158 (1914), p. 1562—1665.

291) E. Holmgren, Ark. for Mat. 16 (1922), Nr. 15, 20 S.

292) N. Hirakawa, Tohoku Math. J. 8 (1915), p. 88—41; 7. Hayashi, ibid.
10 (1916), p. 56—59; J. Usat, Batt. Giorn. 56 (1918), p. 209—215; Palermo Rend.
45 (1921), p. 271—283; J. Kaucky, Univ. Masaryk public. Nr. 17 (1922), 16 S.
[Kerne (s — tj"]. — St. Mohorovidié, Jugosl. Acad. Bull., Math.-phys. K1. 6/7 (1916),
p- 1—6, 180; Rada jugosl. Acad. 218 (1916), p. 1; H. Bateman, Mess. of Math.
49 (1920), p. 184—187; T. Hayashi, Tohoku Math. J. 19 (1921), p. 126—135 (Ex-
ponentialfunktion von s —¢). — W, Kapteyn, Amsterd. Akad. Versl. 23 (1914),
p- 282—245; O. Tedone, Rom. Acc. Linc. Rend. (5) 22, (1913), p. 757—761; 23,
(1914), p. 120—126, 473—480; 24, (1915), p. 544—554 (Besselsche Funktionen von
s —1t). — 0. Tedone, ibid., 29, (1920), p. 333—344; F. Sbrana, ibid., 30, (1921),
p. 492—494 (Hypergeometrische Funktionen von s—t). — E. T. Whittaker,
Lond. Roy. Soc. Proc. (A) 94 (1918), p. 367—383; F. Sbrana, Rom Ace, Linc.
Rend. (5) 81, (1922), p. 464—456; V. Fock, Math, Ztschr. 21 (1924), p. 161—173,
vgl. dazu G. Doetsch, ibid. 24 (1926), p. 785—1788 und *4%) (Beliebige Funktionen
von § —¢, bei Whittaker im Hinblick auf numerische Losung).

96*



1466 IIC13. Hellinger-Toeplitz. Integralgl. u. Gl. mit unendlichv. Unbekannten.

gleichungen 2. Art mit den Grenzen O,s und s — 1,s und dem be-
liebigen Kern K(s — ¢) durch G. Herglotz*®).

e) Unter den Gleichungssystemen mit unendlichvielen Unbekannten
hat J. Horn ) einen Typus ,,Volterrascher Summengleichungen“
herausgehoben:

ZNGs 5+ w9l = 6),

die genau den Volterraschen Integralgleichungen (1) entsprechen; er
hat fiir sie in genauer Analogie zu seinen in b) erwihnten Arbeiten
unter der Annahme, daB N(s, ), f(s) im Unendlichen regulire Funk-
tionen von s, ¢ sind, das asymptotische Verhalten der Losung o (?)
fiir groBe ¢ untersucht.

24. Lineare Funktionaloperationen. Aus der allgemeinen Theorie
der Funktionaloperationen?®?®) sei hier dasjenige zusammengestellt, was
nach Fragestellung und Methode mit der Auflgsung der linearen Inte-
gralgleichungen und der Systeme von unendlichvielen linearen Glei-
chungen zusammenhéngt.

a) Die Algebra der Funktionaloperationen.

Das Wort , Funktionaloperation® wird in etwas schwankendem
Umfange gebraucht. Allgemein zu reden, bezeichnet es irgendeine
Operation §§, die nicht auf Zahlen z, sondern auf Funktionen ¢(s)
angewendet wird, wie z. B. das Differenzieren, das Bilden eines be-
stimmten Integrals in gegebenen Grenzen, das Einsetzen einer Funk-
tion in die linke Seite einer Differentialgleichung oder Integralglei-
chung u. a. m. Vielfach aber wird es vorzugsweise nur in dem engeren
Sinne verwendet, daB das Resultat der Operation eine Zahl ist (wie
beim bestimmten Integral), und zum Unterschiede davon werden dann
solche Funktionaloperationen, deren Resultat selbst wieder eine Funk-
tion ist, wohl auch als Funktionaltransformationen bezeichnet. Kine
lineare Funktionaloperation (,distributive Operation®) insbesondere ist

293) G. Herglotz, Math. Ann. 65 (1908), p. 87—106 im AnschluB an die von
P. Hertz, ibid., p. 1—86 behandelten speziellen Integralgleichungen der Elek-
tronentheorie. Vgl. auch F. Schairer 3%%), p. 227 ff. ‘

294) J. Horn, J. £ Math. 140 (1911), p. 159—174; Arch. Math. Phys. (3) 26
1918), p. 132—145. Vgl. auch H. ». Koch, Arkiv 152'") und O. Perron, Math
Ztschr. 8, Math. Ann, 84 217),

295) Vgl. die Gesamtdarstellung dieses Kalkils Encykl. 11 A 11, S. Pincherle
(abgeschlossen 1905; vom Autor erweiterte und bis 1912 fortgefiihrte Bearbeitung
in Encycl. frang. I 26). Vgl. ferner zu a): 8. Pincherle und U. Amaldi, Le ope-
razioni funzionali distributive, Bologna 1901; zu b): P. Lévy, Legone d’analyse,
fonctionelle, Paris 1922 (Coll. Borel), 442 S.; Analyse fonctionelle, Paris (Gau-
thier-Villars) 1925, mém. des sciences math., fasc. V, 56 S.
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eine solche, fiir die gilt:

(@18 4+ 959)) = F(s ) + F(Pe(),
Flcp®) = cF(p©).

Betrachtet man gleichzeitig zwei Funktionaloperationen, und zwar zwei
solche, die die Eigenschaft haben, jede Funktion einer gegebenen
Klasse von Funktionen in eine Funktion derselben Klasse iiberzufiihren,
so ergibt sich der Begriff des symbolischen Produkts der beiden Ope-
rationen & (o) als F(G(p)), also als der Erfolg der Anwendung erst
von & auf ¢, dann von § auf das Resultat @ (gp), insbesondere auch
der der symbolischen Potenz $§”; die Rolle der 1 in diesem Kalkiil
iibernimmt die identische Transformation €(¢) = ¢@. Als lneare
Funktionalgleichung bezeichnet man die Aufgabe, zu einer gegebenen
linearen Funktionaltransformation ¥ eine Funktion ¢ zu finden, fiir
die §(p) = 0 ist.

Die Idee der sukzessiven Approximation oder — wie ihre An-
wendung aunf Integralgleichungen und unendlichviele Verénderliche
hier durchweg bezeichnet wurde (vgl. Nr. 3, 11,(2), 16d, 3) — die
,Entwicklung nach Iterierten® liefert ein Beispiel fiir den Nutzen einer
solchen allgemeinen formalen Begriffsbildung. Dieser analytische Kunst-
griff erweist sich némlich als die Anwendung der elementaren Idee
der geometrischen Reihe statt auf Zahlen auf Funktionaloperationen
der eben betrachteten Art. Setzt man — indem man dabei von allen
Konvergenziiberlegungen absieht — nach dem Muster

z=14a +a®4---
ax=a-+a*4at4--.

r—ar=1

die symbolische geometrische Reihe an:

1 ¢=CN+FO+FO+--

so wird entsprechend

@) §(@) =30 + 3O+ 3"+,

also
(3) ¢ — F(9) =€) =T,
d. h. die Funktionalgleichung (3) wird durch die in (1) definierte
Funktion ¢ gelost (vgl. Nr. 315)).29)
Dieser in der Hauptsache von S. Pincherle ausgebildete Operations-

296) In #hnlicher Weise erscheint iibrigens der Kunstgriff des Abspaltungs-
verfahrens Nr. 10a, 4, wenn man ihn in die Sprache dieses Operationskalkiils
tbertrigt, als durchaus naturgemiB; vgl. Nr. 24 b Ende, F. Riesz 3%4).
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kalkiil®®") spielt in der Analysis des Funktionenraumes die gleiche
Rolle, wie die Vektoranalysis fiir den dreidimensionalen Raum und
wie der Matrizenkalkiil fiir die Algebra des Raumes von n Dimen-
sionen. Seine Niitzlichkeit tritt iibrigens in der Eigenwerttheorie noch
stiirker hervor (vgl. Nr.45a und Nr. 39a%!)). Im Rahmen der Auf-
losungstheorie ist noch die Einfihrung der Lieschen Idee der Trans-
formationsgruppe und ihrer infinitesimalen Transformation in die Geo-
metrie des Funktionenraumes zu erwihnen *%8).

b) Der Standpunkt der Mengenlehre.

Die zentrale Stellung der Integraloperationen innerhalb aller
linearen Funktionaloperationen hat zuerst J. Hadamard*®) dargetan, in-
dem er bewies: Sei (g(s)) eine beliebige lineare Funktionaloperation,
die jeder im Intervall ¢ < s < b stetigen Funktion ¢(s) eine bestimmte
Zah] zuordnet, und sei § eine stetige Operation [d. h. }'111:0 S(p,) =5 (),

wenn die ¢,(s) im Intervall ¢ < s <b gleichmiBig gegen ¢(s) kon-
vergieren], so kann man eine Folge stetiger Funktionen £,(s) so be-

297) In Ergénzung der unter 2°%) aufgefiihrten zusammenfassenden Dar-
stellungen seien hier nur diejenigen Arbeiten zusammengestellt, in denen S. Pin-
cherle nach der Entstehung der Integralgleichungstheorie deren Beziehungen zu
seinem Kalkiil erdrtert hat: a) Rom Acc. Linc. Rend. (5) 14, (1905), p. 366—3874;
b) Bol. Mem. (6) 3 (1906), p. 148—171; ¢) Rom Ace. Linc. Rend. (5) 18, (1909),
p- 85—86; d) Bol. Mem. (6) 8 (1911), p. 55—90 (117—152 der anderen Pagi-
nierung); e) Rom Acc. Linc. Rend. (5) 20, (1911), p. 487—493; f) Batt. Giorn.
50 [(3) 8] (1912), p. 1—16; g) Bol. Mem. (6) 9 (1912), p. 61—70. Vgl auch
H. B. A. Bockwinkel, Amsterd. Akad. Versl. 25 (1916), p. 363—374, 646—660,
805821, 905—917, 1017—1032, 1851—1365, 1426—1444; 27 (1919), p. 1232
—1235.

298) @. Kowalewski, Paris C. R. 153 (1911), p. 981—933 (die aus den Vol-
terraschen Integralgleichungen entspringende Transformationsgruppe), ebenda
p. 14562—1454 (projektive Gruppe im Funktionenraum), Wien. Ber, 120 (1911)
1Ia, p. 77—109, 1485—1472 (die aus den Fredholmschen Integralgleichungen ent-
springende Gruppe, insbesondere die orthogonalen Transformationen in ihr und
deren Cayleysche Parameterdarstellung; Liesche Klammerausdriicke), ebenda 121
(1912) IIa, p. 941—947 (Verwendung der Volterragruppe fiir lineare homogene
Differentialgleichungen). Ferner E. Vessiot, Paris C. R. 154 (1912), p. 571—573 und
347): L. L. Dines, Amer. Math. Soc. Trans. 20 (1919), p. 456—65 und anschlieBend
daran T. H. Hildebrandt, Amer. Math. Soc. Bull. 26 (1920), p. 400—405 (die pro-
jektive Gruppe), endlich J. A. Barnett, Amer. Nat. Ac. Proc. 6 (1920), p. 200—204
und A. D. Michal, Amer. Math. Soc. Bull. 30 (1924), p. 338—344. — Wegen der
Einordnung dieser Untersuchungen in den Komplex der Integrodifferentialglei-
chungen vgl. Nr. 24d, 23%!% und 27 a%¢%).

299) J. Hodamard, Paris C. R. 136 (1903), p. 351—3b4; vgl. hierfiir und fir
das folgende Encykl. Il A 11, Pincherle, Nr. 13, und Encyel. frang. IT 26, Nr. 19.
Anderer Beweis bei M. Fréchet, Amer. Math. Soc. Trans. 5 (1904), p. 493—499.
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stimmen, daB fiir jedes stetige ¢(s)

F(pe) = lim [&,(s) 9 (s)ds

gilt. Nachdem Hadamard auf diese Weise damit begonnen hatte, den
rein formalen Operationskalkiil in einem konkreten Falle von einiger-
maBen allgemeiner Natur zu realisieren, haben M. Fréchet u. a. durch
Heranfithrung der Mittel der modernen Mengenlehre den Inhalt dieses
Satzes in den drei in Betracht kommenden Richtungen erweitert®?):
1 wird der Bereich der stetigen Funktionen, auf die die Operation
& anzuwenden ist, durch einen anderen Funktionenraum ersetat;

2. wird der Begriff der gleichmaBigen Konvergenz der bei der De-
finition der Stetigkeit von {§ auftretenden Funktionenfolgen durch
einen anderen Konvergenzbegriff ersetzt, indem an Stelle des

bei der Definition der gleichmiBigen Konvergenz auftretenden
Max |@,(s) — @(s)| irgendein anderer , Entfernungshegriff (écart)

as=s=b
im Funktionenraum gesetzt wird (vgl. Encykl II C 9a, Nr. 263,
Zoretti-Rosenthal);

3. wird der Riemannsche Integralbegriff durch einen anderen (Lebes-
gueschen, Stieltjesschen usw., vgl. Encykl. I1 C 9b, Nr. 30, 35d)
ersetzt.

Insbesondere ist es F. Riesz®") gelungen, durch Verwendung dieser

300) M. Fréchet, Amer. Math. Soc. Trans. 6 (1905), p. 134—140; 8 (1907),
p. 433—446 (Raum der im Lebesgueschen Sinne integrierbaren Funktionen; statt
gleichmifiger Konvergenz tritt Konvergenz bis auf eine Nullmenge). F. Riesz, Paris
C. R. 144 (1907), p. 1409—1411 und M. Fréchet, ebenda p. 1414——1416 (summierbare

Funktionen, fiir die f ¢@*ds beschriinkt, Entfernungsbegriff f (9, (5) — g (s))’ds)

M. Fréchet, Paris C R. 148 (1909), p. 279—281 und Ann Ee. Norm. (3) 27
(1910}, p. 198—216 (Ausdehnung auf mehrfache Integrale). H. Steinhaus,

Math, Ztschr. 5 (1919), p. 186—221 (summierbare Funktionen, Entfernungsbegriff
b

f |9, () — @4(8)| ds). Die mit dem Hadamardschen Satz eng zusammenhingende
a

und seit Fréchet gelegentlich aufgeworfene Frage, wie die k,(s) beschaffen sein
miissen, damib f kn(s)p(s)ds fiir jedes @ eines gegebenen Funktionenraumes kon-
vergiert oder beschrinkt ist, behandelt systematisch fiir zahlreiche Funktionen-
riume H. Hahn?*®); vgl. auch E. W. Chittenden, Palermo Rend. 45 (1921),
p. 2656—270 und 47 (1923), p. 336; T. H. Hildebrandt, Amer. Math. Soc. Bull. 28
(1922), p. 53—58; S. Banach, Fundam, math. 3 (1922), p. 133—181. — Zu dem
gesamten Gegenstande vgl. iibrigens 4. Schoenflies, Literatur B 1.

301) F. Riesz, Paris C. R. 149 (1909), p. 974 —977 und Ann. Ec. Norm. (3)
28 (1911), p. 33—62. Eine &hnliche Formulierung fiir summierbare Funktionen vor-
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dritten Erweiterungsmoglichkeit das Theorem selbst folgendermaBen
zu vereinfachen: es existiert eine Funktion von beschrinkter Schwan-
kung %(s), so daB

F(@©) = [ @(s)dx(s);

dabei ist das Integral i¢m Stieltjesschen Sinne (vgl. Encykl. II C 9b,
Nr. 35 d, Montel- Rosenthal) verstanden.

Die Losung des analogen Problems fiir lineare Funktionaltrans-
formationen, d. h. deren Darstellung durch ein in irgendeinem Sinne

b
genommenes Integral f K(s, t)p(¢)dt, wiirde jede lineare Funktional-

gleichung auf eine lineare, evtl. eigentlich singuléire Integralgleichung
zuriickzufiihren gestatten. Man hat diesen schwierigen Weg nicht beschrit-
ten, sondern hat statt dessen direkt fiir gewisse Funktionenriume die
allgemeine lincare Funktionalgleichung nach dem methodischen Muster
der Integralgleichungstheorie behandelt.®®) Insbesondere hat F. Riesz %)
die Losung von linearen Funktionalgleichungen und die Invertierung
von linearen Funktionaltransformationen in Réumen von Funktionen,

3
fiir die f |p(s)[Pds im Lebesgueschen Sinne existiert, nach den Me-
a

thoden gewonnen, die er spiterhin auf die analogen Probleme in der

ber bei M. Fréchet, Amer. Math. Soc. Trans. 8%°°). Andere Beweise von K. Helly *°°),
§ 8 und F. Riesz, Aun. Ec. Norm. (3) 31 (1914), p. 9—14. Umsetzung in Lebesgue-
sche Integrale bei H. Lebesgue, Paris C. R. 150 (1910), p. 86—88; eine andere
Umsetzung bei M. Fréchet, Paris C. R. 150 (1910), p. 1231—1233; C. R. du congrés
des soc. savantes en 1913, sciences (1914), p. 45—54; Amer. Math. Soc. Trans. 15
(1914), p. 136—161, insbes. p. 152; Ch. A. Fischer, Amer. Nat. Ac. Proc. 8 (1922),
p. 26—29. Ubertragung auf bilineare Funktionaloperationen mit Stieltjesschen
Doppelintegralen bei M. Fréchet, Amer. Math. Soc. Trans. 16 (1915), p. 2156—234.

802) Fir den Raum der nebst ibrem Quadrat im Lebesgueschen Sinne
integrierbaren Funktionen erlaubt der Fischer-Rieszsche Satz (Nr. 15d) jede
lineare Funktionaloperation im Raume der unendlichvielen Veréinderlichen von
konvergenter Quadratsumme zu deuten. Bei sinngemiiBer Definition der Stetig-
keit von § wird dann das Hadamardsche Theorem zu der leicht beweisbaren
Tatsache, daB jede lieare homogene Funktion als Linearform 'a,x, darstell-
bar ist (vgl. M. Fréchet'®)). Analog fiihrt die lineare Funktionalgleichung auf
ein unendliches lineares Gleichungssystem.

303) F. Riesz *%), §§ 12, 13. J. Radon, Wien. Ber. 122 (1913) Ia, p.1295—1438
hat diese Betrachtungen auf Funktionaltransformationen von Funktionenklassen
tibertragen, deren Elemente gewisse Funktionen von Punktmengen (additive
Mengenfunktionen) sind. Ahnliche Ubertragungen bei 4. I. Pell, Amer. Math, Soc.
Trans. 20 (1919), p. 343—355.
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Theorie der unendlichvielen Veréinderlichen angewendet hat (vgl. Nr.20¢).
Ferner hat er™) fiir den Raum der stetigen Funktionen unter Ver-
wendung von Max |, (s) — @,(s)| als Entfernungsbegriff diejenigen
Funktionaltransformationen behandelt, die den wollstetigen Gleichungs-
systemen analog sind, und hat fiir sie durch eine dem Abspaltungs-
verfahren (Nr. 10a) analoge Methode eine volle Aufldsungstheorie ge-
geben.

¢) Der formal-abstrakte Standpunkt (general analysis).

E. H. Moore®) und seine Schiiler haben sich das Ziel gesetzt,
dem allgemeinen Analogiegedanken, wie er in Nr. 1¢ der Einleitung
dieses Artikels geschildert wurde, auch den #uBeren, formalen Aus-
druck zu geben. ,Formal“ ist hier allerdings nicht in dem Sinne ver-
standen, daB es sich lediglich um die Einfiihrung einer zusammen-
fassenden Nomenklatur handle. Die Aufgabe, die sich Moore stellt,
ist die, eine Theorie zu gewinnen, die nicht von stetigen Funktionen
x(s) in einem Intervall a < s < b handelt, wie die Integralgleichungs-
lehre, nicht von Stellen = (z,,...,2,) eines n-dimensionalen Raumes,
wie die Algebra der linearen Gleichungssysteme, und nicht von Stellen
& = (2, &y, . . .) von konvergenter Quadratsumme, wie Hilberts Theorie
der unendlichvielen Verinderlichen, sondern von Belegungen z(s) der
Elemente s einer ganz beliebigen abstrakten Menge P mit reellen
(oder auch komplexen) Zahlen; Moores Ziel ist also eine Theorie,
die tiber die Gesamtheit 3t dieser Belegungen x(s) solche Aussagen
macht, daB darin die Siitze der Integralgleichungstheorie (fiir den
Fall, daB P das Intervall @ < s < b ist) ebenso als Spezialfille ent-
halten sind, wie die Aufldsungssitze iiber lineare Gleichungen mit
n Unbekannten (falls B aus n Dingen besteht) und die Sitze iiber
unendliche lineare Gleichungssysteme (wenn P8 die Menge der posi-
tiven ganzen Zahlen bedeutet). Das ist, was Moore ,unifizieren” nennt,
und ,,general analysis“ ist die allgemeine Theorie, die sich ihm dabei
ergibt.

304) F. Riesz, Acta math. 41 (1916), p. 71—98. Hierzu entsprechende Uber-
tragungen von J. Radon, Wien. Anz. 56 (1919), p. 189 und Wien. Ber. 128 (1919)
IIa, p. 1083—1121. — Vgl. dazu auch Ch. 4. Fischer, Amer. Math. Soc. Bull. 27
(1920), p. 10—17.

305) E. H. Moore: a) Introduction to a form of general analysis, New
Haven Colloguium 1910, p. 1—130, hervorgegangen aus Vorlesungen im September
1906; b) Amer. Math. Soc. Bull. 12 (1906), p. 280, 283—284; ¢) Rom 4. intern.
Math. Kongr. 2 (1909), p. 98—114; d) Amer. Math. Soc. Bull. 18 (1912), p. 334-—362;
e) Cambr. 5. intern. Math. Kongr. 1 (1913), p. 280—255. Wegen der abstrakten,
reichlich Symbole und z. T. sogar Begriffsschrift verwendenden Schreibweise

Moores ist die ausfiihrliche Einfiilhrung von O. Bolza, Jahresb. Deutsch. Math.-
Ver. 23 (1914), p. 248—303 besonders hervorzuheben.
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Es ist das Charakteristikum gerade der Untersuchungen von
E. Schmidt und ist als solches oben (Nr. 7, SchluBbemerkung, 16d,
18b, 4) hervorgehoben worden, daB er sowohl fiir die Eigen-
werttheorie der Integralgleichungen?!) als auch fiir die Aufldsungs-
theorie*?) solche Methoden gegeben hat, die sich unmittelbar auf un-
endlichviele Verinderliche tibertragen lassen; insbesondere in der Eigen-
werttheorie sind seine Methoden so beschaffen, daB sie auch fiir das
Hauptachsentheorem der Formen von % Veréinderlichen in derselben
Weise funktionieren und hier eine sehr einfache Lisung dieser alge-
braischen Aufgabe darstellen, und Schmidt hat auch gelegentlich °°)
Axiome zusammengestellt, die fiir den Aufbau seiner Eigenwerttheorie
ausreichen. Seine Auflgsungstheorie ist nicht bis zu solcher axioma-
tischer Formulierung durchgefiihrt, da sie sowohl fiir Integralglei-
chungen als auch fiir unendlichviele Veréinderliche das Problem auf
die Losung von n Gleichungen mit » Unbekannten zuriickfiihrt, also
diese elementare algebraische Aufgabe bereits als gelost voraussetzt,
ohne sie erneut mitzuldsen.

DaB eine solche axiomatische Formulierung oder Unifizierung
noch mancherlei Aufgaben in sich birgt, wird vielleicht am deutlich-
sten, wenn man einen der wichtigsten Punkte dieses Bereichs ins Auge
faBt. Sowohl in der Fredholmschen Theorie (Nr. 9) als auch beim
Beweise der Konvergenz der Entwicklung nach Iterierten fiir Volterra-
sche Kerne (Nr.23a) und fiir kleine Kerne (Nr. 10a, 2%)) wird der
Begriff der gleichméfigen Konvergenz ausgiebig verwendet. Die par-
allellaufenden Schliisse im Hilbertschen Bereich der Verinderlichen
von konvergenter Quadratsumme konnen sich nicht des genau ent-
sprechenden Begriffs bedienen. Das Beispiel der Folge von Stellen®7)

= (1, 0, 0, 0, ...)

x(?')-( 1F,o 0, . )

28 — (

VV3 )

die offenbar alle dem Hilbertschen Raum angehoren und gleichmdpig
gegen die Stelle 1 011
pm(l, 2, 1, 1)
V3 Ve
konvergieren, die micht dem Hilbertschen Raum angehort, zeigt, daB
ein genaues Analogisieren des Begriffs der gleichmiBigen Konvergenz

306) Wiedergegeben bei A. Kneser °%), p. 1911f.; vgl. Nr. 13b *9).
307) Vgl. E. H. Moore®®) a), p. 38.
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auf den Hilbertschen Raum nicht in Betracht kommt. Und ebenso-
wenig paBt der Begriff der ,stark konvergenten Folge®, dessen sich
D. Hilbert'®®) und E. Schmidt'%®) bedienen, auf die Verhiltnisse der
stetigen Funktionen.

Das Vorgehen von Moore wird nun an diesem Falle besonders
deutlich. Er ersetzt den Begriff der gleichmiBigen Konvergenz durch
den der ,relativ-gleichm#Bigen Konvergenz in bezug auf den Bereich
M« Eine Folge von Stellen 2™ (s), 2®(s), ... von I konvergiert
relativ-gleichmiBig beziiglich I gegen die Stelle 2(s), wenn man eine
Stelle g(s) in M finden kann und zu jedem & > O einen Index n(e), so
daB fiir alle v > n(¢) und fiir alle Elemente s von P die Ungleichung
|20 (s) —z(s) | < eo(s) gilt. Ist M der Bereich der stetigen Funk-
tionen, so geniigt die Verwendung konstanter o(s), um einzusehen, daB
jede im gewdhnlichen Sinne gleichmiBig konvergente Folge auch rela-
tiv-gleichmiBig beztiglich I konvergiert, und wegen der Existenz
eines Maximums bei stetigen Funktionen ist offenbar auch das Um-
gekehrte richtig; hier kommen also beide Begriffe iiberein, und da
die Grenzfunktion einer gleichm#Big konvergenten Folge stetiger Funk-
tionen selbst eine stetige Funktion ist, gehort also in diesem Falle
die Grenzfunktion z(s) stets selbst dem Bereich I der stetigen Funk-
tionen an. Fiir den Hilbertschen Raum gilt nun ebenfalls, daB die
Grenzstelle einer in bezug auf ihn relativ-gleichmiBig konvergierenden
Folge von Stellen von konvergenter Quadratsumme selbst stets wieder
eine Stelle von konvergenter Quadratsumme ist®®). Damit ist also
ein Allgemeinbegriff gefunden, der die beiden Tatbestinde in einen
einzigen zusammenfafit, ,unifiziert“, nimlich der Begriff des Bereichs
IR mit der Eigenschaft

C (closure property): Die Grenzstelle einer beziiglich IR relativ-
gleichmifig konvergierenden Folge von Stellen aus I gehort stets
wieder I an.

Indem nun E. H Moore nach diesem Rezept die Schliisse von
J. Fredholm*®) und E. Schmidi*') genau und systematisch analysiert, ge-
langt er zu folgendem Ergebnis3%?). Er stellt eine Liste weiterer

308) Man beweist dies entweder leicht direkt oder folgert es aus der eben-
falls unmittelbar ersichtlichen Tatsache, daf jede relativ-gleichmiiBig konver-
gierende Folge stark konvergiert, mit Hilfe des Satzes von [E. Schmidi!®®).
Ubrigens braucht nicht umgekehrt jede stark konvergente Folge relativ-gleich-
miBig zu konvergieren, wie man an der Hand des Beispiels

a:g')=—_};—: fﬁr ag‘u, xf:)=0 fur C{>’ll
Vvlogw
feststellen kann.
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Eigenschaften des Bereichs I auf, die der Eigenschaft C an die

Seite treten:

L (Linearitat). Mit x(s) und y(s) gehort auch z(s) 4 y(s) und
cz(s) fiir jede Konstante ¢ dem Bereich an.

D (erste Dominanteneigenschaft). Zu jeder Folge 2™ (s), 23 (s), . . .
von Stellen von M kann man eine Folge positiver Zahlen u,, u,, ...
und eine Stelle z(s) so hinzubestimmen, daB |2™(s)| < u,|2(s)|
fiir jedes # und fiir jedes Element s von P gilt.

D, (zweite Dominanteneigenschaft). Zu jeder Stelle z(s) aus IR kann
man eine reelle, nicht-negative Stelle u(s) von I finden, so daB
|z(s)| L u(s) fir alle Elemente s von P gilt.

R (Realitdt). I enthilt mit x(s) stets auch die dazu konjugiert-
imaginire Stelle 2(s) in sich.

Er fiigt dem eine weitere Liste von Eigenschaften der Funktional-
operation J hinzn, die im Falle der stetigen Funktionen die Rolle der
bestimmten Integration, im Falle des Hilbertschen Raumes die Rolle
der Summation {ibernehmen soll3%%):

L (Linearitit). J(az(s) 4 by() = ad(x(s)) + bJ(y(s)).

M (Modulareigenschaft). Es gibt neben J eine andere Funktional-
operation M, die jeder reellen, nirgends negativen Stelle u(s) eine
reelle, nicht negative Zahl M(u(s)) zuordnet und fiir die mit
|2(s)| < u(s) stets auch |J(x(s)| < M (u(s)) zutrifft.

P (Positivitit). J(zZ) ist reell und nicht negativ fiir jede Stelle
x(s) des Bereichs, auf dem die Operation J definiert wird.

P, (eigentliche Positivitit). Die Eigenschaft P ist in dem Sinne er-
filllt, daB J(xZ) = O nur fiir = 0 eintritt.

H (Hermite-Eigenschaft). J(x) = J(Z) oder allgemeiner, wenn J auf

Funktionen von zwei Verinderlichen definiert ist, J(z(s)- y()

= J(z(®) - y(s)-

Mit Hilfe dieser beiden Listen von Axiomen gelingt nun Moore
die Unifizierung der Fredholmschen Theorie in folgendem Sinne. Er
setzt einen Stellenbereich IR voraus, der die Eigenschaften L, C, D, D,

309) Die in ®°%) und ?°) erwihnten Axiome unterscheiden sich von den
hier aufgefiihrten — abgesehen davon, daB sie nicht fiir ein allgemeines %, son-
dern fiir ,,belastete Integralgleichungen‘, d. h. in Moores Sprache fiir ein aus
einem stetigen Intervall und auBerdem n Dingen bestehendes B formuliert sind —
nur in dem einen Punkte, daB die Vertauschbarkeit der Integrationsfolge noch
auBerdem postuliert wird, wihrend Moore dies unterlassen kann, weil er hernach
den Stellenbereich, auf den er die Operation J anwendet, so einschrinkt, daf
er fiir ihn die Vertauschbarkeit mehrfacher Anwendungen der Operation J be-
weisen kann.
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besitzt, und bildet aus ihm einen Bereich & von Stellen z(s, #) (Funk-
tionen von zwei Verinderlichen), indem er Aggregate z(®(s)y"(?)
+ oo 2™ (s)y™(t) aus Stellen von M bildet und alles, was sich
aus diesen im Sinne relativ-gleichméBiger Konvergenz in bezug auf
e %092) ableiten 148t; sodann bildet er den Bereich N von Stellen mit
einem Argument, die sich aus den Stellen von & durch Gleichsetzen
der beiden Argumente s,? ergeben. Fiir diesen Bereich 9t nun denkt
er die Operation J definiert, und dem Bereich & entnimmt er den Kern
K(s,t) der ,generalisierten” Integralgleichung

() 2(s) + J(KGs, - att) = y(s),

in der der Operator J auf das als Funktion von ¢ dem Bereich

angehorige Produkt K(s,f)z(f) angewendet wird. Alsdann kann er
die Fredholmschen Schliisse und die von E. Schmidt alle nachahmen.31)

309a) d. h, die Majoranten werden hier in der Form ¢ (s) - ¢ () angenommen,
wo ¢, ¢ dem Bereich It angehoren.

310) In dieser Form ist die Behauptung zuerst in 3°%) d) ausgesprochen,
und in %°%) e) sind die wichtigsten zu ihrer Durchfiihrung nétigen Hilfssitze
zusammengestellt; 3°%) a) hatte die ,Basis* der Betrachtung, d. h. die Bereiche
!, M weiter angelegt, hatte dafiir aber eine groBere Zahl von Postulaten iiber
sie einfilhren miissen. Die Darstellung in %°%) d) und 3%) e) vollzieht zugleich
eine andere Verallgemeinerung: anstatt die fiir den Bereich % erklirte Opera-
tion J auf K(s,f)x(t) anzuwenden, das in Riicksicht auf das Argument ¢ dem
Bereich Nt angehért, wendet sie eine fiir den Bereich & definierte, wiederum mit
den Eigenschaften L, M ausgestattete Operation J auf K(s, t)z(w) an, das in
bezug auf die beiden Argumente ¢, v dem Bereich & (demselben also, wie der
Kern K) angehort. Ein Beispiel einer solchen zweiargumentigen Operation J
wire die aus zwei sukzessiven einargumentigen Operationen J und einer Funk-
tion @ (f, ) aufgebaute Operation J;, (K (s, t) o (¢, w) x(w)) (Doppelintegral, Doppel-
summe). — Solche Erweiterungen der Integralgleichungstheorie, wie sie in Nr. 13
in einzelnen Richtungen erdrtert wurden, insbesondere die Theorie der gemischten
Integralgleichungen, sind in der gemeral analysis in einheitlicher Weise geleistet.

AuBer den aufgefiihrten sind noch folgende weitere Arbeiten von E. H. Moore
und seinen -Schiilern zu nennen: E. H. Moore, Brit. Ass. Rep. 79 (1910), p. 8387—
388; Amer. Nat. Ac. Proc. 1 (1915), p. 628—632 (der generalisierte Grenzwert-
begriff, mit Anwendung auf die Definition des Prozesses J, der ,,in der friiheren
Theorie undefiniert geblieben war‘); Math. Ann. 86 (1922), p. 30—39 (Andeu-
tungen tber die Unifizierung der Hilbertschen Theorie der beschrinkten quadra-
tischen und Hermiteschen Formen, Nr. 43); E. H. Moore und H. L. Smith, Amer.
J. 44 (1922), p. 102—121 (insbesondere auf p. 113f. die Analyse des Integral-
begriffs); M. E. Wells, Amer. J. 89 (1917), p. 163—184 (Verallgemeinerungen der
Schwarzschen Ungleichung); T. H. Hildebrandt, Ann. of Math. (2) 21 (1920),
p. 828—330 (die Pseudoresolvente®!) in der Redeweise der general analysis);
Amer. Math. Soc. Bull. 29 (1923), p. 309—315 (beschriinkte Formen, insbesondere
der Konvergenzsatz®°%); 4. D. Pitcher, Kansas Univ. Bull. 7 (19183), p. 1—67 und
E. W. Chittenden, Amer. J. 44 (1922), p. 158-—162 (die logische Abh#ingigkeit von
acht grundlegenden Axiomen aus Moores Theorie).
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Vergleicht man diese Theorie mit dem in Nr. 20d aufgestellten
zusammenfassenden Theorem, so bemerkt man auf der einen Seite,
daB 1. Nr. 20d sich von vornherein auf den Fall unendlichvieler Ver-
anderlicher beschrinkt oder — in Moores Redeweise — auf den Fall,
daB B die Menge der positiven, ganzen Zahlen ist, und daf man
2. aus den im Nr.20d zur Grundlage genommenen vier Postulaten
unschwer folgern kann, daB der Bereich It der diesen vier Postulaten
geniigenden Stellen (2, ,,...) die Eigenschaften L, C, D, D,, R hat;
insoweit also verhilt sich der Inhalt von Nr.20d spezieller als die
general analysis. Auf der anderen Seife ist die Voraussetzuncr der

Vollstetigkeit der Funktionaltransformation & (z) = S’K z, erheblich

Pee

weiter, als die entsprechenden Annahmen bei Moore und in ganz
anderer Art formuliert, insofern sie in einem einfachen Postulat iiber
die Funktionaltransformation besteht, wihrend Moore diese in Sum-
mationsoperation und Kern auflost und iiber beides einzeln Postulate
aufstellt. Fir den Hilbertschen Fall laufen die Mooreschen Postulate

auf die Konvergenz von >'|K, [* hinaus, die weit enger ist als die
p9=1

Hilbertsche Vollstetigkeit (vgl. Nr. 16a, p. 1402f.), fir den Raum der
Konvergenz von > |z,| auf die Bedingung 2| .| konvergent, die

pg=1
weit enger ist als etwa die Dixonsche (vgl. Nr. 20a).

Soweit die materiellen Unterschiede. Prinzipiell hebt sich die
Betrachtungsweise, die in Nr. 20d ihre priizise Formulierung gefunden
hat, von der Mooreschen dadurch ab, daf sie nicht wie Moore an ein
bestimmtes Losungsverfahren, das Fredholmsche oder sonst eines, an-
kniipft und Postulate fiir seine Durchfiihrbarkeit sucht, sondern daf
sie die Losungstatsachen von den Losungsformeln trennt und nun nach
den Axiomen fragt, aus denen diese Losungstatsachen abgeleitet werden
konnen. Als erstes Resultat ergibt sich auf diesem Wege — was bei
Moore nie hervorgehoben wird — daB das Wirkungsfeld der Fred-
holmschen Formeln und #hnlich in der Eigenwerttheorie das Wir-
kungsfeld der Existenzschliisse von E.Schmidt*') im Vergleich mit
dem vollen AusmaB der fiir vollstetige Formen giiltigen Sitze ein be-
grenztes ist. Vom Standpunkt der Eigenwerttheorie wird der Sach-
verhalt in Nr. 46b noch deutlicher gekennzeichnet werden kénnen.

d) Besondere lineare Funktionalgleichungen.

Es soll hier endlich ein summarischer Uberblick iiber diejenigen
besonderen linearen Funktionalgleichungen gegeben werden, deren Auf-
l5sung in ausdriicklichem, mehr oder weniger engem Zusammenhang
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mit der Theorie der Integralgleichungen und der unendlichvielen Ver-
inderlichen behandelt worden ist.3!!)

1. H. v. Koch®?) hat bereits im Anschluf an seine ersten Unter-
suchungen tiiber unendliche Determinanten ein System von unend-
lichvielen linearen Differentialgleichungen 1. Ordnung mit
unendlichvielen unbekannten Funktionen z,(f), (%), . . .

dzyl) :
(1) 22l — Sa, (B, (r=1,2,..)
g=1
untersucht, wo die a, (f) gegebene fiir |¢{| < ¢ regulire analytische
Funktionen sind, die daselbst durch Produkte m %, mit konvergentem

durch Potenzentwicklung

oo
v . . .
p%mpnp majorisiert werden: |a,, (t)| < m,n,;

und Majorisierung zeigt er in genauer Analogie zu dem Existenzsatz
bei endlichen Systemen die Existenz regulirer Losungen z,(f), die fiir

o
t = 0 vorgegebene Werte 2% annehmen, fiir die 2; |zg| n, konvergiert.
p:

Mit Hilfe seiner Determinantentheorie iibertrigt er ferner3!®) den Be-
griff des Fundamentalsystems und untersucht das Verhalten bei ana-
lytischer Fortsetzung um einen singuliren Punkt. W. L. Har¢3*) hat
das gleiche System unter der Annahme, daB die a,, () eine beschrinkte
Matrix (s. Nr. 18a, 1) bilden, mit Hilfe der Theorie der beschrinkten
Gleichungssysteme behandelt. Die Existenzbeweise sind genau nach
dem Vorbild endlicher Systeme unter verschiedenen Konvergenzbedin-
gungen auf nichtlineare Systeme iibertragen worden?®?) (vgl Nr. 25a).

2. LaBt man an Stelle der diskontinuierlichen Parameter p bzw. ¢
die stetigen Veriinderlichen s bzw. r treten, so entsteht aus (1) die

311) Die klassische Lehre von den Randwertaufgaben bei gewohnlichen und
partiellen Differentialgleichungen, die begrifflich hierhin gehért, wiirde, insofern
sie eine Anwendung der Integralgleichungstheorie ist, den Rahmen dieses Artikels
iberschreiten. (Vgl. die Vorbemerkung.)

312) H. v. Koch, Stockholm Ofvers. 56 (1899), p. 395—411. — Den gleichen
Existenzsatz beweist P. Flamant, Darboux Bull. (2) 45 (1921), p. 81—87.

313) H. v. Koch, Acta math. 24 (1900), p. 89—122. — Im wesentlichen die
gleichen Sitze bei W. Sternberg, Heidelberger Akad. Sitzungsber. 1920, Nr. 10,
21 8.; spezielle Fille bei W. @. Simon, Amer. J. 42 (1920), p. 27—46, berichtigt
von O. Perron in Fortschr. d. Math, 47 (1924), p. 376 f.

314) W. L. Hart, Amer. Math. Soc. Bull. 23 (1917), p. 268—270; Amer. J.
39 (1917), p. 407—424.

815) H. v. Koch®*'%); F. R. Moulton, Nat. Ac. Proc. 1 (1915), p. 850—354;
W. L. Hart®®) und Amer. J. 43 (1921), p. 226—231. Verschirfungen der Koch-
schen Sitze gibt A. Wintner, Math. Ann. 95 (1926), p. 544—b556 mit seiner in
*16) angewandten Methode.
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lineare Integrodifferentialgleichung

1
op(s,t
@) 700 — (s, 9 dr,
0

wo k(s,r;t) gegeben, @(s,t) gesucht ist. Nachdem V. Volterra®®)
spezielle Fille, namentlich den einem Differentialgleichungssystem mit
konstanten Koeffizienten entsprechenden Fall, daB % nicht von ¢ ab-
hingt, gelost hatte, hat L. Schlesinger®') fiir analytisch von ¢ abhéngige
k die analytische Theorie der endlichen linearen Differentialsysteme
(Fundamentalsystem, Verhalten an singuliren Punkten u. dgl.) durch
den aus der Theorie der Integralgleichungen bekannten Grenziibergang
(s. Nr. 1) auf (2) tibertragen; E. Hilb®®) hat sodann diese Theorie
direkt durch Anwendung der Integralgleichungslehre entwickelt. Auch
dieses Problem (2) ist nach verschiedenen Richtungen verallgemeinert
worden®?). — Uber die weitere Theorie der Integrodifferentialglei-
chungen vgl. Nr. 27.

3. Ein formal mit (1) verwandtes, aber sachlich zu etwas anderen
Fragestellungen fiihrendes Problem ist das der linearen Differen-
tialgleichung unendlichhoher Ordnung, etwa in der Form:

@ ROa)+ BOG+BOZE =00,
wo die P,(¢) und g(¢) gegeben sind; die charakteristische Frage ist
die nach Losungen z(f), fiir die die Folge der a((¢) ein bestimmtes

316) V. Volterra, Rom Acc. Line. Rend. (5) 19, (1910), p. 107—114; 23, (1914),
p. 393—399. Vgl. auch M. Gramegna, Torino Atti 45 (1910), p. 469—491 (bzw.
math.-pbys. KL, p. 291—313); J. A. Barnett, Amer. Math. Soc. Bull. 26 (1919),
p. 193—203. Weitere Verallgemeinerungen s. Nr. 28 375),

817) L. Schlesinger, Paris C. R. 158 (1914), p. 1872—1875; Jahresb. Deutsch.
Math.-Ver. 24 (1915), p. 84—123. Vgl. auch A. Sapmannshausen, Diss. GieSen
1916, 52 S.; Jahresb. Deutsch. Math -Ver. 25 (1916), p. 1456—156.

318) E. Hilb, Math. Ann. 77 (1916), p. 514—535. Seine Behandlung kommt
darauf hinaus, daB (2) nach ¢ integriert und dann als eine gewdhnliche Integral-
gleichung 2. Art in zwei Dimensionen angesehen wird.

319) L. Amoroso, Rom Acc. Linc. Rend. (3) 21, (1912), p. 41—47, 141146,
257—263, 400-—404; Atti soc. ital. del science, 6. reun. 1912, p. 743—746 (ihn-
liche Integrodifferentialgleichungen 1. u. 2. Ordn.); T.H. Hildebrandt, Amer. Math.
Soc. Trans. 18 (1917), p. 73—96 (Verallgemeinerung im Mooreschen Sinne, Nr. 24c);
M. Tah Hu, ibid. 19 (1918), p. 368—407 (verschiedene Randbedingungen im
Reellen); A. Vergerio, Rom Ace. Linc. Rend. (5) 28, (1919), p. 274—276, 297—-300
(analoge Gleichungen #t** Ordnung); J. 4. Barnett, Amer. J. 44 (1922), p. 172—190
(nichtlineare Gleichurg, auch fiir Volterrasche Linienfunktionen (s. Nr. 28) statt
der Integrale); ibid. a5 (1928), p. 42—b53 (analoge Gleichungen mit" partiellen
funktionalen Ableitungen, vgl. Nr. 2837%). —— Hierhin gehdren auch die in
Nr. 24 a2%%) erwithnten Untersuchungen.
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infinitires Verhalten aufweist, insbesondere /[2™(f)| unter einer be-
stimmten endlichen Grenze ¢ bleibt. Fiir den Fall konstanter Koeffi-
zienten P,(¢) == a, finden sich konkrete Resultate in dieser Richtung
bereits bei C. Bourlet®®); dabei tritt der Zusammenhang mit den Null-
stellen der bei ihm als ganz transzendent angenommenen Funktion
ay + a,0 + a,0% + - - - auf, die durch Aufsuchen von L&sungen der
bomogenen Gleichung mit dem Ansatz z(f) = e¢¢ entsteht. S. Pin-
cherle®) hat dieselbe Gleichung im Zusammenhang mit seiner Lehre
von den linearen Funktionaloperationen und mit gewissen Integral-
gleichungen 1. Art betrachtet. Im Zusammenhang mit seiner Behand-
lung der Volterraschen Integralgleichungen gewinnt 7. Lalesco®®) eine
Reihe von Aussagen tiber verschiedene Typen von Gleichungen (3), die
durch unendlich oft wiederholte Differentiation (vgl. Nr.23b, p. 1461)
aus einer Volterraschen Integralgleichung entstehen.

Das allgemeine Problem (3) hat E. Hilb*), zunichst fiir in ¢
lineare Koeffizienten, in Angriff genommen, indem er aus (3) durch
wiederholte Differentiation unendlichviele lineare Gleichungen fiir die
Unbekannten z(f), «'(), " (¢), . . . gewinnt, die der Bedingung Nr. 20b
geniigen, und die Hilfsmittel der Theorie der beschrinkten Gleichungs-
systeme (s. Nr. 18 Db, 2) anwendet: das transponierte System ist dann
das System der Rekursionsformeln fiir die Koeffizienten der Potenz-
entwicklung des Integrals einer gewdhnlichen Differentialgleichung end-
licher — hier erster — Ordnung, und daher werden die Losungen von
(3) mit Hilfe der bekannten Eigenschaften der Losungen dieser Hilfs-
differentialgleichung beherrscht. Als charakteristisches Resultat sei
angegeben: Ist P,(f) = a, + b,¢, sind die Reihen S'a, 2" und b, o
fiir |2| < ¢ regulir, hat die zweite Reihe m - 1 Nullstellen, deren Be-

320) C. Bourlet, Ann. Ec. Norm. (3) 14 (1897), p. 133—190.

321) 8. Pincherle, Palermo Rend. 18 (1904), p. 278—293; Soc. It. Mem. (3)
15 (1908), p. 3—43. Vgl J. F. Riit, Amer. Math. Soc. Bull. 22 (1916), p. 484;
Amer. Math. Soc. Trans. 18 (1917), p. 27—49.

822) T. Lalesco "), 2itme partie; weitere mehr formale Beziehungen in Paris
C. R. 147 (1908), p. 1042—1043, Bucarest Bul. 19 (1910), p. 319—330 und Rom. Acc.
Linc. Rend. (5) 27, (1918), p. 432—434.

828) E. Hilb'®%). Fiir konstante Koeffizienten hat bereits F. Schiirer, Leipa.
Ber. 70 (1918), p. 185—240 das entsprechende spezielle Resultat auf einem an-
deren, funktionentheoretischen Wege erhalten; bei ihm erscheinen die Gleichungen
(8) mit konstanten Koeffizienten als Spezialfall allgemeiner Funktionalgleichungen,
die aus ihnen durch Ersetzung des Differentiationsprozesses durch die Iterationen
einer bestimmten Postulaten geniigenden allgemeinen linearen Funktionalopera-
tion entstehen. — Eine spezielle Gleichung (3) mit konstanten Koeffizienten hat
F. R. Berwald, Ark. f. mat. 9 (1913), Nr. 14, 17 S. auf ein unendliches Gleichungs-
system zuriickgefiihrt, das er im AnschluB an P. Appell*’) lost.

Encyklop. d. math. Wissensch. II 8, 97
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trag kleiner als ¢ ist, und geniigt endlich die rechte Seite der Be-
dingung }Ei'/l—g@@l*g 0, so hat (3) abgesehen von einem leicht an-
zugebenderz Ausnahmefall eine genau m willkiirliche Konstante ent-
haltende in ¢ ganze transzendente Losung, fiir die }Eo V]a™(@)| < o ist.

Den Fall, daf die P,(f) Polynome beschriinkten Grades sind, haben
im AnschluB daran fast gleichzeitig E. Hilb**) und O. Perron®®) durch
Ausbildung und Modifikation dieser Methode und H. v. Koch3¥) auf
funktionentheoretischem Wege erledigt. E. Hilb32") hat sein Verfahren,
das in weitem Umfang von der speziellen Art der zu behandelnden
linearen Funktionalgleichung unabhingig ist, weiterhin auf lineare
Differenzengleichungen angewendet.

4. Bekanntlich lassen sich Differenzengleichungen und Differential-
gleichungen, in denen die Werte der unbekannten Funktion an ver-
schiedenen Stellen auftreten, mit Hilfe der Taylorschen Reihe formal auf
Differentialgleichungen unendlichhoher Ordnung zuriickfiihren. Hierhin
gehoren auch die funktionalen Differentialgleichungen vom Typus
@) o) + a1 9" V(s — hy_y) + -+ aep(s — ko) = g(s)

— WO gy oy By_q, gy ..y h,_, gegebene Konstante sind —, fiir die
E. Schmidi{®®) bereits vor den im letzten Abschnitt referierten Unter-
suchungen eine vollstindige Theorie entwickelt hatte. Er betrachtet
unter Annahme durchweg reeller & diese Gleichung fiir den Bereich aller
reellen s und fragt nach. simtlichen Losungen, die samt ihren ersten
n — 1 Ableitungen fiir alle reellen s stetig und bei hinreichend groBen s
absolut unter einer passend gewihlten Potenz [s|* bleiben, falls g(s)
der gleichen Bedingung gentigt. Durch den Ansatz ¢(s) = ¢¢* bildet
er die ganze Transzendente I(9) = (io)* -+ a,_,(¢@)* e tn-1¢ | ...
-+ a,e %% und zeigt insbesondere, daB, falls I(p) keine reelle Null-
stelle besitzt, (4) genau eine Losung im angegebenen Sinne hat, daB aber,
falls es m reelle Nullstellen besitzt, unendlichviele Losungen existieren,

324) E. Hilb, Math. Ann. 84 (1921), p. 16—30, 43—52.

325) O. Perron, Math. Ann. 84 (1921), p. 31—42.

326) H. v. Koch, Ark. f. mat. 16 (1921), Nr. 6, 12 S.

327) E. Hilb, Math. Ann. 85 (1922), p. 89—98; Math. Ztschr. 14 (1922),
p. 211—229; 15 (1922), p. 280—285; 19 (1924), p. 136—144. — Uber die in diesem
Rahmen nicht weiter zu erdrternde Theorie der Differenzengleichungen s. Encykl.
11 C 17, N. E. Norlund und den Bericht von A. Walther, Jahresb. Deutsch. Math.-
Ver. 34 (1926), p. 118—131.

328) E. Schmidt, Math. Ann. 70 (1911), p. 499—524. O. Polossuchin, Diss.
Zirich 1910, 52 S., hatte auf seine Anregung einige spezielle Typen verwandter
funktionaler Differentialgleichungen durch Anwendung der Auflésungstheorie der
Integralgleichungen behandelt.



25. Nichtlin. Integralgl. u. nichtlin. Gleichungssyst. mit unendlichv. Unbek. 1481

die von m willkiirlichen Konstanten linear und ganz abhingen; dariiber
hinaus kann die Art des Unendlichwerdens der Losungen noch néher
prizisiert und das Theorem auf etwas allgemeinere Gleichungstypen
ausgedehnt werden. Methodisch geht Schmidt analog zur Behandlung
gewohnlicher Randwertaufgaben vor, indem er durch Integration der
Funktion ¢¢*:1(p) der komplexen Verinderlichen ¢ sich ein Analogon
der Greenschen Funktion verschafft und passend bestimmte den Green-
schen Formeln entsprechende Transformationen anwendet. An Schmidts
Arbeit schliefen eine Reihe von Untersuchungen von F. Schiirer %),
E. Hilb ), G. Hoheisel *') an.

D. Nichtlineare Probleme.

25. Nichtlineare Integralgleichungen und nichtlineare Glei-
chungssysteme mit unendlichvielen Unbekannten, Die Ubertragung
der Auflosungssitze iiber lineare Gleichungssysteme mit » Unbekannten
auf lineare Integralgleichungen und auf unendliche lineare Gleichungs-
systeme hat den Versuch nahegelegt, auch den Siitzen der Algebra
tiber die Losungen nichtlinearer Gleichungssysteme mit » Unbekannten
Aussagen iiber nichtlineare Integralgleichungen und nichilineare unend-
liche Gleichungssysteme mit unendlichvielen Unbekannten nachzubilden.
Tatséchlich angegriffen und zu bestimmten Resultaten gefordert ist
die Ubertragung der Aussagen iiber ,Lisbarkeit im Kleinen®, d. h.
iber die Existenz solcher Losungen z,,...,z, der einen (oder auch
mehrere) Parameter y enthaltenden # Gleichungen

Fy(@y,...,%,;9)=0 (p=1..,mn),
die sich aus einer fiir einen speziellen Parameterwert y=="5 be-
kannten Losung z, = a, fiir ein hinreichend nahe an b gelegenes y
ergeben.®?) Und zwar handelt es sich einmal um die Existenz einer

829) F. Schiirer, Leipz. Ber. 64 (1912), p. 167—236; 65 (1913), p. 139—143,
239246, 247—263; 66 (1914), p. 137—159; 67 (1915), p. 356—363 (Verschirfung
der Schmidtschen Resultate in Spezialfillen mit anderen Methoden); ibid. 70
(1918) 3%%) (allgemeinere Funktionalgleichungen analoger Art; Zuriickfihrung auf
Differentialgleichungen unendlichhober Ordnung); Preisschrift Jablonowskische
Ges. 46 (1919), 69 S. (ein Fall nichtkonstanter Koeffizienten und Integral-Diffe-
renzengleichungen).

830) E. Hilb, Math. Ann. 78 (1918), p. 137—170 (Allgemeinere Typen, bei
denen die Schmidtsche Randbedingung unendlichviele Lésungen zulift und Fest-
legung der Losung durch Werte in einem endlichen Intervall),

331) G. Hoheisel, Math. Ztschr. 14 (1922), p. 34—98 (nichtkonstante Koeffi-
zienten). .

832) Nur einzelne Beispiele spezieller, meist quadratischer Integralglei-

chungen sind gelegentlich nach besonderen Methoden ohne solche Einschriin-
97*
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eindeutig bestimmten solchen Losung, falls die Funktionaldeterminante
OF,
0,
Puiseuxschen Sitze iiber die Verzweigung der Losungen bei variieren-
den Parametern, falls jene Determinante verschwindet.

a) Einen Satz der ersten Art hat bereits H. v. Koch®®) fiir das

Gleichungssystem

(1) z, == a,t + f,(t; 2, 2y, . . ) (r=12,..)
aufgestellt, wo die f, ,analytische Funktionen ihrer unendlichvielen
Veriinderlichen sind, die nur Glieder zweiter und héherer Dimension

in ihnen enthalten. Unter einer analytischen Funktion f(z,, x,,...)
wird dabei eine Potenzreihe des Typus

fir ,= a,, y = b nicht verschwindet — andererseits um die

(1a) f(zy,2,...)=¢ +p§0pxp tgquxp”q -j,_q;——“ipqrxpqur +---

verstanden, die fiir alle den Ungleichungen |z,| < R, geniigenden
Wertsysteme konvergiert, wenn man alle einzelnen Terme durch ihre
absoluten Betrige ersetzt. H.v. Koch zeigt nun, daB, falls alle in der
p*® Gleichung (1) auftretenden Koeffizienten absolut unter einer end-
lichen Schranke ms, bleiben, die Gleichungen (1) fir hinreichend kleine
¢t eindeutig bestimmte Losungen z,, x,, ... haben, die fir =0 ver-
schwinden. Diese Lésungen werden zunichst formal durch Potenz-
reihen nach ¢ dargestellt und die Konvergenz durch einfache Majori-
sierung dargetan. Tritt an Stelle von (1) das allgemeine System mit
weiteren linearen Gliedern in den z,:

2) glAqu = a,t + f,(t; &y, Ty . . ) (p=12,..),

so beweist v. Koch mit Hilfe seiner Determinantentheorie fiir den Fall,
daB die 4,, eine Normaldeterminante bilden und daB diese nicht ver-
schwindet, das gleiche Resultat; im Falle verschwindender Determi-
nante deutet er an, wie mit den gleichen Hilfsmitteln die Zuriick-
fiihrung auf endlichviele Gleichungen mit endlichvielen Unbekannten
moglich ist.

kungen geldst worden: G. Fubini, Ann. di mat. (3) 20 (1913), p. 217—244 (An-
wendung eines Verfahrens der Variationsrechnung), verallgemeinert von C. Poli,
Torino Atti 51 (1916), p. 912—922; C. Runge?s®) (formale Reihenentwicklung;
vgl. auch L. Crijns*%); G. Polya, Math. Ann. 75 (1914), p. 876—379 (Ubertragung
des Rungeschen Problems auf unendliche Gleichungssysteme und Konvergenz-
untersuchung).

333) H. v. Koch, Soc. math. Fr. Bull. 27 (1899), p. 215—227, — Ein etwas
schiirferer Existenzsatz fiir speziellere Systeme (1) bei A. Wintner 15).
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Die hier verwendete Entwicklung der Losungen nach Potenzen des
Parameters ¢ 1aBt sich, wie bekannt, auch als Anwendung des Ver-
fahrens der sukzessiven Approximation deuten. Dies Verfahren ist in
derselben Gestalt, in der es bei linearen Integralgleichungen zweiter
Art zur Losung durch die Entwicklung nach iterierten Kernen fiihrt
(s. Nr. 3, () und Nr. 5, (11) sowie Nr. 24 a), auch auf besondere nicht-
lineare Integralgleichungen vielfach angewendet worden, welche etwa
die Gestalt

9(9) +[E(s, o)t +[H(s, ) (9(0))2dt + - - - = g(s)

haben, oder in welche gegebene Verbindungen dieser die unbekannte
Funktion g(s) enthaltenden bestimmten Integrale oder mehrfache Inte-
grale eingehen; es liefert alsdann eine Losung fiir kleine Werte eines
in der Integralgleichung auftretenden Parameters 1.%%) Insbesondere
ist auch der Fall der nichtlinearen Volterraschen Integralgleichung dieses
Typus, wo also die Unabhingige s als obere Integrationsgrenze auf-
tritt, vielfach mit dieser Methode behandelt worden.?®)

Im Gebiete unendlicher Gleichungssysteme ist der Kochsche Exi-
stenzsatz von W. L. Hart3%) ausgedehnt worden auf Systeme der Gestalt

3) f;)(xl7 Ty -5 Y1y Yy - o) =0,

wo die f, entweder vollstetige Funktionen ihrer Verinderlichen im
Sinne der Definition von Nr. 16a, Ende — jedoch bezogen auf einen

384) G. Fubini, Torino Atti 40 (1904), p. 616—631; V. Volterra, Paris C. R.
142 (1906), p. 691—695; H. Block, Ark, f. mat. 3 (1907), Nr. 22, 18 8.; L. Or-
lando, Rom Ace. Linc. Rend. (5) 16, (1907), p. 601—604; R. &’ Adhémar, Bull.
Soc. Math. Fr. 36 (1908), p. 195—204; G. Bratu, Paris C. R. 150 (1910), p. 896—899;
152 (1911), p. 1048—1050; A. Pellet, Bull. Soc. Math. Fr. 41 (1913), p. 119—126.
Ein anderes Verfahren zur Bestimmung benachbarter Losungen bei 4. Collet,
Toul. Ann. (3) 4 (1912), p. 199—249. — Vgl. auch die in Nr. 26 b, 2 und 3 be-
handelten nichtlinearen Integralgleichungen.

385) T. Lalesco"), 1. P., Nr. 12; M. Picone, Palermo Rend. 30 (1910), p. 349
—3876; E.Cotton, Bull. Soc. Math. Fr. 38 (1910), p. 144—154; Paris C. R. 150 (1910),
p. 511—513; Ann. Ec. Norm. (3) 28 (1911), p. 478—521; J. Horn, J. f. Math. 141
(1912), p. 182—216; Jahresb. Deutsch. Math.-Ver. 23 (1914), p. 85—90; H. Gala-
Jikian, Amer. Math. Soc. Bull. 19 (1913), p. 842—346; Ann. of Math. (2) 16 (1915),
p- 172—192; M. Nanni, Battagl. Giorn. 58 (1920), p. 125—160; A. Vergerio, Rom
Ace. Line. Rend. (5) 81, (1922), p. 15—17, 49—51; vgl. auch A. Viterb: *°%). Allge-
meinere verwandte funktionale Integralgleichungen bei C. Severini, Atti Acc.
Gioen. (5) 4 (1911), Nr. 15, 16; 5 (1912), Nr. 20. — Vgl. auch die in Nr. 26a, 2
erwithnten weiteren Typen Volterrascher Integralgleichungen.

336) W. L. Hart, Amer. Math. Soc. Bull. 22 (1916), p. 292—298; Amer. Math.
Soe. Trans. 18 (1917), p. 125—160; Nat. Ac, Proc. 2 (1916), p. 309—313; Amer.
Math. Soc. Trans. 23 (1922), p. 30—b50.
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Bereich |z, — a,| <7, — oder stetige Funktionen im Sinne von (4)
von Nr. 18a sind und wo die ,Funktionaldeterminante” aus den gg’
q

im Kochschen Sinne existiert.

b) Eine Ubertragung der Puiseuxschen Sitze in gewissem Um.
fang umfaBt die weitergehende Theorie, die E. Schmidt®") aufgestellt
hat. Er hat sie fiir nichtlineare Integralgleichungen entwickelt, die
eine etwa den Systemen (2) entsprechende Allgemeinheit haben, bei
denen aber die zu ihrer Aufstellung und Behandlung notwendigen
Mittel schwieriger zu iibersehen waren als bei unendlichvielen Ver-

inderlichen. Schmidt bezeichnet als Infegralpotenzreihe 2]3(;@) von

beispielsweise zwei stetigen Argumentfunktionen u(s), v(s) eine un-
endliche Reihe von Gliedern der Form

b b
u(s)wo(sfef . K (s by, .. B uE)5 0 . w(E) 0oty . . dt,

(0o + 8,20, e +p21, ..., ¢,4+8,21, v=>0),

wo die Koeffizientenfunktionen K(s, ¢, .. ., t,) stetige Funktionen ihrer
Argumente im Intervall (a, b) und », o, 8 nichtnegative ganze Zahlen
sind%®); er bildet eine Majorantenreihe von P, indem er, eventuell
nach Zusammenfassung gleichartiger Glieder, u(s), v(s) tiberall durch
Konstante h, %, die Koeffizientenfunktionen durch ihren Betrag und
sodann die Integrale durch ihr Maximum ersetzt, und nennt P reguldr
konvergent, wenn diese Majorantenreihe konvergiert. Alsdann konver-
giert die Integralpotenzreihe fiir je zwei stetige, absolut unterhalb %
bzw. k bleibende Funktionen u(s), v(s) absolut und gleichm#Big und
stellt eine stetige Funktion von s dar.

Es sei nun eine solche regulir konvergente Integralpotenzreihe

iB(usv) gegeben, die kein von # und v freies Glied enthilt, unfer deren

Gliedern 1. Dimension aber eines der Form A(s)u(s) mit A(s)=>m>0

337) K. Sehmidt, Uber die Auflésung der nichtlinearen Integralgleichung
und die Verzweigung ibrer Losungen, Math. Ann. 65 (1908), p. 370—399.

338) Dieser Begriff ist analog dem der analytischen Funktionen unend-
lichvieler Veriinderlicher von H.v. Koch (s. Nr. 25a), und zwar entspricht die
Integralpotenzreihe einem System von unendlichvielen analytischen Funktionen
fpla,, 5 .. .) (Funktionaltransformation), wobei die Variable s dem Index p ent-
gpricht. Die Analogie tritt noch klarer hervor, wenn man in die Integralpotenz-
reihe nur eine Argumentfunktion anstatt der oben in Riicksicht auf das folgende
verwendeten zwei einfiihrt; dann ist das oben hingeschriebene allgemeine Glied
genau so gebaut, wie das allgemeine Glied der Reihe (1a) fiir die p** Funktion

oy, x4, .. ).
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vorkommt; dann wird die nichtlineare Integralgleichung

S"3<u,8v) =0

oder, etwas anders geschrieben:

@) u(s) + [ KGs, u@at =$(,”,)

wo B, reguldr konvergent ist und auBer Gliedern mindestens zweiter
Dimension in % und » nur lineare Glieder in v enthilt, durch u = 0,
v == 0 befriedigt, und die Aufgabe ist, fiir jede gegebene stetige Funk-
tion v(s) mit hinreichend kleinem Maximum des Detrages eine Lisung
von (4) zu suchen.

Die verschiedenen Méglichkeiten der Losungsexistenz gruppieren
sich alsdann nach der Art der Ldsharkeit der aus (4) entstehenden
linearen homogenen Integralgleichung

®) u(s) +f K5, u(t) at = 0;

deren Fredholmsche Determinante spielt also die gleiche Rolle, wie die
Funktionaldeterminante von endlichvielen Gleichungen und die unend-
liche Determinante in den Fallen von Nr.25a. Im einzelnen gilt
folgendes:

1. Gleichung (5) habe keine nicht identisch verschwindende Lisung;
dann gibt es zwei positive Zahlen F, K, so daf zu jeder stetigen
Funktion v(s), fir die Max |v(s)| < ist, genau eine Lisung u(s) von
(4) von der Eigenschaft Max |u(s)| < I existiert, die sich dibrigens als
requldr konvergente Integralpotenzreihe in v(s) darstellen lift. Schmidts
Beweis geht davon aus, daB dann (vgl. Nr. 10, Satz 2) ein losender
Kern von K existiert und daB sich mit dessen Hilfe (4) in die Gestalt

®) u(s) =B, ,)

setzen liBt, wo B, von derselben Art wie P, in (4) ist. Fiir diese
Gleichung ergibt sich durch sukzessive Approximation (bzw. Potenz-
entwicklung nach 4, wenn v durch Av(s) ersetzt wird), eine sie formal
befriedigende Integralpotenzreihe, deren regulire Konvergenz durch ein
Majorantenverfahren dargetan wird.

2. Gleichung (5) besitze genau eine Lisung. Dann 148t sich eine
ganze transzendente Gleichung in einer Unbekannten z (,,Verzwei-
gungsgleichung®) der Form

™ Lyz* 4 Lya® + -+ - = ?R(i)
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aufstellen, wo L,, L,, . .. durch sukzessive Integrationen aus bekannten
Funktionen herstellbare Konstante und ® eine mit v = O verschwin-
dende bekannte regulir konvergente Integralpotenzreihe in v ist. Ist
nun L, der erste nicht verschwindende Koeffizient, so gibt es zu jedem
v(s) mit hinreichend kleinem Maximum genau v Losungen von (4), d. h.
es liegt eine v-fache Verzweigung wie im algebraischen Falle vor; ver-
schwinden aber alle L,, so hat (4) fiir v(s) =0 Fkontinuierlich viele
(von dem willkiirlich bleibenden x abhingige) Losungen — diber die
Lisungen fiir benachbarte v(s) aber (Art der Verzweigung) wird keine
Aussage gewonnen. Der Beweis geht aus von der unter der vorliegen-
den Annahme moglichen Darstellung von K(s,f) als Summe eines
Produktkernes ¢ (s)¢p(f) vom Range 1 und eines Kernes, der einen
l16senden Kern besitzt (s. Nr. 39a, 249%)). Damit 148t sich (4) wieder-
um in eine Integralgleichung der Form (6) tiberfithren, die jedoch
noch den Integralwert 5

(83) z = [u@®o(t) at

linear enthilt und die daher durch eine regulir konvergente Integral-
potenzreihe in v(s) und diesem Parameter z geldst wird:

8
©) u(s) = 9(,,)
Die beiden Gleichungen (8), (9) geben die Losung des Problems: Ein-
setzen von (9) in (8) gibt die Verzweigungsgleichung (7), jede hin-
reichend kleine Losung'z von dieser gibt durch (9) eine Losung von (4).

3. Hat (5) n linear unabhiingige Lisungen, so ergeben sich ebenso
n Verzweigungsgleichungen, d. h. n mindestens mit quadratischen Glie-
dern beginnende Gleichungen vom Typus (7) in n Parametern, derart,
daB jedes System hinreichend kleiner Lésungen von ihnen eine Lisung
von (4) liefert. Die Verzweigung kann von algebraischem Typus sein,
oder es kann der oben hervorgehobene Ausnahmefall eintreten.

Die Entwicklungen von Schmidt sind so eingerichtet, daB sich die
hier angegebenen Hauptresultate in verschiedenen Richtungen (Potenz-
reihen nach mebreren Funktionen, mehrere unabhingige Variable, Un-
stetigkeiten der Koeffizientenfunktionen u. a.) erweitern lassen.?)
339) H. Falkenberg, Diss. Erlangen 1912, 32 8. betrachtet in einem beson-
deren Falle die aus der Verzweigungsgleichung entstehende Entwicklung der
Losung nach gebrochenen Potenzen eines in o(s) als Faktor auftretenden Para-
meters, Weitere Beispiele bei L. Orlando, Atti 4. congr. int. Roma 2 (1909),
p. 122—128; P. Levy, Paris C. R. 150 (1910), p. 899--901; G. Bucht, Ark. f. mat.
8 (1912), Nr. 8, 20 S.; G. Bratu, Bull. Soc. Math. Fr. 41 (19183), p. 346—350; 42

(1914), p. 113—142; St. Mohorovicic, Jugoslav. Ak. Bull. math.-phys. K. 6/7 (1916),
p- 7—18; Rada jugosl. Akad. 213 (1916), p. 12ff.
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26. Vertauschbare Kerne. In einer an V. Volterra?) anschlie-
Benden Reihe von Untersuchungen ist fiir gewisse Klassen von Kernen
ein Kalkiil entwickelt worden, der in seinem Bereich dem Kalkiil mit
beschrinkten Matrizen (s. Nr. 184, 5.) entspricht, und der auf lineare
und namentlich auch nichtlineare Integralgleichungen angewendet wird.
Dabei wird als Summe zweier Kerne K (s, t), K,(s, t) die Summe im
gewShnlichen Simne K, 4 K,, als Produkt der ,zusammengesetzte
Kern b
) K0 =K (N E(r hdr = K K, (s, ) = K, K,

betrachtet30); diese Zusammensetzung (,composition®) ist die gleiche
Operation, die bei der Iterierung von Kernen (s. Nr. 11a) und bei der
Faltung von Matrizen bzw. Bilinearformen (s. Nr. 18a, 4.) auftritt.
Die Giiltigkeit des assoziativen und kommutativen Gesetzes der Addi-
tion sowie die des distributiven Gesetzes ist evident; ferner ergibt die
Vertauschbarkeit der Integrationsfolge unter hinreichenden Stetigkeits-
voraussetzungen fiir die Kerne unmittelbar die Assoziativitit der Mul-

tiplikation: (K, K, K, = K,(K,K,),

wihrend sie im allgemeinen ersichtlich nicht kommutativist (K, K,== K, K, ).
Volterra hat nun inshesondere solche Bereiche von Kernen behandelt,
in denen auch das kommutative Gesetz gilt.

a) Volterrasche Kerne (Vertauschbarkeit 1. Art).

1. V. Volterra hat diesen Kalkiil in erster Linie auf Kerne Volterra-
scher Integralgleichungen (s. Nr. 3, 23), d. h. fiir £ > s verschwindende
Kerne angewandt.®?) Mit K, und K, zugleich ist auch das Produkt
(1) ein solcher Volterrascher Kern und sein Wert fiir £ < s ist (vgl.
Nr. 23, 4a))

@) Ky (s, t) =f’K1 (s, r) Ky (r, D) dr.

In diesem Falle spricht Volterra von ,Zusammensetzung 1. Art“
und bezeichnet die Funktion (2) mit

(2a) K, Ky(s,t) oder K, K,(s,1).

340) Erste Verdffentlichung: V. Volterra, Rom Ace. Linc. Rend. (5) 19, (1910),
p. 169—180. Zusammenfassende Darstellungen bei V. Volterra, Literatur A 9,
Chap. 1V, insbes. p. 1471.; Literatur B 6, Chap. IX—XIV; Proc. 5. intern. congr.
Cambridge (1912) I, p. 408—406; V. Volterra, The theory of permutable func-
tions (Princeton Univ. press 1915); V. Volterra u. J. Pérés, Legons sur la compo-
sition et les fonctions permutables, Paris (Coll. Borel) 1924, VIII u. 184 S.;
Formales iiber die Operationsgesetze bei G. C. Evans, Rom Acc. Linc. Mem. (5)
8 (1911), p. 695—T10.
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Ist diese Zusammensetzung speziell fir zwei Kerne kommutativ:
KK (50) = [ Ka(s, ) Ko, ) dr = K Ky (s, ),
1

so heiBen K, K, ,vertauschbar von der 1. Art* (permutable de
premiére espece); ist ¢ eine Konstante, so sind gleichzeitig auch cK,
und K, vertauschbar.

Liegt ein System endlichvieler paarweise vertauschbarer Kerne
K,, K,,... K, vor, so sind alle Kerne, die man aus ihnen durch end-
lichviele Additionen und Zusammensetzungen unter Hinzunahme der
Multiplikation mit konstanten Faktoren bilden kann, wiederum mit-
einander vertauschbar®?); sie lassen sich insgesamt durch lineare Ag-
gregate endlichvieler ,Potenzprodukte KxKg... K mit konstanten
Koeffizienten darstellen, wobei Potenzen als Zusammensetzung gleicher
Volterrascher Kerne (Iterationen wie in Nr. 11 bzw. 23, (4a)) zu ver-
stehen sind. Hiernach entsteht aus jedem Polynom P(z,, 7, ..., 2,) in
» Verinderlichen, das kein konstantes Glied enthilt (P(0, 0, ..., 0) = 0),
ein bestimmter Kern P(K,, K,, ..., K,), indem man jede Potenz 2z2v
durch den iterierten Volterraschen Kern K*», Multiplikation der Vari-
ablen 2, durch Zusammensetzung der K, ersetzt. Das gleiche Verfahren
148t ferner aus jeder fiir 2, = 0 verschwindenden Potenzreihe B (z,,..., 2,)
= 0u,...q, 21" ... 2,", die in einem gegebenen Bereich |2,| < R, absolut
konvergiert, einen mit den K, vertauschbaren Kern P(K,,..., K))
entstehen, falls jedes K, als Funktion von s, beschrinkt ist®!); die
Definition (2) ergibt nimlich unmittelbar fiir die Zusammensetzung
von m beschriinkten Volterraschen Kernen eine Abschitzung propor-
tional (%;:t)%_,l (vgl. die analoge Abschitzung Nr.23a, (4b) fir den
iterierten Kern K™), und das liefert die absolute Konvergenz der
Integralpotenzreihe P(Kj, ..., K,). Die Komposition zweier solcher
Kerne P,(K,,..., K,) und B,(K,,..., K,) ist dann der nach dem
gleichen Verfahren aus dem Produkt der Potenzreihen $,(zy, ..., 2,)

und PB,(2,,...,2,) entstehende Kern %)

341) V. Volterra®*?). Erweiterung fiir gewisse nicht konvergente Potenz-
reihen bei J. Pérés, J. de Math. (7) 1 (1915), p. 1—97, insbes. chap. I. — Wegen der
Beziehungen zum Summationsverfahren divergenter Potenzreihen vgl. V. Vollerra,
Literatur B 6, p. 159f. und P. Nalli, Palermo Rend. 42 (1917), p. 206—226.

342) V. Volterra hat darauf hingewiesen (vgl. z. B. Literatur B 6, p. 138),
daB man diese Betrachtungen auch auf Potenzreihen mit nicht verschwindendem
konstanten Glied ausdehnen kann. Das kommt darauf hinaus, daB der ,Einheits-
kern“ E, fir den EX = KE =K ist, der aber freilich durch keine stetige
Funktion von s, ¢ dargestellt werden kann, rein formal zu jedem System ver-
tauschbarer Kerne hinzugenommen wird; dann ist ¢ 4 K, mit K, vertauschbar
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2. Aus diesen Bemerkungen entnimmt Volterra unmittelbar die
Lisung einer Klasse nichtlinearer Integralgleichungen, die einen be-
gonders einfach zu handhabenden Spezialfall der in Nr. 25 behan-
delten Gleichungen darstellen. Sind ndmlich @(z,,...,2,,8), B(z,..,2,)
fiir kleine Argumente absolut konvergente Potenzreihen, die fiir ver-
schwindende Argumente verschwinden, und erfiillt { = PB(z,.. ., 2,)
identisch in #,...,#, die Gleichung

4) (15(517 e 2y £) =0,
so wird die nichtlineare Integralgleichung fiir K
(5) ?(K,,.. ., K,K)y=0

— unter K, ..., K, gegebene vertauschbare Volterrasche Kerne ver-
standen — durch die Integralpotenzreihe

K = S’B(Kl’ ct Y Kn)

gelost.3%) Neben den zahlreichen Beispielen hierzu, die in den zu
dieser Nr. genannten Arbeiten gelegentlich enthalten sind, sei besonders
der Fall hervorgehoben, daB die K, und K nur von der Differenz s — ¢
abhingen, was, wie leicht auszurechnen, die Vertauschbarkeit 1. Art
notwendig nach sich zieht; mit K hingen auch die iterierten Kerne
K® nur von s — ¢ ab, und daher geht (5) in eine nichtlineare Inte-
gralgleichung iiber, in die die unbekannte Funktion ¢(s) = K(s ¢, ¢)
in den Bildungen

gO(s) = 9(s), P(s) =0f o= (s — 1) g (r) dr

und ihr Produkt ist der eigentliche Kern c K, 4 K, K,. Weitere formale Aus-
dehnungen des Kalkuls in #bnlicher Richtung geben G. C. Evans, Palermo Rend.
84 (1912), p. 1—28; 35 (1912), p. 394; V. Volterra, Rom Acc. Linc. Mem. (5) 11
(1916), p. 167—249; J. Pérés, Rom Acc. Linc. Rend. (5) 26, (1917), p. 45—49,
104—109.

343) V. Volterra®t%). Der einfachste Fall hiervon ist die Losung der linearen
Integralgleichung K — KK = K durch die Potenzreihe K=K -4 K* + K%+ ..., d. h.
die Bestimmung der Resolvente eines Volterraschen Kernes durch Reihenentwick-
lung nach Iterierten, deren Beziehung zur geometrischen Reihe { =174 224 ...
als Losung von (1 — 2){ =z hier klar zutage tritt (vgl. Nr. 24a). Hiermit ver-
wandte Beispiele gibt G. C. Evans, Rom Acc. Linc. Rend. 20, (1911), p. 453—460,
688—694. Vgl. weiter eine Anwendung auf die Bestimmung von Kernen K(s — )
linearer Volterrascher Integralgleichungen, deren Resolvente sich durch Integra-
tionen und Differentiationen aus K ergibt, bei V. Volterra, Rom Acc. Linc. Rend.
(6) 23, (1914), p. 266—269. — Auf nicht vertauschbare Kerne wird der obige
Satz in gewissem Umfang ausgedehnt von V. Volterra®®®®) und J. Pérés, Rom
Acc. Linc. Rend. (5) 22, (1913), p. 66—170. .
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eingeht. Besondere Integralgleichungen dieser Art haben J. Horn34),
F. Bernstein®®) und G. Doetsch®®) nach verschiedener Richtung unter-
sucht.

3. V. Volterra hat sich weiterhin insbesondere mit der Bestimmung
aller mit einem gegebenen K(s,f) vertauschbaren Kerne beschiiftigt.
Sein erstes Resultat, das aus einem Problem der Anwendungen (pro-
bleme du cycle fermé) entstand, war die Tatsache, daB alle mit dem
Volterraschen Kern K(s, t) = Const. vertauschbaren Kerne die Gestalt
F(s —t) haben und daher untereinander vertauschbar sind.??) Er
hat ferner das Problem fiir Kerne der Ordnung 1 und 2 durch Zuriick-
fithrung auf eine Integrodifferentialgleichung geldst; dabei heifit K(s, ¢)
von der Ordnung », wenn es in der Form (s — ¢)"~'F(s, ¢) dar-
stellbar ist, wo F(s,¢) Ableitungen bis zur Ordnung » — 1 besitzt
und F(s, s) == 0 ist.3%) Im AnschluB daran hat E. Vessiof3*") bewiesen,
daB alle mit einem gegebenen Kern endlicher Ordnung vertauschbaren
Kerne untereinander vertauschbar sind. oJ. Pérés®®) hat das Volterra-
sche Verfahren fiir den Fall, daB K von s,¢ analytisch abhiéngt, auf

344) J. Horn, J. f. Math. 144 (1914), p. 167—189; 146 (1915), p, 95—115;
151 (1921), p. 167—199; Jahresb. Deutsch. Math.-Ver. 23 (1914), p. 303 —313;
25 (1915), p. 301—3825; 27 (1918), p. 48—53; Math. Ztschr. 1 (1918), p. 80—114,
Die Integralgleichungen gehen durch eine Laplacesche Transformation aus nicht-
linearen Differential- und Funktionalgleichungen hervor.

345) F. Bernstein, Sitzungsber. PreuB. Akad. d. Wiss. 1920, p. 735 —747;
Amst. Ak. Versl. 29 (1920), p. 759—765 — Amst. Ac. Proc. 23 (1920), p. 817—823;
F. Bernstein und G. Doetsch, Gott. Nachr. 1922, p. 32—46, 47—52; Jahresb.
Deutsch. Math.-Ver. 31 (1922), p. 148 —153; G. Doetsch, Math. Ann. 90 (1923),
p- 19—25. Hier werden zuniichst eine quadratische Integralgleichung jener Art fiir
die elliptische Thetanullfunktion und weiterhin analoge Gleichungen aufgestellt
und durch funktionentheoretische Methoden oder mit Hilfe der Laplaceschen
Integraltransformation untersucht. &. Doetsch, Math. Ann. 89 (1928), p. 192—207
behandelt im AnschluB an diese Untersuchungen Integralgleichungen derselben
Art, die sich durch eine Modifikation des oben geschilderten Volterraschen Pro-
zesses aus algebraischen Gleichungen ergeben und durch eine Laplacesche Trans-
formation mit Differentialgleichungen zusammenhingen.

346) V. Volterra, Rom Acec. Linc. Rend. (5) 19, (1910), p. 425—437; 20,
(1911), p. 296—304; vgl. dazu E. Bompians, ibid. 19, (1910), p. 101—104. — Etwas
modifizierte Darstellungen gibt J. Pérés, Paris C. R. 166 (1918), p. 939 —941;
Ann. Ee. Norm. (3) 36 (1919), p. 37—50; Bull. Soc. Math. Fr. 47 (1919), p. 16—37;
Rom Acec. Linc. Rend. (5) 30, (1921), p. 318—322; 344—348. Er gibt ferner hier
gowie in Paris C. R. 166 (1918), p. 723—1726, 806—808 und Rom Acc. Linc. Rend.
(5) 27, (1918), p. 27—29, 374—378, 400—402 Anwendungen auf Entwicklungen
nach Funktionssystemen, die durch eine Volterra-Transformation aus den suk-
zessiven Potenzen entstehen (Besselsche Funktionen u. dgl.).

347) E. Vessiot, Paris C. R, 154 (1912), p. 682—684.

348) J. Pérés, Paris C. R. 156 (1913), p. 378—381 und 34%), chap. IL.
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beliebige ganzzahlige Ordnung ausgedehnt; er hat aber dariiber hinaus
bewiesen®?®), daB alle mit K(s,?) vertauschbaren von s, ¢ analytisch

abhsingigen Kerne durch eine Reihe S'a, K’ (s, #) nach Iterationen von
K darstellbar sind, wobei nur > avj—! in einer Umgebung von 2 =20

konvergieren muB, wihrend alle stetigen Kerne, die mit einem Kern
1. Ordnung vertauschbar sind, wenigstens durch Polynome in K gleich-
miBig approximiert werden konnen.

b) Konstante Integrationsgrenzen (Vertauschbarkeit
2. Art).

1. Die allgemeine Operation (1) nennt V. Volterra®?) ,Zusam-
mensetzung 2. Art“ und bezeichnet ihr Resultat mit

ot e
(1a) K, K,(s,t) oder K K,(s,1).

ook ok g
Ist K, K,= K,K,, so heien K, und K, ,vertauschbar von der
2. Art“ (permutable de deuxieme espece). Genau wie in Nr. 26a, 1. kann
man aus endlichvielen vertauschbaren Kernen K, ..., KX, durch end-
lichviele Additionen und Zusammensetzungen 2. Art unter Hinzunahme
der Multiplikation mit konstanten Faktoren neue mit K, ..., K, ver-
tauschbare Kerne bilden, die man formal als Polynome P(K,,..., K))
darstellen kann.%)

Geht man jedoch zu Potenzreihen iiber, so gestalten sich die Ver-
hiltnisse wesentlich anders als in Nr. 264, 1., da der durch die Zusammen-
setzung 2. Art aus m beschrinkten Kernen entstehende Kern eine nur
der Potenz (b — a)™~! proportionale obere Grenze hat. Ist B(z,, ..., 2,)
eine fiir 2z, = 0 verschwindende bestindig konvergente Potenzreihe der
2y .. 2, (ganze Funktion), so wird die Ersetzung von z, durch K,
unter Verwendung der Zusammensetzung 2. Art an Stelle der Multi-
plikation eine absolut konvergente Integralpotenzreihe P(K,, ..., K,)
liefern, die einen mit K, ..., K, auf die zweite Art vertauschbaren
Kern darstellt. Dagegen wird die durch das gleiche Verfahren aus einer
Potenzreihe P(z,, ..., #,) von endlichem Konvergenzbereich |z,| < R,
entstehende Reihe im allgemeinen nicht mehr konvergieren; jedenfalls
aber wird die Potenzreihe (s, K,,.. ., 2,K,), in der jedem Kern K,
der Faktor £, hinzugefiigt ist, fiir hinreichend kleine Parameterwerte

849) J. Pérées, Rom Ace. Linc. Rend. (5) 22, (1913), p. 649—654; 23, (1914),
p- 870—873; %4), Chap. IV.

850) Vgl. dazu die in 349) zitierte Literatur sowie G. C. Evans®*?). Spezielle
Kerne bei G. Giorgi, Rom Acc. Linc. Rend. (5) 21, (1912), p. 748—754; G. An-
dreoli, ibid. 25, (1916), p. 252—257, 299—305.
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2, konvergieren. In dem besonderen Falle, daB

2y 2y,
(6) S‘B(zu R zn) =1 _?_gls‘é;(z“ . ‘_')z:)‘
die Potenzentwicklung des Quotienten zweier ganzen transzendenten
Funktionen von z,...,2, ist, zeigt V. Volterra®'), daB der durch
B2, Ky, ..., 2,K,) zunichst fiir kleine |z,| definierte Kern K eben-
falls iiber diesen Bereich hinaus eindeutig fortsetzbar und als Quotient
zweier bestindig konvergenter Integralpotenzreihen in 2 K,,..., 2, K,
darstellbar ist. Aus der Identitdt

PBloy, . 2)+ Bela, .5 2) - Bla, .. 2)=PB(a,. -2)
entsteht ndmlich durch den Volterraschen ProzeB die lineare Integral-
gleichung 2. Art fiir K
(M) K+ P:(s, Ky, .-, 2,K,) - K=, (2K, ..., 2,K),
und die Anwendung der Fredholmschen Formeln auf sie ergibt die
behauptete Quotientendarstellung.

2. Auch diesen Betrachtungen kann Volterra wiederum die Losung
gewissér nichtlinearer Integralgleichungen, diesmal mit beliebigen kon-
stanten Integrationsgrenzen, entnehmen. Ist nimlich

D(2y, ..y 2,8) =0
eine Gleichung, die durch einen Quotienten { zweier ganzer Funk-
tionen von 2, .. , #, geldst wird, so ergibt die Ersetzung von 2, durch
2,K (s, t) und von ¢ durch K unter Verwendung der Zusammensetzung
zweiter Art eine nichtlineare Integralgleichung
(4, K,,...,2,K,,K)=0,
und man erhilt ihre Losung durch die Betrachtungen von Nr. 26 b, 1.5%)

Uber spezielle aus ganzen rationalen @ entstehende Integralglei-
chungen vgl. Nr. 26D, 3.

3. Das Problem der Bestimmung aller mit einem gegebenen Kern
vertauschbaren Kerne ist hier bei der 2. Art wesentlich schwieriger
und tiefer liegend als bei der 1. Art; es umfaBt die analoge Aufgabe
fiir endliche Matrizen und greift tief in die Ubertragung der Elementar-
teilertheorie auf Integralgleichungen ein (s. Nr. 39, insbesondere d°°%).
L. Sinigallia®®) und allgemeiner V. Volterra®*) haben dargelegt, wie

351) V. Volterra®®) und Rom Acc. Linc. Rend. (5) 20, (1911), p. 79—88. —
Uber die Beziehung zur Funktionentheorie vgl. H. Lebesgue, Bull. Soc. Math, Fr.
40 (1912), p. 238—244.

352) V. Volterra®®) und Literatur B 6, Chap. XIIL

353) L. Sinigallia, Rom Acc. Linc. Rend. (5) 20, (1911), p. 563—569; 20, (1911),
p. 460—465; 21, (1912), p. 831—837; 22, (1913), p. 70—76. — Einige mehr formale

Bemerkungen frither bei H. Bateman, Cambr. Phil. Trans. 20 (1908), p. 233—252.
354) V. Volterra, Rom Acc. Linc. Rend. (5) 20, (1911), p. 521—52T7.
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sich fir Kerne endlichen Ranges (Nr. 10a,1) 3 €, Pp(8) ¥, (¢) die Ver-
py=1

tauschbarkeitssitze unmittelbar aus der Elementarteilertheorie fiir die
b
n-reihigen Matrizen (c,,) und ( f @,(8) ¥, (8) ds) gewinnen lassen.®®) —

Im Zusammenhang damit sind von V. Volterra®*4) und anderen®¥®),
gleichfalls in Analogie zu bekannten Anwendungen der Elementar-
teilertheorie, ,algebraische Gleichungen® fiir unbekannte Kerne in zahl-
reichen besonderen Fillen untersucht worden, d. h. Gleichungen vom

Typus K,K* 4+ KK-14 ...+ K, =0,

wo die Iterationen von K ganz rational auftreten und K, ..., K,
vertauschbar sind.

%7. Integrodifferentialgleichungen.®’) Gewisse lineare Funk-
tionalgleichungen, in denen die unbekannte Funktion auBler Integra-
tionen auch Differentiationsoperationen unterworfen ist, sind bereits
in Nr. 24d, 2 behandelt worden. Probleme der Anwendungen?3®) so-
wohl, wie auch der Wunsch, die in der Theorie der Integralgleichungen
entwickelten Begriffsbildungen und Methoden weiterhin auszunutzen,
haben den AnlaB gegeben, eine grofe Reihe verschiedenartiger Typen
solcher linearer und nichtlinearer ,Integrodifferentialgleichungen® zu

855) Die Beziehungen zwischen den Eigenfunktionen bzw. den Hauptfunk-
tionen (s. Nr. 89a) vertauschbarer Kerne behandelt J. Souls, Rom Acec. Line.
Rend. (5) 21, (1912), p. 425—431; 22, (1913), p. 222—225. — G. Lauricella, Rom
Acc. Linc. Rend. (5) 22, (1918), p. 331—346 hat fiir alle mit einem beliebigen
K(s, t) vertauschbaren Kerne konvergente Darstellungsformeln angegeben, indem
er die Kenntnis der Schmidtschen adjungierten Eigenfunktionen (Nr. 86¢) voraus-
setzt und die Theorie der Orthogonalfunktionen benutzt. Vgl. auch C. Severini,
Atti Ace. Gioen. (5) 7 (1914), mem. 20, 22 S. — Vgl. auch S. Pincherle®°7s).

356) T. Lalesco*®®); G. Lauricella, Rom Acc. Linc. Rend. (5) 20, (1911).
p. 885—896; Ann. di mat. (3) 21 (1918), p. 317—351; E. Daniele, Palermo Rend.
37 (1914), p. 262—266; J. Soula, Rom Acc. Linc. Rend. (5) 23, (1914), p. 132—137;
A. Vergerio, Torino Atti 51 (19186), p. 227—237 (bzw. math.-nat. K., p. 199—209);
G. Andreoli, Rom Acc. Linc. Rend. (5) 25, (1916), p. 360—366, 427—433; 26,
(1917), p. 284—239; M. Precchia, Atti Ace. Gioen. (5) 10 (1917), mem. 25, 41 S,

357) Zusammenfassende Darstellungen findet man bei V. Volterra, Literatur
A 9, Chap. IV; B 6, Chap. V—X, XIII, XIV,

358) Es handelt sich hier insbesondere um Probleme der Nachwirkung und
Fernwirkung, bei denen der momentane Zustand an einer Stelle des Systems
Jjeweils auch von allen vor diesem Moment durchlaufenen Zustinden an dieser
und allen anderen Stellen des Systems abhingt, und die man jetzt vielfach nach
E. Picard als hereditire Mechanik bezeichnet (vgl. Encykl. IV 30, Nr. 6, p. 6401,
E. Hellinger). Ein Teil der weiterhin zu nennenden Arbeiten kniipft direkt an
solche Probleme an.
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untersuchen, die Integrations- und Differentiationsprozesse gemischt
enthalten. Eine methodische Durcharbeitung dieses auBerordentlich
vielgestaltigen Problemkreises liegt naturgemaf nicht vor; die einfache
Bemerkung, daf die Integrodifferentialgleichungen alle Arten von Inte-
gralgleichungen und Differentialgleichungen als Sonderfille enthalten,
zeigt, mit welchen verschiedenen Fragestellungen man an sie heran-
treten kann. So beschriinken sich die vorhandenen Resultate auf ein-
zelne von bekannten Integralgleichungen oder Differentialgleichungen
oder auch von algebraischen oder funktionentheoretischen Analogien
her leichter zugingliche Gleichungstypen und enthalten Aussagen iiber
die Existenz der Losungen, Losungsformeln und gelegentlich auch be-
sondere Eigenschaften der Losungen (Nr.27a). Kine weiterreichende
Methode zur Erfassung einer groferen Klasse von Integrodifferential-
gleichungen hat V. Volterra durch seinen Kalkul mit vertauschbaren
Kernen von Nr. 26 gegeben (Nr. 27b).

a) Als unmittelbare Verallgemeinerung des Ansatzes der linearen
Integralgleichungen ergeben sich lineare Integrodifferentialglei-
chungen des folgenden Typus:

m n b
(1) S'EOTZ2+ D K, 6,055 at = 1),
v=0 v=0a

die tibrigens als Grenzfille der gemischten Integralgleichung Nr.13b, (1)
aufgefaBt werden kionnen. Einfachere Gleichungen dieser Art fiir den
Volterraschen Fall (obere Integrationsgrenze s) haben sich zuerst bei
der Behandlung der gewdhnlichen Volterraschen Integralgleichung
1. Art durch sukzessive Differentiation (s. Nr.23b) von selbst dar-
geboten, und nach dem Muster dieser Theorie hat man den Volterra-
schen Fall der Gleichung (1) unter mehr oder weniger einschrénken-
den Bedingungen behandeln konnen.®*®) Andererseits kann (1), wenn
man die héchste auftretende Ableitung als unbekannte Funktion an-
sieht, durch wiederholte partielle Integration in eine gewdhnliche Inte-
gralgleichung fiir diese Funktion iibergefiihrt werden, wobei eventuell
noch mehrfache Integrale auftreten; auch von dieser Seite her sind
viele Fille von (1) gelost worden.®®) Auf Grund desselben Gedanken-

359) P. Burgatti, Rom Acc. Linc. Rend. (5) 12, (1908), p. 596—601; G. Fu-
bini, Rend. Napoli (3) 10 (1904), p. 61—64; T. Lalesco'”), 1. P., Nr. 11; L. Sini-
gallia, Rom Acc. Linc. Rend. (5) 17, (1908), p. 106—112.

360) N. Praporgesco, Bucarest Soc. Bulet. 20 (1911), p. 6—9; V. Volterra,
Rom Ace. Linc, Rend. (5) 21, (1912), p. 1—12; G. Andreoli, Rom Acc. Linc. Rend.
(5) 22, (1918), p. 409 —414; 23, (1914), p. 196 —201; Battagl. Giorn. 53 (1915),
p. 97—135; Torino Atti 50 (1915), p. 1036—1052; St. Mohorovitié®*%) ®%°). Vgl
auch W. Sternberg, Math. Ann. 81 (1920), p. 119—186.
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ganges ist von einer Reihe von Autoren auch der allgemeinere Fall
konstanter Integrationsgrenzen unter verschiedenen Bedingungen be-
handelt worden.?®!) Diese Betrachtungen sind gelegentlich auch auf
einfache Fille dhnlicher Integrodifferentialgleichungen fiir Funktionen
mehrerer Unabhingiger ausgedehnt worden.%%%)

Auch andere in der Theorie der Differentialgleichungen ausge-
bildete Methoden sind auf Integrodifferentialgleichungen angewendet
worden. L. Lichtenstein®®®) hat als Beispiel seiner Methode der direkten
Zuriickfithrung von Randwertaufgaben auf Gleichungssysteme mit un-
endlichvielen Unbekannten (Nr. 156) eine bestimmte Randwertaufgabe
fiir eine Integrodifferentialgleichung 2. Ordnung ((1) mit m = 2, n = 0),
die einen linearen Parameter enthilt und genau analog der sich selbst
adjungierten Differentialgleichung 2. Ordnung gebildet ist, nebst ihrer
Eigenwerttheorie vollstindig behandelt. Die Losbarkeit der Rand-
wertaufgabe fiir eine der Potentialgleichung entsprechend gebildete
Integrodifferentialgleichung in zwei Unabhingigen (vgl. Nr. 27b, (3 a))
hat G. Fubini®**) mit Methoden der Variationsrechnung bewiesen.

In #hnlicher Weise wie die Gleichung (1) sind auch analog ge-
bildete nichtlineare Integrodifferentialgleichungen im Zu-
sammenhang mit der Theorie der nichtlinearen Integralgleichungen
gelegentlich untersucht worden.*®*) Besonders hervorzuheben sind hier

861) G. Fubini, Boll. Acc. Gioen. 83 (1904), p. 3—17; G- Lauricella, Rom
Ace. Linc. Rend. (5) 17, (1908), p. 7756—786; E. Bounitzky, Darboux Bull. (2) 32
(1908), p. 14—31; U. Crudeli, Rom Acc. Linc. Rend. (5) 18, (1909), p. 493—496;
S. Pincherle, ibid. 18, (1909), p. 85—86; G Bratu, Paris C. R. 148 (1909), p. 1370
—1878; N. Praporgesco®®); Ch. Platrier, Nouv. Ann. (4) 11 (1911), p, 508—513;
Ch. Platrier *°), note 1. Ubertragung der Eigenwerttheorie auf gewisse Gleichungs-
typen bei A. Vergerio, Ann. di mat. (3) 31 (1922), p. 81—119.

362) L. Sinigallia™); M. Gevrey, Paris C. R. 152 (1911), p. 428—431; J. de
Math. (6) 9 (1914), p. 305—471, insbes. § 19, § 22; G. Andreoli, Venet. Ist. Atti
74 (1915), p. 12656—1274. Weitere Verallgemeinerungen im Sinne der general
analysis (Nr. 24¢) bei T. H. Hildebrandt, Amer. Math. Soc. Trans. 19 (1918),
p. 97—108. — Hierhin gehoren ferner noch die in Nr. 24d, 2 und Nr. 2449
erdrterten besonderen linearen Integrodifferentialgleichungen.

863) L. Lichtenstein, Festschr. f. H. A, Schwarz (Berlin 1914), p. 274—285. —
Hierhin gehtren auch die von R. v. Mises, Jahresh. Deutsch. Math.-Ver, 21 (1913),
P. 241—248 und Festschr. f. H. Weber (Leipzig 1912), p. 262—282 bebandelten
Randwertaufgaben mit Integralnebenbedingung sowie die nach A. Kneserschen
Methoden (s. Nr. 8¢, 84c) von L. Koschmieder, J. f. Math. 143 (1913), p 285—293,
H. Laudien, ibid. 148 (1917), p. 79—87 und Diss. (Breslau 1914), 90 8., W. Jaro-
schek, Diss. (Breslau 1918), 103 S. behandelten Integrodifferentialgleichungen der
Thermomechanik und die umfassenderen Problemstellungeu bei R. Courant, Acta
math. 49 (1926), p. 1—68 (vgl. Nr. 45¢).

364) J. Horn, Jahresb. Deutsch. Math.-Ver. 28 (1914), p. 303—313; L. Baert,
Palermo Rend. 44 (1920), p. 103—138.

Encyklop. d. math. Wissensch. II 8 98
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eine Reihe von Untersuchungen von L. Lichienstein®?) iiber die Integro-
differentialgleichungen, welche die Gestalt der Gleichgewichtsfiguren
rotierender Fliissigkeiten bestimmen; die Losung erfolgt durch suk-
zessive Approximation von einer linearen Integralgleichung aus, und
insbesondere wird nach dem Vorbild der E. Schmidéschen Theorie der
nichtlinearen Integralgleichung (Nr.25b) die Versweigung der Losungen
vollstindig untersucht.

b) V. Voltérra hat seine in Nr. 26 dargestellten Begriffsbildungen
vorzugsweise zur Behandlung einer umfassenden Klasse von Integro-
differentialgleichungen angewendet.®”) Die Grundlage seiner Betrach-
tungen bildet die folgende Erweiterung des Satzes von Nr. 26a, 2
iber die Losung gewisser Integralgleichungen?®?): Die fiir verschwin-
dende Argumente z,...,#, verschwindende und in einem gewissen
Bereich konvergente Potenzreihe ¢ = P(=,,...,z,, 2(,...,2,) gehe
bei Ersetzung der Variablen z,,...,2, vermoge des Verfahrens von
Nr. 26a, 1 durch die von der 1. Art vertauschbaren Kerne K, (s, ?), ...,
K (s, t) in die gleichmiBig im betrachteten Bereich der z,,..., z,,s, ¢
konvergente Integralpotenzreihe

K(:L‘l, s T 5 t) = S‘B(xv e Xy Ky, Kn)
iiber; erfiillt dann ¢ die algebraische Differentialgleichung
A2 2
(2) Q(xv sy T Byy ey By gr 3}' T g’é; TZ‘gE; N ) = 0,
so geniigt K(z,,...,2,;s,?) der durch Ersetzung von 2,,...,2, §
durch K,,..., K,, K vermdge des gleichen Verfahrens aus (2) ent-
stehenden Integrodiﬁ'erentialuleichuncr°

@) D (.0 70 Koy Koy K k) =0.

’ 6.2: 700 D’ ox, ox,’

Diese Methode hat V. Volterra®®®) zuerst auf die ,Integrodifferen-
tialgleichung 2. Ordnung von elliptischem Typus®

3

(3;;) Z{a K(xu;;;xsvs t) +fa K(x‘-’g;;’”’”K,(r,t)dr} —

r=1

365) L. Lichtenstein, Math. Ztschr. 1 (1918), p. 229—284; 3 (1919), p. 172—174;
7 (1920), p. 126—231; 10 (1921), p. 130—159; 12 (1922), p. 201—218; 13 (1922),
p. 82—118; 17 (1923), p. 62—110. — Diese Integrodifferentiaigleichungen treten
in speziellerer Gestalt bereits in den Untersuchungen von A. Liapounoff [Mém.
Ac. imp. St. Pétersbourg (8) 17 (1905), Nr. 3, p. 1—31; Mém. prés. & I'Ac. imp. des
sciences 1906, p. 1—225; 1914, p. 1—112] auf; vgl. den historischen Bericht bei
L. Lichtenstein, Math. Ztschr. 1.

365a) V. Volterra, Rom Acc. Linc. Rend. (5) 19, (1910), p. 861 — 363 (mit
einer Bemerkung iiber Ausdehnung auf nicht vertauschbare K,).
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angewandt, die der Diﬁ'erentialgleichung

(3) 2(1+z)3xz_

y=1

entspricht; ans der Potenzentwicklung ihrer Grundlsung

—e| et

erhilt er so, wenn er noch die Konstante ¢ durch den willkiirlichen
Kern C(s,?) ersetzt, als ,Grundlésung® von (3a) die bestindig kon-

vergente Reihe K(x,, @, 73; 8, §) —

rertemalesns S () foor) 3
we Rv(s; f)=K,— K2+ K} q:

die 1 — (1 4 #,) ! entsprechende Resolvente des Volterraschen Kernes
K, (s, t) bedeutet. Weiterhin hat Volferra®®®) nach Ubertragung der
Greenschen Sitze der Potentialtheorie auf (3a) die Eindeutigkeit der
Losung der ,,1. und 2. Randwertaufgabe“ fiir (3a) bewiesen; die Losung
dieser Randwertaufgaben hat J. Pérés'®) mit Hilfe desselben Uber-
tragungsprinzipes nach dem Muster der Potentialtheorie durch Zuriick-
fihrung auf Integralgleichungen gegeben. Von verschiedenen Autoren
sind sodann analoge Untersuchungen fiir Integrodifferentialgleichungen
von hyperbolischem und parabolischem Typus3®°) sowie fiir
solche hoherer Ordnung?5?) durchgefiihrt worden. Auch durch ge-
eignete Modifikationen des Volterraschen Prozesses sind gelegentlich
weitere Integrodifferentialgleichungen der Behandlung erschlossen
worden.266)

3 Ry (r, t)
w! +w2+x2J dr},

366b) V. Volterra, Rom Acc. Linc. Rend. (5) 18, (1909), p. 167—174; Acta
math, 35 (1912), p. 295—356. — Die gleichen Entwicklungen fiir den zweidimen-
sionalen Fall bei L. Sinigallia, Rom Acc. Linc. Rend. (5) 24, (1915), p. 326—830.

865¢) V. Volterra, Rom Acc. Linc. Rend. (5) 19, (1910), p. 239 —243;
G. C. Evans®?; G. C. Evans, Rom Acc. Line. Rend. (5) 21, (1912), p. 26—31;
ibid. 22, (1913), p. 855—860; Amer. Math. Soc. Trans. 15 (1914), p. 477—496.

865d) J. Pérés, Paris C. R. 1566 (1913), p. 378—881; . C. Evans, Amer. Math.
Boc. Trans. 15 (1914), p. 215—226; N. Zeilon, Rom Acc. Linc. Rend. (5) 24, (1915),
p. 584—587, 801—806. — Integrodifferentialgleichungen hoherer Ordnung werden
auch in den in % aufgefiihrten Untersuchungen von V. Volterra angewendet.

366) G. Giorgi, Rom Acc. Linc. Rend. (5) 21, (1912), p. 683—688; @G. C.
Evans®?)%6%%); E. Daniele, Rom. Acc. Linc. Rend. (5) 26, (1917), p. 302 — 308;
G. Doetsch, Math. Ann. 89 (1923), vgl. %45),

98*
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V. Volterra®") hat auch die Operation der Zusammensetzung
2. Art zur Bildung von Integrodifferentialgleichungen verwendet, in
denen die auftretenden Integrale konstante Grenzen haben; sie ent-
stehen aus der Differentialgleichung (2) durch den in Nr. 26b, 1 ge-
schilderten ProzeB der Ersetzung der Variablen 2, durch vertauschbare
Kerne 2. Art 2,K,. Auch fiir sie kann er — analog der Aussage von
Nr. 26b, 2 iiber Integralgleichungen — eine Losung angeben, die
obendrein einer gewohnlichen linearen Integralgleichung 2. Art ge-
niigt, wenn die Losung von (2) ein Quotient bestindig konvergenter
Potenzreihen in 2,,.. ,2, ist. Auf dieser Grundlage hat V. Volterra
besonders die elliptische Integrodifferentialgleichung der Art (3a) mit
konstanten Integrationsgrenzen behandelt.’®)

Uber Verallgemeinerungen des Begriffes der Integrodifferential-

gleichungen3%*) vgl. Nr. 283%),

28. Allgemeine nichtlineare Funktionaloperationen. Die mannig-
faltigen Untersuchungen iiber nichtlineare Funktionaloperationen, Funk-
tionen von Funktionen und Kurven (fonctions de lignes) u. dgl. haben
die gemeinsame Tendenz, die Elemente der reellen und komplexen Funk-
tionentheorie von einer oder mehreren Verinderlichen auf unendlich-
dimensionale Riume (unendlichviele Verinderliche unter verschiedenen
Konvergenzbedingungen, Funktionsgesamtheiten verschiedener Art; vgl.
Nr. 20, 24) zu iibertragen. Sie stehen ihrem Ursprung und ihrer Frage-
stellung nach zum Teil in so engen Beziehungen zur Theorie der nicht-
linearen Integralgleichungen und der nichtlinearen Gleichungen mit
unendlichvielen Unbekannten, daB hier wenigstens die wichtigsten
Arbeitsrichtungen kurz skizziert und dabei diejenigen Arbeiten auf-

367) V. Volterra®?®). Vgl. auch die Darstellung bei V. Volterra, Literatur
B 6, Chap. XIII, wo zuniichst die entsprechenden Sitze fiir endliche Matrizen
entwickelt und die Integrodifferentialgleichungen durch Grenziibergang gewonnen
werden.

368) V. Volterra, Rom Acc. Linc. Rend. (5) 20, (1911), p. 95—99; 22, (19183),
p 43—49.

3684) Die von G. C. Evans in den beiden letzten in 36%°) genannten Ar-
beiten, in %), Lect. IV sowie Rom Acc. Linc. Rend. (5) 28, (1919), p. 262—265
und Rendic. semin. matem. Roma 5 (1919), p. 29—48 behandelten ,Integrodiffe-
rentialgleichungen von Bécherschem Typus“ stehen zu dem hier behandelten
Gegenstand nur in loser Beziehung; sie bestehen im wesentlichen in der Um-
setzung einer partiellen Differentialgleichung in eine Identitit — im Falle zweier
Unabhiingiger — zwischen einem Integral iiber eine beliebige geschlossene Kurve
und einem iiber das von dieser umschlossene Flichenstiick, wie sie durch die
Greenschen Sitze geliefert wird.



28. Allgemeine nichtlineare Fuanktionalgleichungen. 1499

gefiihrt werden sollen, die mit dem Auflosungsproblem mehr oder
weniger zusammenhingen.3)

Die durch absolut konvergente Potenzreihen definierten analy-
tischen Funktionen unendlichvieler Verdnderlicher, die
H. v. Koch®?)%3%) zur Aufstellung und Aufldsung nichtlinearer Glei-
chungssysteme benutzt hatte (s. Nr. 25a), hat D. Hilbert®™), insbeson-
dere auch im Hinblick auf analytische Fortsetzung, Gruppeneigen-
schaft u. dgl., ndher untersucht; mit reellen Funktionen unend-
lichvieler Verdinderlicher, inshesondere auch mit der Bestimmung
ihrer Extremwerte sowie mit Anwendungen auf die partiellen Differen-
tialgleichungen hat sich J. Le Rouz®™) befaBt. Die unendlichvielen
Verinderlichen sind bei diesen Untersuchungen zumeist an die Be-
dingung |z,| < B, (p =1,2,...) gebunden.

M. Fréchet®™) hat seine Untersuchungen iiber lineare Funktional-
operationen (Nr. 24b) unter Zugrundelegung der nimlichen Entfer-
nungsbegriffe auf nichtlineare Operationen im Funktionenraum
ausgedehnt und hat da insbesondere fiir stetige Funktionaloperationen
das Analogon des WeierstraBschen Satzes iliber Approximation durch
Polynome entwickelt. In systematischer Weise hat V. Volterra®?®) in

369) Vgl. auBer den beiden in *%%) genannten Encyklopidiereferaten die
zusammenfassenden Darstellungen von G. C. Evans, Functionals and their appli-
cations (Cambridge Colloqu. 1916, New York 1918, 136 S.; s. auch Amer. Math.
Soc. Bull. 25 (1919), p. 461—463), P. Lévy **°) sowie G. Doetsch, Jahresb. Deutsch.
Math.-Ver. 36 (1927), p. 1—30.

370) D. Hilbert, Palermo Rend. 27 (1909), p. 569—174. Vgl. dazu auch
W.D. A. Westfall, Amer. Math. Soc. Bull. (2) 16 (1910), p. 280; Palermo Rend.
39 (1916), p. 74—80 (Polynome von unendlichvielen Variablen); H. Bokr, Gott.
Nachr. 1913, p. 441—488 (Anwendung auf Dirichletsche Reihen unter Benutzung
eines Resultates von O. Toeplitz **%); R. Gdteaux, Bull. Soc. Math. Fr. 47 (1919),
p- 70—96 (anderer Bereich der Veriinderlichen); E. H. Moore, Math. Ann. 86
(1922), p. 80—39 (Einreihung in die general analysis).

871) J. Le Roux, Trav. Univ. Rennes 1 (1902), p. 287—250; 2 (1903), p. 28—29,
293—303; J. de Math. (5) 9 (1908), p. 403—455; Nouv. Ann. (4) 4 (1904), p. 448
--458; Paris C. R. 150 (1910), p. 88—91, 202—204, 377—378.

8172) M. Fréchet, Paris C. R. 189 (1904), p. 848—850; 140 (1905), p. 27—29,
567—568, 873—875; 148 (1909), p. 165—156; 150 (1910), p. 1281—1233; Amnn.
Eec. Norm. (3) 27 (1910), p. 198—216. Diese Untersuchungen wurden weiter aus-
gedehnt von R. Gdteaux, Paris C. R. 157 (1913), p. 826—327; Rom Acc. Linc.
Rend. (5) 22, (1913), p. 646—648; 23, (1914), p. 310—315, 405—408, 481—486;
Bull. Soc. Math. Fr. 47 (1919), p. 47—70; 50 (1922), p. 1—387; vgl. auch P. Lévy.
Paris C. R. 168 (1919), p. 762—755; 169 (1919), p. 375—377.

813) V. Volterra hat selbst zusammenfassende Darstellungen seiner Ent-
wicklungen (Erste Veroffentlichungen: Rom Ace. Linc. Rend. (4) 3, (1887), p. 97
—105, 141—146, 158—158, 226—230, 274—281, 281—287; 4, (1888), p. 107—115,
196—202) in seinen Legons sur les équations aux dérivées partielles, Stockholm
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seiner Theorie der ,fonctions de lignes“ die Grundbegriffe der
Analysis, wie partielle Ableitung, Differential, Taylorsche Reihe auf
Funktionaloperationen iibertragen; von den neuen Problemen, die da-
mit entstehen, sind hier die Frage der Umkehrung von Funktionaltrans-
formationen®™) [Verallgemeinerung der Lisung der nichtlinearen Inte-
gralgleichungen (Nr.26) und Integrodifferentialgleichungen (Nr. 27)]
sowie das Problem der ,équations aux dérivées fonctionelles“?™) (das
Analogon der partiellen Differentialgleichungen und Integrodifferential-
gleichungen) hervorzuheben.

Endlich ist hier noch auf die wichtige Rolle zu verweisen, die
die Betrachtung der Funktionaloperationen und der Funktionen von
Funktionen in der neueren Variationsrechnung spielt.37)

(Upsala 1906 und Paris 1912, 82 8.), Le¢. I, V, VI, VII sowie in Literatur A 9,
Chap. I und Literatur B 6, Chap. I—IV gegeben. Uber den Begriff des Diffe-
rentials vgl. auch M. Fréchet, Amer. Math. Soc. Trans. 15 (1914), p. 135—161. —
Beispiele fiir den Zusammenhang mit Integralgleichungen bei E. Daniele, Atti Acc.
Gioen. (5) 8 (1915), mem. 13, 9 S. und E. Le Stourgeon, Amer. Math. Soc. Trans.
21 (1920), p. 357—383.

374) G. C. Evans, Proc. 5. Congr. of Math. Cambridge 1912, I, p. 387—396;
A. A. Bennett, Nat. Ac. Proc. 2 (1916), p. 592—598; Amer. Math. Soc. Bull. 23 (19186),
p. 209; P. Lévy, Paris C. R. 168 (1919), p. 149—152; Bull. Soc. Math. Fr. 48 (1920),
p. 13—27; J. A. Barneit*'®). — G. D. Birkhoff u. O. Kellogg, Amer. Math. Soc. Trans.
23 (1922), p. 96—115, haben durch Anwendung topologischer Gesichtspunkte
(Existenz eines Fixpunktes bei stetiger Deformation) ein allgemeines Existenz-
theorem fiir nichtlineare Funktionalgleichungen der Form g (s) = F(p(s)) gegeben.

3175) V. Volterra, Rom Acc. Linc. Rend. (5) 23, (1914), p. 398—399, 56561—557
behandelt lineare Gleichungen dieser Art durch Zuriickfilhrung auf Integrodiffe-
rentialgleichungen 1. Ordn. vom Typus Nr. 24d, (2) (oder allgemeiner auf solche,
in denen an Stelle der Integrale allgemeine Funktionaltransformationen der un-
bekannten Funktionen auftreten), genau wie man lineare partielle Differential-
gleichungen 1. Ordn. auf Systeme gewdhnlicher Differentialgleichungen zuriick-
fiihtt; E. Freda, ibid. 24, (1915), p. 1035—1039; J. 4. Barnett'?). — Weitere
Klassen hierher gehoriger funktionaler Differentialgleichungen, die in gewissem
Sinne totalen Differentialgleichungen analog sind, gehen auf das Vorbild der
Relationen fiir die Variation Greenscher Funktionen zuriick, die J. Hadamard auf-
gestellt und untersucht hatte (Paris C. R. 136 (1903), p. 351—3854; Mémoir. Sav.
étrang. Paris 33 (1908), Nr. 4, 128 S.; Lecons sur le calcul des variations, I (Paris
1910), p. 303—312); sie hat P. Lévy eingehend behandelt: Paris C. R. 151 (1910),
p. 373—375, 977—979; 152 (1911), p. 178—180; 154 (1912), p. 56—58, 1405—1407;
156 (1913), p. 1515—1517, 1658—1660; J. Ec. Polyt. (2) 17 (1918), p. 1—120 (= thése,
Paris); Palermo Rend. 33 (1912), p. 281—312; 34 (1912), p. 187—219; 87 (1914),
p. 113—168. Vgl. auch J. Hadamard, Paris C. R. 170 (1920), p. 355—359; G. Julia,
ibid. 172 (1921), p. 568—570, T38—741, 831—833.

375a) Man vgl. hieriiber etwa L. Tonelli, Fondamenti di calcolo delle varia-
zioni, T. I (Bologna 1921), T. II (1923), insbes. Cap. V—XII von T. I und Cap.I, V
von T. II sowie R. Courant, Jahresb, Deutsch. Math.-Ver. 84 (1925), p. 90—117.
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29, Numerische Behandlung linearer und nichtlinearer Pro-
bleme.’) Fiir die angendherte Auflosung der linearen Inte-
gralgleichungen 2. Art ist die Mehrzahl der theoretisch gegebenen
Methoden (vgl. Nr. 9 und 10) nur von geringem Nutzen. Alle Me-
thoden, die das Problem auf die Aufgabe der Auflésung von % line-
aren Gleichungen mit % Unbekannten zuriickfithren, wie z. B. die
Methode des Grenziibergangs aus Hilberts erster Mitteilung (vgl. Nr. 1a
und %)), bedeuten numerisch keine wesentliche Forderung *%); denn die
numerische Auflosung eines endlichen linearen Systems mit einer
groBeren Zahl von Unbekannten stellt ein im Grunde nicht viel ein-
facheres Problem dar, fiir dessen praktische Bewiltigung vor allem die
dem Algebraiker und dem Zahlentheoretiker wichtigen Determinanten-
formeln im allgemeinen ausscheiden.®®) Aus demselben Grunde kommt
auch die Fredholmsche Auflosungsformel, die der Determinantenformel
analog ist, in der Regel nicht in Betracht.

Eine Ausnahme bildet das in Nr. 10a ausfihrlich dargestellte
Abspaltungsverfahren von E. Schmidt. Bei seiner praktischen Durch-
fiithrung kommt alles darauf an, durch geschickte Wahl der Funktionen
Usy -« oy Uyy Uy, ..., 0, 20 erreichen, daB H(s, t) = K(s, 1) — u,(s)v,(?)
— - — u,(8)v,(t) bei verhiltnismiBig niedrigem » moglichst klein
ausfillt; denn von der Kleinheit von H hingt die Giite der Konver-
genz der Entwicklung nach Iterierten ab, von der GriBe von % aber
die Rechenarbeit bei der Auflosung der % linearen Gleichungen, auf
die das Verfahren die Integralgleichung zuriickfiihrt. Auch hier ist
also schlieBlich ein endliches System aufzuldsen; aber der prinzipielle
Unterschied liegt darin, das man ein einziges solches System mit
einem niedrigen %, nicht eine Kette solcher Systeme mit wachsendem
n zu 16sen hat.’782)

376) Die numerische Behandlung der Eigenwertprobleme ist hier alsbald
mit einbezogen.

8177) Die Anniherung einer Kurve durch Treppenfiguren ist ein numerisch
recht unglinstiges Verfahren. Wenn also L. Ballif, Ens. math. 18 (1916),
p. 111-—116 einen aus n kommunizierenden Rohren bestehenden mechanischen
Apparat zur Aufldsung von x linearen Gleichungen beschreibt, um damit durch
den eben genannten Grenziibergang lineare Integralgleichungen aufzulosen, so
wirkt die Ungiinstigkeit dieser Approximation dem Vorteil seiner Apparatur ent-
gegen. ‘

878) Vgl. die Artikel von C. Runge, Encykl. I B 8a, Nr, 15, p. 448 und
von J. Bauschinger, 1D 2, Nr. 11, p. 791, Die dort allein in Betracht gezogene
sukzessive Approximation ist auf Integralgleichungen ebensogut direkt anwend-
bar (Entwicklung nach Iterierten, vgl. Nr. 3, 10a, 2 und 11a).

878a) Eine Modifikation bei H. Bateman, London Roy. Soc. Proc. A 100

,(1922), p. 441—449. — F. Tricomi, Rom Acc. Linc. Rend. (5) 83, (1924), p. 483
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Ferner hat D. Enskog™)%) sein in Nr. 15e angegebenes Auf-
losupgsverfahren praktisch erprobt und den numerischen Ansatz an-
wendungsbereit dargestellt. Das diirften die beiden einzigen vorliegen-
den Methoden von allgemeiner Anwendbarkeit sein.3?)

Fir die angendherte Auflésung von unendlichvielen
linearen Gleichungen gilt in sinngemiBer Ubertragung genau das
gleiche. Hier hat E. Goldschmidt'®®) die verschiedenen in Betracht
kommenden Methoden einer vergleichenden theoretischen und prak-
tischen Priifung unterzogen und ist zu dem entsprechenden Ergebnis
gekommen: das Abspaltungsverfahren tritt wieder in den Vordergrund
und ist hier noch bequemer in Gang zu setzen, da man sich nur
einen passenden Abschnitt auszusuchen braucht.

Bei den unendlichvielen Verinderlichen tritt noch deutlicher als
bei den Integralgleichungen in Erscheinung, daB das Problem der
Auflosung von % linearen Gleichungen mit » Unbekannten schon ge-
nau die gleichen Schwierigkeiten enthélt, und daB umgekehrt das
wenige, was hier zu wirklicher numerischer Bearbeitung erdacht
worden ist, unmittelbar auch fiir unendliche Systeme wirksam ist.
Hier hat Ph. L. Seidel®®) die Ausgleichung eines Systems mit einer
groBen Anzahl von Unbekannten (sein System enthilt 72 Unbekannte)
bearbeitet. Die Ausgleichung erfordert, die Quadratsumme @ der
linken Seiten der Gleichungen zum Minimum zu machen. Es ist dies
genau der Kunstgriff der Zuriickfilhrung des Systems U auf das System
A'A, der in Nr. 10b, 1 und Nr. 18b, 3 besprochen worden ist —
nur daB dort, was nebeunsiichlich ist, A" statt A'A gebildet wurde;
vom Standpunkt der Ausgleichungsrechnung erscheint er als selbst-
verstindlich, und Seidel unterldBt es nicht zu bemerken, daB er auch
dann brauchbar bleibt, wenn die Zahl der Gleichungen die der Un-
bekannten nicht tibertrifft, so daB es sich nur um gewdhnliche Auf-
16sung handelt.

—486; 33, (1924), p. 26 —30 schiitzt die durch den Kern endlichen Ranges
geleistete Anndherung mit den Mitteln des Hadamardschen Determinanten-
satzes ab.

379) Volterrasche Kerne von dem besonderen Typus K(s,t) = k(t — s) be-
handelt E. T. Whitiaker °*) numerisch pach verschiedenen, auf den speziellen
Fall zugeschnittenen Methoden.

379a) Ph. L. Seidel, Miinch. Akad. Abh. 11 (1874), 8. Abt., p. 81—108; —
Aus einem Brief von GauB an Gerling vom 26. 12, 1823 (C. F. Gaup, Werke IX,
p. 279£.; vgl. auch Ch. L. Gerling, Die Ausgleichungsrechnungen der praktischen
Geometrie, Hamburg und Gotha 1843, p. 386—393), ergibt sich, daB Gauf be-
reits damals im Besitze der Seidelschen Methode gewesen ist.
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Dieses symmetrische System nun behandelt Seidel mittels eines
Reduktionsverfahrens, das sich auf die nimliche Formel stiitzt wie die
Lagrangesche Transformation der quadratischen Form auf eine Summe
von Quadraten; er hilt dieses an sich fiir brauchbarer als die Methode,
die er als Student bei C. G. J. Jucobi kennen gelernt hatte, als er ihm
behilflich war, die Leverrierschen Gleichungen fiir die Sikularstérungen
der sieben Planeten genauer nachzurechnen. Jacobi®™®) hatte dieses
Eigenwertproblem einer quadratischen Form von sieben Verinder-
lichen behandelt, indem er sich auf den Satz stiitzte, daB eine binire
orthogonale Transformation von z,, z, allein, die das Glied a,,x,,
beseitigt, die Quadratsumme der auferhalb der Diagonale stehenden
Koeffizienten der Form um 2a}, vermindert; nachdem er durch zehn
solche vorbereitende biniire Transformationen alle betrichtlichen, auBer-
halb der Diagonale stehenden Glieder beseitigt hatte, hatte er das
Eigenwertproblem der so préparierten Form durch eine Art von suk-
zessiver Naherung behandelt. Diese Methode von Jacobi ist dort, wo
es sich nicht um die Herstellung der gesamten Eigenwerte und Eigen-
16sungen handelt, sondern nur um die Auflosung der Gleichungen, in
der Tat ein Umweg, und das Verfahren von Seidel oder die in
Nr. 18b, 3 geschilderten Methoden (Jacobische Transformation' oder
Entwicklung nach Iterierten in dem von Hilb gegebenen Arrangement)
sind dafiir angemessener.

Fir die numerische Behandlung der Eigenwerttheorie
aber bleibt Jacobis Verfahren gewiB von Interesse. Auf diesem Ge-
biet ist spiterhin erhebliches hinzugekommen®*®) W. Ritz1%) hat
allerdings seine Rechnungen durchweg an Eigenwertprobleme fiir
Differentialgleichungen angekniipft. Aber R. Courant, der die Ritzschen
Untersuchungen im AnschluB an Hilberische Methoden in mannig-
facher Weise ausgebaut hat, hat gelegentlich®")43?) (vgl. Nr. 10D, 3
und Nr. 33d) ihre Auswertung fiir Integralgleichungen ausgefiihrt (vgl.
dazu auch Nr. 45c¢).

879b) C. G. J. Jacobi, Astron. Nachr. 22 (1844), Nr. 523 = Werke, Bd. 3,
p. 467—478; J. f. Math. 30 (1846), p. 51—94 = Werke, Bd. 7, p. 97—144.

380) Auch die Rechnungen von (. W. Hill'?) gehiren eigentlich hierher,
da es sich bei ihnen in Wahrheit nicht um ein Auflosungsproblem, sondern um
ein Eigenwertproblem gehandelt hat, das dann in den daran anschlieBenden
Arbeiten von H. v. Koch ganz in den Hintergrund getreten ist.
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II1. Eigenwerttheorie.
A. Integralgleichungen mit reellem symmetrischem Kern.

Die von D. Hilbert®) entwickelte, von E. Schmidt*') neu begriin-
dete Eigenwerttheorie®') behandelt eine Integralgleichung 2. Art

0 ¢(s) — [ (s, )9 (t) dt = £(5) @<s <),

deren Kern k(s,t) eine reelle symmetrische Funktion der im Intervall
(a, b) variierenden reellen Verdnderlichen s, ist:

(1) k(s,t) = k(2 s) (@a<s t<b);

1 ist ein unbestimmter, beliebiger reeller und komplexer Werte fihiger
Parameter. Zur Vereinfachung der Darstellung sei zuniichst die fiir
die Giiltigkeit der Theorie iibrigens nicht wesentliche Annahme (s.
Nr. 36a) gemacht, daB k(s,?) eine stetige Funktion threr beiden Ver-
dgnderlichen sei.

30. Bigenwerte und Eigenfunktionen. Figenwert (constante cha-
ractéristique, valori eccezionali) des Kernes k(s,t) heiBt ein Wert von
A, fiir den die zu (¢) gehdrige homogene Integralgleichung

() 9(s) — 4 k(s, ) g () dt =0 (@<s<b)

eine nicht identisch verschwindende stetige (reelle oder komplexe)
Losung ¢(s) besitzt; jede solche Losung heiBt eine su dem Eigenwert
A gehirige Eigenfunktion (fonction fondamentale, normal fonction)®?). Es
bestehen nun die folgenden grundlegenden Tatsachen:

381) Vgl. die Darstellung der historischen Entwicklung des Gegenstandes
in Nr. 1, 6 und 7, die tbrigens im folgenden nicht vorausgesetzt wird. Die
Hilbertsche Theorie wird im folgenden nach dem Abdruck seiner 1. Mitteil.
(Gott. Nachr. 1904, p. 49—91) in den ,Grundziigen®, 1. Abschnitt, die von ihr
unabhingige Theorie von E. Schmidt nach dem Abdruck seiner Dissertation *?)
in Math. Ann. 63, p. 433—A476 zitiert. — Uber die Begriindung der Eigenwert-
theorie durch die Theorie der unendlichvielen Verinderlichen vgl. Nr. 40e.

382) In dieser Form stehen die Definitionen an der Spitze der Theorie von
E. Schmidt®®Y), § 4; sie setzen die Analogie mit den Liingen und Richtungen der
Hauptachsen einer quadratischen Fliche im mn-dimensionalen Raum (s. Nr. 1)
sowie mit den ausgezeichneten Parameterwerten und Eigenschwingungen der
Eigenschwingungstheorie (s. Nr. 6) in Evidenz. Bei Hilbert®®Y), p. 14, 16 ent-
stehen Eigenwerte und Eigenfunktionen durch den Grenziibergang aus dem alge-
braischen Problem (s. Nr. 33b).
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a) Jeder Eigenwert ist reell®®®) Denn aus (i,) folgt nach
Multiplikation mit der zu ¢(s) konjugiert komplexen Funktion @(s)
und Integration von a bis b:

b b b b
Sr@5@ds = [lp)Pas =1 [[ks 056 o) dsds,
und hieraus ergibt sich die Behauptung, da das Doppelintegral wegen

b
(1) reell und ﬂ 9(s)|*ds reell und > 0 ist. Bei reellem 1 geniigen

Real- und Imaginirteil von ¢(s) selbst der Gleichung (7,); man be-
trachtet daher nur reelle Figenfunktionen.

b) Zu jedem Eigenwert i geh6rt eine endliche Anzahl
n linear unabhéingiger Eigenfunktionen; 4 heiBt alsdann ein
n-facher Eigenwert. Das ist eine unmittelbare Folge des Satzes 1
von Nr. 10. E. Schmidt®®*) beweist sie unabhiingig davon auf Grund
der Bemerkung, daB jede mit konstanten Koeffizienten gebildete lineare
homogene Kombination aus zu A4 gehorigen Eigenfunktionen wieder
eine solche ist; er bildet ndmlich mit seinem Orthogonalisierungs-
prozeB'') (vgl. Nr. 154, (4)) aus » zu 1 gehorigen linear unabhiingigen
Eigenfunktionen # zueinander in bezug auf das Intervall (a, b) ortho-
gonale und normierte Eigenfunktionen und erhilt durch Anwendung der
Besselschen Ungleichung?®®) die Abschitzung

b b
@ n< l"‘[]k(s, HEdsds.

383) D. Hilbert®®), p. 13f. durch Grenziibergang aus dem entsprechenden
algebraischen Satz (Realitit der Wurzeln der Sikulargleichung). — E. Schmidt38Y),
§ 4 fiihrt den schon von S. D. Poisson, Bull. Soc. philomat. 1826, p. 147 fiir die
Realitit der ausgezeichneten Parameterwerte von Randwertaufgaben und von
A. Cauchy, Exerc. de math. 4 (1829), p. 140 = Oeuvres, 2. sér., t. IX, p. 174—195
fir die Realitit der Wurzeln der Sikulargleichung gegebenen Beweis direkt fiir
die Integralgleichung durch, was sich von der Anordnung des Textes nur un-
wesentlich durch Vorwegnahme von c) unterscheidet.

384) E. Schmidt®?), § 5.

385) Uber diese Besselsche Ungleichung vgl. Encykl. II C 11, Nr. 2, (6), Hilb-
Sedsz; sie besagt, daB, wenn ¢, (s), ..., p,(s) normierte Orthogonalfunktionen
sind, fiir jede stetige (und sogar jede quadratisch integrierbare) Funktion u(s) gilt:

[ fuorooas]+ -+ furmios]'< fusra

a a

Vgl. dazu auch Nr. 15a, (2a) und 19).



1506 IIC 13. Hellinger-Toeplitz. Integralgl. u. Gl. mit unendlichv. Unbekannten.

¢) Zu verschiedenen Eigenwerten 1 4= A* gehirige Eigen-
funktionen ¢(s), ¢*(s) sind zueinander orthogonal:

3) S g*(s)ds =0,

wie unmittelbar aus den fiir 1, A* angesetzten Gleichungen (3,) folgt®®).
Ordnet man jedem n-fachen Eigenwert wie in b) ein System von # ortho-
gonalen und normierten Eigenfunktionen zu, so erhilt man ein normier-
tes Orthogonalsystem von (hdchstens abzihlbar unendlichvielen) Eigen-
funktionen ¢, (s), @,(8), ... (vollstindiges normiertes Orthogonalsystem
von ks, 1)) derart, daf jede Eigenfunktion von k(s, t) eine lineare homo-
gene Kombination von endlichvielen @, (s) mit konstanten Koeffizienten
ist3%) In der gleich numerierten Reihe der entsprechenden Eigen-
werte A, Ay, ... tritt jeder Eigenwert so oft auf, wie seine Vielfach-
heit angibt. Durch Anwendung der Besselschen Ungleichung auf eine
Anzahl der @, (s) schlieBt E. Schmidt®®) analog zu (2) fiir jede An-
zahl dieser Eigenwerte

¥
@) i< f/ k(s, ) ds dt;
» g :z a

also existieren hichstens abzihlbar unendlichviele Eigenwerte, und falls
unendlichviele existieren, haben sie im Endlichen keine Hiufungsstelle:

lim 1, = o0,

Y=

und die Summe ihrer resiproken Quadrate, ein jedes mach seiner Viel-
fachheit gezihlt, konvergiert und geniigt (4)%7).

d) Die Frage nach der Existenz der Eigenwerte greift tiber den
Bereich dieser mehr formalen Aussagen hinaus (s. Nr.33). Jedoch
kann man hier bereits folgendes aussagen: Sind 4, ..., 1, Eigenwerte
von k(s,#) und ,(s), ..., ¢,(s) die zugehdrigen normierten Eigen-
funktionen, so hat der durch Subtraktion der endlichen Summe

- 14 v t
®) W5 ) = 2020
) v=1

386) D. Hilbert®®Y), p. 17; E. Schmidt®®Y), § 4. Das Verfahren entspricht
formal vollstindig dem, das man seit S. D. Poisson*%) zum Beweis der Ortho-
gonalitiit der ausgezeichneten Losungen des Eigenschwingungsproblems verwendet.

387) Ein Teil dieser Aussagen folgt auch aus der Tatsache, daB die 1,
die Nullstellen der Fredholmschen ganzen Transzendenten &(i) sind (vgl. Nr. 9,
Ende). — Bei Summation @iber alle Eigenwerte geht (4) in eine Gleichung tber;

s. Nr. 848, (25).



81. Die iterierten und assoziierten Kerne,. 1507

von k entstehende Kern n

(6) (s, &) — B(s, ) = (s, 1) — > 2920
v=1
keine der Funktionen ¢,(s) mehr sur Eigenfunktion; sind ferner alle
anderen Eigenwerte von k(s,?) von 4,,..., 4, verschieden, so hat
k — k* keines der A, mehr sum Figenwert. Alle ibrigen Eigenfunk-
tionen und Eigenwerte von k(s, ) aber stellen die simtlichen Eigen-
funktionen und Eigenwerte von & — k* dar®®). Die gleichen Schliisse
sind fiir unendlichviele Eigenwerte und Eigenfunktionen jedenfalls
dann moglich, wenn die entsprechend (5) gebildete unendliche Reihe
gleichmiBig konvergiert; die allgemeine Uberwindung dieser Schwierig-
keit ist ein Hauptpunkt der Theorie (vgl. Nr. 34 a).
e) Eine stetige Funktion y(s), fiir die

™ JiGs Drat=o0

ist, kann man als eine zum Eigenwert oo gehirige Eigenfunktion be-
zeichnen (vgl Nr. 7); die Schliisse von b) lassen sich nicht iibertragen,
es kann tatsichlich — z. B. bei dem Kern (5) — unendlichviele linear
unabhiingige solche Eigenfunktionen geben. Jedoch ergibt sich un-
mittelbar, daB auch eine solche Eigenfunktion y(s) orthogonal zu jeder
zu einem endlichen Eigenwert gehorigen Eigenfunktion g, (s) ist:

) J1©)9,(5)ds — 0 (r=1,2,..).

Weiterhin aber folgt umgekehrt (7) aus dem Bestehen von (77) fir
alle Eigenfunktionen ¢,(s); diese Tatsache liegt wesentlich tiefer und
ergibt sich erst aus dem Entwicklungssatz (24) oder (24a) von
Nr. 34 a 3%9),

Ein Kern, der keine zum Eigenwert oo gehorige stetige Eigen-
funktion besitzt, heiBt abgeschlossen.>®)

31, Die iterierten und assoziierten Kerne.
a) Die in Nr. 11 dargelegten Bezichungen zwischen einem Kern
und seinen iterierten Kernen lassen sich bei reellen stetigen symme-

388) Diese in den Betrachtungen von Hilbert und Schmidt®®!) enthaltenen
Tatsachen ergeben sich unmittelbar durch formale Rechnung mit Hilfe von (3)
und (7). — Ubrigens 16st (5) unmittelbar die Aufgabe, einen Kern mit endlich-
vielen beliebig vorgegebenen Zahlen 1,, ..., 4, als Eigenwerten und » beliebigen
normierten Orthogonalfunktionen ¢, (s), ..., ¢,(s) als Eigenfunktionen zu bilden.

389) E. Schmidt*®Y), § 9.

890) D. Hilbert *Y), p. 23.
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trischen Kernen k(s, f) weiter ausgestalten und fiihren zu folgenden
fiir den Aufbau der Theorie wichtigen Ergebnissen: Jeder iterierte Kern
k®(s, ) ist wiederum reell, stetig und symmetrisch und ist fiir ein
nicht identisch verschwindendes k(s, ¢) nicht identisch Null, und jede
Spur von geradem Index (vgl. Nr. 11, (9)) ist positiv??):

b b b
(8) uy, =[50 (s, 5)ds = [ [ [k (s, B2 dsdt > 0.

Die n*® Potenzen der Eigenwerte von k(s,?) stellen die séimtlichen
Eigenwerte von k®(s, f) dar; jedes vollstindige normierte Eigen-
funktionssystem des einen der beiden Kerne hat die gleiche Bedeu-
tung fiir den anderen?®?).

b) Jeder der in Nr. 11d) definierten assoziierten Kerne

k(s ty) .o K(sy08)
1 Siy e Sg)
(©) m’“(tﬁ, t,,) !

ist fiir symmetrisches %(s, {) symmetrisch in den Variablenreihen
Sy ... S, einerseits und #,...,7, andererseits. Betrachtet man ihn
als Kern einer Integralgleichung in % Verénderlichen (vgl. Nr. 13a,
36D)

(10) «P(sw-,S)-—uf /k“ w(tl,...,tn)dtl...dtn,

k(8yt,) o k(s 8,)

5o besitzt er als Eigenwerte die Produkte von je n Eigenwerten von &(s, ?)
(10a) o=y Ay .4
als zugehorige Eigenfunktionen die aus den entsprechenden Eigen-

funktionen des vollstindigen Systems von (s, f) gebildeten Determi-
nanten

@n)

L] P ) - - 9,50 ]
(10b) 9)(81,..., sn)=17;";' ........... [’
Py (1) - - Pay(8n) |

und diese liefern, fiir alle Indizeskombinationen gebildet, sein voll-
stindiges Eigenfunktionensystem.’) O. D. Kellogg®*) hat auf Grund

891) E. Schmidt®®Y), § 6, § 11 Anfang. — A. Kneser, Festschr. f. H. A. Schwarz
(Berlin 1914), p. 177-~191, hat in Analogie zu der Kummerschen Darstellung der
Diskriminante der Sikulargleichung durch eine Quadratsumme eine Darstellung
gewisser Determinanten aus den u, durch Integrale tiber Quadrate von Determi-
nanten sus den %™ (s, ) gegeben.

392) D. Hilbert®Y), p. 20 sowie Grundziige, 2. Abschn., p. 69f. (Satz 23, 24)
fiir n = 2; E. Schmidt®%?), § 6.

393) J. Schur %), insbes. § 7, § 16. Vgl. auch Nr. 89044

894) O. D. Kellogg, Amer. J. 40 (1918), p. 146—154.
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dieser Tatsache nachgewiesen, daBl die Ungleichungen
als < <5, <D
{a<t1 << <b

n=1,2,...

Sy e oy Sy 815+ ey Sp "
(1) k(e o) >0, B 20 fur
hinreichend dafiir sind, daB je eine Eigenfunktion mit 0,1, 2, ... Null-
stellen im Intervall @ <s < b vorhanden ist, und daB die Nullstellen
zweier Funktionen mit benachbarter Nullstellenzahl sich trennen.

32. Die Extremumseigenschaften der Eigenwerte.
a) Im Mittelpunkt der Hilbertschen Theorie steht das folgende von
der willkiirlichen stetigen Funktion 2(s) abhingige Doppelintegral 3%)

(12) K(z, z) =£[.k(s, tx(s)z(t)dsdt,

die sog. sum Kern k(s,t) gehirige quadratische Integralform. Ist g, (s)
eine zum Kigenwert 1, gehtrige normierte Eigenfunktion, so folgt
unmittelbar

b
1 [ 1
(125) 8(9,9) =+ [ 9,(ds = 1,

d. h. die reziproken Eigenwerte sind jedenfalls in der Menge der
Werte enthalten, die ®(x, #) unter der Nebenbedingung

(13) ‘/;v(s)zds =1

annimmt.
Fir einen Kern k*(s, f) mit endlichvielen Eigenwerten (5) ergibt
sich aus (5) die Formel

Jﬁ*(s, t)x(s)x(t)dsdt =j % (fqa,(s)x(s) ds)z;

aa v=1 a
es ist das Fundamentaltheorem®®) der Hilbertschen Theorie (fiir den
Beweis 5. Nr. 33 b und *%), daB die gleiche Formel fiir jeden Kern gilt,
wobei die Summe tiber alle Eigenwerte und zugehérigen Eigenfunk-
tionen zu erstrecken ist und absolut und fiir alle (13) geniigenden

Funktionen gleichmiBig konvergiert:
55 &

(14) R(z,2)— f fk(s, De(s)(®)dsdt = T ( f(p,(s)x(s)ds)’;
"o ®) p

395) D. Hilbert***), p. 191.; der Name Grundziige, p. XI. In der algebraischen
Analogie von Nr. 1a entspricht ®(x,x) einer quadratischen Form von n Ver-
inderlichen, die Formel (14) ihrer Hauptachsentransformation (2a), (2b) von
Nr. 1; iiber diese Analogie und ihre Bedeutung fiir die Hilbertsche Theorie vgl.
im {brigen Nr. 1 und 6.
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im selben Sinne gilt fiir die zugehorige bilineare Integralform (Polar-
form): )
K=, 9) =Jflc(s, Dz (s)y(f)dsdt
(14a) o 5 5
1
= D' [9.Da(s)ds [, (8)y(s)ds.
¥ e a

b) Ein Kern heiBt eigentlich positiv definit®®), wenn die Integral-
form R (x,z) fiir jedes nicht identisch verschwindende stetige x(s)
positiv ist; er heiBt schlechthin positiv definit (oder auch von positivem
Typus™)), wenn R(z, #) niemals negativ ist; ein eigentlich definiter
Kern ist stets abgeschlossen.’®). Nach (12a) und (14) ist ein Kern
dann und nur dann definit, wenn seine Eigenwerte durchweg positiv
sind.**®) Ein anderes, gleichfalls einer bekannten Eigenschaft endlicher
quadratischer Formen analoges notwendiges und hinreichendes Krite-
rium dafiir hat J. Mercer®”) angegeben: es miissen die simtlichen
Spuren der assoziierten Kerne nicht negativ sein, d. h.

Siy o0 8y

b b
1) S fre M as s, 20 =13,

oder — was genau dasselbe besagt — es miissen die Integranden

k(:“ B Z") >0 fiir alle s,, ..., s, sein, falls sie stetig sind. Definite
a e e Sn
Kerne erhiilt man, wie unmittelbar ersichtlich, durch Iteration eines sym-

metrischen Kernes, oder — etwas allgemeiner — durch Zusammen-
setzung eines beliebigen reellen unsymmetrischen Kernes G(s, f) mit

b
seinem transponierten: j G (s, r) G, r)dr.2®)

¢) Aus der Darstellung (14) folgt unter Heranziehung der Bessel-
schen Ungleichung?®®) unmittelbar, daB der grifte Wert, den |R(z, z)|
unter der Nebenbedingung (13) annimmi, der reziproke absolut kleinste
Eigenwert ist, und daB dieser Wert nur angenommen wird, wenn z(s)
einer zugehorigen Eigenfunktion gleich ist. Sind positive Eigenwerte

896) D. Hilbert®®!), Kap. V, p. 28.

397) J. Mercer, Phil. Trans. Roy. Soc. London 209A (1909), p. 415—446;
Proc. Roy. Soc. London (A) 83 (1910), p. 69—70.

398) D. Hilbert®®), Anderer Beweis bei H. Bateman, Rep. Brit. Assoc. 77
(1907), p. 447—449.

399) Vgl. hierzu auch H. Bateman, Messenger 37 (1907), p. 91—95. Anders-
artige Beispiele definiter Kerne bzw. Kriterien geben J. Mercer **7); W. H. Young,
Mess. of Math, 40 (1911), p. 37—43; J. Schur, Math. Ztschr. 7 (1920), p. 232—234.
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vorhanden, so ist der grofite (positive) Wert von & (x, x) unter der gleichen
Nebenbedingung gleich dem reziproken kleinsten positiven Eigenwert und
wird fiir eine zugehdrige Eigenfunktion angenommen; analoges gilt
fiir negative Werte.?%) In gleicher Weise lassen sich die weileren
FEigenwerte und Eigenfunktionen durch Maximaleigenschaften von &(z, «)
charakterisieren, wenn man eine Reihe von linear unabhingigen Eigen-
funktionen @,(s), ..., ¢,(s) als bekannt annimmt; 1Bt man néimlich
nur solche Funktionen ¢(s) zu, die auBer (13) noch die » linearen
Nebenbedingungen
. b 13

16)  [r)p@Eds=0, ..., [2($)e,(Hds=0

erfilllen, so ist das Maximum von |[R(z, z)| der reziproke Wert der
absolut kleinsten, dasjenige von ®(z,x) der reziproke Wert der klein-
sten positiven Zahl, die nach Fortlassung der n zu ¢,(s),..., ¢,(s)
gehorigen Eigenwerte in der Folge der nach ihrer Vielfachheit gezihlten
Eigenwerte tibrig bleibt; dieser groBte Wert wird wiederum fiir die zu-
gehorigen Eigenfunktionen angenommen. Daher ist es moglich, die ihrer
absoluten Grofe nach geordneten Eigenwerte |1,| < |45 < - - - sukzessive
als reziproke Maxima von | (z,7)| zu charakterisieren: |4, |~ ist das
Mazimum unter den Nebenbedingungen (13), (16) und wird fir die
zugehorige Eigenfunktion @, ,(s) angenommen, wenn @ (s),. .., ®,(s)
die vorher bestimmien zu A, ..., 4, gehorigen Eigenfunktionen sind.*™')
Entsprechendes gilt fiir die positiven und negativen Eigenwerte fiir sich.

In derselben Weise kann man weiter Aussagen iiber die Extrema
von ®(x, ) unter anderen quadratischen oder linearen Nebenbedin-
gungen, wie

J(ﬁ"(s, ) z(f) dt)gds =1 oder jx(S)f(s) ds — 0

400) D. Hilbert®®?), Kap. V, p. 29f.; kiirzerer Beweis Kap. XIV, p. 193. Die
erste Variation dieses Maximalproblems liefert {ibrigens gerade die Integral-
gleichung (3,). — Ein anderer Beweis, der an Stelle der Entwicklung (14) die
mit dem l3senden Kern gebildete Integralform verwendet, bei H. Bateman, Trans.
Cambr. Phil. Soc. 20 (1907), p. 371—382; 21 (1908), p. 123—128. — Eine Ab-
schiitzung des kleinsten Eigenwertes 1, auf Grund dieses Satzes fiir definites (s, t)
und positives und konvexes ¢, (s) gibt Ph. Frank, Paris C. R. 158 (1914), p. 551—554.

401) D. Hilbert**®). — Diese Aussagen entsprechen in der algebraischen
Analogie (Nr. 1, 6) offenbar der bekannten Charakterisierung der kleinsten Haupt-
achsen einer quadratischen Mittelpunktsfliche als kleinster Durchmesser iiber-
haupt, der zweiten als kleinster Durchmesser in dem dazu senkrechten ebenen
Schnitt durch das Zentrum, wu. s. f.

Encyklop. d. math. Wissensch, II 8, 99
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machen, die fiir Anwendungen auf Differentialgleichungen von Belang
sind.10%)

d) Eine neue, namentlich auch fiir die Anwendungen wichtige
Wendung hat R. Courant*'®) diesen Fragestellungen gegeben, indem
er eine den n*" Eigenwert 1, charakterisierende Extremumseigenschaft
aufstellte, die nicht die Kenntnis der zu den vorhergehenden Eigen-
werten gehorigen Kigenfunktionen voraussetzt®) Es seien ndmlich
fi(8), . . -, fo(s) n willkiirlich gewihlte stetige Funktionen und M, die
obere Grenze*®®) aller Werte, die |R(x,x)| unter den Bedingungen

b

an 2 fids =0, ..., [a(s)fi(s)ds=0

und (13) annimmt, dann ist |2, |~' das Minimum aller Werte M,
die sich bei verschiedener Wahl der n Funktionen f,(s), . . ., f.(s) ergeben.
In der Tat kann man » 4 1 Konstante ¢,,...,c,,; so bestimmen,
daB Z(s) = c¢;p,(s) + - —}— Cor1Pns1(8) (13), (17) erfilllt, und hat
dann aus (14) |R(Z, 2)| > > 7 also auch M ZI o ; andererseits ist
n+1

fir i=0,..9f, =@, nach ¢) M,=|2,,,["%.1®) — Entsprechen-
des 8 gilt fiir dle positiven und negatlven Eigenwerte fiir sich.

402) D. Hilbert®®), p. 30; Kap. VII, p. 56 ff. — Das Problem mit linearer
Nebenbedingung ist nach der Methode von Nr. 16 ausfiihrlich behandelt von
W. Cairns, Diss. Gottingen 1907, 68 S.; vgl. auch A. J. Pell, Bull. Amer. Math.
Soc. (2) 16 (1910), p. 412—415.

403) R. Courant, Gott. Nachr. 1919, p. 255—264; Math. Ztschr. 7 (1920),
p. 1—57; Ztschr. angew. Math. Mech. 2 (1922), p. 278—285. Wegen der Uber-
tragung auf Integralgleichungen vgl. B. Hostinsky**®), R. Courant*®*). — Im
wesentlichen das gleiche SchluBverfshren wird bereits in den Untersuchungen
von H. Weyl**%) zur Herleitung von Aussagen iiber die GroBenbeziehung der
Eigenwerte verschiedener Kerne verwendet; insbesondere leitet H. Weyl (*49),
d), p. 166f.; e), § 6, Satz IlI) einen die Courantsche Aussage fiir den Fall einer
Nebenbedingung (17) umfassenden Satz her, ohne allerdings die begrifflich be-
deutsame Wendung zur independenten Definition der hoheren Eigenwerte zu
vollziehen.

404) Diese auch in der algebraischen Geometrie wichtige Eigenschaft ist
friiher merkwiirdigerweise nur vereinzelt ausgesprochen worden [E. Fischer,
Monatsh. f. Math. 16 (1905), p. 249; vgl. auch eine gelegentliche Bemerkung fiir
ein besonderes Randwertproblem bei H. Poincaré, J. de Math. (5) 2 (1896), p. 261];
sie besagt, daB in der Reihe der ihrer GroBe nach geordneten Absolutwerte
der Hauptachsenquadrate einer quadratischen Zentralfliche des r-dimensionalen
Raumes der (n - 1) Wert der groBte ist, der unter den absolut kleinsten Haupt-
achsenquadraten der simtlichen durch den Mittelpunkt gelegten (r — n)-dimen-
sionalen Schnitte der Fliche vorkommt.

404a) Man kann die Aussage leicht dahin ergéinzen — was aber fiir diesen
Zusammenhang unwesentlich ist — daB M, Maximum dieser Werte |8 (x,%)]
ist (vgl. W. Cairns**Y; R. Courant, Literatur A 11, p. 115f).
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33. Die Existenz der Eigenwerte. Das Kernstiick der Higen-
werttheorie ist der folgende von D. Hilberti®) aufgestellte und be-
wiesene Existenzsatz:

1. Jeder reelle symmetrische stetige micht identisch verschwindende
Kern besitzt mindestens einen Eigenwert.

Dariiber hinaus gelten folgende Aussagen:

2. Ein Kern hat dann und nur dann endlichviele Eigenwerte,
wenn er von endlichem Range (s. Nr. 10a, 1) ist.4%)
3. Ein Kern k(s, f) hat jedenfalls dann unendlichviele Eigenwerte,
wenn er abgeschlossen (Nr. 30 e) oder allgemein (Nr. 34 d) ist.4%6)
Diese Sitze sind auf sehr verschiedene Arten abgeleitet worden.
a) Der Beweis von E. Schmidt*®") beruht auf folgenden beiden
Grundgedanken. Den einen kann man in der Bemerkung finden, da
die durch die Rekursionsformeln

(18) 0y41(8) = ¢, [(s, 8)g,(8) ¢ (v=1,2,..)

von einem willkiirlichen g, (s) ausgehend definierten Funktionen offen-
bar gegen eine Eigenfunktion von k(s, t) konvergieren, wenn die Folge
der Konstanten ¢, ¢y, ... so bestimmt ist, daB sie einen Limes hat
(der der Eigenwert wird), und daB die g,(s) gleichmiBig aber nicht
gegen O konvergieren.!®) Diese Bestimmung erreicht Schmidt —
und das ist der andere Grundgedanke des Beweises — indem er das
Verfahren auf den iterierten Kern k®(s,?¢) anwendet, der definit ist,
und indem er einen dem Verfahren von D. Bernoulli zur Auflésung
algebraischer Gleichungen (vgl. Encykl. I B 3a, Nr. 13, C. Runge) nach-
gebildeten einfachen Limesausdruck fiir den kleinsten Eigenwert u von

405) D. Hilbert, Gott. Nachr. 1904 28Y), p. 72; Grundziige *8), p. 22.

406) D. Hilbert®®Y), p. 28f, 25f., 1931,

407) E. Schmid¢®®"), § 11. Der Beweis ist einem Existenzbeweis von H. A.
Schwarz *°) nachgebildet; vgl. Nr. 5, p. 1352.

408) In der algebraischen Analogie entspricht dem die bekannte Tatsache,
daB durch immer wiederholte Iteration einer und derselben Kollineation aus jedem
Element unter gewissen Bedingungen in der Grenze ein sich selbst entsprechen-
des Element der Kollineation entsteht — angewandt auf die Kollineation zwi-
schen den Richtungen g, (s=1,...,n) durch den Mittelpunkt einer quadratischen

n n
Zentralfliche 21@;:&:,:0,: 1 und den Normalenrichtungen _qf:ckat g; ibrer
8t=1 t=1
konjugierten Ebenen; hier hat man bekanntlich jedenfalls dann, wenn die qua-
dratische Form definit ist, stets Konvergenz gegen die (bzw. bei Rotationsflichen
gegen eine) kleinste Hauptachse, es sei denn, daB man gerade von einer auf ihr
(bzw. auf ihnen) senkrechten Richtung ausgeht.
99*
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k®(s, ) aufstellt®®) und diesen als gemeinsamen Wert der Kon-
stanten ¢, verwendet. Dieser Limes ist aus den nicht verschwinden-
den sukzessiven Spuren von geradem Index des Kernes (s, ¢) gebildet
(Nr. 31, 8):

19 lim -*** = lim

( a) “= 1'1=°° Usy+s v= |1/u,,,f

(18) liefert alsdann, wenn noch %(s, t) durch k®(s, ) ersetzt wird, fiir
¢, =, 9,(t) = uk®(s, r) als zum Eigenwert u gehorige Figenfunktion
von k®(s,f) den gleichmiBig konvergenten, iibrigens noch den Para-
meter r enthaltenden Limes

(19b) @ (s, r) = lim w k(s ),

der wegen der Ungleichung

b
(19¢) Sl 9)ds = limpruy, > 1

nicht identisch und also auch nicht fiir jedes # als Funktion von s
identisch verschwindet.

Der Beweis dieser Aussagen beruht auf den aus der Schwarz-
schen Ungleichung (Nr. 7, (22)%)) folgenden Ungleichungen

(20) Upy Sty s Usypsr Ugypgn Uy Uy,

aus denen man die Konvergenz und sogar den monotonen Charakter
der Folgen (19a) sowie die Ungleichung (19¢) entnehmen kann; da
die erste Folge (19a) abnehmend, die zweite zunehmend ist, ist damit
zugleich eine auch praktisch brauchbare Abschitzung von u gegeben.
Endlich folgt auch die gleichmiBige Konvergenz von (19b) lediglich

durch Abschitzung mittels der Schwarzschen Ungleichung.

409) Bei dem algebraischen Problem der Hauptachsentransformation handelt
es sich nimlich analog um die Auflésung der algebraischen Gleichung (1) von
Nr. 1. Sind 4, ..., 4, wiederum ihre Wurzeln, die Eigenwerte des algebraischen
Problemes, 8o sind deren Potenzsummen, wie man etwa der Formel Nr. 1, (2b)
der Ha.uptachsentransformation entnehmen kann, die Spuren der iterierten Formen

1, 4 —{————-270(")=v, wo k)= Ek KD,

und man erkennt in der (19 a.) entsprechenden und in dieser Gestalt leicht zn
verifizierenden Limesgleichung fiir den kleinsten Eigenwert 1,

1 1
Tty
-——l]mv = lim 11 "1

vr=x"Y3y+2 V=00 liv-‘.g +'..+ 1’:‘7‘*_,

die Ausgangsgleichung der Bernoullischen Methode. Uber die analogen Aus-
driicke der u, durch die Eigenwerte von (s, f) vgl. Nr. 34, (25).

Vay
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Weiterhin ist g der kleinste Eigenwert von %®(s, ¢), und ¢(s, r)
liefert die simtlichen zu ihm gehdrigen Eigenfunktionen von k(®)(s,?)
in folgender Weise*¥?): Der Grenzwert (19¢) ist eine ganze Zahl m,
die Vielfachheit des Eigenwertes u; sind ¢ (s),..., ¢, (s) m ortho-
gonale und normierte zu p gehdrige Eigenfunktionen von k®(s,?),
so ist
(194) ¢(57) =99 () + - + Pu()Pn(),
und jede Eigenfunktion ¢,(s), ..., ¢,(s) 1aBt sich durch lineare Kom-
binationen von Funktionen ¢(s, 7)), ..., @(s,r,) fir passend gewihlte
Parameterwerte r,, ..., r, darstellen.

Mit der Existenz eines Eigenwertes u von k(®)(s, ?) ist nun nach
Nr. 31a auch die Existenz eines Eigenwertes -4 }/u oder — )/ von
k(s,t) gegeben. Sofern weitere Eigenwerte existieren, gewinnt sie
E. Schmidt*!") durch Anwendung des somit bewiesenen Existenzsatzes
auf den nach Nr.30d,(6) von den ersten Eigenwerten und Eigen-
funktionen befreiten Kern.

J. Schur*®) hat durch Anwendung der Schmidischen Methode auf
die von.ihm untersuchten assoziierten Kerne (Nr. 31b) Grenzwert-
ausdriicke von der Art (19a) erhalten, die direkt auch die folgenden
Eigenwerte liefern; der »* assoziierte Kern ist némlich dann nicht
identisch Null, wenn %(s, ¢) der Vielfachheit nach gerechnet minde-
stens n Eigenwerte hat (vgl. Nr. 11d) — dann aber gibt das Schmidt-
sche Verfahren einen Grenzwertausdruck fir den Absolutwert seines
kleinsten Eigenwertes, der nach Nr. 31, (10a) gleich dem Produkt
der n absolut kleinsten Eigenwerte |4, - 4, - -- 4,| von k(s, £) ist, und
als Quotient zweier solcher Ausdriicke erhdlt man |4,| selbst. Analog
erhilt Schur die zugehérigen Eigenfunktionen.

410) J. Schur™), § 12 gibt einen direkten einfachen Beweis hierfiir im An-
schluB an den Schmidtschen Gedankengang; man kann diese Tatsachen auch
nachtriglich aus (24a) und (25) von Nr. 84 entnehmen.

411) E. Schmidt®®Y), § 8.

412) J. Schur ™), § 13ff. — Ch. Miints [Paris C. R. 1566 (1913), p. 43—46,
860—862; Gott. Nachr. 1917, p. 186—140; Prace mat.-fiz. 29 (1918), p. 109—177]
untersucht auch fiir den algebraischen Fall andere Verfahren zur Auffindung der
hoheren Eigenfunktionen. In der gleichen Richtung streben die Modifikationen,
die A. Vergerio [Rom Ace. Linc. Rend. (5) 24, (1915), p. 824—329, 365— 369; Lomb.
Ist. Rend. (2) 48 (1915), p. 878—890; Torino Atti 51 (1916), p. 227 —237; Palermo
Rend. 41 (1916), p. 1—35), J. Mollerup [Palermo Rend. 47 (1923), p. 115—143] an
dem Schmidtschen Verfahren anbringen, indem sie insbesondere g, (s) und die ¢,
in (18) anders wihlen; der Beweis von M. Botasso [Atti Ist. Veneto 71, Ila (1912),
p. 917—930] ist unzutreffend. O. D. Kellogg, Math. Ann. 86 (1922), p. 14—17
kiirzt das Verfabren obendrein durch Anwendung eines Auswahlverfahrens auf
die g,(s) ab, obne damit natiirlich den vollen Sachverhalt erhalten zu k&nnen.
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b) In der urspriinglichen Behandlung der Theorie durch D. Hil-
bert*1%) ergeben sich die Existenzsiitze aus dem entsprechenden alge-
braischen Problem, der orthogonalen Transformation der quadratischen

n

Form von n Variablen 270 (% , %) x,x, durch den Grenziibergang

»9=1

n — oo (vgl. dazu Nr. 1, 6). Im AnschluB an seine Darstellung der
Fredholmschen Determinante von 1k(s, t) als Gremzwert von Deter-

minanten aus den Koeffizienten L(%, %) (vgl. Nr. 95%) gelingt es

Hilbert, den Grenziibergang in der Formel der Hauptachsentransfor-
mation jener quadratischen Form (Nr. 1, (2b)) direkt durchzufiihren,
falls die Variablenwerte 2, die Werte einer stetigen Funktion z(s) an

den Stellen s = % bedeuten, und er erhilt so die Fundamentalformel

(14) bzw. (14a); dabei sind die 1, die Nullstellen der Fredholmschen
Determinante von 1%(s,t), die ¢,(s) aber Minoren von ihr fiir diese
Werte 4, (vgl. Nr. 9, 2). Aus dieser Fundamentalformel ergibt sich nun
unmittelbar das Existenztheorem und die ergéinzenden Aussagen 2, 3.

¢) Von einer Reihe von Autoren sind der Theorie der analytischen
Funktionen Methoden zum Beweise der Existenzsitze entnommen wor-
den (vgl. Nr. 6, insbes. *)). Den Ausgangspunkt bildet dabei die Tat-
sache, daB die Resolvente der Integralgleichung (7) und ebenso ihre
Losung eine analytische Funktion des Parameters 4 ist (s. Nr. 9, Ende),
die hochstens an den Eigenwerten i, (den Nullstellen der Fredholm-
schen Determinante d(4)) Pole, und im Falle eines reellen symmetri-
schen Kernes sogar nur einfache Pole (s. Nr. 34, (26), (29) und 39 a, *5%)
besitzt; der Beweis des Existenztheorems kommt also darauf hinaus,
zu zeigen, daB diese meromorphe Funktion tatsichlich stets mindestens
einen Pol besitzt.

A. Kneser*) hat dies im Verfolg von Gedankengingen, wie sie
in den frither3) genannten Arbeiten iiber die Differentialgleichungen
der mathematischen Physik entwickelt worden waren, in folgender
Weise erschlossen: die Reihe (6) von Nr. 11 muB aus funktionen-
theoretischen Griinden einen Konvergenzkreis haben, der bis zur ab-
solut kleinsten Nullstelle von 0(4) reicht; ihre Koeffizienten sind aber

413) D. Hilbert®®), Kap. II—IV, p. 8—22. Direkte Durchfiihrung des Grenz-
iibergangs im Fall mehrfacher Nullstellen von &(1) ohne die von Hilbert®®?),
Kap. VI, p. 36 ff. benutzte stetige Variation des Kernes bei E. Garbe®*).

414) A. Kneser, Palermo Rend. 22 (1906), p. 283—240. — Man kann den
Beweis auch auf die Entwicklung der Resolvente nach Potenzen von i (Nr. 11,
(2a)) stiitzen, aus der fir 8 = ¢ durch Integration nach s Nr. 11, (6) entsteht.



83. Die Existenz der Eigenwerte. 1517

gerade die Spuren von k(s,¢), und aus den fiir sie geltenden Unglei-
chungen (20) folgt, daB die Reihe einen endlichen Konvergenzkreis
hat. Da die Eigenwerte reell sind, sind mit dem Konvergenzradius
auch die absolut kleinsten Eigenwerte gefunden, und man kann
weiterhin nach bekannten funktionentheoretischen Methoden der Reihe
nach die iibrigen Pole der Funktion (6) von Nr. 11, d. h. die iibrigen
Eigenwerte bestimmen. ')

In der klassischen Arbeit H. Poincarés®’) iiber die schwingende
Membran ist aber dariiber hinaus, wie zuerst 4. Korn*') ausgesprochen
hat, eine auf jede Integralgleichung anwendbare Methode enthalten,
die nicht nur die simtlichen Eigenwerte mit einem Schlage liefert,
sondern auch den meromorphen Charakter der Losung, die also genau
wie die Schmidtsche Methode von der Bezugnahme auf die Fredholm-

schen Formeln frei ist. Sie beruht auf der Betrachtung einer Inte-
p—1

gralgleichung (), deren rechte Seite S'c,f,(s) = F(s) einer p-dimen-

v=0
sionalen Funktionenschar angehdrt, und auf der Bemerkung, daB man
p 8o groB und die Konstanten ¢, dann derart wihlen kann, daB ihre
Losung @(s) in einem beliebig groBen, jedenfalls aber endlichen Kreise
|4] < R, regulér analytisch in ); ist.#%) Wendet man dies auf die

Folge der Funktionen f,(s) = f k*)(s, ©)fy ({)dt an und sind ¢, (s)

die zugehdrigen Losungen von (7)

@) 9,1s() — k6 D9, (0d = (105, 0 at = 1,(5),
so folgt leicht

(21a) ,(s) — "{'(pw-l(s) =f,_1(5) ("’=1}2)"-,p-1)7
wihrend nach dem vorausgeschickten

(21b) CPi(S) + e ps(8) + -+ - +¢ -1 ‘Pp(s) = @(s)

415) A. Korn, Paris C. R. 144 (1907), p. 1411—1414; Literatur A 3; Arch. d.
Math. (3) 25 (1916), p. 148—173. Der Beweis ist auch durchgefiihrt bei 4. Chicea,
Torino Atti 44 (1909), p. 1561—159.

416) Dies wird aus dem einer Aussage von Poincaré®”) nachgebildeten
Hilfssatz geschlossen, daB der Quotient der beiden Integrale

’?b b p—-1
j ﬁm(s,t)F(s)F(t)dsdt ‘:[.F(s)’ds, wo F(s)=2c,f,(s),
a v=0

a a

durch Wahl von p und der ¢, beliebig klein gemacht werden kann; damit kann
man dann, analog wie oben 44 angedeutet, den Konvergenzkreis der Potenz-
entwicklung der Losung @ (s) nach 4 abschiitzen.
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fir |A| < R, regulir ist. Die Elimination von g¢y(s),... @,(s) aus
den p linearen Gleichungen (21a), (21b) ergibt fiir g¢,(s), d. i. die
Losung der Integralgleichung (7) mit der rechten Seite f(s) = f,(s),
eine Quotientendarstellung, aus der hervorgeht, daB sie in |1| < R,
hochstens p — 1 Pole besitzt, dariiber hinaus aber, wie @(s), sicher
Singularititen besitzt. Da aber f(s) beliebig gewidhlt werden kann, ist
damit gezeigt, daB die Losung jeder Integralgleichung (7) meromorph
und niemals ganz transzendent ist.

Andersartige auf funktionentheoretischen Methoden beruhende Be-
weise des Existenzsatzes haben T. Lalesco*'™) und E. Goursat*®) den
Sitzen iiber das Geschlecht der Fredholmschen Determinante (s. Nr.39c)
entnommen.

d) Eine letzte Gruppe von Existenzbeweisen stiitzt sich auf die
in Nr. 32 ¢ angegebenen Extremumseigenschaften und geht damit den
Weg des Dirichletschen Prinzips, den zuerst — noch ohne strenge
Begriindung — H. Weber*'®) fiir das Problem der schwingenden Mem-
bran eingeschlagen und den D. Hilbert**®) durch seine Arbeiten tber
das Dirichletsche Prinzip fiir strenge Beweisfiihrung gangbar gemacht
hatte. D. Hilbert selbst hat diesen Gedankengang fiir das entsprechende
Problem in unendlichvielen Verinderlichen durchgefiihrt und seine
Resultate durch sein Ubertragungsverfahren (Nr. 15) auf Integralglei-
chungen ibertragen (s. Nr. 40). Kurz vor der Publikation dieser
Resultate hat E. Holmgren*®) das gleiche Verfahren direkt auf Inte-
gralgleichungen angewandt. Es sei [4,|~" die bei nicht identisch ver-
schwindendem k(s, f) sicher von Null verschiedene obere Gremze der
Werte der quadratischen Integralform |R(z, z)| (Nr. 32, (12)) fiir alle
der Bedingung (13) geniigenden stetigen Funktionen z(s), derart daB

417) T. Lalesco, Paris C. R. 145 (1907), p. 906—907; Literatur A 6, p. 64:
gein Kriterium fiir Kerne ohne Eigenwerte (Nr. 39c, p. 1552) ergibt wegen
u, == 0 sofort den Existenzsatz.

418) E. Goursat™), insbes. p. 97: die Fredholmsche Determinante von
k@ (s, ¢) ist vom Geschlecht 0, also miiBte sie fiir eigenwertlose Kerne gleich 1
sein (vgl. Nr. 89, (10)), was wiederum w, 4= 0 widerspricht.

419) H. Weber, Math, Ann. 1 (1869), p.'1—36; vgl. dariiber Encykl. IIA 7c,
Nr. 9, A. Sommerfeld.

420) D. Hilbert, Jahresb. Deutsch. Math.-Ver. 8 (1900), p. 184—188 = J. f.
Math. 129 (1905), p. 63—67 sowie '37),

421) E. Holmgren, Paris C. R. 142 (1906), p. 331—333; Ark. f. mat. 3
(1906), Nr. 1, 24 8. (vgl. auch ibid. 1 (1904), p. 401—417); Math. Ann. 69 (1910),
p. 498—513; im wesentlichen der gleiche Gedankengang unter Ausdehnung auf
die inhomogene Gleichung bei A. Hammerstein, Sitzungsb. Berlin. Math. Ges. 23
(1924), p. 3—13. Ein #hnliches Verfahren unter geringeren Voraussetzungen iiber
k(s,t) wendet F. Riesz, Math. és term. ért. 27 (1909), p. 220—240 und 5% an.



83. Die Existenz der Eigenwerte. 1519

die Werte &(z, ) selbst 17! beliebig nahe kommen; es kommt dann
darauf an zu zeigen, daB 17! in diesem Bereich Extremum ist, d. h.
daB es eine (13) geniigende stetige Funktion ¢,(s) gibt, fiir die
K(py, ¢,) = A7 ist — dann ist nach Nr. 32¢ (wie auch direkt leicht
nachzuweisen) 4, der absolut kleinste Eigenwert, ¢, (s) eine zugehorige
Eigenfunktion. Jenen Beweis erbringt nun Holmgren, indem er von einer
Folge stetiger, der Bedingung (13) geniigender Funktionen z,(s) ausgeht,
fir die lim K(x,, »,) = A7! ist, und aus ihr nach dem von Hilbert

beim Dirichletschen Prinzip angewandten Auswahlverfahren®”) eine
Teilfolge x,,(s) (v=1,2,...) derart auswiihlt, daB

b
lim [#(s, £) @, (1) dt

fiir jeden rationalen Wert s (a < s <) konvergiert; die Anwendung
der Schwarzschen Ungleichung?®) zeigt, daB die so bestimmten Grenz-
werte sich zu den Werten einer stetigen Funktion 1, ¢,(s) zusammen-
schlieBen, und durch weitere Grenzbetrachtungen wird gezeigt, daB
dieses g, (s) die gesuchte Extremalfunktion ist. Analoge Uberlegungen
im AnschluB an die Extremumsséitze von Nr. 32c¢ liefern sukzessive
die anderen Eigenwerte und Eigenfunktionen.

R. Courant**®) hat neuerdings diesen Beweisgedanken des Dirichlet-
schen Prinzips derart ausgestaltet, daB er nicht nur wie bisher die
Ezistenz des Eigenwertes verbiirgt, sondern auch bestimmte als Grund-
lage numerischer Behandlung von Integralgleichungen verwendbare
Verfahren sur Approximation der Eigenwerte und Eigenfunktionen
liefert. Er geht aus von der Tatsache, daB man jeden stetigen sym-
metrischen Kern gleichmiBig im Integrationsgebiet durch symmetrische
Kerne F,(s, ) endlichen Ranges n approximieren kann, die durch pas-
sende Systeme orthogonaler und normierter Funktionen in der Form

n

kn('s’ t) =2apqu(s) wq(t)’ apq = aﬂl’

pg=1

dargestellt werden konnen.*®) Das Ubergangsverfahren von Nr. 10a, 1

422) R. Courant, Math. Ann. 89 (1923), p. 161—178; Literatur A 11, Kap. III,
insbes. § 4, 8 sowie Kap. II, § 2, 3 fiir die Hilfsbegriffe.

428) Vgl. Nr. 10a, 3. Ist der dort bestimmte Kern G(s,f) unsymmetrisch,
so ist k,(s,t) =1(G(, 1 + G, 5) symmetrisch und leistet bei symmetrischem
k(s,t) das gleiche wie G (s,#). Die Ersetzung der Funktionen up(s), vp(s) von
Nr. 10a durch orthogonale normierte lineare Kombinationen ergibt die Formek
des Textes.



1520 1I1IC13. Hellinger-Toeplitz. Integralgl. u. Gl. mit unendlichv. Unbekannten.

und die Formel

n b

R.(z, z) =Zamxpxq, wo z, =fx(s) ®,(s)ds,
p,e= a

fir die zu k,(s, ) gehorige quadratische Integralform zeigt, daB die

Theorie der Integralgleichung mit dem Kern %, (s, f) unmittelbar aus

der Theorie der orthogonalen Transformation der quadratischen Form

> @y, %, %; von n Verinderlichen entnommen werden kann.

Da sich nun ferner die Werte der Integralformen R(z,z) und
R,(z, z) fiir alle (13) geniigenden Funktionen beliebig wenig unter-
scheiden, gilt das gleiche fiir ihre Extremwerte, und daher miissen
speziell die absolut kleinsten Eigenwerte A(» von %,(s,?) im Limes
den von %(s, ¢) liefern. Dartiber hinaus aber wird aus den zugehdrigen
Eigenfunktionen ¢{"(s), die

(22) o(s) = A0 [ (s, ) 9 (5) At

geniigen, durch ein #hnliches Auswahlverfahren wie bei Holmgren eine
Teilfolge entnommen, die gegen eine zu i, gehdrige Eigenfunktion
®,(s) von k(s, t) gleichmaBig konvergiert.

Eine zweite Methode von R. Courant macht sich auch von diesem
Auswahlverfahren frei. Sie beruht auf folgenden beiden Begriffent#®),
die den Begriff der linearen Unabhingigkeit und der Dimensionszahl
von linearen Funktionsscharen auf Folgen solcher Scharen auszudehnen
gestatten:

1. Das Unabhingigkeitsmaf3 der Funktionen f,(s), . . ., f,,(s) ist das
Minimum der quadratischen Form

S1ofi() 4+ -+ 2ufu(9) 2 ds = D 2,2, [£,) () ds

py=1
unter der Nebenbedingung 22 - - - - 4 2% = 1.

2. Die asymptotische Dimensionenzahl r einer Folge @,(s), @4(s), . . .
ist die kleinste ganze Zahl der Art, daB nach Fortlassung hinreichend
vieler Funktionen aus jener Folge jeder aus dem Rest herausgegriffene
Komplex von 7 4 1 Funktionen ein beliebig kleines Unabhingigkeits-
maB hat.

Nun zeigt Courant durch ein den E. Schmidtschen Beweis des Satzes
von Nr. 30b verallgemeinerndes Verfahren, daB die Folge der simtlichen
zu den kleinsten Eigenwerten A{(" der £k (s, ?) gehorigen Eigenfunk-
tionen @{"(s) eine endliche positive asymptotische Dimensionenzahl r

423a) R. Courant, Math. Ann. 85 (1922), p. 280—325 sowie **%),
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besitzt. Daraus und aus der Darstellung (22) bestimmt er eine Schar
von r linear unabhiingigen Funktionen ¢,(s), ..., @.(s) als Grensschar
der Folge ¢{™(s) in dem Sinne, daB sich fiir hinreichend grofle n jedes
@™ (s) von einer passend gewihlten Funktion ¢, ¢,(s) 4 -+ + ¢, ¢,(s)
beliebig wenig unterscheidet: diese Schar enthdlt die simtlichen zu 1,
gehorigen Eigenfunktionen von k(s, t). — In analoger Weise werden die
weiteren Eigenwerte und Eigenfunktionen im Anschluf an die Ex-
tremumseigenschaften von Nr. 32d bestimmt.

34. Entwicklungssitze. Auf Grund des Existenzsatzes (Nr. 33)
und der formalen Tatsachen von Nr. 30, 31 ergeben sich eine Reihe
von Sitzen iiber die Entwicklung des Kernes, seiner Iterierten sowie
willkiirlicher Funktionen in Reihen nach Eigenfunktionen des Kernes.t**)

a) Entwicklung des Kernes und seiner Iterierten. Fiir
einen stetigen symmetrischen Kern (s, ) gilt die Entwicklung nach
dem vollstindigen normierten System seiner zu den Eigenwerten 4, ge-
horigen Eigenfunktionen ¢, (s)

(23) k(s ) = > 2020 (a<5t<h)
™

Jedenfalls dann, wenn diese Reihe gleichmdfig in beiden Verdnderlichen

im Gebiet a <s, t b konvergiert*™); insbesondere gilt sie also fiir

Kerne mit endlichvielen Eigenwerten 4, Der Beweis hierfiir ergibt

sich aus dem Existenztheorem in Verbindung mit den Sitzen von

Nr. 30d.

Die Reihe (23) braucht jedoch nicht fiir jeden stetigen Kern zu
konvergieren. Ist midmlich (s, t) = f(t — s) = f(s — ¢) eine gerade
Funktion der Differenz ¢ — s von der Periode 2x und sind a = O,
b = 2x die Integrationsgrenzen, so bestitigt man leicht durch Rech-

nung, daB coswvs, sinvs (v =0,1,2,...) ihre Eigenfunktionen und
2n

die reziproken Werte der Fourierkoeffizienten mc,= ﬁ () cosvadz
0

die zugehtrigen Eigenwerte sind (¢, einfach, die andern doppelt zéh-
lend). Die Entwicklung (23) lautet also bei richtiger Normierung

424) Diese Sitze enthalten die vollstindige in der Analysis mogliche Uber-
tragung des Hauptachsentheorems der Algebra; vgl. tiber die Moglichkeit und
die Grenzen dieser Ubertragung Nr. 6 und 7, insbesondere die Formeln (16)--(21)
daselbst im Vergleich zu den in der entsprechenden Bezeichnung geschriebenen
analogen algebraischen Formeln (16)—(21).

425) E. Schmidt®®*), § 8, Bei D. Hilbert®®), p. 21 wird ausdriicklich nur
der Fall endlichvieler Eigenwerte erwéhnt und — wie das unverindert auch fiir
den allgemeinen Fall mdglich ist — aus der Fundamentalformel (14) gefolgert.
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der trigonometrischen Funktionen
le, +21’c,(cos vscoswt - sinvssinvt) = Ley+ e, cosv(t—s)
v= v=1

und stimmt daher genau mit der Fourierreihe der geraden Funktion
f(t —s) tiberein. Verwendet man nun fiir f(#) eine stetige Funktion
mit divergenter Fourierreihe®®), so ist k(s,?) = f(¢{ —s) ein Kern
mit divergenter Entwicklung (23).

Die entsprechend gebildeten Entwicklungen der iterierten Kerne
lauten (vgl. Nr.31a)

(24) ¥3(s, ?) 2%(3) %(t)
O]

(242) K(s, §) = ) BBl “’v‘” (n=34,..);
]

sie konvergieren stets gleichmdfig und absolut im Gebiete a < s, t < b und

stellen die iterierten Kerne dar. E. Schmidt*®") beweist die gleichmiBige

und absolute Konvergenz der Reihen (24a) (# > 3), indem er die

gleichmiiBige Beschrinktheit der Reihe >i3%9,(s)9, ()| nach Um-
®)

formung mit Hilfe der homogenen Integralgleichung (i,) aus der
Besselschen Ungleichung %%) entnimmt und daraus schlieBt, daB der
Rest (v > N) der Reihe (24a) gleichmiBig wie 1,2 gegen Null geht.
Die Giiltigkeit von (24) kann alsdann genau wie der Entwicklungs-
satz von Nr. 34c oder direkt aus diesem erschlossen werden, wo-
bei sich allerdings nur gleichmdfige Konvergenz in eimer der beiden
Veriinderlichen ergibt; die gleichmiBige Konvergenz in beiden Ver-
inderlichen kann nachtriglich bewiesen werden.*?®)

426) Vgl. Encykl. ILC 10, Nr. 7, Hilb-Riesz.
427) E. Schmidt®®Y), § 8. — Bei D. Hilbert*®') folgen die Formeln (24 a) aus
dem Fundamentaltheorem (14); vgl. insbes. p. 22, Satz 4. — Kine spezlelle Anwen—

dung dieser Sitze zur Bestimmung der Kerne, fiir die in () f ¢ids = ﬁ"ds

ist, bei G. Sannia, Lomb. Ist. Rend. (2) 44 (1911), p. 91—98.

428) E. Schmidt im Annalenabdruck seiner Dissertation, Ann. 63°¢%), § 19
mit Hilfe eines Satzes von U. Dini (Fondam. per la theoria delle funz. di var.
reali, Pisa 1878, § 99) tiber die gleichmiBige Konvergenz einer gegen eine stetige
Funktion konvergierenden Reihe stetiger positiver Funktionen. O. Szdsz hat im
Juni 1908 den Verfassern miindlich einen direkten Beweis der gleichm@Bigen
Konvergenz von (24) mitgeteilt; er beruht darauf, daB die Schwankung des Restes
der fiir s =1t gebildeten Reihe (24)

D9, —9,6)) = 39,6 — 9,60} {9,6) + 95}
v=N
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Unter besonderen Voraussetzungen iiber den Kern kann man
weitergehende Entwicklungstatsachen beweisen: A. Hammerstein *%°)
hat gezeigt, daB die Reihe (23) jedenfalls dann gleichmifig konver-
giert und %(s, ) darstellf, wenn

b
f{kA(su t)"‘_k(sztt)}gdt < c
8 — 8, =

ist, wo ¢ eine von s;, s, unabhiingige Konstante ist.

Aus (24) folgen wegen der gleichméBigen Konvergenz in beiden
Verénderlichen fiir die Spuren (Nr. 11, (5)) des symmetrischen Kernes
von der zweiten an die Reihen“"’)

(25) ", = f ko) (s, s)ds _2“ fir n =2, 3, .

)
Weiterhin ergxbt sich mit Hilfe von Nr.11, (2a) fiir die Resolvente
der Integralgleichung (¢) die gleichmiBig konvergente Entwicklung

(26) w(d; 5, £) = K(s, £) 4 1 ’%ifg%,

sie zeigt einmal, daB x als abalytische Funktlon von A die Eigen-
werte 1, zu einfachen Polen hat mit Residuen, die sich aus den zu-
gehorigen Eigenfunktionen aufbauen — andererseits, daB x fiir ein
von allen 4, verschiedenes 4 selbst die Eigenwerte (4, — 1) und die
Elgenfunktlonen ®,(s) besitzt.t51)

unter Benutzung von (3,) und der Besselschen Ungleichung durch

b
f{k(s,t)—k(s,,t)}’dt -f{k(s,t)—[—k(sx,t)}’dt

abgeschiitzt werden kann und also wegen der gleichmdfigen Stetigkeit von k(s, ¢)
gleichmiBig mit |s — s, | beliebig klein wird; damit kann aber aus der Konver-
genz jener Reihe unmittelbar die gleichmiiBige Konvergenz erschlossen werden. —
Fir die gleichmiBige Konvergenz von (24) ist die Stetigkeit von k¥ (s, t) wesent-
liche Voraussetzung; O. Toeplitz, Festschr. f. H. A. Schwarz (Berlin 1914), p. 427
~—431, hat ein Beispiel eines unstetigen Kernes (mit unstetigen Eigenfunktionen)
angegeben, bei dem k®(s, {) beschrinkt und nur an einer Stelle unstetig ist,
die Reihe (24) aber nicht mehr in beiden Veriinderlichen gleichmii8ig konvergiert
(vgl. hierzu auch Nr. 84b 43%),

429) A. Hammerstein, Sitzungsber. PreuB. Ak. d. Wiss. 1923, p. 181—184.
A. Hammerstein, ibid. 1925, p. 590—595 gibt ferner ein Summationsverfahren
fir die Reihe (23) im Falle eines logarithmisch unendlichen Kernes in 4 Ver-
énderlichen an.

430) H. Schmidi*?®). — Wegen der Bedeutung dieser Formeln fiir die alge-
braische Analogie vgl. %),

431) D. Hilbert®®?), Kap. III, insbes. p. 20f. — Die Formel (26) kann auch
aus den Entwicklungssitzen von Nr. 84 c gefolgert werden.
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b) Definite Kerne; der Satz von J. Mercer®s®): Ist k(s,t)
stetig und (eigentlich oder uneigentlich) definit (Nr. 32b), so konvergiert
bereits die Reihe (23) fiir den Kern selbst absolut und gleichmdifig in
beiden Verdnderlichen. Nach A. Kneser*®®) und J. Schur*%) kann man
diesen Satz unmittelbar auf Grund der Tatsache beweisen, daB mit
k(s,t) zugleich auch der durch Subtraktion einer Teilreihe von (23)
entstehende Kern Nr. 30b, (6) definit ist, da seine Eigenwerte simt-
lich auch Eigenwerte von %(s, ¢) sind, und daB daher nach den

Kriterien von Nr. 32b %(s, s) — 4719, (s)? = O ist; daraus folgt aber
r=1

die Konvergenz der positiven Reihe 3'1-1g,(s)? und diese Reihe kon-
r=1

vergiert auf Grund des Dinischen Satzes*?®) gleichmiBig. Die Schwarz-
sche Summenungleichung !**) ergibt endlich die gleichmaBige Konver-
genz von (23) in beiden Verinderlichen.

Aus dem Mercerschen Satz folgt fiir die Spur jedes definiten
Kernes selbst die Reihe

(254a) y =‘/3k(s, s)ds =2%

(9]
¢) Entwicklung willkiirlicher Funktionen. Jede mit Hilfe
einer willkiirlichen stetigen Funktion x(t) durch den Kern k(s,t) in der
Gestalt

b
1) 1) = J k(s ) a(t) dt
darstellbare (stetige) Funktion*®*) ist in die folgende nach Fourierscher

432) J. Mercer®®”); der Beweis beruht auf der Darstellung (26) der fir 2 <C0
gicher definierten Resolvente, die fiir 1+ — o0 untersucht wird. — DaB die
Voraussetzung der Stetigkeit fiir diesen Satz wesentlich ist, zeigt das Beispiel
von O. Toepliiz*%).

4338) A. Kneser?8), p. 195ff. unter Verwendung eines von E. Schmidt her-
rilhrenden Beweisgedankens; J. Schur, Festschr. f. H. A. Schwarz (Berlin 1914),
p. 392—409, § 5. Die Anordnung dieser Beweise weicht von der im Text ge-
gebenen insofern etwas ab, als aus der ohne Benutzung des Dinischen Satzes zu
schlieBenden gleichm#Bigen Konvergenz der Reihe (28) in einer der beiden Va-
riablen die Gleichung (23) in #hnlicher Weise wie beim K. Schmidtschen Ent-
wicklungssatz (Nr. 84 ¢) erschlossen wird. — Ein anderer Beweis bei E. W. Hob-
son, London Math. Soc. Proc. (2) 14 (1914), p. 5—30; er konstruiert einen (un-
stetigen) Kern (vgl. Nr. 86 a %), dessen iterierter k(s, t) ist.

434) Wegen der Bedeutung dieser Bedingung von Seiten der algebraischen
Analogie vgl. Nr. 6, 7, p. 1363ff. — Ist k(s, t) nicht abgeschlossen (Nr. 80e), so ist
fir die Darstellbarkeit von f(s) durch (27) notwendig, daf es orthogonal zu den
zum Eigenwert oo gehérigen Eigenfunktionen ist. Aber auch bei abgeschlossenem
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Art gebildete Reihe nach Eigenfunktionen von k(s,t) entwickelbar :
(28) f(s) = 2 ¢,9,(s), wo

(28) ¢, = f )9, (5)ds =+ j 20)9,0)dt;

die Reihe konvergiert absolut und gleichmdfig. Diesen Satz hat D. Hil-
bert*®) fiir den Fall eines allgemeinen Kernes (Nr. 34d), E. Schmidt*®)
sodann ohne jede Einschrinkung bewiesen. Schmidis Beweis beruht
darauf, daB zunichst die absolute und gleichmiBige Konvergenz der
mit Hﬂfe von (27) und (zh) in die Gestalt

> f (), (t) dtﬁc (5, 1), (D)t

») a
umgeschriebenen Reihe (28) aus der Schwarzschen?®) und Besselschen
Ungleichung *°) entnommen wird; danach aber ist £(s) —Se¢,@,(s)=7(s)
(9]

stetig und zu allen ¢,(s) orthogonal, also (nach Nr. 30e) eine zum
Eigenwert oo gehorige Eigenfunktion und daher wegen (27) auch zu
b

f(s) orthogonal; daraus wird auf f 1(s)?ds =0 und also auf das

identische Verschwinden von yx(s) geschlossen.

Aus diesem Entwicklungssatz ergibt sich speziell fiir die Losung
der inhomogenen Integralgleichung (i) (p. 1504) mit dem symmetri-
schen Kern k(s, ) und stetigem f(s) die Darstellun04"7)

(29) 9(5) = £5) + 1 ) 22 f @), 0,

(9]

k(s,t) braucht keineswegs jedes stetige f(s) durch (27) darstellbar zu sein; be-
trachtet man némlich den abgeschlossenen Kern k(s,¢) von #49), fiir den eine im
Lebesgueschen Sinne quadratisch integrierbare, unstetige Funktion w(s) die ein-
zige zu 0o gehérige Eigenfunktion ist, und wihlt man dabei w(s) so, daB es zn
irgendeiner stetigen Funktion f(s) nicht orthogonal ist, so ist dieses f(s) nicht
durch (27) darstellbar (vgl. Nr. 7, p. 1365).

435) D. Hilbert®®), p. 24 ff. (Gott. Nachr, 1904, p. 75ff). — Zum Beweis
wird zundchst die Entwickelbarkeit einer durch den sterierten Kern k¥ (s, t) ana-
log (27) darstellbaren Funktion aus der Hilbertschen Fundamentalformel Nr 82,
(14a) entnommen und dann auf Grund der Allgemeinheit des Kernes die Dar-
stellung (27) durch eine ebensolche mit dem iterierten Kern approximiert.

436) E. Schmidi®®!), § 2, § 9. Aus dem Entwicklungssatz gewinnt Schmids
nachtriglich die Hilbertsche Fundamentalformel (14) von Nr. 82.

437) E. Schmidt®®"), § 10. — Bemerkungen hierzu bei 7. Boggio, Rom Acc.
Line. Rend. (5) 17, (1908), p. 464—458 und A. Proszynski, Nouv. Ann. (4) 11
(1911), p. 394—407.
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die in jedem von Eigenwerten A, freien 1-Bereich gleichm#Big kon-
vergiert und iibrigens mit (26) im wesentlichen #quivalent ist; sie
setzt den Charakter der Losung ¢(s) als analytische Funktion von
4 in Evidenz (jedes 4, ist einfacher Pol, auBer wenn der zugehorige
Fourierkoeffizient von f(s) verschwindet).

Der Entwicklungssatz umfaBt, wenn man ihn auf geeignete spezielle
Kerne anwendet, Sitze tiber die Entwicklung willkiirlicher Funktionen
nach zahlreichen besonderen Orthogonalsystemen. Inshesondere er-
hilt man die Entwicklungstheoreme nach Eigenfunktionen sich selbst
adjungierter Randwertaufgaben bei gewdhnlichen und partiellen Diffe-
rentialgleichungen, wenn man ihn auf die Greensche Funktion des
betreffenden Problems als Kern anwendet (s. Encykl. II C 11, 1. Teil,
E. Hilb, insbes. Nr. 6—9). Die bekannten und nach anderen Methoden
aufgestellten Entwicklungssitze gehen hier zum Teil iiber die (27)
entsprechende Bedingung fiir die zu entwickelnde Funktion hinaus;
daher ist die Bemerkung wichtig, daB der Mercersche Satz (Nr. 34b)
eine Erweiterung des Bereiches der entwickelbaren Funktionen iiber
(27) hinaus liefern kann; denn er gibt die Entwicklung des bei festem
¢ als Funktion von s angesehenen k(s, f), das unter Umstédnden nicht
in der Form (27) darstellbar ist.4%)

Wegen der Anwendung funktionentheoretischer Methoden zur Her-
leitung der Entwicklungssitze sei hier nur auf Encykl II C 11, 1. Teil,
E. Hilb, insbes. Nr. 11, 13, verwiesen%); diese Methoden sind auf zahl-
reiche Randwertprobleme angewendet worden, die sachlich mit beson-
deren Integralgleichungen iibereinstimmen, nicht aber — wie es an sich
méglich wire (vgl. Nr. 43 a, 4) — auf die allgemeine Theorie der Inte-
gralgleichungen. Sie wiirden hier auf die Untersuchung von x(1;s,?)

b

bzw. f %(1; s, t) z(¢) d¢ als Funktion von 4, komplexe Integration lings

a
eines wachsenden die Eigenwerte einschlieBenden Weges und Anwen-
dung des Residuensatzes hinauskommen.

438) Ist 2. B. k(s,t) die Greensche Funktion des Randwertproblemes einer
gewdshnlichen Differentialgleichung 2. Ordnung, hat also bei s =1t eine Unstetig-
keit in der 1. Ableitung wie |s —t|, so liefert (27) die Entwicklung aller zwei-
mal differenzierbaren Funktionen, wihrend der Mercersche Satz die Entwickel-
barkeit einer (und damit jeder) Funktion liefert, deren erste Ableitung an einer
oder endlichvielen Stellen Spriinge hat. Vgl. hierzu neben dem im Text zitierten
Hilbschen Encyklopidiereferat (s. insbes. auch Nr. 4) die bei A. Kneser, Lite-
ratur A 12, zusammenfassend dargestellten Untersuchungen von A. Kneser und
seinen Schiilern in dieser Richtung.

439) Wegen der Rolle dieser Methoden in der historischen Entwicklung der
Integralgleichungslehre vgl. ®4).
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d) Vollstindigkeit des Eigenfunktionssystemes. Fiir die
Frage, wie weit man alle willkiirlichen, nicht nur die mit %(s, ¢) in
besonderem Zusammenhang stehenden Funktionen nach Eigenfunk-
tionen entwickeln bzw. durch sie approximieren kann, ist entscheidend,
ob die simtlichen Eigenfunktionen ¢,(s) der ,, Vollstindigkeitsrelation®
(2a) von Nr. 15 geniigen. Bei einem nicht abgeschlossenen Kerne ist
das jedenfalls nicht der Fall, da dann (s. Nr. 30e) stetige zu allen
@,(s) orthogonale ,Eigenfunktionen des Eigenwertes co“ existieren;
aber auch bei abgeschlossenen Kernen braucht es unter Umstéinden
nicht der Fall zu sein*?). Notwendig und hinreichend dafiir, daf3 das
Eigenfunktionensystem die Vollstandigkeitsrelation erfillt, ist die wvon
D. Hilbert als Allgemeinheit bezeichnete Eigenschaft des Kernes*t):
Jede stetige Funktion f(s) soll durch Funktionen der Gestalt

f k(s, t)z(t)dt mit passendem stetigem x(s) im Mlttel beliebig appro-

mmlert werden konnen, derart, daB j { f(s) — f k(s, t)x(t)dt} ds be-

liebig klein wird.

35. Abhingigkeit der Bigenwerte vom Integrationsbereich und
ihr asymptotisches Verhalten. Allgemeine Aussagen iiber die Ver-
teilung der Eigenwerte, falls unendlichviele existieren, sind in den
Sitzen von Nr.30c und Nr. 34, (25), (25a) enthalten. Dariiber hin-
aus sind unter speziellen Annahmen iiber die Natur des Kernes weitere

440) Ein Beispiel findet man so: E. Fischer, Paris C. R. 144 (1907), p. 1148
—1151 hat gezeigt, wie man zu einer willkiirlich gegebenen samt ihrem Qua-
drat im Lebesgueschen Sinne integrierbaren unstetigen Funktion e(s) unendlich-
viele stetige Funktionen ¢,(s) (v =1, 2,...) hinzukonstruieren kann, die mit o (s)
zusammen ein vollstindiges Orthogonalsystem bilden; bestimmt man nun solche
Werte 1,, daB _>'11¢,(s) @, () = k(s,t) gleichmiBig konvergiert, so ist k(s,?)

)

abgeschlossen, da die unstetige Funktion w(s) die einzige zum Eigenwert oo ge-
borige Eigenfunktion ist, aber die zu den endlichen Eigenwerten gehérigen
Eigenfunktionen ¢ (s) bilden fiir sich kein vollstindiges System.

441) D. Hilbert®"), p. 25. DaB diese Bedingung hinreichend ist, findet
man ibid. p. 27 und 193; daB sie notwendig ist, erginzt man leicht aus der Be-
merkung, daB man jede stetige Funktion auf Grund der Vollstindigkeitseigen-
schaft durch ein Aggregat von endlichvielen Eigenfunktionen im Mittel be-
liebig annihern kann. — Den allgemeinen Kernen entsprechen in der algebrai-
schen Analogie quadratische Formen mit nicht verschwindender Determinante
(eigentliche Zentralflichen, die keine Zylinder sind). Die Unterscheidung zwi-
schen abgeschlossenen und allgemeinen Kernen hat kein algebraisches Analogon;
ein abgeschlossener nicht allgemeiner Kern ‘%) hat zwar keine stetigen zum
Eigenwert 0o gehorigen Eigenfunktionen, wohl aber unstetige bei der notwen-
digen Ergiinzung des Funktionenraumes (vgl. Nr. 7).

Encyklop. d. math. Wissensch. II 8. 100
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Resultate gewonnen worden, die fiir die Anwendungen von groBer
Bedeutung sind*?) Man kann alle hierhin gehorigen Resultate, die
zuerst von H. Weyl*%) bewiesen worden sind, am kiirzesten nach
R. Courant**%) einheitlich mittels dessen Definition der Eigenwerte durch
ein Maximum-Minimum-Problem (Nr.32d) begriinden, das die Ver-
anderung der Eigenwerte bei Veréinderung des Integrationsintervalles
und des Kernes leicht zu iiberblicken gestattet.

a) Abhiingigkeit vom Integrationsbereich. Ist (a’,b’) ein
Teilintervall von (a, b), so ist der »* der ihrer absoluten GroBe nach
geordneten Eigenwerte 1, eines Kernes k(s, ) fiir das Intervall (g, b)
absolut nicht groBer als der entsprechende 1. desselben Kernes fiir
das Intervall (a’,d"); analoges gilt fiir die positiven und negativen
Eigenwerte fiir sich, und bei stetiger Anderung des Intervalls indert
sich jeder Eigenwert stetig.#5) Denn in der Gesamtheit derjenigen
Werte der Integralform &(z, z), deren obere Grenze gemif Nr. 32d zur
Definition von |4,|! fiihrt, treten auch die simtlichen in gleicher
Weise zu |4, |~! fiihrenden Werte der fiir (a’,b") gebildeten Integral-
form & (z, 2) auf, wenn man nur 2(s) auBerhalb (a’, ¥) gleich O nimmt;
daraus folgt aber unmittelbar |1,|~* < |4,|~*. Ebenso ergibt sich*S):
Werden endlichviele Teilintervalle von (a, ) ohne gemeinsame innere
Punkte betrachtet, so ist [4,| nicht groBer als die n' Zahl aus der
Reihe der ihrer absoluten GriBe nach geordneten séimtlichen Eigen-

442) Sie sind tbrigens direkt durch Vermutungen angeregt worden, die aus
physikalischen Betrachtungen iiber die asymptotische Verteilung der Eigenwerte
bei der schwingenden Membran, der Hohlraumstrahlung und &bnlichen Problemen
gewonnen wurden; vgl. A. Sommerfeld, Phys. Ztschr. 11 (1910), p. 1057—1066,
insbes. p. 1061f. sowie H. A. Lorentz, ebenda, p. 1234—1257, insbes. p. 1248.

443) H. Weyl, a) Gott. Nachr, 1911, p. 110—117; b) Math. Ann. 71 (1912),
p. 441479, insbes. § 1, 2; c) J. f. Math. 141 (1912), p. 1—11, insbes, § 2, 3;
d) ebenda, p. 163—181, insbes. § 1; e) Palermo Rend. 39 (1915), p. 1—50, insbes.
§ 6. — In den anderen Teilen dieser Arbeiten sowie im J. f. Math. 143 (1914),
p. 177—202 werden diese Sitze zur Bestimmung der asymptotischen Eigenwert-
verteilung bei bestimmten Randwertaufgaben angewendet.

444) R. Courant*??), insbes. § 6, sowie vorher in einer Reihe von Arbeiten
[*% sowie Math. Ztschr. 15 (1922), p. 195—200; vgl. auch Literatur A 11, Kap. VI}
in direkter Anwendung dieses Gedankens auf Randwertprobleme von Differential-
gleichungen.

445) H. Weyl*4%), a), b). — Andere Beweise bei T Lalesco, Paris C. R. 153
(1911), p. 5641—542; Bucarest Bull. 21 (1912), p. 383—389 und A. Blondel, Paris
C. R. 158 (1911), p. 1456—1458 (auch fiir unsymmetrische Kerne, s. Nr. 39 ¢).

446) R. Courant **3) fiir Randwertprobleme von Differentialgleichungen; seine
Betrachtung iibertrigt sich sofort auf Integralgleichungen, wobei sie sich durch
den Fortfall der Randbedingungen noch etwas vereinfacht.
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werte der Teilintervalle. Die gleichen Sidtze gelten fiir Integralglei-
chungen mit mehrdimensionalem Integrationsbereich (Nr. 36a).

b) Abhingigkeit vom Kern. Ist
(30) k(s,t) =K (s,8) + &"(s, 1),
so gilt fiir die ihrer absoluten GriBe nach geordneten entsprechend
bezeichneten Eigenwerte bei gleichbleibendem Integrationsintervall
(30a) LY - Y s L
analoges gilt fiir die fiir sich geordneten positiven und negativen
Eigenwerte#$= ™ d,¢) Dag folgt aus dem Theorem von Nr. 32d, wenn
man R(z,x) fiir alle zu den ersten m Eigenfunktionen von % (s, ?)
und den ersten # Eigenfunktionen von %”(s,¢) orthogonalen z(s) be-
trachtet. — Von den zahlreichen oft anwendbaren Sonderfillen dieses
Satzes seien hervorgehoben: Ist k”(s, t) positiv definit, so ist der n'*
positive Eigenwert von (s, ) nicht groBer als der m* positive von
K (s, t)443e¢), Ist ferner k”(s, ) ein Kern von endlichem Range < N
(Nr. 104, 1.), s0 ist |4, < | Any »|*7); hierin ist der von E. Schmidt*4®)
bewiesene Satz enthalten, daB bei jeder Anniherung von k(s, ?) durch
einen Kern k”(s, {) von endlichem Range <N

(31) jj{ k(s ) — K'(s,4) ) * dsdt gzw’li

y=N+1
ist; der Minimalwert wird fiir & (s, {) = 349, (s) 9, (t) erreicht. End-
v=1

lich folgt, wenn man %”(s, #) beliebig klein nimmt, daf der »n* Eigen-
wert 4, sich mit k(s, ) stetig dndert, und zwar geniigt es, stetige
Kunderung von %(s, ¢) nur in dem Sinne zu verlangen, daB das Doppel-
integral von (k(s, #) — k" (s, ))* beliebig klein wird.44*)

¢) Asymptotisches Verhalten der Eigenwerte. LBt sich
ein Kern durch die in b) auftretenden Verfahren aus einfachen Kernen
mit bekannten Eigenwerten aufbauen bzw. durch sie approximieren,
80 kann man den angefiihrten Sitzen Aussagen iiber das asympto-
tische Verhalten seiner Eigenwerte mit wachsendem # entnehmen.
So hat H Weyl43»?), bewiesen, daB fiir einen h-mal stetig differen-

447) H. Weyl**®), a), b), d). Eine Verallgemeinerung bei H. Bateman, Bull.
Amer. Math. Soc. (2) 18 (1912), p. 179—182.

448) E. Schmidt®®"), § 18; der Satz wird hier fiir unsymmetrische Kerne
unter Verwendung der Begriffe von Nr.36¢ bewiesen (s. dazu H. Weyl 443, d).

449) H. Weyl*4%), b), p. 447; R. Courant*?®), § 6. — Bemerkungen iiber die
Variation der Hauptfunktionen unsymmetrischer Kerne (s. Nr. 89a) bei Abinde-
rung des Kernes macht H. Block, Lunds univ. &rsskrift 7 (1911), Nr. 1, 34 8.

100*
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zierbaren Kern k(s f)

1
(32) lim 2" *22-1 =0
ist, und daB unter den gleichen Voraussetzungen fiir einen Kern
k(sy, 83, b,y t) einer Integralgleichung in 2 Veriinderlichen (s. Nr. 36a),
deren Integrationsgebiet von einer rektifizierbaren Kurve begrenzt wird,

1
lim #2®* V-1 — 0 ist.

n=ox

Wichtiger fiir die Anwendungen sind die Sitze tiber die Eigen-
werte solcher Kerne, die Greensche Funktionen von Randwertaufgaben
gewOhnlicher oder partieller Differentialgleichungen sind, und die durch
das Auftreten typischer Singularititen (von der Art der Funktionen
|s — t| bzw. log{(s; — &) + (5, — %)} bzw. {(5, — #)® + (s, — 1y)°
-+ (sy — %,)?}) charakterisiert sind. H. Weyl*?) hat gezeigt, daB aus jenen
Theoremen das asymptotische Verhalten in allen hierhin gehorigen
Fillen gewonnen werden kann, insbesondere auch die Tatsache®:%),
daB die asymptotische Verteilung der Eigenwerte in erster Annéhe-
rung unabhingig von der Gestalt und nur abhingig von der GroBe
des Integrationsbereiches ist. Diese Resultate greifen, da in das Ge-
biet der Differentialgleichungen gehorig, iiber den Rahmen dieses Re-
ferates hinaus; zudem ist es R. Courant***) gelungen, sie direkt ohne
Benutzung der Theorie der Integralgleichungen herzuleiten, indem er
die Maximum-Minimumdefinition der Eigenwerte (Nr. 32d) und die
analog a), b) aus ihr folgenden Aussagen iiber die Anordnung der
Eigenwerte direkt fiir die Randwertprobleme unter Benutzung der
bekannten zugehdrigen Variationsprinzipe ausspricht (vgl. Nr. 45 c).

d) Asymptotisches Verhalten der Eigenfunktionen. In
gewissem Umfange kann man fiir die Eigenfunktionen analoge Resul-
tate aussprechen, wie fiir die Eigenwerte; die vorhandenen Unter-
suchungen beziehen sich hier allerdings noch mehr nur auf Rand-
wertprobleme bzw. die zugehdrigen Kerne.*) Von allgemeinen Re-
sultaten ist hier nur der von R. Cowrant*®?) mit seiner in Nr. 33d
dargestellten Methode gewonnene Satz hervorzuheben: Konvergieren
die Kerne %,(s, t) gleichmiBig gegen %(s, ¢), so daB ihre r Kigenwerte
M ..., A" gegen einen r-fachen Eigenwert i, von k(s,f) konver-
gieren, so konvergiert die lineare Schar aus den zu (", ..., A" ge-
hérigen Bigenfunktion von k,(s, £) gleichmiBig gegen die lineare Schar
der zu 4, gehorigen Eigenfunktionen von k(s, ?).

450) In etwas allgemeinerer Form hat 4. Hammerstein, Math. Ann. 93
(1924), p. 113—129; 95 (1926), p. 102—109 eine asymptotische Darstellung der
Eigenfunktionen von Kernen gegeben, die die charakteristische Singularitit von
Greenschen Funktionen haben.
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36, Uneigentlich singuléire symmetrische Integralgleichungen.
Allgemeinere Integrationsbereiche. Systeme von Integralgleichungen.

a) Uneigentlich singulire symmetrische Integralglei-
chungen®®*) Genau wie bei der Auflosungstheorie (s. Nr. 12) ist auch
fiir die Begriindung der Mehrzahl der Sitze der Eigenwerttheorie die
bisher gemachte Voraussetzung der Stetigkeit des Kernes entbehrlich.
D. Hilbert*s') hat bereits in seiner ersten Darstellung nachgewiesen,
daB seine Resulfate auch fiir solche symmetrische Kerne gelten, die
an endlichvielen analytischen Kurven s = ¢(¢) im Quadrat ¢ <5, t < b
unendlich von niederer als 5% Ordnung werden (d. h. wo fiir ein « <
[s — g®)]°k(s, t) stetig bleibt). E. Schmidt*s?) hat gezeigt, daB seine
Methode unveréndert unter den folgenden Bedingungen anwendbar
bleibt (vgl. Nr. 12¢): 1. Die Unstetigkeitsstellen von li(s, t) haben auf

jeder Geraden s = konst. den &uBeren Inhalt 0; 2. f [%k(s, ©)]2dt exi-

stiert fir ¢ < s <b und ist daselbst eine stetige “Funktion von s.
Alsdann ist %® (s, ¢) stetig in s und ¢ und verschwindet nur dann
identisch, wenn %(s, ) in seinem Stetigkeitsbereich verschwindet; die
Sitze von Nr.31—35 bleiben ungeéindert mit Ausnahme derjenigen,
die sich auf die Entwicklung von k(s, ¢) selbst beziehen, insbesondere
des Mercerschen Satzes®s). Ubrigens konnen die Entwicklungssitze
von Nr 34 c dahin erweitert werden, daB z(¢) in (27) eine samt ihrem
Quadrat integrierbare Funktion bedeutet.3%)

450a) ,,Eigentlich singuliire Integralgleichungen*, d. h. solche, bei denen die
Satze der Eigenwerttheorie nicht mehr unveriindert gelten, findet man in Nr. 44.

451) D. Hilbert®8t), Kap. VI, p. 830—35; die Methode ist die in Nr. 12b ge-
schilderte; vgl. auch E. Garbe®%), 2. Abschn. Weiterhin kann man nach Hilbert
(ibid., p. 38), falls § <« < 1, durch Ubergang zu einem hinreichend oft iterierten
stetigen Kern wie in Nr. 12a entsprechend modifizierte Sitze erhalten.

" 452) E. Schmidi ®®), § 12. Ausdehnungen dieser Resultate auf in Lebesgue-
schem Sinne integrierbare Kerne geben W. H. Young?®'®), E. W. Hobson *%%),
0. D. Kellogg*'?); E. W. Hobson untersucht weiterhin, wann es Kerne gibt, fiir
die %(s, t)? im Lebesgueschen Sinne nach ¢ integrierbar ist und die vorgegebene
Eigenwerte und Eigenfunktionen besitzen, sowie verwandte Fragen.

453) Vgl. dazu *%%). [E. W. Hobson*®%) gibt iibrigens eine Ausdehnung des
Mercerschen Satzes auf gewisse im Lebesgueschen Sinne quadratisch nach ¢ inte-
grierbare Kerne, wobei nur Konvergenz mit Ausnahme von Nullmengen behauptet
werden kann. — Fiir symmetrische Kerne der Form |s — ¢|-*H(s, ), wo H(s,t)
stetig und 0 << @ <1 ist, beweist T. Carleman, Ark. f. matem. 13 (1918),
Nr. 6, 718., daB unendlichviele positive Eigenwerte i} vorhanden sind und daB

Z(lj)T_—" konvergiert, falls in einem Teilintervall Hi(s,s) > 0 ist; der Beweis
beruht auf der Ausdehnung des Hilbertschen Entwicklungssatzes.
453 8) Dariiber hinaus hat fiir den Fall eines definiten Kernes J. Mercer
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b) Allgemeinere Integrationsbereiche. Es ist unmittelbar
ersichtlich, daB die Sitze der Eigenwerttheorie genau wie die der Auf-
losungstheorie fiir Integralgleichungen mit mehrfachen Infegralen in dem
in Nr. 13a bezeichneten Sinne in Geltung bleiben®5*), wobei der Kern
eine symmetrische Funktion von zwer Reihen von Verdnderlichen wird,
die die Stellen s, ¢ im #-dimensionalen Integrationsgebiet bestimmen.
Ebenso 1aBt sich die Eigenwerttheorie fir gemischte oder belastete
Integralgleichungen der in Nr. 13b beschriebenen Gestalt ent-
wickeln %%); dabei werden durch die Symmetriebedingung*®) die in den
Summen und verschiedendimensionalen Integralen auftretenden Koeffi-
zientenfunktionen miteinander verkniipft — z. B. lautet die symme-
trische belastete Integralgleichung der Form Nr. 13b, (1)

(33) 90— 12 mk(s2)9() — i [k OpB)dt = £(),

wo k(s, £) = k(t, s), m, beliebig.

E. Schmidts Theorie 14Bt sich alsdann ohne wesentliche Anderung in
Methode und Resultaten iibertragen®); so hat z. B. A. Kneser®®) den
Mercerschen Satz fiir die Integralgleichung (33) entwickelt.

¢) Systeme von Integralgleichungen. Geniigen die Koeffi-
zientenfunktionen des Systemes von n Integralgleichungen mit » un-
bekannten Funktionen

(34) (PG(S) - j’kaaﬂ(s) t) q’ﬂ(t) dt = fa(s) (a == 17 A aés-_é_ b)
f=la

den Symmetriebedingungen
(34a) kaﬂ(s) t) = kza(t, 5) (8=1,..,m)
so liBt es sich nach Nr. 18c zu einer Integralgleichung mit symme-

[London Roy. Soc. Proc. (A) 84 (1911), p. 573—575; Phil. Trans. Roy. Soc. London
(A) 211 (1911), p. 111—198] den Entwicklungssatz auf in Lebesgueschem Sinne
integrierbare x(s) ausgedebnt, sowie ein Summationsverfahren fiir die Reihen (28)
solcher Funktionen f(s) angegeben, die nicht in der Gestalt (27) darstellbar sind
[Abschitzung der Partialsummen von (28) durch Limites von mit der Resolvente

b
% von k(s, t) gebildeten Integralen f x(A; s, O fM)dt].
a

454) D. Hilbert *®Y), p. 3; E. Schmidt®8?), § 12.

46b6) W. A. Hurwitz®®), A. Kneser °®), G. Andreoli®?).

456) Jeder einzelne Wert ¢(f) muB in die fiir eine beliebige Stelle s hin-
geschriebene Integralgleichung mit demselben Koeffizienten eingehen, wie 16)
in die fiir ¢ geschriebene Integralgleichung, wobei die Integrale im Sinne von
Nr. 1a als Summengrenzwerte aufzufassen sind.
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trischem Kern zusammenfassen; die gesamte Eigenwerttheorie ist also
unmittelbar zu iibertragen.**”)

Hier ist die Theorie der adjungierten Eigenfunktionen-
paare eines stetigen umnsymmetrischen Kernes k(s,?) zu er-
wihnen, die E. Schmidt*%®) entwickelt hat. @(s), ¥(s) heiBt ein zum
Eigenwert A gehoriges Paar adjungierter Iigenfunktionen, wenn es
ohne identisch zu verschwinden die Gleichungen .

35) 9(s) — 4 k(s, )(H)dt =0, ¥(s) — A[k(, )p(t)dt =0

erfiillt; @ (s), ¥(s) diirfen stets reell, die Eigenwerte 1 positiv ange-
nommen werden. Dann sind ¢(s) bzw. ¢(s) die zum Eigenwert A
gehorigen Eigenfunktionen der beiden symmetrischen definiten Kerne

(36) K(s,8) =[k(s, Nkt dr baw. k(s 1) = [k(r, )k(r, §)dr,

und man erhilt aus allen Paaren adjungierter Eigenfunktionen simt-
liche Eigenfunktionen von % und k. Von den der Eigenwerttheorie des
symmetrischen Kernes vollig entsprechenden Sitzen, die E. Schmidt
hieraus gewinnt, sei der Entwicklungssatz hervorgehoben: Jede in
der Form

(37) f(s) =f k(s, 1) z(f) at

darstellbare Funktion ist in die absolut und gleichmiBig konvergente

Reihe b

16 =2le9.0), &=[1h9,0)dr
») a

nach den ersten Funktionen der adjungierten Paare (Eigenfunktionen

von ks, t)) entwickelbar — und das gleiche gilt bei Vertauschung von

k(s, t) mit k(¢, s) in bezug auf die ¥,(s).9%%)

4567) Vgl. neben der in Nr. 13 ¢ genannten Literatur insbes. D. Hilbert,
6. Mitteil., Gott. Nachr. 1910 = Grundziige, Kap. XVI, p. 208 fT.

458) E. Schmidt*®), § 14—16; Ausdehnung auf Unstetigkeiten § 17. Wegen
der algebraischen Bedeutung dieser Theorie s. 48%). — Andere Herleitungen geben
durch Ubergang zu unendlichvielen Unbekannten (s. Nr. 40¢) J. Mollerup, Darb.
Bull. (2) 85 (1911), p. 266—273 sowie durch direkte Anwendung des Schmidtschen
Verfahrens (Nr. 83a) zur Approximation der Eigenwerte in modifizierter Gestalt
(vgl. *'%) A. Vergerio, Palermo Rend. 42 (1917), p. 286—3802; J. Mollerup, ibid. 47
(1928), p. 376—395 und 7. Skand. Mat. Kong. Kgbenhavn (1926), p. 447—4556. Ein
spezieller Fall bei E. Picard, Paris C. R. 149 (1909), p. 1337 —1340 — Ann. Kc.
Norm. (3) 27 (1910), p. 569—574.

459) J. Schur*®®), § 1—38 beweist dariiber hinaus, daB die Funktionen (37)
auch nach Eigenfunktionen jedes durch Addition eines beliebigen positiv defi-
niten Kernes aus %(s, t) entstehenden Kernes entwickelbar sind und gibt weitere
Verallgemeinerungen.
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D. Hilbert*®) hat darauf hingewiesen, daB die Gleichungen (35)
ein System der Art (34) bilden, und daB sie sich daher in eine Inte-
gralgleichung mit dem Integrationsintervall (a, 2b — @) und dem durch

K(s,t)=0, wenn ¢ <s¢t<b und b<s,1<2b—a

K(s,8) =k(s,t —(b—a), wenn a<s<b,b<t<L2b—a
definierten symmetrischen Kern zusammenfassen lassen. Die Eigen-
werte dieses Kernes sind die oben definierten Eigenwerte von %(s, ¢)
sowie die absolut gleichen negativen Zahlen, seine Eigenfunktionen
liefern durch ihre Werte in den Teilintervallen (a, ) und (b, 2b—a)
die Funktionen ¢(s), ¥(s) sowie @(s), — (s) der adjungierten Paare.
Danach lassen sich aus der Eigenwerttheorie des Kernes K(s, ¢) ohne
weiteres alle Sitze iiber die adjungierten Kigenfunktionen ablesen,
wenn man das doppelte Integrationsintervall wieder in seine beiden
Teile zerlegt und die Eigenfunktionen in bezug auf das einfache Inter-
vall (a, b) statt auf das doppelte (@, 2b — a) normiert.*6?)

37. Besondere symmetrische Kerne, Auf die zahlreichen beson-
deren Kerne, die gelegentlich der Anwendungen der Eigenwerttheorie
auf Randwertprobleme von Differentialgleichungen und Reihenentwick-
lungen der mathematischen Physik behandelt worden sind, ist hier
gemiB der Begrenzung dieses Artikels nicht einzugehen®?); es soll
nur ein kurzer Uberblick tiber diejenigen besonderen Kerne gegeben
werden, fiir die gelegentlich iiber die allgemeinen Sitze hinausgehende
Resultate in der Theorie der Integralgleichungen gegeben worden sind.

Als Beispiele werden vielfach behandelt die schon in Nr. 34a
erwihnten Kerne k(s, ¢) = f(s — t), wo f(z) eine gerade periodische
Funktion ist (vgl. auch Nr. 14), deren Eigenfunktionen die trigono-
metrischen Funktionen sind.%) Eine in gewissem Sinne analoge Rolle

460) D. Hilbert, 5. Mitteil., Gott. Nachr. 1906 = Grundziige, Kap. XIV, p. 194;
weiter ausgefiihrt bei E. Bounitzky, Darb. Bull. (2) 31 (1907), p. 121—128. —
Fiir die Ubertragung der Resultate von Nr. 86 s. H. Weyl**®), d).

461) Das Eigenwertproblem fiir ein etwas anderes System zweier Integral-
gleichungen mit zwei unbekannten Funktionen hat 4. J. Pell, Amer. Math. Soc.
Trans. 23 (1922), p. 198—211 darch Ubergang zum analogen Problem in unend-
lichvielen Unbekannten behandelt; eine Ausdehnung auf symmetrisierbare Kerne
(s. Nr. 88D) bei M. Buchanan, Amer. J. 45 (1923), p. 1566—185.

462) Den direkten Zusammenhang zwischen typischen Schwingungspro-
blemen und symmetrischen Integralgleichungen ertrtern Ph. Frank, Wien Akad.
Sitzungsb. math.-nat. K1. Ila, 117 (1908), p. 279—298; 4. Kneser, Jahresb. Schles.
Ges. vaterl. Kult. 1909, math. Sekt., 8 S.; A. Sommerfeld*4%) und Jahresb. Deutsch.
Math.-Ver. 21 (1918), p. 309—353.

463) Den Zusammenhang mit Theoremen iiber Fourierreihen behandelt
J. Schur %), § 4; Kerne dieser Art, die bei optischen Problemen auftreten, er-
ortert L. Mandelstam, Festschr, f. H. Weber (1912), p. 228—241. — H. Weyl, Math.
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spielen zweidimensionale Integralgleichungen, deren Integrationsgebiet
eine geschlossene Fliche des Raumes und deren Kern die reziproke
Entfernung zweier Punkte oder eine #hnliche Funktion ist.#%*) Ent-
sprechende Untersuchungen iiber die Eigenwerttheorie gewisser drei-
dimensionaler symmetrischer Integralgleichungen treten in D. Hilberts
kinetischer Gastheorie*®®) auf.

B. Integralgleichungen mit unsymmetrischem Kern.

38. Besondere unsymmetrische Kerne, die sich wie symme-
trische verhalten. a) Alternierende und Hermitesche Kerne. Ein
Kern heiBt alternierend, wenn K(¢,s) = — K(s, t) gilt. Sowohl die
reellen symmetrischen als auch die reellen alternierenden Kerne be-
greifen sich dem allgemeineren Begriff der Hermiteschen Kerne unter;
dies sind komplexe Kerne (im reellen Bereich a <s<b, a <t<b
als komplexe Funktionen der reellen Variablen s, ¢ definiert), die
der Bedingung K(t, s) = K(s, t) geniigen.66) Sind sie reell, so sind sie
symmetrisch, sind sie rein-imagindr, so sind sie das ¢-fache eines alter-
nierenden Kernes. Sie sind den sog. ,Hermiteschen Formen“ der
Algebra nachgebildet, und ebenso, wie sich auf diese die gesamte
Hauptachsentheorie von den reellen quadratischen Formen iibertrigt,
tibertriagt sich die gesamte Eigenwerttheorie unmittelbar auf Hermite-
sche Kerne.*®”) Dabei miissen als Eigenfunktionen ebenfalls komplexe

Ann. 97 (1926), p. 338—356 hat die Theorie der fastperiodischen Funktionen auf
einen solchen Kern fiir das Intervall (— o0, - 00) zuriickgefihrt, wobei an
Stelle der Integrale Mittelwerte auftreten; er geht genau nach dem Muster der
E. Schmidtschen Methode vor.

464) Einen speziellen Fall (Kugelfliche) hat E. R. Neumann, Math. Ztschr. 6
(1920), p. 238—261 durch Zuriickfiihrung auf Differenzengleichungen vollstiindig
durchgerechnet, allgemeinere werden in den Untersuchungen von L. Lichten-
stein ®6%) iiber Gleichgewichtsfiguren eingehend behandelt; vgl. auch J. Schur399),

465) D. Hilbert, Math. Ann. 72 (1912), p. 562—577 == Grundaziige, Kap. XXII,
sowie D. Enskog ") und E. Hecke ™). Auch die Begriindung der Strahlungstheorie
von D. Hilbert, Gott. Nachr. 1912, p. 778—789 = Jahresb. Deutsch. Math.-Ver. 22
(19138), p. 1—20 == Phys. Ztschr. 13 (1912), p. 1066—1064 ist hier zu nennen.

466) Uberstreichen bedeutet Ubergang zu der konjugiert-imaginiren GroBe.

467) Seitdem D. Hilbert dies (Grundziige, p. 162) ausdriicklich (in der Uber-
tragung auf unendlichviele Verinderliche; fiir Integralgleichungen ausgesprochen
und ohne den Ubergang zu unendlichvielen Veriinderlichen bewiesen bei J. Schur,
Math. Ann. 664%%), p. 507) bemerkt hatte, ist es zu wiederholten Malen erneut
ausgefiihrt worden, fiir den besonderen Fall alternierender Kerne von 7. Lalesco,
Paris C. R. 1561 (1910), p. 1336—13387 und Literatur A 6, p. 73—18, allgemeiner
von R. Perhave, Wien. Ber. 121 (1912), p. 15561—1562; Th. Anghelutza, Paris C. R.
168 (1914), p. 243—24b, leitet die Sitze fiir alternierende Kerne I'(s,t) aus der
Bemerkung ab, daB der iterierte Kern T®(s, ) symmetrisch ist [vgl. dazu auch
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Belegungen zugelassen Werden, und an Stelle der orthogonalen Funk-

tionensysteme, die durch f Pa(8) ps(s)ds=e,; charaktenslert sind, treten

die unitdren Funktlonensysteme (vgl. 2%), fiir die f Pa(5) Pp @s(5)ds =, 8

gilt, und die, falls sie reell sind, schlechthin orthogonal gind. Min-
destens ein Eigenwert eines Hermiteschen Kernes ist stets vorhanden,
alle sind reell und einfache Pole der Resolvente; die Entwicklungs-
sitze gelten in genau der gleichen Weise.

Alle diese Tatsachen sind als Spezialfille in der allgemeineren
enthalten, daB die gesamten Entwicklungssitze bei jedem Kern gelten,
der der Bedmgung

) f K(s, ) K@, r)dr — j K(r, ) K(r, t)dr

geniigt. Wegen der Begriindung dleser Behauptung vgl. Nr. 41a. Die
Eigenwerte sind in diesem Falle nicht mehr notwendig reell, sondern
irgendwelche komplexe Zahlen, die sich nirgends im Endlichen hiufen;
sie sind aber simtlich einfache Pole der Resolvente.

b) Symmetrisierbare Kerne. Eine andere geliufige Erweite-
rung des Hauptachsentheorems der Algebra hat das Muster fiir eine Reihe
weiterer Untersuchungen abgegeben, die eine unmittelbare Ausdehnung
der Eigenwerttheorie auf gewisse unsymmetrische Kerne bezwecken.
Es handelt sich um diejenigen Verallgemeinerungen des Hauptachsen-
theorems, bei denen an Stelle der Orthogonalitit >z,y, — O die
Polaritit >d apPalp = 0 beziiglich irgendeiner definiten quadratischen
Form D = 3d, % Tg trith. Dies war auch der Grund, aus dem Hil-
bert die besondere Kla,sse von Integralgleichungen, fiir die er um ge-
wisser Anwendungen willen diese Gedankenrichtung bis zu Ende ver-
folgt hat, als polare Integralgleichungen bezeichnet hat.

1. D. Hilbert*®"®) bezeichnet die Gleichung

b

@) v(s)9(s) — Af D5, &) p(t) dt = £(s)

T. Lalesco, Roum. Ak. Bull. 3 (1915), p. 326—327]. R. Weitzenbick, Palermo
Rend. 36 (1913), p. 172—176, zeigt, daB eine Funktion von zwei Veréinderlichen

n

K(x,y) dann und nur dann von der Form Z[qaa(x)qpa(y)——wa(x)q)a(y)] ist,
a=1

also, als Kern einer Integralgleichung angesehen, ein a,lfernierender Kern mit

nur endlichvielen Eigenwerten ist, wenn das Fredholmsche &(® s ) fiir

v = 2n nicht identisch 0 ist, wohl aber fiir alle weiteren » (vgl. Nr. 11 d)
467a) D. Hilbert, b. Mitteil., Gott. Nacbr. 1906, p. 462ff. = Grundaiige,
Kap. XV, p. 195—204.
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als Integralgleichung 3. Art (vgl. Nr. 21a) und redet insbesondere von
einer polaren Integralgleichung, wenn der Kern D(s,?) reell,
symmetrisch und positiv definit*%®) ist (s. Nr. 32b):

) [ DGs, hu(syu(tyasat > o,

und wenn auBerdem v(s) keine anderen als die Werte 4 1 annimmt,
mit nur endlichmaligem, aber mindestens einmaligem Wechsel4%?) Die
Eigenwerte, d. h. die Werte von 4, fiir welche die zu (2) gehdrige
homogene Gleichung 5

@) 2(s)9(s) — 4 f D(s, ) p()dt = 0

I6sbar ist, sind alle reell und einfache Pole der Resolvente. Das System
der zugehorigen Eigenfunktionen kann so normiert werden, daf

@ ()7 ()7y(s)ds =0 (ap), [v(3)[mo(s)2ds =2, (e,—=1)

ist (,polares Funktionensystem®). Jede in der Form

£(s) = [f v(s) D(s, Do () D(r, g () dr at

darstellbare Funktion 1Bt sich in die absolut und gleichmiBig kon-
vergente Reihe

(5) f(s) = cln:l(s) + c,yzg(s) + .

entwickeln, wo b
(%) 6o = & J 18)0() mo(s)ds

ist. Dann und nur dann, wenn
b
(6) D@5, o) D, tyar =0

468) In den Arbeiten iiber symmetrisierbare Kerne wird fiir diesen Begriff
zumeist die Bezeichnung ,,von positivem Typus* (bei 4. Korn*™) ,positivierend*")
gebraucht, dagegen das Wort ,,definit* fiir dasjenige, was hier (vgl. Nr. 32b) als
eigentlich positiv definit bezeichnet wurde (vgl. etwa T. Lalesco, Literatur A 6,
p. 70). Es erscheint jedoch unzweckmifig, die Benennung gerade in dem ent-
scheidenden Punkte so zu wihlen, daf sie derjenigen der Algebra geradezu zu-
widerliuft und die Gegeniiberstellung erschwert.

469) Der Fall eines durchweg positiven, im iibrigen beliebige Werte durch-
laufenden v(s) 148t sich durch eine einfache Transformation von ¢ und f auf
den Fall eines symmetrischen Kernes zuriickfiihren, wie schon E. Goursat, Paris
C. R. 146 (1908), p. 327—329 aus AnlaB einer Notiz von 7. Boggio, Paris C. R.
145 (1907), p. 619—622 hervorgehoben hat.
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ist, ist kein Eigenwert vorhanden. Wenn der Kern D(s, ) allgemein
(also auch eigentlich positiv definit) ist und iibrigens auch nur dann,
so kann jedes stetige f(s) durch lineare Kombinationen von der Form
a,w (s) + - -- + a,x,(s) im Mittel beliebig approximiert werden (vgl.
Nr.34d, Ende); es sind dann sicher sowohl unendlichviele positive
als auch unendlichviele negative Kigenwerte vorhanden.

Hilberts Beweismethode*$?*) beruht auf einem von dem in Nr. 15
und 40e geschilderten insofern abweichenden Ubergang zu unendlich-
vielen Verinderlichen, als an Stelle des vollstindigen Orthogonalsystems
©,(s) ein ,vollstindiges polares Funktionensystem® verwendet wird,
das Bedingungen der Form (4) und einer entsprechend modifizierten
Vollstindigkeitsbedingung geniigt; so wird das Problem in ein ent-
sprechendes iiber Scharen von quadratischen Formen von unendlich-
vielen Verinderlichen iibergefiihrt und dieses dann behandelt (vgl.
dariiber Nr. 41b,4). Einen davon verschiedenen Beweis hat G. Fu-
bini*") gegeben, indem er nicht zu unendlichvielen Verinderlichen
ibergeht, sondern in der Art wie es E. Holmgren*) (vgl. Nr. 33d)
im Falle einer Integralgleichung 2. Art tut, im Funktionenraum selbst
operierend mit den Methoden, die Hilbert beim Dirichletschen Prinzip
angewendet hatte, die Existenz der Eigenwerte als Extrema erhielt
(vgl. Nr. 41b, 25%%)). E. Garbe*™) behandelt die Gleichung

b

) 9(s) — 4_fv(5) D(s, ) p(t) dt = £(5)

— die Hilbertsche Gleichung (2) kann durch die Transformation
v(s) () = v (s) leicht auf diese Gestalt gebracht werden (vgl. Nr. 21a)
— unter der Voraussetzung, daB D positiv definit ist, v(s) aber ledig-
lich (bis auf eine endliche Anzahl von Spriingen) stetig. Unter dieser
den Hilbertschen Fall einschlieBenden Voraussetzung zeigt er, daB tiber
den Hilbertschen Entwicklungssatz hinaus, wenn die Normierung (4)
des polaren Funktionensystems sinngemiB durch

s (7509
1 [, ()ms(s
(4a) ff D(s, ) m,(s) m, (t) dsat =7;J %5 45—,

ersetzt wird, nicht nur die Entwicklung

7,(8) =, (1)

b ©
1
(5a) f D(s,Nv() D(r, ) dr = s Z .

470) G. Fubini, Ann. di mat. (3) 17 (1910), p. 111—139; davon, daB
v(s)=+1 ist, wird entscheidender Gebrauch gemacht; es wird aber nicht wie
bei Hilbert benutzt, daB v(s) nur endlichviele Zeichenwechsel im Intervall erleidet.
471) E. Garbe, Math. Ann. 76 (1915), p. 527—547.
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absolut und gleichmiBig konvergiert*?), sondern daf auch, wenn
D(s,t) ein allgemeiner Kern ist (vgl. Nr. 34 d),

1 - v (@
(5 b) D(S, t) = v(s)v(t) 2” (‘?;Q
v=1

absolut und gleichméBig konvergiert. Fiir v(s) = 1 ist dieses Ergeb-
nis in dem Satz von Mercer (Nr. 34Db) enthalten, von dem sich der
allgemeinere Fall Garbes dadurch wesentlich abhebt, daB in ihm die
Moglichkeit unendlichvieler negativer neben unendlichvielen positiven
Eigenwerten vorliegt (vgl. auch 4. dieser Nummer).

2. A. J. Pell*®) gelingt es, fiir die Integralgleichung mit dem Kern

(8) K(s, t) =  8(s, ) D(r, D) dr,

wo S symmetrisch und D positiv definit ist, den Hilbertschen Ent-
wicklungssitzen entsprechende nach einer verwandten, aber doch in
wesentlichen Punkten abweichenden Methode (vgl. dariiber Nr. 41b, 5)
aufzustellen. Fiir den Fall eines abgeschlossenen D besagen ihre Re-
sultate (insbes, Trans. 12, p. 1701—75), daB jede durch K(s,f) quellen-
miBig darstellbare Funktion eine Entwicklung

(5e) £(6) = E(s, )9t dt =, 9,(s) [ ) w, () dt

estattet, wo v, (s) = | D(s, t)p,(t)d¢ die Eigenfunktionen des trans-
g v v g

ponierten Kernes K(%, s) sind (vgl. 4. und auch Nr. 39a). Eigenwerte
sind hier stets vorhanden, wenn S nicht identisch verschwindet. Wenn
D nicht abgeschlossen ist, sind Eigenwerte dann und nur dann nicht
vorhanden, wenn b b

(6b) D5, w)8(w, ) D(v, ) dudo

a a

472) Die analoge Formel fiir den dreimal iterierten Kern ist bereits in
dem Entwicklungssatz von D. Hilbert*¢?®) enthalten; in dieser durch die Form
der Normierung (4a) bedingten Gestalt (5a) findet sie sich bei J. Marty, Paris
C. R. 150 (1910), p. 515—518, 603—606.

478) A. J. Pell, Biorthogonal systems of functions, Amer. Trans. 12 (1911),
p- 135—164 (eingereicht April 1909), sowie Applications of biorthogonal systems
of functions to the theory of integral equations, p. 165—180 (eingereicht Sept.
1909) und die Voranzeigen dazu Amer. Math. Soc. Bull. (2) 16 (1910), p. 459—460,
513—515; (2) 17 (1910), p. 783—74. Die Verfasserin betrachtet statt des Kernes
D(s,t) allgemeiner eine Operation D, die im Sinne der general analysis durch
einige Postulate festgelegt ist. — Eine Notiz ohne Beweis, daB bei Kernen von
der hier betrachteten Art alle Eigenwerte reell sind, findet sich schon bei
H. Bateman®®) ,als Analogon eines bekannten WeierstraBschen Satzes“.
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identisch verschwindet. Ist insbesondere nur eine Eigenfunktion p(s)
5
des Kernes D fiir den Eigenwert co vorhanden, f D(s, t)p(t)ydt =0, so
a

ist fiir die Nichtexistenz eines Eigenwerts notwendig und hinreichend,
daB S die Form hat

™ 8(s, ) = «()p(®) + «()p(s) + kp(s)p(®),

wo «(s) eine stetige Funktion, % eine Konstante ist, und beim Ent-

wicklungssatz (5c¢) tritt fiir ein solches D ein Summand ¢p(s) hinzu.
3. 4. Korn*™) hat die Methode von H. Poincaré wie auf den Fall

eines beliebigen symmetrischen Kernes (vgl. Nr.33c¢) so auch auf

solche unsymmetrische Kerne K ausgedehnt, zu denen man zwei reelle

symmetrische Kerne D,, D, hinzubestimmen kann, so daB folgendes gilt:

b b
1) f D\, ) 9(s) 9 () dsdt > 0, und das Gleichheitsseichen gil

nur fiir solche ¢(s), fir die zugleich /. K(s, t) p(t)dt = 0 ist.

? b
2) ‘;/a f Dy(s, t) p(s)p(t)dsdt 2> 0, mid das Gleichheitszeichen gilt

nur fir solche ¢(s), fiir die zugleich f K, s)p()dt =0 ist.
b b ¢
3) [/ Dy(s, w) D, (w, v) K(v, t)dudv — K(s, 1),

JJE(s, w) Dy(, v) D, (v, ) dudv = K(s, ¢),

oder in leicht verstindlicher Symbolik analog dem Kalkil mit Ma-
trizen (vgl. Nr. 18a):
(D;D)R =&, K(D,D,) =K.

D,, D, heiBen dann ,zueinander reziprok beziiglich K* bzw. ,im ver-

474) A. Korn, Paris C. R. 153 (1911), p. 171—173, 327—3828, 539-—=b41;
Sitzungsb. Berl. Math. Ges. 11, p. 11—18 im Arch. d. Math. (3) 19 (1912); T6hoku J. 1
(1912), p. 159—186; 2 (1912), p. 117—136; Paris C. R. 166 (1913), p. 1965—1967;
Sitzungsb. Berl. Math, Ges. 156 (1916), p. 107—114; Arch. d. Math. (3) 256 (1918),
P-148—-173; 27 (1918), p. 97—120. — Der Kern, auf den Fredholm zuerst bei der
potentialtheoretischen Randwertaufgabe gestofen war, ist selbst unsymmetrisch
und bildet den Ausgangspunkt dieser Versuche, die Eigenwerttheorie auf Klassen
unsymmetrischer Kerne auszudehnen. Ganz im Rahmen der potentialtheore-
tischen Redeweise bleiben J. Blumenfeld und W. Meyer, Wien. Ber. 123 (1914),
p- 2011—2047, die die Entwicklungssiitze fiir diesen Fall, aber unter Benutzung
der Mittel der Integralgleichungstheorie durchfiihren.
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allgemeinerten Sinne reziprok®, wenn rechts statt K irgendeine Ite-
rierte von K steht.

4) /D, (s, u) E(w, t) du = [ K(u, 5) D, (t, u) du,

fb (s, u) Dy(u, ) du = [ Dy(uy ) K (1, w) du,

bzw. symbolisch
G, =PR=8D, =6/, =8P, =P =6;,.

Unter diesen Voraussetzungen, von denen Korn insbesondere die
Voraussetzung 3) als gewiB nicht entbehrlich bezeichnet, erbringt er
den vollen Beweis der Entwicklungssitze.

Wird 4) durch die geringere Voraussetzung &,8, = &S, er-
setzt, so brauchen die Eigenwerte nicht mehr reell zu sein, aber sie
bleiben einfache Pole der Resolvente.

4. Ein Kern K (s, t) heiBt linksseitig symmetrisierbar, wenn man einen
reellen symmetrischen, positiv definiten Kern D, (s, f) hinzubestimmen
kann, so daB

b
DR=6,, dh [D,s K, b)dr=5(1)
symmetrisch ist, rechisseitiq symmetrisierbar, wenn ebenso
b
8D, =6,, d b [EG Dy, dr=S8(s ?)

symmetrisch ausfillt4’) Die drei vorstehend geschilderten Arten von
Kernen sind sémtlich in beiderlei Sinne symmetrisierbar — bei der
3. Art ist es unmittelbar klar, da hier die Eigenschaft 4) unmittelbar
die beiderseitige Symmetrisierbarkeit aussagt, bei der 2. Art ist, sym-
bolisch geschrieben, D, = D, D, = SDS zu wihlen, und bei der 1. Art
ist in ganz @hnlicher Weise zu verfahren.

Aus dieser Definition folgt unmittelbar: wenn ¢(s) irgendeine

b
Eigenfunktion des Kernes K(s, ¢) ist, so istf D, (s, t) p(f) dt eine zu

dem nimlichen Eigenwert gehorige Eigenfunktion des Kernes K(3, s),

475) Nach einer vorangehenden Bemerkung von E. Goursat, Soc. Math. Fr.
Bull. 87 (1909), p. 197—204 am SchluB, iber Kerne der Form p(s)q(t)S(s, ¢)
hat J. Marty, Paris C. R. 150 (April /Juni 1910), p. 1031—1033, 1499—1502 diesen
gusammenfassenden Begriff aufgestellt. Vgl. auch die Darstellungen bei T'. Lalesco,
Literatur A 6, p. 18—85; E.Goursat, Literatur B 10, p. 466—468. Wegen G. Fu-
bint, Rom Acc. Linc. Rend. (5) 19 (1910), p. 669—676 am Schlu8, vgl. Nr. 41 b, 2537,
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b
und wenn umgekehrt ¢ (s) eine solche von K(Z,s) ist, ist f Dy (s, t)y(t) dt

eine solche fiir K(s,t). Die Iterierten eines symmetrisierbaren Kernes
sind wieder symmetrisierbar4). Sefzt man nun auferdem den Kern D,
als abgeschlossen voraus, so folgt durch die bekannten Schliisse®™),
daB alle Eigenwerte reell und einfache Pole der Resolvente sind, so-
wie die Existenz mindestens eines Eigenwerts.

T. Lalesco*™) gibt ein Beispiel eines Kernes, der mit einem und
demselben, aber wicht abgeschlossenen D beiderseitig symmetrisierbar
ist und bei dem alle diese Sitze nicht mehr gelten. Andererseits
zeigt J. Marty*™), daB umgekehrt jeder reelle Kern, der nur reelle
Eigenwerte hat, die alle einfache Pole der Resolvente sind, beider-
seits symmetrisierbar ist. Bilden ndmlich @, @y, ...; ¥, ¥,, ... €ein
biorthogonales System von Hauptfunktionen (vgl. Nr. 39b) und wahlt

man die positiven Zahlen u,, u,, ... so, daB ZM absolut und

gleichmiBig konvergiert, so rechnet man leicht nach, daB der hierdurch
definierte positiv definite Kern D, (s, ¢) als linksseitiger Symmetrisator
dienen kann; in entsprechender Weise erhélt man einen rechtsseitigen
Symmetrisator. Aber diese sind nicht notwendig abgeschlossen. Es
ist also keine in sich abgerundete Theorie, die auf diese Weise zu-
stande kommt.

Der wesentliche Mangel dieses ganzen allgemeinen Ansatzes ist
aber das Fehlen der eigentlichen Entwicklungssiitze.™) J. Mercer*®®)
hat in Ankniipfung an seine Untersuchungen iiber definite symme-
trische Kerne®7) und in Verallgemeinerung der Resultate von E. Garbe
fiir den polaren Fall*™) die vollstindig symmetrisierbaren Kerne unter-
sucht. Er nennt einen Kern ,vollstindig linkssymmetrisierbar, wenn

476) T. Lalesco, Soc. Math. Fr. Bull. 45 (1917), p. 144—149, Paris C. R. 166
(1918), p. 262—2563, wo ein ,genre* der symmetrisierbaren Kerne eingefiihrt wird.

477) J. Marty*™) fihrt den Beweis fiir die Existenz eines Eigenwerts nach
dem Muster von E. Schmidt (Nr. 88a), G- Vivanti, Lomb. Ist. Rend. (2) 48 (1915),
p. 121—127 nach dem Muster von A. Kneser (Nr. 83 c*'4). Vgl. ferner Th. Anghe-
lutza u. O. Tino, Paris C. R. 159 (1914), p. 362—364, sowie 0. Tino, Roum. Akad.
Bull. 3 (1914), p. 141—145, wo unter Benutzung von (9) von Nr. 89 b die hheren
Eigenwerte als Grenzwerte dargestellt werden.

478) T. Lalesco, Literatur A 6, p. 79f.; dieses 1) hat nur einen einzigen
endlichen Eigenwert; vgl. niheres Nr. 41b,2. Ein Beispiel dafiir, da8 die Eigen-
werte Pole 2. Ordnung der Resolvente sein konnen, wenn D nicht positiv definit,
sondern nur reell und symmetrisch ist, gibt er Paris C. R. 166 (1918), p. 410—411.

479) Der Beweis, den T. Lalesco, Literatur A 6, p. 84f. angibt, ist falsch.

480) J, Mercer, London Roy. Soc. Proc. (A) 97 (1920), p. 401—413; die Be-
weise sind nur skizziert.
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keine zu einem endlichen Eigenwert gehorige Eigenfunktion des Kernes
K zugleich eine Eigenfunktion von D, fiir den Eigenwert co (also eine
Losung von /D, p dt = 0) ist.48!) Fiir einen solchen Kern bildet er nach
Marty*™) das biorthogonale System von Eigenfunktionen ¢,, ¢,,

.« .oy

¥, Py, . . . und beweist im Sinne absoluter und gleichméBiger Kon-
vergenz -

; Py (8) P, (£) Ny () Ny (¢
® Dy(s,t) =D BB 4 IR,

wo 1) die 7,(s) ein Orthogonalsystem stetiger Funktionen bilden,
2) K@, )n,@B)dt=0 (v =1,2,...),
3) die u, durch u, [/ D, (s, t)9,(s)p,({)dsdt = 1 definiert sind,
4) alle g, > 0 sind.**?)
Fiir den polaren Fall und fiir den von A. Pell vermag er dann auBer-
dem zu zeigen, dafl

v v t 14 v t
©) K(s,t) =, 2000 4 Z150n0,

wo im polaren Falle £,(s) = v(s)7,(s), jedes &, orthogonal zu jedem
¥,, jedes 7, orthogonal zu jedem g, ist. Ist insbesondere D, eigentlich
positiv definit, oder ist statt dessen v(s) > 0, so sind alle &, (s) = O.

Damit hat also J. Mercer ein allgemeines Resultat, das in den be-
sonderen Fillen die Ergebnisse von Hilbert und Garbe und die von Pell
vollstindig enthilt, aber doch fiir den allgemeinen Fall dem eigentlichen
Entwicklungssatz ausweicht. Dieser allgemeine Entwicklungssatz ist
in Wahrheit gar nicht richtig — es ist zweckmiBiger, dies erst in
Nr.41b,7 in der Sprache der unendlichvielen Variablen darzulegen, wo
der Unterschied von allgemeinen und abgeschlossenen Kernen (von
stetigen und quadratisch integrierbaren Funktionen) wegfillt und alles
deutlicher zu iibersechen, Gegenbeispiele bequemer zu bilden sind.
Dort wird klar werden, wie gerade vom Standpunkt der bis zu Ende
durchgedachten Analogie mit der Algebra der Ansatz der symmetrisier-
baren Kerne in seiner formalen Allgemeinheit ins Unbestimmte greift.

39. Elementarteilertheorie der allgemeinen unsymmetrischen
Kerne (Entwicklung nach Hauptfunktionen).

a) Die zu einem einzelnen Eigenwert gehorigen Haupt-
funktionen. Eigenwert eines unsymmetrischen Kernes k(s, t) heiBt

481) Diese Voraussetzung hiéingt offenbar mit den beiden ersten der vier
Voraussetzungen (s. Nr. 88b, 3) zusammen, die A. Korn*’%) zugrunde legt.

482) Unter geringeren Voraussetzungen (Unstetigkeiten von K und D,), die
aber den Rahmen der Beschriinktheit nicht iiberschreiten, modifiziert sich diese
Konvergenzaussage etwas.

Encyklop. d. math. Wissensch. II 3. 101
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ein Wert von 4, fiir den
>
(5) 9() — ks ) () dt =0

und somit (auf Grund der Fredholmschen Theorie, Nr. 9 oder 10,
Satz 1) auch die transponierte Gleichung

(&) () — 4 [k(t, v () dt = 0

eine nicht identisch verschwindende Losung hat; zu jedem Eigenwert
gehort hier nicht nur ein System linear unabhingiger Eigenfunktionen
®yy ..., @,, sondern zwei solche Systeme, ein System linear unab-
hingiger Losungen von (3,), 9,, ..., §,, und ein anderes von ebenso
vielen Losungen ¥, ..., ¥, von (7).%%%) Dem Problem der Entwick-
lung des Kernes % nach diesen Eigenfunktionen stellen sich nun
zunichst genau diejenigen Schwierigkeiten entgegen, denen der Alge-
braiker begegnet, wenn er vom Hauptachsentheorem zur Elementar-
teilertheorie der allgemeinen Bilinearformen aufsteigt. Die Hochst-
zahl n der linear unabhiingigen Losungen von (7,) und (7;) braucht
nimlich nicht gleich der Vielfachheit des betreffenden Eigenwerts als
Nullstelle der Fredholmschen Determinante d(4) zu sein, sondern kann
unter Umstinden kleiner sein; z. B. berechnet man fiir den Kern

O OO+ 601+ + o O, () 4 %,0)]
+ 9,0},

483) Diese beiden Gruppen von Eigenfunktionen sind nicht zu verwechseln
mit den ,,zueinander adjungierten Eigenfunktionen* eines unsymmetrischen
Kernes, die E. Schmidt*®®) (vgl. Nr. 36¢) eingefiihrt hat [vgl. T. Lalesco, Ac.
Roum. Bull. 3 (1915), p. 269—270]. Der Unterschied der dort von Schmidt be-
handelten Theorie von der Elementarteilertheorie der Integralgleichungen, um
die es sich hier handelt, wird am besten deutlich, wenn man sich die alge-
braischen Analoga beider Theorien vergegenwirtigt. Dort handelt es sich um
die Transformation einer Bilinearform Zaa 3%aYp durch zwel orthogonale Trans-
formationen &, = S'uypk,, Yg= 03,7, auf die Gestalt Slepkpny, hier um
die Vereinfachung einer linearen Transformation (Affinitit) y, =2’aaﬁz{g der
Punkte eines und desselben Raumes dadurch, daB eine zweckmiBige Koordi-
natentransformation z3 =2wﬁ9§9’ Yo =2w,, p7p vorgenommen wird (wobei die
Transformation % in WA ilibergeht). Das erste Problem ist mit den gleichen
Mitteln zu behandeln, wie das Hauptachsentheorem, von dem beide Probleme
Verallgemeinerungen nach verschiedener Richtung darstellen; das zweite ist be-
reits algebraisch von weit schwierigerem Charakter und bildet den Gegenstand
der Weierstrapschen Elementarteilertheorie. Wie die Theorie der symmetrisier-
baren Formen (Kerne) in die letutere einzuordnen ist, ist in Nr. 41 b niher dar-
gelegt.
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@) 9u(6)05(s) ds = e,

d. h. wo ¢,,...,9,; ¥,,..., 9, irgendein biorthogonales System von
2 v Funktionen ist, durch eine #hnliche Rechnung wie in Nr. 104, 1
leicht, daB co,(s) die einzige Losung von (7,) und c#,(s) die einzige
Losung von (4,) ist, wihrend 4, eine »-fache Nullstelle von 0(4) ist,
und iibrigens die einzige.

Sehr bald nach dem Bekanntwerden der Fredholmschen Ent-
deckung haben eine Reihe von Forschern die MaBnahmen, mit denen
die Elementarteilertheorie die beriihrten Schwierigkeiten iiberwindet,
auf Integralgleichungen iibertragen.*®) Der entscheidende Schritt ist
dabei, daB an Stelle der Eigenfunktionen die sog. invarianten Funk-
tionensysteme des Kernes & betrachtet werden, d. h. solche Systeme von

n linear unabhingigen Funktionen ¢,,..., ¢,, fiir die | k(s, t) @ () d¢
g1g 1 n «

nicht, wie bei einer Eigenfunktion, = -, () ist, sondern sich linear
aus allen ¢,, ..., ¢, zusammensetzen 1iBt:

3) Shs )90 at =2 ay05(s)  (e=1,..,n).
a f=1

Hauptfunktionen (fonctions principales) heifen alle diejenigen Funk-
tionen, die in irgendeinem solchen invarianten System auftreten; ins-
besondere sind also alle Eigenfunktionen von % auch Hauptfunktionen
von k, wihrend umgekehrt bereits bei dem besonderen Kern (1) alle
v Funktionen ¢,, ..., @, ein invariantes System bilden, ohne simtlich
Eigenfunktionen zu sein.

Ersetzt man ¢,,..., @, durch irgendwelche #» linearen Kombi-

nationen @,(s) =S¢, s9s(8) (¢ =1,...,n) mit nichtverschwinden-
- =1

484) Veroffentlicht haben ihre einschligigen Untersucbungen A. C. Dizon*®)
(1902), p. 203 und ®%) (1909), am Ende; J. Plemelj, Monatsh. f. Math, 15 (1904),
p. 93—124; K. Goursat, Paris C. R. 1456 (1907), p. 667—670, 752—754; Toulouse
Ann. (2) 10 (1908), p. 5—98; 8. M. Fr. Bull. 37 (1909), p. 197—204; H. B. Hey-
wood, Paris C. R. 145 (1907), p. 908—910; J. de math. (6) 4 (1908), p. 283—330
== these, Paris (Gauthier-Villars), sowie Literatur A 5, p. 146—159; G. Landsberg,
Math. Ann. 69 (1910), p. 227—265. — Man vergleiche vor allem die Darstellung
bei E. Goursat, Literatur B 10 und die bei 7. Lalesco, Literatur A 6, p. 84—63,
der hierbei seine frilheren Arbeiten [Paris C. R. 1561 (1910), p. 928—930, 1033
—1034; S, M. Fr. Bull. 39 (1911), p. 85—103] verwendet, sowie auch den Bericht
von H. Hahn (1911), Literatur C 8, p. 20—27. Eine andere Darstellung der
Plemeljschen Resultate insbesondere bei H. Mercer, Cambr. Trans. 21 (1908),
p. 120—142.

101*
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der Koeffizientendeterminante, so bilden auch diese ein invariantes
System oder, wie man es zweckmiBiger ausdriicken kann, eine andere
Basis desselben invarianten Systems. Durch passende Wahl der ¢,
kann man es erreichen*®), daB die Relationen (3) fiir die @, die be-
sondere Form annehmen:

Sh(s, &) @, (t) dt =—;:<I>1(s)

@ JHED20d = 4,00 + 1 2,0

Sb(s ) @,()dt = 4, D,(5) + A,g @s(s) + -+ + 7~ B, (6).

Dabei sind 4, ..., 4, simtlich Eigenwerte von %, und es gilt4%)

) rlt_l_,_f_..._}_ﬁigff[k(s,t)]’dsdt.

Man gelangt von hier aus endlich zu dem Begriff, auf den es
eigentlich ankommt, némlich zu dem zu einem Eigenwert A, gehirigen
vollstiindigen System von Hauptfunktionen. Aus (4) folgt nimlich, daB
fiir ein System von n Hauptfunktionen, fiir das bei der linearen Trans-

formation auf die Gestalt (4) 4, = --- = 1, ausfillt, n < |1, l"fﬁc’ dsdt

wird. Es gibt also nicht Systeme von beliebig vielen Hauptfunktionen
mit dieser besonderen Eigenschaft, und es muB eine Maximalzahl fiir
den Eigenwert 1, vorhanden sein und ein zugehdriges System von
dieser Maximalzahl von Hauptfunktionen. Dieses System ist — bis auf
lineare Transformationen der Basis — eindeutig durch 1, bestimmt.457)

485) Dies folgt aus dem algebraischen Satze von J. Schur, Math. Ann. 66
(1909), p. 488—510, insbes. p. 489—492, der besagt, daB man jede Bilinearform
Zama:pyq durch eine upitére Transformation z, =2wapg¢, Yq =2w9ﬂn[3,
d. h. durch eine Transformation, fir die pr «Pga = €pqy 2 WepWag == €pg
gilt, in eine solche Bilinearform Zba pbanp tberfihren kann, bei der b, fir
o < @ stets 0 ist. Dieser Satz ist die unmittelbare Ubertragung des Haupt-
achsentheorems auf allgemeine Bilinearformen mit komplexen Koeffizienten und
enthiilt noch nichts von den Schwierigkeiten der algebraischen Elementarteiler-
theorie.

486) J. Schur folgert dies aus dem in 4%%) angegebenen Satze und aus der
Tatsache, daB 2| g |* bei unitirer Transformation invariant, also =2| by [gl’ ist.

487) J. Schur*), § 15.
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Nachdem diese Begriffsbildung ohne die Heranziehung eines spezi-
fischen Formelapparats vollzogen ist*%8), kdénnen nun die Haupttat-
sachen der Theorie formuliert werden:

1. Die Hochstzahl » ist genau gleich der Vielfachheit von 1, als
Nullstelle der Fredholmschen Determinante d(4). Da k(f, s) das nim-
liche 0(1) hat, ist hierin enthalten, daB das fiir den Kern k(f, s) zu
4, gehorige vollstindige System von Hauptfunktionen aus der gleichen
Anzahl von Funktionen ¢, ..., ¥, besteht. Es kann so gewiahlt
werden, daB es zu ¢, ..., @, ,biorthogonal® ist, d. h. daf zwischen
beiden Funktionensystemen die Relationen (2) bestehen [vgl. Encykl.
I C 11 (Hilb-Sezdsz), p. 1232, Formel (II)].

2. Zwei Kerne A(s, t), B(s, t) heiBen zueinander orthogonal, wenn

(6) JA@, 1) B, 0yar =0, [B(s,r) A, t)dr =10

ist.*%?) Fiir zwel zueinander orthogonale Kerne 4, B gelten die beiden
Sitze:
«) die Resolvente von 4 -4 B ist gleich der Summe der Resol-
venten von A4 und von B,
B) die Fredholmsche Determinante von 4 - B ist gleich dem
Produkt der Fredholmschen Determinanten der Summanden %)

Man kann nun k(s,¢) in zwei zueinander orthogonale Summanden
k, (s, t) + r,(s, t) zerlegen, derart, daB k,(s,?) ein Kern mit dem ein-
zigen Eigenwert 1, ist, der aber fiir diesen einen Eigenwert 4, genau
die » Hauptfunktionen ¢, ..., @, und 9, ..., 9, besitzt, die fiir %(s, ¢)
zu A, gehoren; und zwar kann man diese so wihlen, daB entweder %,
der aus diesen @, 3 fiir v = n gebildete Kern (1) ist, oder daB sie
in einander korrespondierender Weise in mehrere Gruppen von bzw.
vy, ¥,, ¥, ... Gliedern (v, 4 v/ 2 - - - - = n) zerfallen und daB %,
die Summe der aus den g, ¥ jeder solchen Gruppe einzeln gebildeten
Kerne von dem oben als Beispiel hingeschriebenen speziellen Typus
(1) ist. Der Rest 7 (s,¢) hat 4, nicht mehr zum Eigenwert.t*0*)

488) Dieses Arrangement in Anlehnung an J. Schur*®%), § 15 und ), § 1.

489) Diese Begriffsbildung nebst den beiden anschlieBenden Sitzen, die bei
Plemelj noch fehlt, zuerst bei K. Goursat **4) und H. B. Heywood %)

490) Wegen der Fredholmschen Determinante der Summe zweier zueinander
nicht orthogonaler Kerne vgl. T. Lalesco, Darb. Bull. 42 (1918), p. 195—199,

490 a) Eine #hnliche, aber nur die Eigenfunktionen beriicksichtigende Zer-
legung hat E. Schmidi*®), § 6, 3°7), § 7 im AnschluB an seine Aufldsungstheorie
(Nr. 10a) angegeben: gehdren zu i, genau », Eigenfunktionen (r, ist dann also
eventuell kleiner als die Vielfachheit des Eigenwerts 4,), so kann man von k(s, t)
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3. Jeder andere Eigenwert 1, von %k ist auch Eigenwert von
7,(s, ) und das System der zu A, gehdrigen Hauptfunktionen ist auch
fiir den Kern 7,(s, ) ein solches.

Diese auf den speziellen Typus (1) gestiitzte kanonische Zerspal-
tung des Kerns entspricht genau der WeierstraBschen Normalform in
der algebraischen Elementarteilertheorie. Die Summanden v,, v, 7, ...,
in die sich die Vielfachheiten », der einzelnen Eigenwerte hier zer-
legt haben, entsprechen dem, was man in der Algebra Elementar-
teilerexponenten nennt.

Die Beweise fiir diesen Tatsachenkomplex werden in den ver-
offentlichten Darstellungen in mehr oder weniger engem Anschluf an
die Weierstraf3sche Theorie und unter gréBerer- oder geringerer Be-
nutzung dieser algebraischen Theorie durch die Methode der Partial-
bruchzerlegung der Resolvente erbrachtf®') Man entwickelt die Resol-
vente x(s, t; ) von k, die den Kigenwert 1, zum Pol von einer Ord-
nung m < n hat, um die Stelle 1,:

B, (st B, (s, ¢
@ %(s, t; ) = (z,—(z)’z‘ + o (1:(_1)) + 015,55 4)
= %,(s, &5 4) + 0i(s, %5 4),
und bedient sich der Formel

®)  #(s b &) — (s, b ) = (A — ) [ x(s, 75 D) u(r, £ w) dr,

die aus den die Resolvente definierenden Relationen (3a) und (3b)

eine Summe von r, Produkten u_(s)v,(f) derart abspalten, daB der Rest 3, nicht
mehr zum Eigenwert hat, und zwar ist dies durch weniger als r, Produkte nicht
gu erreichen.

491) Einen von jedem speziellen Formelapparat freien Beweis erhilt man
aus der Methode der Elementarteilertheorie, die weit einfacher und durchsich-
tiger ist als die WeierstraBsche und die im Prinzip auf E. Weyr und S. Pincherle
zuriickgeht: fir » Variable E. Weyr, Monatsh. f. Math. 1 (1890), p. 163—236 so-
wie S. Pincherle und U. Amaldi, Le operazioni distributive e loro applicazioni all’
analisi, Bologna (Zanichelli) 1901, XII u. 490 8., cap. IV; fiir Integralgleichungen
oder allgemeinere distributive Operationen im Bereich der stetigen Funktionen
S. Pincherle®®?) und Rom Acc. Line. Rend. (8) 21, (1912), p. 572—577. Neuerdings
hat fiir den algebraischen Fall O. Schreier unter Benutzung einer Uberlegung von
H. Weyl in der Druckausgabe von F. Kleins Vorlesungen iiber ,,hhere Geometrie*
(Grundl. d. math. Wiss. 22, Berlin (Springer) 1926), § 96—98, eine Darstellung
dieser Theorie gegeben. Diese kann zur Abspaltung des zu einem einzelnen
Eigenwert gehorigen Hauptbestandteils sinngemiif verwendet werden. — Die
Frage, ob man hierbei zu einer Aufldsungstheorie der Integralgleichungen ge-
langen kann, die gleichzeitig auch fiir n Gleichungen mit »n Unbekannten gilt
und die deren Theorie nicht schon, wie alle vorhandenen Theorien, als bekannt
voraussetzt, ist noch nirgends erdrtert.
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von Nr. 9 in der Modifikation von Nr. 1lc leicht abzuleiten ist und
sie zusammenfafit. Man zeigt nun, daB man ein biorthogonales Funk-
tionensystem @,, ..., @,; ¥, ..., ¥, so bestimmen kann, da B, = ¢, v,
+---+ 9,¥, wird und daB B,, ..., B, bilineare Kombinationen
dieser 27 Funktionen werden.**) Ferner ist x(s, ¢; 0) nichts anderes
als k(s, ?) selbst; setzt man nach diesem Muster =, (s, ¢; 0) = (s, t),
0.(s,¢;0) =r,(s, t), so sind k,, r, zueinander orthogonale Kerne; daB
r, vom Eigenwert 4, frei ist, dagegen sonst die nimlichen Eigenwerte
und Hauptfunktionen wie % hat, ist hier aus der Partialbruchentwick-
lung unmittelbar ersichtlich.

b) Das volle System der Eigenwerte und Hauptfunk-
tionen. Jede zu einem Eigenwert 4 gehérige Hauptfunktion ¢,(s)
der einen Art ist zu jeder zu einem von i verschiedenem Eigenwert g
gehorigen Hauptfunktion ¢,(s) der anderen Art orthogonal, d. h. es
besteht zwischen beiden Funktionen die Relation (2). Indem man nun
fiir jeden einzelnen Eigenwert von & der Reihe nach das biorthogo-
nale Hauptfunktionensystem ¢,, ..., ¢,; ¥, ..., ¢, aufstellt und alle
diese Systeme zusammenfiigt, erhélt man ein biorthogonales Funk-
tionensystem, ,das wvolle biorthogonale System der Hauptfunktionen der
Kerne k(s, ¢) und k(t, 5)“. Jede Hauptfunktion 14Bt sich aus endlich-
vielen Funktionen dieses vollen, kanonischen Systems linear zusammen-
setzen. Zu jedem Eigenwerte gehOren darin genau so viele Paare von
Hauptfunktionen, als die Vielfachheit des betreffenden Eigenwerts als
Nullstelle von d(4) betrigt.

Aus (5) kann daher J. Schur*®) unmittelbar den Satz folgern,
daB die Summe der reziproken Eigenwertquadrate, jedes in der rich-

492) Man hat im einzelnen die Relationen f Byp(s,r) Be(r,t)dr =0 fiir
p+eg>m+t1, = Bﬂ+q__1(s, t) fir p+g<m-1, also insbesondere B, (s,?)
=f B, (8,r) B (r,t)dr, die dafiir notwendig und hinreichend ist, daB B, sich ia
der Form ¢, (), (t) 4 - - - + @,(s) ¥, (t) darstellen 148t, wo ¢, p, ein biorthogo-
nales Funktionensystem ist (vgl. T. Lalesco, Literatur A 6, p. 46f,). m ist da-
her der grioBte Index, fiir den die m-fache Iterierte des Kernes B, (s, t) nicht
identisch verschwindet, und auch die groBte der am Ende von Nr. 39a, 2 er-
wahnten Gliederzablen »,,%/,.... Vgl. auch 3%%%) sowie .A. Hoborski, Arch.
Math, Phys. (3) 26 (1916), p. 200—202 und Krakau Akad. Bull., math.-phys. CL. A
(1917), p. 279—2956. — Ein Versuch von G. D. d’A4rone, Batt. G.50 [(3) 3] (1912),
p- 191—192, die Stelle bei Lalesco p. 40, Zeile 10—14, zu vereinfachen, ist miB-
glickt. — Ch. Platrier, J. de math. (6) 9 (1913), p. 283—304, insbes. im 2. Kap.
des I Abschn. gibt die Ausdriicke der Elementarteilerexponenten durch die Fred-
holmschen Minoren nach dem Muster der algebraischen Elementarteilertheorie. —
Ist k(s,t) symmetrisch, so ergibt sich leicht B, =0 fir r>1, also m =1, alle
Pole der Resolvente sind einfach (vgl. etwa Heywood, Literatur A 5, p. 87).
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tigen Vielfachheit eingesetzt, absolut konvergiert und daB gilt*®%)

b b
(9) Z’ﬁ < f f (k(s, )*dsdt.

Ferner kann J. Schur den in Nr.31b ausgesprochenen Satz iiber
die Eigenwerte und Eigenfunktionen der assoziierten Kerne eines
symmetrischen Kernes auf die eines unsymmetrischen Kernes aus-

dehnen, wobei die Hauptfunktionen die Rolle der Eigenfunktionen

ibernehmen.*%)

Was die Gesamtheit der Eigenwerte betrifft, so ist der Satz von
J. Bendizson und A. Hirsch*®) iber die Lage der Eigenwerte einer

Bilinearform von % Verénderlichen auf Integralgleichungen iibertragen

worden.1%)

R. Jentzsch*®") iibertrigt die Sitze von O. Perron und G. Frobe-
nius tiber Matrizen mit lauter positiven Elementen auf Integralglei-
chungen, bei denen K(s,¢) > O ist (0 aber nur in einer Menge vom
MaB 0): ein solcher Kern besitzt stets einen reellen, positiven Eigen-
wert, der einfach ist und kleiner als die Betriige aller anderen Eigen-
werte; die zugehdrige Eigenfunktion ist einerlei Zeichens. Der Be-
weis benutzt die Theorie der Hauptfunktionen.

493) Andere, die Theorie der Hauptfunktionen vermeidende Beweise geben
J. Marty, Toul. Ann. (3) 5 (1913), p. 2569—268 und D. Enskog*®®), Math. Ztschr.
25 (1926), § 2 (p. 302—304). — B. Hostinsky, Univ. Mazaryk publ, Cislo 1 (1921)

14 8., beweist, dad S%: f ﬁc(s,t)k(t,s) dsdt ist; J. Kaucky, ebenda, Cislo

13 (1922) 8 8., beweist es ohne Laguerresche Theorie, gestiitzt auf J. Schur *3%)
und T. Carleman®). — T. Lalesco, Akad. Roum. Bull. 3 (1915), p. 271—272,
verallgemeinert (9) dahin, daB fir jeden Kern k(s,?) = f A(s,r) B(r,t)dr die
Summe der reziproken Eigenwerte absolut konvergiert.

494) J. Schur) (1909), Satz III und IV. Dasselbe Resultat ohne Beweis
bei A. Blondel, Paris C. R. 150 (1910), p. 957—959,

495) J. Bendizson, Acta math. 25 (1902), p. 359—366 und A. Hirsch, ebenda,
p. 367—370.

496) E. Laura, Rom Acc. Linc. Rend. (5) 20, (1911), p. 559—562; N. Kryloff,
Paris C. R. 156 (1913), p. 15687—1589 erhiilt einen Spezialfall und eine andere,
falsche Aussage durch einen Beweis, der einen einfachen Rechenfehler enthilt;
0. Toeplitz, Math. Ztschr. 2 (1918), p. 187—197 erweitert den algebraischen Satz *°%)
in einer Weise, die auf vollstetige Bilinearformen von unendlichvielen Verinder-
lichen und somit auf Integralgleichungen ibertragbar bleibt (vgl. die Schlu8-
bemerkung); G. Pick, Ztschr. f. ang. Math, u. Mech. 2 (1922), p. 353—357 ver-
mutet das gleiche fiir eine andere Verschirfung von *%%); andere Aussagen iber
Kerne k, fir die [['k(s, ?) 9(s) 9 () ds d¢> 0 ist, macht C. E. Seely, Amer. Math.
Soc. Bull. 24 (1918), p. 470 und Ann. of math. (2) 20 (1919), p. 172—176.

497) R. Jentssch, J. f. MatL. 141 (1912), p. 235—244.
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¢) Das Geschlecht von d(1); Kerne ohne Eigenwert. In
der Arbeit von G. W. Hill'?), die den Ausgangspunkt der Theorie der
unendlichen Determinanten gebildet hat, handelt es sich um eine De-
terminante, die Funktion von 4 ist und deren Nullstellen sich alle
aus einer durch Addition oder Subtraktion einer ganzen Zahl ergeben.
Ihrer numerischen Auswertung liegt bei Hill die stillschweigende
Voraussetzung zugrunde, daB sie eine ganze Transzendente vom Ge-
schlecht 1 ist und keine unndtigen Exponentialfaktoren enthilt.
H. Poincaré widmet dieser Frage in seiner Arbeit zur mathematischen
Rechtfertigung der Hillschen Rechnungen'®) noch seine genaue Auf-
merksamkeit; in der weiteren Entwicklung der Lehre von den unend-
lichen Determinanten tritt sie dann ganz zurtick. Erst als Fredholm
seine Theorie entwickelte, fiigte er die Bemerkung hinzu, daB (1)
sicher vom Geschlecht O ist, wenn der Kern einer sog. Lipschitzschen
Bedingung (s, t,t)-—lz(s, ?) <M

R —

gentigt®®®). Ist der Kern lediglich beschrinkt, so liefert die Ab-
schitzung der Determinantenformel mit Hilfe des Hadamardschen
Determinantensatzes (Nr. 9, p. 1371), daB die ,Ordnung” von &(1)
hochstens 2 und somit das Geschlecht <2 ist. Aus dem Satz von
J. Schur (Formel (9)) geht aber hervor, daB man nur konvergenz-
erzeugende Faktoren ersten Grades zu verwenden braucht, daB also

2
(10) 80 = [ [(1 =)o

ist. Im Falle eines symmetrischen Kernes folgt durch Logarithmieren
in Verbindung mit Formel (6) von Nr.11 sofort g = 0.4%) DaB
auch im Falle eines unsymmetrischen Kernes das Geschlecht héch-
stens 1 ist, zeigte 7. Carleman*®®), und zwar lediglich unter der An-

nahme der Existenz von f f |K(s, t)|*dsdt im Lebesgueschen Sinne.
Fiir einen definiten symmetrischen Kern ist das Geschlecht 0 und
somit auch fir A%, wenn k ein symmetrischer Kern ist4%)50) Ayus-

497a) J. Fredholm, Acta 27%°), p. 868.

498) Vgl. T. Lalesco, Literatur A 6, p. 73 und J. Mercer**7),

499) T. Carleman, Ark. for Mat., Astr. och Fys. 12 (1917), Nr. 15, 5 S. und
*%), entgegen einer Behauptung von O. Tino, Roum. Akad. Bull. 3 (1915), p. 229
—938, 277—279.

500) E. Garbe*™) ibertrigt dies auf die polare Integralgleichung (Nr. 88b):
sind 1, die polaren Eigenwerte, 1; die Eigenwerte des definiten Kernes D (s, #),

. 1 1 A
Z'._ E'__ — 1! l .
80 ist %] < i also ebenfalls konvergent, und &(1) = e ( ’m),

bei allgemeinem Kern ist iiberdies « = 0, also d() vom Geschlecht 0.
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sagen iiber das Geschlecht bei uneigentlich singuliren Kernen, bei
denen ein iterierter Kern beschrinkt ist, bei I Lalesco.5%%)

Aus (10) in Verbindung mit Formel (6) von Nr. 11 hat T. Lalesco
den Satz abgeleitet®): ein Kern hat dann und nur dann keinen

b
Kigenwert, wenn die Spuren v, = f k®(s, s)ds fiir n > 2 simtlich ver-

schwinden.

d) Die Entwicklungssitze. DaB es wirklich unsymmetrische
Kerie ohne Eigenwert gibt, war von vornherein aus dem Beispiel der
Volterraschen Kerne bekannt. Selbst wenn es also gelinge, nach dem
Muster der reellen, symmetrischen Kerne allgemein bei einem belie-
bigen unsymmetrischen eine Summe von kanonischen Kernen vom
Typus (1) so abzuspalten, daB der Rest frei von Eigenwerten wire,
wiirde noch nicht folgen, daB der Rest identisch verschwindet und
daB somit die Entwicklungssitze gelten. Vielmehr ist das Problem
der Kanonisierung aller eigenwertlosen Kerne ein transzendentes, ver-
glichen mit den durchaus algebraischen Entwicklungen dieser Num-
mer.50%)

Aber auch dies ist nicht richtig, daB die Summe der kanonischen
Bestandteile, wenn ihrer unendlichviele sind, stets konvergiert, auch
dann nicht, wenn man statt der Kerne die bilinearen Integralformen

S/ k(s, ©yu(s)v(¢)dsde betrachtet. Die Widerlegung liBt sich jedoch
priziser in der Sprache der unendlichvielen Verinderlichen geben
(vgl. Nr. 42, Ende).

500a) T. Lalesco, Literatur A 6, p. 116f. und S. Mazurkiewicz, Sitzungsber.
Warsch. Ges. d. Wiss. 8 (1916), p. 666—662 zeigen unter der Annahme |k(s,?,)
~—k(s,t)| < M1r¥, wo ¢ >0 und wo = |t, — ;| (Lalesco) bzw. die Distanz der
Stellen £, t, des p-dimensionalen Raumes (Mazurkiewicz) ist, daB die Ordnung
von 6 (1) hochstens 2p/2¢ -+ p ist. — Eine Ausdehnung der Satze von H. Weyl**?)
(Nr. 85 ¢) liber das asymptotische Verhalten der Eigenwerte stetig differenzierbarer
Kerne auf den unsymmetrischen Fall bei L. Mazurkiewicz, Sitzungsber. Warsch,
Ges. d. Wiss 8 (1916), p. 805—810; vgl. auch A. Blondel**®) und H. Block**?).

501) T. Lalesco, Paris C. R. 145 (1907), p. 906—907, 1136—1137; Bukar.
Ball. Soc. de Stiinte 19 (1910), p. 46—57; vgl. dazu J. Kaucky**%).

502) Aus diesem Grunde reichen die Sitze iiber die Hauptfunktionen auch
nicht hin, um fiir die Lehre von den vertauschbaren Kernen (Nr. 26b, 3) einen
wesentlichen Nutzen zu bringen.
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C. Die vollstetigen quadratischen und bilinearen Formen von
unendlichvielen Verénderlichen.

40. Hilberts Hauptachsentheorie der vollstetigen quadratischen
Formen. Im Rahmen seiner Lehre von den unendlichvielen Veriinder-
lichen hat D. Hilbert®®) eine Theorie der orthogonalen Transforma-
tion der vollstetigen quadratischen Formen von unendlichvielen Ver-
dnderlichen geschaffen, aus der er die Eigenwerttheorie der Integral-
gleichungen aufs neue ableitete.

a) Vollstetige quadratische Formen unendlichvieler Ver-
inderlicher. Eine wie in Nr. 16a zunichst formal definierte qua-
dratische Form der unendlichvielen Verinderlichen z,, z,, ..

o0

1) K(z, z) Tglkmxpxq, wo k,, =1Fk,,
heiBt vollstetig1%®)1%), wenn die Differenz zweier Abschnitte der Art
(1a) R, (2, 2) Tg{cpqxpxq

mit wachsenden Indizes gleichmiBig fiir alle der Bedingung

@) 275 <1

p=1
geniigenden Wertsysteme gegen O konvergiert:
3) 8,5, 2) — 8, 2)| & fir nm> N,
Fir die zu ®(z, ) gehorige symmetrische Bilinearform (Polarform)
(4) 'Q(x7 y) =ﬂ’92=1kpqxpyq’ kpq = kgp

folgt dann leicht aus der Identitit

(4a) 5y =KW@ +y2+9) —RE@—y2—y),

daB sie im Sinne von Nr.16a vollstetig ist. Daher iibertragen sich
alle Aussagen von Nr.16a iiber vollstetige Bilinearformen ohne wei-
teres auf die hier definierten vollstetigen quadratischen Formen.5*4)

503) D. Hilbert, 4. Mitteil., Gott. Nachr. 1906, insbes. p. 200—205, im fol-
genden zitiert nach dem Abdrack in ,,Grundziigen*, Kap. XI, insbes. p. 147—158.
Wegen der Einordnung in die historische Entwicklung vgl. Nr. 8, die im fol-
genden nicht benutzt wird; die weniger aussagenden, aber die umfassendere
Klasse der unsymmetrischen vollstetigen Formen behandelnden Sitze, die die
Auflosungstheorie der Integralgleichungen liefern, s. in Nr. 16.

504) J. Schur, Math. Ztschr. 12 (1922), p. 287297 hat ein iiber die daraus
folgenden Bedingungen hinausreichendes notwendiges und hinreichendes Krite-
rium fiir die Vollstetigkeit von ®(z, z) angegeben: Sind ¢ > >...> o™ die
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b) Orthogonale Transformationen im Raume von un-
endlichvielen Verinderlichen. Die affine Transformation (vgl.
Nr.19a,4) o
(5) Ee =P§wap:cp (e=1,2,..)

heiBt eine orthogonale Transformation der unendlichvielen Veréinder-
lichen%), wenn ihre Koeffizienten den beiden Serien von Orthogona-
lititsbedingungen gentigen:

(6) g;w”wﬂp =ty = {‘1) EZig; (0, =1,2,..)),
, ~ 0
(6) aglwapwaq=epq= {1 gig (0,g = 1) 27 )

Sie ordnet jedem Wertsystem x,, ,,... von konvergenter Quadrat-
summe ein Wertsystem §,, &, ... von konvergenter und gleicher Quadrat-
summe zu: . -
O =2}

a=1 p=1
Umgekehrt wird dabei jedes Wertsystem &, von konvergenter Quadrat-
summe aus genau einem solchen Wertsystem x, erhalten, und zwar
ist wegen (6), (6") -
(5,) z, =a§wapga (p =1, 27 .. ');
das ist gleichfalls eine orthogonale Transformation mit dem transpo-
nierten Koeffizientenschema.5¢)

Die Aufeinanderfolge zweier orthogonaler Transformationen liefert
wieder eine orthogonale Transformation; die orthogonalen Transfor-
mationen insgesamt bilden eine Gruppe.

Durch die orthogonale Transformation (5), (") geht die voll-

Wourzeln der charakteristischen Gleichung von &,(x, ), so miissen die (iibrigens

sogar fir jede beschriinkte Form ®(x, 2) (s. Nr. 43 a, 1) notwendig existierenden)

Limites ¢, = lim ¢, ¢% =lim ¢{ *"~") der Bedingung lim ¢, =1lim ¢* = 0 ge-
n =00 n=o Y= ¥=00

niigen.

506) D, Hilbert®*®), p. 129ff. — Die Linearformen (5) sind laut (6) ortho-
gonal und normiert, d.h. ihre Koeffizienten bilden ein System orthogonaler,
normierter Vektoren im Sinne von Nr. 19a, 2.

506) Diese Tatsachen ergeben sich entweder aus der Bemerkung, daB fiir
die unendliche Matrix %8 = (wp,) die Formeln (6), (6") in der Schreibweise des
Matrizenkalkiils (Nr. 18a, 5) besagen, daf}

BB —C, BH=C
ist und daB also nach Nr. 18, (82) B beschrinkt ist (D. Hilbert®°®) — oder aber
wie in 50°) unter nachtriiglicher Hinzunahme von (6°).
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stetige quadratische Form & (», ) wiederum in eine vollstetige quadra-
tische Form der neuen Verinderlichen iiber37):

8) @@x%ﬁECZ%wmﬁQh%=@@£)

a,p=1p,9
Die Operation der Faltung (Nr. 16a, 8) ist orthogonalen Transforma-
tionen gegeniiber kovariant, die (den Integralausdriicken Nr. 11, (5)
analogen) Spuren der Form R(z, z) sind, falls sie absolut konver-
gieren, Invarianten’%):

(8a) kap =2 o1 kaq _thq’
p=1 p=1 pe=1" pg=1
Gentigen die Koeffizienten von (5) nur den Bedingungen (6), aber
nicht (6”), so gilt an Stelle von (7) nur die Ungleichung (Besselsche
Ungleichung)®°®)

(Ta) pLESE)

Man kann dann zu den Linearformen (5) weitere Linearformen in
hochstens abzihlbar unendlicher Zahl

(5% £* =p§1 wk @, (6=1,2..)

so hinzufiigen, daB fiir das erweiterte System die Bedingungen (6) und
(6") und damit auch die Gleichung (7) gelten (Erginzung des Systems
der Formen £, zu einem ,vollstindigen System*)5%®). Daraus folgt

507) In der Schreibweise des Matrizenkalkiils (Nr. 18 a, 5) besagt das
=R,

und daraus folgt wegen Nr. 18a, 4 und der Bemerkung in !7%) der Beweis der
obigen Behauptung. Um sie ohne Benutzung der Sitze von Nr. 18 im Sinne
der Betrachtungen von Nr. 16a zu begriinden, bemerke man, daB § (£, £) wegen
der Vollstetigkeit von & gleichm#Big durch den Abschnitt &,(x, ) angenihert
wird, dessen endlichviele Verinderliche «,, ..., x, als Linearformen (Nr. 16a,
p. 1401) vollstetige Funktionen der &, &,, ... sind. — Die gleiche Aussage gilt
iibrigens fiir beliebige affine Transformationen (Nr.19a, 4).

508) Vgl. dazu, auch fiir den Beweis, Nr.19a, 2. und %%); fir n Glei-
chungen (5) mit »n Veriinderlichen ist bekanntlich (6) und (7) eine Folge von
(6), fir m <n Gleichungen folgt (7a).

509) D. Hilbert®®®), p. 1411f.; der Beweis ist in dem Satz p. 142 und dessen
folgenden Anwendungen enthalten und 148t sich in der Ausdrucksweise von
Nr. 19a so wiedergeben: ist E” der erste Einheitsvektor, der dem linearen
Vektorgebilde mit der Basis (w,,,w,,, . .) nicht angehort, so werden die Koeffi-

zienten ¢, —Zwapwaq des Lotes von ibm auf dieses Vektorgebilde (Nr. 19, (9))
a=1

mit passenden Normierungsfaktoren als Koeffizienten der ersten dem System (5)
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speziell, daB man eine orthogonale Transformation stets so bestimmen

kann, daB eine beliebig vorgegebene Stelle (a,, as, . ..) mit a2 =1
p=1

in (1,0,0,...) iibergeht; man braucht dieses Verfahren nur auf die
eine (leichung & = a,z, -+ ay2, + - - - anzuwenden.

¢) Existenz des Maximums. Der Wertvorrat einer vollstetigen
quadratischen Form im Bereich (2) ist beschrinkt (Nr.16a, (10));
weiterhin hat D. Hilbert als wesentlichste Eigenschaft dieser Formen
erkannt, daB fiir sie — und so fiir jede vollstetige Funktion (vgl
Nr. 16a, Ende) — das Analogon des Weierstraf3schen Satzes von der
Existenz des Maximums und Minimums gilt5'%). Insbesondere existiert
das Maximum der Werte |®(z, z)| unter der Nebenbedingung (2),
d. h. es existiert eine Stelle (a,, a,,...) im Bereich (2), so daB

9) o, — (¢, @) und

(9a) R, 2)| < loy|, wemn w31,
=1

oder, ohne Nebenbedingung ausgedriickt, i

(9b) |®(z,2)| < |y lpé'xfz;

daraus folgt iiberdies, wenn &(x, ) nicht identisch O (d. h. wenn

0, == 0) ist,
(90) af4al =1

d) Die Hauptachsentransformation. Mit diesen Hilfsmitteln
gelingt es D. Hilbert5!!), die orthogonale Transformation einer voll-

hinzuzufiigenden Linearform verwendet, und auf das so erweiterte System wird
das gleiche Verfahren immer wieder angewendet. Das kommt offenbar auf eine
bestimmte Anordnung des allgemeinen Lésungsverfahrens von Nr. 19b, 1 fiir

die besonderen homogenen Gleichungen 2"’6’?“11: 0 hinaus; vgl. %)
a=1

510) D. Hilbertt®%), p. 148. Diese Tatsache kann etwa so begriindet wer-
den, daB man eine Folge von Stellen in (2) bestimmt, an denen f(z, x) gegen
¢, konvergiert, wo | o, | die obere Grenze aller Werte | ®(x, x)| ist, und aus ibnen
nach dem Auswahlverfahren von Nr. 16 b eine in dem dort bezeichneten Sinne
gegen eine Stelle (a,) konvergierende Folge heransgreift; wegen der Vollstetig-
keitseigenschaft (Nr. 16 a, (8)) besteht dann (9). (Man vgl. dazu den Schluf von
Nr. 834d iiber das Maximum der quadratischen Integralform, der wegen des Auf-
tretens stetiger Funktionen als Argumente wesentlich komplizierter ist.) Auch
andere Beweisanordnungen des WeierstraBschen Satzes kann man auf Grund der
Bemerkung iibertragen, daB §(x,z) im Bereich (2) durch die Funktion ,(z,2)
von % Verinderlichen gleichmibig approximiert wird.

511) D. Hilbert®°®), p. 148—150; die folgende Darstellung weicht nur in
der Anordnung von der Hilbertschen ab, Man vgl. zu dieser Konstruktion die
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stetigen quadratischen Form auf eine Summe von Quadraten in rest-
loser Analogie zu dem algebraischen Problem (vgl. Nr. 1b, 8) zu ent-
wickeln. Man bestimme von dem Resultat c¢) ausgehend, nach der
SchluBbemerkung von b) eine orthogonale Transformation der z,, 2, . . .
in neue Veriéinderliche §,, z;, @5, ..., die das Wertsystem 2, = a, in
dasjenige & =1, 2, = 2, = - - - = 0 iiberfiihrt; dann wird

'Q(x; r) = ¢ gf + @/(x’a x’) ’
wo & eine vollstetige quadratische Form lediglich der Veréinderlichen
Zg, &g, . . . ist. Denn die Differenz

K(z, z) — Q;gle; = R(z,2) — gl(gf + xg" + x3’2 4+ -9
=& — 91231;2
p=2

verschwindet wegen (9) fiir 2, — a, (d. h. #, = 0), enthilt also kein
Glied mit £} mehr; ferner ist sie wegen (9b) negativ oder positiv
definit, je nachdem ¢, 20, und darf daher kein in £ lineares Glied
mit § - x, enthalten.

Dieselbe Betrachtung liefert, wenn die Form &'(2’, ) nicht iden-
tisch verschwindet und die der Ungleichung

los| < o4l
geniigende Zahl ¢, das gemiB c) bestimmte Maximum von |&' (2, )|
unter der Nebenbedingung (2) ist, eine orthogonale Transformation

{4

der z,, z,, ... in neue Verinderliche &, xy, ), ... derart, daB
ﬁf(x” x/) —_ 92222 + Qll(xll, x" .
Setzt man dies Verfahren fort, so fiihrt es entweder nach einer

endlichen Anzahl von Schritten zu einem identisch verschwindenden
Rest oder man erhilt abzihlbar unendlichviele den Ungleichungen

(10a) o] =les| = os| =

geniigende Zahlen g, und unendlichviele Verinderliche £,; fiir jedes
endliche # werden dabei £,, ..., £, durch » Schritte (Zusammensetzung
von #n orthogonalen Transformationen) endgiiltig als Linearformen der
z, bestimmt und gehdren daher einer orthogonalen Transformation
an. Daher geniigen die samtlichen so bestimmten Linearformen

(11) b =Sw,,e, (=1,2..)
=

analogen Eigenschaften bei Integralgleichungen, Nr. 82¢; auch die Courantsche
Maximum-Minimumdefinition (Nr. 32d) 148t sich auf das vorliegende Problem
unmittelbar dbertragen. — Spezielle Maximumaufgaben bei quadratischen For-
men mit linearen Nebenbedingungen behandelt 7. Kubota, Tohoku Math. J. 18
(1920), p. 297—301; 19 (1921), p. 164—168.
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den Orthogonalititsbedingungen (6) und konnen also nach b) durch
Hinzufiigung von hochstens abzihlbar unendlichvielen weiteren Linear-
formen

(11%) g* =;é‘ wk (¢=1,2,..)

zu einer orthogonalen Transformation erginzt werden. Genau wie
oben schlieBt man, daB dann

8(2,2) = 017 + 087 + - - - + K* (&, &%)
wird, wo &* nur noch von den £* abhingt.
Aus der Vollstetigkeit der fiir £¥ — O hieraus hervorgehenden

Form J'o.&. folgt nun (Nr. 16a, (8))
a=1
(10b) lim g, — 0,

und da nach der Entstehung der ¢, die Werte von |®] fiir § =---
= £, = O unter der Bedingung (2) das Maximum |g, , , | haben, ist auch

S ) < 0| S0

fir jedes » und daher R*(£*, E*)= 0. Jede vollstetige quadratische
Form lifit sich also durch eine orthogonale Tramsformation (11), (11%)
auf die kanomische Gestalts'®)

]

(12) R(z, z) *—;2170,,4%% = 0.8 + oo + -+~

9=
bringen, wo die ¢, eindeutig bestimmte nicht verschwindende reelle Zahlen
sind, die gegen O konvergieren, falls unendlichviele vorhanden sind; gleich-
zeitig ist

(120) G(50)=Sai =8+ 8+ HE+HE +o

Da umgekehrt, wie man leicht einsieht, jede quadratische Form (12)
mit gegen O konvergierenden g, vollstetig ist, bilden die vollstetigen
Formen die allgemeinste Klasse quadratischer Formen, die auf diese
kanonische Gestalt orthogonal tramsformierbar sind.

Durch Einsetzen von (11) in (12) und unter Verwendung von
(6) schlieBt man®?)

ht p=12,...
(13) qé‘kpqwaq 0 Wep = 0 (oc =1,2,.. ) ’

512) Im Matrizenkalkiil besagt das [vgl. 5°%), 507)], daB WRW" gleich einer
Diagonalform ¥ wird, in der auBerhalb der Diagonale nur Nullen, in der Dia-
gonale die GroBen ¢, an den durch £2 bzw. 0 an den durch &}* bezeichneten
Stellen stehen. Die Gleichungen (13), (13*) besagen, daf &' = W't ist.
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d. h. jede Koeffizientenreihe w,,, w,s, ... 10st das mit den Koeffi-
zienten von — ¢ - 8(z, 7) gebildete homogene vollstetige Gleichungs-
system Nr. 16, (U,) (p. 1415); analog der Terminologie aus der Theorie
der Integralgleichungen (Nr. 30a) kann man g;' als Eigenwert, w,,
als zugehorige Eigenlosungen bzw. die Linearform &, als Eigenform
von R(#, z) bezeichnen. Weiterhin ergibt sich

< p=1,2,...
(13*) qgkpqwfq =0 <a= 1,2,.. .)’

d. h. die &* sind als sum Eigenwert oo gehirige Eigenformen zu be-
zeichnen (Nr. 30e). Sind keine solchen Eigenfunktionen, d. h. keine
nicht verschwindenden Losungen des Systems (13%) von konvergenter
Quadratsumme vorhanden, so heiBt R(z, ) abgeschlossen; dann und
nur dann ist co kein Kigenwert, und die zu den endlichen Eigenwerten
gehorigen Eigenformen (11) bilden bereits ein vollstindiges System
von linearen Orthogonalformen (Nr.40b)512%), —

Besondere Klassen vollstetiger quadratischer Formen kann man
auch durch sinngemiBe Ubertragung der in der Theorie der sym-
metrischen Integralgleichungen ausgebildeten Methoden (vgl. insbes.
Nr. 33) behandeln; entsprechend hat H. v. Koch®'®) hier seine unend-
lichen Determinanten zur Anwendung gebracht.

e) Zusammenhang mit der Eigenwerttheorie der Inte-
gralgleichungen. Die Eigenwerttheorie gewinnt D. Hilbert®*) nun
durch Hinzunahme seines in Nr. 15 dargestellten Ubergangsverfahrens
von Integralgleichungen zu Gleichungen mit unendlichvielen Verénder-
lichen. Wendet man dieses nimlich auf die homogene Integralglei-
chung (7,) von Nr.30 mit dem symmetrischen stetigen Kern %(s, {)
an, so erhilt man aus jeder zum Eigenwert i gehirigen normierten
Eigenfunktion ¢(s) durch deren Fourierkoeffizienten z, in bezug auf
das vollstindige Orthogonalsystem der w,(s) (vgl. Nr. 15, (5)) ein nicht

512a) D. Hilbert®°®), p. 147. — In dieser Theorie der quadratischen Formen
von unendlichvielen Vertinderlichen entfillt also die Sonderstellung des Eigen-
wertes 00 und damit der Unterschied der Begriffe ,abgeschlossen® und ,all-
gemein“, die in der Theorie der Integralgleichungen im Bereich der stetigen
Funktionen wichtig sind (Nr. 80e, 84d), und die volle Analogie zur Algebra ist
hergestellt (vgl. Nr. 7, p. 1365, Nr. 8, p. 1369).

518) H. v. Koch, Math. Ann. 69 (1910), p. 266—283 unter der Voraus-
setzung, daB Z{kpp[ und Zkzq konvergiert, sowie unter etwas weiteren Vor-
aussetzungen, vgl. 159),

514) D. Hilbert, 5. Mitteil., Gott. Nachr. 1906, p. 462—462; s. ,,Grundaiige",
Kap. XIV, p. 185—194.

Encyklop. d. math, Wissensch. II 3. 102
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verschwindendes Ldsungssystem der unendlichvielen Gleichungen

(wy) %, — }.g;kqu =0 (p=1,2,..)
von der Quadratsumme 1, wobei

b b
(14) bpe =/ [ 55, 8) @,(8) 0, () dsdt =,

die Koeffizienten einer vollstetigen, wegen der Symmetrie von k(s, f)
symmetrischen Bilinearform R(z, y), also auch einer vollstetigen qua-
dratischen Form R(z,z) sind. Umgekehrt liefert jedes nicht ver-
schwindende Losungssystem z, von (%) mit der Quadratsumme 1 durch

(vgl. Nr. 15, (10)) . b
9(s) = 1 Dz, [ 1(s, Hym, () dt
g=1 a

eine Eigenfunktion von k(s,¢). Der Vergleich mit (13) zeigt daher,
daB A, = o' Eigenwerte und

(15) 9uls) = o= D) 10, [ k(s D, (1) dt

die zugehirigen Eigenfunktionen von k(s,t) sind. Weiterhin ergibt sich
durch zweimalige Anwendung der Vollstandigkeitsrelation Nr. 15, (2b)
die Ubereinstimmung der zu %(s, {) gehorigen quadratischen Integral-
form und der mit den Fourierkoeffizienten der Argumentfunktion z(s)

gebildeten quadratischen Form (z, x):
b

(16) ffk(s,t)x(s)w(t)dsdt =E ky2,%, WO z, =fx(s)mp(s) ds.

a

Die kanonische Darstellung (12) liefert daher wegen der ebenfalls aus
der Vollstindigkeitsrelation hervorgehenden Gleichungen

£, =2.°1 W7, =§;f(pa(s) ®,(s) dsfx(s) w,(s)ds =f~’0(3> P, (s)ds

unmittelbar die Hilbertsche Fundamentalformel Nr. 32, (14). Endlich
ergibt die Transformationsformel (12a) der Einheitsform in der durch
Ubergang zur Polarform entstehenden iquivalenten Gestalt

2= 2 (St (Set) + 3 30t,0) (Setn)

den Entwicklungssate: setzt man nimlich hierin

z, = | 2(s)0,(s)ds, Y, =fk(s, t)w,(t)dt =y,(s)

a
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und beriicksichtigt neben (15) die Tatsache, daB die simtlichen Fourier-
koeffizienten von > w* yp(s)

fco ) (Zw fk(s 1) @, (t) dt) ds _Z

wegen (13%) verschwmdenm‘) und daB daher dxese Funktionen simt-
lich identisch verschwinden, so folgt durch mehrfache Anwendung
der Vollstindigkeitsrelation

S(s, Do) dt = 2 00 9u(5). [ 3() 9, () ¢

— d. i. genan der Entwicklungssatz (28) von Nr. 34c; die Konver-
genz der auftretenden Reihen folgt unmittelbar aus der Schwarzschen
Summenungleichung und der Vollsténdigkeitsrelation Nr. 15, (9a) und
(2a). Analog folgen die anderen Tatsachen der Eigenwerttheorie.’!*)

Fiir die Anwendbarkeit der Methode auf unstetige Kerne, die zu
vollstetigen Formen fithren, gelten dieselben Bemerkungen wie Nr. 15¢,
Ende.*6)

41. Besondere vollstetige Bilinearformen, die sich wie quadra-
tische Formen verhalten.

a) Alternierende, Hermitesche Formen usw. Unter einer
Hermiteschen Form von unendlichvielen Verinderlichen versteht man
eine Bilinearform §(z,y) = g hop®,Yg, bei der h,z = hy, ist (unter

Uberstreichen ist der Ubergang zum Konjugiert-Imaginiiren verstanden),
und bei der speziell y, = Z, gesetzt ist; die Matrix § heifit dem-
entsprechend eine Hermitesche Matrix, wenn § — ' ist (der Akzent
bedeutet Ubergang zur transponierten Matrix; vgl. Nr. 18a, (2)). Wird
Pop = So5 + it,5 in Real- und Imaginirteil zerlegt, so ist also

(1) saﬂ = sﬂa? ta/:? = tﬂa'

Im Falle reeller &, ist die Hermitesche Form eine reelle, symmetrische
Bilinearform, in der y, = x, gesetzt ist, also eine reelle quadratische
Form; im Falle rein imagindrer h,; ist sie das i-fache einer alter-
nierenden Form.

515) Diese Tatsache setzt in Evidenz, daB es fiir Integralgleichungen bei
Beschrinkung auf stetige Funktionen nicht moglich ist, den Charakter des
Eigenwertes oo niher zu bestimmen, wihrend er fiir die vollstetige Form  (x, x)
durch die Gesamtheit der Eigenformen & festgelegt ist; vgl. dazu Nr. 7,

516) F. Riesz 26%), § 14 hat den Hilbertschen Gedankengang von c¢), d) direkt
auf beliebige ,vollstetige'* symmetrische Integralgleichungen angewandt, noch
mit der Verallgemeinerung, daf statt der Integrale lineare Funktionaltransfor-
mationen im Sinne von Nr. 24b auftreten.

102*
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D. Hilberts Theorie der vollstetigen reellen quadratischen Formen
(Nr. 40) iibertrigt sich unmittelbar auf wvollstetige Hermitesche For-
men (vgl. Nr. 16a, p. 1400)%'"), wenn man den Begriff der ,orthogo-
nalen Transformation“ (Nr. 40b) durch den der ,unitiren Transfor-
mation“ ersetzt, deren Koeffizienten w,, bzw. Koeffizientenmatrix 8

den folgenden Bedingungen geniigt (vgl. Nr. 19a, 3, Ende,*):

[ praﬁ/qa=em bzw. BB = €,
=1

@) h B
lz'wapwaq=e bzw. WW = C.

Das Ergebnis lautet hier: man kann jede vollstetige Hermitesche Form
9(x, Z) durch eine unitire Transformation der unendlichvielen Ver-
dnderlichen z, = > w, &, auf die Gestalt

(3) BHB = § = hy £, & + hybyby + - --

bringen, wo die h, reelle GroBen mit dem Grenzwert O sind; die
reziproken Werte der nichtverschwindenden unter ihnen heiflen die
FEigenwerte der Form.

Diese Theorie kann auf eine noch allgemeinere Klasse von Bi-
linearformen ausgedebnt werden, die auer den Hermiteschen Formen
iibrigens auch noch die unitiren Formen selbst (d. h. die Bilinear-
formen, deren Matrix unitér ist) als Spezialfille enthilt und also u. a.
auch fiir diese eine volle Theorie aufzustellen gestattet.’’®) Eine Bi-
linearform U moge normal heiBen, wenn die beiden Hermiteschen
Formen A und AU einander gleich sind. Jede Bilinearform laBt
gich in der Gestalt

4) g =tX A 61

517) D. Hilbert, Grundziige, Kap. XII, p. 162 ff,, leitet die Giltigkeit seiner
Theorie fiir Hermitesche Formen aus der fiir reelle quadratische Formen nicht durch
‘Wiederholung der bei diesen angewendeten Schliisse, sondern folgendermaBen ab:

'@ (xa E) =2haﬁ(ya + 1:20,) (?/{9 - izﬁ) =2(saﬁ + itaﬂ) (ya + iza)(y{? - zzﬂ)
=28aﬁ(yayﬂ + Zaz(}) +2taﬂ(yazﬂ - yﬁza)

kann als eine reelle quadratische Form der Veriinderlichen y, und z, zusammen
aufgefaBt werden; indem er auf diese das Theorem von Nr. 40d anwendet, er-
hilt er die analogen Sitze fiir allgemeine Hermitesche Formen.

518) Die entsprechende algebraische Theorie der reellen orthogonalen Ma-
trizen bei G. Frobenius, J. f. Math. 84 (1877), p. 51—54, wo die Herleitung je-
doch auf die Elementarteilertheorie gestiitzt wird.
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als Summe einer Hermiteschen Form § und einer mit ¢ multipli-
zierten & darstellen, und zwar, wie man sofort sieht, nur auf diese
eine Weise; U ist offenbar dann und nur dann normal, wenn 9
und & miteinander vertauschbar sind (P& =89). Wendet man nun
auf die Form © die Hilbertsche Theorie der Hermiteschen Formen
an, so erhdlt man eine unitire Transformation, die § auf die Nor-
malform § bringt; dieselbe Transformation wird gleichzeitig & in
irgendeine andere Hermitesche Form &* transformieren, und die
transformierten Formen 0, ®* werden miteinander wiederum ver-
tauschbar sein; es wird also kakfﬁ = k* h, gelten, d. h. k* =0 fiir
alle dlejenlgen Paare «, g8, fiir die A, =|=h Sind nun d1e Werte by,

die Null zum Grenzwert haben, 1hrer GroBe nach geordnet, so daB
etwaige gleiche unter ihnen immer nebeneinanderstehen, und ist etwa
hy =--.=h,, aber von allen folgenden verschieden, so kann man
die Form h £ & - -+ h £ &, = h,(£& -+ &,E,) noch einer be-

liebigen unitiren Transformation in % Veréinderlichen unterwerfen, die

sie in sich tiberfilhrt, und kann diese benutzen, um Zka sEa gﬁ auf
a,f=1

die kanonische Gestalt zu bringen. Indem man mit jedem System
einander gleicher %, ebenso verfihrt, und indem man in dem Falle
daB unter den %, endlich- oder unendlichviele Nullen auftreten, ent-
sprechend vorgeht, erreicht man fiir jeden Bestandteil von &%, der
noch nicht 0 war, die Normalform, und damit fiir das ganze &%, ohne
sie fiir § zu zerstoren: Jede vollstetige mormale Bilinearform U(z,y)
it sich durch eine unitire Tmnsformatzon Z, == =Sw, pbar Yp=
auf die Gestalt BUAB' = Do, £,7, transformzeren

Es ist das befriedigende an diesem Resultat, daB es sich um-
kehren 148t: jede Bilinearform, die sich unitir auf diese Normalform
transformieren 1dBt, ist, wie man durch Kalkiil unmittelbar sieht,
normal’¥) — Die entsprechenden Sitze iiber Integralgleichungen
(Nr. 38a) folgen hieraus unmittelbar durch das Ubergangsverfahren
von Nr. 15.

b) Symmetrisierbare Formen.

1. Bevor die Theorie der symmetrisierbaren Formen und damit
die der symmetrisierbaren Kerne ihre eigentliche, in Nr. 38b ange-
kiindigte Erorterung findet, ist es zweckmiBig, das ihr zugrunde
liegende algebraische Analogon zu schildern, und zwar in einer

wap Ne

519) Die Bemerkungen von O. Toeplitz*®®), betreffend den , Werbvorratt
einer Bilinearform von 2 Verinderlichen ibertragen sich unmittelbar auf voll-
stetige normale Formen von unendlichvielen Verinderlichen.
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etwas genaueren Weise, als es in den einschligigen Arbeiten zumeist
hervortritt.

Die Erweiterung des Hauptachsentheorems, um die es sich hier
handelt, liegt in der Richtung, daB eine reelle quadratische Form
6 =J's, 3% %y auf die Normalform f =26,y zu bringen ist durch
eine lineare Transformation z, = U(y,) = Su, sYg» die, anstatt ortho-
gonal zu sein, d. h. die Einheitsform € = 'z} in sich selbst zu transfor-
mieren, irgendeine andere gegebene positiv definite Form ® = _3'd, %o s
zugleich in die Normalform d =_'y; iiberfiihrt; in Formeln52):

nweun=j, WdUl=hb; =318, D=VY;
@ { ug =6, BU—E.
Diese Erweiterung des Hauptachsentheorems ist statthaft, wenn D eine
eigentlich positiv definite Form ist; sie kann leicht dahin modifiziert
werden, daB d nicht als die Einheitsform vorgegeben ist, sondern als
irgendeine Diagonalform 23,,?/3,, in der 0, beliebig vorgeschriebene
positive Grofen sind.

Ist aber D uneigentlich positiv definit, so kompliziert sich der
Tatbestand wesentlich. Die Normalformen, die hier durch simultane
Transformation von & und ® erreicht werden konnen, falls zum Er-
satz fir © wenigstens & von nichtverschwindender Determinante ist,
also &~ existiert, lauten5®)

(1 a) {i = 61?/2 + et + 0',,_1/3 + 2slyv+1yv+2 + Tt + 2sluyv+2‘u—lyv+2,u

d=10,4} +---+ 0,9} + i¥Ype+ -+ Y ieu
In Wahrheit liegt hier ein Satz der Elementarteilertheorie vor, und
der Beweis pflegt auch deren allgemeinen Theoremen entnommen zu

werden (alle Elementarteiler der Formenschar ® — ¢&, die zu von
Null verschiedenen g¢-Werten gehoren, sind reell und einfach; aber

die zu ¢ = 0, d. h. zum Eigenwert 1 = % = oo gehorigen Elementar-

teiler konnen sweigliedrig sein und in beliebiger Anzahl g < % auftreten).

Man rechnet an der Hand dieser Normalformen leicht aus, daf die

520) In der Algebra pflegt man nur die beiden ersten dieser 6 Formeln
hinzuschreiben und hinzuzufiigen, daB die Determinante von 11 nicht verschwinden
soll. In Riicksicht auf die nachherige Ausdehnung auf unendlichviele Verinder-
liche ist schon an dieser Stelle eine Schreibweise gewihlt worden, die den De-
terminantenbegriff ausschaltet.

521) Vgl. etwa O. Hesse, Vorlesungen iiber analytische Geometrie des
Raumes, 3. Aufl. 1876, p. 516 (Zusdtze von S. Gundelfinger) oder E. Pascal, Re-
pertorium I, p. 127f. (4. Loewy), genauer bei A. Loewy, J. f. Math, 122 (1900),
p- 53—72, auch P. Muth, Theorie und Anw. d. Elementarteiler, Leipzig 1899, p. 122.
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endlichen Eigenwerte dann und nur dann ganz fehlen, wenn die Form
0§~ 1D identisch verschwindet. Und da andererseits D&S—1D eine Kovari-
ante ist — denn (WDW)(MWSW)- (W DN) =WDNA- S W -NWDU
= W(DS1D)U — folgt, daB allgemein die Formenschar D — oS
dann und nur dann ohne endlichen Eigenwert ist, d. h. daB |D — 0S|
nor fir ¢ = O verschwindet, wenn die Form

(2) DES-1D =0

ist.

2. Damit ist aber noch nicht erschopft, was hier iiber den algebrai-
schen Sachverhalt gebraucht wird. Denn was bisher angegeben wurde,
handelt von der simultanen invertierbaren Transformation eines Paares
von reellen quadratischen Formen; die Theorie der symmetrisierbaren
Kerne (Nr. 38b) aber handelt, auf unendlichviele Verdnderliche iiber-
schrieben, von unsymmetrischen Bilinearformen &, zu denen man de-
finite quadratische Formen ®, bzw. ®, so hinzubestimmen kann, daB
DR=6, bzw. Y, = &, reell und symmetrisch ausfullen, und sie
handelt von den Eigenwerten und der Entwicklung des Kernes R, d. h.
von den Werten g, fiir die das homogene Gleichungssystem mit der
Matrix & — o€ l6sbar ist und von diesen Losungen; man umschreibt
diese Aufgabe kiirzer und zugleich vollstindiger, wenn man unter Be-
nutzung des Matrizenkalkiils nach zwei zueinander inversen Transfor-
mationen P, O fragt, so daB

3) RP =PI, DR=1I0; PL=C, OP=C

gilt (in der Elementarteilertheorie sagt man dann, & und f seien ,ihn-
lich® und schreibt kiirzer P~1RP = I, indem man durch die Schreib-
weise P~ zugleich die Existenz von P-! andeutet).

Der Zusammenhang des algebraischen Problems (3) mit dem alge-
braischen Problem (1) oder vielmehr allgemeiner mit dem der simul-
tanen Transformation irgendeines Paares reeller quadratischer Formen
S, T in ein anderes §, t:

(4) WSU=f, WTU=t; 6 =8, T=T1B; UB—=C, BU—¢

ist folgender: besteht (4) und sind ¥ und t von nichtverschwindender
Determinante, existieren also T~ und -1, so ist

GT-HB' = (BV)(BV--1B-HB' = B'(jt-Y),
WBIT-H =WE@iB)(BV-1t-1B-) = (jt-Hu,
W¥=¢, PW=E¢,

d.h. & = &% und f = ft- stehen in der Beziehung (3) mit P =L/,

2=1U.
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Sind nun &, D zwei reelle quadratische Formen, von denen D
eigentlich definit ist, und sind §,  die beiden Diagonalformen, in die
man jene nach der durch (1) gegebenen Erweiterung des Hauptachsen-
theorems simultan iiberfiihren kann, so folgt aus dem eben Gesagten,
daB ® = ©D~! der Matrix f = {d~?, also auch einer Diagonalmatrix,
dbnlich ist, also genau das, was man in der Sprache der Integral-
gleichungen als den ,Entwicklungssatz bezeichnet. Dabei ist D = &,
also & eigentlich, d. h. mit einem eigentlich positiv definiten D, rechts-
symmetrisierbar. Ist umgekehrt & eigentlich rechtssymmetrisierbar,
so ist 8 = &, D; ", und alles Gesagte gilt fiir ein solches &, das
dann iibrigens von selbst auch linkssymmetrisierbar ist. Der Begriff
eines eigentlich symmetrisierbaren ® und eines ®, das Produkt einer
symmetrischen und einer eigentlich definiten symmetrischen Form ist
(R = &9, entsprechend dem Fall von 4. Pell, Nr. 38D, 2), ist also hier
der gleiche.

So einfach liegen die Dinge, wenn ® eigentlich definit ist. Ist D
semidefinit, so treten, wie beim Problem (1) selbst, so auch fiir den
Ubergang vom Problem (1) zum Problem (3) schon im algebraischen
Fall Schwierigkeiten ein.

3. Sind &, D beschrinkte quadratische Formen von unendlich-
vielen Verénderlichen (s. Nr.43a,1), so treten an sich keine Schwierig-
keiten auf, wenn D in dem Sinne eigentlich positiv definit ist, daB die
untere Grenze der Form D(z, z) unter der Nebenbedingung S = 1
(vgl. Nr. 18b, 3) grofler als O ist, und © vollstetig. Man kann auf diesen

Fall das Beweisverfahren von D. Hilbert (Nr. 40) iibertragen, indem
~ man die Form &(z, z) nicht unter der Nebenbedingung €(z, z)
=22 <1, sondern unter der Nebenbedingung D(z,z) <1 zum
Extremum macht.%®%) Man verfahrt aber einfacher, wenn man zuerst
eine Matrix B so bestimmt, daB ® = L'V ist — ob man dies durch
die sog. Jacobische Transformation (vgl. Nr. 18 b, 3,'%) und Nr. 19b, 3)
oder, was das niimliche ist, durch ein auf ® bezogenes Orthogo-
nalisierungsverfahren (vgl. Nr. 41b, 5) oder aber mittels eines der

522) G. Fubini*™®) (1910) tut das Entsprechende bei Integralgleichungen, ohne
zu unendlichvielen Veréinderlichen iiberzugehen, in Verallgemeinerung des Be-
weises von E. Holmgren**") fir die Eigenwertexistenz, und zwar fir € + & — 16,
wo R positiv definit, ® symmetrisch ist, so daf die untere Grenze yon D =€ | &
gicher >0 ist. Er macht sodann, ebenfalls ohne ausgefiihrten Beweis, An-
dentungen iiber den Fall von Nr. 38 b, 2 (die Arbeit von A. Pell liegt ihm noch
nicht vor) sowie iiber den allgemeinen symmetrisierbaren Fall von J. Marty
(Nr. 88D, 4), ohne jedoch iiber den letzteren Fall mehr zu sagen, als dab er
ein Grenzfall des erstgenannten Typs ist.
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E. Hilbschen Entwicklung (vgl Nr. 18b, 3) nachgebildeten Verfah-
rens’2?#) vollzieht, ist nebensichlich. Diese Transformation &, die D in
€ = B~ 1DV iiberfiihrt, wird das vollstetige & in eine andere voll-
stetige Form &* = B'-1&B-1 iiberfiihren; bestimmt man jetzt gemiB
Nr. 40 diejenige orthogonale Transformation €, die &* in die kano-
nische Gestalt j = L&*{" iberfihrt, so fiihrt diese zugleich, wegen
der Orthogonalitit, € in sich selbst iiber, und mithin leistet 8B die
simultane Transformation von &, ® in f, .5%)

Der fiir die Theorie der Integralgleichungen eigentlich inter-
essante Fall aber handelt von solchen D, die vollstetig sind. Eine
vollstetige, positiv definite quadratische Form hat stets O zur unteren
Grenze, wie sich aus der Definition der Vollstetigkeit unmittelbar er-
gibt; sie hat nie eine beschrinkte Reziproke ©-!. Trotzdem kann
die Form eigentlich positiv definit sein in dem schwicheren Sinne, daB
4 = 0o nicht unter ihren Eigenwerten vorkommt, daB also ihre kano-
nische Gestalt > 0,22 lauter positive Diagonalkoeffizienten d, > 0 auf-
weist, von denen kein einziger verschwindet, die aber 0 zum Grenz-
wert haben. Dieser eigentlich wesentliche Fall nimmt also vom alge-
braischen Standpunkt aus eine Zwitterstellung ein; manche Eigen-
schaften teilt er mit dem eigentlich definiten Fall im engeren Sinne
von 3., manche mit dem semidefiniten Fall, der schon algebraisch
verwickelter ist. Und aus dieser Zwitterstellung entspringen die
Schwierigkeiten, die in der Theorie der symmetrisierbaren Kerne ver-
borgen sind.

4. Bei demjenigen Problem fiir unendlichviele Veriinderliche, auf
das Hilbert seine polare Integralgleichung zuriickgefiihrt hat (vgl.
Nr. 38D, 1), ist D wvollstetig und positiv definit, aber es bietet sich ein
Ersatz fir die mangelnde Existenz von D-! in dem Umstande, daB

522a) Man bestimme nach dem Muster des Hilbschen &* = § — ¢& hier
D*—=E — D so, dab seine obere Grenze unter 1 liegt; und setze dann D* in
die fiir [x| <1 konvergente binomische Reihe Y1 —x=1-—jox —fa? —... fir
x ein, 8o erhilt man eine reelle symmetrische Matrix, deren Quadrat = € — P*=¢'D
ist, und daraus unmittelbar eine reelle symmetrische Matrix 8 ="9%', fiir die
B*=PB'B==D ist. — Dieses Verfahren versagt bei vollstetizgem 9D, withrend
die Orthogonalisierung beziiglich ® in allen Fillen einheitlich ausfiihrbar
bleibt. g

523) Fiir den Fall, daB & beschriinkt, aber nicht vollstetig ist, hat A. J. Pell,
Amer. Math. Soc. Trans. 20 (1919), p. 23—39, die Hilbertsche Theorie der Strecken-
spektren (vgl. Nr. 43) vom Fall D =€ auf ein beliebiges, im obigen Sinne
eigentlich positiv definites D tbertragen. J. Hyslop, London Math. Soc. Proc. (2)
24 (1926), p. 264—304 behandelt den Fall, daB &, D beide definit und be-
schrinkt sind.
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© eine beschrinkte, nicht vollstetige Form von der Gestalt
S(z, #) = Sva a2 (ve = £ 1)

ist, die sich offenbar selbst zur Reziproken hat, & 1= &.

«) Hilbert’®) beginnt mit der Darstellung von D in der Gestalt
B'B, die er wegen der hier vorausgesetzten Vollstetigkeit so voll-
ziehen kann, daB er zunidchst D durch eine orthogonale Transforma-
tion W auf die Diagonalgestalt d iiberfiihrt,

4) BWOIW =19, BB =VWB=C, wo d(,2) =10,
a=1
dann die vollstetige Form

®) Vale, 5)= V0,22

einfithrt — das Verschwinden einiger 0, wiirde daran nicht hindern —
und damit

(6) D= (VB E(VIW) = BB, wo =)W

erreicht. Diese selbe Transformation B verwandelt gleichzeitig & in
eine andere beschrinkte quadratische Form

M BESV =10,

und da mit /D auch B vollstetig ist'™), wird auch £ vollstetig aus-
fallen.!™) Sei € die orthogonale Transformation, die £ in die Normal-
form iiberfiihrt,

iD=§3’q2, L =LL=E,
8 ©
( ) l Q(x‘, 2‘}) =§an2)

dann ist, wenn B = 8B gesetzt wird,

q=28R¢ =28BEYL = (LYV)S(LB) — BSY,

D=LV =J'LLB = RBV)YELY) =9V
Damit ist eine vollstetige Transformation B gefunden, fiir die
9) 1=3BS%, D=2'B
wird, wobei q vollstetig ist. Damit ist ein gewisser, teilweiser Ersatz
fiir die algebraischen Formeln (1) gewonnen.

B) Soweit ist von & nur benutzt worden, daB es beschrinkt

ist. Besitzt © eine beschrinkte Reziproke ©-%, so kann Hilbert
folgendermaBen weiterschlieBen: Ist D&D = 0 und hat die Formen-

524) D. Hilbert, 4. Mitteil., Gott. Nachr. 1906, p. 209 ff. = Grundziige, Kap. XII,
p. 166—162. Durch die Verwendung des Kalkiils ist es moglich geworden, den
ganzen Hilbertschen Beweisgang hier kurz zusammengefaBt neu darzustellen.
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schar &=1— 19D einen endlichen Eigenwert 1, d. h. hat das homo-
gene Gleichungssystem &—*(x) = AD(x)5**) eine nicht triviale Lisung,
50 ist DES1(2) = 1DED(2) = 0, also D(z) = 0 und somit auch
©-1(x) =0, &€& '(2) =0 oder €(z) =0, d. h. die Losung wire
identisch Null. Ist alto DED = 0, so hat die Formenschar -1 — 1D
keinen endlichen Eigenwert.

Hat andererseits die Formenschar &-!-— 19 keinen endlichen
Eigenwert, so ist D&D = 0. Denn zunichst folgt aus (9)

(10) SV (E— iq) =GB — ISHBCH — (€ — 16D)(6B)
= 861 — 1D)(6%);

wire nun  nicht identisch Null, so hitte es einen endlichen Eigen-
wert, d. h. es gibe ein 1, fir das €(z) — Aq(2) = O losbar wiire, und
mithin wegen (10) auch (&' — 4D)(&B")(z) = 0; da aber voraus-
gesetzt ist, daB die Formenschar &-'— A9 keinen endlichen Eigen-
wert hat, folgte ©B’(x) = 0, also wegen (9) q(z) == 0 und schlieBlich
wegen €(z) — 1q(x) = 0 auch €(x)=0, also wire die Losung iden-
tisch Null. Also ist =0 und daher auch

DESD = (B'B)S(B'B) — B'(BESB)B — BqB=0.

Ist nun dberdies © ' = &, so ist die Formenschar &-1— 19D
identisch mit € — 1D und TED = DES-1D, der in Nr.41b, 1 be-
handelten Kovariante, und es wird klar, inwieweit das Hilberfsche
Ergebnis ein Analogon der algebraischen Tatsachen darstellt.

7) Unter der Annahme, daB D eigentlich positiv definit ist (8, > 0)
und unter Festhaltung der Annahme, daB & eine beschrinkte Rezi-
proke &~1 besitzt, gelingt es Hilbert, dieses Ergebnis wesentlich um-
zuformen und zu verschidrfen. Zun#chst zeigt er, daB mit D auch
q abgeschlossen (s. Nr. 40d, p. 1559) ist, daB also, wenn kein d, ver-
schwindet, auch kein g, verschwinden kann. Hitte nimlich das lineare
Gleichungssystem q(z) = O eine Losung, so wire auch 3'q(z) = 0,
mithin wegen (9) auch DEB'(z) =0, also, da D(u) =0 keine
Losung haben soll,

SB'(2) =0, G'SB(¢)=0, B(@) =0, dh BL() =0,
WYHY () =0, BB/ YL () =0, V¥ (2)=0,

und da VD eine Diagonalform mit lauter nichtverschwindenden Koeffi-
zienten ist, wire &'(z) =0, LL'(z) = 0, also C(z) = 0.

» 524a) Neben dem Symbol % wird hier und im folgenden das Symbol % (x)
im Sinne von Y'a,,x, (p=1, 2, ...) gebraucht.
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Sodann setzt Hilbert q, = w,|q,|, so daB w, = -~ 1; sei endlich
t(‘”} x) =2]€la|x3} m(‘xf x) =220uxa7 V;(xi .T) =2qu7x¢2x
(11) g="VrnVr, €=(1)'8,

so wird®%)
12) w=0E6¢, D=C"C.

Dieses Resultat, das ebenso wie (9) ein teilweises formales Ana-
logon zu (1) darstellt’®®), ist insofern schirfer als (9), als an Stelle
der vollstetigen Diagonalform q die Vorzeichen-Diagonalform v als
kanonische Gestalt des sicher nicht vollstetigen & erscheint, wihrend
das vollstetige ® diesmal nicht in die nicht-vollstetige Einheitsform,
sondern in die vollstetige Diagonalform t tibergeht.

0) Ist © iiberdies selber die Vorzeichen-Diagonalform, als die
Hilbert sie von vornherein voraussetzt, &(z, ) = 2 v, 2, 80 kann er
eine dem Trigheitsgesetz der quadratischen Formen nachgebildete Aus-
sage iiber die Gleichheit der Kardinalzahlen der Pluszeichen und der
Minuszeichen in € und W hinzufiigen.

5. Setzt man die Untersuchung von A. Pell*®), die direkt an
Integralgleichungen operiert, in die Sprache der unendlichvielen Va-
riabeln um, wodurch sie iibersichtlicher und der Vergleich mit Hilberts
Verfahren leichter wird, so besteht zunichst ein Unterschied, der in
der Form ihrer Darstellung sehr in den Vordergrund tritt, darin, daf
sie die Darstellbarkeit von ® als 8’8 mit dem beziiglich ® genom-
menen Orthogonalisierungsproze8 dartut, ohne Benutzung der Haupt-
achsentransformation von 9, deren Hilbert sich (vgl. Nr. 41b, 4«) be-
dient.5?*%*) Diese Variante, wesentlich fiir den Fall, daB D nicht voll-
stetig ist%2®), tritt im Falle eines vollstetigen D zuriick gegeniiber den
Umformungen des Entwicklungstheorems, mit denen sie tiber Hilbert
hinausgeht. & braucht dabei in Wahrheit lediglich beschrinkt zn
sein, so daB in der hier gegebenen Darstellung ihrer und Hilberts
Theorie die gleichen Voraussetzungen zugrunde liegen.

Das Verfahren von A. Pell liuft darauf hinaus, daf sie wie in
Nr. 41b, 4 ¢ schlieBt, aber dann, indem sie A = BE&S setzt, die Formeln

525) D. Hilbert, Grundziige, p. 156, Satz 38.

526) Diese formale Analogie tritt allerdings erst dann klar hervor, wenn
man die Annahme & !'= & in Erscheinung bringt. Unter dieser Annahme kann
man nimlich (1) 80 umformen: {~!'=U"1G" N~ 1=BEP und D=BHB, so0
daB wenigstens zwei der so umgeformten Relationen (1) mit (9) und (12) in ge-
nauer Analogie stehen

526a) A. Pell*?®) Amer. Trans., 1. Arbeit, Theorem 20,; B wird als eine
Matrix angesetzt, die unterhalb der Diagonale nur Nullen hat und bestimmt sich
durch die Forderung 8’8 = D.
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(9) in folgender Umsetzung erhilt®):
(13) DY =Wq, B(ED) =0qB; UB=(ED), BA' =q.
Damit ist der Ubergang zum Ahnlichkeitsproblem (Nr.41b,2) voll-
zogen, und die Formeln (13) stehen mit (3) in einer #hnlich be-
dingten formalen Analogie wie (9) und (12) mit (1); sie stellen bei
A. Pell den Entwicklungssatz fiir den Kern & = SD dar.5*)

6. Um zwischen (13) und (3) eine volle Analogie herzustellen,

miifite man in (3) die beiden letzten Relationen, die mit vollstetigen
B, O nicht erfiillbar sind, so abindern:

(3a) fP, =PI, L,R=10;; P, =8, P, =L

Im algebraischen Fall, und wenn iiberdies & abgeschlossen, d. h. hier
von nichtverschwindender Determinante ist, ist (3a) mit (3) dquiva-
lent; denn setzt man P, =P, O, = QRK, so geht (3) in (3a) iiber,
und umgekehrt entsteht (3) aus (3a), wenn man f = PB,, O = O, {1
wihlt., Diese Feststellung zeigt, bis zu welchem Grade der Entwick-
lungssatz von A. Pell einen Ersatz der algebraischen Tatsachen dar-
stellt. (3a) erweist sich als eine geschickte Variante von (3), die es
ermoglicht, im Bereich der vollstetigen Formen ein Analogon aufrecht-
zuerhalten.

1. Es sollen jetzt die Hindernisse dargelegt werden, die einer
Ausdehnung des Entwicklungssatzes, sei es von der Form (3), sei es
von der Form (3a), auf beliebige symmetrisierbare, vollstetige Formen
entgegenstehen. Sei die Bilinearform

& = 4y, + 012,95 + B ZsYs) + (Ra%sYs + 0%y, + ws2,y,) + +--

vorgelegt; sie ist dann und nur dann vollstetig, wenn
(14) limi,=0, limg,=0, limg,=20

n->o00 n->ow n-»o
ist; die Zahlen 1,, w,, 4y, W,, ... seien iiberdies alle voneinander ver-
schieden und positiv. Ein solches vollstetiges & ist stets symmetrisierbar,

527) Denn aus (9) folgt A(DE)= (BE)(DES) — (BESB)(BES) =q¥ und
daraus durch Transponieren die erste Formel (13); die letzte Formel (13) fehlt
bei A. Pell zum vollen System.

528) A. Pell zerteilt in dem Falle, dab D nicht abgeschlossen ist, & in 8, + &,,
wo sich & aus den Eigenfunktionen endlicher Eigenwerte von £ (vgl. @), £,
aus denen des Kigenwerts 00 zusammensetzt, so da 28, - 8/2, =€, /8, =0,
£,8; =0 ist; entsprechend zerteilt sie =28 in B, + B, und A=BES in
A, + U, und erhilt so statt (13) das genauere System (die vierte und die drei
letzten Formeln fehlen bei ihr):

@D)U; =Uq, B,(ED)=0qB;; AB, + UV, =(6D), B, A =03
@D)A; =0, B,@D)=0; B,AU =0, BA =0, B,A =0
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d. h. es gibt vollstetige, reelle symmetrische D, &, von denen D iiber-
dies eigentlich positiv definit ist, so daB D = & ist, und zwar ge-
niigt es, D, © selbst als Formen zu wihlen, die sich #hnlich wie &
aus Formen von je zwei Variablen aufbauen:

= (0,2} + 28,7, %, + 7,2]) + (0325 + 263757, + 7,25) + -+,
€ = (a,2] + 2b, 2,7, + ¢ 75) + (025 + 26,757, +- €32}) 4 ---.
Aus zwei solchen Formen entsteht 89 in der Weise, daB sich die
einzelnen zweireihigen Bestandteile fiir sich komponieren, in Matrizen-
schreibweise
Ly 04\ (% B4\ _ (% ba
(12) (0 un) (ﬁn 7,,) B (b,. 0,.)’
darin sind also 1, u,, 0, gegeben, die iibrigen ebenfalls reellen GroBen
gesucht, und zwar so, daB «, >0, y, >0, ,py, — 82> 0 wird (De-
finitheit von D) und «,— 0, f,— 0, p,— 0 (Vollstetigkeit von D).
Zum ersten ist offenbar notwendig und hinreichend

(16) B
und dies ist erfiillt, wenn man etwa

(17) ﬁn = 971”7;7 yﬂ = (y’n - ln)“n’ a == 29"(" __;_”“

setzt; das letztere kann man stets erreichen, indem man die Propor-
tionalititsfaktoren =,, die das Bestehen von (16) nicht beriihren, hin-
reichend klein wihlt. Mit D wird auch & = D vollstetig als Pro-
dukt zweier vollstetiger Formen'™) — Ebenso zeigt man, daB jedes
solche & mit einem eigentlich positiv definiten D linkssymmetrisier-
bar ist.

Trotzdem nun & unter den angegebenen Voraussetzungen in
beiderlei Sinne symmetrisierbar ist, kann & mit keiner Diagonal-
matrix f in eine Beziehung (3) treten, wo P, Q beschriinkt sind, noch
in eine Beziehung (3a), wo B, Q, vollstetig sind. Eine rein formale
Ausrechnung der symbolischen Relation & = PBf nimlich in Ver-
bindung mit der Forderung, daB keine Zeile und keine Spalte von B
aus lauter Nullen bestehen darf — beides wire mit (3) ebenso un-
vertriglich wie mit (3 a) —, ergibt zunichst, daB bei passender Anord-
nung (die nmoch verfiigbar ist) die GroBen in der Diagonale von f
genau dieselben 1, g, 4y, g, .- . 8ind, die in der Diagonale von &
stehen, und zugleich, daB P in der gleichen Weise in zweireihige
Matrizen zerfallen muB, wie ® selbst. Die zweireihigen Bestandteile
von P erhalten die Gestalt

(18) D %sn_1Y2n_ 1+qn — x2n 1Yan T 9u%2,Y2ns
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wo p,, ¢, noch frei bleiben, und entsprechend erhalten die von &) unter
der weiteren Annahme, daB das volle System (3) gelten soll, die Gestalt

1 1 o, 1

(19) p, Tan—1Y2n—1 _Eﬁfq‘%n—l.’/ﬁ'}‘a%n%u;

soll (3a) bestehen, so folgt fiir die Bestandteile von £ die Gestalt
}vn }'n n n

(19a) p, Yan-1Ysa—1 —E‘En(_)_;'”xﬂn-ly2n + %;xn?lsn-

Soviel rein formal.
Soll nun (3) mit beschriinkten P, £ bestehen, so miissen p,, g,,
i, qi beschrinkt sein; ist nun aber 1,, u,, 0, so gewihlt, was im

n n

On
by — "n

Rahmen der Bedingungen (14) leicht zu erreichen ist, daB

unbeschriinkt ist, so kénnen P, Q nicht beschrinkt ausfallen.
Soll ebenso (3a) bestehen, mit vollstetigen B, L, so miissen

ot LT 3 0 et

mit wachsendem % alle gegen O gehen; durch Multiplikation der 3.
und 5. bzw. der 1. und 6. dieser sechs Bedingungen folgt

(20) a0, Mt 0,

also zwei Bedingungen, die nur noch die gegebenen 1., ., o, ent-
halten; es ist leicht zu sehen, daB man diese Zahlen im Rahmen der
Bedingungen (14) so wihlen kann, daB (20) nicht erfiillt ist.>)

Ob man also den Entwicklungssatz (3) im Sinne beschrinkter
Transformation aufstellen will, oder ob man sich im Sinne vollstetiger
Formen mit dem Entwicklungssatz (3a) behelfen will (wie Hilbert und
Pell), man scheitert bereits im Bereiche der beiderseitig und eigent-
lich symmetrisierbaren Formen. Als einziger Ausweg wiirde ein Her-
ausschreiten aus dem Bereich der beschrinkten Transformationen iibrig-
bleiben und damit ein Herausschreiten aus dem Hilbertschen Bereich
der Veriinderlichen von konvergenter Quadratsumme. Die Theorie der
unsymmetrischen Formen erfordert den Ubergang zu denjenigen an-
deren unendlichdimensionalen Bereichen, die in Nr. 20 geschildert
worden sind; einer im Sinne (3) zu transformierenden vorgegebenen
Form & darf man keine feste Konvergenzbedingung, wie etwa die der

529) Dieses Beispiel hat O. Toeplitz aufgestellt, nachdem er von E. Schmidt
in einem Gesprich (Pfingsten 1913) erfahren hatte, daB dieser einen unsymme-
trischen Kern K(s,f) aus zweigliedrigen Bestandteilen konstruiert habe, mit
lauter einfachen Eigenwerten, bei dem nicht nur die Entwicklung von K (s, #)
selbst, sondern auch die von f f K(s,t)p(s)y () dsdt nach dem biorthogonalen
System der Eigenfunktionen g,(s), 1, () divergiert.
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konvergenten Quadratsumme auferlegen, sondern je nach der Be-
schaffenheit der vorgegebenen Form & muB die Konvergenzbedingung
gestaltet werden. Eine derartige Theorie ist bislang noch nirgends
entwickelt worden.

42, Blementarteilertheorie der allgemeinen vollstetigen Bilinear-
formen. Die Untersuchungen von Nr. 39 iibertragen sich — abgesehen
von denjenigen von Nr. 39¢, die die Konvergenz von | a,,|* wesent-

29

lich voraussetzen — auf beliebige vollstetige Bilinearformen, obgleich
sie unmittelbar in der Literatur in einer Form dargestellt sind, die
mit dem Fredholmschen Formelapparat eine Reihe von einengenden
Voraussetzungen stillschweigend involviert. Man muf dazu nur tiber-
legen, daB aus den Auflosungstheorien von Nr. 16 (z. B. dem Abspal-
tungsverfahren Nr. 16d, 3) der meromorphe Charakter der Resolvente
gefolgert werden kann, woraus hervorgeht, daB es nur abzihlbar viele
Eigenwerte gibt, die sich nirgends im Endlichen hiufen. Man muf
hinzuféigen, daB man nach dem Muster von Nr. 16c¢'') wie auf die
Endlichkeit der Anzahl der zu einem bestimmten Eigenwert gehorigen
Eigenfunktionen auch auf die- der zu einem bestimmten Eigenwert
gehorigen Hauptfunktionen schlieBen kann. Alsdann kann man die
Partialbruchzerlegung der Resolvente vornehmen und die Abspaltung
des zu 1, gehorigen Hauptbestandteils, unter Loslésung von dem iib-
lichen Determinantenapparat, vollziehen (ausgefiihrt ist es explizite
nirgends). Die Analogie mit der WeierstraBschen Normalform springt
hier weit unmittelbarer in die Augen, als bei den Integralgleichungen;
der einzelne abgespaltene Bestandteil hat genau die kanonische Ge-
stalt von Weierstra8.

Schiirfer aber, als bei den Integralgleichungen (Nr. 39 d) kann hier
das Problem des Entwicklungssatzes oder, was dasselbe ist, der vollen
Analogie mit der WeierstraBschen Theorie prizisiert werden. Es gilt,
zwei beschrinkte Transformationen B, £ zu finden, so daB
(1) {P =PI, Q& =12; PL=C, QLP=C
wird, wo ¥ die WeierstraBsche oder eine @hnliche Normalform fiir &
ist. In dieser Form enthilt das Problem fiir reelles symmetrisches &
die gesamte Hauptachsentheorie (Nr.40d) als Spezialfall.

Aber es sind zwei Hindernisse, die sich der Losung dieses Pro-
blems entgegenstellen:

1. Es gibt Bilinearformen ohne jedweden Kigenwert, die nicht
identisch verschwinden. Die den Volterraschen Kernen entsprechenden
Bilinearformen, wie z. B. '

by 2,Ys + by + byzy, + -+ (5,0, b, =+=0),
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sind Beispiele dafiir. Allerdings ist in dem aufgefiihrten Beispiel oo
noch Eigenwert in dem Sinne, daB die Gleichungen

by =0, by =0, bz, =0,
die Losung 2, =1, 2,=0, 2,=20, ... haben, wihrend freilich die
transponierten Gleichungen

by =0, by, =0, by, =0,
unldsbar sind. Aber es ist nicht schwer, auch ein Beispiel einer voll-
stetigen Bilinearform anzugeben, wo auch oo in keinerlei Sinne Eigen-
wert ist. Die Form

s bz Yy + oYy + D&Yy + baZays + - -
(bn - O’ b—-n - 07 bn + 07 b-—n + O)

hat offenbar diese Eigenschaft, und man kann die Verinderlichen so
umnumerieren (vgl. %)) daB sie statt von — oo bis -}- co in der ge-
wohnten Weise von 1 bis co numeriert sind.5®)

Eine Aufstellung kanonischer Normalformen fiir Bilinearformen
ohne Eigenwerte ist bisher nicht geleistet worden.

2° Selbst wenn unendlichviele Eigenwerte vorhanden sind und
alle Eigenwerte einfach sind, go daB keinerlei Bedenken wegen der
Wahl der WeierstraBschen oder einer anderen Normalform entstehen,
kann (1) unl6sbar sein. Dies ist unter der erschwerenden Bedingung
der Symmetrisierbarkeit in Nr. 41b, 7 dargetan worden und iibertrigt
sich auf das hier vorliegende Problem mit allen SchluBfolgerungen
iber die Notwendigkeit des Verlassens der Hilbertschen Bedingung
der Verinderlichen von konvergenter Quadratsumme.

D. Weitere Untersuchungen iiber quadratische und bilineare Formen
von unendlichvielen Verdnderlichen.

43, Beschriinkte quadratische Formen von unendlichvielen Ver-
#nderlichen. D. Hilbert®') hat zugleich mit seiner Behandlung der
vollstetigen quadratischen Formen von unendlichvielen Verinderlichen
(s. Nr. 40) fiir die umfassendere Klasse der beschrinkten quadrati-
schen Formen die Grundziige einer Theorie der orthogonalen Trans-

530) Dieses Beispiel ist in der im Text gegebenen Form von O. Toeplitz,
in einer anderen, die von vornherein die {ibliche Anordnung der Unbekannten
wahrt, von E. Schmidt gebildet, aber nicht versffentlicht worden.

531) D. Hilbert, 4. Mitteil., Gott. Nachr. 1906, insbes. p. 157—209; im fol-
genden zitiert nach dem Abdruck in ,Grundstigen“, Kap. XI, p. 109—156. —
Uber die Einordnung in die historische Entwicklung vgl. Nr. 8, Ende; die die
groBere Klasse der unsymmetrischen beschrinkten Bilinearformen behandelnden,
aber viel weniger aussagenden Sitze s. in Nr, 18b.

Encyklop. d. math. Wissensch. II 3. 103
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formation entwickelt, die gegeniiber jener gewisse wesentliche Modi-
fikationen aufweist, und die zu einer entsprechend modifizierten Eigen-
werttheorie eigentlich singulirer Integralgleichungen (s. Nr. 44) fiihrt.

a) Die Hilbertsche Theorie.

1. Eine wie in Nr. 18a, 1 zundchst formal definierte quadratische
Form der unendlichvielen Verdnderlichen x,, x,, . . .
1) R(z, z) =2k z,2, wo k, =k

2

PQ » 9 99

heiBt beschrdnkt®®®), wenn ihr nter Abschnitt fiir alle Wertsysteme,
deren Quadratsumme 1 nicht iibersteigt, abscjut genommen unterhalb
einer von n unabhiéngigen Schranke M bleibt:

(1a) 1ﬁ<m,x>|—f2,q,, <M Ssp<t

oder, was auf dasselbe hma.uskommt, wenn fiir beliebige x,, z,, .
von konvergenter Quadratsumme

(1) 18,5,2)| = | 32,3, < U 303

M heiBt eine ,Schranke der Form f“ Die zu (=, ) gehorige sym-
metrische Bilinearform (Polarform)

(2) 'Q(x) y) _2 pg pyq7 wo kpg = kqp)

ist alsdann beschrdnkt im Slnne von Nr.18a,1 und hat die gleiche
Schranke M, wie unmittelbar aus der Identitdt Nr. 40, (4a) folgt.
Daher iibertragen sich alle Aussagen von Nr. 18a ohne weiteres sinn-
gemiB auf die hier definierten beschrinkten quadratischen Formen.

Als positiv definite Formen werden wie in der Algebra (vgl
Nr. 41b, 1) in der Folge solche bezeichnet, fiir die
3) K(z,2) 2 0.

2. Das Ziel der Hilbertschen Theorie ist die Aufstellung von
Normalformen, in die sich jede beschrinkte quadratische Form durch
orthogonale Transformation der unendlichvielen Verinderlichen iiber-
fithren 1iBt. Nicht jede solche Form liBt sich wie eine vollstetige
Form (Nr. 40d) orthogonal in eine Quadratsumme vom Typus Nr. 40,
(12) transformieren®33); es ist . Hilbert jedoch gelungen, das folgende

532) D. Hilbert®%), p. 125 ff.; Hellinger-Toeplitz 1%%), § 4, p. 308 {.

533) Die ersten einfachen Beispiele dafiir, die D. Hilbert5%), p. 155f. gibt,
sind J-Formen (s. Nr. 48¢), das einfachste prxp+1; hier kann man elementar
ausrechnen, daB die homogenen Gleichungen (8) fiir keinen Parameterwert

Losungen von konvergenter Quadratsumme besitzen, wie sie im Falle der Quadrat-
summendarstellung existieren miBten [vgl. E. Hellinger *4%), § 3].
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allgemeine Theorem aufzustellen, das zu den Quadratsummen ein
gewissen charakteristischen Bedingungen gentigendes Infegral treten
158t 5%4):

Eine beschrinkte quadratische Form 8(z, ) 1iBt sich durch
orthogonale Transformation der z;, #,,... in die neuen Verinder-
lichen &, &, ..., &/, &,,... in die Gestalt bringen

+M
) Rz, ) = > 0utl + [ 0dS(es £, £),
a —M
wihrend gleichzeitig “

(42) € 2) =§’xz =Dtz 1 [aS(e;  ¥).

() -
Hier sind die g, hdochstens abzihlbar unendlichviele absolut unterhalb
M liegende reelle Zahlen, von denen endlich- oder unendlichviele ver-
schwinden konnen. Ferner bedeutet

() S(038, E) =250 (kb 5,00 = 5,0,

9=

eine von dem im Intervall (— M, 4+ M) variierenden Parameter ¢
abhiingige definite beschriinkte quadratische Form (Spekiralform), deren
Werte fiir jedes feste Wertsystem der £, mit wachsendem ¢ von

(6a) S(—M;8,8)=0 bis S(I;¢E,8)— 21215’
p =
monoton und stetig wachsen oder auch streckenweise konstant bleiben,

534) D. Hilbert %), insbes. Satz 32, p. 187f., Satz 33, p. 145f. Ein analoges,
weniger weitgehendes Resultat, im wesentlichen die Existenz und die (6) ent-
sprechende Daxrstellung einer (nicht notwendig eindeutig bestimmten) Resolvente,
hat er gleichzeitig [ibid. Satz 81, p. 124f., vgl. dazu Nr. 19%'%)] fiir solche
nicht beschrinkte Formen abgeleitet, bei denen die charakteristischen Werte g(;)
der Abschnitte &, [vgl. (V)] mindestens eine reelle Zahl nicht zum Hiufungs-
punkt haben (ist oo diese Zahl, so ist ® beschriinkt). Ubrigens werden bei
Hilbert stets in der aus der Theorie der Integralgleichungen fiblichen Bezeich-
nungsweise an Stelle der im Text benutzten Parameterwerte », ¢ ,, ¢ ihre reziproken
Werte, an Stelle der Formenschar & — »€ also die € — AR verwendet: daher
bestehen die bei ihm als Punkt- und Streckemspektrum bezeichneten Mengen
aus den reziproken Werten der Zahlen der im Text entsprechend bezeichneten
Mengen. — Das Auftreten kontinuierlich verteilter Ausnahmewerte statt abzihl-
bar unendlichvieler Eigenwerte war bei gewissen durch trigonometrische Funk-
tionen losbaren Randwertaufgaben von alters her bekannt: Darstellung der Lo-
sungen durch Fouriersche Integrale statt durch Fouriersche Reshen. Auf die
Mbglichkeit allgemeinerer Typen solcher ,Bandenspektren“, bestehend aus un-
endlichvielen getrennten Strecken, bei geeigneten Randwertaufgaben hat bereits
W. Wirtinger, Math. Ann. 48 (1897), p. 365—389, § 9 hingewiesen.

103*
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und deren Zuwichse
(Bb) AS(0;&,8)=©S(0";,8) — (05, 8) Tgf’%(e) (344

in beliebigen Intervallen 4, 4, den Faltungsgleichungen geniigen

r=1

[ A48 .- 4,86 =0, dh SAs, A5, =0,

(5e) wenn A, 4, keine Punkte gemein haben,
l 46 - 46 = 48, d. h.rgdsp,ds,q = ds,,;

(5¢) kann mit Hilfe einer willkiirlichen stetigen Funktion u(p) auch
in die Faltungsoleichung zusammengefaBt werden:

f u(@)d@w)f (e)d@(e)—f u(0)'dS(p), d.h.

—-M
© M a ”

2. Ju(e)ds, (@) u(e)ds,, (o) =4 u(e)*ds, ().

Die Integrale in (4), (5) sind im Stieltjesschen Sinne (s. Encykl. II
C 9b, Nr. 35d, Montel-Rosenthal) verstanden. Die abzihlbare Menge
der o, heiBt Punkispekirum (diskontinuierliches Spektrum), die perfekte
Menge der Stellen ¢ (Jo| < M), in deren Umgebung &(o; &, £) nicht
fiir alle £, konstant in ¢ ist, Streckenspektrum (kontinuierliches Spek-
trum), die Vereinigungsmenge beider nebst den Hiufungsstellen des
Punktspektrums Spektrum-von &; jede dieser Mengen ist gegeniiber
orthogonalen Transformationen von & invariant. Gehdrt » dem Spek-
trum von & nicht an, so besitzt &(x, £) — v€(x, £) eine beschriinkte
Reziproke (vgl. Nr. 18 b, 2), die analog zu (4) dargestellt wird durch

64d)

d@ 1€,8
(6) K5 ,2) =) _y+ LElifb).
(@) -
Hilberts Beweis dieses Theorems beruht auf der Durchfiihrung
des Grenziiberganges # — oo in der Formel der orthogonalen Trans-

formation des Abschnittes’®)

(M Rzr)=3e( S”WS‘,’,,%) Lo <o L0l
p=

a=1

6356) Einen ganz analogen GrenzprozeB bei einem sachlich verwandten, aber
einfachere Verhiiltnisse darbietenden Problem der Kettenbruchtheorie batte be-
reits T. J. Stieltjes*®®®) durchgefiihrt; wegen des sachlichen Verhiltnisses seiner
Theorie zu den beschriinkten quadratischen Formen vgl. Nr. 43 ¢. Man vergleiche
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die o® sind die Nullstellen der Determinante von &, — o€, (vgl
Nr. 1b) und liegen séimtlich absolut unterhalb der Schranke M von .
Er betrachtet fiir jedes Wertsystem z,, x,, ... die Folge derjenigen
streckenweise konstanten Funktionen von g, deren n® fiir ¢ < o
Null ist und an jeder Stelle ¢ — o™ einen Sprung gleich (3'w)z,)*
(bzw. wenn mehrere o™ iibereinstimmen, gleich der Summe der ent-
sprechenden Quadrate) besitzt; durch Anwendung eines Auswahlver-
fahrens (vgl. Nr.16b) und Heranziehung der Integrale nach ¢ ge-
winnt er sodann als Grenzfunktion einer Teilfolge dieser Funktionen
eine mit wachsendem ¢ nicht abnehmende Funktion T (g;z,z), die
bei festem o eine definite beschrinkte quadratische Form der z, ist:
Ihre Sprungstellen in der Verinderlichen g liefern das Punktspektrum,
die Betrige ihrer Spriinge die neuen Variablen £, als Linearformen
der z,; ihr von den Spriingen befreiter stefiger monoton wachsender
Bestandteil ist die Spektralform &(p; z, z); das gesamte Spektrum ist
in der Menge der Haufungsstellen der o{® enthalten.®#)

3. An unmittelbaren Folgerungen des Hilbertschen Theorems
sei erwihnt, daB bei vollstetigen Formen die Spektralform €(o;z,2)=0
und lim ¢, = 0 wird®*) — iibereinstimmend mit Nr. 40, (12) — und

daB bei positiv definiten Formen und nur bei solchen das gesamte
Spektrum nicht negativ ist.

Die verschiedenen Arten von Spektralpunkten ¢ kénnen durch
das Verhalten der zur quadratischen Form R(z,z) — ¢ €(z,2) ge-
horigen unendlichvielen linearen Gleichungen in folgender Weise cha-
rakterisiert werden: Einmal existiert fiir samitliche Stellen o des Spek-
trums keine beschréinkte Reziproke zu & — ¢€.5%") Zweitens besitzen

auch die kurze Andeutung von S'elijes iiber den Zusammenhang seiner Unter-
suchungen mit Poincarés Arbeit®?) iiber die Eigenwerte der Potentialgleichung
(8. Nr. 5, p. 1852f, und Nr. 88¢) in Correspondance d'Hermite et de Stieltjes,
t. II (Paris 1905), p. 411. — Die etwas allgemeinere Anniherung einer be-
schrinkten Form durch passende vollstetige Formen (statt speziell durch die Ab-
schnitte) bildet den Grundgedanken einer Methode von E. Hilb, s. Nr. 44 a, 5%,

5352) DaB es mit ihr nicht identisch ist, zeigt das Beispiel der Form
2x,%, + 22,2, 4~ - - -, wo das Spektrum aus den Stellen ¢ = -+ 1 besteht, wih-
rend unter den (" unendlichoft 0 vorkommt (vgl. O. Toeplitz 184, § 5).

536) H. Weyl, Palermo Rend. 27 (1909), p. 373-—392, 402 hat untersucht,
wie das Spektrum allgemein durch Addition einer vollstetigen Form B(z, z) zu
R (x, x) beeinflubt wird; er fand, daf das gesamte Spektrum hierbei ungetindert
bleibt, daB aber zu jedem R (x,z) ein B(x,z) so bestimmt werden kann, daB
&+ B kein Streckenspektrum mehr hat. Der erste Teil dieser Aussage folgt
tibrigens auch direkt aus der SchluBbemerkung von Nr. 18D, 4.

537) K. Hellinger ®*®), § 3.
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fir die Stellen ¢, des Punkispektrums — und nur fiir sie — genau
entsprechend den Verhiltnissen bei vollstetigen Formen (s. Nr. 40c¢,
(13)) die homogenen Gleichungen

(8) FZ;’&MWQ— 0w, =0 (»=12,...)

Losungen von konvergenter Quadratsumme, die durch die den ent-
sprechenden Variablen £, zugehorigen Koeffizienten der orthogonalen
Transformation geliefert werden.’®) Endlich gehort ein reelles Inter-
vall 4 dann und nur dann dem Streckenspektrum an, wenn es abzihl-
bar unendlichviele stetige in jenem Intervall und jedem seiner Teil-
intervalle nicht simtlich konstante Funktionen g,(¢) gibt, die fiir alle
o des Intervalls 4/ den Gleichungen

® 0
® k0@ —fede@ =0 (r=172..)

geniigen — das Integral wiederum im Stieltjesschen Sinne verstan-
den — und deren Quadratsumme obendrein gegen eine stetige Funk-
tion 6,(¢) konvergiert:

(9a) ,,é 6,(0)* = 6,(0);

solche Losungen ¢, (o) sind die Koeffizienten s,,(¢) jeder ¢* Zeile der
Spektralform, und simtliche Losungen konnen durch bestimmte Re-
kursionsverfahren aus ihnen erzeugt werden.’®) Haben die 6,(¢) spe-
ziell stetige Ableitungen ¢, (o) nach o, so gilt gleichzeitig

@ é:kmmw e, =0  (p=1,2..),

falls die eingehenden Reihen gleichmifig in ¢ konvergieren; alsdann
sind also diese gewdhnlichen homogenen Gleichungen mit dem Koeffi-
zientensystem & — @& losbar durch stetige Funktionen von g, die
keine konvergente Quadratsumme, wohl aber Integrale mach ¢ mat
konvergenter Quadratsumme haben.®®) Fiir jedes Ldsungssystem von
(9) gelten notwendig die folgenden, den Orthogonalititseigenschaften der

538) D. Hilbert ), Satz 34, p. 147. — Uber die Stelle 0 des Punktspek-
trums (Eigenwert oo) und den Begriff der Abgeschlossenheit gilt das in Nr.40d,
p. 1659 und 512%) fiir vollstetige Formen gesagte.

539) Nach dem Muster der Gleichungen, die fiir Hilbert bei der Konstruk-
tion seiner Beispiele®3%) maBgebend waren, hat E. Hellinger **%), § 8 diese Defi-
nition gegeben; nithere Durchfithrung bei E. Hellinger °4%), § 5. Wegen der Kon-
struktion simtlicher Losungen s. %5%).

540) E. Hellinger %), § 3. — Vgl. auch %%,
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Eigenfunktionen einer Integralgleichung (Nr. 30c¢, (3)) entsprechenden
Orthogonalititsrelationen fir die Zuwichse 4d,(0) = 6,(¢") — 6,(0)
in beliebigen Teilintervallen 54):

é 46,(0)4,06,(0) =0,

(10) wenn 4, 4, keinen Punkt gemein haben,
g(dap@)z = 46,(9).

Aus ihnen folgt, daB 6,(¢) stets eine nicht abnehmende, 6,(¢) eine
Funktion beschrinkter Schwankung ist. Daher besitzt 6,(¢) mit Aus-
nahme einer Nullmenge eine Ableitung nach ¢ und ebenso eine ¢, (q,)
nach 6, = 6,(9), und ¢,(p) ist ferner als unbestimmtes Integral (im
Lebesgueschen Sinne) von ¢,(6,) nach 6, darstellbar; man kann daher
das Streckenspektrum durch die als ,,Aquivalenzen® aufzufassenden Glei-
chungen (9) fiir die ¢, (6,) charakterisieren.*) — Unabhingig von dem
Ubergang zu Dxﬂ’erentlalquotlenten kann man den Sachverhalt symbo-
lisch auch so ausdriicken®?), daB das System der ,Differentiale“ do, ()
die (8) analogen Gleichungen an den Stellen des Streckenspektrums

(9Db) ékpqdﬁq(g) —oda,(e) =0 (p=12,...)

als , Differentiallosungen® erfiillt, wihrend Z(do'p(@))2 gegen das Diffe-
rential einer stetigen monotonen Funktion 6,(p) konvergiert; (10)
kann dann als Orthogonalitit dieser Differentiallisungen gedeutet werden.

4. Die Hilbertschen Resultate sind auch auf anderen Wegen her-
geleitet worden. E. Hellinger®®) erbringt den Existenzbeweis des durch
die Losbarkeit der Gleichungen (8) bzw. (9) im soeben angegebenen
Sinne charakterisierten Spektrums in folgender Weise: Nach dem

541) E. Hellinger®*%), § 5; der Beweis ist die sinngemiiBe Ubertragung des
einfachen SchluBverfahrens bei Integralgleichungen %) auf die hier obwaltenden
schwierigeren Verhiiltnisse; vgl. dazu auch H. Weyl®¢7), p. 296ff., wo dasselbe
SchluBverfahren bei singuléiren Integralgleichungen angewandt wird.

542) Die zur Durchfihrung des Uberganges zu den g, (s,) notwendige Heran-
ziehung der Lebesgueschen Integrationstheorie bei H. Hahn®%%), insbes. § 2, 4;
vgl. auch E. Hellinger®®), § 8. — Sind nur endlichviele kp, in jeder Zeile == 0
(»finite Formen®), und kann man die Gleichungen (9") rekursiv auflésen, so kommen
als Losungen ¢, nur Polynome in ¢ in Betracht; O. Toeplitz5%%), Nr. 1 hat ge-
zeigt, daB man jede beschriinkte Form R (v, x) durch orthogonale Transformation
der Verdnderlichen in eine Form jener besonderen Art iiberfiihren kann (vgl.
auch die weitergehende Zerspaltung Nr, 43¢, 2).

543) E. Hellinger, J. f. Math. 136 (1909), p. 210—271 = Habilit.-Schrift Mar-
burg 1909, insbes. Kap. III.



1582 1IC18. Hellinger-Toeplitz. Integralgl. u. Gl. mit unendlichy. Unbekannten.

Toeplitzschen Kriterium (Nr. 18b, 8) in seiner Ubertragung auf kom-

plexe Formen (vgl. Nr. 18b, 6) besitzt die Form & — »€ fiir jedes

nichtreelle » = ¢ 4 ¢u (u == 0) eine beschriinkte Reziproke K(»; z, z),

da (R — v&)(R —vE) = (R — 0C)(R — 0C) + u2C fiir S22 =1

oberhalb u? bleibt; die Hilbsche Reihe Nr. 18, (16) in entsprechender

Modifikation fiir komplexe Formen stellt K dar, und ihre Majorisierung
2 %0 (V) T,

gibt die Schranke -
1 2
S le] 2 e

pe=1 p=1

(11) K(v; 2,2)| —
Weiterhin ergibt sich, etwa mit Hilfe der Entwicklung nach Iterierten,
daB K(v;z,2) fiir alle nicht dem reellen Intervall (— M, 4+ M) an-
gehorigen Werte v eine reguldre analytische Funktion von v ist, deren
Residuum bei » = oo den Wert €(z, z) hat; daher kann die Existenz
des Spektrums durch sinngemiBe Fortbildung derjenigen funktionen-
theoretischen Methoden gefolgert werden, die nach dem Vorbild von
H. Poincaré auf Randwertprobleme von Differentialgleichungen sowie
gelegentlich auch auf Integralgleichungen angewendet worden sind54)
(vgl. Nr. 6%), 33 ¢, 34c, Ende). Durch Anwendung des Cauchyschen
Integralsatzes auf ein das reelle Segment (— M, M) einschlieBendes
Rechteck erhélt man nimlich

+M
12) lim 2 [ (Ko + it50,2) — K(o —in;2,0)) do = 27 6(a2);

-M

ferner ist, da K an konjugiert imaginiren Stellen konjugierte Werte
bat, der Integrand reell und, wie aus der Hilbschen Reihe zu ent-
nehmen, eine positiv definite quadratische Form der z,. Daraus kann
geschlossen werden, daB das bis ¢ erstreckte Integral gegen eine mit
¢ monoton von O bis 2x€(x, z) wachsende definite beschrinkte qua-
dratische Form 2z ¥ (p; 2, ) konvergiert. Integriert man nun den
imagindren Teil der Gleichungen

gkprm(@ + i) — (o + im) %y, (0 + i) =¢,, (g=12,..)

die die Reziprokeneigenschaft von K(v;z,z) ausdriicken, nach ¢ bei
festem p und 4Bt alsdann u gegen O gehen, so findet man, daB ein-
mal an den Sprungstellen g, von ¥ die Gleichungen (8) durch die

544) E. Hellinger®®), § 9. Die Konvergenzabschitzungen beruhen auf (11)
und kommen der Sache nach auf die Ubertragung der bekannten elementaren
Abschitzungen des log- und arctg-Integrales in den Matrizenkalkiil (Integration
von Real- und Imaginiirteil der ,,geometrischen Reihe'* des Matrizenkalkiils)
hinaus.
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Koeffizienten jeder Zeile von (g, 4+ 0) — T (o, — 0), also durch
GroBen konvergenter Quadratsumme, andererseits fiir Intervalle ste-
tigen Wachstums von T () die Gleichungen (9) durch die Koeffizienten
des von den Sprungstellen befreiten stetigen Bestandteils © von &
erfillt sind — und da & nicht konstant ist, ist damit die Existenz
des Spektrums gewdhrleistet und zugleich ein Verfahren zur prinzi-
piellen Konstruktion des Spektrums und der zugehdrigen Losungen
gegeben; auch die Darstellungen (4), (6) kénnen analog (12) ge-
wonnen werden.

Eine wesentlich andere Methode zur Gewinnung der Hilbertschen
Resultate hat F. Riesz®®) angegeben. Er geht von der Bemerkung
aus, daB man aus (6) durch Potenzentwicklung nach »=* die folgende
Darstellung der iterierten Formen von & erhilt, wobei Summen- und
Integralbestandteile mittels der unstetigen quadratischen Form € (g;z, x)

zu einem Stieltjesschen Integral zusammengefafit sind:
+

G(z,2) — [ A% (g3 2, 3)

(13) o

(z,7) = 0"d (o5 7, 2) (n=1,2,...).

—M

Das sind aber gerade die Gleichungen des verallgemeinerten Momenten-
problems der Gestalt (7) von Nr. 22, das F. Riesz*®) selbst behandelt
hatte — nur daB die gegebenen Grofien von unendlichvielen Para-
metern Z,, Z,, ... quadratisch abhéingen; er zeigt, daB seine Ldsbar-
keitsbedingungen hier erfiillt sind und daB die Losung T eine be-
schriinkte quadratische Form jener Parameter z, wird.*f)

b) Das Orthogonalinvarianten-System. Wihrend in (4)
hinsichtlich des Punktspektrums bereits eine Normalform erreicht
ist, die, falls kein Streckenspektrum vorhanden ist, in der Gesamtheit
der g, das vollstindige System der Orthogonalinvarianten einer qua-
dratischen Form erkennen lidfit, ist in (4) hinsichtlich des Strecken-
spektrums eine solche Normalform noch nicht enthalten. Jedoch hat

545) F. Riesz, Gott. Nachr. 1910, p. 190—195. Vgl anch die Gesamtdar-
stellung der Theorie in F. Riesz, Literatur A 8, Chap. V.

546) In seinem Buch (Literatur A 8, Chap. V) gibt F. Riesz eine durch den
Matrizenkalkiil zusammengefaBte seh}' durchsichtige Darstellung dieses Beweises;
er kommt der Sache nach auf eine Ubertragung der Approximation durch Poly-
nome in den Matrizenkalkiil hinaus. — Die Darstellung dieser Methode kapn
auch so ausgestaltet werden, daB K(v; z, ) als analytische Funktion von » durch
ihre Potenzentwicklung nach » ' gegeben angesehen wird und fiir sie die
Stieltjessche Integraldarstellung dexr Kettenbruchtheorie (vgl. Nr. 48¢) mittels
der Losung des Momentenproblems gegeben wird.
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D. Hilbert®*") bereits darauf hingewiesen, daB man entsprechend den
bekannten Beispielen der Kettenbruchtheorie (s. Nr. 43 ¢) das einfachste
Beispiel einer Spektralform durch den Ansatz fiir ihre Abschnitte

(14) S,(e;2,2) = ;‘m,,@)x,,)*de (n—1,2,..)

erhilt, wo die w, (o) ein vollstindiges und orthogonales Funktionen-
system (Nr.15a) fiir das Intervall (m, M) bedeuten; die zugehorige
quadratische Form ist gegeben durch

(14a) kpq=fewp(9)wq('9)d9, R.(z, ) f@(z (o)x)d@,

hat das Intervall (m, M) zum ,einfachen Spektrum , und alle mit ver-
schiedenen Funktionensystemen so darstellbaren Formen mit dem-
selben Spektrum sind orthogonal ineinander transformierbar.

Im AnschluB hieran hat E. Hellinger’®) gezeigt, wie man jede
Spektralform durch eine orthogonale Transformation in eine Summe
abzihlbar unendlichvieler einfacher Bestandteile zerspalten kann, die
dem Typus nach analog (14) gebildete Integrale von Quadraten von
Linearformen sind. Um diese Betrachtungen im Bereich der Funktionen
beschriinkter Schwankung durchfiihren zu kdnnen, stellt er eine Erwei-
terung des Stieltjesschen Integralbegriffes auf, in die Produkte und
Quotienten von Differentialen eingehen®); mit Hilfe dieser Integrale
kaun durch orthogonale Transformation der Veréinderlichen jede be-
schrinkte Form K(z, z), die nur ecin Streckenspekirum besitzt, in hoch-
stens abzdhlbar unendlichviele Formen verschiedener Variablenreihen zer-
fallt werden, von denen jede durch ein (14a) verallgemeinerndes Inte-
gral eines quadratischen Differentials darstellbar ist:

dzc(&) (o) x(ﬂ))
(15) 93 / S

547) D. Hilbert®®Y), p. 153 ff.

548) E. Hellinger, Die Orthogonalinvarianten quadratischer Formen von
unendlichvielen Variabelen. Dissertation, Gottingen 1907, 84 8. — Das Zer-
spaltungsverfahren insbes. in § 9, Satz III, das Kriterium fiir orthogonale Aqui-
valenz in § 11, Satz VIII, p. 80, in einem Spezialfall § 10, Satz VII, p. 74.

549) E. Hellinger®*®), Kap. II. Die Definitionen findet man in Eneykl. IIC9b
(Montel-Rosenthal), Nr. 35e. Wegen des Zusammenhangs mit Lebesgueschen
Integralen vgl. E. Hellinger %), p. 7, 29; H. Hahn®°%), § 2; K. W. Hobson, London
Math. Soc. Proc. (2) 18 (1920), p. 249—265. H. Hahn ®°%) hat iibrigens die Theorie der
Orthogonalinvarianten unter Ersetzung der Hellingerschen Integrale durch Lebes-
guesche mit Benutzung der Theorie der Lebesgueschen Integrale erneut dargestelit.
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die entsprechende Zerlegung gilt fiir die Spektralform. Dabei be-
deuten fiir jeden Index o die ¢¥(¢) Funktionen beschrinkter Schwan-
kung, die mit 6{®(¢) den Orthogonalititsrelationen (10) und obendrein
der , Vollstindigkeitsrelation

+H, =

[lares)
Se=1 7 ()2 — .
(15a) J o gx,, (=1,2,..)

geniigen; die Linearformen 6{)(0){ heiBen demgemiB ein ortho-
p=1

gonales und vollstindiges System von Differentialformen mit der Basis-
funktion 6{(0).5°) Jeder Summand von (15) besitzt die perfekte
Menge der Punkte, in deren Umgebung 6{)(¢) nicht konstant ist, zum
wemfachen Speltrum®, und zwei Formen mit einfachem Spektrum sind
gewif3 dann orthogonal ineinander transformierbar, wenn ihre Basis-
funktionen identisch sind.??)

Auch (15) ist noch keine Normalform, insofern einerseits Formen
mit verschiedenen Basisfunktionen und demselben einfachen Spek-
trum orthogonal dquivalent sein kdnnen, andererseits Teilintegrale der
Summanden von (15) in Integrale der gleichen Gestalt transformiert
und ebenso die Summanden unter Umstéinden anders zusammengefaBt
werden koonen. Trotzdem 148t sich auf ihr, wie E. Hellinger®) ge-
zeigt hat, ein allgemeines notwendiges und hinreichendes Kriterium fiir
die orthogonale Aquivalenz zweier quadratischer Formen aufbauen. Es
nimmt eine wesentlich einfachere Form an, wenn man mit H. Hahn5?)
den folgenden von diesem eingefiihrten Begriff heranzieht: Das System
der Basisfunktionen ¢ (o) heiBt geordnet, wenn fiir > & in jedem
Konstanzintervall von 6{?(g) auch 6{’(o) konstant ist, und wenn durch
die Abbildung ¢® = ¢{®(g), 6 = ¢{)(¢) jeder Nullmenge der Va-
riablen ¢ eine Nullmenge von 6/ zugeordnet ist; jede Darstellung

550) Aus den 6;70‘)(9) entstehen durch die orthogonale Transformation, die
die 2z in die x, tiberfiihrt, Losungen der Gleichungen (9) und durch passende
Kombination mit willkiirlichen Funktionen von ¢ entstehen simtliche Lisungen;
vgl. E. Hellinger %), § 7, p. 256f. — Von der Definition der orthogonalen Diffe-
rentialformen als Ldsungen von (9) ausgebend, hat E. Hellinger %), Kap. II eine
direkte von der Hilbertschen Theorie und der vorherigen Kenntnis der Spektral-
form & unabhiingige Herleitung der Zerspaltungsformel (15) gegeben. — Verall-
gemeinerungen dieses Theorems auf symmetrisierbare Formen bzw. auf Scharen
symmetrischer Formen haben A.J. Pell52®%) und J. Hyslop ®*%) gegeben (s. Nr. 41D, 3).

551) E. Hellinger *4%), § 9, Satz IV,

552) H. Hahn, Monatsh. Math, Phys. 23 (1912), p. 161—224. Insbes. Nr. 35,
p. 206 ff. (geordnete Systeme), sowie Nr. 42, p. 216 ff. (das Kriterium).
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(15) kann man durch orthogonale Transformation in eine mit geord-
neten Basisfunktionen iiberfilhren, d. h. kurz gesagt, man kann in
jeden Summanden von (15) mdglichst viele Bestandteile auf Kosten
der folgenden hineinziehen. Zwei in der Gestalt (15) mit den geord-
neten Basisfunktionen (o) bew. v{) (o) dargestellte quadratische Formen
sind nun dann und nur dann ineinander orthogomal tramsformierbar,
wenn fir jeden Indexr o in jedem Konstanzintervall von ¢ (o) auch
(), in jedem von (o) auch 6{)(o) konstant ist, und wenn weiter-
hin durch die Abbildung ¢® = 6{(p), ©® = (M (o) jeder Nullmenge
m 6@ eine in v sowie jeder in v eine im 6@ zugeordnet wird®®)
Haben die Formen auBerdem noch ein Punktspektrum, so tritt weiter-
hin noch die Bedingung der Ubereinstimmung der nach ihrer Viel-
fachheit (d. i. nach der Anzahl der in (4) mit ihnen multiplizierten
Quadrate) gezihlten Stellen des Punktspektrums hinzu.

¢) Zusammenhang mit der Stieltjesschen Kettenbruch-
theorie. Neben dem schon beriihrten5)54%) methodischen Zusammen-
hang der Theorie der quadratischen Formen mit der Theorie der
Kettenbriiche, wie sie 7. J. Stieltjes®) entwickelt hat, bleibt nun noch
der sachliche Zusammenhang zur Geltung zu bringen. Er beruht auf
der formalen Tatsache, da8 die aus einer sog. J-Form (Jacobischen Form)

(16) 3@ 2) =3 (0,28 — 20,2,2,..) @, +0)

mit dem Koeffizientensystem J — »€ gebildeten Gleichungssysteme
durch Naherungsnenner und -zéhler des Kettenbruches

a7 W)= 1 Wl

[a,—v  Ja,—» |ag— v
befriedigt werden, sowie darauf, daB man fiir eine J-Form von end-
lichvielen Veriinderlichen aus den Naherungsnennern des entsprechen-
den endlichen Kettenbruches die orthogonale Transformation auf eine
Summe von Quadraten erhi]t.’**) Schon E. Heine5*) hat im Anschlu§

553) In den Anwendungen treten vorzugsweise solche Formen auf, bei denen
jede Basisfunktion ¢{*) = 6{*)(¢) jeder Nullmenge der ¢-Achse eine Nullmenge in
6{ zuordnet (darunter speziell diejenigen, bei denen die ¢{®) (o) stetig differen-
zierbar sind oder wenigstens einen beschriinkten Differenzenquotienten haben);
bei ihnen kann man stets zu Basisfunktionen iibergehen, die MaBfunktionen meB-
barer Mengen der g-Achse sind, und die Aquivalenzbedingung reduziert sich
auf die Ubereinstimmung gewisser bis auf Nullmengen bestimmter meBbarer
Mengen der o-Achse (s. K. Hellinger %), § 10).

553a) C.G.J.Jacobi, Monatsber. Akad. Berlin 1848, p. 414—417 = J. f. Math.
39 (1848), p. 290—292 — Ges. Werke VI, p. 318—321; L. Kronecker, Monatsber.
Akad. Berlin 1878, p. 95—121 = Werke II, p. 37—70; E. Heine®®*), p. 480 ff.

554) E. Heine, Handbuch der Kugelfunktionen, Bd. I, 2. Aufl. (Berlin 1878),
p. 420—432.
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daran darauf hingewiesen, dafl fiir gewisse unendliche J-Formen der
unendliche Kettenbruch (17) formal ebenfalls die orthogonale Trans-
formatlon auf eine Quadratsumme liefert.

. Fir eine beschrinkte J-Form, die durch die Bedlngungen
la,| g M, |b,| £ M charakterisiert 1st, gelten folgende Tatsachen %%):
Die Bildung der Reziproken K(v;z,z) von J(z,z) — v&(x, ) analog
bekannten Formeln der Kettenbruchtheorie liefert als ersten Koeffi-
zienten x,, (v) gerade den Kettenbruch u(v), wihrend alle %, (v) ganze
lineare Funktionen von w#(v) mit Polynomen in v als Koefﬁmenten
sind. J(z, ) hat ein einfaches Streckenspektrum und ein einfaches
Punktspektrum, dessen Stellen moglicherweise in das Streckenspektrum
fallen konnen; die Losungen der homogenen Gleichungen (8) fiir das
Punkt- und (9") fiir das Streckenspektrum (vgl. %) werden durch die
Kettenbruchnenner z,(v) geliefert, die Polynome (p — 1)*» Grades in
v sind. Das Verfahren von Nr.43a 4 zur Gewinnung des Spektrums
fir diese spezielle Form J(z,x) liefert in seiner Anwendung auf
#;;(v) = u(v) eine nicht abnehmende Funktion ¢(p) und durch sie die
Stieltjessche Integraldarstellung fiir den Kettenbruch (17):

(18) u(w) = [ 449,
ferner gelten die Beziehungen o
M 0
(199) Jr@n@ase—| e
cx 0 (p—g/>1)
(19b) Jem @m0 aste) =1, (p—gl=1)
~u a, (p=9.

Die Sprungstellen von 6(p) geben das Punktspektrum, der von den
Spriingen befreite stetige Bestandteil Streckenspektrum und Basis-
funktion.

2. Die Beziehung der J-Formen und damit der Kettenbriiche zur
Theorie beliebiger beschrinkter Formen wird durch den Satz von
O. Toeplitz®*®) hergestellt, daB jede beschrinkte quadratische Form
durch eine orthogonale Transformation in eine Summe hochstens ab-
#ihlbar unendlichvieler J-Formen verschiedener Variablenreihen iiber-
gefithrt werden kann. Diese Zerspaltung ist aber mit der in Nr. 43b

565) O. Toeplitz, Gott. Nachr. 1910, p. 489—506, Nr. 3; E. Hellinger und

O. Toeplitz, J. f. Math. 144 (1914), p. 212—238, 318, § 1.
556) O. Toeplitz ®*%), Nr. 2; der Beweis benutzt die Spektrumstheorien von

Nr. 43 a), b) nicht.
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gegebenen im wesentlichen identisch; denn, wie FE. Hellinger und
0. Toeplitz%®") bewiesen haben, kann jede beschrinkte quadratische
Form & mit einfachem Streckenspektrum und einfachem miglicherweise
auch das Streckenspeltrum diberlagerndem Punktspektrum orthogonal in
eine J-Form transformiert werden; und zwar gibt es unendlichviele
solche J-Formen, die allen mdoglichen an den Stellen des Punktspek-
trums passend erginzten Basisfunktionen von & eineindeutig zuge-
ordnet sind.

3. Die Anwendung der Hilbertschen Theorie auf die J-Formen
liefert insofern nicht genau die Stieltjessche Theorie der Kettenbriiche,
als diese der Sache nach sich nicht auf beschrinkte Formen J(z, z)
bezieht, sondern auf solche — beschrinkte oder unbeschrinkte —,
deren Abschnitte J,(z,2) sdmtlich definit sind5%®); sie fiihrt daher
auf Integraldarstellungen der Gestalt (18), die tiber die positive g-Halb-
achse erstreckt sind (0 <o <+ o). Im Grunde sind beide Fille
nicht wesentlich voneinander verschieden; bei beiden existiert der
Kettenbruch bzw. die Reziproke von J — v& nicht nur als analy-
tische Funktion von » in der oberen und unteren Halbebene fiir sich,
sondern die beiden Zweige sind lings eines unmittelbar angebbaren
Teiles der reellen Achse — niémlich auflerhalb des Integrationsinter-
valles von (18) — analytisch ineinander fortsetzbar. Diesen Zu-
sammenhang hat von Seiten der Kettenbruchtheorie J. Grommer )
niher untersucht.

Dariiber hinaus aber hat J. Grommer55®) mit seiner Methode, ‘einer
Anwendung des Hilbertschen Auswahlverfahrens, als erster Resultate
auch fiir den allgemeinen Fall beliebiger reeller Koeffizienten a,, b, von
(16), (17) gewonnen, in dem die Nullstellen ¢ der Determinanten
von J, — 0@, (vgl. die Bemerkung zu (7)) moglicherweise kein Inter-
vall der reellen o-Achse mehr frei lassen und also die Zweige von

857) Hellinger-Toeplitz 5%%), § 2, 3. Der Beweis beruht auf der Konstruktion
eines (19a) geniigenden Polynomsystems durch Orthogonalisieren der Potenzen

4
¢? und Verwendung des Systems von Differentialformen pr(g)da(g) mit der
-¥
Basis ¢ (p).
558) Bei Stieltjes?%?) selbst sind diese Bedingungen etwas anders ausge-
. 1 1 1
sprochen, da er in der Hauptsache die Kettenbruchform .?—J + |T! + }c—v—} +---
1 2 8
behandelt; hier lauten sie einfach ¢, > 0.

589) J. Grommer, J. f. Math. 144 (1914), p. 114—166 = Dissert. Gottingen;
er studiert anlaBlich der Behandlung eines funktionentheoretischen Problemes
J-Formen, von denen im Lauf der Untersuchung zu zeigen ist, daB sie beiden
Bedingungen geniigen.
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u(v) bzw. K(»; z, ) in der oberen und unteren Halbebene nicht mehr
notwendig analytisch ineinander fortsetzbar sind; er erhilt so Dar-
stellungen durch diber die ganze reelle Achse erstreckie Integrale (18).
Gelegentlich seiner Untersuchungen iiber das verallgemeinerte Stieltjes-
sche Momentenproblem (Nr.22d) hat H. Hamburger®®) diese Grom-
merschen Resultate wesentlich ausgebaut, und er hat insbesondere fiir
den Fall, daB das Momentenproblem eine im wesentlichen eindeutig
bestimmte Losung besitzt, eine eindeutig bestimmie von — oo bis 4 oo
erstreckte Integraldarstellung (18) fiir den Kettenbruch gegeben; er hat
ferner gezeigt, daB dieser Fall gerade dann eintritt, wenn der Ketten-
bruch ,wollstindig konvergiert”, d. h. wenn die mit einem nichtreellen »

gebildeten modifizierten Niéherungsbriiche
(20) L3 L S SO 5 S

la, —» |a;—» la, —v—hb,

fir alle reellen Zahlen % einen und denselben Grenzwert haben; da
mit ist zugleich eine Aussage iiber die Spektraldarstellung der nicht-
beschrinkten J-Formen gewonnen.’®®) FE. Hellinger®™*) hat dieses Pro-
blem, ausgehend von der Untersuchung der zu J—v»& gehorigen Glei-
chungen, analog seiner in Nr. 43 a, 4 geschilderten Methode behandelt;
an Stelle der Konstruktion der Reziproken durch die Hilbsche Reihe
tritt dabei die Untersuchung der durch eine ,Randbedingung” er-
ginzten inhomogenen Gleichungen

(@, —v)z, — bay =1

(20a) — by 2, y+ (@,—v)z,— bz, . =0 (p=2,...,n)
Tpyr— bz, =0,

deren Losnng x;, durch (20) gegeben wird, in ihrer Abhingigkeit von

h und n bei nichtreellem ». Vollstindige Konvergenz liegt vor, wenn
die zu I — v€ gehorigen homogenen Gleichungen fiir ein (und damit

560) H. Hamburger 2%°), insbes. Math. Ann. 81, Satz XIV, p. 292. Vgl. auch
die anderen in Nr. 22d dazu zitierten Arbeiten.

560a) Gewisse umfassendere Klassen nichtbeschrinkter quadratischer Formen
sind von T. Carleman®"), insbes. p. 185—188 im Rahmen seiner Untersuchungen
tiber michtbeschriinkte Integralgleichungen (Nr. 44 ¢) zugleich mit behandelt wor-
den. Man vgl. hierzu auch die Darstellung der Kettenbruchthevrie und des
Momentenproblems bei 7. Carleman®"), p. 189—220.

561) K. Hellinger, Math. Ann. 86 (1922), p. 18—29. — Die Behandlung der
Gleichungen (20a) ist analog der Behandlung von Randwertaufgaben gew&hn-
licher Differentialgleichungen 2. Ordn. fiir ein unendliches Intervall als Grenzfall
einer Randwertanfgabe fir wachsendes endliches Intervall; vgl. dazu H. Weyl,
Math. Ann. 68 (1910), p. 220—269, insbes. p. 226, und F. Hilb, ibid. 76 (1918),
p. 333—339.
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fiir jedes) nichtreelle » keine nicht identisch verschwindende Ldsung
von absolut konvergenter Quadratsumme besitzen.

d) Besondere quadratische und bilineare Formen.

O. Toeplitz5%%) hat unter der Bezeichnung reguldre L-Formen bi-
lineare oder quadratische Formen des Typus

(21) g("‘v} y) Tq;_fg—pxpyq

untersucht, wo die ¢,_, die (reellen oder komplexen) Koeffizienten
einer Laurentschen Reihe

+ o0
(21a) o) = o,
sind, deren Konvergenzring den Einheitskreis |2| = 1 enthilt. Eine

regulire L-Form ist stets beschrinkt; Summe und Produkt im Sinne
des Matrizenkalkiils (Nr. 18a, 5) sind wieder regulire L-Formen, die
zur Summe bzw. dem Produkt der entsprechenden Laurentschen Reihen
gehoren. £(z, y) hat dann und nur dann eine beschrinkte Reziproke,
wenn f(2) #= 0 fir || = 1, und die Reziproke ist die zu (f(¢))=* ge-
horige L-Form. Die zu f(2) — v gehorige L-Form £(z, y) — v&(x, y)
hat also eine beschrinkte Reziproke, wenn f(2) == » fiir |2| = 1; die
Gesamtheit der Werte v, die f(#) fiir |¢| = 1 annimmt, ist daher in
sinngemiBer Ubertragung der Definitionen von Nr.43a als Spektrum
von £ zu bezeichnen.

Ist ¢,=c_, und sind alle ¢, reell, also &(z, z) eine reelle quadratische

Form, so ist f(2) = ¢, + e, (s 4 2~ fiir |z =1 reell und das
n=1

Spekirum von L(z, x) genau tm Sinme von Nr. 43a ist durch die Ge-
samtheit der reellen Werte von

(22) o =T1()=¢ + 2;”‘0” cos ne 0<Le<L27)

gegeben. Die Cauchysche Integraldarstellung der Koeffizienten von
(21a) bzw. die Fouriersche derer von (22) gibt unmittelbar nicht nur
die Hilbertsche Integraldarstellung von &(z, ), sondern auch die Zer-
spaltung des Spektrums in einfach zihlende Bestandteile; denn sie liefert

T
(22a) cq_p=71t-ff(e"“) {cospa cosgo -} sinpe singe)de
0

562) O. Toeplitz, Gott. Nachr, 1907, p. 110—115 und Math. Ann. 70 (1911),
p. 851—3876. — DaB hier der Index der Variablen von — 00 bis 4 oo lduft, kommt
gegeniiber den vorher gegebenen Erklirungen nur auf eine unwesentliche Um-
ordnung der Variablen hinaus; vgl. Math. Ann. 70, p. 354, Fubn.
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und der Vergleich mit (15) nach Einfithrung von ¢ = f(¢?) als Inte-
grationsverinderlicher ergibt: Das Spektrum von L (x, x) besteht aus
den Intervallen der reellen o-Achse, auf die (22) den FEinheitskreis ab-
bildet, jedes Teilintervall mit der Vielfachheit gerechnet, in der es durch
die Abbildung geliefert wird; die Basisfunktionen sind die Inversen
d(9) der Funktionen (22) in ihren Monotonititsintervallen, die zu-
gehorigen orthogonalen Differentialformen haben die Koeffizienten
cosp6(g)dae(o) und sinpa(o)dae(o).

Nach (22), (22a) kann man auch zu jeder nur als Funktion der
reellen Verinderlichen ¢ im Intervall (0, =) gegebenen stetigen oder
abteilungsweise stetigen Funktion ¢ () eine L-Form bilden. 0. Toeplitz
hat gezeigt, daB auch diese beschrinkt ist, wenn @ (o) beschrinkt ist
und daB ihr Spektrum aus dem Wertvorrat von @(¢) besteht.’®)

Fir nichtsymmetrische L-Formen hat O. Toeplitz°%%) das Problem
der Ahnlichkeit in Angriff genommen (vgl. Nr. 41, (3)), d. h. die Frage,
wann es zu &, I eine beschrinkte Matrix 1l mit beschrinkter Rezi-
proken gibt, so daB N-!8U — I ist; notwendige Bedingung ist die
Ubereinstimmung der Spektren.

Verallgemeinerungen der L-Formen haben M. Born und Th. v. Kdr-
mdn®*) gelegentlich physikalischer Anwendungen verwendet; sie ent-
stehen, wenn man als Verinderliche » Reihen von mit je » Indizes
versehenen Grofen annimmt und eine quadratische Form von ihnen
bildet, deren Koeffizienten nur von den Differenzen entsprechender

Indizes der auftretenden Veranderlichen abhiingen — fiir » = 2 also
+o
e a%:{_cfla,q—ﬂ%qxaﬁ + cgla,q-ﬁqu?/aﬁ + Cz(aa-)—a,q—ﬂ?/pq?/aﬂ}‘

44. Eigentlich singulire Integralgleichungen zweiter Art mit
symmetrischem Kern. Wird der reelle symmetrische Kern einer Inte-
gralgleichung 2. Art so stark singulir, daB die Sitze der Eigenwert-

563) O. Toeplitz®®®), 'Nr. 4; diese (nichtreguliren) L-Formen konnen also
auch ein aus Punkten oder getrennten Stiicken bestehendes Spektrum haben.
Weiterhin stellt Toeplitz [*°°), Nr. 5; Math. Ann. 705%), § 3, 5] Determinanten-
kriterien dafiir auf, daB @(s) durchweg nicht negativ ist, sowie allgemeiner
solche fiir die Gesamtlinge der Intervalle, in denen ¢()>0. Wegen der Be-
ziehungen dieser Sitze zu C.Carathéodorys Untersuchungen iiber Potenzreihen
mit positivem reellen Teil vgl. O. Toeplitz, Palermo Rend. 32 (1911), p. 191—192
sowie F. Riesz, Literatur A 8, p. 1781f,

564) M. Born und Th. v. Kdrmdn, Phys. Ztschr. 13 (1912), p. 297—309;
14 (1913), p. 16—19, 65—171; M. Born, Ann. d. Phys. (4) 44 (1914), p. 606—642. —
Uber die weitere Literatur und die zahlreichen in der Theorie der Kristallgitter

betrachteten Formen dieser und verwandter Arten vgl. Encykl. V 25, M. Born,
insbes. Nr. 18, 19.

Encyklop. d. math, Wissensch. II 3. 104
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theorie (Nr. 30—35) nicht mehr gelten, so heiBe sie im Gegensatz
zu den in Nr. 36a behandelten uneigentlich singuliren Integralglei-
chungen eigentlich singuldr (vgl. Nr. 21 fiir die Auflsungstheorie);
alsdann kann unter passenden Voraussetzungen durch Ubertragung der
Resultate von Nr. 43 eine modifizierte Eigenwerttheorie hergeleitet
werden, die neben die diskontinuierlich verteilten Eigenwerte ein Kon-
tinuum von Ausnahmestellen, neben die Reihenentwicklungen Infegral-
darstellungen treten 1Bt (vgl. %), Ende).

a) Beschrinkte Kerne. Nachdem E. Hilb%%) und etwa gleich-
zeitig H. Weyl®®) im AnschluB an D. Hilberts 4. Mitteil.%®!) gewisse
besondere Klassen eigentlich singuldrer Integralgleichungen nach ver-
schiedenen, auch allgemeinerer Anwendung fihigen Methoden behan-
delt hatten, hat H. Weyl5) die vollstindige Ubertragung der Hilbert-
schen und Hellingerschen Sitze (Nr.43a,b) auf Integralgleichungen
im einzelnen durchgefiihrt. Er bezeichnet als symmetrische beschrinkte
Kerne k(s, t), solehe, die im Definitionsquadrat a <5, ¢ < b mit Aus-
nahme endlichvieler Punkte und endlichvieler monotoner stetiger

Kurvenstiicke stetig sind, fir die ferner_ / ‘k(s, t)dt = (k(s))* mit Aus-
a

nahme hochstens abzihlbar unendlichvieler, hochstens eine Héufungs-
stelle besitzender Stellen existiert und eine sonst tiberall stetige Funk-
tion darstellt, und fiir die endlich das Doppelintegral

1) [ kG, tyus)u(t) dsat| < m

ist fiir alle Funktionen u(s), fiir welche

b b
(1a) Su@ras <1 wd [Ik@s)u(s) ds
konvergiert. Weyl fiihrt nun das Hilbertsche Ubergangsverfahren von

5656) E. Hilb, Math. Ann. 66 (1908), p. 1—66 = Habil.-Schrift Erlangen;
die von ihm behandelten Integralgleichungen geht¢ren zu Randwertaufgaben von
Differentialgleichungen 2. Ordn. fiir an singulire Stellen heranreichende Inter-
valle und werden durch Grenziibergang aus den bekannten Sitzen iiber appro-
ximierende regulire Intervalle behandelt.

566) H. Weyl, Singulire Integralgleichungen mit besonderer Beriicksichti-
gung des Fourierschen Integraltheorems, Dissertation Gottingen 1908, 86 S.,
insbes. 2. Abschn.; behandelt werden Kerne, die den Hilbertschen Beispielen
Nr. 48, (14a) fiir Formen mit einfachem Spektrum entsprechen.

567) H. Weyl, Math. Ann. 66 (1908), p. 273—324. In der Form weicht die
Darstellung des Textes insofern unwesentlich von Weyl ab, als ein endliches
Integrationsintervall (a, b) statt des unendlichen (0, 00) verwendet wird.
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Integralgleichungen zu Formen unendlichvieler Verinderlichen (s.Nr.186
und 40e) fiir den vorliegenden Fall durch, indem er ein ,passendes
vollstiindiges Orthogonalsystem konstruiert, bei dessen Anwendung die
beim Ubergang durchzufiihrenden Integrations- und Summationspro-
zesse konvergieren. Die quadratische Integralform (1) wird dann in
eine beschrinkie quadratische Form der Fourierkoeffizienten von u(s)
transformiert, und die S#tze von Nr.43a, b ergeben inshesondere fol-
gende Resultate:
1. Die homogene Integralgleichung

() 9(8) — Ao f1(s, ) po(8) At = 0

hat fiir hochstens abzihlbar unendlichviele (aber mé&glicherweise auch
im Endlichen sich héufende) reelle Stellen 4,, die Stellen des Punkt-
spektrums®®) von k (s, ), eine samt ihrem Quadrat integrierbare Losung.

2. Charakteristisch dafiir, daB ein reelles i-Intervall 4 dem
Streckenspekirum®®) von k(s,t) angehort, ist die Existens einer Funk-
tion @(s, ), die als Funktion von i1 in keinem Teilintervall von A4
identisch fiir alle s (¢ < s < b) konstant ist, die ferner fiir alle 1 in 4
die Gleichung

3 b
3) (s, 1) —[ 4d, [k(s, 1) D, 1) dt — 0
2 a

erfillt, und die endlich ein konvergentes und in 4 stetiges Quadrat-
integral

(3a) J(@6, b)rds = a,()

besitzt; die Differentiale d,®(s, 1) konnen symbolisch als ,Differen-
tiallosungen“ der Gleichungen (2) bezeichnet werden. Man kann ein
vollstindiges System hochstens abzihlbar vieler solcher Losungen
@(s, 1) mit den durch (3a) zugeordneten ,Basisfunktionen® o{®(1)
angeben, die das gesamte Streckenspektrum charakterisieren.5?)

3. Jeder nicht identisch verschwindende reelle symmetrische Kern
besitzt mindestens Punkt- oder Streckenspektrum. Ist fiir eine beliebige
quadratisch integrierbare Funktion ¢(%)

(4a) fs) =[k(s, g 8) e,

568) Die Zahlenwerte des Punkt- und Streckenspektrums sind hier die
reziproken der bei der quadratischen Form entsprechend bezeichneten — gemi8
der in der Theorie der Integralgleichungen iiblichen Bezeichnungsweise [vgl. 534)].

569) P. Nalli, Palermo Rend. 46 (1922), p. 49—90 hat dies von Integralen
auf allgemeine lineare symmetrische Funktionaloperationen iibertragen.

104*
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so ist mit Hilfe des vollstindigen Systems der Losungen von (2) und
(3) die Entwicklung méglich,

@ fi& =2

(e)

+ oo

) b
4,8 (s, 1) d; [t 2) F(B) dt

9.9 [ 19 (a1 + / PR

In dieser Formel liegt eine weitgehende Verallgemeinerung der
Form des Fourierschen Integraltheorems vor. Hat speziell k(s, £) nur
ein einfaches Streckenspektrum 3N, ist ferner |6,(1)| gleich dem
linearen Inhalt des zwischen O und 4 gelegenen Spektrums, und hat
endlich @(s, 1) die stetige Ableitung @(s, 1) nach 1, so vereinfacht
sich (4) in

@) £(s) =®f 9 (s, 4) [ (t, 1)) dtda,

wofern das innere Integral gleichmiBig in der Umgebung jeder Stelle
A des Spektrums M konvergiert 5)

An Stelle des Hilbertschen Verfahrens kann auch hier der Fischer-
Riesssche Satz wie in Nr.15d den Ubergang zu den beschrinkten
quadratischen Formen vermitteln.5™)

Endlich sei bemerkt, daB die gleichen Erscheinungen des Strecken-
spektrums auch bei den von P. Nailli®®) mehrfach behandelten Inte-
gralgleichungen der Form

(s) — 1{k(s) p(s) + [ k(s, hp(t) dt} = O

mit stetigem k(s) und k(s, ¢) auftreten, da hier das Integral zwar einer
vollstetigen, der ganze Faktor von 1 aber einer durch Addition einer
Diagonalform daraus entstehenden beschrinkten quadratischen Form
entspricht.

b) Besondere beschrinkte Kerne sind in erster Linie bei
Anwendungen auf singulire Randwertaufgaben mehrfach behandelt

570) H. Weyl5"), p. 300f. sowie °¢), Weiteres iiber diesen Sonderfall bei
M. Plancherel, Palermo Rend. 30 (1910), p. 289—335; J. Hyslop, Proc. Cambridge
Phil. Soc. 22 (1924), p. 169—185 behandelt ihn entsprechend der Darstellung von
H. Hahn®%°) mit Lebesgueschen Integralen.

571) M. Plancherel, Riv. fis. mat. 10 (1909), p. 37—53 [insbes. fir den Fall
von 57%] sowie Math. Ann. 67 (1909), p. 515—518 [auch fiir nicht beschrinkte
Kerne wie in *1%)].

572) P. Nalli, Rom Acc. Linc. Rend. (5) 27, (1918), p. 118—123, 159—163,
192196, 260263, 316—322; 28, (1919), p. 200—204; Ann. di Mat. (3) 28
(1919), p. 235—261; Palermo Rend. 43 (1919), p. 105—124.
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worden.’”®) Weiterhin haben verschiedene Autoren Integralgleichungen
fiir ein unendliches Intervall mit Kernen, die sich aus Exponential-
funktionen zusammensetzen, in ihrem Zusammenhang mit Fourierschen
und anderen Reihen- und Integraldarstellungen untersucht.5™)

¢) Nichtbeschrinkte Kerne hat in systematischer Weise
T. Carleman®®) nach Methoden behandelt, die den in Nr. 43¢, 3 be-
sprochenen prinzipiell parallel laufen; seine Voraussetzungen iiber die
zugelassenen Kerne kommen im wesentlichen darauf hinaus, daf fir
jedes d > O aus (a, b) endlichviele Intervalle der Linge o so heraus-
gehoben werden konnen, daB das wie in a) definierte k(s) in dem
Rest quadratisch integrierbar ist. Er approximiert k(s, £) durch einen
reguliren Kern und erhdlt durch ein Auswahlverfahren eine (im all-
gemeinen nicht eindeutig bestimmte) Spektraldarstellung durch Inte-
grale. In besonderen Fillen (entsprechend dem Fall der Bestimmt-
heit beim Momentenproblem) ergibt sich auch eine eindeutig be-
stimmte Integraldarstellung; insbesondere ist das dann der Fall, wenn
die homogene Integralgleichung fiir ein (und damit fiir jedes) nicht-
reelle 1 keine nicht identisch verschwindende Losung mit absolut
integrierbarem Quadrat besitzt.

45. Der allgemeine Standpunkt der Funktionaloperationen.

a) Die Algebra der Funktionaloperationen szeigt ihre
stirkste Wirkung in der Elementarteilertheorie. Die Darstellung und
Gruppierung von Nr. 39 (vgl. insbes. %)) ist entsprechend der von
S. Pincherle ausgehenden Ideenrichtung so angelegt, daB der allge-
meine formale Gedanke, insbesondere die Betonung der invarianten
Systeme, unmittelbar hervortritt.

b) Der formal-abstrakte Standpunkt (general analysis).
Das in Nr.24c iiber E. H Moore und seine Schiller Gesagte tiber-
trigt sich unmittelbar auf die Eigenwerttheorie. Die Gesamtheit It

578) Von diesen Untersuchungen seien hier nur die selbstiindige Methoden
enthaltenden Arbeiten erwithnt: E. Hilb °%%) sowie Erlanger Ber. 43 (1911), p.68—171;
Math. Ann. 76 (1915), p. 333—3839 und H. Weyl, Gott. Nachr. 1909, p. 37—63;
1910, p. 442—467; Math. Ann. 68 (1910), p. 220—269.

574) H. Weyl®%), Abschn. 3; %7, Teil 2; G. H. Hardy, London Math. Soc,
Proc. (2) 7 (1909), p. 446—472; E. Picard, Paris C. R. 151 (1910), p. 606—610;
1562 (1911), p. 61—63; Ann. Kc. Norm. (3) 28 (1911), p. 318 —324; J. Droste,
Amsterd. Akad. Wet. Versl. 20, (1911), p. 396 —399; F. S. Zarlatti, Paris C. R.
167 (1918), p. 198—201; Battagl. Giorn. 52 (1914), p. 187—203; E. Goursat, Paris
C. R. 157 (1913), p. 843—846; J. Hyslop 7).

576) T. Carleman, Paris C. R. 171 (1920), p. 383—386; Sur les équations
intégrales singuliéres 4 poyau réel et symétrique, Uppsala univers. arsskrift,
1923, 228 S.
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der betrachteten Stellen (Funktionen) z(s) muB hier auBer den Eigen-
schaften L, C, D, D, noch die Realititseigenschaft R haben, die Opera-
tion J auBer L, M noch die Eigenschaften P, P, H, die alle schon in
Nr. 24 ¢ formuliert waren; alsdann gelten die Schliisse von E. Schmidts
Eigenwerttheorie*!) (vgl. Nr. 30—34).

Der bedingte Nutzen dieses Ergebnisses ist hier noch klarer fest-
zustellen als in Nr. 24c. Denn hier bei den reellen symmetrischen
Kernen und den reellen quadratischen Formen liegen die axiomati-
schen Verhiltnisse weit einfacher als in der Auflosungstheorie. Wenn
in > kp,%,y, die y,= =z, gesetzt werden, so daB eine quadratische
Form daraus wird, fallen die Moglichkeiten allgemeinerer Konvergenz-
bedingungen (vgl. Nr. 20d) fort: die beiden zueinander dualen Aich-
korper D und 4 kénnen nimlich offenbar nur dann miteinander
identisch sein, wenn sie beide in die Einheitskugel iibergehen; der
Hilbertsche Raum ist also der einzige, der fiir die Eigenwerttheorie
reeller, symmetrischer Formen in Betracht kommt. Und hier ist nun
der Unterschied von Tatsachen und Methoden evident: die &uBersten
Tatsachen, die hier gelten, sind die in Nr. 40 geschilderten der voll-
stetigen quadratischen Formen; die Vollstetigkeit erscheint als das
notwendige und hinreichende Axiom fiir die Giiltigkeit dieser Tatsachen.

Die Methode von Nr. 33 a dagegen ist an das Vorhandensein der Spuren
b

f k™ (s,s)ds wenigstens von einer bestimmten an gebunden, ohne diese
a

gar nicht ansetzbar und kann also nie die Tatsachen in ihrem vollen
Wirkungsbereich liefern. Keine ,Generalisation” dieser Methode, die
an ihrem Grundgeriist festhilt, kann also daran etwas Zndern.

Anders ist der Sachverhalt in der Elementarteilertheorie. Hier
sind in Wahrheit weder Methode noch Tatsache vorhanden, die einen
ghnlichen Anspruch wie die der Eigenwerttheorie erheben konnten.
Fiir die Schule von E. H. Moore fehlte darum hier jeder Ansatzpunkt.
Fiir den Standpunkt von Nr.20d, der nach Aufhebung der Sym-
metrieforderung wieder in sein volles Recht tritt, bleibt wenigstens
der Ansatzpunkt offen, wie er am Ende von Nr. 41 und von Nr. 42
niher gekennzeichnet worden ist.

¢) Die methodische Auswirkung der Theorie. Die Grenzen,
die den in der Integralgleichungslehre enthaltenen Methoden gezogen
sind, sind soeben und am Ende von Nr. 24c genau aufgewiesen
worden; zugleich hat sich ergeben, daf die Bereitschaft, den Funk-
tionenraum je nach den vorliegenden Problemen abzustecken, wesent-
lich ist, um die vorhandenen Methoden fruchtbar zu erhalten. Eine
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Reihe von neueren Untersuchungen scheint die Richtung anzudeuten,
in der eine solche Fortwirkung der Theorie zu erhoffen ist.

Die Arbeiten von W. Ritz%%) mit ihrem ausgesprochenen nume-
rischen Erfolge zeigen das Muster eines Operierens mit dem alge-
braischen Gehalt der Integralgleichungstheorie ohne das Substrat der-
selben, d. h. ohne daB die Differentialgleichungen, die zu lésen sind,
erst in Integralgleichungen umgeformt werden. Einige Arbeiten von
L. Lichtenstein®") haben diesen Weg mit etwas verinderten Mitteln und
mehr theoretischer Zielsetzung fortgesetzt; hier wird direkt vom Rand-
wertproblem ohne den klassischen Umweg fiber die Integralgleichungen
zu einem Problem der unendlichvielen Veréinderlichen iibergegangen,
wobei das Koordinatensystem (d. h. das Orthogonalsystem, nach dem
entwickelt wird) dem Problem angepaBt wird. R. Courant®®) hat ge-
zeigt, wie man seine Weiterbildung der Hilberfschen Methode des
Dirichletschen Prinzips (vgl. Nr. 32d) und das an den Integralglei-
chungen erprobte Operieren mit Funktionenfolgen (vgl. etwa Nr. 33 d,
Ende) nicht nur zu Existenzbeweisen, sondern auch zu einer voll-
stindigen Durchfiihrung von Randwertaufgaben der verschiedensten Art
anwenden kann, ohne den Ubergang zu einem der Aufgabe fremden
Gebiet (Integralgleichungen oder unendlichviele Unbekannte) zwischen-
zuschalten.

576) W. Ritz'*%), vgl. M. Plancherel, Paris C. R. 169 (1919), p. 1152—1155;
Darb. Bull. (2) 47 (1923), p. 376—383, 397—412; (2) 48 (1924), p. 12—48, 58—80,
93—109. )

577) L. Lichtenstein'**) sowie Paris C. R. 157 (1913), p. 629 —632, 1508—
1511; J. f. Math. 146 (1914), p. 24—85; Prace mat.-fis. 26 (1914), p. 219—262;
#6%); Acta math. 40 (1915), p. 1—34; Math, Ztschr. 3 (1919), p. 127—160; Rospr.
Wydz. mat.fis., Polst. Akad. Umsej 59 A (1919), p. 719—89; H. Geiringer, Math.
Ztschr. 12 (1922), p. 1—17.

578) R. Courant?383)3758)403) 4224230y 44y (35tf. Nachr. 1923, p. 81—84 sowie
Courant- Hilbert, Literatur A 11, Kap. VI,
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Scarpis, U. 1357

Schachenmeier, R. 1432

Schlesinger, L. 1478

Schmidt, E. insbes. Nr. 7,
8, 10a, 10b,1, 12¢c,
13, 19, 24c, 24d,4,

25b, 29, 3034, 36,
45, sowie 1573. 1576
Schoenflies, A. 1338
Schreier, 0. 1548
Schiirer, F. 1466. 1479.
1481
Schur, J. 1357. 1385. 1381.
1423, 1425. 1426. 1428.
1438, 1508. 1510. 1515.
1524. 1533. 1534. 1535.
15538. 1562, sowie Nr 39
Schwarz, H. A. 1352. 1354,
1513; —sche Unglei-
chung 1366. 1896. 1434
Seely, C. E. 1550
Seidel, Ph. L. 1502
Severini, C. 1456. 1483.
1493
Sharpe, F. R. 1357
Silla, L. 1456. 1457
Simon, W. G. 1477
Sinigallia, L. 1390. 1492.
1494, 1495, 1497
Sommerfeld, A.1528.15630.
1534
Soula, J. 1493
Stackel, P. 1445
Steinhaus, H. 1469
Steinitz, E. 1433
Stekloff, W. 1361. 1458.
1516
Sternberg, W. 1477. 1494
Stieltjes, T.J. 1370. 1457,
sowie Nr.43,insbes. 43 ¢
Stourgeon, E. le 1500
Sturm, Ch. 1343
Sylvester, J. J. 1356
Szasz, 0. 1857. 1421. 1423.
1522
Szegt, G. 1442

T

Tah Hu, M. 1478
Takenaka, S. 1458
Tedone, O. 1465
Thomsen, W. 1346
Tino, O. 1542, 1551
Titchmarch, E. C. 1453
Tocchi, L. 1374
Toeplitz, 0. 1339. 1391.
1402. 1404, 1433. 14381,
1441, 1445, 1450. 1499.
1523. 1524, 1550. 1563.
1573. 1575, sowie Nr.
18, 20e, 43
Tonelli, L. 1357. 1500
Tricomi, F. 1456. 1501f.

U
Usai, (. 14566



v

Valcoviei, V. 1464

Vallée-Poussin, Ch. J. de
la 1368. 1388

Vergerio, A. 1383. 1456.
1478. 1483. 1493. 1495.
1515. 1538

Vessiot, E. 1468. 1490

Villat, H. 1452. 1455

Viterbi, A. 1460. 1483

Vivanti, G. 1338. 1375.
1418. 1542

Volterra, V. 1338, 1339,
1344. 1349. 1350. 1389.
1390. 1483. 1478, sowie
Nr. 28, 26—28

Namenverzeichnis

“7
Walsh, J. L. 1444
Walther, A. 1480
Watanabe, M. 1461
Watson, G. N. 1339
Weatherburn, C. E. 1390,
1457
Weber, H. 1518
WeierstraB, K. 1544. 1656
Weitzenbock, R. 1536
Wells, M. E. 1475
Westfall, W. D. A. 1499
Weyl, H. 1425. 1426.1450.
1454. 1512. 15341, 1548,
15562. 1579 1581, 1589,
sowie Nr.35 und 44
Weyr, E. 1548
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Whittacker, E. T. 1339.
1465. 1502

Wiarda, G. 1456

Wiener, F. 1426

Wiener, N. 1399

Wintner, A. 1444f. 1477.
1482

Wirtinger, W. 1857. 1577

Y
Young, W. H. 1462. 1510.
1531
Z

Zaremba, S. 1361. 1516
Zarlatti, F. S. 1595
Zeilon, N. 1497



Register.)

Die Stichworte des Registers sind durch gesperrten Druck hervorgehoben, die
Wiederholung der Stichworte ist durch eimen Bindestrich angedeutet. Die Zahlen
bezieben sich auf die Seiten des Buches, die groferen auf den Text, die kleineren

auf die FuBnoten.

Die alphabetische Anordnung ist in bezug auf Haupt- und

Eigenschaftsworte soweit als moglich eingehalten. Worte aus fremden Sprachen
werden im allgemeinen nur dann aufgefiibrt, wenn nicht die wortliche Uber-
getzung in deutscher Sprache an sich vorkommt.

A

Abelsche Integralgleichung
1464 f.; —r Kern 1456.

Abgeschlossene vollstetige quadra-
tische Form 1559.

Abgeschlossener Kern 1507, 1513,
1594/25, 1527.

Abschnitte einer Bilinearform 1400,
1424,

Abschnittsmethode bei der Auf-
16sung linearer Gleichungen mit un-
endlichvielen Unbekannten 1414, 1432,

AbspaltungsverfahreninderTheorie
der unendlichen Determinanten 1421

— zur L&sung von Funktionalglei-
chungen 1467; — — von beschrinkten
Gleichungssystemen 1432, 1502, — von
Dixonschen Gleichungssystemen 1443,
— — von vollstetigen Gleichungs-
systemen 1412/3, 1447f, 1u8, 1502;
— — von Integralgleichungen 1377,
1888, 1501.

Adjungierte Eigenfunktionen eines
unsymmetrischen Kernes 1493, 1533,
1544,

Ahnliche Bilinearformen, Problem der
Ahnlichkeit 1565, 15671, 1591,

Aquivalenzbegriff fir Fourierreihen
1369; — fiir vollstindige Orthogonal-
systeme 1393 ff.

Aquivalenzen; als — aufzufassende
Gleichungen 1581.

1350,

Affine Transformation im Raume von
unendlichvielen Veréinderlichen 1438.

Aichkorper, konvexer 1446.

Allgemeiner Kern 1513, 1525, 1527.

Alternativsatz bei Integralgleichun-
gen 1376, 1409; — bei vollstetigen
Gleichungssystemen 1409 f.

Alternierende Form 1561; —r Kern
1535.

Analytische Funktionen von un-
endlichvielen Ver#inderlichen 1482,
1484, 1499,

Anndherungen, Methode der sukzes-
siven — 8. Approximation, sukzes-
sive.

Approximation von Eigenfunktionen
und Eigenwerten 1519, 1520; sukzes-
sive—beilinearenIntegralgleichungen
und linearen Gleichungssystemen 1348,
1461, sonst durchweg bezeichnet als
Entwicklung nach Iterierten, s. unter
Tterierte; — — bei nichtlinearen Inte-
gralgleichungen 1483; — — bei nicht-
linearen Integrodifferentialgleichungen
1496.

Assoziierte Kerne 1383, 1508.

AsymptotischeDimensionenzahl1520;
—g Verhalten der Eigenwerte und
Eigenfunktionen 1506, 1529, 1530,
1550, 1552.

AuswahlverfahrenvonHilbert1405ff;
1448, 1519, 1579, 1588.

1) Auszug aus dem von E. Hilb zusammengestellten Register zu Band II,

3. Teil der Encyklopidie.



Bandenspektrum — D

B

Bandenspektrum 1577,

Basis eines linearen Vektorgebildes
1437,

Basisfunk tion einer Differentiallosung
1593; — eines orthogonalen Systems
von Differentialformen 1585; geord-
netes System von —en 1585.

Belastete Integralgleichung 1389, 1474,
1532.

Bernoullische Methode, angewandt
auf Eigenwertbestimmung 1518, 1514.

Beschrinkte Bilinearformen s. d.; —
Kerne 1592.

Besselsche ldentitit 1436; — Unglei-
chung fiir Funktionen 1366, 1505; —
— fiir Vektoren im Hilbertschen Raum
1436, 1555.

BilineareIntegralform, diezaeinem
symmetrischen Kern gehdrt 1510.

Bilinearform, beschrinkte, von
unendlichvielenVerinderlichen
1403, 1423, 1424, 1435; Abschnitt einer
— 1400; notwendige, bzw. hinreichende
Bedingung fiir Beschriinktheit einer —
1426, besondere — --en 1426, 1590;
Faltung zweier —r —en 1427, Fal-
tungssitze von Hilbert fiir — —en
1427, 1428; komplexe — —en 1428,
1433; Konvergenz der ——n —en 1424,
1438; nicht absolut konvergente —
—en 1425; L-Formen s. unter Formen;
Resolvente einer — 1428/9, 1429; Re-
ziproke einer —n — s. Reziproke;
Schranke einer —n — 1424; stetige
—en statt vollstetige —en 1400; Stetig-
keit einer —n — 1425; symmetrische
—, die zu einer quadratischen Form
gehort 1576; symmetrisierbare — —en
mit Streckenspektren 1567; Hellingers
Zerspaltungsformel fiir beschrinkte
quadratische Formen tbertragen auf
symmetrigierbare — —en 1585; Trans-
ponierte einer —n — 1424.

Bilinearform, vollstetige, von un-
endlichvielen Verénderlichen
1400ff.; alternierende — - 1561;
vollstetige —en sind beschrinkt 1403;
besondere — —en, die sich wie qua-
dratische Formen verhalten 1561ff;
Definition der Vollstetigkeit bei —en
1400, Definition der Vollstetigkeit nach
Hilbert 1401; nach F. Riesz 1405, De-
finition der Vollstetigkeit unter Zu-

1603

grundelegung eines beliebigen kon-
vexen Aichkorpers 1448, Koeffizienten-
bedingungen fiir Vollstetigkeit 1402;
Eigenfunktionen, Eigenwerte, Haupt-
funktionen einer —n — 1574; — —en
ohne Eigenwert 1574 ; Elementarteiler-
theorie der —n —en 1574 f.; Entwick-
lungssatz (Analogon zur Weierstraf-
schen oder einer #hnlichen Normal-
form) bei —n —en 1574; Faltung —r
—en 1403f., 1405, 1437; Hermitesche
— — 1561; normale — —en 1562,
unitdre Transformation normaler —r
—en auf die kanonische Gestalt 1563,
Wertevorrat normaler —r —en 1563;
notwendige, bzw. hinreichende Be-
dingungen fiir die Vollstetigkeit von
—en 1402; Rang, endlicher einer —n
— 1412; Resolvente einer —n — 1410,
1432, 1574; symmetrische —, die zu
einer vollstetigen quadratischen Form
gehort 1553; symmetrisierbare —
— en15631f, algebraisches Analogon zu
den symmetrisierbaren —en 1564ff.,
Ahnlichkeitsproblem fiir symmetrisier-
bare — —en 1571, Analogie zu den
Integralgleichungen mit symmetrisier-
barem Kerne 1566, 1567, 1570, ana-
loges Problem zum Entwicklungssatz
bei Integralgleichungen 1566, 1571,
Hindernisse fiir die Ausdehnung des
Entwicklungssatzes auf beliebige sym-
metrisierbare — —en 15711ff., eigent-
lich links (rechts) symmetrisierbare
—en 1566, symmetrisierbare —en,
welche den Hilbertschen polaren Inte-
gralgleichungen entsprechen 1567,
symmetrisierbare —en, welche den
Pellschen symmetrisierbaren Kernen
entsprechen 1570f.
Biorthogonales System von Haupt-
funktionen 1542, 1547; volles — Sy-
stem der Hauptfunktionen 1549.

C
C, closure property in der general ana-
lysis 1473,
Charakteristische Gleichung einer
Volterraschen Integralgleichung 1461.
Closure property s. unter C.

D

D, D,, erste bzw. zweite Dominanten-
eigenschaftin der generalanalysis 1474 .



1604
Defekt eines Kernes 1873, 1873, 1376,
1378; — eines vollstetigen Gleichungs-

systemes 1411.

Determinante, Fredholmsche —
1370, Minoren der —n — 1370f,, 1372,
1374, Multiplikationstheorem fiir —
—n 1874; — -— als ganze transzen-
dente Funktionen 1376, 1385, 1551;
— — der Summe orthogonaler Kerne
1547; — — der Summe beliebiger
Kerne 1541; Sylvesterscher Determi-
nantensatz fiir — — 1374; Geschlecht
der —n —n 1518,1551f.; Hadamard-
scher Determinantensatz 1356,
1365¢., 1366, 1871, 1421, 1423; determi-
nantenfreie Sitze bei Integral-
gleichungen und linearen Gleichungs-
systemen 1376, 1412/3, 1444, 1448/9;
unendliche —n 1347, 1356, 1417
1423, 1477, absolut konvergente — ~—n
1419/21, — —n in der Eigenwert-
theorie besonderer Klassen vollstetiger
quadratischer Formen 1559, genre von
—n --n 1418/9, kubische und mehr-
dimensionale — -—n 1423, Minoren
absolut konvergenter —n 1420, Mi-
noren von Normaldeterminanten 1418,
Normaldeterminanten 1415, 1417, 1423,
1449, 1482, Hadamardscher und Syl-
vesterscher Satz fiir Normaldetermi-
nanten 1423, Reziproke einer Normal-
determinante 1415, normaloide — 1418
summierbare — 1422,

Diagonalform, beschrinkte 1426; —
als Normalform vollstetiger quadrati-
scher Formen s. d.

Differential-Differenzengleichungen
1480 f.

Differentialformen s. quadratische
Formen.

Differentialgleichungen,
tionale 1480f., 1500.

Differentialgleichungen,gewdhn-
liche unendlichhoher Ordnung 14781,
Systeme unendlichvieler linearer und
nichtlinearer — 1477.

Differentiallésungen bei eigentlich
singuléiren Integralgleichungen zweiter

funk-

Art 1593, — bei quadratischen Formen |

1581.
Dimensionenzahl, asymptotische —
einer Funktionenfolge 1520.
Dirichletsches Prinzip 1518, 1556,
1597.

Defekt — Eigenwerttheorie

Diskontinuierliches Spektrum
1578.

Distributive Operation 1466.

Dominanteneigenschaften in der
general analysis 1474.

E

Ecart 1469

Eigenformenvollstetiger quadratischer
Formen 1559.

Eigenfunktionen symmetrischer
Kerne s. Eigenwerttheorie.

Eigenlésungen vollstetiger quadra-
tischer Formen 1559.

Eigenwerte einer Integralgleichung s.
Eigenwerttheorie; — einer vollste-
tigen quadratischen Form s. d.

Eigenwerttheorie (Eigenfunktionen
und Eigenwerte) bei Integralglei-
chungenmitsymmetrischenKer-
nen,algebraischer Grundgedanke 1341
bis 1342; Darstellung der — 1504 ff.;
Entstehung der — 1358 ff.; Abhiingig-
keit der Eigenwerte vom Integrations-
bereich 1528 ; Abhiingigkeit der Eigen-
werte vom Kerne 1529; Analogie der
— zum Hauptachsenproblem 1342,
1353, 1359, 1509, 1511/14, 1521, 1524f.,
1521; die fiir die Durchfiihrung der
Analogie notwendige Umgrenzung des
Funktionenbereiches fiir die Eigen-
funktionen 1364; Approximation (nu-
merische) von Eigenfunktionen und
Eigenwerten 1503, 1519, 1520; Axiome
fir den Aufbau der — 1390, 1472;
Eigenwerte und Eigenfunktio-
nen symmetrischer Kerne 1504 ff., der
assoziierten Kerne 1508, der iterierten
Kerne 1508; asymptotisches Verhalten
der Eigenfunktionen und Eigenwerte
1506, 1529, 1530; — fiir belastete
Integralgleichungen 1532; — fiir be-
sondere Kerne 1534, 1585; Exi-
stenzsatz fir die Eigenwerte von
Hilbert 1513, Beweise des Existenz-
satzes mittels des Dirichletschen Prin-
zips 1518 ff., funktionentheoretische
Beweise des Existenzsatzes 15161,
Beweis des Existenzsatzes durch Hil-
bert 1616, durch Schmidt 1513ff., Mo-
difikation des Schmidtschen Verfah-
rens 1515; Existenz vort hochstens ab-
zéthlbar unendlichvielen Eigenwerten



Eigenwerttheorie — Elementarteilertheorie

1506; Existenz endlichvieler Eigen-
werte bei Kernen endlichen Ranges
1518; Existenz unendlichvieler Eigen-
werte bei abgeschlossenen und allge-
meinen Kernen 1513; Grenzwertaus-
druck fiir den ersten Eigenwert und
die dazugehorigen Eigenfunktionen
1514, Grenzwertausdruck fiir die ho-
heren Eigenwerte und die dazuge-
horigen Eigenfunktionen 1515; Ent-
wicklungstheoreme nach Eigenfunk-
tionen s. Entwicklungstheoreme; Ex-
tremumseigenschaften der Eigen-
werte 15091ff., Charakterisierung des
kleinsten positiven Eigenwertes und
derdazugehorigen Eigenfunktion durch
Maximaleigenschaften der zum Kern
gehorigen quadratischen Integralform
1510f., rekursive Charakterisierung
der hoheren Eigenwerte und Eigen-
fanktionen durch Maximaleigenschaf-
ten der quadratischen Integralform
1511, independente Charakterisierung
der héheren Eigenwerte durch ein Ma-
ximum - Minimumproblem 1512, 1528,
1657; — fiir gemischte Integralglei-
chungen mit Symmetriebedingungen
1532; — fiir Integralgleichungen mit
mehrfachen Integralen 1532; Or-
thogonalitit der Eigenfunktionen
1506; Oszillationseigenschaften
der Eigenfunktionen 1509; — fiir po-
lare Integralgleichungen 15637; Rea-
litit der Eigenwerte 1505; — fiir
Systeme von Integralgleichungen
1532; — bei uneigentlich singu-
ldren symmetrischen Integralglei-
chungen 1531, 1561; — bei eigent-
lich singuléren symmetrischen In-
tegralgleichungen s. unter Integral-
gleichungen, lineare; der Eigenwert
unendlich und die zu ihm gehdori-
gen Eigenfunktionen 1365, 1507;
VielfachheiteinesEigenwertes1505;
vollstindiges mnormiertes Sy-
stem von Eigenfunktionen 1506; voll-
stindiges Eigenfunktionensystem eines
assoziierten Kernes 1508; Vollstindig-
keit des Eigenfunktionensystems, All-
gemeinheit des Kernes als notwendiges
und hinreichendes Kriterium fiir die
Vollstandigkeit 1527; — vollste-
tiger Integralgleichungen 1s61; Zu-
sammenhang der — mit der Theorie

Elementarteilertheorie,

1605

der vollstetigen quadratischen For-
men 1559 ff.

Eigenwerttheorie (Eigenwerte und

Eigenfunktionen) bei Integralglei-
chungen mit unsymmetrischen
Kernen 1543, 1544; adjungierte
Eigenfunktionen 1493, 1533, 1544, Zu-
riickfiihrung auf eine symmetrische
Integralgleichung mit doppeltem Inte-
grationsintervall 1534; — fiir alter-
nierende Kerne 1535 f.; asymptotisches
Verhalten der Eigenwerte 1546, 1550,
bei stetig differenzierbaren Kernen
1553; Beziehungen zwischen Eigenfunk-
tionen und Eigenwerten vertausch-
barer Kerne 1493; Eigenfunktionen un-
symmetrischer Kerne 1544; Eigen-
werte eines assoziierten Kernes 1550;
eigenwertlose Kerne 1552; Lage der
Eigenwerte in der Zahlenebene 1550;
Elementarteilertheorie der allge-
meinen unsymmetrischen Kerne1543 ff. ;
Entwicklungssiitze nach Hauptfunk-
tionen unsymmetrischer Kerne, Schwie-
rigkeiten bei ihrer Gewinnung 1552;
invariante Funktionensysteme
1545, Basis eines invarianten Funk-
tionensystems 1546; Hauptfunk-
tionen 1542, 15481, 15456; biortho-
gonale Normierung der Hauptfunk-
tionen 1547, Hochstzahl der zu einem
Eigenwert gehorigen Hauptfunktionen
1547; vollstindiges System der zu
einem Eigenwert gehérigen Haupt-
funktionen 1546, volles System der
Eigenwerte und Hauptfunktionen 1549,
volles (kanonisches) biorthogonales
System der Hauptfunktionen von (s, ¢
und %(¢, s) 1549; Methode der Partial-
bruchzerlegung der Resolvente 1548;
— fiir Hermitesche Kerne 1535f1.;
— fiir normale Kerne 1536, 1563;
Ubertragung der Sitze iiber Matrizen
mit lauter positiven Elementen auf
Integralgleichungen 1550; Zerlegung
eines Kernes in Summanden mit je
einem Eigenwert 1547f.

Einheitsmatrix, unendliche 1428.
Elementarteilerexponent 1548,

1549.

algebrai-
sche 1548, 1564; — und Algebra der
Funktionaloperationen 1548, 1595; —
allgemeiner unsymmetrischer Kerne
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1492, 1543 ff.; — vollstetiger Bilinear-
formen 1574.

Entwicklung nach Iterierten s.
Tterierte.

Entwicklungsstiitze bei Bilinear-
formen s. d.

Entwicklungstheoreme nach den

Eigenfunktionen linearer Inte-|

gralgleichungen 1364, 1521ff;
— nach adjungierten Eigenfunktionen
eines stefigen unsymmetrischen Ker-
nes 1533, — bei allgemeinem symme-
trischem Kern 1525; — fiir definite
symmetrische Kerne 1524; — mit
funktionentheoretischen Methoden be-
wiesen 1526; — vermittels der Haupt-
achsentheorie vollstetiger quadrati-
scher Formen bewiesen 1560; — fiir
die Iterierten stetiger symmetrischer
Kerne 1522; — fiir einen symmetri-
schen Kern 1521, 1528, 1660f., — fir
die zum symmetrischen Kern gehorige
quadratische Integralform 1362, 1509,
1625, 1560; —, Mercerscher Satz 1524,
1526, 1531, 1531, 1532, 1539; — nach
den Eigenfunktionen polarer Integral-
gleichungen 1587, 15638; — fiir quellen-
mibig darstellbare Funktionen 1364,
1525; — fiir die Resolvente 1523; —-
fiir die Spuren 1523, 1524; — bei un-
eigentlich singuliren symmetrischen
Integralgleichungen 1531, 1532, 15661;
— bei Integralgleichungen mit sym-
metrisierbaren Kernen im Hilbertschen
Falle 15388, im Kornschen Falle 1540,
im Pellschen Falle 1539, 1571, Fehlen
der — bei allgemeinen symmetrisier-
baren und unsymmetrischen Kernen
1542/3, 1552, Zusammenhang der —
bei symmetrisierbarem Kerne mit den
Entwicklungstheoremen bei symmetri-
sierbaren Bilinearformen 1566, 1571.

Equations aux dérivées fonctionelles
1500.

ExtremumseigenschaftenderEigen-
werte und Eigenfunktionen s. Eigen-
werttheorie und vollstetige quadra-
tische Formen.

F
Faltung s. Bilinearformen und quadra-
tische Formen.
Fernwirkung, Probleme der - - 149s.
Fischer-Rieszscher Satz 1365, 1397.

Entwicklung — Funktionaloperationen, lineare

Fonction, — fundamentale 1504; — de
lignes 1498, 1500.

Formen von unendlichvielen Ver-
dnderlichen, alternierende — 1561;
bilineare — s. Bilinearform; Her-
mitesche — 1561, Eigenwerte voll-
stetiger Hermitescher — 1562, unitire
Transformation vollstetiger Hermite-
scher — in die kanonische Gestalt
1562; J-— (Jacobische) 1586, be-
schriinkte J-—- haben einfaches Punkt-
spektrum und Streckenspektrum 1587,
Transformation einer beschrinkten
quadratischen Form in eine Summe
hochstens abzihlbar vieler beschrink-
ter J-— 1587, Zusammenhang der be-
schriinkten J-— mit der Kettenbruch-
theorie 1586/7, nichtbeschrinkte J-—
1588/9, Spektraldarstellung der nicht-
beschréinkten J-— 15689, Zusammen-
hang der nichtbeschriinkten J-— mit
der Kettenbruchtheorie 1588/9, mit
dem Momentenproblem 1589; zu J-
Form gehorige Gleichungssysteme
1586, 15689; L-— 1426, 1590, 1591;
Ahnlichkeitsproblem fiir nichtsymme-
trische L-— 1591, reelle quadratische
L-— 1590, Spektrum der L-— 1591,
regulize L-— 1590, Verallgemeine-
rungen der L-— 1591; quadratische
— 8. d.

Fouriersches Integraltheorem in
seiner Bedeutung fir Integralglei-
chungen 1. Art 1350, 1454; —, Ver-
allgemeinerung 1594.

Fredholmsche Aufldsungstheorie s.
unter Integralgleichungen, lineare;
— Determinante s. Determinanten.

Funktionalgleichungen, Existenz-
theorem fiir nichtlineare — 1500; li-
neare — 1467, besondere lineare -—
1476 ff., Behandlung linearer — nach
dem Muster der Integralgleichungs-
theorie 1470.

Funktionaloperationen, lineare
1466, 1498; Algebra der —m — 14686,
1548, 1596; — — im R, 1470; Dar-
stellung —r — nach Hadamard, Fré-
chet und F. Riesz 1469/70, Produkt
zweier —r — 1467; Verallgemeine-
rung der Theorie der eigentlich sin-
guléiren Integralgleichungen mit sym-
metrischem Kern auf symmetrische —

1598.



Funktionaloperationen, nichtlineare — Gleichungssysteme, lineare 1607

Funktionaloperationen, nichtli-|
neare 1498 ff., Approximation —r —
durch Polynome 1499, Ubertragung
der Grundbegriffe der Analysis auf —
— 1500.

Funktionalraum 1468, 14691

Funktionaltransformationen1466;
lineare — 1466, Invertierung linearer
— 1470f.; Umkehrung von allgemei-
nen — 1500; vollstetige — 1471, 1476

Funktionen von Funktionen (von Kur-
ven) 1498, 1500; quellenmiiBig dar-
stellbare — 1864; - unendlichvieler
reeller Veriinderlicher 1499; vollste-
tige — von unendlichvielen Veriinder-
lichen 1405, 1556.

Funktionenraum 1468, 1596; Trans-
formationsgruppen und ihre infinite-
simalen Transformationen in der Geo-
metrie des —s 1468.

Fnnktionensystem,biorthogonales —

s. d.; invariantes — eines unsymme-
trischen Kernes 1545/6; orthogonales
— 8. d.; polares — s. d.; unitiires —
1536.

G

General Analysis 14711, 1595f,; Kri-
tik der — 1476, 1596.

Genre bei unendlichen Determinanten
14189,

Geschlecht der Fredholmschen Deter-
minante 1518, 1551f.

Gleichgewichtsfiguren rotierender
Flissigkeiten 1496, 1535,

Gleichungssysteme, lineare mit
unendlichvielen Unbekannten,
Abschnittsmethode 1414; — mit abso-
lut konvergenter Zeilensumme der
Koeffizienten und beschriinkter Zeilen-
betragsumme bei beschriinkten Unbe-
kannten 1444; allgemeine Aufldsungs-
methoden in historischer Ubersicht
14141 ; allgemeinste — fiir Un-
bekannte von beschrinkter Qua-
dratsumme 1433; analytisch geome-
trische Grundlagen 1434, Schmidtsche
Auflosungsformeln 1439/41, Existenz
einer beschrinkten Reziproken 1442;
beschrinkte — fiir Unbekannte
von beschrinkter Quadrat-
summe 1416, 1423, 1429; Abspal-
tungsverfahren 1413, 1432, Abschnitts-
methode 1432, Losbarkeitskriterien,
notwendige und hinreichende 1430,

Encyklop. d. math, Wissensch. II 3.

1582, Losung durch die Hilbsche Reihe
1431, 1582, Losung vermittels der
Jacobischen Transformation1481,1508;
Dixons — fiir beschrinkte Un-
bekanntebeikonvergenter Kolonnen-
schrankensumme 1443/4, determinan-
tenfreie Sitze 1444, Losung von Dixon
durch Abspaltung und Entwicklung
nach Iterierten 1443/4, — — bei abso-
lut konvergenter Zeilensumme und kon-
vergenter Zeilenbetragssumme 1444,
Dixons — bei Konvergenzbedingung
fiir die Unbekannten unter Zugrunde-
legung eines konvexen Aichkdrpers
1447; general analysis und die Auf-
l6sung von —n 1472ff.,, H.v.Kochs
Lésung von —n bei beschrinkten
Unbekannten durch unendliche De-
terminanten 1418 ff., andere Konver-
genzbedingungen bei H. v. Kochs —n
1443; Konvergenzbedingungen
fiir die Unbekannten z,: be-
schrinkte Quadratsumme der Unbe-
kanntens. —,allgemeinste, beschrinkte
und vollstetige; beschriinkte Unbe-
kannte bzw. Konvergenz der abso-
luten Betrige der Unbekannten 1415,

s. auch Dixons — und Kochs —;

[@,| < Mo™ 1445; Z{xn |p kouver-
gent 1421, 1445; Konvergenzbedingung
unter Zugrundelegung eines konvexen
Aichkorpers als umfassendste Konver-
genzbedingung 14461, s. auch Dixons
— und vollstetige —; Methode der
unendlichen Determinanten
1347, 1414, 1417ff., Kritik der Me-
thode der unendlicaen Determinanten
1421/2; s. auch unter Determinanten;
numerische Auflésungsmetho-
den bei —n 1502, Seidels Verfahren
zur numerischen Auflgsung von —n
—n 1502f.; vollstetige — fiir Un-
bekanntevon beschrinkter Qua-
dratsumme 1369, 1399, 1429, Ab-
spaltungsverfahren nach Dixon 1412,
1502, Alternativsatz 1409, determinan-
tenfreie Sitze 1410ff, Hilberts Lo-
sungsmethode vermittels des Auswahl-
verfahrens 1407ff., Vermeidung der
Auswahl 1421, 1433, Losung durch Ab-
spaltung und Entwicklung nach Ite-
rierten 1413, Losung durch Zerspal-
tung der entsprechenden Bilinearform
in eine symmetrische und eine schief-
105
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symmetriscke Form 1412; vollstetige
— bei Konvergenzhedingung fiir die
Unbekannten unter Zugrundelegung
eines konvexen Aichkorpers, Abspal-
tungsverfahren und Entwicklung nach
Tterierten, determinantenfreie Sitze
1447f; zeilenfinite — 1448f.; Zu-
sammenbang der linearen — mit In-
tegralgleichungen 1367, 13951f.
Gleichungssysteme, nichtlineare
mit unendlichvielen Unbekann-
ten 1481ff.; Existenzsatz von Koch
fiir die Losungen von —n —n 1482,
Erweiterung auf allgemeinere Glei-
chungssysteme 1483/4; Losbarkeit
von —n im Kleinen 1482ff., Uber-
tragung der Puiseuxschen Sitze durch
Schmidt 1484; Verzweigungsgleichung
1485.
Greensche Funktion als Kern einer
Intrgralgleichung 1362, 1526
Greenscher Satz fiir Integrodifferen-
tialgleichungen 1497.
Grenzschar von Funktionenfolgen1521.
Grenzvektor im R, 1437.
Grenzwertausdriicke fiir Eigenwerte
und Eigenfunktionen 1513, 1515.
Grundldsung einer Integrodifferential-
gleichung 1497

H

H, Hermite- Eigenschaft in der general
analysis 1174,
Hadamardscher Determinanten-
satz 1356, 1356¢f., 1366, 1371, 1421, 1423.
Hiufungspunktim Hilbertschen Raum
1434.
Haufungsvektor im R, 1437.
Hauptachsenproblem, Analogie bei
Integralgleichungen zum — s. d so-
wie bei Eigenwerttheorie; Erweiterung
des —s auf Scharen quadratischer
Formen 1564.
Hauptachsentheorie vollstetiger qua-
dratischer Formen 1553ff.; s. auch
vollstetige quadratische Formen.
Hauptfunktionen s. Eigenwerttheorie
bei unsymmetrischem Kerne.
Hellingersche Integrale 1584
Hereditére Mechanik 149s.
Hermite-Eigenscbaftin der generalana-
lysis 1474; —sche Formen von uoend-
lichvielen Verinderlichen s. Formen;
—sche Kerne 1535; —sche Matrix 1561.

Hilbert, -——sches Auswahlverfahren
s. d.; —scher Raum 1434.

Holdersche Ungleichung 1445,

Hohlraumstrahlung sss.

I

J, Funktionaloperation in der general
analysis 1474.

Integral, Hellingersches 1584.

Integraldarstellungen von Ketten-
briichen durch Stieltjes 1578, 1583,
1587/9; — in AnschluB an eigentlich
singulire Integralgleichungen zweiter
Art 1594, — bei symmetrisierbaren
Kernen 1567.

Integralform, bilineare s. Polarform;
quadratische —, die zu einem sym-
metrischen Kern gehort 1362, 1509 ff,,
1518 ff,, 1525, 1560, 1592,

Integralgleichungen, lineare,
Abelsche — 1350, 1464f.; algebrai-
scher Grundgedanke 1340f.; all-
gemeine algebraische Analogie 1343;
Analogie zum Hauptachsenproblem
1342, 1352, 1353, 1359, 15041, 15134,
1521, 1527; Alternativsatz bei — 1376f,
1409; Art: — zweiler Art in ihrer be-
sonderen Bedeutung 1344, 1449; s. fer-
ner unter Auflgsungstheorie und Eigen-

werttheorie; — dritter Art 1450f,
1537, — erster A1t 1344, 14531F, be-
sondere — erster Art 1456, Losbar-

keitskriterien bei — erster Art 1455,
— — mit stark singuldren Kernen
1454, Hilberts Reziprozititsformeln
und verwandte Formeln fir — —

1454, Zurtickfihrung von — erster
Art auf das Momentenproblem 1457;
Aufldsungstheorie bei — zweiter

Art, Grundgedanke 1340, Courants
Aufldsungstheorie durch Ubertragung
des Hilbertschen Auswahlverfahrens
bei vollstetigen Gleichungssystemen
1382, 1407; Dixons Aufldsungstheorie
1368, 1317; Enskogs Auflosungsme-
thode 1383, 1399, 1502; Fredholms
Auflésungstheorie 1351, 1856, 13701f.
Aufldsung durch Entwicklung nach
lterierten 1347, 1351, 1353, 1382f,
1413; Hilberts Auflosungstheorie durch
Grenziibergang 1375, durch Ubergang
zu unendlichvielen Variabeln 1367,
1382, 1392; Entwicklung nach Ite-
rierten (Neumannsche Methode) 1347,



Integralgleichungen, lineare

1383f., vgl. auch Iterierte; Schmidt-
scbe Auflosungstheorie durch Abspal-
tung und Entwicklung nach Iterierten

1377, 1888, 1472, 1501, im AnschluB |

an seine Eigenwerttheorie 1381, Auf-
losung symmetrischer Integralglei-
chungen vermittels des Entwicklungs-
satzes nach Eigenfunktionen 1525;
Auflosungstheorie uneigentlich singu-
lirer Integralgleichungen durch Uber-
gang zu iterierten Kernen 1386, durch
Modifikation der Fredholmschen For-
meln 1386, durch das Schmidtsche
Abspaltungsverfahren 1388; determi-
nantenfreie Sitze in der — — — 1876
belastete — 1389, 1474, 1532; Eigen-
funktionen, Eigenwerte s. Eigen-
werttheorie; Entwicklungstheo-
reme nach Eigenfunktionen s. Ent-
wicklungstheoreme; —, Fredholm-
sche Formeln 1370, Hilberts Ab-
leitung der Fredholmschen Formeln
bei symmetrischem Kern durch Grenz-
iibergang 1375, Modifikation der Fred-
holmschen Formeln bei uneigentlich
singuliren Integralgleichungen 1386,
Verifikation der Fredholmschen For-
meln 1375, Unifizierung der Fredholm-
schen Theorie 1474; eigentlich singu-
lire —n s. unter singulire —; ge-
neralisierte — in der general ana-
lysis 1475; gemischte — 1389, 1532;
Hauptfunktionen bei — mit un-
symmetrischem Kerne s. Eigenwert-
theorie bei unsymmetrischem Kern;
Integrationsbereiche, allgemei-
nere fiir — 1388, Abhiingigkeit der
Losungen vom Integrationsbereich
1391, — bei komplexen Integrations-
wegen 1389, 1451; Kern von — s.
Kern; — mit symmetrisierbaren Ker-
nen s. bei Kern; numerische Be-
handlung von — 13899, 1501 ff.; po-
lare — 1899, 1536 ff., Hilberts Be-
handlung polarer — durch Ubergang
zu unendlichvielen Veriinderlichen
1537,1567; Pseudoresolvente 1374,
1377; Resolvente (lésender Kern)
von — 1351, 1373, Darstellung der
Resolvente durch iterierte Kerne 1351,
1383, Entwicklung der Resolvente nach
Eigenfunktionen 1528, Partialbruch-
zerlegung der Resolvente 1548; rezi-

proke Funktion bei — 1351; singu-.
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ldre — zweiter Art: uneigeutlich
~ — 8. unter Aufldsungstheorie und
Eigenwerttheorie; eigentlich singulire
— 1450ff., 1591, — — mit ctg-Kernen
1452, — — mit unendlichen Grenzen
1452; eigentlich singulire — zweiter
Art mit beschriinktem symmetrischem
Kern 1592, Differentiallsungen (sym-
bolisch) eigentlich singulirer homo-
gener — 1593, Basisfunktion einer
Differentialldsung 1593, vollstindiges
System von Differentiallésungen 1598,
Entwicklung quellenmiBig darstell-
barer Funktionen nach Eigenfunktio-
nen und Differentiallésungen eigent-
lich singulirer — in Veraligemeine-
rung des Fourierschen Integraltheo-
rems 1594, Spektrum eigentlich sin-
guliirer — 1593; eigentlich singulire
— zweiter Art mit nichtbeschrinktem
Kern 1595, uneigentlich singuliire sym-
metrische — 1531; sukzessive Ap-
proximationen bei — 13848, 1461;
Systeme von — 1390, 1532; Systeme
von — mit Symmetriebedingungen
1532; Umwandlung von — in line-
are Gleichungssysteme mit unendlich-
vielen Unbekannten 1367, 1395f,, Um-
wandlung mittels des Fischer-Riesz-
schen Satzes 1397, Umwandlung bei
unstetigen Kernen 1397, Umwandlung
bei Wahl spezieller Orthogonalsysteme
1398, Umwandlung von polaren —
1399, 1538, Umwandlung von eigent-
lich singuliiren — in lineare Glei-
chungssysteme 1593, Umwandlung von
linearen Gleichungssystemen mit un-
endlichvielen Unbekannten in — 1396
— mit unendlichem Integra-
tionsintervall 1388, 1452; Vol-
terrasche — 1459 ff,, Volterrasche —
erster Art 1350, 1459, Volterrasche —
erster Art fiir Funktionen von zwei
Vertinderlichen 1463, Volterrasche —
zweiter Art 1349, 1460, Losung Vol-
terrascher — zweiter Art durch Ent-
wicklung nach iterierten Kernen 1351,
1460, Verhalten der Losungen in der
Umgebung von s = 0 1460 f, Volterra-
sche — zweiter Art mit nicht absolut
integrierbaren Kernen 1462, besondere
Volterrasche -— 1464 ff., funktionale
— — 2. Art 1463 f,, singulire Volterra-
sche — 1461, 1463, Systeme Volterra-

1058*
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scher — 1462, Transformationsgruppen
aus Volterraschen — 1468, verallge-
meinerte Volterrasche — 1462 ff.
Integralgleichungen, nichtline-
are 1481 ff.; Losbarkeit von — im
Kleinen 1481, Losung durch sukzes-
sive Approximationen 1483; spezielle
— 1481, 1486, 1490; Ubertragung der
Puiseuxschen Sitze durch Schmidt
auf — 1484 ff.; Verallgemeinerung
der Losung von — 1500; — mit ver-
tauschbaren Kernen 1492; Verzwei-
gungsgleichung bei — 1485f.; Vol-
terrasche — 1483, 1489, Volterrasche
— fiir vertauschbare Kerne 1489;
Volterrasche — fiir vertauschbare
Kerne K, (s —t) 1489.
Integralpotenzreihen 1484, 1488,
1491, reguliéire Konvergenz von — 1484.
Integraltheorem, Fouriersches s.
unter Fourier.
Integrodifferentialgleichungen,
lineare 1478, 1493f.; — 2. Ordnung
vom elliptischen Typus mit variabeln
Integrationsgrenzen, Grundlésung, 1.
und 2 Randwertaufgabe 1496/7, —

hoherer Ordnung 1497, — von hyper- |

bolischem wund parabolischem Typus
1497; elliptische — mit konstanten
Integrationsgrenzen 1498; Randwert-

aufgaben fiir — — 2. Ordnung 1495,
1497; besondere — —- 1495; Verallge-
meinerungen der — 1500.

Integrodifferentialgleichungen,
nichtlineare 14931, 1495f.; — vom
Bocherschen Typus 1498; — — mit
funktionalen Ableitungen 1500; —,
welche die Gestalt der Gleichgewichts-
figuren rotierender Flissigkeiten be-
stimmen 1496; — mit von 1. Arf ver-
tauschbaren Kernen 1496, mit von
2. Art vertauschbaren Kernen 1498;
Verallgemeinerung des Problemes der
— — 1500.

Invariante Funktionensysteme
eines unsymmetrischen Kernes 1545.
Iterierte, Entwicklung nach —n 1347,
1351, 1353f., 1383, 1413, 1421, 1431,
1467, 1489.

Iterierte Kerne 1383, 1508, 1522.

J

Jacobische Form, J-Form s. Form;
— Transformation 1431, 1441, 15666.

Integralgleichungen, nichtlineare — Kern

K

Kanonische Gestalt einer vollstetigen

Hermiteschen Form 1562, — Gestalt
einer vollstetigen quadratischen Form
1658, — Gestalt einer vollstetigen
normalen Bilinearform 1563; — Zer-
spaltung eines Kernes 1548.

Kern einer Integralgleichung

1340; Abelscher — 1456; abgeschlos-
sener — 1507, 1513, 1524f., 1527; all-
gemeiner — 1513, 1525, 1527; alter-
nierender — 1535 ; assoziierte —e 1385,
assoziierte —e eines symmetrischen
—es 1508 ; ausgearteter — 1378, 8. auch
— endlichen Ranges; beschrinkte
symmetrische —e bei eigentlich sin-
guliren Integralgleichungen 1592, be-
sondere beschriinkte —e 1594, nicht
beschrinkte —e 1595; besondere ste-
tige und uneigentlich singulire —e
1391; besondere eigentlich singulire
—e 1452f.; besondere symmetrische
—e 1534 ; bilineare Integralform, die
zu einem symmetrischen —-e gehort
1510; ctg — 1452, 1454; Defekt eines
—es 1373, 1313, 1376, 1378; Eigenfunk-
tionen und Eigenwerte eines symme-
trischen bzw. unsymmetrischen —es
8. Eigenwerttheorie; eigenwertlose un-
symmetrische —e 1551f,; Elementar-
teilertheorie der allgemeinen unsym-
metrischen—e 1543; Fredholmsche De-
terminanten eines —es 1370; Entwick-
lung von —en nach Eigenfunktionen
8. Entwicklungstheoreme; Hauptfunk-
tionen eines unsymmetrischen —es s.
Eigenwerttheorie bei unsymmetrischen
—en; Hermitescher — 1435; Invari-
ante Funktionensysteme eines unsym-
metrischen —es 1545; iterierte —e
1383, iterierte —e eines symmetri-
schen —es 1508, Entwicklung der ite-
rierten —e nach Eigenfunktionen1522;
kanonische Zerspaltung eines —es als
Analogon der Weierstrafischen Nor-
malform in der Elementarteilertheorie
1548; Kalkiil mit —en 1487; kleine
—e 1379; 16sender — (Resolvente) 1350,
1373, Darstellung des losenden —es
durch iterierte —e 1351, 1383, Zusam-
menhang des losenden —es mit dem
losenden —e eines iterierten —es 1384;
16sender — der Summe orthogonaler
—e 1547; nichtbeschrinkte symme-



Kettenbriiche — Kommutatives Gesetz

trische —e bei eigentlich singuliiren
Integralgleichungen 1595 ; orthogonale
—e 1547; vollstéindiges normiertes Or-
thogonalsystem eines symmetrischen
—es 1506; Polarform, die zu einem
-symmetrischen —e gehort 1510; po-
sitiv definite symmetrische —e 1510,
eigentlich positiv definite symmetri-
sche —e 1510, Entwicklung positiv
definiter symmetrischer —enach Eigen-
funktionen 1524, esymmetrische —e
von positivem Typus 1510, 1557; posi-
tivierende symmetrische —e 1537; —
bei der potentialtheoretischen Rand-
wertaufgabe von Fredholm 15405 Pro-
pukt zweier —e 1487; quadratische
Integralform, die zu einem symmetri-
schen —e gehort 1362, 15091, 1518 ff.,
1595, 1560, 1592; Rang eines —es 1373,
1378, —e endlichen Ranges 1377 ff.,
1877, 1513; reziproke —e beziiglich
eines —es 1540, im verallgemeinerten
Sinne reziprok 1540/41; singulire —e
bei Integralgleichungen erster Art
1453, stark singuliire —e bei Integral-
gleichungen erster Art 1454, singu-
lire —e beiIntegralgleichungen zweiter
Art vgl. singulire Integralgleichungen;;
Spuren des —es 1884, Spuren sym-
metrischer —e 1508, 1523, 1524 ; sym-
metrischer — 1341, 1504, symmetri-
scher — von zwei Reihen von Ver-
duderlichen 1532, symmetrische —e
mit endlichvielen Eigenwerten 1507, s.
auch unter Eigenwerttheorie; sym-
metrisierbare —e 1536ff.,, Eigen-
werte und Eigenfunktionen bei all-
gemein symmetrisierbaren —en 1541,
symmetrisierbare —e im allgemeinen
Falle 1541, die dem allgemeinen Falle
symmetrisierbarer —e entsprechende
Fragestellung bei symmetrisierbaren
Formen und ihr Zusammenhang mit
der simultanen Transformation zweier
quadratischer Formen in Diagonal-
formen 1565, 1566, Fehlen der eigent-
lichen Entwicklungssitze bei allge-
meinen symmetrisierbaren —en 1542,
beiderseitig, linksseitig, rechtsseitig
symmetrisierbare —e 1541/2, links-
seitiger, rechtsseitiger Symmetrisator
1542/3; spezielle Fille symme-
trisierbarer —e: der Hilbertsche
Fall (Integralgleichungen dritter Art,

Kinetische
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polare Integralgleichungen) 1536, ent-
sprechender Fall bei unendlichvielen
Verinderlichen 15667, Entwicklungssatz
im Hilbertschen Falle 1538, Erweite-
rung des Hilbertschen Falles durch
Garbe 1588, Existenz unendlichvieler
positiver und negativer Eigenwerte im
Hilbertschen Falle 1538, der Kornsche
Fall 1540, Entwicklungssiitze im Korn-
schen Falle 1541, der Pellsche Fall
1539, entsprechender Fall bei unend-
lichvielen Veriinderlichen 1570, Ent-
wicklungssatz im Pellschen Falle 1539,
1571, Existenz von Eigenwerten 1539,
1540; vollstindig symmetrisierbare
—e 1542, vollstiindig linkssymmetri-
sierbare —e 1542, Einordnung der
Ergebnisse von Hilbert, Garbe, Pell
in den Fall eines vollstindig symme-
trisierbaren —es 1543; vertausch-
bare 14871f,, Vertauschbarkeit
erster Art 1487f., Vertauschbarkeit
zweiter Art 1491; Bestimmung aller
mit K(s,¢) vertauschbaren —e erster
Art 1490f., Bestimmung aller mit
K (s, t) vertauschbaren —e zweiter Art
1492, Beziehungen zwischen den Eigen-
funktionen bzw. Hauptfunktionen ver-
tauschbarer —e 1403, Darstellung der
mit K(s, #) vertauschbaren —e durch
konvergente Reihen 1493; Volterrasche
-—e 1487, s. auch Integralgleichungen,
Volterrasche; zusammengesetzter —
1487, Zusammensetzung erster Art
1487, Zusammensetzung zweiter Art
1491,

Kettenbriiche, Stieltjessche Integral-

darstellung fiir — 1578, 1583, 15879,
Integraldarstellung bei beschriinkter
J-Form 1587, Integraldarstellung fiir
vollstindig konvergente — 1589; Zu-

sammenhang der — mit den J-For-
men (Jacobischen Formen) 1586; Zu-
sammenhang der — mit dem Mo-

mentenproblem 1457/8, 1589.

Gastheorie, Unter-
suchungen iiber die Eigenwerttheorie
dreidimensionaler Integralgleichungen
in der —n — 1585.

Kollineare Transformationen im Rw

1439.

Kommutatives Gesetz bei vertausch-

baren Kernen 1487 ff.
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Kontinuierliches Spektrum 1578;
vgl. auch Streckenspektrum.

Konvergenz von Folgen, gleichmiiBige
— 1172, relativ gleichmiBige — 1473,
schwache — 1435, starke — 1434f,
1487, 1473 ; relativ-gleichmiBige —
1473; reguliire — von Integralpotenz-
reihen 1481; vollstindige von
Kettenbriiciien 1589.

Kubische unendliche Determinanten
1423.

L

L, Linearitit in der general analysis
1474.

Lagrange-Cauchysche Unglei-
chung 1895, Verallgemeinerung der
Ungleichung durch Holder 1445.

Laplacesche Transformation 1456, 1462,
1490,

Lineare Gleichungssysteme mit unend-
lichvielen Unbekannten s. Gleichungs-
systeme; — Integralgleichungen s. d.;
—s Vektorgebilde 1437.

Linearformen, vollstetige 1401, 1426;
beschrinkte — 1425f.; orthogonale —
1554, Ergiinzung orthogonaler — zu
einem vollstindigen System 1555;
vollstetige — 1401; beschrinkte —
sind vollstetig 1426.

Linearititsbedingung in der gene-
ral analysis 1474.

Losender Kern s, unter Kern.

Lot von einem Vektor auf einen andern
1435; — auf ein lineares Vektorge-
bilde 1437, 1.55.

M

M, Modulareigenschaft in der gemeral
analysis 1474.

Matrizen,unendlichebeschrinkte
1423; aftine Transformation, die zu
einer beschrinkten Matrix gehort
1438; Einheitsmatrix 1428; Hermite-
sche — 1433, 1661; Matrizenkalkiil
1428, 1443; reelle orthogonale — 1562;
Reziproke einer Matrix s. Reziproke;
unitire Matrizen 1562; Vollstindig-
keitseigenschaft der — 1439; s. auch
unter Bilinearform.

Matrizen mit absolut konvergenten
Zeilensummen und beschrinkten Zei-
lenbetragssummen 1444.

Maximaleigenschaften der quadra-
tischen Integralform zur Charakteri-.

Kontinuierliches Spektrum — Numerische Behandlung

sierung der Eigenwerte und Eigen-
funktionen 1510/12, 1518 .

Maximum einer vollstetigen quadra-
tischen Form 1556; — vollstetiger
Funktionen 1556; spezielle Maximum-
aufgaben bei quadratischen Formen
1551,

Maximum-Minimumproblem zur
Charakterisierung der héheren Eigen-
werte 1512, 15621, 1528, 1551.

Mehrdimensionale unendliche Deter-
minanten 1423.

Membran,schwingende 1851,1358,1361.

Mengenfunktionen, absolut additive
— 1470

Mercer, Satz von — 1524, 1526, 1531,
1531, 1532, 1539.

Mittel, Methode des arithmetischen —s
13s3; arithmetische — 1383; Borelsche
— 1383, 1488.

Modulareigenschaft in der general
analysis 1474.

Momentenproblem, allgemeines -—
fir ein Intervall a, b 1457, 1458f%.,
1583, notwendige und hinreichende
Bedingungen fiir die Existenz einer
Losung des —s unter verschiedenen
Bedingungen 1459; notwendige und
hinre chende Bedingungen fiir die
Existenz einer monotonen Lisung des
Stieltjesschen —s fiir das Intervall o,
00 1457, fiir das Intervall — oo, + o©
1458; Zusammenhang des Stieltjes-
schen —s mit der Theorie der Ketten-
briiche 1457/8, 1589, mit den be-
schrinkten quadratischen Formen 1583,
1583, mit den J-Formen 1589.

N

Nachwirkung, Probleme der 149s.

Neumann, Methode vop — 1347, 1853,
1361, vgl. auch Entwicklung nach Ite-
rierten; Summationsverfahren fir die
—schen Reihen 1383.

Normaldeterminanten, norma-
loide Determinanten s. unendliche
Determinanten.

Normale Bilinearform 1562.

Numerische Behandlung der Eigen-
werttheorie 1503, 1519, 1520; — von
Integralgleichungen 1399, 1501; — von
unendlichvielen linearen Gleichungen
1502.



Orthogonal — Quadratische Form

0

Orthogonale Aquivalenz zweier qua-
dra‘ischer Formen 1585; Eigenfunk-
tionen eines symmetrischen Kernes
als —s Funktionensystem 1306, —
Funktionensysteme von Haar 1396, —s
vollstindiges Funktionensystem 1392,
Beispiele fiir — vollstindige Funk-
tionensysteme 1393f.; — Kerne 1547;
normierte — Linearformen 1554, Er-
ganzung normierter —r Linearformen
zu einem vollstindigen System 1555;
— Transformation im Raume von un-
endlichvielen Verdnderlichen 1554 ; uni-
tir— Transformation 1562, — Trans-
formation beschriinkter quadratischer
Formen s. diese, — Transformationen

vollstetiger quadratischer Formen 1555,
— Transformation einer vollstetigen
quadratischen Form in die kanonische |
Gestalt 15658, — Transformation einer |
quadratischen Form in eine Summe
vou J-Formen 1587; —s vollstindiges
System von Differentialformen 15%5;
vgl. auch unter Vektor.

Orthogonalinvariantensystem
beschriinkter quadratischer Formen
1583 ff.

Orthogonalisierung eines Funk-
tionensystems 1394; — von Vektoren
1437,

Orthogonalitit der Differential-
losungen 1580/1; — der Eigenfunk-
tionen eines symmetrischen Kernes
1359, 1506; unitéire — 1438, 1536.

Orthogonalititseigenschaft
Eigenfunktionen 1359.

Orthogonalsystem, vollstindig nor-
miertes — eines symmetrischen Ker-
nes 1506.

Oszillationstheorem 1509. ]

der

P

P, Positivitit in der general analysis
1474,

P,, eigentliche Positivitit in der gene-
ral analysis 1474.

Parameterwerte,ausgezeichnete1359,
vgl. auch Eigenwerte.

Partialbruchdarstellung der Re-
solvente einer Integralgleichung 1523,
1548.

Perpendikelvektor 1437
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Polare Integralgleichungen 1399,
1536 ff, 1567.

Polares Funktionensystem 1537,
1538; vollstiindiges — 1538.

Polarform die zu einem symmetri-
schen Kerne gehort 1510; — einer
quadratischen Form 1553, 1576.

Polynomsatz von WeierstraBl, Analo-
gon des —es fiir stetige Funktional-
operationen 1499.

Positiv definit, eigentlich — s. Kern
und quadratische Form.

Positiver Typus 1510, 1537.

Positivierend 1s37.

Positivitdt in der general analysis
1474, eigentliche — — 1474.

Potenzreihen wunendlichvieler
Verdnderlicher 1482, vgl. sauch
analytiscbe Funktionen unendlichvieler
Veranderlicher und Integralpotenz-
reihen.

Probléme du cycle fermé 1490.

Pseudoresolvente 1374, 1377,

Puiseuxsche Sitze, Ubertragung auf
nichtlineare Integralgleichungen und
Gleichungssysteme 1482, 1484 ff.

Punktspektrum bei Integralglei-
chungen 1593; — bei beschrinkten
quadratischen Formen 1577, 1578, 1580.

Q

Quadratische Form von unend-
lichvielen Veriinderlichen, be-
schrinkte 1370, 1575f.; Banden-
gspektrum 1577; besondere — -—en
1586, 1590; Bilinearform, symmetri-
sche, die zu einer —n — gehdrt 1576;
Differentialformen 1585, orthogonales
und vollstindiges System von Diffe-
rentialfurmen 1585 ; Basisfunktion eines
orthogonalen Systems von Differen-
tialformen 1585, geordnetes System
von Basisfunktionen 158>, Vollstindig-
keitsrelation fiir Differentialformen
1585; Differentiallosungen des zu der
—n — gehorigen homogenen Glei-
chungssystems 1581, Orthogonalitit
der Differentialldsungen 1581; diskon-
tinuierliches Spektrum einer —m —
1578; kontinuierliches Spektrum einer
—n — 1578; J-Formen, L-Formen s.
unter Formen; lineares Gleichungs-
system mit unendlichvielen Unbekann-
ten, das zu der —n — gehort, Lisung
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des homogenen Gleichungssystems an
einer Stelle des Punktspektrums 1580,
in einem Intervall des Streckenspek-
trums 1581; Normalform einer be-
schrinkten —-n — 1577, 1584, Uber-
tragung auf Scharen —r —en 1585;
orthogonale Aquivalenz zweier —n
—en, notwendiges und hinreichendes
Kriterium 1585f.; Orthogonalinvarian-
tensystem 1583 ff.; orthogonale Trans-
formation einer —n —n — auf Qua-
dratsummen und Integrale, Hilbert-
sches Theorem 1577f., Ableitung die-
ses Thenrems durch Hellinger 1581,
durch Hilbert 1578, durch Riesz 1583,
1583; orthogonale Transformation einer
—n — in eine Summe hochstens ab-
zéhlbar unendlichvieler J-Formen ver-
schiedener Variabelnreihen 1587; Po-
larform einer —n — 1576; positiv de-
finite — 1576, 1579; eigentlich positiv
definite —en 1566; Punktspektrum
1577, 1578, 1580; Reziproke einer —n
— 1578, 1579; Schranke einer —n —
1576; Spektralform 1577, einfachstes
Beispiel einer Spektralform 1584, Fal-

tungssiitze fiir die Zuwichse der Spek-
tralform 1578, orthogonale Transfor-
mation der Spektralform in eine Summe i
von Integralen der Quadrate von Li-
nearformen verschiedener Variabeln- ‘
reihen nach Hellinger 1584f., 1585;
Spektrum einer —n — 1578; Spek-
trum und Hiu'ungsstellen der Ab-
schnittseigenwerte 1579, 1579, Ande- |
rung des Spektrums bei Addition einer |
vollstetigen —n — 1579,
Spektrum 1585, Zerspaltung des Spek-
trums in einfache Spektren 1585,
Streckenspektrum 1577, 1578, 1580;
Zusammenhang der Theorie der —n
—en mit der Stieltjesschen Ketten- |
bruchtheorie 1586 ff. |
Quadratische Form von unend- ‘
lichvielen Verinderlichen,,
nichtbeschrinkte 1517, 1588f.

Quadratische. Form von unend-%

einfaches ! R

Riume,

Quadratische Form — Reziproke

der —n —n — gehirigen linearen
Gleichungssystems 1559; Eigenwerte
einer —n —n — 1559: Faltung —r
—r —en 1555; Hauptachsentheorie
—r —r — 1553; Hauptachsentrans-
formation —r —r —en 1556 ff.; kano-
nische Transformation von Scharen
—r —r —en 1566 ff.; Maximum einer
—n —n — 1556, spezielle Maximums-
aufgaben bei —n —n —en 1557; or-
thogonale Transformation —r —r —en
1555, orthogonale Transformatiun einer
—n —n —n in die kanonische Gestalt
1568; Polarform einer —n —n —
1553 ; Spuren einer —n —n — 1555;
Zusammenhang der Theorie der —n
—n —en mit der Eigenwerttheorie
der Integralgleichungen 1559 ff.

Quadratische Integralform, die zu

einem symmetrischen Kerne gehort
1362, 15091, 1518 fF., 1595, 1660, 1592.

R

R, Realitatseigenschaft in der general

analysis 1474,

Randwertaufgabe bei Integrodiffe-

rentialgleichungen s. diese.

Randwertaufgabe der Potential-

theorie, Bedeutung der — fiir die
Entwicklung der Integralgleichungen
13451F.; Losung als Potential einer
Doppelbelegung 1346, Losung als Po-
tential einer einfachen Belegung 1345;
—, Methode des arithmetischen Mit-
tels 1383; —, Problem von Neumann-
Poincaré, Poincarés Lésung 1358 ff.

ang eines Kernes 1373, 1378, endlicher

— eines Kernes 1377ff., 1377, 15138;
— einer vollstetigen Bilinearform,
endlicher 1412.

Funktionen— 1468; Hilbert-
sche — 1434; — von unendlichvielen
Dimensionen 1434, 1554, elliptische
— von unendlichvielen Dimensionen
1484.

'Resolvente s. Bilinearformen und Inte-

gralgleichungen sowie Kern, 16sender.

lichvielen Verianderlichen, voll- Reziprok besiiglich eines Kernes 1540;

stetige 1365, 1369, 15531ff; abge-
schlossene — 1559; Bilinearform, sym- |

— im verallgemeinerten Sinne beziig-
lich eines Kernes 1540/41.

metrische, die zu einer —n —n — \ Reziproke bei Bilinearformen und Ma-

gehort 1553; definite — — 1567,!
1569; Eigenformen einer —n —n — |
1559; Eigenlosung als Losung des zu |

trizen, hintere —, vordere — 1423f,
Formalsitze fiir — 1429f.; Moglich-
keit unendlichvieler hinterer —n 1429;



Reziproke Funktion — Vertauschbar

notwendige und hinreichende Bedin-
gung fiir die Existenz einer hinteren
—n 1430;. Hilbsche Reihe fiir die —
1431; — einer quadratischen Form
1578; beschriinkte — einer nichtbe-
schrinkten Matrix 1442.

Reziproke Funktion bei Integral-
gleichungen 1351, s. auch ldsender
Kern sowie Resolvente.

Reziprozititsformeln fiir Integral-
gleichungen 1. Art 1452, 1454.

Riesz-Fischerscher Satz 1365,1397.

Ritzsche Methode 1398, 1597.

S

Sakulargleichung 1342.

Saite, schwingende, als Grenzfall 1343
1358.

Schranke einer beschriinkten Bilinear-
form 1424; einer beschrinkten
quadratischen Form 1576.

SchwarzscheSummenungleichung 1396,
1434; — Ungleichung 1366.

Singulire Integralgleichungen s. d.;
— Kerne s. d.

Spektralform
Form s, d.

Spektrum 1578, 1579, einfaches — 1585,
diskontinuierliches 1578, konti-
nuierliches — 1578; s. auch unter
quadratische Form und Integralglei-
chungen.

Spuren einer quadratischen Form s.
diese; — eines Kernes s. diesen.

Stern, Mittag-Lefflerscher 1383.

Stieltjes, —sche Integraldarstellung
fir Kettenbriiche 1578, 1583, 1587/9;
—sches Momentenproblem s. dieses.

Strahlungstheorie, Begrindung der
— durch Hilbert vermittels Integral-
gleichungen 1535.

Streckenspektrum 1517, 15781,
1593/4, 8. auch quadratische Formen,
beschrinkte.

Stiitzebenenfunktion 1446.

Sukzessive Approximationen s. d.

Summation durch arithmetische Mittel
1383; Borelsche — 1383, 14ss.

Summengleichungen, Volterrasche
1466.

Sylvesterscher Determinantensatz fiir
Fredholmsche Determinanten 1374;
— — fiir unendliche normale Deter-
minanten 1423.

r

einer quadratischen

1615

Symmetriebedingung fiir gemischte
Integralgleichungen 1532.

Symmetrisator, linksseitiger, rechts-
seitiger 1642.

Symmetrisierbar bei Kernen und
vollstetigen Bilinearformen s. unter
Kern und Bilinearform.

T

Thetanullfunktionen, elliptische,
quadratische Integralgleichung fiir —
1490,

Thomsonsche Transformation 1346.

Transformation, affine —enim Raume
von unendlichvielen Verinderlichen
1438; kollineare —en im Rw 1439;
— von Laplace 1456, 1462, 1490; or-
thogonale — s. orthogonal; unitére
— 1562; unitire — vollstetiger nor-
maler Bilinearformen auf die kano-
nische Gestalt 1563.

Transformationsgruppen im Funk-
tionenraum 1468.

Transponierte einer beschriinkten Bi-
linearform 1424.

U

UnabhiéngigkeitsmaB einer Funk-
tionenschar 1520.

Ungleichung, Besselsche — s. unter
Bessel; Holdersche — s. unter Ho1-
der; Lagrange-Cauchysche — s. unter
Lagrange; Schwarzsche — s. unter
Schwarsz.

Unifizieren in der general analysis
15711

Unitdare Form, — Matrix 1562; — Or-
thogonalitiit 1438, 15636; — Transfor-
mation 1562; — Transformation voll-
stetiger normaler Bilinearformen auf
die kanonische Gestalt 1563.

Y

Valori eccezionali 1504, s.
Eigenwert.

Vektor im Re 1435; Basis eines line-
aren —gebildes 1437; komplexe —en
1438; (Achsen)Komponenten eines —s
1435; Linge eines —s 1485; linear
abhéingige —en 1436; normierter —
1435; orthogonale —en 1435, Ortho-
gonalisierungsproze8 fiir —en 1437;
Richtung eines —s 1485,

Vertauschbare Kerne s. Kern.

auch
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Verzweigungsgleichung bei nicht-
linearen Integralgleichungen und nicht-
linearen Gleichungssystemen 1486.

Volles System der Kigenwerte und
Hauptfunktionen eines unsymmetri-
schen Kernes 1549; — (kanonisches)
biorthogonales System der Haupt-

funktionen 1549; s. auch Eigenwert-:

theorie.

Vollstindiges Eigenfunktionensystem
eines assoziierten Kernes 1508; — nor-
miertes System von Eigenfunktionen
eines symmetrischen vollstetigen Ker-
nes 1508; — System der zu einem
Bigenwert gehorigen Hauptfunktionen
1546; — System orthogonaler Funk-
tionen 1392; — System orthogonaler
Linearformen 1555; s. auch Eigen-
werttheorie.

Vollstindigkeit desEigenfunktionen-
systems 15627.

Vollstindigkeitseigenschaft der
beschriinkten Matrizen 1439.

Vollstandigkeitsrelation 1392,
1527; — bei Differentialformen 1585.

Vollstetige Bilinearformen, Glei-
chungssysteme; Linearformen, quadra-
tische Formen, Funktionen s. d.

Verzweigungsgleichung — Zyklanten

Vollstetigkeit 1369, s. auch bei voll-
stetigen Bilinearformen und Glei-
chungssystemen; fir beliebige
Funktionen von unendlichvielen Ver-
dnderlichen 1405.

Volterrasche Integralgleichungen s.
Integralgleichungen ; — Kerne s, Kerne,
— Summengleichung 1466.

w

Wertevorrat vollstetiger normaler
Formen von unendlichvielen Veriinder-
lichen 1563.

Y/

Zeilenfinite Gleichungssysteme 1448;
— Systeme von Kongruenzen nach
dem Modul eins 144s.

Zerspaltungsformel einer beschriink-
ten quadratischen Form 1585; Verall-
gemeinerung der — auf symmetrisier-
bare Formen bzw. auf Scharen sym-
metrischer Formen 1585.

Zirkulanten 1391.

Zusammensetzung von Kernen, erster
Art 1487; — zweiter Art 1491; s. auch
unter Kern.

Zyklanten 1391.
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