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Vorwort. 
Das Buch uber Integralgleichungen, das ich hier vorlege, ist aus 

sechs doppelstiindigen Vorlesungen entstanden, die ich im AuBeninstitut 
der Technischen Hochschule Berlin im Fruhjahr 1937 gehalten habe. 
SoIche Vorlesungen haben den Zweck, Herren, die mitten in der Praxis 
stehen, in einen ihnen weniger bekannten Gegenstand einzufUhren und 
zu zeigen, wie man ihn verwenden kann. Der Besuch zeigte, daB fUr 
Integralgleichungen bei Ingenieuren und Physik ern Interesse besteht, 
und so folgte ich dem Angebot der Verlagsbuchhandlung Julius Springer, 
die VorIesungen herauszugeben. 

Das Buch soll durchaus den Charakter der Vorlesungen behalten. 
Daraus folgt, daB es im ublichen Sinn kein Lehrbuch ist und noch weniger 
ein Handbuch, auch nicht ein soIches der Angewandten Mathematik. 
Es solI in den Gegenstand einfUhren, und zwar vor allem Manner der 
Praxis, denen eine schone Anwendung wichtiger ist als ein langer Existenz
beweis. Darum stehen am Beginn stets einzelne bestimmte Aufgaben, 
auch sind die Methoden der Rechnung betont, die Gedanken rein mathe
matischer Art sind herausgearbeitet, die Beweise fehlen nicht, soweit sie 
zum Verstandnis wichtig sind, aber sie kommen oft spater, auch sind 
bewuBt Lucken gelassen, doch nur soIche, die der Mathematiker emp
findet; ich hoffe auBerdem, sie uberall angegeben zu haben. Daher 
kann auch der Student der Mathematik das Buch benutzen, namentlich 
den erst en Teil; er moge nur die Originalarbeit von ERHARDT SCHMIDT 
dane ben legen. 

Dieser erste Teil ist fast wortlich meine VorIesung. Der zweite bringt 
weitere AusfUhrungen, die am Schreibtisch unter Benutzung von regel
maBigen Vorlesungen uber Integralgleichungen entstanden sind. Auch 
der zweite Teil soll den Charakter des Buches wahren. Er enthalt viele 
einzelne Probleme, die ganz durchgefUhrt sind; die Theorie von FRED
HOLM ist soweit dargestellt wie im erst en die von SCHMIDT, dagegen 
kann man die groBen Gedanken von HILBERT auf wenigen Seiten wohl 
klarzumachen versuchen, aber nicht durchfUhren. Hier kann es sich 
also nur urn eine Art Referat handeln. 

Der Charakter des Buches erstreckt sich auch auf die Angaben uber 
das Schrifttum. Vollstandige Literaturangaben sind dem Gelehrten 
willkommen, der Anfanger kann mit ihnen nichts anfangen. Man muB 
fur ihn auswahlen. Daher zu Anfang die wichtigsten Lehrbucher mit 
einer kurzen Bemerkung uber ihre Art und dann weiter wenige, 
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ausgesuchte Literatur, die das tiefere Studium ermoglicht. Von da aus 
wird der Leser seIber weiter finden. 

Etwas wesentlich Neues steht in dem Buche nicht drin. Sollten ein 
paar Kleinigkeiten im zweiten Teil, so in den Nummern 5,6,7, 14b, 15 
dem Kenner gefallen, so wurde mich das freuen. 

Mein Kamerad, Herr Dozent Dr. O. H. KELLER, hat mit Korrektur 
gelesen und mir manchen wertvollen Verbesserungsvorschlag gemacht. 
Herr Dipl.-Ing. GERHARD PAETZ hat den ersten Teil ausgearbeitet, zu 
dem Ganzen die Abbildungen gezeichnet, Sach- und Personenverzeichnis 
angefertigt und auch Korrektur gelesen. Das hat auch meine Tochter 
INGEBURG getan, die darin Sachkenntnis besitzt. Ihnen allen meinen 
best en Dank. Dieser gebuhrt aber besonders dem Verlag fur die schnelle 
und gute Arbeit und die Ausstattung, die wie immer bei Springer 
mustergultig ist. 

Berlin, im Oktober 1937. 
HAMEL. 
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Erster Teil. 

Was ist eine Integralgleichung? 
Ergebnisse der mathematischen Theorie, insbesondere 
bei den linearen Integralgleichungen zweiter Art mit 

symmetrischem Kern. 

1. Einleitende Bemerkungen. 
Wir wollen uns in diesem Buche mit Integralgleichungen und deren 

Anwendungen an Hand von Beispielen befassen. Es wird sich im Verlauf 
dieser Untersuchungen zeigen, daB uns die Theorie dieser Gleichungen 
erlauben wird, viele Einzelprobleme zusammenzufassen und gemeinsam 
zu behandeln. Diese allgemeine Theorie ist sehr umfassend, sie enthalt 
weitgehend die Theorie der gew6hnlichen und partiellen Differential
gleichungen, greift aber weit tiber diese hinaus. So geh6rt alles, was 
die Lehre der sog. Eigenwerte und Eigenfunktionen anbetrifft, hierher, 
vor allem auch die Frage der Entwickelbarkeit einer Funktion nach 
solchen Eigenfunktionen: z. B. nach sin und cos. Daher enthalt die 
Theorie der Integralgleichungen auch die Theorie der FOURIERschen 
Reihen. SchlieBlich mtindet unsere Theorie ein in eine Analysis von 
Funktionen unendlich vieler Variabler und in eine Geometrie des un
endlich-dimensionalen HILBERTschen Raumes. Auf solche Betrachtungen 
wird man gerade von den Anwendungen her gefUhrt: unendlich viele 
Gleichungen mit unendlich vielen Variablen tauchen in vielen Aufgaben 
der Mechanik, der Himmelsmechanik sowie der technischen Mechanik auf. 

Die mathematischen Voraussetzungen fUr die folgenden Unter
suchungen sind gering: Differenzieren, Integrieren, ein wenig aus der 
Reihenlehre und aus der Funktionentheorie und gegen Ende das Auf-
16sen linearer Gleichungen durch Determinanten sind das einzige, was 
zum Verstandnis gefordert wird. 

Bevor nun das Auftreten der Integralgleichungen an Hand von 
Beispielen gezeigt wird, sei noch einiges aus der Geschichte und der 
Literatur dieser Theorie vorausgeschickt. Der norwegische Mathematiker 
N. H. ABEL scheint als erster 1826 (Oeuvres Bd. I, Abh. IX) eine Inte
gralgleichung ge16st zu haben. Den Namen und den Hinweis auf die 
Bedeutung dieser Gleichungen haben wir Du BOIS-REYMOND (1888) 
zu verdanken; einige Sonderfalle sind von C. NEUMANN (1887) und 
H. POINCARE (1894, 1896-1897) behandelt worden. 

Hamel, Integralgleichungen. 



2 1. Was ist eine In'i;egralgleichung? 

Die systematische Theorie allerdings wurde erst spater, in den Jahren 
1899, 1903, 1904, 1905 usw., von dem Schweden FREDHOLM 1 und 
den Deutschen D. HILBERT und ERHARD SCHMIDT entwickelt. Deren 
Schriften, zumal die "Grundztige einer allgemeinen Theorie der linearen 
Integralgleichungen" von HILBERT (Teubner 1912) und E. SCHMIDTs 2 

Dissertation "Entwicklung willktirlicher Funktionen nach Systemen 
vorgeschriebener" sind auch heute noch fUr unser Gebiet grundlegend. 

An Literatur k6nnen hier nur die zur EinfUhrung geeignetsten Werke 
aufgefUhrt werden. Das Btichlein von WIARD A (Teubner 1930) erfiillt 
vielleicht am best en diesen Zweck, auch das Bandchen von HOHEISEL 
(Sammlung G6schen 1099, 1936) kann der Anfanger in die Hand 
nehmen. Das Buch von KNESER (Vieweg 1922) ist zwar sehr gut, 
aber etwas schwer geschrieben; auch das Buch von VIVANT! (deutsch 
von SCHWANK, Hannover 1929) stellt h6here Anspruche; hervorzu
heben ist bei letzterem ein ausfUhrliches Literaturverzeichnis. 

Nicht zu vergessen sind ferner die Abschnitte tiber Integralgleichungen 
in dem Sammelwerk von FRANK-MISES 3 und in COURANT-HILBERT 4. 

Auch KOWALEWSKIs "Determinanten" (1909) enthalt eine ausfUhrliche 
Darstellung der FREDHoLMschen Theorie. 

Zum Nachschlagen dient der Bericht von HELLINGER und TOEPLITZ 
in der Enzyklopadie der Mathematischen Wissenschaften (Bd. II, 3). 

Von fremdsprachiger Literatur sei nur genannt: BaCHER 5, GOUR
SAT 6, HEYWOOD-FRECHET 7, LALESC0 8, VOLTERRA-PERES 9. 

2. Einfache Schwingungsaufgaben fiihren auf eine line are 
Integralgleichung mit symmetrischem Kern. 

a) Eine Integralgleichung erster Art. Es scheint zur Einftihrung 
in ein neues Gebiet der Mathematik das beste zu sein, daB man alte, 
schon mit bekannten Methoden ge16ste Probleme in neuer Form be
handelt. Daher so11 hier auch die EinfUhrung der linearen Integral
gleichungen im AnschluB an bekannte Probleme der gespannten Saite 
vorgenommen werden. 

1 FREDHOLM: Acta math. Bd.27 (1903). 
2 SCHMIDT, E.: Diss. Gottingen 1905; Math. Ann. Bd.63. 
3 FRANK - MISES: Die Differential- und Integralgleichungen der Physik. Braun

schweig 1930-35. 
• COURANT-HILBERT: Methoden der mathematischen Physik. Berlin: Julius 

Springer 1931. 
5 BOCHER: An introduction to the study of integral equations (Cambridge 

1909, Bd.10). 
6 GOURSAT: Cours d' Analyse, Bd. 3 (Paris 1923). 
7 HEYWOOD - FRECHET: L'equation de FREDHOLM et ses applications a la 

physique mathematique (Paris 1923, 3me M.). 
8 LALESCO: Introduction a la theorie des equations integrales (Paris 1922). 
9 VOLTERRA-PERES: Theorie generale des fonctionelles, t. I (Paris 1936). 



2. Lineare Integralgleichung mit symmetrischem Kern. 3 

Es liege eine gespannte Saite mit der Spannung 5 und der Lange l 
vor; an der Stelle z soIl eine Last P senkrecht zur Ruhelage angreifen 
(Abb. 1): 0 l :r 

Das Gewicht der Saite soIl vernachlassigt 
werden k6nnen, und ferner soll P klein gegen 
5 sein: 

(1 ) P<S. 

Dann sind die Winkel IX, fJ zwischen der ur- Y 
sprunglichen Lage der Saite und deren Lage 

Abb. t. 

bei Einwirken von P klein, man dad daher auch die Saitenspannung 5 
als durch P nahezu unverandert betrachten (die Saite soll also "scharf" 
gespannt sein). Wir suchen y (z), die GroBe der Ausbiegung an der Stelle z. 

Da Gleichgewicht herrschen soll, folgt aus der Abbildung: 

P = 5 (sin IX + sin fJ) , 

und da IX, fJ klein sind, folgt weiter: 

und hieraus 

(2) 

P ~ 5 (tg IX + tg fJ) = 5 U + I : z ) 

I· y 
=S'z'(l-z)' 

Pz.(l-z) 
y(z) = 5 I • 

Wir suchen jetzt y (x), d. h. wir suchen die Gleichung der Dreieckskurve 
von Abb. 1. Diese Dreieckskurve werden wir noch oft wiedertreffen. 

Hier sind nun die beiden Falle x < z und x > z zu unterscheiden. 
Der Abbildung entnimmt man, daB im ersten Fall 

y (x) x 
(3) y(z) =z' 
und im zweiten Fall 

(4) 
y(x) 1- x 
y(z) I-z 

gilt. Also folgt durch Einsetzen von (2) fUr x < z: 
x P x· (l-z) 

(5) y(x) = y(z)'z =s' I ' 

und fur x> z: 

(6) 
I-x P z· (I-x) 

y(x) = y(z)· I-z =5" I . 

Fur x = z ist die Dreieckskurve noch stetig, wenn sie dort auch einen 
Knick hat. Wir fUhren nun eine neue Funktion K(x, z) ein: 

x·(I-z) 
I 

z.(l-x) 
I 

1* 

x;;;;;z 

x;;;;;z, 
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und damit kannen wir die Formeln (5) und (6) fur die Dreieckskurve in 
eine zusammenfassen: 

(8) 
p 

y (x) = 5 . K (x, z) . 

K (x, z) heiBt aus bald ersichtIichen Grunden der "Dreieckskern"; er wird 
in Zukunft auch oft als "Musterkern" zitiert werden. Aus (8) folgt, 
daB K selbst eine Dreiecksfunktion ist. 

Wichtig ist die Symmetrie von K: 

(9) K (x, z) == K (z, x) , 

die man aus (7) erkennt. Daher heiBt K auch ein "symmetrischer" Kern. 
J etzt verallgemeinern wir unser Problem: An Stelle der Einzellast P 

mage eine stetige Belastung p (z) . dz treten (Abb. 2). Auf diese differentiell 0jcpZ l f kleine Last wenden wir (8) an (P = P (z) . dz) : 

(10) dy=P(zk·dZ.K(x,z). 

Nun benutzen wir das Superpositionsprinzip: 
y p(z)dz man kann die Gesamtausbiegung durch Uber-

Abb.2. 

Uberlegung ist nur bei 
so aus (10): 

lagerung der Einzellasten p (z) . dz finden (diese 
kleinen Durchbiegungen zuHi.ssig). Wir finden 

I 

(11 ) Y (x) = ; . J p (z) . K (x, z) . dz. 
o 

Diese Formel erlaubt, zu gegebener Belastung p . dz die Durchbiegungs
kurve y (x) zu finden. 

Sofort entsteht hier das Umkehrproblem: gegeben ist y (x) - wie 
find en wir die zugeMrige Last p (x)? Derartige Umkehrprobleme lieferten 
oft fur die Mathematik neue Anregungen (man denke an die Integral
rechnung als Umkehrung der Differentialrechnung!). Das gilt auch 
hier. Man sagt dann von (11), daB fUr p (x) eine Integralgleichung vorliegt, 
das solI heiBen, daB die gesuchte Funktion p (x) unter einem Integral
zeichen vorkommt. 

Allgemein werden wir daher eine Gleichung eine "Integralgleichung" 
nennen, wenn die unbekannte Funktion darin unter einem Integral
zeichen vorkommt. 

Es ist nutzlich, noch einige weitere Bezeichnungen einzufUhren. 
So heiBt eine Integralgleichung, in der die unbekannte Funktion p (x) 
nur unter dem Integralzeichen vorkommt, von erster Art; sie heiBt 
linear, wenn die Unbekannte p (x) nur linear auftritt. Die Funktion 
K(x, z) in (11) ist gegeben zu denken und heiBt der Kern der linearen 
Integralgleichung. 

Schon jetzt ist zu bemerken, daB die Integralgleichung erster Art 
mathematisch viel schwieriger zu behandeln ist als diejenige zweiter Art. 
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Diese zweite Art solI nun ebenfalls an einem Beispiel erlautert werden; 
sie wird im Mittelpunkte alIer unserer Betrachtungen stehen. 

b) Eine Integralgleichung zweiter Art. Wir betrachten wieder 
die scharf gespannte Saite; die Schwere solI nach wie vor auBer Betracht 
bleiben. Wenn e (z) die Massendichte an der Stelle z ist, hat das Linien
element des Drahtes (der Saite) an der Stelle z die Masse 

dm =e(z) ·dz. 

N un mage der Draht mit der Winkelgeschwindigkeit OJ urn seine Achse 
rotieren. Hierbei kann die geradlinige Ruhelage erhalten bleiben; es kann 
unter Umstanden aber auch unter dem EinfluB der Zentrifugalkraft eine 
Ausbiegung des Drahtes stattfinden. Diese Kraft dm· OJ2 . Y wirkt jetzt 
wie vorher die Belastung p (z) . dz: 

( 12) p (z) = e (z) . y (z) . OJ2 • 

Daher finden Wlr als Bedingung fUr die Biegungskurve y (x) durch 
Einsetzen In (11): 

I 

(13 ) w 2 f y(x) = s· e(z)· y(z) . K(x, z)· dz. 
o 

Hier steht das gesuchte y (x) sowohl auBerhalb wie innerhalb des Integral
zeichens: das ist das Charakteristikum der Integralgleichung zweiter Art. 

Die Gleichung (13) ist wieder linear; der Kern ist jetzt: 

( 14) K' (x, z) = e (z) . K (x, z) 

(der Akzent bedeutet keine Ableitung!). Mit der Abkiirzung 

(15 ) 

erscheint dann schlieBlich (13) in der Form: 
I 

(16) y(x)=).-jK'(x,z)·y(z)·dz. 
o 

J etzt nehmen wir eine Verallgemeinerung vor und verstehen unter 
K' irgendeinen Kern: dann stellt (16) die allgemeine Form der homogenen 
linearen Integralgleichung zweiter Art dar. l Auf die Voraussetzungen, 
die K' erfiillen muB, damit das Integral in (16) einen Sinn hat, sei hier 
nicht eingegangen. Wir nehmen zunachst aIle Funktionen als stetig an.] 

Die Gleichung (16) ist homogen, denn in der Mathematik heiBt eine 
Gleichung in y homogen, wenn sie ungeandert bleibt, falls man y durch 
Const . y ersetzt. Eine solche Gleichung hat als Lasung stets die sog. 
"triviale" Losung 

( 17) y(x) =:0 O. 
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Physikalisch ist in unserem Beispiel diese Losung durchaus moglich; 
wenn der Draht straff gespannt und genau zentriert ist, tritt auch bei 
Rotation im allgemeinen keine Durchbiegung auf: y = o. 

Aber es entsteht natiirlich sofort die Frage: gibt es auch nichttriviale 
Losungen y von (16)? 

Vor Beantwortung dieser Frage sei noch auf etwas anderes eingegangen. 
In (16) ist der Kern K' unsymmetrisch. Wenn die Dichte e (z) =l= 0 

konstant ist, kann man e zu A. nehmen; wenn dagegen e nieht konstant 
ist, kann man den Kern symmetrisch machen, falls nur stets e > 0 ist. 
Denn dann ist ye (x) reell (es sollen grundsatzlich aIle vorkommenden 
GroBen reell sein, falls niehts anderes gesagt wird), und aus (16) folgt 
durch Multiplikation mit ye(x): 

I 

(18) y(x)· ye(x) =A.'; Ye(x)· (Ye(z). ye(z)) ·K(x, z)· y(z) ·dz. 
o 

Wir fUhren jetzt eine neue Funktion und einen neuen Kern ein: 

(19) { 'YJ (x) = y (x) . ye (,----xo-) ',-------;-. 
K" (x, z) = K (x, z) ye (x) . e (z) . 

Hier ist K" symmetrisch, und (18) schreibt sich: 
I 

(20) 'YJ (x) = A. .; K" (x, z) . 'YJ (z) . dz. 
o 

Das ist wieder eine Integralgleichung zweiter Art, aber mit symmetrischem 
Kern. (Man spricht wohl auch von "symmetrischen Integralgleichungen".) 

Urn nun eine Antwort auf die oben angeschnittene Frage nach den 
nichttrivialen Losungen von (16) zu finden, betrachten wir wieder ein 
Sonderproblem. Wir nehmen jetzt statt der rotierenden die in einer 
Ebene schwingende Saite, auf die keine auBere Kraft einwirken soIl. 
1 edes Element der Saite soIl senkrecht schwingen; die Ausbiegung y 
an der Stelle z soIl eine Funktion nur von z und der Zeit t sein. 

Nun kann man nach NEWTONs Mechanik die negative Massen
beschleunigung als Kraft auf die Kraftseite der Grundgleichung der 
Mechanik bringen und dann die Aufgabe statisch behandeln. So kann 
man III unserem Fall die Belastung p (z) durch 

02y - e (z) .""Fi2 

ersetzen. Mit Hilfe von (11) finden wir dann als Bedingung fUr die 
Ausbiegung y: I 

1 J 02 y (X, t) 
(21) y(x,t)=--s e(z)·-ai~-·K(x,z)·dz. 

o 
Hier kommt unter dem Integralzeiehen f)2yj8t2 vor: daher nennt man (21) 
eine I ntegro-Dilferentialgleichung. 
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Man hilft sich nun folgendermaBen: man sucht zunachst Partikular
losungen y von (21) zu finden, die harmonisch in der Zeit sind. D. h. 
man sucht (21) mit dem Ansatz 

(22) y(x, t) = Y(x) . sinwt oder y(x, t) = Y(x)· coswt 

zu erfiillen. Dann ist 
82 y 
ai?: =-w2 • Y(x)· sinwt oder 

iJ2y 
Bi2 =-w2 • Y(x)· coswt, 

und (21) wird zu einer Bedingung fUr Y (x): 
I 

Y(x) = ~2 • je(z) . K(x, z) . Y(z)· dz. 
o . 

(23) 

Das ist genau dieselbe Integralgleichung wie (13). 
Physikalisch liegen ganz verschiedene Probleme vor, wahrend die 

zugeharigen mathematischen Probleme identisch sind. 
Hier erheben wir wieder die Frage: Hat (23) auch nichttriviale 

Lasungen? 
c) Die Differentialgleichung der schwingenden Saite. Der Funda

mentalsatz fiir symmetrische Integralgleichungen zweiter Art. Die 
Integralgleichung (23) kannen wir zu
nachst noch nicht lasen, wohl aber kennen 
wir schon mit Hilfe der Differentialglei
chungen die Losung des physikalischen 
Problems der schwingenden Saite. 

Wir betrachten eine Momentanlage 
der Saite (Abb. 3): Wieder machen wir 

1i<' s y 

y 
Abb.3. 

dabei die Voraussetzung, daB die Ausschlage y und die Richtungs
winkeloc. klein sind. Auf das Bogenelement wirkt dann die Kraft als 
Resultierende der beiden Zugkrafte in senkrechter Richtung zur Ruhe
lage: 

d(5sinoc.) ~ d(5 ·tgoc.) = :x (5. ~:) dx. 

Diese Kraft muB gleich der Massenbeschleunigung dm· ~2t~ sein. Damit 

erhalten wir die bekannte Differentialgleichung der schwingenden Saite: 

(24) 
82 y 82 y 

e(x)'Bi2=5' 8x2 

(5 war ja konstant). Mit dem obigen Ansatz (22) wird daraus: 

d 2 y (x) 
(25) -e' w 2 • Y (x) = 5 -(j--;F-' 

Weiter machen wir noch die Voraussetzung, daB die Dichte e konstant 
ist und schreiben noch 

(26) e' w2 
A. = -5-' 
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Dann erhalt (25) die endgiiltige Form: 

d2 y (x) 
(27) ----riXz- +.1.' Y(x) = 0. 

Die Lasungen Y dieser Gleichung mussen identisch mit den Lasungen Y 
der 1ntegralgleichung (23) sein: 

I 

(28) Y (x) = A -J K (x, z) . Y (z) . dz, 
o 

denn beiden Gleichungen liegt dasselbe Problem der schwingenden Saite 
mit denselben Vernachlassigungen und demselben Ansatz zugrunde. 
[K(x, z) in (28) ist der Musterkern.] 

Die Differentialgleichung (27) kann man nun allgemein lasen: 

(29) Y (x) = A . sin (V~' x) + B· cos (V~' x), 

was man durch Einsetzen bestatigen kann. Dieses Y (x) muB noch den 
Randbedingungen der beiderseits eingespannten Saite genugen; d. h. 
es muB gelten: 

(30) Y(o) =0, Y(Z) = 0. 

Die erste Bedingung liefert uns B = 0, also 

(31) 

die zweite verlangt, daB 

(32) 

Y (x) = A . sin (V~ . x), 

A . sin ( V). .Z) = ° 
gilt. Bier tritt wieder die doppelte Maglichkeit auf. 1st A = 0, so ist 
Y (x) die triviale Lasung: Y ~ 0. Nichttriviale Lasungen (also A =f= 0) 
gibt es nach (32) nur dann, wenn (A =f= o!) 

v~·z =n'n n=1,2,3,···, 
oder 

(33) 

Es gibt also nicht fUr aIle A nichttriviale Lasungen Y =1= 0, sondern 
nur fur diese A: 

. (34) 

die wir uns der GraBe nach geordnet denken kannen. Diese An heiBen 
die Eigenwerte des Problems. 

Zu jedem An gehart also ein Yn: 

(35) Y,,(x) =AlI.sin(VAn·x) =A".sin~7~· 

Das sind die nichttrivialen Losungen der 1ntegralgleichung, sie heiBen 
die Eigenfunktionen des Problems. Daher gilt allgemein: 
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Sat z 1: Die I ntegralgleichung 
I 

Y (x) = A -j K (x, z) . Y (z) . dz, 
o 

wo K der Musterkern ist, hat nichttriviale Losungen (Eigenfunktionen) 
nul' fiir gewisse An (Eigenwerte). Und zwar sind die Eigenwerte des Muster
kerns 

alle diese unendlich vielen An sind reell und liegen diskret.Die Eigen-
funktionen sind 

Y A . nnx 
,,= n·S1n-z-· 

Gilt der erste Teil dieses Satzes nun allgemein fUr (28), wenn K nicht 
der Musterkern ist? Diese Frage ist das Hauptproblem der Theorie der 
linearen Integralgleichungen: sie ist in dieser Allgemeinheit zu verneinen. 
Ausschlaggebend ist hierbei die Symmetrie des Kerns, und der Funda
mentalsatz von HILBERT und ERHARD SCHMIDT sagt unter gewissen 
Regularitatsvoraussetzungen iiber den Kern K aus: 

Fun dam e n t a I sat z: Wenn K symmetrisch ist, gibt es stets wenigstens 
einen reellen Eigenwert und wenigstens eine reelle Eigenfunktion, d. h. 
wenigstens ein reelles A und ein reelles y, so dafJ 

I 

Y (x) = A f K (x, z) y (z) dz 
o 

ist. Alle vorkommenden Eigenwerte sind bei "reguliiren" Kernen reell und 
liegen diskret; sie hiiufen sich auch dann nicht, wenn es von ihnen unendlich 
viele gibt. Hier heiBt "regular" zunachst stetig; spater in 1. 6f werden 
wir den Begriff erweitern. 

1st aber der Kern K unsymmetrisch, und kann man ihn nicht sym
metrisieren, dann kann es vorkommen, daB die Integralgleichung iiber
haupt keine Eigenwerte hat. Wenn sie dagegen welche hat, kannen unter 
diesen auch komplexe Eigenwerte vorkommen. Diskret liegen sie aber 
auch jetzt noch, falls nur der Kern "regular" bleibt. 

d) Die inhomogene IntegraIgleichung. Ankiindigung des AIter
nativsatzes. Bisher hatten wir nur von der homogenen Integral
gleichung gesprochen. Die inhomogene line are Integralgleichung zweiter 
Art hat die Gestalt I 

(36) y(x) = A -jK(x, z)· y(z)· dz + f(x). 
o 

Hierin ist f (x) =$= 0 die gegebene "Storungsfunktion". 
Hier gibt es natiirlich keine triviale Lasung y == o. Ferner hat die 

inhomogene Gleichung (36) stets genau eine Lasung, wenn die homogene 
Gleichung 

I 

(37) Y (x) = A . f K (x, z) . y (z) . dz 
o 
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ebenfalls nur eine Losung (d. h. die triviale) hat. Hat dagegen die 
homogene Gleichung nichttriviale Losungen, ist also A. ein Eigenwert, 
so hat die inhomogene Gleichung nur dann Losungen (unendlich viele!), 
wenn I(x) gewisse Bedingungen erfUllt. Dieser Satz heif3t der "Alternativ
satz" von FREDHOLM; ihn zu beweisen, wird ein Hauptziel der folgenden 
Betrachtungen sein. 

3. Zusammenhang mit den gew6hnlichen DifIerential
gleichungen erster und zweiter Ordnung. 

a) Die allgemeine Differentialgleichung erster Ordnung und eine 
VOLTERRAsche Integralgleichung. Einer allgemeinen Differentialglei
chung erster Ordnung kann man die Gestalt geben 

(1 ) y' = I(x, y), 
, dy 

Y =([X, 

Hierbei muf3 man etwa folgende Bedingungen stellen - die fur die 
Praxis nahezu selbstverstandlich sind -: I(x, y) sel III einem gewissen 
Bereich der x-y-Ebene eindeutig und stetig, und allay existiere in diesem 
Bereich und sei dort integra bel und beschrankt: 

(2) 

Aber das ist auch alles, was wir brauchen. Bei folgendem Beispiel sind 
alle diese Bedingungen erfUllt: 

und zwar in jedem beliebigen, im Endlichen gelegenen Stuck der x-y
Ebene. 

Die Differentialgleichung (1) losen, heif3t eine Funktion y = y (x) 
finden, fUr die (1) identisch gilt: 

(4) y'(x) =/(x, y(x)). 

Hierzu kann man nocb das gesuchte y (x) einer Anfangsbedingung 

(5) x=a, y=b 

unterwerfen. Geometrisch gesprochen heif3t dies: Wlr suchen eine 
"I ntegralkurve" y = y (x) von (1), die durch den Punkt (a, b) geht. 

An (1) kann man nun eine Schein-Integration vornehmen: . 

Z=X 

(6) y(x)=J I(z,y(z))dz+b. 
a 

Hierin ist schon die Anfangsbedingung enthalten: fur x = a wird in (6) 
tatsachlich y = b. (6) liefert noch nicht die Losung von (1) (daher 
sprachen wir von einer "Scheinintegration"), vielmehr kommt das 
unbekannte y (x) noch unter dem Integralzeichen vor. Es liegt also 
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in (6) eine Integralgleichung fUr Y (x) vor, die im allgemeinen nicht 
linear ist. 

Wir wollen uns den Sachverhalt an dem obigen Beispiel klarmachen. 
Dieses geht durch die Integration tiber in 

x 

y(x) = j [Z2 + y2(Z)] dz + b. 
a 

Der Einfachheit halber sei (a, b) = (0, 0) gewahlt, so daB wird 
x x 

(7) Y (x) = J [Z2 + y2 (z)] dz = + x3 + J y2 (z) dz. 
o 0 

Das ist eine nichtlineare Integralgleichung zweiter Art; zu beachten 
ist, daB in dem Integral von (7) - im Gegensatz zu den bisher auf
get ret en en Integralgleichungen - die obere Grenze variabel ist. Der
artige Integralgleichungen heiBen nach dem Mathematiker VOLTERRA 
von "VOLTERRAschem Typ" (VOLTERRA 1897). 

An die genannte Schein integration , deren Nutzen man nicht ohne 
weiteres einsieht, kntipft ein sehr wichtiges Verfahren zur Lasung der 
Differentialgleichung (1) an, das wir mit Recht H. A. SCHWARZ zu
schreiben; es heiBt das Verfahren der "schrittweisen Verbesserung" (oder 
"Verfahren der sukzessiven Approximationen"). 

Wir wollen einmal annehmen, wir hatten schon eine rohe Annaherung 
Yo(x) der gesuchten Kurve y(x) irgendwie gefunden. Man kann dann 
unter dem Integralzeichen in (6) y (x) durch Yo (x) ersetzen und ein 
Yl (x) ausrechnen: 

x 

(8) Yl(X) = j f(z, Yo (zl) dz + b. 
a 

Dieses Yl (x) ist noch nicht das gesuchte Y (x). Da aber im allgemeinen 
Differenzieren die Fehler vergrabert, Integrieren die Fehler ausgleicht, 
darf man hoffen, daB Yl (x) eine bessere Annaherung an Y darstellt als 
Yo' Daher wiederholen wir die Operation mit Yl: 

x 

(9) Y2(X) =jf(z,Ydz)).dz+b. 
a 

Wieder hoffe~ wir, daB Y2 eine bessere Naherung darstellt als Yl' 
So fahren wir fort. Allgemein erhalten wir also aus Yn durch Ein

setzen Yl1+1 
x 

(10) Yn+dx) = j f (z, y" (zl) dz + b. 
a 

Wir wiederholen das Verfahren so lange, bis praktisch 

Yn(x) R:! y,,+dx) R:! y(x) 
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geworden ist. Mathematisch gesprochen heiJ3t dies: wir hoffen, daJ3 das 
Verfahren konvergiert, daJ3 also 

(11 ) lim Yn(x) = y(x). 
fl.~OO 

Hierbei bedeutet das Limes-Zeichen, daB man praktisch Yn (x) so nahe 
an Y (x) heranbringen kann, wie man nur will - man muB nur n groB 
genug nehmen, d. h. man muB nur das Verfahren genugend oft wieder
holen. 

In der Tat beweist die Mathematik, daB (11) gilt, faUs nur I xl < I xl max ; 

das Verfahren konvergiert mit der Gute einer Exponentialreihe. Das 
soIl weiter unten gezeigt werden. 

Zunachst werde das Verfahren an dem schon benutzten Beispiel (7) 

x 

y(x) = ~ x3 + J y2 (z) dz 
o 

vorgefuhrt. Man kann als erste, rohe Naherung 

(12) 

nehmen; in unserem Beispiel setzen wir also Yo (x) = b = o. Dann 
erhalten wir 

x 

Y2 (x) = + x3 + J ; Z6 dz 
o 

1 1 
=- x3 + ·-x7 

3 63' 

Allerdings bleiben bei diesem Verfahren die Anfangsglieder von z. B. 
der dritten Naherung nicht fest, sondern sie werden durch die folgenden 
Naherungen Y4' Ys, ... noch beeinfluBt. . 

Es war gesagt worden, daB die Mathematik die Konvergenz des 
Verfahrens beweist; welche Bedingungen dabei erfullt sein mussen, 
soU jetzt naher er6rtert werden. Hier wird verlangt, daB es urn den An
fangspunkt P einen Bereich gibt, in welchem fur jeden willkurlichen 
Punkt (x, y) gilt 

( 13) I t (x, y) I.:;;;; M. 
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In unserem Beispiel heiBt das: 

( 14) 

d. h. unser Bereich ist ein Kreis urn den UrsprungO mit dem Radius -YM. 
Es ist also in diesem Kreis, da y' = f(x, y) sein soll: 

( 15) IY'I~M. 
Un sere Kurve y (x) ist dort also niemals steiler als MI1. Wir ziehen daher 
durch 0 (bzw. P im allgemeinen Fall) die beiden Geraden mit dem 
Anstieg M: 

Itgexl = M, 

so daB wir folgende Abbildung erhalten im allgemeinen Fall (Abb. 4): 

y !J 

Abb.4. Abb. 5. 

und im Beispiel (Abb. 5). Wir sind dann sicher, daB die gesuchte 
Kurve y (x) innerhalb des Kreises ganz in dem schraffierten Zwickel 
liegen muB. 

Wie weit darf man daher mit x gehen? Antwort: So weit, daB man 
weder aus dem Kreis noch aus dem Zwickel herauskommt. Dieses Xmax 

lesen wir aus der Abbildung ab; beim Kreis ist es 

( 16) 
- - 1 VM 

X max = yM' cos ex = -yM '1I1 +tg2rx; = y1+M2' 

Fur alle 1 xi < 1 xlmax konvergiert das Verfahren sicher. Es konver
giert, wie unten bewiesen werden soll, wie die Reihe fUr eN(x-a), wo 

( 17) 

in dem schraffierten Gebiet ist. In unserem Beispiel wird also: 

.. MVM N = Max 21 y 1 = 2 -y M . sin ex = 2 Y 1 + M2 • 

J e graBer wir das - zunachst willkurliche - M wahlen, desto graBer 
wird der Kreis, aber desto mehr wachst auch ex (tg (J. = M): die schraf
fierten Konvergenzzwickel werden durch den ersten Umstand ver
graBert, durch den zweiten verkleinert. Man wahlt daher M so, daB 
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Xmax moglichst groB wird: das ist eine Aufgabe der elementaren Diffe
rentialrechnung. In unserem Beispiel errechnet sich so 

1 
Xmax = V2' 

Dieses Beispiel zeigt deutlich die Vberlegenheit der Integral
gleichungen gegeniiber den Differentialgleichungen, denn erst die Um
wandlung in eine Integralgleichung gestattete, die Differentialgleichung 
(mit Anfangsbedingung) unter so allgemeinen Voraussetzungen zu losen. 

Diesem wichtigen Verfahren der schrittweisen Verbesserung werden 
wir noch oft begegnen; es erscheint daher geboten, noch den Beweis 
lur seine Konvergenz nachzuholen. 

Die Voraussetzungen sind dieselben wie die von S. 10, N sei wieder 
das Maximum von 181/8 Y I in dem Konvergenzzwickel der Abb. 4. 
Zu beweisen ist jetzt die Limes-Beziehung (11). Hierzu haben wir 
erst ens zu zeigen, daB der lim Yn iiberhaupt existiert; ist dies geschehen 

»-+00 

und nennen wir diesen Limes y: 

(18) y(X) = lim Yn(x), 
n-»oo 

so haben wir nachzuweisen, daB dieses Y eine Losung der Differential
gleichung ist: 

(19) y'(x)===I(x,y(x)). 

SchlieBlich haben Wlr noch drittens zu zeigen, daB dieses yauch die 
einzige Losung der Differentialgleichung einschlieBlich der Rand
bedingung ist. 

Der erste Teil des Beweises schlieBt an (10) an. Aus 

folgt 

(20) 

x x 

Yn+l = J I(x, Yn) dx + b, Yn = J I(x, Y,,-l) dx + b 
a a 

x 

Yn+ 1 - y" = J [f (X, Yll) - I (X, Yn-l) ] . d X. 
a 

Nun gilt nach dem Mittelwertsatz der Differentialrechnung 

(21) t (x, Yn) - t (x, Yn-J) 0 t (x, 1)) 
Yn - Yn-l ~oy-

wo 1) zwischen Yn-l und Yn liegt, also auch in dem schraffierten Bereich. 
N ach (17) folgt hieraus 

(22) 

und wir bekommen aus (20) die Abschatzung 
x 

(23) IYn+l-y"i;;;;; N-!IYll-Yn-l!·dx. 
a 
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Fiir n = 1 schreibt sich diese Formel: 
x 

(24) iY2- Yl!;;;;;; N -J!Yl- Yolo dx. 
a 

Da Yo = b, folgt aus (10) fiir n = 0 

(25) IYI-Yo!=III(X,b)dXI~M(x-a), 
w~nn wir noch (13) beriicksichtigen. AuJ3erdem sei etwa X > a; aber 
der Fall x < a geht natiirlich genau so. Set zen wir (25) in (24) ein, 
so erhalten wir 

x 

(26) ! Y2- Yl! s M·N· J (x-a) dx = M·N '-}(x-a)2, 
a 

und aus (23) folgt eben so fiir n =:2 unter Benutzung der letzten Formeln 
x x 

(27) 
!Ya- Y2! S N .J! Y2-Yll dx s M N2. ~ J (x-a)2dx 

a a 

_M'N2~-a)3 
- 3!' 

So findet man allgemein 

! ! n-1 (x_a)" 
(28) Y,,-Yn-l ;;;;;;M·N --n-!-' 

Mithin konvergiert die Reihe 

(29) { Y = lim Yn = lim [Yo + (Yl- Yo) + (Y2- Yl) + ... + (y,,- Y"-l)] 
=YO+(YI-YO) + (Y2-Yl) + ... + (Y,,-Yn-1) + ... 

besser als die Reihe 

MN MNn - 1 

(30) b+M(x-a)+2i(x-a)2+ ... + n! (x-a)"+···, 

da nach (25), (26), (28) jedes Glied von (29) absolut kleiner ist als das ent

sprechende Glied von (30). (30) ist aber die Reihe von f§(e N (x-a)-1) + b, 

die Exponentialreihe, die fiir aIle x konvergiert. Daher konvergiert die 
Reihe (29) absolut und gleichmaJ3ig; sie hat einen Limes, den wir oben 
Y nannten. 

Wegen der Stetigkeit von I (x, y) und der GleichmaJ3igkeit der Kon
vergenz k6nnen wir den GrenzprozeJ3 (18) in 

x 

Y .. +1 = b + J I(x, y,,) dx 
a 

unter dem Integralzeichen ausfiihren. Damit finden wir 
x 

(31) Y =b + JI(x, y)dx. 
a 
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y muB also differenzierbar sein (stetig ist es sicher - namlich als Grenz
wert einer gleichmaBig konvergenten Folge stetiger Funktionen Yn). 
Durch Differentiation finden wir daher aus (31) 

y' =t(x, y). 

y geniigt also der Differentialgleichung. 
Der dritte Teil des Beweises, die Frage nach der Eindeutigkeit, er

ledigt sich so: 
Wir nehmen an, wir hatten zwei L6sungen y und Y, y $ Y, unseres 

Anfangswertproblems. Dann galte also nach (31) 
x 

y=b+!t(x,y)·dx 
a 

und x 

Y = b +! t(x, Y) dx. 
a 

Die Subtraktion beider Gleichungen ergabe 

(32) [Y -y! = 1/[f(X, Y)~t(x, y)J dxl :;;;; N -flY -y!·dx, 

wenn wir wieder den Mittelwertsatz der Differentialrechnung [vgl. (22)J 
benutzen. Aus (32) wiirde die Abschatzung folgen 

Max IY - YI :s;; Max IY - yl·N· (x-a). 

Da Max I Y - y I =!= 0, wiirde dies heiBen 

1:S:N·(x-a). 

Hieraus erhalten wir so fort einen Widerspruch, wenn wir nur nehmen 
N (x - a) < 1, also in geniigender N ahe von a bleiben. Also fiihrt die 
Annahme y $ Y auf einen Widerspruch: das Problem hat daher eine 
eindeutig bestimmte L6sung y == Y; wenigstens in der Nahe von x = a. 
Durch Wiederholung der Dberlegung kann man die Eindeutigkeit all
gemein beweisen. Damit ist der Beweis in allen Teilen erbracht. 

b) Die Differentialgleichung zweiter Ordnung. Noch wichtiger als 
der geschilderte Zusammenhang der Integralgleichungen mit den Diffe
rentialgleichungen erster Ordnung ist der mit den Differentialgleichungen 
zweiter Ordnung. Wir beschranken uns hier auf die Betrachtung des 
auch praktisch wichtigsten Sonderfalles 

(33) y" = t()f, y). 

Ein Beispiel dieser Art ist uns schon in (1. 2. 27) begegnet 

y" +;,.. y = 0. 

Bei der Integration der Differentialgleichung erster Ordnung trat eine 
Integrationskonstante auf, hier haben wir deren zwei. Man kann daher 
die gesuchte Integralkurve zwei Bedingungen unterwerfen. 



3. 'Zusammenhang mit den gewohnlichen Differentialgleichungen. 17 

Einfache derartige Bedingungen finden wir beim Anfangswertproblem: 
wir geben fur x = a 

(34) Y (a) = b, y' (a) = c 

vor. Dieses Problem hat, wie man zeigen kann, stets eine Lasung (falls 
nur f(x, y) eindeutig und stetig und nach y so differenzierbar ist, daB 
01/0 y integrabel und beschra~kt ist). 

Es kommt hierbei darauf an, (33) auf eine lntegralgleichung um
zuformen. - Hierzu integrieren wir zweimal hintereinander: 

x 

(35) y'(x)=jf(z,y(z))'dz+c, 
a 

(36) y(x) = j [[t(Z, y (z)) dZ] dx + c(x-a) + b. 

Hicr sind die Anfangsbedingungen gleich zur Bestimmung der Inte
grationskonstanten benutzt worden. 

Eine bekannte Umformung des Integrals uberfuhrt dann (36) in 
x 

(37) y(x) = j (x-z) 'f(z, y (z)) . dz + c(x-a) + b. 
a 

Denn durch Differenzieren dieser letzten Gleichung erhalt man (Diffe
rentiation eines Integrals nach der oberen Grenze und nach dem Para
meter x): 

x 

y' (x) = (x- x) ·f(x, y (x)) + j f(z, y (z)) . dz + c. 
a 

Das ist aber (35), womit die Richtigkeit der Umformung erwiesen ist. 
N ach (37) kannen wir daher sagen: 
Sat z 2. ] ede Differentialgleichung zweiter Ordnung mit A nfangs-

bedingungen 
y" = f (x, y) ; y (a) = b, y' (a) = c 

k~nn man auf eine VOLTERRAsche Integralgleichung 
x 

y(x) = j (x-z) 'f(z, y (z)) dz + c(x-a) + b 
a 

zuriickfiihren. 
Schwieriger als dieses Anfangswertproblem ist das Randwertproblem 

zu behande1n. Bei diesem Problem bestehen die Bedingungen fUr die ge
suchte Kurve y (x) darin, daB zwei Punkte (An fangs- und Endpunkt) 
vorgeschrieben sind, durch die y gehen solI: 

(38) y(o) = b, y(l) = c. 

(Wir wahlen fur den Anfangspunkt der Einfachheit halber x = 0; x = a 
ginge naturlich genau so gut.) 

Hamel, Integralgleichungen. 2 
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Ein Beispiel bietet die Integration von 

y" = o. 
Die Integralkurven sind hier Gerade; das Randwertproblem besteht 
also in der einfachen Aufgabe, eine Gerade durch zwei gegebene Punkte 
zu legen. 

1m allgemeinen Fall y" = t (x, y) k~nn man auch hier wieder die 
Umformung (37) vornehmen 

" (39) y(x) =j(x-z)·t(z,y(Z))dz+C1X+C2 • 

o 
Die Integrationskonstanten Cv C2 mussen so bestimmt werden, daB die 
Randbedingungen erfullt sind. Fur x = 0 solI y = b sein, daher muB 

C2 = b 

gesetzt werden; fur x ~ 1 wird dann 
I 

C = Y (l) = j (l- z) . t . d z + c1 • 1 + b. 
o 

Wir wollen 1 =1= 0 annehmen; dann folgt 
I 

c-b 1 1 C1=-I---r· (l-z)·t·dz, 
o 

und daher durch Einsetzen in (39) 
" I 

y(x) = C-;b . x + b + 1 (x-z) . t· dz- ~ ·1 (l-z) . t· dz 
o 0 

" " 
(40) =F(x) +1 (x-z) . t· dz- ~ j (l-z) . t· dz-

o 3 
I 

- ~ . 1 (l- z) . t . dz. 

" 
Hierin stellt F (x) eine bekannte Funktion dar, die aus den gegebenen 
Bedingungen errechnet werden kann: 

c-b 
(41) F(x) = -1-· x + b. 

Wir fassen in (40) zusammen 

" I 

y(x) =F(x) +1 (x-z)ljX(I-Z) ·t·dz- IX (l-;Z) ·t·dz 

(42) o " 
" I 

=F(x)_jZ(I-;X) .t.dz- jX(I-;Z) .t.dz. 

o " 
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Die beiden Integrale fassen wir wieder zu einem Integral zusammen, 
indem wir definieren 

(43) Iz (1- x) 

K (x, z) = x (Z ~ z) 

z;;;;:x 

K(x,z) ist der Musterkern von (I. 2. 7). Also wird (42) endgiiltig 
I 

(44) y (x) = F (x) - j K (x, z) . f (z, y (z)) . dz. 
o 

Sat z 3: Das Randwertproblem 

y" = f (x, y); y (0) = b, y (I) = c 

fiihrt auf die I ntegralgleichung 

I 

y(x) =F(x)-J K(x, z)· f(z, y(z)) ·dz, 
c-b 

F(x)=-z-x+b, 
o 

die aber nicht vom VOL TERRAschen T ypus und auch im aUgemeinen nicht 
linear ist. Man kann die Rechnung und damit auch den Satz umkehren. 

Wir spezialisieren jetzt den allgemeinen Fall auf die lineare Diffe
rentialgleichung zweiter Ordnung 

(45) y" =f(x, y) ==-P(x)· y +g(x). 

Sie heiBt nach S. 5 homogen, wenn g (x) == O. Setzen Wlr f (x, y) 
hiera us in (44) ein: 

I I 

(46) y(x) =F(x) + jK(x,z) 'P(z) ·y(z) 'dz-jK(x,z) ·g(z) ·dz. 
o 0 

Bier ist auch 
I 

(47) G(x) =F(x)-jK(x,z) ·g(z) ·dz 
o 

als bekannt zu betrachten. Daher schreiben wir 
I 

(48) y(x) =G(x) + jK(x,z) 'P(z) ·y(z) ·dz. 
o 

1st g(x) == 0, und sind die Randbedingungen homogen (c = 0, b = 0), 
dann ist nach (41) und (47) auch G(x) == 0: dann ist also auch die Integral
gleichung homogen. 

Der Gleichungstyp (48) war uns schon einmal in (I. 2. 13) begegnet: 
dort war p (x) = e (x), d. h. gleich der Dichte. Wie dort kann man den 
Kern K· punter der Voraussetzung 

p (x) > 0 

2* 
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symmetrisieren, indem man setzt 

y = y' yp (x) , K' = K . yp (x) . p (:z) , 

womit (48) im homogenen Fall ubergeht in 
I 

(49) y (x) = f K' (x, z) . Y (z) . dz 
o 

mit symmetrischem Kern. Diese Integralgleichung ist also identisch 
mit dem Randwertproblem 

(50) y" + P(x)· y = 0, y(O) = y(l) = 0. 

Diese Identitat haben wir hier mathematisch bewiesen; wir hatten sie 
schon friiher aus physikalischen Grunden bei dem Problem 

erkannt. 
y" +i1.. y = 0, y(O) = y(l) = 0 

c) Die verallgemeinerte Schwingungsgleichung 
pu au pu 
ax? + P (x) . ax + q (x) . U = r (x). at2 , r(x) >0. 

Durch Multiplikation mit einem geeigneten Faktor k (x) > ° kann man 
diese Gleichung auf die sog. "selbstadjungierte" Form bringen: 

a [ au] 02U (51) ax k(x)'ax +q(x)·[k(x)·UJ=r(x)·k(x)·-al2; 

man braucht nur k (x) so zu wahlen, daB die Ableitung 

gilt, d. h. daB 

(52) 

k' (x) = k (x) . P (x) 

k(x) = const· e'!P(x).dx 

ist. Denn rechnet man (51) aus, so erhalt man, wie verlangt, mit Hilfe 
von (52) die Gleichung der Abschnittsuberschrift. 

Wir ersetzen jetzt wieder qk durch q und rk durch r und betrachten 
von jetzt ab nur noch die Gleichung 

(53) 
a (aU) 02U - k(x)·- +q(x)·U=r(x)·--. ax ax ot2 

Die Voraussetzungen sind hier, daB k > 0, k' vorhanden ist, r > ° und 
k, k', q, r stetig sind. Wie in (1. 2. 22) setzen wir wieder an 

(54) {
sin wt 

U(x, t) = y(x)· t 
cosw , 

und erhalten damit aus (53) die gew6hnliche Differentialgleichung 
zweiter Ordnung fur y (x): 

(55) :x [k(x)· y'J + q(x) . y + r(x) . w2 • Y = 0, 
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die fur k == 1, q == 0 in die fruher betrachtete Differentialgleichung (50) 
ubergeht. 

Die Randwerte, die das gesuchte y erfullen solI, seien wieder 

(56) y(o) =y(l) =0. 

Wir suchen zunachst die Hilfsaufgabe 

(57) ~ [k· y']+ q. y = f(x) 
dx 

mit den gegebenen Randwerten (56) zu losen. Wir nehmen hierzu noch 
an, daB die homogene Gleichung 

(58) ddX [k· y'] + q. y = 0 

mit den Randwerten (56) nur die triviale Losung hat. Wie nun auf 
S. 17 bemerkt wurde, ist das Anfangswertproblem stets losbar; wir 
sind daher sicher, daB es zwei Losungen Yl und Y2 von (58) mit den An
fangswerten 

(59) 

gibt, die in o;s;; x;s;; 1 uberall stetig und differenzierbar sind. Beide 
Losungen sind auch nicht identisch oder proportional: Yl = const . Y2' 
denn sonst wurde Yl die Randbedingungen (56) erfullen, also eine nicht
triviale Losung von (58) darstellen, was ausge-
schlossen sein soUte. Y 

Wir konstruieren uns nun eine Losung von (58), 
die folgende Bedingungen erfiillt: 

1. sie sei null fur x = 0 und x = l, 
2. sie selbst sei uberall stetig, aber ihre erste 

Ableitung falle bei x = z (0 ;s;; z ;S;; l) urn 1, sonst 
sei sie auch stetig. 

Z 

Abb.6. 
.r 

[Eine Bedingung wie 2 ist naturlich notwendig: die gesuchte Funktion 
kann nicht durchweg regular, d. h. differenzierbar sein, da sie sonst 
eine nichttriviale Losung von (58) darstellen wurde! (Abb. 6).] 

Diese Losung, die eindeutig bestimmt ist, heiBe rp(x, z). Wir konnen 
sie angeben; sie muB namlich fur 0 ;S;; x ;S;; z proportional zu Yl sein 

(60) 0;;:;;: x;S;; z. 

Entsprechend gilt im zweiten Intervall 

(61) rp(x, z) = B· Y2(X) z;S;; x ;S;; l. 

In x = z soIl Stetigkeit herrschen 

(62) 
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dagegen gibt die Unstetigkeit der Ableitung in x = z 

(63) 

Aus den beiden letzten Gleichungen (62), (63) bestimmen sich A und B 
eindeutig zu 

(64) A - _ Y2 (z) B _ _ Yl (z) 
- Y~ (z) . Yl (z) - Y; (z) • Y2 (z) , - y~ (z) . Yl (z) - Y; (z) • Y2 (z) • 

DaB der hier auftretende Nenner nie verschwinden kann, sieht man 
folgendermaBen ein: 

Yl und Y2 genugen beide der Differentialgleichung (58): 

d , 
ax k Y1 + q . Yl = ° 
d k ' ax Y2 + q . Y2 = 0. 

Hieraus folgt durch Multiplikation mit Y2' bzw. Yl> und Subtraktion 
beider Gleichungen 

oder 

(65) 

Setzt man fUr einen Augenblick fur den negativen Nenner von (64) 

(66) 

so ist 

und (65) schreibt sich 

d. h. 

(67) 

Y2 Y~ - Yl Y~ == D (x), 

Y2 Y~' - Yl Y~' = D' , 

k . D' + k' . D = ° , 
k . D = C = const. 

Entweder ist also C = 0, also D (x) == 0, d. h. 

Y2 Y~ - Yl Y~ = 0, 

also Yl = A . Y2' Oder aber es ist C =\= 0, also D (x) nie null. Der erste 
Fall kann aber nicht eintreten, da Proportionalitat von Yl und Y2 aus
geschlossen wurde. Also ist der Nenner D stets von null verschieden, 
was wir zeigen wollten. 

Aus (67) folgt noch 

Y~ (z) Yl (z) - Y~ (z) Y2 (z) = - D (z) = - k fx) , 

* '1/ I ~! g heiJ3t '1/ (z + 0) - '1/ (z - 0) und z + 0 heiJ3t wieder, daJ3 man mit 
x an z von oben herangehen solI. Ebenso bei z - 0 von unten. 
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und damit schreibt sich q;(x, z) nach (60) und (61): 

I q;(x,z) = kg) ·Yl(X)·Y2(Z) fUr o;;;:;x;;;:;z, 
(68) 

q;(x,z) = kg) . Y2(X)· Yl(Z) fUr z;;;:; x;;;:; l. 

Setzen wir noch 
q;(x, z) == G(x, z) . k(z), 

so ist ersichtlich G symmetrisch in Argument x und Parameter z: 

(69) 
_ J ~ ·Yl (x) . Y2 (z) 

G(x, z) -l1 
c· Y2 (x) . Yl (z) z;;;:; x;;;:; l. 

Man erkennt ferner, daB G eine Losung der Differentialgleichung (58) 
ist (da Yl und Y2 dieser genugen), daB G an den Intervallenden ver
schwindet, im Intervallinnern uberall stetig ist, auch fUr x = z, wie 
man durch Einsetzen aus (69) erkennt, wahrend die Ableitung an dieser 
Stelle springt: 

(70) orpjZ+O ,=k Z .0Glz+0 =-1. 
ox .z-O () ox z-o 

Fur den Fall, daB k '= 1 und q == 0 ist, ist G der Musterkern; denn 
dieser hat ganz die entsprechenden Eigenschaften, insbesondere fallt 
auch seine Ableitung an der Stelle x = z urn 1 (vgl. 1. 2. 27). 

G(x, z) heifJt die GREENsche Funktion des Problems, es ist die Ver
allgemeinerung des Musterkerns und leistet auch dieselben Dienste wie dieser. 

Das letzte werden wir sofort einsehen. 
Die Konstante C in (69) ist wohlbestimmt, da Yl und Y2 bestimmt 

sind. Es wird nach (68) 

(71) { C = k (0) . [Y2 (0) . y~ (0) - Yl (0) . Y2 (0) ] = k (0) . Y2 (0) 
= k (l) . [Y2 (l) . Y; (l) - Yl (l) . Y; (l) ] = k (l) . Yl (l) , 

wenn man die Definitionen von Yl und Y2 berucksichtigt. 
Nun leiten wir den GREENschen Satz, eine Hilfsformel uber G, abo 
Es sei zur Abkurzung fur die in Y lineare Form 

(72) (k . Y')' + q . Y 

L (y) gesetzt. Y und eine zweite Funktion u (x) seien im Intervall 
a ;;;:; x ;;;:; b mit ihrer erst en und zweiten Ableitung stetig. Dann ergibt sich 

b b 

j [L (y) . u-L (u) . yJ dx = j[(k· y')'. u- (k· u')'· yJ . dx 
a a 

b 

= k . (Y' . u - u' . y) I~ - j (k Y' . u' - k u' . Y') dx, 
a 
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und schlieBlich 
b 

(73) jCL(y) ·u-L(u)· yJ ·dx = k(y' ·u-u'· Y)I!· 
a 

Das ist der GREENsche Satz. Wir wenden ihn auf y (x) und G (x, z) im 
Intervall 0:;:;; x:;:;; zan, beachten, daB L (G) = 0 ist, da G der Gleichung 
(58) geniigt, und erhalten 

z 

(74) j L(y)· G(x, z)· dx = k(y" G-G'· y) I~-o= k(z)· (y'. G- G'· Y)x~z-o. 
o 

Analog bekommen wir fUr das Intervall z :s;; x:S;; 1 
I 

(75) j L (y) . G (x, z) . d x = k (y' . G- G' . y) I; +0 = k (z) . (y' . G - G' . y)x~z +0' 
z 

Addieren wir (74) zu (75), so erhalten wir wegen der Eigenschaften 
von G (Sprung von G'): 

I 

j L(y)· G(x, z)· dx =- y(z). 
o . 

Wir wenden dies auf (57) an, L (y) ist nach (72) gleich f (x), und wir 
konnen sagen: 

Satz 4. Die Funktion 
I 

y(x) =- j f(z)· G(x, z)· dz 
o 

lost die Randwertaufgabe 

ddx (k . y') + q . y = f (x), y(O) = y(l) = O. 

Hierin ist G die durch (69) definierte GREENsche Funktion des Randwert
problems. 

Damit ist die Hilfsaufgabe erledigt. SolI nun 

(76) ddx (k y') + q(x) . Y +w2 • r(x) . y(x) = f(x) 

gelost werden, so konnen wir Satz 4 anwenden, wenn wir f (x) durch 
f (x) - w2 • r (x) . y (x) ersetzen. Wir erhalten damit fUr y (x) die lineare 
Integralgleichung zweiter Art 

I 

(77) y(x) = w2 -/ r(z) . G(x, z) . y(z) . dz- j f(z) . G(x, z)· dz, 
o 0 

die wir in bekannter Weise symmetrisieren konnen, da wir r (x) > 0 
voraussetzten. Wir fUhren 

y (x) == Vr (x) . y (x) , K(x,z) == vr(x) ·r(z) ·G(x,z) 

ein und setzen auBerdem 
I 

(78) g(x) =-Vr(x) -/f(z) ·G(x,z) ·dz, 
o 



4. Der elementare Teil der Theorie. 25 

Damit erhalten wir eine lineare Integralgleichung mit symmetrischem Kern 
1 

(79) y (x) = A . f K (x, z) . Y (z) . dz + g (x) . 
o 

g (x) == ° entspricht nach (78) f (x) - 0, also dem homogenen Problem. 
K6nnen wir also (79) 16sen, so haben wir das Randwertproblem gel6st, 
das wir uns zu Beginn dieses Abschnittes stellten. 

4. Der element are Teil der Theorie. 
a) Die NEUMANNsche Reihe. Wir haben bisher eine Reihe von 

Differentialgleichungen mit Randbedingungen auf Integralgleichungen 
zuriickgefUhrt; wir miissen jetzt versuchen, diese direkt, ohne Riickgreifen 
auf die Differentialgleichung, zu 16sen. Wir beginnen mit der Theorie 
der linearen Integralgleichung zweiter Art 

I 

(1) y(x) =A -J K(x, z)· y(z)· dz + f(x); 
o 

K, der "Kern", eine gegebene Funktion von x und z, f(x) ebenfalls 
gegeben; y(x) gesucht, A ein Parameter; wir sehen, wie weit wir mit 
einem bestimmten L6sungsverfahren kommen. Es ist das uns schon 
bekannte Verfahren der schrittweisen Verbesserung. 

In (1) braucht K(x, z) nicht symmetrisch zu sein. K und f werden 
im Intervall 
(2) ° ~ x ~ l, ° ~ z ~ 1 
zunachst als stetig, also auch als beschrankt vorausgesetzt, A wird spater 
passend beschrankt. 

[DaJ3 wir in (1) als untere Grenze x = ° nehmen, ist belanglos; der 
Fall x = a als untere Grenze des Integrals kann durch die Substitution 
C = x - a, de = d x sofort auf den vorliegenden zuriickgefiihrt werden. ] 

Auch hier beginnen wir damit, daJ3 wir fur y unter dem Integral
zeichen eine Naherung einsetzen. Verfahren wir wie fruher geschildert, 
so bekommen wir schrittweise folgende Naherungen fUr y: 

(3) 
f 

Yo = 0, 

Yl =f(x), 

1 Y2 = A i K (x, z) f (z) dz + f (x). 

(Da K, f stetig sind, existieren die Integrale), I y, ~!.. J K Ix. ,) y,I') d, + Ilx) 

(4) 1 = f (:) + Ai K (x, z) [Ai K (z, u) f (u) dUJ dz + A I K (x, z) f (z) dz 

= f(x) +A /K (x, z) f(z) dz +A2 • /f(u) [J K (x, z) K (z, u) dZ] du. 
o 0 0 
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Denn man darf bei stetigen Funktionen die Reihenfolge der Integrationen 
vertauschen (diese Operation werden wir noch oft auszufiihren haben, 
es wird daher in Zukunft nicht mehr besonders darauf hingewiesen werden). 
Unter dem zweiten Integralzeichen in (4) kommen die Kerne K(x, z), 
K (z, u) durch die Integrationsvariable z gekoppelt vor. Man nennt 
das Integral 

I 

(5) j K(x, z) K(z, u) dz = K 2(x, u) 
o 

den einmal "iterierten" (d. h. wiederholt en) Kern. K2 ist bei gegebenem K 
als bekannt anzusehen, wenn vielleicht auch die Integration praktische 
Schwierigkeiten bereitet. 

Man kann also jetzt Ya so schreiben 
I I 

Ya = f (x) + A. . j K (x, z) f (z) dz + A.2 . j K2 (x, u) f (u) du 
(6) I 0 0 

=f(x) + jf(z) [A.·K1(x,z) +A.2·K2(x,z)Jdz Kl ~K 
o 

(an das Vertauschen der Integrationsvariablen, das wir hier benutzt 
haben, miissen wir uns eben falls gewohnen!). Der nachste Schritt voll
zieht sich genau so: 

I 

Y4(X) =f(x) +A.-jK(x,z) . Ya(z)dz 
o 

(7) = f(x) + A. -j K(x, z) f(z) dz + 
+ A.2 . j j K (x, z) . K (z, u) f (u) du dz + 

+ A.a j j K (x, z) . K2 (z, u) f (u) du dz. 

Da fast irnmer Integrale von 0 bis l vorkommen, werden wir oft die Grenzen 
fortlassen. Unsere Integrale sind also, wenn nicht anders angegeben, 
stets bestimmte von 0 bis l. 

Die Iteration von K2 liefert den dritten iterierten Kern K3 

(8) { Ka(x,z) =jK(x,u)K2(u,z)du 
=j jK(x, u) K(u, v) K(v, z) dudv. 

Damit wird 
I 

(9) Y4 (x) = f (x) + j f (z) [A. . K + A.2 . K2 + A.a. K3J dz. 
o 

Die Bildung der einmal, zweimal, dreimal, ... iterierten Kerne ist eine 
Art Kettenbildung. Wie man aus (8) erkennt: iiber die koppelnden 
Veranderlichen wird integriert. 

Allgemein treten also bei Kn + 1 n + 1 gekoppelte Kerne auf, die 
in n Variablen gekoppelt sind 

I I Kn + 1 (x, z) = j K (x, u) . K" (u, z) du = 
(10) I I 0 

= f. .. j K (x, u) K (u, u2) K (u2, u3) ... K (u", z) du du2dua . .. dUn. 
o 0 
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Durch andere Zusammenfassung der n + 1-Kerne erhalt man ebensogut 

(11) 
I 

Kn+l (x, z) = j Kn(x, u) K (u, z) duo 
o 

Das Bildungsgesetz der Naherungen h, Y2' Y3' . .. erkennen wir nun 
leicht. Wir erwarten, daB diese Naherungen gegen die gesuchte Funk
tion Y (x) konvergieren, d. h., daB sich fUr hinreichend groBes n Yn (x) 
beliebig wenig von Y (x) unterscheidet. Wir erwarten also, daB sich 
Y (x) darstellen laBt als 

I 

(12) y(x) =f(x) +jf(z) [A·Kl +A2.K2 +A3.K3 +···]dz. 
o 

I 

Diese Reihe mit dem allgemeinen Glied An -J Kn (x, z) f (z) dz heiBt die 
o 

NEUMANNsche Reihe nach CARL NEUMANN, einem Vorlaufer von HILBERT, 
SCHMIDT und FREDHOLM in der Theorie der Integralgleichungen (1887, 
vgl. 1. 5 a). 

Entscheidend fi.ir die Anwendung der Methode der schrittweisen 
Verbesserung ist die Frage: Wann konvergiert die NEUMANNsche Reihe? 

Zur Beantwortung betrachten wir den elementaren Fall: der Kern K 
solI stetig sein. Dann hat K in 0;:;;: x ;:;;: z, 0;:;;: z ;:;;: Zein Maximum k 

(13 ) IK(x,z)l;:;;:k. 

jetzt k6nnen wir die iterierten Kerne K" abschatzen. Kn hat unter 
dem Integralzeichen n einfache Kerne und n-1 koppelnde Variable 
stehen; es ergibt sich also 

( 14) 

I I 

I Kn (x, z) I ;:;;: kn . r . -f dUl . dU2 ••• dUn_I 
~ 
n-lmal 

= kn ·zn-I. 

Daher ist in (12) 

(15) i [AK +A2 K 2 + ... ] I;:;;: IAI k + IAi2k2Z + iAi3k3Z2 + .... 
Rechts steht im wesentlichen . die geometrische Reihe 

1 
1 + x + x 2 + ... =--1-x 

(mit X=IAI·k·Z), die fUr Ixl<1 konvergiert. Unsere Reihe (15) 
konvergiert also wenigstens dann, wenn ihre Oberreihe, die geometrische 
Reihe, konvergiert, d. h. wenn 

IAI·k·Z< 1, 
oder wenn 

( 16) 
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ist. Die Abschatzung (13) war ziemlich roh; oft wird also (15) besser 
als die geometrische Reihe konvergieren. Fur I A 1< 1/kl konvergiert 
jedenfalls die NEUMANNsche Reihe sicher. 

Gilt (16), so hat die Reihe in (12) unter dem Integralzeichen eine 
endliche Summe und das Integral existiert. Man muB noch den 
Nachweis erbringen, daB das durch die NEUMANNsche Reihe (12) ge
wonnene y (x) tatsachlich die Integralgleichung lost: das folgt einfach 
durch Einsetzen der Reihe in die Integralgleichung. 

b) Der lOsende Kern. Fur das folgende ist es gut, einige Kennt
nisse der elementaren Funktionentheorie zu besitzen, denn wir mussen 
uns mit der Funktion von A 

(17) F(A; x, z) =A ·K1 (x, z) + A2. K 2 (x, z) +As . Ks(x, z) + ... 
beschaftigen. Wie stets seien x, z, K, f reell, fur A mussen wir aIlerdings 
auch komplexe Werte zulassen [bei komplexem A wiirde auch y (x) 
komplex werden; K und f bleiben nach wie vor reellJ. 

Fist in der A-Ebene zunachst nur erklart im Konvergenzkreis mit 
dem Radius r der rechtsstehenden Potenzreihe, d. h. fUr aIle A, fur die 

gilt. Da wir schon oben die Konvergenz der Reihe 

A . K + A2. K2 + AS. Ks + ... 
(die man otters eben falls als NEUMANNsche Reihe bezeichnet) unter
sucht hatten, wissen wir schon, daB sicher 

( 18) r'2 _1 __ 
- k·l 

ist (und zwar fUr aIle x und Z zwischen 0 und l). 
Die Funktionentheorie, wie sie von WEIERSTRASS aufgebaut wurde, 

lehrt nun, daB eine Potenzreihe in A wie (17) eine in A analytische Funk
tion definiert. Das sei am Beispiel der geometrischen Reihe erlautert. 
Innerhalb ihres Konvergenzkreises I A I < 1 stellt die Potenzreihe 

( 19) 

die Funktion 

(20) 
1 

i-A 

dar. Man muB durchaus die Reihe, als DarsteIlung der Funktion, von 
der Funktion selbst unterscheiden. Die Reihe (19) hat nur in ihrem 
Konvergenzgebiet IAI < 1 Sinn; wohl aber existiert die Funktion 1/1-A 
auch auBerhalb dieses Gebietes, sie ist, mit Ausnahme des Punktes 
A = 1, in der ganzen komplexen A-Ebene definiert und regular (d. h. 
differenzierbar) . 
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Es sei noch bemerkt, daB diese Zuordnung von Potenzreihe und 
Funktion durchaus eindeutig und umkehrbar eindeutig ist: jede gegebene 
Darstellung einer Funktion durch eine Potenzreihe erlaubt, den Funk
tionsverlauf in der ganzen Ebene als bestimmt anzusehen. 

1m allgemeinen wird also auch unsere Funktion r(A; x, z) auBerhalb 
des Kreises I A 1 < r existieren, z. B. in dem gezeichneten Gebiet G (Abb. 7) : 
Hierbei ist zu beachten, daB nach WEIERSTRASS der Konvergenz
kreis sr einer Potenzreihendarstellung und die Grenze des Existenzge
bietes G wenigstens einen Punkt 5 gemeinsam haben mussen. 5 heiBt 
dann eine singulare Stelle der Funktion. Es kann auch vorkommen, daB 
Existenzgebiet G und Kreis sr zusammenfallen: dann ist jeder Punkt 
der Kreisperipherie singular. 

Kennen wir r(A; x, z), so kennen wir auch 
y(x). Denn es ist nach (12) und (17) 

I 

(21) y(x) = f(x) + j r(A; x, z) f(z) dz = Y(A; x). 
o 

Daher heiBt r auch der "losende Kern" der 
In tegralgleich ung. 

Abb.7. 

Nun gilt allerdings (21) zunachst nur fUr das Innere des Kreises IAI < r, 
denn nur dort ist zunachst r bekannt. Man beweist aber in der Funk
tionentheorie: gilt eine solche Gleichung (21) in irgendeinem Teilbereich 
des Existenzbereiches G von r, so gilt sie auch uberall in G. Denn (21) 
gibt da, wo r fur aIle x und z zwischen 0 und I regular-analytisch in A 
ist, auch y regular-analytisch in A; die Integralgleichung wird von diesem 
Y uberall erfullt, weil in ihr A regular-analytisch (sogar linear) explizit 
vorkommt. 

Erinnern wir uns nun noch, daB man r(A; x, z) in A regular nennt, 
wenn A im Existenzgebiet G von r liegt, und daB die Integralgleichung im 
FaIle f(x) == 0 homogen heiBt, so k6nnen wir (21) als Satz aussprechen: 

Sa tz 5: Wo in der A-Ebene r(A; x, z) regular ist, hat die Integral
gleichung (1) mindestens eine Losung (21), die fiir die homogene Gleichung 
in die triviale Losung iibergeht. 

Es sei an dieser Stelle darauf aufmerksam gemacht, daB bei un serer 
Behandlung der Integralgleichungen immer wieder dieselben Fragen 
auftauchen: 

1. Gibt es L6sungen Y (x) der vorgelegten Integralgleichung? 
2. Falls 1. bejaht ist: gibt es mehrere L6sungen? 
In Satz 5 ist die erste Frage beantwortet; es bleibt noch die zweite 

zu behandeln. 
Hierzu nehmen wir an, wir hatten zwei L6sungen Yl und Y2: 

(22) { 
Yl =f(x) +AjK.Yt(z)dz, 

Y2 = f (x) + A j K . Y2 (z) dz. 
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Durch Subtraktion finden wir 

(22a) Yl - Y2 = It j K (x, z) [Yl (z) - Y2 (z) ] dz. 

Setzen wir noch 

so wird 
Y(x) =It j K(x, z) Y(z) dz. 

Y (x) ist also die Lasung der homogenen Gleichung, und wir kannen 
den Satz aussprechen: 

Sat z 6. Wenn die homogene I ntegralgleichung keine nichttrivialen 
Losungeri hat (d. h. Y ~ 0), hat die inhomogene Gleichung hochstens 
eine Losung (d. h. dann ist Yl ~ Y2). 

Die Umkehrung dieses Satzes, daB die inhomogene Gleichung auch 
mindestens eine (d. h. zusammen mit dem Satz 6 genau eine) Lasung 
hat, falls die homogene Gleichung nur die triviale Lasung hat, gilt auch, 
wird indessen erst spater bewiesen (das ist der Alternativsatz von 1. 2d). 

c) Ein negatives Ergebnis. Die "umgestellte" Gleichung. Ortho
gonalitat von Funktionen. \Vir nehmen an 

I 

(23) Y (x) = / (x) + It j K (x, z) Y (z) dz 
o 

habe eine Lasung Y; wir werden sehen, daB diese Annahme unter Um
standen zum Widerspruch fUhren kann. 

Wir multiplizieren zunachst beide Seiten der Gleichung mit irgend
einer stetigen Funktion rp (x) und integrieren nach x 

j rp. ydx = j rp. /dx +ltj j K(x, z) rp(x) y(z) dxdz. 

Durch Vertauschung der Integrationen (wegen der Stetigkeit aller vor
kommenden Funktionen erlaubt) erhalten wir 

(24) jy(x) [rp(x)-ItjK(z, x)rp(z)dz] dx =jrp(x)/(x)dx. 

J etzt sehen wir: wenn rp (x) "1= 0 und fUr alle x die Gleichung gilt 

I 

(25) rp (x) = It j K (z, x) rp (z) dz, 
o 

kann es bei beliebigem / (x) keine Funktion y (x) geben, die un sere 
Integralgleichung (23) lOst. Denn gabe es doch ein y, so folgte aus (24) 

(26) jy·O·dx=O=jrp·/·dx, 

rechts steht aber im allgemeinen eine von null verschiedene GraBe; 
es lage also ein Widerspruch vor. 
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Die Gleichung (25), die sich hier von Wichtigkeit erweist, ist eine 
homogene Integralgleichung fUr q; (x). Sie unterscheidet sich von der 
homogenen Form der Ausgangsgleichung (23) 

I 

(27) y(x) =).jK(x,z)y(z)dz 
o 

nur darin, daD im Kern K(x, z) die Veranderlichen vertauscht sind; daher 
heiDt auch (25) die in bezug auf (27) "umgestellte" (auch "transponierte" 
oder "adjungierte") Integralgleichung. 1st der Kern symmetrisch 

K(x, z) = K(z, x), 

so faUt (25) mit ihrer umgesteUten Gleichung (27) zusammen. Schon 
hierin liegt ein Grund fUr die Bedeutung symmetrischer Kerne. 

1 etzt kann man das oben gefundene Ergebnis so aussprechen: 
Satz 7. Hat die umgestellte homogene Gleichung nichttriviale Losungen 

q; (x), so hat im allgemeinen die inhomogene Gleichung keine Losungen 
y(x), es sei denn, dafJ 

I 

(28) j q;(x) I(x)dx = 0 
o 

gilt lur jede Losung q;(x) der umgestellten homogenen Gleichung. 
Denn in letzterem Faile steUt (24) einfach die Selbstverstandlichkeit ° = ° dar; die Annahme, daD eine Lasung y von (23) existiert, wird also 

dann nicht mehr durch (24) als falsch erwiesen. In diesem Falle kann 
es also eine so1che Lasung geben. 

Gilt (28), so heiDen q; (x) und I (x) "orthogonal" zueinander (uber die 
Herkunft dieses Ausdruckes vgl. II. 9). Mit Hilfe dieses. neuen Begriffes 
kann man nun Satz 7 etwas anders formulieren. Wir nehmen dazu (25) 
als Ausgangsgleichung; dann ist also (23) in bezug auf (25) als umgestellt 
und inhomogen zu bezeichnen. Daher kannen wir sagen 

Sat z 7 a. Hat die homogene Gleichung (25) nichttriviale Losungen 
q; (x), so hat die umgestellte inhomogene Gleichung (23) hochstens bedin
gungsweise Losungen y (x), d. h. hOchstens dann, wenn das Storungsglied 
I(x) von (23) zu allen q;(x) orthogonal ist. 

Wir kehren noch einmal zu dem lasenden Kern r().; x, z) zuruck. 
Wir werden spater allgemein zeigen, daD r als Singularitaten nur 
Pole haben kann. Bekanntlich heiDt ).0 ein Pol der analytischen Funk
tion F ().), wenn F fUr ). -+).0 selbst gegen = geht, jedoch in einer Um
gebung von ).0' auDer in ).0 selbst, nur endliche eindeutige Werte an
nehmen kann. Z. B. hat F ().) = 1/1 -)., die zur geometrischen Reihe 
geharige analytische Funktion, in ).0 = 1 einen Pol; F()') = 1/sin). hat 
in den Punkten ).0 = 0, ± 71:, ± 2 .71:, ± 3 .71:, ••• Pole, dasselbe gilt von 
ctg).. Die Behauptung geht nun dahin, daB r von derselben Art ist. 
Der Beweis hierfUr folgt in I. 6i fUr symmetrische Kerne, fur andere 
Kerne in II. 3. 



32 I. Was ist eine IntegraIgleichung? 

d) Die VOLTERRAsche Integralgleichung. Vererbungserscheinungen. 
Hier werde nunmehr gezeigt, daB im VOLTERRASchen Falle der losende 
Kern r keine Pole hat, ja, daB fur ihn die NEUMANNsche Reihe sogar 
bestandig, d. h. in der ganzen A-Ebene konvergiert. 

Es liege also die Integralgleichung vor 

" 
(29) y(x) =t(x) +A!K(X,z)y(z)~z. 

Wir setzen fest, daB fUr z ~ x 

(30) K(x, z) = 0 

sein soll, was (29) nicht beruhrt. K (x, z) verschwindet also in dem oberen 
der beiden gezeichneten Dreiecke identisch (Abb. 8): 

Damit wird (29) 
I 

(31) y(x) =t(x) +AjK(x,z)y(z)dz. 
o 

So ordnet sich also der Fall der VOLTERRAschen Inte
-t"'------f----tl!: gralgleichung dem Fall der schon betrachteten Integral-

Abb.8. gleichung (23) unter. Wir konnen daher die geschil-
derte formale Theorie der schriUweisen Verbesserung 

anwenden, die auf die NEUMANNsche Reihe (12) fUhrt. Aber jetzt kann 
man die iterierten Kerne besser abschatzen als damals im allgemeinen Fall. 

Es sei K wieder beschrankt 

IK(x, z) I:;;;: k, 

und die Abschatzung von K2 gibt, wenn man beachtet, daB K (x, z) = 0 
ist, falls die zweite Variable (z) groBer ist als die erste (x): 

I I I I " i ! K(x, u) K(u, z) du = i"i.K(x, u)· K(u, z) du: 

~ k2 ·li dul, 
{ 

k2(X-Z) 
IK2 (x, z) I ~ 0 

Dieselbe Dberlegung ergibt fur Ka 

IKa(x, z) I = II K 2 (x, u) K(u, z) dul ~ ka ·z/(X-U) du 

= It k3(x-Z)2 

und wir sehen so die allgemeine F ormel ein 

1 1 k" (x z)",:", 1 
(32) IK,,(x,z)l~ (n~l)! -

x~z 

x:;;;: z. 

x;;;;;;z 

x ~ z, 

x:2;z 

x ~ z; 
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daher wird 
I ,nKnl_ ---- lAin kn( )"-1 

A ~ (n-1)! X-Z , 

und wir konnen die Reihe 2 K + 22 K2 + ... in (12) majorisieren 

1 
~2nK ~ ~12"K 1~121·k· ~ [jAj'k(x_z)]n-l 

(33) ..,;:;;;,,; n ..,;:;;;,,;. n - I ~ (n-1)! 
1 1 1 

= [21·k·e ,l,k (X-Z). 

Also folgt 
Satz 8. Die Potenzreihe fur r(2; x, z) hat im VOLTERRAschen Faile 

die E xponentialreihe in 12 [ als o berreihe , und da letztere bestandig kon
vergiert, ist r in der ganzen 2-Ebene regular. 

Nehmen wir die Erkenntnis voraus, daB r nur Pole als Singularitaten 
haben kann, so konnen wir den Satz auch so aussprechen, daB r im 
VOLTERRAschen Fall keine Pole hat. 

Der eben bewiesene Satz gibt uns in der NEUMANNschen Reihe ein 
stets brauchbares Mittel zur Losung VOLTERRAscher Integralgleichurlgen 
an die Hand. 

Wo kommen derartige Gleichungen praktisch vor? Wir wissen schon 
nach Satz 2, daB das Anfangswertproblem linearer Differentialgleichungen 
auf den hier betrachteten VOLTERRAschen Fall ftihrt. Mit Satz 8 ist also 
erwiesen, dafJ das A nfangswertproblem dieser Gleichungen stets lOsbar ist 
(was frtiher ohne Beweis angefiihrt wurde). 

VOLTERRAsche Gleichungen treten aber auch tiberall dort auf, wo 
N achwirkungs- (Vererbungs-) Vorgange im Spiele sind; es sei hierzu als 
Beispiel ein Dehnungsversuch besprochen. 

Bei hinreichend klein en GroBen gilt das HooKEsche Gesetz, daB die 
Dehnung e der Spannung s proportional ist 

(34) e = c ·s. 

Bei Wechselversuchen werden e, s Funktionen der Zeit, aber jetzt gilt 

(35) e (t) = c . s (t) 

nicht mehr so gut. Vielmehr muB man annehmen, daB die Spannung 
zur Zeit T < t nachwirkt. Zu c· s (t) hat man daher fi~r jedes T ein 
Korrekturglied 

(36) K(t-T) 'S(T) ·dT 

hinzuzufiigen. K hangt nur von t-T ab, da die Nachwirkung urn so 
starker ist, je kleiner t-T ist. Alle diese Glieder (36) sind zu summieren, 
und wir erhalten daher statt (35): 

(37) 

t 

e (t) = c . s (t) + + J K (t - T) . C • S (T) . dT. 
o 

Hamel, Integralgleichungen. 3 
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Bei gegebener Spannung kann also e berechnet werden. Hat man da
gegen e (t) beobachtet, und will man wissen, was der K6rper durchgemacht 
hat [d. h. sucht man s (t) J, so liegt in (37) eine VOLTERRAsche Integral
gleichung zweiter Art vor. 

Derartige Gleichungen kommen oft z. B. auch in der Astrophysik 
vor. Physikalisch stellt auch (37) noch eine Idealisierung vor, da lediglich 
eine lineare Abhangigkeit der Vererbung angenommen wurde. 

(37) kann mit der NEUMANNschen Reihe ge16st werden: 
t 

(38) c·s(t) =e(t) + jr(A; t-i) ·c·e(i)di, 
o 

Hierin hangt jeder iterierte Kern, also auch r = Y A" . K", nur von 
t-i ab, denn es ist z. B. 

t 

(39) K 2 =jK(t-u) ·K(u-i)du 
r 

nach (32). Setzen Wlr 

v = U-i, dv = du, t-u = t-i-V, 

so schreibt sich (39) 
t-r 

K 2 =j K(t-i-v)·K(v)dv=/(t-i), 
o 

und ahnliches gilt fUr Ka, K4 .... 
Grundsatzlich wird also (37) durch (38) ge16st; praktisch k6nnen 

aIlerdings Schwierigkeiten bei der Bestimmung von r und der Inte
gration in (38) auftreten. 

e} Zusammenstellung der Hauptsatze. Am Schlusse des Ab
schnittes I. 4, und vor der Behandlung einer gr6J3eren Anzahl von Bei
spielen, erscheint es geboten, die gesamte Theorie der linearen Integral
gleichungen (soweit sie hier tiberhaupt dargestellt werden solI) in einer 
Reihe von Sat zen zusammenzufassen. Eine derartige Dbersicht erlaubt 
dann auch, den logischen Zusammenhang der Satze besser als bisher zu 
erkennen. (Dber die genauen Voraussetzungen tiber K vgl. I. 6f; bisher 
galt en aIle Funktionen als stetig.) 

H au p t sat z I. Wenn die homogene I ntegralgleichung keine nicht
trivialen Losungen hat, hat die inhomogene Gleichung hochstens eine Losung. 

Dieser Satz ist als Satz 6 schon bewiesen worden. 

H au p t sat z II. Wenn die homogene Gleichung keine nichtirivialen 
Losungen hat, hat die inhomogene Gleichung mindestens (also nach H aupt
satz I genau) eine Losung. 

Der Beweis fehlt noch. 
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Ha u ptsa tz III. Wenn die homogene Gleichung nichttriviale Losungen 
hat, hat die umgestellte inhomogene Gleichung hOchstens bedingungsweise 
Losungen. 

Das ist als Satz 7 a bewiesen worden. 

H au p t sat z IV. Wenn die homogene Gleichung nichttriviale Losungen 
hat, hat die umgestellte inhomogene Gleichung wirklich welche, falls die 
Bedingungen von Hauptsatz III erfiillt sind. 

Der Beweis fehlt noch. 

Hauptsatz V. Wenn die homogene Gleichung nichttriviale Losungen 
hat, hat die umgestellte homogene Gleichung auch nichttriviale Losungen. 

Der Beweis fehlt noch. 

Hauptsatz VI. Wo in der A-Ebene der lOsende Kern r reguliir ist, 
hat die inhomogene Gleichung genau eine, die homogene keine nichttrivialen 
Losungen. 

Wir haben in Satz 5 bewiesen, daB an regularen Stellen von r die 
inhomogene Gleichung mindestens eine Lasung hat. Nach (I. 4. 24) hat 
dann die umgestellte homogene Gleichung nur die triviale Lasung. 
Gilt also Hauptsatz V, dann wissen wir, daB die homogene Gleichung 
auch nur die triviale Lasung hat, und dann folgt nach (22a), daB die 
inhomogene Gleichung genau eine Lasung hat. Hauptsatz VI wird daher 
zugleich mit Hauptsatz V bewiesen. 

H au p t sat z VII. r ist eindeutig und reguliir bis auf Pole (in der 
A-Ebene). 

Der Beweis fehlt noch. Der erste Teil kann mit Hauptsatz VI zugleich 
fUr bewiesen gelten: denn ware r in einer regularen Stelle mehrdeutig, 
so ware dort auch die Lasung der inhomogenen Gleichung mehrdeutig 
nach (21) im Widerspruch zu Hauptsatz VI. 

Hauptsatz VIII. In einem Pol von r hat die homogene Gleichung 
mindestens eine nichttriviale Losung, mithin hat die nichthomogene Gleichung 
nur bedingungsweise welche. 

Der Beweis fehlt noch. 

Hauptsatz IX. 1m symmetrischen Falle hat r mindestens einen Pol. 
Das ist der Fundamentalsatz tiber symmetrische Kerne von HILBERT 

und ERHARD SCHMIDT. Der Beweis fehlt noch. 

Hauptsatz X. 1m VOLTERRAschen Falle hal r keinen Pol. 

Das wurde als Satz 8 bewiesen. 
Die noch fehlenden Beweise werden, wenigstens fUr den Fall des 

symmetrischen Kerns, in I. 6. erbracht werden; fUr den allgemeinen 
Fall des unsymmetrischen Kerns wird man in einem AbriB der FRED
HOLMschen Theorie in· II. 3. die fehlenden Beweise skizziert finden. 

3* 
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5. Die Beziehungen der Integralgleichungen zu den 
partiellen DiiIerentialgleichungen der Physik 

und andere physikalische Anwendungen. 
a) Die erste Randwertaufgabe der Potentialtheorie in der Ebene. 

Bis zum Ende des 19. Jahrhunderts stand bei den mathematischen 
Physikern unter ahnlichen Fragestellungen das erste Randwertproblem 
der Potentialtheorie im Mittelpunkt des Interesses. Das Problem ver
langt, eine Funktion u (x, y, z) zu finden, fUr die die Potentialgleichung 

(1) Llu=o 

( 02 02 ( 2 ) 
wo der LAPLACEsche Operator LI = ox2 + oy2 +a:z2 

innerhalb eines gegebenen Bereiches 58 gilt, und die am Rande C des 
Bereiches vorgeschriebene Werte U o annimmt. Wir beschranken uns 

y 

.r 
Abb.9. 

auf das ebene inn ere Problem, d. h. wir bleiben 
in der x-y-Ebene und verzichten auf Fragen 
fiber Existenz und Verhalten von u (x, y) 
auBerhalb des Bereiches (Abb. 9). Eine solche 
Funktion u heiBt eine Potentialfunktion. 

Wieder sind zwei Fragen wichtig: Gibt es 
Potentialfunktionen, und wenn ja, wie kann 
man diese praktisch finden? Wenn es fiber

haupt eine gibt, so gibt es auch nur eine, wie als bekannt vorausgesetzt 
werden soll. Zur Beantwortung dieser Fragen, zumal der ersten, kann die 
Funktionentheorie herangezogen werden. Wir konnen dieser den Satz 
entnehmen, daB es zu jedem u (x, y) eindeutig (bis auf eine additive 
Konstante) ein v (x, y) gibt, das ebenfalls in diesem Bereich eine Potential
funktion ist (das zu u "konjugierte" Potential), so daB 

f(z) = u + iv 

im Bereich analytisch in z = x + i Y ist. Mit diesem Ansatz kann man 
heute ziemlich leicht die Existenz von u beweisen. 

In der zweiten Halfte des 19. Jahrhundelts haben H. A. SCHWARZ 
und CARL NEUMANN das Problem ffir viele Bereiche gelost. C. NEUMANN 
und H. POINCARE arbeitetell hierbei mit Methoden, welche die Theorie 
der Integralgleichungen, wie schon in 1. 1. erwahnt wurde, eingeleitet 
haben. Da auBerdem ihre Methoden auch heute noch praktische Be
deutung haben, gehen wir auf sie etwas naher ein. 

Man weiB, daB In r stets Losung von LI u = 0 ist. Hierin bedeutet 

r = -V(X_~)2 + (y_1])2 

die Entfernung des variablen Punktes P(x, y) von dem Aufpunkte A 
(~, 1]). In r hat in r = 0 eine Singularitat, die man sich physikalisch 
als Wirbel, Quelle oder Senke oder als Punktladung vorstellen kann. 
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Wegen der Symmetrie kann man ebenso ;, rJ wie x, y als Variable an
sehen. Auf der Randkurve C des Bereiches fiihren wir die Bogenlange s 
als Parameter ein (eine solche soH natiirlich existieren). Nun denken 
wir uns emit derartigen Ladungen belegt, so daB das Bogenelement ds 
an der SteHe s die Ladung y (s) . ds tragt, wo y (s) noch unbekannt ist. 
Dann ist In r' y (s) . ds eine Lasung von L1 u = 0 auBerhalb von C, und 
wegen der Linearitat der Differentialgleichung gilt dies auch von 

(2) u(;, rJ) = plnr. y(s)· ds 
c 

in den Variablen ;, rJ. r ist der Abstand des Aufpunktes A von dem 
Kurvenpunkte P(s); A soH im Innem von 
5.8 liegen. .®,(t, '/ r 

Wenn man A auf dem Rande annimmt: /) ~~ 
A=P(O') (Abb.10), weiB man, daB (2) eben- a ,!/. 
falls noch gilt A41,t 

(3) u(O') =plnro'Y(s) ·ds; 
Abb.l0. 

U (0') sind die gegebenen Randwerte U o von u. Hieraus ist y (s) zu be
stimmen; es liegt also eine lineare, inhomogene Integralgleichung erster 
Art fUr y vor. r ist die Entfemung der Punkte P(O') und P(s), der Kern 

K (x, y; ;, rJ) = In r 0 

ist symmetrisch. Aber dieser Kern ist nicht mehr, wie bisher, iiberall 
endlich und stetig, sondem er geht gegen unendlich fiir P (s) ~ P (0'). 
Eine solche Singularitat ist, wie spater gezeigt werden soH, unwesentlich. 
Unangenehmer an (3) ist dagegen, daB es eine Gleichung erster Art ist; 
von diesen schwieriger zu behandelnden Gleichungen wurde bisher 
uberhaupt noch nicht gesprochen. Neuerdings ist (3) 
wieder als Ausgangspunkt zur praktischen Lasung vor
geschlagen worden (s. II. 1.). 

\;Vir gehen hier anders vor, und zwar beweisen wir 

Sat z 9. Das erste Randwertproblem der Potential
theorie kann auf eine lineare I ntegralgleichung zweiter 
Art zurii'ckgefiihrt werden. 

Abb. 11. 

Urn den Satz einzusehen, denken wir uns den Rand emit einer 
Doppelbelegung (Dipolen, Quellsenken) belegt. Anders ausgedruckt: 
Wir set zen die Lasung von L1 tt = 0 zusammen aus 

(4) 
a In r 

---a:n- ' 
denn dies ist auch eine Lasung der Potentialgleichung in A (Abb. 11). 
(4) gibt die Anderung von In r in der Grenze bei Fortschreiten in 
Richtung der auBeren Normalen n von Can. 
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Wieder kann man alle Doppelquellen des Randes superponieren, 
und man erhalt fUr einen inneren Aufpunkt A, daB 

(5) 
J. 0 In r r----an' y(s) ds =Ui(~' 1]) 

c 

eine Potentialfunktion darstellt. 
Wie oben werden wir uns dafUr interessieren, was geschieht, wenn A 

sich dem Rande nahert. Nun gilt nach der Potentialtheorie 

Abb.12. 

(6) 
o In r orp 
---a;-=a:s' 

Hier ist rp der Winkel von P A mit einer festen 
Richtung (Abb. 12). Denn zu In r gibt es ein kon
jugiertes Potential rp, so daB 

In r + i rp = log z 

die zu lnr gehorige analytische Funktion wird. Ferner gelten fUr irgend
ein rechtwinkliges Koordinatensystem (n, s) (mit positivem Drehsinn 
n -J>. s) stets die CAUCHy-RIEMANNSchen Gleichungen 

OU 
on 

OU ov 
os -an 

fur jede analytische Funktion f (z) = U + i v. Hieraus folgt aber so fort (6). 
(6) erlaubt nun, (5) umzuformen in 

&ffJ ~ (7) u, =f~~ ·ds·y(s) ==TY(s) 'drp, 

f /I da langs C rp eine Funktion von s ist. 
58 Urn nun den Wert von u zu erhalten, wenn A auf 

dem Rande liegt, machen wir einen Grenzubergang. 
Abb.13. A liege zunachst in der Nahe des Randes (Abb. 13). 

P, P, 

Wir zerlegen f y . d rp in fund in f (beide in positivem Sinne); 
c 1', 1', 

es sei noch vorausgesetzt, daB der Rand in jedem Punkte eine Tangente 
besitzt ("glatt" ist). Ausschlaggebend fur den Grenzubergang ist nun 

P, 

f Y . d rp, denn bei dieser Integration dreht sich rp fast urn n, sagen wir 
1'. 

uin L1 rp. Wir wenden auf dieses Integral den Mittelwertsatz an und er
halten P , 

f = L1 rp . y (:5) , 
1', 

wo P (8) emen Punkt zwischen PI (SI) und P2 (S2) darstellt. 

Das erste Integral bietet keine Schwierigkeiten: 

P, cP, CP1-Llcp 

f Y . drp = f Y . drp = f y' drp. 
PI QJl fIJi 
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Nun vollziehen wir den Grenztibergang: A fallt in den Randpunkt 
P(a), gegen den auch P l und P 2 konvergieren. Das machen wir so, 
daB dabei L1 cP gegen n geht, so daB wir schlieBlich erhalten (uo ist der 
gegebene Wert der Potentialfunktion am Rande): 

( P, Pl) '1'0 +" 
U o = l' y . dcp = lim J + J = n . y (a) + J y (s) . dcp. 

Pl4-P'J, 1-'1 P" lPo 
(8) 

Das Integral hierin ist in cp periodisch; man kann daher mit einem be
liebigen Winkel CPo beginnen, wenn man nur tiber aIle Winkel von CPo 
bis CPo + n in tegriert. . 

(8) ist eine Integralgleichung zweiter Art fUr die gesuchte Belegungs
dichte y (s). Ihr Kern ocp/os ist allerdings nicht symmetrisch, dagegen 
ist er sogar tiberall dort endlich, wodie Kriimmung der Randkurve 
endlich bleibt (durch Ausrechnen zu beweisen). Haben wir y(s) aus 
(8) berechnet, so lost (7) unser Randwertproblem: Satz 9 ist also be
wiesen. 

Dieses erste Randwertproblem war historisch der Ausgangspunkt 
fiir die Theorie der Integralgleichungen: C. NEUMANN zeigte 1887, daB 
die nach ihm benannte Reihe in unserem Problem konvergiert, wenn 
die Kurve konvex gekriimmt ist. Auch H. POINCARE nahm 1894 bis 
1897 an diesem Spezialproblem die Satze der allgemeinen Theorie voraus, 
die dann erst 1899 und 1903 von FREDHOLM ausgesprochen wurden. 

Wir set zen nun den noch unbewiesenen Hauptsatz II voraus, daB (8) 
genau eine Losung hat, wenn die homogene Gleichung 

(9) o =n· y(a) + l' y(s)· dcp 

nur die triviale Losung y == 0 hat. Physikalisch gesprochen heiBt dies: 
wir such en eine derartige Belegung y (s) des Randes mit Doppelquellen, 
daB die Randwerte der zugehorigen Potentialfunktion Ui = P y . d cp 
verschwinden, und wir behaupten, daB dies nur bei der Belegung 0 
moglich ist. 

DaB nun (9) nur die triviale Losung hat, kann mit Hilfe einiger Satze 
der Potentialtheorie bewiesen werden. Zunachst: wenn U am Rande 
verschwindet, muB es auch im Innern null sein. Dann gilt aber auch 

Da nach einem alten Satz der Potentialtheorie 

(aUi) = (~) an 0 an 0 

(Ua : Werte von U auBerhalb des Bereiches, uo: auf dem Rande, U,: 1m 
Innern) ist, muB auch 
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geIten, und hieraus folgert man weiter 

u" = Const. 
Dabei ist 

f Olnr u = --.y ·ds " on ' 
wenn wir (5) fiir einen auBeren Punkt hinschreiben. Durch Abschatzung 
dieses Integrales sehen wir dann, daB u" -+ 0 fiir r -+ 00 1. Also ist iiberall 

u" =0. 

Benutzen wir weiter den ebenfalls schon langst bekannten Satz, daB 
sich Ui und U a am Rande urn 

(Ui;nUa )0 = y(s) 

unterscheiden, so folgern wir so fort 

y(s) = o. 
Also hat die homogene Gleichung (9) tatsachlich nur eine Losung; nach 
dem obenstehenden hat daher die inhomogene Gleichung (8) fiir gegebene 
Randwerte Uo =1= 0 genau eine Losung: das erste Randwertproblem ist 
also eindeutig ge16st. 

Dber die angefiihrten Satze der PotentiaItheorie kann man sich z. B. 
an Hand des Buches von KELLOGG 2 orientieren, das wohl das modernste 
Werk aus diesem Gebiete darstellt. Fiir die weitaus meisten Anwen
dungen der Potentialtheorie geniigen auch schon die Bandchen von 
STERNBERG (Sammlung Goschen 901 u. 944), die auch einen AbriB der 
FREDHoLMschen Theorie der Integralgleichungen enthaIten. 

b) 11 u = f. GREENsche Funktion. Wir hatten bisher die Diffe
rentialgleichung LI U = 0 zugrunde gelegt; wir erweitern nun die Problem
stellung dadurch, daB wir zu der Betrachtung von 

(10) LI U (x, y) = I (x, y) 

iibergehen. I(x, y) sei eine gegebene Funktion. 
Wir bilden mit Hilfe einer zunachst noch nicht weiter festgelegten 

Funktion v(x, y) den Ausdruck 

v·Llu-u·Llv. 

Die Integration dieses Ausdruckes iiber einen gegebenen Bereich liefert 
uns dann den GREENschen Satz, der nach dem Physiker GREEN, einem 
Zeitgenossen von GAUSS, benannt wurde: 

(11) J J(vLlu-uLlv)dxdY=f(v::-u:~)dS. 
~ c 

1 Fiir einen weit entfernten Punkt A schrumpft namlich der gesamte Winkel 
11 d fJ! I auf null zusammen. 

2 KELLOGG: Foundations of Potential Theory. Berlin: Julius Springer 1929. 
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Wie in Abb. 11 sei C die Randkurve von \8; n sei die auBere Normale 
von C. Der Beweis des Satzes findet sich in jedem Lehrbuch der Potential
theorie oder der theoretischen Physik; man benutzt hierzu den GAUSS

schen Satz 

(12) J J~:dxdy =fu'cos(n,x)ds, 
~ 

aus dem (11) so fort folgt (vgl. auch I. 3 c). 
Die Hilfsfunktion v legen wir jetzt dadurch fest, daB wir im Innern 

von \8 
(13 ) 
und auf dem Rande C 
(14) 

Llv=o 

vo = v(s) = 0 

verlangen. Ware v im Innern tiberall regular (zweimal stetig differenzier
bar), so ware nach dem oben Mitgeteilten v == 0 in \8. Urn das aus
zuschlieBen, muB v in \8 mindestens eine Singularitat haben. Man 
kann z. B. wahlen 
(15) v=lnr+V, 

r2 = (X_;')2 + (Y_1])2; 

A = (~, 1]) sei ein fester Punkt innerhalb \8. In r hat bei r = 0 eine 
Singularitat; V (x, y) solI in \8 tiberall regular sein, und auBerdem solI dort 

( 16) Ll V =0 
gelten. 

Die Bestimmung von v lauft also darauf hinaus, eine 
Potentialfunktion V mit gegebenen Randwerten zu 
bestimmen 
( 17) Ll V = 0, • Abb.14. 

Wie man diese erste Randwertaufgabe mit Hilfe einer Belegung y (s) 
16sen kann, wurde schon gezeigt. Gilt (17), so ist auch nach (15) 

Ll v = 0, Vo = O. 

Es laBt sich also stets eine so1che Funktion v bestimmen; die Funktionen
theorie lehrt uns auBerdem dieses v kennen fUr aIle Bereiche \8, die man 
konform auf das Kreisinnere abbilden kann. 

Urn die Integration in (11) auszuftihren, schlie Ben wir den Auf
punkt A = (~, 1]) durch einen kleinen Kreis Sf' aus dem Integrations
bereich aus (Abb. 14). 

In dem Restbereich \8 - Sf' sind dann U und v beide regular, und man 
kann den GREENschen Satz (11) anwenden 

(18) J J v ·Llu ·dxdy =-fu ~: ds +f(v ~: -u !:)ds. 
~-ft C)\ 
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Wir gehen jetzt zur Grenze ~ --+ 0 tiber. 1m Doppelintegral st6rt 
die Singularitat des lnr in A nicht; denn man kann in Polarkoordinaten 

lnr·r·dr·drp 
statt 

lnr·dx·dy 

schreiben, und fUr r --+ 0 geht lnr . r ebenfalls gegen o. Auf dem Rande 
des klein en Kreises ~ ist 

ds=r·drp, 

und da dort u und ou/on stetig sein sollen, folgt nach dem Mittel
wertsatz der Integralrechnung 

lim JV~ds=lim(~)' . . Jlnr.r.drp+lim(V~) , 2r·nc=0, 
O on 0 on mitt 0 on mitt 

r~ St r-"" .5\ r~ \ 

und eben falls wegen der Stetigkeit von u wird 

(20) lim J u ~~ ds =u(A)· 2n = 2n ·u(~, 'f}), 
r-+O 

da ov ov 1 0 V 
-a;;=ar=-;-+7jr' ds=r·drp 

ist. Beriicksichtigen wir noch, daB nach (10) LI u = t sein soil, so schreibt 
sich schlieBlich (18) 

(21) u(~, 'f}) = 2111.. J J V· f·dxdy + 2111.puo· ~: ds. 
~ c 

Da wir v, f, U o als bekannt betrachten, haben wir damit LI u = f bei 
gegebenen Randwerten U o ge16st. 

Die benutzte Hilfsfunktion v heiBt die GREENsche Funktion G (x, y; 
~,'f}) des Bereiches Q3; sie ist in den Variablenpaaren (x, y) und (~, 'f}) 
symmetrisch (vgl. I. 3 c). Diese Symmetrie beweist man, indern man die 
vorhergehenden Dberlegungen auf zwei GREENsche Funktionen: G(x, y; 
~,'f}) und G (x, y; ~l' 'f}l) anwendet, statt u, v, wobei kleine Kreise urn ~, r; 
und ~l' 'f}l auszuschlieBen sind. Man erhalt sofort 

Zusarnrnenfassend k6nnen wir also sagen: 
Sat z 10. Es stellt sich im I nnern des Bereiches Q3 die gesuchte Losung 

von LI u = f so dar: 

u (~, r;) = 2;J J G· f· dx dy + 2111. pUo(s) . o~~s) ds. 
~ c 

Hierin sind U o (s) die vorgeschriebenen Randwerte von u. 
Auch diese Satze findet man in der erwahnten Literatur iiberall 

bewiesen; sie k6nnen also dort nachgelesen werden. Hierzu besonders 
das Buch von HEYWOOD-FRECHET (s. Einleitung!). 
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c) Membran und Platte. Wir mach en nun sofort eine Anwendung 
der so eben bewiesenen Satze auf das Problem der schwingenden Membran. 
Deren Schwingungen U (x, y, t) werden gegeben durch die allgemeine 
Schwingungsgleichung 

(22) 

c hat die Dimension einer Geschwindigkeit. . Da wir Schwingungen 
in t (in der Zeit) suchen, machen wir mit reellem w die schon wiederholt 
benutzten Ansatze 

(23) U =u(x, y) ·coswt, U = u (x, y) . sin w t. 

In (22) eingesetzt, fUhren beide auf 

(24) 
(j)2 

Llu =--2-U. 
C 

Die Membran soIl nun am Rande eingeklemmt sein: das liefert die 
Randbedingung 

(25) U o = o. 

Urn Satz 10 anzuwenden, haben wir nur 

einzusetzen. Wir erhalten so 

(j)2 

i-==--2 U 
C 

(26) u(~, 'fj) + 2:~C2· J J G(x, y;~, 'fj). u(x, y) dxdy = o. 
~ 

Das ist eine homogene lineare Integralgleichung fUr u. 
Auf (26) kann man jetzt die ganze, uns schon bekannte Theorie der 

Integralgleichungen anwenden, denn da/3 in (26) die gesuchte Funktion 
von zwei Variablen abhangt statt wie frtiher nur von einer, ist belanglos. 
In dieser leichten Ubertragbarkeit von einer auf belie big viele Dimensionen 
liegt eben falls ein groJ3er Vorzug der Theorie der Integralgleichungen. 
Nur eines ist noch in (26) zu beachten: G wird in x =~, y ='fj singular. 
Aber diese Singularitat start nicht bei der Integration, wie wir schon 
oben sahen: die Singularitat steckt in Inr fUr r = 0; in Polarkoordinaten 
ist jedoch 

Inr· dx· dy 
durch 

Inr· r· dr· drp 

zu ersetzen, und das verschwindet fUr r -.,.. o. 
(Gehen wir zu drei Variablen x, y, z tiber, so haben wir ais Grund-

16sung von 
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statt In r wie bisher, 1 
U=

r 

zu nehmen. Hier ist die Singularitat fUr r = 0 schwerer, laBt sich aber 
ebenfalls ungefahrlich machen, da bei Obergang zu Polarkoordinaten hier 

1 - . r2 . dr· d cp . d {} = r . dr· d cp . d {} 
r 

an die Stelle von 
1 y. dxdydz 

tritt. ) 
(26) hat einen symmetrischen Kern G; wir wissen in Vorwegnahme 

des Fundamentalsatzes, da13 bei einem solchen sicher Eigenwerte 

AI' ,12' ,13' •.• 

vorhanden sind. Unser Kern Ghat sogar unendlich viele Ai, und aIle 
sind positiv, was ohne Beweis mitgeteilt sei. (Ober Kerne mit lauter 
positiven Eigenwerten s. 1. 6k.) Da zu jedem dieser A mindestens eine 
Eigenfunktion U geh6rt, hei13t das, da13 bei unserer Membran Schwin
gungen U (x, y, t) = U (x, y) . cos wt mit U 9= 0 maglich sind. 

Ahnlich liegt der Fall bei der schwingenden Platte, deren Durch
biegungen U (x, y, t) der Differentialgleichung 

1 82 U 
(27) LlLlU=~·-at2-

geniigen. Hier miissen am Rande vorgegeben werden etwa 

(28) 

Man braucht hier nur den GREENschen Satz auf Ll Ll u auszudehnen, 
urn dann wieder die gesamte Theorie der Integralgleichungen an wenden 
zu k6nnen. 

d) Der Skineffekt. Als Beispiel, das eben falls hierher gehOrt, 
kann der Skineffekt der Elektrotechnik betrachtet werden. Wir be
schranken uns hierbei auf das bequemere ebene Problem: senkrecht 
zur x-y-Ebene mage ein magnetisches Feld schwingen 

(29) H(x, y, t) = h(x, y). eiwt . 

Urspriinglich sei h konstant; bringt man aber einen Draht in das Feld, 
so wird dieses hierdurch gestart, und es treten nach der MAXWELLschen 
Theorie im Draht Schwingungen auf nach der Gleichung 

8H 1 82 H 
(30) Ll H = a· II· -8T + ~. 7ii2 ; 

a ist die Leitfahigkeit des Drahtes, c die Lichtgeschwindigkeit, und II 
eine Ma13konstante 

II = 4 n . 10-9 Henry. 
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1m AuBenraum soIl aber gelten 

(31) 

(30), (31) sind zu integrieren mit den Randbedingungen 

(32) 

ferner soIl H im Unendlichen konstant sein, und dort soIl 8 Hj8 r von 
zweiter Ordnung verschwinden. 

Fuhren wir h ein, so erhalten wir aus (30) 

L1 h = a . n . i . w . h - ~ w 2 h 
C 

innerhalb des Drahtes. Aus physikalischen Grunden (w < c) vernach
lassigt man meist w 2 hjc2 , so daB zu integrieren sind 

(33 ) L1 hi = a . n . i . w . h, 

L1 ha = O. 

(Wir benutzen hier stark einen Vortrag von Herrn Doz. Dr.-Ing. 
BUCHHOLZ in der Berliner Ortsgruppe der Gamm.) 

Wir nehmen wieder die GREENsche Formel (18) mit 

v = lnr 

und als Gebiet einen groBen Kreis. Berucksichtigen wir die Rand
bedingungen III der GREENschen Formel, so erhalten wir schlieBlich 

(34) 

wobei 

(35) 

h(~,1)) =C +A-JJlnr.h;{x, y)dxdy, 
(i) 

i 
A=-a·n·w 

2n 

imaginar ist; C ist der Wert von h im Unendlichen. 
Unbekannt ist hi; kennen wir diese Funktion, kennen wir nach (34) 

auch ha. Nehmen wir zunachst (~, 1)) genau wie (x, y) im Innern des 
Drahtes an, so liegt in (34) eine Integralgleichung zweiter Art fUr h 
vor. Da der Kern lnr in den Variablenpaaren (~, 1)) und (x, y) symmetrisch 
ist, hat die zu (34) geharige homogene Integralgleichung nach dem 
Fundamentalsatz wenigstens eine Eigenfunktion, und die zugeharigen 
Eigenwerte A sind reell. In (34) ist A imaginar, ist also kein Eigenwert, 
und die homogene Gleichung hat folglich nur die triviale Lasung h ~ O. 
Nach dem Alternativsatz hat daher die inhomogene Gleichung (34) 
(C =\= 0) genau eine Lasung. Es existiert also im Drahtinnern ein wohl
bestimmtes Feld H. 

Diese und ahnliche Probleme der Elektrodynamik findet man be
handelt in folgenden Arbeiten: 
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MANNEBACK: J. Math. Physics Bd. 1 (1922) S.124f. 
No ETHER, F.: Z. angew. Math. Mech. Bd.7 (1927) S.453. - Ann. Physik 

Bd. 84 (1927) S. 225. 
ROTHE, E.: J. reine angew. Math. Bd. 120 (1934) S.218. 
STERNBERG: Composit. mathematica Bd. 3 (1936) S.254. 
STRUTT: Ann. Physik Bd. 85 (1927) S.281, 866; Bd.88 (1931) S.722. 

Andere Probleme der Elektrotechnik unter Benutzung von Integral-
gleichungen findet man bei: 

NOETHER, F.: Wiss. Verbff. Siemens-Konz. Bd. 1 (1921) Heft 3. 
OLLENDORFF, F.: Wiss. Verbff. Siemens-Konz. Bd.5 (1927) Heft 3, letzterer 

auch in dem Buche Erdstrbme. Berlin: Julius Springer 1928. 

Zahlreiche Anwendungen iiber mechanische Schwingungen stehen bei: 
VAN DEN DUNGEN: Cours de Technique des Vibrations. Briissel 1926. 

Ferner sind viele weitere Anwendungen der Integralgleichungen zu 
finden in dem in 1.1. genannten Werke von FRANK-MISES, sowie im 
Handbuch der Physik von GEIGER-SCHEEL (insbesondere in Bd.6). 

Die Durchrechnung der Integralgleichungen gelingt BUCHHOLZ und 
anderen Autoren in einigen Fallen; darauf wollen wir hier aber nicht 
weiter eingehen. 

e) HILBERTs Begriindung der elementaren Strahlungstheorie. Wir 
hatten bisher immer die zu 16senden gewohnlichen und partiellen Diffe
rentialgleichungen mit mehr oder weniger Rechnung erst in die Form 
von Integralgleichungen gebracht, urn Aussagen iiber ihre Losbarkeit 
machen zu konnen. Man wird versucht sein, dieses Verfahren als einen 
Umweg zu bezeichnen, und man wird danach trachten, die Differential
gleichungen direkt zu 16sen. Aber man wird feststellen: wenn ein direktes 
Verfahren hier und da moglich ist, erhalt man doch auf diese Weise 
niemals jene ganz allgemeinen Satze, die wir bisher benutzten. Will 
man, von Differentialgleichungen ausgehend, zu allgemeinen Ergebnissen 
emporsteigen, wird man notwendig auf die Methoden der· Integral
gleichungen gefiihrt; daher nahm schon POINCARE bei seinen potential
theoretischen Untersuchungen einen groBen Teil unserer Theorie vorweg. 

Aber die Bedeutung der Integralgleich·ungen geht noch weiter: Es 
gibt physikalische Probleme, deren exakte mathematische Formulierung 
nur mit Hilfe einer Integralgleichung moglich ist. DaB also oft die 
Integralgleichung das Prim are ist, solI hier an dem Beispiel der HILBERT
schen Begriindung der elementaren Strahlungstheorie dargelegt werden. 
(HILBERTS Arbeit erschien in den Gottinger N achr. 1912; hierher gehoren 
auch die "Bemerkungen zur Begriindung der elementaren Strahlungs
theorie"l). Wir nehmen mit HILBERT einen abgeschlossenen Raum 
(Hohlraum), in dem iiberall die gleiche Temperatur herrscht. Energie
austausch zwischen den einzelnen Punkten soll nur durch Strahlung 
erfolgen; jeder Punkt emittiert und absorbiert Energie. Ferner mach en 

1 HILBERT: Physik. Z. Jahrg.14 (1913). 
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wir noch die Voraussetzung, daB jede Frequenz fUr sich betrachtet 
werden darf. AuBerdem sei der Raum konvex. 

Es sei 'YJ (x, y, z) der Emissionskoeffizient an der Stelle (x, y, z). 
Das Volumenelement d VI strahlt also in der Zeit dt die Energie 

(36) 

aus. 
Zur Vereinfachung gegenuber HILBERT sei noch die Lichtgeschwindig

keit im ganzen Hohlraum konstant angenommen: 

(37) q -1; 

es selen also keine lichtbrechenden Medien vorhanden. Wir k6nnen 
dann annehmen, daB der Energietransport auf geradlinigen Bahnen 
vor sich geht. 

Wir schlagen urn den Punkt (Xl> Yl> ZI) eine Kugel vom Radius r, 
so daB 

(38) dF = r2 ·dO 

ihr Flachenelement ist, wenn dO das Element der Einheitskugel urn 
PI = (Xl> Yl> ZI) (der "raumliche Winkel") ist. Da die Gesamtemission 
in der Zeit dt nach (36) 'YJI • d VI· dt ist, ist der auf dO entfallende Betrag 

(39) 
dO 

"Yl ·dV ·dt·-
·,1 1 4:n: ' 

da der Flacheninhalt der Einheitskugel 

(40) jdO =4n 

ist. 
Auf dem Wege des Energietransports von PI nach P = (x, Y, z) wird 

Energie absorbiert. 1st E die in jene Richtung ausgestrahlte Energie, 
IX (x, Y, z) der Absorptionskoeffizient, so wird langs des Bahnelements 
d s die Energie 

(41) - dE = IX· E· ds 

absorbiert. Nach Durchlaufen der Strecke PIP trifft daher nur die 
Energie e- iA I. E in P ein, und aus (41) folgt fur den Abschwachungsfaktor 

J
1 

fa.dsl 
(42) e-!AI=e P, . 

Daher kommt von PI nach (39) in P in der Zeit dt die Energie 

(43) 

an. 

(44) 

dO E'e- 1A1 ="Yl ·dV, ·dt·_·e- 1A1 
·,1 1 4:n: 

Nun ist das Volumenelement in P 

d V = dF ds = dF· q' dt = dF· dt = r2. dO· dt, 



48 I. Was ist eine Integralgleichung? 

daher wird dem Punkte P von PI die Energiedichte zugestrahlt: 

(45) 

Diese Dichte wird dem Punkte P von jedem anderen Punkte PI des 
Hohlraums zugestrahlt; daher ist die gesamte durch Strahlung ent
standene Energiedichte in P 

(46) _f1h ·dVl . -IAI ~t(x,y,z)- 4n.r2 e , 
v, 

wobei die Integration tiber den gesamten Hohlraum VI zu erstrecken ist. 
Wir verlangen nun, daB im Hohlraum Energiegleichgewicht herrscht. 

Es muB daher die von P je Volumen- und Zeitelement emittierte Energie 
r; (x, y, z) gleich der je Zeiteinheit in P absorbierten Energiedichte 
U . rx -q sein: 

(47) 

und das liefert 

(48) 

r;=U-rx-q=u-rx, 

nach (46) in 
IX fe- IAI 

r; (x, y, z) = ~- ----;2 -r;I . dVI 

v, 

eine lineare homogene Integralgleichung zweiter Art fUr r;
HILBERT setzt nun 

(49) 

und erhalt so aus (48) 

(50) cp =-1--frx -K·cp ods -dO. 4n I I I I 
v, 

Hierin ist 

(51) 

das Volumenelement in PI> und 
e- IAI 

(52) K = ----;2 

ist der symmetrische Kern der Integralgleichung. 
Man kann nun zeigen, daB (50) die Lasung 

(53 ) cp = const 

hat. Wir beschranken uns hierzu auf den Fall der vollkommen schwarzen 
Wand, d. h. es solI sein 

(54) 

wenn sich PI der Wand nahert_ Die Wand absorbiert also jegliche 
Energie_ 
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Nun ist aber 
s. ( s, ) -I cx,ds. d -I cx.·ds. r:J. 'e 0 = __ e 0 

1 d~ , 

und daher strebt 

(55) 
51 : 51 51 

-/cx,dS,! -/cx,ds. 
=-e 0 o=1-e 0 

gegen 1, wenn sich P1 der Wand nahert. Nun ist nach (50) 

(56) m=~1~JJr:J. 'e-!A: m ·ds ·dO 
't' 4 n 1 't'1 1 l' 

hierin erstreckt sich die Integration liber den gesarnten Hohlraurn. 
Urn einzusehen, daB (53) eine Lasung ist, setzen wir CP1 = const und flihren 
nach (55) die Integration liber Sl aus. Beachten wir noch (40), so er
halten wir 

cP = :~ . J dOl = CP1 . 

(53) ist also tatsachlich eine Lasung der Integralgleichung (50). Also 
ist nach (49) 

(57) 'YJ = const· r:J. 
rnaglich; der Ernissionskoeffizient ist aber wirklich proportional dern 
Absorptionskoeffizienten. 

Denn es zeigt sich weiter, daB cP = const die einzige Lasung von (50) 
ist. Wie wir nachher beweisen wollen, gilt der allgemeine Satz: 

1st in der I ntegralgleichung 

cP = A -J K . CP1 . d v;. 
v. 

A > 0, K symmetrisch und positiv (K :2: 0), und gibt es eine Losung cP > 0, 
dann ist dies auch die einzige Losung (d. h. aIle anderen Lasungen haben 
die Form const· cp). 

Diesen Satz kannen wir auf un sere Integralgleichung (48) fur 'YJ 

anwenden. denn (50) hat die Eigenfunktion cP = 1, also hat nach (49) 

""=~'J-1 .e-'Al."., ·dv' ./ 4 n r2 '/1 1 

die Eigenfunktion 'YJ = r:J., und daher hat die hieraus abgeleitete Gleichung 

(58) 

Hamel, Integralgleicbungen. 4 
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die stets positive Eigenfunktion + V; (58) hat aber auBerdem den stets 
positiven, symmetrischen Kern 

_1_ Va: a: l • e-]A] 
4)1; y2 , 

und ferner ist A. = 1. Die Singularitat des Kerns an der Stelle y = ° 
ist wegen d v;. = y2 • dO l ungefahrlich. Es treffen also ftir (58) aIle Voraus
setzungen des Satzes zu; 'YJ = V;: ist daher die einzige Lasung. 

Wir schreiten nun zum Beweis des Hilfssatzes. Es sei also 

(59) 

und rp> 0, K :;2:; 0, rpl > 0, A. > 0. Also ist auch 

(60) 

Sei nun "P eine weitere Lasung, also 

"P = A. -J K . "PI . d VI , 

so kann man wegen (60) dafiir schreiben 

oder nach 

(61 ) 

A. . J -~ . K d V, = 1 = A. . J K· 'PI . d V 
f/J 1 'P l' 

Multiplikation mit "P2 

J-~ (rpl"P -"PI rp) rpl"P d v;. = 0. 
f/J f/Jl 

Diesen Ausdruck integrieren wir tiber V und erhalten 

(62) 

Wir vertauschen jetzt (x, y, z) mit (Xl' Yl' Zl). Beachten Wir noch die 
Symmetrie von K in diesen Variablentripeln, so folgt 

(63) JJ~ (rp "PI-"P rpl) rp "Pl· d V . d v;. = 0. 
f/J f/Jl 

Die Addition der Gleichungen (62) und (63) ergibt 

J J f/J :1 (rp "PI -"P rpl) 2 . d V . d VI = ° , 
und da K, rp, rpl positiv sind, folgt zwangslaufig 

rp "PI -"P rpl = ° , 
also 

!L = 'PI 
f/J f/Jl ' 

oder "P = const . rp, womit der Beweis erbracht ist. (Diese SchluBweise 
stammt von HEeKE.) 
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6. DurchfUhrung der Theorie fUr die symmetrischen Kerne. 
a) Der Fundamentalsatz. Berechnung des niedrigsten Eigen

wertes. Die SCHWARZsche Ungleichheit. Wir wenden uns wieder 
der Theorie zu, und zwar der Theorie von ERHARD SCHMIDT, wie sie 
in seiner Dissertation niedergelegt ist 1. Auf die Theorie seiner zweiten 
Arbeit 2 konnen wir leider nicht eingehen. 

Vorgelegt sei also eine lineare Integralgleichung zweiter Art, deren 
Kern syrnmetrisch ist 

(1 ) K (x, z) = K (z, x) . 

Der Fundamentalsatz besagt, daB ein solcher Kern stets mindestens 
einen Eigenwert .il besitzt, d. h. es gibt mindestens ein .il, so daB die 
homogene Gleichung 

I 

(2) y(x) =.il-f K(x, z)· y(z)· dz 
o 

eine nichttriviale Losung hat. 
Der Beweis dieses Satzes ist etwas mtihsam und solI daher hier nur 

in der Hauptsache gebracht werden. Der Leitgedanke des Beweises 
solI vor allem dazu dienen, ein Verfahren zu finden, mit dessen Hilfe 
man wenigstens den kleinsten Eigenwert wirklich berechnen kann. 

Wir gehen dazu von (2) aus und benutzen zur Bestimmung von Y 
das Iterationsverfahren von SCHWARZ, das uns frtiher auf die NEUMANN
sche Reihe fiihrte. Aber jetzt ist das Problem schwieriger als frtiher: 
wir kennen jetzt weder .il noch y; vielmehr sollen .il und y gleichzeitig 
so bestimmt werden, daB y (2) lost und nicht identisch verschwindet. 
Nimmt man .il zu klein, streben die Naherungen Yl' Y2' ... des Iterations
verfahrens gegen 0; nimmt man .il zu groB, wachsen die Yn gegen (Xl. 

Man muB durch eine geeignete Normierung von Y beide Klippen zu 
vermeiden suchen. 

Wir haben also als erste Naherung Yl (x) so zu wahlen, daB 

I 

J K (x, z) . Yl (z) dz $ o. 
o 

Wir nehmen vorlaufig einmal an, daB die Grenzfunktion Y (x), gegen die 
unsere Yn konvergieren, an einer von vornherein bekannten Stelle nicht 
verschwindet 

(4) y(b)=l=O, O:;;;,b:;;;,l 

[eine derartige Stelle b kann aus z. B. physikalischen Grtinden des 
Problems schon bekannt sein, bevor wir die Eigenfunktion y (x) be
rechnet haben]. 

1 SCHMIDT, ERHARD: Math. Ann. Ed. 63 (1905). 
, SCHMIDT, ERHARD: Math. Ann. Ed. 64 (1907). 

4* 
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Wenn wir ein solches b kennen, wahlen wir die erste Naherung 
so, daB 

(5) Y1 (b) = 1 

gilt. Die zweite Naherung ist dann 

I 

(6) Y2 (x) =}., . j K (x, z) . Y1 (z) dz. 
o 

Da Y (b) =!= 0 sein solI, muB nach (2) auch 

K(b, z) $0 

sein; Y2 sei ebenfa11s in b von null verschieden: 

(7) 

}., war bisher noch frei; wir wahlen ein }., = A'SO, daB 

(8) 

also 
I 

(9) 1 = A' -J K (b, z) Y1 (z) dz 
o 

gilt. So fahren wir fort. Y2 eingesetzt liefert die dritte Naherung 
I 

(10) Y3 = A -J K(x, z) Y2(Z) dz. 
o 

Wieder sei Y3 (b) =!= o. }., wird wieder so zu einem A" bestimmt, daB 
I 

(11 ) Y3(b) =A".j K(b, z) Y2(Z) dz = 1. 
o 

Wir set zen j etzt (6) in (10) ein: 

I 

)'3 = A' A" . j K2 (x, z) . Yl (z) . dz 
o 

(12) und fahren so fort: 
I 

_1 / 1" 1("-I).jK ( ) ()d Yn - ,", /I. ••• /I. n-l x, Z Yl Z Z. 
o 

Das ganze Verfahren wird davon abhangen, ob die A(v) konvergieren 
oder nicht: 

(13 ) 

1st das der Fall, dann bleibt noch zu zeigen, daB dieser Grenzwert }., 
tatsachlich ein Eigenwert ist, und daB die Yn gegen eine zugehorige 
Eigenfunktion konvergieren. 
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Das werde nicht weiter ausgefiihrt, wir wollen vielmehr dieses Ver
fahren nur am Musterkern versuchen. Wir set zen dabei l = n und 
b = n/2, so daB nach der Definition (1. 2. 7) 

(14) 
z 1--1 (

X) 
K(x, z) = : 

X(1-n-) 
wird. Nach Satz 1 hat K den Eigenwert 

.(15) A=1 

und die dazugehOrige Eigenfunktion 

(16) Y = sin x. 

Als Yl nehmen wir 1; dann ist natiirlich 

(17) Ydb)=Yl(~)=1, 
Wle es (5) verlangt. Nach (6) wird 

(18) 

I Y2 =).' i K(x, z) Yl(Z) dz 

x n 

=).' . f z ( 1- ~) dz +).' . f x ( 1- ; ) dz 

J..,o 
=2 x (n-x). 

x 

SolI Y2 (n/2) = 1 werden, muB ).' aus der Gleichung 

zu 
1=;(~r 

(19) 

z:;;;, x 

z;;;;: x 

bestimmt werden. Das ist die erste Naherung fUr ). = 1. Nach (18) 
wird dann die Para bel 

(20) 
4 

Y2 = 2 (n- x) . X :n 

die angenaherte Eigenfunktion, die mit der wirklichen Eigenfunktion 
Y = sin x die Werte an den Stellen x = 0, n/2, n gemeinsam hat. 

Jetzt gibt der zweite Schritt nach (10) 

" 
Ya =).". f K(x, z)· Y2(Z) dz 

o 
x n 

(21) =).". :2-/ z( 1- ~ )z(n-z) dz +).". :2-/ x( 1--~ )z(n-z) dz 
o x 

= ;,". 3 ~2 • X (n - x) (n2 + n . x - X2) • 
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SoIl Ya (n/2) = 1 sein, so muB sein 

(22) A" = S4!2 = 0,97. 

Das ist eine bessere Naherung von A = 1 als A' = 0,81 (nur noch 3 % 
zu wenig). 

Wie gesagt, kann man dieses Verfahren nur dann durchfiihren, wenn 
man eine Stelle b mit 

y(b) =1=0 

kennt. Will man jedoch den Fundamentalsatz so allgemein beweisen, 
wie wir ihn oben ausgesprochen haben, so muB man diese Voraussetzung 
fallenlassen. Man wird dafUr aIle Naherungen Yn etwa der Normierungs
bedingung 

I 

(23) Jy~(x)·dx=1 
o 

unterwerfen. Auch dies ermoglicht die Bestimmung eines Eigenwertes A, 
wobei allerdings die praktische Rechnung wegen der Integrationen 
sich komplizierter gestalten diirfte als bei der friiheren N ormierung. 

Wieder gehen wir von einer erst en Naherung Yl (x) aus und erhalten 
wie friiher Y2' Ya, . . .. Zu jeder Naherung Y .. wird dann wieder ein A(n) 
bestimmt, aber nicht mehr aus der Bedingung Yn(b) = 1, sondern aus 

I 

J y~. dx = 1. 
o 

(Dieses A(n) ist natiirlich im allgemeinen von dem .1.(") der friiheren Methode 
verschieden. ) 

Es ist also beim (n + 1) . Schri tt : 
I 

(24) Y,,+l (x) = A(n) . J K (x, z) . Yn (z) . dz. 
o 

Urn jetzt der Bedingung (23) zu geniigen, besti~men wir A(n) so, daB mit 

Y~+l = (A(n))2 . [J K (x, z) y" (z) dz] [J K (x, u) Yn (u) du] 

= (A(n)) 2 • J J K (x, z) K (x, u) Yn (z) Yn (u) dz du, 

(25) 1 = J Y;'+1 d x = (A(tI))2 . J J J K (x, z) K (x, u) Yn (z) y" (u) . d x . dz . d u 

= (A(n))2. J J K 2(z, u)· y,,(z)· Yn(u)· dz· du, 

gilt, da nach 1. 4a 
K2 (z, u) = J K (z, x) . K (x, u) d x 

und wegen der Symmetrie K (x, z) = K (z, x) ist. Wir setzen jetzt in 
(25) fUr Y .. , Yn-l, Y,,-2,"" Yl nacheinander (24) ein und erhalten: 

(26) { 1 = (.1.(") A(n-1) . . . .1.')2. J J J J K2 (z, U) . K n- 1 (Z, W) . Yl (W) . 
. K,,_dU, t)· Yl(t)· dz· du· dw· dt. 
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(26) gibt umgeformt mit Hilfe der iterierten Kerne 

(27) 1 = (A' A" ... A(»)) 2 • J J K 2 »(w, t)· Yl(W)' Yl(t). dw· dt. 

Da wir die iterierten Kerne als bekannt betrachten, k6nnen wir das 
Integral in (27) berechnen. 

Beim n. Schritt erhielten wir analog [n wird in (27) durch n-1 ersetzt]: 

(28) 1 = (A' ).." ... )..(n-1))2. J J K 2n - 2(W, t)· Yl(W)' Yl(t) ·dw ·dt. 

Die Division von (27) durch (28) liefert das gesuchte )..(n): 

(29) 
()..(n))2 = f f K 2n - 2 (u, t) . ydu) . ydt) . du· d t . 

f f K 2t,(u, t). Yl (u). Yl (t). du· dt 

Die wichtigste Behauptung des Fundamentalsatzes ist nun die: diese so 
berechneten A(n) konvergieren gegen einen Eigenwert )... 

Urn sicher zu sein, daJ3 nicht eines der Yn null wird,wahlt man als 
erste Naherung 

(30) Yl (x) = K (x, w) . 

Hierbei lauft w als Parameter mit. Da nun wegen der Symmetrie der 
Kerne 

J J K 2,,(u, t)· K(u, w) . K(t, w). du· dt = K 2 ,,+2(W, w) 
ist, wird 

(31) 

w ka~n durch irgendeine Zahl ersetzt werden und man zeigt leicht, 
daJ3 K 2n (w, w) nicht fUr alle w verschwinden kann. 

Diese letzte Formel gestattet uns nun, mit Hilfe des Grenzubergangs 

(32) lim )..(n) =).. 

zu jedem symmetrischen Kern einen Eigenwert zu konstruieren, und 
zwar, wie sich spater (S. 79) zeigen wird, den kleinsten: 

Sa tz 11. Der kleinste Eigenwert des symmetrischen Kernes K toigt aus 

A2 = lim K 2" (w, w) 
n-+oo K2n + 2 (W,W) , 

wo w noch ein beiiebiger Parameter ist. 
Der Beweis der Konvergenz folgt am Ende der Nummer. 
Wie hier nur erwahnt werde, str~ben die Naherungen Yn gleich

zeitig mit den A(n) gegen eine zu A geh6rige Eigenfunktion. Daruber, 
ob es mehr als einen Eigenwert gibt, sagt der Beweis nichts aus. 

In der Aufzahlung der Hauptsatze von I. 4e erscheint der Funda
mentalsatz, wie dort schon erwahnt, unter der Nummer IX. Die Identitat 
dieser beiden Formulierungen werden wir spater einsehen. 
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Wir wollen wieder den Musterkern (14) als Beispiel fUr die geschilderte 
allgemeine Methode zur Gewinnung des kleinsten Eigenwertes heran
ziehen. Damit (23) erfiillt ist, gehen wir aus von 

und erhalten Y2 aus 

1 
Yl = ----;=vn 

Y2 =A'.J K(x, z)· Yl· dz =A'. ;n . ~ x(n- x) 

o 

[man vergleiche das mit der zweiten Naherung (18) der friiheren Methode!] 
" J etzt solI aber J Y~ d x = 1 sein. Das gibt 

o 
" 

1 = A'2. _1_ .Jx2(n- x)2dx = A'2. -~~ 
4n n 120' 

o 
also 

(33) 
, fi20 A =-~=111 

;71;2 J' 

statt des wahren Wertes 1.=1. Damit wird 

1/120 X 
Y2 = V ---n. 2n2 (n- x). 

Der nachste Schritt gibt 

" J 1/120 A" "" 
Y3=A"· K(X,Z)·Y2· dz = V-n ·24.n2x (n-x)(n2+nx-x2). 

o 

Hier gibt die Normierung 

" 
1 = A"2.J ~~ _1 ___ . x2(n- X)2 (n2 + n x- X2)2 dx 

n 242 . n 4 

o 
" 

= 1."2. ;4· ~5· J (n6 x2-4n4 X4 + 2n3 x5 + 4n2 x6-4n x7 + x8) dx 
o 

_ 1."2. ~. ~ n9 . 31 
- 24 n5 630 ' 

woraus A" sich bestimmt zu 

(34) A" = ...!-. 1/3024 = 1 0007· 
n 2 V 31 ' , 

die Annaherung an A = 1 ist also schon sehr genau. Wir werden spater 
sehen, dal3 die Annaherung an A bei dieser Methode stets von oben 
erfolgt. 
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Wir kehren zur Theorie zuruck. Wenn wir auch nicht alle Beweise 
vollstandig bringen wollen - ihretwegen sei auf die Arbeit von E.SCHMIDT 
und auf die Lehrbucher verwiesen -, wollen wir doch vor allem das 
Haupthilfsmittel fur viele Beweise mitteilen. Es ist die SCHWARzsche 
U ngleichheit 

(35) 

die auch fur Summen gilt: 

(36) 

Es braucht m (35) nur die Existenz der Integrale vorausgesetzt 
zu werden. 

Urn (35) zu beweisen, betrachtet man den mit zwei Hilfsgri.iBen u 
und v gebildeten Ausdruck 

(37) {j (uf + vg)2dx = u 2 -J f2dx + 2uv -J f gdx + v2 -J g2dx 
= A u 2 + 2 B u v + C v2 • . 

Das ist eine quadratische Form in u und v, die im allgemeinen wegen 

j(uf +vg)2 dx:?;; ° 
nur positive \Verte annehmen kann. Sie kann nur dann verschwinden, 
wenn 

(38) u: v = - g (x) : f (x) = const 

mi.iglich ist. Die Funktion 

hat daher hi.ichstens eine reelle Nullstelle (u/v)o; rechnet man diese in 
bekannter Weise aus, erhalt man die "Diskriminantenbedingung" 

(39) A ·C-B2:?;; ° 
als Bedingung fUr das Auftreten von hi.ichstens einer reellen Wurzel. 
Setzt man in (39) die Werte fur A, B, C ein, so steht die SCHWARzsche 
Ungleichheit (35) da. 

Quadratische Formen (37), bei denen stets 

A ·C-B2>0 und A >0, 

heiBen ubrigens positiv definit, weil sie nur positive Werte annehmen 
ki.innen; kommt daneben auch null vor, d. h. ist 

A ·C-B2 =0, 

so heiBt die Form semi-definit. 
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Mit der SCHWARZschen Ungleichheit konnen wir nun schnell und 
einfach die E xistenz des Grenzwertes von 

(40) (),,(n»)2 = Kgn (w. w) 
K 2n + 2 (w. w) 

nachweisen. Es ist doch 

K 2n = ! K2n-~(X, u) . Kon (u, z) du, 

also nach SCHWARZ 

K~" (x, z) :;;;:! K~n-m (x, u) du'! K! (u, z) du 
= K 4n - 2 .,,(x, x) . K 2m (z, z), 

wenn wir die Definition der iterierten Kerne beachten. Setzen wir 
x = z = w, so wird 

K~,,(w, w);;;;: K 4n- 2m (W, w) ·K2m (w, w), 

wb m ein beliebiger Index. Setzen wir weiter m = n - 1, so folgt 

K~n(w, w) ~ K 2n +2(w, w) . K 2n - 2(W, w), 
oder 

K 2n- g (w. w):;z: Kg" (w. w) 
Kgn' (w. w) Kgn+g(w. w) , 

d. h. nach (40) 
(),,(n»)2 ~ (},,(n-l»)2. 

Die Folge der positiven (),,("»)2 ist also absteigend und hat daher einen 
Grenzwert. DaB die K 2n (w, w) nie null sind, der Grenzwert von (40) 
nicht verschwindet, und daB auch die Folge der Yn konvergiert, soli 
hier nicht mehr bewiesen werden. 

b) Realitat der Eigenwerte. Orthogonalitat der Eigenfunktionen. 
Angenommen, wir haben zu K (x, z) mehrere Eigenwerte und zugehorige 
Eigenfunktionen 9'.(x) gefunden. Dann behaupten wir: 

Sa tz 12. Die Eigenfunktionen eines symmetrischen Kerns, die zu 
verschiedenen Eigenwerten gehoren, sind orthogonal: 

I 

! 9'1 (x) '9'2 (x) . d x = o. 
o 

Zum Beweis schreiben wir die Definitionsgleichungen ftir 9'1 und 
9'2 auf: 

9'1 =)"I-!K(x,z) '9'I(z)dz } 
! "1+"2' 9'2 =),,2' K (x, z) '9'2 (z) dz 

multiplizieren die erste mit 9'2(X), die zweite mit 9'1(X) und integrieren 
jedesmal tiber x: 

(41) !9'19'2dx="I!!K(x,Z)9'I(Z)9'2(X)dxdz, 

(42) ! 9'19'2 d x = "2! ! K (x, z) 9'1 (x) 9'2 (z)d x dz. 
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In (42) vertauschen wir im rechten Integral x mit z und erhalten, wenn 
wir noch die Symmetrie von K beachten, 

(43) !flJlf1J2 dx =A2!!K(x,Z)flJl(Z)flJ2(X)dxdz. 

Subtraktion von (41) und (43) gibt 

(AI - A2) . ! ! K (x, z) fIJI (z) flJ2 (x) d x dz = 0. 

Da Al =f= A2, ist das Integral null, also nach (41) auch 

! fIJI flJ2 d x = ° . 
fIJI und flJ2 sind also orthogonal. 

Wir behaupten we iter 
Satz 13. Die Eigenwerte eines symmetrischen Kerns sind reell. 
Wir nehmen einmal an, wir hatten einen komplexen Eigenwert t.: 

fIJ(x) = A -J K (x, z) fIJ (z) dz. 

Diese Gleichung bleibt richtig, wenn man aIle GraBen durch ihre kon
jugiert-komplexen ersetzt. Da K reell ist, gilt also auch 

(j; = J: -J K(x, z) (j;(z)' dz. 

Also ist (j; Eigenfunktion zu J: =f= A, und daher muB nach dem soeben 
bewiesenen Satze sein 

!flJljjdx=O. 

Da aber fIJ (j; = 1 fIJ 12, heiBt dies 

JlflJI2dx = 0, 

und da wir alles stetig vorausgesetzt haben, folgt hieraus 

1 fIJ 1 == 0, also fIJ == ° 
(wir werden spater sehen, daB auch bei allgemeineren Voraussetzungen 
iiber K die Eigenfunktionen stets stetig sind). Dann ware fIJ keine 
Eigenfunktion im Widerspruch zur Voraussetzung; die Annahme, daB 
es komplexe A gibt, fiihrt also zu Widerspriichen. 

c) Das Orthogonalisierungsverfahren. Zu einem Eigenwert }. 
kannen mehrere Eigenfunktionen hI' h2' h3' ... ,h" geharen. Da nach 
Satz 13 A reell ist, kannen wir auch die hv reell annehmen; denn ist das 
komplexe hI + i h2 Eigenfunktion, so sind es hI> h2 einzeln auch: komplexe 
Eigenfunktionen kannen also stets in reelle zerspalten werden. 

Wegen der Linearitat der Integralgleichung ist auch jede lineare 
Kombination mit konstanten Koeffizienten 

c1 hl + c2h2 + ... + c"h" 

eine Eigenfunktion. Wir wollen nun aus den hv ein System von Eigen
funktionen flJv so herausheben, daB je zwei verschiedene flJv orthogonal sind 

J flJvfIJ",dx = 0, V=f=,u. 



60 I. Was ist eine Integralgleichung? 

Urn das zu erreichen, benutzen wir das ERHARD SCHMIDTSche Ver
fahren der Orthogonalisierung: wir bilden passende Linearkombinationen 
der h., set zen also an 

(44) 

(45) 

CfJl = hI 

CfJ2 = a. CfJl + f3 h2 • 

a. : f3 wird so bestimmt, daB 

J CfJl 1j!2 d x == a. J CfJ~ d x + f3 .; CfJl h2 d x = o. 
Hierin ist J CfJi d x =l= 0; war schon J CfJl h2 d x = 0, setzen Wlr a. = 0, 
f3 = 1; ist J CfJl • h2 . d x =l= 0, so erhalten wir 

(46) 
J hI h2 dx 

J hi dx . 

CfJ2 ist nur dann identisch null, wenn mit diesem Verhaltnis a./f3 
a. CfJl + f3 h2 = a. hI + f3 h2 == 0 

ist, was nur moglich ist, falls 
ex 

h2 == -p hI' 

d. h. falls h2 von hI abhangig ist. Wenn elmge der h n voneinander 
abhangig sind, muB das Orthogonalisierungsverfahren notwendig ver
sagen. Es sei z. B. 

Auf j eden Fall ist dann 
Cf!2 = (a. + f3c) . hI· 

Entweder ist hier a. + f3 c = 0: dann ist CfJ2 == 0, keine Eigenfunktion, 
oder es ist a. + f3 c =l= 0, also auch J CfJl CfJ2 d x = (a. + f3 c) . J h~ d x sicher 
nicht null; die Orthogonalisierung ist also nicht durchfiihrbar. 

Damit also diese Orthogonalisierung stets durchfiihrbar ist, werden 
wir die Funktionen von irgendwelchen Funktionensystemen, die im 
Verlauf der Untersuchung auftreten werden, als unabhiingig voraus
setzen, indem wir uns die abhangigen Funktionen gestrichen denken. 
n Funktionen hv h2' ••• , hn heiBen dabei voneinander unabhangig, wenn 
aus der Gleichung 

klhl + k2h2 + ... + knhn == 0 

mit den Konstanten kl' k2' .•• , k n stets folgt, daB aIle diese Konstanten 
k. null sein miissen. 

Wir nehmen unsere Orthogonalisierung wieder auf. Da f3 =l= 0 ge
wahlt wird, kann man auch umgekehrt 

1 ex 
h2 = p- CfJ2 -7f CfJl 

schreiben, d. h. hI und h2 durch Cf!1 und CfJ2 ausdriicken. 
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So fahren wir fort; wir set zen 

oder, da e keinesfalls null sein solI, 

(47) 

was die Ausdruckbarkeit durch hv h2' h3 verburgt; e' = l!e ist dann 
auch nicht null. Nun werden y', 0' so bestimmt, daB 

J CfJl CfJ3 d x = 0 , J CfJ2 CfJ3 d x = 0 
gilt, d. h. daB 

y' -J CfJ~ d x + e' -J CfJl h3 d x = 0, 0' -J CfJ~ d x + e' -J CfJ2 h3 d x = 0 

ist. Da CfJl und CfJ2 schon bestimmt sind, berechnen wir hieraus y' und 0' 
proportional zu e'; e' =+= 0 bleibt noch frei. CfJ3 kann nur dann identisch 
null ausfallen, wenn 

d. h. wenn h3 durch CfJl und CfJ2' also nach (45) durch hl und 112 linear und 
homogen ausdruckbar ware. Da wir nach der oben gemachten Bemerkung 
eventuell vorkommende, linear von hl' h2' ... , hn abhangige Funktionen 
hv uns gestrichen denken, kann dieser Fall nicht eintreten. 

Ersichtlich kann man so fortfahren: von CfJ3 kommt man zu CfJ4' CfJ5' ... ; 
die Orthogonalisierung ist also bei jedem geordneten System von un
abhangigen Funktionen ausftihrbar. 

DaB die zu einem bestimmten Eigenwert .Ie gehorigen, voneinander 
unabhangigen Eigenfunktionen sich ordnen lassen, werden wir bald sehen. 
Es wird sich dann sogar herausstellen, daB es zu jedem .Ie nur endlich 
viele derartige Funktionen gibt. Nehmen wir diese Kenntnis voraus, 
so konnen wir diese Eigenfunktionen aIle orthogonalisieren. Da die zu 
verschiedenen .Ie gehorenden Eigenfunktionen sowieso orthogonal sind, 
gilt der Satz: 

Sa tz 14. Alle Eigenfunktionen eines Kerns, d. h. eine geeignete un
abhiingige A ttswahl aus ihnen, bilden ein Orthogonalsystem. Fur je zwei 
F unktionen von ihnen gilt also 

I 

J CfJv (x) . CfJt' (x) d x = 0 v=+=,u. 
o 

Dieses Verfahren der Orthogonalisierung wird auch auBerhalb der 
Theorie der Integralgleichungen benutzt. Man erzeugt sich so z. B. aus 
dem System der unabhangigen Funktionen 

h4 = x3 , . .. 
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die LEGENDRESchen K ugel/unktionen im Intervall (- 1, ... , + 1) 

Po (x) =1 

P1(x) = x 

(48) 

Hierbei ist also fUr v =\= fl 
+1 
J Pv(x)·Pp(x)·dx=O. 

-1 

Hat man sich so sein System der zu A gehorigen Eigenfunktionen f{Jv 
orthogonalisiert, so normiert man noch jedes dieser f{Jv: man muItipliziert 
f{Jv Ibiteinem passenden Faktor 

1jJv = C· f{Jv' 
so daB 

J 1jJ; d x = C2. J f{J~ d x = 1 

gilt. N atiirIich sind auch die 1jJv orthogonal. 

J 1jJv1jJpdx = Cv Cp -J f{Jvf{Jpdx = 0 v =\= fl. 

Die soeben erwahnten LEGENDRESchen Polynome sind iibrigens aus 
praktischen Griinden so normiert, daB 

(49) 

-1-1 

J P2(X) ·dx=_2_ 
v 2V+ 1 

-1 

ist. Weiteres siehe II. 15. 
Wir setzen hin/ort auch die nach Satz 14 orthogonalisierten Eigen

/unktionen eines Kerns als normiert voraus, so daB also fiir irgend zwei 
Eigenfunktionen gilt 

Z {O ! f{Jv(x) . f{Jp (x) . dx = bvp = 1 (50) 
lI=\=fl 

V=fl· 

Hierbei haben wir das KRONECKERsche Symbol bvp benutzt, das durch 
(50) definiert ist. 

d) Frage der Entwickelbarkeit einer "willkiirlichen" Funktion 
nach den Eigenfunktionen eines Kerns. Wir weden folgende, prak
tisch sehr wichtige Frage auf: 

Welche F unktionen / (x) kann man als Reihe 
1. .. 00 

(51 ) f(x) = Y cv·f{Jv(x) 

der Eigenfunktionen f{Jv eines symmetrischen Kerns darstellen? 
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Hierbei braucht der Kern nur endlich viele unabhangige rp. zu be
sitzen, aIle folgenden Dberlegungen bleiben dann ohne wei teres bestehen. 
Bei unendlich vielen rp. nehmen wir die Kenntnis voraus, da13 diese rp. 
sich abzahlen lassen. 

Beim Musterkern (1. 2. 7) 

(52) I x(l-z) 

K(x,z)= z(l~X) 
x;;;;;'z 

x~z 

fiihrt die Frage der Entwickelbarkeit auf die bekannten FouRIERschen 
Reihen. Denn wir hatten nach Satz 1 als Eigenfunktionen von K 

. v:n;x 
sm-l -

erkannt. Diese sind als Eigenfunktionen eines symmetrischen Kerns 
orthogonal I 

J . v:n;x . f.l:n;x d sm 1-- . sm -l- x = 0 
o 

und wir erhalten daher als normierte Eigenfunktionen 

(53) 

da I 

J . V:7l:X 1 
sm2 - l - dx = -2-l 

o 

v=l=,u, 

ist. Beim Musterkern ist also das aufgeworfene Problem altbekannt: 
jede nur im Intervall (0 ... l) definierte "verniinftige" Funktion lii13t 

sich in eine FOURIER-Reihe entwickeln, die nur aus Gliedern c •. sin ~~-~ 
besteht, falls die Funktion an den Intervallenden verschwindet. Hierbei 
solI der Ausdruck "jede verniinftige Funktion" genauer be sagen : jede 
Funktion beschrankter Schwankung, z. B. jede Funktion, die in (0 .. . l) 
nur endlich viele Extremwerte aufweist. 

Dieses Entwicklungsproblem solI also jetzt allgemein bei irgend
einem System von Eigenfunktionen aufgeworfen werden. Wir verfahren 
dazu nach BESSEL folgenderma13en: 

Wir bilden 
(54) c1rpl+c2rp2+",+cnrpn, 

und wir wollen die darzustellende Funktion I (x) moglichst gut durch 
diese Summe annahern. 1m Sinne der Methode der kleinsten Quadrate 
hei13t dies: wir wollen c. so bestimmen, da13 

(55) J == j [f(X) _1 ~n c.rp.(x) r dx 
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ein Minimum wird unter allen Darstellungen 

j [f(X)_I~nC.!p.(X)rdX 
mit irgendwelchen Koeffizienten Cv' Dazu ist notwendig 

(56) 
l[ 1 ... n 1 

~ :~ == I f-~ cv!P. !Pft' dx = 0 

fUr alle fl. Beachten wir jetzt, daB die !Pv orthogonal und normiert sind, 
so folgt daraus 

I 

(57) cft =lf(x)·!Pft(x).dx. 
o 

cft ist frei von n; es ist also gleichgultig, aus wieviel Gliedern die Summe 
(54) bestand; stets erhalten wir eindeutig cl , c2 , • • •• (57) entspricht 
dem FOURIER-Koeffizienten 

aft = V~ .jf(X) .sinv~x dx, 
o 

daher heiBen auch die cft allgemein "FOURIER-Koeffizienten" der Funk
tion f(x) in bezug auf das Funktionensystem der !Pv(x). 

Da also in (57) c. unabhangig von n ist, ist jeder Koeffizient der 
formal hingeschriebenen Reihe 

1 ... 00 

(58) l: cv·!p. (x) 

nach (57) allein durch f(x) bestimmt. [Wir nehmen damit noch nicht an, 
daB unser Kern unendlich viele verschiedene Eigenfunktion~n !P. (x) 
besitzt, die Reihe (58) konnte auch endlich sein. ] Daher heiBt f (x) 
"aquivalent" mit (58): 

1 ... 00 

(59) f (x) "-'') Cv·!P. (x) . 

Das ist lediglich eine andere Schreibweise fUr (57), es solI weder bedeuten, 
daB die Reihe konvergiert, noch, falls dies der Fall ist, daB die Reihe 
dann auch f(x) darstellt. 

e) BESSELsche Ungleichheit. PARSEVALsche Gleichung. Vollstan-
digkeit. Wir rechnen jetzt Gleichung (55) aus: . 

I 1 ..... I 1".,,1. .... I .. ~ 1/2 d \~ 1/ \' \' 1 o:s: ] =- x - 2· L.... c,.· !P. d x + L.... L.... Cv cft' T, !P,l d x. 
o v 0 I' 0 

Wegen der Orthogonalitat und Normierung der !P. gibt dies 

1/2 ? \'. \' 2 d x - _ L.... Cv C,. + L.... C,. :;:;; 0, 
v v 
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oder 
1 ... " I 

(60) 2: c; ;;;;,!t2 d X . 
• 0 

Dies gilt fUr jedes n; gehen wir mit n -+ 00 (falls dies Sinn hat, d. h. 
falls unendlich viele f{J. vorhanden sind), so sehen wir, dal3 die unendliche 
Reihe konvergiert und dal3 

1. .. 00 I 

(61) Y c~;;;;,J f2 dx 
o 

ist. Das ist die "BESsELsche Ungleichheit". 
Gilt fUr jede Funktion f(x) (fUr die nur J 12 dx existieren mul3) 

die "PARSEvALsche Gleichung" 
1 ... 00 I 

(62) 2: c; = Jl 2 dx, 
o 

so heil3t das Funktionensystem der f{J. vollstiindig. Die PARSEvALsche 
Gleichung ist offenbar mit 

(63) 
l[ 1..... ]2 

lim J 1- 2: c.f{J,. dx = 0 
n-)o-oo 0 v 

1. .. n 

identisch; gilt (63), so sagt man auch, dafJ 2: c.f{J. "im Mittel" gegen 

I (x) konvergiert. N ach (62) und (63) gilt also der 
1 ... n 

Sat z 15. Bei vollstiindigen Funktionensystemen f{J.' konvergiert 2: c. f{J • 
• 

im Mittel gegen I (x) IUr jedes quadratisch integrable I (x) (die c. sind die 
FOURIER-Koellizienten in bezug auf die f{J.). 

Wir wenden diese Begriffe jetzt auf die Kerne seIber an. Aus 
I 

(64) J K (x, z) f{J. (z) dz = }~ f{J. (x) 
o 

sehen wir, dal3 ;. f{J.(x) der FOURIER-Koeffizient von K(x, z) ist. Es 

folgt also 
1 ... 00 

(65) K (x, z) ~ 2: i f{J. (x) . f{J. (z) . 

Nach (61) wird jetzt die BESsELsche Ungleichheit 

(66) 2: -}~;' f{J~(x) ;;;;, J K2(X, z)· dz = K 2(x, x). 

Wir setzen, auch wenn K nicht stetig und nicht beschrankt sein sollte, 
J K2 (x, z) dz = K2 (x, x) als stetig und somit beschrankt voraus. Diese 
Voraussetzung tiber K wird in 1. 6f genauer erortert werden. 

Hamel, Integralgleichungen. 
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Unter dieser Annahme konvergiert die linke Seite von (66) absolut 
fUr aIle x. 

Ob die Gleichung 
l. .. 00 

(67) K (x, z) = ~ ;v €Pv (x) €Pv (z) 

gilt, wissen wir nicht, da nieht einmal die Reihe zu konvergieren braueht. 
Aus (66) folgt durch Integration 

n 

"2 ;; :s; J K 2 (x, x) dx 
v~l 

1 .. 00 

fUr jedes n, die Summe ist also besehrankt; daher konvergiert .2: 1/X(;, 
und es gilt 

00 

Satz 16 . .2: 1/A; konvergiert, und es ist 
1 

00 

(68) 

Gabe es nun zu einem Av unendlieh viele unabhangige Eigenfunk
tionen €Pv, so kame in (68) unendlieh oft dies }.; > 0 vor: dann konnte 
die Reihe aber nieht konvergieren. Damit ist eine Tatsaehe bewiesen, 
die wir schon mitteilten und aueh benutzten: 

Satz 17a. Zu jedem Eigenwert eines symmetrischen Kerns gibt es 
nur endlich viele verschiedene unabhiingige Eigenfunktionen. 

Aus (68) folgt auBerdem . 
Satz 17b. Die Eigenwerte Av hiiufen sich nicht im Endlichen. 
Denn da die Av bisher eine abzahlbare Auswahl aus der Gesamtheit 

aller Eigenwerte des Kerns darstellten, konnten wir, falls diese sieh doeh 
hauften, die Av in (68) so auswahlen, daB von einer Nummer Vo ab alle 
Av sieh beliebig wenig voneinander untersehieden. Dann tritt dasselbe 

00 

ein wie vorhin: .'5"' 1/A~ kann nieht konvergieren, im Gegensatz zu (68). 
1 

Also war die Annahme falseh und es gilt Satz 17b. 
Man kann daher alle Eigenwerte des Kerns numerieren 

AI' A2, A3 , ••• , 

indem man sie naeh waehsenden Betragen ! Av I ordnet. J edes Av solI 
so oft gezahlt werden, als es unabhangige Eigenfunktionen €Pv besitzt: 
das ist moglieh, da jedes Av naeh Satz 17 a nur endlieh viele unabhangige €Pv 
hat. Damit sind aueh die €Pv geordnet: 

Diese Anordnung der Av und €Pv wird im folgenden stets zugrunde gelegt. 
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Die hoheren iterierten Kerne K" haben, wie hier noeh erwii.hnt sei, 
)..: zu Eigenwerten und q;v zu Eigenfunktionen, d. h. wenn 

(69) q;(x) =).. -J K (x, z) q;(z) dz 

gilt, gilt aueh 

(70) q;(x) =)..".j K,,(x, z) q;(z) dz. 

Denn aus (69) folgt dureh Einsetzen von q; in das Integral 

q; (x) =)..2 -J j K (x, z) . K (z, u) q; (u) d~t dz 

=)..2. j K2 (x, u) q; (u) du. 

Alsoist q; Eigenfunktion von K2 zum Eigenwert )..2. Die Umkehrung dieses 
Satzes gilt in folgendem Sinne. Ist 

(71) q;(x) =)..2.j K 2(x, z) q;(z) dz =)..2. j j K(x, u) K(u, z) q;(u) dudz, 

so setze man, falls nieht schon q; Eigenfunktion von Kist, 

(72) q;1 = ).. j K (x, u) q; (u) d u . 

Dann folgt aus (71) sofort 

(73) q;(x) =)..j K(x, U)q;l(U) duo 

Addition von (72) und (73) gibt 

q;+q;l=)..jK(x,z) [q;+q;lJdz, 

es ist also q; + q;1 Eigenfunktion von K zum Eigenwert A. Subtraktion 
von (72) und (73) gibt eben so 

q;-q;1 =-).. -J K(x, z) [q;-q;lJdz, 

also ist q; - q;1 Eigenfunktion von K zum Eigenwert -)... Mindestens 
eine der Funktionen q;1 ± q;2 ist nieht null. ). ist also reell. Dureh Ein
set zen von (73) in das Integral von (72) ergibt sieh, daJ3 aueh q;1 Eigen
funktion von K2 ZU)..2 ist; es sind dann also aueh q; +q;1' q;-q;1 Eigen
funktionen von K2 zu )..2. \;Venn man also die Eigenfunktionen von K 
dureh C (q; ± q;1) ersetzt, d. h. dureh geeignete lineare Kombinationen, 
hat man aueh die Umkehrung, daJ3 die Eigenfunktionen von K2 ZU)..2 aueh 
Eigenfunktionen von K zu +).. oder -).. sind. Diese Umkehrung gilt aber 
nur, wie gezeigt, bei bestimmter Auswahl der Eigenfunktionen von K 2• 

Entspreehendes gilt aueh bei den hoheren Kernen K". 

Da man also jetzt die Eigenfunktionen von K" kennt, sieht man so fort 
die Aquivalenz ein 

1. .. 00 

(74) K" (x, z) '" ~ ~ q;, (x) q;v (z). 
v ..tv 

n = 2, 3, 4, ... 

5* 
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f) Konvergenzsatze tiber die Entwicklung der Kerne bei be
stimmten Voraussetzungen. Wir wollen nun zeigen, daB bei den hoheren 
iterierten Kernen nieht nur diese Aquivalenz (74) gilt, sondern daB sogar 
die Gleiehung 1 ... 00 

(75) K,,(x, z) = ~ _'l'J!) 'l'v (z) n = 2,3,4, ... , 
~ ).: 

v 

behauptet werden kann. Voraussetzung hierfUr ist nieht einmal die 
volle Stetigkeit von ]{ (x, z) in O ... l (Stetigkeit ist hinreiehend, aber 
nieht notwendig); es geniigt vielmehr schon, wenn erstens K (x, z) in 
0 ... l quadratisch integra bel ist (d. h. es sollen die Integrale 

(76) { j K(x, z)dx, j j K(x, z) dxdz, 

jK2(X,z)dz, jj K2(X,z)dxdz, 

existieren und besehrankt sein) , und wenn zweitens K(x, z) eine mittlere 
Stetigkeit besitzt, d. h. wenn der Ausdruek 

I 

(77) L1 (Xl' X) == j [K (X, z) - K (Xl' z)J2 dz 
o 

gegen null strebt fUr Xl -J>- x. (1st K stetig, so sind beide Voraussetzungen 
erfiillt. ) 

Aus diesen beiden Voraussetzungen folgt schon, wie weiter unten 
noeh naher ausgefiihrt werden solI, daB K 2 (x, z) und erst reeht die hoheren 
Kerne in beiden Varia bIen zusammen stetig sind: der IterationsprozeB 
"gIattet" also die Kerne. 

Diese Glattung zeigt sieh aueh an der Gleiehung (75): fUr 11 = 1 
gilt sie im allgemeinen nieht, aber von n = 2 ab gilt sie stets (unter 
den genannten Voraussetzungen), und die Reihe 

1. .. 00 

~ 'l'v(x)'l'v(z) 
L.i A" 

v I' 

konvergiert fUr 11 = 2,3, ... absolut und gleiehmaBig. Das ist die Be
hauptung. 

Insbesondere gilt also 

(78) ~ 'P~(x) K 2 (x, x) = -'-2 - , 
I·v 

und hieraus erhalt man dureh Integration iiber X 

I 

~ ;~; = ! K 2(x, x) dx, 
o 

(79) 

da man wegen der gleiehmaBigen Konvergenz Summation und Inte
gration vertausehen kann, und da naeh (50) 

I 

jcp;dx = 1 
o 
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ist. Da naeh der Voraussetzung das Integral in (79) existiert, ist die 
Reihe .L 1/,1.; konvergent. 

Naeh (74) hat K die FOURIER-Koeffizienten CP.(x)/A.. Sehreiben 
wir nun (78) in der Form 

(80) 
~tp;(x) /1 2 
~ }.; = K (x,z)dz, 

o 

so sehen wir naeh (62), daB fUr K(x, z) die PARsEvALsehe Gleiehung 
(statt der stets giiltigen BEssELsehen Ungleiehheit) gilt. Daraus folgt 
allerdings noeh keineswegs, daB das System der CPv (x) vollstandig sein 
muB, denn dann miiBte die PARsEvALsehe Gleiehung naeh I. 6e fUr 
jede quadratiseh integrable Funktion f (x) gelten. 

Wir sagten oben, daB im allgemeinen (74) fiir K (x, z) nieht erfUllt 
ist. Wohl gibt es Kerne (wie z. B. den Musterkern), die sieh naeh ihren 
Eigenfunktionen entwiekeln lassen; allgemein jedoeh muB man sieh 
begniigen mit 

Sat z 18. Wenn die (endliche odeI' unendliche) Reihe 

~ _tp.(x)tp.(zL 
..::;.; A. 

absolut und (wenigstens in einer V ariablen) gleichmafJig konvergiert, ist 
ihre Summe gleich K (x, z): 

K(x,z) = ~ tp.(xJ.~.tZl. 

Bei unserem Musterkern war z. B. naeh (53) 
und Satz 1 

V2 . vnx 
CP. (x) = T . SIll-Z- , 

Es gilt also die Aquivalenz 

(81 ) 
2 ~ l2 . . v n x . v n x K (x z) ~ - -- . SIll -- . SIll -- . 

, Z v2 n 2 [ 1 

Z 
Abb. 15. 

Nun konvergiert 1.' 1/v2, und daher sieht man sofart, daB die reehte 
Seite von (81) absolut und sogar in beiden Variablen gleiehmaBig kon
vergiert. Daher muB nach dem letzten Satze die Gleiehung 

(82) 
2 ~ [2 . vnx . vnz 

K (x, z) = T ..:::.. v2 n2 SIll -z- SIll -[-

gelten. Dieses Resultat kann aueh aus der Theorie der FOuRIERsehen 
Reihen direkt gewonnen werden, denn es handelt sieh bei der Ent
wieklung von K einfaeh urn die Entwieklung der Dreieekskurve (Abb. 15) 

h . vnx 
nac SIll -z- . 

Uber den Beweis dieses grundlegenden Satzes solI im folgenden 
Absehnitt noeh einiges gesagt werden. 
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Die Voraussetzungen, die wir oben an den Kern K stellten, niimlich 
1. quadratische Integrabilitiit und 2. mittlere Stetigkeit, werden wir von 
nun an stets zugrunde legen. 

Man kann sieh nieht mit durehweg stetigen Kernen begnugen, aueh 
dann nicht, wenn man sieh auf die Anwendungen der Theorie besehrankt; 
man muB vielmehr gewisse Singularitaten zulassen. So muBten wir 
z. B. in 1. 5 a 19r als Kern nehmen, haben also dann die genannten um
fassenderen Voraussetzungen 1., 2. der SCHMIDTsehen Theorie an die Stelle 
der alten Stetigkeitsbedingung zu setzen. Denn da 19r, trotz der Singu
laritat fur r = 0, noeh quadratiseh integrabel ist und von mittlerer 
Stetigkeit, ist diese SingulariHit in der neuen Theorie belanglos. Das
selbe gilt sogar noeh von 

(83) 
Ix-zl'" 

fUr ex < 1/2 und 0;;;;: x, z:::;; 1. Dagegen bleibt die Singularitat von (83) 
zunaehst aueh in der SCHMIDTsehen Theorie bestehen, wenn ex ;;;;;; 1/2 ist: 
denn dann ist das Quadrat 

1 

(.1'_;)2'" 

nieht mehr uber das Intervall - 1 ... + 1 integra bel. 
Aueh die Theorie der NEuMANNsehen Reihe, die wir ursprunglieh 

nur fUr stetige Kerne entwiekelten, laBt sieh ohne Sehwierigkeit auf 
derartige Kerne, die lediglieh den Voraussetzungen 1. und 2. genugen, 
ubertragen. Selbstverstandlieh setzen wir noeh, wie uberall in diesem 
Absehnitt, K als symmetriseh voraus. 

Wir konnen leieht beweisen, daB fUr den Kern 

K=~i __ 
!x-zl'" 

mit ex < 1/2 der iterierte Kern stetig ist. Es ist 
1 

K 2 (x, z) =/_ :11 .",; 
!x-ul ·Iz-u, 

o 

wir ki:innen hierbei 0;;;;: x :.;;: z ;;;;: 1 annehmen. Dann wird weiter 
x z I 

K ( ) = / d 11 + / d 1t + / d 11 • 
2 x, Z '" '" (x-U)'" (z-u)'" (It-x)''(z-u)''' (1/-.1') (u-z) 

o x z 

Diese drei Integrale nennen wir II' 12' 13; wir wollen sie einzeln aus
reehnen. 

1m erst en Integral set zen wir 
1 '" 

U = x- (z-x)· Wi-"', 
1 --

du =-(z-x) ·_-·w1 -"'dw 
i-IX ' 
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1 

x-u = (z-x) ·wl - a , z-u = (z-x)· (1 +wl~a). 
Damit erhalten wir w, __ 1_/ (z_x)1-2a.dw 

JI - 1 - ex ( _l)a' 
1 + wI-a 

o 
wobei W = WI der unteren Grenze u = 0 entspricht. D. h. es ist 

Also gilt 
1 JI = 1- ex . (z- x)I-2oe. cp(WI) , 

wobei wir die Abkurzung 

verwenden. cP (WI) ist ersichtlich eine stetige Funktion von WI' so lange 
WI endlich, d. h. x < z bleibt; fur x -+ z, d. h. WI -+ 00 wird der 

ex 
Integrand von cp von der Ordnung 1 _ ex null, daher cp von der Ordnung 

cx 1 - 2cx dl·· I· d 0 1 - 1 _ cx = 1":"-~ unen lch III WI' a so III z - x von er rdnung 

1-2IX unendlich. Dies wird durch den Faktor (Z_X)I-2oe in JI gerade 
aufgehoben, so daB dieses auch fUr x -+ z endlich, j a stetig bleibt. 

Ebenso wird J3 behandelt. In J2 machen wir zweckmiiBig die Sub
stitution 

U = x + (z- x) . sin2cp, du = 2(z- x) . sincp· coscp· dcp; 
wegen 

u-x = (z-x) ·sin2 cp, z-u = (z-x) ·cos2 cp 

erhalten wir so 

J =2(Z-X)I-21X.J ... _- d'L __ _ 
2 sin21X - I rp . cos21X - I rp 

o 
= 2(Z-X)I-21X. B(IX). 

B (IX) ist wegen 0 < 1-2IX < 1 eine endliche Zahl; der zweite Faktor 
(z - X)I- 21X ist mit EinschluB der Grenzen stetig, also gilt dies auch 
von J2. Damit ist der Satz bewiesen: K2 ist stetig. 

Wir werden in 1. 6g sehen, daB die Stetigkeit von K2 die mittlere 
Stetigkeit von K nach sich zieht. 

g) Beweise. Die Beweise fUr die genannten Konvergenzsiitze des 
vorigen Abschnitts sollen jetzt nachgeholt werden. 
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Aus der durehsehnittliehen Stetigkeit von K folgt zunaehst 
Satz 19a. ]edes mit quadratisch integrablem I(x) darstellbare g(x) 

I 

g(x) = jK(x,z)/(z)dz 
o 

ist stetig. (Eine derartig darstellbare Funktion g (x) heifJt nach KNESER 

"quellenmiifJig" darstellbar.) 
Denn mit Hilfe der SCHwARzsehen Ungleiehheit folgt 

[g(xl)-g(x) [2 = I/[K(XI, z)-K(x, z)J/(z). dzl2 

I I 

:s:;: j [K (Xl' z) - K ( x, z) J 2 d z . j /2 d z . 
o 0 

Naeh (77) k6nnen wir dafUr aueh sehreiben 

(84) 

wenn wir fUr die Konstante j /2 dz 13 setzen. Da wir K von mittlerer 
Stetigkeit voraussetzen, folgt naeh (77) aus (84), daB mit LI (Xl' X) --+ 0 aueh 

[g(xl)-g(x)[ 

naeh null strebt fur Xl --+ x: das druekt aber gerade die Stetigkeit von 
g(x) aus. 

Das k6nnen wir so fort auf die Eigenfunktionen anwenden; denn 
da diese dureh sieh selbst quellenmaBig dargestellt werden: 

IP (x) = A -J K (x, z) IP (z) dz, 

folgt, wenn wir noeh die IP als quadratiseh integrabel verlangen, 
Sat z 19 b. Die Eigenlunktionen eines symmetrischen Kernes sind stetig, 

lalls wir sie (was wir stets tun wollen) als quadratisch integra bel voraussetzen. 
Da K seIber quadratiseh integrabel ist, erkennen wir aus der quellen

maBigen Darstellung dureh K 
I 

K2 (x, z) = j K (x. u) . K (u, z) du, 
o 

daB K 2 (x, z) in jeder der beiden Variablen fur sieh stetig ist. 
Daraus folgt noeh nieht ohne weiteres, daB K 2 (x, z) in beiden 

Variablen x und z zusammen stetig ist [bzw. K2 (x. x) in x]. Es werde 
also noeh gezeigt, daB 

(85) K2 (x, x) = j K (x, U)2 du 
in x stetig ist. 

Wir bilden hierzu den Ausdruek 

[K2 (Xl> xI)-K2 (x, X)J2 = U[K2 (Xl' u) - K2 (x, u)J dU}2 

= U [K (Xl> u) - K (x, u)J.[K (xl> u) + K (x, u)J dU}2 

:s:;: j [l{(Xlo u) -K (x, u)J2du -J [K (Xl' u) +K (x,u)J 2du 



6. Durchfuhrung der Theorie fur die symmetrischen Kerne. 73 

wenn wir noch die SCHWARzsche Ungleichheit benutzen. Mit Hilfe der 
Abkurzung (77) k6nnen wir schreiben 

I [K2 (Xl> xI)-K2 (x, X)]2::;:;; Lf (xl> x) . [fK2 (xl> u) du + 

(86) + 2J K (xl> u) K (x, u) du + J K2(X, u) dU] 

=Lf (XI'X)· [K2(XI,XI) +2K2(XI, x) +K2(x, x)], 

wobei die Definition der iterierten Kerne zu beach ten ist. 
Wir k6nnen in der letzten Ungleichheit (86) noch nicht den Grenz

ubergang Xl -+ x ausfuhren; wohl strebt dann zf (xl> x) gegen null, aber 
wir wissen noch nicht, wie sich K2 (Xl' x) dabei verhlilt. Daher schlitzen 
wir mit abermaliger Anwendung der SCHWARzschen Ungleichheit 
weiter ab: 

Also wird 

und folglich 

[K2 (xv X)]2 = [f K (xl> u) . K (x, u) dZt]2 

::;:;; J K2(Xl> u) du.J K2(X, u) du 

= K2 (Xl' Xl) . K2 (X, X) . 

[K2(XI,XI ) +2K2(XI,X) +K2(x,x)[::;:;;[K2(XI,XI )[ + 
.~..,.--..,..-~~ + 2·+ yK2(Xl> Xl) ·K2(x, x) + [K2(x, x)[ 

::;:;; [+yK2(xv Xl) + +yK2 (X, X)]2. 
Aus (86) erhalten wir damit 

[K2(XI, Xl) -K2(X' x) [ == ! yK2(xl> x l)-

-yK2 (x, x) 1·1 yK2(XI, Xl) + yK2(x, X) I 

::;:;; yLf (Xl' X) ·1 yK2(Xl> Xl) + yK2(x, X) I· 

Da K 2(x, x) nach (85) positiv ist, k6nnen wir beiderseits I yK2(x;, Xl) 

+ yK2(x, X) I fortheben: 

[yK2(xl> xJ- yK2(X~Xn::;:;; YL1(X;-x). 

Mit xl -+ X erkennen wir hieraus schlieBlich die Stetigkeit von yK2 (x, x) 
unddamitdievonK2 (x, x). 

Analog beweist man den schon in 1. 6 f angekundigten 
Satz 20. K 2(x, z) is~ in beiden Variablen x, z stetig und daher be

schrankt. 
Satz 20 lliBt sich umkehren zu 
Satz 20a. 1st K quadratisch integra bel und K 2(x, z) in beiden Variablen 

stetig, so ist K von mittlerer Ste#gkeit. 
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Es ist namlich nach (77) 
I 

L1 (x, Xl) = ! (K (x, z) - K (xl> Z))2 . dz 
o =! K(x, z)· K(x, z)· dZ-2! K(x, z)· K(XI' z)· dz + 

+ !K(xl>z) ·K(XI'Z) ·dz 

= K2 (x, x) - 2 . K2 (x, Xl) + K2 (xl> Xl) 

= [K2(x, x) -K2(X, Xl)] - [K2(x, Xl) -K2(XI, Xl)], 

woraus fUr Xl -+ X sofort die Behauptung L1 -+ ° folgt. 
Wir skizzieren nun kurz den Beweis zu dem eben falls schon im vorigen 

Abschnitt erwahnten Satz 18. 
Es sei also die Reihe 

. (87) 

absolut und in X und mithin auch in z gleichmaBig konvergent. Dann 
ist auch 

1. .. 00 

(88) H(x, z) == K(x, z) _ ~ 'P'.(x~,:'(Z) 

ein symmetrischer Kern; er erfUllt aIle Voraussetzungen: quadratische 
Integrabilitat und mittlere Stetigkeit, wie man zeigen kann. Es ist 
namlich 

J [H (Xl' z) -H (X, z)]2dz 

= J [K (Xl' z) -K (X, z) - 2 _'P,t)· (rp. (Xl) -q;" (X))]2 dz 

= L1 (Xl' X)-2 ~ J 'P;,:Z) [K (Xl' z) -K (X, z)] [rp" (Xl) -rp" (X)] dz 

+ ~-}~;. [rp,. (Xl) -rp, (X)]2 

= L1 (Xl' x)-2 ~ ;:-;, (g;. (Xl) -rp. (x))2 + ~ -;\. [rp. (Xl) - rp" (x)J2 

= L1 (Xl' X) - ~ ~;.- [rp" (Xl) -rp" (X)]2 

;:;;; L1 (Xl' X) . 

Daher hat H (x, z) nach dem Fundamentalsatz mindestens eine Eigen
funktion 'IjJ (x) =1= 0, falls H (x, z) nicht identisch verschwindet. 

Man kann aber sofort zeigen, daB 'IjJ auch Eigenfunktion von K (x, z) 
sein muB, woraus dann ein Widerspruch zu der Voraussetzung folgt, 
daB die rp. schon aIle Eigenfunktionen von K darstellen sollten. Daher 
muB H (x, z) == ° sein, und die i\.quivalenz (87) verwandelt sich in cine 
Gleichung. 
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Wir wissen nach (66), daB 

(89) ~ tp;(.~) 
~ ,1.; 

konvergiert (die absolute Konvergenz ist selbstverstandlich). Daraus 
folgt aber auch, daB 

(90) "'" tpv (x) . tpv (z) 
L,.; ,1.2 

v 

in jeder Variablen absolut und gleichmaBig konvergiert. Denn nach der 
SCHWARzschen Ungleichheit gilt 

(91) 

'" nach (61). K2 (x, x) ist nach Satz 20 stetig und beschrankt, ~ cP; (Z)/A; 
n 

hangt nicht von x ab und kann wegen der Konvergenz von (89) beliebig 
klein gemacht werden; daher kann auch der Rest (91) der Reihe (90) 
unabhangig von x beliebig klein gemacht werden: (90) konvergiert also 
in x gleichma/3ig. Ebenso zeigt man die gleichmaBige Konvergenz 
von (90) in z. 

Da nach (74) 

K 2(x, z) r-.J ~tpv(X)}:~tpv(Z) 

ist, gilt nach Satz 18 das Gleichheitszeichen 

(92) 

Daraus folgt, da/3 fur K die PARSEvALsche Gleichung (62) gilt 

(93) "'" tp! (x) f 2 K 2 (x, x) = L,.; ~ = K (x, z) dz 

(statt der stets guItigen BESsELschen Ungleichheit. Man vergleiche 
auch die Bemerkung in 1. 6f). 

Es nahern sich also die bestandig wachsenden stetigen Funktionen 

~ 'fJ!5;) 
oJ·; 

fur n --+ 00 monoton der stetigen Funktion K2 (x, x). Daraus folgt aber 
nach einem Satze von DINI, daB die Reihe in (93) gleichmafJig konvergiert. 
(Der Satz von DIlq besagt: Eine konvergente Reihe von positiven 
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stetigen Funktionen, die zur Summe eine stetige Funktion hat, kon
vergiert gleichmaBig.) Daraus kann man durch nochmalige Anwendung 
der SCHWARzschen Ungleichheit das wichtige Resultat ableiten: 

Sat z 21. Es gilt stets 
co 

K 2(x,z) = '.2 <Pv(X~.t·(Z), 
1 

ttnd die Reihe ist in beiden Variablen gleichzeitig absolut und gleichmiifJig 
konvergent. 

Ein ahnlicher Satz gilt auch von den hoher iterierten Kernen: 

Satz 21 a: Es gilt stets 

n =3, 4, ... , 

wo die Reihe erst recht absolut und gleichmiifJig konvergiert. 
h) Die Antwort auf 6d. Nachtrag zu 6a. Nachdem wir uns in 

den vorhergehenden Abschnitten die notigen Hilfsmittel verschafft 
haben, sind wir jetzt in der Lage, mit dem Beweis des HILBElusclzen 
Entwicklungssatzes die Frage nach der Entwickelbarkeit einer "wilI
ktirlichen" Funktion 1 (x) zu beantworten: 

Satz 22 (Entwicklungssatz). Es sei g(x) quellenmiifJig darstellbar: 
I 

(93 a) g(x) =jK(x,z)/(z)dz, 
o 

wo 1 (x) quadratisch integra bel ist. Dann liifJt sich g (x) nach den Eigen
l1t1zktionen des symmetrischen Kerns K entwickeln 

00 

g (x) = ,>' c. tpv (x), 
1 

Ulld die Reihe konvergiert absolut und gleichmiifJig. 

Wir setzen fUr die FOURIER-Koeffizienten von g und 1 cv und b.: 

Dann ist 
Cv = jj K(x, z) I(z) rpv(x) dxdz 

= j [J K(x, z) tp,.(x) dx]/(z) dz 

= .!jtpv(z) '/(z) dz 
I· v 

b. 
=T;. 

Also gilt die Aquivalenz 

(94) g (x) '" '.2 ~: tp. (x) . 
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Aber die Reihe in (94) konvergiert absolut und gleichmaBig; denn nach 
der SCHWARzschen Ungleichheit folgt fUr einen Abschnitt dieser Reihe 

( ~ ~},:) 2 ~ (~:;) • ( ~ b~) 
Nach (93) k6nnen wir weiter schreiben 

00 

~~; ~b2 
~.L.J }.;'.L.J , .. 

1 " 

K2 ist beschrankt; 2: b; konvergiert nach der BESsELschen Ungleichheit, 
1 

111 tit 

daher wird 2: b; und dam it 2: f{'v b)Av fUr genugend groBes n beliebig 
" n 

klein, womit die gleichmaBige Konvergenz erwiesen ist. Die absolute 
Konvergenz folgt ahnlich aus 

Schwieriger ist nun zu beweisen, daB in (94) das Gleichheitszeichen 
gilt. Urn das einzusehen, set zen wir 

00 

(95) It (x) =:= :> Cv f{'v (x) . 
1 

h ist also die Summe der soeben als konvergent erwiesenen Reihe; wegen 
der gleichmaBigen Konvergenz hat It diesel ben FOURIER-Koeffizienten 
wie g: 

j 1z f{'v d x = )' Gil j f{'v f{'11 d x = Gv = j g f{', d x . 
I' 

Wir betrachten ferner die Funktion 

(96) P(x) =:=g(x)-h(x). 

P (x) hat nattirlich die FOURIER-Koeffizienten 0: 

(97) jPf{'vdx=o. 

1st das System der f{'v (x) abgeschlossen, so wurde nach 1. 6k (siehe 
dort!) hieraus folgen, daB P identisch verschwindet, d. h. daB g und h 
identisch sind, womit unser Satz bewiesen ware. 

1st aber das System der f{'v (x) nicht abgeschlossen, mussen wir so 
schlieBen: Aus (97) folgt 

~;.J p (x) . f{'v (x) . f{'v (z) d x = 0, 
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und also erst recht 

o = ~ J P(x)· <Pv(X~t(Z) dx = J P(x)· C2 J'~~t(ZL) dx 

= J P(x)· K 2(x, z) dx 
nach Satz 21. Also ist erst recht 

0= J J K 2(x, z) P(x) P(z) dxdz 

= J J J K(x, u) K(u, z) P(x) P(z) dxdudz 

= J (f K (x, u) P (x) dx) (K (u, z) P (z) dz) du 

= J (f K(x, z) P(z) dZ)2dx 

wegen der Symmetrie des Kerns. Nun ist 

J K (x, z) P (z) dz 

eine durch P quellenma13ig dargestellte Funktion in x, also nach Satz 19a 
stetig. Das Integral tiber das Quadrat einer stetigen Funktion kann aber 
nur dann verschwinden, wenn die Funktion identisch verschwindet, also ist 

(98) J K(x, z) P(z) dz = O. 

Da aber P = g- h ist, wird 

J p2dx = J P(g-h) dx 

= J pgdx-J p(X Cvf(!v) dx 

= J P g d x - X Cv J P f(!v d x . 

Nach (97) und (93a) ist dies 

J p2dx = J J P(x) K(x, z) j(z) dxdz-O 

= J [f K(x, z) P(x) dx] j(z) dz, 

und nach (98) folgt hieraus 

(99) Jp2dx=O. 

gist quellenma13ig dargestellt, also gewi13 stetig; ebenfalls ist dies h 
als Summe einer gleichma13ig konvergenten Reihe stetiger Funktionen. 
Daher ist auch p = g-h stetig, und aus demselben Grunde wie oben 
folgt aus (99), da13 p (x) identisch verschwindet, womit der Beweis 
erbracht ist: 

g(x) ==XCvf(!v(x). 

Es ist ntitzlich, darauf hinzuweisen, da13 man von j (x) und K (x, z) 
nur die FouRIER-Koeffizienten zu kennen braucht; diese Funktionen 
brauchen durchaus nicht entwickelbar zu sein. Es gilt also die merk
wtirdige Tatsache, da13 die Aquivalenz 

K (x, z) "'""' """ ~~)p,,-(:l 
..::::.. }'v 
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in eine Gleichung ubergeht, wenn man beide Seiten mit irgendeiner 
quadratisch integrablen Funktion j (x) multipliziert und dann integriert: 

g(x) == 1 K (x, z) j(z) dz = 1[2 q>.(x~~.(Z)] j(z) dz 

= 2 q>~~X) 1 CP. (z) j (z) d z 

= ~ ~ CP.(x). 

Der Entwicklungssatz gilt auch noch, wenn K nur endlich viele 
Eigenfunktionen hat. Die Menge der quelienmaJ3ig darstellbaren Funk
tionen ist dann naturlich entsprechend klein. 

An dieser Stelle erscheint es angebracht, noch einen Blick auf den 
Abschnitt 1. 6a zuruckzuwerfen. Wir beschaftigten uns dort mit der 
Gewinnung eines Eigenwertes aus einem GrenzprozeJ3, und wir erhielten 
laut Satz 11 : 

(100) 

w war ein Parameter. Wir hatten dort auch schon nachgewiesen, daJ3 
der Grenzwert (100) existiert; daJ3 wir aber auf diese Art wirklich einen 
Eigenwert erhielten, nahmen wir damals ohne Beweis hin. Diese Be
stimmungsweise von A wird aber jetzt klar, wo wir nach Satz 21 und 
21 b die Entwicklung der hoher iterierten Kerne kennen 

K" = ~ )~~ CP. (x) CP. (z), n =2,3, .... 
Denn j etzt wird 

(101) 

~ A~" q>;(w) 
1· K2"(W.W) 1· v 
1m K 2n +2 (W. w) = 1m ------ --

~ }.;~+2·q>;(w) 

Wenn A. =1= AI' strebt 
(~)2" 

) .. 
gegen null fur n -+ 00, da Al der absolut kleinste Eigenwert ist (I All < I Av /). 
Es bleiben also in (101) in der Summe nur diejenigen 11 stehen, flir die 
Av = Al ist: das seien etwa 11 = 1, 2, ... , m. Also wird 

(102) 



80 I. Was ist eine Integralgleichung? 

Wir erhalten daher durch unseren GrenzprozeB tatsachlich den kleinsten 
Eigenwert A = AI' wie es Satz 11 verlangt. Diese Uberlegung ist aber 
kein Ersatz fUr den fehlenden Beweis, denn der Satz von der Existenz 
eines Eigenwertes liegt un serer ganzen Theorie zugrunde. 

i) Die Auflosung der inhomogenen Gleichung. Partialbruch
zerlegung des losenden Kerns. Der Alternativsatz FREDHOLMs fUr 
symmetrische Kerne. Wir konnen nun an die Auflosung der in
homogenen Gleichung 

I 

(103) y(x) =A -j K(x, z) y(z) dz + I(x) 
o 

gehen. Der symmetrische Kern K sei, wie iiblich, quadratisch integrabel 
und von mittlerer Stetigkeit, 1 (x) und das gesuchte y (x) sollen ebenfalls 
quadratisch integrabel sein. 

Wir denken uns zunachst aIle (hochstens abzahlbar viele) Eigen
werte Av von K bestimmt, ebenfalls sollen die zugehorigen Eigen
funktionen rpv schon bekannt sein. 

Schreib~n wir nun (103) in der Form 

(104) y-I=A-jK(x,z)y(z)dz, 

so sehen wir, daB y-I queIlenmaBig dargestellt ist. Nach dem Ent
wicklungssatz ist daher 

00 I 

(105) y -I = 2: Cv rpv' Cv = J (y - f) rp" d x , 
1 0 

wobei die absolut und gleichmaBig konvergierende Reihe sich iiber aIle 
Eigenfunktionen erstreckt. (105) set zen wir in (104) ein, wobei wir wegen 
der GleichmaBigkeit der Konvergenz Summation und. Integration ver
tauschen konnen: 

00 00 

(106) 2: cvrpv(x) =AJ K(x, z) I(z) dz + ."Y},cv -j K(x, z) q',,(z) dz. 
1 1 

1 (x) habe die FOURIER-Koeffizienten bv : 

I 

(106 a) bv = J 1 (x) rpv (x) d x. 
o 

Dann ist nach dem Entwicklungssatz 

da 
J K(x, z) I(z) dz = ~ ~~rpv(x), 

(107) 

Also schreibt sich (106) 

(108) ~ ~ 1 ~ tjiv{x) 
...::::;., cvrpv(x) =}.~ ~rpv(x) 'bv + ~ }"Cv~. 
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Die GleichmaBigkeit der Konvergenz erlaubt, die Koeffizienten der 
Reihen in (108) zu vergleichen: 

(109) 

oder, falls A. =F A.. : 

(110) 

b., ;. 
c. = T . J1. + T c., 

• • 

b i. 
c. = • J..-;' . 

In diesem Falle kann man also die c. berechnen, daher ist mit (106a) die 
inhomogene Gleichung geliist 

(111) "'" ), Y (x) = I (x) + £.,; b. J..-;' r',. (x). 

Von I (x) brauchen wir nur die b. zu kennen, I braucht seIber gar nicht 
entwickelbar zu sein. 

Wir finden noch, wenn wir (106a) in (111) einsetzen 
00 1 

(112) y(x)=/(x)+~ ) .• ~).r'v(x)·JI(Z)rpv(z)dz. 
1 0 

Falls A. kein Eigenwert (A. =F A..), sehen wir, daB die inhomogene Gleichung 
stets genau eine Lasung (112) hat. 

Die homogene Gleichung 

(113) y(x) =A.!K(x,z)y(z)dz 

hat dann wegen I(x) == 0 nur die triviale Lasung y == O. Damit ist Haupt
satz II lilr symmetrische Kerne bewiesen. 

Wir kannen nun leicht den Zusammenhang mit der friiher betrachteten 
Theorie des lasenden Kerns r herstellen. Wir fanden in (I. 4. 21) fiir 
hinreichend kleine A. als Lasung der inhomogenen Gleichung 

(114) y(x) =/(x) + !I(z) ·r(A.; x, z) dz. 

Vergleichen wir das mit (112), so erwarten wir wenigstens die Aquivalenz 

(115) r(A.; x, z) '" A ~ !Pvt~~(Z) . 

Die Reihe wird im allgemeinen nicht konvergieren, da sie sich in bezug 
auf Konvergenz ebenso verhalt wie 

~ !Pv(x1,:v(Z) '" K (x, z). 

Man erhalt aber eine konvergente Reihe, wenn man betrachtet (Aqui
valenzen diirfen addiert werden!) 

! r(A.; x, Z)-A ·K(x, z) ",A. "'" r'.(x) r'v(z) (, ~I.' -+) (116) ...::::.,; F.. • F •• 

= A.2 "'" !Po (x) !po ~z) • 
~ ),.().,.-I.) 

Hamel, Integralgleichungen. 6 
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Diese Reihe verhalt sich in der Frage der Konvergenz wie 

~ IPv(x) IPv(z) = K (x z) 
~ A; 2 ' , 

konvergiert also. Daher kann man zeigen, daB in (116) sogar das Gleich
heitszeichen gilt 

oder 
00 

(117) r(k x z) = ' . K(x z) +}..2 ~ IPv(x) IPv(z) 
" /1. , .L.. i.p(Av- A) , 

1 

Diese Darstellung gilt fur alle }.. =I=}..v; sie liefert uns die Partial
bruchzerlegung von r(}..; x, z). (Man denke etwa an die Zerlegung einer 
rationalen Funktion 1 1 (1 1) 1 - i.2 = 2 1 - A + 1 + A ' 

hier sind}.. = + 1, }.. = - 1 deren Pole.) r hat also in }.. den Charakter 
einer rationalen Funktion mit hochstens abzahlbar unendlich vielen 
Polen}.. =}..v (meromorphe Funktion in }..): r ist eindeutig und regular 
in der }..-Ebene bis auf Pole. (Damit ist Hauptsatz VII filr symmetrische 
Kerne bewiesen.) Die Pole des losenden Kerns sind also die Eigenwerte 
der Integralgleichung. 

W 0 daher in der }..-Ebene r regular ist (A =1= }..vl, hat die inhomogene 
Gleichung nach dem obigen genau eine, die homogene Gleichung keine 
nichttrivialen Losungen: das ist H auptsatz VI filr symmetrische Kerne. 

Der Fundamentalsatz von E. SCHMIDT sagt bekanntlich aus, daB 
jeder symmetrische Kern wenigstens einen Eigenwert hat. Fur r be
deutet dies, daB r in diesem Falle wenigstens einen Pol hat, womit auch 
Hauptsatz IX bewiesen ist. 

Die Reihe (117) folgt auch aus der NEUMANNschen Reihe 1. 4 b 
unter Benutzung der Entwicklungen fUr K" (n ::;;:; 2) (siehe S. 76). 

Nun verbleibt uns noch der Ausnahmefall 

(118) 

jetzt wird 
(1- ~) cv = 0, 

und damit 

(119) ( i') J. b 1 - -- cv = --;- v 
}'v I., 

auf keinen Widerspruch fUhrt, muB sein 

(120) bv = o. 
Das gegebene f (x) muB daher zu allen Eigenfunktionen CP. (x), die zu Av 
gehoren, orthogonal sein: 

( 121) bv=ffcp,dx=O. 
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Diese Bedingung fanden wir in Satz 7a als notwendig; wir erkennen 
sie jetzt fUr symmetrische Kerne auch als hinreichend. 

Erfullt das I (x) diese Bedingung, so bleibt nach (119) Cv frei fur aIle Cf!v, 
die zu A = Av geh6ren. Man kann dann diese Cv willkurlich wahlen und 
erhalt so unendlich viele L6sungen der inhomogenen Gleichung. 

1m symmetrischen Fall (K (x, z) = K (z, xl), den wir hier allein be
trachten, ist die homogene Integralgleichung mit ihrer umgestellten 
Gleichung identisch 

(122) y (x) = A J K (x, z) Y (z) dz, 

daher gilt zuniichst H auptsatz V lur symmetrische Kerne. 

1m Ausnahmefall (A = Av) ist A ein Eigenwert, es hat die homogene 
Gleichung also nichttriviale L6sungen; die inhomogene (oder, was das
selbe ist, die umgestellte inhomogene) Gleichung hat dann, wie wir 
so eben fanden, stets L6sungen, wenn I (x) gewisse Bedingungen erfullt 
(zu den Cf!v von Av orthogonal ist). Damit ist auch Hauptsatz IV liir 
symmetrische Kerne bewiesen. 

Es ist also die Gultigkeit aller in I. 4e aulgeziihlten H auptsiitze wenigstens 
lur den symmetrischen Fall nachgewiesen worden. Wir k6nnen schlieBlich 
aIle Ergebnisse zu dem Alternativsatz ilber symmetrische Kerne (von 
FREDHOLM) zusammenfassen: 

Sat z 23. 1st A kein Eigenwert (d. h. hat die homogene Gleichung keine 
nichttrivialen Losungen) , so' hat die inhomogene Gleichung genau eine 
Losung. 1st aber A ein Eigenwert Av (d. h. hat die homogene Gleichung 
nichttriviale Losungen), so hat die inhomogene Gleichung im allgemeinen 
keine Losung, es sei denn, dafJ I (xl zu den Cf!v' die zu Av gehoren, orthogonal 
ist: dann gibt es unendlich viele Losungen der inhomogenen Gleichung. 

k) Positiv definite Kerne. Abgeschlossenheit. Variationsprinzipe 
von GAuss-HILBERT und DIRICHLET-RAYLEIGH. Der MERCERsche 
Satz. Wir schreiben wieder die uns schon vertraute Aquivalenz 

K (x, z) '" ~ IjJv (xl ;vCfJAZ] 

auf. Dann gilt, wenn noch 

I (x) "-' Y bv Cf!v (x) 

ist, nach den Ausfuhrungen zum Beweise des Entwicklungssatzes in 1. 6h: 

J K (x, z) f (z) dz = ~ ~: Cf!v (x) . 

Wegen der gleichmaBigen Konvergenz k6nnen wir nochmals integrieren 

(123 ) 
co b" J J K(x, z) I(x) I(z) dxdz = ~ ;.: . 
1 

6* 
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An dieser Gleichung erkennt man die Wichtigkeit des Falles, daJ3 
alle Av positiv sind; denn dann ist 

~ J>P . b~ 2 o. 

Man nennt nun einen Kern positiv delinit, wenn fUr alle quadratisch 
integrablen Funktionen I (x) $ 0 

(124) jjK(x,z)/(x)/(z)dxdz>O, 

semidelinit, wenn 

( 125) j j K(x, z) I(x) I(z) dxdz 2 0 

ist. 
Bei positiv definitem oder semidefinitem Kern sind alle Av > o. 

Denn ware AI' < 0, so wahle man I (x) = CPf1 (x) und erhalt so 

:2 1 2 1 
-;, bV=T. <0 

"V /-,l 

im Widerspruch zur Voraussetzung. Wenn umgekehrt alle A" > 0 sind, 
ist nattirlich auch der Kern positiv definit oder semidefinit. (Dies 
Positivsein heiJ3t nicht dassel be wie K > 0 in I. 5 e.) 

Bei positiv definitem Kern kann man also aus 

( 126) bv = j CPv(x) I(x) d~ = 0, 

falls dies fUr alle l' gilt, schlieJ3en, daJ3 I (x) = 0 sein muJ3. Diesen SchluJ3 
kann man nicht bei jedem Funktionensystem CPv (x) ziehen (das sieht 
man sofort, wenn man z. B. ein CPv fortlaJ3t). (126) charakterisiert also 
eine besondere Eigenschaft des Systems aHer cP", die wir auch besonder5 
benennen wollen: zvir nennen ein F unktiollensystem cP" (x) abgeschlossen, 
ZVe1Zll aus 

I 

(127a) j I (x) cP" (x) d x = 0 fiir alle j! 

o 

stets IiiI' jedes quadratisch integrable I (x) 

( 127b) I(x) ==0 

lolgt. 
Es sind also nicht aHe Systeme CPv (x) abgeschlossen. (Es kommt 

auch auf das Intervall an. So ist, wie wir noch beweisen werden, die 
G h' 11 . vnx esamt elt a er Slll -[- fur 0;;;;; x;;;;; I abgeschlossen - s. u. -, aber 

nicht fur -I;;;;; x ~ + I. Denn es ist z. B. 

"-I J l1nx. j'nX 
cos-[ Slll --[- d x = 0 

-I 

fUr alle n und 'V.) 
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Man nennt auch einen Kern K(x, z) abgeschlossen, wenn aus 
I 

(128 a) 

lolgt 

(128 b) 

j K(x, z) I(z) dz = 0 
o 

1 (z) == o. 
Abgeschlossenheit des Kernes K und Abgeschlossenheit des Systems 

der zugehorigen Eigenlunktionen besagen dasselbe. Urn das einzusehen, 
verwandeln wir die Gleichung 

(129) j K(x, z) I(z) dz = o. 
Die linke Seite von (129) stellt eine queIlenmaBig dargestellte Funktion 
dar, fUr die nach 1. 6h der Entwicklungssatz gilt 

(130) J K(x, z) I(z) dz = ~ fP";.:X) J CPv(z) I(z) dz = o. 

Da die Reihe gleichmaBig konvergiert, kann man mit cP?, (x) multiplizieren, 
integrieren und dann noch Summe und Integral vertauschen. So erhalt 
man 

(13 1 ) j CPv 1 . d x = 0 fUr aIle v 

als gleichwertig mit (129). Damit ist die Behauptung bewiesen. 
Unser M usterkern ist IUr das I ntervall o .. . l abgeschlossen. Denn wir 

hatten in Satz 3 die Identitat des Randwertproblems 

(132) gil = -I; g (0) = g (l) = 0 

mit der Gleichung 
I 

(133) g(x) =jK(x,z)/(z)dz 
o 

erkannt. (K ist der Musterkern.) 1st nun g(x) ==0, so folgt aus (132), 
daB erst recht I(x) == 0 ist. In Verbindung mit (128) besagt dies aber, 
daB der Musterkern abgeschlossen ist. Nach dem oben Bewiesenen 
wissen wir also auch, daB das System seiner Eigenfunktionen 

• V Jl X 
sm-l-

im Intervall 0 ~ x ~ l abgeschlossen ist, womit sich obige Bemerkung 
rech tfertigt. 

Sind die bv die FOURIER-Koeffizienten von 1 (x) $ 0, so kann, wie 
man so fort sieht, bei abgeschlossenen Systemen und positiven Av nie 

00 b2 y_;v =0 
....... "V 

1 

sein. 
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Vollstandige Systeme, d. h. nach I. 6e Systeme, in denen fUr jedes 
quadratisch integrable I(x) die PARSEVALsche Gleichung 

( 134) 

gilt, sind auch abgeschlossen. Denn waren sie dies nicht, so muBte es 
ein 1 (x) =1= 0 geben mit allen bv = 0, so daB 

.L b; = 0 , J 12 d x =f= 0 

ware im Gegensatz zu (134). Schwieriger zu zeigen ist, daB auch die 
Umkehrung gilt; die Begrille "vollstiindig" und "abgeschlossen" lallen 
also zusammeni . Auf den Beweis gehen wir nicht ein. 

Wir hatten schon fruher (in I. 6a) ein Verfahren kennengelernt, 
urn den niedrigsten Eigenwert Al des symmetrischen Kerns zu berechnen. 
HILBERT wies nun bei positiv definitem oder semidefinitem Kern eine 
andere Methode zum Auffinden des niedrigsten Eigenwertes nacho 
Diese lauft darauf hinaus, eine Funktion 1 (x) so zu bestimmen, daB 
das Integral 

(135) J J K(x, z) I(x) I(z) dxdz 

ein Maximum wird mit der N ebenbedingung 

(136) J f2 d x = 1-

Wir mach en noch die nicht unbedingt erforderliche Annahme, daB 
das System der Eigenfunktionen von K abgeschlossen sei. 

Nach (123) suchen wir also die FOURIER-Koeffizienten bv von I(x) 
so zu bestimmen, daB gleichzeitig gilt 

(137) 
~b;=1 

b2 

~ --"- = Max. ;·v 
Es sei der Einfachheit halber Al =f=A2 angenommen, d. h. ZU Al gehore 

nur eine Eigenfunktion. Da die positiven Av der GroBe nach geordnet 
sind, ist 

daher 
~b2 1 ~ 1 

.::::.. --"- <;;. -- b; = - . 
It,. - ;.1 ;'1 

Wir erhalten daher das Maximum 1/AI von .L b;!Av , wenn Wlr setzen 

bi = 1 , b2 = b3 = ... = 0, 

Nach (137) wird dann das Maximum des Doppelintegrales 

(138) Maxj jK(x,z)/(x)/(z)dxdz= ;:1' 
1 Das ist ein Satz von F. RIESS und E. FISCHER: C. R. Acad. Sci., Bd. 144, 

S.615, 734, 1022, 1148, Paris 190j; auch G6ttinger Nachrichten 1907, S.116. 
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Das genannte Variationsproblem kann man mit Hilfe des Rnzschen 
Verlahrens li:isen, ohne daB man schon die Eigenwerte von K zu kennen 
braucht. Hat man ein I(x) gefunden, das (135) zum Maximum macht, 
so ist nach (138) dieses Maximum gerade 1jAl. 

Das Rnzsche Verfahren besteht in folgendem. Man setzt mit 
irgendwe1chen orthogonalen und normierten 1jJv das gesuchte 1 (x) an-
genahert an: " 

1 (x) ~ 2: Gv 1jJv (x) 
v~l 

1 

mit unbekanntem Gv• J 12 d x = 1 gibt dann die Bedingungsgleichung 
o 

Das Integral 
J J K(x, z) I(x) I(z) dxdz 

wird mit J J K(x, z)1pv(x)1jJI'(z) dxdz = avl' 

angenahert die quadratische Form 
n 

2: avl' Gv GI' , 
V,I' ~ 1 

wie man durch Einsetzen von 1 und Ausrechnen findet. Diese Form 
n 

macht man nun zum Maximum unter der Nebenbedingung 2: G~ = 1. 
Man erhalt bekanntlich die Gleichungen 1 

" 2: av I' G v = a G I' 
v~l 

mit dem Parameter a. Fur diesen ergibt sich aus dem notwendigen 
Verschwinden der Determinante die Gleichung 

I! avl' - bvl' all = 0, 

wo bv I' das KRONECKERsche Symbol ist. Vergleiche hierzu weiter II. 2 u. 8. 
Man kann zu dem obigen Variationsproblem, das HILBERT nach GAUSS 

benennt, ein ahnliches nach DIRICHLET und RAYLEIGH so formulieren: 
Wir setzen 

(139) g(x) ~ J K(x, z) I(z) dz; 

dann suchten wir soeben eine Funktion 1 (x), so daB 

(140) { J 1 . g d x = Max. 

Jl2 dx=1 

gilt. Dieses Problem ist aber identisch mit dem anderen (nach DIRICHLET
RAYLEIGH), g(x) so zu bestimmen, daB 

J I· g d x = Min. 

J g2dx = 1, 
( 141) 
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oder, was dasselbe ist, daB 
b" 

(142) ~\~ = 1, 
(," 

~ -"- = Min. L.,; J·v 

gilt. Denn mit 

I (x) "-' ~ bv rpv (x), 

ist nach (139) 

g(x) = ~ ~: rpv(x) , 

wenn wir den Entwicklungssatz beriicksichtigen. Das Minimum In 

(142) tritt ein, wenn wir set zen 

bI = A] , b2 = b3 = ... = 0, 
und dann wird 

be 

~ A; =1, 
v 

Wir k6nnen daher aIle Ergebnisse zusammenfassen im 
Satz 24. Nach GAuss-HILBERT erhalten wir den niedrigsten Eigeit

wert Al eines positiv deliniten odeI' semideliniten Kerns K durch das Varia
tionsproblem 

;~ = Max J J K(x, z) I(x) I(z) dxdz 

luI' aUe quadratisch integrablen I (x) mit 

j 12 dx = 1. 

N ach DIRICHLET-RAYLEIGH gilt unter derselben Voraussefzung 

Al = Min j j K(x, z) I(x) I(z) dxdz 

IiiI' aUe I (x), IiiI' die 
j [J K(x, z) I(z) dzPdx =1 

wird. 
Was bedeuten nun die beiden Variationsprobleme physikalisch? 
Urn hierauf eine Antwort zu finden, betrachten wir unseren Muster

kern K, der wegen Av = 'j!2 n2jl2 > 0 positiv definit ist. Nach 1. 2c 

[Satz 1 und (27), (28) ] sind seine Eigenfunktionen sin v ~ x = Yv und 

seine Eigenwerte }'v = 'j!2n 2jl2 die L6sungen des Randwertproblems 

(143 ) y" + A y = 0; y (0) = y (l) = o. 

Denkt man sich die Variable x als die Zeit, so liegt ein Schwingungs
problem vor: die Eigenfunktionen Yv sind harmonische Schwingungen. 

Weiter ist 
I 

(144) g(x) '=jK(x, z)/(z) dz 
o 
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nach Satz 3 identisch mit dem Randwertproblem 

( 145) 

Daher ist 
g"=-/; g(O)=g(l) =0. 

f f K(x, z) /(x) /(z) dxdz = f / gdx 

=-f gg" dx 
I (146) 

=_[gg/J~+ fg'2dx 

= f g'2dx, 
o 

wie man durch partielle Integration bei Berucksichtigung von (145) 
findet. Der niedrigste Eigenwert Al ist also nach GAuss-HILBERT ge
geben durch 

(147) 

I 

~ = Maxjg'2 dx 
J' l 

o 
mit ff2dx = 1, bzw. nach (145) mit 

I 

(148) f g"2dx = 1. 
o 

Dagegen ist nach DIRICHLET-RAYLEIGH 
I 

(149) Al = Min f g'2 dx 

mit 

(150) 

(g(O) =g(l) =0). 

o 

I 

f g2dx = 1. 
o 

Dieses g(x), das das Minimum von (149) liefert, ist die zu }'I geh6rende 
Eigenfunktion YI' denn fUr diese muG gelten 

Y~' + }'I Yl = 0; Yl (0) = Yl (I) = 0; f Y~ d x = 1 . 

Durch Multiplikation mit Yl und Integration folgt 

}'l = - f YI Y~' d x = f y~ 2 d x , 

wenn man noch partiell integriert. Da aber 

Al = f g'2dx 

sein solI, folgt wegen der Randbedingung 

Yl == g. 

Man kann daher das Prinzip von RAYLEIGH so aussprechen: 
Die kinetische Energie (f g' 2 d x) der harmonischen Schwingung wird 

ein Minimum bei gegebener Energie der Lage (f g2 dX). In dieser Form 
liifit sich das Prinzip auch a~t/ allgemeinere Schwingungsprobleme iibertragen. 



90 

Es liege z. B. 

(151) 

I. Was ist eine Integralgleichung? 

K" (x, z) = ye (x) e (z) . K (x, z) 

vor, wo K der Musterkern [vgl. (1. 2. 19)] ist. Das allgemeinere Schwin
gungsproblem 

(152) y" +Ae(x) . y = 0; e(x) > 0; y(O) = y(l) = 0 

ist dann nach (1. 3. 49), (1. 3. 50) identisch mit 
I 

rJ (x) =A / K" (x, z) rJ (z) dz, 
o 

oder 

wenn Wlr 
y(x) = A/ K(x, z) e(z) y(z) dz, 

rJ(x) = Ye(x). y(x) 

einfiihren. Wir setzen wieder 

( 153) g(x) == / K" (x, z) t(z) dz 

und fiihren noch die Funktionen ein 

(154) g(x) = ye(x) ·G(x), t(x) = ye(x) ·P(x). 

Dann ist nach (153) 

G(x) = / e(z) K(x, z)P(z) dz. 

Nach Satz 3 (1. 3 b) entspricht dies dem Randwertproblem 

G" +e(x) ·F(x) =0; G(O) =G(l) =0. 
Da ferner 

/ t g d x = / e P . G . d x = - / G G" d x = / G'2 d x 

ist, wie man mit Hilfe partieller Integration findet, bekommt man den 
niedrigsten Eigenwert Al von K" nach GAuss-HILBERT aus 

(155) ;1 = Max! G' 2 d x 

mit der Nebenbedingung 

(156) 1
1 =/t2dx=/e·Pdx 

= !~ G"2dx; G(O) =G(l) =0. 

Nach DIRICHLET-RAYLEIGH ist entsprechend 

(157) Al = Min / t g d x = Min / G' 2 d x 

mit der Nebenbedingung 

(158) 1 = / g2 d x = / e . G2 d x . 
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Hierin ist das G(x), das uns das Minimum liefert, die zu Al gehorige 
Eigenfunktion, wie man genau wie oben einsieht. Das RAYLEIGHSche 
Prinzip, in der Fassung vom Minimum der kine tisch en Energie J G' 2 d x 
bei gegebener potentieller Energie J eG2dx gilt also auch hier, w.z.b.w. 

Bemerkenswert fUr positiv definite Kerne ist noch der Satz von 
MERCER, der hier ohne Beweis zitiert sei: 

Satz 25. 1st K(x, z) stetig, und sind alle A. positiv, so gilt statt der 
A'quivalenz die Gleichung 

00 

K(x, z) = ~qJ.(X~.qJ.(Z) . 

1 

Es gilt dann weiter 
I 00 

J K(x, x)· dx = :2 ;. ' 
o 1 

weshalb auch diese Reihe konvergent ist. 



Zweiter Teil. 

Weitergehende Ausilihrungen. 
1. Die lineare Integralgleichung erster Art. 

Wir betrachten zunachst die lineare Integralgleichung erster Art 
mit symmetrischem Kern. Sie hat nach 1. 2a die Form 

I 

(1) J K(x, z) . f(z) . dz = g(x). 
o 

Sie verlangt also die Umkehr der Definition der quellenmaBigen Dar
stellbarkeit: g(x) ist gegeben, j(x) ist gesucht. 

Wollen wir ein quadratisch integrables j (x) haben und machen wir 
tiber K die alten Voraussetzungen von 1. 6f (quadratische Integrabilitat 
und mittlere Stetigkeit), so ist g (x) durch j (x) quellenmaBig dargestellt. 
Es gilt also fur g der HILBERTsche Entwicklungssatz, und wir mussen 
daher tiber g die notwendige Voraussetzung machen, daB es nach den 
Eigenfunktionen IPv(x) des Kernes K in eine absolut und gleichmaBig 
konvergente Reihe entwickelbar ist: 

g(x) = 1: bv· IPv(x). 

j (x) '" 1: Cv . IPv (x) 

gesetzt wird, gilt nach 1. 6h 

(2) 
Wenn nun 

f K(x, z) . j(z) . dz = ~ -;:-. Cv IPv (x) , 

und da dies gleich g (x) sein solI, bestimmen wir formal die gesuchten Cv aus 

1 
T Cv = bv 

zu v 

Wenn also g(x) nach den IPv entwickelbar ist-was namentlich bei nicht 
abgeschlossenen Kernen schon eine starke Einschrankung bedeutet -
kann man diese Cv berechnen, sofern man die IPv (x) kennt . 

. SolI nun j (x) wenigstens quadratisch integrabel sein, muB auf Grund 
der BESsELschen Ungleichheit (1. 6. 61) die Reihe 

(4) 

konvergieren. 



1. Die Jineare Integralgleichung erster Art. 93 

Genugt das schon, urn die Existenz einer Funktion f (x) sicherzusteUen? 
Das ist nach einem beruhmten Satze von FISCHER und RIESS (siehe 
Literaturangabe S.86) zu bejahen: wenn wir die Cv kennen, so daB 2: c; 
konvergiert, gibt es stets eine quadratisch integrable Funktion f (x), 
deren FOURIER-Koeffizienten die Cv sind. AUerdings mussen wir diese 
Integrabilitat im modern en Sinne auffassen; bloBe Integrabilitat nach 
RIEMAXN genugt nicht, die Funktion f (x) kann sehr unstetig sein. SoU 
der Satz richtig sein, mussen LEBESGUESche Integrale genommen werden: 
f (x) wird als quadratisch integrabel nur im LEBESGUESchen Sinne 
vorausgesetzt. 

1st das System der CPv (oder, was nach 1. 6k dasselbe ist, der Kern K) 
abgeschlossen, so ist f (x) durch die FOURIER - Koeffizienten so gar im 
wesentlichen eindeutig bestimmt, d. h. zwei verschiedene Funktionen 
mit denselben c,. ki:innen im IntervaU O . .. l nur auf einer Menge yom 
LEBESGUESChen MaBe 0 verschiedene Werte annehmen. 

Wir ki:innen hier auf den Beweis des FISCHER-RIEssschen Satzes nicht 
eingehen. Man wird sich in der Praxis damit begnugen mussen, die 
Konvergenz der Reihe (4) festzusteUen, und dann f (x) durch diese Cv als 
definiert ansehen; vielleicht konvergiert auch die Reihe f (x) = .I; cv ' CPv (x). 

Was macht man aber, wenn man die Eigenwerte Av nicht kennt und 
auch nicht die Eigenfunktionen CPv? 

Hier kann man so vorgehen: Man nimmt zunachst irgendein ab
geschlossenes System von Funktionen 'If. (x). Die 'lfv brauchen durchaus 

kein Orthogonalsystem zu bilden. [Wir ki:innen z. B. Vf· sin v ~ x, aber 

auch die Potenzen von x oder von (l- x), als 'lfv verwenden. ] 

Nun bilden wir aus der Integralgleichung (1) durch Multiplikation 
mit 'lfv und Integration die unendlich vielen Gleichungen 

(5) 11K (x, z) . f (z) . 'lfv (x) . d x dz = 1 g (x) . 'If. (x) . d x == a,,, v = 1, 2, .... 

Diese Gleich ungen ersetzen (1) d urcha us; denn da die 'If. ein a b
geschlossenes System bilden soUen, folgt aus (5) oder 

11 [K(x,z) -j(z)dz-g(x)J'lfv(X) ·dx =0 

nach 1. 6k wieder (1). 

Set zen wir noch 
I 

(6) uv(z) = lK(x, z) ·'!fv(z) ·dz, 

so schreibt sich (5) 

(7) 1 f(z)· uv(z)· dz = a". 
o 

v=1,2, ... 

Hierin sind die u. (z) und die av grundsatzlich als bekannt zu betrachten. 
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Nun orthogonalisieren wir die up (x) naeh dem in I. 6b mitgeteilten 
SCHMIDTsehen Verfahren; wir erhalten so aus den Up das System der 
vv(x). Diese Vp denken wir uns auBerdem normiert (fv;·dx=1): 

VI = ex' u1 

(8) 
V 2 = (J u1 + y . u2 

V3 = a u1 + e U 2 + 'Y) . u3 

Wir wissen naeh I. 6e, daB die Orthogonalisierung versagt, falls 
einige der U v voneinander linear abhangig sind, falls also z. B. fUr ein 
bestimmtes n gilt 

" (9) "k ·U =0 L.. v v 
1 

mit konstanten nieht samtlieh versehwindenden kv' Hieraus folgt dann 
naeh (7) 

f ° = J t (z) [~ kv . Uv (z)] . dz = ~ kv [J t (z) . Uv (z)] . dz 

I =~ kv·av· 
(10) 

E kv . av = ° ist mithin eine notwendige Bedingung, falls einige der U v 
voneinander abhangig sind. Kommt man also im Verlauf der Ortho
gonalisierung zu einem Un' das von den vorhergehenden ul> u2, ... , U,.-l 

" n 
abhangig ist, ist also ~ kv . Uv = 0, und ist aueh ~ kv av = 0, so laBt man 

1 1 

das abhangige Un einfaeh fort. Die zuruekbleibenden U v sind dann von
einander unabhangig. 

1st auf diese Weise die Orthogonalisierung der U v gelungen, so bildet 
man aus (8) unter Berueksiehtigung von (7) 

(11 ) 

I 

J t (z) . VI . dz = ex . a1 = c1 

o I 

J t (z) . v2 • dz = (J a1 + Y a2 = c2 

o I 

J t (z) . va' dz = a a1 + e a2 + 'Y) aa = ca· 
o 

Da die av bekannt sind, sind es aueh die cv : wir kennen also die FOURIER
Koeffizienten Cv von t (x) in bezug auf das System der Vv ' Wie oben 
gesagt, genugt es naeh dem Satze von FISCHER-RIEss, urn die Existenz 
von t(x) zu siehern, daB 

konvergiert, und sind die Vv aueh noeh abgesehlossen, ist t (x) sogar 
im wesentliehen eindeutig dureh die Cv festgelegt. 
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Nimmt man fUr die V'v(x), wie oben vorgeschlagen, die Potenzen 
(l- xlv-I, so kommt die Berechnung der av darauf hinaus, die gegebene 
Integralgleichung fortgesetzt nach x zu integrieren. Denn es ist, wie man 
leicht einsieht, 

I I 

av = J g(z) ·V'v(z)· dz = J g(z)· (l-Zj"-1. dz 
o 0 

I x x ( 12) 
= (v-i)! J J ... J g(z)· dz· dx ... dx. 

2..Q....-9 
v mal 

Vergleiche (36) und (37) in 1. 3 b. 
Wenn wir dieses zweite Verfahren zur Bestimmung von f(x), das 

unabhangig von der Kenntnis der Eigenfunktionen von Kist, noch 
einmal durchdenken, werden wir finden, daB die Voraussetzung liber die 
Symmetrie des Kerns K nirgends benutzt worden ist. (1m erst en Ver
fahren wurde diese Voraussetzung bei der Anwendung des HILBERT

schen Entwicklungssatzes benutzt.) Wir haben also mehr erhalten als 
wir erwarteten: das zweite Verfahren ist auch auf nichtsymmetrische 
Kerne anwendbar. 

Wir wollen die Sache an dem Beispiel 
+1 
J f(z)lnlx-zldz=g(x) 

-1 

erproben. Wir setzen zuerst 
x = - cosrx. 

z = - cos{3, 

so daB rx. und {3 beide von 0 bis n laufen und erhalten mit 

f (- cos (3) sin {3 = F ({3) 

g (- cos rx.) = G (rx.) 

die neue Integralgleichung 

" J F ((3) In I cos rx. - cos {31 d {3 = G (rx.) . 
o 

Nun konnen wzr von dem neuen symmetrischen Kern 

K (rx., (3) = In I cos rx. - cos f31 

die Entwicklung nach Eigenfunktionen angeben. Es ist 

I cos rx. - cos {31 = 2 sin I C( -;.B I sin C(;.B . 

(D .--- C( +.B .. C( + .B lb· h . ') a 0 ~ -2- ~ n, 1st SIll -2- von se st me t negatIv . 

K (rx., (3) = In 2 sin I C( -; /3 i + In 2 sin C(; P - In 2 . 

Also gilt 
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Es ist aber nach der Theorie der FOURIERSchen Reihen 1 

. I X I 1 cos 3 X I 
-ln2s111T = cos x + 2cos2x +-3- + .... 0 < xl;;;;n 

Also ist 
1 1 

K(tI..,fJ) =-ln2-costl..-fJ-2COS2 (tI..-fJ)-3 cos 3 (rx-fJ)··· 

1 1 
- COS (rx + fJ) - 2 cos 2 (rx + fJ) - -3 cos 3 (rx + fJ) .... 

Oder 

K (tI.., fJ) = -In 2- 2 cos rx cosfJ-

1 . fJ 1 fJ - 2 . 2 cos 2 tI.. cos 2 - 2' 3 cos 3 rx cos 3 ... 

Nun bilden aber wegen 

die Funktionen 

,., 
j COS1ZtI.. cos mtl..dtl.. = 0 
o 

" Jcos 2 n rx drx = n 
2' 

o ,., 
j1dtl..=n, 

o 
" j 1 . cos n tI.. d rx = 0 

o 

/2 
tp,. = V--COS V tl.., n 

ein normiertes Orthogonalsystem in 0;;;; rx ;;;; n. 
Folglich ist mit diesen tp 

mit 
.Ie ___ 1_ 
0- nln2 ' 

-2)1 -)I 

}'" = --2-=-' 
'j1' ::r 

n=j=m, 

v = 1,2, ... 

Wir haben hier das Beispiel eines Kerns, der aIle Bedingungen der 
SCHMIDTschen Theorie erfiiIlt, aber nicht stetig ist und flir den zwar 
die vorstehende Darstellung im allgemeinen gilt (nicht flir rx = fJ), 
die Reihe aber nicht gleichmaBig konvergiert .. 

Urn nun unsere Aufgabe zu losen, haben wir yon dem gegebenen 
G (tI..) die FOURIER-Koeffizienten 

" 
h" = j G (rx) tpv (tI..) dtl.. l' = 0, 1, 2, ... 

o 
1 Siehe KNOPP: Theorie und Anwendungen unendlicher Reihen, 2. Auf!., 

S. 328, Formel214. Berlin: Julius Springer 1924. 
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zu berechnen, d. h. 
" +1 

bo= ,>/G(rx)drx= ,;_/g(X) ~ 0 

Vn Vn + 1-X-
o -1 

( es ist drx = ~ sinrx;;;;: 0), 
SIn ex. ' 

:;r 1-/ b. = V! G (rx) cos 'Vrx drx 'V = 1, 2, .... 

o 

Diese Integrale muss en also existieren, sie mussen sogar fUr groBe 'V 
so klein werden, daB 

kon vergiert. 
Dann gilt 

oder 

00 

~ ,2 b2 _ 1 b2 ~ ~ 2 b2 
~ /I. •• - n2(In2)2 0 + n2~ 'V • 

1 

F ({3) = sin {3 I (z) ,...., .L A. b.cp. (z) 

00 

. 1 bo 1~ 
SIll {3 I (z) ,...., - n In 2 -V n - n ~ 'V b. cos 'V {3 . 

1 

Da sin (3 = /1-=-;2, kann I (z) an den Grenzen unendlich ausfallen. 
Ebenso wie die Gesamtheit der sin v x bilden auch 1 und die cos v x 

liir das Intervall 0 ~ x ~ n ein abgeschlossenes System. Waren namlich 
fUr ein integrables f (x) 

" :;r 

f f (x) d x = 0 und ff(x)cosvxdx=o, 
o u 

x 

so setze man f f (x) d x = g (x), so daB g (0) = 0, g (n) = O. Partielle 
o 

Integration ergibt aber 
n ~ 

f f(x) cos 'V xdx = -v f g(x) sin 'V xdx = O. 
o 0 

Da die sin 'V x ein abgeschlossenes System bilden, ist g (x) == 0, also 
auch f (x) == o. 

Anhang zu 1: 

Wie erkennt man line are Abhangigkeit? 
Die GRAMsche Determinante. 

Fur die Theorie der Funktionensysteme und damit auch der Integral
gleichungen ist es wichtig, die line are Abhangigkeit einer Anzahl von 
Funktionen CPl' CP2' ••• , CPn festzustellen. Diese CPo brauchen nicht ortho
gonal zu sein (sie sind es auch gar nicht, falls sie abhangig sind). 

Hamel, Integralgleichungen. 7 
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Es handelt sich also urn die Frage, ob es Konstanten k. gibt, die 
nicht samtlich null sind, so daB fur aIle x die Beziehung 

n 

(13 ) ;2; k • . CfJ. (x) = 0 
1 

gilt. Sind die Funktionen CfJ. beliebig oft differenzierbar, so folgt durch 
Differenzieren 

2: k • . CfJlf} (x) = O. 

Schreibt man diese Gleichungen fUr f-l = 0 [das ist (13) J, ferner fur 
f-l = 1, 2, ... , n - 1 auf, so hat man n homogene und lineare Gleichungen 
fur die k., die nur die triviale Lasung k. = 0 hatten, wenn nicht die 
sogenannte WRONsKIsche Determinante 

(14) II CfJ~} (x) II = 0 
v = 1, ... , n 
f-l=O,1, ... ,n-1 

ware. 
(14) ist also eine notwendige Bedingung fur die Abhangigkeit der CfJ.; 

man beweist in der Lehre von den Differentialgleichungen, daB sie auch 
hinreichend ist. 

Fur unsere Zwecke ist ein anderes Kriterium besser und handlicher, 
schon weil es nicht die Differenzierbarkeit der CfJ. voraussetzt. Sicher 
hat doch 

(15) j(iCfJv·kv)2.dX~ i a'l'kvkl'~t(kl,···,kn) 
o . 1 ",1' = 1 

mit 
I 

a. I' = f CfJ • . CfJI' . d x 
o 

als Funktion der kv aufgefaBt das Minimum null. Sind die Funktionen CfJv 
unabhangig, so erreicht f ( ... kv' .. ) dieses Minimum nur fUr kv = 0 
(v = 1, 2, ... , n); andernfalls gilt f = 0 auch fUr andere Werte kv, namlich 
fUr diejenigen, fUr die 

)-' kv . CfJv = 0 
ist. 

Die notwendige Bedingung fUr die k., die das Minimum von 2: av It kv kit 
liefern, ist aber v,1' 

n 

( 16) 8~v:2 avl' k. kl' == 2' :2 avl" kl' = O. 
V,/.l f.l = 1 

\Venn nun die Determinante von Gram 

( 17) 

nicht verschwindet, hat dieses Gleichungssystem (16) nur die triviale 
Lasung kl' = 0 (f-l = 1, ... , n). 1st die Determinante aber null, so hat (16) 
auch andere Lasungen k,... Fur solche kl' ist die Form 2:avl' kv kl' stationar. 
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Sie kann aber dann nur null sein. Denn hatte sie einen Wert 1=1=0, so 
ware bei Abanderung aller k. urn k.· bilk: = k.· (1 + b.)) 

I (k~, ... , k:) = I· (1 + 15.)2 = I + 2/· bi + I· 15.2, 

die Form .2; a.1-' k. kl-' ware also fUr dieses System k. nicht stationar 
entgegen der Voraussetzung. 

Daraus sieht man, dafJ das Verschwinden der G RAMS chen Determinante 

( 18) 

mit I 

a.1-' = jrp.(x) ·rpl-'(x) ·dx 
o 

hinreichende und notwendige Bedingung lur die lineare Abhiingigkeit 
der rp.(x) ist. Denn verschwindet (18) nicht, so erreicht die in Rede 
stehende quadratische Form .2; a.1-' k. kl-' ihr Minimum null, wie wir 
oben sahen, nur fUr k. = 0: es besteht also nach (15) keine Abhangigkeit 
der rp •. Verschwindet aber (18), so hat die Form auch fur gewisse andere 
Werte kv einen stationaren Wert: dieser kann aber nach dem obigen 
nur null sein. Dann sind also nach (15) die rpv abhangig. 

2. Ausgeartete unsymmetrische Integralgleichungen 
zweiter Art. 

Wir nehmen an, daB der im allgemeinen unsymmetrische Kern eine 
Darstellung durch eine endliche Summe gestattet ("altsgearteter Kern") : 

" (1 ) K (x, z) = .2; (J..v (x) . f3. (z) ; 
.~l 

(J... (x), f3. (z) seien stetig. Man kann die (J... als unabhangig Yoraussetzen. 
In der Praxis wird man damit schon in vielen Fallen auskommen, 

da man nach WEIERSTRASS jede stetige Funktion durch Summen 
,. 

.2; Cv • a. (x) 
1 

von hinreichend vielen eben falls stetigen Funktionen (J... (x) mit beliebiger 
Genauigkeit annahern kann [in unserem Falle ware C. = f3.(z)]. Man 

kann z. B. als (J... (x) die Funktionen sin 11 ~ X unter Hinzufugung der 1 

und von x im Intervall ° s: x s: l nehmen. (Man zieht von der ge
gebenen Funktion erst ein (J..X +f3 so ab, daB sie an den Enden null wird.) 

Die Integralgleichung hat also die Form 

(2) I
n I 

Y (x) = I (x) + A . ~ I (J... (x) . f3. (z) . y (z) . dz 

= I (x) + A . .2; C •. (J... (x) 

7* 
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mit 
I 

CJl = J PJl(Z)· y(Z)· dz. 
o 

Setzt man y aus (2) in (3) ein, erhalt man 
I I 

(4) CJl = J PJl(z) I(z) dz + AE C.· J cx,,(z) . PJl(z) . dz. 
o 0 

Mit den Abkurzungen 

(5) 

wird weiter 

(6) 

I 

bJl = J PJl(z) ·/(z)· dz, 
0 1 

a' Jl = J ot.(z) ·PJl(z) ·dz 
o 

n 

CJl = bJl +AE C.· a. Jl , 
• =1 

fh = 1, 2, ... , n . 

Da die b. und a. Jl als bekannt geUen durfen, sind dies n lineare Glei
chungen fur die C.. Mit Hilfe des KRONECKERschen Symbols 

(7) 
fur 11 =j= ,U 

fur 'V =fh 

kann man das Gleichungssystem auch schreiben 
n 

(8) 2: C.(i5. Jl -A· a. Jl ) = bJl 
• =1 

Hat man hieraus die C. bestimmt, so lOst 
n 

(9) y(x) = f(x) +} .. E C.· ot.(x) 
1 

fh=1,2, ... ,n . 

die Integralgleichung, denn multipliziert man mit PJl (x) und integriert, 
so erhalt man wieder (6). 

Es kommt also auf die Auflosung des Gleichungssystems (8) an. 
oMan weiB aus der Algebra, daB hierbei die Determinante 

(10) I ,1(,) ~ 116.,--'-a.,11 ~ 
ausschlaggebend ist. 

1 -}. all - A a 21 ... - A an 1 

- A al2 1 - A a22 • •• - A an 2 

Wir beschaftigen uns zuerst mit dem Regelfall LI (A) =j= o. Nach den 
Satzen der Algebra kann man dann die Gleichungen (8) nach den C. 
auflosen, und zwar erhalt man diese in der Form 

1. .. n 

(11) C. = ~ 2 bJl . LlVJl" 
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Hierin bedeutet ,1./< diejenige Unterdeterminante von ,1, die entsteht, 
wenn man in ,1 die v-te Spalte und die fh-te Zeile streicht und das Zeichen 
(-1)-+/< zusetzt. 

Folglich ist nach (9) 
1 ... n 

y(x) = j(x) + ~.2: 0:. (x) . b/<· ,1./< 

( 12) P, /< 
I 

=j(x) + ~J 2rxp (x) ·P/«z)·,1 v /<·j(z)·dz, 
o V,/-t 

wenn wir noch b/< aus (5) einsetzen. In (12) tritt y(x) in der Form auf, 
in der wir es mit Hilfe des lasenden Kerns r in (I. 4. 21) geschrieben hatten: 

I 

y(x) = j(x) + J T(A; x, z) . j(z) . dz. 
Man hat also o 

1. .. n 

(13 ) r(A; x, z) = ~ .2: rx. (x) . p/< (z) . ,1./< 

zu setzen. r erscheint so als gebrochene Funktion von A; der Nenner ,1 

ist in A hachstens vom Grade n, wie man aus (10) sieht, der Zahler 
y rx.· p/< . ,1v/< ist (wegen ,1 v /<) hachstens vom Grade n-1 in A-

Im Ausnahmefall ,1 (A) = 0 ist das Gleichungssystem (8) im all
gemeinen widerspruchsvoll. Es hat nur dann eine Lasung, wenn j (x) 
so beschaffen ist, daB in (12) 

J y 0:. (x) . P/«z)· ,1v/<· j(z)· dz 

fur aIle x so stark null wird, daB der Rang des Gleichungssystems (8) 
den Rang von ,1 nicht ubersteigt. Insbesondere hat dann die homo
gene Gleichung (f (xl == 0, d. h. b/< = 0) stets nichttriviale Lasungen, 
und zwar so viel unabhangige, wie sich der Rang der Matrix von ,1 

erniedrigt. Obige Bedingung ist fUr unabhangige rx. mit Y b/< ,1v /< = 0 
identisch. /< 

1m Ausnahmefall ist also A ein Eigenwert: Eigenwerte sind die Null
stellen von ,1, also die Pole von r. Wir treffen hier also wieder den Haupt
satz VIII von 1. 4e an. 

Vertauscht man 

mit 

d. h. setzt man 

K (x, z) = .l' rxv (x) . p/< (z) 

K (z, x) = .l' p/< (x) . rx. (z), 

K' (x, z) == .l' rx. (z) . p/< (x), 

so geht (2) nach 1. 4c in die "umgestellte" Integralgleichung 
I I 

Y (x) = A J K (z, x) y (z) . dz = A J K' (x, z) . y (z) . dz 
o 0 
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iiber. Es vertauschen sich dabei die exv mit den Pw und avl' geht 
in al'v iiber. In ,1 vertauschen sich also die Zeilen mit den Spalten, wo
durch aber ,1 ungeandert bleibt. Da aber die Nullstellen von ,1 die Eigen
werte der Integralgleichung sind, heiBt dies, dafJ die umgestellte Integral
gleichung dieselben Eigenwerte hat wie die urspriingliche.· 

1m symmetrischen Fall 
K (x, z) == K (z, x) 

faUt die Integralgleichung mit der umgestellten zusammen; es muB also 

sein: die Matrix ((a. 1')) ist symmetrisch. Dann sind aber die Wurzeln }, 
der Gleichung 

,1 (A) = 0 

reell, denn diese ist fiir A die sogenannte "Siikulargleichung", die aus der 
Theorie der Schwingungen bekannt ist (man findet den Beweis hierfiir 
in jedem Lehrbuch der Algebra, auch in vielen Lehrbiichern der 
Mechanik). DaB der symmetrische Kern stets reelle Eigenwerte hat, 
wissen wir natiirlich nach Satz 13 (I. 6 b) auch aus der allgemeinen 
Theorie der symmetrischen Kerne. 

Es kann aber auch vorkommen, daB ,1 (A) konstant ist: 

,1 (A) = 1 

(fur A = 0 ist ,1 stets gleich 1). In diesem Fall hat also ,1 (A) = 0 gar 
keine Wurzeln. Man kann sich einen derartigen Fallieicht konstruieren: 
man braucht nur alle exv (x) zu allen PI' (z) orthogonal zu nehmen, was 
z. B. bei dem Kern 

K( ) . nx . 2nz 
x, Z = SIn -l- . SIn -1-

im Intervall 0 ... 1 der Fall ist. Denn dann sind alle a. lt gleich null nach 
(5), und ,1 (A) wird konstan t. 

Es kann also bei unsymmetrischem Kern durchaus eintreten, dafJ es 
gar keine Eigenwerte gibt; wir haben damit eine Bestatigung fur diese 
schon in I. 2d mitgeteilte Tatsache gefunden. 

3. Die FREDHoLMsche Theorie. 
Wir sahen· im vorigen Abschnitt bei dem ausgearteten Kern, daB 

der 16sende Kern r die Form hatte 

(1) r(A; x, z) =~ 2: IX. (x) . PI' (z) .,1'1' ==A D(i.~x,z) . 

V,I' 
Es gilt also, wo es sich urn endliche Summen handelt, nach (II. 2. 5) 

(2) 
J J D(A; x, x) dx =.2 LI.I'· f IX. (x) . PI' (x) ·dx 

I 0 
V, Jt 

_'>..1 'a 
-..::.. Llvl' VI" 
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Hieraus sieht man aber, daB 

I r d~ 
.. D(A; x, x)· dx =-dJ: 
o 

103 

ist. Denn bildet man dL1/dA, so hat man dies so zu tun, daB man nach 
jedem Vorkommen von A besonders differenziert und die Ergebnisse 
addiert. Die Ableitung einer Determinante nach dem Element der 
v-ten Zeile und p-ten Spalte ist die Unterdeterminante L1v 1'; dann hat 
man noch dies Element nach der Kettenregel nach A zu differenzieren: 
das gibt - av I" da A in dem Element der v-ten Zeile und p-ten Spalte 
mit - avl' multipliziert ist. Summiert man die Ergebnisse der einzelnen 
Differentiationen, so erhalt man 

worm uber alle y und p summiert wird: das ist aber gerade (2). 

Diese fUr ausgeartete Kerne gewonnene Beziehung (3) zwischen dem 
Zahler D (A; x, z) und dem Nenner L1 des 16senden Kerns ist aber von n 
und der Gestaltung des Kernes ganz unabhangig. Wir vermuten daher, 
daB liir alle Kerne der 16sende Kern r die Form 

(4) r( " ) ='. D(}.; x,z) 
A, X,Z A D(A) 

hat, und daB weiter stets 
I 

(5) f dD (i,) 
D(A; x, x) ·dx =---a:x.-

o 

gilt. Wir werden zwar nicht (wie beim ausgearteten Kern) D (A; x, z) 
und D (A) als ganze rationale Funktionen von A annehmen durfen, aber 
wir vermuten, daB D (A; x, z) und D (A) ganze Funktionen sind. Wir 
vermuten also, daB D(A; x, z) und D(A) eine Darstellung durch bestandig 
(d. h. in der ganzen A-Ebene) konvergente Potenzreihen zulassen: 

00 

(6a) D (A; x, z) = 2: An (x, z) . A" , 
o 
00 

(6b) D (A) = 2: all . An. 
o 

Bei dem ausgearteten Kern war L1 (0) = 1; man kann also sicherlich, 
wenn die anderen Vermutungen zutreffen, auch 

(7) 

d. h. 

(8) 

D(O) = 1, 
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annehmen, denn eine multiplikative Konstante in D ist belanglos und 
A = ° sieher kein Eigenwert, also D (0) =!= 0. (5) wird daher naeh (6a) 
und (6b): 00 00 I 

-2;n·an ·An - 1 =2;An - 1 .! An-dx, x) ·dx. 
110 

Koeffizientenvergleieh liefert hieraus 

(9) 

wozu noeh (8) tritt. 

I 

n . an = - ! A n- I (x, x) . d x 
o 

n>O, 

Flir kleine A ist die NEuMANNsehe Reihe naeh 1. 4a konvergent; 
es gilt also naeh (1. 4. 17) flir kleine A 

00 

(10) r(A; x, z) = A 2; Am. K"'+l (x, z). 
o 

Wir gehen jetzt mit unserem Ansatz (4), (5), (6) in diese Reihe flir r 
hinein, so daB wir naeh MuItiplikation mit D (A) erhaIten 

fAn. An (x, z) = ({A'" . Km+1) . ({As. as) 
00 

= Y Am+s·(YK .a) ....... ........ m+l 5 

'" +s~o 

= J; An. ( 1.; as· K n+I - s) . 
1£=0 5=0 

Bier ergibt der Koeffizientenvergleieh 

(11 ) 

also naeh (8) 

( 12) 

(13 ) 

'" ,. 

Es ist aber naeh (9) 

" A,,(x, z) = 2; as· K,,+l-S 
s~o 

Ao (x, z) = ao . KI = K (x, z) 

{
AI (x, z) = ao . K2 + al • KI 

= K 2(x, z) + a1 • K(x, z). 

I I 

(14) al =-! Ao(x, x) dx =-! K(x, x)· dx, 
o 0 

n=0,1,2, .... 

wenn wir das soeben gefundene ResuItat (12) benutzen. Daher wird 
we iter naeh (13) und (14) 

(15 ) 

I 

Al (x, z) = K2 (x, z) - K (x, z) . ! K (u, u) . du 
I 0 

= ! [K (x, u) . K (u, z) - K (x, z) . K (u, u)] . du 
o 

=_ j K(x,z) K(X,U)I.dU, 
o K(u, z) K(u, u) 

wobei wir die Definition des iterierten Kernes beaehten mlissen. 
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Indem man ahnlieh A 2 , A 3 , •• , und a2, aa, ... der Reihe naeh be
reehnet (s. die genannten Lehrbtieher tiber Integralgleiehungen), erhaIt 
man sehlieBlieh dureh SehluB von n auf n + 1 die FREDHoLMschen 
Formeln 

K (x, u,,) 

K (Ul> u,,) d d u1 ... U". 

nmal 

(Die hier vorkommende Determinante heiBt FREDHoLMsche Determinante.) 
Es treten also im Integral n Integrationsvariable auf. 

Unser Ansatz (4), (5), (6) fUhrte also zunaehst zur eindeutigen Bereeh
nung der Koeffizienten An von D (A; x, z) und damit naeh (9) aueh zur 
Bereehnung der a" von D (A). 

Es muB nun noeh naehgewiesen werden, daB die Reihen (6a) und 
(6b), die auf diese Art bestimmt worden sind, aueh wirklieh bestandig 
konvergieren. Hierzu sehatzt man zuerst mit Hilfe des Determinanten
satzes von HADAMARD (s. u.!) die An ab: 

(17) IA,,(x,z)i;;;;;; ~! k"+1 (v'n +1)"+1. In. 

Urn diese Absehatzung zu erhaIten, muB man die Kerne K nieht nur 
als integrabel, sondern aueh als besehrankt annehmen 

(18) IK(x, z) I;;;;;; k. 

(Die Voraussetzungen ftir derartige "FREDHoLMschen" Kenw sind also, 
von der Symmetrie abgesehen, enger als inder E. SCHMIDTsehen Theorie, 
wo nur quadratisehe Integrabilitat und mittlere Stetigkeit gefordert 
wurde. Doeh siehe tiber "Glatten" der Kerne II. 13!) 

Der HADAMARDsehe Determinantensatz besagt niehts anderes, als 
daB ein Spat mit den Kantenlangen 11, 12 , ••• ,In hoehstens den InhaIt 
11 ./2 , ••• ·l" haben kann. Sieht man diesen fUr ein, zwei, drei Dimensionen 
selbstverstandliehen Satz aueh fUr n Dimensionen als riehtig an, und 
nimmt man weiter als bekannt an, daB der InhaIt eines Spates aus den 
n Vektoren 

(in den Zeilen stehen die 
dureh die Determinante 

bll b12 

b21 b 22 

bn1 b"2 

n Koordinaten 

b111 

b 2 " 

b,,,, 

des 

gegeben ist, so ist naeh dem erwahnten Satz 

1., 2., ... , n-ten Vektors) 
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In unserem F alle sind nach (16) alle I bv 1'1 = I K I kleiner als k, also ist 

tv;;:;;; v'(n+1)·k2 =v'n+1·k, 

und somit gilt fiir die Determinante in (16) 

[LI [ ;;:;;; v'n +1,,+1. k"+I. 

Die n Integrationen in (16) geben dann noch den Faktor ttl. Damit 
ist die Giiltigkeit von (17) bewiesen. 

Mit der Abschatzung (17) kann man jetzt die Konvergenz der Reihe 
L A" . A" fiir alle A nachweisen, denn unter Anwendung des bekannten 
Konvergenzkriteriums sieht man, daB fiir die majorante Reihe 

I 
An+112 (k.[ -yn + 2"+2)2 k2 [2 ( 1 )"+1 
~- = n+l-yn+ln+1 =(n+l)21+n+l (n+2) 

gegen null strebt fiir n --+ <Xl, also schlieI3lich bestimmt kleiner als ein 
echter Bruch wird. Der Konvergenzradius ist also <Xl. Die Reihe fiir 
D (I.; x, z) konvergiert mithin in der ganzen A-Ebene, und nach (5) gilt 
dies auch fUr die Reihe von D (A). 

Unser Ansatz (4), (5), (6) hat also durchaus zum Ziele gefiihrt. Die 
Funktionen D (A; x, z) und D (A) erscheinen als eindeutig bestimmte 
ganze Funktionen; r ist daher, als Quotient zweier ganzer Funktionen, 
meromorph, d. h. im Endlichen iiberall vom Charakter einer rational en 
Funktion: r hat als Singularitaten nur Pole (vgl. 1. 6i), die sich im 
Endlichen nicht haufen. Denn die Pole von r sind die Nullstellen von 
D (A); nach einem elementaren Satze der Funktionentheorie kann aber 
eine ganze Funktion nur diskret liegende Nullstellen Av haben und jede 
nur von endlicher Ordnung. 

Damit ist der Hauptsatz VII in I.4e bewiesen worden, wobei wir 
gleichzeitig eine Prazisierung der notwendigen Voraussetzungen tiber K 
erlangt haben. 

Nun laSt sich leicht nachweisen, daB die homogene Gleichung 

I 

( 19) y (x) = A -J K (x, z) . y (z) . dz 
o 

m em em Pol Av von r wenigstens eine nichttriviale Losung (Eigen
funktion) besitzt: das ist Hauptsatz VIII in I. 4e. Beweis: 

1st Al eine n-fache Nullstelle von D(A), also ein hochstens n-facher 

Pol von r = A D ~;(;; z), so besteht nach den Satzen der Funktionen

theorie in der Umgebung von Al die LAuRENT-Entwicklung 

~. r=~.J~0 + Xn-1(X,Z) X1(X,Z) R(o. ) 
--=-=--'---'-;--1 + ... + -.---, - + It, x, Z , 

I. (J. - l'lt (I. - /'1)" - I. - "1 
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wo R fUr A -7 Al regular bleibt. Wegen 
I 

JD().;x,x)dx=-~~ 
o 

gilt I 

1 J d log D T r(A; x,x)dx=-~, 
also 0 

n I I 

~ 1 J J dlogD (20) £.J (i,- }'1)" Xv (x, x) d x + R (A; x, x) d x = - -fj),--' 
v~1 0 0 

wo ~ das Zeichen fur eine regulare Potenzreihe ist. 
Vergleich beider Darstellungen gibt 

(22) 

.aber 

I 

!Xv(x,x)dx=O fUr v=2,3,.·.n, 
o 

I 

,(23) ! xdx, x)dx=-n=j=O. 
o 

Daraus folgt, daB Xl sicher nicht identisch null ist. 
Aus dem fUr A=j=Alo aber hinreichend kleine A-AI gultigen 

I 

y(x) = !(x) + ! r(A; x, z) !(z) dz 
folgt 0 

"I I 

y(x) = !(x) + L; ~v J X.(x, z) !(z) dz + A J R(},; x, z) !(z) dz 
1 (t.- }.1) 0 0 

" 
= !(x) + L; -~ . P.(x) +}, 5(A; x). 

1 (}'-)'1) 

Dabei ist 
I I 

P.(x) = ! X.(x, z) !(z) dz; 5(},; x) =! R(A; x, z) !(z) dz. 
o o 

107 

'Setzt man in die Integralgleichung ein, so erhalt man nach Fortheben 
von! (x) und Weglassen eines Faktors A 

I 

~_1 vP.(x) + 5(A;X) = ~~}·~.JK(X,Z)P.(z)dz+ 
r-~ r-~ o 

I I 

+A J K(x,z) 5(A; x)dz+ J K(x,z)!(z)dz. 
o 0 
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Wenn man noch rechts in der erst en Summe uberall A = Al + (A - AI) 
setzt, steht beiderseits eine LAURENT-Reihe. Der Vergleich ergibt 

I 

Pn(x) = All K(x, z) Pn(z) dz 
o 

I I 

P,,_l(X) = 1 K(x,z)Pn(z)dz+A1 l K(x,z) Pn_dz) dz 
o 0 

I I 

Pn-2(X) = 1 K (x, z) Pn-dz) dz + All K (x, z) Pn_2(Z) dz 
o 0 

usw. 

Daraus sieht man: Wenn p" (x) '* 0, ist es eine Eigenfunktion zu AI; 
ist es wohl identisch null, so ist Pn -1 eine Eigenfunktion, falls dies nicht 
identisch null ist, usw. Ein P. (x) kann nicht identisch null sein, denn 
sonst muBte, da j (x) belie big ist, auch Xv (x, z) = ° fUr aIle v sein, aber 
wir sahen oben (23), daB Xl nicht identisch null ist. Damit ist der Beweis 
erbracht. 

Es gilt auch der in II. 2 zunachst fUr ausgeartete Kerne ausgesprochene 
Satz allgemein: D (A) ist symmetrisch, d. h. D andert sich nicht, wenn 
man in K (x, z) x mit z vertauscht, wenn man also zu der umgestellten 
Integralgleichung ubergeht. Man erkennt es an der Symmetrie der FRED
HOLMschen Determinanten. Da die NuIlstellen von D(A) die Pole von r, 
also nach dem so eben Gesagten die Eigenwerte der Integralgleichung 
sind, folgt, daB die Integralgleichung diesel ben Eigenwerte hat wie ihre 
umgesteIlte Gleichung. Hat also die homogene Gleichting (19) nicht
triviale Lasungen, hat auch die umgestellte homogene Gleichung 

I 

y(x) =}.1 K(z, x)· y(z) ·dz 
o 

nichttriviale Lasungen: das ist del' Ha1tptsatz V von I.4e. 

In k4=Av ist T{A; x, z) nach (4) vollkommen regular. Nach (I. 4. 21} 
gibt dann 

I 

y(x) = j(x) + J r(A; x, z) ·j(z)· dz 
o 

die Lasung der inhomogenen Integralgleichung. Damit ist der Haupt
satz II bewiesen. 

Die FREDHoLMsche Theorie erlaubt also, wie hier gezeigt wurde, 
aIle in I. 4e aufgezahlten Satze zu beweisen, die bisher lediglich fur den 
Spezialfall des symmetrischen Kerns in I. 6i als gultig nachgewiesen 
wurden. Die FREDHoLMsche Theorie gilt, wie noch einmal betont sei, 
allgemein fUr nichtsymmetrische und symmetrische Kerne; zum prak
tischen Rechnen allerdings ist das elegante Resilltat von FREDHOLM 
bisher noch kaum benutzt worden. 
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4. Das Verfahren von ENSKOG. 

Das Verfahren von ENSKOG I dient ebenfalls zur Auflosung linearer 
Integralgleichungen zweiter Art mit nichtsymmetrischem Kern. 

Es werde 
I 

(1 ) J(y) ~ y(x) -Aj K(x, z)· y(z)· dz 
o 

und 
I 

(2) T(y) ~ y(X)-Aj K(z, x)· y(z)· dz 
o 

gesetzt; hierbei ist in der zweiten Gleichung der Kern umgestellt worden. 
Man sieht nun leicht die Richtigkeit folgender Formel ein: 

I I 

(3) j u(x)· J(v) ·dx = j v(x)· T(u)· dx; 
o 0 

sie hat Ahnlichkeit mit der GREENschen Formel (1. 3. 73). Man braucht 
sie nur ausfuhrlich hinzuschreiben, urn ihre Richtigkeit einzusehen, auch 
war sie in (1. 4.24) schon einmal vorgekommen [y statt u, qJ statt v gesetzt] 

j y(x) [qJ(X)-Aj K(z, x) 'qJ(z) .dz] dx = 

= j qJ (x) [y (x) - A j K (x, z) . y (z) . dz] d x. 
SoIl nun 

(4) ] (y) =! (x) 

sein (das ist unsere zu losende inhomogene Integralgleichung), so be
kommt man fur die gesuchte Funktion y(x) aus (3) die Beziehung 

I I 

(5) jy(x).T(u).dx=ju(x).!(x)·dx, 
o 0 

wenn man v ~ y setzt. Diese Gleichung muB fUr alle u gelten. 
Wir nehmen nun fUr u aIle Funktionen eines vollstandigen Systems 

Dann erhalten wir aus (5) 
I I 

(6) j y(x) . T("Pv) . dx = j "Pv(x) . !(x) . dx == a, .. 
o 0 

Jetzt orthogonalisieren und normieren wir die T("Pv): 

Vl = IX' T("PI) 

V2 =fJ· T("PI) +y. T("P2) 

V3 = (j . T ("PI) + c . T ("P2) + 1] . T ("P3) . 
(7) 

1 ENSKOG: Math. Z. Bd.24, 25, 31. 
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Diese Orthogonalisierung gelingt dann und nur dann, wenn die T (tp.) 
voneinander linear unabhangig sind. Sind sie es nicht, gilt vielmehr 
mit konstanten k. eine Beziehung der Form 

n 

(8) ~ k,· T(tpv) = 0, 
I 

so gilt auch die Beziehung, die wir erhalten, wenn wir (8) mit y (x) multi
plizieren und integrieren: 

(9) o = J y (x) ~ k, . . T (tpv) . d x = Y kv . av • 

Somit muB bei abhangigen T (tp.) notwendig 

n 

(10) )'k ·a =0 _ • v 

I 

gelten (vgl. das ahnliche Kriterium in II. 1). Gilt (8), aber nicht (10), 
so liegt in (6) ein Widerspruch vor: es gibt dann keine Lasung y von (4). 
Gilt dagegen (10) zugleich mit (8), so kann man die abhangigen T(tpv) 
streich en; die zuruckbleibenden T sind dann unabhangig und lassen 
sich also orthogonalisieren. Allerdings ist das System von Funktionen, 
das man so erhalt, nicht mehr vollstandig. 

(8) stellt eine uns schon bekannte Bedingung dar. Urn das zu er
kennen, setzen wir 

" (11) X(x) = ~ k • . tp. (x) . 
1 

(8) besagt dann wegen der Linearitat von T (y) 

0= .") k.· T(tpv).= T(~ kvtpv) = T(X), 

d. h. es gibt nach (2) eine Eigenfunktion X (x) der umgestellten homogenen 
Gleichung. Wir wissen aber schon nach Satz 7 (I. 4c), daB dann im 
allgemeinen (4) keine Lasung hat. 

Die notwendige Bedingung (10) schreibt sich jetzt 

o =") kv . a, = J I (x) (") kv . tpv) d x = J I (x) . X (x) . d x. 

SolI also kein Widerspruch auftreten, muB I (x) zu diesen X (x) orthogonal 
sein: nur in diesem Fall kann es noch Lasungen der inhomogenen 
Gleichung geben. Auch das ist uns schon aus Satz 7 a bekannt. 

Wir nehmen fUr das folgende an, daB diese Widerspruche behoben 
seien oder uberhaupt nicht vorhanden sind. Wir bekommen dann fur 
y (x) aus (7) die Gleichungen 

( 12) I J y . VI . d x = (J. • a l = C 1 

J Y . V2 • d X; = fJ . a} -+- y . a2 = C 2 
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hierin sind die Cp als bekannt zu betrachten: sie stellen die FOURIER
Koeffizienten von y(x) nach dem Orthogonalsystem der Vp dar. Wenn 
dann noch 

konvergiert, ist die Existenz von y (x) als quadratisch integrabler Funk
tion nach dem FISCHER-RIEssschen Satze gesichert. 

Waren keine Eigenfunktionen X der umgestellten Gleichung vor
handen, so wird das System der Vp zugleich mit dem System der "Pv 
vollstandig: y (x) ist dann sogar wesentlich eindeutig bestimmt (vgl. II. i). 
Gibt es aber ein derartiges X, und ist / (x) zu diesem X orthogonal, dann 
ist das System der Vp nicht mehr vollstandig, aber man kann es zu einem 
solchen erganzen. Man kann dann die fehlenden FOURIER-Koeffizienten 
Cp willkiirlich wahlen. Wenn es also bei Vorhandensein von L6sungen X 
iiberhaupt ein y(x) gibt, gibt es sogar unendlich viele y(x) (man ver
gleiche Satz 23 in I. 6i). 

Es sei noch erwahnt, daB es ENSKOG von hier aus gelang, die ganze 
Theorie der Integralgleichungen neu aufzubauen. 

5. E. SCHMIDTs Theorie der unsymmetrischen Kerne I. 
Mit einem K, das wieder als quadratisch integrabel in beidenVariablen 

und von mittlerer Stetigkeit, aber nicht als symmetrisch vorausgesetzt 
sei, bilden wir 

I 

(1 ) H(x, z) == f K(x, u) 'K(z, u) ·du. 
o 

Dieses H ist symmetrisch und positiv definit oder semidefinit, denn fur 
irgendeine quadratisch integrable Funktion / (x) gilt 

ff H(x, z)· /(x)· /(z) ·dx ·dz = f f f K(x, u) 'K(z, u) ·/(x) -j(z) ·dx·du· dz 

= f [f K (x, u) . / (x) . d X]2 du ~ 0, 

womit K nach I. 6k als positiv definit oder semidefinit erwiesen ist. 
H besitzt also Eigenwerte: diese sind reell und sogar positiv (nach 

I. 6k), sie sollen daher mit A~ bezeichnet werden. H ist auch stetig, da 
es durch K quelIenmaBig dargestellt wird. Wir k6nnen also den MERcER
schen Satz (Satz 25 in I. 6k) benutzen: 

(2) H (x, z) = ~ ;; 11',. (x) . tpp (z), 

wo die tpp das normierte Orthogonalsystem der Eigenfunktionen von H 
darstellen. Die Reihe ist absolut und gleichmaBig konvergent. 

Analog zu H k6nnen wir bilden 
I 

(3) V(x, z) = f K(u, x) ·K(u, z)· du, 
o 

1 Math. Ann. Bd. 63, Kap. III. 
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und alle soeben bewiesenen Satze tiber H tibertragen sich sofort auf V: 

(4) 

Die "P. stellen das normierte Orthogonalsystern der Eigenfunktionen 
von V dar; die zugehorigen Eigenwerte seien mit A.;,2 bezeichnet. 

Wir behaupten nun, dap 
(5) -". =-"~ 
gilt, und dap 

(6) 

ist (bei geeigneter A uswahl der f{J. und "P.). 
Urn das zu zeigen, setzen wir 

I 

f f{J.(x). K(x, v)· dx = ~. ex,. (v) 
I .• 

o 
I (7) 

f "P.(z)· K(u, z)· dz = ;; ·fl.(u). 
o 

Dann bilden die ex,. und die fl. fUr sich je ein normiertes Orthogonal
system, denn es ist 

I 

;..\,' f 0:. (v) .0:11 (v)· dv = f f f f{J.(x) · f{JI'(Z) . K(x, v)· K(z, v)· dx· dz· dv 
o 

(8) = f f f{J.(x) ·f{JI'(z)· (~-}~f{JI1(X)' f{J11(Z)) dx· dz 

1 
=]2' tJ. w '. 

Hieraus folgt die Behauptung; dabei ist (1) benutzt worden unter Be
achtung der gleichmaBigen Konvergenz der Reihe in (2). Ebenso verlauft 
nattirlich der Beweis fUr die fl.: 

I 

(9) J fl. (u) . fll' (u) . du = tJ. w 
o 

Man kann nun die Definitionsformeln ftir die ex,. und fll' umkehren, 
d. h. (7) nach f{J. und "P. aufl6sen. Denn aus (7) folgt durch Multiplikation 
mit K (z, v) und Integration tiber v: 

J J CPo (x) . K (x, v) . K (z, v) . d x . dv == J CPo (x) . H (x, z) . d x 

oder nach (2) 
= 1; f 0:. (v) . K(z, v)· dv, 

f CP.(x) (~ )~ CPI'(x)· CPI'(Z)) . dx = -)~ f 0:. (v) . K(z, v) . dv, 
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also wegen der gleichmaBigen Konvergenz der Reihe 

und schlieBlich 
;2 <Pv{Z) =+Jriv{v) ·K{z, v) ·dv, 

v v 

1 

(10a) ;v <Pv{z) = J riv{v) ·K{z,v) ·dv. 
o 

Ebenso folgt naturlich 

(10b) )~~ 1jJv{z) = J Pv{u)· K{u, z)· du. 

Bevor wir nun im Beweis von (5) weiter gehen, sei folgender Hil/s-
satz eingeschaltet: . 

Es gibt eben so viele unabhangige riv wie <Pv zu einem A. (und ent
sprechend ebenso viele unabhangige PI' wie 1jJ1' zu einem A~). 

Zum Beweis erinnem wir daran, daB nach (7), (10) zu jedem riv 
(bzw. PI') ein <Po (bzw. 1jJ1') geh6rt und umgekehrt. Waren nun gewisse riv 
linear voneinander abhangig, so bestunde eine Relation 

n 

l: Cv . riv == 0 
1 

mit konstanten Koeffizienten Cv , die nicht alle verschwinden. Dann 
folgte aber auch aus (10) 

die zugeordneten <P, waren also eben falls abhangig. Der gleiche SchluB 
gilt wegen (7) auch umgekehrt, und da alles fur PI' und 1jJ1' analog gilt, 
ist der Hilfssatz bewiesen. 

Nun behaupten wir weiter, dafJ die riv im wesentlichen die 1jJv und die Pv 
im wesentlichen die <Pv sind. 

Denn setzt man (10) in (7) ein, so bekommt man 

nach (3), 

(11) 

riv (v) = Av J J K ( x, v) . }'v . riv ( u) , K ( x, u) ,d x . d u 

=A;' J riv{u). V(v, 1£) 'du 

Beachten wir (4), so wird 

J riv (v) = A;' J;:v{U) , (~ i.l2 '1jJ1' (v) '1jJ1' (u)) du 

I = ~ ~~ '1jJ1' (v) . J riv (u) '1jJ1' (u) , du, 

riv (v) ist also nach den 1jJ1' (v) in eine absolut und gleichmaBig konvergierende 
Reihe entwickelbar. Es gilt naturlich "auch die allgemeine Formel fUr 
eine derartige Entwicklung 

(12) ri.(v) = .)1jJ1' (v) 'J riv{u) '1jJI'{u) ' du, 
Hamel, Integralgleichungen. 8 
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wo die j IX •• "PI-' . du die FOURIER-Koeffizienten von IX. sind. Da eine 
solche Entwicklung notwendig eindeutig ist, folgt durch Koeffizienten
vergleich von (11) und (12) 

( 
it2 I 

1- it~2)'! IX.(U) • "PI-'(u) ·du =0, 

es ist also entweder 

(13) 

oder 
I 

(14) j IX. (u) . "PI-' (u) • du = o. 
o 

Entsprechend liefert uns die Betrachtung der PI-' auch wieder 

(15) 
oder 

I 

(16) jP/i(u)'({J.(u).du=O. 
o 

Geht man mit diesen Resultaten (13), ... , (16) in (11) hinein, so er
halt man 

(17) IX. (v) = 2;' "PI-' (v) -J IX. (u) . "PI-' (u) . du; PI-' (v) = Y' ({J. (v) -J PI-' (u) . ({J. (u) . du. 
p • 

Hier ist die Summation (2;') nur tiber diejenigen f-l zu erstrecken, fUr 
die ).~2=).~ gilt, da fUr die anderen (14) [bzw. (16)J gilt. Die Summe 
ist daher endlich, denn da 11 ein fester Index ist, kann es nur endlich 
viele A~ geben, fUr die (13) gilt (sonst wtirde die Reihe 2; 1/).~2 im Wider
spruch zu 1. 6f nicht konvergieren). 

Nun ist aber IX. (v) =1= 0 [denn sonst ware nach (10a) auch ein ({J. == 0, 
also keine Eigenfunktion, was ausgeschlossen ist], daher ist auch die 
Summe in (17) nicht identisch null: es muB also zu jedem).~ mindestens 
ein gleiches A~2 geben. Die Betrachtung der PI' liefert die Umkehrung: 
jedes A~2 kommt auch unter den ).~ vor. Das heiBt aber, daB die ).~ mit 
den ).~2 (von der Numerierung abgesehen) identisch sind; H und V haben 
also tatsachlich dieselben Eigenwerte. 

Nach (17) sind die IX. lineare Kombinationen derjenigen "PI-" die zu 
demselben).~ = A~2 gehoren; die Zahl der IX. ist also kleiner oder hOchstens 
gleich der Zahl der "PI-'" Nach dem Hilfssatz gibt es aber ebenso viele 
!Xv wie ({J. zu einem A~: daher muB es weniger oder hochstens eben so viele 
({J. als "P. geben. 

Geht man von PI-' aus, so kehrt sich die Betrachtung urn, und man 
findet ahnlich, daB es weniger oder hochstens ebenso viele "PI-' als ({J. gibt. 

Aus beiden Ergebnissen folgern wir dann, dafJ es genau so viele ({J. 
wie "PI-' gibt und daher auch (nach dem Hilfssatz) genau so viele !Xv und PI-'" 
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Sind die f{J. [die Eigenfunktionen von H (x, z) zu den Eigenwerten A~] 
einmal ausgewahlt, so sind nach (7) die CI.. bis auf das Vorzeichen von A. 
eindeutig bestimmt. Man kann dieses Vorzeichen etwa als positiv fest
setzen. 

Wie wir sahen, sind die CI.. stets Linearkombinationen der "PI' [der 
Eigenfunktionen von V (x, z)]. Wir werden daher die "PI' zweckmaBig 
so wahlen, daB 

( 18) a.="P" 

ist; nach (8) werden dann diese "P. von selbst ein normiertes Orthogonal
system. Wir haben dann wegen (17) A~ = ± AI' zu setzen, wobei wir noch 
iiber das Vorzeichen verfiigen konnen. Wahlen wir dieses positiv 

A~ = AI" 

so sind nach (7) auch die fll' eindeutig festgelegt. Nach (7) und (10) ist 
also dann f{J. = fl.. Die Beziehungen (7) schreiben sich jetzt mit diesen 
V erein barungen 

( 19) { 
"P. (v) = A • . J T. (x) . K (x, v) . d x 

T.(u) = A.' J "P.(z) . K(u, z) . dz. 

W ir haben also gesehen, dafJ dieses gekoppelte Paar von I ntegralgleichungen 
wirklich Losungen T. und "P. besitzt, die wir als Eigenfunktionen von H (x, z) 
und V (x, z) erkannt habetL ERHARD SCHMIDT ist von dem Gleichungs
paar (19) ausgegangen; er hat in seiner Arbeit im wesentlichen unseren 
Weg umgekehrt beschritten. 

Es sei bemerkt, daB dieses Paar zugeordneter Eigenfunktionen T. 
und "Pv nichts mit der Eigenfunktion X (zu dem Eigenwert A.") zu tun 
hat, die in der FREDHoLMschen Theorie der unsymmetrischen Kerne 
auftritt : 

X (x) = A" -J K (x, u) . X (u) . du. 

Das Gleichungspaar (19) hat vielmehr stets derartige Losungen Tv, "P.; 
wogegen es solche X gar nicht zu geben braucht (es gibt Kerne ohne 
Eigenfunktionen, siehe II, 2!). Auch kann )." komplex sein. 

Fiir K(x, z) findet man (und zwar auf zwei Arten) nach (19) sofort 
die Aquivalenz 

(20) K (x, z) '" ~ L Tv (x) . "Pv(z) , 

denn es ist z. B. J T. (x) . K (x, z) . d x der FOURIER-Koeffizient von K (x, z) 
in bezug auf das System der T. (x). E. SCHMIDT bewies nun noch, daB 
diese Aquivalenz nach Multiplikation mit einer quadratisch integrablen 
Funktion f (x) und darauf folgender Integration in eine Gleichung iiber
geht; d. h. es ist 

(21) g(x)== JK(x,z)·f(z).dz=~ ;v ·b.·T.(x), 

8* 
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wobei 

(22) bv = 1 1fv(z)· f(z) ·dz =Av ' 1 g(x) 'q;v(x) ·dx 

gilt. 
Damit also eine Funktion g (x) nach den q;v (x) entwickelbar ist (absolut 

und gleichmiifJig) , geniigt schon die quellenmiifJige Darstellbarkeit durch 
einen Kern K(x, z), der auch unsymmetrisch sein kann, wenn fur diesen 
nur die Aquivalenz (20) gilt und er quadratisch integrabel sowie im Mittel 
stetig ist. Der Beweis ist wesentlich der gleiche wie in 1. 6h und kann 
daher hier fortfallen. 

Diese Bemerkung ist praktisch wichtig wegen der Umkehrbarkeit 
der Gedanken "quellenmaBige Darstellbarkeit" und "Entwickelbarkeit", 
die wir im nachsten Abschnitt betrachten wollen. 

Vorher noch das Beispiel des antisymmetrischen Kerns. Es sei 

K (x, z) = - K (z, x), 

sonst mogen die V oraussetzungen der Theorie gelten. Dann gibt es 
nach (19) q;v, 1f,., Av, so daB 

1fv(u) =Av1 q;.(x)K(x,u)dx 

q;.(u) =A.j 1fv(x)K(u,x)dx=-)..1 K(x,u)1f.(x)dx 

ist. Setzen wir 
q;v + i1fv = Xv, 

so bekommen wir durch Zusammenfassen mit i 
I I 

Xv(u) = iA.j K (x, u) Xv (x) dx = -i A. 1 K (u, xh.(x) dx. 
o 0 

Also ist - i Av ein rein imaginiirer Eigenwert von K, i Av naturlich 
auch. K kann auch nur rein imaginare Eigenwerte haben. Denn aus 

I 

q; (x) = A 1 K (x, z) q; (z) dz 

folgt durch Iterieren o 

I I I 

q;(x) = A2 11 K(x,z) K(z,u) q;(u) dzdtt = _).2 1 K(x,z) K(u,z) q;(u) dzdu 
00 0 I 

= -A2 1 H (x, u) q;(u) duo 
o 

I 

H = 1 K (x, z) K (u, z) dz ist symmetrisch und positiv (siehe 1. 6 k!), weil 
o 
I I I I I 

11 H(x, tt) f(x) f(u) dxdu = 111 K(x, z) K(u, z) f(x) f(u) dxdudz 
00 000 

=! (I K(x,z) f(x) dx r dz ~ 0. 

Also hat H nur positive Eigenwerte, also ist A2 < 0, W. Z. b. W. 
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6. QuellenmaBige Darstellbarkeit und Entwickelbarkeit. 
Es sei H(x, z) ein positiv definiter Kern und stetig; es gilt dann 

nach dem MERcERschen Satz (1. 6k) 

(1 ) H(x, z) = 2 ;'2 q;v(X) . q;v(z) , 
v 

wo die Reihe absolut und gleichmaBig konvergiert. Die q;v sind die 
Eigenfunktionen, die A~ die Eigenwerte von H. 

Von dieser Art ist unser Musterkern (1. 2. 7), da wir fUr ihn nach 
(1. 6. 82) die Darsteilung 

00 

(2) 
22 1 . vn x . v:n;z H (x z) = - - -- sm - . sm-, l v2 n 2 l l 

kennen. Hier ist 

1 

l(i . v:n;x 
q;v(x) = V T· sm-l-· 

Man kann sich nun, wenn man an den vorigen Abschnitt zuriickdenkt, 
dieses H in (1) aus einem unsymmetrischen Kern K(x,z) entstanden 
denken, fUr den die Aquivalenz 

(4) K(x, z) roo..J 2 ;'V q;v(x) . "Pv(z) 

gilt. Hierbei steilen die "Pv (x) ein beliebig gewahltes Orthogonalsystem 
vor; vorgeschrieben sind uns nur die q;v als Eigenfunktionen von H. 

Da nach (1) die Reihe der Quadrate der FouRIER-Koeffizienten 
von K in bezug auf die "Pv 

2 J.; q;;(x) =H(x, x) 

konvergiert, existiert nach dem FrSCHER-RIEssschen Satze (II. 1) eine 
solche Funktion K (x, z), von der wir noch wissen, daB sie in z quadratisch 
integrabel ist. Soil K auch nach x quadratisch integrabel sein, so muB 
notwendig die BESsELsche Ungleichheit (1. 6e) gelten, also auch 

(5) """ 1 2 ..::;;.; },; "P. (z) 

konvergieren. Diese Bedingung kann eine Einschrankung fUr die ge
wahlten "P. bedeuten; sind jedoch aIle "Pv beschrankt, so konvergiert (5) 
sicherlich, da 

gilt (vgl. 1. 6f). Wenn wir also an das Ende des vorigen Abschnitts 
zuriickdenken, ki:innen wir sagen, daB zur Entwicklung einer Funktion 
g (x) nach den q;v (x) 
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schon die quellenmaBige Darstellbarkeit durch irgendeinen derartigen 
unsymmetrischen Kern K geniigt: 

g (x) = J K (x, z) . t (z) . dz. 

Das sei am Musterkern (den wir hier mit H bezeichnen wollen) naher 
ausgefUhrt. Wir konnen hier wahlen 

,/z vnz 
"P. (z) = V T . cos -1-' 

Diese "P. sind beschrankt; sie bilden in 0;:;;; x ;;:;; 1 ein normiertes Ortho
gonalsystem. 

Differenzieren wir (2) rein formal nach z, ohne Riicksicht auf die 
Konvergenz der entstehenden Reihe, so erhalten wir 

(6) 

,/z . vnx ,/z vnz 
~ V T' slll-l-' V T' cos-1- = ~ 1P.(x) ·V'.(z) 

L vn L Av • 
1 • 

Das ist also ein Beispiel fUr einen Kern K, wie er in (4) vorkommt. 
N ach der Definition (1. 2. 7) von H ist andererseits 

(7) 
x>z. 

~t it 

-.r 
T 

z 

~~ ~ I ,~~ 
Als Funktion von z ist also 8 Hj8 z abteilungs
weise konstant und springt bei z = x urn 

Abb.16. 
(Abb.16). 

Diese Treppenkurve kann man mit Hilfe der Theorie der FOURIER-

schen Reihen nach cos v~z entwickeln: man erhalt dann tatsachlich (6). 

Also gilt, was wir oben nur vermuteten, 

oR 2 ~ 1 . vnx vnz 
K(x, z) - Bz =T ~ vn' sm-1-' cos-1-· 

T 
Was bedeutet es nun, wenn eine Funktion g (x) durch den Muster

kern H (x, z) quellenmaBig dargestellt wird? Laut Definition besagt 
dies zunachst, daB es ein quadratisch integrables t (x) gibt, so daB 

I 

g(x) = J H(x, z)· t(z)' dz 
o 

gilt. Wir wissen aber nach Satz 3 (1. 3 b), daB dies identisch ist mit 
dem Randwertproblem 

gil =-t(x), g(O) =g(l) =0. 



6. QuelienmaJ3ige Darstellbarkeit und Entwickelbarkeit. 119 

Also heiBt "queIlenmaBig darsteIlbar" im FaIle des M usterkerns: 
J ede Funktion, die zweimal dillerenzierbar ist, deren zweite Ableitung 

quadratisch integra bel ist, und die selber an den Endpunkten des Intervalls 
verschwindet, ist durch den Musterkern quellenmii/3ig darstellbar. Sie lii/3t 

sich also nach den sin jJ ~ x (den Eigenlunktionen von H) absolut und 

gleichmii/3ig entwickeln. 
Was heiJ3t es aber, wenn g(x) durch K(x, z) = BHjBz queIlenmaJ3ig 

darstellbar ist? Es ist dann zunachst 
I 

(8) g(x) = J K(x,z) ·/(z) ·dz, 
. 0 

d. h. bei Beachtung von (7) 
z I 

g (x) = f 1--; x . I (z) . dz + f (- ~ ) . I (z) . dz 
o z 

I z 

= - ; f I (z) . dz + f I (z) . dz. 
o 0 

Daraus folgt 
g(O) = g(l) = 0 

I 

g' (x) = - +. f I (z) . dz + I (x). 
o 

(8) ist also identisch mit dem Gleichungssystem 

(9) g'(x) =/(x) +c, g(O) =g(l) =0; 

c bestimmt sich aus den beiden letzten Bedingungen. Da /2 noch inte
grabel sein soll, muB offen bar auch g'2 integrabel sein. (9) beantwortet 
also die oben gestellte Frage, und nach Ende von II. 5 konnen wir 
daher sagen: 

Jede Funktion g(x), lur die g' quadratisch integra bel ist, und die an 

den I ntervallenden verschwindet, lii/3t sich nach den sin jJ ~ x absolut und 

gleichmii/3ig entwickeln. 
Das ist eine Verscharfung des ersten Satzes. 
Ahnliche Dberlegungen wie die soeben angestellten lassen sich auf die 

Differentialgleichung 
y" + [q(x) +)..·e(x)J y =0 

[mit e (x) > OJ ubertragen (vgl. I. 3 c), wenn noch die Randbedingungen 

y(O) = y(l) = 0, 
oder 

y (0) = y (l) , y' (0) = y' (l) , 
oder 

y' (0) =)... y(O), y' (l) =fl" y(l) 
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mit gegebenem A, f1, (z. B. A = 0, f1, = 0) gelten. Alle diese Bedingungen 
sind zusammen mit der Differentialgleichung als "linear" und "homogen" 
zu bezeichnen, weil mit yauch const . y eine L6sung des Problems ist. 

Von hier aus fUhrt der Weg we iter zu den STURM-LrouVILLEschen 
Oszillationstheoremen, die etwas tiber die Anzahl der Nullstellen der 
Eigenfunktionen im Zusammenhang mit dem Index'll des Eigenwertes Av 

B · . I . h 1/2 . vnx 13 . d l aussagen, elsple swelse at rpv = V T SIll -l- au er III x = 0 un x = 

noch '11-1 Nullstellen im Intervall 0;;;;;; x;;;;;; l. Hierauf wollen wir aber 
nicht weiter eingehen; man findet Naheres in den Lehrbtichern tiber 
Differentialgleichungen, von den en hier nur BIEBERBACH1 und HOH
EISEL 2 erwahnt seien. 

E. SCHMIDT hat in § 15 seiner erst en Arbeit einen Satz bewiesen, der 
ungefahr folgendes besagt: bei einem abgeschlossenen System wird 
aus einer Aquivalenz durch Integrieren eine Gleichung. Mit diesem 
Satz, der an sich nichts mit Integralgleichungen zu tun hat, erhalt man 
so fort das Resultat dieser Nummer. 

Noch eine Bemerkung. Man kann den Musterkern auch als Iterierten 
des symmetrischen Kerns 

. vnx . V:n;1 l:SIll--SIll--
2 1 1 

=T' vn 

auffassen. Dieser Kern la13t sich angeben. Ftir l = n handelt es sich 
urn die Reihe 

~ ~ sin v x sin v z . 
n':;;;'; v 

Nach der schon S. 96 in II. 1 benutzten Reihe 

ist aber 

cos 2 x cos 3 x ( . I X I ') cos x + --- 2 - + -~- + ... = -In 2 SIll 2 
.) , 

",",sinvxsinvz =~ ",",cosv(x-z) _~ ",",cosv(x+z) 
..:;;;.; v 2":;;;'; v 2":;;;'; v 

.~ (In ( 2 sin l:i~ ) + In ( 2 sin x ~ z ) ) 

sin .~-:..:1 
LIn 2 
2 . x + Z 

Slll--
2 

Mithin ist das obige 

f{ = -~ln 
:n 

sin x-z 
2 

. x + Z 
Slll--

2 

(fUr l = n) . 

1 BIEBERBACH: Theorie der Differentialgleichungen. Berlin: Julius Springer 1930. 
2 HOHEISEL: Gewohnliche Differentialgleichungen (Sammlung Goschen). 
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7. Die polare Integralgleichung. 
HILBERT nennt so die Integralgleichung 

I 

(1) y(x)=AjK(x,z)P(x)y(z)dz+t(x), 
o 

121 

wo K symmetrisch und positiv sei, p (x) stetig sei, aber kein testes Zeichen 
habe, vielmehr eine endliche Anzahl von Zeichenwechseln besitze, 
so daB das Verfahren von I. 2b, S.6 nicht geht. 

Zerlegen wir nun K nach der vorigen N ummer in 
I 

(2) K(x,z) = j H(x,u)H(z,u)du, 
o 

multiplizieren die obige Integralgleichung mit H (x, v) und integrieren 
tiber x, so bekommen wir 

I I I I 

j y(x) H(x, v) dx = A j j j H(x, u) H(z, u) H(x, v) P(x) y(z) dzdxdu+ 
o 0 U 0 

I 

+ j H (x, v) t (x) d x 
o 

oder mit 
I I 

j y(x) H(x, v) dx = Y(v), j f (x) H (x, v) d x = F (v) 
o o 

und 
I 

L (u, v) = j H (x, u) H (x, v) P (x) d x = L (v, u): 
o 

I 

(3) Y (v) = A j L (u, v) Y (u) du + F (v). 
o . 

Damit ist die Symmetrisierung erreicht, es gibt nur reelle A und zugeh6rige 
Y bei F = o. Falls K abgeschlossen ist und Hauch, was wir annehmen 
wollen, kann Y nicht null sein, wenn nicht auch y == 0 ist. 

List sicher nicht positiv definit, denn 

j j L (u, v) f (u) f (v) d u dv = j j j H (x, u) H (x, v) P (x) f (u) f (v) du dv d x 

= j(j H(x,u)f(u) dU)2P(X) dx. 

Nun kann man g(x) so wiihlen, daB es beliebig klein ist, wo P> 0, R::I 1 
ist, wo P<O ist (oder umgekehrt), dann f(u) so, daB 

I 

j H(x, u) t(u) du) = g(x) 
o 

wird (s. II. 1). Dann wird das vorstehende Doppelintegral negativ 
(bzw. positiv). 

Eine polare I ntegralgleichung hat reelle, und zwar stets negative und 
positive E igenwerte; wenn K abgeschlossen ist (also positiv definit) , sogar 
unendlich viele. Letzteres sei ohne Beweis mitgeteilt. 
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1st nun I 

(j> (u) = ;.. 1 L (u, v) (j> (v) dv 
o 

eine Eigenfunktion von L, so setze man 
I 

<p(x) = 1 p (x) H (x, u) (j>(u) du 
o 

I I I 

=;.. 1 P(x) H(x, u) 11 H(z, u) H(z, v) P(z) (j>(v) dudvdz 
000 

I 

=;..1 P(x) K(x, z) <p(z) dz 
o 

und hat somit auch die Eigenfunktion von K. 
Vertauscht man in (1) P(x) mit P(z), so bekommt man die umgestellte 

Integralgleichung. Diese hat, wie immer, dieselben Eigenwerte. N ach 
MuItiplizieren mit P (x) und EinfUhren von 

P (x) y (x) = 'YJ (x) 
geht aber 

1 

(4) y(x) = 1 K(x, z) P(z) y(z) dz + J(x) 
in (1) tiber. o 

Damit kann auch die Differentialgleichung in I, 3 c fUr r < 0 oder r 
mit Zeichenwechsel als gelost angesehen werden. 

8. HILBERTs erster Weg fiber ein algebraisches Problem 
zur L.6sung linearer Integralgleichungen. 

Es sei K (x, z) nach RIEMANN integrabel und daher beschrankt. 
BekanntIich ist nach der Definition des RIEMANNschen Integrals 

I " 

(1 ) !f(z).dz=lim ~ ~ ·J(zv). 
o n-+oo v =l 

Hierbei sind die Zv Werte in den Intervallen 

(~ ... l£) 
n n' 

((n:1)l ... Z). 

Man kann also naherungsweise set zen 
1 

(2) 

(3) 

! K (x, z) . y (z) . dz ~ ~ . ~ K (x, zv) . y (zv) . 
o 

Wir schreiben nun konsequenterweise auch die Integralgleichung 
I 

y (x) =;.. ·1 K (x, z) . y (z) . dz + J (x) 
o 
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nur fur die entsprechenden Werte xI' hin; damit bekommen wir die 
Gleichungen n 

(4) Y (XI.) = A . ~ ·2 K (XJ" xv) . Y (x.) + t (x,,) fl = 1, 2, ... , n 
.=1 

als Naherung fUr (3). (Wir kannen den Buchstaben z ruhig durch x 
ersetzen.) 

Setzen wir noch 

(5) 

so steht in (4) da l. . . n 

y,,-AL k"v· Y. =/", 
oder • 

1 ... n 

(6) L (O".-Ak".) Y, =/" It = 1, 2, ... , n, 
• 

wobei wir das KRoNEcKERsche Symbol (II. 2. 7) benutzen. Die Glei
chung (6) stellt n Gleichungen fur die n Unbekannten Y. dar, mit denen 
wir die gesuchte Funktion Y (x) angenahert bestimmen wollen. 

1st die Determinante des Gleichungssystems (6) 

(7) 

von null verschieden, so ist die Auflasung nach den Y. maglich, ahnlich, 
wie wir schon in II. 2 sahen. 1st aber A ein (angenaherter) Eigenwert, 
d. h. ist 

L1(A) =0, 
n 

so ist im allgemeinen die Auflasung nach den Y. unmaglich, es sei denn, 
daB zwischen den /. gewisse Beziehungen bestehen. In diesem Falle 
aber haben die homogenen Gleichungen von (6) (d. h. die Naherungs
gleichungen der homogenen lntegralgleichung) 

1 ... n 

L (O".-).· k".) . Y. = ° . It = 1, 2, ... , n . 
mindestens eine nichttriviale Lasung Y., denn hierfur ist das Verschwinden 
der Determinante charakteristisch. Wir treffen also wieder die Ergebnisse 
des FREDHoLMschen Alternativsatzes an und sehen hier seine eigent
liche Quelle. 

1st der Kern symmetrisch, so ist 

k". = k.", 
die Matrix der k". ist dann also auch symmetrisch. Dann hat aber auch 
die Gleichung 

(8) L1 (A) = ° 
n 
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n reelle Losungen A, wie schon seit langem aus der Algebra bekannt 
ist (vgl. II. 2). (8) hat dort ubrigens den Namen "Siikulargleichung". 
Dieser Name entstammt der Astronomie; aber dieselbe Gleichung und 
dieselbe Frage nach den Wurzeln von (8)treten in ungezahlten Schwin
gungsaufgaben der Mechanik und der Elektrotechnik auf. 

HILBERT gelang nun von hier aus der strenge Grenzubergang von (4) 
oder (6) zu dem ursprunglichen analytischen Problem (3); wir haben 
uns hier lediglich auf die Mitteilung des Ergebnisses beschrankt. 

DaJ3 aber HILBERTs Gedanke auch praktisch brauchbar ist, hat 
NYSTROM gezeigtl. Bekanntlich bekommt man nach GAUSS bei gleicher 
Punktezahl n eine doppelt so groJ3e Genauigkeit bei der Berechnung 
des Integrals, wenn man das Intervall nicht gleichmaJ3ig in Teile lin = Ll z 
teilt, sondern nach den Nullstellen der LEGENDRESchen Kugelfunktionen. 
NYSTROM benutzt dies sowie verwandte Integrationsmethoden von 
TSCHEBYCHEFF und bespricht weiter die praktische Auflosung des 
Gleichungssystems, endlich vergleicht er die verschiedenen Methoden 
un tereinander. 

9. Die Methode der unendlich vielen Variablen. 
Der HILBERTsche Rauffi. 

Auch diese Methode wurde, wie die so eben besprochene, von HILBERT 
geschaffen. 

Man nimmt irgendein abgeschlossenes normiertes Orthogonalsystem 
von Funktionen "Pv (x). Dann kann man un sere Integralgleichung 

I 

(1 ) Y (x) - A . ! K (x, z) . Y (z) . dz = / (x) 

ersetzen durch 
o 

I I I 

(2) ! y (x) . "PI' (x) d x- A'; ! K (x, z) . y (z) . "PI' (x) . dx . dz = ! / (x) . "PI' (x) . dx. 
o 0 0 

Denn durch Multiplikation von (1) mit "PI' und Integration folgt (2); 
gilt aber (2), so gilt fUr alle "PI' 

I 

![Y(X)-A·J K(x,z) ·y(z) ·dz-/(x)j·"PI'(x) ·dx=O, 
o 

und daraus folgt wegen der Abgeschlossenheit der "PI' nach 1. 6k wieder 
(1) (vgl. II. 1). 

Wir fUhren noch folgende Bezeichnungen fur die FOURIER-Koeffi
zienten von y und / ein: 

(3) 
I 

cl' = ! y (x) . "PI' (x) . d x, 
o 

I 

al' =! /(x) . "P1'(x) ·dx. 
o 

1 NYSTROM: Ober die praktische Auflosung von linearen Integralgleichungen 
mit Anwendungen auf Randwertaufgaben der Potentialtheorie. Soc. Sci. Fenn. 
Comm. Physic., Math. IV. 15, V.5. Siehe auch Acta math. Ed. 56 (1931). 
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Die Aufgabe besteht also darin, die unbekannten cp zu bestimmen. 
Verlangen wir noch, daB y quadratisch integrabel sein solI, so muB 
nach der BESsELschen Ungleichheit (1. 6e) 

2.' c; 
konvergieren, und ist dies der Fall, so ist y (x) nach dem FrscHER-RIEss
schen Satze (II. 1) durch die Cv wesentlich eindeutig bestimmt. Da aueh 
j (x) quadratiseh integrabel sein solI, muB ebenso 

konvergieren. 
2.' a; 

Wir nehmen nun weiter an, daB K (x, z) nach den '!flv (z) entwiekelbar ist 

(4) K (x, z) = 2.' X, (x) . '!flv (z). 
v 

Ftihren wir noeh als Abktirzung 

(5) avp=jXv(x)·'!flp(x)·dx 

em, so nimmt sehlieBlieh (2) die Gestalt an 

(6) 
co 

c,u - A 2.' av p • Cv = ap 
v=1 

ft = 1, 2, ... ,00. 

Das ist ein System von unendlieh vielen linearen Gleiehungen mit un
endlich vielen Unbekannten cv , das als Vera11gemeinerung (n = (0) 
des Systems aus II. 2 betraehtet werden kann. 

Es sei bemerkt, daB das System (6) aueh dann aufgestellt werden 
kann, wenn (4) nur eine Aquivalenz ist. Nun ist naeh 1. 6k ein ab
gesehlossenes System aueh vo11sHi.ndig; es gilt also statt der BEssELsehen 
Ungleiehheit die PARsEvALsehe Gleiehung (1. 6e) 

00 I 

(7) 2.' X; (x) = j K2 (x, z) . dz. 
1 0 

Xv hat naeh (5) die FouRIER-Koeffizienten av/,; daher konvergiert aueh 
1 

2.' a;p = j X; (x) . d x. 
p 0 

Daher liefert die Integration von (7) 

2.' j X; . d x = 2.' a;p = j j K2 (x, z) . d x . dz. 
v VJIJ. 

Da das Integral reehts existiert, sind a11e Summen besehrankt; daher 
ist aueh 

(7a) 
v,p 

konvergent. Unter den gemaehten Voraussetzungen tiber K, j, y ist 
also die Summe tiber die Zeilenquadrate 2.' a;p des Gleiehungssystems (6) 
konvergent. v 
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Nun legt die Analogie der analytischen Geometrie des dreidimensio
nalen Raumes eine geometrische Redeweise nahe. So, wie man die drei 
Koordinaten (Xl' X 2, X3) eines Punktes auch als die drei Koordinaten 
(Komponenten) eines Vektors ;r; auffaBt, kann man auch hier unendlich 
viele Variable (xl> X 2, X 3, ••• ) als die Koordinaten eines Vektors ;r; im 
sogenannten HILBERTSchen (unendlichdimensionalen) Raum betrachten. 

Man fUhrt die Analogie noch weiter. 1m Dreidimensionalen ist 

x~ + xi + x; = I;r; 12 

das Quadrat der Lange von ;r;; eben so nennt man daher im HILBERT
schen Rauin 

(8) (x~ + x: + x; + " " ") ~- = I;r; I 

die Lange des Vektors ;r;, falls die Summe existiert. 
Das Kennzeichen des HILBERTschen Raumes besteht gerade darin, 

dafJ die Lange von allen in F rage stehenden Vektoren ;r; als existent an
genommen wird. Der HILBERTsche Raum hat also eine MafJbestimmung. 

Aus der SCHWARzschen Ungleichheit [fUr Summen: (1. 6. 36)J folgt 

(9) Cf Xv . Y. r ~ ~ x~ . Y ye. 
Daher existiert fUr un sere Vektoren das "innere Produkt" 

00 

(10) P) =~ X.Yv· 
1 

Nach (9) ist weiter 

und dies berechtigt zur Einfiihrung eines reellen Winkels rJ., den wir 
(in Analogie zum inneren Produkt dreidimensionaler Vektoren) den 
TV inkel zwischen ;r; und 1) nennen: 

00 

(11 ) ;r; 1) =0 ~ Xv Yv = i;r; 1·11) I . cos rJ.. 
1 

Wir wissen, daB in der SCHWARzschen Ungleichheit (9) nach 1. 6a 
nur dann das Gleichheitszeichen gilt, wenn 

Xv=A"Yv, 
oder anders geschrieben 

;r; = A· t), 

wo A eine reine Zahl ist. In diesem FaIle ist also 

cos rJ. = 1, 

d. h. rJ. = 0 oder = Jr, die Vektoren ;r; und 1) sind also "gleichgerichtet" 
oder "entgegengesetzt gerichtet". 1m FaIle rJ. = 90° dagegen ist 

cos rJ. = 0, 
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also nach (11) 

(12) ~ t) == ,2 x. Y. = o. 
~ und t) heiBen dann "senkrecht" (orthogonal) zueinander. jetzt konnen 
wir auch den Grund fUr die schon in 1. 4c benutzte Redeweise einsehen, 
zwei Funktionen t(x) und g(x) orthogonal zu nennen, wenn 

(13) jt·g·dx=O 

ist. Denn lassen sich t und g nach einem vollstandigen Orthogonal
system von Funktionen "P. entwickeln 

(14) t = ,2 a •. "P., g = ,2 b •. "P., 

so kann man, da ,2 a~ und ,2 b~ nach der PARSEvALschen Gleichung 
(1. 6. 62) konvergieren, t und g im HILBERTschen Raum durch die Vektoren 

a = { al> a2 , ••• }. b = { b1, b2 , ••• } 

darstellen. Gilt dann (13), so sind wegen 

(15) O=!t·g·dx=,2a •. b.=ab 

auch die zugeordneten Vektoren orthogonal. Dbrigens gilt (15) nach 
einem von HURWITZ zuerst bewiesenen Satze auch dann, wenn (14) 
nur Aquivalenzen sind (vgl. die Bemerkung am SchluB von 11.6 zur 
Arbeit von SCHMIDT). 

Man kann nun im HILBERTschen Raum auch quadratische Formen 

(16) 
1. .. 00 

,2 a.,. x.xl' 
V,I' 

studieren: das sind dann, gleich einer Konstanten gesetzt, Verall
gemeinerungen von Ellipsoiden, bzw. allgemeinen Flachen zweiten Grades 
mit Mittelpunkt. 

Fur n = 3 aber sind die Losungen von 

( 17) 
3 

c,.-l>.,2 all' ·c. = 0 
.=1 

dieselben wie die des Hauptachsenproblems der FHiche zweiten Grades 
1. .. 3 

(18) ,2 a.l'c,c" = 1 

die Losungen von (17) (cl> c2' ca) =l= 0 geben die Richtungen der Haupt
achsen von (18) an. Die Ausdehnung auf n Dimensionen ist ohne weiteres 
moglich. 

In weiterer Verallgemeinerung stellen die Gleichungen 
1. .. 00 

(19) c,.-l>.· 2: a.,.·c.=O fl =1, 2, ... 

das Hauptachsenproblem im HILBERTschen Raum dar (falls man sich 
auf den symmetrischen Fall a.1' = a,.. beschrankt). 
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Zur Behandlung des Hauptachsenproblems studiert man im ge
wohnlichen Raum Drehungen. Das sind bekanntlich lineare Trans
formationen, die den Vektor (cl , c2 , ca) in den Vektor (c~, c~, c~) iiberfiihren: 

1 ... 3 

mit 
C~ = 2: bvp. ·cp. 

p. 

2: bvp.· b"p. = fJ"", 
p. 

Das laBt sich ebenfalIs auf den HILBERTschen Raum iibertragen. 
Man kann nun im dreidimensionalen Raum durch eine geeignete 

Drehung gleichzeitig die quadratische Form 

in die Form 

(20) 

iiberfiihren (Transformation auf Hauptachsen), wahrend 2:c; fest 
bleibt, also gleich 2: C~2 wird: 

2: c; = 2: C; 2. 

(Die Lange bleibt bei der Drehung erhalten.) 
Damit aber geht das Gleichungssystem (17) 

cp.-A2: avl•· Cv = 0 

in das System 
v 

(21 ) fl = 1,2,3 

tiber, da nach (20) durch die Drehung avp' zu fJvp./},p. wird (die A sind 
invariant). (21) liefert entweder A = Ap. oder c~ = O. Also sind die 
drei Ap. die Eigenwerte, und die neuen Koordinatenachsen c~ = 0 (ft = 1, 2 
oder 2,3 oder 3,1) sind die Hauptachsen der Flache zweiten Grades, 
wie oben behauptet wurde. 

All dieses geht genau so im HILBERTschen Raum. Das liegt an 
folgender Eigenschaft der Form 

v,p. 

wenn die Form im oben geschilderten Sinne von einem quadratisch 
integrablen Kern herkommt, d. h. wenn 

v,p. 

konvergiert, ist die Form "vollstetig", d. h. es ist 

(22) 2: a,.p. Xv xp. - 2: a,p' x; x~ 
v, tJ. v, tJ. 
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beliebig klein (kleiner als e > 0), falls 

(23) Ix;-xvl<(J(e) 

fUr jedes 'V ist, und falls.L x: = 1 gilt. Denn es gilt folgende Abschatzung 

( i: a;px7 x p)2:;;;; 1~12. ( i: la7p ,x71)2, 
7+p=n 7+p=n 

da 1 xl' I:;;;; I ~I· Nach SCHWARZ ist weiter 

(24) C~nl a7p X71) 2 ~ ~ X~'7tna;p = vtna~p < ( ;r I 
falls nur n groB genug gewahlt wird, da die Reihe (7a) konvergiert. Also 
ist auch 

I 00 00 I Iv+ p=n-l 7+p=n-l 1 

I.L a7p x7 Xp-.L avp x; x~, < .L a7p x. xp- .L avp x; x~: + 
1 1 I '+1'=1 '+1'=1 I 

1 ~ ~, '1 + ~ a.px.xp-'::'" a.px.xp 
!"'+I'=n "+Jl=tJ 
e e e 

<3+3+3=e. 

Denn das erste Glied rechts ist als endliche Summe stetiger Funktionen 
von endlich vielen Variablen seIber stetig, wird also mit (23) beliebig 
klein, wahrend bei den anderen Gliedern die Abschatzung (24) benutzt 
worden ist. Damit ist also die Vollstetigkeit der quadratischen Form 
nachgewiesen. [Vollstetigkeit ist bei n = 00 mehr als Stetigkeit. Diese 
verlangt die Kleinheit von (22) bei der starkeren Einschrankung 
00 

.L (x;- x.) 2 < (J2.] 
1 

Diese Formeln gelten im HILBERTschen Raum zunachst nur fUr 
a"p = ap.; aber auch fUr den unsymmetrischen Fall 

avp=Fapv 

gewann HILBERT die Ergebnisse FREDHOLMs. 
Eine ganz groBe Leistung HILBERTs bestand aber darin, die Theorie 

auf quadratische Formen 

bzw. auf Bilinearformen 
.L a7p x. Yp 

auszudehnen, die nicht mehr vollstetig, sondern nur noch beschrankt 
sind, d. h. fUr die bei endlich langen Vektoren 

Hamel, Integralgleichungen. 9 
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gleichmaBig beschrankt ist. Diese Theorie fiihrt zur Theorie der Integral
gleichungen mit singuliirem Kern, bei denen das Spektrum (d. h. die 
Gesamtheit der Eigenwerte) nicht mehr diskret zu liegen braucht, sondern 
auch Kontinuen enthalten kann. Derartige Spektren spielen in der 
Quantentheorie eine ausschlaggebende Rolle (vgl. II. 13 I). 

Dber quadratische Formen mit endlich vielen Variablen unterrichten 
die Lehrbticher der Algebra, der Determinanten, der analytischen 
Geometrie und der quadratischen Formen. 

10. Unendlich viele line are Gleichungen mit unendlich 
vielen Unbekannten. 

Auf solche Gleichungen, die wir z. B. III (II. 9. 6) erhielten und die 
wir immer 

(1 ) 
00 

.L avJ.t· x,. = cJ.t 
v~l 

p=1, 2, ... 

schreiben wollen, fiihren noch viele andere Aufgaben, wie etwa die 
Integration der Gleichung von HILL 

(2) y" + P (x) . y = 0, 
wo 

p (x) = bo + b! . cos X + b2 • cos 2x + ... 
eine periodische Funktion von x ist. Gefragt wird nach den periodischen 
Lasungen von (2) (vgl. II. 11). 

Der Praktiker wird ein solches Problem [die xI' aus (1) zu bestimmenJ 
so anfassen, daB er nur n Gleichungen hinschreibt und auch nur n Un
bekannte nimmt. Er geht also aus von 

p=1,2, ... ,n. 

Er weiB, daB es bei der Auflasung dieses Systems nach den unbekannten x. 
auf die Determinante 

(4) ,1" = II avJ.t II 
ankommt, darauf, ob sie gleich oder ungleich null ist. Der Praktiker 
wird daher versuchen, ob eine Theorie der "unendlichen Determinanten" 

(5) ,1 = lim ,1" 

maglich ist, d. h. er wird versuchen, die gesuchte Lasung von (1) aus 
der von (3) durch Grenztibergang (n -+ 00) zu finden. 

HELGE VON KOCH hat nun eine solche Theorie geschaffen. (Die 
Literatur findet man bei F. RIEss! angegeben, wo man auch tiber aIle 

1 RIESS, F.: Les systemes d'equations lineaires a une infinite d'inconnues. 
Collection Borel. Paris 1913. 
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;i.lteren Versuche Literaturangaben findet.) v. KOCH zeigt: der Praktiker 
ist mit seinem Versuch auf dem rechten Wege, wenn folgende Voraus
setzungen erfiillt sind: 

(6) 

und 

(7) 

konvergieren (bvll ist das KRONECKERsche Symbol), und ebenfalls kon
vergiert 

(8) 

Man verlangt von den Unbekannten XV' daB 

(9) 2 x; 
konvergiert. Da man jede der Gleichungen (1) durch einen Faktor 
dividieren kann, kann man stets erreichen, daB 2 c; konvergiert: (8) kann 
also stets als erfiillt angesehen werden. 

Man ist mit diesen v. KocHschen Voraussetzungen schon nahezu 
im HILBERTschen Raum, den nun ERHARD SCHMIDT, unter Verall
gemeinerung HILBERTscher Ergebnisse, konsequent betritt 1. 

Man kann das Gleichungssystem (1) in der geometrischen Sprache 
des HILBERTSchen Raums (nach II. 9) schreiben 

(10) 
mit 

mil = {«til' a2w · .• }. 

,u=1,2, ... 

Wie HELGE VON KOCH verlangt E. SCHMIDT, daB 11:1 existiert (d. h. 
endlich ist) , im iibrigen trifft SCHMIDT nur die Voraussetzung, daB 1 mil I 
endlich ist. Es soli also 

(11 ) 

fiir jedes,u konvergieren. [1m Schema der Gleichungen (1) soli also die 
Summe der Zeilenquadrate konvergieren.] Das ist erheblich weniger 
als das, was v. KOCH in (6) und (7) verlangt. 

Man kann weiter mit Hilfe eines Einheitsvektors m~) schreiben 

mil = I mil! . m~O) . 
Damit hat man statt (10) 

( 12) 

1 SCHMIDT, ERHARD: Uber die A uflosung von linearen Gleichungen mit abzahl
bar unendlieh vielen Unbekannten. Rend. eire. Mat. Palermo, Ed. 25 (1908). 

9* 
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Hierin sind die hI' als bekannt zu betrachten. Die unendlich vielen 
Gleichungen (1) haben in der Form (12) den Sinn erlangt, dafJ man im 
HILBERTSchen Raum einen Vektor ~ sucht, dessen Projektionen bl' auf 
die unendlich vielen Einheitsvektoren ~)!l) gegeben sind. 

ERHARD SCHMIDT orthogonalisiert nun die ~~O) analog zu dem in 
1. 6 c geschilderten Verfahren. Er wahlt also neue Einheitsvektoren IB~O): 

IBiO) = ~iO) 

IB(O) = ex . ~(O) + f3 ~lO) 
2 1 2 ' 

so daB 

und 
IB~0)2 = ex2 ~iO)2 + 2 exf3 ~~OJ ~~O) + f32 ~~0)2 = 1 

ist. Hieraus werden ex, f3 bestimmt, falls ~iO)und ~iO) voneinander 
unabhangig sind: 

~~O) =$= A . ~iO) . 

So fahren wir fort. Wir erhaIten so aus (12) das Gleichungssystem 

(13 ) [ 
IBiOJ ~ = bI == al 

IB~OJ ~ = ex ~I + f3 b2 == a2 . 

Es kann sein, daB die Orthogonalisierung bei dem 11. Schritt versagt: 
das tritt dann und nur dann ein, wenn ~;?) von ~iOl, ~~O), ... , ~;?~ 1 
linear abhangig ist, wenn also 

" (14) 1; kv . ~~O) = 0 
I 

gilt mit nicht samtIich verschwindenden Konstanten kv' Dann muB 
nach (12) die entsprechende Beziehung zwischen den bv bestehen: 

n 

(15 ) 1;kv ·bv =O' 
I 

Gilt dies nicht, so sind die unendlich vielen Gleichungen (1) [oder (12) ] 
widerspruchsvoll: sie haben dann iiberhaupt keine Lasung~. Gilt aber (15) 
zugleich mit (14), dann laBt man im Verlauf der Orthogonalisierung 
einfach die abhangigen ~;?) fort und streicht die zugeharigen abhangigen, 
also iiberfliissigen Gleichungen 

~;?) ~ = b". 

Liegt also kein Widerspruch vor, so erhalten wir aus (12) nach (13) 
das Gleichungssystem 

( 16) '1'= 1, 2, ... 

mit orthogonalen Einheitsvektoren IB~O). 
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Wir sehen also, daB die a., die als bekannt gelten diirfen, die Koordi
naten des gesuehten Vektors 1; in dem Orthogonalsystem der 58~O) sind; 
es ist also 

1. .. 00 

( 17) 1; = .L a. 58~O) 

eine Lasung des Systems (16). Diese Gleiehung sehreibt sieh aueh 
1. .. 00 

xp = .L a." bpv 

• 
SolI 1; ein HILBERTseher Vektor sein, so muB er naeh II. 9 eine end

liehe Lange haben, also muB 

konvergieren. Diese Bedingung ist not wen dig und hinreiehend fUr die 
Existenz von 1;. 

Die gefundene Lasung 1; ist eindeutig, wenn das System der 58~O) 
"vollstiindig" ist: d. h. wenn ein Vektor, dessen samtliehe Koordinaten 
in bezug auf die 58~O) versehwinden, identiseh null sein muB (vgl. die 
Vollstandigkeit von Funktionensystemen in 1. 6k). 

Diese Vollstandigkeit der 58~O) sowie die Abhangigkeit der ~~O) von
einander kann von vornherein dureh die Betraehtung gewisser Determi
nanten aus den avp festgesteUt werden. Diese Determinanten haben 
als Elemente die inneren Produkte 

1 ... 00 

~p~a= 1..' a •. pava=l~pl·l~al"eosQ(pa· 
u 

Naeh der gesehilderten Umformung der ~p zu den 5B~O) haben diese inneren 
Produkte den Wert opa' so daB also die Determinante (GRAMsche Determi
nante geheiBen) 

( 18) Ll n = II ~p ~all ~} = 1,2, ... , n 

den Wert 1 hat. Notwendig und hinreiehend dafiir, daB die n erst en ~{'l 

voneinander unabhangig sind, ist nun, daB die Ll,. aueh vor der Um
formung nieht null sind (vgl. II. 1, Anhang). 

Damit die 5B~O) vollstandig sind (d. h. daB man sieher ist, die ein
deutige Lasung des Systems gefunden zu haben, wenn man eine Lasung 1; 

kennt) , miissen die avp noeh eine we it ere Bedingung erfiillen. Es diirfen 
in unserem System (1) gewissermaBen keine Gleiehungen fehlen. Aber 
woran erkennt man das bei unendlieh vie len Gleiehungen? 

Wenn wir n Gleiehungen mit n Unbekannten haben, und wir haben 
sie orthogonalisiert und normiert 

( 19) j! = 1, 2,".", n, 
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so bedeuten die Koeffizienten bl'v einer Zeile (fl = 1, ... , n) die Koordi
naten des Einheitsvektors 58~O) irn n-dimensionalen Raum. Aber auch 
die Koeffizienten bl'v (v = 1, ... , n) einer Spalte bedeuten die Koordinaten. 
eines Vektors: namlich des v. Achseneinheitsvektors, ausgedriickt im 
System der 58~O). Diese Achseneinheitsvektoren bilden auch ein n-Bein 
(d. h. sie sind orthogonalisiert und normiert). Wie also aus der ana
lytischen Geometrie wohlbekannt ist, muB auch die Summe der Koeffi
zientenquadrate einer Spalte 

(20) 

sein (denn das ist das Quadrat der Lange des v. Achseneinheitsvektors). 

Wurde (20) kleiner als 1 sein, so fehlte im Gleichungssystem (19) 
eine Zeile: wir haben mehr Unbekannte Xv als Gleichungen. Das laBt 
sich nun auf den HILBERTschen Raum ubertragen: nach vorgenommener 
Orthogonalisierung und Normierung U8~O)2 = 1) muB auch hier 

fur aile fl 

sein, wenn in dem unendlichen System (1) keine Gleichung fehlen soIl. 
Auch diese Bedingung laBt sich als eine Bedingung der av ," (also vor der 
Orthogonalisierung der Wv) ausdruck;en. Gilt diese Bedingung, so sind 
unsere unendlich vielen Gleichungen eindeutig auflasbar. 

11. Die MATHIEusche Gleichung. 
Ais Beispiel fUr die Methode der unendlich vielen Gleichungen mit 

unendlich vielen Unbekannten nehmen wir einen Sonderfall der HILL
schen Gleichung (II. 10. 2) 

(1 ) y" + (J. + 2 h . cos x) . y = 0, 

die sogenannte MATHlEusche Gleichung. Von dieser such en wir ins
besondere die MATHIEuschen Funktionen erster Art als Lasung, d. h. 
Lasungen der Form 

co 

(2) Y = ~ Co + .L.: Cv • cos v x * . 
v=l 

(Also gerade und von der Periode 2 n.) 
Durch Einsetzen dieses Ansatzes nebst 

Y" = - .2: v2 • Cv • cos v x 
erhalt man 

* Vgl. den Aufsatz von STRUTT: Erg. Math. Ed. 1 (1932) Heft 3, wo man wei teres 
findet. 
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(3 ) 
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00 

"L: (A - y 2) • C • • cos y x + ~ }, Co + h Co • cos X + 
1 00 

+ 2 h . ~ c • . cos y X • cos X = 0, 

00 

.2 (A - y2) • C • . cos y X + -} A co· + h Co • cos X + 
1 00 

+ h.2; C. [cos(y + 1) X + cos(y-1) x] = 0, 
1 

00 

+ .2COSYX [(A-y2) ·c.+hC._l +hcv+lJ =0. 
2 

Bieraus folgt sofort das System der unendlich vielen homogenen 
Gleichungen fUr die unendlich vielen Unbekannten Cv: 

1 
2" A Co + h c1 = 0 

h . Co + (A - 1) c1 + h c2 = 0 

(4) 

Bier ist die SCHMIDTSche Theorie direkt anwendbar, da in jeder Zeile 
nur drei Glieder stehen, die Summe der Zeilenquadrate [nach (II. 10. 11): 
2; a;/lJ also existiert. Ebenfalls stellt man unschwer fest, daJ3 aIle Zeilen 
• 

unabhangig voneinander sind (bei beliebigem h und A). Es muB dann 
weiter die Theorie SCHMIDTs fUr die homogenen Gleichungen angewendet 
werden, die wir nicht einmal angedeutet haben (§ 9, 10, 11 der SCHMIDT
schen Arbeit). 

Wollen wir die v. KocHsche Theorie (II. 10) anwenden, so dividieren 
wir erst die Zeilen durch A, A-1, A- 22, ••. , A- y 2, ••• , wobei wir noch 
annehmen wollen, daB keine dieser GraBen null sei. Dann bekommen wir 
ein Gleichungssystem mit lauter Einsen in der Bauptdiagonale (bis auf 
die linke obere Ecke). Wir schreiben uns das Koeffizientensystem 
von (4) auf: 

(5) 

1 

2 

h 

h 
I, 

1 

h 
}._22 

h 
},-1 

1 
h 

}._22 
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Man sieht sofort, daB aIle v. KocHschen Voraussetzungen erfUIlt sind: 
bis auf v = 0 ist stets 

a •• -1 = 0, 

also konvergiert 2'1 avv-1i bestimmt. Ferner entnimmt man dem 
Schema, daB 

~ 1 h2 h2 h2 

~ (avl'-b'I')2=4+]2+2 (;'_1)2 +2(;'_22)2+'" 

ist. Diese Reihe konvergiert wie 2' 1/v4. SchlieBlich konvergiert auch 
2' c~, da aIle c. = 0 sind. 

Wir konnen also nach II. 10 die Folge der Determinanten LIn bilden, 
und wir sind dann sicher, daB die Gleichungen 

LIn = 0 

bei hinreichend groBem n die gesuchte Beziehung zwischen h und A 
mit beliebiger Genauigkeit finden lassen. 

So gibt z. B. die dritte Naherung 

h 

2 T 0 

Ll3 = 
h h 

}.-1 1 }.-1 

1 1 h2 h2 

2 2 (}.-1) (}.-4) -}.(}.-1) =0, 
h 

0 }._22 

oder 
A(A-1)(A-4) =h2(3A-8). 

N atiirlich ist diese Naherung nur fiir hinreichend kleine A und h brauchbar. 

12. ABELs Integralgleichung. 
Diese Integralgleichung, die wir jetzt betrachten wollen, ist vielleicht 

die alteste (siehe Einleitung!). Sie entstammt folgendem Problem der 
Mechanik: 

P..----------1:t" Auf einer glatt en Bahn in vertikaler Ebene 
gleitet ein Korper widerstandslos unter alleiniger 

"'---------1z 
Einwirkung der Schwer kraft herab. Wie groB ist 

.;...------=~""O seine Fallzeit (Abb. 17)? 
Urn diese Frage beantworten zu konnen, fiihren 

wir folgende Bezeichnungen ein: 
Abb.17. 

x sei die Rohe der Anfangslage P des Korpers, den wir punktformig 
annehmen, z sei die Rohe irgendeiner Zwischenlage, und 0 sei die Rohe 
der Endlage. s sei die Bogenlange des in der Zeit t yom Korper zuriick
gelegten Weges. 

N ach dem Energiegesetz gilt nun fUr die Bahngeschwindigkeit des 
Korpers 

ds V =--? -~ v- dt - _g(x -) 
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(g = 9,81 mjsec2), daher ist die Fallzeit, die der Korper braucht, urn 
von P nach 0 zu kommen, 

T 0 

T(x) = jdt = j ds = 1 j s'(z).dz 
y'2g(X-Z) Y2g yx-z 

(1 ) o z= x 
x 

= __ 1_. j s'(z).dz . 
V2i yx-z 

o 

Bei gegebener Bahn s = s (z) gibt uns diese Formel die gesuchte Fall
zeit T. Wir fragen nun umgekehrt: T (x) sei als Funktion von x gegeben 

(2) T(x) = t (x). 

Welche Kurve s (z) ist dann so beschaffen, daB die Fallzeit fUr einen 
K6rper, der auf ihr von P nach 0 fa.llt, t (x) ist? [1st t (x) konstant, so 
liegt das Problem der Isochronen vor: man sucht Kurven, bei denen 
die Fallzeit von der Fallhohe unabhangig ist.] 

Wir such en also 

(3) y (z) == _ S' (z) > 0 
V2i 

(s' ist negativ, da die Kurve fallen muJ3). Aus (1) folgt dann fUr y (z) 
eine V OLTERRAsche In tegralgleich ung 

x 

(4) t(X)=jY(Z).dZ 
yx-z 

o 

mit dem Kern K = :;1 . Dieser Kern wird von der Ordnung-21- an der 
vx - z 

Stelle x = z unendlich: er ist daher nicht quadratisch integrabel, da zwar 

aber nicht mehr 

x 

j dz 

yx-z' 
o 

x 

J~--x-z 
o 

existiert (vgl. 1. 6f). Die SCHMIDTsche Theorie ist also nicht mehr 
anwendbar. 

Bier hilft uns der ProzefJ des "Gliittens" weiter, den wir im nachsten 
Abschnitt allgemeiner besprechen werden. 

Wir multiplizieren (4) mit dem Kern 
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und integrieren nach X von 0 bis u. Wir bekommen so: 

u .. " 

(5) j
f{X)'dX = j ~ j y{z).dz. 
yu-x yu-x yx-z 

,,=0 ,,=0 .=0 

Das zweifache Integral rechts kann man als Doppelintegral in der 
x-z-Ebene fiber das schraffierte Dreieck auffassen (Abb. 18): statt erst tL wie oben fiber z von 0 bis x und dann fiber x von 0 bis u 

zu integrieren, fiberstreicht man das Integrationsgebiet, 
U namlich das schraffierte Dreieck, auch gerade einmal, 

wenn man erst fiber x von z bis u und dann fiber z von 0 
o 

bis u integriert. Daher kann man die rechte Seite von (5) 
u r . 

Abb. 18. auch so schrelben 

Das innere Integral ist der iterierte Kern K2 (u, z); er kann elementar 
berechnet werden und ergibt den konstanten Wert n. Also bleibt nach 
(5) und (6) 

(7) 

.. u 

j Y(z) . dz = ~jf{X)' dx. 
n yu-x 

o 0 

1 sei die gesamte Bogenlange, die der K6rper auf der Kurve durchlauft; 
da nach (3) 

ist, wird also (7): 

(8) 

oder 

(9) 

y = - ~--' s' (z) V2 g 

.. 
l-s(u) =~y'2g.jfjX)'dX, 

n yu-x 
o 

.. 
s'(u) =_~ y'2g ~jf{X) .dx. 

n du yu-x 
o 

Damit die Kurve eine nach der Vertikalkoordinate u differenzierbare 
Bogenlange besitzt, muO daher .. 

j f{X)' dx 

l'u-x 
o 

eine differenzierbare Funktion von u sein, was wegen des Nenners y'u-x 
im Integral auch bei stetigem f(x) keineswegs selbstverstandlich ist. 
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Das Problem der Isochrone (f (x) = T = const) lost sich jetzt so: 
es ist doch 

also nach (9) 

" J dx -
T· -==2T· VU, vu - x 

o 

I ds -T 1 
s =llZ=-V2gn-VZ' 

~ sei die horizontale Koordinate der gesuchten Kurve (s. Abb. 17), so da/3 

also 

(10) 

worm T2 
a =2g' n2 >0 

ist. Setzt man weiter (da 0 < z < a sein mu/3) 

(11 ) z = a . sin 2 rp = -~- (1 - cos 2 rp) , 

so folgt aus (10) 
'P 

( 12) ~ = f 2a.cos2 rp.drp=; (2rp +sin2rp). 
o 

(rp = 0 ist in den Anfangspunkt 0 gelegt worden, wo z und ~ ebenfalls 
null werden.) Die Kurve bestimmt sich also nach (11) und (12) als eine 
spitze Z ykloide. 

Wir haben bisher nur bewiesen, da/3, falls liberhaupt eine Losung 
unseres Problems existiert, es die in (7) gefundene ist. Durch Einsetzen 
dieser Losung in die Integralgleichung (4) ist nun noch, besonders im 
allgemeinen Fall, nachzuweisen, da/3 sie wirklich dieser Gleichung genligt. 
Man erkennt so in der Tat die Richtigkeit un serer Losung (vgl. das 
Buch von BacHER). 

13. SinguHire Kerne. Beispiele. 
In der Praxis sind die Kerne meist regular im Sinne von 1. 6 f, sogar 

analytisch, bis auf die Stelle x = z oder x = 0 oder x = l. Der Kern 
ist jedenfalls dann quadratisch integrabe!, wenn die Ordnung des even
tuellen Unendlichwerdens kleiner als 1/2 ist (vgl. II. 12). Daher stort 
eine logarithmische Unstetigkeit nicht, da 19 I x - z I von niederer Ordnung 
unendlich wird fUr x = z als j ede Potenz I x - z I"; sie zerstort auch nich t 
die mittlere Stetigkeit des Kerns (vgl. 1. 6 f). 

Ist die Ordnung des Unendlichwerdens aber 1/2 oder gro/3er als 1/2' 

jedoch kleiner als 1 (sonst ist der Kern liberhaupt nicht mehr integrabel), 
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so ist der Kern nicht mehr quadratisch integrabel. Man kann dann aber 
die Integralgleichung I 

(1) y(x)=2./K(x,z)'y(z)·dz+/(x) 
o 

"gliitten", indem man sie mit K (u, x) multipliziert und nach x integriert, 
womit man 

I I I 

/ y(x)· K(u, x)· dx =A/ K2(U, z)· y(z)· dz + / K(u, x) '/(x)· dx 
o 0 0 

erhalt (K sei im folgenden als symmetrisch vorausgesetzt). Die linke 

Seite dieser Gleichung ist nach (1) aber gleich ~ (y (tt) -I (u)), so daB 

man schliel3lich 
I I 

(2) y(u) =22/ K2(U, z)· y(z) ·dz + I(u) +2/ K(u, x) '/(x)· dx 
o 0 

bekommt. 
K2 ist in der Regel "glatter" als K. 1st z. B. K von der Form (x = z 

sei die einzige singulare Stelle) 
H(x.z) 

jx-zj'" 
wo H (x, z) stetig ist, so zeigt man leicht, daB 

I 

K 2(xz)=j H(x,u)·H(u,z) .du 
, jx-u,"'·jz-uj'" 

die Form o 

__ ~2(X,Z) 
jx_z,2",-1 

IX < 1 , 

hat, wo H2 regular ist. (Beweis ahnlich wie am Schlusse von 1. 6f.) 
Es ist aber 

21X-1 = IX- (1-1X) < IX, 

da IX < 1. Eine nochmalige Glattung von (2), d. h. Obergang von K2 
zu K 4, ergibt als Ordnung des Unendlichwerdens von K4 

2(20(-1)-1 =41X-3, 

eine abermalige Glattung ergibt die Ordnung 

2(41X-3)-1 =81X-7, 

und ein n. Schritt ergibt schliel3lich die Ordnung 

2n lX- (2"-1) = 1- 2"(1-1X). 

\Venn 1X<1, wird 1-2n (1-1X) sicher einmal null oder negativ, also 
auch einmal kleiner als 1/2, Der zugeh6rige Kern K" ist dann quadratisch 
integrabel; auf ihn wird also nach 1. 6f die SCHMIDTsche Theorie und 
schliel3lich auch die FREDHoLMsche anwendbar. 
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Mit anderen Worten: die Konvergenz, bzw. Gleichheit von 

K" (x, z) = ~ ; .. tp .. (x) . tpn (z) 

141 

tritt erst bei den h6heren Kernen ein (vgl. Satz 21 a in I. 6g). Das 
andert wenig an den Ergebnissen der SCHMIDTschen Theorie. 

Dagegen iindert sich das Ergebnis ganz wesentlich, wenn die Ordnung 
des Unendlichwerdens des Kernes (etwa lilr x = Z oder an den Enden des 
Integrationsintervalles) die erste wird (d. h. K wird unendlich wie z. B. 
1/x-z). Es braucht dann weder der Satz von der Existenz eines Eigen
'lR)ertes noch der von ihrer diskreten Lage richtig zu bleiben. Wir werden 
im allgemeinen kontinuierliche Spektra zu erwarten haben, so, wie wenn 
in der HILBERTschen Theorie nach Schlufl von II. 9 die bilineare Form 

2: aV",xl'Y", 

zwar noch beschriinkt, aber nicht mehr vollstetig ist. 
Derartige Verhaltnisse liegen auch bei Integralgleichungen mit un

begrenztem Integrationsintervall vor 
00 

(3 ) Y (x) = J K (x, z) . Y (z) . dz + I (x) . 
o 

Setzt man 
1 

Z = 19 t = -lg t , 
1 

X = 19r' 
so folgt 

1 

(4) J dt 
Y(r) =}. K (-lgr, -lg t) . Y(t) t +F(r), 

o 
wenn man noch 

y(x) = y(-lgr) = Y(r), I(x) =f(-lgr) =F(r) 

setzt. Der Kern der neuen Integralgleichung (4) 

1 
-i - K (-lg r, -lgt) 

wird aber fUr t = 0 in der Regel unendlich von der erst en Ordnung, 
wenn K (x, z) fUr z ---* 00 beschrankt bleibt. 

Hat der Kern die Form 
H(x,z) 
x-z 

(H sei stetig), so muB man dem Integral der Integralgleichung (1), damit 
es iiberhaupt einen Sinn hat, den sogenannten CAUCHYSchen Hauptwert 
geben, d. h. den Wert 

(4a) lim (7' + J), 
,-+0 0 z+, 

oder man muB einen anderen Wert vereinbaren. 
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·Wir betrachten nun mehrere Beispiele fUr derartige singuHi.re Kerne. 
1. Wir machen folgende Voraussetzungen: die Funktionl (x +i y) = 1 (z) 

sei in einem Gebiet G der komplexen Zahlenebene regular analytisch, 
und eine geschlossene Kurve C liege so in diesem Gebiet, daB auch das 
Innere von C ganz zu G geh6rt. Dann gilt bekanntlich die CAUCHYSche 
Formel 

(5) 
_1_1 t(z) ·dz = {/(O fur C innerhalb von C 
2ni Y z- C 0 fUr C auBerhalb von C. 

c 

(Abb.19). Wenn aber C auf C liegt, und wenn diese Kurve in C eine 
Tangente hat, gilt 

Abb.19. 

(6) _1_.1 j(z)·dz =~/(C)' 
2n~ Y z- C 2 ' 

C 

hierbei ist fur das Integral der oben erklarte CAUCHY
sche Hauptwert zu nehmen. (6) ist eine singulare 
Integralgleichung fUr 1 (C) mit dem Kern 1/z - C und 
dem Eigenwert 1/ni; aIle im geschilderten Sinne in 

dem Gebiet G regularen Funktionen 1 (C) sind Eigenfunktionen (daB 
aIle Funktionen komplex sind, ist unwesentIich). Hier sehen wir schon 
eine Abweichung von den Verhaltnissen bei regularen Kernen: zu einem 
Eigenwert (A = 1/ni) geh6ren unendlich viele unabhangige Eigen
funktionen I(C). Der Kern ist auch noch antisymmetrisch; vgl. II. 5! 

2. Das FOURIERsclte Integraltheorem kann im einfachsten Fall so 
formuliert werden: 

1st 1 (x) stetig, von beschrankter Schwankung, und ist es absolut 
integrabel von 0 bis =, so existiert 

00 

(7) g (x) = 1/~ . f 1 (z) . cos (x z) . dz, x:2:0, 

o 

und diese Gleichung laBt sich umkehren zu 
00 

(8) I(x) = i! . f g(z)· cos (xz) . dz. 
o 

[/ (x) ist z. B. von beschrankter Schwan kung in 0 ... =, wenn es 
in j edem endlichen Intervall O ... l nur endlich viele Maxima und Minima 

00 

hat; es ist in 0 ... = absolut integrabel, wenn J I/(x) I· dx existiert.] 
o 

Die Addition von (7) und (8) gibt mit It (x) = 1 (x) + g (x) : 
00 

(9) h (x) = V! . fit (z) . cos (xz) . dz. 
o 
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Der symmetrische beschrankte Kern cos (xz) hat also im Intervall 0 ... 00 

beim Eigenwert V2/n (dies ist ubrigens sein einziger) die unendlich 
vielen Eigenfunktionen h = 1 + g. 

3. HILBERT gab ein ahnliches Beispiel an. Es laBt sich 

1 

(10) I(x) = f ctgn(x-z) ·g(z) ·dz 
o 

bei 
1 

f g(z) ·dz =0 
o 

umkehren zu 
1 

(11 ) g(x) = - f ctgn(x-z) . j(z) . dz 
o 

mit 
1 

fl(z).dz=o. 
o 

[Da ctg x an der Stelle 0 einen Pol besitzt, sind diese Integrale als 
CAUCHYSche Hauptwerte (4a) aufzufassen.] 

Setzen wir hier 
h(x) =/(x) +i·g(x), 

so erhalten wir aus (10) und (11) 
1 

( 12) h(x)=-i f ctgn(x-z) ·h(z) ·dz. 
o 

Also hat der singulare antisymmetrische Kern ctgn (x-z) (=-ctgn (z-x)) 
zu dem Eigenwert -i unendlich viele komplexe Eigenfunktionen, natiir
lich eben so zu + i. 

4. Von PICARD riihrt folgendes einfache Beispiel fur einen singularen 
Kern her. Man zeigt leicht, daB die Integralgleichung 

+00 

(13 ) y(x) = A· f e- 1x - zl • y(z) . dz + I(x) 
-00 

bei zweimal differenzierbarem 1 (x) mit der Differentialgleichung 

( 14) y" +(21.-1) ·y=g(x) ==/"-1 

wesentlich identisch ist. Man fiihre nur die rechtsstehende Operation 
aus. Die Lasung der zu (14) homogenen Gleichung 

y"+(2A-1)·y=0 
ist 

( 15) 
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mit 

( 16) fl2 = 1- 2 A. 

A und B sind konstant. 
Die selbstverstandliche Forderung, daB das Integral in (13) existieren 

soil, liefert uns noch als Bedingung fUr den reeilen Teil von fl: 

(17) -1 < a-t(u) < + 1-

Aile fl, die (17) erftiilen, liefern in (15) Losungen der homogenen Integral
gleichung (f (x) == 0): die dazugehorigen A sind also Eigenwerte von (13). 
Diese A erfUilen aber das Innere einer Parabel der komplexen A-Ebene; 
die Eigenwerte liegen also nicht mehr diskret, wir haben vielmehr ein 
kontinuierliches Spektrum. Da A und B frei bleiben, gibt es zu jedem 
dieser A noch zwei unabhangige Eigenfunktionen. Dabei ist der Kern 
e- Ix - zl symmetrisch und beschrankt; er konvergiert sogar fUr x --J>- ± <Xl 

starker als jede Potenz 1 x- z I" gegen null. Die Abweichung von den 
Ergebnissen der SCHMIDTschen Theorie wird hier also allein durch das 
Intervall - <Xl ••• <Xl hervorgerufen. 

Zur Literatur ist noch zu bemerken, daB die Integralgleichung 
+00 

y(x) =A· J K(z-x) ·y(z) ·dz 
-00 

von BOCHNER! untersucht wurde, wahrend N. WIENER und E. HOPF 2 

die schwierigere Gleichung 
00 

y(x) =A-J K(z-x) ·y(z) ·dz 

betrachteten. 
o 

An diesen Teil der Theorie der singularen Kerne grenzt auch das 
ganze Kapitel der Integraltransformationen an, wie z. B. die Theorie der 
LAPLACEschen Transformation 3 

00 

f(x) = J e-xz·g(z) ·dz, 
o 

tiber die eine umfangreiche Spezialliteratur besteht. Wir dienen unseren 
Lesern vielleicht am besten, wenn wir auf die zahlreichen Arbeiten von 
DOETSCH mit ihren vielen Anwendungen hinweisen, besonders auf die 
zusammenfassenden und orientierenden Aufsatze in dem Jahresbericht 
d. Dtsch. Math. Ver. und in CRELLEs Journal. DOETSCH hat in diesen 
Arbeiten auch eine strenge Grundlage fUr die HEAVlsIDESche Operatoren
methode geschaffen. 

Die altere Literatur tiber singulare Integralgleichungen findet man 
in dem Enzyklopadieartikel von HELLINGER und TOEPLITZ verzeichnet. 

1 BOCHNER: Berl. Akad. Ber. 1930. 
2 WIENER, N. u. E. HOPF: Berl. Akad. Ber. 1931-
3 DOETSCH, G.: lTheorie und Anwendung der LAPLACE-Transformation. Berlin: 

Julius Springer 1937. 
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14a. Eine Integralgleichung aus der Theorie 
der Tragfiiigei. 

Nach FUCHS-HoPF-SEEWALD l spielt in der Theorie der Tragfliigel 
die Integralgleichung +a 

(1 ) _1 J y(z) ·dz = t(x) 
2:n; z-x -a< x< +a 

-a 

eine Rolle; t (x) ist gegeben, y (z) gesucht. Das Integral ist als CAUCHY
scher Hauptwert zu verstehen; die Integralgleichung ist (wegen der 
Stelle x = z) singular. 

(Vergleiche zum folgenden das Beispiel in II. 1!) 
Wir set zen zunachst 

(2) z=-a'cos1p, x=-a·cosip, dz=a·sin1p·d1p 

und erhalten damit 
1t 

_1_ J y (-acos1p)' sin1p' d1p = t(- a' costp). 
2:n; coscp- cos1p 

o 
Es sel weiter 

(4) 
y (- a . cos 1p) . sin 1p = y (1p) 

t(- a . cos ip) = F (tp) 

gesetzt. Dann nimmt die Integralgleichung (3) die Form an 
:It 

(5) _1_ J Y(1p)' d1p - F 
2 :n; cos cp - cos 1p - (ip) . 

o 

Alle hier vorkommenden Funktionen sind im Intervall O •.. n erklart 
oder gesucht. Fiir dieses Intervall spielen nun die Funktionen cosntp 
(n=O, 1, 2, ... ) die Rolle einesabgeschlossenen Systems (s. II. 1 u. II.1S !). 
Set zen wir insbesondere Y(1p) = cosn1p, so erhalten wir den Hiltssatz: 

Es ist 

(6) 

:It 

..!.-J cosn1p d =_ sinncp 
:n; cos cp - cos 1p 1p sin cp 

o 

n = 0,1,2, ... 
O<ip<n. 

Zum Beweis schreiben wir, was Wlr bei geraden Funktionen stets 
tun diirfen, fiir die linke Seite von (6) 

+1t 

(7) 1 J cosn 1p 
2:n; -c-o-s -cp-----'CO-S-1p- d 1p 

-:t 

und setzen jetzt 
1· . 

cos1p = 2' (e''!' + e- ''1'), 
1· . 

cosn1p = 2' (e·n'l' + e-·n'l') , 
. . 1 

d1p = d(e''I') . e-''I'· T' 

1 FUCHS-HoPF-SEEWALD: Aerodynamik Ed. 2, 2. Auf!. S.82f. 

Hamel, Integralgleichungen. 10 
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Wir erhalten so aus (7)-. 
'P~n 

(8) 
1 f ein'P+e-i"'P . 

--.- o· . d(e''P). 
Z t :n e-' 'P + 1 - Z cos rp e' 'P 

Wir setzen noch 'P~-n 

und fUhren demnach die Integration in (8) tiber den Einheitskreis der 
komplex en z-Ebene aus: 

(9) - z::n f--;2F~~~!zz~:srp.z dz. 

Nun hat die in (9) zu integrierende Funktion singuHire Stellen: 
erstens auf dem Rande des Einheitskreises, namlich dort, wo 

ist, d. h. wo 
Z2 + 1 - 2 cos cp . z = 0 

z = cos cp ± V cos2 cp -1 = cos cp ± i . sin cp = e± i 'P 

ist, und zweitens fUr z = o. 
N ach dem Residuensatz der Funktionentheorie konnen die Residuen 

des Integranden in (9) fur diese drei singularen Stellen gesondert be
rechnet und dann addiert werden: die Summe dieser Residuen gibt 
dann den Wert des Integrales (9). 

Nach (II. 13. 6) ergeben die beiden erst en singularen Stellen gemaB 
der Darstellung von (9) - es handelt sich wieder urn Hauptwerte -

den Anteil 

1 f z"+z-n --.- ----. ----.-dz 
Zt:n (z-e''P) (z-e-''P) 

der im ganzen null ergibt. Es bleibt daher nur noch das Residuum 
fur z = 0 zu bestimmen. Hierbei gibt das Glied mit zn uberhaupt nichts, 
es bedarf nur 

(10) 1 f z-" ---. . . dz Z:n t (z _ el'P) (z _ e-''P) 

einer Untersuchung. 
Das Integral in (10) konnen wir jetzt, da die Wirkung der Randstellen 

ei'P, e-i'Puntersucht worden ist, auf einen kleinen Kreis urn Z= 0 erstrecken. 
Dort gilt die Entwicklung 

00 

= 2: zV+/l-n·ei(/l-v)'P. 
'V,jl =0 
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Von dieser Reihe gibt nach dem Residuensatz aber nur das Glied 'mit 
1/z, also mit v+,u=n-1, etwas von null Verschiedenes, namlich 

ei(,,-1)'I'_e(-n-1) i.'I' 

1_e- 2i 'l' 

ein'l'_e-in'l' _ sinng; 

ei'l' _ e-i'l' sing; 

Das ist bis auf das Vorzeichen der Wert des Integrales (9), d. h. des 
Integrales (7), womit der Hilfssatz (6) bewiesen ist. 

In diesem Hilfssatz ist fUr n = 0 der Sonderfall 

( 12) 

enthalten, so daB sicher im Y ("P) eine additive Konstante frei bleibt. 
Nun kannen wir daran gehen, die Integralgleichung (5) unter geringen 

Voraussetzungen zu lasen. 
Auch die sin n <p (n = 1, 2, 3, ... ) bilden im Intervall O;s <p ;S Jl ein 

abgeschlossenes System. \Vir set zen nun voraus, daB 

F (<p) . sin <p =c f (- a . cos <p) . sin <p 

die FOURIERsche Entwicklung 

- ~ .. ~ b . sin n m 
2~ n T 

gestattet, so daB 
00 

(13 ) F(<p) =- ~ . ~ bn s~f:: 
n~l 

ist. Dann ist nach dem Hilfssatz (6) und nach (12) offenbar 
00 

( 14) Y ("P) = } bo + .L; b" . cos n "P 
11-=1 

eine Lasung fur Y("P), wo bo noch frei bleibt; es muB nur angenommen 
werden, daB die Reihe 

Y b" . cos it "P 

auch konvergiert. Das gesuchte y (z) bestimmt sich dann nach (4) zu 

Y (1p) 1 (' 1 ~ ) 
y(z)=y(-a·cos"P)=-si~1p =sin1p .zbo + ~bn·cosn"P 

(15) = __ .1 ~. C bo + ~bn·cosn"P)' 
V1 - :: 

10* 
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wo dann nach (2) fur cos n 1p die bekannten Polynome in 

eingesetzt werden k6nnen. 

z 
cOS1p =--;-

Suchen wir nur L6sungen, die zu der Klasse der so darstellbaren 
Funktionen geh6ren, so sind unsere L6sungen (15) offenbar die einzigen. 

Auch flugtechnisch bemerkenswert ist, daB y (z) an den Enden des 
Intervalls 000 on unendlich werden kann wie 

1/1 -~. 
V a2 

14 b. Die Integralgleichung von L. FOPPL 
(Harteproblem von HERTZ) .. 

L. FOPPL 1 hat die Ableitung der HERTzschen Harteformel auf die 
Integralgleichung + a 

(1) J Px~;~~2; = f(x) 
-a 

zuruckgefiihrt; insbesondere soll die gegebene Funktion f (x) konstant 
seino p (x) wird gesucht. Das durch HERTZ bekannte Resultat wird 
von FOPPL nur verifiziert; daher wollen wir es hier ableiten, indem 
wir die vorstehende Integralgleichung mit nur wenig einschrankenden 
Voraussetzungen uber f(x) 16sen; die Methode ist dieselbe wie in 14a. 

Die Integralgleichung (1) ist von erster Art, sie hat einen bei x = ± ~ 
singularen Kern; daher ist das Integral als CAUCHYScher Hauptwert 
zu versteheno 

Wir nehmen wie FOPPL an, daB f(x) und P(x) gerade Funktionen 
sind. Wir set zen 
(2) ~ = a' sinlji 

(- a ;;;;: ~ ;;;;; + a) und erhalten aus (1) 

(3 ) 

Ferner set zen wir 

(4) 

" + -2-

f p (a 0 sin 'P) 0 cos'P 0 d'P = f (x) 0 

a x2 _ a2 0 sin2 'P 

21ji =1p 

und verlangen uberdies von der gesuchten Funktion p (x), daB p (a 0 sin Iji) 
. cos Iji die gleichmaBig konvergente Entwicklung gestattet 

00 +00 

(5) p(asinlji)ocoslji= ~Co+2:CnoCosn1p= ~Cn~ei"'I', 
1 -00 

1 FOPPL, L.: Z. angew. Math. Mech. Bd. 16, Heft 3, S. 169, Forme119. 
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wobei wir noch 
(6) en = C+ n 

setzen (cosn"P= ~ (ein'l'+e-i"'I'); c+ n ist reell). 

Diese Voraussetzungen tiberp (x) drticken neben gewissen Regularitats
eigenschaften dieser Funktion aus, daB erstens p (x) eine gerade Funktion 
ist, und daB zweitens p (a . sin cp) . cos cp die Periode n besitzt, da in der 
Entwicklungsformel (5) nur die geraden Vielfachen von cp auftreten. 
p (a· sin cp) ist zunachst nur im Intervall -n/2 ... + n/2 definiert, daher 
muB, urn die FouRIER-Entwicklung (5) zu ermoglichen, tiber die Grenzen 
± n/2 hinaus periodisch fortgesetzt werden; das bedeutet aber keine 
Beschrankung fUr p (x). 

Wir fiihren nun ein 

(7) IZI = 1. 

Damit wird 
+00 

(8) P (a sin cp) . cos cp = ~ 2) Cn z" == F (z) . 
- 00 

Damit gehen wir in die Integralgleichung (3) hinein 

(9) 

denn 

cp lauft in (3) von - n/2 bis + n/2, also lauft "P nach (4) von - n bis 
+ n, und Z nach (7) von - 1 bis - 1: die Integration muB also in (9) 
tiber den ganzen Einheitskreis erstreckt werden. 

1m Nenner des Integranden von (9) steht eine Funktion zweiten 
Grades in z; sie mage die N ullstellen Zl und Z2 haben: 

(10) Z2 + 1 + :2 Z (X2- ~-a2) = (Z-Zl) (Z-Z2)' 

(9) wird demnach 

(11 ) 

Zl und Z2 liegen nattirlich auf dem Integrationsweg (dem Einheitskreis), 
und da der Nenner eine reelle Funktion ist, mtissen sie konjugiert 
komplex sein 
(12) Zl = ei x, Z2 = e- i 1. • 



150 II. Weitergehende Ausfiihrungen. 

Dann ist nach (10) 

(13) Zl + Z2 = 2 cos X = 2 - :2 x2 • 

Nach (8) wird we iter 

+00 

f(x)--1-~c.J. zn·dz _ 
- ia~ n y (Z-ZI) (Z-Z2)-

-00 ( 14) 

= -/~(co. P (z _ ZI~~Z~ Z2) + ; Cn ' P (z ~nzJ(:-~Z2) dZ) . 

Man hat also nur noch die Integrale 

J. dz J. zn+z-n 
(15) y (~=ZI)(; -~)' y fz - ;JT;~ Z2) dz 

auszurechnen. Diese Aufgabe ist bereits in II. 14a erledigt worden. 
Danach bekornrnen wir (vgl. II. 14a. 11) 

( 16) 

Dabei ist nach (13) 

oder 

( 17) 

00 

2n ~ sinn;; 
I(x) =a~ cn ' -sin;;' 

1 

2X2 • 

cos X = 1-~, 

2 x2 

1-cosX = 7 ' 

. ;; 
x=a·smz · 

Wir haben also das Ergebnis gewonnen: 
Wenn die F oPPLSche I ntegralgleichung 

+a JP(;)·d; 
2 /:2 =/(x) 

X -~ 
-a 

eine Losung p (~) der Form 

,/ ;2 1 ~ P (~). V 1- -a2 = P (a' sin <p) . cos <p = -2 Co + ~ c" cos 2 n <p 
1 

haben soli, mufJ 1 (x) die Form haben 
00 

( • X ') 2 n ~ sin n X 
I(x) ==-1 a·sm-i =a'~ CnSini 

1 

und umgekehrt. 
Urn also p (~) zu finden, setze man fUr - a ;;;;: x ;;;;: + a 

x = a' sin X 
2 
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und entwickle die ungerade Funktion 

t (x) . sin X = t (a. sin ;) . sin X 

III die Reihe 
00 

Dann wird mit 
~=a·sinIP 

unser gesuchtes p (~) nach (5) 

p (~) = co~q> ( ~ Co + ~ Cn cos 2 nIP) . 

Hierin bleibt Co frei, es muB aus der Bedingung bestimmt werden, daB 
pm fUr IP = ± n/2 endlich bleiben solI. 

Bei FOPPL ist 
2n 

t(x) = const = a' C1 , 

aIle anderen Cn sind also null; p (~) wird 

p (~) = co~ g> ( ~ Co + C1 cos 2 IP ) . 

Damit dies fur IP = ± n/2 endlich bleibt, muB 

1 

sein, also ist 

( 19) 

-2 Co = C1 

1 P =--c1 (1 +cos21P) =2c1 ·coslP cos II' 
1/-;2 

=2c1 ' V 1-~. 
Das ist die HERTzsche Uisung. 

15. Einige weitere Orthogonalsysteme und ihre Kerne. 

Das System der sin v ~ x ist ein vollsHindiges Orthogonalsystem fUr 

das Intervall 0 ... l. Ebenso ist 1 zusammen mit den cos v ~ x ein so1ches 

(vgl. II. 1 i). Beide zusammen bilden das bekannte Orthogonalsystem fur 
das Intervall der doppeIten Lange -l ... + l. 

Fur das Intervall von - 1 bis + 1 bilden auch die LEGENDREschen 
Kugeltunktionen (s. 1. 6e, S. 62) ein Orthogonalsystem. Es sind Poly
nome. Man kann sie bis auf einen Normierungsfaktor durch 

d" (1 - x2 )" 

dxn 



152 II. Weitergehende Ausfiihrungen. 

darstellen. Denn erstens sind das ersichtlich Polynome n-ten Grades, 
zweitens sind diese Polynome orthogonal. Es ist namlich fiir m > n 

+1 

J". d" dm 
-- (1-x2t· -- (1-x2)"'dx 
dx" dxm 

-1 

nach partieller Integration gleich 

d n d",-l 1+ 1 
-- (1- X 2)". --- (1- x2)m -
dx" dx",-l -1 

+1 

J
~ d,,+l d»>-l 

- --- (1- X2)'" --- (1- x2)'" dx. 
dx,,+l dxm - 1 

-1 

Der Ausdruck vor dem Integral ist null, weil bei weniger als m-maliger 
Differentiation mindestens einmal der Faktor 1- x2 iibrigbleibt, der 
an beiden Grenzen verschwindet. Mit dem zweiten Glied setzt man das 
Verfahren fort, bis der erste Faktor 

d2n + 1 

211 + 1 (1 - x2)" ~ 0 
dx 

geworden ist, wahrend als zweiter Faktor 
dm- n·-l 
----- (1 - x2)m 
dxm- n-1 

ubrigbleibt, was immer noch eine Differentiation bedeutet (wegen m > n), 
eventuell die nullte. Also kommt identisch null heraus, w. z. b. w. 

Man kann nun in iihnlicher Weise auch Polynome linden, die zwar 
nicht selbst, aber nach M ultiplikation mit einem geeigneten positiven F aktor 
liir unendlich grope I ntervalle orthogonal werden. 

So sind die LAGUERRESchen Polynome durch 

L ( ) = x d n (x" e - X) 
"x e dx" 

erklart. Es sind ersichtlich Polynome. Es ist 

Lo(x) ~ 1, 
d 

Ll (x) = eXdx (x e- X) = 1- x, 

d2 

L 2(x) = eX dx2 (x2 e- X) = 2- 2' 2 x + x2 usw. 

Fiir sie gilt 
00 

f Ln(x) Lm(x) e-xdx= 0 
o 
00 

wahrend fL~(x)e-xdx=(n!)2 ist. 
u 

n =j= m, 
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Es bilden also die 1 

L,,(x) e -2"x 

ein Orthogonalsystem fUr das Intervall O .•. 00. Man beweist dies ahnlich 
wie vorhin, indem man den Satz schreibt: 

00 

Jex d" (x"e- X ) • d'" (x"'e- X ) dx = 0 
dx" dx'" 

fUr m > n. 

o 

Partielle Integration gibt 
00 00 -J ~ eX d" (x" e-xt. d",-l (x'" e- x) dx. 

dx dx" dx'" 
o 0 

Der Ausdruck vor dem Integral ist wieder an beiden Enden null: fUr 
x = 0 bleibt ein Faktor x ubrig, fUr x --+ 00 sorgt der Faktor e- x fUr die 
Konvergenz gegen null. Das zweite Glied fOmIt man abemIals durch 
partielle Integration urn und fahrt so fort, bis durch fortgesetztes Dif
ferenzieren das erste Polynom aufgebraucht ist. Fur die Glieder VOl' 
dem Integral lassen sich stets dieselben Schlusse ziehen. 

Fur das Intervall - 00' •• + 00 leisten die HERMITESchen Polynome 

H (x) = (-1)" eX' d" e-
x2 

n dxn 

dieselben Dienste. Es sind Polynome n-ten Grades und es gilt 
00 

J H",(x) Hn(x) e-x'dx = 0 n=j=m, 
-00 

00 

J H~,(x) e-x'dx = 2"'m! Vn. 
-00 

Beweis fUr die erste Tatsache wie vorhin. 
Zu einem Orthogonalsystem kann man nun in der mannigfaltigsten 

Weise symmetrische Kerne bilden. Zum Beispiel kann man zu den sin y ~ x 

fUr 0 :;;;: x :;;;: l irgendwie 00 

2 I I 2 . y:n;x . y:n;z 
sm--sm--

K (x, z),......, T Av 
v~l 

ansetzen, es muB nur, solI K quadratisch integrabel sein und K2 stetig, 

2 ~ sin2~~~ 
K 2 (x, x) = T L }.; 

gleichmaBig konvergieren. AIle diese Kerne lassen sich in folgender 
Weise charakterisieren: 
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Es ist - etwa fUr I = n -

K(x,z),-..., !~ sinvx sinvz 

Av 
= ~ ~ cosv (x - z) __ 2_ ~ cOS.v (x + z) 

n .£.J 2 Av n .£.J 2 )." 

(Dies gedacht als Aquivalenz in cos v x und sin v x.) 
Also ist ersichtlich 

K(x,z) =H(lx-z[)-H(x+z). 

Somit sind diese Kerne, soweit sie abteilungsweise zweimal differenzier
bar angenommen werden diirfen, die in den Variabeln x, z symmetrischen 
und in den Variabeln x + z und [ x - z I antisymmetrischen, an den Grenzen 
verschwindenden Losungen der partiellen Differentialgleichttng 

So kann man den 

auch schreiben 

82 K 82 K 
8x2 -822 = o. 

Musterkem 

I X~n~Z) 
K(x,z) = I ( ) ZJr-X 

n 

~_-f::..:L'=-'J:'_~ zl] [2n - I x =~i_- (z+ x)] = 
4n 

x;;;;:z 

x:;2;z 

= [~(x + z) - 41n (x + Z)2] -[~ I x-z: - 4~ (X-Z)2]. 

SO gibt es auch zu den Kugelfunktionen, zu den LAGUERRESchen und 
HERMITESchen Polynomen unzahlige Keme. 

Man kann leicht den Satz beweisen: 
Geniigen die cp" (x) einer Differentialgleichung 2·0 

a (x) cp: + b (x) cp: + (Co (x) + C,,) cp" = 0, 

wo a, b, Co von v, C" von x unabhangig ist, so geniigt ieder zugehorige symme
trische Kern 00 

K "-' ~ IPv(x). IP,,(z) 
~ I." 

1 

da, wo er zweimal differenzierbar ist, der partiellen Differentialgleichung 

82 K 17K 82 K 17K r 

a (x) -8X2 + b (x) ax + Co (x) K = a (z) ---az2 + b (z) az + Co (z) Ji. . 

Wir beschranken uns zum Beweis auf den Fall, daB die Aqui\'alenz 
eine Gleichung ist und zweimalige Differentiation gestattet. 

Wenn dann eine Gleichung gilt 

av (x) cp:" + b" (x) CP:' + Cv (x) cp" = 0 
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und es solI o2K oK 
A(x,z) ox2 +B(x,z)--ax+C(x,z)K 

o2K oK 
= A (z, x) ~ + B (z, x) 8z + C (z, x) K 

gelten (so angesetzt wegen der vorausgesetzten Symmetrie), so folgt 
durch Einsetzen 

"""' tpv (x) tpv (z) 1_ A (x z) S ~t + C (x z) + A (z x) Cv (z) - C (z x)} 
~ }'v \ 'av(x) , 'av(z) , 

...L ~ tp~(x)tpv(z) l-A'x z) bv(x) I B(x z)} 
I ~ )." I \' av (x) I , 

- ~ tp~(Z),t(X) {-A (z, x) !:~~~- + B(z, x)} == O. 

Das solI fur aUe Av gelten, so daB man das .l'-Zeichen und Av fort
lassen kann. Setzt man jetzt fUr z irgendeinen festen Wert ein, so ent
steht eine Differentialgleichung fur f{Jv von der erst en Ordnung. SolI eine 
solche nicht bestehen, was wir annehmen wollen!, so mussen die drei 
Klammern fUr sich verschwinden und das gibt zunachst 

bv (x) B (x, z) 
av (x) -:·nX:Zf' 

also dieses Verhaltnis sowohl von v als von z unabhangig, was wegen 
eines willkurlichen Faktors in den Differentialgleichungen durch 

av(x)=a(x); bv(x)=b(x); A(x,z)=a(x); B(x,z)=b(x) 

wiedergegeben werden kann. 
Die erste Klammer gleich null gesetzt ergibt dann 

Cv(z)-Cv(x) + C(x,z)-C(z, x) ~= 0, 

also C" (z) - Cv (x) von v unabhangig 

= Co(z) - Co(x) 
oder 

C,(z) - Co(z) = C,.(x) - Co (x) = C" 

von x und z unabhangig, oder 

C,(x) = Co (x) + Cv ' 

Weiter C (x, z) - C (z, x) = Co (x) - Co (z). 

Damit ist die Behauptung bewiesen. 
Hierher geh6ren nun die LEGENDRESchen Kugelfunktionen, die 

LAGUERRESchen und die HERMITESchen Polynome. Denn diese genugen 
den Differentialgleichungen: 

1 Diese Annahme brauchen wir nur zum Beweise der Notwendigkeit der 
Voraussetzungen. 
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LEGENDRE: (1- x2) CP:' - 2 xCP: + 'II ('II + 1) CPv = O. 

LAGUERRE: xL;' + (1 - x) L: + 'II Lv = O. 

HERMITE: H:'-2xH~+2'J1Hv=O. 

Ihre Kerne genugen also aUe den entsprechenden partieUen Ditterent£al
gleichungen (s. Bern. am SchluB!). 

Ebenso gehOren die BEssELschen Funktionen Iv (kx) hierher mit 

x2 I:' + x I~ + (k 2 x2 - '112) Iv = o. 
SoIl en die CPv, die 

a (x) CP:' + b (x) CP: + (Co (xl + C.) CP. = 0 

genugen, zueinander fUr IX:::::: x :::::: f3 orthogonal sein, evtl. nach Multi
plikation mit einem p (x), so folgt nach Multiplikation mit CPJ-l (x) P (x) 
(p =1= 'II) und Integration 

{J 

j [a (x) CPJ-l CP:' + b (x) CPJ-l cP~ + (Co (xl + C.) CPJ-l cP.] P (x) d x = 0 
'" 

und nach Vertauschung von'll und p und Subtraktion 
{J 

j [a (x) (cpJ-l CP:' - CP. cp~) + b (x) (cp!, cP~- CP. cp~) ] p (x) d x = 0, 
ex 

wobei j p (x) CP. (x) CPJ-l (x) d x = 0 gebraucht ist. 
Mit 

CPJ-l cP~ - CP. cP~ = D 

CPJ-l cP~ - CP. cP~ = D' 

heiBt das, nach partieller Integration 
'{J -{J 

a(x)p(x)D: + jD[bp-(ap)']dx=O. 
ex ex 

Die Orthogonalitat zu p (x) besteht also, wenn 

1. bp- (ap), == 0 und 

2. a (x) p (x) (cpJ-l cP~ - CP. cp~):~ = ° 
ist. Bei den Kugelfunktionen sind diese Bedingungen fur p == 1 erfullt 
fUr IX = - 1, f3 = + 1 wegen a = 1 - X2, fUr die LAG UERREschen fUr p = e- x 

und a = x fur IX = 0, f3 = =, fUr die HERMITESchen fUr p = e- x' bei 
IX = - =, f3 = +=, fUr die Zylinderfunktionen 1. Art (d. h. BESsELschen 
Funktionen) fUr p = 1/x, IX = 0, f3 = = (v, p = 0, 1, 2 ... ), da diese 
Funktionen im Unendlichen hinreichend stark verschwinden. 

Die BEssELschen Funktionen gehOren in einer zweiten Weise hierher, 
Wle man sieht, wenn man ihre Gleichung so schreibt: 

I" 1 l' (k2 n2) I ,,+-; ,,+ '-Xi, n=O 
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und nun eine Auswahl von k: 

kl' k2' ka ·· . 

als Parameter ansieht. Es ist dann a _ 1, b == 1/ x, p == x; ex =·0; dagegen 
1St fJ bestimmt durch 

In (kv fJ) I~ (kl' fJ) - I: (k. fJ) In (k" fJ) = 0, 

also etwa die kv bei gegebenem fJ durch 

I,,(k.fJ) = 0, 

d. h. die Nullstellen der BESsELschen Funktion In- Doch k6nnte man 
sie auch durch 

=c 

festlegen. Immer ware jetzt 

fJ 
jIn(k.x)I,,(kl'x)xdx=O fUr V=f=,u. 
o 

Zu dem Satz auf S. 156 bemerken wir noch, daB die Differential
;gleichungen erst noch auf die entsprechenden Orthogonalfunktionen 
umzuschreiben sind, d. h. auf 

1 

CP. = L. e - 2- x bei LAGUERRE, 
1, 2 

CP. = Hv' e - -2" x bei HERMITE, 
1 

CP. = V~ Iv (k x) bei der ersten, 

= yx I" (kv x) bei der zweiten Betrachtungsweise 

·der BESsELschen Funktionen. Man erhalt 

bei LAGUERRE: 

bei HERMITE: 

bei BESSEL: 

x CP:' + cP; + CP. (- : x + ~ + v) = 0, 

cP; + CPv (1 + 2 v - x2) = 0, 

2 "+ ' + (k2 2 + 1 2) 1. x cpv 2 x cp,. x ""4 - v CP. = 0 , 

2. CP:' + (k; + ~2 ( + -n2 ) ) CP. = O. 

Am Typus hat sich nichts geandert. 

Hieriiber, fiber die zugehOrigen Differentialgleichungen und die Ent
wicklungssatze gibt es eine umfangreiche Literatur. Dazu siehe 

PASCALS Repertorium, zweite Auflage von SALKOWSKI besorgt, Bd. I, 3, 
Kap. XXVI. Leipzig und Berlin: B. G. Teubner 1929. 

Als Lehrbuch: WHITTAKER and WATSON, A Course of Modern 
Analysis. Cambridge 1927. 
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16. Das Schwingungsproblem von DUFFING. 
DUFFING entdeckte, daB ein gewohnliches Pendel, welches von auBen 

durch eine schwingende Kraft angeregt wird, bei endlichen Schwingungen 
ein eigentumliches Verhalten zeigen kann: bei hinreichend groBen Aus
schlagen gibt es mehrere periodische Losungen, von denen eine stabil 
ist, wahrend die anderen instabil sind, so daB ein Dberschlagen aus einer 
Bewegung in eine andere erfolgen kann. DUFFING hat diesem Gegen
stande eine Monographie gewidmefl. 

Die genaue Pendelgleichung heiBt bekanntlich bei Weglassen aller 
auBeren Widerstande 
(1 ) iP + cx2 • sin cp = 0, 

hierbei ist beim mathematischen Pendel cx2 = gil, wah rend beim physi
kalischen Pendel cx2 = m . g. sIJ ist (cp ist der Ausschlag, m die Masse, 
] das Tragheitsmoment, l die Lange des Pendels, s der Abstand des 
Schwerpunkts vom Aufhangepunkt und g die Erdbeschleunigung). 

Findet nun von auBen eine Erregung der Pendelbewegung durch 
ein antreibendes Moment statt, so tritt auf der rechten Seite von (1) 
eine storende Funktion t (t) auf. t (t) sei periodisch mit der Periode 2 n: 

es sel z. B. 
t (t + 2 n) = t (t) , 

(2) t (t) = f3 sin t . 

Wir haben dann die Pendelausschlage cp zu bestimmen aus der nicht
linearen Differentialgleichung 

(3) iP + cx2• sin cp = t (t) . 
Hierbei mach en wir noch die Voraussetzung, daB cp nicht klein ist, 
sin cp also nicht durch cp ersetzt werden kann. (3) solI also tatsachlich 
nichtlinear sein. 

Wir such en nun ebenfalls periodische Losungen dieser Differential
gleichung 

cp (t + 2 n) = cp (t) . 

Schwingt das Pendel ungestort, gilt also (1): 

;p + cx2 • sin cp = 0, 

so kann die Gleichung mit Hilfe elliptischer Funktionen integriert 
werden. Wir wollen hier nur zur Kenntnis nehmen, daB diese elliptischen 
Funktionen periodisch sind (sogar doppeltperiodisch, aber nur eine 
Periode ist reell) , daB die reelle Periode fUr sehr kleine Amplituden 
nahezu gleich der bekannten Periode 2nlcx fur sogenannte unendlich kleine 
Schwingrmgen (sin cp R:i cp) ist, und daB diese Periode mit der Amplitude 
gegen unendlich wachst. Je starker also die freie Schwingung ist, desto 
langsamer ist sie. 

1 DUFFING: Erzwungene Schwingungen bei veranderlicher Eigenfrequenz. 
Monographie 41/42. Braunschweig: F. Vieweg & Sohn 1918. 



(4) 

16. Das Schwingungsproblem von DUFFING. 

Wenn daher die Peri ode der Storungsfunktion 

2n 
2n<

oc 
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ist, sind wir auBerhalb jeder Resonanzmoglichkeit, und es ist daher nur 
eine periodische Losung der gestorten Gleichung (3) zu erwarten. Wenn 
aber 

1X>1 

ist, sind wir nach (4) im Bereich moglicher Resonanz (bei entsprechend 
groBer Amplitude), und wir mussen auf ungewohnliche Bewegungs
vorgange gefaBt sein. 

Wir vereinfachen uns die Aufgabe, indem wir erst ens wie im Bei
spiel (2) ! (t) als ungerade Funktion von t voraussetzen, und indem wir 
zweitens nur ungerade Losungen cp == y (t) von (3) suchen. Ob (3) noch 
andere Losungen hat, bleibe dahingestellt. Mit y ist dann auch y" peri
odisch zur selben Periode und ungerade, es liegt also in der Differential
gleichung (3) wenigstens von vornherein kein Widerspruch vor. (Gerade 
Losungen kann es, wie man sofort sieht, nicht geben.) Dann genugt es, 
y (t) die Grenzwerte 

y(O) = y(n) = 0 

aufzulegen. Die Differentialgleichung 

(5) y = F(t) 

wird aber bei diesen beiden Grenzbedingungen nach Satz 3 (1. 3 b) durch 
7t 

(6) Y (t) = - f K (t, r) . F (r) . dr 
o 

ge16st. 1\ ist unser Musterkern fur das Intervall O .. . n, also ist nach 
(1. 6. 82) 00 

(7) 1\(t, r) = ~,2; sinvt;2sinvr . 

• ~1 

Urn (3) zu losen, haben wir 

F (t) =! (t) -1X2 • sin y 

zu setzen. Damit kommen wir nach (6) auf die Integralgleichung 

" (8) Y (t) = 1X2 . J K (t, r) . sin y (r) . dr + g (t) . 
o 

Hierin ist g (t) als bekannt zu betrachten: 

" (9) g(t) =-J K(t, r) ·!(r)· dr. 
o 

N ach Satz 3 (1. 3 b) ist g (t) also die periodisch ungerade Losung 
(g (0) = g (n) = 0) von 

gil (t) =! (t) . 
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1m FaIle des Beispiels (2) ist also 

g(t) =-/lsint. 

Wir haben es in (8) mit einer nichtlinearen Integralgleichung zweiter 
Art mit symmetrischem Kern zu tun. 

17. Nichtlineare Integralgleichungen. 
Wir wollen die so eben gefundene Gleichung 

" 
(1) Y (t) = (J.2. J K (t, i) . sin Y (i) . d i + g (t) 

o 

weiter behandeln. Falls (J.2 < 1 ist, kann man mit Hilfe des in 1. 4a 
besprochenen Verfahrens der schrittweisen Verbesserung beweisen, daJ3 
eine Lasung von (1) existiert und eindeutig bestimmt ist. 

Wir nehmen hierbei als erste Naherung 

(2) Yl (t) = g (t) , 

dann wird die zweite Naherung 

" Y2 (t) = (J.2 . J K (t, i) . sin Yl (i) . di + g (t) , 
o 

und allgemein gilt 
" 

Yn+1 (t) = (J.2 . J K (t, i) . sin Yn (i) di + g (t) . 
o 

Hieraus folgt 
" Yn+dt) - Y .. (t) = (J.2 . J K (t, i) . [sin Yn (i) - sin y .. -di)] . di 

o 
" 

2 f K (t ) . y" - Yn-l y" + Yn-l i = 2 (J. . i . sm . cos ----- . ( i' 
, 2 2' 

o 
und da 

ist, folgt weiter 
" 

J Yn+l- YnJ ~ (J.2 -j K(t, i) . [y .. - Y"-l[ . di. 
o 

Also ist fUr n = 2,3, ... 

" [Ya-Y2[ ~ (J.2. J K(t, i)' [Y2-Yl[ ·di, 
o 

" 
IY4-Y3[ ~ (J.2 J K(t, i)' [Ya-Y2J·di 

o . 

" ~ (J.4. J K 2(t, i) . [Y2- Yl[ . di, 
o 
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ganz so wie bei der NEuMANNschen Reihe (1. 4a). Indem wir so fort
fahren, erhalten wir schlieBlich 

7t 

(4) I Yn+1- Ynl ;;:;; rx.2 (n-l) -j Kn-dt, T)·I Y2- Yll· dT. 
o 

Nun ist nach (II. 16. 7) und Satz 21 b (1. 6h) 

00 00 

2 ~ sin v t . sin v T _ 2 . t. 2 """" sin v t . sin v T 

Kn-dt,T)=n~ v2 (n-l) -n sm ·smT+n~ v2 (n-l) , 

also ist auch 
v=l v=2 

lim K n - 1 (t, T) = 2 sint· sin T, 
n 

1),----*00 

so daB nach (4) I Yn+1- Ynl mit n -+ CXJ klein wird Wle 

Daher konvergiert die NEuMANNsche Reihe 

(5) 

besser als die geometrische Reihe 

und da diese wegen rx.2 < 1 konvergiert, tut dies auch (5). Durch Ein
setzen in (1) erkennt man dann, daB 

00 

Y = 2: (Yn+l- y,,) 
1 

die Integralgleichung lOst. Die Eindeutigkeit dieser Lasung kann mit 
denselben Mitteln, mit den en soeben die Existenz bewiesen wurde, 
gezeigt werden. 

Man kann aber auch die Existenz von Y bei beliebigem rx. 2 nach
weisen: einen derartigen Beweis hat HAMMERSTEIN auf einem Minimal
prinzip aufgebaut. 

Aus 7t 

y(t) = cx2 • J K(t, T)· sin Y(T)· dT + g(t) 
o 

kann geschlossen werden, daB Y (t) - g (t) quellenmal3ig darsteIlbar ist. 
Es gilt daher nach 1. 6h der Entwicklungssatz (da aIle Voraussetzungen 
der SCHMIDTschen Theorie erfiillt sind) 

(6) Y - g = 2: Cp CPP (t) , 
v 

Hamel, Integralgleichungen. 11 



162 II. Weitergehende A usfuhrungen. 

wo die CP. die Eigenfunktionen des Musterkerns K sind: 

(7) K (t, i) = ~ ~ P. (t) . P. (i) , P. (t) = V! . sin y t, A. = y2 

[vgl. (1. 6. 82)]. Set zen wir (6) in (1) ein, so bekommen wir 

(8) i c,·P. (t) = cx2 • j i; ~ CPo· (t) . P. (i) . sin (g(i) + i; cp CPp (i))' di. 
1 0 1 1 

Wir erhalten also unendlich viele Gleichungen mit unendlich vielen 
Unbekannten c. 

(9) c. = -~! P.(i)· sin (g (i) + ~ cp PP(i))' di l' = 1, 2, .... 

Man wird dieses System nach II. 8 u. 9 angenahert zu 16sen suchen, in
dem man es nur fUr y = 1, 2, ... , n hinschreibt und unter das Integral 
nur eme endliche Summe setzt 

(10) c.= ~:!PV(i).sin(g(i) + ~CPCPP(i))'di y=1,2, ... ,n. 

Dieses Gleichungssystem ist aber die notwendige Bedingung fur die 
Aufgabe, den Ausdruck 

(11) F(c1 , c2, . .. , c,,) == +"2 A.' c; + (Y.2. j cos (g (i) + j: Cp PP(il ) .di 
1 0 1 

durch geeignete Wahl der c. zu einem Minimum zu machen. Denn bildet 
man of/oc.~o, so erhalt man gerade die vorstehende Gleichung (10). 

Wegen A. = y2 > 0 ist das erste Glied in (11) sicher positiv, und das 
zweite ist sicher groBer als - cx2 • 'lr. Also ist der ganze Ausdruck (11) 
nach unten beschrankt, er hat also eine untere Grenze. Nun ist F (cl , ... , cn) 
als Funktion der Cv sicher stetig, F hat also nach bekannten Satzen der 
allgemeinen Analysis ein wirkliches Minimum. D. h. es gibt ein Wert
system (cI ' c2, ••• , c,,), das F zu einem Minimum macht, und dieses 
Wert system lost dann naturlich auch das Gleichungssystem (10), das 
wir als Ersatz fur das unendliche System (9) nahmen. HAMMERSTEIN 

konnte nun den Nachweis fUhren, daB wir tatsachlich eine Losung des 
unendlichen Systems (9) mit beliebiger Genauigkeit durch eine Losung 
von (10) annahern konnen, wenn wir nur n groB genug wahlen l . 

1 HAMMERSTEIN: Acta math. Ed. 54, und ein Vorbericht auf der J ahresver
sammlung der Dtsch. Math. Ver. in Hamburg 1928: J ahresber. Dtsch. Math. Ver. 
Ed. 38, S.21 (kursiv!). 



17. Nichtlineare Integralgleichungen. 

Es sei noch erwahnt, daB unsere Integralgleichung (1) eine sogenannte 
Integralpotenzreihe enthalt, d. h. sie ist von der Form 

1 

y (x) = A. . f K (x, z) . \13 (y (z)) . dz +: t (x), 
o 

wo \13 (y) eine Potenzreihe in y darstellt. 
Wir fiihren noch die wichtigste deutsche Literatur iiber nichtlineare 

Integralgleichungen an. 
E. SCHMIDT hat in der dritten Arbeit 1 hauptsachlich die Frage 

der Verzweigung geklart, also die Weiterbildung dessen, was bei der 
Gleichung zweiten Grades 

x2 + 2 b . x + c = 0 

der Fall c = b2 und seine Umgebung ist. 
HAMMERSTEIN hat in mehreren Arbeiten in den Jahresber. d. Dtsch. 

Math. Ver. und der Berl. math. Ges., besonders aber in der groBen Arbeit 
in den Acta math. Bd. 54 (1930), die Frage der Existenz und Eindeutig
keit von Losungen bei bestimmten, genau formulierten Bedingungen ge
fardert. Von ihm stammen besonders die SchluBweisen zu ahnlichen 
Extremumsaufgaben wie oben. 

IGLISCH hat eine groBe Anzahl von Arbeiten iiber nichtlineare 
Integralgleichungen veraffentlicht. Besonders seien drei Noten zur 
Theorie der Schwingungen 2 genannt. Wiederholt hat er das DUFFING
sche Schwingungsproblem behandelt 3. IGLISCH hat nicht nur die grund
legenden Ergebnisse von SCHMIDT vertieft und weiter ausgebaut, er 
hat auch das DUFFINGSche Problem gefardert. So weiB man nach ihm, 
daB bei fest em fJ die Gleichung 

( 12) cp + 1X2 • sin <p = fJ . sin t 

bei hinreichend groBem IX graBenordnungsmaBig 21X periodische Lasungen 
hat, bei fest em IX und hinreichend groBem fJ aber genau eine Lasung. 

Dagegen ist die Frage der Stabilitat der Lasungen von (12) noch 
ganz ungeklart. 

Von einem astronomischen Problem (dem der Gleichgewichtsfiguren) 
her ist LICHTENSTEIN zu den nichtlinearen Integralgleichungen ge
kommen; er bevorzugt die Methode der unendlich vielen Variablen. 
Sein Buch: Vorlesungen iiber einige Klassen nichtlinearer Integral
gleichungen und Integrodifferentialgleichungen (Berlin: Julius Springer 
1931), faBt seine Methoden zusammen und gibt zahlreiche Anwendungen. 
Von solchen seien genannt: Oberflachenwellen, Wannestrahlung, Rand
wertaufgaben der elliptischen Differentialgleichung. 

1 SCHMIDT, E.: Dber die Auflosung der nichtlinearen Integralgleichungen unci 
die Verzweigung ihrer Losungen. Math. Ann. Bd.65. 

2 IGLISCH: Mh. Math. Physik, Wien 1930, 1932, 1935. 
3 So auch in den Math. Ann. Bd. 111 (1935): Bd. 112 (1936). 

11* 
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