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Vorwort des Herausgebers.

Die Bemiithungen der hervorragendsten Mathematiker wihrend der zweiten
Hailfte des vorigen Jahrhuunderts, die algebraische Auflésung der den vierten
Grad ibersteigenden Gleichungen zu finden, hatten zwar zu vielen fiir die
allgemeine Theorie der Gleichungen hochst wichtigen Ergebnissen gefiihrt,
immerhin aber waren siec in der Erreichung ihres eigentlichen Endzwecks
vollig ohne Erfolg geblieben, so dass Gauss, der erkannt hatte, dass die
algebraische Auflosbarkeit der Gleichungen auf der Moglichkeit ihrer Zu-
riickfihrung auf sogenannte reine Gleichungen beruhe, geradezu die Ver-
mutung ausspracl, es michte die Aufgabe, die algebraischen Gleichungen
von hoherem als dem vierten Grade allgemein durch Wurzelgrossen aufzu-
lIosen, etwas Unmogliches verlaugen (Vgl. Demonstr. nova theorematis omnem
funct. algebr. ete., Art. 9 und Disquis. arithm. Art. 359). Doch ver-
mochte auch Gauss die Richtigkeit seiner Vermutung noch nicht zu erweisen.
Erst Abel gelang es, nachdem bereits der italienische Mathematiker
Ruffini einen Beweis fiir die Unmoglichkeit der algebraischen Auflésung all-
gemeiner Gleichungen von hiherem Grade zu geben versucht hatte, in
aller Strenge zu begriinden, dass das, was man so lange vergeblich
gesucht hatte, iiberhaupt nicht gefunden werden konne, dass sich eine
algebraische Gleichung von hoherem als dem vierten Grade im
Allgemeinen nicht auf reine Gleichungen zuriickfithren lasse und
somit die Darstellung ihrer Wurzeln mit Hiilfe von Wurzelgrossen im Allge-
meinen unmoglich sei. Damit war den bisherigen fruchtlosen Bemiithungen
ein Ziel gesetzt und der weiteren Forschung ein neuer Weg gewiesen. Die
I'rage nach der algcbraischen Auflosung der Gleichungen hatte cine ganz
andere Fassung angenommen. Abel selbst gab dieser Frage die neue
Fassung, indem er die Aufgabe stellte, alle Gleichungen von irgend
einem gegebenen Grade zu finden, welche algebraisch losbar
seien. Bereits kannte man cine sehr umfangreiche Klasse specieller Glei-
chungen von dieser Beschaffenheit. Schon Vandermonde wusste im Jahre
1771, wie aus seiner wichtigen Abhandlung: Sur la risolution des équations,
Art. XXXV*), hervorgeht, dass gewisse auf die Teilung des Kreises in

*) Deutsch herausgegeben von C. Itzigsohn, Verlag von Julius Springer, Berlin 1886.
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gleiche Teile beziigliche Gleichungen algebraisch losbar seien; doch blieb
¢s Gauss vorbehalten, eine allgemeine Theorie dieser Gleichungen aufzu-
stellen und den Nachweis zu fithren, dass die Zuriickfithrung derselben auf
reine Gleichungen jederzeit moglich sei. Zugleich zeigte er durch den Hin-
weis darauf, dass auch in ciner allgemeineren Thcorie, der Theorie der
spiter so genannten elliptischen Functionen, Gleichungen von analogen
Eigenschaften auftreten, die Richtung an, nach welcher weitergehende For-
schungen sich zu bewegen hatten. Dem von Gauss gegebenen Fingerzeige
folgend, verallgemeinerte Abel die von jenem erhaltenen Resultate und be-
wies, dass, wenn zwel Wurzeln ciner irreductiblen Gleichung
derart mit cinander verbunden sind, dass die eine sich rational
durch die andere ausdriicken ldsst, die Gleichung mit Hiilfe
von Wurzelgrissen sich losen lasst, falls ihr Grad eine Prim-
zahl ist, und dass im andern Falleihre Auflésung stets zuriick-
getfihrt werden kann auf diejenige von Gleichungen niederer
Grade.

Gleichzeitig mit Abel und mit nicht geringerem Geschick und Erfolg
wie dieser beschiiftigte sich der kaum zwanzigjihrige ungemein scharfsinnige
Galois mit der algebraischen Auflisbarkeit der Gleichungen. Kannte man
auch durch Abel’s Untersuchuugen cine grosse Klasse durch Wurzelgrissen
auflosbarer Gleichungen, so harrte doch die Frage, ob es ausser diesen
noch andere von dhnlicher Beschatfenheit gebe, oder allgemeiner, welches
die notwendigen und hinreichenden Bedingungen dafiir seien, dass sich-cine
Gleichung algebraisch lgsen lasse, noch ihrer Beantwortung. Diese zu geben
unternahm Galois. Seine Untersuchungen gipfelten in dem Satze: Damit
eine irreductible Gleichung, deren Grad eine Primzahl ist,
durch Wurzelgrissen losbar sei, ist notwendig und hinreichend,
dass, wenn irgend zwei ihrer Wurzeln gegeben sind, die itbrigen
sich rational daraus herleiten lassen.

‘Diese Arbeiten von Abel und Galois bilden die Grundlage fir die
Untersuchungen hervorragender neuerer Mathematiker auf diesem Gebiete.
Denn offenbar waren durch jene Arbeiten noch lange nicht alle Fragen
hinsichtlich der algebraisch auflosbaren Gleichungen beantwortet. Es waren
Kriterien gegeben, vermittelst deren man zu beurteilen vermdchte, ob cine
gegebene Gleichung durch Wurzelgrissen auflosbar ist oder nicht, voraus-
gesetzt, dass man in einem besonderen TFalle wiisste, dass jene Bedin-
gungen crfilllt sind. Aber wie kann man aus der dusseren Form einer
gegebenen Gleichung erkennen, ob diese Bedingungen ecrfiillt sind oder
nicht? Giebt es nicht gewisse Verbindungen zwischen den Coefficienten
einer Gleichung, aus denen man sofort auf die Moglichkeit der algebraischen
Auflésung schliessen kann? Kurz, welches ist der allgemeine Typus der
durch Wurzelgrossen auflosbaren Gleichungen jeden Grades? Der Beant-
wortung dieser schwierigen Fragen, welche auch heute noch nicht voll-
stindig gelungen ist, sind, wie man weiss, cinige der wichtigsten und be-
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deutendsten Abhandlungen eines unserer hervorragendsten Gelehrten ge-
widmet.

Muss man hiernach dic fundamentale Wichtigkeit der Abhandlungen
von Abel und Galois iber die algebraische Auflosbarkeit der Gleichungen
riickhaltlos zugeben, so wird man es auch fiir kein tadelnswertes Beginnen
halten diirfen, wenn hier der Versuch gemacht wird, dieselben einem weiteren
Kreise zuginglick zu machen. Allerdings wire lebhaft zu wiinschen, dass
Abel’s Werke bei ihrer grundlegenden Bedeutung in dem DBesitze eines
.jeden Mathematikers sich befinden; ohne ein Urteil dariiber abgeben zu
wollen, inwieweit dieser Wunsch realisiert ist oder nicht, glaube ich doch
behaupten zu diirfen, dass wenigstens fiir einen grossen Teil unserer Stu-
dierenden der Preis derselben ein so erheblicher ist, dass es ihnen kaum
moglich ist, sich dieselben anzuschaffen. Auch dass sich die beiden Haupt-
abhandlungen Abel’s in Crelle’s Journal befinden, ist kein irgendwie
stichhaltiger Grund gegen deren Verdffentlichung in vorliegender Form. Die
Galois’schen Abhandlungen einzusehen, ist gar nur wenigen vergdénnt, da
sie in einem der ersten nur sehr wenigen ‘zuginglichen Binde des Liou-
ville’schen Journals enthalten sind. Da andererseits die Abhandlungen
von Abel und Galois iiber die algebraisch auflosbaren Gleichungen auf
das Engste mit einander zusammenhingen, so erschien es zweckmissig, die-
selben in einem Bédndchen zu vereinigen. Zusammen mit den im selben
Verlage crschicnenen Abhandlungen von Vandermonde und den Unter-
suchungen von Gauss iiber die Kreisteilungsgleichungen wird es einen
hochst wertvollen Ueberblick iiber eine ganze Entwicklungsepoche in der
Theorie der algebraischen Gleichungen geben und ein unentbehrlicher Schatz
in der Bibliothek eines jeden Mathematikers sein.

Ich will gern anerkennen, dass es vielen lieber, ja dass es aus manchen
Griinden auch vielleicht besser gewesen wire, wenn namentlich die tiberaus
schwer verstindlichen und tiefsinnigen Abhandlungen von Galois in der
Sprache des Originals neu herausgegeben worden wiren, und wiirde es
freudig begriissen, wenn Jemand sich dieser Mithe unterziehen wollte. Die
Griinde, die mich veranlassten, trotzdem eine Uebersetzung derselben zu
geben, sind dieselben, wie die, welche ich in meinem Vorwort zu Gauss
,Untersuchungen iiber hohere Arithmetik“ geltend gemacht habe. Ich ver-
sichere jedoch, dass ich mich bei der Uebersetzung moglichst wortlich an
das Original gehalten habe.

Es diirfte wohl kaum in der mathematischen Literatur noch andere
Abhandlungen geben, welche eines Commentars so sehr bediirften, wie die
wichtigeren von Galois. Sie geben die Resultate der tiefsinnigsten und
schwierigsten Untersuchungen in der allerknappsten Form hiufig ohne jeg-
lichen Beweis oder die leiseste Andeutung des Weges, auf dem sie erhalten
wurden. Ein Commentar hierzu, der auch nur den missigsten Anspriichen
geniigte, wiirde aber vollig aus dem Rahmen dieser Publikation heraustreten
und ein durchaus selbststindiges volumindses Werk bilden miissen, das
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auch bei sorgfiltigster Bearbeitung noch zahlreiche Liicken aufweisen wiirde.
Es muss daher jedem cinzelnen Leser iiberlassen bleiben, sich selbst, so
gut es geht, in den Idecengang der Galois’sthen Abhandlungen hineinzu-
arbeiten. Eine kleine Hiilfe kann ihm hierbei der zweite Band von Serret’s
Cours  d’algebre supdricurc®) leisten, in welchem sich die betreffenden
Galois’schen Abhandlungen teilweise analysiert finden. Die Abhandlungen
Abel’s sind leichter verstdndlich; ich habe mich daher jeglicher Bemerkung
itber die von Abel selbst veroffentlichten Abhandlungen enthalten und nur der
hinterlassenen fragmentarischen Abhandlung 8. 57 einige Notizen beigegeben,
um die einen grossen Teil derselben ausmachenden, fast ohne jeden ver-
mittelnden Text aneinandergereihten Formeln zu erliutern. Dass ich da-
bei im Wesentlichen die im zweiten Bande der von Sylow und Lie besorgten
Ausgabe der Abel’schen Werke enthaltenen Noten wiedergebe, wird mir,
denke ich, nicht als Unrecht angerechnet werden, da ich mir durch diese
Publikation duarchaus kein eigenes wissenschaftliches Verdienst zu vindicieren
beabsichtige.

In einem kurzen Anhange gebe ich einige die algebraische Auflosung
der Gleichungen betreffende historisch interessante Notizen aus den Driefen
Abel’s an Holmboe und Crelle, sowie einige kleinere Bemerkungen von
Galois. Obwohl die letzteren sich mnicht auf dic algebraische Auflisung
der Gleichungen bezichen und auch soust kein grosseres Interesse hean-
spruchen konnen, habe ich sie doch hier aufgenommen, weil sie cinerseits
nur ein paar Seiten einnehmen und andererseits dazu dienen, die vorliegende
Ausgabe der Abhandlungen von Galois zu einer vollstindigen zu machen,

Abel und Galois sind bekauntlich beide im jugendlichsten Alter der
Wissenschaft entrissen worden; Abel starb im 27. Lebensjahre an einer
heimtiickischen Krankheit, Galois fiel, noch nicht 21 Jahre alt, im Duell.
Und doch haben sie Unsterbliches geleistet, und doch hat ihr durchdringender
Geist die mathematische Wissenschaft in einem grossen Teile vollig umgestaltet
und ihr ncue Bahnen gewiesen. Moge die vorliegende Ausgabe einiger
ihrer Abhandlungen dazu Dbeitragen, die Jiinger dieser Wissenschaft zum
fleissigen Studium der Werke jener Geisteshelden anzuspornen, um aus
diesem nie versiegenden Urquell immer neue Wahrheiten zu schopfen.

#) Deutsch bearbeitet von G. Wertheim, Verlag vou B. G. Teubner, Leipzig.
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Abhandlung iiber die algebraischen
Gleichungen, in welcher die Unmoglichkeit
der Auflosung der allgemeinen Gleichung
fiinften Grades bewiesen wird.
(Christiania 1824, Oeuvres complétes, 1881. Bd. I S. 28).

—_——————

Die Geometer haben sich viel mit der allgemeinen Auflgsung der
algebraischen Gleichungen beschiftigt und mehrere von ijhnen haben die
Unméglichkeit derselben zu beweisen versucht; damit hat man jedoch bis
jetzt, wenn ich nicht irre, kein Gliick gehabt. Ich wage daher zu hoffen,
dass die Geometer diese Abhandlung, welche zum Zwecke hat, diese Liicke
in der Theorie der algebraischen Gleichungen auszufiillen, mit Wohlwollen
aufnehmen werden.

Es sei

yY—ayt +byP—cy? +dy—e=0
die allgemeine Gleichung fiinften Grades und wir nchmen an, dass sie
algebraisch auflosbar sei, d. h. dass man y durch eine aus Wurzelgrossen
gebildete Function der Gréssen a, b, ¢, d und e ausdriicken konne. Offen-
bar kann man in diesem Falle y auf die Form bringen
1 2 m—1

?/=P+131Rm +p2R1u.+ "'+Pm_1R mn ,

wo m eine Primzahl ist und R, p, p,, s, ... Functionen von derselben

Form wie y sind, und ebenso weiter, bis man zu rationalen Functionen der

Grissen a, b, ¢, d und ¢ gelangt. Man kann ebenfalls annehmen, dass es
1

unmdglich ist, R;" durch eine rationale Function der Gréssen a, D, ..., P,
fiir R setzt, ist klar, dass

Py, Day ... auszudriicken, und indem man —;

man p, =1 setzen kann. Man hat also:
1 2 m—1
y=p+R'm +p2Rm+"'+])m_1R m A
1*
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Setzt man diesen Wert von y in die gegebene Gleichung ein, so erhilt
man, nachdem man reduciert hat, ein Resultat von folgender Form:

1 e m=1
_P—.:q—'—qum +q2Rm R o qn—-lR m —_:O,

WO ¢q, ¢, Qs ... rationale und ganze Functionen der Grissen a, b, ¢, d, e,

P, Py, ... und R sind. Damit diese Gleichung stattfinden koénne, muss

q=0, ¢,=0, ¢o=0, ..., g,_, =0 sein. In der That, bezeichnet man
1

R™ mit 2, so hat man die beiden Gleichungen:

"—R=0
Q+Q1z+"“+qm_1zm_l=0-

Wenn nun die Gréssen ¢, ¢y, ... nicht gleich Null sind, so haben diese
Gleichungen notwendig eine oder mehrere gemeinschaftliche Wurzeln. Ist
k die Anzahl dieser Wurzeln, so kann man bekanutlich eine Gleichung vom
Grade % finden, welche die % erwdhnten Wurzeln zu Wurzeln hat, und in
welcher simtliche Coefficienten rationale Functionen von R, ¢, g5, ..., ¢, 4
sind. Es sei

r+rlz+r2z"+---+rkzk=0

diese Gleichung. Dieselbe hat ihre Wurzeln gemeinsam mit der Gleichung
&" — R=20; nun sind aber alle Wurzeln dieser Gleichung von der Form
%, WO o eine der Wurzeln der Gleichung a:f—— 1 =0 bezeichnet. Man hat
daher, wenn man substituiert, die folgenden Gleichungen:

7+ &+ Y SRR -+ rkzk=0

r+  arz+ afrge?4e.... + akrkzk: 0
2 2 2 E__

e RO S i +a e =0.

Aus diesen %k Gleichungen kann man stets den Wert von 2 ausgedriickt erhalten
durch eine rationale Function der Grossen 7,7y, 7y, ..., 7,, und da diese
Grossen selbst rationale Functionen von @, b, ¢, d, e, R, ..., p, Py, ... Sind,
so folgt, dass z ebenfalls eine rationale Function dieser letzteren Grossen
ist. Dies widerspricht aber der Voraussetzung. Mithin muss sein:

q=0, q1=0,..., qm_1=0-

Wenn nun diese Gleichungen stattfinden, so ist klar, dass die vorgelegte
Gleichung befriedigt wird durch simtliche Werte, welche man fiir y erhilt,
1
wenn man R™ alle Werte

1 1 1 1 1

Rm’ aRm, a2Rm’ a3Rm, e, am—-lRm
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giebt, wo « eine Wurzel der Gleichung ist:

™ i g1 =0,

Man sieht auch, dass alle diese Werte von g verschieden sind; denn im
entgegengesetzten Falle wiirde man eine Gleichung von derselben Form wie
die Gleichung P=0 erhalten, und eine solche Gleichung fiihrt, wie wir
soeben gesehen lhaben, zu einem Resultat, welchés nicht stattfinden kann.
Die Zahl m darf also 5 nicht iibersteigen. Bezeichnet man demnach mit
Y15 Yoy Ys, Ysr Ys die Wurzeln der gegebenen Gleichung, so hat man:

i 2. m—1
n=p+ E'+ pR+-+p, RB"
l 2 m—1
Y2 =P+ aR™ -+ 0.2}92Rm I am_lpm—lR m
L T
ym =]9 + am~1Rm + Gm_ngRm e a.pm_l-R m .
Aus diesen Gleichungen leitet man ohne Miihe her:
1
P=;&(Z/1 =+ ]/2—-{—— ..... —+ g/m)
=
R" = po (g + " Ty 4eeeen + ay)
2z
p. R = m (g + @™ 2y e e s +aly, )
m—1 1
pm—lR " =;’& (y; + oYy v e + am_—l,fjm).

Man sieht hieraus, dass p, py, ..., #,,_, B und R™ rationale Functionen
der Wurzeln der gegebenen Gleichung sind.
Betrachten wir jetzt irgend eine dieser Grossen z. B. B. Es sei:

2 n—1
R=8+v"+8p"+---+8,_o".

Behandelt man diese Grosse auf dieselbe Weise wie y, so erhilt man
1

ein analoges Resultat, ndmlich dass die Functionen v;, v, S, S,, ... rationale

Functionen der verschiedenen Werte der Function B sind; und da diese
1

rationale Functionen von g;, g, ... sind, so sind es die Functionen »", v,
S, S;, ... ebenfalls. Verfolgt man diese Schlussreihe weiter, so folgt, dass
samtliche irrationalen Functionen, welche in dem Ausdrucke von y enthalten
sind, rationale Functionen der Wurzeln der gegebenen Gleichung sind.
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Nachdem dies festgestellt ist, ist es nicht schwer, den Beweis zu voll-

enden. Wir betrachten zunichst die irrationalen Functionen von der Form
1 1

R™, wo R eine rationale Function von a, b, ¢, d, ¢ ist. Ist B™ =1, so ist
r eine rationale Function von gy, %, 93, %4, ys und B eine symmetrische Function
dieser Grossen. Da es sich nun handelt um die Auflésung der allgemeinen
Gleichung finften Grades, so kann man offenbar y,, 1y2, Y3, Ya Y5 als unab-

hiingige Verinderliche betrachten; die Gleichung F"™ =7 muss somit unter

dieser Voraussetzung stattfinden. Infolge dessen kann man in der Gleichung
1

R" =r die Griossen z,, %o, %3, ¥s, y; unter einander vertauschen. Durch
1

diese Vertauschung erhilt nun aber R™ notwendig m verschiedene Werte,
wenu man beachtet, dass R eine symmetrische Function ist. Die Function r
muss somit die FEigenschaft haben, dass sie s verschiedene Werte erhilt,
wenu man aof alle moglichen Arten die fiinf Verdnderlichen, welche sie
eunthilt, vertauscht. Hierzu muss aber m =25 oder m = 2 sein, wenn man
beachtet, dass m eine Primzahl ist (Man vergleiche eine Abhandlung von
Cauchy im XVII. Hefte des Jowrnal de IEcole Polytechnique). Es sei
zunidchst m = 5. Die Function » hat also fiinf verschiedene Werte und
kann folglich unter die Form gesetzt werden:

1
R® =71 =p -+ pyy + Poin® + 239,® + Payhs

WO p, Py, Ps, ... symmetrische Functionen von 7, #,, ... sind. Diese
Gleichung giebt, wenn man g, in y, verwandelt:

D D1y +2ey1? A+ D3y, + Pt = oap - apys 4 apays® - apsys® + apgyet
wo

at+ad a4 a+1=0
ist. Diese Gleichung kann aber nicht stattfinden; mithin muss die Zahl

m =2 sein. Ist demnach
1

R = 7,
so muss  zwei verschiedene und mit entgegengesetztem Vorzeichen behaftete
Werte besitzen, Man hat daher (vgl. die Abhandlung von Cauchy):
1 1
RP=r=o(n—9)@—9) . -@a—ys) .- Wa— ;) =05",
wo v eine symmetrische Function ist.
Betrachten wir jetzt die irrationalen Functionen von der Form:

1 1 1
(Z’ + B+ pR A .)m,
WO P, Py, Doy - - -5 By By, ... rationale Functionen von @, b, ¢, d, ¢ und dem-

zufolge symmetrische Functionen von yy, ys, 3, ¥4, ¥; sind. Wie wir gesehen
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haben, muss man v=yp =-..=2, R=125, R, =¢,%S, ... haben. Die vor-
stehende Function kann daher auf die Form gebracht werden:
1 1
(p + p8 2)’".
Ist 11
r =(p+pS*)"
11

= (o —28)",

so erhdlt man, wenn man multipliciert:
1

rry = (p2 — pl?S) ™,
Wenn jetzt rr, keine symmetrische Function ist, so muss die Zahl m =2 sein; in
diesem Falle hat aber 7 vier verschiedene Werte, was unmoglich ist; demnach
muss 77, eine symmetrische Function sein. Ist » diese Function, so hat man:
11 1 1

r+r=(p +191S2)’_”+ v(p +1)IS?) " =a.
Diese Function hat m verschiedene Werte, mithin muss m =5 sein, wenn

man beachtet, dass m eine Primzahl ist. Man erhilt folglich:
11 11
f=q+ g+ 09° + 055° + i = (p + 1,5 )* +0(p + 1,8°) °,
WO g, g, s, - . . Symmetrische Functionen von g, ¥, 93, . . . und infolge dessen
rationale Functionen von a, b, ¢, d, ¢ sind. Verbindet man diese Gleichung mit
der gegebenen Gleichung, so erhilt man daraus den Wert von y dargestellt
durch eine rationale Function von #, a, b, ¢, d, e. Eine solche Function ist
aber immer zuriickfithrbar auf die Form:
1 2 3 4
y =P+ R°+ P,R®*+ P,R®+ P,R®,
1
wo P, R, Py, P;, P, Functionen von der Form p + p,S ? und p, p,, S rationale
Functionen von a, b, ¢, d, ¢ sind. Aus diesem Werte von y leitet man her:
11

1

RP= %(yl + atyy + adyy + ay, + ay,) = (p +p,8%)°,
wo atdad 4ol 4a4+1=0
ist. Nun hat aber die linke Seite 120 verschiedene Werte und die rechte
nur 10; folglich kann y nicht die Form haben, die wir soeben gefunden
hatten. Wir haben aber bewiesen, dass y notwendig diese Form haben
muss, wenn die gegebene Gleichung ldsbar ist; mithin schliessen wir:

dass es unmdglich ist, die allgemeine Gleichung fiinften

Grades durch Wurzelgrossen aufzuldsen.

Es folgt unmittelbar aus diesem Satze, dass es ebenso unméglich ist,

die allgemeinen Gleichungen von hoherem als dem fiinften Grade durch
Wurzelgrossen aufzulisen.



Beweis der Unmoglichkeit der algebraischen
Auflosung der allgemeinen Gleichungen, welche
den vierten Grad {iibersteigen.

(Crelle’s Jowrn. f. d. r. u. a. Mathematik, Bd. I, 1826. Oecuvres
complétes, 1881, Bd. I S. 66).

Man kann bekanntlich die allgemeinen Gleichungen bis zum vierten
Grade auflosen, Gleichungen von héherem Grade aber nur in besonderen
Fillen, und irre ich nicht, so ist die Frage: ,Ist es moglich, die
Gleichungen, welche den vierten Grad iibersteigen, allgemein
aufzuldsen®, noch nicht in befriegender Weise beantwortet worden. Diese
Abhandlung hat zum Zweck, diese Frage zu beantworten.

Eine Gleichung algebraisch auflosen, will nichts andres sagen, als
ihre Warzeln durch algebraische Functionen der Coefficienten auszudriicken.
Wir miissen daher zunichst die allgemeine Form der algebraischen Functionen
betrachten und sodann untersuchen, ob es moglich ist, der gegebenen
Gleichung zu geniigen, wenn man den Ausdruck einer algebraischen
Function an die Stelle der Unbekannten setzt.

§ L
Uber die allgemeine Form der algebraischen Functionen.

Es seien «', ¢, «'", ... eine endliche Anzahl irgend welcher Grossen.
Man sagt, v sei eine algebraische Function dieser Griossen, wenn es
moglich ist, » durch z', 2", 2’", ... mit Hiilfe der folgenden Operationen aus-
zudriicken: 1. mittelst der Addition; 2. mittelst der Multiplikation sei es
von Gréssen, welche von 2', 2/, &', ... abhiingen, sei es von Gréssen,
welche nicht davon abhingen; 3. mittelst der Division; 4. mittelst der
Ausziehung von Wurzeln mit Primzahlexponenten. Unter diesen Opera-
tionen haben wir nicht mit aufgezihlt die Subtraktion, die Erhebung zu

ganzen Potenzen und die Ausziehung von Wurzeln mit zusammengesetzten
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Exponenten, denn diese sind augenscheinlich unter den vier erwihnten
Operationen mit einbegriffen.

Wenn die Function o sich durch die drei ersten der obigen Operationen
bilden ldsst, so wird sie algebraisch und rational oder bloss rational
genannt, und wenn die beiden ersten Operationen allein notwendig sind, so
heisst sie algebraisch, rational und ganz oder bloss ganz.

Es sei f(«', #', 2", ...) irgend eine Function, welche sich durch die
Summe einer endlichen Anzahl von Gliedern von der Form

1My 1M,
Ax™ 2™ L

ausdriicken lisst, wo 4 eine von 2', 2, ... unabhingige Grosse ist und
My, Mg, ... ganze positive Zahlen bezeichnen; es ist klar, dass die beiden
ersten obigen Operationen besondere Fille der durch f(z', ', ™, ...) be-
zeichneten Operation sind. Man kann somit die ganzen Functionen gemiss
ihrer Definition betrachten als resultierend aus einer beschrénkten Anzahl
von Wiederholungen dieser Operation. Bezeichnet man mit o/, o", ', ...
mehrere Functionen der Grissen 2/, z'', 2', ... von derselben Form wie
fl, 2", «', ...), so wird die Function f(¢/, ¢/, ...) offenbar von der-
selben Form sein wie f(z', «', ', ...). Nun ist f(¢/, ", ...) der all-
gemeine Ausdruck der Functionen, welche aus der zweimal wiederholten
Operation f(z', «', ...) hervorgechen. Man wird also immer dasselbe
Resultat finden, wenn man diese Operation so oft man will wiederholt. Es
folgt hieraus, dass jede ganze Function von mehreren Grossen «/, 2, ..
dargestellt werden kann durch eine Summe von mehreren Gliedern von der
Form Az™z'"™ ...

Betrachten wir jetzt die ratiomalen Functionen. Wenn
f@@, 2", ...) und ¢(z', 2", ...) zwei ganze Functionen sind, so ist evident,

7/

dass die drei ersten Operationen besondere Fille der durch
@, 2", ...)
CP(x'a x”a e )

bezeichneten Operation sind. Man kann also eine rationale Function als
das Resultat der Wiederholung dieser Operation betrachten. Bezeichnet

@, a", ...)

man durch o', ¢/, ¢/, ... mehrere Functionen von der Form ———F——~—%>
) b 2 (P(x z )

y &y ..

. : : N (CACATRTD) R

so sieht man leicht, dass die Function T ) zuriickgefiihrt werden

] » Ve ) ]
kann auf dieselbe Form. Es folgt daraus, dass jede rationale Function
mehrerer Grossen ', z'/, ... stets zuriickgefiihrt werden kann auf die Form

&, ", ...)

Cp(x’, x”) 'T‘—),
worin der Zahler und der Nenner ganze Functionen sind.
Schliesslich wollen wir die allgemeine Formderalgebraischen
Functionen suchen. DBezeichnen wir mit f(a', 2'', ...) irgend eine
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rationale Function, so ist klar, dass jede algebraische Function zusammen-
gesetzt werden kann mit Hiilfe der durch /(«, 2", . ..) bezeichneten Operation
m

in Verbindung mit der Operation V7, wo m eine Primzahl ist. Mithin wird,
wenn p’, p”, ... rationale Functionen von ', 2”, ... sind,

’

n

o
, _ _
pl-‘:f(xi‘zua"'a Vp,a p”a"‘)
die allgemeine Form der algebraischen Functionen von 2, 2, ... sein, in

m
denen die durch V7 ausgedriickte Operation sich nur auf rationale Functionen
erstreckt. Die Functionen von der Form p, werden algebraische Funec-
tionen der ersten Ordnung genannt. Bezeichnet man mit p, p,”, .
mehrere Griossen von der Form p,, so wird der Ausdruck

W a ny
- ! " 7 77
pZ—f(xa Ly eees I/.Z‘Ta V]) P Vplla V])l", . )
die allgemeineé Form der algebraischen Functionen von 2/, 2, ... sein, in

m
denen die Operation V7 sich nur auf rationale Functionen und auf alge-
braische Functionen erster Ordnung erstreckt. Die Functionen von der
Form p, werden algebraische Funetionen der zweiten Ordnung genannt.
Ebenso wird der Ausdruck

"

n

n n'
D3 =f(xla A Vp', Vl_;”a R V]91’,

n'

. n n,
l/ n ! 1
DPrseens foza V.272 7'”):

in welchem p,’, p,”, ... Functionen zweiter Ordnung sind, die allgemeine
Form der algebraischen Functionen von ', z”, ... sein, in denen sich die

m
Operation V7 nur auf rationale Functionen und auf algebraische Funetionen
der ersten und zweiten Ordnung erstreckt.

Indem man in dieser Weise weiter fortgeht, erhilt man algebraische
Functionen der dritten, vierten, ... pten Ordnung, und es ist klar, dass der
Ausdruck der Functionen pter Ordnung der allgemeine Ausdruck der
algebraischen Functionen ist.

Bezeichnet man also mit p. die Ordnung irgend einer algebraischen
Function und mit » die Function selbst, so hat man:

I
v=F, ", ..., VY, V", ..),

wo p', p”, ... Funtionen von der Ordnung p— 1,+,7",... Functionen von
der Ordnung p— 1 oder von niedrigeren Ordnungen und #', #", ... Prim-
zahlen sind; fbezeichnet immer eine rationale Function der in der Parenthese
enthaltenen Gréssen.

Man kann offenbar annehmen, dass es unmdglich ist, eine der Grdssen

e
V', Vp", ... durch eine rationale Function der andern und der Grissen
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#', v, ... auszudriicken; denn im entgegengesetzten Falle wiirde die Function
v die folgende einfachere Form haben:

n__ o
v=F@" ", ..., Vp', Vi, ..),

"

3 7
wo die Anzahl der Grossen V', Vp”, ... mindestens um eine Einheit ge-
ringer wire. Indem man in dieser Weise den Ausdruck von v soweit wie
moglich reducierte, wiirde man entweder zu einem irreductiblen Ausdruck
oder zu einem Ausdruck von der Form

v=f(@", ¢, """, ..)

gelangen; diese letztere Function aber wiirde nur von der Ordnung p —1
sein, wihrend » von der pten Ordnung sein soll; und dies ist ein Widerspruch.

n n
Wenn in dem Ausdruck von o die Anzahl der Grossen V', Vp", ...
gleich m ist, so werden wir sagen, die Function » sei von der p.ten Ordnung
und vom mten Grade. Man sieht also, dass eine Function von der Ordnung
p und dem Grade O dasselbe ist, wie eine Funcfion von der Ordnung p. — 1,
und eine Function von der Ordnung O dasselbe, wie eine rationale Function.
Es folgt hieraus, dass man setzen kann:

v=71@, 1", ..., VIT)’

wo p eine Function von der Ordnung p — 1 ist, aber +,#’, .. Functionen
pter Ordoung und héchstens vom Grade m — 1 sind, und dass man immer

n
annehmen kann, dass es unmdoglich ist, ¥p durch eine rationale Function
dieser Grossen auszudriicken.
Im Vorhergehenden haben wir gesehen, dass eine rationale Funection
mehrerer Grossen immer reduciert werden kann auf die Form

s
7a
wo s und ¢ ganze Functionen derselben verinderlichen Grossen sind. Man
schliesst hieraus, dass v stets ausgedriickt werden kaun wie folgt:

”_
R 1))

v= "
(', 7, ..., Vp)
n_
wo ¢ und t ganze Functionen der Gréssen #/, #”, ... und Vp bezeichnen.
Nach dem, was wir weiter oben gefunden haben, kann jede ganze Function

"

mehrerer Grossen s, ', #”, ... ausgedriickt werden durch die Form:

byt b8 + s+ oo+ £ 57,
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wo fy, &, ..., t, ganze Funetionen von #', #”, "/, ... ohne s sind. Man
kann daher setzen:
1 2z m
n n n
bo+bp  +bp”+- - +1,p T
o= Iz W=y
Vo p " opp A v, p"
Wo 1y, ty, ..oy b, gy Oy, .., U, ganze Functionen von v/, #”, #, ... sind.
Sind Vy, Vg, ..., V,_, die n—1 Werte von V, welche man findet,

1 1 1 1
indem man der Reihe nach ap®, o®p”, «®p”, ..., < p™, wo « eine von
der Einheit verschiedene Wurzel der Gleichung o —1=0 ist, an die
1

Stelle von ]ﬁ setzt, so erhidlt man, indem man den Zihler und Nenner von

T
7 mit V,V,V;...V,_, multipliciert:
vive...V,
L 27 AN A
Das Produet VV;V,...V, , lisst sich bekanntlich ausdriicken durch
eine ganze Function von p und den Grossen 7', #', ... und das Product
n
TV\V,y... V,_, ist, wie man sieht, eine ganze Function von ¥p und von
7, v, ... Setzt man dieses Product gleich

1 2 k
SoF 80" A+ Sop" Ao F 50",
so findet man:

1 2 L
So -+ 80" A Sop™ + 5"
==
m 2
) L Sy 8 8 )
oder, indem man g, ¢y, ¢s, ... fir ;nga 5;—, 972, -+ schreibt:
1 2 %

v=0y+ P "+ Gp "+ -+ qp",

WO qg, ¢y, G, - -, 4, rationale Functionen der Grossen p, 7', ", ... sind.
Ist p irgend eine ganze Zahl) so kann man immer setzen:

p=an -+ a,

wo @ und o zwei ganze Zahlen sind und o <<# ist. Es folgt hieraus, dass
| an-+-a «
n

pht=p " =p"p"
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e

ist. Setzt man also diesen Ausdruck an die Stelle von »” in den Ausdruck
von v ein, so erhdlt man:
1 2 n—l
v=go+qp" +@&p" + g, p ",

WO ¢y, 41, Q25 - - —€benfalls rationale Functionen von p, 7/, #/, ... und somit
Funtionen pter Ordnung und hochstens m — 1ten Grades und so beschaffen
1

sind, dass es unmoglich ist, p; rational durch diese Griossen auszudriicken.
In dem obigen Ausdruck von » kann man immer ¢, =1 setzen. Denn
wenn g; nicht Null ist, so erhilt man, indem man p, = pg," setat:

1
1 =

pow "
b= o p" 7’
mithin:
1 2 —
92 In—1 ”71

v=qy+p" + ;5101 -+ ‘+‘;ITIP1 )
1

ein Ausdruck, der von derselben Form ist, wie der vorhergehende, nur dass
g, =1 ist. Ist g, =0, so sei 9, eine der Grissen ¢y, g, ..., g, ,, Welche
nicht Null ist, und es sei qﬁp”: Py Man erhiilt hieraus:
ap. a
4" =p".
Nimmt man also zwei ganze Zahlen o und B an, welche der Gleichung
ap — Br=y’, wo p’ eine ganze Zahl ist, geniigen, so hat man:

fr-p o
g,p " =p", und
» z
" =g, p "

e 1
Hiernach und mit Beachtung dessen, dass qpp” = p," ist, erhilt » die Form:
1 2 r—1
o=qy+p;"+@p" + g, "

Aus allem Vorhergehenden schliesst man:

Ist v eine algebraische Function von der Ordnung p und
vom Grade m, so kann man immer setzen:

1 2 3 n—1
v=¢,+p" +qp" +@p" +- - +q, 0"
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wo # eine Primzahl ist, gy, g5, ..., ¢,_, algebraische Functionen p.ter Ord-
nung und hochstens m — 1ten Grades sind und ferner p eine algebraische
1

Function von der Ordnung p. — 1 und so beschaffen ist, dass p; sich nicht
rational durch gy, ¢y, .., g,_, ausdriicken ldsst.

§ IL

Eigenschaften der algebraischen Functionen, welche einer
gegebenen Gleichung geniigen.
Es sei
1) CoFeyteyit oty +y =0
irgend eine Gleichung vom Grade r, in welcher ¢, ¢;, ... rationale Functionen

von 2, 2’, ... und 2/, 2", ... irgend welche unabhingige Grissen sind.
Wir nehmen an, dass man dieser Gleichung gentigen kinne, indem man an

Stelle von y eine algebraische Function von «', 2", ... setzt. Es sei
1 2 n—1
2 Yy=q@+p " +ap"+ -+ p"

diese Function. Substituiert man diesen Ausdruck von y in die gegebene
Gleichung, so erhilt man nach dem Vorhergehenden einen Ausdruck. von

der Form
1 2 n—1

3) Yo+ 1p" H+rp” 4o, p " =0,

WO #g, #1579, - - - ¥,,_, Yationale Functionen der Grossen p, gy, ¢4y - - -, 4,4 Sind.
Ich behaupte nun, dass die Gleichung (3) nicht stattfinden kann, wofern
man nicht einzeln

ro=0,r,=0,...,r

n—1=0

1
hat. Im entgegengesetzten Falle nimlich wiirde man, wenn man p” =z
setzt, die beiden Gleichungen haben:

f—p=0
und
To+ 108+ reet A o, T =0,

welche eine oder mehrere gemeinschaftliche Wurzeln haben wiirden. Ist %
die Anzahl dieser Wurzeln, so kann man bekanntlich eine Gleichung finden,
welche die £ erwidhnten Wurzeln zu Wurzeln hat und deren Coefficienten

rationale Functionen von p, 7, 7y, ..., 7,_, sind. Ist

So+ 82+ 82 4 5@ 4 F=0

diese Gleichung und
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to+ e + 1 + - 8, 42"

ein Factor ihrer linken Seite, wo ¢, f, ... rationale Functionen von p, 7,
T4y ..., 7,_, sind, so hat man ebenfalls

fo+ b+t + o b, T =0,
und es ist klar, dass man voraussetzen darf, dass es unmoglich sei, eine
Gleichung derselben Form von niedrigerem Grade zu finden. Diese Gleichung
hat ihre p Wurzeln gemeinschaftlich mit der Gleichung 2" —p=0. Nun
sind aber alle Wurzeln der Gleichung #"—p =0 von der Form az, wo
o irgend eine Wurzel der Einheit ist. Bemerkt man also, dass g nicht
kleiner sein kann als 2, weil es unméglich ist, # als rationale Function der
Grossen p, 7o, Ty, ..., *,_, auszudriicken, so folgt, dass zwei Gleichungen
von der Form

o+ te + 12?4+ - 4 tp_lz”"l +'=0
und

fy+ atye + otte? + o @ e T 4o =0

stattfinden miissen. Aus diesen Gleichungen erhilt man, wenn man 2"
eliminiert:

t,(1 — a*) ¢ (e — e+ -+ tp.—l(a'p.—l . au)znﬂ —0.
Da aber diese Gleichung vom Grade p.— 1 und die Gleichung

z“+tp_lz*‘"1 4= 0

irreductibel ist und somit #, nicht gleich Null sein kann, so muss man
a* — 1 =0 haben, was nicht stattfindet. Es muss demnach sein:

ro=0, rn=0,...,7,_,=0.

Nun ist klar, dass, wenn diese Gleichungen stattfinden, die gegebene

Gleichung Dbefriedigt wird durch sémtliche Werte von y, welche man erhilt,
1 1 1 1

indem man p” simtliche Werte ap™, a%p™, ..., " "p" beilegt. Man sieht
leicht, dass alle diese Werte von y unter einander verschieden sind; denn
im andern Falle wiirde man eine Gleichung von derselben Form wie (3)
haben, eine solche Gleichung fiihrt aber, wie wir eben sahen, zu Wider-

spriichen.
Bezeichnet man also durch i, 9, ..., y, % verschiedene Wurzeln der
Gleichung (1), so hat man:
1

| v

n—1

h=q0p+ P+ P "H+-+ g p"

1 2 n—1
Yo =qo+ "+ algep” +----+d" g p"
S Cee

n—1_n

Y=+ P+ " yp o+ ag, P "

sio "
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Aus diesen » Gleichungen leitet man ohne Miihe her:

1

b=+ »p+ pt+--+ ¥)
n

1

- 1

P = o Ty d T Ay

[N

e 1 — -3 P’
Gp" = + "y " Ty aty)

. . . . . . . .

n—1

1 .
Qi " =+ gt oy by,

1
Man ersieht hieraus, dass simtliche Grossen p”, g;, ¢, . - - , ¢, rationale
Functionen der Wurzeln der gegebenen Gleichung sind. Man hat ndmlich:

Yy + o Py oy e Ty

-1 .
(o gy a2y @ g W

g, ="n

Betrachten wir nun jetzt die allgemeine Gleichung smten Grades

0=a-+ a@+ agz? + - +a, 2" "+

und nehmen wir an, sie sei algebraisch losbar. Es sei

1 2 n—1

n ; n
T=28 +v + 8" +---+s,_ 0

Nach dem Vorhergehenden lassen sich die Grissen v, S;, So, ... rational
durch zy, %y, ..., z,, ausdriicken, wenn man mit #;, 2, ..., 2,, die Wurzeln
der gegebenen Gleichung bezeichnet.

Betrachten wir irgend eine der Grossen o, sy, S, ..., z. B. ©. Be-
zeichnet man mit o, v,, ..., v,, die verschiedenen Werte von », welche
man erhilt, wenn man die Wurzeln »;, #,, ..., 2, auf alle mdglichen
Arten mit einander vertauscht, so kann man eine Gleichung vom Grade 7’
bilden, deren Coefficienten rationale Functionen von «, ay, ..., a,_, sind
und deren Wurzeln die Grossen vy, ,, ..., v, sind, welche rationale
Functionen der Grossen zy, @, ..., , sind.

Setzt man also

3 2 v—1
v=t+u +bu’ ot u,
1
so sind alle Grossen u’, &, &, ..., t,_, rationale Functionen von v,
Vg, ..., U,, und infolge dessen von z;, @5, ..., #,. DBehandelt man die
Grossen u, ), #;, ... auf dieselbe Weise, so schliesst man daraus:



Uber die algebr. Auflésbarkeit der Gleichungen. 17

Wenn eine Gleichung algebraisch auflésbar ist, so kann
man immer der Wurzel eine solche Form geben, dass simtliche
algebraischen Functionen, aus denen sie zusammengesetzt ist,
sich ausdriicken lassen durchrationale Functionen der Wurzeln
der gegebenen Gleichung.

§ II.

Uber die Anzahl der verschiedenen Werte, welche eine
Function von mehreren Grossen annehmen kann, wenn man
die Grossen, welche sie enthiilt, unter einander vertauscht.

Es sei o eine rationale Function von mehreren unabhingigen Grdssen
%, X9y + .., ¥,. Die Anzahl der verschiedenen Werte, welche diese Function
durch Vertauschung der Grossen, von denen sie abhidngt, annehmen kann,

kann das Product 1:2-3.-.n nicht iibersteigen. Dieses Product sei .
Ist jetzt
aByo.. >
v (a bed...

der Wert, welchen irgend eine Function » annimmt, wenn man darin
Z,, T, T,, Ty ... f0r z,, Tgy @y Ty oo substituiert, so ist klar, dass,
wenn man mit 4, 4,, ..., Au die p. verschiedenen Permutationen bezeichnet,
welche man mit den Indices 1, 2, 3, ..., »# bilden kann, die verschiedenen

Werte von » dargestellt werden konnen durch:

otk oG o) o (2

Nehmen wir an, dass die Anzahl der verschiedenen Werte von » kleiner
sei als ., so miissen mehrere Werte von » einander gleich sein, so dass

man z. B. hat:
A, _ <A1> (Al\
“’(A)—” 4,) = =Ny )

m

. . . A . o .
Wendet man auf diese Grissen die durch ( Al >bezelclmete Substitution

m+-1
an, so erhiilt man die folgende neue Reihe von gleichen Werten:

(e Dol Jmrmalde),

m-+1 m-+4-2

Werte, welche von den ersten verschieden, aber an Zahl denselben gleich
sind. Verwandelt man von Neuem diese Grossen mittelst der durch

A . I .

( Al bezeichneten Substitution, so erhiilt man ein neues System von
om41

gleichen Grossen, die jedoch von den fritheren verschieden sind. Indem

man dieses Verfahren weiter fortsetzt, his man sidmtliche moglichen
Abel u. Galois, Algebr. Gleichungen. 2
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Permutationen erschopft hat, so werden die . Werte von » in mehrere

Systeme zerfallen, von denen jedes eine Anzahl von m gleichen Werten

enthdlt. Is folgt daraus, dass man, wenn man die Anzahl der verschiedenen

Werte von » durch p, eine Zahl, die gleich derjenigen der Systeme ist, darstellt,
pm=1:2:3...n

erhilt, d. h.

Die Anzahl der verschiedenen Werte, welche eine Function
von n Grdssen durch alle mdglichen Vertauschungen unter
diesen Grossen annehmen kann, ist notwendig ein Teiler des
Products 1-2-3---n, Dies ist bekannt.

Es sei jetzt (j‘ ) irgend eine Substitution. Nehmen wir an, dass man,

m
wenn man dieselbe mehrere Male hintereinander auf die Function » anwendet,
die Reihe der Werte
Dy Vgs Vgy e v vy Uy, U

erhalte, so ist klar, dass sich » notwendig mehrere Male wiederholen wird.
A

Kehrt » nach p Substitutionen wieder, so sagen wir, ( Al ) sei eine rekurrente

Substitution von der Ordnung p. Man hat daher folgende periodische Reihe:

Uy U1y Vgy « v v s ”p_p Y, U1y Uy v+ -

ALY
oder, wenn man durch v ( Al> den Wert von v darstellt, welchen man erhiilt,
m

nachdem man die durch < Al> bezeichnete Substitution 7-mal hintereinander
m
wiederholt hat, so hat man die Reihe:

N AR R OO ey O

m m m m m

Hieraus folgt:
. (Al >“1’+’= v<A1>T
A A4

m m

() ol

m n

Ist nun p die grosste Primzahl, welche kleiner ist als »*), so miissen,
wenn die Anzahl der verschiedenen Werte von v kleiner als p ist, unter
irgend welchen p Werten zwei einander gleich sein.

Es miissen also von den p Werten

o) (@ o)
”(Am’ AV IVAREAVIVAREE BV

m m O

#) Im Original heisst es irrtimlich: Soit p le plus grand nombre premier contenu
dans n.



Uber die algebr. Auflosbarkeit der Gleichungen. 19

zwei einander gleich sein. Ist z. B.

o) =),

m m

By

m m

so folgt daraus:

A\
Schreibt man 7 fiir # + p — 7 und beachtet man, dass v( Al) = ist, so

Al>”
”“”(A ,

m

leitet man hieraus her:

wo r offenbar kein Vielfaches von p ist. Der Wert von » wird also durch

A 7
die Substitution ( Al ) und somit auch durch die Wiederholung derselben

Substitution nicht geindert. Man hat daher:

ome():

m

wo o eine ganze Zahl ist. Ist jetzt p eine Primzahl, so kann man offenbar
immer zwei ganze Zahlen « und B von der Beschaffenheit finden, dass

ra=pB +1
ist, mithin:
A1 pi+1
v=v (Am) ’
und da
A, »B
v=v (A )

m

ist, so hat man:
v=v(3)
A’lll ’
Der Wert von o wird also durch die rekurrente Substitution pter Ordnung
;A .
A nicht geiindert.

m
Nun ist klar, dass

aByd ... Cn) (Byde... na)
(@735 Lo und \yaBs. .. ¢y
rekutrente Substitutionen pter Ordnung sind, wenn p die Anzahl der Indices
o, B, 7, ..., 7 ist. Der Wert von » wird mithin auch nicht darch die

Combination dieser beiden Substitutionen geindert werden. Diese beiden
Substitutionen sind augenscheinlich dquivalent der einen

()

2*
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und diese den beiden folgenden, wenn man sie nach einander anwendet:

() wa (3)

Der Wert von » wird demnach durch die Verbindung dieser beiden Sub-
stitutionen nicht gedndert. Folglich:

v=v(5) ()
o=
v=s(50)(3)

Man ersieht hieraus, dass die Function v nicht geidndert wird durch

ebenso:

woraus folgt:

zwei aufeinanderfolgende Substitutionen von der Form <§5>, wo o und B

irgend welche Indices sind. Bezeichnet man eine derartige Substitution
mit dem Namen ,Transposition® so kann man schliessen, dass irgend
ein Wert von v durch eine gerade Anzahl von Transpositionen nicht ge-
indert wird und dass infolge dessen alle Werte von », welche aus einer
ungeraden Anzahl von Transpositionen hervorgehen, gleich sind. Jede Ver-
tauschung der Elemente einer Function kann mittelst einer gewissen Anzahl
von Transpositionen bewerkstelligt werden; mithin kann die Function nicht
mehr als zwei verschiedene Werte haben. Hieraus erhilt man den folgen-
den Satz:

Die Anzahl der verschiedenen Werte, welche eine Funection
von n# Grossen erhalten kann, kann nicht unter die grosste
Primzahl, welche % nicht @ibersteigt, erniedrigt werden, wofern
sie sich nicht auf 2 oder 1 reduciert.

Es ist somit unméoglich, eine Function von 5 Grissen zu
finden, welche 3 oder 4 verschiedene Werte hitte.

Der Beweis dieses Satzes ist einer Abhandlung von Cauchy aus dem
17. Hefte des Journal de I'Ecole Polytechwique S. 1 entnommen.

Sind » und o' zwei Functionen, deren jede zwei verschiedene Werte
hat, so folgt aus dem Vorhergehenden, dass, wenn man diese doppelten
Werte mit »;, v, und »,, vy’ bezeichnet, die beiden Ausdriicke

v + v, und v, v, + vy vy
symmetrische Functionen sind. Ist

v+ vy =1 und v, v, + v, 0, =1,
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so erhilt man hieraus:
tZ)QI— tl

V4=
R

Ist nun die Anzahl der Groéssen @y, &y, ..., «,, gleich fiinf, so ist das
Product

(@ —a2) (01— ) (01— 224) (% — 05 ) (0y—203) (W g—0) (B 205 )(@g—04) (B3~ 25) (W —25)

offenbar eine Function, welche zwei verschiedene Werte hat, indem der
zweite Wert dieselbe Function mit entgegengesetztem Vorzeichen ist. Setzt

man also v/=yp, so wird »’= —p. Der Ausdruck von v, ist demnach:
LEL
oder:
7
vy = %t -+ 2—;2 Py

wo 3¢ eine symmetrische Function ist; p hat zwei Werte, die sich nur durch

. t . .
das Vorzeichen unterscheiden, so dass -2}%2 ebenfalls eine symmetrische F'unc-

tion ist. Setzt man also 1{=yp und gt;?=q, so folgt:

Jede Function von fiinf Gréssen, welche zwei verschiedene
Werte hat, kann auf die Form p + gp gebracht werden, wo p und
q zweisymmetrische Functionen sind und p = (2, — @) (% — 23) ... .
(2 — ;) ist.

Um unser Ziel zu erreichen, bediirfen wir noch der allgemeinen
Form der Functionen von fiinf Grossen, welche fiinfverschiedene
Werte haben. Man kann sie folgendermassen finden:

Es sei » eine rationale Function der Grissen z,, &, 25, 2, @5, welche
die Eigenschaft hat, sich nicht zu #ndern, wenn man vier von den fiinf
Grossen, z. B. z,, @y, 7, x;, unter einander vertauscht. Unter dieser Be-
dingung wird offenbar » symmetrisch sein in Bezug auf x,, x5, 4, 2;. Man
kann somit v ausdriicken durch eine rationale Function von x, und durch
symmetrische Functionen von wx,, z;, @4, ;. Jede symmetrische Function
dieser Grossen aber lisst sich ausdriicken durch eine rationale Function der
Coefficienten einer Gleichung vierten Grades, deren Wurzeln z,, x;, ,, 25
sind. Setzt man also:

(@ — 2) (& — 3) (& — @) (& — @) = &t — pa® -+ ga? — 15 + 5,

so lidsst sich die Function » rational durch x, p, ¢, », s ausdriicken. Wenn
man aber

(& — 1) (& — 29) (x — @3) (z — ) (& — @) = 4° — ax* + bad—ca?-+dr—e
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setzt, so hat man:

(x — ;) (2t — pad + qu? — ra + ) = 2 — azt + bw® — cx? +dr —e
= 25— (p + &) &t + (¢ + p2y) 2 — (r + q@) @ + (s + 1%;) & — 2y,

woraus folgt:
p=a—x
g=">b—ax, + x,®
r=c¢ — bx; + azx® — z,3
s=d—cx, + bx,® — aw® + 2%
Die Function » lisst sich also rational durch z,, @, b, ¢, d ausdriicken.

Hicraus folgt, dass die Function » unter die Form gesetzt werden kann:

¢
¢ (1)’
wo ¢t und ¢(x,;) zwei ganze Functionen von z,, a, b, ¢, d sind. Multipliciert man

Zahler und Nenner dieser Function mit ¢(zy) - ¢(a;) - ¢(xy) - @(x5), so er-
halt man:

v

o o 0(®s) - 9(25) - () - p(25)
¢(y) - ¢(@a) - ¢(w3) + () - ¢(25)

Nun ist, wie man sieht, ¢(z,) - ¢(xs) - 9(xy) - ¢(x;) eine ganze und sym-
metrische Function von z,, @5, 24, ;, Man kann demnach dieses Product
als ganze Function von p, ¢, r, s und somit als ganze Function von z;,
a, b, ¢, d darstellen. Der Zihler des obigen Bruches ist daher eine ganze
Function der nidmlichen Grossen; der Nenner ist eine symmetrische Function
von &, Zg, &3, %4 % und demnach als rationale Funection von a, b, ¢, d, e

ausdriickbar, Man kann mithin setzen:

V=1 + 1y + 1@+ o 1,
Multipliciert man die Gleichung

zd=azxt— bz + cw? —dz + e

der Reihe nach mit z;, #,2 ..., 27°, so ist klar, dass man m —4
Gleichungen erhiilt, aus denen man fiir ;5 =, ..., #;' Ausdriicke von der
Form

o + By + 2,2 + Oz + eyt

&

herleiten kann, wo «, B, 7, 8, ¢ rationale Functionen von a, b, ¢, d, e sind.
Man kann somit » auf die Form bringen:

(a) V=1, + & 4 1o, 2 4 123 + 12t

WO 7, 7y, 7o ... rationale Functionen von a, b, ¢, d, e d. h. symmetrische
Functionen von x,, x5, &3, 4, ; sind.

Wir haben hiermit die allgemeine Form der Functionen, welche nicht
gedndert werden, wenn man darin die Grossen z,, x;, 7, #; unter ein-
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ander vertauscht. Sie haben entweder fiinf verschiedene Werte oder sie
sind symmetrisch.

Es sei jetzt v eine rationale Function von z,, 2, 25, 24, #;, welche
die folgenden fiinf Werte haben moge: v;, vy, v5, v,, v;. Betrachten wir
die Function z{'v. Vertauscht man darin die vier Grissen z,, 3, 24, w;
auf alle moglichen Arten unter einander, so wird die Function #]'v stets
einen der folgenden Werte haben:

alvy, @ve, @)vy, alvy, 2]

Ich behaupte aber, dass die Anzahl der verschiedenen Werte von
x;" v, welche aus diesen Vertauschungen sich ergeben, kleiner als fiinf ist.
Wenn namlich alle fiinf Werte stattfinden, so wiirde man, indem man z,
der Reihe nach mit z,, 23, z,, x; vertauscht, aus diesen Werten 20 neue
Werte erhalten, die notwendig unter einander und von den vorigen ver-
schieden wiren. Die Function wiirde also im Ganzen 25 verschiedene Werte
haben, was unméglich ist, da 25 kein Teiler des Productes 1:-2-3.4.5 ist.
Bezeichnet man also mit p die Anzahl der Werte, welche v annehmen kann,
wenn man darin die Gréssen z,, 23, x,, x; auf alle mdglichen Arten unter
einander vertauscht, so muss p einen der vier folgenden Werte haben:
1, 2, 3, 4.

1. Ist p=1, so ist dem Vorhergehenden zufolge v von der Form (a).

2. Ist p=4, so ist die Summe v; + v, + v; + v, eine Function von
der Form (a). Man hat aber:

v5 = (v; + vy + v3 + vy + v;) — (v; + vy + v3 + v,) = einer sym-
metrischen Function weniger (v; 4 vy + v3 4+ 2,);
demnach ist »; von der Form (a).
3. Ist p=2, so ist v; + v, eine Function von der Form (a). Es

sei also:
v+ Uy =1y + 12y + Toi,? + 1323 + 2t = o(x)).

Vertauscht man darin der Reihe nach z; mit x,, 25, 24, 25, so erhilt man:
v+ vy =9(z)
vy + vy = ()
,Um—l + Um = (P(xm—l)
v, +ov =0o,)
wo m eine der Zahlen 2, 3, 4, 5 ist. Fir m =2 hat man ¢(z,) = ¢(z,),

was unmoglich ist, da die Anzahl der Werte von ¢(z,) gleich fiinf sein soll.
Fir m = 3 hat man:

v+ vy = 9 (@), Ve -+ v3 = ¢(%2), v3 + vy = 9(3),

woraus folgt:
20y = ¢ (2y) — 9 (22) + ¢ (25)-
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Die rechte Seite dieser Gleichung aber hat mehr als finf Werte, nimlich
dreissig. Auf diesclbe Weise zeigt man, dass m nicht gleich 4 oder gleich 5
sein kann. Es folgt daraus, dass p nicht gleich 2 ist.

4. Es sei p=3. In diesem Falle hat » + v, +v; und demnach
vy + 05 = (0, + vy + 05 + vy + v;) — (0, + v, + v,) fiunf Werte, Wir haben
aber eben gesehen, dass diese Annahme unzulissig ist. Folglich kann p
auch nicht gleich 3 sein.

Aus allem diesen ergiebt sich der Satz:

Jede rationale Function von fiinf Grossen, welche fiinf ver-
schiedene Werte hat, wird notwendig die Form haben:

7o + 1% + r9x? + ryx’ + rd,

WO 7o, ¥y, Vo, 73, 74 Symmetrische Functionen sind und z irgend eine
der fiinf Griossen ist.
Aus der Gleichung
Ty 1% + 1922 + 1523 - rypt =0
leitet man leicht unter Benutzung der gegebenen Gleichung fiir den Wert
von z einen Ausdruck von der folgenden Form her:
=Sy + 810 + $q0? + $30° + s,0%,

WO Sg, Sty So, - - . €benso wie 7y, 7, 79, ... symmetrische Functionen sind.
Es sei v eine rationale Function, welche m verschiedene Werte
Uy, Vg, U3y .+ . ., 0, haben moge. Setzt man:

w—ov)@—0v) (v—0v3).... (v —0,)
=¢qo + @v+ 927;2 + e+ (Im_lﬂm_l + v = 07

so sind bekanntlich g, 9y, ¢s, ... symmetrische Functionen und v, vy, v3, ..., v

‘ m
die m Wurzeln der Gleichung. Ich behaupte nun, dass es unméglich ist,
den Wert von » als Wurzel einer Gleichung von derselben Form, aber von
niedrigerem Grade darzustellen. Ist némlich
fy+tw + bpP oo by P T M =0

eine solche Gleichung, wo {¢,, #, ... symmetrische Functionen sind, und ist
v; ein Wert von o, welcher dieser Gleichung geniigt, so hat man:

o+ tg_lv”'_l—l— coe=(v—v) P,
Vertauscht man die Elemente der Function unter einander, so findet man
die folgende Reihe von Gleichungen:

oM+ tg_lw"_l—l— o=@ —v,) P,

o+ tu_lo‘*"1+ coe=(v—uy) Py

‘ —1
Ft, T =0 —1,)P,.
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Man schliesst hieraus, dass v — v, v — vg, © — 035, .. ., v — v, Factoren
von o" + tﬂ_lv"‘_l—i—--- sind und dass demzufolge notwendig p. gleich m
sein muss. Man erhdlt somit den folgenden Satz:

Wenn eine Function von mehreren Gréssen m verschiedene
Werte hat, so kann man immer eine Gleichung vom Grade m
finden, deren Coefficienten symmetrische Functionen sind und
die diese Werte zu Wurzeln hat; es ist jedoch unmoglich, eine
Gleichung von derselben Form, aber von niedrigerem Grade zu
finden, welche einen oder mehrere dieser Werte zu Wurzeln
hatte.

§ IV.

Beweis der Unmoglichkeit der allgemeinen Auflosung der
Gleichung vom fiinften Grade.

Auf Grund der oben gefundenen Sitze kann man den folgenden Satz
aussprechen:

Es ist unmglich, die Gleichungen fiinften Grades allgemein aufzuldsen.

Nach § II lassen sich alle algebraischen Functionen, aus demen ein
algebraischer Ausdruck der Wurzeln zusammengesetzt ist, durch rationale
Functionen der Wurzeln der gegebenen Gleichung ausdriicken.

Da es unmoglich ist, die Wurzel einer Gleichung durch eine rationale
Function der Coefficienten allgemein auszudriicken, so muss man haben:

B" =,

wo i eine Primzahl und R eine rationale Function der Coefficienten der
gegebenen Gleichung d. h. eine symmetrische Function der Wurzeln ist;
v ist eine rationale Function der Wurzeln. Man schliesst daraus:

" — R=0.

Zufolge § II ist es unmoglich, den Grad dieser Gleichung zu erniedri-
gen; mithin muss die Function » nach dem letzten Satze des vorigen Para-
graphen m verschiedene Werte haben. Da die Anzahl m dieser Werte ein
Teiler des Products 1-2-3-4.5 sein muss, so kann diese Zahl gleich 2
oder gleich 3 oder gleich 5 sein. Nun existiert aber (§ III) keine Function
von fiinf Verénderlichen, welche 3 Werte hitte; folglich muss man m = 5 oder
m =2 haben. Ist m=2>5, so hat man, wie sich aus dem vorigen Para-
graphen ergiebt:

5
VR =ry + 1@ + ry2? + ry2® + ryzt,

woraus
1 2 3 4

=3y + s,R® + s,R® + $,R% + s,R5.
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Hieraus leitet man ab (§ II):

1
= 1
s R° =% (g + a*zy + adpg + a’ny + oxs),

wo a®=1 ist. Diese Gleichung ist unmoéglich, insofern die rechte Seite
120 Werte hat und dieselbe trotzdem Wurzel einer Gleichung fiinften Grades
25— §°R=0 sein soll. Man muss demnach m = 2 haben,

Man hat daher (§ II):

YE=p + gs,
wo p und ¢ symmetrische Functionen sind und
s= (2 — %) ... (04— )
ist. Hieraus erhidlt man, wenn man x; und 2, mit einander vertauscht:
—yYB=p— gs,

woraus p =0 und ]/lTl =qs folgt. Man siecht hieraus, dass jede alge-
braische Function erster Ordnung, welche sich in dem Ausdruck der Wurzel
vorfindet, notwendig die Form o + § ]/3_2—; o + Bs haben muss, wo o« und §
symmetrische Functionen sind. Es ist nun aber unmoglich, die Wurzeln

durch eine Function von der Form a—l—ﬁl/R auszudriicken; mithin muss
eine Gleichung von der Form stattfinden:

m

Vo + Byst=o,

wo o und B nicht Null sind, m eine Primzahl ist, « und B symmetrische
Functionen sind und » eine rationale Function der Wurzeln ist. Dies giebt:

m

VatBs=v;, Va—fs =0,

wo v; und v, rationale Functionen sind. Multipliciert man », mit v,, so

erhilt man:
m

0,0y = Va2 — 252,
m
Nun ist «? — B2%? eine symmetrische Function. Wenn also Va? — %2 keine
symmetrische Funktion ist, so muss dem Vorhergehenden zufolge die Zahl m=2
sein. In diesem Falle aber ist o= Vo + BV/s?; v hat demnach vier Werte,
was unmdglich ist.
m

Somit muss Va? — B2%? eine symmetrische Function sein. Ist 7 diese
Function, so hat man:

T
vy =17 und v, = PR
1
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Es sei

n
7)1—}-172:‘/(1—!"@1/8?—'—;—7—-————:19
Vo +8ys?
m.—
mi
VR
1 - m—1
. pm I pm
= R" + RR .
Bezeichnet man mit py, pa, p3, ..., p, die verschiedenen Werte vor p,
1 1 1
welche sich aus der successiven Substitution von «R™, «2R™, «3R™, ...,
1 1

o™ IR™ fiir R™ ergeben, wo « der Gleichung

am—l_l__am—2_*_._.+a+1=0
geniigt, und setzt man das Product
@—p)@—ps) - (0 —p,) =" — A"+ A" — =0,

so sieht man ohme Schwierigkeit, dass 4, 4,, ... rationale Functionen der
Coefficienten der gegebenen Gleichung und infolge dessen symmetrische
Functionen der Wurzeln sind. Diese Gleichung ist augenscheinlich irreductibel.
Es muss somit p, dem letzten Satze des vorigen Paragraphen zufolge, als
Function der Wurzeln betrachtet, s verschiedene Werte haben. Daraus
folgt, dass m =195 ist. In diesem Falle aber ist p von der Form (a) des
vorigen Paragraphen. Mithin hat man:

5
VE+ *5L =1y + 1%+ 1922 + rgad + ryat = p,
VR
woraus folgt:
x =8y + ;P + 8P° + 830% + 5,04,
1 4

d. h. indem man R5+1%R5 fiir p setat:
R 2 3 kd
©=t,+ t;,R® + t,R°+ £,R® + t,R°,
wo o, ¢, &y, ... rationale Functionen von R und den Cocfficienten der

gegebenen Gleichung sind. Hieraus erhilt man (§ II):
1

t1R3= (@ + atzy + odap + alry + wzy) =7,
wo
ot t+adt+atta+1=0
1
ist. Aus der Gleichung p'=#R® ergiebt sich p'=1%°R. Da nun #°R
von der Form w +u’1/s2 ist, so hat man p'5=u—|—lt']/s2, und dies giebt:

(95 — u)? = w'%s2
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Diese Gleichung giebt p’ durch eine Gleichung zehnten Grades, deren
simtliche Coefficienten symmetrische Functionen sind; nach dem letzten
Satze des vorigen Paragraphen ist dies aber unmdoglich, denn da

p'=1(w + ety + adpy - alyy 4 ax;)

ist, so wiirde p’ 120 verschiedene Werte haben, und dies ist ein Widerspruch.

Wir schliessen also, dass es unmdoglich ist, die allgemeine
Gleichung fiinften Grades algebraisch aufzulésen.

Aus diesem Satze folgt unmittelbar, dass es ebenso unméglich ist, die
allgemeinen Gleichungen von hoherem als dem fiinften Grade algebraisch
aufzulgsen. Mithin sind die Gleichungen der vier ersten Grade die einzigen,
welche allgemein algebraisch gelost werden konnen.



Abhandlung iiber eine besondere Klasse
algebraisch auflosbarer Gleichungen.

(Crelles Jowrnal f. d. r. w. a. Mathematil, Bd. 4, 1829. Oeuvres
complétes, 1881, Bd. I S. 478).

—————

Obwohl die algebraische Auflosung der Gleichungen im Allgemeinen
nicht moglich ist, giebt es doch besondere Gleichungen aller Grade,
welche eine solche Auflésung zulassen. Dieser Art sind zum
Beispiel die Gleichungen von der Form 2" —1=0. Die Auflésung dieser
Gleichungen griindet sich auf gewisse Beziehungen, welche zwischen den
Wurzeln stattfinden. Ich habe versucht, diese Methode zu verallgemeinern,
indem ich annahm, dass zwei Wurzeln einer gegebenen Gleichung derart
mit einander verbunden seien, dass man sie rational durch einander aus-
driicken konne, und ich bin zu dem Resultat gekommen, dass eine solche
Gleichung stets mit Hiilfe einer gewissen Anzahl von Gleichungen niedrigeren
Grades gelost werden kann. Es giebt sogar Fille, in denen man die
gegebene Gleichung selbst algebraisch auflosen kann. Dies ist z.B. allemal der
Fall, wenn die gegebene Gleichung irreductibel und ihr Grad eine Primzahl
ist. Dasselbe gilt auch, wenn simtliche Wurzeln einer Gleichung aus-
gedriickt werden konnen durch

z, Sz, 9%, 9z, ..., " 2, wo Yz=uz,

falls %2 eine rationale Function von z ist und 9%z, 33z, ... Functionen von
derselben Form wie %z sind bei zweimaliger, dreimaliger, ... Wiederholung

dieser Operation.
n

Die Gleichung “-—--

diesem I'alle; denn bezeichnet man mit « eine primitive Wurzel fiir den
Modul %, so kann man, wie bekannt, die 2 — 1 Wurzeln ausdriicken durch

=0, wo » eine Primzahl ist, befindet sich in

« 2 ol an—2 an—1
By Ty & 5 & 5 ooey & > WOz =,

d. h., wenn man z“ = 9 setzt, durch

z, S, Ve, B, ..., V" %, wo " lp =12
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Die niimliche Eigenschaft kommt einer gewissen Klasse von Gleichungen
zu, auf die ich durch die Theorie der elliptischen Functionen gefiihrt
worden bin.

Allgemein habe ich den folgenden Satz bewiesen:

Wenn die Wurzeln einer Gleichung beliebigen Grades unter
einander derart verbunden sind, dass sich diese simtlichen
Wurzeln rational mittelst einer von ihnen, die wir mit = be-
zeichnen, ausdriicken lassen; wenn man ferner, falls durch
tdz, hx zwei beliebige andere Wurzeln bezeichnet werden,

e =99z

hat, so ist die betreffende Gleichung immer algebraisch auf-
losbar. Ebenso kann man, wenn man annimmt, dass die Gleichung
irreductibel sei und ihr Grad ausgedriickt werde durch

Y1 vz.--. v!.l.)
oy " e Oy am,

WO ay, %9, ..., @, von einander verschiedene Primzahlen sind,
die Auflosung dieser Gleichung zuriickfithren auf diejenige
von v, Gleichungen vom Grade a;, v, Gleichungen vom Grade ay
v Gleichungen vom Grade o5 u. s. w.

Nachdem ich diese Theorie allgemein dargestellt haben werde, werde
ich sie auf die Kreisfunctionen und auf die elliptischen Functionen an-

wenden.

§ 1.

Wir wollen zunéchst den Fall betrachten, wo vorausgesetzt wird, dass
zwei Wurzeln einer irreductiblen *) Gleichung derart mit einander ver-
bunden seien, dass man die eine rational durch die andere ausdriicken konne.

Es sei

1) 9(@) =0

eine Gleichung vom Grade p und 2’ und #; dic beiden Wurzeln, welche
unter einander durch die Gleichung

!
2) 2 =z,
verbunden sind, wo Yz ecine rationale Function von z und von bekannten

Grossen bezeichnet. Da die Grosse ' eine Wurzel der Gleichung ist, so
hat man ¢(«’) =0 und zufolge der Gleichung (2):

3) o (Bz,)=0.

*) Eine Gleichung ¢(z) =0, deren Coefficienten rationale Functionen einer ge-
wissen Anzahl von bekannten Gréssen a, b, ¢, ... sind, heisst irreductibel, wenn
es unmdglich ist, irgend eine ihrer Wurzeln durch eine Gleichung niedrigeren Grades,
deren Coefficienten ebenfalls rationale Functionen von a, b, ¢, ... sind, auszudriicken.
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Ich behaupte jetzt, dass diese Gleichung noch stattfinden wird, wenn
man an Stelle von z, irgend eine andere Wurzel der gegebenen Gleichung
setzt. Man hat in der That den folgenden Satz*):

Satz I. Wenn eine der Wurzeln einer irreductiblen Gleichung
¢(x)=0 einer andern Gleichung f(x)=0 geniigt, wo f(z) eine
rationale Function von « und der in ¢(z) enthaltenen bekannten
Grossen ist, so wird diese Gleichung auch noch befriedigt
werden, wenn man fiir  eine beliebige Wurzel der Gleichung
¢ () =0 setzt.

Die linke Seite der Gleichung (3) ist nun eine rationale Function von z,
mithin hat man:

4) ¢(B2) =0 wenn ¢ (z) =0

ist, d. h. wenn z eine Wurzel der Gleichung ¢ (x) =0 ist, so ist es die
Grosse e ebenfalls.

Dem Vorhergehenden zufolge ist also jetzt 8z, eine Wurzel der Gleichung
¢(z) =0, mithin ist auch &Hdz; eine solche; ebenso werden #38z,, ..
Wurzeln sein, wenn man die durch & bezeichnete Operation beliebig oft
wicderholt.

Ist zur Abkiirzung

Bz, = 2, W% = By, W32, =¥a,, .. .,

so hat man eine Reihe von Grdssen
5) Zq, {}xla 1(}2‘/‘511 &3371’ {}4'771, et

welche simtlich Wurzeln der Gleichung ¢ (2) = 0 sind. Die Reile (5) enthilt
unendlich viele Glieder; da aber die Gleichung ¢ (z) =0 nur ¢ine endliche
Anzahl von verschiedenen Wurzeln hat, so miissen mehrere Grissen der
Reihie (5) einander gleich sein.

*) Man beweist diesen Satz leicht folgendermassen.

Welches auch die rationale Function f/(«) sein moge, man kann immer /(z) = %

sctzen, wo M und N ganze Functionen von z sind, die keinen gemeinsamen Factor
besitzen; eine ganze Function von z aber kann stets auf die Form P+ Q¢(z) gebracht
werden, wo P und Q ganze Functionen sind, derart, dass der Grad von P kleiner als
derjenige der Function o(z) ist. Setzt man also M= P+ Qg(z), so hat man

f) =L+ T,

Gleichung f(2) =0 geniigt, so wird z, auch eine Wurzel der Gleichung P=0 sein.
Wenn nun P nicht Null wire fiir einen beliebigen Wert von z, so wiirde diese
Gleichung «, geben als Wurzel einer Gleichung niedrigeren Grades als der von

Ist hiernach «; die Wurzel von ¢(z) = 0, welche gleichzeitig der

¢ (x) =0, was gegen die Voraussetzung ist. Mithin ist P= 0 und somit () = cp(x)%,

woraus man sieht, dass f(x) gleichzeitig mit ¢(x) gleich Null ist, w. z. b. w.
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Wir setzen also
m __ qm+n
e ="y,
oder

6) 90" ;) — 8"y = 0,

wenn man bedenkt, dass 81"z, = §"9"x, ist.

Die linke Seite der Gleichung (6) ist eine rationale Funktion von §"x;;
nun ist aber diese Grosse eine Wurzel der Gleichung ¢(#) = 0, mithin kann
man dem oben ausgesprochenen Satze zufolge x; an die Stelle von 9"z,
setzen, Dies giebt

7 l(}nxl = &1,

wobei man annehmen kann, dass » den kleinstmdglichen Wert hesitze, so
dass sidmtliche Gréssen

n—1
3) Zyy Sy, By, ..., V0

unter einander verschieden sind.
Die Gleichung (7) giebt:

9", = 9%z, oder 9", = 9%,

Diese Formel zeigt, dass von dem Gliede "'z, an die Glieder der Reihe (3)
sich in derselben Reihenfolge wieder hervorbringen. Die % Grdssen (8)
werden somit die einzigen der Reihe (5) sein, welche unter einander ver-
schieden sind.

Dies vorausgeschickt, sei, falls >, z, eine andere Wurzel der ge-
gebenen Gleichung, welche nicht in der Reihe (8) enthalten ist. Dann
folgt aus dem Satze I, dass simtliche Grossen

9) Xg, a9, V22g, ..., V' Ny, ...

ebenfalls Wurzeln der gegebenen Gleichung sind. Ich behaupte nun, dass
diese Reihe nur » unter sich und von den Gréssen (8) verschiedene Grissen
enthilt. Denn da 8"z, — &, =0 ist, so hat man dem Satz I zufolge
9"z, = 2, und ferner:

{}"+kx2 = kag .
Mithin werden die einzigen Grossen der Reihe (9), welche unter sich ver-
schieden sein konnen, die » ersten sein:

10) Ty, Sy, Vg, ..., 8 lay.

Diese sind aber notwendig unter sich und von den Grossen (8) verschieden.
Denn wenn man

N Xy = ﬂvx2
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hiitte, wo 72 und v kleiner als » sind, so wiirde darans §™z, = ¥z, folgen,
was unmdéglich ist, da alle ‘Grossen (8) unter einander verschieden sind.
Wenn man andrerseits

ﬁnlxg J— Vxl

hitte, so wiirde sich daraus ergeben:

l(}n——m{}vxl —_ ](}n—mﬂmx:? — {}n-m+mx2 —_ an_2 = z,,
also:

xg —_ 81!—‘!)1—1—\0xl ,

d. h. die Wurzel z, wiirde in der Reihe (8) enthalten sein, was gegen die
Voraussetzung ist.

Die Anzahl der in (8) und (10) enthaltenen Wurzeln ist 2%, mithin ist
w entweder gleich 2% oder grdsser als diese Zahl.

Ist in dem letzteren Falle z; eine von den Wurzeln (8) und (10) ver-
schiedene Wurzel, so erhdlt man eine ncue Reihe von Wurzeln

Ty, Yay, Ny, ..., Yz, ...
und beweist anf genau dieselbe Weise, dass die % ersten von diesen Wurzeln
unter sich und von den Wurzeln (8) und (10) verschieden sind.

Indem man dieses Verfahren fortsetzt, bis simtliche Wurzeln der
Gleichung ¢(z) = 0 erschopft sind, sicht man, dass die p Wurzeln dieser
Gleichung in mehrere Gruppen zerfallen, von denen jede aus % Gliedern
zusammengesetzt ist. Mithin ist p teilbar durch 2 und nennt man s die
Anzahl der Gruppen, so hat man:

11) po==n-n

Die Wurzeln selbst sind:

x, S, Y, ..., ¥Vl
-1
Lo, "(}1‘27 {)?‘rﬁh vy U Ty

q 9 qn—1
12) x5, Mg, Yy, ..., YV
< 9, n—1
z,, vz, Y2, ..., YV ax,.

Ist m =1, so hat man p=n und dic p. Wurzeln der Gleichung ¢(z) =0
werden dargestellt durch

-1
13) 2y, Sz, By, oo, By

In diesem Falle ist die Gleichung ¢(z) =0 algebraisch auflosbar, wie
man nachher schen wird. Dies ist jedoch nicht immer der Fall, wenn m
grosser als die Einheit ist. Man kann die Auflosung der Gleichung
o(z) = 0 nur zuriickfithren auf diejenige einer Gleichung vom nfen Grade,
deren Coefficienten von einer Gleichung smfen Grades abhéngen. Dies wollen
wir im nichsten Paragraphen beweisen.

Abel u. Galois, Algebr. Gleichungen.

(@)
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§ 2.
Betrachten wir irgend eine der Gruppen (12), z B. die erste, und
setzen wir:
(z—=,) (—9,) (@—%%) .... (—9""'z,)

14
) =a" + 4 2"+ 42" e ATV - AW =0,

so sind die Wurzeln dieser Gleichung
xy, Say, Sy, ..., Yy,

und die Coefficienten 4,', 4,”, ..., Ai") werden rationale und symmetrische
Functionen dieser Grossen sein. Wir werden sehen, dass man die Bestim-
mung dieser Coefficienten von der Auflosung einer einzigen Gleichung vom
Grade m abhingig machen kann.

Um dies zu zeigen, betrachten wir allgemein eine beliebige rationale
und symmetrische Function von z,, dz,, 82z, ..., 9" 'z, und zwar sei

15) Y1 =1 (25, Yy, B2y, .o, B 7))

diese Function.

Setzt man fiir #; der Reihe nach x,, 25, ..., z,,, so wird die Funetion
y m verschiedene Werte annehmen, welche wir mit y,, s, 3, ..., ¥, be-
zeichnen wollen. Bildet man hierauf eine Gleichung smter Grades

16) §+py" - py P+, Y+, =0,

deren Wurzeln g, %2, ¥, - .., ¥, sind, so behaupte ich, dass die Coef-
ficienten dieser Gleichung rational durch die bekannten Grissen, welche in
der gegebenen Gleichung enthalten sind, dargestellt werden konnen.
Da die Grossen 9z, 92z, ..., ¥ 'z, rationale Functionen von z, sind,
so ist auch die Function g, eine solche. Ist
[ h= Fxla
17) so haben wir auch:
l Yo="Fuxy, y3="Fry, ..., y, =Fzx,.

Setzt man in die Gleichung (15) der Reihe nach dz,, %%z, ¥z, ...,
9" 1, fir x, und beachtet man, dass

9
Vo, =y, 8"y = Yoy, 80 = 0%,

ist, so ist klar, dass die Function y;, ihren Wert nicht &ndert. Man hat

daher:
= Fr, = F(%2,) = F(¥,) = -+ - = F(¥"'z).

Ebenso:
sz F(ﬂx>)—F()Qa2)——~--——F(‘}" ! )

—Fx —F(ﬂxm)zF(d{x Yoo — B z,).

m
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Erhebt man jede Seite dieser Gleichungen auf die vte Potenz, so erhélt man
hieraus:

£=ﬂﬁwu%ﬂmﬁ+m+@wﬂwﬂ

1y )=l (FOw) -+ (P )]

l b v
U=, ) + (F9,)) -+ (FO" 7a,))']
Addiert man diese letzteren Gleichungen, so erhilt man den Wert von
Y+ Uyt Yyt

ausgedriickt als rationale und symmetrische Function simtlicher Wurzeln
der Gleichung o(z) =0, nimlich
1

AN v
7 A(Fﬁ) .

19) g+t yt oy, =

Die rechte Scite dieser Gleichung lisst sich rational durch die Coef-

ficienten von ¢(z) und Sz, d. h. durch bekannte Grossen ausdriicken. Setzt
man also:

20) =y Yo+ Yy s

so hat man den Wert von #, fiir einen beliebigen ganzzahligen Wert von v.
Nun kann man aber, wenn man ry, 7y, 75, ..., 7, kennt, daraus den Wert
jeder symmetrischen Function der Grossen 7, s, ..., ¥, rational herleiten.
Man kann somit anf diese Weise alle Coefficienten der Gleichung (16) finden
und demnach jede rationale und symmetrische Function von z,, %,
92z, ..., 9" "2, mit Hiilfe einer Gleichung mten Grades bestimmen. Folglich
erhilt man auf diese Weise die Coefficienten der Gleichung (14), deren
Auflésung sodann den Wert von z; w.s. w. giebt.

Man ersieht hieraus, dass man die Aufldsung der Gleichung
¢(2) =0, welche vom Grade p.=1m - % ist, auf diejenige einer gewissen
Anzahl von Gleichungen vom Grade s und % zuriickfithren kann.
Bs reicht sogar aus, wie wir jetzt zeigen wollen, nur eine einzige Gleichung
vom Grade s und m Gleichungen vom Grade # aufzuldsen.

Ist o, irgend einer der Coefficienten 4,', 4,"”, ..., Ag") und setzen wir:

tv=y;¢x1+y;¢x2+g;”‘px3 + +-1/1Vn "‘lbxm’
so erhalten wir, da y)- ¢z, eine symmetrische Function der Grissen z,
Sy, ..., 9"z ist, wenn wir die Gleichungen 9"z, = a,, ¥y = 9z,, ...
beachten:
Yy by = (Fay) by = (F(Oa)" - ¢ (V) = - o = (F (")) (0" ).
3*
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mithin:
1 v v n - v Qn—
9y by = [ by -+ (FOz)) - b y) + o (FO ) (0" ).

Man erhilt analoge Ausdriicke fiir g, - $ay, 95« dag, ..., 7, bz, , wenn
man #,, %3, ..., &, an die Stelle von z; setzt. Substituiert man diese
Werte, so sieht man, dass £, eine rationale und symmetrische Function
aller Wurzeln der Gleichung ¢(2) = 0 ist. Man erhiilt ndmlich

22) b= S(Fa) b,

Mithin kann man ¢, rational durch bekannte Gréssen ausdriicken.
Setzt man hierauf v=0, 1, 2, 3, ..., m — 1, so giebt die Formel (21):

q)xl - Ll)x2 IR -+ \me = fo

.1/14*1’1 -+ :1/24).%2 el + c'/mq"xm = 1

92 lpxl -+ -1/2 "Px2 RaRRRRE -+ -/mlpxm - f’
7/1 (le —+ ?/;" ltlbl’? e -+ -/177711 llp‘Tm m—l

Aus diesen Gleichungen, welche linear sind in Bezug auf ¢z, Ya,, .,
Yz, , leitet man leicht die Werte dieser Grossen als rationale Functionen von
Y1y Yoy Ysy «er Y, her. Setzt man nimlich:

W=y —y) @—y,)=y"""+ R, "+ R g ...

23)
+ By + R,

so erhélt man:
toRO + thl + t2R2 + et zl1;1—213171—2 + im 1
Ry+ Ry, + Roy® + -+ B, _ i 2+ Yy 1

24) Yz, =

Die Grossen Ry, By, ..., B, , sind rationale Functionen von z,, v,
Yir v+ -y Y, Man kaun sie aber durch g, allein ausdriicken. Multipliciert
man ndmlich die Gleichung (23) mit ¥ — %,, so hat man:
m—2

+ Doy

m—1

m—1

=0 (y—9)(y—v,)=y"+py + e +29,,,_1J+pm
=y By vy (B, iR, )"
und hieraus erhilt man, indem man die gleichen Potenzen von 7 vergleicht:
Rm_g':‘ Yo+
’ B s= B, o+ D=y + Dy + po
25) l L, = Rm_.q + 03 =y* + pu® + poyy + s

R, —J’l”“ +191J1 +p2/” 3+---+pm,_1-

Substituiert man diese Werte, so wird der Ausdruck von ¢z, eine
rationale Function von y; und von bekannten Grossen, und mian sieht, dass
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es immer moglich ist, ¢z, auf diese Weise zu finden, unter der Bedingung,
dass der Nenner

m—1

By + By + Ryy®+- -+ R, _ 9 "+
nicht Null ist. Man kann aber der Function y, unendlich viele Formen
geben, welche diese Gleichung unméglich machen. Setzt man beispielsweise

2) = —a) (a—Ba) (e —By)... (a — " 'y),

wo o eine unbestimmte Grosse ist, so kann der in Rede stehende Nenner
nicht verschwinden. Da nimlich dieser Nenner nichts anderes ist, als

=9 G —9s) - W1 — Y0
so wiirde man in dem Falle, wo er Null wire,

N=Y
d. h.

(z—a) (@ —B2) ... (a — ¥ g) = (0 —z,) (e — ¥z,) ... (¢ — 8" ")

haben, was unméoglich ist, da simtliche Wurzeln z;, du;, 9%, ..., 3" 'z,
von den folgenden: x,, dz,, ¥, ..., 9"z, verschieden sind.

Dic Coefficienten 4,", 4,”, ..., Ai") konnen somit rational durch eine
und dieselbe Function g, deren Bestimmung von einer Gleichung mter Grades

abhingt, ausgedriickt werden.
Die Wurzeln der Gleichung (14) sind:

2y, Yy, Yy, oo, 9y

Ersetzt man in den Coefficienten 4,’, 4,", ... y, durch go, g5, ..., 9,
s0 crhilt man 7 — 1 andere Gleichungen, deren Wurzeln respective sind:

Toy oy oov., By
Ty, Vg, ..., 9l
xm’ &Em’ et {}n_lxm‘

Satz II. Die gegebene Gleichung ¢(2) =0 kann somit zerlegt
werden in m Gleichungen vom Grade 7z, deren Coefficienten
respective rationale Functionen einer und derselben Wurzel
einer einzigen Gleichung mter Grades sind.

Diese letztere Gleichung ist im Allgemeinen nicht algebraisch auflosbar,
sobald sie den vierten Grad iibersteigt; dagegen sind es die Gleichung (14)
und die andern analogen immer, wenu man die Coefficienten 4,’, 4,", ...
als bekannt voraussetzt, wie wir im folgenden Paragraphen sehen werden.
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§ 3.

Im vorhergehenden Paragraphen haben wir den Fall betrachtet, wo m
grosser als die Einheit ist. Jetzt wollen wir uns mit dem Falle beschiftigen,
wo m =1 ist. Iu diesem Falle hat man p=#% und die Wurzeln der
Gleichung ¢ (x) =0 sind:

27 @y, Sy, B2, ..., Bl

Ich behaupte, dass jede Gleichung, deren Wurzeln in dieser Weisc dargestellt
werden konnen, algebraisch aufldsbar ist.

Ist nimlich « cine beliebige Wurzel der Gleichung o — 1 =0 und
setzt man:

28) Yz = (z + adz + a2% + o303 + .+ + T )H
so wird ¢ eine rationale Function von « sein. Nun lésst sich diese Function

rational ausdriicken durch die Coefficienten von ¢(2) und 8z. Setzt man
"z fiir z, so hat man:

l;)(ﬁ”lx):(ﬁ"lw + a{}m+1w e a}L~1/L{}|Lx + a|1-~:)t+1{}[L+1$ +_'_+ap-418}'-+m~—1w)u i

Nun ist:
Wr=w Wtu==0e ..., PP lp—9ym 1y
mithin:

qa(ﬁ"‘;c) — (0.” —m,x + ap-—m+18x g ap.—_l{}m—lx + ‘d'”x + a37ll+lx 4.
+ ay--m~1{}p--—lx)y- X
Da nun o*=1, so ist:

$O") =[a"" (& + ade + «292% + -« 4+ ST
= o (3 + adz + a29% + - - - + F T TR,

Demnach sieht man, da «*® ™ =1 ist, dass

$(V"z) =
ist. Macht man m=20,1, 2, 3, ..., .. — 1 und addiert darauf, so findet man:

29) bz = i(¢x + o) + () + -0 q,(,(]!*—lx))_

Es ist daher ¢u eine rationale und symmetrische Function simtlicher
Wurzeln der Gleichung ¢ (z) =0, und somit kann man sie rational durch
bekannte Grossen ausdriicken.

Ist ¢z =w, so erhadlt man aus der Gleichung (28):

B
30) Vo=2 + adz + 2% + .-+ + " TP,
Bezeichnen wir hierauf die p Wurzeln der Gleichung

a* —1=0
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mit
31) 1, gy ooy gy oeny @,
und die entsprechenden Werte von » mit

Q

32) Vos D1y Vay Vgy - vy Vs
so giebt die Gleichung (30), wenn man fiir « der Reihe nach 1, ay, a5, a3, ...,
%,y setzt:

v
Vo, =a+ e+ w4 P

r_
Vo =2+ odz+ o20% 4T

33 B
) Voo =2+ oo+ a4 Hob Ty

n
= { 2 ge . p—1gp—1
va.—l- 4o, Yeta, 34 + o, 3

Addiert man diese Gleichungen, so erhilt man:
1 P A -
) w=[— A+ Vo + Vo Vo o+ Vo L],

P._
wo \/1;0, welches eine constante Grosse ist, durch — A4 ersetzt worden ist.
Hierdurch kennt man die Wurzel z. Allgemein findet man die Wurzel
—m

%"x, indem man die erste der Gleichungen (33) mit 1, die zweite mit o ™,
die dritte mit oy ™, u.s. w. multipliciert und addiert; es ergiebt sich alsdann:

m 1 — P-*_ — P.-“ - b
35) ¥ x=;[—A +a Vo ag” Voy 4o 4Vo ]

Giebt man m die Werte 0, 1, 2, ..., p—1, so erhilt man den Wert simt-

licher Wurzeln der Gleichung.
Der vorhergehende Ausdruck der Wurzeln enthdlt im Allgemeinen

v
p—1 verschiedene Wurzelgrossen von der Form Vo. Er wird demnach
p¥~! Werte besitzen, wihrend die Wurzel der Gleichung ¢(x) =0 deren
nur . hat. Man kann jedoch dem Ausdruck der Wurzeln eine andere Form
geben, welche dieser Schwierigkeit nicht unterworfen ist. Ist ndmlich der

l"'—
Wert von Vo, fixiert, so ist es, wie wir jetat zeigen wollen, auch der Wert

der andern Wurzelgréssen.

Welches auch die Zahl p. sein mioge, gleichviel ob sie Primzahl ist
oder nicht, man kann immer eine Wurzel « der Gleichung o"—1 =0 von
der Beschaffenheit finden, dass die Wurzeln

yy oy U3y veey ap._l
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dargestellt werden kénnen durch
36) a, a2 u3, ..., o* 71
Dies vorausgesetzt, hat man:
B
[ Vo, =a+d" do 4+ o™ 02 .. 4 aDE ey
301 w
Vo, =a+o S+ o2 82 oo g obT L9y,
und hieraus folgt:
A k 9% (> —1)kqu—1
38) V'vk -(V'L’1> = (x4 o du+ o™ B4 .o L P TIRR
X @+ oa Sr+4a? B4 PTIRT R E

Die rechte Seite dieser Gleichung ist eine rationale Function von z, welche
ihren Wert nicht andert, wenn man fiir # eine beliebige andere Wurzel
"2 setzt, wie man leicht erkennt, wenn man diesec Substitation ausfiihrt
und die Gleichung 9"’z = §"x beriicksichtigt. Bezeichnet man also die in
Rede stehende Function mit $z, so hat man:

Vo (V) = e = 4 (00) = 4 02) = - = 4 (9,
und hieraus:
39 Vo (Var) = ﬁ(w + P O2) + (%) + -+ PO ).

Die rechte Seite dieser Gleichung ist eine rationale und symmetrische
Function der Wurzeln; man kann sie also durch bekannte Grossen aus-
driicken, Bezeichnet man sic mit @,, 0 hat man:

L *“_ -k
40) Vo, - (\/vl) =aq,
und hieraus:
[ a [N
41) Vo, = ?f (\/vl) .

Vermoge dieser Formel geht der Ausdruck der Wurzel x iiber in:

1 b ay P2 ay P \3 [N SEENTES
1) o= (Vo 2 () F P () 2 ) ),
Dieser Ausdruck von z besitzt nur p. verschiedene Werte, welche man

B
erhilt, wenn man fiir Yo, die p. Werte setzt:

v R B
Yoo, aVor, @Yoy, ..., "7y
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Der Weg, den wir im Vorstehenden eingeschlagen haben, um die
Gleichung ¢(z)=0 aufzuldsen, ist im Grunde derselbe, wie der, welchen Gauss
in seinen ,, Disquisitiones arithmeticae Artikel 359 u. ff. gegangen ist, um eine
gewisse Klasse von Gleichungen aufzulosen, zu denen er bei seinen Unter-
suchungen iiber die Gleichung z” — 1 =0 gelangt war. Diese Gleichungen
haben diesclbe Eigenschaft wie unsre Gleichung @(x) =0, nimlich dass
alle ihre Wurzeln -ausgedriickt werden kénnen durch

z, Yz, 8, ..., ¥z,

wo Uz eine rationale Function ist.

Dem Vorhergehenden zufolge kénnen wir den folgenden Satz aus-
sprechen.

Satz III. Wenn die Wurzeln ciner algebraischen Gleichung
dargestellt werden konnen durch

@, Yx, Y, ..., ¥l

wo Yz =2 ist und wobei Ox eine rationale Function von z und
von bekannten Gréssen bezeichnet, so ist diese Gleichung stets
algebraisch auflosbar.

Hieraus ergiebt sich der folgende als Zusatz:

Satz IV. Wenn zwei Wurzeln ciner irreductiblen Gleichung,
deren Grad eine Primzahl ist, derart mit cinander verbunden
sind, dass man die cine rational durch die andere ausdriicken
kann, so ist diese Gleichung algebraisch auflésbar.

Dies folgt ndmlich unmittelbar aus der Gleichung (11):

po=m - n;

denn, wenn p. eine Primzahl ist, muss man m =1 haben, und somit driicken
sich die Wurzeln durch z, %2, 9%, ..., %"z aus.

In dem Falle, wo alle bekannten Grossen von ¢(«) und dx
reell sind, besitzen die Wurzeln der Gleichung ¢(x) == 0 cine bemerkens-
werte Eigenschaft, die wir jetzt beweisen wollen.

Aus dem Vorhergehenden ersieht man, dass g,  rational durch die
Coefficienten von ¢(x) und9z und durch « ausgedriickt werden kann. Wenn
also diese Coefficienten reell sind, so muss @,y die Form

a,_y=a-+0 l/jl

haben, wo l/_ 1 nur durch die Grésse «, welche im Allgemeinen imaginér
ist und allgemein den Wert

o
B

T — . 2=
- ]/-—l-smi;

a = CO0S

= |

haben kann, cingefihrt wird,
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Andert man also in « das Zeichen von 1/:71‘ und bezeichnet man darch
“;’LA den entsprechenden Wert von @,y 80 hat man:

a;_lz a— b]/—~ 1.

Nun ist der Formel (40) zufolge offenbar @, =@, ,; mithin ist =0 und

17 Yp-1?
43) Oy =

Demnach besitzt & stets einen reellen Wert. Man zeigt ebenso, dass

1

n=c+dy—1 ud v, =c—dy—1

ist, wo ¢ und d reell sind.
Folglich:

Hieraus ergiebt sich:
44) vy=c+ J—1 Va* —e2,

und somit d = ]/a”—c% woraus ersichtlich, dass 1/aT — ¢ stets einen
reellen Wert besitzt.
Nachdem dies festgestellt ist, kann man setzen:
{ ¢ =(3/p) coss
Vo' — ¢t =(}/ p) sins,

wo p eine positive Grosse ist.
Man erhélt hieraus:

e (Vo — 0¥’ = (Y p)™

45)

46) a* =o";

mithin ist p gleich dem numerischen Werte von a. Man sieht iiberdies,
dass « stets positiv ist, wenn p. eine ungerade Zahl ist.
Kennt man p und 6, so hat man:

vy =()/ o)+ (cos 8 + y/— 1sin s

{L/zz =V [cos (8_—1— fmﬂ> “+ J—T1sin <8 +P«2—mf>]'

P.*
Substituiert man diesen Wert von Yo, in den Ausdruck von z (42), so
nimmt er dic Form an:

und somit
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[y

— 0 + 2 —_ 0+ 2m
x:—l-[~—A+ ]/p( cosg—_!—-}r)?@—kl/wl sin

”)
2 + (ray— 1)<0052(o—l—Zmn)+l/_lsn2(o+9mn)>
)
)

1)/ 3G +2
47) -+ (F+ G ]/~—— 1) ]/p (COSM@_F l/_l sin (0 + ”“T

4(8 + 2mm) 2mn) l/ i 4(0 —|— an)

-+ (f1 + g ]/—“ 1) (COS

. n . 2n
worin p, 4, £, g, ¥, G, ... rationale Functionen von cos—, sin — und der
9 9/ b bl 9 Pv P‘

Coefficienten von o(x) und 9z sind. Man erhalt alle Wurzeln, wenn man
m die Werte 0, 1, 2, 3, ..., » — 1 beilegt.

Der vorstehende Ausdruck von z liefert das folgende Resultat:

Satz V. Um dic Gleichung ¢(#) =0 aufzulésen, geniigt cs:

1) den ganzen Umfang des Kreises in p gleiche Teile zu
teilen;
2) einen Winkel 6, den man alsdann construieren kann, in
p gleiche Teile zu teilen;
3) die Quadratwurzel aus einer einzigen Griosse p zu ziehen.
Dicser Satz ist nur die Erweiterung eines #hulichen Satzes, welchen
Gauss in dem oben erwdhnten Werke Artikel 360 ohne Beweis giebt.
Es ist noch zu bemerken, dass die Wurzeln der Gleichung ¢(z)=0
entweder sidmtlich reell oder simtlich imagindr sind. Ist ndmlich eine
Wurzel & reell, so sind es auch die andern, wie die Ausdriicke

Sz, V%, ..., ¥ g

zeigen, welche nur reclle Grossen enthalten., Ist dagegen x imaginir, so
sind ¢s die andern Wurzeln ebenfalls, denn wenn z. B. 9"z reell wiire, so
wiirde 9" 7"(¥"z) = "z = x ebenfalls reell sein im Widerspruch mit der
Voraussetzung. Im ersten Falle ist ¢ positiv, im zweiten negativ. Ist p
cine ungerade Zahl, so sind sdmtliche Wurzeln reell.

Die Methode, welche wir in diesem Paragraphen fiir die Auflosung der
Gleichung o(z) =0 gegeben haben, ist auf alle Fille anwendbar, mag p
eine Primzahl sein oder nicht. Ist jedoch p eine zusammengesetzte Zahl,
so giebt es mnoch eine andere Methode, welche einige Vereinfachungen
gestattet und die wir kurz auseinandersetzen wollen.

Ist p.=m-n, so konnen die Wurzeln

@, Yz, 9%, ..., ¥z

auf folgende Weise in Gruppen geteilt werden:
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) 1
z, W, ¥, L., on=1m
+ 2m+ ~1)m+1,
B, 'ty 9L L lntmtty

9 9. 9 — 9
&gw’ 3.)u+ux’ {}'“H_‘,U, s {}(n ])ln+dx

m-— 2m— 3m— -1
{}nz 1.’1}, I m 11’, ‘(}hu 1.’)&’, . l(}mn 2

Setzt man zur Abkiirzung
48) Yz = Yz,
(] gm—1_
49) r=x, W=, Vo=, ..., V" ao=2,

80 kann man die Wurzeln folgendermassen schreiben:
s q G 9. n—1,
1,) L1, '}l'rla 1}12‘1317 ceey {}1 &Ly

! p SR < n—1
50) 2) wy Vyrs, Uiy, ., W

ool O] n—1,
})Z) Lo {}lxm’ 1)l Lo o 31 Zon

Mithin kann man nach dem Friiheren (§ 2) die Gleichung ¢ () =0,
welche vom Grade mn ist, in m Gleichungen vom Grade # zerlegen, deren
Coefficienten von einer Gleichung mter Grades abhingen werden. Die
Wurzeln dieser Gleichungen sind respective die Grossen 1,2, ..., w.

Ist auch % eine zusammengesetzte Zahl = mmn,, so kann man in der-
selben Weise jede der Gleichungen snten Grades in m, Gleichungen vom
Grade 7, zerlegen, deren Coefficienten abhiingig sein werden von ciner
Gleichung m,ten Grades. 1st auch noch #, eine zusammengesetzte Zahl, so
kann man die Zerlegung in derselben Weise fortsetzen.

Satz VI. Allgemein, nimmt man

51) P‘=7nl'”lﬂ'm?."'7nn

an, so ldsst sich die Auflésung der gegebenen Gleichung
¢(@) =0 auf diejenige von » Gleichungen von den Graden

My, Mgy Mgy o ovy M,
zuriickfihren.

Es geniigt sogar, eine einzige Wurzel jeder dieser Gleichungen zu
kennen, denn wenn man eine Wurzel der gegebenen Gleichung kennt, so
erhdlt man simtliche andern Wurzeln ausgedriickt als rationale Functionen
dieser.

Die vorstehende Methode ist im Grunde dieselbe wie die, welche Gauss
fiir die Reduction der binomischen Gleichung z" — 1 =0 gegeben hat.

Um die vorstehende Zerlegung der Gleichung ¢(z) =10 in andere von
niedrigerem Grade etwas deutlicher zu zeigen, wollen wir beispielsweise
w=30=1>5-3+2 annehmen,
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In dicsem Falle sind die Wurzeln:
z, Yo, B2, ..., %9,
Wir bilden zunichst eine Gleichung Gten Grades, deren Wurzeln
z, Vg, 30, §lop, H20p, §25;

sein werden. Ist R =0 diese Gleichung, so kann man ihre Coefficienten
rational durch einc und dieselbe Griosse y bestimmen, welche Wurzel einer
Gleichung fiinften Grades P =0 ist.

Da der Grad der Gleichung R =0 selbst cine zusammengesetzte Zahl
ist, so bilden wir cine Gleichung dritten Grades R, =0, deren Wurzeln

z, $0z, §20z

sind und deren Coefficienten rationale Functionen von 7 und eciner und
derselben Grosse z sind, welche ihrerseits Wurzel einer Gleichung zweiten
Grades Iy =0 ist, in der die Coefficienten rational durch g aus-
gedriickt sind.

Nachstehend geben wir das Tableau der Operationen:

@b+ [y, 22 + 1y, ) + [y, 2) =0
2+ 1)z +1ily) =0
Yo+ Ayt + Ay + Ay + Ay + A, =0,

Man konnte aunch mit einer Gleichung 2ten Grades in z oder auch mit
ciner Gleichung Hten Grades anfangen.

Wir nehmen die allgemeine Gleichung ¢(z) =0 wieder anf. Nimmt
man p.==In 2 an, so kann man sctzen:

52) a0 =0,

wo ¢ durch cine Gleichung mten Grades
53) ym 4 AymAl 4= 0

bestimmt wird, deren siimtliche Coefficienten rational durch bekannte Grissen
ausgedriickt sind.

Dies vorausgeschickt, seien

f o=y -y g, und

I
54
) VL p=mmy, p=nghy, ..., b =M N,

mehrere Arten, die Zahl p. in zwel Factoren zn zerlegen. Dann kann man
die gegebene Gleichung ¢(x) =0 in zwei andere anf folgende o Arten
zerlegen:
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Fy(z, y,) = 0, deren Wurzeln z, ™z, 9™z, ..., 8™ D™y sing
und deren Coefficienten rationale Functionen einer Grosse

1 . . . .
) sind, welche eine Wurzel einer Gleichung £y, =0 vom Grade
my ist.
Fy(z. yo) = 0, deren Wurzeln z, §a, "=, .. ., 9@y sind
@ und deren Coefficienten rationale Functionen einer und derselben

Grosse g, sind, die eine Wurzel einer Gleichung fyy, = 0 vom
Grade miy ist.

F (z,9,)=0, deren Wurzeln z, {0z $7Mog . . §T0 =DMy
) sind -und deren Coefficienten rationale Functionen einer und der-
w . B . . . .

( Grosse gy, sind, die eine Wurzel einer Gleichung /, y,= 0 vom
Grade e, ist.

Nimmt man jetzt an, dass m,, m,, ..., m,, zu je zweien genommen,
prim zu einander sind, so behaupte ich, dass man den Wert von 2 rational
durch die Grissen y;, 9, ..., 3, ausdriicken kann. Wenn nimlich m,,
Mgy ..., M, prim zu einander sind, so ist klar, dass es nur einc einzige
Wurzel giebt, welche gleichzeitig allen Gleichungen

55) Fl(x7 y1)=07 F?(xa Z/2)=07 ey Fm(x’ ?/u,):O

Geniige leistet, ndmlich die Wurzel 2. Mithin kann man nach einem be-
kannten Satze x rational durch die Coefficienten dieser Gleichungen und
folglich durch die Grossen y, %o, ..., %, ausdriicken.

Die Auflgsung der gegebenen Gleichung ist somit zuriickgefiihrt anf
diejenige von o Gleichungen fiy, =0, fiyo=0, ..., f,y,=0, welche
respective von den Graden m,, my, ..., m, sind und deren Coecfficienten
rationale Functionen der Coefficienten von ¢(z) und dz sind.

Will man, dass die Gleichungen

56) ]01?/1:09 f;’z/2=07"" my(uzo

von miglichst niedrigem Grade scien, so muss man ey, iy, ..., 7, SO

wiithlen, dass diese Zahlen Potenzen von Primzahlen sind. Wenn z. B. die
gegebene Gleichung ¢(x) =0 vom Grade

n v, \J V-
b7 [ N
) r = El 82 S(UU’
ist, wo ey, €5, ..., ¢, von einander verschiedene Primzahlen sind, so hat man:

\J v, v
58) my=c, My=ey, ..., M, y=¢ O

Ist die gegebene Gleichung algebraisch auflésbar, so sind es auch die
Gleichungen (5G); denn die Wurzeln dieser Gleichungen sind rationale
Functionen von ». Man kann dieselben leicht auf folgende Weise lsen.
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Die Grisse y ist cine rationale und symmetrische Function der Wurzeln
der Gleichung (52) d. h. von

59) z, Yz, ¥z, ..., §@Vmg
Ist
60) y=Fz="{(z, ¥, 8"z, ..., 80" V"y),

so sind die Wurzeln der Gleichung (53):
61) Fe, F(dz), F(¥%), ..., FOE " a).

Ich behaupte nun, dass man diese Wurzeln auf folgende Art aus-
driicken kann:

62) ¥ My My, oo, KTy,

wo Ay eine rationale Function von y und von bekannten Grossen ist.
Man hat:

63)  F(%)=f[%, $(8"z), $(0%"x), ..., $(3" V")),

mithin ist 7’(3x) ebenso wie Fx eine rationale und symmetrische Function
der Wurzeln z, %, ..., 9" V" folglich kann man nach dem in (24)
gefundenen Verfahren F(%z) rational durch Fr ausdriicken. Ist also

F (%) = \(Fz) =y,

so hat man, wenn man (dem Satze I zufolge)  durch H, 82, ..., 8" 'z
ersetzt:
Fz) =MF@z) =y

Fz) =aFOu) =y

FO"'2) = A(F(¥" %)) = 2"y, w.z. b, w.

Da nunmehr die Wwizeln der Gleichung (53) dargestellt werden kénnen
durch

)\711~1

¥ Ny My, .., ¥

so kann man diese Gleichung auf dieselbe Weise wie die Gleichung ¢ () =0
algebraisch auflésen (vgl. Satz III).

Ist m eine Potenz einer Primzahl, also m =c¢’, so kann man ferner y
mittelst v Gleichungen vom Grade & bestimmen (vgl. Satz VI).

Wenn man im VI. Satze annimmt, dass p eine Potenz von 2 sei, so
erhillt man als Zusatz den folgenden Satz:

Satz VII. Wenn die Wurzeln ciner Gleichung vom Grade 2°
durch

w__ 5w
z, o, %, ..., 8 'z, wo ¥ r=u,
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dargestellt werden konnen, so kann diese Gleichung mittelst
der Ausziehung von o Quadratwurzeln gelost werden.

1+ 4
—1
9“4+ 1 eine Primzahl ist, giebt den Satz von Gauss fiir den Kreis.

Dieser Satz, angewendet auf die Gleichung =0, in welcher

§ 4.

Von den Gleichungen, deren simtliche Wuarzeln rational
durch eine von ihnen ausgedriickt werden konnen.

Wir haben im Vorhergehenden (Satz III) geselhen, dass eine Gleichung
beliebigen Grades, deren Wurzeln durch

z, Yo, Y, ..., ¥l

dargestellt werden konnen, stets algebraisch losbar ist. In diesem Falle
sind simtliche Wurzeln rational durch eine von ilinen ausgedriickt; eine
Gleichung aber, deren Wurzeln diese Eigenschaft haben, ist nicht immer
algebraisch aufldsbar. Nichtsdestoweniger giebt es ausser dem vorher
betrachteten Falle noch einen andern, in welchem dies stattfindet. Man hat
den folgenden Satz:

Satz VIII. Ist y(x) =0 eine beliebige algebraische Gleichung,
deren sdmtliche Wurzeln durch eine von ihnen, die wir mit z
bezeichnen wollen, rational ausgedriickt werden konnen,
sind ferner %x und %2 zwei beliebige andere Wurzeln, so ist
die vorgelegte Gleichung algebraisch auflésbar, wenn man
hat: 32 =943z

Der Beweis dieses Satzes kann sogleich auf die im § 2 auseinander-
gesetzte Theorie zuriickgefiihrt werden, wie wir zeigen wollen.

Kennt man die Wurzel z, so erhilt man daraus zugleich alle andern;
es geniigt also, den Wert von z zu suchen.

Wenn die Gleichung

64) y(z) =0
nicht irreductibel ist, so sei
65) o(2) =0

die Gleichung niedrigsten Grades, welcher die Wurzel # geniigen kann, wo
die Coefficienten dieser Gleichung nur bekannte Grissen enthalten. Als-
dann bhefinden sich die Wurzeln der Gleichung ¢(z) = 0 unter denen der
Gleichung y(x)=0 (vgl. den ersten Satz) und kénnen somit durch eine
von ihmen rational ausgedriickt werden.

Dies vorausgesetzt, sei $hx eine von z verschiedene Wurzel; dann lassen
sich, den Auseinandersetzungen des ersten Paragraphen zufolge, dic Wurzeln
der Gleichung ¢(z) =0 folgendermassen ausdriicken:
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, Sz, V&, R L
Xy {}xla 8'2'%17 t l()'n—lxl

q 92 n—1
Tp_gs Yy W, oV T

und wenn man die Gleichung bildet
GG) xn_‘_A/anl+A//wn—2+A//1xn—~3+“‘+A(n——l)a,_|_A(n):___07

deren Wurzeln 2, 9z, 92, ..., 9 !z sind, so konnen die Coefficienten
A, 4", ..., A™ rational ausgedriickt werden durch eine und dieselbe
Grosse y, welche Wurzel einer irreductiblen®) Gleichung

67) Yoy T Py A by Y P, =0

ist, deren Coefficienten bekannte Grossen sind (vgl. § 2),

Die Bestimmung von z ldsst sich mit Hiilfe der beiden Gleichungen
(66) und (67) ausfithren. Die erste von diesen Gleichungen ist algebraisch
auflésbar, wenn man die Coefficienten d. h. die Grosse y als bekannt an-
nimmt (Vgl. Satz III). Was die Gleichung in y anlangt, so werden wir
zeigen, dass ihre Wurzeln dieselbe Eigenschaft besitzen wie diejenigen der

gegebenen Gleichung ¢(z) = 0, nimlich durch eine von ihnen rational aus-
driickbar zu sein.

Die Griosse y ist (Vgl. 15) einc gewisse rationale und symmetrische
Function der Wurzeln =, &z, 922, ..., ¥ 'z. Setzt man

y =[x, I, ¥, o, 712, so werden die andern
WurzelnderGleichung
(67) sein:

GS) N = /l(‘xl‘) 31"11 Bexh ceey 1“’”7_11])

l('jz —1 r

e 2
Y™ /‘(‘Em~17 l(}xm~17 iz m——l)'

m—1 "
In dem Falle nun, den wir betrachten, sind x, 2y, ..., x,,_, rationale
Functionen der Wurzel z. Setzen wir also:

xl = 81.‘57 Ty = 3227, ey xm_l == l()‘1"_..1507

so werden die Wurzeln der Gleichung (67) die Form haben:

o= [, 9z, 920z, ..., ¥ Ba)

*) Man beweist leicht, dass diese Gleichung nicht reductibel sein kann. Ist
R =0 die irreductible Gleichung in y und v ibr Grad, so erbilt man durch Elimi-
nation von y eine Gleichung in « vom Grade nv; mithin #v=p. Man hat aber
@ ==um - 7, mithin v =m, was unmoglich ist, da v kleiner als m ist.

Abel u. Galois, Algebr. Gleichungen. 4
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Der Voraussetzung nach haben die Functionen & und 8, die Eigen-
schaft, dass
Hhr = bz
ist, eine Gleichung, die dem Satze I zufolge auch gelten wird, wenn man
fir « irgend eine andere Wurzel der Gleichung ¢(z) = 0 substituiert. Man
erhilt daraus nach und nach:

Phe =Wz =8%
Bhe =d¥r =8B

710 = 99,9 % = 9,97 1.
Hierdarch geht der Ausdruck von y, iiber in:
Y= f(l(}lx, 1(}13.%, 313213, ey f}lﬂ"—lx),

und man sieht, dass y, ebenso wie y ecine rationale und symmetrische
Function der Wurzeln

z, Yz, B2, ..., Vg

ist. Man kann daher (§ 2) g, rational durch y und durch bekannte Gréssen
ausdriicken. Dieselbe Schlussreihe findet Anwendung auf jede andere Wurzel
der Gleichung (67).

Sind jetzt Ay, A,y zwei beliebige Wurzeln, so behaupte ich, dass man

My =Mry
hat. Denn hat man z B.
Ay = (e, e, ..., ¥ ha),
falls
y=/[(x, 9z, ..., 9" )

ist, so erhilt man, wenn man tz fir = setzt:

Mg = (B, B, ..., 710N,
wo
¥y = f(Vz, e, ..., §" y2)
ist. Mithin:
Wy = (%2, 899, ..., 9719,8,2)
und ebenso:
My = (%02, 398, ..., ¥ 718,92),

folglich, da $ %2 = S,32:
My = MAy.

Die Wurzeln der Gleichung (67) haben daher genau dieselbe Eigen-
schaft, wie diejenigen der Gleichung ¢(z)=0.

Nachdem dieses festgestellt ist, kann man auf die Gleichung (67) das-
selbe Verfahren anwenden wie auf die Gleichung ¢(z)=0; d. h. die
Bestimmung von y kann ausgefilhrt werden mit Hiilfe zweier Gleichungen,
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von denen die eine algebraisch auflésbar ist und die andere die Eigen-
schaft der Gleichung ¢ () =0 besitzt. Mithin ldsst sich dasselbe Verfahren
wieder auf diese letztere Gleichung anwenden. Féhrt man so fort, so wird
offenbar die Bestimmung von 2 ausgefiihrt werden koénnen verinittelst einer
gewissen Anzahl von Gleichungen, welche sdmtlich algebraisch 1éshar sind.
Somit wird schliesslich die Gleichung ¢(x) =0 vermittelst algebraischer
Operationen Igsbar~sein, wenn man diejenigen Grossen als bekannt ansieht,
welche neben z in den Functionen

8 =z

cey m—1

qa(x), 8‘”7 &lxa 132“’7 .
auftreten.

Offenbar wird der Grad jeder der Gleichungen, auf welche sich die
Bestimmung von « reduciert, ein Factor der Zahl p sein, welche den Grad
der Gleichung ¢(z) = 0 bezeichnet; und

Satz IX. Bezeichnet man die Grade dieser Gleichungen
respective mit

Ny My, Mgy ouey
so hat man:
B==nemynyee 0y

Hilt man das Vorhergehende mit den Auseinandersetzungen im § 3
zusammen, so hat man folgenden Satz:

Satz X. Nimmt man an, dass der Grad p der Gleichung ¢(z)=0
in folgender Weise zusammengesetzt sei:

v v, V.
69) m= gy gy,

WO €, €, & ..., &, Primzahlen bedeuten, so kann die Bestimmung
von z ausgefihrt werden mittelst der Auflésung von v,
Gleichungen vom Grade e, v, Gleichungen vom Grade «,, u.s. w,
und alle diese Gleichungen sind algebraisch auflésbanr.

Im Falle p=2" lisst sich der Wert von z mittelst der Ausziehung
von v Quadratwurzeln finden.

§ 5.
Anwendung auf die Kreisfunctionen.
. . C . 2w
Bezeichnet man mit « die Grisse ?, so kann man bekanntlich eine
algebraische Gleichung vom Grade p finden, deren Wurzeln die i Grossen
cosa, cos2a, €os3a, ..., cospa

und deren Coefficienten rationale Zahlen sind. Diese Gleichung ist:

1 . 9
7(,) .QP P'Q_F—-Z_f__l_.p(l_‘" O) w—4

4*
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Wir werden sogleich sehen, dass diese Gleichung dieselbe Eigenschaft
besitzt, wie die im vorigen Paragraphen betrachtete Gleichung y(z) = 0.

Ist cos a =, so hat man nach einer bekannten Formel fir jeden
Wert von a:

71) cos ma = %(cos a),

wo & eine ganze F'unction bezeichnet. Mithin ist cos ma, welches irgend
eine Wurzel der Gleichung (70) darstellt, eine rationale Function der
Wurzel z. Ist %,z eine andere Wurzel, so behaupte ich, dass man hat:

99,2 = 9,92

Ist nimlich %2 == cos m'a, so giebt die Formel (71), wenn man m'e fir
a setzt:

cos (mm'a) = ¥(cos m'a) = 3
Ebenso hat man:

cos (m'ma) = $(cos ma) = $hdx;
mithin:

Hhe = 3 9.
Folglich liisst sich, den Auseinandersetzungen des vorigen Paragraphen

zufolge,
5

[]
x oder cos @ = cos;

algebraisch bestimmen. Dies ist bekannt.
Nehmen wir jetzt an, dass p eine Primzahl = 2z 4 1 sei, so sind die

Wurzeln der Gleichung (70):

In o 4w dnw c0s 2
i S?n—l—l’ cere, COSz— s 2.

In—+1°
Die letzte Wurzel cos 2= ist gleich 1; mithin ist die Gleichung (70) durch
z — 1 teilbar. Die andern Wurzein sind paarweise einander gleich, denn
Imw @n+1—m)2n
P cos B T B ; folglich kann man eine Gleichung

finden, deren Wurzeln sind:

co8s

man hat cos 3

9 2w 47 2w
72) COSg g, COSg Ty e 0S5 g
Diese Gleichung ist:
1 1 R — 1 (n—2)(n—3) ,_
) 2"+ §x"_1-1(az — D" =5 (n — ) %—i—ﬁ,—(——f 1)(2 ) a"
Lo—3)—4) .5 _,
32 1.2 e

Dies vorausgesetzt, sei



Qt
L

Algebraisch auflisbare Gleichungen.

Nach dem Vorhergehenden hat man:

T
c0S ;—— = Y& = cos ma.
2n 41

Die Gleichung (73) wird daher befriedigt durch die Wurzeln:
74) z, Yz, Y22, B, ...
Es ist, welches auch der Wert von @ sein moge:
B(cosa) = cosma.

Hiecraus erhilt man nach und nach:
$2(cosa) = Y(cosma) = cosm’a
33 (cosa) = Y(cosm?a) = cosmda
§(cos ) = Y(cos " ~'a) = cosm'a
Die Wurzeln (74) werden also:

75) cos a, cosma, cos mia, cosmia, ..., cosm'a, ...

Dies vorausgeschickt, behaupte ich, dass, wenn s eine primitive Wurzel
fiir den Modul 2% + 1 ist (Vgl. Gauss, Disquis. arithm. Artikel 57), samt-
liche Wurzeln

76) cos a, cosma, cosm3a, cos mw, ..., COS w*

von einander verschicden sind. Hétte man ndmlich

cos m'a = cos m’a,
wo p. und v kleiner als % sind, so wiirde hieraus folgen:

" v

moa = % ma + 2k=,
wo & ecine ganze Zahl ist. Dies giebt, indem man fiir ¢ seinen Wert
n
5 setut:
2n+1
m" = m’ + k(2n + 1)
mithin:
23

=’ F 1) =520 + 1),

und somit wiirde #°* ™ —1 durch 2n + 1 teilbar sein, was unméglich
ist, da 2(p—v) << 2n ist und wir vorausgesetzt haben, dass m eine primi-
tive Wurzel sei.
Man hat ferner:
cos m"a = cos a;

denn es ist w2 — 1 oder (m"—1) (m"+1) durch 2% + 1 teilbar, mithin:

m'=—1+k2n + 1)
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und somit:
cos m"a = cos (—a + 2kw) = cos a.

Hieraus sieht man, dass die 2z Wurzeln der Gleichung (73) durch (76)
d. h. durch

z, Sz, 9%, Br, ..., %, wo Yr=nuo,

dargestellt werden konnen. Folglich ist nach Satz III diese Gleichung
algebraisch auflosbar.

Setzt man n=mm, -+ m,, so kann man den ganzen Umfang des
Kreises mit Hiilfe von o Gleichungen von den Graden me, e, ney, ...,
m, in 2n + 1 gleiche Teile teilen. Sind die Zahlen mey, ms, ..., m  2u
einander prim, so sind dic Cocfficienten dieser Gleichungen rationale Zahlen.

Nimmt man 1 = 2, so erhdlt man den bekannten Satz iiber die regu-
laren Polygone, welche geometrisch construiert werden konnen.

Aus dem Satze V ersieht man, dass es, um den ganzen Umfang des
Kreises in 2n + 1 gleiche Teile zu teilen, geniigt

1. den ganzen Umfang des Kreises in 2% gleiche Teile zu teilen,

2. einen Bogen, den man alsdann construieren kann, in 27 gleiche
Teile zu teilen,

3. die Quadratwurzel aus einer einzigen Grosse p zu ziehen.

Gauss hat diesen Satz in seinen Disquisitiones ausgesprochen und
hinzugefiigt, dass dic Grosse, aus welcher man die Wurzel zu ziehen hat,
gleich 2n + 1 ist. Dies kann man leicht folgendermassen beweisen.

Wie wir sahen ((40), (38), 46)), ist p der numerische Wert der Grosse:
(@ + adr + a20% 4+ ") (0 4+ "0 4+ W A4 28T,

WO o == Co0S 271: + I/:T sin%TE ist. Substituiert man fiir z, %z, ... ihre
Werte cos @, cosma, cos m?a, ..., so hat man:
+p=(cosa+ acosma-+ oa2cosmit -+ -+ a" ‘cosm" 'a)
< (cosa+ o" L cosma + o 2 cosma + -+ 4 acosm” a).
Entwickelt man und bringt man == p auf die Form:
Ep=ttta -+ttt o

so findet man leicht:

t, = cos @ cos m'a - cos ma - cos m*tla 4= vo 4 cos " ¥ cos m™ e

by cos ma 4+ e + cos ™ la - cos mt " la.

—+ cos m" Pa - cosa + cos m"
Nun ist:

cosm’a - cosm'’a = Lcos (m"* a4 m'a) + Leos(m' e — m'a),
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mithin:

JQ[ OS(m -+ l)a -+ COS(InP' S ])ma 4+« 4 co8 (,I,nP- + ])mln—la]
+ 4[eos(m* — 1)a + cos(m" — 1)ma + -+ + cos(m* — )m™ *a].

Setzt man:
(" + Da=da, m"—Da=a",
so erhilt man:

= 3[cosa’ + ¥(cosa’) -+ B2(cosa’) + .-+ + D" ’1(cosa’)]
+ 4[cosa’+ 8 (cosa’) + B2(cosa’) + -+ -+ + " (cosa)].

Nun sind zwei Fille méglich, namlich entweder ist p verschieden von
Null oder gleich Null,

Im ersten Falle sind offenbar cosa’ und cosa” Wurzeln der Gleichung (73),
mithin cosa’= 9%, cosa”=90%. Setzt man dies ein und beachtet, dass
¥z = x ist, so ergiebt sich:

t, = ['}Ox Py e Y Y e {}3*133]
F A VT Y+ ),
mithin :

PL:-—x~i—3}.2:—l—f}‘~)a:+----—l—{}"—lav,

d. h. ¢, ist gleich der Summe der Wurzeln; folglich nach Gleichung (73):
l,=—3%.
In dem Falle, wo p.=0 ist, wird der Wert von £,:
= $(cos2a + cos2ma + - -+ -+ c0s 2m" 'a) + .
Nun ist aber cos2a eine Wurzel der Gleichung (73); setzt man also
cos 20 = ¥z,

so erhialt man:

€05 2a + cos2ma -+ + -+ » + cos 2w g

=¥+ + " b+ 4+ P T =—

folglich:
h=3in—1.

Zufolge dieser Werte von f, und #, wird der Wert von = p:

to=dn—t—$a+ a2 +ad+ . o)

es ist aber

at ot ad e d" T =1,

mithin:
Tp=in+1
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und da p wesentlich positiv ist:
In + 1
P="
Dieser Wert von p giebt
Ye=3%y2n+ L
Folglich ist die Quadratwurzel, welche man ausziehen muss, diec Quadrat-
wurzel aus 2# + 1, wie Gauss behauptet hat.®)

*) In dem Falle, wo n eine ungerade Zahl ist, kann man sogar die Ausziehung
dieser Quadratwurzel umgehen.



Uber die algebraische Auflosung der
Gleichungen.
(Oeuvres completes, 1881, Bd. II S. 217).

—_—

Eins der interessantesten Probleme der Algebra ist dasjenige der
algebraischen Auflosung der Gleichungen. Auech findet man, dass fast alle
ausgezeichneteren Geometer diesen Gegenstand behandelt haben. Man
gelangte ohne Schwierigkeit zu dem allgemeinen Ausdruck der Wurzeln
der Gleichungen der vier ersten Grade. Man entdeckte fiir die Auflésung
dieser Gleichungen eine gleichférmige Methode, die man glaubte auch auf
die Gleichungen von hioherem Grade anwenden zu konnen; aber trotz aller
Bemiihungen eines Lagrange und anderer hervorragender Geometer ver-
mochte man nicht zu dem gesteckten Ziele zu gelangen. Dies liess ver-
muten, dass die Auflésung der allgemeinen Gleichungen algebraisch unmog-
lich ist; man konnte aber hieriiber zu keiner Entscheidung kommen, weil
die angewandte Methode zu sicheren Schliissen nur dann fiithren konnte,
wenn die Gleichungen losbar waren. In der That stellte man sich
die Aufgabe, die Gleichungen aufzuldsen, ohne zu wissen, ob dies mdglich
sei. In jenem Falle konnte man vielleicht zur Auflésung gelangen, obwohl
dies keineswegs sicher war; wenn aber ungliicklicherweise die Auflésung
unmoglich war, hitte man sie ewig suchen kOnnen, ohne sie zu finden.
Um unfehlbar zu einem Schlusse in dieser Sache zu gelangen, muss man
somit einen andern Weg einschlagen. Man muss der Aufgabe eine solche
Form geben, dass es immer moglich ist, sie zu losen, was bei jedem be-
liebigen Probleme stets geschehen kann., Anstatt eine Beziehung zu suchen,
von der man nicht weiss, ob sie existiert oder nicht, muss man fragen, ob
eine solche Beziehung wirklich moglich ist. So muss man z. B. in der
Integralrechnung die Differentialformeln nicht durch eine Art von Probieren
oder durch einen gliicklichen Einfall zu integrieren suchen, sondern man
muss vielmehr untersuchen, ob es méglich ist, sie auf diese oder jene
Weise zu integrieren. Wenn man eine Aufgabe in dieser Weise stellt,
enthalt schon der Ausspruch derselben den Keim der Losung und zeigt den
Weg, den man einschlagen muss, und ich glaube, dass es nur wenig Fille
geben wird, wo man nicht zu mehr oder minder wichtigen Sitzen gelangte,
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selbst dann, wenn man die gestellte Frage der complicierten Rechnungen
wegen nicht vollstindig beantworten kénnte. Der Grund dafiir, dass diese
Methode, welche unstreitigz die einzig wissenschaftliche ist, weil sie die
einzige ist, von der man von vornherein weiss, dass sie zu dem gesteckten
Ziele fithren kann, wenig gebrduchlich ist in der Mathematik, ist die ausser-
ordentliche Compliciertheit, der sie bei den meisten Problemen zu unter-
liegen scheint, besonders wenn dieselben eine gewisse Allgemeinheit haben;
diese Compliciertheit ist jedoch in vielen Fallen nur scheinbar und ver-
schwindet gleich beim ersten Angriff. Ich habe mehrere Zweige der
Analysis in dieser Weise behandelt und, wenn ich mir auch zuweilen Auf-
gaben gestellt habe, die meine Krifte iiberstiegen, so bin ich trotzdem zu
einer grossen Zahl von allgemeinen Resultaten gelangt, die auf die Natur
der Grossen, deren Erforschung der Gegenstand der Mathematik ist, helles
Licht werfen. Besonders in der Integralrechnung ist diese Methode leicht
anzuwenden. Bei einer andern Gelegenheit werde ich die Resultate angeben,
zu denen ich bei diesen Untersuchungen gekommen bin, und den Weg, der
mich zu ihnen gefiihrt hat. In dieser Abhandlung gedenke ich das Problem der
algebraischen Auflosung der Gleichungen in seiner ganzen Allgemeinheit zu
behandeln. Der erste und, irre ich nicht, der einzige, welcher vor mir die
Unmaiglichkeit der algebraischen Auflgsung der allgemeinen Gleichungen zu
beweisen versucht hat, ist der Geometer Ruffini; aber seine Abhandlung ist so
compliciert, dass es schwer ist, iiber die Richtigkeit seiner Schliisse ein
Urteil zu fallen. Es scheint mir, als ob seine Schlussreihe nicht immer
befriedigend sei. Der Beweis, den ich im ersten Hefte dieses Journals*)
gegeben habe, diirfte meines Erachtens hinsichtlich der Strenge nichts zu
wiinschen iibrig lassen, doch besitzt er nicht die ganze Einfachheit, deren
er fahig ist. Ieh bin zu einem andern, auf denselben Prinzipien beruhenden,
aber einfacheren Beweise gekommen, als ich ein allgemeineres Problem zu
l6sen versuchte.

Bekanntlich kann jeder algebraische Ausdruck einer Gleichung Geniige
leisten, deren Grad héher oder niedriger ist, je nach der besonderen Be-
schaffenheit dieses Ausdrucks. Auf diese Weise giebt es unendlich viele
besondere Gleichungen, welche algebraisch losbar sind. Hieraus ergeben
sich in natiirlicher Weise die beiden folgenden Probleme, deren vollstindige
Losung die ganze Theorie der algebraischen Auflésung der Gleichungen
umfasst, ndmlich

1. ,Alle Gleichungen von irgend einem bestimmten Grade
zu finden, welche algebraisch 1ssbar sind;“

2. ,Zu entscheiden, ob eine gegebene Gleichung alge-
braisch lésbar ist oder nicht.“

Die Betrachtung dieser beiden Probleme bildet den Gegenstand dieser
Abhandlung, und wenn wir auch nicht die vollstindige Losung derselben

*) Crelle’s Journal f. d. r. u. a. Math.,, Bd.I. Vgl. oben S. 8.
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geben, so deuten wir doch wenigstens sichere Wege an, auf denen man zu
ihr gelangen kann. Wie man sieht, sind diese beiden Probleme aufs Engste
mit einander verkniipft, so dass die Losung des ersten zu der des zweiten
fiihren muss. Im Grunde genommen sind diese beiden Aufgaben identisch. Im
Gange der Untersuchungen kommt man zu mehreren allgemeinen Sitzen
iiber die Gleichungen in Bezug auf ihre Auflosbarkeit und die Form der
Wurzeln. In diesen allgemeinen Eigenschaften besteht in Wirklichkeit die
Theorie der Gleichungen, insofern sie ihre algebraische Auflosbarkeit be-
trifft, denn es kommt wenig darauf an, ob man weiss, dass eine Gleichung
von specieller Form auflgsbar ist oder nicht. FEine dieser allgemeinen
Eigenschaften ist z. B. die, dass es unmaoglich ist, die allgemeinen Gleichungen
iiber den vierten Grad hinaus algebraisch aufzuldsen.

Der grosseren Deutlichkeit wegen wollen wir zunichst mit einigen
Worten das vorgelegte Problem analysieren.

Was heisst es zunichst, eine algebraische Gleichung alge-
braisch zubefriedigen? Vor allen Dingen muss man den Sinn dieses Aus-
drucks feststellen. Wenn es sich um eine allgemeine Gleichung handelt, deren
simtliche Coefficienten folglich als unabhingige Verdnderliche betrachtet
werden konnen, so muss die Auflosung einer solchen Gleichung darin bestehen,
die Wurzeln durch algebraische Functionen der Coefficienten auszudriicken.
Diese Functionen konnen in der gewdhnlichen Auffassung dieses Wortes
irgend welche, algebraische oder nicht-algebraische, constante Grossen ent-
halten. Wenn man will, kann man als besondere Bedingung hinzufiigen,
dass diese Constanten ebenfalls algebraische Grossen sein sollen, wodurch
das Problem ein wenig modificiert werden wiirde. Allgemein hat man zwei
verschiedene Félle, je nachdem die Coefficienten veridnderliche Grossen ent-
halten oder nicht. Im ersten Falle werden die Coefficienten rationale
Functionen einer gewissen Anzahl von Grossen z, 2, 2/, &', ... sein, die
wenigstens eine unabhiingige Verinderliche x enthalten. Wir nehmen an,
dass die andern irgendwelche Functionen von dieser seien. In diesem Falle
sagen wir, dass man der gegebenen Gleichung algebraisch geniigen konne,
wenn man ihr dadurch geniigen kann, dass man fiir die Unbekannte eine
algebraische Function von #, 2, &/, 2, .... setzt. Wir sagen ebenso, dass
die Gleichung algebraisch lshar sei, wenn man sidmtliche Wurzeln auf diese
Weise ausdriicken kann. Der Ausdruck einer Wurzel wird in diesem Falle
der variablen Coefficienten irgend welche, algebraische oder nicht-
algebraische, constante Grossen enthalten konnen.

In dem zweiten Falle, in welchem die Coefficienten als constante
Grossen betrachtet werden, kann man annehmen, dass diese Coefficienten
aus andern constanten Grossen mit Hiilfe von rationalen Operationen ge-
bildet sind. Bezeichnen wir diese letzteren Griossen durch o, 8, v, ..., SO
werden wir sagen, man konne die gegebene Gleichung algebraisch be-
friedigen, wenn es moglich ist, eine oder mehrere Wurzeln durch a, B, 7, .. -
mit Hiilfe von algebraischen Operationen auszudriicken. Kann man auf
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diese Weise simtliche Wurzeln ausdriicken, so sagen wir, die Gleichung sei
algebraisch auflosbar; die Griossen «, B, 7, ... konnen iibrigens beliebig,
algebraisch oder nicht-algebraisch, sein. In dem besonderen Falle, wo alle
Coefficienten rational sind, kann man also die Gleichung algebraisch be-
fricdigen, wenn eine oder mehrere ihrer Wurzeln algebraische Grossen sind.

Wir haben zwei Arten von Gleichungen unterschieden, diejenigen,
welche algebraisch auflosbar sind, und diejenigen, welche algebraisch be-
friedigt werden konnen. In der That giebt es bekanntlich Gleichungen,
deren eine oder einige Wurzeln algebraisch sind, ohne dass man dasselbe
fiir alle Wurzeln behaupten koénnte.

Hiernach bietet sich der natiirliche Weg zur Losung unsrer Aufgabe
ihrem Wortlaut geméss von selbst dar; man muss ndmlich in die gegebene
Gleichung fiir die Unbekannte den allgemeinsten algebraischen Ausdruck
substituieren und sodann untersuchen, ob es méglich ist, ihr auf diese
Weise zu geniigen. Dazu muss man den allgemeinen Ausdruck einer alge-
braischen Grosse und einer algebraischen Function haben. Man hat daher
zundchst folgende Aufgabe:

»Die allgemeinste Form eines algebraischen Aus-
drucks zu finden.“

Hat man diese Form gefunden, so hat man den Ausdruck einer alge-
braischen Wurzel einer beliebigen Gleichung.

Die erste Bedingung, welcher dieser algebraische Ausdruck unterworfen
werden muss, ist die, dass er einer algebraischen Gleichung geniigen solle.
Nun kann er dies aber, wie man weiss, in seiner ganzen Allgemeinheit
thun. Mithin ist diese erste Bedingung von selbst erfiilll. Um nun zu er-
fahren, ob er derart specialisiert werden kann, dass er der gegebenen
Gleichung geniigt, muss man alle Gleichungen suchen, denen er iiberhaupt
geniigen kann, und sodann diese Gleichungen mit der gegebenen vergleichen.
Man hat daher folgende Aufgabe:

»Alle méglichen Gleichungen zu finden, denen eine
algebraische Function genfigen kann.“

Offenbar kann eine und dieselbe algebraische Function unendlich vielen
verschiedenen Gleichungen gentigen. Wenn daher die gegebene Gleichung
algebraisch befriedigt werden kann, so konnen zwei Fille stattfinden: ent-
weder wird diese Gleichung die niedrigste von allen sein, welchen jene
Function geniigen kann, oder es muss eine andere Gleichung von derselben
Form, der sie geniigen kann, existieren, die von niederem Grade und am ein-
fachsten ist. Im ersten Falle sagen wir, die Gleichung sei irreductibel, im
andern, sie sei reductibel. Die gestellte Aufgabe zerlegt-sich demnach in
die folgenden beiden andern:

1. yZuentscheiden, ob eine gegebene Gleichung reductibel
ist oder nicht.“

2. ,Zu entscheiden, ob eine irreductible Gleichung alge-
braisch befriedigt werden kann oder nicht.“
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Betrachten wir zunichst die zweite Aufgabe. Da die gegebene Gleichung
irreductibel ist, so wird sie die einfachste Gleichung sein, welcher der ge-
suchte algebraische Ausdruck geniigen kann. Um sich daher zu iiberzeugen,
ob sie befriedigt werden kann oder nicht, muss man die Gleichung nicdrig-
sten Grades suchen, welcher ein algebraischer Ausdruck geniigen kann, und
sodann diese Gleichung mit der gegebenen vergleichen. Hieraus ergiebt
sich die Aufgabe:

»,Die Gleichung niedrigsten Grades zu finden, welcher
eine algebraische Function geniigen kann.

Die Losung dieser Aufgabe ist der Gegenstand eines zweiten Paragraphen.
Man wird auf diese Weise simtliche irreductiblen Gleichungen erhalten,
welche algebraisch befriedigt werden konnen. Die Untersuchung fithrt zu
den folgenden Satzen.

1. ,Wenn eine irreductible Gleichung algebraisch befriedigt werden
kann, so ist sie zu gleicher Zeit algebraisch auflosbar, und ihre
simtlichen Wurzeln konnen dargestellt werden durch denselben
Ausdruck, wenn man den darin vorkommenden Wurzelgrossen alle
ihre Werte giebt.“

2. ,Wenn ein algebraischer Ausdruck irgend einer Gleichung geniigt,
so kann man ihm immer eine solche Form geben, dass er ihr auch
noch geniigt, wenn man allen verschiedenen Wurzelgrossen, aus
denen er zusammengesetzt ist, alle Werte beilegt, deren sie
fihig sind.®

3. ,Der Grad einer irreductiblen, algebraisch auflosbaren Gleichung
ist notwendig das Product aus einer gewissen Anzahl von Ex-
ponenten von Wurzelgrossen, welche in dem Ausdruck der Wurzeln
auftreten.“

Nachdem man auf diese Weise gezeigt hat, wie man zu der Gleichung
niedrigsten Grades, welcher irgend ein algebraischer Ausdruck geniigt,
gelangen kann, wiirde der natiirlichste Gang der sein, diese Gleichung zu
bilden und sie mit der gegebenen Gleichung zu vergleichen; indessen stosst
man hierbei auf Schwierigkeiten, welche uniiberwindlich erscheinen. Denn
wenn man auch cine allgemeine Regel, um die einfachste Gleichung in
jedem besonderen Falle zu bilden, angegeben hat, ist man doch weit davon
entfernt, dadurch die Gleichung selbst zu besitzen. Und selbst wenn es
gelinge, diese Gleichung zu finden, wie wiirde man entscheiden konnen, ob
Coefficienten von solcher Compliciertheit wirklich denen der gegebenen
Gleichung gleich sind? Iech bin jedoch zu dem vorgesteckten Ziele auf einem
andern Wege gelangt, nimlich durch Verallgemeinerung der Aufgabe.

Ist zuniichst die Gleichung gegeben, so ist es ihr Grad ebenfalls. Es
bietet sich also gleich zuerst die folgende Aufgabe dar:

,Den allgemeinsten algebraischen Ausdruck zu fin-
den, welcher einer Gleichung von einem gegebenen
Grade geniigen kann.“



62

Abel.

In natiirlicher Weise wird man dazu gefiihrt, zwei Félle zu betrachten,
je nachdem der Grad der Gleichung eine Primzahl ist oder nicht.

Obwohl wir nicht die vollstindige Losung dieser Aufgabe gegeben
haben, hat doch der natiirliche Gang der Auflosung zu mehreren allge-
meinen Sétzen gefithrt, die an und fir sich sehr bemerkenswert sind und
die zu der Losung des Problems, mit dem wir uns beschiftigen, gefiihrt

haben.

1.

1o

w

Die wichtigsten dieser Satze sind die folgenden:

,Wenn eine irreductible Gleichung von einem Primzahlgrade p
algebraisch losbar ist, so werden die Wurzeln die folgende Form
haben:

B W L
y=A+VB + VB, + .-+ VB,_|,

wo A eine rationale Grosse ist und R, Ry, ..., B, , die Wurzeln
einer Gleichung p—1ten Grades sind.“

,Wenn eine irreductible Gleichung, deren Grad eine Potenz einer
Primzahl p* ist, algebraisch losbar ist, so muss von zwei Dingen
das eine stattfinden: entweder ist die Gleichung in p“—ﬁ Gleichungen
zerlegbar, von denen jede vom Grade p.B ist und deren Coefficienten
von Gleichungen vom Grade p*~* abhingen, oder man kann
irgend eine der Wurzeln durch die Formel ausdriicken:

B B B
y=A+VE + VE+ - +VE,

wo A eine rationale Grosse ist und R, Ry, ..., I, Wurzeln einer
und derselben Gleichung vom Grade v sind, wobei diese letztere
Zahl hochstens gleich p*—1 ist.“

,Wenn eine irreductible Gleichung vom Grade p, welche Zahl
durch unter einander verschiedenc Primzahlen teilbar ist, alge-
braisch 1gsbar ist, so kann man immer p. in zwei Factoren p., und p,
zerlegen, so dass die gegebene Gleichung in p; Gleichangen zerleg-
bar ist, deren jede vom Grade p, ist und deren Coefficienten ab-
héngen von Gleichungen vom Grade p. .“

,Wenn eine irreductible Gleichung vom Grade p.”, wo p. eine Prim-
zahl ist, algebraisch losbar ist, so kann man immer irgend eine
der Wurzeln durch die Formel ausdriicken:

oS [
!lzf(lea V—R27 LR vRa)7

wo f eine rationale und symmetrische Function der in Parenthese
eingeschlossenen Wurzelgrdssen und Ry, Ry, ..., R, Wurzeln ciner
und derselben Gleichung bezeichnen, deren Grad hochstens gleich
pt—1 ist.«

Diese Sitze sind die bemerkenswertesten, zu denen ich gekommen bin,
aber hierneben findet man im Verlauf der Abhandlung eine Menge andrer
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allgemeiner Eigenschaften der Wurzeln, Eigenschaften, die hier anzugeben
zu weit fiihren wiirde. Ich will nur noch ein Wort iiber die Beschaffenheit
der Wurzelgrossen, welche in dem Ausdruck der Wurzeln vorkommen konnen,
hinzufiigen. Zunichst zeigt der dritte Satz, dass, wenn der Grad einer
irreductiblen Gleichung dargestellt wird durch

o o o, a
Ptebg oyt By

in dem Ausdruck der Wurzeln keine andern Wurzelgrossen auftreten konnen,
als dicjenigen, welche in dem Ausdruck der Wurzeln von Gleichungen der
Grade p,, po™ 1™, ..., po vorkommen konnen.

Aus den allgemeinen Sitzen, zu denen man auf diese Weise gelangt
ist, leitet man dann eine allgemeine Regel her, um zu erkennen, ob eine
gegebene Gleichung losbar ist oder nicht. In der That wird man zu dem
bemerkenswerten Resultat gefithrt, dass man, wenn eine irreductible Gleichung
algebraisch losbar ist, in allen Féllen die Wurzeln mittelst der von Lagrange
fir die Auflosung der Gleichungen angegebenen Methode finden kann,
d. h. wenn man den Gang von Lagrange befolgt, muss man zu Gleichungen
gelangen, welche wenigstens eine Wurzel haben, die rational durch die
Coefficienten ausgedriickt werden kann. Uberdies hat Lagrange gezeigt,
dass man die Auflosung einer Gleichung vom Grade ... auf diejenige von
... Gleichungen respective von den Graden ... mit Hiilfe einer Gleichung
vom Grade ... zuriickfithren kann. Wir werden heweisen, dass es diese
Gleichung ist, welche mnotwendig mindestens eine rational durch ihre
Coefficienten ausdriickbare Wurzel haben muss, wenn die gegebene Gleichung
algebraisch losbar sein soll.

Wenn also diese Bedingung nicht erfiillt ist, so ist dies ein unwiderleg-
licher Beweis dafiir, dass die Gleichung nicht losbar ist; indessen ist zu
bemerken, dass sie erfiillt sein kann, ohne dass die Gleichung in Wirklichkeit
algebraisch losbar ist. Um dies zu entscheiden, muss man noch die Hiilfs-
gleichungen derselben Untersuchung unterwerfen. In dem Falle jedoch, wo
der Grad der gegebenen Gleichung eine Primzahl ist, gentigt, wie wir zeigen
werden, immer die erste Bedingung. Aus dem Vorhergehenden war es sodann
leicht, die Folgerung zu ziehen, dass es unmiglich ist, die allgemeinen
Gleichungen aufzulisen.

§ 1.
Bestimmung der allgemeinen Form eines algebraischen
Ausdrucks.
Wie wir oben bemerkt haben, muss man vor allen Dingen die all-

gemeine Form eines algebraischen Ausdrucks kennen. Diese Form muss
aus einer allgemeinen Definition hergeleitet werden. Die letztere ist:
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»,Man sagt, eine Grosse y lasse sich algebraisch durch mehrere
andere Grossen ausdriicken, wenn man sie aus diesen letzteren mittelst
einer begrenzten Anzahl der folgenden Operationen bilden kann:

1. Addition. 2. Subtraction. 3. Multiplikation. 4. Division.
5. Ausziehung von Wurzeln mit Primzahlexponenten.“

Wir haben unter diesen Operationen die Erhebung zu ganzen Potenzen
und die Ausziehung von Wurzeln mit zusammengesetzten Exponenten nicht
mit aufgezihlt, weil sie nicht notwendig sind, da die erste in der Multipli-
kation, die zweite in der Ausziehung der Wurzeln mit Primzahlexponenten
enthalten ist.

Wenn die drei ersten der obigen Operationen allein erforderlich sind,
um die Grosse y zu bilden, so wird sie rational und ganz in Bezug auf die
bekannten Grossen genannt, und wenn die vier ersten Operationen allein
erforderlich sind, so heisst sie rational. Je nach der Natur der bekannten
Grossen machen wir die folgenden Unterscheidungen:

1. Eine Grosse, welche algebraisch durch die Einheit ausgedriickt
werden kann, heisst eine algebraische Zahl; lisst sie sich rational
durch die Einheit ausdriicken, so heisst sie eine rationale Zahl,
und wenn sie aus der Einheit durch Addition, Subtraction und
Multiplikation gebildet werden kann, so heisst sie eine ganze Zahl.

2. Wenn die bekannten Grossen eine oder mehrere verdinderliche
Grissen enthalten, so wird die Grisse y eine algebraische, rationale
oder ganze Function dieser Grossen genannt je nach der Natur der
zu ihrer Bildung erforderlichen Operationen. In diesem Falle
betrachtet man als bekannte Grosse jede constante Grosse.

Mit Hilfe dieser Definitionen begriindet man ohne Schwierigkeit die
folgenden schon lingst bekannten Sdtze.

1. Eine Grosse y, welche ganz durch die Grossen o, ay, ..., o aus-
driickbar ist, kann durch Addition mehrerer Glieder von der Form

. m, . m, e 777”
Ao ay o

gebildet werden, wo A eine ganze Zahl ist und m;, my, ..., m,
ganze Zahlen einschliesslich der Null sind.

2. Kine Grisse y, die rational durch aj, oy, ..., «, ausdriickbar ist,
kann immer in die Form

%

Y2

gesetzt werden, wo #; und gy, ganz durch dieselben Grissen aus-

gedriickt sind.

Eine rationale Zahl kann immer auf die Form gebracht werden:

y:

[ X

Y2
wo y; und y, ganze positive zu einander prime Zahlen sind.
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4. Eine ganze Function  von mehreren verdnderlichen Grissen z,
Zgy ..., #, kann stets durch Addition einer beschrinkten Anzahl von
Gliedern von der Form

M e T Ty
Ao ™y z,

gebildet werden, wo A4 eine constante Grosse ist und mey, my, ...,
m,, ganze Zahlen einschliesslich der Null sind.

(W]

. Eine rationale Function # von mehreren Grissen ax;, x5, ..., @
kann stets auf die Form gebracht werden:

n

K|

Y2

9

wo ; und y, ganze Functionen sind, welche keinen gemeinschaft-
lichen Factor haben.
Es bleibt uns hiernach nur noch ibrig, dic Form der algebraischen
Ausdriicke allgemein zu bestimmen.
Welches auch die Form eines algebraischen Ausdrucks sein moge, er
darf zundchst nur eine beschrinkte Anzahl von Wurzelgrossen enthalten.
Bezeichnen wir alle verschiedenen Wurzelgrossen durch

O S B bn__
‘/Rh VR27 vRﬁa L) V—Rna

so ist klar, dass die gegebene Grosse rational durch diese Wurzelgrissen
und die bekannten Grissen dargestellt werden kann. Wir bezeichnen diese
Grisse durch:

1

BB n
Y= /(VRI, VR;’*, e ‘/Bn> .

Die Wurzelgrossen, aus denen ein algebraischer Ausdruck zusammen-
gesetzt ist, kinnen von zweierlei Art sein: entweder sind sie zur Bildung
des Ausdrucks notwendig, oder sie sind es nicht. Sind sie nicht notwendig,
so kann man sie beseitigen und alsdann wird der gegebene Ausdruck eine
kleinere Anzahl von Wurzelgrossen enthalten. Hieraus folgt, dass man
immer annehmen kann, dass die Wurzelgrossen derart seien, dass es un-
moglich ist, den algebraischen Ausdruck durch einen Teil der in ihm anf-
tretenden Wurzelgrossen darzustellen.

Da nun die Anzahl der Wurzelgrossen beschrinkt ist, so folgt, dass
sich unter den Wurzelgrossen wenigstens eine befinden muss, welche nicht
unter einer andern Wurzelgrisse enthalten ist. Nehmen wir an, dass
Py
‘|/7{: eine solche Wurzelgrisse sei, so kann die Grisse R; stets rational
durch die andern Wurzelgrissen und die bekannten Grissen dargestellt
werden.

Abel u. Galois, Algebr. Gleichungen. 5
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Nun ist y eine rationale Function der Wurzelgrissen und der bekannten
Grossen; mithin kann man setzen:

=2,
Yo

wo 7, und g, ganze Ausdriicke sind. Man kann also zuniichst setzen:

Py + PI;;E + PQ(?E)‘) 4o+ P, ({7171)“

=9 _
y= = ’
Yo B B, B
Q + QYR + Q2(VR1) + o+ @ (VR1>
wo Py, Py, ..., @, @, ... rationale Ausdriicke der bekannten Grossen

und der andern Wurzelgrdssen sind. Diesen Ausdruck kann man aber noch
sehr vereinfachen. DBezeichnet man zunfchst mit

’ =1
O A e

b Pi_

die Werte, welche g, annimmt, wenn man fir VR, die Werte m]/Rl,
IJ"I; p_l_lp’x_

m2]/R1, e, @ VR, setzt, wo o eine imaginire Wurzel der Gleichung

e
—1 =0 ist, so ist bekannt, dass die Wurzelgrosse ]/ R; und die Grosse
o aus dem Ausdruck des Products
%oyye” -y
verschwinden und dass der Ausdruck w25y, .. (”‘ D eine rationale

[
Function von VR, ohne o ist.
Man hat daher:

Y Yo'y e ?/3““” P
y= rogy -1 = z_l’

Y22 Y2 Y2 Y
wo #, eine ganze Function der bekannten Grossen und der Radikale
i 1
RSP, R, ... und z eine ganze Function der bekannten Grossen und der
@11
Radikale R, R, Ry, ... ist.

Setzt man also:
1 2 v

¢=D,+P-R¥+ PR+ + P R™

so hat man:

P >
y.__f_ R“-_|_...._|_A‘C.RI**1_
1 2y
Da nun aber
) Pyt 1

RM“ =R, B " =R,-R"™ ...
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ist, so kann man schliesslich setzen:
1 2 Pl
y=P +P R"+ PR +---+P B ",
wo Py, Py, ..., P, _, und R, rational durch die bekannten Grossen und
! 1
die Wurzelgrossen R,™, R,™, ... ausgedriickt werden kinnen.
Da jetzt die Grossen Py, Py, ..., R, algebraische Ausdriicke sind, die

jedoch eine Wurzelgrosse weniger enthalten, so kann man sie auf cine
1

dhnliche Form bringen, wie die von gy ist. Und wenn man mit R,™ ein
Radikal bezeichnet, welches nicht unter einer der andern Wurzelgrossen
enthalten ist, so kann man die in Rede stehenden Ausdriicke in die Form

setzen:
1 2 Po—1

P/ PR+ P B+ Py Ry
wo Ry, P, P/, ..., Pé;l

r 1
Waurzelgrossen R,™, R, ... ausdriickbar sind.

Fidhrt man in dieser Weise fort, so muss man schliesslich zu Aus-
driicken gelangen, welche keine Wurzelgrosse mehr enthalten und die somit
rational in Bezug auf die bekannten Grossen sind.

Im Folgenden miissen wir die algebraischen Ausdriicke nach der Anzahl
der in ihnen enthaltenen Wurzelgrossen unterscheiden. Wir werden uns
des folgenden Ausdrucks bedienen. FEin algebraischer Ausdruck, welcher
ausser den bekannten Grissen nur 5 Wurzelgrdssen enthiilt, soll ein alge-
braischer Ausdruck nter Ordnung genannt werden. So wird z B,
wenn man die Grissen 1/5“ und ]/E als bekannt ansieht, die Grosse

rational durch die bekannten Grissen und die

3
Ve+ V3 —V2+vr+ l/5+ Vre+V3—V2+ V=

ein algebraischer Ausdruck zweiter Ordnung sein, denn ausser den Grissen

]/2, ]/E enthiilt er nur die beiden Wurzelgrossen:

3 .
Vi— VoV Voavet 13— Vis Ve,
§ 2.

Bestimmung der Gleichung niedrigsten Grades, welcher ein
gegebener algebraischer Ausdruck geniigen kann.

Um die Ausdriicke zu vereinfachen, wollen wir uns der folgenden Be-
zeichnungen bedienen.

1. Wir bezeichnen durch 4
der Ordnung .

B

7

c

me ot

algebraische Ausdriicke von

o
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2. Substituieren wir in

S P,
A, =1y + P ‘/R+..H+pp.—1(vR>H 1

g 2 2 "
fir YR der Reihe nach o VR, VR, ..., " VR, wo o eine imaginire
Waurzel der Gleichung o — 1 =0 ist, so bezeichuen wir das Product aller
so gebildeten Grossen mit 114

3. Wenn alle Coefficienten einer Gleichung

Sl Ay =0

e

y A,

s

algebraische Ausdriicke von der Ordnung m sind, so werden wir sagen,
diese Gleichung sei von der Ordnuug m. Wir bezeichnen die linke Seite
derselben mit ¢(y, m) und den Grad dieser Gleichung mit Su(y, m).

Dies festgesetzt, wollen wir die folgenden Sitze begriinden:

Satz I. Eine Gleichung wie

1 2 [
a) to 4+t + by ety o =0,
in welcher 7, ¢, ..., #, , rational ausgedriickt sind durch o,

1 1
durch die bekannten Grossen und die Wuarzelgrossen 2., o™, ...
giebt einzeln:

B) th=0, =0, t,=0,..., & =0

Beweis. Ist 7,"* =2, so hat man die beiden Gleichungen:
) & —yy =0
0) by + e 4o+ tp.rlzP-.—l =0,
Wenn demnach die Coefficienten 7, #;, ... nicht gleich Null sind, so
wird 2z eine Wurzel der Gleichung (8) sein. Nehmen wir an, dass die
Gleichung

k

0=so+slz+--'+sk_rz—1+zk,

WO Sy, Sy, ... Grossen von derselben Beschaffenheit wie f,, #;, ..., fu -1 sind
und % eine Zahl ist, die notwendig Xleiner ist als p,, eine irreductible
Gleichung sei, welcher 2 geniigen kann, so miissen alle Wurzeln dieser
Gleichung unter denen der Gleichung
f—y, =0

enthalten sein.

Ist nun z eine Wurzel, so kann eine beliebige andere dargestellt werden
dureh o'z, mithin muss, wenn % grosser als die Einheit ist, die Gleichung
noch befriedigt werden, wenn man w’z an die Stelle von # setzt. Dies giebt:

. 1y h— Y 7.
O0=s, + ,Slmvz e skélm(l U (ul"zl,
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und hieraus erhilt man, wenn man sie.mit der vorigen verbindet:

0=s(0" — 1) 4+ (o — 1)

Diese Gleichung nun, welche nur vom Grade % — 1 ist, kann nicht
bestehen, wofern mnicht -alle ihre Coefficienten fiir sich gleich Null sind.
Man muss also haben:

0" —1=0 oder o™ =1,

was unmoglich ist, wenn man bedenkt, dass p, eine Primzahl ist. Es muss
also £ =1 scin; dies giebt aber

Sg+42=0
also:
y’1_
2= V!/l = = S,
was ebenso unmoglich ist. Die Gleichungen (8) finden also statt.
Satz II. Wenn eine Gleichung
¢(y, m) =0
durch einen algebraischen Ausdruck
V‘x*
y=po+p\Vp+---
von der Ordnung 7, wo » grosser als m ist, befriedigt wird, so
P‘l*
wird sie auch befriedigt werden, wenn man fir Vy, sdwmtliche
By Py
Werte wVyy, ©?Vyy, ... setzt.
Satz III. Wenn die beiden Gleichungen
E) (P(?/’ 7”’) =0 und 1 (7/7 7@) 207
deren erste irreductibel ist und in welchen n-<<m ist, eine

gemeinschaftliche Wurzel haben, so muss

) o1 (y, m) = ¢ (y, m) - f(y, m)
Se1n.

Man kann némlich, welches auch o, (y, #) sein moge, setzen:
Ch(?/, ”) = f(ya m) * CP(?/’ T)Z-) + fl(y7 m)a

wo der Grad von f;(y, m) kleiner ist als derjenige von ¢(y, m). Man wmuss
also, der Gleichungen (e) wegen, zu gleicher Zeit haben:

ﬁ(% m) =0,
was nicht stattfinden kann, wofern nicht séimtliche Coefficienten dieser
Gleichung einzeln gleich Null sind. Mithin hat man, welches auch y sein
moge, fi(y, m) =0 und somit:

oy (y, 1) = f(y, m) - @ (y, me).
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Satz IV. Hat man
9] e1(y, m) = [(y, m) - ¢ (y, m),

so muss man auch haben:

#1(y, n) = f,(y, w') - Uo (y, m). ,

Verwandelt man ndmlich in der Gleichung (%) das #ussere Radikal
V‘Z der Reihe nach in u)\*/iy_l, wﬂ?’%, ..., so wird sie ebenfalls befriedigt
sein. Bezeichnet man die entsprechenden Werte von ¢ (y, m) mit ¢'(y, m),
o (yy m), - .., ¢ V(y, m), so wird die Function 9.(y, ) durch alle diese
Functionen teilbar sein, mithin auch durch ilir Product, wenn sic keine
gemeinschaftlichen Factoren haben. Wenn man aber z. B. annimmt, dass die
beiden Gleichungen o' (y, m) =20, ¢''(y, m) =0 gleichzeitig stattfinden, so
erhdlt man hieraus:

V+A4y 7+ By 4 =0

7
Y +AYy T By P =0

Haben sie nun eine gemeinschaftliche Wurzel, so miissen sie identisch
sein. Folglich haben die Functionen ¢(y, m), ¢'(y, m), ... keinc gemein-
schaftlichen Factoren, somit ist die Function <, (y, ) -durch das Product

o (g m) - ¢ (g, m) -+ "7y, m)
d. h. durch das Product Ilp(y, m) teilbar. Also:

01 (9 1) = f1(y, m") - Uo(y, m).
Satz V. Ist die Gleichung

¢(y, m) =0
irreductibel, so ist es die folgende
e (y, m) =0=q,(y, m')
ebenfalls.
Wire sie es ndmlich nicht, so nehmen wir an, dass

e (y, m') =0
eine solche Gleichung sei. Alsdann wiirden die beiden Gleichungen

ooy, m)=0 und ¢(y, m)=0 eine gemeinschaftliche Wurzel haben, und
es wiirde somit

oo (%, m') = f(y) - Us (y, m) = f(y) - o1 (y, m)
sein, was unmdoglich ist, da der Grad von ¢,(y, m') kleiner als der von
@y (9, m") ist. Mithin u. s, w.
Nachdem dies feststeht, ist nichts leichter, als die Gleichung

niedrigsten Grades zu finden, welcher ein algebraischer Aus-
druck genigen kann.
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Es sei
1

X
Yo Fne—1 )
a, ="

n

der in Rede stehende Ausdruck und

(=0

die irreductible Gleichung, welcher derselbe geniigen soll.
Die Function muss zunichst durch y—a,, teilbar scin. TIst sic aber
durch y —a,, teilbar, so ist sie auch durch

Iy — a,) =9(y, my)
teilbar. Nun ist o(y, m,) irreductibel, mithin ¢ (y) ebenfalls teilbar durch

Ug(y, my) = ¢,(y, m.),
somit durch
[Ty (5, m9) = oy, m3)
u. S. w.
Die Zahlen m, my, ms, ... bilden jetzt eine abnehmende Reihe, man
muss also schliesslich zu einer Function

¢, (9, my y)

gelangen, in welcher m, =0 ist. Alsdann sind dic Coefficienten dieser
Funection rational, und da sie in der Function ¢(y) aufgehen muss, so wird

die Gleichung
2, (1, 0)=0

genau die gesuchte Gleichung sein.
Den Grad dieser Gleichung findet man leicht. Man hat nimlich der
Reihe nach:

8(? (!/7 ml) = oll (Z/—— @, = Mn
8oy, me)  =0lo(y,m) =up, 1w,
6‘?2(% ”13) = 6H‘Pl (L’/a m?) =y, P“,,,‘ ’ p’mz

acPv (!/7 H?v+1) = chPv—l(!/’ "’l'v) = p‘m . P'm, T P'mv'
Mithin ist der Grad der Gleichung
b)) =0

P’m I"’ml }1’7,,2 p‘m\, ?

gleich:

falls m, , = 0 ist.
Aus dem Vorstchenden kann man jetzt mehrere wichtige Folgerungen
ziehen,
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1. Der Grad der irreductiblen Gleichung, welcher ein
algebraischer Ausdruck geniigt, ist das Product aus einer
gewissen Anzahl von Wurzelexponenten, welche in dem in Rede
stehenden algebraischen Ausdruck auftreten. Unter diescn
Exponenten findet sich immer derjenige des dusseren Radikals.

2. Der Exponent des dusseren Radikals ist stets ein Teiler
des Grades der irreductiblen Gleichung, welcher ein alge-
braischer Ausdruck geniigt.

3. Wenn eine irreductible Gleichung algebraisch befriedigt
werden kann, so ist sie zu gleicher Zeit algebraisch auflésbar.
Man erhélt nimlich alle Wurzeln, indem man in @, den Wurzel-

LI 1
P P P Py | . wrs s
grosseny ", y ™, ..., y " alle Werte, deren sie fahig sind,
1 v

beilegt.

4. Ein algebraischer Ausdruck, welcher einer irreductiblen
Gleichung pten Grades geniigen kann, kann . von einander ver-
schiedene Werte und nicht mehr annehmen,

§ 3.
Uber die Form des algebraischen Ausdrucks, welcher einer
irreductiblen Gleichung von einem gegebenen Grade
geniigen kann.

Nimmt man jetzt an, dass der Grad der Gleichung

$(y) =0,
welcher der algebraische Ausdruck a, geniigt, durch p. ausgedriickt werde,
so muss, wie wir gesehen haben,

Po== Myt Byt Pyt 0 P
sein.
Erster Fall: p ist eine Primzahl,
Ist p. eine Primzahl, so muss man haben:

Tl

und somit:
1 2 r—1

@, = Py ~+ Dy Do+ A Dy
1
Man findet die andern Wurzeln, wenn man fir " die Werte sctat:

1 1 1
4 2, * p—1
m!jm’ mv]/m’ ey @ ym
Man erhdlt so, indem man mit 2y, 2, ..., 2, dic Wurzeln der Gleichung
bezeichnet und zur Abkiirzung y, = s setzt:
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1 2 p-1
. n o LB
& =py+ »msT + Pas™ e 4 Dy 8

1 2 p--1
. .
Do ws” 4 Paw? st P 0 S

I

. . . . . . . . . . . . . . . . . .« e .

1 2 p—1

. Pelgl | B2 W , W
2, =00+ P Y 4 oo T e s

Sollen nun diese Grossen wirklich Wurzeln sein, so darf man keinen neuen
Wert erhalten, wenn man allen den Wurzelgrossen, welche in den Grossen
Pos D1y Pas ooy Py und s vorkommen, die Werte beilegt, deren diese
Wurzelgréssen fahig sind.
Sind po's py's Pos -ovy Py 8 ein System so gebildeter Werte, so
muss man haben:
1 v—1 1 1—::1

p=1 p P!
P+ pw’ rP -+ +1'H © ot P = Py plms i +1;!L PLO P ,

und einem verschiedenen Werte von o' entspricht cin verschiedener Wert
von . Setzt man also w'=1, v, 02 ..., " 7!, so erhilt man, wenn man
die entsprechenden Werte von o mit wy, o;, wa, ..., o, bezeichnet:

y.
L 2 1 2
ot ot peoist A =p+ st
1 2 1 2
D+ ot + ygm‘fs”-i— =+ ) s Do
B * . . . o 3
o+ 1oy 8"+ paoy _s¥ =) g L

Addiert man, so erhalt man:
upy=pp, d. h. p)/=p,
P’Pllsl b =l’0(l -+ u)_l—+— (1)~2_+_ cee m—!’--f-l)
1
+ 15" 0+ 00 0 b o, 0T

Hieraus ergiebt sich:

1 1
_/<(”)p)p71)1:pl -'~7‘5’°l)
T bt
st =y, +qls'+...+ Q8 !
1 et
‘5, :<’]o + (Ilsy‘ Rl o ![y..—ls ¥ )l
1 bt

s o=ty Attt s
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Nun behaupte ich, dass man haben muss:
=0, =0, ..., t,_,=0.

Im entgegengesetzten Falle wiirde man ndmlich haben:
1
(&) SP.':‘f(s, S,, D 2", D1s Py ey Py p;;_l)
und somit:
'Zl“_—‘_f(sa DPos P1s <« - Sla 230,, 1)1,7 . )
Man kann aber nicht &', p), p,’, ... rational durch s, p,, p;, po, ...
1
ausdriicken, denn dies wiirde s* als rationale Fuunction von s, p,, p;, ...
geben, was unmdglich ist. Sucht man aber die irreductible Gleichung,
welcher 2, geniigen kann, so findet man, dass ihr Grad eine zusammen-
gesetzte Zahl sein muss, was nicht der Fall ist. Mithin kann die Gleichung
(a) nicht stattfinden, und somit muss ¢, =0, & =0, ..., £, =0 sein.
Dies giebt:
1 Lt N
((10 + gos® 4o+ QP.__I(OP._IS : ) =5
p—1
( 2% T
Qo+ q10*" + oo g, 0 7S =s

g

Folglich:

1 2 —1 1

0 + qos" + gt .o 4g, 0"
1 2

= g’ + qo's* 4 go’s* 4+ g, 0",

=T

-1 — (DVSI I

[Vl

-1

T

|

=

und hieraus erhilt man:

mv . (Dv —w v( .2 vV v IR e §
Qo = Q> §h=0q1, O 3=0qzy .., ©G=O( , ..., mqp.—l—w Tu—15

QO:07 =0, =0, ..., q\._lzov qv+1=07 ) f[p,__l—':O-
Mithin:

1 2 1 v
-pOI +p1’s'l" +p2’s'p‘ +...=po+w_plsp' _I_...._*_vavsp'-*- ey

folglich:

und hieraus:
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Da nun v nur einen der Werte 2, 3, ..., p. — 1 haben kann, so folgt,
dass pYs nur p—1 verschicdene Werte hat; es muss somit pl's einer
Gleichung geniigen, welche hochstens vom Grade p — 1 ist.

Man kann p; =1 setzen und dann hat man:

1 2 b1
— > b P
2y =P -+ st 4 PaST A= - pp_ls
1 2 r—1

y — Tt o B
Zy=po+ 08"+ Pt A4t p, 0" s
1 2 p—1
P11 .—9 1 5
&, = 1o + wf s —l—])gulp F3 e SR +p v,

y.fl(us

Ieh behaupte jetzt, dass man die Gréssen p,, py, ..., Dy, rational als
Functionen von s und von bekannten Grossen darstellen kann.
Man hat:

1
Py= " (¢ + 23+ -+ + 2,) = ciner bekannten Grosse

1
o 1 e
oF = ;(31 ol 4 +wz,)

T

: 1
Das :17<Zl + o 5;/,4_..._,_0)23@

Hieraus erhilt man:

1 =1 _9 . . . 0, —9
PaS = (?J,) (2p + 0 "2yt o A l)zp,) (¢ + o 1/52 et «1)'"0'71).2’“)HL -

e e
s = (;) (14 0 07T ) (o b 0 T o T

71 -+ (> e +q, =q,
q1Sy T qeSy Ao +q,5, =q
7812+ u8,2 e +q,8 =a,
05y A gesy T sy T =,

Gl Ry sy A Rysy 4+ Ry)

=y By + o By + ay By + -+ +a, R, _,+ a,

v

=10 ...),
so lange man nicht hat:

v—1

s A+ Ry=(5;—8,) (5;—8) -+ (s1—s,)=0.
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sy =s,

1 1 2
0 i

+ Post A

—
Tl

+ opy + u’1(1’5y' + powjwis” A ...

1 2
+ 0y + wy0" 4 poeis® 4.
e
p—1
1+ oo+ 00 + o0 o, o=y,

was unmoglich ist. Mithin ist

qy = p,s eine rationale Function von s und den bekannten Grossen.

Also:
1 2 3 w1

ar=po+ 8" () 8" + i) 8"+ RO ¥

Ist die niedrigste Gleichung in s, P=0, vom Grade v, so sind die
v Wurzeln dieser Gleichung von der Form:

wo, Sm’ - m(v—l)

2 " 13 X
S, P » —pm“ C8, e, ﬁm(v—l) S 9

w'

wo 'y m", ..., m®™D unter den Werten 2, 3,4, ..., p—1 enthalten
sind.

I LN )71
$1=0p, s
w=pls
T N | )7 mnk'l. mk
S=P ST Py By, b, §
k
m—1 .
———— = einer ganzen Zahl
P..

k = einem Factor von p—1
k=v oder kt <<v.

Ist m eine primitive Wurzel fiir den Modul ¢, so kann wman 2, dar-

stellen durch:
1 m 2 m—2

zl:zpo_'_Sl‘L_'_plSl*_'_})zsl"_'_...+pp_2s P

Sind sy, &y, 845+ .., 8,_, die Werte von s, so muss man haben:
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1 n
v W
S =p,S8
1 '
—ps
S2 PyS1
1 m®

=)
ST =Py S

m™* 1

" — = einer ganzen Zahl
: = einem Factor von p — 1

al: = (p. — )n

p—1_ 8
L
a = np.
1 B
st =ps"
1 m"B MQ"B
s =ps " =" e e

Ist ¢"s "% oine andere Wurzel, so ist

e
s/= qlsﬂt
ebenfalls eine.

Es muss also sein:

1 (mf + w'B)=n"(p.— 1)
f=ap”
—
p—1=eax'B"
E' (na + n'a)B"= n" ead/B"
I (a4 n'a") = n''ean’
I'=aa - I

E'(na + w'd") =n"¢e

§¥ = qs 2
o n'a’ =1
1 mf’
§r =g "
p—1=17f

po— 1=k
w— 1 — k/lﬁ'/;

mok

— pff 1)(p —2))7““(]2?—3))77?“. ) (]) >m(l LE

-1

~1
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aber B’ <<f, B’'<<f’, mithin &">%, ¥'>F, was im Widerspruch steht
mit der Voraussetzung. Demnach konnen die Wurzeln der Gleichung

P=0
dargestellt werden durch
s
&=O®Y~”
Sy = (f (91))!
(/i(s —2)) v— 1‘
wo
s =16, )" 9%,
p—1

Der Grad der Gleichung P =0 muss somit ein Factor von p — 1 sein.

Bezeichnen wir (f(s))p-s’“a mit ¥s, so werden die Wurzeln:
s, 9s, 9%, s, ..., ¥, wobei ¥s=s.
Man hat ferner:
s = ()"
= (o) (o)™
s= (&) ()" (@)

1 n® me* al—1)2
@=py+ s+ st A+ s T At £ ()
m m"+1 11:2a+1 e (V=141
+ st + A E e s Y ek ((8)s :
no+2 w2242 (V1742

T O LA O I O

20—1 m3%—1 )wx—l

P P

ot f1 ()

m*—1

s T s T s et s

l e
st =f()-s"
nis ndn
qnp. — <f"(s))m s u
L



2 =pot

+C"),L_1(S)'S ¥ _!—_‘,Pcz—l(sl)'slEJL

1 1 w®
;logs =log 4 + " log @ + w log a, +

1 .
; log sy ==log 41+ ;T log
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1 1 1 1

s+ 5"+ St At st
m

m n m

e()s" A+ eyls)s "+ el
m® m?

()5 4 eus)s "+ guls)s”

o
n=

.

m*—1 m*—1 m%1

+:Pa_1(52)'32 *

i o ?1(5\:—1)'8"9—1
m
e - ({.72(5'\.__1)'8\?——1

a—1

e +q>d_l(3v__1)'8ng

1 1 m 7@ mO—)
e n n P
s =4 -a a, a, S,y
1 m_a m2% m3% 1
B P W > >
s, =40 a, ay A
1 7£ m? nd® w®
b v . P B
s, =dy-a a, @, -a,”
1 m(v~])o( 1 m® m(v"?)a
e R P P
si =4, ay - ay a, |

2u

n 1 n¥*—1
B m®, L,
sV ois = (4" 4 -a,_|

$(y) =0.
:Ijm 4+ /(\) .‘Um——l + /-/(g) .?/m-—? 4

)T )T
¢(e)=0
P, Pro P2 * pv—]
¢(s,0)=0
s, o, §', =1
?(31, pl) =0
S, 815 8y oins s(l”")
CP(SZ, 92) =0
Sy S.’la 32”7 ? SSL_I)

2u

m-
-P‘—-]()gn?._p....

a

o

m m
a4 Tlog”l_‘— T':]()gaz 4
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fg.s, 9o =0
8, p) =0
f(?]s 327 PZ) = 0

f(% Sy_1» Pv—l) =0

sv—l’ s‘a—?’ Sv—37 e S
rationale Functionen von:

Sy 317 327 LI ] se_p Pr 91: P‘.” crey Pv_l

F(y, 8, 81,895 0005 8c_1y 05 P1s P25+ - » Py_;) Wird Factor von ¢ () sein fiir alle
Werte von s, s, Sg, - ..
Mithin ist der Grad von ¢(y) teilbar durch p°.
Es giebt zwei Fille:
wenn 39 (y) = p°
wenn 8¢ (y) = p5- p'.
In dem ersten Falle:
Y=1(8 81: Sa -+ -, Se1s P P15 P22 o0 e Py_l)
in dem zweiten Falle:
6F(y,5‘,81,-..,P,Pl,-..)’:}l-/,
F(?/: S, Sla sy 97 Pl': . ') zyl’-' +f($‘, Sly v0 ey p) Pls . )‘7/“1:;
-+ f,(S, Sty eees Py Pro - ‘)yp-
+ . . . . . . . .

Ist
E=F(0, 8 Sgy «ery Py Pps +o2)

so wird # fiir die verschiedenen Wurzelgrossen nur p° verschiedene Werte
annehmen; mithin wird # eine Wurzel einer Gleichung vom Grade p.f sein.
Somit folgt aus
$(y) =0:
1@ T )y T =0,
wo z bestimmt ist dureh eine Gleichung vom Grade pf.

. 1y, s)

f(?/7 Vﬁa D, q, ):0
P‘_

f(.(/’ VR17 D15 q15 "'):‘—‘0

P',_.
@ YRy, poy qo, ...)=0

T
jen]

“___
f(y ‘/R\a_lﬂ D, _y- Qy_y5 oo
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v ] -
¢(y)=nf(%VR, r, 4, "‘)=“f(?/ovR1a P1s Q1 >=
B
=Hf(ya VRv—v Dy y> y—15 )
ook o
f(y7 VR,VRU\/RQ-,--vav_nP,!l, v -71)17 qlv . '7pv—1‘f q‘i—l) =O

Ko T I
f(!/ VR’VRD\/R.% ey ng_ppv /7 sP1s QD e 72)~,_1a qy_p Re? Rg+17 vy R‘,_l) =0
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Neue Theorie der algebraischen Auflosung
der Gleichungen®).

——————

Die Theorie der Gleichungen ist immer als einer der interessantesten
Teile der Analysis betrachtet worden. Geometer ersten Ranges haben sich
mit ihr beschiftigt und sie sehr bereichert. Besonders verdankt man den
ausgezeichneten Arbeiten von Lagrange eine tiefe Kenntnis dieses Teiles
der Mathematik,. Man hat sich viele Miihe gegeben, die algebraische Auf-
losung der Gleichungen zu finden, doch hat man damit im Allgemeinen fiir
Gleichungen von héherem als dem vierten Grade kein Gliick gehabt. So
viele vergebliche Bemithungen der ausgezeichnetsten Geometer liessen ver-
muten, dass die algebraische Auflosung der allgemeinen Gleichungen
unmoglich sei. Man hat hierfiir den Beweis zu erbringen versucht, jedoch
scheint es, als ob die Unmdoglichkeit der Aufldsung noch nicht in strenger
Weise bewiesen ist. Der Verfasser dieser Abhandlung hat sich lange Zeit
hindurch mit dieser inferessanten Frage beschiftigt und glaubt zu einer
befriedigenden Antwort auf dieselbe gelangt zu sein. Er hat eine erste
Darstellung dieses Gegenstandes in einer Abhandlung gegeben, die im ersten
Hefte dieses Journals**) gedruckt ist; obwohl jedoch die Begriindung, welche
er gegeben, eine strenge sein diirfte, muss doch zugegeben werden, dass
die Methode, deren er sich bedient hat, viel zu wiinschen iibrig lisst. Ich
hahe die in Rede stehende Frage von Neuem aufgenommen, und indem ich
mir weit allgemeinere Probleme vorlegte, ist es mir, wenn ich nicht irre,
gelungen, klar zu zeigen, worauf in Wirklichkeit die Unméglichkeit der Auf-
losung der allgemeinen Gleichungen beruht.

Wenn es auch unméglich ist, die allgemeinen Gleichungen zu lgsen, so
kann man doch sehr wohl unendlich viele besondere Fille finden, welche
diese Figenschaft besitzen. Es giebt deren unendlich viele fiir jeden Grad.
Dies ist seit langem festgestellt, doch hat noch Niemand das Problem unter
einem allgemeineren Gesichtspunkt betrachtet. Dies will ich in der vor-

*) Andere Fassung der Einleitung der vovhergehenden Abhandlung.
*) Crelle’s Journal fir die reine und angewandte Mathematik.
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liegenden Abhandlung zu thun versuchen, indem ich die Losung der folgenden
Aufgabe betrachte:

Wenn eine Gleichung von beliebigem Grade gegeben
ist, so soll man entscheiden, ob sie algebraisch be-
friedigt werden kann oder nicht.

Die vollstindige Auflgsung dieses Problems muss notwendig zu allem
fithren, was auf die algebraische Auflésung der Gleichungen Bezug hat.
Eine eingehende Untersuchung wird uns, wie man sehen wird, zu wichtigen
Satzen iber die Gleichungen fithren, besonders in Bezug auf die Form der
Wurzeln. Weit mehr die allgemeinen Sitze als die wirkliche Auflosung
sind der wichtigste Punkt, denn es ist ecine Frage blosser Neugier, ob eine
specielle Gleichung auflgsbar ist oder nicht. Ich habe der Aufgabe die
oben ausgesprochene Form gegeben, weil ihre Losung unfehlbar zu
allgemeinen Resultaten fithren muss.

Ich werde zunichst eine Analyse des Problems nebst den wichtigsten
Resultaten, zu denen ich gekommen bin, geben.

Zunichst miissen wir genau feststellen, was wir unter der algebraischen
Auflésung einer Gleichung verstehen wollen. Ist die Gleichung allgemein,
so will jenes nach der allgemein angenommenen Bedeutung jenes Aus-
drucks sagen, dass sidmtliche Wurzeln der Gleichung durch die Coeffi-
cienten mit Hilfe von algebraischen Operationen darstellbar sind.
Die Wurzeln sind alsdann algebraische Functionen der Coefficienten und ihr
Ausdruck kann eine beliebige Anzahl von constanten Grossen, die algebraisch
sein konnen oder nicht, enthalten. Wenn aber die Gleichung nicht allgemein
ist, was der von uns betrachtete Fall ist, so habe ich, um so allgemein
wie moglich zu sein, geglaubt, die folgenden Unterscheidungen machen
zu miissen.

Wenn eine beliebige Anzahl von Grissen o, 8, 7, 6, ..., die unbestimmt
sein konnen oder nicht, gegeben sind, so wollen wir Wurzelausdruck dieser
Grossen jede Grosse nennen, die aus jenen mittelst der folgenden Operationen
gebildet werden kann: Addition, Subtraction, Multiplikation, Division, Aus-
ziehung von Wurzeln mit Exponenten, welche Primzahlen sind.

Man sagt von einer beliebigen algebraischen Gleichung, sie konne al-
gebraisch durch irgend welche Grossen a, 8, 7, 6, ... befriedigt werden,
wenn man sie befriedigen kann dadurch, dass man fiir die Unbekannte einen
Wurzelausdruck von o, 8, v, 6, ... setat.

Eine algebraische Gleichung ist hinsichtlich der Grossen a, 8, 7, 6, ..
algebraisch 1dsbar, wenn alle Wurzeln durch Wurzelausdriicke von
a, B, 1, 0, .... dargestellt werden konnen,

Wir haben die Gleichungen, welche algebraisch befriedigt werden
konnen, von denen, welche algebraisch aufgeldost werden konnen, unter-
schieden, da es bekanntlich Gleichungen giebt, deren eine oder mehrere
Wurzeln algebraisch sind, ohne dass man dasselbe in Bezug auf alle Wur-
zeln behanpten kénnte.

6*
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Hiernach ist das Problem, welches den Gegenstand unserer Unter-
suchungen bilden wird, das folgende:

Wenn irgend eine algebraische Gleichung gegeben
ist, so soll man entscheiden, ob diese Gleichung durch
einen Wurzelausdruck der gegebenen Gréssen a, 8,7, 3, ...
befriedigt werden kann.

Der natiirliche Weg, diese Aufgabe zu Idsen, bietet sich von selbst dar.
Man muss nidmlich fiir die Unbekannte den allgemeinsten Ausdruck von
a, B, ¥, 9, ... substituieren und sodann zusehen, ob die Gleichung auf diese
Weise befriedigt werden kann. Hieraus entspringt zunichst die folgende
Aufgabe:

Den allgemeinsten Wurzelausdruck in a, 8, v, 4, ... zu
finden.

Die Losung dieser Aufgabe muss somit der Gegenstand unsrer ersten
Untersuchungen sein. Wir geben sie in einem ersten Kapitel.

Wie man weiss, kann man einem und demselben Wurzelausdruck un-
endlich viele verschiedene Formen geben. Von allen diesen Formen suchen
wir diejenige, welche die kleinstmogliche Anzahl von Wurzelgrdssen enthilt
und somit in gewissem Sinne irreductibel ist.

Ist dieses festgestellt, so muss es die erste Eigenschaft dieses Aus-
drucks sein, dass er einer algebraischen Gleichung geniigt; diese Bedingung
ist aber bekanntlich von selbst erfiillt, denn jeder Wurzelausdruck von
a, B, 7, 8, ... kann einer algebraischen Gleichung genfigen, deren Coeffi-
cienten rational in e, B, v, 0, ... sind. Ein und derselbe Wurzelausdruck
kann aber unendlich vielen verschiedenen Gleichungen geniigen; mithin
sind zwei Fille zu betrachten: entweder ist die gegebene Gleichung die
niedrigste, welcher der Wurzelausdruck geniigen kann, oder dieser Ausdruck
kann ciner andern Gleichung von niedrigerem Grade geniigen. Demnach
teilt sich das allgemeine Problem in die folgenden beiden:

1. Wenn eine beliebige Gleichung gegeben ist, sosoll man
entscheiden, ob eine ihrer Wurzeln einer Gleichung
niedrigeren Grades, deren Coefficienten rational in
2, B, 7,9, ... sind, geniigen kann. Ist dies unmdglich,
so sagen wir, dass die Gleichung in Bezug auf die
Grossen a, B, v, 8, ... irreductibel ist.

2. Man soll entscheiden, ob eine irreductible Gleichung
algebraisch befriedigt werden kann oder nicht.

Wir betrachten in dieser Abhandlung nur die letzte dieser Aufgaben,

da dieselbe von einer unvergleichlich grosseren Wichtiglkeit ist.

Hiernach hat man zunichst die folgende Aufgabe:

Man soll die Gleichung niedrigsten Grades finden,
welche ein Wurzelausdruck befriedigen kann. ¥)

*) Fortsetzung vgl. S. 61.
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Vorbemerkung von J. Liouville.

Der scharfsinnige und griindliche Geometer, dessen Werke wir hier®)
geben, hat ein Alter von kaum zwanzig Jahren erreicht und dabei noch den
grossten Teil der beiden letzten Jahre seines so kurzen Lebens in politischen
Agitationen, inmitten der Klubs und hinter den Riegeln von Sainte-Pélagie
fruchtlos verbracht. Er war geboren am 26. October 1811 und im Monat
Mai des Jahres 1832 entriss ihn ein verhdngnisvolles Duell, ohne Zweifel
die Iolge irgend eines frivolen Streites, der mathematischen Wissenschaft,
die er in Aufsehen erregender Weise angebaut haben wiirde.

Die Hauptarbeit Evariste Galois’s hat die Bedingungen der Auf-
losbarkeit der Gleichungen durch Wurzelgrossen zum Gegenstande. Der
Verfasser legt darin den Grund zu einer allgemeinen Theorie, die er im
Einzelnen auf die Gleichungen, deren Grad eine Primzahl ist, anwendet.
Schon im Alter von sechzehn Jahren und auf den Binken des Collége Louis-
le-Grand, wo seine gliicklichen Anlagen durch einen ausgezeichneten
Lehrer und ausgezeichneten Menschen, Herrn Richard, Aufmunterung er-
hielten, hatte sich Galois mit diesem schwierigen Gegenstande beschiftigt.
Er iiberreichte nach einander der Akademie mehrerc Abhandlungen, welche
die Resultate seiner Uberlegungen enthielten; aber abgesehen von cinigen
Bruchstiicken, einigen Bemerkungen, ist uns heutzutage nur diejenige ge-
blieben, die er zuletzt, am 17. Januar 1831, eingereicht hatte. Die mit der
Beurteilung derselben Beauftragten®*) machten dem jungen Analysten die
dunkle Abfassung zum Vorwurf, und dieser Vorwurf, den man schon gegen

*) Journal de Liowville, t. XI, p. 381—444,

#) Lacroix und Poisson als Berichterstatter. Welches die (ein wenig trocken
gehaltenen) Ergebnisse der Berichterstattung waren, kann man aus der Art ersehen,
wie sich Lacroix in der sechsten Auflage seiner Compléments des Fléments d’ Algébre,
S. 345, ausdriickt. Es heisst da: ,Im Jahre 1831 hatte ein junger Franzose,
Lvariste Galois, der im folgenden Jahre starb, in einer der Akademie der Wissen-
schaften eingereichten Abhandlung den Satz ausgesprochen, dass es, damit eine
irreductible Gleichung, deren Grad eine Primzahl, durch Wurzelgrossen losbar sei,
notwendig und hinreichend sei, dass sich, wenn irgend zwei der Wurzeln bekannt
seien, die ibrigen rational aus ihnen herleiten liessen; aber diese Abhandlung er-
schien den mit jhrer Prifung beauftragten Kommissaren heinahe unverstindlich.©
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seine fritheren Mitteilungen gerichtet hatte (wir erfahren dies von Galois
selbst), war, wie man gestehen muss, begriindet. Ein iibertriebener Wunsch
nach Kiirze war dic Ursache dieses Mangels, den man iiberall bei der Be-
handlung der abstracten und in geheimnisvolles Dunkel gehiillten Gegen-
stinde der reinen Algebra zu vermeiden suchen muss. Klarheit ist in der
That um so notwendiger, je weiter man den Leser von den gebahnten
Wegen ab- und in je ddere Gegenden man ihn hinzufithren gedenkt. ,Han-
delt es sich“, sagte Descartes, ,um aussergewohnliche Fragen, so muss man
in aussergewohnlicher Weise klar sein.* Galois hat diese Vorschrift zu
oft vernachlissigt, und wir begreifen es, wenn es berithmte Geometer fiir
angemessen gehalten haben, den Versuch zu machen, einen Anfinger von
hohem Geist aber ohne Ubung durch die Strenge ihrer weisen Ratschlige
auf den rechten Weg zuriickzufiilhren. Der Verfasser, den sie begutachten
sollten, war in ihren Augen zu hitzig und stiirmisch; er konnte aus ihren
Ratschligen Nutzen ziehen.

Aber heutzutage ist alles anders. Galois ist nicht mehr! Hiiten wir
uns wohl, ihn mit unniitzer Kritik zu verfolgen, lassen wir die Mangel bei
Seite und sehen wir uns die guten Eigenschaften an.

Als ich mich, dem Wunsche der Freunde Evariste’s nachgebend, ge-
wissermassen unter den Augen seines Bruders®) dem aufmerksamen Studium
aller gedruckten oder handschriftlichen Arbeiten, die er hinterlassen, hingab,
habe ich es als meine einzige Aufgabe betrachten zu miissen geglaubt, das,
was neues in diesen Schopfungen war, herauszusuchen und herauszuschélen,
um es sodann, so gut ich’s kann, herauszugeben. Mein Eifer wurde bald
belohnt, und ich habe die lebhafteste Freude in dem Augenblicke empfunden, als
ich, nach Ausfiillung einiger unbedeutender Liicken die vollkommene Richtig-
keit der Methode erkannte, durch welche Galois besonders den folgenden
schonen Satz beweist: ,Damit eine irreductible Gleichung, deren Grad eine
Primzahl ist, durch Wurzelgrossen lsbar sei, ist notwendig und hinreichend,
dass sidmtliche Wurzeln rationale Functionen irgend zweier von ihnen seien.*
Diese Methode, die der Aufmerksamkeit der Geometer wahrhaft wiirdig ist,
wiirde allein geniigen, um Galois einen Platz unter der kleinen Zahl von
Gelehrten zu sichern, die den Titel ,Erfinder“ verdient haben.

Wir geben zunichst die verschiedenen Artikel wieder, die von Galois
in den Jahren 1828 bis 1830 in den Annalen von Gergonne und in dem
Bulletin des Sciences von Férussac verdffentlicht worden sind. Sodann
sollen die nicht verdffentlichten Abhandlungen und endlich ein Kommentar
kommen, in dem wir gewisse Stellen zu vervollstindigen und einige heikele
Punkte zu erldutern beabsichtigen.

Am Abend vor seinem Tode und in der Voraussicht des traurigen
Geschickes, welches ihn erwartete, entwarf Galois eine Ubersicht iiber die
grossen Ideen, mit denen er sich beschiftigt hatte, und richtete unter der

*) Alfred Galois.
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Form eines Briefes an seinen besten Freund, Auguste Chevalier, dicses
letzte Schriftstiick, eine Art wissenschaftlichen Testaments, das wir als
Vorwort der nachgelassenen Abhandlungen geben, und das man nicht ohne
Rihrung lesen wird, wenn man bedenkt, unter welchen Umstdnden es
verfasst wurde. Dieser Brief ist im Jahre 1832 in die Septembernummer
der Revue encyclopédique, Seite 568, eingertickt worden. Eine nekrologische
Notiz itber Galois von Auguste Chevalier ist in derselben Nummer
Seite 744 erschienen. Wir haben es nicht fiir zweckmissig gehalten, dic-
selbe in unsere Sammlung aufzunebmen. Sie enthilt interessante Einzel-
heiten, die jedoch zum grossten Teil der Wissenschaft fern liegen. Und
gewisse Behauptungen, gewisse allzu unbedingte Urteile iiber Personen und
Sachen wiirden vielleicht Widerspruch hervorrufen. Allerdings hat auch in
den Augen derjenigen, welche sich am weitesten von seinen Ansichten
entfernen, der Verfasser von vornlierein Entschuldigung in der herzlichen
Freundschaft gefunden, die ihn mit Galois verband. Wir, die wir diesen
ungliicklichen jungen Mann nicht gekannt noch auch jemals gesehen haben,
werden uns ganz auf unsere Aufgabe als Geometer beschrinken und die
Bemerkungen, die wir uns erlauben werden, indem wir seine Werke auf die
Aufforderung seiner Familie hin veroffentlichen, werden sich nur auf die
Mathematik beziehen.

Toul, 30. October 1846.



Beweis eines Satzes iiber die periodischen
Kettenbriiche,

(Annales de Mathématiques de M. Gergonne, tome XIX, S. 294,
1828 —1829). %)

—————

Es ist bekannt, dass, wenn man nach der Methode von Lagrange
eine der Wurzeln einer Gleichung zweiten Grades in einen Kettenbruch
entwickelt, dieser Kettenbruch periodisch ist und dass dasselbe gilt von
einer der Wurzeln einer Gleichung beliebigen Grades, wenn diese Wurzel
eine Wurzel eines rationalen Factors zweiten Grades der linken Seite der
gegebenen Gleichung ist, in welchem Falle diese Gleichung mindestens noch
eine andere Wurzel hat, deren Entwicklung in einen Kettenbruch gleich-
falls periodisch ist. In dem einen wie in dem andern Falle kann ibrigens
der Kettenbruch unmittelbar. periodisch oder nicht unmittelbar periodisch
sein; sobald aber dieser letztere Umstand eintritt, so giebt es wenigstens
einc unter den transformierten Gleichungen, fiir welche eine der Wurzeln
unmittelbar periodisch ist.

Wenn nun eine Gleichung zwei periodische Wurzeln hat, welche zu
einem und demselben rationalen Factor zweiten Grades gehéren, und wenn
die Kettenbruchentwicklung der einen von Anfang an periodisch ist, so
existiert zwischen diesen beiden Wurzeln eine ziemlich bemerkenswerte Be-
ziehung, die noch nicht bemerkt worden zu sein scheint und durch den
folgenden Satz ausgedriickt werden kann:

Satz, Wenn eine der Wurzeln einer Gleichung beliebigen
Grades ein von Anfang an periodischer Kettenbruch ist, so be-
sitzt diese Gleichung notwendig eine andere gleichfalls perio-
dische Wurzel, welche man erhilt, wenn man die negative
Einheit durch diesen selben, aber in umgekehrter Reihenfolge
geschriebenen periodischen Kettenbruch dividiert.

Beweis. Um ecinen bestimmten Fall vor Augen zu haben, nehmen wir
nur Perioden von vier Gliedern, denn der gleichférmige Gang der Rechnung

*) Galois war damals Schiller am Collége Louis-le-Grand.
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zeigt, dass dassclbe gelten wiirde, wenn wir eine grossere Anzahl von Glie-
dern zuliessen. Ist eine der Wurzeln einer Gleichung belichigen Grades
folgendermassen dargestellt:

r=a -+
b+
¢+

1
1

1
d+——
a4 ———
bt

e
d —+ .- vy

so wird die Gleichung zweiten Grades, zu welcher diese Wurzel gehort und
die somit auch dic mit ihr zusammengehorige Wurzel enthalten wird, die
folgende sein:

1
r=a+—
b—i———l
¢+ 1
d+ —
x
Nun leitet man aber hieraus der Reilie nach her:
o 1
a——x——b—~~l— )
+ 1
c—}_*ii”
d+—
@
1 1
a—x 1
¢+ ——
1
d-+—
b+ ! = — !
a—2z 1
[ 1
d—+ —
z
1
=
b+ — d—+ —
a—x
1
¢+ =— 1
1 1
b+ —— + —
a—zx z
1
=—@+1
1 x
¢+ 1
b+ —
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d - ! — —_1
z
¢+ I
b+
t—x
1
=—u
d+ ! i
¢+ 1
b+ —-
a—2z
d. h.
I 1
- 1
d +
¢+ i
b+
a—zx

Dies ist also immer die Gleichung zweiten Grades, welche die beiden in Rede
stehenden Wurzeln gicbt. Setzt man aber fortwihrend fir # auf der rechten
Scite eben diese rechte Scite, welche in der That ihr Wert ist, so gicbt sie:
1
L= —

d+ 1

1
¢+

b+
a -+

1

1
1

d -+
¢+

1
1
b + a4 - '
Dies ist also der andere Wert von x, welcher durch jene Gleichung geliefert
wird, cin Wert, der, wic man sicht, gleich der negativen Einheit dividiert
durch den ersten Wert ist.
Im Vorhergehenden haben wir angenommen, dass die gegebene Wurzel

grosser als die Einheit sei; wenn man aber hitte:

1
r =

a + 1
b1
¢+ -

d+
o+

1
1

1
C—l———‘*——‘—d-{_“.a

. . 1
so wiirde man daraus folgern fiir einen der Werte von 2
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LS B
x b+1

1

R

. 1 .
somit wiirde der andere Wert von p nach dem Vorhergehenden sein:

1__1
x a- 1
o+ 1
b+ i
@+ ————
d - 1
0+ —7"
b [,
+ a + -
nnd hierans wiirde fiir den andern Wert von z folgen:
; 1
= — ((Z i 1
¢+ 1
b+ T
@ —
A+ 1
S N
a-+---
oder:
p——1:
7 - _f]f S
“ 1
[
1
L '
@+
R
44 N 1
¢ - ;,,
a >|_ e

was genau mit unserm Satze iibercinstimmt.

Ist A e¢in von Anfang an periodischer Kettenbruch nnd B der Ketten-
bruch, welcher darans hervorgeht, wenn man die Periode umkehrt, so sieht
man, dass, wenn die eine der Wurzeln einer Gleichung z = 4 ist, diese



94 Galois.

1 .
Gleichung notwendig eine andere Wurzel 2= — B hat; wenn nun A eine
positive Zahl grisser als die Einheit ist, so wird ——Enegatlv und zwischen

0 und — 1 enthalten sein und umgekehrt, wenn A eine negative, zwischen

. . 1 . "
0 und — 1 liegende Zahl ist, so wird — B eine positive Zahl grosser als

die Einheit sein. Somit ist, wenn die eine der Wurzeln einer Gleichung
zweiten Grades ein unmittelbar periodischer Kettenbruch und grosser als
die Einheit ist, die andere notwendig zwischen 0 und — 1 enthalten und
umgekehrt, wenn eine von ihnen zwischen 0 und — 1 enthalten ist, so
wird die andere notwendig positiv und grésser als die Einheit sein.

Man kann beweisen, dass umgekehrt, wenn die eine der beiden Wurzeln
einer Gleichung zweiten Grades positiv und grosser als die Einheit ist und
wenn die andere zwischen 0 und — 1 liegt, diese Wurzeln durch unmittel-
bar periodische Kettenbriiche darstellbar sind.

Es sei nadmlich stets A4 irgend ein unmittelbar periodischer Ketten-
bruch, der positiv und grosser als die Einheit ist, und B der unmittelbar
periodische Kettenbruch, welcher daraus hervorgeht, wenn man die Periode
umkehrt, und der ebenfalls, wie jener, positiv und griosser als die Einleit
ist. Die erste der Wurzeln der gegebenen Gleichung kann nicht von
der Form

1
sein; denn alsdann miisste unserm Satze zufolge dic zweite sein:

1
e=p+—7 =p—DB.

B

Nun kinnte aber p — B nur zwischen 0 und —1 enthalten sein, so-
lange der ganzzahlige Teil von B gleich p wire, in welchem Falle der
erste Wert unmittelbar periodisch sein wiirde. — Man kionnte ferner nicht
fiir den ersten Wert von z

1
z=p+-—7
Q+Z

haben, denn alsdann wiirde der andere sein:

N
T B—yg

x—p—}—q_B oder x==7p

Wenn aber dieser Wert zwischen 0 und — 1 enthalten sein sollte, so miisste

1
zuniichstB—_—q gleich p» plus einem Bruch sein. Es miisste also B—g
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kleiner als die Einheit sein, was erfordern wiirde, dass B gleich ¢ plus
einem Bruch wire, und hieraus sieht man, dass ¢ und p respective gleich
den beiden ersten Gliedern der Periode, welche zu B gehort, oder gleich
den beiden letzten Gliedern der zu A4 gehérigen Periode sein miissten, so
dass, im Widerspruch mit der Voraussetzung, der Wert z = p—l——l—l

q +z
unmittelbar periodisch sein wiirde. — Durch analoge Schlussfolgerungen
konnte man beweisen, dass den Perioden nicht eine grossere Anzahl von
Gliedern, die nicht teil daran hitten, vorausgehen kann.

Sobald man also eine numerische Gleichung nach der Methode von
Lagrange behandelt, kann man sicher sein, dass man auf keine periodi-
schen Wurzeln zu hoffen hat, so lange man nicht einer transformierten
Gleichung begegnet, welche wenigstens eine positive die Einheit iiber.
steigende und eine andere zwischen 0 und —1 liegende Wurzel hat, und
wenn die Wurzel, welche man untersucht, wirklich periodisch sein sollte,
so werden die Perioden hochstens bei dieser transformierten Gleichung an-
fangen.

Wenn die Kettenbruchentwicklung einer der Wurzeln einer Gleichung
zweiten Grades nicht allein unmittelbar periodisch, sondern auch symmetrisch
ist, d. h. wenn die Glieder der Periode in gleichem Abstande von den
Enden einander gleich sind, so hat man B=4, so dass diese beiden

1
Wurzeln sein werden 4 und -1 Die Gleichung wird also sein:

Az?— (42°—1)z — A =0.
Umgekehrt besitzt jede Gleichung zweiten Grades von der Form
ax?—br—a=0

Wurzeln, deren Kettenbruchentwicklungen zugleich unmittelbar periodisch
und symmetrisch sind. Setzt man nidmlich fiir £ nach einander « und —1,
so erhilt man negative Resultate, woraus man sieht, dass diese Gleichung
eine positive Wurzel grosser als die Einheit und eine negative Wurzel
zwischen O und —1 hat, und dass somit diese Wurzeln unmittelbar perio-
disch sind. Ferner &ndert sich diese Gleichung nicht, wenn man darin 2

- 1 . .
mit — 7 vertauscht, und hieraus folgt, dass, wenn A eine ihrer Wurzeln

ist, die andere — - sein wird und somit in diesem Falle B=4 ist.

Wir wollen diese allgemeinen Siitze auf die Gléichung zweiten Grades
anwenden:
322 — 16x - 18 =20.

a

Man findet fiir sie zuniichst eine positive zwischen 3 und 4 enthaltene
Wurzel. Setzt man
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1
z=3+ —
Y

so erhdlt man die transformierte Gleichung:
3y? — 2% —3=0,

deren Form uns lehrt, dass die Werte von g zugleich unmittelbar periodisch
und symmetrisch sind. In der That, setzt man der Reihe nach:

so erhédlt man die transformierten Gleichungen:
282 —42—3=0
32— 4t —2=0
3u?— 2u—3=0.

Die Identitit der Gleichungen in « und y beweist, dass der positive Wert
von y ist:

y=1-+ !
: 1
2+ N
1+
1
Ly —
2+———] —
14+..."
der negative Wert wird also sein:
?/"———]
‘ LI
1
2 + 1
1+
14—
2+~1 -
1+4--
Die beiden Werte von 2 werden daher sein:
1
x=3+~1——~1— =8 —— :
14— 1 —
1 1
2—1——r 2—\————1
14 T 1+ "
14— 14—
241 94 L
1 +--- 14---
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von denen der letzte nach der bekannten Formel

L,
p q——}’

1

1+ q—l—
wird:
1
rx=1-+ 1
1+
1
1+
1
14+ — I
1+
1
2 +
1

1+

1
14
2 +

Abel u. Galois, Algebr. Gleichungen.
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Analyse einer Abhandlung iiber die
algebraische Auflosung der Gleichungen.

(Bulletin des Sciences Mathém. de M. Férussac, Bd. XIII, S. 271,
[1830, Aprilheft]).

————————

Man nennt nicht-primitive Gleichungen diejenigen Gleichungen, welche
sich, wenn sie zum Beispiel vom Grade mn sind, mit Hiilfe einer einzigen
Gleichung vom Grade m in m Factoren vom Grade » zerlegen lassen. Es
sind dies die Gauss’schen Gleichungen. Die primitiven Gleichungen sind
diejenigen, welche eine derartige Vereinfachung nicht zulassen. Ich bin
hinsichtlich der primitiven Gleichungen zu folgenden Resultaten gekommen.

1. Damit eine Gleichung, deren Grad eine Primzahl ist,
durch Wurzelgrossen auflosbar sei, ist notwendig und hin-
reichend, dass, wenn irgend zwei ihrer Wurzeln bekannt sind,
die andern sich rational daraus herleiten lassen.

2. Damit eine primitive Gleichung vom Grade m durch
Wurzelgrossen losbar sei, muss m=p" sein, wo p eine Prim-
zahl ist.

3. Abgesehen von den weiter unten erwdhnten Fillen ist,
damit eine primitive Gleichung vom Grade p’ dureh Wurzel-
grossen losbar sei, notwendig, dass, wenn irgend zwei ihrer
Wurzeln bekannt sind, die anderen sich rational daraus her-
leiten lassen.

Der vorstehenden Regel gehorchen nicht die folgenden sehr speciellen
Fille:

1. Der Fall m =p' =19, = 25.

2. Der Fall m =7p" ==4 und allgemein derjenige, in welchem, wenn a*
v

ein Teiler von 1;] Tl ist, @ eine Primzahl und
p—1
v =1p (mod. a*
1) =P ( )

sein wiirde.
Diese Fille entfernen sich jedoch nur wenig von der allgemeinen Regel.
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Ist m =9 oder = 25, so muss die Gleichung von der Art derjenigen
sein, welche die Drei- und Fiinfteilung der elliptischen Functionen bestimmen.
Im zweiten Falle ist immer notwendig, dass, wenn zwei der Wurzeln
bekannt sind, die andern sich daraus herleiten lassen wenigstens mit Hiilfe
einer Anzahl von Wurzelgrossen vom Grade p, die gleich ist der Anzahl der

Y —1
Teiler a® von %—— von solcher Beschaffenheit, dass

v
QLg—l*v—:p(mod. a”) und @ Primzahl
a(p—1)
ist.

Alle diese Sitze sind abgeleitet aus der Theorie der Permutationen.

Nachstehend gebe ich andere Resultate, die aus meiner Theorie
fliessen.

1. Es sei & der Modul einer elliptischen Function und p eine gegebene
Primzahl grosser als 3. Damit die Gleichung vom Grade p -+ 1, welche
die verschiedenen Moduln der transformierten Functionen beziiglich der Zahl p
giebt, durch Wurzelgrossen losbar sei, ist von zwei Dingen das eine notwendig:
entweder dass eine der Wurzeln rational bekannt sei, oder dass sie simt-
lich rationale Functionen von einander sind. Es handelt sich hier, woll
verstanden, nur um besondere Werte des Moduls %. Es ist augenscheinlich,
dass dies nicht allgemein stattfindet. Diese Regel gilt nicht fiir p = 5.

2. Es ist bemerkenswert, dass die allgemeine Modulargleichung sechsten
Grades, welche der Zahl 5 entspricht, erniedrigt werden kann auf eine
fiinften Grades, deren reducierte Gleichung sie ist. Dagegen lassen sich
fiir hohere Grade die Modulargleichungen nicht erniedrigen.*)

*) Diese Behauptung ist nicht vollkommen exact, wie Galois selbst in dem
weiter unten befindlichen Briefe an Auguste Chevalier mitgeteilt hat. Er sagt
allgemein zu dem Gegenstande des Artikels, den wir hier wiedergeben: ,Die Be-
dingung, welche ich in dem Bulletin von Férussac fir die Losbarkeit durch
Wurzelgrossen angegeben habe, ist zu beschriinkt; es giebt wenig Ausnahmen, aber
es giebt welche. Was die Modulargleichungen insbesondere betrifft, so ervklint er
die Erniedrigung vom Grade p—+1 auf den Grad p fir moéglich nicht allein fiir
p=0>5, sondern auch fir p =7 und p=11, hiilt aber die Unmdglichkeit derselben

fir p > 11 aufrecht. Anm. v. Liouville.

7*



Uber die Theorie der Zahlen.

(Bulletin des Sciences Mathém. de Férussac, Bd. XIII, S. 428,
[1830, Juniheft].) *)

————

Wenn man iibereinkommt, dass alle Grossen als Null betrachtet werden
sollen, welche in algebraischen Rechnungen mit einer gegebenen Primzahl p
multipliciert erscheinen, und man sucht unter dieser Festsetzung die Lo~
sungen einer algebraischen Gleichung F'(x) =0, was Gauss durch die Be-
zeichnung F'(z) =0 andeutet, so betrachtet man gewdhnlich nur die ganz-
zahligen Losungen dieser Art von Aufgaben. Nachdem ich durch specielle
Untersuchungen darauf gefithrt worden war, die incommensurablen Losungen
zu betrachten, bin ich zu einigen Resultaten gelangt, die, wie ich glaube,
neu sind.

Es sei eine derartige Gleichung oder Congruenz

F(x)=0,

und p der Modul. Nehmen wir zunidchst der grosseren Einfachheit wegen
an, dass die in Rede stehende Gleichung keinen commensurablen Factor
besitze, d. h. dass man nicht drei Functionen ¢(x), ¢(x), %(x) von solcher
Beschaffenheit finden kdnne, dass

¢(@)b(w) = F(z) + py(x)

sei, Dann wird also in diesem Falle die Congruenz keine ganzzahlige noch
auch eine incommensurable Wurzel niedrigeren Grades besitzen. Man muss
daher die Wurzeln dieser Congruenz als eine Art von imagindren Symbolen
betrachten, da sie den Aufgaben iiber die ganzen Zahlen nicht geniigen,
Symbole, deren Anwendung in der Rechnung oft ebenso niitzlich sein wird,
wie diejenige der imagindren Grosse 1/-: in der gewohnlichen Analysis.

Die Klassifikation dieser imaginiren Grdssen wund ihre
Zuriickfithrung auf die kleinstmégliche Anzahl ist es, welche
uns im Folgenden beschiftigen wird.

*) Mit der folgenden Bemerkung: Diese Abhandlung gehirt zu den Unter-
suchungen Galois’s tber die Theorie der Permutationen und der algebraischen
Gleichungen.
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Wir nennen ¢ die eine der Wurzeln der Congruenz F(z) =0, die wir
als vom vten Grade voraussetzen.
Wir betrachten den allgemeinen Ausdruck

N1

A) a+ag+apt4 o Aa,_ i,

in welchem @, ay, @y, ..., a, , ganze Zahlen vorstellen. Giebt man diesen

Zahlen simtliche Werte, so nimmt der Ausdruck (A) p° Werte an, welche,
wie ich zeigen werde, dieselben Eigenschaften besitzen, wie die natiirlichen
Zahlen in der Theorie der Potenzreste.

Wir nehmen von den Ausdriicken (A) nur die »” — 1 Werte, in denen
a, ay, ag, ..., a,_, nicht simtlich Null sind; einer dieser Ausdriicke sei a.

Erhebt man o nach und nach auf die zweite, dritte, ... Potenz, so
erhilt man eine Reihe von Grossen von derselben Form (da sich jede
Function von ¢ auf den v — 1ten Grad reducieren lisst). Mithin muss man
haben " =1, wo # eine gewisse Zahl ist; es sei » die kleinste Zahl von
der Beschaffenheit, dass man o"=1 hat. Dann wird man einen Complex
von # unter einander ganz verschiedenen Ausdriicken erhalten:

1, a, 0% ad, ..., a" %

Multiplicieren wir diese 7 Grdssen mit einem andern Ausdruck f§ von
derselben Form, so werden wir noch eine neue Gruppe von Grossen erhalten,
die von den ersten und unter einander simtlich verschieden sind. Sind die
Grossen (A) noch nicht erschopft, so multipliciere man ferner die Potenzen
von o mit einem neuen Ausdruck y und so fort. Man sieht daher, dass
die Zahl » notwendig in, der Gesamtzahl der Grossen (A) aufgehen wird,
und da diese Zahl gleich p’ — 1 ist, so sieht man, dass # ein Teiler sein
wird von p’ — 1. Hieraus folgt ferner, dass man hat:

v . v
o? 7'=1 oder vielmehr «* = a.

Sodann beweist man, ganz ebenso wie in der Theorie der Zahlen, dass
es primitive Wurzeln o giebt, fiir welche man genau p° — 1 = hat und
die infolge dessen durch Erhebung zu den Potenzen die ganze Reihe der
iibrigen Wurzeln hervorbringen.

Und irgend eine dieser primitiven Wurzeln wird nur von einer Congruenz
vten Grades abhingen, einer irreductiblen Congruenz, denn sonst wiirde es
die Gleichung in 7 nicht mehr sein, da die Wurzeln der Congruenz in ¢
samtlich Potenzen der primitiven Wurzel sind.

Man erkennt hieraus die bemerkenswerte Folgerung, dass sémtliche
algebraischen Grissen, welche sich in der Theorie darbieten konnen, Wurzeln
von Gleichungen von der Form sind:

Dieser Satz, algebraisch ausgesprochen, lautet folgendermassen:
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Sind eine Function F(x) und eine Primzahl » gegeben, so
kann man setzen:

[@F@) =¥ — @ + po(a),
wo f(z) und ¢(x) ganzzahlige Functionen sind, und zwar allemal,
wenn die Congruenz F(z) =0 (mod.p) irreductibel ist,
Will man simtliche Wurzeln einer derartigen Congruenz mittelst einer
einzigen haben, so braucht man nur zu bemerken, dass man allgemein hat:

(F@))"=F@&*"),
und dass folglich, wenn die eine der Wurzeln # ist, die andern sein werden:
a?, 2%, ..., 2P L)

Es handelt sich jetzt darum zu zeigen, dass, umgekehrt zu dem, was
wir soeben gesagt haben, die Wurzeln der Gleichung oder der Congruenz
#? =z simtlich von einer einzigen Congruenz vom Grade v abhingen.

Es sei ndmlich ¢ eine Wurzel einer irreductiblen Congruenz und von
solcher Beschaffenheit, dass siamtliche Wurzeln der Congruenz 2’ = g ratio-
nale Functionen von ¢ seien. Es ist klar, dass hier, ebenso wie bei den
gewdhnlichen Gleichungen, diese Eigenschaft stattfindet.**)

Es ist zundchst evident, dass der Grad p der Congruenz in ¢ nicht
kleiner sein kann als v, da sonst die Congruenz

v) T 1=0
alle ihre Wurzeln mit der Congruenz

el _1=0

*) Daraus, dass die Wurzeln der irreductiblen Gleichung vten Grades F(z) =0
ausgedriickt werden durch die Reihe

. J v—1
z, zP, P, ..., 2P 71,

wiirde man mit Unrecht schliessen, dass diese Wurzeln stets Gréssen seien, welche
durch Wurzelgréssen ausdriickbar sind. Nachstehend ein Beispiel des Gegenteils.
Die irreductible Congruenz

2242+ 1=0 (mod. 2)
giebt:
—1+VY =3
e

und dies reduciert sich auf % (mod. 2), eine Formel, die nichts beweist.

“*) Der allgemeine Satz, um den es sich hier handelt, kann folgendermassen
ausgesprochen werden: Ist eine algebraische Gleichung gegeben, so kann man eine
rationale Function & aller ihrer Wurzeln von der Art finden, dass umgekehrt jede
der Wurzeln sich rational ausdriickt durch &. Dieser Satz war Abel bekannt,
wie man aus dem ersten Teile der Abhandlung ersehen kann, welche dieser beriihmte
Geometer iiber die elliptischen Functionen hinterlassen hat.
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gemeinschaftlich haben wiirde, was absurd ist, da dic Congruenz (v) keine
gleichen Wurzeln hat, wie man sieht, wenn man die Ableitung der linken
Seite nimmt. Ich behaupte jetzt, dass p nicht grésser sein kann als v.

In der That, wenn dem so wire, miissten alle Wurzeln der Congruenz

hat, jede rationale Function s = f(¢) ebenfalls gicht:

(G =1 = £G),
woraus folgt:
B =

Mithin wiirde die Congruenz #?" =z alle Wurzeln gemeinschaftlich haben

mit der Gleichung 2% = z, was absurd ist.

Wir wissen also schliesslich, dass alle Wurzeln der Gleichung oder
Congruenz pr— notwendig von einer einzigen irreductiblen Con-
gruenz vten Grades abhingen.

Nun wird die allgemeinste Methode, um diese irreductible Congruenz,
von welcher die Wurzeln der Congruenz P g— abhiéngen, zu erhalten, die
sein, dass man zun#chst diese Congruenz von allen Factoren befreit, welche
sie mit Congruenzen von niedrigerem Grade und von der Form

=g
gemeinschaftlich haben kénnte.

Man wird auf diese Weise eine Congruenz erhalten, welche sich in
irreductible Congruenzen vom Grade v zerlegen muss. Und da man alle
Wurzeln jeder dieser irreductiblen Congruenzen mittelst einer einzigen aus-
zudriicken weiss, so wird es leicht sein, sie alle nach der Methode von
Gauss zu erhalten.

Sehr hiufig wird man jedoch durch Probieren eine irreductible Gleichung
von einem gegebenen Grade v finden konnen, und daraus muss man dann
alle andern ableiten.

Es sei z. B. p=17, v=3. Wir suchen die Wurzeln der Congruenz

1) &%= (mod. 7).
Ich bemerke, dass, da die Congruenz
2) =2 (mod. 7)
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irreductibel und vom Grade 3 ist, alle Wurzeln der Congruenz 1) rational
abhingen von derjenigen der Congruenz 2) derart, dass alle Wurzeln von
1) von der Form sind:

3_ 3
3) @+ ag+ ay? oder vielmelhr a + a,y2 + a,V4.

Man hat jetzt eine primitive Wurzel zu suchen, d. h. cine Form des
Ausdrucks 3), welche auf siamtliche Potenzen erhoben, simtliche Wurzeln

der Congruenz ‘
Z"1=1 d. h. 223 19=1 (mod.7)

giebt, und dazu brauchen wir nur eine primitive Wurzel einer jeden der

Congruenzen
2

2=1, 2¥=1, a¥=1
zu bestimmen,.
Die primitive Wurzel der ersten ist — 1. Diejenigen von z¥ =1

werden gegeben durch die Gleichungen
»=2, =4,

so dass ¢ eine primitive Wurzel von £3 =1 ist.
Es bleibt nur noch ubrig, eine Wurzel der Gleichung z® —1=10

oder vielmehr von
2 —1 0
z—1

zu suchen, pnd dazu probicren wir, ob wir nicht einfach der Aufgabe ge-
niigen konnen, indem wir einfach # = a + a,¢ an Stelle von a + a,i + a,i?
setzen. Wir miissen haben:
(a+ap)P=1,
und dieses reduciert sich, wenn man nach der Newton'schen Formel ent-
wickelt und die Potenzen von a, @, und i nach den Formeln
P S a;n(p—d) =1, #=2
vereinfacht, auf
3(a — a‘ad + (a%a? + a?alf’)i?) =1.
Hieraus folgt, wenn man separiert:
3a — 3atad =
a’a? + a’a;® =0.
Dicese letzten Gleichungen werden befriedigt, wenn man ¢= —1,
ay; =1 setzt. Mithin ist
— 14
eine primitive Wurzel von 21 = 1. Wir haben oben als primitive Wurzeln
der Gleichungen #2=1 und 2% =1 die Werte — 1 und ¢ gefunden. Es
bleibt also nur noch iibrig, die drei Gréssen

—1, i, —14i
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mit einander zu multiplicieren; das Product ¢ — i wird eine primitive
Wurzel der Congruenz
Zi-1=1
sein.
Es besitzt also hier der Ausdruck ¢ —é2 die Eigenschaft, dass, wenn
man ihn auf alle Potenzen erhebt, man 73 — 1 Ausdriicke erhilt, die von
einander verschieden und von der Form sind:

a + ali + agiz.

Wenn wir die Congruenz niedrigeren Grades, von welcher diese primitive
Wurzel abhingt, haben wollen, so miissen wir i zwischen den beiden
Gleichungen

P=2, a=¢—1
eliminieren. Wir erhalten so:
ad—a+2=0.

Es wird zweckmissig sein, die Wurzel dieser Gleichung als Basis der
Imagindren zu nehmen und dieselbe mit i zu bezeichnen, so dass
i) B—i+2=0
ist. Dann wird man alle Imaginiren von der Form
a + ay + ayi?
erhalten, wenn man ¢ auf simtliche Potenzen erhebt und nach der Gleichung (i)
reduciert.

Der Hauptvorteil der neuen Theorie, welche wir soeben auseinander-
gesetzt haben, besteht in dem Umstande, dass man die Congruenzen auf
die (bei den gewdhnlichen Gleichungen so niitzliche) Eigenschaft zuriick-
fithrt, genau ebensoviele Wurzeln zuzulassen, als ihr Grad Einheiten enthalt.

Die Methode, diese Wurzeln simtlich zu erhalten, ist sehr einfach.
Zuerst kann man immer die gegebene Congruenz F(x) =0 derart vor-
bereiten, dass sie keine gleichen Wurzeln hat, oder mit andern Worten,
derart, dass sie mit F'(x) =0 keinen gemeinschaftlichen Factor hat, und
der Weg, auf welchem dies zu machen ist, ist offenbar derselbe, wie bei den
gewdhnlichen Gleichungen.

Um sodann die ganzzahligen Losungen zu finden, geniigt es, wie zuerst
Libri bemerkt zu haben scheint, den grossten gemeinschaftlichen Factor
von F(z)=0 und 2”~' =1 zu suchen.

Wenn man nun die imagindren Losungen zweiten Grades haben will,
so suche man den grissten gemeinschaftlichen Factor zwischen F'(z) und
2P = 1, und allgemein werden die Losungen von der Ordnung v gegeben
sein durch den grossten gemeinschaftlichen Teiler von F(z) =0 und
e l=1,

Die Betrachtung der imaginiren Wurzeln der Congruenzen scheint
besonders in der Theorie der Permutationen, wo man unaufhérlich die Form
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der Indices dndern muss, unerldsslich zu scin. Sie giebt ein cinfaches und
leichtes Mittel, zu erkennen, in welchem Falle eine primitive Gleichung
durch Wurzelgréssen losbar ist, wovon ich in wenig Worten einen Begriff
zu geben versuchen will,

Es sei f(#)=0 eine algebraische Gleichung vom Grade p’. Wir
nehmen an, dass die p’ Wurzeln bezeichnet seien mit z,, wo man dem
Index % die p° Werte zu geben hat, welche durch die Congruenz

%®’ =F (mod.p)
bestimmt werden.
Wir nehmen irgend eine rationale Function V der p’ Wurzeln z, und
transformieren diese Function, indem wir iiberall fir den Index % den Index

(ak+b)pr setzen, wo a, b, r willkiirliche Constanten sind, welche den
Bedingungen

a?’ "l=1, bv* =0 (mod.p), r= ganze Zahl
geniigen.

Giebt man den Constanten @, b, » alle Werte, deren sie fihig sind, so
erhidlt man im Ganzen p'(p’— 1)v Arten, die Wurzeln durch Substitutionen
von der Form

x
(ak+b)P']

unter einander zu vertauschen, und die Function V selbst wird im Allgemeinen
durch diese Substitution p’(p’ — 1)v verschiedene Formen annehmen.

Wir nehmen jetzt an, dass die gegebene Gleichung f(x) = 0 derart sei,
dass jede Function der Wurzeln, welche durch die soeben gebildeten
p (p'— 1)v Permutationen nicht geiindert wird, eben aus diesem Grunde
einen rationalen numerischen Wert habe.

Dann bemerkt man, dass unter diesen Umstinden die Gleichung
f(z) =0 durch Wurzelgrossen lésbar ist, und um zu dieser Folgerung zu
gelangen, geniigt es zu bemerken, dass der fiir % substituierte Wert in
jedem Index auf die drei Formen gebracht werden kann:

(@h +b) =[a(k -+ =ak” +0'=a + b)".

Diejenigen, welche mit der Theorie der Gleichungen vertraut sind,
werden dies ohne Schwierigkeit erkennen.

Diese Bemerkung wiirde wenig Bedeutung haben, wenn es mir nicht
gelungen wire zu beweisen, dass umgekehrt eine primitive Gleichung
durch Wurzelgréssen nicht losbar sein kann, wofern sie nicht
den eben ausgesprochenen Bedingungen geniigt (ich nehme die
Gleichungen neunten und finfundzwanzigsten Grades aus).

Auf diese Weise kann man fiir jede Zahl von der Form p’ eine Gruppe
von Permutationen von solcher Beschaffenheit bilden, dass jede Function
der Wurzeln, welche durch diese Permutationen nicht geindert wird, einen
rationalen Wert besitzen muss, falls die Gleichung p'ten Grades primitiv und
durch Wurzelgrossen loshar ist.

E7%
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Ubrigens giebt es nur die Gleichungen von einem solchen
Grade p', welche gleichzeitig primitiv und durch Wurzelgrossen
l6sbar sind.

Der allgemeine Satz, den ich eben ausgesprochen habe, pricisiert und
entwickelt die Bedingungen, welche ich im Aprilheft des-Bulletin®) gegeben
hatte. Er deutet das Mittel an, eine Function der Wurzeln zu bilden, deren
Wert rational ist,_allemal wenn die primitive Gleichung vom Grade p" durch
Wurzelgrossen losbar ist, und fiihrt infolgedessen zu Kennzeichen fiir die
Liosbarkeit der Gleichungen, die, wenn sie nicht in der Rechnung praktisch
brauchbar sein sollten, wenigstens theoretisch méglich sind.

Es ist zu bemerken, dass im Falle v=1 die verschiedenen Werte von %
nichts anderes als die Reihe der ganzen Zahlen sind. Die Anzahl der
Substitutionen von der Form (=, z,,,) betrigt p(p — 1).

Die Function, welche im Falle der durch Wurzelgrossen auflosbaren
Gleichungen einen rationalen Wert haben muss, hdngt im Allgemeinen von
einer Gleichung vom Grade 1:2-3....(p— 2) ab, auf die man folglich
die Methode, durch die man die rationalen Wurzeln findet, anwenden muss.

*) Vergl. oben S. 98.



Brief von Galois an Auguste Chevalier.
(Revue encyclopédique, 1832, Septembernumaner, S. 568).
_—*_

Mein lieber Freund.

Ich habe in der Analysis mchrere neue Sachen gemacht; die cinen
beziehen sich auf die Theorie der Gleichungen, die andern auf
die Integralfunctionen.

In der Theorie der Gleichungen habe ich untersucht, in welchen Fillen
die Gleichungen durch Wurzelgrossen losbar sind, und dies gab mir Gelegen-
heit, diese Theorie zu vertiefen und alle moglichen Transformationen
anzugeben, die man mit einer Gleichung vornehmen kann, selbst dann,
wenn sie nicht durch Wurzelgrossen losbar ist.

Man kann alles dieses in drei Abhandlungen zusammenfassen.

Die erste liegt fertig vor und trotz allem, was Poisson dariiber gesagt hat,
halte ich sie mit den Verbesserungen, die ich daran vorgenommen, aufrecht.

Die zweite enthilt ziemlich merkwiirdige Anwendungen auf die Theoric
der Gleichungen. Ich gebe nachstehend eine kurze Ubersicht iiber die
wichtigsten Gegenstinde.

1. Nach den Sitzen II und III der ersten Abhandlung erkennt man,
dass ein grosser Unterschied besteht, ob man einer Gleichung eine der
Wurzeln einer Hiilfsgleichung adjungiert, oder ob man sie alle adjungiert.

In beiden Fillen teilt sich die Gruppe der Gleichung durch die
Adjunction in Gruppen von solcher Art, dass man von der einen zur andern
durch eine und dieselbe Substitution iibergehen kann; aber die Bedingung,
dass diese Gruppen dieselben Substitutionen haben, gilt sicher nur im zweiten
Falle. Dies heisst die eigentliche Zerlegung (décomposition propre).

In andern Worten, wenn eine Gruppe G eine andere H enthilt, so
kann die Gruppe G in Gruppen geteilt werden, deren jede man erhilt,
indem man auf die Permutationen von H eine und dieselbe Substitution

anwendet, so dass
G=H+ HS+ HS'+ .-
ist,
Und ebenso kann sie sich zerlegen in Gruppen, welche simtlich die-
selben Substitutionen haben, so dass

G=H+ TH+ T"H+
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ist. Diese beiden Arten von Zerlegungen fallen fiir gewdhnlich nicht zu-
sammen. Fallen sie zusammen, so wird die Zerlegung eine eigentliche
genannt.

Man sieht leicht, dass, wenn die Gruppe einer Gleichung keiner eigent-
lichen Zerlegung fihig ist, man gut thun wird, diese Gleichung zu trans-
formieren; die Gruppen der transformierten Gleichungen werden stets die
gleiche Anzahl von Permutationen besitzen.

Wenn dagegen die Gruppe einer Gleichung einer eigentlichen Zer-
legung fihig ist, so dass sie in M Gruppen von N Permutationen zerfillt,
so kann man die gegebene Gleichung mit Hiilfe zweier Gleichungen auf-
losen; die eine wird eine Gruppe von M Permutationen, die andere eine
solche von N Permutationen haben.

Wenn man demnach an der Gruppe einer Gleichung alle moglichen
eigentlichen Zerlegungen erschopft hat, so wird man zu Gruppen gelangen,
welche man transformieren kann, die aber immer dieselbe Anzahl von
Permutationen haben werden.

Wenn die Anzahl der Permutationen, welche in jeder dieser Gruppen
enthalten sind, eine Primzahl ist, so wird die Gleichung durch Wurzel-
grossen losbar sein, im andern Falle nicht.

Die kleinste Anzahl von Permutationen, welche eine unzerlegbare
Gruppe haben kann, wenn diese Zahl keine Primzahl ist, ist 5.4 . 3.

2. Die einfachsten Zerlegungen sind diejenigen, auf welche die Gauss-
sche Methode anwendbar ist.

Da diese Zerlegungen auch bei der gegenwirtigen Form der Gruppe
der Gleichung evident sind, so ist es unniitz, sich lange bei diesem Gegen-
stande aufzuhalten.

Welche Zerlegungen sind anwendbar auf eine Gleichung, welche sich
nicht nach der Methode von Gauss vereinfacht?

Ich habe die Gleichungen, welche sich nicht nach der Gauss’schen
Methode vereinfachen lassen, primitive Gleichungen genannt, womit nicht
gesagt sein soll, dass diese Gleichungen wirklich unzerlegbar seien, vielmehr
kénnen sie sich sogar durch Wurzelgrossen auflgsen lassen.

Als Hiilfsbetrachtung fiir die Theorie der primitiven Gleichungen, welche
durch Wurzelgréssen losbar sind, habe ich im Juni des Jahres 1830 im
Bulletin von Férussac eine Untersuchung iiber die Imagindren in der
Theorie der Zahlen gegeben.

Man findet hier angefiigt*) den Beweis der folgenden Satze:

1. Damit eine primitive Gleichung durch Wurzelgrossen losbar sei,
muss sie vom Grade p’ sein, wo p eine Primzahl ist.

2. Alle Permutationen einer solchen Gleichung sind von der Form:

i . | Bkt b ety @ W T v 1, @iy

¥) Galois spricht von Manuskripten, die bisher nicht erschienen sind und von
uns hier veroffentlicht werden. Anm. v. Liouville.
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wo %, I/, m, ... Indices, an Zahl v, sind, welche simtliche Wurzeln ergeben,
wenn jeder von ihmen p Werte annimmt. Die Indices werden nach dem
Modul p genommen, d. h. die Wurzel wird dieselbe sein, wenn man zu einem
der Indices ein Vielfaches von p hinzufiigt.

Die Gruppe, welche man erhilt, wenn man simtliche Substitutionen
von dieser linearen Form ausfiihrt, enthilt

) PO—=10@"—p)....(0"— ")
Permutationen.

Diese Regel ist viel zu allgemein, als dass die Gleichungen, welche
ihr entsprechen, simtlich durch Wurzelgrossen losbar sein sollten.

Die Bedingung, welche ich im Férussac’schen Bulletin dafiir angegeben
habe, dass eine Gleichung durch Wurzelgrdssen losbar sei, ist zu beschriinkt;
es giebt wenig Ausnahmen,. aber es giebt welche.

Die letzte Anwendung der Theorie der Gleichungen bezieht sich auf die
Modulargleichungen der elliptischen Functionen.

Bekanntlich ist die Gruppe der Gleichung, welche zu Wurzeln die Sinus
der Amplitude der p?—1 Teile einer Periode hat, die folgende:

Tip Tt | ok ar
mithin hat die entsprechende Modulargleichung zur Gruppe:

Tro  Zapypr

3 1 ‘ck+dl
in welcher Vi diec p + 1 Werte haben kann:
©,0, 1,2 ..., p—1.

Somit kann man, wenn man festsetzt, dass % unendlich werden kann, einfach
schreiben:
Zry Topyp
ck4-d

Giebt man @, b, ¢, d alle Werte, so erhiilt man

) r+Dpl—1
Permutationen.
Diese Gruppe zerlegt sich nun eigentlich in zwei Gruppen, deren

Substitutionen sind:
Ty Topgy
ck+d

wenn ad — be ein quadratischer Rest von p ist.
Die auf diese Weise vereinfachte Gruppe enthilt

—1
(p—i-l)p'g“g—

Permutationen. Es ist aber leicht zu sehen, dass sie nicht weiter eigentlich
zerleghar ist, wofern nicht p = 2 oder p =3 ist.
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Mithin wird, auf welche Weise man auch die Gleichung transformieren
moge, ihre Gruppe immer dieselbe Anzahl Permutationen haben.

Es ist aber interessant zu wissen, ob ihr Grad sich erniedrigen lisst.

Zunichst kann er nicht niedriger werden als p, da eine Gleichung von
niedrigerem Grade als p nicht p als Factor in der Anzahl der Permutationen
ihrer Gruppe haben kann.

Untersuchen wir also, ob die Gleichung vom Grade p -+ 1, deren
Wurzeln 2, man erhilt, wenn man % alle Werte, o mit eingeschlossen, giebt,
und deren Gruppe die Substitutionen

Trs Lopgpe

ck+4-d

wo ad — be ein Quadrat ist, besitzt, sich auf den pter Grad erniedrigen lisst.
Nun ist dazu erforderlich, dass die Gruppe sich in p Gruppen von je

—1
+1 P~ permutationen zerlegt (natiirlich uneigentlich).
P 2

s seien 0 und oo zwei conjungierte Buchstaben (Zettres comjointes) in
der einen von diesen Gruppen. Die Substitutionen, durch welche 0 und
oo ihre Plitze nicht dndern, werden von der Form sein:

xr Z,

&k mk

Wenn daher 2 der mit 1 conjungierte Buchstabe ist, so wird der mit #2
conjungierte Buchstabe m2M sein. Ist M ein Quadrat, so hat man demnach
M2=1. Diese Vereinfachung kann aber nur stattfinden fir p = 5.

—1
Fiir p =17 findet man ecine Gruppe von (p + 1)32— Permutationen,

in denen die mit
w124

conjungierten Buchstaben respective sind:
036 5.

Dic Substitutionen dieser Gruppe sind von der Form
2, xa@,
k—c

wo D der mit ¢ conjungierte Buchstabe und @ ein Buchstabe ist, der zu
gleicher Zeit wie ¢ Rest oder Nichtrest ist.
Fiir p = 11 gelten dieselben Substitutionen mit denselben Bezeichnungen
und die mit
w, 1,3 4,5, 9

conjungierten Buchstaben sind respective
0, 2, 6,8, 10, 7.

Mithin erniedrigt sich fiir die Fille p =15, 7, 11 die Modulargleichung
auf den pter Grad.
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In aller Strenge aber gilt, dass eine solche Reduction nicht moglich ist
fiir die Féalle hoheren Grades.

Die dritte Abhandlung bezieht sich auf die Integrale.

Es ist bekannt, dass sich eine Summe von Gliedern bestehend aus
einer und derselben elliptischen Function stets auf ein einziges Glied, ver-
mehrt um algebraische und logarithmische Grissen, reducieren lisst.

Es giebt keine andern Functionen, fiir welche diese Eigenschaft statt-
findet.

An ihre Stelle treten jedoch ganz analoge Eigenschaften bei allen
Integralen von algebraischen Functionen.

Man behandelt gleichzeitig sidmtliche Integrale, deren Differential eine
Function der Verinderlichen und einer und derselben irrationalen Function
der Verdnderlichen ist, mag nun diese Irrationale eine Wurzelgrosse sein
oder nicht, mag sie sich darstellen lassen durch Wurzelgréssen oder nicht.

Man findet, dass die Anzahl der verschiedenen Perioden des all-
gemeinsten auf eine gegebene Irrationale beziiglichen Integrals stets eine
gerade Zahl ist.

Ist 27 diese Zahl, so hat man das folgende Theorem:

Irgend eine Summe von Gliedern ldsst sich reducieren auf #» Glieder,
vermehrt um algebraische und logarithmische Grossen.

Die Functionen der ersten Art sind diejenigen, fiir welche der alge-
braische und logarithmische Teil null ist.

Es giebt deren % verschiedene.

Die Functionen der zweiten Art sind diejenigen, fiir welche der noch
hinzutretende Teil rein algebraisch ist.

Es giebt deren # verschiedene.

Man kann annehmen, dass die Differentiale der iibrigen Functionen nur
fiir einen einzigen Wert = ¢ unendlich werden und dass ihr logarith-
mischer Teil sich auf einen einzigen Logarithmus, log P, wo P eine
algebraische Grosse ist, reduciert. Bezeichnet man diese Function mit
II(z, a), so hat man den Satz:

(z, a) —11(a, z) = 2¢(a) b (),
wo ¢(a) und ¢ (#) Functionen erster und zweiter Art sind.

Hieraus leitet man her, wenn man Il(a) und ¢ die auf einen Umlauf
von z beziiglichen Perioden von II(x, @) und ¢ (x) nennt:

(@) =2¢ - ¢(a);
somit driicken sich die Perioden der Functionen dritter Art stets durch
Functionen erster und zweiter Art aus.
Man kann daraus auch Sitze herleiten, welche dem Legendre’schen
Satze
FE'+ EF'— FF' =3
analog sind.
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Die Reduction der Functionen dritter Art auf bestimmte Integrale,
welches die schonste Entdeckung Jacobi’s ist, ist nicht durchfihrbar,
ausser in dem Falle der elliptischen Functionen.

Die Multiplikation der elliptischen Functionen mit einer ganzen Zahl
ist, wie die Addition, stets moglich mit Hiilfe einer Gleichung snten Grades,
deren Wurzeln die Werte sind, welche man in das Integral zu substituieren
hat, um die reducierten Glieder zu erhalten.

Die Gleichung, welche die Teilung der Perioden in p gleiche Teile
giebt, ist vom Grade p®*—1; ihre Gruppe hat im Ganzen

" =1 " —=p) ... ="

Permutationen.

Die Gleichung, welche die Teilung einer Summe von 7 Gliedern in
p gleiche Teile giebt, ist vom Grade p*"; sie ist durch Wurzelgrossen losbar.

Von der Transformation. Man kann zunichst durch eine Schluss-
reihe, analog derjenigen, welche Abel in seiner letzten Abhandlung angegeben
hat, beweisen, dass es, wenn man in einer und derselben Relation zwischen
Integralen die beiden Functionen

X(p (z, X)dw, S‘I"(y, Y)dy

hat, wo das letzte Integral 2 Perioden besitzt, gestattet ist anzunehmen,
dass sich % und Y vermittelst einer einzigen Gleichung nmten Grades als
Function von 2 und X ausdriicken lassen.

Hiernach kann man annehmen, dass die Transformationen stets nur
zwischen zwei Integralen stattfinden, da man offenbar, wenn man irgend
eine rationale Function von y und Y nimmt, die Gleichung hat:

Ejf(y, Y)dy= XF(x, X)dz + einer algebr. und logarithm. Grosse.

Diese Gleichung wiirde augenscheinliche Vereinfachungen in dem Falle
erfahren, wo die Integrale auf der einen und der andern Seite nicht alle
beide dieselbe Anzahl von Perioden hétten.

Man kann beweisen, dass der kleinste Grad der Irrationalitit zweier
solchen Integrale nicht fir das eine grosser sein kann wie fiir das andere.

Man wird sodann zeigen, dass man stets ein gegebenes Integral in ein
anderes transformieren kann, in welchem eine Periode des ersten durch
die Primzahl p geteilt ist und die andern 2» — 1 dieselben bleiben.

Man wird also nur noch Integrale zu vergleichen haben, in welchen
die Perioden beiderseits dieselben und die folglich so beschaffen sind, dass
sich # Glieder des einen ohne eine andere Gleichung als eine einzige
Gleichung #nten Grades mittelst derjenigen des andern darstellen lassen und
umgekehrt., Hieriiber weiss ich nichts.

Abel u. Galois, Algebr. Gleichungen. 8
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Du weisst, mein lieber Freund, dass diese Gegenstinde nicht dic ein-
zigen sind, die ich durchforscht habe. Meine Gedanken waren seit einiger
Zeit hauptsdchlich auf die Anwendung der Theorie der Mehrdeutigkeit
(ambiguité) auf die transcendente Analysis gerichtet. Es handelte sich
darum, a priori zu erkeunen, welche Verdnderungen man in einer Relation
zwischen Grossen oder transcendenten Functionen machen, welche Grissen
man an Stelle der gegebenen Grossen substituieren konnte, ohne dass die
Relation aufhorte zu bestehen. Dies ldsst sogleich die Unmdglichkeit vieler
Ausdriicke, die man suchen konnte, erkennen. Indessen habe ich keine Zeit,
und meine Ideeen sind auf diesem Gebiete, welches ungeheuer gross ist,
noch nicht durchgebildet genug.

Ich bitte Dich, diesen Brief in die Revue encyclopédique einsetzen zu
lassen.

Es ist mir hiufig in meinem Leben gegliickt, Sitze im Voraus zu ver-
kiinden, von denen ich noch keine Gewissheit hatte, aber alles, was ich hier
geschrieben habe, ist seit bald einem Jahr in meinem Kopfe, und es liegt
zu sehr in meinem Interesse, mich nicht zu irren, damit man mich nicht
verdichtigt, Sitze ausgesprochen zu haben, fiir welche ich nicht den voll-
stindigen Beweis besessen hitte.

Bitte offentlich Jacobi oder Gauss, ihr Urteil abzugeben nicht iiber
die Richtigkeit, sondern iiber die Wichtigkeit der Sitze.

Darnach wird es, hoffe ich, Leute geben, welche ihren Nutzen finden
werden, wenn sie sich bemithen, alle diese Hieroglyphen zu entziffern,

Ich umarme Dich herzlichst

Am 29. Mai 1832.
E. Galois.

Bemerkung von Liouville.

Beim Einsetzen des soeben gelesenen Briefes in ihre Zeitschrift®) kiin-
deten die Herausgeber der Revue encyclopédique an, dass sie demmiichst die
hinterlassenen Manuskripte Galois’s verdffentlichen wiirden. Dieses Ver-
sprechen ist aber nicht gehalten worden. Auguste Chevalier hatte in-
dessen die Arbeit vorbereitet, er hat sie mir iiberlassen und die folgenden
Blatter werden enthalten:

1. eine vollstindige Abhandlung iber die Bedingung der Auflésbar-
keit der Gleichungen durch Wurzelgrdssen nebst der Anwendung
auf die Gleichungen, deren Grad eine Primzahl ist;

2. ein Bruchstiick einer zweiten Abhandlung, in welchem Galois die
allgemeine Theorie der Gleichungen, die er primitive nennt, be-
handelt.

*) Wir haben bereits erwihnt, dass in derselben Nummer (Seite 774) eine nekro-
logische Notiz iber Galois erschienen ist.
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Wir haben den grossten Teil der Anmerkungen, welche Auguste
Chevalier den soeben erwihnten Abhandlungen hinzugefiigt hatte, bei-
behalten. Diese Anmerkungen sind sidmtlich mit den Initialen A. Ch. unter-
zeichnet. Die nicht weiter unterzeichneten Anmerkungen sind von Galois
selbst.

Wir werden diese Publikation durch einige andere Bruchstiicke ver-
vollstindigen, welche den Papieren Galois’s entnommen sind und die,

ohne grosse Wichtigkeit zu haben, doch noch mit Interesse von den Geo-
metern gelesen werden konnen.

8*



Abhandlung iiber die Bedingung
der Auflosbarkeit der Gleichungen durch
Wurzelgrossen.

RN ¥ SE—

Die angefiigte Abhandlung®) ist ein Auszug aus einer Arbeit, die ich
vor einem Jahre die Ehre hatte, der Akademie zu iiberreichen. Da diese
Arbeit nicht verstanden worden ist, die Satze, welche sie enthielt, in Zweifel
gezogen wurden, habe ich mich begniigen miissen, in synthetischer Form
die allgemeinen Prinzipien und eine einzige Anwendung meiner Theorie zu
geben. Ich bitte meine Richter, wenigstens diese paar Seiten mit Aufmerk-
samkeit zu lesen.

Man wird hier eine allgemeine Bedingung finden, welcher jede
durch Wurzelgrissen aufléosbare Gleichung gentigt, und welche um-
gekehrt iiber ihre Auflosbarkeit Gewissheit giebt. Die Anwendung derselben
wird nur auf die Gleichungen, deren Grad eine Primzahl ist, gemacht. Nach-
stehend gebe ich den Satz an, der durch meine Untersuchung geliefert wird.

,Damit eine Gleichung von einem Primzahlgrade, welche
keine commensurablen Teiler hat, durch Wurzelgrossen 1dsbar
sei, ist notwendig und hinreichend, dass siamtliche Wurzeln
rationale Functionen irgend zweier von ihnen seien.®

Die andern Anwendungen der Theorie sind selbst eben so viele be-
sondere Theorien; sie erfordern iibrigens die Anwendung der Zahlentheorie
und eines speciellen Algorithmus. Wir behalten sie uns fiir eine andere
Gelegenheit vor; sie beziehen sich zum Teil auf die Modulargleichungen
der Theorie der elliptischen Functionen, von denen wir beweisen, dass sie
sich nicht durch Wurzelgrossen aufldsen lassen.

16. Januar 1831.
E. Galois.

#) Ich habe es fir gut gehalten, an die Spilze dieser Abhandlung die nach-
stehende Vorrede zu setzeun, obwohl ich sie im Manuskript durchstrichen fand.
A. Ch.
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Prinzipien.
Ich werde zundichst einige Definitionen und eine Reihe von Hiilfs-
sitzen aufstellen, die simtlich bekannt sind.

Definitionen. Eine Gleichung wird reductibel genannt, wenn
sic rationale Teiler besitzt, irreductibel im entgegengesctzten
TFalle.

Man muss hier erkidren, was man unter dem Worte ,ratio-
naler Teiler® zu verstehen habe, da es sehr hiufig gebraucht wer-.
den wird.

Wenn die Gleichung nur lauter numerische und rationale Coefficienten
hat, so will jenes einfach sagen, dass die Gleichung sich in Factoren zer-
legen lisst, deren Coefficienten numerisch und rational sind.

Wenn aber die Coefficienten einer Gleichung nicht alle numerisch und
rational sind, so muss man unter einem rationalen Teiler einen Teiler ver-
stehen, dessen Coefficienten sich als rationale Functionen der Coefficienten
der gegebenen Gleichung ausdriicken wiirden, und allgemein unter einer
rationalen Grosse eine Griosse, welche sich als rationale Function der Coef-
ficienten der gegebenen Gleichung darstellt.

Man muss noch weiter gehen. Man kann festsetzen, dass man als
rationale Function jede rationale Function einer gewissen Anzahl von ge-
gebenen Grdssen, die von vornherein als beckannt vorausgesetzt werden,
betrachten solle. Z. B. kann man eine gewisse Wurzel aus einer ganzen
Zahl wihlen und als rational jede rationale Function dieser Wurzelgrosse
betrachten.

Sobald wir festsetzen, dass wir gewisse Grossen in dieser
Weise als bekannt ansehen wollen, so werden wir sagen: Wir
adjungieren sie der Gleichung, welche aufgelost werden soll. Wir
werden diese Grossen der Gleichung adjungiert nennen.

Dies vorausgesetzt, werden wir rational jede Grosse nennen, welche
sich als rationale Function der Coefficienten der Gleichung und einer ge-
wissen Anzahl von Grossen darstellt, welche der Gleichung adjungiert und
nach Belieben angenommen sind.

Bedienen wir uns gewisser Hiilfsgleichungen, so werden sie rational
genannt werden, wenn ihre Coefficienten in unserm Sinne rational sind.

Man sieht ferner, dass die Eigenschaften und Schwierigkeiten, welche
eine Gleichung darbietet, vollstindig verschieden sein koénnen je nach den
Grossen, welche ihr adjungiert sind. Z. B. kann die Adjunction einer Grosse
eine irreductible Gleichung reductibel machen.

Wenn man z. B, der Gleichung
2" —1

T—1

0,
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wo 2 cine Primzahl ist, eine Wurzel einer der G auss’schen Hiilfsgleichungen
adjungiert, so zerlegt sich diese Gleichung in Factoren und wird infolge
dessen reductibel.

Die Substitutionen vermitteln den Ubergang von ciner Per-
mutation zu einer andern.

Die Permutation, von welcher man ausgeht, um die Substitutionen an-
zudeuten, ist ganz willkiirlich, wenn es sich um Functionen handelt; denn
es giebt keinen Grund dafiir, dass bei einer Function von mehreren Buch-
staben einem Buchstaben ein Vorzug vor einem andern zustehen sollte.

Da man sich indessen kaum eine Vorstellung von einer Substitution
machen kann, ohne die einer Permutation zu haben, so werden wir uns im
sprachlichen Ausdruck h#ufig der Permutationen bedienen und die Sub-
stitutionen nur als den Ubergang von einer Permutation zu einer andern
betrachten.

Sobald wir die Substitutionen in Gruppen einteilen wollen, werden wir
sie alle aus einer und derselben Permutation hervorgehen lassen.

Da es sich stets um Untersuchungen handelt, bei denen die urspriing-
liche Stellung der Buchstaben durchaus keinen Einfluss auf die betrachteten
Gruppen hat, so wird man dieselben Substitutionen haben miissen, welches
auch die Permutation sein mdge, von der man ausgegangen ist, So ist
man z. B., wenn man in einer solchen Gruppe die Substitutionen S und 7’
hat, sicher, auch die Substitution S7 zu haben.

Dies sind die Definitionen, an die wir glaubten erinnern zu miissen.

Hiilfssatz I. Eine irreductible Gleichung kann mit einer
rationalen Gleichung keine gemeinschaftliche Wurzel haben,
ohne ein Teiler von ihr zu sein.

Denn der grosste gemeinschaftliche Teiler zwischen der irreductiblen
Gleichung und der andern Gleichung wird ebenfalls rational sein; mithin
U. S. W.

Hiilfssatz II. Istirgend eine Gleichung gegeben, welche keine
gleichen Wurzeln hat und deren Wurzeln a, b, ¢, ... sind, so
kann man immer eine Function ¥V der Wurzeln von der Be-
schaffenheit bilden, dass von den Werten, welche man erhilt,
wenn man in dieser Function die Wurzeln auf alle Weisen per-
mutiert, keine zwei einander gleich sind.

Z. B. kann man nehmen:

V=Aa+B0+Cc+ -,

wo A, B, C, ... passend gewihlte ganze Zahlen sind.
Hiilfssatz III. Ist die Function so, wie im vorigen Hiilfssatz
angegeben, gewdhlt, so besitzt sie die Eigenschaft, dass alle

Wurzeln der gegebenen Gleichung sich als rationale Functionen
von V ausdriicken.
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Es sei namlich

V=oqo(a, b, ¢, d, ...), oder vielmehr
V—o(a, b, ¢, d, ...)=0.

Multipliciert man mit einander simtliche analogen Gleichungen, welche
man crhilt, indem man in dieser sdmtliche Buchstaben permutiert, wihrend
allein der erste fest bleibt, so ergiebt sich ein Ausdruck von folgender Form:

[V—o(a, b¢ d, .. )] [V—o(acb, d ...)][V—e(ab d ¢, ...)]....,

welcher symmetrisch ist in 0, ¢, d, ... und der sich infolge dessen schreiben
lisst als Function von a. Wir werden demnach eine Gleichung erhalten

von der Form:
F(V,a)=0.

Ich behaupte nun, dass man daraus den Wert von @ herleiten kann.
Man braucht dazu nur die gemeinschaftliche Losung dieser und der ge-
gebenen Gleichung zu suchen. Diese Losung ist die einzige gemeinschaft-
liche, denn man kann z. B. nicht haben:

F(V, b)=0,

wo diesc Gleichung einen gemeinschaftlichen Factor mit der analogen
Gleichung hat, sonst wiirde die eine der Functionen ¢(a, ...) gleich sein
ciner der Functionen ¢(b, ...), was der Voraussetzung widerspricht.

Es folgt hieraus, dass a sich als rationale Function von ¥ darstellt,
und dasselbe gilt von den #ibrigen Wurzeln.

Dieser Satz*) ist ohne Beweis von Abel in der nachgelassenen Ab-
handlung iber die elliptischen Functionen angegeben worden.

Hiilfssatz IV, Wir nehmen an, dass man die Gleichung in V
gebildet und einen ihrer irreductiblen Factoren genommen
habe, so dass also ¥V Wurzel einer irreductiblen Gleichung ist.
Sind dann V, V', V', ... die Wurzeln dieser irreductiblen
Gleichung und ist a=f(V) eine der Wurzeln der gegebenen
Gleichung, so ist b =/(V’) ebenfalls eine Wurzel der gegebenen
Gleichung.

Multiplicieren wir nimlich mit einander sidmtliche Factoren von der
Form V—o(a, b, ¢, ..., d), welche man erhilt, wenn man mit allen
Buchstaben sidmtliche Vertauschungen vorgenommen hat, so ergiebt sich
cine rationale Gleichung in V, welche notwendig durch die in Frage

*) Es ist bemerkenswert, dass man aus diesem Satze folgern kann, dass jede
Gleichung von einer Hilfsgleichung von solcher Beschaffenheit abhiingt, dass simt-
liche Wwrzeln der neuen Gleichung rationale Functionen von einander sind; denn
die Hiilfsgleichung in V ist in diesem Falle. Uberdies ist diese Bemerkung hichst
interessant. Eine Gleichung nimlich, welche diese Eigenschaft hat, ist im Allge-
meinen nicht leichter aufzulésen als eine andere.



120 Galois.

stehende Gleichung teilbar sein muss; mithin muss V’ crhalten werden
durch die Vertauschung der Buchstaben in V. Es sei F(V, a)=0 die-
jenige Gleichung, welche man erhidlt, wenn man in V sémtliche Buchstaben
mit Ausnahme des ersten permutiert. Man wird also haben F(V’, b) =0,
wo b gleich @ sein kann, sicher aber eine der Wurzeln der gegebenen
Gleichung ist. Folglich wird, ebenso wie aus der gegebenen und der
Gleichung F(V, @) =0 die Gleichung a=f(V) sich ergeben hat, sich
auch aus der gegebenen in Verbindung mit der Gleichung F(V', b) =0
die folgende ergeben: b= f(V").

Lehrsatz I.

Satz. Ist eine Gleichung gegeben, derenm Wurzelna, b, ¢, ...
sind, so giebt es immer eine Gruppe von Permutationen der
Buchstaben a, b, ¢, ..., welche folgende Eigenschaften besitzt:

1. dass jede Function der Wurzeln, welche durch die Substi-
tutionen dieser Gruppe keine Aenderung erleidet®), rational
bekannt ist.

2. dass umgekehrt jede Function der Wurzeln, welche
rational bestimmbar ist, durch die Substitutionen keine Ande-
rung erleidet.

(Im Falle der algebraischen Gleichungen ist diese Gruppe nichts anderes
als der Complex der 1-2-3...m moéglichen Permutationen der m Buch-
staben, da in diesem Falle die symmetrischen Functionen allein rational

bestimmbar sind.)

—1
(Im Falle der Gleichung a;__l =0 ist, wenn man a=r, b=147,

c—-=r"’a, ... setzt, wo g eine primitive Wurzel ist, die Permutationsgruppe
einfach die folgende:

abed....k

bed....ka

cd....kab

kabe....:.

In diesem besonderen Falle ist die Anzahl der Permutationen gleich dem
Grade der Gleichung, wund ebendies wiirde stattfinden bei denjenigen

*) Wir nennen hier eine Function unverinderlich, nicht nur wenn ihre Form
sich durch die Substitutionen der Wurzeln unter einander nicht #indert, sondern
auch wenn ihr numerischer Wert sich nicht #ndern wirde. Wenn z. B. F(z) =0
eine Gleichung ist, so ist F'(z) eine Function der Wurzeln, welche durch keine
Permutation derselben eine Anderung erleidet.

Wenn wir sagen, dass eine Function rational bekannt ist, so soll das heissen:
Thr numerischer Wert ist ausdriickbar als rationale Function der Coefficienten der
Gleichung und der adjungierten Grossen.
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Gleichungen, deren sidmtliche Wurzeln rationale Functionen von einander
wiren.)

Beweis. Welches auch die gegebene Gleichung sein mige, man kann
immer eine rationale Function V' der Wurzeln von solcher Beschaffenheit
finden, dass simtliche Wurzeln rationale Functionen von V sind. Dies
vorausgesetzt, betrachten wir die irreductible Gleichung, deren Wurzel V ist
(Hiilfssatz IIT und IV). Es seien ¥, V', V", ..., VY dic Wurzeln dieser
Gleichung.

Sind

o(V), o (V), (?2(V)a ey (Pm*1<V)
die Wurzeln der gegebenen Gleichung und schreiben wir die » folgenden
Permutationen der Wurzeln hin:

() #(V), ¢ (V) (V) s 2 (V)
(V) eV V), w(V), s 9, (V)
) eV, o (V) eV, ey g (V)

GO e, @ (O, @V, o, (VO
so behaupten wir, dass diese Permutationsgruppe die ausgesprochenen
Eigenschaften besitzt.

1. Jede Function F' der Wurzeln nidmlich, welche durch die Sub-
stitutionen dieser Gruppe keine Anderung erleidet, kann in folgender Weise
geschrieben werden:

F=4¢(V),
und man hat:

'-P(V) = '-P(V') =V )= = lp(v(n—l))‘

Der Wert von F' lasst sich also rational bestimmen.
2. Wenn umgekehrt eine Function F' rational bestimmbar ist und man
setzt F'=¢(V), so muss man haben:

Y(V)=¢(V)= Y(V")=...= .‘p(y(n—l))’

da die Gleichung in V keinen commensurablen Teiler hat und ¥V der
Gleichung F'= (V) gentigt, wo F eine rationale Grosse ist. Mithin kann
die Function F' durch die Substitutionen der oben hingeschriebenen Gruppe
schlechterdings keine Anderung erleiden.

Demnach besitzt diese Gruppe die doppelte Eigenschaft, von welcher im
vorangestellten Satze die Rede ist. Der Satz ist also bewiesen.

Anmerkung I, Es ist klar, dass bei der Permutationsgruppe, um die
es sich hier handelt, die Stellung der Buchstaben nicht in Betracht kommt,
sondern nur die Substitution der Buchstaben, durch welche man von einer
Permutation zu einer andern fibergeht.

Somit kann man willkiirlich die erste Permutation annehmen, voraus-
gesetzt, dass die andern Permutationen stets durch dieselbe Substitution
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von Buchstaben hergeleitet werden. Die neue auf diese Weise gebildete
Gruppe wird augenscheinlich dieselben Eigenschaften besitzen wie die erste,
da es sich in dem vorstehenden Satze nur um die Substitutionen handelt,
welche man in den Functionen machen kann.

Anmerkung II. Die Substitutionen sind auch unabhidngig von der
Anzahl der Wurzeln,

Lehrsatz II.

Satz*). Wenn man einer gegebenen Gleichung die Wurzel »
einer irreductiblen Gleichung adjungiert, so wird 1. von zwei
Dingen das cine eintreten: Entweder wird die Gruppe der
Gleichung nicht gedndert, oder sie teilt sich in p Gruppen, von
denen jede respective zur gegebenen Gleichung gehdort, wenn
man ihr jede der Wurzeln der Hiilfsgleichung adjungiert;
2. werden diese Gruppen die bemerkenswerte Eigenschaft be-
sitzen, dass die eine in die andere iibergeht, wenn man aufalle
Permutationen der ersten eine und dieselbe Substitution der
Buchstaben anwendet.

1. Wenn nach der Adjunction von r die Gleichung in ¥V, von weleher
oben die Rede war, irreductibel bleibt, so ist klar, dass die Gruppe der
Gleichung keine Anderung erleidet. Wenn sie dagegen reductibel wird, so
wird sie in p Factoren zerfallen, welche alle von demselben Grade und
derselben Form sind, also:

V) - F(Vor') - F(Vy07) ey

wo r, #/, 7, ... andere Werte von 7 sind. Somit wird die Gruppe der
gegebenen Gleichung ebenfalls in Gruppen zerfallen, deren jede dieselbe
Anzahl von Permutationen enthilt, da jedem Werte von V eine Permutation
cntspricht. Diese Gruppen werden beziiglich diejenige der gegebenen
Gleichung sein, wenn man ihr der Reihe nach r, #,#", ... adjungiert.

2. Wir haben oben gesehen, dass alle Werte von V rationale Functionen
von einander werden. Demgemiiss nehmen wir an, dass, wenn ¥ eine Wurzel
von f(V,r)==0 ist, F(V) eine andere Wurzel sei. Es ist klar, dass ebenso,

*) In dem Ausspruch des Satzes hatte Galois nach den Worten ,die Wurzel »
einer irreductiblen Gleichung® zuniichst die folgenden gebraucht: ,vom Primzahl-
grade p“, die er spiter gestrichen hat. Ferner stand in dem Beweise an Stelle der
Worte ,wo r, 7, 7', ... andere Werte von 7 sind“ in der urspriinglichen Fassung:
swo 7, 7', 7', ... die verschiedenen Werte von r sind“. Endlich findet sich am
Rande des Manuskripts die folgende Bemerkung des Verfassers: ,Dieser Beweis
bedarf einer Vervollkommnung. Ich habe keine Zeit.”

Diese Worte sind mit grosser Hast aufs Papier geworfen, was mich in Verbindung
mit den Worten ,Ich habe keine Zeit“ zu dem Glauben verleitet, dass Galois seine
Abhandlung behufs einer Correctur nochmals durchgesehen, kurz bevor er sich seinem
Gegner stellte. A. Ch.



Bedingung der algebr., Auflosbarkeit der Gleichungen, 123

wenn V' eine Wurzel von f(V,7) =0 ist, F(V') cine andere ist; denn
man hat:

f[F(V),r]= einer Function teilbar durch f(7V,r),
mithin (Hilfssatz I):
fIF(V"),»']= einer Function teilbar durch fF(V’,»").

Dies vorausgeschickt behaupte ich, dass man die auf »' bezigliche
Gruppe erhilt, wenn man iberall in der auf » beziiglichen Gruppe eine und
dieselbe Substitution von Buchstaben ausfithrt.

In der That, wenn man z B. hat

CPIJ. (F(@) = (Pv('y)a

so wird auch (Hilfssatz I) sein:
Py (F(v')) = ¢ (¢).

Mithin muss man, um von der Permutation [F(v)] zur Permutation
[F(¢')] Uberzugehen, dieselbe Substitution machen, wie wenn man von der
Permutation (v) zar Permutation (v') itbergehen will.

Der Satz ist also bewiesen.

Lehrsatz 1il.

Satz. Wenn man einer Gleichung simtliche Wurzeln einer
Hiilfsgleichung adjungiert, so besitzen die Gruppen, von denen
im Lehrsatz II die Rede war, iiberdies die Eigenschaft, dass die
Substitutionen in jeder Gruppe dieselben sind.

Den Beweis wird man selbst finden*).

#) Im Manuskript befindet sich der eben ausgesprochene Satz am Rande und
soll derselbe einen anderen ersetzen, den Galois nebst seinem Beweise unter der-
selben Uberschrift niedergeschrieben hatte. Folgendes ist der urspriingliche Text.
Satz: ,Wenn die Gleichung in » von der Form 7P = 4 ist und die pten Wurzeln
der Einheit sich unter den zuvor adjungierten Grissen befinden, so besitzen die
p Gruppen, von denen im Satze II die Rede ist, die Eigenschaft, dass die Substitu-
tionen der Buchstaben, durch welche man in jeder Gruppe von einer Permutation
zur andern tbergeht, dieselben sind fir alle Gruppen.“ In diesem Falle ist es niim-
lich einerlei, ob man der Gleichung den oder jenen Wert von 7 adjungiert. Es
missen also nach der Adjunction dieses oder jenes Wertes ihre Eigenschaften die-
selben sein. Mithin miissen die Gruppen hinsichtlich der Substitutionen identisch
sein. (Lehrsatz I, Anmerk.) Demnach u. s. w.

Alles dieses ist sorgfiltie durchstrichen. Der neue Satz triigt das Datum: 1332
und beweist durch die Art, wie er geschrieben ist, dass es der Verfasser dusserst
eilig hatte, was die Behauptung bestiitigt, die ich in der vorhergehenden Anmerkung
ausgesprochen. A, Ch.
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Lehrsatz IV.

Satz. Wenn man eciner Gleichung den numerischen Wert
einer gewissen Function ihrer Wurzeln adjungiert, so er-
niedrigt sich die Gruppe der Gleichung derart, dass sie keine
andern Substitutionen mehr besitzt als diejenigen,durch welche
jene Function keine Anderung erleidet.

Nach dem Lehrsatz I kann ndmlich keine bekannte Function durch die
Permutationen der Gruppe der Gleichung eine Anderung erleiden.

Lehrsatz V.

Problem. In welchem Falle ist eine Gleichung durch einfache
Wurzelgrossen losbar?

Ich bemerke zuniichst, dass man, um eine Gleichung aufzulgsen, nach
und nach ihre Gruppe erniedrigen muss, bis sie nur noch eine ecinzige
Permutation enthdlt. Denn wenn eine Gleichung geldst ist, so ist eine
beliebige Function ihrer Wurzeln bekannt, selbst wenn dieselbe durch keine
Permutation ungeindert gelassen wird.

Dies vorausgeschickt, untersuchen wir, welcher Bedingung die Gruppe
ciner Gleichung geniigen muss, damit sie sich in dieser Weise durch die
Adjunction von Wurzelgréssen erniedrigen lasse.

Verfolgen wir den Gang der in dieser Lisung moglichen Operationen,
indem wir die Ausziehung jeder Wurzel ersten Grades als besondere
Operation ansehen.

Adjungieren wir der Gleichung die erste bei der Lisung ausgezogenc
Wurzel, so konnen zwei Fille eintreten: Entweder wird durch die Adjunction
dieser Wurzelgrosse die Permutationsgruppe der Gleichung verkleinert werden,
oder es wird, wenn diese Wurzelausziechung nur eine einfache Vorbereitung
ist, die Gruppe dieselbe bleiben.

Immer muss aber der Fall eintreten, dass nach einer gewissen end-
lichen Anzahl von Wurzelausziehungen die Gruppe der Gleichung kleiner
geworden ist, da sonst die Gleichung nicht 16sbar sein wiirde.

Hitten wir, bei diesem Punkte angelangt, mehrere Wege, die Gruppe
der gegebenen Gleichung zu verkleinern, so wiirde man fiir das Folgende
von allen einfachen Wurzelgrossen, die so beschaffen sind, dass die Kenntnis
einer jeden derselben die Gruppe der Gleichung verkleinert, nur eine
Wurzelgrosse von dem kleinstmoglichen Grade zu betrachten haben.

Es sei daher p» die Primzahl, welchen diesen kleinsten Grad darstellt,
so dass durch Ausziehung einer Wurzel vom Grade p die Gruppe der
Gleichung verkleinert wird.

Wir kénnen immer voraussetzen, wenigstens insoweit die Gruppe der
Gleichung in Betracht kommt, dass sich unter den der Gleichung vorher
adjungierten Grossen eine pte Wurzel der Einheit befindet, «. Denn da



Bedingung der algebr. Auflosharkeit der Gleichungen. 125

dieser Ausdruck durch Ausziehung von Wurzeln von niedrigerem Grade als
p erhalten wird, so wird durch seine Kenntnis die Gruppe der Gleichung
in nichts gedndert.

Mithin wird den Sitzen II und III zufolge die Gruppe der Gleichung
sich in p Gruppen zerlegen miissen, die in Bezug auf einander die doppelte
Eigenschaft besitzen, 1. dass man von der einen zur andern durch -eine
und dieselbe Substitution iibergehen kann, 2. dass alle dieselben Substitu-
tionen enthalten.

Ich behaupte umgekehrt, dass man, wenn die Gruppe der Gleichung
sich in p Gruppen zerlegen kann, welche diese doppelte Eigenschaft be-
sitzen, durch eine einfache Ausziehung einer pten Wurzel und durch die
Adjunction dieser pten Wurzel die Gruppe der Gleichung auf eine dieser
Partialgruppen reducieren kann.

Wir nehmen ndmlich eine Function der Wurzeln, die durch keine der
Substitutionen der einen der Partialgruppen eine Anderung erleidet, dagegen
sich @ndert durch jede andere Substitution. (Es reicht hierzu aus, eine
symmetrische Function der verschiedenen Werte zu nehmen, welche eine
Function, die durch jede Substitution geindert wird, fiir alle Permutationen
der einen von den Partialgruppen annimmt.)

Es sei ¥ diese Function der Wurzeln.

Wenden wir auf die Function ¥ eine der Substitutionen der Totalgruppe
an, welche sie nicht mit den Partialgruppen gemeinschaftlich hat, so sei
3, das Resultat. Wenden wir auf die Function 9, dieselbe Substitution an,
so sei ¥, das Resultat u. s. w.

Da p eine Primzahl ist, so kann diese Reihe ecrst aufhéren bei dem
Gliede ﬂp_l; nach diesem erhilt man f}p =79, ﬂp+1 =1 ws.w.

Dies vorausgeschickt, ist klar, dass die Function

(O + aby + ey 4o TP

durch keine Permutation der Gesamtgruppe eine Anderung erleidet und
daher gegenwirtig bekannt ist.

Wenn man die pte Wurzel aus dieser Function zieht und dieselbe der
Gleichung adjungiert, so wird dem LehrsatzIV zufolge die Gruppe der Gleichung
keine andern Substitutionen mehr enthalten als dicjenigen der Teilgruppen.

Damit also die Gruppe einer Gleichung sich durch eine einfache
Wurzelausziehung erniedrigen lasse, ist die obige Bedingung notwendig
und hinreichend.

Wir adjungieren der Gleichung die in Rede stehende Wurzelgrisse.
Dann konnen wir in Bezug auf die neue Gruppe dieselbe Schlussreihe
anwenden wie auf die vorige; sie wird sich also selbst wieder auf die vorige
Weise zerlegen miissen u.s. w., bis man zu einer gewissen Gruppe kommt,
die nur noch eine einzige Substitution enthilt.

Anmerkung. ILs ist leicht, diesen Gang bei der bekannten
Auflosung der allgemeinen Gleichung vierten Grades wahr-
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zunehmen. Diese Gleichungen werden nimlich aufgelést mit Hiilfe einer
Gleichung dritten Grades, welche selbst wieder die Ausziehung einer Quadrat-
wurzel erfordert. In der natiirlichen Reihenfolge der Ideeen muss man somit
mit der Quadratwurzel anfangen. Adjungiert man der Gleichung vierten Grades
diese Quadratwurzel, so zerfillt die Gruppe der Gleichung, welche im Ganzen
vierundzwanzig Substitutionen enthilt, in zwei, von denen jede nur zwolf
enthilt. Bezeichnet man mit a, b, ¢, d die Wurzeln, so ist eine dieser Gruppen
die folgende:

abed, acdb, adbe

bade, cabdd, dacd

cdab, dbac, bcad

deba, bdca, cbda.

Nun teilt sich diese Gruppe selbst wieder in drei Gruppen, wie in den
Lehrsdtzen II und III angegeben wurde. Somit bleibt nach Ausziehung
einer einzigen Wurzel dritten Grades einfach die Gruppe:

abed
badc
cdabd
deba.

Diese Gruppe teilt sich von neuem in zwei Gruppen

abcd, cdabd
bade, decba;

somit bleibt nach eciner einfachen Ausziehung einer Quadratwurzel:

abed
bade,

und dies reduciert sich schliesslich auf eine einfache Ausziehung einer
Quadratwurzel.

Man erhilt auf diese Weise sei es die Losung von Descartes, sei es
diejenige von Euler. Denn obwohl diese letztere nach Auflésung der
Hiilfsgleichung dritten Grades die Ausziehung von drei Quadratwurzeln er-
fordert, so weiss man doch, dass zwei geniigen, da die dritte sich rational
aus diesen herleitet.

Wir wollen jetzt diese Theorie auf die irreductiblen Gleichungen an-
wenden, deren Grad eine Primzahl ist.

Anwendung auf die irreductiblen Gleichungen, deren Grad
eine Primzahl ist.

Lehrsatz VI.

Hiilfssatz. Eine irreductible Gleichung, deren Grad eine
Primzahl ist, kann nicht reductibel werden durch Adjunction
einer Wurzelgrdosse, deren Exponent ein anderer ist, als ge-
rade der Grad der Gleichung.
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I’

Denn wenn r, #, #’, ... die verschiedenen Werte der Wurzelgrisse
sind und F(z) =0 die gegebene Gleichung ist, so miisste sich F(x) zer-
legen in das Product der Factoren:

f(xa 7‘) ‘ f(x, 7‘/) ey

die alle von demselben Grade sind, was nicht miglich ist, wofern nicht
f(x, r) vom ersten Grade in z ist.

Also kann eine irreductible Gleichung, deren Grad eine Primzahl ist,
nicht reductibel werden, wenn sich nicht ihre Gruppe auf eine einzige Per-
mutation reduciert.

Lehrsatz VII.

Problem. Welchesist die Gruppeeinerirreductiblen Gleichung
von einem Primzahlgrade », welche durch Wurzelgréssen 1os-
bar ist?

Nach dem vorhergehenden Satze enthdlt die kleinstmdgliche Gruppe
vor derjenigen, welche nur eine einzige Permutation enthélt, » Permuta-
tionen. Nun kann aber eine Permutationsgruppe von » Buchstaben, wo =
eine Primzahl ist, sich nicht auf » Permutationen reducieren, wofern nicht
die eine dieser Permutationen aus der andern durch eine cyklische (circulaire)
Substitution von der Ordnung 7 hervorgeht (man sehe die Abhandlung von
Cauchy, Journal de I'Ecole Polytechnigue, XVIL. Heft). Somit wird die
vorletzte Gruppe der Gleichung sein:

Zys L1y Loy Xgy oveey xn—sr xn—?’ xn—l
Ty, By Ty By eeees By g Ty gy To
® Zo, gy vevrnnncnnes , &, 4 o zy
Zpy_gs Loy Xpy evneennn s Tpgy Ty Ty g
WO Zg, Ty, Zoy ..., T, , die Wurzeln sind.

Nun muss sich die Gruppe, welche dieser in der Reihenfolge der Zer-
legungen unmittelbar vorhergeht, aus einer gewissen Anzahl von Gruppen
zusammensetzen, welche alle dieselben Substitutionen haben wie diese. Ich
bemerke, dass diese Substitutionen folgendermassen sich darstellen lassen:
(Lassen wir allgemein x, =, #,,, =&, ... sein, so ist klar, dass jede
Substitution der Gruppe (G) erhalten wird, indem man {iiberall an die Stelle
von z;: x;,  setzt, wo ¢ eine Constante ist.)

Wir wollen irgend eine der Gruppen betrachten, welche der Gruppe (G)
dhnlich sind.

Nach dem Satze II muss sie erhalten werden, indem man iiberall in
dieser Gruppe eine und dieselbe Substitution ausfithrt, etwa indem man
liberall in der Gruppe (G) 2, an die Stelle von a; setat, wo f(k) eine
gewisse Function ist.
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Da die Substitutionen dieser neuen Gruppe dieselben sein miissen, wie
diejenigen der Gruppe (G), so muss man haben:
f+c)=fk)+ C,
wo C unabhiingig von % ist. Mithin:
[+ 2¢) = f(k) + 2C
;‘(lc. —l—.mc‘) = f.(lc).—{—.mé’.
Ist c=1, k=0, so findet man:
f(m)=am + D,
(k) =ak + 0,

wo a und b Constanten sind.
Mithin' darf die Gruppe, welche der Gruppe (G) unmittelbar vorhergeht,
nur Substitutionen enthalten von der Form wie

oder

Ty Zagpps

und wird dieselbe infolge dessen keine andern cyklischen Substitutionen
enthalten als diejenigen der Gruppe (G).

In Bezug auf diese Gruppe kann man nun dieselben Schliisse ziehen
wie in Bezug auf die vorhergehende, und es folgt somit, dass die erste
Gruppe in der Reihenfolge der Zerlegungen, d. h. die wirkliche Gruppe der
Gleichung nur Substitutionen von der Form

Zys Zopgey
enthalten kann.
,Wenn also eine irreductible Gleichung, deren Grad eine
Primzahl ist, durch Wurzelgréssen ldosbar ist, so kann die
Gruppe dieser Gleichung nur Substitutionen von der Form

T Topsp
enthalten, wo ¢ und » Constanten sind.“
Umgekehrt behaupte ich, dass, wenn diese Bedingung statt-
findet, die Gleichung durch Wurzelgrissen losbar ist.
Betrachten wir namlich die Fanctionen

(g +oz; + 0’y oo g_"‘lxn_l)” = X,
(g + ax, + a®xy, + -0+ a."—lx(n_])a > =X,
(B + 0 + @2y 4 v A "y ) = X

P . .

wo « eine nte Wurzel der Einheit und ¢ eine primitive Wurzel von 7 ist,
so ist klar, dass jede Function, welche sich durch die cyklischen Substitu-
tionen der Grossen X;, X, X,., ... nicht dndert, in diesem Falle un-
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mittelbar bekannt ist. Man kann also X;, X, X, ... nach der Methode
von Gauss fiir die binomischen Gleichungen finden. Mithin u. s. w.

Demnach ist es, damit eine irreductible Gleichung, deren
Grad eine Primzahl ist, durch Wurzelgréssen ldéshar sei, not-
wendig und hinreichend, dass jede Function, welehe durch die
Substitutionen

xk’ xak—}- b

ungeindert bleibt, rational bekannt sei
Demnach muss die Function

X—X) (X,—X) (X,—X)....,

welches auch X sei, bekannt sein.

Es ist also notwendig und hinreichend, dass die Gleichung, welche
diese Function der Wurzeln giebt, eine rationale Wurzel habe, welches
auch X sein moge.

Wenn die Coefficienten der gegebenen Gleichung sémtlich rational
sind, so werden die der Hiilfsgleichung, welche diese Function liefert, eben-
falls rational sein, und man hat nur nachzusehen, ob diese Hilfsgleichung
vom Grade 1:2:3...(n—2) eine rationale Wurzel hat oder nicht, was
sich bekanntlich leicht machen lisst.

Dies ist also die Methode, die man in der Praxis anwenden miisste.
Wir wollen aber den Satz noch unter einer andern Form darstellen.

Lehrsatz VIII.

Satz. Damit eine irreductible Gleichung, deren Grad eine
Primzahl ist, durch Wurzelgréssen ldsbar sei, ist es notwendig
und hinreichend, dass, wenn irgend zwei ihrer Wurzeln be-
kannt sind, die andern sich rational daraus herleiten lassen.

Zuvérderst ist es notwendig; denn da die Substitution

Zy» xak+b
niemals zwei Buchstaben an demselben Platze lisst, so ist klar, dass, wenn
man zwei Wurzeln der Gleichung adjungiert, dem Satze IV zufolge ihre
Gruppe sich auf eine einzige Permutation reducieren muss.

Zweitens ist es hinreichend; denn in diesem Falle wird keine Sub-
stitution der Gruppe zwei Buchstaben an demselben Platze lassen. Infolge
dessen wird die Gruppe hdochstens 7 (rn — 1) Permutationen enthalten. Mithin
enthiilt sie nur eine einzige cyklische Permutation (denn sonst wiirde sie
wenigstens 2 Permutationen haben). Folglich muss jede Substitution der
Gruppe, z,, Tpary > der Bedingung geniigen:

1+ )= (%) + C.
Demnach u. s. w.

Der Satz ist also bewiesen.
Abel u. Galois, Algebr. Gleichungen. 9
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Beispiel zu Lehrsatz Vil
Es sei n=1>5. Die Gruppe wird die folgende sein:

abede
bedea
cdeab
deabe
cabed

acebd
cebda
ebdac
bdace
dacebd

aedecd
edcha
debac
cbaed
baedc
adbec
dbeca
becad
ecadbd
cadbe




Fragment einer zweiten Abhandlung.

P
053

Uber die primitiven Gleichungen, welche durch Wurzel-
grossen losbar sind.

Wir untersuchen allgemein, in welchem Falle eine primitive Gleichung
durch Wurzelgrossen losbar ist. Wir konnen sogleich ein allgemeines
Kennzeichen angeben, welches sich unmittelbar auf den Grad einer solchen
Gleichung bezieht. Es ist das folgende:

Damit eine primitive Gleichung durch Wurzelgréssen
l6sbar sei, muss der Grad derselben von der Form »’
sein, wo p eine Primzahl ist.

Hieraus folgt unmittelbar, dass, wenn man eine irreductible Gleichung,
deren Grad ungleiche Primfactoren besisse, durch Wurzelgrossen aufzulisen
hiitte, dies nur nach der Methode der Zerlegung, die von Gauss angegeben
ist, geschehen konnte. Im andern Falle ist die Gleichung nicht auflosbar,

Um die allgemeine Eigenschaft, die wir soeben in Bezug auf die durch
Wurzelgrossen auflosbaren primitiven Gleichungen ausgesprochen haben, zu
begriinden, kann man annehmen, dass die Gleichung, welche man auflésen
will, primitiv sei, aber aufhort es zu sein durch die Adjunction einer ein-
fachen Wurzelgrosse. Mit andern Worten, man kann annehmen, dass, wenn
n eine Primzahl ist, die Grappe der Gleichung in 2 conjugierte irreductible,
aber nicht primitive Gruppen zerfillt. Denn wofern der Grad der Gleichung
cine Primzahl ist, wird eine derartige Gruppe immer in der Reihe der Zer-
legungen auftreten.

Es sei NV der Grad der Gleichung und es werde angenommen, dass
diese Gleichung nach Ausziehung einer Wurzel von dem Primzahl-Grade »
nicht primitiv werde und mittelst einer einzigen Gleichung vom Grade @
in @ primitive Gleichungen vom Grade P zerlegt werden konne.

Nennen wir G die Gruppe der Gleichung, so wird sich diese Gruppe
teilen miissen in #» conjugierte nicht primitive Gruppen, in denen sich die
Buchstaben zu Systemen anordnen, von denen ein jedes aus P conjungierten
Buchstaben (7ettres conjoinies) zusammengesetzt ist.

Untersnchen wir, auf wieviel Arten dies geschehen kinne.

Q*
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Ist H cine der conjugierten nicht primitiven Gruppen, so ist klar, dass
in der Gruppe irgend zwei beliebig angenommene Buchstaben an einem
gewissen System von P conjungierten Buchstaben und nur an einem einzigen
beteiligt sein werden.

Denn zundchst, wenn es zwei Buchstaben gibe, die nicht an einem
und demselben System von P conjungierten Buchstaben beteiligt sein konnten,
so wiirde die Gruppe @, welche so beschaffen ist, dass irgend eine ihrer
Substitutionen alle Substitutionen der Gruppe H in einander transformiert,
nicht primitiv sein, was der Voraussetzung widerspricht. Wenn ferner zwei
Buchstaben an verschiedenen Systemen teilnehmen konnten, so wiirde daraus
folgen, dass die Gruppen, welche den verschiedenen Systemen von P con-
jungierten Buchstaben entsprechen, nicht primitiv wiren, was cbenfalls
der Voraussetzung widerspricht.

Dies vorausgeschickt seien

Gy, Qpy Bgy vy @

p—1
By by oy oves By
Coy C15 Coy +euy C

p—1

. . . . . . .

die N Buchstaben. Wir nehmen an, dass jede Horizontalreihe ein System
von conjungierten Buchstaben darstelle. Es seien

a a

0,10 Qo0 v ves &

0, 0 0, p—1

P conjungierte Buchstaben, welche sdmtlich in der ersten Vertikalreihe
liegen. Offenbar konnen wir dieses bewirken, indem wir die Aufeinander-
folge der Horizontalreihen indern. Es seien ebenso

a

(y gy Uy g (g gp Qg gy onens Oy oy

P conjungierte Buchstaben, welche sdmtlich in der zweiten Vertikalreihe
liegen, so dass

a a a a

1,0 Qg 10 g 20 Qg g vovvs Qg g

respective in denselben Horizontalreihen liegen, wie

g, 00 o, 15

Es seien ebenso die Systeme der conjungierten Buchstaben in den andern
Vertikalreihen:

a a

0 s v G

0, 27 0, p—1°

Qg o0 Bg 10 Qg 90 g g5 ¢ vvvs B pp g
Uy g g 15 Qg gy Oy gy ey By p g
Man erhilt auf diese Weise im Ganzen P2 Buchstaben. Ist die Gesamtzahl
der Buchstaben hierdurch nicht erschopft, so nehme man einen dritten
Index, so dass

am,n,o’ am,’n,l’ "’m,’n,2’ am,'n,3’ et am,n,p—l
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allgemein ein System von conjungierten Buchstaben ist. Man gelangt
auf diese Weise zu dem Schlusse, dass N=P" ist, wo p ecine
gewisse Zahl bedeutet, die derjenigen der verschiedenen Indices, die man
ndtig hat, gleich ist. Die allgemeine Form der Buchstaben ist:

a
Ky By By oy B?

W0 ky, kg, Es, .. .,-k, Indices sind, von denen jeder die P Werte 0, 1, 2,
3, ..., p— 1 annehmen kann.

Man sieht ferner aus der Art und Weise, wie wir verfahren sind, dass
in der Gruppe H samtliche Substitutionen von der Form sind:

(%, &, 5,00, k2 Bk, $k), x(k), ov0, 9lky) L

da jeder Index einem System von conjungierten Buchstaben entspricht.

Ist P keine Primzahl, so kann man auf die Gruppe der Permutationen
irgend eines der Systeme von conjungierten Buchstaben dieselbe Schluss-
folgerung anwenden, wie auf die Gruppe ¢, indem man jeden Index durch
eine gewisse Anzahl von mneuen Indices ersetzt, und wird erhalten:
P=ER", u. s. w., und hieraus endlich N=p’, wo p eine Primzahl ist.

Von den primitiven Gleichungen vom Grade p>

Wir verweilen einen Augenblick, um sogleich die primitiven Gleichungen
vom Grade p?, wo p eine ungerade Primzahl ist, zu behandeln (der Fall
p =2 ist bereits untersucht worden). Wenn eine Gleichung vom Grade p?
durch Wurzelgrossen lésbar ist, so nehmen wir sie zuniichst so an, dass
sie nicht durch eine Wurzelausziehung primitiv wird.

s sei also G eine primitive Gruppe von p? Buchstaben, welche sich
in 7 nicht primitive zu H conjugierte Gruppen teilen.

Diec Buchstaben in der Gruppe H miissen sich notwendig in folgender
Weise anordnen:

a a a L a

', 0 0,1 0, 22 0,37 0, p—1
P00 10 By e Qg 3 sy gy
@y oy Oy g5 Gy gy By gy ey Gy
Tp—1,00 Fp—1,10 Y120 Fpy30 -0 By g 4y

wo jede Horizontal- und jede Vertikalreihe ein System von conjungierten
Buchstaben ist.

Permutiert man die Vertikalreihen unter einander, so darf die Gruppe,
welche man erhdlt, da sie primitiv und ihr Grad eine Primzahl ist, nur
Substitutionen von der Form

(ak|,k2’ amkl—i—n, kz)
enthalten, wo die Indices in Bezug auf den Modul p zu nehmen sind.
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Dasselbe gilt von den Horizontalreilien, welche nur Substitutionen von
der Form

(akn ky? akn ’1":""’)

geben konnen. Mithin werden schliesslich séimtliche Substitutionen der
Gruppe H von der Form sein:

(ak, y Ky a’m.k, —+ ny, uek, 4 ng)'

Wenn sich cine Gruppe G in % Gruppen teilt, die conjugiert sind zu
derjenigen, welche wir soeben beschrieben haben, so miissen séimtliche Sub-
stitutionen der Gruppe G die cyklischen Substitutionen der Gruppe II, welche
samtlich in folgender Weise geschrieben werden:

(a) (ak,,kz, T W s

in einander transformieren.
Wir nehmen daher an, dass dic cinc der Substitutionen der Gruppe G
gebildet wird, indem wir respective

ky, durch o,(%,, k)
by 9o(lyy Ty)

ersetzen. Substituieren wir in den Functionen ¢,, ¢, fiir %, %, die Werte
ky + oy, k3 + 0y, so werden sich Resultate ergeben miissen von der Form:

o+ B 9o+ Bo

und hieraus kann man leicht unmittelbar folgern, dass die Substitutionen
der Gruppe G simtlich enthalten sein miissen in der Formel:

. (A) (akn ky? a"‘1k1+"|k2+’n "'2kx+'”~zkz+°‘z)'

Nun wissen wir aus Nummer . ..*), dass die Substitution der Gruppe G
nur p?—1 oder p?— p Buchstaben umfassen kann. Es kann aber nicht
p?—p sein, da in diesem Falle die Gruppe G nicht primitiv sein kann.
Wenn man demnach in der Gruppe G+ nur die Permutationen betrachtet,
in denen der Buchstabe ag,, z. B. immer denselben Platz behilt, so wird
man nur Substitutionen von der Ordnung p2— 1 zwischen den p2—1
andern Buchstaben haben.

Wir wollen uns aber hier erinnern, dass wir nur einfach zum Zwecke
des Beweises vorausgesetzt haben, dass die primitive Gruppe G- sich in
conjugierte nicht primitive Gruppe teile. Da diese Bedingung keineswegs
notwendig ist, so werden die Gruppen oft viel complicierter sein.

*) Da die vorliegende Abhandlung die Fortsetzung einer Arbeit von Galois
bildet, die ich nicht besitze, so ist es mir unmdglich, die hier und weiter unten
erwihnte Abhandlung anzugeben. A. Ch.
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s handelt sich also darum zu erkennen, in welchem Falle diese Gruppen
Substitutionen zulassen konnen, in denen nur p? — p Buchstaben variieren
witrden, und diese Untersuchung wird uns einige Zeit beschaftigen.

Es sei also G- eine Gruppe, welche irgend eine Substitution von der
Ordnung p2? — p enthdlt. Ich behaupte zundchst, dass alle Substitutionen
dieser Gruppe linear d. h. von der Form (A) sind.

Dies ist, wie man sieht, richtig fiir die Substitutionen von der Ordnung
p2— 1. Man braucht also unsere Behauptung nur zu beweisen fiir diejenigen
von der Ordnung p2?— p. Wir betrachten also nur eine Gruppe, in welcher
die simtlichen m Substitutionen von der Ordnung p? oder von der Ordnung
P2 —p sein wiirden. (Vgl. die erwidhnte Stelle.)

Alsdann miissen die p Buchstaben, welche sich in einer Substitution
von der Ordnung p2 — p nicht dndern, conjungierte Buchstaben sein. Wir
nehmen an, dass diese conjungierten Buchstaben seien:

a, o

0,00 %o, 1 Qo 2 - 0, p—1°

Wir konnen alle Substitutionen herleiten, in denen die p Buchstaben
ihre Plitze nicht &ndern, und zwar kann dies geschehen aus Substitutionen
von der Form:

(B, 1y U, o))

und aus Substitutionen von der Ordnung p2 — p, deren Periode aus p Gliedern
bestehen wiirde (vgl. ebenfalls die citierte Stelle).

Die ersteren miissen sich, damit die Gruppe die gewiinschte Eigenschaft
besitze, notwendig auf die Form

(ak" ky? akl, mkz)

reducieren und zwar auf Grund dessen, was wir in Bezug auf die Gleichungen
vom Grade » angegeben haben.

Was die Substitutionen betrifft, deren Periode aus p Gliedern bestehen
wiirde, so konnen wir, da sie zu den vorhergehenden conjugiert sind, eine
Gruppe annehmen, welche sie enthélt, ohne jene zu enthalten. Folglich
miissen sie die cyklischen Substitutionen (a) in einander transformieren und
somit ebenfalls linear sein.

Wir sind hiermit zu dem Schlusse gekommen, dass die Gruppe der
Permutationen von p? Buchstaben nur Substitutionen von der Form (A)
enthalten darf.

Jetzt nehmen wir die Gesamtgruppe, welche man erhédlt, wenn man auf
den Ausdruck

W 1,
alle mdoglichen linearen Substitutionen anwendet, und untersuchen, welches

die Teiler dieser Gruppe sind, die die fiir die Auflésbarkeit der Gleichungen
gewiinschte Eigenschaft haben konnen.
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Welches ist zunichst dic Gesamtzahl der lincaren Substitutionen?
Zunachst ist klar, dass nicht jede Transformation von der Form

kyy Fogy  myley 4 ks + ay, Mok 4 105k 4 oy

einc Substitution sein wird; denn fiir eine Substitution ist erforderlich, dass
jedem Buchstaben der ersten Permutation nur ein einziger Buchstabe der
zweiten entspreche und umgekehrt.

Wenn man also einen beliebigen Buchstaben @ g, der zweiten Per-
mutation nimmt und hinabsteigt zu dem entsplechendm "Buchstaben in der
ersten, so muss man einen Buchstaben a,. i, finden, in welchem die Indices
k> oy vollkommen bestimmt sind. Man muss also, welches auch Z und 7,
sein mdgen, durch die Gleichungen

mky 4+ wky + a0y =1,
Molky + noky + ag =1,

endliche und bestimmte Werte von %, und %, crhalten. Demnach ist dic
Bedingung dafiir, dass eine derartige Transformation wirklich eine Substi-
tution sei, die, dass me;n, — myn; weder Null noch, was dassclbe, durch den
Modul teilbar ist.

Ich behaupte jetzt, dass, obwohl diese Gruppe mit linearen Substitutionen
nicht immer, wie man sehen wird, zu Gleichungen gehort, welche durch
Wurzelgrossen losbar sind, sie doch die Eigenschaft besitzt, dass, wenn es
in irgend einer ihrer Substitutionen 7 festbleibende Buchstaben giebt, #
ein Teiler der Anzahl der Buchstaben sein wird. Und in der That, welches
auch die Anzah] der Buchstaben, welche fest bleiben, sein mége, man kann
diesen Umstand immer durch lineare Gleichungen ausdriicken, welche simt-
liche Indices des einen der festen Buchstaben vermittelst ciner gewissen
Anzahl unter ihnen geben. Giebt man jedem dieser willkiirlich gebliebencn
Indices p Werte, so erhdlt man p™ Systeme von Werten, wo m eine gewisse
Zahl ist. In dem Falle, der uns beschiftigt, ist m notwendig <<2 und
demnach gleich O oder gleich 1. Mithin kann die Anzahl der Substitutionen
nicht grosser sein als

PP —1) (p*—p).

Betrachten wir jetzt nur die linearen Substitutionen, in denen der
Buchstabe a,,, sich nicht indert. Wenn wir in diesem Falle die Gesamtzahl
der Permutationen der Gruppe finden, welche alle moglichen linearen
Substitutionen enthdlt, so brauchen wir diese Zahl nur noch mit p? zu
multiplicieren.

Substituiert man nun p fir den Index %,, so werden simtliche Sub-
stitutionen von der Form

(“k,,k; Wi, 1)

im Ganzen p — 1 Substitutionen geben. Man wird also p?— p erhalten,
wenn man zu dem Gliede &, das Glied sk, addiert wie folgt:

(m") (hy, kg y  ingleyy mgly = ).
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Andrerseits ist es leicht, eine lineare Gruppe von p2—1 Permutationen
zu finden von der Beschaffenheit, dass in jeder ihrer Substitutionen simt-
liche Buchstaben mit Ausnahme von @ o variieren. Denn crsetzt man den
doppelten Index %, %, durch den einfachen Index %, + ik,, wo ¢ eine pri-

mitive Wurzel der Gleichung
2 —1=0 (mod. p)

ist, so ist klar, dass jede Substitution von der Form

(a4 ity P, 4 myd) (b + 5
eine lincare Substitution sein wird. In diesen Substitutionen aber bleibt
kein Buchstabe an demsclben Platze und ihre Anzahl betriigt p* — 1.

Wir haben somit ein System von p2 — 1 Permutationen von der Art,
dass in jeder ihrer Substitutionen siémtliche Buchstaben mit Ausnahme von
a o variieren. Combinieren wir diese Substitutionen mit den p° — p, von
denen frither die Rede war, so erhalten wir

(p?—1) (p* —p) Substitutionen.

Nun haben wir a priori geschen, dass dic Anzahl der Substitutionen,
in denen 4 o fest bleibt, nicht grosser sein kann als (p* — 1) (> —p).
Mithin ist dieselbe genau gleich (p?— 1) (p? — p) und dic gesamte lineare
Gruppe wird im Ganzen

rr—=0w—p
Permutationen besitzen.

Bs bleiben noch die Teiler dieser Gruppe zu suchen, welche dic Eigen-
schaft besitzen konnen, durch Wurzelgrossen losbar zu sein. Dazu wollen
wir eine Transformation machen, welche den Zweck hat, die allgemeine
Gleichung vom Grade p?, deren Gruppe linear ist, soviel wie moglich zu
erniedrigen.

Zunichst kann man, da dic cyklischen Substitutionen eciner solchen
Gruppe derart sind, dass jede andere Substitution der Gruppe sie in cin-
ander transformiert, dic Gleichung um einen Grad erniedrigen und cine
Gleichung vom Grade p?— 1 betrachten, deren Gruppe nur Substitutionen
von der IForm hat:

(bk" ky? bm‘k,+n|kx, m:,]c,—l—n.‘,/.-._,)'

Die p?-— 1 Buchstaben sind:

by, v o, 2 0,8 "
1) b b b

1,00 ‘1,0 Y1,
b

by, 00 0

1,3 "

2,0 b2,2’ 2,8 "¢

Ich bemerke jetzt, dass diese Gruppe nicht primitiv ist, so dass simt-
liche Buchstaben, in welchen das Verhiltnis zweier Indices dasselbe ist,
conjungiertec Buchstaben sind. Wird jedes System von conjungierten Buch-
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staben durch einen ecinzigen Buchstaben ersetzt, so erhilt man cine Gruppe,
deren samtliche Substitutionen von der Form sein werden:

(s Punicsmic)
ky,  wgktngk,

Iy . . . . . .
wo T dic ncuen Indices sind. Ersetzt man dicses Verhiltnis dureh ecinen
2

einzigen Index %, so findet man, dass die p <4~ 1 Buchstaben sein werden:

b()’ bl) b?a b37 U] bp_p bl’
0

und die Substitutionen werden von der Form sein:

(7‘ m]c—l—q)
“yk+s/)

Untersuchen wir, wieviel Buchstaben in jeder dieser Substitutionen an
demselben Platze bleiben. Dazu muss man die Gleichung aufldsen:

(rk + s)k — m(mk + n) =0,

und diese wird zwei oder nur eine oder gar keine Wurzel haben, je nachdem
(m — 8)? + 4nr quadratischer Rest, Null oder quadratischer Nichtrest ist.
Je nach diesen drei Féllen wird die Substitution von der Ordnung p —1
oder p oder p + 1 sein.
Man kann als Typus fiir die beiden ersten Fille die Substitutionen von
der Form nehmen:
(%, mk + n),

wo der eine Buchstabe b, nicht variiert, und hieraus sicht man, dass die

0
Gesamtzahl der Substitutionen der Gruppe reduciert ist auf

(»+Dplp—1).

Nachdem wir auf diese Weise diese Gruppe reduciert haben, wollen wir
sic allgemein weiter behandeln. Wir untersuchen zunichst, in welchem
Falle ein Teiler dieser Gruppe, welcher Substitutionen von der Ordnung p
enthiilt, einer Gleichung angehoren konnte, welche durch Wurzelgrissen
losbar ist.

In diesem Falle wiirde die Gleichung primitiv sein, und sie konnte nicht
durch Wurzelgrossen geldst werden, wofern man mnicht p + 1= 2" litte,
wo # eine gewisse Zahl ist.

Wir konnen annehmen, dass die Gruppe nur Substitutionen von der
Ordnung p und von der Ordnung p + 1 enthalte. Alle Substitutionen von
der Ordnung p + 1 werden infolge dessen dhnlich sein und ihre Periode
wird aus zwei Gliedern bestehen.

Nehmen wir also den Ausdruck

< mk + n>
ka ) )
vk + s
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und sehen wir zu, in welchem Falle diese Substitution c¢ine Periode von
zwei Gliedern haben kann. Dazu ist erforderlich, dass die inverse Sub-
stitution mit ihr zusammenfillt. Die inverse Substitution ist:

(70 -370+n)_
> yk—m )’

mithin muss man m = —s haben und simtliche in Frage komwmenden Sub-
stitutionen werden sein:
mk + n
k

> h—m

oder auch:

k N

LN eyl
wo N eine gewisse Zahl ist, welche dieselbe ist fiir alle Substitutionen, da
diese Substitutionen in einander transformiert werden miissen durch sidmt-
liche Substitutionen (%, & - m) von der Ordnung p. Diese Substitutionen
miissen aber iiberdies zu einander conjugiert sein. Wenn also

(k, m + i) , (70, n —+ —JL—)

k—m E—mn
zwei solche Substitutionen sind, so muss man haben:
N N

+m—mn ‘~N——+n——m

Ik —m k—mn

(m — m)? = 2N

Mithin kann die Differenz zwischen zwei Werten von # nur zwei ver-
schiedene Werte annehmen; demnach kann # nicht mehr als drei Werte
haben, also endlich p =3. Also allein in diesem Falle kann die reducierte
Gruppe Substitutionen von der Ordnung p enthalten.

Und in der That wird alsdann die Gleichung vom vierten Grade und
somit durch Wurzelgrossen loshar sein.

Wir wissen daher, dass im Allgemeinen unter den Substitutionen dieser
reducierten Gruppe sich nicht Substitutionen von der Ordnung p vorfinden
diirfen. Kann es solche von der Ordnung p — 1 geben? Wir wollen dies
untersuchen®).

*) Ich babe vergeblich in den Papieren von Galois die Fortsetzung hiervon
gesucht. A. Ch.



Anhang.

——

I.
Notizen aus einigen Briefen Abels.

Brief an Holmboe vom 16. Januar 1826,

Seit meiner Ankunft in Berlin habe ich mich mit der Lisung des
folgenden allgemeinen Problems beschiftigt: Alle Gleichungen zu
finden, welche algebraisch auflésbar sind. Ich bin damit noch
nicht ganz zu Ende gekommen, soweit ich aber dariiber zu urteilen vermag,
werde ich Erfolg haben. So lange der Grad der Gleichung eine Primzahl
ist, ist die Schwierigkeit nicht so gross, wenn dagegen jener eine zusammen-
gesetzte Zahl ist, hat der Teufel sein Spiel. Ich habe eine Anwendung auf
die Gleichungen fiinften Grades gemacht und es ist mir gliicklicherweise
gelungen, das Problem in diesem Falle zu lésen. Ich habe ausser den
bisher bekannten eine grosse Zahl von auflésbaren Gleichungen gefunden.
Wenn ich die Abhandlung so zu Stande bringe, wie ich hoffe, wird sie,
schmeichle ich mir, gut sein. Sie wird allgemein sein und von der Methode
das enthalten, was mir das Wesentlichste zu sein scheint. ... .

Brief an Holmboe vom 24. October 1826.

... Ich arbeite gegenwirtig an der Theorie der Gleichungen, meinem
Lieblingsthema, und es ist mir endlich gelungen, den Weg zur Auflosung
des folgenden allgemeinen Problems zu finden: Die Form aller alge-
braischen Gleichungen zu finden, welche algebraisch aufgelost
werden kénnen. Ich habe unendlich viele solcher Gleichungen vom
Hten_ gten ynd 7ten Grade gefunden, die man bisher noch nicht aufgespiirt
hatte. Ich habe zugleich die directeste Auflosung der Gleichungen der
vier ersten Grade, sowie den augenscheinlichen Grund, -weshalb sie allein
auflésbar sind, die andern aber nicht. Was die Gleichungen vom 5ten Grade
betrifft, so habe ich gefunden, dass, wenn eine solche Gleichung algebraisch
auflosbar ist, ihre Wurzel die folgende Form haben muss:

5 5 5 5
t=A+ YR+ YR+ YR+ YR",
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wo R, R', R’, R"' die vier Wurzeln einer Gleichung vierten Grades sind, die
durch Quadratwurzeln allein ausdriickbar sind. In Bezug auf die Ausdriicke
und die Vorzeichen hat mir diese Aufgabe recht viel Schwierigkeiten gemacht....

Brief an Holml\)oe vom December 1826.

... Ebenso werde ich an Gergonne eine grosse Abhandlung iiber dic
elliptischen Funectionen schicken, welche eine Menge merkwiirdiger Sachen
enthilt, die, wie ich mir schmeichle, nicht verfehlen werden, auf manchen
Leser durch das und jenes einen Eindruck zu machen. Unter andern handelt
sie von der Teilung des Bogens der Lemniskate. Du wirst sehen, wie
hitbseh das ist. Ieh habe gefunden, dass man mit Lineal und
Zirkel die Lemniskate in 2° 41 gleiche Teile teilen kann, wenn
diese Zahl eine Primzahl ist. Die Teilung hingt von einer Gleichung
vom Grade (2" + 1)2— 1 ab, doch habe ich die vollstindige Losung der-
selben mit Hiilfe von Quadratwurzeln gefunden. Dies hat mir auch zugleich
das Verstindnis des Geheimnisses eroffnet, welches beziiglich der Gauss’schen
Theorie iiber die Teilung des Kreisumfanges herrschte. Ich sehe klar wic
der Tag, wie er dazu gekommen ist. Was ich soeben von der Lemniskate
gesagt habe, ist eine der Friichte meiner Untersuchungen iiber die Theorie
der Gleichungen. Du kannst Dir nicht denken, was fiir kostliche Sitze ich
in dieser gefunden habe, z. B. den folgenden: Wenn eine Gleichung
P=0 vom Grade pv, wo p und v zu einander prime Zahlen sind,
auf irgend eine Weise durch Wurzelgrdssen lésbar ist, so ist P
entweder in p Factoren vom Grade v, deren Coefficienten von
ciner einzigen Gleichung vom Grade p abhédngen, oder in v
FFactoren vom Grade p zerlegbar, deren Coefficienten von einer
cinzigen Gleichung vom Grade v abhéngen.

Brief an Holmboe vom 4. Mirz 1827,

... So habe ich z. B. gefunden, dass man mit dem Lineal und Zirkel
den Umfang der Lemniskate in dieselbe Anzahl gleicher Teile teilen kann,
wie Gauss fiir den Kreis bewiesen hat z. B. in 17 gleiche Teile. Dies ist
nur eine sehr specielle Folgerung, und es giebt noch eine Menge anderer
allgemeinerer Sitze. Zu diesen haben mich meine allgemeinen Unter-
suchungen iber die Gleichungen gefiihrt. In der Theorie der algebraischen
Gleichungen habe ich mir das folgende Problem, welches alle andern
Probleme dieser Theorie einschliesst, gestellt und geldst: Alle Gleichungen
von einem bestimmten Grade zu finden, welche algebraisch
losbar sind. Hierdurch bin ich zu einer Menge herrlicher Sétze gelangt. ...

Brief an Crelle vom 14. Mirz 1826,
Wenn ecine Gleichung fiinften Grades, deren Cocfficienten rationale
Zahlen sind, algebraisch 1dsbar ist, so kann man den Wurzeln die folgende
Form geben:
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1 2 4 3 1r 2 4 3

5
z=c+ A4 -a® -a,® a,° .’ + 4,0 a,° a0’
1 2 i 3 1 3 4 3
" 5 " n ? e
+dy-a’ )’ -0’ a4+ Ay’ ca® ay’,

wo

a =m+nY1+e+ Vh(l + e+ Y1+ &)
ay=1m—n ]/1 + e + ]/h(l +e2—Y1+¢?)
gy=m+nlY1+e— Vh(l+e +V1+ ¢
ag=m—nl1+e— Vh(l + ¢ —VI + ¢?)
A =K+ Ka + K'ay+ K" aa,
A =K+ Ka,+ K'a; + K"a,a,
Ay= K+ Kay+ K'a + K"aa,
Ay =K+ K'a; + K'a; + K" a,a4

ist. Die Grossen ¢, I, e, m, n, K, K', K", K" sind rationale Zahlen.
Auf diese Weise ist jedoch die Gleichung z° 4+ az + b = 0 nicht auf-

losbar, so lange a und b irgendwelche Grossen sind. Ich habe #hnliche

Sitze fiir die Gleichungen vom 7ten Ilten  ]13ten y, s, w, Grade gefunden.

Brief an Crelle vom 4, December 1826.
Wenn man eine Kurve AMBN beschreibt, deren Gleichung

x = /cos2yp
ist, wo
w=AM, ¢=MAB

ist, so wird der Bogen AM gegeben durch den folgenden Ausdruck:

S—S,/1~x4’

derselbe hiingt somit von den elliptischen Functionen ab.

Ich habe nun gefunden, dass man immer die Peripherie AMBN
geometrisch (d. h. mittelst des Lineals und des Zirkels) in # gleiche Teile
teilen kann, wenn #» eine Primzahl von der Form 2™ -+ 1 ist, oder wenn

n=2@"+ 1)@ +1)..2 @Y+ 1)

ist und 2"+ 1, 2"+ 1, ... Primzahlen sind.

Wie Sie sehen, ist dieser Satz genau derselbe wie der von Gauss fir
den Kreis. Man kann auf diese Weise die erwihnte Kurve z. B. in 2, 3, 5, 17,...
gleiche Teile teilen. Meine Theorie der Gleichungen in Verbindung mit der
Zahlentheorie hat mich zu diesem Satze g’efﬁhrt. Ich habe Grund zu glauben,
dass Gauss ebenfalls zu demselben gekommen ist.
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Brief an Crelle vom 18. October 1828.

Sitze iiber die Gleichungen.

A. Sind @, %, ..., «, irgend welche unbekannte Grissen und
o(2y, Xy, ..., x,) eine ganze Function dieser Grissen vom Grade m, wobei m
irgend eine Primzahl ist und nimmt man zwischen xy, @y, ..., x, die
folgenden % Gleichungen an:

cP(xlv Loy «vvy xn) =0
CP(ZL‘Q, Ly «vvy Ty x1)=0
(P(x:h Lyy voey Xy Ty .’,62) =0

cp(xna Lyy Loy « oo xn_l) =0,

so kann man daraus im Allgemeinen » — 1 Grissen eliminieren und irgend
eine derselben # wird bestimmt sein mittelst einer Gleichung vom Grade
m"®. Offenbar ist die linke Seite dieser Gleichung teilbar durch die
Function ¢(, z, ..., ) welche vom Grade s ist. Man erhilt daher eine
Gleichung in z vom Grade m" — m.

Nachdem dieses festgestellt ist, behaupte ich, dass diese Gleichung

n
in mfn i Gleichungen zerlegbar ist, deren jede vom Grade #
ist und deren Coefficienten mittelst einer Gleichung vom Grade

n
?—n—”ﬂ bestimmt werden. Nimmt man die Wurzeln dieser
Gleichung als bekannt an, so sind die Gleichungen vom Grade »
algebraisch auflésbar.

Nimmt man beispielshalber % = 2, m = 3, so erhidlt man eine Gleichung
in z vom Grade 32 — 3 = 6. Diese Gleichung sechsten Grades ist algebraisch
auflosbar, denn dem Satze zufolge kann man sie in drei Gleichungen vom
zweiten Grade zerlegen. Sucht man in #hnlicher Weise die ungleichen
Werte z;, 2., 5, welche den Gleichungen

a + b, + cxy?

2 o -+ By
20 @ + bxy + cxy?
ST o+ By
a4 bay + cxy?
= o + Bag

geniigen konnen, so erhilt man zur Bestimmung von x;, %, 3 eine
Gleichung sechsten Grades; dieselbe ist jedoch zerleghar in zwei Gleichungen
vom dritten Grade, wihrend die Coefficienten durch eine Gleichung zweiten
Grades bestimmt sind.

B. Wenn drei Wurzelnirgendeiner irrednctihlen Gleichung,
deren- Grad eine Primzahl ist, derart unter ecinander ver-
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bunden sind, dass die einc dieser Wurzelnrational ausgedriickt
werden kann durch die beiden andern, so ist die in Rede
stehende Gleichung stets durch Wurzelgréssen auflosbar.

C. Wenn zwei Wurzeln einerirreductiblen Gleichung, deren
Grad eine Primzahl ist, unter einanderin der Beziehung stehen,
dass man eine der beiden Wurzeln rational durch die andere
ausdriicken kann, so ist diese Gleichung stets mit Hiilfe von
Wurzelgrossen auflosbar.

1I.

Einige kleinere andere Gegenstinde betreffende
Bemerkungen von Galois.

Bemerkungen iiber einige Punkte aus der Analysis.
[Annales de M. Gergonne t. XXI S. 182 (1850—31).]

1. Beweis eines Satzes aus der Analysis.
Satz. Sind F(2) und f(x) irgend zwei gegebene Functionen,
so hat man, welches auch # und % sein mogen:
Flxz+17) —I.P(Q=q;(k)
f@+h)—f(@) ’
wo ¢ eine bestimmte Function und % eine zwischen z und z -+ 7
liegende Grosse ist.
Beweis. Setzt man nimlich:
Fle+h)—Fx)
f@—+h) —[(x)

P,
so erhiilt man hieraus:
F(x + ) — Pf(z + 1) = F(z) — Pf(z),

woraus man erkennt, dass die Function I'(x) — Pf(x) sich nicht &dndert,
wenn man darin 2 in z -}/ verwandelt. Hieraus folgt, dass diese Function,
wofern sie nicht zwischen diesen Grenzen constant bleibt, was nur in
speciellen Fillen stattfinden konnte, zwischen z und z + 7 ein oder mehrere
Maxima und Minima besitzt. Ist % der dem einen von ihnen entsprechende
Wert von 2, so hat man offenbar:

k=4(P),
wo ¢ eine bestimmte Funection ist; mithin muss auch
P=q(k)

sein, wo ¢ eine andere chenfalls hestimmte Function ist, womit unser Satz
bewiesen ist.
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Hieraus lisst sich als Zusatz folgern, dass die Grosse

Fx+1h)— F(z)
oy —r@ — @

lim

fir =0 notwendig eine Function von x ist, womit a priori dic Existenz
der Ableitungen bewiesen wird.

2. Kriimmungsradius der Kurven im Raume.

Der Kriimmungsradius einer Kurve in irgend einem ihrer Punkte A
ist das Lot von diesem Punkte auf die Durchschnittslinie der Normalebene
im Punkte M und der darauffolgenden Normalebene, wovon man sich durch
geometrische Betrachtungen leicht iiberzeugen kann.

Ist hiernach (x, y, #) ein Punkt der Kurve, so hat bekanntlich die
Normalebene in diesem Punkte zur Gleichung:

ax a'l az
N) X—d)ptT—p e+ (@—2) =0,

wo X, Y, Z die Symbole fiir die laufenden Coordinaten sind. Die Durchschnitts-
linie dieser Normalebene mit der darauf folgenden Normalebene ist gegeben
darch das System dieser Gleichung und der folgenden:

2% % 0%

Os s
@D E—o) ot T—p) 5o+ Z—2) =1

wenn man beriicksichtigt, dass

oz oy 02\2

(m) +<63> *(a?) =1
ist. Nun sieht man aber leicht, dass die Ebene (J) zur Ebene (N) senk-
recht steht; denn man hat:

oz /0% oy /Oy 02 ( )
os l<63)+6sd<as)+8sd 0s 0.

Mithin ist das Lot, welches vom Punkte (2, y, 2) auf die Durchschnitts-
linic der beiden Ebenen (N) und (J) gefillt ist, nichts anderes als das Lot
von demselben Punkte auf die Ebene (J). Der Kriimmungsradius ist also
das Lot vom Punkte (x, %, z) auf dic Ebene (J). Diese Betrachtung
ergiebt sehr einfach die bekannten Sitze iiber die Kriimmungsradien der

Kurven im Raume.
Abel u. Galois, Algebr. Gleichuugen. 10
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Benierkung iiber die Auflosung numerischer Gleichungen.

(Bulletin des Sciences Malh. de M. Férussac, {. XIII, S. 413,
Juniheft 1830.)

Legendre hat zuerst bemerkt, dass, wenn eine algebraische Gleichung
auf die Form
(@) =2

gebracht ist, wo ¢(x) eine Function von z ist, die bestindig gleichzeitig
mit x wichst, es leicht ist, diejenige Wurzel dieser Gleichung zu finden,
welche unmittelbar kleiner ist als eine gegebene Zahl a, falls ¢(a) <Ca,
und diejenige, welche unmittelbar grésser ist als «, falls ¢(«) > « ist.

Um dies zu beweisen, construiert man die Kurve y = «(2) und die
Gerade y =2. Nimmt man eine Abscisse gleich « und setzt man, um eine
bestimmte Vorstellung zu haben, voraus, dass ¢(e)>a sei, so behaupte
ich, dass es leicht ist, die Wurzel zu erhalten, welche unmittelbar grosser
ist als a. Die Wurzeln der Gleichung ¢ (z) = 2 sind ndmlich nichts anderes
als die Abscissen der Schnittpunkte der Geraden und der Kurve, und es ist
klar, dass man sich dem n#ichstgelegenen Schnittpunkte ndhern wird,
wenn fiir die Abscisse @ die Abscisse ¢(a) substitniert wird. Man wird
einen noch mehr gendherten Wert erhalten, wenn man cp(cp(a)), sodann

<?<<p (q> (a))) u. s. w. nimmt.

Ist F'(x) =0 eine gegebene Gleichung vom Grade s und
Flx)=X—1Y%,

wo X und Y nur positive Glieder enthalten, so setzt Legendre nach
einander die Gleichung unter die folgenden beiden Formen:

o) =X a— v =X
z" Y
wo von den beiden Functionen ¢(z) und ¢(z) stets, wie man sieht, die eine
grosser, die andere kleiner als z ist. Mithin kann man mit Hiilfe dieser
beiden Functionen die beiden Wurzeln der Gleichung erhalten, welche sich
einer gegebenen Zahl ¢ am meisten ndhern und zwar die eine von der
positiven, die andere von der negativen Seite her.

Diese Methode besitzt aber den Ubelstand, dass sie bei jeder Operation
die Ausziehung einer mten Wurzel erfordert. Im Nachstehenden gebe ich
zwel bequemere Methoden, Wir suchen eine Zahl 2 von solcher Beschaffen-
heit, dass die Function

kx
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mit x witchst, falls & > 1 ist. (Es geniigt ndmlich, wenn man dic Wurzeln
einer Gleichung, welche grosser als die Einheit sind, zu finden weiss.)
Dann haben wir fiir die gegebene Bedingung:

X—-Y
d- —
k™
1+ =0,
dzx
oder:
1 X —zxX'  wY—zY 0
T 7;x"4;lm> '
Nun ist aber identisch:
nX —xX' >0

nY —zY = 0;
mithin braucht man nur zu setzen:

lX—xX'

= L fir o> 1,
X

und dazu geniigt es, wenn wir fir £ den Wert der Function »nX — 2X’
nehmen, welcher zu x =1 gehort.

Ebenso findet man eine Zahl 2 von solcher Beschaffenheit, dass die
Function

mit x wichst, wenn 2> 1 ist, indem man X und Y vertauscht.
Mithin lisst sich die gegehene Gleichung auf eine der Formen bringen:

F,
x =1+ ,_@n}
kx
F "
O]
hz™

welche alle beide rational sind und fiir die Auflésung eine leichte Methode
liefern.

10*



Anmerkungen
zu der hinterlassenen Abhandlung von Abel, S. 57—8l.

—————

Die Definition der Ordnung eines algebraischen Ausdrucks, wie sie auf Seite 67
gegeben ist, ist incorrect und nach der auf S. 10 angefiihrten zu berichtigen. Die
Ordnung cines algebraischen Ausdrucks ist also nicht gleich der Anzahl der in ihm
ausser den bekannten Grossen auftretenden Wurzelgrissen, sondern vielmehr, wenn
man sich des Symbols ]/ wie tdblich zur Bezeichnung der Wwzelgrossen bedient,
gleich der gréssten von denjenigen Zahlen, welche angeben, wie viele
solcher Wurzelzeichen sich in dem gegebenen algebraischen Ausdruck iber
einander erstrecken. Dabei wird vorausgesetzt, dass, wenn ein Wurzelzeichen

einen Index hat, welcher eine zusammengesetzte Zahl ist, dasselbe nach der Formel
mn_ m
n, —
= l/ so weit umgeformt werde, bis simtliche Wurzelzeichen Primzahlexponenten

tragen, und dass sich keines dieser Wurzelzeichen durch Ausfihrung der durch
dasselbe angedeuteten Operation beseitigen lisst. Kommen in einem algebraischen
Ausdruck mehrere solcher auf ecinander oder auf algebraische Ausdriicke niederer
Ordnung nicht reducierbarer Wurzelgrissen vor, in denen jene, die grisste Anzahl
der tiber einander sich erstreckenden Wurzelzeichen angebenden Zahlen einander
gleich sind, so giebt die Anzahl derselben den Grad des algebraischen Ausdrucks
an. — Ist m die Ordnung des algebraischen Ausdrucks und bezeichnet man die
einzelnen Wurzelgrossen in der Reihenfolge, wie sie numerisch berechnet werden
missen, um den Wert der Wurzelgrosse mter Ordnung zu erhalten, mit

By B2 Bm—1
VRn VR27 ey va—l’

wo allgemein R, eine rationale Function von allen vorhergehenden und von diesen
analogen Wurzelgrossen sein kann, so ist das ,iusserc Radikal® (S. 70,Z. 5 v. 0.)
eines algebraischen Ausdrucks die letzte der zu berechnenden Wurzelgréssen. Solcher
iusseren Radikale giebt es natirlich mehrere, je nach dem Grade des algebraischen
Ausdrucks.

Denkt man sich den Ausdruck von y (S. 67, Z. 2 v. 0.), nachdem man darin y,
fir R, gesetzt hat, in eine gegebene Gleichung eingesetzt, so reduciert sie sich auf
die Form der Gleichung in Satz I. Nach den Auseinandersetzungen auf S. 13 kann

1

man nun stets voraussetzen, dass sich y,"' nicht rational ausdriicken lasse durch
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1 1

yg;;, y3”_3, ... Mithin kann auch, wie S. 69, Zeile 12 v. o. behauptet wird, die
1

Gleichung sy + =0 oder y;**=—3s, nicht stattfinden, da s, der Voraussetzung
nach eine rationale Function jener Grossen ist (vgl. S. 15).

Wegen des Satzes 1I vgl. S. 15, Z. 13 v. u.

Die Beweise der Sitze IV und V setzen nicht allein die Irreductibilitit der
Gleichung ¢(y, m)=0 voraus, sondern auch, dass die Function ¢(y, m) kein(in

Factor habe, dessen Coefficienten rationale Functionen der Wurzelgréssen ™1,
1

yg*r*, ..., der bekannten Gréssen und von w sind. Denn im andern Falle konnte es
vorkommen, dass die Gleichung Il¢(y, m) =0 eine Potenz der irreductiblen Gleichung
wird, z. B. fir die Gleichung:
1 2
¢y N=y*+a’y+a® =0.

Wir werden weiter unten zeigen, dass man die zur Beseitigung der Wurzel-
grossen notwendigen Operationen immer so einrichten kann, dass die Ausnahmefille
vermieden werden.

Endlich ist die Stelle, welche mit den Worten beginnt: ,Addiert man, so
erhilt man® (S. 73, Z. 9 v. u) und mit den Worten schliesst: ,Es muss somit
p‘;s einer Gleichung geniigen, welche hichstens vom Grade p—1 ist“ (S. 75

1
Z.2 v. 0.) nicht frei von Einwiirfen. Denn aus dem Umstande, dass sich s rational
durch s, 8, py 'y P1s Pr's v+ ey Pp—ypp Py ausdrickt, ohme dass s, p', p/', ...,
Py rationale Functionen von s, p, ..., p,_ sind, folgt nicht unmittelbar, dass
1

der Grad der Gleichung eine zusammengesetzte Zahl ist. Setzt man aber fir s

eine rationale Function von s, s', p', p', P1, Pi's -+ +s Pu_ys Pp_ys SO hat man eine
Art Vereinfachung des Ausdrucks der Wurzel z; ausgefihrt und man kann annehmen,
dass diese Vereinfachung tberall da, wo sie moéglich ist, bewirkt worden sei.

Es ist in der That nicht schwer, den gegebenen algebraischen Ausdruck einer
derartigen vorgingigen Transformation zu unterwerfen, dass die Beweisfithrung Abel’s
mit einigen geringfigigen Anderungen angewendet werden kann.

Wir setzen voraus, dass die in dem gegebenen algebraischen Ausdrucke ent-

haltenen Wurzelgrssen in der Reihenfolge der numerischen Berechnung geordnet
1

seien, und es sei 7o' die erste von ihnen und w, eine imaginire pote Wurzel der
Einheit. Da man annehmen muss, dass der gegebene Ausdruck siimtliche po Werte
1 1

der Wurzelgrisse 7, enthalte, so rechnen wir w,, 7, als erste Gruppe seiner Irra-
tionalen. Giebt ¢s unter den andern Wurzelgriossen solche, welche sich als rationale
1

Funtionen der bekannten Gréssen und von w, und r,"° darstellen lassen, so kénnen
1

sie eliminiert werden; es sei 7"t die erste der iibrig bleibenden Wurzelgréssen und
w, eine imaginire p,t¢ Wurzel der Einheit. Nun kann die Grosse r,, welche w,
1

und 7" enthalten kann, eine gewisse Anzahl verschiedener Werte annehmen, die wir
mit 7y, 7', 7"y ... bezeichnen wollen, und wir miissen uns denken, dass der gegebene
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1 1 1

Ausdruck nicht nur %, sondern auch 7™, r'", ... enthallen kann. Nehmen wir

jetzt an, dass alle diese Wurzelgrossen sich rational durch cine gewisse Anzahl unter
11 1 1

ihnen 7, 7"y ... (D)™ und dureh 7™, w, und die bekannien Grossen, wo

die Zahl ¢ auf ihr Minimum reduciert ist, ausdricken lassen, so wird die zweite

Gruppe von Irrationalen sein:

1 1 1

' (e —1)\1;
wy, r Py Py (ry™ ))PL‘-

Reichen diese beiden Gruppen von Irrationalen noch nicht aus, so muss man
eine dritte Gruppe hinzufiigen u, s. w. Wir erhalten somit nachstehende Zusammen-
stellung der Irrationalen, aus denen der gegcbene algebraische Ausdruck sich
zusammensetzt:

1
mo, rop’ﬂ
1 1 1
, €,~—1
oy, Py oty L (rgl ))”'
1 1

O L L (7‘52“—1))”2

Die Wurzeln der Einheit sind vor die Wurzelgrossen der Gruppe gesetzt, wihrend
die Reihenfolge der letzteren willkiirlich ist. In speciellen Féllen enthilt der gegebene
Ausdruck nicht alle diese Irrationalen, aber er enthilt stets wenigstens eine Wurzel-
grosse jeder Gruppe. Eine der folgenden Seiten des Abel’schen Manuskripts enthélt
eine Zusammenstellung, die mit der soeben hingeschriebenen identisch ist, mit dem
einzigen Unterschiede, dass die ® nicht ausdricklich aufgefihrt sind. Nun kénnen
sie zwar durch Wurzelgrossen ausgedriickt werden, doch ist es ebenso einfach, sie
beizubehalten. Sprechen wir von den Werten, welche sie annehmen konnen, so muss
man darunter die Wurzeln der irreductiblen Gleichung verstehen, welche w mit Hiilfe
der hekannten Gréssen und der Irrationalen der vorhergehenden Gruppen definiert.
Welches auch diese letzteren sein mégen, die Werte von o sind stets ausgedriickt

durch

571

8 8%
s eeey, W s

w, 0, ®
wo 1, 8, &% ..., 8! die verschiedenen Losungen der Congruenz
bl 2 9 bl
3'=1 (mod. 1),

wo v ein Teiler von t+—1 ist, sind. Um die w fortzuschaffen, hat man offenbar
einen analogen Satz, wie den Satz IV, den man folgendermassen aussprechen kann:
Wenn die Gleichung

Sz, “’i) =0,

deren Coefficienten ausser w; die Irrationalen der ¢ ersten Gruppen enthalten,
irreductibel ist, so ist auch

i3V -1

W (2, 0) =f(x, 0)  f(z, )  f (7, 0F) oo fla, 00 ) =0,
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wo v' die kleinste Zahl ist, fir welche man

Fa 0l ) =1(z, w;)

hat, eine irreductible Gleichung, deren Coefficienten sich rational durch die Irrationalen
der ¢ ersten Gruppen ausdriicken.

Offenbar ist v ein Teiler von v und gleich dem Producte der Exponenten von
gewissen Wwrzelgrassen, welche dazu dienen, w durch die Irrationalen der vorher-
gehenden Gruppen auszudriicken.

Ist der gegebene algebraische Ausdruck, so wie angegeben, vorbereitet, so kann
man nach und nach alle Irrationalen aus der Gleichung

_’y—-am=0

fortschaffen, indem man die umgekebrte Reihenfolge, wie die, welche obige Zusammen-

stellung angiebt, innehilt. Man findet auf diese Weise notwendig die irreductible

Gleichung, deren Coefficienten rationale Functionen der bekannten Grossen sind,

denn offenbar kommt man nicht auf den Fall, wo der Satz V fehlerhaft ist.
Bezeichnet man jetzt mit

1 1 1

o, 8%, 8%, ..., SEFL_1

die letzte Gruppe von Irrationalen, so hat der gegebene algebraische Ausdruck die
folgende Form:
mo Te—t
2pm,,m,,...,me__ls'”Sl * et S ® ’

Wo m, My, ..., Mm_, alle Combinationen der Werte O, 1, 2, ..., p. — 1 darstellen.
1
Nun muss man, wenn der Grad der Gleichung g ist, dadureh, dass man SY durch
1 1 1
oS} ersetzt, denselben Wert erhalten, als wenn man w’S* fiir S* setzt. Man
schliesst daraus, dass der Ausdruck folgendermassen specialisiert werden muss:

m omn o Te—1
mg ® R
Zp, S*8 * L8, Y

[n=0,1,2 ..., (w—1)],
oder, wenn man S fir SST... S:f;l schreibt:

’ﬁ
Zppst,
1
wo offenbar s* nicht rational durch die Wurzelgrissen der vorhergehenden Gruppen
ausgedriickt werden kann. Wendet man jetzt die auf Seite 78 und 74 angewendete
Schlussreihe an, so ist klar, dass man

9{o=0, tl:t?.:"'zt =0

. P'_—l
und somit

pls=pbs’
hat.
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Der letzte Teil der Abhandlung von Seite 75 an besteht nur aus abgerissenen
Bemerkungen. Es scheint als ob Abel, nicht zufrieden mit dem, was er nteder-
geschrieben, dasselbe nicht mehr als die endgiiltize Fassung der Abhandlung, die er
veriffentlichen wollte, angesehen hat. Nichtsdestoweniger bilden die Seiten 75—79
eine stetige Deduction, die nicht schwierig zu verfolgen ist. Auf Seite 75 und 76 wird
bewiesen, dass die Grossen ps, py, ..., p,_, rationale Functionen von s und von
bekannten Grossen sind. Am Ende der Seite 75 bezeichnet der Buchstabe v die
Zahl 2:8--++ (. —1); g1, g2, *++, ¢, sind die Werte, welche ¢, oder p,s annimmt,
wenn man die Wurzeln z,, 25, ..., z, auf alle Arten mit einander vertauscht, und
81y S, -4+, 8, sind die entsprechenden Werte von s. Es ist leicht zu sehen, dass
die Grossen @, @, ..., @, , sich rational durch die bekannten Grdssen ohne
darstellen.

Die Seiten 76—79 enthalten die Untersuchung der irreductiblen Gleichung in s;
es wird bewiesen, dass sie zu der in der Abhandlung ,Uber eine besondere
Klasse u. s. w.“ § 3 (Seite 38) behandelten Klasse von Gleichungen gehort. Seite 77

miissen die Formeln
m"a

Fm

st =ps?" ws w

durch die Bemerkung vervollstindigt werden, dass man n =1 zu setzen hat. Endlich
enthillt der letzte Teil von Seite 78 und der Anfang von Seite 79 das Resultat der
Untersuchungen fir den Fall, wo der Grad der Gleichung eine Primzahl ist.
Die Gleichungen
1 m® n2e n(v—1)a

1
*=d-a*aq ¥ a ¥ g,

ergeben sich leicht aus denen der Seite 78. Setzt man niimlich £ (s) =p, 7 (s,) =py5 .-+,

so hat man:
va

1 m
w__ m® pla n(—Na Ty
$T =P, 1" Py_g'Py-3 P .
woraus man, wenn man
va
m - —1=ur
setzt, erhilt:
r_,—1 —n® —m2a —p(y—1)a
§$=Py—1 Py *Py_3 ‘P .

Nimmt man jetzt, was gestattet ist, an, dass 7 nicht teilbar ist durch p, so kann

man setzen:
rr'=1+4 hp,
woraus folgt:
m2® mO—1)a
®

1 1 m%
B (N (= (T B AN
sh=s (p"—rl) *. (Pv—2) e (Py-i3) . (P ) 5
und dies giebt die erwihnte Formel, wenn man -
e —~
s L’ py..—l, Py_':2a P\,_’s, e, P
resp. durch

4, a, a, @y ..., ay_q

ersetzt. Die Grisse a, welche eine rationale Function von s ist, ist Wurzel einer
Gleichung von derselben Art und von demselben Grade wie die Gleichung in s;
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ferner sieht man leicht, dass die Gleichung in @ vom Grade v irreductibel ist. Mit-
hin ist die Grosse A oder s~ eine rationale Function von a.

Der so gefundene Ausdruck von 2, gentigt in seiner ganzen Allgemeinheit einer
irreductiblen Gleichung vom Grade p. Es bliebe also die allgemeine Form der
Wurzeln der Abel’schen Gleichungen cines einzigen Cyklus von Wurzeln zu finden tibrig.
Abel hat sich zwar mit dieser Aufgabe beschiftigt (Vgl. S. 142), aber es blieb
Kronecker vorbehalten, dieselbe in ihrer ganzen Allgemeinheit zu ldsen und auf
diese Weise die Untersuchungen Abel’s iiber die Form der Wurzeln der Gleichungen,
deren Grad eine Primzahl ist und die durch Wurzelgrossen l6sbar sind, zu ihrem
eigentlichen Abschlusse zu bringen.

" Die Formeln auf den Seiten 79 am Ende und 80 kann man in folgender Weise
deuten: Abel bezeichnet mit
Y(y) =0
eine irreductible durch Wurzelgrissen 16sbare Gleichung. (ieht man nach der Weise
des § 2 von der Gleichung y — a,, = 0 bis zur gegebenen Gleichung zuriick, so wird
die vorletzte Gleichung mit
¢(y,5)=0

bezeichnet, so dass man [l (y, s) = ¥ (y) hat, wobei s das letzte Radikal ist, welches
eine Erhohung des Grades bestimmt, p. sein Exponent ist und s, s, s”, ..., s&D
seine p. Werte sind. Der Buchstabe p bezeichnet einen algebraischen Ausdruck,
welcher aus w und den Irrationalen der vorhergehenden Gruppen gebildet und derart
gewihlt ist, dass es mdglich ist, jede von ihnen durch eine rationale Function von p
und von bekannten Grissen auszudriicken. Es ist dies ein Hulfsmittel, dessen sich
Abel bei einer andern Gelegenheit bedient hat. Die irreductible Gleichung in p

¢(p)=0
ist vom Grade v; p, pi, +- ., py_y Sind ihre Wurzeln; jede von ihmen driickt sich als
rationale Function von p aus. Sodann ist
¢(5 p) =0
die zweigliedrige Gleichung, welche s definiert; setzt man darin p; fiir p, so geht
diese Gleichung iber in
Cp(s, Pi) - 01
deren Wurzeln s, s, i, ..., ss.”‘l) sind.
Von jetzt ab heisst die Gleichung, welche zuerst mit ¢(y, s) hezeichnet war,
S s, 0)=0.
Wie in dem Falle der Gleichungen, deren Grad eine Primzahl ist, ist es gestattet
anzunehmen, dass diese Gleichung die Wurzelgrdssen sy, sz, ..., s,_; nicht enthilt.
Sie ist durch die Grdssen s, p, py, ..., p,_; itreductibel. Da man aber hat:
$(y)=1f(y, 8 0) =17 51, p) = - =1y, 5,1, by y)s
so kann man annehmen, dass alle Gleichungen
f(.’/a 8y P) =0, f("/» 81, Pl) =0, ..., f(y7 Sy—1s pv-—l) =0
eine gemeinschaftliche Wurzel haben; die Gleichung, welche alle diesen Gleichungen
gemeinschaftlichen Wurzeln enthélt, wird von Abel bezeichnet mit:

F(y,s,8, s Sy_1s Ps P> ++ + pv_l) =0.
Abel u. Galois, Algebr. Gleichungen. 11
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Nachdem dieses vorausgeschickt ist, nimmt Abel an, dass s;, sey (5 «.-5 Sy_y
sich als rationale Functionen von p, p;, ..., py,__; und von s, s, ..., s,_, darstellen
lassen, dass aber keine dieser letzteren Wurzeln als Function der andern und von
P> P15 - -5 Py—y darstellbar sei. Unter dieser Bedingung behauptet er, dass

F(y, s, 8150014 Sy—1s Pr Pry o vy Pv-1)

ein Teiler ist von & (y) fir alle Werte von s, s, ..., s._; und dass somit der Grad
von ¢ (y) teilbar ist durch 8.

Ist, um dies zu beweisen, ®(y, s, s, ..., s,_,) der grosste gemeinschaftliche
Teiler der & Functionen

f(y, S, P)’ f(?/’ 51y Pl)a ey f(_% Se—1 Pe_})v
so ist
U (ya 3(a)7 Siﬁ)a ey 5’?31)

der grosste gemeinschaftliche Teiler der Functionen:

1 595 0), 7 s, 0, oo 70 sy, 6p)
woraus man leicht schliesst, dass man hat:

HE(D (7/, 87 S1y e bl "a——l) = !!Jtl/)

Hieraus folgt, dass die Gleichung @ (y, s, s, ..., 5._;) =0 irreductibel ist. Denn
da die Gleichung 7(y, s, p) =0 irreductibel ist, so kann IIf(y, s, p) oder ¢ (y) keine
Wurzel mit einer (leichung niedrigeren Grades gemeinschaftlich haben, deren
Coefficienten rational in p sind, was notwendig stattfinden wiirde, wenn die Gleichung
D(y, s, 815 +-+5 8,_1) =0 reductibel wire. Ferner hat diese Gleichung ihre simt-
lichen Wurzeln gemeinschaftlich mit f(y, s, ,, Pey,) =0, da s, eine rationale
Funktion von 8, s;, ceuy S _g5 Py Prs v+ Py_y ist. Mithin ist D(y, s, sy, ..o, 5._1)
identisch mit F'(y, s, 815 « -5 8510 Py P15 v+ vy Py—y)-

Wenn man jetzt den Wurzelgrdssen, welche in dem Ausdruck p vorkommen,
neue Werte giebf, und mit ,S; den entsprechenden Wert von s; bezeichnet, so hat man:

IED(y, S, Sy, ...y Sey) = 0()

woraus folgt, dass ®(y, S, Sy, ..., S,_;) einen Factor mit der einen der Functionen
D(y, s(“), s(lﬁ), vy aétll) gemeinschaftlich hat. Ist dies der Fall, so sind diese beiden
Functionen identisch, mithin besitzt die Grosse z oder ®(a, s, s, ..., s,_,) nur p.°
verschiedene Werte.

Man muss also sagen, dass die Bemerkungen auf den Seiten 79 und 80 einen
sirengen Beweis des Satzes 2, S. 62 andeuten.

In diesem Beweise kann man sich iibrigens von Anfang an von der Grisse p
freimachen. Nehmen wir nidmlich an, dass zwei verschiedenen Werten von p ein und
derselbe Wert von s entspreche, so haben wir:

Of(y, s, p) =11 (y, s, p1)s

I s p)=s, wisa F)-

woraus folgt:

Ist jetzt
¢= Xp"& Sm
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ein Coefficient der Function f(y, s, p) und
der entsprechende Coefficient von f(y, s, p1), so hat man:
p;n = mmzpm'

Nun kann man in einem dieser Coefficienten die eine der Grossen p,, gleich
der Einheit setzen. Alsdann hat man w’=1, somit allgemein P =Py Ist dies
der Fall, so kann p,, als rationale Function von s" dargestellt werden. Die Coeffi-
cienten von f(y, s, p) sind demnach rationale Functionen von s.

Wenn jetzt der Grad der gegebenen Gleichung pf ist, so ist die Function
D(y, s, 815 «eny se_4) vom ersten Grade, woraus folgt, dass y eine ganze und sogar
symmetrische Fnnction von s, s;, ..., s,_; ist. Dies ist der Satz 4, S. 62; augen-
scheinlich hat dieser Satz nur Geltung, wenn die im Satze 2 erwihnte Zerlegung
unmdiglich ist. Der Beweis dieses Satzes erledigt sich wie fir die Gleichungen vom
Grade p.

Die folgenden Formeln sind nur eine Wiederholung der auf den vorigen Seiten
befindlichen. (Sylow.)

11*





