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V orwort des Herausgebers. 

Die Bemühungen der hervorragendsten Mathematiker während der zweiten 
Hälfte des vorigen Jahrhunderts, die algebraische Auflösung der den vierten 
G rad übersteigenden Gleichungen zu finden, hatten zwar zu vielen für die 
allgemeine 'l'heorie der Gleichungen höchst wichtigen Ergebnissen geführt, 
immerhin aber waren sie in der Erreichung ihres eigentlichen Endzwecl{s 
völlig ohne Erfolg geblieben, so dass Gau s.s, der erhnnt hatte, dass die 
algebraische Auflösbarkeit der Gleichungen auf der Möglichkeit ihrer Zu
riickführung auf sogenannte reine Gleichungen beruhe, geradezu die Ver
mutung aussprach, es möchte die Aufgabe, die algebraischen Gleichungen 
von höherem als dem vierten Grade allgemein durch Wurzelgrössen aufzu
lösen, etwas Unmögliches verlangen (V gl. DCJ1Ions!t·. nova ihcorcmatis omncm 
(und. algcbr. etc., Art. 9 und Disljuis. aritltm. Art. 3(9). Doch ver
mochte auch Gau s s die Richtigkeit seiner Vermutung noch nicht zu erweisen. 
Erst Abel gelang es, nachdem bereits der italienische Mathematiker 
Ru ffi ni einen Beweis für die Unmöglichkeit der algebraischen Auflösung all
gemeiner Gleichungen von höherem Grade zu geben versucht hatte, in 
aller Strenge zu begründen, dass das, was man so lange vergeblich 
gesucht hatte, überhaupt nicht gefunden werden könne, dass sich eine 
algebraische Gleichullg von höherem als dem vierten Grade im 
Allgellleinen llicht auf reine Gleichungen zurückführen lasse und 
somit die Darstellung' ihrer Wurzeln mit Hülfe von Wurzelgrössen im Allge
meinen unmöglich sei. Damit war den bisherigen fruchtlosen Bemühungen 
ein Ziel gesetzt und der weiteren Forschung ein neuer Weg gewiesen. Die 
Frage Ilach der algebraischen Auflösung der Gleichungen hatte eine ganz 
audere Passung angenommen. Ab el selbst gab dieser Frage die neue 
I<'assung, indem er die Aufgabe stellte, alle Gleichungen von irgend 
einem g'egebenen Grade zu finden, welche algebraisch lösbar 
sei e n. Bereits kannte man eine sehr umfangreiche Klasse specieller Glei
chungen von dieser Beschaffenheit. Schon Vaudermonde wusste im Jahre 
1771, wie aus seiner wichtigen Abhandlung: Sm' la ,"csolution des cljuations, 
Art. XXXV*) , hervorgeht, dass gewisse auf die Teilung des Kreises in 
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IV Vorwort des Herausgebers. 

gleiche 'reile bezügliche Gleichungen algebraisch lösbar seien; doch blicb 
es Gau s s vorbehalten, eine allg'emeine Theorie dieser Gleichungen aufzu
stellen und den Nachweis zu führen, dass die Zurückf'ührung derselben auf 
reine Gleichungen jederzeit möglich sei. Zugleich zeigte er durch den Hin
weis darauf, dass auch in einer allgemeineren Theorie, der 'l'heorie der 
später so genannten elliptischen Functionen, Gleichungen von analogen 
Eigenschaften auftreten, die Richtung an, nach welcher weitergehende For
schungen sich zu bewegen hatten. Dem von Gauss gegebenen Fingerzeige 
folgend, verallgemeinerte Ab e I die von jenem erhaltenen Resultate und be
wies, dass, wenn zwei Wurzeln einer irreductiblen Gleichung 
derart mit einander verbunden sind, dass die eine sich rational 
durch die andere ausdrücken lässt, die Gleichung mit Hülfe 
VOll Wurzelgrössen sich lösen lässt, falls ihr Grad eine Prim
zahl ist, und dass im andern Falle ihre Auflösung stets zurück
geführt werden kann auf diejenige von Gleichungen niederer 
Grade. 

Gleichzeitig mit Ab e I und mit nicht geringerem Geschick U1'1d Erfolg 
wie dieser beschäftigte sich der kaum zwanzigjährige ungemeiu scharfsinnige 
Ga I 0 i s mit der algebraischen Auflösbarkeit der Gleichungen. Kannte man 
auch durch Ab el • s UntersucllUugell eine grosse Klasse durch Wnrzelgrössen 
auflösbarer Gleichung'cn, so harrte doch die Frage, ob es ausser diescn 
Hoch andere von ällllliclter Beschalfcllhcit gebe", oder allgemeiner, welches 
die notwendigen und hinreichenden Bedingungen dafür seien, dass sich· eine 
Gleichung algebraisch löseIl lasse, !loch ihrer Beantwortung. Diese zu gebell 
u!lternalllll Galois. Seiuc UutcrsucllllllgclI gipfelten in dem Satze: Damit 
eine irreductible Gleichung, deren Grad eine Primzahl ist, 
durch Wurzclgröss en lösbar sei, ist notwendig und hinreichend, 
dass, wenn irgend zwei ihrer Wnrzeln gegeben sind, die übrigen 
sich rational daraus herleiten lassen. 

Diese Arbeiten von Abel und Galois bilden die Grundlage für die 
Untersuchungen hervorragender neuerer Mathematikcr auf diesem Gebiete. 
Denn offenbar waren durch jene Arbeiten noch lange nicht alle Fragen 
hinsichtlich der algebraisch auflösbaren Gleichungen bcantwortet. Es wareu 
Kriterien gegeben, vermittelst deren man zu beurteilen vermöchte, ob eine 
gegebene Gleichung durch Wurzelgrösscn auflösbar ist oder nicht, voraus
gesetzt, dass man in einem besonderen Falle wüsste, dass jene Bediu
gun gen erfüllt sind. Aber wie kann man aus der äusseren :Form einer 
gegebenen Gleichung erkennen, ob diese Bedingungen erfüllt sind oder 
nicht? Giebt es nicht gewisse Verbindungeu zwischen dGn Coefficienten 
einer Gleichung, aus denen man sofort auf die Möglichkeit der algebraischen 
Auflösung schliesse!l kann? Kurz, welches ist der allgemeine 'l'ypus der 
durch Wurzelgrössen auflösbaren Gleichungen jeden Grades? Der Beant
wortung dieser schwierigen Fragen, welche auch heute !loch nicht voll
ständig gelungen ist, sind, wie man weiss, einige der wichtigsten und be-
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Vorwort des Herausgebers. V 

deutcndsten Abhandlungcn eines unserer hervorragendstcn Gelehrten ge· 
widmct. 

Muss man hiernach die fundamentale Wichtigkeit der Abhandlungen 
von Ab e I und Gal 0 i s über die algebraische Auflösbarkeit der Gleichungen 
rückhaltlos zugeben, so wird man es auch für kein tadelnswertcs Beginncn 
halten dürfen, wenn hier der Versuch gemacht wird, dieselben einem weiteren 
Kreise zugänglich zu macheI!. Allerdings wäre lebhaft zu wüuschen, dass 
Ab el' s Werke bei ihrer grundlegenden Bedeutung iu dem Besitze eines 
jeden Mathematikers sich befänden; ohne ein Urteil darüber abgeben zu 
wollen, inwieweit dieser Wunsch realisiert ist oder nicht, glaube ich doch 
behaupten zu dürfen, dass wenigstens für einen grossen Teil unserer Stu
dierenden der Preis derselben ein so erheblicher ist, dass es ihnen kaum 
möglich ist, sich dieselben anzuschaffen. Auch dass sich die beiden Haupt
abhandlungen Ab e l' s in C rell e' s Journal befinden, ist kein irgendwie 
stichhaltiger Grund gegen deren Veröffentlichung iu vorliegender Form. Die 
G al 0 is ' SChCll Abhandlungen einzusehen, ist gar nur wenigen vergönnt, da 
sie in einem der ersten nur sehr wenigen 'zugänglichen Bände des Liou
vill e 'sehen Journals enthalten sind. Da andererseits die Abhandlungen 
von Ab el und G al 0 i s über die algebraisch auflösbaren Gleichnngen auf 
das Engste mit einander zusammenhängen, so erschien es zwcckmässig, die
selben in einem Bändchen zu vereinigcn. Zusammen mit den im selben 
Verlage erschienenen Abhandlungcn von Vandermonde und den Unter
suellUngell von Gau s s über die Kreisteilungsgleichungen wird cs einen 
höchst wertvollen Ueherblick über eine ganze Entwicklnngsepoche in der 
'l'heorie der algebraischen Gleichungen geben und ein nnentbehrlicher Schatz 
in der Bibliothek eincs jedcn fiIathematikers sein. 

Ich will gern anerkennen, dass es vielen lieber, ja dass es aus manchen 
Gründen auch vielleicht besser gewesen wäre, wenn namentlich die überaus 
sclnver verständlichen und tiefsinnigen Abhandlungen von Gal oi s in der 
Sprache des Originals neu herausgegeben worden wären, nnd würde es 
freudig begrüssen, wenn Jemand sich dieser Mühc nnterziehen wollte. Dic 
Gründe, die mich veranlassten, trotzdem eine U ebersetzung dersellJcll zu 
gehen, sind dieselben, wie die, welchc ich in meinem Vorwort zu Gau s s 
"Untersuchungen über höhere Arithmetik" geltend gemacht habe. Ich ycr
sichere jedoch, dass ich mich bei der U ebersetzung möglichst wör tlich an 
das Original gehalten habe. 

Es dürftc wohl kaum in der mathematischen Literatur noch andere 
Abhandlungen geben, welche eines Commentars so sehr bedürften, wie dic 
wichtigcren VOll Gal 0 i s. Sie geben die Resultate der tiefsinnigsten nnd 
schwierigsten Untersuchungen in der allerknappsten Porm häufig ohne jeg
lichen Beweis oder die leiseste Andeutung des Weges, auf dem sie erhalten 
wurden. Ein Commcntar hierzu, der auch nnr den mässigsten Ansprüchen 
genügte, würde aber völlig aus dem Rahmen dieser Publikation heraustreten 
und ein durchaus selbstständiges volnminöses Werk bilden müssen, das 
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VI Vorwort deI' TIerallsgebers. 

auch bei sorgfältigster Bearbeitung noch zahlreiche Lüeken aufweisen würde. 
Es muss daher jedem einzelnen Leser überlassen bleiben, sielt selbst, so 
gut es geht, in den Ideeengang der Gal 0 i s' schen Abhandlungen hineinzu
arbeiten. Eine kleine Hülfe kann ihm hierbei der zweite Band von Se r r e t' s 
001l1's d' algeure s?tpericure*) leisten, in welchem sich die betreffenden 
Ga 1 0 is 'sehen Abhandlungen teilweise analysiert finden. Die Abhandlungen 
Ab el' s sind leichter verständlich; ich habe mich daher jeglicher Bemerkung 
über die von Ab e I selbst veroffentlichten Abhandlungen enthalten und nur der 
hinterlassenen fragmentarischen Abhandlung S. 57 einige Notizen beigegeben, 
mll die einen grossen Teil derselben ausmachenden, fast olme jeden ver
mittelnden Text aneinandergp,reihten Formeln zu erläutern. Dass ich da
bei im Wesentlichen die im zweiten Bande der von S y 10 wund Li e besorgten 
Ausgabe der Ab el 'sehen Werke enthaltenen Noten wiedergebe, wird mir, 
denke ich, nicht als Unrecht angerechnet werden, da ich mir durch diese 
Publikation durchaus kein eigenes wissenschaftliches Verdienst zu vindiciereu 
beabsichtige. 

In einem Imrzen Anhange gebe ich einige die algebraioche Auflösung 
der Gleichungen betrefl:"ende historisch interessante Notizen aus den Briefen 
Abel's an Holmboe und Crelle, sowie einige kleinere Bemerkungen von 
Galois. Obwohl die letzteren sich nicht auf die algebraische Auflösung 
der Gleichungen beziehen nnd auch SOllSt l(Oin grosseres Interesse boan
sl,rnchen können, habe ich sie doch hier aufgenomTllen, weil sie einerseits 
uur oiu }Ja<Lr Seiten einnehmen und andererseits dazu dienen, die vorliegende 
Ausgabe dür Abhandlungen von G al 0 is zu einer vollständigen zu machen. 

Ab e 1 und G al 0 i s sind uckanntlich ueidc im jugendlichsten Al ter der 
Wisscnschaft entrissen worden; Abc 1 starb im 27. Lebensjahre au einer 
heimtückischen Krankheit, Galoi s fiel, noch nicht 21 Jahre alt, im Duell. 
Und doch haben sie Unsterbliches geleistet, und doch hat ihr durchdringender 
Geist die mathematische Wissenschaft in eincm grossen Teile yollig umgestaltet 
und ihr noue Bahnen gewiesen. l\1oge die vorliegende Ausgabe ciniger 
ihrer AlJhandlullgen dazu heitragen, die Jünger dieser Wissenschaft zum 
fleissigen StudiuIll der -Werke jener Geisteshelden LLuzuspornen, um aus 
diesem nie versiegenden Urquell imlller neue Wahrheiton zu schöpfen. 

*) Dcut8ch hearucilct von G. IV ertheim, Verlag VOll Il. G. Tcubncr, Leipzig. 
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diesem nie versiegenden Urquell imlller neue Wahrheiton zu schöpfen. 

*) Dcut8ch hearucilct von G. IV ertheim, Verlag VOll Il. G. Tcubncr, Leipzig. 
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Abhandlung über die algebraischen 
Gleichungen, in welcher die Unmöglichkeit 

der .Auflösung der allgemeinen Gleichung 
fünften Grades bewiesen wird. 

(Christiania 1824, Oeuvres completes, 1881. Bd. I S. 28). 

Die Geometer haben sich viel mit der allgemeinen A.uflösung der 
algebraischen Gleichuugen beschäftigt und mehrere von ihnen haben die 
Unmöglichkeit derselben zu beweisen versucht; damit hat man jedoch bis 
jetzt, wenn icb nicht irre, l,ein Glück gehabt. Ich wage daher zu hoffen, 
dass die Geometer diese Abhandlung, welche zum Zwecke hat, diese Lücke 
in der Theorie der algebraischen Gleichungen auszufüllen, mit Wohlwollen 
aufnehmen werden. 

Es sei 
y5 _ ay4 + by3 - cy2 + cly - e = 0 

die allgemeine Gleiclmng fünften Grades und wir nehmen an, dass sie 
algebraisch auflösbar sei, d. h. dass man y durch eine aus Wurzelgrössell 
gebildete E'unction der Grössen a, b, c, cl und e ausdrücken könne. Offen
bar kann man in diesem l!'alle y auf die Form bringen 

t ~ 111-1 

1:1 = P + PlRnt + P2R'" + ... + Pm-lR 1Il , 

wo In eine Primzahl ist und R, p, Pu P2' ... l!'unctionen von derselben 
Form wie y sind, und ebenso weiter, bis man zu rationalen Functionen der 
Grössen a, b, c, cl und c gelangt. Man kann ebenfalls annehmen, dass es 

t 

unmöglich ist, R 71I durch eine rationale Function der Grössel1 a, b, ... , p, 

Pt, P2, .. , auszudrücken, und indem man ~1l für R setzt, ist klar, dass 
Pt 

man Pt = 1 setzen kann. Man hat also: 
1 2 l1I-t - -

y = P + R'" + P2Rm + ... + Pm_tR m • 

1* 
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4 Abel. 

Setzt man diesen Wert von y in die gegebene Gleichung ein, so erhält 
man, nachdem man reduciert hat, ein Resultat von folgender Form: 

1 2 m-l 

p= q + qtRm + q2Rm + ... + qm_lR m = 0, 

wo q, ql' q2' .. , rationale und ganze Functionen der Grössen a, b, c, d, e, 
p, P2' ... und R sind. Damit diese Gleichung stattfinden könne, muss 
q = 0, qt = 0, q2 = 0, ... , qm-l = 0 sein. In der That, bezeichnet man 

1 

Rm mit z, so hat man die beiden Gleichungen: 

zrn-R=O 
rn-l 0 q + qlz + .... + qm-lz =. 

Wenn nun die Grössen q, ql' . " nicht gleich Null sind, so haben diese 
Gleichungen notwendig eine oder mehrere gemeinschaftliche Wurzeln. Ist 
k die Anzahl dieser Wurzeln, so kann man bekanntlich eine Gleichung vom 
Grade lc finden, welche die k erwähnten Wurzeln zu Wurzeln hat, und in 
welcher sämtliche Coefficienten rationale Functionen von R, q, ql' ... , qm-l 
sind. Es sei 

r + r1z + r2z2 + ... + rki= 0 

diese Gleichung. Dieselbe hat ihre Wurzeln gemeinsam mit der Gleichung 
z'" - R = 0; nun sind aber alle Wurzeln dieser Gleichung von der Form 
a[Lz, wo a[L eine der Wurzeln der Gleichung a;'-l = 0 bezeichnet. Man hat 
daher, wenn man substituiert, die folgenden Gleichungen: 

r+ 

r+ 

r 1 Z + ~'2 Z2 + ...... + 
arlz+ a2r2z2+ ...... + 

Aus diesen lc Gleichungen kann man stets den Wert von z ausgedrückt erhalten 
durch eine rationale Function der Grössen r, r l , r2' ... ,rk , und da diese 
Grössen selbst rationale Functionen von a, U, c, cl, e, R, ... , p, P2, ... sind, 
so folgt, da~s z ebenfalls eine rationale Function dieser letzteren Grössen 
ist. Dies widerspricht aber der Voraussetzung. Mithin muss sein: 

q = 0, ql = 0, ... , qm-l = O. 

Wenn nun diese Gleichungen stattfinden, so ist klar, dass die vorgelegte 
Gleichung befriedigt wird durch sämtliche Werte, welche man für y erhält, 

1 

wenn man R m alle Werte 
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Über die algebr. Auflösbarkeit eier Gleichungen. 5 

giebt, wo a. eine Wurzel der Gleichung ist: 

a.m- 1 + a.m- 2 + .... + a. + 1 = O. 

Man sieht auch, dass alle diese Werte von V verschieden sind; denn im 
entgegengesetzten Falle würde man eine Gleichung von derselben ]<'orm wie 
die Gleichung P = 0 erhalten, und eine solche Gleichung führt, wie wir 
soeben gesehen haben, zu einem Resultat, welches nicht stattfinden lmnn. 
Die Zahl m darf also 5 nicht übersteigen. Bezeichnet man demnach mit 
VI' V2' Va, V4' V5 die Wurzeln der gegebenen Gleichung, so hat man: 

1 2 m-l 
- -

?h =p+ B'" + P2Rm + .... + p R'" 'In-i 

1 2 rn-l 
- -

V2 =P+ a.Rm + a. 2P2R'" + .... + rn-I. R 
a. P"'-l 

m 

1 2 ",-1 

Vm = P + a.m- 1Bm + am- 2p2Bm + .... + a.Pm_1R -:;;:;:-

Aus diesen Gleichungen leitet man ohne Mühe her: 

1 
P =- (VI + m 

1 

Y2 + ..... + Vm ) 

Bm 1 ( m-l = m VI + a. V2 + ..... + a.Yrn ) 

2 

Rm 1 C m-2 2 ) P2 =;n Yl + a. Y2 + ..... + a. Vm 

m-l 

-:;;:;:- 1 ( 
Pm_IR =;n Yl + m-l ) a.Y2+····· + a. Vm . 

1 

Man sieht hieraus, dass p, P2, ... , Pm-I' Rund B'" rationale Functionen 
der Wurzeln der gegebenen Gleichung sind. 

Betrachten wir jetzt irgend eine dieser Grössen z. B. B. Es sei: 

1 2 n-l - -

R = S + v n + S2Vn + ... + Sn_IV n • 

Behandelt man diese Grösse auf dieselbe Weise wie y, so erhält man 
1 

ein analoges Resultat, nämlich dass die Functionen V n, V, S, S2' ... rationale 
Functionen der verschiedenen Werte der ]<'unction R sind; und da diese 

1 

rationale Functionen von VI, Y2' .. , sind, so sind es die Functionen V n, V, 

S, S2' ••. ebenfalls. Verfolgt man diese Schlussreihe weiter, so folgt, dass 
sämtliche irrationalen ]<'unctionen, welche in dem Ausdrucke von Y enthalten 
sind, rationale Functionen der Wurzeln der gegebenen Gleichung sind. 
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6 Abel. 

Nachdem dies festgestellt ist, ist es nicht schwer, den Beweis zu voll
enden. Wir betrachten zunächst die irrationalen Functionen von der Form 

1 1 - -
Rm , wo R eine rationale Function von a, b, c, d, e ist. Ist Rm = r, so ist 
l' eine rationale Function von 'lJl, 'lJ2' 'lJs, Y4' 'lJs und R eine symmetrische Function 
dieser GrÖsseu. Da es sich nUll handelt um die Auflösung der allgemeinen 
Gleichung fünften Grades, so kann man offenbar 'lJl, '112, 'Ih, 'lJ4' 'lJs als unab-

1 

hängige Veränderliche betrachten; die Gleichung R'" = r muss somit unter 
dieser Voraussetzung stattfinden. Infolge dessen kann man in der Gleichung 

1 

R'" = r die Grössen ?/I' '1/2, 'lJ3' 'lJ4, Y5 unter einander vertauschen. Durch 
1 

diese Vertauschung erhält nun aber RU' notwendig 'In verschiedene Werte, 
wenn man beachtet, dass R eine symmetrische Function ist. Die Function r 
muss somit die Eigenschaft haben, dass sie 'In verschiedene Werte erhält, 
Wlllll man auf alle möglichen Arten die fünf Veränderlichen, welche sie 
enthält, vertauscht. Hierzu muss aber 'In = 5 oder m =2 sein, wenn man 
beachtet, dass m eine Primzahl ist (Man vergleiche eine Abhandlung von 
Cauchy im XVII. Hefte des Journal de tEcole Polytechnique). Es sei 
zunächst m = 5. Die 1!'unction r hat also fünf verschiedene Werte und 
kann folglich unter die Form gesetzt werden: 

1 

R 5 = r = P + PIYl + P2V12 + PSY13 + P4Y14, 

wo P, PI' P2' '" symmetrische Functionen von VI' Y2, .• , sind. Diese 
Gleichung giebt, wenn man VI in Y2 verwandelt: 

P + PIYI + P2YI 2 + PS'IJlS + P4V14 = ap + apIV2 + aP2Y22 + ap3Y2s + aP4Y24, 
wo 

a4 + aS + a2 + a + 1 = 0 

ist. Diese Gleichung kann aber nicht stattfinden; mithin muss die Zahl 
m = 2 sein. Ist demnach 

I 

R2=r, 
so muss r zwei verschiedene und mit entgegengesetztem Vorzeichen behaftete 
Werte besitzen. Man hat daher (vgl. die Abhandlung von Cauchy): 

1 1 

Ii! = r = VC.'lJ1 - Y2) (YI - Y3)' •• (Y2 - Ys) ... (Y4 - Ys) = vS2 , 

wo v eine symmetrische Function ist. 
Betrachten wir jetzt die irrationalen Functionen von der Form: 

I 1 1 
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1 

R'" = r die Grössen ?/I' '1/2, 'lJ3' 'lJ4, Y5 unter einander vertauschen. Durch 
1 

diese Vertauschung erhält nun aber RU' notwendig 'In verschiedene Werte, 
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1 

R 5 = r = P + PIYl + P2V12 + PSY13 + P4Y14, 
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Gleichung giebt, wenn man VI in Y2 verwandelt: 

P + PIYI + P2YI 2 + PS'IJlS + P4V14 = ap + apIV2 + aP2Y22 + ap3Y2s + aP4Y24, 
wo 

a4 + aS + a2 + a + 1 = 0 

ist. Diese Gleichung kann aber nicht stattfinden; mithin muss die Zahl 
m = 2 sein. Ist demnach 

I 

R2=r, 
so muss r zwei verschiedene und mit entgegengesetztem Vorzeichen behaftete 
Werte besitzen. Man hat daher (vgl. die Abhandlung von Cauchy): 

1 1 

Ii! = r = VC.'lJ1 - Y2) (YI - Y3)' •• (Y2 - Ys) ... (Y4 - Ys) = vS2 , 

wo v eine symmetrische Function ist. 
Betrachten wir jetzt die irrationalen Functionen von der Form: 

I 1 1 

(p + P1RV + P2Rl~ + .. -)m, 
wo p, PI' P2, •.. , R, Rll . .• rationale Functionen von a, b, c, d, e und dem
zufolge symmetrische Functionen von 'Ih, '1/2, Ya, Y4' 'lJ5 sind. Wie wir gesehen 
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haben, muss man v = p. = ... = 2, R = v28, R1 = V 128, ... haben. Die vor
stehende Function kann daher auf die Form gebracht werden: 

1 1 

Ist 
(p + P182)"'. 

1 1 

l' = (p + P182)m 
1 1 

so erhält man, wenn man 
1'1 = (p - P182)m, 

multipliciert: 
1 

1'1'1 = (p 2 - P128)m. 

Wenn jetzt 1'1'1 keine symmetrische Function ist, so muss die Zahl m = 2 sein; in 
diesem Falle hat aber l' vier verschiedene Werte, was unmöglich ist; demnach 
muss 1'1'1 eine symmetrische Function sein. Ist v diese Function, so hat man: 

1 1 1 1 

( 82)-;;; ( 82 )--;;; 
l' + 1'1 = P + P1 + V P + P1 = z. 

Diesc Function hat m verschiedene Werte, mithin muss m = 5 sein, wenn 
man beachtet, dass m eine Primzahl ist. Man erhält folglich: 

1 1 1 1 

Z = q + q1Y + q2y2 + Q3y3 + Q4y4 = (p + P182)5-+ v(p + P182f5, 

wo Q, Ql, Q2, ••• symmetrische Functionen von Y1' Y2' Y3' ... und infolgc dessen 
rationale Functionen von a, b, C, d, e sind. Verbindet man diese Gleichung mit 
der gegebenen Gleichung, so erhält man daraus den Wert von y dargestellt 
durch eine rationale Function von z, a, b, c, d, e. Eine solche Function ist 
aber immer zurückführbar auf die Form: 

1 2 3 4 

y=P+ R5 + P2R5 + P3R5 + P4R 5, 
1 

wo P, R, P2, P3, P4 Functionen von der Form P + Pl 82 und p, P1' 8 rationale 
Functionen von a, b, c, cl, e sind. Aus diesem W crte von y leitet man her: 

~ 1 ~ ~ 
R 5 = y;CYl + a.4Y2 + a.3Y3 + a.2Y.1 + aY5) = (p + P18 2) 5 , 

wo 
1X4 + 1X3 + a.2 + IX + 1 = 0 

ist. Nun hat aber die linke Seite 120 verschiedene Werte und die rechte 
nur 10; folglich kann y nicht die l!'orm haben, die wir soeben gefunden 
hatten. Wir haben aber bewiesen, dass Y notwendig diese Form haben 
muss, wenn die gegebene Gleichung lösbar ist; mithin schliessen wir: 

dass es unmöglich ist, die allgemeine Gleichung fünften 
Grades durch Wurzelgrössen aufzulösen. 

Es folgt unmittelbar aus diesem Satze, dass es ebenso unmöglich ist, 
die allgemeinen Gleichungen von höherem als dem fünften Grade durch 
Wurzelgrössen aufzulösen. 
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Beweis der Unmöglichkeit der algebraischen 
Auflösung der allgemeinen Gleichungen, welche 

den vierten Grad übersteigen. 
(Crelle's Journ. f. d. r. H. a. j'\![etthematik, Bd. I, 1826. Oeuvres 

completes, 1881, Bel. I S. 66). 

Man kann bekanntlich die allgemeinen Gleichungen bis zum vierten 
Grade auflösen, Gleichungen von höherem Grade aber nur in besonderen 
Fällen, und irre ich nicht, so ist die Frage: "Ist es möglich, die 
GleicllUngen, welche den vierten Grad übersteigen, allgemein 
aufzulösen", noch nicht in befriegender Weise beantwortet worden. Diese 
Abhandlung hat zum Zweck, diese 1<'rage zu beantworten. 

Eine Gleichung algebraisch auflösen, will nichts andres sagen, als 
ihre Wurzeln durch algebraische Functionen der Coefficienten auszudrücken. 
Wir müssen daher zunächst die allgemeine Form der algebraischen FUl1ctiol1en 
betrachten und sodann untersuchen, ob es möglich ist, der gegebenen 
Gleichung zu genügen, wenn man den Ausdruck einer algebraischen 
Function an die Stelle der Unbekannten setzt. 

§ I. 

Über die allgemeine Form der algebraischen Fnnctionen. 

Es seien x', x", x''', ... eine endliche Anzahl irgend welcher GrÖssen. 
Man sagt, v sei eine algebraische Function dieser Grössen, wenn es 
möglich ist, v durch x', x", x"', ... mit Hülfe der folgenden Operationen aus
zudrücken: 1. mitteIst der Addition; 2. mitteIst der Multiplikation sei es 
von Grössen, welche von x', x", x"', ... abhängen, sei es von Grössen, 
welche nicht davon abhängen; 3. mitteIst der Division; 4. mitteIst der 
Ausziehung von Wurzeln mit Primzahlexponenten. Unter diesen Opera
tionen haben wir nicht mit aufgezählt die Subtraktion, die Erhebung zu 
ganzen Potenzen und die Ausziehung von Wurzeln mit zusammengesetzten 
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Exponenten, denn diese sind augenscheinlich unter den vier erwähnten 
Operationen mit einbegriffen. 

Wenn die Function v sich durch die drei ersten der obigen Operationen 
bilden lässt, so wird sie algebraisch und rational oder bloss rational 
genannt, und wenn die beiden ersten Operationen allein notwendig sind, so 
lwisst sie algebraisch, rational und ganz oder bloss ganz. 

Es sei ((x', x", x"', ... ) irgend eine Function, welche sich durch die 
Summe einer endlichen Amahl von Gliedern von der Form 

ausdrücken lässt, wo A eine von x', x", '" unabhängige Grösse ist und 
'In!, 1n2, ••• ganze positive Zahlen bezeichnen; es ist klar, dass die beiden 
ersten obigen Operationen besondere Fälle der durch ((x', x", x"', ... ) be
zeichneten Operation sind. Man kann somit die ganzen Functionen gemäss 
ihrer Definition betrachten als resultierend aus einer beschränkten Anzahl 
von Wiederholungen dieser Operation. Bezeichnet man mit v', v", v''', ... 
mehrere Functionen der Grössen x', x", x"', '" von derselben Form wie 
((x', x", x"', ... ), so wird die Function ((v', v", ... ) offenbar von der
selben Form sein wie fex', x", x"', " .). Nun ist ((v', v", .. .) der all
gemeine Ausdruck der Functionen, welche aus der zweimal wiederholten 
Operation ((x', x", ... ) hervorgehen. Man wird also immer dasselbe 
Resultat finden, wenn man diese Operation so oft man will wiederholt. Es 
folgt hieraus, dass jede ganze Function von mehreren Grössen x', x", .,. 
dargestellt werden kann durch eine Summe von mehreren Gliedern von der 
Form Ax,m, x""'· ... 

Betrachten wir jetzt die rationalen FUllctionen. Wenn 
((x', x", ... ) und rp (x', x", ... ) zwei ganze Functionen sind, so ist evident, 
dass die drei ersten Operationen besondere Fälle der durch 

((x', x", ... ) 
rp(x', x", ... ) 

bezeichneten Operation sind. Man kann also eine rationale Function als 
das Resultat der Wiederholung dieser Operation betrachten. Bezeichnet 

, , . ((x', x", ... ) 
man durch v', v' , v", " . mehrere FunctIonen von der Form (' " -)-' rpx,x, ... 

so sieht man leicht, dass die Function (((v,: v',:' ... )) zurückgeführt werden 
rp lJ, V , .. . 

lrann auf dieselbe Form. Es folgt daraus, dass jede rationale Function 
mehrerer Grössen x', x", ... stets zurückgeführt werden kann auf die Form 

((x', x", ... ) 
<feX', x", ... )' 

worin der Zähler und der Nenner ganze Functionen sind. 
Schliesslich wollen wir die allgemeine Form der algebraischen 

Functionen suchen. Bezeichnen wir mit ((x', x", ... ) irgend eine 
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rationale Function, so ist klar, dass jede algebraische Function zusammen
gesetzt werden kann mit Hülfe der durch fex', x", ... ) bezeichneten Operation 

'" in Verbindung mit der Operation Vr, wo 1n eine Primzahl ist. Mithin wird, 
wenn p', pli, . " rationale Functionen von x', x", ... sind, 

n' n" 

Pt = ((x', x", ... , Vp', yP", ... ) 

die allgemeine Form der algebraischen Functionen von x', x", '" sein, in 
'" denen die durch Vr ausgedrückte Operation sich nur auf rationale Functionen 

erstreckt. Die Functionen von der Form Pt werden al ge b ra i sc he Fun c
tiollen der ersten Ordnung genannt. Bezeichnet man mit p/, pt, ... 
mehrere Grössen von der Form Pl' so wird der Ausdruck 

n.' n" _ n/ _ n,"_ 
P2 = fex', x", ... , Vji, Vp", ... , VPt', VPt", ... ) 

die allgemeine Form der algebraischen Functionen von x', x", ... sein, in 
7n 

denen die Operation vr sich nur auf rationale Functionen und auf alge-
braische Functionen erster Ordnung erstreckt. Die Functionen von der 
Formp2 werden algebraische Functiollen der zweiten Ordnung genannt. 
Ebenso wird der Ausdruck 

11,' _ nil n/ _ nt" n' n " 

P3 = ((x', x", ... , Vp', Vji', ... , VPl', vp(, " ., ]/P2', Vp2", . .. ), 

in welchem P2', pt, ... Functionen zweiter Ordnung sind, die allgemeine 
Form der algebraischen Functionen von x', x", ... sein, in denen sich die 

711 

Operation Vr nur auf rationale Functionen und auf algebraische Functionen 
der ersten und zweiten Ordnung erstreckt. 

Indem man in dieser Weise weiter fortgeht, erhält man algebraische 
Functionen der dritten, vierten, '" p.ten Ordnung, und es ist klar, dass der 
Ausdruck der Functionen p.ter Ordnung der allge mein e Ausdruck der 
algebraischen Functionen ist. 

Bezeichnet man also mit p. die Ordnung irgend einer algebraiscllen 
:Function und mit v die Function selbst, so hat man: 

n' n" 

V = ((r', r", .. " V]1, Vji', . .. ), 

wo p', pli, ... Funtionen von der Ordnung p. - 1 , r', 1''', . ~. Functionen von 
der Ordnung p. - 1 oder von niedrigeren Ordnungen und n', n", ... Prim
zahlen sind; (bezeichnet immer eine rationale Function der in der Parenthese 
enthaltenen GrÖssen. 

Man kann offenbar annehmen, dass es unmöglich ist, eine der Grössen 
,,' n" 

V p', V?, .. , durch eine rationale Function der andern und der Grössen 
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1"', r", , , , auszudrücken; denn im entgegengesetzten 'Falle würde die Function 
v die folgende einfachere Form haben: 

n' n" 

V = (er', r", ... , Vi1, Vp", ., .), 

n' n" 

wo die Anzahl der Grössen Vp', V.?, .. , mindestens um eine Einheit ge
ringer wäre. Indem man in dieser Weise den Ausdruck von v soweit wie 
möglich reducierte, würde man entweder zu einem irreductiblen Ausdruck 
oder zu einem Ausdruck von der Form 

v = ((r', r", 1'''', ... ) 

gelangen; diese letztere Function aber würde nur von der Ordnung fJ. - 1 
sein, während v von der fLten Ordnung sein soll; und dies ist ein Widerspruch. 

n' n" 

Wenn in dem Ausdruck von v die Anzahl der Grössen Vi/, Vp", ... 
gleich 'In ist, so werden wir sagen, die Function v sei von der fJ.tcn Ordnung 
und vom 'In ten Grade. .Man sieht also, dass eine Function von der Ordnung 
fJ. und dem Grade 0 dasselbe ist, wie eine Function von der Ordnung fJ. - 1, 
und eine Function von der Ordnung 0 dasselbe, wie eine rationale Function. 

Es folgt hieraus, dass man setzen kann: 

n 

V = ((r', r", ... , Vp), 

wo p eine Function von der Ordnung fL - 1 ist, aber 1", r", ., Functionen 
fJ.ter Ordnung und höchstens vom Grade m - 1 sind, und dass man immer 

" annehmen kann, dass es unmöglich ist, Vi durch eine rationale Fuuction 
dieser Grössen auszudrücken. 

Im Vorhergehenden haben wir gesehen, dass eiue rationale Fund,ion 
mehrerer Grössen immer redueiert werden kann auf die Form 

s 
t,' 

wo sund t ganze Functionen derselben veränderlichen Grössen sind. .Man 
schliesst hieraus, dass v stets ausgedrückt werden kann wie folgt: 

n 

tp(1", 1''' ... , Vp) , 
v= 

" "(1", 1''' , .. "' Vji) 

" wo '!' und" ganze Functionen der Grössen 1", 1''', ••• und Vi bezeichnen. 
Nach .dem, was wir weiter oben gefunden haben, kann jede ganze Function 
mehrerer Grössen s, 1", 1''', '" ausgedrückt werden durch die Form: 
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n' n" 
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n 

V = ((r', r", ... , Vp), 
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s 
t,' 
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n 

tp(1", 1''' ... , Vp) , 
v= 

" "(1", 1''' , .. "' Vji) 
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Nach .dem, was wir weiter oben gefunden haben, kann jede ganze Function 
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12 Abel. 

wo to, tll •.. , tm ganze Functionen von r', r", r''', .,. ohne 8 sind. Man 
kann daher setzen: 

1 2 - -

to + t1p" + f2P" + ... + tm 1) " T 
v= .!..! ,,,,-=y' 

VO+Vlpn+V2P "+··· + V"tp n 

wo to, t1, ••• , tm , vo, vll ... , v"" ganze Functionen von r', toll, r''', '" sind. 

Sind VI' V2 , ••• , Vn_ I die n - 1 Werte von V, welche man findet, 
.!. 1 1 1 

indem man der Reihe nach [l]J n, 0.2 P Ti, [l3p Ti, ... , [ln-lp Ti, wo [l eine von 
der Einheit verschiedene Wurzel der Gleichung [ln - 1 = 0 ist, an die 

1 

Stelle von P n setzt, so erhält man, indem man den Zähler und Nenner von 

~ mit VI V2 Va . .. Vn _ 1 multipliciert: 

TVI V2 0" Vn- 1 
V= . 

VV1 V2 •• 0 Vn_ 1 

Das Product VV1 V2 •.• Vn_ 1 lässt sich bekanntlich ausdrücken durch 
eine ganze Function von P und den Grössen r', r", ... und das Product 

n 

TV1 V2 • •• V"_l ist, wie man sieht, eine ganze Function von vP und von 
r', r", ... Setzt man dieses Product gleich 

so findet man: 

1 2 k - - -
80 + 81P" + 82P" + ... + 8"p", 

1 2 k - - -

80 + 81P" + 82P n + ... + 8kP n 
v= m 

oder, indem man 10' 11' Q2' '" für 80 , ~!, 82 , m m m 
schreibt: 

1 2 k 
- - -

v = 10 + 11P"+ 12P'" + ... + qkP", 

wo qo, ql' q2' ... , 1k rationale Functionen der Grössen P, r', r", ... sind. 
Ist fJ- irgend eine ganze Zahl, so kann man immer setzen: 

[L=an + 11., 

wo a und [l zwei ganze Zahlen sind und 11. < n ist. Es folgt hieraus, dass 

.I':. an+" a 

p" =p n =pa. p" 
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1:. 
ist. Setzt man also diesen Ausdrucl{ an die Stelle von P n in den Ausdruck 
von v ein, so erhält man: 

~ 2 n-l 
V = qo + qIP n + q2P n + ... + qn-lP n , 

wo qo, QI, Q2' •• _ebenfalls rationale Functionen von p, r', r', . " und somit 
Funtionen p.ter Ordnung und höchstens m - 1 ten Grades und so beschaffen 

1 

sind, dass es unmöglich ist, P n rational durch diese Grössen auszudrücken. 
In dem obigen Ausdruck von v kann man immer QI = 1 setzen. Denn 

wenn qI nicht Null ist, so erhält man, indem man PI = pqt setzt: 

mithin: 
t 2 n-l 
" q2 11 qn-l n v = qo + Pt + -2" Pt + ... + n-l PI , 

qI qt 

ein Ausdruck, der von derselben Form ist, wie der vorhergehende, nur dass 
qt = 1 ist. Ist qI = 0, so sei qp. eine der Grössen qt, q2, ... , qn-t' welche 
nicht Null ist, und es sei q;pp. = PI' Man erhält hieraus: 

ap. ..!. 

q~p n = PI'" 

Nimmt man also zwei ganze Zahlen a. und ß an, welche der Gleichung 
a.p. - ßn = p.', wo p.' eine ganze Zahl ist, genügen, so hat man: 

ß,,+p.' ..!. 

"''' n d qp.P = Pt , un 
p.' '" 

p1I =q;/ZP-ßpI11. 

1:.. ~ 
Hiernach und mit Beachtung dessen, dass qp.P" = Pt n ist, erhält v die Form: 

1 2 n-l - -
v = qo + Pt" + q2Pt n + ... + qn-lPt n • 

Aus allem Vorhergehenden schliesst man: 

Ist v eine algebraische Function von der Ordnung fL und 
vom Grade m, so kann man immer setzen: 

11 3 "-1 - -
V = qo + p n + q2P" + q3P" + .. , + qn-tP n , 
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14 Abel. 

wo n eine Primzahl ist, qo, q2, ... , qn-1 algebraische Functionen p. ter Ord
nung und höchstens m - 1 ten Grades sind und ferner P eine algebraische 

1 

Function von der Ordnung p. - 1 und so beschaffen ist, dass p" sich nicht 
rational durch qo, ql, .• , q,.-l ausdrücken lässt. 

§ II. 

Eigenschaften der algebraischen Functionen, welche einer 
gegebenen Gleichung genügen. 

Es sei 

) Q + r-l r 0 1 Co + Ct'!J + C2Y" + . . . Cr- 1Y +?/ = 

irgend eine Gleichung vom Grade r, in welcher co, Cl' ••• rationale Functionen 
von x', x", ... und x', x", .. , irgend welche unabhängige Grössen sind. 
Wir nehmen an, dass man dieser Gleichung genügen könne, indem man an 
Stelle von '11 eine algebraische Function von x', x", ... setzt. Es sei 

1 2 n-l 
- -

2) y = qo + P n + qlP n + ... + qn-1 P n 

diese Function. Substituiert man diesen Ausdruck von y in die gegebene 
Gleichung, so erhält man nach dem Vorhergehend eu einen Ausdruck von 
der Form 

1 2 n-1 - -

3) ro + rlP n + r2P n + ... + r"_1p n = 0, 

wo ro, rl, r2, ... , rn_ 1 rationale Functionen der Grössen p, qo, ql' ... , qn-l sind. 
Ich behaupte nun, dass die Gleichung (3) nicht stattfinden kann, wofern 

man nicht einzeln 

1"0=0, r1=0, ... ,rn_ 1 =0 
1 

hat. Im entgegengesetzten Falle nämlich würde man, wenn man p n = ß 

setzt, die beiden Gleichungen haben: 

zn_p=O 
und 

1"0 + rtß + r2z2 + ... + r Zn-l = 0 n-l ' 

welche eine oder mehrere gemeinschaftliche Wurzeln haben würden. Ist k 
die Anzahl dieser Wurzeln, so kann man bekanntlich eine Gleichung finden, 
welche die k erwähnten Wurzeln zu Wurzeln hat und deren Coefficienten 
rationale Functionen von P, ro, 1"1' ••• ,rn_ 1 sind. Ist 

So + S1Z + S2Z2 + ... + Sk_li-t + rl= 0 

diese Gleichung und 

14 Abel. 

wo n eine Primzahl ist, qo, q2, ... , qn-1 algebraische Functionen p. ter Ord
nung und höchstens m - 1 ten Grades sind und ferner P eine algebraische 

1 

Function von der Ordnung p. - 1 und so beschaffen ist, dass p" sich nicht 
rational durch qo, ql, .• , q,.-l ausdrücken lässt. 

§ II. 

Eigenschaften der algebraischen Functionen, welche einer 
gegebenen Gleichung genügen. 

Es sei 

) Q + r-l r 0 1 Co + Ct'!J + C2Y" + . . . Cr- 1Y +?/ = 

irgend eine Gleichung vom Grade r, in welcher co, Cl' ••• rationale Functionen 
von x', x", ... und x', x", .. , irgend welche unabhängige Grössen sind. 
Wir nehmen an, dass man dieser Gleichung genügen könne, indem man an 
Stelle von '11 eine algebraische Function von x', x", ... setzt. Es sei 

1 2 n-l 
- -

2) y = qo + P n + qlP n + ... + qn-1 P n 

diese Function. Substituiert man diesen Ausdruck von y in die gegebene 
Gleichung, so erhält man nach dem Vorhergehend eu einen Ausdruck von 
der Form 

1 2 n-1 - -

3) ro + rlP n + r2P n + ... + r"_1p n = 0, 

wo ro, rl, r2, ... , rn_ 1 rationale Functionen der Grössen p, qo, ql' ... , qn-l sind. 
Ich behaupte nun, dass die Gleichung (3) nicht stattfinden kann, wofern 

man nicht einzeln 

1"0=0, r1=0, ... ,rn_ 1 =0 
1 

hat. Im entgegengesetzten Falle nämlich würde man, wenn man p n = ß 

setzt, die beiden Gleichungen haben: 

zn_p=O 
und 

1"0 + rtß + r2z2 + ... + r Zn-l = 0 n-l ' 

welche eine oder mehrere gemeinschaftliche Wurzeln haben würden. Ist k 
die Anzahl dieser Wurzeln, so kann man bekanntlich eine Gleichung finden, 
welche die k erwähnten Wurzeln zu Wurzeln hat und deren Coefficienten 
rationale Functionen von P, ro, 1"1' ••• ,rn_ 1 sind. Ist 

So + S1Z + S2Z2 + ... + Sk_li-t + rl= 0 

diese Gleichung und 



Über die algebr. Auflösbarkeit der Gleichungen. 15 

to + t1z + t2z2 + ... + tl'-_IZI'--1 + .sI'-

ein Factor ihrer linken Seite, wo to, t1, • " rationale Functionen von p, 1'0' 

1'1' •• • ,1'''_1 sind, so hat man ebenfalls 

to + t1z + t2z2 + '" + tl'-_I ZiJ.-1 + zl'-= 0, 

und es ist klar, dass man voraussetzen darf, dass es unmöglich sei, eine 
Gleichung derselben Form von niedrigerem Grade zu finden. Diese Gleichung 
hat ihre JL Wurzeln gemeinschaftlich mit der Gleichung z" - p = O. Nun 
sind aber alle Wurzeln der Gleichung z" - p = 0 von der Form az, wo 
(J. irgend eine Wurzel der Einheit ist. Bemerkt man also, dass JL nicht 
kleiner sein kann als 2, weil es unmöglich ist, z als rationale Function der 
Grössen p, 1'0' r1' ••• , r n _ 1 auszudrücken, so folgt, dass zwei Gleichungen 
von der Form 

to + t1z + t2Z2 + ... + tl'-_l ZI'--1 + zl'-= 0 
und 

to + at1fJ + a~t2z2 + ... + al'--l tl'-_1 ZI'--1 + al'- zl'- = 0 

stattfinden müssen. Aus diesen Gleichungen erhält man, wenn man zl'-

eliminiert: 

to(1- (J.I'-) + t1(a - (J.I'-)z + ... + tl'-_1 (al'--1_ (J.1'-)ZI'--1 = O. 

Da aber diese Gleichung vom Grade JL - 1 und die Gleichung 

zl'-+t ZI'--1+ .•. ·=0 
1'--1 

irreductibel ist und somit to nicht gleich Null sein kann, so muss man 
a.1'- - 1 = 0 haben, was nicht stattfindet. Es muss demnach sein: 

1'0 = 0, 1'1 = 0, ... , 1'''_1 = O. 

Nun ist klar, dass, wenn diese Gleichungen stattfiuden, die gegebene 
Gleichung befriedigt wird durch sämtliche Werte von y, welche man erhält, 

1 1 1 1 

indem man P n sämtliche Werte a.p", fJ.2p n, ... , (J."-lp n beilegt. Man sieht 
leicht, dass alle diese Werte von y unter einander verschieden sind; denn 
im andern Falle würde man eine Gleichung von derselben Form wie (3) 
haben, eine solche Gleichung führt aber, wie wir eben sahen, zu Wider
sprüchen. 

Bezeichnet man also durch VI' V2' ..• 'Yn n verschiedene Wurzeln der 
Gleichung (1), so hat man: 

1 2 91-1 

,,-1 n ,,-2 n " Vn = qo + (J. P + a q2P + .... + aQn_1P . 
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Aus diesen n Gleichungen leitet man ohne Mühe her: 

1 

p" = -1CYl + a.n- l Y2 + a.n- 2Y3 + ... + a.yn) 

2 

" ] ( n-2 n -3 2 ) Q2P = n 1ft + a. Y2 + a. Y:l + ... + a. Yn 

2 n-l ) 
a.Y2 + a. Y3 + ... + a. Yn ' 

1 

Man ersieht hieraus, dass sämtliche Grössen P n, Qo, q2' ... , qn-l rationale 
Functionen der Wurzeln der gegebenen Gleichung sind. Man hat nämlich: 

_ Yl + a.-I'-Y2 + a.-2I'-Y3 + ... + a.-(n-l)I'-Yn 
q =nl'- 1 • 

I'- (111 + a.-1Y2 + 11.-2 Y3 + ... + a.-(n-l) Ynl 

Betrachten wir nun jetzt die allgemeine Gleichung mten Grades 

0= a + ((IX + ((2X2 + ... + a X",-l + x'" m-l 

und nehmen wir an, sie sei algebraisch lösbar. Es sei 

Nach dem Vorhergehenden lassen sich die Gl'össen v, 80' 82' '" rational 
durch Xl' X2, ••. , xm ausdrücken, wenn man mit Xl' X2, "" X", die Wurzeln 
der gegebenen Gleichung bezeichnet. 

Betrachten wir irgend eine der Grössen v, so, 82' •.• , z. B. v. Be
zeichnet man mit VI' ~'2, ... , vn' die verschiedenen "Werte von v, welche 
man erhält, wenn man die Wurzeln Xl' X2' ••• , X", auf alle möglichen 
Arten mit einander vertauscht, so kann man eine Gleichung vom Grade n' 
bilden, deren Coefficienten rationale Functionen von a, al , ... , (7m_l sind 
und deren Wurzeln die Grössen VI, V2' •.• ,vn' sind, welche rationale 
Functionen der Grössen Xl' X2, ••• , X", sind. 

Setzt man also 
1 2 V-I - -

V = to + ~t v + t2"u v + ... + tv_lU v 

1 

so sind alle Grössen u V, to, t2 , ••• , tV_ 1 rationale Functionen von VI' 

V2' ••• , vn ' und infolge dessen von Xl' X2' •.• , X"" Behandelt man die 
Grössen U, to, '2' ... auf dieselbe Weise, so schliesst man daraus: 
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Wenn eine Gleichung algebraisch auflösbar ist, so kann 
man immer der Wurzel eine solche Form geben, dass sämtliche 
algebraischen Functionen, aus denen sie zusammengesetzt ist, 
sich ausdrücken lassen durch rationale Functionen der Wurzeln 
der gegebenen Gleichung. 

§ IH. 

Über die Anzahl der verschiedenen Werte, welche eine 
Function von mehreren Grössen annehmen kann, wenn man 
die Grössen, welche sie enthält, unter einander vertauscht. 

Es sei v eine rationale Function von mehreren unabhängigen Grössen 
xl? X2' ••• , xn ' Die Anzahl der verschiedenen Werte, welche diese Function 
durch Vertauschung der Grössen, von denen sie abhängt, annehmen kann, 
kann das Product 1· 2 . 3 ... n nicht übersteigen. Dieses Product sei fL. 

Ist jetzt 
v (Cl ß ,0 ... ). 

ab cd .. . 

der Wert, welchen irgend eine Function v annimmt, wenn man darin 
x a' x b ' xc' xd ' ••• für X a , xß' x,, xa' ... substituiert, so ist klar, dass, 
wenn man mit Al' A 2, ••• , AI'- die 11. verschiedenen Permutationen bezeichnet, 
welche mall mit den Indices 1, 2, 3, ... , n bilden kann, die verschiedenen 
Werte von v dargestellt werden können durch: 

V(~l), V(~l), V(~l), ... , V(~l). 
1 2 3 I'-

Nehmen wir an, dass die Anzahl der verschiedenen Worte von 11 kleiner 
sei als fL, so müssen mehrere Werte von 11 einander gleich sein, so dass 
man z. B. hat: 

Wendet man auf diese Grössen die dnrch (~1 ) bezeichnete Substitution 
"'+1 

an, so erhält man die folgende neue Reihe von gleichen Werten: 

Werte, welche von den ersten verschieden, aber an Zahl denselben gleich 
sind. Verwandelt man von N euem diese Grössen mitte 1st der durch 

(~1 ) bezeichneten Substitntion, so erhält man ein neues System von 
2"'+1 

gleichen Grössen, die jedoch von den früheren verschieden sind. Indem 
man dieses Verfahren weiter fortsetzt, bis man sämtliche möglichen 

Abcl u. Galois, Algebr. Gleichungen. 2 
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18 Abel. 

Permutationen erschöpft hat, so werden die fL Werte von v in mehrere 
Systeme zerfallen, von denen jedes eille Anzahl von m gleichen Werten 
enthält. Es folgt daraus, dass man, wenn man die Anzahl der verschiedenen 
Werte von v durch p, eine Zahl, die gleich derjenigen der Systeme ist, darstellt, 

pm = 1· 2·3··· n 
erhält, d. h. 

Die Anzahl der verschiedenen Werte, welche eine Function 
von n Grössen durch alle möglichen Vertauschungen unter 
diesen Grössen annehmen kann, ist notwendig ein Teiler des 
Products 1·2·3··· n. Dies ist bekannt. 

Es sei jetzt (~l ) irgend eine Substitution. Nehmen wir an, dass man, 
m 

wenn man dieselbe mehrere Male hintereinander auf die Function v anwendet, 
die Reihe der Werte 

v, v1, V2' ••• , vp_1' vp 

erhalte, so ist klar, dass sich v notwendig mehrere Male wiederholen wird. 

Kehrt v nach p Substitutionen wieder, so sagen wir, (~1 ) sei eine rekurrente 
1n 

Substitution von der Ordnung p. Man hat daher folgende periodische Reihe: 

( A ),. 
oder, wenn man durch ~, A l den Wert von v darstellt, welchen man erhält, 

m 

nachdem man die durch (~1) "bezeichnete Substitution r-mal hintereinander 
1n 

wiederholt hat, so hat man die Reihe: 

(A )2 (A )P-1 
v Al , ... , V Al , 

m m 

Hieraus folgt: 

V (A 1 )"p+r=v(A1J 
Am Am 

(A )"P (A )0 v Al =v Al =v. 
m m 

Ist nun p die grösste Primzahl, welche kleiner ist als n *), so müssen, 
wenn die Anzahl der verschiedenen Werte von v kleiner als p ist, unter 
irgend welchen p Werten zwei einander gleich sein. 

Es müssen also von den p Werten 

(A )2 (A )P-1 
v Al , ... , V Al 

m m 

*) Im Original heisst es irrtümlich: Soit p le plus grand nom bre premier contenu 
dans n. 
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zwei einander gleich sein. Ist z. B. 

so folgt daraus: 

v( Al I+p-r = v( Al I'+p-r. 
Am Am 

Schreibt man,. für r' + p -,. und beachtet mau, dass V(~l Y =v ist, so 
111 

leitet man hieraus her: 

wo r offenbar kein Vielfaches von p ist. Der Wert von v wird also durch 

die Substitution (~l )r und somit auch durch die Wiederholung derselben 
In 

Substitution nicht geändert. Man hat daher: 

( Al )'"" 
v=v A ' 

111 

wo rJ. eine ganze Zahl ist. Ist jetzt p eine Primzahl, so kann man offenbar 
immer zwei ganze Zahlen a und ß von der Beschaffenheit finden, dass 

ra=pß + 1 
ist, mithin: 

( Al )Pß+l 
V=V A ' 

m 
und da 

ist, so hat man: 

Der Wert von v wird also durch die rekurrente Substitution pier Ordnung 

(~l ) nicht geändert. 
111 

Nun ist klar, dass 

(aß·(i) ... 'YJ) d (ßros ... YJrJ.) 
ßroe ... 1JrJ. un \ raßo ... '1J 

rekurrente Substitutionen pt er Ordnung sind, wenn p die Anzahl der Indices 
a, ß, '(, .,., YJ ist. Der Wert von v wird mithin auch nicht durch die 
Combinatioll dieser beiden Substitutiouen geändert werden. Diese beiden 
Substitutionen sind augenscheinlich äquivalent der einen 

2* 
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und diese den beiden folgenden, wenn man sie nach einander anwendet: 

(ß~) und (~ß). 
Der Wert von v wird demnach durch die Verbindung dieser beiden Sub
stitutionen nicht gf.ländert. Folglich: 

ebenso: 

(ßI) (113) 
v = v Iß 01' 

woraus folgt: 

Man ersieht hieraus, dass die Function v nicht geändert wird durch 

zwei aufeinanderfolgende Substitutionen von der Form (ß~)' wo rJ. und ß 
irgend welche Indices sind. Bezeichnet man eine derartige Substitution 
mit dem Namen "Transposition", so kann man schliessen, dass irgend 
ein Wert von v durch eine gerade Anzahl von Transpositionen nicht ge
ändert wird und dass infolge dessen alle Werte von v, welche aus einer 
ungeraden Anzahl von Transpositionen hervorgehen, gleich sind. Jede Ver
tauschung der Elemente einer Function kann mitteIst einer gewissen Anzahl 
von Transpositionen bewerkstelligt werden; mithin kann die Function nicht 
mehr als zwei verschiedene Worte haben. Hip,raus erhält man den folgen
den Satz: 

Die Anzahl der verschiedenen Werte, welche eine Function 
von n Grössen erhalten kann, kann nicht unter die grösste 
Primzahl, welche n nicht übersteigt, erniedrigt werden, wofern 
sie sich nicht auf 2 oder 1 reduciert. 

Es ist somit unmöglich, eine Function von 5 Grössen zu 
finden, welche 3 oder 4 verschiedene Werte hätte. 

Der Beweis dieses Satzes ist einer Abhandlung von Ca uchy aus dem 
17. Hefte des Journal de l'Ecole Polytechnique S. 1 entnommen. 

Sind v und v' zwei }<'unctionen, deren jede zwei verschiedene Werte 
hat, so folgt aus dem Vorhergehenden, dass, wenn man diese doppelten 
Werte mit VI, V2 und VI" v2' bezeichnet, die beiden Ausdrücke 

symmetrische Functionen sind. Ist 

20 Abel. 

und diese den beiden folgenden, wenn man sie nach einander anwendet: 

(ß~) und (~ß). 
Der Wert von v wird demnach durch die Verbindung dieser beiden Sub
stitutionen nicht gf.ländert. Folglich: 

ebenso: 

(ßI) (113) 
v = v Iß 01' 

woraus folgt: 

Man ersieht hieraus, dass die Function v nicht geändert wird durch 

zwei aufeinanderfolgende Substitutionen von der Form (ß~)' wo rJ. und ß 
irgend welche Indices sind. Bezeichnet man eine derartige Substitution 
mit dem Namen "Transposition", so kann man schliessen, dass irgend 
ein Wert von v durch eine gerade Anzahl von Transpositionen nicht ge
ändert wird und dass infolge dessen alle Werte von v, welche aus einer 
ungeraden Anzahl von Transpositionen hervorgehen, gleich sind. Jede Ver
tauschung der Elemente einer Function kann mitteIst einer gewissen Anzahl 
von Transpositionen bewerkstelligt werden; mithin kann die Function nicht 
mehr als zwei verschiedene Worte haben. Hip,raus erhält man den folgen
den Satz: 

Die Anzahl der verschiedenen Werte, welche eine Function 
von n Grössen erhalten kann, kann nicht unter die grösste 
Primzahl, welche n nicht übersteigt, erniedrigt werden, wofern 
sie sich nicht auf 2 oder 1 reduciert. 

Es ist somit unmöglich, eine Function von 5 Grössen zu 
finden, welche 3 oder 4 verschiedene Werte hätte. 

Der Beweis dieses Satzes ist einer Abhandlung von Ca uchy aus dem 
17. Hefte des Journal de l'Ecole Polytechnique S. 1 entnommen. 

Sind v und v' zwei }<'unctionen, deren jede zwei verschiedene Werte 
hat, so folgt aus dem Vorhergehenden, dass, wenn man diese doppelten 
Werte mit VI, V2 und VI" v2' bezeichnet, die beiden Ausdrücke 

symmetrische Functionen sind. Ist 



Über die algebr. Auflösbarkeit der Gleichungen. 21 

so erhält man hieraus: 

Ist nun die Anzahl der Grössen Xl' X2' ... , X", gleich fünf, so ist das 
Product 

p= 
(Xl-X2)(Xl-X3)(Xt -x4) (xl-xJ (X2-X3)( X2-X4)( X2-X5)(X3- X4) (x3-x.\) (X4-X5) 

offenbar eine FUllction, welche zwei verschiedene Werte hat, indem der 
zweite Wert dieselbe Functioll mit entgegengesetztem Vorzeichen ist. Setzt 
man also VI' = p, so wird V2' = - p. Der Ausdruck von VI ist demnach: 

oder: 
1 t1 

V1 = 'Xt + 2p2 p, 

wo tt eine symmetrische Function ist; p hat zwei Werte, die sich nur durch 

das Vorzeichen unterscheiden, so dass ;;2 ebenfalls eine symmetrische Func

tl 
tion ist. Setzt man also ~-t = P und 2p2 = q, so folgt: 

Jede Function von fünf Grössen, welche zwei verschiedene 
Werte hat, kann auf die Form p + qp gebracht werden, wo p und 
q zwei symmetrische Functionen sind und p = (Xl - X2) (Xl - X3) •••• 

(X4 - x5) ist. 
Um unser Ziel zu erreichen, bedürfen wir noch der allgemeinen 

Form der Functionen von fünf Grössen, welch e fünf verschiedene 
Werte haben. Man kann sie folgendermassen finden: 

Es sei v eine rationale Function der Grössen Xl' X2' Xa, X4' xs, welche 
die Eigenschaft hat, sich nicht zu ändern, wenn man vier von den fünf 
Grössen, z. B. X2' Xa, X4' x5, unter einander vertauscht. Unter dieser Be
dingung wird offenbar V symmetrisch sein in Bezug auf X2' xa, x4, X5• Man 
kann somit V ausdrücken durch eine rationale Function von Xl und durch 
symmetrische Functionen von X2' xa, X4' x5• Jede symmetrische Function 
dieser Grössen aber lässt sich ausdrücken durch eine rationale Function der 
Coefficienten einer Gleichung vierten Grades, deren Wurzeln X2' X3' x4' x 5 

sind. Setzt man also: 

(X-X2) (x - X3) (x - X4) Cx -x5) =x4 - px3 + qx2- rx + s, 

so lässt sich die Function V rational durch x, p, q, r, sausdrücken. Wenn 
man aber 
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22 Abel. 

setzt, so hat man: 

(X- Xl) (x4- px3 + qx2-rx + s) = x5- ax4 + bx3 - Cx2 + dx - e 
= x 5 - (p + Xl) x4 + (q + px1) x 3 - (r + qXt) x2 + (s + rxl ) x - 8Xt, 

woraus folgt: 
p=a-xt 

q = b - aXl + X 12 

r = c - bXl + ax12 - X13 

8= d- CXl + bX12 - ax13 + X14• 

Die Function v lässt sich also rational durch xt , a, b, C, d ausdrücken. 
Hieraus folgt, dass die Function v unter die Form gesetzt werden kann: 

t 
v=rp(xl )' 

wo t uud rp(xt ) zwei ganze Functionen von Xl' a, b, c, d sind. Multipliciert man 
Zähler und Nenner dieser Function mit rp(X2)' rp(x3) . rp(X4) . rp(x5) , so er
hält man: 

v = t· rp(X2) • rp(X3) • rp(x4) • rp(x,,) . 
rp(xl ) • rp(x2) • rp(X3) • rp(X4) • rp(x5) 

Nun ist, wie man sieht, rp(X2)' rp(X3) . rp(X4) • rp(x.) eine ganze und sym
metrische Function von X2 , X3' X4' x;. Man kann demnach dieses Product 
als ganze Function von p, q, r, 8 und somit als ganze Function von Xl' 

a, b, c, d darstellen. Der Zähler des obigen Bruches ist daher eine ganze 
Function der nämlichen Grössen; der Nenner ist eine symmetrische Function 
von Xt, X2' X 3, X4' x5 und demnach als rationale Function von a, b, c, (l, e 
ausdrückbar. Man kann mithin setzen: 

v =ro + rtxl + r2x12 + ... + rlllx~, 

Multipliciert man die Gleichung 

X15 = aXt'" - bX13 + CX12 - dXt + e 

der Reihe nach mit Xl' Xt2, ... , X~I-5, so ist klar, dass man m - 4 

Gleichungen erhält, aus denen man für X15, Xt6, ... , x~n Ausdrücke von der 
Form 

a + ßXt + "(X12 + OX13 + eXt4 

herleiten kann, wo a, ß, ,,(, 0, e rationale Funetionen von a, b, c, d, e sind. 
Man kann somit v auf die Form bringen: 

(a) v = ro + rlxl + r2xt 2 + r3x13 + r4Xt4, 

wo ro, rt, r2' rationale Functionen von a, b, c, d, e d. h. symmetrische 
Functionen von Xl! X2' x3, x"', x; sind. 

Wir haben hiermit die allgemeine Form der Functionen, welche nicht 
geändert werden, wenn man darin die Grössen xa, :ca, x4' Xs unter ein-

22 Abel. 

setzt, so hat man: 

(X- Xl) (x4- px3 + qx2-rx + s) = x5- ax4 + bx3 - Cx2 + dx - e 
= x 5 - (p + Xl) x4 + (q + px1) x 3 - (r + qXt) x2 + (s + rxl ) x - 8Xt, 

woraus folgt: 
p=a-xt 

q = b - aXl + X 12 

r = c - bXl + ax12 - X13 

8= d- CXl + bX12 - ax13 + X14• 

Die Function v lässt sich also rational durch xt , a, b, C, d ausdrücken. 
Hieraus folgt, dass die Function v unter die Form gesetzt werden kann: 

t 
v=rp(xl )' 

wo t uud rp(xt ) zwei ganze Functionen von Xl' a, b, c, d sind. Multipliciert man 
Zähler und Nenner dieser Function mit rp(X2)' rp(x3) . rp(X4) . rp(x5) , so er
hält man: 

v = t· rp(X2) • rp(X3) • rp(x4) • rp(x,,) . 
rp(xl ) • rp(x2) • rp(X3) • rp(X4) • rp(x5) 

Nun ist, wie man sieht, rp(X2)' rp(X3) . rp(X4) • rp(x.) eine ganze und sym
metrische Function von X2 , X3' X4' x;. Man kann demnach dieses Product 
als ganze Function von p, q, r, 8 und somit als ganze Function von Xl' 

a, b, c, d darstellen. Der Zähler des obigen Bruches ist daher eine ganze 
Function der nämlichen Grössen; der Nenner ist eine symmetrische Function 
von Xt, X2' X 3, X4' x5 und demnach als rationale Function von a, b, c, (l, e 
ausdrückbar. Man kann mithin setzen: 

v =ro + rtxl + r2x12 + ... + rlllx~, 

Multipliciert man die Gleichung 

X15 = aXt'" - bX13 + CX12 - dXt + e 

der Reihe nach mit Xl' Xt2, ... , X~I-5, so ist klar, dass man m - 4 

Gleichungen erhält, aus denen man für X15, Xt6, ... , x~n Ausdrücke von der 
Form 

a + ßXt + "(X12 + OX13 + eXt4 

herleiten kann, wo a, ß, ,,(, 0, e rationale Funetionen von a, b, c, d, e sind. 
Man kann somit v auf die Form bringen: 

(a) v = ro + rlxl + r2xt 2 + r3x13 + r4Xt4, 

wo ro, rt, r2' rationale Functionen von a, b, c, d, e d. h. symmetrische 
Functionen von Xl! X2' x3, x"', x; sind. 

Wir haben hiermit die allgemeine Form der Functionen, welche nicht 
geändert werden, wenn man darin die Grössen xa, :ca, x4' Xs unter ein-
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ander vertauscht. Sie haben entweder fünf verschiedene Werte oder sie 
sind symmetrisch. 

Es sei jetzt v eine rationale Function von Xl' X2 , X3' X4' X 5 , welche 
die folgenden fünf Werte haben möge: VI, V 2 , va, v4 , Vj. Betrachten wir 
die Function X~lV. Vertauscht man darin die vier Grössen X2' X3' X4' X 5 

auf alle möglichen Arten unter einander, so wird die Function x~v stets 
einen der folgendEm Werte haben: 

Ich behaupte aber, dass die Anzahl der verschiedenen Werte von 
X~l v, welche aus diesen Vertauschungen sich ergeben, kleiner als fünf ist. 
Wenn nämlich alle fünf Werte stattfänden, so würde man, indem man Xl 

der Reihe nach mit X2' x3 , X4' x5 vertauscht, aus diesen Werten 20 neue 
Werte erhalten, die notwendig unter einander und von den vorigen ver
schieden wären. Die Function würde also im Ganzen 25 verschiedene Werte 
haben, was unmöglich ist, da 25 Kein Teiler des Productes 1· 2 . 3 . 4 . 5 ist. 
Bezeichnet man also mit p. die .Anzahl der Werte, welche v annehmen kann, 
wenn man darin die Grössen X2' X3' X4' x j auf alle möglichen Arten unter 
einander vertauscht, so muss p. einen der vier folgenden Werte haben: 
1, 2, 3, 4. 

1. Ist 1.1 = 1, so ist dem Vorhergehenden zufolge v von der Form (a). 
2. Ist p. = 4, so ist die Summe VI + V2 + V3 + v4 eine Function von 

der Form (a). Man hat aber: 

v j = (VI + V2 + v3 + V4 + v5) - (VI + V2 + V3 + v4) = einer sym
metrischen Function weniger (VI + V2 + V3 + v4); 

demnach ist v5 von der Form (a). 
3. Ist p. = 2, so ist VI + V2 eine Function von der Form (a). Es 

sei also: 
VI + V2 = ro + rixi + r2xl2 + r3xl 3 + r4x l 4 = '!'(xl). 

Vertauscht man darin der Reihe nach Xl mit X2' x3 , x4 , x5 , so erhält man: 

VI + V2 = '!'(XI) 
V2 + v3 = '!'(X2) 

Vm_ l + v1ll = '!'(X",_l) 

vm + VI = ,!,(x".), 

wo m eine der Zahlen 2, 3, 4, 5 ist. Für m = 2 hat man '!'(x1) = '!'(X2), 

was unmöglich ist, da die Anzahl der Werte von '!'(XI) gleich fünf sein soll. 
Für m = 3 hat man: 

VI + V2 = '!' (Xl), V2 + V3 = '!' (X2), V3 + VI = '!' (x3), 

woraus folgt: 
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24 Abel. 

Die rechte Seite dieser Gleichung aber hat mehr als fünf Werte, nämlich 
dreissig. Auf dieselbe Weise zeigt man, dass In nicht gleich 4 oder gleich 5 
sein kann. Es folgt daraus, daRs 1.1. nicht g'leich 2 ist. 

4. Es sei fL = 3. In diesem Falle hat VI + V2 + V3 und demnach 
V4 + Vs = (VI + V2 + V3 + V4 + vs) -- (VI + V2 + v:J fünf Werte. Wir haben 
aber eben gesehen, dass diese Annahme unzulässig ist. Folglich kann fL 
auch nicht gleich 3 sein. 

Aus allem diesen ergiebt sich der Satz: 
Jede rationale Function von fünf Grössen, welche fünf ver

schiedene Werte hat, wird notwendig die Form haben: 

ro + r1x + r2x2 + r~xa + r4x4, 

wo ro, rl' r2' ra, r4 symmetrische ]!'unctionen sind und x irgend eine 
der fünf Grössen ist. 

Aus der Gleichung 

ro + r1x + r2x2 + r~x3 + t'4X4 = V 

leitet man leicht unter Benutzung der gegebenen Gleichung für den Wert 
von x einen Ausdruck von der folgenden Form her: 

x = So + SIV + S2V2 + S3V3 + S4V4, 

wo so, SI' S2' . " ebenso wie ro, r l , 1'2, .•• symmetrische Functionen sind. 
Es sei v eine rationale Function, welche 1)1, verschiedene Werte 

VI' V2' va, .•. , vm haben möge. Setzt man: 

(V - VI) (v - V2) (v - v 3) ..•• (v - Vrr) 
9 m--l m 0 

=Qo+Ql'V+q2V"+···+qm_lv +V = , 

so sind bekanntlich Qo, Ql' Q2' •. , symmetrische Functionen und VI, V2' v 3 , .,. , vm 

die m Wurzeln der Gleichung. Ich behaupte nun, dass es unmöglich ist, 
den Wert von v als Wurzel einer Gleichung von derselben Form, aber von 
niedrigerem Grade darzustellen. Ist nämlich 

to + t1v + t2V2 + ... + tp-_1VP--l + vP- = 0 

eine solche Gleichung, wo to, t1, ••• symmetrische Functionen sind, und ist 
VI ein Wert von v, welcher dieser Gleichung genügt, so hat man: 

vP- + tp-_1VP--l+ . •• = (v - VI) PI' 

Vertauscht man die Elemente der Function unter einander, so findet man 
die folgende Reihe von Gleichungen: 

vP- + tp-_ 1VP--l+ ••• = Cv - V2) P2 

vP-+ tp-_lJ.-l+ ••• = (v-va) P3 

vP- + t VIl.-l+ ••• = Cv - V )P P--1 m m' 
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Man schliesst hieraus, dass v - v1, V - V2' V - Va, ••• , v - vm Factoren 
von vI'- + tl'-_lVI'--l+ ••• sind und dass demzufolge notwendig p. gleich m 
sein muss. Man erhält somit den folgenden Satz: 

Wenn eine Function von mehreren Grössen m verschiedene 
Werte hat, so kann man immer eine Gleichung vom Grade m 
finden, deren Coefficienten symmetrische Functionen sind und 
die diese Werte zu Wurzeln hat; es ist jedoch unmöglich, eine 
Gleichung von derselben Form, aber von niedrigerem Grade zu 
finden, welche einen oder mehrere dieser Werte zu Wurzeln 
hätte. 

§ IV. 

Beweis der Unmöglichkeit der allgemeinen Auflösung der 
Gleichung vom fünften Grade. 

Auf Grund der oben gefundenen Sätze kann man den folgenden Satz 
aussprechen: 

Es ist unmöglich, die Gleichungen fünften Grades allgemein aufzulösen. 
Nach § II lassen sich alle algebraischen Functionen, aus denen ein 

algebraischer Ausdruck der Wurzeln zusammengesetzt ist, durch rationale 
Functionen der Wurzeln der gegebenen Gleichung ausdrücken. 

Da es unmöglich ist, die Wurzel einer Gleichung durch eine rationale 
Function der Coefficienten allgemein auszudrücken, so muss man haben: 

wo m eine Primzahl und R eine rationale Function der Coefficienten der 
gegebenen Gleichung d. h. eine symmetrische Function der Wurzeln ist; 
v ist eine rationale Fuuction der Wurzeln. Man schliesst daraus: 

vffl -R=O. 

Zufolge § 11 ist es unmöglich, den Grad dieser Gleichung zu erniedri
gen; mithin muss die Function v nach dem letzten Satze des vorigen Para
graphen m verschiedene Werte haben. Da die Anzahl m dieser Werte ein 
Teiler des Products 1· 2 . 3 . 4 . 5 sein muss, so kann diese Zahl gleich 2 
oder gleich 3 oder gleich 5 sein. Nun existiert aber (§ IU) keine Function 
von fünf Veränderlichen, welche 3 Werte hätte; folglich muss man m = 5 oder 
m = 2 haben. Ist m = 5, so hat man, wie sich aus dem vorigen Para
graphen ergiebt: 

5 
VB = '-0 + rlx + r2x2 + r3x3 + r4x4, 

woraus 
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26 Abel. 

Hieraus leitet man ab (§ Ir): 

1 

slR5 = ~ (Xl + a4X2 + o:3X3 + a2X4 + ax5) , 

WO a5 = 1 ist. Diese Gleichung ist unmöglich, insofern die rechte Seite 
120 Werte hat und dieselbe trotzdem Wurzel einer Gleichung fünften Grades 
Z5 - SI5R·= 0 sein soll. Man muss demnach m = 2 haben. 

Man hat daher (§ II): 

y/R=p + qs, 

wo p und q symmetrische Functionen sind und 

s = (Xl - X2)'" (x1 - x5) 

ist. Hieraus erhält man, wenn man Xl und x2 mit einander vertauscht: 

- y/R=p- qs, 

woraus p = 0 und y/R = qs folgt. Man sieht hieraus, dass jede alge
braische Function erster Ordnung, welche sich in dem Ausdruck der Wurzel 
vorfindet, notwendig die Porm rJ. + ß V S2 = rJ. + ßs haben muss, wo rJ. und ß 
symmetrische Punctionen sind. Es ist nun aber unmöglich, die Wurzeln 
durch eine }<'unction von der Form rJ. + ß VR auszudrücken; mithin muss 
eine Gleichung von der Form stattfinden: 

"',--------:= 
V rJ. + ßys2 = V, 

wo rJ. und ß nicht Null sind, m eine Primzahl ist, a und ß symmetrische 
Functionen sind und v eine rationale Function der Wurzeln ist. Dies giebt: 

wo VI und v2 rationale Functionen sind. Multipliciert man VI mit V2' so 
erhält man: 

m 

VIV2 = VrJ. 2 - ß2S2. 
on 

Nun ist a2 _ ß2S2 eine symmetrische Function. Wenn also VrJ.---;2,----------;Oßo2S-,c2 keine 
symmetrische Punktion ist, so muss dem Vorhergehenden zufolge die Zahl rn=2 

sein. In diesem Falle aber ist V = V rJ. + ß ys2; v hat demnach vier Werte, 
was unmöglich ist. 

'" Somit muss V 1l---;2n------;Cß"2S0"2 eine symmetrische Function sein. Ist '( diese 
}<'unction, so hat man: 
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Es sei 

m 

=VR+-.l m 

'IR 
1 m-l 

=Rrn+ ~Rrn. 

Bezeichnet mau mit PI' P2' Pa, ... , Pm die verschiedeuen Werte von p, 

welche sich aus der successiven Substitution von a.R"', a.2R m , a.aR'" , •.. , 
1 1 

a.m- 1 Rrn für Rrn ergeben, wo a. der Gleichung 

a.m- 1 + a.".-2 + ... + a. + 1 = 0 

genügt, und setzt man das Product 
( )( ) C ) m A ",-1 A m-2 0 P-PI P-P2 ... P-P", =P - P + IP -"'=, 

so sieht man ohne Schwierigkeit, dass A, Al' ... rationale Functionen der 
Coefficienten der gegebenen Gleichung und infolge dessen symmetrische 
Functionen der Wurzeln sind. Diese Gleichung ist augenscheinlich irreductibel. 
Es muss somit p, dem letzten Satze des vorigen Paragraphen zufolge, als 
Fuuction der Wurzeln betrachtet, 'in verschiedene Werte haben. Daraus 
folgt, dass m = 5 ist. In diesem Falle aber ist p von der Form Ca) des 
vorigen Paragraphen. Mithiu hat man: 

5 r 
VR + -5- = ro + r1x + r2x2 + rax 3 + r4x4 = p, 

VB 
woraus folgt: 

x = So + SIP + S2p2 + sapa + S4P4, 
1 4 

d. b. indem man R5 + ~ R5 für p setzt: 

1 2 a 4 

x = to + tlR5 + t2R5+ taR5 + t4R5 , 
wo to, t1, t2, •• , rationale Functiollen von R und den Coefficienten der 
gegebenen Gleichung sind. Hieraus erhält man (§ II): 

wo 

1 

t1R5 = ~ (Xl + a.4X2 + a.aXa + a.2X4 + a.x5) = p', 

a.4 + a.a + a.2 + a. + 1 = 0 
1 

ist. Aus der Gleichung p'= tiRS ergiebt sich p'5 = t15R. Da nun t15R 
von der Form u + u' v' S2 ist, so hat man p' 5 = U + t~' v'S2; und dies giebt: 

(p'5 _ U)2 = U'2S2. 
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28 Abc!. 

Diese Gleichung giebt p' durch eille Gleichung zehnten Grades, deren 
sämtliche Coefficienten symmetrische FUllctionen sind; nach dem letzten 
Satze des vorigen Paragraphen ist dies aber unmög'lich, denn da 

p'= -H·Xl + (l4X2 + (l3X3 + (l2 X4 + (lX5) 

ist, so würde p' 120 verschiedene Werte haben, und dies ist ein Widerspruch. 
Wir schliessen also, dass es unmöglich ist, die allgemeine 

Gleichung fünften Grades algebraisch aufzulösen, 
Aus diesem Satze folgt ullmittelbar, dass es ebenso ulll1lög'lich ist, die 

allgemeinen Gleichungen von höherem als dem fünften Grade algebraisch 
aufzulösen, Mithin sind die Gleichungen der vier ersten Grade die einzigen, 
welche allgemein algebraisch gelöst werden können. 
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Abhandlung über eine besondere Klasse 
algebraisch auflösbarer Gleichungen. 

(Crelle's Jm~rnal f. d. r. u. a. Mathematik, Bel. 4, 1829. Oeum'es 
cOmlJletes, 1881, Bd. I S. 478). 

I.' 

Obwohl die algebraische Auflösung der Gleichungen im Allgemeinen 
nicht möglich ist, giebt es doch besondere Gleichungen aller Grade, 
welche eine solche Auflösung zulassen. Dieser Art sind zum 
Beispiel die Gleichungen von der Form x" - 1 = O. Die Auflösung dieser 
Gleichungen gründet sich auf gewisse Beziehungen, welche zwischen den 
Wurzeln stattfinden. Ich habe versucht, diese Methode zu verallgemeinern, 
indem ich annahm, dass zwei Wurzeln einer gegebenen Gleichung derart 
mit einander verbunden seien, dass man sie rational durch einander aus
drücken },önne, und ich bin zu dem Resultat gekommen, dass eine solche 
Gleichung stets mit Hülfe einer gewissen Anzahl von Gleichungen niedrigeren 
Grades gelöst werden kann. Es giebt sogar Fälle, in denen man die 
gegebene Gleichung selbst algebraisch auflösen kann. Dies ist z. B. allemal der 
Fall, wenn die gegebene Gleichung irreductibel und ihr Grad eine Primzalll 
ist. Dasselbe gilt auch, wenn sämtliche Wurzeln einer Gleichung aus
gedrücld werden können durch 

x, {}x, {}2X, {}3X, ••• , {}"-IX, wo {}" x = x, 

falls {}x eine rationale Function von x ist und {}2X , {}3X , • " Functionen von 
derselben Form wie {}x sind bei zweimaliger, dreimaliger, ... Wiederholnng 
dieser Operation. 

Die Gleichung !J" - --11 = 0, wo n eine Primzahl ist, befindet sich in 
x-

diesem I<'alle; denn bezeichnet man mit a. eine primiti ve Wurzel für den 
Modul n, so kann man, wie bekannt, die n - 1 Wurzeln ausdrücken durch 

a. a2 0:.3 a n - 2 a n·-1 
x, X, X , X , ••• , x ,WO x = x, 

d. h., wenn man x"" = &x setzt, durch 

x, {}x, {}2X , {}3X , .•• , {}"-2x, wo {}n-Ix = x. 
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30 Abel. 

Die nämliche Eigenschaft kommt einer gewissen Klasse von Gleichungen 
zu, auf die ich durch die 'l'heorie der elliptischen Functionen geführt 
worden bin. 

Allgemein habe ich den folgenden Satz bewiesen: 
Wenn die Wurzeln einer Gleichung beliebigen Grades unter 

einander derart verbunden sind, dass sich diese sämtlichen 
Wurzeln rational mitte1st einer von ihnen, die wir mit x be
zeichnen, ausdrücken lassen; wenn man ferner, falls durch 
{}x, {}lX zwei beliebig'e andere Wurzeln bezeichnet werden, 

&{}lX = &l&X 

hat, so ist die betreffende Gleichung immer algebraisch auf
lösbar. Ebenso kann man, wenn man annimmt, dass die Gleichung 
irreductibel sei und ihr Grad ausgedrückt werde durch 

wo Cl1 , (X2' ••• , (X(j) von einander verschiedene Primzahlen sind, 
die Auflösung dieser Gleichung zurückführen auf diejenige 
von '11 Gleichungen vom Grade (Xl' '12 Gleichungen vom Grade (X2' 

'13 Gleich un gen vom Grade (X3 u. S. w. 
Nachdem ich diese Theorie allgemein dargestellt haben werde, werde 

ich sie auf die Kreisfunctionen und auf die elliptischen Functionen an
wenden. 

§ 1. 

Wir wollen zunäehst den Fall betraehten, wo vorausgesetzt wird, dass 
zwei Wurzeln einer irreductiblen *) Gleichung derart mit einander ver
bunden seien, dass man die eine rational durch die andere ausdrücken könne. 

Es sei 

1) rp(x) = 0 

eine Gleichnng vom Grade fJ. und x' und Xl die beiden Wurzeln, welche 
unter einander durch die Gleichung 

2) 

verbunden sind, wo !tx eine rationale ]<'unction von x und VOll bekannten 
Grössen bezeichnet. Da die Grösse x' eine Wurzel der Gleichung ist, so 
hat man rp(x') = 0 und zufolge der Gleichung (2): 

3) rp (&xj ) = O. 

*) Eine Gleichung '1'(:,,) = 0, deren Coefficienten rationale Functionen einer ge
wissen Anzahl von bekannten Grössen G, b, c, .. , sind, heisst irreductibel, wenn 
es unmöglich ist, irgend eine ihrer Wurzeln durch eine Gleichung niedrigeren Grades, 
deren Coefficienten ebenfalls rationale FUl1ctionen von G, b, c, ... sind, auszudrücken. 
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Ich behaupte jetzt, dass diese Gleichung noch stattfinden wird, wenn 
man an Stelle von Xl irgend eine andere Wurzel der gegebenen Gleichung 
setzt. Man hat in der That den folgenden Satz *): 

Satz I. Wenn eine der Wurzeln einer irreductiblen Gleichung 
tp(x) = 0 einer andern Gleichung ((x) = 0 genügt, wo ((x) eine 
rationale Function von x und der in tp(x) enthaltenen bekannten 
Grössen ist, so wird diese Gleichung auch noch befriedigt 
werden, wenn man für x eine beliebige Wurzel der Gleichung 
tp(x)=O setzt. 

Die linke Seite der Gleichung (3) ist nuu eine rationale Function von x, 
mithin hat man: 

4) tp ({}x) = 0 wenn tp (x) = 0 

ist, d. h. wenn x eine Wurzel der Gleichung tp (x) = 0 ist, so ist es die 
Grösse {}x ebenfalls. 

Dem Vorhergehenden zufolge ist also jetzt {}x l eine Wurzel der Gleichung 
tp (x) = 0, mithin ist auch Üf}xl eine solche; ebenso werden {}fHtxl , ••• 

Wurzeln sein, wenn man die durch {} bezeichnete Operation beliebig oft 
wiederholt. 

Ist zur Abkürzung 

so hat man eine Reihe von Grössen 

5) Xl' {}Xl , {}2Xl , {}3Xl, (}4Xl , ••• , 

welche sämtlich Wurzeln der Gleichung tp (x) = 0 sind. Die Reihe (5) enthält 
unendlich viele Glieder; da aber die Gleichnng tp (x) = 0 nur eine endliche 
Anzahl von verschiedenen Wurzeln hat, so müssen mehrere Grössen der 
Reihe (5) einander gleich sein. 

*) Man beweist diesen Satz leicht folgendermassen. 

Welches auch die rationale Function f(x) sein möge, man kann immer ((x) = -; 

setzen, wo AI und N ganze Functionen von x sind, die keinen gemeinsamen Factor 
besitzen; eine ganze Function von x aber kann stets auf die Form P + Qtp(x) gebracht 
werden, wo P und Q ganze Functionell sind, derart, dass der Grad von P kleiner als 
deljenige der Function tp (:z;) ist. Setzt mall also JJ1 = P+ Q'f(x), so hat man 

f(.ce) = P+ ~'f(.T). Ist hiernach Xl die Wurzel VOll 'f (x) = 0, welche gleichzeitig der 

Gleichung ((x) = 0 genügt, so wird XJ auch eine Wurzel der Gleichung P= ° sein. 
Wenn nun P nicht Null wäre für einen beliebigen Wert von x, so würde diese 
Gleichung XI geben als Wurzel einer Gleichung niedrigeren Grades als der von 

'I' (x) = 0, was gegen die Voraussetzung ist. Mithin ist P= ° und somit ((.T) = 'f(x)~, 
woraus man sieht, dass {(x) gleichzeitig mit tp (:1') gleich Null ist, w. z. b. w. 
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Wir setzen also 

oder 

6) 

wenn man bedenkt, dass f}m+nXI = f}nf}m xI ist. 

Die linl,e Seite der Gleichung (6) ist eine rationale Fuuktion von f}'" XI; 

nun ist aber diese Grösse eine Wurzel der Gleichung 'fex) = 0, mithin kann 
man dem oben ausgesprochenen Satze zufolge Xl an die Stelle von f}'" Xl 

setzen. Dies giebt 

7) 

wobei man annehmen kann, dass n den kleinstmöglichell Wert besitze, so 
dass sämtliche Grössen 

8) 

unter einander verschieden sind. 

Die Gleichung (7) giebt.: 

f}kf}nxI = {jkXI oder f}n+kX1 = f}kXI • 

Diese Formel zeigt, dass von dem Gliede f}n-lxI an die Glieder der Reihe (8) 
sich in derselben Reihenfolge wieder hervorbringen. Die n Grössen (8) 
werden somit die einzigen der Reihe (5) sein, welche unter einander ver
schieden sind. 

Dies vorausgeschickt, sei, falls fL> n, X2 eine andere Wurzel der ge
gebenen Gleichnng, welche nicht in der Reihe (8) enthalten ist. Dann 
folgt aus dem Satze I, dass sämtliche Grössen 

ebenfalls Wurzeln der gegebenen Gleichung sind. Ich behaupte nun, dass 
diese Reihe nur n unter sich und von den Grössen (8) verschiedene Grössen 
enthält. Denn da f}nxI - Xl = 0 ist, so hat man dem Satz I zufolge 
f}nx2 = X2 und ferner: 

Mithin werden die einzigen Grössen der Reihe (9), welche unter sich ver
schieden sein k ö n n e n, die n ersten sein: 

10) 

Diese sind aber notwendig nnter sich und von den Grössen (8) verschieden. 
Denn wenn man 
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hätte, wo 'In und ~ kleiner als n sind, so würde daraus {tm X1 = fl'x t folgen, 
was unmöglich ist, da alle -Grössel1 (8) unter einander versclJieden sind. 
Wenn man andrerseits 

llätte, so würde sich daraus ergehen: 

also: 

d. h. die Wurzel X2 würde in der Reihe (8) enthalten sein, was gegen die 
V oraussetzung ist. 

Die Anzahl der in (8) nnd (10) enthaltenen Wurzeln ist 2n, mitllin ist 
fL entweder gleich 2n oder grösser als diese Zahl. 

Ist in dem letzteren Falle x~ eine von den Wurzeln (8) und (10) ver
schiedene Wurzel, so erhält man eine neue Reihe von Wurzeln 

X3' {tX3' {}2.T3 , ••• , j}n-1x:l , ••• 

unu beweist auf genau dieselbe Weise, dass die n ersten von diesen Wurzeln 
nnter sich und von den Wurzeln (8) und (10) verschieden sind. 

Indem man dieses Verfahren fortsetzt, bis sämtliehe Wurzeln der 
Gleichung 'fex) = 0 erschöpft sind, sieht man, dass die p. Wurzeln dieser 
Gleichung in mehrere Gruppen zerfallen, von denen jede aus n Gliedern 
zusammengesetzt ist. Mithin ist p. teilbar durch n uud nennt man 111, die 
Anzalll der Gruppen, so hat mall: 

11) fL = 111' n. 

Die Wurzeln selbst sind: 

r 
{}X t , {t2Xt , ... , n,,--IXt 

1"2' Hl'2' {)2X2 , ... , fln-l Xt 

12) x3 , Hx3 , {t2X3 , ... , nn-IX3 

x1lL~ {lx"" l}2x ... , {ln-lx",. 
m' 

Ist m = 1, so hat man p. = 11 und die fL Wurzeln der Gleichung 'fex) = 0 
wtrden dargestellt durch 

13) Xl' {}XI , {}2XI , ... , ßI'--IXI • 

In diesem Falle ist die Gleichung 1'(x) = 0 algebraisch auflösbar, wie 
man nachher sehen wird. Dies ist jedoch nicht immer der Fall, wenn 111 

grösser als die Einheit ist. Man kann die Auflösung der Gleiehung 
'fex) = 0 nur zurückführen auf diejenige einer Gleichuug vom nten Grade, 
deren Coefficienten von einer Gleichung m1011 Grades abhängen. Dies wollen 
wir im nächsten Paragraphen beweisen. 

Abcl 11. Galoi", Alg'cbr. Gleiellllugen. 3 
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34 Abel. 

§ 2. 
Betrachten wir irgend eine der Gruppen (12), z. B. die erste, und 

setzen wir: 

(X-Xa (x-{txl ) (X-{t2XI ) .••• (X-{t,,-IX1) 
14) 

= xn + A/ xn- l + Atx"-2 + ... + Ain-l)x + A~) = 0, 

so sind die Wurzeln dieser Gleichung 

Xl' Hxl , {t2XI , ••• , (tn-IXI , 

und die Coefficienten Al" Al'" ... , Ain) werden rationale und symmetrische 
Functionen dieser Grössen seiu. Wir werden sehen, dass man die Bestim
mung dieser Coefficienten von der Auflösung einer einzigen Gleichung vom 
Grade In abhängig machen kann. 

Um dies zu zeigen, betrachten wir allgemein eine beliebige rationale 
und symmetrische Function von Xl' {txl , {t2XI , ••. , (tn-IXI , und zwar sei 

15) YI = f(x l , {txl , (t2XI , .•. , (tn-IXI) 

diese Function. 
Setzt man für Xl der Reihe nach X2' X3, •.. , x"" so wird die Function 

Y 'in verschiedene Werte annehmen, welche wir mit YI' Y2, Y3' ... , Ym be
zeichnen wollen. Bildet man hierauf eine Gleichung mten Grades 

16) rn m-l m-2 0 
Y +PIY +P2Y +"'+Pm- 1Y+Pm =, 

deren Wurzeln Yl' Y~, V;j, ... , Ym sind, so behaupte ich, dass die Coef
ficienten dieser Gleichung rational durch die bekannten Gl'össen, welche in 
der gegebenen Gleichung enthalten sind, dargestellt werden können. 

Da die Grössen f}XI' H2XI , •.. , (tn-IXI rationale Functionen von Xl sind, 
so ist auch die Function YI eine solche. Ist 

f YI = Fxl , 

so haben wir auch: 
l Y2 = FX2' Y3 = Fx3 , ••• , Y", = Fx", . 

17) 

Setzt man in die Gleichung (15) der Reihe nach {txl , {}2xl , {t3XI , 

(tn-IXI für Xl und beachtet man, dass 
... , 

ist, so ist klar, dass die Function YI ihren Wert nicht ändert. Man hat 
daher: 

Ebenso: 
Y2 =FX2 = F({tX2) = F(ß:.1'2) = ... = F({tn-lx2) 

Y =Fx =F(fix ) =F(ft2x ) = ... = F(f:l'l-lx ). 
'nt m m 1It lJi 

34 Abel. 

§ 2. 
Betrachten wir irgend eine der Gruppen (12), z. B. die erste, und 

setzen wir: 

(X-Xa (x-{txl ) (X-{t2XI ) .••• (X-{t,,-IX1) 
14) 

= xn + A/ xn- l + Atx"-2 + ... + Ain-l)x + A~) = 0, 

so sind die Wurzeln dieser Gleichung 

Xl' Hxl , {t2XI , ••• , (tn-IXI , 

und die Coefficienten Al" Al'" ... , Ain) werden rationale und symmetrische 
Functionen dieser Grössen seiu. Wir werden sehen, dass man die Bestim
mung dieser Coefficienten von der Auflösung einer einzigen Gleichung vom 
Grade In abhängig machen kann. 

Um dies zu zeigen, betrachten wir allgemein eine beliebige rationale 
und symmetrische Function von Xl' {txl , {t2XI , ••. , (tn-IXI , und zwar sei 

15) YI = f(x l , {txl , (t2XI , .•. , (tn-IXI) 

diese Function. 
Setzt man für Xl der Reihe nach X2' X3, •.. , x"" so wird die Function 

Y 'in verschiedene Werte annehmen, welche wir mit YI' Y2, Y3' ... , Ym be
zeichnen wollen. Bildet man hierauf eine Gleichung mten Grades 

16) rn m-l m-2 0 
Y +PIY +P2Y +"'+Pm- 1Y+Pm =, 

deren Wurzeln Yl' Y~, V;j, ... , Ym sind, so behaupte ich, dass die Coef
ficienten dieser Gleichung rational durch die bekannten Gl'össen, welche in 
der gegebenen Gleichung enthalten sind, dargestellt werden können. 

Da die Grössen f}XI' H2XI , •.. , (tn-IXI rationale Functionen von Xl sind, 
so ist auch die Function YI eine solche. Ist 

f YI = Fxl , 

so haben wir auch: 
l Y2 = FX2' Y3 = Fx3 , ••• , Y", = Fx", . 

17) 

Setzt man in die Gleichung (15) der Reihe nach {txl , {}2xl , {t3XI , 

(tn-IXI für Xl und beachtet man, dass 
... , 

ist, so ist klar, dass die Function YI ihren Wert nicht ändert. Man hat 
daher: 

Ebenso: 
Y2 =FX2 = F({tX2) = F(ß:.1'2) = ... = F({tn-lx2) 

Y =Fx =F(fix ) =F(ft2x ) = ... = F(f:l'l-lx ). 
'nt m m 1It lJi 
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Erhebt man jede Seite dieser Gleichungen auf die yte Potenz, so erhält man 
hieraus: 

Y~ =~ [eFXI)" + (F(l}x1))" + ... +(F(l}n-lx~»)"] 

18) 
Y; = ~[(FX2)' + (F({}x2»)" + ... + (F(l}n-lx2))'] 

, 1 [ '( )' (n-l )'] Ym =n: eFx",) + F(l}xm) + ... + F(/} xm) • 

Addiert man diese letzteren Gleichungen, so erhält man den Wert von 

y~ "+ Y; + y; + ... + Y~ 
ausgedrückt als rationale und symmetrische Function sämtlicher Wurzeln 
der Gleiclmng ~(x) = 0, nämlich 

, 'v v] ~("D)V 
19) YI+?J2+ Y3+"·+ Ym =n:".I!x. 

Die rechte Seite dieser Gleichuug lässt sich rational durch die Coef
ficienten von ~(x) und {}x, d. h. durch bekannte Grössen ausdrücken. Setzt 
man also: 

20) r, = Y~ + y; + Y~ + ... + y~, 

so hat man den Wert von rv für einen beliebigen ganzzahligen Wert von Y. 

Nun kanu man aber, weun man rl' r2,.1·3' ••• , 1'"" kennt, daraus den Wert 
jeder symmetrischen Function der Grösscn Yll Y2, ... , Ym rational herleiten. 
Man kann somit auf diese Weise alle Coefficienten der Gleichung (16) finden 
und demnach jede rationale und symmetrische Function von x 1 , I}x1' 
1}2XI, ... , tr'-IXI mit Hülfe einer Gleichung mtell Grades bestimmen. Folglich 
erhält man auf diese Weise die Coefficienten der Gleichung (14), deren 
Auflösung sodanll den Wert von Xl u. S. w. giebt. 

Man ersieht hieraus, dass man die Auflösung der Gleichung 
!fex) = 0, welche vom Grade p_ = m . 12 ist, auf diej enige ein er ge wissen 
Anzahl von Gleichungen vom Grade 1n und n zurückführen kann. 
Es reicht sogar aus, wie wir jetzt zeigen wollen, nur eine einzige Gleichung 
vom Grade 111, und m Gleichung'en vom Grade 12 aufzulösen. 

Ist ~XI irgend einer der Coefficienten At', At", ... , A~n) und setzen wir: 

tv = y~ . ~Xl + y; . ~X2 + y; . ~X3 + ... + y~, '~xm' 
so erhalten wir, da Y~' ~XI eine symmetrische Function der Grössen Xl. 

{lXI' •.. , I}n-Ixi ist, wenn wir die GleicllUngen l}nx1 = Xl' l}n+1Xt = l}XI' 
beachten: 

y~. ~,rl = (Fx1l· ~.rl = (F(f}xl»)" . ~(I}.1't) = ... = (F(fl,,-1XI»)"-4(an-1Xt). 

3* 
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36 Abcl. 

mithin: 

Y~ . oj;Xl = !i [CFxl)v ·oj;Xl + (F(flxl)Y. <);(OX1) + ... + (F(on-l xl))'- oj;(fln - l X1)]. 

Man erhält analoge Ausdrücke für Y~ . oj;X2' Y~' <);x~, ... , 1/~,· oj;x"" wenn 
man X2, xs, .•. , x", an die Stelle von Xl setzt. Substituiert man diese 
Werte, so sieht man, dass tv eine rationale und symmetrische Function 
aller Wurzeln der Gleichung 'fex) = 0 ist. Man erhält nämlich 

22) 

Mithin kann man tv rational durch bekannte Grössen ausdrücken. 
Setzt man hierauf 'I = 0, 1, 2, 3, ... , m -1, so gicbt die Formel (21): 

IjIx1 + 
Yloj;Xl + 
Y~oj;Xl + 

oj;X2+····· + 
Y2oj;X2 + ..... + 
y~oj;X2 + ..... + 

m-1.1, rn-1.I. m-1 I t 
?/1 'fX1 + Y2 'fX2 + ..... + Ym 'fxm = 111-1' 

Aus diesen Gleichungen, welche linear sind in Bezug auf IjIxl , oj;x2 , ", 

oj;xm , leitet man leicht die Werte dieser Grössen als rationale Functioncn VOll 

Y1' Y2, 1/3, .•. , Ym her. Setzt man nämlich: 

23) 
( )( ) ( ) "'-1+ R ",-2 R m-3 Y-Y2 Y-Y3 .,. Y-Ym =y 'm-2V + 'm-3Y '+ ... 

so erhält man: 
toRo + tlRl + t2R 2 + ... + fm_ 2Rm_ 2 + t"'_1 

t.pX l = ') rn-2 m-l" 
Ro + RlY1 + R2Yl" + ." + Rm- 2V1 + Y1 

24) 

Die Grössen Ro, R l , ... , R"'_2 sind rationale Functionen von Y2, Ya, 
Y4, "" Ym , man kann sie aber durch Y1 allein ausdrücken. Mnltipliciert 
man nämlich die Gleichnng' (23) mit Y - Yl' so hat man: 

( ) ( ) ( ) m "'-1 ",-2 
V-Yl Y-Y2 ". Y-Y", =y ,+PlV +P2V +'''+Pm- 1Y+P", 

m (R ) m-l (R R) 111-2 = V + m-2-Y1 Y + 'm-3-Y1· ",-2 !J + "., 
und hieraus erhält man, indem man die gleichen Potenzen von V vergleicht: 

{ 

R"'_2=Vl + PI 

R rn_ 3 = Y1Rm-2+ 112 = Y12 + PlVl + P2 

~"'~4 • Y~ Rn~_3 ~ 1~3 • 2J~ 3 ~ P~Vl ~ +. P2~1 ~ ~3 
R m-l m-2 m-3 

o = VI + PIV I + PzV l + ... + 11"'--1' 

25) 

Substitniert man diese Werte, so wird der Ausdruck VOll oj;xl eille 
rationale Function von Yl und von bekannten Grössen, uUll man sieht, dass 
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es immer möglich ist, ~XI auf diese Weise zu finden, unter der Bedingung, 
dass der Nenner 

nicht Null ist. Man }mnn aber der Function Yl unendlich viele Formen 
geben, welche diese Gleichung unmöglich machen. Setzt man beispielsweise 

wo a eine unbestimmte Grösse ist, so kann der in Rede stehende Nenner 
nicht verschwinden. Da nämlich dieser Nenner nichts anderes ist, als 

so würde man in dem Falle, wo er Null wäre, 

d. h. 

Ca - Xl) Ca - (}xI)·· . Ca - an-lXI) = Ca - xk ) Ca - (}xk ) . .• (a - an-lXk ) 

haben, was unmöglich ist, da sämtliche Wurzeln Xl' (}Xll {}2Xl , ... , an-lXI 

von den folgenden: x"' (}Xk , {}2Xk , ..• , (}n-Ix" verschieden sind. 

Die Cocfficienten Al" Al'" ... , Ain) können somit rational dnrch eine 
und dieselbe Function YI, deren Bestimmung von einer Gleichung mten Grades 
abhängt, ausgedrückt werden. 

Die Wurzeln der Gleichung (14) sind: 

Ersetzt man in den Coefficienten A/, At, ... Yl durch Y2' Y3' ... , Yrn , 

so erhält man in - 1 andere Gleichungen, deren Wurzeln respective sind: 

X:3' ax2, .... , an-lx" 

X 3, f}x3, .... , nn-lx~ 

Xm, (}XUL' .... , an- l X m, 

Satz H. Die gegebene Gleichung 9(X) = 0 kann somit zerlegt 
werden in 111 Gleichungen vom Grade n, deren Coefficienten 
respective rationale Functionen einer und derselben Wurzel 
einer einzigen Gleichung 1nten Grades sind. 

Diese letztere Gleichung ist im Allgemeinen nicht algebraisch auflösbar, 
sobald sie den vierten Grad übersteigt; dagegen sind es die Gleichung (14) 
nud die andern analogen immer, wenn man die Coefficienten A/, At, ... 
als behnnt voraussetzt, wie wir im folgenden Paragraphen sehen werden. 
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38 Abel. 

§ 3. 

Im vorhergehenden Paragraphen haben wir den Fall betrachtet, wo 1n 

grösser als die Einheit ist. Jet~t wollen wir uns mit dem Falle beschäftigen, 
wo 1n = 1 ist. Iu diesem Falle hat man fJ. = n und die Wurzeln der 
Gleichung 1> (x) = ° sind: 

27) Xl' axl , {}2XI , ... , {}P.-IXI. 

Ich behaupte, dass jede Gleichung, deren Wurzeln in dieser Weise dargestellt 
werden können, algebraisch auflösbar ist. 

Ist nämlich a eine beliebige Wurzel der Gleichung al'- - 1 = ° und 
setzt man: 

28) <jJx = (x + aax + a2{}2x + a3(}3x + ... + al'--l{}I'-- lx)'l, 

so wird <jJx eine rationale Function von x sein. Nun lässt sich diese Function 
rational ausdrücken durch die Coefficienten von 1> (x) und l},~. Setzt man 
an'x für x, so hat mall: 

<jJ(l}nlx) = (a'''x + a{}"'+lx + ... + al'--I"{}l'-x + al'·-m+l{}IL+lx + ... +al'--lf}I'-+"'-lx)l'-. 

Nun ist: 

mithin: 

<jJ(lt1ltx) = (a l1 -"'x + al'--1IL+ll}x + ... + '1.1'-·-l{}",-lX + lt"'x + exa'''+lX + ... 

+ exi'--nl-l{tl'--lx)'l. 

Da nun ex l1 = 1, so ist: 

<jJ(a'''x) = ['XI'--'" Cx + a{tx + (l.2{}2X + ... + a.l'--lfjl1- 1.c)Y· 
= exP·CI'--lIl) (x + al}x + a2{t2x + ... + a.1'--l{}IL-lx )l'-. 

Demnach sicht mall, da (l.I'-CI'--1II) = 1 ist, dass 

<jJ(l}"'x) = <jJx 

ist. Macht man In = 0, 1, 2, 3, ... , fJ. - 1 und addiert darauf, so findet man: 

Es ist daher <jJx eille rationale und symmetrische FnnctioJl sämtlicher 
Wurzeln der Gleichung 1> (x) = 0, und somit kann man sie rational durch 
bekannte Grössen ausdrücken. 

Ist <jJx = v, so erhält man aus der Gleichung (28): 

I'-
30) V~v = x + a{}x + 'X2{}2X + ... + 'X1'--l(}l'--lX. 

Bezeichnen wir hierauf die fJ. Wurzeln der Gleichung 

(1.1'--1=0 
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Es ist daher <jJx eille rationale und symmetrische FnnctioJl sämtlicher 
Wurzeln der Gleichung 1> (x) = 0, und somit kann man sie rational durch 
bekannte Grössen ausdrücken. 

Ist <jJx = v, so erhält man aus der Gleichung (28): 

I'-
30) V~v = x + a{}x + 'X2{}2X + ... + 'X1'--l(}l'--lX. 

Bezeichnen wir hierauf die fJ. Wurzeln der Gleichung 

(1.1'--1=0 
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mit 
31) 

und die entsprechenden Werte von v mit 

32) 

so giebt die Gleichung (30), wenn man für cx der Ueihe nach 1, cxl! (l2' ClS' ••• , 

ClI'-_1 setzt: 

! 
I'-

f}1'--lX VVo =X+ f}x+ f}2x + •••• + 
I'-

2{V 1'--11}1'--1 
VVl =x+ Cl11}X + Cl1 "X + .... + Cl1 x 

33) I'-
Cl 232x + •••• + ClIJ.-ll}l'--lX 

I VV2 =X+ ClßX+ 2 2 

1'-_- ,2 -1 -1 l Vv = X + Cl l}x + Cl 1}2x + •••• + cxIJ. {}I'- X. 1'--1 ",-1 1'--1 1'--1 

Addiert man diese Gleichungen, so erhält man: 

1 [ ~- ~-- ~- ~-] 
34) x=p: -A+VVl+'V2+"VVa+"'+fVI'-_I' 

I'-
wo V'vo, welches eine constallte Grösse ist, durch -A ersetzt worden ist. 

Hierdurch kennt man die Wurzel x. Allgemein findet man die Wurzel 
l}"'x, indem man die erste der Gleichungen (33) mit 1, die zweite mit Cl~"', 
die dritte mit Cl2""', u. s. w. multipliciert und addiert; es ergiebt sich alsdann: 

35) "lU 1 [A -111 ~/- -111 ~- -'" ~--] 
lJ X = p: - + Cll fV l + Cl2 f"/!2 + ... + <X1'--lfVI'-_1 • 

Giebt man m die Werte 0, 1, 2, ... , fL-l, so erhält man den Wert sämt
licher Wurzeln der Gleichung. 

Der vorhergehende Ausdruck der Wurzeln enthält im Allgemeinen 

'" 1-'.-1 verschiedene Wurzelgrössen VOll der Form V1;. Er wird demnach 

fLl'--l Werte besitzen, währentl die Wurzel der Gleichung cp(x) = 0 deren 
nur fL hat. Man kann jedoch dem Ausdruck der Wurzeln eine andere Form 
geben, welche dieser Schwierigkeit nicht unterworfen ist. Ist nämlich der 

I'-
Wert von V VI fixiert, so ist es, wie wir jetzt zeigen wollen, auch der Wert 
der andern Wurzelgrössen. 

Welches auch die Zahl fL sein möge, gleichviel ob sie Primzahl ist 
oder nicht, man kann immer eine Wurzel Cl der Gleichung cxl'--l =0 von 
der Beschaffenheit finden, dass die Wurzeln 

Algebraisch auflösbare Gleichungen. 39 

mit 
31) 

und die entsprechenden Werte von v mit 

32) 

so giebt die Gleichung (30), wenn man für cx der Ueihe nach 1, cxl! (l2' ClS' ••• , 

ClI'-_1 setzt: 

! 
I'-

f}1'--lX VVo =X+ f}x+ f}2x + •••• + 
I'-

2{V 1'--11}1'--1 
VVl =x+ Cl11}X + Cl1 "X + .... + Cl1 x 

33) I'-
Cl 232x + •••• + ClIJ.-ll}l'--lX 

I VV2 =X+ ClßX+ 2 2 

1'-_- ,2 -1 -1 l Vv = X + Cl l}x + Cl 1}2x + •••• + cxIJ. {}I'- X. 1'--1 ",-1 1'--1 1'--1 

Addiert man diese Gleichungen, so erhält man: 

1 [ ~- ~-- ~- ~-] 
34) x=p: -A+VVl+'V2+"VVa+"'+fVI'-_I' 

I'-
wo V'vo, welches eine constallte Grösse ist, durch -A ersetzt worden ist. 

Hierdurch kennt man die Wurzel x. Allgemein findet man die Wurzel 
l}"'x, indem man die erste der Gleichungen (33) mit 1, die zweite mit Cl~"', 
die dritte mit Cl2""', u. s. w. multipliciert und addiert; es ergiebt sich alsdann: 

35) "lU 1 [A -111 ~/- -111 ~- -'" ~--] 
lJ X = p: - + Cll fV l + Cl2 f"/!2 + ... + <X1'--lfVI'-_1 • 

Giebt man m die Werte 0, 1, 2, ... , fL-l, so erhält man den Wert sämt
licher Wurzeln der Gleichung. 

Der vorhergehende Ausdruck der Wurzeln enthält im Allgemeinen 

'" 1-'.-1 verschiedene Wurzelgrössen VOll der Form V1;. Er wird demnach 

fLl'--l Werte besitzen, währentl die Wurzel der Gleichung cp(x) = 0 deren 
nur fL hat. Man kann jedoch dem Ausdruck der Wurzeln eine andere Form 
geben, welche dieser Schwierigkeit nicht unterworfen ist. Ist nämlich der 

I'-
Wert von V VI fixiert, so ist es, wie wir jetzt zeigen wollen, auch der Wert 
der andern Wurzelgrössen. 

Welches auch die Zahl fL sein möge, gleichviel ob sie Primzahl ist 
oder nicht, man kann immer eine Wurzel Cl der Gleichung cxl'--l =0 von 
der Beschaffenheit finden, dass die Wurzeln 



40 AbeJ. 

dargestellt werden könnell durch 

36) 

Dies vorausgesetzt, hat mau: 

f fJ. 
- k l 2k l ') -1 k l --1 Vv = x + a. • tb; + a. • ,f-x + ... + a.(fL ) • afL x 

37) fJ. k 1 ,j- n" "2 "-1 <1"-1 VVl = X + a. • vX + (J." • U X + ... + rJ.r • ur X, 

und hieraus folgt: 

38) {-\iv;:. (vv;f-"= (x + a.k • Gx + a.2k • G2X + ... + a.(fJ.-1)klfP.-1x) 
x (x + a. • lfx + (l.3 • lf2X + ... + a.fL-IlffL-lxt-k 

Die rechte Seite dieser Gleichung ist eine rationale Function von x, welche 
ihren Wert nicht ändert, wenn man für x eine beliebige andere Wurzel 
W"x setzt, wie man leicht erkennt, wenn man diese Substitution ausführt 
und die Gleichung {}fJ.+'1 x = {}"x berücksichtigt. Bezeichnet mall also die in 
Rede stehende FUllction mit tjix, so hat man: 

fL (fL )fJ.-k Vvk • yv;- = 'fX = H{}x) = HtEc) = ... = tji({}fJ.-1X), 

und hieraus: 

39) 

Die rechte Seite dieser Gleichung ist eine rationale und symmetrische 
Function der Wurzeln; man kann sie also durch bekannte Grösscn aus
drücken. Bezeichnet man sie mit ak , so hat man: 

40) Vvk • (Vv1r-k =ctk 

und hieraus: 

42) 

41) 

Vermöge dieser Formel geht der Ausdruck der Wurzel x über in: 

Dieser Ausdruck von x besitzt nur p. verschiedene Werte, welche man 
fJ. 

erhält, wenn llIan für vV;- die p. Werte setzt: 

fL fL 
a.,IV1 , a.2 VVI , 
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Der Weg, den wir im Vorstehenden eingeschlagen haben, um die 
Gleichung ~(x)=O aufzulösen, ist im Grunde derselbe, wie der, welchen Gauss 
in seinen "Disquisitiones arithmeticae" Artikel 359 u. ff. gegangen ist, um eine 
gewisse Klasse von Gleichungen aufzulösen, zu denen er bei seinen Unter
suchungen über die Gleichung x" - 1 = 0 gelangt wal'. Diese Gleichungen 
haben dieselbe Eigenschaft wie unsre Gleichung er Cx) = 0, nämlich dass 
alle ihre Wurzeln -iLusgedrückt werden können durch 

wo fix eine rationale Function ist. 
Dem Vorhergehenden zufolge können wir den folgenden Satz aus

sprechen. 
Satz III. Wenn die Wurzeln einer algebraischen Gleichung 

dargestellt werden können durch 

x, 3x, U2x, •.. , Up.-1x, 

wo Up.x=x ist und wobei Bx eine rationale Function von x und 
von bekannten Grössen bezeichnet, so ist diese Gleichung stets 
algebraisch auflösbar. 

Hieraus ergiebt sich der folgende als Zusatz: 
Satz IV. Wenn ZWE:'i Wurzeln einer irreductiblen Gleichung, 

deren Grad eine Primzahl ist, derart mit einander verbunden 
sind, dass man die eine rational durch die andere ausdrücken 
kann, so ist diese Gleichung algebraisch auflösbar. 

Dies folgt nämlich unmittelbar aus der Gleichullg (11): 

p.=m·n; 

denn, wenn p. eine Primzahl ist, muss man m = 1 haben, und somit drücken 
sich die Wurzeln durch x, fix, 32x, ... , Up.-1x aus. 

In dem Falle, wo alle bekannten Grössen von rp(x) und Ux 
reell sind, besitzen die Wurzeln der Gleichung rp(x) = 0 eiue bemerkens
werte Eigenschaft, die wir jetzt beweisen wollen. 

Aus dem Vorhergehenden ersieht man, dass ap._l rational durch die 
Coefficienten von ~(x) und--3x und durch (J. ausgedrückt werden kann. Wenn 
also diese Coefficienten reell sind, so muss aP._l die Form 

aP._l = a + b V- 1 

haben, wo V - 1 nur durch die Grösse Cl, welche im Allgemeinen imaginär 
ist und allgemein den Wert 

271: --. 2r: 
Cl = cos - + V-I. Slll -

P. P. 
haben kann, eingeführt wird. 
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Ändert man also in (J. das Zeichen von V - 1 nnd bezeichnet mau durch 
a~_1 den entsprechenden Wert von aP._I' so hat man: 

a~_1 = a - b V 1. 

Nun ist der Formel (40) zufolge offenbar O~_l = aP._I; mithin ist b =0 und 

43) aP._l = a. 

Demnach besitzt aP._l stets einen reellen Wert. Man zeigt ebenso, dass 

VI = C + d V - 1 und VP._1 = C - clV - 1 

ist, wo c und cl reell sind. 
Folglich: 

VI + VP._I = 2c. 
V1VP._1 = ap.. 

Hieraus ergiebt sich: 

44) VI = c + V - 1 VaP. - c2, 

und somit cl = VaP. - c2, woraus ersichtlich, dass VaP. -=-~2 stets einen 
reellen Wert besitzt. 

Nachdem dies festgestellt ist, kann man setzen: 

45) { 
C = ({pt cos 13 

V aP. - c2 = (Vp )p. sin 13, 

wo p eine positive Grösse ist. 
Man erhält hieraus: 

d. h. 

46) 

mithin ist p gleich dem numerischen Werte von a. Man sieht überdies, 
dass a stets positivist, wellll p. eine ungerade Zähl ist. 

Kennt man p und 13, so hat man: 

Vl = (V~t· (cos 13 + V=-l sin 13 

und somit 

,r'j-- ,j- [ (13 + 2mrc) . ,---- . (13 + 2mrc)] rVl = r P cos --- + V-l SIll ---- • 
~ ~ 

p. 

Substituiert man diesen Wert von 'lVI in den Ausdruck von x (42), so 
nimmt er die Form an: 
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X=~[-A+ ';-p ( 0 + 2m1t -- . 0 + 2m1t) 
V eos --p.-- + ]I - 1 S1I1-p:--

+ (f' + [! ]I=-I) (eos ~ (0 -: 2mlt) + ]I -1 sin 2 (0 +p. 2m1t)) 

47) ]1 --- ]1-(/ 3(0 + 2nm) ,r-' 3(O+2JnIt)) 
-+(F+G -1) P eos + V-I S1l1----

P. IL 
.- ,/------ ( 4(0 + 2Jn1t) ,/-. 4(0 + 2Jn1t)) -+ Ct1 + [/1 V-I) cos- p. + V-I S1l1 ---p.--

+ .], 
21t . 21. d d 

WOrIn p, A, t; [I, F, G, '" rationale Functionen von cos --;' sm -;;:- un er 

Coefficiellten von tp(x) uud {}x sind. Man erhält alle Wurzeln, wenn man 
m die Werte 0, 1, 2, 3, ... , IL - 1 beilegt. 

Der vorstehende Ausdruck von x liefert das folgende Resnltat: 

Satz V. Um die Gleichung tp(x)=O aufzulösen, genügt es: 

1) den ganzen Umfang des Kreises in p. gleiche 'reile zu 
teilen; 

2) einen Winkel 0, den man alsdann construieren l,ann, in 
p. gleiche Teile zu teilen; 

3) die Quadratwurzel aus einer einzigen Grösse p zu ziehen. 

Dieser Satz ist nur die Erweiterung eines ähnlichen_ Satzes, welchen 
Ga us s in dem oben erwähnten Werke Artikel 360 ohne Beweis giebt. 

Es ist noch zu bemerken, dass die Wurzeln der Gleichung tp (x) = ° 
entweder sämtlich reell oder sämtlich imaginär sind. Ist nämlich eine 
Wurzel x reell, so sind es auch die andern, wie die Ausdrücke 

zeigen, welche nur reelle Grössen enthalten. Ist dagegen x imaginär, so 
sind es die andern Wurzeln ebenfalls, denn wenn z. B. l}nlx reell wäre, so 
würde {}I"-",({}mx ) = nl" x = x ebenfalls reell sein im Widerspruch mit der 
Vorallssetzung. Im ersten Falle ist a positiv, im zweiten negativ. Ist IL 
eine ungerade Zahl, so sind sämtliche Wurzeln reell. 

Die Methode, welche wir in diesem Paragraphen für die Auflösung der 
Gleichung tp (x) = 0 gegeben haben, ist auf alle Fälle anwendbar, mag p. 
eine Primzahl sein oder nicht. Ist jedoch p. eine zusammengesetzte Zahl, 
so gieht es noch eine andere Methode, welche eiuige Vereinfachungen 
gestattet und die wir kurz auseinandersetzen wollen. 

Ist p. = m . n, so können die Wurzeln 

x, {}x, (}2x, ... , {}1"-lX 

auf folgende Weise in Gruppen geteilt werden: 
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x, {}'''.r. f}~1Il 
1. x, ' .. , fj(n -l)"'.c 

{}X, {}1lI+1X, D2JJt+\r, '" , n(n-l)m+l;c 

{P,c, W"+2X, {}211t+2 
.c, ... , fj(n-l)JJt+2.c 

0",,-1 ' x, {}2m-l x, If1m-1X, .. ' , Dill" - l.c. 

Setzt man zur Abkürzung 

48) 

49) " " nm-lX = X"" 

so kann man die Wurzeln folgendermassen schreibcll: 

{ 1') x" {}lXI, n12X 1, 
{}n-l ... , I Xl 

2') xz, {)IX2, {}1 2XZ, 
nn-l 

50) ... , 'I Xz 

Jn') x m ' n1x"l' HI 2X"" 
{}n-l 

" ., X 1 m 

Mithin kann man nach dem Früheren (§ 2) dic Gleichung rp (:r) = 0, 
welche vom Grade m12 ist, in m Gleichungen vom Grade 12 zerleg'cn, deren 
Coefficienten von einer Gleichung mten Grades abhängen werden. Die 
Wurzeln dieser Gleichungen sind respective die Grössen I', 2', ... , m'. 

Ist auch 12 eine zusammengesetzte Zahl = mini' so kann man in der
selben Weise jede der Gleichungen nten Grades in 1// 1 Gleichungen vom 
Grade 121 zerlegen, deren Coefficienten abhängig sein werden von eiuer 
Gleichung m1ten Grades. 1st auch noch nl eine zusammengesetzte Zahl, so 
kann man die Zerlegung in derselben Weise fortsetzen. 

Satz VI. Allgemein, nimmt man 

51) 

an, so lässt sich die Auflösung der gegebenen Gleichung 
rp(x) = 0 auf diejenige von 12 Gleichungen von den Graden 

zurückführen. 
Es genügt sogar, eine einzige Wurzel jeder dieser Gleichungen zu 

kcnnen, denn wenn man einc Wurzel der gegebeneu Gleichung kennt, so 
erhält man sämtliche andern Wurzeln ausgedrückt als rationale Functionen 
dieser. 

Die vorstehende Methode ist im Grunde dieselbe wie die, welche Gauss 
für die Reduction der binomischen Gleichung xl'- - 1 = ° gegeben hat. 

Um die vorstehende Zerlegung der Gleichung rp (x) = 0 in andere von 
niedrigerem Grade etwas deutlicher zu zeigen, wollen wir beispielsweise 
p.. = 30 = 5 . :3 • 2 annehmen. 

44 Abel. 
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1. x, ' .. , fj(n -l)"'.c 
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Jn') x m ' n1x"l' HI 2X"" 
{}n-l 

" ., X 1 m 
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In diesem Falle sind die Wnrzeln: 

x, Hx, {}2x, ... , {}29X • 

Wir bilden zunächst eine Gleichung 6ten Grades, deren Wurzeln 

sein werden, Ist R = 0 diese Gleichung, so kann man ihre Coefficienten 
rational durch eine und dieselbe Grösse y bestimmen, welche Wurzel einer 
Gleichung fünften Grades P = 0 ist, 

Da der Grad der Gleichung R = 0 selbst eine zusammengesetzte Zahl 
ist, so bilden wir eine Gleichung dritten Grades R1 = 0, deren Wurzeln 

X, {}10X , 320x 

sind und rleren Coefficienten rationale Functionen von y unrl einer und 
derselben Grösse z sind, welche ihrerseits Wurzel einer Gleichung zweiten 
Grades 1\ = 0 ist, in der die Coefficienten rational durch y ans
getlrücld sind, 

Nachstehend geben wir das Tableau der Operationen: 

x 3 + (,(y, z)x2 + My, z)x + My, z) = 0 
Z2 + ('(y).z + t;(y) = 0 
Y" + A 1y4 + A 2y3 + A 3y2 + A 4y + Ar. = O. 

Man könnte auch mit einer Gleichung 2ten Grades in x oder anch mit 
einer Gleichnng 5ten Grades anfangen, 

Wir nehmen die allgemeine Gleichnng 9(X) = 0 wieder auf. Nimmt 
man p. = m ,n 11n, so kan11 man setzen: 

52) xn + {(y)X.,+1 + t;(y)x.,,-2 + , .. = 0, 

wo y durch eine Gleichung mtcn Grades 

53) y'fll + A!/,,-1 + ... = 0 

bestimmt wird, deren sämtliche Coefficienten rational dmch bekannte Grössen 
ausgedrückt sinrl. 

Dies vorausgescllickt, seien 

54) { 
fL = ))11 ' 1112 ' 1n3 •• , , 111., und 
p. = 111 111. 1, p. = 7'11211.2' ,." p. = lIIUJ?ZUJ 

mehrel'e Arten, die Zahl fL in zwei I<'actorcn zn 7.erlegen. Dann kann man 
die gegebene GleielJUllg cp(x) = 0 in zwei andere auf folgende (0 Arten 

zerlegen: 
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(1) 

(2) 

(0) 

Ab el. 

I F ( ) 0 d W I ""', ,,2m, ,,(n,-l)m,' d I X, YI = , eren urze n X, 11 X, U X, ••• , 1T X sm 
und deren Coefficienten rationale Functionen einer Grösse YI 
sind, welche eine Wurzel einer Gleichung t;YI = ° vom Grade 
m l ist. 

I 
F 2(x, .112) = 0, deren Wurzeln x. f}711,x, f}271I,x, ... , n(n,-l)m,x sind 

und deren Coefficienten rationale Functionen einer und derselben 
Grösse 112 sind, die eine Wurzel einer Gleichung f2YZ = ° vom 
Grade J112 iRt. 

f Fw(x, Yw) = 0, deren vVurzeln X, [}1I/ UJx, n2711w x, .•. , f}(?1 w -I)111wX 

1 sind und deren Coefficienten rationale Functionen einer und der
Grösse Vw sind, die eine Wurzel einer Gleichung fwYw = ° vom 
Grade mm ist. 

Nimmt man jetzt an, dabs ml , m2' ... , mw ' zu je zweien genommen, 
prim zu einander sind, so behaupte ich, dass man den Wert von X rational 
dnrch die Grtissen 111, V2' ... , Vm ausdrücken kann. Wenn nämlich ?n l , 

m2, ... , mm prim zu einander sind, so ist klar, dass es nur eine eill7.ige 
Wurzel giebt, welche gleichzeitig allen Gleichungen 

Genüge leistet, nämlich die Wurzel x. Mithin kann man nach einem be
kannten Satze X rational durch die Coefficienten dieser Gleichungen und 
folglich durch die Grössen VI' Y2, ... , Ym ausdrücken. 

Die Auflösung der gegebenen Gleichung ist somit zurückgeführt anf 
diejenige von (0 Gleichungen fivi = 0, fzVz = 0, ... , (lUY," = 0, welche 
respective von den Graden ml , 1)12' ••• , 1nw sind und deren Coefficienten 
rationale Functionen der Coefficienten von 'fex) und f}x sind. 

Will man, dass die Gleichungen 

56) t;YI = 0, f2Y2 = 0, ... , (WYlO = ° 
von möglichst niedrigem Grade seicn, so muss man 1J11 , 

wählen, class diese Zahlen Potenzen von Primwltlcll sind. 
gegebrne Gleichung 'fex) = ° vom Grade 

57) 

111 2 , ••• , I1I w so 
Wenn 7.. B. die 

ist, wo Cl, c2, ••• , Cw von einander verschiedene Primzahlen sind, so hat man: 

Ist die gegebene Gleichung algebraisch auflösbar, so sind es auch die 
Gleichungen (56); denn die Wnrzeln dieser Gleichungen sind rationnIe 
Functionpn von x. Man kann dieselben leicht ;]uf folgende W pi~e lösen. 
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Die Grösse y ist eine rationale und symmetrische Function der Wurzeln 
der Gleichung (52) d. h. von 

59) x, a"'x, {}2nlX, ••• , Hen-l)nlx . 

Ist 
60) y = Fx = fex, {}"'x, {}2mx, ... , aen-l)mx), 

so sind die Wurzeln der Gleichung (53): 

61) Fx, F({}x), F(tpx), ... , F(am-Ix). 

Ich behaupte nun, dass mau diese Wurzeln auf folgeude Art aus
drücken kann: 

62) 

wo AY eine rationale Function von y und von bekannten Grössen ist. 
Man hat: 

63) F(ftx) = ([ftx, H(&'"x), {f(ft2"'x), ... , H({}en-l)",x)], 

mithin ist F(ftx) ebenso wie Fx eine rationale und symmetris01le Function 
der Wurzeln x, {}"'x, ... , Hen-I)",x, folglich kann man nach dem in (24) 
gefundenen Verfahren F(ftx) rational durch Fx ausdrücken. Ist also 

F(ftx) = A(Fx) = Ay, 

so hat man, wenn man (dem Satze I zufolge) x durch .Hx, {}2x, .•. , {tm-lx 

ersetzt: 
F(l}2x) 

F(tPx) 

= A(F(ftx)) 

= A(F(It~x)) 

F(ft1H-IX) = A(F(ft7ll-2X)) = ),rn-Iy , w. z. b. w. 

Da nunmehr die Wurzeln der Gleichung (53) dargestellt werden können 
durch 

so kann man diese Gleichung auf dieselbe Weise wie die Gleichung rp(x) = 0 
algebraisch auflösen (vgl. Satz IIl). 

Ist 1)1. eine Potenz einer Primzahl, also m = e', so kann man ferner y 
mitteIst Y Gleichungen vom Grade e bestimmen (vgl. Satz VI). 

Wenn man im VI. Satze annimmt, dass fL eine Potenz von 2 sei, so 
erllält man als Zusatz den folgenden Satz: 

Satz VII. Wenn die Wurzeln einer Gleichung vom Grade 2w 

durch 
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48 Abel. 

dargestellt werden können, so l,ann diese Gleichung mitteIst 
der Ausziehung von w Quadratwurzeln gelöst werden. 

X 1+2'"_ 1 
Dieser Satz, angewendet auf die Gleichung ----1-=0, in welcher 

x-
2'" + 1 eine Primzahl ist, giebt den Satz VOll Gau s s für den Kreis. 

§ 4. 

Von den Gleichungen, deren sämtliclle Wurzeln rational 
durch eine von ihnen ausgedrückt werden können. 

Wir haben im Vorhergehenden (Satz III) gesehen, dass eine Gleichung 
beliebigen Grades, deren Wurzeln durch 

x, {}x, {}2X, ••. , {}fL-IX 

dargestellt werden können, stets algebraisch lösbar ist. In diesem Falle 
sind sämtliche Wurzeln rational durch eine von ihnen ausgedrückt; eine 
Gleichung aber, deren Wurzeln diese Eigenschaft haben, ist nicht immer 
algebraisch auflösbar. Nichtsdestoweniger giebt es ausser dem vorher 
betrachteten Falle noch einen andern, in welchem dies stattfindet. Man hat 
den folgenden Satz: 

Satz VIII. Ist x(x) = 0 eine beliebige algebraische Gleichung, 
deren sämtliche Wurzeln durch eine von ihnen, die wir mit x 
bezeichnen wollen, rational ausgedrückt werden können, 
sind ferner {}x nnd {}lX zwei beliebige andere Wurzeln, so ist 
die vorgelegte Gleichung algebraisch auflösbar, wenn man 
hat: {}f}lX = {}lf}X. 

Der Beweis dieses Satzes hnn sogleich auf die im § 2 auseinander
gesetzte Theorie zurückgeführt werden, wie wir zeigen wollen. 

Kennt man die Wurzel x, so erhält man daraus zugleich alle andern; 
es genügt also, den Wert von x zu suchen. 

Wenn die Gleichung 

64) 

nicht irreductibel ist, so sei 

65) 

z(x) = 0 

9(X) = 0 

die Gleichung niedrigsten Grades, welcher die Wurzel x genügen hnn, wo 
die Coefficienten dieser Gleicbung nur bekannte Grössen enthalten. Als
dann befinden sich die Wurzeln der Gleichung 9(X) = 0 Jlnter denen der 
Gleichung x(x) = 0 (vgl. den ersten Satz) und können somit durch eine 
von ihnen rational ausgedrückt werden. 

Dies vorausgesetzt, sei {}x eine von x verschiedene Wurzel; dann lassen 
sich, den Auseinandersetzullgen des ersten Paragraphen znfoJge, die Wurzeln 
der Gleic1ll1ng 9(x) = 0 folgende.rmasscn ausdrUcken: 
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x, 8x, 8zx. nn-lx 

Xl' aXl' {Px1, .... , an-1Xt 

und wenn man die Gleichung bildet 

GG) xn + A'xn- l + A"::r!'-2 + A'''xn- 3 + ... + ACn-l)x + ACn) = 0, 

deren Wurzeln x, 8x, 82x, ... , an-lx sind, so können die Coefficienten 
A', A", ... , A (n) rational ausgedrückt werden durch eine und dieselbe 
Grösse V, welche Wurzel einer irreductiblcn*) Gleichung 

G7) m n~-1 m-2 0 
. Y +P1Y +P2Y +"'+Pm-1Y+Pm= 

ist, deren Coefficienten bekannte Grössen sind (vgl. § 2), 

Die Bestimmung von x lässt sich mit Hülfe der beiden Gleichungen 
(GG) und (G7) ausführen. Die erste von diesen Gleichungen ist algebraisch 
auflösbar, wenn man die Coefficiellten d. h. die Grösse y als bekannt an
nimmt (V gl. Satz III). Was die Gleichung in 11 alllangt, so werden wir 
zeigen, dass ihre Wurzeln dieselbe Eigenschaft besitzen wie diejenigen der 
g'egebenen Gleichung rp(x) = 0, nämlich durch eine von ihnen rational uns
driickbar zu sein. 

Die Grösse Y ist (V gl. 15) eine gewisse rationale und symmetrisehe 
Function der Wnrzeln x, fix, {}2X , '." {)n-Ix. Setzt man 

=f(x, t}x, {}2X, ... , {ln-lX), SO werden die andern I Y Wurzeln derGl eich uug 

G8) 11J = fex . 1 I, 

...... 
1 - (x .~m-l - f ..... "lU-I' 

(G7) sein: 
{ho 82,1::1, .•• , fln--1xJ) 

<I. fl2 <)"-1) UXm_ l , l' Xm-l' ., ., 1 Xm- l . 

In dem Falle nun, flen wir betrachten, sinel Xl' X2' ... , X"'_1 rationale 
FUllctionell der Wurzel x. Setzen wir also: 

so werden die Wurzeln der Gleichung (G7) die ]<'orm haben: 

VI = f(&tx, a&lx, 82&lX, .... , an- 18l x). 

*) Man beweist leicht, dass diese Gleichung nieht reductibel sein kann. Ist 
R = 0 die irreduetible Gleichung in y und ~ ihr Grad, so erhält man durch Elimi
nation von y eine Gleiehung in .'1' vom Grade 'lIY; mithin 11,'1;5 fI" Man hat aber 
f' = 'in • 11, mithin ~ ;5111, was unmöglich ist, da Y kleiner als mist. 

Abcl u. Galois, Algeb\'. Gleichungen. 4 
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. Y +P1Y +P2Y +"'+Pm-1Y+Pm= 
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Die Bestimmung von x lässt sich mit Hülfe der beiden Gleichungen 
(GG) und (G7) ausführen. Die erste von diesen Gleichungen ist algebraisch 
auflösbar, wenn man die Coefficiellten d. h. die Grösse y als bekannt an
nimmt (V gl. Satz III). Was die Gleichung in 11 alllangt, so werden wir 
zeigen, dass ihre Wurzeln dieselbe Eigenschaft besitzen wie diejenigen der 
g'egebenen Gleichung rp(x) = 0, nämlich durch eine von ihnen rational uns
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Der Voraussetzung naeh haben die Functionell Hund Ht die Eigen
schaft, dass 

fHftx = ft1ftx 

ist, eine Gleichung, die dem Satze I zufolgtl auch gelten wird, wenn man 
für x irgend eine andere Wurzel der Gleichung 'fex) = 0 substituiert. Man 
erhält daraus nach und nach: 

= H&lftX 
= Hft1ft2X 

= {}t ft2x 
= ft1tl3X 

Hierdurch geht der Ausdruck von !/t über in: 

VI = {(ftIX, Htft,v, 1t1lt2X, ... , (flftn-IX), 

und man sieht, dass VI ebenso wie V eine rationale und symmetrische 
Function der Wurzeln 

ist. Man kann daher (§ 2) VI rational durch V nnd durch behnnte Grössen 
ausdrücken. Dieselbe Schlussreihe findet Anwendung auf jede andere Wur7.el 
der Gleichung (67). 

Sind jetzt "V, "IY zwei beliebige Wurzeln, so bellanpte ich, dass man 

I..AtV = AIAy 
hat. Denn hat man z. TI. 

AY = {(ftIX, Hftlx, .... , ftn-IHlx), 
falls 

V = {(x, Hx, ... , an-la:) 

ist, so erhält man, wenn man H2x für x setzt: 

A!h = {(ftllt2X, HHI{f2X, ... , Hn - lntft2:V), 
wo 

ist. Mithin: 

und ebenso: 
AIAg = {(H2Hlx, Hft2lt1X, •.• , Hn- I&2ltIX), 

folglich, da lt1{}2X = lt2Hlx: 
I..AjV = Aj),y. 

Die Wurzeln der Gleichung (67) haben daher genau dieselbe Eigen
schaft, wie diejenigen der Gleichung 'fex) = O. 

Nachdem dieses festgestellt ist, kann man anf die Gleichung (67) das
selbe Verfahren anwenden wie auf die Gleichung 'fex) = 0; d. h. die 
Bestimmuug von y kann ausgeführt werden mit Hülfe zweier Gleichungen, 
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von denen die eine algebraisch auflösbar ist und die andere die Eigen
schaft der Gleichung cp Cx) = 0 besitzt. Mithin lässt sich dasselbe Verfahren 
wieder auf diese letztere Gleichung anweuden. Fährt man so fort, so wird 
offenbar die Bestimmung von x ausgeführt werden können verwittelst einer 
gewissen Anzahl von Gleichungen, welche sämtlich algebraisch lösbar sind. 
Somit wird schliesslich die Gleichung cp (x) = 0 vermittelst algebraischer 
Operationen lösbar-sein, wenn man diejenigen Grössen als bekannt ansieht, 
welche neben x in den Functionen 

cp (x), {}x, {}1:V, {}2X , ••• , {}m_IX 

auftreten. 
Offenbar wird der Grad jeder der Gleichungen, auf welche sich die 

Bestimmung von x reduciert, ein Factor der Zahl p. sein, welche den Grad 
der Gleichung cp(x) = 0 bezeichnet; und 

Satz IX. Bezeichnet man die Grade dieser Gleichungen 
respective mit 

so hat man: 

Hält man das Vorhergehende mit den Auseinandersetzungen im § 3 
zusammen, so hat man folg'enden Satz: 

Satz X. Nimmt man an, dass der Grad p. der Gleichung cp(x)=O 
in folgender Weise zusammengesetzt sei: 

G9) 

wo el , E2, ES, ••• , ew Pr im z a h I e n b e d e u t e n, so k a n n die Be s t i lU lU U n g 
VOll X ausgeführt werden mitte1st der Auflösung von VI 

Gleichungen vom Grade EI, v2 Gleichungen vom Grade e2, u. s. w., 
und alle diese Gleichungen sind algebraisch auflösbar. 

Im Falle p. = 2'/ lässt sich der Wert VOll x mitte1st rIer Ausziehung 
von v Quadratwurzeln finden. 

§ 5. 

Anwendnng auf die Kl'eisfunctionen. 

B . I t ·t d' G" 211: eZeJc llle man ml a Je rosse -, so kanu man bekanntlich eine p. 
algebraische Gleichung VOIll Grade p. finden, deren Wurzeln die p. Grössen 

cos a, cos 2a, cos 3a, ... , cos p.a 

uud deren Coefficientell rationale Zahlen sind. Diese Gleichung ist: 

70) I-' 1 P-2 1 fJ. (fL - 3) 1-'-4 :! -':p':! +16-1~X -'''=0. 

4* 
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Wir werden sogleich sehen, dass diese Gleichung' dieselbe Eigenschaft 
besitzt, wie die im vorigen Paragraphen betrachtete Gleichung x(x) = O. 

Ist cos a = x, so hat man nach einer belm11l1ten Formel für jeden 
Wert von a: 

71) cos ma = &(cos a), 

wo & eine ganze Function bezeichnet. Mithin ist cos 1net, welches irgend 
eine Wurzel der Gleichung (70) darstellt, eine rationale Function der 
Wurzel x. Ist &lX eine andere Wurzel, so behaupte ich, dass man hat: 

{}f}lx = {}lI}X. 

Ist nämlich {}lX = eos m'ce, so giebt die Formel (71), wenn man m'ce für 
a setzt: 

eos (1I11n'a) = &(eos m'et) = {H\:r. 
Ebenso hat man: 

mithin: 

Folglich lässt sich, den Auseinandersetzungen ded vorigen Paragraphen 
zufolge, 

2it 
x oder eos ce = cos

fJo 

algebraisch bestimmen. Dies ist bekannt. 
Nehmen wir jetzt an, dass !J. eine Primzahl = 212 + 1 sei, so sind die 

Wurzeln der Gleichung (70): 

2it 4it 
eos 2n + 1 ' eos 2n + 1 ' 

4nit 
.... , eos 2n+ l' eos 2it. 

Die letzte Wurzel eos 2it ist gleich 1; mithin ist die Gleichung (70) durch 
x-I teilbar. Die andern Wmzeln sind paarweise einander gleich, denn 

2mit (2n+ I-m)2it 
man hat eos 2n + 1 = cos 2n+ 1 ; folglich kann man eine Gleichung 

finden, deren Wurzeln sind: 

73) 

72) 
2 ... 

cos 2n + l' 
Diese Gleichung ist: 

4it 
eos 2n+ l' .. -, 2nit 

cos 212 + l' 

1 n 1 1 n Q 1 n-3 1 (n-2)(n-3) n-4 
xn + 2x - -4(n -l)x -. -- S(n - 2):1:: '+J:G--1-. 2--x 

1 (n-3)(n--4) n-5 + 32 ---1; 2--{l' - •.. = o. 
Dies vorausgesetzt, sei 

2it 
cos 2n + 1 = x = cos a. 
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Nach dem Vorhergehenden hat man: 

2mlt 
cos 2n+ 1 = &x = cos ma. 

Die Gleichung (73) wird daher befriedigt durch die Wurzeln: 

74) x, &x, {}2X, &3X, '" 

Es ist, welches auch der Wert von a sein möge: 

&(cosa) = cosma. 

Hieraus erhält man nach und nach: 

{}2(cosa) = (}(cosma) 
{}3 (cos a) = &(cosm2a) 

=cosl1l~a 

= cosm3a 

(}f'(cosa) = &(cosmf'-la) = cos mf'a 

Die Wurzeln (74) werden also: 

75) cos a, cos ma, cos m 2a, cos m 3a, ... , cos mlLa, 

63 

Dies vorausgeschickt, behaupte ich, dass, wenn In eine primitive Wurzel 
für den l\Iodul 2n + 1 ist (Vgl. Gauss, Disquis. aritltm. Artikel 57), sämt
liche Wurzeln 

76) cos a, cos ma, cos Jn2a, cos Jn3a , ... , cos mn-la 

von einander verschieden sind. Hätte man nämlich 

cos mf'a = cos m'a, 

wo IL und ~ kleiner als n sind, so würde hieraus folgen: 

mf'a = ± 11I"a + 21crc, 

wo 1c eine ganze Zahl ist. Dies gicbt, indem man für a seinen Wert 
2lt 

2n+l setzt: 

mP' = ± m' + k(2n + 1) 
mithin: 

ut =+ m' = m"(mf'-v =+= 1) = k(2n + 1), 

und somit würde m2C1L -") - 1 durch 2n + 1 teilbar sein, was unmöglich 
ist, da 2(fL-~) < 2n ist und wir vorausgesetzt haben, dass m eine primi
tive Wurzel sei. 

Man hat ferner: 

denn es ist m2n _1 oder (mn_I) (mn+l) durch 211+ 1 teilbar, mithin: 

m'" = - 1 + 1c(2n + 1) 

Algebraisch auflösbare Gleichungen. 

Nach dem Vorhergehenden hat man: 

2mlt 
cos 2n+ 1 = &x = cos ma. 

Die Gleichung (73) wird daher befriedigt durch die Wurzeln: 

74) x, &x, {}2X, &3X, '" 

Es ist, welches auch der Wert von a sein möge: 

&(cosa) = cosma. 

Hieraus erhält man nach und nach: 

{}2(cosa) = (}(cosma) 
{}3 (cos a) = &(cosm2a) 

=cosl1l~a 

= cosm3a 

(}f'(cosa) = &(cosmf'-la) = cos mf'a 

Die Wurzeln (74) werden also: 

75) cos a, cos ma, cos m 2a, cos m 3a, ... , cos mlLa, 

63 

Dies vorausgeschickt, behaupte ich, dass, wenn In eine primitive Wurzel 
für den l\Iodul 2n + 1 ist (Vgl. Gauss, Disquis. aritltm. Artikel 57), sämt
liche Wurzeln 

76) cos a, cos ma, cos Jn2a, cos Jn3a , ... , cos mn-la 

von einander verschieden sind. Hätte man nämlich 

cos mf'a = cos m'a, 

wo IL und ~ kleiner als n sind, so würde hieraus folgen: 

mf'a = ± 11I"a + 21crc, 

wo 1c eine ganze Zahl ist. Dies gicbt, indem man für a seinen Wert 
2lt 

2n+l setzt: 

mP' = ± m' + k(2n + 1) 
mithin: 

ut =+ m' = m"(mf'-v =+= 1) = k(2n + 1), 

und somit würde m2C1L -") - 1 durch 2n + 1 teilbar sein, was unmöglich 
ist, da 2(fL-~) < 2n ist und wir vorausgesetzt haben, dass m eine primi
tive Wurzel sei. 

Man hat ferner: 

denn es ist m2n _1 oder (mn_I) (mn+l) durch 211+ 1 teilbar, mithin: 

m'" = - 1 + 1c(2n + 1) 



54 AbeJ. 

und somit: 

cos mna = cos (-(( + 21m) = cos a. 

Hieraus sieht man, dass die n Wurzeln der Gleichnng (7.3) durch (76) 
d. h. durch 

x, (}x, {t2x, {Px, ... , an-lx, wo (}nx=x, 

dargestellt werden können. Folglich ist nach Satz III diese Gleichung 
algebraisch auflösbar. 

Setzt man n = 'ln l . m~ .... m,,,, so ](ann man den ganzen Umfang des 
Kreises mit Hülfe VOll (J) Gleichungen von den Graden m l , m3' m;{, ... , 
m w in 2n + I gleiche Teile teilen. Sind die Zahlen ml , 1113' ••• , 1n tu zu 
einander prim, so sind die Cocfficienten dieser Gleichungen rationale Zahlen. 

Nimmt man n = 2''', so erhält man den bekannten Satz über die regu
lären Polygone, welche geometrisch construiert wenlen können. 

Aus dem Satze Versieht man, dass es, um den ganzen Umfang des 
Kreises in 2n + 1 gleiche Teile zu teilen, genügt 

1. den ganzen Umfang des Kreises in 2n gleiche Teile zu teilen, 
2. einen Bogen, den man alsdann construieren kann, in 2n gleiche 

Teile zu teilen, 
3. die Quadratwurzel aus einer einzigen Grösse p zu ziehen. 

Gau s s hat diesen Satz in seinen Disquisitiones ausgesprochen und 
hinzugefügt, dass die Grösse, aus welcher man die Wurzel zu ziehen hat, 
gleich 2n + 1 ist. Dies kann man leicht folgendermassen beweisen. 

Wie wir sahen (( .. W), (38), 46)), ist p der numerische Wert der Grösse: 

(x + a[lx + (l2a2X + ... + (ln-Ian-lx) (x + (ln-laX + (ln-3tFx + ... -+- aan-lx), 

2n -- .. 2n .. 
wo a=cos-+ '/-1 S1l1- 1st. Substituiert man für x, {h:, .. , ihre n V n 
Werte cosa, cos'lnn, cosm2a, ... , so hat man: 

± p = (cos a + a cos ma + 1X2 cos m2n + .... + (ln-l cos mn- Ja) 

X (cos a + an- l cos ma + an- 2 cos m2a + .... -+ IX COS mn-la). 

Entwickelt man und bringt man ± p auf die Form: 

± p = to + fllX + t2'1. 2 + ... + t,,_l'1.n-\ 

so findet man leicht: 

tf'- = cos a· cos mf'-a + cos ma· cos mf'-+ln + .... + cos n-l-fLa · cos m" .. -ta 

+ cos mn-f'-a . cos a + cos Jltn-f'-+la • cos mlt + ... , + cos mn-la· COS mf'--la. 

Nun ist: 
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mithin: 

tp. = Hcos(mP. + l)a + cos(mfL + l)ma + ... + cos(mfL + l)mn-Ia] 

+ Hcos(mlL - l)a + cos(mfL - l)ma + ... + cosemlL - l)mn- 1a]. 

Setzt mall: 
(mP. + l)a = a', (mfL - l)a = a", 

so erhält man: 

tp. = Hcosa' + {}(cosa') + {}2(cosa') + .... + {}n-l(coset')] 

+ t[cosa"+ {}(cosa") + {}2(cosa") + .... + {}n-l(cosa")]. 

NUll sind zwei Fälle möglich, nämlich entweder ist !L verschieden von 
Null oder gleich Null. 

Im ersten Falle sind offenbar cosa' und cosa" Wurzeln der Gleichung (73), 
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und da p wesentlich positiv ist: 

2n+ 1 
P=-4~-· 

Dieser Wert von p giebt 
VP = ~ V2n-+T. 

Folglich ist die Quadratwurzel, welche man ausziehen muss, die Quadrat
wurzel aus 2n + 1, wie Gau s s behauptet hat. *) 

*) In dem Falle, wo n eine ungerade Zahl ist, kann man sogar die Ausziehung 
dieser Quadratwurzel umgehen. 
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Über die algebraische Auflösung' der 
Gleichungen. 

(Oeuvres completes) lSB1} Bel. 11 S. 217). 

--li"-

Eins der interessantesten Probleme der Algebra ist dasjenige der 
algebraischen Auflösung der Gleichungen. Auch findet man, dass fast alle 
ausgezeichneteren Geometer diesen Gegenstand behandelt haben. Man 
gelangte ohne Schwierigkeit zu dem allgemeinen Ausdruck der Wurzeln 
der Gleichungen der vier ersten Grade. Man entdeckte für die Auflösung 
dieser Gleichungen eine gleichförmige Methode, die man glaubte auch auf 
die Gleichungen von höherem Grade anwenden zu können; aber trotz aller 
Bemühungen eines La gr a n g e und anderer hervorragender Geometer ver
mochte man nicht zu dem gesteckten Ziele zu gelangen. Dies liess ver
muten, dass die Auflösung der allgemeinen Gleichungen algebraisch unmög
lich ist; man konnte aber hierüber zu keiner Entscheidung kommen, weil 
die an gewandte Methode zu sicheren Schlüssen nur dann führen konnte, 
wenn die Gleichungen lösbar waren. In der That stellte man sich 
die Anfgabe, die Gleichnngen aufzulösen, ohne zu wissen, ob dies möglich 
sei. In jenem Falle konnte man vielleicht zur Anflösung gelangen, obwohl 
dies keineswegs sicher war; wenn aber unglücklicherweise die Auflösung 
unmöglich wal', hätte man sie ewig suchen können, ohne sie zu finden. 
Um unfehlbar zu einem Schlusse in dieser Sache zu gelangen, muss man 
somit einen andern Weg einschlagen. Man muss der Anfgabe eine solche 
E'orm geben, dass es immer möglich ist, sie zn lösen, was bei jedem be
liebigen Probleme stets geschehen kann. Anstatt eine Beziehung zu suchen, 
von der man nicht weiss, ob sie existiert oder nichi, muss man fragen, ob 
eine solche Beziehung wirklich möglich ist. So muss man z. B. in der 
Integralrechnung die Differentialformeln nicht durch eine Art von Probieren 
oder durch einen glücklichen Einfall zu integrieren suchen, sondern man 
muss vielmehr untersuchen, ob es möglich ist, sie auf diese oder jene 
Weise zu integrieren. Wenn man eine Aufgabe in dieser Weise stellt, 
enthält schon der Ausspruch derselben den Keim der Lösung uud zeigt den 
Weg, den man einschlagen muss, und ich glaube, dass es nur wenig Fälle 
geben wird, wo man nicht zu mehr oder minder wichtigen Sätzen gelangte, 
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selbst dann, wenn man die gestellte Frage der complicierten Rechnungen 
wegen nic.ht vollständig beantworten könnte. Der Grund dafür, dass diese 
Methode, welche unstreitig die einzig wissenschaftliche ist, weil sie die 
einzige ist, von der man von vornherein weiss, dass sie zu dem gesteckten 
Ziele führen kann, wenig gebräuchlich ist in der Mathematik, ist die ausser
ordentliche Compliciertheit, der sie bei den meisten Problemen zu unter
liegen 5cheint, besonders wenn dieselben eine gewisse Allgemeinheit haben; 
diese Compliciertheit ist jedoch in vielen Fällen nur scheinbar und ver
schwindet gleich beim ersten Angriff. Ich habe mehrere Zweige der 
Analysis in dieser Weise behandelt und, wenn ich mir auch zuweilen Auf
gaben gestellt habe, die meine Kräfte überstiegen, S(l bin ich trotzdem zu 
einer grossen Zahl von allgemeinen Resultaten gelangt, die auf die Natur 
der Grössen, deren Erforschung der Gegenstand der Mathematik ist, helles 
Licht werfen. Besonders in der Integralrechnung ist diese Methode leicht 
anzuwenden. Bei einer andern Gelegenheit werde ich die Resultate angeben, 
zu denen ich bei diesen Untersuchungen gekommen bin, und den Weg, der 
mich zu ihnen geführt hat. In dieser Abhandlung gedenke ich das Problem der 
algebraischen Auflösung der Gleichungen in seiner ganzen Allgemeinheit zu 
behandeln. Der erste und, irre ich nicht, der einzige, welcher vor mir die 
Unmöglichkeit der algebraischen Auflösung der allgemeiuen Gleichungen zu 
beweisen versucht hat, ist der Geometer Ruffini; aber seine Abhandlung ist so 
compliciert, dass es schwer ist, über die Richtigkeit seiner Schlüsse ein 
Urteil zu fällen. Es scheint mir, als ob seine Schlussreihe nicht immer 
befriedigend sei. Der Beweis, den ich im ersten Hefte dieses Journals*) 
gegeben habe, dürfte meines Erachtens hinsichtlich der Strenge nichts zu 
wünschen übrig lassen, doch besitzt er nicht die ganze Einfachheit, deren 
er fähig ist. Ich bin zu einem andern, auf denselben Prinzipien beruhenden, 
aber einfacheren Beweise gekommen, als ich ein allgemeineres Problem zu 
lösen versuchte. 

Bekanntlich kann jeder algebraische Ausdruck einer Gleichung Genüge 
leisten, deren Grad höher oder niedriger ist, je nach der besonderen Be
schaffenheit dieses Ausdrucks. Auf diese Weise giebt es unendlich viele 
besondere Gleichungen, welche algebraisch lösbar sind. Hieraus ergeben 
sich in natürlicher Weise die beiden folgenden Probleme, deren vollständige 
Lösung die ganze Theorie der algebraischen Auflösung der Gleichungen 
umfasst, nämlich 

1. "Alle Gleichungen von irgend einem bestimmten Grade 
zu finden, welche algebraisch lösbar sind;" 

2. "Zu entscheiden, ob eine gegebene Gbrichung alge
braisch lösbar ist oder nicht." 

Die Betrachtung dieser beiden Probleme bildet den Gegenstand dieser 
Abhandlung, und wenn wir auch nicht die vollständige Lösung derselben 

*) Crelle's Journal f. d. r. u. a. Math., Bd. I. Vgl. oben S.8. 
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geben, so deuten wir doch wenigstens sichere Wege an, auf denen man zu 
ihr gelangen kanu. Wie man sieht, sind diese beiden Probleme aufs Engste 
n;tit einander verknüpft, so dass die Lösung des ersten zu der des zweiten 
führen muss. Im Grunde genommen sind diese beiden Aufgaben identisch. Im 
Gange der Untersuchungen kommt man zu mehreren allgemeinen Sätzen 
über die Gleichungen in Bezug auf ihre Auflösbarkeit und die Form der 
Wurzeln. In diesen allgemeinen Eigenschaften besteht in Wirklichkeit die 
Theorie der Gleichungen, insofern sie ihre algebraische Auflösbarkeit be
trifft, denn es kommt wenig darauf an, ob man weiss, dass eine Gleichung 
von specieller Form auflösbar ist oder nicht. Eine dieser allgemeinen 
Eigenschaften ist z. B. die, dass es unmögiich ist, die allgemeinen Gleichungen 
über den vierten Grad hinans algebraisch aufzulösen. 

Der grösseren Dentlichkeit wegen wollen wir zunächst mit einigen 
Worten das vorgelegte Problem analysieren. 

Was heisst es zunächst, eine algebraische Gleichung alge
braisch zu befriedigen? Vor allen Dingen muss man den Sinn dieses Aus
drucks feststellen. Wenn es sich um eine allgemeine Gleichung handelt, deren 
sämtliche Coefficienten folglich als unabhängige Veränderliche betrachtet 
werden können, so muss die Auflösung einer solchen Gleichung darin bestehen, 
die Wurzeln durch algebraische Functionen der Coefficienten auszudrücken. 
Diese Functionen können in der gewöhnlichen Auffassung dieses Wortes 
irgend welche, algebraische oder nicht-algebraische, constante Grössen ent
halten. Wenn man will, kann man als besondere Bedingung hinzufügen, 
dass diese Constanten ebenfalls algebraische Grössen sein sollen, wodurch 
das Problem ein wenig modificiert werden würde. Allgemein hat man zwei 
verschiedene Fälle, je nachdem die Coefficienten veränderliche Grössen ent
halten oder nicht. Im ersten Falle werden die Coefficienten rationale 
FUllctionen einer gewissen Anzahl von Grössen x, z, z', z", ... sein, die 
wenigstens eine unabhängige Veränderlir.he x enthalten. Wir nehmen an, 
dass die andern irgend welche Functionen von dieser seien. In diesem Falle 
sagen wir, dass man der gegebenen Gleichung algebraisch genügen könne, 
wenn man ihr dadurch genügen kann, dass man für die Unbekannte eine 
algebraische function von x, z, z', z", .... setzt. Wir sagen ebenso, dass 
die Gleichung algebraisch lösbar sei, wenn man sämtliche Wurzeln auf diese 
We.ise ausdrücken kann. Der Ausdruck einer Wurzel wird in diesem Falle 
der variablen Coefficienten irgend welche, algebraische oder nicht
algebraische, constante Grössen enthalten können. 

In dem zweiten Falle, in welchem die Coefficienten als constante 
Grössen betrachtet werden, kann man annehmen, dass diese Coefficienten 
aus andern constanten Grössen mit Hülfe von rationalen Operationen ge
bildet sind. Bezeichnen wir diese letzteren Grössen durch (l, ß, 1, ... , so 
werden wir sagen, man könne die gegebene Gleichung algebraisch be
friedigen, wenn es möglich ist, eine oder mehrere Wurzeln durch Cl, ß, 1, ... 
mit Hülfe von algebraischen Operationen auszudrücken. Kann man auf 
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diese Weise sämtliche Wurzeln ausdrücken, so sagen wir, die Gleichung sei 
algebraisch anflösbar; die Grössen IX, ß, I, ... können übrigens beliebig, 
algebraisch oder nicht-algebraisch, sein. In dem besonderen Falle, wo alle 
Coefficienten rational sind, kann man also die Gleichnng algebraisch be
friedigen, wenn eine oder mehrere ihrer Wurzeln algebraische Grössen sind. 

Wir haben zwei Arten von Gleichungen unterschieden, diejenigen, 
welche algebraisch auflösbar sind, nnd diejenigen, welche algebraisch be
friedigt werden können. In der That giebt es bekanntlich Gleichnngen, 
deren eine oder einige Wurzeln algebraisch sind, ohne dass man dasselbe 
für alle Wurzeln behaupten könnte. 

Hiernach bietet sich der natü~liche Weg zur Lösung unsrer Aufgabe 
ihrem Wortlaut gemäss von selbst dar; man muss nämlich in die gegebene 
Gleichung für die Unbekannte den allgemeinsten algebraischen Ausdruck 
substituieren und so dann untersuchen, ob es möglich ist, ihr auf diese 
Weise zu genügen. Dazu muss man den allgemeinen Ausdruck einer alge
braischen Grösse und einer algebraischen Function haben. Man hat daher 
zunächst folgende Aufgabe: 

"Die allgemeinste Form eines algebraischen Aus
drucks zu finden." 

Hat man diese Form gefunden, so hat man den Ausdruck einer alge
braischen Wurzel einer beliebigen Gleichung. 

Die erste Bedingung, welcher dieser algebraische Ausdruck unterworfen 
werden muss, ist die, dass er einer algebraischen Gleichung genügen solle. 
Nun kann er dies aber, wie man weiss, in seiner ganzen Allgemeinheit 
thun. Mithin ist diese erste Bedingung von selbst erfüllt. Um nun zu er
fahren, ob er derart specialisiert werden kann, dass er der gegebenen 
Gleichung genügt, muss man alle Gleichungen suchen, denen er überhaupt 
genügen kann, und sodann diese Gleichungen mit der gegebenen vergleichen. 
Man hat daher folgende Aufgabe: 

"Alle möglichen Gleichnngen zu finden, denen eine 
algebraische Function genügen kann." 

Offenbar kann eine und dieselbe algebraische Function unendlich vielen 
verschiedenen Gleichungen genügen. Wenn daher die gegebene Gleichung 
algebraisch befriedigt werden kann, so können zwei Fälle stattfinden: ent
weder wird diese Gleichung die niedrigste von allen sein, welchen jene 
Function genügen kann, oder es muss eine andere Gleichung von derselben 
Form, der sie genügen kann, existieren, die von niederem Grade und am ein
fachsten ist. Im erE,ten Falle sagen wir, die Gleichung sei irreductibel, im 
andern, sie sei reductibel. Die gestellte Aufgabe zerlegt -sich demnach in 
die folgenden beiden andern: 

1. "Zu entscheiden, ob eine gegebene Gleichung reductibel 
ist oder nicht." 

2. "Zu entscheiden, ob eine irreductible Gleichung alge
braisch befriedigt werden kann oder nicht." 
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Betrachten wir zunächst die zweite Aufgabe. Da die gegebene Gleichung 
irreductibel ist, so wird sie die einfachste Gleichung sein, welcher der ge
suchte algebraische Ausdruck genügen kann. Um sich daher zu überzeugen, 
ob sie befriedigt werden }mnn oder nicht, muss man die Gleichung niedrig
sten Grades suchen, welcher ein algebraischer Ausdruck genügen kann, und 
sodann diese Gleichung mit der gegebenen vergleichen. Hieraus ergiebt 
sich die Aufgabe: 

"Die Gleichung niedrigsten Grades zu finden, w.elcher 
eine algebraische Function genügen kann." 

Die Lösung dieser Aufgabe ist der Gegenstand eines zweiten Paragraphen. 
Man wird auf diese Weise sämtliche irreductiblen Gleichungen erllalten, 
welche algebraisch befriedigt werden können. Die Untersuchung führt zu 
den folgenden Sätzen. 

1. "Wenn eine irreductible Gleichung algebraisch befriedigt werden 
kann, so ist sie zu gleicher Zeit algebraisch auflösbar, und ihre 
sämtlichen Wurzeln l,önnen dargestellt werden durch denselben 
Ausdruck, wenn man den darin vorkommenden Wurzelgrössen alle 
ihre Werte giebt." 

2. "Wenn ein algebraischer Ausdruck irgend einer Gleichung genügt, 
so kann man ihm immer eine solche }<'orm geben, dass er ihr auch 
noch genügt, wenn man allen verschiedenen Wurzelgrössen, aus 
denen er zusammengesetzt ist, alle Werte beileg·t, deren sie 
fähig sind." 

3. "Der Grad einer irreductiblen, algebraisch auflösbaren Gleichung 
ist notwendig das Product aus einer gewissen Anzahl von Ex
ponenten von Wurzelgrössen, welche in dem Ausdruck der Wurzeln 
auftreten." 

Nachdem man auf diese Weise gezeigt hat, wie man zu der Gleichung 
niedrigsten Grades, welcher irgend ein algebraischer Ausdruck genügt, 
gelangen kann, würde der natürlichste Gang der sein, diese Gleichung zu 
bilden und sie mit der gegebenen Gleichung zu vergleichen; indessen stösst 
man hierbei auf Schwierigkeiten, welche unüberwindlich erscheinen. Denn 
wenn man auch eine allgemeine Regel, um die einfachste Gleichung in 
jedem besonderen J;'alle zu bilden, angegeben hat, ist man doch weit davon 
entfernt, dadurch die Gleichung selbst zu besitzen. Und selbst wenn es 
gelänge, diese Gleichung zu finden, wie würde man entscheiden können, ob 
Coefficienten von solcher Compliciertheit wirklich denen der gegebenen 
Gleichung gleich sind? Ich bin jedoch zn dem vorgesteckten Ziele auf einem 
audern Wege gelangt, nämlich durch Verallgemeinernng der Aufgabe. 

Ist znnächst die Gleichung gegeben, so ist es ihr Grad ebenfalls. Es 
bietet sich also gleich zuerst die folg'ende Aufgabe dar: 

"Den allgemeinsten algebraischen Ansdruck zu fin
den, welcher einer Gleichung von einem ge gebenen 
Grade geniigen kann." 
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ß2 Abe!. 

In natürlicher Weise wird man dazu geführt, zwei Fälle zu betrachten, 
je nachdem der Grad der Gleichung eine Primzahl ist oder nicht. 

Obwohl wir nicht die vollständige Lösung dieser Anfgabe gegeben 
haben, hat doch der natürliche Gang der Auflösung zu mehreren allge
meinen Sätzen geführt, die an und für sich sehr bemerkenswert sind und 
die zu der Lösung des Problems, mit dem wir uns beschäftigen, geführt 
haben. Die wichtigsten dieser Sätze sind die folgenden: 

1. "Wenn eine irreductible Gleichung von einem Primzahlgrade p. 
algebraisch lösbar ist, so werden die Wurzeln die folgende Form 
haben: 

po po po 

Y =A+VRI + VR2 + ... + VRpo_I' 

wo A eine rationale Grösse ist und R I , R2 , ••• , Rpo_I die Wurzeln 
einer Gleichung p.-1 ten Grades sind." 

2. "Wenn eine irreductible Gleichung, deren Grad eine Potenz einer 
Primz ahl p." ist, algebraisch lösbar ist, so muss von zwei Dingen 
das eine stattfinden: entweder ist die Gleichung in p.a-ß Gleichungen 
zerlegbar, von denen jede vom Grade p.ß ist mld deren Coefficienten 
von Gleichungen vom Grade p.'-ß abhängen, oder man kann 
irgend eine der Wurzeln durch die Formel ausdrücken: 

po po po 

y=A+ VRI + VR2+··· + "iR> , 
wo A eine rationale Grösse ist und R l , R2, ••• , R, Wurzeln einer 
nud derselben Gleichung vom Grade y sind, wobei diese letztere 
Zahl !Jöchstens gleich p." -1 ist." 

3. "Wenn eine irreductible Gleichung vom Grade fl, welche Zahl 
durch unter einander verschiedene Primzahlen teil bar ist, alge
braisch lösbar ist, so kann man immer p. in zwei Factoren P'l und P-2 
zerlegen, so dass die gegebene Gleichung in P'l Gleichllngen zerleg
bar ist, deren jede vom Grade P'2 ist und deren Coefficienten ab
hängen von Gleichungen vom Grade P'l'" 

4. "Wenn eine irreductible Gleichung vom Grade p.', wo p. eine Prim
zahl ist, algebraisch lösbar ist, so kann man immer irgend eine 
der Wurzeln durch die Formel ausdrücken: 

po po po 

y = ((VRI , VR2 , ... , VR.), 
wo f eine rationale und symmetrische Function dflT in Parenthese 
eingeschlossenen Wurzelgrössen und RI , R 2, ••• ,Ra Wurzeln einer 
und derselben Gleichung bezeichnen, deren Grad höchstens gleich 
p.' - 1 ist." 

Diese Sätze sind die bemerkenswertesten, zu denen ich gekommen biu, 
aber hiernebcn findet man im Verlauf der Abhandlung' eine Menge andrer 
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allgemeiner Eigenschaften der Wu,rzeln, Eigenschaften, die hier anzugeben 
zu weit führen würde. Ich will nur noch ein Wort über die Beschaffenheit 
der Wurzelgrössen, welche in dem Ausdruck der Wurzeln vorkommen können, 
hinzufügen. Zunächst zeigt der dritte Satz, dass, wenn der Grad einer 
irreductiblen Gleichung dargestellt wird durch 

in dem Ausdruck der Wurzeln keine andern Wurzelgrössen anftreten können, 
als diejenigen, welche in dem Ausdruck der Wurzeln von Gleichnngen der 
Grade !L1 \ !L2 a" !L3 a" ••• , !L="' vorkommen können. 

Aus den allgemeinen Sätzen, zu denen man auf diese Weise gelangt 
ist, leitet man dann eine allgemeine Regel her, um zu erkennen, ob eine 
gegebene Gleichung lösbar ist oder nicht. In der That wird man zu dem 
bemerkenswerten Resultat geführt, dass man, wenn eine irreductible Gleichung 
algebraisch lösbar ist, in allen Fällen die Wurzeln mitteist der von L agr a n ge 
für die Auflösung der Gleichungen angegebenen Methode finden kann, 
d. h. wenn man den Gang von Lagrange befolgt, muss man zu Gleichungen 
gelangen, welche wenigstens eine Wurzel haben, die rational durch die 
Coefficienten ausgedrückt werden kann. Überdies hat Lagrange gezeigt, 
dass man die Auflösung einer Gleichung vom Grade ... auf diejenige von 
. .. Gleichungen respective von den Graden .. , mit Hülfe einer Gleichung 
vom Grade ... zurückführen kann. Wir werden beweisen, dass es diese 
Gleichung ist, welche notwendig mindestens eine rational durch ihre 
Coefficienten ausdrückbare Wurzel haben muss, wenn die gegebene Gleichung 
algebraisch lösbar sein soll. 

Wenn also diese Bedingung nicht erfüllt ist, so ist dies ein unwiderleg
licher Beweis dafür, dass die Gleichung nicht lösbar ist; indessen ist zu 
bemerl,en, dass sie erfüllt sein kann, ohne dass die Gleichung in Wirklichkeit 
algebraisch lösbar ist. Um dies zu entscheiden, muss man noch die Hülfs
gleichungen derselben Untersuchung unterwerfen. In dem Falle jedoch, wo 
der Grad der gegebenen Gleichung eine Primzahl ist, genügt, wie wir zeigen 
werden, immer die erste Bedingung. Aus dem Vorhergehenden war es sodaml 
leicht, die Folgerung zu ziehen, dass es unmöglich ist, die allgemeinen 
Gleichungen aufzulösen. 

§ 1. 

Bestimmung der allgemeinen Form eines a1gebraischen 
Ausdrucks. 

Wie wir oben bemerkt habcn, muss man vor allen Dingen die all
gemeine Form eines algebraischen Ausdrucks kenneIl. Diese Form muss 
aus einer allgemeinen Definition hergeleitet werden. Die letztere ist: 
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64 AbeI. 

"Man sagt, eine Grösse 11 lasse sich algebraisch durch mehrere 
andere Grössen ausdrücken, wenn man sie aus diesen letzteren mitte1st 
einer begrenzten Anzahl der folgenden Operationen bilden kann: 

1. Addition. 2. Subtraction. 3. Multiplikation. 4. Division. 
5. Ausziehung von Wurzeln mit Primzahlexponenten." 

Wir haben unter diesen Operationen die Erhebung zu ganzen Potenzen 
und die Ausziehung von Wurzeln mit zusammengesetzten Exponenten nicht 
mit aufgezählt, weil sie nicht notwendig sind, da die erste in der Multipli
kation, die zweite in der Ausziehung der Wurzeln mit Primzahlexponenten 
enthalten ist. 

Wenn die drei ersten der obigen Operationen allein erforderlich sind, 
um die Grösse 11 zu bilden, so wird sie rational und ganz in Bezug auf die 
bekannten Grössen genannt, und wenn die vier ersten Operationen allein 
erforderlich sind, so heisst sie rational. Je nach der Natur der bekannten 
Grössen machen wir die folgenden Unterscheidungen: 

1. Eine Grösse, welche algebraisch durch die Einheit ausgedrüclct 
werden kann, heisst eine algebraische Zahl; lässt sie sich rational 
durch die Einheit ausdrücken, so IlCisst sie eine rationale Zahl, 
nnd wenn sie aus der Einheit durch Addition, Subtraction und 
Multiplikation gebildet werden kann, so heisst sie eine ganze Zahl. 

2. Wenn die bekannten Grössen eine oder mehrere veränderliche 
Grössen enthalten, so wird die Grösse 11 eine algebraische, rationale 
oder ganze Function dieser Grössen genannt je nach der Natur der 
zu ihrer Bildung erforderlichen Operationen. In diesem Falle 
betrachtet man als bekannte Grösse jede constante GrÖsse. 

Mit Hülfe dieser Definitionen begründet man ohne Schwierigkeit die 
folgenden schon längst bekannten Sätze. 

1. Eine Grösse 11, welche ganz durch die Grössen (.(1' (.(2, ••• , (.(n aus
drück bar ist, kann durch Addition mehrerer Glieder von der Form 

gebildet werden, wo A eine ganze Zahl ist und mu 1n2' ••• , mn 

ganze Zahlen einschliesslich der Null sind. 
2. Eine Grösse 11, die rational durch rl1, (.(2' ••• , (Zn ansdrückbar ist, 

kann immer in die Form 

11=111 
112 

gesetzt werden, wo 111 und 112 ganz durch dieselben Grössen aus
gedrückt sind. 

3. Eine rationale Zahl kann immer anf die Form gebracllt werden: 

111 -, 
112 

wo 111 und 112 ganze positive zu einander prime Zahlen sind. 
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eher die algebraische Allfli.isllllg· dpr nleichnngen. 

4. Eine ganze Function V von mehreren veränderlichen Grössell Xl' 

X2' ••• , xn kann stets durch Addition einer beschränkten Anzahl VOll 

G liedern VOll der Form 

gebildet werden, wo A eine constante Grösse ist und nlj, ?JI2' ••• , 

j}/ n ganze Zahlen einschliesslich der Null sind. 

5. Eine rationale Function V von mehreren Grössen Xl' X2 , ••• , xn 

kann stets auf die Form gebracht werden: 

wo YI und 112 ganze Functionen sind, welche keinen gemeinschaft
lichen Factor haben. 

Es bleibt uns hiernach nur noch übrig, die Form der algebraischen 
Aus d rü c k e allgemein zu bestimmen. 

Welches auch die Form eines algebraischen Ausdrucks sein möge, er 
darf znnächst nur eine beschränkte Anzahl von W urzelgrössen enthalten. 
Bezeichnen wir alle verschiedenen Wurzelgrössen durch 

... , 

so ist klar, dass die gegebene Grösse rational durch diese Wurzelgrössen 
und die bekannten Grössell dargestellt werden kann. Wir bezeichnen diese 
Grlisse durch: 

1'-, 1'-, p·n 

V = t(VR--;-, VR2: 'IBn). 

Die Wurzelgrössell, aus denen ein algebraischer Ausdruck zusammen
gesetzt ist, können von zweierlei Art sein: entweder sind sie zur Bildung' 
des Ausdrucks notwendig, oder sie sind es nicht. Sind sie nicht notwendig, 
so kann man sie beseitigen und alsdann wird der gegebene Ausdruck eine 
kleinere Anzahl von Wurzelgrössen enthalten. Hieraus folgt, dass man 
immer annehmen kann, dass die W urzelgrössen derart seien, dass es un
möglich ist, den algebraischen Ausdruck durch einen Teil der in ihm auf
tretenden Wurzelgrössen darzustellen. 

Da nun die Anzahl der Wurzelgrössen beschränllt ist, so folgt, dass 
sich unter den Wurzelgrössen wenigstens eine befinden muss, welche nicht 
unter einer andern Wnrzelgrösse enthalten ist. Nehmen wir an, dass 
1'-, 

-V BI eine solche vVurzelgrösse sei, so kann die Grösse BI stets rational 
durch die andern Wurzelgriissen 11nl1 (lir hekannten Griisscn dargestellt 
werden. 
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Nun ist y eine rationale Function der Wurzelgrössen und der bekannten 
Grössen; mithin kann man setzen: 

Jh y=-, 
Y2 

wo 'fit und Y2 ganze Ausdrücke sind. Man kanu also zunächst setzen: 

Yl y="'= 

P'1 11-1. !J.1. 

Po + P1 V~ + P2CJlR;)2 + ... + P, (VR;r 
~ ~ ~ Y2 

Qo + QIVR1 + Q2(VR1Y + ... + Qv'(VR1 )" 

wo Po, P1 , ••• , Qo, QI' ... rationale Ausdrücke der bekannten Grüssen 
nnd der andern Wurzelgrössen sind. Diesen Ausdruck kann man abbr noch 
sehr vereinfachen. Bezeichnet man zunächst mit 

,,, (p.,-1) 
Y2, 'Y2 , •.• , 'Y2 

1'-, 1'-, 

die Werte, welche Y2 annimmt, wenn man für VB1 die Werte wl/R 1 , 

1'-'_ 1",-11'-,-
w 2VR1 , ••• , W VR1 setzt, wo weine imaginäre Wurzel der Gleichung 

1'-, 
wl'-, -1 = 0 ist, so ist bekannt, dass die Wnrzelgrösse VR1 nnd die Grösse 
waus dem Ausdruck des Products 

'" (1'-,-1) Y2Y2 Y2 .,. Y2 

1 . d d d d A d 1- ,,, (P,,-l) versc lWlll en un ass er us ruc, YIY2 Y2 .•. ~/2 eine rationale 
1'-'-

Function von V BI ohne w ist. 
Man hat daher: 

, " (1'-,-1) YI . 'Y2 • Y2 .•• Y2 Z 
Y = '" (1'-,-1) =-, Y2 • Y2 • 'Y2 ••• Y2 Z1 

wo Z1 eine ganze Function der bekannten Grössen und der Rac1ikale 
1 1 

Rl", B/', '" und z eine ganze FUllctioll der bekannten Grösscn und der 
I 1 ~ 

Radikale Rt', Rl2, B31"', •• , ist. 
Setzt man also: 

1 2 - -

Z = Po + PI . Bt' + P2 • Bt' + ... + P y • Rt', 
so hat man: 

Da nun aber 
l'< 1':>+1 ~ 

B/' = R 1, R 1 1'-, = B 1 • Bt" 

66 Abe!. 

Nun ist y eine rationale Function der Wurzelgrössen und der bekannten 
Grössen; mithin kann man setzen: 

Jh y=-, 
Y2 

wo 'fit und Y2 ganze Ausdrücke sind. Man kanu also zunächst setzen: 

Yl y="'= 

P'1 11-1. !J.1. 

Po + P1 V~ + P2CJlR;)2 + ... + P, (VR;r 
~ ~ ~ Y2 

Qo + QIVR1 + Q2(VR1Y + ... + Qv'(VR1 )" 

wo Po, P1 , ••• , Qo, QI' ... rationale Ausdrücke der bekannten Grüssen 
nnd der andern Wurzelgrössen sind. Diesen Ausdruck kann man abbr noch 
sehr vereinfachen. Bezeichnet man zunächst mit 

,,, (p.,-1) 
Y2, 'Y2 , •.• , 'Y2 

1'-, 1'-, 

die Werte, welche Y2 annimmt, wenn man für VB1 die Werte wl/R 1 , 

1'-'_ 1",-11'-,-
w 2VR1 , ••• , W VR1 setzt, wo weine imaginäre Wurzel der Gleichung 

1'-, 
wl'-, -1 = 0 ist, so ist bekannt, dass die Wnrzelgrösse VR1 nnd die Grösse 
waus dem Ausdruck des Products 

'" (1'-,-1) Y2Y2 Y2 .,. Y2 

1 . d d d d A d 1- ,,, (P,,-l) versc lWlll en un ass er us ruc, YIY2 Y2 .•. ~/2 eine rationale 
1'-'-

Function von V BI ohne w ist. 
Man hat daher: 

, " (1'-,-1) YI . 'Y2 • Y2 .•• Y2 Z 
Y = '" (1'-,-1) =-, Y2 • Y2 • 'Y2 ••• Y2 Z1 

wo Z1 eine ganze Function der bekannten Grössen und der Rac1ikale 
1 1 

Rl", B/', '" und z eine ganze FUllctioll der bekannten Grösscn und der 
I 1 ~ 

Radikale Rt', Rl2, B31"', •• , ist. 
Setzt man also: 

1 2 - -

Z = Po + PI . Bt' + P2 • Bt' + ... + P y • Rt', 
so hat man: 

Da nun aber 
l'< 1':>+1 ~ 

B/' = R 1, R 1 1'-, = B 1 • Bt" 
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ist, so kann man schliesslich setzen: 

~ ~ 1'-,-1 

'!J = Po + PI . Rt' + P2 • Rt' + ... + PI'-,-1 . R1 1'-, , 

wo Po, PI' ... , PI'-,-1 und R1 rational durch die bekannten Grössen und 
1 1 

die Wurzelgrössen R/', R/" '" ausgedrückt werden können. 
Da jetzt die Grössen Po, PI' ... , R1 algebraische Ausdrücke sind, die 

jedoch eine Wurzelgrösse weniger enthalten, so kann man sie auf eine 
1 

ähnliche Form bringen, wie die von '!J ist. Und wenn man mit R/' ein 
Radikal bezeichnet, welches nicht unter einer der andern Wurzelgrössen 
enthalten ist, so kann man die in Rede stehenden Ausdrücke in die Form 
setzen: 

~ ~ 1'-,-1 

Ro' + PI' . R21'-, + R2' • R21'-, + ... + P' . R" 1'-, . 1'-,-1 • , 

wo R 2, Po', PI" •.. , P;,-1 rational durch die bekannten Grössen und die 
1 1 

Wurzelgrössen R/", R/., .. , ausdrückbar sind. 
Fährt man in dieser Weise fort, so muss man schliesslich zu Aus

drücken gelangen, welche keine Wurzelgrösse mehr enthalten und die somit 
rational in Bezug auf die bekannten Grössen sind. 

Im Folgenden müssen wir die algebraischen Ausdrücke nach der Anzahl 
der in ihnen enthaltenen Wurzelgrössen unterscheiden. Wir werden uns 
des folgenden Ausdruclrs bedienen. Ein algebraischer Ausdruck, welclJer 
ausser den bekannten Grössen nur nWurzelgrössen enthält, soll ein alge
braischer Ausdruck n ter Ordnung genannt werden. So wird z. B., 
wenn man die Grössen y2 und y; als bekannt ansieht, die Grösse 

3,-__________________ __ 

Y2 + Y3-~ i2-+--y--"1t + V 5 + y; + Y3---Y2-+-Y-; 
ein algebraischer Ausdruck zweiter Ordnung sein, <1el1n ausseI' den Grössen 
y2, .,;; enthält er nur die heiden Wurzelgrössen: 

3 

.,; 3 - Y2 + Y;, V 5 + -.,; 1t + ";3 - Y 2 + Y 1t • 

§ 2. 

Bestimmung der Gleichung niedrigsten Grades, welcheI' ein 
gegebener algebraischer Ausdruck genügen kann. 

Um die Ausdrüclw zu vereinfachen, wollen wir uns der folgenden Be
zeichnungen bedienen. 

1. Wir bezeichnen durch Am' B"", 0"" '" algebraisdlp. Ausdrücke von 
der Ordnung m. 
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üB Allel. 

2. Substituieren wir in 
p. p. 

A 1ll = Po + PI VB + .... + Pp._1 (VRY-l 
I' p. I~ I' 

für VB der Reihe nach (Jj V R, (Jj2 V R, ... , ,,/.-1 VR, wo 0> eine imaglIlare 

Wurzel der Gleichung 0/ - 1 = 0 ist, so bezeichnen wir flas Product aller 
so gebildeten Grössen mit llA", 

3. Wenn alle Coefficienten einer Gleichung 

1Jn + A yn-l + A' yn-2 + ... = 0 
U 11L lIi 

algebraische Ansdrücke von der Ordnung m sind, so werden wir sagen, 
diese Gleichung sei von <ler Ordnung 1Jl. Wir bezeichnen die lin ko Seit" 
derselben mit '-Pey, m) und den Grad dieser Gleichung mit o:p(V, m). 

Dies festgesetzt, wollen wir die folgenden Sätze begründen: 
Satz I. Eine Gleichung wie 

.!. ~ p.,-I 

) f, + t p', + t p., + + t p. 0 a. '0 lVI 2YI . . . . 1',-1 VI '= , 

in welcher to, t1 , ... , fp,_1 rational ausgedrückt sind durch Ol, 

1 .!. 
durch die bekannten Grössen und die Wurzelgrössel1 .1//', 1/t', ... 
giebt einzeln: 

ß) to = 0, tl = 0, t~ = 0, .,., tIJ.,_1 = O. 

Beweis. Ist vt' = z, so hat man die beiden Gleichungen: 

zp·, -YI = 0 

to + t1z + .... + tp.,_ll·,-l = O. 

Wenn demnach die Coefficienten to, tl , .• , nicht gleich Null sind, so 
wird z eine Wurzel der Gleichung (0) sein. Nehmen wir an, dass die 
Gleichung 

O ~1 k 
= So + SIZ + ... + Sk_lZ + Z , 

wo so, SI' • " Grössen von derselben Beschaffenheit wie to, t1, ••• , fp., -1 sind 
und k eine Zahl ist, die notwendig kleiner ist als fI'l' eine irreductible 
Gleichung sei, welcher z genügen kann, so müssen alle Wurzeln dieser 
Gleichung unter denen der Gleichung 

zl~, -Yl = 0 
enthalten sein. 

Ist nun z eine Wurzel, so bnn eine beliebige andere dargestellt werden 
durch o>"z, mi.thin muss, wenn k grösser als die Einheit ist, die Gleichung 
noch bAfl'iec1igt werden, wenn man u;'z an die Stelle von z set.zt. Dies gicht: 

. ., (!--1)" !--) 1.', A-
U = So -+- .,°10> z + ... + Sk_l(O Z + (0 Z, 
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Über die algebraische Allflü,lmg eier G1eiehungen. 

und hieraus erhält man, wenn mall sie mit der vorigen verbindet: 

0= sl(m" -1) + .... + (op -1)i-1• 

69 

Diese Gleichung nun, welche nur vom Grade k - 1 ist, kann nicht 
bestehen, wofern nicht alle ihre Coefficientcn für sich gleich N L1U sind. 
Man muss also haben: 

mkV _ 1 = 0 oder wkV = 1, 

was unmöglich ist, wenn man bedenkt, dass P'l eine Prinnahl ist. Es muss 
also lc = 1 sein; dies giebt aber 

So + z= 0 
also: 

[J'1 

Z=YV1 = - so, 

was ebenso ullmöglich ist. Die Gleichungell (ß) finden also statt. 
Satz 11 Welln eine Gleichung 

'f(V, m) = 0 

durch einen algebraischen Ausdruck 

[L t 

V = Po + Pi YV1 + ... 

von der Ordnung on, wo n grösser als "in ist, befriedigt wird, so 
P', 

wird sie auch befriedigt werden, wenn man fürVv~ sämtliche 
0 1 POt 

Werte wYV1' m~YV1' .. , setzt. 

Satz III. Wenn die beiden Gleichungen 

e) 'f(v,m)=O und 'f1(y,n)=0, 

deren erste irreductibel ist und in welchen n s: m ist, eine 
gemeinschaftliche Wurzel haben, so muss 

'f1(V, n) = 'f(V, m)· f(v, m) 
sei n. 

Man kann nämlich, welches auch 'f1 (y, on) sein möge, setllen: 

'f1 (y, n) = f(y, m) . 'f (y, 111) + f~ (v,m), 

wo der Grad von f~(v, m) kleiner ist als derjenige von 'f(V, m). Man muss 
also, der Gleichungen (e) wegen, zu gleicher Zeit haben: 

f1 (V, m) = 0, 

was nicht stattfinden kann, wofern nicht sämtliche Coefficienten dieser 
Gleichung' einzeln gleich Null sind. Mithin hat man, welches auch y sein 
mög'e, f1 (y, 1n) = 0 und somit: 

Cf1 (V, n) = /(V, m) . 'f (v,m). 

Über die algebraische Allflü,lmg eier G1eiehungen. 

und hieraus erhält man, wenn mall sie mit der vorigen verbindet: 

0= sl(m" -1) + .... + (op -1)i-1• 

69 

Diese Gleichung nun, welche nur vom Grade k - 1 ist, kann nicht 
bestehen, wofern nicht alle ihre Coefficientcn für sich gleich N L1U sind. 
Man muss also haben: 

mkV _ 1 = 0 oder wkV = 1, 

was unmöglich ist, wenn man bedenkt, dass P'l eine Prinnahl ist. Es muss 
also lc = 1 sein; dies giebt aber 

So + z= 0 
also: 

[J'1 

Z=YV1 = - so, 

was ebenso ullmöglich ist. Die Gleichungell (ß) finden also statt. 
Satz 11 Welln eine Gleichung 

'f(V, m) = 0 

durch einen algebraischen Ausdruck 

[L t 

V = Po + Pi YV1 + ... 

von der Ordnung on, wo n grösser als "in ist, befriedigt wird, so 
P', 

wird sie auch befriedigt werden, wenn man fürVv~ sämtliche 
0 1 POt 

Werte wYV1' m~YV1' .. , setzt. 

Satz III. Wenn die beiden Gleichungen 

e) 'f(v,m)=O und 'f1(y,n)=0, 

deren erste irreductibel ist und in welchen n s: m ist, eine 
gemeinschaftliche Wurzel haben, so muss 

'f1(V, n) = 'f(V, m)· f(v, m) 
sei n. 

Man kann nämlich, welches auch 'f1 (y, on) sein möge, setllen: 

'f1 (y, n) = f(y, m) . 'f (y, 111) + f~ (v,m), 

wo der Grad von f~(v, m) kleiner ist als derjenige von 'f(V, m). Man muss 
also, der Gleichungen (e) wegen, zu gleicher Zeit haben: 

f1 (V, m) = 0, 

was nicht stattfinden kann, wofern nicht sämtliche Coefficienten dieser 
Gleichung' einzeln gleich Null sind. Mithin hat man, welches auch y sein 
mög'e, f1 (y, 1n) = 0 und somit: 

Cf1 (V, n) = /(V, m) . 'f (v,m). 



70 Abel. 

Satz IV. Hat man 

C) 'ft (y, n) = f{!}, m) . rp (V, m), 

so muss man auch haben: 

rpt(y, n) = My, m'). llrp(y, m). 

Verwandelt man nämlich in der Gleichung (e) das äussere Radikal 
I'- 1'-_ 1'-_ 
Vih der Reihe nach in w -YYl' w2VYl' ... , so wird sie ebenfalls befriedigt 
sein. Bezeichnet man die entsprechenden Werte von rp (y, m) mit rp' (y, m), 
rp"(y, m), ... , rp(P.-l)(y, m), so wird die Function rpt(y, n) durch alle diese 
Functionen teilbar sein, mithin auch durch ihr Product, wenn sie keine 
gemeinschaftlichen Factoren haben. Wenn man aber z. B. annimmt, dass die 
beiden Gleichungen rp'(y, m) = 0, rp"(y, m) = 0 gleichzeitig stattfinden, so 
erhält man hieraus: 

Y• + A y'l-l + B y'-2 + .... = 0 
rn 111 

• A' '1-1 B' '1-2 0 Y+ ,,:JJ + ,,$ + .... =. 
Haben sie nun eine gemeinscl1aftliche Wurzel, so müssen sie identisch 

sein. Folglich haben die }<'unctionen rp(y, m), rp' (y, m), ... keine gemein
schaftlichen Factoren, somit ist die Function q>1 (y, n) ·durch das Product 

q>(y, m). rp'(y, m) .... q>(I'---I)(y, m) 

d. h. durch das Product IIq> (y, m) teilbar. Also: 

rpl (y, n) = ti (y, m') . llq>(y, m). 

Satz V. Ist die Gleichung 

q>(y, m) = 0 

irred uctibel, so ist es die folgende 

IIq>(y, m) = 0 = rpl(y, m') 
ebenfalls. 

Wäre sie es nämlich nicht, so nehmen wir an, dass 

q>2(y, m') = 0 

eine solche Gleichung sei. Alsdann würden die beiden Gleichungen 
rp2 (y, m') = 0 und q> (y, m) = 0 eine gemeinschaftliche Wurzel haben, und 
es würde somit 

q>2(y, m') = ((y). IIq>(y, m) = ((y). q>1(y, m') 

sein, was unmöglich ist, da der Grad von q>2 (y, m') kleiner als der von 
rpt (y, m') ist. Mithin u. s. w. 

Nachdem dies feststeht, ist nichts leichter, als die Gleichung 
niedrigsten Grades zu finden, welcher ein algebraischer Aus
druck genügen kann. 

70 Abel. 
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Cber die algebraische Auflösung der Gleichungen. 71 

Es sei 
1 1 

a = t(yfLnt, VI 1''''-1, ... ) 
m Jft 1Jl-l 

der in Rede stehende Ausdruck und 

Hy)=O 

die irreductible Ghlichung, welcher derselbe genügen sull. 
Die Punction muss zunächst durch y - a", teilbar sein. Ist sie aLer 

durch '11 - a", teilbar, so ist sie auch durch 

II (V - a,,) = 'f(Y, 1nl) 

teilbar. Nun ist 'f(y, 1J!t) irreductibel, mithin oj;(V) ebenfalls teilbar durch 

ll'f(Y, 1nt ) = 'fl (y, m~), 
somit durch 

11111 ('11, 1112) = rt?2(Y, m3) 

u. s. w. 

Die Zahlen m, 1Jl1 , 1n2 , ••• bilden jetzt eine abnehmende Reihe, man 
muss also schliesslich zu einer Fuuction 

'fY(/J, my + 1 ) 

gelangen, in welcher I11-V+1 = 0 ist. Alsdann sind die Coefficiellten dieser 
.I!'unction rational, und da sie in der Punction 'f(y) aufgehen muss, so wird 
die Gleichung 

genau die gesuchte Gleichung sein. 
Den Grad dieser Gleichung findet man leicht. Man hat nämlich der 

Reihe nach: 

o'f(u,m1) = Oll (y-a".) =11./11 

0'fl(Y, m2) = all'f(Y, Ji11) = 11.", . f1. III , 

0'f2(Y, 1113) = oll'fl (y, 1112) = f1.". • f1."" • "'111, 

Mithin ist der Grad der Gleichung 

~(V) = 0 
gleich: 

falls I1Iv+1 = 0 ist. 

Aus dem Vorstehenden kann man jetzt mehrere wichtige Folgerungen 
ziehen. 
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72 AbeJ. 

1. Der Grad der irreductiblen Gleichung, welcher ein 
algebraischer Ausdruck genügt, ist das Product aus einer 
gewissen Anzahl von Wurzelexponenten, welche in dem in Rede 
stehenden algebraischen Ausdruck auftreten. Unter die~en 

Exponenten findet sich immer derjenige des äusseren Radikals. 
2. Der Expon ent des äusseren Radikals ist stets ein Teiler 

des Grades der irred uetiblen Gleichung, welcher ein alge
braischer Ausdruck genügt. 

3. Wenn eine irreductible Gleichung algebraisch befriedigt 
wo r den I, an n, s 0 ist sie zug lei ehe r Z ei tal g e b ra i s c hau fl ö s bar. 
Man erhält nämlich alle Wurzeln, indem man in aJ/t den Wurzel-

1 1 1 

grössen :/rn, yIL,,", ... , yP-"," alle Werte, deren sie fähig sind, 
m m'l ntv 

beilegt. 
4. Ein algebraischer Ausdruck, welcher einer irreductiblen 

G I ei c h u n g fJ. ten G rad e s gen ü gen k a 1111 , k a n11 fJ. v 0 11 ein an der ver
schiedene Werte und nicht mehr annehmen. 

§ 3. 

Über die Form des algebraischen Ausdrucks, welcher einer 
irreductiblen Gleichung von einem gegebenen Grade 

genügen kann. 
Nimmt man jetzt a11 , dass der Grad der Gleichung 

ojJ(y) = 0, 

welcher der algebraische Ausdruck am genügt, durch p. ausgedrückt werde, 
so muss, wie wir gesehen haben, 

sein. 
Erster Fall: fJ. ist eine Primzahl. 
Ist fJ. eine Primzahl, so muss man haben: 

P-,,,=fJ. 
und somit: 

~ ~ I':.=! 
1'-+ p- I'-a1l, = Pu + Pl!:!rn P2Yrn + ... + Pp--1Ym . 

1 

Man findet die andern Wurzeln, wenn man für Y)~; die Werte setzt: 

~ 
... , r--l I'-

(JJ 21m , 

Man erhält so, indem man mit ß1> z~, ... , zr_ die Wurzeln der Gleichung 
bezeichnet und zur Abkürzung Ym = s setzt: 
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Über die algebraische Auflösung der Gleichungen. 

$1 =Pn + 
I 

PlS P. + 
1 

PI WS P. + 

2 

1128 1" + ... + 

1 2 
" _ . P.-l ,1: . P.-2 IL 
":P. - Po + PI W S + P2(1) S + ... + 

~-::! 
11 S P. 

p.-l 
1',,-1 

P.-l 

j J lOS P. 
1'·-1 

73 

Soljen nun diese Grössen wirklich Wurzeln sein, so darf mau keinen neuen 
Wert erhalten, wenn man allen den Wurzelgrössell, welche in den Grössell 
Po, PI' jJ~, ••• , PP.-l und s vorkommen, die Werte beilegt, deren diese 
Wurzelgrössen fähi'g sind. 

Sind Po', 111" p/, ... , P~-l' s' ein System so gebildeter Werte, so 
muss man haben: 

1 P.-l 1 P.-l 

Po' + 111'W's'P: + ... + l'~_lw'P.-liIL = 11u-l- PI (OS P. + .. + Pp'_1wl'·-lS P. , 

und einem verschiedimen Werte von w' entspricht ein verschiedener Wert 
von w. Setzt man also w' = 1, W, w 2, ••• , wP.-l, so erhält man, wenn man 
die entspreclwnden 'Werte von w mit Wo, w1 , w~, .•. , wP._l bezeichnet: 

1 2 1 2 

Po+ PlwUSI" + 2 IL . , + 
]J2wOS .,-' •• = Pu 1'I'S'I"+ 1'/s'I" + ... 

1 2 ..!.. 2 

Po+ PIW l S P. + 2 IL , + pt'UJs'l~ + ]J2' (02S' P. + ... P2wl S + ... = Po 

1 2 1 2 
IL 2 IL " P.-l 'IL , P.-2,IL Po+ PIWp._1S + P2Wp.'_IS + ... = Po + PI W -S + Jh W s + ... 

Addiert man, so erhält man: 

p..po= p..Po' d. h. Po' = Po 
1 

p..Pl,s,1L = 1'0(1 + w-1+ w-2+ ... + w-P.+l) 

1 

+ PlSIL(Wo+ w1w-1+ W2W-2+ ... + WI'._lw -P.+l) + ... 

Hieraus ergiebt sich: 

..!.. 1 
,p' /,( , , , ",1.) S = W, p, p, PlI PI, .•• , S, u 

1 1 P.-l 
- -

s'P. = qo + qlSP, + '" + qp._lS P. 
1 p·--l 

s' =(qo+ QlslL + ... + ql'._ISIi"Y' 
I p.-l 

s' = to + flsP. + ... + tp'_l'S p. 
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Abel. 

Nun behaupte ich, dass man baben muss: 

t1=0, t2=0, ... , fl'-_l=O. 

Im entgegengesetzten Falle würde man nämlich habeu: 

I 

(a) sI'- = fes, s', p, p', Pu Pt', ... , PP.-l' P~-l) 

und somit: 

ZI=t(S, Po, PI, ... , s', Po', PI" .•• ). 

Man kann aber nicht s', Po', p/, ... rational dureh s, Po, PI' 172, 
1 

ausdrücken, denn dies würde sI'- als rationale l!'ullction von s, Po, P1' 
geben, was unmöglich ist. Sucht man aber die irreductible Gleichung, 
welcher ZI genügen kann, so findet man, dass ihr Grad eine zusammen
gesetzte Zahl sein muss, was nieht der Fall ist. Mithin kann die Gleichung 
(a) nicht stattfinden, und somit muss t1 = 0, t2 = 0, ... , tl'-_1 = ° sein. 

Dies giebt: 
1 1'--1 

(go + q1(J)SfL + ... + ql'-_1(1l1'--IS-;;:-Y =s' 
1 1'--1 

(,10 + qlw2sfL + ... + ql'-_I(J)I'--2s-;;:-y = s' 

Folglich: 
1 2 1'--1 1 

qo + q1wSl'- + Q2(J)2S I'- + ... + ql'-_l wl'--IS I'- = (J)vs'l'-

1 2 p·-l 
, '1'-.4-. '1'-+ v I'-= 10w + ql(J) S ,g2w S ••• + gl'-_l(J) S , 

und hieraus erhält man: 

, , '2 " , 1'-·-1 
W % = qm (J) ql =wql, w g2=(J) q2' ... , lU q,=(J) q" ... , W ql'--1 =W QI'--I' 

qo = 0, ql = 0, q2 = 0, ... , q'-1 = 0, q"+1 = 0, ... , QI'--1 = 0. 

Mithin: 
~ 2 2' 

s'l'- = qV. Sl\ S'fL = q~ . SfL, 
1 2 1 , - - -

Po' + p/s'l'- + P2'S'1'- + ••• = Po + (J)P1S I'- + ••• + w'P,sl'- + ... , 
folglich: 

und hieraus: 
'I~ ... , 

PI s'= p~s • 
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tbcr die algebraioche Annü~ul1g der Gleichungen. 7 b 

Da nun v nur einen der Werte 2, 3, ... , fL - I haben lmun, so folgt, 
dass p~·s uur fL - 1 verschiedene Werte hat; es muss somit pis einer 
Gleichung genügen, welche höchstcns vom Grade !-'- - 1 ist. 

:Mau kann PI = 1 setzen und dann hat man: 

1 

sl'-+ 
1 

oosp· + 

2 

1)08 P. + ... -t-1' S I'-
- 1'-~1 

2 1'--1 

P2oo2S P' + ... + PI'-~looP.-lS p. 

Ich behauptc jetzt, dass man die Grösscn Pt, P!., ... , 111'--1 rational als 
FUllctionen von s und VOll bekanntcn Grössen darstellen lmlln. 

Man hat: 
1 

Po =; (.B'1 + .B't + ... + -"p.) = eiuer bekaunten Grösse 

1 
~ 1 

Si" = I;: (ß1 + n/·--1.B'z + ... + (OßIJ 
2 
p: _ 1 p.-2 ? 

l )"S -~(.B'1 + 00 -",. + ... + 00",8' ) "p. " p. 

Hieraus erhält man: 

(1 Y-1( ~2 ~9(1'.-1) --1 _ -(p. -1) )1'--2 
P2S=\-~) ,8'1+ 00 ß2+"'+OO' .B'p)(e1 +oo ß~+'''+(O ßI'-

11 + 12 + ..... +(]v =({u 

(]I S j + (]zSz + ..... + !JvSv =((1 

(]I S 12 + IJß2 2 + ..... + qv8~ =a2 

d. h. 

'11 = ((8, ... ), 
so lange mall uicht hat: 

8~-1 + " .. + Ru = (SI -St) (81-S3) .•.• (SI ~- sJ = O. 
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76 Abel. 

Nun sei: 

81 = Sn 

(ZI+W·-lZ2+w-2Z3+· .. ·Y'=(ZI+ (01"2 + lOt~·3-+- .. ·)[L 

I 

P.S 1" Pu + 
I 

::;1" -+
I 

I" Pß --j- ••• 

-+- (OIPO -+- (01(0::;1" -+- P2(OI(O?SI" -+- •.• 
I 2 

--j- (O?}io + (02(02 15 1" .-+- P2(02(04S [L --j- ••• 

-+-
[L-I -+- (O[L_t(O = p., 

was unmöglich ist. Mithin ist 

IJI = ])",S eine ratiollale FUlIctioll von 8 'und den bekannten GrÖssen. 

Also: 
.!. 2 ~ [L--I 

ZI = Po -+- Si" -+- t~(s) . sI" -+- /3(8)' SIJ· -+- ... -+- t~_I(S)' S [L 

Ist die niedrigste Gleichung in 8, P = 0, vom Grade 'i, so sind die 
'i Wurzeln dieser Gleichung von der Form: 

wo m', m", 
sind. 

(V-I) 
S, pi",. sm', pP'", s"", ... , P:/l'(V-I) • 15'" , 

m 1Jt I, 

... , m(V-I) unter deu Werten 2, 3, 4, ... , fl.-l enthalten 

SI = P~' S'" 

152 = pi S~' 

einer ganzen Zahl 

k = einem Factor von p.-l 

k = v oder k < v. 

Ist in eille primitive Wurzel für den Modul IL, so kann lllan ZI dar
stellen durch: 

Sind SI' ~"2) S;l' ••• ,8'_1 die Werte von s, so muss man haben: 
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('hel' die algehraische Anflijsnng der Gleichnngen. 

01.-

~ (1.-1)( (k-2))"'"(. (k_3)),,,2. (Ü)",(k-1)O '~.-
8' =}Ja Pa }Ja • • •• }Ja • S 

m'k - 1 ---- = einer ganzen Zahl 
p. 

k = einem Facto!" von p. - 1 
'J.k = (p. - l)n 
p.-l 
~=ß 

a = nß. 
1 'l1,nß 

81 p. = ps p. 

1 ,,,nß ,,,2nß 
!~- p. 71tn~ -p.-

St = P181 = PlI) 8 

Ist qp. S'IIW eine anuere Wurzel, so ist 

ehenfalIs eine. 
Es muss also sein: 

Z:" (nß + n'ß') = n" (p. - 1) 
ß = aß" 
ß'= riß" 

p. - 1 = ea'J.'ß" 
k" (nfJ. + n' r/) ß" === n" ea.a.'ß" 

"l' (1I'J. + n'r/) = n"e'J.'J.' 
k" === a.a.' . k'" 

k'" (na + 11' 'J.') = n" e 
1 111(n((+n'~')W' 

11'1. + 1/'a' = 1 
l1,ß" 

_.-
s,p· = gIs I'· 

p- -- 1 = kß 
p. - 1= I!ß' 
1-'- -- 1 = k"ß"; 

I~ 
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78 Abel. 

aber ß" < ß, ß" < ß', mithin k"> k, k"> k', was im Widerspruch stellt 
mit der Voraussetzung. Demnach können die Wurzeln der Gleichung 

p=O 
dargestellt werden durch 

wo 

s-('(~ ))1'-'8"'" - I "-1 -,-1 

p.- 1 
f1.=_ .. -. 

V 

Der Grad der Gleichung P = 0 muss somit ein Factor YOllP. - 1 sein. 

Bezeichnen wir (I'(s) t· sm" mit as, so werden die Wurzeln: 

s, {}s, {}~s, {t3S , "_' W-1s, wobei {}"s=s. 

Man hat femer: 

t 'J//'.1. l1t21J. ",(-'-1)" 
.-

Zt··..-C}Ju+ s I" + fi (8)-S p. + f2(s}s p. +.+ f~._tCs).s I'-

111 1Jt IX+ 1 ,,,2'+1 '" ("-1)"+1 
-----.-

+ f~' (s)-sl'- + fi'(s)·s I" 
+ f/(8)'8 I" +.+ f"-l (s)-s I" 

111'J n/l +2 1Jt2a+ 2 ",('1-1)0+2 
----

+ t'o"(S}S I'- + rt(-~)'8 I" + (/'(8)'S 
p. +.+ t::'-/s).s 11. 

+ 
ma.-l m2C1:-1 11t31Z - 1 1/tVC1.-1 

1 'lUna. 

S: =(n(S)'S I" 
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~ ~ ~ 

ZI---'PO+ sI'- + SI I'- + S I'-
2 + .... + 

m on m 
--

+ h(S)-SI'- + 'f1(Sl}81 P. + 'f1 (S2)·S/· + .... + 'f1(S'_1)-S;_1 
,}U2 on' m!! m' 

+ 'f2(s)-s I'- + 'f2(SI)·SII'- + 'f2( S2)·S21'- + .... + 
+ 

m,a:-l 

1 1 rn,f1. m21l m('-I)~ 

sI'- =A . al'- . ai .at .... a._i 

~ 
»/.1. m2rJ. m3a: ~ 

Sl~ =A1 .al'- ·0,1 
I'- al'- .... a;_l 

1 2 

1 'm,2rJ. m3C( nt4Cl m~ 
-8: = A2 . a I" .at a2 I'- .... a""':..l 

1 ",('-l)~ 1 ".~ m('-2)~ -_._-_.- -
S I'- - A r'I I" • (111'- • a 21'- .•.• a I'-
"/-1- v-I' V-I 

1 1 1It~ m2~ 
-10,,0' S = 10,,0" A +.- log (t + - log a1 + -log- (1. + .... 
fI. fI. fI. fI.-
1 ?l/.~ m2u m3~ 
- log SI = log Al + .- log- (1 + -log (11 + - log' a" + ' .. , 
fI. fI. p. fI.-

wC!. 1 mVrJ._1 

8!L : sf = (A",a: Al) . a._~ 

4(Y) = o. 
y'" + j(ö) . 2/,,-t + ('Cs) . y",-2 + ... = 0 = 'f (y, s) 

'" t'( ') 11<-1 I"C ') ",-2 0 (') 21 + S .?J +. S .?J + .. ,= = 'f y, s 

'fiep) = 0 

p, Pt, P2' .•. , P'-l 
'feS, p) = 0 

S, 1:/, s", ... , sCl'---l) 

'f (SI' PI) = 0 
, 11 (1'--1) 

SI, 81' SI , ••• , 8 1 

'f (s~, P2) = 0 
,,, ,(1'--1) 

82' 82 , 82 , ••• , 82 
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80 

((v, s, 
((y, SI' 

f(Y, S2, 

Abel. 

p) =0 
PI) =0 
P2) =0 

FC?I, S, 81>·82' .•. , 8'_1' p, PI, P2' ... , P',-l) = 0 

8v- 1' S,_2' Sv-3' ••• , 8. 

rationale Function('n von: 

F(y, S, St, S2' ••• , S'_I' p, Pt, P2' •.• , PV-l) wird Factor von 4 (l!) sein für alle 
'Werte von s, SI' S2' ••• 

Mithin ist der Grad von 4(U) teilbar durch p.". 
Es giebt zwei Fälle: 

wenn a4(y) = p," 

wenn aHv) = p." • p.'. 
In dem ersten Falle: 

v = fes, SI' S2' ••• , S[,_1' p, PI' P2' .•. , P"-l) 

in dem zweiten Falle: 

aF(V, s, SI, ••• , p, PI, ... ) = p.', 

F(y, S, SI, ... , p, PI, ... )=yl'-' + (s, S1> ... , p, Pt, .. )yl'-'-1 
1'-'-2 + ('(s, ·~t, ... , p, Pt, .. . )y 

+ ........ . 
Ist 

z=F(rr., S, 81, ... , P, PI, ... ) 

so wird z für die verschiedenen Wurzelgrössen nur P.z verschiedene Werte 
annehmen; mithin wird z eine Wurzel einer Gleichung vom Grade p." sein. 
Somit folgt aus 

4(Y) =0: 
,//' + (z) . !/-1 + ('(z) . yl'-'--2 + ... = 0, 

wo z beRtimmt ist durch eine Gleichung vom Grade p.". 

(g, s) 
I'-

(V, 'IR, 1) , q, ... )=0 
I'-

{(y, 
,-'VR1 , PI' qt, ... )=0 

I'-
{(y, /-\R2 , P2' q2' ... )=0 
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~ ~ 

<)-(y) = IIr(y, 'IR, p, q, ... ) = IIf(Y, VRi , Pu qi' ... ) = .... 
~ 

= IIr(y, VR"_l' P"--l' q'l-l' •• -) 

~ ~ ~ ~ 

r(y, Vii,VI~,VR2"'" VR"_l'p,q, .. "PI,ql'" "P"-l,q,,-J =0 
-~ ~ ~ - ~ 

r(y: V R,Y-ii1,V R2,···, V R'_l,P,q, ... ,PI' ql"" ,P.1-1,qv-1' Rs' Rö+l''''' R.,_I ) =0. 

Abel u. Galois, Alg·ebl'. Gleichungen. 6 
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Neue Theorie der algebraischen Auflösung 
der Gleichungen *) . 

.•. 

Die Theorie der Gleichungen ist immer als einer der interessantesten 
Teile der Analysis betrachtet worden. Geometer ersten Ranges haben sich 
mit ihr beschäftigt und sie sehr bereichert. Besonders verdankt man den 
ausgezeichneten Arbeiten von Lag r a n g e eine tiefe Kenntnis dieses Teiles 
der Mathematik. Man hat sich viele Mühe gegeben, die algebraische Auf
lösung der Gleichungen zu finden, doch hat man damit im Allgemeinen für 
Gleichungen von höherem als dem vierten Grade kein Glück gehabt. So 
viele vergebliche Bemühungen der ausgezeichnetsten Geometer liessen ver
muten, dass die algebraische Auflösung der allgemeinen Gleichungen 
unmöglich sei. Man hat hierfür den Beweis zu erbringenvel'sucht, jedoch 
scheint es, als ob die Unmöglichkeit der Auflösung noch nicht in strenger 
Weise bewiesen ist. Der Verfasser dieser Abhandlung hat sich lange Zeit 
hindurch mit dieser interessanten Frage beschäftigt und glaubt zu einer 
befriedigenden Antwort auf dieselbe gelangt zu sein. Er hat eine erste 
Darstellung dieses Gegenstandes in einer Abhandlung gegeben, die im ersten 
Hefte dieses Journals**) gedruckt ist; obwohl jedoch die Begründung, welche 
er gegeben, eine strenge sein dürfte, muss doch zugegeben werden, dass 
die Methode, deren er sich bedient hat, viel zu wünschen übrig lässt. Ich 
habe die in Rede stehende Frage von Neuem aufgenommen, und indem ich 
mir weit allgemeinere Probleme vorlegte, ist es mir, wenn ich nicht irre, 
gelungen, klar zu zeigen, worauf in Wirklichkeit die Unmöglichkeit der Auf
lösung der allgemeinen Gleichungen beruht. 

Wenn es auch unmöglich ist, die allgemeinen Gleichungen zu lösen, so 
kann man doch sehr wohl unendlich viele besondere Fälle finden, welche 
diese Eigenschaft besitzen. Es giebt deren unendlich viele für jeden Grad. 
Dies ist seit langem festgestellt, doch llat noch Niemand daH Problem unter 
einem allgemeineren Gesichtspunkt betrachtet. Dies will ich in der vor-

*) Andere Fassung der Einleitung der vorhergehenden Abhandlung. 
**) Crelle's Journal flir die reine und angewandte Mathematik. 
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liegenden Abhandlung zu thun versuchen, indem ich die Lösung der folgenden 
Aufgabe betrachte: 

Wenn eine Gleichung von beliebigem Grade gegeben 
ist, so soll man entscheiden, ob sie algebraisch be
friedigt werden kann oder nicht. 

Die vollständige Auflösung dieses Problems muss notwendig zu allem 
führen, was auf die algebraische Auflösung der Gleichungen Bezug hat. 
Eine eingehende Untersuchung wird uns, wie man sehen wird, zu wichtigen 
Sätzen liber die Gleichungen führen, besonders in Bezug auf die Form der 
Wurzeln. Weit mehr die allgemeinen Sätze als die wirkliche Auflösung 
sind der wichtigste Punkt, denn es ist eine Frage blosser Neugier, ob eine 
specielle Gleichung auflösbar ist oder nicht. Ich habe der Aufgabe die 
oben ausgesprochene Form gegeben, weil ihre Lösung unfehlbar zu 
allgemeinen Resultaten führen muss. 

Ich werde zunächst eine Analyse des Problems nebst den wichtigsten 
Resultaten, zu denen ich gekommen bin, geben. 

Zunächst müssen wir genau feststellen, was wir unter der algebraischen 
Auflösung einer Gleichung verstehen wollen. Ist die Gleichung allgemein, 
so will jenes nach der allgemein angenommenen Bedeutung jenes Aus
drucks sagen, dass sämtliche Wurzeln der Gleichung durch die Coeffi
cienten mit Hülfe von algebraischen Operationen darstellbar sind. 
Die Wurzeln sind alsdann algebraische Functionen der Coefficienten und ihr 
Ausdruck kann eine beliebige Anzahl von constanten Grössen, die algebraisch 
sein l{önnen oder nicht, enthalten. Wenn aber die Gleichung nicht allgemein 
ist, was der von uns betrachtete Fall ist, so habe ich, um so allgemein 
wie möglich zu sein, geglaubt, die folgenden Unterscheidungen machen 
zu müssen. 

Wenn eine beliebige Anzahl von Grössen IX, ß, j, 8, ... , die unbestimmt 
sein können oder nicht, gegeben sind, so wollen wir Wurzelausdruck dieser 
Grössen jede Grösse nennen, die aus jenen mitte1st der folgenden Operationen 
gebildet werden kann: Addition, Subtraction, Multiplikation, Division, Aus
ziehung von Wurzeln mit Exponenten, welche Primzahlen sind. 

Man sagt von einer beliebigen algebraischen Gleichung, sie könne al
gebraisch durch irgend welche Grössen IX, ß, j, 8, ... befriedigt werden, 
wenn man sie befriedigen kann dadurch, dass man für die Unbekannte einen 
Wurzelausdruck von IX, ß, j, a, ... setzt. 

Eine algebraische Gleichung ist hinsichtlich der Grössen IX, ß, j, a, ... 
algebraisch lösbar, wenn alle Wurzeln durch Wurzelausdrücke von 
IX, ß, j, 8, .... dargestellt werden können. 

Wir haben die Gleichungen, welche algebraisch befriedigt werden 
können, von denen, welche algebraisch aufgelöst werden können, unter
scllieden, da es bekanntlich Gleichungen giebt, deren eine oder mehrere 
Wurzeln algebraisch sind, ohne dass man dasselbe in Bezng auf alle Wur
zeln behaupten könnte. 
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Hiernach ist das Problem, welches den Gegenstand unserer Unter
suchungen bilden wird, das folgende: 

Wenn irgend eine algebraische Gleichung gegeben 
ist, so soll man entscheiden, ob diese Gleichung durch 
einen Wurzelausdruck der g'egebenen Grössen (x, ß, 1,13, ... 
befrie digt werden kann. 

Der natürliche Weg, diese Aufgabe zu lösen, bietet sich von selbst dar. 
Man muss nämlich für die Unbekannte den allgemeinsten Ausdruck von 
(x, ß, I, 13, .. , substituieren und sodann zusehen, ob die Gleichung auf diese 
Weise befriedigt werden kann. Hieraus entspringt zunächst die folgende 
Aufgabe: 

Den allgemeinsten Wurzelausdruck in (x, ß, "(, 13, .. , zu 
finden. 

Die Lösung dieser Aufgabe muss somit der Gegenstand unsrer ersten 
Untersuchungen sein. Wir geben sie in einem ersten Kapitel. 

Wie man weiss, kann man einem und demselben Wurzelausdruck un
endlich viele verschiedene Formen geben. Von allen diesen Formen sucllen 
wir diejenige, welche die kleinstmögliche Anzahl von Wurzelgrössen enthält 
und somit in gewissem Sinne irreductibel ist. 

Ist dieses festgestellt, so muss es die erste Eigenschaft dieses Aus
drucks sein, dass er einer algebraischen Gleichung genügt; diese Bedingung 
ist aber bekanntlich von selbst erfüllt, denn jeder Wurzelausdruck von 
(x, ß, I, 0, .,. kann einer algebraischen Gleichung genügen, deren Coeffi
cienten rational in (x, ß, I, 13, ... sind. Ein und derselbe Wurzelausdruck 
kann aber unendlich vielen verschiedenen Gleichungen genügen; mithin 
sind zwei Fälle zu betrachten: entweder ist die gegebene Gleichung die 
niedrigste, welcher der Wurzelausdruck genügen kann, oder dieser Ausdruck 
kann einer andern Gleichung von niedrigerem Grade genügen. Demnach 
teilt sich das allgemeine Problem in die folgenden beiden: 

1. Wenn eine beliebige Gleichung gegeben ist, so soll man 
entscheiden, ob eine ihrer Wurzeln einer Gleichung 
niedrigeren Grades, deren Coefficienten rational in 
~, ß, I' 13, .. , sind, genügen kann. Ist dies unmöglich, 
so sagen wir, dass die Gleichung in Bezug auf die 
Grössen (x, ß, r, 13, ... irreductibel ist. 

2. Man soll entscheiden, ob eine irreductible Gleichung 
algebraisch befriedigt werden kann oder nicht. 

Wir betrachten in dieser Abhandlung nur die letzte dieser Aufgaben, 
da dieselbe von einer unvergleichlich grösseren Wichtigkeit ist. 

Hiernach hat man zunächst die folgende Aufgabe: 
Man soll die Gleichung niedrigsten Grades finden, 

welche ein Wurzelausdruck befriedigen kann. *) 

*) Fortsetzung vgl. S. 61. 
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Vorbemerkung von J. Liouville. 
---l!--

Der scharfsinnige und gründliche Geometer, dessen Werke wir hier*) 
geben, hat ein Alter von kaum zwanzig Jahren erreicht und dabei noch den 
grössten Teil der beiden letzten Jahre seines so kurzen Lebens in politischen 
Agitationen, inmitten der Klubs und hinter den Riegeln von Sainte-Pelag'ic 
fruchtlos verbracht, Er war geboren am 2G. October 1811 Hnd im Monat 
Mai des Jahres 1832 entriss ihn ein verhängnisvolles Duell, ohne Zweifel 
die Folge irgend eines frivolen Streites, der mathematischen Wissenschaft, 
die er in Aufsehen erregender Weise angebaut haben würde. 

Die Hauptarbeit Evariste Galois's hat die Bedingungen der Auf
lösbarkeit der Gleichungen durch Wurzelgrössen zum Gegenstande. Der 
Verfasser legt darin den Grund zu einer allgemeinen Theorie, die er im 
Einzelnen auf die Gleichungen, deren Grad eine Primzahl ist, anwendet. 
Schon im Alter von sechzehn Jahren und auf den Bänken des College Louis
le-Grand , wo seine glücklichen Anlagen durch eiuen ausgezeichneten 
Lehrer und ausgezeichneten Menschen, Herrn R ich ar cl, Anfmunterung er
hielten, hatte sich Ga I 0 i s mit diesem schwierigen Gegenstande beschäftigt. 
Er überreichte nach einander der Akademie mehrere Abhandlungen, welche 
die Resultate seiner Überlegungen enthielten; aber abgesehen von einigen 
Bruchstücken, einigen Bemerkungen, ist uns heutzutage nur diejenige ge
blieben, die er zuletzt, am 17 . Januar 1831, eingereicht hatte. Die mit der 
Beurteilung derselben Beauftragten **) machten dem jungen Analysten die 
dunkle Abfassung zum Vorwurf, und dieser Vorwurf, den man schon gegen 

*) JOltrnal de Liollville, t. XI, p.381-444. 
**) Lacroix und Poisson als Berichterstattcr. Welches die (ein wenig trocken 

gehaltenen) Ergebnisse der Berichterstattung waren, kann man aus der Art ersehen, 
wie sich Lacroix in der sechsten Auflage seiner Compldlllents des J~tements d'Algebre, 
S. 345, ausdrückt. Es heisst da: "Im Jahre 1831 hatte ein junger Franzose, 
Evariste Galois, der im folgendcn Jahre starb, in einer der Akademie der Wissen
schaften eingereichten Abhandlung den Sat7, ausgesprochen, dass es, damit eine 
irreductible Gleichung, deren Grad eine Primzahl, durch Wurzelgrössen lösbar sei, 
notwendig und hinreichend sei, dass sich, wenn irgend zwei der Wurzeln bekannt 
seien, die iibrigen rational aus ihnen herleiten liessen ; aber diese Abhandlung er
schien den mit ihrer Priifung beauftragten Kommissaren beinahe unverständlich," 
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seine früheren Mitteilungen gerichtet hatte (wir erfahren dies von Galois 
selbst), war, wie man gestehen muss, begründet. Ein übertriebener Wuuseh 
nach Kürze war die Ursache dieses Mangels, den man überall bei der Be
handlung der abstraeten und in geheimnisvolles Dunkel gehüllten Gegen
stände der reinen Algebra zu vermeiden suchen muss. Klarheit ist in der 
That um so notwendiger, je weiter man den Leser von den gebahnten 
Wegen ab- und in je ödere Gegenden man ihn hinzuführen gedenkt. "Han
delt es sich", sagte Descartes, "um aussergewöhnliche Fragen, so muss man 
in aussergewöhnlicher Weise klar sein." Ga 10 i s hat diese Vorschrift zu 
oft vernachlässigt, und wir begreifen es, wenn es berühmte Geometer für 
angemessen gehalten haben, den Versuch zu machen, einen Anfänger von 
hohem Geist aber ohne Übung durch die Strenge ihrer weisen Ratschläge 
auf den rechten Weg zurüc){zuführen. Der Verfasser, den sie begutachten 
sollten, war in ihren Augen zn hitzig und stürmisch; er konnte aus ihren 
Ratschlägen Nutzen ziehen. 

Aber heutzutage ist alles anders. G al 0 i s ist nicht mehr! Hüten wir 
uns wohl, ihn mit unnützer Kritik zu verfolgen, lassen wir die Mängel bei 
Seite und seheu wir uns die guten Eigenschaften an. 

Als ich mich, dem Wunsche der Freunde E v ari s te' s nachgebend, ge
wissermassen unter den Augen seines Bruders*) dem aufmerksamen Studium 
aller gedruckten oder handschriftlichen Arbeiten, die er hinterlassen, hingab, 
habe ich es als meine einzige Aufgabe betrachten zu müssen geglaubt, das, 
was neues in diesen Schöpfungen war, herauszusuchen und herauszuschälen, 
um es sodann, so gut ieh's kann, llerauszugeben. Mein Eifer wurde bald 
belohnt, und ich habe die lebhafteste Freude in dem Augenblicke empfunden, als 
ich, nach Ausfüllung einiger unbedeutender Lücken die vollkommene Richtig
keit der Methode erkannte, durch welche Galois besonders den folgenden 
schönen Satz beweist: "Damit eine irreductible Gleichung, deren Grad eine 
Primzahl ist, durch Wurzelgrössen lösbar sei, ist notwendig und hinreichend, 
dass sämtliche Wurzeln rationale Functionen irgend zweier von ihnen seien." 
Diese Methode, die der Aufmerksamkeit der Geometer wahrhaft würdig ist, 
würde allein genügen, um Galois einen Platz unter der kleinen Zahl von 
Gelehrten zu sichern, die den Titel "Erfinder" verdient haben. 

Wir geben zunächst die verschiedenen Artikel wieder, die von Galois 
in den Jahren 1828 bis 1830 in den Annalen von Gergonne und in dem 
Bulletin des Sciences von Ferussac veröffentlicht worden sind. Sodann 
sollen die nicht veröffentlichten Abhandlungen und endlich ein Kommentar 
kommen, in dem wir gewisse Stellen zu vervollständigen und einige heikele 
Punkte zu erläutern beabsichtigen. 

Am Abend vor seinem Tode und in der Voraussicht des traurigen 
Geschickes, welches ihn erwartete, entwarf Galois eine Übersicht über die 
grossen Ideen, mit denen er sich beschäftigt hatte, und richtete unter der 

*) .Alfred Galois. 
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Porm eines Briefes au seinen besten Freund, Auguste Chevalier, dieses 
letzte Schriftstück, eine Art wissenschaftlichen Testaments, das wir als 
Vorwort der nachgelassenen Abhandlungen geben, und da8 man nicht ohne 
Rührung lesen wird, wenn man betlenkt, unter welchen Umständen es 
verfasst wurde. Dieser Brief ist im Jahre 1832 in die Septembernummer 
der Revue eneyelopeclique, Seite 568, eingerückt worden. Eine nekrologisclw 
Notiz über Galois von Auguste Chevalier ist in derselben Nummer 
Seite 744 erschienen. Wir haben es nicht für zweckmässig gehalten, die
selbe in unsere Sammlung aufzunelJmen. Sie enthält interessante Einzel
heiten, die jedoch zum grössten Teil der Wissenschaft fern liegen. Und 
gewisse Behauptungen, gewisse allzu unbedingte Urteile übel' Personen und 
Sachen würden vielleicht Widerspruch hervorrufen. Allerdings hat auch in 
den Augen derjenigen, welche sich am weitesten von seinen Ansichten 
entfernen, der Verfasser von vornherein Entschuldigung in der herzlichen 
Freundschaft gefunden, die ihn mit Ga 1 0 i s verband. Wir, die wir diesen 
nnglücklichen jungen Mann nicht gekanut noch auch jemals gesehen haben, 
werden uns g"anz auf unsere Aufgabe als Geometer beschränken und die 
Bemerkungen, die wir uns erlauben werden, indem wir seine Werke auf die 
Aufforderung seiner Familie hi.n yeröffentlichen, werden sich nur auf die 
Mathematik beziehen. 

T oul, 30. October 1846. 
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gewisse Behauptungen, gewisse allzu unbedingte Urteile übel' Personen und 
Sachen würden vielleicht Widerspruch hervorrufen. Allerdings hat auch in 
den Augen derjenigen, welche sich am weitesten von seinen Ansichten 
entfernen, der Verfasser von vornherein Entschuldigung in der herzlichen 
Freundschaft gefunden, die ihn mit Ga 1 0 i s verband. Wir, die wir diesen 
nnglücklichen jungen Mann nicht gekanut noch auch jemals gesehen haben, 
werden uns g"anz auf unsere Aufgabe als Geometer beschränken und die 
Bemerkungen, die wir uns erlauben werden, indem wir seine Werke auf die 
Aufforderung seiner Familie hi.n yeröffentlichen, werden sich nur auf die 
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T oul, 30. October 1846. 



Beweis eines Satzes über die periodischen 
K.ettenbrüche. 

(Annales de llfatluJmatiljttes de JIII. Ger.(jonne, tonw XIX, S. 294, 
1828-1829). *) 

Es ist beImnnt, dass, wenn man nach der Methode von Lagrange 
eine der Wurzeln einer Gleichung zweiten Grades in einen Kettenbruch 
entwickelt, dieser Kettenbruch periodisch ist und dass dasselbe gilt von 
einer der Wurzeln einer Gleichung beliebigen Grades, wenn diese Wurzel 
eine Wurzel eines rationalen Factors zweiten Grades der linken Seite der 
gegebenen Gleichung ist, in welchem Falle diese Gleichung mindestens noch 
eine andere Wurzel hat, deren Entwicklung in einen Kettenbruch gleich
falls periodisch ist. In dem einen wie in dem andern Falle ](ann übrigens 
der Kettenbruch unmittelbar periodisch oder nicht unmittelbar periodisch 
sein; sobald aber dieser letztere Umstand eintritt, so giebt es wenigstens 
eine nnter den transformierten Gleichungen, für welche eine der Wurzeln 
unmittelbar periodisch ist. 

Wenn nun eine Gleichung zwei periodische Wurzeln hat, welche zu 
einem und demselben rationalen Factor zweiten Grades gehören, und wenn 
die Kettenbruchentwicklung der einen von Anfang an periodisch ist, so 
existiert zwischen diesen beiden Wurzeln eine ziemlich bemerkenswerte Be
ziehung, die noch nicht bemerkt worden zu sein scheint uud durch den 
folgendeu Satz ausgedrückt werden kann: 

Satz. Wenn eine der Wurzeln einer Gleichung beliebigen 
Grades ein von Anfang an periodischer Kettenbruch ist, so be
sitzt diese Gleichung notwendig eine andere gleichfalls perio
dische Wurzel, welche man erhält, wenn man die negative 
Einheit durch diesen selben, aber in umgekehrtsr Reihenfolge 
geschriebenen perio dis ehen Kettenbruch dividiert. 

Beweis. Um einen bestimmten Fall vor Augen zu haben, nehmen wir 
nur Perioden von vier Gliedern, denn der gleichförmige Gang der Rechnung 

*) Galois war damals Schüler am College Louis-le-Grand. 
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Satz über periodische Kettenbriiche. 91 

zeigt, dass dasselbe gelten würde, wenn wir eine grössere Anzahl von Glie
dern zuliessen. Ist eine der Wurzeln einer Gleichung beliebigen Grades 
folgendermassen dargestellt: 

1 
x=a+--""'-'-l

b+---=--1 
C + -----0-1-

d+----,--

a+ 1 
b +----,---

C+----co---
d+···, 

so wird die Gleichung zweiten Graues, zu welcher diese Wurzel gehört und 
die somit auch die mit ihr zusammengehörige Wurzel enthalten wird, die 
folgende sein: 

1 
x =a + ---::-1-

b+ 1 
c+ 1 

d+
x 

Nun leitet man aber hieraus der Reihe nach her: 

1 
a-x=----l-

b+ 1 
c+--T--

(l+-
x 

a-x 1 
_1_ = _ (b + _I_-=--

C+--1-
d+-

1 1 
b+ a-x=---i

C+---::-1-

d+-
x 

1 1 =-(c +--1-1-
b +-- d+-a-x x 

1 1 

x 

c+ 1 =- 1 
b+- d+-

a-x x 

=-(d+~ 1 x c+--71-
b+-a-x 

1 
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92 

d. h. 

d+-----
1 

1 

C + 1 
u+-

(t-x 

d+ 1 
C+---1-

u+--a-x 

Galois. 

1 
x 

=-x 

x=----l
d+----

C+---
b+---

Cl-X 

Dies ist also immer die Gleichung zweiten Grades, welche die heiden in Rede 
stehenden Wurzeln giebt. Setzt man aber fortwährend für x auf der rechten 
Seite eben diese rechte Seite, welche in der 'rhat ihr Wert ist, so gicbt sie: 

X=---~l-

cl+----c-1-
C +------c-

b+---
1 

a+---
cl+_1 __ 

1 
C+ 1 

b+---
a+· .. 

Dies ist also der andere Wert von x, welcher durch jene Gleichung geliefert 
wird, ein Wert, der, wie man sieht, gleich der negativen Einheit dividiert 
durch den ersten Wert ist. 

Im Vorhergehenden haben wir angenommen, dass die gegebene W nrzel 
grösser als die Einheit sei; wenn man aber hätte: 

1 
x=---C 

a+--~l-

b+--~l 

C + 1 
d +-----,--

a + ---1e:--
b + -----:--

C+ , 
d+ .. · 

1 
so würde man daraus folgern für einen der Werte von 

X 
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Sutz über periodische Kettenbrüche. 

1 1 
-=a+----
x b+----

1 
c + ----1-

(1+----1-
et+---

b+---
I' -1-- , 

cl + ... 

somit würde der anrIere vVert von nach ilem Vorhergehenden Rein: 
X 

1 
x 

d+---1-

I' + 1 
b+---1-

a+-----,--l-
cl+ 1 

1'+---1-
b+--

a+··· 

und hieraus wiirde fiir rlcn andern Wert von x folgen: 

oller: 

x=-(17+ _1 __ 
\ 1 

1'+---1-
b +---1-

a+ 
rl+---

I 
r+--- 1 

/J + --------({ + ... 

I 
x =- I : d + 1 ____ _ 

1 
c + 1 

b+- --1 
a+---1 

cl + ---1-
I' + 1 

b+----, 
a+··· 

was genau mit nnserm Satze übereinstimmt. 

93 

Ist A ein von Anfang an periorlischcr Kettenbruch nnd B der Ketten
bruch, welcllflr darans lwrvorgeht, wr.nn man die Pm'jo(le nmhhrt, so siRht 
man, dass, wmm die eilie der Wurzeln p.incr Gleichung x = A ist, diese 
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94 Galois. 

1 
Gleichung notwendig eine andere Wurzel x = - B hat; wenn nun A eine 

positive Zahl grösser als die Einheit ist, so wird - ~ negativ und zwischen 

o und - 1 enthalten sein und umgekehrt, wenn A eine negative, zwiscllen 

o und - 1 liegende Zahl ist, so wird - ~ eine positive Zahl grösser als 

die Einheit sein. Somit ist, wenn die eine der Wurzeln einer Gleichung 
zweiten Grades ein unmittelbar periodischer Kettenbruch und grösser als 
die Einheit ist, die andere notwendig zwischen 0 und - 1 enthalten und 
umgekehrt, wenn eine von ihnen zwischen 0 und - 1 enthalten ist, so 
wird die andere notwendig positiv und grösser als die Einheit sein. 

Man kann beweisen, dass umgekehrt, wenn die eine der beiden Wurzeln 
einer Gleichung zweiten Grades positiv und grösser als die Einheit ist und 
wenn die andere zwischen 0 und - 1 liegt, diese Wurzeln durch unmittel
bar periodische Kettenbrüche darstellbar sind. 

Es sei nämlich stets A irgend ein unmittelbar periodischer Ketten
bruch, der positiv und grösser als die Einheit ist, und B der unmittelbar 
periodische Kettenbruch, welcher daraus hervorgeht, wenn man die Periode 
umkehrt, und der ebenfalls, wie jener, positiv und grösser als die Einheit 
ist. Die erste der Wurzeln der gegebenen Gleichung kann nicht von 
der Form 

1 
x=P+,A 

sein; denn alsdann müsste unserm Satze zufolge die zweite sein: 

1 
x=P+--1 =p-B. 

-Jj 

Nun könnte aber p - B nur zwischen 0 und -1 enthalten sein, so
lange der ganzzahlige 'l'eil von B gleich p wäre, in welchem Falle der 
erste Wert unmittelbar lleriodisch sein würde. -- Man könnte femel' nicht 
flir den ersten Wert von x 

1 
x=P+--r 

q+
A 

haben, denn alsdann würde der andere sein: 

1 1 
x=P+-- oder x=p---q-B B-q 

Wenn aber dieser Wert zwischen 0 nnd - 1 enthalten sein sollte, so müsste 

zunächst -B 1 gleich p plus einem Bruch sein. Es müsste also B-q 
-q 
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Satz übel' periodische Kettenbrüche. 95 

kleiner als die Einheit sein, was erfordern würde, dass B gleich q plus 
einem Bruch wäre, und hieraus sieht man, dass q und p respective gleich 
den beiden ersten Gliedern der Periode, welche zu B gehört, oder gleich 
den beiden letzten Gliedern der zu A gehörigen Periode sein müssten, so 

1 
dass, im Widerspruch mit der Voraussetzung, der Wert x = p + -1 

q+ A 

unmittelbar periodisch sein würde. - Durch analoge Schlussfolgerungen 
könnte man beweisen, dass den Perioden nicht eine grössere Anzahl von 
Gliedern, die nicht teil daran hätten, vorausgehen kann. 

Sobald man also eine numerische Gleichung nach der Methode von 
Lagrange behandelt, kann man sicher sein, dass man auf keine periodi
schen Wurzeln zu hoffen hat, so lange man nicht einer transformierten 
Gleichung begegnet, welche wenigstens eine positive die Einheit über_ 
steigende und eine andere zwischen 0 und -1 liegende Wurzel hat, und 
wenn die Wurzel, welche man untersucht, wirklich periodisch sein sollte, 
so werden die Perioden höchstens bei dieser transformierten Gleichung an
fangen. 

Wenn die Kettenbruchentwickluug einer der Wurzeln einer Gleichung 
zweiten Grades nicht allein unmittelbar periodisch, sondern auch symmetrisch 
ist, d. h. wenn die Glieder der Periode in gleichem Abstande von den 
Enden einander gleich sind, so hat man B = A, so dass diese beiden 

1 
Wurzeln sein werden A und - A' Die Gleichung wird also sein: 

Ax2- (A2-1)x - A = O. 

Umgekehrt besitzt jede Gleichung zweiten Grades von der Form 

ax2- bx- a =0 

Wurzeln, deren Kettenbruchentwicklungen zugleich unmittelbar periodisch 
und symmetrisch sind. Setzt man nämlich für x nach einander 00 und -1, 
so erhält man negative Resultate, woraus man sieht, dass diese Gleichung 
eine positive Wurzel grösser als die Einheit und eine negative Wurzel 
zwischen 0 und -] hat, und dass somit diese Wurzeln unmittelbar perio
disch sind. Ferner ändert sich diese Gleichung nicht, wenn man darin x 

mit - ~ vertauscht, und hieraus folgt, dass, wenn A eine ihrer Wurzeln 
x 

ist, die andere - ~ sein wird und somit in diesem Falle B = A ist. 

Wir wollen diese allgemeinen Slitze auf die Gleichung zweiten Grades 
anwenden: 

3x2 - 1 Gx + 18 = O. 

Man findet für sie zunächst eine positive zwischen 3 und 4 enthaltene 
Wurzel. Setzt man 
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96 GaloiB. 

1 
x=3+-, 

?J 

so erhält man die transformierte Gleichung: 

3y2 - 2y - 3 = 0, 

deren Form uns lehrt, dass die Werte von y zugleich unmittelbar prriodisch 
und symmetrisch sind. In der That, setzt man der Reihe nach: 

1 
y= 1 +-, z 

1 
z-2+-- t' 

1 
t=1+-

1t' 

so erhält man die transformierten Gleichungen: 

2z2 -4z- 3 = 0 
3t2 - 4t - 2 = 0 
3u2 - 2tt- 3 = O. 

Die Identität der Gleichungen in u und y beweist, dass der positive Wert 
von 11 ist: 

1/= I +----
2 + ---=----

1+----,--

1 + I 
2+---, 

1 + ... 
der negative WArt wird also sein: 

I 
J/=----I-

1+---
1 

2+---

1 + 1 
1 + ----,--

2+ 1 + ... 

Die beiden Werte von x werden daher sein: 

1 
x= 3 + --=--- " 1 X=U-----1-

1 + ----1-1 + --=---
2+---

1+~---

1 + 1 

2+ 1 
1 + ---~-1-

2+----, 
1 + ... 

1 + ----c--

2+ 1 + ... 
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Satz über periodische Kettenbrüche. 

von denen der letzte nach der bekannten Formel 

wird: 

1 1 
P - - = p - 1 + ----

q 1+_1_~ 

1 
x=l +---1-

1 +---c-1-
1+---

1+---

q-1 

1 + 1 
2+----,-1-

1+---
1 +---c--

2+---
1+··· 

Abel u. Galois, Alg"ebr. Gleichuug"eu. 

91 

7 

Satz über periodische Kettenbrüche. 

von denen der letzte nach der bekannten Formel 

wird: 

1 1 
P - - = p - 1 + ----

q 1+_1_~ 

1 
x=l +---1-

1 +---c-1-
1+---

1+---

q-1 

1 + 1 
2+----,-1-

1+---
1 +---c--

2+---
1+··· 

Abel u. Galois, Alg"ebr. Gleichuug"eu. 

91 

7 



Analyse einer Abhandlung über die 
algebraische Auflösung der Gleichungen. 

(Bulletin des Sciences Mathhn. de M. J.ierussac, Bd. XIII, S. 271, 
[1830, AprilheftJ). 

'.-
Man nennt nicht-primitive Gleichungen diejenigen Gleichung'en, welche 

sicl!, wenn sie zum Beispiel vom Grade mn sind, mit Hülfe einer einzigen 
Gleichung vom Grade m in 'In Factoren vom Grade n zerlegen lassen. Es 
sind dies die Gaus s' schen Gleichungen. Die primitiven Gleichungen sind 
diejenigen, welche eine derartige Vereinfachung nicht zulassen. Ich bin 
hinsichtlich der primitiven Gleichungen zu folgenden Resultaten gekommen. 

1. Damit eine Gleichung, deren Grad eine Primzahl ist, 
durch Wurzelgrössen auflösbar sei, ist notwendig und hin
reichend, dass, wenn irgend zwei ihrer Wurzeln bekannt sind, 
die andern sich rational daraus herleiten lassen. 

2. Damit eine primitive Gleichung vom Grade m durch 
Wurzelgrössen lösbar sei, muss m=p' sein, wo p eine Prim
zahl ist. 

3. Abgesehen von den weiter unten erwähnten Fällen ist, 
damit eine primitive Gleichung vom Grade p' durch Wurzel
grössen lösbar sei, notwendig, dass, wenn irgend zwei ihrer 
Wurzeln bekannt sind, die anderen sich rational daraus her
leiten lassen. 

Der vorstehenden Regel gehorchen nicht die folgenden sehr speciellen 
Fälle: 

1. Der Fall m=p'=9, =25. 
2. Der Fall 'In = p' = 4 und allgemein derjenige, in welchem, wenn a" 

ein Teiler von p' - -11 ist, a eine Primzahl und 
p-

p'-1 " 
(.( 'I = P (mod. a ) 

a(p-l) 
sein wiirde. 

Diese Fälle ent.fernen sich jedoch nur wenig VOll der allgemeinen Regel. 
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Über die algebraische Atlflösung der Gleichungen. 99 

Ist m = 9 oder = 25, so muss die Gleichung von der Art derjenigen 
sein, welche die Drei- und Fünf teilung der elliptischen Functionen bestimmen. 

Im zweiten Falle ist immer notwendig, dass, wenn zwei der Wurzeln 
bekannt sind, die andern sich daraus herleiten lassen wenigstens mit Hülfe 
einer Anzahl von Wurzelgrössen vom Grade p, die gleich ist der Anzahl (ler 

1J" -1 
Teiler aa von ----1 von solcher Beschaffenheit, dass 

p--

ist. 

!v - 1_ v = pemod. aa) und a Primzahl 
a (p - I) 

Alle diese Sätze sind abgeleitet aus der Theorie der Permutationen. 
Nachstehend gebe ich andere Resultate, die aus meiner Theorie 

fliessen. 
1. Es sei k der Modul einer elliptischen Function und p eine gegebene 

Primzahl grösser als 3. Damit die Gleichung vom Grade p + 1, welche 
die verschiedenen Moduln der transformierten Functionen bezüglich der Zahl1J 
giebt, durch Wurzelgrössen lösbar sei, ist von zwei Ding"en das eine notwendig: 
entweder dass eine der Wurzeln rational bekannt sei, oder dass sie sämt
lich rationale Functionen von einander sind. Es handelt sich hier, wohl 
verstanden, nur um besondere Werte des Moduls k. Es ist augenscheinlich, 
dass dies nicht allgemein stattfindet. Diese Regel gilt nicht für p = 5. 

2. Es ist bemerkenswert, dass die allgemeine Modulargleichung sechsten 
Grades, welche der Zahl 5 entspricht, erniedrigt werden kann auf eine 
fünften Grades, deren reducierte Gleichung sie ist. Dagegen lassen sich 
für höhere Grade die Modulargleichungen nicht erniedrigen.*) 

*) Diese Behauptung ist nicht vollkommen exact, wie Gal oi s selbst in dem 
weiter unten befindlichen Briefe an Au gu s t e eh eva li e I' mitgeteilt hat. EI' sagt 
allgemein zu dem Gegenstande des Artikels, den wir hier wiedergeben: "Die Be
dingung, welche ich in dem Bulletin von Fe I' u s s ac für die Lösbarkeit durch 
Wurzelgrössen angegeben habe, ist zu beschränkt; es giebt wenig Ausnahmen, aber 
es giebt welche." Was die J\Iodulargleichungen insbesondere betrifft, so erkliirt er 
die Erniedrigung" vom Grade p + 1 auf den Grad p für möglich nicht allein für 
p = 5, sondern anch für p = 7 und ]l = 11, MIt aber die Unmüg"Iichkeit uerselben 

für p> 11 anfrecht. Anm. v. Lionville. 

7* 
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über die Theorie der Zahlen. 
(Bulletin des Scienccs Mathhn. de Fel'ttssac, Bd. XIII, S. 428, 

[1830, Jw~iheft}.) *) 

--)(--

Wenn mau übereinkommt, dass aUe Grössen als Null betrachtet werden 
sollen, welche in algebraischen Rechnungen mit einer gegebenen Primzahl p 
multipliciert erscheinen, und man sucht unter dieser Festsetzung die Lö
sungen einer algebraischen Gleichung Fex) = 0, was Gauss durch die Be
zeichnung F(x) - ° andeutet, so betrachtet man gewöhnlich nur die ganz
zahligen Lösungen dieser Art von Aufgaben. Nachdem ich durch specielle 
Untersuchungen darauf geführt worden war, die incommensurablen Lösungen 
zu betrachten, bin ich zu einigen Resultaten gelangt, die, wie ich glaube, 
neu sind. 

Es sei eine derartige Gleichung oder Congruenz 

F(x) = 0, 

und p der Modul. Nehmen wir zunächst der grösseren Einfachheit wegen 
an, dass die in Rede stehende Gleichung keinen commensurablen ]<'actol' 
besitze, d. h. dass man nicht drei Functionen 9(X), <j;(.x), x(x) von solcher 
Beschaffenheit finden könne, dass 

9(X)<j;(X) = Fex) + PX(x) 

sei. Dann wird also in diesem Falle die Congruenz keine ganzzahlige noch 
auch eine incommensurable Wurzel niedrigeren Grades besitzen. Man muss 
daher die Wurzeln dieser Congruenz als eine Art von imaginären Symbolen 
betrachten, da sie den Aufgaben über die ganzen Zahlen nicht genügen, 
Symbole, deren Anwendung in der Rechnung oft ebenso nützlich sein wird, 
wie diejenige der imaginären Grösse V -1 in der gewöhnlichen Analysis. 

Die Klassifikation dieser imaginären Grössen und ihre 
Zurückführung auf die kleinstmö gliche Anzahl ist es, welche 
uns im Folgenden beschäftigen wird. 

*) Mit der folgenden Bemerkung: Diese Abhandlung gehört zu den Unter
suchungen Ga 10 i s' s über die Theorie der Permutationen und der algebraischen 
Gleichungen. 

über die Theorie der Zahlen. 
(Bulletin des Scienccs Mathhn. de Fel'ttssac, Bd. XIII, S. 428, 

[1830, Jw~iheft}.) *) 

--)(--

Wenn mau übereinkommt, dass aUe Grössen als Null betrachtet werden 
sollen, welche in algebraischen Rechnungen mit einer gegebenen Primzahl p 
multipliciert erscheinen, und man sucht unter dieser Festsetzung die Lö
sungen einer algebraischen Gleichung Fex) = 0, was Gauss durch die Be
zeichnung F(x) - ° andeutet, so betrachtet man gewöhnlich nur die ganz
zahligen Lösungen dieser Art von Aufgaben. Nachdem ich durch specielle 
Untersuchungen darauf geführt worden war, die incommensurablen Lösungen 
zu betrachten, bin ich zu einigen Resultaten gelangt, die, wie ich glaube, 
neu sind. 

Es sei eine derartige Gleichung oder Congruenz 

F(x) = 0, 

und p der Modul. Nehmen wir zunächst der grösseren Einfachheit wegen 
an, dass die in Rede stehende Gleichung keinen commensurablen ]<'actol' 
besitze, d. h. dass man nicht drei Functionen 9(X), <j;(.x), x(x) von solcher 
Beschaffenheit finden könne, dass 

9(X)<j;(X) = Fex) + PX(x) 

sei. Dann wird also in diesem Falle die Congruenz keine ganzzahlige noch 
auch eine incommensurable Wurzel niedrigeren Grades besitzen. Man muss 
daher die Wurzeln dieser Congruenz als eine Art von imaginären Symbolen 
betrachten, da sie den Aufgaben über die ganzen Zahlen nicht genügen, 
Symbole, deren Anwendung in der Rechnung oft ebenso nützlich sein wird, 
wie diejenige der imaginären Grösse V -1 in der gewöhnlichen Analysis. 

Die Klassifikation dieser imaginären Grössen und ihre 
Zurückführung auf die kleinstmö gliche Anzahl ist es, welche 
uns im Folgenden beschäftigen wird. 

*) Mit der folgenden Bemerkung: Diese Abhandlung gehört zu den Unter
suchungen Ga 10 i s' s über die Theorie der Permutationen und der algebraischen 
Gleichungen. 



Über die Theorie der Zahlen. 101 

Wir nennen i die eine der Wurzeln der Congrueuz P(x) = 0, die wir 
als vom vtcn Grade voraussetzen. 

Wir betrachten den allgemeinen Ausdruck 

A) 

in welchem a, a1, a2, ..• , aV_ 1 ganze Zahlen vorstellen. Giebt man diesen 

Zahlen sämtliche Werte, so nimmt der Ausdruck (A) p' Werte an, welche, 
wie ich zeigen werde, dieselben Eigenschaften besitzen, wie die natürlichen 
Zahlen in der Theorie der Potenzreste. 

Wir nehmen von den Ausdrücken (A) nur die p' - 1 Werte, in denen 
a, (11' a2, ... , aV_ 1 nicht sämtlich Null sind; einer dieser Ausdrücke sei (/.. 

Erhebt man a. nach und nach auf die zweite, dritte, .. , Potenz, so 
erhält man eine Reihe von Grössen von derselben Form (da sich jede 
Function von i auf den y - 1 tcn Grad reducieren lässt). Mithin muss man 
haben a.n = 1, wo n eine gewisse Zahl ist; es sei n die kleinste Zahl von 
der Beschaffenheit, dass man a.n = 1 hat. Dann wird man einen Complex 
von n unter einander ganz verschiedenen Ausdrücl,en erhalten: 

Multiplicieren wir diese n Grössen mit einem andern Ausdruck ß von 
derselben Form, so werden wir noch eine neue Gruppe von Grössen erhalten, 
die von den ersten und unter einander sämtlich verschieden sind. Sind die 
Grössen (A) noch nicht erschöpft, so multiplieiere man ferner die Potenzen 
von a. mit einem neuen Ausdruck '( und so fort. .Man sieht daher, dass 
die Zahl n notwendig in. der Gesamtzahl der Grössen CA) aufgehen wird, 
und da diese Zahl gleich pV - 1 ist, so sieht man, dass n ein Teiler sein 
wird von pV - 1. Hieraus folgt ferner, dass man hat: 

rJ.pv -1 = 1 oder vielmehr -a.Pv = a.. 

Sodann beweist man, ganz ebenso wie in der Theorie der Zahlen, dass 
es primitive Wurzeln a. giebt, für welche man genau p' - 1 = n hat und 
die infolge dessen durch Erhebung zu den Potenzen die ganze Reihe der 
übrigen Wurzeln hervorbringen. 

Und irgend eine dieser primitiven Wurzeln wird nur von einer Congruenz 
yten Grades abhängen, einer irreductiblen Congruenz, denn sonst würde es 
die Gleichung in i nicht mehr sein, da die Wurzeln der Congruenz in i 
sämtlich Potenzen der primitiven Wurzel sind. 

Man erkennt hieraus die bemerkenswerte Folgerung, dass sämtliche 
algebraischen Grössen, welche sich in der Theorie darbieten können, Wurzeln 
von Gleichungen von der Form sind: 

Dieser Satz, algebraisch ausgesprochen, lautet folgendermassen: 
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102 Galois. 

Sind eine Function Fex) und eine Primzahl p gegeben., so 
kann man setzen: 

j'(x)F(x) = x pv - x + P't'(x), 

wo (x) und 't'(x) ganzzahlige Functionen sind, nlld zwar allemal, 
wenn die Congruenz F(x) 0 (mod.p) irreductibel ist. 

Will man sämtliche Wurzeln einer derartigen Congruenz mitte1st einer 
einzigen haben, so braucht man nur zu bemerken, dass man allgemein hat: 

und dass folglich, wenn die eine der Wurzeln x ist, die andern sein werden: 
, v 1 

x P , xP , ••• , x P - • *) 

Es handelt sich jetzt darum zu zeigen, dass, umgekehrt zu dem, was 
wir soeben gesagt haben, die Wurzeln der Gleichung oder der Congruenz 

x pv = x sämtlich von einer einzigen Congruenz vom Grade 'I abhängen. 
Es sei nämlich i eine Wurzel einer irreductiblen Cougruenz und von 

solcher Beschaffenheit, dass sämtliche Wurzeln der Congruenz xPv = x ratio
nale Functionen von i seien. Es ist klar, dass hier, ebenso wie bei den 
gewöhnlichen Gleichungen, diese Eigenschaft stattfindet. **) 

Es ist zunächst evident, dass der Grad 11. der Congruenz in i nicht 
kleiner sein kann als 'I, da sonst die Congruenz 

'I) 

alle ihre Wurzeln mit der Congruenz 

xPf'-l_l =0 

') Daraus, dass die Wurzeln der irreductiblen Gleichung yten Grades F(x) = 0 
ausgedrückt werden durcb die Reihe 

x, xP , xP', ••• , x PV_\ 

würde man mit Unrecht schliessen, dass diese Wurzeln stets Grössen seien, welche 
d.urcb Wurzelgrössen ausdrückbar sind. Nachstehend ein Beispiel des Gegenteils. 
Die irreductible Congruenz 

giebt: 
x2 + X + 1 = 0 (mod. 2) 

-l+Y-=S 
x= 2 ' 

und dies reduciert sich auf % (mod. 2), eine Formel, die nichts beweist. 

"*) Der allgemeine Satz, um den es sich hier handelt, kann folgendermassen 
ausgesprochen werden: Ist eine algebraische Gleichung gegeben, so kann man eine 
rationale Function & aller ibrer Wurzeln von der Art finden, dass umgekehrt jede 
der Wurzeln sich rational ausdrückt durch &. Dieser Satz war Abel bekannt, 
wie man aus dem ersten Teile der Abhandlung ersehen kann, welcbe dieser berübmte 
Geometer über die elliptischen Functionen hinterlassen hat. 
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gemeinschaftlich haben würde, was absurd ist, da die Congruenz (v) keine 
gleichen Wurzeln hat, wie man sieht, wenn lllan die Ableitung der linken 
Seite nimmt. Ich behaupte jetzt, dass fL nicht grösser sein kann als v. 

In der That, wenn dem so wäre, müssten alle Wurzeln der Congruenz 

xplL =x 

rational abhängig. sein von denen der Congruenz 

E]s ist indessen leicht zu sehen, dass, wenn man 

hat, jede rationale l!'unction h = (i) ebenfalls giebt: 

(((oy' =fWv ) = (i), 
woraus folgt: 

hP"=h. 

Mithin würde die Congruenz X pI'- = x alle Wurzeln gemeinschaftlich haben 

mit der Gleichung xPv = x, was absurd ist. 
Wir wissen also schliesslich, dass alle Wurzeln der Gleichung oder 

Congruenz x pv = x notwendig von einer einzigen irred uctiblen Con
gruenz vten Grades abhängen. 

Nun wird die allgemeinste Methode, um diese irreductible Congruenz, 
v 

von welcher die Wurzeln der Congruenz x P = x abhängen, zu erhalten, die 
sein, dass man zunächst diese Congrlienz von allen Factoren befreit, welche 
sie mit CongTUenzen von niedrigerem Grade und von der Form 

xpl'-=x 

gemeinschaftlich haben könnte. 
Man wird auf diese Weise eine Congruenz erhalten, welche sich in 

irreductible Congruenzen vom Grade v zerlegen muss. Und da man alle 
Wurzeln jeder dieser irreductiblen Congruenzen mitteist einer einzigen aus
zudrücken weiss, so wird es leicht sein, sie alle nach der Methode von 
Gauss zu erhalten. 

Sehr häufig wird man jedoch durch Probieren eine incductible Gleichung 
von einem g'egebenen Grade v finden können, und daraus muss man dann 
alle andern ableiten. 

Es sei z. B. 11 =7, v = 3. Wir suchen die Wurzeln der Congruenz 

1) x7' = x (mod. 7). 

Ich bemerke, dass, da die COllgruenz 

2) i3 = 2 (mod. 7) 
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irreduct.ibel und vom Grade 3 ist, alle Wurzeln der Cougruenz 1) rational 
abhängen von derjenigen der Congruenz 2) derart, dass alle Wurzeln von 
1) von der Form sind: 

3 3 

3) a + a1i + a2i2 oder vielmehr a + a1 V2 + a2 V4: 
Man hat jetzt eine primitive Wurzel zu suchen, d. h. eine Form des 

Ausdrucks 3), welche auf sämtliche Potenzen erhoben, sämtliche Wurzeln 
der Congruenz 

X7'-1= 1 d. h. x2 . 3'· 19 = 1 (mod. 7) 

giebt, und dazu brauchen wir nur eine primitive Wurzel einer jeden der 
Congruenzen 

x2 = 1, x3' = 1 , $19 = 1 
zu bestimmen. 

Die primitive Wurzel der ersten ist - 1. Diejenigen von x 3' = 1 
werden gegeben durch die Gleichungen 

x3 =2, x3 = 4, 

so dass i eine primitive Wurzel von x3' = 1 ist. 
Es bleibt nur noch übrig, eine Wurzel d.er Gleichung X 19 - 1 = 0 

oder vielmehr von 
X 19 _1 = 0 -x----c1-

zu suchen, llnd dazu probieren wir, ob wir nicht einfach der Aufgabe ge
nügen können, indem wir einfach x = a + a1i an Stelle von a + a1i + a2i2 
setzCl), Wir müssen haben: 

Ca + a1i)19 = I, 

und dieses reduciert sich, wenn man nach der Newton'schen Formel ent
wickelt und die Potenzen von a, a1 und i nach den Formeln 

am(p-l) - 1 a7n (p-l) - 1 ;3 - 9. -'·1 -,,,-,&,I 
vereinfacht, auf 

3( a - a4a13 + (a5a12 + a2a15)i2) = 1. 

Hieraus folgt, wenn man separiert: 

3a - 3a4a13 = 1 
a5a12 + a2a15 = o. 

Diese letzten Gleichungen werden befriedigt, wenn man a = - 1, 
a t = 1 setzt. Mithin ist 

--1 + i 
eine primitive Wurzel von X 19 = 1. Wir haben oben als primitive Wurzeln 
der Gleichungen x 2 = 1 und x 3' = 1 die Werte - 1 und i gefunden. Es 
bleibt also nur noch übrig, die drei Grössen 

-1, i, -1 +i 
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mit einander zu multiplicieren; das Producti - i2 wird eine primitive 
Wurzel der Congruenz 

X7'-1 = 1 
sein. 

Es besitzt also hier der Ausdruck i - i2 die Eigenschaft, dass, wenn 
man ihn auf alle Potenzen erhebt, ma-n 73 - 1 Ausdrücke erhält, die von 
einander verschieden und von der F'orm sind: 

a +- a1i +- a2i2. 

Wenn wir die Congruenz niedrigeren Grades, von welcher diese primitive 
Wurzel abhängt, haben wollen, so müssen wir i zwischen den beiden 
Gleichungen 

i 3 = 2, 

eliminieren. Wir erhalten so: 

(1.3 - (1. + 2 = O. 

Es wird zweckmässig sein, die Wurzel dieser Gleichung als Basis der 
Imaginären zu nehmen und dieselbe mit i zu bezeichnen, so dass 

i) 

ist. Dann wird man alle Imaginären von der Form 

a +- ({li + a2i2 

erhalten, wenn man i auf sämtliche Potenzen erhebt und nach der Gleichung (i) 
reduciert. 

Der Hauptvorteil der neuen Theorie, welche wir soeben auseinander
gesetzt haben, besteht in dem Umstande, dass man die Congruenzell auf 
die (bei den gewöhnlichen Gleichungen so nützliche) Eigenschaft zurück
führt, genau ebenso viele Wurzeln zuzulassen, als ihr Grad Einheiten enthält. 

Die Methode, diese Wurzeln sämtlich zu erhalten, ist sehr einfach. 
Zuerst kann man immer die gegebene Cong-ruenz F(x) = 0 derart vor
bereiten, dass sie keine gleichen Wurzeln hat, oder mit andern Worten, 
derart, dass sie mit F'(x) = 0 keinen gemeinschaftlichen Factor hat, und 
der Weg, auf welchem dies zu machen ist, ist offenbar derselbe, wie bei den 
gewöhnlichen Gleichungen. 

Um sodann die ganzzahligen Lösungen zu finden, genügt es, wie zuerst 
Libri bemerkt zu haben scheint, den grössten gemeinschaftlichen Factor 
von Fex) = 0 und x p - 1 = 1 zu suchen. 

Wenn man nun die imaginären Lösungen zweiten Grades haben will, 
so suche man den grössten gemeinschaftlichen Factor zwischen F(x) und 
XP'-l= 1, und allgemein werden die Lösungen von der Ordnung 'i gegeben 
sein durch den grössten gemeinschaftlichen Teiler von Fex) = 0 und 
a;Pv-l = 1. 

Die Betrachtung der imaginären Wurzeln der Congruenzen scheint 
besonders in der Theorie der Permutationen, wo man unaufhörlich die Form 
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der Indices ändern muss, unerlässlich zu sein. Sie giebt ein einfachcs und 
leichtes Mittel, zu erl{ennen, in wclchem Palle eine primitivc Gleichung 
durch W urzelgrösscn lösbar ist, wovon ich in wenig Worten eincn Begriff 
zu gcben versuchen will. 

Es sei fex) = 0 eine algebraische Gleichung vom Grade p'. Wir 
nehmen an, dass die p' Wurzeln bezeichnet seien mit xk ' wo man dem 
Index lc die p' Werte zu geben hat, welche durch die Congruenz 

leP' = lc (mod.p) 
bestimmt werden. 

Wir nehmen irgend eine rationale Punction V der p' Wurzcln xk und 
transformieren diese Function, indem wir überall für den Index lc den Index 

(ale + b)pl. setzen, wo a, b, r willkürliche Constanten sind, welche den 
Bedingungen 

p' -1 bP' b ( d ) a = 1, = mo.p, r = ganze Zahl 
genügen. 

Giebt man den Constanten a, b, r alle Werte, deren sie fähig sind, so 
erhält man im Ganzen p' (p' - 1)'1 Arten, die Wurzeln durch Substitutionen 
von der Form 

[Xk ' X r] 
(ak+b)P 

unter einander zu vertauschen, und die Function V selbst wird im Allgemeinen 
durch diese Substitution p' (p' - 1)'/ verschiedene Formen annehmen. 

Wir nehmen jetzt an, dass die gegebene Gleichung fex) = 0 derart sei, 
dass jede Function der Wurzeln, welche durch die soeben gebildeten 
p' (p' - 1)'1 Permutationen nicht geändert wird, eben aus diesem Grunde 
einen rationalen numerischen Wert habe. 

Dann bemerkt man, dass nnter diesen Umständen die Gleichung 
fex) = 0 durch Wurzelgrössen lösbar ist, und um zu dieser Folgerung zu 
gelangen, genügt es zu bemerken, dass der für le substituierte Wert in 
jedem Index auf die drei Formen gebracht werden kann: 

(ale + byr = [a(le + b')]pr = a'le pr + b"= a' (k + b,)pr. 

Diejenigen, welche mit der Theorie der Gleichungen vertraut sind, 
werden dies ohne Schwierigkeit erkennen. 

Diese Bemerkung würde wenig Bedeutung haben, wenn es mir nicht 
gelungen wäre zu beweisen, dass umgekehrt eine primitive Gleichung 
durch Wurzelgrössen nicht lösbar sein kann, wofern sie nicht 
den eben ausgesprochenen Bedingungen genügt (ich nehme die 
Gleichungen neunten und fünfundzwanzigsten Grades aus). 

Auf diese Weise kann man für jede Zahl von der Form p' eine Gruppe 
von Permutationen von solcher Beschaffenheit bilden, dass jede Function 
der Wurzeln, welche durch diese Permutationen nicht geändert wird, einen 
rationalen Wert besitzen muss, falls die Gleichung p'ten Grades primitiv und 
durch Wurzelgrössen lösbar ist. 
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Übrigens giebt es nur die Gleichungen von einern solchen 
Grade p", welche gleichzeitig primitiv und durch Wurzelgrössen 
lösbar sind. 

Der allgemeine Satz, den ich eben ausgesprochen habe, präcisiert und 
entwickelt die Bedingungen, welche ich im Aprilheft des Bulletin *) gegeben 
hatte. Er deutet das l\Iittel an, eine Function derWurzeln zu bilden, deren 
Wert rational ist,_allemal wenn die primitive Gleichung vom Grade:i/ durch 
Wurzelgrössen lösbar ist, und führt infolgedessen zu Kennzeichen für die 
Lösbarkeit der Gleichungen, die, wenn sie nicht in der Rechnung praktisch 
brauchbar sein sollten, wenigstens theoretisch möglich sind. 

Es ist zu bemerken, dass im Falle ~ = 1 die verschiedenen Werte von Tc 
nichts anderes als die Reihe der ganzen Zahlen sind. Die Anzahl der 
Substitutionen von der Form (xk, X ak+b) beträgt p (p - 1). 

Die Fnnction, welche im Falle der durch Wurzelgrössen auflösbaren 
Gleichungen einen rationalen Wert haben muss, hängt im Allgemeinen von 
einer Gleichung vorn Grade 1· 2 . 3 .... (p - 2) ab, auf die man folglich 
die l\Iethode, durch die man die rationalen Wurzeln findet, anwenden muss. 

*) Vergl. oben S.98. 
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Brief von Galois an Auguste Chevalier. 
(Revne encvclopedique, 1832, Septemuel'nwltmer, S. 568). 

Mein lieber Freund. 
Ich habe in der Analysis mehrere neue Sachen gemacht; die einen 

beziehen sich auf die Theorie der Gleichungen, die andern auf 
die Integralfunctionen. 

In der Theorie der Gleichungen habe ich untersucht, in welchen Fällen 
die Gleichungen durch Wurzelgrössen lösbar sind, und dies gab mir Gelegen
heit, diese Theorie zu vertiefen und alle möglichen Transformationen 
anzugeben, die man mit einer Gleichung vornehmen kann, selbst dann, 
wenn sie nicht durch Wurzelgrössen lösbar ist. 

Man kann alles dieses in drei Abhandlungen zusammenfassen. 
Die erste liegt fertig vor und trotz allem, was Po iss 0 n darüber gesagt hat, 

halte ich sie mit den Verbesserungen, die ich daran vorgenommen, aufrecht. 
Die zweite enthält ziemlich merkwürdige Anwendungen auf die Theorie 

der Gleichungen. Ich gebe nachstehend eine kurze Übersicht über die 
wichtigsten Gegenstände. 

1. Nach den Sätzen 11 und 111 der ersten Abhandlung erkennt man, 
dass ein grosser Unterschied besteht, ob man einer Gleichung eine der 
Wurzeln einer Hülfsgleichung adjungiert, oder ob man sie alle adjungiert. 

In beiden Fällen teilt sich die Gruppe der Gleichung durch die 
Adjunction in Gruppen von solcher Art, dass man von der einen zur andern 
durch eine und dieselbe Substitution übergehen kann; aber die Bedingung, 
dass diese Gruppen dieselben Snbstitutionen haben, gilt sicher nur im zweiten 
Falle. Dies heisst die eigentliche Zerlegung (d6composition propre). 

In andern Worten, wenn eine Gruppe G eine andere H enthält, so 
]{ann die Gruppe G in Gruppen geteilt werden, deren jede man erhält, 
indem man auf die Permutationen von H eine und dieselbe Substitution 
anwendet, so dass 

G=H+HS+HS'+··· 
ist. 

Und ebenso kann sie sich zerlegen in Gruppen, welche sämtlich die
selben Substitutionen haben, so dass 

G = H + TH + l"H + ... 
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Falle. Dies heisst die eigentliche Zerlegung (d6composition propre). 

In andern Worten, wenn eine Gruppe G eine andere H enthält, so 
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anwendet, so dass 

G=H+HS+HS'+··· 
ist. 

Und ebenso kann sie sich zerlegen in Gruppen, welche sämtlich die
selben Substitutionen haben, so dass 

G = H + TH + l"H + ... 



Brief von Galois. 109 

ist. Diese beiden Arten von Zerlegungen fallen für gewöhnlich nicht zu
sammen. Fallen sie zusammen, so wird die Zerlegung eine eigentliche 
genannt. 

Man sieht leicht, dass, wenn die Gruppe einer Gleichung keiner eigent
lichen Zerlegung fähig ist, man gut thun wird, diese Gleichung zu trans
formieren; die Gruppen der transformierten Gleichungen werden stets die 
gleiche Anzahl von Permutationen besitzen. 

Wenn dagegen die Gruppe einer Gleichung einer eigentlichen Zer
leguug fähig ist, so dass sie in M Gruppen von N Permutationen zerfällt, 
so kann man die gegebene Gleichung mit Hülfe zweier Gleichungen auf
lösen; die eine wird eine Gruppe von M Permutationen, die andere eine 
solche von N Permutationen haben. 

Wenn man demnach an der Gruppe einer Gleichung alle möglichen 
eigentlichen Zerlegungen erschöpft hat, 80 wird man zu Gruppen gelangen, 
welche man transformieren kann, die aber immer dieselbe Anzahl von 
Permutationen haben werden. 

Wenn die Anzahl der Permutationen, welche in jeder dieser Gruppen 
enthalten sind, eine Primzahl ist, so wird die Gleichung durch Wurzel
grössen lösbar sein, im andern Falle nicht. 

Die kleinste Anzahl von Permutationen, welche eine unzerleghal'c 
Gruppe haben kann, wenn diese Zahl keine Primzahl ist, ist 5·4· 3. 

2. Die einfachsten Zerlegungen sind diejenigen, auf welche die Gau s s
sehe Methode anwendbar ist. 

Da diese Zerlegungen auch bei der gegenwärtigen Form der Gruppe 
der Gleichung evident sind, so ist es unnütz, sich lange bei diesem Gegen
stande aufzuhalten. 

Welche Zerlegungen sind anwendbar auf eine Gleichung, welche sich 
nicht nach der Methode von Gauss vereinfacht? 

Ich habe die Gleichungen, welche sich nicht nach der Gau s s' sehen 
Methode vereinfachen lassen, primitive Gleichungen genannt, womit nicht 
gesagt sein soll, dass diese Gleichungen wirklich unzerlegbar seien, vielmehr 
können sie sich sogar durch Wurzelgrössen auflösen lassen. 

Als Hülfsbetrachtung für die Theorie der primitiven Gleichungen, welclle 
durch Wurzelgrössen lösbar sind, habe ich im Juni des Jahres 1830 im 
Bulletin von Ferussac eine Untersuchung über die Imaginären in der 
Theorie der Zahlen gegeben. 

Man findet hier angefügt ~') den Beweis der folgenden Sätze: 
1. Damit eine primitive Gleichung durch Wurzelgrössen lösbar sei, 

muss sie vom Grade pV sein, wo p eine Primzahl ist. 
2. Alle Permutat.ionen einer solchen Gleichung sind von der Form: 

Xk, "m, ... 1 xak+lJl+cm+ ... +h,a'k+h'l+c'm+ ... +lt',a"k+ .... , 

*) G al 0 i s spricht von Manuskripten, die bisher nicht erschienen sind und von 
uns hier veröffentlicht werden. Anm. v. Li Oll vi 11 e. 
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wo k, l, m, ... Indices, an Zahl v, sind, welche sämtliche Wurzeln ergeben, 
wenn jeder von ihnen p Werte annimmt. Die Indices werden nach dem 
Modul p genommen, d. h. die Wurzel wird dieselbe sein, wenn man zu einem 
der Indices ein Vielfaches von p hinzufügt. 

Die Gruppe, welche man erhält, wenn man sämtliche Substitutionen 
von dieser linearen Form ausführt, enthält 

Permutationen. 
p'(p' -1) (p' _ p) .. .. (p' _ p'-l) 

Diese Regel ist viel zu allgemein, als dass die Gleichungen, welche 
ihr entsprechen, sämtlich durch Wurzelgrössen lösbar sein solIten. 

Die Bedingung, welche ich im Ferussac'schen Bulletin dafür angegeben 
habe, dass eine Gleichung durch Wurzelgrössen lösbar sei, ist zu beschränkt; 
es giebt wenig Ausnahmen, aber es giebt welche. 

Die letzte Anwendung der Theorie der Gleichungen bezieht sich auf die 
Modulargleichungen der elliptischen Functionen. 

Bekanntlicll ist die Gruppe der Gleichung, welche zu Wurzeln die Sinus 
der Aml)litude der p2 - 1 Teile einer Periode hat, die folgende: 

mithin hat die entsprechende Modulargleichung zur Gruppe: 

X k , Xak+bP 

T ck+dl 

. I I k d' W t I b k m we c ler 7, Ie P + 1 er e la en ann: 

00, 0, 1, 2, ... , p - 1. 

Somit kann man, wenn man festsetzt, dass k unendlich werden kann, einfach 
schreiben: 

Xk , Xak+b• 

ck+d 

Giebt man a, b, c, cl alle Werte, so erhält man 

(p+l)p(p-]) 
Permutationen. 

Diese Gruppe zerlegt sich nun eigentlich in zwei Grnppr.n, drrrn 
Substitutionen sind: 

X k , X ak+ b, 

ck+d 

wenn ad - bc ein quadratischer Rest von p ist. 
Die auf diese Weise vereinfachte Gruppe enthält 

p-l 
(p+l)p'-2-

Permutationen. Rs ist aber leicht zu sehen, dass sie nicht weiter eigentlich 
zerleghar ist, wofern nicht 11 = 2 oder 11 = 3 ist. 
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Mithin wird, auf welche Weise man auch die Gleichung transformieren 
möge, ihre Gruppe immer dieselbe Anzahl Permutationen haben. 

Es ist aber interessant zu wissen, ob ihr Grad sich erniedrigen lässt. 
Zunächst kann er nicht niedriger werden als p, da eine Gleichung von 

niedrigerem Grade als p nicht p als Factor in der Anzahl der Permutationen 
ihrer Gruppe haben kann. 

Untersuchen wir also, ob die Gleichung vom Grade p + 1, deren 
Wurzeln xk man erhält, wenn man k alle Werte, 00 mit eingeschlossen, giebt, 
und deren Gruppe die Substitutionen 

Xk , Xak+ b, 

ck+d 

wo ad - bc ein Quadrat ist, besitzt, sich auf den l)tell Grad erniedrigen lässt. 
Nun ist dazu erforderlich, dass die Gruppe sich in p Gruppen von je 

p-1 
(p + 1) -2- Permutationen zerlegt (natürlich uneigentlich). 

Es seien 0 und 00 zwei cOlljungierte Buchstaben (leUres cOl~joinf('s) in 
der einen von diesen Gruppen. Die Substitutionen, durch welche 0 und 
00 ihre Plätze nicht ändern, werden von der Form sein: 

Wenn daher M der mit 1 conjungierte Buchstabe ist, so wird der mit m2 

conjungierte Buchstabe m2 HI sein. Ist M ein Quadrat, so hat man demnach 
M2 = 1. Diese Vereinfachung kaun aber nur stattfinden für 1) = 5. 

p-1 
Für p = 7 findet man eine Gruppe von (11 + 1) ~ Permntationen, 

in denen die mit 
00 1 2 4 

conjungiertell Buchstaben respective sind: 

o 3 G 5. 

Die Substitutiouen diesel' Gruppe sind von der Form 

X k ' X k-b' 
a
k-c 

wo b der mit c conjungierte Buchstabe und n ein Buchstabe ist, der zu 
gleicher Zeit wie c Rest oder Nichtrest ist. 

Für J) = 11 gelten dieselben Substitutionen mit denselben Bezeichnungen 
und die mit 

00, 1, 3, 4, 5, 9 

conjullgierten Buchstaben sind respective 

0, 2, G, 8, 10, 7. 

Mitllin erniedrigt Rich filr die Fälle p = 5, 7, 11 die Moilulargleiclmng 
auf den ptCIl Grad. 
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In aller Strenge aber gilt, dass eine solche Reduction nicht möglich ist 
für die Fälle höheren Grades. 

Die dritte Abhandlung bezieht sich auf die Integrale. 
Es ist bekannt, dass sich eine Summe von Gliedern bestehend aus 

einer und derselben elliptischen Function stets auf ein einziges Glied, ver
mehrt um algebraische und logarithmische Grössen, reducieren lässt. 

Es giebt keine andern Functionen, für welche diese Eigenschaft statt
findet. 

An ihre Stelle treten jedoch ganz analoge Eigenschaften bei allen 
Integralen von algebraischen Fnnctionen. 

Man behandelt gleichzeitig sämtliche Integrale, deren Differential eine 
Function der Veränderlichen und einer und derselben irrationalen Functioll 
der Veränderlichen ist, mag nun diese Irrationale eine Wurzelgrösse sein 
oder nicht, mag sie sich darstellen lassen durch Wurzelgrössen oder nicht. 

Man findet, dass die Anzahl der verschiedenen Perioden des all
gemeinsten auf eine gegebene Irrationale bezüglichen Integrals stets eine 
gerade Zahl ist. 

Ist 2n diese Zahl, so hat man das folgende Theorem: 
Irgend eine Summe von Gliedern lässt sich reducieren auf n Glieder, 

vermehrt um algebraische und logarithmische GrÖssen. 
Die Functionen der ersten Art sind diejenigen, für welche der alge

braische und logarithmische Teil null ist. 
Es giebt deren n verschiedene. 
Die Functionen der zweiten Art sind diejenigen, für welche der noch 

hinzutretende Teil rein algebraisch ist. 
Es giebt deren n verschiedene. 
Man kann annehmen, dass die Differentiale der übrigen Functionen nur 

ilir einen einzigen Wert x = a unendlich werden und dass ihr logarith
mischer Teil sich auf einen einzigen Logarithmus, log P, wo P eine 
algebraische Grösse ist, reduciert. Bezeichnet man diese Function mit 
ll(x, a), so hat man den Satz: 

ll(x, a) - ll(a, x) = ~gea)7Cx), 

wo gea) und IjI(x) Functionen erster und zweiter Art sind. 
Hieraus leitet man her, wenn man ll(a) und I/J die auf einen Umlauf 

von x bezüglichen Perioden von llex, a) und Hx) nennt: 

llCa) = ~I/J. 9(a); 

somit drücken sich die Perioden der Functionen dritter Art stets durch 
Functionen erster und zweiter Art aus. 

Mau lmun daraus auch Sätze herleiten, welche dem Legendre'schen 
Satze 

analog sind. 

FE'+ EF'- FF' =~ 
2 

112 Galois. 

In aller Strenge aber gilt, dass eine solche Reduction nicht möglich ist 
für die Fälle höheren Grades. 

Die dritte Abhandlung bezieht sich auf die Integrale. 
Es ist bekannt, dass sich eine Summe von Gliedern bestehend aus 

einer und derselben elliptischen Function stets auf ein einziges Glied, ver
mehrt um algebraische und logarithmische Grössen, reducieren lässt. 

Es giebt keine andern Functionen, für welche diese Eigenschaft statt
findet. 

An ihre Stelle treten jedoch ganz analoge Eigenschaften bei allen 
Integralen von algebraischen Fnnctionen. 

Man behandelt gleichzeitig sämtliche Integrale, deren Differential eine 
Function der Veränderlichen und einer und derselben irrationalen Functioll 
der Veränderlichen ist, mag nun diese Irrationale eine Wurzelgrösse sein 
oder nicht, mag sie sich darstellen lassen durch Wurzelgrössen oder nicht. 

Man findet, dass die Anzahl der verschiedenen Perioden des all
gemeinsten auf eine gegebene Irrationale bezüglichen Integrals stets eine 
gerade Zahl ist. 

Ist 2n diese Zahl, so hat man das folgende Theorem: 
Irgend eine Summe von Gliedern lässt sich reducieren auf n Glieder, 

vermehrt um algebraische und logarithmische GrÖssen. 
Die Functionen der ersten Art sind diejenigen, für welche der alge

braische und logarithmische Teil null ist. 
Es giebt deren n verschiedene. 
Die Functionen der zweiten Art sind diejenigen, für welche der noch 

hinzutretende Teil rein algebraisch ist. 
Es giebt deren n verschiedene. 
Man kann annehmen, dass die Differentiale der übrigen Functionen nur 

ilir einen einzigen Wert x = a unendlich werden und dass ihr logarith
mischer Teil sich auf einen einzigen Logarithmus, log P, wo P eine 
algebraische Grösse ist, reduciert. Bezeichnet man diese Function mit 
ll(x, a), so hat man den Satz: 

ll(x, a) - ll(a, x) = ~gea)7Cx), 

wo gea) und IjI(x) Functionen erster und zweiter Art sind. 
Hieraus leitet man her, wenn man ll(a) und I/J die auf einen Umlauf 

von x bezüglichen Perioden von llex, a) und Hx) nennt: 

llCa) = ~I/J. 9(a); 

somit drücken sich die Perioden der Functionen dritter Art stets durch 
Functionen erster und zweiter Art aus. 

Mau lmun daraus auch Sätze herleiten, welche dem Legendre'schen 
Satze 

analog sind. 

FE'+ EF'- FF' =~ 
2 



Brief von Galois. 113 

Die Reduction der Functionen dritter Art auf bestimmte Integrale, 
welches die schönste Entdeckung J ac 0 bi' s ist, ist nicht durchführbar, 
ausser in dem Falle der elliptischen Functionen. 

Die Multiplikation der elliptischen Functionen mit einer ganzen Zalll 
ist, wie die Addition, stets möglich mit Hülfe einer Gleichung nten Grades, 
deren Wurzeln die Werte sind, welche man in das Integral zu substituieren 
hat, um die reducierten Glieder zu erhalten. 

Die Gleichung, welche die Teilung der Perioden in p gleiche Teile 
giebt, ist vom Grade p2n -1; ihre Gruppe hat im Ganzen 

(in-l) (in-p) .... (p2n_p2n-l) 

Permutationen. 
Die Gleichung, welche die Teilung einer Summe von n Gliedern in 

p gleiche Teile giebt, ist vom Grade p2n; sie ist durch Wurzelgrössen lösbar. 
Von der Transformation. Man kann zunächst durch eine Schlllss

reihe, analog derjenigen, welche Ab el in seiner letzten Abhandlung angegeben 
hat, beweisen, dass es, wenn man in einer und derselben Relation zwischen 
Integralen die beiden Functionen 

S <Il(x, X)dx, S W(y, Y)dy 

hat, wo das letzte Integral 2n Perioden besitzt, gestattet ist anzunehmen, 
dass sich y und Y vermittelst einer einzig'en Gleichung nten Grades als 
Function von x und X ausdrücken lassen. 

Hiernach kann man annehmen, dass die Transformationen stets nur 
zwischen zwei Integralen stattfinden, da man offenbar, wenn man irgend 
eine rationale Function von y und Y nimmt, die Gleichung hat: 

~ Sf(y, Y)cl.y= SF(X, X)dx + einer algebr. und logarithm. GrÖsse. 

Diese Gleichung würde augenscheinliche Vereinfachungen in dem Falle 
erfahren, wo die Integrale auf der einen und der andern Seite nicht alle 
beide dieselbe Anzahl von Perioden hätten. 

Man kann beweisen, dass der kleinste Grad der Irrationalität zweier 
solchen Integrale nicht für das eine grösser sein kann wie für das andere. 

Man wird sodann zeigen, dass man stets ein gegebenes Integral in ein 
anderes transformieren kann, in welchem eine Periode des ersten durch 
die Primzahl p geteilt ist und die andern 2n - 1 dieselben bleiben. 

Man wird also nur noch Integrale zu vergleichen haben, in welch en 
die Perioden beiderseits dieselben und die folglich so beschaffen sind, dass 
sich n Glieder des einen ohne eine andere Gleichung als eine einzige 
G1eichnng nten Grades mitte1st derjenigen des andern darstellen lassen und 
umgekehrt. Hierüber weiss ich nichts. 

Abel u. Galois, Algebr. Gleichuug"en. 8 
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Abel u. Galois, Algebr. Gleichuug"en. 8 



114 Galois. 

Du weisst, mein lieber Freund, dass diese Gegenstände nicht die ein
zigen sind, die ich durchforscht habe. Meine Gedanken waren seit einiger 
Zeit hauptsächlich auf die Anwendung der Theorie der Mehrdeutigkeit 
(antbiguite) auf die transcendente Analysis gerichtet. Es handelte sich 
darum, apriori zu erkennen, welche Veränderungen man in einer Relation 
zwischen Grössen oder transcendenten Functionen machen, welche Grössen 
man an Stelle der gegebenen Grössen substituieren könnte, ohne dass die 
Relation aufhörte zu bestehen. Dies lässt sogleich die Unmöglichkeit vieler 
Ausdrücke, die man suchen könnte, erkennen. Indessen habe ich keine Zeit, 
und meine Ideeen sind auf diesem Gebiete, welches ungeheuer gross ist, 
noch nicht durchgebildet genug. 

Ich bitte Dich, diesen Brief in die Reulte encyclopedique einsetzen zu 
lassen. 

Es ist mir häufig in meiuem Leben geglückt, Sätze im Voraus zu ver
künden, von denen ich noch keine Gewissheit hatte, aber alles, was ich hier 
geschrieben habe, ist seit bald einem Jahr in meinem Kopfe, und es liegt 
zu sehr in meinem Interesse, mich nicht zu irren, damit man mich nicht 
verdächtigt, Sätze ausgesprochen zu haben, für welche ich nicht den voll
ständigen Beweis besessen hätte. 

Bitte öffentlich Jacobi oder Gauss, ihr Urteil abzugeben nicht über 
die Richtigkeit, sondern über die Wichtigkeit der Sätze. 

Darnach wird es, hoffe ich, Leute geben, welche ihren Nutzen finden 
werden, wenn sie sich bemühen, alle diese Hieroglyphen zu entziffern. 

Ich umarme Dich herzlichst 

Am 29. Mai 1832. 
E. Galois. 

Bemerkung von Liouville. 
Beim Einsetzen des soeben gelesenen Briefes in ihre Zeitschrift*) kün

deten die Herausgeber der Revue encyclopedique an, dass sie demnächst die 
hinterlassenen Manuskripte Galois's veröffentlichen würden. Dieses Ver
sprechen ist aber nicht gehalten worden. Auguste Chevalier hatte in
dessen die Arbeit vorbereitet, er hat sie mir überlassen und die folgenden 
Blätter werden enthalten: 

1. eine vollständige Abhandlung über die Bedingung der Auflösbar
keit der Gleichungen durch Wurzelgrössel1 nebst der Anwendung 
auf die Gleichungen, deren Grad eine Primzahl ist; 

2. ein Bruchstück einer zweiten Abhandlung, in welchem Galois die 
allgemeine Theorie der Gleichungen, die er primitive nennt, be
handelt. 

*) Wir haben bereits erwilhnt, dass in derselben Nummer (Seite 774) eine nekro
logische Notiz über Galois erschienen ist. 
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Bemerkung von Liouville. 115 

Wir haben den grössten Teil der Anmerkungen, welche Au g u s t e 
eh ev a li er den soeben erwähnten Abhandlungen hinzugefügt hatte, bei
behalteu. Diese Anmerkungen sind sämtlich mit den Initialen A. eh. nnter
zeichnet. Die nicht weiter unterzeichneten Anmerkungen sind von G al 0 i s 
selbst. 

Wir werden diese Publikation durch einige andere Bruchstücke ver
vollständigen, welche den Papieren G al 0 i s' s entnommen sind uud die, 
ohne grosse Wichtigkeit zu haben, doch noch mit Interesse von den Geo
metern gelesen werden können. 

8* 
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Abhandlung über die Bedingung 
der Auflösbarkeit der Gleichungen durch 

W urzelgrössen. 
11 

Die angefügte Abhandlung*) ist ein Auszug aus einer Arbeit, die ich 
vor einem Jahre die Ehre hatte, der Akademie zu überreichen. Da diese 
Arbeit nicht verstanden worden ist, die Sätze, welche sie enthielt, in Zweifel 
gezogen wurden, habe ich mich begnügen müssen, in synthetischer ji'orm 
die allgemeinen Prinzipien und eine einzige Anwendung meiner Theorie zu 
geben. Ich bitte meine Richter, wenigstens diese paar Seiten mit Aufmerk
samkeit zu lesen. 

Man wird hier eine allgemeine Bedingung finden, welcher jede 
durch Wurzelgrössen auflösbare Gleichung genügt, und welche um
gekehrt über ihre Auflösbarkeit Gewissheit giebt. Die Anwendung derselben 
wird nur auf die Gleichungen, deren Grad eine Primzahl ist, gemacht. Nach
stehend gebe ich den Satz an, der durch meine Untersuchung geliefert wird. 

"Damit eine Gleichung von einem Primzahlgrade, welche 
keine commensurablen Teiler hat, durch Wurzelgrössen lösbar 
sei, ist notwendig und hinreichend, dass sämtliche Wurzeln 
rationale Functionen irgend zweier von ihnen seien." 

Die andern Anwendungen der Theorie sind selbst eben so viele be
sondere Theorien; sie erfordern übrigens die Anwel.1dung der Zahlentheorie 
und eines speciellen Algorithmus. Wir behalten sie uns für eine andere 
Gelegenheit vor; sie beziehen sich zum Teil auf die Modulargleichung'en 
der Theorie der elliptischen Functionen, von denen wir beweisen, dass sie 
sich nicht durch Wurzelgrössen auflösen lassen. 

16. Januar 1831. 
E. Galois. 

") Ich habe es für gut gehalten, an die Spitze dieser Abhandlung die nach
stehende Vorrede zu setzen, obwohl ich sie im Manuskript durchstrichen fand. 

A. Ch. 
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Beding1lng der algebr. Auflösbarkeit der Gleichungen. 117 

Prinzipien. 
Ich werde zunächst eiuige Definitionell UHU eille Reihe von Hülfs

sät z c u aufstellen, die sämtlich bekannt sind. 

Definitionen. Eine Gleichung wird reductibel genannt, weHn 
sie rationale Teiler besitzt, irreductibel im entgegengesetzten 
Falle. 

Man muss hier erklären, was man unter dem Worte "ratio
naler Teiler" zu verstehen habe, da es sehr häufig gebraucht wer
den wird. 

Wenn die Gleichung nur lauter numerische und rationale Coefficienteu 
hat, so will jenes einfach sagen, dass die Gleichung sich in Factoren zer
legen lässt, deren Coefficienten numerisch und rational sind. 

Wenn aber die Coefficienten einer Gleichung nicht alle numerisch und 
rational sind, so muss man unter einem rationalen Teiler einen Teiler ver
stehen, dessen Coefficienten sich als rationale Functionen der Coefficienten 
der gegebenen Gleichung ausdrücken würden, und allgemein unter einer 
rationalen Grösse eine Grösse, welche sich als rationale Function der Coef
iicienten der gegebenen Gleichung darstellt. 

Man muss noch weiter gehen. Man kann festsetzen, dass man als 
rationale Function jede rationale Function einer gewissen Anzahl von ge
g"ebenen Grössen, die von vornherein als belmnnt vorausgesetzt werden, 
betrachten solle. Z. B. kann man eine gewisse Wurzel aus einer ganzen 
Zahl wählen und als rational jede rat.ionale Function dieser Wurzelgrösse 
betrachten. 

Sobald wir festsetzen, dass wir gewisse Grössen in dieser 
Weise als bekannt ansehen wollen, so werden wir sagen: Wir 
adjungieren sie der Gleichung, welche aufgelöst werden soll. Wir 
werden diese Grössen der Gleichung adjungiert nennen. 

Dies vorausgesetzt, werden wir rational jede Grösse nennen, welche 
sich als rationale Function der Coefficienten der Gleichung und einer gc
wissen Anzahl von Grössen darstellt, welche der Gleichung adjungiert und 
nach Belieben angenommen sind. 

Bedienen wir uns gewisser Hülfsgleichungell, so werden sie rational 
genannt werden, wenn ihre Coefficienten in unserm Sinnc rational sind. 

Man sieht ferner, dass die Eigenschaften und Schwierigkeiten, welche 
eiue Gleichung darbietet, vollständig verschieden sein können je nach den 
Grössen, welche ihr adjungiert sind. Z. B. kann die Adjullction einer Grösse 
eine irreductible Gleichung reductibel macheil. 

\Venn man z. B. der Gleichung 

xn_l 
---=(1 
x-I ' 
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118 Galois. 

wo n eine Primzahl ist, eine Wurzel einer der Gauss'schcn Hülfsgleichuugen 
adjungiert, so zerlegt sich diese Gleichung in Factoren und wird infolge 
dessen reductibel. 

Die Substitutionen vermitteln den Übergang von ciner Per
mutation zu einer andern. 

Die Permutation, von welcher man ausgeht, um die Substitutionen an
zudeuten, ist ganz willkürlich, wenn es sich um Functionen handelt; denn 
es giebt keinen Grund dafür, dass bei einer Function von mehreren Buch
staben einem Buchstaben ein Vorzug vor einem andern zustehen sollte. 

Da man sich indessen kaum eine Vorstellung von einer Substitution 
machen kann, ohne die einer Permutation zu haben, so werden wir uns im 
sprachlichen Ausdruck häufig der Permutationen bedienen und die Sub
stitutionen nur als den Übergang von einer Permutation zu einer andern 
betrachten. 

Sobald wir die Substitutionen in Gruppen einteilen wollen, werden wir 
sie alle aus einer und derselben Permutation hervorgehen lassen. 

Da es sich stets um Untersuchungen handelt, bei denen die ursprüng
liche Stellung der Buchstaben durchaus keinen Einfluss auf die betrachteten 
Gruppen hat, so wird man dieselben Substitutionen haben müssen, welches 
auch die Permutation sein möge, von der man ausgegangen ist. So ist 
man z. B., wenn man in einer solchen Gruppe die Substitutionen 8 und l' 
hat, sicher, auch die Substitut.ion 8T zu haben. 

Dies sind die Definitionen, an die wir glaubten erinnern zu müssen. 

Hülfssatz I. Eine irreductible Gleichung kann mit einer 
rationalen Gleichung l,eine gemeinschaftliche Wurzel haben, 
ohne ein Teiler von ihr zu sein. 

Denn der grösste gemeinschaftliche Teiler zwischen der irreductiblen 
Gleichung und der andern Gleichung wird ebenfalls rational sein; mithin 
u. s. w. 

Hülfssatz II. Ist irgend eine Gleichung gegeben, welche keine 
gleichen Wurzelu hat und deren Wurzeln a, b, C, •.• sind, so 
kann man immer eine Function V der Wurzeln von der Be
schaffenheit bilden, dass von den Werten, welche man erhält, 
wenn man in dieser Function die Wurzeln auf alle Weisen per
mutiert, keine zwei einander gleich sind. 

Z. B. kann man nehmen: 

V=Aa+Bb + Cc+· ", 

wo A, B, C, .,. passend gewählte ganze Zahlen sind. 

Hülfssatz m. Ist die Function so, wie im vorigen Hülfssatz 
angegeben, gewählt, so besitzt sie die Eig'enschaft, dass alle 
Wurzeln der gegebenen Gleichung sich als rationale Functionen 
von V ausdrücken. 
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Bedingung der algebr. Auflösbarkeit der Gleichungen. 

Es sei nämlich 

V = 'fea, b, c, cl, •.. ), oder vielmehr 
V - 'fea, b, C, cl, ... ) = O. 

119 

lVIultipliciert man mit einander sämtliche analogen Gleichungen, welche 
man erhält, indern man in dieser sämtliche Buchstaben permutiert, während 
allein der erste fest bleibt, so ergiebt sich ein Ausdruck von folgender Form: 

[V-'f(a, b, c, cl, ., .)] [V-'f(a, c, b, cl, ... )] [V-'f(a, b, cl, c, ... )] .... , 

welcher symmetrisch ist in b, c, cl, ..• und der sich infolge dessen schreiben 
lässt als Function von a. Wir werden demnach eine Gleichung erhalten 
von der Form: 

F(V, a) = O. 

Ich behaupte nun, dass man daraus den Wert von a herleiten kann. 
Man braucht dazu nur die gemeinschaftliche Lösung dieser und der ge
gebenen Gleichung zu suchen. Diese Lösung ist die einzige gemeinschaft
liche, denn man kann z. B. nicht haben: 

F(V, b) =0, 

wo diese Gleiclmng einen gemeinschaftlichen Factor mit der analogen 
Gleichung hat, sonst würde die eine der Functionen rp (a, ... ) gleich sein 
einer der Functionen rp(b, ... ), was der Voraussetzung widerspricht. 

Es folgt hieraus, dass a sich als rationale Function von V darstellt, 
und dasselbe gilt von den übrigen Wurzeln. 

Dieser Satz*) ist ohne Beweis von Ab el in der nachgelassenen Ab
handlung über die elliptischen Functionen angegeben worden. 

Hülfssatz IV. Wir nehmen an, dass man die Gleichung in V 
gebildet und einen ihrer irreductiblen Factoren genommen 
habe, so dass also V Wurzel einer irreductiblen Gleichung ist. 
Sind dann V, V', VI/, ... die Wurzeln dieser irreductiblen 
Gleichnng und ist a={(V) eine der Wurzeln der gegebenen 
Gleichung, so ist b = {(V') ebenfalls eine Wurzel der gegebenen 
Gleichung. 

Mu,ltiplicieren wir nämlich mit einander sämtliche Factoren von der 
Form V - 'f (a, b, c, ... , cl), welche man erhält, wenn man mit allen 
Buchstaben sämtliche Vertauschungen vorgenommen hat, so ergiebt sich 
eine rationale Gleichung in V, welche notwendig durch die in Frage 

*) Es ist bemerkenswert, dass man aus diesem Satze folgern kann, dass jede 
Gleichung von einer Hii.lfsgleichung von solcher Beschaffenheit abhiingt, dass sämt
liche Wurzeln der neuen Gleichung rationale Functionen von einander sind; denn 
die HiUfsgleichung in V ist in diesem Falle. Überdies ist diese Bemerkung hiichst 
interessant. Eine Gleichung nämlich, welche diese Eigenschaft hat, ist im Allg@
meinen nicht leichter aufzulösen als eine andere. 
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stehende Gleichung teilbar sein muss; mithin muss V' erhalten werden 
durch die Vertanschung der Buchstaben in V. Es sei F(V, a.) = ° die
jenige Gleichung, welche man erhält, wenn man in V sämtliche Buchstaben 
mit Ausnahme des ersten permutiert. Man wird also haben F(V', b) = 0, 
wo b gleich a sein kann, sicher aber eine der Wurzeln der gegebenen 
Gleichung ist. .Folglich wird, ebenso wie aus der gegebenen und der 
Gleichung F(V, a) = ° die Gleichnng a = {(V) sich ergeben hat, sich 
auch aus der gegebenen in Verbindung mit der Gleichung F(V', b) = 0 
die folgende ergeben: b = {(V'). 

Lehrsatz J. 

Satz. Ist eine Gleichung gegeben, deren 'in Wurzeln a, b, c, ... 
sind, so giebt es immer eine Gruppe von Permutationen der 
Buchstaben a, b, c, ... , welche folgende Eigenschaften besitzt: 

1. dass jede .Functioll der Wurzeln, welche durch die Substi
tutionen dieser Gruppe keine Aenderung erleidet*), rational 
bekann t ist. 

2. dass umgekehrt jede .Function der Wurzeln, welche 
rational bestimmbar ist, durch die Substitutionen keine Ande
rung erleidet. 

(Im F'alle der algebraischen Gleichungen ist diese Gruppe nichts anderes 
als der Complex der 1· 2 . 3 ... 'in möglichen Permutationen der 112 Buch
staben, da in diesem .Falle die symmetrischen .Functionen allein rational 
bestimmbar sind.) 

(Im .Falle der Gleichung xn 
- 11 = 0 ist, wenn man a = r, b = rg , 

x-
c = rY', •• , setzt, wo [J eine primitive Wurzel ist, die Permutationsgruppe 
einfach die folgende: 

abcd .... k 
bcd .... ka 
cd .... kab 

7c abc . ... i. 

In diesem besonderen .Falle ist die Anzahl der Permutationen gleich dem 
Grade der Gleichung, und ebendies würdc stattfinden bei denjenigen 

*) Wir nennen hier eine Function unveränderlich, nicht nur wenn ihre Form 
sich durch die Substitutionen der Wurzeln unter einander nicht ändert, sondern 
auch welln ihr numerischer Wert sich nicht ändern würde. Wenn z. B. F(x) = 0 
eine Gleichung ist, so ist F(x) eine .Function der Wurzeln, welche durch keine 
Permutation derselben eine Änderung erleidet. 

Wenn wir sagen, dass eine Funciion raiional bekannt ist, so soll das heissen: 
Ihr numerischer Wert ist ausdrückbar als rationale Function der Coefficienten der 
Gleichung und der adjunlrierten GrÖssen. 
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Gleichungen, deren sämtliche Wurzeln rationale Functionen von einander 
wären.) 

Beweis. Welches auch die gegebene Gleichung sein möge, man kann 
immer eine rationale Function V der Wurzeln von solcher Beschaffenlleit 
finde]], dass sämtliche Wurzeln rationale Functionen von V sind. Dies 
vorausgesetzt, betrachten wir die irreductible Gleichung, dereu Wurzel V ist 
(Hülfssatz III und IV). Es seien V, V', V", ... , V(n-I) die Wurzeln dieser 
Gleichung. 

Sind 
Cf (V), CfI(V), Cf2(V), ., .. , Cf"'_l(V) 

die Wurzeln der gegebenen Gleichung und schreiben wir die n folgenden 
Permutationen der Wurzeln hin: 

(V) l' (V), 'T'l(V), 
(V') Cf (V'), Cf! (V'), 
(V") Cf (V"), Cfl (V"), 

(V(n-I) Cf (V(n-t), Cfl (V(n-I), 

Cf2 (V), .... , 
Cf2 (V'), '" ., 
Cf2(V")' .... , 

(V(n-I) Cf2 , •••• , 

'T'm-l(V) 
Cf",_l(V') 
'T'm--I(V") 
.... 
m (V(n-I) 
Tm-l , 

so behaupten wir, dass diese Permutationsgruppe die ausgesprochenen 
Eigenschaften besitzt. 

1. Jede Function F der W urzelu nämlich, welche durch die Sub
stitutionen dieser Gruppe keine .Änderung erleidet, kann in folgender Weise 
geschrieben werden: 

F=<jJ(V), 
und man hat: 

tjJ( V) = tjJ(V') = tjJ(V") = ... = tjJ (v(n-l). 

Der Wert von F lässt sich also rational bestimmen. 
2. Wenn umgekehrt eine Function F rational bestimmbar ist und man 

setzt F= tjJ(V), so muss man haben: 

tjJ(V) = tjJ(V') = tjJ(V") = ... = tjJ(V(n-I), 

da die Gleichung in V keinen commensurablen Teiler hat und V der 
Gleichung F= tjJ(V) genügt, wo F eine rationale Grösse ist. Mithin kann 
die Function F durch die Substitutionen der oben hingeschriebenen Gruppe 
schlechterdings keine .Änderung erleiden. 

Demnach besitzt diese Gruppe die doppelte Eigenschaft, von welcher im 
vorangestellten Satze die Rede ist. Der Satz ist also bewiesen. 

Anmerkung I. Es ist klar, dass bei der Permutationsgruppe, um die 
es sich hier handelt, die Stellung der Buchstaben nicht in Betracht kommt, 
sondern nur die Substitution der Buchstaben, durch welche man von einer 
Permutation zu einer andern übergeht. 

Somit kann man willkürlich die erste Permutation annehmen, voraus
gesetzt, dass die andern Permutationen stets durch dieselbe Substitution 

Bedingung der algebr. Auflösbarkeit der Gleichungen. 121 

Gleichungen, deren sämtliche Wurzeln rationale Functionen von einander 
wären.) 

Beweis. Welches auch die gegebene Gleichung sein möge, man kann 
immer eine rationale Function V der Wurzeln von solcher Beschaffenlleit 
finde]], dass sämtliche Wurzeln rationale Functionen von V sind. Dies 
vorausgesetzt, betrachten wir die irreductible Gleichung, dereu Wurzel V ist 
(Hülfssatz III und IV). Es seien V, V', V", ... , V(n-I) die Wurzeln dieser 
Gleichung. 

Sind 
Cf (V), CfI(V), Cf2(V), ., .. , Cf"'_l(V) 

die Wurzeln der gegebenen Gleichung und schreiben wir die n folgenden 
Permutationen der Wurzeln hin: 

(V) l' (V), 'T'l(V), 
(V') Cf (V'), Cf! (V'), 
(V") Cf (V"), Cfl (V"), 

(V(n-I) Cf (V(n-t), Cfl (V(n-I), 

Cf2 (V), .... , 
Cf2 (V'), '" ., 
Cf2(V")' .... , 

(V(n-I) Cf2 , •••• , 

'T'm-l(V) 
Cf",_l(V') 
'T'm--I(V") 
.... 
m (V(n-I) 
Tm-l , 

so behaupten wir, dass diese Permutationsgruppe die ausgesprochenen 
Eigenschaften besitzt. 

1. Jede Function F der W urzelu nämlich, welche durch die Sub
stitutionen dieser Gruppe keine .Änderung erleidet, kann in folgender Weise 
geschrieben werden: 

F=<jJ(V), 
und man hat: 

tjJ( V) = tjJ(V') = tjJ(V") = ... = tjJ (v(n-l). 

Der Wert von F lässt sich also rational bestimmen. 
2. Wenn umgekehrt eine Function F rational bestimmbar ist und man 

setzt F= tjJ(V), so muss man haben: 

tjJ(V) = tjJ(V') = tjJ(V") = ... = tjJ(V(n-I), 

da die Gleichung in V keinen commensurablen Teiler hat und V der 
Gleichung F= tjJ(V) genügt, wo F eine rationale Grösse ist. Mithin kann 
die Function F durch die Substitutionen der oben hingeschriebenen Gruppe 
schlechterdings keine .Änderung erleiden. 

Demnach besitzt diese Gruppe die doppelte Eigenschaft, von welcher im 
vorangestellten Satze die Rede ist. Der Satz ist also bewiesen. 

Anmerkung I. Es ist klar, dass bei der Permutationsgruppe, um die 
es sich hier handelt, die Stellung der Buchstaben nicht in Betracht kommt, 
sondern nur die Substitution der Buchstaben, durch welche man von einer 
Permutation zu einer andern übergeht. 

Somit kann man willkürlich die erste Permutation annehmen, voraus
gesetzt, dass die andern Permutationen stets durch dieselbe Substitution 



122 Galois. 

von Buchstaben hergeleitet werden. Die neue auf diese Weise gebildete 
Gruppe wird augenscheinlich dieselben Eigenschaften besitzen wie die erste, 
da es sich in dem vorstehenden Satze nur um die Substitutionen handelt, 
welche man in dell Functionen machen hnn. 

Anmerkung II. Die Substitutionen sind auch unabhängig von der 
Anzahl der Wurzeln. 

Lehrsatz 11. 
Satz*). Wenn man einer gegebenen Gleichung die Wurzel r 

einer irreductiblen Gleichung adjungiert, so wird 1. von zwei 
Dingen das eine eintreten: Entweder wird die Gruppe der 
Gleichung nicht geändert, oder sie teilt sich in p Gruppen, von 
denen jede respective zur gegebenen Gleichung gehört, wenn 
man ihr jede der Wurzeln der Hülfsgleichung adjungiert; 
2. werden diese Gruppen die bemerkenswerte Eigenschaft be
sitzen, dass die eine in die andere übergeht, wenn man auf alle 
Permutationen der ersten eine und dieselbe Substitution der 
Buchstaben an wendet. 

1. Wenn nach der Adjunction von r die Gleichung in V, von welcher 
oben die Rede war, irreductibel bleibt, so ist klar, dass die Gruppe der 
Gleichung keine Anderung erleidet. Wenn sie dagegen reductibel wird, so 
wird sie in p Factoren zerfallen, welche alle von demselben Grade uud 
derselben Form sind, also: 

fCV, r). f(V, r')· fCY, r") .. .. , 

wo r, 1", t·", ... andere Werte von r sind. Somit wird die Gruppe der 
gegebenen Gleichung ebenfalls in Gruppen zerfallen, deren jede dieselbe 
Anzahl von Permutationen enthält, da jedem Werte von Y eine Permutation 
entspricht. Diese Gruppen werden bezüglich diejenige der gegebenen 
Gleichung sein, wenn man ihr der Reihe nach r, r', ,,11, ... adjungiert. 

2. Wir haben oben gesehen, dass alle Werte von V rationale FuncHonen 
von einander werden. Demgemäss nehmen wir an, dass, wenn V eine Wurzel 
von f(V, r) = 0 ist, F(Y) eine andere Wurzel sei. Es ist klar, dass ebenso, 

*) In dem Ausspruch des Satzes hatte Galois nach den Worten "die Wurzel r 
einer irreductiblen Gleichung" zunächst die folgenden gebraucht: "vom Primzahl
grade IJ", die er später gestrichen hat. Ferner stand in dem Beweise an Stelle der 
Worte "wo r, r', r", ... andere Werte von r sind" in der ursprünglichen Fassung: 
"wo r, r', r", .. ' die verschiedenen Werte von r sind". Endlich findet sich am 
Rande des Manuskripts die folgende Bemerkung des Verfassers: "Dieser Beweis 
bedarf einer Vervollkommnung. Ich habe keine Zeit." 

Diese Worte sind mit grosser Hast aufs Papier geworfen, was mich in Verbindung 
mit den Worten "Ich habe keine Zeit" zu dem Glauben verleitet, dass Galois seine 
Abhandlung behufs einer COITectur nochmals durchgesehen, kurz bevor er sich seinem 
Gegner stellte. A. Ch. 
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wenn V' eine Wurzel von ((V, 1") = 0 ist, F(V') eine andere ist; denn 
man hat: 

{[F(V), 1'J = einer Function teilbar durch ((V, r), 

mithin (Hülfssatz I): 

fTF(V'), 1-'J = einer Funetion teilbar durch ((V', r'). 

Dies vorausgeschickt behaupte ich, dass man die auf r' bezügliche 
Gruppe erhält, wenn man überall in der auf t· bezüglichen Gruppe eine ulld 
dieselbe Substitution von Bucllstaben ausfülll"t. 

In der That, welln man z. B. hat 

'Pp. (F(v)) = 'Pv(v), 

so wird auch (Hülfssatz I) sein: 

Mithin muss man, um von der Permutation [F(v)J zur Permutation 
[F(v')J überzugehen, dieselbe Substitution mach im, wie wenn man von der 
Permutation (v) zur Permutation (v') übergehen will. 

Der Satz ist also bewiesen. 

Lehrsatz 111. 
Satz. Wenn man einer Gleichung sämtliche Wurzeln einer 

Hülfsgleichung adjungiert, so besitzen die Gruppen, von denen 
im Lehrsatz II die Rede war, überdies die Eigenschaft, dass die 
Substitutionen in jeder Gruppe dieselben sind. 

Den Beweis wird man selbst finden *). 

*) Im :Manuskript befindet sich der eben ausgesprochene Satz am Rande und 
soll derselbe einen anderen ersetzen, den Ga I 0 i s nebst seinem Beweise unter der
selben Überschrift niedergeschlieben hatte. Folgendes ist der urspriingliche Text. 
Satz: »Wenn die Gleichung in r von der Form rP = A ist und die pten Wurzeln 
der Einheit sich unter den zuvor adjungierten Grüssen befinden, so besitzen die 
p Gruppen, von denen im Satze II die Rede ist, die Eigenschaft, dass die Substitu
tionen der Buchstaben, durch welche man in jeder Gruppe von einer Permutation 
zur andern übergeht, dieselben sind für alle Gruppen." In diesem :Falle ist es n[im
lieh einerlei, ob man der Gleichung den oder jenen Wert vonr adjungiert. Es 
müssen also nach der Adjunction dieses oder jenes Wertes ihre Eigenschaften die
selben sein. )'Iithin müssen die Gruppen hinsichtlich der Substitutionen identi~ch 

sein. (Lehrsatz I, Anmerk.) Demnach u. s. w. 
Alles dieses ist sorgfältig durchstriehen. Der neue Satz trägt das Datum: 1832 

und beweist durch die Art, wie er geschrieben ist, dass es der Verfasser äusserst 
eilig hatte, was die Behauptung bestätigt, die ich in der vorhergehenden Anmerkung 
ausgesprochen. A. Ch. 
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Lehrsatz IV. 
Satz. Wenn man einer Gleichung den numerischen Wert 

einer ge wissen Function ihrer Wurzeln adjungiert, so er
niedrigt sich die Gruppe der Gleichung derart, dass sie keine 
andern Substitutionen mehr besitzt als diejenigen, durch welche 
jene Function keine Änderung erleidet. 

Nach dem Lehrsatz I kann nämlich keine bekannte Function durch die 
Permutationen der Gruppe der Gleichung eine Änderung erleiden. 

Lehrsatz V. 

Problem. In welchem Falle ist eine Gleichung durch einfache 
Wurzelgrössen lösbar? 

Ich bemerke zunächst, dass man, um eine Gleichung aufzulösen, nach 
und nach ihre Gruppe erniedrigen muss, bis sie nur noch eine einzige 
Permutation enthält. Denn wenn eine Gleichung gelöst ist, so ist eine 
beliebige Function ihrer Wurzeln bekannt, selbst wenn dieselbe durch keine 
Permutation ungeändert gelassen wird. 

Dies vorausgeschickt, untersuchen wir, welcher Bedingung die Gruppe 
einer Gleichung genügen muss, damit sie sich in dieser Weise durch die 
Adjunction von Wurzelgrössen erniedrigen lasse. 

Verfolgen wir den Gang der in dieser Lösung möglichen Operationen, 
indem wir die Ausziehung jeder Wurzel ersten Grades als besondere 
Operation ansehen. 

Adjungieren wir der Gleichung die erste bei der Lösung ausgezogene 
Wurzel, so können zwei Fälle eintreten: Entweder wird durch die Adjunction 
dieser Wurzelgrösse die Permutationsgruppe der Gleichung verkleinert werden, 
oder es wird, wenn diese Wurzelausziehung nur eine einfache Vorbereitung 
ist, die Gruppe dieselbe bleiben. 

Immer muss aber der Fall eintreten, dass nach einer gewissen end
lichen Anzahl von Wurzelausziehungen die Gruppe der Gleichung ldeiner 
geworden ist, da sonst die Gleichung nicht lösbar sein würde. 

Hätten wir, bei diesem Punkte angelangt, mehrere Wege, die Gruppe 
der gegebenen Gleichung zu verkleinern, so würde man für das Folgende 
von allen einfachen Wurzelgrössen, die so beschaffen sind, dass die Kenntnis 
einer jeden derselben die Gruppe der Gleichung verkleinert, nur eine 
Wurzelgrösse von dem kleinstmöglichen Grade zu betrachten haben. 

Es sei daher 11 die Primzahl, welchen diesen kleinsten Grad darstellt, 
so dass durch Ausziehung einer Wurzel vom Grade p die Gruppe der 
Gleichung verkleinert wird. 

Wir können immer voraussetzen, wenigstens insoweit die Gruppe der 
Gleichung in Bet,racht kommt, dass sich unter den der Gleichung vorher 
adjungierten Grössen eine pte, Wurzel der Einheit befindet, rx. Denn da 
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dieser Ausdruck durch Ausziehung von Wurzeln von niedrigerem Grade als 
p erhalten wird, so wird durch seine Kenntnis die Gruppe der Gleichung 
in nichts geändert. 

Mithin wird den Sätzen II und III zufolge die Gruppe der Gleichung 
sich in p Gruppen zerlegen müssen, die in Bezug auf einander die doppelte 
Eigenschaft besitzen, 1. dass man von der einen zur andern durch eine 
und dieselbe Substitution übergehen kann, 2. dass alle dieselben Substitu
tiouen enthalten. 

Ich behaupte umgekehrt, dass man, wenn die Gruppe der Gleichung 
sich in p Gruppen zerlegen kann, welche diese doppelte Eigenschaft be
sitzen, durch eine einfache Ausziehung einer pten Wurzel und durch die 
Adjunction dieser pten Wurzel die Gruppe der Gleichung auf eine dieser 
Partialgruppen reducieren kann. 

Wir nehmen nämlich eine Function der Wurzeln, die durch keine der 
Substitutionen der einen der Partialgruppen eine Änderung erleidet, dagegen 
sich ändert durch jede andere Substitution. (Es reicht hierzu aus, eine 
symmetrische Function der verschiedenen Werte zn nehmen, welche eine 
Function, die durch jede Substitution geändert wird, für alle Permutationen 
der einen von den Partialgruppen annimmt.) 

Es sei lJ diese Function der Wurzeln. 
Wenden wir auf die Function f} eine der Substitutionen der Totalgruppe 

an, welche sie nicht mit den Partialgruppen gemeinschaftlich hat, so sei 
f} 1 das Resultat. Wenden wir auf die Function f}l dieselbe Substitution an, 
so sei fl2 das Resultat u. s. w. 

Da p eine Primzahl ist, so kann diese Reihe erst aufhören bei dem 
Gliede f}P_l; nach diesem erhält man Bp = f}, flp+ l = f}1 u. s. w. 

Dies vorausgeschickt, ist klar, dass die Function 

Cf} + altl + a 232 + ... + aP-1&p_l)P 

durch keine Permutation der Gesamtgruppe eine Änderung erleidet und 
daher gegenwärtig bekannt ist. 

Wenn man die pte Wurzel aus dieser Function zieht und dieselbe der 
Gleichung aeljungiert, so wird dem Lehrsatz IV zufolge die Gruppe der Gleichung 
keine andern Substitutionen mehr enthalten als diejenigen der Teilgruppen. 

Damit also die Gruppe einer Gleichung sich durch eine einfache 
Wurzelausziehung erniedrigen lasse, ist elie obige Bedingung notwendig 
und hinreichend. 

Wir adjungieren der Gleichung die in Rede stehende Wurzelgrösse. 
Dann können wir in Bezug auf die neue Gruppe dieselbe Schlussreihe 
anwenden wie auf elie vorige; sie wird sich also selbst wieder auf die vorige 
Weise zerlegen müssen u. s. w., bis man zu einer gewissen Gruppe IWllllllt, 
die nur noch eine einzige Substitution cntlüllt. 

Anmerkung. Es ist leicht, niesen Gang' bei der bekannten 
Auflösung <1er allgemeinen Gleichuug vierten Granes wahr-
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zunehmen. Diese Gleichungen werden nämlich aufgelöst mit Hülfe einer 
Gleichung dritten Grades, welche selbst wiedl'r die Ausziehung einer Quadrat
wurzel erfordert. In der natürlichen Reihenfolge der Ideeen muss man somit 
mit der Quadratwurzel anfangen. Adjung'iert man der Gleichung vierten Grades 
diese Quadratwurzel, so zerfällt die Gruppe der Gleichung, welche im Ganzen 
vierundzwanzig Substitutionen enthält, in zwei, von denen jede nur zwölf 
enthält. Bezeichnet man mit a, b, c, d die Wurzeln, so ist eine dieser Gruppen 
die folgende: 

abc d, ac d b, a d b c 
bad c, c a b d, d a c b 
c da b, d b a e, b c a d 
d c b a, b dca, c b d a. 

Nun teilt sich diese Gruppe selbst wieder in drei Gruppen, wie in den 
Lehrsätzen II und III angegeben wurde. Somit bleibt nach Ausziehung 
einer einzigen Wurzel dritten Grades einfach die Gruppe: 

ab cd 
bade 
cdab 
dc b a. 

Diese Gruppe teilt sich von neuem in zwei Gruppen 

abc d, cd ab 
bade, dcba; 

somit bleibt nach einer einfachen Ausziehung einer Quadratwurzel: 

abcd 
bad c, 

und dies reduciert sich schliesslich auf eine einfache Ausziehung einer 
Quadratwurzel. 

Man erhält auf diese Weise sei es die Lösung von Descartes, sei es 
diejenige von Euler. Denn obwohl diese letztere nach Auflösung der 
Hülfsgleichung dritten Grades die Ausziehung von drei Quadratwurzeln er
fordert, so weiss man doch, dass zwei genügen, da die dritte sich rational 
aus diesen herleitet. 

Wir wollen jetzt diese Theorie auf die irreductiblen Gleichungen an
wenden, deren Grad eine Primzahl ist. 

Anwendung auf die irreductiblen Gleichungen, deren Grad 
eine Primzahl ist. 

Lehrsatz VI. 
Hülfssatz. Eine irreductible Gleichung, deren Grad eine 

Primzahl ist, kann nicht rednctibel werden durch Adjunction 
einer Wurzelgrösse, deren Exponent ein anderer ist, als ge
rade der Grad der Gleichung. 

126 Galois. 

zunehmen. Diese Gleichungen werden nämlich aufgelöst mit Hülfe einer 
Gleichung dritten Grades, welche selbst wiedl'r die Ausziehung einer Quadrat
wurzel erfordert. In der natürlichen Reihenfolge der Ideeen muss man somit 
mit der Quadratwurzel anfangen. Adjung'iert man der Gleichung vierten Grades 
diese Quadratwurzel, so zerfällt die Gruppe der Gleichung, welche im Ganzen 
vierundzwanzig Substitutionen enthält, in zwei, von denen jede nur zwölf 
enthält. Bezeichnet man mit a, b, c, d die Wurzeln, so ist eine dieser Gruppen 
die folgende: 

abc d, ac d b, a d b c 
bad c, c a b d, d a c b 
c da b, d b a e, b c a d 
d c b a, b dca, c b d a. 

Nun teilt sich diese Gruppe selbst wieder in drei Gruppen, wie in den 
Lehrsätzen II und III angegeben wurde. Somit bleibt nach Ausziehung 
einer einzigen Wurzel dritten Grades einfach die Gruppe: 

ab cd 
bade 
cdab 
dc b a. 

Diese Gruppe teilt sich von neuem in zwei Gruppen 

abc d, cd ab 
bade, dcba; 

somit bleibt nach einer einfachen Ausziehung einer Quadratwurzel: 

abcd 
bad c, 

und dies reduciert sich schliesslich auf eine einfache Ausziehung einer 
Quadratwurzel. 

Man erhält auf diese Weise sei es die Lösung von Descartes, sei es 
diejenige von Euler. Denn obwohl diese letztere nach Auflösung der 
Hülfsgleichung dritten Grades die Ausziehung von drei Quadratwurzeln er
fordert, so weiss man doch, dass zwei genügen, da die dritte sich rational 
aus diesen herleitet. 

Wir wollen jetzt diese Theorie auf die irreductiblen Gleichungen an
wenden, deren Grad eine Primzahl ist. 

Anwendung auf die irreductiblen Gleichungen, deren Grad 
eine Primzahl ist. 

Lehrsatz VI. 
Hülfssatz. Eine irreductible Gleichung, deren Grad eine 

Primzahl ist, kann nicht rednctibel werden durch Adjunction 
einer Wurzelgrösse, deren Exponent ein anderer ist, als ge
rade der Grad der Gleichung. 



Bedingung der algebr. Auflösbrtrkeit der Gleichungen. 127 

Denn wenn r, r', r", ... die verschiedenen Werte der Wurzelgrösse 
sind und F(x) = 0 die gegebene Gleichung ist, so müsste sich Fex) zer
legen in das Product der Factoren: 

fex, r) . {(x, 1") ... " 

die alle von demselben Grade sind, was nicht möglich ist, wofern nicht 
fex, r) vom ersten Grade in x ist. 

Also kann eine irreductible Gleichung, deren Grad eine Primzahl ist, 
nicht reductibel werden, wenn sich nicht ihre Gruppe auf eine einzige Per
mutation reduciert. 

Lehrsatz VII. 
Problem. Welches ist die Gruppe einer irreductiblen Gleichung' 

von einem Primzahlgrade n, welche durch Wurzelgrössen lös
bar ist? 

Nach dem vorhergehenden Satze enthält die kleinstmögliche Gruppe 
vor derjenigen, welche nur eine einzige Permutation enthält, n Permuta
tionen. Nun kann aber eine Permutationsgruppe von n Buchstaben, wo n 
eine Primzahl ist, sich nicht auf n Permutationen reducieren, wofern nicht 
die eine dieser Permutationen aus der audern durch eine cyklisclle (circulaire) 
Substitution von der Ordnung n hervorgeht (man sehe die Abhandlung von 
Cauchy, .JOltrnal de l'Ecole Polytechnique, XVII. Heft). Somit wird die 
vorletzte Gruppe der Gleichung sein: 

xo, Xl' X2, X3' .... , Xn- 3, Xn_ 2' Xn_ l 

Xl' X2' X3' X4' .... , Xn- 2, Xn- 1, Xo 

(G) X2' X3, ............ , Xn- 1, XO, Xl 

Xn- l , XO, Xl' ........ , Xn--4' Xn- 3, Xn- 2' 

wo XO' .7:1, X2' ••• , x n_ 1 die 'Wurzeln sind. 
Nun muss sich die Gruppe, welche dieser in der Reihenfolge der Zer

legungen unmittelbar vorhergeht, aus einer gewissen Anzahl von Gruppen 
zusammensetzen, welche alle dieselben Substitutionen haben wie diese. Ich 
bemerke, dass diese Substitutionen folgendermassen sich darstellen lassen: 
(Lassen wir allgemein xn = xo, xn+l = Xl' ••• sein, so ist klar, dass jede 
Substitution der Gruppe (G) erhalten wird, indem man überall an die Stelle 
von xk : xk+c setzt, wo c eine Constante ist.) 

Wir wollen irgend eine der Gruppen betrachten, welche der Gruppe (G) 
ähnlich sind. 

N ach dem Satze II muss sie erhalten werden, indem man überall in 
dieser Gruppe eine und dieselbe Substitution ausführt, etwa indem man 
überall in der Gruppe (G) Xf(k) an die Stelle von xk set7.t, wo f(k) eine 
g'ewisse Function ist, 
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Da die Substitutionen dieser neuen Gruppe dieselben sein müssen, wie 
diejenigen der Gruppe (G), so muss man haben: 

tele + 0) = tele) + 0, 

wo 0 unabhängig von le ist. Mithin: 

tele + 20) = tele) + 20 

tele + mo) = tele) + mO. 

Ist 0 = 1, le = 0, so findet man: 

oder 
t(m)=am + b, 

f(le) = ale + b, 

wo a und b Constanten sind. 
Mithin' darf die Gruppe, welche der Gruppe (G) unmittelbar vorhergeht, 

nur Substitutionen enthalten von der Form wie 

und wird dieselbe infolge dessen keine andern cyklischen Substitutionen 
enthalten als diejenigen der Gruppe (G). 

In Bezug auf diese Gruppe kann man nun dieselben Schlüsse ziehen 
wie in Bezug auf die vorhergehende, und es folgt somit, dass die erste 
Gruppe in der Reihenfolge der Zerlegungen, d. h. die wirkliche Gruppe der 
Gleichung nur Substitutionen von der Form 

enthalten kann. 
"Wenn also eine irreductible Gleichung, deren Grad eine 

Primzahl ist, durch Wurzelgrössen lösbar ist, so kann die 
Gruppe dieser Gleichung nur Substitutionen von der Form 

X k , X ak+ b 

enthalten, wo a und b Constanten sind." 
Umgekehrt behaupte ich, dass, wenn diese Bedingung statt

findet, die Gleichung durch Wurzelgrössen lösbar ist. 
Betrachten wir nämlich die }<'unctionen 

( 2 n-l)n Xo + atXt + at X2 + .... + a. xn __ l 

............... , ... , 
wo ot eine nte Wurzel der Einheit und a eine primitive Wurzel von n ist, 
so ist klar, dass jede Function, welche sich durch die cyklisehen Substitu
tionen der Grössen Xl' Xa , Xa" '" nicllt ändert, in diesem }<'alle un-
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mittelbar bekannt ist. Man kann also Xl' X"' X"" ... nach der Methode 
von Gauss für die binomischen Gleichungen finden. Mithin n. s. w. 

Demnach ist es, damit eine irreductible Gleichung, deren 
Grad eine Primzahl ist, durch Wurzelgröss en lösbar s ci, not
wendig und hinreichend, dass jede Function, welche durch die 
Sub stitutionen 

ungeändert bleibt, rational bekannt sei. 
Demnach muss die Function 

welches auch X sei, bekannt sein. 
Es ist also notwendig und hinreichend, dass 

diese Function der Wurzeln giebt, eine rationale 
auch X sein möge. 

.... , 

die Gleichung, welche 
Wurzel habe, welches 

Wenn die Coefficienten der gegebenen Gleichung sämtlich rational 
sind, so werden die der Hülfsgleichung, welche diese Function liefert, eben
falls rational sein, und man hat nur nachzusehen, ob diese Hülfsgleichung 
vom Grade 1· 2 ·3 ... (n- 2) eine rationale Wurzel hat oder nicht, was 
sich bekanntlich leicht machen lässt. 

Dies ist also die Methode, die man in der Praxis anwenden müsste. 
Wir wollen aber den Satz noch unter einer an dem Form darstellen. 

lehrsatz VIII. 
Satz. Damit eine irreductible Gleichung, deren Grad eine 

Primzahl ist, durch Wurzelgrössen lösbar sei, ist es notwendig 
und hinreichend, dass, wenn irgend zwei ihrer Wurzeln be
kannt sind, die andern sich rational daraus herleiten lassen. 

Zuvörderst ist es notwendig'; denn da die Substitution 

Xk , x a1,+ b 

niemals zwei Buchstaben an demselben Platze lässt, so ist klar, dass, wenn 
man zwei Wurzeln der Gleichung adjungiert, dem Satze IV zufolge ihre 
Gruppe sich auf eine einzige Permutation reducieren muss. 

Zweitens ist es hinreichend; denn in diesem Falle wird ](eine Sub
stitution der Gruppe zwei Buchstaben an demselben Platze lassen. Infolge 
dessen wird die Gruppe höchstens n(n-l) Permutationen enthalten. Mithin 
entlJält sie nur eine einzige cyklische Permutation (denn sonst würde sie 
wenigstens 122 Permutationen haben). Folglich muss jede Substitution der 
Gruppe, xk ' Xf(k)' der Bedingung genügen: 

Demnach u. s. w. 
fCle -+ r) = fele) + C. 

Der S~tz ist also bewiesen. 
Abel u. Galois, Algebr. Gleichuugen. 9 

Bedingung der algebr. Auflösbarkeit der Gleichungen. 129 

mittelbar bekannt ist. Man kann also Xl' X"' X"" ... nach der Methode 
von Gauss für die binomischen Gleichungen finden. Mithin n. s. w. 

Demnach ist es, damit eine irreductible Gleichung, deren 
Grad eine Primzahl ist, durch Wurzelgröss en lösbar s ci, not
wendig und hinreichend, dass jede Function, welche durch die 
Sub stitutionen 

ungeändert bleibt, rational bekannt sei. 
Demnach muss die Function 

welches auch X sei, bekannt sein. 
Es ist also notwendig und hinreichend, dass 

diese Function der Wurzeln giebt, eine rationale 
auch X sein möge. 

.... , 

die Gleichung, welche 
Wurzel habe, welches 

Wenn die Coefficienten der gegebenen Gleichung sämtlich rational 
sind, so werden die der Hülfsgleichung, welche diese Function liefert, eben
falls rational sein, und man hat nur nachzusehen, ob diese Hülfsgleichung 
vom Grade 1· 2 ·3 ... (n- 2) eine rationale Wurzel hat oder nicht, was 
sich bekanntlich leicht machen lässt. 

Dies ist also die Methode, die man in der Praxis anwenden müsste. 
Wir wollen aber den Satz noch unter einer an dem Form darstellen. 

lehrsatz VIII. 
Satz. Damit eine irreductible Gleichung, deren Grad eine 

Primzahl ist, durch Wurzelgrössen lösbar sei, ist es notwendig 
und hinreichend, dass, wenn irgend zwei ihrer Wurzeln be
kannt sind, die andern sich rational daraus herleiten lassen. 

Zuvörderst ist es notwendig'; denn da die Substitution 

Xk , x a1,+ b 

niemals zwei Buchstaben an demselben Platze lässt, so ist klar, dass, wenn 
man zwei Wurzeln der Gleichung adjungiert, dem Satze IV zufolge ihre 
Gruppe sich auf eine einzige Permutation reducieren muss. 

Zweitens ist es hinreichend; denn in diesem Falle wird ](eine Sub
stitution der Gruppe zwei Buchstaben an demselben Platze lassen. Infolge 
dessen wird die Gruppe höchstens n(n-l) Permutationen enthalten. Mithin 
entlJält sie nur eine einzige cyklische Permutation (denn sonst würde sie 
wenigstens 122 Permutationen haben). Folglich muss jede Substitution der 
Gruppe, xk ' Xf(k)' der Bedingung genügen: 

Demnach u. s. w. 
fCle -+ r) = fele) + C. 

Der S~tz ist also bewiesen. 
Abel u. Galois, Algebr. Gleichuugen. 9 



130 Galois. 

Beispiel zu Lehrsatz VII. 
Es sei n = 5. Die Gruppe wird die folgende sein: 

abrde 
bcdea 
ccleab 
deabr 
eabccl 

ar eb d 
cebda 
cbdar 
b cl a e e 
cl ace b 

aedeb 
eclcba 
clcbae 
cb a e cl 
baecle 

rtdbec 
dbeca 
lJeearl 
ceaclb 
ca cl be 
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Fragment einer zweiten Abhandlung. 
--x--

Über die primitiven Gleichungen, welche (lurch Wl1I'zel· 
grössen lösbar sind. 

Wir untersuchen allgemein, in welchem Falle eine primitive Gleichung 
durch Wurzelgrössen lösbar ist. Wir können sogleich ein allgemeines 
Kennzeichen angeben, welches sich unmittelbar auf den Grad einer solchen 
Gleichung bezieht. Es ist das folgende: 

Damit eine primitive Gleichung durch Wurzelgrössell 
lösbar sei, muss der Grad derselben von der Form p" 
sein, wo p eine Primzahl ist. 

Hieraus folgt unmittelbar, dass, wenn man eine irreductible Gleichung, 
deren Grad ungleiche Primfactoren besässe, durch Wurzelgrössen aufzulösen 
hätte, dies nur nach der Methode der Zerlegung, die von Gau s sangegeben 
ist, geschehen könnte. Im andern Falle ist die Gleichung nicht auflösbar. 

Um die allgemeine Eigenschaft, die wir soeben in Bezug auf die durch 
vVurzelgrössen auflösbaren primitiven Gleichungen ausgesprochell haben, zu 
begründen, lmnn man annehmen, dass die Gleichung, welche man auflösen 
will, primitiv sei, aber aufhört es zu sein durch die Adjunction einer ein
fachen Wurzelg·rösse. ß<Iit andern Worten, man kann annehmen, dass, wenll 
n eine Primzahl ist, die Gruppe der Gleichung in n conjug'ierte irreductible, 
aber nicht primitive Gruppen zerfällt. Denn wofern der Grad der Gleichung 
eine Primzahl ist, wird eine derartige Gruppe immer in der Reihe der Zer
legungen auftreten. 

Es sei N der Grad der Gleichung und es werde angenommen, dass 
diese Gleichung nach Ausziehung einer Wurzel von dem Primzahl-Grade n 
nicht primitiv werde und mitteIst einer einzigen Gleichung vom Grade Q 
in Q primitive Gleichungen vom Grade P zerlegt werden könne. 

Nennen wir G die Gruppe der Gleichung, so wird sich diese Gruppe 
teilen müssen in n conjugierte nicht primitive Gruppen, in denen sich die 
Buchstaben zu Systemen anordnen, von denen ein jedes aus P conjuugierten 
Buchstaben (1eUres cOl1Joint('s) zusammengesetzt ist, 

Unt~rsnehen wir, auf wievir,l Art.~]J (lies geschehen könne. 
9* 
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Ist H eine der conjug'ierten nicht primitiven Gl'Ilppen, so ist klar, dass 
in der Gruppe irgend zwei beliebig angenommene Bnchstaben an einem 
gewissen System von P conjungierten Buchstaben und nur an einem einzigen 
beteiligt sein werden. 

Denn zunächst, wenn es zwei Buchstaben gäbe, die nicht an einem 
und demselben System von P conjungierten Buchstaben beteiligt sein könnten, 
so würde die Gruppe G, welche so beschaffen ist, dass irgend eine ihrer 
Substitutionen alle Substitutionen der Gruppe H in einander transformiert., 
nicht primitiv sein, was der Voraussetzung widerspricht. Wenn ferner zwei 
Buchstaben an verschiedenen Systemen teilnehmen könnten, so würde daraus 
folgen, dass die Gruppen, welche den verschiedenen Systemen von P con
jungierten Buchstaben entsprechen, nicht primitiv wären, was ebenfalls 
der Voraussetzung widerspricht. 

Dies vorausgeschickt seien 

ao, al , a2' I •• , ap'_l 
bo, bl , b2, ... , bp _ 1 

co, Cl' C2' ... , Cp _ 1 

die N Buchstaben. Wir nehmen an, dass jede Horizontalreihe ein System 
von conjungierten Buchstaben darstelle. Es seien 

P conjungierte Buchstaben, welche sämtlich in der ersten Vertikalreihe 
liegel!. Offenbar können wir dieses bewirken, indem wir die Aufeinander
folge der Horizontalreihen ändern. Es seien ebenso 

((1,0' ((1, l' (tl,2' ((1,3' •••• , ((1, p-l 

P conjungierte Buchstaben, welche sämtlich in der zweiten Vertikal reihe 
liegen, so dass 

respective in denselben Horizontalreihen liegen, wie 

(to,o' (/'0, l' (tO,2' (('0,3' ••• " (to, p-l' 

Es seien ebenso die Systeme der conjungierten Buchstaben in den alHlern 
Vertikal reihen : 

a2,0' a2, l' a2,2' a2,3' •. ' ., a2, p-l 

a3,0' (f,3, l' a3,2' a3,3' ••.• , a3, p-l' 

Man erllält auf diese Weise im Ganzen p2 Buchstaben. Ist die GeRamtzahl 
der Buchstaben hierdurch nicht erschöpft, so nehme man einen dritten 
Index, so dass 
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allgemein ein System von conjungierten Buchstaben ist. Man gelangt 
auf diese Weise zu dem Schlusse, dass N = pp. ist, wo J.I. eine 
gewisse Zahl bedeutet, die deljenigen der verschiedenen Indices, die man 
nötig hat, gleich ist. Die allgemeine Form der Buchstaben ist: 

wo kl , kz, lc3 , ••• ,_lcp. Indices sind, von denen jeder die P Werte 0, 1, 2, 
3, ... , 11 - 1 annehmen kann. 

Man sieht ferner aus der Art und Weise, wie wir verfahren sind, dass 
in der Gruppe H sämtliche Substitutionen von der }<'orm sind: 

da jeder Index einem System von conjungierten Buchstaben entspricht. 
Ist P keine Primzahl, so kann man auf die Gruppe der Permutationen 

irgend eines der Systeme von conjungierten {3uchstaben dieselbe Schlnss
folgerung anwenden, wie auf die Gruppe G, indem man jeden Index durch 
eine gewisse Anzahl von nenen Indices ersetzt, und wird erhalten: 
P = It'·, u. s. w., und hieraus endlich N = p', wo 11 eine Primzahl ist. 

Von den primitiven Gleichungen vom Grade p2. 

Wir verweilen einen Augenblick, um sogleich die primitiven Gleichungen 
vom Grade p2, wo p eine ungerade Primzahl ist, zu behandeln (der l!'all 
p = 2 ist bereits untersucht worden). Wenn eine Gleichung vom Grade p2 
durch Wurzelgrössen lösbar ist, so nehmen wir sie zunächst so an, dass 
sie nicht durch eine Wurzelausziehung primitiv wird. 

Es sei also G eine primitive Gruppe von p2 Buchstaben, welche sich 
in n nicht primitive zu 11 conjugierte Gruppen teilen. 

Die Buchstaben in der Gruppe H müssen sich notwendig in folgender 
Weise anordnen: 

ao, 0' ao, I' (7.0,2' ao, 3' .... , aO,p_l 

a 1,0' (/1, I' a 1,2' a 1, 3' .... , (7.1, p-l 

a 2,0' a2, l' a2, 2' a2,3' .... , (7.2,P-l 

wo jede Horizontal- und jede Vertikalreihe ein System von conjungierten 
Buchstaben ist. 

Permutiert man die Vertikalreihen unter einander, so darf die Gruppe, 
welche man erhält, da sie primitiv und ihr Grad eine Primzahl ist, nur 
Substitutionen von der Form 

enthalten, wo die Indices in Bezug auf den Modul p zu nehmen sind. 
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Dasselbe gilt von den Horizontalreihen, welche nur Substitutionen von 
der Form 

geben können. Mithin werden schliesslich sämtliche Suhstitutionen der 
Gruppe H von der Form sein: 

Wenn sich eine Gruppe G in n Gruppen teilt, die conjugiert sind zu 
deljenigen, welche wir soeben beschrieben haben, so müssen sämtliche Sub
stitutionen aer Gruppe G die cyklischen Substitutionen der Gruppe 1I, welche 
sämtlich in folgender Weise geschrieben werden: 

Ca) 

in einander transformieren. 
Wir nehmen daher an, dass die eine der Substitutionen der GruPlle G 

gebildet wird, indem wir respective 

7e1 durch <:P1 (7':1' 70;2) 

k2 " <:P2Ck1, k2) 

ersetzen. Substituieren wir in den Punctionen <:P1' <:P2 für k1 , k2 die Werte 
k1 + (1.1' k2 + (1.2' so werden sich Resultate ergeben müssen von der Porm: 

<:P1 + ßl> <:P2 + ß2, 

und hieraus kann man leicht unmittelbar folgern, dass die Substitutionen 
der Gruppe G sämtlich enthalten sein müssen in der Pormel: 

Nun wissen wir aus Nummer ... *), dass die Substitution der Gruppe G 
nur p2 - 1 oder 112 - 11 Buchstaben umfassen kann. Es kann aber nicht 
p2 _ P sein, da in diesem Falle die Gruppe G nicht primitiv sein l{ann. 
Wenn man demnach in der Gruppe G nur die Permutationen betrachtet, 
in denen der Buchstabe ao, 0 z. B. immer denselben Platz behält, so wird 
man nur Substitutionen von der Ordnung p2 - 1 zwischen den p2 - 1 
andern Buchstaben haben. 

Wir wollen uns aber hier erinnern, dass wir nur einfach zum Zwecke 
des Beweises vorausgesetzt haben, dass die primitive Gruppe G sich in 
conjugierte nicht primitive Gruppe teile. Da diese Bedingung keineswegs 
notwendig ist, so werden die Gruppen oft viel complicierter sein. 

*) Da die vorliegende Abhandlung die Fortsetzung einer Arbeit von Galois 
bildet, die ich nicht besitze, so ist es mir unmöglich, die hier und weiter unten 
erwähnte Abhandlung anzugeben. A. eh. 
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Bs handelt sich also darum zu erkennen, in welchem Falle diese Gruppeu 
Substitutionen zulassen können, in denen nur p2 - P Buchstaben variieren 
würden, und diese Untersuchung wird uus eiuige Zeit beschäftigen. 

Es sei also G eine Gruppe, welche irgend eine Substitution von der 
Ordnung p2 - P enthält. Ich behaupte zunächst, dass alle Substitutionen 
dieser Gruppe linear d. h. von der Form (A) sind. 

Dies ist, wie man sieht, richtig für die Substitutionen von der Ordnung 
p2 - 1. Man brancht also unsere Behauptung nur zu beweisen für diejenigen 
von der Ordnung p2 - p. Wir betrachten also nur eine Gruppe, in welcher 
die sämtlichen m Substitutionen von der Ordnung' p2 oder von der Ordnung 
112 - P sein würden. (V gI. die erwähnte Stelle.) 

Alsdann müssen die p Buchstaben, welche sich in einer Substitution 
von der Ordnung 172 - P nicht ändern, conjungierte Buchstaben sein. Wir 
nehmen an, dass diese conjungierten Buchstaben seien: 

Wir können alle Substitutionen herleiten, in denen die p Buchstaben 
ihre Plätze nicht ändern, und zwar kann dies geschohen aus Substitutionen 
von der Form: 

und aus Substitutionen von der Ordnung p2 - p, deren Periode aus p Gliedern 
bestehen würde (vgI. ebenfalls die citierte Stelle). 

Die ersteren müssen sich, damit die Gruppe die gewünschte Eigenschaft 
besitze, notwendig auf die J1'orm 

reducieren und zwar auf Grund dessen, was wir in Bezug auf die Gleichungen 
vom Grade p angegeben haben. 

Was die Substitutionen betrifft, deren Periode aus jJ Gliedern bestehen 
würde, so können wir, da sie zu den vorhergehenden conjugiert sind, eine 
Gruppe annehmen, welche sie enthält, ohne jene zu enthalten. Folglich 
müssen sie die cyklischen Substitutionen (a) in einander transformieren und 
somit ebenfalls linear sein. 

Wir sind hiermit zu dem Schlusse gekommen, dass die Gruppe der 
Permutationen von p2 Buchstaben nur Substitutionen von der Form CA) 
enthalten darf. 

Jetzt nehmen wir die Gesamtgruppe, welche man erhält, wenn man auf 
den Ausdruck 

alle möglichen linearen Substitutionen anwendet, und untersuchen, welches 
die Teiler dieser Gruppe sind, die die für die Auflösbarkeit der Gleichungen 
gewünschte Eigenschaft haben können. 
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Welches ist zunächst die Gesamtzahl ller linearen Suostitutionen? 
Zunächst ist ldar, dass nicht jede 'rransfonnation VOll der Form 

!cl' !c~, m1le1 + nJc2 + Cl l , m/iJl + n/c2 + Cl2 

eine Substitution sein wird; denn für eine Snbstitution ist erforderlich, dass 
jedem Buchstaben der ersten Permutation nur ein einziger Buchstabe der 
zweiten entspreche und umgekehrt. 

Wenn man also einen beliebigen Buchstaben at 1 der zweiten Per
mutation nimmt und hinabsteigt zu dem entsprechend~;12Buchstaben in der 
ersten, so muss man einen Buchstaben ak" k, finden, in welchem die Indices 
!cl' 7c2 vollkommen bestimmt sind. Man muss also, welches auch II und 12 
sein mögen, durch die Gleichungen 

ml k1 + 1Z1lc2 + Cll = 11 

m27c l + n2k2 + Cl2 = 72 

endliche und bestimmte Werte von 1c1 und k~ erhalten. Demnach ist die 
Bedingung dafür, dass eine derartige Transformation wirklich eine Substi
tution sei, die, dass 1n1n2 - 1n2n1 weder Null noch, was dasselbe, durclJ den 
Modul teilbar ist. 

Ich behaupte jetzt, dass, obwohl diese Gruppe mit linearen Substitutionen 
nicht immer, wie man sehe~l wird, zu Gleichungen gehört, welche durch 
Wurzelgrössen lösbar sind, sie doch die Eigenschaft besitzt, dass, wenn es 
in irgend einer ihrer Substitutionen 11 festbleibende Bnchstaben giebt, n 
ein Teiler der Anzahl der Buchstaben sein wird. Und in der 'l'hat, welches 
auch die Anzahl der Buchstaben, welche fest bleiben, sein möge, man kann 
diesen Umstand immer durch lineare Gleichungen ausdrücken, welche sämt
liche Indices des einen der festen Buchstaben vermittelst einer gewissen 
Anzahl unter ihnen geben. Giebt man jedem dieser willkürlich gebliebenen 
Indices p Werte, so erhält man p'" Systeme von Werten, wo m eine gewisse 
Zahl ist. In dem Falle, der uns beschäftigt, ist m notwendig < 2 und 
demnach gleich 0 oder gleich 1. Mithin !mnn die Anzahl der Substitutionen 
nicht grösser sein als 

p2(p2 _ 1) (p2 _ p). 

Betrachten wir jetzt nur die linearen Substitutionen, in denen der 
Buchstabe ao, 0 sich nicht ändert. Wenn wir in diesem Falle die Gesamtzahl 
der Permutationen der Gruppe finden, welche alle möglichen linearen 
Substitutionen enthält, so brauchen wir diese Zahl nur noch mit p2 zu 
multiplicieren. 

Substituiert man nun p für den Index k2 , so werden sämtliche Sub-
stitutionen von der Form 

im Ganzen p - 1 Substitutionen geben. Man wird also p2 - perhalten, 
wenn man zu dem Gliede k2 das Glied 1n2kt addiert wie folgt: 

(m') 
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Andrerseits ist es leicht, eine lineare Gruppe von p2-1 Permutationen 
zu finden von der Beschaffenheit, dass in jeder ihrer Substitutionen sämt
liche Buchstaben lllit Ausnahme von ao 0 variieren. Denn ersctzt man den 
doppelten Index !c1 '!c2 durch den einfachen Index k1 + i1c2 , wo i eine pri
mitive Wurzel der Gleichung 

x P2 -1 = 0 (mod. p) 

ist, so ist Idar, dass jede Substitution von der Form 

eine lineare Substitution seiu wird. In diesen Substitutionen aber bleibt 
kein Buchstabe an demselben Platze und ihre Anzahl beträgt p3 - 1. 

Wir haben somit ein System von p2 - 1 Permutationen VOll der Art, 
dass in jeder ihrer Substitutionen sämtliche Buchstaben mit Ausnahme von 
ao 0 variieren. Combillieren wir diese Substitutionen mit den p2 - 11, VOll 
dC'llcll früher die Rede war, so erhalten wir 

(p2 - 1) (p2 - J!) Substitutioncn. 

Nun haben wir apriori gesehen, dass die Anzahl der Substitutionen, 
in dencn (/0 0 fest bleibt, nicht grösser sein kann als (p2 - 1) (J)2 - p). 
l\lithin ist di~selbe genau gleich (p2 - 1) (p2 - 11) und die gesamte lineare 
Gruppe wird im Ganzen 

Permutationen besitzen. 
Es bleiben noch die Teiler dieser Gruppe zu suchen, welche die Eigen

schaft besitzen können, durch Wurzelgrössen lösbar w sein. Dazu wollen 
wir eine Transformation macheu, welche dell Zweck hat, dic allgcmeine 
Gleichung vom Grade p2, deren Grupptl linear ist, soviel wic möglich zu 
crniedrigen. 

Zunächst kann man, da die cyldischcn Substitutioncn einer solchen 
Gruppe derart sind, dass jede andere Substitutioll der Gruppe sie in ein
ander transformiert, die Gleichung um einen Grad erniedrigen uud eine 
Gleichung vom Grade 112 - 1 betrachten, deren Gruppe llUt' Substitutiollen 
VOll der J!'orm hat: 

Die p~ -- 1 Buchstaben sind: 

bo, l' bO,2' Vo, 3' 

b1,o' b1, l' V1,2' b1,:l' 

b2,0' b2, l' b2,2' b2,3' 

Ich bemerke jetzt, dass diese Gruppe nicht primitiv ist, so dass sämt
liche Buchstaben, in welchen das Verhältnis zweier Indices dasselbe ist, 
conjullgierte Buchstabell sind. Wird jedes System von cOlljungierten Buch-
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staben durch einen einzigen Buchstaben ersetzt, so erhält man eine Gruppe, 
deren sämtliche Substitutionen von der Form sein werden: 

CU k' 11", k +n k.), 
---.! _'_'_~ 

wo ~2 die neuen Indices sind. Ersetzt mau dieses Verhältnis durch einen 
tC2 

einzig'en Index k, so findet man, dass die p + 1 Buchstaben sein werden: 

vo, Vt, b2, V:l , ••. , bp _ 1' b~, 
o 

und die Substitutionen werden von der }'orm sein: 

( k mk +n). 
, rk + s 

Untersuchen wir, wieviel Buchstaben in jeder dieser Substitutionen an 
demselben Platze bleiben. Dazu muss man die Gleichung auflösen: 

(I"k + s)k - m(mk + n) = 0, 

und diese wird zwei oder nur eine oder gar keine Wurzel haben, je nachdem 
(m - S)2 + 4nr quadratischer Rest, Null oder quadratischer Nichtrest ist. 
Je nach diesen drei Fällen wird die Substitution von der Ordnung p - 1 
oder p oder p + 1 sein. 

Man kann als TYlms für die beiden ersten Fälle die Substitutionen von 
der Form nehmen: 

(k, mk + n), 

wo der eine Buchstabe b1 nicht variiert, und hieraus sicht m.an, dass die 
o 

Gesamtzahl der Substitutionen der Gruppe reduciert ist auf 

(p + l)p(p -1). 

Nachdem wir auf diese Weise diese GrUl)pe reduciert haben, wollen wir 
sie allgemein weiter behandeln. Wir untersuchen zunächst, in welcllClll 
Falle ein Teiler dieser Gruppe, welcher Substitutionen VOll der Ordnung p 
enthält, einer Gleichung angehören könnte, welche durch Wurzelgrössen 
lösbar ist. 

In diesem Falle würde die Gleichung primitiv sein, und sie könute nicht 
durch Wurzelgrössen gelöst werden, wofern man nicht p + 1 = 2n hätte, 
wo n eine gewisse Zahl ist. 

Wir können annehmen, dass die Gruppe nur Substitutionen von der 
Ordnung p und von der Ordnung p + 1 enthalte. Alle Substitutionen von 
der Ordnung p + 1 werden infolge dessen ähnlich sein und ihre Periode 
wird aus zwei Gliedern bestehen. 

Nehmen wir also den Ausdruck 

(k mk+n) 
, r1c + s ' 
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und sehen wir zu, in welchem Falle diese Substitution eine Periode von 
zwei Gliedern haben kann. Dazu ist erforderlich, dass die inverse Sub
stitution mit ihr zusammenfällt. Die inverse Substitution ist: 

( - sk + n). 
k, rk _ rn ' 

mithin muss man In = -8 haben und sämtliche in J;'rage kommenden Sub
stitutioncn werden sein: 

oder auch: 

( Tc, mk + n) 
k-m 

N 
Tc, m +-7-' fe-rn 

wo N eine gewisse Zahl ist, welche dieselbe ist für alle Substitutionen, da 
diese Substitutionen in einander transformiert werden müssen durch sämt
liche Substitutionen (Tc, Tc + m) von der Ordnung p. Diese Substitutionen 
müsscn aber überdies zu einander conjugiert sein. Wenn also 

(Tc,m+Tc~)' -m ( !c, n + 7. N ) 
fv-n 

zwei solche Substitutionen sind, so muss man haben: 

N N 
n+~----=m+ N 

---+m-n --+n-ln 
7c-m Tc-n 

d. h. 
(m - n)2 = 2N. 

Mithin kann die Differenz zwischen zwei Werten von m nur zwei ver
schiedene Werte annehmen; demnach kann m nicht mchr als drei Werte 
haben, also endlich p = 3. Also allein in diesem Fallc kann die reducierte 
Gruppe Substitutionen von der Ordnung p enthalten. 

Und in der That wird alsdann die Gleichung vom vierten Grade und 
somit durch Wurzelgrössen lösbar sein. 

Wir wissen daher, dass im Allgemeinen unter den Substitutionen dieser 
reducierten Gruppe sich nicht Substitutionen von der Ordnung p vorfinden 
dürfen. Kann es solche von der Ordnung 1) - 1 geben? Wir wollen dies 
untersuchen*). 

*) Ich habe vergeblich in den Papieren von Ga 1 0 i s die Fortsetzung hiervon 
gesucht. A. eh. 
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Anhang. 

I. 

Notizen aus einigen Briefen Abels. 

Brief an Holmboe vom 16. Januar 1826. 

Seit meiner Ankunft in Berlin habe ich mich mit der Lösung des 
folgenden allgemeinen Problems beschäftigt: Alle Gleichungen zu 
fi 1J de n, wel ehe alg e b r ai s eh a uflö s b ar sind. Ich bin damit noch 
nicht ganz zu Ende gelwmmen, soweit ich aber darüber zu urteilen vermag, 
werde ich Erfolg haben. So lange der Grad der Gleichung eine Primzahl 
ist, ist die Schwierig1reit nicht so gross, wenn dagegen jener eine zusammen
gesetzte Zahl ist, hat der Teufel sein Spiel. Ich habe eine Anwendung auf 
die Gleichungen fünften Grades gemacht und es ist mir glücklicherweise 
gelungen, das Problem in diesem Falle zu lösen. Ich habe ausser den 
bisher bekannten eine grosse Zahl von auflösbaren Gleichungen gefunden. 
Wenn ich die Abhandlung so zu Stande bringe, wie ich hoffe, wird sie, 
schmeichle ich mir, gut sein. Sie wird allgemein sein und von der Methode 
das enthalten, was mir das Wesentlichste zu sein scheint ..... 

Brief an Holmboe vom 24. October 1826. 

Ich arbeite gegenwärtig an der Theorie der Gleichungen, meinem 
Lieblingsthema, und es ist mir endlich gelungen, den Weg zur Auflösung 
des folgenden allgemeinen Problems zu finden: Die F 0 I' mall er al g e
braischen Gleichungen zu finden, welche algebraisch aufgelöst 
werden können. Ich habe unendlich viele solcher Gleichungen vom 
5ten , 6tcn und 7ten Grade gefunden, die man bisher noch nicht aufgespürt 
hatte. Ich habe zugleich die directeste Auflösung der Gleichungen der 
vier ersten Grade, sowie den augenscheinlichen Grund, -weshalb sie allein 
auflösbar sind, die andern aber nicht. Was die Gleichungen vom 5ten Grade 
betrifft, so habe ich gefunden, dass, wenn eine solche Gleichung algebraisch 
auflösbar ist, ihre Wurzel die folgende Form haben muss: 

5 5 5 5 

x= A + '111, + '111,'+ VR"+ 'IR''', 
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braischen Gleichungen zu finden, welche algebraisch aufgelöst 
werden können. Ich habe unendlich viele solcher Gleichungen vom 
5ten , 6tcn und 7ten Grade gefunden, die man bisher noch nicht aufgespürt 
hatte. Ich habe zugleich die directeste Auflösung der Gleichungen der 
vier ersten Grade, sowie den augenscheinlichen Grund, -weshalb sie allein 
auflösbar sind, die andern aber nicht. Was die Gleichungen vom 5ten Grade 
betrifft, so habe ich gefunden, dass, wenn eine solche Gleichung algebraisch 
auflösbar ist, ihre Wurzel die folgende Form haben muss: 

5 5 5 5 

x= A + '111, + '111,'+ VR"+ 'IR''', 
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wo R, R' , R", R'" die vier Wurzeln einer Gleichung vierten Grades sind, die 
durch Quadratwurzeln allein ausdrückbar sind. In Bezug auf die Ausdrücke 
und die Vorzeichen hat mir diese Aufgabe recht viel Schwierigkeiten gemacht .... 

I 
Brief an Holmboe vom Deeember 1826 . 

. . . Ebenso werde ich an Ger gon ne eine grosse Abhandlung über die 
elliptischen Functiongn schicken, welche eine Menge merkwürdiger Sachen 
enthält, die, wie ich mir schmeichle, nicht verfehlen werden, auf manchen 
Leser durch das und jenes einen Eindruck zu machen. Unter andern handelt 
sie von der Teilung des Bogens der Lemniskate. Du wirst sehen, wie 
hübsch das ist. Ich habe gefunclen, dass man mit Lineal und 
Z ir k eId i e L e m 11 i s kat ein 2n + 1 gl e ich e Teil e te i I e n k a n n, wen n 
diese Zahl eine Primzahl ist. Die Teilnng hängt von einer Gleichung 
vom Grade (2n + 1)2 - 1 ab, doch habe ich die vollständige Lösung der
selben mit Hülfe von Quadratwurzeln gefunden. Dies hat mir auch zugleich 
das Verständnis des Geheimnisses eröffnet, welches bezüglich der Gau s s' sehen 
Theorie über die Teilung des Kreisumfanges herrschte. Ich sehe klar wie 
der Tag, wie er dazu gekommen ist. Was ich soeben VDn der Lemniskate 
gesagt habe, ist eine der Früchte meiner Untersuchungen über die Theorie 
der Gleichungen. Du kannst Dir nicht denken, was für köstliche Sätze ich 
in dieser gefunden habe, z. B. den folgenden: Wenn eine Gleichung 
p= 0 vom Grade IL'I, wo p. und v zu einander prime Zahlen sind, 
auf irgend eine Weise durch Wurzelgrössen lösbar ist, so ist P 
entweder in IL Factoren vom Grade v, deren Coefficienten von 
einer einzigen Gleichung vom Grade IL abhängen, oder in 'I 

Factoren vom Grade IL zerlegbar, deren Coefficienten von einer 
einzigen Gleichung vom Grade v abhängen. 

Brief an Holmboe vom 4. März 1827. 

. .. So habe ich z. B. gefunden, dass man mit dem Lineal und Zirkel 
den Umfang der Lemniskate in dieselbe Anzahl gleicher Teile teilen kann, 
wie Gauss für den Kreis bewiesen hat z. B. in 17 gleiche Teile. Dies ist 
nur eine sehr specielle Folgerung, und es giebt noch eine Menge anderer 
allgemeinerer Sätze. Zu diesen haben mich meine allgemeinen Unter
suchungen über die Gleichungen geführt. In der Theorie der algehraischen 
Gleichungen habe ich mir das folgende Problem, welches alle andern 
Probleme diesel' Theorie einschliesst, gestellt und gelöst: Alle G lei ch un gen 
von einem bestimmten Grade zu finden, welche algebraisch 
lös b ar si n d. Hierdurch bin ich zu einer Menge herrlicher Sätze gelangt .... 

Brief an Crelle vom 14. März 1826. 

Wenn eine Gleichuug fünften Grades, deren Coefficienten rationale 
Zahlcn sinil, algebraisch IÖRhnr ist, so Jmlln man den Wurzcln die folgende 
Form gehen: 
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a =m+nYI+c2+ Yh(1+c2+Y1+c2) 

al =m-nY1+c2+ Yh(I+c2-v'l+C2) 

a2 = m + n YI + C2 - Yh(! + e2 + y'l+C2) 

aa =m-n YI + c2- Yh(1 + c2-v'l + e2) 

A =K+K'a +K"a2+K"aa2 
Al = K + Ka1 + K'aa + K/llalaa 
A2 = K + K'a2 + K"a + IC"aa2 

Aa = K + X'G3 + K'al + K"alaa 

ist. Die Grössen c, 't, e, m, n, K, K', K", K"' sind rationale Zahlen. 
Auf diese Weise ist jedoch die Gleichung x 5 + ax + b = 0 nicht auf

lösbar, so lange a und birgendwelche Grössell sind. Ich habe ähnliche 
Sätze für die Gleichungen vom 7tcn , lltcn, 13ten u. S. w. Grade gefunden. 

Brief an Orelle vom 4. December 1826. 
Wenn man eine Kurve AMBN beschreibt, deren Gleichung 

ist, wo 

ist, so wird der Bogen 

x = ycos2rp 

x=AM, rp =MAB 

AM gegeben durch den folgenden Ausdruck: 

s-s da; • - yl-x4 ' 

derselbe hängt somit von den elliptischen Functionen ab. 
Ich habe nun gefunden, dass man immer die Peripherie AMBN 

geometrisch Cd. h. mitte1st des Lineals und des Zirkels) in n gleiche Teile 
teilen kann, wenn n eine Primzahl von der Form 2111 + 1 ist, oder wenn 

n = 21'-(2'" + 1) (2"" + 1) .. : (21ll(k) + 1) 

ist und 2111 + 1, 2m' + 1, . . . Primzahlen sind. 
Wie Sie sehen, ist dieser Satz genau derselbe wie der von Gauss für 

den Kreis. Man kann auf diese Weise die erwähnte Kurve z. B. in 2, 3, 5, 17, ... 
gleiche Teile teilen. Meine Theorie der Gleichungen in Verbindung mit der 
Zahlentheorie hat mich zn diesem Satze geführt. Ich habe Grund zu glauben, 
dass Gauss ebenfalls zu demselben gekommen ist. 
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Brief an Crelle vom 18. October 1828. 

Sätze über die Gleichungen. 

A. Sind ah, X2, ••• , x" irgend welche uubekannte Grössen und 
'P(xI , X2' ••. ,x .. ) eine ganze Function dieser Grössen vom Grade m, wobei m 

irgend eine Primzahl ist und nimmt man zwischen Xl' X2' ••• , X" die 
folgenden n Gleichungen an: 

'P(xll X2' ••• , x .. ) = 0 

rp (X2' xs, ... , x"' Xl) = 0 

'P (xs, X4' ••• , x"' Xli X2) = 0 

'P (x"' Xl' X2, ••• , Xn- l ) = 0, 

so kann man daraus im Allgemeinen n - 1 Grössen eliminieren und irgend 
eine derselben X wird bestimmt sein mitteist einer Gleichung vom Grade 
m". Offenbar ist die linke Seite dieser Gleichung teilbar durch die 
Function 'P (x, x, ... , x) welche vom Grade m ist. Man erhält dal1er eine 
Gleichung in X vom Grade m" - m. 

Nachdem dieses festgestellt ist, behaupte ich, dass diese Gleichung 
n 

in ~_-:-m Gleichungen zerlegbar ist, deren jede vom Grade n 
n 

ist und deren Coefficienten mitteist einer Gleichung vom Grade 

bestimmt werden. Nimmt man die Wurzeln dieser 
11, 

Gleichung als bekannt an, so sind die Gleichungen vom Grade n 
algebraisch auflösbar. 

Nimmt man beispielshalber 11, = 2, m = 3, so erhält man eine Gleichung 
in X vom Grade 32 - 3 = 6. Diese Gleichung sechsten Grades ist algebraisch 
auflösbar, denn dem Satze zufolge kann man sie in drei Gleichungen vom 
zweiten Grade zerlegen. Sucht man in ähnlicher Weise die ungleicheu 
Werte Xl' X2' xs, welche den Gleichungen 

CL + bXl + CX12 
x,,=---~----"-

- IX + ßXl 

a + bX2 + CX22 x-
S - IX + ßX2 

X _ CL + bx~ + CXs2 

1- IX + ßxs 

genügen können, so erhält man zur Bestimmung von Xl' X2' xa eine 
Gleichung sechsten Grades; dieselbe ist jedoch zerlegbar in zwei Gleichungen 
vom dritten Grade, während die Coefficienten durch eine Gleichung zweiten 
Grades bestimmt sind. 

E. Wen n d r e i W u r z eIn ir gen rl ein er irr e rlu ct i h I enG lei c 11 U n g, 
deren· Grad eine Prim7.ahl ist, derart nnter einander ver-
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bunden sind, dass die eine dieser Wurzeln rational ausgedrückt 
werden kann durch die beiden andern, so ist die in Rede 
stehende Gleichung stets durch Wurzelgrössen auflösbar. 

C. Wenn zwei Wurzeln einer irreductiblen Gleicllung, deren 
Grad eine Primzahl ist, unter einander in der Beziehung stehen, 
dass man eine der heiden Wurzeln rational durch die andere 
ausdrücken kanu, so ist diese Gleichung stets mit Hülfe von 
Wurzelgrössen auflösbar. 

II. 

Einige kleinere andere Gegenstände betreffende 
Bemerkungen von Galois. 

Bemerkungen üb~r einige Punkte aus der Analysis. 
[Annales de M. Gergonne t. XXI S. 182 (1830-31).) 

1. Beweis eines Satzes aus der Analysis. 

Satz. Sind F(x) und rex) irgend zwei gegebene Functionen, 
so hat man, welches auch x und h sein mögen: 

Fex + lt) - F(x) 
rex + h) -{ex) = rrek), 

wo 'P eine bestimmte Function und k eine zwischen x und x+h 
liegende Grösse ist. 

Beweis. Setzt man nämlich: 

Fex + lt) - F(x) = p 
lex + h) - lex) , 

so erhält man hieraus: 

Fex + 71) - Pfex + lt) = F(x) - p{ex), 

woraus man erkennt, dass die Functiou Fex) -Pfex) sich nicht ändert, 
wenn man darin x in x + h verwandelt. Hieraus folgt, dass diese Function, 
wofern sie nicht zwischen diesen Grenzen constant hleibt, was nur in 
speciellen Fällen stattfinden l,önnte, zwischen x und x + lt ein oder mehrere 
Maxima und Minima besitzt. Ist 7c der dem einen von ihnen entsprecllende 
Wert von x, so hat man offenbar: 

7c= ~(P), 

wo ~ eine bestimmte Function ist; mithin muss auch 

P = tpek) 

sein, wo tp eine andere ebenfa.lIs bestimmte Function ist, womit uuser Satz 
bewiesen ist. 
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Kleinere Bemerkungen von Galois. 

Hieraus lässt sich als Zusatz folgern, dass die Grösse 

1. Fex -+- h) - F(x) _ () 
1m fex -+- h) _ fex) - rr .1: 

für h = 0 notwenoig eine Function von x ist, womit apriori die Existenz 
der Ableitungen hewiesen wird. 

2. Krümmungsradius der Kurven im Raume. 

Der Krümmungsradius einer Kurve in irgend einem ihrer Punkte lff 
ist das Lot von diesem Punkte auf die Durchschnittslinie der NOl'malebene 
im Punkte .L11 und der darauffolgenden Normalebene, wovon man sich durch 
geometrische Betrachtungen leicht überzeugen kann. 

Ist hiernach (x, y, z) ein Punkt der Kurve, so hat bekanntlich die 
Normalebene in diesem Punkte zur Gleichung: 

(N) 
ox oy oz 

(X-x)-+(Y-V)-;-+(Z-z) -=0 os os os' 

wo X, Y, Z die Symbole für die laufenden Coordinaten sind. Die Durchschnitts
linie dieser Normalebene mit der darauf folgenden Normalebene ist gegeben 
durch das System dieser Gleichung und der folgenden: 

o ox ° oy ° oz 
os os os 

(J) (X- x) TB -+- (Y - V) -os + (Z- z) -os = I, 

wenn man berücksichtigt, dass 

(~~)2 + (oy)2 -+- (OZ)2 = 1 
os os os 

ist. Nun siellt man aber leicht, dass die Ebene (J) zur Ebene (N) senk
recht steht; denn man hat: 

ox a(OX)+ 0// a(OY) + oz d(OZ)=O. 
os os os os os os 

Mithin ist das Lot, welches vom Punkte (x, y, z) auf die Durchschnitts
linie der beiden Ebenen (N) und (J) gefällt ist, nichts anderes als das I,ot 
von demselben Punkte auf die Ebene (J). Der KrümlTIungsradius ist also 
das Lot vom Pnnkte (x, V, z) auf die Ebene (.J). Diese Betrachtung 
ergiebt sehr einfach die bekannten Sätze über die Kriimmuugsradien der 
Kurven im Raume. 
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Bemerkung über die Auflösung numerischer Gleichungen. 
(Bulletin des Sciences JJlath. de M Fcrussac, f. XIII, S. 413, 

Jttniheft 1830.) 

Legendre hat zuerst bemerkt, dass, wenn eine algebraische Gleichung 
auf die Form 

rp(x) = x 

gebracht ist, wo rp (x) eine Function von x ist, die beständig gleichzeitig 
mit x wächst, es leicht ist, diejenige Wurzel dieser Gleichung zu finden, 
welche unmittelbar ldeiner ist als eine gegebene Zahl a, falls rp(rr) < rr, 
und diejenige, welche unmittelbar grösser ist als Cl, falls 'P (a) > a ist. 

Um dies zu beweisen, construiert man die Kurve y = 9 (x) und die 
Gerade y = x. Nimmt man eine Abscisse gleich a und setzt man, um eine 
bestimmte Vorstellung zu haben, voraus, dass rp(a) > a sei, so behaupte 
ich, dass es leicht ist, die Wurzel zu erhalten, welche unmittelbar grösser 
ist als a. Die Wurzeln der Gleichung 'P (x) = x sind nämlich nichts anderes 
als die Abscissen der Schnittpunkte der Geraden und der Kurve, und es ist 
klar, dass man sich dem nächstgelegenen Schnittpunkte nähern wird, 
wenn für die Abscisse a die Abscisse 'P (a) substituiert wird. Man wird 

einen noch mehr genäherten Wert erhalten, wenn man 'P('f(a) , sodann 

9( 'f (rp (a)) u. s. w. nimmt. 

Ist F(x) = 0 eine gegebene Gleichung vom Grade n und 

F(x)=X- Y, 

wo X und Y nur positive Glieder enthalten, so setzt Legen(lre nach 
einander die Gleichung unter die folgenden beiden Formen: 

wo von den beiden Functionen 'f Cx) und Hx) stets, wie man sieht, die eine 
grösser, die andere kleiner als x ist. Mithin kann man mit Hülfe dieser 
beiden Functionen die beiden Wurzeln der Gleichung erhalten, welche sich 
einer gegebenen Zahl a am meisten nähern und zwar die eine von der 
positiven, die andere von der negativen Seite her. 

Diese Methode besitzt aber den Übelstand, dass sie bei jeder Operation 
die Ausziehung einer n tell Wurzel erfordert. Im Nachstehenden gebe ich 
zwei bequemere Methoden. Wir suchen eine Zahl k von solcher Beschaffen
heit, dass die Fnnction 

F(x) 
x + ----

kx1l 
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mit x wächst, falb x> 1 ist. (Es genügt nämlich, wenll mau die Wurzeln 
einer Gleichung, welche gTösscr als die Einheit sind, zn finden weiss.) 

Dann habcn wir für die gegebenc Bedingung: 

oder: 

X-y 
cl .~--

kx" 
1 + --cl""""x-- > 0, 

Nun ist aber identisch: 
nX-xX'>O 
nY -xY'>O; 

mithin braucht man nur zu setzen: 

nX-xX' -----,--:-- < 1 für x > 1, 
kxn+ 1 

uud daz u genügt e8, wenn wir für k dcn Wert der Function nX - xX' 
uehmen, welcher zu x = 1 gchört. 

Ebcnso findct man einc Zahl h VOll solchcr Bcschaffenhcit, dass die 
Function 

F(x) x- ----
hx" 

mit x wächst, wenn ;t> 1 ist, iUUCIll man X und Y vcrtauscht. 
l\lithin Hlsst sich die gegebeuc Gleichuug auf eine der Formen bringen: 

Fex) 
x=x+---

kxn 

Fex) 
x=x---

1 n' IIX 

welche alle heide rational siud und für die Auflösung eine leichte l\1ethode 
liefern. 
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Anmerkungen 
zu der hinterlassenen Abllamllullg VOll Abel, S. 57-81. 

•• 1 

Die Definition der Ordnung eines algebraischen Ausdrucks, wie sie auf Seite 67 
gegeben ist, ist incorrcct und nach der auf S. 10 angefiihrten zu berichtigen. Die 
Ordnung eines algebraischen Ausdrucks ist also nicht gleich der Anzahl der in ihm 
ausser den bekannten Grössen auftretenden Wurzelgrössen, sondern vielmehr, wenn 
man sich des Symbols V-Wie üblich zur Bezeichnung der Wurzelgrössen bedient, 
gleich der grössten von denjenigen Zahlen, welche angeben, wie viele 
solcher Wurzelzeichen sich in dem gegebenen algebraischen Ausdruck über 
einander erstrecken. Dabei wird vorausgesetzt, dass, wenn ein Wurzelzeichen 
einen Index hat, welcher eine zusammengesetzte Zahl ist, dasselbe nach der Formel 
1Jtn m 

-V-= VFso weit umgeformt werde, bis siimtliche Wurzelzeiehen Primzahl exponenten 
tragen, und dass sich keines dieser Wurzelzeichen durch Ausführung der durch 
dasselbe angedeuteten Operation beseitigen Hisst. Kommen in einem algebraischen 
Ausdruck mehrere solcher auf einander oder auf algebrai.~che Ausdrücke niederer 
Ordnung nicht reducierbarer Wurzelgrössen vor, in denen jene, die grösste Anzahl 
der iiber einander sich erstreekenden 'Wurzelzeichen angebenden Zahlen einander 
gleich sind, so giebt die Anzahl derselben den Grad des algebraischen Ausdrucks 
an. - Ist In die Ordnung des algebraischen Ausdrucks und bezeichnet man die 
einzelnen Wurzelgrössen in der Reihenfolge, wie sie numerisch berechnet werden 
müssen, um den Wert der Wurzelgrösse mter Ordnung zu erhalten, mit 

.... , 
""m-l 

VR"'-l' 

wo allgemein Rk eine rationale Function von allen vorhergehenden und von diesen 
analogen Wurzelgrössen sein kann, so ist das ,,[\ussere Radikal" (S. 70, Z. 5 v. 0.) 
eines algebraischen Ausdrucks die letzte der zu berechnenden Wurzelgrössen. Solcher 
äusseren Radikale giebt es natürlich mehrere, je nach dem Grade des algebraischen 
Ausdrucks. 

Denkt man sich den Ausdruck von y (S. 67, Z.2 v. 0.), nachdem man darin Yt 
für RJ gesetzt hat, in eine gegebene Gleichung eingesetzt, so reduciert sie sich auf 
die Form der Gleichung in Satz 1. Nach den Auseinandersetzungen auf S. 13 kann 

1 

man nun stets voraussetzen, dass sich ,1/t""' nicht rational ausdrücken lasse durch 
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1 

y/", yo''', .. , Mithin kann auch, wie S. 69, Zeile 12 v. o. behauptet wird, die 
I 

Gleichung So + z = 0 oder ;//1 "" = - So nicht stattfinden, da So der Voraussetzung 
nach eiue rationale Function jener Grössen ist (vgl. S. 15). 

Wegen des Satzes II vgl. S. 15, Z. 13 v. u. 
Die Beweise der Sätze IV und V setzen nicht allein die Irreductibilität der 

Gleichung 'f (y, 111)-== 0 voraus, sondeln auch, dass die J<'unction 'f LIJ, m) keinen 
1 

J<'actor habe, dessen Coeffieienten rationale Functionen der Wurzelgrössen yt', 
1 

yl" ... , der bekannten Grössen und von W sind. Denn im andeln Falle könnte es 
vorkommen, dass die Gleichung H'f (y, 'In) = 0 eine Potenz der irreductiblen Gleichung 
wird, z. B. für die Gleichung: 

1 2 - -

'f(y, 1) = ;1J2 + a 3y+ a 3 = O. 

Wir werden weiter unten zeigen, dass man die zur Beseitigung der Wurzel
grössen notwendigen Operationen immer so einrichten kann, dass die Ausnahmefälle 
vermieden werden. 

Endlich ist die Stelle, weiche mit den Worten beginnt: "Addiert man, so 
erhält man" (S. 73, Z. 9 v. u.) und mit den Worten schliesst: "Es muss somit 
pis einer Gleichung genügen, welche höchstens vom Grade !J. - 1 ist" (S. 75 

1 

Z. 2 v. 0.) nicht frei von Einwürfen. Denn aus dem Umstande, dass sich 8'" rational 
durch s, s', p, p', Pl' PI" ... , P"'-1' P~-1 ausdriickt, ohne dass s', p', PI" "', 
P~-1 rationale Functionen von .~, p, ... , ]/"'-1 sind, folgt nicht unmittelbar, dass 

1 

der Grad der Gleichung eine zusammengesetzte Zahl ist. Setzt man aber fiir s '" 
eine rationale Function von s, s', p', p', PI' PI" ... , P",-1' P~-1' so hat man eine 
Art Vereinfachung des Ausdrucks der Wurzel ZI ausgeführt und man kann annehmen, 
dass diese Vereinfachung ü beralI da, wo sie möglich ist, bewirkt worden sei. 

Es ist in der That nicht schwer, den gegebenen algebraischen Ausdruck einer 
derartigen vorgängigen Transformation zu unterwerfen, dass die Beweisfiihrung Ab e I' s 
mit einigen geringfiigigen Änderungen angewendet werden kann. 

Wir setzen voraus, dass die in dem gegebenen algebraischen Ausdrucke ent
haltenen Wurzelgrössen in der Reihenfolge der numerischen Berechnung geordnet 

1 

seien, und es sei ro"'o die erste von ihnen und Wo eine imaginäre !l.otc Wurzel der 
Einheit. Da man annehmen muss, dass der gegebene Ausdruck sämtliche (J·o Werte 

1 1 

der Wurzelgrösse ro"'· enthalte, so rechnen wir ll'O' j'o"'. als erste Gruppe seiner Irra
tionalen. Giebt es unter den andern Wurzelgrössen solche, welche sich als rationale 

1 

J<'untionen der bekannten Grössen und von Wo und ro"'· darstellen lassen, so können 
1 

sie eliminiert werden; es sei rt' die erste der übrig bleibenden Wurzelgrössen und 
WI eine imaginäre !l.1 te Wurzel der Einheit. Nun kann die Grösse r l , welche Wo 

1 

und ro"'° enthalten kann, eine gewisse Anzahl verschiedener Werte annehmen, die wir 
mit rl' r l ', r l ", '" bezeichnen wollen, und wir müssen uns denken, dass der gegebene 
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Ausdruck nicht nur r/\ sondel'll auch 1'1'1'-·, rl"I'-·, ... enthalten kann. Nehmen wir 
jetzt an, dass alle diese Wurzelgrössen sich rational durch eine gewisse Anzahl unter 

1 1 1 1 
ihnen rt·, rl·I'-·, ••• (r(O.-l»)IL. und durch rol';" Wu und die bekannten Grössen, wo 
die Zahl EI auf ihr Minimum reduciert ist, ausdrücken lassen, so wird die zweite 
Gruppe von Irrationalen sein: 

.!.. 
11)1' r1f.L1, Tl'fL" • 0" 

1 

H··-l»)IL.. 

Reichen diese beiden Gruppen von Irrationalen noch nicht BUS, so muss man 
eine dritte Gruppe hinzufügen u. s. w. Wir erhalten somit nachstehende Zusammen
steIlung der Irrationalen, aus denen der gegebene algebraische Ausdruck sich 
zusammenset.zt: 

.!.. 
Wo, TOf.L1l 

1 1 

U)I' r 1'-. I , r '1'-. I , 'Ot, H",-l»)IL. 
1 1 1 

0)2, r 1'-, 2 , r 2 'P-:l, ... , (r~E.-1»)V:; 

Die Wurzeln der Einheit sind vor die Wurzelgrössen der Gruppe gesetzt, während 
die Reihenfolge der letzteren willkürlich ist. In speciellen Fällen enthält der gegebene 
Ausdruck nicht alle diese Irrationalen, aber er enthält stets wenigstens eine Wurzel
grösse jeder Gruppe. Eine der folgenden Seiten des Ab e I' sehen ~fanuskripts enthält 
eine Zusammenstellung, die mit der soeben hingeschriebenen identisch ist, mit dem 
einzigen Unterschiede, dass die W nicht ausdrücklich aufgeführt. sind. Nun können 
sie zwar durch Wurzelgrössen ausgedrückt werden, doch ist es ebenso einfach, sie 
beizubehalten. Sprechen wir von den Werten, welche sie annehmen können, so muss 
man darunter die Wurzeln der irreductiblen Gleichung verstehen, welche w mit Hülfe 
der bekannten Grössen und der Irrationalen der vorhergehenden Gruppen definiert. 
WeIches auch diese letzteren sein mögen, die Werte von w sind stets ausgedrückt 
durch 

.., 0'/-1 
(1), 00°, WO, ••• ,w , 

wo 1, Ö, 82, ••• , ö'-l die verschiedenen Lösungen der Congruenz 

wo 'I ein Teiler von p. - 1 ist, sind. Um die w fortzuschaffen, hat man offenbar 
einen analogen Satz, wie den Satz IV, den man folgendermassen aussprechen kann: 

Wenn die Gleichung 

fex, wi ) =0, 

deren Coefficienten ausser wi die Irrationalen der i ersten Gruppen enthalten, 
irreductibel ist, so ist auch 

.. ·3 ia'l'--l 
11,(;17, wi ) = fex, wj ) ·f(x, w~) ·f(x, w~) •• 'f(x, W ) = 0, 
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deren Coefficienten ausser wi die Irrationalen der i ersten Gruppen enthalten, 
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.. ·3 ia'l'--l 
11,(;17, wi ) = fex, wj ) ·f(x, w~) ·f(x, w~) •• 'f(x, W ) = 0, 
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wo v' die kleinste Zahl ist, fiir welche man 

• v' 
f(x, w~ ) = f(x, wi) 

hat, eine irredllctible Gleichung, deren Coefficienten sich rational durch die Irrationalen 
der i ersten Grnppen ansdrücken. 

Offenbar ist v' ein Teiler von v und gleich dem Producte der Exponent.en von 
gewissen vVurzelgrüssen, welche dazu dienen, w durch die Irrationalen der vorher
gehenden Gruppen auszudrücken. 

Ist der gegebene algebraische Ausdruck, so wie angegeben, vorbereitet, so kann 
man nach und nach aIle Irrationalen aus der Gleichung 

y - am =0 

fortschaffen, indem man die umgekehrte Reihenfolge, wie die, welche obige Zusammen
steIlung angiebt, innehält. Man findet auf diese Weise notwendig die irreductible 
Gleichung, deren Coefficielltell rationale Fllnctionen der bekannten Grössen sind, 
denn offenbar kommt man nicht auf den Fall, wo der Satz V fehlerhaft ist. 

Bezeichnet man jetzt mit 

1 

... , St-l 

die letzte Gruppe von Irrationalen, so hat der gegebene algebraische Ausdruck die 
folgende Form: 

m 7n1 mE-l 

"i.Pml,m" ... ,rn'_lSI' S, I' '" SI', 

WO In, 1111, ,." Jne- 1 alle Combinationen der Werte 0, 1, 2, ' . " p. - 1 darstellen, 
1 

Nun muss man, wenn der Grad der Gleichung p. ist, dadurch, dass man Sr durch 
111 

wS; ersetzt, denselben Wert erhalten, als wenn man W V SI' für SI' setzt. Man 
schliesst daraus, dass der Ausdruck folgendermassen specialisiert werden muss: 

mnS_l 

"i.P1I,s1' SI I' ... Se-i 
[m=O, 1,2, .,', (p.-1)], 

d S f " SSn, SnE-l h 'bt o er, wenn man ur l' ,. E-l sc rel : 

'" 

wo offenbar oS I' nicht rational durch die Wurzelgrössen der vorhergehenden Gruppen 
ausgedrückt werden kann. Wendet man jetzt die anf Seite 73 und 74 angewendete 
Schlussreihe an, so ist klar, dass man 

und somit 

hat. 
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Der letzte Teil der Abhandlung von Seite 75 an besteht nur aus abgerissenen 
Bemerkungen. Es scheint als ob Ab e I, nicht zuftieden mit dem, was er nieder
geschrieben, dasselbe nicht mehl' als die endgültige Fassung der Abhandlung, die er 
veröffentlichen wollte, angesehen hat. Nichtsdestoweniger bilden die Seiten 75-79 
eine stetige Deduction, die nicht schwierig zu verfolgen ist. Auf Seite 75 und 76 wird 
bewiesen, dass die Grössen P2' pa, ••. , PP.-l rationale Functionen von 8 und von 
bekannten Grössen sind. Am Ende der Seite 75 bezeichnet der Buchstabe 'I die 
Zahl 2·3···· (p. - 1); qh q2, "', q. sind die Werte, welche ql oder Pm8 annimmt, 
wenn man die Wurzeln ZI, Z2, •• " zp. auf alle Arten mit einander vertauscht, und 
SI' 82' .•• , s. sind die entsprechenden Werte von 8. Es ist leicht zu sehen, dass 
die Grössen ao, ap ... , a._1 sich rational durch die bekannten Grössen ohne w 

darstellen. 
Die Seiten 76-79 entlJalten die Untersuchung der irreductiblen Gleichung in 8; 

es wird bewiesen, dass sie zu der in der Abhandlung "Über eiue besondere 
Klasse u. s. w." § 3 (Seite 38) behandelten Klasse von Gleichungen gehört. Seite 77 
müssen die Formeln 

"'''~ 
SI P. = PIS P. u. S. w. 

durch die Bemerkung vervollständigt werden, dass man 11 = 1 zu setzen hat. Endlich 
enthält der letzte 'reH von Seite 78 und der Anfang von Seite 79 das Resultat der 
Untetsllchungen für den Fall, wo der Grall der Gleichung eine Primzahl ist. 

Die Gleichungen 
1 "," ",2" ",('-1)" 

8P.=A·aP. 'a, p. '/l.J p. .·.a._t 

ergeben .sich leicht aus denen der Seite 78. Setzt man nämlich/(s) = P'/(SI) = PI' .,., 
so hat man: 

woraus man, wenn man 

setzt, erhält: 
1n'" -1 = p.r 

Sr _ p-1 • -m" _m2" _111(·-1)" 
- .-1 P.-2 . P.-3 "'p . 

Nimmt man jetzt, was gestattet ist, an, dass r nicht teilbar ist d\ll'ch ,.., so kann 
man setzen: 

rr'= 1 +hp., 
woraus folgt: 

111ft" ",2" m(.-I)" 

sI' = 8-1, • (P:;-!1) I' . (P~2) -p:- • (P~~~3) T .. , . (r}-r)-p.-, 

und dies giebt die erwähnte Formel, wenn man 

-I. -r' -r' -r' -r' 
.~ ,P"-I' P.-2' P.-3' "', P 

resp. durch 

ersetzt. Die Grösse a, welche eine rationale Fllnctioll VOll s ist, ist Wurzel einer 
Gleichung von derselben Art und von demselben Grade wie die Gleichung in 8; 
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ferner sieht man leicht, dass die Gleichung in a vom Grade v irreductibel ist. Mit· 
hin ist die Grösse A oder s-h eine rationale Function von a. 

Der so gefundene Ausdruck von ZI geniigt in seiner ganzen Allgemeinheit einer 
irreductiblen Gleichung vom Grade iJ·. Es bliebe also die allgemeine Form der 
Wlifzeln der Ab e I' sehen Gleichungen eines einzigenCyklus von Wurzeln zu finden übrig. 
A bel hat sich zwar mit dieser Aufgabe bescMftigt (VgI. S. 142), aber es blieb 
Kronecker vorbehalten, dieselbe in ihrer ganzen Allgemeinheit zu lösen und auf 
diese Weise die Untersuchungen Abel's über die Form der Wurzeln der Gleichungen, 
deren Grad eine Primzahl ist und die durch Wurzelgrössen lösbar sind, zu ihrem 
eigentlichen Abschlusse zu bringen . 

. Die Formeln auf den Seiten 79 am Ende und 80 kann man in folgender Weise 
deuten: Ab el bezeichnet mit 

'j;(y) = 0 

eine irreductible durch Wurzelgrüssen lösbare Gleichung. lieht man nach der Weise 
des § 2 von der Gleichung y - am = 0 bis zur gegebenen Gleichung zurück, so wird 
die vorletzte Gleichung mit 

'P(y, s) = 0 

bezeichnet, so dass man II'f (y, s) = t (y) hat, wobei s das letzte Radikal ist, welches 
eine Erhöhung des Grades bestimmt; p. sein Exponent ist und s, s', s", .,., if<--l) 

seine p. Werte sind. Der Buchstabe P bezeichnet einen algebraischen Ausdruck, 
welcher aus Ul und den Irrationalen der vorhergehenden Gruppen gebildet und derart 
gewählt ist, dass es möglich ist, jede von ihnen durch eine rationale Function von p 
und von bekannten Grössen auswdrücken. Es ist dies ein H ü Ifs mittel , dessen sich 
Ab cl bei einer andern Gelegenheit bedient hat. Die irreductible Gleichung in p 

'P (p) = 0 

ist vom Grade v; p, PI, "" P'-l sind ihre Wurzeln; jede von ihnen drückt sich als 
rationale .Function von paus. Sodann ist 

'P(S, p) = 0 

die zweigliedrige Gleichung, welche oS definiert; setzt man darin Pi für P, so geht 
diese Gleichung über in 

'fes, Pi) = 0, 

deren Wurzeln Si' si, s;', ., ., s~f<-1) sind. 
Von jetzt ab heisst die Gleichung, welche zuerst mit 'P (y, s) hezeichnet war, 

f(y, s, p) = 0. 

Wie in dem Falle der Gleichungen, deren Grad eine Primzahl ist, ist es gestattet 
anzunehmen, dass diese Gleichung die Wurzelgrössen SI, 82, ••• , sV_l nicht enthält. 
Sie ist durch die Grössen s, p, PI' ... , P"-1 irreductibel. Da man aber hat: 

t(y) = IIf(y, s, p) = IIf(y, SI, PI) = ... = IIf(y, s'_l' Pv-1)' 

so kann man annehmen, dass alle Gleichungen 

f(y, s, p) = 0, f(y, SI, PI) = 0, ... , f(y, s'_1' P'--1) = 0 

eine gemeinschaftliche Wurzel haben; die Gleichung, welche alle diesen Gleichungen 
gemeinschaftlichen Wurzeln enthält, wird von Ab e I bezeichnet mit: 

F(y, s, 81, ••• ,8'._1' p, PI' ... , P'-l) =0. 
Abc 1 u. Ga 1 0 i s, Algebr. Gleichungen. 11 
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Nachdem dieses vorausgeschickt ist, l1immt A bel an, dass se' 8E+ 1, •. " 8v_ 1 

sich als rationale Functionen von p, PI, ... , PV-l und von s, SI> .,., se-l darstellen 
lassen, dass aber keine dieser letzteren Wurzeln als 1<'unction der anclern und von 
P, Pll ... , PV-l darstellbar sei. Unter dieser Bedingung behauptet er, dass 

F(y, 8, 8J, •.. , 8v- 1' p, p" ... , PV-1) 

ein Teiler ist von 'f(y) für alle Werte von 8, 81' ••• , 8E- 1 und dass somit der Grad 

von 'H/I) teilbar ist durch /L e• 

Ist, um dies zu beweisen, <j) (y, oS, SI, ••• , SE-I) der grösste gemeinschaftliche 
Teiler der e Functionen 

f(y, s, p), f(y, .oll pd, ... , f(y, '\-1' PE-I)' 
so ist 

(j)(y, i a), 4i ), "', s~~1) 

der grösste gemeinschaftliche Teiler der Functiollcll: 

woraus man leicht schliesst, dass man hat: 

[jÖ<j)(y, S, SI, ••• , .5._I)=~(Y)' 

Hieraus folgt, dass die Gleichung (j) (y, S, SI, •• " S._1) = 0 irreductibel ist. Denn 
da die Gleichung f(y, s, p) = ° irreductibel ist, so kann n:r(y, 8, p) oder HY) keine 
Wurzel mit einer Gleichung niedrigeren Grades gemeinschaftlich haben, deren 
Coefficienten rational in p sind, was notwendig stattfinden würde, wenn die Gleichung 
<D (y, S, SJ' ••• , 8e- 1) = 0 reductibel wäre. Ferner hat diese Gleichung ihre sämt
lichen Wurzeln gemeinschaftlich mit f(y, se+n' Pe+n) = 0, da se+n eine rationale 
Funktion von s, SI, ••• , s._1' p, PI' "', Pv-1 ist. Mithin ist <D(y, S, SI, "', s,-1) 
identisch mit F(y, S, SI, •.. , SV-1' p, PI' "" (lv-I)' 

Wenn man jetzt den Wurzelgrössen, welche in dem Ausdruck p vorkommen, 
neue Werte giebt, und mit Si den entsprechenden Wert von Si bezeichnet, so hat man: 

rp(j){y, S, SI' "" SE-I)=~(Y) 

woraus folgt, dass <D (y, S, SI' ... , Se-1) einen Factor mit der einen der Functionen 

<D (y, s(a>, s~), "', S~~l) gemeinschaftlich hat. Ist dies der 1<'all, so sind diese beiden 

Functionen identisch, mithin besitzt die Grösse z oder (j) ((x, S, SI, .,., s._1) nur f'. < 

verschiedene Werte. 
Man muss also sagen, dass die Bemerkungen auf den Seiten 79 und 80 einen 

strengen Beweis des Satzes 2, S. 62 andeuten. 
In diesem Beweise kann man sich übrigens von Anfang an von der Grösse p 

freimachen. Nehmen wir nämlich an, dass zwei verschiedenen Werten von p ein und 
derselbe Wert von sI'- entspreche, so haben wir: 

woraus folgt: 
llf(y, s, p) = llf(y, s, PI)' 

Ist jetzt 
f(y, s, p,)=f(y, wis, p). 
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ein Coefficient der Fnnction f(y, s, p) und 

der entsprechende Coefficient von f(y, s, pd, so hat man: 

Nun kann man in einem dieser Coefficienten die eine der Grössen Pm gleich 

der Einheit setzen. Alsdann hat man fJJi = 1, somit allgemein P;" = Pm' Ist dies 

der Fall, so kann Pm als rationale :Function VOll sI'- dargestellt werden. Die Coeffi
cienten von /(y, s, p) sind demnach rationale Functionen von s. 

Wenn jetzt der Grad der gegebenen Gleichung p." ist, so ist die Function 
ID (y, s, Sj, ••• , SE-I) vom ersten Grade, woraus folgt, dass y eine ganze und sogar 
symmetrische Fnnction von s, SI, ••• , SE_I ist. Dies ist der Satz 4, S. 62; augen
scheinlich hat dieser Satz nur Geltung, wenn die im Satze 2 erwähnte Zerlegung 
unmöglich ist. Der Beweis dieses Satzes erledigt sich wie für die Gleichungen vom 
Grade [L. 

Die folgenden Formeln sind nur eine Wiederholung der auf den vorigen Seiten 
befindlichen. (S y I 0 w.) 
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ein Coefficient der Fnnction f(y, s, p) und 

der entsprechende Coefficient von f(y, s, pd, so hat man: 

Nun kann man in einem dieser Coefficienten die eine der Grössen Pm gleich 

der Einheit setzen. Alsdann hat man fJJi = 1, somit allgemein P;" = Pm' Ist dies 

der Fall, so kann Pm als rationale :Function VOll sI'- dargestellt werden. Die Coeffi
cienten von /(y, s, p) sind demnach rationale Functionen von s. 

Wenn jetzt der Grad der gegebenen Gleichung p." ist, so ist die Function 
ID (y, s, Sj, ••• , SE-I) vom ersten Grade, woraus folgt, dass y eine ganze und sogar 
symmetrische Fnnction von s, SI, ••• , SE_I ist. Dies ist der Satz 4, S. 62; augen
scheinlich hat dieser Satz nur Geltung, wenn die im Satze 2 erwähnte Zerlegung 
unmöglich ist. Der Beweis dieses Satzes erledigt sich wie für die Gleichungen vom 
Grade [L. 

Die folgenden Formeln sind nur eine Wiederholung der auf den vorigen Seiten 
befindlichen. (S y I 0 w.) 
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