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ERNST ABBE

GEWIDMET.



Vorwort.

Als mir vor gerade drei Jahren nahegelegt wurde, die Dar-
stellung, die ich vor lingerer Zeit in meiner ,Theorie der optischen
Instrumente nach ABBE“*) gegeben hatte, zu iiberarbeiten, zu be-
richtigen und zu vervollstindigen, muBte ich mir bald sagen, daB
ich selbst, schon wegen meiner starken beruflichen Inanspruch-
nahme, aufer stande sei, das zu tun. Bei n#herer Uberlegung
schien es mir aber auch fiir die Sache dienlicher, wenn statt eines
Bearbeiters, dessen Erfahrungskreis, Wissen und Urteil notwendig
ein beschrinktes, einseitiges ist, mehrere sich zur Losung dieser
Aufgabe zusammenfinden, und eine solche Mehrheit bot sich natur-
gemifl in dem Kreise der wissenschaftlichen Mitarbeiter der Firma
Caru ZEiss dar. Es konnte dabei die Auswahl der Bearbeiter so
erfolgen, daBl jeder das oder diejenigen Themata erhielt, die seinem
besonderen Wirkungskreis am n#chsten liegen, zu deren Behand-
lung er daher am besten vorbereitet war. Andererseits gab diese
Zusammensetzung der Mitarbeiter eine moglichst weitgehende Garantie
dafiir, daf trotz ihrer Vielheit die unvermeidliche Verschiedenheit
der Auffassungen und der Darstellungsweisen auf das tunlich ge-
ringste Maf} zurtckfiihrbar sei. Dadurch wurde also auch derjenige
Mangel zum mindesten sehr gemildert, den die Bearbeitung eines
grofleren Themas durch verschiedene Personen stets aufweisen wird.

Dieser Plan fand zu meiner grofien Genugtuung bei allen Be-
teiligten die freundlichste Aufnahme; auch Herr Professor ABBE
hat ihm von Anbeginn seine volle Sympathie zugewandt. So
wurde also der erste Teil des geplanten Werkes, die hier vor-
liegende Theorie der Bilderzeugung in optischen Instrumenten vom
Standpunkte der geometrischen Optik alsbald von den Beteiligten

*) Breslau, TREWENDT 1893, jetzt in den Verlag von J. A. BARrTH, Leipzig
H ] J t=] o
tthergegangen.
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in Angrift genommen und bereits im Sommer d. J. konnte die
Drucklegung beginnen.

Fiir den Inhalt des vorliegenden Bandes bildete die von mir
frither gegebene Darstellung jeweils den natiirlichen Ausgangspunkt.
Sie wurde von den einzelnen Bearbeitern durch die Resultate der
eigenen wie der in der Zwischenzeit von anderen angestellten Unter-
suchungen vervollstindigt, erweitert und wo notig berichtigt. Diese
Anderungen hatten natiirlich je nach Thema und Bearbeiter einen
sehr verschiedenen Umfang und eine sehr verschiedene Bedeutung.
Es diirfte fiir den Leser von Interesse sein, hieriiber im voraus etwas
unterrichtet zu werden, so daB er weil, was etwa er erwarten darf
zu finden. Ich glaube dabei die Bekanntschaft mit meiner ,Theorie
der optischen Instrumente nach ABBE® voraussetzen zu diirfen und
beschrinke mich darauf, die dieser Darstellung gegeniiber vorgenom-
menen Anderungen, Erweiterungen u.s.w. zu skizzieren.¥)

Man kann die zehn Kapitel des vorliegenden Werkes nach
ihrem Verhéltnis zu meiner Theorie ungezwungen in drei Gruppen
teilen: Relativ geringe Ab#énderungen haben erfahren das erste
Kapitel ,Die Berechtigung einer geometrischen Optik“ (Bearbeiter
Dr. H. SiepENTOPF), das dritte Kapitel ,Die geometrische Theorie
der optischen Abbildung nach E. ABBE“ (Bearbeiter Dr. E. WANDERS-
LEB), das vierte Kapitel ,Die Realisierung der optischen Abbildung*
(Bearbeiter Dr. P. CurmaNN) und das achte Kapitel ,Die Prismen
und Prismensysteme* (Bearbeiter Dr. F. LOWE). Selbstverstindlich
haben auch die Bearbeiter dieser Abschnitte es sich durchweg an-
gelegen sein lassen, Unvollkommenheiten bezw. Unrichtigkeiten meiner
diesbeziiglichen Darstellung zu beseitigen, die inzwischen vertffent-
lichten wie auch die von mir nicht geniigend berticksichtigten #lteren

*) Ich beziehe mich dabei auf die erste Auflage meines Buches (vom
Jahre 1893), da die inzwischen namentlich durch Herrn Dr. EPPENSTEIN be-
sorgte neue Bearbeitung desselben zwar mit der vorliegenden zeitlich und in-
haltlich Hand in Hand ging, aber erst einige Monate nach ihr herauskommen
kann. Es war unser aller Meinung, daB das eine Werk durch das andere
nicht iitberfliissig gemacht werde, denn ich muBte mich schon des vorgeschrie-
benen Umfangs wegen auch in der neuen Auflage im wesentlichen auf eine
Darstellung der Grundziige der Theorie der optischen Instrumente beschrin-
ken, wihrend das Eigentiimliche gerade des vorliegenden Werks die gewisser-
mafBlen monographische, eingehende Darstellung der fiir diese Theorie wich-
tigsten Lehren ist, d. h. derjenigen Lehren, die zum niheren Verstindnis der
Wirkung (Analyse) und eventuell zur Konstruktion (Synthese) der optischen
Instrumente fithren. Die Bezeichnung ,optische Instrumente® ist dabei in
demselben engeren Sinne zu verstehen wie in meinem Buche.
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Untersuchungen anderer mit heranzuziehen und durch die Behand-
lung der wichtigsten Sonderfille das Werk fiir den unmittelbaren
praktischen Gebrauch niitzlich zu machen. So wird bei den allge-
meinen Theoremen iiber Reflexion und Brechung, die bereits 1824
von HAMILTON eingefiihrte ,charakteristische Funktion“ behandelt
(S. 21 ff.), die in englischen Darstellungen (R.S. HEATH) wohl auch
bisher schon erldutert wurde, in Deutschland aber erst seit den
Arbeiten von M. THIESEN, H. Bruxs, F. KLEIN u. a. Beachtung ge-
tunden hat u.a.m. Wegen der von den anderen Bearbeitern vor-
genommenen Anderungen sei aut deren eigene Angaben S. 83, 96,
124 und 409 verwiesen.

Durchgreitender sind die Modifikationen, die meine Dar-
stellung erfahren hat, in den Kapiteln V, VI und IX. Namentlich
das fiinfte Kapitel ,Die Theorie der sphérischen Aberrationen® (Be-
arbeiter Dr. A. Konie¢ und Dr. M. voN RouR) diirfte bei allen auf
diesem Gebiete Arbeitenden Interesse beanspruchen. Es gibt eine
vollstindige Durchftihrung der ABBEschen Invariantenmethode fir
die gesonderte Ableitung aller zehn SEIDELschen bis zur dritten
Potenz der Winkel gehenden Bildfehler und zwar fiir die von der
zweiten und dritten Potenz der Offnung der Biischel abhingigen
Fehler (Koma im weiteren Sinne und sphirische Aberration der
schieten Biischel) zum ersten Male fiir endliche Hauptstrahlneigung.
Die SeipELschen Gleichungen selbst werden hieraus einfach durch
Beschrinkung auf kleine Hauptstrahlneigungen und nach A. KERBER
auch direkt abgeleitet. Es zeigt sich hier der groBe Vorzug der
ABBEschen Methode gegentiber der SkIpELschen, erstens darin, daf
sie gestattet, tiir einzelne Fehler so sehr viel weiter zu gehen, als
die SEIDELsche Theorie, und zweitens darin, da8 sie die Gleichungen
fiir jeden Fehler gesondert gibt. Die SribELschen Gleichungen
werden auch fiir nichtsphérische Rotationsflachen entwickelt, eine
Arbeit, die nach brieflicher AuBerung mir gegeniiber frither schon’
A. GULLSTRAND in Angriff genommen hatte.

Ich muB mich hier auf diese flichtige Andeutung des Inhalts
dieses Kapitels beschrinken. Es bildet, wie oben bemerkt, fiir sich
eine wertvolle Monographie des Gegenstandes, fiir deren Bearbeitung
in der jetzigen Vollstindigkeit die Verfasser neben der wertvollen
Unterstiitzung durch die KERBERschen Abhandlungen fast ganz auf
sich selbst angewiesen waren. .

Das sechste Kapitel ,, Die Theorie der chromatischen Aberrationen®
(Bearbeiter Dr. A. KoNIG) zeichnet sich namentlich durch die stete
Beriicksichtigung endlicher Wellenlingendifferenzen aus, wic sie
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allein den spektrometrischen Dispersionsmessungen und meist auch
den Rechnungen zu grunde liegen. Die beziiglichen Formeln sind
dabei durchaus nicht kompliziert.

Das neunte Kapitel endlich ,Die Strahlenbegrenzung in opti-
schen Systemen® (Bearbeiter Dr. M. voN RoHR) gibt eine methodische
Durchfiihrung der von ABBE begriindeten Theorie der Strahlen-
begrenzung fiir aberrationsireie optische Systeme. Sowohl der Fall
allseitig strahlender Objekte wie der in der Praxis so h#ufig vor-
liegende eines durchleuchteten und nur in beschréinkter Ausdehnung
strahlenden Objekts wird fir Projektionssysteme eingehend be-
handelt. Mittels der vom Bearbeiter schon frither eingefiihrten Ein-
stellungsebene ergeben sich in sehr einfacher Weise die Gesetze,
nach denen optische Systeme von rédumlich ausgedehnten Objekten
auf einem flichenhaften Schirm nicht sowohl Bilder als Abbilder
zu stande kommen lassen. Bei der Diskussion der Verhiltnisse, die
ein mit dem Auge in Verbindung stehendes System bietet, ergeben
sich neue Gesichtspunkte auf Grund der Feststellung A. GULL-
STRANDs, dafl in gewissen Féllen, wie bei der Betrachtung von
Photographien, die Hauptstrahlen sich geniigend verléiingert im
Augendrehungspunkte schneiden miissen. Dieser Punkt erhilt
dadurch neben der Pupille des Auges und in manchem Sinne tiber
diese hinaus Bedeutung fiir die Theorie der Instrumente.

Neben diesen Abschnitten, welche, wie gesagt, mehr oder minder
auf entsprechenden meiner Darstellung aufgebaut werden konnten,
sind nun noch drei Kapitel zu nennen, die auch in den Grund-
lagen ganz selbstindig sind und unter dem hier festgehaltenen Ge-
sichtspunkt sehr wichtige Zuséitze gegenliber meiner Darstellung
bedeuten. Es sind die Kapitel II ,Die Durchrechnungsformeln®
(Bearbeiter Dr. A. KoNxi¢ und Dr. M. voN Romr), VII ,Die Be-
rechnung optischer Systeme auf Grund der Theorie der Aberrationen®
(Bearbeiter Dr. A. Konie) und X ,Die Strahlungsvermittelung durch
optische Systeme“ (Bearbeiter Dr. M. voN ROHR).

Die beiden Erstgenannten kommen vorwiegend dem Bediirfnis
des praktischen Optikers entgegen, der entweder ein gegebenes
System durch rechnerische Verfolgung geniigend zahlreicher, es
durchsetzender Strahlen auf seine Tauglichkeit fiir einen gegebenen
Zweck priifen will oder der sich Rechenschaft geben will von der
Méglichkeit, gewisse Bildeigenschaften, d. i. eine gewisse Freiheit
von bestimmten Bildfehlern mit gegebenen Konstruktionsmitteln
synthetisch zu erreichen.
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Im zweiten Kapitel werden daher die Formeln zur Verfolgung
eines Strahls durch ein gegebenes System abgeleitet zuerst fiir
den Fall durch einen Achsenpunkt gehender, dann fir den in der
Meridianebene verlaufenden Strahlen (E. ABBE) und deren unendlich
nahe Nachbarn. Dann wird der allgemeine Fall windschiefer Strahlen
eingehend erdrtert unter Benutzung der Arbeiten von L. SEIDEL
bezw. B. WanacH, A. KerBer und H. BRUNS. Besonders wertvoll
crscheinen unter dem hier voranstehenden Gesichtspunkte die zum
Schluf des Kapitels mitgeteilten sogenannten Ditferenzformeln von
A. KERBER, die die Abweichungen fiir den erstgenannten Fall un-
mittelbar zu berechnen gestatten — KFormeln, die L. SEIDEL an-
scheinend in grofiter Allgemeinheit besessen hat.

Im siebenten Kapitel zieht Dr. A. KoNig sozusagen das prak-
tische Fazit aus den voranstehenden Entwickelungen tiber die sphé-
rischen und chromatischen Fehler in einer Diskussion iiber die
Moglichkeit, mehrere dieser Fehler in einem System gleichzeitig zu
heben. Er betrachtet daraufhin zuerst die sogenannte PETzvALsche
Bedingung (der Bildebenung), auf deren Erfiillung die sonst vorzugs-
weise benutzte ,Durchbiegung® der Linsen ohne EinfluB ist, und
dann die Korrektion der iihrigen SeipELschen Bildfehler in deren
wichtigsten Kombinationen. Der Einflul der zur Korrektion be-
nutzbaren Mittel (Durchbiegung, Distanzierung der Einzellinsen,
Blendenstellung) wird fiir verschiedene Félle erdrtert und durch
Zahlentabellen die Resultate diesbeziiglicher Berechnungen dargestellt.
Schlieflich wird die Berechnungsweise eines Systems im Anschluf
an ein gegebenes Muster dargelegt und der EinfluB der absoluten
Dimensionen eines Systems, des Mafstabs, aut die Fehlerbetrage
erdrtert, um die Grundlage fiir eine richtige Verteilung der Leistung
auf Objektiv und Okular zu geben.

Im SchluBikapitel endlich werden von Dr. vox RoHR die photo-
metrischen Verhéltnisse bei der optischen Abbildung vorgetragen.

Nach Entwickelung der photometrischen Grundgesetze wird aus
der physikalischen Lichttheorie unter Zuhilfenahme der neuesten
experimentellen Daten der Nachweis erbracht, daf die Gesamtinten-
sitdt sowohl des an Spiegeln reflektierten wie des an der Grenze
durchsichtiger Medien durch Brechung hindurchtretenden Lichts
innerhalb weiter Grenzen vom Einfallswinkel unabhéingig ist. Damit
sind die frither fehlenden physikalischen Unterlagen erbracht fiir
die Giltigkeit der beiden ABBEschen Strahlungssidtze innerhalb des
praktisch in Betracht kommenden Spielraums. Diese Sitze werden
entwickelt und auf die Hauptgattungen optischer Instrumente —
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die zur Projektion und die als Unterstiitzungsmittel des Sehens
dienenden — angewandt.

Der miihseligen Arbeit der eigentlichen Herausgabe hat sich
Dr. voN RoHR freundlichst unterzogen. Fiir die Einheitlichkeit der
Bezeichnungen und der Literaturnachweise, fiir die Anfertigung des
sehr eingehenden Sach- und Autorenregisters, sowie fiir die Fehler-
freiheit des Textes und die Anlage und Ausfiihrung der Figuren
sind wir ihm in erster Linie verbunden. Herzlicher Dank sei der
Verlagsfirma auch an dieser Stelle fiir die vortreffliche Ausstattung
des Werkes abgestattet.

Ich glaube, daB die in den nachfolgenden Blittern nieder-
gelegten Studienergebnisse der verschiedenen Mitarbeiter an diesem
Werk allen Fachgenossen als wertvolle Bereicherung der vorhan-
denen Literatur erscheinen werden.

Ob die Hoffnung, das Werk in der geplanten Weise durchzu-
fithren, sich jemals verwirklicht, hingt leider zum Teil von Um-
stinden ab, die in keines Menschen Macht liegen.

Jena, Anfang Dezember 1903.

S. Czapski.
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I. Kapitel.

Die Berechtigung einer geometrischen Optik.

Bearbeiter: H. Siedentopf.

1. Einleitung.

A. Licht-Theorieen.

Zur eingehenden und umfassenden Erklirung der Erscheinungen
des Lichtes dient die von HUYGENS aufgestellte und von YOUNG
und FRESNEL erweiterte Undulationstheorie des Lichtes, nach welcher
das Licht in transversalen Schwingungen eines sehr feinen, sehr
elastischen und iberall verbreiteten Mediums, des sog. Lichtithers,
besteht. Die von MAXWELL angebahnte und durch HERTZ verbreitete
elektromagnetische Theorie des Lichtes macht sich von spezielleren
Voraussetzungen iiber Einzelheiten des Lichtvorganges freier, und
es gelingt ihr ebenfalls, von den meisten Erscheinungen des Lichtes
ziemlich vollstindig Rechenschaft zu geben. Kine Riickkehr zu der
Aufnahme spezieller, aber verfeinerter Hypothesen iiber den Licht-
vorgang stellt die Elektronentheorie von LORENTZ dar.

Es gibt aber ein grofies Gebiet von Lichterscheinungen — und
darunter befinden sich gerade solche in grofier Zahl, welche sich
im gewo6hnlichen Leben am h#iufigsten darbieten und eine weit-
gehende praktische Anwendung gefunden haben — die in ihrem
wesentlichen Teil zu ihrer Erklirung nicht einer Hypothese liber
die mechanische, elektrische oder sonstige Natur der Lichtbewegung
bediirfen, sondern die auf gewissen allgemeineren Eigenschaften
der Lichtbewegung beruhen, — Eigenschaften, die an sich sehr
einfach sind, und die auch fiir sich zur Grundlage der hierher

Optik 1
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gehorigen Untersuehungen genommen werden kdénnen und — in
fritheren Zeiten ebensowohl, als in der Gegenwart — mit Erfolg
genommen worden sind.

B. Geometrische Eigenschaften der Lichtbewegung,

Diese allgemeinen Eigenschaften der Lichtbewegung lassen sich
aus den Grundvorstellungen iiber die Natur derselben unter
Zuhilfenahme einiger durch die Erfahrung dargebotener Hilfsprin-
zipien mathematisch streng ableiten und dadurch tiefer begriinden.
Sie lassen sich aber auch ohne weiteres als durch die Er-
fahrung gegeben ansehen und zum selbstindigen Aus-
gangspunkt der Untersuchung nehmen.

Es sind dies 1) das Gesetz der geradlinigen Ausbreitung des
Lichts; 2) das Gesetz der Unabhéngigkeit der Teile eines Lichtbiindels
voneinander; 3) das Gesetz der regelmiBigen Zurtickwerfung, Spie-
gelung, Reflexion und 4) das Gesetz der regelmifigen Brechung,
Refraktion des Lichts.

Alle vier Gesetze beziehen sich nur auf die Richtung der
Lichtbewegung, also eine rein geometrische Eigenschaft derselben.
Die Anwendung dieser Gesetze auf die in der Natur sich dar-
bietenden oder kiinstlich herstellbaren Kombinationen von Licht-
bewegungen bildet den Gegenstand der ,,geometrischen Optik‘.

Die eigentlich so genannte geometrische Optik erstreckt sich
jedoch nicht auf alle Erscheinungen des Lichts, soweit in ihnen
blof Richtungsidnderungen in Frage sind, sondern sie beschrinkt
sich auf diejenigen Fille, in welchen die wirkenden Medien isotrop,
unkrystallinisch, sind.

Wenn nun aber auch die genannten Gesetze geniigen, um auf
ihnen ejn sehr vollstindiges System aufzubauen, d. h. ein solches,
welches die beobachtbaren Erscheinungen sehr ann#hernd wieder-
gibt, und gestattet, noch nicht beobachtete Erscheinungen richtig
vorauszusagen, so werden wir doch der besonderen Vorstellungen
iiber die Natur des Lichts und deren Konsequenzen auch im Ver-
folge des hier ins Auge gefafiten beschrinkteren Untersuchungs-
gebietes nicht entraten konnen. Es hat ofters zu Irrtiimern gefiihrt,
daB man die Gesetze der geometrischen Optik tiber diejenigen
Grenzen hinaus, in welchen sie durch die Erfahrung bestitigt oder
durch die strengere Theorie gestiitzt waren, anwandte; namentlich
eine vollstindige Theorie der optischen Instrumente und der meteoro-
logisch-optischen Erscheinungen 146t sich nur durch Riickgreifen



Grundgesetze. 3

auf die Begriffe der Undulationstheorie gewinnen; und es wird in
jedem Falle gut sein, sich zu vergewissern, wie weit die aus den
einfachen Vorstellungen gezogenen Folgerungen in der strengen
Theorie noch eine Stiitze finden, wenn man die geometrische Optik
als physikalische Disziplin und nicht als ein bloBes Ubungsfeld der
Mathematik behandeln will.

Diesem Standpunkte gem#f sollen im folgenden aufiler den
allgemeinen Beziehungen, welche aus den Grundgesetzen abgeleitet
worden sind, nur solche Konsequenzen derselben behandelt werden,
welche entweder zum Verstindnis wichtiger Naturerscheinungen
oder zu dem der optischen Instrumente nétig sind. —

2. Grundgesetze.

A. Die Ausbreitung des Lichts in geraden Strahlen.

Das Gesetz der Ausbreitung des Lichts in geraden Strahlen
innerhalb eines homogenen Mediums ist ebensowenig als eines der
anderen Grundgesetze der Physik aus einzelnen, eigens hierzu an-
gestellten Beobachtungen geschlossen worden, noch ist es dureh
solche tiiberhaupt streng beweisbar. KEs nimmt seine Gewiiheit,
gerade so wie die Grundgesetze anderer physikalischer Disziplinen,
aus der Ubereinstimmung der aus ihm gezogenen Folgerungen mit
der Erfahrung. Uberall im gewohnlichen Leben, und in aller
Strenge in der praktischen Astronomie und Geodisie, wird auf die
unbedingte Giiltigkeit dieses Gesetzes gebaut und wird umgekehrt
die Geradlinigkeit einer Strecke aus der Tatsache der Bewegung
des Lichtes in ihr gefolgert; und stets haben sich die hieraus
weiter gezogenen Schliisse als richtig erwiesen. Diese zahllosen,
zum Teil sehr kritischen Bestdtigungen des Gesetzes haben dem-
selben eine Sicherung und allgemeine Annahme verschafft, wie
kaum einem anderen Naturgesetze.

Trotzdem ist, wie seit hundert Jahren wohlbekannt ist, das
Gesetz nicht unbedingt, und in der gewohnlich ausgesprochenen
Form tberhaupt nicht richtig.

Wenn man daran geht, es einer moglichst strengen Priifung
durch das Experiment zu unterziehen, wenn man, um es als Ele-
mentargesetz nachzuweisen, moglichst mit den elementaren Bestand-
teilen des Lichts, den ,,Strahlen“ selbst, zu operieren versucht,
also durch Schirme mit sehr engen Offnungen aus einem groBeren
Lichtbiindel solche ,,Strahlen heraushebt und ihren Weg verfolgt,

1*
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so bemerkt man, daf die Ausbreitungsrichtung des Lichts desto
unbestimmter, vieldeutiger und damit die Existenz isoliert darstell-
barer ,,Lichtstrahlen iiberhaupt desto zweifelhafter wird, je mehr
man sie zu erreichen strebt. Denn je enger man die fragliche
Offnung macht, desto weiter breitet sich das durch sie getretene
Licht, statt in einer einzigen Richtung weiterzugehen, in ein Biischel
von in verschiedenen Richtungen variabler Helligkeit aus; einen
je kleineren Schirm man in den ‘Weg eines Lichtbiindels stellt,
desto weniger ist der auf einem gegentibergestellten Schirm ent-
worfene Schatten dem schattenwerfenden Kérper geometrisch dhnlich,
desto mehr tritt an die Stelle dessen, was wir als Schatten zu be-
zeichnen gewohnt sind, eine ganz andere Erscheinung. Wir brauchen
uns bei einer n#dheren Beschreibung solcher Versuche nicht aufzu-
halten; denn wir gelangen auf diesem Wege zu nichts anderem,
als zu dem, was als ein besonderes, wichtiges Erscheinungsgebiet
der Optik Diffraktion, Beugung des Lichts genannt und ein-
gehend studiert worden ist.

Trotzdem hiernach das Gesetz der Ausbreitung des Lichts in
geraden Strahlen nur eingeschrinkte Giiltigkeit hat, verliert es
doch kaum an Bedeutung, auch auf dem Boden der strengeren
Theorie des Lichts, welche die oben erwahnten Erscheinungen vollig
zu erkldren vermag. Jene Theorie*) zeigt vielmehr, iibereinstimmend
mit der Erfahrung, daf bis zu einem erheblichen Grade der An-
niaherung in den gewdéhnlich vorkommenden Féllen, d. h. iiberall
da, wo wir es mit Lichtbilischeln von endlichem Querschnitt zu tun
haben, diese Biischel sich in vielen Beziehungen so verhalten, als
seien sie aus einzelnen Strahlen zusammengesetzt, welche sich un-
abhédngig voneinander in geraden Linien fortbewegen. Nur in
den meist ziemlich subtilen Fillen, welche in der Lehre von der
Interferenz und Beugung des Lichts betrachtet werden, und auch
da oft nur bei besonderer Aufmerksamkeit, sind die Ausnahmen
von dieser Regel wahrzunehmen, wiewohl sie in aller Strenge nie-
mals gilt.

Auffalliger werden die Abweichungen von den Grundgesetzen
der geometrischen Optik an den Grenzen von Biischeln endlichen
Querschnitts; aber alsdann ist die Menge des abweichenden Lichtes
verschwindend gegen die des in diesem Sinne reguldren, kann
also gegeniiber dieser fiir viele Zwecke vernachlissigt werden.

*) Nach KIRCHHOFF (1) sind Strahlen diejenigen Geraden, nach denen sich
im Innern eines Wellenzuges die Energie fortpflanzt.
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Grundgesetze.

B. Das Verhalten des Lichts an der Grenze zweier
verschiedener Medien.

Die anderen beiden Grundgesetze treffen, wie die strenge
Theorie des Lichtes und ebensolche experimentelle Priifung zeigen,
bis zu demselben Grade der Annidherung zu, wie die beiden ersten
das heifft in allen Fillen, wo und insoweit, als man gemif den
vorliegenden &uBeren Bedingungen berechtigt ist, tiberhaupt von
,,Strahlen“ zu sprechen.

Solange sich das Licht in einem einzigen homogenen Mittel
bewegt, tut es dies mit den angegebenen Einschréinkungen in gerad-
linigen Strahlen. Gelangt es an die Grenze eines Mittels von anderer
optischer Beschaffenheit, so spaltet es sich in zwei Teile, die sich
von der getroffenen Stelle an der Grenzfliche aus mit plotzlich
verdinderter Richtung fortbewegen:

a) Ein Teil des Lichtes bleibt im ersten Medium — zuriick-
geworfenes, reflektiertes Licht.

b) Der iibrige Teil des Lichts geht in das zweite Medium i{iber
und pflanzt sich zunéichst in ihm fort — gebrochenes Licht.

Die Beschaffenheit der Grenzfliche. Eine genauere Untersuchung zeigt
allerdings, daf diese scharfe Scheidung niemals eintritt. Auch der Teil des
Lichtes, welcher in das erste Mittel zuriickkehrt, war vorher bis zu einer
gewissen, sehr geringen Tiefe in das zweite Mittel eingedrungen. Die natiir-
lichen Farben der Korper haben in der bei dieser Gelegenheit vor sich ge-
gangenen selektiven Absorption des Lichts ihren Entstehungsgrund, was wir
aber hier nicht néher erértern koénnen. In welchem Mafe und bis zu welcher
Tiefe ein solches Eindringen des sogen. reflektierten Lichtes stattfindet, hingt
aufler von der Natur der aneinandergrenzenden Mittel auch noch im hohen
Grade von der Beschaffenheit der Grenzfliche ab; z. B. davon, ob der zweite
Korper in festem oder etwa pulverisiertem Zustande vorliegt, ob seine Ober-
fliche im ersteren Falle rauh oder poliert ist. Bei polierten Fldchen ist auBer-
dem das Verh#ltnis der Politurfeinheit zur Wellenlinge der angewendeten
Lichtart in Betracht zu ziehen. Es konnen z. B. feingeschliffene, aber nicht
polierte Flachen fiir ultrarotes Licht brauchbare Spiegelflichen abgeben,
wihrend auf der anderen Seite mit nicht besonderer Sorgfalt polierte Flichen
fir ultraviolettes Licht nur unvollkommen reflektieren oder brechen.

Die regelmiBige und die diffuse Reflexion und Brechung.
Die Richtung des reflektierten Lichts hdngt nach dem dritten Grund-
gesetz der geometrischen Optik in einer bald n#éher anzugebenden
Weise nur von der Neigung des einfallenden Lichtstrahls gegen
das von ihm getroffene Klement der Grenzfliche ab. TUnd in der
Tat, wenn diese Fldche mathematisch regelmifiig und vollkommen
glatt poliert ist, so findet die Bewegung des Lichts fast ausschlie8-
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lich in den jenem Gesetze entsprechenden Richtungen statt. Die
Reflexion an solchen Flichen heifit daher regelmifiige Reflexion.

Je mehr aber die Trennungsfliche unregelm#fig ist, in der
Art, daB ihre Elemente schon auf kleinem Gebiete oft und stark
ihre Richtung &ndern, d. h. je mehr die Fliche rauh, matt ist,
desto weniger findet jenes Grundgesetz auf die Reflexion des Lichtes
an ihr Anwendung. Die Anordnung der Elemente ist bei solchen
Flachen wohl nie angebbar, so daB fiir eine Berechnung ihrer
Wirkung nach dem Reflexionsgesetz schon die néotige Unterlage
fehlt. Es ist dann aber auch die GroBe der verschiedentlich wir-
kenden Flachenstiicke eine so geringe, dafl die Regeln der geo-
metrischen Optik, wie vorhin hervorgehoben, tiberhaupt nicht ohne
weiteres auf das Verhalten des Lichts an ihnen anwendbar sind.
Endlich wird in einem solchen Falle, wie leicht ersichtlich, das in
eine geringe Tiefe des zweiten Mittels eingedrungene Licht mit
wirksam sein miissen und die Erscheinung beeinflussen. Von dem
z. B. auf eine ebene Fliche in einer Richtung auffallenden Licht
werden dann Teile, in stetig variierender Intensitit, nach allen
Richtungen zerstreut — diffuse Reflexion.

Gerade durch den Umstand, daB eine diffus reflektierende
Flache sich in ihren kleinsten Teilen verschieden gegen das Licht
verhilt, werden uns diese, und damit die Fliche selbst, als diskrete
Ausgangspunkte von Lichtbewegungen sichtbar, wihrend durch
Reflexion an vollkommen glatten Flichen — wie wir spiter sehen
werden — nur Bilder der duBeren, ihrerseits entweder selbst leuch-
tenden oder diffus reflektierenden Gegenstinde entstehen, die re-
flektierenden Flichen selbst aber durchaus unsichtbar bleiben. In
der Wirklichkeit wird diese Unsichtbarkeit freilich meist durch die
unvermeidlichen Kratz- oder Sprungstellen, Stiubchen u. dergl.
mehr oder minder aufgehoben. Denn in der Wirklichkeit gibt es
keine Grenzflichen, die dem einen oder dem anderen Falle voll-
kommen entsprechen, so daf wir es immer nur mit einer mehr
oder minder groflen Ann#herung an das im Idealfalle stattfindende
Verhalten zu tun haben.

In Bezug auf das gebrochene Licht gelten zum Teil dieselben
Bemerkungen, wie sie in Bezug auf das reflektierte eben gemacht
wurden. Wenn die Grenzfliche der beiden Medien glatt ist, so
hingt die Richtung des gebrochenen Lichts gemifi dem bald an-
zugebenden vierten Grundgesetz der geometrischen Optik nur von
der Richtung des eintallenden Strahls gegen das getrotfene Flichen-
element und der Natur der beiden aneinandergrenzenden Medien



Grundgesetze. 7

ab. Ist die Trennungsfliche aber matt, rauh, so wird das in das
zweite Medium eindringende Licht diffus gebrochen, in ganz ana-
loger Weise, wie das in das erste Medium zurticktretende Licht
diffus reflektiert wird.

Innerhalb des zweiten Mediums kann das Licht verschiedene
Modifikationen erfahren. Stets geht ein Teil des Lichts als solches
verloren und wird in andere Formen von Energie — Wéarme,
Elektrizitit, chemische Energie — verwandelt, absorbiert. Oft dndert
das Licht auch nur seine Art, Farbe, innerhalb des neuen Mittels
und bietet dann die interessanten Erscheinungen der Fluoreszenz dar.
Je nachdem durch eine Schicht von gegebener Dicke ein griéferer
oder geringerer Teil des auf sie gefallenen Lichtes hindurchgelassen
wird, nennt man den Korper mehr oder weniger ,,durchsichtig®.
Ein Mittel wird im allgemeinen fiir verschiedene Farben verschiedene
Absorption und daher auch verschiedenen Grad der Durchsichtig-
keit besitzen.

Wenn das Medium, in welchem sich das Licht bewegt, voll-
kommen homogen ist, so kann man durch hinreichend diinne
Schichten desselben andere Objekte, wenn auch in verringerter
Helligkeit, so doch in vollkommen unverminderter Schirfe sehen.
Medien, welche in homogener Masse Partikeln anderer optischer
Eigenschaft zerstreut enthalten, wie dies z. B. bei der Milch, dem
Blut, dem Porzellan, der feuchten atmosphérischen Luft der Fall
ist, heiflen triilbe Medien. Die in ihnen vorhandenen Partikeln ver-
ursachen eine innere diffuse Reflexion, deren Natur nur nach den
Vorstellungen der physikalischen Lichttheorie n#éher detinierbar ist.
Im durchgehenden Lichte lassen diese triitben Medien die sufleren
Gegenstinde nur unscharf erkennen, weshalb sie auch durchschei-
nend genannt werden.

Es braucht wohl kaum daran erinnert zu werden, daBl es in
der Natur absolut durchsichtige Medien nicht gibt, sondern nur ein
gradueller Unterschied der Triibheit vorhanden ist, welcher aller-
dings so groB ist, daB er zu einer Verschiedenheit der allgemeinen
Bezeichnung vollauf berechtigt. KEs gibt Substanzen, wie z. B. nach
Untersuchungen von H. SiepENTOPF und R. Zsiemonpy (1), Gold-
rubingléser, deren Triibung durch fein zerteiltes Gold so unmerklich
wird, daB sie im durchfallenden Licht vollkommen klar erscheinen,
und es gibt umgekehrt in der Natur keine ganz undurchsichtigen
Mittel, sondern in hinreichend dtinnen Schichten werden alle Medien
durchsichtig oder wenigstens durchscheinend. Doch beziehen sich
diese Bemerkungen schon nicht mehr auf das Verhalten des Lichts
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an der Grenze zweier Medien, sondern auf seinen Verlauf inner-
halb je eines Mittels.

In dem folgenden werden alle Medien, welche das Licht trifft,
nicht blof als homogen, sondern auch als vollkommen durchsichtig
und als durch vollkommen glatte Flichen begrenzt angenommen,
oder vielmehr es wird das Verhalten des Lichts an ihnen nur in-
soweit, als es von jenen Eigenschaften bedingt ist, untersucht.

Entsprechend dem Zwecke und Charakter der geometrischen
Optik wird von allen Eigenschaften des Lichtes, welche nicht zu
Anderungen geometrischer Verhiltnisse AnlaB geben, in dem Vor-
trag derselben abgesehen. Also wird keine Riicksicht darauf ge-
nommen, ob das Licht von einem selbstleuchtenden oder diffus
strahlenden Koérper ausgeht, oder von Brennpunkten, die erst durch
besondere optische Veranstaltungen aus jenen hervorgegangen sind,
ferner ob das Licht intensiv oder schwach, ob natiirliches oder in
irgend einem Polarisationszustande befindliches ist. Wir beriick-
sichtigen nur die Intensititsinderungen gegebener Lichtbiischel,
soweit sie allein durch die Anderungen der geometrischen Verhilt-
nisse bedingt werden. Xs liegt ferner ganz im Sinne der geo-
metrischen Optik als einer Hilfsdisziplin der physikalischen Optik
und einer selbst physikalischen Disziplin, nicht den Schnittpunkt
irgend welcher ,,Strahlen“ verschiedenen Ursprungs als ,Brenn-
punkt‘ des betreffenden Biischels aufzufassen, sondern als solchen
nur den Vereinigungspunkt kohdrenter Strahlen gelten zu lassen,
d. h. von Strahlen, welche urspriinglich von ein und demselben
leuchtenden Punkte ausgingen, oder — wie die Definition des
Lichtstrahls in der Ausdrucksweise der Wellentheorie lautet — nur
solcher, welche Normalen derselben Wellenflidche sind, was wir schon
hier betonen wollen.

C. Die Grundgesetze der Reflexion und Brechung.

Die Richtung, welche der regelmifig zuriickgeworfene und der
ebenso gebrochene Teil des Lichts im Verhiltnis zu dem einfallen-
den einschlagen, wird durch die folgenden Gesetze bestimmt (drittes
und viertes Grundgesetz der geometrischen Optik).

Definitionen. Der spitze Winkel, welchen der einfallende
Strahl mit der im Einfallspunkte auf der Trennungsfliche der beiden
Medien errichteten Normalen — der Einfallsnormalen — bildet,
heiit der Einfalls-, Incidenzwinkel. Der spitze Winkel, welchen
der reflektierte bezw. gebrochene Strahl mit derselben Normalen



Grundgesetze. 9

bildet, heiBt der Reflexions- bezw. Brechungswinkel. Die Ebene,
in welecher der einfallende Strahl und die Normale liegen, heifit die
Einfallsebene. Es gilt dann:

Der reflektierte und der gebrochene Strahl liegen in der
Einfallsebene und auf der entgegengesetzten Seite des Kinfallslots,
wie der einfallende Strahl.

Das Grundgesetz der Reflexion. Der Reflexionswinkel ist
gleich dem Einfallswinkel: APN=—BPN=1{ (Fig. 1). Dabeci
sollen die Winkel als positiv bezw.
negativ gerechnet werden, je nach-
dem bei ihnen die Drehung des
Strahles in die Richtung der Nor-
malen in einem Sinne erfolgen wiirde,
welcher dem der Drehung des Uhr-
zeigers gleich oder entgegengesetzt ist.

Das Grundgesetz der Brechung.
Der Sinus des Brechungswinkels stelit
zu dem Sinus des Einfallswinkels in
einem Verhiltnis, welches nur von der
Natur der beiden aneinandergrenzen-
den Medien ¢ und b und der Art
(Wellenliinge) des wirksamen Lichts,
aber nicht von der Gifsse des Ein- Lk ¢ mud Relexiomovinel -
fallswinkels abhin gig ist: Winkel der Totalreflexion B im Medium b.

Fig. 1.

sin CPM[sin APN = sin r[sin i = n,y, = const (3).

Die Verhiltniszahl n,; heiBt der Brechungsindex des Mediums
a gegen das Medium b fiir die betreffende Lichtart.

Uber die erfahrungsmiBige Begriindung dieser Grundgesetze
gilt das in der Einleitung Gesagte. Die Ableitung derselben aus
den Voraussetzungen der Undulationstheorie wurde zuerst von
HuveeENs gegeben, spiater von FRESNEL schirfer formuliert. Die
genaueste Bestitigung hat das Reflexionsgesetz durch astronomische
Beobachtungen erfahren, bei welchen die Hohe eines Sterns einer-
seits direkt durch Einstellung auf ihn mit dem Meridianinstrument,
dessen Horizontallage mittels Libelle festgestellt ist, andererseits in-
direkt durch Messung der Tiefe seines Spiegelbildes in einem Queck-
silberhorizont bestimmt wird. Die auf diese Art beobachtete Tiefe
wird immer genau der Hohe gleich gefunden bei jedem Betrage
der letzteren. Dergleichen Messungen sind aber einer sehr grofien
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Genauigkeit fihig, so dal sie eine ebenso genaue Priifung der
Konsequenzen des fraglichen Gesetzes représentieren.

Das Brechungsgesetz wird am schirfsten auf die Probe gestellt
durch Bestimmungen der Brechungsverhiltnisse selber und durch
die Ubereinstimmung der unter seiner Annahme berechneten op-
tischen Konstruktionen, wenn dieselben exakt ausgefiihrt sind, mit
der Rechnung.

Das Prinzip der Umkehrbarkeit der Strahlenwege. In Bezug
auf letzteres Gesetz hat die Erfahrung weiterhin zu erkennen
gegeben, daB — was bei der Reflexion eo ipso statt hat — der
einfallende und der gebrochene Strahl stets miteinander vertauscht
werden koénnen, so daB, wenn irgendwo ein unter dem Winkel ¢
im Medium «a einfallender Strahl unter dem Winkel » in das Medium b
gebrochen wird, derselbe unter dem Einfallswinkel r im Medium b
einfallend genau unter dem Winkel i in das Medium a gebrochen
wiirde. Mit anderen Worten: wenn z,, = sinr/sin¢ der Brechungs-
exponent des Mediums a gegen das Medium b ist, so ist n,, ==
sin¢/sinr=1/n,, der Brechungsexponent des Mediums b gegen das
Medium a; also n, =1/n,,.

Wir schliefen hieraus: wenn ein Strahl nach irgend welchen
Reflexionen und Brechungen so auf eine Fliche fillt, daf er senk-
recht reflektiert wird, so durchlduft er genau seinen vorherigen
Weg, nur in umgekehrter Richtung.

Die optische Invariante. Und endlich hat die Messung zahl-
reicher Brechungsverhéltnisse gezeigt, da das Brechungsverhiltnis
n,, eines Mediums a gegen b vollstindig bestimmt ist, wenn die
Brechungsverhéltnisse »,,, n,, der Medien a und b gegen irgend ein

. . n,

anderes Medium ¢ bekannt sind, und zwar, daB n,=—-%. Der
nbc

relative Brechungsexponent eines Mediums a gegen das Medium b

ist also gleich dem Verhiltnis der relativen Brechungsexponenten
der Medien a und b gegen ein drittes Medium ¢. Hierdurch wird
die Zahl der moglichen Brechungsexponenten, welche sonst gleich
der Zahl der Kombinationen aller Medien miteinander wére, in ein-
deutiger Weise auf eine einzige Reihe zuriickgefiihrt, nidmlich auf
die der Brechungsexponenten aller Medien gegen ein einziges. Als
das letztere wird vornehmlich der leere Raum genommen. Die
Brechungsverhiltnisse gegen den leeren Raum heilen darum absolute,
oder Brechungsindices schlechthin. Das Vakuum selbst hat gemif
dieser Bestimmung den Brechungsindex 1; die bekannten durch-
sichtigen Medien haben alle Brechungsindices > 1; nur einige Metalle,
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in Prismen von sehr geringer Dicke untersucht, haben Indices
<1 ergeben, wie z. B. von A. KUNDT (1.) festgestellt wurde.

Vermoge dieser Beziehungen laft sich die Gleichung, welche
das Brechungsgesetz ausspricht, in einer symmetrischen Form
schreiben, welche wir kiinftig oft anwenden werden. Wir haben
sinr=mny-sin¢. Da nun n,==n,/n, ist, wenn wir mit n, =, die
Brechungsexponenten der Medien a und b gegen den leeren Raum
bezeichnen, so wird

N, SINT=MN,-8INn7,

oder das Produkt aus Brechungsexponent und Sinus des Winkels
(Strahl-Normale) #ndert sich bei je einer Brechung nicht. Wir
wollen dieses Produkt die ,,optische Invariante‘ nennen.

Man erkennt ferner, daf die Reflexion durch dieselbe Gleichung
wie die Brechung dargestellt wird, indem fiir sie nur =, :n, den
speziellen Wert —1 erhilt. Wir werden daher in dem folgenden
oft nur die Probleme der Brechung direkt behandeln und das fiir
die Reflexion geltende Resultat ohne weiteres aus jenem durch die
Substitution n,:n, = — 1 gewinnen.

D. Die Dispersion des Lichts.

‘Wie schon bemerkt, hingt die durch Brechung herbeigefiihrte
Richtungsianderung des Lichts an der Grenze zweier Medien, also
der relative Brechungsexponent derselben nicht nur von der Be-
schaffenheit dieser Medien ab (fiir welche er umgekehrt ein wesent-
liches Charakteristikum ist), sondern auch von der Art (Farbe,
Wellenléinge) des wirksamen Lichts; #» ist eine Funktion von A.

Wie eine solche Verschiedenheit der Brechungsexponenten fiir
verschiedene Farben in Erscheinung treten mufl, konnen wir auf
Grund des bisher Abgeleiteten schon angeben. Denn ist der
Brechungsexponent eines Mediums gegen den leeren Raum (oder
auch gegen ein anderes Medium) fiir eine gewisse Farbe=—=mn, so
gilt fiir diese sini==n-sinr. Ist der Brechungsexponent fiir eine
benachbarte Farbe (Wellenlinge)=mn - dn, so wird ein Strahl von
der betreffenden Farbe, welcher unter demselben Winkel ¢ einfallt
wie der erste, unter einem Winkel r - dr gebrochen, welcher von
r verschieden ist, gemif

n-cosr-dr4sinr-dn=20
oder
dr=—(dn/n)tgr.
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Unter demselben Winkel einfallende Strahlen verschiedener
Wellenlinge werden also schon durch eine einzige Brechung (und
noch mehr durch zwei solche geeignet angeordnete) in verschiedene
Richtungen gelenkt. NEwTON schlof umgekehrt aus der ungleichen
Ablenkung verschiedener Farben durch Prismen auf die verschiedene
Brechbarkeit des verschieden farbigen Lichts und auf die Zu-
sammensetzung des weilen Sonnenlichts aus verschiedener Farbe.
Die Art der Auffindung dieses Faktums durch NEwToN (im J. 1666)
gilt noch heute fiir ein Muster induktiver Forschung und die von
ihm gegebene Darstellung seiner Untersuchung fiir eins der lesens-
wertesten Dokumente der &lteren Physik.

Es mag hier noch bemerkt werden, daf der Brechungsexponent
der Medien im allgemeinen desto grofler ist, je kleiner die Wellen-
lange des betreffenden Lichts ist, daf er also im sichtbaren Teil
des Spektrums von dem roten Ende nach dem blauen hin stetig
wachst. Doch gibt es eine Klasse von Kérpern, welche eine Aus-
nahme von dieser Regel bilden, in welchen also entweder das ganze
sichtbare Spektrum oder Teile desselben den umgekehrten Zu-
sammenhang zwischen Brechungsexponent und Wellenlinge auf-
weisen. Man nennt diese Art von Dispersion darum anomale.

Man glaubte frither, da die Griofe des Brechungsexponenten
stets Hand in Hand ginge mit der Dichte der Korper. Wenn sich
nun auch dieser Zusammenhang nach den spiteren Untersuchungen
als ein keineswegs durchgiingiger erwiesen hat, so findet er doch
sehr oft statt, und man hat den einmal eingefiihrten Begriff der
,,optischen Dichte“ zur Abkiirzung der Ausdrucksweise beibehalten.
Der Ausdruck, ein Medium sei optisch dichter als ein anderes, soll
daher nichts weiter besagen, als, es habe einen gréB8eren Brechungs-
exponenten als jenes.

E. Die Totalreflexion.

Wir haben die Beziehung zwischen Brechungs- und FEinfalls-
winkel durch die Gleichung ausgedriickt n,-sini==1,-sinr. Wenn
n, < my, also n, <1 ist, so bestimmt sich gem#lf dieser Gleichung
zu jedem Einfallswinkel 4 der Brechungswinkel ». Da der grofite
Einfallswinkel ¢, = J=mn[2 ist, so ist der grofte Brechungswinkel
unter diesen Umstéinden bestimmt durch die Gleichung sin (,,,, = R)
=mn,[n,. Allen einfallenden Strahlen entsprechen also gebrochene,
die in einem Kegel von der Halbéffnung are (sin=mn_/»,) enthalten

sind. Betrachten wir umgekehrt den Ubergang des Lichts aus dem
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Medium b in das Medium a, oder, was dasselbe ist, nehmen wir
an, es sei m, >mn,, also n, >1, dann gibt es aus der Gleichung
n,+8in ¢ ==mn, -sin r reelle Brechungswinkel » nur zu Einfallswinkeln <,
deren sin kleiner ist als m,/n, oder Kkleiner als 1/n,, entsprechend
dem groften moglichen Brechungswinkel » = x/2. Strahlen, welche
unter einem griofieren Winkel ¢ einfallen, als dem dieser Gleichung
entsprechenden, kénnen gar nicht mehr gebrochen werden, sondern
alles eingefallene Licht wird in das erste Medium reflektiert.¥) Man
nennt diese Art von Reflexion daher Totalreflexion und den Ein-
fallswinkel J, von welchem an dieselbe beginnt, welcher also der
Gleichung sin J==mn,/n,=1[n,,=mn,, geniigt, den , kritischen
Winkel“ oder Winkel der Totalreflexion.

Beildufig mag bemerkt werden, daf bei durchsichtigen Medien
die relative Menge des reflektierten Lichts {iberhaupt mit dem Ein-
fallswinkel wichst, so dafl sie von dem der senkrechten Inzidenz
entsprechenden Minimum bis zur Totalreflexion stetig wichst.

Der Winkel der Totalreflexion hidngt nur von den Brechungs-
exponenten der beiden aneinander grenzenden Medien ab. FEr ist
daher auch im allgemeinen von der Wellenlinge, Farbe des be-
trachteten Lichts, abhingig.© Der Winkel der Totalreflexion in
einem Medium, welches an das Vakuum grenzt, bestimmt in ein-
tachster Weise dessen absoluten Brechungsexponenten sinJ==1/n.

F. Hilfssdtze.

Aus dem Reflexions- und Brechungsgesetze lassen sich einige
Hilfssétze ableiten, welche uns in der Folge manchmal niitzlich
sein werden, und die wir daher hier voranstellen. In Bezug auf
die Reflexionen folgt aus deren Gesetz: 1. daBl der einfallende und
der reflektierte Strahl gleiche Winkel auch mit jeder durch den
Einfallspunkt gehenden zur Einfallsnormalen senkrechten Geraden
bilden, und 2. dafi die Projektionen des einfallenden und zuriick-
geworfenen Strahls auf irgend eine durch die Einfallsnormale gehende
Ebene ebenfalls das Reflexionsgesetz befolgen. Der Beweis dieser
Satze liegt auf der Hand. Wir wollen daher nur die entsprechenden
fir die Brechung geltenden S#tze beweisen, aus welchen sich die

*) Wenn auch genaue Untersuchungen gezeigt haben, daf auch hier das
Licht zum Teil in das zweite Medium eindringt, so geschieht dies doch nur
bis zu sehr geringer Tiefe, und auch dieser Teil des Lichts kehrt seine Be-
wegungsrichtung um.
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ersteren ja auch ergeben, wenn n,= —mn, oder n==—n' gesetzt

wird. Hier gilt:

1. Die Cosinus der Winkel, welche einfallender und gebrochener
Strahl mit irgend einer durch den Fufpunkt der Einfallsnormalen
zu dieser senkrechten, d. h. in der Tangentialebene der brechenden
Fliche gelegenen Geraden bilden, stehen ebenfalls im umgekehrten

Verhiltnis der Brechungsexponenten.

2. In demselben Verhéltnis stehen die Sinus der Winkel, welche

Fig. 2.

Projektionen des einfallenden Strahles PO und des gebroche-

nen Strahles OP' auf eine in der Tangentialebene MM der

brechenden Fliche gelegene Gerade R R’ und auf eine durch
die Normale NN’ gelegte Ebene SNS'N',

jene Strahlen mit einer
durch die Normale ge-
legten Ebene bilden.

3. Fiir die Projek-
tionen des einfallenden
und des gebrochenen
Strahls auf eine durch
die Normale gelegte
Ebene gilt das Bre-
chungsgesetz mit einem
Brechungsindex, wel-
cher von der Neigung
der Strahlen gegen jene
Ebene abhéngt.

Sei, zum Beweise
dessen, ON (Fig. 2) die
Einfallsnormale, MM
die brechende Ebene
oder Tangentialebene
der brechenden Fliche
in 0, PO der einfallen-
de, OF' der gebrochene
Strahl. Dann gilt

n-sin(PON=1)=n-sin(P'ON'=1');

daher auch

7-Z—._T_. = ’- —_—
ncos(2 1 POQ) ncos<2

44

i = PO Q’>

Mache ich die Linge von OP und OP proportional zu resp.
n und ', so ist hiernach, wenn @ und @ die FuBpunkte der von
Pund P’ auf die Ebene MM gefillten Lote sind, 0Q==0Q'. Ziehe
ich nun durch O in der Ebene MM irgend eine andere Gerade,
ROR' und fille von P und P’ Senkrechte auf sie, nach R und R',
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so sind die Verbindungslinien @R und Q' R’ auch senkrecht auf
ROR'. Daher auch OR=0OR'. Es ist aber OR= OP-cos POR,
OR' = OP'-cosP'OR', folglich in der Tat cosPOR:cos POR =n':n
(1. Satz).

Denke ich mir nun durch ON und die (beliebige) Gerade RR'
cine Ebene gelegt und von den, wie vorher bestimmten Punkten
P und P’ Senkrechte auf diese Ebene gefillt, nach S und §', so
ist PS=QR und P'S'=QR, also auch PS=P'S, da ja QR
=@ R. Aber PS= OP-sinP0S; P'S'= 0P -sin P'0S', folglich
sin POS:sin P’OS' = OP : OP=n":n (2. Satz).

Endlich ist SO-sin SON=SN=.80-sinS’ON'=S8N'. Aber
S0 =PO0-cosPOS; S'0=P'0cos P'OS, folglichn-sin SON-cos SOP
=n'-sinS'ON"-cos S’OP" oder sinSON:sinS'ON'=n"- cos S'OP
:n-cos SOP (3. Satz).

Bei der Bezeichnung der Figur gilt also, neben der Funda-
mentalgleichung n-sini=x'-sin¢ oder sini:sini'==n":n noch

1. cosy:cosy =n':n,
2. sind:sind ==un":n
und '
. . n
3. sing : sing’ = —(cos?d': cosP)=n'cos#" : n cos J.
n

G. Die analytische Formulierung des Brechungsgesetzes
fiir rdumliche Koordinaten.

AuBler den vorstehenden Hilfsséitzen kann insbesondere bei
der Berechnung windschiefer Strahlen durch abbildende Systeme
eine allgemeinere Formulierung des
Brechungsgesetzes von Wichtigkeit
werden.

Um diese abzuleiten, wollen
wir die Pole des einfallenden Strahles
o, der Verlingerung des gebrochenen
Strahles nach riickwirts ¢, des Kin-
fallslotes L wund einer beliebigen
durch den Einfallspunkt der brechen-
den Fliche gezogenen Geraden Z

Fig. 3.

auf der Einheitskugel konstruieren  Lage der Pole o des einfallenden, o des
. . . . gebrochenen Strahles, L des Einfallslotes

(Flg. 3). Da die Brechung in einer gegen den Pol Z einer beliebigen durch

. " N . den Einfallspunkt (Kugelmittelpunkt) der
Ibene verlduft (Gl ‘lndgebetz S. 9)7 Einheitskugel gezogenen Geraden.
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liegen L, ¢ und o auf einem groBten Kugelkreis. Die Winkel,
die 0, ¢’ und L mit der beliebigen Achse Z bilden, bezeichnen wir
durch £, ' und L,

Wir kénnen jetzt den Winkel ¢ der Brechungsebene gegen die
Ebene LZ in doppelter Weise ausdriicken. Wir erhalten nidmlich
aus den beiden sphirischen Dreiecken LoZ und Lo’ Z:

cos L —cos L, cos ¢ cos {'—cos L, cos ¢’

cos ¢ = - £ = - —
sin L, sin ¢ sin L, sin ¢/

Hieraus folgt mit Riicksicht auf das Grundgesetz der Brechung

sing  #'

sin¢' n
durch Elimination von ¢
2’ cos {' —mn cos { ==cos L, (n' cos ¢’ — n cos ).

Bezeichnen wir jetzt zur Abkiirzung die Richtungscosinus der
Strahlen ¢ und o' gegen drei beliebige Achsen XY Z mit m, p, q
resp. m', p', ¢' und diejenigen der Flichennormale im Einfallspunkte
mit 4, u, v und setzen den Ausdruck ='cost¢ —mncosi==J, so er-
halten wir schlieflich

{n'm'—nmz iJ,

I Wy —np =uplJ,
w'q —ng=vJ,
wobei J=n'cosi —ncosi und
Jr=n"t4n>—20'n (mm' +pp’ + qq)
cos (i’ —¢) =mm’ +pp' +qq".
H. Die Ablenkung eines Strahls durch Reflexion
und Brechung.

Charakteristisch fiir die Natur der Brechung — im Gegensatze
zur Reflexion — ist folgende Eigenschaft: Die durch Brechung
bewirkte Ablenkung eines Strahls von der Einfallsrichtung wichst
mit zunehmendem Einfallswinkel immer schneller — wahrend sie

bei der Reflexion mit wachsendem FEinfallswinkel diesem propor-
tional abnimmt.

In der Tat folgt aus n-sini==7"-sin¢ zundchst di/tgi=d7'[tg 7.
Ist nun %' >>n, so ist ¢ <4, daher auch tgs < tg¢ und, da im selben
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Verhiiltnis stehend, di' <di. Die Ablenkung y ist aber=—1i—1.
Diese nimmt also, da d(i—4%) >0 ist, mit ¢ jedenfalls zu.
Des néiheren ist

di—di’  dy tg ' d*y d <tgi'>
—— =L =1—" also 3= ——|—>=].
di de tge s di\tgi

Nun nimmt aber tg¢/tgs mit ¢ ab; denn
t=] /b 9

d (tgi'> d (sini' cosi)_”fl(eo”)_ tgi'(n2—1z'2) “o.

di\tg di\sini cos? n' di\ecos? n'?cos?i >
Ay iy dy . . ey
also ist T stets positiv und i nimmt mit wachsendem ¢ (oder 7))
) i

zu, d. h. die durch Brechung bewirkte Ablenkung wichst immer
schneller.

, d d? ]
Wenn n' <=z, so werden v, iund v je < 0. Es erfolgt die

ds di?
Ablenkung nach der anderen Seite des Strahls (von der Normalen
weg); im iibrigen bleiben alle SchluBfolgerungen dieselben.

3. Allgemeine Theoreme iiber Reflexion und Brechung.
A. Der Satz vom Kkiirzesten Lichtwege.

Wenn ein Lichtstrahl durch eine beliebige Anzahl von Re-
flexionen und Brechungen von einem Punkte 4 nach einem Punkte B
gelangt, so ist die Summe der Produkte aus Brechungsexponent je
eines Mediums und der in ihm durchlaufenen Strecke, 2ar, ein
Grenzwert, d. h. sie weicht von der gleichen Summe fiir alle dem
tatsiichlichen Wege unendlich benachbarten hochstens um Glieder
zweiter Ordnung ab. Es ist also 62nr=0. Jenes Produkt wird
»Lichtweg, reduzierter Weg* oder ,optische Linge' des Strahls
genannt.

Wir wollen den Satz zunichst fiir eine einzige Brechung (und
damit auch Reflexion) beweisen. Es seien xyz die rechtwinkligen
Koordinaten des Einfallspunktes; « 4 dx, y -+ dy, z -+ 0z die eines
ihm unendlich benachbarten Punktes. Liegt dieser benachbarte
Punkt auch in der brechenden Fliche, so gilt

1. A0ax—+4 pdy+vdz=0,

wenn unter 4, u, » die Richtungskosinus der Fldchennormale im
Punkte xyz verstanden werden. Beziehen wir die Gleichungen 1
Optik. 2



18 Czapski-Siedentopf, Die Berechtigung einer geometrischen Optik.

(S. 16) auf das gleiche Koordinatensystem und fassen sie additiv
mit den Faktoren dz, 0y, dz zusammen, so folgt
2. O=n'mdx+n'p'dy+nqddz—nmdx—npdy —ngdz.
Nehmen wir jetzt auf dem einfallenden Strahl den beliebigen
Punkt XYZ im Abstande r von xyz und auf dem gebrochenen den
beliebigen Punkt X'Y'Z’ im Abstande ' von der Fliche lings des
Strahles gemessen, so gilt
r=X—-2’+T—y)+ (22"
P2 = (X (Vg + (7 — 2

daraus folgen

—?———————(‘é_—x):—cos(nx}:—m,
5 10" 7
o | X'—ax) N ,
5;___4— - =tcos (v, x)=+m

und die analogen Gleichungen in y und 2.
Es gilt weiter

or cr
= — —90
or Ea:éx—l—&y éy—[—az z,

~n ! A ! ~ !
or— 2" 604 T 5y -2 52
r=— OH-gy y-l—@z

Fassen wir die beiden Gleichungen 4 mit den Faktoren # und #’
zusammen und setzen die Richtungskosinus aus 3 fiir die partiellen
Differentialquotienten ein, so folgt

5. ndyr +n'dr'=—nmdéx—npdy—nqdz-n'm'dx -t n'p'dy -+ n'q'éz.
Dies ist aber gleich Null mit Riicksicht auf 2. Wir erhalten also
O(nr 4-n'r") =0Znr =0.

Nach dem Prinzip der Superposition von Variationen k&nnen
wir von der Gleichung d2nr==0 fiir eine einzelne Reflexion und
Brechung sofort Anwendung machen auf den Fall beliebig vieler.
Bei stetiger Anderung des Brechungsexponenten folgt ebenso

6J‘nd'r=0.

(Der zweite und die hoheren Differentialquotienten konnen
grober oder kleiner als Null oder auch gleich Null sein. Die ge-
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wohnliche Fassung des Satzes, dafl jene Summe ein Minimum sei,
ist daher nicht korrekt, sondern nur historisch ﬁberkommen.)

Fiir ebene Trennungsflichen ist der optische Weg immer ein
Minimum, wie fir die Reflexion bereits HERO von Alexandrien,
fiir die Brechung FERMAT (1) bewiesen hat, wir wollen uns daher
der Kiirze wegen fir den allgemeinen Fall desselben Ausdrucks
bedienen.

Wichtig ist, dass auch die Umkehrung dieses Satzes gilt,
nidmlich, daB sich der Bedingung 62nr=0 fir den Weg eines
Lichtstrahls zwischen
zwei Punkten bei ge-
gebenen reflektieren-
den und brechenden
Flichen nur durch das
Reflexions- und Bre-
chungsgesetz geniligen
1a8¢.

Ob in einem spe-
ziellen Falle der Weg Fig. 4.
ein Minimum oder Der Weg A PA’ ist fiir das Licht ein kiirzester oder lingster,

. je nachdem die brechende Fliche PQ in P nach dem diin-
Maximum oder Was peren Medium weniger konvex ist als die cartesische Fliche
sonst ist, davon kann PR oder nicht.
man sich, wenn die
Gestalt der Grenzfliche gegeben ist, folgendermafien iiberzeugen.
Sei PQ (Fig. 4) ein Stiick der Grenzfliche und P4’ der nach dem
Brechungsgesetz zu 4P gehérige Strahl. Um zu erfahren, ob 4 P4’
cin kiirzester oder ein lingster Weg zwischen 4 und 4’ sei, denke
ich mir die Fliche n-AP -+ n'-PA’ = const. konstruiert, die sogen.
cartesische Fliche (8. 23); PR sei ein Stiick derselben. Diese Fliche
muB die brechende in P jedenfalls berithren, weil dort fiir beide
O(m-AP—+n'-PA")=0 ist. Ist nun die brechende Fliche in P nach
dem diinneren Medium (n) zu stirker konvex als die cartesische,
so ist fir jene der Weg APA ein Maximum, anderenfalls ein
Minimum.

In der Tat, sei @ ein P unendlich benachbarter Punkt der
brechenden Fliche, so ist der Lichtweg von 4 nach A’ iiber @,
[Q]=n-4Q-+n"-QA". Der iiber R durch die cartesische Fliche,
[Rl=n-AR-}n-RQ-}+n"-QA', wenn R der Schnittpunkt von 4'Q
mit der cartesischen Fliche ist. Also ist

(@] —[R]=n-(4Q— 4R)—n"-RQ.

Q%
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Nun ist AQ-—AR<_RQ als Seiten eines Dreiecks, daher, wenn
n <, a fortiori n-(4Q — AR)<n'-RQ, also der Weg iiber Q kleiner,
als der iiber R. Letzterer ist aber gleich dem tiber P, folglich ist
unter diesen Umstdnden der Weg tiber P ein Maximum. In ganz
analoger Weise 146t sich erkennen, dafi, wenn die brechende Fliche
nach dem optisch diinneren Medium weniger konvex ist als die
cartesische, der Lichtweg iiber P ein Minimum ist.

B. Das Prinzip der schnellsten Ankunft.

Nach den Experimenten von FoUucAULT und in Ubereinstimmung
mit der Undulationstheorie des Lichts stehen die Brechungsexponenten
zweier Medien im umgekehrten Verhdltnis der Geschwindigkeiten
der Lichtbewegung in ihnen, also n/n' = o[v, oder allgemein n=Fk/v;
W =Fkv'; n"=Fk/v" ete. Unter Benutzung dieser Beziehung geht
die Gleichung dZnr==0 iiber in 62(rfv)=0. Da aber die Ge-
schwindigkeit v==r/t ist, wenn ¢ die zur Durchlaufung der Strecke
r vom Licht gebrauchte Zeit bedeutet, so wird schlieflich 62t=0,
d. h. die Zeit, welche das Licht gebraucht, um von einem Punkte
A unter beliebig vielen Reflexionen und Brechungen nach einem
anderen Punkte B zu gelangen, ist fiir den Weg, welchen der Strahl
gemifl dem Reflexions- und Brechungsgesetz einschligt, um un-
endlich kleine Grifien der zweiten oder hoheren Ordnung verschieden
von der fiir die diesem unendlich benachbarten Wege.

C. Der Satz von MALUS.

Unter Benutzung dieses Satzes lafit sich der folgende wichtige
Satz von MALUS (1) beweisen. Derselbe lautet: Ein Strahlensystem,
welches einmal senkrecht zu einer Fliche ist, bleibt dies auch nach
beliebig vielen Reflexionen und Brechungen. Da die von einem
leuchtenden Punkte ausgehenden Strahlen senkrecht stehen auf jeder
Kugel um diesen Punkt als Mittelpunkt, so wiirde fiir solche der
Marussche Satz besonders gelten. Nach der Wellentheorie ist das
selbstverstindlich, da geméf3 dieser in isotropen Medien die Strahlen
nichts anderes sind als die Normalen zur Wellenfliche. Vom Stand-
punkte der geometrischen Optik 148t sich der Satz wie folgt beweisen
[nach RayLEiGH (1.)]. Seien MABCP, M'A'B'C'P . ... (Fig. 5)
Strahlen, welche auf der Fliche m beziiglich in M, M’ normal stehen
und in ibhrem weiteren Verlaut an den Fliachen a, b, ¢, beziiglich
in 4, 4"... B,B ... C (' .. Reflexionen oder Brechungen er
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-

tahren haben. Ich kann dann nach irgend einer dieser Reflexionen
oder Brechungen, z. B. nach der an Fliche ¢ stattgehabten, auf den

betrettenden Strahlen jedenfalls Punkte P, P'. .. so bestimmen,
daB die Summe der reduzierten Wege von M bis P, M' bis P’ ete.
die gleiche wird. Die durch die Punkte P, P' ... gehende Fliche

ist dann die gesuchte Or-
thogonalfliche der Strah-
len. Verbinde ich zum
Beweise dessen M’ mit 4
und C mit P', so ist bei
geniigender Nidhe von M
an M'[M' ABCP'] nur um
unendlich kleine, Gréfien
hoherer  Ordnung  als
MM' verschieden von
[M'4A'B'C’P']. Laut An-
nahmeistaber[ M'A'B'C'P']
= [MABCP|; daher nach Fig. 5.

Subtraktion der gemein- satz von Marus: Fin System von Strahlem, welches

‘e . . einmal senkrecht zu einer Fldche ist, bleibt dies auch
samen W egsm eCken: wenn nach beliebig vielen Reflexionen m’]d Brechungen.

der erste Brechungsexpo-

nent mit », der letzte mit #’ bezeichnet wird, im Grenztalle n- M A -
W -OP=n-M'A-+»'-CP'. Nach der Voraussetzung, daf die Strahlen
urspriinglich auf m senkrecht stehen, ist aber lim-M'A=MA bis
auf unendlich Kleines von wenigstens zweiter Ordnung; tolglich
auch ebenso mahe lim-CP' = CP, d. h. CP steht auf p in P senk-
recht, und ebenso die anderen Strahlen C'P' etc.

D. Die charakteristische Funktion.

Wie wir oben gesehen haben, driickt der reduzierte Lichtweg
zwischen zwei Punkten, die durch irgend welche brechende oder
spiegelnde Medien getrennt sind, diejenige Strecke aus, welche die
Lichtbewegung im Vakuoum wihrend der Zeit zuriicklegen wiirde,
die die Lichtbewegung faktisch zwischen den beiden Punkten he-
notigt. Denken wir uns diesen reduzierten Weg als Funktion der
Koordinaten beider Punkte gegeben, so erhalten wir die sogen.
charakteristische Funktion, deren Begritt W. R. HAMILTON (1.)
im Jahre 1824 in die mathematische Optik einfiihrte,

Im leeren Raum ist der reduzierte Weg zwischen den Punkten
x,y,7, und x,y,2, gleich der Entfernung beider, also gleich
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Vie= V(xz —2)" + Uy — )"+ (& —2)"
Betrachten wir hierin den Punkt 1 als variabel, so folgt hieraus

ov. (x, — 2,)
8;: = — ——WQVIQ L — —cos (1), &) =—m,

und analoge Gleichungen fiir die partiellen Differentialquotienten
nach den anderen Koordinaten. Diese partiellen Differentialquotienten
liefern also die Richtungskosinus des Strahls fiir den betreffenden
Punkt.

Diese Formel 148t sich sofort auf den allgemeinen Fall beliebig
vieler Brechungen und Spiegelungen verallgemeinern. Die cha-
rakteristische Funktion nimmt die Form an

Lo Y2 2y

v

12 == | mdry,

Ty Yy 2y

worin =, den Brechungsexponenten im Punkte k& und dr, das
Linienelement des Lichtweges zwischen den Punkten x;y,2, und
ZoYe2, in der Umgebung des Punktes k& bezeichnet, wobei zu be-
achten ist, dafl das Integral als Funktion seiner Grenzen
betrachtet wird. Variieren wir das Integral nach seiner oberen
Grrenzé, so erhalten wir unter Weglassung der Indices

. 0V=ndv=n(mdx-Fpdy -} ¢d2).

Daraus folgt
oV oV ov
—— =Nm, ——=—=np, —=—"ngq

~

ox oy 0z

und des weiteren, daf die charakteristische Funktion V der par-
tiellen Differentialgleichung

(o) + G0 + G =

Ist die charakteristische Funktion fiir ein System bekannt, so lassen sich
theoretisch alle Eigenschaften des Systems aus ihr ableiten. Freilich ist diese
Ableitung, die zam Teil von HAMILTON (Z. . . 4.), KuMMER (1), MAXWELL (3.),
TureseEN (1), Bruss (1) durchgefihrt ist, mit einem grofen analytischen
Apparat unter vornehmlicher Heranziechung der Theorie der krummen
Oberflichen und der Strahlenkomplexe verkniipft. Hat sich so schon bei
den vorhin genannten Autoren die Lehre von diesen allgemeinen Systemen
zu einem verwickelten analytischen Gebdude ausgebildet, zu dem nur griind-
liche mathematische Kenntnisse den Eintritt ermoglichen, so werden bei der

geniigen muf.
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praktischen Anwendung dieser Lehren die Schwierigkeiten uniiberwindlich.
Bis jetzt ist die Aufstellung der charakteristischen Funktion nur in den aller-
einfachsten Fillen gelungen, welche entweder fiir die Praxis bedeutungslos
sind, oder fiir welche diese schon lingst auf speziellerem Wege die einfachste
Losung gefunden hat. Fast ebenso groB sind aher nach Kenntnis dieser
Funktion die Schwierigkeiten, die entstehen, wenn man die als Zwischen-
variabele auftretenden sukzessiven Durchstofungspunkte eines Strahlenweges
an den aufeinander folgenden trennenden Flichen mit Hilfe des FERMATschen
Satzes eliminieren will, um praktische Endformeln zu erhalten [s. BRUNS (1. 403)].
Dazu kommt, daB die Hauptfrage des Praktikers nach Rechenvorschriften zur
Berechnung optischer Systeme durch diese ganz allgemeinen Untersuchungen
tiberhaupt nicht bertithrt wird.

E. Die optische Linge zwischen konjugierten Brennpunkten.

Aus dem FermaTschen in Verbindung mit dem MAaLUsschen
Satze konnen wir einen wichtigen Schluss ziehen; niimlich: wenn
durch irgend welche Reflexionen und Brechungen alle in einem
gegebenen Winkelraum enthaltenen von einem Punkt ausgehenden
Strahlen wieder in einen Punkt (homozentrisch) vereinigt werden,
so ist fiir sie die optische Linge vom Ausgangs- bis zum Ver-
einigungspunkt die gleiche. Denn in der Tat, weil dann von Strahl
zu Strahl d Xnr =0 ist, so ist 2nr == const. innerhalb des betreffenden
Winkelraums. Strahlen (Elementarwellen), welche von einem Punkte
(Flichenelement) mit gleicher Phase ausgehen, kommen also bei
homozentrischer Vereinigung im neuen Brennpunkt auch wieder mit
gleicher Phase an. (Phasenverzogerungen durch Reflexion oder
Brechung treffen alle Strahlen gleichm#fiig — wofern dieselben nicht
etwa von dem Einfallswinkel abhingen — beeintrachtigen also die
Giiltigkeit dieses Satzes nicht.) In solchen Vereinigungspunkten
miissen sich die Strahlen also auch gemif der Undulationstheorie
verstirken, und es kommt daselbst zur Erzeugung eines sich in
dem betreffenden Winkelraum selbst wie ein leuchtender Punkt ver-
haltenden Oscillationszentrums. Hierauf beruht die Moglichkeit
einer Abbildung durch optische Mittel.

F. Cartesische Flichen.®)

Die Aufgabe, eine Fliche so zu bestimmen, daf die von einem
leuchtenden Punkte ausgehenden Strahlen sémtlich wieder in einen

*) Diese Flichen werden in der Literatur auch wohl als aplanatische
oder als aberrationsfreie Flichen bezeichnet. Da wir aber die Begriffe des
»Aplanatismus“ und der ,Aberrationsfreiheit“ spiter noch strenger zu fassen
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Punkt gebrochen (oder reflektiert) werden, ist nach dem Voran-
stehenden mathematisch einfach so formulierbar, daB nr o'+ fir
alle Punkte der gesuchten Fliche denselben Wert haben solle, wenn
r vom leuchtenden, ' vom Vereinigungspunkt aus gemessen wird.
Die Losung dieser Aufgabe bietet keine besonderen Schwierigkeiten
und ist an mehreren Stellen zu finden. Da sie andererseits kein
besonderes physikalisches oder praktisches Interesse besitzt, so be-
gniigen wir uns mit der Anfiilhrung einiger Resultate und weisen
nur darauf hin, daf in diesen Féllen fiir den reduzierten Weg
des Lichtes zwischen den beiden Punkten wie tiberhaupt stets bei
homozentrischer Strahlenvereinigung auch der zweite und alle
hoheren Differentialquotienten des Ausdruckes 2nr ebenfalls ver-
schwinden.

Bei einer Reflexion ist r++ =const. bekanntlich die Bi-
polar-Gleichung eines Rotationsellipsoides oder eines Rotationshyper-
boloides, dessen Brennpunkte der leuchtende und der Vereinigungs-
punkt sind, wie auch aus der hekannten Eigenschaft eines solchen
Ellipsoides oder Hyperboloides geschlossen werden kann, daB die
Radii vectores gegen die Normale des hetreffenden Flichenpunktes
gleich geneigt sind, also dem Reflexionsgesetz geniigen. Riickt
der eine Punkt in das Unendliche, so wird die Fliche ein Rotations-
paraboloid. Je nachdem die konkave Seite eines Rotationspara-
boloides und eines Rotationsellipsoides oder die konvexe Seite eines
Rotationsparaboloides und eines Rotationshyperboloides reflektierend
wirkt, ist der Vereinigungspunkt der einfallenden Strahlen nach
der Reflexion reell oder virtuell.

Im Falle einer Brechung gibt die Gleichung nr -+ #'v' = const.
eine Rotationsfliiche vierten Grades, deren Meridiankurven fiir reelle
Brennpunkte die eigentlichen sog. Cartesischen Ovale reprisentieren.
In dem Spezialfall, da8 wieder der eine, z. B. der leuchtende Punkt,
im Unendlichen liegt, ist es eine Rotationsfliiche zweiten Grades,
deren einer Brennpunkt auch der der Strahlen ist. Die Fliche ist
dabei ein Rotationshyperboloid oder Rotationsellipsoid, je nachdem
der im Unendlichen liegende Punkt im optisch dichteren oder
diinneren Medium sich befindet. Die numerische Exzentrizitit der
Flachen wird gleich dem Brechungsverhiltnis der durch die Flichen
getrennten Medien.

haben und in diesem Sinne die cartesischen Fliachen im allgemeinen weder
aplanatisch noch aberrationsfrei sind, so ziehen wir es in dieser Darstellung
vor, diejenigen Flichen 4ten Grades, die einen Punkt homozentrisch in einen
andern abbilden, als ,cartesische“ zu bezeichnen.
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Ein und dieselbe cartesische Fliche bildet einen bestimmten,
auf ihrer Achse gelegenen Objektpunkt P gleichzeitig auf 2 Punkte
P'und P" ab fiir zwei bestimmte Werte des Brechungsverhiltnisses.
Die beiden Punkte P’ und P” sind entweder heide reell oder kon-
jugiert imagindr. Letzterer Fall entspricht bei der physikalischen
Realisierung einer ganz bestimmten Art von Strahlenverwirrung.

Fir eine besondere andere, spiter anzugebende Lage der beiden
Punkte zur Fliche ist dieselbe eine Kugel.

Ganz #@hnlich sind die Ergebnisse, wenn man die Wiederver-
einigung der Strahlen statt durch eine einzige Fliche, durch mehrere
solche bewirken will.

Von den cartesischen Flichen kann man theoretisch Gebrauch
machen, um fiir eine gegebene Lage zweier Punkte und gegebene
Gestalt einer, zwei Medien trennenden Fliche diejenigen Stellen
der letzteren zu bestimmen, {iber welche durch Reflexion oder
Brechung ein Strahl von dem einen Punkte nach dem anderen ge-
langen kann. Je nachdem die beiden Punkte in demselben oder
in verschiedenen Medien (auf derselben oder auf verschiedenen
Seiten der Fliche) liegen, konstruiert man um sie die Schar der
Flichen 7+ ' = const. oder nr +nr = const. Jede Stelle der
Trennungsfliche, welche von einer dieser Flichen beriihrt wird,
hat die gesuchte Eigenschaft, weil fiir sie eben dZnr=0 ist.

Von den cartesischen Flichen haben sich bis jetzt nur die Rotations-
paraboloide als Spiegel in den Scheinwerfern ein gewisses Anwendungsbereich
erworben. Die Formgenauigkeit dieser paraboloidischen Fldchen erreicht in
der Technik nicht die Stufe, die bei den XKugelflichen verlangt und erzielt
wird; freilich sind auch im allgemeinen die Anforderungen an die Exaktheit
der Parabolspiegel fiir Scheinwerfer nicht besonders hohe.

G. Nichtsphirische oder deformierte Fldachen.

AuBler den Kugelflichen und den cartesischen Fliachen gibt es
allgemeinere Flichen — wir wollen sie zusammenfassend als nicht-
sphiarische oder deformierte Flichen bezeichnen — welchen fiir
die optische Bilderzeugung gewisse ausgezeichnete und fiir sie
spezifische Eigenschaften inmewohnen.

Zur theoretischen Auffindung lassen sich zwei verschiedene
Wege einschlagen. Man kann einmal versuchen, analytisch das
Gesetz der Flichen aufzustellen, die cine vorgeschriebene Strahlen-
vereinigung herbeifithren. Eine solche analytische Untersuchung
begegnet aber so grofen Schwierigkeiten, daf auf diesem Wege
bisher noch keine Resultate erzielt sind. Andererseits kann man



26 Czapski-Siedentopf, Die Berechtigung einer geometrischen Optik.

nach dem Vorgange von ABBE (8. 9.) fiir ein gegebenes optisches
System, das aus Kugelflichen bestehend vorausgesetzt werden moge,
diejenigen Abweichungen einer oder mehrerer Flichen von der
Kugelform durch Reihenentwicklung berechnen, die eine bestimmte
Verdnderung in der Strahlenvereinigung herbeiftihren. Beschrinken
wir uns auf Rotationsflichen, so konnen wir die Gleichung der
Meridiankurve einer solchen Flidche in Polarkoordinaten darstellen
durch
r=f(g)=r,+o0,

worin 7, den Kriimmungsradius im Scheitel darstellt und o die
radiale Abweichung von der Schmiegungskugel im Scheitel miSt.
Entwickeln wir ¢ nach Potenzen des Bogens I=17,¢, so kinnen

wir ansetzen
o=l A8 f-vI84 ...

Es konnen nur gerade Potenzen auftreten, da die Meridiankurve
zur Rotationsachse symmetrisch liegt, und ferner nur von der vierten
Potenz an, da der Kriimmungsradius im Scheitel r, die Kurve bis
auf zweite Ordnung inklusive approximiert. Ks lassen sich die
Deformationskoeffizienten », 4, » . .. aus den vorgeschriebenen
Veranderungen der Strahlenvereinigung des gegebenen sphérischen
Systems berechnen.

Die methodische Anwendung theoretisch bestimmter nichtsphirischer
Flichen in der Praxis hiernach ist erst in allerjiingster Zeit in der optischen
Werkstidtte von CARL ZEIss in Jena angebahnt.

Absichtliche Abweichungen von der Kugelgestalt hat man bisher nur bei
den astronomischen Reflektoren und Refraktoren oder groBen photographi-
schen Objektiven versucht. Hier bleiben aber die Abweichungen von der
Kugel duBerst gering, und es ist insbesondere charakteristisch fiir sie, daf sie
nur durch praktisches Tatonnement unter Anwendung einer sogenannten
Lokalretouche erzielt werden.

H. Das allgemeine optische Strahlenbiischel; Kaustiken
(Brennflichen).

Da als optisches Strahlenbiischel, wie in der Einleitung hervor-
gehoben, nur ein solches angesehen werden kann, welches in letzter
Instanz auf einen selbstleuchtenden Punkt (Oscillationszentrum)
zurtickgefiihrt werden kann, so hat ein solches gem&l dem Satz
von MALUS auch stets ein System von Orthogonalflichen, eben die
Wellenflachen, in welchen gleiche Phase der Oszillation herrscht.
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,Jedem optischen Biischel, wie auch immer es entstanden sei,
werden daher die Eigenschaften zukommen, welche die Normalen
stetig gekrimmter Flichen besitzen, Die Theorie der letzteren lehrt
aber, daB, wenn wir uns durch einen beliebigen Strahl ¢ eine Ebene
gelegt denken, welehe die Flidche in einer Kurve schneidet, und
diese Ebene um den Strahl drehen, die Kurve im allgemeinen im
Schnittpunkte mit ¢ verschiedene Kriimmung besitzt, und dafi die
Ebene der groften Kriimmung der Schnittkurve senkrecht steht auf
der Ebene ihrer kleinsten Kriimmung. Von den dem Strahl ¢ unend-
lich nahen Normalen der Wellenfliche — welche also benachbarte
Strahlen sind — schneiden daher diejenigen, deren Fufipunkte in
der Linie grofter oder kleinster Kriimmung liegen, den Strahl a in
dem Mittelpunkte beziiglich des kleinsten oder groften Kriimmungs-
kreises; die anderen dagegen schneiden den Strahl e gar nicht.
Auf jedem Strahle gibt es also im allgemeinen zwei Brennpunkte,
m denen er von benachbarten Strahlen geschnitten wird, welche
Punkte den Mittelpunkten der grofiten und Kleinsten Kriimmung
im Fufpunkte des Strahles der Wellenfliche entsprechen. Nur
wenn die Krimmung der Wellenfliche in dem FuBpunkte des
Strahles nach allen Richtungen gleich grof ist, wird der Strahl von
allen, ihm unendlich benachbarten in einem Punkte geschnitten
(HELMHOLTZ).

Die Strahlen, deren FuBpunkte in einer Kriimmungslinie der
Wellenfliche liegen, schneiden einander bei endlicher Ausdehnung
jener Linie sukzessive in verschiedenen Punkten. Sie sind daher
die Einhtillenden einer Kurve, die aus lauter Brennpunkten unend-
lich benachbarter Strahlen gebildet ist. Dieselbe heifit daher Brenn-
kurve oder Kaustik. Die aufeinander folgenden Krimmungslinien
einer Wellenfliche geben ebenso viele Brennlinien, welche insgesamt
eine Fldche, die Brennfliiche des Strahlensystems, bilden. Da es
zwei Scharen von Kriimmungslinien gibt, so gibt es im allgemeinen
zu jeder Orthogonalfliche auch zwei Brennflichen, und jeder Strahl
ist gemeinsame Tangente beider Flidchen.

Besonders einfach ist der Fall, wo die Wellenfliche eine Ro-
tationsfliche ist. Die eine Schar von Kriimmungslinien sind dann
die Meridiankurven der Fliche und die ihnen entsprechende Kaustik
ist eine Fldche, welche durch Rotation der Evolute der Meridian-
kurve um die Symmetrieachse entsteht. Die andere Schar von
Kriimmungslinien entspricht den Breitenkreisen der Erdkugel, d. h.
es sind parallele Kreise, deren Mittelpunkte auf der Symmetrieachse
liegen. Die zu ihnen gehorigen Normalen bilden je einen geraden
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Kreiskegel und schneiden die Achse je in einem Punkt. Die zweite
Brennflache ist daher reduziert auf ein Stiick der Achse. Den
Charakter einer solchen Brennfliche veranschaulicht Fig. 6 im Me-
ridianschnitt. Hier ist RQS die Erzeugende der einen Brennfliche,
PQ die Gerade, in welche die andere Brennfldche hier degeneriert ist.

Mit der Aufgabe, die Gestalt der Kaustiken in besonderen
Fillen zu bestimmen, wollen wir uns hier abermals nicht weiter
beschaftigen, da sich auch an diese mehr ein mathematisches als
ein physikalisches oder praktisches Interesse kniipft.

Fig. 6.

Brechung paralleler Lichtstrahlen an einer Kugel vom Brechungsindex 1,5. RS die Erzeugende
der einen Brennfliche, P die Gerade, in welche die andere Brennfliche degeneriert.

Bemerkt werden muf, daB Untersuchungen iiber die Intensitit in den
Punkten einer Kaustik und namentlich iiber die Intensitdtsverteilung in
Schnittebenen mit solchen, auf dem Boden der geometrischen Optik allein an-
gestellt, einen sehr beschrinkten Wert haben und meist ganz illusorisch sind.
Denn die Brennpunkte, welche die Kaustik formieren, sind solche von unend-
lich diinnen Biischeln, wiirden also fiir sich allein (wegen des weitgehenden
Diffraktionseffekts so schmaler Wellenziige) fast gar nicht mehr den Regeln
der geometrischen Optik folgen. In benachbarten Brennpunkten kommt aber
das Licht mit stetig verschiedener Phase an und die Helligkeit sowohl in den
Punkten der Kaustik selbst, als in denen einer Schnittebene hingt von den
Phasen der sie treffenden Elementarwellen in hohem Grade ab. Wenn daher
auch die nach den Reflexions- und Brechungsgesetzen berechnete Kaustik im
groBen und ganzen die Stellen hervorstechender Lichtkonzentration richtig
angibt, insofern sie eben aus wirklichen Brennpunkten gebildet ist, so kann
doch Niheres iiber die Lichtverteilung eines optischen Biischels nur mit Hilfe
der Undulationstheorie und des Interferenzprinzips ermittelt werden. Eine
auf dieser Grundlage stehende Untersuchung, wie sie AIRY (4) mit spezieller
Riicksicht auf den Regenbogen gefithrt hat, gibt auch Rechenschaft von den
in der Niahe jeder Kaustik beobachtbaren, lichtschwicheren Wiederholungen
derselben (den iiberzshligen Bogen), fiir welche die geometrische Optik gar
keine Erklirung zu liefern vermag.
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I. Die allgemeine Konstitution eines unendlich diinnen,
optischen Strahlenbiischels.

Es ist schon bemerkt, daB ein beliebiger Strahl des Biischels
im allgemeinen nur von den in zwei bestimmten Ebenen ihm un-
endlich benachbarten Strahlen geschnitten wird, n@mlich von den
in der Ebene der groften und der Kkleinsten Kriimmung seiner
Orthogonalflichen gelegenen, also von denjenigen, deren Fufipunkte
die Elemente jener Kriimmungs-Kreise selbst bilden. Suchen wir
eine nihere Vorstellung von der Lagenbeziehung der Strahlen,
welche ein unendlich diinnes Biischel bilden, zu gewinnen. Denken
wir uns zu diesem Zwecke durch einen Punkt P der Wellenfliche
die Bogen grofter und kleinster Kritmmung gelegt, M'M"” und N'N",
welche aufeinander in P senkrecht stehen. Die Mittelpunkte dieser
Bogen, also die Brennpunkte des durch P gehenden Strahles seien

Fig. 7.
Astigmatisches Elementarbiischel mit zwei zueinander und zum Hauptstrahl P F,FF, senkrechten
Brennlinien F,' F,’" und F,' F,"".

n

F, und F,; wir wollen sie kurz ersten und zweiten Brennpunkt
nennen. Den durch P gehenden Strahl bezeichnen wir als ,,Haupt-
strahl“ des ganzen Biischels; derselbe ist zugleich Hauptstrahl der
ebenen Partial-Biischel M'F,M" und N'F,N”. Die Bogen der groften
und kleinsten Kriimmung in einem P benachbarten Punkt, z. B. M,
stehen ebenfalls aufeinander senkrecht. Es wird aber auch wegen
der Kleinheit des betrachteten Elements der Wellenfliche, also des
Bogens M'P, bis auf unendlich kleine Abweichungen hdherer Ord-
nung N'P'N” dem entsprechenden Bogen QR der zweiten Haupt-
kriimmung in M’ parallel sein und der durch M’ gehende Bogen
der ersten Hauptkriimmung mit M'M" koinzidieren. Der Brenn-
punkt des ebenen Biischels QM'R wird nun jedenfalls auf dem
Hauptstrahl desselben liegen, d. i. auf dem durch M' gehenden
Strahl. Dieser geht aber als Strahl des Biischels M'M" durch F,.
Folglich verlduft das jetzt betrachtete ebene Biischel g#nzlich in
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der Ebene QRF,, und ebenso die durch andere zu M'M" senkrechte
Bogen gehenden Strahlen in den durch F, und diese Bogen ge-
legten Ebenen. Wo auch die Brennpunkte F,', F,” etc. liegen
mogen, es miissen alle diese Strahlenebenen, weil auf F, M'M" senk-
recht und durch F; gehend, sich in einer durch F, gchenden auf
der Ebene F,M'M" und daher auf dem Hauptstrahl PF, senk-
rechten Linic F,'F,” schneiden. Wir nennen diesclbe die erste
Brennlinie.

Genau diesclbe Betrachtung ist auf die zu M'M" parallelen
Bogen der ersten Hauptkrimmung @S, RT, etec. anwendbar. Die
Hauptstrahlen dieser ebenen Partialbiischel gchen als Strahlen des
Partialbiischels N'F,N" samtlich durch seinen Brennpunkt F,.
Alle dicse cbenen Partialbiischel stchen auflerdem auf der Ebene
der zweiten Hauptkrimmung F, N'N" senkrecht; sie schneiden sich
also in einer auf F,N'N" und damit auf dem Hauptstrahl PF, senk-
rechten Linie F,'F,”, welche wir zweite Brennlinie nennen wollen.
Halten wir diese beiden Systecme ebener Partialbiischel zusammen,
so ist klar, daB letztere Brennlinie nichts anderes représentiert als
dic Brennpunkte der zuerst betrachteten ebenen Partialbiischel, und
ebenso F,'F,” die der jetzt betrachteten.

Wir haben also das Resultat: Die Gesamtheit der Strahlen
eines unendlich diinnen, optischen Biischels schneidet sich in zwei
unendlich kurzen geraden Linien, den Brennlinien, welche in den
beiden Brennpunkten des Hauptstrahles beziiglich auf diesem senk-
recht stehen und in zueinander senkrechten Ebenen (den Haupt-
kriimmungsebenen der betreffenden Wellenfliiche) liegen. In der
durch den ersten Brennpunkt gehenden Brennlinie liegen die Brenn-
punkte der zur ersten Hauptkrimmungsebene parallelen ebenen
Partialbiischel, d. h. derjenigen erster Art und umgekehrt [Satz von
STURM (1. 2.)].

Man sieht, daB aus den beiden Brennlinien und dem Haupt-
strahl das ganze Biischel konstruierbar ist. Man hat nur jeden
Punkt der cinen Brennlinie mit jedem der anderen zu verbinden
und hierbei stets unendlich nahe dem Hauptstrahl zu bleiben.

Die Konstitution des Biischels ist aber auch bestimmt aus vier
von secinen Strahlen, von denen nicht mechr als zwei durch je cinen
Punkt einer Brennlinie gehen.

Ebenen senkrecht zum Hauptstrahl schneiden das Biischel in
Figuren von verschiedener Gestalt, je nach dem Ort des Schnitts
und je nach der Begrenzung des Biischels auf der brechenden
Fliche bezw. der Wellenfliiche. An einer leicht anzugebenden
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Stelle F' zwischen den beiden Brennpunkten F, und F, ist der
Schnitt des Biischels ete. &hnlich seiner anfiinglichen Begrenzung
(Stelle der geringsten Verwirrung genannt).

Fiir die Herleitung des Vorstehenden war wesentlich die An-
nahme, dafi die gleichnamigen Hauptkriimmungsebenen in benach-
barten Punkten eines unendlich kleinen Flichenelements einander
merklich parallel seien. Dies findet aber nicht streng, sondern im
allgemeinen nur bis auf Abweichungen von der zweiten Ordnung
statt. Daher gelten die abgeleiteten Beziehungen auch nur mit der-
selben Ann#herung.

Genau genommen kann man jedem Wellenflichenelement ein
anderes Flichenelement n#éher anschmiegen, als, wie vorhin impli-
cite angenommen, den Scheitel eines elliptischen Paraboloids, und
dann sind dessen Hauptkriimmungen der Betrachtung zu Grunde zu
legen. Die ebenen Partialbiischel, z. B. der ersten Hauptkriimmungen,
schneiden dann die zum Hauptstrahl gehorige Ebene der zweiten
sukzessive in verschiedenen Linien, welche in jener Ebene mit dem
Hauptstrahl alle beliebigen Winkel einschliessen konnen, und des-
gleichen im allgemeinen die Partialbiischel der zweiten Haupt-
kriimmung die Ebene der ersten Krtimmung. Mit Berticksichtigung
der Groflen der zweiten Ordnung gehen durch die beiden Brenn-
punkte des Hauptstrahls also keine Brennlinien, sondern Brenn-
flichenstiicke. Im besonderen kann dann auch der Fall eintreten,
daff diese Brennfldchenstiicke in Linien degenerieren, welche aber
oft gegen den Hauptstrahl merklich anders als senkrecht geneigt
sind, wofiir gerade die schiefe Brechung eines homozentrischen
Biischels an einer Rotationsfliche ein Beispiel gibt. Und wenn in-
folge der vorliegenden geometrischen Verhiltnisse ein Biischel von
endlicher Dicke im wesentlichen dieselbe Konstitution hat, wie ein
soleches unendlich diinnes — was sehr woll der Fall sein kann —,
so werden die Abweichungen von dem vorhin statuierten auch der
Beobachtung zugiinglich werden konnen. Aber diese Uberlegung
kann den Sturmschen Satz als solchen natirlich nicht aufheben,
da dieser Giltigkeit ja nur innerhalb der angezeigten Genauigkeits-
grenzen beansprucht.

Im allgemeinen ist ja die Strahlenvereinigung in den Brenn-
punkten bezw. Brennlinien selbst nur eine solche von erster Ord-
nung. Ks konnen daher der Natur der Sache nach Sitze, welche
sich auf die allgemeinen Eigenschaften optischer Strahlenbiindel
beziehen, keine Beziehung auf die Grofen der zweiten Ord-
nung enthalten und umgekehrt Sitze, welche auf diese Grdofien
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Riicksicht nehmen, nicht ebenso allgemein sein, wie der STURM-
sche Satz.

DaBf auch in den Fallen, wo strenggenommen, bis auf Ab-
weichungen von hoherer als der zweiten Ordnung spitzwinklig
gegen den Hauptstrahl geneigte Brennlinien vorhanden sind, eine
durch einen der Brennpunkte senkrecht zum Hauptstrahl gelegte
Ebene mit dem Biischel nirgends einen Querschnitt von weniger als
der zweiten Ordnung (im Vergleich mit der Breite des betrachteten
Wellenflichenstiicks) hat, also der STURMsche Satz richtig bleibt,
zeigt eine einfache Uberlegung (Fig. 8). Ein z. B. durch F, ge-
legter senkrechter Querschnitt hat bei den in der Figur ange-
nommenen besonders ungiinstigen Verhiltnissen seinen grofiten

3

S

Fig. 8.

Astigmatisches Elementarbiischel mit spitzwinklig gegen den Hauptstrahl verlaufenden
Brennlinien,

Querschnitt im Durchschnitt mit den #ufBilersten ebenen Partial-
biischeln QRF,’ und STF,” (bei rundlicher Begrenzung des Elements
der Wellenfliiche, an einer zwischen F, und ®," gelegenen Stelle).
Die Lange dieses Querschnittes g ist aber, wenn wir F,’ @,'=dr,
d. i. gleich der Differenz der zweiten Hauptkrimmungsradien in
M' und P und die mittlere Linge eines Hauptkriimmungsbogens
zweiter Art wie N'N"==ds setzen g=ds-dr/r — also im all-
gemeinen unendlich klein gegen ds.

Das hier betrachtete unendlich diinne Strahlenbiindel ist eine
spezielle Art des allgemeinen geradlinigen Strahlenbiischels, welches
nicht mehr die Eigenschaft hat, ein System von Orthogonalflichen
zu besitzen. Ein solches wird in der Natur z. B. durch die irre-
guldr in doppeltbrechenden Medien gebrochenen Strahlen reprisen-
tiert. Die Eigenschaften dieses allgemeinen Biischels, deren Studium
natiirlich auch auf die des speziellen ein Licht wirft, insofern es
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zeigt, welche von den Eigenschaften dieses letzteren in seiner
bloBen Geradlinigkeit, und welche auf den besonderen Annahmen
beruhen, hat besonders HAMILTON (. bis 4.) studiert; nach ihm
KUMMER (1.), M6BIUS (85.), MEIBAUER (Z.) u. a.

Nach den voranstehenden Festsetzungen kann als die Aufgabe
der Dioptrik unendlich diinner Biischel, allgemein gefafit, die aus-
gesprochen werden: wenn die Brechungsexponenten zweier Medien
n und #', die Gestalt der sie trennenden Fliche f(x, y, 2)==0, die
Richtung eines einfallenden Strahls und die Orte der Brennpunkte
und Lagen der Brennlinien auf ihm gegeben sind, letztere drei
Bestimmungsstiicke auch fiir den gebrochenen bezw. reflektierten
Strahl zu finden. C. NEUMANN (2.) hat eine allgemeine Losung der
Aufgabe mitgeteilt unter der Annahme der Giltigkeit des STURM-
schen Satzes; MATTHIESSEN (10.) ohne die letztere. Hier sei auf
diese Darstellungen nur hingewiesen, die Aufgabe selbst werden
wir spéiter in einer Anzahl besonderer Fille behandeln.

4. Definitionen.

Um der Sicherheit der Terminologie willen stellen wir vor den
weiteren Ausfithrungen hier folgende Definitionen zusammen.

Das von irgend einer — gleichgiltig ob selbst- oder indirekt
leuchtenden — Fliche sich ausbreitende Licht denken wir uns zu-
sammengesetzt aus den Anteilen, die von je einem Element der
Fliche ausgehen. Das von einem solchen Fliachenelement aus-
gehende Licht bildet ein physikalisches Lichtbiischel.

Das in Offnungswinkel und Querschnitt kleinste physikalische
Biischel, welches praktisch noch von dem tibrigen Licht getrennt
und isoliert weiteren Verinderungen unterworfen werden kann, ist
ein physikalischer Lichtstrahl (NEWTON).

In der streng geometrischen Optik bildet man die Fiktion,
daB das Licht von den einzelnen Punkten einer Flidche ausgehe.
Dieser Punkt heifit dann der Brennpunkt des Lichtbiischels oder
kurzweg der leuchtende Punkt. Wenn die Winkeldffnung und der
Querschnitt des Biischels verschwindend klein sind, so nennt man
das Biischel ein Elementarbiischel. (Wo nicht die entgegen-
gesetzte Annahme ausdriicklich gemacht ist, denken wir uns die
Form des Elementarbiischels als die eines geraden Kegels bezw.
Zylinders.) Die Biischel denkt man sich als Aggregate von Licht-

Optik. 3



34  Czapski-Siedentopf, Die Berechtigung einer geometrischen Optik.

strahlen, welche letztere als mathematische gerade Linien behandelt
werden.

Des nidheren oft, und bei endlichen Biischeln durchaus heift
Achse oder Hauptstrahl des Biischels derjenige Strahl, welcher
der, durch den Brennpunkt gehenden Schwerpunktslinie des Biischels
— dieses als homogenen Korper gedacht — entspricht, also bei
zylindrischen und konischen Biischeln die geometrische Achse, Sym-
metrielinie des Kegels bezw. Zylinders. Die Achse ist der Repri-
sentant der Richtung des Biischels.

Jeder Strahl eines Elementarbtischels kann als seine Achse an-
gesehen werden.

Ein Biischel heiit konvergent oder divergent, je nachdem wir
es an einer Stelle betrachten, die im Sinne der gedachten Licht-
bewegung vor oder hinter dem Vereinigungspunkte der Strahlen,
dem Brennpunkte, liegt. Der Grad der Konvergenz oder Diver-
genz von Biischeln wird durch ihren Offnungswinkel, bei Elementar-
biischeln durch das Verhiiltnis ihrer Offnungswinkel, in der Ebene
oder im Raume, gemessen.

Der Raum, in welchem sich das Licht bewegt, ganz gleich ob
derselbe mit wigbarer Materie erfilllt ist, oder nicht, heiBit das
Medium oder Mittel. Der Brennpunkt eines Biischels wird stets
in demjenigen Mittel liegend angenommen, in welchem tatséchlich
die Strahlen verlaufen. :

Wenn durch irgend welche Vorrichtung die von einem leuch-
tenden Punkte ausgegangenen Strahlen zum Teil wieder in einen
Punkt vereinigt werden, so nennt man diesen das Bild des ur-
spriinglichen Punktes, jenen den Objektpunkt. Die Vorrichtung
wird als abbildendes System bezeichnet. Die zur Vereinigung
gebrachten Strahlen kénnen dabei ein endliches oder auch ein un-
endlich diinnes (Elementar-) event. auch nur ebenes Partialbiischel
bilden.

Ein Untersehied zwischen einem selbstleuchtenden Objekt und
einem optischen Bild ist der, daf ersteres von allen Seiten, letzteres
aber im allgemeinen nur innerhalb beschrinkter Raumgebiete sicht-
bar ist.

Vermoége der Umkehrbarkeit der Lichtwege konnen Objekt-
und Bildpunkt ihre Funktion vertauschen, d. h. jeder Bildpunkt
als Objekt Strahlen aussendend in den Richtungen, in welchen
solche in ihm zur Vereinigung kamen, wird durch dasselbe ab-
bildende System genau im vorherigen Objektpunkt abgebildet.
Statt zu sagen, ein Punkt sei das Bild eines anderen, nennt man
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daher beide in Bezug auf die betreffenden abbildenden Mittel
skonjugierte Punkte.

Was von einem einzelnen Punkte gilt, trifft auch auf mehrere
zu, welche ein mehr oder weniger ausgedehntes Objekt und Bild
formieren.

In Bezug auf ein abbildendes System nennt man ein
Objekt
BiJl d reell oder virtuell, wenn sein Ort von der Lichtbewegung
eher _ spiiter

. oder erreicht wird als das System.
spéter cher



I1. Kapitel.

Die Durchrechnungsformeln.

Bearbeiter: A, Konig und M. von Rohr.

1. Der Fall durch einen Achsenpunkt gehender Strahlen.

A. Die Strahlen endlicher Neigung gegen die Achse.

Die Orientierung auf die Systemachse. Es sei die Aufgabe
gestellt, den unter # geneigten Strahl BO, der die Achse SC in O

Fig. 9.

80=s; S0'=s"; 8C=r; DB=h
Zur Brechung eines zum Achsenpunkte O gehirigen Strahls endlicher Offnung x an einer
Kugelfliche.
schneidet, durch die Kugelfliche SB mit dem Radius »r=2S8C zu
verfolgen, wenn diese die Medien mit den Brechungsexponenten n
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und n' voneinander scheidet. Die beiden GroBen SO=s und w,
die die Lage des Strahls eindeutig bestimmen, bezeichnen wir als
die Strahlenkoordinaten, und wir wissen, daB wir in diesem Falle
dazu den Scheitelabstand oder die Schunittweite 8 und den Neigungs-
winkel oder den Offnungswinkel w gewihlt haben. Wir rechnen SO
dann, wie andere Strecken, positiv, wenn man sich von S nach O
im Sinne der stets von links nach rechts gehend vorausgesetzten
Lichtrichtung bewegt, und negativ, wenn entgegengesetzt dazu. Die
Winkel*) werden positiv gerechnet, wenn oberhalb der Achse ver-
laufende Strahlen konvergieren, und negativ, wenn sie divergieren.
Stellen wir nun aus dem A COB mit Hilfe des Sinussatzes die

Proportion auf

sing €O CS+480 s—r

smu  BC  BC 7’
so hat der Inzidenzwinkel i dasselbe Zeichen wie der Offnungs-
winkel #, wenn, wie in unserem Falle

sign (8 —r) =sign r.

Man sieht ein, daf wir auf diese Weise zu dem Zeichen fiir
sin 4 kommen, das auf Seite 9 gefordert wurde. Mit Hilfe des
Brechungsgesetzes bestimmen wir dann

e n . .
sin¢ == — sin ¢,
)

wobei die Vorzeichen von 7 und ¢ in jedem Falle iibereinstimmen.
Nach der Figur ist der Kugelwinkel

p=u-ti=u |7
also %'=“+(’5_i’>7

und analog wie oben fiir den Strahl vor der Brechung erhalten wir
jetzt nach ihr

woraus durch Addition von r sofort die Schnittweite 8’ erhalten wird.

Diese Formel versagt fiir unendlich lange Radien ihren Dienst,
also in dem Falle, wenn aus der zentrierten Kugelfliche eine achsen-
senkrechte Planfliche wird.

*) Diese Wahl des Vorzeichens der Winkel % stimmt mit der iiberein,
die A. STEINHEIL und A, VoIr (3. 41) und A. KERBER (7. 5.) getroffen haben; sie
weicht aber von der Festsetzung B. WANACHs (1. 164) ab.
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Wir erhalten dann nach Fig. 10 die Beziehung
§'tgu' =stgu.
Die Winkel ergeben sich, wenn wir beachten, daf hier gilt
=0,

zu T=—u

Fig. 10.

SO0=s; 80'=s"

Zur Brechung eines zum Achsenpunkte O gehbrigen Strahls endlicher Offnung % an einer
Planflédche.

Ist der Kugelradius zwar endlich aber sehr lang, r=R, so
wird man vermeiden, die Schnittweite 8’ in der gewohnlichen

Weise aus
(8 —R)-+R

zu bestimmen, weil sie bei der trigonometrischen Rechnung mit
einer unnotig groBen Ungenauigkeit behaftet sein kann. Man geht
dann nach Analogie der Planflachen vor und setzt

/
.s’-———l,——|—2Rsi‘n2£—Rsin<pctgu’—|—2Rsin2%.

T tgw 2

Man kann in diesem Falle auch nach dem ‘Vorschlage von
E. ABBE in folgender Weise verfahren. Man formt
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. N} S,—r . ’
SINY = —SIn %
r

so um, daff man erhalt

! 4 !
s . . . . T —u
— sin ' =sin u'—{—smz'=2s1ngcos< 5 —>,
; ;

so daB sich hier ergibt

o ’
2 Rsin g cos (1—?%—>

s =

sin o'
Diese Formel kann bei beliebigen Radien als Kontrollformel benutzt
werden (auch die vorige 148t sich dahin umformen).

Ist der Objektabstand 8$= o, so iibt die achsensenkrechte
Planfliche keine Wirkung auf die Richtung achsenparallel auf-
treffender Strahlen aus. Bei einer brechenden Kugelfliche ergibt
sich dagegen bei einem im Achsenabstande k auftreffenden Strahle
von #=0

gin ¢ =—.
r

Der Ubergang von einer brechenden Fliche 7, zur nichsten
r,11, die um die axiale Scheitelentfernung oder Dicke d, von ihr
absteht, ergibt sich zu

sv+1 - sv’ - dv; uv+1 = uv'-

Sind wir in dieser Weise in den Stand gesetzt, einen von einem
endlich entfernten Achsenpunkte ausgehenden Strahl endlicher
Offnung « (bei achsenparallelem Strahlengange endlichen Achsen-
abstandes %) durch ein System zentrierter Kugelflichen hindurch
zu verfolgen, so haben wir jetzt noch die Bestimmung anderer
Grofen zu leisten, die bei der Durchrechnung von Systemen von
Wichtigkeit sein konnen.

Die Einfallshéhe h—=DB

h=rsin ¢,

p=i+tu=i+u.

wobei

Die Pfeilhohe SD
SD=SC—DC=V(1-—cos<p)=27'sin2%.
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Die Weglingen BO=p; BO' =p'

A,k
p:*

P=in’
und daraus folgt ohne weiteres

P sinu

p sinu
Bei zwei unmittelbar aufeinander folgenden Flichen hat unter
gewissen Umstéinden (z. B. zur Feststellung der Absorptionswirkung)
die Bestimmung des zwischen ihnen liegenden Wegstiicks, der
schiefen Dicke d,, noch Interesse. Sie ergibt sich aus

_pv+1 :pv' - d’v-

Genauere Werte kann man noch erhalten, wenn man auf die Pfeil-
hohen der einschlieBenden Kugelflichen zuriickgeht. Es ergibt
sich dann

Pr

-9 . o Pra
d,—2 (r, sin®*—— 7,11 sin* ——>
2 -1 2

d,= ;
COS U,

Wir bemerken hier noch, daB wir im folgenden die soeben
abgeleiteten Formeln sowohl fiir Strahlen beniitzen werden, die ihren
Ausgang vom Objektpunkte nehmen, wie wir es hier vorausgesetzt
hatten, als auch fiir solche, die von der Blendenmitte ausgehen. Die
Strahlen dieser Art werden wir in Zukunft als Hauptstrahlen be-
zeichnen. Um sie sofort von den Objektstrahlen endlicher Offnung
unterscheiden zu konnen, werden wir an die Stellen der GriSen

Sutoehp
die folgenden
xwjPyq

treten lassen, die fiir die Strahlen der zweiten Art eine genau
entsprechende Bedeutung haben.

Die Orientierung auf das Zentrallot. Eine andere Moglichkeit
der Koordinatenbestimmung besteht darin, da man nicht die Schnitt-
weite SO des Strahls, sondern den Abstand CH= U als gegeben
annimmt, in dem die im Kreismittelpunkte C errichtete Senkrechte,
das Zentrallot, von dem Strahle geschnitten wird.

Es ist
U=(s—r)tgu
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und wegen sint s$—r
sin w r
. cOos %
sing = —
r

ebenso gilt natiirlich

) n o, .
sind = —sin¢
7

w=u-+(1—1)
und
., Ucosu
sme =—= ————-
.
also
n Ccosu
U' = Uﬁi )
COS U

Fig. 11.
Uv:CvHv; U;=O1/H1", U1'+1='—‘Ov+1Hal+1; SvSv+1=dv; SyCv':Tv;
Sv+107+1=7"v+1-

Zu den SEIDEL-WaNAcHschen Brechungs- und Ubergangsformeln.

womit wiederum aus U und » unter Zuhilfenahme der Inzidenz-
winkel die Werte fiir U’ und «' abgeleitet sind.

Fiir den Ubergang von einer Fliche zur andern bediirfen wir
des Abstandes G, zweier aufeinander folgender Kreiszentren. Es ist
nach der Figur 11

Cva+1 = CvS‘v + SvSv+1 —{'_ Sv+lcv+1
Cv: — Ty + dv + Yy41
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und wir erhalten
Uv+1 == Uv' - Cv tg uv'7
wahrend wie vorher
uv+1:uv'

gilt.

Diese Formelfolge hat B. WANACH (1.) aus dem spiter zu be-
sprechenden, von L. SEIDEL angegebenen Rechenschema fiir wind-
schiefe Strahlen abgeleitet.

Fig. 12.

Zum SEIDEL-WaNacHschen Ubergange zu und von einer Planfliche.

Handelt es sich um ebene Flidchen, so wihlt man die achsen-
senkrechte Ebene selbst als Lot und erh#lt nach der Figur 12:

Cv—l Cv = CV—ISI'—I + Sv——lcv
Cv——l =—"y—1 + dv——l
Uv = U,vv—l - Cv—-l tg u,v—l

! [
UWy—1=——1
T
Lv—Uv
Cv:dv_[—rv—I—l
cr
1 ""‘uv-}-l

Die tibrigen Formeln zur Bestimmung der Einfallshéhe, der
Pfeilhthe und der Weglinge konnen auch fiir dies Verfahren ohmne
weiteres dem fritheren entnommen werden.
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B. Die Strahlen in der Nachbarschaft der Achse.

Die Spezialisierung der trigonometrischen Formeln. Handelt
es sich um die Berechnung der Schnittweiten von Strahlen, die der
Achse unendlich benachbart sind, so schreiben wir fir $ und &
stets s und s, sowie fiir w, i, «', i hier immer dw, di, du', di'.

Es steht dann nichts im Wege, wie es auch tatséchlich von
A. SrriNgEIL und E. Voir (3.81.) vorgeschlagen wird, eine der
trigonometrischen Rechnung bei Strahlen endlicher Neigung analoge
Anlage in folgender Weise auszufiihren:

di—="""qu
r
ai' =" di
n
' = du - di — di’
§—r= 4
——Tdu/,.

Da der fiir du anzunehmende, unendlich kleine Wert als Faktor
tiberall in die zu bestimmenden Grofen eingeht, so ist es gestattet,
ihn durch ein beliebiges Multiplum zu reprasentieren, also ihn etwa
=1 zu setzen.

Die Benutzung der Invarianten der Paraxialstrahlen. Eli-
miniert man aus der obigen Formelreihe durch sukzessive erfolgen-
des Einsetzen der Werte die kleinen Winkel, so erhdlt man aus
dem Ausdrucke

ns—r

(S'_V)G; —77———>=%(8——r)

r

durch Bildung des Wertes von 1/s' die Nullinvariante der Brechung

a3l

aus der sich dann leicht die Rechenregel ergibt

’ ’
noon
Tt
in der die kleinen Winkel ganz herausgefallen sind.

Die Beniitzung dieser rein algebraischen Formel hat bei der
gleichzeitigen Rechnung von Null- und trigonometrischen Strahlen
den Vorzug, eine gewisse Kontrolle gegen prinzipielle Rechenfehler
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zu bieten. Diese fehlt bei Anwendung der oben mitgeteilten Formeln,
da man bei ihnen wesentlich dieselben Rechenoperationen vornimint,
wie bei der Verfolgung trigonometrischer Strahlen.

2. Der Fall in der Meridianebene verlaufender Strahlen.

A. Die Strahlen mit endlicher Neigung gegen den Hauptstrahl.

Das gewohnliche Verfahren durch Wiederholung der Rechnung
fiir Strahlen aus Achsenpunkten. Faft man jeden der im Meridional-
schnitte verlaufenden, also die Achse schneidenden Strahlen auf als
ausgehend von seinem Schnittpunkte mit der Achse, so erhilt man
fir jeden Strahl am Schlusse der Rechnung die Werte

s, .

Fig. 13.
t =BO0O,; 8§=80,; ¥¥=8SP; ¢d=BP.
Zur Durchrechnung eines endlich gedffneten tangentialen Biischels nach dem gewohnlichen
Verfahren.

Es wird dann im allgemeinen stets darauf ankommen, die
Schnittweiten ¢’ aufzusuchen, die der gedachte, nach der Brechung
durch 8, «', definierte Strahl auf dem durch die Blendenmitte
gehenden Hauptstrahle bestimmt. Bezeichnen wir nach unserer
fritheren Bemerkung die den Hauptstrahl bestimmenden Koordinaten
durch &', #', so erhalten wir nach Fig. 13 ohne weiteres

sinu’  sin(u'—w) o —&
sine/ @ —t

sin u'
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wo ¢ in der angegebenen Weise zu ermitteln ist. Die GroBen ¢,
u’ wird man darum konsequenterweise auffassen als die Koordinaten
des schiefen Strahls bezogen auf den Hauptstrahl.

Hat man mehrere Strahlen durch ein System zentrierter Flichen
durchzurechnen, so wird man h#ufig gezwungen sein, die hier an-
gegebene Nebenrechnung nach jeder Fliache auszufiihren, um aus
dem Gange der Schnittweiten eine Kontrolle zu gewinnen.

Das direkte Verfahren nach E. ABBE. Hier wird von vorn-
herein die gleiche Annahme gemacht wie vorher, dafl es sich darum
handele, die Schnittweiten ¢ und die Offnungswinkel u’ eines will-

Fig. 14.
t= BO0,; t = B0,

Zur Durchrechnung eines endlich getffneten tangentialen Biischels nach dem ABBEschen
Verfahren.

kiirlich gew#hlten schiefen Strahls im Meridionalschnitte auf dem
vom Objektpunkte aus durch die Blendenmitte gehenden Haupt-
strahle zu bestimmen. Es kann alsdann angenommen werden, daf
die Bestimmungsstiicke des Hauptstrahls, darunter auch seine In-
zidenzwinkel §, ;' schon bekannt sind.

Bezeichnet man wie vorher die Offnungswinkel des schiefen
Strahles mit u, u' und den Zuwachs des Kugelwinkels ¢ durch y,
so kann man ohne weiteres aus der Figur 14 entnehmen

=y 4y
i +u'=j4y
W =u+(i—i)—(—7),
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so daB hiermit die Bestimmung des Offnungswinkels u’ geleistet
ist, wenn wir ¢ und 4’ ermittelt haben.

Zur Bestimmung von ¥ muB eine neue Beziehung abgeleitet
werden. Zu diesem Zwecke vervollstindigen wir den in der vorigen
Figur nur angedeuteten Kreis, verlingern die Strecke ¢ bis zum
zweiten Schnittpunkte D mit der Peripherie, nennen diese Strecke
BD=T und verbinden den zweiten Schnittpunkt D mit dem In-
zidenzorte B, durch die Strecke ©. Alsdann gilt nach Fig. 15

Fig. 15.
t—=B0O,; T=BD; O=BuD.

Zur Durchrechnung eines endlich gedffneten tangentialen Biischels nach dem ABBEschen
Verfahren.

T=2r cosj

O =2rcos <j—}—§)
und
(5] sinu

T—t . < x) ’
sin|ua 9

Setzt man in diese letzte Gleichung die Werte fiir @ und T
ein, so erhilt man

tsinu=2r[cosjsin u— cos(j—}—%) sin(u—gﬂ.

Jedes der beiden Produkte im Innern der Klammer driickt man
mit Hilfe bekannter goniometrischer Formeln durch eine Summe
zweier Sinus aus, und es ergibt sich nach Fortfall des mit ent-
gegengesetzten Zeichen vorkommenden Summanden sin (j -4 u) der
Ausdruck
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tsinu

==sin¢—sin (j — w),
wobei
i=j+y—u
benutzt ist. Eine ganz entsprechende Beziehung gilt fiir die Grofien

nach der Brechung. Fihren wir nun noch den Hilfswinkel 5 durch
die Definition ein

t
sinn = —sinu,
r

so erhalten wir

- S
sini=2sinn+; e J n

08
2

und ferner

) n o, .

sin{ = — sin 7.

7

Damit ist aber nach dem oben erwihnten auch u' bestimmt und
wir erhalten nunmehr

t sinu sinéd —sin(f —u)

t sinu sini —sin(j —u)

-y ’ o N r ’

L1 u — 1 —u
 sin L M o
sin u 2 2

—_ . ’ . . o B
sinu’ 4 +u —j cos “+j—u
2 2
o of ’
. cosz%_]#u
__sinu 2
. ] . .
S —_—
inu cosz_—{—j u
2
weil
74— =itu—j=yg
gilt.

B. Die Strahlen in der Nachbarschaft des Hauptstrahls.

Die Spezialisierung der ABBEschen Formeln. Nehmen wir
an, daf es sich um so kleine Offnungswinkel u handele, daB schon
ibre zweite Potenz der ersten gegeniiber zu vernachlissigen ist, und
bezeichnen wir sie in diesem Fall mit du, so lassen sich die fiir
endliche u geltenden Formeln erheblich vereinfachen.
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Wir erhalten in diesem Falle
t=j-F+di und y=d¢
j+di+du=j+ag
di +du=d¢
und 4 4-du'=d .
Ferner wird aus ¢4 j—u: 254 di—du.

und wegen

Setzen wir nun die so umgestalteten Grofen in die Formel ein,
die fir die Schnittweite bei endlichen u entwickelt wurde, so er-
halten wir, wenn wir uns auf GréBen erster Ordnung beschrinken,
die Beziehung

' _ ducosjy

t du cosj’
wobei wir dem fritheren analog die Schnittweiten unendlich benach-
barter Strahlen durch ¢ und ¢ bezeichnen.

Diese Formel wird zur Berechnung von ' geeignet, wenn wir
du
du’
oder nur Bestimmungsstiicke des Hauptstrahls enthalten.

Da die Gleichung besteht

di 4 du=di 4 du’,

durch Grofen ausdriicken, die vor der Brechung vorkommen

so ergibt sich nach Differentiation des Brechungsgesetzes
tg
du’—du=di<1 — gz)
tg e
Ferner geht die oben abgeleitete Beziehung

t . .
—sin u=sin{—sin (j — u)
r

unter der Beschrinkung auf Griofen erster Ordnung iiber in

Eofﬁ——u=(du —+ di)cosy

also

di-—-—:( t .—1>du.
7 COS j

Unter Benutzung dieses Wertes erhalten wir schlieflich den
gewlinschten Ausdruck
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7 =1+ (155 e — 1)
—_1 —1
du +{1 tgj/ \rcosi

_t ()

rCo8 ) tgy tgy

so daf wir endlich schreiben kénnen

. - 4
- )]
t coSj LY cosj tg g tg
Diese Formel versagt, wenn der Objektpunkt fir ¢t=00 auf
dem Haupts“srahle ins Unendliche riickt. Zu gleicher Zeit aber
wird du==0, und zwar tritt dann an die Stelle der kleinen angu-
laren Offnung du die kleine lineare GroBe tdu=rcosjdi. Be-
stimmt man nun in

tdu COSJ

t= e
du’ cosj

den entsprechenden Wert des ersten Faktors, so wird

(tdu) __reosj  w'reosjeosy
du'/au—o0 tgj  n'cosj —mncosy
tgJ
also
n' cos?y’

mgo =1 ————
7 COSJ ~— N CO8 J
Fihren wir die Rechnungsoperationen in dem allgemeinen
Werte fiir ¢/’ aus, so ergibt sich die folgende Formel fiir die Schnitt-
weiten im Tangentialschnitte
’ Q. 9 .
n eos "y n eos?)

1
e =;(n' cosj —ncosj).

Die auf der rechten Seite stehende Grofle, die astigmatische
Konstante, 1468t noch eine Umformung zu, die sie fiir die logarith-
mische Rechnung bequemer macht

’

n n
'cosj —mcosj= s sin (j — ') = —sin(j —7).
w cos j 1= G—J) sin; (J—79)

Der Ubergang von t' zum ¢ der nichsten Flidche geschieht unter
Benutzung der schiefen Dicken d, deren Ausdruck weiter oben ent-
wickelt worden ist

t,.+1 - t,,' —_— d,,.
Optik, 4
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Ist zu Beginn der Rechnung der Abstand s, der achsensenk-
rechten Objektebene und die Neigung w, des Hauptstrahls gegeben,
so ermittelt man

1
t, = (s — 27 sin2—~1>,
1 ocoswy \! L 2

und man erhélt umgekehrt nach der Durchrechnung durch % Flichen
die im allgemeinen mit w, variierende Abszisse 8,' des tangentialen,
auf dem betrachteten Hauptstrahle liegenden Bildpunktes, gerechnet
vom letzten Flichenscheitel, zu

8/ =t cosw, + 2r, sin® %ﬁ.

Die Ableitung der WANACHschen Formeln. Aus der oben
mitgeteilten Formelreihe fiir den Verlauf eines von einem Achsen-
punkte ausgehenden Strahls bezogen auf die Koordinaten U und u
leitet B. WANACH (4.) Formeln zur Bestimmung der Schnittweiten
enger tangentialer Biischel in der folgenden Weise her. Er bestimmt
die Variationen, die in den Strahlenkoordinaten auftreten, wenn
auBer dem Hauptstrahle W, w noch ein anderer Strahl betrachtet
wird, dessen Neigungswinkel gegen die Achse gegeben ist durch
den benachbarten Wert w -+ du. Es stellt sich dann an dem Haupt-
strahle der unendlich kleine Offnungswinkel du ein, und es er-
geben sich durch die Differentiation der oben aufgefiihrten Formel-
reihe, wenn wir durch die Bezeichnung zum Ausdruck bringen, daf
es sich um die Bestimmungsstiicke des Hauptstrahls handelt, die
folgenden Bezichungen

h
du'=du- (tgj—tgJs) P%——tgwduj
AW =Ww' [%— tgwdu —i—tgw'du’}

tiir eine beliebige Fliche und beim Ubergang von der vten zur » - 1ten

duv_;_l:du,,'
AW, 1 =dW, —C,

du,’

cos®w,’

Ist etwa die ute Fliche plan, so treten die Anderungen ein

d
du,
aW, =W, _1—C g —s—
Iz / w 3,7
COS™ W (p —1

C/,_lzd —1—Tu—1
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l__tgw#
dlllu ——ggf];j; dl,u
AW, =W,
du,’
] “
dWl‘+1 _ dW[u C‘u COSZWM,
Co=dp~ 74

Es ist nun noch nétig, die Anfangswerte du, und d W, vor
der ersten Brechung mittels der gegebenen Grofien zueinander in
Beziehung zu setzen. Dabei geht B. WANAcH von der Annahme
aus, daf der Objektpunkt in einer achsensenkrechten Ebene von
der Achsenentfernung s, durch den DurchstoBungspunkt des unter
w, geneigten Hauptstrahls bestimmt sei.

Fig. 16.
C H, = W, HIE:dI'Vl:s; HEK =u; HO,=r1.

Zur Durchrechnung eines engen tangentialen Biischels nach den WaNAcHschen Formeln.

Nehmen wir in Fig. 16 4 W, als willkiirliche kleine GroBe ¢ an,
so ergibt sich zunidchst, wenn wir in H, aut H, 0, die Senkrechte

H, K, errichten:

du, =

=

wo Zihler und Nenner nach der Figur auszudriicken sind durch
u=dW, cosw, =¢ecosw,

S5Th
1 b
CcOoS 1/01
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so dafi sich schliefllich ergibt

Da beide Grofien d W, sowohl als du, der Grofe e proportional
sind, so sind es auch alle spiter bestimmten GroBen d W, und du,.
Wir konnen mithin an Stelle der kleinen Grofe & ein Multiplum
von ihr einfiihren und setzen e=1. Im Falle {, =00 ist nur
du, =0 zu setzen. Nach der Durchrechnung durch die letzte Fliche
ist es wieder wiinschenswert, die Abszisse des letzten tangentialen
Schnittpunktes zu ermitteln. Ganz analog wie bei der ersten Fliche
erhalten wir, wenn wir durch diesen Punkt eine achsensenkrechte
Ebene gelegt denken,

du, — d Ilfk’ cos*w,’
8, — 1y
mithin
AW, cos®w,’

<!
8/ =r + —FE "
k k + dukl

3. Der Fall windschiefer Strahlen.

Jede der verschiedenen fiir die Verfolgung von Strahlen mit
endlicher Neigung gegen die Meridianebene angegebenen Methoden
zerfallt in zwei Teile, deren einer die Verfolgung des Strahls in
seiner Einfallsebene mittels des Sinusgesetzes der Brechung enthélt,
wihrend der andere den Ubergang von den Bestimmungsstiicken
nach der vorausgegangenen Brechung zu den neuen vor der fol-
genden Brechung vermittelt.

A. Die Formeln fiir den Ubergang von Fliche zu Fliche und
die Berechnung der Anfangswerte.

Beschiftigen wir uns zundchst mit diesem Ubergangsteile, so
gestaltet sich dieser verschieden je nach der Wahl der Bestimmungs-
stiicke der Strahlen. Es kommen vier voneinander unabhingige
Bestimmungsstiicke in Betracht, und wir wollen als solche zunichst
die Koordinaten der Durchstofungspunkte des Strahls mit zwei
passend gewéhlten Ebenen annehmen.

Die Festlegung eines geeigneten Koordinatensystems ist nun
nicht willkiirlich. Eine der Koordinatenachsen wird jedenfalls durch
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die Achse des optischen Systems gebildet, und ferner bietet sich
die mit der Papierebene zusammenfallend angenommene (Vertikal-
oder) Meridianebene, in der wir, ohne an Allgemeinheit einzubiifien,
den Objektpunkt annehmen kénnen, von selbst als eine der Ebenen
dar. Eine auf der Systemachse im Mittelpunkte der gerade betrachteten
brechenden Fliche senkrechte Ebene ist die zweite und die die
Systemachse enthaltende Horizontalebene die dritte Ebene des
Koordinatensystems. Die Systemachse wollen wir als Achse der X,
die vertikale (in der Papierebene liegende) als die Achse der Y
und die horizontale rechtwinklig zur Papierebene stehende) als die
Achse der Z ansehen, wie das Fig. 17 erkennen l4Gt.

Y

Fig. 17.
80=¢; 8D=48; O0B=l; 9B8=L'; SC=r; §,C=r; 8§ =d

Zum KERBERschen Ubergange von einer brechenden Fliche zur folgenden.

Die KERBERschen Ubergangsformeln. Die Bestimmungsstiicke
sind hier die Koordinaten der Durchstofungspunkte des Strahls
mit der Vertikal- und der Horizontalebene. Bezeichnet man die
Koordinaten des Punktes der erstgenannten Ebene mit kleinen, die
in der anderen mit groBen Buchstaben, so sind, wenn §' und §'
die axialen Entfernungen dieser Punkte vom Fliachenscheitel be-
deuten, die Koordinaten fiir das System (X, Y, Z), dessen Nullpunkt
im Kugelmittelpunkte angenommen ist, nach A. KERBER (8.):

§—r U, 0, S—ro0 L.
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Beim Ubergange zur nichsten Flidche », dndern sich nun nur die
s, S-Koordinaten, da das ganze Koordinatensystem auf der X-Achse
um die zwischen den beiden aufeinander folgenden Kugelzentren
liegende Strecke d—r-}r, parallel mit sich selbst verschoben
werden muf. Da die Beziehungen gelten

s, =8 —d; S,=8—d
so wird weiter

8 —r=8—r—d—r+nr) 8-—r=8-—r—@d—r+rn).

Die beiden andern Koordinaten #ndern sich, da der Strahl
selbst durch diese Verschiebung keine Modifikation erleidet, iiber-
haupt nicht; also gilt

l, =0, L,=1L.
Tritt an die Stelle etwa der uten Kugelfliche eine achsen-

senkrechte Ebene, so wihlen wir diese als YZ-Ebene und erhalten
als Verschiebung vor der Brechung

Cuy=0u_y—Tu_4
und nach der Brechung

Cu=d,+ Tuga-

Als Anfangswerte vor der ersten Brechung sind nun in der
Regel aufier den ungestrichenen Koordinaten des Objektpunktes
(8;, 1, 0) die rechtwinkligen Koordinaten m,, M, der Durch-
stoBungspunkte des von ihm ausgehenden windschiefen Strahls in
der objektseitigen Blendenebene gegeben, deren Entfernung vom
Scheitel der ersten Kugelfliche x; sein mag. In der Figur 17 sei
die Mitte der Blendenebene durch P gekennzeichnet, und der Durch-
stofungspunkt eines windschiefen Strahles B% in € angenommen.
Die Strecken in Fig. 17 erhalten dann die folgenden leicht verstind-
lichen (zum Teil geénderten) Bezeichnungen:

80=s,; 8D=48,; OB=l; DB=L,
SP=ux; EQ=m;; PE=M,.
Wir koénnen dann aus der Proportion
OB:EQ=0B:EB=00:PV=08-}8SD:PS-} 8D
l:m, — =—8+8:—x 1+ 8,

den Wert fiir S, ermitteln zu
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S — llacl~mlsl
1 iL—m,
1 1

Die Bestimmung von L, ergibt sich aus
DB: PE=0D:0P=08+8D:08+4SP
L :M = =—8,+8,:—8 +=x
S1 i»sl M ll

— == 1

za Ll = J"Il .’El — 81 m*;

Riickt der Objektpunkt ins Unendliche, so wird zwar I, —oco=s,,
doch besteht fiir den angularen Abstand w, die Beziehung

l
tgw, =—-2
£ 1, 31’
und wir erhalten aus
81
acl mll—
I 1
[ —
m,
l

durch einen Grenziibergang
S, =z, 4 m, ctgw,
und ferner in ganz analoger Weise

L,—=M,

1

Gehen wir zu den Formeln fiir endlich entfernte Objekte zuriick,
so lassen sich ganz entsprechende Formeln angeben, um die Ko-
ordinaten der Durchstofungspunkte mit einer Transversalebene im
Achsenabstande s,’ aufzufinden.

Bezeichnen wir diese Koordinaten mit /,’, H,', so haben wir in
den obigen Ausdriicken die GroBen x;, m,, M, je durch s/, h,', H,
zu crsetzen und nach h,’ und H,' aufzulssen. Wir erhalten alsdann
s — 8, s —8,

h'—=1’ > H/=L'2 .
v v va_SWI7 v v S'y"_s'u,

Es macht keinen wesentlichen Unterschied, wenn wir die Strahl-
richtung nicht durch Hinzunahme des Durchstofungspunktes (8, L)
in der Horizontalebene, sondern durch passend gewiahlte Winkel-
groflen bestimmen. Als solche seien hier gewihlt der Winkel ¢,
den die Projektion des Strahles auf die XY-Ebene mit der X-Achse
einschlieft, und der Neigungswinkel & des Strahls gegen seine
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Projektion. Diese Richtungsgréfien bleiben unberiihrt von der
Parallelverschiebung des Koordinatensystems; ebenso bleibt I, =7,
und die ganze Anderung beschrinkt sich auf

L —r =8 —r—(d—r+r).
Auch bei dieser Wahl der Bestimmungsstiicke miissen Formeln

fir die Anfangswerte angegeben werden, wenn diese die Koordi-
naten der Offnungsebene enthalten. Es ergibt sich

S

r, —S8
ctg & == 1 U1
{,—m,
und
5 M, cos &,
BO=" s
1 1

Handelt es sich um die Angabe der Koordinaten der Durch-
stoBungspunkte einer Transversalebene in einem Achsenabstande s,’,
so finden wir die Ausdriicke

h')=1'4 (s’ —s )tge/
und

Die SEIDELschen Ubergangsformeln. Wihlt man als bestim-
mende Ebenen die horizontale und die im Kugelmittelpunkte er-
richtete Ebene, so sind die Koordinaten der Durchstofungspunkte

8 —r, 0, L'; 0, v, V"
Durch die Verschiebung des Systems um C=d —r - r, wird
S, —r,=8—r—@d—r-r),

nur L, = I’ éndert sich nicht, wihrend @, und F, die neuen Werte

S, —r S —r

AT =L (V' — D)
annehmen. Diese GroBen stehen untereinander in dem Verh&ltnisse,
da8 die folgende Invariantenbeziehung aufgestellt werden kann:

v L, = YL
V,.—L VL~
Diese Ubergangsformeln konnen aber bei dem weiter unten

anzugebenden SreIDELschen Rechenschema nicht direkt benutzt
werden, weil L. SEIDEL nicht die Koordinaten der Durchstofungs-

v, =0




Der Fall windschiefer Strahlen. 57

punkte zu Bestimmungsstiicken seines Strahles wéhlte. Indessen
lassen sich die von ihm auf Grund einer geometrischen Betrachtung
angegebenen Ubergangsformeln auch leicht analytisch ableiten.
Der Durchstofungspunkt in der ersten Transversalebene ist bei
ihm durch die Polarkoordinaten U’', {' definiert, so daB zwischen
diesen und den von uns eingefiihrten Grofen die Beziehungen be-

stehen
VvV =U'cosl'; V=U'sin?,
wo ' den Neigungswinkel gegen die O-Richtung bedeutet.
Die Richtung des Strahls ist bei L. SEIDEL (6. durch zwei
Winkel 7' und ' bestimmt, und zwar ist 7 der Winkel zwischen

Y Y
~N
N
»
2 .
. Ly
Highe S, 4 X
&
7 e
j AD
\[ﬁd ///
A
Z |

Fig. 18.
CO=8—r; OB=L'; GA=v'; DA=V'; CA=U'; CD=8,—r;
CH=C H=LI'; G,A4=v; D A=V, C4,="0U,.

Zum SEIDELschen Ubergange von einer brechenden Fliche zur folgenden.

der Richtung des Strahls und der der Systemachse, #' dagegen der
zwischen der Projektion des Strahles in die Transversalebene und
der in dieser festgelegten O-Richtung.

Aus der Figur 18 erhalten wir die Beziehungen
V’——L' ,__-‘/’U"z—l—(V'—*L')?_ ’U'. 1

ton =—": to7 =
3 o % S —r S —rcosa

Gehen wir nun zu der Transversalebene durch das Zentrum
der zweiten Kugel r, iiber, so #ndert sich die Strahlrichtung, also
auch #' und 7, gar nicht, und wir erhalten
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V,—L v 1 v 1
1 . tO“[,: 1 J— 1
v, 7 8, —r, cosa’ 8" —r—C cosa”

tg a =
sowie
v,="U, cos{,, V=T, sin{,.
Um nun zu den SEIDELschen Umwandlungsformeln zu kommen,
entwickeln wir mit Hilfe von

V—-r V,—L
v
V=V
v, —v

tg 7 =
oder
v, sina’ — V,cosa'=v'sina’— V' cos @'
U, cos{ sina’— U, sin, cosa’ = U’ cos {'sina’ — U'sin ' cos '
U, sin (7' — )= U'sin (@' —{').

Es ist das die erste der SEIDELschen Ubergangsformeln.
Entwickeln wir ferner mit Hilfe von

die Beziehung
v—v, 1
tgr —=—n
& C cosa

oder

(v, — ) sin’a’ + (v, — v') cos?n’ = — Ctg 7’ cos 7.
Benutzen wir nun den oben angegebenen Ausdruck fiir tga', so
geht dieser Ausdruck tiber in

(V;— V')sina' + (v, — ) cosa' = — Ctg 7
und nach Einsetzung ergibt sich
U, sing, sina' 4 U, cos {; cosa' =U'sin ' sinzw + U’ cos ¢’ cos 7'
—Ctg?
oder
U,cos(@'—C)=U'cos (@ —{)—Ctg7.

Damit ist aber auch die zweite der SEIpELschen Ubergangs-
formeln abgeleitet.

Handelt es sich um Planflichen, so treten ganz ebenso wie
bei dem vorher behandelten Ubergange die fiir C,—; und C, ange-
gebenen Anderungen ein.
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Mit diesem Falle ist aber auch eine der Moglichkeiten erledigt,
wie die Anfangswerte gegeben sein konnen.

Ist etwa die Objektebene vom Achsenabstande s; gegeben, in
ihr die Koordinaten des Objektpunktes Uo, & (in der Regel wird
& =0 oder == 180" sein, da der Objektpunkt meistens in der Meridian-
ebene angenommen wird) und ferner die Richtung des einfallenden
Strahls durch T und z bestimmt, so ergeben sich ohne weiteres die
Gleichungen fiir U und ¢ in der ersten Transversalebene

Usin (n —{)= U, sin (n—§)
Ucos(n—{)=U,cos(n—& —(—s, +r)tg.

Liegt indessen der Objektpunkt im Unendlichen, so ist zwar
U = oco=s,, doch ist der Winkelabstand von der Achse ganz wie
oben durch die Angabe von 7 bestimmt, wihrend s == 0 oder = 180°
ist. Die Durchstofungsorte der ersten Transversalebene ergeben
sich aus den Festsetzungen, die man tiber die Punkte macht, in
denen die Offnungsebene von den windschiefen Strahlen durchsetzt
werden soll. Sind fiir diese die Werte m, und M, gegeben, und
besteht zwischen ihr und der ersten Transversalebene der Abstand
x, —7,, so wird diese Tranversalebene von dem unter w, geneigten
Hauptstrahle in einer Hohe

v = (@, — 1) tgw,

durchsetzt, und wir finden die Koordinaten der von den auBer-
axialen Strahlen herrtthrenden Durchstofungspunkte zu

vl———Ucoszzvl—}—ml}
V,=Usin{= M,

Eine im Abstande s’ angenommene Bildebene wird ebenfalls
aufgefafit als eine achsensenkrechte Transversalebene, und wir er-

halten dann auf eine ganz analoge Weise wie im Falle des end-
lichen Objektabstandes die Koordinaten des Durchstofungspunktes

Y=Ucos& Z=Usiné

aus den Werten U’, {', ¥, 7' nach der letzten Brechung mit Hilfe
der Beziehungen

Usin (7' — &)= U'sin (@' — ')
Ucos(n' —§&=TU"cos (@' —{')— (s —r)tg7.

Bei endlichem Objektabstande wird man aber in der Regel
die Anfangswerte 7, m nicht explicite gegeben haben, vielmehr
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werden gewohnlich ganz wie im vorigen Falle die Koordinaten des
Objektpunktes (s,, Z,, 0) und die (z,, m,, M,) des Durchstofungs-
punktes der Offnungsebene gegeben sein.

In einem solchen Falle erhélt man aus den Seite 55 ange-
gebenen Formeln die Koordinaten 8, und L, und hat dann den
Fall vor sich, von dem wir hier ausgegangen waren, dafl nimlich
die Durchstoungspunkte in der Horizontal- und einer Transversal-
ebene bekannt seien. Nimmt man nun die (formale) Verschiebung
von der Offnungsebene zum Kugelmittelpunkte vor, so erhilt man
schlieBlich die gewiinschten Werte fiir ¢, und ¥,

8 —r L (x —r)—m, (s, —r)
/U,l:mls f—y - v
17 % Ly~ 8

17

VJ:“‘Ml

Ty — 8

Alsdann ist man aber im stande, auf Grund der oben entwickelten
Formeln # und 7 zu bestimmen, und es wird

tg = M,
°T m, 1,
th=V<”"1_l1)2+]”12.

x; —s

Die BRUNSschen Ubergangsformeln. Eine weitere Moglichkeit,
den Strahl festzulegen, besteht darin, daf man seine Durchstofungs-
punkte in zwei achsensenkrechten FEbenen angibt. FEiner dieser
beiden ist wieder die Transversalebene im Kugelmittelpunkte, und
wir bezeichnen die Koordinaten in ihr wieder mit ¥ und V. Die
andere Ebene enthilt, wie wir spiter sehen werden, den Inzidenz-
punkt des Strahls auf der Kugeloberfliche, dessen Koordinaten sein
mogen X,, Y, Z,.*)

Diese Wahl der Bestimmungssiicke hat den Vorteil, daf die
Richtung des durch beide Punkte gehenden Strahls sich ohne weiteres
ergibt, denn die Richtungseosinus werden gefunden durch

X Y, —v Z, —
m="p; p="p—; g=—15 Y,

*) Die meisten der hier folgenden Formeln sind ebenso wie die auf
Seite 69—73 einer unversffentlichten, von E. WANDERSLEB stammenden Dar-
stellung des BrRuNsschen Verfahrens entnommen.
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wo R definiert ist als
R=|VX (¥, — 0P+ (Z,— V)

Diese Richtungscosinus konnen nun offenbar auch mit », ¥V
zusammen zur eindeutigen Bestimmung des Strahles dienen, und
diese Form werden wir in dem spéter zu behandelnden Rechen-
schema bevorzugen.

Handelt es sich jetzt um die Festellung der Formeln fiir den
Ubergang nach einer Brechung zur nidichsten Flidche, so seien die
Koordinaten in der Transversalebene durch @', V' kenntlich gemacht,
und die Aufgabe gestellt, die entsprechenden neuen Koordinaten

Y

5'e
/
Z
Fig. 19.
CE=2X,; ED*=Y,; EG*=2,; CD=v'; CG=1V'; CD,=uv,;
06 ="V,

Zum Brunsschen Ubergange von einer brechenden Fliche zur folgenden.

v, ¥V, aus w', ¢, q', ¥', ¥’ zu bestimmen, wenn eine Verschiebung
vom Betrage C vorgenommen ist. Durch eine solche Verschiebung
wird an der Richtung des Strahles nichts geéndert, und die Grofien
', p’, ' behalten ihren Wert; dagegen dndern sich die Koordinaten
des Durchstofungspunktes in der neuen Transversalebene, und zwar

tinden wir die folgenden Beziehungen nach Figur 19:

CD:C,D,=CP:C,D; CG:C,6,=C0:C,0
vy, =8—r8—r—C; V:V,=8—r:8—r—C
cv ., oV
’”1=”'—§—_—r ; Vl=V—sr_7
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Unter Benutzung der Fig. 19 erhalten wir

o _n—Y_ vV _z-V_ q
S —r —X, m s —r —X, m'’
also schlieflich
y q
vlzv’+n—1,0 ; V1=V’—{—n70.

Die Entfernung von einem Kugelzentrum zum andern ist wie
frither —
C=d—r-r,.

Artet die Kugelfliche zu einer achsensenkrechten Ebene aus, so
sind die vor und nach ihr nétigen Verschiebungen gegeben durch
die schon frither fir C,—; und C, in solchen Fillen aufgefiihrten
Ausdriicke.

Bei endlichem Objektabstande ergeben die normalen Anfangs-
werte (s,, I, 0) (z,, m,, M,) die Richtungscosinus ohne weiteres, wenn

B = ' Vi, —s,)® + (m, —1,)* + M,® \}
definiert ist, zu

und bei einem Abstande von r, — &, zwischen Offnungs- und Trans-
versalebene wird nach unseren Formeln

p - q
v, =m, _I_nTl(Tl—xl)? V=M, “I_Tﬁ(ﬁ_wl)'
1 1
Ist der Objektpunkt unendlich weit entfernt in der Meridian-
ebene gelegen, und hat er den angularen Abstand w,, so ist
m, ==cosw,, p,=sinw;; q,=20
vy =m, -+ (r,—x,)tgw; V=M,

Die Durchstofungspunkte in einer achsensenkrechten Ebene
vom Abstande s’ ergeben sich fritheren Uberlegungen analog zu

und

r

p : , :
szl—;n—,(’i’k—s); 7=V —I?(’l'k——é').

B. Die Formeln fiir den Ubergang von einem Medium
in das andere.

Die KERBERschen Brechungsformeln. AuBer den schon bei
den Ubergangstormeln benutzten Grofen fithren wir noch neue ein.
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Die Meridian- und die Horizontalebene schneiden die Kugel mit
dem Radius » in den beiden groBten Kreisen S4 und SU, und
zwar sollen die Punkte 4 und % durch die Verbindungslinien von
C mit B und B ausgeschnitten werden. Wir fassen alsdann 4C
und AC als die Nebenachsen der Brechung fiir die beiden axialen
Objektpunkte B und B, sowie die Offnungswinkel v=ABI und
V=UABI aut und konnen dann nach A. KERBERs (8.) Vorgange
unmittelbar unsere Seite 37 abgeleiteten Formeln anwenden.

Sind nun die Koordinaten von B durch (s, 7, 0) und die von
B durch (8, 0, L) gegeben, so ist unsere Aufgabe die, die Koor-
dinaten der entsprechenden (nicht gezeichneten) Punkte B' und B’
nach der Brechung zu ermitteln.

Y
i,
A
- \\\\\\\\
e
0 fa) 4 X
V
B
A
Z R
Fig. 20.

SO0=s; SP=8; OB=1l; 9B83=L; AB=3§; AB=28.

Zu den KerBErschen Ubergangsformeln.

Aus der Figur 20 ergibt sich unmittelbar fiir die schon oben
definierten Winkel ¢ und ¢

0B OB l

=00 055D S—s

OB DVBcose Lecose
tgd=—-—= —

B D0 = S—s

wihrend sich der Winkel y und [ zwischen der Systemachse und
den beiden Nebenachsen darstellen lassen durch

s te =

r—g8’

tgy = 2
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Die beiden Abstinde vom Kugelmittelpunkte BC und BC er-
geben sich zu

r—8 r—=S8
r—8=— ; r—@=
cos y cos I’
und die Offnungswinkel mit den Nebenachsen durch
r—8%

sinv.

cosv==cos (e —y)cosd; sin V=
(e —7) cos ; p—

Hiermit aber haben wir alle Elemente, um die auf S. 37 ab-
geleiteten Formeln anwenden zu konnen. Demnach

sinv

sini =

. no.o.
sini = —sin+
n

Vie=v4i—i; VV=V+4+i—7
o, rsinid , rsini

S —r=——"7; —r=——G-
" sin V'

sinv
Geht man nun wieder zur Systemachse iiber, so erhilt man
r—8=(r—8)cosy; r—8=(r—&)cosI"
U'=0r—s8tgy; L'=(r—8)tgl.
Wird ein Radius unendlich, so riickt das Koordinatensystem

nach §, und die Nebenachsen werden der Hauptachse parallel; daher
erhalten wir
U!=1; L' =1
und
y=9; I'=0
COS V == €08 & €0S 0

§=—8;, @=48; V=v

. ’ n .
SINV =——8In v
n

. tgv tg v
5'26;%; V=v; @=8¢ g ,

gv tgv
s=g; §=¢.

Ist der Objektabstand =00, so hatten wir die Werte von 8§
und L schon 8. 55 durch die Anfangsdaten ausgedriickt. Da der
Objektpunkt in der Meridianebene anzunehmen ist, so erhalten wir
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d=0; y=c¢
tgF=V~S
r— 8
§:OO; V—@:-C—Og‘l—;; vV =0.

Aus dem nun bei B entstehenden rechtwinkligen sphérischen
Dreiecke ergibt sich
cos V=cosecos I"

und schliefllich gilt in dem System mit der Nebenachse C%
e —
sini= - sin V
r

womit die Rechnung in das bekannte Geleise gelangt.
‘Handelt es sich um kleine Winkel v, so eignet sich die Be-
stimmung aus

cos v=cos (¢ —y) cos 0

nicht fiir die numerische Rechnung, und man erhélt eine grofere
Genauigkeit durch die Bestimmung des bei der Brechung invarianten
Winkels # zwischen der Einfallsebene und der Vertikalebene aus

tg 0
to ) —m —————
57~ Sin (e—7y)’
wonach man dann ‘
. sin 0
sin v ==—
sin g

bestimmen kann.
Wiahlt man im Anschluff an die KErBERschen Formeln als Be-

stimmungsstiicke
l? S) 6) 87

s0 kann man die Berechnung von
I') 6) V) V'? @'7 S'? L'

ganz umgehen und sich auf die Bestimmung der mit kleinen Buch-
staben bezeichneten Grofen beschrinken. Zur Bestimmung von ¢
dient dann die aus den soeben fiir kleine v-Werte angefiihrten
Ersatzformeln abgeleitete Beziehung

r
nv

si
. ’
Sin (3 = -0
sSin v

sin 8

und man erhalt & aus
Optik. 5
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'y 08V
cos (¢ — )= cos &'
oder aus
tg &
sin (¢ — ) —£%
tgn

Man kann diese Rechnung noch weiter verkiirzen, wenn man,
ohne erst I, zu bestimmen, gleich mit Hilfe der Beziehung
!
l,=1,
bildet
s '—r
tgy, = ——2tgy,.
g7 8, —, g7

Nur in dem Falle eines unendlich fernen Objekts muff man auch
bei diesem Rechenschema die Bestimmung von I” zu Hilfe nehmen.

Es ist dann
d=o0; y=c¢

M
r— (x -+ m ctg w,)
cos V=cos y cos I"

tg ['=

M
sint=——=sinV
rs

in 1"

und natirlich
vi=¢—1.

Da vor der Brechung gilt

. S
ST =S v

so ergibt sich aus der allgemein giiltigen Beziehung

. !
. sind

sinl’ | . )
=-——sin(i—¢
sin' V ’

womit die Zuriickfithrung auf das gewdhnliche Schema geleistet ist.
Die SEIDELschen Brechungsformeln. Bei unserer Ableitung
schliefen wir uns in unserer Bezeichnung ganz eng an L. SEIDEL (6.)
an, soweit von jhm neue Gréfen eingefithrt werden (s. Fig. 21).
Zeichnet man den windschiefen Strahl FL, der in P die
brechende Kugelfliche durchsetzen moge, so ist unsere nichste Auf-
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gabe die, den Einfallswinkel 1= zu berechnen. Es sei der
Winkel PLIM mit 1 bezeichnet.

Konstruiert man in der Ecke bei & zu £ als Mittelpunkt das
sphérische Dreicck ST, so folgt aus dem Cosinussatze

cos (180% — 1) == cos 7 cos 90° -} sin 7 sin 90° cos (7 — ¢)
— cos A==sin 7 cos (7 — ().

Handelt es sich um einen Radius von negativem Zeichen, so
tritt an die Stelle von 4 sein Supplementwinkel 180°— 4, und die
Gleichung lautet dann

cos A=sint cos (n — ).
Y

Fig. 21.
LRI =a—¢; MO =T.

Zu den SEIDELschen Brechungsformeln.

Die Anwendung des Sinussatzes auf das Dreieck PINL liefert

sint=——sin 4
r

) no.o.
sint == —sint
n

N=A14(@G—7)
o rsind o msind
© sind w/sind’
Fiir den Punkt £/, der durch den gebrochenen, cbenfalls in
der Einfallsebene verlautenden Strahl L definiert wird, kann man

5*



68 Konig und von Rohr, Die Durchrechnungsformeln.

ein ganz analoges sphirisches Dreieck %t'&'T’ konstruieren, das mit
RST in den Winkeln bei T, T’ tibereinstimmt; denn die beiden,
diesen Winkel bildenden Ebenen, die Ebene durch die Achse und
U, sowie die Einfallsebene sind fiir die Brechung invariant. Wendet
man auf beide sphirische Drejecke den Sinussatz an, so ergibt sich
fir sin &
sinesin(@—{)  sint'sin (2’ —{)
sin 4 o sin 2/

und durch die Hinzunahme von
—cos A' =sin 7’ cos (#' — ()

erhalten wir die Moglichkeit, 7' und 7' zu berechnen.
Aus denselben sphérischen Dreiecken bestimmt sich cos T zu

cost  cost
sinl  sin 4"
Es ist das eine Beziehung, die sich zur numerischen Rechnung wenig

eignet. Nimmt man sie aber mit der ersten der obigen beiden
Gleichungen zusammen, so erhdlt man in

sin (n — )
sin (7' — {)
einen Ausdruck, der zur numerischen Bestimmung gerade kleiner
Winkel 7' gut geeignet ist.

Hiermit sind aber die neuen Koordinaten des SEIDELschen
Systems

tgr =tg1

U', C: 7!', ‘L"
samtlich dargestellt, und man kann nun die oben aufgefiihrten
Ubergangsgleichungen anwenden.

L. SEIDEL gibt nun noch eine Reihe von Kontrollformeln an
die wir hier ohne Beweis einfach auffiihren wollen.
sin(i—4')  sinlsin7 _ sinA'sinz

sin(z—a') sin(m—¢)  sin(@' —)°

Definiert man

s0 ist eine weitere Kontrollformel
sin (1 —4) sin (¢ +4)

sinésiné

=2ctg2w
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Schlieflich werden die oben angefiihrten Ubergangsformeln
noch kontrolliert durch das Gleichungssystem

Ctg 7 U, U

sin(C—¢&,)  sin(@—¢)  sin@—¢)

Handelt es sich bei der Rechnung um eine Planfléiche, so wird
diese, wie wir wissen, zur Transversalebene gew#hlt. Alsdann ist

T
U'=T,
und es wird
L‘—_—'——-'[; '[':-——-’[:,

also
e 1 n o,
sint = — sinzt
n

und ferner
T =um,

weil die Eintallsebene senkrecht zur Planfliche steht und auch nach
der Brechung so bleibt.

Die Behandlung eines von einem weit entfernten Objektpunkte
ausgehenden windschiefen Strahls macht keine weiteren Schwierig-
keiten, da die Berechnung der Strahlenkoordinaten aus den An-
fangswerten schon oben auseinandergesetzt wurde.

Die BRUNSschen Brechungsformeln. Ist eine Gerade durch
ihre Richtungscosinus nt, p, q und die Koordinaten X, ¥, Z eines
in ibr enthaltenen Punktes gegeben, so lauten ihre Gleichungen ganz

allgemein

In unserem speziellen Falle, wo es sich um die Koordinaten
des Durchstofungspunktes in der YZ-Ebene handelt, lauten diese
Gleichungen
X Y—v Z-V

m p q

l

Legen wir nun dem Parameter I von — 0o bis + 0o wachsende
Werte bei, so wichst auch der Zihler des ersten Bruches, wenn m
positiv ist. Eine solche Bestimmung des Vorzeichens von m ist
aber die notwendige und hinreichende Bedingung dafiir, da8 man
von einer von links nach rechts fortschreitenden Lichtrichtung bei
der den Strahl darstellenden Geraden reden kann.
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Bestimmen wir nun den Schnittpunkt (X, Y;, Z,) dieser Geraden
mit der um den Mittelpunkt konstruierten Kugel vom Radius 7,
deren Gleichung lautet

XY+ 727 =r?,
so erhalten wir eine Bestimmung von I=1,
L=—(v+aV)TVri—(@ V) +pota V),

Y

Fig. 22.
CG=v; CD=V; CI'=1T; AI=1; IC=nv.

Zu den BRUNSschen Brechungsformeln.

wodurch zugleich auch die Wertsysteme X, Y,, Z; bestimmt sind.
Wie man sich leicht tiberzeugt, hat I, die geometrische Bedeutung
der Strecke AI (s. Fig. 22).

Bei dem hier vorliegenden optischen Problem ist aber nur ein
Zeichen der Wurzel mdglich, und zwar bestimmen wir dieses in
folgender Weise.

Handelt es sich um eine Kugel von positivem Radius, so wird
bei dem festgehaltenen Bewegungssinne des Lichts nur der kleinere
l,-Wert, der den ersten Schnittpunkt definiert, fiir uns in Frage
kommen, da ja dort schon eine Richtungséinderung des Strahles ein-
tritt. Wir haben also bei positivem Vorzeichen des Radius das
untere Zeichen der Wurzel zu wihlen.
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Handelt es sich um eine Kugel mit negativem Zeichen des
Radius, so gilt nur der gréBere I,-Wert, der den zweiten Schnitt-
punkt definiert, und wir miissen das obere Zeichen des Wurzelaus-
druckes wihlen.

Fillen wir von C aus ein Lot auf den Strahl LA, so ist dessen
Liange CT=T gegeben durch

T—+V+ V)~ o+ Py

und es ist ferner

sini = 11*)
r

Nach Feststellung dieses Zusammenhanges lafit sich schreiben
I, = — (pv-+-q ¥)+ |r| cosi

was unter Berlicksichtigung der eben vorgenommenen Zeichenbe-
stimmung auch ausgedriickt werden kann durch

l,=—@pv+q¥V)—rcost.

Die Richtungscosinus des Einfallslots IC erhalten wir durch

X
cos (r, X)=~—71; cos (r, Y) =—%; cos (7, Z)=~—%1
__m 1% U [t o
r r ro

Ferner besteht aut Grund der auf S. 16 gegebenen Entwick-
lungen das Gleichungssystem

w'm' —nm= 4 cos (r, X)
Wy —np=Acos(r,Y)
n'q —nqg =Acos(r, Z)

A=n'cosi —ncosi.

Aus dem Bestehen beider Gleichungssysteme folgt schlieBlich

#) Da im folgenden die spitzen Winkel 7, i’ nur in der Cosinusfunktion
auftreten, so brauchen wir in diesem Rechenschema die Zeichenbestimmung
von T nicht vorzunehmen.
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ym ¥ A
q aq o
wobei wir, wie 8. 49 gezeigt wurde, auch schreiben kénnen
’

n
A i),
= o 5in (t—1d)

Nennen wir g den bei der Brechung invariant bleibenden Winkel
ICA, so gilt

sin 4 CA

sin u i
also auch

singd (€4’

sing 1/
mithin

sind  a  C4

sine @ 1'C4°

Nun ist aber
c4d o vV

A eV
und wir finden weiter die Beziehung
’ ’
m'l'=ml,,
da die Projektionen von ¢, und I,' auf die X-Achse gleiche Liinge

haben.
Das hat zur Folge

n m soonm
,=-,‘_‘,v und I’=7rﬁ7-Va
rm nom
und somit sind aus den Grofen vor der Brechung

m p,q v V
die entsprechenden
m” ’p'7 q'? 1"’7 V’
nach der Brechung hergeleitet worden.
Ist der Radius unendlich lang, so wird die achsensenkrechte

Trennungsebene selbst Transversalebene, und das Einfallslot wird
der X-Achse parallel; also

am —am=4; o'y —np=0; #'q —ng==0.
Nun ist weiter

m==cos (—¢) und m’'== cos(—7)
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wihrend sich ergeben
" n p: o n
P q AL
Sehlie@llich ist nur noch zu erw#hnen, daB
vV=v ud V=7V

ist.

C. Die Strahlen mit unendlich kleiner Neigung gegen
die Meridianebene.

Die Herleitung der Formeln fiir die Sagittalstrahlen unter
Ausgang vom KERBERschen Verfahren. Handelt es sich um
Sagittalstrahlen zu einem vorher schon gerechneten Hauptstrahle
mit den Koordinaten o, w, so ist dieser in Fig. 20 durch B re-

Y
7,
I
A
8 n D Ip
l 0 c X
|
Z
Fig. 23.

IB=/; 98=dL; AB=3s.

Zur Ableitung der Formeln fiir die Sagittalstrahlen aus dem KERBERschen Verfahren.

prisentiert zu denken, es ergibt sich e=w, und die Ordinate L
wird als kleine Grosse dL angenommen; infolge davon wird auch
der Offnungswinkel v des sagittalen Blischels als eine kleine Grofle

dv=29

anzunehmen sein.

Da die beiden Durchstoffungspunkte der Fliche I und I, bei
der Brechung invariant bleiben, so muss der Ausdruck tir den
zwischen ihnen liegenden Bogen ebenfalls ungedndert bleiben, wenn
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man in ihm die ungestrichenen Grofien durch die gestrichenen
ersetzt. Bezeichnen wir in Fig. 23 den Abstand IB des sagittalen
Objektpunktes von dem Durchstofungspunkte der Kugel mit /, so
gilt bei kleinem dv

I, —fav=/"av'.
Nach den oben gegebenen Gréfenbestimmungen ist v=dv zu

setzen, und es LiBt sich die Gleichung fiir das Verhéltnis der Sinus
von ¢ und J nun schreiben

dv'  sinv' sing 8—r n 8—r
dv  sinv sing 8 —r W8 —vr

Wir miissen nun die Grofen 3 zu den / in Beziehung setzen
und bemerken dabei, daB die hier in Frage kommenden Strecken
alle in der Papierebene liegen. Beachten wir, dass 26 ICO der
fiir die Brechung invariante Kugelwinkel ¢ ist, so finden wir
weiter

X I4AB= 900___¢2—Z; X AIB= 900—L2_7 —J,
so daB die Anwendung des Sinussatzes auf A IAB ergibt

S8 =rcos 95—;1 : COS <L;l +j>7

woraus weiter folgt
§=fcosj—/tg?—;lsinj
und analog

§’:f'cosj'~/’tg£2:lsinj'-

Setzen wir diese Relationen in die oben entwickelte Gleichung
!

av
ein, die —— durch die 3-Werte ausdriickte, so ergibt sich

dv
wav' (f'cosj —r)—tg %ln'sinj'f'dv'

P—v

2

=ndv (feosj—r)—tg nsing/dv.

Die beiden letzten Summanden heben sich rechts und links
fort, da, wie oben nachgewiesen,

Sav' =/dv
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ist, und wir erhalten schlieflich

av'  f m(feosj—r)

v/ W ([ eosj—r)
Eine Umformung ergibt daraus die Formel fiir die Sagittal-
schnittweiten gemessen auf dem Hauptstrahle

S
wo die wieder auftretende astigmatische Konstante in bekannter
Weise geschrieben werden kann

W m, ncosj —mcosj
-

!

' cosj —ncosj== " _sin (G—7)= " sin (G—7)
sin §’ sin j J )

- Fig. 24.
SC=r; 8Q=3s; SQ'=s"; SP=wx; SP =o'

Zur direkten Berechnung des Achsenabstandes der bildseitigen Auffangebene.

Irgend welche Schwierigkeiten, wenn der Objektpunkt ins Un-
endliche riickt, treten hier nicht auf.

Der Ubergang von /' zum / der n#chsten Fliche geschieht
ganz wie bei den Tangentialbiischeln durch Anbringung der schiefen
Dicke.

Da man das Objekt als frei von Astigmatismus voraussetzen
kann, so ist /; gleich dem an jener Stelle 8. 50 angegebenen Werte
fir ¢, zu setzen, und man erhilt schlieflich ganz analog nach
Durchrechnung durch k Flichen die Abszisse des sagittalen, auf
dem betrachteten Hauptstrahle liegenden Bildpunktes, gerechnet
vom letzten Flachenscheitel zu

o ¢k
2

T ' s 9
s, =/ cosw, 4 27, sin® -
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Man kann auch direkt aus der Achsenentfernung s der achsen-
senkrechten, den Objektpunkt enthaltenden Ebene auf die s’ der
Auffangebene des Bildes kommen, wenn man von dem im Kap. IV
bewiesenen Umstande Gebrauch macht, da C das perspektivische
Zentrum der konjugierten sagittalen Punkte ist.

Driickt man n#mlich die Kotangente des bei der Brechung
invarianten Winkels 0,CQ einmal durch die gestrichenen und dann
durch die ungestrichenen Werte aus, so ist nach Fig. 24

§—r
= ctg w == = ctgw
x—s Xx—S

a.H
1

oder
I

x_
ctg W' = = ctg w + ctg w' — ctg w,
-5 x—s

x

)

eine Form, die unter Berticksichtigung von

’ . o
w—w'=—(j—j)
iibergeht in
x —r x—r sin (7 —j
— :ctgfw =ctg w— —; (uﬁ),
w' — 8 P X—8 SIN % S1n

Es ist ein Vorteil dieser Formel, daB beim Ubergange von
der »ten zur » -} 1ten Fliche die Beziehung

wv’_'g;lzwv+1"*§a'+l
identisch gilt.

. DieHerleitung der WANACHschen Formeln fiir die Sagittalstrahlen
unter Ausgang vom SEIDELschen Verfahren. Handelt es sich um
den dem Hauptstrahle (W, w) benachbarten Sagittalstrahl, so sind
dessen U, u-Werte den W, w-Werten des Hauptstrahls gleich.
Die Werte dzn und d{ des Sagittalstrahls sind aber kleine Gréfen,
die im Verlaufe der Rechnung in folgender Weise zu Dbestimmen
sind.

Die fiir windschiefe Strahlen ganz allgemeiner Lage abgeleiteten
Formeln

‘ ,  sin(m— .
tgw' = - C; tgw und W sin (7' — )= W'sin (7' —¢)
gehen némlich tiber in
tg w w'
dn’—dé‘—_—t;w, (dn—d{) und da'—df, = ", (da" —dQ)
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ist ein Radius gleich o0, so ist fiir diese Planfliche
dn' = dan.

Es ist nun noch notwendig, die in iiblicher Weise angegebenen
Anfangs- und Endwerte zu den Griofien dz und d{ in Beziehung
zu setzen, die vor der ersten und nach der letzten Brechung auf-
treten (Fig. 25).

v
O \Z
. /
¥/
A ¢
I
0 S 4 P X
Z
Fig. 25.

00,=1; SO=s; SC=r;; SP=wx,; CD=W,; DA=dL.

Zur WanacHschen Ableitung der Formeln fiir die Sagittalstrahlen nach dem SEIDELschen
Verfahren.

Es sei also eine achsensenkrechte Objektebene in der Ent-
fernung s, gegeben, die der Hauptstrahl in der Hohe

=, —s;) tgw,
durchstdft, alsdann driicken wir nach dem Vorgange von B. WANACH

die GroBe dL in doppelter Weise, nimlich aus den Dreiecken A RD
und CAD aus und erhalten unter Benutzung von

L— W, =(,—s)tgw,
schlieflich die Beziehung:
w,dg, )
(ry —sy) tg w,
Infolge dieser Relation sind alle nach obigem Schema be

stimmten Differenzen
dﬂ,,' . dC,,, dﬂ,,' - de—i-l

dn, =—
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proportional d{,, das man also durch ein endliches Multiplum ¢
ersetzen kann.

Fir den Fall eines unendlich entfernten Objektpunktes ver-
schwindet dm; wegen s, = 00.

Auf ganz analoge Weise bestimmt man den Abstand des letzten
sagittalen Bildpunktes vom letzten Flichenscheitel, so dal wir
schlieBlich erhalten
w, g,

=,
s, =r -+
k k ’ '

tg w, d,

4. Die KErBERschen Differenzenformeln fiir die Schnittweite
eines von einem Achsenpunkte ausgehenden Strahls.

Bei allen im Vorhergehenden mitgeteilten Rechenmethoden er-
hielt man die Koordinaten des Schnitt- oder Durchstofungspunktes
der durchgerechneten Strahlen direkt und konnte dann durch Sub-
traktion die Differenzen gegen passend gewihlte Normalwerte be-
stimmen. Diese Differenzen sind dann der eigentliche Ausdruck
fiir das, was man als Fehler in der Strahlenvereinigung ansieht,
und sie sollen hier nach dem Vorgange von A. KERBER (7.) fiir die
von einem Achsenpunkte ausgehenden Strahlen gebildet werden.

Fiihrt man fiir die Linge des vom Flichenscheitel S auf die
Strahlrichtung gefillten Lots die Bezeichnung e, €' ein, so er-
geben sich die spiter benutzten Beziehungen:

e =s'sinu'; e=s§sinu.

Diese Grofen werden fiir die paraxialen Strahlen, bei denen
die Tangenten mit den Sinus vertauscht werden koénnen, einander
gleich und gleich der Hohe h==sdu==s'dw’, in der der paraxiale
Strahl die Fliche durchstoft.

Stellt man die Identitit auf

sin #' = sin w + sin ¢ —sin4 -+ D,
80 ist
D= —sini -+ sin ¢ — sin % - sin o’

eine Grofe, mit deren Hilfe sich die Differenzenformeln sehr elegant
aufstellen lassen. Wir werden weiter unten fir sie einen logarith-
misch bequem berechenbaren Ausdruck angeben.

Unter Benutzung der auf S. 37 angegebenen Formeln 46t
sich leicht ableiten:
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1 wsiny 1
s —r nsinuw §—r

Setzt man nun den eben angegebenen Ausdruck fiir sin « ein

und beachtet, dag
o, M= S—r
sing —sind = -— ———sin u
n r

ist, so erh#lt man

1 w1 | D
! :‘< + W ;_*—(S— >

§—r al\s—r r)sin u

Ferner lafit sich unter Benutzung der fiir die Schnittweiten der
paraxialen Strahlen abgeleiteten Formel zeigen, daf

1 n'< 1 wW—unl
= + ¥ 7>

§s—r a\s—r w7

ist. Durch Subtraktion der beiden Gleichungen erhalten wir
bs' n bs n D
E—nNE—r) n(—n(E—r n(s—r snu’
wobei fiir die endlichen Differenzen
bs'=8—¢; bs=s8—s

gesetzt ist.

Fihrt man nun mittels der soeben benutzten Gleichung

W (8 —r)sinu' =n(s—r)sinu

die Winkel wieder ein, so ergibt sich schlieBlich bei Benutzung der

auf S.43 eingefiihrten Nullinvariante und Einfithrung der Einfalls-
hohe % der Paraxialstrahlen

. h . h
w'ds sinu — —ndssin u—=—DriqQ,.
s s

Versehen wir jetzt diese Gréfien mit Indices, num anzudeuten,
daf sie sich auf die aufeinanderfolgenden Flichen eines zentrierten
Systems beziehen, so erhalten wir das Gleichungssystem

b h
’ [ r 1 3 1__
n, bs,"sinw,” — —mn,bs; sinu, t=— D;r hQ,
1 5
h R
! r . [t 3 2 -
Ny DS, SiN ty —% — 1M, Ds, SIN thy = = — D, 7, by @y,
S Sa
k k
’ [ [ : k .
n, bs, sin u, r 1,0 s, sin = D, b, Qs e

k k
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Addieren wir diese ganze Gleichungstolge, so hebt sich auf
der linken Seite das erste Glied jeder Zeile gegen das zweite der
folgenden weg, da eine einfache Uberlegung lehrt, daB fiir Par-
axialstrahlen

by s hv+1

=
Sy Sy41

strenge gilt. Da wir nun vor der ersten Brechung bs, =0 an-
nehmen konnen, so bleibt links schlieBlich nur das erste Glied der
letzten Zeile iibrig, und wir erhalten

k
' D‘V ‘Vk‘V Vs
' Sk vgl e S by & <ﬁ

Ds, = — = — — ?
1

n, by, sin u, n, sinw, b, 24

Da es sich bei diesem Ausdrucke nur um kleine Groen handelt,
die direkt berechnet werden, so werden wir mit Tafeln von nur
geringer Stellenzahl schon sehr genaue Ergebnisse erhalten.

Weiterhin aber bietet diese Darstellung den Vorteil dar, daf
in ihr die Anteile getrennt sind, die den einzelnen Flichen im End-
resultate zukommen.

Es bleibt jetzt nur noch iibrig, den Ausdruck fir

)Dvervs-

D= —sini+ sini — sin % 4 sin «’

so umzuwandeln, daf er sich bequem logarithmisch bezeichnen 148t.
Man kann sofort die Differenzen der Sinus in die bekannten
Produkte verwandeln und erhilt

- Z‘”“i’ !

. !
D=—2cos z—--l—;isin 5 -+ 2 cos Zig_lsinu L.

2

Beachtet man nun die Gleichung

. -r ]
T—1 =u —u,
so ist weiter

. o . o r
D=—2sinl 21 (cosl_*:l Acosu_lg_u)

und wendet man nun noch einmal das gleiche Verfahren auf den
Klammerausdruck an, so erhdlt man schlieflich wegen

i+ tutd=2w+0)=2¢; i+i—u—u =27 —u)

t—1
D=45i
sin 3

N S
Ssin 9 S1n D)
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Damit ist ein logarithmisch bequem berechenbarer Ausdruck
hergestellt, der dazu dienen kann, den Wert von D zu bestimmen.

A. KERBER schligt indessen einen anderen Ausdruck vor, dessen
Herleitung hier auch mitgeteilt sei.

. i+ u i—u L t—u T—u
smg—smi~—sm(—g——-}—u):sm—;eosu—{—cos—g— sin w

1 i —
5 sin (¢ —u) cosu -+ COSzLé_’i sinw

i—u i —u i—
sin (1 — u) cos % — sin —— cos — cos % -} cos (i — u) sin % -}~ sin?

U .
B 5 s %

2

P —

Cos

.

L. Lot U — Lot —u
sin¢—sin — - | cos cos % — sin sin w
2 2 2

T— %
COs ———
2

sin ¢ - sin

1—u

2co8 ——
2

Beachtet man noch, daf

e S$—r
—=———sinu-}sinu=sini 4 sinu
r ¥

gilt, so ergibt sich der KErBERsche Ausdruck fiir

Cai—1 . P —u
sIn——— 81— ——
e 2 2
D=2-— — -,
v 1T— U
cos ——
2

wenn man den soeben fiir sing entwickelten Wert in den vorher

tir D gegebenen Wert einfiihrt.

Auf jeden Fall laBt sich also D als ein logarithmisch bequem
berechenbarer Ausdruck herstellen.

Es miiten nun eigentlich die entsprechenden Differenzenformeln
fiir windschiefe Strahlen angegeben werden, doch ist uns deren
Aufstellung nicht gelungen.

Optik. 6
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L. SEIDEL (6.) scheint im Besitze dieser Formeln gewesen zu
sein, sie aber nicht verdffentlicht zu haben; wir geben das fol-
gende Zitat:

,,Jeh muss indessen zum Schlusse noch bemerken, dass ich fiir
,»die eigentlich angemessene (d. h. der Natur der Aufgabe am besten
entsprechende) Art, in oder ausser der Axenebene den Gang
»des Lichtes durch optische Apparate rechnerisch zu verfolgen, eine
,,wesentlich andere halte, nach welcher man direct nicht die ganzen
,»,Grossen sucht, welche die Lage eines Strahles nach beliebig viel
,,Brechungen bestimmen, sondern nur ihre Abweichungen von den-
»jenigen Werthen, die nach den Naherungsformeln (ersten Grades)
»stattfinden wiirden. Nach diesem Verfahren hat man nur mit
»Kleinen Grossen zu agiren, die durch wenige Decimalen genau
»genug gefunden werden, weil sie unmittelbar Das reprisentiren,
,Was uns im optischen Bilde als Fehler erscheint. Auch diese Be-
»handlung der Aufgabe ist eleganter Ausdriicke fahig, welche in
,einer ganz analogen Beziehung zu denjenigen der friither von mir
,entwickelten Fehler dritter Ordnung (im allgemeinen Falle des
,,Raumes) stehen, wie die ,,Gleichungen mit endlichen Differenzen‘
»,zu den Differentialformeln. Indessen entfernt sich das angedeutete
,,verfahren ziemlich stark von der rechmnerischen Gewohnheit der
,,Optiker, deren practisches Bediirfniss ich bei der gegenwirtigen
,Publication zun#chst im Auge habe; ich verspare daher das
,,Néhere fiir eine andere Gelegenheit.*

Die Literatur fir die Formeln ist bei ihrer Ableitung bereits angegeben

worden, Es bleiben uns hier nur noch Mitteilungen iiber die Orte zu machen
ibrig, an denen sich numerische Beispiele fiir die Anwendung der Formeln
finden.

Fir das SermpeLsche Verfahren sind ausfiithrliche Beispiele bei A. STEIN-
HEIL und E. Vorr (3.) versffentlicht. Beispiele fiir die von einem Achsenpunkte
ausgehenden Strahlen gibt O. LUMMER (2. 626). Solche finden sich auch bei
A. GLEICHEN (4. 430.), sowie Rechnungen fiir die astigmatischen Bildpunkte auf
endlich geneigten Hauptstrahlen ebenda (443). Man achte auch auf die Winke,
die B. WaNACH (1.) fiir die numerische Durchrechnung von Objektiven gibt.

Fur die Differenzenformel A. KErBERs (7.7) findet sich an jener Stelle
ein numerisches Beispiel.



III. Kapitel.

Die geometrische Theorie der optischen
Abbildung nach E. ABBE.

Bearbeiter: E. Wandersleb.*)

1. Die verschiedenen Standpunkte fiir die Behandlung des
Problems.

Mit dem im ersten Kapitel Gegebenen ist das in der Lehre
von der Spiegelung und Brechung des Lichts, was unmittelbares
physikalisches Interesse hat, im wesentlichen erschépft. Der weitere
Inhalt unserer Darstellung kann sich nunmehr nur noch auf die
Anwendungen dieser Lehre beziehen. Diese begreifen einerseits
die Erklirung gewisser — meist meteorischer — Naturerscheinungen
in sich, andererseits liefern sie die Prinzipien fiir die Konstruktion
oder das Verstindnis der optischen Instrumente.

Wir wenden uns hier den letzteren zu.

Es handelt sich bei ihnen in letzter Linie stets darum, daB
durch Vermittelung von Reflexionen oder Brechungen oder von
Kombinationen beider an geeignet geformten und zusammen-
gestellten optischen Medien Bilder von Gegenstinden oder Bilder
solcher Bilder hervorgebracht werden, und zwar besteht das Zu-
standekommen dieser Bilder stets darin, dal ein Teil der von je
einem Punkte 4, dem Objektpunkte, ausgehenden Strahlen durch die
Reflexionen und Brechungen, die er erfihrt, so modifiziert wird,
daB er wieder nach einem Punkte A4’, dem Bildpunkte konvergiert.

¥) Die Bearbeitung hat das IL. Kapitel des Czapskischen Buches zur
Grundlage. GroBere Abweichungen finden sich in der Reduktion der allge-
meinen Abbildungsgleichungen und in dem Abschnitte titber die Einteilung
der Abbildungen, die im wesentlichen nach O. EpPENSTEIN durchgefithrt wurde.
6%
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Man hat nun die Gesetze, die zwischen den Bildern und ihren
Objekten bestehen, bis in die neueste Zeit fast ausnahmslos in der
Weise studiert, daf man die besonderen Fille, in denen eine
Wiedervereinigung von homozentrisch divergierenden Strahlen-
biindeln stattfindet, nidher untersuchte, und nur auf Grund solcher
spezieller Untersuchungen gelangte man schlieflich durch Verall-
gemeinerung der gewonnenen Resultate zu gewissen allgemeineren
Beziehungen. Auch C. F. Gauss, dem der grofite und wichtigste
Fortschritt aut dem Wege solcher Verallgemeinerung der speziellen
Theoreme zu verdanken ist, ging in seinen bertthmten dioptrischen
Untersuchungen (3.) von den besonderen Voraussetzungen zentrierter
Kugelfldchen, eines fadenférmigen axialen Strahlen- und Abbildungs-
raumes, und von der Giiltigkeit des Brechungsgesetzes selbst aus
und lieB nur die bis dahin stets festgehaltene Einschrénkung auf
den Fall unendlich diinner in Kontakt befindlicher Linsen, d. h.
mit den Scheiteln koinzidierender sphérischer Flidchen, vollstindig
fallen. Ihn leitete ausgesprochenermafBien das Bestreben, die Ge-
setze der Abbildung durch beliebig zusammengesetzte Linsensysteme
auf gleich einfache Formen zuriickzuftihren, wie sie sich bei einer
einzigen brechenden Fliche oder einer einzigen Linse verschwin-
dender Dicke ergeben. Wiewohl er nun zeigte, daf in diesen Ge-
setzen die urspriinglichen Bestimmungsstiicke des Systems, die
Radien, Dicken, Brechungsindices, eine sehr beildufige Rolle spielen,
daB die Abbildung vielmehr von gewissen Konstanten viel all-
gemeinerer Art abhiingt, so scheint doch auch ihm die Erkenntnis
entgangen zu sein, daf alle Annahmen tiber die besondere Art der
Verwirklichung einer optischen Abbildung den Kern der Frage,
d. h. die allgemeinen Gesetze der Abbildung, iiberhaupt nicht
beriihren.

A. F. MoBius (2.) scheint zuerst darauf hingewiesen zu haben,
dal die ,,axiale’‘ Abbildung durch eine einzelne brechende sphéri-
sche Flache die Verhiltnisse der kollinearen Verwandtschaft zum
Ausdruck bringt, und daB infolgedessen alle Theoreme iiber die
Wirkung auch beliebig zusammengesetzter Systeme brechender und
spiegelnder sphirischer Flichen nichts als die direkte Abfolge dieser
durch eine Brechung bedingten Beziehung zwischen Objekt und Bild
sind. TIhm sind in der Darstellung mehrere gefolgt, so F. LippicH
(1), A. BeEck (1.), H. HANKEL (1), seine Theorie unter Zuhilfe-
nahme der Betrachtungen der neueren Geometrie weiter ausbauend
und begriindend, ohne aber die Voraussetzung aufzugeben, die
auch er noch festgehalten hatte:. da zur Verwirklichung der kol-
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linearen Beziehung eine gewisse Art der dioptrischen Wirkung
ndtig sei. Hiernach scheinen immer noch die gefundenen Gesetze
optischer Abbildungen von den physikalischen Vorgdngen abhingig
zu sein, durch deren Vermittlung sie entstehen.

Der erste, der bei der Ableitung der Gesetze der optischen
Abbildung sich jeder Annahme {iiber die physikalische Verwirk-
lichung ausdriicklich enthielt und eine rein geometrische Theorie
aufstellte, ist J. C. MAXWELL (?.). FEr betrachtet ein hypothetisches,
,,vollkommenes* Instrument. Dieses definiert er, ohne sich darum
zu kiimmern, ob und wie es zu verwirklichen ist, nur durch
folgende drei Forderungen:

1. Jeder Strahl eines Biindels,*) das von einem einzigen Objekt-
punkte ausgeht, muB, nach dem Durchgang durch das Instrument,
wieder nach einem einzigen Bildpunkte konvergieren.

2. Ist das Objekt eine zur Achse des Instrumentes senkrechte
Ebene, so ist das Bild auch eine zur Achse senkrechte Ebene. (Eine
Achse des Instrumentes, und zwar, wie die folgende Forderung be-
dingt, eine Symmetrieachse, ist also ausdriicklich angenommen.)

3. Das Bild eines Objekts in dieser Ebene mufi dem Objekte
dhnlich sein.

Die MaB}- und Lagenbeziehungen, die J. C. MAXWELL aus diesen
drei rein geometrischen Voraussetzungen folgert, stimmen mit denen
iberein, die C. F. Gauss aus den oben angegebenen speziellen
physikalischen Voraussetzungen entwickelte.

Den letzten noch tibrigbleibenden Schritt tat E. ABBE, indem
er, ohne Kenntnis der Arbeiten von A. F. MoBius und J. C. Max-
WELL, seit Anfang der 70er Jahre in seinen Universititsvorlesungen
die geometrische Theorie der optischen Abbildung auf die ein-
zige Voraussetzung aufbaute, daf tiberhaupt eine optische Abbildung
eines Raumes in einen andern stattfindet, d. h. daf die vierfach
unendlich vielen geraden Strahlen des einen Raumes denen des
andern ein- eindeutig derart zugeordnet sind, daB jedem Biindel von
Strahlen, die durch einen einzigen Punkt des ersten Raumes gehen,
ein Bitindel von Strahlen entspricht, die durch einen einzigen Punkt
des andern Raumes gehen.

Dieses Merkmal ist ausreichend, um den Begriff einer be-
stimmten Art von Abbildung festzulegen, und es ist zugleich das

#) In diesem Kapitel wird der Ausdruck Biindel fiir eine zweifach un-
endliche Mannigfaltigkeit, der Ausdruck Biischel fiir eine einfach unendliche
Mannigfaltigkeit gebraucht, wie von J. THOMAE in seinen Vorlesungen und
Veroffentlichungen.
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einzige wesentliche Merkmal, durch das die Abbildung charakteri-
siert wird, die durch Lichtstrahlen unter der Vermittlung spiegelnder
oder brechender Flichen iiberhaupt zustande kommt. Von den
speziellen geometrischen und physikalischen Bedingungen der Ab-
bildung h#ngt nichts weiter ab als erstens die numerischen Werte
der Konstanten, die in den allgemeinen Abbildungsgleichungen auf-
treten, und dort, mangels einer besonderen Voraussetzung, natiirlich
unbestimmt bleiben miissen, zweitens die geometrische Lokalisierung
der ineinander abgebildeten Raume und ihre Lagenbeziehung gegen
die Grenzen der angewandten physischen Mittel, und drittens end-
lich die Bestimmung dariiber, in welchem begrenzten Raumgebiet
und unter welchen sonstigen Einschrinkungen der allgemeine Fall
der Abbildung in dem betrachteten Sonderfall verwirklicht ist.

Es scheint aber keineswegs tiberfliissig, diese Auffassung, d. h.
diese Scheidung dessen, was schon aus dem allgemeinen Begriffe
der optischen Abbildung folgt, und dessen, was erst Folge der
speziellen dioptrischen Voraussetzungen ist, in der Theorie der
optischen Instrumente moglichst streng durchzufiihren. Denn fiir
jede verstindige Anwendung einer Lehre ist die richtige Bestimmung
der zureichenden und notwendigen Voraussetzungen ein wesent-
liches Erfordernis.

2. Die allgemeinen Eigenschaften der optischen Abbildung.

A. Die allgemeine Form der Abbildungsgleichungen.

Wir studieren also rein mathematisch die Abbildung eines
Raumes auf einen andern, bei der die vierfach unendlich vielen
Strahlen des einen Raumes denen des anderen ein-eindeutig so zu-
geordnet sind, daB jedem homozentrischen Strahlenbiindel in dem
einen Raume ein homozentrisches Biindel im andern Raume ent-
spricht. Die Beziehung zwischen den beiden Réumen ist vollstindig
gleichwertig gegenseitig. Wenn wir trotzdem die Namen Objekt-
raum und Bildraum, Objekistrahl und Bildstrahl, Objektpunkt und Bild-
punkt, letztere fiir die Trdger konjugierter homozentrischer Biindel,
festhalten, so geschieht dies nur zur Erleichterung des Ausdruckes.

Auf Grund unserer einzigen Voraussetzung des durchgehenden
Entsprechens homozentrischer Strahlenbiindel kénnen wir unmittel-
bar folgende wichtigen Sitze aussprechen:

1.Den Punkten auf einer geraden Linie im einen Raume
entsprechen als Bilder Punkte im anderen Raume, die
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wieder aut einer Geraden liegen. Denn dem Strahle S, der
durch die auf einer geraden Linie gelegenen Punkte P, P, P, hin-
durchgeht, entspricht laut Annahme ein Strahl S’ im Bildraum, der
nach unserer Grundannahme durch jeden der drei jenen P, P,P,;
konjugierten Punkte P,'P,’P,' hindurchgeht, und da der Strahl
geradlinig ist, so liegen P,'P,’P,’ auf einer geraden Linie.

2. Einer Ebene Eim Objektraum entspricht auch wieder
eine Ebene E' im Bildraum. Denn die Ebene ist definiert durch
zwei sich schneidende Gerade; zwei solchen a, b im einen Raum
entsprechen aber nach 1. zwei ebensolche a', b’ im anderen Raum.
Jeder weiteren in der ersteren Ebene enthaltenen Geraden ¢, die
also die zuerst angenommenen beiden Geraden schneidet, entspricht
nun im Bildraum eine Gerade ¢/, die nach der urspriinglichen An-
nahme den einen wie den andern der beiden dort gelegenen Strahlen
schneiden muf}, die also in dieselbe Ebene fillt.

3. Objektebenen, die alle durch eine Gerade gehen,
entsprechen Bildebenen, die auch alle durch eine Gerade
gehen. Denn dem Triger des Objektebenenbiischels, d. h. dem Strahle,
der in jeder der Objektebenen verlauft, mufl ein Bildstrahl ent-
sprechen, der in jeder der Bildebenen verlduft, d. h. Trdger eines
Bildebenenbiischels ist.

Die Geometrie bezeichnet die so charakterisierte Verwandtschaft
der beiden Rdume als Kollineation und stellt als analytischen Aus-
druck dafiir die folgenden Bedingungsgleichungen auf, die man z. B.
in dem Lehrbuche von G. SaAnmoN (Z.) findet:

x,=alac+ bhy+ezt+d;
ax -+by -cz-4-d
y,:azx—l—bey—f—c%z—f—dg 1)
ax +by+cz+d
R 4 by ez |- d,
ax—-by -+ cz-+d
Die xyz und z'y'2’ sind rechtwinklige Punktkoordinaten im
Objekt- und Bildraume.
Die Auflosung der Gleichungen (1) nach den xyz ergibt drei
analoge Gleichungen, in denen die rechten Seiten Quotienten zweier

in z'y’Z linearer Ausdriicke mit gleichem Nenner sind, also die

Gleichungen:

o a1’xl + bl'y’ —I“ clrz! + dlf
a'xf Iy? _i_ cIZ! + dl

. s. w., (2)
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in denen die gestrichelten Konstanten Funktionen der im ersten
Gleichungssystem auftretenden ungestrichelten Konstanten sind.

Wie diese Gleichungen besagen, und wie es von vornherein
das ein-eindeutige Entsprechen von Objekt- und Bildebenen verlangt,
sind endlichen Ebenen im allgemeinen endliche zugeordnet. Nur
der Objektebene

F=ax-+by+tcz+4+d=0 (3)
entspricht die unendlich ferne Ebene des Bildraums, und der
Bildebene

Fl=d2 +Vy+d+d=0 (4)

entspricht die unendlich ferne Ebene des Objektraums.

Die Ebenen F==0 und F'=0 wollen wir wegen ihrer eben
angegebenen Eigenschaft Unstetigkeitsebenen des Objekt- und des
Bildraums nennen.

Ist a=b==¢=0, dann entspricht jeder endlichen Ebene eine
endliche, und die Unstetigkeitsebenen riicken ins Unendliche, so
daf die beiden unendlich fernen Ebenen, die man symbolisch durch
die Gleichungen d=0 und d =0 darzustellen pflegt, einander
selbst konjugiert sind. Wir bezeichnen diesen singuliren Fall als
den der teleskopischen Abbildung, weil er in den Teleskopen, einer
bestimmten Klasse von optischen Instrumenten, verwirklicht ist.

B. Die Reduktion der Abbildungsgleichungen auf die
einfachsten Grundformen.

Die analytische Diskussion der Abbildungsgleichungen gibt den
Hinweis zu einer bestimmten Wahl der zun#chst ja ganz beliebigen
Lage der Koordinatensysteme innerhalb der beiden R&ume, einer
Wahl, bei der die Abbildungsgleichungen sehr einfache Formen
annehmen. Auf dem Wege rein geometrischer Betrachtungen kommt
man etwas schneller und iibersichtlicher zu demselben Ziel; deshalb
wihlen wir diesen Weg.

Nach der Definition der Unstetigkeitsebenen sind Objektstrahlen,
die in der unendlich fernen Objektebene verlaufen, Bildstrahlen
zugeordnet, die in der Unstetigkeitsebene F'==0 des Bildraums
verlaufen. Demnach ist die unendlich ferne Gerade der Bildebene
F'==0 die einzige unendlich ferne Bildgerade, der eine unendlich
ferne Objektgerade entspricht. Diese Objektgerade muff, wie die
Umkehrung der Betrachtung lehrt, mit der unendlich fernen Geraden
der Unstetigkeitsebene F=0 des Objektraums identisch sein. Die
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unendlich fernen Geraden der beiden Unstetigkeitsebenen bilden
also das einzige Paar von konjugierten unendlich fernen Geraden.
(Nur bei teleskopischer Abbildung entspricht jeder unendlich fernen
Geraden des Objektraums eine unendlich ferne Gerade des Bild-
raums). Da nun unendlich ferne Gerade die Triger von Parallel-
ebenenbiischeln sind, und da in unserer Abbildung Xkonjugierte
Strahlen die Tréger konjugierter Ebenenbiischel sind, koénnen wir
sofort den Satz aussprechen:

Die beiden Biischel paralleler Ebenen, zu denen die Unstetigkeits-
ebenen F==0 einerseits und F =0 andererseits gehoren, bilden
ein Paar konjugierter Biischel, und zwar das einzige Paar konju-
gierter Parallelebenenbiischel. Jedem anderen Parallelebenenbiischel
des Objektraums ist ein Biischel nicht paralleler Bildebenen kon-
jugiert, dessen endliche Schnittgerade in der Unstetigkeitsebene des
Bildraums liegt, und vice versa. (Nur bei teleskopischer Abbildung
entspricht jedem Parallelebenenbiischel wieder ein Parallelebenen-

biischel.)
Wir wihlen — von der teleskopischen Abbildung sehen wir
zundéchst ab — die Richtung der Normalenbiindel der beiden Un-

stetigkeitsebenen zur 2- und z'-Richtung. Dann kann, da nach dem
eben ausgesprochenen Satze jeder — zur x-Richtung senkrechten —
Ebene x=const. eine — zur «'-Richtung senkrechte — Ebene
@' = const. entspricht, 2’ nicht mehr von y und z, sondern nur noch
von x abhiéingen; also muf in den Gleichungen (1) b, =¢,=b=
¢c=0 sein.

Dem Parallelstrahlenbiindel, das die Normalen der Unstetigkeits-
ebene des Objektraums bilden, und dessen Triager ein unendlich
ferner Punkt ist, muf ein homozentrisches Bildstrahlenbiindel mit
endlichem Triiger entsprechen, der in der Unstetigkeitsebene F'==0
des Bildraumes liegt. Nur ein einziger Strahl dieses Biindels ist
normal zur Ebene F'==0, mit andern Worten, unter den (zweitach
unendlich vielen) Objektstrahlen, die mnormal zur Unstetigkeits-
ebene F==0 stehen, gibt es nur einen einzigen, dem ein zur Un-
stetigkeitsebene F'=0 des Bildraums normaler Bildstrahl entspricht.
Diese beiden eindeutig bestimmten Strahlen withlen wir zur - und
x'-Achse. Dann muB fiir y=0, z=0, auch y’' =0, 2/ =0 sein, d. h.
in den Abbildungsgleichungen (1) muf a,==a,=d, = d; =0 sein.

Zu einer bestimmten Wahl fiir die y- und y'-Richtung und die
z- und Z-Richtung fiihrt folgende Uberlegung:

Dem Objektebenenbiischel, dessen Triger die x-Achse ist, ent-
spricht das Bildebenenbiischel, dessen Triger die a'-Achse ist, da
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die - und z'-Achse einander entsprechen. Da unsere Beziehungen
den Gesetzen der Kollineation unterworfen sind, gibt es, nach einem
bekannten Satze der Geometrie, in dem- charakterisierten Objekt-
ebenenbiischel stets ein, und im allgemeinen nur ein Paar von auf-
einander senkrechten Ebenen, dem ein Paar aufeinander senkrechter
Ebenen des entsprechenden Bildebenenbiischels konjugiert ist. Die
vier hierdurch bestimmten Ebenen wihlen wir zur xy-, xz-, «'y-,
2'2-Ebene. Dann muB fiir y=0 auch ' =0, und fiir 2=0 auch
Z'==0 sein, d. h. in den Gleichungen (1) miissen die Konstanten
Cy=Dby==0 sein.
Die Abbildungsgleichungen (1) haben jetzt die Form:

,__alx—{—dl. r by T
Y= s La Y T ax+d * T aztd (5)

Uber die Anfangsebenen =0 und z'=0 haben wir noch
keine Bestimmung getroffen. Hierfiir bieten sich uns zwei besonders
einfache, charakteristische und fir die Anwendung wichtige Fest-
setzungen dar.

1. Zu Anfangsebenen werden die Unstetigkeitsebenen F'=0
und F'==0 gewshlt. Dann muB fir =0 xz'=o0 werden, und
fir £ =0 x=00 werden; es miissen deshalb die Konstanten d

. . d b, ¢
und @, verschwinden. Setzen wir noch ;‘za, ;‘=B, é"—zc, S0
bekommen wir die Abbildungsgleichungen in der Form:
’ a ! By ! cz
€X = —: = 7 = — 6
z) Y ) z’ ( )

2. Zu Nullebenen werden konjugierte Ebenen gewihlt. Dann
miissen  und &’ gleichzeitig Null werden, also muB d,==0 sein,
und die Abbildungsgleichungen haben die Form:

A b,y L G
w—ax—{—d’ v ax-+d’ ‘ ax+d’ @

Hier bleiben noch vier Konstanten willkiirlich, iiber deren eine bei
der speziellen Wahl der konjugierten Anfangsebenen verfiigt wird.

Den Fall der teleskopischen Abbildung (a=b=c=0), bei der
die unendlich fernen Ebenen der beiden Raume einander konjugiert
sind, schlossen wir vorhin ausdriicklich von der Betrachtung aus,
da auf ihn die eben durchgetiihrten Uberlegungen nicht angewendet
werden konnen. Zur Wahl eines ausgezeichneten Koordinaten-
systems ziehen wir den geometrischen, leicht zu beweisenden, Satz
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heran, daf es bei kollinearer Verwandtschaft zweier Riume in jedem
homozentrischen Objektstrahlenbiindel ein und nur ein Tripel von
Strahlen gibt, die eine rechtwinklige Ecke bilden, dem im ent-
sprechenden homozentrischen Bildstrahlenbtindel ein Tripel von
Strahlen mit der gleichen Eigenschaft konjugiert ist. Die je drei
in den beiden R&umen hierdurch ausgezeichneten Richtungen sind
nun bei teleskopischer Abbildung stets dieselben, gleichgiiltig von
welchem Paare konjugierter homozentrischer Biindel wir ausgehen
(wovon man sich leicht iiberzeugt, wenn man bedenkt, daB bei
teleskopischer Abbildung jedem unendlich fernen Punkte wieder ein
unendlich ferner, oder anders ausgedriickt, jedem Parallelstrahlen-
biindel ein Parallelstrahlenbiindel entspricht).

Damit ist der Hinweis zu folgender Wahl des Koordinaten-
systems gegeben:

Wir machen zundchst zwei konjugierte Punkte zu Anfangs-
punkten, bestimmen also, daB fiir x =y =z=0 auch ' =¢y' =7 =
wird. In den Gleichungen (1) miissen infolgedessen die Konstanten
d,=dy=d;—0 werden. Wir wihlen ferner die eindeutig be-
stimmten konjugierten Kantenrichtungen konjugierter rechtwinkliger
Ecken zu entsprechenden Koordinatenachsenrichtungen, dann miissen
in den Gleichungen (1) die Konstanten b, c,, ¢,a,, a,b; verschwinden.
Die Konstanten abc¢ sind Null, da wir es mit teleskopischer Ab-
bildung zu tun haben. Also bekommen wir fiir die teleskopische
Abbildung die einfachen Gleichungen:

e b y  Cg

=, y'zi-y, d=-z (8)
die wir abkiirzend schreiben:
=pax, y=qy Z=r-z 9)
Im Resultat erscheinen sie also als Spezialfall (a=0) der Gleich-

ungen (7).

Der hier behandelte allgemeine Fall der Abbildung ist dem-
nach durch drei Konstanten charakterisiert. Die x-Achse unseres
Koordinatensystems stellt sich als eine Hauptachse der Abbildung dar,
die y- und z-Achsen als ihre Nebenachsen. Im singuléaren Fall der
teleskopischen Abbildung sind die drei Achsen gleichwertig.

C. Die auf die Unstetigkeitsebenen bezogenen Abbildungs-
gleichungen,

Unsern weiteren Betrachtungen werden wir zunéchst das System
(6) der vereinfachten Abbildungsgleichungen zugrunde legen, fiir
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das die Anfangspunkte in den Unstetigkeitsebenen liegen. Die aus
ihm abgeleiteten Sitze miissen auch in den Gleichungen (7) des
zweiten Systems enthalten sein; denn als geometrische Beziehungen
konnen sie nieht von der Wahl der Koordinatensysteme abhingig
sein, die ihrer analytischen Formulierung zugrunde liegen.

Die verschiedenen Gattungen von Abbildungen. Im Verlaufe
der Uberlegungen, die zur Wahl bestimmter Koordinatenachsen
fiihrten, bemerkten wir, dal es in jedem homozentrischen Objekt-
strahlenbiindel drei aufeinander senkrecht stehende Strahlen gibt,
denen im entsprechenden Bildstrahlenbiindel drei Strahlen mit der
gleichen Eigenschaft entsprechen. Die beiden rechtwinkligen Ecken,
deren Kanten die betreffenden Strahlen sind, sind einander punkt-
weise zugeordnet. Wir greifen zwei konjugierte Oktanten heraus.
Fir ihre Verwandtschaft sind zwei wesentlich verschiedene Félle
moglich.

Wenn wir némlich zwei Paare konjugierter Kanten der Oktanten
zur Deckung bringen, was stets moglich ist, dann werden die
dritten einander konjugierten Kanten entweder auch zusammenfallen
und die Oktanten also sich decken, oder nur im Scheitel der
Oktanten zusammenstofen, so daB die eine die Fortsetzung der
andern bildet, und die Oktanten sich also nicht decken, sondern
nur mit der einen Seitenebene beriihren.

Im ersten Falle sind die konjugierten Oktanten und damit
auch die konjugierten rechtwinkligen Ecken einander kongruent, im
zweiten Falle zueinander symmetrisch; beide Ausdriicke sind in einer
von der tiblichen abweichenden Bedeutung benutzt, da wir hier die
absoluten Betrige der Verhiltnisse konjugierter Kantenstrecken, als
nicht wesentlich fiir eine Einteilung der Abbildungen, aufler acht
lassen, wahrend sie bei Kongruenz und Symmetrie der Ecken im
strengen Sinne alle drei den Wert 1 haben miifiten.

Aus der Stetigkeit aller Beziehungen ist sofort zu felgern, daf
innerhalb einer Abbildung entweder nur Kongruenz oder nur
Symmetrie fir alle Paare konjugierter rechtwinkliger Oktanten und
damit konjugierter rechtwinkliger Ecken vorhanden sein muf. Nur
an den Unstetigkeitsebenen konnte ein Wechsel dieser Beziehung
eintreten. Wir weisen nach, daf das nicht geschieht.

Zu diesem Zwecke betrachten wir die beiden Scharen konju-
gierter rechtwinkliger Ecken, deren Scheitel auf der z- und z'-Achse
liegen. Die Kanten miissen — das verlangt die spezielle Wahl
unserer Koordinatensysteme — stets den drei Koordinatenachsen
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parallel sein, und man kann die Abbildungsgleichungen (6) in der
Form schreiben:

o . b g C
do'= o dx; dy = dy; dz———x dz, (10)

wo die dx und dz', die dy und dy’, die dz und dz Paare von
konjugierten Kantenstrecken sind. Halten wir fiir alle positiven
und negativen Werte von x die Vorzeichen von dx, dy, dz fest,
dann behalten, wie die (Gleichungen (10) besagen, zunichst fiir
2 >0 auch die Kantenstrecken dx', dy', d2' ihre Vorzeichen, d. h.
fiir alle positiven x sind die betrachteten konjugierten rechtwinkligen
Ecken entweder sdmtlich paarweise kongruent oder sdmtlich paar-
weise symmetrisch gleich (was wir vorhin allgemeiner aus der
Stetigkeit folgerten). Beim Ubergang von positiven zu negativen
Werten von x, d. h. an der Unstetigkeitsebene, wechseln gleich-
zeitig dy’ und dz' ihr Vorzeichen, dxz' behiilt sein Zeichen; infolge-
dessen kann auch an der Unstetigkeitsebene x=0 die Verwandt-
schaft konjugierter rechtwinkliger Ecken nicht von der Kongruenz
zur Symmetrie {ibergehen.

Damit ist der Beweis gegeben, daf innerhalb einer ganzen
Abbildung konjugierte rechtwinklige Ecken entweder sédmtlich kon-
gruent oder sdmtlich symmetrisch sind, — die Ausdriicke kongruent
und symmetrisch in dem oben ausdriicklich erweiterten Sinne ver-
standen. Im ersten Falle wird eine rechtsgewundene Schraube in
eine rechtsgewundene Schraube abgebildet, und wir wollen von
einer rechlwendigen Abbildung sprechen. Im zweiten Falle wird eine
rechtsgewundene Schraube in cine linksgewundene abgebildet, und
wir wollen dann von einer riickwendigen Abbildung sprechen.®)

Solange wir die Abbildungen rein mathematisch betrachten
und keine bestimmte Lagenbeziehung der beiden Rdume voraus-
setzen, konnen wir nur diese eine wesentliche Verschiedenheit finden
und nach ihr die Einteilung der Abbildungen vornehmen.

Um zu untersuchen, ob und wie sich diese Verschiedenheit in
den Vorzeichen der Abbildungskonstanten #dufert, miissen wir Be-
stimmungen tiber den Richtungssinn treffen, in dem Strecken auf
den Koordinatenachsen positiv oder negativ genannt werden sollen.
Dazu ist es notig, die bisher rein geometrische Abbildung zur
physischen in Beziehung zu setzen. In dieser wird auf jeder Ge-

*) Diese Bezeichnungen sind nach dem Vorgange von O. EPPENSTEIN
gewihlt; sie finden sich in der neuen Auflage der Theorie der optischen In-
strumente von S. CzAPSKI.
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raden, als Strahl aufgefafit, ein Richtungssinn vor dem andern
durch die Richtung der Lichtbewegung ausgezeichnet. Insbeson-
dere gilt das von den beiden Hauptachsen.

Wir setzen nun zundchst fest, dalf auf beiden Hauptachsen der posi-
tive Richtungssinn mit der Fortschreitungsrichtung der Lichtbewegung iiberein-
stimmen soll. Dann ergeben sich die zwei Moglichkeiten, daf das Licht
Folgen konjugierter Punkte auf beiden Achsen entweder in gleichem

Sinne, oder in entgegengesetztem Sinne durchlduft. Im ersten
’

d
Falle, wo d—fc >0, wollen wir die Abbildung der Achsen aufeinander

!

rechtliufig nennen, im zweiten Falle, wo 71:% <0, dagegen riickliufig.

Jetzt betrachten wir einen Objektstrahl, der die z-Achse mit
positivem 2« schneidet, und fiir den — bei vorher beliebig ge-
troffener Wahl der positiven Richtung auf den Nebenachsen des Ob-
jektraums — die langs diesen gemessenen Komponenten der Licht-
bewegung positiv sind. Das Koordinatensystem des Bildraums
bestimmen wir dann durch die Festsetzung, daB auf dem jenem
Objektstrahl konjugierten Bildstrahle die Lichtbewegung ebenfalls
positive Komponenten auf den Nebenachsen haben soll.

Auch die beiden gegen die Achse geneigten Strahlen koénnen
entweder rechtlaufig oder riickliufig aufeinander abgebildet sein.

Wegen der Stetigkeit kann innerhalb einer Abbildung ent-
weder nur Rechtliufigkeit oder nur Rickliufigkeit fiir alle Paare
konjugierter Strahlen stattfinden, so daf wir von rechtliufiger und
riickldufiger Abbildung schlechthin reden kdnnen.

Unsere Festsetzungen iiber den Richtungssinn auf den Achsen
werden durch folgende Ungleichungen ausgedriickt:

1. Bei rechtliufiger Abbildung ist

da’ dy' a7

iz E Y P
d. h. a<{0 b >0 c>0

2. Bei riickldufiger Abbildung ist

dx' dy' dz

kel %9 27 <0

dx 0 dy <0 dz <
d. h. a>0 b <0 ¢ < 0.

Die Verwendung der gewohnlichen Mittel der Dioptrik, ndmlich
brechender und spiegelnder Grenzflichen homogener Medien, fiihrt
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stets nur zu rechtliufiger Abbildung. Wir lassen deshalb den
Fall 2 beiseite und diskutieren nur den Fall der rechtliufigen Ab-
bildung:

a< 0 b>0 ¢ >0 (11)

Der Unterschied zwischen recht- und riickwendiger Abbildung
tritt in den Abbildungskonstanten nicht zutage. Durch unsere Fest-
setzungen haben wir ihn in die Koordinatensysteme selbst gelegt,
indem einem kanonischen Objekt-Koordinatensystem*) bei rechtwen-
diger Abbildung ein kanonisches, bei riickwendiger Abbildung ein
akanonisches Bild-Koordinatensystem zugeordnet ist.

Soll sich der Unterschied zwischen beiden Abbildungsarten in
den Vorzeichen der Konstanten zeigen, dann diirfen wir nur fiir
zwei Achsenpaare, etwa fiir die z- und «-Achse, und die y- und ¢'-Achse,
den positiven Richtungssinn durch die Beziehung zur Lichtrichtung
auf zwel geeignet gewdhlten, konjugierten Strahlen festlegen, die
positive z- und 2'-Richtung dagegen z. B. durch die Forderung, daf
in beiden R&umen die Koordinatensysteme kanonisch sein sollen.
Bei dieser Art der Festsetzung ergibt sich neben a< 0 und b >0

fiir rechtwendige Abbildung ¢ >0
fir rickwendige Abbildung ¢ < 0.

Wir werden uns im folgenden an die erste Art der Bestimmung
balten, bei der b und ¢ gleiches Vorzeichen erhalten, um im Falle
der zur x-Achse symmetrischen Abbildungen, fiir die b=¢ wird,
und auf die wir uns nachher beschrinken werden, weitliutige Vor-
zeichenerdrterungen zu sparen.

Wir fassen die Resultate der eben beendeten Uberlegungen
noch einmal kurz zusammen:

Rein geometrisch gibt es nur zwei Arten wesentlich verschie-
dener Abbildungen,

1. die rechtwendige,
2. die riickwendige.

Physikalisch 148t sich, aus der Beziehung zur Fortpflanzungs-
richtung der Lichtbewegung auf einem Strahl, zunichst noch eine
zweite Einteilung denken, die in

1. rechtliufige und
2. riicklaufige Abbildungen.

*) LaBt man die positive x-Richtung nach Siiden, die positive y-Rich-
tung nach Osten zeigen, dann zeigt die positive 2-Richtung bei einem kano-
nischen System nach dem Zenith, bei einem akanonischen nach dem Nadir.
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Die riickldufigen Abbildungen sind mit den gewdhnlichen
Mitteln der Dioptrik nicht zu verwirklichen; wir lassen sie des-
halb beiseite.

Die Vorzeichen der Koordinatenachsen bestimmen wir so, daf
fir alle rechtliufigen Abbildungen die Ungleichungen gelten:

a< 0 b>0 ¢>0,

und daB deshalb — im Objektraum ein kanonisches Koordinaten-
system vorausgesetzt — im Bildraum bei rechtwendiger Abbildung
ein kanonisches, bei rickwendiger Abbildung ein akanonisches
Koordinatensystem statt hat.

Bei S. Czarskr (3. 85) finden sich in dem Abschnitte itber die ,Charakte-
ristik der verschiedenen Gattungen von Abbildung resp. von abbildenden
Systemen“ zwei Irrtiimer.

Erstens ist dort angegeben, daB die ,riickliufige“ Abbildung in der
pkatoptrischen* Abbildung, d. h. durch Brechungen in Verbindung mit einer
ungeraden Zahl von Spiegelungen, verwirklicht werde,

zweitens, daB sich ohne Annahme einer bestimmten Lagenbeziehung
zwischen den beiden Abbildungsrdumen eine Gliederung der abbildenden
Systeme in ,kollektive* und ,dispansive“ vornehmen lasse.

Auf den ersten Irrtum machte gleich nach dem Erscheinen des ersten
Teils C. Rune aufmerksam, so daB noch eine Schluffberichtigung (287) auf-
genommen werden konnte.

Den zweiten Irrtum beseitigte O. EPPENSTEIN in der Neubearbeitung des
Ozapskischen Buches.

Die VergroBerungen und die Beschrinkung auf die zur Haupt-
achse symmetrischen Abbildungen. Das Verhiltnis konjugierter
Strecken in den beiden Réumen heiBt die Vergroferung. Im beson-
deren heifit das Verhdltnis von konjugierten Strecken, die auf der
Hauptachse liegen, die Longitudinal-, Axial- oder Tiefenvergroferung.

Halten wir uns an die auf die Unstetigkeitsebenen bezogenen
Abbildungsgleichungen (6) auf Seite 90, so ist das Verhiltnis un-
endlich kleiner konjugierter Strecken

da’ a ' '
—_— = — == —— — 12
dx @ x= a ( )

Es variiert, wie man sieht, mit = und 2’ selber.

Fiir endliche axiale Strecken ist

l__ ! ’ ’
Ty —y @ mm,

X, — 2y x, X, a

Das Verhaltnié von Strecken senkrecht zur x-Achse heifit die
Lateralvergroferung, oder auch die Vergriferung schlechthin. s
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variiert in dem allgemeinen Falle der dreiachsigen Abbildung von
Azimut zu Azimut. In der praktischen Anwendung haben wir es
fast ausschlieflich mit dem Sonderfalle einer um die z-Achse sym-
metrischen Abbildung zu tun. Wir wollen uns daher weiterhin mit
diesem allein beschéftigen, und zum Hinweis auf diese Beschriinkung
tir die lateinischen Buchstaben =z, y, z, x', ¢', 2/ die deutschen Buch-
staben t, 9, 3, &', v/, § einfithren.

Wir haben jetzt b==c zu setzen, und zwischen 1 und 3 nicht
weiter zu unterscheiden. Jedes Paar zueinander senkrechter Meridian-
ebenen wird in ein Paar ebenfalls zueinander senkrechter Meridian-
ebenen abgebildet, und die Wahl der Nebenachsen wird unbestimmt.
Die Eindeutigkeit unserer Formeln bleibt trotzdem bestehen, da wir
auch weiter die Bestimmung festhalten, daf die yy-Ebene der 'y
Ebene, die r3-Ebene der t'3-Ebene entspricht.

Die Lateralvergrofierung, die wir mit § bezeichnen wollen, ist
jetzt fiir jede zur g-Achse senkrechte Ebene konstant

d ’ ’
PO B -
unabhingig von y und y' selber.

Zur t-Achse senkrechte ebene Figuren werden also in #hnliche
abgebildet.

Die Vergleichung von (12) und (13) zeigt, daB

t—=—g5 P (14)

Die Tiefenvergroferung ist an jeder Stelle proportional dem
Quadrat der Lateralvergrofierung, was schon A. TopnErR (Z.) fiir
die dioptrische Abbildung bemerkte, und es ist das Verhiltnis

2 B2
g__¥ (15)

)

[24 a

also bei einer gegebenen Abbildung fiir jede Stelle des Raums
konstant.

Die Tiefenvergroferung ist dem Quadrat des Abstandes zwischen
dem Objekt und der F-Ebene umgekehrt, dem Quadrat des Abstan-
des zwischen dem Bilde und der F'-Ebene direkt proportional.
Sie kann hier nur die Werte von O bis -+ 00 durchlaufen, da wir
uns auf die rechtliufige Abbildung beschrinken.

Die Lateralvergrofierung ist dem Abstande des Objekts von der
FEbene umgekehrt, dem Abstande des Bildes von der F'-Ebene

Optik. 7
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direkt proportional und kann alle Werte von — oo bis -+ oo durch-
laufen.

Den Zusammenhang der Lateralvergréfierung und Axialver-
groferung untereinander und mit den Werten von r und ' ver-
anschaulicht man sich am besten durch folgende graphische Kon-
struktion:

Man errichte im Objektraume (Fig. 26) in #quidistanten Punkten
der t-Achse gleich groBe §- und 3-Koordinaten, deren Endpunkte
also auf Geraden liegen, deren eine in der giy-Ebene, deren andere
in der r3-Ebene verlduft, und die der p-Achse parallel sind. Die

3

W B A 7 A, B

[
™

Fig. 26.

Die VergroBerungen und die Bedeutung der Brennebenen und der Symmetrieachsen.

Endpunkte der zugehorigen Koordinaten im Bildraume (Fig. 27 u. 28)
liegen auf Geraden, die in der t'y’-Ebene und der p'z-Ebene ver-
laufen und die g-Achse im Punkte p'==0 der Unstetigkeitsebene
schneiden; die FuBpunkte auf der r'-Achse liegen einander um so
néher, je nidher sie der Unstetigkeitsebene liegen.

Die Punkte 4'B'C’' 4,'B,'C,' in den Figuren 27 und 28 sind
die Bilder der Punkte 4BC 4,B,C, in Fig. 26. Die Pfeile in den
Figuren geben die Vorzeichenbeziehungen zwischen den konjugierten
-Strecken an. Da stets a <0 und b=1c>>0, entsprechen nach den
Abbildungsgleichungen (6) auf S. 90

positiven Werten von y und 3 mit positivem ¢
stets positive Werte von y' und 3 mit negativem ',
und positiven Werten von y und 3 mit negativem g

stets negative Werte von y' und 3 mit positivem p'.
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Die Abbildung von Fig. 26 auf Fig. 27 ist rechtwendig — die
Koordinatensysteme beider Rdume sind kanonisch —, die Abbildung
von Fig. 26 auf Fig. 28 ist riickwendig — das Koordinatensystem
in Fig. 28 ist akanonisch.

™~ ~

b,
1%
9

-~

Fig. 27.
Die VergréBerungen und die Bedeutung der Brennebenen und der Symmetrieachsen.

Einer Schar von #quidistanten y’ und 3, deren Spitzen autf
vier Geraden liegen, die unter einem gewissen Winkel gegen die
r-Achse geneigt sind und durch F' gehen, wiirden im Objektraume

v

3
™~ -~

A'Z

\
Fig. 28.

Die VergroBerungen und die Bedeutung der Brennebenen und der Symmetrieachsen.

gleich groBe 1) und 3 entsprechen, die desto néher aneinander stehen,
je n#her sie der Ebene F sind.
Das Hervorstechendste und Wichtigste bei solchen Konstruktionen
ist der anschauliche Hinweis auf die Bedeutung der Brennebenen.
7*
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Sie teilen die betreffenden Réume in zwei symmetrische Hilften,
die aut gleichartige Weise abgebildet werden, d. h. einander paar-
weise entsprechen.

Das gegenseitige Entsprechen von Geraden und Biindeln.
Den Punkten der Unstetigkeitsebene des Objektraums sind die
Punkte der unendlich fernen Bildebene zugeordnet, mit anderen
Worten, einem homozentrischen Objektstrahlenbiindel, dessen Zentrum
in der Brennebene, etwa im Abstande h=="V%,® -+ h,> von der Achse
liegt, entspricht im Bild-
raume ein Parallelstrahlen-
biindel, etwa mit der Nei-
gung ' gegen die r’-Achse.
Da die Abbildung zur
Hauptachse symmetrisch
fre,] sein soll, hat die GroBe h

~ 5 fiir alle Azimute denselben
Wert, wenn das ent-
b, . sprechende Parallelstrah-
lenbiindel im Bildraum
4, BY % denselben Winkel » mit

2 der Achse bildet. Wenn

also ein beliebiger Bild-

A strahl mit der Neigung u’

gegen die Achse gegeben
ist, so ist die Hohe 4, in
der der entsprechende Ob-
3 jektstrahl die Brennebene

D

¢ trifft, durch «' eindeutig
bestimmt. Ebenso bestim-
Fig. 29. men sich nattirlich die ana-
FB=h; B;B=h; ByB=h, logen Grofen &' und w
Die Bestimmungsstﬁckes tiialLeIZ . zur Ache windschiefen gegens eiti g eindeuti g.

‘Wir wollen jetzt noch
beweisen, daf die Quotienten h/tgw und #'[tgw von den Grofen
h, B, u, w' unabhiingig, fiir eine gegebene Abbildung konstant sind.

Es sei ein beliebiger zu der g-Achse windschiefer Strahl 4C
durch seine Projektionen auf die rY- und r3-Ebene gegeben. Die
Gleichung der einen Projektion AC; sei y=h —g-tgu,, die der
anderen 4,C sei 3=="h, —r-tg u,; u, und u, sind die Winkel zwischen
den Projektionen und der p-Achse; 2, und h, die Hohen, in denen
diese Projektionen die Unstetigkeitsebene F schneiden (Fig. 29).
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Der Strahl selbst schneidet dann die Unstetigkeitsebene in der
Entfernung ==Vh,* -~ 1,* von der t-Achse und bildet mit der r-Achse
einen Winkel u, der durch die Gleichung tg?w = tg?w, -+ tg*u, be-
stimmt ist.

Den Winkel #; bestimmen wir eindeutig durch folgende Fest-
setzung: Sein absoluter Betrag soll Kleiner als sz sein, und der
Winkel ist positiv, wenn die Drehung, durch die die Lichtrichtung
in dem Strahl auf kiirzestem Wege in die positive x-Richtung tiber-
gefiihrt wird, gleichsinnig ist mit der, durch die die positive
r-Richtung auf kiirzestem Wege in die positive y-Richtung iiber-
gefiihrt wird. Der Winkel u, in der r3-Ebene ist analog eindeutig
zu bestimmen.

Die Bestimmung der Winkelvorzeichen ist hier nach Seite 37
so getroffen, wie es in der analytischen Geometrie nicht iiblich ist.
Man konnte ebensogut die dort i{ibliche Bestimmung treffen. Hier
kommt es nur auf den Beweis der Moglichkeit einer eindeutigen
Bestimmung an.

Dem Winkel %, dessen Ebene keiner der Koordinatenebenen
parallel ist, koénnen wir ein Vorzeichen schlechthin nicht geben;
er ist aber eindeutig bestimmt durch seine Projektionen w, und w,
(in der Zeichnung u, >0, u,<0). Winkel im Bildraume werden
natiirlich nach der entsprechenden Regel bestimmt.

Das Bild des betrachteten Objektstrahls 4C, der dem eintallen-
den konjugierte Strahl, sei durch die Gleichungen seiner Pro-
jektionen auf die r'y’- und die i'z-Ebene bestimmt. Alsdann sind
diese Spuren des Strahls im Bildraume auch selbst wieder die Bilder
der Spuren des Strahls im Objektraume. Ihre Gleichungen

n':hl’_g"tgul’,
3’=h2'—‘§"tgu2',

in denen %', h,’ und w,’, u,’ analoge Bedeutung haben, wie oben,
reduzieren sich daher vermdge der Abbildungsgleichungen auf

b b
Uyzg (hy—r-tgu) =—b-tgu —I_E'hl.g'
und

, b b :
5 =£-(hQ——ytgug):—ﬁ-tgu?—l—a-h?-g.
Der Vergleich mit den voranstehenden ergibt, daf

b/ =—b-tgu; by =—b-tguy; (16)
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tg'ul'z——[a)—-hl; tgu2'=—§-h2 (16)

ist. Der Neigungswinkel ', den der Bildstrahl mit der r'-Achse
einschlieft, und die Entfernung von der p’-Achse, in der er die
F'-Ebene ¢'=0 schneidet, sind nun bestimmt durch die Gleichungen

tg?w =tg®u, + tg?u,’ und
WePe 1'% )2

Setzt man die fir &', &', tgu,’, tgu,’ sich ergebenden Werte
ein, so bekommt man

)

= oa=(2)

a

W' =0" (tg u, + tg%u,) = (b-tg u)
oder anders geschrieben:
h a 4

4+ +-2—p @)

——tgu' ) ——tgu -

Die Zweideutigkeit des Vorzeichens ist durch die in der Rech-
nung auftretenden Quadratwurzeln eingefiihrt. Wiederholt man die
Rechnung fiir konjugierte Strahlen, die in den Achsenebenen ver-
laufen, z. B. fiir die konjugierten Projektionen der vorhin betrach-
teten Strahlen, so treten keine Wurzelgrofien auf, und man bekommt
aus den Gleichungen (16)

_ M _ _ k8
tgu,’' b’ tgu, b

B h1v B B h-z, N
tgul— tgu,z_

Man braucht deshalb auch in den allgemeinen Formeln nur
das negative Vorzeichen zu beriicksichtigen.

Die Brennweiten. Durch die Beziehungen (17) erhalten die
Abbildungskohstanten eine weitere Bedeutung. Es ist —b=17/tgu
das Verhéltnis der Hohe, in der ein Strahl im Bildraume dessen
Unstetigkeitsebene schneidet, zur trigonometrischen Tangente des
Neigungswinkels, den sein konjugierter Strahl im Objektraume mit
dessen Hauptachse einschlieft. — a/b==nh/tg« ist das Verhaltnis der
Hohe, in der ein Strahl im Objektraume die Unstetigkeitsebene
schneidet, zur trigonometrischen Tangente des Winkels, unter dem
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sein konjugierter Strahl im Bildraume gegen dessen Hauptachse
geneigt ist.

Es sind also, wie hieraus ebenso wie schon aus den Abbildungs-
gleichungen selbst geschlossen werden muB, die Konstanten a und
b nicht gleichwertig, sondern b ist eine Lénge, a das Quadrat
einer Lange. Es ist daher vorteilhaft, diese ungleichartigen Kon-
stanten durch die gleichartigen b und a/b zu ersetzen. Wir wollen
b="; a/b =" setzen. Die GroBen f und f', die in der Theorie der
optischen Instrumente als charakteristisch fiir die Abbildungsweise
angenommen sind, heiflen die Bremnweiten, die Unstetigkeitsebenen
heiflen die Brennebenen des Objekt- und Bildraums, aus Griinden, die
sich aus dem historischen Entwicklungsgange der geometrischen
Optik ergaben, mit dem Wesen der Sache aber nicht sehr nahe
zusammenhéngen. Die Definition der Brennweiten ergibt sich sach-
gemilB nur aus den Gleichungen

B , h
f=—tgw’ =g (18)
jhr Zusammenhang mit den Eigenschaften der durch sie charakteri-
sierten Abbildung aus den Gleichungen, die nunmehr an die Stelle
der fritheren treten, nadmlich

x'=f'g—f
oder (19)
‘Egrzf'fla
Y
) =3 n £ n
oder (20)
_y_f_x
# A

Der Anschauung am n#ichsten kommt die den obigen Bestim-
mungsgleichungen (18) abgesehen vom Vorzeichen entsprechende
Definition der Brennweiten, die bei Linsensystemen schon C. F. GaUss
(3.) tiir die einzig zweckmifBiige erklért:

Die erste Brennweite, die des Objektraums, ist das Verhaltnis
der linearen Gréfle eines in der Brennebene des Bildraums gelegenen
Bildes zur scheinbaren (angularen) Grofe seines unendlich entfernten
Objekts; die zweite Brennweite, die des Bildraums, ist gleich dem
Verhiltnis der linearen Grifle eines in der Brennebene des Objekt-
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raums gelegenen Objekts zur scheinbaren Grofe seines unendlich
entfernten Bildes.

Da wir hier nur rechtliufige Abbildungen betrachten, fiir die
die Ungleichungen (11) auf S. 95 gelten, kénnen wir iiber die Vor-
zeichen von f und f' noch aussagen, daB stets

>0 ' <o.

Das Konvergenzverhiltnis. Wir betrachten noch einmal die
Abbildung einer Geraden in eine andere und zwar fiir den Fall, da8
die Gerade in einer Meridianebene liegt, also die Achse schneidet. Ihr
Bild liegt in einer Meridianebene des Bildraums. Nennen wir dann
wieder # und #' die Winkel, unter denen die Achse im Objekt-
und Bildraume geschnitten wird, » und &' die Schnitthdhen in den
Brennebenen, dann ist, wie man aus Fig. 29 ersieht,

h=rg-tgu W=t tgu.
Es war aber

h=—f"tgw HW=—ftgu.
Es folgt hieraus das Verhéltnis

’
7=ttiu—=——g.,=—*é, (21)
gu f L
also unabhingig von den Winkeln % und %', unter denen die heiden
konjugierten Strahlen die Achsen schneiden, daher konstant fiir das
Paar konjugierter Achsenschnittpunkte, deren Abszissen g und 1’ sind.
Wir bezeichnen dieses fiir die Theorie der optischen Systeme
ebenfalls sehr wichtige Verhiltnis als das Konvergenzverhilinis oder
die AngularvergriBerung.
Beziehungen zwischen den drei VergriBerungen. Die Ver-
gleichung der Formeln, die wir fiir 8 und y hergeleitet haben, zeigt
sofort den einfachen Zusammenhang, der zwischen diesen beiden

GroBen besteht, ndmlich

£
frr=—gz- (22)
f
Das Produkt des Vergroferungsverhéltnisses in zwei konju-
gierten Ebenen und des Konvergenzverhiltnisses der Strahlen in
den Achsenpunkten dieser Ebenen ist konstant fiir eine gegebene

Abbildung.
Die bisher abgeleiteten, auf die Unstetigkeitsebenen in beiden

Raumen bezogenen Formeln stellen wir kurz zusammen:
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Fir die Brennpunktabstinde konjugierter Achsenpunkte

Ly =11,
fiir die Tiefenvergroflerung
Y
C= =T =
dy t 3
fir die Lateralvergroferung
_y_r_¥
§ y o f
fir das Konvergenzverhiltnis
v x_ f
Ctgw

Durch geeignete Kombination erhalten wir daraus:

ae__ f «_ f'ﬁ_l
2~ T oo T T P
i f B f 4 23)
P S
oy 'y’
und schlieBlich
&7 .

Dieses sind die Beziehungen, die {iir jede durch geradlinige
Strahlen vermittelte Abbildung zweier R&ume ineinander gelten,
wenn jedem homozentrischen Strahlenbiindel im Objektraume ein
homozentrisches Blindel im Bildraume entspricht, und wenn die Ab-
bildung eine Symmetrieachse besitzt.

Die Kardinalpunkte eines optischen Systems. Wie die Formeln
(19) (20) (21) aufs einfachste zeigen, konnen die Grofien f und y
jeden Wert zwischen --o0o und — oo annehmen, wenn g und p'
beliebig variiert werden diirfen. Die Grofie ¢ kann nur die Werte
zwischen O und -~ oo durchlaufen, da wir uns auf die rechtldufigen
Abbildungen beschrianken.

Einige von diesen Werten sind von Bedeutung, zum Teil fir
die Vereinfachung von spiter abzuleitenden Formeln, zum Teil auch
tir die praktische Anwendung; besonders interessieren die Punkte
der Achse, fir die

1. die Tiefenvergroferumg o= -1 ist, d. h. die Punkte, fiir die
einer unendlich kleinen Verschiebung des Objekts aut der Achse
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eine gleich groBfe Verschiebung des Bildes entspricht; ihrer gibt
es innerhalb jeder Abbildung zwei Paare, da die Formel fiir die

f-f

Tiefenvergroferung «==—-—5 in ¢ quadratisch ist;

2. die Lateralvergriferung = -+ 1 oder f=—1 ist, d. h. die
Punkte, fiir die achsensenkrechte Objekte und Bilder gleich gro8
sind und, bezogen auf die positiven Seitenachsen, gleich oder ver-
kehrt liegen;

3. das Konvergenzverhdlinis y == -1 oder y=—1 ist, d. h. die
Punkte von der Beschaffenheit, daf einem Strahle, der im Objekt-
raume von dem einen ausgeht, im Bildraume ein Strahl entspricht,
der unter gleichem oder entgegengesetzt gleichem Winkel gegen
die Achse vom konjugierten Punkte ausgeht.

In der folgenden Tabelle sind die zusammengehorigen Werte
von «, B, y, £ und t' aufgefiihrt. Sie zeigt unter anderm, daf die
Punkte f==1 die Stellen der Achse sind, in denen ¢==pf ist, d. h.
in denen eine zur Achse senkrechte diinne Schicht in allen drei
Dimensionen #hnlich abgebildet wird, und daf in den Punkten, wo

a==-1 ist, f==1y ist.

x B y : Y

+1 i\/—iff’ iﬁ; V=TT | FN=TT

-k TRR i S+

- —1 <1 —f o
-1 —£ +1 —r =t

5| 45 ~1 +r +r

Fir den Fall von Linsen und Linsensystemen wurden die
Punkte f=-1 von C. F. GAUss (3.) Hauptpunkte, die durch sie
gehenden achsensenkrechten Ebenen Hauptebenen, die Punkte y=-}-1
von J. B. LisTING (1) Knolenpunkte genannt. Analog dazu nannte

A. TorLER (1) die Punkte f=—1 mnegative Hauptpunkte, die
durch sie gehenden achsensenkrechten Ebenen negative Hauptebenen,
und die Punkte y=—1 negative Knotenpunkte. @~Wir werden die-

selben Namen hier fiir die allgemeine optische Abbildung benutzen.
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Neben ihnen existieren noch einige weitere Namen fir die-
selben Punkte, auch sind noch weitere Paare teils konjugierter,
teils nur analog gelegener Punkte eingefiihrt worden, die in beson-
deren Fillen Wert haben koénnen, hier aber, in der allgemeinen
Abbildungstheorie, nur die ohne sie bestehende Ubersichtlichkeit
storen wiirden. Wir beschrinken uns deshalb darauf, auf die Ar-
beiten hinzuweisen, die fiir das Studium der Kardinalpunkte optischer
Systeme von Interesse sind. Das sind auBler den schon erwihnten
Arbeiten von C. F. Gauss (3.), J. B. LisTiNG (Z.), und A. TOPLER (L)
zundchst noch zwei weitere Arbeiten von J. B. LisTING (3. 5.),
ferner die diesen Gegenstand behandelnden Arbeiten von J. B. Bior
(1. 3.), L. MoSER (1.), A. Bravais (2.), C. NEUMANN (1), J. A. GRU-
NERT (2.), F. LippicH (1.), F. CaASORATI (1), L. MATHIESSEN (2. 3.
9. 11.), E. HorpE (1.), A. GUEBHARD (1.), K. HALLSTEN (1.), F. MONOYER
(1), F. KEsSLER (3.), G. Govi (Z. 2.), CuHR. DREWS (1), E. SCHMIDT
(1.), H. HepericH (1.), R. HENkE (1), P. LEFEBVRE (2. 3.).

Fig. 30.
FH=f; F'H'=f'; HA=H'A'=h; HB=H'B =W

Die Konstruktion des zu einem Objektpunkte M gehérenden Bildpunktes M’ mit Hilfe der Brenn-
punkte und Hauptebenen.

Graphische Konstruktionen. Tin System, das eine achsen-
symmetrische Abbildung vermittelt, ist, wie wir sahen, durch vier
Bestimmungsstiicke, ndmlich durch die Orte der Brennebenen und
die Werte der Brennweiten vollstindig bestimmt. Es wird auch
durch zwei von den oben angefiihrten Paaren von Kardinalpunkten
oder durch eins von ihnen in Verbindung mit einem Paar der
soeben genannten Elemente eindeutig bestimmt, wie wir noch sehen
werden. Die sogenannten Kardinalpunkte ermoglichen es, auf
graphischem Wege in sehr einfacher Weise zu einem Punkte oder
Strahle den konjugierten Punkt oder Strahl zu ermitteln.
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Wir behandeln hier nur die eine Aufgabe: Zu einem Objekt-
punkte M den Bildpunkt M’ zu konstruieren, wenn die Brennpunkte
F und F’, und die Brennweiten f und f' gegeben sind.

Mit den Brennpunkten und Brennweiten sind nach der Tabelle
(24) auf Seite 106 auch die Hauptpunkte H und H' gegeben (Fig. 30).
Man erhélt sie, wenn man von F aus im Sinne der wachsenden g,
d. h. nach rechts, die Strecke f, von F’ aus im Sinne der ab-
nehmenden 1’, d. h. nach links, die Strecke —f’, auf der Achse ab-
trigt. In H und H' errichten wir die auf den Achsen senkrecht
stehenden Ebenen, die Hauptebenen. Jetzt lassen wir vom Punkte
M einen Strahl parallel zur p-Achse ausgehen; er schneide die
Hauptebene H in der Hohe h=HA. Der Kkonjugierte Strahl
schneidet dann die Hauptebene H' in derselben Hohe H'4' und
geht durch den zweiten Brennpunkt F', ist also vollig bestimmt.
Ein zweiter Strahl gehe von M durch F und schneide H in der
Hohe ' = HB. Der konjugierte Strahl schneidet H' in gleicher
Hohe H'B' und ist der r'-Achse parallel, also ebenfalls bestimmt.
M' liegt im Schnittpunkte dieser beiden Strahlen.

vk V4
Fig. 31.
HF' =f; HF={'; FO=y; F'0' =Y.

Eine Konstruktion des Abstandes zwischen Bildpunkt und Bildbrennebene, wenn neben den
Brennweiten der Abstand zwischen Objektpunkt und Objektbrennebene gegeben ist.

Diese Konstruktion versagt, wenn der Objektpunkt auf der
Objektachse, also auch der Bildpunkt auf der Bildachse liegt. In
diesem Falle findet man den Abstand p' des Bildpunktes von der
Bildbrennebene z. B. durch die in der Fig. 31 angegebene Hilfs-
konstruktion.

HF'EF ist ein Rechteck mit den Seiten HF' = f und HF ={".
FO ist gleich dem Abstande p des Objektpunktes von der Objekt-
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brennebene. Dann ist O' F' gleich dem Abstande ;' des Bildpunktes
von der Bildbrennebene.

Beweis: F'O:FE=FE:FO,

vif=f":x

Ahnlich wie die eben behandelte, 16st man die analogen Auf-
gaben. Sie sind zum Teil geometrisch sehr interessant, haben aber
fir uns wenig Bedeutung. Wir verweisen deshalb auf die ein-
schlagige Literatur.

AuBler den schon genannten Arbeiten, die sich mit der Gauss-
schen Theorie, besonders mit den Kardinalpunkten beschiftigen,
kommen hier in Betracht die Arbeiten von J. GAVARRET (1.),
E. ReuscH (8.), J. A. Lissasous (1.), Ap. MArTIN (1), C. BENDER (I.),
E. LEBOoURG (1.), G. FERRARIS (1), C. M. GARIEL (I1.), E. KoBALD
(1), M. p’OcaGNE (1), P. LEFEBVRE (1), N. SCHILLER (Z.), L. MaT-
THIESSEN (12.), R. S. Core (1.), E. H. BARTON (X1.).

D. Die auf konjugierte Ebenen bezogenen Abbildungsgleichungen.

Wir haben wuns bisher ausdriicklich auf die Diskussion der
Gleichungen (6) beschriinkt, in denen die Abszissen beider Réume
von den Unstetigkeitsebenen an gemessen sind. Um den singulidren
Fall der teleskopischen Abbildung behandeln zu koénnen, und auch
aus anderen praktischen Griinden, wollen wir die bisher gewonnenen
Resultate auch auf die Form (7) der Abbildungsgleichungen an-
wenden, in denen die Abszissen von einem Paare konjugierter Punkte
aus gemessen sind.

Die allgemeine, nicht teleskopische Abbildung. TUm nicht alle
Betrachtungen der letzten Abschnitte in nur wenig verénderter
Form bei den Gleichungen (7) wiederholen zu miissen, gehen wir
vielmehr von den schon eingefiihrten Beziehungen und Gleichungen
aus und verschieben nur die Koordinatensysteme entsprechend in der
Richtung der Achse. Seien die Abszissen eines Paares konjugierter
Punkte — der neuen Anfangspunkte — auf die Brennebenen be-
zogen, t, und go', die eines beliebigen anderen Paares, aut dieselben
Ebenen bezogen, r und x’, dann sind die Abszissen der letzteren,
auf die ersteren als Anfangspunkte bezogen, A=r—g, und
A'=¢ —1,, und wir haben zwischen diesen GroBen und den Brenn-
weiten die Beziehungen:

Loty =11
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und
o =fr

(ZO‘I"R)‘(ZO"I“I'):f'f',
durch deren Kombination man erhilt:

L AT+ +AA =0

oder

oder
§o' Lo _ .
AT TI=0 (25)

Diese Gleichung driickt die Abszissen der konjugierten Punkte,
auf ein Grundpaar konjugierter Punkte bezogen, durch den Ab-
stand der Grundpunkte von den Brennebenen aus; (bei HELMHOLTZ
(1. 49. 2. 69. 5. 2. 94) und andern umgekehrt durch den Abstand der
Brennebenen von den Grundpunkten; daher die Verschiedenheit der
Vorzeichen in dem konstanten Gliede hier und bei jenen).

Fir die Vergroferung ergibt sich ohne weiteres aus der frither
abgeleiteten Gleichung:

y o +A_ f

== == 26
fir des Konvergenzverhiltnis die Gleichung:
tg o L+ A f \
— — = — . 27
y tg % f! EO' + AV ( )

Um von den Abszissen —p, und —g, der Brennebenen in
Bezug auf die neuen Koordinatenanfangspunkte ganz unabhingig
zu werden, konnen wir an ihrer Statt die Brennweiten f und f’
und die in den Grundpunkten A ==0 und A'==0 bestehende Ver-

'
groferung B, == %?,— = gi einfithren.
0

Dann wird die Abszissengleichung:
' f1
X o+ x5, +1=0,

die Ordinatengleichung:

g Y _ IRt if,
) f F+Ap,
die Gleichung fiir das Konvergenzverhiltnis:
7=tgu’=_f+3ﬂ_o____ r
tgu '8y fB+A"

(28)
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Diese Gleichungen erhalten eine besonders einfache Form, wenn
man als Grundpunkte solche wihlt, in denen B, einen geeigneten
Wert hat. Die einfachste und wichtigste ist die auf die Haupt-
punkte bezogene, in denen f,==--1 ist; niémlich es wird dann

. f .
_y_ _f N X
_tgd  f  f+A A
7—tgu_ f!_"‘_ll— f! —31-

Um Verwechslungen mit den von anderen Autoren, z. B. HELMHOLTZ ab-
geleiteten Gleichungen zu vermeiden, sei nochmals daran erinnert, da8 hier
die Abszissen in beiden Rédumen von den betreffenden Punkten aus in der
Richtung der Lichtbewegung als positiv gerechnet sind.

Bezieht man die Abszissen auf die negativen Hauptebenen, in denen

By=—1 ist, so erhilt man entsprechend
o f
¥ty —1=0
und

also gleiche Ausdriicke wie HELMHOLTZ fiir die positiven Hauptebenen erhilt,
indem er A entgegengesetzt miffit wie A und die Vorzeichen der Brennweiten
umgekehrt bestimmt, wie wir es taten.

Ahnlich konnte man 7o statt B, einfihren und einfache Glei-
chungen herleiten, die auf die Knotenpunkte bezogen sind, in denen
7o="11 ist. Doch haben solche Gleichungen nur in speziellen
Fallen Wert.

Die teleskopische Abbildung. Die im letzten Abschnitte her-
geleiteten ‘Gleichungen behalten ihre Anwendbarkeit auch in dem
Falle der teleskopischen Abbildung; denn wir haben gezeigt, daB
die fir sie geltenden Abbildungsgleichungen sich als Sonderfall
(a=0) der auf konjugierte Punkte bezogenen allgemeinen Ab-
bildungsgleichungen ergeben. Das Charakteristische der tele-
skopischen Abbildung, durch die neuen Konstanten f und f' aus-
gedriickt, ist, wie die Einfilhrungsgleichungen (18) lehren, dies, daB
die Brennweiten beide unendlich grof werden; aber sie behalten kon-
stantes, endliches Verhiltnis m, wie die folgende Uberlegung ergibt.

Bringt man durch Division mit # und f' die Gleichungen (28)
auf eine Form, in der teils f'/f, teils f oder f allein als Faktoren
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oder Divisoren auftreten, und setzt dann f und f =00, so wird
die Abszissengleichung

ll !
X ——h =, (30)
ferner
/3=rl=ﬂo=% (31)

)

entsprechend den frither fiir diesen Fall abgeleiteten Gleichungen
(9) auf S.91; das Konvergenzverhéltnis wird

f1
r=—pg (32)

also ebenfalls konstant. Es hat hier, bei der teleskopischen Ab-
bildung, eine besondere praktische Bedeutung; denn beli der Ab-
bildung eines unendlich entfernten Objekts in ein unendlich ent-
ferntes Bild kann man ja, wenn man von Vergréferung redet, nur
noch von der ‘Angularvergroferung y reden.

Durch den Wert der Angularvergréferung ausgedriickt wird
das Verhiltnis konjugierter Abszissen, von einem Paare konjugierter
Punkte aus gemessen,

av_ A1

R =l = T 33
ax " T ' vo’ (33)
und das Verhiltnis konjugierter Ordinaten
y’ r1
=Il=———. 34
ﬂo t) f 70 ( )
Durch die Verbindung der drei Gréfen e, f, y erhalten wir noch
ay
hatgu |
p

eine Gleichung, die wir fiir die nicht teleskopische Abbildung schon
oben aufgestellt haben.

3. Die Gesetze der Zusammensetzung von Abbildungen.

Der Bildraum einer gegebenen ersten Abbildung kann Objekt-
raum einer zweiten sein u. s. f. Den Effekt dieser zwel (oder
mehr) sukzessiven Abbildungen kann man als eine einzige Abbildung
auffassen, deren Bestimmungsstiicke der Lage, Richtung und Grofe
nach von den Bestimmungsstiicken der einzelnen Abbildungen und
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deren gegenseitiger Lage abhingen. Dies ist ein praktisch sehr
wichtiges Moment. Denn physisch wird eine Abbildung fast stets
durch eine Reihe von Einzelabbildungen vermittelt.

Wenn wir also gefunden haben, wie die Abbildung des Ge-
samtsystems sich aus den Abbildungskonstanten und der gegen-
seitigen Lage der Partialsysteme berechnet, so wird es weiterhin
geniigen, die speziellen Abbildungen der Elementarsysteme zu stu-
dieren, um mit Hilfe jener Gesetze die Wirkung eines beliebig zu-
sammengesetzten Systems vollstindig berechnen zu koénnen.

A. Die Zusammensetzung zweier Abbildungen.

Die Zusammensetzung zweier endlicher Abbildungen zu einer
endlichen. Wir machen die beschrinkende, in praxi aber meistens
erfiillte Annahme, daf die Achse des Bildraums des ersten Systems
zusammenfalle mit der Achse des Objektraums des zweiten Systems.
Fiir das Studium der Félle, die dieser Annahme nicht unterliegen,
verweisen wir auf die Arbeiten von F. NEESEN (7.), F. CASORATI
(1), A. BEck (1.), A. SCHWARZ (1.).

F, F]' seien die Brennebenen, f;, f," die Brennweiten des ersten
Systems; Fy, FQ', for f, ebenso die Bremnebenen und Brennweiten
des zweiten Systems, wobei Ebene F,|F,’, und endlich sei die Lage
gegeneinander gegeben durch den im Sinne der Lichtbewegung
gemessenen Abstand der Objektbrennebene des zweiten Systems
von der Bildbrennebene des ersten, also durch die Strecke FI'F2= .

Die Abbildung des ganzen aus den Systemen I und II zu-
sammengesetzten Systems ist bestimmt, wenn die Lage seiner Brenn-
ebenen F, F' und die Grofe seciner Brennweiten f f' ermittelt ist.

Aus den gemachten Annahmen geht zunifchst hervor, daB die
Brennebene F zu F, parallel ist, und da8 die Brennebene F' zu
F,' parallel ist; denn den zur Ebene F, parallelen Ebenen ent-
sprechen im Bildraume von I Ebenen, die zu Fl' parallel sind, also
Jaut Annahme auch zn F,; diesen wieder entsprechen Ebenen, die
zu F,’ parallel sind, also schlieflich den zu F, parallelen Ebenen
solche, die zu F2' parallel sind. Wir sahen aber auf S. 89, daf} es
im allgemeinen bei jeder optischen Abbildung nur eine einzige
Schar von parallelen Ebenen im einen Raume gibt, der eine eben-
soleche im anderen entspricht, und daB zu diesen Scharen die Un-
stetigkeitsebenen der betreffenden R#éume gehoren.

Weiter ist die Objektachse des ersten Systems Objektachse,
die Bildachse des zweiten Systemns Bildachse des (resamtsystems;

Optik. S
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denn diese Achsen sind Bilder voneinander, und nach unsern all-
gemeinen Betrachtungen gibt es nur ein einziges Paar zu den
Brennebenen senkrechter, zueinander konjugierter Geraden, ndmlich
die, die wir zu Hauptachsen der Abbildung gew#hlt haben.

Die: Orte der Brennebenen F und F' ergeben sich aus der
Uberlegung, daB F’, die der unendlich fernen Ebene des Objekt-
raums in bezug auf das ganze System konjugierte Ebene, der
Ebene F,' in bezug auf das System II konjugiert sein muf. Be-
zeichnen wir den — wieder im Sinne der Lichtbewegung ge-
messenen — Abstand der Ebene F' von F,’ mit o, so ist ¢’ der

Fig. 32.
F'Fy,=/; F,F=o; F/F'=d; F,M,—h =h.

Die Zusammensetzung zweier endlicher Abbildungen zu einer endlichen.

in bezug auf I der Strecke F,F,'=— A konjugierte Brennpunkts-
abstand, also
' fo ¢ fg’
0= — ==, 35
Analog erhilt man
fify
0 == — 36
+ 00 (36)

den Abstand der Ebene F von F,, im gleichen Sinne gemessen,
wenn F als die in bezug auf System I zu F, konjugierte Ebene
betrachtet wird.
Um die GroBen der Brennweiten zu finden, gehen wir zuriick
auf ihre Definitionsgleichungen
fm— =t

tg u Ctgu

Ein parallel zur Objektachse des ersten, also auch des ganzen
Systems in der Hohe h=~h, liber dieser Achse einfallender Strahl
schneidet nach Durchsetzung des Systems 1 die Gerade, die die
Bildachse des ersten Systems und Objektachse des zweiten Systems
bildet, im Punkte F," unter einem Winkel “1'/ der sich aus der
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Definitionsgleichung f1'=~t-g~;7, bestimmt. Unterliegt dieser Strahl
1
nunmehr der Abbildung durch das zweite System, so wissen wir

bereits, daf er dessen Bildachse in F' schneidet, in der vorhin an-
gegebenen Entfernung o' von F,” unter einem Winkel «/, der sich
aus der Gleichung tir das Konvergenzverhiltnis in konjugierten
Achsenpunkten bestimmt, ndmlich aus

tgw A

tg ulv - f2r fg’ .

Diese Gleichung, mit der fiir «," kombiniert, ergibt

S Sy i Y -
f—‘ tgu'_+ A N (3‘)

Ganz ebenso erhédlt man durch Verfolgung eines zur Bildachse
des zweiten und ganzen Systems parallel austretenden Strahls nach
riickwirts

fz___L': _hh (38)
tgw YAN

Durch die 4 GroBen o, o, f, f, und die festgesetzte Lagen-
beziehung ist die Abbildung des ganzen Systems vollstdndig definiert.

Die angegebenen Formeln gestatten, in sehr einfacher Weise
zu iibersehen, wie die Lagen der resultierenden Brennebenen und
die Groflen und Vorzeichen der resultierenden Brennweiten von den
Brennweiten der Partialsysteme und der Grofie A, dem optischen
Intervall der Partialsysteme, abhingen. Indem wir diese Diskussion
fiir spater aufsparen, wo wir sie an konkrete Fille ankniipfen
konnen, weisen wir hier nur auf die durch die Variabilitit von
A gegebene grofie Variabilitit der Endgrofen bei gegebenen f,
fo fi', £, hin.

Die Zusammensetzung zweier endlicher Abbildungen zu einer
teleskopischen. Im besonderen kann der Fall eintreten, daf A =0
ist, d. h. der vordere Brennpunkt des zweiten Systems mit dem
hinteren Brennpunkte des ersten zusammenfillt. Alsdann wird f= o0
und auch f'==00, also die Abbildung eine teleskopische. Das Ver-
haltnis von f zu f jedoeh bleibt ein endliches, wie schon daraus
hervorgeht, daB gem#f den obigen Formeln

fv flr . f?r

=M =

f  fifh

ist.
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Um in diesem Falle die Konstanten der Abbildung aus denen
der Partialsysteme zu berechnen, geniigt die einfache Betrachtung,
daB ein parallel zur Achse eintretender Strahl durch den gemein-
samen Brennpunkt beider Partialsysteme gehen und parallel der
Achse aus dem zweiten wieder austreten mufl. Das Vergroferungs-

’ h ’
verhiltnis %:hizﬂ’ das fiir alle Punkte der Achse konstant ist,
1
hy R

2

ist nun =-——2—: —*—, wenn Uy = ul' den Winkel bezeichnet, unter
tgu, tgu,

/},y

Fig. 33.
FM,=h=y; F/My=h'=y'.

Die Zusammensetzung zweier endlicher Abbildungen zu einer teleskopischen.

dem ein in der Hohe h, parallel zur Achse einfallender Strahl
zwischen beiden Systemen die Achse schneidet. Also ist

y 1y

Z .. 39

U 130 fl ( )
Hiernach ist die Angularvergroferung

tg o 1 fy
_ e———— = — e I —_— 4:0
V= gu o mh, + X (40)
und das Verhdltnis konjugierter Abszissen in unserer fritheren Be-
zeichnung

A 2 fz'le
T MPT = - S 41
A==t 1)

Die Lage eines Paars konjugierter Punkte muf besonders be-
stimmt werden. Ein solches Paar sind aber offenbar hier wie immer
der vordere Brennpunkt des ersten Systems und der hintere des
zZweiten,

Die Zusammensetzung einer teleskopischen und einer endlichen
Abbildung. Das erste System sei ein teleskopisches und durch den
Wert von f, oder p,, sowie durch die Lage der zwei konjugierten
Punkte O, O," und das Verhdltnis f,':f, ==m, bestimmt. Das
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zweite sei durch F,, F,', f,, f,’ bestimmt, und die gegenseitige Lage
der beiden Systeme durch den Abstand von F, vom Punkte O,’,
0,/F,— 4. Die Bildachse des vorderen Systems falle wieder mit
der Objektachse des hinteren zusammen. Dann ist der hintere
Brennpunkt des zweiten Systems auch der des ganzen Systems, da
parallel zur Achse einfallende Strahlen zwischen beiden Systemen
parallel zur Achse verlaufen, also auch ebenso auf das zweite
System auffallen. Der vordere Brennpunkt des ganzen Systems ist
leicht zu berechnen als der in bezug auf das vordere, teleskopische

R

)

Fig. 34.
0, F=a; 0/F,=a.

Die Zusammensetzung einer teleskopischen und einer endlichen Abbildung.

System dem vorderen Brennpunkte des zweiten Systems konjugierte.
Sein Abstand a von O, berechnet sich nach (33) und (34) auf S. 112.

) ‘
a=———: oder a=—m, 0y > (42)
1"11312 ! ! '
Die Brennweite des Bildraums ist
4 h t) h 1 ! ’

f=_ 7= — l' 2 :*'f =-—my fo’ 43)

tg u y, tgw B IO

die des Objektraums
» h’ t u,’

fm— o — B = fy (44)

tgu - tgu, “o tgu i m, B,

Die Bedeutung der hier beniitzten Zwischengrofen y,, 1, =h,,
uy==u," ist aus ihrer Bezeichnung ohne weiteres zu ersehen.

Ganz analog ist die Betrachtung, wenn die vordere Abbildung
endlich, die hintere teleskopisch ist.

Die Zusammensetzung zweier teleskopischer Abbildungen.
Jede sei durch die Werte von § oder y, durch die Verhiltnisse

=f'f; ¢ e—fg'/ f, und durch die Lage eines Paars konjugier-
ter Punkte 0,, 0,"; 0,, 0, gegeben, die gegenseitige Lage durch
den Abstand 01 0, = 6.
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Die resultierende Abbildung ist, wie leicht einzusehen, ebenfalls
teleskopisch. Ihr VergroBerungsverhiltnis g ebenso wie ihr Kon-
vergenzverhiltnis y ist je gleich dem Produkt der betreffenden Ver-
hiltnisse der Einzelsysteme. Denn

Y9 %y,
B=y=y =h @y
ebenso
_tgd tgu tgu,
o tgu _tgu2. tgu

fliﬁﬁili:’

Fig. 85.
0,/0y==14.

Die Zusammensetzung zweier teleskopischer Abbildungen.

=% (46)

Die Lage eines, und sogar zweier Paare konjugierter Punkte
ist ebenfalls leicht ermittelt; denn der zu O,"in bezug auf System II
konjugierte Punkt O’ liegt von O, in der Entfernung

& =my 36, (47)

und ist in bezug auf das ganze System konjugiert zu O,. Ebenso
ist der zu O, in bezug auf System I konjugierte Punkt O von O,
um eine Strecke a entfernt (im Sinne der Lichtrichtung), die ge-

geben ist durch
0
a= T B (48)

Wir haben also im ganzen das Resultat: Durch Kombination
zweier endlicher Systeme entsteht im allgemeinen eine endliche,
nur in einem Falle eine teleskopische Abbildung. Durch Zusammen-
setzung zweier teleskopischer Abbildungen entsteht immer eine tele-
skopische; durch Zusammentritt einer endlichen und einer tele-
skopischen Abbildung immer eine endliche.

Umgekehrt 146t sich nach denselben Betrachtungen und Formeln
eine gegebene endliche Abbildung immer in zwei endliche Ab-
bildungen oder in eine endliche und eine teleskopische Abbildung
zerlegen; eine gegebene teleskopische Abbildung entweder auch in
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zweli endliche, deren zugewandte Brennebenen zusammenfallen,
oder in zwei teleskopische. —

Unsere Formeln gestatten ohne weiteres die Ausdehnung auf
beliebig viele Systeme, bei der wir uns auf den Fall lauter endlicher
Systeme beschréinken wollen.

B. Die Zusammensetzung beliebig vieler endlicher Abbildungen.

Der Abstand der vorderen Brennebene des Gesamtsystems von
der vorderen des .ersten Systems sei wieder mit o, der Abstand der
hinteren Brennebene des Gesamtsystems von der des letzten Einzel-
systems mit ¢ bezeichnet; die Brennweiten der Einzelsysteme mit
fio 115 [ £y -« - i, die des ganzen mit [ und f".

Fiir die Richtung der Brennebenen und die Lage der Haupt-
achsen des ganzen Systems gelten dieselben Betrachtungen wie
vorher: sie fallen zusammen mit der Objektbrennebene und Objekt-
achse des ersten, sowie der Bildbrennebene und der Bildachse des
letzten Einzelsystems.

Um die Lage der Brennebenen und die Grofie der Brennweiten
des Gesamtsystems aus denen der einzelnen Systeme zu berechmnen,
seien die Abstinde der einander zugewandten Brennpunkte je zweier
aufeinander folgender Systeme B

F1'F2 = Ay leFsz VAPY F'k—le: Dy

Die hintere Brennebene des Gesamtsystems ist das Bild der
hinteren Brennebene des ersten Systems, das sukzessive von den
darauffolgenden Systemen entworfen wird. Bezeichnet man den
Abstand der hinteren Brennebene des aus den p ersten Systemen
gebildeten Systems von der des pten mit ap', so hat man zur Be-
stimmung von ¢’ =g, folgendes System von Gleichungen:

’ !
S XV ST
AN ANy — 0y

. fofy'

allgemein ¢ '=—— 22

=] P Ap_l _0'p_1
Hieraus ergibt sich ¢’ zunidichst in der Form eines Kettenbruchs
o — — fi: fk' ,
VAN + foeaT k~1 (49)
Dygt-
A‘Z + f‘B f‘.’,

AN
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Ganz ebenso erhilt man

L hh
"=t At Ah (50)
Dot

Ak—? _I_ fk—I f'k—l X
AV

Um die Brennweiten des Gesamtsystems zu tinden, haben wir
ganz ebenso wie bei der Zusammensetzung zweier Systeme sukzessive
das Konvergenzverhéltnis in den Punkten zu suchen, in die F,’ der
Reihe nach abgebildet wird und alle diese Verhéltnisse miteinander
und mit f," zu multiplizieren. Das Resultat ist

hootgw, tgu)  tgw_,  h

-’
- . ———=f. 51
tgu, tgu, tguy tg u,’ tg o' f (51)

Wir erhalten auf diese Weise, wenn wir die Brennweite des
aus den ersten p Systemen gebildeten mit f '1,1, bezeichnen, sukzessive

2 P VS Y
fl12= A, fl’s_—Az—o?" oo =1 YN A
Also
’ ’ 1 '
f': fl f2 f:? c 'fk (52)

Dy (Dy—0)) (Dg—0y) - .. (Dp_1— 0 q)

Der Nenner dieses Ausdrucks ist nach den oben fir op' auf-
gestellten Formeln ohne weiteres zu berechnen. Bezeichnen wir
ihn mit N,, so ist aus obiger Herleitung zu ersehen, daf N, mit
den vorangehenden Werten N, _,, N, , u. s. w. in der Weise zu-

sammenhéngt, dal

N = AVIRY [N o (SR
* N4

ist u.s. f. Mit Hilfe dieser Beziehung ist N, noch leichter zu be-
rechnen. Man kann das Resultat dieser Rechnung auch unmittelbar
in Kettenbruchform angeben oder andere Schemata zu Hilfe nehmen.
Doch wollen wir diese rein formelle Seite der Frage hier nicht
weiter erdrtern, sondern verweisen auf die Arbeiten von A. F. MOBIUS
(2), F. W. BessEr (1.), L. MATTHIESSEN (2. 8.), F. CASORATI (1.),
S. GUNTHER (1. § 27)), G. FERRARIS (2.), F. MONOYER (I.).

(63)
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Man erhilt analog

S N RERY

F= S (54

wo N, dieselbe Grofe ist, wie in dem Ausdrucke fiir f'.

Wenn statt der Brennpunkte und Brennweiten und statt der
Brennpunktsabstinde A andere Grofien zur Bestimmung der Einzel-
abbildungen und der gegenseitigen Lage der Einzelsysteme gegeben
sind, so erhdlt man durch analoge Methoden, wie wir sie oben
angewendet haben, die entsprechenden fiir das zusammengesetzte
System. Wir unterlassen die Ausfithrung dieser Rechnung hier
unter Verweisung auf die vorhin angegebene Literatur.

Fiir uns ist es geniigend, tiberhaupt festgestellt zu hahen, daf
und in welcher Weise etwa sich die wesentlichen Bestimmungsstiicke
einer zusammengesetzten Abbildung aus denen der sie erzeugenden
Einzelabbildungen berechnen lassen.

4. Eine bestimmte Lagenbeziechung der Abbildungsriume.

Bisher haben wir iiber die gegenseitige Lage des Objekt- und
Bildraums keine Annahmen gemacht. Das tun wir jetzt, und zwar
wéhlen wir den Fall, der bei fast allen den optischen Systemen
vorliegt, durch die achsensymmetrische Abbildungen verwirklicht
werden. Diese Systeme sind selbst symmetrisch zu einer Achse,
derart, daB sie durch Rotation eines ihrer Meridianschnitte, d. h.
eines die Achse enthaltenden Schnittes, um die Achse erzeugt werden
konnen. Infolge dieser Symmetrieeigenschaft fallen zun#chst die
Hauptachsen des Objekt- und Bildraums in dieselbe Gerade, die
Achse des Systems, und ferner mufl jeder Strahl, der im Objekt-
raume in einer Meridianebene verlduft, wihrend des Durchgangs
durch das System und nach dem Austritte in dieser Meridianebene
bleiben. Deshalb muf jede Meridianebene des Objektraums mit
der ihr konjugierten des Bildraums zusammenfallen, also auch die
ty-Ebene mit der i'y-Ebene und die rj-Ebene mit der y'3-Ebene.
Die y3-Ebene und die §'3-Ebene legen wir in die zugehdrigen Brenn-
ebenen, so daff die Abbildungsgleichungen die Form (6) erhalten.

Die y-Achse ist jetzt der y-Achse, die 3-Achse der 3-Achse
parallel. Fir die Vorzeichenbeziehung zwischen diesen Konjugierten
Nebenachsen sind nur folgende zwei Fille moglich:
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1. Die positive Yy-Richtung fallt mit der positiven Y'-Richtung
und gleichzeitig die positive 3-Richtung mit der positiven 3-Richtung
auch dem Sinne nach zusammen.

2. Die positive y-Richtung fillt mit der negativen Y-Richtung
und gleichzeitig die positive 3-Richtung mit der negativen 3'-Rich-
tung zusammen.

Der Fall, daf fiir das eine Paar von entsprechenden Neben-
achsen der Richtungssinn im Objekt und Bild gleich, fiir das
andere Paar im Objekt und Bild entgegengesetzt ist, kann wegen
der Achsensymmetrie des abbildenden Systems nicht eintreten.

Im Falle 1 wird die Hilfte des Objektraums, fiir die ¢ >0
ist, aufrecht abgebildet, die Hilfte, fiir die x <O ist, verkehrt. Wir
nennen das abbildende System ein kollektives.

Im Falle 2 wird die Hilfte des Objektraums, fir die gz >0
ist, verkehrt abgebildet, die Hilfte, fiir die x <O ist, aufrecht. Wir
nennen das abbildende System ein dispansives.

In beiden Fallen kann die Abbildung selbst rechtwendig oder
riickwendig sein. Wie wir auf S. 95 sahen, miissen im Falle der
rechtwendigen Abbildung die Koordinatensysteme des Objekt- und
Bildraums gleichartig sein, beide kanonisch oder akanonisch, im
Falle der rtickwendigen Abbildung ungleichartig. Soll deshalb bei
unserer besonderen Lagenbeziehung die Abbildung

a) rechtwendig sein, dann muf, bei kollektiven wie bei dis-
pansiven Systemen, die positive g-Richtung mit der positiven
t’-Richtung auch dem Sinne nach zusammenfallen; soll die Abbildung

b) riickwendig sein, dann muf die positive g-Richtung der
positiven '-Richtung entgegengesetzt sein.

Wir erinnern noch einmal daran, daf die Konstanten der Ab-
bildungsgleichungen (6) in jedem Falle den Ungleichungen a<CO0,
b=c¢ >0 genligen miissen, weil wir die Vorzeichen der konjugier-
ten Koordinatenachsen mittels der Lichtrichtung bestimmt haben.
Ist die Abbildung rechtwendig und durch ein kollektives System
vermittelt, dann und nur dann fallen die Koordinatenrichtungen
des Objektraums mit den konjugierten des Bildraums auch dem
Sinne nach zusammen, und der Ubergang vom Objekt- zum Bild-
koordinatensystem besteht lediglich in einer Verschiebung des Null-
punkts der Abszissen.

Es liegt nahe, diesen einfachen Ubergang auch fiir die drei
andern Fiélle vorzuschreiben, also die Vorzeichen der Achsen, statt
durch die Lichtrichtung, durch die Festsetzung zu bestimmen, daf3



Eine bestimmte Lagenbeziehung der Abbildungsriume. 128

jede Koordinatenachse des Objektraums mit der ihr konjugierten
des Bildraums aufler der Richtung auch dem Sinne nach zusammen-
fallt. Dies vorausgesetzt, sind die Abbildungskonstanten folgenden
Ungleichungen unterworfen:

1. Fiir kollektive Systeme ist b=c¢ > 0;
2. tir dispansive Systeme ist b=c¢ <0
und neben diesen ist (55)
a) bei rechtwendiger Abbildung a<(O0;
b) bei riickwendiger Abbildung a > 0.

Da nun nach der Definition der Brennweiten auf S. 103 a==f-f,
b==c=1 ist, so ergeben sich fiir die Vorzeichen der Brennweiten
die Regeln:

1. Fir kollektive Systeme ist bei

a) rechiwendiger Abbildung f>0; f'<0,
b) riickwendiger Abbildung f>>0; f'>>0.

2. Fiir dispansive Systeme ist bei
a) rechtwendiger Abbildung < 0; "> 0,
b) rickwendiger Abbildung f< 0; f'<CO0.
Die Namen kollektiv und dispansiv sind der Lehre von den
Systemen zentrierter Kugelflachen entnommen, wo sie neben den
deutschen Namen sammelnd und zerstreuend gebraucht werden.
Tritt in solchen Systemen neben beliebig vielen brechenden
Flachen eine gerade Anzahl spiegelnder Flichen auf, dann ist die
erzeugte Abbildung rechtwendig; ist dagegen die Zahl der spiegeln-
den Fliachen ungerade, dann ist die erzeugte Abbildung riickwendig,
was wir hier vorgreifend bemerken.

(56)
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IV. Kapitel.

Die Realisierung der optischen Abbildung.

Bearbeiter: P. Culmann.*)

1. Der Fall diinner Biischel nahe der Achse zentrierter
Kugelflichen.

(Fundamentaleigenschaften der Linsen und Linsensysteme.)

Wir haben bisher nur angenommen, daf eine ,optische Ab-
bildung* zustande komme, ohne uns darum zu kiimmern oder Vor-
aussetzungen dariiber zu machen, in welcher Weise des n#dheren
dies geschehe. Wir nahmen als Tatsache an, daB optische Ab-
bildungen vorkommen, und untersuchten daraufhin zun#chst die
allgemeinen Gesetze, denen eine jede solche Abbildung, kraft ihrer
Entstehung durch punktweise Vereinigung geradliniger Strahlen,
notwendig unterliegen mufl, auf welche Weise sie auch immer zu-
stande gekommen sein mag.

In dem folgenden sollen einige besonders wichtige Verwirk-
lichungsarten von Abbildungen n#her untersucht werden. Es soll
gezeigt werden — und dies ist, wie wir frither bereits ausfiihrten,
nunmehr das einzige, was zu zeigen noch tibrig bleibt — unter
welchen physischen Bedingungen eine Abbildung zustande kommt,

*) Dieses Kapitel ist im wesentlichen als eine zweite Auflage des ent-
sprechenden Kapitels in Czapskis Theorie der optischen Instrumente zu be-
trachten. Ganze Seiten sind wortlich aus diesem Werke tiibernommen, andere
mehr oder weniger verindert. Neu sind folgende Paragraphen: die Null-
invariante, zwei von L. SEIDEL herrithrende Formeln, der Coressche Satz, die
Spezialfille astigmatischer Brechung, die Abschnitte, welche die doppelt ge-
kriitmmten Flichen betreffen, die anamorphotische Abbildung und die histori-
schen Notizen.
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welechen Beschrinkungen dieselbe gegeniiber der vorher von uns
angenommenen unendlicher Réume durch beliebig weit gedffnete
Strahlenbiindel in praxi immer unterliegt, und wie die Brennweiten
und die Lagen der Brennebenen sich aus den gewothnlich gegebenen
Daten berechnen lassen.

Da wir nach dem letzten Abschnitt eine wie auch immer zu-
sammengesetzte Abbildung stets zerlegen koénnen in die kombinierte
Wirkung aufeinander folgender Teilabbildungen, so konnen wir
uns hier darauf beschrinken, die einfachsten moglichen Fille von
Abbildungen zu untersuchen, d.h. die Abbildung durch Spiegelung
oder Brechung von Lichtstrahlen an einer einzelnen, zwei ver-
schiedene Medien trennenden Fliche. Wir beginnen mit der Kugel-
flache.

A. Die Brechung an einer Kugelfldche.

Graphisch lafit sich der gebrochene Strahl am einfachsten
durch folgende wohl zuerst von Youne*) (3.73) angegebene Kon-
struktion ermitteln (Fig. 36).

Fig. 86.
Graphische Konstruktion des gebrochenen Strahles.

Man beschreibe um C Kreise resp. Kugeln mit den Radien
’

n n .

r,=—+ und 7,=—r. Den Punkt O, wo der erste Kreis von dem
n "

auffallenden Strahle zum zweiten Male getroffen wird, verbinde man

*) Spater 1858 ist sie unabhingig von WEIERSTRASS gefunden worden,
wie das SCHELLBACH (1.) angibt. 1877 stellt sie LipricH (2.) wieder auf,
ohne von seinen Vorgéngern zu wissen.
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mit C, und O, den Schnittpunkt von OC und dem Kreise 2, mit
B. Dann ist BO' der gebrochene Strahl. Denn da nach der Kon-
struktion CO': CB==CB: (0, so ist ACB0O' ~ ACOB; daher 3L BOC
=3 0'BC. In ACOB ist aber sin CBO:sin BOC=C0:CB=n":n.
Folglich ist 9 CBO' der zu JZ CBO gehorige Brechungswinkel ¢'.

Die trigonometrische Verfolgung eines Lichtstrahls.*) Ein nach
dem Punkte O zielendes oder von diesem Punkte ausgehendes Licht-
biischel falle auf die zwei Medien mit den Brechungsexponenten
n, #' trennende Kugel, deren Zentrum im Punkte C liegt. Wir ver-
folgen zundchst nur einen Strahl dieses Biischels. Er moge die

Tig. 87.

SO=s; S0'=s'; SC=r; DB=h.

Zur Brechung eines zum Achsenpunkte O gehorigen Strahls endlicher Offnung » an einer
Kugelfkiche.

Kugelfliche im Punkte B schneiden. Zeichnungsebene sei die Ebene,
welche durch den Strahl BO und durch den Kugelmittelpunkt C
hindurchgeht (Fig. 37). Da BC mit dem Einfallslot zusammenfillt,
so ist die Ebene BOC die Einfallsebene des Strahles BO und dieser
Strahl tritt bei der Brechung nicht aus derselben heraus. Wir ver-
binden C mit O und bezeichnen diese Gerade als Zentrale oder Achse,

*) Der Anfang dieses Paragraphen wiederholt die schon auf Seite 37
bis 40 behandelte Durchrechnung eines die Achse schneidenden Lichtstrahles.
Er war geschrieben, als beschlossen wurde, das die Durchrechnung optischer
Systeme behandelnde Kapitel der Abbildung vorangehen zu lassen. Ich glaubte
nun, die nicht sehr langen Wiederholungen in der Annahme stehen lassen zu
konnen, daB es manchem Leser willkommen sein méchte, das zum Verstéindnis
der Abbildung Notige hier beieinander zu finden.
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den Punkt, in welchem sie die Kugelfliche schneidet, als Scheitel S
der brechenden Fliche.

Unsere Aufgabe ist, aus den Bestimmungsstiicken des ein-
tallenden Strahles die Bestimmungsstiicke des gebrochenen Strahles
zu berechnen.

Die Strahlen werden durch die Lage ihrer Schnittpunkte it
der Achse und durch die Winkel bestimmt, welche sie in diesen
Schnittpunkten mit der Achse einschlieBen. Dabei moge folgende
Bezeichnung gelten: 8, ¢ und p seien die Abstinde des Punktes O
vom Scheitel S, vom Zentrum C und vom Einfallspunkte B. Diese
Abstéinde werden als Abszissen betrachtet, kénnen also positiv oder
negativ sein. Positive Richtung ist fir uns die Richtung des ein-
fallenden Lichtes. In den Zeichnungen wird immer angenommen,
diese Richtung gehe von links nach rechts, 8, ¢ und p sind also
positiv, wenn O rechts von §, C oder B liegt, wie dies in Fig. 37
der Fall ist.

Den Radius der Kugel r betrachten wir als die Abszisse des
Mittelpunktes C in bezug auf den Scheitel. « ist also positiv, wenn
die Kugelfliche dem Lichte ihre konvexe Seite zukehrt.

Der senkrechte Abstand des Einfallpunktes B von der Achse
heiffit Einfallshthe » und wird nach oben positiv gerechnet. Den
Winkel BOS, welchen der einfallende Strahl mit der Achse bildet,
bezeichnen wir als Achsenwinkel des Strahles und nennen ihn w«.

o

. h
u hat das Zeichen des Quotienten ;.*)

Der Kugelwinkel BCS=¢ hat das Zeichen von %

Die auf den gebrochenen Strahl beziiglichen Bestimmungsstiicke
werden durch einen oben angehéngten Index unserschieden. O ist
der Punkt, in welchen der gebrochene Strahl die Achse schneidet.
s', ¢, p' sind die Abszissen von @' in hezug auf S, C und B, o'
ist der Winkel, welchen der gebrochene Strahl mit der Achse bildet.
Der Einfallswinkel heifit ¢, der Brechungswinkel 7/, die Ablenkung 4.
Das Zeichen dieser drei Winkel ergibt sich aus den Formeln, welche
zu ihrer Berechnung dienen.

Gegeben sind die Brechungsindices » und »' der Medien vor
und hinter der brechenden Fliche, der Kugelradius », die Schnitt-

*) Dieses von den Bearbeitern anderer Kapitel gewiinschte Zeichen von
u weicht von dem von Czapski gewahlten ab, stimmt aber mit dem von den
neueren deutschen Bearbeitern der Rechenmethoden gew#hlten iiberein (8. 37).
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weite 8 und der Achsenwinkel # des einfallenden Strahles. Zu be-
stimmen sind 8§’ und «'. Dazu dienen die folgenden Formeln, welche
mit Ausnahme der dritten Formel, die das Brechungsgesetz darstellt,
unmittelbar aus der Figur abgelesen werden konnen.

c=8—r
¢ sin¢
r  sinw

nsins=n'sin ¢

0=—i—17
w=u-49
¢ sind
r  sin

s'=c .

Die erste Gleichung gibt den Mittelpunktsabstand ¢, die zweite
den Einfallswinkel ¢, die dritte den Brechungswinkel ¢, die vierte
die Ablenkung J, die fiinfte den Achsenwinkel des gebrochenen
Strahles «', die sechste seinen Mittelpunktsabstand ¢’ und endlich
die siebente seinen Scheitelabstand.

Die Figur liefert ferner die folgenden Formeln

p=itu=17Fu
h=rsing

und aus dem Dreieck BOO'

P sinw

p  sind
oder mit Benutzung der 2ten, 3ten und 6ten der obigen Gleichungen

’

p . n’ c!
P n e
oder
, 8 —r sS—r
N —F—=n—
Yz

Die tiir die Reflexion geltenden Gleichungen erhdlt man unmittel-
’

. n
bar aus den oben angegebenen, indem man —==—1 setzt:
n

C=8—7r
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_c__sini

r  sinw

i—

0=21
W=u-}21i

¢ sin

¥ sin (u - 214)
§=dc+r.

Fiir diese Gleichungen ist immer noch die Richtung des ein-
tallenden Lichtes als positive Richtung betrachtet. Die Achsen-
winkel geben nur die Lage, nicht die Richtung des gebrochenen
Strahles an.

Die Formeln fiir die Berechnung des gebrochenen Strahles
reichen fiir den Fall beliebig vieler aufeinander folgender Brechungen
nur dann aus, wenn alle Einfallsebenen zusammenfallen, d. h. wenn
die Mittelpunkte aller Kugeln auf einer Geraden liegen, die selbst
in der ersten Einfallsebene liegt, die also bei gentigender Ver-
lingerung den einfallenden Strahl schneidet. Man nennt in diesem
Falle die Kugeln zentriert. Man hat dann stets 8,=#8",_,—d, ,
und w,==w',_,, wenn d, , die Entfernung des kten Kugelscheitels
vom k-—1ten bedeutet, und 8,, §,_,, u,, w,_, fir die k—1te
resp. kte Fliche dieselbe Bedeutung haben, wie die gleichen Buch-
staben ohne Zeiger fiir die oben allein betrachtete Fliche.

Kommen Brechungen und Reflexionen vor, so wird tiir die aut
die erste Reflexion folgende Brechung die Richtung des Lichts, die
tir alle Zeichen mafligebend ist, von rechts nach links gehen. Man
zeichnet dann am besten eine neue Figur, in welcher das Licht
wieder von links nach rechts fortschreitet, und gibt allen vor-
kommenden Abstinden und Winkeln neue der umgekehrten Licht-
richtung angemessene Zeichen. In dem vorliegenden Kapitel werden
wir aber immer die Richtung des auf die erste Fliche des Systems
fallenden Lichtes als die positive ansehen, die positive Richtung
der Koordinatenachsen also unverdndert lassen.

Sind die Flichen nicht zentriert, oder ist ihre gemeinsame
Zentrale, die Achse des Systems, windschief gegen den einfallenden
Strahl, so geniigen die angegebenen Formeln nicht mehr. Es sei
daftir auf Seite 52—73 verwiesen.

Optik, 9
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B. Das normal einfallende endliche Biischel.
Die sphirische Aberration.

Ein Strahlenbiischel, welches nach dem ganz beliebigen Punkte
O hinzielt (oder von diesem Punkte ausgelt), falle auf eine Kugel-
fliche, deren Zentrum C sei. Verbinden wir C mit O durch eine
Gerade, so geniigt es, um den Verlauf aller Strahlen des Biischels
O zu erhalten, alle in einer Ebene E durch CO enthaltenen Strahlen
des Biischels O ins Auge zu fassen. Denn man kann sich das
ganze Biischel durch Rotation der in dieser Ebene E gelegenen
Strahlen um die Achse CO entstanden denken. Die ganze Erscheinung
ist symmetrisch in bezug auf die Achse CO.

Ist g ein beliebiger Strahl des in E liegenden Biischels O, so
liegt der zugehorige gebrochene Strahl ¢ ebenfalls in E. LBt
man beide Strahlen mit der Ebene E um die Achse CO rotieren,
so erzeugt jeder von ihmen einen Kegel. Die Spitze des Kegels
der einfallenden Strahlen ist O, die Spitze des Kegels der gebrochenen
Strahlen ist der Punkt O', in welchem ¢’ die Achse CO schneidet.
Die Lage dieses Punktes O' wird durch die Formeln Seite 128 be-
stimmt, hdngt also im allgemeinen vom Achsenwinkel » des einfallen-
den Strahles g ab. Denken wir uns die Gesamtheit aller von O
ausgehenden Strahlen in eine Reihe solcher Kegel mit gemeinsamer
Spitze O zusammengefaflt, so entsprechen denselben nach der Brechung
wieder eine Reihe von Kegeln mit gleicher Achse, aber im allge-
meinen verschiedener Spitze. Strahlen, welche die Achse unter
gleichem Winkel # treffen, werden nach der Brechung streng in
einem Punkte vereinigt, Strahlen, welche die Achse unter ver-
schiedenem Winkel schneiden, im allgemeinen nicht.

Um diese Tatsache und die Beziehung zwischen « und 8’ noch
deutlicher hervortreten zu lassen, beachten wir, dafl in der Formel

n(8—r) n(s—r)
— — T
pPP=(8—r?~4r*42r(8—7r)cosgp
ist und ebenso
pPP=(E"—r?4r*42r(s"—r)cosg.
Hieraus ist ersichtlich, daf§ zu gleichen Werten von 8 verschiedene
Werte von 8' gehoren, je nach der GroBe von ¢, dem Offnungs-

winkel der Strahlen g. Diese Verschiedenheit der Lage der Spitzen
der Kegel der gebrochenen Strahlen bezeichnet man als ,,sphérische
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Aberration‘‘ oder ,, Kugelabweichung (s. das niichste Kapitel). Wie
wir bereits frither gesehen haben, kann man Fliachen anderer Gestalt
angeben, welche die Eigenschaft haben, ein homozentrisches Biischel
von gegebener Lage und beliebiger Offnung durch Brechung wieder
in ein homozentrisches iiberzufiihren (,,cartesische Flichen* s. S. 23).
Die Kugel gehort zu ihnen, insofern sie Biischel von bestimmter
Lage ebenfalls homozentrisch vereinigt.

C. Das normal einfallende Elementarbiischel. Achsenpunkte.

Entwickelt man cos¢@ nach Potenzen von ¢, so sieht man
weiterhin, daB fiir solche Werte von ¢, deren Quadrate und
hohere Potenzen vernachlidssigt werden kénnen gegen 1,
p=—=s und P'=3s wird; also unter Beriicksichtigung der oben
(S. 43) eingefiihrten Bezeichnungsweise:

n(s—r) ' (s—r)

s s

Innerhalb eines Strahlenkegels von dem angegebenen Offnungs-
winkel findet also eine eindeutige Beziehung zwischen s und s’
statt, d. h. homozentrische Vereinigung der gebrochenen Strahlen
und damit zunichst wenigstens fir die auf der Achse gelegenen
Punkte eine ,,Abbildung‘ in dem von uns friilher gebrauchten Sinne.

Die Strahlenvereinigung bei der Brechung eines normal ein-
fallenden Biischels an einer Kugelfliche ist von ,zweiter Ordnung*,
wie man sagen kann, um auszudriicken, daf es die zweite Potenz
von ¢ (oder u) ist, welche man vernachlissigen muf, um die Ein-
deutigkeit der Beziehungen zu erhalten. Da {ibrigens unter Ver-
nachlissigung der Grofen dieser Ordnung die Kugel zusammenfillt
mit jeder sie im Scheitel beriihrenden Rotationsfliche anderer Gestalt,
so gilt das gefundene Resultat mit gleicher Anndherung auch fiir
solche, und es bedeutet dann in den Formeln r den Kriimmungs-

halbmesser der betreffenden Fliche im Scheitel.
’ '
Nebenbei mag darauf hingewiesen werden, daB die Gleichung %:%—%,

welche ja fir jedes Paar entsprechender Punkte auf der Achse gilt, fir zwei
solche Paare 0,0, und 0,0, geschrieben werden kann in den Formen

¢, 8 n
e, sy o
e, sy m
bt =N
c s, M

9*
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wenn man beachtet, daf fiir Strahlen, welche der Achse nahe liegen p =s,
p'=s" ist. Diese Gleichungen besagen aber, da8 0,SCO,’ und 0,8C0,
gleiches Doppelverhiltnis haben, also projektivisch sind, ebenso ist 0,8CO/’
projektivisch zu 0,8CO;" u. s. w. Auf Grund dieser Beziehung lassen sich
die Gesetze der Abbildung durch Brechung enger Biischel an zentrierten Kugel-
flichen in sehr eleganter Form entwickeln, wenn man sich auf die ersten
Elemente der projektivischen Geometrie stiitzt. Das ist der von MoBIUS (4.),
LrppicH (1.), BECK (1.) und HANKEL (1. 146.) eingeschlagene Weg.

!
. §—r §—7r . . .
Die Gleichung #’ Iy =n-——- welche die Beziehung zwischen

konjugierten Punkten auf der Achse darstellt, kann leicht auf die
,,optische Invariante* I zuriickgefiihrt werden. Man versteht unter
der optischen Invariante den Wert

I=nsins==n'sin?,

welcher bei der Brechung unverindert bleibt. Fiir unendlich kleine
Winkel wird dieser Ausdruck

ni=n'7.
Nun ist aber i=¢ —u, ' =@ —u' und, weil die Winkel unendlich
klein sind:
h

n—

_k
(P~T

Setzt man diese Werte in ni==n'¢" ein, so erhilt man, wenn man
die Gleichung noch beiderseits durch & dividiert, wie auf S. 43:

O

Diese Gleichung unterscheidet sich von der obigen, da fiir die hier
betrachteten Strahlen p=s und p'=s" ist, nur durch den Faktor

1
—. Man kann sie auch auf die Form
r

’ ’
W n w—n ,
St 1a
s s s (1a)

bringen, welche, wenn man die Differenz der Werte eines Ausdrucks
nach und vor der Brechung durch ein vorgesetztes A bezeichnet,
kiirzer geschrieben werden kann:
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D. Die Nullinvariante.

1 1 1 1
Wir nennen den Ausdruck = <; — ;) = <f — 7> die Nullin-
ro8

variante und bezeichnen ihn mit @, Er wird in der Theorie der
Aberration vielfach gebraucht. Einige dort zu benutzende, auf ihn
beziigliche Formeln*) mogen gleich hier abgeleitet werden.

1 1 1 1
Es ist Qs_——n<~—~>=n' (——:97) also:

r s r

1.8

1
o
s room
L

8

|-

S n

Subtrahiert man die zweite Gleichung von der ersten, so erhilt man
unter Benutzung des Zeichens 4:
1 1
A==—0Q 4-—
s % 7

oder

L

Dividiert man die erste Gleichung durch #', die zweite durch n
und subtrahiert dann die zweite von der ersten, so findet man:

1 1 1 1
AE:?A<Z>_QSA<7F>‘

Quadriert man endlich jede der beiden Gleichungen und sub-
trahiert dann wieder die zweite von der ersten, so kommt:

L 20,1 .1
AS;Q--_TAn—l—Q“An2

1 1
oder, indem man nach QS2A’/7§ auflost und fiir QsAg den Wert

1
— A= einsetzt
s

#¥) Diese Formeln sind mir von den Herren A. Koni¢ und M. vox RoHR
mitgeteilt worden, auf deren Wunsch sie an diesem Orte bewiesen werden.
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1 2 1 1
A —=—"A4-1 A=
< n? r s+ s?
der mit Benutzu der Gleichu A—l——lAl—Q Al d
oder m ng der Gleichungen A-—=—4— 45 un
QA—I———A<£>edlich-
T s) )
1 1 .1
Ad—=—A4=— A=
9 ns r s

E. Die Abbildung von aufieraxialen Punkten und Flichen
durch genau normal einfallende Elementarbiischel.

Die Abbildung, welche wir bisher untersucht haben, betrifft
nur die Punkte je einer Kugelzentralen. Die betreffenden Beziehungen
gelten nun aber fiir jede solche Zentrale mit gleichem Rechte und

]
]

Fig. 38.
Abbildung durch normal einfallende Elementarbiischel.

in gleicher Weise. Fiihrt man also — sei es in Gedanken, sei es
tatséichlich — eine solche Beschrinkung der wirksamen Strahlen-
kegel ein (Fig. 38), daB deren Achsen simtlich durch C gehen und
ihre Offnungen sehr klein sind, so wiirde durch Brechung an einer
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einzigen Kugelfliiche mit der angegebenen Nidherung eine Abbildung
des ganzen Raumes vom Index n vor der Kugel in den, teils hinter
der brechenden Fliche vorhandenen, teils vor ihr liegenden virtuellen
Raum vom Index # gegeben sein.

Aus der Nullinvariante ergibt sich leicht, daff um C im Objekt-
raum beschriebenen Kugeln ebenfalls um € beschriebene Kugeln
im Bildraum entsprechen. Entsprechende Figuren auf diesen Kugeln
sind dhnlich und perspektivisch mit C als perspektivischem Zentrum,
denn die entsprechenden Punkte liegen auf Strahlen durch C. Den
unendlich fernen Elementen entsprechen die Elemente einer um C
als Zentrum beschriebenen Kugel. Einer Ebene entspricht, wie
leicht zu beweisen ist, eine Rotationsfliche zweiten Grades. Eine
Abbildungsachse ist nicht vorhanden, da alle Zentralen gleichbe-
rechtigt sind.

Diese Stitze zeigen, daf die betrachtete Abbildung nicht zu
den im vorigen Kapitel betrachteten kollinearen Abbildungen gehort.
Es treffen aber auch die dort gemachten Voraussetzungen hier nicht
alle zu. Zwar entspricht einem Punkte O ein einziger Punkt 0O,
aber Strahlen, welche mit der Zentralen durch O einen endlichen
Winkel einschliefen, gehen im allgemeinen infolge der sphérischen
Aberration nicht durch den O entsprechenden Punkt O’ hindureh.
Fir diese Strahlen kann also auch die Kollineation nicht bestehen.

Die vorliegende Abbildung zerfillt vielmehr, wie wir nunmehr
zeigen wollen, in ein Aggregat von unendlich vielen einzelnen Ab-
bildungen (mit den Zentralen als Hauptachsen), von welchen jede
die Bedingungen der Kollinearitit in einem der Achse unendlich
benachbarten Raume erfiillt.

F. Die Beschrinkung auf den Fall paraxialer Punkte.
Die kollineare Abbildung.

Betrachtet man eine dieser Zentralen OC, so werden, wie wir
oben sahen, alle auf dieser Zentralen selbst gelegene Punkte O
in Punkte O' derselben Zentralen abgebildet, wenn man sich auf
Strahlen beschrinkt, welche mit der Achse OC unendlich kleine
Winkel bilden. Gehen wir nun zu einem Punkte 0, (Fig. 89) iiber,
welcher zwar aufBlerhalb der Achse, dieser aber noch unendlich nahe
liegt, so wird auch er durch Strahlen, welche der Achse OC un-
endlich nahe liegen, in einem Punkte 0, abgebildet, weil alle diese
Strahlen auch seiner eigenen Zentralen O,C noch unendlich nahe
liegen.
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Wir kénnen uns also um die Achse OC herum einen unendlich
diinnen fadenférmigen Raum abgegrenzt denken, in welchem alle
Bedingungen der Kollinearitiat erfiillt sind: jedem Punkte des einen
Raumes entspricht ein und nur ein Punkt des anderen Raumes,
einem Strahl, welcher durch drei Punkte des Objektraumes hin-
durchgeht, entspricht ein Strahl, welcher durch die entsprechenden
Punkte des Bildraumes hindurchgeht. Das letzte gilt indessen nur
insoweit, als dieser Strahl mit der urspriinglichen Abbildungsachse

BN

0 L/ ¢ 9

o,

Fig. 39.
Abbildung paraxialer Punkte.

einen unendlich kleinen Winkel einschlieit, so daB er den Zentralen,
welche von jedem dieser drei Punkte ausgehen, unendlich nahe liegt.

Beschrinken wir uns auf Punkte und Strahlen der gedachten
Art, welche wir paraxiale Punkte und Strahlen nennen wollen, so
gelten fiir dieselben alle im vorigen Kapitel abgeleiteten Gesetze.
Es ertibrigt nur noch, dieselben auf den speziellen hier vorliegenden
Fall anzuwenden.

‘Wir haben absichtlich oben diesem Fall der paraxialen kollinearen Ab-
bildung eine nicht kollineare, wenn auch weniger beschrinkte Abbildung vor-
angeschickt, um an diesem Beispiele zu zeigen, wann die im vorigen Kapitel
abgeleiteten allgemeinen Gesetze Anwendung finden und wie ihr Geltungs-
bereich zu bestimmen ist.

4. Die Grundfaktoren der Abbildung durch eine brechende
Kugelfliche.

Die Achsen des Objekt- und des Bildraumes fallen hier zu-
sammen mit der Kugelzentralen, welcher alle betrachteten Punkte
und Strahlen' benachbart sein sollen. Denn erstens erfiillt diese
Zentrale die Bedingung, sich selbst konjugiert zu sein (ein senkrecht
auf die Kugelfliche fallender Strahl geht ungebrochen weiter).
Zweitens werden Ebenen senkrecht zu dieser Linie abgebildet in
ebensolche. In der Tat haben wir ja gesehen, dal bei der nicht
kollinearen Abbildung durch beliebige ,,zentrale” Biischel (S. 134),
um den Kugelmittelpunkt konzentrische Kugelflichen abgebildet
werden in ebensolche. Fiir den einer Achse unendlich nahen Raum
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sind nun beide Abbildungsweisen, die oben und die zuletzt betrachtete,
dem Abbildungsvorgange und daher auch dem Resultate nach
identisch. In diesem beschrinkten Gebiete aber kann die zur Achse
normale Kugelfliche identifiziert werden mit dem zu ihr senkrechten
Ebenenelement.

Jeder Punkt des Abbildungsraumes (des Raumes nahe der
Achse) kann angesehen werden als Punkt des Objekt- wie des Bild-
raumes — ein Verhiltnis, welches wohl im ideellen Falle, aber
durchaus nicht bei jeder Verwirklichungsweise optischer Abbildung
besteht. Je nach seiner Lage zur brechenden Fliche ist jeder Punkt
aber ,,reeller* oder ,,virtueller’ Brennpunkt eines Biischels, und zwar
enthilt beim Falle der Brechung der Raum vor der brechenden
Fliche die reellen Objektpunkte, der Raum hinter ihr die reellen
Bildpunkte; im Falle der Spiegelung liegen fiir Objekt und Bild-
raum die reellen Punkte vor, die virtuellen hinter der Fliche.

Auf Grund dieser Uberlegung und der schon abgeleiteten Beziehung fiir
konjugierte Abszissen lassen sich nunmehr auf induktivem Wege fiir die be-
trachtete Art der Abbildung an einer Fliche sowohl als an beliebig vielen
die allgemeinen Abbildungsgesetze ableiten, welche wir im vorigen Abschnitt
deduktiv hergeleitet haben. Dies ist der von Gauss und HELmHOLTZ und seit-
dem von der tberwiegenden Mehrzahl der Autoren eingeschlagene Weg. Wir
unsererseits sind bereits im Besitze der allgemeinen Resultate und wenden
dieselben nur durch Spezialisierung auf den vorliegenden Fall an.

Die Brennebenen sind nach unserer Definition die Bilder der
unendlich entfernten Ebenen. Ihre Lage zum Scheitel der brechen-
den Fliche finden wir, indem wir in dem Ausdrucke (la) das eine
Mal §’, das andere Mal s=00 setzen. Man erhilt demnach:

Scheitelabstinde der Brennpunkte F und F' einer Kugelfliche
vom Radius r:

nr n'r

SF:'—*"—— SF':-—I—-

'
n—n

W —n
Ferner ist nach der Seite 103 gegebenen Definition der Brennweiten
% : h
f—— f=—
tgu tg u
Ist nun B der Einfallspunkt eines in dem Abstande I von der Achse
zu ihr parallel einfallenden Strahles, und féllen wir von B ein
Perpendikel auf die Achse, so fillt, weil der Offnungswinkel des
Strahles unendlich klein sein soll, der FuBpunkt dieses Perpendikels
B '
mit dem Scheitel 8§ zusammen und es ist ——— =tgu, also f' = —SF".

SEF
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Ebenso findet man f=—SF. Die Brennweite des Objekt-
raumes ist gleich dem negativ genommenen Scheitelab-
stand des Objektbrennpunktes, die des Bildraumes gleich
dem ebenfalls negativ genommenen Scheitelabstand des
Bildbrennpunktes. (Dieser Umstand erklirt die Einfiihrung des
Wortes ,,Brennweite*’ fiir eine Konstante, die sich uns als das Ver-
haltnis zweler Gréfen darbot.)
Es ist also
nr

somit: fif =—n:n.

Diese Gleichung zeigt, dal bei der dioptrischen Abbildung die
Brennweiten stets entgegengesetztes Vorzeichen besitzen und daB
ihr Verhiltnis — von dem wir bereits wissen, daBl es konstant ist
— gleich dem Verhéltnis der Indices der Medien ist, auf welche
sie sich beziehen. Die erste Folgerung reiht die hier betrachtete,
dioptrische Abbildung in die frither unterschiedene Hauptgattung
der rechtwendigen (s. S. 93 und 123). :

Ferner ergibt sich aus den Ausdriicken fiir f, in welchen Fillen
die Abbildung durch eine Flidche eine ,kollektive‘‘, in welchen sie
eine ,,dispansive in dem frither gebrauchten Sinne ist. N#mlich
die Abbildung durch eine einfache Brechung ist, wenn

2 >n und r>0
n' < n und r<0

umgekehrt, wenn

w' >n und »<C0
n'<n und r >0

Die Ausdriicke ,kollektiv und ,,dispansiv‘‘ finden ihre an-
schaulichste Begriindung in der Modifikation, die jedes einzelne
Strahlenbiischel in dem einen oder anderen Falle erleidet. Denn
wie man sich leicht tiberzeugt, wird ein Strahlenbiischel durch
Brechung an einer kollektiven Fliche stets konvergenter, durch die
an einer dispansiven stets divergenter.

Nennen wir némlich mit HErMHEOLTZ #'%’ und nw die optische
Konvergenz vor und nach der Brechung, so ist, da i=¢ —u,
i'=@—u und fiir unendlich kleine Winkel #'¢'=mni ist:

} eine kollektive,

} eine dispansive.

W —nu==n"—n)p,

die Anderung der optischen Konvergenz ist also — unabhingig
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von der Entfernung des leuchtenden Punktes — der vom Strahl in
Anspruch genommenen Offnung ¢ der Kugel proportional. =
hat dasselbe Zeichen wie r (wir nehmen hier an, & sei immer positiv)
die optische Konvergenz nimmt also zu, wenn 2 >n und r >0
oder wenn #' < n und r <0 ist, d. h. wenn das stirker brechende
Medium an der konkaven Seite der Kugel liegt. (Dabei kann der
Achsenwinkel, welcher auch wohl als MaB fiir die Konvergenz an-
gesehen wird, zu- oder abnehmen.)

Alle anderen MaBbestimmungen der Abbildung durch eine ein-
fache Brechung lieBen sich zwar aus den gemachten Annahmen
speziell fiir den vorliegenden Fall ableiten, sie folgen fiir uns aber,
wie gesagt, unmittelbar aus den allgemeinen Abbildungsgleichungen,
die hier ohne weiteres anwendbar sind. Man hat fiir f und ' die
oben gefundenen Werte einzutragen und die Lagen von F und F'
zu beriicksichtigen.

Man sieht dann u. a., daf im Scheitel der brechenden Fliche
beide Hauptpunkte zusammenfallen, im Mittelpunkte beide Knoten-
punkte.

Weil die Hauptpunkte mit dem Scheitel zusammenfallen, also
A=s und A'=s wird, so nehmen die Gleichungen (29) auf
Seite 111 unter Benutzung der Gleichung f:f = —mn:%', jetzt fol-
gende Gestalt an:

ff ns s
sr‘“l—;—*_l—ov ﬂ_m7 7'—8_1'

Die Diskussion der Abbildung durch eintache Brechung hat
insofern ein besonderes Interesse, als fiir (GAUSS, wie wir bereits an
einer anderen Stelle bemerkten, bei Aufstellung seiner Theorie er-
sichtlich und ausgesprochenermafen das Bestreben leitend war, die
Abbildung durch ein beliebiges System von brechenden und spiegeln-
den Flichen moglichst vergleichbar zu machen und durch dhnliche
Ausdriicke darzustellen, wie die durch eine einzige solche Flédche.

H. Die Brechung an einer Ebene.

Die fiir die Ebene giiltigen Formeln kénnen sehr leicht direkt
abgeleitet werden, wir wollen sie hier aus den fiir die Kugel ge-
wonnenen Ausdriicken herleiten, indem wir r==00 setzen. Die
Brennpunkte fallen dann ins Unendliche, die Brennweiten werden
unendlich grof; die Abbildung wird also eine teleskopische. Das
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Verhiltnis der beiden Brennweiten bleibt aber endlich, es ist immer
noch f:f'=—mn:n.
Gleichung (1a) auf S. 132 gibt:

! ’ !
n s n

— oder —=—.

s s n

n
s

Die von der Fliche aus gemessenen Bild- und Objektabstinde
sind proportional fiir alle Werte dieser Abstinde. Bild und Objekt
liegen auf gleicher Seite der Fliche, da «'[n fiir die Brechung stets
positiv ist. Nach den obigen Gleichungen wird die Lateralvergrsfe-

rung f==1 und das Konvergenzverhéltnis y = ﬁ,
n

I. Die Reflexion an einer sphirischen Fléche.

Die Formeln fir die Reflexion erhidlt man aus den fir die
’

Brechung giiltigen, indem man %——w—l setzt. Ks wird dann:
r
F=8SF ——
S S 5
="
f=f=—3.

Beide Brennpunkte fallen im Halbierungspunkte des nach dem
Scheitel gerichteten Radiusvektor zusammen. Die beiden Brenn-
weiten sind gleich gro8 (und zwar = —r/2). Dabei ist angenommen,
daB die positive Richtung auf der Achse immer von links nach
rechts geht, also im Bildraum nicht mit der Lichtrichtung zusammen-
fallt. Die Koordinatensysteme des Objekt- und Bildraumes fallen
vollstindig zusammen, es liegt also der am Schlusse des vorigen
Kapitels S. 123 behandelte Fall vor, daf die Achsen beider Riume
parallel laufen, und die Abbildung ist riickwendig, weil die Brenn-
weiten gleiches Zeichen haben.

Da f und r entgegengesetztes Zeichen haben, so ist die Ab-
bildung eine Kkollektive fiir negatives #, d. h. fir Spiegel, welche
dem Licht ihre konkave Seite zukehren. Die Abbildung ist eine
dispansive, wenn der Spiegel dem Lichte seine konvexe Seite zu-
wendet.

Die Gleichung fiir die optische Konvergenz wird

' u=2¢.
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Bei der Deutung dieser Gleichung ist aber zu bedenken, daf der
Winkel «' nur die Lage des reflektierten Strahles und nicht seine
Richtung angibt. Berlicksichtigt man, daf sich die Richtung des
Lichtes bei der Spiegelung umkehrt, so sieht man, daf bei positivem
v die Strahlen vom Spiegel aus divergieren, wihrend positives u
Konvergenz, negatives Divergenz bedeutet. Schreibt man daher
die obige Gleichung «' —(—wu)=2¢, so sagt sie, daB die optische
Divergenz der Strahlen bei der Reflexion um 2 ¢ zunimmt. Fir
den Konvexspiegel ist ¢ positiv, er vermehrt die Divergenz, fir
den Konkavspiegel ist ¢ negativ, er vermindert die Divergenz.

Da die Brennpunkte fiir Bild- und Objektraum zusammenfallen
und die Brennweiten fiir beide Riume gleich groff sind, so entspricht
einem gegebenen Punkte O immer derselbe Punkt, gleichviel, ob er
als Punkt des Objekt- oder als Punkt des Bildraumes betrachtet
wird. Objekt und Bildraum liegen involutorisch, wie man in der
Geometrie der Lage zu sagen pflegt.

Die Gleichung fiir die Scheitelabstinde wird fir die Spiegelung:

1 1 1 2
ST T

’

Die Lateralvergrofilerung: f=—— 5

1o $
Das Konvergenzverhéltnis: y=—.
s

J. Die Reflexion an einer Ebene.

Um zur Ebene iiberzugehen, haben wir wiederum r=o0 zu
setzen, es wird dann

s=—¢, p=-4+1, yp=-—1.
Objekt und Bild liegen symmetrisch zur spiegelnden Ebene und
sind gleich groB.

Bei der Reflexion an der Ebene ist, wie eine ganz einfache
Betrachtung lehrt, die Abbildung weder in bezug auf das Gebiet
noch in bezug auf die wirksamen Strahlen aut den fadenformigen
Raum beschrinkt, der um je eine zur Fliche senkrechte Gerade
herum gelegen ist, sondern sie findet in jeder beliebigen Aus-
dehnung in gleicher Weise statt und wird durch beliebig weite
Strahlenbiischel in aller Strenge verwirklicht. Xs ist dies der
einzige Fall, in welchem eine Abbildung in solcher Ausdehnung
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stattfindet. Da er aber fiir die Abstufung der Lage- und MaB-
beziehungen der beiden Abbildungsriume gar keinen Spielraum
offen 148t, so ist er natiirlich nur von beschrinktem Nutzen fiir
den Zweck, welchem die ,,optischen Instrumente {iberhaupt dienen.
Die Spiegelung an einer (oder mehreren) Ebenen ist ein Mittel, um
ein Objekt oder ein von anderen optischen Systemen entworfenes
Bild in unver#inderter Gestalt an eine andere Stelle des Raumes
zu versetzen. Das von einer ungeraden Anzahl ebener Spiegel ge-
lieferte Bild ist dabei symmetrisch gleich, das von einer geraden
Anzahl gelieferte kongruent dem Objekt, wie sich aus dem obigen
von selbst ergibt.*)

K. Viele brechende Fldchen (das zentrierte optische System).

Die Abbildung durch Brechung oder Spiegelung zentraler
Elementarbiischel an einer beliebigen Zahl von sphérischen Flichen,
welche die Grenzen von Medien verschiedener Brechungsexponenten
sind, folgt aus der durch je eine solche Fliche bewirkten und
unseren allgemeinen Gesetzen der kollinearen Abbildung und Kom-
bination von solchen Abbildungen. Wenn auf die betrachtete erste
Flache eine zweite folgt, deren Mittelpunkt innerhalb des faden-
formigen Raumes liegt, in welchem allein jene eine kollineare Ab-
bildung zustande bringt, so kann der Bildraum der ersten Fliche
angesehen werden als Objektraum der zweiten, denn die Achsen
und Strahlen aller einfallenden Biischel bilden dann sehr Kkleine
Winkel auch mit den Zentralen dieser Fldche u. s. f. fiir beliebig
viele aufeinander folgende Flachen. Wenn die Mittelpunkte dieser
Flachen nicht nur innerhalb des fiir die erste Fliche in Betracht
kommenden fadenféormigen Raumes liegen, sondern sémtlich auf
derselben Geraden, so nennt man die Flichen zentriert. Die
betreffende Gerade ist dann, wie aus den fritheren Betrachtungen
ohne weiteres folgt, selbst die Hauptachse der Abbildung, auch
Achse des Systems genannt.

Die Lage der Brennpunkte eines solchen Systems lafit sich
unschwer berechnen, sei es durch sukzessives Anwenden einer der
Formeln 1 oder 1a, sei es, indem man diese in Form eines Ketten-

*) Niheres tiber die durch mehrfache Spiegelung (sogen. Winkelspiegel)
entworfenen Bilder siehe in den Lehrbiichern der geometrischen Optik von
Lroyp (1), PARKINSON (1.), MEISEL (1), HEATH (1. 2. 3.) u, a. Die spezielle
Literatur zitiert H. MAURER (1.), gelegentlich der Diskussion einiger besonders
interessanter Fragen, die sich an dieses Instrument kniipfen.
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bruches bringt, sei es endlich, indem man von den Determinanten
Gebrauch macht. Gleiches gilt fiir die Berechnung der Brenn-
weiten f und /' des zusammengesetzten Systems. Wir wollen uns
hierbei nicht linger aufhalten, da wir diese Aufgabe im Prinzip
schon im vorigen Abschnitt (S. 119) gelost haben, und verweisen
hier nochmals auf die daselbst zitierte Literatur, welche das be-
treffende Problem mehr unter dem speziellen Gesichtspunkte be-
handelt, unter welchem es sich uns hier darbietet, als unter dem
allgemeineren, von dem aus wir es damals betrachteten.

\-3v— 7

Uy
Sy Sy Oy

Fig. 40.
Sv—le—lzhv—l; SVBy:hv; SV'—lol':sl”—l; Sy0y = s,.

Zur Berechnung der Brennweite,

Is moge hier nur im Vorbeigehen angegeben werden, wie
man aus den im vorigen Kapitel berechneten Schnittweiten die
Brennweite erhalten kann. Bezeichnen wir, wie dort,. mit s, und

! die Schnittweiten vor und nach der Brechung an der »ten Fliche,
mit &, die Hohe, in welcher der Strahl die vte Fliche schneidet, und
geben der letzten Fliche des Systems den Index k, so wird nach
der Definition der Brennweite

f— hy :_iLh

g
tg u, hy hy

=

hy
.
tg u,

&

= l

Nun ist aber nach Fig. 40:

hv—l o Sy—1
hy Sy

und fir die letzte Fliche

’ '
' h,=s,tgu,,
demnach wird

! ' '
58 8 .. .8

Sy 85 .+ . . 8y
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Um die Objektbrennweite zu bestimmen, hat man nur einen
parallel zur Achse in umgekehrter Richtung auf das System
fallenden Strahl zu verfolgen. Natiirlich sind dann die Zeichen
der neuen Lichtrichtung gemif zu wihlen und im Resultat miissen
die Zeichen wieder geéndert werden, wenn man zur urspriinglichen
Lichtrichtung zurtickkehrt. Die Gleichung f:/' = —mn:%', welche,
wie wir gleich zeigen werden, auch fiir zusammengesetzte Systeme
gilt, kann als Probe dienen.

Die Lateralvergrofierung und das Konvergenzverhiltnis lassen
sich ebenfalls durch die Schnittweiten der Paraxialstrahlen aus-
driicken. Wir erhalten mit Benutzung der Gleichungen auf S. 139

’

8 ns s
n’S’ 7 s!
ohne weiteres
! ’ [ ! ’ [ ’ ’ ! ]
ﬂ__ik_”_t.lz De __pgp gttt Mol My M SiS.S
_— _— DY —_— 1 2-' k% r ’ .. ' e 2 i}
, D, 9 Dy Ny 8§ Mo S Ny S My 84 5.8,
und ganz #hnlich
8. 8,..8
— . "1°2 k
7_y172"'yk_818! s"
15y -5

L. Zwei von L. SEIDEL herriihrende Formeln.

An dieser Stelle mdgen zwei von SEIDEL (2.) aufgestellte
Formeln Platz finden, welche zwei dasselbe optische System durch-
laufende paraxiale Strahlen in Beziehung zueinander setzen.
Diese an sich interessanten Ausdriicke werden bei der Theorie der
sphérischen Aberration noch gebraucht werden.

Wir verfolgen je einen, von zwei verschiedenen Achsenpunkten
0, und P, ausgehenden paraxialen Strahl durch das ganze op-
tische System. (Gewdhnlich ist O, der Punkt, in welchem die
Achse die Objektebene und P, der Punkt, in dem sie die Eintritts-
pupille schneidet.) Vor, respektive nach der Brechung durch die
vte Fliche moge der von 0, ausgehende Strahl die Achse in O,
resp. 0, schneiden, wihrend der von P, ausgehende sie in P, resp.
P, treften moge. s, und s, seien in bezug auf den Scheitel S,
der vten Fliche die Koordinaten von O, und 0,, x, und «,’ die
von P, und P,’. Der von 0, ausgehende Strahl durchstofe die
vte Fliche in der Hoéhe h,, der von P, ausgehende in der Hohe
Y»; d, bezeichne, wie immer, den Abstand §,S5,4:. Dann ist nach
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Seite 43 u. 133, wenn wir die auf O resp. P beziiglichen Nullinvarian-
ten der vten Fliche durch die Indices s und x unterscheiden:

ot 1y (1 1)
Qe=mny (rv xv’) =M r,
1 1 1 1

—_ Moo T — _

Qry==n, <rv 8/) " (rv sv)

1 1 1 1
— ! —_— —— ——
Qv x QV 8 ,nv (8,,’ CL’,,’) - nv (S,, x,,)

, ’ ,
Sy = 8y—1 ""dv—ly Ly =Ty —1 _dv—l und Ny =Ny 1

also:

oder, da

, 1 1
va_st—nr—l(S - Cl?;__l—d,,_1>

7
v—1 _dv—l

nv——l 8771 IL’V—1 (%—1 — 'Sv—l)
Sv—l xv—l Sy Ty

1 1 , x/ P

, Sy—1%Ly—1 Sy—1 :Bv—l

:n,,_1< 5 — > - (Qv—l,x”‘Qv~1,s)-
Sy—1 XLy —1 Sy XLy Sy Ty

Statt der Verhiltnisse der s und x kann man auch die Ver-
hiiltnisse der h und y einfiihren, denn es ist:
81"-—1 Ty —1 xv—l ?/v——l

= und
8y by X, Yy

also:

‘V— yi"
Q st hly 1(Qv—1,a:” Qv—l,s)

Geht man mit Hilfe dieser Rekursionsformel, von der letzten
kten Fliche auf die k—1te, von dieser auf die k—2te u. s. w.
zuriick, so erhilt man schlieflich:

Qe z— Qs= 1?/1 (Qn Qi) (@)

Ferner ist, wie aus Fig. 40 folgt:
hv—-—l - hv . dv—l

hw-—l Sy—1

und ebenso:
Yy—1—Y» o dv—l
Yv—1 Ly—1

Optik. 10
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Subtrahiert man die erste Gleichung von der zweiten, so er-

halt man:
Iy v 1 1
- y =dv—1< 7 — >
hv—-l Yy —1 ] Ly —1 Sy—1
oder mit =1 multipliziert:
_yv—l_&= ?/v—l( 1 o 1 >
hv—l hv 1 hv x;—-l S;—l

y— 1
=-d,_3 ?/h—’pl (Q‘v—l,z - Qv—l, s) T—

y—1

oder mit Benutzung der Gleichung (2):

Yy - Yv—1 1'—-1
h"p o hv-—l_l—hlyl(le QIS) v——-lk n, )

Denkt man sich diese Gleichung fir v =Fk, v=k—1 ... y=2
angeschrieben und dann sdmtliche Gleichungen addiert, so erhilt

man, wenn man noch beide Seiten mit —% multipliziert:

yl

h —
UL S Pt

Wenn wir die Brechungsexponenten, Radien und Dicken als
gegeben betrachten, so bestimmen die vte Nullinvariante und die
vte Schnitththe eines Strahles seine Lage vor und hinter der »ten
Fliche, denn aus den Nullinvarianten ergeben sich unmittelbar die
Schnittweiten, wie umgekehrt die Schnittweiten die Nullinvariante
zu berechnen gestatten. Ist nun der Verlauf eines Strahles be-
kannt — wir wollen annehmen, es sei etwa der von O ausgehende
Strahl durch seine @,s und %, gegeben —: so kann man mit Hilfe
dieses Normalstrahles fiir jeden beliebigen anderen Strahl aus den
Anfangswerten y, und @, unter Anwendung der Formel (3) zuerst
¥, und dann mit der Formel (2) @k, berechnen. Man kann also die
Endlage des zweiten Strahles aus seiner Anfangslage ableiten.

SEIDEL (?.) benutzt die Formeln zur Ableitung der dioptrischen
Grundformel, worauf wir hier nur verweisen konnen.

M. Die HELMHOLTZsche Gleichung.

Wir wenden uns nunmehr zum Beweise des folgenden, oben
schon erwihnten wichtigen Satzes:
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In jedem optischen Systeme verhalten sich die absoluten Werte
der Brennweiten f und f’ des Objekt- und Bildraumes, wie die
Brechungsexponenten n und n' dieser beiden Riume. Die absoluten
Werte der Brennweiten sind also gleich, wenn erstes und letztes
Medium gleichen Index haben.

Die beiden Brennweiten haben entgegengesetztes Zeichen, wenn
nur Brechungen vorkommen oder die Zahl der Spiegelungen eine
gerade ist, sie haben gleiches Zeichen, wenn eine ungerade Zahl
von Spiegelungen vorkommt.

Zum Beweise des Satzes benutzen wir die fiir die Zusammen-
setzung optischer Systeme S. 120 gegebenen Formeln; wir fanden dort:

f=n)' Tl

N,
p B
N
also L——(—— 1) ity
r (V] (2]
f fify -« - 1y
n
nun ist aber nach Seite 138 ;", z—#, also:
4 v
i——l Bh—1m, My . . My My My Ty
4 ’ 14 ’ ! ! r:
f—( ) nlng...nkm NN .., My
Sind nur Brechungen vorhanden, so ist n,’=mn,,, also
g +
f__ n  om
f - nkl - nl:

wenn n=mn, den Brechungsindex vor und » =n,’ den Brechungs-
index nach dem ganzen System bezeichnet.

n ,
Ist die »te Fliche eine spiegelnde, so ist 7”, =—1 n_1=mn,4y;
td

wir erhalten also jetzt:

Jede Spiegelung bedingt einen Zeichenwechsel. Die Zusammen-
setzung muf man sich hier so durchgefiihrt denken, daf immer
die urspriingliche Lichtrichtung als positive Richtung beibehalten
wird, selbst wenn infolge der Spiegelung das Licht die umgekehrte
Richtung eingeschlagen hat. Wir denken uns die Einzelbrennweiten
samtlicher Flichen fiir die urspriingliche Lichtrichtung z. B. die

10*
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Richtung von links nach rechts bestimmt und nennen vordere be-
ziiglich hintere Brennweite die dieser Lichtrichtung entsprechende
Objekt- beziiglich Bildbrennweite. Haben wir nun infolge der
Spiegelung eine Fliche von rechts nach links zu durchlaufen, so
wird die hintere Brennweite Objekt-, die vordere Bildbrennweite,
sie behalten aber ihre friitheren Zeichen.

Seite 104 zeigten wir, daB das Produkt der Lateralvergroferung

und des Konvergenzverhiltnisses stets gleich —% ist. Setzen wir

in diese Gleichung den oben fiir das Verhaltnis der Brennweiten

gefundenen Wert ?’: =_1 % ein, so erhalten wir
n
pry=-=+ o
oder
Wy uw="+nyu. (4)

Das positive Zeichen gilt, wenn nur Brechungen oder eine
gerade Zahl von Spiegelungen, das untere, wenn eine ungerade
Anzahl von Spiegelungen vorkommt.

Man pflegt die Gleichung (4) als die HELMHOLTZ-LAGRANGEsche
zu bezeichnen. Sie sollte richtiger die SmiTH-HELMHOLTZSChe oder
einfach die HeELmBOLTZSche Gleichung heifen.

Wenn nur Brechungen vorkommen und n==#', also f'=—Ff
ist, so fallen die Hauptpunkte mit den Knotenpunkten zusammen.
Spricht man in diesem Falle vom Zeichen der Brennweite, ohne
nidher zu bestimmen, von welcher Brennweite die Rede ist, so ist
stets das Zeichen von f gemeint.

Die einfache geometrische Bedeutung, welche die ,,Brennweiten*

im Falle der Brechung an einer einzelnen Fliche — und auch im
Falle der Brechung an mehreren Flichen, wenn diese nach ver-
schwindenden Zwischenrdumen aufeinander folgen -— hat, namlich

gleich dem negativen Abstand des Brennpunktes von der betreffenden
brechenden Fliche zu sein, geht bei einem System von Fliachen
mit endlichen Zwischenriiumen verloren. Die Brennpunkte und
alle anderen friiher betrachteten Kardinalpunkte kénnen dann gegen
die brechenden Flichen und gegeneinander selbst jede Lage ein-
nehmen, unter Wahrung der frither hergeleiteten allgemeinen Ge-
setzmaBigkeiten.*)

*) Man sehe u. a. die Diskussionen von MATTHIESSEN (9.) und BROCK-
MANN (1.).
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N. Linsen endlicher Dicke.

Von besonderer praktischer Wichtigkeit ist der Fall eines aus
zwei brechenden Flichen bestehenden Systemes, welches beiderseits
an ein Medium von gleichem Index (den wir gleich 1 setzen kénnen)
grenzt; denn die kiinstlich hergestellten optischen Instrumente be-
stehen fast durchgéngig aus solchen bin#ren Systemen, und auch
alle anderen lassen sich in Gedanken immer in solche zerlegen.
Man nennt dieselben bekanntlich Linsen.

Je nach der Kriimmung der die Linse begrenzenden Flichen
nach auBen unterscheidet man dieselben als bikonvexe, bikonkave,
plankonvexe, plankonkave und konkav-konvexe. Oft wird bei der
Bezeichnung auch die Stellung der Linse zu den einfallenden Strahlen
mit angedeutet, indem die Bezeichnung der Kriimmung der ersten
Fliche in dem Namen vorangestellt, also zwischen plankonvexen
und konvexplanen, konkav-konvexen und konvex-konkaven Linsen
unterschieden wird.

Bezeichnen wir die erste und zweite Fliche mit den Indices 1
und 2, so ist, wenn wir den relativen Brechungsexponenten der
Linsensubstanz gegen das &duBere Medium mit », den Scheitelabstand
der beiden Linsenflichen mit d (,,Dicke der Linse) bezeichnen:

. 7, y_omry

f n—1 f n—1
nry . 7,

fy Cn—1 fy = n—1

Die Abstiinde der Brennpunkte der einzelnen Fldchen von den-
selben sind gleich den negativ genommenen beziiglichen Brennweiten.
Die Groéfe A ==F,'F, in den Formeln fiir die Zusammensetzung
zweier koaxialer Abbildungen (der Abstand des vorderen Brenn-
punkts des zweiten Systems vom hinteren des ersten) wird daher
im vorliegenden Fall

A=F'8 + 88, +8Fh=f+d—1
oder nach Einsetzung der obigen Werte fiir f;' und f,
A— B
Cn—1’
wenn zur Abkiirzung

R=un(ry—r)+dn—1)
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gesetzt wird. Trégt man diesen Wert von A und die Werte von
fi,fisf, und f,’ in die S.115 gegebenen Formeln ein, so erhilt
man fiir die Brennweite der Linse die Werte

Ny To nryr,

f——‘m f’z“m=—f (5)

und fiir die Abstinde der Brennpunkte der Linse von dem vorderen
Brennpunkt der ersten, beziiglich von dem hinteren der zweiten Fliche

2
nry

e—1)FR’

Aus o und ¢ berechnet man dann die Abstinde der Linsen-
brennpunkte von den zugehoérigen Fliachenscheiteln:

2
nry

0=F1F=—*(7_—1TR

U'=F2' Fl .

- . _—rn _ mr® (4R
=S =S A R = TG DRT T w—DE "

_ ' ' I L nry’ _ ry(nr, — R)
=S =S A BT =TT Ta—DE

Haupt- und Knotenpunkte fallen, weil n=—=n' ist, zusammen.
Thre Koordinaten inbezug auf die Linsenbrennpunkte F und F’ sind
f und f', ihre Abstinde von dem Linsenscheitel also:

ryd
R

sg =8 H=8 F|f——
(7
' ' ’ 7y d
S_H'——_'—S2H :SzF + f = —“‘f
Oft hat man es, wie wir spiter sehen werden, mit dem Rezi-

proken der Objektbrennweite, der sogenannten Stirke der Linse

1
?=<p zu tun; diese driickt sich durch die Reziproken der Radien,

1 1
die Kriimmungen =0 und =0 nach obigem, wie folgt aus:
1 2

p—0—1) (e, —e)+ "L dg,e, ®

RAYLEIGH (2. §5.) leitet eine Formel fiir die Brennweite einer Konvex-
linse, als Funktion ihrer freien Offnung, Dicke und des Brechungsexponenten
direkt aus dem Prinzip der gleichen optischen Lingen her. Wenn die ebene
Welle B PQ mit gleicher Phase nach F" tibergefithrt werden soll, so mu8 (Fig. 41)
der Lichtweg [PDF']=[RAUF'] sein, nun ist:

Lichtweg [PDF']=DF'+n-PD=DF'-+nd=PC+ CF' 1 (n—1)d.
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CF' aber ist bei einer dunnen Linse stets sehr nahe = f, also
Lichtweg [PDF'|=PC-+f-+4 mn—1)d.

Setzt man die halbe Offnung der Linse gleich y, so ist anderseits der
Weg des den scharfen Rand der Linse passierenden Strahles:

mAFFJM+AFEJw+Vﬁ+¢:Pa+dy+%%+..)

Also, wenn hohere Potenzen von % als die zweite vernachlissigt werden:

(RAF" P0+f+— f

£A

¢ B
Fig. 41.
PD=d; CA—y.

Zu RAYLEIGHS Berechnung der Brennweite,

Damit
[RAF']=[PDF'] sel, muB somit

m—1d= —2— 7 sein, daher

1 2
=l

2m—1d

Bei Glas vom Index n=15 ist dann die halbe Offnung der Linse die
mittlere Proportionale zwischen Dicke und Brennweite — eine bekannte Regel
der dlteren Optik.

Endigt die Linse nicht in einem scharfen Rand, so ist fiir d die Differenz
der Linsendicken am Rand und in der Mitte zu setzen.

Das Vorzeichen vor f bezw. ¢ hingt nicht nur von den Radien
ab, sondern auch von der Dicke. Bei einer bikonvexen Linse ist

z.B. r; >0, r,<0, also f; und f, beide > 0; daher f——————%
positiv, wenn A negativ ist, das ist, da A =d- " “ i (ry—r,)

der Fall, so lange:
n(ry—1y)

n—1

<
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Wenn d diesen Grenzwert iiberschreitet, ist f< 0, die Linse wird

dispansiv, trotzdem sie aus zwei kollektiven Systemen zusammen-
. n(r, —mr . )
gesetzt ist. Wenn d = 2 (ry ; "’>, also A ==0 und f==00 ist, so bildet
n—

die Linse ein teleskopisches System.

In dhnlicher Weise kann man die Werte und Vorzeichen studieren,
welche die Brennweite einer einfachen Linse bei anderen Formen
annimmt.

P. Diinne Linsen.

Besonders einfach werden die Formeln, wenn die Dicke der
Linse sehr klein ist gegen ihre Brennweite, so daf man sie gleich
Null setzen darf. Alsdann ist

_ 7179 .
=) (ry—my)

Die Starke der Linse ist dann also einerseits proportional dem
um 1 verminderten Brechungsindex, anderseits der Differenz der
heiden dem einfallenden Lichte zugewandten Krimmungen. Letztere
allein bestimmen das Vorzeichen von fund ¢. Je nachdem die nach
auflen gerichtete Konvex- oder Konkavkriimmung der Linse die
stirkere ist, wirkt die Linse als kollektives oder dispansives System.

Da in manchen Fillen fiir eine vorldufige, ungefihre Veran-
schlagung der Wirkungen eines optischen Systems die Linsen des-
selben in erster Ndherung als verschwindend diinn betrachtet werden
koénnen, so wollen wir auf die Theorie derselben auch hier kurz
eingehen. .

Die Brennweiten einer solchen Linse sind, wie man aus der
Vergleichung der Formeln (7) S. 150 sofort sieht, wenn man d=0
setzt, gleich den negativ genommenen Abstinden der Brennpunkte
von der Linse. Die Theorie der verschwindend diinnen Linsen
wird hierdurch sehr &dhnlich der einer einzelnen brechenden Fliche.
Nur sind die Brennweiten fiir die Linsen dem absoluten Werte nach
gleich. Die Brennpunkte liegen daher symmetrisch zur Linse und
die Haupt- und Knotenpunkte fallen im Linsenscheitel zusammen.

Fir die Entfernungen s und s’ konjugierter Punkte vom Linsen-

f 90:<"'_1)<91_92> 9

scheitel ergibt sich aus der 8. 111 abgeleiteten Formel, weil f'=—f,
A=s und A =y ist:
1 1 1 ss'

A oder f== P (10)
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s und s’ sind wie immer, so auch hier im Sinne der Lichthewegung
positiv zu rechnen.
Fir die Lateralvergréferung und das Konvergenzverhiltnis
gelten nach S. 144 abnliche Formeln wie frither
y W s
b==7% y= = (11)
Haben wir 2 verschwindend diinne Linsen, die durch einen
endlichen Abstand d voneinander getrennt sind, so berechnet sich

ihr optisches Intervall A #hnlich wie das zweier Flichen zu
N =— f 17 f Py —|— d7

wenn wir mit f; und £, die Objektbrennweiten der beiden Linsen be-
zeichnen. Die Brennweite f des aus diesen 2 Linsen zusammen-
gesetzten Systems wird daher

__ f1f2__
“f1+f2_d (12>

und die Stirke ¢ des Systems:

f

1 1 1 d
SO s N —d N 12a
V=T LT TR TR dne (129
Bei der Diskussion dieser Gleichung unterscheiden wir drei
Fille, namlich:

1. f, und f, beide >0, also beide Linsen kollektiv. Dann
hat die Brennweite des zusammengesetzten Systems ihren kleinsten
positiven Wert, das System ist also am stdrksten, wenn d==0 ist,
die Linsen sich beriihren. Mit wachsendem d nimmt f zu und es
wird =20, wenn d == f,}-f,; das System ist dann ein teleskopisches.
Bei noch groferem d erhdlt f einen grofen negativen Wert und
dieser nimmt mit weiter wachsendem d unbegrenzt ab.

2. f, und fgy beide <0, also beide Linsen dispansiv. In diesem
Fall hat f fir d=0 seinen grofiten und zwar negativen Wert. Bei
wachsendem d nimmt f an Gréfe ab, bleibt aber stets negativ.

3. Die eine Linse ist kollektiv, die andere dispansiv, z. B.
fi>0, f,<{0. Dann ist fir d==0 die Brennweite des zusammen-
gesetzten Systems positiv oder negativ, je nachdem f; dem absoluten
Werte nach kleiner oder grofer als f, ist.

a) Wenn |f, | >|f,|, also f,4f, >0 ist, so nimmt mit wachsen-
dem d f wachsende negative Werte an und wird fir d=/{, 1,
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unendlich, d. h. das System wird teleskopisch. Bei noch weiterer
Steigerung von d durchlduft f abnehmende positive Werte.

b) Wenn |f,|<|f,|, also f,-+f,<CO ist, so hat f im Fall des
Kontakts beider Linsen seinen grdften positiven Wert. Bei wachsen-
dem d wird f kleiner, bleibt aber stets positiv.

Jedesmal, wenn in einem dieser Fille d=f, -, wird, fallt
der vordere Brennpunkt der zweiten Linse mit dem hinteren der
ersten zusammen, f wird =o0 und die Abbildung ist eine tele-
skopische. Die Mafverhiltnisse dieser teleskopischen Abbildung sind,
wie wir frither (S.116) fanden, gegeben durch die Beziehungen

ﬂ:i__ﬁ _w__f

Y fi T T T
Wenn der Abstand d der beiden Linsen gleich 0 wird, so wird
die Stiarke des Systems gleich der Summe der Stérke der zwei Linsen

1 1 1
= ., oder —=——1+—.
(p (pl_l—(p_ f f1 f2

Dieses Resultat 148t sich auf weitere verschwindend diinne Linsen
anwenden, welche sich berithren, wenn man die Gesamtdicke des
Systems gegen seine Brennweite vernachlidssigen kann. Haben wir
k solcher Linsen, deren Brennweiten fi,» far « - - f, sind, so ist die
Stirke ¢ des Gesamtsystems gleich der algebraischen Summe der
Stirken der einzelnen Linsen

=9 +m+ .. . % (13)
1 1 1 1
f fl —I_ N + fk ( )
oder durch die Radien und Kriimmungen ausgedriickt
1 1 1 1
— — 1 —_——— _ T Ty
p=(n, )<"“1 rll> + (n, —1) <7"2 ’"2’> 4+ ...
k
p=3m—1)(—0) (18D)

wenn erste und zweite Fliche jeder Linse durch hochgestellten, die
Linsen selbst durch den unteren Index unterschieden werden.

P. Der COTESsche Satz.

Seines historischen Interesses und seiner eleganten Form wegen moge
hier noch der Coressche Satz itiber unendlich diinne Linsen einen Platz finden.
Er bezieht sich auf die scheinbare Entfernung eines durch mehrere unendlich
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diinne Linsen hindurch betrachteten Gegenstandes. CoTEs versteht unter der
scheinbaren Entfernung des Objekts die Entfernung, in welcher es sich befinden
miifte, um dem freien Auge unter demselben Gesichtswinkel zu erscheinen,
unter welchem es durch das optische System hindurch gesehen wird.

Das Objekt O M (Fig. 42) werde durch drei unendlich diinne Linsen L,,
L, und L; (Scheitel S,, S;, S;) von dem in Punkt ¢ befindlichen Auge be-
trachtet. Der vom #4uBersten Punkte M des Objekts ins Auge gelangende
Strahl treffe die Linsen in den Punkten P,, P, und P;. Man ziehe durch M,
P, und P, Parallele zur Achse und verlingere sie, bis sie den Strahl P;@), in
den Punkten R, R, und R, schneiden, fille von diesen Punkten auf die Achse
Perpendikel nach &, G, und G,, dann ist (3@, die scheinbare Entfernung des
durch die Linse L, betrachteten Objekts S, P,; G, @), die scheinbare Entfernung
des durch die Linsen L, und L, betrachteten Objekts S;P; und endlich G @,
die gesuchte scheinbare Entfernung des durch die drei Linsen L;, L, und L,
betrachteten Gegenstandes O M. Wir bestimmen sukzessive G,Q,, ¢, @, und
G @, und setzen:

M Vs
7
4
2
N
Y
v s s Gah % G 6 @ 7
Fig. 42.

OM=h; S8, Pi=hy; S,Po=h,; S;P,=h,
Zum Beweis des CoTEsschen Satzes.
S; Py =hy; S, Py= Gy Ry=hy; 8, P,=G R, =h; OM=GR=h,
dann ist nach der Figur:

hy:ihy=GyQy: 8;0Q,==5,0;:8:¢s;

S @s 8,8; -+ 8, Qs < 8,8, )

= . == . = _— == 1 -1

G2 Q4 SS QA]. S3 QJ Ss Ql Ss Qs Ss Q4 1 S3 QB ’

ferner nach Formel 10, wenn wir die Brennweiten der Liinsen L,, L, und Ly
mit f;, f; und f; bezeichnen:

LS. S
S:€s 5@ s
Setzen wir diesen Wert in die vorige Gleichung ein, so erhalten wir
S;Q,-8, S, 8,8; S,
o =50+ 58— B0 5,0, BSEG
fs fs
Ganz ebenso:

ea=0a i+ 35



156 Culmann, Die Realisierung der optischen Abbildung.

_1,__1w_l__ 8,@Q, __l___l_ 1— 55 € __1_
SQQ? o s".’.QB f2 - Gth‘SaQs fz o G2Q4 ( ﬁi > fe’
6.Q= 6,0 +8,5— R G55

Setzt man hierin fiir G, @, den frither gefundenen Wert ein, so erhilt man
2 g )

8,8,-8 5, 8;-8 8, 8;-8,8;-5; €.
G,Q,= 8,9, — .f2 TR 37“3 3Q1+ 192 fo: 3Q4.

In gleicher Weise schreitet man von G,Q, zu G @, fort und bekommt:

08,;-8 08,-8; 08;-8.
GQ;=0Q4<— 1f11Q4— zfzzQ4__ 3f33Q4
+ Osl's1sz'szQ4 + OSI'SISS'SSQL + Osa's;.‘is'sst‘
1le 1/3 2/3
. Ost's1se'szs:z'ssQ4
fifefs '

Man kann diesen fiir beliebig viele unendlich diinne Linsen giiltigen Satz
[siehe den allgemeinen Beweis bei LAGRANGE (1.)] folgendermafBen in Worte
fassen: Die Strecke zwischen Objekt und Auge werde in jeder moglichen Weise
durch die Linsen in 1, 2, 3 ... oder mehr Teilstrecken geteilt, man bilde die
Produkte der zusammengehorigen Teilstrecken und dividiere sie durch die
Brennweiten oder Produkte der Brennweiten der teilenden Linsen, betrachte
diese Quotienten als positiv, wenn ihre Nenner eine gerade, als negativ, wenn
dieselben eine ungerade Anzahl Faktoren zihlen: dann erhilt man die schein-
bare Entfernung des Objekts vom Auge, wenn man die algebraische Summe
dieser Quotienten zur wahren Entfernung des Objekts addiert.

Der Coressche Satz ist einer der ersten allgemeinen S#tze tiber Linsen-
systeme und ist durch die von SmitTe aus ihm gezogenen, zuerst nicht geniigend
gewiirdigten Folgerungen historisch wichtig.

Die wichtigsten Werke der auBerordentlich umfangreichen fiir den Gegen-
stand dieses Abschnittes vorhandenen Literatur sind schon in den vorangehenden
Kapiteln namhaft gemacht worden. Eine Zusammenstellung, die jedoch bei
weitem nicht erschopfend ist, hat MATTHIESSEN (2. 272.) versucht.

2. Der Fall schief auf Kugelflichen fallender Elementar-
biischel.

Der vorher betrachtete Fall der Brechung von FElementar-
biischeln, deren Achsen der gemeinsamen Zentralen der Kugel-
flichen unendlich nahe liegen, ist nicht der einzige, in welchem
kollineare Abbildung zustande kommt. Von Bedeutung fir die
Theorie der optischen Instrumente ist noch der andere Fall, daf
die abbildenden Biischel zwar auch unendlich eng, elementar, ihre
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Achsen aber nicht der gemeinsamen Zentralen, sondern einem
anderen das System durchsetzenden wmit der Achse endliche
‘Winkel einschliefenden Strahle unendlich nahe liegen. Allerdings
wird die Preisgabe der einen Beschréinkung hier durch andere neu
einzufiihrende kompensiert; aber es bleibt, wie wir zeigen wollen,
dennoch eine Abbildung bestehen, welche in ihrem engen Bereich
den Bedingungen unser allgemein behandelten gentigt und infolge-
dessen auch ihren Gesetzen unterworfen ist.

A. Die Brechung eines gegen eine einzelne Kugelfliche schief
einfallenden Elementarbiischels.

Auf die schonen geometrischen Entwickelungen, durch welche
REUscH (1. 3.) und besonders LipricH (2.) die Theorie dieses Pro-
blems ausgebaut haben, konnen wir hier leider nur hinweisen; um
die uns in erster Linie interessierenden Mafbestimmungen zu er-
halten, beschrinken wir uns auf die mehr analytische Beweis-
fihrung.

Auf Seite 29/30 ist gezeigt worden, daB ein unendlich diinnes
urspriinglich homozentrisches Strahlenbiischel nach der Brechung
an einer beliebig gestalteten Fliche im allgemeinen astigmatisch
wird, d. h. simtliche Strahlen des Biischels gehen nach der Brechung
in erster Annéherung durch zwei zueinander und zu einem mittleren
Hauptstrahl senkrechte getrennte gerade Linien, die STURMschen
Brenn- oder Bildlinien, hindurch. Denkt man sich in einem be-
liebigen Punkt B des gebrochenen Hauptstrahls die Wellenfliche der
gebrochenen Strahlen konstruiert, so liegen die Brennlinien in den
dem Punkte B zugehorigen Hauptkrtiimmungsebenen dieser Wellen-
flache.

Fillt nun das Biischel schief auf eine Kugelfldche, so liait sich
die Lage einer der Kriimmungsebenen leicht angeben. Denken
wir uns den leuchtenden Punkt O durch eine Gerade mit dem
Kugelzentrum C verbunden, so sind einfallende Wellenfliiche, und
brechende Kugelfliche und infolgedessen aus Symmetriegriinden
auch die gebrochene Wellenfliche Rotationsflichen mit OC als Achse.
Die Meridianschnitte einer Rotationsfliche sind Hauptkrimmungs-
ebenen: die Einfallsebene des Hauptstrahls ist ein Meridianschmnitt
der gebrochenen Wellenfliche, also ist sie auch eine Haupt-
krimmungsebene derselben. Die eine Brennlinie mufi daher in ihr
liegen. Die andere Brennlinie liegt in der zweiten Kriimmungs-
ebene, welche durch den Hauptstrahl geht (als Lichtstrahl ist dieser
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eine Normale der Wellenfliche) und auf der Einfallsebene senk-
recht steht. Da nun iberdies die Brennlinien auf dem Hauptstrahl
senkrecht stehen, sind ihre Richtungen vollstindig bestimmt. Sie
héingen, wie man sieht, nur von der Lage des Hauptstrahls, nicht
von der Lage des Punktes O ab. Die ersten respektive zweiten
Brennlinien aller auf dem Hauptstrahl gelegenen Punkte laufen
daher unter sich parallel.

Nachdem wir so die Richtung der Brennlinien ermittelt haben,
miissen wir noech ihre Lage durch Angabe der Punkte, in welchen
sie den Hauptstrahl schneiden, bestimmen. Diese Punkte sind nach
Kapitel I die Vereinigungspunkte der in den Hauptkrimmungsebenen
der gebrochenen Wellenfliche gelegenen Strahlen. Um ihre Lage
aus der Lage des Scheitels des einfallenden Biischels abzuleiten,
miissen wir zunichst sehen, welche Strahlen dieses Biischels den
Strahlen der Hauptkrimmungsebenen entsprechen. Wir bezeichnen
die Einfallsebene im folgenden als Tangential-, Meridional-, oder
ersten Hauptschnitt des einfallenden und gebrochenen Biischels. Die
zu ihr senkrechten Ebenen durch die Hauptachsen der beiden Biischel
als Sagittal-, Aquatoreal-, oder zweite Hauptschnitte dieser Biischel.
Die auf Tangential- resp. Sagittalschnitte beziiglichen GréBen sollen,
wenn nicht besondere Zeichen fiir sie eingefiihrt werden, durch die
Indices ¢ und / unterschieden werden. Die Hauptschnitte des ge-
brochenen Biischels sind offenbar mit der oben betrachteten Haupt-
krimmungsebene identisch, wir haben also die Strahlen zu finden,
welche im ersten Medium den in den Hauptschnitten des gebrochenen
Biischels gelegenen Strahlen entsprechen. Das sind aber, wie leicht
zu sehen ist, die in den Hauptschnitten des ersten Mediums gelegenen
Strahlen. Die Strahlen des Tangentialschnittes entsprechen sich
streng, weil sie in der Einfallsebene liegen. Die des Sagittalschnitts
entsprechen sich unter Vernachlissigung der Grifien dritter Ordnung,
denn die Ebenen des Sagittalschnitts beriihren die Kreiskegel, welche
durch Rotation des einfallenden und gebrochenen Strahls um OC
als Achse entstehen, und die Strahlen dieser Kegel sind einander,
nach dem 8. 130 Gesagten, in ihrer ganzen Ausdehnung konjugiert.
Hieraus folgt nun bereits, daf die im Sagittalschnitt gelegenen von
Oy (als Punkt des Sagittalschnitts wird O jetzt mit dem Index /
versehen) ausgehenden Strahlen unseres unendlich diinnen Biindels
sich in dem Punkte Oy schneiden, in welchem der gebrochene Strahl
die Gerade O,Ctrifft. Wir nennen diesen Punkt den zu O, konjugierten
»sagittalen Bildpunkt Oy Er wird auch zweiter Bildpunkt des
gebrochenen Biischels genannt im Gegensatz zu dem Vereinigungs-
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punkt der Tangentialstrahlen als erstem Bildpunkte. (Dies wohl die
bei weitem hiufigere Bezeichnungsweise; umgekehrt bei LippIcH.)

Die Strahlenvereinigung in O ist nach dem Vorhergehenden
eine solche von zweiter Ordnung. Dies ergibt sich auch daraus,
daB in dem Sagittalschnitt inbezug auf die Einfallsebene Symmetrie
vorhanden ist, also Strahlen, die unter gleichem Winkel gegen diese
Ebene diesseits und jenseits derselben von O, austahren, streng im
gebrochenen Strahl miteinander vereinigt werden.

Fir die Bezeichnungen im folgenden verweisen wir auf die
Figuren 43 und 44 und auf die Seiten 40, 74 und 48.

Fig. 43.

BC=r; B0f=/; BO/':/’; << OfBCzj; <« Of’BC:j’.
Zur Brechung im Sagittalschnitt. (Die Gerade BQ Yy steht senkrecht auf der Zeichnungsebene).

Sagittalschnitt. Um die Beziehungen zwischen konjugierten
Punkten des Hauptstrahls im einfallenden und gebrochenen Sagittal-
biischel zu erhalten, fille man von O, und O} (Fig. 43) auf den nach
dem Einfallspunkt B gerichteten Radiusvektor CB Senkrechte, nach
R und R

Dann ist O/R' :0/R=CR':CR

Ssing': fsing=(/"cosj —7r): (Seosj—r),
woraus unter Anwendung der Grundgleichung n'sinj'==nsinj wird

neosj n  n'cosj w

r / 7 /!
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oder n  n  n'cosj —mcosy
= e T 14
! / P ( >
W o  w'sin(j—j) awsin(j—j)
- = = 14
oder s rsinj r sin j' (142)
oder in unserer frither eingefiihrten Bezeichnungsweise
1
A <;> =;A (n cosj) (14Db)

Dies ist die gesuchte Beziehung zwischen konjugierten Schnitt-
weiten des Sagittalschnitts.

Das Verhiltnis konjugierter Neigungswinkel von Strahlen gegen
die Achse des Biischels — das Konvergenzverhiltnis in konjugierten
Punkten — ergibt sich einfach, indem fiir einen Punkt ), der
Sagittalschnittlinie (d. h. der. Linie, in welcher der Sagittalschnitt
die brechende Fliche schneidet) gilt

BQ,=/dv=/"dv'; also

'/
N (15)

&

Fig. 44.
BC=r; BO,=t; BO/=t; £ 0,BC—=j; < 0/BC—j.

Zur Brechung im Tangentialschnitt.

Tangentialschnitt. Es sei wieder B der Einfallspunkt des Haupt-
strahls, Q, (Fig. 44) ein dem Punkte B unmittelbar benachbarter Punkt
der Kugel im Tangentialschnitte. Die Zunahmen, welche der-Kugel-
winkel ¢, der Einfallswinkel j und der Brechungswinkel j/ und die
Neigungswinkel w, w' erfahren, wenn wir von dem bei B ein-
fallenden Strahl zu dem bei @ einfallenden iibergehen, seien d ¢,
dj, d§', du und dvu'.

Um die Beziehungen zwischen den Bestimmungsstiicken der
Scheitel 0, und O, des einfallenden und gebrochenen Tangential-
biischels abzuleiten, gehen wir von der Invariante nsinj=—n'sinj’
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aus, welche fiir alle Strahlen des Biischels gilt. Fir den bei @,
einfallenden Strahl lautet sie

nsin (j 4 dj) =’ sin (§ 4 dj’)
oder entwickelt nach Vernachldssigung der Glieder von der zweiten
Ordnung und Weglassung des Gliedes nsinj==n'sinj':

necosjdj==mn'cosj dj'.
j:¢_w7 j'=¢_°w’)

dj=d¢—du, dj =d P —du’.

Fallt man ferner von B Senkrechte auf 0,Q, und O, @, nach
R und R', so ist, wegen der Kleinheit des Bogens BQ,, der als
geradlinig betrachtet werden kann, RB= BQ,cos RBQ,=rd P cosj
und anderseits RB=tdu, also tdu==rd@cosj. Daher ist immer
unter Vernachlidssigung der Grofien von der zweiten Ordnung

di—ag1- ")

.
wmap (=1

Tragen wir diese Ausdriicke in die obige Gleichung ein, so
wird diese, nach Division durch d¢:

7 COS J i
ncosj<1~ ; j>=n'cosj'<1—TC;S]>.

Nun ist

also

und ganz ebenso

Oder

Al neosj (1) 0.
t
Hitten wir noch die Glieder von der Ordnung d ¢* beibehalten,
so ware nach Division durch d¢ ein Glied von der Ordnung d¢
stehen geblieben: die Gleichung gilt also nur unter Vernachldssigung
der GroBen dieser Ordnung.*)

*) Hitte man bei der Entwickelung erst die Glieder von der Ordnung
d #* vernachlissigt, so wiirde man die folgende Gleichung erhalten haben:

. reosj\|__ 3 rcos’j cosj
A[’ncosg(l ; >jJ—ZTJrl¢A[ o 5 ]
CzAPSKI (3. 73.) gibt einen etwas anderen Ausdruck an, er hat aber nicht beriick-
;ll—;; die Glieder von der Ordnung d ¢

Optik. 11

sichtigt, daf bei der Berechnung von
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Sie gestattet ¢ aus ¢ zu berechnen, wenn der Hauptstrahl tri-
gonometrisch durchgerechnet worden ist, 5 und j' also bekannt sind.
Da aber die Gleichung nur unter Vernachlissigung von d¢ gilt, so
entsprechen unter verschiedenen Winkeln von 0, austahrenden Strahlen
Werte von t, welche sich um Grofen von der Ordnung des ab-
geschnittenen Bogenelementes rd ¢ unterscheiden: die Strahlenver-
einigung in O, ist nur eine solche von der ersten Ordnung.

Wir konnen die Gleichung auch in folgenden Formen schreiben:

9 :
A4 <ncos ‘7>—— : 4 (n cosy),

t /) r

oder
’ 2 2 . ' - .
' cOs*j 7 c08* j n Cosj — 1 eos
tr - P == r (16)

oder

w'cos®y’  meos?j w'sin(j—j)  wsin(j—j)

16a
4 ¢ rsing rsing (162)

Das Konvergenzverhiltnis im Tangentialschnitt erhalten wir
aus der schon oben benutzten Gleichung

rd ¢ cosj

tdu=rd¢pcosj oder du==

und der analogen fiir den gebrochenen Strahl giiltigen

du — rd ¢t?05j7 .
du'  cosj 1
== — 1
i ™ t  cosj (1)

Im Sagittalschnitt sind die Abszissen der Hauptbrennpunkte vom
Einfallspunkte B aus gemessen nach den Gleichungen (14) und (14a):

nr rsing
== S = — = —
Jr n' cosj —mnecosy sin (j —J) l (18)
S =g - n'r rsinj
F = oy =

~ ncosy’—mncosj  sin(j—j)

Im Tangentialschnitt nach (16) und (16a):

mitgenommen werden muBten. An einer andern Stelle (3. 116) steht der rich-
tige Ausdruck auch bei Czapski.

RAYLEIGH (2. §7.) erhilt diese Gleichung in sehr einfacher Weise mit
Hilfe des Prinzips vom kiirzesten Lichtwege.
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nrcos?y 7 sin §’ cos?j
thT _ — ] L T . . 7
n' cosj —ncosj sin (j—j7')
' 2 o . 2 (19)
, , n'r cos?y rsin j cos?j
7' cosj —ncosj sin (j —j)

Unter Beniitzung dieser Grofe konnen wir die Gleichungen (14)
und (16) in der Form schreiben:

S_J_S
f/

7 —|— T (21)

Nach einem leicht abzuleitenden geometrischen Satze*) gehen
aber die Verbindungslinien zweier Punkte O, und 0) (bezw. O, und
0/), die auf je einer Geraden liegen und deren Abszissen, /, /'
(bezw. t, ') einer Gleichung von dieser Form geniigen, simtlich
durch einen Punkt, dessen Koordinaten bezogen auf die Haupt-
strahlen, BO;, BO; (bezw. BO,, BO,), als Achsen die GroSen S, '
(bezw. T, T') sind und umgekehrt. Wir nennen diese Punkte nach
dem Sprachgebrauch der Geometrie der Lage die perspektivischen
Zentren der Punktreihen Oy, O (bezw. O,, 0,).

Fir den Sagittalschnitt kennen wir das perspektivische Zentrum
bereits: es ist der Kugelmittelpunkt C.

Das perspektivische Zentrum K entsprechender Punkte des
Tangentialschnitts erhalten wir, indem wir zwei entsprechende Punkt-
paare 0,0, und Q,Q,’ aufsuchen. Die Verbindungsgeraden 0,0, und
Q,Q, schneiden sich in K. Beschreiben wir (Fig. 45) um C wie bei

der Younagschen Konstruktion (S.125) zwei Kreise mit den Radien
!

1 (20)

n n : . . .
r— und ¥ —, so entsprechen sich die aplanatischen Punkte O,
n n

und O/, in welchen der einfallende und gebrochene Strahl diese
Kreise schneiden (es kann auch leicht gezeigt werden, daff die diesen
Punkten zugehorigen Werte ¢ und ¢ der Gleichung (16) geniigen).
Das perspektivische Zentrum liegt also auf der Geraden 0,0,

Ein zweites Punktpaar @,, @, erhalten wir, indem wir vom
Zentrum C aus Perpendikel CQ, und CQ, auf den einfallenden
und gebrochenen Strahl fillen. Die FuBpunkte @, und @, dieser

*) Der Beweis dieses Satzes wird in den ILehrbiichern der analytischen
Geometrie bei der Aufstellung der fiir schiefwinkelige Koordinaten giiltigen
Gleichung der Geraden gegeben und darf daher hier wohl wegbleiben.

11*
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Perpendikel entsprechen sich, denn ihre Koordinaten ¢{==rcosj und
t'=rcosj geniigen der Gleichung (16). Die Gerade Q,Q, geht also
ebenfalls durch das perspektivische Zentrum K hindurch.

Die Geraden 0,0, und @,Q,’ stehen senkrecht aufeinander. Denn
beschreiben wir iiber BC als Durchmesser einen Halbkreis, so geht
er durch @, und @,/, und es gelten folgende Gleichungen

K EQC =3 Q/BC=]

{KQ;C: < Q, BC=j.
Bei Gelegenheit der YouNgschen Konstruktion wurde aber bereits
bewiesen, daf der Winkel BO,C==4" und 4Z B0, C=y7 ist. Daher ist

I Q,K0,=180°— L KQ,0,— I Q,0,K
— 1800 — (90° —j) —j' — 90°.

2

Fig. 45.

r
BC=r; 0.0="0"; 0/0="¢

-
n
Zur Konstruktion des perspektivischen Zentrums und der Brennpunkte des Tangentialschnitts.

Man erhiilt also fir die Konstruktion des perspektivischen
Zentrums K der Tangentialstrahlen folgende von YOUNG zuerst an-
gegebene Konstruktion: Man fille vom Mittelpunkte der brechenden
Kugel C Perpendikel CQ, und €@, auf den ecinfallenden und ge-
brochenen Strahl, verbinde ihre Fupunkte @,, ¢, durch eine Gerade
und fille von C aus ein drittes Perpendikel CK auf diese Ver-
bindungsgerade: dann ist der Fufipunkt K dieses Perpendikels das
perspektivische Zentrum der Tangentialstrahlen.

Der Abstand der beiden perspektivischen Zentren ¢ und K
kann aus dem Dreieck K@,C erhalten werden. Er ist

CK=CQ,sinj' =rsinjsinj'. (22)
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Zieht man BK, so ist, wenn der Winkel K BC mit ¢ bezeichnet wird

CKsin (5+7) __ sing sin g sin (§ 475 (23)
r=4CKcos(j44) 1-Fsingsing cos(j-5)"

Der Winkel & ist somit von r unabhingig. FEr hingt, wenn
die Brechungsexponenten n und n' gegeben sind, nur vom Einfalls-
winkel j ab.

Mittels der perspektivischen Zentren C und K ist es sehr leicht,
zu jedem Punkte auf dem einen oder anderen Hauptstrahl den
inbezug auf Sagittal- oder Tangentialstrahlen konjugierten zu finden.
Man hat diesen Punkt nun mit C resp. K zu verbinden und diese
Verbindungsgerade bis zum Schnitt mit der anderen Achse zu ver-
langern. Der Schnittpunkt ist der gesuchte konjugierte Punkt.

Insbesondere erhilt man auf diese Weise F, F; bezw. F, und F,
die Brennpunkte des Sagittal- bezw. Tangentialschnitts, durch Parallele
zu den beiden Hauptstrahlen durch C resp. K als die den unendlich
fernen Punkten der beiden Achsen entsprechenden Punkte.

Astigmatismus. Einem und demselben Objektpunkt O entsprechen
inbezug auf Sagittal- und Tangentialschnitt zwei verschiedene kon-
jugierte Punkte 0,, O/. Die Strecke dazwischen, die Bildstrecke, ist
die zentrale Projektion der Strecke CK von O aus auf den ge-
brochenen Hauptstrahl. Dieselbe wird offenbar gleich Null, wenn
der Punkt O auf der Geraden CK liegt. Diese Gerade ist die
Verbindungsgerade der frither betrachteten aplanatischen Punkte
der Kugel.

Es ist indessen nicht die L#nge der Bildstrecke, welche als
MaB fiir den Astigmatismus dient, sondern der Wert des Ausdrucks

1 1 .
n'(——— /,> Um die Anderung dieses Wertes bei einer einfachen

tgd=—

t!
Brechung zu bestimmen, schreiben wir in der Gleichung (16) statt
cos?x, 1 —sinlx:

n  #'sin’) =a | nsin® n’j ' cosj —mn cosj
t ¥

und ziehen dann von derselben die Gleichung (14):

w  m_ n'cosj —mncosj

/l

r
ab, wir erhalten:

—7=
1 _n 'sin?y’  msin?j
r —n ¢ ¢
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oder in der frither eingefiihrten Bezeichnungsweise

1 1 1
(D)o ra(1) ’
T )= A (24)
Diese Gleichung gibt die Anderung des Astigmatismus an, gleich-
viel, ob schon — etwa durch frithere Brechungen erzeugt — Astig-

matismus vorhanden war, also / nicht gleich { war, oder ob das
einfallende Biischel ein homozentrisches (/=1) war.

Der Astigmatismus erfdhrt keine Anderung: einem homozentri-
schen einfallenden Biischel entspricht ein homozentrisches gebrochenes
Biischel, wenn «'t' =nt ist.

Diese Bedingungsgleichung fiihrt nach Gleichung (16) auf den

’

Wert tzrcosj—{—r%cosj’, d. h. auf den einen der beiden apla-

natischen Punkte. Der andere entspricht dem zugehoérigen Wert ¢

Die astigmatischen Bildlinien. Unsere beiden oben abgeleiteten
Gleichungen (14) und (16) bestimmen also die Lagen der Punkte Oy
und O, im Sagittal- und Tangentialschnitt. Haben wir nun (Fig. 44)
ein rdumliches, durch vorangehende Brechungen astigmatisch ge-
wordenes Biischel vor uns (das homozentrische Biischel kann als
ein Spezialfall des astigmatischen betrachtet werden), so kénnen wir
die Strablen dieses Biischels in doppelter Weise als ebene Biischel
zusammenfassen: einmal als Tangentialbiisehel, deren Achsen samtlich
durch O, gehen; das andere Mal als Sagittalbiischel, deren Achsen
durch O, gehen. Die Achsen der Tangentialbiischel werden nach
der Brechung durch O/ hindurch gehen, denn diese Achsen sind ja
identisch mit den Strahlen des sagittalen Hauptbiischels 0. Die
Achsen der Sagittalbtischel sind die Strahlen des Tangentialschnitts
durch den Hauptstrahl und schneiden sich als solche nach der
Brechung in O,. Die Vereinigungspunkte aller ebenen Tangential-
biischel werden die durch O, gehende erste Brennlinie des ge-
brochenen Biischels bilden; die der ebenen Sagittalbiischel die durch
L} gehende zweite Brennlinie. Wie oben, 8. 157, gezeigt wurde,
liegt die eine, zweite, Brennlinie in der Einfallsebene, die andere,
erste, steht auf der Einfallsebene senkrecht. Im ersten Kapitel,
S. 30, wurde bewiesen, daB man iiberdies, wenn man bei der
unendlich kleinen Grofle zweiter Ordnung stehen bleibt, annehmen
kann, dafl beide Brennlinien auf dem Hauptstrahl senkrecht stehen.

Als zweite Bildlinie, welche in der Einfallsebene liegt und durch Of geht,

bietet sich hier allerdings zun#chst nicht eine zum Hauptstrahl O7B senk-
rechte Gerade HJ dar, sondern das Stiick G der Zentrale (Fig. 44), welches
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die beiden #ufBlersten Strahlen des tangentialen Hauptbuschels aus ihr heraus-
schneiden. Durch dieses Stiick gehen alle Strahlen des Bischels hindurch,
denn wenn wir die Fig. 44 um die Zentrale CO7 um kleine Winkel aus der
Zeichenebene heraus nach vorn oder hinten drehen, so bestreichen wir die
Gesamtheit aller Strahlen des ganzen Biischels, wihrend EG der Grofe und
Lage nach ungeindert, also gemeinsam ist. Aber die Gerade H.J, welche zu
BOj senkrecht steht, erfiillt, wie wir frither gezeigt haben, die Bedingung,
daf alle gebrochenen Strahlen ihr bis auf Abweichungen von der zweiten
Ordnung nahe bleiben, und ist fir die meisten Entwicklungen bequemer.

DaB die Strahlenvereinigung in KEG eine vollkommenere ist, hat fiir
unsere Zwecke keinen Wert, da ja die Vereinigung in den ersten Brennpunkten
0/, wie gezeigt, nur von der ersten Ordnung ist. (Vergleiche BoUAssE (1) und
die im historischen Teil besprochenen Arbeiten von SCHULTEN.)

B. Die Abbildung ausgedehnter Objekte durch astigmatische
Biischel.

Durch Brechung schiefer Biischel wird also im allgemeinen
keine homozentrische Strahlenvereinigung herbeigefiihrt, als Bild
eines Punktes kann man die zwei STURMschen Brennlinien be-
trachten. Die manchmal aufgeworfene Frage®*): welche von diesen
beiden Linien vom Auge als das eigentliche Bild aufgefafit werde,
kann wohl nicht allgemein beantwortet werden. Unter gewissen
Umstinden werden wir jedoch in der Tat veranlafit, der einen oder
anderen Linie den Vorzug zu geben. Denn denken wir uns als
Objekt eine kleine zu einem mittleren schief einfallenden Haupt-
strahle & senkrechte gerade Linie g, von deren Punkten Strahlen
ausgehen, die jenem mittleren Hauptstrahle sémtlich sehr nahe sind
(etwa alle die brechende Fliche innerhalb desselben kleinen Elementes
treffen, so daB der Einfallspunkt B des mittleren Hauptstrahls auch
der Einfallspunkt aller anderen Hauptstrahlen ist), so wird fiir alle
Punkte von g annihernd dasselbe gelten wie fiir den Punkt, welcher
auf A liegt. Die Hauptstrahlen der zu den einzelnen Punkten von
g gehorigen Biischel werden zwar mit der Normale des abbildenden
Kugelsegments in B etwas verschiedene Winkel bilden, der Astig-
matismus der gebrochenen Biischel daher auch etwas verschieden
stark sein, doch werden die Bildlinien erster und die zweiter Art
doch unter sich angenihert parallel sein. Jeder Punkt der leuchten-

*) Sehr griindlich erortert LEROY (1.) diese Frage in einer Arbeit, welche
ich leider erst vor kurzem studieren konnte, so daB sie im Texte nicht be-
rticksichtigt worden ist. Er untersucht die Abbildung ausgedehnter Objekte
durch doppelt gekriitmmte Fliachen bei beliebigem FEinfall des Hauptstrahls.

Einen Spezialfall behandelt GARTENSCHLAGER (I.).



168 Culmann, Die Realisierung der optischen Abbildung.

den Geraden erscheint also im Bilde in eine Linie ausgezogen ganz
gleich, ob wir ihn in der ersten oder der zweiten Bildebene be-
trachten; das Bild als ganzes muf daher in beiden Ebenen einen
undeutlichen verschwommenen Eindruck machen.

Wenn jedoch die leuchtende Gerade g im Tangential- oder
Sagittalschnitt liegt, verhilt sich die Sache anders. Betrachten wir,
um einen bestimmten Fall im Auge zu haben, den ersten Fall: die
leuchtende Gerade g liegt in der Einfallsebene. Alle von ihr aus-
gehenden Hauptstrahlen liegen dann auch in der Einfallsebene.
Die den Punkten der Geraden g entsprechenden Bildpunkte 0, und
O/ bilden zwei Linien in der Einfallsebene, welche wir I/ und I,
nennen wollen. Die ersten Bildlinien b, der Punkte von g gehen
durch die Punkte von [/ und stehen auf der Einfallsebene senk-
recht. Thre Gesamtheit bildet also eine auf der Einfallsebene senk-
rechte Fliche f;. Die zweiten Bildlinien b, gehen durch die Punkte
von Iy hindurch und liegen in der Einfallsebene. Ihre Gesamtheit
bildet eine in der Einfallsebene liegende Fliche f,. Ein auf dem
Hauptstrahl senkrecht stehender Schirm, welcher am Orte der ersten
Bildlinien steht, wird durch die mit dem Hauptstrahl unendlich
kleine Winkel bildenden Strahlen des Biischels (welche nach f,
zielen) in einer Fliche geschnitten. Wird der Schirm aber an den
Ort der zweiten Bildlinien gebracht, so schneiden ihn die nach f,
zielenden Strahlen in einer Linje.

Liegt das Auge auf dem Hauptstrahl, und akkommodiert es auf
die Linien b,, so sieht es eine Fliche, akkommodiert es auf b,, so
sieht es dagegen eine Linie, weil die Verlingerung von f, durch
das Auge hindurchgeht.

Liegt die leuchtende Gerade g im Sagittalschnitt, so erscheint
umgekehrt am Orte der ersten Bildlinien ein scharfes, am Orte der
zweiten ein verschwommenes Bild.

Besteht das Objekt aus einem rechtwinkeligen Kreuz oder noch
besser aus einem Kreuzgitter, dessen Linien parallel und senkrecht
zur Einfallsebene des mittleren Hauptstrahls liegen, so werden die
erstgenannten Linien im Bildpunkt der Sagittalstrahlen, die zuletzt
genannten im Bildpunkt der Tangentialstrahlen scharf erscheinen
und manchmal sogar allein sichtbar sein, und diese Erscheinung ist
umgekehrt das charakteristische Merkmal und Erkennungszeichen
von vorhandenem Astigmatismus, wie das von OERTLING (1.) her-
vorgehoben wurde.
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‘Wie empfindlich dasselbe ist, mag an dem Beispiel der Reflexiou an

!’

einer Kugelfliche gezeigt werden. Fiir diese gilt im Sagittalschnitt <%=-—1
gesetzt. Siehe unter 2. E.).

1, 1_ 2cosy

/‘I I /‘ r
und im Tangentialschnitt

1 1 2

1 + t rcosy’

daher fur /=1
1 1 2 2cosy

?—fzfrcosj_ r
S =t de 2 . . .
TE T e Tyt

wenn e die mittlere Distanz der Bildpunkte vom Spiegel bezeichnet.

Man sieht in letzterem Ausdruck am deutlichsten, in welchem Mafle der
Astigmatismus caet. par. mit dem Einfallswinkel wichst; und zwar ist dies
in so hohem Grade der Fall, da man nach einer Bemerkung von H. SCHROEDER
(1. 7) mit geeigneten Mitteln an einem Fliissigkeitsniveau, etwa einem Queck-
silberspiegel, den durch die Kriimmung der Erde verursachten Astigmatismus
der an ihm reflektierten Biischel noch bemerken konnte. In der Tat setzen
wir den Erdradius

r=68370000 m und j==809 so wird (—(l; ==(,00000175 m—1.

Beobachten wir die Erscheinung mit einem Fernrohr, dessen Objektiv
7,5 m Brennweite (ca. 50 cm Offnung) hat, also Dimensionen, die fur unsere
Zeit nicht mehr ungewdhnliche sind, so gilt fir die Abbildung durch dieses
System nach 8. 105, falls wir vom Vorzeichen absehen,

dy
d ':‘:7‘, 2.
r="f
Wenn der vordere Brennpunkt des Objektivs etwa im Spiegel liegt, so
daB e gleich r wird, so konnen wir setzen dg/t> = unserem obigen defe?

=0,00000175 m—, also d' = 0,1 mm ca.

Eine Verschiebung des Bildortes von 0,1 mm wiirde man aber bei den
angenommenen Dimensionen des Fernrohrs sehr wohl wahrnehmen konnen.
Mit einem der modernen Riesenfernrohre, etwa dem der Licksternwarte in
Kalifornien, wiirde die Differenz der Bildebenen 0,7 mm betragen, also sehr
auffallend sein. Natiirlich miite das Quecksilberniveau entsprechend gro8
und véllig ruhig sein.

C. Der Bereich der kollinearen Abbildung bei schiefer Brechung.

Als Kennzeichen der kollinearen optischen Abbildung hatten
wir frither, 8. 86, hingestellt: daf jedem homozentrischen Strahlen-
biischel in dem einen Raum ein homozentrisches Strahlenbiischel
in dem andern Raum entspreche. Damit Kkollineare Abbildung
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stattfinde, ist also notwendig, daf sdmtliche von einem Punkte O
des Objektraumes ausgehende Strahlen sich nach der Brechung in
ein- und demselben Punkte des Bildraumes schneiden. Das ist bei
einem unter endlichem Winkel gebrochenen réumlichen Elementar-
biischel aber nicht der Fall, die einem homozentrischen Objekt-
biindel entsprechenden Strahlen des Bildraumes schneiden sich nicht
in einem Punkte, sondern, wie wir oben sahen, in zwei zum Haupt-
strahle senkrechten geraden Linien, den Bildlinien. Es findet also
auch nicht einmal fiir die unendlich nahe um einen einfallenden
und den entsprechenden gebrochenen Strahl gelegenen fadenférmigen
Raumgebiete die Beziehung der Kollinearitit statt.

Unsere Betrachtungen zeigen uns aber zugleich, wie wir das
Abbildungsgebiet zu beschrinken haben, um auch hier zwischen kon-
jugierten Punkten eine eindeutige Beziehung zu erhalten. GemB
denselben werden die im ersten Hauptschnitte (in der Einfallsebene)
unendlich nahe an einem mittleren einfallenden Strahl ! gelegenen
Punkte 4,B,C, durch Strahlen, die in demselben Haupt-
schnitte verlaufen und unendlich kleine Winkel mit / bilden, ein-
deutig abgebildet in Punkte A4,"B,'C,’, welche dem zu ! konjugierten
Strahle !' ganz nahe und ebenfalls im ersten Hauptschnitte liegen.

Anderseits werden die im zweiten Hauptschnitte (senkrecht
zur Einfallsebene) nahe an ! gelegenen Punkte 4,B,C, ... durch
die in diesem Hauptschnitt einfallenden Strahlen eindeutig
abgebildet im Punkte 4,’B,'C,' ..., welche in dem senkrecht zur
Einfallsebene durch I' gelegten Schnitt ganz nahe an ! liegen. In
dem so definierten, unendlich schmalen Flidchenstreifen findet also
jeweilig die Beziehung der Kollineation, d. h. eine ,optische Ab-
bildung* in unserem Sinne statt.

Der Objektraum der einen Abbildung durchdringt den der
anderen im einfallenden Hauptstrahl I, der Bildraum der einen den
der anderen im gebrochenmen . Im iibrigen aber sind diese beiden
Abbildungen sowohl r#dumlich getrennt, als auch in ihren MaB-
verhéltnissen verschieden, daher auch gesondert zu behandeln.

Genau genommen erstreckt sich auch ihr Bereich senkrecht zu
den Achsen nicht gleich weit. Denn wihrend die Strahlenvereinigung
von sagittalen Biischeln, ebenso wie von paraxialen, von zweiter
Ordnung ist, fanden wir die der tangentialen nur von erster Ordnung.
Waihrend wir also das Gebiet der Abbildung durch erstere soweit
abgrenzen konnen, dafl nur die Quadrate der Biischel6ffnungen oder
der linearen Biischeldurchmesser nahe der brechenden Kugel gegen
die Schnittweiten der Biischel verschwinden, miissen wir es im
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anderen Falle so beschriinken, daf schon jeme Durchmesser selbst
die gleiche relative Kleinheit besitzen, wenn wir beidemal gleich
vollkommene Strahlenvereinigung verlangen.

Der angenommene mittlere Strahl ist — jeweilig vor oder nach
der Brechung — die Achse der Abbildung, d. h. Linienelemente
senkrecht zum einfallenden Strahl ! werden durch die eine wie die
andere Art von Biischeln in Linienelemente senkrecht zum gebrochenen
Strahl ' abgebildet. Fiir Gerade im zweiten Hauptschnitt — senk-
recht zur Einfallsebene — folgt die Richtigkeit der Behauptung aus
Symmetriegriinden; das Bild einer zu ! senkrechten Geraden kann
nur eine Kurve sein, deren Kriimmungsmittelpunks in ' liegt, welche
also bis auf Abweichungen von der zweiten Ordnung mit einer zu
' senkrechten Geraden zusammenfiillt. Das Bild einer in der Ein-
fallsebene zu [ senkrechten Geraden ¢ kann — und wird im all-
gemeinen — eine Kurve ¢ sein, die mit ! einen endlichen Winkel
bildet,*) wenn wir dieses Bild Punkt fiir Punkt nach den oben
abgeleiteten Gesetzen konstruieren. FErrichten wir aber in dem auf
' liegenden Punkte der Kurve ¢ eine in der Einfallsebene gelegene
zu ' senkrechte Gerade ¢, so konnen wir ¢', unter Vernachlissigung
der unendlich kleinen Griéfen zweiter Ordnung, als das Bild von g
betrachten. Die Vernachlissigung der Griéfen zweiter Ordnung ist
aber hier durchaus rationell, weil die GréBen dieser Ordnung schon
oben vernachldssigt werden mufiten, um tberhaupt im Tangential-
schnitt die von einem Punkte ausgehenden Strahlen wieder in einem
Punkte zu vereinigen. DaBl die vernachldssigten Groéfien wirklich
zweiter Ordnung sind, erkennt man leicht: das nach einem Punkte
von ¢ hinzielende unendlich schmale tangentiale Biischel schneidet
aus ¢ eine Strecke heraus, welche unendlich klein von der zweiten
Ordnung ist, denn die Offnung des Biischels und der Abstand seines
Querschnitts von seiner Spitze sind beide unendlich klein von der
ersten Ordnung. Der Querschnitt kann also als Punkt betrachtet
werden und die Bildstrahlen vereinigen sich, wenn man unendlich
kleine GroBen zweiter Ordnung vernachlissigt, in diesem auf ¢’
liegenden Punkte, welcher an die Stelle des auf ¢ liegenden wahren
Bildpunktes treten kann.

Als Bestimmungsstiicke der Abbildungen im Tangential- und
Sagittalschnitt haben wir die Orter der Brennpunkte und die Werte
der Brennweiten zu betrachten. Die ersteren haben wir bereits
friiher gefunden — Gleichung (18) und (19) — die letzteren wollen
wir nunmehr aufsuchen.

#) Siehe LippicH (2.).
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Bei der Brechung paraxialer Biischel an einer einzigen Fliche
stimmen die Brennweiten dem absoluten Werte nach mit den Brenn-
punktsabstéinden {iberein, woraus aber nicht folgt, daB sie es hier
auch tun miissen, wie manchmal stillschweigend angenommen worden
ist. Nehmen wir als Definition der Brennweiten die, daf sie gleich
seien der Hohe eines parallel zu der Achse des einen Raums ein-
fallenden bezw. ausfahrenden Strahlen, dividiert durch die negativ
genommene trigonometrische Tangente des Winkels, unter welchem
dieser Strahl nach der Brechung die Achse des anderen Raums
schneidet, so sieht man, daB fiir Biischel der ersten Art (Fig. 46),
wenn wir beachten, dafl die trigonometrische Tangente des kleinen
Winkels du dem Bogen du gleich ist.

Fig. 46.
LR=h;; BR' =h/; < BF/Q/=du, BF,'=tF'.

Zur Ableitung der Brennweiten im Tangentialschnitt.

-1
. ' cos J
ht:BR :BQtCOS]; du :BQtBiF‘t,",
ebenso
. cos
ht,:B_R,:BQtCOSj,; du —-_—BQtTF‘t;
daher nach (19):
- . o .. o
cos nr COSJ COSJ r €0sjsin 2
ft :—BFt T— oy S = ‘ 7
Co8 J 7' cosj —ncosj 2 sin(j—j)
und ) (25>
fr ,c08j  mreosjeosj 7 cosj sin2j J
¢ tcosy/ wcosj—mcosj 2 sin(j—j)

die Tangentialbrennweiten sind also nicht gleich den negativ ge-
nommenen Brennpunktsabstinden; aber wie bei der paraxialen
Abbildung gilt auch fiir sie die Gleichung:

fo__m

A
Fiir Biischel der zweiten Art wird, ganz wie bei der paraxialen
Abbildung
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nr rsinj
fr=—BF= W cosj —mcosj  sin(j—j)
n'r rsinj 26)
, :
fr=—BF=— W cosy —meosj.  sin(j—j)
also auch hier
fr_ =n
o

Mit diesen speziellen Werten der Konstanten sind auf die eine
wie die andere Abbildung alle Gesetze zur Anwendung zu bringen,
welche wir fiir kollineare Abbildung als allgemeingiltiz erwiesen
hatten; insbesondere finden also dieselben Beziehungen zwischen den
Grofen ¢, f und y einerseits und f, f' anderseits hier statt wie dort.

D. Die kollineare Abbildung bei schiefer Brechung eines die
Achse schneidenden Elementarbiischels.

Die fiir die Brechung an einer Kugelfliche gefundenen Gesetze
lassen sich nicht unmittelbar auf ein beliebiges System solcher
Fliachen tibertragen, weil im allgemeinen die Hauptschnitte im Bild-
raum der vten Fliache nicht mit den Hauptschnitten im Objektraum
der v - 1ten Fliche iibereinstimmen. Dieser die ganze Behandlung
auBerordentlich erschwerende Umstand wird vermieden, wenn das
System zentriert ist und die Achse des einfallenden Biischels die
Systemachse schneidet. Wir wollen uns hier auf diesen einfachen Fall
beschrinken. Die Einfallsebene féallt dann bei sémtlichen Brechungen
mit der Ebene zusammen, welche den einfallenden Hauptstrahl mit
der Systemachse verbindet. Welches auch die Lage des leuchtenden
Punktes auf dem einfallenden Hauptstrahl sei, immer ist die Einfalls-
ebene dieses Strahls eine Symmetrieebene der einfallenden Wellen-
flichen und aller brechenden Kugeln; somit auch aller gebrochenen
Wellenflichen. Infolgedessen ist diese Ebene auch eine Haupt-
kriimmungsebene der gebrochenen Wellentlache und die eine STuRMsche
Bildlinie liegt in ihr, die andere fillt in den zugehorigen Sagittal-
schnitt, und da beide auf dem Hauptstrahl senkrecht stehen, ist
ihre Lage somit vollstindig bestimmt.

Die fiir die Zusammensetzung der Abbildungen gegebenen Ge-
setze lassen sich unmittelbar auf die Abbildungen in den Tangential-
und Sagittalschnitten anwenden, weil jetzt die Bildebene der »ten mit
der Objektebene der v - lten Fliche iibereinstimmt. Man erhilt
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auf diese Weise Brennpunktskoordinaten und Brennweiten des zu-
sammengesetzten Systems aus den Konstanten der Einzelsysteme.

Nimmt man als Objektpunkt im ersten Medium den unendlich
fernen Punkt des Hauptstrahls und bestimmt fiir denselben nach
den auf S. 49 und 75 angegebenen Formeln sémtliche ¢, und /,,
um die Brennpunkte ¥, und F/ zu ermitteln, so kann man ohne
auf die Zusammensetzungsformel zuriickzugreifen, unmittelbar die
Bildbrennweiten erhalten.

Die Bildbrennweite des Sagittalschnitts /7 ergibt sich genau in
derselben Weise, wie die Bildbrennweite der Paraxialstrahlen: nach

1
der Definition der Brennweite fj==— 1/ ;
dv,
LS S @7)
Jo - Sy

Um die Bildbrennweite im Tangentialschnitt zu erhalten, er-
innern wir uns, daff nach S. 172 fir diesen Schnitt

h, cosj
b, cosy
ist. Somit wird
’ ’ ’
fl—— b, by by, hy, h,, hy, by,
t T r T ’ ’ M ’ ’
du, h,,” hy, by, hy, h,, du,
COSJ, COSJ, cosj t 't ...t
cosj; cosj,’ T cosg fty ...t

Um die Objektbrennpunkte und Objekthrennweiten zu erhalten,
miifte man einen zum ausfahrenden Hauptstrahl parallelen Strahl
in beiden Schnitten in umgekehrter Richtung durch das System
bindurch verfolgen. Die Objektbrennweiten kénnen auch aus den
tir beliebig viele Fldchen giiltigen Formeln

!

freff==—mn:n" und ft:ft'z—n:n

entnommen werden.

E. Spezialfille.

Die Ebene. Wir kinnen die Ebene als eine Kugel von unendlich
groBem Radius betrachten. Setzen wir r=o00, so werden die
Abszissen der Hauptbrennpunkte — Formeln (18) und (19) — und die
Brennweiten in beiden Schnitten unendlich groff, die Abbildungen
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werden teleskopisch. Das Verhiltnis der beiden Brennweiten bleibt
endlich, es ist immer noch:

’

ff:ff':ft:ftrz—n:n.

Gleichung (14) gibt fiir den Sagittalschnitt:
]
n
,—-‘—__
==
Gleichung (16) fiir den Tangentialschnitt:

y n'cos?y’
ncos?j

Das Konvergenzverhiltnis im Sagittalschnitt wird nach (15)

av' S n

Ay S

Aus den Konvergenzverhiltnissen erhdlt man nach der all-
gemeinen Abbildungsgleichung (22) auf S. 104 die VergriBerung
im Sagittalschnitt f,

fr 1
Br=—t——1,
r v
weil fr[f/ =—n/n' gilt.
Im Tangentialschnitt wird das Konvergenzverhiltnis nach (17):

_cosj t  mcosj

Ve cosj t neosj’
also
f, 1 cosj
By= T T cosg
¢t Ve o CO8)J

Die Vergrofierung ist also in den beiden Hauptschnitten verschieden.

Das perspektivische Zentrum im Sagittalschnitt ist das Zentrum
der unendlich grofien Kugel, d. h. die Richtung der Normalen auf
die brechende Ebene.

Das perspektivische Zentrum K des Tangentialschnitts liegt
ebenfalls im Unendlichen, was schon daraus hervorgeht, daf beide
Brennpunkte im Unendlichen liegen. Um seine Richtung zu be-
stimmen, erinnern wir uns, daB der Winkel ¥, welchen die vom
Einfallspunkt nach dem Kugelmittelpunkt und nach dem perspek-
tivischen Zentrum K gezogenen Strahlen BC und BK miteinander
einschliefen, vom Radius der brechenden Kugel unabhingig ist.
Der frither — Formel (23) — fiir diesen Winkel gegebene Wert
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sin j sin g’ sin (5 45

tg ) =
°© 1} singjsiny’ cos (5 +J)

gilt also auch fiir die Ebene. FEr bestimmt den Winkel, welchen
die Richtung nach dem perspektivischen Zentrum der Tangential-
strahlen mit der Normalen zur brechenden Ebene einschliefit.
Konstruktiv ermittelt man (Fig. 47, das dichtere Medium ist
hier links gedacht) die Richtung des Zentrums, indem man wie
LippicH (R. 179.) im Tangentialschnitt einen Kreis zeichnet, welcher
die brechende Ebene im Einfallspunkt B des Hauptstrahls bertihrt
und fiir diesen Kreis das perspektivische Zentrum K nach der
S. 164 gegebenen Younagschen Konstruktion bestimmt. Die Richtung
der vom Einfallspunkt B nach diesem Zentrum gezogenen Geraden
ist das perspektivische Zentrum des Tangentialschnitts unserer Geraden.

7

S

Fig. 47.

Zur astigmatischen Brechung an der Ebene. Konstruktion des perspektivischen Zentrums der
Tangentialstrahlen.

Entsprechende Punkte 00, des Sagittalschnitts liegen auf Nor-
malen zur brechenden Ebene; entsprechende Punkte des Tangential-
schnitts 00, auf Parallelen zur Geraden BK.

Die planparallele Platte. Es sei » der Brechungsindex der

’
. . ; n n
Platte inbezug auf das sie umgebende Medium, also £ = 2 —=n.
n, n
1 My
Die Dicke der Platte sei d. Dann ist in unserer gewohnten Be-
zeichnungsweise, da j,=7,', j,'=/y, ist:
Im Sagittalschnitt:

A=/
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d
J— '__
5 =h cosj,’
1
L=/
d
’— —
L=h 7 COS j;
Im Tangentialschnitt dhnlich:
d 2j
t2’=t1__“cgs'3417-
n €os®j,

Der Abstand der beiden Bildpunkte ist:

i 1 2
) —f =t — /% <1— o’ “").

n cos j,’ cos?j,’

Ist ¢, =/, der Abstand des leuchtenden Punktes von der Platte,
so wird der Abstand der Bildpunkte

ty — /' = d <1—~E9S2j1>.

> meosy, cos?j,’

Diese astigmatische Differenz der Bildpunkte ist von dem Abstand
des Objektpunkts von der Platte unabhingig, bleibt also endlich,
wenn dieser Abstand unendlich grof wird. Fir einen unendlich
fernen Punkt jst die astigmatische Differenz daher zu vernachlissigen.

Ist die Platte dichter als das umgebende Medium, also j,'<(j,,
s0 ist cosj,' > cosj,, die astigmatische Differenz wird positiv. Bei
positivem ¢,' und ;' ist der tangentiale Schnittpunkt weiter von der
Platte entfernt als der sagittale.

Konvergenzverhiltnis und Vergréferung erleiden beim Durch-
gang des Lichts durch die Platte keine Verénderung.

FEin unter endlicher Neigung durch den Mittelpunkt einer
unendlich diinnen Linse hindurchgehendes Biischel.*) Wir setzen
n,=n,’=mn und n,"=mn,=n', ferner, da der durch den Mittelpunkt
der unendlich diinnen Linse hindurchgehende Hauptstrahl seine
Richtung beim Durchgang durch die Linse nicht &ndert:

. Ly 4

3'12]2 =13 Ji =Je=J

#) Fiir den allgemeineren Fall, in welchem der Hauptstrahl des Biischels
exzentrisch durch eine dicke Linse hindurchgeht, gibt HERMANN (2. 1. 451; III. 293)
Formeln. Er behandelt in diesem Aufsatz auch geschichtete Linsen und kommt
zu dem Ergebnis, daf die nach dem Zentrum hin zunehmende optische Dichte
der Kristalllinse der Periskopie giinstig ist.

Optik. 12
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und schreiben noch zur Abkiirzung

N=1'cosj’—mncosj.
Dann ist nach (18):

! !
nr w'r a'r, nr,
Sl=__ Nl ; 81!: Nl; Si’: N2; SQ’:_ I\({-’f
also nach (20):
i n N
/1' /1 "
n s N
A + A =,
2 2 2

Die zweite Gleichung von der ersten subtrahiert gibt:

7 ) 1 1
a1,
/2, A LETE

also:
1 1 mn'cosj’—-ncosj(l 1>
VA n ro 1)
Ganz #hnlich erhélt man fiir den Tangentialschnitt:
1 1_n'cosj’—ncosj<1 , 1)
t,, ot n cos?j T

Nun ist aber, weil

2
die Linse unendlich diinn ist, /'=/,, also ist f/ einfach gleich
dem Werte, welchen — ﬁ_,’ fir /=00 annimmt, d. h.

! !
Die Brennweite ff' ist nach (2 ) — flfi

, n 4T,
L
n' cosj —ncosj ry—r,
Da fr:f/==—mn,:n=—1, so ist dann:
n o7
— 1°¢
f/ .

n'cosj —mnecosj ry—r,

Im Tangentialschnitt wird:

. . 1, . 4
e CO8J, €08j, t't, ____cosjeosy ., £
t 7 -y - g g T T g,
CO8Jy COSJy 1y cosJ €osJ
also
2.
frm f neos”y 1Ty
¢ ¢

weosj —ncosy ry—r,
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In beiden Schnitten sind die Brennweiten gleich den negativ
genommenen Brennpunktsabstinden. Es gelten also im Sagittal-
und Tangentialschnitt ftir ein unendlich dinnes Biischel, welches
schief auf den Mittelpunkt einer unendlich diinnen Linse fillt, ganz
dieselben Formeln

1 1 1
VAR Vs
1 1 1
t‘z' ti*—ft

wie fiir ein senkrecht einfallendes Biischel — Formel (10) — nur héngen
jetzt die Brennweiten von dem Einfallswinkel des Hauptstrahls ab,
und sind iiberdies in den beiden Schnitten verschieden grof.
Diese letztere Eigenschaft ist vor der Konstruktion der Zylinder-
linsen zur Korrektion des Astigmatismus der Augen benutzt worden.
f, ist gleich frcos?j, die Brennweite ist also im Tangentialschnitt
kleiner, die Linse in diesem Azimut stirker als im Sagittalschnitt.
Die Reflexion an einer sphiirischen Fliche. Wenn wir als
positive Koordinatenrichtung immer die Richtung des einfallenden
Lichts betrachten, so erhalten wir die fiir die Reflexion giiltigen
Gleichungen aus den fir die Brechung abgeleiteten, indem wir

einfach m=—1 setzen, es wird dann nach (18) und (19), da
j=—j ist:
r ,  rcosj
S:S’=~%‘—" T=T =
2cosj’ 2 7

und die Gleichungen (20) und (21) werden
1 1 2cosj

VA

1 1 2
—t—_’—?__ rcosy’

oder, da nach (25) und (26):
—_ ’:___
fr=17 2cosj
¥ COos J

ft_ft’z_ B
t,1__1
r S tr

12%
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1

fi
Ganz wie fiir -das senkrecht einfallende Biischel, S. 141, nur
daB wiederum die beiden Brennweiten verschieden sind und vom

‘Werte des Einfallswinkels abhingen.
Im Sagittalschnitt wird nach (15) das Konvergenzverhéltnis:

_/
="

1 1
Tt

und somit die VergroBerung, da nach S. 173 die HELMBOLTZsche
Gleichung (4) auch hier gilt:
f!

ﬁf=—7-

Im Tangentialschnitt das Konvergenzverhiltnis nach (17):

t
7t:?’

die VergroBerung nach (4):

Alle diese Gleichungen konnten natiirlich auch leicht direkt ab-
geleitet werden.

N,

Fig. 48.

Zur Reflexion eines schief einfallenden Elementarbiischels. Konstruktion der perspektivischen
Zentren und der Brennpunkte.

Das perspektivische Zentrum fiir den Sagittalschnitt ist wie
immer das Kugelzentrum. Das perspektivische Zentrum fiir den
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Tangentialschnitt wird nach der YounNaschen Konstruktion erhalten
(Fig. 48), indem man vom Zentrum Perpendikel CM und CM’ auf
den einfallenden und gebrochenen Strahl fallt, die Fuipunkte dieser
Perpendikel miteinander verbindet und vom Zentrum C auf diese
Verbindungsgerade ein drittes Perpendikel fallt. Der Fufipunkt K
dieses Perpendikels ist das perspektivische Zentrum der Tangential-
strahlen, welches wegen der Symmetrie der ganzen Erscheinung
inbezug auf CB auf diesem Strahle liegen mug.

Durch Parallele zum einfallenden und reflektierten Strahl durch
C und K erhiilt man die Brennpunkte, deren Abszissen, wie leicht
aus der Figur zu sehen ist, die oben angegebenen Werte S, §', T, 1"
verifizieren.

Wird die Kugel zur Ebene, so ist:

[=—/"; t=—1; v=r=—1 Br=>p,=-+1.

Diese Gleichungen bestitigen das frither, S. 141, Gesagte.

3. Der Fall doppelt gekriimmter brechender Flichen.

Wenn ein unendlich diinnes Biischel auf eine doppelt ge-
kriimmte Fliche fillt, so wird es, selbst wenn seine Hauptachse
auf der Fliche normal steht, astigmatisch, wie wir gleich des
niheren sehen werden.

Wir wollen uns fiir doppelt gekriimmte Flichen auf den Fall
beschranken, in welchem die Einfallsebene des Hauptstrahls a ein
Hauptschnitt der Fliche ist. Der allgemeine Fall hat bis jetzt fir
den praktischen Optiker keine Bedeutung gehabt, es wird daher
geniigen, fir denselben auf das Lehrbuch von HEATH (3. art. 158)
und auf die Originalarbeiten von STURM (1. 2. 1238.), MAXWELL (4.),
C. NEUMANN (2.) und MATTHIESSEN (10.) zu verweisen.*)

*) Die Aufgabe, welche die im Texte genannten Autoren sich stellen, lautet
folgendermaBen: Ein unendlich diinnes regulires Strahlenbiindel, d. h. ein
unendlich diinnes Biischel, welches ein System von Orthogonalflichen besitzt,
sei durch die Lage des Hauptstrahls und der beiden Brennlinien bestimmt,
es werde durch eine gegebene doppelt gekritmmte Fliche gebrochen, es soll
die Lage des gebrochenen Hauptstrahls und seiner beiden Brennlinien ge-
funden werden oder, wie Sturm sich ausdriickt: Die Kriimmungsradien der
Hauptschnitte der einfallenden Wellenfliche sind gegeben, es sollen die Krim-
mungsradien der gebrochenen Wellenfliche berechnet werden. STURM bestimmt
iibrigens nicht nur die Lange der Kritmmungsradien, sondern auch die Lage
der Hauptschnitte. Die Gleichungen, zu welchen er gelangt, sind identisch
mit denen von MaxwrLL und NEUMANN, welche seine Abhandlung wohl nicht
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Derjenige Hauptschnitt der Fldche, welcher den Hauptstrahl a
enthilt, moége Tangentialschnitt heifen, wihrend die auf diesem
Schnitte senkrechte Ebene durch a, welche im allgemeinen kein
Hauptschnitt der Fliche sein wird, als Sagittalschnitt bezeichnet
sein moge.

Fiir den Tangential- und Sagittalschnitt der doppelt gekriimmten
Flachen gelten ganz dieselben Formeln und Gesetze, wie fiir die
gleichnamigen Schnitte der Kugel, nur daf an Stelle des Kugel-
radius die Kriimmungsradien der Fliche in den zugehorigen Haupt-
kriimmungslinien treten.

Betrachten wir zunichst den Tangentialschnitt. Da er mit der
Einfallsebene zusammenfillt, so treten die in ihm liegenden Strahlen
bei der Brechung nicht aus ihm heraus: die Brechung findet in
einer Ebene statt. Diese unendlich schmale Ebene schneidet die
Flache in einer Hauptkrimmungslinie. Denken wir uns lings dieser
Kurve die Normalen an die Fldche errichtet, so gehen dieselben,
wenn wir uns auf ein unendlich kleines Kurvenstiick beschrinken,
samtlich durch den Kriimmungsmittelpunkt der Kurve im Einfalls-
punkt B. Das unendlich kleine Kurvenstiick, welches die Brechung
unseres Biischels vermittelt, fillt mit einem um diesen Kriimmungs-
mittelpunkt durch B gezogenen Kreis zusammen. Die Brechung im
Tangentialschnitt unterscheidet sich also nicht von der Brechung im
analogen Schnitt einer Kugel, deren Krimmung mit der Kriimmung
der Fliache im Tangentialschnitt ibereinstimmt.

Ahnlich liegen die Verhiltnisse fiir den Sagittalschnitt. Diese
Ebene schneidet die Fliche in der auf dem Tangentialschnitt senk-
recht stehenden Hauptkriimmungslinie. Denken wir uns um den
zum Punkt B gehorigen Kriimmungsmittelpunkt dieser Kurve eine

gesehen hatten. STURMs Beweise sind etwas weitschweifig, zumal er aufler
dem uns hier interessierenden Satz noch andere ableitet. MaxweLL und NrU-
MANN gelangen rascher zum Ziele. MaXWELL benutzt die Eigenschaften der
Hammwronschen charakteristischen Funktion; seinem Beweise folgt HEeaTH,
welcher in seinem Lehrbuche auch die iibrigen interessanten MAxXWELLschen
Arbeiten (1. 5. 6.) beriicksichtigt hat. Die Maxwernschen Xonstruktionen
fehlen indessen bei HeATH. NEUMANN stiitzt seinen Beweis auf das Prinzip
der schnellsten Ankunft, seine Formeln sind sehr iibersichtlich. Wihrend die
bisher genannten Autoren — wie auch wir es immer getan haben — an-
nehmen, daf die Brennlinien auf dem Hauptstrahl senkrecht stehen, was er-
laubt ist, wenn man bei den unendlich kleinen GrifSen zweiter Ordnung stehen
bleibt, macht MATTHIESSEN diese Voraussetzung nicht. Er gibt fur das ein-
fallende Biischel die Neigung der Brennlinien gegen den Hauptstrahl und be-
rechnet sie flir das gebrochene Biischel. Siehe auch LEeroY (1.).
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Kugel durch B beschrieben, so wird diese Kugel vom Sagittalschnitt
in einem Kreise geschnitten, welcher sich innerhalb des unendlich
schmalen Biischels mit der Kriimmungslinie deckt. Die Normalen
an der brechenden Fliche und an der Kugel fallen lings dieser
Kurve zusammen. Die Brechung im Sagittalschnitt der Fliche ist
identisch mit der Brechung im Sagittalschnitt einer Kugel der be-
trachteten Art.

Im Tangential- und Sagittalschnitt der Fliche findet demnach
eine Abbildung ganz derselben Art wie fiir die Kugel statt, und
die fiir die Kugel abgeleiteten Formeln gelten auch hier.

Wir denken uns nun ein unendlich diinnes riumliches Biischel,
dessen Scheitel O auf der Hauptachse a liegt. Fiir dieses Biischel
gilt wie fiir jedes unendlich diinne Biischel der STURMsche Satz, d. h.
man kann unter Vernachlissigung der unendlich kleinen Gréfen
dritter Ordnung annehmen, daB alle Strahlen des Biischels nach der
Brechung durch die zwei STURMschen Brennlinien hindurchgehen.
Von jeder dieser Linien kennen wir bereits einen Punkt. Die erste
Brennlinie geht durch den tangentialen Bildpunkt O, des Biischel-
scheitels O hindurch, die zweite durch den sagittalen Bildpunkt O/
desselben Punktes, Die Brennlinien liegen nach dem STURMschen
Satz in den Hauptkriimmungsebenen der gebrochenen Wellenfliche.
Die eine dieser Ebenen féllt nun aber mit dem Tangentialschnitt
zusammen, weil Lichtbiischel und brechende Fliche in der Umgebung
des Eintallspunktes B inbezug auf diesen Schnitt symmetrisch sind.
Da die Hauptkrimmungsebenen aufeinander senkrecht stehen, ist
der Sagittalschnitt die andere dieser Ebenen.

Dic erste Brennlinic steht somit in 0, auf dem Tangentialschnitt,
die zweite in O/ auf dem Sagittalschnitt senkrecht. Die ersten
Brennlinien aller Punkte auf der Hauptachse sind untereinander
parallel, ebenso die zweiten Brennlinien.

Betrachten wir nun die Gesamtheit der Strahlen, welche dem
Hauptstrahl @, &' unendlich nahe liegen, so werden die Richtungen
der Brennlinien dieser Strahlen nur unendlich wenig von den
Richtungen der Brennlinien des Hauptstrahls abweichen. Die ersten
Brennlinien aller dieser Strahlen werden angenidhert auf dem
Tangentialschnitt des Hauptstrahls ' senkrecht stehen, die zweiten
auf seinem Sagittalschnitt. Hieraus 146t sich folgender von LirpICH
(®. 176.) tir die Kugel aufgestellte Satz ableiten:

Projiziert man zwei konjugierte Strahlen g, ¢, welche einem
(in einem Hauptschnitt der Fliche verlaufenden) Hauptstrahl a, of
unendlich nahe liegen, auf die Tangential- resp. Sagittalschnitte
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dieses Hauptstrahls, so entsprechen sich auch die Projektionen g,, g,
resp. g,, g, dieser Strahlen.

H, sei der Tangentialschnitt des Strahles a, «'; H, und H,’
seine Sagittalschnitte. Wir beweisen den Satz zunéchst fir die
Projektionen g,, g," auf den Tangentialschnitt. Da H, ein Haupt-
schnitt der Flidche ist und g, a unendlich nahe liegt, so fallt der
eine der zwei durch den Einfallspunkt von g, gehenden Hauptschnitte
mit H, zusammen und es gelten fiir diesen Strahl g, die im vorigen
bewiesenen S#tze. g¢ liegt im Sagittalschnitt von g,, also ¢’ im
Sagittalschnitt des g, entsprechenden Strahls g,”. Dieser Sagittalschnitt
steht aber auf dem Tan-
gentialschnitt H, senk-
recht: ¢, ist also die
Projektionvong' auf H,.

Fiir die Projektio-
nen auf die Sagittal-
schnitte ist der Beweis
schwieriger, weil die
Projektion des Strahls
g auf diesen Schnitt
nicht in einem Haupt-
schnitte der TFldche
liegt. Es sei k, (Fig.49)
die im Tangential-
schnitt von a liegende

Hauptkriimmungslinie
Fig. 49. der Flache, k, die im
Zum Beweis des Lippicuschen Satzes. Sagittalschnittliegende.

Durch den Punkt @, in
welchem ¢ die Fldche schneidet, ziehe man die zu k; parallele
Hauptkriimmungslinie und verlingere sie, bis sie %, in B schneide:
L sei der Punkt, in welchem g den Sagittalschnitt H, schneidet;
verbindet man L mit R, so fallt die Gerade L R mit der Projektion g,
von g auf H, zusammen, wenn wir unendlich kleine Griofen der
zweiten Ordnung vernachlidssigen. Fillt man némlich, um g, zu
erhalten, von @ auf H, ein Perpendikel @€', so liuft (Fig. 50) RQ'
parallel mit a, weil die Ebene QQ R dem Hauptschnitt H, parallel
ist, der Winkel L@ R ist also unendlich klein und, da RQ' auch
unendlich klein ist, so ist das Perpendikel RR' von R auf LQ" un-
endlich klein von der zweiten Ordnung. LR fillt mit g, zusammen.
Da nun aber g, in H, liegt, so liegt der zugehdrige gebrochene
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Strahl ¢," in H,', und verbinden wir g," mit @ durch eine Ebene,
so steht diese Ebene auf H,' senkrecht, weil g,’, unter Vernach-
lassigung unendlich kleiner Grofen der zweiten Ordnung, durch den
FuBpunkt Q" des Perpendikels von @ auf H, hindurchgeht. Die
Ebene Qg,’ enthélt aber den g entsprechenden Strahl ¢, denn ¢’ geht
erstens durch @ und zweitens, als Strahl des Biischels L, durch die
in einem Punkte von g," aut H,' senkrecht stehende zweite Bildlinie b,
des Punktes L hindurch, liegt also in der auf H,' senkrechten
Ebene Qg,": also ist g," die Projektion von ¢’ auf H,'. Die Projektionen
entsprechender Geraden
des Biischels auf die Haupt-
schnitte entsprechen sich. ZM

Mit Hilfe des LipprcH- 7 2
schen Satzes kann zu je- Fig. 50.
dem Strahl 7, welcher dem Zum Beweis des LippiCHschen Satzes.
Hauptstrahl « unendlich nahe liegt, der entsprechende ¢ ge-
tunden werden, wenn die Abbildungskonstanten in den Schnitten H,
und H,H, bekannt sind. Man hat bloB zu g die Projektionen g,
und g, zu bestimmen und im Tangentialschnitt H, und den Sagittal-
schnitten H, und H,' zu g, resp. g, die entsprechenden Strahlen g,’
und g," zu bestimmen. g, und g,’ sind die Projektion von g'. Wie
die Abbildungskonstanten zu bestimmen sind, folgt aus dem am
Anfang dieses Paragraphen Gesagten.

Wenn der gebrochene Hauptstrahl ' auf eine zweite brechende
Flache fallt und in einem der Hauptschnitte des KEinfallspunktes
liegt, so findet auch an dieser Fliche im Tangential- und Sagittal-
schnitt Abbildung statt, aber die Hauptschnitte des Bildraums der
ersten Fldche stimmen im allgemeinen nicht mit den Hauptschnitten
des Objektraums der zweiten Fliche tiberein, so daf kein direkter
Ubergang vom ersten zum letzten Medium moglich ist. Wir he-
schrinken uns auf die Betrachtung zweier Spezialfille.

a

A. Die Abbildung durch doppelt gekriimmte Fldchen, welche
samtlich auf dem Hauptstrahle senkrecht stehen, und deren
Hauptschnitte zusammenfallen.

In diesem Falle ist ein direkter Ubergang vom ersten zum
letzten Medium moglich. Beide (allen Medien gemeinsame) Haupt-
schnitte sind Tangentialschnitte. Wir unterscheiden sie willkiirlich
als ersten und zweiten Hauptschnitt. Nach dem oben Gesagten konnen
die Kurven, in welchen die Hauptschnitte die Flachen schneiden,
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als Kreise betrachtet werden, deren Radien gleich den Krimmungs-
radien der Flichen sind, im allgemeinen also in den beiden Haupt-
schnitten verschieden groB sein werden. Die durch diese Kreise
in jedem der beiden Hauptschnitte erzeugten Abbildungen kénnen
nach den allgemeinen Zusammensetzungsformeln zu einer Abbildung,
welche direkt vom ersten zum letzten Medium hiniiberfiihrt, zu-
sammengesetzt werden. Denken wir uns diese Zusammensetzung
ausgefiihrt, so konnen wir dann zu einem beliebigen Strahl g den
entsprechenden ¢ im letzten Medium finden, indem wir zu seinen
Projektionen g, und g, auf die beiden Hauptschnitte die entsprechen-
den ¢," und g,’ suchen. g¢' ist dann der Strahl, dessen Projektionen
g,/ und g, sind.

Liegt ein von einem Punkte O ausstrahlendes Lichtbiischel vor,
und denken wir uns fiir alle Strahlen g durch O die Projektion 91
und g,, sowie die diesen Strahlen im ersten und zweiten Haupt-
schnitt entsprechenden Strahlen g," und g,” konstruiert, so gehen
alle Strahlen g, durch die Projektion O, von O auf den ersten
Hauptschnitt; die entsprechenden Strahlen g, durch das Bild 0,
von 0, im ersten Hauptschnitt, d h. alle Strahlen ¢’ gehen durch
die im Punkte 0," auf dem ersten Hauptschnitt senkrecht stehende
Gerade. Ebenso gehen alle Strahlen g,’ durch das Bild 0, der
Projektion O, von O auf den zweiten Hauptschnitt, die Strahlen ¢
also durch die im Punkte O, auf dem zweiten Hauptschnitt senk-
recht stehende Gerade. Die in den Punkten O," resp. 0, auf dem
ersten resp. zweiten Hauptschnitt senkrecht stehenden Geraden sind
die SturMschen Brennlinien des von O ausfahrenden Biischels nach
seiner Brechung durch sémtliche Flachen. Im allgemeinen liegen
0,/ und O, in zwei verschiedenen Normalebenen zur Achse, das
Biischel ist astigmatisch. Es wird homozentrisch, wenn O," und
0, in derselben Normalebene zur Hauptachse liegen, denn dann
schneiden sich die beiden in 0, und 0,’ auf den beiden Haupt-
schnitten senkrecht stehenden GGeraden und alle Strahlen des Biischels
miissen durch den Schnittpunkt hindurchgehen, um beide Geraden
zu schneiden. »

Ein besonderer Fall dieser Art Brechung ist die Brechung eines
senkrecht auf eine oder mehrere Zylinderflichen auffallenden Biischels,
wenn die Erzeugenden der Zylinderflichen in zwei durch die Achse
gehenden und aufeinander senkrecht stehenden Ebenen — den
Hauptschnitten der vorigen Entwicklung — liegen. Setzen wir
voraus, die Zylinderflaichen seien gerade Kreiszylinder, so ist der
Krimmungsradius jeweilen in dem einen Hauptschnitt unendlich
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groff, wihrend er in dem andern gleich dem Radius des Zylinders
ist. Man hat also nur in jedem Hauptschnitt ein System von Geraden
und Kreisen zusammenzusetzen, um die Wirkung des ganzen Systems
in jedem der beiden Hauptsehnitte zu {ibersehen. Dureh den
LipricHschen Satz wird die Brechung einer beliebigen Geraden auf
die Brechung ihrer Projektionen auf die Hauptschniite zurtickgetiibrt.

Viel verwickelter werden die Verhiltnisse, wenn der Haupt-
strahl die verschiedenen Flidchen zwar noch senkrecht schneidet, die
Hauptschnitte der aufeinander folgenden Flichen aber nicht mehr
zusammenfallen. Wir behandeln, wie unsere Vorgénger, nur den
Fall unendlich diinner Systeme.

B. Die Zusammensetzung
zweier unendlich diinner Systeme doppelter Kriimmung, deren
Hauptschnitte nicht zusammenfallen.®)

Wir setzen voraus, dal die Hauptachse auf séimtlichen brechenden
Flachen senkrecht steht und daf die Scheitel aller Flichen sich
unendlich nahe liegen. Die Flichen des ersten Systems sollen alle
unter sich dieselben Hauptschnitte haben, ebenso die Flichen des
zweiten Systems; es seien aber die Hauptschnitte des ersten Systems
von denen des zweiten verschieden. Wir denken uns in jedem der
beiden Hauptschnitte, sowohl des ersten als des zweiten Systems,
die Zusammensetzung aller Einzelabbildungen zu einer Abbildung
ausgefithrt, so daf schlieBlich nur zwei unendlich diinne Systeme
ohne Abstand vorliegen, welche zusammenzusetzen sind, wenn diese
Zusammensetzung mdoglich ist. f,/," seien die Brennweiten des ersten
Systems in dem einen willkiirlich als ersten bezeichneten Haupt-
schnitte; ¢,, ¢," in dem zweiten. Weil die Scheitel aller Flichen
zusammenfallen, fallen auch ihre Hauptpunkte zusammen. Die
Koordinaten der Brennpunkte inbezug auf den gemeinsamen Scheitel
sind also gleich den negativ genommenen Brennweiten. Die auf
der Hauptachse im gemeinsamen Scheitel S sdmtlicher Fliachen senk-
rechte Ebene wollen wir die Hauptebene nennen. Ihre Punkte sind
den Objekt- und Bildriumen beider Systeme gemeinsam.

‘Wir fithren drei Koordinatensysteme ein, deren x-Achsen sidmtlich
mit der Hauptachse des Biischels zusammenfallen, wihrend die y-
und z-Achsen verschieden orientiert sind. Koordinatenursprung ist

*) Literatur: R. STRAUBEL (1.); S. P. THOoMPSON (1.); 1. D. VAN DER PLAATS
(1.); R. I. SowTER (1.).
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fir alle Systeme der Scheitel S. Ein erstes System X, Y, Z dient
als Grundsystem, auf welches die andern Systeme bezogen werden.
Die beiden andern Koordinatensysteme sind den beiden optischen
Systemen eigenttimlich, indem
ihre xy- und xz-Ebenen mit den

L Hauptschnitten dieser Systeme zu-
v sammenfallen. Diese Hilfssysteme
mogen, wie die optischen Systeme,

VA die Indices 1 und 2 tragen. Ein

Lichtstrahl wird im Grundsystem be-
stimmt durch die Koordinaten Y, Z
des Punktes, in welchem er die
Hauptebene schneidet, und durch
die unendlich Kkleinen Winkel U,
5 W 7 ¥, welche seine Projektionen auf
Fig, 51. die XY- 1}nd XZ—Ebenen mit der
SM,—Y; M,B—2Z; SMy—y,; X—"Achse (imschheﬁen. Y1 , 2y, Uy, Uy
M,B=z, mogen fir das erste Hilfssystem
Zur Ableitung der Transformationsformeln. entsprechende Bedeutung haben
und es sei ¢, der Winkel, welcher
die x,y,-Ebene (die Ebene des ersten Hauptschnitts des ersten
Systems) mit der Grundebene XY einschlieft. Dann gelten die
folgenden Transformationsformeln, welche 1in bekannter Weise
unmittelbar aus der obenstehenden Fig. 51 abzulesen sind:

Y= Ycosey -+ Zsing, (29)
2z, =—Ysina, 4+ Zcosa,

Y=y, c.os o, —28sinq, (30)
Z =y, sina, -}-2, cos o,

Ganz éhnliche Formeln bestehen auch fiir die Winkel U, V, u,, v,,
weil diese Winkel nach Voraussetzung unendlich klein sind. Be-
schreiben wir, um dies einzusehen, um den Ursprung eine Kugel
mit dem Radius 1 und ziehen durch ihren Mittelpunkt § eine Parallele
zum Lichtstrahl. Es sei 4 der Punkt, in welchem diese Parallele die
Kugel schneidet. Das Stiick der Kugel, auf welchem alle Punkte 4
liegen, kann als eine zur x-Achse senkrechte Ebene betrachtet
werden, weil der Punkt 4 der x-Achse unendlich nahe liegen muf.
U, V resp. u;, v; sind daher die rechtwinkeligen Koordinaten des
Punktes 4 inbezug auf ein ebenes Koordinatensystem, dessen Ursprung
in dem Punkte liegt, in welchem die x-Achse die Kugel schneidet
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und dessen Achsen der Y, Z- resp. y,z -Achse parallel laufen: es
gelten somit tiir die Winkel U, V, u,, v, den Gleichungen (29) und (30)
ganz analoge Formeln:

uw,= U, cos e, -+ 7, sin al} (31)
v, =—U, sin ¢; -+ V, cos

U, =u, cos ¢, — v, sin ¢, } (32)
Vy==u, sin ¢, -} v, cos a,

In diesen Gleichungen sind die Werte, welche den Winkeln
U und V vor der Brechung an der ersten Fliche zukommen, mit
U,, V, bezeichnet.

Da die x,y,- und x,z,-Ebene Hauptschnitte des ersten Systems
sind, so gelten fiir die Projektionen des Lichtstrahls auf diese Ebenen
die allgemeinen Abbildungsgesetze. Es seien x,x,’ die 2-Koordinaten
des Punktes, in welchem die Projektion des Lichtstrahls auf die
x,y,-Ebene vor resp. nach der Brechung durch das erste System
die z-Achse schneidet: dann ist nach Formel (29) S. 111, weil beide
Hauptpunkte mit dem Koordinaten—Ursprung zusammenfallen :

fl —I" r _I_ 1=0.
Es ist aber
u, = Y1 ; ullzi/‘l;,
X, X,
also:
fi% +f1’“1'+y120’
oder, da fo:fy =—mny:n,

'”1 Uy —'n1“1+n1 f
1

Fir den zweiten Hauptschnitt erh#lt man in #hnlicher Weise:

z

[ 1
n v, = —I— ny ——g
1

‘Wir miissen nun wieder zum Koordinatensystem X, Y, Z zuriick-
kehren. Die Koordinaten Y, Z des in der Hauptebene gelegenen
Durchstopunktes #ndern sich bei der Brechung nicht, es handelt
sich daher nur darum, die Winkel U,'V," des gebrochenen Strahls
aus w,'v," abzuleiten. Fiir diese Winkel gelten den Gleichungen (32)
analoge Transformationsformeln:
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U, =u, cos e, —v, sin ¢, (33)
V,=u,'sin ¢, v,  cos e,

Setzen wir in diese Gleichungen die eben gefundenen Werte
tir », und v," ein und fiilhren mittels der Gleichungen (31) und (29)
tir u,, v,, y, und 2z, die Groflen Uy, V;, Y, Z ein, so erhalten wir:

U/ = nl (U -+ Y<OOS “ +— sin a1> -+ Zsin q, cos ¢, ( ! >1
fi  9./]
v

= Y {Vl + Ysina, cos ¢, <i— i) +Z (sm hp == o oc1>-]
n fi 9 4
Durch diese Gleichungen und die Koordinaten Y, Z seines Durch-
stoBpunktes ist der aus dem System 1 ausfahrende Lichtstrahl voll-
stindig bestimmt.
Fiir den Durchgang durch das zweite optische System haben
wir bei analoger Bezeichnungsweise folgende Formeln:

.
U, — [U 4 Y<OOS Gy + sin” a2> ~+ Zsin ¢, cos ¢, <f gl >J|
2 2

(34)

(35)

V= [V - Y'sin , cos u2< i) +Z (Sm % +O*OS ar,ﬂ
) fo 0

Geht ein Lichtstrahl nacheinander durch beide Systeme hin-
dureh, so ist U,="U,’, V,=7,'; setzen wir demgemif in die vorigen
Gleichungen die fiir U," und V," bestimmten Werte aus (34) ein, so
erhalten wir:

1 1
U= nl 1—|— M Y(OOS Sy sin a‘)—{—ﬁ%— Zsing, cose, (*w*)
i Mo fi 9

cos®a,

1 1
Z sin ¢, c0S ay <— — —>

Ny SH]" [25% n,
R e
o5 = + -5 s

2 fo 2 Ry

1
V, = nl V —|— Ysmalcosal(; ~g>—|— <sm a1+cos a1>
1 1

(36)

n, 1 iy (sin 0ty cos ‘3‘i—l>
+n2 Ysinq, cosa2<fo gg>+ - Z f -+ .
Man kann sich nun fragen, ob es nicht méglich wére, ein un-
endlich diinnes System zwischen die Medien #, und n,’ einzuschalten,
welches fiir alle Lichtstrahlen, d. h. fiir alle Werte von Y, Z, U, V,
dieselbe Wirkung hiitte, wie die beiden Systeme 1 und 2. Es seien
f und ¢ die ersten Brennweiten dieses hypothetischen Systems, « der
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Winkel, welchen sein erster Hauptschnitt mit der XY-Ebene ein-
schlieft. Fiir dieses System wiirden die Gleichungen gelten:

62
U, = M [U + Y(cos ¢y SH; a) —}—Zsinacosa(?—%)“

A }’T:; {Vl + Ysingeosa <% — %) 4z <,SBL‘E + oS a)] [

und es miiten fiir alle Werte von U, V,,Y, Z die Gleichungs-
systeme (36) und (37) dieselben Werte ergeben. Das wird der Fall
sein, wenn die folgenden drei Gleichungen erfiillt sind:

cos?q, , sinq cos®q, , sina, cos®a  sina
(G M) (S50 S0, (con 0 S04} (ag)

(37)

f
. 1 1
n, sin e, cos ¢, (Tl — !7) -+ n, sin ¢, cos a, <f2 g2>
) 1 1
=, sin ¢ cos @ (—f— — -97> (39)
02 2 02 2 2
0y (sm]ocl _0_031&3) T, (su[;(‘2 ag_l_cozza?):’ll(smf o:_l_cos a) (40)

Das sind drei Gleichungen zur Bestimmung der drei Unbekannten q,
f und g. Die Losung wird also im allgemeinen moglich sein.
Wir setzen zur Abkiirzung
n n n f n n
?11":931’ ?i:w15 'i':‘pe’ gZZ%; 7%:‘;0’ j:w
und bezeichnen diese Groflen als die Stiirken der Systeme in den
betreffenden Hauptschnitten. Wenn das erste Medium der drei
Systeme Luft ist, fallt diese Definition mit der fir die Linsen ge-
brauchlichen zusammen.
Durch Addition von (38) und (40) erhélt man:

Ottt ve=ty. (41)

Durch Subtraktion derselben Gleichungen:

(‘?91 —,) cos 2a, - (%—%) oS 2 ¢ty == (p—w)cos2a. (42)

Diese Gleichung kombinieren wir mit der Gleichung (39), welche
wir in folgender Form schreiben:

(@, —wy)sin 2¢; 4 (@, — y,) sin 2a, = (p—y) sin 2a,

indem wir jede der beiden Gleichungen quadrieren und die Quadrate
addieren:
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(=) (e wo)* 2 (@1 — 1) (Pa— o) cO8 2 (@ — ) = R*=(p—)".

Da die linke Seite durch Summation zweier Quadrate entstanden
ist, ist sie stets positiv; wir erhalten also fiir ¢ — vy stets einen reellen
Wert +R. Aus ¢ —vw und ¢ -}y ergeben sich unmittelbar ¢ und
v und, wenn diese Grofien bekannt sind, 2¢, namlich:

p=(p,+v, + o, +v,+R):2 (48)
W=<¢1+W1+¢2+W2—R):2 (44)

. 1 . .
sin 2= [(,— ) sin 2a, + (g, — ) sin 2] (45)

1
cos2a== 7 [((P1 - 1/’1) cos 2ay + (‘Pe - "/’2) cos 2 052] (46)

WO

B = (¢, — v, + (s — )"+ 2 (9, — 1) (o — p) €08 2 (@, — @y) (47)

ist.

Setzen wir — R fiir B, so nimmt ¢ den vorher fiir y giiltigen
Wert an, und zugleich &ndert sich ¢ um 90° Es wird also einfach

Vs

2

/4
Fig. 52.

KM=¢,—vy,;; MN=g¢,—vy,; KN=R.

Zur Konstruktion der Zylinderkomponente und des

‘Winkels, welchen dieselbe mit der Y-Achse einschlieBt.

der vorher erste Haupt-
schnitt zum zweiten und um-
gekehrt, wir erhalten keine
neue Losung.

Rund « lassen sich auch
leicht geometrisch konstruie-
ren (Fig. 52). Man zeichne
in der YZ-Ebene eine Strecke,
welche mit der Y-Achse den
Winkel 2¢, bildet, und trage
auf derselben (@, —1,) ab.
Im Endpunkt dieser Strecke
zeichne man eine zweite
Strecke (g, —¥,), welche mit
der Y- Achse den Winkel 2¢,
bildet. Verbindet man den
Ursprung mit dem Endpunkt

dieser zweiten Strecke, so ist die Lénge der Verbindungsgeraden
gleich R und der Winkel, welchen sie mit der Y-Achse einschlieft,

ist gleich 2a.

Wie man zwei Systeme auf diese Weise zu einem resultierenden
zusammensetzen kann, so kann man umgekehrt auch ein gegebenes
System in zwei zerlegen und zwar natiirlich auf unendlich mannig-
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fache Weise. Wir wollen, um die Bedeutung der Gréfc R hervor-
treten zu lassen, das resultierende System ¢, y in eine Kugel und
cine Zylinderfliche zerlegen, was, wie der Erfolg zeigen wird,
moglich ist. Die Kugelfliche habe die Stirke ¢,=vy, ==x. Die
Starke der Zylinderfliche seci in dem cinen Hauptschnitt Null, in dem
andern . Diesen letzteren Schnitt betrachten wir als den ersten
Hauptsehnitt, er bilde mit der XY-Ebene den Winkel g, Setzen
wir diese Werte in die Gleichungen (43)—(47) ecin, so erhalten wir,
mit R beginnend:

R=+0 a=f; =2+ y==x (48

(Die Losung R=—{ ist wicder nur formell verschieden.)

Unser R ist also nichts anderes als die Stirke der Zylinder-
flache. « ist der Winkel, welchen der zu den Erzeugenden senkrechte
Hauptschnitt der Zylinderfliche mit der XY-Ebenc bildet. R konnte
also die Zylinderkomponente des optischen Systems genannt werden,
¢« ihr Winkel mit der Y-Achse und vy die Kugelkomponente.

Zur Erklarung der vorigen Formeln mége die STOXEssche Linse
kurz behandelt werden. Diese Linse besteht aus zwei gleich starken
einerseits plancn, anderseits gekriimmten Zylinderlinsen von entgegen-
gesetztem Vorzeichen, welche mit ihren ebenen Seiten aufeinander-
gelegt werden. Dic optische Achse denken wir uns senkrecht auf
allen Flichen des Systems, sie schneide also die geometrischen
Achsen der Zylinderflachen rechtwinkelig. Die Zylinderlinsen kénnen
um die optische Achse gegencinander gedreht werden; y sci der
Winkel, welchen dic auf den Erzeugenden senkrechten Hauptsehnitte
in einer beliebigen Lage miteinander bilden. Wir betrachten beide
Linsen als unendlich diinn und nehmen an, ihr Abstand seci ver-
schwindend klein. ¢, sei dic Stirke der positiven, @,=—¢, die
der negativen Linse. 1, und w, sind gleich Null. Wir legen die
XY-Ebene, so daB sic den Winkel y halbiert, dann ist
14 7
5, Oy == —"1"

oy ==- p

Dic Zusammensetzung der beiden Linsen nach den Formeln (43)—(46)
ergibt:
R=-+2¢,siny, a=145°.
Ferner wird nach (48):

=@, 8 y.

Optik. 13
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Die StoxkEessche Linse ist also einer Linse &Aquivalent, welche
eine sphirische Fliche von der Stirke — ¢, siny und eine Zylinder-
fliche von der Stirke =4 2 ¢, sin y besitzt. Das Azimut des Zylinder-
anteils ist +45% gegen die Gerade geneigt, welche die Winkel der
beiden Hauptschnitte der Zylinderlinsen halbiert, #ndert sich also
nicht — entgegen einer Behauptung von S. P. THOMPSON (1. 324) —
wenn die Halbierungslinie der Hauptschnitte im Raum fest bleibt.
Fallen die Hauptschnitte zusammen, so sind y, R und 2 gleich Null,
mit wachsendem y wichst der absolute Wert des Zylinderanteils,
zugleich aber auch der des Kugelanteils.

4. Die anamorphotische Abbildung.

Unter einer anamorphotischen Abbildung versteht man eine
Abbildung, bei welcher die Vergrofilerung je nach der Richtung, in
welcher sic gemessen wird, verschiedene Werte hat.

ABBE (7)) hat eine Reihe auf diese Abbildung beziigliche Sitze
aufgestellt, von welchen wir hier einige — freilich nicht in der
Allgemeinheit, welche ihnen ABBE gegeben hat — beweisen wollen.
Wihrend ndmlich nach ABBE die folgenden Sitze ebenso allgemein
giiltig sind, wie die STURMschen Sitze, macht unser Beweis fol-
gende beschrinkende Voraussetzungen:

Alle Strahlen, welche bei der Abbildung mitwirken, sollen
einem Strahle ¢ unendlich nahe liegen. Dieser Strahl mdoge, nach-
dem er alle Flichen des Systemes durchlaufen hat, mit a’' bezeichnet
werden. Dann setzen wir voraus, daf zwei aufeinander senkrecht
stehende Ebenen durch a auf zwei aufeinander senkrechte Ebenen
durch o’ nach dem im ersten Kapitel statuierten Gesetzen abgebildet
werden. Wir setzen ferner voraus, da$ die Projektionen entsprechender
Strahlen auf diese Ebenen selbst entsprechende Strahlen sind.

Diese Voraussetzungen sind, wie wir auf S. 182/183 gezeigt
haben, erfiillt, wenn bei der Brechung an einer doppelt gekritmmten
Flache der Strahl a in einem der beiden seinem Einfallspunkt zu-
geordneten Hauptschnitte der Fliche liegt. Geht der Strahl ¢ durch
mehrere Fliachen hindurch, so wird unsere Voraussetzung erfiillt,
wenn er immer in einer Ebene bleibt und diese Ebene ein Tan-
gentialschnitt sédmtlicher Fldchen ist. (Tangentialschnitt im Sinne
der auf Seite 182 gegebenen Definition.) Tangential- und Sagittal-
schnitt im ersten Medium werden dann sukzessive durch alle Flichen
schlieBlich auf Tangential- und Sagittalschnitt des letzten Mediums
abgebildet.
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Wir bezecichnen die beiden zueinander rechtwinkeligen Ebenen,
fiir welche Abbildung stattfindet, als Hauptschnitte und unterscheiden
sie durch die Indices 1 und 2. Das erstc Medium heiit Objekt-,
das letzte Bildraum. Die auf den Bildraum beziiglichen Buchstaben
werden mit Akzenten belegt.

O sei der Scheitel eines Strahlenbiischels des Objektraumes.
O, und O, scien dic Projektionen von O auf die beiden Haupt-
schnitte. 0, und O,’ seien dic Bilder dieser Projektionen. Im
Bildraum gehen die ersten Projektionen aller Strahlen des Biischels
durch O/, dic zweiten durch O,’. Alle Strahlen des Biischels gehen
also durch zwei auf den Hauptschnitten in O," resp. 0," senkrechte
(Gerade — die STurRMschen Brennlinien — hindurch. Im allgemeinen
liegen O," und O," und somit auch dic beiden Brennlinien in zwei
verschiedenen Normalebenen zu a/, das Biischel ist im Bildraum
astigmatisch. Es wird homozentrisch oder ,,stigmatisch®, wenn die
beiden Punkte 0," und O, in derselben Normalebene zu o' liegen,
so daB sie als die Projektionen cines Punktes O’ angeschen werden
konnen. In diesem Fall, und nur in diesem Fall wird der Punkt
O scharf im Punkte O' abgebildet. O und O’ bilden ecin Paar
stigmatischer Punkte.

Es ist leicht zu sehen, daB, wenn O und O’ stigmatische Punkte
sind, alle Punkte welche in einer Normalebene zu a durch O liegen,
ebenfalls stigmatisch auf cine Normalebene zu a' durch O abge-
bildet werden. Die stigmatischen Punkte liegen also in Normal-
ebenen zur Achse. Diese stigmatischen Ebenen allein werden scharf
abgebildet. Wenn wir uns also nur mit seharfen anamorphotischen
Abbildungen beschiiftigen wollen — und das wollen wir hier in
der Tat tun — haben wir zun#chst die stigmatischen Ebenen auf-
zusuchen, denn nur in diesen kann eine solche Abbildung stattfinden.
Es gentigt hierzu die stigmatischen Punkte auf den Achsen a und
&' zu bestimmen.

4, A' sei ein Paar solcher Punkte. Es seien F; und F,’ Objekt-
und Bildbrennpunkt im ersten, F, und F,’ im zweiten Hauptschnitt.
fis 1y Ty 1, scien dic entsprechenden Brennweiten. Wir setzen:

F F,=d F/'F)=da
F 4 =y F'A =y
F,A =1y, F/A =y,
dann ist:
L, =1y —d
g‘z, — Elr —q
13*
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und nach den Abbildungsgesetzen:
Lo =hHf
Loty =fofy-

Wenn nicht gleichzeitig d und d’ verschwinden oder die eine oder
beide Abbildungen teleskopisch werden, so bestimmen diese vier
Gleichungen die 4 Unbekannten g,, gl', Lo, L und man erhilt:

d —

L :E<Aivo)

' a’ -1/

L = §<A+ VC)

d —

La Y (B+VO0)

[ d’ —a/

L, = E(B —%VC)

wo zur Abkilirzung gesetzt ist:
A=m, —m, 41

o — 1
C=(my—my+ 1> —4dm, = (m; —m,—1)>—4dm,

B=m, —m

Ly
ml=~$dl,
!

1n2=%-.

Je nachdem C positiv, null oder negativ ist, erhilt man zwei,
einen oder keinen stigmatischen Punkt. ¥s bleibt noch der vorher
ausgeschlossene Fall d=d'=0 zu untersuchen. (Die Fille d=10
oder d'==0 sowie die teleskopische Abbildung lassen sich auf den
allgemeinen Fall zuriickfithren). Ist d==d"=0, so wird

L=1 Lo =1
also

Lol =11,

Da nun aber r,r,/=/f,’ und 5,1,/ =/,f, ist, so konnen in
diesem’ Fall stigmatische Punkte nur vorhanden sein, wenn f, f,'=f, 1’
ist. Ist diese Bedingung erftillt, so sind aber alle Punkte stigma-
tische Punkte. Der Fall f1f1’><f2f2’ fithrt aut den schon oben auf-
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gezdhlten Fall, daf keine stigmatischen Punkte existieren; als neuer
vierter Fall kommt also nur noch der hinzu, daf alle Punkte der
Achse und somit des ganzen betrachteten (fadenfdrmigen) Raumes
stigmatische Punkte sind.

Fiir die scharfe Abbildung sind nur die drei Félle stigmatischer
Abbildung von Bedeutung. Wir wollen sehen, ob in diesen Féllen
anamorphotische Abbildung vorkommen kann. Es seien S, und §,
die Vergrofierungen fiir ein stigmatisches Punktpaar im ersten resp.
zweiten Hauptschnitt. Wir bezeichnen nach ABBE als Distortions-

koeffizienten u das Verhiltnis Ee‘ dieser Vergroferungen. Nach den

1
allgemeinen Abbildungsgesetzen ist:
1o f,
=%, Bf=",
Ly Ly
also
R )
By 1L
In dem Fall d=da'=0, f,f, =/f, wird, da immer f,:f,'="7,:f,
=—n:,
somit f, =-+1,, und da iberdies r, =1, ist:
p=1.

Es ist keine Verzerrung vorhanden; die VergréBerung ist nach
allen Richtungen dieselbe. Dieser Fall entspricht der gewd&hnlichen
Abbildung durch sphérische Flachen, welche auf der Achse senk-
recht stehen.

Wenn d und d’ nicht gleichzeitig verschwinden, so gelten die
oben fiir p,, gl', Lo gg' abgeleiteten Werte, wir haben zwei stigma-
tische Punkte. (Fiir C==0 fallen die Punkte in einen zusammen.
C negativ wird nicht weiter betrachtet, weil es keine stigmatische
Abbildung zuliBt.) Fiir das eine Punktpaar gilt das obere Zeichen
von VC, fiir das andere das untere. g, sei der Distortionskoeffizient
fiir das erste, u, fir das zweite Paar, dann ist:

W BATVC g 4-Ve
ThBRve BT By
CLEAR—C  fPam AR
Ml = p BTG T (2 am, (Rt

also:
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' 2
f,l f1,:£,1— ist. Die beiden Distortions-
lofy 1o
koeffizienten sind also reziprok. Wenn fiir das eine stigmatische
Punktepaar die Vergréferung nach der Richtung des ersten Haupt-
schnittes ¥mal grofer ist als nach der Richtung des zweiten Haupt-
schnittes, so ist sie fiir das andere Paar im ersten Hauptschnitt
vmal kleiner als im zweiten Hauptschnitt.

Wenn C=0 ist, so wird u, = u,: Wenn nur ein stigmatisches
Punktepaar vorhanden ist, ist die Vergréferung in demselben nach
den zwei Hauptrichtungen und somit nach allen Richtungen dieselbe.

Umgekehrt ist u, = u,, so existieren nicht 2, sondern nur 1
stigmatisches Punktepaar (wenn nicht d=d'=0 ist und unendlich
viele stigmatische Punkte existieren). Denn die Bedingung u, = u,
gibt vereinfacht:

dieser Wert ist aber -1, weil

24VC=2BYC.

Da nun 4 nicht gleich B ist, kann diese Bedingung nur durch
C=0 ertiillt werden (C==00 der Fall der teleskopischen Systeme
148t sich aut den allgemeinen Fall zurtickfiihren, er mufl mit den fir
diese Systeme giiltigen Abbildungsgleichungen untersucht werden,
worauf wir hier nicht néher eingehen konnen, wir wollen nur noch
bemerken, daf als der Distortionskoeffizient fiir ein stigmatisches
Punktepaar, dessen Bildpunkt im Unendlichen liegt, das Verhiltnis

! !
ig—ug, :i,=ﬁ anzusehen ist). Wird C==0, so ist aber nur ein
tg uy fa fa
stigmatisches Punktepaar vorhanden.

Zusammenfassend koénnen wir also sagen: Stigmatische Ab-
bildung findet entweder im ganzen (fadenférmigen) Raum oder nur
fir ein oder zwei diskrete Ebenenpaare statt. In den zwei ersten
Fallen ist die VergroBerung nach allen Richtungen dieselbe. Im
letzten Fall ist immer Distortion vorhanden. Ist der Distortions-
koeffizient fiir das eine stigmatische Punktepaar », so ist er fiir
das andere 1/.

b. Historische Notizen.

A. Uber die HELMHOLTZsche Gleichung.

SMiTH (1. L. 111. 3. 1. 338) kam, wie RAYLEIGH (3.) hervorhebt, zuerst auf
einen Spezialfall der HeLMHOLTZSchen Gleichung., Er leitet ihn aus dem
S.154 wiedergegebenen CorEsschen Satz ab. Aus der in bezug auf Objekt und
Auge symmetrischen Form dieses Satzes folgt unmittelbar, da8 die scheinbare
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Entfernung des Objektes vom Auge dieselbe bleibt, wenn Objekt und Auge
ihre Platze vertauschen. Aus diesem ersten Korollar leitet dann SMITH mit
Hilfe einiger Proportionen das folgende zweite Korollar des CoTEsschen Satzes
ab: Wenn ein Objekt durch beliebig viele Linsen betrachtet wird, so verhalt
sich die Breite des Axialbiischels, wenn es auf das Auge fillt zu der Offnung
des Objektglases, wie die scheinbare Distanz des Objektes (vom Auge) zu
seiner wahren Distanz vom Objektglas; also in Fernrohren, wie die wahre
GroBe des Objektes zu der scheinbaren.

Axialbiischel (principal pencil) ist das Biischel, welches von dem auf der
Achse liegenden Punkte des Objektes ausgehend das ganze Objektiv erfillt.
Die wahre GroBe des Objektes ist der Sehwinkel, unter welchem das Objekt
dem freien Auge erscheint, die scheinbare GroBe der Winkel, unter welchem
es durch das Imnstrument hindurch gesehen wird.

Der zweite Teil des Korollars ist identisch mit dem Satze LAGRANGES,
welcher HELMHOLTZ veranlaBt hat, sein Gesetz nach LAGRANGE zu benennen.
LAGRANGE (1. 2) hat zwei Abhandlungen tber den in Frage stehenden Gegen-
stand verfaft. Die erste im Jahre 1778, die zweite 1803. Die erste wird
ausdriicklich geschrieben, um den von SmiTH tberlieferten Coresschen Satz
mit andern von EULER abgeleiteten Sitzen in Zusammenhang zu bringen.
Damals hatte LAGRANGE wohl die SmirEsche Optik in Hinden, er zitiert Buch
und Kapitel. 25 Jahre spiter aber schlof er offenbar unmittelbar an seine
frithere Abhandlung an und baute auf derselben weiter, ohne sich zu erinnern,
daB Smrre die von ihm, LAGRANGE, jetzt gezogenen Folgerungen auch schon
gefunden hatte. SmiTH gebiithrt also unzweifelhaft die Prioritdt. Sie gebithrt
ihm um so mehr, als, wie RAYLEIGH weiter ausfithrt, SyiTa die Folgerungen aus
dem Korollar vollstdndiger gezogen hat, als LAGRANGE. Denn wihrend La-
GRANGE geradezu behauptet, die Helligkeit des Fernrohrs sei immer der des
freien Auges gleich, hatte SmiTH schon gesehen, daB, wenn die Pupille des
Auges groBer ist als die Austrittspupille des Instrumentes, die Helligkeit des
Fernrohrs sich zu der des freien Auges verhilt, wie die Grofe der Austritts-
pupille zur Grofe der Augenpupille. Man muB also die Gleichung nuy=n'u'y
entweder die SmitrH-HeLMHOLTZsche Gleichung oder kurzweg die HELMHOLTZ-
sche Gleichung nennen. Das letztere scheint mir berechtigt, weil erst HeLm-
HoLTz dem Satze die jetzt allgemein gebrauchliche Form gegeben hat. Er
bewies ihn iberdies fiir ein beliebiges Paar konjugierter Punkte, wiahrend bei
SmitH und LAGRANGE der Satz auf bestimmte Punkte beschriankt blieb.

Uber weitere Verallgemeinerung des HeLMHOLTZschen Satzes berichtet
RAYLEIGH in der zitierten Abhandlung.

B. Uber den Astigmatismus.

Schon BARROW (2. V.w. XITT) betrachtet schief auf die Ebene und die
Kugel fallende Strahlen, bestimmt durch Konstruktion die entsprechenden
gebrochenen Strahlen und sucht die Bildpunkte, welche den auf den ein-
fallenden Strahlen gelegenen Objektpunkten entsprechen. Seine ganze Betrach-
tung beschrinkt sich auf die in der Einfallsebene verlaufenden Strahlen, fiir
diese wird aber die Aufgabe schon vollstindig gelost. Interessant ist die Art,
wie Barrow den Bildpunkt findet. Bei der Brechung eines Lichtbiischels an
der Ebene nimmt er an, der Mittelpunkt des Auges liege auf einem bestimm-
ten gebrochenen Strahl, wir wollen ihn den Hauptstrahl nennen, und die Pu-



200 Culmann, Die Realisierung der optischen Abbildung.

pille stehe auf diesem Strahle senkrecht. Er untersucht dann, wo die dies-
seits und jenseits des Hauptstrahls die Pupille treffenden Strahlen des ge-
brochenen Biischels den Hauptstrahl schneiden, und findet, daB sie es innerhalb
zweier Strecken tun, die diesseits und jenseits eines Punktes Z liegen, welchen
er zu konstruieren lehrt.

Der Kleinheit der Pupille wegen konne dieser Punkt Z, in dessen Nihe
alle ins Auge gelangenden Strahlen den Hauptstrahl schneiden, als Bildpunkt
angesehen werden. Der Bildpunkt falle nicht mit dem Punkte K zusammen,
welchen der senkrecht auf die Ebene fallende Strahl aus den Hauptstrahl
herausschneide. Es sei aber gar kein Grund vorhanden, diesen Punkt K, wie
man es bisher getan, als Bildpunkt anzusehen, denn von ihm und von seiner
Umgebung gelange, wenn das Auge nicht gerade auf dem senkrecht einfallen-
den Strahl liege, nur ein einziger Strahl, nimlich der Hauptstrahl selbst ins
Auge, wihrend alle anderen wirklich ins Auge gelangenden Strahlen von der
Umgebung des Punktes Z ausgingen. — Bei der Behandlung des Kreises wird
der Bildpunkt Z schon als Schnittpunkt zweier vor der Brechung unendlich
naher Strahlen gefunden (duorum incidentium sibi quam proximorum con-
cipiantur refracti etc.). Die Regel, welche BaRrRow zur Bestimmung dieses
Schnittpunktes gibt, liefert in unsere Zeichen iibersetzt eine mit (16) auf 8. 162
dquivalente Gleichung. Neben dieser Regel gibt BARrROW noch zwei Kon-
struktionen des Bildpunktes, deren eine ihm von einem Freunde — wahrschein-
lich NEwToN, welcher ihm bei der Herausgabe seiner Optik behilflich war —
angegeben wurde. Ich glaubte etwas linger bei BARROW verweilen zu miissen,
weil eben dieser Autor beispielsweise von E. WiLDE (1.) nicht nach Gebithr
gewlirdigt worden ist. Die Art, wie er, unbeirrt um die bestehende durch
ALBAZENs Autoritdt gestiitzte Ansicht, nur die wirklich in das Auge gelangen-
den Strahlen zur Bestimmung des Bildes heranzieht, zeigt, daB er ein selb-
standig denkender Kopf war. Doch wenden wir uns nunmehr zu seinem
groBen Schiiler.

NewTON gebiihrt neben so vielen anderen gréferen Entdeckungen wohl
auch das nicht geringe Verdienst, den Astigmatismus aufgefunden zu haben.*)
Er betrachtet (2. Prop. VIII) fir die Ebene, (XXXII) fir die Kugel schief ein-
fallende, unendlich diinne rdumliche Strahlenbiindel und zeigt, daB auBler
den in der Einfallsebene gelegenen Strahlen nur noch die auf dem Seite 130
definierten Kegel gelegenen Strahlen sich in einem Punkte des gebrochenen
Hauptstrahles schneiden. Alle iibrigen Strahlen n#hern sich dem Hauptstrahl
irgendwo zwischen diesen beiden Grenzpunkten. Mit Hilfe einer Hypothese,
auf welche iibrigens NEWTON selbst kein grofies Gewicht legt, wird dann
untersucht, welcher Punkt der Bildstrecke als Ort des Bildes zu betrachten sei.

Um die Brennkurven aufzusuchen, bestimmt L'HOSPITAL (1. 106. u. 133) die
Lage der Bildpunkte im Tangentialschnitt fir die Reflexion und fir die
Brechung. Die fiir die Brechung gegebene Formel entspricht unserer Glei-
chung (16). Da, wie wir oben bemerkten, diese Formel schon implicite in der
von BarRrROW zur Bestimmung der Bildpunkte aufgestellten Regel enthalten
war, kann die Aufstellung der Formel nicht als etwas wesentlich Neues be-

*) Professor TscHERNING in Paris hatte die Freundlichkeit mich auf
Youngs und NEwroNs Verdienste um den Astigmatismus aufmerksam zu
machen.
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trachtet werden, ihr Beweis ist aber durch Einfuhrung der Differentialrechnung
viel einfacher geworden.

Smira behandelt die schief einfallenden Strahlen in einem besonderen
Kapitel (1. L. 160 ff. 3. 1. 415 f£). Im Text beschrankt er sich auf die Einfallsebene.
Der Astigmatismus wird, wie eine Art Kuriositdt, in eine Anmerkung ver-
wiesen (1. 2.82. 3.1.447), in welcher der auf die Ebene beziigliche NEwTONsche
Passus mit der Bemerkung wiedergegeben wird, fir die Kugel verhalte sich
die Sache shnlich. In der Einfallsebene bringt aber die Smrrasche Behand-
lung einen wesentlichen Fortschritt. Swmrra bestimmt Objekt und Bildbrenn-
punkt bei der schiefen Brechung an einer und mehreren Flichen und zeigt,
daB das Produkt ¢ 1 (natiirlich mit anderen Zeichen) der, Brennpunktsabstinde
des Objekt- und Bildpunktes auch bei der Brechung durch mehrere Flichen
konstant sei.

Das Verfahren, welches er zur Bestimmung des Wertes dieses Produktes
einschldgt, ist im Grunde genommen mit der Seite 118 gegebenen Zusammen-
setzung zweier optischer Systeme identisch. SmitH verfolgt nédmlich einen in
einem mittleren Medium m parallel zum Hauptstrahl verlaufenden Strahl vor-
und riickwarts bis in die duBersten Medien. Er erhilt so die #uBeren Brenn-
punkte F, und F,’ zweier Systeme, welche im Medium # zusammenstoBen.
Nennen wir F und F' die vorher von ihm ermittelten Brennpunkte des Ge-
samtsystems und O und O’ ein Paar entsprechender Punkte, so zeigt Smrrs,
daB das Produkt FO-F'0Q' dem Produkte F'F,-F'F,' gleich ist. FF, - F'F,
oder o ¢ ist aber gleich ff' S.114/115. Swmrru zeigt also, daB fir das Gesamt-
system r1r' = ff’ ist, wobei die Faktoren des Produktes ff’ freilich bei ihm
andere sind als bei uns, was aber, solange nur Punkte auf dem Hauptstrahl
betrachtet werden, unwesentlich ist.

. Der Nachweis, dab die NEwronsche Formel rt' = ff’ auch bei schiefer
Brechung an mehreren Flichen giiltig bleibt, muf als ein wichtiger Fortschritt
betrachtet werden, wenn auch die Giltigkeit einstweilen auf die Einfallsebene
beschrinkt bleibt.

Youxe beschiftigt sich zweimal mit schief auf die Kugel fallenden
Biischeln. 1801 (1. 27££)*) betont er die Wichtigkeit der NEwToONschen Ent-
deckung des Astigmatismus, zeichnet eine Reihe Querschnitte durch ein schief
gebrochenes, urspriinglich zylindrisches Biischel, gibt die von L’'HospiraL aufge-
stellte Formel zur Berechnung der tangentialen Schnittweite ¢, bestimmt
die Lage des tangentialen und sagittalen Brennpunktes Fy' und F/’, entdeckt
die perspektivischen Zentren K und C des Tangential- und Sagittalschnitts
und beschreibt zum ersten Male den Astigmatismus des Auges. Das tangentiale
Zentrum wird bereits durch die im Texte angefithrte Konstruktion gefunden,
welche spiter von Cornu (1) 1863 und LiepicE (2. r71) 1878 wieder aufge-
funden wurde.

1807 ergiinzt Youxa (3.) die Formeln durch Angabe der sagittalen Schnitt-
weite //, wendet, wie dies zum Teil auch schon 1801 geschehen war, die ge-
fundenen Formeln auf verschiedene Spezialfille, insbesondere unendlich dinne

*) Diese erste Abhandlung ist durch TscrersinGs Ubersetzung ins Fran-
zosische bequem zuginglich geworden. TSCHERNING gibt neben der Ubersetzung
des Originals die Formeln in der jetzt gebrauchlichen Zeichensprache und er-
ldutert den oft schwer verstindlichen Text Younas durch zahlreiche An-
merkungen.
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Linsen an, berechnet sogar fiir die gleichseitige bikonvexe Linse die axiale
Kriimmung der Bildflichen, welche einem unendlich entfernten Objekt im
Tangential- und Sagittalschnitt entsprechen, Ferner weist er, wohl als erster,
die Existenz der beiden Brennlinien nach. Bezeichnet man als Achse den
Strahl, welcher den leuchtenden Punkt mit dem Kugelzentrum verbindet, so
ist die erste Brennlinie der Kreis, welchen der tangentiale Schnittpunkt O,
bei der Drehung um die Achse beschreibt, wihrend die zweite Brennlinie mit
der Achse zusammenfillt. Youne weif auch schon, daf gewisse Linien am
Orte der ersten, andere am Orte der zweiten Brennlinie am deutlichsten
erscheinen, die Bezeichnung dieser Linien laft aber an Deutlichkeit zu
wiinschen iibrig. Endlich kennt YoUNG die aplanatischen Punkte des Kreises,

er erwihnt sie in der ersten Abhandlung und sagt in der zweiten, daB sie
’

auf dem mit dem Radius - 7 oum das Zentrum beschriebenen Kreis liegen.

Durch die Entdeckung des Astigmatismus des Auges war die Lehre vom
Astigmatismus, welche vor Youne mehr als eine Art Kuriositit galt, in die
praktische Optik eingetreten.

Einen weiteren wichtigen Schritt in dieser Richtung machte der Astronom
A1ry. Nachdem er (#) an dem einen seiner Augen, ohne von YoUNGs Ent-
deckung etwas zu wissen, Astigmatismus konstatiert hatte, beschiftigte er sich
eingehend mit diesem Fehler. Er lieB fiir sein, zugleich kurzsichtiges Auge
eine sphérisch zylindrische Linse schleifen, welche den Fehler vollstandig be-
seitigte; er (3.) untersuchte dann theoretisch, wie sich die verschiedenen
Okulartypen und ein fiir eine Camera obscura verwandtes Objektiv in bezug
auf den Astigmatismus verhalten. Als er seine Abhandlung schrieb, war er
wohl mit Younes Arbeiten noch nicht bekannt, er entwickelt Formeln, in
welche die trigonometrischen Funktionen nicht eingehen, indem direkt nach
steigenden Potenzen der Offnung entwickelt wird. Airy gibt fir die ver-
schiedenen Okulartypen neben der Distorsion den Betrag des Astigmatismus
und der Kriimmung an und erértert an der Hand numerischer Beispiele die
Vor- und Nachteile der verschiedenen Typen. Seine Formeln sind wenig iiber-
sichtlich, seine Arbeit war aber lange Zeit das Beste, was iiber Okulare vorlag.

Auf Youne und Airys Studien griindet sich CoppiNeroxns Darstellung in
seinem berithmten Lehrbuch (1), ATRYs Arbeiten sind indes viel vollsténdiger
wiedergegeben als die von Youxe und SmitH. CoppiNGTONs Hauptverdienst
ist eine tibersichtliche Darstellung, die durch eine durchsichtige Bezeichnungs-
weise und sehr schonen Druck unterstiitzt wird. Von CoppINeTON ging dann
die Lehre vom Astigmatismus in die groBeren englischen Lehrbiicher iber,
blieb aber auf dem Kontinent so gut wie unbeachtet. Mit ARy endigt, wie
mir scheint, eine erste Periode in der Geschichte des Astigmatismus, welche
sich im wesentlichen auf das Studium der an der Kugel gebrochenen oder
reflektierten Biischel beschrinkte. Ich habe diesen Abschnitt etwas ausfiithr-
licher behandelt, fiir die Folgezeit werde ich mich auf eine kurze Ubersicht
ttber die Literatur beschréinken, weil es mir nicht moglich war, alle in diesen
Zeitraum fallenden Schriften so genau zu studieren, wie es ihre gerechte
‘Wiirdigung erfordert hitte.

Eine zweite Gruppe von Schriften beginnt schon vor ARy mit MALUS (1.)
1808 und (2. 1811. Ich rechne zu ihr die Arbeiten von HAMILTON (L.—4.)
18241837, SoHULTEN (1.—4.) 1830—1838, SrurM (1) 1838 und (2.) 1845 und
KumMER (1.) 1860 und betrachte als das charakteristische Merkmal dieser Gruppe
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die groBe Allgemeinheit der Betrachtungen. Es werden an beliebig vielen,
beliebig gestalteten Flachen gebrochene oder noch allgemeiner, nur durch
analytische Gesetze definierte Biischel betrachtet und die Gesetze, denen sie
unterliegen, untersucht. Das mathematische Interesse tiberwiegt das optische.
Die Resultate dieser Arbeiten sind im ersten Kapitel behandelt worden. Einige
derselben beziehen sich nicht direkt auf den Astigmatismus, sind aber doch
fiir sein richtiges Verstindnis von Bedeutung. Besonders wichtig wurde fir
die Folge die im Ausdruck sehr klare Beschreibung der Konstitution allge-
meiner unendlich diinner Biischel, welche STurRM (2. 554) gab. Sie ging in alle
groferen Lehrbiicher iiber, wihrend die weitergehenden, aber schwer zuging-
lichen Untersuchungen Hamiurons, und die verdienstvollen Schriften SCcHULTENS
nur wenig Beachtung fanden.

An diese Schriften schliefen sich in der zweiten Hilfte des Jahrhunderts
die folgenden an:

1857—1867 HermuOLTZ (1. 235). Allgemeine Sitze insbesondere iiber die
optische Linge mit Anwendungen auf das Prisma.

1857 und 1867 ReuscH () und (3.). XKlare Darstellung der wichtigsten
Eigenschaften schiefer Biischel.

1862 QuinckEe (1.). Experimentelle Verifikation der Sitze von KUMMER
an einer einfachen Linse.

1862 Mosius (5.). Geometrische Ableitung der KummERschen Sitze tiber
unendlich diinne Strahlenbiindel.

1863 Comrnu (1.). Einfacher Beweis der von ihm wiederentdeckten
Youneschen Sitze tiber die perspektivischen Zentren.

1868 REeuscH (4). Anschauliche Theorie der Zylinderlinsen, welche durch
Figuren in horizontaler und vertikaler Projektion unterstiitzt wird.

1873 und 1874 MAXWELL (4.) und (6.). Siehe Anm. S. 181/182.

1874 und 1878—1882 HErMANN (Z.) und (2.) s. S. 177.

1877 LipricH (2.) wichtige Abhandlung, in welcher nachgewiesen wird,
daf im Tangential- und Sagittalschnitt schief an der Kugel gebrochener
Buischel kollineare Abbildung stattfindet. Die Haupteigenschaften dieser
Biischel werden aus den Gesetzen der XKollinearitdt abgeleitet, wie MoBIUs
(4.) 1855 die Gesetze zentraler Biischel mit Hilfe der Kollinearverwandtschaft
entwickelt hatte.

Etwa gleichzeitig mit LippicH machte auch ABBE die im Tangential- und
Sagittalschnitt stattfindende Abbildung zur Grundlage seiner Theorie der
schiefen Biischel. Seine Theorie (seit den 70er Jahren in den Universitits-
vorlesungen gegeben, dann von CzAPSkI (3.) publiziert) wird aber durch die
Annahme, daB die Nebenachsen der Abbildung auf der Hauptachse senkrecht
stehen (s. 8. 171), bedeutend vereinfacht.

1879 Lreeic (3.). Elegante Sitze iiber in das Innere einer Kugel ein-
gedrungene und an ihrer Oberfliche mehrfach reflektierte unendlich diinne
Biischel, mit Anwendungen auf den Regenbogen.

1880 Nreuman~ (2.). Siehe Anm. S. 181/182.

1880 LEeroy (1.) griindet die Brechung an doppelt gekriimmten Flidchen auf
die Brechung an Kugelflichen. TUntersucht, welche Punkte des Raumes durch
ein unendlich kleines Element einer solchen Fliche stigmatisch abgebildet
werden. Alle Punkte, welche auBerhalb der Hauptschnitte des Flachenelements
(genauer seines Mittelpunktes) liegen, geben immer astigmatische Bilder. Nur
in den Hauptschnitten kénnen stigmatische Punkte vorkommen. Die Bedingung
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welche sie zu erfiillen haben, wird aufgestellt. — Die astigmatische Abbildung
von Kurven, die in Normalebenen zum Hauptstrahl liegen, wird eingehend
erortert, insbesondere der Fall der Geraden niaher untersucht — Anwendung
auf das Auge.

1883—1888 MATTHIESSEN (4. 5. 6. 7. 9. 10.). Uber den Inhalt geben die
im Literaturverzeichnis wiedergegebenen Titel geniigenden Aufschluf. Zu (20.)
s. Anm. S. 181/182.

1886 AxpersoN (1.). Nicht gesehen.

1887 HEATH (1. bis 3.). Gibt die Theorie der diinnen Biischel nach KuMm-
MER und MaxweLn. (Ich sah nur die 2. Auflage HEATH (3.)).

1888 (GARTENSCHLAGER (1.). Siehe S. 167.

1888? FrANKEL (1.). 8 stereoskopische Bilder zur Veranschaulichung des
Strahlenganges im astigmatischen Auge.

1888 GLEICHEN (1.). Brechung eines das SNeLLIUS-Gesetz nicht befolgenden
ebenen Biischels an einer Kurve.

1889 GrercHEN (2.). Hiibsche Darstellung der schiefen Brechung an der
Kugel und Ebene mit Anwendungen auf planparallele Platten und unendlich
diinne Linsen.

1891 Czapskr (2.). Verteidigt die von MATTHIESSEN (5.) und (10.) ange-
griffenen, auf dem Hauptstrahl senkrechten STUuRMschen Brennlinien.

1893 Czapski (3.69—s1). Theorie der astigmatischen Brechung nach ABBE.

1895 FoussErREAU (1.). Bestimmt die tangentiale und sagittale Schnitt-
weite fiir ein unter endlicher Neigung durch den Mittelpunkt einer unendlich
diitnnen Linse hindurchgehendes Biischel, sucht die Gleichungen der einer
achsensenkrechten Ebene entsprechenden tangentialen und sagittalen Bild-
flichen und bestimmt ihre Kriitmmungen auf der Hauptachse.

1898 STrAUBEL (Z.). Lost folgende Aufgabe: Ein unendlich kleines Stiick
einer doppelt gekriimmten Wellenfliche fsllt auf zwei unendlich diinne Zylin-
derlinsen: es wird die Lage und Gestalt der Wellenfliche nach dem Durch-
gang durch die Linsen gesucht. Vorausgesetzt ist, da8 die Hauptnormale
der einfallenden Wellenfliche mit den optischen Achsen der Zylinderlinsen in
eine Gerade zusammenfallen. An Hand der gefundenen Resultate wird unter-
sucht: 1. Unter welchen Umstinden sind die Hauptkriimmungsebenen der
‘Wellenflichen vor und nach dem Durchtritt durch die Zylinderlinsen einander
parallel? 2. Welche Bedingungen sind zu erfiillen, um die austretende Wellen-
fliche axial symmetrisch zu erhalten? Zum SchluB wird gezeigt, wie ein
System zweier Zylinderlinsen zur Untersuchung regelmiBig reflektierender
Fléichen verwendet werden kann.

1900 THOMPSON (1.). Zusammensetzung zweier schief gekreuzten Zylinder-
linsen zu einem einzigen optischen System mit einfacher graphischer Kon-
struktion.

1901 vax pER Praats (1.). Experimentelle und theoretische Untersuchung
itber das von einer Zylinderlinse entworfene Bild einer auf der optischen
Achse senkrechten Geraden. Bewegung des Bildes, wenn Objekt oder Linse
um die optische Achse gedreht werden. Zusammensetzung schief gekreuzter
Zylinderlinsen.

1901 Sowrter (1.). Neuer Beweis fir die Zusammensetzung gekreuzter
Zylinderlinsen.

1902 Bouasse (1.). Man kann sagen, daf# die sdmtlichen Strahlen eines un-
endlich diinnen, urspriinglich homozentrischen Biischels (bei Vernachlissigung
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der unendlich kleinen Gréfen zweiter Ordnung) durch die zwei STURMschen
(auf den Hauptstrahl senkrechten) Brennlinien hindurchgehen. Es existieren
aber unendlich viele Gerade, welche dieselbe Eigenschaft haben. Richtiger
ist es, sich folgendermaflen auszudriicken: In jedem der beiden Hauptschnitte
7, und m, des Biischels existiert ein unendlich kleines Fldchenelement,
durch welches alle Strahlen des Biischels hindurchgehen. Das in x, gelegene
Flichenelement umgibt den Brennpunkt F, der in @, gelegenen Strahlen, das
in 7, gelegene den Brennpunkt F, der in &, liegenden Strahlen des Biischels.

‘Wie wir weiter unten sehen werden, hatte schon ScuHuLTEN die Kon-
stitution unendlich diinner Biischel so beschrieben.

Die vorliegende Ubersicht iiber die den Astigmatismus betreffende Literatur
gibt nur einen unvollstindigen Begriff von der in der zweiten Hilfte des
19. Jahrhunderts auf diesem Gebiete geleisteten Arbeit, weil sie die Anwen-
dungen nicht oder nur beildufig beriicksichtigt. Es waren vor allen das Auge
und die photographische Linse, welche zu diesen Anwendungen Anlaf boten.
Diese beiden Apparate nehmen unter bedeutenden Winkeln gegen die Achse
einfallende Hauptstrahlen auf, miissen also, wenn nicht besondere Vorsichts-
mafiregeln getroffen sind, Astigmatismus aufweisen. Die das Auge betreffenden
Schriften findet man in dem reichhaltigen Literaturverzeichnis, welches ARTHUR
Koénig fiir die zweite Auflage von HELmMBEOLTZS Physiologischer Optik zusammen-
gestellt hat. Referiert hat seit 1879 tber dieselbe, nach CzAPSkI (3. 81),
MATTHIESSEN in den Jahresberichten tiber die Fortschritte der Ophthalmologie
von MicHEL (Tiubingen). Die Literatur fiber das photographische Objektiv ist
eingehend behandelt von M. vox Ro=R (3.).

C. Uber scharfe anamorphotische Abbildung.

In einer groBeren Arbeit iiber Brechung an doppelt gekriimmten- Flichen
hatte ScHULTEN (4.) den Fall besonders ins Auge gefaBt, bei welchem alle
Flichen auf der Biischelachse senkrecht stehen und so orientiert sind, daB
ihre Hauptschnitte parallel laufen. Er hatte untersucht (§ VIII), wann unter
diesen Umstdnden von einem Punkte ausgehende Strahlen homozentrisch ver-
einigt werden, und war zu folgender Bedingungsgleichung gelangt:

(A — Be) (G — He) — (C— De) (E— Fe)=0.

A, B...H sind von der Lage und Krimmung der Flichen abhingige Kon-
stanten. e ist die Entfernung der auf der Achse senkrechten Objektebene
vom Ursprung der Koordinaten.

ScHULTEN hatte dann fiir diesen Fall stigmatischer Abbildung die Ver-
groBerungen nach den zwei Hauptrichtungen berechnet und hatte gefunden,
daB sie im allgemeinen verschiedene Werte haben.

Sind alle Flichen sphérisch, so wird die Bedingungsgleichung fiir alle
Werte von e erfullt. Die Vergroferungen nach den beiden Hauptrichtungen
sind in diesem Falle einander gleich. Das ist indessen nicht der einzige Fall,
in welchem die Bedingungsgleichung fiir alle Werte von e erfiillt wird. Uber-
dies kann die Bedingungsgleichung fiir bestimmte Werte von e erfiillt sein;
dann erhilt man nur fir bestimmte Lagen der Objektebene scharfe Bilder.
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Aber, sagt dann ScHULTEN weiter, diese Fille sind zu speziell, um uns hier
niher zu beschiftigen.

Man sieht, ScHULTEN war den ABBEschen Sitzen schon ganz nahe.

1862 nahm L. FARRENC (I.) ein Patent fiir einen aus zwei senkrecht ge-
kreuzten achsensenkrechten Zylinderlinsen bestehenden Anamorphoten, ohne
tiefer in seine Theorie einzudringen. LippicH (5.) verwendete diesen von ihm und
spiter von RupoLPH neu aufgefundenen Anamorphoten 1884 als Okular in
einem Spektralapparat, wobei er betonte, dafl die von einem derartigen Systeme
entworfenen Bilder im allgemeinen anazentrisch sind und nur fiir zwei Ebenen
stigmatisch werden. Eine andere mit Prismen zusammengesetzte Form eines
Anamorphoten empfahl J. ANDERTON (Z.) 1889. Naheres iiber diese Anamor-
photen bei M. vox ROHR (3. 393). ; .

Asses Theorie (7.) wurde 1897 veroffeutlicht. Ich bemerke ausdriicklich,
daf der Inhalt dieser Schrift im Texte nur teilweise wiedergegeben ist. Aufer
‘der Patentschrift lag mir noch ein Blatt von ABBE herrithrender Formeln vor.

D. Uber SCHULTENs die Konstitution unendlich diinner Biischel
behandelnde Arbeiten.

Da vor kurzem von Bouassg (1.) die Aufmerksamkeit wieder auf die Kon-
stitution unendlich diinner Biischel gelenkt worden ist, mdge es gestattet sein,
an dieser Stelle kurz auf die beziiglichen Arbeiten ScHULTENs hinzuweisen,
welcher einer der ersten war, der sich mit dieser Frage beschiftigte.

In einer ersten Abhandlung, welche 1823 der Petersburger Akademie
vorgelegt, aber erst 1830 publiziert wurde (der erste Teil von HAMILTONs
grofem Werke (1.), welcher sich auch schon mit dieser Frage befafit, ist 1824
in der Dubliner Akademie gelesen und schon (!) 1828 gedruckt worden), be-
trachtet SCHULTEN (1.) ein unendlich diinnes Biuschel, welches durch mehrere
beliebig gestaltete Flichen gebrochen oder reflektiert worden ist. 3 beliebige
Strahlen des Biischels, welche im ersten Medium durch denselben Punkt hin-
durchgingen, werden im letzten Medium durch eine Ebene geschnitten. Der
Inhalt des Dreiecks, welches die 3 DurchstoBpunkte bilden, wird berechnet.
SCHULTEN zeigt, daB, wenn die Schnittebene durch zwei gewisse Punkte der
Hauptachse des Biischels hindurchgeht, der Inhalt des Dreiecks verschwindet.
Ein beliebiger Querschnitt des Biischels hat in diesen zwei Punkten statt zwei
nur eine Dimension. ScHULTEN erwihnt, daB die betreffenden Punkte die-
jenigen Punkte sind, in welchen der Hauptstrahl von seinen Nachbarstrahlen
geschnitten wird.

Die ausgezeichneten Punkte sind also die Brennpunkte des Biischels.
Der auf eine Dimension reduzierte Querschnitt des Biischels entspricht den
SturMschen (schon vor STURM von HAMILTON erwithnten) Brennlinien. SCHULTEN
nimmt aber nicht, wie spéter STurM es tut, an, daB die Schnittebenen senk-
recht auf der Biischelachse steht; er zeigt, daf der Querschnitt sich auf eine
Linie reduziert, welches auch die Neigung der Schnittebene gegen die Achse
sein moge.

In der folgenden Abhandlung (2.), vorgelegt 1836, erschienen 1845, wird
ein durch ein beliebiges analytisches Gesetz definiertes unendlich diinnes
Biischel untersucht. Diejenigen Strahlen des Biischels, welche die Hauptachse
schneiden, liegen in zwei Ebenen, welche ScuuLrén die Fokalebenen des
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Biischels nennt. Alle itbrigen Strahlen des Biischels schneiden jede der beiden
Fokalebenen in einem unendlich kleinen Flichenelement, welches den Brenn-
punkt des Biischels umgibt, dessen Strahlen die andere Fokalebene bilden.
Der Winkel der beiden Fokalebenen wird berechnet: er wird gleich 90° wenn
die Strahlen des Biischels reguldr sind, d. h. ein System von Orthogonal-
flachen zulassen.

In einem Nachtrag (3.) endlich wird gezeigt, daB das Biischel in unendlich
viele ebene Partialbiischel zerfillt werden kann, welche von den Punkten
der oben erwihnten Flichenelemente ausgehen.

Die unendlich kleinen, die Brennpunkte umgebenden Flichenelemente sind
die aires d’amincissement von BOUASSE (7.). Man sieht, die ScruLTENsche Dar-
stellung deckt sich in allen wesentlichen Punkten mit der von BoUASSE ge-
gebenen. Sie zeigt, daf man den Brennlinien jede beliebige endliche Neigung
gegen die Hauptachse geben kann, so lange man bei den unendlich kleinen
Grofen zweiter Ordnung stehen bleibt. Das Bequemste ist dann natiirlich
anzunehmen, daf die Brennlinien auf der Hauptachse senkrecht stehen, wie
wir es im Texte immer getan haben.



V. Kapitel.

Die Theorie der sphirischen Aberrationen.

Bearbeiter: A. Konig und M. von Rohr.

1. Die Theorie der SEIDELschen Abbildung.
(Die Definition der Aufgabe).

Die fiir einen fadenférmigen Raum um die Achse giiltige Theorie
der Gaussschen Abbildung war unter der Annahme entwickelt worden,
daBl nur die erste Potenz der Kugelwinkel zu berticksichtigen sei.

Wir gehen nun in der Beriicksichtigung der Potenzen der
Kugelwinkel einen Schritt weiter.

Es sei zu diesem Zwecke ein zentriertes System S, .. S, sphérischer
Flichen angenommen, und an einem bestimmten Orte O der Achse
die achsensenkrechte Ebene I oder die Objektebene angenommen,
in der sich der Objektpunkt O, befinden moge. Wir konnen dann,
ohne an Allgemeinheit aufzugeben, die Meridianebene (Papierebene)
durch diesen Punkt gehen lassen und wissen, daB die beiden recht-
winkeligen Koordinaten des Punkts O, in der Objektebene, die
tangentiale und die sagittale, gegeben sind durch I, L=0, denen
in der Bildebene in O’ im allgemeinen die Koordinaten I', L' ent-
sprechen werden.

Um nun einen beliebigen, von O, ausgehenden Strahl 0, ein-
deutig zu charakterisieren, brauchen wir noch zwei Bestimmungs-
stiicke, zu denen wir entweder die rechtwinkeligen Koordinaten m, M
des Durchstofungspunkts € mit einer weiteren achsensenkrechten
Ebene II oder die entsprechenden Offnungswinkel u, v des Strahlen-
biischels wihlen. Nicht notwendigerweise, aber doch in der Regel,
lassen wir diese Ebene die Achse in P, namlich da schneiden, wo
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von einem am Orte des Objekts befindlichen Auge die Mitte der
am -engsten scheinenden Blende wahrgenommen wird. Die Ent-
ternung S, P wird durch « bezeichnet. Wir bezeichnen diese Ebene II
darum als die objektseitige Offnungsebene, weil ja die Grofe der Off-
nungswinkel u, v unmittelbar von der Lage des Punktes @ ab-
hingig ist. Mit Hilfe der Gaussschen Formeln kénnen wir dann

Q

X

Fig. 53.
00,=1l; PM=m; PE=M; 00,)=V; PM=w; PE=M,;
8,0=s; 8,0=¢; 8, P=x; Si;P=2'; O0,/R=a/; O'T=af'.
I Objektebene; I’ Gausssche Bildebene; II objektseitige, II’ bildseitige Offnungsebene.

Die Bogen in den Winkeln u und u’ sind bis zu den Strahlen nach E und von E’ durchzuziehen.
Zur Wahl der Bestimmungsstiicke eines windschiefen Strahls 0,9 ... Q’b“w’.

zu der Objektebene die konjugierte Gausssche Bildebene O’ mit dem
Achsenabstande §'==8;0" und auch die zu IT konjugierte Ebene IT'
mit dem um Sy;P'=2a' von S; entfernten Achsenorte P' auffinden,
die meistens mit der bildseitigen Offnungsebene als identisch angesehen
werden kann.

Da bei einem optischen System zu einem beliebigen Strahle
im Objektraume ein und nur ein Strahl im Bildraume gehort, so
muB jedes der vier Bestimmungsstiicke des bildseitigen Strahls
Optik. 14
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r MI
v ™ }
u A%

eine eindeutige Funktion sein von den vier Bestimmungsstiicken

auf der Objektseite:
74
Lo, {7 2
u’ v

Da die gestrichenen Grofen offenbar séimtlich ihr Zeichen
wechseln, wenn alle ungestrichenen den entgegengesetzten Wert
annehmen, so koénnen wir noch hinzufiigen, daB bei einer Reihen-
entwicklung diese eindeutigen Funktionen nur ungerade Potenzen
enthalten konnen, deren erste Glieder durch die Gausssche Ent-
wicklung gegeben sind. In diesem Zusammenhange erscheinen diese
(die niedrigsten Potenzen der Entwicklung enthaltenden) Glieder
als die Hauptwerte, wiahrend der durch die 3., 5. und folgenden
Potenzen gebildete Rest der Entwicklung gewisse Zusatzgrofen ab-
gibt, die als Abweichungen oder als Aberrationen vom Hauptwerte
aufgefait werden konnen.

Stellen wir diese Verhéltnisse graphisch dar, so bemerken wir
zunéchst, daf wir die in der Meridianebene verlaufende Verbindungs-
linie des Objektpunkts mit dem Achsenorte der Offnungsebene den
Hauptstrahl O, P nennen und den Winkel w, den er mit der Achse
bildet, den Haupistrahlneigungswinkel. Alsdann besteht offenbar die
Beziehung

l
LR —
und bei kleinen Winkeln w werden wir bis auf GroBen 3. Ordnung
genau direkt setzen konnen:
l
W=
x—s
Ganz analog bestehen fiir kleine Offnungswinkel u und v die Be-
ziehungen
m M

1= V==

s—x’

’
S—X

da es bei kleinen I-Werten offenbar gleichgiiltig ist, ob der Winkel
bei O, oder bei O bestimmt wird.

M
Es verlafit nun der zu {’:} und {v} gehorende Objektstrahl

’ !
das System als Bildstrahl mit den Konstanten {Zl,} und {25,} und
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durchstoBt die Gavusssche Bildebene im Punkte 6{,,, wiahrend der
nach der Gaussschen Theorie gefundene Hauptwert des Achsen-
abstandes in der Meridianebene !' und der zugehorige Bildpunkt O},
sein mag. Alsdann miissen, wie aus der Fig. 53 ersichtlich, an
diesen GauUssschen Koordinaten !, L' =0 noch gewisse ZusatzgroBen
a; und a/ angebracht werden, die von O, auf 0), tithren, und die
wir als die tangentiale und die sagittale Abweichung in der GAUSssschen
Bildebene bezeichnen.

Diese ZusatzgroBen @, und a/ sind sicher von ungeradem Grade
in den Koordinaten der DurchstoBungspunkte der beiden objekt-
seitigen Ebenen, und wir wollen nach J. PETzvALs Vorgange die
niedrigste Gradzahl, die als Koeffizient in diesen Ausdriicken vor-
kommt, als die Ordnungszahl des Bildes bezeichnen. Wir fassen
bei dieser Ausdrucksweise den um O, entstehenden, aus der Ge-
samtheit aller Punkte 0, gebildeten Fleck auf als ein Bild des
Punkts O, von der 3. 5. . .. 2» 4 1ten Ordnung, und wir sehen
dann ein, daf man eine Erhohung der Bildgiite bis auf die 5.
7. ... 2» -4 1te Ordnung erzielt, wenn man die Abweichungsgriofen
bis zum 3. 5.. .. 2» -} 1ten Grade simtlich zum Verschwinden bringt.

Fiir uns handelt es sich hier um Bilder von der 5. Ordnung der
Giite, mithin um die Aufstellung und Vernichtung der Abweichungs-
groBen 3. Grades. Nach L. SEIDEL (3.), der zuerst die Entwicklung
dieser Ausdriicke in aller Vollstindigkeit veroffentlicht hat, werden
wir diese Theorie einfiihren als die SEIDELsche Abbildung und diese
Bezeichnung brauchen, um sie von der Gaussschen Abbildung zu
unterscheiden.

Die Entwicklung dieser Ausdriicke hat man auch wohl die
Theorie der sphdrischen Aberrationen 1. Ordnung genannt und ihr die
der sphirischen Aberrationen 2., 3. . . . und hoherer Ordnung gegen-
iibergestellt, wir ziehen vor, von ihr als von der Theorie der sphd-
rischen Aberrationen schlechthin zu sprechen, der dann die Theorie
der primdren, sekundiren und hioheren Zonenglieder an die Seite zu
stellen wire.

Nach dem Vorhergegangenen sind in unserem Falle iiberhaupt
nur folgende zehn Abweichungsglieder moglich:

m3, m*M, mM?, M
Im?, ImM, | M?
Pm, I*M,

Z:{
14*
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und wir werden sie auch tatsichlich alle in den im Nachstehenden
entwickelten Ausdriicken vorfinden.

Diese Entwicklung werden wir nun auf eine zwiefache Art
leisten; zuniichst einmal werden wir die einzelnen Bezirke des Ge-
sichtsfeldes behandeln, wie sie durch die vier verschiedenen hier
vorkommenden Potenzen von [ definiert werden, und dabei werden
wir uns durchgehends der Invariantenmethode won E. ABBE be-
dienen. Wéahrend die am Schlusse dieses Kapitels vorgetragene
SEipELsche Theorie die gesamte Bildverschlechterung fiir einen
auBeraxialen Objektpunkt angibt, deren einzelne Teile durch eine
Sonderuntersuchung gedeutet werden miissen, ist man bei der
ABBEschen Methode gezwungen, sich iiber die Natur der einzelnen
Bildfehler klar zu werden, um iiberhaupt die Ableitung der ana-
lytischen Fehlerausdriicke leisten zu konnen. Auflerdem aber kann
man bei dieser Art der Behandlung die Beschrinkung auf Kkleine
Hauptstrahlneigungen aufgeben.

Der Schlufl des Kapitels soll gebildet werden von der nach
A. KErBERs Vorgange abgednderten SEIDELschen Ableitung der fiinf
SEmpELschen Bildfehler. Diese elegante, rein analytische Entwicklung
bestitigt so die Vollstiindigkeit der vorangehenden Ergebnisse.

2. Die sphirische Aberration von Achsenpunkten.
(Die Einfiihrung in die ABBEsche Invariantenmethode.)

Die Abweichungen in der Strahlenvereinigung, wie sie sich
unter der vorldufig festgehaltenen Voraussetzung homogenen Lichts
und sphirischer Flichen ergeben, bezeichnet man nach dem Vorher-
gehenden ganz allgemein als sphirische Aberrationen. Darunter
bietet den einfachsten Fall die Annahme dar, daffi der leuchtende
Objektpunkt auf der Achse des zentrierten Systems sphérischer
Flichen liege. Man spricht alsdann von der sphdrischen Aberration
von Achsenpunkten oder von sphdrischer Aberration tm engeren Sinne,
ja braucht hiufig auch dafir schlechthin die Bezeichnung sphdrische
Aberration.

A. Die Lingsaberration von Achsenpunkten.

Es ist frither gezeigt worden, wie der Weg eines von einem
Achsenpunkte ausgehenden Strahls analytisch zu bestimmen ist.
Wir nehmen nun, um ein bestimmtes Beispiel zu haben, den Fall
einer sammelnden Brechung an und lassen Strahlen verschiedener
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Finfallsh6he in Erscheinung treten. Alsdann ist ihre Vereinigungs-
weite nicht konstant, es findet tiberhaupt keine punktmifiige Ver-
einigung der vom Objektpunkte ausgegangenen Strahlen mehr statt,
und in diesem Sinne ist man berechtigt, von Ldngsaberration zu
reden.

Die Liingsaberration eines Ebenensystems fiir endliche Offnung.
Wohl nur in einem Falle ist es moglich, diese Lingsaberration fiir

Sy |,

&
o
Cq%

Fig. 54.

8, B,=h,; S,B,=h,; S;By="nh,..S—1Bi—1="hi—1; S;Bi=MN;
8,8, =d,;; 8,8;=dy...8%—18:=dx—1; MB,..QO, einfallender,
B0, austretender Strahl. 0,0,/ =10b; 0,0/ =0b; O,N=c¢x; 5,0,=8;;
Skak’ =Sk'.

Zur Lingsaberration eines Ebenensystems fiir endliche Offnung.

Biischel von beliebig grofem Offnungswinkel zu behandeln, dann
ndmlich, wenn bei einem zentrierten System die Krtimmungsradien
alle unendlich werden.
Bei einem solchen System achsensenkrechter, paralleler Ebenen
gehen wir von der Identitit™) aus
E—1

hy="nh,+3M,_1—N,),
y=1

die wir, da bei Planflichen ganz allgemein gilt u«,=—¢,, unter
Benutzung der Brechungswinkel umschreiben in

*) Dabei sind nach Analogie unserer frither eingefithrten Bezeichnungs-
weise die nur hier auftretenden endlichen Einfallshéhen durch h, dargestellt
worden.
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k—1
8,/ tgi/ =8, tgi, — Eid, tg .
=

Nehmen wir nun noch die weitere Identitit hinzu, wo b die
Verschiebung des Schnittpunktes auf der Achse bedeuten moge,

k—1
"'1:87;—1) —|—2d,,,
v=1

so erhalten wir als SchluBiresultat:

k—1
- gldv (tg 4 —tg#) + 8, (tg i, —tg i)
tg i,
und sehen, daf diese Verschiebung im allgemeinen abhingig ist
von der Objektentfernung s,.

Befindet sich indessen das Ebenensystem in einem und dem-
selben Mittel, so wird 4, =¢,’, und wir erhalten in

k—1 X
b:}d,(l—tgz,">
v=1 tg7y

einen Ausdruck, der von der Objektentfernung unabh#ingig ist.
Fihren wir nun noch die Parallelverschiebung ¢, der zu 1,
gehérigen Strahlen ein, so ist nach der Figur

b=

sing,  sind,’
und es ergibt sich
k—1

< e ey
sin (i, — 4
ckzzdy___.(_lﬁ"_)
vt COS 1y
Um nun die sphérische Léngsaberration zu finden, miissen wir
noch die Verlingerung auch der paraxialen Schnittweiten beriick-

sichtigen, die durch das Ebenensystem hervorgebracht wird: diese
ist nach dem fritheren gegeben durch

Lt T

k—1 T
P—S ; d7:2d7<1—smlv).

y=1 Ny =1 sin 4,

Bilden wir nun als Ausdruck fiir die L&ngsaberration b —b,
so erhalten wir

b_b—Sa, sini,/(l _ cosi1>="ilé <1 . cosi1>

y21 7 sing, cost, ) LZim, cos 1,
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und da bei einem in Luft befindlichen Ebenensystem aus optisch
dichteren Medien

14| <] |, also coss,’ > cosiy,
so gilt auch, mogen die Winkel ¢, 4, positiv oder negativ sein,
b—b>0,

d. h. die Schnittweiten der unter endlichen Neigungswinkeln aus-
tretenden Strahlen werden mit wachsender Neigung grofer.

Die Darstellung der Schnittweite s in der Form s =s-} au’
Wir erwidhnen als eine Erfahrungstatsache, daf bei sammelnden
Kugelflichen die Schnittweiten &' in der Regel mit wachsenden
Einfallshéhen oder Kugelwinkeln abnehmen. Aus der Anschauung
ergibt sich unmittelbar die Unabhiingigkeit der Schnittweiten s, '
von dem Vorzeichen der Einfallshohe oder des Kugelwinkels, und
der analytische Ausdruck dieser Erkenntnis ist der, daB in einer
Reibenentwicklung der Schnittweiten 8, $' nach diesen Elementen
nur gerade Potenzen vorkommen. Nach welcher Variabeln die
Entwicklung schlieflich geleistet wird, ist an sich gleichgiiltig, im
vorliegenden Falle werden wir die Offnungswinkel u, «' zwischen
Achse und schiefem Strahle wihlen und demnach, wenn wir die
Entwicklung fiir die »te Fliche eines Systems gemacht denken,
Reihen von der Form erhalten:

2 4
8,=s,+a,u, +0pu, . ..
s,=s,4a, u:,z—}— | u'f—}— L
Dabei nehmen wir von vornherein als den allgemeinen Fall an,
dafl bereits das einfallende Biischel mit sphirischer Aberration be-
haftet sei. Auch bei einem aus mehreren Flichen zusammengesetzten,
zentrierten System wird diese Form der Darstellung erhalten bleiben.
Wie wir S. 39 gesehen haben, fithren die linearen Substitutionen
uv,: Uy 13 87,"* dv = Sw+1

von+*den Elementen nach der Brechung an einer Flache zu den
entsprechenden Elementen vor der Brechung an der folgenden Flédche.
Wir erhalten mithin ohne weiteres

Sv+1:87+1+av+1u3+1+57+1ut+1+ e .

37—}-1:87'*‘17; av+1 :av,; Bv—{—l :Bv'

gesetzt ist. Nach der letzten Brechung in dem aus %k Fldchen be-
stehenden System lautet die Entwicklung fiir die Schnittweite:
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s =5/t a/u/ +blu/ 4 . ..

Beriicksichtigen wir von der ganzen unendlichen Reihe neben
dem ersten, konstanten nur noch das zweite, die unabhingige
Variable im Quadrat enthaltende Glied, so konnen wir von einer
Behandlung der sphérischen Lé#ngsaberration von Achsenpunkten
in erster Anndherung sprechen.

Unsere Reihen nehmen alsdann die einfache Gestalt an:

2
8, =s, +a, u,
8/ =s'4a/ w2

Die GroBen a,, o, sind Léngen, und zwar ergeben sie sich
als Differenzen zwischen der Schnittweite des Achsenstrahls und
der des Einheitswinkels:

ay = [S”]u =1 S

av'= [SL]u'=1 - SV"

Thre Grofe ist ausschlaggebend fiir den Betrag der Langsaberration
8,—$,, 8 —s,, der nach der Definitionsgleichung dem Quadrat
des Offnungswinkels proportional ist. Ihr Vorzeichen lift erkennen,
ob mit wachsendem u,, «,’ (oder wachsender Einfallshthe) die Schnitt-
weite 8,, 8,/ ab- oder zunimmt. Die Bezeichnung eines Systems
von k Flachen als sphdrisch korrigiert ist bei a,/=0 zu wéhlen,
weil dann die Schnittweite s,’ von «,” unabhéingig ist. Ist sphérische
Korrektion nicht vorhanden, so finden wir die Ausdriicke wunfer-
korrigiert bei a,' <0 und iiberkorrigiert bei a,' >0 vielfach im Ge-
brauche. Sie erkldren sich aus der Bemerkung, daf einfache, diinne
Sammellinsen, an denen zuerst Verbesserungsversuche gemacht
wurden, fiir weit entfernte Objektpunkte stets Aberrationen eines
bestimmten Charakters aufwiesen. Wurden nun bei dem Versuche,
diese Aberrationen aufzuheben, oder mit anderen Worten eine Kor-
rektion herbeizufiihren, Abweichungen entgegengesetzten Charakters
erzielt, so erhielten diese passend die Bezeichnung Aberrationen im
Sinne der Uberkorrektion; das zog aber die Bezeichnung Aberrationen
im Sinne der Unterkorrektion ftiir die Abweichungen nach sich, die
bei unkorrigierten Sammellinsen an weit entfernten Objektpunkten
bemerkt wurden.

Betrachtet man die zu den verschiedenen w,, wu, gehorenden
Schnittweiten 8,, 8,', so entspricht bei unserer stindigen Annahme
einer Lichtbewegung von links nach rechts negativen Werten von
a, a) (also unterkorrigierten Systemen) eine von rechts nach links,
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positiven a,, a,’-Werten (also iiberkorrigierten Systemen) eine von
links nach rechts fortschreitende Punktreihe.

Die Entwicklung des Koeffizienten a," nach der ABBEschen
Invariantenmethode fiir ein System zentrierter Fldachen. Gehen
wir nun auf den 8. 128 entwickelten Ausdruck fir die optische
Invariante bei der Brechung an einer Fliche und beliebiger Neigung
des Strahls zurtick und dividieren beide Seiten durch r, um Uber-
einstimmung mit der S. 43 entwickelten Invariante der Nullstrahlen
zu erhalten, so ist,” wenn wir den Flichenindex vorliufig unter-
driicken

ST pr  pr
Diese Invariante konnten wir ohne weiteres nach einer der oben-
genannten Variabeln entwickeln, doch wihlen wir im vorliegenden
Falle dazu zunichst den Kugelwinkel ¢. Alsdann miissen die
Koeffizienten gleicher Potenzen von ¢, in unserem Falle also die
konstanten Glieder und die Koeffizienten von ¢?, einander gleich sein.

Q=0+ 4¢9" =0 +4d¢ ¢
Qs == Qs'; qS = qs"
Aus der Form von @, ist ohne weiteres ersichtlich, daf @, und @,
¢, und ¢, sich nur dadurch unterscheiden werden, daf in @, und g,
die Elemente des Strahls vor, in @, und ¢, die nach der Brechung
auftreten werden. @, und @, sind, wie schon erwihnt, identisch

mit der frither auf dem gleichen Wege gefundenen Nullinvariante.
Schreiben wir @, in der fiir die Rechnung bequemeren Form:

s(1 1 81 1
2= p<;—§>—"?(r.§">

so ist zunichst die Entwicklung von p, p' nach Potenzen von ¢
zu leisten. Zu diesem Zwecke gehen wir auf S. 130 zurtick und
erhalten, immer unter Beschrinkung auf die Glieder mit ¢? den

_n(s—r) ___n'(s'—r)_

Ausdruck:
(1305 )

p=s(1—5.-q,
mithin

s 1 72

P T T A, Y.

P + 2 ns @
und

s 1 r?

S 11z 2

p' —I_ 2 n! SV Qs(p
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Fir 8 und 8" bestehen die oben aufgestellten Gleichungen
s=s+tau? §=5+au?
in denen nun noch die Variabeln w?, #'? durch ¢*® auszudriicken
sind. Ganz allgemein folgt nach S. 40
sinu-:%singv; sinu’zésinqo

und unter Vernachlissigung der dritten Potenzen der Sinusreihe

r
U=—=—@; U =—
¥ p?

sowie, wenn weiterhin alle Glieder mit Exponenten iiber 2 unter-
driickt werden,

2 2
r r
2 2 2 2
u? = u'?=
82(;)7 S"jqj
mithin
o, o, ' ' L
s———s—l~a871p =s 1—|—a;§<p ; §'=g¢s 1—|—Fr @
und
1 1 2 1 1 r?
e 2, =y _
s s AV gT g

. s & 11 ,
Setzt man die soeben fiir —, — und —, — entwickelten Werte
P p s’ s

in den letzten Ausdruck fir @), ein, so erhilt man nach einigen
Reduktionen die Formen

(11 [1 2t 7‘2J 0
Qs“"<f;>+j ST e
_ (1 1 1 '
R

und daraus folgt, da ja g,==g, erkannt war,

2na | Q° 21'a’ Qr
4—|_ 14 ,s”

S ns S ns

oder in der friiher benutzten Schreibweise, wo wir nun wieder den
Flichenindex in Erscheinung treten lassen,

A 212(1_ »QMA—

v st v NS
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Liegt nur eine Fldche vor, so haben wir hiermit die Aufgabe
gelost, aus der gegebenen sphiirischen Aberration (d. h. ihrem
Koeffizienten a,) und den Elementen der Achsenstrahlrechnung die
sphérische Aberration des austretenden Strahls (d. h. ihren Koeffi-
zienten a,') zu berechnen.

Handelt es sich aber um eine Reihe von k Flichen, so haben
wir eine Rekursionsformel erhalten, mit deren Hilfe es uns moglich
ist, den Aberrationskoeffizienten a,” nach der Brechung an einer
beliebigen vten Fléche auszudriicken durch die Achsenstrahlelemente
dieser Flache und den Aberrationskoeffizienten a, vor der Brechung.
Bedenken wir nun weiter, da8 infolge der frither angestellten Uber-
legungen allgemein a,==a,_; gilt, so wird es klar, daB wir im
stande sind, den Aberrationskoeffizienten a,’ nach der letzten Fliche
auszudriicken durch die Achsenstrahlelemente und den Aberrations-
koeffizienten a, vor der ersten. In der Tat erhalten wir diese
Formel in " \ "

4
ak’=”—";kir § (iﬁ) stAi“{‘ (h) ‘11%(&) ay-
1y, » =1\, v ns b/ My \ 8y

Der unter dem Summenzeichen stehende Ausdruck %’ 1aBt sich

k
leicht berechnen, denn wenn wir von der auf S. 80 benutzten Be-

ziehung
R, : hv—}—l = Sv’ P8yt

Gebrauch machen, so ergibt sich

1 ’ ’
h__ Sy Syt Sk—1
hie  Svl1Syye S

Im allgemeinen wird das letzte Glied dieser Formel wegen
a, =0 verschwinden, da in der Regel das Strahlenbiischel vor Ein-
tritt in die erste Fldche des optischen Systems nicht mit sphé-
rischer Aberration behaftet sein wird.

Der Spezialfall eines Ebenensystems. Handelt es sich im
speziellen Falle um ein Ebenensystem, so erfihrt diese Formel eine
weitere Vereinfachung; denn da in diesem Falle die Gleichung besteht

Q=" "
vs—— — —— 7
so ergibt sich — wenn man, wie das spéter in der Regel geschehen

7.\4
wird, <i> vor die Summe setzt — das allgemeine Glied der Summe zu
k
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( ) Q <h ) (”v’ 177)
sv ns  \h s 3 83"
Nehmen wir nun den zweiten Teil dieses Gliedes mit dem ersten
des vorhergehenden zusammen, so wird wegen
[
Ny =Ny 1

(Ity_1>4 n_y <hv>4 Ty , <h,,_1>4< 1 ( h, )4 1>
= G — — 2
hl .S':,_l') hl S 3 ! hl S,,_ld hv—l S,,5

k4

und ferner unter Benutzung der Beziehung

h, Sy

-
hv—l Sy—1

n[ <hv—1>4< 1 __S;'—ld_dv—l>.__nr <hv—l>4 dv—l
v —1 hl SI 3 S;,_.14 ry—1 kl— S:,_14.

v—1

Beachten wir nun noch die aus der Konstanz der Invariante I,
durch das ganze. Ebenensystem folgende Relation

Ny—thy—1 1Ry

.7 . )
Sy—1 §

so erhalten wir fiir die ganze Summe den Ausdruck

% ( ) Q? (hk>4 n,  om, nt ’“gl d,
v | < R - =
hy a4 yns hos)?os Bt st Sw,'?

rv=1 1

(s k=t od,
:_l_i< krs_ 3-[-? >

$ ’)lk =1 ’I’I,,

der sich durch die Beziehung
13 —_—
s s FGMd,
=3
k ’/ll y=1M
noch weiter vereinfachen 148t in
E RN\ o 1 nd( 1 1 nt*gt d, 1
2\ @l —=Nlwm—=)t+% 3 S —w——n)
v=1\ly v NS 8, \m, 7y s, Sim) \n, n,

Auch verschwindet das erste Glied dieses Ausdruckes, wenn sich
das Ebenensystem in einem und demselben Medium befindet.
Wir erhalten dann fiir n;, =1 in

k 1 k=1 dv < 1 )
e d —=—1 3 |5 —
2 < > Q v ns 814 i \n, 2 1

v=1
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eine wesentlich negative Grofe, da alle nicht verschwindenden
Summanden wegen n,’ =1 negativ sind.

Mithin wird fiir einen Objektpunkt, der durch ein in Luft be-
findliches Ebenensystem abgebildet wird, a, zu einer wesentlich
positiven Grofie; die durch ein solches Ebenensystem fir kleine
Winkel wu; hervorgebrachte Léngsaberration hat also stets den
Charakter der Uberkorrektion, was mit dem fiir endliche Winkel ,

auf 8. 215 abgeleiteten Resultat iibereinstimmt.

B. Der Zerstreuungskreis der spharischen Aberration.

Wenn es sich jetzt darum handelt, die tangentiale Abweichung
I, in der Gaussschen Bildebene zu bestimmen, die durch die
sphirische Aberration eines Strahls vom bildseitigen Offnungs-

Fig. 55.
SO=s; SO=s; 80'=¢; S0 =¢; 0T =LI.

Zum Zerstreuungskreise der sphirischen Aberration eines Achsenpunkts.

winkel #, bedingt ist, so erhalten wir sie nach der Figur 55, wenn
wir nur die ersten Winkelpotenzen beriicksichtigen, dadurch, daB
wir den Betrag der sphiirischen Lingsaberration 8, —s, mit dem
Offnungswinkel multiplizieren

’ ’ ’ r__ 1. 13
b= (S — ) w = o "
Diese tangentiale Zerstreuungslinie wird auch als der Radius
des Zerstrewungskreises fiir die sphirische Aberration eines Achsen-

punkts angesehen, und wir werden uns dieses Ausdrucks im fol-
genden auch bedienen.

Fiir den Durchmesser des Zerstreuungskreises, der manchmal
eingefithrt wird, ergibt sich natiirlich das Doppelte des von uns
fir den Radius angegebenen Wertes.
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Setzen wir nun fiir a, seinen oben ermittelten Wert und be-
riicksichtigen dabei nur den Fall, daB das in das System ein-
tretende Biischel von Aberration frei war, so erhalten wir

14 k 4
s h 1
lk’:"_“—k_r “kls 2 <_v) QEsA —
2nk y—=1 hk r N

nun ist aber offenbar

by Tl
by Ry by
also
-9’4 h 4 % h 4 9 1
1 S 3<4> <_> 2 Al
k 2nk'uk Iy, ,EI h, 9 v s

Soll das System von k Flachen sphérisch korrigiert sein, so

muf die Summe verschwinden:
v§1<h1> Q”Zv] Eﬂo‘

Dieser Ausdruck bietet groBe Vorteile fiir die Ubersichtlichkeit
der Rechnung, weil in ihm die Anteile getrennt sind, die die ein-
zelnen Flichen des Systems zur Endaberration beitragen.

Das Hauptinteresse bei der Untersuchung der sphirischen
Aberration eines Systems ist nun aber nicht so sehr auf die absolute
GroBe des Zerstreuungskreises im Bilde gerichtet, sondern auf den
FEinfluf, den die Aberration auf das Erkennen der Einzelheiten des
Objekts ausiibt.

Wir erhalten ein objektives Maf} fiir die dadurch bewirkte Un-
deutlichkeit, wenn wir nach der Grofle des Objektteils fragen, dessen
Bild nach der Wirkung derselben % brechenden Flichen gerade
gleich dem Radius des Zerstreuungskreises ist.

Fiir Achsenstrahlen gilt nach dem SMITH-HELMHOLTZschen Satze¥)

n'u'y =nuy
und zwar ganz allgemein fiir beliebig viele Brechungen, wenn
n, u, § sich auf das Biischel vor der ersten und «', &, y auf das

Biischel nach der letzten Brechung beziehen. Auf unsere Seiten-

aberration oder den Radius des Zerstreuungskreises angewandt,

heiBit das
! L =mny ug 19,

wo der Index (k) die Anzahl der Flichen des Systems charakteri-
sieren soll.

*) Siehe Seite 148 und 199.
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Wir erhalten also den Radius I® des in das Objekt projizierten
Zerstreuungskreises, wenn wir allgemein, was bei unserer Be-
schrankung statthaft ist, h,==s,u, =s,’u,’ setzen, zu:

Pty . 4 k 4
n, w, 1 st ; h 9 1
="k k& —_ 7 _(py 32<—v> Jogy

Ny %y 2n14( 1) yZ1\Iy Qs v N8

Diesem Ausdrucke kénnen wir noch eine andere Form geben,

indem wir durch
1
=%

die Offnungskoordinaten einfiihren. Wir erhalten dann in

n, I® m,%s,® ( ) FE
8 2(%1—8])5,,?1 2 vns

einen Ausdruck, den wir mit einer spéter auftretenden Form, die
auf einem andern Wege abgeleitet worden ist, leicht werden iden-
tifizieren konnen.

Wenn wir hier vorausschickend bemerken, daf E. ABBE die
in der Theorie der optischen Instrumente sehr wichtige Grofie
n sinw, nimlich das Produkt aus dem Brechungsexponenten und
dem Sinus des zugehorigen halben Offnungswinkels mit dem Aus-
drucke der numerischen Apertur belegt hat, so ist es einleuchtend,
daB fir kleine Winkel » zwischen Strahl und Achse der Ausdruck
der numerischen Apertur 4 gegeben wird durch

A—nu.

Nach Einsetzung dieses Wertes ergibt sich schliefilich der
Halbmesser des Zerstreuungskreises zu
st (h,,>
2n,* 47 =4 Qs v s

Aus der Form von I® geht ohne weiteres hervor, daB der
EinfluB der sphirischen Aberration auf die Deutlichkeit der Ab-
bildung mit der dritten Potenz der numerischen Apertur des ein-
fallenden Biischels wéchst.

Bei unendlich fernen Objekten kann man offenbar die Bild-
verschlechterung nicht in linearem MaBe angeben, sondern muf zu
angularem greifen. Der angulare Wert des Radius des Zerstreuungs-
kreises ist

109 —

(%)
a0 ="
8
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und wenn man nun noch beachtet, daf fiir s, ==00 u;s, =, wird,
und daf in diesem Falle stets n, = 1 zu setzen ist, so ergibt sich
k__Ekeﬁz 1

"= 2,,2‘1 hy Q”Zvlns'

Der Einflul der sphérischen Aberration ist also bei teleskopi-
schem Sehen in erster Annaherung dem Kubus der linearen Offnung
des Systems proportional.

Die auf der rechten Seite des Ausdrucks fir A% stehende
Summe ist dem Kubus der Brennweite des Systems*) umgekehrt
proportional. Bezeichnen wir nun den Wert dieser Summe fiir die
Brennweite f=1 mit K, so erhalten wir:

1 (k3 1 K
*) — |1 — e
4 2<f>'K 16 k%

2k 1

Bezeichnet man mit % die relative Offnung eines fiir groBe

Objektabstinde benutzten Systems, so sagt diese Gleichung: Die
vom ersten Gliede der sphiirischen Aberration abhingige Ver-
undeutlichung eines unendlich entfernten Objekts ist proportional
der dritten Potenz der relativen Offnung des Systems. Der Faktor
K hingt von der Zusammensetzung des Systems ab, d. h. von den
besonderen Werten der Kriimmungen, Brechungsverhiltnisse und
Abstinde der einzelnen Flichen. Der Winkelwert 4® ist aber, wie
das auch sein mufl, bei gegebenem Konstruktionstypus K und

. 1 2h
Offnungsverhaltnis Ez*f‘l unabhéingig von der Grofe der Brenn-

weite selbst.

C. Die sphirische Aberration in einfachen Sonderfillen.

Die sphiirische Aberration einer Fliche. Der soeben be-
trachtete Ausdruck wird dann

m=~ﬁﬂwe_%%L_i)
2nt r s) \Ws wms)’

nur in drei Fillen kann er verschwinden und damit die sphérische
Aberration von der Offnung des Biischels unabhiéngig machen;

*) Vorausgesetzt, daB es sich nicht um teleskopische Systeme selbst
handelt; dagegen ist diese Uberlegung auf Teile solcher, wie etwa das Objektiv-
system eines Fernrohrs, sehr wohl anwendbar.
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a) s=0, d. h. der betrachtete Objektpunkt fillt mit seinem Bilde
im Fléchenscheitel zusammen.

b) s==r, d. h. der Objektpunkt fillt mit seinem Bilde im Fléichen-
mittelpunkte zusammen.

¢) w's'=mns. Diese Beziehung ist gleichbedeutend mit

!
n
S:’V—l—;{’i"; S,=7‘+1%7';

d. h. Objektpunkt und Bild fallen mit je einem der aplana-
tischen Punkte der Fliche zusammen.

In allen anderen Féllen hat der Koeffizient der sphérischen
Aberration
1 1\ 1 1
mel ()
r 8§/ \w's ns

einen endlichen, von Null verschiedenen Wert, dessen Vorzeichen
durch das des letzten Faktors bestimmt wird. Wie aus der Um-

formung ' '
1 1_n—n<1 n—{—n_l_)

w's  ms w? \r n s

ersichtlich ist, hingt dies Vorzeichen im allgemeinen mit von dem

!
. LN —n
s-Werte ab, nur fir s=o00 wird es durch das der Grifie

bestimmt.

!
n—n
Ist hier

>0, handelt es sich also um eine sammelnd

wirkende Fliche, so ist 4 >0 also a' <0, d. h. es ist Unter-
korrektion vorhanden, wihrend bei einer zerstreuend wirkenden
’
n—n

Fliche mit <0 umgekehrt fiir ein fernes Objekt stets Uber-

r
korrektion auftritt.

Die sphiirische Aberration einer einfachen, diinnen Linse.
Der sich nun zunéichst darbietende Fall ist der zweier unmittelbar
aufeinander folgender Flichen, bei denen erstes und letztes Medium
gleich sind. Wir nehmen es als Luft an und setzen entsprechend
ny=mn, =1 und n'=mn,=n.

Wir erhalten dann wiederum den Ausdruck:

4
Wz—%ﬁA

Optik. 15
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Da der Fall weiter kein Interesse bietet, daB der Zerstreuungs-
kreis der sphéarischen Aberration dadurch verschwindet, daf der
Objektpunkt und mit ihm der Bildpunkt in den Scheitel der Linse
riickt, so wenden wir uns allein zu der Betrachtung des Koeffizienten

1 1\/ 1 1 1 1\%/1 1
S MER [EE
ryo 8/ \ms 8 Ty S S, nS,
wobei wir bemerken, daf im Falle einer unendlich diinnen Linse
ohne weiteres h,=»5h; zu setzen ist.

Die in dem Ausdrucke fiir 4 enthaltenen, iiberzéhligen Variabeln
werden durch die sich sofort ergebenden Beziehungen:

1 1 1 1 1 1 1 1 1 n—11

S __:__{_* __i_ G

=i ;=g
ry 1, w—1f" s, 8 £ ons n°s; n o

eliminiert und zu gleicher Zeit die neuen Bezeichnungen

eingefiihrt. Es sei dabei bemerkt, daff infolge der ersten dieser
Substitutionen die Kriimmung o der Vorderfliche beliebig gewihlt
werden kann, ohne daB sich die Stirke ¢ der Linse éndert, da ja
die Kriimmung der Hinterfliche dementsprechend modifiziert wird.
Eine solche Verdanderung der Kriimmungen beider Flichen bezeichnet
man als Durchbiegen einer Linse von der Stirke ¢.

Der Koeffizient 4 erhilt also folgende Form:

2
A:< n >(p3+3:—[—116¢2+3n;{—202¢_2n—[—1 o

n—1 n—1

4(n-F1 n42 ,
—~—n*>96<p+—7 o .

Fassen wir diesen Ausdruck zunichst als Funktion der Haupt-
variabeln ¢ auf, so lift er sich auf die Form bringen:

A=A, — 40+ 4,0%
Fiir das Minimum dieser Funktion inbezug auf ¢ besteht
04

Zo =—4,4+24,0=0,

also
— 4, (2ad1n 2(n-+1)
0=, -t T uge °
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und dazu gehort
4.2 (4dn—1)n n
14, tm—17m+t2)? g aorte)
Mit Hilfe des so ermittelten Minimalwertes des Aberrations-

koeffizienten 146t sich die Darstellung geben:

A: { + 2 + 2 P= g - ga

@ Y @

1 —

und dabei héngt der Minimalwert ;; sowohl, wie :% allein von

A=A, =4y

’WL’L”

ab. Ferner ist aus der Form ersichtlich, daf man nur fiir negative
4 eine Aufthebung der sphérischen Aberration wird erzielen kénnen,
dann aber stets fiir zwei verschiedene Werte P, P, der Durchbiegung.

L&t man durch A=—a den negativen Wert von 4 in FEr-
scheinung treten, so entsprechen den beiden durch die Auflésung
der A enthaltenden, quadratischen Gleichung gefundenen Werten

o .
von — n#émlich
®

52—%ﬂ/"+ : (?;%+4(nn—2 1)'2>

natirlich auch zwei Werte von

o 1 2(n+1)y /n+ 2 n?
E~2(n~1)i n—+ 2 n ( 3+4(n ))

Aus diesen Formen geht aber hervor, daB

-, = 1
07 + 0 =—@; QI+@II:n_1‘p:

3

~e_l_rcl

da nun aber gleichzeitig allgemein

_ 1
o — o1 = @; o~ &=""79¢

n

80 ist auch

o =—o0r’; o1 =0,
d. h. der zweite Fall, fir den 4 einen vorgeschriebenen Wert —a
erhalt, reduziert sich auf den ersten, wenn man die Linse umkehrt
und gleichzeitig Objekt und Bild vertauscht. Schlieft man dies
als selbstverstindlich aus, so kann man sagen, bei jeder diinnen

Linse gibt es einen und nur einen Objektabstand o und eine dazu-
15%
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gehorige Durchbiegung o, fir die A einen vorgeschriebenen Wert
—a annimmt. Damit es sich um reelle Werte von ¢ handele, kann

a jeden beliebigen positiven Wert, dagegen von negativen nur solche
2,3

erhalten, dag —ag;l—(”—‘p—ﬁ ist. Anders ausgedriickt heifit das:
=Yln—
Bei passender Wahl von ¢ und ¢ kann man dem Minimalwerte 4

negative

. }Werte erteilen,
positive

der sphirischen Aberration beliebig groﬁe{

. . ositivem
je nachdem die Brennweite der betrachteten Linse von I P }

| negativem

Zeichen ist. Dagegen gilt als Grenze nach der andern Seite der

Wert ne’ der fiir o ? und d
Y =_" un — T
4(n— 1) 2 e o —1)

GroBere Anschaulichkeit wird noch erreicht, wenn man den

erreicht wird.

A
Wert —5 des Koeffizienten der sph#rischen Aberration als Funktion

A
der beiden Variabeln % und 5; darstellt. ? dient dann als Para-

meter fiir die Gleichung:
o\ e\(o AN Q o
@yq (g) + 20y, <g) <g> + g \?ﬁ) + 24y, (g) + 2y, <(;>

n \2 A4
+ (n —1 > 9t o

wo die a,; unmittelbar aus dem oben angegebenen Ausdruck fiir

A entnommen werden konnen.

Man kann unter Benutzung der Methoden der analytischen
Geometrie leicht zeigen, daB fiir einen beliebigen 4-Wert die
durch die Gleichung dargestellte Kurve stets eine IHyperbel mit
gemeinsamem Asymptotenpaar ist, die in dem speziellen Falle von
A
@ 4n—1)?
némlich, degeneriert.

Die parallele Verschiebung des Koordinatensystems ist ge-

geben durch
li ’
g=<_g> N z=(1>_i
@ ¢+2(n—1)’ p \p/ 2

und der Drehungswinkel « definiert durch

2(n—+1)

in ein Geradenpaar, die gemeinsamen Asymptoten

?

tg 2¢=
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wihrend die ganze Gleichung bezogen auf zwei zueinander senk-
rechte Durchmesser die Form annimmt:

4 2 1 __02knq—[—2i1/4(n+1)2—}—n2
P 4(n—1)% L2m n ’

At — 1,8 =

A
Faft man ? als dritte rdumliche Koordinate auf, so stellt

die Gleichung ein hyperbolisches Paraboloid dar.

Der oben unter 4 angegebene, allgemeine Ausdruck fiir den
Koeffizienten der sphirischen Aberration einer Linse 148t sich ohne
weiteres auch anders zusammenfassen, ndmlich:

A=A+ A 0+ A,0?

es ergibt sich daraus, daf eine Linse, die fiir einen bestimmten
Objektabstand sphérisch korrigiert ist, dies im allgemeinen auch noch
fir einen zweiten o-Wert ist. Es 1iBt sich leicht einsehen, daB sich
diese Anzahl auch bei einem System aus beliebig vielen diinnen
Linsen nicht steigert.

Lassen wir n#mlich die Ordnungszahl der Linse erkennbar
werden, so ergibt sich fir den Koeffizienten der Gesamtaberration
eines Systems von % diinnen, eng aneinander befindlichen Linsen
die Form

A= SA(V‘ 2,9101;“*—22[11 Ov“}_zmlvav .

V‘l v=1

Da bei dinnen Linsen stets

y—1

0y == 0y —{_j,g I(PJ.

gesetzt werden kann, so ergibt sich schlieflich:

k r—1 P’_l 2
A=EA <2[07+2[176(pl+2[31th)l]>
v=1 ‘V——l A=1 A=1

ry—1
+0’1‘_‘(2[1v+2%[3vd(pl>+6 28 %217
r=1

und daraus ist ersichtlich, daB im allgemeinen, d. h. wenn nicht
jeder Koeffizient fiir sich verschwindet, auch bei einem aus beliebig
vielen diinnen Linsen zusammengesetzten System die sphérische
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Aberration nur fiir zwei, oder fiir einen, oder schlieBlich fiir gar
keinen reellen Objektabstand gehoben sein kann.

Bs wird sich empfehlen, hier noch auf einige ganz spezielle
Fille einzugehen, in denen die sphirische Aberration bei zwei und
mehreren Linsen gehoben werden kann.

Sphiirisch korrigierte Systeme aus einer positiven und einer
negativen Linse. Im Falle zweier diinner, benachbarter Linsen
hat der Koeffizient der sphirischen Aberration, wenn wir die eben
behandelten Minimalwerte 4 durch A bezeichnen, die folgende Form:

ny 4 2
)

My

@, P,? 4 A® 4

n, —+ 2
A—AO L 40— AW 4 M7 @, P,
nl
und es sind die Grofen A® und A® aus der oben angegebenen
Formel leicht zu berechnen, indem o, =0, -} ¢, gesetzt wird.

Der einfachste Fall, in dem A zum Verschwinden gebracht wird,
ist der, wo ¢, und ¢, entgegengesetztes Zeichen haben. s seien die
Brennweiten ihrem absoluten Betrage nach beliebig, aber ¢, positiv
und ¢, negativ, alsdann ist der Wert von AW 4 A® bestimmend
fir das Maf der zuléssigen Durchbiegung einer der beiden Linsen.
2t 2

Ty

Ist ndmlich A® 4 A® — dem wesentlich positiven Werte « | @, |,

so muB, damit fiir reelle P, 4 verschwinden koénne, |P;|> || sein; ist
2
aber AW 4 A® = dem wesentlich negativen Werte — f* 11_1_:;_ l®, |,
1
so musB, damit fiir reelle P, A verschwinden konne, |P,|>|f| sein.
Sind diese Grenzbedingungen erfiillt, so gehoren zu jedem
P P,,P
beliebigen Werte { 3} zwei reelle Werte { 1 12}.
Pl 31 P32
Wir sind also imstande, bei volliger Freiheit betreffs der
Brennweiten der beiden Linsen noch die Erfiillung einer weiteren
Bedingung fiir die Krimmungsradien zu fordern. Als solche bietet
sich hier zwanglos die allgemein als HErscHELsche Bedingung®)
bezeichnete Forderung dar, der Wert von 4 solle nicht nur far
den Abstand o selbst, sondern auch fiir den benachbarten Objekt-
abstand verschwinden. Mithin

dAW | 44® do,

(1) @) — - - .
AV 4-4 0 und do, + do, dao,

¥) Weiteres itber diese Bedingung s. unter 6. B.
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Unter Zuhilfenahme der Gleichung ¢, =0, 4- ¢, ergibt sich sofort

dAD  d4®
do, do,

und das fiihrt, wenn o, =o0, 4 @, benutzt wird, zu der Beziehung

3n, 4 2 3n, 42 n —]—1 —]—
20, <—L’?’—¢1+T‘P2) ( . 0,9 1 % 03P
1 2
3m,+1 5 3mp1 3n2—|—2
n—1 P17 ny— 1 P2 P1Pa-

.4

‘Wir erhalten mithin einen linearen Zusammenhang zwischen
0, und g,, der mit der quadratischen Gleichung A® 4 A® =0 ver-
bunden auf eine Doppellésung fiihrt.

Stellt man nun noch die weitere Bedingung, daf der Wert
von A vollig unabhingig von der Objektentternung werde, so muB,
analog dem friitheren sein

P4 | 42Ae

5 =0.
do,* do,?

Nach Ausfithrung der Differenziation ergibt sich

3 42 3n, 42
g 2t o

7y

Die Erfilllung dieser Bedingung gemeinsam mit den beiden
erstaufgefithrten bringt uns also auf ein aus einer Sammel- und
einer Zerstreuungslinse gebildetes System, das fiir beliebige Objekt-
abstinde sphérisch korrigiert ist. Bei den Werten von n indessen,
die in den Brechungsexponenten der vorhandenen Gliser verfiigbar
sind, wiirde es ganz auflerordentlich starke Krimmungen erhalten
miissen.

Sphérisch korrigierte Systeme aus Linsen von gleichem Zeichen
der Brennweite. Es hat ein gewisses Interesse, zu untersuchen, ob
denn der Bedingung A==0 nicht auch durch eine Kombination
diinner Linsen gentigt werden konne, deren Brennweiten alle gleiches

Vorzeichen haben. In diesem Falle ist offenbar der kleinste Wert,
k
der erreicht werden kann, der, daf S A® ein Minimum wird.

ry=1
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Bei der sich zunidchst darbietenden Kombination nur zweier
Linsen soll die Verminderung D des Minimalwerts der sphérischen
Aberration bestimmt werden, die dadurch herbeigefiihrt wird, daf
an Stelle der Linse ¢ zwei Linsen ¢, und @, gleichen Zeichens und
Materials gesetzt werden, die zusammen die gleiche Stirke wie Q@
haben: ¢ = ¢, 4 @,. Dann ist offenbar

(471—1)% 3
4(n— 1)2 (n 2) (‘P1 “{“pz)

- ,T_z—g 4 ((}91 + 992) (0 -+ 21 + 992) 1 (n (jnl;;(ln):— 2) ((;013 -+ (;;23)

D=A—(A® 4- A®) —

—I—n_—{%"‘?’l("“i‘%)-i-n—_{%(a*l-%) Py (0+’(}91—|—¢2)

o (@nd-1)%n
4(n—1)2 n+ 2)99991902

Wiirden wir ¢, und ¢, verschiedene Zeichen erteilen, so lieBe
sich D beliebig groB und von entgegengesetztem Zeichen wie @
machen, doch dieser Fall ist in der Uberschrift bereits ausgeschlossen.
Der Wert von D hat nun, wie leicht zu sehen ist, sein Maximum

@

gleichzeitig mit dem Minimum fiir A® - A®  wenn PL=0=

ist. Dieses Minimum

. o (4n—1)m 3 | |
S TR TP b s TA LGRS

laft, mit A verglichen,

_ (n—1)n
Sh—1Fa 2 n—{— 2

erkennen, daB der positive Teil erheblich verringert, der negative
sogar noch vermehrt wurde. Hierauf 148t sich der Schlufl begriinden,
man wiirde durch fortgesetzte Vermehrung der Zahl und proportionale
Verringerung der Stéirke der einzelnen Linsen auch fiir 6 =0, wo
sonst stets ein Aberrationskoeffizient vom Zeichen von ¢ vorhanden
ist, sphirische Korrektion herbeifiihren kénnen. Die Richtigkeit
diescs Schlusses ergibt sich am einfachsten aus der folgenden
Zusammenstellung:

op(o+ @)
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k
Minimalaberration S A® fiir

v=1

eine Linse zwei Linsen drei Linsen vier Linsen

@) (je %) (J'e %) (je %>

dn—Dn  ¢*n12n—4n*-5) ¢ n{16n—382n°-385) @ n(44n—20n"-21)

3 AR Sy

P a1 F2) 44—+ Wi — 1 w2 1640 —DP(n1t2)

oder umgeformt

@n=5)(3-6md (“n—7)(5-8n)d (6n—9)(7—10n) 4

4; 2@n—1) 3’ $An-1) 3 P@En—1) 3

also
bein=1,5

2,143 ¢®; 0,429 ¢*; 0,111 ¢%; 0
bein=1,75

1,245 ¢3; 0,194 ¢3; 0 negativ. ¢?
bein=2,5

0,555 *; 0 negativ. ¢° negativ, ¢

D. Das primiédre Zonenglied der sphirischen Aberration.

Beriicksichtigen wir von der oben angesetzten Reihenentwicklung

$,=s,Faut+bu4 ...
auch noch das dritte Glied, das die unabhingige Variable # in
der vierten Potenz enthilt, so haben unsere Reihen, wenn wir hier
den Flichenindex unterdriicken, die Form

§=s-4 au® - but.

Der allgemeine Charakter der Abweichungen. Die Grofen a
und b sind Lingen, und ihre Vorzeichen und Betréige sind aus-
schlaggebend fiir den Charakter der Lé#éngsaberration. Soll fiir
einen bestimmten Offnungswinkel = sphirische Korrektion be-
stehen, so mufl offenbar gelten:

@ (a -1 6% = 0;

a und b miissen also verschiedenes Zeichen haben oder einzeln ver-
schwinden, wenn fiir einen von Null verschiedenen Offnungswinkel
dieselbe Schnittweite s==8; erreicht werden soll, wie sie fiir den
Achsenstrahl gilt. Ist das der Fall, so bezeichnet man das System
als spharisch korrigiert fir diesen Offnungswmkel #w==1%. Man sieht
aus der Form von & unmittelbar, daf nur dann auch fiir alle
Winkel u <% sphirische Korrektion besteht, wenn a==0==0 gilt,
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d. h. wenn beide Koeffizienten einzeln verschwinden. Solche Systeme
wiirde man als frei von sphdrischer Aberration fiir eine bestimmte
Offnung w==1 bezeichnen. Sind aber a und b von Null verschie-
den, so liefert uns — wenn «? fir den Augenblick mit v be-
zeichnet wird —

as d’s
:a—{"QBN/“’ und —2—:25
dv dv
Aufschluff iber das Verhalten der Funktion 8. Offenbar entspricht
= a . . .
dem Werte u?=— 3% ein Extremwert der Funktion &, und das
z 177
i 122
vz vz
— —
Fig. 56. Fig. 57.
Die beiden Typen der bei sphérisch korrigierten Systemen moglichen Zonen.
8§ —s=—au’4 bu 8§ —s=oqau®—Hut
(Gewdhnlicher Zonencharakter.) (Ungewshnlicher Zonencharakter.)

ist, wie man aus dem zweiten Differentialquotienten erkennt, ein
Minimum fiir b >0 und ein Maximum fiir b <Z0. Der Wert 8 ist
fir w=—u
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2

S;:S——E,

und diese Form bestiitigt das eben ausgesprochene Resultat.

Wir konnen also ganz allgemein iiber den Charakter der
sphérischen Aberration, soweit er durch eine Reihenentwicklung
der vorliegenden Form mit nicht verschwindenden Werten a, b
dargestellt wird, die folgende Aussage machen: Eine Korrektion
der sphérischen Abweichung ist nur mdglich, wenn die beiden
Aberrationskoeffizienten endlich sind und verschiedenes Vorzeichen

haben. Ist das der Fall, so gibt ﬁz‘/—;—B die Stelle an, wo

die groBte Abweichung von dem s-Werte besteht, wihrend sich der
Betrag dieser Abweichung bei kleinen Variationen des Offnungs-

winkels gar nicht #ndert. Fur a:‘/—%:l@-i ist dann der

Anfangswert s wieder erreicht, also die sphérische Aberration auf-
gehoben. Die beiden moglichen Typen des Verlaufs der Funktion
8 —s seien hier nebenbei angegeben, und zwar sind als Abszissen
die Werte von 8§ —s und als Ordinaten die »-Werte aufgetragen
worden.

Dem Gebrauche der Optiker folgend wollen wir bei sphériseh

korrigierten Systemen die endliche Abweichung von dem s= 8z-
2

40 8
Zonen einfiithren, wobeil negative und positive primére Zonen unter-
schieden werden konnen. Nach dem Vorhergehenden sind wir
berechtigt, von dem Zusatzgliede bu* als dem ersten Zonengliede
Zu sprechen.

Die Entwicklung des Koeffizienten % nach der ABBEschen
Invariantenmethode. Gehen wir nun zum Zwecke der analytischen
Entwicklung des Zonenglieds auf die frither aufgestellte Invariante
der Brechung an einer Fliiche

‘Werte, deren Maximalwert durch ekennzeichnet ist, als primére

_n(s—r) W (s'—7r)
=y = iy
zurlick, so miissen wir jetzt schreiben:
Q=@+ 0,,9° + 09" = Q'+ 01.9°+ ¢2:9",

und es ist daraus qaszqés zu folgern.

Q,
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Ganz der fritheren Herleitung entsprechend schreiben wir

(i) (1)
S p\r s/ p \r &

und haben dann die einzelnen Faktoren fiir sich bis zu den vierten
Potenzen von ¢ zu entwickeln.

Aus der auf S. 130 aufgestellten Gleichung ergibt sich unter
Beschriankung auf die Glieder mit g*:

. r 72> o (1 r? rt >
B e e s
P +<2s 258 % T\g ns 4ns

da es sich um den Koeffizienten von ¢? handelt, so brauchen wir

1
in.der Entwicklung von 5 offenbar unbeschadet der Strenge nur
bis zu den Gliedern mit @® zu gehen, und schreiben in diesem

1 1 «a
Koeffizienten ohne weiteres ;2;——7 ¢@® nach 8. 218.

] r? 172 1 72 172 3 rt !
p qu) 4Qs 2 S" ar (p 8 4:71/28:' Qs 8

2ns 2ns 3 ns
Aus
sinu——-—isin.(p
P
und
s=s-+au®-} but
folgt
2 .2
ol 58
v s? 1 @ 5ns+a
und
11 argv jar( r? > 3a%rt 574} .
s s +1s 32 3nsQ + s? Y
mithin
s nar _ nar? s r? > 3na‘zr4_n5r4} {I
Q= [ —i— { < 32 3nsQ + §* o R

Nach Ausfiihrung der Multiplikation und Vornahme einiger
Reduktionen ergibt sich:

R

et [200°Q7 32a¢"2Q 72nar 24nBr Q2 9r2Qp
24 nst + + n?s® J°
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Die ersten beiden Glieder sind uns schon aus der fritheren
Entwicklung bekannt, dagegen erhalten wir aus

25 = q2s
unter Anwendung der gewohnten Schreibweise:
nb 1Q° 2
Y

24 ¢? ns'

Hieraus wiirde sich leicht eine Rekursionsformel fiir b, ent-
wickeln lassen, die dann Glieder mit a'?, o/, a% a enthalten miiBte.

Um die Rechnung zu erleichtern, empfiehlt sich die Einfiithrung
’

der neuen Variabeln w=%, mit deren Hilfe sich die Ausdriicke

bilden lassen:

nn

Q== 1(1"_“’)

n——ns

2n'a’— 2naw“=s'(—n,ﬁ_7f—«n)—2 (w—1)* <co—%>

nb
Setzen wir nunmehr diese Werte in die fiir AF bestehende

Gleichung ein und multiplizieren beide Seiten mit s®, so erhalten
wir schlieflich die vereinfachte Beziehung

nna

24(%'5'—n5w6)=72%a2w7n:n +72( n)? w*fy (@)

18— ( )4 s (w—1)? <w—%> f3(®),

wobei f,(w) und f;(w) folgendermaBen definiert sind:
13 8) <5 1)
—_— 2 (I N__ N
fol@) = <9N 9) T \gV g

=t Jorairs 3
o Y
2un'

Durch diese Beziehungen ist man in den Stand gesetzt, fir
eine jede Fliche die zu gegebenen s, s, a, b-Werten gehorenden
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o und Y"-Werte zu finden, die dann fiir die nichste Fliche wieder
als Anfangswerte zu dienen haben.

Zu den Koeffizienten f,(w) und f;(w) mag bemerkt werden,
daB sie fiir » und ' symmetrisch sind, mithin bei der Vertauschung
dieser Werte ihren Betrag nicht &ndern. f;(w) hat ferner in dem

tir Ll, in Betracht kommenden Bereiche von 1 bis 1,65 drei reelle
n
Whurzeln, fiir die die nachstehende Tabelle angegeben sei.

Tabelle fiir die Wurzeln von f; (w).

n

] @y Wg W3

1,1 0,497512 0,971682 1,035350
1,2 0,491059 0,951210 1,074398
1,25 0,486835 0,943120 1,095046
1,3 0,482100 0,936212 1,116302
1,4 0,471733 0,925071 1,160338
1,5 0,460672 0,916593 1,206067
1,6 0,449402 0,910238 1,252860
1,64 0,444944 0,908051 1,271887

Aus der Form des Ausdrucks fiir b’ geht hervor, daB in dem
Spezialfalle eines aberrationsfreien Objektpunkts und einer einzigen
abbildenden Flédche das Zonenglied fiir dieselben drei Entfernungen
verschwindet, fiir die auch das erste Glied der sphirischen Aber-
ration zu Null wurde. Es sind dies fir w==1 der Flichenscheitel
und der Flichenmittelpunkt sowie fiir w==n/n" die aplanatischen
Punkte der Fliche. Von diesen Punkten abgesehen verschwindet
in unserem Spezialfalle das Zonenglied allein noch fir die drei
reellen Werte w, die durch die Gleichung f;(w)=0 definiert sind.
Fiir die den obigen w-Werten entsprechenden Objektentfernungen be-
steht dann nur sphérische Aberration von der ersten Ordnung,
solange man die Glieder von fiinfter und hoherer Ordnung ver-
nachlidssigen kann.

Die Bedeutung des Paars aplanatischer Punkte und des Kugel-
mittelpunkts tritt also, wie es auch sein muf, bei dem Zonengliede
zZutage.

Wir konnen von diesen beiden Punkten eine Anwendung
machen, um eine aplanatische Sammellinse endlicher Dicke zu
konstruieren, die durch Biischel beliebiger Offnung von einem Ob-
jektpunkte ein virtuelles, aberrationsfreies Bild entwirft. Linsen
dieser Art werden bei starken Mikroskopobjektiven verwandt.

Mit dem Objektabstande s, =, wird um den Objektpunkt
eine Kugelfliche beschrieben, die das objektseitige Biischel in Luft
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aberrationsfrei in das Medium = tiberfiihrt. Nach Anbringung der
Dicke d ist s,=r, —d, und wir haben nun nur die auf S.225
unter c¢) aufgefiihrte Gleichung zu l6sen, die in unserem Falle wird

1
rl—d=ﬁj———r‘,,
7
und daraus ergibt sich dann
n(r, —d)
r2=—-—n1_’_1 i s =n(r,—d).
Nach S. 144 finden wir noch ohne weiteres

pf=n.

3. Die allein von der Hauptstrahlneigung abhingige
Aberration aulleraxialer Punkte.

(Die Verzeichnung).

Beachten wir, nachdem die Abweichungen axialer Punkte, bei
denen nur die Offnung # der abbildenden Biischel in Betracht kam,
im voraus behandelt sind, nunmehr ebenso ausschlieflich die Ab-
weichungen, die die Hauptstrahlen betreffen. Wir beschréinken uns
dann darauf, unendlich wenig getffnete Biischel durch das System
zu verfolgen und machen zu diesem Zwecke die Festsetzung, daB
nur die Mitte P der Offnungsebene den Durchtritt von Strahlen
gestatte.

A. Die Abhingigkeit der Verzeichnung von der sphirischen
Aberration der Blendenmitte und von der Hauptstrahlneigung.

Um den allgemeinsten Fall zu erhalten, nehmen wir an, daB
das System aus einer Vorder- und einer Hinterkombination bestehe,
die zwischen sich die in unserem Falle ganz eng angenommene
Blende I einschliefen. Alsdann gehoren zu einem heliebigen Innen-
winkel w die beiden ihm je hinsichtlich der Teilkombinationen und
einander hinsichtlich des ganzen Systems konjugierten Neigungs-
winkel w und «'. Um die Schwierigkeit zu vermeiden, zu einem,
im voraus gegebenen aufleraxialen Objektpunkte die Neigung w
des zugehorigen Hauptstrahls zu finden, der nach der Brechung
durch die vorgeschriebene Blendenmitte geht, nehmen wir in der
Objektebene den Punkt O, mit der Achsenentfernung 7 da an, wo
der unter w geneigte Hauptstrahl die Objektebene durchstéft, dann
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wird der konjugierte, zu I' gehorige Bildpunkt 0., auch bei einem
endlichen Neigungswinkel w durch den Durchstofungspunkt des
Hauptstrahls in der Gaussschen Bildebene definiert.

Die Bedingung dafiir, daf keine Abweichung von dem durch
die GaUsssche Abbildung gegebenen MaBstabe y =1]l, oder wie wir
auch sagen konnen, keine Verzeichnung, Verzerrung, Distortion auf-
trete, ist nun offenbar

v U
17— F
%
"
(/)\\?ij / Jl 0’

O _
Fig. 58.
00,=1; 00, =1.

Zur Abhiéngigkeit der Verzeichnung von der sphirischen Aberration der Blendenmitte und von
der Hauptstrahlneigung.

Driicken wir nun die Werte 7 und 7 durch die Achsenabstinde
und Neigungswinkel aus, so erhalten wir:
U! OPtgw POtgw PS'+80tgw —o'+stgw

1 OPtgw POtgw PS+S80 tgw —ax+tstgw’
und wir sehen, daf die Verzeichnung im allgemeinen von zwei
Faktoren abhingt, einmal vom Tangentenverhéltnis tgw':tgw und
dann von den Aberrationen dx' =o' —z' und dx=wx —x, die
in die Bilder P, P’ der Blendenmitte I durch die Teilkombinationen
eingefithrt werden.

Wird der Objekt- oder der Bildabstand unendlich, so muB an

l
Stelle der wirklichen die angulare Objekt- oder BildgriBe ! =
l’ ll S—aX §—X

oder w7 treten, und dann spielt die endliche Blenden-

aberration dx’ oder dx auf der Objekt- oder Bildseite keine Rolle mehr.

Im Falle eines astronomischen Fernrohrs, wo Objekt- und
Bildabstand beide gleichzeitig unendlich werden, erhalten wir mit-
hin die als die Airysche Tangentenbedingung bekannte Beziehung:
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v l tew'
g it = ———==const.
§—x s—x tgw

Die Variabilitit des Tangentenverhéltnisses mit @ entscheidet
in diesem Falle allein tiber Grad und Art der Verzeichnung, und
die Bedingung der Aufhebung der Verzeichnung f#llt hier mit der
Forderung der Konstanz dieses Verhdltnisses oder der Erfiillung
der ArrRyschen Tangentenbedingung zusammen.

Dies gilt auch dann, wenn etwa durch Fortfall der hinteren
Teilkombination identisch %' ==z’ wird, und gleichzeitig das Objekt
in das Unendliche riickt; denn dann ist offenbar auf der rechten
Seite von

R / , ntgw
l: == (5 — 0(,) —
s—ux . tgw
tgw . . . . . .
P allein das Bestimmende. Dieser Fall ist bei photographischen
g

Objektiven mit Hinterblende verwirklicht. FEine analoge Lage ist
gegeben, wenn dz identisch verschwindet und das Bild in das Un-
endliche riickt, eine Moglichkeit, die sich in der Praxis bei einem
Okular finden kann, das tir ein auf Unendlich akkommodiertes Auge
eingestellt ist.

Tritt keiner dieser Sonderfille ein, so mufl, wenn die Ver-
zeichnung durch das Tangentenverhiltnis allein bestimmt werden
soll, die sphirische Korrektion der Blendenmitte fiir die Teil-
kombination gefordert werden, eine Forderung, die als die Bow-
SurToNsche Bedingung bezeichnet wird.

Die fir alle Objektabstinde giiltige Korrektion der Verzeich-
nung 148t sich durch die gleichzeitige Erfiillung der AIiryschen
und der Bow-SurToNschen Bedingung in der Tat erreichen.

Es seien hier zwei Systeme als Beispiele angefiihrt: Zunichst
nennen wir die vollig konzentrischen Systeme wie die SurToNnsche
panoramic lens und die Kugellupen von H. SCHROEDER und A. STEIN-
HEIL. Sodann aber gehort hierher ein im allgemeinen Falle hemi-
symmetrisches System, bei dem die Blendenmitte durch die min-
destens aus je einer aplanatischen Sammellinse der S. 238 beschrie-
benen Art bestehenden Systemteile aplanatisch mach der Objekt-
und nach der Bildseite abgebildet wird.

B. Der Ausdruck fiir die Zerstreuungslinie der Verzeichnung
bei kleinen Hauptstrahlneigungen.

Wenden wir uns nun zur Behandlung der Verzeichnung in
erster Annéherung, so ist es einleuchtend, dafl wir jetzt bis zu
Optik. 16
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der dritten Potenz der Koordinate ! gehen konnen, und da ferner,
da jedes Element des Hauptstrahlenbiischels in einer Meridianebene
verlduft, einzig und allein tangentiale Abweichungen vorkommen
kénnen.

Wenn wir uns daran erinnern, daf infolge der Gaussschen
Abbildung galt I'/l==78, so erhalten wir jetzt, da vor Eintritt in das
System keine Verzeichnung vorhanden ist, wegen ¥’ =1 - 8/’

’ '
L—ptl=ptop

mit anderen Worten heift das: Fassen wir den Ort des Objekt-
punkts auf als den Durchstofungspunkt des Hauptstrahls in der
(Gaussschen Bildebene, so ist bei einem Hauptstrahlneigungswinkel
w, dessen fiinfte und hohere Potenzen vernachlissigt werden, eine
tangentiale Abweichung méglich, die sich in einer Anderung des

MaBstabes B kenntlich macht.

b, B,

a
Fig. 59.
a Objekt, b, Bild mit tonnenférmiger Verzeichnung, b, Bild mit kissenférmiger Verzeichnung.

Wird der AbbildungsmaBstab grofer (ist 68 >>0), so zeigt sich
die Verzeichnung bei einem quadratischen Objekt in der Mitte des
Gesichtsfeldes durch eine gegen die Mitte konvexe Kriimmung der
Seiten, nach dem englischen Ausdrucke cushion shaped distortion :
kissenformige Verzeichnung genannt. Wird der AbbildungsmaBg-
stab kleiner (8 <C0), so wenden im Bilde des Quadrats die Seiten
ihre Konkavitit gegen die Mitte, ein Zustand, der nach dem eng-
lischen Fachausdrucke barrel shaped distortion als tonnenférmige Ver-
zeichnung beschrieben wird.

Gehen wir nun dazu tiber, die Verzeichnung an der einzelnen
Fliche zu behandeln, so durchstofe der unter w geneigte Haupt-
strahl die zugehorige Kugelfliche in P und die Objektebene in 6«»-
Es gilt dann

HB:00,— HP:0P
=HS-+SP:08-L-SP
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rsin¢:l=—2rsm2 ¢ Fox:—s4a;

oder man erh#lt unter Vernachlissigung der fiinften und héheren Po-
tenzen, wenn man noch schreibt:

3

2
l——lg5—I— und ac—-a:—{— = P,

wo ¢ fiir « und ¢ dieselbe Rolle spielt, wie a fir s und @:
T
12 (=—1 2 — .
r [ 6 \1 1+9 (x—s) a* +2x

%

Fig. 60.
8C=r; SO=s; SP==; 00,=L

Zur Ableitung der tangentialen, infolge der Verzeichnung auftretenden Abweichung.

Aus dieser Definitionsgleichung fiir die Werte I und [ flieSen
die Bestimmungen:

mithin
16%*
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R N R ]

re

T )

rx/.
ﬂ"f‘=1+722¢?<Q lQ “ﬁg*" ‘)

Ersetzen wir die in der Klammer stehenden Ausdriicke durch
ihre 8. 218 und S. 133 abgeleiteten Werte, so erhalten wir

i (g e

Wir lassen nun den Flichenindex heraustreten und beachten,

daf

ebenso wie

lv' == lv+1

Ty ¢v:yv
gilt. Beriicksichtigen wir weiter, daf nach dem SMITH-HELMHOLTZ-
schen Satze und unter Beachtung des auf S. 144 abgeleiteten
y-Werts geschrieben werden kann
) L) LI

=1l —,

ml, y=1 s,

und daB ferner gilt

=1,
so erhalten wir nach der Bildung des Produkts iiber alle Aus-
’
driicke” 2 ST:
nvlvsv
' 2.4 2 2 2
5N B gt )
nl, v=ts' 1 2,20\, \Quo— Qs ¥ nX "y, v m

und es ergibt sich fiir die tangentiale Abweichung
| =1 —1
auf der Bildseite die Gleichung:
’ 2k 2 2
b S () gl pq.lal),
lk 2 v=1\Y1 ch st v X 4

Projizieren wir die Abweichung lox durch tangentiale Biischel
in das Objekt zuriick, so erhalten wir nach dem SMITH-HELM-
HOLTZschen Satze

(k)
nk u, ZOk—nlull .
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Nehmen wir noch binzu, daf die Lateralvergroferung gegeben ist

durch
’ !
Lo m oy

?
x "y

~

so bekommen wir als Ausdruck fiir die in das Objekt zuriickpro-
jizierte Verzeichnung:

M#ﬁ=_£§@ﬂ € 4lig,tyl)
A 2,21\y,/ \Qyo— Qs » nx T, v R

1

Die Bedingung dafiir, da unabhingig von y,, l(()k) verschwinde,
oder dafi die Verzeichnung aufgehoben sei, ist:

Véﬁﬂ%ﬁ@@m+%aﬂ>

Diese Form 148t sich noch derart umgestalten, daf wir unter
. . 1 1

dem Summenzeichen nicht A i sondern 4 -— erhalten. Der so um-
‘ n ns

geiinderte Ausdruck fiir die Verzeichnung wird sich dann spiter
als Resultat einer ganz anderen Ableitung wiederfinden.

Wir gehen auf die S.145 unter (2) entwickelte Beziehung fiir
Q. — @ s zuriick und fithren diesen Wert in die Summe ein, so
daf wir erhalten:

l(()k) y12 1 kE h, <?/v) [ J
Z—_ 2 Q1 Q1sv=1h V +QME(QM€ Q”)E 4 kﬂ‘
Der in der Klammer stehende Ausdruck wird nach Heraushebung
1
von me Einsetzung von a1y ~—Qm 13 und nach Ad-
Q,, s Y NX Ty v N "

dition und Subtraktion von - Qfx 4l o
v

v

leai-ord)-orie]

Ersetzen wir nun den ersten Ausdruck nach S. 133 durch den ihm
gleichen, so erhalten wir als Formel fiir die auf das Objekt be-
zogene Verzeichnung:

@z__ylz 1 é hl <?ZZ>3[Q§%A i - wc (va st ﬂlA £‘l .

L 2 Q. Q. Stk \y,) L@y v ns Ty v B
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Hier fiithren wir nun noch die Identititen ein

x 1 8%,
Y, = und =
Yoa—s Qo— Qs 7 (m—sy)
und finden als endgiiltige Form:
i1 2 h<v>[Qfoi_ (g _gptal
84 2 (x,— 5% =1k, Qs v ms ey

Man ersieht daraus, daB die tangentiale Abweichung in der
Tat allein von der objektseitigen Koordinate !, und, wie es auch
sein mufl, von ihrer 3. Potenz abhingt.

C. Die Verzeichnung in einfachen Sonderfillen.

Bei der Behandlung der Verzeichnung in einfachen Sonder-
fallen gehen wir von dem Ausdrucke aus:

w_ 1s o s & by (%*){ il il 1}
lO — 20 xl ’LUl v:lh +va(va st

1 Ty v R

der mit der zuletzt angegebenen Form identisch ist.

Die Verzeichnung einer Fliche. In diesem Falle nimmt der
Ausdruck fiir den durch die Verzeichnung hervorgerufenen Bild-
fehler die Form an

% 11 11
B=—2tweqanleal 1@ -eial]

Man sieht ohne weiteres ein, dafl dieser Ausdruck nur in zwei
Fiallen verschwinden kann, wenn némlich einer der beiden ihn bil-
denden Faktoren verschwindet.

a) @, =0 oder x==r, d. h. der Blendenort fillt mit seinem
Bilde im Fléichenmittelpunkte zusammen, dann ist die Lage des
Objektpunkts gleichgtiltig.

b) | xsV=ua’s <QxAnl;+(Qx_Qs)%A%)=

Soll diese Beziehung bestehen, so konnen s und a nicht un-
abhingig voneinander sein. Der Ausdruck laft sich auf die fol-
gende Form bringen

w2V

oy =W T —2nfetne®—n'op,
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und man erkennt daraus leicht, daB bei gegebenem Blendenab-
stande x stets ein und nur ein Wert fiir s gefunden werden kann,
der auflerdem stets reell ist, ndmlich aus

1[,, n 5|
0—5[«: + (¢ @)J,
fiir den V verschwindet.

Ist dagegen der Objektabstand s gegeben, so erhalten wir als
Beziehung

__ngil(n'ggo + nn'oo —nn'g?
n+n ’

d. h. es ist ein doppelter, ein oder kein Blendenabstand moglich,
fir den V verschwindet, je nachdem eben

3

002 M

<n'—+n

Sollen wir also einen reellen Blendenabstand haben, so mufl o

dasselbe Zeichen haben wie o, und E> ; L
e

n—4n

jektpunkt im aplanatischen Punkte, d. h. ist

sein. Liegt der Ob-

"

oW+’
so ist die Verzeichnung durch V==0 nicht zu heben, da der dann
erforderliche Wert S:—n, ZEZ bei der angenommenen Lage des Ob-

jektpunktes keinen Sinn hat.
Tritt keiner der hier aufgezidhlten Fille ein, so besteht Ver-
zeichnung, deren Ausdruck wir in der folgenden Form schreiben:

(k) —
1
o Swet o @e— D)W E =0 — o).

Das Vorzeichen dieses Ausdrucks hiingt dann von den Werten von
o und & ab. Betrachten wir hier ebenso wie bei der sphirischen
Aberration den Sonderfall eines unendlich entfernten Objekts, so
werden die Verhiiltnisse wesentlich iibersichtlicher, und es ergibt
sich die Regel, daf bei Annahme einer beweglichen Blende die
Verzeichnung in der Hauptbrennebene ihr Zeichen #ndert, sobald
die Blende durch den Flidchenmittelpunkt tritt.
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Die Verzeichnung einer einfachen, diinnen Linse. Stellen wir
fiir diesen Fall den allgemeinen Ausdruck fir den Koeftizienten V'
der Verzeichnung auf, so kdénnen wir mit Hilfe der einfachen Be-
ziehungen auf S. 152 r,, xg', 82' durch r=r,, s, x; ausdriicken
und erhalten dann

V="V,— V0 +7,0%

WO
n? 3 1,
O T L e e
y,— 2;1—!—1 2+ +1 +3n:—§(p§
V2:n+2¢

n

Die hier gewé#hlte Form, die Verzeichnung der einfachen,
diinnen Linse als Funktion des ersten Radius auszudriicken, hat
insofern praktisches Interesse, als es sich bei der Konstruktion von
Linsensystemen mit Riicksicht auf die Verzeichnung in der Regel
darum handeln wird, die Durchbiegung so zu wihlen, daf die Ver-
zeichnung einen bestimmten, vorgeschriebenen Wert annimmt.

Die oben angegebene Form wird nun in folgender Weise um-
gedndert: Bestimmen wir nédmlich fur Vmin=T7 aus

7 o
oQ

" 3(n—‘f—1)§ n41 2nt+1)n
=2, T2 T2t T r 1) 7

und weiter

V 2
V=Y gy
so wird allgemein fiir
e=6+e

17 <9 7 n 2 —\ 2
V=V+V,6=V + _L_ @ (e —0)

Benutzen wir jetzt die Abkiirzungen

& -
— =X

75,
@
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so besteht fiir Y die Beziehung

—(n+1)"'22_3n‘2—f—4n—12:, 3n*+10n—1 _, 2143
dn(n-t2) 2n(n -+ 2) E+ dnn+2) T 2@mL2
3 - (dn—1)n =
+2(n—{—2)u+4(n~1) (n—|—'27_y_0
und ferner nach dem obigen
P n~1 3(11—}—1),_+ 2n4-1)n

22 +zm+m 2(n+2)(n—1)’
Y=?+3%3@—B%

sowie

Wir brauchen nun nur noch Y und P als Funktionen von &
und 2 darzustellen, um eine gute Ubersicht tiber den Verlauf beider
Funktionen zu erhalten. Wir konnen dann fir jeden gegebenen
Wert P sofort den zugehdrigen Wert von Y berechnen. Die um-
gekehrte Aufgabe, die Durchbiegung P zu finden, die auf einen
vorgeschriebenen Wert Y fiihrt, 146t sich nur dann durch reelle P
l6sen, wenn Yzf ist.

Die Abhingigkeit des Y-Wertes von 2 und & wird leichter
tibersichtlich, wenn wir durch die bekannten Koordinatentrans-
formationen jene Gleichung auf die Normalform bringen.

Es ergibt sich die Verschiebung des Koordinatenanfangs aus
den Beziehungen

1 - 5
F=()—5; E=(@-;

und der Drehungswinkel ¢ aus

2 —1
tg 20— — 30+ 4n

2n(n- 3)
Das SchluBresultat der Substitutionen ist

2
n?

4(n—1)>

1,82 2,2 =Y—

wobei die Werte 11 2 gegeben sind durch

- dn— 11+ V(@ —{—4%—1) + 4n*(3n? —{—10n—|—8)
Ay o=
4n(n+-2)
und daraus geht hervor, daf die zu beliebigen Werten von Y ge-
horigen Werte von 2 und & Hyperbeln mit gemeinsamem Mittel-
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2

2

punkt definieren, die fir ?:Z‘(LW in das gemeinsame Asym-
n—1)2

ptotenpaar iibergehen.
Zu beliebigen Betriigen von P gehorige 2, Z-Werte definieren
eine Gerade aus einer parallelen Geradenschar.

4. Die von der ersten Potenz des Offnungswinkels (u, v)
abhiingigen Aberrationen auBeraxialer Punkte.

(Die Bildfeldkrimmung der tangentialen und sagittalen
Strahlen; der Astigmatismus.)

Aus der S. 160 und 162 gegebenen Ableitung der Invarianten der
schiefen Brechung

Qtz

neos n

ncosj  mcos’j
r t &= r /S

ist die Vorstellung geldufig, daB schief auffallende, unendlich diinne
Biischel astigmatisch deformiert werden. Man wird sich mithin die
Vorstellung bilden miissen, daB bei einem zentrierten System zu
einem auf einer Rotationsfliche um die Systemachse liegenden Ob-
jekt zwei Rotationsflaichen als Bilder gehoren; und zwar enthilt die
eine alle durch die tangentialen (meridionalen) Biischel definierten
Bildpunkte, die andere alle die Punkte, die den sagittalen (dquatorea-
len) Biischeln ihre Entstehung verdanken. Man nennt daher diese
Rotationstlichen auch die tangentialen und sagittalen Bildfidichen.

A. Die Lage der astigmatischen Bildpunkte bei endlicher
Hauptstrahlneigung.

Denken wir uns nun, ganz ebenso wie das bei der sphirischen
Aberration eines Achsenpunkts geschah, im Schnittpunkte O' der
Achsenstrahlen die GAusssche Bildebene errichtet, so werden wir in
ihr an Stelle des auBeraxialen Bildpunkts zwei Zerstreuungslinien,
namlich die der tangentialen und der sagittalen Biischel finden.

Es sei in den bei den Figuren 61 und 62 der zu dem aufler-
axialen Objektpunkte gehorige, die Offnungsebene in der Blenden-
mitte P’ durchsetzende Hauptstrahl P'0), mit der endlichen Neigung
w' angegeben. Auf ihm liegen die durch ganz wenig geotfnete
Biischel (u’ und v’ klein von der ersten Ordnung) definierten Bild-
punkte, ndmlich S, fiir die tangentialen und S/ fiir die sagittalen
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Biischel. Die Entfernungen dieser Punkte von der Durchstofungs-
stelle 0, des Hauptstrahls mdgen bezeichnet sein mit
rA 1oyt
St Ow:(St; S/()w:(sf’
ferner mogen die bei 5w’ erscheinenden Zerstreuungslinien genannt

werden li; fiir das tangentiale Biischel mit der Offnung u' und
Li, fir das sagittale Biischel mit der Offnung v'.

Fig. 61. .
P'M =mw'; P'O=¢-—x; 0,/R =1,.

Die in der Gaussschen Bildebene entstehende Zerstreuungslinie der tangentialen Bildkriimmung.

Es lassen sich dann nach den Figuren unmittelbar die Pro-
portionen aufstellen:

Lg:m' =—4,cosw': s —a'— b,cos ' ;
Liw:M=—03,cosw :s—a'—d,cosw,
woraus dann weiter folgt:
m'd, cos w'
s'—a' — 6, cos w'

M'dycosw’

H Lijy=———"———-
§ —a'—dcosw

’
llk:_

Wir heben noch besonders hervor, daff die durch den Astig-
matismus schiefer Biischel hervorgebrachten Zerstreuungslinien linear
sind in den Offnungskoordinaten m’ und M’'. Durch diese beiden
Glieder sind demnach auch alle in der Zusammenstellung auf
8. 211 enthaltenen, linear von der Offnung abhingigen Abweichungen
angegeben.

Was die Abhéingigkeit von «' angeht, so sind iz und Ly
offenbar gerade Funktionen dieser Gréfie, und sie beginnen mit
der zweiten Potenz, da sie fiir w' =0 jedenfalls verschwinden.

Fihrt man die Abkiirzung ein

Ov4-1 o wv—}—l_rv—{—l
v wv'_%y ’
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so kann man aus der auf S. 76 angegebenen Formel fiir die Ab-
szissen der Auffangebenen auf die Rekursionsformel
_ Gr1 sin Gy —j,)

g, sinw, sinw,’

X1
__i__iﬁlctng_l_l:
mv—l—l—sv—l—l G X, —s8,

. X, —7
P17 g w,

kommen, und ihre Anwendung ergibt ohne weiteres
!
Xy — T % X, —r

% . . )
o % S1I1 —

== = ctgw, — 3 l“'—(JV—‘J—V—),

wk' . sk' 9 -’”1 . 81 y=1 J» SIN W, SIN W,

Diese Formel gilt tiir Systeme mit endlichen Dicken und bei
endlichem Blendenabstande. Die Aufstellung der entsprechenden
Beziehung fiir die tangentialen Biischel ist uns nicht gelungen.

Fig. 62. .
P'E=M; PO=s—ux, Om’Q'=L£k

Die in der Gaussschen Bildebene entstehende Zerstreuungslinie der sagittalen Bildkriimmung.

Der Fall eines Ebenensystems. Nur in ganz wenigen beson-
deren Fillen gelingt die allgemeine Behandlung des Astigmatismus
auch fir endliche Neigungswinkel w. Wir behandeln hier zun#chst
ein System von % achsensenkrechten, parallelen Ebenen und stellen
die Ausdriicke fiir die Abstinde ¢/, /' der Bildpunkte auf den
unter #', geneigten Hauptstrahlen fest.

Es gilt fiir konjugierte Abstinde bei der »-ten Brechung

’ 2.7
, n,  cos*j,
t,, —_ — 5 -
n,  COS°Jy
und wegen
d,_4
’ y—
t,=1,_1— ;
COS Jy—1
auch
’ 2.1 ' 2.1
b n, €O0s°J, ., oo cos®j, d,—y
_ - 1 — 3
” n, cos%, ny_, cos ¥, _q
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unter Beriicksichtigung der Beziehung
COS Jy — 1 == COS J .

Es folgt leicht weiter

o’ . ! ! - ! .
p ™ co0s?j, n,  cos?y/d, s wm)cos?s d, 4
vy 2 . v—2 7 T 3 7 — 3
Ny —2 CO8S" ]y 2 Ny_ 2 CO8" 7, —2 Ny 1 COS" 7y —1
PSS-S E—1
prm M COS Ty e e
kT 2. 1 k COST )y 2 ’ 3.7
n, cos®j; y—1 N, cos?j,

In einer ganz entsprechenden Weise erhalten wir fiir den

Sagittalschnitt
r___ nk, yk§1 dv
S —Tlfl M 2 T eoss)

Es macht nunmehr keine Schwierigkeit, die oben entwickelten
Ausdriicke fiir die durch den Astigmatismus hervorgerufene Bild-
verschlechterung bei endlicher Hauptstrahlneigung zu bestimmen.
Dabei ist die Abszisse &' des dem Blendenorte auf der Bildseite
konjugierten Punktes aus der Formel zu entnehmen, die auf S. 214
fir die sphérische Aberration eines Ebenensystems gegeben ist.

Zwischen der Grofe ¢, und den anderen, in der fiir die Bild-
linie des Astigmatismus geltenden Formel enthaltenen Gréfen be-

steht die Beziehung
’
8 .
- — 0, =1
cos w,, t kY

also
0, cos w, =g,/ —t, cosw,’
und demnach
) 8 — b cosw,/
t, cosw, —a' "

lg=—m

Ganz analog ergibt sich natiirlich
Lhy— — S i cos
Ji cosw,' —ac'
Fir die Differenz zwischen tangentialer und sagittaler Schnitt-
weite 146t sich eine einfache Beziehung in der folgenden Weise

ableiten.
Machen wir nimlich die Annahme, daf das erste und das letzte

Medium des Ebenensystems gleich seien, so wird
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m=my5 i =Jy,
und das erste Glied in den beiden Ausdriicken fir ¢  und f,/
lautet ¢, und /;. Setzen wir nun weiter voraus, daf es sich um
einen aberrationsfreien Objektpunkt handle, bei dem f, =t ist,
so sehen wir, daB die astigmatische Differenz /' —¢' unabhingig
wird von dem Objektabstande, denn wir erhalten fiir sie den

Ausdruck
k=1 d cos?y,’
"-‘t ': ! e < k i 1) .
Je—bh = vél n, cosj,’ \cos?y,’

Der unter dem Summenzeichen stehende Faktor 148t sich noch
in folgender Weise umgestalten:

cos?y — cos?s,’ sin®j," —sin?y,
cos?j,’ cos?s,’
sin?j, [ n/?
= F T 1/,
cos?y,’ \ n,

also erhalten wir schlieBllich:

k-1 n'd, 1 1
/k’_t",:nlesmgj‘vzl nv’gos;’jv’ ( n?  n? )’
eine Formel, in der wir auch wegen j, + w,= ¢, =0 iiberall j,
durch w, ersetzen konnen, da es sich nur um gerade Winkelfunk-
tionen handelt.

Der Fall eines Systems diinner Linsen. Noch in einem andern
Falle gelingt die Behandlung des Astigmatismus auch bei endlichen
Hauptstrahlneigungen w, némlich dann, wenn es sich um ein diinnes
Linsensystem handelt, bei dem die Blende in dem gemeinsamen
Flachenscheitel steht. H. HARTING (7.) hat diese Aufgabe zuerst
behandelt, und ihm schlieBen wir uns hier an.

In diesem speziellen Falle, wo tiberall

P, =0 (v==1..k)
gilt, ersehen wir aus der Gleichung

htw,=¢,=5"+w'(v=1..k),
daf der Inzidenzwinkel j, an jeder Flidche mit dem Hauptstrahl-
neigungswinkel w, von gleichem absoluten Betrage ist. In den
Formeln der schiefen Brechung, wo die Inzidenzwinkel j,, 7,” nur
in der Kosinusfunktion vorkommen, kénnen wir also ohne weiteres
w, an die Stelle von j, treten lassen. Die verschiedenen Werte von
w, ergeben sich aus der Beziehung
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n, sinw, =mn, sinw, (v =1..k),
da nun von selbst
n' =m, 1
und bei einem zentrierten Linsensystem auch
w, =w, 1 (v=1..k—1)

gilt, so ist
Ny p1sinw, 1 =mn,sinw,(v=1..k—1).

Fir die Schnittweiten der schiefen Biischel ergibt sich aus den
allgemeinen ¥ormeln:

ko, 41 c08W, 1 1—n,CO8W,

cos?w
; - 3
1

M+ 1 cos?wy’  my

1
tk r=1 Ty
M1 My % Ny 1 COSW, 4 1—N, COSW,
7T —7A + —
k 1 r=1 Ty

Nimmt man nun weiter an, daB sich das Linsensystem in Luft
befinde, so wird wegen
”k + 1= nl = 1
auch
’ P
Wy =Wy,

und man kann, wenn man in der Summe das erste und das letzte
Glied absondert, die iibrig bleibenden anders zusammenfassen:

1 1 1 1 1 k_l’)’l,,+1COS1,0,,+1
b= e o () EE

t t r N =1 M1 —1

1 1

=+ cosw <i_l>+k\?1”_v+_1% .
/k' _A 1 ’}"k 7‘1 721 ni’—i—l'—‘l
Beachten wir nun noch die Beziehung
1 1 k—1 ‘
-~ =_'3 2 ,
Irk 7'1 y=1 ’n,,_’__l——l

so kénnen wir schreiben

1 1 + 1 . 1 1 cos w,
&'t ' Ucosw, ’ VAR A v’
wo unter 1:U das folgende verstanden ist:

My 4 1COSWy 4y
1 k! COs

f=v:1 ?l,,_t,_l—l P -
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Wir bemerken gleich hier, daf nach dieser Gleichung U nur
von der Stirke der Linsen und nicht von ihrer Durchbiegung ab-
hingig ist. _

Interessieren uns die beiden Abszissen s, und s, von S. 50
und 75, so erhalten wir diese GroBen sehr einfach aus t, und /',
da ja ¢=0 ist, zu

s =t/ cosw, ; 8=/ cosw,,
und daraus folgt
1 1 1 1 1 1

o ! 2 ’ <!

S, i, cos w, Ucos®w, 8, J; cosw, U
Handelt es sich um ein von Astigmatismus freies Objekt, bei

dem also

=/
ist, so wird
1 1 tgtw,
s s/ U

Die Reziproken der Abszissen auf der Achse haben bei einem
in Luft befindlichen diinnen Linsensystem, dessen Blende im gemein-
samen Flachenscheitel steht, auch bei endlichen Neigungswinkeln
eine Differenz, die von der Durchbiegung der Komponenten unab-
héngig ist.

Im besondern wird fiir ein unendlich entferntes Objekt wegen

=/, =00
und
8, = Ucos®w, ; 8/ =U
schlieflich B
s'—s, =Usinw,,
so dafi hier die oben angefiihrte Regel fiir die Differenz der Schnitt-
weiten selbst gilt.

B. Der Ausdruck fiir die Zerstreuungslinien bei kleinen
Hauptstrahlneigungen.

Unsere Aufgabe besteht zunichst darin, unter Beschrinkung
der Neigung w des Hauptstrahls auf Glieder hichstens der zweiten
Ordnung eine algebraische Beziehung zwischen den Konstanten des
Systems, den Anfangs- und den Endwerten der Kriimmung beider
Bildflichen herzuleiten.
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Wir gehen dabei ganz ebenso vor, wie es bei der Behandlung
der sphérischen Aberration eines Achsenpunkts geschah, und ent-
wickeln die in den Invarianten der schiefen Brechung vorkommenden
GroBen nach Potenzen von ¢.

Es komme vor der Brechung an der beliebigen Kugelfliche S
(mit dem Radius r) der die Blendenmitte P unter dem Neigungs-
winkel w durchsetzende Hauptstrahl YP von der Bildfliche O (mit
dem Radius der Bildkriimmung R), so ist der Abschnitt b auf diesem
Hauptstrahle nach Potenzen von ¢ zu entwickeln.

Y

Fig. 63.
SC=r; 0Q=R; BY=5; SO0=s; SP=uw.

Zur Ableitung der Bildkriimmungsformeln.

Dies geschieht durch die Einzelentwickelung der Abschnitte B.P
und YP nach Potenzen je von ¢ und w

T

2x r x

YP=q—b=(w—s){1—2—(R;—f% [%_501——3]} .

Benutzt man ferner noch die Beziehung

Rw:vgﬁx;—s ,

so ergibt sich schlieflich nach Subtraktion beider Gleichungen und
Ubergang zum reziproken Werte:

Optik. 17
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und es sel gleichzeitig bemerkt, daB

cosj=1— 425 <1——1>~

x

gesetzt werden muB.

Bis jetzt ist die vor der Brechung schon vorhandene Bildfeld-
kriimmung ganz allgemein durch ihren Radius R gekennzeichnet
worden. Erinnern wir uns nun, daf es zwei verschiedene Bild-
flichen gibt, je nachdem es sich um die tangentialen oder die sagit-
talen Biischel handelt, so werden wir diese beiden Radien als R
und E, auseinander halten.

t

Wir gelangen zu den gesuchten Beziehungen, indem wir den
Objektabstand d auf dem Hauptstrahle, dessen reziproker Wert

1 . .
— soeben allgemein als Funktion von 95, r, R, x, s dargestellt worden

b

ist, in die oben angefiihrten Invarianten der schiefen Brechung einmal
als + und dann als /~Wert einfiihren.
Ganz ebenso wie oben konnen wir dann hier schreiben:

Q,=Q+y¢, 7" ==Q’+qt'j;;qt=q!

2

Q=044 -9—;—-=Q'+9/'7; =14/

Zur Herleitung von ¢, und ¢, ist die Benutzung einiger ein-
facher Invariantenbeziehungen nétig, und es ergibt sich dann, wenn
wir die Entwickelung hier nur fiir den etwas einfacheren Fall der
Sagittalstrahlen leisten:

w=r@-e (5 — L)+ erta—2e

nRy nr ns
) 1 1 r?
' 2 . 0)\2 = 2 .
qf 1 (Qx Qs) (n!Rf' ’I’l"i") n's' Qz Qs 2 Qac

=@ e ()

r \n n

oder in unserer gewohnten Schreibweise

1 1 .1 Q.2 1

nRy 7

—_——— A4
Ganz analog erhalten wir fiir die Kriimmung im Tangential-
schnitte nach der entsprechenden Entwickelung von g,—g¢,’:
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ALZLAL#,,SQLQ 1

nRt r n (Qx_Qs)- ns
Summieren wir diese Anderungen der Bildkriimmung iiber alle
k-Flichen, so erhalten wir, da auf der linken Seite nur das letzte

und das erste Glied iibrig bleibt:

k k 2
'1 - L S iA,_l___gz __Q”C_ZAL
My Rtk antl r=11 7 R r=1 (QMC‘QW;) Y ns
k k 2
%__1»: S a1 S _*ﬂ_;zli_
Ny, R/k nl-Rfl v=1"y 7 N v=1 (Qa'm_st)‘ Y ns

o Fig. 64.
S/ L=a; O0,/R =1l"; OL=l/'; 00 =e; O,/R =71,

Die tangentiale Zerstreuungslinie in der GAussschen Bildebene und in einer ihr parallelen Ebene.

Setzt man, wie das in der Regel der Fall sein wird, ein von
Astigmatismus freies, ebenes Objekt voraus, so verschwindet wegen
R, =R, =00

auf beiden linken Seiten je das zweite Glied.

Gehen wir nun dazu tiber, im Anschlusse an das Vorhergehende
einen Ausdruck fir die mit der Bildkriimmung verbundene Bild-
verschlechterung in der Gaussschen Bildebene zu gewinnen, so fithren
wir die Offnungswinkel w,’, v,’ des schiefen Biischels ein. Wir
erhalten dann die beiden zueinander senkrechten, im allgemeinen
verschieden langen Geradenstiicke [,," und L;,’, und zwar ergibt

sich, wenn a; s der senkrechte Abstand von der GAussschen Ebene ist,
17%
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! ’
a, ' arvy

l ’:‘: — . L = .
1k costw, ko cos®w,

Beriicksichtigen wir nun nur Hauptstrahlneigungen zweiten
Grades, so kénnen wir setzen
lkrg lkr-z
t = 2Rr_; ay== IR’
th ok
wobei [’ den Achsenabstand des Durchstofungspunkts in der
Gavussschen Ebene bedeutet.

Da also a,, as bereits eine Grofe von der zweiten Ordnung ist,
$0 brauchen wir zur Einhaltung unserer Genauigkeitsgrenze von
dem in I,/ und L, als Nenner auftretenden cos®w, nur das kon-
stante Glied zu beriicksichtigen und erhalten schlieBlich

a

ry12 ryre
' n, w1, ! ny Vi b

=9 R, U on Ry

Ganz ebenso wie die Bildverschlechterung durch die sphérische
Aberration eines Achsenpunkts konnen wir auch die durch die
Bildkrimmung hervorgebrachte Zerstreuungslinie in das Objekt pro-
jizieren, indem wir die nach dem SwmiTH-HELMHOLTZSchen Gesetze
auf das Objekt bezogenen Grofen I,® und L,® einfiihren:

(O 2 E I B e P ! '
i "1u1l1()—"k el s ny vy L0 =n,v,/ L
mithin
1212712 12, 127 12
nyu, l,® = - u_:‘“k lkr ; ny v, L,® = 3 —‘—Vrk lk, .
an 'Rtk 2nk Rjk

Es ist ferner einleuchtend, daf innerhalb des hier betrachteten
Bereiches sich dieses Gesetz auch auf die konjugierten Achsen-
abstéinde ' und !, anwenden lassen wird:

n,*u,%1,?

- 2, 27 2
n, v, =l
nv. [0 —=_"1_"1 1
n_R” 1711
kE ik

gy, ® = 2n By
x

und schlieflich:
nult (k1,1 E Q 1}
10— "1l { —4-_3 4
1 2 vzl T,V n kgl (Qvaz Q"S)‘ ’ %SJ
nlv l IE i_ S _,_Q’zﬁc_ 1]
n v—l (va VS)‘ Y nSI '

Diesen Formeln kann dadurch noch eine andere Gestalt gegeben
werden, da8 die Beziehung von 8. 145 benutzt wird:

I,0—

1/_17'1/
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va’*st_hﬁl"i(an le)

@ MWL { 23 1,1
L 2(Q1x le)2 (@ le) 17y 7 R
3y
v =1 hy * s
E1 41
La—  ™Vil’ { e & 141
! 2<Q1x_le (le QIS) 721 YN

-5 G G ety

Beachtet man nun noch, daB

n, s, 2z, ?
—_—l 17
(le - Ql s) ny (96‘1 - 81)2
und setzt man
m M
'[11 —— *—————1 ; Vl f—ty 1 s
S 8%y

so ergibt sich nach einer einfachen Umstellung als eine zweite,
spater zu identifizierende Form:

nlll(’;) _ mltsx? k (h_v>2< ){ 2 Ai_ . 1411
T st 2 ) L) PGl

8 2(x1~81) v=1

n, L,® _]l[1l12'915‘312 é <h7> <?/1'> { I ‘_{LAL}
- 3~ \} QV-’/U (va st) .

8, 2(x, —s,)%, 2 Yy Y ms 77 n

C. Der Astigmatismus.

Nehmen wir nun an, daf die Auffangebene zwar achsensenk-
recht, aber von der Gaussschen Bildebene verschieden sei und zwar
den Abstand e von ihr habe, so erhalten wir nach Fig. 64 in der
neuen Auffangebene die Zerstreuungslinien

Vk be

T, =euy o =evy + o 2R,

Es gibt daher eine ausgezeichnete Lage der Auffangebene, fiir
die 7,/ und o, fiir gleiche Offnungswinkel u,’=v,’ entgegengesetzt
gleich werden, und zwar ist sie bestimmt durch den Wert

ryre 2
S RS L)

2 LZinrn Si(@e— @)t nsl

2]

”2
uk 'l
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und wir erhalten durch Einsetzung

—7

r=o,r:nk'uk,lk'2 § Qf” Ai

k 2 v:l(va_st)2 Y oms

Der Ausdruck fiir diese Zerstreuungslinie enthélt also nur die
Differenz der beiden Bildkrimmungsformeln, und man kann ihn
daher auch auffassen als einen Ausdruck fiir den Astigmatismus.
Projiziert man diese Zerstreuungslinie in das Objekt zuriick, so
erscheint sie der vorhergehenden Entwickelung gemifl unter den
beiden Formen:

k

) 2
nouy X Qs 41
2 k:l(va_st)z Y ns

g w Mtz & (WY () aq 1
1:1 O'1 g 2 Z QWU v
2n, (2, —s,)*,Z1\hy/ \y, ns

Benutzt man schlieflich noch die beiden Beziehungen:
_h %
x,—8 x

— 7;1(79) Fa— gl(k) =

und

; hy==s,u,,

1 1 1

so geht die letzte Form tiber in

2,2 k 2 2
¢=—1,00 =g,0) = LW (L) <?L) Q2,4 1

P
2n,0y =1\ Iy Yy

Das Verschwinden der Summe liefert die Bedingung fir die
Authebung des Astigmatismus in einem beliebigen System. Auch
diese Form bietet dieselbe Annehmlichkeit fiir die Ubersichtlichkeit
der Rechnung, die oben bei der Formel fiir die sphérische Aberration
eines Achsenpunkts hervorgehoben wurde; auch hier sind wieder
die Anteile getrennt, mit denen die einzelnen Flichen an der Ge-
samtaberration beteiligt sind.

D. Die Bildieldkritmmung in anastigmatischen Systemen.

Der noch tiibrigbleibende, beiden Bildkrimmungsformeln ge-
meinsame Teil ist der folgende

L_glﬁl

R y=1 7y 7

Er gibt die Kriimmung der beiden bei gehobenem Astigmatismus
zusammenfallenden Bildflichen an und ist unter dem Namen der
PErzvALschen Gleichung fiir die Bildkriimmung bekannt. Er hat,
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wie namentlich von L. SEIDEL (3.) hervorgehoben wurde, nur dann
einen Sinn, wenn vorher der Astigmatismus fiir geringe Haupt-
strahlneigungen gehoben worden ist. Solche Systeme nennt man
mit einem nicht gerade gliicklich gebildeten Ausdrucke anastig-
matisch, wihrend in England der besser gebildete Ausdruck stig-
matic iblich geworden ist.

Der Ausdruck lidfit sich leicht auf die fo]gende Form bringen

o1 1 Eof1 /1 1/1 1/1—mn,.
R R
—=1"y » ’Il v=1 oy \Ny 41 Ty \My ,,_1 ¥y Ny 41
i(l—m)}_l Nif1 ’;1 1 1—mn,
¥y Ny N 117y v*l’nv—}—lf'u nr '

wobei dann f, als die Brennweite der mit den Radien #, und Tyiq
versehenen, diinnen Linse aus dem Glasmaterial n, ., definiert ist.

Befindet sich das System in Luft, so ist also m1=n,=1,
und es fallen die #uBlern Glieder der rechten Seite fort, so daB
man erhilt

1
i:——" E ! )
R u=1MNy f,u

wenn nunmehr %, und f, als Brechungsindex und Brennweite der
pten Linse angesehen werden, und ! die Anzahl der Linsen angibt.

E. Der Astigmatismus in einfachen Sonderfillen.

Bei der Behandlung des Astigmatismus gehen wir von der fiir
0,(¥ angegebenen Formel aus. Es ist zunéchst zu behandeln

Der Astigmatismus einer Fliche. Hier wird ¢, unter Beriick-
sichtigung der S. 225 fiir A%lé abgeleiteten Beziehung, wenn man
auch noch

4
L—w

setzt zu,

’
6,0 — RPw® n(n ’—%) (o —r)? (1 oA l)
Qur? W2 no8
Der Astigmatismus kann mithin, wenn wir den Fall s=0=1
nicht weiter behandeln, nur in einem der beiden Félle verschwin-
den, daf
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a) fir ®=r die Blende in den Kriimmungsmittelpunkt der
Fliche riickt, oder daf

) . . . .

- r Objekt und Bild mit dem aplanatischen

b) tir s=
Punktepaare zusammenfallen.
!
In dem Falle von s=o00 ist das Zeichen von [ fir den
r

Charakter des dann auftretenden Astigmatismus entscheidend, wih-
rend der Blendenort darauf keinen Einfluf hat.

Der Astigmatismus einer einfachen, diinnen Linse. Berechnen
wir fiir diesen Fall die im Fehlerausdrucke des Astigmatismus auf-
tretende Summe, so ist sie, wenn wir wiederum alle Unbekannten
durch &, 0,0 ausdriicken, gegeben durch

L= IL,— L0+ Ly¢?
wobei

L= m—1p 2) i Lt et o T Lo g

R n1¢(5+o>

n—

n-42
" @

L=

bedeuten. Gehen wir ganz wie bei der Verzeichnung vor, so er-
halten wir fiir den Minimalwert A=A, , der fir

= a1 - @n+1Dn
S Ll s oy sy e

erreicht wird, nach einigen Zusammenfassungen die Gleichung

2

A=t n(n—[—Z) <<"+1>2 ”Fg)g'

dn—1)7%

Es ist das eine die Koordinaten 2 und X sowie den Para-
meter A enthaltende Gleichung eines parallelen Geradenpaars, das
2
n

fiir }I=m zu einer doppelt zu zihlenden Geraden wird.
2

Fiir A >Z(711—*1—)é wird es imaginér.

Jedem Werte von P entspricht in der 2 5 Ebene, wie im Falle
der Verzeichnung, eine Gerade einer parallelen Geradenschar.
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Der zu einer beliebigen Kriimmung P gehorige Astigmatismus 4
148t sich mit den Minimalwerten sehr einfach ausdriicken durch

A=d4+ "2y,

5. Die von der zweiten Potenz des Offnungswinkels abhiingigen
Aberrationen aulleraxialer Punkte.

(Die drei Fehler der Koma im weiteren Sinne.)

Bei der Behandlung des Astigmatismus hatten wir gesehen,
daB die bei endlicher Hauptstrahlneigung auftretenden Zerstreuungs-
linien von der ersten Potenz der Offnungskoordinaten m und M
abhingen. Jetzt handelt es sich um die Frage, welche Bedingungen
sind dafiir aufzustellen, daB zuniichst bei endlicher Hauptstrahl-
neigung weiter geoffnete Biischel, wie sie durch die zweite Potenz
der Offnungskoordinaten charakterisiert werden, beim Zustande-
kommen eines scharfen Bildes mitwirken?

Um nun ganz sicher zu sein, keine der moglichen Abweichungen
zu iibergehen, wollen wir alle Glieder zweiten Grades, die aus den
beiden Offnungskoordinaten gebildet werden konnen, fir beide
ebene Biischel aufstellen. Wir erhalten dann

tiir die tangentialen Abweichungen Glieder mit m® mM M?

3 2 2
s » Sagittalen . » » y M* Mm m

Diese Zahl von sechs schwindet aber erheblich zusammen infolge
der allgemein giiltigen Uberlegung, daB die in der (GAvussschen
Ebene erscheinende Zerstreuungsfigur auf jeden Fall symmetrisch
sein muf zu der durch den Objektpunkt gelegten Meridianebene,
wenn die Offnung ebenfalls symmetrisch zu ihr begrenzt ist.

Der DurchstoBungspunkt zweier symmetrisch verlaufender, d. h.
zu zwei M-Werten von absolut gleichem Betrage, aber verschiedenem
Zeichen gehorender, windschiefer Strahlen mit dieser Meridianebene
kann nicht von dem Zeichen von M abhiingen, da sich beide
Strahlen ja in der Meridianebene schneiden miissen. Eine un-
mittelbare Folge davon ist, daB die gemeinsame tangentiale Koor-
dinate der beiden DurchstoBungspunkte der Gaussschen Bildebene
nicht von dem Zeichen von M abhingen kann. Mithin sind auch
in den Ausdriicken fiir die tangentialen Abweichungen nur Glieder
mit geraden Potenzen von M moglich, und das sind innerhalb der
hier festgehaltenen Beschrénkung nur solche von der nullten und
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der zweiten Potenz: Fiir die tangentialen Abweichungen kommen
also nur Glieder mit m® und M? in Betracht.

Hinsichtlich der sagittalen Abweichungen gilt gerade umgekehrt
die Bemerkung, daf sie bei einem Zeichenwechsel von M ebenfalls
ihr Zeichen &ndern miissen. In den sie darstellenden Ausdriicken
konnen also nur ungerade Potenzen von M vorkommen, in unserem
beschrinkten Bereiche ist das allein die erste Potenz: Fir die
sagittalen Abweichungen kommt also nur das Glied mit Mm in
Betracht.

Wenden wir uns nun dazu, die Ausdriicke fiir diese drei
Glieder aufzustellen, die in den Offnungskoordinaten von der zweiten
Ordnung sind, so behandeln wir zunichst das Glied mit m?®

A. Die Koma im engeren Sinne.

Die Unsymmetrie in tangentialen Biischeln erweiterter Off-
nung. Stellen wir uns nach der nebenstehenden Figur 65 ein auf
eine sphirische Flache fallendes Biindel achsenparalleler Strahlen
vor, und sei dieses Biischel durch die konzentrische Blende P, P,
(in der Zeichnung der Einfachheit wegen im Flichenscheitel S an-

Fig. 65.

Die Unsymmetrie des Strahlenverlaufs in einem tangentialen Biischel von endlicher Offnung und
von der Hauptstrahlneigung w.

genommen) begrenzt, so wird es nach der Brechung, die hier
sammelnd vorausgesetzt sei, die vorher untersuchte Erscheinung
der sphiéirischen Aberration zeigen. Dabei wird, wenn wir uns
hier auf das Gebiet beschrinken, in dem die mit den ersten beiden
Gliedern abgebrochene Entwicklung noch gtiltig ist, die Lings-
aberration den Quadraten der Kugelwinkel entsprechend zunehmen.
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Eine Darstellung dieser Verh#ltnisse mit Hilfe sechs #quidistanter
Punkte S, bis Sy der Kreisperipherie finden wir in der Nihe von 0'.

Eine ganz andere Erscheinung tritt ein, wenn wir durch die
Blendenmitte S einen unter dem endlichen Winkel w geneigten
Hauptstrahl einfallen lassen und ihn als Mittelstrahl eines zylin-
drischen, durch den Blendenrand begrenzten Biindels annehmen.
Schliefen wir den nicht zur schiefen Brechung gehorigen Fall aus,
dafl die Blende im Kriimmungsmittelpunkte der Fliche stehe, so
1aBt sich doch eine zu den Biindelelementen parallele Gerade finden,
die durch C hindurchgeht, und die hier als die Hilfsachse bezeichnet

Fig. 66.

Die Lingsaberration eines endlich gedffneten tangentialen Biischels von endlicher Hauptstrahl-
neigung.

sei. Sie kann ebensowohl innerhalb als auflerhalb der Blenden-
begrenzung liegen; in unserem Falle ist die erste Moglichkeit ver-
wirklicht, und zwar ist der Einfachheit wegen angenommen, daf
sie gerade durch §;; gehe. Diese Hilfsachse dient nun fir das
geneigte Biischel in gleicher Weise als Achse, wie die Hauptachse
fiir das achsenparallele, und wir fiihren fiir sie die entsprechende
Konstruktion der sphiirischen Lingsaberration an den sechs repré-
sentierenden Strahlen durch.

Es fallt nun auf, daB wir von der Hilfsachse aus auf der oberen
Seite bedeutend weiter zu gehen haben, als auf der unteren. Diese
Unsymmetrie 146t sich auch in der nach demselben Prinzip wie in
der Hauptachse entworfenen Strahlenzeichnung bei 0,, mit groBer
Deutlichkeit erkennen. Diese fiir die Lidngsaberration auf der Hilfs-
achse dann notwendig eintretende Unsymmetrie, wenn der Haupt-
strahl nicht durch die besondere Lage der Blende mit der Hilfs-
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achse zusammenfillt, ist aber nicht der einzige Unterschied, der
zwischen der geraden und der schiefen Brechung besteht.

Wiederholen wir in Fig. 66 den oberen Teil der vorhergehen-
den Zeichnung, heben aber jetzt den S passierenden Hauptstrahl
in seiner Wichtigkeit als optische Schwerlinie des Biischels hervor
und suchen die Schnittpunkte der vier n#chstliegenden Reprisen-
tanten auf ihm auf, so finden wir, wenn mit O der Schnittpunkt
der benachbarten Tangentialstrahlen bezeichnet ist, die Punktreihe
2,1,0, I, IT; oder mit anderen Worten, die Schnittpunkte folgen
in derselben Richtung aufeinander, wenn man, vom Hauptstrahle
aus gerechnet, von positiven Einfallsh6hen durch Null zu negativen
iibergeht. Dieser Fall mull stets eintreten, sobald man als Reprisen-
tanten dem Hauptstrahle gentigend benachbarte Strahlen wihlt,
weil, wie wir oben hervorgehoben haben, der Hauptstrahl unter
keinen Umstdnden mit der Hilfsachse zusammenfillt, wenn wir von
schiefer Brechung sprechen.

Die Li#ingsaberration schiefer Biischel 148t sich graphisch &hn-
lich darstellen, wie es bei dem prim#ren Zonengliede der sphérischen
Léngsaberration vorgeschlagen wurde. Nach dem Vorhergegangenen
darf man sich hier allerdings nicht auf positive Winkel beschréinken.

Derartige Kurven scheinen indessen noch nicht verdffentlicht
worden zu sein.

Der hier zur Erzielung groferer Anschaulichkeit geometrisch
behandelte Fall der Unsymmetrie des Strahlenverlaufs in einem
tangentialen Biischel nicht verschwindender Offnung 148t sich auch
analytisch darstellen.

Wir wissen aus der Behandlung der sphiirischen Aberration
von Achsenpunkten, daf die Darstellung gilt

'

Wiahlen wir nun zwei unter #,” und #,’ geneigte Strahlen aus
1 2 ]
so erhalten wir ohne weiteres

8 — 8 =0a (u"—u?)
und fiir den Abschnitt 6¢ auf dem unter w," geneigten Strahle unter
Beriicksichtigung des Zeichens nach Fig. 67
ot sinu,’
s/ —s, sin (uy —u,")’
Diese Grofe 6t ist nun fiir unseren Zweck ausreichend, da
wir an ihr die Variation der Schnittweiten auf dem unter u," ge-
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neigten Hauptstrahle in ihrer Abhingigkeit von dem Offnungs-
winkel w'=w,"—u," des schiefen Biischels untersuchen k¢nnen.
Setzen wir also fir s,"—s,’ seinen Wert, fithren fir », ein

' ’ nN__ 1 ’
Uy =y — (uy —uy) =wu' —u
und entwickeln die trigonometrischen Funktionen bis zur zweiten

Potenz, so erhalten wir schlieBlich
0t =a'[2u,'?—3u,'u -+ u'?].

Fig. 67.
0,0,/=s'—s,); RO/’=4dt.

Zur analytischen Behandlung der Lingsaberration eines schief auffallenden Tangentialbiischels.

Aus dieser Form ersehen wir, daB d¢ fiir geniligend kleine Off-
nungswinkel u’ von der ersten Potenz von u’' abhingt. Die Liings-
aberration erweist sich also auch nach dieser Behandlung als ab-
hiingig von dem Zeichen des Offnungswinkels.

Der Ausdruck fiir die Zerstrenungslinie. Die oben charakte-
risierte, fiir symmetrisch einfallende Strahlen einseitig fortschreitende
Punktreibe, wie sie der Longitudinalaberration auf dem Hauptstrahle
entspricht, erhélt nun ihre Darstellung durch eine Funktion, in der
jedenfalls fiir die Nachbarschaft des Hauptstrahls die ungeraden
Glieder iiberwiegen. Beschrinken wir uns, wozu wir auch durch
die analytische Entwicklung berechtigt sind, auf das Glied ersten
Grades, so erhalten wir fiir die Schnittweite eines tangentialen
Biischels von einer Offnung u, die klein ist von der ersten Ordnung,

die Form
t=1t-1ru.

Der gesamte Strahlenkomplex zieht sich auf einer Seite des
Hauptstrahls (in unserem Falle der unteren) am engsten zusammen,
und es entsteht dort eine in die Meridianebene fallende Abweichung,
die auf die Unsymmetrie des Strahlenverlaufs zuriickzufiihren ist
und mit der Bezeichnung der Koma im engeren Sinne belegt sei.
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Urspriinglich ist die Bezeichnung Koma fiir die gesamten, auch in
sagittaler Richtung sich erstreckenden Schirfenabweichungen eines
schiefen Biischels angewandt worden, weil die Gesamterscheinung
einem Kometenschweife dhnelt. Wir haben von der Gesamtheit
dieser Abweichungen als von der Koma im weiteren Sinne gesprochen.

Behufs der mathematischen Behandlung vereinfachen wir die
Darstellung. Wir nehmen in der nebenstehenden Figur 68 zwei
Elemente des ebenen Biischels an, den Hauptstrahl BD und den

F qu

EEY

ay

124
TFig. 68.
BA=t; RE=t-dt.

Zur Ableitung des Ausdrucks fiir die erste tangentiale Zerstreuungslinie.

mit thm den Winkel du einschlieBenden Nachbarstrahl RE. Das
Symbol du bezeichnet, ebenso wie vorher u, eine kleine Gréfe erster
Ordnung und ist iberhaupt nur darum gewihlt, weil wir bei der
Ableitung mit Differentiationen zu tun haben werden. Es sei 4
der tangentiale Bildpunkt, definiert durch unmittelbar benachbarte
Biischelelemente, wie er nach Seite 49 und 162 zu berechnen ist.
In ihm sei senkrecht zum Hauptstrahle die Einstellebene errichtet;
auf ihr schneidet der um du abstehende Strahl RE den Punkt &
aus, und wir haben alsdann die Abweichung AG zu bestimmen.
Der Nachbarstrahl RE habe seinen tangentialen Bildpunkt in E,
alsdann wird man bezeichnen miissen

BA=—t; RE=t-dLt.

Die Variation dt der tangentialen Schnittweite ¢ mit du kann man
in zwei Teile zerlegen, von denen einer von der Anderung der
Koordinaten des Auffallspunkts R abhingt, wihrend der andere
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der uns namentlich interessiert, die von du abhingige Verschiebung
des tangentialen Bildpunkts E angibt, die wir fortan mit dz bezeichnen
wollen. Projizieren wir noch die Punkte R und E durch Kreis-
bogen um H auf B4, so erhalten wir die Punkte F und D, und
es ist, wenn wir dz=AD setzen,

DA=BA—BF—FD

—dr=t—rd Psinj—t—dt
oder
dt=dr—rd $sinj.
Den Wert von dt erhalten wir durch Variation der Invariante
der Tangentialstrahlen
neosj mcos?y
r t

Qt=

nach ¢. FErinnern wir uns dabei daran, daB

dj du du  reosj .
. a—— ] 1 —_——— —— J =
if i ap i 3 J=mnsiny
und beachten wir, dafl
dt__dr du rsin,_rcosjﬁ rsi
if~ du d I T
so ergibt sich nach einer einfachen Zusammenziehung:
14Q, 3JQ, , mncos®j dr
rdfp + nt = £ du
und ebenso:
149, J + w cos’y' dv
rdg¢ Wi 3 dd
neos’j dr 1
4d——— 4-—
£ du 37Q nt

Es wird ohne weiteres moglich sein, in diese Formel die Verhiltnisse
du' _ t cosj
du t cosj

einzufiithren, obwohl es sich hier um eine grofere Offnung handelt,

weil die Korrektionsglieder Abweichungen von einer hoheren Ord-

nungszahl ergeben wiirden. Es gilt natiirlich
dr,py  dz,’
du,41  du)/
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und daher liefert uns die eben entwickelte Rekursionsformel beim
Vorhandensein von % Flichen die folgende Beziehung:

ol (M et gy (1) § (i g 4T
J— " ) v v ”

t2 du, h, t,*  du, h,,/ »=1\h, nt’

wobei dhnlich wie auf S. 174 die Beziehung gilt:

" p .y
hvt_ t, t,_1 & COSJy—1 COSJy—2 co8 J;

= 7 PR . N N « o0 .
h,, th_1 th_s t,'  cosj, €Osj—1 COS J,

Nimmt man ferner an, daf das einfallende Biischel noch nicht
mit Aberration behaftet war, so fillt das erste Glied fort, und wir

schreiben
! 8+t ] 3 & 3
n, cos®s, dr, <hI A2 & <h”> 1
et e B B — | J,Q0H A —.
& du h, ,,5'1 h,, W Z,,lnt

Gehen wir nun dazu iber, die Zerstreuungslinie zu bestimmen,
so miissen wir AH in bekannten Grofen ausdriicken.

v/

Fig. 69.
Zur Ableitung der Kriimmung der kaustischen Kurve.
Erinnern wir uns der Gleichung
t=t-|ru
bei der man sich auf kleine GroBen u zu beschrinken hatte, die

vom Hauptstrahle BA aus zu zdblen waren, so ergibt sich fiir die
Schnittweite des unter u geneigten Strahls

BH=t=1t-}ru,
und wir konnen in Fig. 69 setzen
AH=1u,

Auf dem unter u geneigten Nebenstrahle B, H nehmen wir nun
ein ganz wenig (auf du) gedffnetes tangentiales Biischel an, wie es
auf diesem Strahle B, H den tangentialen Bildpunkt E definiert.
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Verldngert moge dieser Strahl den Hauptstrahl BA in L schneiden,

dann ist offenbar
HL=dt=rdu,

und wir erhalten aus dem Dreiecke EHL nach Anwendung des
Sinussatzes die Gleichung
HL tdu  du
HE HE u-du’
Hieraus leitet sich, wenn man du gegen u vernachlidssigt, ab
HE=rzu

und man erhilt nun als Variation dr des tangentialen Schnitt-
punktes mit u

dr=AH+ HE=21u,
d. h. wenn wir nun wieder fiir 4 die Bezeichnung du eintreten lassen:
dr=2AH=2 HE=2rdu.

d
Es hat also der Koeffizient der Reihenentwicklung rzéﬁ die

geometrische Bedeutung des Kriimmungsradius der kaustischen Kurve.

Die auf einer in 4 zu BA senkrechten Einstellungsebene er-
scheinende tangentiale Zerstreuungslinie 4G =1, ist, wenn wir nun
wieder den kleinen Winkel statt mit du mit u bezeichnen, durch
den Ausdruck gegeben:

2=AH~u=(ru)'u=d—;—-u.

Projizieren wir nun wie schon oOfter diese Zerstreuungslinie durch
tangentiale Biischel wieder in das Objekt zuriick, so ist nach dem
SmiTE-HELMHOLTZSchen Satze, wenn wir den Fliéchenindex hervor-
treten lassen:
n lrw, =mn, 1o u,.
Mit Bezug auf die letzte Form des Ausdrucks fiir dr,’ ersieht
man leicht, daf

! 3! ’ ry? ! 8/ AN ’
n, €os”j, dt, :2?@_@}% cos jy __ Ny by 5 0y

t* B u, t 2w, <1}zgt>d < t ~)3 w.?
. 1
h,,/ \cosj,

1
mithin wird schliefllich

(k) 3 2 t 3 k, h,t 8 . 1
lg :"**2'(111111)( 1 7> N — JVQtVZV‘W.

- —
ny €087,/ »=1 h,,
Optik 18
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Liegt im speziellen Falle ein Ebenensystem vor, so lafit sich
die Summe wesentlich einfacher schreiben.

Zunichst ist zu bemerken, dafi die Invariante J, in diesemn
Falle zu einer Konstanten in bezug auf den Summationsindex wird.
Ferner erhalten wir

1 1 1 <n,f" cos?j, —mn,'? cos%’l)
't wt, mt,

) Q .1
7, = cos®j,

!
ni—mn'? 1
b

n,m, 2cos?y,’ 1,

in unserem Falle wird ferner

Q0,4 1 n/cos?j, y 1 wi—n"?1 w1
t —S L. -——_— ;= - S
"y nt t) v nt nn, i, tt, 2

womit die Vereinfachung geleistet ist.

Gehen wir nun endlich zu Neigungen w des Hauptstrahls
iiber, die klein von erster Ordnung sind, so treten folgende Ver-
einfachungen ein:

hvt . hv

t=s; cosjy=1; = S =48Qz; Q==
1

1t

Fiir die im tangentialen Bildpunkte senkrecht zum Hauptstrahle
angebrachte Einstellungsebene erhalten wir also den folgenden die
tangentiale Zerstreuungslinie darstellenden Ausdruck:

s\ k(B \3y,
=S o () 3 (1) L0t

Bei der Ableitung des Ausdrucks fir die Zerstreuungslinie 4G
hatten wir angenommen, daf die Einstellungsebene sich in 4 be-
finde und senkrecht zu BA sei. ZErteilen wir dieser Ebene eine
Parallelverschiebung 44, so wird die neue Zerstreuungslinie (siehe
Fig. 70) i
44

4G = )
G=AG+ 4G5

Ist nun A4 klein von einer héheren Ordnung als H4, so éndert sich
die GroBe der Zerstreuungslinie iiberhaupt nicht, da 4G = 4@ wird.

Dieser Fall tritt ein, sobald es sich um die Gausssche Bild-
ebene bei kleinen Hauptstrahlneigungen w handelt. Die Komaent-
wicklung gilt fir die erste Potenz der Objektkoordinate I,, wihrend
die Entfernung der tangentialen Bildfliche (die Pfeilhshe AA der
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tangentialen Bildfliche) der zweiten Potenz von [, proportional
ist. Mithin ist H4 als GroBe erster Ordnung AA gegeniiber von
niedrigerer Ordnungszahl.

Um schliefllich noch die Zerstreuungslinie in der zur Haupt-
achse senkrechten GAussschen Bildebene zu erhalten, muB 4G cosw
gebildet werden; in unserem Falle unterscheidet sich aber cosw nur
um eine Grofie zweiter Ordnung von der Einheit und kann des-
wegen unbeachtet bleiben.

Fig. 70.

Die Beziehung der ersten tangentialen Zerstreuungslinie auf die Gausssche Bildebene bei kleiner
Hauptstrahlneigung .

Da wir uns auf Abbildungsfehler dritter Ordnung beschrinken,
so ist die fiir l-(zk) gegebene Form auch der Ausdruck fiur die tan-
gentiale, die zweite Potenz von m enthaltende Abweichung in der
Gavussschen Bildebene, und das Verschwinden des Summenausdrucks
ist die Bedingung fiir die Aufhebung dieses Schirfenfehlers oder
tir die Korrektion der Koma im engeren Sinne.

Unter Berticksichtigung der 8. 210 angegebenen Ersatzgrofen,
mittels derer die Winkelgrofien durch die Linienkoordinaten des
Strahls ersetzt werden, erhalten wir auch
ny 1§ 3 mil, o k% (1@)3 Y 1

1 T Yrvs va A*
s Yy y S

Ss xS
2 (3"1 — 31)'s =]

1 hy

B. Der Rinnenfehler.

Die tangentiale Abweichung in sagittalen Biischeln erweiterter
Offnung. Bei der Ableitung der Schnittweite / wenig gedffneter
sagittaler Blischel waren diese als ebene Biischel aufgefafit worden;
das war fiir die niichste Nachbarschaft des Hauptstrahls auch in-

sofern giiltig, als die den Hauptstrahl von der Neigung w enthal-
18*
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tende, auf der Hauptebene (Papierebene) senkrechte Ebene den
vollstindigen Kegel aller unter w geneigter Strahlen wirklich be-
rilhrte. Erweitern wir nun die Offnung der sagittalen Biischel, so
koénnen wir nicht mehr erwarten, daffi der durch die benachbarten
Strahlen auf dem Hauptstrahle definierte Schnittpunkt auch noch
der Vereinigungspunkt dieser weiter gedffneten Biischel bleibe. Wir
werden im allgemeinen sogar gar nicht mehr annehmen koénnen,
daBl diese weiter getffneten Strahlen nach der Brechung den Haupt-
strahl tiberhaupt noch schneiden, sie werden ihn vielmehr im all-
gemeinen nur kreuzen; indessen konnen wir mit Bestimmtheit sagen,
daBl zwei symmetrische sagittale Strahlen sich in einem in der
Meridianebene gelegenen Punkte schneiden werden.

7

7

Fig. 71.

Die rinnenférmige Deformation eines Sagittalbiischels erweiterter f)ffnung.

Die obenstehende Abbildung (Fig. 71) 148t erkennen, welchen
Einflufl diese Annahme einer solchen tangentialen Abweichung weiter
gettfneter sagittaler Blischel auf die Gestaltung der Zerstreuungs-
figur haben muf. In der Figur ist der Fall angenommen, der
Hauptstrahl verlasse die Mitte der Offnungsebene mit einer endlichen
Neigung ' gegen die Achse; man erkennt dann, daB eine Ein-
stellung der Auffangebene auf einen jenseits von S, dem Schnitt-
punkte der benachbarten Strahlen, gelegenen Punkt eine in den
Grenzen der von uns erstrebten (Genauigkeit parabelférmige Aus-
buchtung erkennen lassen muB, deren einzelne Punkte sukzessive den
Clementen der Geraden E,"P'E' entsprechen. Das ganze Biischel ist
rinnenférmig deformiert, und diese Eigenschaft ist fiir die Bezeich-
nung dieser Abweichung als Rinnenfehler mafgebend gewesen.
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Bei dieser Lage der FEinstellungsebene wiirde die Rinnentiefe
0,0, die tangentiale Abweichung des weiter gedffneten sagittalen
Biischels sein. Bei Anniiherung der Einstellungsebene an die Offnungs-
ebene wiirde sich diese Dimension der Abweichung zunichst wenig
dndern, wihrend schon bei Einstellung auf S’ die E,"E’ entsprechende
Breitenerstreckung vollstindig verschwunden wére, ohne dafi der
Natur der Sache nach das o'o," entsprechende Stiick eine irgendwie
betriachtliche Breite hitte erhalten konnen. In diesem Falle wiirde
sich die Abweichung allein in einer durch S gehenden, tangential
verlaufenden Linie kenntlich machen.

87 C Havptachse

Fig. 72.
BC=r; RS=1l;; DV=D; BT—=t; 6=90"—a—do.

Zur Herleitung der tangentialen Zerstreuungslinie in Sagittalbiischeln erweiterter C)ffnung.

Der Ausdruck fiir die Zerstreuungslinie. Stellen wir nun zur
mathematischen Bestimmung der soeben beschriebenen Abweichung
diese Verhiltnisse an einer einzelnen Fliche dar, so sei zunichst
der Hauptstrahl des sagittalen Biischels mit dem durch die unmittel-
bar benachbarten Sagittalstrahlen definierten Punkte § gegeben,
dessen Verbindungslinie CS mit dem Flichenmittelpunkte C die
Nebenachse der Fliche bildet. Ein unter dem Winkel dv gegen
die Hauptebene (Papierebene) geneigter windschiefer Strahl durch-
stoBe diese Ebene im Punkte §, durch den natiirlich auch seine
Projektion oder Spur geht, die mit dem Hauptstrahle den Winkel
dy einschlieBen moge. Die Verbindungslinie von § mit dem Kriim-
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mungsmittelpunkte C liefert die Hilfsachse des Systems. L&t man
nun den windschiefen Strahl um die Hilfsachse rotieren, so schneidet
der so entstehende Kegel die Papierebene im Hilfsstrahle, der natiir-
lich auch durch S geht und den Hauptstrahl in 7' unter dem Winkel
du schneiden moge.

Bei einem unendlich wenig gedffneten Biischel bezeichnen S
und S benachbarte Punkte, und das Stick 8§ ist der Entfernung
ST gegeniiber eine kleine Grofe, denn ST, die astigmatische Dif-
ferenz eines Biischels endlicher Neigung, hat eine endliche Linge.
Wir konnen also ohne weiteres setzen, wenn BT =1 eingefiihrt wird,

h1==(t—y3du==t/<}——%>du

—AJ—;‘E:AM <1¥—/1>=n?sin"’jdnit.
Fir die Berechnung der neu eingefiihrten GroBe t beim Uber-
gange von einem Medium in das andere gilt eine Formel, die der
fir die Berechnung der tangentialen Schnittweiten verwandten
analog ist:
neos®j 1

: —?Ancosj,

4

wihrend weiter unten eine Formel angegeben werden wird, die
den Ubergang fiir diese GroBen von einer Fliche zur anderen
vermittelt.

Fiir die Winkel du, du’ gilt nach Analogie der Tangentialstrahlen

r__ teosy

du' =5 —=
t cosy

)

und benutzen wir diese Beziehung, so geht jene Differenz iber in

l
. ’ﬂII':Jﬂ t(lu.Ai.
Scosj cosj nt

Wir miissen jetzt du durch dv ausdriicken. Der von dem
windschiefen Strahle um die Hilfsachse beschriebene Kegel schneidet
aus der Kugelfliche einen Kreis aus, dessen Ebene zur Hilfsachse
und zur Papjerebene senkrecht steht, und dessen Peripherie den
Einfallspunkt des windschiefen Strahls enthilt. Die Pfeilhohe D
in der Papierebene gehort zu der Hohe H des Einfallspunkts iiber
der Papierebene, unter der dieser Kreis durchstofen wird, und
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wir erhalten, wenn wir den Radius dieses Kreises vorldufig mit R
bezeichnen:
H'Z

D=
2R’

man kann nun ohne weiteres H==/-dv setzen, da, wie wir oben
sahen, die kleine Grofle SS der endlichen Strecke DSapp=BS
gegeniiber verschwindet, und R ist offenbar gegeben durch:

R=rsin(Pp-+dP -4 dw)=rsin ¢p;
mithin erhalten wir
/‘2

— 2
D_2rsin56dv )

Unter weiterer Vernachldssigung kleiner Grofen endlichen gegen-
iiber ergiebt sich:

D
du_dw:781n(900_a*da)—d’[’u>:Dc;Sa;

da nun ferner gilt

CS___ffrcosj =f.sinj’
cos sin ¢
80 ist
du~dw=2(/—.,_.i(£sﬂsin gb:dve-/_?”cf)ji
JSFsing 2r  sinj
und
dv'=£,dv.
S

Fiihren wir nun den Flichenindex » ein, so erhalten wir nach dem

Durchgange durch die »te und vor der Brechung an der » -} 1ten

Fliache:

av,’®f,' —r,cosj,’
2 rsin j;i*

du, —dy, =

?

dV2v+1fv+1""v+1COSjv+1
2 7y 4 18ing, 11

duv—}—l_dwv—f—l:

und, da
dy, =dy, {1; dv,)=dv, 11,

so ergibt die Subtraktion beider Gleichungen die folgende wichtige
Beziehung zwischen den beiden aufeinander folgenden du-Werten:

av: 141 — "y +1C08 Ju 41 #f,,'—r,,(:osjy'] 4w’
J.

du == — ..
ik 2 7y 41807, 40 r,sing,’
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Ferner ist ohne weiteres

!
lII,v+1=lIIV;
und wir erhalten aus

lII,v+1:(tv+1—/;;+1)duv+1

by 41

ty+1=fv+1+duv+l.

Da die Formeln zu uniibersichtlich werden wiirden, so empfiehlt
es sich nicht, die ganze Formelfolge durch Einftihrung der Defi-
nitionswerte fiir /und t in einen Ausdruck zusammenzuziehen, solange
man an der Voraussetzung eines Biischels mit endlicher Hauptstrahl-
neigung festhilt.

In dem besonderen Falle eines Ebenensystems kann indessen
ein Endausdruck gefunden werden.

Da hier alle Radien = co werden, so erhalten wir fiir die du
die Gleichungen

duty 41 = iv? [etg g, — etg jy 1] + du,’
und )
) — n,v COSJ.,,' )
L, €OS Jy
Beachtet man, daf hier wegen
Jr1=Js

die erste Gleichung {iibergeht in
du, 4 1=du,’,
so folgt unter Benutzung dieser Beziehungen aus der zweiten Gleichung

n,’ cos g, du,’ =mn, cos j, du,

schlieBlich
N, COSJ n, COSJ
duy = —— oI gy T 2l u,.
Ny _1C08J, —1 fly COS Jy
Weiter ergibt sich fir
2
. 1 f’"
"vat o (n) cosj)?
so daBl wir endlich erhalten:
1
nl t"An_t n, COSJ
v
LI PRI NI L0 An® du,.

P v . ; p 7 )
v fCosj Cos J, (n, cos g, n, cos g )? v
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Bildet man nun unter Voraussetzung eines aberrationsfreien

Objekts mittels dieser Rekursionsformel das letzte Glied,

S0 er-
halt man:

A 2
hlf\1 ha_/ vn

hkfyglhl/'(ﬁ, COS Jy 1y cos‘yv)2 ’

"k+1l11k

2
T c0s il =J*n, cos j; du,

wobei gesetzt ist
ey So o Je—1 Jo

by Sio1 Seoa Sy

Schreibt man jetzt, da bei einem einfallenden ebenen Biischel
dy, verschwindet,

dv?
du, =— 21 etg 7,
und beachtet die Beziehung
])k/
ror .
Si Vi = — }Z/‘/l Vis

so erhdlt man, wenn man auch fir dv, wieder v, schreibt,

n,® v,® & h,
cos ji cos®j, sinj, —1; R g -
Mg 41 Vi v 21l (n, cos gy 0, cos j,)

An?
v

!
lIIk=_

Wenn wir die Zerstreuungslinie in das Objekt zurtickprojizieren
und in dem Koeffizienten der Summe die j durch die w ersetzen,
so ergibt sich:

An?

5 hy, B

In®=mn,%v *sinw, coswy cos®w, 3
v—1h1/(" cosgvn cosyv)‘

Im allgemeinen Falle endlicher Radien kommen wir erst dann
zu einem geschlossenen Endausdrucke, wenn wir zu verschwindenden
Hauptstrahlneigungen tibergehen, denn dann wird:

S=s=t; cosj=1; J=nsinj=yQ;
sowie '
h,,/_ hq,_
hl/—hl’

und wir schreiben gleichzeitig u, fir du, und v, fir dv, mithin

1’1 S 2 Q 3 t
- l'IIv 7 lIIv Yv 2 'ZA uv,'
l y RS

v

Aus dieser Formel muB zunschst u,” entfernt werden.
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2 !
Slu’—su __vav[sv—rv Sv——l"rv—l]_i_su,
vy T Oy - A T < 1 vy —1
v v 2 Llr,sing, 7,—1sing, 4

. SEVE [ st _ 8;—1 Qv—-—l,s }“I“ Sy
2 Yy va Sy . yv—le—l,x
Beachtet man nun, daf gilt

Sy—1Up—1.
Sy—1

72 12
1] 2 SySy—1Vy—1 Sy 2 2
8y 8y —1V, = 7 7 Sy—1Vy—1,
Sy—1 Sy—1

so geht aus der letzten Gleichung hervor

$°V° Qs &
2 vavm SL—I

mithin schlieflich

Syl —

b

2 2
Sy—1Vy—1 Qv—l,s }

Sy—1Uy—1—
[V =t 2 :I/v——le——l,m

2

- . — 'S
’ ! . s Ses TN
2 vavm Sy—1 Sp—2 81 L 2y1le

Svuv_sv‘-’vv? Qs S Sy—1 s‘,r slv QIJ!-
mi

Da nun bei einem einfallenden ebenen Biischel wegen vy, =0 die
allgemeine Beziehung
gnvl-QLg

B, — =171 s
P 2y,
iibergeht in

_ 51Vy T Q_l.s
L=
2?/1 le
so erhalten wir
s — $,°V," Qs
n 2 %@

Fiihren wir diesen Ausdruck in die fir I, entwickelte Be-
ziehung ein, so lautet sie:

s 82 vv

!
— Uy =——— i, + 5
! n's V+n

(4 v v

vaum QV?A—-

, NS

Dieser Ausdruck liefert uns wiederum eine Rekursionsformel, die
tir k¥ Fldchen zu dem Ergebnis fiihrt:

!

S h yv
- Z’ =k 1 < > v s T,
ITk 2nkr hk 1 2 hl y Q wQ
dabei mufite, da das Biischel vor der ersten Fliche als eben an-
genommen war, das bei der Entwicklung auftretende /7y als Null
angesetzt werden.
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Projizieren wir nun wieder mittels sagittaler Biischel die Zer-
streuungslinie I7;; in das Objekt zuriick, so ist nach dem oft be-
nutzten SMITH-HELMHOLTZschen Satze:

(k)
L ’I’lk’ Z’IIka’ =, lII Vi
mithin ,
Ny Vg o S, by ow
= —% %=1 ’f"fZII
_ m, vy Ty S1
und nach erfolgter Einsetzung:

(k):_l ‘2(_‘?1_)3 (’h) Yy B
lII 2(711V1) nl yyﬁl L levavsé n.s

Die Einstellung war zunichst auf den Schnittpunkt der benach-
barten sagittalen Strahlen erfolgt; denkt man sich die Einstellungs-
ebene vorerst parallel verschoben und zwar aus dem sagittalen

Schnittpunkte in den Achsenort der GAussschen Bildebene, so handelt
2

l
es sich dabei analog Fig. 64 um die Entfernung SyL = 3R, wo !

klein von erster Ordnung ist. Es wird mithin die Anderung, die
77 und entsprechend l(ﬁ—’ erfahrt, von einer héheren Ordnung als
der dritter sein, auf die wir uns hier beschrinken.

In derselben Weise wie auf S. 275 stellt es sich heraus, daB
wir auch die um den kleinen Winkel w erfolgende Drehung der
parallel verschobenen Einstellungsebene im Achsenbildpunkte hier
nicht weiter zu berticksichtigen brauchen. Unsere fiir l‘?}) gegebene
Entwicklung stellt also auch die tangentiale Zerstreuungslinie in
der Graussschen Bildebene in das Objekt projiziert dar.

Fassen wir nun die beiden, und wie wir oben sahen, einzigen
tangentialen Abweichungen in einen Ausdruck zusammen und er-
setzen gleichzeitig die Offnungswinkel durch die entsprechenden
Ausdriicke in den Strahlenkoordinaten, so erhalten wir:

Ny (4w ®Y__ (3’"12+M1-2l1 2 kw("ﬂ) Yr

) (# 4 )= TR R (bl U s

Bs ergibt sich also die bemerkenswerte Tatsache, daf die beiden
tangentialen Abweichungen etwas weiter gedffneter tangentialer
und sagittaler Biischel fir Hauptstrahlneigungen, die klein von
erster Ordnung sind, denselben Koeffizienten haben und dem-
entsprechend beide verschwinden, wenn einer von ihnen vernichtet
wird. Die Bedingung dafiir ist durch die Gleichung gegeben:

S (1) %00t —o

=1\ Py X
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C. Der Dreiecksfehler.

Die tangentiale Differenz der sagittalen Schnittweiten. Wenden
wir uns nun zu der letzten Abweichung, so wissen wir, daf sie in
die sagittale Richtung fiallt und von dem Produkt M'm' abhingt.
Erteilen wir zunichst dem Faktor m verschiedene Werte: m' und m',
so liegen auf den verschiedenen in der Meridianebene verlaufenden
Mittelstrahlen, wie sie zu verschiedenen u-Werten gehoren, je ver-
schiedene sagittale Schnittweiten, deren Endpunkte mit S’ und s
bezeichnet sein mogen.

Fig. 78.
A ’ "M — !
PM=m; PM=mw.
Der Schnittpunkt von M’ S’ mit der im O’ errichteten Senkrechten ist mit 0,,’, der von M’ mit

ibr ist mit O, bezeichnet zu denken.
Zur Entstehung des Dreiecksfehlers.

Die Zerstreuungslinien L,” und L,’, die den Bildpunkten &'
und & in der in O’ auf der Achse errichteten Ebene entsprechen,
sind nun nach Fig. 73, wenn die Durchstofungspunkte in dieser
Ebene mit 0, und 5,,; bezeichnet werden fiir ein Biischel von der

Offnung v
L'=0,8"v

T, —0,8v.

Die Liénge der Zerstreuungslinie ist also proportional dem Ab-
stande des Bildpunkts von der Zerstreuungslinie, der in der ersten
Annsherung, die fiir uns hier allein in Betracht kommt, linear von
der Offnungskoordinate m' abhingt.

Dieser Uberlegung zufolge konnen wir fir eine rechteckige
Begrenzung der Offnungsebene die Zerstreuungsfigur mittels der
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punktierten Umftihrungslinie charakterisieren, und man erkennt sofort,
daBl die Umgrenzung der Abweichungsfigur die Gestalt eines Drei-
ecks hat. Seine Spitze wird durch den Schnitt mit dem sagittalen
Biischel geliefert, auf das die Gavsssche Bildebene zufillig ein-
gestellt ist, seine der Spitze gegeniiberliegende Seite zeigt die uns
hier nicht interessierende Rinnendeformation; die beiden andern
Seiten endlich sind Geraden (sie sind in der Figur wversehentlich
schwach gekriimmt gezeichnet worden). Die Dreiecksbegrenzung
ist fiir die Bezeichnung dieses Fehlers als des Dreiecksfehlers be-
stimmend gewesen.

Der Ausdruck fiir die Zerstreuungslinie. Gehen wir nun dazu
itber, diese Abweichung an der einzelnen Fliche zu studieren, so
haben wir der obigen Betrachtung entsprechend zunichst die
Variation der sagittalen Schnittweite mit u (aus bekannten Griinden
auch du genannt) zu bestimmen,

Fig. 74.
BA=/; RE=/+d,.

Zur Ableitung des Ausdrucks fiir die sagittale Zerstreuungslinie,

In der obenstehenden Fig. 74 heben wir zwei Elemente des
tangentialen Biischels heraus, den Hauptstrahl P4 und den mit
ihm den Winkel du einschlieBenden Nachbarstrahl RE. Es sei 4
der sagittale Bildpunkt definiert durch unmittelbar benachbarte
Sagittalstrahlen. Der Nachbarstrahl RE habe seinen sagittalen Bild-
punkt in E. Wir fithren analog dem fritheren die Bezeichnung ein:

BA=/; RE=/+d/.
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Die Variation d/ der sagittalen Schnittweite / mit du setzt sich
aber aus zwei Teilen zusammen, von denen der erste, aus dem
fritheren bekannte von der Anderung der Koordinaten des Auffalls-
punkts B abhingt, wihrend der andere die von du abhingige
Verschiebung des sagittalen Bildpunkts E angibt, die wir mit d¢ be-
zeichnen wollen. Projizieren wir noch die Punkte R und E durch
Kreisbogen um H auf B4, so erhalten wir die Punkte F und D,
und es ist, wenn wir de=AD setzen:

DA=—BA—BF—FD
—de=/—rdPpsing—/—df

df=ds—rdPsinj.

oder

Den Wert von d/f erhalten wir durch Variation der Invariante der
Sagittalstrahlen:

% COS "
Q= “‘TJ‘ ~7
nach ¢. Wie vorher ist auch jetzt
%:1—;;; %-——C%)ij; J=mnsinj,
und beachten wir, da8 ferner gilt
as ds du . . reosjdg .
d—¢=% . »B~rsmj:: C gu o Tsing,

so ergibt sich nach einer einfachen Zusammenziehung:

1dQ,__ _7W+JCOSJ J n cosj d¢
rt S? / t du

und ebenso

1dQ, Jeosj’  J n' cosy dg¢’
r dgs— ; "{_ rt /n_}—frz t’ dll
gresids g0 g_ggs,zJ
S oda T2 t 1

In diese Ausdriicke konnen wir offenbar die Verhiltnisse

0Lu' t cosj’

du ¢ cosj
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mit derselben Berechtigung wie frither in #hnlichen Fillen einfiihren
und erhalten mithin, wenn wir gleich annehmen, daB das Biischel
vor Eintritt in das Linsensystem aberrationsfrei war, d. h. daB

d¢, =0
galt, die folgenden SchluBausdruck:

n, cosg/dg/  hy, (}11/>2 kohyy <M>"' y <l cosj>
St dn T b, \hy/ ,Sihy, \hyJ VU2 et )
. . o hkt hk/ . .
Die hier auftretenden Grofien o und T sind schon frither
1¢ 1/

auf S. 272 und 8. 281 definijert worden.

Beachten wir noch die Beziehungen
!
p du hy, )

h
[ kS
vV, = [V, i, — = ——du,,
SV h1/f1 7 % cosyy by, cosj,
so kénnen wir nach Erweiterung der linken Seite des SchluBausdrucks

mit v,'? schreiben

r, 12 ' s r 13 '
fy, V. 2dg, €08y, o n, vy, o dey,

LR <1LL/>O 2y 2 Mee biduy
h1/ 1 hlt COSjl

)

eine Umgestaltung, mittels derer wir leicht zu dem Ausdrucke fiir die

auf die Objektseite projizierte sagittale Abweichung kommen werden.
Wir schreiben jetzt, wie auch frither, u fiir du, halten aber

daran fest, dal diese Winkel klein sind von der ersten Ordnung.
Erinnern wir uns jetzt, da bei der Ableitung gesetzt war,

de=A B,
so erhalten wir offenbar fiir eine in 4 zu B4 senkrechte Einstellungs-

ebene und unter Berticksichtigung der einleitenden Bemerkungen
als Ausdruck fiir die sagittale Zerstreuungslinie Lay:

Lyy==dg,'v,.
Diese Lénge projizieren wir nach dem SMITE-HELMHOLTZschen
Satze durch sagittale Biischel in das Objekt zuriick und schreiben:

rrpr (k)
1y, vy Loy =mn,v,Ly".
Unter Berticksichtigung von
(k) 2 '
vy Lp" =mn, v, “dg,

erhalten wir fiir unsere sagittale Abweichung den Ausdruck:
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h,; (h, A\? 1 cosj
- a3 002,
2 =3 COS] = (n,vy) ("1“1) =n,, \hy, 4 3 rt

In ganz &ahnlicher Weise wie bei der Koma im Tangential-
schnitte 1a8t sich im Falle eines Ebenensystems auch die fiir den
Dreiecksfehler angegebene Formel vereinfachen, und zwar wird in
dem allgemeinen Gliede

y 1 _<m2 1) 1 _nf—n,,"" 1 w1
S -\, S o) Sl _fva’ » n®

Es ergibt sich also eine Form, die der fiir den Komafehler im
Tangentialschnitte sehr &hnlich ist.

Wenden wir uns nun zu kleinen Hauptstrahlneigungen w, so
wird von selbst

t=f==gs; cosj, = 1; Jy=1Qvs,

h,; hV/ b, <1 cosj)
h, b, B S\ rt

Aus dem friiheren (Seite 275) wissen wir, daB wir jetzt unbe-
schadet der von uns innegehaltenen Genauigkeit annehmen kénnen,
daB die Gausssche Ebene durch 4 selbst geht und auf dem wenig
geneigten Hauptstrahle senkrecht steht. Es gibt uns also unser
Ausdruck

LY —— (1, v,) (ny 1)( > M(Z) % Qe@yed

die GrdBe der sagittalen Zerstreuungslinie in der Gavussschen Bild-
ebene.

Fiithren wir auch hier an Stelle der Offnungswinkel u und v
die entsprechenden Ausdriicke in den Strahlenkoordinaten ein, so
erhalten wir die obige Beziehung in der nachstehenden Form:

n, L$ M,m,1, d < >

sowie

:——QVSA_

yv Q‘VSQ‘VGEA -

,,’I’LS

$1 “(:)c —s) 5 1
Wir gelangen also zu dem wichtigen Ergebnlsse, daff die drei
Schirfenfehler, die fiir endliche Hauptstrahlneigungen durch ganz
verschiedene Funktionen, seien sie nun explizite oder implizite ge-
geben, dargestellt waren, fiir Neigungen w, die von erster Ordnung
unendlich klein sind, einen gemeinsamen Koeffizienten erhalten, der
ihre Abhéngigkeit von den Bestimmungsstiicken des Systems aus-
driickt.
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Sie lassen sich mithin nicht einzeln zum Verschwinden bringen,
sondern sind gleichzeitig Null oder von Null verschieden, je nach-
dem durch die Systemkonstanten die Gleichung

NSy, 1
erfiillt ist oder nicht. Mit anderen Worten heift das: Der Wert
dieser Summe ist dafiir mafgebend, ob die Koma im weiteren Sinne
fir ein von der ersten Ordnung kleines Bildfeld aufgehoben ist
oder nicht.

Handelt es sich hier um ein Ebenensystem, so lautet das allge-
meine Glied in der den drei Komaausdriicken gemeinsamen Summe
nach Vornahme der hier eintretenden Vereinfachungen

<h,,>3y,,< 7, n, >
hi/ yy \s2xz) st/
Wir konnen diesen Ausdruck leicht so transformieren, daB er bis
auf eine Konstante zum allgemeinen Gliede der sphérischen Aberration
auf der Achse wird.

Benutzt man nimlich die Konstanz der Invarianten I, und J,

an allen Flichen des Ebenensystems, so lassen sich durch Division
die folgenden beiden Beziehungen ableiten:

8 b x s, h.x

YoSy My , YoSviy®y
14 - bl I

hyoe, ¥, 8, hyx,y, 8,

Unter Benutzung dieser Gleichungen nimmt das allgemeine
Glied die Form an
() (-2
xy \hy ) \s* 877

so daB3 wir nun den bei der sphérischen Aberration auf S. 220
. ., S coqi.
entwickelten Endausdruk nur mit -~ zu wmultiplizieren haben, um
x
1
die Schlufiform der Komasumme zu erhalten:

[] . 3

% <h,,>3yv < 0y ny ) n, ( 1 1 )
-\ T\ e T e = e )
»Z1\hy ) oy N8 Cx) s, sty \my, n

nt k=14, /1 1
FEEE)

3 e ! [Z
87T v IS My \Ry
Optik, 19

S
©
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D. Die Koma in einfachen Sonderfillen.

Die Koma einer einfachen Fliche. Bei kleinen Hauptstrahl-
neigungen hatte der Komakoeffizient abgesehen von einem in den
drei verschiedenen Féllen abweichenden Zahlenfaktor fiir eine ein-
zelne Fliache die folgende Form:

' 1
; A—.
§sQ.xQ, s pp

Aufiler dem nicht weiter interessierenden Falle s=0 sind drei Fille
moglich, fiir die diese Gréfle verschwinden kann:

a) s=r; d. h. der Objektpunkt liegt mit seinem Bilde im Flichen-
zentrum.

b) x==r; d. h. der Blendenpunkt liegt mit seinem Bilde im Fléchen-
zentrum.’

¢) n's'==mns; d. h. Objekt- und Bildpunkt fallen mit dem aplana-
tischen Punktepaare zusammen.

In allen anderen Fillen ist der Komakoeffizient von Null ver-
schieden. Eine besondere einfache Behandlung gestattet auch hier
wieder der Fall, daf der Objektpunkt in unendlicher Entfernung
liegt; stellen wir uns die Blende beweglich vor, so wechselt im
Falle einer einzelnen Fliche der Komakoeffizient sein Zeichen, so-
bald die Blende durch den Fldchenmittelpunkt tritt.

Die Koma einer einfachen diinnen Linse. Stellen wir fiir

diesen Fall den allgemeinen Ausdruck fiir den Koeffizienten der
(k)
n
Grofe —— dar, so ergibt sich nach Elimination der GroBen ry, s, @,

1

durch g, o, &:
C=C,— C,0-+ C,0%,

WO
RS L e ot Y YR RO S e b IR L
Co—(n_l)m—Fn_lcpa—l-n_lqM—F o . POt
_2n41 ,  38n-3 n-1
Oy=- g ¥+ e+ ——¢é

n—42
C-z“‘_n—(if

ist. Ganz wie bei der Behandlung der Verzeichnung einer ein-

fachen Linse erhalten wir fiir den Minimalwert I'==1Iy,,, der fiir
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+__ 3n-+43 n+1 - n(2n-F 1)
P=2t 9" T2t T a— Dty

erreicht wird, die Gleichung

5n2—|—6n—}—122 n2+4n+1 S5+ (n- 1) Zoy 2n 41 =

dn(n—+2) - 2n(n+2) 4n(n - 2) 2 (n+2)
1 - (4n—1)n o
2t dp—1aty L0

Aus den Werten I' und P laBt sich fiir jeden beliebigen Wert P
das zugehdrige I finden durch

F=T+ﬁ%3@—ﬁi

aber man kommt bei einem gegebenen Komawerte I"auf imagingre
Durchbiegungen P, wenn I'< I ist.

Die Abhiingigkeit des I'Wertes von 3 und Z wird leichter
iibersichtlich, wenn wir durch die bekannten Koordinatentrans-
formationen jene Gleichung auf die Normalform bringen.

Es ergibt sich die Verschiebung des Koordinatenanfangs nach
den Beziehungen

- 1 _ _ 1
2=(2)"§5 .z_—_(a)—»2~

als identisch mit der bei der Verzeichnung vorhandenen, aber der
Drehungswinkel « folgt hier aus

n?44nt1
2n(n41)

Das Schlufiresultat der Substitution ist

tg 2¢=

n? —

l %2_{—1 g —W—F,

wobei die Werte 11,2 gegeben sind durch

(n—l—l)(l‘}n—}—l)—f-\/(n—l—l ) (3n -+ 1)2 —4n3(n—|—~2)
4n(n 4 2)

und daraus geht hervor, daf es sich bei Werten T < (_—T)? um

Ellipsen handelt, da sowohl 4, als 4, stets reelle, positive Grofien
19*
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2

sind. Fir thl(n—n—I)Tz schrumpft die Ellipse zum Koordinaten-
2

anfangspunkte zusammen und fiir I” >m wird sie imaginir.

Zu beliebigen Betrigen von P gehorige 2'Z-Werte definieren
auf der X Z-Ebene eine Gerade aus einer parallelen Geradenschar.

6. Die Bedingung fiir die Aberrationsireiheit eines Biischels
von endlicher Offnung und kleiner Hauptstrahlneigung.

(Die Sinusbedingung.)
A. Der Beweis fiir die Sinusbedingung.

Es handele sich bei einem sphérisch fiir die Achsenpunkte O
und O' Kkorrigierten, zentrierten System S um die deutliche Ab-
bildung eines Ebenenelements dg senkrecht zur Achse; dabei sollen
Biischel in betracht kommen von einer endlichen Offnung, die
durch eine kreistormige Blende so beschrinkt ist, daB die ein-
tretenden Strahlen Winkel » < U, die austretenden « < U’ mit der

Fig. 75.
BO=p; B0 =p'.

Die scharfe Abbildung von achsensenkrechten Flichenelementen durch Biischel endlicher Offnung.

Achse bilden (Fig. 75). Dann ist die Forderung deutlicher Abbildung
gleichbedeutend mit der Forderung, daf jedes vom Achsenpunkte O
ausgehende radiale Linienelement dy in dg bis auf Abweichungen,
die von hoherer Ordnung klein sind als dy, durch die ebenen
Partialblischel von beliebiger, innerhalb der Winkelgrenzen liegen-
der Neigung in derselben Grofe

dy = pdy
abgebildet werde, in der es durch die Paraxialstrahlen ent-
worfen wird.
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Fiir jeden Offnungswinkel w« gelten nun, wie wir aus dem
fritheren wissen, die Formeln der kollinearen Abbildung in zwel
ebenen, unendlich wenig ausgedehnten Raumgebieten, die wir als
tangentiales und sagittales Gebiet unterschieden haben. Namentlich
mufBl also fiir jeden der beiden Réume die Beziehung

n
/37:77
gelten.

Die Abbildung radialer Linienelemente durch tangentiale
Biischel. Zeichnen wir im tangentialen Gebiete eines unter u << U
geneigten Hauptstrahls OB einen benachbarten Strahl 0, B, der
gegen ihn unendlich wenig geneigt ist, so tritt dieser aus dem
System als ein Strahl B,'0,’ aus, der wiederum gegen B'0" un-

Fig. 76.
00, =dn; 0'0'=4dy'; 00=4dy; 00 =4dy.
Auf der rechten Seite ist O, statt O, zu lesen.
Die Abbildung radialer Linienelemente durch tangentiale Partialbiischel.

endlich wenig geneigt ist. Fir beide Strahlen gelten die Entwick-
lungen des Kapitels III. Errichten wir also in O und 0" Senkrechte
auf OB und B'0, die den benachbarten Strabhl in O; und O,
schneiden, so muB, wenn dw und du die unendlich kleinen Offnungs-
winkel bei O und O’ sind (s. Fig. 76), das Verhiltnis dieser Senk-
rechten d7, dn’ sich darstellen lassen durch

dny' ndu
be=\0y) =wau"
n), n'du

Errichten wir weiter in O und O’ achsensenkrechte Ebenen, so
werden diese von den benachbarten Strahlen O,B; und B,'0," in
den Punkten O und O' durchstoBen, die eine Achsenentfernung dy
und dy’ haben; dy ist alsdann ein radiales Linienelement von dg.
Es konnen ferner die Dreiecke 00,0 und 0'0,'0’ als rechtwinklige
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mit den rechten Winkeln in O, und O, angesehen werden, da dic
benachbarten Strahlen nur geringe, gegen % zu vernachlissigende

Richtungsunterschiede gegen die Neigung der Hauptstrahlen haben.
Wir erhalten also die geometrischen Beziehungen

dy==dycosu; dy'=4dy cosw
und daraus

Pru= <d1) " wcosw du w'dsinu’

Das bedeutet, daf die Vergrofierung zweier achsensenkrechter
Linienelemente an den Punkten O und O, an denen ein das System
durchsetzender Strahl die Achse schneidet, von % abhéngig ist,
wie der Quotient der Variationen der Sinus der Offnungswinkel.

Soll B, fiir alle Neigungen u denselben Wert haben, in
unserem Falle also dY)’ ein zum deutlich abgebildeten, konjugierten
Ebenenelement dq’ gehoriges radiales Linienelement sein, so muB

gelten

di)') ncosudu ndsin
u

nd sin %

P =P= asinu
wo B der Wert der Lateralvergréferung fiir die Paraxialstrahlen s
ist. Aus der Integration von
7' Bdsin o' = ndsin u
folgt aber
2’ Bsin ' = n sin u,
denn die Integrationskonstante ist =0, weil %' gleichzeitig mit «
verschwindet.
Wir erhalten also als Bedingung dafiir, daf die VergréBSerung
Bt durch alle tangentialen Partialbiischel, welche Neigung w auch
die zugehdrigen, von O ausgehenden und in O’ vereinigten Haupt-
strahlen haben mogen, konstant sei, in der Form

sinu _ w'p

sin n
Die Abbildung radialer Linienelemente durch sagittale Biischel.
Denken wir uns, da Fig. 7 um einen verschwindenden Winkel
um die Achse des Systems gedreht sei, so beschreiben die Strecken p
und p' kleine Teile von Kegelmiinteln, und es mogen die beiden
Endrichtungen miteinander die kleinen Winkel dv und dv' bilden.
Dies sind dann die Offnungswinkel der sagittalen Partialbiischel,
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die ein im Sagittalschnitte liegendes, also zur Papierebene senk-
rechtes Linienelement von dq abbilden.

Auf Grund der Formeln, die fiir das Konvergenzverhéltnis in
Sagittalbiischeln abgeleitet worden sind, kénnen wir schreiben

dv,) _ / _ P

e T Ty

Dieses letzte Verhiltnis 1468t sich aber nach S. 40 ausdriicken durch

p, sinu’

so daB wir schreiben kénnen
dv, sinw,’
dv sin u

Vs
Bildet man nun dieses Verhiltnis sukzessive fiir die andern
Fliachen, so erhdlt man, da fiir ein zentriertes System gilt
uy=u,'; dv,=dv,’
durch Multiplikation aller Partialverhiltnisse

v’ sind

V= dv sinw
mithin
By day'  msinuw
0T 4y T wsinud
Man sieht hier ohne weiteres, dal auch jetzt wieder gelten muf}

ﬂ/ w = /3 )
wenn von deutlicher Abbildung eines radialen Linienelements durch

Sagittalbiischel beliebiger endlicher Neigung die Rede sein soll. Es
ergibt sich also

sinw B

sinu'  w
als Bedingung dafiir, daf auch die durch die sagittalen Partial-
biischel beliebiger Hauptstrahlneigung herbeigefiihrte Vergroferung
eines achsensenkrechten Linienelements tibereinstimme mit der durch
die Paraxialstrahlen herbeigefiihrten Vergroferung.

Durch die beiden hier mitgeteilten Beweise werden bei einem
achsennahen Objektpunkte alle Strahlen eines Biischels betroffen,
das wohl in der Meridianebene den Offnungswinkel U, in sagittaler
Richtung aber nur die verschwindende Offnung dv hat. Um den
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Beweis der scharfen Abbildung eines solchen achsennahen Punkts
auch fiir ein endliches Biischel zu fiihren, das in jeder Richtung
die Offnung U hat, gehen wir in folgender Weise vor:

Von einem in der Objektebene durch O gelegenen, der Achse
benachbarten Punkte O gehe ein windschiefer Strahl beliebiger
Richtung aus. Alsdann verbinden wir den Auffallspunkt auf der
ersten Linsenfliche mit dem Objektachsenpunkte O und fassen diesen
Strahl als Hauptstrahl auf. Der oben betrachtete windschiefe Strahl
ist dann diesem Hauptstrahle benachbart, und wir kénnen fiir seine
Projektionen auf die Hauptebenen des Hauptstrahls die Ergebnisse
von S. 185 benutzen. Die Bedingung dafiir, da8 der konjugierte
windschiefe Strahl durch den Bildpunkt O’ gehe, wird durch die
beiden Bedingungen ersetzt, daf seine bildseitigen Projektionen
durch die Projektionen des Bildpunkts gehen, was im Vorher-
gehenden bewiesen worden ist.

Hiermit ist der Beweis fiir die scharfe Abbildung durch ein
endlich gedffnetes rdumliches Biischel vervollstindigt.

Dieses soeben bewiesene Gesetz ist als ABBEsche Sinusbedingung
bekannt; es sagt aus, daB das Verhiltnis der Sinus konjugierter
Offnungswinkel konstant und zwar gleich der mit dem Quotienten
der Grenzexponenten multiplizierten Lateralvergroferung par-
axialer Biischel sein muf innerhalb der ganzen Offnung, fiir die
sphiirische Aberration erreicht ist, wenn von deutlicher Abbildung
eines achsensenkrechten Flichenelements die Rede sein soll.

Liegt der Objektpunkt in unendlicher Entfernung, so ist sein
Abstand ¢ vom zugewandten Brennpunkte gleich der Entfernung s
von der ersten Fliche des Systems zu setzen, wenn man fiir s=00
zur Grenze iibergeht. Somit erhalten wir, wenn wir fir g nach
(20) auf S.103 seinen Wert setzen

[sinu} "n'f]
sin %' Jy—o NS ly—o0

und beachten wir, daB sich die Einfallshohe A fiir den weit ent-
fernten Objektpunkt ausdriickt durch

h={ssinul,—o,
u=0

80 konnen wir die Sinusbedingung in der Form schreiben

h —ﬂ-——f'

sin o' n

wo [ und f' die Brennweiten der Paraxialstrahlen im Bildraume sind.
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Ganz analog ergibt sich natiirlich auch fiir einen unendlich
weit entfernten Bildpunkt
n ‘
=,
sin w
Man kann hiernach leicht die Werte bestimmen, die die Brenn-
weiten in den schiefen Partialbiischeln annehmen, indem man von
der Fundamentalformel (18) auf 8. 103
h

'—-_
f"“ tg’tt’,

sowohl fiir den Tangential- als den Sagittalschnitt Gebrauch macht.
Fir Tangentialstrahlen ist nédmlich

fl— h, :_{tdu} .
du’ du' t—00
du=0

Setzt man nun den fiir Tangentialstrahlen allgemein giiltigen Wert

du 8 n' cos u'

du'~ "' peosu

und beachtet, da im Falle der Erfiillung der Sinusbedingung
fitn =18 zu setzen ist, und dal nach Voraussetzung u» =0 gilt, so
erhélt man, da entsprechend in unserem Falle zu setzen ist

t= X0 ==3g
und wie oben
P=5
schliefflich
14 ’ !
n cos u n
ﬁu:*(Sﬂ —] =—f—cosu =f cosu.

_ n =00 n

In ganz analoger Weise ergibt sich fir die Sagittalstrahlen

f’ J— h_f_,[ﬁzJ
Se gy T av' im0’
dv=20
was wegen
av _ '8
v’ a
iibergeht in '
v [ep™ M
f/u—‘ [sﬁ nl-:w f n f.
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Analoge Beziehungen gelten fiir die Brennweiten im Objektraume,
wenn der aplanatische Bildpunkt in das Unendliche riickt.

E. ABBE (2.420)) hat 1873 den Sinussatz als Bedingung fir die
Identitit der VergroBerung durch verschiedene Teile der Offnung
aufgestellt, und er hat sich spiter dahin ausgesprochen, daBl man
passend den Begriff konjugierter aplanatischer Punktepaare nicht, wie
es sonst wohl tiblich war, auf Punkte beztge, in denen allein die
sphérische Aberration aufgehoben sei, sondern auf solche beschrinke,
in denen auBerdem noch die Sinusbedingung erfiillt wire; denn
dann und nur dann habe ein Linsensystem die Fahigkeit, von einem
zweidimensionalen, wenn auch nur wenig ausgedehnten Flichen-
element durch Strahlenkegel von endlichem Divergenzwinkel ein
deutliches Bild zu entwerfen.

Fig. 77.
00=dy; 0'0=dy; 00,=dy; 0'0/=dy.

Die sphirische Liingsaberration in der Nachbarschaft eines aplanatischen Punktepaars.

In diesem Sinne tragen die aplanatischen Punktepaare der
Kugel (der sich selbst konjugierte Mittelpunkt und die in der Ent-

’
n n L
fernung von —r und —r von ihm liegenden konjugierten Punkte)
n n

diesen Namen zu Recht, wihrend beispielsweise im Falle der
Reflexion die Brennpunkte des Ellipsoids sowie der unendlich ferne
Punkt und der Brennpunkt des Paraboloids nicht als aplanatische
Punktepaare zu bezeichnen sind.

Die groBle praktische Bedeutung der Erfiilllung dieser Bedingung
hob E. ArBE spiter durch den Nachweis hervor, daf simtliche
brauchbaren Mikroskopobjektive, die er hatte priifen kénnen, empirisch
auf Erfilllung der Sinusbedingung korrigiert waren. Die nihere
Beschreibung des dabei benutzten Verfahrens wird bei der Behand-
lung des Mikroskops zu bringen sein.
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B. Die Unvereinbarkeit der HERSCHELschen mit der
Sinusbedingung.

Zum Beweise ziehen wir durch den Endpunkt O des radialen
Linienelements dy einen benachbarten Strahl unendlich wenig von
u verschiedener Neigung, der die Achse in O, schneiden moge.
Wir wissen dann nach Analogie des fritheren, daf der zugehorige
Strahl im Bildraume die Achse in dem benachbarten Punkte O,
schneiden und sich von der Neigung «' des ersten nur um einen
unendlich kleinen Betrag unterscheiden wird (Fig. 77).

Es gelten also rein formal die Beziehungen

cdy=dgtgu; dy =dg' tgu
daher also
dy dg tgu
dy  dy tgu’

In unserem Falle, in dem wir annehmen, daB O und O’ kon-
jugierte aplanatische Punkte seien, und wo wir also von einer
deutlichen Abbildung von dy in dy' sprechen konnen, ist

sinw _ o'p

?

sinw ~ n
mithin geht unsere Beziehung tiber in

ﬂ_dt)'_ dy' n cosu
T dy  dy W' cosu’

woraus weiter folgt

g’ W' p? cosu

dy ~ n cosu’

Beachten wir, daB fir die Tiefenvergroferung « der paraxialen
Strahlen nach S. 105 und 8. 147 die Beziehung galt

. d}‘_r —n' /32
T dy ow ]
80 erhalten wir
r
COS U
ay =dy ——.
5 t COoS U

In Worte gefafit, heifit das: Bei einer unendlich kleinen Verschiebung
eines von zwei aplanatischen Punkten tritt bei dem konjugierten
sphiirische Aberration ein, weil die Verschiebung di' des Bildpunkts
im paraxialen Biischel verschieden ist von der Verlagerung dx’ des
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Achsenschnittpunkts endlich gedffneter Strahlen, sobald » und «'
ihrem absoluten Betrage nach voneinander verschieden sind.
Nur wenn
w="Tu
d. h. wenn es sich um Objekte in den Knotenebenen selbst oder in
den negativen Knotenebenen handelt, oder wenn

u=u'=0
d. h. sobald ein unendlich fernes Objekt in ein unendlich fernes
Bild abgebildet wird, kann auch in Nachbarpunkten eines aplana-
tischen Punktepaars die sphérische Aberration aufgehoben sein.
In allen andern Fillen tritt sphérische Aberration ein, deren
Ausdruck wir in folgender Weise ableiten:
cos '
U=dy' —dy'=d '<*——1>-
L L i oS U ;

aus dieser Zusammensetzung geht hervor, dag fiir ¥ eine Entwicklung
von der Form bestehen muf

A=dy (ceu?F-cw*4+. . ).
Der Koeffizient ¢, 146t sich wohl am einfachsten in folgender

Weise bestimmen

cos o cos?u —cos?u sin? 4 — sin® o'

cos u T cosu(cosu +cosu)  cosu (cos u' - cos u)

sin® ' 12 pe
in®w <n /3_1>

T cosu(cosu |- cosu) \ n?

1 2 02
c.,=—<n p —~1>

2 2 ,n‘.l

demnach

und schlieBlich
182 /2R 1\ 2
O L L LA R

n n
Aus dieser Form sieht man zunichst ganz allgemein, wie unter

gleichen Umstinden (v, n, f) die sphéirische Aberration mit dem
Quadrat des Offnungswinkels «' auf der Bildseite wichst. Im folgen-
den wollen wir uns auf den praktisch wichtigeren Fall beschrinken,
daB es sich um reelle Objekte handele, daf also s negativ voraus-
zusetzen sei. Alsdann entspricht, je nachdem der Ausdruck

sinu  #'?2B2>

st w <
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anzunehmen ist, d. h. je nachdem der Offnungswinkel auf der

gﬁgfkt} Seite grofler sind als die auf der :g%]dekt} Seite, einer
Vergroﬁerung des Objektabstandes Unter-| g ,ppektion im benach-
Verkleinerung Uber-

barten Bildpunkte.

Nehmen wir nun den Fall an, daf das System sphérisch kor-
rigiert sei fiir zwei benachbarte Punktepaare, so gilt fiir beliebige
endliche Neigungswinkel u,u’ dasselbe dy', das fir die Paraxial-
strahlen giltig ist, und fir das die Beziehung besteht

dy’ o' f§?

dy 7

Setzen wir diesen Wert in die Gleichung ein, die oben ganz
formal abgeleitet den Zusammenhang zwischen dy, dy' und dy, dg’
vermittelte, so erhalten wir

o W prtg

ay n tgu

Beachten wir weiter, daB ganz allgemein fiir die VergroBerung fy,
im Tangentialschnitte die Beziehung bewiesen war

dy  ncosudu

Pru= ay o cosu du'’

so erhalten wir aus der Gleichsetzung beider Ausdriicke

n?sinu du==n"* sin ' do’,
und es ergibt sich durch Integration

—n%cosu=c—n'? f%cos .

Bestimmt man den Wert der Konstanten ¢ aus dem Paare kon-
jugierter Werte
u=0=u,

so erhilt man, wenn man 1-—cosu durch den Sinus des halben
Winkels ausdriickt

’

2 ol 1900 - oW

o= sin®—.

nsin® o =mn "

Sind also zwei benachbarte Punkte frei von sphérischer Aber-
ration, so ist die Sinusbedingung fiir die halben Offnungswinkel
erfiillt, eine Bedingung, die sich mit der Erfillung der Sinusbe-
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dingung fiir die ganzen Winkel %, «' nur in den drei, schon oben
erwahnten Féllen vereinigen l4Bt.
Durch Benutzung der Beziehung

LU
Sm?__n'ﬁ
W on
SIHE

zur Vereinfachung der allgemein abgeleiteten Ausdriicke erhalten wir
fiur ein Paar HERSCHELscher Punkte

]

U
COs E CosS U

/gt uzﬂﬁ—“

’
COS— COS U
2

und

u
cos—
2

/3/ w=p u'.
COS:Z——

Fassen wir nun das Ergebnis der soeben angestellten Unter-
suchung zusammen, so kommen wir zu dem Schlusse, ,,dafl géinzlich
,,anabhingig von der Zusammensetzung eines optischen Systems und
,,kraft der allgemeinen Gesetze, denen jede mit den Mitteln der
,,Dioptrik hervorgebrachte Strahlenéinderung und somit auch Strahlen-
,, vereinigung unterworfen ist, mit beliebig weit ge6ffneten Biischeln,
,,entweder nur ein zur Achse senkrechtes Flichenelement oder ein
,unendlich kleines Stiick der Achse selbst in ein entsprechendes
,,scharf abgebildet werden kann. Die eine Anforderung steht im
,, Widerspruch mit der anderen, und beide stehen im Widerspruch
,,nit den Bedingungen collinearer Abbildung endlicher Riume bei
,endlichen Divergenzwinkeln.” S. CzApskI (3. 105.).

C. Die Beziehung zwischen dem Sinussatze und der Aufhebung
der Koma.

Da der Beweis dieses Satzes fiir endliche Winkel gefiihrt worden
ist, so bleibt uns noch iibrig, ihn fiir kleine Offnungswinkel w zu
spezialisieren, indem wir ihn in eine mit der dritten Potenz von u
abbrechende Reihe entwickeln.
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Fiir eine einzelne Fliache gilt offenbar nach S. 40

sinu' p n'sind’  #'p
. ==5; un . =
sinu P nsinw  ap

unter Benutzung unserer fiir ', P bereits auf S. 217 und 218 ent-
wickelten Ausdriicke

,',.‘2

s 9 <p2)

e
n s U ns

"sinu' W 1 1 a
_ =191 2 2 <-7 A——A4 _—> y
n sin u ns'{ e 2 % ns s3
wobel wir natiirlich im zweiten Gliede auch h=r¢ setzen konnen.
Bilden wir nun das Produkt iiber alle ¥ Flichen und beriicksichtigen

nur die Glieder mit ¢? so bleibt links nur der erste und der letzte
Sinus ibrig, und wir erhalten

[ ! % ! 2
75, sin uy, Ny S,y b, 1 a>}
— + 3= A= —p2A_
i i '{1 %(2 Q”vns i v s

0, sin u, v=1mn,S$,

Eon, s . & {><Il,>21 1 <h> ]}
= IT 228+ S ) Qe Ad——() 4
w:“z,,sv{l 817 » =1L\ 2Q1 rns  \b,/) v s

1

erhalten wir

Soll nun dieses Produkt konstant sein fiir alle Offnungen Uy,
so ist die Bedingung dafiir offenbar gegeben durch

k
*v§1<hl> Qv vns_,,§1<h> 4,T_

Bildet man nun zur Uberfiihrung dieser Summe in eine Form,
die dem fiir die sphiirische Aberratlon entwickelten Ausdrucke dhn-
licher ist,

3 2
X
v=1 hl
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n

so erhilt man wegen Q,— Q.= —{x— }ZW{x'—S'}
na a 2 amn
A= T e e WAy

mithin

k 2 k 2
S 1 <@>Aﬁf‘_=§<f’l>goa _
v=1 vav_st h’l ”Sax y=1 kl vs‘(w—s)

Diese letzte Summe ist aber so beschaffen, dafi sich in ihr alle
Glieder bis auf das erste und das letzte fortheben, also

Sk 1 hy 2A na B\ az, a,
2 7 3. \7~ EWNL N 9 .
y=1 vav—‘”st hl v 87X h’l Sk (xk —Sk) 8 (x——sl)

Die Sinusbedingung ist aber fiir Systeme aufgestellt, die wirk-
liche Objektpunkte aberrationsfrei abbilden, mithin gilt @' =0=a,,
und wir erhalten fiir diesen allein in Betracht kommenden Fall den
Ausdruck fiir die Erfillung der Sinusbedingung in der Gleichung

1 % /(h)\? k h\% o 1
’2‘ E < > st ‘Jl_ 2 < ) stA""=0,
y=1 1

1/~1 vac_"st' rns

. 1 .
die sich nach Fortlassung des konstanten Faktors ) auch schreiben

lagt
§ (b ey 1y

y=1 va st”ns

Beachten wir nun noch die auf S. 145 angegebene Beziehung

Q QVS h yl (le Ql.s')7

so geht wiederum nach Fortlassung eines konstanten Faktors,

némlich, die Gleichung iiber in ihre endgiltige Form:

o
Qlw - le

> =) s McA — =0,
WE1<h1 le 9 v NS

Wir sehen also, daB die Erfiilllung der fiir kleine Offnungs-
winkel spezialisierten Sinusbedingung gleichbedeutend ist mit der
gleichzeitigen Annullierung aller drei fiir kleine Hauptstrahlneigungen
spezialisierten Komaausdriicke.
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D. Die KERBERschen Summenformeln fiir die Abweichungen von
dem Sinusverhdltnis bei endlichen Offnungswinkeln.

Bei den meisten optischen Systemen mufl die Vergrioferung
einer beliebigen Zone gleich sein der fiir die paraxialen Strahlen
geltenden, und da die Vergroferung ausgedriickt wird durch das
Verhéltnis der Sinus der Offnungswinkel, so soll sein

sinw, b by by s
sinw, s s by s
Bei sphérisch korrigierten Systemen gilt

8,=15; &' =¢,,
also sollte unter Benutzung der S. 78 eingefiihrten Grofien e, € die

Beziehung bestehen
b _s/siny e
hy s;sinwu, e’

Betrachten wir zunichst einmal das Verhdltnis e,':e,, so wird
dies in sphérisch korrigierten Systemen in der Regel von dem vor-
geschriebenen Werte abweichen, und es wird tatséichlich die Be-
ziehung bestehen -

e e Iy

e T
Driicken wir nun in der auf S. 78 eingefiihrten Identitit
sinu’ - siné' =sinu 4 sini+ D
sin4’ durch sin «' und sin¢ durch sinw aus und fithren die e, €'-
Werte ein, so ergibt sich
'=e-+rD.

Ferner wird die Definitionsgleichung fiir 8, i

8, 1=8'—d,
nach Multiplikation mit sin u,) in die Form tibergefiihrt

e, 1=e'—d,sinu,
d
=e,’ <1 —— .
S,

d d_ﬂdbs:

s s ss’
Optik. 20

Rein formal besteht
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also ist d, bs'd, sin u,’

er+1=er'<1_?>+ '

v S’V

Nun besteht aber, wie wir aus dem fritheren wissen, die Beziehung

hy+1_37'—dy——1 d,,
I
v
also auch
h,t1 , Ds/d,sinw,’
ev—i—l:ew’ 1h+ _]" g ;r . =e'v+1-’rv+1Dv+1y
v 4

und wir erhalten die Rekursionsformel
¢,1 € r,41D,41 , Ds/dysinu,
M1 b hein (s —d,)h,
Summiert man alle diese auf die einzelnen der k Flichen eines

zentrierten Systems sich beziehenden Ausdriicke von »=1 bis
v=Fk—1 und fiigt noch die Identitit hinzu

’

e _e_nDh
h h B
. . 1 1 1
so ergibt sich
b e, e e korD  FZldbds sinu,

hy 7;;_17—,31 h, + y 24 (s) —dy)hy

mithin
L”lhld bs, smuv}

Ly = ]lrv y=1 ] — d

Damit ist aber auch die sphérische Differenz der Vergroferung

bestimmt, denn wenn wir in Anpassung an die tatséichlichen Ver-
héltnisse setzen

. ’ . 4
sinu, -dsinw, B, 8
. - [
sin u, hy s
so kénnen wir die identische Beziehung

. ! ’ ! r
i 866y b))
. ! !
sinu, s,/ € s, €,
zu Hilfe nehmen und schreiben
. ’ 4 r
b 8, Dsinu, _ﬁ(@_beﬁ <1_bsk>

! s - ! !
hys,  sinw, s, \by e S,

Nach Auflosung der Klammer ergibt sich dann
bsinu, 8 (bek' k. bs, be/ bsk>
S

sin u, e hy 8
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Ist das Objekt unendlich entfernt, so erhalten wir
bl_bsinuk'_ <bek b, bs,  be/ bsk'>'
e, Iy s/ e s/

f s sinu

Handelt es sich schlieflich um Systeme ohne sphirische Aber-
ration, so verschwindet ds,’, und wir gelangen zu der SchluBform

dsinw, s de/ 18,k é hy k_lk bs,, sin w,’
— 4_—_*’ —_— 'TV-D + Al - d .
sin u, s, e e skh L=k, ——d

Dabei ist ds,” aus S. 80 zu entnehmen.

7. Die von der dritten Potenz des Offnungswinkels abhingigen
Aberrationen aulleraxialer Punkte.

(Die vier Fehler der sphiirischen Aberration im engeren Sinne.)

Beriicksichtigen wir nun auch die nichste, dritte Potenz der
Offnungskoordinaten in der Absicht, die Bedingungen dafiir autzu-
stellen, daB auch so weit gedtfnete Biischel an dem Zustandekommen
eines scharfen Bildes beteiligt sind, so kommen die folgenden vier
Glieder der Entwicklung in Betracht:

m?; m*M; mM?* M3,

und auf Grund einer Uberlegung, die der bei der Koma angestellten
analog ist, erhalten wir das Ergebnis, daf von diesen Gliedern zur
tangentialen Abweichung beitragen

m® und mM?
und zur sagittalen
m®M und M3

Wenden wir uns nun zur Aufstellung der Ausdriicke fir diese

drei Glieder im einzelnen, so behandeln wir zun#chst das Glied
mit m?>.

A. Die sphérische Aberration des tangentialen Biischels.

Setzen wir fiir die Schnittweiten BD, BD, benachbarter (unter
kleinen Winkeln u, 2u gegen den Hauptstrahl B A geneigter) Strahlen
den folgenden Ausdruck an, der ein Glied mehr beriicksichtigt, als
es bei der Koma notig war,

t=1t-ru- qu?

20*
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so ist die durch den hier betrachteten Fehler verursachte Zunahme
der Zerstreuungslinie [; gegeben durch

l,=qu’-u,

und es ist jetzt unsere Aufgabe, q durch bekannte GroBen auszu-

driicken.
Es ergibt sich als Verschiebung des Schnittpunkts des unter

u geneigten Nebenstrahls auf dem Hauptstrahle B A
AD=ru-}qu?
und als Zuwachs dieser Verschiebung, wenn man auf dem ersten

Nebenstrahle ein ganz wenig (auf du) gedffnetes Biischel annimmt,
wie es den tangentialen Bildpunkt A, definiert,

DF=dt=1tdu-+4 2qudu.

Fig. 78.

Zur Ableitung des Ausdrucks fiir die tangentiale Zerstreuungslinie der sphirischen Aberration
aunBeraxialer Punkte.

Ganz wie bei der Komaentwicklung erhalten wir durch Anwendung
des Sinussatzes auf das Dreieck 4, DF
D4, =ru-2qu?

mithin :
dtoy=AD -+ DA, = 2ru-}+ 3qu®

Unter Beriicksichtigung, daB 3qu® von hoherer Ordnung klein
ist als 2ru, ergibt sich dz;,, nédmlich die Entfernung zweier auf-
einander folgender tangentialer Bildpunkte gleich dem bei der

Koma eingefiihrten dz.
Fir den zweiten, unter 2u geneigten Nebenstrahl B, D, er-

gibt sich
A4, =drg 9, = 4ru+12qu°

AA, =dr, =2ru-t 3qu®

9

A4, =dry,, =2ru-+ 9qu’.
Wir haben hiermit die Verschiebung des tangentialen Bild-
punkts zweier um u gegeneinander geneigter Strahlen auf dem
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ersten Nebenstrahle abgeleitet. Wollen wir jetzt die Variation dieser
Verschiebung finden, so haben wir zu bilden

Ar=dr, ,—d7,, = 6qu’,
_1d%t
~ 6du?
Bilden wir jetzt den dritten Differentialquotienten der Invariante
J nach d¢ und multiplizieren ihn mit r—2, so erhalten wir nach
einigen Vereinfachungen, die prinzipiell keine grofieren Schwierig-
keiten bieten,

1 dSJ' Q‘z
oA

also schliefilich

-{-12‘7 Qt—|~6

Q)du
3ncos j<dt_) _i_ncos“jﬁ
du tt du®

Bildete man jetzt die Differenz fiir die Werte nach und vor
d*t

aw

cos; (n cos?y
nt®

t)

der Brechung, so wiirde man zu einer Rekursionsformel fiir

kommen, die fiir endliche Hauptstrahlneigungen gitiltig wére.
Beschriinken wir uns indessen gleich auf Hauptstrahineigungen,

die von erster Ordnung unendlich klein sind, so haben wir zu be-

d
achten, daf J und d41?1‘ ebenfalls von der ersten Ordnung unendlich

klein werden, so daB ihre Produkte als Grofien zweiter Ordnung
zu vernachlidssigen sind.
Erinnern wir uns daran, daB unter dieser Voraussetzung gilt
t=s=/; cosj=1,
so sehen wir, dafl der Ausdruck zusammenschrumpft in
n d’t
R Aﬂ
stdu® 30,7 ns
Hieraus 148t sich, wenn man den Objektpunkt aberrationsfrei
annimmt, der Ausdruck ableiten

at, 35/t k (h >4 s , 1
Ol Sy SN o A4—.
69 du,? n =1\l Gl s

Fir die Zerstreuungslinie im Bilde erhalten wir also unter
Benutzung der oben abgeleiteten Beziehungen:

, . NN AT |
l3k=qkrdukl.§=__d 3%k AN <__> Q:sAg-

ozk y =1\, v NS
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Wenden wir nun in bekannter Weise den Smite-HELMHOLTZ-
schen Satz an, so erhalten wir, wenn wir wie friiher du,’ durch u,’
ersetzen, infolge von

nk'uk'l'gkzmullgk)
fiir die in das Objekt projizierte Zerstreuungsiinie
(k)
l3:“_ (11)2<>st e
7 v=1

und nach Einsetzung von
my
§p— %y

u1:

in der anderen Bezeichnung

() 3 &
nly 1 ms
9 2 Qvg
v s

8y T2 (e, —sl) »=1

B. Die tangentiale Differenz des Rinnenfehlers.

Die in tangentialer Richtung sich erstreckende Rinnentiefe Vs
eines sagittalen Biischels #&ndert sich bei einer Variation von du,
und zwar nimmt sie um dlrr zu.

Differenzieren wir zur Ableitung von dliry, die Invariante

o nln J?tdE—‘l_
Y cosj nt

nach 95, multiplizieren das Resultat mit »—! und bilden die Differenz
der Werte vor und nach der Brechung, so erhalten wir, wenn wir
beachten, daB

J2tdu

cos )

an und fiir sich bei der Brechung invariant ist,

ndlgy T tdu{ 1 oS j dr}

Jtdu cosj w2 7 ut?t du
tdu < sin ]> < 1 dT) Jt dgu} 1
il B IR i )
{Qt cosj 2+ cos j Jau g t du + t du J nt
lr lrr n d¢
— A ——JA — = 1.
T4, nScos®j J f'zcosj_l—AthdulH
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dr
Dabei entspricht das Symbol In bei den t-Werten genau der

dt
Grofe i bei den Strecken f.

Fithren wir zur Abkiirzung das leicht verstindliche Symbol ein

K

. . -
D<f—rcosy> [y Ty COShy [y 14— 7, _1CO08jy_1
v rsing 7, sin J, Yy_18ing,_q

so 1468t sich die aus der Ableitung des Rinnenfehlers bekannte Uber-
gangsformel s. 8. 279 schreiben

dv,? D <f— 7.00§j
2 rsin g

und ihre Differentiation fiihrt auf
P, dv,t D <(f— reosy) (F— 1‘cosj)> vt ds, D < 1 >

du, =

> + duy 4

du, 2 r?sin?y 2 du, v \rsiny
’ . DI
d*vy,_y _[f—rcosy du, 4
o B )y
—l_ Ydul,_q v rsin g + du,_1

Differenziert man nun die beiden Invarianten

tdu
o un fav,

so ergibt sich, wenn man die Differenzen vor und hinter der
brechenden Fliche bildet,

d? y— 1| d
A t u:t‘l'd—u“‘l! Jv——l A ———']— *lQr 1, tA 1 A COS] T:}

r—1tdu o8 j,—1 L r—1nt 1 n? cosy T4t du

und

1 cosjJ d;}
7'1/—-1./;’—1 dv”_l {\Jv_lv—lnf v—1 t./ du

Durech ein Verfahren, das dem bei der Koma im engeren Sinne

My du

dr
eingeschlagenen ganz und gar analog ist, erhélt man fiir i die
Differenz !

A

neos®s dr { cos? 1 cosy ]
———=Jd—"=——A4 —2
t%  du t? r Q4
Aus der Differentiation der U‘bergangsformeln geht schlieBlich
noch hervor

d2u7+1 dsy 11 d1111;+1

d?u, dr,
A +1d Wy 41
du, 41 Ay 44 d, 44

dll,,_i_l dL1y+1

11=/rt1

tr—l
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und Ay 41 dlrr,
du,yy  du,’’

Hiermit ist ein Gleichungssystem geliefert, das gestattet, die
bei der Variation von l47; nach du vorkommenden GroBen sukzessive
zu berechnen.

Gehen wir jetzt zu kleinen Hauptstrahlneigungen {iber, so lassen
sich auch jetzt bei dieser Abweichung die Formeln explizit darstellen.

Unter Vernachldssigung kleiner Grofien von héherer Ordnung
finden wir

dl 1 du, 1
Al o du, Ay 20 28 Mg L
» §2 du Yr@raQyssydu y s Qe du, » ns’

sowie ferner

a*u, dv,? sSQ2, d*u,_

du, 27 yale?'m du:’_l
und
Eul A,y
du:,—1 o du, 1 '

Setzt man diese letzte Beziehung in die vorige ein, so erhilt
man, wenn man die durch D angedeutete Operation ausfiihrt, die
v

sehr einfache Rekursionsformel
.2 (22 2 2 2 2
d211,, g‘/a' 'SrQa'ﬁ__ d Uy 1 dVv—l Sv—le—I,s

du, 2 ijEx du, s 2 ?/3—1@2'—1,90

Vor der ersten Fliche verschwindet dieser Ausdruck, weil er
die Variation der Konstanten v, nach u bedeutet, und so wird
schlieflich

Pu,  dv, SQ,

- 242 °

du, 2 420,
Und wenn man diese GroBe ebenso wie den Wert von s,du, aus
der Entwicklung des Rinnenfehlers in den ersten Ausdruck einsetzt,

so kommt man zu

nle 9 2 1 1 2 1
ey T vdvv2 v 4— o v2d72 v A—
» 7 du s Vstns+28 ”stns’
und das ist
n o dl 1 1
A= oo Q2 A,
v st dudv? 2Q”v ns
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Unter Annahme von % Flidchen erhalten wir fiir die Zerstreuungs-
linie nach der kten Brechung

Vit v _ d Uiy _ <hv> A

du,/dv,*  du/dv,? nk',,_l b/ V7 ms

und wenn wir dies mittels der Gleichung
k
W Uy, =y, Uy
in bekannter Weise in das Objekt projizieren, so erhalten wir den
Ausdruck
(%) 1s h 1
b =_§i("1111)(" A\ 2( - Qrs —
1 v=1

in der einen, und

nll}’})f 1 m, M%s® \’i <h,,> Q. A 1

T T\ - s
8 2 (301 5)% =1\ b v NS

in der andern Schreibweise.

C. Die zweite tangentiale Differenz der sagittalen Schnittweite.

Setzen wir zur Darstellung der Abhédngigkeit der sagittalen
Schnittweiten von u die Reihe an

¢=/-Flu-fu?

so ist der Zuwachs der sagittalen Zerstreunungslinie, der sich auf
die zweite tangentiale Differenz der sagittalen Schnittweiten zuriick-
fiuhren 148t, gegeben durch

2
L,=tu’v,
und wir erhalten ohne weiteres fiir ¥ die Beziehung

92

§

_ 1
T2

21

2

Um zu einer Entwicklung fiir —— zu kommen, differenzieren
=] du_ )

wir die /-Invariante zum zweiten Male und multiplizieren das Er-
gebnis mit r~%; sodann erhalten wir nach einigen Zusammenziehungen
den Ausdruck
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QtL + cosj} _ (F_L_cOSJ + nﬁ}

rt Pricosj artd

cosg cosj @ }dg 2n? COSj< >+ Q ds dv
t/? t‘fz " nt/Zeosjldu i du/ " nt2/? du du
ncos®j dic
+ t2/2 du‘“”
aus dem sich eine Rekursionsformel fiir endliche Hauptstrahlneigungen
ableiten liefe.

Der Ubergang zu kleinen Neigungen liefert unmittelbar, wenn
unendlich kleine Gréfen zweiter Ordnung vernachlissigt werden:

n d*c
2—_"Q2 e

stdu ns’

woraus sich unter Voraussetzung eines aberrationsfreien Objekts die
Beziehung ableiten 148t

d2§' 9'4k
3 (el

du, nk Rt} y NS

Nach dem Vorhergehenden ist der Zuwachs der Zerstreuungs-
linie im Bilde gegeben durch

1dgk a1

[N A T R
Ly =1%'u," v, =3 du '2uk Vi

und wenn man ihn in bekannter Weise durch Anwendung der
Gleichung
ny w Ly =y 0, g
auf das Objekt zuriickbezieht, so ergibt sich
4 k 4
@_ 18 2 h\* o 1
LP == ) 3 (@ 4o

und in der anderen Schreibweise

n, L§ _ 1 m’Ms® S < )Q 1
8 2 (ac —5‘1)3,,:1 Vs, v

D. Die sphirische Aberration des sagittalen Biischels.

Ist die Longitudinalaberration a/v'? des sagittalen Biischels be-
stimmt, so erhilt man die dazu gehorige Zerstreuungslinie Lj,, durch

P e
LHI--(I/V V.
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Die gesuchte Lingsabweichung des Schnittpunkts zweier sagit-
taler Strahlen, die gegen den Hauptstrahl die Neigung dv haben,
gegeniiber dem Vereinigungspunkte benachbarter Sagittalstrahlen ist
aber, wenn man Groflen dritter Ordnung berticksichtigt, gleich der
tangentialen Variation d¢ der Sagittalschnittweiten fiir eine Anderung
du der Hauptstrahlneigung.

Wir haben also die Formeln des Dreiecksfehlers anzuwenden
auf das bei der Behandlung des Rinnenfehlers durch du, t ge-
kennzeichnete Biischel und erhalten

A2 ge— t"duilJvA[

1 cosj'] )
v 2 COS J,

J? rt J’

dabei sind fiir endliche Hauptstrahlneigungen die Werte fiir f, und
du, sukzessive der zum Rinnenfehler gemachten Rechnung zu ent-
nehmen, und es ist nur zu beachten, daf

dgv' _ d§v+1
gilt.

Fiir unendlich kleine Hauptstrahlneigungen ergibt sich

1
Ai;“dQ':“ SvdurvavaVSA L

v § » M
und wegen
S 2
8, du, = — dvv*Q”
2 U Qo
sowie
s, dv, =s,dv,
sehlieBlich
n dg¢ o IQQ A 1
v stdv? 2% ps’

woraus wir nach Anwendung der Rekursionsformel erhalten

Loe oo T8 18 S (bYgral
dv,? Sk dv,? 2n), 2\ b/ s’
Unter Benutzung der Gleichung n,' v, Lyre=mn, v, %, ergibt sich
nun je nach Wahl der Bezeichnung entweder

w1t S ("v>4 24t
LII —_— 21 4(%1V1) 2 hl stv ns

7/1 =1

oder
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n Ly 1 MPs? L <h>4 2 4 1
s 2o S S

Fiir kleine Hauptstrahlneigungen w zeigen also diese vier ganz
verschiedenen, auf die sphérische Aberration im engeren Sinne
zuriickzuftihrenden Fehlerausdriicke die Eigentiimlichkeit eines ge-
meinsamen Koeffizienten. FEr ist mit dem identisch, den wir beim
Radius des Zerstreuungskreises eines Achsenpunkts gefunden hatten.
Alle vier Ausdriicke der sphirischen Aberration verschwinden also
gleichzeitig. .

Die in den vorhergehenden Abschnitten entwickelten Methoden,
bei endlichen Hauptstrahlneigungen die Zerstreuungslinien fiir
Offnungswinkel bis zur dritten Ordnung zu bestimmen, gestatten
uns, iliber die Korrektion auBeraxialer Punkte die folgenden Be-
merkungen zu machen.

Wahrend bei einem zentrierten sph#rischen System die Lage
des Objektpunkts aut der Achse eine bildseitige Strahlenvereinigung
bis zu den Gliedern dritter Ordnung gewd#hrleistet, miissen vier
Bedingungen erfiillt sein, um fiir die Abbildung eines auBeraxialen
Punktes von endlichem Achsenabstande dieselbe Schirfe zu sichern.
Unter diesen vier Bedingungen ist eine eine astigmatische, und die
drei iibrigen sind Komabedingungen.

Fir einen sphérisch korrigierten Achsenpunkt, d. h. nach der
Erfillung einer einzigen Bedingungsgleichung, geht die Schirfe bis
zu den Gliedern finfter Ordnung. TUm dieselbe Schirfe fiir das
Bild eines aufleraxialen Punkts von endlichem Achsenabstande zu
sichern, muf man aufler jenen vorgenannten vier Bedingungen
noch weitere vier Bedingungen fir die sphirische Aberration im
engeren Sinne und fiinf erweiterte Komabedingungen erfiillen. Diese
letzterwéhnten entsprechen den fiinf Offnungsgliedern

m; mdM; m*M?; mM®; M,

die mit der ersten Potenz von ! Produkte fiinften Grades bilden.

Fir Punkte in néchster Nihe der Achse ist der Astigmatismus
von selbst gehoben, die Beseitigung der sphérischen Aberration
fallt mit der Hebung der sphirischen Aberration in der Achse zu-
sammen, und die Erfilllung der acht Komabedingungen wird durch
die Herbeifiihrung der Konstanz des Sinusverhéltnisses geleistet;
es bleiben also nur zwei Bedingungsgleichungen iibrig.
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8. Die SEIDELsche Theorie der Aberrationen dritter Ordnung.

A. Die KERBERsche Ableitung der fiinf SEIDELschen Bild-
fehler.

Ersetzen wir in den fiir den allgemeinsten Fall der Brechung,
den eines windschiefen Strahls, im II. Kapitel S. 62—64 entwickelten
KerBERschen Formeln die trigonometrischen Funktionen durch ihre
Reihenentwicklungen und berticksichtigen dabei nur Glieder dritten
Grades, so erhalten wir schliefllich die allgemeinsten Ausdriicke fir
die Abweichungen von den Gaussschen Werten, die bei Bertick-
sichtigung der sphérischen Aberrationen in dem definierten Sinne
moglich sind.

Fig. 79.

SC=r; SO=s; SO=s; SD=S8; SP=uw; DB =L; OB =1,
PE=M; EQ=m; 00,=1l=g; OR=g¢g; RO,=@G; 00=is.

Zur KerRBERschen Ableitung der SkipeLschen Bildfehler.

Solecher Ausdriicke sind drei vorhanden, und zwar wie man
sich an der Fig. 79 versinnlichen kann, einmal der fiir die longi-
tudinale Abweichung ds, wie wir sie z. B. im Falle der sphirischen
Lingsaberration tfiir Achsenpunkte behandelt haben, sodann der fiir
die tangentiale dg und der fiir die sagitfale G, wie sie in den ein-
zelnen, vorher untersuchten Féllen bestimmt worden sind. Diese
drei Abweichungen sollen hier der Reihe nach behandelt werden,
und zwar wird es sich zeigen, dafl die beiden uns namentlich
interessierenden letzten Abweichungen durch sehr einfache Rela-
tionen mit der longitudinalen verbunden sind.

Die longitudinale Abweichung. Frinnern wir uns, daf wir
im allgemeinen Falle die Bahnbestimmung eines windschiefen Strahls
durch Einfiilhrung der Einfallsebene reduziert hatten auf die Bahn-
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bestimmung eines in dieser Hilfsebene verlaufenden, von einem
Achsenpunkte ausgehenden Strahles, so wird es offenbar angingig
sein, hier von unserer Entwicklung der Longitudinalaberration a
fiir Achsenpunkte Gebrauch zu machen.

Unter Benutzung der Beziehung

,’.2
s—s=6s=au2=as—2<p‘z

148t sich die S. 218 behandelte Invariante auch schreiben

_ (1, nds
0=+ |5 e+

Dem Winkel # in diesem einfachen Falle entspricht in der
Einfallsebene des windschiefen Strahles der Winkel v, der auf S. 64
durch die Beziehung definiert ist

cos v==cos (¢—7y) cos &,

die bei unserer Beschrinkung auf dritte und niedrigere Potenzen
iibergeht in
Avi=(de—dy)*+ do*

Wie im Vorhergehenden wollen wir jetzt, wo wir wissen, dafB
es sich nur um kleine Winkel handelt, diese wieder mit v, ¢ y, 0
bezeichnen. Da nun die Winkel v, ¢ 7, 6 nur im Quadrat vor-
kommen, so koénnen wir bei ihren ersten Potenzen uns auf die
Gaussschen Werte beschriinken, d. h. in den spezialisierten Werten
der S. 63

4 l L
= ;Y= ; 0=—gg

S—s r—8 s—8

die fetten durch die mageren Grofen ersetzen, da eine hohere Ge-
nauigkeit durch das Quadrieren doch verloren gehen wiirde. Also
ergibt sich leicht

€

e =S s T
£ (§—s)(r—s) a9 s—8

G+

Wir eliminieren nun die auf B beziiglichen Gréfen durch das
Gleichungssystem

w—S_ﬂ_E__s—S. ! s—8
s—8 1'M s—x’'l—m s—«x

mithin
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bei dem wir ebenfalls uns auf die Berticksichtigung der paraxialen

GroBen beschrinken konnen. Unter Benutzung .der Identitét
r—S=r—zx4x—S8

crbalten wir

v‘ﬁ:(”—xl—m_ m >‘3+< M >‘~’

r—8sxr—s r—3S xX—38

_m M 2ml 20, o 22Q?
(z—5 (x—9sQ, ' (@—9)’sQ]

Da bei der Brechung die paraxialen Werte I, L, I, I/ zum
Kugelmittelpunkte perspektivisech bleiben, so gelten, wie man sich
an der Figur 79 verdeutlichen kann, die folgenden Proportionen

l ! m m' M M

s—r §—r'x—r a2'—rz—r x—7’

und aus ihnen folgt, wie gleich hier bemerkt sein moge, daB die

GroBen
lx ms Ms

xr—S8 .’E—*S x—S

tir die Brechung an der Fldche invariant sind. Unter Benutzung
dieser Beziehung ergibt sich, daB v?s*==v'2s'?, und wir konnen jetzt

ohne weiteres fiir die auf S. 63 eingefiihrte Schnittweite

§=8-08=s5-038
unsere Entwicklung benutzen und erhalten:
0=, 4+ Ll ovr g 208
Q=0+ & v ‘5“”
A"ff=—%czfszvui
—— e e
—%(x‘ljyx?QfA 7%;

Die so auf der Nebenachse bestimmte Longitudinalaberration
muB nun noch auf die Hauptachse bezogen werden, und das ge-
schieht durch die auf 8. 64 abgeleitete Gleichung
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S—r:(é—r)cosy=(6—7)<1—Z;).

Wie wir oben sahen, ist

und es ergibt sich:
) 2
55— g == (B )
s+ 0s—r=s+068%8—r—(8 7)2(.9 e

l‘.’
=s—|—6§—r~—(s—r)m
oder
nds_nds 1P 2(Q,—Q)
s? s 2(@—s)lPrs Q,
und analog
n'ds' w68 1 I* 2°(Q,—Q)

2 J2

s s 2 (x—s)?rs @,
nds __ P o1 1
——% wi‘i‘){;s"’Qs?A%—]—@ ) 52,4, 4 73
1 Px? 11
2 (x— 3)2[ M_(Q )TA—W_«]

Die tangentiale Abweichung. Die tangentiale Abweichung
g —g ist nach der Figur 79 OR— 00, und da g==1 ist, gegeben
durch:
dg=g —1.
Bezeichnen wir ferner

dl=1—1=1—g-dy,
so haben wir die Differenz {—g¢g durch die vorher entwickelte
Longitudinalabweichung auszudriicken. Das geschieht durch die
Proportionen:
m:g:l=ax—8:s—8:8—8,
also ist
m—
sg=01— 1" s

xXr—s

Fiir 6! erhalten wir aber noch einen anderen Ausdruck aus:
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l=(r—wtgy; I=(—s)tgy,
wo y dem Werte von $ entspricht und daraus

dl=(r—s)dtgy—dstgy,
mithin

— , Mm—
59=(V—8)5tgy~68<tgy+ g>,

xX—s
und eine entsprechende Beziehung gilt auch fiir die gestrichenen
GroBen. In den Koeffizienten von ds konnen wir unbeschadet der
von uns festgehaltenen Genauigkeit y durch y und die fetten Grofien

durch die mageren ersetzen und erhalten dann:
- . m—g 1 < ms ”lqc_iQx>

te y + ~ —
57 xX—s8 s

xr—s x;sQ:

. . . nds
Bilden wir nun, um in unserem Ausdrucke den Term —5-
: s
. . 70 . . L .
wiederzufinden, _g_’ so ergibt sich, daf sich y, y bei der Brechung
nicht &ndern,

@z—&étg 1268( ms lx Qx>

s K ST \L— 8 x_SQs
und
O gy, MOt Q)
< r §7 \xe—s x—sQ,
A@ _< ms _&%) nds
s - Xx— 8 x_SQs 82
1+ Mm o, 1 L (@Bm*+ M, :
B e oW LV S IR Lot s WL Y SR
s oy Ty g e
1 mi? 2 e

I o1 1
al @ qplal

r n

—-1—5(—30_78)38302 [3Qx

1 (el . 1 @ o1 (1]
—g@—_s):;x;[f@;AwQs(Qx“Qs) ;Am-

Die sagittale Abweichung. Die sagittale Abweichung ist nach
der Figur 79 gegeben durch RO,

36— —0—G =L 55,
S—x

aus demselben Grunde wie vorher ersetzen wir in dem Koeffizienten
Optik. 21
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von ds die fetten GroBen durch die mageren und wihlen wieder

. . . nds .
eine Form, bei der auf der rechten Seite —;- erscheint:
s

néG__ Msniés
s x—s s
also
AnéG:_ Ms An(zs
s r—s 82
1mEMM o, 1 mMl
BN TR s e
1 M3 2( s 1 o1 1}

Diese Differenzenausdriicke liefern uns wieder Rekursionsformeln
in folgender Weise. Wir "lassen den Flichenindex heraustreten

und erhalten
no nd@
A —g = Av; A—= -Bv;
y S v S
wobei 4, aus vier, B, aus drei Summanden gebildet ist. Nehmen
wir nun an, daf vor einem System von k& Flichen das Objekt
aberrationsfrei war, dafi also

dg,' dg ,08a, oG
W=t Ay oy =m B,
i Sg Sy 2
schlieBlich
é h, k h, oG, E R,
n, gfb =13 ’ A, ,@k’ih_ﬁ N }LB,,
LS Iy =10y LS Iy Z1hy

Projizieren wir nun die tangentiale (sagittale) Abweichung dg,’
(6@,") durch tangentiale (sagittale) Biischel in bekannter Weise in
das Objekt zuriick, so erhalten wir schlieflich fiir die tangentiale
Abweichungslinie

nlég(lk) =l(m12~{—M12) my 5,3 é < > Q AL
8 2 (x,—s) o v s
1(3m —}—Me)l ’”(k)yv 1
T2 (®, —s8,)% 0% 3 h) y, Q”Qmé];;

Y,
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s 3 (1) e a7 ]
- N = _o. el
+ 2 (x, —s,)* ! 1% & LS Qe 4 ns (@ Qs 7o n
18 . kv<y> R, 1 Q. 51 IJ
et ) e - e—er il

und fiir die sagittale
nléGﬁk)_l(m,Z—}—Ml)‘“’M + % <h,> R

s 2 (m—s) B vZ1\h ns

1 ns

m ML , ok <k > Yy 1
T \3 S - rsYva -
(z,—s)? T2\ le ¢ f‘ns

1 M2 <hv><>[ g 1 17

T Gty = @em @ g

Stellt man eine Vergleichung mit dem Vorhergehenden an, so
zeigt sich, daf die Gleichungen bestehen

0t =1 gy + 1 1y -1 i

061 = I + I, + I + L.

Durch die Ubereinstimmung der Resultate dieser beiden ganz

verschiedenen Entwicklungen erhalten wir eine weitere Bestitigung
ihrer Vollstindigkeit.

und

B. Die SEIDELschen Bildfehler deformierter Fliachen.

Fiihren wir eine Deformation der Kugelfliche durch die Be-
stimmung ein, daff wir an jedem Punkte B des Tangentialschnittes
mit dem Bogen b den Radius um eine bestimmte Grofe 2 verlingern,
wie das auf S.25 und 26 im allgemeinen angegeben wurde, und
ist der Ausdruck fiir diese radiale Verlingerung von der Form

1 1
S="nbl=urte?!
4 R
$0 sieht man leicht ein, wenn man in Fig. 80 durch B zu der
neuen Meridiankurve eine Parallele zieht, daf fiir kleine Neigungs-
winkel die Neigung ¥ der neuen Normalen gegen den Kreisradius

gegeben ist durch

a1*
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‘Wie man ohne weiteres aus Figur 81 sieht, entspricht dieser
Neigungséinderung ¢ der Normalen eine Richtungsinderung #' des
gebrochenen Strahls vom Betrage

p—i—i—

K c [74
Fig. 80.
SB=b; BB,=23.

Zu den SEIDELschen Bildfehlern deformierter Flichen.
und daher eine Verschiebung des Bildpunkts in der Gaussschen
Bildebene von der Grife

14
n—n
! 5 b
' == urlpis,
"

Fig. 81,
Die Richtungséinderung #' des gebrochenen Strahls bei deformierten Flichen.

die sich in tangentiale und sagittale Komponenten dg’ und @'
zerlegen 148t, so daf wir erhalten

s’y =Vog?+ 06",

Ganz entsprechend kann man mit dem Bogen b vorgehen, dessen
Komponenten h und H sein mégen:

ro=Vh*-|-H
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Mithin erhalten wir
'6 ’ R
T = () x (W 4 HE)

—S,—z(n—n')z(m—{— H*H.

Nun ist offenbar nach Figur 79
h_80_ 8§
17 0D S—s’

und eliminieren wir hieraus unter Benutzung der Beziehung

S—z_m
S—s 1
die GroBe S, so ergibt sich
lx—ms
h=""""%
x—s
wihrend o