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VORWORT. 

Das Problem des Zufalls ist an sich ein metaphysisches 
Problem. Es ist es wenigstens, wenn wir Metaphysik als die 
Theorie des Geschehens auffassen. Die Behandlung des Zufalls 
scheint daher auch nur nach den alten metaphysischen 
Methoden moglich, niimlich so, daB fUr das Geschehen in 
der Welt eine innerliche Erkliirung gesucht wird. J e nachdem, 
wie diese Erkliirung ausfiillt, wird die Existenz des Zufalls 
bejaht odeI' verneint werden. Auf diese Weise solI aber das 
Problem des Zufalls hier nicht behandelt werden. Vielmehr 
soIl gerade die naturwissenschaftliche Methode auf dieses 
Problem angewendet werden. Diese Methode hat im Gegensatz 
zu der Metaphysik der alten Schulphilosophie das Bezeichnende, 
daB sie liber den Bereich der Erfahrung nicht hinausgeht. 
Sie besteht zuniichst darin, daB die Erscheinungen, die sich 
unserer Erfahrung darbieten, sorgfiiltig beobachtet und ge
ordnet werden, indem wir verwandte Erscheinungen zu
sammenfassen, das Gemeinsame an ihnen herausheben und, 
wenn wir eine standige Wiederkehr einer gewissen Gemein
samkeit beobachten, diese als eine Gesetzma13igkeit in den 
Erscheinungen aufzeichnen. Nach dieser Methode haben wir 
versucht auch hier vorzugehen. Es handelt sich dann nur 
darum, die Erscheinungen herauszugreifen, die wir als zu
fiillige bezeichnen, und das Gemeinsame an ihnen zu such en. 
Dieses Gemeinsame wiirde innerhalb der Grenzen der Beob
achtung das Wesen des Zufalls ausmachen. 

Die naturwissenschaftliche Methode geht aber doch noch 
weiter, indem sie sich ein bestimmtes Bild von den Vor
giingen zu machen sucht, die als von gleicher Art zusammen
ge£aBt werden. Dieses wird erreicht, indem man einen be-
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sonders einfachen oder iibersichtlichen Vorgang unter den 
zu einer Gruppe zusammengefa13ten herausgreift oder indem 
man zu den wirklich beobachteten noch einen erdichteten 
Vorgang, ein schematisches Bild, das aHe gemeinsamen Ziige 
der wirklich beobachteten Vorgange zeigt, hinzufligt. Auf 
der HersteHung solcher schematischer Bilder beruht wesent
lich die Anwendung der Mathematik auf Naturvorgange. 
Diese Anwendung der Mathematik bildet auch flir uns den 
Hauptzielpunkt. Deswegen sind wir auch hier auf die Her
steHung schematischerBilder flir die als zufallig bezeieh
neten Vorgange angewiesen. Auf ihnen baut sich die so
genannte Wahrscheinlichkeitsrechnung auf, so wie sie sich 
im Laufe der dl'ei letzten Jahrhunderte entwickelt hat. Bei 
diesel' Entwickelung sind allerdings lange Zeit auch onto
logische Gesichtspunkte ma13gebend gewesen, wenngleich 
dies selten unumwunden eingeraumt wurde. Erst die um 
die Mitte des vorigen Jahrhunderts (man kann sagen, mit 
J. F. Fries' Versuch einer Kritik der Prinzipien der Wahr
scheinlichkeitsrechnung, Braunschweig 1842) einsetzende 
Kritik hat nach und nach die ontologischen Bestandteile 
als solche el'kannt und nach Moglichkeit ausgeschieden. 

Die Begriffe sind aber auch heute noch nicht so geklart, 
da13 sie keiner weitel'en Erorterung mehr bediirfen. Des
wegen schien es in der vorliegenden Darstellung geboten, 
mit der gro13ten Vorsicht vorzugehen und den begrifflichen 
Erorterungen einen breiteren Raum zu gewahren. So sind, 
rein au13erlich genommen, die mathematischen Entwicke
lungen nur auf einen kleinen Teil des Buches beschrankt, 
und hierin liegt vieHeicht ein gewisser V orzug, da auf diese 
Weise auch der Leser, der in der Mathematik weniger zu 
Hause ist, auf seine Rechnung kommen kann, wenn er nur 
die wenigen Kapitel, welche die eigentlichen analytischen 
Entwickelungen enthalten, iiberschlagt. Was das Buch an 
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begI'ifflicheI' Kliirung zu geben sucht, wird er auch so im 
voUen Umfange finden. Dber ein gewisses Mail hinaus lie.J3en 
sich leider die mathematischen Ableitungen nicht verein
fachen. Ich habe sie auf das Notwendigste beschriinkt und 
mich bemtiht, nur die gewohnlichsten Elemente del' hOheren 
Analysis als bekannt vorauszusetzen, und wenn jemand sich 
die Mtihe machen soUte, das, was er an analytischen Ent
wickelungen hier findet, durch die Literatur hindurch zu ver
folgen, so wird er feststellen konnen, daB durch diese kurze 
Zusammenfassung immerhin eine ziemliche Vereinfachung 
erreicht ist. Es ist kaum moglich, ohne eigene ergiinzende 
Arbeit sich durch die unsiiglich verwickelten und umfang
reichen Ableitungen hindurch zu wind en , die an keiner 
Stelle vereinigt sind und deren Resultate meist benutzt 
werden, ohne auf die Ableitung selbst noch einmal einzugehen. 
Dadurch geht aber die wirkliche Dbersicht tiber den mathe
matischen Gehalt dieser Theorie verloren, und eine solche 
Dbersicht auf moglichst knappem Raum zu geben, schien 
nicht ohne Verdienst zu sein. 

Es ist vielleicht gut, noch einmal zu wiederholen, daB 
es sich hier nicht um eine Darstellung des Inhaltes del' 
Wahrscheinlichkeitsrechnung und auch nicht der Disziplin, 
die wir seit Fechners grundlegendem Werke als Kollektiv
mal3lehre bezeichnen, handelt, sondern da.J3 wirklich nur die 
Kliirung eines bestimmten Begriffes die Aufgabe sein soIl. 
Hierbei schien es notig, den rein kritischen Standpunkt 
moglichst zu wahren, selbst wenn auf diese Weise die schlie.J3-
lich gewonnenen Resultate in ihrer philosophischen Bedeu
tung hinter den Erwartungen manches Lesers zurtickbleiben. 
Andererseits darf man doch behaupten, daB sich kaum 
irgendwo eine Gelegenheit findet, in das Wesen del' Dinge 
durch exakte Methoden so tief einzudringen wie hier. Es 
fragt sich nur, mit welcher Stufe del' Erkenntnis man sich 



VIII Vorwort. 

zufrieden geben will. Je kritiseher em Mensch gestimmt 
ist, urn so bescheidener und zuriickhaltender wird er sein, 
wenn er sieh das Eindringen in die Ordnung der Natur zur 
Aufgabe macht. 

Bei den Grenzen, die dem Umfang der vorliegenden 
Schrift gesteckt waren, lie13 es sieh nicht vermeiden, da13 
manehes nur skizzenhaft geblieben ist. Vielleieht liegt hierin 
aber kein zu gro13er Fehler, da das Anregen zum eigenen 
Naehdenken doeh die Hauptaufgabe bleiben mu13 und die 
sehr breit gehaltene Darstellung der meisten Untersuchungen 
iiber die Grundlagen der Wahrscheinliehkeitsrechnung die 
leitenden Gesiehtspunkte manchmal mehr verhiillt als klar 
hervortreten lafit. Die Literaturangaben, die ieh mache, 
sollen in keiner Weise Vollstandigkeit beanspruehen, sie sollen 
nur den Ansehlu13 an die neueren literarisehen Erscheinungen 
auf dem behandelten Gebiete zu erreiehen suchen. 

Das Buch lag in der Handschrift vollendet vor, als der 
Krieg ausbrach. Was wir seither mit tiefer Erschiitrtlrung 
erfahren haben, hat uns eindringlicher als je "des Zufalls 
grausende Wunder" VOl' Augen gefiihrt, waltet er doeh aueh 
in der todbringenden Wirkung der Geschosse. Die Theorie 
des Zufalls, die wir hier entwiekeln, hat in der Tat auf das 
Sehie13wesen eine fruehtbare Anwendung gefunden. Ieh 
will nur auf die beiden Werke: Sabudski-Eberhard, 
Die Wahrscheinliehkeitsreehnung, ihre Anwendung auf das 
SehieLlen und auf die Theorie des EinsehieLlens, Stuttgart 1906, 
und Kozak, Theorie des SehieLlwesens auf Grundlage del' 
Wahrseheinliehkeitsreehnung und Fehlertheorie, Wien 1908, 
verwelsen. 

Braunschweig, im Februar 1915. 

H. E. Timerding. 
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Erstes Kapitel. 

Der Begriff des Zufalls. 

Was wir als Analyse des Zufalls bezeichnen, bedeutet nicht 
den Versuch, in das innere We sen del' Zufallsereignisse an sich 
einzudringen, es bedeutet vielmehr den Nachweis, da1l auch 
sie, wenn wir sie in ihrer Gesamtheit fassen, einer bestimmten 
methodisehen Behandlung fahig sind, und da1l auch in dies en zu
nachst jeder GesetzmaGigkeit zu spotten seheinenden Ereignissen 
eine gewisse Regelmalligkeit erkennbar ist, wenn wir nieht das 
einzelne Ereignis fiir sieh, sondern den EinfluB aller gleieh ge
arteten Ereignisse auf das Weltgeschehen ins Auge fassen. Da1l 
das Wort Zufall den direkten Gegensatz zu GesetzmaGigkeit be
deutet, ist wohl die allgemeine Ansieht. 'Vir finden sie z. B. in 
John Stuart Mills Logik (Bueh III, Kap. 17) klar ausgesproehen, 
wo es heiJ3t: "Von Zufall wird gewohnlieh im direkten Gegensatz 
zu Gesetz gesproehen. Was, so sagt man, keinem Gesetz zu
gesehrieben werden kann, wird als zufallig angesehen. Es ist in
dessen gewi1l, daB alles, was gesehieht, das Resultat eines Gesetzes 
ist, d. h. die 'Virkung von Ursachen, und aus einer Kenntnis des 
Vorhandenseins diesel' Ursaehen heraus und ihren Gesetzen gema1l 
vorausgesagt hatte werden konnen. Wenn wir eine bestimmte 
Karte ziehen, ist dies eine Folge von ihrer Lage in dem Haufen. 
!hre Lage in dem Haufen war eine Folge von del' Art, wie die 
Karten gemischt wurden odeI' der Reihenfolge, in der sie bei dem 
letzten Spiel ausgespielt wurden, und dies wieder Folgen friiherer 
Ursachen. In jedem Stadium ware es, wenn wir eine genaue 
Kenntnis der vorhandenen Ursaehen besessen hatten, moglich ge
wesen, die Wirkung vorauszusagen. 

"Ein zufallig eintretendes Ereignis laGt sich bessel' als ein 
Zusammentrefl'en beschreiben, aus dem wir keine Regelmalligkeit 
sehliefien konnen, also als das Eintreten einer Erscheinung unter 
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bestimmten Umstanden, ohne daJ3 wir Grund haben zu schlie13en, 
dieselbe Erscheinung wiirde unter diesen Umstanden immer wieder 
eintreten. Wenn wir naher zusehen, bedeutet dies aber, da13 die 
Aufzahlung der Umstande nicht vollstandig war. \Vas auch das 
Ereignis sei, wenn aIle Umstande sich wiederholen, wiirde sich 
auch das Ereignis wiederholen, ja selbst dann, wenn nur die Um
stande sich wiederholen, auf welche das Ereignis immer folgt. Mit 
den meisten der Umstande ist das Ereignis aber nicht bestandig 
verkniipft, ihre Verbindung mit ihm heiJ3t dann zufallig. Zufallig 
verkniipfte Ereignisse sind einzeln die \Virkungen von Ursachen 
und deshalb von Gesetzen, aber von verschiedenen Ursachen und 
solchen, die unter sich durch kein Gesetz verkniipft sind. 

"Es ist deshalb unrichtig zu sagen, da13 ein Ereignis durch 
Zufall herbeigefiihrt wird, aber wir konnen sagen, daJ3 zwei oder 
mehr Ereignisse durch Zufall verkniipft sind, daJ3 sie nur durch 
Zufall zusammen bestehen oder aufeinander folgen, d. h. da13 sie 
in keiner Weise ursachlich verkniipft sind, da13 sie weder Ursache 
und Wirkung noch Wirkungen derselben Ursache noch Wirkungen 
unter sich gesetzmaJ3ig verkniipfter Ursachen sind." 

Der Begriff erscheint hiermit zugleich in eine Form gebracht, 
in der er sich mit der durchgangigen GesetzmaJ3igkeit alles Natur
geschehens, welche die moderne Wissenschaft annimmt, in Ein
klang bringen la13t. Die Auffassung, die John Stuart Mill hier 
befiirwortet, findet sich schon friiher bei Schopenhauer aus
gesprochen, der in seinem Hauptwerk Die Welt als Wille und 
Vorstellung (3. Auf!. 1859, Bd. 1, S. 550) sagt: "Das kontra
diktorische Gegenteil, d. h. die V ernein ung der N otwendigkeit ist 
die Zufalligkeit. Der Inhalt dieses Begriffes ist daher negativ, 
namlich weiter nichts als dieses: Mangel der durch den Satz yom 
Grunde ausgedriickten Verbindung. Folglich ist auch das Zu
fallige immer nur relativ: namlich in bezug auf etwas, das nicht 
sein Grund ist, ist es ein solches. Jedes Objekt, von welcher Art 
es auch sei, z. B. jede Begebenheit in der wirklichen WeIt, ist 
allemal notwendig und zufallig zug1eich: notwendig in der Be
ziehung auf das eine, das ihre Ursache istj zufallig in Bezi_ehung 
auf alles iibrige. Denn ihre Beriihrung in Zeit und Raum mit 
allem iibrigen ist ein b1013es Zusammentreffen, ohne notwendige 
Verbindung, daher auch die Worter Zufall, 6v!-'-{jc{h}lu)g, contin
gens. So wenig daher, wie ein absolut N otwendiges, ist ein ab-



solut Zufalliges 
Objekt, welches 
Grunde stan de. 

Der Begriff des Zufalls. 3 

denkbar. Denn dieses letztere ware eben ein 
zu keinem anderen im Verhaltnis der Folge zum 

Die Unvorstellbarkeit eines solchen ist aber 
gerade der negativ ausgedriickte Inhalt des Satzes yom Grunde, 
welcher also erst umgesto.l3en werden mii.l3te, urn ein absolut Zu
falliges zu denken: dieses selbst hatte aber alsdann auch aIle Be
deutung verloren, da der Begriff des Zufalligen solche nur in Be
ziehung auf jenen Satz hat, und bedeutet, da.13 zwei Objekte nicht 
im Verhaltnis von Grund und Folge zueinander stehen. In der 
N atur, sofern sie anschauliche Vorstellung ist, ist alles, was ge
schieht, notwendig, denn es geht aus seiner Ursache hervor. Be
trachten wir aber dieses Einzelne in Beziehung auf das Ubrige, 
welches nicht seine Ursache ist, so erkennen wir es als zufallig; 
dies ist aber schon eine abstrakte Reflexion." 

Diese "abstrakte Reflexion", die einerseits den Begriff des 
Zufalligen auf aIle Ereignisse ausdehnt, ihn aber anderseits rein. 
relativ wendet, indem immer nur ein Ereignis in bezug auf ein 
anderes oder das raumliche oder zeitliche Zusammentreffen zweier 
Ereignisse als zufallig bezeichnet werden kann, unterliegt aber 
doch einigen Bedenken. Zunachst namlich bedeutet der durch
gangige Zusammenhang alles Geschehens nicht, da.13 zu jedem Er
eignis ein anderes gefunden werden kann, das von jenem die 
"Ursache" ist, wahrend mit allen anderen Ereignissen kein solcher 
Zusammenhang besteht, sondern die ursachliche Verknlipfung durch
zieht den Bereich aller Vorgange in der \Velt. Eine Abanderung 
des Geschehens an irgend einer Stelle wiirde sich in ihren Folgen 
liber die ganze Welt ausbreiten. Es ist dies das Prinzip, das 
K ant als Prinzip der \Vechselwirkung in alIer Scharfe formuliert 
hat. Nach diesem Prinzip wiirde ein Zufall im streng en Sinne 
des Wortes auch dann unmoglich sein, wenn man den Begriff in 
der angegebenen Weise nur relativ fassen will. Er 1a.l3t sich nur 
so rechtfertigen, da.13 man durch das Zufallsurteil b10.13 das Fehien 
einer engeren kausalen Verkniipfung aussprechen will, ahnIich 
wie man bei zwei Menschen sagt, sie seien nicht verwandt, auch 
wenn sich, indem man weit genug in der Ahnenreihe zuriickgeht, 
eine genea10gische Beziehung zwischen ihnen finden la.l3t. 

Man konnte ferner den Einwand erheben, da.13 der Begriff 
des Zufalls auf diese Weise viel enger gefa.l3t wird, wie es dem all
gemeinen Gebrauch des W ortes entspricht. Denn dieses soIl hier 

1* 
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nur auf das Zusammentreffen zweier Ereignisse angewandt werden, 
es wird aber ohne Zweifel auch von einem einzelnen Ereignis ge
braucht. Man kann sogar ohne weiteres die erste Bedeutung 
unter der zweiten als besonderen Fall begreifen, indem man dann 
eben das Zusammentreffen zweier bestimmter Geschehnisse als 
das Zufallsereignis ansieht. Ein jedes Ereignis ist ja im Grunde 
aus verschiedenen Momenten zusammengesetzt, die sich nur nicht 
immer bequem trennen lassen, so daLl es keine kiinstliche und 
willkiirliche Ausdeutung ist, wenn man auch z. B. den Witterungs
umschlag bei Mondwechsel als ein Ereignis ansieht. 

Auf diese allgemeinere Fassung des Begriffes "Ereignis" als 
eines beIiebigen Ausschnittes aus dem Weltgeschehen laLlt sich 
allerdings die Schopenhauersche Auffassung sofort iibertragen. 
Sie bedeutet, daLl das Ereignis als zufallig bezeichnet wird, wenn in 
ihm mehrere voneinander unabhangige Kausalreihen zusammen
stoLlen. Ganz in diesemSinne sagt auch z.B. Cournot (Exposition 
de la theorie des chances et des probabilites, Paris 1843): "Videe 
du hasard est celIe du concours de causes independantes pour la 
production d'un eV{mement determine." 

Die Frage bleibt aber: Wie sollen wir die zwei voneinander 
unabhangigen Kausalreihen auffassen? Miissen wir nicht sagen, 
wir nennen die Kausalreihen nur darum voneinander unabhangig, 
weil wir ihren Zusammenhang in dem vorliegenden besonderen 
FaIle nicht erkennen konnen? Dann entspringt daB Zufallsurteil 
nur einer Unvollkommenheit un serer Erkenntnis, und in dieser 
subjektiven Form sind die Zufallsurteile auch haufig aufgefaLlt 
worden. 

Schon an der Schwelle der neueren Philosophie hat Spinoza 
aus dem allgemeinen Gesetz der Kausalitat die Folgerung gezogen 
(Ethik I, Prop. 29): "In der Natur gibt es nichts Zufalliges." In 
dem Scholion zu Prop. 33 sagt er weiter: "Zufallig wird ein Ding 
nur wegen un serer mangelhaften Erkenntnis genannt." Danach 
definiert er den Zufall: "Ein Ding, von dem wir nicht wissen, ob 
sein Wesen einen Widerspruch in sich schlieLlt oder von dem wir 
gewiLl wissen, daLl es keinen Widerspruch in sich schlieLlt, ohne 
aber iiber seine Existenz etwas Sicheres behaupten zu konnen, 
weil die Ordnung der Ursachen uns verborgen ist, ein solches Ding 
kann uns weder als notwendig noch als unmoglich erscheinen und 
darum nennen wir es entweder zufallig oder moglich" (moglich 
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offenbar, wenn seine Wirklichkeit unbekannt ist, zufallig, wenn 
sein Vorhandensein feststeht). In ahnlichem Sinne sagt Hume 
(Philosophical Essays concerning human understanding): "Obwohl 
es nicht so etwas wie den Zufall in der Welt gibt, so hat doch 
unsere Unbekanntschaft mit der wirklichen Ursache denselben 
Einflull auf die Erkenntnis und erzeugt eine solche Art von Glauben 
oder Meinung, als ob es einen Zufall gabe." 

Ob man so den Zufallsbegriff rein subjektiv faJ3t, indem man 
ihn auf eine Unvollkommenheit unserer Erkenntnis zuriickfiihrt, 
oder ob man ihm eine relative Bedeutung auch im objektiven Sinne 
la13t, indem man nicht unsere mangelnde Einsicht in das Zu
standekommen des Ereignisses, sondern bei dem wirklichen Zu
standekommen eine gewisse Besonderheit, eine gewisse Unab
hangigkeit der verschiedenen Ursachen betont, immer hat der 
Zufall als Gegenteil der Notwendigkeit an sich keine absolute 
Bedeutung, solange man an dem Kausalitatsprinzip festhalt, daJ3 
jedes Geschehen in der Welt durch seine Ursa chen mit Notwendig
keit bestimmt ist. 

Wenn wir aber den landlaufigen Gebrauch des W ortes Zufall 
ansehen, so ist noch immer nicht der eigentliche Kernpunkt 
beriihrt. Was den Begriff des Zufalls nahelegt, ist nicht das 
Fehlen einer Ursache, sondern das Mi13verhaltnis zwischen der 
Ursache und der Wirkung, wenn wir sie nach ihrer Bedeutung 
fiir uns selbst beurteilen. Wenn ein Spieler sein Hab und Gut auf 
einen Wurf setzt, so wird es wenig fiir ihn ausmachen, da13 der 
Wiirfel nach bestimmten mechanischen Gesetzen seine Bewegung 
ausfiihrt, und da13 so auch seine Endlage bestimmt ist. Die Einzel
heiten bei dem Vorgang des Wiirfelns sind so geringfiigig und un
kontrollierbar, das Resultat aber ist so bestimmend fiir das W ohl 
und Wehe des Spielers, da13 die naturgesetzliche Notwendigkeit 
beim Rollen des Wurfels ganz au13er Betracht bleibt. Das, was 
wir im Leben Zufall nennen, bedeutet, wenn wir an dem natur
wissenschaftlichen Standpunkt festhalten, eine den menschlichen 
Verhaltnissen gegeniiber empfundene krasse Ungleichwertigkeit 
der Ursache und der Wirkung. 

Gerade solche Ereignisse, wo ein ursachlicher Zusammenhang 
durch die nach den Grundsatzen der exakten Wissenschaft geleitete 
Erfahrung wohl angenommen werden kann, aber die Wirkung 
eine unverhaltnismaJ3ig groJ3e ist, wie bei einer Feuersbrunst, 
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die ein vom Win de verwehter Funke hervorruft, geben jedoch 
einen neuen Anlan, den Zufall zu leugnen. Diese Leugnung be
ruht auf einer Beseitigung der Erklarung alles Weltgeschehens 
nach den Grundsatzen del' kausalen N otwendigkeit und einer an 
die Stelle diesel' Erklarung tretenden Zwecksetzung in allen V 01'

kommnissen des menschlichen und auLlermenschlichen Lebens, mit 
anderen Worten, auf der Vertauschung des atiologischen mit dem 
teleologischen Standpunkt. Wenn wir dort von einer Wirkung 
sprechen, reden wir hier von einerSchickung. Die Ereignisse des 
\Viirfelspieles sind typisch zufallig, was das natiirliche Zustande
kommen betrifl't. Nach Miiglichkeit sind aIle Ursachen entfernt, 
die auf das Eintreten eines bestimmten Wurfes hinwirken. Und 
doch, wenn jemand an einem Tage durch fortgesetzte ungliickliche 
\Viirfe erhebliche Verluste erleidet, sagt er nicht: das war Zufall, 
sondern: ich habe heute kein Gliick. An Roulettetischen beob
achten die Spieler die Spielerfolge, bis sie selbst mitspielen. Sie 
glauben dann zu finden, dan an einem Tage eine bestimmte Zahl 
begiinstigt sei und setzen auf diese. Eine solche Begiinstigung 
kann, wenn sie vorhanden ist, ofl'enbar nicht auf denselben Grund
satzen beruhen, auf den en wir die Naturwissenschaft aufbauen. 
Es handelt sich nicht urn einen physikalischen EinfluLl (influxus 
physicus), sondeI'll eine metaphysische Wirkung (influxus meta
physicus). Diese Auffassung wird uns in allen Fallen besonders 
nahegelegt, wo es sich urn Ereignisse handelt, die auf das Leben 
del' Menschen eine einschneidende Wirkung ausiiben, und wo damit 
das Mi13verhaltnis urn so empfindlicher wird zwischen der Bedeu
tung del' Wirkung und del' scheinbar sinnlosen Verkettung von 
Umstanden, welche diese Wirkung herbeigefiihrt haben. Wir 
ersetzen dann die fehlende Ursache durch einen Grund, del' sich 
unserer Erkenntnis entzieht, den wir _ nur annehmen und als 
Schicksal bezeichnen. Diesen Gedanken hat z. B. Goethe, dem 
sonst die metaphysische Spekulation wenig lag, mit groLler Liebe 
gepflegt. Er sah das \Valten des Schicksals auch da, wo es 
scheinbar als Zufall auftritt. \Vas die Menschen so nennen, ist 
eben Gott, del' hier unmittelbar mit seiner Allmacht eintritt und 
das Geringfiigigste verherrlicht (vgl. Siebeck, Goethe als Denker, 
2. Auf!. 1905, S. 143). 

Dagegen auLlerte schon Spinoza iiber diejenigen, welche alles 
Geschehen auf den Willen Gottes zuriickfiihren (Ethik I, Anhang): 
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"Es darf nicht unerwahnt bleiben, daB Anhanger diesel' Lehre, welche 
im Angebender Zwecke del' Dinge ihren Scharfsinn zeigen wollen, 
eine neue Art del' Beweisfiihrung aufgebracht haben, urn diese ihre 
Lehre glaublich zu machen. Sie fiihren diese namlich nicht auf 
die Unmoglichkeit, sondern auf die Unwissenheit zuriickj was zeigt, 
daJ3 ihnen kein anderes Beweismittel fUr diese Lehre zu Gebote 
stand. vVenn z. B. ein Stein von einem Dache auf den Kopf eines 
Menschen faUt nnd ihn totet, so beweisen sie, del' erwahnten 
Methode gemaJ3, daB del' Stein gefallen sei, um den Menschen zu 
tiiten, folgenderma13en: Ware del' Stein nicht zu eben dies em 
Zwecke nach dem 'Villen Gottes heruntergefallen, wie mochten da 
so viele Umstande (denn oft treffen viele zusammen) durch Zufall 
zusammentreffen? Antwortet man, es sei so gekommen, weil del' 
Wind wehte, und weil del' Mensch gerade dort vorbeiging, so 
wenden sie dagegen ein: \Veshalb hat del' \Vind gerade damals 
geweht? \Varum ist del' Mensch gerade damals dort vorbei
gegangen? Erwidert man darauf: Del' Wind fing damals zu wehen 
an, weil das Meer tags zuvor, bei noch ruhigem \Vetter, in Be
wegung kam, und del' Mensch ging damals dort vorbei, weil er 
von einem Freunde eingeladen war, so wenden sie - da das 
Fragen keine Grenzen hat - abermals ein: Warum abel' kam das 
Meer in Bewegung? \Varum war del' Mensch damals eingeladen? 
Und so werden sie nicht aufhoren, fort und fort nach den Ur
sachen der Ursa chen zu fragen, bis man zum \Villen Gottes seine 
Zuflucht nimmt, d. h. zum Asyl del' Unwissenheit." 

Del' Kern des angewendeten Beweisganges ware sonach del': 
Wir konnen in dem Geschehen keinen nach menschlichen Begriffen 
verniinftigen Sinn erkennen, wenn wir nicht annehmen, dall eine 
bestimmte, allerdings uns verborgene Absichtlichkeit und Zweck
maJ3igkeit in den Begebenheiten liegt, die unser Leben entscheidend 
beeinflussen. Unter dem Einflull del' Naturwissenschaften sind 
wir geneigt, einer solchen Auffassung wenigstens in ihrer An
wendung auf die Vorgange in del' Natur jede Berechtigung ab
zusprechen, vielmehr suchen wir diese V organge nach anderen 
Grundsatzen zu eriassen, die sich auf del' VorsteUung eines natur
notwendigen Geschehens. d. h. bestimmter stets wiederkehrender 
Zusammenhange aufbauen. Kant nennt einmal (Metaphysische 
Anfangsgriinde del' Naturwissenschaft, S.99) den blinden Zufall 
und das blinde Schicksal in del' metaphysischen Weltwissenschaft 
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"einen Schlagbaum fiir die herrschende Vernunft, damit entweder 
Erdichtung ihre Stelle einnehme oder sie auf dem Polster dunkler 
Qualitaten zur Ruhe gebettet werde". 

Aher wo es sich wie hier und in jeder logischen Untersuchung 
um die Ideenbildung an sich handelt, kann auch die fiir die ganze 
Lebensauffassung bedeutsame Idee der Schicksalsbestimmung nicht 
auLler acht gelassen werden. Diese Idee verdankt ihren Ursprung 
wesentlich dem Gefiihl der Machtlosigkeit alles menschlichen Streb ens 
fremden Einwirkungen gegeniiber, die im Gegensatz zu den plan
vollen menschlichen Handlungen als sinnlos und unbegreiflich er
scheinen. Alles Ringen und Streb en wird durch einen tiickischen 
Eingriff auLlerer Umstande zunichte gemacht. In dies em Sinne 
ist es vollig gleichgiiltig, ob der auLlere Eingriff einem natur
gesetzlichen Geschehen oder einer regellosen Willkiir entspringt. 
Wenn wir in den Folgen des ZusammenstoLles zweier Eisenbahnziige 
die gesetzmaLlige Wirkung der als lebendige Kraft bezeichneten 
physikalischen GrolJe erkennen, so ist das ein geringer Trost fiir 
die Verungliickten und ihre Angehorigen. In den gesetzmaLligen 
Wirkungen der Natur spielt die Riicksichtnahme auf das mensch
liche Wohl und Wehe keine Rolle. Der Mensch ist hineingestellt 
in ein Spiel von Kriiften, die sich mit dem Sinn seines Lebens von 
vornherein nicht beriihren. 

Gerade weil die auLleren Einwirkungen auf das Leben des 
Menschen so plOtzlich und unerwartet kommen konnen, weil es so 
schwer ist, in ihnen einen Sinn und einen Plan zu entdecken, 
werden sie vom naiven Verstande als der AusflulJ einer der 
menschlichen Zweckbestimmungen gegeniiberstehenden, aber im 
Vergleich zu ihr iibermachtigen Entscheidung angesehen. Der land
laufige Begriff des Zufalls wird durch den Kausalbegriff im natur
wissenschaftIichen Sinne iiberhaupt nicht getroffen. Er bezieht sich 
nur auf die Leugnung der Zweckbestimmung, entweder die un
mittelbar durch die menschliche Tatigkeit bedingte oder die in das 
aulJermenschliche Geschehen nach Analogie der menschlichen Tatig
keit hineingelegte. Zufall oder Schicksal, das ist meistens die Frage, 
nicht Zufall oder Naturgesetz. So sind auch die Uberlegungen, 
die von rein menschlicher Seite her an die Gliicksspiele angekniipft 
werden, nicht auf physische, sondern auf metaphysische Zusammen
hange zu beziehen. Die Frage lautet nicht, ob die physikalischen 
Vorgange beim Gliicksspiel, etwa beim Rollen der RoulettekugeI, 
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auf einer physikalischen GesetzmaJ3igkeit beruhen oder nicht, 
sondern urn was es sich handelt, ist, in den Resultaten des Spieles 
eine bestimmte Schickung zu sehen, teils das Walten einer aus
gleichenden Gerechtigkeit, teils ein Bevorzugen bestimmter Glucks
kinder. Vom naturwissenschaftlichen Standpunkt aus sind solche 
Zusammenhange, die aul.\erhalb des physischen Geschehens liegen, 
nicht zu verstehen. Damit sollen sie nicht von vornherein ge
leugnet sein, sie mussen nul' aul.\er acht gelassen werden, wenn 
man mit den Methoden del' N aturwi~senschaft operieren will. 

In welchem Sinne nun auch das Wort Zufall verstanden wird, 
ob wir es auf das physische Geschehen und sein Erfassen mit den 
Methoden del' modernen Naturwissenschaft, oder ob wir es auf die 
aus der Beurteilung des Geschehens nach del' Analogie del' mensch
lichen Handlungen entspringende metaphysische Auffassung be
ziehen wollen, immer ist die Bedeutung die Leugnung eines be
stimmten Zusammenhanges. Zufiillig ist ein Ereignis, wenn 
es nicht aus anderen Ereignissen oder bestimmten, als 
gegeben angesehenen Pramissen nach festen Regeln oder 
nach bestimmten Vernunftgrunden gefolgert werden 
kann. Die physische und die metaphysische Seite vereinigen sich 
in del' Leugnung des Zufalls, die metaphysische, indem sie sagt: 
alles entspringt einer festen Zweckbestimmung, die physische, 
indem sie den Satz aufstellt: aIle Ereignisse folgen aus anderen 
nach gesetzmal.\igen Zusammenhangen mit unbedingter Notwendig
keit. Was abel' Zufall und N.otwendigkeit im physikalischen Sinne 
betrifft, so ist zunachst zu sagen, dal.\ in diesel' Allgemeinheit 
ausgesprochen del' Satz "Es gibt keinen Zufall" wieder uber die 
Grenzen del' Erfahrung hinausgeht, vielmehr eine Hypothese be
deutet. Diese Hypothese hat keinen heuristischen Wert, sondern 
dient nul' zur Abklarung des Weltbildes. 

Wenn nun auch in solchem dogmatischen Sinne del' Zufall 
geleugnet wird, sei es von einem atiologischen oder einem tel eo
logischen Standpunkte aus, so bedeutet dies noch nichts gegen die 
Verwendung des VIi' ortes in einem einfachen pragmatischen Sinne. 
Wenn wir sagen: "Es ist ein Zufall, wenn sich bei wechselndem 
Mond das Wetter andert", so verbinden wir damit einen bestimmten 
Sinn, del' wedel' del' Zweckbestimmung in del' SchopfuIlg noch del' 
durchgangigen Kausalitat anes Geschehens widerspricht. Wir 
meinen namlich damit nul', dal.\ unter den Momenten, die wir alB 
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bestimmend fiir die Wetterlage ansehen miissen, der Mondwechsel 
keine Stelle findet. Was in dem einzelnen FaIle alB bestimmend 
fiir ein EreigniB oder, wenn man will, als dessen Ursache auf tritt, 
bedeutet doch immer eine bestimmte Gruppe von Erscheinungen, 
und wir brauchen nicht den ganzen Weltenraum und die ganze 
Ewigkeit zu durchforschen, urn diese Ursachen fiir ein Ereignis 
anzugeben. 1m Gegenteil beruht jede naturwissenschaftliche Er
kenntnis darauf, daJ3 wir bestimmte wenige Ereignisse als maLl
gebend fiir das Eintreten eines anderen Ereignisses herausheben. 
So finden wir als Ursachen fiir die Ausdehnung der Luft die 
Steigerung der Temperatur oder die Verringerung des Druckes 
und konnen einen bestimmten gesetzmaLligen Zusammenhang an
geben, der diese drei GroDen verkniipft, so daD, wenn zwei davon 
bekannt sind, die dritte sofort gefunden werden kann. 

Eine solche Bestimmung des Erfolges aus gewissen, durch 
Beobachtung zu ermittelnden Momenten ist aber z. B. nicht mog
lich, wenn wir angeben sollen, auf welchem Felde der Scheibe beim 
Roulettespiel die Kugel Hegen bleiben wird. Darum haben wir 
ein Recht, dieses Ereignis des Roulettespieles als ein zufalliges zu 
bezeichnen, weil wir den schlieLllichen Erfolg nicht auseiner be
stimmten Gruppe von beobachtbaren Erscheinungen ableiten, d. h. 
alB eine regelmal3ig eintretende Folge dieser Gruppe von Erschei
nungen erkennen konnen. Aus den beobachtbaren Ereignissen, die 
in diesem Falle die Bedingungen des Spieles bilden (wohin neben 
der sorgfaltigen Anfertigung des. zum Spiel dienenden Apparates 
auch die genaue horizon tale Aufstellung der Roulettescheibe und 
ein genii gender Impuls der Roulettekugel gehort) folgt nur, daLl 
die Kugel auf einem der Felder liegen bleiben muLl, aber nicht, 
auf welchem Felde. Demnach wiirde es, urn ein Ereignis als zu
fallig bezeichnen zu diirfen, geniigen, wenn aIle erfahrungs
maDig feststehenden Umstande, die bei einem Ereignis in 
Betracht kommeIl', dieses Ereignis noch nicht bestimmen, 
vielmehr es, wenn aIle diese Umstande erfiilIt sind, ein
treten, aber auch ausbleiben kann. 

So kommen wir auf einen engen Zusammenhang des Zufalls
begriffes mit dem Begriffe der Moglichkeit. Denn als Moglichkeit 
ist es anzusehen, wenn weder das Eintreten noch das Ausbleiben 
eines Ereignisses als gewiJ3 erscheint. Ein bl01l mogliches Ereignis 
kann eintreten, kann aber auch ausbleiben. 
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Wir miissen abel' nach all em , was wir bis jetzt entwickelt 
haben, sagen, ein Ereignis konne ebensogut eintreten wie aus
bleiben, wenn aus allen beo bach t baren Umstanden, die bei diesem 
Ereignisse in Betracht kommen, noeh nicht geschlossen werden 
kann, da13 das Ereignis eintreten wird. Auf diese Weise vermeiden 
wir sowohl jede metaphysisehe Farbung als auch eine rein sub
jektive Fassung des Moglichkeitsbegriffes. Allerdings miissen wir 
betonen, da13 del' Begriff del' empirischen Bestimmbarkeit ein un
sicherer und schwankender ist. 'Vas heute noeh nicht bestimmbar 
ist, kann es morgen werden. Umstande brauehen nieht unmittelbar 
beobachtbar zu sein, damit wir ihnen einen bestimmten Charakter, 
namlieh den gleiehen Charakter, den wir an unmittelbar beob
achtbaren Umstanden festgestellt haben, zuschreiben. Die Analogie
bildung spielt eine wesentliche Rolle in del' naturwissensehaftliehen 
Erkenntuis und ist nicht zu entbehren. Die Vorgange im lebenden 

.Korper sind zum gro.l3ten Teil unbestimmbar, aber wir zweifeln 
nicht, da.l3 sie von derselben Art sind wie andere Vorgange, die 
wir kennen. Unbestimrnbar zu sein, bedeutet an sieh keinen be
sonderen und einheitlichen Charakter. Es tritt imrner del' Gedanke 
hinzu, ob wir uns ein Bild rnachen konnen von Vorgangen, die, 
wenn wir sie beobaehten konnten, das Ereignis als aus ihnen 
ableitbar erscheinen lie.l3en. Beirn Roulettespiel sind solehe Vor
gange nicht vorhanden, was gesehieht, ist unrnittelbar zu beob
achten. Die Kugel liegt offen auf der Scheibe und wird dadurch 
in Bewegung gesetzt, daJ3 die Scheibe selbst dureh einen ihrer 
Achse mitgeteilten Impuls in rasehe Drehung versetzt wird. Wir 
konnten allerdings aus del' Starke des Impulses, wenn sie uns genau 
bekannt ware, die Bewegung del' Kugel und ihre Endlage naeh 
den Grundsatzen del' Meehanik ableiten, abel' die Entseheidung, 
auf welehem Felde die Kugel liegen bleiben wird, hangt von solehen 
geringen Differenzen des Impulses und von Fall zu Fall weehseln
den kleinen besonderen V organgen bei der Bewegung del' Kugel 
auf del' rotierenden Scheibe ab, daJ3 sie sieh jeder Bestimmung 
entzieht. Daher haben wir hier wirklieh den Typus des zufalligen 
Ereignisses VOl' uns. 

Wir konnen nun andere Vorgange bilden, die den beim 
Roulettespiel vorliegenden gleiehartig sind, dahin gehoren die 
Ziehungen der Lose bei den Lotterien oder die Ziehungen einer 
Kugel aus einer Urne, die Kugeln von versehiedener Farbe ge-
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mischt enthalt, das Wurfeln mit einem oder mehreren Wurfeln und 
dergleichen mehr. Solche Vorgiinge sind es, auf den en wir die Glucks
spiele aufbauen. Wo diese Vorgange nicht willkurlich zum Zweck 
des Glucksspiels herbeigefUhrt werden, aber doch eine dem Glucks
spiel ahnliche Abmachung getroffen wird, spricht man bekanntlich 
nicht von einem Spiel, sondern von einer Wette. Es liegt in der 
Natur der Sache, daJ3 eine Wette auch da vorliegen kann, wo 
die hauptsachlichste Bedingung eines Glucksspieles, die vorherige 
Unbestimmbarkeit des Erfolges, nicht erfullt ist. In vielen Fallen 
ist sie es aber, z. B. wenn bei einer Seefahrt auf die letzte Ziffer 
in der Anzahl der an einem bestimmten Tage zuruckgelegten See
meilen gewettet wird. Diese letzte Ziffer hangt in der Tat von 
unbestimmbaren Einflussen abo 

Fassen wir das allgemeine Ergebnis, zu dem wir vorlaufig 
gelangt sind, kurz zusammen, so ist es dieses, daB sich, auch wenn 
wir von einer durchgangigen Kausalitat alles Geschehens ausgehen, 
gewisse Ereignisse herausheben, die wir als zufallige bezeichnen 
durfen. Ein wesentliches Merkmal dieser Ereignisse ist, daJ3 wir 
vorher nicht entscheiden konnen, ob sie eintreten werden oder 
nicht, daJ.\ sie also vor ihrem Eintreten nur als moglich, aber auf 
keine Weise als notwendig erscheinen. Es sind solche Ereignisse, 
bei denen die uns mogliche ursachliche Bestimmung, selbst wenn 
wir sie uber die unmittelbare Erfahrung hinaus durch Analogie
bildung ergiinzen, als nicht ausreichend befunden wird. 



Zweites Kapitel. 

Die statistische Methode. 

Erscheint als das Bezeichnende der zufalligen Ereignisse zu
nachst die Dnmoglichkeit einer vollstandigen kausalen Erklarung 
und damit einer Voraussage ihres Eintretens, wenn aIle beobacht
baren Bedingungen des Ereignisses bekannt sind, so wird man 
sagen, dann hat das Zufallige uberhaupt den Charakter der Dn
erkennbarkeit. Es lohnt nicht, weiter daruber zu reden. Dnd 
doch erweisen sich die Zufallsereignisse als eine Quelle sehr weit
gehender Betrachtungen, selbst dann, wenn wir auJ3erstande sind, 
den Zusammenhang des Geschehens in ihnen vollstandig zu durch
schauen. 

Diese Betrachtungen gehen davon aus, da13 wir in den Zu
fallsereignissen eine gewisse inn ere Gleichartigkeit zu erkennen 
suchen. Das gibt uns die Moglichkeit, sie uns durch Analogie
bildung naher zu rucken. Wir greifen gewisse typische Ereignisse 
unter ihnen heraus, bei denen die Gesamtheit der beobacht
baren Bedingungen willkurlich geschaffen werden. Diese Ereig
nisse sind die Glucksspiele. Wir schaffen uns so aus den Glucks
spielen ein Mittel, um die Besonderheit der Zufallsereignisse 
allgemein zu beurteilen. Wir vergleichen die Zufallsereignisse mit 
Glucksspielen, indem wir das Wort Vergleich aber nicht im poeti
schen Sinne, sondern im Sinne der Zusammenstellung zahlma13iger 
Resultate verstehen. 

Von vornherein erscheinen zwei Wege gangbar, um der 
Eigenart des Zufalligen naher zu kommen. Entweder man sucht 
sich einen Mechanismus des Geschehens zu denken, der im Resultat 
mit den beobachteten Zufl!'llsereignissen ubereinstimmt, und uber
tragt das inn ere Wesen dieses Mechanismus auf aIle Zufallsereig
nisse. Das wollen wir eine genetische Erklarung des Zufalls 
nennen. Oder aber man stellt nur die Ereignisse zusammen, die 
bei der statistischen Zahlung gleiche Resultate liefern, ohne weiter 
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auf ihr Zustandekommen einzugehen. Man halt nur das im sta
tistischen Ergebnis Gleichartige nebeneinander und sieht mit 
diesem Nebeneinanderhalten die Aufgabe als erledigt an. Dies 
Verfahren wollen wir als die s tat is ti s c h e Methode bezeichnen. 

Auf den ersten ",Veg deutet W. Wundt in seiner Logik 
(1. Bd., 5. Abschn., 1. Kap., 3 c) hin, der zunachst die Bedeutung 
des Zufalls als einer Durchbrechung der N otwendigkeit des Ge
schehens hervorhebt. 

Er betont, daO es doch eine Auffassung gibt, die eine wissen
schaftliche Theorie des Zufalligen ermoglicht. Kurz gesagt ist 
diese Auffassung die, daO wohl auch das Zufallige auf einer durch
gangigen Kausalitat beruht, daO aber bei einem zufalligen Er
eignis die Ursachen wenigstens teilweise einen solchen besonderen 
Charakter haben, daLl sie sich unserer Beobachtung entziehen. 
Von der wirklichen kausalen Entstehung des zufalligen Ereig
nisses sind daher bestimmte Aussagen zu machen, und wir konnen 
von einem objektiven Charakter der zufalligen Ereignisse sprechen, 
ohne daLl wir darum den Gedanken einer durchgangigen Kausa
litat aufgeben. 

Auf diese 'Weise scheint die Schwierigkeit vollig gehoben. 
Wir find en eine Betrachtung, die den Grundsatzen der natur
wissenschaftlichen Forschung nicht widerspricht und die uns doch 
die Moglichkeit gibt, den Begriff des Zufalligen auch in einer ob
jektiven Bedeutung zu erhalten. Damit scheint diese genetische 
Betrachtung des Zufalls, die auf das wirkliche Zustandekommen 
der als zufallig erscheinenden Ereignisse eingeht, ihre Bedeutung 
und ihre Berechtigung zu erweisen. Es erhebt sich nur die Frage: 
Wie konnen wir denn uber solche Ursachen urteilen, die sich 
unserer Beobachtung vollig entziehen? Nach Wundts Darstel
lung handelt es sich dabei um eine Hypothese. Nehmen wir das 
Vorhandensein solcher Ursachen an, so konnen wir nach den 
Grundsatzen der Logik und der allgemeinen Erfahrung die wirk
lich beobachteten Verhaltnisse erschlieLlen. Dies geht allerdings 
nicht ohne eine ziemlich umstandliche mathematische Entwicke
lung, und W u n d t s Darstellung scheint nur eine Zusammenfassung 
der Grundgedanken dieser von Bessel herruhrenden Ableitung, 
die uns spater noch beschiiftigen wird, zu bedeuten. 

Die Besselsche Ableitung bezieht sich aber auf ganz be
sondere Erscheinungen, namlich die Abweichungen der bei der 
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Bestimmung einer physikalischen Grol3e gefundenen Zahlenwerte 
voneinander. Der Begriff des Ereignisses scheint hier iiberhaupt 
nicht zu passen, es handelt sich sozusagen nur urn eine Begleit
erscheinung der wirklichen Ereignisse, namlich der Beobachtungen. 
Daher riihrt es wohl auch, wenn Wundt aul3ert, der Zufall konne 
niernals als selbstandiges Phanomen, sondern immer nur als indi
viduelle Abanderung einer gesetzrnal3ig bestirnmten Erscheinung 
vorkommen. Diese Bedeutung wiirde den Geltungsbereich des 
Zufalligen nun erheblich einschranken, denn es ware ein solches 
Zufallsereignis wie die Totung eines Voriibergehenden durch einen 
herabfallenden Ziegel oder die Totung eines Soldaten durch den 
Hufschlag eines Pferdes schwer in dieses Schema zu bringen. 

Indes ist die Be s s el sche Hypothese nicht auf die Erklarung 
der Beobachtungsfehler bei physikalischen Messungen beschrankt, 
sie lal3t sich dem Grundgedanken nach in viel weiterem Urnfange 
anwenden. Die Hypothese ist im wesentlichen die, dal3 ein typisch 
zufalliges Ereignis auf sehr vielen Einzelumstanden beruhe, die 
selbst von vornherein unbestimmt sind, dal3 das schliel3liche End
ergebnis nur die Frucht einer grol3en Anzahl vorausgehender Er
scheinungen sei, die aIle voneinander unabhangig sind. Die Natur 
des Zufallsereignisses wird dadurch aber immer noch viel enger 
umgrenzt als friiher, wo nur zwei voneinander unabhangige 
Kausalreihen bestehen mul3ten, wahrend jetzt sehr viele von
einander unabhangige Umstande in dem Ereignis zusarnmenwirken 
sollen. 

Wir wiirden daher sa den Bereich des Zufalligen von vorn
herein enger bestimmen, als es gerechtfertigt erscheint. Wie ge
langen wir nun aber zu einer anderen, allgemeineren Methode, in 
die Natur der zu:l'alligen Ereignisse einzudringen? Zu dem Zwecke 
miissen wir, wenn wir sagen, ein Zufallsereignis sei durch die fest
stellbaren Ursachen nicht vollig bestirnrnt, uns fragen, was iiber
haupt innerhalb der Grenzen der Erfahrung bedeutet, wenn wir 
von Umstanden sprechen, die in dem Verhaltnis von Ursache und 
Wirkung einen Erfolg bestimmen. Darnit kann nur gemeint sein, 
daLl, wo wir diese Umstande zusammen beobachten, stets auch der 
Erfolg zu beobachten ist. Nur an die tatsachliche Verbindung in 
allen beobachteten Fallen ist gedacht. Wenn also, wie beim Zu
fallsereignis, durch die feststellbaren Ursachen das Ereignis nicht 
vollig bestimmt ist, so bedeutet das, dal3 in den Fallen, wo diese 
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Ursachen zusammen beobachtet sind, das Ereignis bisweilen ein
getreten, bisweilen aber auch ausgeblieben ist. 

Wir kiinnen, um noch klarer zu sein, diese Feststellung in 
zwei zerlegen. Die eine bedeutet, da13 unter den in Betracht 
kommenden Umstanden, welche die Gesamtheit der beobachtbaren 
Ursachen des Zufallsereignisses darstellen, dieses Ereignis wirklich 
wenigstens einmal eingetreten ist. Die zweite Feststellung bedeutet, 
daJl das Ereignis unter den in Betracht kommenden Umstanden 
auch wenigstens einmal ausgeblieben ist. Quidquid existit con
tingenter, aliquando non existit, ist ein alter Schulsatz. Das Fest
stellen einer solchen einfachen Tatsache wiirde allerdings an sich 
noch keine Statistik sein, die Statistik erscheint erst da, wo man 
zahlt, wie oft ein Ereignis eingetreten ist. Man wird nun sagen, 
die Haufigkeit ist fiir die Tatsache der Miiglichkeit, um die es sich 
hier allein handelt, ganzlich bedeutungslos. Was einmal geschehen, 
ist schon miiglich. Wie oft es wieder geschieht, ist gleichgiiltig, 
auJler wenn es in allen in Betracht kommenden Fallen zu beob
achten ist. Dann wiirde sich die Miiglichkeit in die GewiJlheit 
verwandeln. 

Aber der Gedanke, daJl in allen Fallen es gerade von Wert 
ist, zu erfahren, wie oft verhaltnismaJ3ig unter den gegebenen 
Umstanden ein bestimmtes Ereignis eingetreten ist, bietet sich 
von selbst dar. Sigwart formuliert diesen Gedanken in seiner 
Logik (Bd. II, Tl. III, S.406) mit den Worten: "In der statisti
schen Zahlung sind zwar die etwaigen individuellen Differenzen, 
durch die jedes Ding einzig in seinen bestimmten Eigenschaften 
sich von allen anderen unterscheidet, untergegangen, aber das 
Einzelne hat doch noch insofern sein Recht gefunden, als es nicht 
bloJl als gleichgiiltiger Reprasentant eines allgemeinen Begriffes, 
sondern in seiner numerischen Unterschiedenheit von allen an
deren beachtet ist." Der hierdurch gemachte Fortschritt ist 
durchaus dem zu vergleichen, den in der Naturwissenschaft der 
Ubergang von der blo.13en Feststellung eines Zustandes zu seiner 
zahlmaJligen Bestimmung bedeutet. Wenn ein Ereignis in 90 
von 100 Fallen eingetreten ist, so werten wir die Moglichkeit 
anders, als wenn wir es unter 100 Fallen nur einmal beobachtet 
haben. 

Die Statistik, zu der wir so gelangen, betrifft statistische 
Verhaltniszahlen, d. h. es wird aufgezeichnet, wie oft unter be-
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stimmten Umstiinden, also in einer bestimmten Gruppe von Er
scheinungen, ein Ereignis eingetreten ist, wobei es sich zuniichst 
nur um die relative Hiiufigkeit, nicht aber um die absolute Anzahl 
des Vorkommens handeIt. Nun erhebt sich aber sofort die Frage, 
die den Kernpunkt . alles folgenden bildet: N ehmen wir an, wir 
haben die relative Haufigkeit nicht blol.l aus einer Serie von Be
obachtungen festgestellt, sondern wir haben mehrere Reihen von 
Beobachtungen benutzt und aus jeder die relative Haufigkeit be
stimmt. Dann fragt es sich, ob wir ganz verschiedene Werte 
der relativen Hiiufigkeit bei den einzelnen Bestimmungen zu er
warten haben oder ob sich zwar nicht genau, aber doch an
geniihert derselbe "Vert bei den verschiedenen Bestimmungen er
geben wird. In dem einen Falle erweisen sich die festgestellten 
Werte der relativen Haufigkeit als giinzlich unbrauchbar zur 
Charakterisierung des beobachteten Ereignisses im allgemeinen, 
in dem anderen FaIle dagegen kannen wir dem regelmallig wieder
kehrenden Werte der relativen Haufigkeit eine bestimmte Bedeu- , 
tung fiir das Ereignis an sich zusprechen. Wir kannen es als 
eine Eigentiimlichkeit des Ereignisses ansehen, da.13 es mit dieser 
relativen Haufigkeit auf tritt, wahrend sonst die relative Haufig
keit nur eine Bedeutung innerhalb der raumlichen und zeitlichen 
Begrenzung, der die beobachteten Falle entsprechen, besitzt. Wenn 
wir also etwa in regelmaLligen Zeitabschnitten die vorgekommenen 
relativen Hiiufigkeiten notieren, so fragt es sich: nahern sich die 
aufgezeichneten VerhiUtniszahlen aHe einem bestimmten Werte 
oder lallt sich in ,ihnen eine systematische Veranderung beob
achten? Es ist z. B. bekannt, dall die relative Haufigkeit der 
Selbstmorde zunimmt, dagegen scheint es zweifelhaft, ob eine 
ahnliche systematische Veranderung in dem Verhaltnis der Anzahlen 
von mannlichen und weiblichen Selbstmardern zu beobachten ist. 

Hierin liegt eine erste Scheidung der statistischen VerhaItnis
zahlen begriindet. Je nachdem, ob wir in ihnen eine systematische 
Veranderung beobachten oder nicht, werden wir von zufiilligen 
oder durch bestimmte Ursa chen hervorgerufenen Schwankungen 
sprechen. Der Zufall wii.rde so in der Statistik unmittel
bar zutage treten. 

Der groLle Vorzug, der in einer solchen statistischen Bestim
mung des Zufalls liegt, besteht darin, da.13 wir nicht mehr ge
zwungen sind, auf die Einzelheiten beim Zustandekommen des 

rrimerding, Analyse des Zufalls. 2 
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Ereignisses einzugehen, die in den meisten Fallen unserer Er
kenntnis verschlossen sind und nur aus mehr oder minder un
bestimmten Vermutungen heraus beurteilt werden, sondern viel
mehr uns an bestimmte Tatsachen halten konnen. 

Nun ist aber klar, dal.l solche Schwankungen, die wir als zu
fallige bezeichnen, nicht bloB bei statistischen Verhaltniszahlen 
auftreten konnen, sondern uberhaupt, wo eine statistische Auf
zeichnung vorliegt. Wenn wir namlich eine solche Reihe von 
statistischen Zahlen uns vor Augen halten oder am besten sie in 
einer Kurve oder Staffel graphisch darstellen, so beobachten wir 
bald, da13 neben systematischen Veranderungen auch ein regel
loses Hin- und Herschwanken auftritt. Ein solches Schwanken 
werden wir wieder als zufallig bezeichnen. Allerdings ist es eine 
besondere, vielleicht nicht immer los bare Aufgabe, die zufalligen 
Schwankungen richtig herauszuschalen. Unter der Voraussetzung, 
dal.l dies gelingt, zeigt sich nun aber, dal.l das unbestimmte und 
meistens auf bloBen Vermutungen beruhende Trennen der Ursachen 
in systematische und zufallige ersetzt wird durch ein quantitativ 
auf Grund gemessener oder gezahlter Zahlenwerte ausfUhrbares 
Scheiden der systematischen und der zufalligen Veranderungen. 
Wir konnen also der Methode der exakten Naturwissenschaft treu 
bleiben, nur auf Grund bestimmter Messungen und bestimmter, 
nach festen Regeln an diese Messungen geknupfter Berechnungen 
vorzugehen. 

So werden wir darauf gefuhrt, die Analyse statistischer 
Tabellen nach bestimmten besonderen Gesichtspunkten als unsere 
Aufgabe anzusehen. Hierbei erweist sich nicht einmal der Ur
sprung der Tabelle aus einer statistischen Zahlung als entschei
dend, vielmehr wurden auch Tabellen, die auf Messungen einer 
und derselben physikalischen Grol.le beruhen, moge diese Grol.le 
nun veranderlich sein oder nicht, einer ganz analogen Analyse 
zuganglich sein. 

Bevor wir an diese Untersuchung gehen, scheint die Frage 
gerechtfertigt, welche Resultate wir von ihr erwarten duden. Da
durch, dal.l wir, statt auf das innerliche Zustandekommen der Zu
fallsereignisse einzugehen, .nur ihre aul.lerliche Verteilung ins Auge 
fassen, geben wir, scheint es, die Hoffnung auf ein Eindringen 
in das inn ere We sen des- Zufalligen auf. fiber dieses Wesen 
konnen wir ja keine Auskunft erhalten, wenn wir nichts anderes 
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aufzeichnen, als wie oft innerhalb einer gewissen Gruppe ein
zeIner FaIle das in Rede stehende Ereignis eingetreten und aus
geblieben ist. 

Der Ausweg ist eben der, daLl wir in der Verteilung, die uns 
die statistisehe Erhebung offen bart , doeh in gewissem Sinne ein 
Merkmal der Zufallsereignisse erkennen konnen. Es ergeben 
sieh gewisse Verteilungen, die typisch fiir die zufalligen Ereig
nisse sind. Darin liegt, daLl wir aus del' iibereinstimmenden Ver
teilung aueh auf eine innere Verwandtsehaft der beobaehteten Er
eignisse sehlieLlen. 1st diesel' SehluLl aber bereehtigt? Das bleibt 
unentsehieden und muLl unentsehieden bleiben, weil wir in den 
Meehanismus des Gesehehens nicht eindringen konnen. Aber aueh 
in del' bloLlen Analogiebildung liegt eine gewisse Erklarung. Wir 
maehen uns eine Erseheinung schon begreiflieh, wenn wir eine 
andere Erseheinung £lnden, die sieh in derselben Weise auLlerlieh 
offen bart wie die erste. Alles Erklaren ist im Grunde ein Ver
gleiehen. Der Vergleieh kann im vorliegenden Falle einerseits so 
gefiihrt werden, daLl wir nur die Erscheinungen zusammenfassen, 
die eine gleiche odeI' verwandte Verteilung zeigen; andererseits 
konnen wir aber aueh gewisse typische Erscheinungen heraus
greifen, deren innerer Organismus uns leidlich klar erscheint und 
nach ihnen die Erscheinungen mit verwandter Verteilung be
urteilen. Solche typische Erscheinungen sind die Gliicksspiele. 
Wir wiirden danach als zufallige Ereignisse solche zu bezeichnen 
haben, bei deren statistischer Verfolgung sich dieselbe Verteilung 
der Ergebnisse wie bei den reinen Zufallsspielen herausstellt. Fur 
die Glucksspiele kann man abel' als zweckmaLlig ein bestimmtes 
Schema wahlen, und dieses wird fast immer durch die Ziehungen 
aus einer Urne, in der Kugeln von verschiedener Farbe gemischt 
enthalten sind, gebildet. Die Beurteilung der Zufallsereignisse 
nach diesem Urnensehema wurde so das letzte Stadium der Unter
suehung sei,n. Welchen \Vert man ihr beimessen will, bleibt in 
gewisser Weise dem freien BeHeben uberlassen. J eden falls seheint 
es kein anderes Verfahren zu geben, um in einwandfreier Weise 
dem Charakter des Zufalligen naehzuspiiren. Die Betraehtungen, 
zu denen diesel' Gedankengang fUhrt, hat man fUr solid genug 
zu halten, um darauf die Erforsehung sowohl del' Vorgange .in 
den kleinsten Teilen der Materie als aueh del' Verteiluug del' 
Himmelskorper im Weltenraum zu griinden. 

2* 
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Eines aber wird geltend gemacht werden und verdient so
gleich hervorgehoben zu werden. Indem man zur statistischen 
Zahlung iibergeht, verschwindet das einzelne Ereignis und die 
Betrachtung bezieht sich nur auf die statistische Gesamtheit. Die 
gewahlte Behandlungsweise setzt so voraus, daJ3 es nicht das 
einzelne Ereignis ist, worauf wir unser Interesse lenken, daJ3 wir 
vielmehr erst in der Gesamtheit der zusammengefaJ3ten Ereig
nisse den Gegenstand un serer Uberlegung sehen. So ist in dem 
angefiihrten physikalischen Beispiel nicht die Bewegung des ein
zelnen Molekiils der Zielpunkt de"r Untersuchung, sondern wie 
sich aus einer bestimmten Verteilung der Bewegungen aller ein
zelnen Molekiile die beobachtbaren Eigenschaften und Zustande 
des ganzen Korpers ergeben. In dem anderen Beispiele, das der 
Astronomie angehOrt, handelt es sich nicht urn die Lage des 
einzelnen Fixsterns, sondern um die Verteilung aller Fixsterne 
im Weltenraum. Ebenso ist bei den Untersuchungen iiber die 
Erscheinungen in der menschlichen Gesellschaft, die auf zahlen
maJ3iger Grundlage moglich sind, nicht das einzelne Individuum 
der Gegenstand der Betrachtung, sondern eben die Gesamtmasse 
der Bevolkerung. Das W ohl und Wehe des einzelnen verschwindet 
und nur das Los der Allgemeinheit ist es, was in der Untersuchung 
zutage tritt. Man kann es vermis sen , daJ3 so die Aufklarung 
des einzelnen Zufallsereignisses an sich, die nur durch ein Ein
gehen auf seine individuelle Besonderheit moglich ist, durch die 
statistische Methode nicht gegeben wi rd. Man wird aber erkennen, 
daJ3 doch das wahre, kardinale Problem beriihrt wird. Denn dieses 
Problem ist das, wie sich auf der Unbestimmbarkeit und an
scheinenden Regellosigkeit des einzelnen Falles eine GesetzmaLlig
keit aufbaut und feste in Zahlen ausdriickbare Zusammenhange 
in der Gesamtheit ergeben. Gerade dies ist es ja auch, was selbst 
nach aller moglichen Aufklarung unser tiefes Erstaunen her
vorruft. 
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Stationare Zahlenreihen. 

Wir wollen nun allgemein ausgehen von der Zusammen
stellung einer Reihe von Zahlenwerten, die man als eine Tabelle 
hezeiehnet. An einer Tabelle ist zu unterseheiden der Ropf, der 
Ein g an g und der Ein tr a g. In dem Ropf der Tabelle wird 
angegeben, was die in der Tabelle eingetragenen Zahlen allgeniein 
bedeuten. Der E i n g a n g dagegen setzt die Bedeutung der ein
zelnen Zahlen in der Tabelle fest. Damit also eine Reihe von 
Zahlen sieh in einer 'rabelle anordnen laLIt, ist es notwendig, daLl 
sie eine gemeinsame Bedeutung haben und die einzelne Zahl der 
Reihe nur noeh dureh eine besondere Bestimmung festgelegt wird. 
Diese besondere im Eingang der Tabelle stehende Bestimmung 
kann versehiedener Art sein. Sie kann die in der Tabelle ein
getragenen Zahlen ortlieh umgrenzen, wie wenn z. B. in einer 
Statistik uber PreuLlen bestimmte Zahlen fur die einzelnen Pro
vinzen angegeben werden. Sie kann aueh z. B., wenn es sieh 
urn zahlmallige Bestimmungen von Eigentumliehkeiten einzelner 
Individuen handelt, die N amen dieser Individuen enthalten, oder 
diese Namen dureh laufende Nummern erganzen oder ersetzen. 
Eine solehe Tabelle kann man allgemein als eine Liste bezeiehnen. 
Der Eingang kann aber aueh selbst eine zahlmaLlige Bestimmung 
bedeuten. Sehr haufig bezeichnet er eine Zeit, entweder Zeit
absehnitte, z. B. Jahre, }Ionate oder Tage, oder bestimmte Zeitpunkte. 

Der Eingang der Tabelle kann ferner eine reine Zahl sein. 
Dann haben wir eine rein mathematische Tabelle vor uns, die 
bestimmten Zahlenwerten wieder bestimmte Zahlenwerte zu
ordnet. Sie legt das fest, was man im mathematisehen Sinne als 
eine Funktion bezeiehnet. In ihr konnen unter anderem die 
Resultate bestimmter Rechenoperationen zusammengestellt sein. 
Dahin gehOren z. B. die Logarithmentafeln. Wir wollen solehe 
Tabellen als analytisehe bezeiehnen. Den analytisehen Tahellen 
stehen die empirisehen gegenuher, die nieht bloLl auf mathe-
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matischen Rechnungen beruhen, sondern in denen ein bestimmtes 
Erfahrungsmaterial niedergelegt ist, unter Umstanden im Verein 
mit Rechnungen, die an die empirisch ermittelten Zahlenwerte an
gekniipft werden. Wir haben bei diesen empirischen Tabellen 
wieder zu unterscheiden, ob ihnen bestimmte Uessungen oder 
blo13e Z a h 1 u n g e n zugrunde Hegen. rm erst en Falle konnen wir 
von einer Uessungsreihe sprechen, im zweiten FaIle haben 
wir eine Zahlungsreihe oder eine eigentHche statistische Tabelle 
vor uus. Urn gleich ein Beispiel fiir beide Arten anzufiihren, 
konnen wir als Uessungsreihe die Bestimmung der KorpergroLle 
eines Uenschen in den verschiedenen Lebensaltern nehmen, als 
Beispiel fiir eine Zahlungsreihe eine sogenannte Sterbetafel, die 
angibt, wieviel Uensehen aus einer bestimmten Gruppe von Ge
borenen in den verschiedenen Lebensaltern sterben. Der Eingang 
der Tabelle ist in beiden Fallen dieselbe Zahl, namlich das Lebens
alter. Der Eintrag ist in dem einen FaIle eine Lange, also eine 
gemessene Zahl, im anderen FaIle eine durch Abzahlung gewonnene 
Zahl, namlich eine Anzahl von Personen. 

Die Korpergro13en beziehen sieh auf Personen mannlichen 
Geschlechtes. Sie entsprechen nicht der Entwickelung eines be
stimmten Uenschen, sondern sind Durchschnittszahlen, geben also 
die Entwiekelung eines "Durehsehnittsmensehen" an. Der Gesamt
groJ3e ist die Beinlange hinzugefiigt und in einer dritten Spalte 
gleieh das Verhaltnis der GesamtgroJ3e zur Beinlange angegeben. 
Uan erkennt, daJ3 dieses Verhaltnis wahrend des Waehstums des 
Uensehen abnimmt und sieh einem bestimmten Endwert nahert, 
den es aber schon vor der Vollendung des Waehstums erreieht. 

KorpergroJ.le mannlicher Personen 1). 

Alter GesamtgroJ.le BeinHinge I GesamtgroJ.le 

Jahre ill ill 
Beinlange 

° 0,500 0,160 I 3,13 
1 0,698 0,241 2,90 
2 0,791 0,288 2,75 
3 0,864 0,328 2,64 
4 0,927 0,367 2,53 
5 0,987 0,404 2,44 
6 1,046 0,441 2,37 

1) Vgl. Que tel e t, Anthropometrie, Bruxelles 1871. 
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Alter Gesamtgro~e Beinlange I Gesam1;gro~e 
Jahre m m Beinlange 

7 1,104 0,478 2,31 
8 1,162 0,514 2,26 
9 1,218 0,550 2,21 

10 1,273 0,584 2,18 
11 1,325 0,616 2,15 
12 1,375 0,646 2,13 
13 1,423 0,674 2,11 
14 1,469 0,701 2,10 
15 1,513 0,723 2,09 
16 1,554 0,745 2,09 
17 1,594 0,766 2,09 
18 1,630 0,782 2,09 
19 1,655 0,794 2,09 
20 1,669 0,802 2,09 
25 1,682 0,806 2,09 
30 1,686 0,806 2,09 
40 1,686 0,805 2,09 

Wir fiigen dieser Tabelle sofort die graphische Darstellung 
hinzu, die den Entwickelungsgang noch anschaulicher macht. 

Fig. 1. 
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Die Sterbetafel, die wir als Beispiel fiir eine Zahlungsreihe 
anfiihren, gibt nicht etwa an, wie eine bestimmte Gruppe von 
gleichzeitig Geborenen mit den Jahren sich gelichtet hat, sondern 
sie enthalt die Absterbeordnung, wie sie sich aus den Sterbefallen 
einer bestimmten Epoche, wenn man diese nach dem Alter del' 
Gestorbenen gruppiert, ergibt. Das folgende ist in abgekiirzter 
Form die deutsche Sterbetafel fiir das Jahrzehnt 1901 bis 1910 1). 

Die Anzahl del' Geborenen ist gleich 100000 gesetzt, neben den 
Uberlebenden stehen die wahrend des folgenden Jahres Gestorbenen, 
und daneben ist noch das Verhaltnis del' voranstehenden Zahlen 
del' beiden ersten Spalten, die sogenannte Sterbenswahrscheinlich
keit fiir ein J ahr angegeben. \Vir beschranken uns wieder auf 
Personen mann lichen Geschlechts. 

I 

Gestorbene Sterbenswahrschein-
Alter Uberlebende wlihl'end lichkeit 

.Jahre eines Jahres fiir ein Jahr 

0 100000 20234 0,20234 
1 79766 3181 0,03963 
2 765t\5 1143 0,01492 
3 75442 715 0,00947 
4 74727 516 0,00691 
5 74211 391 0,00528 

10 72827 177 0,00244 
15 72007 199 0,00277 
20 70647 356 0,00504 
25 68881 353 0,00513 
30 67092 373 0,00556 
35 65104 454 0,00697 
40 62598 577 0,00922 
45 59405 739 0,01244 
50 55340 937 0,01693 
55 50186 1 183 0,02357 
60 43807 1428 0,03260 
65 36079 1 698 0,04706 
70 27136 1882 0,06936 
75 17586 1871 0,10640 
80 8987 1419 0,15787 
85 3212 744 0,~3 160 
90 683 219 0,32002 
95 74 30 0,41 399 

100 4 2 0,49668 

1) Siehe Statistisches Jahrbuch fur das Deutsche Reich 1913. 
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Man sieht, wie die Zahlenreihen in den versehiedenen Spalten 
sieh verhalten. Die Zahlen in der ersten Spalte nehmen natiir
lieherweise bestandig abo Die Zahlen in der zweiten Spalte 
nehmen zuerst ab, bis sie fiir das Alter von 12 Jahren ein Minimum 
erreiehen, dann nehmen sie zu, wenig ab, wieder zu und erreiehen 
fiir ein Alter von ungefahr 73 Jahren, das Normalalter, ein 
Maximum, urn dann bis zum Sehlu13 abzunehmen (vgl. Fig. 2). 
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Die Zahlen der dritten Spalte nehmen zuerst ebenfalls ab und er
reichen ein Minimum mit den Zahlen der zweiten Spalte, dann 
aber nehmen sie bestandig und zwar zum Schlu13 sehr stark zu. 

Je nach der Art des Einganges lassen sieh die Tabellen in 
zwei Arten scheiden. Bedeutet namlich der Eingang eine Zahl 
oder eine Zeit, so ergibt sieh hiernach eine naturliche Ol"dnung, 
nach der die Zahlen in der Tabelle entsprechend dem Eingang zu 
nehmen sind. Dagegen kann es auch vorkommen, wie es bei einer 
Liste oder bei einem Register haufig der Fall ist, da13 die Reihen· 
folge, in der man die Bezeiehnungen des Einganges uud damit 
die Zahlen der Tabelle nimmt, vollig willkurlich bleibt. Wir 
werden also immer unterscheiden konnen, ob eine Tabelle sieh 
ohne Verletzung einer natiirliehen Ordnung umordnen laJ.it oder 
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nicht. Diese Unterscheidung fallt allerdings nicht ganz damit 
zusammen, ob der Eingang nach einem natiirlichen Prinzip ge
ordnet ist oder nicht.. Dies zeigt ein Beispiel sofort. 1m FaIle 
eines Geburtenregisters ist eine natiirliche Ordnung nach dem 
Zeitpunkt der Geburt vorhanden, aber wenn es sich urn irgend 
eine zahlmaJ3ige Bestimmung handelt, die an die Geborenen 
angekniipft wird, z. B. die Lebensdauer, so kann man doch eine 
Umordnung, etwa nach der Lebensdauer, vornehmen. Also ist 
die Verletzung einer natiirlichen Ordnung nicht notwendig dann 
vorhanden, wenn der Eingang nach bestimmten Gesichtspunkten 
geordnet ist. Dagegen ware eine Umordnung z. B. bei einer 
Logarithmentafel undenkbar. Dies liegt daran, daJ3 zwischen dem 
Eingang und dem Eintrag ein bestimmter gesetzmaJ3iger Zu
sammenhang besteht: der Eintrag ist eine Funktion des Einganges, 
und die Tabelle hat den Zweck, diese Funktion darzustellen. Beim 
Geburtenregister ist aber nicht unmittelbar die Lebensdauer als 
eine Funktion des Geburtsdatums anzusehen, die Tabelle stellt 
also nicht eine bestimmte Funktion, sei es eine analytische oder 
eine empirische, dar, und in diesem Fall ist die Umordnung 
gestattet. 

'Venn nun die Tabelle umgeordnet wird, so gelangt man 
durch diese Umordnung immer dazu, einen funktionalen Zu
sam men hang zu finden. Man geht zu dem Zweck von einer ge
wissen natiirIichen Umordnung der Tabelle aus. Diese n a tiir
liche Umordnung ist die, bei der die Zahlenwerte der Tabelle 
ihrer GroJ3e nach aufeinander folgen. Man kann dann das ganze 
Intervall, das die Zahlen erfiillen, in eine Anzahl gleiche Teile 
teilen und angeben, wieviel Zahlen der Tabelle in jeden dieser 
Teile fallen. Man unterwirft also sozusagen die Zahlenwerte der 
Urreihe selbst einer Statistik, und das Resultat dieser Statistik 
hat immer den Charakter einer funktionalen Abhangigkeit. Zu 
jeder GroJ3e der vorkommenden Zahlenwerte gehort ja eine be
stimmte Haufigkeit des Vorkommens. Die so abgeleitete Zahlen
reihe soIl eine Verteilungsreihe heiJ3en. Wir konnen auch 
von einer Verteilungsfunktion sprechen, doch denkt man bei 
dem Wort Funktion gewohnIich an die gegenseitige Abhangigkeit 
zweier kontinuierlich veranderlichen Zahlen, die ja nicht aus der 
Tabelle selbst unmittelbar hervorgehen, sondern von der diese 
nur den angenaherten Ausdruck bilden kann. 
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Es ist nun nicht elne allgemeine Erorterung der durch 
Tabellen gegebenen Zahlenfolgen unsere Aufgabe, vielmehr handelt 
es sich fur uns darum, die Schwankungen herauszufinden, die wir 
bei den in der Tabelle eingetragenen Zahlenwerten als zufallige 
bezeichnen sollen. 

Zu dem Zweck greifen wir eine besondere Art von Zahlen
reihen hera us , namlich solche Reihen, bei denen wir keine syste
matische Zu- oder Abnahme der eingetragenen Zahlenwerte beob
achten konnen, deren Werte vielmehr fortwahrend zwischen 
bestimmten Grenzen eingeschlossen bleiben. Solche Reihen von 
Zahlen wollen wir als station are Zahlenreihen bezeichnen. Die 
nachste Aufgabe ware also die, genau anzugeben, wann eine Reihe 
als stationar zu gelten hat. HierfUr la.Llt sich aber nicht eine 
scharfe, allgemein gultige Definition geben, vielmehr kann man 
nur Regeln anfUhren, die einen gewissen Anhalt fUr die Beurtei
lung stationarer Reihen gewahren. Solche Regeln finden wir, indem 
wie die Difl'erenzen der in die Tabelle eingetragenen Zahlenwerte 
bilden. Wir konnen dabei auf doppelte Weise vorgehen. Ent
weder bilden wir die Difl'erenzen von je zwei aufeinander folgenden 
Tabellenwerten, oder wir bilden die Differenz eines Tabellenwertes 
von allen anderen. 1m ersten Falle erkennen wir, da13 eine Reihe 
stationar ist, daran, da.Ll die Vorzeichen der Difl'erenzen regellos 
schwanken. Dies allein wurde aber nicht ausreichen, denn wir 
konnen uns eine Reihe denken, bei der positive und negative Difl'e
renzen abwechseln und bei der doch ein bestandiges Anwachsen der 
eingetragenen Werte stattfindet, indem die positiven Difl'erenzen 
der Gro.Lle nach die negativen andauernd uberwiegen. Deshalb 
mull eine auf dem zweiten Fall der Difl'erenzenbildung aufgebaute 
Regel erganzend hinzutreten. Diese zweite Regel sagt aus, daLl 
die Difl'erenzen eines festen Wertes von allen anderen, der Reihe 
nach genommenen Werten keine systematische Zu- oder Abnahme 
erfahren durfen, da.Ll sie vielmehr selbst den Typus der regellosen 
Schwankungen zeigen mussen. Allerdings mull es moglich sein, 
daLl diese Differenzen alle dasselbe Vorzeichen haben. Dies tritt 
ein, wenn wir fUr den festen \Vert den gro.L\ten oder kleinsten 
Wert der Reihe nehmen. Wollen wir positive und negative Difl'e
renzen haben, so mussen wir einen Mittelwert zwischen dies en 
beiden Extremwerten nehmen, im besonderen den Wert der Reihe, 
unter dem hochstens ein Wert der Reihe mehr oder weniger liegt 
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als uber ihm. Dann mussen die Vorzeichen der Differenzen 
regellos wechseln, es durfen nicht z. B. die positiven sich in einer 
Gegend haufen, insbesondere indem sie nach einer bestimmten 
Seite hin zunehmen. Diese einfachen Regeln reichen zu einer 
vorlaufigen Beurteilung, ob eine vorliegende Reihe als stationar 
zu gelten hat, aus. Es wird aber gut sein, wenn wir zunachst 
ein paar Beispiele fur stationare Reihen anfiihren. 

Ein erstes wichtiges Beispiel solcher Reihen wird gegeben durch 
eine Reihe von Messungen derselben physikalischen GroLle. 
\Venn die Messungen leidlich genau sind, weichen die erhaltenen 
Werte verhaltnismaLlig wenig voneinander ab, urn so weniger, 
je genauer die Messungen waren. Bei physikalischen GroLlen 
glauben wir an einen wahren Wert, dem die durch Messung ge
fundenen Werte mehr oder weniger nahe kommen. Die Abwei
chung von diesem wahren Wert bezeichnen wir dann als den 
Fehler der Messung. Die Betrachtungsweise, der wir hier folgen, 
geht jedoch auf die Bedeutung der Existenz des wahren Wertes, 
die immer jenseits des Bereiches der eigentlichen Messungen liegt, 
nicht weiter ein, vielmehr ist das einzig Gegebene fur uns die 
Messungsreihe selbst. Der als Resultat der einzelnen Messungen 
niedergelegte Zahlenwert ist der zusammenfassende Ausdruck 
eines bestimmten Vorganges, den wir eben als Messung bezeichnen 
und bei dem gewohnlich drei Momente: der der Messung zugrunde 
liegende physikalische Tatbestand, die messende Person und das 
MeLlinstrument, zusammenwirken. Den physikalischen Tatbestand 
setzen wir als unabhangig von der messenden oder beobachtenden 
Person voraus. Nur unter dieser Voraussetzung ist es moglich, 
von einem bestimmten, unabhangig von der Messung bestehenden 
Zahlenwert, dem wahren Wert, zu sprechen und die Abweichung 
von diesem wahren VVert, den begangenen Fehler, teils der Person 
des Messenden, teils dem MeLlinstrument zuzuschreiben. So tritt 
auch in die sogenannte Fehlertheorie der Glaube an die von der 
\Vahrnehmung unabhangige Wirklichkeit einer uns umgebenden 
Welt entscheidend hinein, und da dieser Glaube, weil er aus den 
Sinneswahrnehmungen selbst nicht abgeleitet werden kann, not
wendigerweise metaphysis chen Charakter hat, steht auch die so 
aufgefaLlte Fehlertheorie auf metaphysis chern Boden, sie ist nur 
transzendent zu begrunden. Unsere Betrachtungen dagegen sind 
wesentlich immanenter Natur, sie bleiben ganz innerhalb der 
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Grenzen der vVahrnehmung, das einzig Gegebene sind fiir uns die 
Beobachtungsresultate selbst, und es handelt sich nur um eine 
bestimmte Analysierung dieser Resultate. 

Hierdurch ist bedingt, da13 wir die als Resultate verschiedener 
Messungen derselben physikalischen Gro13e sich ergebenden Zahlen 
nicht anders werten wie irgend eine andere station are Zahlen
reihe, bei der es ganz sicher ist, dail die einzelnen Zahlenwerte 
sich nicht auf eine und dieselbe physikalische Gro13e beziehen. Als 
ein erstes Beispiel fiir eine solche Zahlenreihe wollen wir die mit 
Roggen bebaute Bodenflache in Mecklenburg-Schwerin 
wahrend der einzelnen Jahre nehmen: 

Jahr Ernteflache Jahr Ernteflache Jahr Ernteflache 
qkm qkm qkm 

1880 1646 1889 1673 1898 1582 
1881 1647 1890 1673 1899 1568 
1882 1646 1891 1673 1900 1620 
1883 1673 18~2 1625 1901 1661 
1884 1673 1893 1703 1902 1728 
1885 1673 1894 1701 1903 1612 
1886 1673 1895 1539 1904 1652 
1887 1673 1896 1618 1905 1678 
1888 1673 1897 1616 1906 1675 

Die Tabelle zeigt deutlich, dail wir es hier mit einer statio
naren Zahlenreihe zu tun haben, denn die aufgezeichneten Zahlen
werte bleiben zwischen den Grenzen 1639 und 1728, und es ist 
kein merkliches Fortschreiten in der Reihe zu beobachten, viel
mehr gehoren der gro13te und der kleinste Wert zwei mitten in 
der Reihe, und zwar ziemlich dicht beieinander liegenden J ahren 
(1893 und 1902) an. Es sind aber an diese Zahlenfolge noch 
einige kritische Bemerkungen zu kniipfen. Die absolute Dnver
anderlichkeit w~hrend der Jahre 1883 bis 1891 macht ganz den 
Eindruck, als ob sie nicht auf wirklicher Beobachtung beruhte, 
sondern dadurch entstanden ware, daJ3 einfach die Zahlen des 
vorigen J ahres wieder hingesetzt wurden. Bei der Frage nach 
der Entstehungsweise der Tabelle tritt hier also als wahrschein
lich ein Grund auf, der von ganz anderer Art ist als die Drsache, 
die eine wirkliche Veranderung oder Unveranderlichkeit in den 
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durch die Tabelle gegebenen realen GrolJen bedeutet. Er bedeutet 
einen objektiven Fehler bei der Aufstellung der Tabelle. Der
artige Fehler sind bei statistischen Erhebungen notwendigerweise 
mit in Rechnung zu ziehen, sie bilden den grollten Ubelstand der 
Statistik, weil die Versuchung sehr grolJ ist, miihevollen Er
hebungen durch das Erdichten einer Zahl zu entgehen. 

Zu den Zahlenreihen, die auf Grund bestimmter Messungen 
oder Zahlungen entstehen und an sich stationar sind, konnen 
Zahlenreihen treten, die aus unmittelbar beobachteten Zahlen
werten erst durch bestimmte Rechenoperationen abgeleitet sind. 
Insbesondere fragt es sich, ob sich nicht unter Umstanden eine 
stationare Reihe durch Verbindung mehrerer Beobachtungsreihen 
ableiten lalJt. 'Vir erlautern dies am besten gleich durch ein der 
Physik entnommenes Beispiel. Man denke sich eine U - formig 
gebogene Rohre, deren unterer, gekriimmter Teil mit Quecksilber 
gefiillt ist, wahrend der eine, geschlossene Schenkel Luft enthalt. 
Der andere Schenkel der Rohre ist offen. Wenn hierin Quecksilber 
zugegossen wird, wird die Luft im geschlossenen Schenkel kom
primiert. Das Volumen ist aus dem Stande des Quecksilbers sofort 
zu bestimmen. Wir messen ferner den Unterschied zwischen der 
Bohe des Quecksilbers in dem offenen und in dem geschlossenen 
Schenkel und bestimmen daraus den Druck, den die Luft in dem 
geschlossenen Schenkel auf das Quecksilber ausiibt. Die so be
stimmten Werte von V olumen und Druck zeichnen wir in einer 
Tabelle auf und fiigen in einer dritten Spalte sogleich das Pro
dukt zusammengehoriger Werte von Volumen und Druck hinzu. 
Aus einer Reihe von Beobachtungen ist so die folgende Tabelle 
abgeleitet: 

Volumen Druck Produkt 
eem em Hg 

20,2 75,8 1531 
19,0 81,4 1547 
17,2 89,0 1531 
15,2 100,0 1520 
13,8 110,0 1518 
12,4 124,3 1541 
11,0 139,1 1530 

9,8 156,5 1535 
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Wir sehen hieraus, daU die ""Verte von Volumen und Druck 
keine station are Reihe bilden, wohl aber die durch Multiplikation 
zusammengehoriger Zahlen abgeleiteten \Verte in der dritten 
Spalte. Man sieht nun die durch eine solche Ableitung gefundene 
station are Reihe als den Ausdruck einer in \Virklichkeit unver
anderlichen physikalischen GroJ3e an. Man setzt daher fUr die 
einzelnen gefundenen Werte eine Konstante C und findet dann 
im vorliegenden Falle, indem man allgemein das Volumen mit v, 
den Druck mit p bezeichnet, als die durch die vorstehende Tabelle 
ausgedruckte Beziehung: 

p·v = C. 
Die Ableitung einer stationaren Reihe aus bestimmten ge

messenen Zahlenwerten bedeutet also hier die Ermittelung eines 
funktionalen ZUBammenhanges zwischen bestimmten physikalischen 
GroJ3en oder, wenn man will, ein Naturgesetz, in diesem FaIle das 
sogenannte Boylesche oder Mariottesche Gesetz, das die Ab
hangigkeit von Druck und Volumen bei gleichbleibender Tem
peratur ausdruckt. Die Ermittelung einer stationaren Reihe ist 
geradezu die Aufgabe bei der Aufdeckung irgend eines physi
kalischen Zusammenhanges. 

Die Ermittelung eines derartigen einfachen Zusammenhanges 
ist meistens nur bei den elementaren Naturerscheinungen moglich. 
Es sei gestattet, ein sehr merkwurdiges Beispiel anzufUhren, wo sie 
auch bei Behr viel hoher stehenden Prozessen gelingt. Es ist ein 
Beispiel aus der Biologie, das sich auf ein primitives Lebewesen 
(Triloculina rotunda), einen mehrkammerigen Kammerling, bezieht. 
Hieran hat Iterson Messungen vorgenommen, durch die er die 
Breite der einzelnen Kammern bestimmte, und dabei gefunden 
(vgl. Rhumbler, Die Foraminiferen, Kiel 1911, 8.176): 

Kammer- Verhliltnis 
Kammer breite jeder Breite zur 

vorhergehenden 

2 34 
3 45 1,32 
4 61 1,36 
5 84 1,38 
6 114 1,36 
7 142 1,25 
8 182 1,28 
9 246 1,35 

10 319 1,30 
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Die dritte Epalte bildet wieder eine stationare Zahlenreihe. 
Es ergibt sich also auch hier ein einfacher funktionaler Zu
sammenhang, wenn wir die station are Reihe als den Ausdruck 
einer Konstanten c ansehen. Nennen wir die Breiten der einzelnen 
Kammern Yi, so find en wir: 

Yi + 1 _··=c, 
!Ii 

d. h. die Kammerbreiten bilden eine geometrische Progression, 
das sogenannte Gesetz des organischen Wachstums findet sich hier 
sehr angenahert verwirklicht. 

Die auf die Vorgange in der menschlichen Gesellschaft be
zuglichen Zahlenreihen zeigen meist keine so einfache Regel
maLligkeit wie die in der N aturwissenschaft aus bestimmten 
Messungen und Zahlungen entspringenden Zahlenwerte. So oft 
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man den Versuch gemacht hat, auch sie durch eine Formel dar
zustellen, so selten ist es wirklieh gelungen, und selbst dann ist 
schwer zu sagen, ob die gefundene Formel wirklieh einem inneren 
Zusammenhange entsprieht oder der darzustellenden Reihe rein 
aullerlich angepa13t ist. Doch ist bisweilen die Regelma!.ligkeit 
in den statistischen Zahlenfolgen weit groJ3er, als man gewohlllich 
denkt. Als ein sehr merkwiirdiges Beispiel hierfiir wollen wir 
nach Pearson eine Statistik iiber die Ehescheidungen in den 
Vereinigten Staa ten, in der die Haufigkeit der Scheidungen nach 
der Dauer der Ehe aufgezeichnet ist, anfiihren. Man verfahrt am 
einfachsten so, da13 man die Zahlen graphisch auftriigt und dann 
durch Probieren eine moglichst einfaehe Kurve zu finden sucht, 
welehe dem aufgezeichneten Werte moglichst entspricht. Man 
findet in dem vorliegenden Falle eine Kurve von sehr einfachem 
Verlauf, die zuerst jah aufsteigt, etwa bei dem Abszissenwert 
31/ 2 Jahre ein Maximum erreieht und dann allmiihlich abfiillt 
(Fig. 3). Man hiite sieh nur, den Ordinaten der Kurve eine un
mittel bare Bedeutung zu geben. Sie ist allein eine Illustration des 
Verlaufes der aufgezeiehneten Zahlenreihe. 

Von Wichtigkeit ist auch, den Verlauf einzelner Verhaltnis
zahlen naher zu untersuehen, gerade urn der Meinung entgegen
zutreten, als ob aueh alle statistische Verhiiltniszahlen station are 
Zahlenreihen lieferten und keine systematischen Veranderungen 
zeigten. 

Wir wollen als Beispiel die Anzahlen der Lebend
geborenen in Promille der Einwohnersehaft wahrend der 
einzelnen Jahre im Gebiete des Deutsehen Reiches nehmen. 

Jahr II Lebcndgeborene I Jahr II Lebendgeborene I Jahr II Lebendgeborene 
From. Prom. Prom. 

1862 

I 
36,0 1871 34,5 1880 37,6 

1863 38,3 1872 39,5 1881 37,0 

1864 38,5 1873 39,7 1882 37,2 

1865 38,2 1874 40,1 1883 36,6 

1866 38,3 1875 40,6 1884 37,2 

1867 36,9 1876 40,9 1885 37,0 

1868 36,9 1877 40,0 1886 37,1 

1869 
I 

37,9 1878 38,9 1887 36,9 

1870 
I 

38,4 1879 38,9 1888 36,6 

Tim e r din g, Analys. des Zufall •. 3 
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Jahr I Lebendgeborene Jahr II Lebendgeborene I Jahr' 'II Lebendgeborene 
Prom. Prom. Prom. 

1889 36,4 1897 36,1 1905 33,0 
1890 35,7 1898 36,1 1906 33,1 
1891 37,0 1899 35,9 1907 32,3 
1892 35,7 1900 35,6 1908 32,1 
1893 36,8 1901 35,7 1909 31,0 
1894 35,9 1902 35,1 1910 29,8 
1895 36,1 1903 33,8 1911 28,6 
1896 36,3 1904 34,0 

Die Zahlenreihe zeigt nach den Einsenkungen in den Kriegs
jahren ein deutlich erkennbares Maximum im Jahre 1876, d. h. 
auf dem Gipfel des wirtschaftlichen Aufschwunges nach dem 
deutsch-franzosischen Kriege. Dann folgt eine Abnahme, nach 
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der sich von etwa 1881 bis 1901 eine anscheinend station are 
Reihe ergibt, bis etwa von dem Beginn des neuen Jahrhunderts 
an sich eine entschiedene Abnahme bemerkbar macht, die von der 
O:fientlichkeit auch empfunden und mit Sorge betrachtet wird. 
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Das "Gesetz der grofaen Zahlen". 

Von besonderer Bedeutung sind die stationaren Reihen, bei 
den en die eingetragenen Zahlwerte statistische Verhaltniszahlen 
sind. Sie bilden sozusagen den Gegenpol der Messungsreihen, 
die sich aus wiederholten Messungen derselben physikalischen 
Gro./3e ergeben. Wahrend bei dies en die erste Frage die ist, wie 
uberhaupt eine Abweichung zwischen den gefundenen Zahlwerten 
zustande kommt, ist bei den statistischen Verhaltniszahlen die 
Frage vielmehr die, wie ihre angenaherte Unveranderlichkeit zu 
erklaren ist, da man ja zunachst fUr diese Unveranderlichkeit 
keinen Grund einsieht, weil die Ereignisse, auf die sich die Ver
hiiltniszahlen beziehen, gewohnlich voneinander unabhangig sind 
und man daher nicht erkennen kann, wie sich aus den Ergeb
nissen fUr die Ereignisse wahrend eines bestimmten Zeitabschnittes 
oder allgemein innerhalb irgend eines Zahlungsbereiches nach den 
Grundsatzen der kausalen Verknupfung ein Schlu./3 auf die ana
logen Ergebnisse wahrend eines neuen Zeitabschnittes oder inner
halb eines anderen Zahlungsbereiches ziehen lassen solI. Derart 
wurde man dazu gefUhrt werden, die Existenz naherungsweise 
konstanter statistischer Verhaltniszahlen als eine in einzelnen 
Fallen durch die Erfahrung erwiesene, aber nicht zu begrundende 
Tatsache hinzunehmen. Wenn man fUr diese Tatsache die ge
wohnlich ubliche Bezeichnung n Gesetz der gro./3en Zahlen" bei
behalten wird, so mu./3 man sich dabei klar sein, da./3 es sich nicht 
im eigentlichen Sinne um ein Gesetz, d. h. eine unverbruchliche 
RegelmaJ3igkeit handelt, sondern nur um "Eline Tatsache, die bis
weilen beobachtet wird. Das nGesetz" bedeutet nur ein Prinzip 
der Auswahl, indem man insbesondere solche Verhaltniszahlen 
herausgreift, die sich als naherungsweise konstant erweisen, ohne 
sagen zu konnen, warum sie es sind, und ohne uberhaupt sagen 

3* 
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zu ki'mnen, da13 allen so .herausgegriffenen Ereignissen eine be
stimmte inn ere Gleichartigkeit zuzuschreiben sei. 

Es ergeben sich aber auch hierbei von vornherein gewisse 
Schwierigkeiten, die nicht zu unterschatzen sind. Zunachst ist zu 
beachten, dall die Unveranderlichkeit nie eine absolute, sondern 
immer nur eine angenaherte ist. Es ist daher nicht allgemein 
zu entscheiden, wann uberhaupt statistische Verhaltniszahlen als 
konstant angesehen werden sollen, sondern es bleibt immer der 
Willkur uberlassen, festzulegen, innerh~lb welcher Grenzen die 
Schwankungen dieser Zahlen sich halten mussen, damit man sie 
noch als konstant ansehen kann. Je nachdem, wie man uber diese 
Frage entscheidet, wird der Bereich der konstanten statistischen 
Verhaltniszahlen weiter oder enger gezogen. 

Nun ist es aber nicht allein die Grolle der Schwankungen, es ist 
auch ihre Form, die in Betracht kommt. Wenn die Veranderungen 
in einer Reihe von Verhaltniszahlen zwar gering sind, aber sich 
deutlich ergibt, dall diese Zahlen fortwahrend ab- oder zunehmen, 
so wird man ungern diese Zahlen als konstant betrachten, viel
mehr springt eine bestimmte Anderungstendenz so deutlich in die 
Augen, dall man sie nicht ignorieren kann und deshalb von einer 
nsystematischen Anderung" sprechen mull. Anders ist es, wenn 
wenigstens fUr den ersten Anblick regellos Zu- und Abnahme mit
einander wechseln·. Dann erkennt man keine bestimmte Ande
rungstendenz und man ist vielmehr geneigt, von einer gewissen 
Konstanz in den Verhaltniszahlen zu sprechen. 

Es ist allerdings zu bemerken, da13 solche blo13 regellose 
Schwankungen verhaltnisma13ig selten sind und da13 die Aufgabe 
der Statistik im allgemeinen eher darin besteht, die systematischen 
Anderungen in den Zahlenreihen zu finden, als die Faile heraus
zugreifen, in denen solche Anderungen fehlen. Zweifellos aber kann 
man, auch wo offenbar systematische Anderungen vorhanden sind, 
falls sie in gewissen engen Grenzen bleiben, immer noch die Frage 
aufwerfen, wie es denn kommt, da13 man nur so geringe An de
rungen findet, wahrend man von vornherein doch auf viel grollere 
Schwankungen gefallt sein mullte. Wenn sich jedes J ahr eine 
ziemlich gleichbleibende Zahl von Gestellungspflichtigen durch 
Selbstverstummelung dem Militardienst zu entziehen sucht, so ist 
dies eine Tatsache, auf die man von vornherein nicht gefallt sein 
kann. Man konnte sich doch ebensogut denken, da13 es in einem 
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Jahr viermal oder zehnmal so viel wie in einem anderen sind, denn 
es bes.teht ja gar kein ursachlicher Zusammenhang zwischen den 
Ergebnissen del' einzelnen Jahre. \Vas im einen Jahre geschehen 
ist, laJ3t sich nicht im geringsten iibertragen auf das, was im 
nachsten Jahre geschehen wird. Es kommen ganz neue Person en 
in Betracht, die mit den im Vorjahre Beobachteten in keinerlei 
Beziehung stehen. Jeder einzelne handelt fiir sich, unabhangig 
und meist ohne Kenntnis von den iibrigen. Aile Versuche zur 
Erklal'ung der geringen Vel'anderlichkeit statistischer Verhaltnis
zahlen, die bisher gemacht sind, schein en mil' denn auch nicht 
das erstrebte Ziel zu erreichen. Meistens werden folgende Gesichts
punkte hervorgehoben: Wenn z. B. jedes J ahr ungefahr derselbe 
Bruchteil der Menschen durch Selbstmord aus dem Leben scheidet, so 
liege dieses daran, daJ3 un tel' den lebenden Individuen ein gewisser 
Prozentsatz in bestimmter Weise krankhaft veranlagt ist, und 
durch eine Reihe von Umstanden, die fast immer in del' gleichen 
Weise vorhanden sind, vermoge ihrer krankhaften Veranlagung 
zum Selbstmord getrieben wird. Diese Erklarung klingt an sich 
durchaus annehmbar. Man mu/3 schon etwas naher zusehen, urn 
zu erkennen, da/3 sie in Wirklichkeit gar keine Erklal'ung im Sinne 
einer ZuriickfUhrung auf leichter zu dUl'chschauende Tatsachen ist. 
Wir konnen namlich zunachst fragen: Wie kommt es denn, dall ein 
bestimmter Prozentsatz del' lebenden Individuen eine krankhafte 
Neigung znm Selbstmol'd besitzt? Selbst welln diese Neigllng in 
allen Fallen von den EItel'll auf die Kinder iibel'gillge und nul' 
auf diese Weise zustande kame, so dall immer die Kinder del' zum 
Selbstmord veranlagten Personen und nul' diese die gleiche N eigung 
besitzen, selbst dann bliebe noch zu erklarell, wie es kommt, da/3 
von eiller Gruppe Menschen, die einen bestimmten Prozentsatz del' 
Bevolkerung ausmacht, auch die Nachkommen immer wieder ange
nahert denselben Prozentsatz del' Bevolkerullg ausmachen, was ja 
durchaus nicht selbstverstandIich ist, da die Anzahl del' Kinder 
von einem Ehepaar zum anderell erheblich wechselt, auch die 
so veralllagtell Personen nicht immer zur Heirat gelangen, und 
schlieLllich bleibt auch zweifelhaft, wenn nul' eines del' Eltern die 
Anlage besitzt, ob dann das Kind sie wieder erbt, denn wenn das 
immer del' Fall ware, miiJ3te ja die Anzahl del' so disponierten 
Personen rapid zunehmen. Eine eigentliche Erklarung ist so 
schon bei diesel' Annahme nicht gegeben, und noch viel weniger, 
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wenn die Veranlagung zum Selbstmord auch durch andere uns un
bekannte Umstande bei del' Zeugung odeI' im Verlauf del' Ent
wickelung zustande kommen kann. Endlich la1.lt sich nicht einmal 
behaupten, da13 in allen Fallen derSelbstmord auf einer bestimmten 
Veranlagung beruhe, durch eine Reihe besonderer Pmstande, ins
besondere den wirtschaftlichen odeI' moralischen Zusammenbruch, 
kann miiglicherweise auch ein normal veranlagter Mensch zum 
Selbstmord getrieben werden. Namentlich ist ja bekannt, da1.l 
Liebespaare, ohne daf.l beide Teile zum Selbstmord pradisponiert 
sein mussen, durch die erotische Stimmung zum Selbstmord ge
bracht werden. Alles das sind Umstande, die sich von vornherein 
nieht abwagen lassen. Man kann in allen Fallen nul' dieselbe 
Behauptung wiederholen, es befinde sieh in del' mensehliehen Ge
sellsehaft von den un tel' den versehiedenen Einwirkungen stehenden 
Individuen imm·er angenahert ein bestimmter Prozentsatz. Da
dureh wird abel' die eigentliehe Tatsaehe del' Unveranderliehkeit 
nieht erklart, sondern nul' fortgesetzt behauptet. GewiJ3 kiinnen 
wir behaupten, es befinde sieh in del' Gesellschaft immer angenahert 
derselbe Prozentsatz von unglueklichen Liebenden odeI' bankerotten 
Existenzen, abel' wie dieses wiederum zu erklaren sei, dafur fehIt 
uns ebensosehr jede Handhabe wie fur die ursprungliche Frage. 
Das anfiingliche Problem wiederholt sieh immer aufs neue. 

Auch die Berufung auf eine durchgehende GesetzmiWigkeit, 
die in del' mensehlichen Gesellschaft ebenso wie in del' Natur 
walten musse, erklart gar nichts, ebensowenig wie derVergleich 
mit den die Ordnung im Staat herstellenden Gesetzen 1). Aller
dings ist es nicht ganz so, wie Windelband (Die Lehren yom 
Zufall, Inauguraldiss., Giittingen 1871, S. 47) sagt, daJ3 ein natur
wissenschaftliches Gesetz nul' da vorliege, wo sieh ge n au dasselbe 
numerische Verhaltnis herausstellt. Denn aIle Beobachtung zeigt 
wegen del' unvermeidlichen Beobaehtungsfehler und wegen del' 
stets wirksamen stiirenden Nebenerscheinungen nie die genaue, 
sondern immer nul' die angenaherte Erfullung des Gesetzes. Wir 
kiinnen abel' uberhaupt nicht von einer naturgesetzlichen Erklarung 
reden, wo nul' in einem bestimmten Bruchteil del' in Betraeht 
kommenden Falle ein bestimmter Erfolg eintritt. Das Wesen del' 

1) Vgl. Ad. Wagner, Die GesetzmaLligkeit in den scheinbar will
kiirlichen menschlichen Handlungen. Hamburg 1864. 
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N aturerkHirung ist namlich, da13 wir mit einer Erscheinung immer 
eine andere Erscheinung verkniipft finden. Wenn wir daher die 
Erklarungsweise der N aturwissenschaft beibehaIten wollen, so 
miissen wir die wirklich beobachteten Tatsachen derart erganzen, 
da13 wir in allen Fallen, wo bestimmte Voraussetzungen erfiiIlt 
sind, auch einen bestimmten Erfolg erhalten. Wir fiigen daher 
zu den konstanten Bedingungen, die in allen Fallen gleichmailig 
erfiillt sind, variable Bedingungen hinzu, die den Erfolg im ein
zelnen FaIle entscheiden. Nehmen wir z. B. die Kindersterblichkeit 
wahrend der ersten Lebensmonate. Wir konnen dann sagen, da13 
der Tod der Kinder aus ihrer geringen Lebensfahigkeit folgt. Wir 
teilen also den Kindern bei ihrer Geburt eine verschiedene Lebens
kraft zu, nachder sich ihre Lebensdauer bestimmt. Es gehen aber 
die Kinder nicht ein, wie ein .Lichtstummel verloscht, wenn er ab
gebrannt ist, sondern es tritt immer, wenn sie sterben, eine au13ere 
Ursache hinzu, die auch ausbleiben kann. Ob und wann das ge
schieht, dafiir fehlt uns jede Kontrolle. Wir sind also auch hier darauf 
angewiesen, blo13 zu sagen: unter den Kindern mit schwacher 
Lebenskraft werden mehr sterben, als unter den kraftigen Kindern. 
Selbst das aber kann zweifelhaft erscheinen, denn es konnte doch 
auch einmal gliicken, da13 die schwachlichen Kinder besser davon
kommen wie die kraftigen. Wie es aber zustande kommt, da13 
einzelne Kinder lebensfahig sind, die anderen nicht, dariiber 
konnen wir nie etwas Bestimmtes sagen. Gewi13 konnen wir eine 
Reihe von Umstanden angeben, die auf die Lebenskraft des Kindes 
Einflull haben: der Ernahrungszustand der Mutter wahrend der 
Schwangerschaft, die physische Beschaffenheit der Eltern usw., 
aber nie finden wir Umstande, unter denen in keinem FaIle oder 
in jedem FaIle das Kind lebenskraftig ist. Ebenso iibt natiirlich 
auch die Sauglingspflege ihren Einfluf3 auf die Sterblichkeit der 
Kinder aus, aber wir konnen wiederum nicht sagen, da13 ein 
schlecht gepflegtes Kind, wenn es von Geburt an schwach war, 
immer, und ein gut gepflegtes Kind, wenn es der Anlage nach 
kraftig ist, nie stirbt. Die durchgangige Verbindung zweier' Tat
sachen, die das We sen der Erklarung in der Naturwissenschaft 
ausmacht, findet also nicht statt, wenn wir bloil allgemein von 
der Lebensfahigkeit oder Lebensmoglichkeit sprechen und nicht 
auf aIle besonderen Umstande ei~gehen, die im einzelnen FaIle 
den Tod des Kindes herbeigefiihrt haben. Nicht anders ist es mit 
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dem Geschlechtsverhaltnis der Geborenen,das zu den konstantesten 
Verhaltniszahlen der Statistik gehOrt. AIle beobachtbaren Um
stande reichen nicht aus, um das Geschlecht des geborenen Kindes 
mit Bestimmtheit angeben zu konnen. Allerdings knupft sich 
gerade an dies en Fall eine allgemeine Erklarung an, welche die 
Geschlechtsbestimmung auf elementarere Vorgange zuruckfuhrt. 
Man nimmt namlich an (vgl. Lexis, Abhandlungen zur Theorie der 
Bevolkerungs- und Moralstatistik, Jena 1903, S.94), daJ.\ schon die 
Keimzellen, seien es allein die weiblichen oder auch die mannlichen, 
geschlechtlich bestimmt seien und das in ihnen angelegte Ge
schlechtsverhaltnis auch in dem Geschlechtsverhaltnis der Geburten 
zutage tritt. Der Fall, der hier vorlage, wenn diese Etklarung 
richtig sein sollte, la13t sich durch folgendes Bild veranschaulichen. 
lch habe in einer Tonne Bohnen und Erbsen gemischt und gut 
durcheinandergeruhrtj ich greife nun mit einem kleineren Gefii..B 
eine gewisse Menge aus der Mischung hera us, dann behaupte ich, 
daJ.\ die Mischung in der herausgegriffenen Probe dieselbe sei wie in 
dem ganzen Gefit13. Diese Tatsache wird auch aJlgemein als richtig 
anerkannt. W 0 im Handel Mischungen (etwa von zwei Kaffeesorten) 
hergestellt werden, verIallt man sich darauf, da13 das Verhaltnis der 
gemischten Substanzen in jed em Teil dasselbe sei wie im ganzen. 
Wenn wir an der Richtigkeit der Tatsache aber auch nicht zweifeln, 
so fehlt uns doch eine kausale Erklarung dafUr. Wir konnen die 
Tatsache auffassen als ein Axiom, was hei13t, dall wir sie nur ala 
richtig annehmen, aber auf ihre Erklitrung verzichten. Doch bedeutet 
der Verzicht auf eine kausale Erklarung immer noch nicht den 
Verzicht auf eine erkenntnistheoretische Erklarung. Auch die 
Geometrie nimmt ja eine Reihe von Axiomen als unbewiesene 
Tatsachen an, aber die Erkenntnistheorie setzt gerade bei dies en 
Axiomen ein und sucht ihr Zustandekommen und ihre Bedeutung 
zu erklaren. 

So geht es auch hier. Wir fUhlen das Bedurfnis, eine Erklii.rung 
dafUr zu suchen, wie diese Tatsache, die wir kausal nicht als hin
reichend erkliirt ansehen konnen, in Wirklichkeit zustande kommt. 
1m Grunde ist es nun folgende Anschauung, die haufig Platz 
greift. Da die natiirliche Erklarung aus regelmalligen Verknup
fungen bestimmter Erscheinungen versagt, greift man zu einer 
ubernatu~lichen Deutung. Man denkt sich eine Art ausgleichender 
Gerechtigkeit, die das Gleichma13 herstellt. Wie, das konnen wir 
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freilich nicht sagen. Wir miillten uns denn kleine Damonen denken, 
die darauf wirken, den Ausgleich herzustellen, die z. B. bei der Be
fruchtung die mannlichen und weiblichen Keimzellen in dem ge
horigen Verhaltnis zur Geltung bringen, die also untereinander im 
Verkehr stehen und gegenseitig ihre Tatigkeit regulieren, die auch 
fiir die richtige Verteilung der Krankheitskeime sorgen und da
durch die gehOrige Anzahl Kinder sterben lassen, usw. Wem diese 
Erklarung reichlich phantastisch scheint, der moge sich klar machen, 
dall es schwer einzusehen ist, wie man ohne die Annahme solcher 
iibernatiirlicher Regulative eine Erklarung erzielen kann. Man 
mull eben bedenken, dall der eine Fall mit dem anderen auJlerlich 
in gar keiner Beziehung steht. J ede solche Beziehung, wie sie z. B. 
bei der Kindersterblichkeit durch eine Epidemie gegeben ist, wiirde 
im Gegenteil den Ausgleich verhindern, durch sie wiirde sich ja 
die normale Sterlichkeit erhohen. Wir diirfen also keine kausale 
Beziehung zwischen den einzelnen Fallen annehmen. Wie Bollen 
wir sie dann miteinander in Verbindung bringen? Welchen Grund 
hahen wir, anzunehmen, daJl wenn ein Ereignis, z.B. ein Ver
brechen wie Diebstahl oder Notzucht, wahrend eines Jahres in 
Deutschland eine gewisse Anzahl Male eingetreten ist, daJl es dann 
im nachsten Jahre zwar nicht genau, aber doch ungefahr ebenso
oft eintreten wird. GewiJl konnen wir rechnen, daJl wir in Deutsch
land eine gewisse Anzahl zu dem Verbrechen disponierte Personen 
haben, aber da diese Personen doch das Verbrechen nicht jedes 
Jahr ausfiihren, so ist gar nicht abzusehen, warum nicht ein Jahr 
zufallig frei bleiben solI. Wenn Hinz das Verbrechen nicht aUB
fiihrt, so ist das gar kein Grund fiir Kunz, seinerseits das Ver
brechen zu begehen. Und doch widerstreitet die Annahme einer 
groLlen U nregelma1ligkeit in solchen statistischen Verhaltniszahlen 
durchaus unserem Empfinden. "Wenn in einem Lande", sagt Lexis 
(a. a. 0., S.98), "in einem Jahre 1000 Unterschlagungen statt
gefunden haben, so ist nicht zu erwarten, daI3 dieses Verbrechen 
im anderen Jahre gal' nicht und wieder in anderen J ahren in 
10000 Fallen vorkommen werde". "In einer groI3en Bevolkerung 
sind fortwahrend", fiigt er zur Erklarung hinzu, "aUe Abstufungen 
zwischen Arm und Reich vorhanden, ebenso aIle Arten von Ge
schaftsbeziehungen und Amts- und Dienststellungen, die zu einem 
solchen Verbrechell Veranlassung geben konnen, ferner werden 
immer wieder viele Person en von wirtschaftlichen Schwierigkeiten, 
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Verlegenbeiten und Notstanden betrofl'en, aucb sind Leicbtsinn, 
Gewissenlosigkeit, Verschwendungssucbt und andere uble Eigen
scbaften stets in mannigfaltigen Graden verbreitet, und so trefl'en 
denn auch immer wieder die Bedingungen, die zu dem genannten 
und anderen Verbrechen und Vergehen gegen das Eigentum fuhren, 
in einer Anzahl von Fallen zusammen." Das ist alles gewiJl richtig, 
aber unter allen diesen Urns tan den ist kein einziger, der mit Not
wendigkeit zu dem Verbrechen fuhrt, und wir kennen deshalb auch 
durchaus nicht einsehen, warum mit Notwendigkeit oder nur mit 
einer gewissen Sicherheit anzunehmen ist, dal3 die Schwankungen 
in der relativen Haufigkeit des Verbrechens unter einer bestimmten 
Grenze bleibt. l'Ian kann vielleicht sagen: vom sozialwissenschaft
lichen Standpunkt ist alles klar, nur vom erkenntnistheoretischen 
Standpunkt liegt ein Problem vor. Es ist aber kein Zweifel, dall 
dieses Problem, auch wenn wir dafUr keine bestimmte Antwort, 
sondern nur eine feste Fragestellung finden, von der greJHen Be
deutung ist. Denn auf der Tatsache, urn deren Erklarung es sich 
hier handelt, beruht ja uberhaupt die Meglichkeit eines wirtschaft
lichen und staatlichen Lebens. Sonst wurde alles durcheinander 
geraten. In einem Jahre wurde der Stand der Unschuld herrschen, 
im Jahre darauf ware keiner seines Lebens und seines Eigentums 
sicher. Die Bevelkerung warde sich nicht gleichmal3ig verteilen, 
in einem Jahre warden fast gar keine, im anderen zu viel Kinder 
geboren werden, einmal wurde es an Arbeitskraften feblen, dann 
waren sie wieder im -ober£1ul3 da und nabmen sich das Brot weg. 
Da aber nicht blol3 die vom menschlichen Willen abbangigen 
Vorgange, sondern auch die Ereignisse der Natur auf einem 
statistischen Ausgleich beruhen, so wurde die Verwirrung sich 
immer weiter haufen. Wahrend jetzt, von einzelnen MiLlernten 
abgesehen, Jahr fUr Jahr genugend Nahrung far aIle emporwachst, 
wurden dann die fetten und mageren Jahre regellos wechseln, ein
mal wurde die Nahrung verderben und das andere Mal warden 
die Menschen Hungers sterben. So warde aIle Ordnung und 
Sicherheit verloren gehen, aIle menschliche Fursorge wurde un
meglich gemacht, der Mensch kennte nur stumpfsinnig in den 
Tag hineinleben und damit mu13te aIle Kultur erleschen. "Vir sehen 
daher, wie alles von diesem Ausgleich abhangt, fUr den wir im 
strengen Sinne des Wortes, namlich im Sinne eines unverbruchlichen 
ursachlicben Zusammenhanges, doch keine Erklarung geben kennen. 
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Die Annahme eines sol chen Ausgleichs erweist sich schon in 
den elementarsten Naturerscheinungen als notwendig. Auf ihm 
beruht z. B. der sogenannte zweite Hauptsatz der Warmetheorie, 
der aussagt, daLl Warme nicht von selbst yom kalteren zum 
warmeren Rorper iibergeht. Gerade fiir diesen Fall hat schon 
~I a x well darau! hingewiesen, da/3 die logische N otwendigkeit des 
Ausgleichs nicht einzusehen sei. Dieser zweite Hauptsatz ist nicht 
ein Naturgesetz wie andere, er hat nur die Bedeutung einer An
nahme, der wir uns nicht entziehen konnen; diese Annahme ist 
im Grunde dieselbe, die auch die Grundlage aller wirtscha!tlichen 
Regelmalligkeit bildet. 

Die Annahme scheint so natiirlich, so unausweichlich, daLl man 
naturgemaB trachtet, sie auch als selbstverstandlich zu erweisen. 
Dieser an sich durchaus begreifliche Trieb hat sich auch bei den 
Annahmen gezeigt, welche die Geometrie machen muLl, ohne sie 
weiter beweisen zu konnen. So hat es lange gedauert, ehe man 
das bekannte Parallelenaxiom (wonach es in einer Ebene durch 
einen Punkt auLlerhalb einer Geraden nur eine Gerade gibt, welche 
die erste Gerade nicht schneidet) als das erkannte, was es ist, als 
eine unbeweisbare Annahme. Vorher glaubte man immer, nach 
einer Erklarung oder einem Beweise fiir eine Tatsache suchen zu 
miissen, die yom Standpunkte des reinen Denkens so merkwiirdig 
scheint und au! die unsere Anschauung uns doch gleichsam von 
selbst hinfiihrt. 

Ahnlich liegt del' Fall auch hier. Die AnIlahme einer durch
gangigen RegelmaBigkeit in den Massenerscheinungen wurzelt so 
tief in uns, daB wir sie uns unmittelbar begreiflich zu machen, 
sie uns zu erklaren suchen. Zu einer solchen Erklarung haben 
viel die besonderen Massenerscheinungen beigetragen, die wir aus 
den Gliicksspielen ableiten. Diese Massenerscheinungen sind zum 
groLlen Teil nicht wirklich beobachtete Erscheinungen, sonderu 
bloLle Gedankenexperimente. Man denkt sich z. B., es werde ein 
Wiirfel sehr oft geworfen, tausende von Malen, ohne es wirklich 
auszufiihren, und urteilt dann ohne weiteres, es werde jede der 
sechs Seitenflachen des Wiirfels hierbei annahernd gleich oft oben 
zu liegen kommen. Lassen wir es einmal dahingestellt, inwieweit 
ein solches Gedankenexperiment mogIich ist, inwieweit der SchluB 
berechtigt ist: "Es laBt sich absolut nicht einsehen, warum eine 
Seitenflache ofter als die andere oben zu liegen kommt, und des-
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halb kommen sie aIle gleich oft oben zu liegen". Nehmen wir die 
Tatsache ohne weiteres als richtig an, so wiirde aus ihr allerdings 
mit Sicherheit folgen, daLl, wenn wir jetzt drei Seiten del' Wiidel 
weiLl und die anderen drei rot anstreichen, in del' Halfte del' 
vorkommenden FaIle eine weiLle Seite oben zu liegen kommt. 

Windelband, del' (a. a. 0.) mit Recht entschieden davor warnt, 
die gleichbleibenden Verhaltniszahlen derStatistik als eine Gesetz
ma/3igkeit auf den einzelnen Fall zu iibertragen, und ebenso ener
gisch zuriickweist, daLl ein mochanischer Ausgleich zwischen den 
einzelnen Fallen zustande kommt, da das Resultat eines Falles 
auf das Resultat del' anderen FaIle keinen EinfiuLl ausiibt, gibt 
doeh den konstanten Bedingungen del' Ereignisse eine Bedeutung, 
die iiber die Grenzen des ErfahrungsmaLligen hinausgeht, wenn 
er sagt: »Je Of tel' man die konstanten Bedingungen in Wirksam
keit treten laLIt, desto mehr gibt man allen in denselben enthaltenen 
Mogliehkeiten Gelegenheit, sich zu realisieren, und es liegt im Be
griffe del' gleich moglichen FaIle, daLl bei einer geniigend grollen 
Anzahl von Fallen jeder Moglichkeit eine gleiche Menge von Ge,.. 
legenheiten zu ihrer Realisierung geboten wird. Wenn nun 
mehrere Moglichkeiten, weil sie daB gemeinsame Merkmal del' 
gunstigen FaIle haben, als eine Moglichkeit angesehen werden, 
so werden die dieser Moglichkeit gebotenen Gelegenheiten del' 
Realisierung eine Summe darstellen, in welcher die jeder einzelnen 
Moglichkeit gebotene Anzahl von Gelegenheiten so oft enthalten 
ist, als jene angenommene Moglichkeit einzelne Moglichkeiten unter 
sieh begriff. Wenn man, urn das obige erste Beispiel wieder an
zuwenden, fortwahrend mit dem Wiirfel spielt, so werden, da die 
Moglichkeit weiLl zu weden drei Moglichkeiten unter sich begreift, 
dieser Moglichkeit dreimal soviel Gelegenheit zu ihrer Realisierung 
geboten, als jeder einzelnen anderen Moglichkeit. So wird bei ge
steigerter Menge von Fallen allmahlich daB numerische Verhaltnis 
del' \Viederholungen, in den en die einzelnen FaIle auftreten, dem
jenigen der Moglichkeiten mehr und mehr gleichkommen, und es 
werden sich in der Summe von Fallen die konstanten Bedingungs
verhaltniBse mehr und mehr alB die Verhaltniszahlen del' Wieder
holungen geltend machen." 

In dieser Erklarung steckt unverhiillt der alte Begriff del' 
Moglichkeit als eines potentiellen Seins, dem die Gelegenheit go
boten werden kann, sich in die Wirkliehkeit zu iibertragen, das 
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aber auch nicht in die Erscheinung treten kann. Das einzelne 
Ereignis ist eine solche Gelegenheit zur Verwirklichung. DaG 
diese Gelegenheit in einem bestimmten Bruchteil der vorkommen
den Falle ergriffen und in den ubrigen verschmaht wird, liegt 
wohl in dem Charakter der Moglichkeit. Die Moglichkeit begreift 
sozusagen einen gewissen Prozentsatz Wirklichkeit in sich, auf 
den sie ihrer Besonderheit gemaG eingestellt ist und dem sie zu
strebt, wie ein Mensch die sich ihm bietenden Gelegenheiten zu 
essen, zu schlafen oder zu red en in einem bestimmten Malle benutzt. 

Statt der Moglichkeiten, die sich in einem gewissen Bruch
teil der FaIle verwirklichen, kann man auch Ursachen setzen, die 
nur in demselben Bruchteil der Falle wirksam werden, ohne daJl 
irgend ein Grund anzugeben ist, warum sie einmal wirken und 
einmal nicht, oder man kann auch an Ursachen denken, die ver
schieden wirken, ohne dall diese Verschiedenheit irgend welche 
RegelmaGigkeit zeigt. Dieses ist die Auffassung, welche die Ur
sachen in zwei Arten, konstante und zufallige, zerlegt und danach 
das "Gesetz der groJ3en Zahlen" begrundet. So hat es Poisson 
eingefuhrt (Note sur la loi des grands nombres, Comptes Rendus 
de l'Academie des Sciences, Bd.2, Paris 1836). Nach ihm besteht 
es darin, daJ3, "wenn man sehr groJ3e Anzahlen von Erscheinungen 
derselben Art beobachtet, welche von konstanten und von unregel
mallig veranderlichen Ursachen abhangen, die aber nicht progessiv 
veranderlich sind, sondern bald in dem einem und bald in dem 
anderen Sinne wirken, man zwischen diesen Zahlen Verhaltnisse 
findet, welche fast unveranderlich sind. Diese Verhaltnisse haben 
bei jeder besonderen Art von Erscheinungen einen speziellen Wert, 
welchem sie sich immer mehr nahern, je groJ3er die Anzahl der 
beobachteten Erscheinungen wird, und welchen sie in aller Strenge 
erreichen wurden, wenn die Reihe der Beobachtungen ins Unend
Hche fortgesetzt werden konnte" (Recherches sur la probabilite des 
jugements, Paris 1837, deutsch von Schnuse unter dem Titel 
Lehrbuch der Wahrscheinlichkeitsrechnung, Braunschweig 1841). 

Diese Formulierung wird uns noch klarer verstandlich, wenn 
wir die entsprechende Stelle in Lap lac e s Philosophischem Ver
finch uber die Wahrscheinlichkeiten (Paris 1814, als Einleitung 
zu seinem groJ3en Werke Theorie analytique des probabilites) 
nachschlagen. Es heiJ3t dort: "Inmitten der veranderlichen und 
unbekannten Ursachen, die wir unter der Bezeichnung Zufall zu-
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sammenfassen und die den Gang der Ereignisse ungewiLl und un
regelmaLlig machen, sehen wir in dem MaLle, wie sie an Zahl zu
nehmen, eine auffallende RegelmaLligkeit auftauchen, die einen 
planmaLligen Eindruek macht und die man oft als einen Beweis 
fiir die gottliche Vorsehung angesehen hat. Aber wenn man 
genauer zusieht, erkennt man bald, daLl diese RegelmaLligkeit nul' 
die Entfaltung der Moglichkeiten fUr die versehiedenen Einzel
ereignisse bedeutet, die um so Ofter eintreten miissen, je wahr
scheinlicher sie sind. Denken wir uns z. B., daLl man aus einer 
Urne, die schwarze und weiLle Kugeln gemischt enthalt, sehr oft 
hintereiIiander eine Kugel zieht und sie jedesmal wieder zuriick
legt. Das Verhaltnis der gezogenen schwarzen und weiLlen Kugeln 
wird dann meist erst sehr unregelma1.lig sein, aber die verander
lichen Ursachen, denen diese Unregelma1.ligkeit entspringt, bringen 
abwechselnd giinstige und ungiinstige Wirkungen auf den regel
ma1.ligen Gang der Ereignisse Lervor und lassen, indem sie sich 
bei einer gro1.len Anzahl von Ziehungen zerstoren, mehr und mehr 
das Verhaltnis der in der Urne enthaltenen sehwarzen und weill en 
Kugeln hervortreten.« 

Diese A uffassung von Lap I ace ist in der philosophischen 
Literatur haufig aufgenommen worden. So sagt z. B. ganz in 
diesem Sinne W. Wundt in seiner Logik: "Die Annahme des 
Zufalls schlie1.lt stets eine bestimmte objektive Bedingung ein. 
Diese Bedingung besteht darin, da1.l die zufalligen Abanderungell 
eines Ereignisses in einer unendlich gro1.len Anzahl von Fallen sieh 
aufheben mussen. Jede konstante, nicht sich ausgleichende Ab
weichung von dies em Werte gilt nicht mehr als ein Werk des Zu
falls, sondern als die Wirkung bestimmter Ursachen, deren Er
mittelung ein Problem der wissenschaftlichen Forsohung ist. 1m 
strengsten Sinne gilt nur derjenige Teil einer individuellen Schwan
kung als Zufall, welcher sich der Elimination fugt. Die zufalligen 
Abweichungen sind jeder kausalen Untersuchung entzogen. Denn 
da wir Ursachen nur aus ihren Wirkungen erschlie1.len und an 
ihnen messen konnen, so sind diejenigen Ursa chen , deren Wir
kungen sich permainent ausgleichen, unerforschhar; gliicklicher
weise bedurfen sie eben auch wegen dieser Ausgleichung keiner 
Untersuchung. " 

Was gegen die zuletzt angefuhrten Erklarungsversuche ein
gewendet werden mu1.l, ist wiederum, dail, wenn wir von Ursachen 
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sprechen, die im Einzelfalle den Erfolg bestimmen, und behaupten, 
im Wesen dieser Ursachen liege ein gegenseitiger Ausgleich durch 
eine geheimnisvolle Beziehung zwischen ihnen, wir sozusagen diese 
Ursachen beleben. Wir deuten sie nach Analogie lebender We sen, 
die zueinander in Beziehung treten konnen, die ihr Wirken gegen
seitig regulieren und mit Absicht durch ihr Zusammenwirken einen 
bestimmten Zustand herbeifiihren. So unwissenschaftlich eine 
solche Auffassung auch scheinen mag, so verbreitet ist sie selbst 
unter den scharfsten Denkern und so stark hat sie sich im Sprach
gebrauch festgeheftet. So behauptet auch z: B. Sigwart in seiner 
Logik: "In den Fallen des Wiirfelns z. B. wissen wir, sei es 
aus der Beschaffenheit der Ursachen, welche die einzelnen Falle 
verwirklichen, sei es aus der Erfahrung, daJl in einer groJleren 
Anzahl von Fallen die einzelnen Wiirfe annahernd gleich haufig 
auftreten, daJl die realen Ursachen, welche die bestimmten Wiirfe 
herbeifiihren, in der Weise abwechseln, daJl sie keinen Wurf 
vor den anderen bevorzugen." Ahnlich sagt Friedrich Albert 
Lange in seinen Logischen Studien: nEs ist a priori und nach 
Analyse aller Erfahrung anzunehmen, daJl die unbekannten und 
in der Rechnung fehlenden Umstande dem Ergebnis e ben s 0 

lei c h t g ii n s t i gal sun g ii n s ti g s e ink 0 nne n. " Wie dies 
a priori anzunehmen sein solI, ist mir unverstandlich. In volliger 
Allgemeinheit ist der Satz ja nicht einmal richtig. Es wiirden 
durch ihn besondere Ereignisse herausgegriffen werden, bei denen 
wir in einem bestimmten eng umgrenzten Sinne von Zufall sprechen 
konnen. Wir wiirden eben definitionsmallig von Zufall dann 
reden, wenn bei verschiedenen ErmiUelungen der relativen Haufig
keit eine Abweichung nach der einen Seite ebensooft eintritt, wie 
eine gleich groJle Abweichung nach der anderen Seite. Gemeint 
sind aber wohl nicht die wirklich resultierenden Abweichungen, 
sondern die elementaren A bweichungen, die jeder einzelnen del' 
wirkenden Ursachen zuzuschreiben sind. DaJl die unbekannten 
Umstande dem Ergebnis ebenso leicht giinstig als ungiinstig sein 
konnen, lieJle sich dann soauffassen, daJl die elementaren Ab
weichungen, die jeder einzelne dieser Umstande in der relativen 
Haufigkeit hervorrufen wiirde, sich symmetrisch um einen Mittel
wert gruppieren. Wir werden spater sehen, wie diese Annahme 
rechnerisch zur Geltung kommt. Sie bedeutet in der Tat, daJl die 
entstehenden Schwankungen im Gesamtergebnis durchaus den 
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Charakter des Zufalligen haben. Sehen wir uns die Sache aber 
etwas naher an! N ehmen w:ir z. B. den Fall einer Knaben
oder Madchengeburt, so diirfen wir nicht etwa die Umstande, 
die das Geschlecht des Kindes bestimmen, als gleich giinstig 
einer Kna ben - wie einer Madchengeburt ansehen, denn das Ver
Mltnis der Knaben- und Madchengeburten ist nicht das der 
Gleichheit. Es wiirden als solche Umstande vielmehr nur die 
U rsachen in Frage kommen, die ein A bweichen von einem ge
wissen normalen Wert des Verhaltnisses von Knaben- und Madchen
geburten bedingen. So gelangen wir jedoch nicht zu einer Er
klarung des Tatbestandes, denn die realen Umstande, die in Frage 
kommen konnen, wirken eben nicht auf das A bweichen von einem 
normalen Verhaltniswert im statististischen Gesamtergebnis, son
dern auf das einzelne Ereignis, die Geburt eines Knaben oder 
sines Madchens, hin. Sie gleichen sich bestimmt nicht aus in 
dem Sinne, dall sie der Geburt eines Knaben ebenso giinstig sind, 
wie der Geburt eines Madchens, vielmehr sind sie der Geburt 
eines Knaben giinstiger. 

Durch das Hineinziehen des Zufallsbegriffes wird in das 
"Gesetz der grollen Zahlen" noch ein neues Moment hineingetragen. 
Kann die annahernde Konstanz einer relativen Haufigkeit an sich 
das Symptom fiir das Wirken des Zufalls sein? Zu dieser Frage ist 
folgendes zu bemerken. Die vollige Ausgleichung tritt, wie gesagt 
wird, bei einer unendlich grollen Anzahl von Fallen ein. Sehen 
wir einmal davon ab, wieweit eine solche Bshauptung begriindet 
ist, die sich nicht auf ein bestimmtes Tatsachenmaterial bezieht, 
sondern auf ein jiber den Beobachtungen stehendes Ideal (die un
endliche Haufung der FaIle), so bleibt immer noch zu erwagen, 
was eintritt, wenn die Anzahl der FaIle nicht unendlich gro.l3 
ist. Dabei stellt es sich aber heraus, dall gerade nicht die Kon
stanz der relativen Hiiufigkeit, sondern vielmehr ihre Schwan
kungen das Bezeichnende sind. Aus der Art dieser Schwankungen 
bestimmen wir erst den Charakter des Zufalligen. Wir finden 
konstante Verhaltniszahlen, die ganz sicher nicht auf dem Wirken 
eines Zufalls, sondern viel eher auf einer festen Unveranderlichkeit 
der zugrundeliegenden Bedingungen beruhen. Das Spiel des Zufalls 
gibt sich erst da kund, wo Schwankungen auftreten und das schlie13-
Hch herauskommende Verhaltnis sicher nicht durch innerlich regu
lierende Prinzipien, die es in bestimmten Grenzen halten, bestimmt 
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ist. Wenn wir eine Miinze in die Luft werfen, so ist nieht in einer 
fiir uns erkennbaren Weise von vornherein begriindet, daJl bei einer 
groJlen Anzahl von \Viirfen beide Seiten der Miinze gleieh oft naeh 
oben zu Hegen kommen. 

Das Werfen einer Miinze ist ein besonders einfaehes Beispiel 
eines Gliieksspieles. Es seheint nun zweekmaJlig, wenn es sieh um 
die allgemeine Erforsehung der Eigenart der Ereignisse handelt, 
bei denen die versehiedenen mogliehen Ergebnisse sieh in an
nahernd gleiehbleibendem Haufigkeitsverhaltnis darbieten, falls 
man die Anzahl der beobaehteten Falle groJl genug wahlt, dann 
der Betraehtung als typisehe Ereignisse die Gliieksspiele im all
gemeinen Sinne zugrunde zu legen, wozu man aueh Lotterie
ziehungen und ahnliehes zu rechnen hat, weil bei den Gliicksspielen 
von vornherein die Art ihres Zustandekommens durehsichtig und 
klar erscheint. Mit dieser Betrachtung der Gliicksspiele haben 
wir uns jetzt also etwas naher zu befassen. 

Tim erdiug, Analyse des Zufall •. 4 
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Die Theorie der Glucksspiele. 

Die Gliieksspiele bedeuten Ereignisse, bei denen der Erfolg 
auf keine Weise vorher zu bestimmen ist. \Venn ieh mit einem 
Wiirfel wiirfele, so kann ieh vorher nieht wissen, welehe Augen
zahl faUt. reh kann aueh aus den bei einer Reihe von Wiirfen 
gefaUenen A ugenzahlen keinen Sehlu/3 darauf ziehen, welehe Augen
zahl beim naehsten Wurf fallt. AIle einzelnen Wiirfe sind von
einander unabhangig, keiner ii bt einen Einflu13 auf den anderen 
aus. Trotzdem soIl sieh ergeben, da13, wenn ieh mit einem Wiirfel 
eine gro13e Anzahl Male wiirfele, die Anzahlen Male, die die ver
sehiedenen Augenzahlen gefallen sind, in einem bestimmten Ver
haltnis zueinander stehen. Dieses Verhaltnis andert sieh nur 
unbedeutend, wenn ieh den Versueh wiederhole, indem ieh noeh 
einmal ebensooft mit demselben \Viirfel wiirfele. \Vir haben 
auf diese \Veise ein typisehes Beispiel konstruiert, in dem die an
genaherte U nveranderliehkeit bestimmter VerhaItniszahlen erfiillt 
ist. Dieses Beispiel gibt uns ein Mittel an die Hand, naher in 
die Bedeutung der Unveranderliehkeit statistiseher Verhaltnis
zahlen einzudringen. Fiir die Erkenntnis des inneren Grundes 
dieser Unveranderliehkeit gewinnen wir allerdings zunaehst niehts, 
denn was daran ratselhaft ist, bleibt ebenso ratselhaft aueh an 
diesem besonderen FaIle des wiederhoIten \Viirfelns. Die ein
zelnen Wiirfe sind voIIig unabhangig voneinander, so nebme ieh 
wenigstens an, und trotzdem sollen sie sieh bei einer gro13en An
zahl von Wiirfen in bestimmter Haufigkeit ergeben. Wie ist das 
zu erklaren? Wie kann ieh zu der Uberzeugung gelangen, da13 
ieh bei 600000 Wiirfen ungefahr je 100000 mal die einzelnen 
Augenzahlen werfe? Warum kann ieh nieht ebensogut doppelt 
so oft seehs Augen wie ein Auge werfen? Die einzelnen Wiirfe 
konnen sieh nieht untereinander regulieren, denn sie sind ja unab-
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hangig voneinander. Wenn ieh schon hundertmal seehs Augen 
geworfen habe, so hindert das nieht, daLl ieh auch noeh das 
niichste Mal sechs Augen werfe, abel' fordert es auch nicht. 

Die Unabhangigkeit del' einzelnen FaIle bei solchen Zufalls
ereignissen wie das Wurfelspiel ist allerdings keineswegs unbe
stritten. Schon d' Alem bert hat ernste Zweifel uber sie geauLlert 
(RMlexions sur Ie calcul des probabilites, Opuscules math., vol. 2, 
1761; Doutes et questions sur Ie calcul des probabilites, Melanges 
de literature, d'histoire et de philosophie, vol. 5, 1770); Es ist 
merkwurdig, dal.l diesel' Mann, del' einer der fiihrenden Geister 
del' Aufkliirung und ein ungemein scharfsinniger Kopf war, ge
rade in solchem entscheidenden Punkte so vollig anderer Meinung 
war, wie die meisten seiner Zeit- und Gesinnungsgenossen Er 
konnte sich nicht darein finden, daLl, nachdem mit einem Wurfel 
mehreremal hintereinander sechs Augen geworfen sind, nun das 
nachste Mal ebenso leicht sechs Augen sollen fallen konnen, als 
ob das Spiel erst beganne. Er konnte sich anscheinend del' Vor
stellung nicht verschlieLlen, daLl in dem naturlichen Geschehen 
gewisse regulierende Prinzipien wirksam seien, die ein UbermaLl 
nach del' einen odeI' anderen Seite hin verhuten. Die Schwierigkeit 
liegt aber in del' Vereinigung diesel' Prinzipien mit den Grund
satzen, auf den en wir sonst die Naturerklarung aufbauen. Wir 
mussen, urn ihre Moglichkeit einzusehen, entweder annehmen, daLl 
eine Macht wirksam ist, die libel' den Zwang des Kansalitats
prinzips erhaben ist, oder daLl dieses Kausalitiitsprinzip doch nicht 
allgemein gultig ist, daJ3 es gewisse Ereignisse odeI' gewisse 
Momente des Geschehens gibt, die ihm nicht unterliegen, mit an
deren vVorten, daJ3 es einen absoluten Zufall gibt, daLl abel' diesel' 
Zufall doch nicht blind ist, wie man zu sagen pflegt, sondern 
dal.l er vielmehr in bestimmter Weise gelenkt oder geleitet wird. 
Del' Ausgleich, den wir bei Zufallsereignissen beobachten sollen, 
beruht dann eben dar auf , daJ3 diese Ereignisse, die nicht dem 
Kausalitiitsgesetz unterliegen, auf eine bestimmte Verteilung der 
ResuItate hingelenkt werden, so daJ3 sie wohl im einzelnen Falle 
einen auLlergewohnlichen Erfolg oder eine beklagenswerte Zer
storung mit sich fiihren, in ihrer Gesamtheit abel' den Lauf del' 
WeIt nicht beeinflussen konnen. Eine derartige Theorie, nach 
del' das Kausalitiitsgesetz zwar eine Lucke hat, abel' diese Lucke 
durch ein anderes regulierendes Prinzip ergiinzt und so erst del' 

4* 
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wirkliche Verlauf des Geschehens zustande kommt, kann sich 
darauf berufen, daJ3 das Kausalitiitsprinzip doch auch nur eine 
Hypothese und durch die Erfahrung keineswegs vollstandig zu 
begriinden ist. 

Der Verwendung, die d'Alembert von einer solchen Theorie 
macht, urn die Tatsache des Ausgleichs zu erkIaren, sind in 
gewissem Sinne verwandt die Versuche, in der zeitlichen An
ordnung zufalliger Ereignisse eine bestimmte RegelmaJ3igkeit zu 
finden. Das Gemeinsame ist bei beiden Erklarungen, daJ3 sie die 
von der klassischen \Vahrscheinlichkeitsrechnung angenommene 
Unabhangigkeit der einzelnen Zufallsereignisse leugnet. Man kennt 
die seltsame Annahme einer "Duplizitat der Falle", daJ3 jedes 
aullergewohnliche Ereignis ein anderes von der gleichen Art, das 
an sich ebenso ungewohnlich ist, nach sich zieht. Diese Theorie, 
fiir die jeder bereit sein wird, Belege aus seiner eigenen Erfah
rung beizubringen, ist nicht bloJ3 auf die Mitteilung im person
lichen Verkehr beschrankt geblieben, durch die sonst meistens 
derartige Theorien fortgepflanzt werden, sie ist in einer etwas 
anderen Form, die hauptsachlich die allgemeine Tatsache einer 
Vergesellschaftung der Zufallsereignisse hervorkehrte, der wissen
schaftlichen Welt vorgelegt worden in der Studie von K. Marbe 
(Naturphilosophische Untersuchungen zur Wahrscheinlichkeits
lehre, Leipzig 1899). Die Behauptungen dieses Buches blieben 
natiirlich nicht ohne \Viderspruch. Zunachst wandten sich Bro m s e 
und Grimsehl in der Zeitschrift fiir Philosophie 1901 (Bd.118) 
gegen die Marbesche Theorie und ihre angebliche Begriindung, 
Mar be erwiderte darauf in der Vierteljahrsschrift fiir wissenschaft
liche Philosophie 1902, und darauf suchte noch einmal L. v. Borke~ 
witsch in dem Aufsatz iiber Wahrscheinlichkeitslehre und Er
fahrung (Zeitschr. f. Philosophie 1903, Bd. 121) nachzuweisen, daLl 
das von Marbe angefiihrte Tatsachenmaterial ebensogut auf der 
Grundlage der klassischen Wahrscheinlichkeitsrechnung seine Er
klarung fan de. N ach dieser ist ja bei dem bekannten Spiel del' 
geworfenen Miinze, wo es sich darum handelt, ob beim Herunter
fallen Kopf oder Schrift oben liegt, eine genau alternierende Folge 
von Kopf oder Schrift ebenso unwahrscheinlich, wie daJ3 andauernd 
nur Kopf oder nur Schrift falIt. Es ist also auch hiernach zu er
warten, daJ3 derselbe Erfolg haufiger mehreremal hintereinander 
eintritt, daJ3 sich also eine gewisse "Knauelung" zeigt. 
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Au.!3erdem mu.!3 hinzugefiigt werden, da.!3 es bei den hier in 
Betracht kommenden Ereignissen oft schwer ist, zu sagen, inwie
fern nicht systematische Ursachen mitspielen. Es ist bekannt, 
da.!3 man beim Schie.!3en nach einer Scheibe leicht mehrere Treffer 
hintereinander bekommt, weil die unbewu.!3ten physiologischen 
Vorgiinge beim Zielen nahezu gleich ablaufen konnen, wenn 
die Aufmerksamkeit auf einen bestimmten Punkt konzentriert 
ist, ferner ist ebenso bekannt, da.!3 jemand leichter einen Laden 
betritt, wenn er vor sich einen anderen hineingehen sieht, als 
wenn er selbst der erste ist. Alles das macht eine objektive 
'N ertung des Beobachtungsmaterials au.!3erordentlich schwierig. 
Jedenfalls ist es meines Erachtens verfriiht, an solche Beob
achtungen eine radikale Kritik der gesamten Wahrscheinlich
keitslehre anzukniipfen, wie es neuerdings O. Sterzinger (Zur 
Logik und N aturphilosophie der Wahrscheinlichkeitslehre, Leipzig 
1911) getan hat. Es mag aber vielleicht gut sein, zu bemerken, 
da.!3 die uns hier vorliegende Aufgabe von dem Phanomen der 
Kniiuelung, ob es nun vorhanden ist oder nicht, unberiihrt bleibt. 
Un sere Betrachtungen kniipfen nur an die Durchschnittswerte 
an, die sich bei gro.!3en Anzahlen von Einzelfallen herausstellen, 
nicht aber an die Gruppierung der Einzelergebnisse, die auf den 
Durchschnittswert ohne Einflu.!3 bleibt. Es fand auch Sterzinger 
bei seinen Feststellungen an gewodenen Miinzen fi.ir die Gesamt
zahlen der beiden moglichen FaIle die Verhiiltnisse 626: 606 und 
1203:1245, was dem theoretischen'Vert 1:1 so nahe kommt, 
wie es nach der Theorie zu erwarten ist. Wir benutzen demnach 
hier die Gliicksspiele nur, urn die sieh bei ihnen ergebenden 
statistisehen Ergebnisse mit den bei anderen Ereignissen ge
wonnenen zu vergleichen. Wenn wir auch nicht unmittelbar auf 
eine inn ere Gleichartigkeit aus der iiu.!3eren Ubereinstimmung der 
statistischen Ergebnisse sehlieJ3en diiden, so gewinnen wir doch 
ein Bild davon, wie solche Ergebnisse zustande kommen konnen. 

Diese Verwendung der Gliieksspiele ist nieht sieher vor Ein
wendungen, die dagegen von vornherein erhoben werden konnen. 
Die Zufallsspiele, auch die Ziehungen aus einer Urne, erscheinen 
so belanglos und geringwertig, daJ3 sie mit den Vorgangen in der 
N atur und in der mensehlichen Gesellsehaft nieht vergliehen 
werden diiden. "Welcher blasphemisehe Gedanke, den Begriff 
des Zufallsspieles auf die Allmutter Natur anzuwenden!" ruft 
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L. Goldschmidt (Die vVahrseheinliehkeitsrechnung, Versueh einer 
Kritik, Hamburg 1897) aus. Das ist wohl mehr tief empfunden 
als tief gedaeht. Eine Blasphemie gibt es nieht, wenn wir be
stimmten, ernsthaften Forsehungsgrundsatzen treu bleiben. 

Das Zufallsspiel ist uns ebensoviel wert wie die Vorgange in 
der belebten und unbelebten N atur, wenn es unsere Erkenntnis 
in einem wesentliehen Punkte fordert. 1m iibrigen ist der Ver
gleieh del' Gliieksspiele mit den Ereignissen im mensehlichen Leben 
so uralt, daD er geradezu trivial geworden ist. Schon in dern 
lateinisehen Worte sors (Los) fiir Sehieksal findet er seinen deut
lichen Ausdruek. Das Wort erklart sieh wohl daraus, daJ3 das 
Ziehen eines Loses als Orakel benutzt wurde und man das Er
gebnis eines Orakels unmittelbar zur Bezeiehnung des wirkliehell 
Ausganges benutzte. In dies em Sinne abel' bedeutet del' Vergleich 
mit dem Ziehen des Loses keineswegs die Annahme, daD die Er
eignisse des mensehliehen Lebens auf einem blo13en Zufall beruhen, 
im Gegenteil lag bei den Romern sieher die Vorstellung zngrunde, 
da13 dieselbe Macht, die die Wechselfalle des menschlichen Lebens 
unausweiehlieh bestimmt, sieh auch in del' Ziehung des Loses 
offen bart , da13 ein innerlicher Zusammenhang zwischen dem Er
gebnis del' symbolisehen Handlung und dem konkreten Ausgang, 
del' vorausbestimmt werden soUte, bestehe. 

Damit fiel fiir diese Auffassung die Schwierigkeit weg, die 
fiir uns am Anfang steht: wie weit sieh das schematisehe Bild 
del' Gliicksspiele auf die damit verglichenen Ereignisse iibertragen 
lasse. Auf den inneren Mechanismus des Geschehens werden wir 
nul' dann einen Schlu13 ziehen konnen, wenn wir uns iiberzeugt 
haben, daLl die vergliehenen Vorgange wirklich in ihren Einzel
heiten gleichartig sind. Das ware Z. B. bei dem Vergleich des 
Geschlechtsverhaltnisses mit dim Ergebnissen del' Ziehungen aus 
einer Urne del' Fall, wenn die Entscheidung iiber das Geschlecht 
eines geborenen Kindes dadurch getroffen wird, da13 von mann
lichen und weiblichen Keimzellen durch den Vorgang del' Befrueh
tung ebenso blindlings eine herausgegriffen wird, wie bei del' 
Ziehung aus einer Urne, in del' schwarze und wei13e Kugeln ge
mischt enthalten sind, blindlings eine Kugel herausgenommen win!. 
Eine solche Vergleichung del' beiden Vorgange in ihrer ganzen 
BesonJerheit ist nun abel' in den seltensten Fallen moglich. Des
halb sind wir in del' Tat auf den anderen Ausweg angewiesen, 
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nur den iiuLleren Erfolg zu vergleichen und aus seiner Gleich
artigkeit auch auf eine gewisse Gleichartigkeit des inneren Vor
ganges zu schlieLlen. Diesel' SchluLl bleibt allerdings ein kiihner 
und zweifelhafter, doch hat er immerhin eine gewisse Berechtigung. 

Worin besteht nun bei den Gliicksspielen del' iiuLlere Erfolg? 
Das erste, was sich hierbei heraushebt, ist der bei Gliicksspielen 
in der Tat beobachtete Ausgleich der Chancen bei hiiufiger Wieder
holung des Spieles. Dieser Ausgleich hat zur Folge, daLl, wenn 
die Einsiitze nicht genau den Chancen der Spieler entsprechend 
festgesetzt sind, sondern etwas mehr betragen, der den Gegenpart 
haltenden Bank mit groJJer Sicherheit ein mit der Zahl der Spiele 
steigender Gewinn zufiillt. Darauf beruhen aIle Spielbanken, und 
man wird eine Kapitalanlage in der Bank von Monte Carlo trotz 
der hohen Summen, die dort tiiglich auf dem Spiele stehen, fur 
ebenso sichel' halten wie irgend ein Staatspapier oder eine Grund
schuld. An del' Tatsache des Ausgleichs, mit anderen Worten, 
an der Tatsache, daLl nach einer sehr groLlen Anzahl von Spielen 
Gewinn und Verlust ziemlich genau den Spielchancen entsprechen, 
besteht also wohl kein Zweifel. Es fragt sich nur, ob sich fiir 
diese Tatsache eine Erkliirung finden liiLlt. 

Der erste und einfachste Versuch einer solchen Erkliirung 
trifft nun von vornherein nicht bloLl die Gliicksspiele, sondern 
aIle Ereignisse, die mit den Gliicksspielen das Gemeinsame haben, 
daJJ sie eines verschiedenen Erfolges fiihig sind, und bei denen 
man auf keinerlei Weise vorher bestimmen kann, welcher Art der 
Erfolg sein wird. Als derartige Erkliirungsversuche sind die im 
vorigen Kapitel erorterten Begriindungen fiir das nGesetz del' 
groLlen Zahlen" zu verstehen. Dieses Gesetz bedeutet ja die an
niihernde Konstanz von Verhiiltniszahlen, die bei statistischen Er
hebungen auftreten. Auch das Aufzeichnen del' Ziehungsresultate 
bei der TIrne miissen wir als eine statistische Erhebung betrachten. 

AIs bedenklich erschien uns abel' die Erkliirung, die Laplace 
und Poisson und mit ihnen viele andere fUr die Konstanz 
del' Verhiiltniszahlen gegeben haben. 'Vas sollen wir unter del' 
Entfaltung del' Moglichkeiten verstehen, auf die sich Laplace 
beruft? Wenn er mein t, daLl er durch seine Erkliirung das iiuLlere 
Wirken der Vorsehung beseitigt hat, so hat er eine innere Wirkung 
eingefiihrt, die nicht mindel' riitselhaft ist, niimlich die Entwicke
lung bestimmter Anlagen durch die 'Virklichkeit, wobei durch 
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innere regulierende Prinzipien dafiir gesorgt ist, daLl die vor
handenen Anlagen bestandig in der gleichen Weise heraustreten. 
Es ist eine Theorie der objektiven Moglichkeit, die auf diese Weise 
gegeben wird. 

Der Begriff der Moglichkeit bedeutet ja in der Tat eine solche 
vorausbestehende Anlage kiinftiger Ereignisse, deren Eintreten 
nicht gewiLl ist, die wir aber in den bestehenden Umstanden in 
gewisser Weise vorgebildet finden. Unser ganzes Leben zwingt uns 
dazu, mit solchen Moglichkeiten zu rechnen, fortwahrend Umstande 
ins Auge zu fassen, mit denen wir den Gedanken eines bestimmten 
kiinftigen Geschehens verbinden miissen, ohne deshalb sicher zu 
sein, daLl das, was wir als moglich voraussehen, wirklich eintreten 
wird. So gefant, erscheint die Moglichkeit nur in subjektiver Be
deutung. Daraus eine objektive Moglichkeit abzuleiten, liegt nahe, 
ist aber nicht ohne Bedenken. Nach der Auffassung der modernen 
Naturwissenschaft liegt die ganze Zukunft in der Vergangenheit 
und Gegenwart als notwendig begriindet. Der Verlauf des Ge
schehens wickelt sich nach dem Kausalgesetz so ab, da13, was in 
jedem Augenblick geschieht, mit Notwendigkeit geschehen muLl. 
Bei Aristoteles (vgl. insbesondere De interpretatione, Cap. X) ist 
diese Auffassung nicht vorhanden. Nach ihm braucht von zwei 
entgegengesetzten Behauptungen iiber Zukiinftiges nicht not
wendigerweise die eine falsch und die andere richtig zu sein, die 
Sache selbst ist noch . unentschieden und beide Behauptungen 
konnen als problematische, als Moglichkeitsurteile, auch in objek
tivem Sinne geIten. U e b erweg sucht in seiner Logik den aristo
telischen Gedanken mit der modernen Auffassung in Uberein
stimmung zu bringen, indem er sagt, »daLl unter den Momenten, 
von denen die Verwirklichung abhangt, nicht bloLl subjektiv durch 
unser \Vissen und Nichtwissen, sondern auch objektiv durch die 
Natur der Sache eine wesentliche Scheidung begrundet ist. Die 
Gesamtheit dieser Umstande zerlegt sich in den (inneren) Grund 
und die (auLleren) Bedingungen. \Vo nur eines davon gegeben ist, 
besteht eine reale oder objektive Moglichkeit, wo beides zusammen, 
eine reale oder objektive Notwendigkeit. In der Eichel liegt in 
dies em Sinne die objektive oder reale Moglichkeit der Entstehung 
einesEichbaumes." Diese Begriffsbildung verdankt wohl haupt
sachlich der Verlegenheit des Philosophen ihren Ursprung, der sich 
von dem Einflu13 des gro13en Begrunders seiner \Vissenschaft nicht 
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losmaehen kann und doch dem Standpunkt del' modernen Forschung 
Rechnung tragen soIl. Wenn wir den Komplex alIer U rsachen teilen 
und sagen: ein Teil del' Ursachen begrundet keine Notwendigkeit, 
so bedeutet das doch keine reale odeI' objektive Mogliehkeit, 
auch wenn die Teilung del' Ursaehen sich noeh so naturlich ergibt. 
Auch Trendelenburg sagt in seinen Logischen Untersuchungen: 
"Aus dem Samen kann ein Baum, aus dem Ei ein Tier ~erden. 
Es ist kein leeres Spiel des Gedankens. Die Mogliehkeit liegt 
gleichsam sinnlich 'vor Augen." In diesel' Formulierung ist ver
hullt, ob del' bestimmte Artikel (del' Same, das Ei) kollektiv ge
meint ist odeI' sich auf einen bestimmten Gegenstand bezieht. In 
dem ersten FaIle heillt die Behauptung nul': aus einigen Samen
kornern werden Baume, aus einigen Eiern Tiere, und das bedeutet 
nicht im eigentliehen Sinne ein Moglichkeitsurteil. Das Wort 
"moglich" bedeutet dann nul', wie F. A. Lan ge mit Recht bemerkt, 
eine sprachliche Ausdrucksweise. Sprechen wir dagegen von einem 
bestimmten Samenkorn, das wir in die Erde gelegt haben, und 
sagen: es ist moglich, dall aus diesem Samenkorn ein Baum empor
waehst, so wenden wir die gemachte allgemeine Erfahrung auf 
einen Fall an, von dem wir nieht wissen, wie er ausgehen wird. 
Das Urteil ist ein subjektives, weil wir sicherlieh nicht sagen 
konnen, es sei auch in del' Wirklichkeit unentschieden, ob aus dem 
Samen ein Baum wird odeI' nicht, abel' es ist doch objektiv be
grundet, weil wir zu diesem Urteil auf Grund bestimmter realer 
Erfahrungen gel an gen. 

Wir empfinden abel' bei einem solehen Moglichkeitsurteil das 
Bedurfnis, die Moglichkeit auch graduell zu werten. Schon Lauren
ti us Valla hebt hervor, dall jede Mogliehkeit als eine naeh bestimm
ten Graden abgestufte vVahrseheinlichkeit zu betraehten sei. Diese 
Ahstufung des Moglichkeitsurteiles ist auf zwei grundversehiedenen 
Wegen zu erreiehen. Del' eine Weg ist del', dall wir wissen, wie 
oft in einer grolleren Anzahl von beobaehteten Fallen del' Erfolg, 
den wir als moglich ins Auge fassen, unter den beobaehteten Be
dingungen eingetreten ist. Dieses Verfahren ist die statistische 
Methode. Wir werten un sere Erwartung nach dem Prozentsatz 
del' Falle, in denen del' Erfolg bereits unter den festgestellten Be
dingungen eingetreten ist. 'Vir konnen abel' aueh davon ausgehen, 
wieviele von den Bedingungen, die wir als notwendig fur das Ein
treten des Erfolges erkannt haben, sieh wirklich feststellen lassen. 
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J e mehr von ihnen erfiilIt sind, mit urn so gro13erer Sicherheit 
konnen wir auf den in Rede stehenden Erfolg rechnen. Dieses 
Verfahren nennen wir die genetische Methode. Es ist aber 
schwer zu sehen, wie wir hierbei zu einer zahlenmiiJ.ligen Festlegung 
gelangen konnen, denn alIe die giinstigen Momente, die wir kon
statieren, sind doch in den seltensten Fallen unmittelbar quantitativ 
zu werten, wahrend bei der statistisehen Methode die beobachtete 
relative Haufigkeit unmittelbar einen Anhaltspunkt fUr die quanti
ta tive Wertung des Moglichkeitsurteiles liefert. 

Deshalb erscheint aueh bei den Gliicksspielen zunachst der 
aussichtsreichere Weg nicht die genetische, sondern die statistische 
Methode. Es handelt sich dabei allerdings nicht darum, bestimmte 
relative Haufigkeiten zu beobachten und dann zur Grundlage des 
Spieles in kiinftigen Fallen zu machen, sondern man kann sich 
mit der Tatsache beglliigen, da13 sieh in gewissen Grenzen eine 
bestimmte Haufigkeitszahl und damit aueh eine bestimmte Wertung 
der Erwartung ergibt. Trotzdem ist es gerade die genetische 
Methode gewesen, die sieh bei den Gliicksspielen zunaehst durch
gesetzt hat. Sie hat der an die Glueksspiele anknupfenden Theorie 
ihren eigentumlichen Charakter gegeben, hat aber dann spater zu 
weitlaufigen Erorterungen gefiihrt, die die mehr und mehr auf
tauchenden methodischen Bedenken betrafen. Fast alle diese Er
orterungen konzentrierten sich auf die Frage, wann wir auf Grund 
der genetischen Methode zwei verschiedene Moglichkeiten als gleich 
anzusehen haben. Diese Fragestellung ist reeht zu verstehen nur, 
wenn wir die geschiehtliche Entwickelung, welche die Theorie 
genommen hat, ins Auge fassen. Diese Entwickelung ist Schritt 
fur Schritt mit innerer N otwendigkeit weiter gegangen, aber die 
Scbwierigkeiten haben sieh bei ihr immer mehr gehiiuft, bis die 
neueste Zeit den Knoten durchhauen und sieh von dem Ballast del' 
Uberlieferung einigerma13en frei gemacht hat. Den Ausgangspunkt 
bildete die Berechnung der Spielchancen beim Wiirfelspiel oder del' 
Spieleinsatze, die den Spielehancen proportional sein miissen. Hier
fiir hatte sich schon Cardano (t 1576), der ein leidenschaftlicher 
Spieler war, lebhaft interessiert und eine Sehrift De ludo aleae 
verfa13t. Zu einer mathematischen Disziplin erhob diese Betraeh
tungen aber erst Galilei (Considerazioni sopra il giuoeo dei dadi, 
Opere Vol. 3, Florenz 1718). Da13 mit drei Wiirfeln viel haufiger 
zehn Augen als drei Augen geworfen werden, war bekannt. Wie 
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aieh diese Tatsaehe aber zu einer quantitativen Bestimmung ver
dichten lieI.le, war vollig unbekannt. Da faI.lte Galilei die Auf
gabe so an, daI.l er die versehiedenen FaIle trennte, in denen eine 
bestimmte Augenzahl zustande kommt. Als einzelner Fall hat das 
\Verfen einer bestimmten Augenzahl mit dem ersten, mit dem 
zweiten und mit dem dritten Wiirfel zu geIten. Zahlt man diese 
]!'alle ab, so ergeben sieh im ganzen 216. Davon ist nul' in einem 
FaIle die Augenzahl drei, dagegen in 27 Fallen die Augenzahl zehn. 
So hat das Fortsehreiten von einer qualitativen Aussage zu einer 
quantitativen Bestimmung, das iiberhaupt das entscheidendeMoment 
an der Entwickelung aller exakten \Vissensehaft bildet, auch den 
Drsprung der Wahrscheinliehkeitsreehnung ausgemaeht. Die Ziih
lung der versehiedenen Falle beim Wiirfelspiel ist aber nur von 
Bedeutung, wenn mit den einzelnen Fallen eine gleiche Wertung ver
kniipft werden kann. Das natiirliche Gefiihl stimmt dieser Annahme 
sofort zu. Eine exakte wissenschaftliche Begri.indung dafiir zu 
finden, ist hingegen recht schwer und hat spater viel Kopfzerbreehen 
verursaeht. Galilei ging davon aus, daI.l man ohne weitere Be
griindung die Chaneen, mit einem Wiirfel die eine oder andere 
Augenzahl zu werfen, als gleich ansehen und deshalb diese sechs 
verschiedenen Moglichkeiten gleich werten kann. Es fragt sieh 
oann nur, ob daraus folgt, daI.l aueh die Chancen, bei dreimaligem 
Werfen mit einem Wiirfel hintereinander oder mit drei Wiirfeln 
zugleieh eine bestimmte Augenzahl zu werfen, bei jedem Wurf 
odeI' fiir jeden Wiirfel einander gleich sind. Das ist nun offenbar 
der Fall, denn man braueht ja nul' anzunehmen, daI.l jeder der 
Spieler hintereinander auf das Werfen einer bestimmten Augen
zahl mit jedem einzelnen Wiirfel setzt, also drei Spiele zugleich 
maeht. Nehmen wir an, del' Gewinn, den er erhoffen kann, betrage 
216 Dukaten, dann setze er beim ersten Wurf einen Dukaten. Ge
winnt er, so hat er seehs Dukaten. Diese sechs Dukaten setzt er 
wieder beim zweiten Wurf. Gewinnt er, so hat er 36 Dukatell. 
Diese 36 Dukaten setzt er beim dritten Wurf aufs neue, um 
216 Dukaten zu gewinnen. Er hat also fUr 216 einen Dukaten 
einzusetzen, und das unabhangig von den Augenzahlen, auf die er 
bei den einzelnen Wiirfen oder Wiirfeln setzt. Setzt er nun nicht 
auf bestimmte Augenzahlen bei den einzelnen Wiirfen, sOlldern 
auf eine bestimmte Gesamtaugenzahl, so bedeutet das, da.ll er 
mehrere der soeben betraehteten Spiele zugleieh macht, niimlieh so 
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viel, auf wieviel Arten sich durch bestimmte Augenzahlen bei den 
einzelnen Wurfen die fragliche Gesamtaugenzahl erreichen liWt, 
das ware also 27, wenn die Gesamtaugenzahl zehn betragt. 

In dieser einfachen Betrachtung liegt der Kern der ganzen 
Wahrscheinlichkeitsrechnung enthalten. Zugrunde gelegt wird 
eine Annahme gleicher Spielchancen, die nicht weiter begrundet 
wird und auch nicht weiter begrundet werden kann, sondern nur 
nach bestimmten Uberlegungen oder aus einem gewissen Gefuhl 
heraus plausibel scheint. Wenn diese Annahme einmal gemacht 
ist, so werden daraus andere, im aIlgemeinen ungleiche Spielchancen 
durch bestimmte Rechnungen auf Grund eines sicheren Verfahrens 
abgeleitet. Es erwies sich hierbei als zweckmaI3ig, die Spielchancen 
allgemein als Verhaltnis von Einsatz und Gewinn, d. h. weil der 
Einsatz immer kleiner als der Gewinn ist, als einen bestimmten 
echten Bruch zu bestimmen. So geschieht es z. B. bei Huygens. 
Dieser Bruch heiLlt die mathematische Wahrscheinlichkeit, und 
nach ihr ist die ganze Rechnung genannt. 

Dieser Begriff der mathematischen \iV ahrscheinlichkeit hat 
sich im Laufe der Zeit nun weiter entwickelt. Die ursprungliche 
Festlegung als Verhaltnis von Einsatz und Gewinn bringt ihn 
noch mit einem fremden Element in Beziehung, namlich einem 
Geldbetrag, der sich aus dem Bruch doch wieder forthebt. Von 
diesem fremden Element war der·Begriff zu befreien und es zeigte 
sich dabei, dal.l man nur die Frage aufzuwerfen hatte, wie man 
das Spiel auf Spielchancen, die aIle untereinander gleich sindt 
aufbauen kann. So viel solcher gleicher Spielchancen man nimmt, 
der so vielte Teil des Gewinnes istauf jede einzelne Chance zu 
setzen, und vereinigt ein Spieler mehrere dieser Chancen auf seine 
Person, so wird fur ihn die Wahrscheinlichkeit des Gewinnens 
das entsprechende Vielfache des Bruches, der einer einzigen Chance 
entspricht. Sind nun die Spielchancen gleich gro.l.l, so spricht man 
von gleich moglichen Fallen des Gewinnens. Die mathematische 
\Vahrscheinlichkeit wird damit ein Bruch, dessen Nenner die An
zahl aller del' gleich moglichen FaIle und dessen Zahler die An
zahl der hierunter dem Spieler gunstigen Falle ist. Mit dieser 
Festlegung ist die Moglichkeit gegeben, die Definition der Wahr
scheinlichkeit uber die Glucksspiele hinaus auf solche Ereignisse 
im allgemeinen zu ubertragen, die sich nach Analogie der Glucks
spiele beurteilen lassen und die generell als Zufallsereignisse 
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bezeichnet werden. Es wird derart die Beurteilung aller solcher 
Ereignisse an die Scheidung gleich moglicher FaIle geknupft. In 
diesem Sinne sagt z.B. Laplace: "La theorie des hasards consiste 
it reduire tous les evimements du meme genre a un certain nombre 
de cas egalement possibles, c'est-it-dire tels que nous soyons 
egalement indecis sur leur existence." Die letzten Worte geben 
schon an, wie in del' klassischen Wahrscheinlichkeitsrechnung 
immer die gleich moglichen Falle festgelegt werden. Zwei FaUll 
sollen als gleich moglich angesehen werden, wenn sich kein Grund 
findet, unter ihnen einen fUr wahrscheinlicher zu halten als den 
anderen. J. v. Kries (Die Prinzipien del' Wahrscheinlichkeits
rechnung, Freiburg 1886) hat mit Recht darauf hingewiesen, 
daJ3 diese Bestimmung zwar eine notwendige, abel' die so gegebene 
Erklarung keineswegs eine genugende sei, denn sie laJ3t noch del' 
\Villkur einen groJ3en Spielraum. Die Aufstellung del' gleich mog
lichen Falle musse abel' eine in eindeutiger Weise und ohne jeue 
\Villkur sich ergebende sein. Er findet die Aufstellung gleich
berechtigter Annahme uberall da moglich, wo unserem Wissen 
gemiW ein me13barer und in Teile zu zerlegender Spielraum des 
Verhaltens moglich ist. Gleichen Teilen des Spielraumes ent
sprechen auch gleiche Moglichkeiten. lch kann nicht finden, daJ3 
die Schwierigkeit dadurch gehoben ist. Es ist nul' ein besonderes 
Bild fUr die V organge geschaffen, das wohl sehr anschaulich ist 
(wir mussen etwa an die Felder auf del' Scheibe del' Roulette 
denken), abel' doch nichts erklart. Kries hat eine Art StoJ3spiel 
ersonnen, das wohl in del' Art, wie er es verwendet, die Annahme 
gleicher Moglichkeiten als berechtigt erscheinen la13t, an dem sich 
abel' auch zeigen laJ3t., da13 allein das Vorhandensein eines me13-
baren und bestimmt teilbaren Spielraumes nicht ausreicht. StoJ3e 
ich eine Kugel in einer Rinne vorwarts, die in gleich breite, ab
wechselnd rote und schwarze Felder geteilt ist, so scheint es in 
de~ Tat gleich moglich, da13 die Kugel auf einem roten odeI' einem 
schwarzen Felde liegen bleibt, abel' doch wieder nul' aus dem 
Grunde, weil wir nicht einsehen konnen, warum sie eher auf einem 
schwarzen als auf einem roten Felde liegen bleiben solIe, wenn 
die Breite del' Felder gegen den Weg, den die Kugel zurucklegt, 
sehr gro13 ist. 1st das abel' nicht del' Fall, folgt vielmehr auf ein 
sehr breites schwarzes Feld ein ebenso breites rotes, so konnen wir, 
wenn die Kugel nul' mit schwacher Kraft gestoJ3en wird, nicht 
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mehr annehmen, da13 sie eben so leicht auf dem ferneren roten wie 
auf dem naheren schwarzen Felde liegen bleiben wird. 

Urn dies en Schwierigkeiten zu entgehen, hat schon F. A.Lange 
in seinen Logischen Studien den "\" eg gewiesen, die Scheidung 
der gleich moglichen Faile nur als eine logische Disjunktion an
zusehen. 1m logischen Sinne, d. h. als getreues Bekenntnis unseres 
geistigen Zustandes, kann die Bestimmung der gleich moglichen 
FaIle als solcher FaIle, von denen wir keinen eher als den anderen 
annehmen konnen, auf jeden Fall bestehen bleiben. Es ist nul' 
meines Erachtens zu sehr betont worden, da13 hierin wesentlich 
das Bekenntnis eines Nichtwissens liegt. In einem neueren Werke 
(S. Lou ri e, Die Prinzipien der Wahrscheinlichkeitsrechnung. 
Tubingen 1910) wird die Wahrscheinlichkeitsrechnung geradezu 
als die Methodisierung des Nichtwissens behandelt. Wenn wir die 
negative Redewendung gebrauchen, da13 wir keinen Grund haben, 
einen Fall fur wahrscheinlicher zu haHen als den anderen, so be
deutet das doch eine bestimmte Summe positiver Kenntnisse von 
der N atur des Vorganges, wie wir sie bei den Glucksspielen, den 
Lotterieziehungen und anderen Ereignissen mehr haben. Die 
Lotterieziehungen haben eine bestimmte Technik, die es verhindert. 
die Ziehung eines Loses als wahrscheinlicher erscheinen zu lassen 
wie die eines anderen. Die Einrichtung der Roulette, die Art des 
WurfelnS", die Vorsichtsma13regeln beim Ziehenlassen einer Karte. 
alles das sind bestimmte technische Momente, die gewissen Er
fahrungen und einer Einsicht in die innere Natur der Vorgange 
ihren Ursprung verdanken. Es lassen sich nur die einzelnen Be
standteile dieser Erfahrungen und Erkenntnisse schwer in W orte 
fassen, sie werden meist mehr gefuhlsmaJ3ig hingenommen. 

Die eigentliche Schwierigkeit ist in der Darstellung, die 
F. A. Lange gegeben hat, in eigentumlicher Weise verhullt. 1m 
Grunde nahert sieh seine Auffassung stark der statistisehen 
Methode. Er benutzt eine Art graphiseher Darstellung, indem er 
den gesamten Umfang des Begriffes durch ein Rechteek und die 
Disjunktion dureh eine Teilung dieses Reehteckes in kongruente 
Teile darstellt. Diese Einteilung soIl so verstanden werden, "daJ3. 
die verschiedene Ausdehnung der Felder die Bedeutung hat, da/3 
der Umfang der untergeordneten Begriffe im Verhaltnis dieser 
Ausdehnung verschieden ist oder, was dasselbe sagen will, da13 die 
Haufigkeit, mit welcher man einen Fall der einen Klasse erwarten 
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dad, sich zu derjenigen einer anderen Klasse verhalt wie die Aus
dehnung del' betreffenden Felder". D.ie Schwierigkeit ist in dem 
Ausdruck "erwarten darf" versteckt. Was heillt diirfen'? Aus 
inneren Griinden oder nach den aul.leren Ergebnissen? Zu ver
muten ist, daJ3 beides zugleich gemeint sein soll, in dem Sinne, 
daJ3 die aus inneren Griinden erwartete relative Haufigkeit sich 
auch wirklich einstellen wird, und dal3 alldererseits die einmal 
beobachtete relative Haufigkeit sich immer wiederfinden wird. Darin 
liegt aber schon aUes, was iiberhaupt erortert werden soIl. Es 
scheint klar, dall hiernach nicht das disjunktive Urteil in seiner 
Allgemeinheit, sondern nur in den besonderen Fallen, wo eine 
quantitative vVertung der Disjunktionsglieder moglich ist, gemeint 
sein solI. Dem widerspricht aber, dall Lan g e als Beispiel ein 
Urteil wie "Ein Mensch kann entweder Europaer oder Asiate oder 
Afrikaner oder Amerikaner oder Australier sein" anfiihrt. Er will 
hieran erklaren, dall eine weitergehende Disjunktion die urspriing
liche nicht aufhebt, sondern nur erganzt, indem die durch die 
erste Disjunktion geschaffenen Spielraume nur noch weiter ein
geteiIt werden. Wie solI abel' in einem solchen FaIle del' Umfang 
der einzelnen Spielranme bemessen werden? Dieser Fall hat doch 
mit der quantitativen \Vertung der Wahrscheinlichkeitsrechnung 
nicht das mindeste zu tun. Es miiLlte denn die Bemessung der 
Moglichkeiten nach den Einwohnerzahlen der verschiedenen Erd
teile getroil'en werden, aber es ist offenbar sinnlos, zu schliellen, 
wenn ieh einen unbekannten Mensehen treil'e, sei die \Vahrsehein
liehkeit, dal3 er ans Asien stamme, ungefahr \'2. weil die Ein
wohnerzahl Asiens ungefahr die Halfte von der Einwohnerzahl 
der Erde ausmache. Das meint Lan g e offenbar aueh nicht, im 
Gegenteil seheint in den \Vorten, die er bei dem Beispiel des 
Wiirfels gebraueht, "der Umfang komme durch eine Zeitfolge 
zustande, welche als raumliche A usdehnung angeschaut wird", zu 
liegen, dall er sich wesentlich auf das Gesetz der grollen Zahlen 
stiitzen will. Die Annahme, daIS der Umfang fiir die sechs Seiten 
des Wiirfels gleich sei, habe nur als eine vorlaufige zu geIten, die 
durch die spatere Beobachtung entsprechend zu korrigieren sei. 

Elltschiedeller als Lange hat Stu m p f in den Sitzungs
berichten der historischen Klasse der Miinchener Akademie (1892, 
S. 37 ff.) den subjektiven Charakter des Wahrscheinliehkeits
begriffes betont. Seine Auffassung findet sich in Sigwarts Logik 
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(4. Aufl., lI.Bd., S.317ff.) wieder. Es werden hier die Glieder del' 
Disjunktion insofern gleichwertig genannt, "als sie fiir un sere 
Kenntnis gleiche Spezialisierungen eines AlIgemeinen odeI' gleiche 
Teile seines Gesamtumfanges darstellen". Damit ist im Grunde 
doch wieder alIes hereingenommen, was del' Begriindung del' Wahr
scheinlichkeit auch in del' klassischen Theorie zugrunde gelegt 
wurde. Dem entspricht es durchaus, wenn Sigwart weiter sagt: 
"Das Recht, die Methoden del' Wahrscheinlichkeitsrechnung anzu
wenden, ist nicht auf die FaIle beschrankt, in denen wir befugt 
sind, Voraussetzungen uber eine gleichmal3ige Variabilitat del' 
Ursachen zu machen und zu glauben, dal3 bei zahlreichen Wieder
holungen aIle Disjunktionsglieder sich in gleichem Verhaltnis ver
wirklichen werden j es gilt uberalI, wo eine Disjunktion mit gleich
wertigen Gliedern feststeht und wir keinen Grund haben, das eine 
eher als das andere anzunehmen." Es ist zu bedauern, dal3 in 
diesen Darstellungen die wirkliche Anwendung del' Wahrschein
lichkeitsrechnung nie berucksichtigt, sondern immer nul' mit all
gemein begrifflichen Festsetzungen operiert wird. Dadurch tritt 
nie klar hervor, wie weit denn die tatsachliche Anwendbarkeit del' 
entwickelten Begriffe geht. Die Wahrscheinlichkeit, dal3 ein vor
liegender chemisch einfacher Korper Eisen ist, gleich lin zu setzen, 
wenn n die Anzahl del' Elemente ist, ist eine leere Spielerei. Das 
Auftreten verschiedener Elemente kann nie als gleich wahrschein
lich angesehen werden, schon weil es sehr verbreitete Elemente 
und sehr seltene Elemente gibt. Die Schwierigkeit liegt eben darin, 
dal3 fast immer wirklich ein Grund vorliegt, eher das eine als 
das andere anzunehmen, und dal3 es dann gilt, die Verschiedenheit 
del' Erwartung richtig zu bewerten. Wenn wir wissen, daB eine 
Knabengeburt eher als eine Madchengeburt zu erwarten ist, so 
sollen wir das Verhaltnis diesel' Erwartungen zahlmal3ig bestimmen. 
Durch die Zuruckfuhrung auf das Schema del' gleichmoglichen FaIle 
ist das nicht zu erreichen. 'Vie sollen wir es dann tun? Es gibt 
nul' einen Weg, und das ist die statistische Methode. Del' Einwand 
Sigwarts, dal3 wir die zu berechnende Wahrscheinlichkeit so 
nicht genau finden, ist nicht stichhaltig. 1st es denn als eine 
absolut genaue Bestimmung anzusehen, wenn wir beim Wurfelspiel 
die Wahrscheinlichkeiten fur die einzelnen Augenzahlen gleich 
1/6 setzen, weil wir keinen Grund einsehen, sie fur verschieden 
zu halten? \Yir miissen die Unsicherheit unserer Annahme doch 
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irgendwie in Rechnung ziehen und miissen danach die a~gesetzten 
Zahlen verschieden werten, auch wenn wir davon ausgehen, daB 
die Wahrscheinlichkeit nur eine subjektive Bedeutung hat. Dies 
HiBt sich nur erreichen, indem wir sagen, wir miissen bei der Be
stimmung der Zahlen ihnen einen bestimmten Spielraum geben, 
der unserer Unsicherheit entspricht. Ob wir beim Wiirfeln die 
vVahrscheinlichkeit des einzelnen Wurfes gleich 1/6 oder nur wenig 
davon verschieden, vielleicht gleich 0,17 ansetzen, wird bei der 
Unsicherheit der Bestimmung ohne Bedeutung sein. 

Welche Bedeutung iiberhaupt die Feststellung der Wahr
scheinlichkeit als das MaB der subjektiven Erwartung haben soIl, 
scheint· mir schwer einzusehen. Eine solche Bedeutung wiirde 
vorhanden sein, wenn es in allen oder wenigstens in vielen Fallen 
gelange, das Mal3 der subjektiven Erwartung zahlenmaBig zu werten. 
Das ist aber offen bar nicht der Fall. Furcht und Hoffnung kleidet 
sich fiir uns nicht in die Form einer bestimmten zahlenmal3igen 
Festsetzung, es bleiben die einzelnen Momente, die das Fiir unq. 
Wider ausmachen, bestehen, ohne dal3 sie als ein Beitrag zu einem 
zahlenmaBigen EndresuItat formuliert werden kiinnen. Es sind nur 
die Gliicksspiele, wo eine solche zahlenma13ige Festsetzung erreicht 
wird, und zwar eben dadurch, daB die Vorgange des Spieles kiinst
lich in bestimmter Weise geregelt werden. Aber auch hier ist 
das Urspriingliche nicht die Bildung der Erwartung bei dem ein
zelnen Mitspielenden, sondern die Festlegung der Einsatze n·ach 
bestimmten Prinzipien. Tatsachlich bestimmt der Spieler fast immer 
seine Erwartung anders, als der Bankhalter den Einsatz regelt. 
Auch hier treiben Furcht und Hoffnung ihr triigerisches Spiel. 
Die Festlegung der \Vahrscheinlichkeit als einer quantitativ ge
werteten subjektiven Erwartung kann daher jedenfalls eine prak
tische Bedeutung nie haben. Wenn man also betont, dal3 die 
vVahrscheinlichkeit als das MaB unserer Erwartung ihrem Wesen 
nach subjektivAr Natur ist, so ist es am besten, diesen Begriff 
ganz aufzugeben, wo es sich urn rein objekti ve Feststellungen 
handeIt, und ihn durch die Tatsache einer gleichbleibenden rela
tiven Haufigkeit zu ersetzen, wobei dieser Begriff allerdings als 
eine Art Grenzwert erscheint, also durch die Wirkliehkeit nur 
angenahert, aber nie vollkommen erreieht wird, weil sieh, wie man 
annimmt, der exakte \Vert erst bei einer unendliehen Haufung 
der FaIle herausstellen wiirde. 

Timerding, Analyse des Zufalls. 5 
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Diesen Weg ist in der Praxis z. B. die Lebensversieherungs
teehnik gegangen. Die Pramien und Reserven erseheinen nieht als 
auf bestimmten mathematisehen Wahrseheinliehkeiten begriindet, 
sondern sie beruhen nur auf den in einer Sterbetafel zusammen
gefaJ3ten statistisehen Beobaehtungen und auf der Annahme, daJ3 
diese "rechnungsma13ige Sterblichkeit U auch bei den neuen Ver
sicherten ihre GeHung behalten werden. Es wird also das Gesetz 
der groJ3en Zahlen in der einfachen Form als eine in der Wirk
liehkeit anzunehmende RegelmaLligkeit vorausgesetzt. Allerdings 
bleibt es die Aufgabe der praktisehen Handhabung des Lebens
versicherungsgeschaftes, durch geeignete A uswahl des V ersieherten
materials dafiir zu sorgen, daJ3 die rechnungsmaJ3ige Sterblichkeit 
nieht iiberschritten wird. 

Aus diesen Griinden wollen wir es vorziehen, die statistisehe 
Methode so rein wie moglich' zur Geltung zu bringen. Der SchluJl 
auf den einzelnen noeh unentsehiedenen Fall,- dureh den der Wahr
scheinlichkeitsbegriff hineinspielen miiJlte, interessiert uns nicht. 
Was wir wollen, ist vielmehr, aus den statistischen Ergebnissen 
die Erscheinungsformen herauszusehalen, die als die Offenbarung 
des Zufalligen zu geHen haben, und dadurch iiber den Charakter 
des Znfalligen einen gewissen Aufsehluf.l zu erhalten 1). 

Die Wahrseheinlichkeitsrechnung hat den Weg von dem Wahr
scheinliehkeitsbegriff zu den statistischen Ergebnissen durch einen 
Satz gefunden, der als das Bernoullisehe Theorem bezeichnet 
wird. Urn dieses Theorem zu erlautern, ist es zweekma13ig, von 
einem bestimmten Schema des Gliicksspieles auszugehen. Man 
denkt sieh in einer Urne schwarze und weiJ3e Kugeln in einem 
bestimmten Verhaltnis gemischt. Das Spiel besteht nun darin, 
daJl immer eine Kugel aus der Urne gezogen, ihre Farbe fest-

1) Die rein empirische Auffassung des WahrRcheinlichkeitsbegriffes 
als eine bestimmte relative Haufigkeit oder den Grenzwert einer solchen 
hat sicb in del' neueren Zeit mehr und mehr durchgesetzt. Vgl. z B. 
Bruns, WahrscheinlichkeitRrechnung und KollektivmaLllehre, Leipzig 
1906. Nul' die FrauzoReu halten an der B~grift'sbestimmuug der klassi
schen Wahr8cheinlichkeitsrechuung mit Zahigkeit fest. Dies gilt auch fiir 
die neuesten Veroft'entlichungen, unter denen ich hier nur zwei nennen 
will: E. Borel, Le Hasard (Nouvelle collection scientifique. PariR, Alcan, 
1914), eine gemeinverstandJiche Darstellung ohnf' Formeln, und E. Car
vallo, Le calcul dt's probabilites et ses applications (Paris, Gauthier
Villars, 1912) mit elemental'en mathematischen Entwickelungen. 
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gestellt und sie dann wieder zuriiekgelegt wird. Das Bernoullisehe 
Theorem solI dann aussagen, daLl, wenn die Ziehung haufig genug 
wiederholt wird, die Anzahl der gezogenen weiLlen zu der Anzahl 
der sehwarzen Kugeln in annahernd demselben Verhaltnis steht, wie 
die Anzahl der in der Urne enthaltenen weiLlen zu der Anzahl der 
in der Urne enthaltenen sehwarzen Kugeln, d.h. daLl das Ziehungs
verhaltnis das Misehungsverhaltnis annahernd wiedergibt, wenn 
die Anzahl der Ziehungen groLl genug ist. Daraus wiirde wirklieh 
folgen, daLl bei einer neuen Serie von sehr viel Ziehungen aus 
derselben Urne sieh aueh wieder annahernd dasselbe Ziehungs
verhaltnis ergeben mull, d. h. es wiirde fiir die Ziehungen aus einer 
Urne die annahernde Konstanz des Verhaltnisses, die in dem Ge
setze der groLlen Zahlen ausgesproehen wird, sieh theoretiseh be
griinden lassen. Aber bei naherem Zusehen ergeben sieh doeh 
gewiehtige Bedenken. Zunaehst bedeutet die Annahme des Be
stehens einer bestimmten Wahrseheinliehkeit fiir das Ziehen einer 
weiJ3en Kugel nur eine wohl plausible, aber keineswegs evidente 
Voraussetzung. Wenn die Annahme einer bestimmten \Vahrsehein
lichkeit nur das MaLI unserer Erwartung gibt und nur subjektive 
Bedeutung hat, wie kann dann hieraus eine objektive empiriseh 
festzustellende Tatsache gefolgert werden? Wie ist dieser Wider
sprueh zu erklaren'~ Es zeigt sieh, daLl in Wirklichkeit gar nieht 
diese Tatsaehe direkt gefolgert wird, sondern es ergibt sieh nur 
eine sehr groLle Wahrseheinliehkeit dafiir, da/3 bei einer groLlen 
Anzahl von Ziehungen das Ziehungsverhaltnis annahernd mit dem 
Misehnngsverhaltnis zusammenfallt. Der SehluLl ist dann einfaeh 
der, daLl, wenn fiir einen Erfolg eine sehr groLle, d. h. del' Einheit 
nahezu gleiehe \Vahrseheinlichkeit besteht, dieser Erfolg als ge
wi/3 und bei jedem wirkliehen Versueh als tatsaehlieh anzusehen 
ist. Dadureh wird abel' die Kluft zwischen der subjektiven Wer
tung, die in dem Ansatz del' Wahrseheinliehkeit liegt, und der 
FeststeJlung einer empirischen Tatsache nur verhiil,lt, abel' nicht 
iiberbriickt. Die theoretische Begriindung, die erstrebt wurde, 
wird nicht geliefert, es wird nur die Darstellung so gewendet, 
daJ.\ wir iiber die Schwierigkeit des Uberganges von den Be
dingungen des Ereignisses zu seinem wirklichen Ausgang ahnungs
los hinweggleiten. Es wird z. B. auf keine Weise logisch wider
legt, da/3 man aus einer Urne, die nur eine einzige weiLle Kugel 
enthalt, fortwahrend diese weiLle Kugel ziehen kann. Gerade 

5* 
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dafiir, daLl ein Ereignis, 'dessen mathematische Wahrscheinlichkeit 
wir sehr nahe gleich 1 gefunden haben, auch so gut wie immer 
eintritt, brauchen wir eine empirische Bestatigung. Darin liegt 
eine erneute Mahnung, nicht den Begriff der subjektiven Wahr
scheinlichkeit, sondern nur die Bedeutung einer wenigstens nahe
rungsweise gleichbleibenden relativen Haufigkeit der Betrachtung 
zugrunde zu legen. 

DaLl die Zahlung des Vorkommens in einer groLlen Anzahl 
von beobachteten Fallen die einzig sichere Art ist, zu beurteilen, 
ob verschiedene FaIle wirklich gleich moglich sind, kann man an 
dem Beispiel des Wiirfelns erkennen. Wenn wir von vornherein 
annehmen, daLl mit einem Wurfel jeder Wurf gleich wahrschein
lich ist, so ist das zunachst eine unbewiesene und unbestatigte 
Annahme, fiir die wir noch, wenn es sich um eine exakte Be
stimmung handeln solI und nicht bloLl um einen ungefahren An
satz, wie er bei Glucksspielen allein verlangt wird, eine Kontrolle 
durch die Erfahrung finden mussen. Diese Kontrolle kann nur 
darin bestehen, daLl man mit dem Wurfel eine groLle Anzahl von 
Wurfen ausfiihrt und aufzeichnet, wie oft dabei die einzelnen 
Augenzahlen fallen. Eine wie groLle Abweichung von der ur
sprunglichen Annahme sich hierbei ergeben kann, zeigen die Ver
suche von R. Wolf (Versuche zur Vergleichung der Erfahrungs
wahrscheinlichkeit mit der mathematischen Wahrscheinlichkeit, 
Mitteilungen der naturforschenden Gesellschaft in Bern 1849 bis 
1851, 1853), der bei 20000 Wurfen statt des Wertes 0,167 fur 
die relative Haufigkeit des Auftretens der einzelnen Augenzahlen 
die folgenden Werte fand: 

1 2 3 4 5 6 
0,170 0,186 0,159 0,146 0,172 0,171 

Danach betragen die bei dem ursprunglichen Ansatz gemachten 
Fehler der Reihe nach rund 

+ 2' + 13 - 5 - 14 + 3 + 2 Proz. 

Es bedeutet also der Ansatz der gleich moglichen FaIle immer 
eine mehr cder minder unbestimmte Vermutung, die noch der Be
statigung bedarf, und da diese Bestatigung durch das "Gesetz der 
groLlen Zahlen" geliefert wird, wird dieses Gesetz durch die Wahr
scheinlichkeitsrechnung nicht begrundet, sondern muLl ihr vielmehr 
als eine unabhangige Tatsache zugrunde gelegt werden. 
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Die mathematische Analyse 
stationarer Reihen. 

Bis hierher haben wir uns allen mathematischen Rechnungen 
ferngehalten und nur die begriffliche Klarung angestrebt. Jetzt 
aber wollenwir gerade die Hilfsmittel der mathematischen Ana
lyse heranziehen, urn zu quantitativen Bestimmungen zu gelangen, 
die einen sicheren Anhaltspunkt fiir die Beurteilung des Charakters 
der zufalligen Ereignisse liefern. Die quantitative Bestimmung 
bedeutet immer mit Notwendigkeit eine Beschrankung in der Be
trachtung der qualitativen Besonderheit. Jedes Beispiel aus der 
Physik kann das klarmachen. Der Vorgang des freien Falles 
bietet der Beobachtung eine groI3e Mannigfaltigkeit qualitativer 
Bestimmungen. Es ist, rein menschlich betrachtet, etwas ganz 
anderes, ob ein Hagelkorn yom Himmel auf die Erde, ein 
Blumentopf aua dem Fenster auf die StraI3e herunterfallt, oder ob 
ein Dachdecker yom Dach stiirzt und sich das Genick bricht. 
Die Physik aber vereinigt aIle diese Vorgange unter einem Ge
sichtspunkte, und in der Nichtberiicksichtigung ihrer besonderen 
Bedeutung im menschlichen Leben liegt das, was man wohl als die 
Unerbittlichkeit oder die Blindheit der Naturgesetze bezeichnet. Bei 
der Analyse, die wir hier beginnen, treten diese Eigentiimlichkeiten 
noch starker hervor, eben weil das Interesse an der qu"alitativen 
Besonderheit in den meisten Fallen besonders groI3 ist, so daI3 es 
uns widerstrebt, von dieser ganzen Besonderheit abzusehen und 
rein iiuI3erlich die statistischen Ergebnisse zu betrachten. Es 
tritt hier noch augenfalliger zutage, wie verschiedenartig im 
Grunde die gemeinsam behandelten Vorgange sind, und es kann 
sinnlos erscheinen, sie nach einer rein auI3erlich hervortretenden 
quantitativen Gemeinsamkeit zu vereinigen. Und doch ist hierin 
die Bedingung fiir einen wirklichen Fortschritt enthalten. 
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'Vir sehen also bei der folgenden Untersuchung davon ab, wie 
die Zahlenreihen, die wir vor uns haben, entstanden sind, und 
welche besonderen Vorgange in ihnen ihren Ausdruck finden. 
Wir nehmen dabei an, da13 die vorgelegte Zahlenreihe eine s ta tio
nare sei. Wir konnen jede solche station are Reihe auf einen be
sonderen Fall zuriickfiihren, wo die '''' erte der Reihe teils positiv, 
teils negativ sind, sich also urn den Wert 0 gruppieren. Wir er
reichen dies, indem wir von den Werten der vorgelegten Reihe 
einen und denselben bestimmten Wert, den Durchschnittswert der 
Reihe, abziehen. Dann wird in der neuen stationaren Reihe die 
Summe aller positiven Werte ebenso gro13 wie die Summe aller nega
tiven Werte. Wir wollen gleich bemerken, da13 wir auch aus an
deren als stationaren Zahlenreihen eine solche, sich urn den Wert 0 
gruppierende stationare Reihe ableiten konnen, indem wir von den 
Werten der Reihe nun nicht mehr einen und denselben Zahlen
wert, sondern die durch eine bestimmte Naherungsfunktion ge
gebenen Werte abziehen, moge diese Naherungsfunktion nun 
durch einen analytischen Ausdruck oder graphisch durch eine 
Kurve gefunden werden. 

Die so abgeleiteten stationaren Reihen, die sich urn den Wert 0 
gruppieren, liefern nun aber sofort eine Verteilungsreihe. Das 
zweite wird also die besondere Behandlung der Verteil un gs
reihen sein. Fiir diese lassen sich zunachst allgemeine Begriffs
bestimmungen treffen, durch die man eine Handhabe zur Be
urteilung der vorliegenden Verteilungsreihe gewinnt. Es zeigt sich 
aber bald, da13 solche allgemeinen Begriffsbestimmungen allein nicht 
ausreichen. Vielmehr erweist es sich ala notig, bestimmte Typen 
von Verteilungsreihen herauszugreifen, und die Frage wird sein, 
wie man zu solchen Typen gelangt. Hierzu verhilft die so
genannte Wahrscheinlichkeitsrechnung, d. h. die Betrachtung be
stimmter typischer Vorgange, die einer besonderen mathematischen 
Analyse fiihig sind. AIle diese V organge lassen sich schlie13lich 
zuriickfiihren auf den einen Vorgang der Ziehung von einer oder 
mehreren Kugeln aus einer Urne, in der Kugeln von verschiedener 
Farba gemischt enthalten sind. Mit den aus dies em Urnenschema 
abgeleiteten typischen Verteilungsreihen werden dann die irgend
wie entstandenen Verteilungsreihen verglichen. 

Unter den Typen von Verteilungsreihen, zu den en das Urn en
schema fiihrt, ragen gewisse hervor, die wir als typische Zufalls-
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reihen anseben. Ereignisse, die bei der statistischen Zusammen
stellung der Resultate vieler Einzelfalle den Typus einer solchen 
Zufallsreihe zeigen, sehen wir als zufallige an. Es ist zu wieder
holen, dall wir dadurch im Grunde keine Aussage uber die qualitative 
Eigentumlichkeit del' betrefl'enden Ereignisse machen. Eigentlich 
handelt es sich gar nicht urn eine Eigenschaft des einzelnen Er
eignisses, sondern nul' urn eine Eigenschaft del' statistischen Ge
samtheit. Aber es zeigt sich doch, dall diese Festlegung des Zu
faBigen die sicherste und gewisseste ist, die wir finden konnen, 
ohne die Grenzen des durch die Erfahrung Erreichbaren zu uber
schreiten. Wir mussen noch allgemein bemerken, dall wir den 
Typus einer vorgelegten Verteilungsreihe nul' dadurch erkennen, 
dall wir versuchen. die empirisch festgestellten Werte durch die 
Werte del' einer typischen Verteilungsreihe entsprechenden Funk
tion zu approximieren. "Die dabei sich notwendigerweise ergebenden 
Abweichungen konnen wir aufs neue derart analysieren, dall wir 
aus ihnen wieder eine Verteilungsl'eihe ableiten. So wurde sich 
an die ul'sprungliche Analyse noch eine weitel'gehende anl'eihen. 
Diese weitere Durchfuhrung del' Analyse ist abel' meistens uner
reichbar. Die bei dem Vergleich del' vorgelegten Reihe mit del' 
typischen Verteilungsfunktion herauskommenden Abweichungen 
sind namlich verhaitnismallig klein, und die Gruppen, die wir aus 
ihnen bei del' Bildung del' neuen Verteilungsreihe ableiten konnen, 
sind entweder sehr wenig zahlreich odeI' enthalteu jede sehr wenig 
Glieder. Beides abel' macht eine genaue Analyse unmoglich und 
wir werden auf eine solche fast immer verzichten mussen. 

vVir wollen nun an die Ausfuhrung der Arbeit im einzelnen 
gehen und zunachst die mathematischen Definitionen und Formeln 
erortern, die sich unmittelbar an eine vorgelegte station are Zahlen
reihe anknupfen. Das erste wird sein, dall wir ein bestimmtes 
Mall fur die Schwankungen der Werte inllerhalb del' statio
Haren Reihe suchen. \Vir bezeichnen die aufgezeichneten 'Verte 
del' Reihe mit 

'Ill, Y2' Ys, ... , Yn; 

das Ma13 fUr die Schwankungen solI dann gegeben sein durch den 
Ausdruck 

(1) M - 2 ~' (y. -Yk)2 - ( 1) -. , n 11- i,k 
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. d . h d' S f d' n (n - 1) W' t . k b . h In em SIC Ie umme au Ie --2---- er epaare 1, eZIe t, 

die sich aus den Zahlen 1 bis n bilden lassen. Del' Ausdruck 
faJ3t aIle Unterschiede zusammen, die iiberhaupt in del' Zahlenreihe 
vorkommen; er ist ferner unabhangig davoli, in welcher Reihenfolge 
die aufgezeichneten ""Verte genommen werden, ebenso von den 
Vorzeichen del' vorkommenden Difl'erenzen, und wachst mit deren 
absoluten ""Verten. 

Aus dem Wert M laJ3t sich ein anderer noch anschaulicherer 
Wert ableiten: es ist dies die mittlere Abweichung m, die ge
geben wird durch die Gleichung 

(2) 

Es ist namlich n (n; 1) die Anzahl del' Blieder in del' Summe 

.~ (Yi- Yk)2, und dividieren wir die Summedurch die Anzahl 
ihrer Glieder, so erhalten wir den mittleren Wert des einzelnen 
Gliedes. Da diesel' Wert sich aber auf die Quadrate del' Ab
weichungen bezieht, muss en wir noch die Wurzel ausziehen und 
finden so fUr die mittlere Abweichung 

(2a) m = 1/~~ CjJi-:-Ykl~, r n(n-1) 

d. h. den obenstehenden Wert. 
Wir formen nun den Ausdruck M derart urn, dalJ die dop

pelte Summation, die er bedingt, durch eine einfache Summation 
ersetzt wird. Dies gelingt, indem wir den Durchschnittswer.t 
(das arithmetische Mittel) 

(3) Yo = YI + Y2 ~ .•• + Y .... 

einfiihren. Dann ergibt sich namlich aus (1): 

(n-1)M = ~ (Y.-Yo)2 + ~ (y,,- Yo)2 
i " 

- ! ~ (Yi - Yo) L (Yk - Yo) 
n i k 

und, da ~ (Yi -Yo) = 0 und ebenso ~ (1/" -Yo) = 0, 

(4) 
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und daraus 

1/n -1 -r-n- m = V2 11, 

. h 1/'i.(Yi-YO)2. £'"h 
wenn wir noc ~ = r n em u ren. 

Diese Darstellung empfangt noch eine neue Beleuchtung, wenn 
man statt eines MaJ3es fiir die Abweichung der aufgezeichneten 
Werte voneinander ein MaJ3 fiir die Abweichung von einem beliebig 
gegebenen Werte Y einfiihrt. Als solches MaJ3 kann der Ausdruck 

(5) 
1 

M(y) = - 'i. (Yk - y)2 
n k 

gelten. Man findet hieraus die friiher eingefiihrte Zahl M, indem 
man den Ausdruck bildet 

_ 1 ~' (.) (6) M - n _ 1 i M y, • 

Es liegt nun nahe, nach dem Werte y zu fragen, fUr den 
das MaJ3 del' Abweichung von der aufgezeichneten '\Vertereihe 
moglichst klein wird. Dieser Wert bestimmt sich daraus, da13 
man allgemein 

M(y) = ~ 'i. (Yk - YO)2 + (y - Yo)2 
n k 

1 
- 2 (y - Yo) 'n ~ (Yk - Yo) 

setzen kann. Nimmt man daher an, daJ3 

2 (Yk-YO) = 0 

wird, also fiir Yo den Wert 

so wird 

(7) 

Yl +Y2+ •.• +Yn 
Yo = -~-n---' 

und daraus erkennt man, daJ3 das MaJ3 del' Abweichung am kleinsten 
wird fiir Yo selbst, denn fUr jeden anderen Wert Y kommt zu 
M (Yo) noch del' positive Betrag (y - YO)2 hinzu. M (Yo) stimmt 
aber mit dem Werte von 112 iiberein. 
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Als die mittlere A bweichung der Zahlenreihe von einem 
beliebigen Werte Y wollen wir den Ausdruck bezeichnen 

(8) 
. 1!71i1- 1 /~ (Yi - y)2 

f-L(Y) = yM(y) = r~n-· 
Bilden wir dies en Ausdruck fiir den Mittelwert Yo, so erhalten wir 
den friiheren Ausdruck f-L, den wir als die mi ttlere A us weich un g 
oder Streuung der vorgelegten Reihe bezeichnen wollen. 

Wir konnen aus der Begriffsbestimmung des arithmetischen 
Mittels auch eine Regel fUr die Beurteilung ableiten, ob eine vor
gelegte Reihe als stationar zu gel ten hat. Wir miissen dann die 
Werte gruppenweise zusammenfassen, etwa zunachst zu 10, und 
fiir jede Gruppe den Mittelwert Yo bestimmen. Dann miissen 
wir weiter die aufgezeichneten Werte zu groLleren Gruppen, etwa 
zu 100, zusammenfassen und wieder von jeder Gruppe den Mittel
wert bilden. Es gehort nun zu den Eigenschaften des arith
metischen Mittels, daLl sich derselbe Wert ergibt, ob man erst aus 
Gruppen von gleich viel Werten das Mittel und dann von diesen 
Mitteln wieder das Mittel bestimmt, oder ob man unmittelbar ·von 
den gegebenen vVerten selbst das Mittel nimmt. In der Tat wird 
z. B., wenn die Reihe nur sechs Glieder hat, 

1 
Yo = 6 (Yl + Y2 + Ys + y, + Y5 + Y6) 

= ~ (Yl + Y2 + Ys + Y4 + Y5 + Y6). 
3 2 2 2 

Wir finden also jetzt mehrere Reihen, die aus immer weniger 
Werten bestehen und die sich alle urn denselben Mittelwert grup
pieren. Es laLlt sich nun zeigen, daLl die mittlere Abweichung 
der neuen Reihen vom Durchschnittswert immer kleiner ist als 
fiir die urspriingliche Reihe. 

Denken wir uns namlich eine Reihe, die aus n = QV Werten 
besteht, in v Gruppen von je Q Werten zerlegt und die Durch
schnittswerte 

Y1 , Y2 , Ys , ... , y. 

jeder Gruppe gebildet, so wird die mittlere Abweichung der Ge
samtreihe von dem Durchschnittswert gefunden, indem man die 
mittleren Abweichungen der einzelnen Gruppen von diesem Mittel
wert bildet und daraus wieder das Mittel nimmt. Wenn wir nun 
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aber die mittlere Ausweichung der iten Gruppe mit lli bezeichnen, 
so ergibt sich fiir das Quadrat ihrer mittleren Ausweichung von 
dem Mittel Yo aller Werte 

(Yi - YO)2 + p-~ 
und daraus die einfache Formel 

p-2 = ~ ~ (Yi - YO)2 + ~ ~ 112 = P-02 + ~ ~p-2, 
V v' v' 

wenn wir p-02 = ~ ~ (Yi - YO)2 setzen. 
v 

Diese Formel zeigt in der Tat, wie die mittlere Ausweichung 
mit der Gruppenbildung abnimmt, de un die mittlere Ausweichung 
fiir die Mittelwerte Yi der Gruppen wird ja 

(9) /10 = 1/p-2-~~1l~ r v' 
und ist sonach notwendigerweise kleiner als die urspriingliche 
mittlere Ausweichung /1. 

Wir haben hier die Bildung des arithmetischen Mittels auf 
stationare Zahlenreihen beschrankt. In ,Virklichkeit findet sie 
in viel weiterem Umfange statt. Es werden Durchschnittswerte 
fiir die verschiedenartigsten GroJ3enfolgen angegeben, um zu einem 
zusammenfassenden Ausdruck der ganzen Zahlenfolge zu gelangen. 
Vor allen Dingen werden die Durchschnittswerte ohne Riicksicht 
darauf gegeben, wie stark die einzelnen Zahlen, von denen der 
Durchschnitt genommen ist, voneinander abweichen. So handelt 
es sich z. B., wenn das durchschnittliche Vermogen eines Deutschen 
berechnet wird, um die verschiedensten Summen, vo~ denen der 
Durchschnitt genom men wird, ja auf die groJ3ere Anzahl der Per
sonen entfallt der Betrag 0, und von da an steigt der Wert bis 
zu Hunderien von Millionen hinauf. Hat es unter solchen Um
standen nun einen Sinn, den Durchschnittswert zu bilden? Seine 
Bedeutung ist zunachst nul' die, daJ3 er einen Quotienten darsteHt, 
namlich den Quotienten del' Summe aHer Werte der Zahlenfolge 
und der Anzahl diesel' Werte. Was man aus dies em ,Vert heraus
Ie sen will, bleibt noch del' Willkiir iiberlassen. 

Nach dem, was wir gefunden haben, hat es nun keinen Zweck, 
den Mittelwert da zu bilden, wo eine deutlich erkennbare Ent
wi~kelung in del' Zahlenfolge zu finden ist. Zum Beispiel ist es 
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sinnlos, von der mittleren Bevolkerung des deutschen Reichs
gebietes wahrend der letzten 100 Jahre zu sprechen, weil in diesen 
100 Jahren eine deutlich erkennbare Entwickelung, namlich 
eine stetige Zunahme der Bevolkerung, stattgefunden hat. Die 
Verteilung der Vermogen unter den einzelnen Einwohnern ist da
gegen eine solche, daLl, wenn wir die Einwohner nach einer ge
wissen Reihenfolge ihrer W ohnstatten in eine Liste eintragen und 
die dazugehorigen Vermogen daneben schreiben, in dieser Zahlen
folge keine bestimmte Entwickelung erkennbar ist. Die Bildung 
der Durchschnittswerte ist daher gestattet, wie weit auch die ein
zelnen Werte voneinander abweichen. Die Reihe kann trotzdem 
als eine stationare gelten, weil die absolute GroLle der Abweichungen 
bei dieser Begriffsbestimmung gar keine Rolle spielt. 1m vor
liegenden Falle wird allerdings die Gruppierung der Werte urn 
den Durchschnittswert eine stark unsymmetrische sein, weil der 
Durchschnittswert (etwa 7000 Jt) sehr viel naher an der unteren 
als an der oberen Grenze liegt. 

"\Vir gehen nun zur Betrachtung der Verteilungsreihen 
uber. Die Verteilungsreihen waren, wie wir sahen, sozusagen 
sekundare Tabellen, die aus einer ursprunglichen Tabelle dadurch 
abgeleitet wurden, daLl man die Tabellenwerte der GroLle nach 
ordnete und angab, wieviel Tabellenwerte zwischen bestimmte 
Grenzen fallen. Wir werden diese Bildung einer sekundaren Reihe 
insbesondere auf die stationaren Reihen anzuwenden haben. vVir 
wollen aber zunachst die Verteilungsreihen allgemeiner betrachten. 

Wir nehmen an, daLl sich die vorkommenden Werte, welche 
jetzt den Eingang der Tabelle, in der ursprunglichen Tabelle abel' 
die eingetragenen Werte bUden, uber ein bestimmtes Intervall 
erstrecken. Wenn dieses In tervall nach einer oder nach beiden 
Seiten unbegrenzt ist, so nehmen wir an, daLl die zugehorigen 
Haufigkeitszahlen schlielHich sehr klein werden. Das bedeutet, daLl 
in der urspriinglichen Tabelle nur verhaltnismaLlig wenig sehr groLle 
Werte enthalten sein sollen. Wir konnen uns praktisch immer 
ein endliches Intervall abgegrenzt denken (indem wir notigenfalls 
die daruber hinausfallenden Werte vernachlassigen), so daLl die 
ganze Verteilungsreihe auf dieses Intervall beschrankt bleibt. Es 
handelt sich nun zunachst darum, eine Reihe von Begriffen zu 
entwickeln, welche zur allgemeinen Beurteilung einer vorgelegten 
Verteilungsreihe dienen kOnnen. 
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Den ersten Begriff, den wir verwenden, entnehmen wir der Be
trachtung der stationaren Reihen, wie wir sie vorhin angestellt 
haben. Es ist dies der Begriff des arithmetischen Mittels. 
Wir Rnden das arithmetische Mittel, indem wir jeden 'Vert des 
Einganges mit dem zugehorigen Tabellenwert multiplizieren und 
die Summe aller dieser Produkte durch die Summen aller Tabellen
wert~ teilen. Da der Eingang der Verteilungstabelle Intervalle 
bedeutet, so miissen wir die }Iitte y~ jedes Intervalls nehmen und 
mit der Anzahl z~ der in das Intervall fallenden Werte der ur
spriinglichen Tabelle multiplizieren. Wir Rnden also fUr das 
arithmetische Mittel jetzt den Ausdruck 

(10) 
I Y~ZQ 

Yo = LZ(' • 

Bei der graphischen Darstellung der Tabelle bedeutet das 
arithmetische Mittel die Abszisse, die zu dem Schwerpunkt der 
aus steifem Papier ausgeschnitten gedachten, die Tabelle dar
stellenden StaffelRgur gehort. 

AuJ.ler dem arithmetischen Mittel wollen wir auch die mittlere 
Ausweichung bilden. Wir Rnden hierfiir 

(1 1) 2 _ I (y~ - YO)2Z~ 
1-"- ." ' ~Zf.! 

wofiir wir mit Riicksicht auf die Bedeutung von Yo auch schreiben 
konnen 

(Ua) 
Iy 2zo 

11.2 = __ ~_, _y2 
r " o· .... Z~ 

Unter Umstanden ziehen wir der StaffelRgur das Bild einer 
stetigen Kurve vor. Dementsprechend haben wir dann in den 
obenstehenden Ausdriicken die SUllmen durch Integrale zu er
setzen und Rnden, indem Z als Funktion von y erscheint, 

f yzdy f (y - Yo)2zdy 
Yo = ---, 1-"2 = , 

Jzdy fzdy 

wobei die Integrale iiber die ganze Ausdehnung der Verteilungs
kurve auszudehnen sind, was man gewohnlich so ausdriicken kann, 
daJ.l man die Grenzen gleich - 00 und + 00 setzt. 

Es gibt nun aber noch eine zweite Art der Mittelbildung, 
die an sich noch einfacher ist. Man grenzt namlich das Intervall 
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ab, fiir das die Summe aller darunterliegenden Haufigkeitszahlen 
moglichst gleich der Summe aller dariiberliegenden Haufigkeitszahlen 
wird. Wir bezeichnen den so gefundenen Wert der Abszissen als 
den Zentralwert Y. und die zugehorigen Ordinate als die zentrale 
Ordinate. Bei der graphischen Darstellung der Tabelle durch 
eine Staffelfigur bedeutet die zentrale Ordinate einen Schnitt, durch 
den die ganze Flache del' Figur in zwei gleiche Teile zerlegt wird 
und analog bei der Darstellung der Verteilung durch eine stetige 
Kurve. 

Wir bestimmen schlieLllich noch das Intervall, bei dem die 
Haufigkeitszahl ein Maximum bildet. d. h. groJ3er wird als fiir die 
nach beiden Seiten benachbarten IntervlJ,lle. Den so ermittelten 
Wert Ya bezeichnen wir als Normalwert. Es liegt nun auf 
der Hand, daLl sich unter Umstanden auch mehrere solche Inter
valle finden konnen. Wir miiLlten dann von mehreren Normal
werten sprechen, was aber nicht als zweckmaLlig erscheint. Viel
mehr tritt die eigentliche Bedeutung des Normalwertes erst dann 
hervor, wenn nur ein Maximum vorhanden ist. 

Um ein besonderes Beispiel fiir die drei verschiedenen Mittel
werte zu haben, wollen wir die Zahlenreihe nehmen, die in einer 
Sterbetafel vorliegt. Der erste Mittelwert, das arithmetische Mittel 
oder der Durchschnittswert, wird in diesem FaIle die durch
schnittliche Lebensdauer. Sie ist fiir die im Auszuge auf 
S.24 mitgeteilte Sterbetafel 

44,8 Jahre. 

Der zweite Mittelwert, der Zentralwert, ist in diesem FaIle die 
wahrscheinliche Lebensdauer, d. h. das Alter, das gerade die 
Halfte der Geborenen erreicht. Sie betragt 

55,6 Jahre. 

Der dritte Mittelwert, der Normalwert, ist in diesem Faile das 
normale Lebensalter, d. h. das Lebensa.1ter; in dem mehr 
Menschen sterben als in den auf beiden Seiten benachbarten 
Altersstufen, wo also die Sterbekurve ein Maximum hat. Dieses 
Alter betragt 

73,2 Jahre. 

Man erkennt deutlich die Verschiedenheit del' drei Mittelwerte und 
sieht, daf3 die wahrscheinliche Lebensdauer zwischen der durch-
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schnittlichen und der normalen Lebensdauer liegt. Die drei Zahlen 
zusammen kiinnen als die zusammenfassende Charakteristik der 
AbsterbeordnuDg geIten. 

Wir wollen die auf diese vVeise abgeleiteten Begriffe sofort 
benutzen, urn eine vorgelegte station are Reihe weiter zu analysieren. 
Das arithmetische ¥ittel gibt dabei wieder den schon fruher be
trachteten Durchschnittswert. Dagegen liefert uns der Zentral
wert etwas wirklich Neues. Urn ihn zu find en, haben wir folgender
ma13en zu verfahren. Wir ordnen die aufgezeichneten Werte der 
Gro13e nach, hierauf zahlen wir, vom niedrigsten Wert anfangend, 
wenn die Anzahl der aufgezeichneten Werte gerade ist, die Halfte 
der Werte ab und notieren den 'Wert, der in del' Mitte zwischen 
dem so erreichten Wert und demnachstfolgenden liegt, oder 
direkt den aufgezeichneten Wert, der von dem kleinsten und dem 
groJ3ten Wert urn gleichviel Glieder entfernt ist, wenn die Anzahl 
der aufgezeichneten Werte ungerade ist. 

Wir konnen diese Methode weiter fortsetzen, indem wir auch 
die abgezahlten H&lften der aufgezeichneten Werte aufs neue hal
bieren, und die Werte notieren, zu denen wir so gelangen; unter 
ihnen oder liber ihnenliegt je ein Viertel aller aufgezeichneten 
Werte. Die Abweichung dieser Werte voneinander konnen wir auch 
als MaJ3 fur die Streuung der stationaren Reihe betrachten. Einzeln 
konnen wir die Unterschiede der letzten beiden Werte vom Mittel
wert als Ma/J fur die Abweichung der stationaren Reihe von dem 
Mittelwert nach unten und nach oben hin ansehen. Wir erhalten 
so auch einen Ma13stab dafur, in welcher Weise die stationare 
Reihe unsymmetrisch ist. Wenn namlich z. B. der obere \Vert 
erheblich weniger von dem Zentralwert abweicht als der untere 
Wert, so ist dieses einZeichen dafur, da13 die Reihe nach un ten 
zu weiter ausgedehnt ist als nach oben zu, da13 sie also nach unten 
zu unsymmetrisch ist. 

Wir wollen nun eine Art der Verteilung herausgreifen, die 
den Typus einer einfachen unsymmetrischen Verteilung 
darstellt. Sie soIl durch folgende Merkmale gekennzeichnet sein: 
Es ist ein N ormalwert vorhanden, von dem aus die Verteilungs
funktion nach beiden Seiten bestandig abnimmt, urn schlie13lich in 
Null uberzugehen. Die Asymmetrie der Verteilung soIl sich da
durch zu erkennen geben, da13 gleiche Werte der Verteilungs-
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funktion sich fur solche Werte des Arguments, der eine Yl rechts, 
der andere '112 links vom Norma1wert '1a, ergeben, fur die 

I Yl - '1a I < I Ya - Y21 
ist, und es soil, wenn auch fiir Y{, Y2 gleiche Werte der Ver
teilungsfunktion eintreten, auch 

I Y{ - Yl I < I Y2 - Y'; I . 
werden. Man kann aus dieser Ungleichheit auch ab!eiten 

I L1 g; (Yl) \ > I L1 g; (Y2) I, 
AYl AY2 

indem man L1 Yl = Y{ - Yl' L1 Y2 = '12 - '12 setzt und beachtet, 
daD dann der V oraussetzung gemaJl L1 g; (Yl) = L1 g; (Y2) wird. 
Aus der letzten Ungleichheit folgt aber, indem wir zur Grenze 
ubergehen, 

I a g; ('11) I > i a g; (Y2) I. 
aYl I dY2 

Die Kurve, welche die Verteilungsfunktion darstellt, ist also auf 
der kurzeren Seite vom Normalwert aus uberal! starker gegen die 
Abszissenachse geneigt als an den entsprechenden (gleich hohen) 
Stellen auf der langeren Seite. . 

Unter diesen Voraussetzungen konnen wir eine wichtige 
Lagenbeziehung zwischen den drei Mittelwerten beweisen. Zunachst 
ist leicht zu erkennen, daD, wenn die Verteilungskurve vom Normal

Fig. 5. 

1 

1 

.- .. -.-----).~ );'lS'--'--~ , 
8'-- ••• ••• t: : 
r I.: : , , 

I ' , , , , , , , 
YoY. Ya 

werte aus nach rechts hin steiler aMallt, auf der rechten Seite 
auch die von der Verteilungskurve uber der Abszissenachse ab
gegrenzte Flache kleiner als auf der linken Seite sein muD. Die 
zentrale Ordinate, welche die ganze Flache halbiert, liegt also 
notwendigerweise auf der linken Seite. Es handelt sich nun 
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darum, die Lage des Durchscbnittswertes zu ermitteln. Zu dies em 
Zweck geben wir von dem Zentralwert y. aus. Die zu ihm 
geborige Ordinate balbiert die ganze von der Verteilungskurve 
tiber der Abszissenachse abgegrenzte Flache. Ubertragen wir 
also den Teil der Kurve links vom Zentralwert spiegelbildlicb auf 
die rechte Seite, so muJ3 dort die neue Linie die ursprunglicbe 
Kurve derart durcbsetzen, daJ3 beim Ubergang von dieser zu jener 
die abzutragenden Stucke an Flacbeninhalt gleich den hinzuzu
fugenden Stucken sind. Die beiden Kurven konnen sich aber nur 
an einer Stelle Yl durchsetzen. Fur diese Stelle Yl wird der'Vert 
der Verteilungsfunktion If! (Yl) ebenso grol3, wie der Wert If! (Y2) fUr 
die Abszisse Y2' fur die !/z - Y2 = Y1 - Yz. Gabe es einen zweiten 
solchen Wert y{, so da13 aucb If! (yD = If! (Y2), wenn Yz - Y2 
= y{ - y., dann mu1lte I Y{ - Yl I = I Y2 - Y21 werden, wahrend 
wir davon ausgegangen waren, da13 immer I y{ - Yll < 1!J2 - Y21 
ist. 'Vir finden also nur einen Durchsetzungspunkt und damit 
nur zwei Flachenstucke, die sicb ausgleichen, deren Inhalte also 
gleich sein mussen. Daraus konnen wir schlie13en, daO der 
Schwerpunkt der Flache links von der Zentralordinate weiter von 
dieser entfernt ist als der Schwerpunkt der Flache rechts von der 
Zentralordinate, denn urn die erstere Flache in die letztere zu 
verwandeln, mussen wir ein weiter entferntes Stuck (in der Figur 
senkrecht schraffiert) in eine der Zentralordinate naher benach
barte Lage (in der Figur schrag schraffiert) bringen. 

Die Mitte zwischen den beiden Schwerpunktsordinaten iiefert 
nun aber die Schwerpunktsordinate der ganzen von der Ver
teilungskurve abgegrenzten Flache und die zu dieser Ordinate ge
horende Abszisse ist der Durchschnittswert Yo. Dieser Durch
schnittswert muO also links (auf der flacheren S~ite) von dem 
Zentralwert!lz liegen, und wir finden: Der Zentralwert liegt 
unter den angegebenen Voraussetzungen immer zwischen 
dem Durchschnittswert und dem N ormalwert (Fechner
sches Lagengesetz). 

Wir haben ubrigens gesehen, daJ3 dieses Gesetz z. B. auch fur 
die Absterbeordnung, trotzdem hierbei nicht eine einfache Ver
teilung vorliegt, erfullt ist. 

Wenn eine Verteilungsreihe symmetrisch ist, so fallt der 
Durchschnittswert mit dem Zentralwert und, wenn ein solcher 
vorhanden, auch mit dem Normalwert zusammen. Es ist noch 

Timerding, Analyse des Zufalls. 6 
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wichtig, fur die FaIle, wo die Verteilung asymmetrisch oder, wie 
man sagen kann, schief ist, ein bestimmtes Mall fur die 
Schiefe zu besitzen. Zu einem solchen Mall gelangt man, indem 
man den Abstand des Normalwertes vom Durchschnittswert ein
fuhrt. Nennt man dies en Abstand d, so wurde d in gewissem 
Sinne ein Mall fur die Schiefe geben. Dieses Mall ist aber ein 
lineares und nicht unmittelbar bei den verschiedenen Verteilungs
reihen zu vergleichen. Man kann deshalb ein absolutes Mall fur 
die Schiefe ableiten, indem man d mitder mittleren Aus
weichung lI- vergleicht. Es wird dann dill- ein absolutes Mall fur 
die Schiefe. 

Als Beispiel wollen wir die V erteil ungsfunktion 
II 

z=zoe- a, O<y<oo 

(Beispiel einer einseitigen Dispersion) nehmen. Dann ergibt sich 
fur das arithmetische Mittel: 

"" /I 
S zoe- ii ydy 

Y - 0 = d. 0- 00 II 

f zoe-ddy 
o 

Als Normalwert hat in diesem FaIle der Wert y = 0 zu 
geIten, weil fur ihn die Verteilungsfunktion den grollten Wert 
erreicht; d ist also in der Tat der Abstand des Normalwertes 
vom Durchschnittswert. Ferner findet man fur die mittlere Ab
weichung lI-o vom Anfangswert y = 0: 

00 II J zoe- d y2 dy 

lI-J = 0 oe II = 2 d2 

J zoe-Ii dy 
o 

und damit fur die mittlere Abweichung vom arithmetischen Mittel, 
d. h. die mittlere. Ausweichung: 

lI-2 = lI-J - d2 = d2, 

so dall sich in diesem FaIle ergibt: 

d 
-=1. 
lI-
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Eine besondere Auffassung del' stationaren Reihen kommt 
dann. zur Geltung, wenn ihre Glieder die verschiedenen beob
achteten Werte einer physikalischen Gro13e bedeuten. Die A b
weichungen del' verschiedenen Werte voneinander fiihrt man be
kanntlich darauf zuriick, daJ3 bei den einzelnen Beobachtungen 
Fehler gemacht worden sind. }Ian glaubt in allen diesen Fallen an 
die Existenz eines wahren Wertes, dem die beobachteten Werte 
mehr odeI' weniger nahe kommen. Was del' wahre Wert unabhangig 
von den gemachten Reobachtungen bedeutet, bleibt allerdings zu 
beantworten. Die GewiJ3heit seiner Existenz schopft man erstlich 
aus der Uberzeugung von der Unveranderlichkeit des Gegenstandes, 
auf den sich die Beobachtungen beziehen, wenigstens wahrend der 
Dauer dieser Beobachtungen. Sodann liegt aber auch ein iiber die 
blolle Erfahrung hinausgehendes Urteil zugrunde, das uns die 
von unseren Beobachtungen, d. h. von unseren Wahrnehmungen 
unabhangige Existenz der Naturobjekte behaupten hIlt. Wir ge
langen hiermit jedoch auf das unwegsamste Gebiet der ganzen 
Naturphilosophie. Die Frage, urn die es sich handelt, lallt sich 
mit kurzen "V orten gar nicht abmachen, weil sie wesentlich davon 
abhangt, was man unter Existenz versteht. Darin sind die Auf
fassungen sehr verschieden. Wir konnen aber die Betrachtung so 
fiihren, da13 der metaphysische Einschlag moglichst vermieden wird. 
Dies laflt sich auf folgende Weise erreichen. 

Das arithmetische }Iittel der beobachteten Werte, fiir das die 
Abweichung der Beobachtungsreihe am kleinsten wird, bedeutet 
den Wert, der dem durch die Beobachtungen erhaltenen Resultate 
so"nahe kommt, wie nur moglich, und den man als den zusammen
fassenden Ausdruck der Beobachtungen ansehen kann. 

Wenn die Beobachtungen nun mehr und mehr gehauft 
werden, so nahert sich das arithmetische Mittel mehr und mehr, 
wie man annimmt, einer bestimmten Grenze, und als diese Grenze 
laJ3t sich der »wahre Wert" festlegen. Derart wiirde der wahre 
Wert nicht als etwas, was unabhangig von den Beobachtungen 
existiert, wohl aber als ein auf den wirklich gemachten Beob
achtungen aufgebauter ldealwert erscheinen, dem man naher und 
naher kommen kann, je mehr man die Beobachtungen hauft, ohne 
ihn je mit Sicherheit zu erreichen. 1m mathematischen Sinne 
wiirde er also, wenn die Beobachtungen als eine beliebig weit 
fortsetzbare Reihe angesehen werden, den Grenzwel't bedeuten, 

6* 
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dem sich das arithmetische Mittel aus den Gliedern dieser Reihe 
bei unbegrenzt wachsender Gliederzahl nahert. 

Wir konnen daher in bekannter Symbolik den so gebildeten 
Wert, wenn wieder '!II' Y2' '" der Reihe nach die beobachteten 
Werte sind, mit 

. ?/t + '!I2 + ... + '!IN 
'!I = lun • '---'-N-C-------' 

N=oo 1 

bezeichnen. Wir konnen auch die beobachteten Werte immer zu 
einer bestimmten Zahl, etwa r, aufeinander folgender Werte zu
sammenfassen und das arithmetische Mittel dieser Gruppen auf
einander folgender vVerte nehmen. So wurde sich, wenn 

das arithmetische Mittel fur die Q te Wertegruppe ist, unmittelbar 
ergeben, datl auch . 

. '!I~ + '!I~ + ... + y'v '!I = 11m ~~~--=----C-~ 
~="" V + 1 

wird. Der wahre Wert ist auch der Grenzwert fur das arithme ... 
tische Mittel der neuen Zahlenreihe. Die durch die Mittelbildung 
aus r Beobachtungen erreichte engere Annaherung an den wahren 
Wert gibt sich dadurch zu erkennen, dal3 die mittlere Ausweichung 
der neuen Zahlenreihe kleiner ist als die der ursprunglichen. 

Wenn die Beobachtungen aul3erordentlich gehauft werden, so 
wird sich jeder der beobachteten Werte (der naturlich nur mit 
beschrankter Genauigkeit bestimmt werden kann) eine grol3ere 
Anzahl Male wieder£lnden. Wir werden aber, falls sich eine regel
mal3ige Verteilung der beobachteten Werte ergibt, fur den jenem 
unmittelbar benachbarten Wert annahernd die gleiche Hau£lgkeit 
£lnden mussen. Es ist also die Haufigkeit des Vorkommens eines 
Wertes fJ zwischen zwei Grenzen, wenn diese Grenzen sehr nahe 
benachbart sind, dem Intervall d fJ zwischen ihnen proportional, 
und wir konnen die relative Haufigkeit eines Wertes fJ in einem 
solchen Intervall in der Form 

1jJ(fJ)dfJ 

ansetzen, wo 1/1(1']) eine bestimmte Funktion von fJ, die Haufig
kei tsfun k tion, bezeichnet. 
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Da der Wert 1} zwischen den Grenzen - 00 und + 00 liegen 
muLl, wird die relative Haufigkeit hierfur 

+00 

(12) J 1/J (Yj)d Yj = 1. 
-00 

Nach unserer Voraussetzung ist der wahre Wert y gegeben 
durch das arithmetische Mittel aller Werte 1}, also durch das 
Integral 

(13) 

Bilden wir nun die Differenzen 

x=1}-Y, 

die wir als den Fehler der einzelnen Beobachtung bezeichnen, so 
zeigt sich sofort, daJ3, wenn wir 1/J(fj) = 1/J(y + x) = qJex) 
setzen, 

wird. Wir erhalten weiter 

(14) 
+00 
fqJ(x)dx=l und 

+00 J xqJex)dx . . o. 

Ferner solI noch eine GreLle !t durch die Gleichung 

+00 
(15) !t 2 = f x2qJ(x)dx 

-00 

eingefiihrt werden. Diese GreLle bedeutet, da ja x = r; - y, die 
mittlere Abweichung der Werte r; von dem "wahren Wert" und 
heiLlt der mittlere (quadratische) Fehler.-Sie-entsPrlchlgenau 
del' friiher eingefiihrten mittleren Ausweichung. 

Wir wollen nun noch fragen, was der Durchschnittswert fur 
das Produkt x·x' der Fehler zweier Beobachtungen wird. Fur 
die relative Haufigkeit eines bestimmten Wertes dieses Produktes 
X = X x', d. h. eines Wertes, der zwischen den Grenzen X und 
X + d X liegt, erhalt man sofort das Integral 

J J qJex)qJ(x')dxdx', 

wobei fUr :1", x, alIe Werte zu nehmen sind, fur die der Wert von 
X = X· x· zwischen den Grenzen X und X + d X liegt. 
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Dies bedeutet, wenn wir x, x' als rechtwinklige Koordinaten 
eines Punktes in der Ehene deuten, daLl das Integrationsgebiet 
ein unendlich schmaler, zwischen zwei gleichseitigen Hyperbeln 

X' = X, x' = X + d X 
x x 

liegender Streifen ist. Dieser Streifen laLlt sich aber auf andere 
Weise in Flachenelemente zerlegen. Wir teilen ihn durch un
endlich benachbarte Ordinaten. Zwei solche schneiden: dann ein 
unendlich kleines Parallelogramm aus dem Streifen aus, von dem 

die in den Streifen fallen den parallelen Seiten die Lange d X 
x 

Fig. 6. 
x' 

, ' 

und den Abstand dx haben, 
so daLl der Inhalt dieses 
Flachenelementes 

= dx dX 
x 

wird Damit verwandelt 
srch das obenstehende In
tegral, wenn wir darin 

I X 
X =

X 

einsetzen, in 

x : dx : 
oL--~--~~J-_---------~x~ 

Setzen wir also die relative Haufigkeit der FaIle, wo X 
zwischen X und X + d X liegt, 

= cIJ(X)dX, 
so folgt 

-00 

Nun wird der Durchschnitt aller Werte X gegeben durch das 
Integral 

+00 

S XcIJ(X)d X, 
-00 
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wir erhalten dafur also den Wert 

TO l~cp(X)cp (!) d: dX 
-00 -00 

oder, indem wir in diesem uber die ganze Ebene zu erstreckenden 
Doppelintegral wieder die ursprunglichen Flachenelemente ein
fuhren, 

+00 +00 f Jx.x'cp(r).cp(x')dxdx'. 
-oe -00 

Es wird aber dieses Doppelintegral das Produkt zweier einfacher 
Integrale: 

+00 +00 
S x cp (x) dx . S x' cp (x') dx', 

und diese beiden Integrale sind 0, also auch ihr Produkt. Der 
Durchschnittswert des Produktes x·x' ist demnach O. 

Wir wollen dies benutzen, urn den Zusammenhang des. 
mittleren Fehlers lL der direkten Beobachtungen Yi mit dem mitt
leren Fehler lL' der zu r zusammengefaLlten und zum Mittel
wert Y~ vereinigten Beobachtungen zu suchen. Wir mussen, urn 
lL' 2 zu erhalten, den Durchschnittswert bilden von 

oder 

1 
2 (Xl + X2 + Xs + ... + Xr )2 
r 

2 2 2 2 
~ + ~ + ... + x,. + Xl X2 + .... 
r2 r 2 r 2 r 2 

Die Durchschnittswerte der n ersten Glieder sind aber aIle 

und die Durchschnittswerte der Produkte verschwinden, so daJl 
wir schlie.lllich erhalten 

oder 

(16) 
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Der mittlere Fehler ist also umgekehrt proportional der Quadrat
wurzel aus der Anzahl der Beobaehtungen, von denen man das 
arithmetisehe Mittel nimmt. 

Setzen wir nun aber 

1 
wobei Yo = r (YI + Y2 + ... + !/r), so ergibt sieh (da ja 

Xi = Yi - Y = !Ji - Yo + Yo - Y), wenn die Summation iiber 
die r zusammengefaJlten Beobachtungen erstreckt wird, 

~ xl = ~).1 + r(yo - y)2 
und daraus 

~).l = "i xl- 'r(yo - y)2, 

Nehmen wir nun den Durehschnittswert, so ergibt sieh fiir 
das erste Glied der reehten Seite der Wert r'1l2, fiir das zweite 

Glied r ' 112 = 112, also wird der Durehschnittswert von ~)./ 
r 

= (r -1)1l2, 

und II kann als der Durehschnittswert von 

1/'2.).;2 
r r- 1 

angesehen werden. Sofern diese GroJle von einer Beobachtungs
serie zur anderen sieh wenig andert, kann sie selbst fiir den 
Wert II genommen, also 

(17) V ~.ll 
II = --

r-1 

gesetzt werden. 
Wir wollen nun aueh noeh den Durehsehnittswert des Aus

druekes 

(18) 
1 

Wl = --~ [(YI - V2)2 + (Y2 - YS)2 + (Ys - Y4)2 + ... 
t' -1· 

+ (Yr-l - Yr)2] 

suehen. 'Vir konnen diesen Ausdruck sehreiben 
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oder 

und daraus folgt sofort fiir den Mittelwert 

2/L2. 

1st also die Anzahl der Beobachtungen groLl genug und die 
Verteilung der beobachteten Werte derart, daLl man den gefundenen 
Wert mit dem Mittelwert identifizieren kann, so mull man, da 
o:l'fenbar auch 

1 
ill1 = -- [C)"I - ).2)2 + ().2 - As)2 + (As - A4)2 + ... 

r -1 
+ (Ar _ 1 - Ar ) 2] 

wird, zwischen dies em Ausdruck und dem Ausdruck 

2 _ A12 + Ai + ... + Ar2 
/L - r-1 

die Beziehung finden 

(19) 

und die erste Quadratensumme mull das Doppelte von der zweiten 
Quadratensumme sein. 

Hiermit haben wir ein Kriterium, das Abbesche Kri
t e ri u m 1), gefunden, das sich sehr leicht anwenden HWt. Dieses 
Kriterium gilt dafiir, daLl die Werte der stationaren Reihe die
selbe Verteilung zeigen, die sich bei wiederholten, gleich sorg
faltigen Beobachtungen derselben physikalischen GroJ.\e ergibt, wo 
in der Tat angenommen werden kann, daJ.\ bei geniigender Hau
fung der Beobachtungen die idealen Mittelwerte mit groLler An
naherung erreicht werden. 1nsofern die bei solchen Beobachtungs
reihen entstehende Verteilung die typische Verteilung ist, die da 

1) E. Abbe, Dissertation, Werke Bd.II, letzte Abhandlung. Vgl. 
He 1m ert Sitzungsberichte del' Kgl. PreuJ3ischen Akademie del' Wisspn
schaften 1905, S. 594" der zeigt, daJ3 sowohl die Vorzeichensumme der 

Abweichungen Ai gleich 0 wie der Ausdruck m2 gleich 1 wird mit 
2[.1 

einem mittleren Fehler, der der Quadratwurzel aus der Anzahl del' 
Beobachtungen gleich ist. 
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entsteht, wo die Abweichungen der einzelnen Werte der Reihe 
voneinander auf bloJ3en Zufalligkeiten beruhen, kann des Kriterium 
auch direkt als Zufallskriterium bezeichnet werden. 

Wir wollenesnoch ;~ einem" Beispiel bestatigen. Wir nehmen 
dafUr die fruher (S. 30) als Produkte zweier beobachteten GroJ3en 
gefundenen Zahlenwerte fUr die Konstante im Boyle schen 
(Ma·riotteschen) Gesetz, so daJ3 die Werte der stationaren Reihe 
jetzt sind 

Yl = 1531, Y2 = 1547, Ys = 1531, Y4 = 1520, Y5 = 1518, 
Y6 = 1541, Y7 = 1530, Ys = 1535. 

Der Durchschnittswert ist rund 1532, wir finden also 

Al = - 1, A2 = + 15, As = - 1, A4 = -12, As == - 14, 
A6 = + 9, A7 = - 2, As = + 3. 

Nun ist ein erstes Mittel, urn zu beurteilen, ob diese Ab
weichungen auf Rechnung des Zufalls gesetzt werden kiinnen, die 
Untersuchung, ob sie eine symmetrische Verteilung zeigen. Man 
kann sich hierbei darauf beschranken, festzustelIen, ob der Durch
schnittswert mit dem Zentra1wert ungefahr zusammenfallt. Der 
Durchschnittswert der Zahlen A ist aber 0 (wegen der Abrundung 
bei den obenstehenden Zahlen - 0,4). SoIl nun auch der Zentral
wert ° sein, so muss en unter den A ebensoviel positive wie negative 
sein. Wir konnen die sich so ergebende Regel fassen wie folgt: 
Man ersetze aIle positiven A durch den Wert + 1, aIle negativen 
durch - 1, diejenigen, welche ° sind, lasse man gleich 0, dann 
muJ3 die algebraische Summe dieser Werte klein im VerhaItnis zu 
der Anzahl der Beobachtungen sein. 1m vorliegenden FaIle haben 
wir funf negative und drei positive Werte, wurden also statt ° 
den Wert - 2 erhalten, was klein genug ist. 

Bilden wir jetzt die mittlere Ausweichung nach der Formel (17), 
BO' erhalten wir 661 

2~2 = 2. 7 = 189. 

Ferner wird 

oder 

9.n = ~ (16 2 + 162 + 112 + 22 + 23 2 + 112 + 52) 
7 

9.n = 187. 

Die Ubereinstimmung zwischen den Werten 2 ~2 und 9.n ist so 
gut, wie man nur wunschen kann. 
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Das Urnenschema. 

Wir gehen nun den vVeg, dall wir einen besonderen Fall von 
stationaren Zahlenreihen ins Auge fassen. In diesem FaIle sollen 
die beobachteten Werte relative Haufigkeiten gleichartiger Ereig
nisse sein. Um aber ein bestimmtes Bild vor Augen zu haben, 
denken wir uns eine Urne, in der schwarze und weille Kugeln 
gemischt enthalten sind und aus der eine bestimmte, sehr grolle 
Anzahl Male hintereinander eine Kugel gezogen wird, die jedesmal 
nach der Ziehung zuruckgelegt wird. Das Verhaltnis der.Anzahl der 
gezogenen weillen Kugeln zu der Anzahl der gemachten Ziehungen 
uberhaupt ergibt dann die aufzuzeichnende relative Haufigkeit. 
Wir konnen es dabei als eine Erfahrungstatsache ansehen, da13 
diese Verhaltniszahl annahernd mit dem Verhaltnis der in der 
Urne enthaltenen weill en Kugeln zu der Gesamtzahl der uberhaupt 
vorhandenen Kugeln ubereinstimmt. Wir konnen auch, wenn das 
einfacher scheint, diese Behauptung so wenden, daJ3 wir zuniichst 
von einer Urne ausgehen, in der die Kugeln einzeln, etwa mit 
Zahlen, bezeichnet sind. Die Behauptung lautet dann so, da13 bei 
einer grollen Anzahl von Ziehungen die verschiedenen Kugeln an
niihernd gleich oft erscheinen, falls beim Ziehen gewisse Vorsichts
mallregeln (stets erneutes, grundliches Durcheinanderschutteln usw.) 
beobachtet werden. (Die Behauptung geht sogar noch weiter, die 
Anzahlen der Ziehungen fur die verschiedenen Kugeln sollen um 
so genauer einander relativ gleich werden, je groller ihre absoluten 
'Verte sind.) Die relative Haufigkeit wird sonach fur die einzelnen 
Kugeln, wenn s Kugeln in der Urne enthalten sind, annahernd 

1 
gleich -, und wenn darunter r weill gefiirbt sind, wird die relative 

s 
Haufigkeit der Ziehung einer wei13en Kugel annahernd gleich .!:., 

S 
also gleich dem Mischungsverhaltnis. 
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Fassen wir nun die relativen Haufigkeiten ins Auge, die bei 
einer Serie von Ziehungsgruppen (zu je n Ziehungen) tatsachlich 
gefunden sind, so konnen wir von vornherein sagen, daIl die so 
gefundenen Werte, weil sie keine systematische Veranderung zeigen, 
sich vielmehr aIle mehr odeI' weniger dem Mischungsv.erhaltnis del' 
Kugeln nahern, in dem fruher erorterten Sinne eine station are 
Reihe bilden. 

1st das Mischungsverhaltnis also nicht bekannt, so liefert'die 
Bestimmung del' relativen Haufigkeit del' gezogenen weiIlen Kugeln 
bei einer Serie von Ziehungsgruppen, deren jede eine groIle Anzahl 
von Ziehungen umfaIlt, ein Mittel, den Wert des Mischungs
verhaltnisses wenigstens angenahert zu finden. Es sei eine Serie 
von m mal n Beobachtungen angestellt und es seien hierbei 

Pm 
Wm=~ 

It 

die bei den einzelnen Beobachtungsgruppen gefundenen relativen 
Haufigkeiten. Diese bilden die Elemente del' stationaren Reihen, 
um die es sich handelt. Del' Durchschnittswert abel', um den sich 
die Werte del' Reihe gruppieren, wird: 

w l + W2 + ... + Wm Pl + P2 + ... + Pn 
W = --~~---~~~- = , 

m m·1J 

er ist demnach nichts anderes als die relative Haufigkeit, die sich 
ergibt, wenn wir direkt die relative Haufigkeit fur die Gesamtheit 
aller angestellten Beobachtungen bilden. Denken wir uns nun die 
Beobachtungen wei tel' fortgesetzt, so daIl wir neue Ziehungsserien 
von je m· It Ziehungen erhalten, dann bilden die aus diesen 
folgenden relativen Haufigkeiten eine neue station are Reihe, von del' 
wir allgemein gezeigt haben, daIl die Abweichung ihrer Werte von
einander geringer ist als die del' ursprunglichen Reihe. So konnen 
wir noch weiter fortfahren, die gefundenen Reihen werden sich 
dann immer enger um einen bestimmten Mittelwert zusammen
ziehen. Es zeigt sich also, daIl man einem bestimmten Wert 
naher und naher kommt, der mit der beobachteten relativen 
Haufigkeit um so genauer zusammenfallt, je groIler die An
zahl del' beobachteten FaIle ist. DaIl del' so ermittelte Wert 
das wirkliche Mischungsverhiiltnis del' Kugeln in del' Urne ist, 
kommt nicht unmittelbar in Betracht. Diesel' Wert, den wir 



Das Urnenschema. 93 

als Idealwert odeI' Grenzwert einer relativen Haufigkeit erhalten, 
ist derselbe, del' sonst als mathematische Wahrscheinlichkeit 
bezeichuet wird. In dem hier augegebenen Sinne wurde del' Be
griff vielleicht zum erstenmal von G a u s s eingefuhrt rrheoria 
combinationis observationum erroribus minimis obnoxiae 1821, 
'Verke, Bd.IV, S.5) und durch den Ausdruck facilitas relativa 
bezeichnet. In del' weiteren Darstellung gebraucht er jedoch durch
weg den gewohnlicheren Ausdruck probabilitas und wir konnten 
ebenso die Bezeichnung Wahrscheinlichkeit verwenden. Es scheint 
aber doch besser, in diesel' kurzen Darstellung, die nul' das er
kenntnistheoretische Problem, nicht abel' die weiteren Ausfuhrungen 
zu behandeln hat, urn aIle Mil3verstandnisse gegenuber del' sonst 
ublichen Definition del' Wahrscheinlichkeit auf Grund del' "gleich 
moglichen FaIle" zu vermeiden, iiberall den Ausdruck "relative 
Haufigkeit" zu verwenden, trotzdem diesel' dann ~uch iiber seine 
urspriingliche Bedeutung hinaus eine besondere Pragung als 
Kunstausdruck erhalt. Wir mussen im folgenden immer die 
Anzahl del' Ziehungen so groJ3 voraussetzen, daJ3 die erreichte 
Annaherung an den Idealwert als hinreichend angesehen werden 
kann. 

Die Ziehung aus einer Drne la13t sich als Typus eines ein
fachen Ereignisses ansehen. Wollen wir uns nun ein zusammen
gesetztes Ereignis bilden, so denken wir uns zwei Drnen. Zuerst 
wird aus del' ersten Drne gezogen und nul', wenn hierbei eine weil3e 
Kugel gefunden ist, wird auch aus del' zweiten Drne gezogen. DaJ.\ 
hiel'bei wieder eine weiI3e Kugel gefunden wird, wird als das Ein
treten des in Betracht gezogenen zusammengesetzten Ereignisses 
angesehen. Es fragt sich dann, ob die relative Haufigkeit dieses 
zusammengesetzten Ereignisses sich aus den relativen Haufigkeiten 
del' Einzelereignisse ableiten lal3t. Zu diesem Zweck denken wir 
uns wieder eine Serie von Ziehungsgruppen. Wir nehmen zunachst 
an, es sei n mal aus del' ersten Drne gezogen worden. Nul' bei 
einem Teil diesel' Ziehungen, etwa p Ziehungen, ist dann eine weil3e 
Kugel gezogen worden, und in einemTeil diesel' FaIle, etwa bei 
q Ziehungen, sei auch aus del' zweiten Drne eine weil3e Kugel ge
zogen worden. Die relative Haufigkeit des zusammengesetzten 
Ereignisses ist dann 

w=fl. 
n 
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Die relativf;l Haufigkeit der Ziehung einer weillen Kugel aus 
der ersten Urne wird aber 

und die relative Haufigkeit der Ziehung einer wei13en Kugel aus 
der zweiten Urne wird 

q 
w2 = -, 

P 
man findet also 

(1) 

d. h. die relative Haufigkeit des zusammengesetzten Er
eignisses ist das Produkt aus den relativen Haufigkeiten 
der Einzelereignisse. 

Wir mtissim aber beachten, welche Voraussetzung hierbei ge
macht worden ist. Durch die Ziehungen aus der ersten Urne 
werden bestimmte FaIle, die durch das Finden einer weill en Kugel 
gegeben sind, herausgegriffen. Nur in diesen Fallen wird aus 
der zweiten Urne gezogen und die relative Haufigkeit fur diese 
Ziehungen notiert. Liegt nun der Fall ebenso, als ob unabhangig 
von der ersten Urne aus der zweiten Urne gezogen worden ware? 
Man wird die Frage hier unbedingt bejahen, sie wird sogar als 
ganzlich tiberfltissig erscheinen. Ihre Entscheidung bedeutet aber 
eine bestimmte Aussage tiber die beiden Einzelereignisse, aus 
denen sich das Gesamtereignis zusammensetzt, namlich die Aussage 
da:rtiber, da13 die durch die erste Urne getroffene Be
stimmung tiber die Ziehung aus der zweiten Urne keinen 
Einflul.l auf die Resultate der Ziehungen aus dieser 
zweiten Urne austibt, da13 mit anderen Worten die beiden 
Einzelereigni.sse voneinander unabhangig sind. 

Die gleiche Uberlegung bleibt nattirlich auch dann bestehen, 
wenn das Gesamtereignis sich aus mehr als zwei Einzelereignissen 
zusammensetzt. Wir konnen daher allgemein sagen: 

Die relative Haufigkeit eines aus mehreren Kompo
nenten zusammengesetzten Ereignisses ist gleich dem 
Produkt aus den relativen Haufigkeiten seiner Kompo
nenten, wenn diese voneinander unabhangig sind. 

Ein Ereignis kann aber noch auf eine andere Art aus Teil
ereignissen zusammengesetzt sein. Nehmen wir z. B. an, das Er-
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eignis bestande darin, daI.l mit einem Wiirfel mehr als drei Augen 
geworfen wenlen. Dann setzt sich dieses Ereignis· sofort aus drei 
Teilereignissen zusammen. Es konnen namlich mit dem Wiirfel 
entweder vier oder' fiinf oder sechs Augen geworfen sein. In allen 
drei Fallen ist das Ereignis eingetreten. Nehmen wir nun an, es 
sei allgemein n die Gesamtzahl der FaIle. Dabei seien die Teil
ereignisse der Reihe nach p-, q-, r mal eingetreten, dann ist das Ge
samtereignis (p + q + r)mal eingetreten. Die relative Haufigkeit 
des Gesamtereignisses wird also 

w=p+q+r =E+!+.!:.. 
n n n n 

Die relativen Haufigkeiten der Teilereignisse sind aber 

Es ergibt sich demnach 

(2) 

r 
ws= n' 

und wir konnen allgemein den Satz aussprechen: 
Wenn bei einem Ereignis verschiedene FaIle moglich 

sind, die aIle das Eintreten des Ereignisses bedeuten, so 
ergibt die Summe der relativen Haufigkeiten aIler dieser 
F aIle die rela ti ve Ha ufig keit des betrach teten Ereig
nisses selb st. 

Bei jedem Ereignis sind aber immer von vornherein zwei 
FaIle zu unterscheiden, die durch das Eintreten und das Ausbleiben 
des Ereignisses gegeben sind. Das Eintreten und das Ausbleiben 
eines Ereignisses setzen sich jedoch zu einem Ereignis zusammen, 
das in allen Fallen eintritt, dessen relative Haufigkeit also gleich 
1 ist. Nennen wir daher w die relative Haufigkeit des Eintretens 
und Wi die relative Haufigkeit des Ausbleibens, so muI.l 

w+w' = 1 

werden, es ergibt sich also die relative Haufigkeit des Ausbleibens 
eines Ereignisses aus der relativen Haufigkeit w seines Eintretens 
durch die Gleichung 

w'= l-w. 

vVir benutzen die angestellten Uberlegungen nun, urn die 
relative Haufigkeit des mehrmaligen Eintretens eines Ereignisses 
in einer gewissen Anzahl von Fallen zu bestimmen. Wenn das 
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Ereignis in n Fallen p mal eintreten solI, so miissen wir zunachst 
dabei eine bestimmte Folge des Eintretens und Ausbleibens ins 
Auge fassen. Es handelt sich dann urn ein Ereignis, das aus 
n unabhangigen Teilereignissen besteht. Diese Teilereignisse sind 
das Eintreten oder Ausbleiben des betrachteten Erfolges im ersten, 
zweiten, dritten usw. Fane. Nach unserem Satze ist die relative 
Haufigkeit des Gesamtereignisses das Produkt aus den relativen 
Haufigkeiten der Teilereignisse, und von diesen n Faktoren sind p 
gleich w, wenn wir mit w die relative Haufigkeit des Einzelereig
nisses bezeichnen, von der wir voraussetzen, daLl sie sich von 
Fall zu Fall nicht andert, die iibrigen n - p Faktoren dagegen 
werden gleich 1 - w. Wir finden also fiir die relative Haufig
keit des Gesamtereignisses den Wert 

wP(l- w)n-p. 

Nun soIl aber die Reihenfolge, in welcher der betrachtete Er
folg eintritt oder ausbleibt, fiir das in Wirklichkeit betrachtete 
Gesamtereignis (das p malige Eintreten des betrachteten Erfolges 
in n Fallen) gleichgiiltig sein. Wir miissen also aIle diese ver
schiedenen Reihenfolgen als verschiedenemogliche Falle, in denen 
das in Rede stehende Ereignis eintritt, ansehen und finden die 
relative Haufigkeit dieses Ereignisses als die Summe der relativen 
Haufigkeiten, die sich fiir die einzelnen moglichen Reihenfolgen 
ergeben, d. h., da diese relativen Haufigkeiten aIle gleich sind, als 
das Produkt ihres Wertes mit der Anzahl der Arten, auf die sich 
aus n Elementen p herausgreifen lassen. Diese Anzahl ist 

1·2·3·4·5···n n! 
1·2···p·l.2···(n-p) = p! (n-p)!' 

wenn wir in der iiblichen Weise 

1·2·3···n = n! 

setzen, und damit finden wir fiir die gesuchte relative Haufigkeit 
den Wert 

(3) n! P(l )n- p 
1 ( _ )1 W -w . p. n p. 

Dieser Wert ist, wie man sieht, einerseits eine einfache Funk
tion der relativen Haufigkeit w, andererseits hangt er in be
stimmter Weise von der Zahl p ab und wir wollen ihn deswegen mit 

bezeichnen. 
CPp (w) oder kiirzer CPP 
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Bei der Bestimmung des vorstehenden Ausdruckes ist zu be
denken, dal3 der Wert w nie mit absoluter Genauigkeit, sondern 
immer nur mit einer gewissen Annaherung gefunden werden kann. 
Wir wollen nun untersuchen, welchen Einflul3 eine kleine Ab
weichung 8w im Wertevon w auf die Bestimmung des Wertes rpp 
ausubt. Die der Abweichung 8w entsprechende Anderung dieses 
vVertes wird 

8rp = ----wP(l-w) p ---- 8w n! n-'(P n- p ) 
P p!(n-p)! w l-w 

( p n-p\ 
= rpp to-l_w)8w. 

Diese Anderung dad nur einen Bruchteil von rpp ausmachen, damit 
die Bestimmung von rpp uberhaupt einen Sinn hat. Wir fragen 
also, wann 

8rpp < 8· rpp 

wird, wo 8 einen bestimmten echten Bruch bedeutet, und finden 
zunachst, dal3 dann dem absoluten Betrage nach 

----- 8w < 8 ( p n-p) 
w l-w 

sein mul3, woraus sich, indem wir die Werte 

einsetzen, ergibt: 

oder 

U=p 
n 

1_u=n-p 
n 

---- n8w < 8 ( u 1-U) 
w l-w 

~~n8w<8. 
w(l-w) 

Nehmen wir fur 8 w die groJ3te zu befUrchtende Schwankung in 
der Bestimmung von w, so folgt fUr die zugehorigen Grenzen des 
Wertes U 

w (1- w) 
U-W<----8 

n8w 
dem absoluten Betrage nach, oder 

.. w(l-w) 
p-nw < 8w 8. 

Ti m e rd i n g, Analyse des Zufall •. 7 
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Nur wenn diese Bedingung fiir einen nicht zu groJ3en Wert des 
echten Bruches 13, also sicher auch die Bedingung 

w(l-w) 
p-nw < ----

~w 

erfiillt ist, kann von einer Bestimmung des vVertes gJp die Rede 
sein. Es ergibt sich also eine gewisse Grenze fiir die Abweichung 
des vVertes p von dem "Normalwert" nw, die iiberhaupt zulassig 
ist. Das ist fiir alies Folgende wichtig zu beachten. 

Nehmen wir nun die Reihe der Werte gJp, welche die Haufig-

keit des Vorkommens eines bestimmten Wertes p = u angeben, 
n 

so fragt es sich, welcher Art diese Zahlenreihe ist, wenn wir von 
der Annahme eines festen Wertes w ausgehen. Es zeigt sich so
fort, dall die Reihe in dem friiher (S. 79) angegebenen Sinne einen 
einfachen Verlauf hat. Bilden wir namlich den Ausdruck 

L1 gJp= gJp+l- gJp =n- p .~-1= (n + l)w-(p+ 1) 
gJp gJp P + 1 1 - w (p + 1) (1 - w) • 

so geht dieser durch Null hindurch, wenn mit moglichster An
naherung 

oder 

n-p 
p+1 

1-w 
10 

wird. Auf der einen Seite von diesem Werte ist der Ausdruck 
L1 . 

von ~ bestandig positiv und nimmt mit p zu, auf der anderen 
gJp 

Seite wird er negativ und nimmt ebenfalls mit p zu, d. h. dem 
absoluten Werte nach ab; es wird namlich 

L1 gJp L1 gJp +1 n + 1 w 
gJp - qJp+l = (p+-l)(/J+ 2) l-w 

bestandig positiv, die Werte von gJp nehmen also vom Hochstwert 
aus nach beiden Seiten ab, wie Fig. 5 angibt. 
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Auf eine andere Weise untersuchen wir die aus dem Aus
druck CPP folgende Zahlenreihe, indem wir die Summen 

n n n 

~ CPP' ';::;.p CPP , LP2cpp 
o 0 0 

bilden. Was zunachst die erste angeht, so ergibt sich aus 

;'-., n! 
1 = [w + (1 - w)]n = 2: p-nn-=- p)! wP (1- w)"-p 

p=O 

sofort 
n 

~ CPP = 1. 
o 

Fiir das allgemeine Glied der zweiten Summe finden wir dagegen 

n! 
P'cPp = (p-I)! (n_p)!WP(I-w)n- p 

(n-I)' = nw. . wP-1 (1-w)n- p, 
(p-I)! (n-p)! 

und daraus folgt, indem wir die Werte, die aus CPP hervorgehen, 
wenn man n - 1 statt n nimmt, mit cP~ bezeichnen, 

p.cpp = nw·cp~_l; 

es wird also 
n n-l 

2P'CPp = nw· L CP~-l 
o 0 

und damit 

(4) 

Weiter ergibt sich: 

n! 
p2. CPP = (p _ 2)! (n _ p)! wP(I - w)n- p 

n! + (p-I)! (n_p)!wP(I-W)"-P 

= n (n -1) w2. CP~-2 + nw· CP~-l' 

indem wir den Ausdruck, der aus CPP hervorgeht, wenn man n - 2 
statt /I nimmt, mit cP; bezeichnen, und damit erhalten wir 

'Ip2. CPP = n (n -1) w2. LCP~-2 + nw· L CP~-l; 
7* 
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da aber ~ qJ~ -1 = 1, ~ qJ~ _ 2 = 1, folgt hieraus: 

(5) 

Diese Resultate lassen sich verwerten, urn die registrierten 
Werte p naeh der im vorigen Kapitel angegebenen Methode als 
die Glieder einer stationaren Reihe zu untersuehen. Die An
zahl der insgesamt aufgezeiehneten Werte sei N. Der Wert P 
findet sieh dann qJp' N mal, und wenn wir die Summe aller auf
gezeiehneten Werte bilden, so ergibt sieh 

L qJpN·p = NLp·fJJp = N·nw; 

das arithmetisehe Mittel aller aufgezeichneten 'Verte wird also 

Po = n·w. 

Berechnen wir nun die Summe der Quadrate der Abweichungen 
der aufgezeichneten Werte von diesem Mittelwert, so ergibt sieh 
dafiir der Ausdruck 

und hierfiir finden wir weiter: 

N· [~p2qJp - 2 nw ~ p qJp + n2w2] 
= N· [n(n -1)w2 + nw-n2w2] = N·nw(l-w). 

Der Mittelwert aller Abweiehungen wird also 

Ynw(l-w). 

Nehmen wir statt der Werte p selbst die Verhaltniswerte p 
n' so wird 

und 

also in diesem FaIle die mittlere Ausweichung 

(6) 
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Diese mittlere Ausweiclmng wird sonach urn so kleiner, ja 
groJ3er n ist. 

Wenn aus einer Urne gezogen wird und sich hierbei unter n 
Ziehungen p mal eine weiJ3e Kugel findet, so konnte man diesen 
Vorgang als typisch fiir alle FaIle ansehen, wo bei n Proben 
pmal der gewiinschte Erfolg eintritt. Man kann daher versucht 
sein, die aus dies em einfachen Urnenschema abgeleiteten Resultate 
auf aIle FaIle zu iibertragen, in denen sich nicMs weiter ofl'enbart 
hat, als daJ3 ein bestimmter Erfolg p mal unter n Malen eingetreten 
ist. Der Schlu13 ist aber sehr gewagt und wird in den meisten 
Fallen auch als irrig nachgewiesen, wenn man die relative Haufig
keit nicht blo13 einmal, sondern eine groJ3ere Anzahl Male bestimmt, 
und dann versucht, die mittlere Ausweichung der so gewonnenen 
stationaren Reihe mit dem naeh der obigen Formel sich ergebenden 
Ausdruek zu vergleiehen. Man kann fiir diese mangelnde Uber
einstimmung zunaehst folgende Erklarung versuehen. 

Bei dem Urnensehema ist man von vornherein gewiJ3, da13 
die Bedingungen des Ereignisses, die dureh das Misehungsverhaltnis 
der sehwarzen und der weiJ3en Kugeln in der Urne gegeben sind, 
unverandert bleiben. 1m allgemeinen FaIle hat man diese GewiJ3-
heit aber nicht. Man konnte nun diesen allgemeineren Fall an 
das zuerst gegebene Urnenschema ansehlie13en, indem man voraus
setzt, da13 das Misehungsverhaltnis der Kugel in der Urne wech
selt, oder besser noeh, da13 die Ziehungen nicht aus einer Urne, 
sondern aus vielen Drnen mit verschiedenen Mischungsverhalt
nissen stattfinden. Es ist dann die Frage, ob sieh dadureh die 
Verteilung der Anzahl Male, die ein bestimmtes Ziehungsverhaltnis 
bei einer gro13en Anzahl von Ziehungen herauskommt, wesentlich 
andert oder nieht. 

Urn diese Frage zu beantworten, nehmen wir an, es sei das 
Mischungsverhaltnis der weiJ3en und schwarzen Kugeln bei der 
i ten Ziehung wi/wi, wobei immer Wi + wi = 1. 

Bilden wir nun das Produkt 

rr(wi~+wirJ) = ~1/Jp~PfJn-p, 
i p 

iiber alIe Ziehungen erstreekt, so gibt der Faktor 1/Jp von ~P1Jn-p in 
diesem Ausdruek die relative Haufigkeit der Ziehung von p weiJ3en 
Kugeln bei n = p + q Ziehungen an. Dies ist sofort einzusehen, 
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weil das Entstehe:o. eines Ziehungsverhaltnisses, bei dem p wei13e 
Kugeln q schwarzen Kugeln gegenuberstehen, genau analog ist 
dem Herausheben eines Gliedes mit p Faktoren g und n - p = q 
Faktoren 'I'} bei der Ausrechnung des angeschriebenen Produktes. 
So oft sich ein solches Glied ergibt, so oft ergibt sich auch bei 
den aufeinanderfolgenden Ziehungen eine Kombination, bei der 
gerade p wei13e und q schwarze Kugeln gezogen sind. 

Da die Summe aller dieser relativen Haufigkeiten gleich 1 
sein muLl, folgt fur g = 'I'} = 1 

'i.1jJp~P r;q = IT (Wig + wir;) = 1. 
i 

Fur die Zahlenreihe, welche die relativen Haufigkeiten bilden, finden 
wir den Mittelwert w, indem wir bilden 

Nun ergibt sich aber: 

und daraus folgt fur den Mittelwert w, wenn wir ~ = 'I'} = 1 
setzen, 

(7) nw='i.wi o 

Wir haben jetzt auch noch die mittlere Ausweichung zu be
rechnen und zu dem Zweck zu bilden 

n2/L2 = ~ (p - nW)2 .1jJp. 

Hierfiir ergibt sich zunachst: 

'i.(p-nw)21jJp = ,£p2'IjJp_n2w2 

= 'i.P (p - l)1jJp + nw - n 2w2, 

und weiter finden wir fur ~ = r; = 1 

02 n (Wi~ + wi '7) 
0~2 
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Es wird aber fur ~ = 'Y} = 1 

und damit erhalten wir: 

oder 

also 

n2p,2 = 'Lp (p - 1) 'ljJp + nw - n2w2 

= 2 'L Wi Wk + L Wi - ('L Wi)2 
i, k i i 

n2p,2 = ~ Wi - ~ wl, 
• • 

n2p,2 = 'L Wi (1 - Wi). 
; 
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In diesem FaIle ergibt sich demnach fur die mittlere Ausweichung 
der Wert 

(8) 

Wir haben bis jetzt uber die Verteilung der relativen Haufig
keiten Wi nichts vorausgesetzt. Wir wollen einmal annehmen, 
daB diese Vertei1ung se1bst eine 801che ist, wie sie sich fur das 
Ziehungsverhaltnis bei einer Drne ergibt. Die auftretenden 
Werte Wi bilden dann eine typische Zufallsreihe. Der Mittelwert 
dieser Reihe, w, wird gegeben durch die Gleichung 

LWi = nw. 

Dagegen wird die Quadratsumme 2 wl nach den fruher gefundenen 
Formeln gleich (n - 1) w2 + w. Dies folgt namlich aus der 
Gleichung 

Lp2cpp = n(n-l)w2+nw, 

wenn wir bedenken, daB n CPP die Anzahl Male ist, die der Wert p 

unter den n Gliedern der Reihe vorkommt, und daB jetzt Wi = ~ 
n 

einzusetzen ist. Wir finden also: 
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~wi(l-wi) = ~ Wi- ~ wl = nw- (n-1)w2 -w 
= (n-l)w (l-w) 

und damit 

(9) fL = l/(n-l)w(l-w). r n 2 

bieser 'Vert der mittleren Ausweichung unterscheidet sich von 

dem friiher gefundenen nur dadurch, daJ.i der Faktor vn n ~ 
hinzugetreten ist. Dieser Faktor wird fiir groLleres n sehr nahe 
gleich 1 und wir finden so wieder dieselbe mittlere Ausweichung 
wie friiher, wenn wir nur fiir das Mischungsverhaltnis den Mittel-

};Wi 
wert w = -- nehmen. 

n 
Daraus folgt, daJ.i, wenn zwischen dem Wert von w und dem 

Wert von fL der fruher gefundene Zusammenhang nicht bestehen 
soil, die Abweichung der Werte Wi vom Mittelwert w jedenfalls 
nicht selbst eine rein zufallige (wie sie sich bei der Ziehung 
aus einer Urne als Abweichung des Ziehungsverhaltnisses vom 
Mischungsverhaltnis ergibt) sein darf. Es mull vielmehr eine 
andersgeartete Veranderung in dem Mischungsverhaltnis der Urne, 
aus der gezogen wird, mit anderen Worten eine systematische 
Verii.nderung der dem beobachteten Ereignis zugrunde liegenden 
Wahrscheinlichkeit angenommen werden. 
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N a her un 9 s for mel n. 

Fiir die relative Haufigkeit odeI' Wahrscheinlichkeit des 
p maligen Ziehens einer weil3en Kugel bei n Ziehungen aus del' 
Urne haben wir, wenn die relative Haufigkeit del' Ziehung einer 
wei13en Kugel wist, den Ausdruck gefunden: 

n! 
gJp = I( _ )1 wP(l-w)"-p. 

p. n p. 

Um dies en Ausdruck zu berechnen, etwa mit Hilfe von Logarith
men, brauchen wir eine Tabelle del' Fakultaten odeI' eine Tabelle 
fiir die Logarithmen diesel' Fakultaten, d. h. die Summe del' 
Logarithmen del' ganzen Zahlen, von 1 anfangend. Del' Ausdruck 
ist dann leicht fiir gegebene Werte von p und n zu berechnen, 
solange del' Wert von n nicht groLl ist. Wird n abel' gral3er, so 
entsteht schon in den Logarithmen von w und 1 - w, da del' eine 
mit p, del' andere mit n - p zu multiplizieren ist, eine erhebliche 
Ungenauigkeit, und damit wird das Resultat nul' dann zuverlassig, 
wenn man Logarithmen mit hinreichend viel Stell en nimmt, was 
sehr unbequem ist. 

Dann empfiehlt es sich, von bestimmten Naherungsformelll 
Gebrauch zu machen. Es zeigt sich namlich, dal3 unter gewissen 
Umstanden del' Ausdruck von gJp sich auf einen solchen zuriick
fiihren la13t, del' eine Funktion blo13 einer Veranderlichen ist und 
sich deshalb in einer Tabelle mit einem einzigen Eingang dar
stellen la13t. 

Del' erste Fall, in dem dies eintritt, ist del', wo n sehr groLl 
ist, abel' w sowohl von 0 als auch von 1 erheblich verschieden 
ist. Die Art del' sich so ergebenden Verteilung wollen wir uns 
zuniichst durch eine graphische Darstellung klar zu machen suchen. 
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Sie ist in der untenstehenden Figur fiir 999 Ziehungen aus einer 
Urne, in der gleich viel weine und schwarze Kugeln enthalten 
sind, angegeben. Es ergibt sich natiirlich nicht im eigentlichen 
Sinne eine Kurve, aber die 1000 Punkte, die zu zeichnen sind, 
liegen einander so nahe, dan, wenn man je zwei aufeinander 
folgende von ihnen durch gerade Strecken verbindet, mit sehr 

Relative 
Haufigkeit 

0,03 

0,02 

0,01 

0,00 

/ 
-V 

Fig. 7. 

v .~ 
/ 

V 

-

1\ 
\ 
1\ 

" -'" "" ... 

.-

.-

~ welfie 
.... Kngeln 

gro13er Annaherung das Bild einer Kurve entsteht. Analytisch 
wiirde das bedeuten, daI.\, wenn der als Einheit gewahlte Abstand 
auf der Abszissenachse mit e bezeichnet wird und die der Kurve 
entsprechende Funktion mit tp (x), wobei x = pe, mit geniigender 
Annaherung 

dtp(x) _ tpp+l - tpp 

dx e 

angenommen werden kann oder, falls man unmittelbar e = 1 setzt, 

dtp(x) 
dx - = tpp+l - tpp. 

Die Kurve nahert sich in ihrem Verlauf so rasch der Abszissen
achse, daE von ihr nur ein kleiner Teil, der sich allein merklich 
von der Abszissenachse entfernt, gezeichnet zu werden braucht. 
Dieser Teil gruppiert sich hier um die Stelle, bei der die Anzahl 
der gezogenen wei13en Kugeln der Anzahl der gezogenen schwarz en 
Kugeln moglichst gleich wird. 
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Urn nun ainen angenaherten Ausdruck fUr CPP zu findan, 
bilden wir wieder 

'Pp+l - CPP (n + l)w - (p + 1) 
--p;- = -(p +1)(1- w)' 

Wir haben dabei vorauszusetzen, daG n sehr groG ist. Wir 
mussen dann annehmen, damit sich uberhaupt ein von 0 hinlang
Hch verschiedener Wert von cP p ergibt, daB p in der Nahe des 
Maximalwertes liegt. Dieser Maximalwert ergibt sich, wenn der 
Zahler des Bruches auf der rechten Seite der vorstehenden Glei
chung moglichst angenahert gleich 0 wird, also wenn moglichst 
angenahert 

p + 1 = (n + l)w 

wird. Es liegt deshalb nahe, allgemein 

p+1=(n+1)w+xl 

zu setzen. Xl ist dann eine im VerhiHtnis zu n kleine, wenn auch 
an sich groBe Zahl. 

Die Zunahme urn 1 im Argument von CPP bedeutet demnach 
eine relativ sehr kleine Zunahme, und die Differenz CPP + 1 - CPP 
kann einstweilen mit dem Differentialquotienten von CPp, wenn 
wir dies als Funktion eines kontinuierlich sich verandernden 
Argumentes, namlich von XII ansehen, identifiziert werden. Wir 
konnen also setzen, indem wir jetzt CPo (Xl) statt CPP schreiben, 

d CPo (Xl) _._-
CPp+l- CPP dXl d1n CPo (Xl) 

----- ------

CPP cP o(xl) aXl 

und erhalten 

a 1n CPo (Xl) _ Xl 
aXl nW(l- w) (1 + Xl_-t W) 

nw 

In dem Bruch rechter Hand konnen wir noch in dem letzten 
Faktor des Nenners den nach Voraussetzung sehr kleinen Wert 

x +w 
_1 ___ weglassen und erhalten so einfach 

nw 
d In CPo (Xl) _ Xl 

- dx-l - - nw(l- w) 
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Daraus folgt dureh Integration 

wobei 0 eine noeh zu bestimmende Konstante bezeiehnet. 

Statt des Verhaltnisses rpp + 1 - rpg konnen wir ebensogut 
rpp 

aber aueh das Verhaltnis rpp - rpp-l bilden und erhalten dann 
rpp 

rpp-Pp-l _ (n+ 1)w-p 
rpp (n+l-p)w 

Der Ausdruck auf der link en Seite kann mit demselben Recht wie 
der fruhere gleieh einer logarithmisehen Derivierten gesetzt werden. 
Auf der rechten Seite zeigt sieh jetzt, da13 der Ausdruek ver
sehwindet, wenn mit mogliehster Annaherung 

p = (n + l)w 

wird. Wir mussen daher jetzt allgemein 

p = (n + 1) w + x 2 

setzen, dann erhalten wir genau wie vorher wieder 

d In rpO(X2) 
------ -

nW(I-w) 
und daraus 

rpo (X2) = 0 e 2 nw(l w) 

Die genaueste Darstellung wird zwischen den beiden ge
fundenen Naherungswerten liegen, d. h. sich auf ein Argument X 

beziehen, fur das 

ist. Da nun aber 

ist, liegt es nahe, 

Xl = (p - n w) + (1 - w), 

x2 = (p-nw)-w 

X = p-nw 
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anzunehmen. Das kommt darauf hinaus, das Maximum an die 
Stelle 

W=P 
n 

zu legen. "\-Vir finden dann schliel3lich das Resultat 

x2 

(1) 

Hiermit ware die gesuchte Naherungsfunktion, die Gau.usche 
Funktion, gefunden. Es ist aber zu beachten, daJ3 das Argument x 
eine sehr gro.l3e Zahl bedeuten kann. Wenn wir statt x das Ver

x 
haltnis ~ = - einfuhren, erhalten wir statt 'Po (x) die Funktion 

n 

Da 'Po (x) die relative Haufigkeit einer Anzahl der gezogenen 
weil3en Rugeln, die mit x in den Stellen vor dem Romma uberein
stimmt, war, so ist der vorstehende Ausdruck die relative Haufigkeit 

eines Wertes ~ innerhalb der Genauigkeitsgrenze~. Setzen wir 
n 

und 
On = c 

1 -=dg, 
n 

so konnen wir dafur schreiben: 

(2) 
" ~2 

'PI(~)d~ = ce- 2W (1-W) d~. 

Man sieht, da.13 'PI (~) d ~, wenn wir noch 

(3) t- x _1/_~n ~ 
- rV=2=n=w=(1=w) - r 2w(1-w) 

setzen, 

= c V2 w (ln~-~) e- t2 dt 

wird. 
Um nun noch die Ronstante c zu bestimmen, kann man einen 

zweifachen Weg einschlagen. Einmal namlich kann man 'davon 
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ausgehen, dall der Maximalwert der Funktion CPo (x), der fiir x = 0 
eintritt, mit dem Maximalwert von CPP fiir p = nw iibereinstimmen 
solI. Man hat hierbei wieder einen Naherungsausdruck, der fiir 
sehr gro13e n und p gilt, zu verwenden. Zu dem Zweck geht man 
aus von der sogenannten Stirlingschen Formel 

~ 1 
n! = y2n n"+~ e-", 

die fiir einen sehr gro13en "Vert von n gilt. Ebenso wird natiir
Hch auch 

p! = V2npP+~ e-P, (n- p)! = V2n (n-p),,-p+i e-n+1> 

und es ergibt sich fiir p = n w: 

1 nnwnw (l_w)n(l-w) 
cpn w = . -----V2 nnw (1- w) [n w]nw [n (1 - w)]n(l-w) 

1 
--:r===== 

V2nnw(1-w) 

Dieses mu13 aber mit der Konstanten C identisch sein, und wir 
haben Bonach 

und 

1 
C=, 

V2nnw(1-w) 
also 

Andererseits konnen wir aber auch davon ausgehen, da13 die 
Summe aller moglichen relativen Haufigkeiten oder Wahrscheinlich
keiten gleich 1 werden muO, und diese Bedingung auch fiir die 
Naherungsfunktion als streng erfiillt annehmen. Es wird nun 

die Wahrscheinlichkeit dafiir, daJ3 der Wert von ~ zwischen ~ und 
~ + d ~ liegt, und damit ergibt sich fiir die Summe aller moglichen 
Wahrscheinlichkeiten das Integral 

, _____ +00 

c y 2 w (~- w) f e-t2dt. 

-00 
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Um dieses letzte Integral zu berechnen, gehen wir den von 
Poisson angegebenen Weg, daE wir es mit einer anderen Bezeich
nung der Veranderlichen noch einmal bilden und die beiden so 
entstehenden Integrale 

+00 
I = Ie- t2 dt, 

miteinander multiplizieren. Es ergibt sich so das Doppelintegral 

+00+00 
I2 = I S e-(82 +t2)dsdt, 

-00-00 

und um dieses auszuwerten, setzen wir 

s = r cos Q, t = r sin Q. 

Dadurch geht, weil das Flachenelement dann rdrd Q wird, das 
Doppelintegral iiber in 

00 27t 

I2 = I I e- r2 rdrdQ. 
o 0 

In diesem neuen Doppelintegrallassen sich die beiden Integrationen 
getrennt ausfiihren. Es wird 

27t 

f df! = 2:n:, 
o 

00 

J. 1 
e-r2 rdr = 2' 

o 

und damit ergibt sich schlieElich 

I2 = 'It, also I = V%". 
Hieraus aber folgt: 

also 

(4) 
c = V 2:n:W~ -w)' 

d. h. genau dasselbe Resultat, das friiher auf anderem "Wege ge
funden wurde. 
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Die Veranderliche ; kann, da das Verhaltnis ~ verhaltnis-
n 

maJ3ig klein bleibt, nur sehr kleine Werte haben. In der Tat zeigt 
der Ausdruck von 1P1 (g), daJ3 n g2 einen maJ3igen Wert haben 
muJ3, damit der Funktionsausdruck IP (;) einen berechenbaren Wert 
erhalt. FUhren wir statt ; die andere Relativzahl 

ein, so erhalten wir jetzt ein Argument, das ma1.lige Werte an
nimmt, und damit den Wert 

(5) 
1 ___ 1'<_ 

1P(~)d~ = ---;==== - e 2w(1-w) d~ 
V2:n:w(1-w) 

fUr die Wahrscheinlichkeit, da1.l ~ zwischen ~ und ~ + d ~ liegt, d. h. 
das ermittelte Ziehungsverhaltnis zwischen 

p ~ --+
n Vn und 

Man sieht daraus unmittelbar, da1.l die Genauigkeit der Bestimmung 
des Mischungsverhaltnisses aus dem Ziehungsverhaltnis propor
tional mit der Quadratwurzel aus der Anzahl der gemachten 
Ziehungen wii.chst. 

Der Veriauf der gefundenen Funktion ergibt sich aus folgen
der Tabelle, wobei t durch (3) bestimmt ist: 

±t ~- e- t2 rn ±t 1_e-t2 
Yn ±t ~e-t' y; 

0,0 0,5642 1,0 0,2076 2,0 0,0104 

0,1 0,5586 1,1 0,1683 2,1 0,0069 

0,2 0,5421 1,2 0,1337 2,2 0,0045 

0,3 0,5157 1,3 0,1041 2,3 0,0029 

0,4 0,4808 1,4 0,0795 2,4 0,0018 

0,5 0,4394 1,5 0,0595 2,5 0,0011 
0,6 0,3937 1,6 0,0436 2,6 0,0007 
0,7 0,3457 1,7 0,0314 2,7 0,0004 
0,8 0,2975 1,8 0,0222 2,8 0,0002 

0,9 0,2510 1,9 0,0153 2,9 0,0001 
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Der zweite Fall, in dem sich ein einfacher Naherungsausdruck 
fur gJp ergibt, ist der, wo wieder n sehr groI3, w aber sehr klein 
und p nicht groI3 ist, so daI3 die Fakultat p! direkt berechnet 
werden kann. 

Wir berechnen wieder n! nach der Stirlingschen Formel 

und ebenso konnen wir setzen 

Es ergibt sich dann: 

gJp= (n-p)P le-PwP(1-w)n- p • 

P!(1 _ ~y+2 
Nun kann aber fur sehr groI3es n 

( p)n+i -P 
1-- =e 

n 

gesetzt werden und ebenso ergibt sich auch: 

(1- w)n-p = e-(n-p)w. 

liithin wird 
(n-p)PwP 

m = - __ ~ __ e-(n-p)w 
TP p! ' 

also schlieI3lich, wenn noch 

(n-p)·w = m Coder angenahert n·w = m) 

gesetzt wird, 
mPe- m 

gJp=---. 
p! 

Dies ist die gesuchte Naherungsformel, zu der noch gehort, daI3 
fur p = 0 gJp = e- m zu nehmen ist. Es zeigt sieh, dan, damit 
berechenbare Werte herauskommen, die Anzahl n der gemachten 
Ziehungen so groI3 sein mu13, daI3 das Produkt n· w einen angeb
baren Wert erhalt. 

Timerding, Analyse des Zufall •. 8 
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Um einen Begriff von dem VerI auf dieser Funktion zu geben, 
haben wir die foIgende kIeine Tabelle fur einzelne Werte von m 
angefUgt: 

m 
p 

0,1 0,5 1,0 2,0 3,0 4,0 

° 0,9048 0,6065 0,3679 0,1353 0,0498 0,0183 
1 0,0905 0,3033 0,3679 0,2707 0,1494 0,0733 
2 0,0045 0,0758 0,1839 0,2707 0,2240 0,1465 
3 0,0002 0,0126 0,0613 0,1804 0,2240 0,1954-
4- 0,0016 0,0153 0,0902 0,1680 0,1954 
5 0,0002 0,0031 0,0361 0,1008 0,1563 
6 0,0005 0,0120 0,0504- 0,1042 

7 0,0001 0,0034- 0,0216 0,0595 
8 0,0009 0,0081 0,0298 

9 0,0002 0,0027 0,0132 
10 0,0007 0,0053 
11 0,0001 0,0019 

12 0,0006 

13 0,0002 
14- 0,0001 

Es bIeibt noch der Fall zu erledigen, wo nicht aus einer Urne, 
sondern bei jeder Ziehung wieder aus einer anderen Urne gezogen 
wird, wobei die Mischungsverhaltnisse der wei13en und schwarz en 
Kugeln in den Urnen, aus denen gezogen wird, der Reihe nach beliebig 
gegeben sind. Wir konnen auch hier die Anzahl der Ziehungen 
au13erordentlich gro13 annehmen und dann nach einem Naherungs
ausdruck suchen, der die herauskommende VerteiIung darstellt. 

Wir hatten oben das Mischungsverhaltnis der weiJ3en und 
scliwarzen Kugeln in der iten Urne mit wi/wi bezeichnet, wobei 
Wi + wi = 1 war. Es wird hinreichen, wenn wir den Fall ins 
Auge fassen, wo sowohI Wi als auch wi hochstens in vereinzelten 
Fallen einen sehr klein en Wert hat. Dann fuhrt foIgende Be
trachtung zum ZieI. 

Fur die relative Haufigkeit des p maligen Ziehens einer 
weHlen Kugel in n = p + q Fallen hatten wir oben (S. 101) den 
Koeffizienten von ~P nq in der Entwickelung des Produktes 

n (Wi~ + win) 
i 
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gefunden. Wir konnen nun, indem wir ~ = ei~, 'YJ = e-i~ an
nehmen, fiir diesen Koeffizienten den Integralausdruck setzen: 

7t 
+2 

1/Jp = ~ f rr(Wi~ +wi'YJ)~-P'YJ-qd~. 
n J i 

7t 

2 

Dieses Integral ergibt sich namlich, wenn wir das Produkt aus
fiihren, aus einer Reihe von Integralen der Form 

+a f 1/J/-<g4-P'YJ.- q db. 
-a 

Hierin wird 

tL + V = p + q = n. 

Es findet sich also fUr das vorstehende Integral der Wert 

+a 
1/J/-< f e2{f<-p)i~db, 

-a 

oder ausgerechnet, wenn tL - p =1= 0, 

oder 

~ __ [e2(/-<-p)ia _ e-2{f<-p)'a] 
2(tL-p)i 

1/J,u . 2( ) --sm tL-p oe. 
tL-p 

Werden nun fiir die Integrationsgrenzen - oe und + oe die Werte 
n n n 

-2 und + 2' also oe = 2 genommen, so verschwindet dieser 

Ausdl'uck, solange tL =1= p. N ur wenn tL = p, ergibt sich der Wert 
1jJp' n, womit die Behauptung bewiesen ist. 

Um jetzt das eingefiihrte Integral umzuformen, setzen wir 

t ie· 
wis+ wi1) = (lie " 

dann wird, da ~ und 'YJ von der Form ~ = ei ', 'YJ = e-i~ 
sein solI en, weiter 

+ 't -ie· Wi'YJ WiS = (lie '. 

8* 
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Durch Multiplikation der beiden vorstehenden Ausdrucke er
halten wir 

oder, da Wi + wi = 1, 

Fuhren wir hierin ein die aus ~ = ei~, 1] = e-i~ folgenden Werte 

~'I'J = 1, ~-'I'J = 2isin~, 
so erhalten wir 

Wenn nun das Produkt sehr viele Faktoren enthiilt (deren 
absolute Werte aIle kleiner als 1 sind) und trotzdem sein absoluter 
Wert nicht sehr klein werden solI, so mussen in dem Ausdruck 
n Qi fur den absoluten Wert des Produktes die Werte Qi von 1 
sehr wenig verschieden sein. Das bedingt aber, da13 in dem 
Ausdruck 

VI - 4 Wi wi sin2 ~ = Qi 

sin ~ und damit ~ selbst sehr klein werden mu13, so da13 wir sin ~ 
durch ~ ersetzen konnen. Auf diese Weise erhalten wir 

1'1- 4 wiwi~2 = (Ji, 

oder, da ~ sehr klein ist, mit genugender Annaherung 

-2w·w'·~ e ,. = Qi. 

Ferner finden wir 

Wi~ + wifJ 2ie· ----= e • 
WifJ + wi~ , 

und daraus 

(Wi - wi) tang ~ = tang (Ji. 

Wird nun ~ sehr klein, so la13t sich statt dieser Gleichung 
schreiben: 
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So ergibt sich schlieJUich fur den zu bestimmenden Integral
ausdruck der VVert 

+~ 
2 

~ f e-2XWiWi~2l1:(Wi-wi)-(p-q)]i'dS' 
7t 

-"2 

VVir wollen nun einfiihren 

(6) 2 ~ Wi (1 - Wi) = 2 L Wi wi = k2 
n n 

und aullerdem die Mittelwerte 

~Wi n=w, ~W: I - = W (w + Wi = 1), 
n 

indem wir weiter setzen 

p 
W = -+7:, 

n 
Wi = [-7:, 

n 

dann nimmt der Integralausdruck die Form an: 

+"" 
~ f e-"k2'2+2"i~~dS. 

Hierbei haben wir fur die Grenzen sogleich - 00 und + 00 ge
nommen, weil uberhaupt nur kleine VV erte des Argumentes ~ in 
Betracht kommen, indem fur grollere VVerte der absolute VVert 
des Integranden sehr klein wird. Ferner wollen wir berucksichtigen, 

daJl die Stufen, in denen 7: zunimmt, durch 2. gegeben sind, und 
n 

1 
da nach Voraussetzung n sehr groJl ist, konnen wir - = d7: 

n 
setzen und den VVert des Integralausdruckes 

= c'P(7:)d7:. 
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So erhalten wir: 

und daraus 

Wenn wir also noch 

(7) ho = Vn 
k 

machen, so finden wir genau denselben Ausdruck 

(8) 
ho 2 2 

t1J(r:)dr: = v:;e- ho ~ dr: 

fiir die relative Hiiufigkeit der Abweichung 1:' des beobachteten 
Verhaltnisses von dem Wert to wie fruher. Der Wert wist 
einfach das Mittel 

(9) " W· w==~ 
n 

aus den einzelnen Werten W;, und fUr ho ergibt sich die Gleichung 

1 _ 1 ~tOi(l- Wi) 
2 hg - n L.J ---n-- . 

Dieser Ausdruck ist also auch das Mittel aus den entsprechenden 
fur die einzelnen relativen Haufigkeiten Wi gebildeten Werten 

wi(l- Wi) 

n 

Das letzte Resultat la13t sich auch so deuten, daB die durch 
die Beziehung 
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bestimmte mittlere Ausweichung fur den Wert 't' oder !, da 
+00 

J _h2,,2 nhod't' _ 1 e 0 't'.~_--Vn 2 ho2 
-00 

ist, den Wert erhalt: 

(10) Y~W;(I-Wi) 
p,= . 

n2 

119 

Die Formeln (9) und (10) stimmen genau mit denen uberein, 
die wir im vorigen Kapitel bereits von dem ursprunglichen Aus
druck fur die relative Haufigkeit ausgehend gefunden haben. Wir 
haben jetzt aber noch weiter gefunden, da13 die Verteilung, die 
sich fur das Ziehungsverhaltnis bei einer sehr groJ3en Anzahl von 
Ziehungen ergibt, wenn das Mischungsverhaltnis (d. h. die zu
grunde liegende mathematische Wahrscheinlichkeit) nicht unver
anderlich ist, sondern beliebig wechselt, aber naturlich bei jeder 
Ziehungsserie in der gleichen Weise, keine andere ist wie bei 
dem gleichbleibenden Mischungsverhaltnis, namlich die durch die 
G a u 13 sche Funktion gegebene. 

Dagegen besteht nicht mehr die fruhere Beziehung zwischen 
W und p, 

(ex) p, = YW(l; w). 

Statt dieser Gleichung laUt sich aber leicht eine Ungleichheit ab
lei ten. Wir haben 

also 
Lw;>nw2. 

Hieraus und aus L Wi = n W folgt aber 

L wi(l- wi)<nw - nw2, 
mithin 

und mit Riicksicht auf (2) 

«(3) YW(I- w) 
P, < ----. 

n 
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Die Verwendung der gefundenen Naherungsformeln geht nun 
so vor sich, daJl man, wenn eine Verteilungsreihe vorliegt, von 
der man vermutet, daLl sie einer der Formeln angenahert ent
spree hen wird, diese Verteilungsreihe mit den nach der Formel er
rechneten vVerten zu vergleichen sucht. Bei einer Verteilungsreihe, 
die der Gau13schen Verteilungsfunktion entspricht, muLl die Ver
teilung eine symmetrische sein, d. h. bei gleichen Abstiinden von 
dem Normalwert miissen sich auch naherungsweise gleiche Haufig
keitszahlen ergeben. Bei einer Verteilungsreihe, die dem Aus-

mPe- m 
druck --,- entspricht, ergibt sich dagegen eine wesentliche 

p. 
Asymmetrie, und zwar ist der Normalwert nach dem Anfang der 
Reihe zu verschoben, so daLl sich erst eine verhiiltnismiWig rasche 
Zunahme und nachher eine langsamere Abnahme ergibt. 

Die Formeln enthalten bestimmte Konstanten, und zwar ist, 
wenn wir sie so auffassen, daLl sie die jeweiligen Bruchteile der 
beobachteten GesamtfiiJle liefern, also die Summe aller durch sie 
dargestellten relativen Haufigkeiten gleich I wird, in jeder Formel 
nur eine Konstante enthalten. 

1m FaIle der Formel (5) schreiben wir (fur ~ = x: V;): 

(A) 

wobei h = I: V2 w(I - w). 1m FaIle der Formel (8) ist ~ = r V;; 
und h = ho : V; = I: k = V;;: V2 ~ Wi (I-Wi) zu setzen; ~ und 
h sind dann berechenbare Werte. 

1st nun eine dieser Verteilungsfunktion folgende Verteilungs
reihe vorgelegt, so besteht eine erste Methode, um zu der Bestim
mung der Konstanten h in der Formel zu gelangen, darin, daJl 
man die Integrals 

und 

betrachtet, die einander entgegengesetzt gleich werden und von 
denen wir das erste mit S bezeichnen wollen. Es ergibt sich 
sofort: 
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(a) 
1 -

2 h = Vn'· s. 
Die zweite Bestimmung von h beruht auf der Auswertung 

des Integrals 

Fiir dieses Integral ergibt sich der Wert: 

weil durch partielle Integration 

+'"' +'"' 

1 = V-n f e- t2 d t = in f e- t2 t2 d t 
-00 -00 

gefunden wird. Also folgt 

(b) 2\ = Yf. 
Die Vergleichung dieser heiden Bestimmungen zeigt, daIl 

(c) 

sein mull, und dies ist eine Beziehung, der jede Reihe mit einer 
solchen typischen Verteilung geniigen mull. 

Eine dritte Bestimmung HiJ3t sich schlielllich aus der Ein
fiihrung des Wertes (t ableiten, fiir den 

+a 

f e- t2 ~ = ~ 
-a 

wird. Dieser Wert liillt sich ein fiir allemal bestimmen. Man 
findet 

IX = 0,4769. 
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Fuhrt man nun auch den Wert (! ein, fur den 

+~ +~ f rp (~) d~ = f e-h2 !2 h:;;~ = ~ 
-~ -(l 

wird, so ergibt sich sofort, daJ3 

sein muJ.\. 

(d) 

OG = h(! 

Man findet also 

h = 0,4769 
Q 

und daraus auch 

(e) --_Q_- s 
0,9538 V~ - . 

Dies ist eine zweite Beziehung, der eine typische Verteilungsreihe 
genugen mu13. Was die Bestimmung von Q betrifft, so hat man 
nur von unten und von oben ein Viertel der beobachteten FaIle 
abzuzahlen. Der Abstand der beiden so gefundenen Stellen ist 
das Doppelte des Wertes (J. 

Wir wollen nun die analogen Bestimmungen auch fUr die 
zweite Naherungsformel 

(B) 
p! 

durchzufuhren suchen. Zunachst wollen wir bestatigen, daJ3 auch 
hier sich 

~ rpp = 1 

ergibt. Dies ist in der Tat der Fall, denn es wird 

{ m m2 m3 } ~ rp = 1 + - + -- + - + ... e-m = em. e-m = 1 
p I! 2! 3! . 

Bilden wir nun auch ~ p rpp, so finden wir sofort 

also 

(I) ~prpp = m. 
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Hieraus ergibt sich eine erste Bestimmung fUr die Konstante m. 
Weiter wird aber 

}:p(p -l)cpp = m2{ 1 + ~; + ;~ + ... }e-m , 

also 
~p(p - l)cpp = m2. 

Daraus folgt 
~p2cpp = m(m + 1) 

und 

~(p-m)2cpp = ~p2cpp_m2~cpp = m(m+ 1)-m2 = m. 

Die so sich ergebende Formel 

(II) 

liefert mit (I) zusammen eine Beziehung, der die dieser Verteilungs
formel folgenden Verteilungsreihen geniigen miissen. 

Bis jetzt haben wir iiberall vorausgesetzt, dall die gezogene 
Kugel immer wieder sofort in die Urne zuriickgelegt wird. Diese 
Voraussetzung entspricht aber nicht der Art, wie man sich etwa 
von der Mischung zweier Getreidesorten in einem grolleren Be
halter iiberzeugen wiirde.' Man wiirde dann einfach ein kleineres 
Mall voll Getreide herausschOpfen und durch Abzahlen die 
Mischung der Getreidesorten in diesem Malle feststellen, urn das 
gefundene Mischungsverhaltnis sofort auf die ganze Getreide
menge zu iibertragen. Die Berechtigung dieses allgemein an
gewendeten Verfahrens mull sich nun auch mathematisch begriinden 
lassen, indem wir von denselben grundlegenden Voraussetzungen 
ausgehen wie bei dem gewohnlichen Urnenschema. 

Wir setzen also voraus, in einer Urne seien u weille und v 
schwarze Kugeln enthalten, im ganzen m = u + v Kugeln. Wir 
greifen nun von den m Kugeln n heraus und fragen nach der 
relativen Haufigkeit der Falle, wo unter diesen n Kugeln p weille 
und q schwarze sind. Wenn aber mit einem Griff n Kugeln ge
zogen werden, so ist dies fiir den Erfolg dasselbe, als wenn die 
Kugeln einzeln gezogen, aber nicht wieder zuriickgelegt werden. 
Sind nun unter den gezogenen n Kugeln p weille und q schwarze, 
so kann dieser Erfolg auf verschiedene Arten zustande gekommen 
sein, je nachdem in welcher Reihenfolge die weillen und schwarzen 
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Kugeln erschienen sind. Solcher verschiedener Reihenfolgen der 
Farben gibt es im ganzen 

n! 
p! q! 

Fur die verschiedenen Arten, auf die der Erfolg zustande kommen 
kann, ergibt sich aber dieselbe relative Haufigkeit w, fur den 
Erfolg selbst also die relative Haufigkeit 

n! 
--w. 
p! q! 

Um w zu finden, zerlegen wir den gesamten Ziehungsproze13, 
der die Kugeln in einer bestimmten Reihenfolge liefert, in die 
einzelnen Ziehungen, aus denen er besteht, und nehmen der Ein
fachheit wegen die Reihenfolge, wo erst aIle wei13en und dann 
aIle schwarz en Kugeln erscheinen. Fur die Ziehung der ersten 
weil3en Kugel finden wir die relative Haufigkeit 

u 
m 

fUr die Ziehung der zweiten Kugel die relative Haufigkeit 

u-l 
tn-I 

So geht es fort. Fur die Ziehung der letzten weil3en Kugel wird 
die relative Haufigkeit 

u-p+l 
m-p+l' 

fUr die Ziehung der ersten schwarzen Kugel 

v 
m-p' 

usw., fur die letzte Kugel 

m-p-q+l 

Die relative Haufigkeit des Gesamtereignisses entsteht durch 
Multiplikation alIer der vorstehenden Werte, also wird 

w = u,(u-1)···(u-p + l).v·(v-l) ... (v-q + 1) 
m· (m -l)···(m-n + 1) 
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oder 
u! v! (m -n)! 

m = -m~! . ~(u--p--O-)-:-! -o-(v--q)!' 

und damit finden wir fiir die gesuchte relative Haufigkeit den Wert 

n! u!v! (m-n)! 
1/Jp = p!q!' m! . (u-p)! (v-q)! 

Nehmen wir nun an, m sei sehr groJ3, ebenso auch u und v, 

derart, daJ3 ~ und ~ von 0 und 1 erheblich verschieden sind, 
m m 

dagegen sei n eine miWige Zahl, so wird man in dem urspriing-
lichen Ausdruck fiir m u -1, ... , u - p + 1 durch u, v-I, ... , 
v - q + 1 durch v, m - 1, ... , m - n + 1 durch m ersetzen 
konnen, und erhalt dann statt 1/Jp den friiheren Ausdruck 

n! uPvq 

qJp = p!q! mn ' 

der ja fiir ~ = w, ~ = 1-w in die Form 
m m 

n! 
qJp = -- wP(1- w)n- p 

p!q! 

iibergeht. Man sieht also, daJ3 sich in diesem Fall dieselbe Ver
teilung ergibt, wie wenn die Kugeln einzeln gezogen und nach der 
Ziehung immer wieder zuriickgelegt wiirden. 

Es handelt sich nun darum, auch die Falle zu untersuchen, 
wo nicht blo13 m, sondern auch n einen groJ3en Wert hat. 

Urn dann einen Uberblick iiber die so entstehende Verteilungs
reihe zu erhalten (deren Summe wieder gleich 1 ist), bilden wir 
zunachst den Quotienten 

1/Jp+l _ q u-p 
~-p+1'v-q+l 

Hieraus lei ten wir ab: 

(n + 1) (u + 1) - (p + 1) (m + 2) 
-

(p + 1) (v - n + p + 1) 
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Dieser Ausdruck lallt sich einfacher schreiben, wenn wir die neuen 
Zahlenwerte einftihren 

p' = p + 1, n' = n + 1, u' = u + 1, v' = v + 1, tn' = m + 2, 

so da13 

Er wird dann 

u'+v' = m'. 

n'u'-p'm' 
- p'(v'-n'+p') 

Man sieht sofort, da13 dieser Ausdruck verschwindet, da13 sich 
.also ein Maximum der relativen Haufigkeit ergibt, wenn man 

u' 
p'=n'.-, 

m 

macht. Dies entspricht der von vornherein annehmbaren Ver
mutung, da13 der wahrscheinlichste Wert fur das Mischungsver
haltnis der schwarzen und weillen Kugeln innerhalb der heraus
genommenen Stichprobe durch das Mischungsverhaltnis der samt
lichen Kugeln in der Urne gegeben wird. 

Genau wie fruher wird die relative Haufigkeit eines genauen 
Zusammentre:liens beider Verhaltnisse an sich sehr gering, dagegen 
die relative Haufigkeit eines angenaherten Zusammentre:liens sehr 
groLl. Wir setzen dementsprechend wieder 

und finden dann 

Wp+ 1 -Wp 
t/Jp 

oder 

wenn wir einfiihren 

u' 
p' = n'-, +x 

m 

m'x 

{ n' :: + X }.{ (m' - n') :' + x} 

u' v' n' m' - n' X 
m' = W, m' = 1 - w, m' = X, -~ = 1 - X, m' = ~. 
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Wir haben nun, auch vorausgesetzt, daLl w nicht nahezu 
gleich 0 oder gleich 1 ist, zwei Falle zu unterscheiden. Wenn X 
nahe an 0 liegt, d. h. n wohl an sich groLl, aber gegen m klein ist, 
konnen wir auf der rechten Seite der Gleichung in dem einen 
Faktor des Nenners den Wert g, den wir als relativ klein vor
aussetzen, gegen das erste Glied vernachlassigen, im anderen 
Faktor aber nicht. Wenn wir also 

setzen, ferner 
Wp+l-Wp _ 1 dlnweg) 

Wp --;;;;: -~d-g-

so ergibt sieh, falls wir X sehr klein annehmen, 

oder 

d In W (g) 
dg (l-w) (I-X) (wX+g) 

m' m' 
(1 - w) (1 - X) + (1 - w) (1 - X) 

und daraus durch Integration 

1 

mIg m'wx ( g) 
In Weg) =lnc- (l-w)(l-X) + (l-w) (l-X) In 1 + wX . 

Fiihren wir hierin noch ein 

m' 
(1 - w) (1 - X) = r, wX = E, 

so konnen wir dafiir schreiben 

In W m = In c - r g + rEIn ( 1 + !). 
SoUte dieser Ausdruck nun direkt berechenbar sein, so miil3te 

zunaehst r g berechenbar sein, also auch x. Damit wiirden wir 
aber zu dem Fall zuriickkommen, wo nur eine mlWige Anzahl 
von Werten p in Frage kommt, wahrend die vorliegende Ableitung 
sich auf den Fall bezieht, wo die Anzahl der in Betraeht zu 
ziehenden Werte p sehr grol3 ist und nur fiir diesen Fall Giiltig
keit hat. Wir mussen also r gals gro13 voraussetzen und damit 
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r 13 als sehr gro13 auch gegen r g. Entwickeln wir namlich den 
letzten Logarithmus in eine Reihe, so erhalten wir 

ln t/J (g) = ln c _ r ~2 + r ga _ ... 
213 3132 

Dieser Wert wurde mit r g sehr gro13 werden, wenn r 13 nicht sehr 
gro13 auch gegen r g ware. Nun wird aber schon das Verhaltnis 
des dritten zum zweiten Gliede dem absoluten Werte nach 

2 rg =--. 
3 rE 

Dies ist ein sehr kleiner Wert. Wir konnen uns also auf die zwei 
ersten Glieder beschranken und finden 

woraus folgt 

oder 

(C) 

fur 

In t/J m = In c _ ~ :2 , 
y~2 

1/Jm = ce-"""2E 

h2_L- m' 
0- 213 - 2w(1-w)X(1-X) 

Es ist aber ho eine sehr gro13e, g eine sehr kleine Zahl. Zu 
berechenbaren Werten gelangen wir, wenn wir 

einfuhren. Dann wird die Verteilungsfunktion 

h t/J(1;) = ~e-h2.2, 
Vn 

1 
genau wie fruher, und angenahert h2 = --(----). Dies war 

2w 1-w 
zu erwarten, denn wir sahen schon, da13, wenn die Anzahl der 
herausgegriffenen Kugeln klein ist im Verhiiltnis zu der Anzahl 
der in der Urne enthaltenen Kugeln, der Fall genau so liegt, als 
ob die Kugeln einzeln gezogen und nach der Ziehung jedesmal 
zuruckgelegt wurden. 
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In dem anderen FaIle, wo weder w noch X nahe an 0 oder 1 
liegen, konnen wir in den beiden Faktoren des Nenners ~ gegen 
das erste Glied vernachlassigen und. erhalten dann sofort 

d 7n l/J (~) 
d~ w(1 - w)x(1 - X) 

und daraus durch Integration 

d. h. dieselbe durch die Gaullsche Funktion gegebene typische 
Verteilung wie vorhin und wie in dem Falle, wo die Rugeln 
einzeln gezogen und nach der Ziehung jed€lsmal zuruckgelegt 

werden. Nur hat die fruhere Grolle 1/_( n -~, in welcher 
V2w l-w) 

wir tn' statt n geschrieben zu denken haben, sich jetzt ver
wandelt in 

1/ tn' 
ho = V2w(I-W)x(I-X)' 

Es tritt also noch ein Faktor hinzu, der am kleinsten ist, wenn 
die herausgegriffenen Rugeln die Hiilftevon den in der Urne ent
haltenen Kugeln betragen, und urn so groller wird, je mehr sich die 
Anzahl der herausgegriffenen Rugeln von diesem ~'ert entfernt. 
Damit die Funktionswerte in den Grenzen der Berechenbarkeit 

liegen, mull h~, d. h. auch x: Vn' einen berechenbaren Wert haben 
und x: n' daher einen sehr klein en Wert. Das Mischungsverhaltnis 
. , 
P, = W + :JJ, des herausgegriffenen Rugelhaufens weicht also 
n n 
wenig von dem Mischungsverhaltnis w der Rugeln in der Urne abo 

Aus allen bisherigen Betrachtungen hat sich uns fur den Fall, 
dall sich die Verteilungsreihe einer kontinuierlichen Verteilungs
funktion nahert, immer eine bestimmte Funktion, die Gaullsche 
Funktion, ergeben. Diese Funktion ist ganz besonderer Art, unter 
anderem ist sie wesentlich symmetrisch. 

Es gibt aber eine Erweiterung des Urnenschemas, durch 
die eine wesentlich unsymmetrische Verteilung entspringt und 

Timerding, Analyse deB Zufall.. 9 
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die sich als von groLler Bedeutung erwiesen hat, weil sie den 
\Veg zeigt, wie man zu viel allgemeineren Verteilungsfunktionen 
gelangen kann. 

Diese Verallgemeinerung des Urnenschemas besteht darin, daLl 
wir uns nicht bloLl eine, sondern eine ganze Anzahl von Urn en 
denken, und zuniichst durch das Los bestimmen, aus welcher Urne 
wir ziehen wollen. Fur die Anzahl Male, die wir auf diese vVeise 
die i te Urne treffen, ergibt sich hierbei eine bestimmte relative 
Hiiufigkeit Wi derart, daLl, wenn wir die Summation uber alle Urn en 
ausdehnen, 

wird. 
Denken wir uns nun die Ziehungen an der iten Urne vollzogen, 

so mage Uiz die relative Hiiufigkeit der FaIle bezeichnen, wo das 
Verhaltnis der Anzahl der gezogenen weiLlen Kugeln zu der Anzahl 
der uberhaupt gezogenen Kugeln gleich z ist. Wir haben dann 
eine typische station are Reihe vor uns und es gelten die fruher 
abgeleiteten Beziehungen 

~Uiz = 1, 2UizZ = ui, ~Uiz(Z'-Ui)2 = ui(l-ui). 
z n 

Betrachten wir nun aber die Ziehungen so, daLl wir aIle Urn en 
berucksichtigen, daLl also von vornherein nicht entschieden ist, aus 
welcher Urne wir ziehen, so mussen wir das znsammengesetzte 
EreigRis ins Auge fassen, dessen erster Teil die Bestimmung der 
Urne ist, aus welcher gezogen werden soll, und des sen zweiter Teil 
in den Ziehungen aus der Urne selbst besteht. Fur dieses zu
sammengesetzte Ereignis wird nun die relative Hiiufigkeit 

und daraus ergibt sich der Mittelwert 

W = }; ~ WiUi,e = 2 w,u,. 
, z 

Die mittlere Ausweichung haben wir durch den Ausdruck zu 
bestimmen 

/L 2 = }; };Wi Uiz(Z-W)2. 
t z 
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Diesen Ausdruck haben wir nun weiter auszurechnen. Zu dem 
Zweck beachten wir zunachst, daJ3 

'-' ~ ( ) ... ~ Ui (1- Ui) 
;:. L.. WiUi. Z - Ui 2 = ;:. Wi -~-~ 
i z i n 

V 2 W ... WiUi ------
n n 

wird. Wir finden dann weiter: 

[.L2 = LW;[LUiZZ2_2LUiZZ.W+W2] 
'z Z 

L LWi'UizZ2-W2. 
i • 

Nun wird, da L U;zZ2 = ~ ui.(z - Ui )2 + ttl, 
z z 

~ L Wi Ui. Z2 = L L Wi Uiz (z - Ui)2 + L Wi Ui" 
i z i • 

also ergibt sich: 
w(l-w) n-l 

[.L2 = + -,-- ~ Wi(Ui - W)2. 
n n 

So gelangen wir zu dem Resultat, daJ3 die mittlere Ausweichung 

_yW(I-W)+n-l~ ( )2 [.L - --- L..Wi Ui-W 
n n 

wird, also in diesem Falle 

(y) 
1/w (1-w) 

[.L>y n 

ist. 
LaJ3t man die Anzahl der jedesmal aus einer Urne gemachten 

Ziehungen unbegrenzt zunehmen, so wird die relative Haufigkeit 
(oder Wahrscheinlichkeit) der Falle, wo das Mischungsverhaltnis 
der gezogenen Kugeln zwischen z und Z + dz liegt, wenn feststeht, 
daJ3 aus der iten Urne gezogen wird, 

h.-Y n 
• - 2 ui(l-ui) 

9* 
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und damit wird die Wahrscheinlichkeit, daI3 iiberhaupt das Ziehungs
verhaltnis zwischen e und e + d z liegt, 

(D) tlJ (e) de = 2: ~~~i_ e-h;'(.-Uif dz. 
i f 11: 

Daraus folgt sofort 
+00 

J tlJ (z) dz = 1, 

ferner 
+00 

JetlJ(Z)de = LWiUi = W. 

entsprechend dem oben gefundenen Wert fur p,2. 
Wir sind so zu einer Verteilungsfunktion 

tlJ(e) = L~~~e-hi2('-Ui)" (LWi = 1) 
i f 11: 

gelangt, die eine sofort einleuchtende Verallgemeinerung der ein
fachen G a u I3 schen Funktion bildet. Es ist allerdings keine ganz 
leichte Aufgabe, eine vorliegende empirische Verteilungsfunktion 
auf diese Form zu bringen. 

Was die Losung dieser Aufgahe anbetrifft, so erinnert sie 
auf den ersten Anblick stark an die viel einfachere Aufgabe der 
Entwickelung einer gegebenen periodischen Funktion in eine 
Fouriersche Reihe, aber bei naherem Zusehen bemerkt man doch 
bald die tiefgreifende Verschiedenheit beider Entwickelungen. Zwar 
kann man in beiden Fallen sagen, daI3 die wirklich vorhandene 
Funktion aus gewissen Teilfunktionen, im einen FaIle die wirkliche 
Schwingung aus Sinusschwingungen, im anderen FaIle die wirk
liche Dispersion aus typischen (der G a u I3 schen Verteilungs
funktion folgenden) Dispersionen zusammengesetzt wird. Aber 
wahrend im FaIle der Fourierschen Reihe die nahereBestimmung 
der Teilschwingungen durch einfache Teilung der ganzen Periode 
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in gleiche Teile gewonnen wird, sind im FaIle der Entwickelung 
einer Verteilungsfunktion nach G au 13 schen Funktionen in jeder 
von dies en zwei zu bestimmende Konstanten, hi und Ui, enthalten. 
Will man diese Konstanten nicht von vornherein, sondern so be
stimmen, da13 eine moglichste Annaherung an die wirkliche Ver
teilung bei einer moglichst geringen Anzahl von Entwickelungs
gliedern erreicht wird, so erhalt man schon in dem Falle, wo 
die Entwickelung aus nur zwei Gliedern besteht, eine ziemlich 
schwierige Rechnung. Es liegt daher nahe, die Reihenentwicke
lung einer vorgelegten Verteilungsfunktion auf ganz anderem 
Wege zu versuchen. Der einfachste Weg ware der, da13 man 
nicht von der Funktion selbst, sondern von ihrer logarithmischen 
Derivierten ausgeht und diese in eine gewohnliche Potenzreihe 
entwickeIt. Fur die Verteilungsfunktion selbst ergibt sich dann 
ein Ausdruck 

Ein anderer, anscheinend besserer Weg ist der, da13 das Produkt 
der gegebenen Verteilungsfunktion und einer Funktion eh2 (z-r)2 

in eine Potenzreihe ao + al z + a2 Z2 + ... entwickelt wird. Fur 
die Verteilungsfunktion selbst ergibt sich dann ein Ausdruck 

1/I(z) = e- h2 ('-C)2(ao + alz + a2z2 + ... ). 
Man kann diese Entwickelung auch so fassen, da13 man von der 
Funktion cp(z) = e- h2 (z-c)2 die sukzessiven Derivierten CPl (z), 
CP2 (z), ... einfuhrt und dann setzt 

1/1 (z) = bo cP (z) + bl CPI (z) + b2 CP2 (z) + .... 
Was diese Form der Entwickelung betrifft, so sei insbesondere 
auf H. Brun s, Wahrscheinlichkeitsrechnung und Kollektivma13lehre 
(Leipzig und Berlin 1906) verwiesen, wo die allgemeine Losung 
in einer allerdings nicht ganz leicht zu ubersehenden Weise 
gegeben ist. 
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Die statistische Theorie des Zufalls. 

Es handelt sich nun darum, aus den Entwickelungen der 
letzten Kapitel sozusagen die Nutzanwendung zu ziehen, indem 
wir in dem ganzen Bereich der Wirklichkeit die Erscheinungen 
Buchen, die dem Schema der Zufallsspiele entsprechen. Dieses 
Entsprechen kann sich zunachst nur dadurch kundgeben, daJ3 die 
Verteilung der empirisch festgestellten Zahlenwerte dieselbe ist, 
wie sie sich bei der Aufzeichnung der statistischen Ergebnisse im 
FaIle haufiger Wiederholung des Zufallsspiels, im besonderen bei 
der Aufzeichnung del' Ziehungsresultate, wenn das Zufallsspiel in 
den Ziehungen aus einer Urne besteht, ergeben wurde. Wir 
wollen die Frage, inwieweit die auJlere Ubereinstimmung del' 
statistischen Ergebnisse auch auf eine innere Gleichartigkeit del' 
verglichenen Vorgange schlieJ3en laJ3t, einstweilen beiseite lassen 
und vielmehr nul' danach fragen, inwieweit die Ubereinstimmung 
der statistischen Ergebnisse erreicht werden kann und wie man 
beurteilen solI, ob sie in hinreichender Weise vorhanden ist. Dies 
ist nicht so ganz einfach zu entscheiden, weil man bei del' ver
haltnismaJlig geringen Anzahl von Beobachtungen, die man meistens 
nul' zur Verfugung hat, nicht eine vollige RegelmaJ3igkeit erwarten 
darf, vielmehr mussen die so gefundenen Werte mehr oder minder 
betrachtIich von den Zahlen abweichen, die sich bei unendlicher 
Haufung del' Beobachtungen herausstellen wurden. 

Die statistischen Ergebnisse del' Ziehungen aus del' Urne 
werden nicht wirklich aufgezeichnet, sie erscheinen ersetzt durch 
die Formeln, welche wir bereits abgeleitet haben, und welchen die 
Bedeutung zukommt, daJ3 sie den aus bestimmten theoretischen 
Erwagungen gefolgerten Ersatz fur eine die wirklichen Ziehungs
ergebnisse bei einer sehr groJ3en Zahl von Ziehungen registrierende 
Tabelle liefern. Wir haben so bestimmte Formeln, denen die aus 
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der Gesamtheit alles Geschehens herauszugreifenden Vorgange in 
ihren statistischen Ergebnissen zu entsprechen haben, d. h. wenn 
wir diese Ergebnisse graphisch auftragen, muJ.l die Formel eine 
Kurve liefern, die verhaltnismaJ.lig nahe an den die statistischen 
Ergebnisse darstellenden Punkten vorbeilauft. Wir konnen dies 
auch so ausdriicken, daJ.l wir sagen: die Unterschiede zwischen den 
empirisch festgestellten und den aus der Formel folgenden Wert en 
miissen eine stationare Reihe bilden, die sich um den Mittelwert 0 
gruppiert. Die sich so ergebende stationare Reihe laJ.lt sich aber 
meistens nicht mit geniigender Sicherheit beurteilen, teils weil 
ihre Gliederzahl zu gering ist, teils weil die Genauigkeit der be
stimmten Unterschiede verhaltnismaJ.lig zu klein ist. So ist eine 
exakte Beurteilung der vorliegenden Verteilungsreihe auf diesem 
Wege meistens nicht moglich. Deswegen ist es von Wichtigkeit, 
bestimmte zahlenma13ige Feststellungen zu haben, die wenigstens 
eine vorlaufige Beurteilung, inwieweit die vorliegende Verteilungs
reihe sich dem abgeleiteten Schema anpa!3t, ermoglichen. 

Diese zahlenmaJ.\igen Feststellungen ergeben sich aus dem Ge
danken, da13, wenn die gefundene Verteilungsreihe die Form einer 
aus dem Urnenschema folgenden Verteilungsreihe hat, auch fiir 
sie die Beziehungen gelten miissen, die wir bei dem Urnenschema 
fanden. Von solchen Beziehungen war die erste die Relation, 
die wir bei dem ersten Urnenschema, den Ziehungen einer Kugel 
aus einer Urne, zwischen dem Mischungsverhii.ltnis und der mitt
leren Ausweichung der entstehenden Verteilungsreihe erhielten. 
Diese Relation hat Lexis I) benutzt, um einen ersten Anhaltspunkt 
dafiir zu gewinnen, inwiefern die Dispersionen, die sich bei stati
stischen Verhaltniszahlen ergeben, sich mit der aus dem einfachen 
Urnenschema folgenden Verteilungsreihe vergleichen lassen. Zur 
A ufstellung der Relation ist notwendig, daJ.\ zuerst der Durch
schnittswert Yo der samtlichen beobachteten r Verhaltniszahlen Yi 
berechnet wird. Daraus wird der Wert fiir die mittlere Aus
weichung i-t1 in folgender Weise bestimmt (indem Yo an die Stelle 
von w tritt): 

(1) 

1) Vgl. die grundlegende Schrift Zllr Theorie der Massenerschei
nungen in der menschlichen Gesellschaft, Freiburg 1877. 
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wenn n die Durchschnittsanzahl der Falle bezeichnet, auf die sich 
die einzelnen Verhaltniswerte beziehen. Dieses Verfahren be
zeichnet Lexis als die statistische Methode. Ihr steht die 
sogenannte physikalische Methode gegenuber, bei welcher die 
mittlere Ausweichung nach der Formel 

(2) 
_ 1/~(Yi-YO)2 

112 - Y r-l 

bestimmt wird, indem der Fehlertheorie entsprechend r - 1 statt 
r genommen wird, was an sich belanglos ist (vgl. S. 88). Entspricht 
die Verteilungsreihe dem einfachen UrnenRchema, so mussen die 
beiden gefundenen Werte gleich sein. Lex is setzt daher 

(3) Q _ 112 
- 111 ' 

und spricht von einer normalen Dispersion, wenn wenigstens 
angenahert 

Q=1 
ist. Wird dagegen Q> 1, so spricht er von einer uber
normal en Dispersion und im FaIle Q < 1 von einer unter
normalen Dispersion. Der Wert Q wird neuerdings als 
Divergenzkoeffizient bezeichnet. Zu beachten ist von vorn
herein, da13 seine Bildung nur dann einen Sinn hat, wenn 111 
und 112 nicht zu klein sind, weil sonst aus der geringsten Ab
weichung in 111 oder 112 eine gro13e Schwankung im Werte von Q 
entstehen wurde. Insbesondere darf also Yo weder nahe an 0 noch 
nahe an 1 liegen. 

Um einen Begriff davon zu geben, wie sich die Werte des 
Divergenzkoeffizienten Q in der "\Virklichkeit gestalten konnen, 
wollen wir mit Lexis 1) das Beispiel des Verhaltnisses der 
Sterblichkeiten fur das mannliche und weibliche Ge
schlecht in den verschiedenen Lebensaltern nehmen. Die 
Zahlen entstammen der belgischen Statistik fur die Jahre 1841 
bis 1860. Die Rolumne unter z gibt an die Anzahl der gestorbenen 
mannlichen Individuen auf 1000 weibliche. 

1) Conra(ls Jahrbiicher fiir Nationalokonomie und Statistik, Bd.32 
(1879), S.60. 



Alter 

T otgeboren. 

0- 1 Monat. 

1- 2 Monate 

2- 3 
" 3- 4 » 

4- " » 

5- 6 
" 6- 9 » 

9-12 » 

1- 2 Jahre. 

2- 3 
" 

3- 5 
" 5-10 » 

0-15 » 
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z Q Alter , --

11

1348 
0,99 15-20 Jahre. 

1359 0,84 20-25 » 

1323 1,15 25-30 » 

1253 0,91 30-40 
" 1224 1,14 40-45 » 

1284 1,04 45-50 
" 

1257 1,06 50-55 » 

1179 1,13 55-60 » 

1085 1,12 60-65 » 

1028 1,53 65-70 
" 990 1,06 70-75 
" 947 I 1,16 75-80 
" 

878 
I 

1,66 80-85 
" 

713 
I 

2,5 85-90 
" 

z 

770 
1095 

905 

826 

943 

1143 

1124 

1055 

~62 

913 

906 

903 

866 

800 

137 

Q 

2, 
1, 

I, 

2, 

2, 

~, 

4, 

4, 

3, 

4, 

4, 

2, 

1, 

1, 

7 

5 

3 

4 

3 

3 

5 

3 

1 

26 

29 

Aus dieser Tabelle geht hervor, daJ3 wahrend des ersten 
Lebensjahres die Dispersion als eine normale angesehen werden 
kann, ja sogar wahrend der ersten funf Jahre, da der einzige zu 
groJle Wert 1,53 in den Mangeln der Statistik begrundet sein kann. 
Wahrend der folgenden Jahre finden wir dagegen zum Teil sehr 
weitgehende Abweichungen von dem Normalwert 1. In der Tat 
laJ3t sich eine solche Ubereinstimmung, wie sie fur die normale Di
spersion gefordert wird, nur aus einer vermuteten Gemeinsamkeit 
gewisser allgemeiner Eigenschaften des vorliegenden Ereignisses mit 
den Vorgangen bei den Ziehungen aus einer Urne erklaren. DaJ3 
eine solche Gemeinsamkeit aber nur in sehr vereinzelten Fallen an
genommen werden kann, liegt auf der Hand, und so finden sich 
nur wenige FaIle, in denen wirklich angenahert Q = 1 wird. 

Wir haben aber nachgewiesen, daJ3 auch die Falle, wo Q ~ 1 
wird, sich auf Grund eines abgeanderten Urnenschemas erklaren 
lassen. N ahmen wir namlich an, daJ3 das Mischungsverhaltnis 
der schwarzen und weillen Kugeln in der TIrne nicht von vorn
herein feststeht, sondern wahrend der Ziehungen sich andert (wir 
setzten voraus, es sei eine ganze Reihe von Urnen mit allen mog
lichen Mischungsverhaltnissen vorhanden, und lieJ3en die einzelnen 
Ziehungen aus je einer durch das Los oder sonstwie bestimmten 
Urne stattfinden), dann zeigte sieh, daJ3 die Verteilung der Ziehungs
ergebnisse wohl noch, wenn die Reihenfolge der gewahlten Urn en 
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von der einen zur anderen Ziehungsreihe festgehalten wurde, der 
gleichen Verteilungsfunktion wie friiher, namlich del' G a u 13 schen 
Funktion folgte, aber die Beziehung 112 = 111 zwischen den oben 
angegebenen Werten (1) und (2) aufhorte zu bestehen und in die 
U ngleichheit 

11'2 < 11'1 
iiberging, so da13 sich Q < 1, also eine unternormale Dispersion 
ergibt. Nennen wir also das Mischungsverhaltnis der Kugeln in 
der Urne jedesmal die dem Ereignis (d. h. der Ziehung) zugrunde 
liegende Wahrscheinlichkeit, so wiirde sich das allgemeine Resultat 
herausstellen : 

Die unternormale Dispersion lalH sich erklaren 
durch eine dem Ereignis zugrunde liegende, von Fall zu 
Fall wechselnde Wahrscheinlichkeit. 

Andererseits hatten wir gefunden, da13, wenn die Ziehungen 
einer Reihe immer aus derselben Urne stattfinden, aber unter den 
Urnen mit allen moglichen Mischungsverhaltnissen diejenige, aus 
welcher gezogen werden soll, erst durch das Los bestimmt wird, 
dann sich eine Verteilung ergibt, bei der 

11'2> 111' 
die Dispersion also eine iibernormale ist. 

Die iibernormale Dispersion la13t sich also dadurch 
erklaren, da13 die dem Ereignis zugrunde liegende Wahr
scheinlichkeit wohl bei allen den Fallen, die zur Bildung 
dieses Wertes der relativen Haufigkeit benutzt wurden, 
dieselbe ist, aber nicht dieselbe bei den verschiedenen 
Gruppen von Fallen, die zu der Bildung der einzelnen 
relativen Haufigkeitswerte benutzt sind. 

Damit ist in der Tat eine gewisse Erklarung fiir das Auf
treten und die Unterscheidung der drei verschiedenen Dispersions
arten gefunden 1). Man darf aber die Bedeutung dieser Erklarung 

1) Der Grundgedanke und ein Teil der analytischen Entwickelung 
bei dieser ErkIarung geht auf Poisson zuriick; die Deutung der iiber
normalen Dispersion, die Lexis ausfiihrlich erortert hatte, hat ins
besondere v. Bortkewitsch (Das Gesetz del' kleinen Zahlen, 1898, 
S.29) noch weiter ausgestaltet. Man vgl., was allgemein die Anwen
dung del' Wahrscheinlichkeitsrechnung auf Statistik betrifft, desselben 
Verfassers Kritische Betrachtungen zur theoretischen Statistik, Conrads 
Jahrbiicher (3), Bd. 8, S. 641; Bd. 10, S. 321; Bd. 11, S. 671 (1894-1896). 
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nieht ubersehatzen. Vor allem ist schwer einzusehen, wie sieh 
in der Wirkliehkeit eine von Fall zu Fall wechselnde, aber bei 
jeder Gruppe von Fallen in der gleichen Weise wiederkehrende 
Wahrscheinlichkeit ergeben soll. Nieht viel naturlicher ist die 
Annahme, dall bei jeder Gruppe von Fallen eine andere, aber bei 
den einzelnen Fallen einer Gruppe dieselbe Wahrseheinliehkeit 
vorhanden sein soll, denn die Einteilung der Falle in Gruppen, 
an den en man die relative Haufigkeit bestimmt, ist doch meist 
eine an sich willkurliehe, und die Falle sehlieLlen sieh ortlieh und 
zeitlieh kontinuierlieh aneinander an. Man wird sieh daher 
darauf besehranken mussen, zu sagen: ein Weehsel der Wahr
seheinliehkeit innerhalb einer Gruppe von Fallen ver
ringert die Dispersion, ein Weehsel von einer Gruppe 
z ur anderen er hoh t sie. 

Es bleibt noeh ubrig, kurz der anderen Deutungsart zu 
gedenken, wo die Kugeln aus der Urne nieht einzeln, sondern auf 
einmal gezogen werden. In diesem Falle tritt in dem Ausdruek 
fUr die mittlere Ausweiehung unter der Wurzel zu w (1- w)jn noeh 
ein Faktor X (1 - X) hinzu, der immer < 1 ist, es ergibt sieh also 

fL2 < fLl 
und demnaeh wird 

Q < I, 

die Dispersion ist also unternormal. Diese Erklarung der unter
normalen Dispersion seheint an sieh sehr einleuehtend. Aber 
wieder erhebt sieh der Einwand, daLl es meistens durchaus nicht 
der Wirkliehkeit entsprieht, wenn die Falle einerGruppe als eine 
naturliehe Gesamtheit angesehen werden, wie· es doeh geschieht, 
wenn sie dureh die mit ein em Griff aus der Urne herausgeholten 
Kugeln illustriert werden. Immerhin konnte man ja vermuten, 
daLl gerade da die unternormale Dispersion sieh einstellt, wo die 
Verhaltniszahlen sieh in gewisser Weise auf solche naturliehe 
Gruppen beziehen. 

Das bekannteste Beispiel fur eine vermutliehe normale Di
spersion bildet das Gesehleehtsverhaltnis der Geborerren. 
Aueh dieses hat Lexis ausfuhrlich behandelt (Conrads Jahrbueher 
fur Nationalokonomie und 8tatistik, Bd.27 (1876),8.206; Ab
handlungen zurTheorie der Bevolkerungs- und Moralstatistik, 1903, 
S. 130), indem er die Zahlen fur die versehiedenen preuLlisehen 
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Regierungsbezirke in den einzelnen Monaten der Jahre 1868 
und 1869 zugrunde legte. Wir wollen seine Resultate nur fur 
die gr6Llten Bezirke anfiihren. Es ergibt sieh: 

Bezirk n Q 

Konigsberg 3426 1,06 

Potsdam 3028 0,96 

Frankfurt. 3211 0,98 

Posen. 3738 1,01 
Breslau . 4766 0,89 

Oppeln 4855 0,92 

Magdeburg 3650 1,02 
Diisseldol'f 4305 1,12 

Die Zahlen n beziehen sieh auf die Geburten wahrend eines 
Monates. Die Werte von Q kommen hier der Einheit so nahe, wie 
man es uberhaupt erwarten kann, so da13 wir hier in der Tat mit ziem
lieher Sieherheit von einer normalen Dispersion spreehen k6nnen. 

Trotzdem ware der SehluLl ubereilt, da13 wir mit Gewi13heit 
annehmen k6nnen, in dem Gesehleehtsverhaltnis der Geborenen 
liege der Typus einer rein zufalligen Verteilung vor. Abgesehen 
davon, daJ3 die blo13e Bestimmung des Divergenzkoeffizienten Q 
allein dafiir nieht ausreiehend ist, beruht die Annaherung an 
den Wert 1, die Lexis gefunden hat, wie es seheint, auf der 
gunstigen Auswahl der Beobachtungsbezirke und der verhaltnis
maJ3ig kurz genommenen Beobaehtungsdauer. Jedenfalls gelangt 
man zu anderen Ergebnissen, wenn man als Beobaehtungsdauer statt 
eines Monates je ein Jahr und als Beobaehtungsbezirk das K6nigreieh 
Saehsen nimmt 1). Es ergeben sieh folgende Werte fUr das Verhalt
nis y der mannliehen Geburten zu der Gesamtzahl der Geburten: 

Jahr y 
'1 

Jahr Ii y Jahl' I! y Jahr y 

I 
,,0> II 0,511 77 1891 0,51214 

1896
1 

0,51301 1906 0,51114 
1892 0,51394 1897 0,51283 1902 I 0,51243 1907 0,51235 
1893 0,51213 

1898
1 

0,51185 1903 I 0,51019 1908 0,511 04 
1894 0,51036 1899 0,51290 1904 II 0,51286 1909 0,51321 
1895 0,51214 1900 I 0,51487 1905 II 0,513 20 1910 I 0,51202 

1) Vgl. E. Blaschke, Vorlesungen iiber mathematische Statistik, 
Leipzig 1906; H. Forcher, Die statistische Methode als selbstandige 
Wissenschaft, Leipzig 1913. 
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Fur die Periode 1891 bis 1900 findet man hieraus den Wert 
Q = 0,904, fur die Periode 1901 bis 1910 den Wert Q = 0,705. 
Diese Ubereinstimmung ist weit weniger gut als die von Lexis 
gefundene. 

Da13 die Verschiedenheiten der Verhaltniszahlen fur die ein
zelnen Jahre nicht auf blo13en Zufalligkeiten beruhen, kann man 
aus den Zahlen fur das gesamte Deutsche Reich wahrend der 
letzten Jahre ersehen. Es entfallen auf 100 Madchengeburten an 
Knabengeburten: 

1906 . 106,0 1910 . 105,9 

1907 . 106,3 1911 . 106,1 

1908 • 106,1 1912 . 106,5 

1909 . 105,9 

Dabei erscheint auffallend die Steigerung im letzten Jahre 
1912. Sieht man nun zu, wie sie zustande gekommen ist, so 
erkennt man merkwurdigerweise, da13 sie wesentlich von den sud
deutschen Staaten herruhrt. Die Zahl hat sich in Preu13en von 
106,4 fUr 1911 nur auf 106,5 fur 1912 bewegt, wahrend wir fUr 
die suddeutschen Staaten finden: 

1911 1912 

Bayern 105,9 106,8 
W iirttem berg 103,6 106,4 

Baden 105,3 10n,0 

ElsaJl-Lothringen . 105,3 106,5 

Es ist danach kein Zweifel, dall wesentlich auf diesen verhaltnis
maJHg bedeutenden Verschiebungen auch die Anderung in der 
Gesamtziffer beruht. 

Der starke Einflu13 des Landes auf das Geschlechtsverhaltnis 
der Geborenen ist bekannt. Es kamen z. B. auf 100 Madchen
geburten wahrend des Zeitraumes 1887 bis 1891 an Knaben
geburten 

in England .. 
in Spanien .. 

103,6 

108,3 

Nach Bertillon (Anhang zum Annuaire statistique de la 
ville de Paris fur 1905, Paris 1907) ubt das Alter der Mutter 
einen deutlich erkennbaren EinRu13 auf das Geschlecht des Kindes 
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aus. Nach den Erhebungen in Paris 1891 bis 1905 ergeben sich 
auf 100 Madchengeburten folgende Zahlen von Knabengeburten: 

Alter der Mutter: 

Eheliche . 
, Uneheliche 

1115-19120-24[25-29130-34[35-39140-44[45-49 

I! 107,1 1106,21106,4 ! 106,51106,61113,0 -1105,0 
,II04,5! 105,3 102,21105,0 103,7 112,1 102,1 

Es zeigt sich also eine deutliche Zunahme der Knabengeburten 
fur die mittleren Lebensjahre der Mutter. 

Die Bestimmung des Divergenzkoeffizienten Q ist gewisser
mal.len der erste Schritt zur Beurteilung der Dispersion. Sie giht 
z. B. noch keinen Anhaltspunkt fur die Beurteilung einer vor
handenen Asymmetrie. Hierfur ist, wie wir bereits gesehen haben, 
von Wichtigkeit, daJ3 aul.ler dem arithmetischen Mittel auch der 
Zentralwert, unter dem und uber dem gleich viel der Beobachtungs
werte liegen, und der Norm alwert , fur den sich in der aus der 
Urreihe abgeleiteten Verteilungsreihe die groOte relative Haufig
keit ergibt, gebildet werden. 

Fallen diese drei Werte zusammen, so liefert dies einen Anhalts
punkt dafur, daJ3 die Dispersion eine symmetrische ist. \Vir haben 
also folgende drei Werte zu bestimmen: 

1. Den Durchschnittswert der Beobachtungswerte 

LYi YO=r 
oder, wenn wir die Verteilungsfunktion rp (y) einfuhren, 

+00 +00 
(4) 'Yo = f rp(y)ydy:f rp(y)dy. 

-00 -00 

2. Den Zentralwert Y., fur den 

Y. + 00 
(5) f rp(y)dy = f rp(y)dy 

II, 

wird. 

3. Den Normalwert Ya, fur den 

(6) 
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wird. Dann mu13, wenn eine symmetrisehe Verteilung vorliegt, 

Yo = Yz = Ya 

werden. Diesel' Wert kann als del' typisehe Wert bezeiehnet 
werden. 

Man wird sieh nun abel' schwer entschlie13en, mit diesel' Be
stimmung die Beurteilung del' Verteilungsreihe abzuschliel3en. Del' 
lehte Zielpunkt mu13 vielmehl' sein, ein "Gesetz" fiir die Verteilung 
selbst herauszufinden. Aueh dazu kann die Betracbtung des 
Urnenschemas dienen. Hierbei hat sich uns iiberall, wo die Anzahl 
del' beobachteten FaIle sehr gro13 war, die Gau13sche Verteilungs
funktion ergeben, und wenn wir eine allgemeinere Verteilungs
funktion erstrebten, so mull ten wir sie uns aus del' Ubereinander
lagerung Gau13scher Funktionen hervorgegangen denken (ahnlich 
wie man sich die allgemeine Schwingung aus del' Superposition 
von Sinuswellen hervorgegangen denkt). Das legt es nahe, zu
nachst zu versuchen, wie weit man mit der einfachen Gau13schen 
Verteilungsfunktion kommt. In dies en Fallen kann, wie wohl 
nicht mehr besonders hervorgehoben zu werden braucht, die 
Dispersion Bowohl eine normale als auch eine un ter- odeI' iiber
normale sein, die Giiltigkeit des G a u13 schen Vel'teilungsgesetzes 
und die Lexissche Beurteilung del' normalen Dispersion fallen 
keineswegs zusammen. Es zeigt sich nun, da13 un tel' derVoraus
setzung einer typisehen Dispersion, die del' Gaullschen Funktion 

folgt, sieh fiir die Konstante It in diesel' Funktion eine dreifaehe 
Bestimmung ergibt. Die eine Bestimmung benutzt die Werte, 
unter odeI' iiber denen ein Viertel del' beobachteten Zahlenwerte 
liegt. N ennt man (j den U nterschied diesel' Werte, so wi I'd 

(7) 
1 (j 

hl = 0,9539 . 

Die zweite Formel benutzt die Summe del' Abweichungen y aHer 
Beobachtungswerte, d. h. aIler Glieder y del' Urreihe, die libel' 
odeI' unter dem Mittelwert liagan, von diesem Mittelwart. 1st r 
die Gasamtzahl aIler bestimmten Werte, so folgt 
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(8) 
1 - ~ (Yi - Yo) 1C ~ (Yi - Yo) 

h2 = 2 yn---r--- = - 2 yn--r---, 

wenn ~, L bedeutet, daI.l die Summation iiber aIle positiven oder 
+ -

aIle negativen Werte der Differenz Yi - Yo erstreckt werden soIl. 
Die dritte Bestimmung beruht auf der Quadratensumme aller vor
kommenden Abweichungen yom Mittelwert und liefert 

(9) ~ = V 2 L(Yi-YO)2 
hs . r-l 

Der letzte Wert stimmt bis auf den Faktor V2 mit der mittleren 
Ausweichung P,2 iiberein. Wenn man im vorliegenden FaIle diese 
Bestimmungen verwerten will, so muI.l man aIle iiberhaupt vor
liegenden Bestimmungen, die sich auf die einzelnen Monate der 
Jahre 1868 und 1869 beziehen, zusammenfassen und erhalt dann 
eine Gesamtheit von 816 Einzelbestimmungen. Lexis zieht es 
aber vor, zunachst eine Gruppe aus den 17 groI.lten Bezirken zu 
wahlen, zu den en auch die oben angefiihrten gehoren. Es liegen 
dann nur 408 Einzelbestimmungen vor, fiir die sich in der Tat 
nach den drei moglichen Methoden derselbe Mittelwert 1065,8 
und folgende Verteilungsreihe ergibt: 

Abweichung Beobachtete Faile 

+- + 

0- 20 82 73 

20- 40 57 65 
40- 60 41 43 

60 - 80 16 9 
80 -100 5 9 

Uber 100 3 5 

Fiihrt man nun die drei Bestimmungen von h aus, so ergeben 
sich die Werte 

hI = 0,018, 712 = 0,019, 0,019, 

also eine gute Ubereinstimmung. 
Rechnet man aber mit Hilfe des bestimmten Normalwertes 

und des Wertes von h nach derGauI.lschen Funktion die Haufigkeits
zahlen aus, so findet man die folgenden Zahlenreihen: 
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Berechnet • 82 61 37 17 5 2 

Beobachtet . .{ + 82 57 41 16 5 3 
- 74 65 43 9 9 5 

Bei der Beurteilung der so erreichten Ubereinstimmung muJ.\ man 
die Unsicherheit bedenken, die an sich wegen der verhaltnismaJ.\ig 
geringen Zahl heohachteter FaIle vorhanden ist. Dann muJ3 in 
der Tat die gefundene Ubereinstimmung als eine sehr gute geHen. 

Um noch ein Beispiel zu hahen, das von vornherein jeder 
solchen Bestimmung zu spotten scheint, wollen wir mit Pearson das 
Verhaltnis der unionistischen Stimmen zur Gesamtzahl der Stimmen 
hei den englischen Wahlen im Jahre 1891 nehmen. Wir haben 

Wahlbezirke 
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der Stimmenz:l.hl 
VerhiHtnis der unionistischen Stimmen zur Gesamtzahl der Stimmen 

bei den englischen Wahlen 1891. 

die herauskommende Verteilungsreihe graphisch aufgezeichnet, in
dem fur die Ahszisse die Prozente der Stimmenzahl und fur die 
Ordinate die zugehiirigen Anzahlen von Wahlhezirken genommen 
sind. Fur den zugrund~ zu legenden typischen Wert ergiht sich 
0,51 = 51 Proz. und die drei Bestimmungen von hjliefern: 

hI = 0,09, h2 = 0,11, 1t3 = 0,12. 

Die Verteilung, die sich nach der GauJ.\schen Funktion ergiht, 
ist durch die eingezeichnete Kurve angedeutet. 

Die Uhereinstimmung, die man hier erhalt, darf man aher 
nicht so deuten, als oh die herauskommenden Prozentsatze der 
Stimmenzahl mit den Ziehungsverhaltnissen des Urnenschemas 
direkt verglichen werden konnten. Die uherhaupt moglichen 

Timerding, Analyse des Zufall.. 10 
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Prozentsatze von 0 bis 100 Proz. entsprechen vielmehr aIle einem 
nul' zwischen sehr engen Grenzen schwankenden Ziehungsverhalt
nis. Es werden gar nicht mehr die Verhaltniswerte als solche ver
glichen, sondern nul' die herauskommenden Verteilungsreihen. Die 
Vergleichung wird damit viel auLlerlicher. Wir vergleichen nicht 
mehr den wirklichen Vorgang selbst mit dem Vorgang bei den 
Ziehungen aus einer Urne. 'Vir versuchen nul', die aus dem 
Ul'nenschema theoretisch abgeleitete Verteilungsfunktion del' wirk
lich beobachteten Verteilungsreihe anzupassen. Wir konnen hoch
stens die Vorgange bei del' Ziehung aus del' Urne symbolisch 
fassen, indem wir sie als den Ausdl'uck fUr beliebige Zufalls
vorgange deuten, die wir so einer Berechnung zuganglich machen. 
Es wiirde in dem vorliegenden Beispiel etwa das Ziehen einer 
weiLlen Kugel einen sehr kleinen Ausschlag derStimmen nach del' 
unionistischen Seite bedeuten. 

Man kann abel' auch von del' Herleitung del' Formel aus 
dem Urnenschema, nachdem sie einmal gewonnen ist, vollig ab
sehen und sich darauf beschranken, die V organge zu such en , die 
sich diesel' Formel anpassen und damit einen gemeinsaIDen Cha
rakter zeigen, den man definitionslDaLlig als den des Zufalligen 
ansehen kann. 

Sehr wichtig erscheinen hierbei zunachst die Falle, wo die 
Giiltigkeit del' G a u 1.\ schen Verteilungsfunktion als eine physi
kalische Hypothese erscheint. Dies gilt VOl' allen Dingen fur die 
Bewegungen del' kleinsten Teile del' Materie, zunachst del' Mole
kiile. Die Bewegungen del' Molekiile sind unbeobachtbar und 
daher ist eine unmittelbare Kontrolle durch die Erfahrung in 
diesem FaIle unIDoglich. Eine solche gelingt jedoch bei sehr 
kleinen, in einer Fliissigkeit suspendierten Teilchen, die den Mole
kularbewegungen ahnliche und, wie man glaubt, durch die Mole
kularbewegungen (namlich die Stolle del' FliissigkeitslDolekiile auf 
die fest en Teilchen) unmittelbar veranlal3te Bewegungen, die so
genannten B l' 0 W n schen Bewegungen, ausfiihren. J. Perri n 
(Die Atome, deutsch von Lot term 0 s e 1', Dresden un d Leipzig 
1914) hat in einem FaIle die Verschiebungen del' Teilchen in 
Zwischenraumen von 30 Zeitsekunden notiert und daraus folgende 
Tabelle gefunden, in del' den beobachteten die nach del' GauLl
schen Verteilungsfunktion fiir die 500 Beobachtungen berechneten 
Anzahlen hinzugefiigt sind. Del' 'Vert von E betragt 1,96 Mikron. 
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v erschie bungen, 
Anzahl Anzahl die enthalten sind 

zwischen berechnet beobachtet 

0 und E 32 34 
E 28 83 78 

28 3s 107 106 
3s 48 105 103 

48 5e 75 75 

5f 68 50 49 

68 78 27 30 
78 8s 14 17 

88 00 7 9 

Die Tabelle ist zugleich lehrreich dafur, welchs Uberein
stimmung man erwarten dad, wo die Gultigkeit der GauI3schen 
Verteilungsfunktion von vornherein so gut wie· sicher ist 1). Ein 
weiteres besonders hervorragendes Beispiel besteht in der Messung 
der Rorperlange erwachsener Personen. Hierfur hat Pearson 2) 
ausgezeichnetes Material in den Messungen der RorpergroI3e von 

25875 Rekruten der Armee der Vereinigten Staaten angefuhrt. 
Die Rorpergro13en sind in Zoll und daneben die Anzahlen der 
Rekruten von der betreffenden GroI3e angefuhrt. 

1) Man vergleiche de. weiteren L. v. Bortkewitsch, Die radio
aktive Strahlung als Gegenstand wahrscheinlichkeitstheoretischer Unter
suchungen, Berlin 1913_ 

2) Man vgl. die Aufsatze von Pearson in den Transactions of 
the Royal Society 1894 bis 1903 (Vol. 185 bis 198) und Philosophical 
Magazine 1900, 1901 (Vol. 50, 1), ferner seine Schrift The chanceR of 
death etc., London 1897. Daneben ist es interessant, die Arbeiten von 
Edgeworth einzusehen, besonders Journal of the Royal Statistical 
Society, Vol. 60 bis 62 (1897 bis 1899), und als besondere Schrift unter 
dem Titel The representation of Statistics by mathematical formulae, 
London 1900. An zURammenfassenden Darstellungen kann man >iuLler 
d"n bereits angefiihrten etwa vergleichen King, Elements of statistical 
method, New York u. London, Macmillan, Davenport, Statistical 
Methods, New York, Wiley & Son. Ferner die Schriften von Wester
gaa.rd, Grundziige der TheOl'ie del' Statistik, Jena 1890, Lehre von 
del' Mortabilitat und Morbiditat, 2. Aufl. 1901. Unter den Lehr· 
biichern der Wahrscheinlichkeitsrechnung hat besonders das von 
o zu b er (Leipzig 1902) die statistischen Anwendungen ausfiihrlich 
behandelt. 

10* 
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KOl'pel'gl'oJ.\e Anzahl KOl'pergl'oJ.\e Anzahl 

78-77 2 64-63 1947 
77-76 6 63-62 1237 
76-75 9 62-61 526 
75-74 42 61-60 50 
74-73 118 60-59 15 
73-72 343 59-58 10 
72-71 680 58-57 6 
71-70 1485 57-56 7 
70-69 2075 56-55 3 
69-68 3133 55-54 1 
68-67 3631 54-53 2 
67-66 4054 53-52 1 
66-65 3475 52-51 
65-64 3019 

Wir beginnen damit, daJ3 wir den Mittelwert auf die drei 
angegebenen Weisen bestimmen. Wir finden dann mit ziemlich 
genauer Ubereinstimmung den Mittelwert oder Normalwert 

Yo = 66,7. 

Rierauf berechnen wir die GroJ3e h nach den angegebenen drei 
Methoden und finden so 

hI = 0,27, hs = 0,28. 

Wir erhalten dann das Bild, das in Fig. 9 auf der folgenden Seite 
dargestellt ist. Die Ubereinstimmung ist recht gut, so daJ3 wir in 
der Tat annehmen konnen, daIl die Verteilung der KorpergroJ3en 
erwachsener Personen dem G a u J3 schen Verteilungsgesetz folgt. 
Dagegen haben Messungen an gleichaltrigen Kindern gezeigt, daIl 
die Verteilung bei nicht erwachsenen Person en eine andere, nam
lich eine wesentlich unsymmetrische ist, indem ein Zuruckbleiben 
des Wachstums gegen den normalen Wert haufiger als ein Voraus
eilen ist. 

Die Auffassung, daJ3 man in dem GauJ3schen Verteilungs
gesetz das Symptom fur eine auf bloIlen Zufalligkeiten beruhende 
Verteilung zu sehen habe, ist lange Zeit durchaus herrschend ge
wesen. Ihr ist z. B. Quetelet durchaus gefolgt, sie findet sich 
auch in dem englischen Werke von Venn, The logic of chance 
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(London 1876) konsequent vertreten. Diese Ansicht ist aber, wie 
wir gesehen haben, weder in dem Sinne richtig, daI3, wo die Ver
teilung mit hinreichender Annaherung dem G a u I3 schen Ver
teilungsgesetz folgt, die Abweichungen bestimmt in jedem einzelnen 
FaIle nur auf Zufalligkeiten beruhen, noch in dem Sinne, daI3 sich 
immer die G a uI3 sche Verteilungsfunktion ergibt, wo wir zufallige 
Schwankungen anzunehmen haben. Dies geht aus der Verallge
meinerung hervor, die wir an das Urnenschema angekniipft 
haben, indem wir annahmen, daI3 erst durch das Los bestimmt 

Fig. 9. 

wird, aus welcher von mehreren vorhandenen Urn en gezogen wird. 
Wir haben dabei im Gegensatz zu der Symmetrie der GauI3schen 
Verteilungsfunktion eine wesentlich unsymmetrische Verteilung 
gefunden, und es scheint von Interesse, auch dafiir ein Beispiel 
zu finden. 

Der einfachste Fall, den wir hierbei annehmen konnen, ist 
der, wo nur zwei Urnen vorhanden sind, wo also nur zwei Wahr
scheinlichkeiten w1 und w2 dafiir, daI3 aus der einen oder anderen 
Urne gezogen wird, in Betracht kommen. Die Relation W 1 + W 2 = 1 
kommt weiter nicht in Frage, da noch mit einer Konstanten 0 

multipliziert werden muI3. Wir konnen dann (indem wir 01 = OWl' 

C2 = 0 W2 setzen) die Verteilungsfunktion schreiben: 

(10) 
01 h1 2 • O2 h2 2 • 

CP(z) = y;r e- h, (Z-"I) + y;r e-h• (Z-"2) • 
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Fiir diese Verteilungsfunktion wollen wir, wiederum nach 
Pearson, ein Beispiel geben. Dieses Beispiel hat eine gewisse 
Beriihmtheit erlangt, weil es den Ausgangspunkt weitergehender 
Untersuchungen gebildet hat. Wenn eine solche Streuung wie 
die angefiihrte besteht, so liegt der Fall genau so, als ob die beob
achteten Individuen aus zwei Gattungen gemischt seien, fUr deren 
Verteilung einzeln die gewohnliche G a ull sche Verteilungsfunktion 
gilt. Man beobachtet nun eine entsprechende Verteilung bei 
biologischen Individuen auch dann, wenn nicht sie selbst, wohl 
aber ihre Vorfahren aus zwei verschiedenen Arten gemiseht sind. 
Es wird also das Bestehen einer solehen Verteilung das Kenn
zeichen fiir eine stattgefundene Bastardierung. 

Das Beispiel, das wir geben wollen, bezieht sich auf die 
"Stirnbreite" von 1000 Krabben aus dem Golf von Neapel. Die 
zugrunde liegende Tabelle ist die auf folgender Seite. 

Urn die in der graphischen Darstellung (Fig. 10) eingezeichnete 
Kurve zu erhalten, die sich den beobachteten Werten moglichst 
ansehmiegt, sind fiir die Konstanten in der Formel folgende Werte 
genommen (fiir den Durehschnittswert ist z = 0, woraus - C1 U 1 

= Ci U 2): 

C1 = 414,5, 
c2 = 585,5, 

U 1 - - 3,517, 
U2 2,490, 

hI = 0,159, 
h2 = 0,228 1). 

1) Auner den hier angefiihrten Verteilungsfunktionen, die alle auf 
die Gaunsche Funktion zuriickgehen, gibt Pearson (Transactions of 
the Royal Society, London 1895) noch eine Anzahl anderer an, die er 
eben falls an das Urnenschema ankniipft. Es wird hierbei das Urnen
schema aber nUl" als heuristisches Prinzip benutzt, indem in d!'r ab
geleiteten Formel nie Grenzen, in denen die Konstanten bleiben miissen, 
unn notwendige Voraussetzungen, die bei der Ableitung zu machen 
sin.l, auLler acht gelassen werden. Dieses Verfahren ist gewin be
rechtigt, wenn es sich urn nichts anderes handelt als darum, passende 
Annaherungsfunktionen fiir die empil"isch gefundenen Verteilungen 
zu gewinnen. Es ist dann die Aufgabe, an, moglichst zahlreichen 
Beispielen die angesetzten Funktionen zu erproben. In dieser Hinsicht 
ist eine Durchsicht der Zeitschrift Biometrika, A Journal for the statistical 
study of biological problems (Cambridge, Beit 1901, herau"gegeben von 
Weldon, Pearson, Davenport und Galton) zu empfehlen, in deren 
erst en Banden sich zahlreiche solche Beispiele linden. Durch nie Art aber, 
wie die Pearsonschen Untersu1'hungell auch in der letzten Zeit (z.E. 
bei Forcher, Die statistische Methode, Leipzig 1913) wiedergegeben 
worden sind, wird nul' zu leicht der Anschein erweckt, als ob es sich 
urn eine wirkliche Ableitung der entstehenden Verteilungen aus dem 
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Es bleibt noch ubrig, die Anwendung der Formel, die fur 
verhiiJtnismaJ3ig seltene Ereignisse gilt, durch ein Beispiel zu er
lautern. L. v. Bortkewitsch hat in seiner Schrift Das Gesetz 
der kleinen Zahlen (Leipzig 1898) die Bedeutung dieser Formel 
besonders hervorgehoben. Es erscheint beinahe a priori ein
leuchtend, dal3 die storenden Einwirkungen, die sonst das Zustande
kommen einer regular en Verteilung verhindern, indem in den 

Urnenschema handle. Die Darstellung ~bei Fechner (KollektivmaUlehre, 
herausgegeben von G. F. Lipps, Leipzig 1899), del' auf andere Weise 
eine Verallgemeinerung der GauJlschen Funktion anstrebt, ist darin 
dUl'chsichtiger. 



152 Neuntes Kapitel. 

einzelnen verglichenen Bezirken verschiedene Verhaltnisse ob
walt en , sich am wenigsten geltend machen, wenn an den ver
schiedensten SteIlen durch ein verhaltnismiUlig seltenes Ereignis 
einzelne FaIle, sozusagen Stichproben, herausgegriffen werden. 

(11) 

Wir hatten gesehen, da13 in diesem Falle die Formel gilt: 

rnP e- m 

f{Jp = ---, 
pI 

wobei die Beziehungen bestehen miissen: 

(12) ~f{Jp=l, m=}:pf{Jp, m'='i.(p-rn)2cpp, m'=m. 

Es ist zunachst zu priifen, ob diese Beziehungen erfiillt sind. 
Wir wollen nun hierfiir ein Beispiel nehmen und wahlen mit 
Bortkewitsch die Anzahl der Soldaten, die wahrend der Jahre 
1875 bis 1894 innerhalb der Armeekorps II bis V, VII bis X, 
XIV und XV des preuJ3ischen Heeres durch Hufschlag eines 
Pferdes getotet wurden. Die einzelnen Zahlen 'Pi usw. bedeuten 
dann die innerhalb eines Armeekorps wahrend eines J ahres Ge
toteten. Es ergeben sich dabei: 

o 1 2 3 4 
in 109 65 22 3 1 

und daraus folgt der Wert 

5 und mehr Getotete 
o Fallen, 

65 . 1 + 22 . 2 + 3·3 + 4· 1 
m = 200 = 0,61. 

Ubereinstimmend damit ergibt sich auch fiir m' der Wert 0,6!. 
Rechnet man nun mit Hilfe des Ausdruckes 

mP 

Zo pI 

die zu erwartenden Haufigkeiten von 'P Todesfallen aus, indem 
man Zo (die Haufigkeit fUr p = 0) daraus bestimmt, da13 die 
Summe aIler Haufigkeiten gleich 200 sein mu13, woraus 

Zo = 200·e- m 

folgt, so findet man statt der obigen Werte die Zahlen: 

109 66 20 4 1 O. 

Die Ubereinstimmung ist au13erordentlich gut. Da13 sie auf einem 
blo13en Zufall beruht, ist nicht anzunehmen. Vielmehr haben wir 
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uns zu denken, da13 alIe ortlichen und zeitlichen Besonderheiten, 
die sonst als systematische Abweichungen hervortreten, dadurch 
unwirksam werden, da13 eine rein zufallige Auswahl durch das 
betrachtete seltene Ereignis getroffen wird und da13 wir deswegen 
annahernd diesel ben Verhaltnisse haben mussen, wie sie bei der 
Begrundung aus dem Urnenschema vorausgesetzt werden 1). 

1) An kurz zusammenfassenden Darstellungen mit reichen Literatur
angaben vgl. man den Artikel von Bortkiewicz, Anwendungen der 
Wabrscheinlichkeitsrechnung auf Statistik, Enzyklopadie del' math. 
Wissenschaften, Bd. I, 2. Teil, Leipzig 1900-1904, Ozuber, Die Ent
wickelung der Wahrscheinlichkeitstheorie und ihrer Anwendungen, 
Jahresbericht der Deutschen Math.-Ver., Bd. VII, Leipzig 1899, ferner die 
Artikel Geschlecht.verhaltnis del' GebOl'enell und Gestorbenen (v Mayr), 
Gesetz (Lexis), ISterblichkeit (v. Bortkiewicz) im Handworterbuch 
der Staatswissenschaften von Lexis und Elster. 
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Die genetische Theorie des Zufalls. 

Die statistische Theorie des Zufalls ofl'enbart einen gemein
schaftlichen Charakter in der Verteilung der statistischen Ergeb
nisse bei solchen Ereignissen, die wir als zufiHlige anzusehen 
gewohnt sind. Wir erhalten aber keinen unmittelbaren Aufschlu13 
daruber, wie wir uns das Zustandekommen einer solchen Verteilung 
in der Wirklichkeit denken konnen. Es bleibt daher das Bedurfnis 
bestehen, sozusagen in den inneren Mechanismus des Geschehens 
einzudringen und sich klar zu machen, wie die als typisch fur die 
Zufallsereignisse angesehene Verteilung auch auf einer inneren 
Ubereinstimmung der in Betracht kommenden Ereignisse beruht. 

Als die am sichersten als zufallig zu bezeichnenden Ereignisse 
gel ten nun die Ereignisse, die in dem Begehen eines bestimmten 
Beobachtungsfehlers bei sehr sorgfiiltig ausgefuhrten Beobach
tungen bestehen, d. h. sich der in der Abweichung der in der 
gleichen Weise und mit der gleichen Sorgfalt bestimmten Werte 
voneinander kundgeben. Fur diese Fehler hat die Erfahrung mit 
hinreichender Gewillheit die Geltung des sogenannten Gau13schen 
Fehlergesetzes, das durch die Funktion 

geliefert wird, ergeben. 
Man kann es nun als die Aufgabe hinstellen, eine Erklarung 

dafiir zu suchen, wie dieses eigentumliche Gesetz fur die Vertei
lung der Fehler zustande kommt. 

Der Astronom Bessel ist der erste gewesen, der diese Frage 
zu beantworten gesucht hat (Untersuchungen fiber die Wahr
scheinlichkeit der Beobachtungsfehler, Astron. Nachrichten, Bd. 15, 
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1838). Er dachte sich, daJ3 jeder Fehler das Resultat des Zu
sammentreffens einer groJ3en Anzahl von Elementarfehlern ist, die 
einzeln bestimmten Fehlerquellen entstammen. Die einfachste 
Annahme ist dabei die, die Elementarfehler aIle als dem absoluten 
Betrag nach gleich vorauszusetzen, etwa gleich e, und weiter zu 
sagen, jeder einzelne Elementarfehler gehe gleich oft mit dem posi
tiven und dem negativen Vorzeichen in das Resultat ein. Dieses 
Resultat entspricht dann einer bestimmten Vo1'zeichenkombination 
der Elementarfehler. Man kann diesen Vorgang sehr einfach auf 
das Urnenschema zuriickfiihren, indem man eine Urne vo1'aus
setzt, in der gleich viele schwarze und weiJ3e Kugeln gemischt 
enthalten sind. Das Ziehen einer weiJ3en Kugel bedeutet denn 
das Begehen des Elementarfehlers + e, das Ziehen einer schwarzen 
Kugel das Begehen des Elementarfehlers - e. Wenn nun eine 
grof3e Anzahl n = p + q Male eine Kugel aus der Urne gezogen 
ist, so wird, wenn hierbei pmal eine weiJ3e und qmal eine schwarze 
Kugel gefunden wurde, 

x = (p-q)e 

der began gene Gesamtfehler. 
Die relative Haufigkeit dieses Gesamtfehlers wird 

~q)! (2.)P(~)q 
p!q! 2 2 

oder wenn man 

setzt, 

n! (I)'" W" = ----------. -- . 
(;+u}(;-u)t 2 

Es handelt sich nun darum, hierfiir einen Naherungswert zu finden, 
indem man n seh1' groil und u als verhaltnismal3ig klein gegen n 
annimmt. 

Wir bilden zu dem Zweck 

Wu 

W,,-l 

n 
2- u 
-n----' 

2+ u 
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dividieren Zahler und N enner dieses Bruches durch t n und setzen 

u 
2-=z, 

dann wird 

n 

Wu 

Wu-l 

1-z 

1 +c· 
Wir erhalten also, indem wir weiter setzen 

woraus 

x 
Z=-, 

ne 

x = 2ue, 

da zein sehr kleiner Bruch ist, 

Wu - Wu-l 

Wu 

2c 
1-z 

-2z 

also, wenn wir beriicksichtigen, dall 

wird, 

Wu = cp (x) und demnach 
Wu-WU-l 

2x 
d In cp(x) = --, 

ne 

2x 

ne 

= d In cp(x) 

ferner dx = 2 e, da einer Vermehrung von u urn 1 eine Ver
mehrung von x urn 2 e entspricht, und somit schlielllich 

cp(x) = Ce- h2x2 

entsprechend dem urspriinglichen Ansatz, wenn wir noch 
1 

h = ~- machen. 
Y2n e 

Es ist aber wichtig, sich von der Besselschen Annahme 
frei zu machen, dall jede Fehlerquelle nur Fehler von bestimmtem 
absoluten Betrage liefern kanne, und dafiir die allgemeinere Vor
aussetzung einzufiihren, dall jede Fehlerquelle 

1. gleich grolle positive und negative Fehler mit gleich groJ3er 
relativer Haufigkeit ergebe und 

2. nur sehr kleine Fehler, aber 
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3. innerhalb gewisser Grenzen jeden beliebigen Fehler liefern 
Id)nne 1). 

Sogar von del' Voraussetzung 1. kiinnen wir, wie wir sehen 
werden, Abstand nehmen. 

Wir nehmen an, die Aufgabe sei bereits gelost, wenn die 
Zahl del' Fehlerquellen n betragt. Man habe die Fehlerfunktion 
gefunden, die durch das Zusammenwirken diesel' n Fehlerquellen 
entsteht, und man nenne diese Fehlerfunktion IJln(x). Dann 
komme noch eine Fehlerquelle hinzu, zu del' die Fehlerfunktion 
®n+1 (x) gehore, und man suche die nun entstehende neue Fehler
funktion IPn + 1 (x) zu bestimmen. Wir haben dann, da, wenn die 
letzte Fehlerquelle den Fehler u liefert, die iibrigen Fehlerquellen 
den Fehler x - tt liefern miissen, damit del' Gesamtfehler x werde, 

+r 
IPn+1 (x) = J IPn(X -u) ®n+1(u)du, 

-r 

wo + r und - r die Extremwerte sind, bis zu denen die Argu
mente der Funktion ®n + 1 (u) reich en. 

Wir entwickeln unter dem Integralzeichen IPn(x - u) nach 
dem Taylorschen Lehrsatze, und finden 

+r 

IPn+1(X) = J [IPn(X) - uIP~(x) + t U2IP~(X)] ®n+l (u)du. 
-r 

Die hoheren Potenzen von u konnen wir vernachlassigen. 
Es ist nun 

+r 
J ®n+rCu)du = 1, 

-r 

nnd setzen wir ferner 

+r +r 
J u®n+l(u)du = jn+lJ J U2 ®n+l(U)du = kn+ 1, 

-r -r 

so wird jetzt 

IPn+l(X) = IPn(x) - jn+l IP~(x) + tk"+l IP~(x). 

1) Vgl. Crofton, On the proof of the law of errors of observations, 
Philosophical Transactions, Vol. 159 (1869), Artikel Probability, Encyclo
paedia Britannica, 9. ed., Vol. 19 (1885). 
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Wir erkennen daraus, daJ3 es gleichgultig ist, welche Form 
wir der Funktion ®"+I(U) geben, wenn sie nur die richtigen 
Werte von in + 1 und kn + 1 liefert. Wir wollen deshalb ins
besondere fUr die Funktion den Ansatz mach en : 

'Ii' () _ Iln+l -ln2+1(U-Un+l)2 
~n +1 U - Vn e , 

es ergibt sich dann: 

+r 

jn+l = f U®ntl(U)du = Un+l, 

-r 

+r 

f 1 2 
k,. +1 = U2®n+l (u)du = 2 Il,;l,. 1 + Un+1· 

-r 

Wir konnen nun bestatigen, daJ3 unter diesel' Voraussetzung 
fUr die Verteilungsfunktion sich ebenfalls die Form 

ergibt. Wir zeigen dies, indem wir nachweisen, daJ3 durch das 
Hinzutreten einer neuen Fehlerquelle sich diese Form nicht 
iindert. Da diese Form aber fur eine Fehlerquelle als gultig an
genommen werden kann, gilt sie nach dem Bewiesenen dann 
auch fUr zwei, weiter fUr drei, vier usw. Fehlerquellen und damit 
allgemein. 

Setzen wir also voraus, in der Formel 

+r 
®n+1(X) = f 9?n(x-u)®n+l(u)du 

-r 

seien die obigen Ausdrucke fur 9?n(x-u) und ®"+l(U) ein
gesetzt, dann wird, wenn wir noch fur die Grenzen - r und + r 
- 00 und + 00 schreiben, 
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wo c eine Konstante ist. Die beiden Potenzen von c vereinigen 
sich zu einer einzigen, deren Exponent 

= - h,~ (x - U - XII )2 - An2 \-l (u - Un +l)2 

= - (h,; + A,; +1)U2 + 2 [h,,2 (x - xn) + An2+1 Un + l]U 

- [h.,2 (x - Xn)2 + An\ 1 Un2 + lJ 

2 , 2) ') An\ 1 h~ = - (hn + 1'.n+l (U - Un 2 - ,-2-+--'-2 (X - XI! - U n +l)2 
!n 1'.n+1 

ist, wenn 

, h,? (X - Xn) + An\1 U n +l 
U - . ----

rl - h,,2 + An2+1 

gesetzt wird. Hieraus folgt: 

wo C eine neue Konstante ist. 

Setzen wir mithin 

so wird 

Also ist 

(1) 
1 1 1 1 

'f!'i"= Ai+A~+···+I2 
n 1 2 11 

und 

(2) 

Nun ist, wie wir oben (S. 158) gefunden hatten, 

(3) 
+00 

Ui = f u@i(u)du. 

Also wird Ui der Mittelwert, urn den sich die aus der iten Fehler
queUe flie13enden Fehler gruppieren, und die resultierende Fehlel'
funktion ist auf einen Mittelwert bezogen, der die Summe aus 
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den Mittelwerten aller einzelnen Fehlerquellen ist. Diesen Wert 
konnen wir als den systematischen Fehler der Beobachtungen 
ansehen. 

Ferner ergibt sich: 
too 

(4) 21')..; = !(U-U;)2@i(U)dU, 

-00 

also gleich dem Quadrat /L,2 des mittleren zufiilligen Fehlers 

bei der i ten Fehlerquelle, und wir finden fiir den mittleren 
Fehler 11 bei der resultierenden Fehlerfunktion: 

(5) 

Die Resultate, die wir so fiir den besonderen Fall gefunden 
haben, wo die zugrunde gelegte Messungsreihe aus verschiedenen 
Messungen einer und derselben physikalischen GroLle besteht, lassen 
sich auch sofort auf den Fall iibertragen, wo eine Reihe an ver
schiedenen Objekten ausgefiihrter Beobachtungen in ihrer Vertei
lung der Gau13schen Funktion folgt. Wir finden, dall eine solche 
Verteilung entstehen muLl, wenn die an den Objekten beobachteten 
Verschiedenheiten auf zufalligen Abweichungen von einem be
stimmten N ormaltypus beruhen, d. h. wenn eine groLle Anzahl an 
sich sehr geringfiigiger und voneinander unabhiingiger Umst,ande 
zusammenwirken, urn die beobachtete Abweichung zu erzeugen. 

In diesem Sinne konnten wir von einem objektiven Zufalle 
sprechen, der Zufall wiirde dann in dem Zusammentrefl'en einer 
groJ3en Anzahl von Umstiinden bestehen, die untereinander in keiner 
unmittelbaren kausalen Beziehung stehen, und deren Zusammen
trefl'en den beobachteten Erfolg herbeifiihrt. 

Hierdurch wird der Bereich des Zufalligen aber auJ3erordent
lich eingeschrankt, denn gerade daLl eine groJ3e Menge von gegen
seitig unabhiingigen Einzelumstiinden zusammentrefl'en solI, scheint 
in der Wirklichkeit selten erfiillt. Wohl findet man, wenn man 
ein Zufallsereignis in den Einzelheiten seines Zustandekommens 
verfolgt, eine Reihe von Umstanden, die zusammen das Ereignis 
hervorgerufen haben, aber diese Umstande stehen nicht auJ3er 
Zusammenhang, sie bilden vielmehr die Glieder in wenigen Ketten 
von kausalen Zusammenhangen. Meistens wird man sogar nur 
zwei solcher Ketten feststellen konnen. So wird man, urn auf das 
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Beispiel des von einem herabfallenden Ziegel getoteten Passanten 
zuriickzukommen, die zwei Ketten von Ursache und Wirkung ver
folgen, die auf der einen Seite das Voriibergehen des Menschen 
gerade an dieser Stelle und auf der anderen Seite das Herabfallen 
des Ziegels gerade zu diesel' Zeit erklaren. Damit aber wird die 
Anwendung der in diesem Kapitel angestellten Analyse, wie es 
scheint, in den meisten Fallen illusorisch. Es soll diese Analyse 
jedoch aueh gar nieht eine allgemeine genetisehe Erklarung del' 
Zufallsereignisse geben. Sie liefert nur ein Beispiel dafiir, wie 
die fiir die Zufallsereignisse typische Verteilung zustande kommen 
kann. Dieses Beispiel ist deshalb von besonderer Bedeutu~g, weil 
die gegebene Erklarung in einem sehr wichtigen Falle, namlich 
bei gleieh sorgfaltigen Beobachtungen einer und derselben physi
kalischen GroJ3e, tatsachlich zu stimmen scheint. DaJ3 die typische 
Verteilung auch auf ganz andere Art zustande kommen kann, 
lehrt schon das Beispiel del' Urnenziehungen. Es ist gerade das 
Merkwiirdige an del' G a uJ3 schen Verteilungsfunktion, daJ3 sie sich 
auf ganz verschiedene, anscheinend voneinander vollig unabhangige 
Arten ergibt. -

Wenn wir nun zum SchluJ3 die Ergebnisse un serer Betrach
tungen kurz zusammenfassen, so ist der Gewinn, den wir erzielt 
haben, nicht darin zu suchen, daJ3 die Auffassung des einzelnen 
zufalligen Ereignisses eine Vertiefung erfahren hat. Dagegen haben 
wir gesucht, den Nachweis zu fiihren, daJ3 auch die zufalligen 
Ereignisse nicht die RegelmaJ3igkeit und Ordnung des allgemeinen 
Geschehens durchbrechen, daJ3 vielmehr auf eine bestimmte Weise 
bei diesen zufalligen Ereignissen ein Ausgleich stattfindet fiir das, 
was sie als storendes Element in die GesetzmaJ3igkeit des Ge
schehens hineintragen. 

Hierin liegt an sich nichts N eues und Uberraschendes, viel
mehr etwas nahezu Selbstverstandliches. vVir brauchen ja bloJ3 
zu bedenken, daLl die Vorgange in den kleinsten Teilen der Materie 
als Zufallsereignisse anzusehen sind, und daJ3 sonach, wofern iiber
haupt in dem physikalischen Geschehen eine RegelmaJ3igkeit zu 
erkennen sein solI, diese auf einem Ausgleich der Zufalligkeiten 
in den Veranderungen der kleinsten Elemente beruhen muJ3. Wir 
verlassen uns auf diesen Ausgleich wie auf ein Naturgesetz, z.E. ist 
der sogenannte zweite Hauptsatz der mechanischen Warmetheorie, 
namlich der Satz, daJ3 die Warme nicht von selbst yom kalteren 

rrimerding, Analyse des Zufalls. 11 
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zum warmeren K6rper str6mt, nichts wie ein Ausdruck fur den 
Ausgleich, der in den molekularen Bewegungen stattfindet. Es ist 
aber wichtig, sich klar bewuLlt zu sein, daLl hiermit ein neues 
Moment in die Naturerklarung hineingetragen wird, das von 
anderer Art ist wie die eine regelmaLlige kausale Verknupfung 
aussagenden N aturgesetze. Das Wesentliche an allen zufalligen 
Ereignissen ist eben das, daLl sie allein aus der Regelmal3igkeit 
kausaler Verknupfungen nicht zu erkli-iren sind. Wenn daher sich 
in der Gesamtheit der Zufallsereignisse einer bestimmten Gruppe 
eine RegelmaLligkeit wiederfindet, so ist diese von anderer Art als 
die kausalen Zusammenhange, und die Voraussetzung einer unver
bruchlichen Kausalitat in allem Naturgeschehen mag wohl auf
recht erhalten werden, sie reicht allein aber nicht hin, um die 
RegelmaLligkeit des Weltgeschehens vollstandig zu erkli-iren. Es 
geh6rt vielmehr die Tatsache hinzu, die wir als das Gesetz der 
groLlen Zahlen bezeichnen und die bewirkt, daLl die UnregelmaLlig
keiten, die sonst durch die zufalligen Ereignisse in die ·Welt hinein
getragen wurden, in dem Gesamtergebnis doch wieder verschwinden. 

Wenn wir diese Elimination des Zufalls als eine allgemeine 
Tatsache hinstellen, so mussen wir uns bewuLlt sein, daLl wir fur 
diese Tatsache keine bestimmte Erklarung geben k6nnen, dan wir 
sie vielmehr nur insoweit behaupten k6nnen, wie sie uns durch 
die Erfahrung bestatigt wird. Unser Verstand straubt sich aller
dings dagegen, ein so allgemeines Prinzip nur deshalb anzu
nehmen, weil hier und dort seine Richtigkeit bezeugt wird, viel
mehr drangt er dahin, auch einen inneren Grund fUr einen solchen 
Ausgleich zu finden. Ein solcher innerer Grund Ia13t sich aber 
nicht ermitteln. Wurden wir zu ihm gelangen k6nnen, so muLlte 
uns eine Einsicht in den Mechanismus des Geschehens zu Gebote 
stehen, wie wir sie nicht haben. Was uns gegeben ist, sind die 
einzelnen Erfahrungen. Nul' indem wir diese zusammenhalten, 
miteinander vergleichen, Gleichartiges zusammenschlieLlen und die 
dabei sich herausstellenden regelmaLligen Zusammenhange auf
decken, gelangen wir dazu, das zu erreichen, was wir eine Er
klarung des Naturgeschehens nennen. Auf diesem Wege k6nnen 
wir aber nicht den Ausgleich erklaren, der in dem Gesetz der 
groLlen Zahlen ausgedruckt sein solI. 

Deshalb mussen wir uns damit begnugen, dies en Ausgleich, 
indem wir seine Wirklichkeit von vornherein voraussetzen, in 
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seinen einzelnen Erscheinungsformen selbst zu verfolgen. Auf 
diese Weisekann natiirlich die Tatsache des Ausgleichs, weil wir 
sie von Anfang an vorausgesetzt haben, nicht erst erklart werden. 
Wir konnen aber diese Tatsache uns sozusagen naher bringen, 
indem wir solche V organge herausgreifen, iiber deren inneren 
Charakter wir glauben von vornherein Klarheit zu haben. Diese 
Vorgange sind die Gliicksspiele, und unter den Gliicksspielen 
wahlten wir noch insbesondere einen typischen Vorgang aus, del' 
in den Ziehungen aus einer Urne besteht. AIle Ergebnisse, die 
aus dies en typischen V organgen gewonnen werden und die sich 
in del' Ableitung gewisser Formeln fUr die bei haufiger Wieder
holung des Vorganges zu erwartenden statistischen Ergebnisse 
vollenden, konnen auf andere V organge, deren inneres Zustande
kommen unserer Beobachtung verschlossen ist, nul' so angewendet 
werden, daG wir die statistischen Ergebnisse vergleichen. Das ist 
es, was wir als die statistische Methode bezeichnet haben. 

Welches Recht haben wir nun, Ereignisse, deren Verteilung 
mit del' aus dem Urnenschema folgenden Verteilung eine ge
wisse Ubereinstimmung zeigt, auch innerlich als gleichartig anzu
sehen? Dadurch, dall wir iiberhaupt iiber die innere N atur 
eines V organges urteilen, gehen wir aus dem rein phanomeno
logischen Gebiet in das ontologische Gebiet iiber. Die innere 
N atur eines V organges, das eigentliche Warum und Wieso liegt 
aullerhalb des Bereiches del' blollen Erfahrung. Was uns dazu 
hinfiihrt, sind im Grunde immer Analogieschliisse. Auf das Be
denkliche solcher Schliisse braucht nicht besonders hingewiesen 
zu werden. Die Analogie verfiihrt uns nul' zu leicht, aus einer 
gefundenen Ubereinstimmung in einzelnen Punkten eine Uberein
stimmung auch in anderen Punkten zu erschlieGen, ohne dan diesel' 
Schlu13 logisch zwingende Kraft hatte. 

Trotzdem konnen wir ohne solche Analogieschliisse nicht aus
kommen. Sie sind es im wesentlichen, die uns die Dinge als be
greiflich erscheinen lassen. Das blo.l3e Sammeln und Ordnen von 
Erfahrungen wiirde uns unbefriedigt lassen. Wir wiirden das 
inn ere Band vermissen. Dieses Band eben finden wir haufig 
durch Analogieschliisse. So beruht z. B. del' Kraftbegriff, durch 
den uns die physikalischen Vorgange begreiflich erscheinen sollen, 
auf einer Analogie mit physiologischen Vorgangen, namlich dem 
Gefiihl del' Anstrengung beim Reben einer Last, und da13 uns die 

11* 
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Dinge auf diese Weise innerlich begreiflich erscheinen, liegt daran, 
da/3 wir sie in Zusammenhang bringen mit personlichen Emp
findungen. Wir bringen sie uns "menschlich nahe". 

Etwas Ahnliches konnen wir nun auch in der Analyse der 
zufiHligen Vorgange finden. Auch hier ist es die personliche 
Stimmung dem ungewissen Ereignis gegeniiber, die das Verfahren 
bestimmt hat und aus der heraus man ein inneres Verstehen der 
Vorgange zu en'eichen geglaubt hat. Hierhin gehort es, wenn in 
der klassischen Wahrscheinlichkeitsrechnung die gleich moglichen 
Falle dadurch definiert werden, da13 wir keinen Grund haben, das 
Eintreten des einen eher als das Eintreten des anderen zu erwarten. 
Hierhin gehort es ferner, wenn angenommen wird, daJ3 ein Ereignis, 
dessen mathematische Wahrscheinlichkeit der Einheit sehr nahe 
kommt, als gewiJ3 angesehen werden kann, weil wir in unserem 
Leben fortwahrend gezwungen sind, wegen der Unsicherheit aller 
unserer Lebensumstande als gewiJ3 hinzunehmen, was im Grunde 
nur sehr wahrscheinlich ist. Die Analogie geht sogar tiefer, indem 
wir die Unentschiedenheit .eines kiinftigen Ereignisses mit der 
Unentschiedenheit eines Menschen vergleichen, der zwischen zwei 
Moglichkeiten zu wahlen hat. Wenn wir von dem blinden Zufall 
sprechen, so beruht dies darauf, daJ3 die Entscheidung verglichen 
wird mit der Entscheidung eines Menschen, der eine Moglichkeit 
ohne trberlegung ergreift. Diese Eindeutung innerer Erlebnisse 
in die au13eren Vorgange ist dem menschlichen Geiste durchaus 
natiirlich, sie ist aber auch mit groJ3en Gefahren verkniipft. Das 
tritt tatsachlich in der Geschichte der Wahrscheinlichkeitsrechnung 
deutlich zutage. Bei aller Gro13artigkeit der Entwickelung krankt 
z. B. das Werk von Laplace daran, daJ3 der Bereich des Unge
wissen ohne eine sichere empirische Grundlage allein aus dem 
Denken heraus mit Hilfe der mathematischen Rechnung einer be
stimmten Analyse unterworfen werden solI. Rein auJ3erlich gibt 
sich das darin zu erkennen, daJ3 zu viel mathematische Entwicke
lungen und zu wenig statistisches Material gegeben wird. Die 
mathematische Ableitung ist aber nur ein formales Hilfsmittel. Aus 
ihr allein laJ3t sich keine reale Erkenntnis schopfen, wenn sie 
nicht mit wirklicher Beobachtung gepaart wird. Es werden daher 
bei Laplace eigentlich nur Methoden gegeben, ohne daJ3 iiber
haupt feststeht, wie weit diese Methoden sich auf Probleme der 
'Virklichkeit iiberhaupt anwenden lassen. Wo solche Anwendungen 
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aufzutreten schein en , beruhen sie nul' auf unbestimmten Ver
mutungen und unberechtigten Annahmen. 

Quetelet gebiihrt das groI3e Verdienst, mit der Anwendung 
del' Wahrscheinlichkeitsrechnung auf die \Virklichkeit Ernst ge
macht zu haben 1). Abel' auch er beging den Fehler, daI3 er zu selbst
verstandlich die Ubereinstimmung dervVirklichkeit mit den aus 
dem einfachen Urnenschema folgenden Formeln del' \Vahrschein
lichkeitsrechnung voraussetzte und sie haufig da zu sehen glaubte, 
wo sie tatsachlich nicht vorhanden ist. Daher liegt ein ungeheurer 
V orteil in dem A ufkommen del' eigentlich empirischen Methoden, 
die sich eine unbefangene und sichere Feststellung del' tatsach
lichen Verhaltnisse zur Aufgabe machen und um deren Entwicke
lung sich in Deutschland besonders 'N. Lexis und G. Th. Fechner 
und in England K. Pearson verdient gemacht haben. Hier wird 
in del' Tat die mathematische Entwickelung nul' ein Hilfsmittel, 
urn das statistische Material systematisch zu verarbeiten. Die 
Verarbeitung besteht einerseits darin, daI3 die statistischen Ergeb
nisse iiber solche Ereignisse, die in ihrer Verteilung eine gewisse 
Gemeinsamkeit zeigen, vereinigt werden, und andererseits darin, 
daI3 man in bestimmten Verteilungen eine einfache mathematisch 
ausdriickbare RegelmaI3igkeit nachzuweisen versucht. 

Das Bezeichnende der Methode darf man vielleicht darin 
sehen, daI3 gerade die Riicksichtnahme auf den ursachlichen Zu
sammenhang, die sonst den Kern der Naturerklarung bildet, voll
standig in Wegfall kommt. Es ist wohl gut, nochmals hervor
zuheben, daI3 nach del' in Rede stehenden Methode zwischen den 
einzelnen Fallen keinerlei ursachlicher Zusammenhang, sondern nul' 
eine Gleichartigkeit del' Bedingungen bei ihnen allen angenommen 
wird. Die bei dem Urnenschema herauskommende Verteilung wird 
ausdriicklich un tel' del' Voraussetzung abgeleitet, daf3 eine Ziehung 
mit del' anderen auI3er allem kausalen Zusammenhang steht, daI3 es 
fiir das Resultat einer Ziehung vollig gleichgiiltig ist, welche Resul
tate die vorhergehenden Ziehungen ergeben haben. Die Ziehung 
einer weiI3en Kugel bleibt in del' Sprache del' Wahrscheinlichkeits
rechnung gleich wahrscheinlich, auch wenn schon zehn- odeI' 
zwanzigmal hintereinander eine weiI3e Kugel gezogen worden ist. 

1) Vgl. insbesondere seine Lettres sur la theorie des probabilites 
appliquee aux sciences morales et politiques (Bruxelles 1846). 
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Der Ausgleich zwischen den Resultaten der einzelnen Zie
hungen ist kein mechanischer, er beruht nicht auf einer Wirkung, 
welche die Resultate der einen Ziehung auf das Resultat der 
anderen ausiiben. Er ist nur ein statistischer, d. h. wir haben uns 
zu denken, daI3 er da zustande kommt, wo die Bedingungen des 
Geschehens, soweit sie festliegen, unverandert bleiben. \Venn es 
eine Ordnung des Geschehens in dem Sinne gibt, daI3 fiir das 
Resultat des einen Falles es nicht gleichgiiltig ist, welches die 
Resultate der vorhergehenden Falle waren, so bleibt diese Ordnung 
hier unberiicksichtigt, sei es nun, daI3 sie in einer gewissen Neigung 
der gleichartigen Resultate, sich raumlich oder zeitlich zusammen
zuschlieI3en oder in einer bestimmten pradestinierten Verteilung 
der verschiedenen Resultate bestehen soll. Das ganze Schwer
gewicht der Betrachtung ruht darauf, daI3 eine Erklarung der 
stattfindenden Verteilung auch miiglich ist, ohne einen inneren 
Zusammenhang der Einzelergebnisse vorauszusetzen. 

Wenn die Beiseiteschiebung des kausalen Zusammenhanges 
das Bezeichnende an den angestellten Betrachtungen sein soll, .so 
scheint dieses Prinzip nur bei der genetischen Erklarung des 
Zufalls durchbrochen zu sein. Es ist aber leicht zu erkennen, 
daI3 auch hier nicht das Zufallsereignis aus einer groI3en Menge 
voneinander unabhangiger Einzelursachen kausal erklart werden 
soli, sondern daI3 es vielmehr als zusammengesetzt erscheint aus 
einer groI3en Menge voneinander unabhangiger Einzelmomente. 
Das Wesentliche ist auch hier wieder gerade das Fehlen des 
kausalen Zusammenhanges zwischen den einzelnen Bestandteilen 
des Zufallsereignisses. Es bleibt also immer das Fehlen des kau
salen Zusammenhanges das Bezeichnende fiir die genetische Er
klarung del' Zufallsereignisse, gleichgiiltig, ob wir dieses FeWen 
als ein absolutes oder als ein relatives, d. h. als das Fehlen einer 
engeren kausalen Verkniipfung, ansehen wollen. 

Aber die genetische Erklarung des einzelnen Zufallsereig
nisses war nicht das, worauf die angestellten Betrachtungen haupt
sachlich abzielten. 1m Gegenteil kann man ihr Wesen darin er
blicken, daI3 sie von der Betrachtung des Zufalls im einzelnen 
Ereignisse ablenken, daI3 sie die Fragestellung vielmehr auf die 
Gesamtheit der Erscheinungen hinwenden. 

Auch von vornherein wird man zugeben, daI3 das einzelne 
Zufallsereignis nicht das ist, was im Grunde unsere Teilnahme 
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erweckt, dall vielmehr die wirkliche Aufgabe in der Beantwortung 
der Frage liegt, wie die Zufallsereignisse in ihrer Gesamtheit auf 
das Getriebe der Welt einwirken. Die Antwort ist klipp und klar 
die, dal3 das, was im einzelnen Ereignis als zufallig und unbe
rechenbar erscheint, in der Totalitat der Erscheinungen durch einen 
gewissen Ausgleich beseitigt wird. Allerdings eine Erklarung, die 
im tieferen Sinne befriedigt, fiir diesen Ausgleich zu find en, ist uns 
nicht gelungen. Un sere Betrachtung blieb auch hier auf die Be
obachtung des Tatsaehlichen und die Feststellung der darin 
liegenden Regelmal3igkeiten besehrankt, genau so wie sie es da ist, 
wo die mit einer durehgangigen Kausalitat des Naturgesehehens 
in Zusammenhang stehenden "Naturgesetze" den Gegenstand der 
Untersuehung bilden. 

Dal3 eine allgemeine genetisehe Erklarung des Zufalls nieht 
geliefert ist, gibt sieh aueh darin zu erkennen, dal3 nach der 
statistisehen Theorie ein Ereignis als zufallig nur innerhalb einer 
bestimmten Gesamtheit erseheint. So ergab sieh die Verteilung 
der Korpergrol3e unter den durch die Aushebungen in einem grol3en 
Gebiete herausgegriffenen erwaehsenen mannliehen Individuen als 
die typische Zufallsverteilung. Dabei konnen wir die Korpergrol3e, 
die ein :Menseh erreieht, doeh nieht ali; rein zufallig hinstellen. 
1m Gegenteil sind uns bestimmte Momente, z. B. die Korpergrol3e 
der Eltern, bekannt, die einen Einflull auf das korperliehe Waehs
tum ausiiben. Diesen und ahnliehen Einfliissen naehzugehen, war 
bier nicbt un sere Aufgabe. Es seheint aber notig, zum Schlul3 auf 
ihr Bestehen noeh nachdriicklieh hinzuweisen, damit nicht der 
Eindruck entsteht, als solIe aus dem Vergleieh mit dem Schema 
der Gliieksspiele, der uns fiir die mathematische Behandlung die 
Handhabe gegeben hat, eine inn ere Gleichartigkeit gefolgert werden, 
als solIe verkannt werden, wie ungleich verwickelter in ihrer inneren 
Beschaffenheit die Vorgange in der menschlichen Gesellschaft sind, 
als die wenigstens beim ersten Anblick sehr einfach scheinenden 
Vorgange der U rnenziehungen. 
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