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Aus dem Vorwort zur ersten Auflage.

Dieses Buch ist hervorgegangen aus Unterrichtskursen, die ich seit einer
Reihe von Jahren im Zentrallaboratorium der Siemens & Halske A.-G. abhalte.
Da an diesen Kursen nicht nur an Hoch- und Fachschulen ausgebildete In-
genieure und Physiker, sondern auch begabte Angestellte ohne regelrechte Aus-
bildung teilnehmen, pflege ich nur geringe Vorkenntnisse insbesondere in der
Mathematik vorauszusetzen. Entsprechend braucht auch der Leser dieses Buchs
von der Trigonometrie, der Determinantentheorie, der analytischen Geometrie
und der Differential- und Integralrechnung nur das zu wissen, was er in jeder,
auch der kiirzesten, Darstellung dieser Gebiete findet. Ein Verzicht auf die An-
wendung der hoheren Mathematik hat nicht in Frage kommen kénnen, weil
die vorgetragenen Theorien ohnehin nur dem bereits Vorgebildeten und Geiibten
zugénglich sind, und weil man heutzutage die nétigen Vorkenntnisse bei jedem
voraussetzen kann, der sich fiir die Theorie der Schwachstromtechnik interessiert.

Auch eine gewisse Vertrautheit mit den physikalischen Grundbegriffen und
den Problemen der Praxis setze ich durchaus voraus. Ich beginne zwar mit
einer kurzen Darstellung der physikalischen Grundbegriffe. Damit-beabsichtige
ich aber keineswegs, Laien fiir die spiteren Abschnitte vorzubilden; ich méchte
vielmehr die Aufmerksamkeit des Lesers auf solche fiir die Schwachstromtechnik
wichtige Punkte lenken, die er in den Lehrbiichern der Elektrizititslehre ent-
weder iiberhaupt nicht findet oder iiber die der Anfinger zunichst hinwegzu-
lesen pflegt.

Ich habe mich bemiiht, eine bei aller Kiirze leicht verstindliche Darstellung
der wichtigsten Begriffsbildungen und Entwicklungen zu geben. Im Vordergrund
steht immer das Interesse an der physikalischen Erscheinung und ihrer Erkla-
rung. Nicht aufgenommen worden sind daher Ableitungen, die sich — soviel
ich sehe — nicht physikalisch durchsichtig darstellen lassen oder bei denen der
mathematische Aufwand in keinem rechten Verhiltnis zu der Wichtigkeit des
Endergebnisses steht.

Die eingestreutén. Zahlenbeispiele sollen in erster Linie der Veranschau-
lichung der allgemeinen Theorien dienen. Die Schaltbilder sind durchweg als
schematische Zeichnungen aufzufassen. Das Buch soll kein Handbuch sein, in
dem der Praktiker alles findet, was er braucht. Ein solches kénnte bei dem
heutigen Stand der Fernmeldetechnik auch nicht mehr von einem einzelnen,
sondern nur in Gemeinschaftsarbeit vieler Verfasser geschaffen werden.

Da das Buch ein Lehrbuch sein soll, habe ich den Stoff weniger nach logi-
schen, als nach didaktischen Gesichtspunkten gegliedert. Immer habe ich der
nach meiner Ansicht einfachsten Darstellung den Vorzug gegeben; es hat daher
leider auch manche in der geschichtlichen Entwicklung bedeutungsvolle Ab-
leitung fallen miissen. Umgekehrt ist manche lehrreiche Angabe stehengeblieben,
auch wenn ihre Bedeutung fiir die heutige Technik nicht mehr allzu groB ist.

Berlin-Siemensstadt, im November 193T1,



Vorwort zur zweiten Auflage.

Die 2. Auflage ist stark umgearbeitet und erweitert. Neu hinzugekommen
sind Abschnitte iiber die Grundbegriffe der Elektroakustik, iiber Riickkopplung
und iiber Frequenzumsetzung. Dagegen ist der Abschnitt ,,Messungen an Lei-
tungen‘‘ gestrichen; bei der schnellen Entwicklung gerade der MeBtechnik hitte
er zu stark erweitert werden miissen.

Der Abschnitt ,,Vierpole’* ist noch ausgesprochener als in der 1. Auflage
Grundlage fiir fast alles Weitere. Er sollte daher beim Lesen unter keinen Um-
stinden iiberschlagen werden.

Um das Auffinden zu erleichtern, habe ich die Gleichungen und die Abbil-
dungen nach den Nummern der Paragraphen bezeichnet, in denen sie vorkom-
men. Bei Verweisungen auf Gleichungen desselben Paragraphen sind die
Paragraphnummern weggelassen.

Wie bei der 1. Auflage habe ich auf Vollstindigkeit der Literaturangaben
keinen Wert gelegt. Die wenigen Arbeiten, die ich genannt habe, sollen dem
Leser die Einarbeitung in Sondergebiete erleichtern. Uber die neuesten Fort-
schritte auf dem Gebiete des Fernsprechwesens unterrichtet in ausgezeichneter
Weise vor allem die Zeitschrift ,,Europiischer Fernsprechdienst®.

Von Matrizen- und Operatorenrechnung habe ich auch in der neuen Auflage
keinen Gebrauch gemacht. Wer sich dariiber unterrichten will, greife zu den
Sonderdarstellungen, fiir die Operatorenrechnung z.B. zu dem neuen- Buch
von K. W. Wagner: ,,Operatorenrechnung* (Leipzig 1940).

Bei den Gleichungen habe ich mich an die in dem DIN-Blatt 1313 emp-
fohlene Schreibweise gehalten. Wer iiber die Begriindung des Begriffs der ,,Gro-
Bengleichung und die damit zusammenhingenden theoretischen und prak-
tischen Fragen Niheres in leicht verstindlicher Form erfahren will, sei auf
meinen Aufsatz: -,,Die physikalischen und technischen Einheiten verwiesen
[Elektrotechn. Z. 43 (1922) S. 1329, 1381]. Eine ausfiihrlichere, aber weniger
leicht lesbare Darstellung findet man im Handbuch der Physik von H. Geiger
und K. Scheel (Band II, Kapitel 1).

Meinen Kollegen, die die Freundlichkeit gehabt haben, einzelne Paragraphen
oder auch ganze Abschnitte des Buchs durchzusehen, danke ich herzlich fir
ihre wertvollen Ratschlige; der Verlagsbuchhandlung fiir ihr Entgegenkommen
und fir ihre auch jetzt wieder bewiesene Geduld.

Berlin-Siemensstadt, im April 1940.
J. Wallot.
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§1.

I. Abschnitt.

Gleichstromschaltungen.

§ I. Das Ohmsche Gesetz. Eine Bleisammlerbatterie werde durch einen
langen und diinnen Metalldraht geschlossen.In den Kreis sei auBerdem (Abb. 1. 1)
ein ,,Silbervoltameter’ eingeschaltet, d. h. ein Platintiegel mit Silbernitratlésung,
in die ein Silberstift hineintaucht. Dieser werde mit einer braunen Platte der
Batterie, der Platintiegel iiber den SchlieBungsdraht mit einer grauen verbunden.
Dann scheidet sich, wie die Beobachtung zeigt, auf Sraun

dem Tiegel dauernd Silber ab, und zwar Sekunde fiir M v ‘i’w
Sekunde die gleiche Menge (Faradaysches Gesetz  gu0
der Elektrolyse).

Man stellt sich vor, daB durch das Voltameter , W’”m’”
und den SchlieBungsdraht von der braunen Platte,
dem ,,positiven* Batteriepol, zur grauen, dem ,,nega- SchiieBungsdraht
tiven ¢, , Elektrizitit‘ flieBt, und daB mit der be- Abb. 1. 1.

wegten Elektrizitit von dem Silberstift auf den
Platintiegel Silber wandert und sich dort abscheidet. Die abgeschiedene Silber-
menge nimmt man als Anzeiger und MaB fiir die gedachte bewegte Elektrizi-
titsmenge, indem man ihr diese proportional setzt. Nennen wir die bewegte
Elektrizititsmenge(Q), die abgeschiedene Silbermenge m, so diirfen wir den Ansatz
machen:

Q = constm . (r.1)

Durch diese Festsetzung wird zwar nicht erklart, was die , Elektrizitits-
menge Q“ ist; diese wird aber wenigstens vergleichbar gemacht: Zwei ver-
schiedene Elektrizititsmengen sollen sich nach (1.1) verhalten wie die Silber-
mengen, die sich in gleichen Zeiten mit ihnen abscheiden:

Q™
Qs my’

Die mit dem negativen Pol der Batterie verbundene Elektrode des Voltameters heiBt
.. Kathode*, die andere ,,Anode‘.

Verindert man die Zahl der eingeschalteten Sammlerzellen, so beobachtet
man, daB die abgeschiedene Silbermenge und damit die durch den Kreis geflos-
sene Elektrizititsmenge nicht nur wie immer der Dauer des Versuchs, sondern
auch? der Zellenzahl proportional ist. Man stellt sich deshalb vor, jeder Sammler-
zelle wohne eine ,,die Elektrizitit in Bewegung setzende“, , elektromotorische
Kraft (EMK) inne?; der beschriebene Versuch zeigt dann, daB die in einer ge-
gebenen Zeit ¢ flieBende Elektrizititsmenge der gesamten ,,elektromotorischen
Kraft E der Sammlerbatterie und der Zeit ¢ proportional ist:

Q =constE?. (1.2)

1 Bei konstanter Temperatur.
? Eine genauere Erklirung des Begriffs der elektromotorischen Kraft sparen wir uns
fiir spater auf (§ 41).

1 Wallot, Schwachstromtechnik, 2. Aufl. 1



§ 2. Gleichstromschaltungen.

Das Verhéltnis der in einer Zeit ¢ geflossenen Elektrizititsmenge Q zu dieser
Zeit ¢ nennen wir die ,,Stromstirke I:

=—-%. (1. 3)

Der Versuch zeigt also, daB die Stromstarke einfach der elektromotorischen Kraft
der Batterie proportional ist:
I = constE.

Dieser Erfahrungssatz heiSt das ,,Ohmsche Gesetz”“. Nach ihm verhalten
sich die Stirken der zustande kommenden elektrischen Strome wie die ange-
legten elektromotorischen Krifte:

I, . E,
T, =B (1. 4)
§ 2. Widerstand und Leitwert eines metallischen SchlieBungskreises. Die in
dem Ohmschen Gesetz vorkommende Konstante setzt man gewoéhnlich gleich

-1% und nennt die GréBe R zweckmiBigerweise den ,,Widerstand des SchlieBungs-

kreises’*:

R=§. (2. 1)

Der Widerstand eines Kreises ist hiernach gleich dem Verhiltnis einer an ihn
angeschalteten elektromotorischen Kraft zu dem Strom, den sie in ihm hervor-
bringt, und das Ohmsche Gesetz sagt, daB der so festgelegte Widerstand bei ge-
gebenem SchlieBungskreis! konstant ist.

Den reziproken Wert des Widerstandes R, also den Wert G = %, nennt
man den ,,Leitwert‘ des Stromkreises.

§ 3. GroBengleichungen?, Die Gleichungen (1. 1)
Q = constm (3- )
und (2. 1):

E

I=constE=%E=7€— (3. 2)

sollen nach ihrer Herleitung kurze mathematische Ausdriicke sein fiir die Ver-
hiltnisgleichungen

% _m ‘

Qz - my (3 3)
und

I, _E

I,  E" 3-4)

Denn aus ihnen folgen diese Verhiltnisgleichungen unmittelbar. Die Gleichun-
gen (1. 1) und (2. 1) haben also einen bestimmten Sinn, ohne daB es ndtig wire,
Einheiten fiir die GroBen Q, m, I, E festzusetzen. Denn die Werte von Ver-
hiltnissen gleichartiger GréBen sind natiirlich unabhéngig von der Wahl be-
stimmter Einheiten.

Wir wollen ausdriicklich festsetzen, daB die Zeichen Q, m, I, E, R die physika-
lischen ,,GréBen* Elektrizititsmenge, Menge, Stromstirke, elektromotorische
Kraft, Widerstand selbst bedeuten sollen und nicht ihre Zahlenwerte bezogen
auf schon festgesetzte Einheiten. Gleichungen, in denen die Formelzeichen die

1 Und konstanter Temperatur.
% Vgl. das Normblatt des Ausschusses fiir Einheiten und FormelgréBen DIN 1313:



GroBengleichungen. Einheiten. § 4.

GroBen selbst bedeuten, nennen wir ,,GréBengleichungen‘’. Sie haben mit der
Wahl der Einheiten nichts zu tun. Mit nur wenigen Ausnahmen werden im fol-
genden nur GréBengleichungen verwendet.

§ 4. Einheiten. Will man sagen, wie groB eine gegebene GroBe ist, so gibt es
nur einen Weg: man wihlt eine andere GroBe derselben Art als Vergleichs-
groBe und sagt, wieviel mal groBer oder kleiner die gegebene Gréfe ist als die
VergleichsgroBe. Die VergleichsgroBe nennt man meist ,,Einheit*.

Als VergleichsgréBe oder Einheit fiir die Starke eines elektrischen Stromes
kann man die Stromstirke wihlen, bei der im Silbervoltameter Sekunde fiir
Sekunde 1,118-10-3g = 1,118 mg Silber ausgeschieden werden. Diese Ver-
gleichsgréBe hat den Namen ,,internationales Ampere'* erhalten (abgekiirzt A);
sie ist die Einheit der Stromstirke im ,internationalen*)raktischen System‘‘!.

Die Gleichung ,,] = 12 mA’‘ sagt demnach, daB der Strom I 12 mal so gro8 ist wie der
Vergleichsstrom mA = 103 A; der Strom I scheidet also in der Sekunde 12-1,118-1073 mg
= 13,416 pg Silber aus. I ist die Stromstarke selbst, 12 ihr ,,Zahlenwert” bezogen auf die
Vergleichsstromstirke mA; 12 mA ist ein Produkt.

GroBengleichungen sind hiernach Gleichungen, bei denen die Formelzeichen
die Produkte aus den Zahlenwerten und den Einheiten bedeuten. Den Gegensatz
zu ihnen bilden die Zahlenwertgleichungen, bei denen die Formelzeichen die
Zahlenwerte der GréBen bedeuten; bei ihnen darf also fiir jedes Formelzeichen
nur der eine der beiden Faktoren des Produkts ,,Zahlenwert mal Einheit* ein-
gesetzt werden.

GroBengleichungen kénnen natiirlich auch reine Zahlen enthalten, z. B. die
Faktoren } oder 2x. Da man auBlerdem fiir jede GroBe das Produkt aus ihrem
Zahlenwert und der fiir sie benutzten Einheit einsetzen darf, kénnen in GréBen

gleichungen auch Einheitszeichen vorkommen. Zahlenwertgleichungen da-
gegen enthalten nur reine Zahlen. Wir wollen zur Sicherheit ausdriicklich fest-
setzen, daB in ihnen keine Einheitszeichen vorkommen diirfen.

Die Widerstandseinheit des internationalen praktischen Systems ist das
,internationale Ohm‘‘ (€2). Dieses ist festgesetzt worden als der Widerstand,
den ein Quecksilberfaden gleichmiBigen Querschnitts von der Linge 1,063 m
und der Masse 14,4521 g bei 0° C dem elektrischen Strom entgegensetzt.

Die iibrigen praktischen Einheiten werden in der einfachsten maglichen
Weise auf die beiden unabhingig festgesetzten Einheiten A und Q bezogen. So
wird die Einheit ,,Siemens‘‘ (S) des Leitwerts durch den Leitwert des zur Defini-
tion des Ohms benutzten Quecksilberfadens dargestellt, die Einheit ,,Volt* der
elektromotorischen Kraft durch die elektromotorische Kraft, die in einem
SchlieBungsdraht von 1 0 Widerstand einen Strom von 1 A hervorruft usw.

Nach der Definition des Volts und nach dem Ohmschen Gesetz (2. 1) ist

IV=10Q-1A oder V=QA. (4.1)
Derartige Beziehungen zwischen Einheiten heiBen ,Einheitengleichungen®.
Bestehen zwischen den Einheiten eines Systems Einheitengleichungen, in denen
keine von 1 verschiedenen Zahlenfaktoren vorkommen, so heiBen die Einheiten
des Systems ,,aufeinander abgestimmt*. Nach (. 1) sind die Einheiten V, Q und A
aufeinander abgestimmt. Dasselbe gilt z. B. fiir kV, MQ und mA.

Teilt man die GroBengleichung E = RI durch die Einheitengleichung V=12 A, so ent~
steht die ,,zugeschnittene'’ GrdBSengleichung

E R I R I
v=ﬁ"—A— oder E=H—KV. (4_2)

1 Die Wahl des Zahlenwerts 1,118 hat lediglich geschichtliche Griinde. Das System
der ,,praktischen” Einheiten soll vom 1. Januar 1940 ab auf eine neue Grundlage gestellt
werden. Die neuen Einheiten werden sich jedoch nur sehr wenig von den alten unterscheiden.



§ 5. Gleichstromschaltungen.

Sic sagt aus, daB man den Zahlenwert von E in V erhilt, wenn man den Zahlenwert von 2
in Q mit dem Zahlenwert von I in A multipliziert. Der zugeschnittenen GréBengleichung (. 2)
entspricht die Zahlenwertgleichung E = RI. Diese hat dieselbe Form wic die zugehérige
GroBengleichung (3. 2). Das ist immer dann so, wenn die Einhciten, auf die sich die Zahlen-
wertgleichung beziehen soll, aufeinander abgestimmt sind.

§ 5. Richtungs- und Vorzeichenregeln. Legt man bei dem Versuch des § I
den Stift des Silbervoltameters an den negativen, den Platintiegel an den posi-
tiven Pol der Batterie, so scheidet sich das Silber wieder an der Kathode ab,
diesmal also am Stift und nicht im Tiegel. Zwischen der Polung der Batterie und
dem Sinne, in dem das Silber im Voltameter wandert, bestcht demnach ein
physikalischer Zusammenhang. Definiert man als Richtungssinn des Stroms
den Sinn, in dem das Silber wandert, als Richtungssinn der elektromoto-
rischen Kraft die Richtung vom negativen Pol durch die Batterie hindurch
zum positiven, so stimmt der Richtungssinn des Stroms erfahrungsgemil
mit dem Richtungssinn der elektromotorischen Kraft iiberein.

Diesen physikalischen Zusammenhang sucht man auch in den Gleichungen
zum Ausdruck zu bringen. Es sind zwei Verfahren im Gebrauch: Bei dem einen
versiecht man die Formelzeichen des Stroms und der elektromotorischen Kraft
mit Doppelindizes (z. B. I,,); bei dem anderen ordnet man den Gleichungen
Schaltbilder mit ,,Zihlpfeilen’‘ zul. Wir benutzen fast immer das zweite Ver-
fahren. Es ist wohl zu beachten, daB3 die ,,Zahlpfeile* fiir sich allein nichts
iiber die wirkliche Richtung des Stroms oder der elektromotorischen Kraft
aussagen. Es soll lediglich das Folgende gelten: Wenn der Zahlenwert irgend-
einer GroéBe positiv ist, dann soll sie die Richtung ihres Zahlpfeiles haben; wenn
er negativ ist, die umgekehrte Richtung. Die Zihlpfeile verkniipfen also nur
die Vorzeichen solcher GréBen, denen in der Wirklichkeit Richtungssinne zu-

kommen koénnen, mit ihren Richtungssinnen.

z Aus diesen Festsetzungen folgt, da8 das Ohmsche 4
F Gesetz fiirr einen Kreis mit positivem Widerstand R ¢
T » nach Abb. 5. 1 in der Form A y)
E=RI, (5. 1)
nach Abb. 5. 2 in der Form
Abb. 5. 1. E — —RI (5 2) Abb. 5. 2.

geschrieben werden muB. Denn nur dann stimmen, wie es der Erfahrung ent-
spricht, die wirklichen Richtungssinne des Stroms und der elektromotorischen

- Kraft miteinander iiberein.

( ) -t Den Richtungssinn einer positiven elektromotori-

-_'+—_ —h_ schen Kraft kanngman statt duxI-)ch einen Zahlpfeil auch

a b c durch ein besonderes Batteriezeichen andeuten. Nach

Abb. 5. 3. internationaler Festsetzung ist an Stelle des in den

Abb. 5.1 und 5.2 gebrauchten Zeichens a (Abb. 5. 3)

das Zeichen b (Kurzbild des Daniellelements) zu benutzen. Das in einigen Schaltbildern dieses'

Buchs noch verwendete Zeichen ¢ (Kurzbild des Bunsen- oder Leclanchéelements) ist nicht
mehr normgerecht.

§ 6. Die Abhingigkeit der Stromstirke von den Eigenschaften des Schlie-
Bungsdrahts. Verindert man die Linge ! und den Querschnitt F des die Strom-
quelle schlieBenden Metalldrahts, so zeigt der Versuch, daB8 sich die Stromstarke
dem Querschnitt direkt, der Linge umgekehrt proportional mitindert:

F

I=x7E. 6. 1)

1 Vgl. Bloch, O.: Die Ortskurven der graphischen Wechselstromtechnik. Ziirich 1917. S. 7.



Richtungen und Vorzeichen. Kirchhoffsche Regeln. §o.

Der Leitwert des SchlieBungsdrahts kann also gleich
F

G =% T ’ (6. 2)
sein Widerstand gleich
1
R=-_+ (6.3)

gesetzt werden. x ist eine neue Proportionalitdtskonstante, die, wie der Versuch
zeigt, von der GréBe und Gestalt des SchlieBungsdrahts unabhéngig, von der
Art des Metalls, aus dem er hergestellt ist, und von der Temperatur dagegen ab-
hingig ist. Sie heiBt , Leitfahigkeit” des Metall<; ihr reziproker Wert , spezifi-
scher Widerstand* o.

Die hier angegebenen einfachen Beziehungen (. 2) und (. 3) gelten nur fiir
Drihte (,,lineare Leiter®).

Mit steigender Temperatur nimmt die Leitfihigkeit der Metalle (,Leiter
1. Klasse’’) ab.

Fiir die Leitfahigkeit ist aie Einheit Sm/mm?, fiir den spezifischen Widerstand die Ein-

heit pQ cm geeignet. Fiir Kupfer z. B. soll bei 20° C nach internationalen Festsetzungen
x = 58 Sm/mm?2, g = 1,724 pQ cm sein.

§ 7. Widerstand von Leitungen. In der Theorie der Leitungen ist es iiblich,
unter / den Abstand der verbundenen Punkte zu verstehen. Der Gesamtwider-
stand von Doppelleitungen ist daher nach der Formel

21

sz—ﬁ (7.1)

zu berechnen. Bei Einfachleitungen ist der Widerstand des Riickwegs, der
durch die Erde verliuft, bei guter ,,Erdung’ als sehr klein anzusehen, so daB
fiir sie auch mit der neuen Bedeutung des Buchstabens ! die frithere Formel (6. 3)
gilt.

Nach (. 1) und (6. 3) ist der Widerstand der Leitungen ihrer Linge proportio-
nal. Der Koeffizient von I:

2 R I R
CF= 1 oder m=7 (7.2)

heiBt ,,bezogener Widerstand“ (auch: ,,Widerstandsbelag®); er ist, wie man
sieht, nur von der Dicke und der Leitfihigkeit der Drihte abhingig.
Beispiel. Fiir eine 2-mm-Bronzefreileitung (Zahlenwert der Leitfahigkeit: 53) wird der

bezogene Widerstand
R 2 mm? 2 Q Q

T T 53Smommiz  szmm . Pkm

§ 8. Isolationswiderstand von Leitungen. Der Isolationswiderstand einer Lei-
tung 148t sich aus ihren Abmessungen und aus der Leitfihigkeit der Isolierstoffe
nicht ganz so einfach berechnen wie der Widerstand der Drihte selbst. Ohne
Rechnung erkennt man aber sofort, daB er der Leitungslinge nicht direkt, son-
dern umgekehrt proportional ist; denn den durch die Isolation flieBenden Stré-
men steht ein um so gréBerer Querschnitt zur Verfiigung, je linger die Leitung
ist. Als ,,bezogenen Isolationswiderstand‘‘ bezeichnet man daher das Produkt R/
Meist miBt man ihn in MQ km (= 108 Q km).

Bei der Messung von Isolationswiderstinden ist zu beachten, daB ihre GréB8e davon
abhingt, wie lange man die elektromotorische Kraft anlegt:

§ 9. Kirchhoffsche Regeln. Die Schaltungen der Schwachstromtechnik stel-
len hiufig verwickeltere , Netzwerke* aus Drihten (linearen Leitern) dar; sie
bestehen aus ,,Zweigen‘’, die in ,,Knoten‘‘ zusammenlaufen und in sich geschlos-
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§ 9. Gleichstromschaltungen.

sene ,,Maschen‘‘ bilden. Zur Berechnung der Strome, die in solchen Netzwerken
entstehen, wenn man in die Zweige konstante elektromotorische Krifte ein-
schaltet, dienen die ,,Kirchhoffschen Regeln‘%.

Wir denken uns fiir alle elektromotorischen Krifte und fiir alle Strome Zihl-
pfeile (§ 5) und auBerdem fiir jede Masche willkiirlich einen Umlaufsinn fest-
gesetzt. Dann besagen die Regeln:

a) ,,Knotenregel“: Fir jeden Knoten ist die Summe der Strome gleich
Null. Dabei sind alle Stréme, deren Zihlpfeile nach den Knoten hinweisen, mit
dem positiven, alle anderen Stréme mit dem negativen Zeichen zu versehen
(oder umgekehrt).

b) ,,Maschenregel: Fiir jede Masche ist die Summe der elektromotori-
schen Krifte gleich der Summe der fiir die Zweige der Masche berechneten Pro-
dukte ,,Widerstand mal Stromstiarke‘‘. Dabei sind die elektromotorischen Krifte
und Stréme, deren Zihlpfeile dem Maschenumlaufsinn entsprechen, mit dem
positiven, alle anderen elektromotorischen Krifte und Strome mit dem nega-
tiven Zeichen zu versehen (oder umgekehrt).

Die Knotenregel driickt aus, daB die Elektrizititsmengen, die zu einem Kno-
ten hinflieBen, auch wieder von ihm wegflieBen. (,,Gesetz von der Erhaltung der
Elektrizitat.)

Die Maschenregel ist eine Verallgemeinerung des Ohmschen Gesetzes2. Man
pflegt das FlieBen der Elektrizitit durch ein Netzwerk mit dem FlieSen von
Wasser durch ein System von Rohren zu vergleichen. Wenn das Wasser in einem
solchen System bestindig kreisen soll, muB es nach dem Heruntersinken immer
wieder von neuem gehoben werden. Ahnlich sinkt die Elektrizitit in den Wider-
stinden der elektrischen Kreise allmihlich von hoheren ,,Potentialen‘‘ zu niedri-
geren herab; und die elektromotorischen Krifte E sorgen fortlaufend fiir den
Ersatz der in den Widerstinden ,,verlorenen‘‘ oder ,,vernichteten‘ Potentialunter-
schiede RI. Die Maschenregel behauptet, dal der Gesamtfall 3'RI gleich der
Summe der hebenden elektromotorischen Krifte J'F ist.

Statt ,,Potentialunterschied” sagt man auch ,,Spannung®. Die Summe der
elektromotorischen Krifte in einer Masche ist also gleich der Summe der Span-
nungen, die an den einzelnen Zweigen der Masche liegen.

DaB in den Zweigen einer Masche im allgemeinen verschiedene Stréme flieBen, ist
kein Hindernis. Die Potentialunterschiede setzen sich zusammen wie im Falle des Wassers
die Héhenunterschiede; und wie ein bestimmter Punkt nur auf einer einzigen Héhe liegen

kann, so kann einem bestimmten Knotenpunkt, auch wenn von ihm mehrere Stréme weg-
flieBen, nur ein einziges Potential zukommen. Uber den Giiltigkeitsbereich dieser Vorstellung

vgl. § 39 und 77.

Die aus den Kirchhoffschen Regeln folgenden Gleichungen sind hinsichtlich
der Stréme und Spannungen ,linear’, wenn die Widerstinde R weder von den
Strémen noch von den Spannungen abhingen. Man nennt daher die Netzwerke,
die sich aus strom- und spannungsunabhingigen Widerstinden zusammensetzen,
,,Jineare Netzwerke"'.

‘FlieBen den #» Knotenpunkten eines Netzwerks von auBen # Stréme I; zu und sind I;;

die in den Zweigen des Netzwerks flieBenden Stréme, so gelten nach der Knotenregel
n Gleichungen der Form

I, =31,. (k=1,2,...n aber ki) (9- 1)
k

Addiert man sie, so verschwindet die rechte Seite, da jeder Strom I,; sich gegen einen
Strom I, streicht. Von den # ,,Einstromungen‘’ I; eines Netzwerks kénnen daher nur n—1

1 Kirchhoff, G.: Poggendorffs Ann. 64 (1845).
2 Ausfiihrlichere Erlauterungen im z. Abschnitt.



Klemmenspannungen. Reihenschaltung. § II.

-willkiirlich angenommen werden. Ferner liefert bei einem Netzwerk mit » Knoten die Knoten-
regel immer nur #—1 voneinander unabhingige Gleichungen.

Als Ersatz fiir den etwas umstindlichen Ausdruck ,,elektromotorische Kraft‘‘ ist neuer-
dings das Wort ,,Urspannung’‘ vorgeschlagen worden!. Die Maschenregel verkniipft also
.,Spannungen‘‘ mit ,,Urspannungen‘.

§ 10. Klemmenspannungen. Wenn das Potential mit der Hohe eines Punktes
iiber einem Nullpegel verglichen werden kann, so geht daraus schon hervor, daB
-die Spannung U als Potentialdifferenz ebenso wie die elektromotorische Kraft
-und der Strom eine GréBe mit Richtungssinn ist.

Wir wollen festsetzen, daB sie, wenn die Elektrizitit mit der Stirke I durch
einen Widerstand R flieSt, physikalisch den Richtungssinn der Stromstérke hat,
also den Richtungssinn von dem hoheren Potential nach dem niedrigeren hin.

Fiir die Schaltung und die Zédhlpfeile der Abb. 10. 1

o gilt daher: -
}', U =RI, (10. 1) :
# firr die Schaltung und die Zahlpfeile der Abb. 10. 2 da- % y
] gegen: 1
2 U= —RI. (10. 2) 2
Abb. 10.1. Abb. 10. 2.

Diese beiden Gleichungen kénnen auch nach der Maschen-
regel sofort hingeschrieben werden. Man braucht nur jedesmal
durch eine Hilfslinie von 7 durch den AuBenraum nach 2 eine geschlossene Masche herzu-
stellen. Da keine elektromotorischen Krifte vorhandén sind, ergibt sich im Falle der Abb. ro. 1

o=—U + RI N
im Falle der Abb. 10. 2

o=U+4RI,
beides genau wie vorher.

Wie man sieht, kann die Maschenregel auch auf offene Stromkreise ange-
wendet werden, wenn man deren Liicken durch Spannungen iiberbriickt.
Fiigt man dem Widerstand der Abb. 10.2 noch eine elektromotorische

Kraft E zu (Abb. 10. 3), so ergibt die Maschenregel I .
E=RI+U (10.3) I

oder auch l',
U=E—RI. (10.4) + v

[

Die ,,Klemmenspannung‘‘ einer. solchen Stromquelle ist daher gleich -~ 2
ihrer elektromotorischen Kraft E, vermindert um ihren inneren Poten-  apb. 1o. 3.
tialfall RI.

In der Fernmeldetechnik ist es iiblich, die Pfeile der Strome und Spannungen
bei den Stromquellen und den AbschluBwiderstinden, die man gewdhnlich ,,Ver-
braucher’ nennt, so zu wihlen, wie es in den Abb. 10. 3 und 10. 1 geschehen ist.
{. 4) kann daher als Grundgleichung der Stromquelle, (. 1) als Grundgleichung
-des Verbrauchers angesehen werden.

Sind die Pfeile der Klemmenspannung und des Klemmenst-oms einander wie
in den Abb. 10. 2 und 10. 3 Zugeordnet, so sprechen wir auch von ,,Stromquellen-*‘
-oder , Erzeugerpfeilen‘‘; die Pfeile.der Abb. 10. 1 dagegen fassen wir als ,,Ver-
‘braucherpfeile” zusammen?2.

§ 11. Zweipole: Zwei Widerstinde hintereinander (in Reihe, Serie). Die Span-
nung U zwischen den beiden Endpunkten (Endklemmen) einer Hintereinander-

1 Von A. Giintherschulze.
2 Vgl. Bédefeld, Th.: Elektrotechn. u. Masch.-Bau 56 (1938) S. 381.



§ I2. Gleichstromschaltungen.

schaltung von zwei Widerstinden R, und R, (Abb. 11. 1) setzt sich nach der
Maschenregel additiv aus den beiden Teilspannungen an R, und R, zusammen:

U=RI+R,I=(R,+R,I. (11. 1)

(Nach der Knotenregel flieBt ja durch die beiden Widerstinde derselbe Strom.)
Die Teilspannungen U, = R, I und U, = R, I an den Widerstinden R, und R,

verhalten sich wie diese:
U, Ry
LMF-‘\HNJ U, Ry (x1. 2)

Ay Ry
Abb. 11. 1. Wir nennen jede solche Zusammenschaltung aus strom-
unabhingigen Widerstinden mit zwei Endklemmen (Polen)
ecinen ,,linearen Zweipol“. Unter ihrem ,,Scheinwiderstand* oder auch ,,inneren
Widerstand“ R verstehen wir! das Verhiltnis ihrer ,, Klemmenspannung‘ zu

ihrem ,,Klemmenstrom®’, also das Verhiltnis ? Fiir die Hintereinanderschal-
tung gilt hiernach [vgl. (. 1)]:

R = R;+ R,; (11. 3)
durch Aneinanderreihung von Drahtspulen kann man also Widerstinde von

jeder beliebigen GroBe herstellen.
Der Scheinleitwert einer Hintereinanderschaltung ist natiirlich
I _ T _'GIGz
= T R TR TR 1 L Gt G (11. 4)
T ate

§ 12. Zweipole: Zwei Leitwerte nebeneinander (parallel). Auch zwei parallele
Leitwerte (Abb. 12. 1) bilden zusammen einen Zweipol. Der in ihn hinein-
flieBende Strom I setzt sich nach der Knotenregel additiv aus

& den beiden Teilstromen durch G, und G, zusammen:
I=GU+G,U=(G,+G,)U. (12. 1)
G, (Die Spannungen zwischen den beiden Enden von G; und G,

ADD. 12. 1. sind nach der Maschenregel gleich groB3.)
Die Teilstrome I, = G,U und I, = G,U durch die Leit-
werte G, und G, verhalten sich wie diese:

I G
fi = G—: . (12. 2}
Der Scheinleitwert der Parallelschaltung ist
I G G) U
G=_0‘:LL1_§L)_“261+62; (12. 3}

durch Parallelschalten von Drahtspulen kann man also Leitwerte von jeder
beliebigen GroBe herstellen. Der Scheinwiderstand ist natiirlich
_r_ o 1 _RLR2
R=¢=¢567 1 Lo T ReRy (12. 4)
R, T R,

§ 13. Widerstand und Leitwert parallel. Oft hat man den Scheinwider-
stand W einer Parallelschaltung eines Widerstandes R und eines Leitwertes G
zu berechnen. Man tut gut daran, sich die sehr einfache Formel:

R-1/G . R
W= R+1G 1+RG

1 Diese recht zweckmiBige Definition des Begriffes ,,Scheinwiderstand” beginnt sich

in der neueren Zeit mehr und mehr durchzusetzen. Vgl. § 106.

8
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Parallelschaltung. Spannungsteiler. § 14.

zu merken, die nach (12. 4) fiir diesen Fall gilt. Der Scheinwiderstand ist also
gleich dem Widerstand, dividiert durch die Summe aus der Zahl 1 und dem
Produkt aus Widerstand und Leitwert.

§ 14. Verbindung von Reihen- und Parallelschaltung; Spannungsteiler. Eine
Stromquelle E sei geschlossen durch die Reihenschaltung eines Leitwerts G,
und einer Parallelschaltung zweier Leitwerte G, und G,

(Abb. 14. 1). Dann gelten nach § 11 und 12, wenn ¢ eine +I| -
Proportionalititskonstante ist, die Gleichungen:
I,=c¢G,, I, =cGy, (x4. 1) 4
6:7 12 6'2
=28t% g p L =G +Gy, (14.2)
L= GGk G, = = 12 3= 2 3, (14
also nach Ausscheidung der Konstante c: LG
—_ GIEL, _ G1Gs Abb. 14. 1.
Iz_Gl-i-G,—}—GsE’ I E. (14.3)

37 G, + G, + G,
Fithrt man an Stelle der Leitwerte die Widerstinde ein, so erhiilt man

Ry + Ry

h=wmr mr e r
— R3

L=mm+mrtrwt (x4-4)
- R,

L = Ry Ry + R2R3+R3R1E'

In den Nennern steht die Summe aller Produkte zu zwei Faktoren, die man aus
den drei Widerstinden (ohne Wiederholung) bilden kann.

Von besonderer Wichtigkeit ist die Spannung U, zwischen den Enden des
Widerstandes Rj:

Ry

Ry + Ry +

Us=R;I;= Rin;E. (14. 5)

R,

Wenn der Widerstand R, so gro8 ist, daB er praktisch keinen Strom mehr
aufnimmt, , leerlduft®, wird U, zur ,,Leerlaufspannung*:

R,

1
U3_R1+Rz

E. (14-6)

An einem konstanten Gesamtwiderstand R; + R, -kann man also eine belie-
bige — jedoch natiirlich unter E liegende — Leerlaufspannung ,,abzapfen®, die
dem Widerstand R, an dem man abzapft, proportional ist. Ein Widerstand, an
dem man in solcher Weise abzapfen kann, heiBt ,,Spannungsteiler”’, die Glei-
chung (.6) ,Spannungsteilergleichung’. Die Leerlaufspannung U} ist die
Spannung am Widerstande R, vor dem Anlegen eines endlichen (nicht unend-
lich groBen) Widerstandes Rj;.
Fiihrt man statt der Widerstinde Leitwerte ein, so nimmt die Spannungs-
teilergleichung nach (. 3) oder (. 6) die Form
G

Uy=g 16 F (14.7)
an.
Obgleich die Spannung an R, gemiB (. 5) nach dem Anlegen eines endlichen
Widerstandes R, eine andere ist, kann man den Strom I,, der in R, entsteht, in

9



§ IS. Gleichstromschaltungen.

sehr einfacher Weise aus der Leerlaufspannung U} berechnen. Bezeichnet man

nimlich mit R, (Abb. I4.2) den Widerstand RR;R;?,

1
zapfdrihten lige, wenn die elektromotorische Kraft E gar nicht da wire, so
gilt, wie wir behaupten,

der zwischen den Ab-

Ui

Iy = RiF Ry (14.8)
d. h. der Strom kann berechnet werden, als ob o
die Leerlaufspannung U} (also nicht die elektro-
motorische Kraft E) wirkte und nur die Wider- I
stinde R, und R; in Reihe vorhanden wiren. A
j Der Beweis ergibt sich unmittelbar durch
Einsetzen. Fiir ihre Wirkung nach auBen ;’;U;—s

kann die Spannungsteilerschaltung demnach
durch die einfachere Schaltung Abb. 14.3 ersetzt werden.

§ 15. Zweipol und Zweipolquelle; Grundgleichungen. Wir haben im § 11
eine beliebige in zwei Klemmen endigende Zusammenschaltung von strom-
unabhingigen Widerstinden einen linearen Zweipol genannt. Die Wirkung
eines solchen Zweipols nach auBen hin 148t sich durch einen einzigen Parameter,
seinen Scheinwiderstand oder inneren Widerstand beschreiben ; dieser ist definiert
durch das Verhiltnis der Klemmenspannung zum Klemmenstrom.

Ahnlich nennen wir eine beliebige in zwei Klemmen endigende Zusammen-
schaltung von stromunabhingigen Widerstinden und elektromotorischen
Kriften eine ,lineare Zweipolquelle’.

Jede lineare Zweipolquelle kann (wie die Spannungsteilerschaltung) durch
zwei Parameter gekennzeichnet werden, durch ihre Leerlaufspannung U*? und
ihren inneren Widerstand R;. Die Leerlaufspannung ist die Spannung, die man
an den Klemmen mit einem ,,statischen’” Spannungsmesser oder mit einem
Spannungsmesser sehr hohen Widerstandes miB8t; unter dem inneren Wider-
stand R; der Zweipolquelle wollen wir das Verhiltnis ihrer Leerlaufspannung U
verstehen zu dem Strom I'*, der durch ihre Klemmen flieBt, wenn man diese kurz
schlief3t:

= Ti- (15.1)

Ist R der Scheinwiderstand eines linearen Zweipols und bedeutet U die
Klemmenspannung, I den Klemmenstrom, so gilt selbstverstindlich die Beziehung

U=RI, (15.2)
die man die ,,Grundgleichung des Zweipols‘‘ nennen kann.

Bei der linearen Zweipolquelle (Abb. 15.1) liegen die Dinge etwas ver-
wickelter. Man kann leicht feststellen, daB8 die durch die Kirchhoffschen Regeln
; ur Verfiigung gestellten Gleichungen auch bei dem komplizier-

—>— testen abgeschlossenen' Netzwerk gerade ausreichen, um die
‘/1 A, v Strome in simtlichen Zweigen zu berechnen. Denkt man sich
’
|
I

also die lineare Zweipolquelle durch einen linearen Zweipol vom_
Scheinwiderstand R abgeschlossen, so wire der Klemmenstrom I,
Avb. 15.1.  wenn der Aufbau der Schaltung im einzelnen bekannt wire,
vollstindig berechenbar als Funktion einerseits der Widerstinde

und elektromotorischen Krifte der Zweipolquelle, anderseits der Widerstinde
des abschlieBenden Zweipols. Nun gilt aber immer die Gleichung (. 2); ersetzt
man also in der gedachten Gleichung fiir I die Widerstinde des Zweipols durch
U/I, so erhilt man eine Beziehung zwischen der Klemmenspannung U und dem
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Zweipol und Zweipolquelle. §17.

Klemmenstrom I, in der nur noch die Widerstinde und elektromotorischen
Krifte der Zweipolquelle vorkommen. Diese Beziehung muB linear sein, da
es die Kirchhoffschen Regeln sind; man kann daher schreiben

U=a+4+5bl. (15.3)
Nun geht nach Definition bei Leerlauf (I = o) die Klemmenspannung U in dic
Leerlaufspannung U iiber; daraus folgt a = U’ AuBerdem wird bei Kurz-
schluB (RI = U = o) der Klemmenstrom zum KurzschluBlstrom I*:
o=a+bl*=U'+bl*,
so daBl nach der Definition des inneren Widerstandes
UI

b=—; = —R, (15.4)
wird. Fiir jede lineare Zweipolquelle gilt daher die Beziehung
U=U'—R,I; (15.5)

wir nennen sie die Grundgleichung der. Zweipolquelle.
Die Gleichungen (. 2) und (. 5) entsprechen den Gleichungen (10. 1) und (x0. 4),
sind aber viel allgemeiner als diese.

§ 16. Zusammenschaltung von Zweipol und Zweipolquelle. SchlieBt man die
Zweipolquelle U, R; durch den Zweipol R ab (Abb. 16. 1), so werden U und I,

beide GroBen fiir sich, berechenbar: Es wird nach
(15.5) U = U* — R,U/R oder pr -/
R /e
U= -3 U (16.1) Q";i‘-’ yv R
und daher <
U! |F
I= Rk (16.2) Abb. 16. 1.

Diese fast selbstverstindlich erscheinenden Gleichungen! erlauben hiufig
selbst verwickeltere Schaltaufgaben zu l6sen, ohne daB man die Kirchhoffschen
Regeln ausdriicklich ansetzen miiBte. (Ein Beispiel fiir eine solche abgekiirzte
Berechnung haben wir schon in § 14 kennengelernt.) Die Fruchtbarkeit der
Gleichungen rithrt davon her, daB sich die Parameter U* und R; in vielen Fillen
nach ihren Definitionen unmittelbar ergeben.

Die im § 14 benutzte Definition des inneren Widerstandes als des Wider-
standes der Zweipolquelle bei kurzgeschlossenen elektromotorischen Kriften
folgt natiirlich ohne weiteres aus der Grundgleichung (15.5), wenn man den
vorletzten Absatz des § 10 beachtet.

§ 17. Kompensationsverfahren. Wir denken uns zwei in sich abgeschlossene

Zweipolquellen (Abb. 17. 1) mit den Klemmen 12 , =1,

und 34 gegeben und die Klemmen r und 3 durch —T—'l'l,}l'l.:—T—
den Widerstand R;;, die Klemmen 2 und 4 durch Qu. l{,z ﬁfa ({J, Qu
den Widerstand R,, verbunden. Dann wird natiir- P4

lich im allgemeinen ein Strom I durch die Klem- 4 2y *

men flieBen, der im Zweige 13 die gleiche Stirke Abb. 17. 1.

hat wie im Zweige 42.
Es sei nun gelungen, durch Verinderungen an den Zweipolquellen den Klem-
menstrom I zum Verschwinden zu bringen. Dann ist nach der Maschenregel:

- Uy = Ul = Ul = Uy,, (17.1)
1 (16.2) ist abgeleitet bei H. Helmholtz: Poggendorffs Ann. 89 (1853) S. 2171
11



§ 18. Gleichstromschaltungen.

einerlei wie groB die Widerstinde R,3 und Ry, gewéhlt sind. Ist also z. B. die
Spannung U}, verdnderbar und ihr Wert ablesbar, so hat man ein Verfahren
zur Bestunmung einer beliebigen (Leerlauf-) Spannung Ul,: Sie ist gleich der
Spannung U},, fiir die der Klemmenstrom verschwindet. Die Spannung im
Augenblicke der Einstellung ist natiirlich identisch mit der Spannung vor dem
Anlegen der MeBschaltung.

Da sich die Spannungen U;, und U, im Augenblicke
der Einstellung gerade aufheben, nennt man das Verfahren

P ..+£ ,,Kompensatlonsverfahren
Auf ihm beruht eine auBerordentlich bequeme und
M genaue Methode der Widerstandsmessung. Man kompen-

siert zuerst (Abb. 17. 2) an den Enden des unbekannten

Widerstandes R, dann an den Enden eines genau be-

Abb. 17. 2. kannten Normalwiderstandes N. Als , kompensierende‘*

Zweipolquelle verwendet man meist einen genau gearbei-

teten, durch eine elektromotorische Kraft E betriebenen Spannungsteiler (,,Kom-

pensationsapparat‘‘). Dessen Leerlaufspannung U}, ist nach § 14 proportional

dem Widerstand zwischen den Punkten 3 und 4, an denen man ,abzapft*.

MuB man diesen Widerstand bei der Kompensation an R gleich R,, wihlen,

bei der Kompensation an N dagegen gleich Rg,, so gilt
R Rac .

¥ =T (17.2)

d. h. das gesuchte Verhiltnis des Widerstandes R zu dem Widerstande N ist

gleich dem Verhiltnis der Widerstinde des Spannungsteilers, an denen man
abzapfen muB, um den Klemmenstrom verschwinden zu

P lassen.
Verwendet man -einen Kompensationsapparat als
73 Normalwiderstand (Abb. 17. 3), so braucht die kompen-

(/romp{flm gu. | sierende Zweipolquelle nicht geeicht -zu sein: Man kom-
z2 4 pensiert zuerst an R, dann bei ungeinderter kompen-

Abb, 17. 3. sierender Quelle an demjenigen Bruchteil von N, an dem

die gleiche Spannung liegt wie an R. Bei diesem — einfach-

sten — Verfahren ist R gleich dem Widerstande des abgegriffenen Stiickes von V.

§18. Differentialschaltung!. Auch sie wird zum Vergleich von Wider-
stinden benutzt. Man schaltet die zu vergleichenden Drahtrollen einander
parallel in einen Stromkreis und schickt die durch sie flieBenden Stréme im ent-
gegengesetzten Sinne durch ein Doppelspulgalvano-
meter. Ist die Konstante des ablenkenden Drehmoments
fiir beide Galvanometerspulen die gleiche, so entsteht nach
§ 12 ein Ausschlag, der der Differenz der beiden Leitwerte
proportional ist und gleich Null wird, wenn sie gleich

8 groB sind.

§ I9. Wheatstonesche Briicke. Das wichtigste Ver-
if fahren zur Bestimmung von Widerstinden ist die Mes-
YET sung mit der Wheatstoneschen Briicke2. Abb. 19. 1 zeigt

Abb. 19. . ihre einfachste Form. 4 B ist ein blanker ,,MeB8draht*,

N ein bekannter, R der unbekannte Widerstand. Der

MeBdraht und die Hintereinanderschaltung R 4+ N bilden zwei parallele Zweige,

1 Zuerst angegeben von A. C. Becquerel 1826.
2 Zuerst verwendet von S. Hunter Christie: Philos. Trans. roy. Soc. Lond. 1833,

Teil 1, S. 05.
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MeBschaltungen. § 21.

die von einer Stromquelle E gespeist werden. Von dem Punkte C geht ein bieg-
samer Draht aus, dessen Ende K auf dem MeBdraht schleifen kann.

Man verschiebt den Kontakt K auf dem MeBdraht, bis der Strom in der
,,Briicke” C K gleich Null geworden ist. Dann flieBt in R und N derselbe Strom I,
in a und b derselbe Strom I,, und nach der Maschenregel gilt:

RI,—aly=o0,
N Il - b I2 = 0.
Diese Gleichungen kénnen als ,,homogene* lineare Gleichungen mit den Unbe-
kannten I, und I, aufgefaBt werden; sie sind miteinander nur vertriglich, wenn

ihre Determinante verschwindet, d. h. wenn

R a
¥=7" (19.2)

(19.1)

Der unbekannte Widerstand R kann dem-
nach aus dem bekannten N und aus dem ge-
messenen Verhiltnis a/b berechnet werden.
Dieses ist bei gleichméBigem MeBdraht gleich
dem Verhiltnis der Drahtldngen.

§ 20. Bestimmung der Lage eines Erdschlusses in
einer Kabelader. Hat eine Kabelader vom Wider-
stande R; ErdschluB, so kann man sie mit einer
fehlerfreien Ader! vom Widerstande R, zur Schleife
schalten und den Erdschlu8 nach Abb. zo. 1 als Teil Abb. zo. 1.
des Speisezweigs einer Wheatstoneschen Briicken-
kombination benutzen. Macht man #, oder 7, verinderbar und ist der Widerstand der
schlechten Ader vor dem Fehler gleich #, so gilt, wenn die Briicke stromlos ist,

h_ %
ry Ri—24 R,

y = 71 (Ry + Ry)
1+

woraus sich die Lage der Fehlerstelle berechnen 148t.
Der Gesamtwiderstand R; 4+ R, kann mit einer gegen Erde isolierten MeBanordnung
ohne Riicksicht auf den ErdschluB unmittelbar bestimmt werden.

oder
(20. 1)

§ 21. Strom im Briickenzweige. Er ergibt sich am bequemsten aus der
Helmholtzschen Gleichung (16. 2). Man braucht nur den Briickenwiderstand R,
als den Scheinwiderstand des angeschlossenen Zweipols A
und die iibrige Schaltung als die Zweipolquelle aufzufas-
sen; die Punkte A und Bsind deren Klemmen (Abb. 21. 1).
Vernachldssigt man den Widerstand der Stromquelle,
so ist nach der Spannungsteilergleichung

c ¥/
1 Rz — Rl
U= (R—_a-l- R TR LR Rs)E' (21.1)
Da die Punkte C und D bei der Berechnung des inneren
Widerstandes nach dem letzten Absatz des § 16 als kurz- g
geschlossen angesehen werden miissen, ist weiter .
R, R R,R + g -
R- — 1's 274 .
i =R+ R, TR TR, (21.2) Abb. 21, 7,

! Damit nicht alle Adern gleichzeitig ErdschluB haben, bringt man in den Kabeln
haufig Adern unter, die durch einen zweiten Bleimantel besonders geschiitzt sind.
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§ 22. Gleichstromschaltungen.

Der Briickenstrom ergibt sich daher nach Gleichung (16. 2) zu
I — RyR,— R, R,
O™ Ro(Ry+ Ry) (Ry+ Ry) + Ry Ry(Ry+ Ry) + Ry Ry(R, + Ry)
oder bei Einfithrung der entsprechenden Leitwerte:
Gl GC - Gl 63
Iy =Gy
Go(G1+Gs+ Gy + Gy) + (G1+ Gy) (Ga+ Gy)

§ 22. Thomsonbriicke. Gegeniiber der Wheatstoneschen Briicke hat das Kompensa-
tionsverfahren (§ 17) den Vorteil, daB die Widerstinde der Abgreifdrihte einfluBlos sind,
daB man mit ihm also auch kleine Widerstinde messen kann, ohne wegen des Widerstandes
der Zuleitungsdrihte Fehler befiirchten zu miissen.

Die Frage liegt nahe, ob man nicht sozusagen das Verfahren des Spannungsvergleichs
mit dem Verfahren der Briicke verbinden kann. In der Tat gelingt dies mit der sogenannten
»Thomsonbriicke' (Abb, 22. 1). Man schaltet wie gezeichnet und stellt durch Verinderung
des abgegriffenen Bruchteils von N auf Verschwinden des Stromes im Zweige o ein.

Dann gilt nach den Kirchhoffschen Regeln in leichtverstandlicher Bezeichnung

| R\I,— R I,=U, }

E (21.3)

E. (21. 4)

RyI,— R I, = U,. (22. 1)

]
7
H Im allgemeinen folgt hieraus fiir das Verhaltnis U/U, nichts Einfaches. Ist

7 jedoch die Determinante
R, R,
4= R' R‘ (22. 2)
4 gleich Null, so miissen, da die Stréme I; und I, nicht unendlich werden
koénnen, auch die Determinanten
U.R,| RU |
Abb. 22. 1. und !
Uo Ry Ry U, |
verschwinden, d. h. es muB gelten
U _ R, R
U, R, R, (22.3)

Ist also die ,,Briickenbedingung’’ (. 2) erfiillt, so kann man das Verhaltnis der abgegriffenen
Spannungen sehr einfach bestimmen. Da die Widerstinde R und N im Augenblick der Ein-
stellung von demselben Strom durchflossen werden, ist das Verhaltnis der abgegriffenen Span-
nungen auch gleich dem Verhiltnis der Widerstinde, an denen sie abgegriffen werden. Be-
sonders haufig wird die Thomsonbriicke zur Vergleichung von Leitfahigkeiten stabférmiger
Proben verwendet. Bei Staben gleichen Durchmessers verhalten sich die Leitfahigkeiten
wie die abgegriffenen Langen.

§ 23. Umwandlung tines Dreiecks in einen Stern. Wir wollen nach dem
Scheinwiderstand der Briickenschaltung fragen, den sie der speisenden Strom-
quelle bei beliebigem Briickenstrom entgegensetzt. Die Frage kann leicht beant-

7  wortet werden mit Hilfe des im fol-
z  genden abzuleitenden Satzes iiber
die Umwandlung eines Dreieckes in
einen Stern.
Gegeben sei (Abb. 23. 1) das Drei-
eck A BC mit den Widerstinden a,
b, c; wir suchen (Abb. 23. 2) die
Widerstinde x, ¥, 2 eines Sterns, der Abb, 23. 2.
Abb. 3. =. nach auBen ebenso wirkt wie das
Dreieck. Das heiBt: wenn beliebige Strome I, I, I, in
das Dreieck und die gleichen Stréme in den Stern hineinflieBen, dann sollen
auch die Spannungen U g, Uz und Uy, beim Dreieck und beim Stern gleich
groB sein

14
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Duale Beziehungen. § 24.

Da die Strome beliebig sind, setzen wir zunichst I, = o. Dann ist I, = I,
und die Spannung zwischen den Punkten 4 und B ist beim Dreieck

c(a -+ b)
Ugp= xg_;;'_rc, (23.1)
beim Stern
Usp=IL,(*+ ). (23.2)
Also muB sein:
, c(a + b)
YT Y= Yy (23.3)
Entsprechend findet man
a4 __b(c+a)
Y¥i=,Thre  FTE= 1.
hieraus folgen aber die Umwandlungsgleichungen:
_ be _ ca _ ab
P=arvre YTavbte  fTafsye (23-4)

die leicht zu behalten sind, wenn man sie mit der Formel fiir parallel geschaltete
Widerstinde (12.4) vergleicht.

Mit Hilfe dieser Umwandlungsgleichungen kann man den Scheinwiderstand
einer Briickenschaltung leicht berechnen. Setzt man z. B. die in Abb. 23. 3 ein-
getragenen WiderstandsgroBen voraus, so erhilt
man durch Umwandlung eines der beiden Drei- 900 R
ecke eine Schaltung, deren Scheinwiderstand R
sich nach § 11 und 12 zu 550 Q berechnet.

Sieht man den Widerstand des Briickenzweiges als > %00
nicht vorhanden an, so erhilt man R = 1250 1000/2250
= 556 Q. Obgleich also die Schaltung keineswegs ab-
geglichen ist, erhalt man fast dasselbe Ergebnis, wie
wenn sie es ware; denn der Scheinwiderstand einer
abgeglichenen Briickenschaltung ist natiirlich immer unabhingig von dem Widerstand
des (stromlosen) Briickenzweigs.

Abb, 23.3.

§ 24. Duale Beziehungen. Die Ableitung der Gleichungen fiir die Parallel-
schaltung zweier Widerstandsspulen im § 12 geht Wort fiir Wort aus der Ab-
leitung der Gleichungen fir die Hintereinanderschaltung im § 11 hervor, wenn
man iiberall statt Spannung Strom, statt Knotenregel Maschenregel, statt Wider-
stand Leitwert, statt hintereinander nebeneinander sagt und umgekehrt. Man
kann also sozusagen durch ,,Ubersetzung‘‘ aus einer Sprache in eine andere die
Theorie der einen Schaltung sofort hinschreiben, wenn man die der andern kennt.
Von zwei Schaltungen, bei denen dies méglich*ist, sagen wir, daB sie sich ,,dual®
entsprechen. Hintereinanderschaltung und Parallelschaltung stellen das ein-
-fachste Beispiel einander dual entsprechender Schaltungen dar (vgl. § 105).

Auch das Dreieck und der Stern entsprechen einander dual. Das ist leicht
folgendermaBen einzusehen. Wir wollen in der Ableitung des § 23 nicht I,, son-
dern U, p gleich Null setzen, also die Schaltungen nicht im Punkte C leerlaufen
lassen, sondern die Punkte A und B ,kurzschlieBen‘‘. Nennen wir dann die
-eitwerte entsprechend afy und €7, so ist der Strom I, beim Stern gleich

cw+mU
E+q ¢ 40

1 2im Dreieck dagegen gleich (x + ) U, wobei an Stelle von U, natiirlich
a 'ch Ug geschrieben werden konnte. Aus der Forderung der Gleichwertigkeit
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§ 3s. Gleichstromschaltungen.

der beiden Gebilde folgt

tE+
«+B=giaTe (24.1)

Diese Gleichung ist aber nichts als die ,,iibersetzte’ Gleichung (23. 3); und die
weitere Ableitung 148t sich genau wie frither durchfiihren.

Fiir die Umwandlung eines dreistrahligen Sterns in ein Dreieck gelten also
dieselben Gleichungen wie fiir die Umwandlung eines Dreiecks in einen drei-
strahligen Stern, nur muB man statt der Widerstinde Leitwerte einsetzen.

Die Gleichungen lauten natiirlich anders, wenn man sie fiir die Umwandlung Dreieck-
Stern in Leitwerten oder fiir die Umwandlung Stern-Dreieck in Widerstinden schreibt.

Auch zu der Theorie der Zweipolquelle (§ 15) gibt es eine dual entsprechende.
Man kann die Zweipolquelle nimlich statt durch ihre Leerlaufspannung und
ihren inneren Widerstand auch durch ihren KurzschluBstrom und ihren inneren
Leitwert beschreiben!. Ubersetzen wir die frither hingeschriebenen Gleichungen
in die Sprache der dualen Parameter, so erhalten wir als Grundgleichung der
Zweipolquelle

I=I—-GU (24. 2)

und als Gleichungen fiir den Klemmenstrom und die Klemmenspannung bei der
Zusammenschaltung von Zweipolquelle und Zweipol

I=-S 1 wd U=-2_ (24. 3)
TGi+G TG +G’ 4-3
wobei
I*
G,=ﬁ‘-. (24. 4)

Jede lineare Zweipolquelle kann hiernach auch ersetzt gedacht werden durch

eine Stromquelle von der KurzschluBstromstirke (,,Urstromstirke”, , Ergiebig-

I keit”) I*¥, der ein ,innerer Leitwert" G, = 1/R; parallel

p geschaltet ist (Abb. 24. 1). Die Gleichung (. 2) folgt dann

f .E ’ unmittelbar aus der Knotenregel, wie frither die Glei-
chung (15.5) aus der Maschenregel folgte.

Der innere Grund fiir die merkwiirdige Tatsache, daB

Abb, 24. 1. es zu jeder Gleichung und zu jeder Schaltung eine ihr dual

entsprechende gibt, ist natiirlich der: Schon die Kirch-

hoffschen Regeln entsprechen einander dual. Man sieht dies sofort, wenn man

sie folgendermaBen schreibt:

Knotenregel:

Summe der Urstrome = Y I* = 3G U = Summe der Strome. (24-5)
Maschenregel:

Summe der Urspannungen = 3 U' = 3 R I = Summe der Spannungen. (24.6)

§ 25. Umwandlung eines n-strahligen Sterns in ein vollstindiges #-Eck. Bei einem #-
strahligen Stern (Abb. 25.1) sind #» Knotenpunkte mit einem ,,Sternpunkt’ durch Leit-
werte verbunden; unter einem vollstindigen #-Eck dagegen verstehen wir ein Netzwerk
mit ebenfalls n Knotenpunkten, die in jeder mdglichen Weise miteinander durch Leit-
werte verbunden sind. Der n-strahlige Stern besteht aus 7, das vollstindige n-Eck aus
n (n—1)/2 Zweigen.

Die beiden Schaltungen sind gleichwertig, wenn bei gleichen Einstrémungen I, I,. ..
(s. Abb. 25. 2) die Spannungen zwischen den Knotenpunkten der beiden Schaltungen die

1 Vgl. Mayer, H. F.: Telegr.- u. Fernspr.-Techn. 15 (1926) S. 335. Barkhausen, H.:
Verh. dtsch. phys. Ges. (3) 9 (1928) S. 2.
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Umwandlung Stern-Vieleck. Uberlagerungssatz. § 26.

gleichen sind. Aus der Knotenregel, angewendet auf die » Knotenpunkte, folgen zunichst
# Gleichungen der Form

Gy Ui=G1a U+ G13 Uy + Gyg Uy + + - - usw,, ‘ (25.1)

wo die einzelnen Spannungen und Leitwerte I,
sinngemiB bezeichnet sind. Nach der Ma-
schenregel kann man hierfiir aber auch
setzen:
G Uso=G13(Uso — Usg) + G13 (Uro— Uzo)
+ G1y (Uyg—Ugo)+- - - usw. (25.2)
oder — unter voriibergehender Einfithrung
noch zu bestimmender Leitwerte G,
Gags oo+ —
Gio Uro=(G11+ G1a+Gig+ -+ ++ G1a) Upo
— (G Ui+ GiaUso+Gra Uggt+++ - + Gin Ung) - (25.3)

Diese Gleichung muB nun richtig sein fiir beliebigeé Sternspannungen U,,, Uy, - . -,
vorausgesetzt nur, daB8 sie der Gleichung

G0 Ui+ Gy UsoF GooUzp+ -+« + Gag Ung =0 (25. 4)

gehorchen, die sich ergibt, wenn'man die Knotenregel auf den Sternpunkt anwendet.
Setzen wir zunichst, was mit (. 4) vereinbar ist (V = Volt)

Abb. 25. 1.

Up=0, Up=1V, Upg=— 2V, U, ..., Us=o0,

so wird nach (. 3)

G,
G13V—Gyg G—"‘ V=
30
oder
Gll Glo
o= 25.
G G (25.5)

Diese Gleichung 148t sich offenbar mit allen anderen, die sich aus ihr durch Vertauschung
der Knotenindizes herleiten lassen, zusammenfassen in der einen Gleichung

Gir = EGyoGa- (25.6)
Die bisher noch nicht bestimmten Leitwerte G,,, ... bestimmen wir so, daB sie ebenfalls

dieser Gleichung geniigen.
Setzen wir nun (. 6) in (. 3) ein, so erhalten wir

G Uy ="FkGyo(Gro+ Gao+ -+ - + Gno) Uro — £ G19(Gro Uso + Gao Uso+* + * 4 Gno Uny)
oder mit Riicksicht auf (. 4)

1 =4k (Gy+ Gao+ -+ + Gao)s (25.7)
so daB wir schlieBlich zur Berechnung der Leitwerte des Vielecks die Gleichungen
GeoGao
Gip= 25.8
P G+ Gt o+ Gu (25.8)

erhalten.

Da mit Ausnahme des Falles » = 3 die Zahl der Sternstrahlen kleiner ist als die der Viel-
eckseiten, kann man jeden Stern in ein Vieleck verwandeln; die umgekehrte Verwandlung
dagegen ist im allgemeinen nicht méglich.

Der hier abgeleitete Umwandlungssatz 148t sich zur Vereinfachung komplizierterer
Schaltungen verwenden!. Man braucht bei einer Schaltung mit # Knoten nur irgend einen
Knoten mit den Leitwerten, die in ihm zusammenlaufen, zu einem Stern zusammenzufassen
und diesen in ein Vieleck zu verwandeln, um sofort ein Netzwerk mit nur n—1 Knoten zu
erhalten.

§ 26. Uberlagerungssatz. Da die Kirchhoffschen Regeln in den Spannungen
und Stromen linear sind, berechnen sich die in einer Schaltung mit vielen elek-

1 Rosen, A.: J. Instn. electr. Engr. 62 (1924) S. 916.

2 Wallot, Schwachstromtechnik, 2. Aufl. 17



§ 27. Gleichstromschaltungen.

tromotorischen Kriften E, E,, ... {lieBenden Stréme in der Form
Il=auE1+a12E’+ cee USW,, (26. I)

wo die @ Konstanten bedeuten. Nennt man nun I;; den Strom I, der sich ergibe,
wenn bei ungeinderten Widerstinden E, allein wirkte, I,, den Strom I,, der sich
ergibe, wenn E, allein wirkte usw., so ist offenbar

I, =ayE,, Iy =aypE,, ... usw.,
also auch
I =5+ I3+ - usw. (26. 2)
D. h. die Strome lassen sich berechnen als Summen der Teilstrome, die man er-
hielte, wenn jedesmal nur eine der elektromotorischen Krifte vorhanden wire.

Wir werden von diesem Satz, dem ,,Uberlagerungs_-“ oder ,,Superpositions-
prinzip*“ im folgenden Paragraphen Gebrauch machen?.

§ 27. Zweimaschige Schaltung mit zwei Stromgquellen. Fiir die Schaltung
nach Abb. 27. 1 ergibt sich nach dem Uberlagerungsprinzip und nach § 14 un-
mittelbar und allgemein:

. (Rs+ Rg) E; — Ry E,

[ "
£ , I Y I, = Ry R, + (Ry+ R) Ry’ (27. 1)
A UL ) . (Ry+ R)E,— Ry E,
& # o =Rt BT R R, (27-2)
2 L Y, I.— RyE,+ R, E, 7.3}
- Abb. 27. 1. 37 RyRy+ (Ry+ Ry) Ry’ 7 3

Zur Vereinfachung werde die beschrinkende Vor-
aussetzung gemacht, daB die beiden elektromotorischen Krifte und die beiden
Widerstinde R, und R, dem Betrage nach nur wenig verschieden seien; es gelte
bei kleinem ¢ und g:

E,=E(1—¢)), R,=R(1—p),

E;,=E((1+4¢), R,=R(x+40).

Zunichst werde angenommen, daB der Widerstand R; ein ,,Verbraucher*

sei, auf den die beiden ,,parallel geschalteten’* Quellen wirken. Dann ist bei
Vernachldssigung von ge und g? neben 1:

I=RE[(I+9)(I—‘€)+(I-—9)(1+€)]N E
3 R, R+ 2RR, §+Ra

(27- 4)

, (27. 5)

D. h. die beiden Quellen wirken annihernd wie eine einzige von der mittleren
elektromotorischen Kraft E und von dem halben mittleren inneren Widerstand
— ein Ergebnis, das auch unmittelbar aus den Uberlegungen im § 15 gefolgert
werden kann.

Man kann die Schaltung auch von einem anderen Gesichtspunkt aus be-
trachten. Wir denken uns den Zweig R, zunichst ganz weg und nehmen an, da8
die Stréme I, und I, durch ein Doppelspulgalvanometer so hindurchgeleitet
werden, daB der Ausschlag seines Zeigers dem Mittelwert (I; +I3)/2= (I;—1I,)[z
proportional ist. Dann ist natiirlich im Galvanometer zunachst nur ein schwacher
Differenzstrom zu beobachten, der davon herriihrt, daB die beiden gegeneinander
geschalteten Stromquellen E; und E, im allgemeinen verschieden stark sind.
Dieser Differenzstrom, der aus (. 1) und (. 2) folgt, wenn man Ry iiber alle Grenzen

1 Der Uberlagerungssatz wire z. B. nicht anwendbar, wenn I, = a (E, + E;)? ware.
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Symmetrie. § 28.

wachsen laBt: L—1, E—E, E 6

-;'—}ﬁ__*_-lz—a——zsﬁ (27.
ist natiirlich unabhingig von der Unsymmetrie p der Widerstinde R; und R,,
und verschwindet, wenn E, = E, gemacht wird (¢ = o).

Nun denken wir uns die Punkte 4 und B durch einen endlichen Widerstand R,
miteinander verbunden. Dadurch wird das Gleichgewicht empfindlich gestort;
nach (. 5) flieBt jetzt zwischen den beiden Punkten ein starker Strom, und der
von dem Galvanometer angezeigte Differenzstrom

Ii—Iy  RyE,— R\ Ey+2Rg(Ey—E,) (e—e Ry E
2 2(RyRy+ (Ri+ Ry Ry) N( 2 ¢ R>R/2+Rn (27.7)
ist zwar noch immer klein, aber jetzt selbst fur E, = E, endlich, voraus-
gesetzt, daB die Widerstinde R, und R, voneinander verschieden sind. Der
Faktor

e= R: + R; (27' 8)

heiBt! ,,Unsymmetrie’’ der Widerstinde R, und R,.

Infolge der leitenden Verbindung der Punkte 4 und B, zwischen denen vor-
her nach (. 5) die Spannung E lag, ist demnach die Unsymmetrie der Widerstidnde
neben der der elektromotorischen Krifte fiir die GroBe des Galvanometeraus-
schlags entscheidend geworden.

SchlieBt man die Punkte 4 und B kurz, indem man sie z. B. widerstandslos
mit der Erde verbindet, so zerfillt die Schaltung in zwei voneinander unab-
hiingige Maschen, und es ist

I,—1. 1 (E. E,
A (R ~e—9%- (27.9)

Denkt man sich die eine der beiden Stromquellen (z. B. E;) umgepolt, so erhilt man
nach (. 3) fiir I; die Gleichung

RyE,— R, E, R -
BB+ B+ R)R S @ R, (27. 70)
Jetzt ist also der in der Uberbriickung (zwischen 4 und B) flieBende Strom der Differenz
der Unsymmetrien g und ¢ proportional, die Punkte 4 und B haben nahezu dasselbe Poten-
tial, und der Mittelwert (I; + I4)/2 der in R, und R, flieBenden Stréme ist, abgesehen von

kleinen GréBen 2. Ordnung — unabhangxg von der Unsymmetrie der Widerstinde — gleich
E[R = 2 E[(2 R).

Iy=

2. Abschnitt.
Elektrische Felder.

§ 28. Elektrische Feldstirke. Unter einem elektromagnetischen Feld ver-
stehen wir einen Raum, in dem mit Hilfe besonderer, im folgenden niher
zu besprechender Priifmittel gewisse Wirkungen festgestellt werden kdnnen,
die man als elektrische und magnetische unterscheidet.

Wir beschiftigen uns zunichst mit den elektrischen Wirkungen. Als Priif-
mittel verwenden wir eine leichte kleine Kugel, z. B. eine kleine Hohlkugel

1 Wirk, A.: Telegr.- u. Femspr.-Techn. 22 (1933) S. 111 nennt den Kehrwert der Halfte
von g ,,Symmetrie’, wihrend in den vom Comité Consultatif International Téléphonique
(iibliche Abkiirzung: CCIF) herausgegebenen ,,Directives concernant les mesures & prendre
pour protéger les lignes téléphoniques contre les influences perturbatrices des installations
d’énergie & courant fort ou 4 haute tension** (Paris 1930, S. 47) das Doppelte davon als
»degré de dyssymétrie résultante (déséquilibre)’ definiert wird.
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§ 29. Elektrische Felder.

aus Aluminium, die nach allen Richtungen hin beweglich an einem Seiden-
faden oder einem System von Seidenfiden hingt und der wir eine elektrische
Ladung Q erteilt haben. Wir bringen diese Priifkugel in den ,,Aufpunkt®, d. h.
in den Punkt des Feldes, in dem wir dessen elektrische Wirkung feststellen
wollen. Dann beobachten wir, daB die Kugel in einer bestimmten Richtung
beschleunigt wird. Diese Beschleunigung kénnen wir aufheben (kompensieren),
indem wir auf die Kugel in der entgegengesetzten Richtung eine Kraft P von
bestimmter GréBe wirken lassen. Jedem Feldpunkte 148t sich in dieser Weise
eine Kraft ¢ zuordnen.

Verindern wir die Ladung der Priifkugel, so beobachten wir, daB sich die
Krifte mit dndern, und zwar proportional der Ladung. Wir konnen dies fest-
stellen, weil wir ja wissen (§ 1), wie man Ladungen quantitativ miteinander
vergleicht. Andert die Priifladung ihr Vorzeichen, so kehren sich die Richtungen
der Krifte um.

Diese Feststellungen konnen ausgedriickt werden durch die Gleichung

P=E€Q. (28.1)

Die GroBe € ist dabei eine Konstante, solange wir die Kugel in dem Aufpunkt
lassen und nur ihre Ladung variieren; von Aufpunkt zu Aufpunkt dagegen hat
sie eine verschiedene GroBe. Sie kann, da sie von der Ladung unabhingig ist,
als ein MaB fiir die Stirke des Feldes im Aufpunkt angesehen werden. Legen
wir ihr die Richtung der Kraft auf eine positive Ladung bei, so driickt sie zugleich
die ,,Rlchtung des Feldes” im Aufpunkt aus. Man nennt § die ,,elektrische
Feldstirke im Aufpunkt®.

Die Feldstirke ist nach dieser Definition wie die mechanische Kraft eine gerichtete
Gro6Be oder ein ,,Vektor*. Wir werden im folgenden die Vektoren vorzugsweise durch deutsche

Buchstaben bezeichnen. Wollen wir betonen, daB nur ihre GréBe, ihr stets positiver ,,Be-
trag’‘, gemeint ist, so schlieBen wir den deutschen Buchstaben in senkrechte Striche ein.

Zahlenbeispiel. Die der Priifkugel erteilte Ladung betrage 50-10-12 C. (Es ist 1 C =
1 Coulomb = 1 A-s). Der Antrieb, den sie im Aufpunkt erfihrt, lasse sich durch den Zug
eines in entgegengesetzter Richtung wirkenden Gewichts von 2 mp wieder aufheben!. Das
Zeichen mp soll dabei die Kraft bedeuten, mit der im luftleeren Raum ein Milligramm-
gewichtchen an einem Orte, wo der Normwert der Fallbeschleunigung herrscht, senkrecht
nach unten zieht. In dem von uns untersuchten Feld herrscht dann nach (. 1) eine elektrische
Feldstirke von der GroBe

2 mp P
o= e = e (28.2)

Wenn wir die Feldstiarke in-dieser Form angeben, wihlen wir die Feldstirke kp/Coul
als Einheit. Die Feldstiarke kp/Coul = mp/uCoul ist gleich der (ziemlich geringen) Stirke
eines Feldes, in dem eine Kugel mit der (ziemlich gro8en) Ladung von 1pCoul einen An-

trieb von (nur) 1 mp erfihrt.

§ 29. Feldstirke und Stromdichte; Ohmsches Gesetz. Unter einem homogenen
oder gleichférmigen Feld verstehen wir ein Feld, dessen Stirke nach GréSe
und Richtung iiberall die gleiche ist. In ein solches Feld denken wir uns parallel
zu seiner Richtung einen geraden Draht von dem kleinen Querschnitt F hinein-
gebracht. Wenn nun in dem Metall frei bewegliche, mit elektrischen Ladungen
versehene Teilchen vorhanden sind, so erfahren sie nach § 28 Antriebe in der
Richtung des Feldes, falls die Ladungen positiv sind, in der entgegengesetzten
Richtung, falls sie negativ sind; es kommt daher durch die einzelnen Querschnitte
hindurch eine elektrische Strémung zustande, und zwar in jedem Falle in der

1 p ist eine Abkurzung fiir die Einheit ,,pond" deren Ndame an das lateinische ,,pondus*
(= Gewicht) erinnern soll. ,,1 Kraftkilogramm* ist dasselbe wie ,,1 Kilopond“ = ,,1 kp*.
Die ,,Krafttonne* ist gleich ,,1 Megapond‘‘ = ,,1 Mp“‘.
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Feldstarke und Stromdichte, Spannung. § 3I.

Richtung des Feldes. Die entstehende Stromstirke I ist erfahrungsgemiB dem
Querschnitt F und der elektrischen Feldstirke & proportional:

I=xFG§. (29.1)
Mit der Abkiirzung

R §

i=5x (29.2)
kann man hierfiir auch

i==2E (29. 3)

schreiben. 1 heiBt ,,Stromdickte*.

Diese Erfahrungsformel (. 3) nennen wir die Differentialform des Ohmschen
Gesetzes. Sie gilt nicht nur unter den von uns gemachten Voraussetzungen,
sondern allgemein und sagt, daB in einem Metall, das in ein elektromagnetisches
Feld gebracht wird, eine elektrische Strémung entsteht, deren Dichte an jeder
Stelle der dort herrschenden elektrischen Feldstirke proportional ist. In dem
empirischen Faktor » steckt u. a. die Zahl der in der Raumeinheit vorhandenen
frei beweglichen Teilchen.

Aus der Erfahrung, daB mit der Leitung der Elektrizitat in Metallen keinerlei elektro-
lytische Ausscheidung verbunden ist, muB geschlossen werden, daB die Leitung durch die

Bewegung der ,Elektronen‘ zustande kommt, d.h. der , Elektrizititsatome’, deren
negative Ladung — e dem Betrage nach gleich 1,601-10-19 C ist.

§ 30. Elektrische Arbeit und elektrische Spannung. Unter dem Einflusse
des Feldes € sei durch jeden Querschnitt unseres geraden Drahts die Elektrizi-
titsmenge 0 gewandert. In ein Stiick von der Linge d/ ist dann — wenn € von
I nach 2 (Abb. 30. 1) gerichtet ist — vorn, bei 1,

die Menge Q eingetreten; die gleiche Menge ist hinten, al
bei 2, wieder ausgetreten. Das Ergebnis ist offenbar 7 —G
dasselbe, wie wenn die Menge Q um die Strecke d/

verschoben worden wire. Ist % die Kraft, die im Abb. 30.1.

Felde € auf die Ladung Q wirkt, so haben die elektri-
schen Krifte nach einer bekannten Definition der Mechanik im ganzen die
,,Arbeit*

A=|P|dl=0Q|€|dl (30.1)

geleistet. Die Arbeit der elektrischen Krifte ist also gleich dem Produkt aus der
durch die elektrischen Krifte bewegten Ladung Q und der GroBe | € |dJ.

Wir wollen zeigen, daB aus der Differentialform des Ohmschen Gesetzes
fiir ein kleines Stiick eines diinnen Drahts die Spannungsdefinition des § 9 hervor-
geht, wenn man das Produkt | € |dl als die ,,elektrische Spannung* auf dem
Wege von 1 nach 2 deutet. Wir brauchen nur die Differentialform (29. 1) nach
€ aufzulésen und mit d} zu multiplizieren; dann erhalten wir:

AU =[@|dl = S 1. (30.2)

Dies folgt aber auch aus den Gleichungen (6. 3) und (r0. 1), wenn man die in
§ 29 eingefiihrte Proportionalititskonstante x mit der elektrischen Leitfihigkeit
gleichsetzt.

Die elektrische Spannung auf dem Wege dl ist nach (. 2) und (. 1) zahlen-
miBig gleich der Arbeit, welche die elektrischen Krifte leisten, wenn die Elek-
trizititsmenge I in der Richtung der elektrischen Feldstirke um die Strecke d}
verschoben wird.

§ 3I. Zusammenhang zwischen Kraft- und Spannungseinheit. Wenn kp/Coul eine Feld-
starkeneinheit ist, so ist kp cm/Coul eine Spannungseinheit. Um die Beziehung zwischen
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§ 32. Elektrische Felder.

ihr und der Einheit Volt zu finden, muB man dieselbe Spannung einmal in der ,,praktischen‘
EinLeit Volt und einmal in der ,,gemischt technisch-praktischen** Einheit kp cm/Coul messen
und die gefundenen Werte einander gleich setzen.

Zwischen zwei Metallplatten (Abb. 31. 1) liege eine Spannung von 100000 V; ihr Ab-
stand / = 20 cm sei klein gegeniiber der Wurzel aus ihrer Flichengr6Be. Zwischen diese
Platten werde eine kleine Kugel gebracht, die mit 200-10-12 Coul geladen
sei. Dann zeigt der Versuch, daB8 die Kugel,-wo im einzelnen sie sich auch
befinden mdge, einen Antrieb von 10,2 mp erfihrt. Daraus muB geschlossen
werden, daB

¢ =Y _1ofVolt |B|_ 102mp
) 20cm Q 2+ 10-10 Conl
<o ist, d. h. daB
290 "°C 20+ 10,2 mp cm kpcm
Y Volt = ———= 108 CI;ul = 10,2 <§> = (31.1)
102mp
. 200me] Dies ist der Zusammenhang der ,,technischen’’ Einheit kp mit den prak-
tischen Einheiten Volt und Coulomb.

Abb. 31.1.

§ 32. Bezogene Ableitung einer koaxialen Leitung!. Ein Draht
von der groBen Linge ! und der Dicke 2 7; (Abb. 32. 1) sei von einem koaxialen
zylindrischen Riickleiter umgeben, dessen an der inneren Oberfliche gemessener
Durchmesser gleich 2 7, sei. Der Zwischenraum zwischen dem Innen- und dem
AuBenleiter sei durch einen Isolierstoff der Leitfihigkeit x,, ausgefiillt. Dann ist
nach (29. 1) der Gesamtstrom I, der durch eine im Ab-
stande » von der gemeinsamen Achse gedachte koaxiale
Zylinderfliche flieBt, gleich x,, |€|2=nrl, wo |€]| den
Betrag der elektrischen Feldstirke im Abstande » von
der Achse bedeutet. Fiir die Spannung U zwischen Innen-
und AuBenleiter ergibt sich daher nach (30. 2)

I dr I
U= J‘I@ dr = 270 %, lf T TR l (32 )
i

und fir den auf die Lingeneinheit bezogenen Leitwert
zwischen Innen- und AuBenleiter, die ,,bezogene Ableitung* (vgl. § 7),

Abb. 32. 1.

Hm
I 2T K 10-15Sm/mm? S
G_U_l—_;; = 2,73 - ’T"' H (32.2)
In — 1g—
£ L€}

§ 33. Stromwirme. Durch jeden Querschnitt eines Widerstandes R sei unter
der Einwirkung einer an ihn angelegten Spannung U in der Zeit ¢ die Elektrizi-
titsmenge Q geflossen. Dann ist wieder das Ergebnis dasselbe, wie wenn Q von
dem Eingang 1 des Widerstandes bis zu seinem Ausgang 2 bewegt worden wiire;
und die gesamte Arbeit der elektrischen Krifte ist daher

2
A=Q[|€|ds=QU=UIt=RI-Ii=RI%. (33. 1)
1

Diese Arbeit ist nicht verloren. Wo sie hinkommt, zeigt der Versuch: Man
bringt den Widerstand in ein GefiB mit Wasser; dieses erwirmt sich, und zwar
ist bei Beobachtung der nétigen VorsichtsmaBregeln die Zunahme seiner Tem-
peratur AT direkt proportional der von den elektrischen Kriften geleisteten
Arbeit A, umgekehrt proportional der Menge m des Wassers:

AT = const 2, (33-2)

1 In der Literatur findet man auch die Bezeichnung , konzentrische Leitung‘.
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Stromw4rme. Leistung. Anpassung. § 35.

Der reziproke Wert der Proportionalititskonstante heiBt ,,spezifische Wirme* ¢,
des Wassers; das Produkt c,mAT wird die in dem Widerstand entwickelte und
auf das Wasser iibertragene ,,Wirmemenge' oder kurz ,,Wirme' genannt.
Die von den elektrischen Kriften geleistete Arbeit ist hiernach unmittelbar gleich
{nicht etwa nur proportional) der entwickelten Wirme:

A=c¢,mAT = RI*¢t. (33. 3)

Die Stromwarme kann als eine Art ,,Reibungswirme’ aufgefaBt werden.
Die Warmemenge ¢,*1 g-1° heiBt ,,Kalorie** (cal), wenn man ¢, auf 15° C bezieht. 1 g
‘Wasser von 15° C erwarmt sich nach (. 2) um 1° wenn man ihm 1 cal zufiihrt.

§ 34. Die Leistung als stromende Energie; Klemmenleistung. Eine Zweipol-
quelle von der konstanten Leerlaufspannung U? und dem inneren Widerstand R;
sei (Abb. 16. 1) mit einem Zweipol vom Widerstande R durch Klemmen ver-
bunden. Nennen wir den Klemmenstrom I, so wird in dem Zweipol nach § 33
in der Sekunde die Wirmemenge RI? entwickelt.

Diese Wirmemenge stammt natiirlich aus den elektromotorischen Kriften
der Zweipolquelle; sie muB also von dieser in den Verbraucher gewandert sein.
Mit andern Worteén: durch eine Fliche F, die man sich senkrecht zu der Zeichen-
ebene durch die Klemmen gelegt denken kann, strémt in jeder Zeiteinheit die
Energie RI2. Schreibt man hierfir UI, wo U die Klemmenspannung bedeutet,
so kann man das Ergebnis auch so aussprechen: die ,,Klemmenleistung®, d. h.
die in der Zeiteinheit durch die Klemmen stromende Energie, ist gleich dem
Produkt aus Klemmenspannung und Klemmenstrom?.

Diese letzte Beziehung gilt auch dann, wenn in dem Verbraucher mechanische
oder chemische Arbeit geleistet wird. Dann ist die Klemmenleistung gleich der
Summe der in dem Verbraucher entwickelten Wiarme und der sonst noch ge-
leisteten Arbeiten, alles auf die Zeiteinheit bezogen.

Der Richtungssinn der Energiestromung stimmt nach Abb. 16. 1 iiberein mit
der Richtung des Stroms, der durch die Klemme héheren Potentials flieBt,
und ist entgegengesetzt zu der Richtung des Stroms, der durch die Klemme
niedrigeren Potentials flieBt.

Entsprechend der Gleichung N = UI wechselt die Energiestrbmung ihren
Richtungssinn, sobald die Spannung oder der Strom die Richtung #ndert.
Andern Spannung und Strom beide ihre Richtung, so bleibt 7
die Wanderungsrichtung der Energie die urspriingliche.

Um den Richtungssinn der Energiestrémung festzulegen, kann g* @ —p
man auch den Umlaufsinn des Stroms nach einer Rechtsschraube 9
einem Hilfsvektor § zuordnen, wie es in Abb. 34. 1 geschehen ist (das
---Zeichen in dem Kreis soll andeuten, daB der Vektor von dem Be- 7
schauer weg gerichtet ist). Denkt man sich dann den Vektor € durch Abb. 34.1.
den kleineren Winkel hindurch in die Richtung des Vektors § gedreht,
so bildet diese Drehung mit der Stromungsrichtung der Energie wieder eine Rechtsschraube.

§ 35. Anpassung des Verbrauchers an den Erzeuger. Wie muB man die Schal-
tung der Abb. 16. 1 bemessen, wenn der Verbraucher méglichst viel Leistung
aufnehmen soll? Die Gleichung

= = 2 - ————-R iz
N=UI=RI (R,+R)2U , (35. 1)

bei der die Gleichung (16. 2) benutzt ist, 1iBt zunichst unmittelbar erkennen,
daB die Leistung mit groBer werdender Leerlaufspannung und mit abnehmendem

1 Die Klemmenleistung ist der FluB des sog. ,, Poyntingschen Vektors* durch die Flache F.
Vgl. Abraham, M.: Theorie der Elektrizitit, 8. Aufl. bearb. v. R. Becker. § 52, 65, 70.
Leipzig: B. G. Teubner 1930.
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§ 36. Elektrische Felder.

innerem Widerstand der Quelle wichst. Ob es giinstig ist, den Widerstand R des
Verbrauchers groB oder klein zu wihlen, wird am besten durch Differentiation
entschieden, da R im Zihler und im Nenner vorkommt. Nach der im Anhang
unter 4. 3 angegebenen Formel erhilt man das Maximum von N durch den Ansatz

R _ 1
(Ri+ R 2(R;+ R)’

also
2R=R,+R oder R=R,. (35. 2)

Bei gegebenem Widerstand der Stromquelle ist es demnach giinstig, wenn ihm
der Widerstand des Verbrauchers annihernd gleich ist; ist er groBer, so wird
der Klemmenstrom, ist er kleiner, so wird die Klemmenspannung zu klein.

§ 36. Alligemeine Definition der Spannung. Allgemein definiert man die
Spannung lings eines gegebenen, im Sinne ihres Zihlpfeils zu durchlaufenden
Weges durch das iiber diesen Weg erstreckte ,,Linienintegral‘‘:

U= [|€| ds]|cos (€ ds). (36. 1)

Dabei ist unter | € | der immer positive Betrag der Feldstirke, unter | ds | der
immer positive Betrag des Wegelements zu verstehen; (€, ds) ist der Winkel
zwischen den Richtungen des Feldes und des Wegelements (der ,, Integrations-
richtung*).

Die Spannung ist nach dieser Definition kein ,,Vektor. Durch die Integra-
tionsrichtung wird ihr jedoch ein bestimmter ,,Richtungssinn‘‘ zugeordnet.
Welches dieser Sinn ist, erkennt man am leichtesten in dem besonderen Fall,
wo der Pfeil der Feldstdrke € iiberall den Weg beriihrt. Bildet er mit der Rich-
tung des Wegelements iiberall den Winkel 09, so ist U nach (. 1) positiv; d. h.
die Spannung liuft im Sinne ihres Zihlpfeils, sie hat denselben Richtungssinn
wie die Feldstirke. Bildet der Pfeil der Feldstirke dagegen mit ds den Winkel
180° so ist U negativ; das heiBt aber: die Spannung hat wieder denselben
Richtungssinn wie die Feldstirke.

Besteht zwischen der Richtung der Feldstirke und dem Verlauf des Wegs
keine Bindung, so sind die Projektionen | € | cos (€, ds) der Feldstirke auf den
Weg teils positiv, teils negativ; der Sinn der Spannung richtet sich dann nach dem
Vorzeichen derjenigen Projektionen, die zu dem Integral das meiste beisteuern.

§ 37. Elektrostatisches Feld. Im § 29 war das betrachtete Drahtstiick von
der Liange d/ als Teil eines Stromkreises aufzufassen. Bringt man ein begfenztes
Drahtstiick in ein gleichformiges elektrisches Feld, so miissen sich infolge der
entstehenden Strémung auf seinen Enden Ladungen ansammeln?; durch die Ein-
wirkung dieser ,,influenzierten’ Ladungen wird aber (vgl. spiter § 42) das ur-
spriingliche Feld zum Verschwinden gebracht, so daB nach dem Ohmschen
Gesetz schlieBlich auch die Strémung verschwindet.

Die elektrischen Leiter sind Stoffe, in denen sich ohne Energiezufuhr auf
die Dauer iiberhaupt kein elektrisches Feld und keine elektrische Strémung
halten kann: das Feld beginnt in ihnen unter Entwicklung von Wirme sofort
zu ,,zerfallen®.

Wir nennen das zeitlich konstante Feld, das sich in einem System, das keine
Energiequelle enthilt, nach hinreichend langer Zeit ausbildet, ein ,,elektrostati-
sches’‘. Bei ihm ist die elektrische Strémung in allen Medien gleich Null geworden.

1 Wenn sich nur Ladungen eines Vorzeichens, z. B. nur Elektronen, bewegen, hat man

sich vorzustellen, daB das eine Ende an Ladungen verarmt, wahrend sich auf dem andern
Ladungen ansammeln.
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Potential. Elektromotorische Krifte. § 41.

§ 38. Wirbelfreies Feld. Die Erfahrung zeigt, daB die {iir einen geschlosse-
nen Weg berechnete elektrische Spannung im elektrostatischen Felde gleich
Null ist. Fithren wir also eine Ladung Q im elektrostatischen Feld auf einem ge-
schlossenen Wege herum, so leisten die elektrischen Krifte im allgemeinen zwar
auf einem Teile des Weges Arbeit; auf einem andern Teile miissen aber wir selbst
gegen die elektrischen Kréfte Arbeit leisten: die Gesamtarbeitsleistung ist
immer genau gleich Null.

Der Satz vom dem Verschwinden der ,,Umlaufsspannung’, wie man die
Spannung auf geschlossenem Wege nennt, ist ein Grundgesetz des elektrostati-
schen Feldes. Aus ihm folgt, daB man die Krafte des elektrostatischen Feldes
nicht zum Betriebe eines perpetuum mobile ausnutzen kann.

Ein Feld von verschwindender Umlaufspannung wird auch ein ,,wirbel-
freies Feld genannt. Die elektrostatischen Felder sind, wie wir sehen werden,
nicht die einzigen wirbelfreien Felder.

§ 39. Potential. Aus dem Verschwinden der Umlaufspannung folgt, daB
im wirbelfreien Felde die Spannung auf allen Wegen, die man sich zwischen
zwei Punkten I und 2 denken kann, die gleiche ist. Denn fithrt der eine Weg
(Abb. 39. 1) iiber a, der andere iiber b, so ist nach Voraussetzung 2

a
== 0,
1a2b1 [
also p

f_+ f = f — f =o0. (39. 1) Abb. 30.7.

la2 2b1 la2 1562

Im wirbelfreien Felde kann man daher in Ubereinstimmung mit den An-
gaben des § 9 die Spannung zwischen den Punkten r und 2 gleich der Differenz
der Werte setzen, die eine Ortsfunktion ¢, die man ,,Potential’“ nennt, in den
beiden Punkten 1 und 2 hat:

U=¢p,— o, (39.2)
Denn dann wird U tatsichlich fiir jeden geschlossenen Weg von selbst gleich
Null, da fiir ihn natiirlich ¢, = ¢, ist.

Bei Gleichung (. 2) muB vorausgesetzt werden, daB der Zahlpfeil der Span-
nung von I nach 2 liuft; denn nach § g sollte das Potential in Richtung der
Spannung abnehmen.

Da durch (. 2) nur die Potentialdifferenz, aber nicbt das Potential selbst definiert ist,
kann man dieses in irgendeinem Punkte willkiirlich gleich Null setzen.

§ 40. Feldstirke und Potentialgefille. Wir denken uns von einem Feldpunkte aus ein
unendlich kleines Wegelement ds gezogen; dieses kann alle moglichen Richtungen haben
(Abb. 40. 1). Der Zuwachs, den das Potential ¢ erleidet, wenn man um das N
Wegelement ds in dessen Richtung fortschreitet, sei gleich d 9. Dann kann \
man, da das Potential in der Richtung der Spannung immer abnimmt, den 5"\
Ansatz machen: !

—dg= €| ds|cos (€, ds). (40. 1) %

Die Potentialabnahme hingt also im allgemeinen von der Richtung des @5
Fortschreitens ab. Bei gleichem | € | und |ds| ist sie aber in der Richtung -
der elektrischen Feldstirke (< €, ds = o) groBer als in allen anderen Rich- -—-
tungen. Fiir diese Richtung berechnet ist der Betrag | dg/ds |, den wir den Be- Abb. 40.1.
trag des ,,Potentialgefalles’‘ nennen, nach (. 1) gleich dem Betrag der elektri-
schen Feldstarke. Diese stimmt also an jeder Stelle des wirbelfreien Feldes nach Gré8e und
Richtung mit dem gré8ten Potentialgefalle iiberein.

§ 41. Elektromotorische Krifte. Auf eine stromquellenfreie Gleichstrom-
masche angewendet, ist die Kirchhoffsche Maschenregel offenbar gleichbedeu-
tend mit der Aussage, daB3 das betrachtete elektrische Feld wirbelfrei ist. Deshalb
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§ 41. Elektrische Feldecr.

ist es beispielsweise bei der Schaltung Abb. 41. 1 gleichgiiltig, ob man sich die
Spannung U zwischen den Klemmen 1 und 2 fiir einen Weg quer durch das
Medium hindurch oder durch die Windungen des AbschluBwiderstandes R hin-
durch berechnet denkt. Es ist ja U = R1I.

Treten elektromotorische Krifte hinzu, so kann man den Satz von der Wirbel-
freiheit des Gleichstromfeldes formal aufrechterhalten, wenn man jeder elektro-
motorischen Kraft E mit dem gleichen Zihlpfeil eine fiktive Spannung — E zu-
ordnet und bei der Berechnung der Umlaufspannung diese Zusatzspannungen

Ry mit beriicksichtigt. Bei der Schaltung Abb. 41. 1 beispiels-

g L7 weise kann man die Klemmenspannung U auch auf dem

Wege lings des Widerstandsdrahts R; und durch die Bat-

+ e !
{_ ;0 ¢ e terie E hindurch berechnet denken; denn aus der Wirbel-
N freiheit des Feldes ergibt sich:
2
Abb. 41.1. U+ (—E)+RI=o0, (41. 1)

wie es sein mub.

DaBl man den elektromotorischen Kriften Spannungen zuordnen muB, die
in den Stromquellen von den positiven nach den negativen Polen gerichtet sind,
148t sich auch folgendermaBen erkliren. Man stelle sich etwa vor, die Strom-
quelle bestinde in einem Geblise, durch das positive Elektrizititstriger in der
Richtung der EMK getrieben werden!. Dann hat die elektrische Strémung zwei
Ursachen: Die Ladungen verschieben sich, weil sie sich in einem gemiB § 28 mef3-
baren Feld € befinden und weil mechanische Krifte an den Trigern angreifen.
Diese mechanischen Krifte kann man durch ein fiktives ,,eingeprigtes Feld €,
ersetzen, dessen Linienintegral genommen fiir einen Weg vom negativen Pol
der Quelle zum positiven gleich der elektromotorischen Kraft E ist:

.”@o” ds| cos (€,, ds) = E. (41. 2)

Beide Felder zusammen verursachen eine Stromung: i = % (€ + &,); aber nur
das Feld €, das man hiufig das ,,elektrostatische Feld

0 £ 7 nennt, ist wirbelfrei.
e 1| Auch diese Vorstellungen filhren zur Maschenregel.
GG, X * ¢ Wir zeigen das fiir die Zweipolquelle der Abb. 41. 2. Da eine
'[ I ¥ eingeprigte Feldstirke nur bei dem Zweig 20, ein elektrischer
¢ Strom nur bei den Zweigen oI und 20 zu beriicksichtigen
Abb. 41. 2, ist, ergibt sich aus der Wirbelfreiheit des Feldes €, wenn

man den Batteriewiderstand vernachlissigt (vgl. 30. 2):

1 2 0 0 0
o=I+f+f=If§£+U+f(~£ —(E,)dsz,I+U—f@eds
(V] 1 2 2 2
=R, I+U-—E (41.3)

wieder in Ubereinstimmung mit der Grundgleichung der Zweipolquelle.

Ist die Stromquelle offen, so ist der Strom I und damit in den Metallen®
das Gesamtfeld € 4 €, gleich Null. In dem Draht ist auch das elektrostatische
Feld gleich Null; in der Stromquelle dagegen liegt zwischen den Polen ein vom
Pluspol zum Minuspol gerichtetes Feld € = — §,.

1 Vgl. z. B. Pohl, R. W.: Einfiilhrung in die Elektrizititslehre. 4. Aufl. .Berlin: Julius

Springer 1935. XII u. XIII.
2 Im Dielektrikum zwischen r und 2 bleibt ein Feld bestehen; das Verschwinden des

Stroms folgt hier aus » = o.
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Elektrische Verschiebung. § 43.

In der Praxis sind die eingeprigten Feldstirken meist chemischen Ur-
sprungsl.

§ 42. Coulombsches Gesetz. ErfahrungsgemiB bestehen in der Umgebung
elektrischer Ladungen elektrische Felder. Um den Zusammenhang zwischen
den felderzeugenden Ladungen und den erzeugten Feldstirken festzustellen,
hat Coulomb das Feld einer einzelnen annihernd punktférmigen Ladung
experimentell untersucht und gefunden, daB seine Stirke der Ladung direkt
und dem Quadrate ihrer Entfernung von dem Aufpunkt umgekehrt propor-
tional ist:

|G| = const% . (42.1)

Und zwar stoBen sich gleichnamige Elektrizititen ab, ungleichnamige ziehen
sich an. Die Konstante des Gesetzes hingt, wie spitere Messungen gezeigt haben,
von der Art des Feldmediums ab.

Der grundlegende Coulombsche Ansatz reicht aus, um das von beliebig
vielen Punktladungen erzeugte elektrische Feld zu berechnen; man braucht
nur die Einzelfeldstirken nach dem Vieleck der Krifte zusammenzusetzen.

Der Ansatz versagt jedoch, wenn die Ladungen verteilt auf ausgedehnten
Leitern sitzen. Denn da sie selbst dem Felde ausgesetzt sind, werden sie durch
dieses verschoben; die in die Gleichung (42. 1) einzufithrenden Abstinde » hingen
daher von der noch unbekannten Feldverteilung ab.

§ 43. Elektrische Verschiebung. Die mathematische Physik geht in solchen
komplizierteren Fillen meist von einer Differentialgleichung (der sog. ,,Poisson-
schen’) aus, die fiir den Fall einer Punktladung wieder zum Coulombschen
Gesetz zuriickfiihrt.

Man kann das Coulombsche Gesetz aber auch durch eine Integralform der
Poissonschen Gleichung ersetzen. Dabei erweist es sich als zweckmiBig, neben
der Feldstirke € noch eine zweite gerichtete Feldgr6Be ® einzufiihren. die man
,,elektrische Verschiebung‘* nennt.

Wenn nach dem Coulombschen Gesetz die Feldstirke dem Quadrate des
Abstands 7, den die Punktladung vom Aufpunkt hat, umgekehrt proportional
ist, so hat dies offenbar einen rein geometrischen Grund: die Wirkung der Ladung
verteilt sich sozusagen auf die Oberfliche 4n72 einer Kugel vom Radius 7. Es er-
leichtert nun den Uberblick, wenn man sich vorstellt, daB die Ladung Q im Auf-
punkt zunichst einen , Hilfs-*“ oder ,,Zwischenvektor* ® erzeugt, der in dem-
geometrischen Zusammenhang .

D=2 (43. 1)

4mcr?

mit ihr steht, und daB diesem Zwischenvektor dann erst die Feldstirke @ propor-
tional ist. Es ist mit anderen Worten bequem, den gesuchten Zusammenhang
zwischen € und Q in zwei Teilzusammenhinge zu zerlegen.

Der erste dieser Teilzusammenhinge wird allgemein am besten mit Hilfe
des Begriffs des ,,Flusses* ausgedriickt. Unter dem Flusse einer gerichteten GroBe
D durch eine Fliche F versteht man das Integral [| D | dF cos (D, n), wo n
die Normale des Flichenelements bedeutet. Man nimmt die Normalkomponente
der gerichteten GroB8e, damit ihr FluB gleich Null wird, wenn sie der Fliche
parallel liuft.

1 Vgl. Pohl, R. W.: a.a. O. Ab und zu wird auch die Summe € + @, als ,,elektrische
Feldstarke'* bezeichnet und durch € abgekiirzt, so in den fritheren Auflagen der ,,Theorie der
Elektrizitat'* von Foppl und Abraham.
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§ 44. Elektrische Felder.

Da jede Fliche zwei Seiten hat, muB eine ,,Zahlnormale’* festgesetzt werden; der iiber-
wiegende Richtungsinn eines positiven Flusses ist dann der der Normale.

Man setzt nun fest, daB der VerschiebungsfluB durch jede beliebige geschlos-
sene Fliche (Raumteilhiille), wenn die Zihlnormale nach auBen weist, gleich
der gesamten Ladung sein soll, die in dem von der Fliche umhiillten Raumteil

enthalten ist: [|D|dF cos(D,n) = Q. (43- 2)

Im Falle der Punktladung fiihrt diese Integralform der Poissonschen Gleichung wieder
zu der Gleichung (. 1) zuriick. Wir denken uns als Fliche, fiir die wir den FluB berechnen,
eine Kugelfliche vom Radius r um die Punktladung. Dann folgt aus der Symmetrie des
Ganzen, daB die Verschiebung iiberall auf der Flache nur die Richtung des Kugelradius haben
kann und iiberall gleich groB sein muB. (. 2) ergibt also | D |4 n 72 = Q oder | D | = Q/(4 © ?)
in Ubereinstimmung mit (. 1). Die Verschiebung ist nach (. 2) nach auBen gerichtet, wenn
die Ladung positiv ist; sie hat also nach § 42 die Richtung der Feldstarke.

§ 44. Verschiebungsfeld eines langen Drahts. Wir wollen die Grundgleichung
(43. 2) sofort auf zwei praktisch besonders wichtige Fille anwenden; und zwar
beginnen wir mit der Berechnung der Verschie-
bung in der Umgebung eines geladenen langen
Zylinders. Als Fliche, auf die die Gleichung (43. 2)
anzuwenden ist, wihlen wir eine koaxiale Zylin-
derfliche durch den Aufpunkt 4 (Abb. 44. 1), die
wir durch zwei Querschnitte abschlieBen. Aus
den Symmetrieverhiltnissen folgt wieder, daB die
Verschiebung radial gerichtet ist und auf der
Mantelfliche iiberall die gleiche GréBe hat. Es er-
gibt sich daher, da die Fliissse durch die beiden
Querschnitte gleich Null sind:

D=7 (4.7

2nrl’

wo 7 den Abstand des Aufpunkts von der Achse, Q die Ladung und ! die Linge
des betrachteten Zylinderstiicks bedeuten. Die Verschiebung ist also der Ladung
der Lingeneinheit Q! direkt, dem Abstande » umgekehrt proportional.

§ 45. Verschiebungsfeld zwischen zwei parallelen Ebenen. Zwei sehr groBe
einander parallele ebene Leiteroberflichen seien mit entgegengesetzt gleichen
Elektrizititsmengen geladen. Dann folgt bei kleinem Flichenabstand aus den
Symmetrieverhiltnissen, daB die Verschiebung iiberall gleich groB ist und zu
den Flichen senkrecht steht. Um die Gleichung (43. 2) anwenden zu kénnen,
denken wir uns einen Zylinder, dessen Achse zu den Flichen senkrecht steht
(Abb. 45. 1). Der FluB durch die im Leiter verlaufende

A — Grundfliche und durch die Mantelfliche ist gleich Null;
7 ———— 7 in die Gleichung (43. 2) ist daher nur der FluB durch
/Z/g:_r 5] die im Dielektrikum liegende Grundfliche einzusetzen,
s s E / und man erhilt
I . _9
Abb. 45. 1. 1] = F’ (45.7)

wo F die GréBe der Grundfliche und Q die Ladung bedeutet, die auf dem im
Innern des Zylinders liegenden Stiick der einen Grenzfliche sitzt. Die Verschie-
bung ist in diesem Falle iiberall im Zwischenraum gleich der Dichte der Ladung
auf einer der beiden Grenzflichen.

Die Verschiebung in irgend einem Punkte eines Feldes 148t sich daher unmittelbar durch
die auf Priifscheibchen influenzierten Ladungen bestimmenl.

1 Pohl, R. W.: a.a. O. § 22.
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Dielektrizitatskonstante. Verschiebungsstrome. § 47.

§ 46. Zusammenhang zwischen Verschiebung und Feldstirke. Die Erfahrung
zeigt, daB die (gemessene) oder nach (43.2) berechnete Verschiebung ® der
Feldstarke € proportional ist und daB die zugehdrige Proportionalititskonstante
nur von den Eigenschaften des Mediums im Aufpunkt abhingt. Die Gleichung
(43. 2) ist also mehr als eine willkiirliche der zu definierenden GréBe ® aufzu-
erlegende Bedingung; sie mul zusammen mit der Gleichung

€ = const D (46. 1)
als Ausdruck eines physikalischen Gesetzes angesehen werden. Den reziproken

Wert der Stoffkonstante in (. 1) nennen wir ,,Dielektrizititskonstante oder
,.elektrische Durchlissigkeit‘‘ ¢. Erfahrungsgemi8 ist also

@=LE5D oder D =¢E. (46.2

Die Dielektrizitatskonstante kann nach (. 2) unmittelbar durch gleichzeitige
Messung von € und ® bestimmt werden.

Bei den beiden auf 100000 V geladenen Platten des § 31 z. B. war | €| = 100000 V/(20 cm)
= 5000 V/cm. Die Elektrizititsmengen Q, die auf den Platten sitzen, kdnnen gemessen
werden; dann ist nach (45. 1)

D=4

Fiihrt man den Versuch mit Platten von 5 m2 FlichengroB8e in Luft aus, so findet man

Q = 22,14 -107% Coul .
Daraus ist zu schlieBen:

,14 - 1076 Coul
[ D] = TQ?- =2 14—;;2—0‘1 = 4,428 - 10710 i:l
und
_ D] _ 4428-1070Coulcm _ _13_Coul
&= |€]  cm?s000Volt ©.886- 10 Voltcm (46.3)

Dies ist nach unseren Festsetzungen die Dielektrizititskonstante der Luft. Fiir den leeren
Raum bekommt man einen Wert g, der sich hiervon nur wenig unterscheidet?.

In Tabellen gibt man gewohnlich die ,,relative Dielektrizitidtskonstante* oder
,,Dielektrizititszahl* ¢/ey an, d. h. das Verhiltnis der Dielektrizititskonstante
des betreffenden Stoffes zu der universellen Konstante &, ~-

§ 47. Verschiebungsstréme. Wenn sich die im Felde vorhandenen [ ]
elektrischen Ladungen infolge elektrischer Stromungen indern, so I
andert sich auch die mit ihnen verkniipfte Verschiebung in den ein- !
zelnen Punkten des Feldes. |

Bei parallelen Platten z. B. (Abb. 47. 1) zieht jede Ande- +@| F |g-
rung dQ/d¢ gemaB (45. 1) eine Anderung d|® | /d¢ nach sich, die durch !

d 1d |

"T?" =% T? (47.1) |
gegeben ist. Nun ist aber dQ/d¢ zugleich der Leitungsstrom, der auf Lt
die Platten flieBt. Wenn er gleich F-d|D|/d¢ sein soll, also gleich  “-U>-
einer GroBe, die auf eine Fliche im Innern des Dielektrikums  Abb. 47.1.
bezogen werden kann, so ist die Auffassung méglich, daB der Leitungs-
strom nicht auf der einen Platte endigt und auf der andern wieder beginnt, son-
dern im Dielektrikum abgelost wird durch einen andern Strom, dessen Dichte
gleich dD/d¢ ist.

! Die Erkenntnis, daB der Zusammenhang zwischen Feld und Ladungen auch im leeren
Raum durch eine meBbare Konstante vermittelt wird, verdankt man G. Giorgi: Nuovo
Cimento (5) 4 (1902) S. 11.
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§ 48. Elektrische Felder.

Diese Auffassung rithrt von Maxwell her; er hat d®/d¢ die ,,Dichte des
Verschiebungsstroms‘* genannt und die Elektrizitdtslehre auf der Voraussetzung
aufgebaut, daB zu den Leitungsstrémen die Verschiebungsstrome hinzuzuneh-
men sind, so daB es iiberhaupt nur geschlossene Strome gibt.

Den Gesamtstrom, d. h. die Summe aus Leitungs- und Verschiebungsstrom,
nennt man auch den ,,wahren‘‘ Strom.

§ 48. Kapazitit. Wir wollen nun die Maxwellsche Auffassung fiir den prak-
tisch wichtigsten Fall des elektrischen Feldes zwischen zwei ebenen Platten
weiter durchfithren (Abb. 47. 1). Fiir ihn gilt bei kleinem Plattenabstand nach

(47. 1
47. 1) a9 s
dt ° :

wo I der Gesamtverschiebungsstrom ist. Nun ist aber
|D|=¢€|€| und U= |E|a,

wo U die Spannung zwischen den Platten und @ die Dicke des Dielektrikums
bedeutet. Also ist auch

I=F

d F dU
[=F.¢ 48 _eFdU, (48. 2)

Diese Gleichung fiir den das Dielektrikum durchflieBenden Verschiebungs-
strom ist dhnlich gebaut wie das Ohmsche Gesetz fiir Leitungsstrom. Sie unter-
scheidet sich von ihm aber insofern, als sie statt der Spannung ihren Differential-
quotienten nach der Zeit und statt der Leitfihigkeit die Dielektrizititskonstante
enthilt.

Ein Paar von Platten, zwischen denen Verschiebungsstréme verlaufen, ist
die einfachste und wichtigste Form eines ,,Kondensators*. Als ; Kapazitat'
seines Dielektrikums oder auch als seine eigene-Kapazitit bezeichnet man den

Faktor
s F

C=—, (48.3)

also das mit der elektrischen Durchlissigkeit multiplizierte Verhiltnis des Quer-
schnitts zur Dicke. Setzt man (. 3) in (. 2) ein, so erh3lt man die Gleichung

dUu
r=cs, (48.4)

die man als die Definition der Kapazitit ansehen kann. Multipliziert man also

die ,,treibende* zeitliche Anderung einer an ein Dielektrikum angelegten Span-

nung mit seiner Kapazitit, so erhdlt man den entstehenden Verschiebungsstrom.
Natiirlich kann man auch

Idt=CdU
schreiben und zwischen zwei Zeiten ¢, und ¢, integrieren. Dann erhilt man
Q=/[1dt=C(U,—U)). (48.5)

Da der Verschiebungsstrom die Fortsetzung des Leitungsstromes ist, stellt ¢
die gesamte zwischen den Zeitpunkten ¢, und ¢, durch Leitung auf die Platte
geflossene Elektrizititsmenge dar; diese ist also gléich dem Produkt aus der
Kapazitit und der in derselben Zeit eingetretenen Anderung der Spannung.

War zur Zeit ¢, noch kein Feld vorhanden, so gilt die einfachere Gleichung

Q=CU; (48.6)
d. h, die auf einer der Platten sitzende Elektrizititsmenge ist, wenn der Zihlpfeil
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Kapazitat. Elektrische Energie. § SI.

der Spannung wie in Abb. 47. 1 von der positiven zur negativen Ladung liuft,
gleich dem Produkt aus der Kapazitit und der Spannung zwischen den Platten.

Gewohnlich bezeichnet man C als die ,,Kapazitit des Kondensators'. Treffender
wire es aber, von der ,,Kapazitit des Dielektrikums'‘ zu sprechen und F nicht als Platten-
groBe, sondern als Querschnitt des Dielektrikums, a nicht als Plattenabstand, sondern als
Dicke des Dielektrikums aufzufassen!.

§ 49. Ubliche Einheit der Kapazitat. Der auf praktische Einheiten bezogene
Zahlenwert der Dielektrizititskonstante ist fiir alle Isolierstoffe so auBerordent-
lich klein, daB es sehr kostspielig wire, mit den gewohnlichen Hilfsmitteln eine
Kapazitit auch nur von einem Farad wirklich herzustellen. Bezieht man die
Fliche eines Kondensators auf die Einheit Hektar (ha = 108 cm?), den Abstand
seiner Belegungen auf die Einheit 10 um (= 10-3 cm), so kann man schreiben:

8 32
C=el- 20,886 - 102 F _Fjha  10fem

cm af)10 um) 1073 cm

F/ha
3 &
= §,86- 10 & /(10 gi) (49. 1)
Selbst mit F = 1 ha und @ = 10 pm kime man also noch nicht einmal auf ein
Farad. Man verwendet daher fast immer die Einheiten pF (= 10-¢*F), nF
(= 107° F) und pF (= 10~12 F).

Die letzte Form der Gleichung (49. 1) ist eine ,,zugeschnittene GrdBengleichung* (§ 4).
Sie ist aus der allgemeinen GréBengleichung C = ¢F/a entstanden durch Zusatz des Fak-

tors 8,86-10-3-10 um. Farad/(ey-ba), der nach (46. 3) gleich 1 ist, und erlaubt, die Kapazitat
in F unmittelbar aus den Zahlenwerten ¢/e,, F/ha und a/(10 um) zu berechnen.

§ 50. Bezogene Kapazitit einer koaxialen Leitung. Sitzt auf dem Innenleiter
einer koaxialen Leitung von der Linge I (§ 32) die Ladung Q, so ist nach § 36
und 44 die Spannung U zwischen ihm und dem Riickleiter

— - 92 d' Q Ya
J'lﬁldf Je 21rrl 21':31 2nclln_' (50.1)
Die bezogene Kapaz1t5t der koaxialen Leitung lst daher
Q 2me e 1 nF
C=pi= . =%, im" (50.2)
In—= 1g—
L £} ¢

Sie ist, wie man sieht, nur von dem Verhiltnis 7,/r, abhingig, dndert sich also
nicht, wenn man die Querabmessungen im gleichen Verhiltnis vergroBert oder
verkleinert.

Befinden sich die Ladungen Q auf dem Innenleiter und — Q auf der inneren
Fliche des AuBenleiters in Ruhe (Fall der , Elektrostatik*), so ist nach (43. 2)
das Feld des Vektors D und daher auch das des Vektors € auBerhalb der koaxialen
Leitung gleich Null.

§ 51. Energieinhalt eines Kondensators. Wenn auf den beiden Belegungen
eines Kondensators die Ladungen +Q und —Q sitzen und zwischen ihnen die
Spannung U besteht, stellt das ganze System eine gewisse potentielle Energie
dar. Denn wenn man die Belegungen durch einen Draht miteinander verbindet
(Abb. 51. 1), setzen sich die Ladungen in Bewegung; es entsteht eine mit Warme-

! Damit soll nicht gesagt sein, daB das Dielektrikum als solches schon eine Kapazitat
hitte. C kann erst angegeben werden, wenn bekannt ist, wo der Verschiebungsstrom ein- und
wo er austritt. (Das Entsprechende gilt auch fiir den Widerstand z. B. eines Metallklotzes.)
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§ 52. Elektrische Felder.

entwicklung verbundene Stromung. FlieBt bei diesem Ausgleichsvorgang in
der Zeit d¢ die Elektrizititsmenge dQ durch einen Querschnitt, so haben die
elektrischen Krifte nach § 33 die Arbeit

d4=UdQ (51.1)
geleistet. U ist die in dem betreffenden Augenblicke noch vorhandene Spannung
zwischen den Belegungen gemif Abb. 51.1. Setzen wir! mit den Bezeichnungen

des § 48 die Werte U = €a.und dQ = —Fd®D ein (einem positiven dQ entspricht
eine Abnahme der auf der positiven Belegung sitzenden Ladung),

-
a9 so erhalten wir
¥, d4d =—CdD.-aF = —EdDV,
wo unter V' das Volum des Dielektrikums zu verstehen ist. Da
e @2 CD\
@dso=@d(e@)=d(—;)=d(7) (5L.2)
ist, gilt auch :
Abb. s1.1. (C))
d4 =»—d(—2~V). (51.3)

Der Arbeit der elektrischen Krifte entspricht also die Abnahme einer gewissen
GroBe (—522 V, die man sich, da €, ® und V Figenschaften des Dielektrikums

sind, als in diesem sitzend und es gleichmiBig erfiillend vorstellen kann. Man
nennt mit Maxwell den Ausdruck

ED
W,=—-V (51.4)

die , elektrische Energie* des Kondensators oder seines Dielektrikums. Die Arbeit
der elektrischen Krifte und damit nach § 33 die entwickelte Stromwirme stam-
men nach dieser Vorstellung aus der elektrischen Energie des Kondensators.
Diese kann auch ausgedriickt werden in der Form:
W,=1Ug=Sv=2 (s1.5)
4 2 2 2C’ -

Die in Kondensatoren normaler Gré8e enthaltene Energie ist auch bei hohen Spannungen
nicht sel. - groB, jedenfalls nicht zu vergleichen mit den Energiemengen, mit denen man sonst
zu rechnen pflegt. So ist die Energie eines Kondensators von 1 uF bei einer Spannung von

1000 V nur gleich
W,=}uF.10V2=0,5CV = 0,5 Ws = 1,4 - 10~7kWh. (51.6)

§ 52. Stromkreis mit Widerstand und Kondensator. Schaltet man (Abb. 52. 1)
eine Stromquelle E, einen Widerstand R und eine Kapazitit C hintereinander,

so gilt nach § 41

-£
AR E=RI+U, (52.1)
wo U die Spannung an dem Kondensator bedeutet. Multipliziert
£ C 7  man beiderseits mit I, so erhilt man
H EI=RP+UI=RI+CUY
178
a/c aw,
Abb. 52.1. =RP+5(; ) =RP+3.  (52.2)

Diese Gleichung sagt, daB die in der Zeiteinheit von der Stromquelle gelieferte
Energie zum einen Teil zur Erzeugung von Wiarme im Widerstande R, zum andern
Teil zur VergréBerung der im Kondensator enthaltenen Energie verwendet wird.

1 Der Einfachheit halber lassen wir bei den Vektoren iiberall die Betragstriche weg.
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Sinusspannungen. . § 53.

Ist nach Ablauf eines Vorgangs der Energieinhalt des Kondensators wieder
der gleiche wie zu Beginn, so ist nach (. 2) die gesamte von der Quelle gelieferte
Energie im Widerstande R in Wirme verwandelt worden. Denn das Integral

2 2
aw,
[45eae— [,
1

1

liefert den Wert Null.

Mit dem FlieBen von Verschiebungsstromen durch die Kapazititen der
Stromkreise ist demnach keine Wiarmeentwicklung verbunden; die wechselnden
Energieansammlungen in den Dielektriken sind jedoch haufig ebenso unerwiinscht
wie Energieverluste. AuBerdem ist zu beachten, daB die Isolierstoffe nicht nur
Verschiebungs-, sondern auch Leitungsstrome aufnehmen.

§ 53. Sinusspannungen. Unter einer Sinusspannung verstehen wir eine
Spannung, die sich mit der Zeit nach der Gleichung

u=4H4sin(2xft + @) (53. 1)

sndert, wo 4, f und @ zeitlich konstante GréBen sind.

Die lineare Funktion der Zeit z=f¢ + ¢, die hier als Argument des Sinus
auftritt, nennt man den ,,Phasenwinkel“ der Sinusspannung. ¢ heiBt Null-
phasenwinkel, weil der Phasenwinkel fiir £ = o gleich ¢ wird.

Der konstante Faktor # heiBt ,, Amplitude’ oder ,,Schwingungsweite”’; er
ist nach Definition immer positiv. Da die Spannung nach (. 1) zwischen einem
hochsten Wert 4 und einem niedrigsten
—4# hin und her schwankt (Abb. 53. 1), |
hat die Schwingungsweite bei der Sinus-

schwingung zugleich die Bedeutung des |  /~ N\ _'A.
,,Scheitelwerts‘. w
1 -7
/.
!
>

Es gibt kompliziertere Schwingungsformen,
bei denen man zwischen Weiten und Scheitel- !
werten unterscheiden muB. !

Die Konstante f/ hingt in einfacher '
Weise mit der Linge T der den zeitlichen ‘«--——_____ p A
Verlauf der Spannung darstellenden Abb. 53. 1.

Wellen zusammen. Da der Sinus nim-
lich mit 360° = 27 periodisch ist, muB eine VergroBerung der Zeit # um T die
gleiche Wirkung haben wie eine VergréBerung des Phasenwinkels um 2x:

2nf@t+T)+e=2nft+ o+ 2m,
fT=1 oder f=1/T. (53. 2)

d. h. es ist

f heiBt ,,Frequenz‘, 2nf = w ,,Kreisfrequenz*, T ,,Schwingungsdauer*.

Ist z. B. T = 1,25 ms, erhdlt man also jedesmal nach Ablauf von 1,25 ms wieder den
gleichen Wert der Spannung, so ist die Frequenz

1 1 1
/.—: = =800—,
1,25 ms 1,25+1073s s

Die Kreisfrequenz ist 2 w mal groBer.

Die Frequenz ist nach ihrer Definition keine reine Zahl, sondern eine rezi-
proke Zeit. Thre Einheit 1/s wird auch mit , Hertz*, abgekiirzt Hz, bezeich-
3 Wallot, Schwachstromtechnik, 2. Aufl. 33



§ 54. Elektrische Felder.

net!. Da die Identitit

/ s

H=T (53- 3)
besteht, gibt der Zahlenwert der Frequenz in Hz (f/Hz) an, wie oft die Schwin-
gungsdauer T in der Sekunde enthalten ist; er ist gleich der Zahl der Schwin-
gungen in der Sekunde.

Der Nullphasenwinkel einer einzelnen sinusartig wechselnden GroBe ist
ohne Interesse; denn er kann durch Wahl eines anderen Nullpunkts der Zeit-
achse zum Verschwinden gebracht werden. Deshalb ist es auch gleichgiiltig, ob
wir zur Darstellung von Sinusschwingungen den Sinus oder den Kosinus wih-
len: Da

sin(2nf¢ 4 @) =cos(%-2n/t—¢)=cos(27r/t+¢p—;), (53- 4)

unterscheiden sich die beiden Funktionen nur um einen gleichgiiltigen Null-
phasenwinkel —x/2. Wir werden im folgenden den Kosinus bevorzugen.

Wenn der Nullphasenwinkel einer einzelnen GréBe gleichgiiltig ist, so sind
die Unterschiede der Nullphasenwinkel verschiedener WechselgroBen, also
deren Phasendifferenzen oder Phasenyerschiebungen, von um so groBerer Be-
deutung.

Das Bestimmungswort ,,Kreis-‘* bei ,,Kreisfrequenz'* wird der Ktirze halber haufig weg-
gelassen. MiBverstandnisse kénnen nicht entstehen, da zahlenm&a8ig immer Frequenzen
angegeben werden und ,,Hz'* nur als Einheit der Frequenz, nicht der Kreisfrequenz
gelten soll.

§ 54. Dielektrischer Leitwert bei Sinusspannungen. Die Spannung % zwischen
den Platten eines Kondensators sei eine einfache Sinusfunktion der Zeit:
% =dcos(2nft + @).
Dann ist

& — —dznfsin(zx/i+g) =dznfcos(2nft+ g +7).

Der Verschiebungsstrom im Dielektrikum ist daher
i=2n/Cﬂcos(gr;/t+rp+J—Z-). (54. 1)

Andert sich also die Spannung eines Kondensators sinusartig, so ist auch der
ihn durchflieBende Verschiebungsstrom ein Sinusstrom; seine Anfangsphase ist
jedoch um =/2 groBer, d. h. er ist der
Spannung um eine Viertelschwingungs-

u,i
A

B4 da uer voraus (Abb. 54. 1). Sein Scheitel-

wert fist 2nfC4, d. h. man kann ihn

\ g 3US dem Scheitelwert der Spannung so

Y

berechnen, als ob das Dielektrikum einen
,,dielektrischen Leitwert” 2nfC = wC
hitte. Bei Sinusstromen darf man daher
Abb. s4.1. nach (. 1) das Ohmsche Gesetz in seiner

zunichst nur fiir Leitungsstrome abge-

leiteten Form auch auf die Dielektrika der Kondensatoren anwenden (vgl. § 102).

1 Die Internationale Elektrotechnische Kommission (IEC) empfiehlt nach einem Be-
schluB vom Jahre 1935 die Benennung ,,Hertz'’ wegen der Bedeutung, die die Arbeiten von
H. Hertz fiir die Funktechnik haben. Hertz selbst hat freilich fast nie mit dem Begriff der
Frequens gearbeitet. Es wilre daher vielleicht richtiger gewesen, die Einheit der Frequenz
etwa nach H. v. Helmholtz, dem Begriinder der wissenschaftlichen Klanganalyse und -syn-
these und Verfasser der , Lehre von den Tonempfindungen’’ (1862), zu benennen.
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Dielektrischer Leitwert. § 55.

Zahlenbeispiel. Eine 1 mm dicke Hartgummiplatte (¢ = 2,6 &) hatte zwischen Metall-
platten von 1 m? Flache bei 8oo Hz den dielektrischen Leitwert

m? o F 1
G=21:-800Hz-2,6£ooﬁ—= 116+ 10 sec = 80001

Vergleicht man die Gleichungen (6. 2) und (32. 2) mit den Gleichungen (48. 3)
und (50. 2), so erkennt man, daB mindestens beim Plattenkondensator und bei
der koaxialen Leitung das Verhiltnis des galvanischen zum dielektrischen Leit-
wert
> (54-2)
unabhingig ist von den Abmessungen. Der Winkel 4, den man ,,Verlustwinkel*
nennt, ist eine im allgemeinen frequenzabhingige Stoffkonstante. Bei den mei-
sten homogenen Isolierstoffen wie Glimmer, Glas, Paraffin, Quarz, Kalit, Fre-
quenta, Trolitul, Styroflex ist x,, nahezu der Frequenz proportional, der Verlust-
winkel also nahezu konstant; bei nichthomogenen, z. B. bei der iiblichen Papier-
luftraumisolation der Niederfrequenzkabel, nimmt der Verlustwinkel mit steigen-
der Frequenz in der Regel zu.

G
0= 3¢ = ws

§ 55. Dreieck aus Verschiebungsstrémen. Auf die Maxwellschen Verschie-
bungsstrome lassen sich sinngemiB die Kirchhoffschen Regeln anwenden. Fiir
das zwischen drei Leitern 1, 2 und 3 ausgespannte Dreieck aus Verschiebungs-
stromen der Abb. 55. 1 z. B. Lefert die Knotenregel das
Gleichungssystem:

aU aU
I =TI+ 1,3=Cy _—d,“ + Cys _—dt"' ‘
aU dUu
Iy =1, — I3 =Cy —‘_d,n — Cgs _dt” ) (55- 1)

dU, dU
Is=Ii3+ Iy = mel_’ + Cas dt”

Die hier auftretenden Koeffizienten C,y, C,s und Cgq, die den dielektrischen
Leitwerten zwischen den drei Knoten entsprechen, heiBen , Teilkapazititen*.
Wenn man nach der Zeit integriert, erhilt man die in der Elektrostatik iiblicheren

Formen:
01=CpUy;s+Cys Uss.,
Qs = CaUys — Cy3 Ugs, (55-2)
Qs =C13Uy3 + Cy3 Ups.

Hiernach sind die Ladungen, die sich auf den Leitern 1, 2, 3 ansammeln, lineare
Funktionen der drei Spannungen Uy, U, und U,,.
Nach der Maschenregel

Abb. s5. 1.

Uy + U+ Uy =0

sind bei drei Leitern zwei Spannungen wihlbar. Hiufig bildet ein Leiterpaar,
z.B. 1 und 2, die Drihte einer Doppelleitung; dann ist die Spangung U,, die
Spannung, die durch den Betrieb der Leitung an der betreffenden Stelle hervor-
gerufen wird. Die Spannungen U,4 und U,, dagegen hingen davon ab, in welche
Beziehung der dritte Leiter (z. B. die Erde) durch die im einzelnen Falle ge-
troffenen MaBnahmen zu der Doppelleitung gesetzt ist. Je nach diesen be-
sonderen Bedingungen fallen, wie wir sehen werden, die Spannungen und damit
auch die Ladungen Q verschieden aus.
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§ 56 Elektrische Felder.

§ 56. Die Teilkapazititen einer symmetrischen Doppelleitung. Das im vorigen
Abschnitt betrachtete Dreieck aus Verschiebungsstrémen werde gebildet von den
Stromen, die zwischen den Drihten einer Doppelfreileitung und der Erde als

e a-- drittem Leiter flieBen (Abb. 56.1). Der Abstand der Drihte

N g sei @, ihre Hohe iiber dem Erdboden 4.

3 ‘¢ %T Wir berechnen zunichst die Spannung zwischen zwei
Punkten 4 und E im Felde eines einzigen mit der Elek-

[ 1
A » trizititsmenge Q geladenen Drahtes von der Linge I
| I (Abb. 56. 2). Da der Betrag der Feldstirke im Abstand 7
v y von Q nach (44.1) gleich

/22 2 0]

I
Abb. 56. 1. €| = P (56. 1)

ist, so erhilt man fiir die Spannung zwischen 4 und E (g ist der Winkel zwischen
den Richtungen von € und ds):

U= f[QHds]costp ) (56.2)

2nerl

Nun ist aber dr die Projektion von ds auf die Richtung von €, d. h. esist ds-cos ¢
= -4 dr, wo das obere Vorzeichen fiir positives, das
untere fiir negatives Q gilt; aus (. 2) folgt daher?:

dr - r,
- T 2mel f7 21cal v (56.3)
A

Derbetrachtete Draht ist waagerecht iiber der alsvoll-
¢ kommen leitend angenommenen Erde ausgespannt. Nach
einem Satz von Lord Kelvin stimmt das Feld, das von
Abb. 56 2. einem mit der ‘Elektrizititsmenge Q geladenen Draht

vonder Linge/in dem Raum oberhalb der ebenen Erdoberfliche erzeugt wird,
in diesem Raum vollstindig iiberein mit dem Feld, das sich im unendlichen

Raum zwischen demselben Draht g

+0 und seinem mit der Elektrizi- Q- p
titsmenge @' = —@Q geladenen PN T4
(aut die Erdoberfliche bezogenen)  p A JE /!
,,Spiegelbild“ ausbilden wiirde = | N
(Abb. 56. 3). Der Punkt E liege ! A

jetzt in der Mittelebene zwischen H ! NE_
Q und Q' (Abb. 56. 4), die ja mit \\ OGN

VA \ \\|\‘\'|: " | /}//  derErdoberfliche zusammenfllt. h;: r;' J
\\\\ Wy /// / Kennzeichnen wir dann die Ab- [ ,’;'é’
\\\{\“‘""’17/9 stinde von der Bildladung @’ VS
) /// durch einen Strich, so erhalten ('5;/
0-¢ wir als die von dem geladenen Vi
Abb. 56. 3. Draht und von der durch Influenz Abb. 56. 4.

ebenfalls geladenen Erde her-
rihrende Spannung zwischen dem Aufpunkt und der Erdoberfliche:

1 Man kann diese Gleichung gem#8 § 39 unmittelbar hinschreiben, wenn man iiber den
gestrichelten Weg der Abbildung integriert.

36



Teilkapazitaten einer symmetrischen Doppelleitung. § 56,

_ 9 £ o 6]

U= 2nellna+ 2nelln_

Q vh @ v
=21reln;1~2nelln7' (56.4)

Dabei sind die Zeiger 4 als unnétig wieder weggelassen.

Fiir die Berechnung der Wirkung der Ladung Q in gréBerer Entfernung darf
man sich Q in der Achse des Drahts konzentriert denken. Will man jedoch
die Wirkung fiir einen Aufpunkt 4 auf dem Drahte selbst berechnen, so mufl
man beriicksichtigen, daB3 Q auf der Oberfliche des Drahtes sitzt; man hat also
den Abstand » des Aufpunkts von der Ladung Q gleich dem Drahthalbmesser 0
zu setzen,

Wenden wir die Gleichung (56.4) nunmehr auf das Problem der Doppelleitung
an, so erhalten wir nach dem Gesagten

2'7relU13=Qlln2—h+ Qzlnﬂ’,
(56.5)
27elUy = Qlln -I-Qzl =

Eigentlich hitten wir hier statt 24/a
T,
a
schreiben miissen; 4% ist aber bei Doppelleitungen immer viel kleiner als 442

Zur Berechnung der Teilkapazititen geniigt es, die Gleichungen (. 5) nach
Q, aufzul6sen. Die Nennerdeterminante IéiBt sich vereinfachen'

(o2~ (02 = (5 02 (03 -2

=2In——1In—; (56.6)
Jae @
man erhilt daher:
2h 2h
1n—9‘ lnT
Qy=mel 2k a Ups— 25 a Uss
In——In— In——In—
Yao @ Yae ¢

Hier fithren wir noch durch
“Uzs= —U21 —Up=U,— Uy,
die Betriebsspannung U,, ein; damit wird

Inﬂ \
Or= el - 2,,“1 & Unt — U) (56.7)
n——in— n—-—
Jag @ Jae

und die Teilkapazititen der (geometrisch) symmetrischen Doppelleitung sind

daher nach (55. 2) in der allgemeinen und der zugeschnittenen Form der GréBen-
gleichung:

2k 2h
In 7 e 1 IgT
Commel 3", =m0yl gt (6.
n——In— Ig lg—
ag © Yao @
_ I . e 1 1
C13 =mxel o 2h 12,098-0 EIg—Zh nF. (56. 9)
Yao Jae
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§s57. Elektristhe Felder.

§ 57. Symmetrische Kapazitit einér symmetrischen Doppelfreileitung. Wir
betrachten die Doppelleitung zuerst unter den gewdohnlichen Bedingungen des
Fernsprechbetriebs (Abb. 57. 1). Bei diesem wird auch elektrisch fiir moglichst
vollkommene Symmetrie gegen die Erde gesorgt. Wir diirfen daher voraussetzen,

daB das Potential der Erde bestindig in der Mitte
liegt zwischen den Potentialen der Leitungsdrihte.

Diese Bedingung bedeutet (man beachte das

kleine Bild und die Reihenfolge der Zeiger bei den

Spannungen):
’ Ups=Un =2, (57.1)

2

79 und, wegen der Gleichheit von C,gund Cyq, I;3=1I,
und I3 = o. Wir brauchen daher die Erde gar nicht
weiter zu beachten: die Betriebskapazitit ist ein-

Abb. 5. 1. fach gleich C,3 + Cy3/2. Diese Kapazitit nennt
man auch die ,,symmetrische’* oder .,Schleifenka-
pazitit“ der Leitung. Setzen wir die fiir C,, und C,, abgeleiteten Werte ein, so

erhalten wir:
o mEeims  n()/E)
S : =
Cn+ 2 =mnel 2h a wel 2h a
In In— In———1In—
dert Jae e fag @ (57.2)
oder C el e I 1 F
am = —5~ = 12,09 o —nF.
In — ]g_.
e e

Wie man sieht, ist die symmetrische Kapazitit einer Doppelleitung, solange a*
neben 4A? vernachlissigt werden darf, unabhingig von ihrer Hohe iiber dem

Erdboden.

Beispiel: Zwei 4 mm starke Drahte seien mit 20 cm horizontalem Abstand 7 m iber der
Erde ausgespannt. Thre symmetrische Kapazitat der Langeneinheit ist nach (. 2)

¢ =12 ——I E 6 nF ( )
(T)symm = 1209 g zocm km . % km - 57-3

2mm

§ 58. Simultankapazitiit einer Doppelleitung. Den Gegensatz zu der Schleifenschaltung,
bei der der eine Draht als Hin-, der andere als Riickleitung dient, bildet die ,,Simultan-
schaltung*, bei der die Leitungen gleichgerichtete
Stréme fiihren und der Riickstrom durch die Erde flieBt
(Abb. 58. 1). Sie wird benutzt bei der einfachsten Form
des Telegraphierens iiber Fernsprechleitungen. Dabei
liegt zwischen den Leitern r und 2 keine Spannung;
die Simultankapazitat setzt sich daher einfach aus
den parallelen Kapazititen C;; und C,y zusammen,
d. h. es ist

e 1 1
Com=12Cyy=242— — ————nF.
M TR T G L 2h T (s8.)
Abb. s8. 1. Yae
Beispiel: Bei der Leitung des vorhergehenden Paragraphen ist
(C ) — 242 1 nF 8 nF 8
Ulem %% "14m km S km (58.2)

lg z2cm

1 Nach (56. 8) nahert sich C,; bei wachsendem k& diesem Wert langsam.
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Erste Definition der magnetischen Induktion. § 59.

3. Abschnitt.
Magnetische Felder.

§ 59. Erste Definition der magnetischen Induktion, Die magnetische Wirkung
des elektromagnetischen Feldes kann mit einem ,,Priifrechteck festgestellt
werden. Darunter verstehen wir (Abb. 59. 1) ein schr langes und schmales Recht-
eck aus diilnnem Draht, das eine Stromquelle enthilt. Man bringt es so in das Feld,
daB die Mitte seiner einen kurzen Seite mit dem Aufpunkt 4 zusammenfillt;
die andere kurze Seite soll auBerhalb des Feldes liegen, das wir als von endlicher
Ausdehnung voraussetzen.

Auf ein solches stromdurchflossenes Drahtrechteck wird ebznso wie auf eine
geladene Priifkugel im elektromagnetischen Felde eine verschiebende Kraft
ausgeiibt.

Die GréBe dieser Kraft hingt zunichst von der Orientierung des Rechtecks
ab. Sie kann variieren von dem Werte Null bis zu einem Hochstwerte. An jeder
Stelle des Feldes gibt es eine Richtungslinie, die da-
durch ausgezeichnet ist, daB auf das Rechteck, wenn ‘ I J <P
seine ‘kurze Seite mit ihr zusammenfillt, iiberhaupt l‘.Ar Tk
keine verschiebende Kraft ausgeiibt wird. Wir nennen IF B
diese ausgezeichnete Linie die ,,Nullinie** an der be- €
treffenden Stelle des Feldes. Liegt die Fliche des
Rechtecks dagegen senkrecht zu der Nullinie, so
nimmt die verschiebende Kraft ihren Héchstwert an; Abb. 9. 1.
ihre Richtung steht senkrecht zu der Nullinie und zu
der kurzen Rechteckseite, fillt also mit der Richtung der langen Rechtecksseiten
zusammen. Dreht man das Rechteck in seiner Ebene, jedoch so, daB die Mitte
seiner einen kurzen Seite im Aufpunkt bleibt, so dreht sich die Kraft mit, ihre
GroBe bleibt aber die gleiche.

In einer solchen Lage hichster Kraftwirkung werde das Rechteck festgehalten,
und es werde nunmehr untersucht, wie die Gr6Be der mechanischen Kraft
von den Abmessungen des Rechtecks, von der Stirke und dem Umlaufsinn des
Stromes abhiingt. Der Versuch zeigt, daB bei gleichem Strom und gro8er Schmal-
heit des Rechtecks der Drahtdurchmesser und die Linge der langen Seiten keine
Rolle spielen, daB die Kraft aber der Linge ! der kurzen Rechtecksseite pro-
portional ist. Sie ist ferner der Stromstirke I proportional und wechselt mit deren
Umlaufsinn ihre Richtung. Es gilt also fiir die GroBe der Kraft:

| B[ =|B]|-IL. (59-1)

Wiederum ist |8 | eine Konstante, solange wir die Lage und die Orientierung des
Rechtecks unge%indert lassen und nur die Linge seiner kurzen Seite und die
Stromstérke variieren; von Aufpunkt zu Aufpunkt dagegen hat | 8 | eine verschie-
dene GroBe. Der Faktor | B | kann also wie die elektrische Feldstirke |§| als ein
Kennzeichen des elektromagnetischen Feldes angesehen werden; wir nennen ihn
den ,,Betrag der magnetischen Induktion im Aufpunkt.

Die magnetische Induktion ist hiernach bei Wahl abgestimmter Einheiten
(§ 4) zahlenmiBig gleich der groBten Kraftwirkung, die das Rechteck erfihrt,
‘wenn es von der Einheit der Stromstirke durchflossen wird und seine kurze Seite
gleich der Lingeneinheit ist.

Zahlenbesspiel. Ein Drahtrechteck, dessen lange Seiten 1 m, dessen kurze 1 cm lang sind
und das aus 20 Windungen besteht, erfahre, wenn es von einem Strom von 8o mA durch-
flossen wird, im Aufpunkt einen gré8ten Antrieb von 500 mp (vgl § 28). Nach der Definition
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§ 60. Magnetische Felder.

(59. 1) herrscht dann, da die kurzen Seiten simtlicher Windungen zu beriicksichtigen sind,
im Aufpunkt eine Induktion

1§ = 7 9°mP P
B =8 mA-20om P acm
oder nach § 31 (CV = Ws = Joule = J)
J V.s
= . . -4 = . -4 ___ )
| 8| =o0,3125-0,980- 10 om Aom 0,306« 10 ot (59.2)

Da das angenommene Feld von der GréBenordnung der in der Praxis vorkommenden Felder
ist, ist die Induktionseinheit V-s/cm? eine groBe Einheit. Man verwendet daher meist ihren
108, Teil, das ,,GauB‘¢ (G). Vs heiBt auch ,,Weber‘.

§ 60. Der Drehsinn der magnetischen Induktion. Die beiden FeldgréBen
elektrische Feldstirke € und magnetische Induktion %8 stehen einander gegen-
iiber wie in der Mechanik die Verschiebung und die Drehung.

Die Achse der DrehgroBe B liuft an jeder Stelle des Feldes der Nullinie
parallel. Der Sinn, in dem sie sich um diese Achse dreht, kann nur mit einer
gewissen Willkiir festgelegt werden, da uns die FeldgroBen nur durch ihre Wir-
kung zuginglich sind. Ahnlich wie wir als Richtung der elektrischen Feldstirke
die Richtung der auf eine positive Ladung ausgeiibten Kraft definiert haben,
definieren wir als Drehsinn der magnetischen Induktion den Umlaufsinn, in
dem der elektrische Strom (der Strom der positiven Ladungen) das Priifrecht-
eck durchstrémt, wenn dieses in das Feld hineingezogen wird.

Zur Feststellung des Drehsinnes von 9B ist also zweierlei notig: Man hat
erstens die Orientierung des Rechtecks aufzusuchen, fiir die es frei von verschie-
benden Kriften bleibt; die im Aufpunkt liegende kurze Rechteckseite fallt
dann in die Nullinie der Induktion. Man hat zweitens die Rechtecksfliche
senkrecht zur Nullinie zu stellen und zu priifen, ob das Rechteck dann in das
Feld hineingezogen oder aus ihm herausgestoBen wird. Im ersten Falle stimmt
der Drehsinn des Feldes mit dem Umlaufsinn des Stromes iiberein; im zweiten
liuft er ihm entgegen.

Als Gedichtnishilfe. kann die Vorstellung dienen, da8 die Natur das Bestre-
ben hat, das Innere der Rechteckfliche mit moglichst viel magnetischer Induktion
des gleichen Umlaufsinnes anzufiillen.

§ 61. Der axiale Vektor der magnetischen Induktion, Richtungsregel. Wir
hitten der magnetischen Induktion auch den umgekehrten Drehsinn beilegen
koénnen. Unméglich wire es jedoch, aus dem Versuch mit dem Priifrechteck
zu schlieBen, daB die magnetische Induktion physikalisch durch einen Pfeil
darstellbar, also physikalisch ein ,,Vektor* sei. Denn die einzige ausgezeichnete
Linie, die Nullinie, hat keinen Richtungssinn, weil sie gerade durch das Null-
werden der verschiebenden Kraft ausgezeichnet ist.

Nichtsdestoweniger ist es niitzlich, die DrehgroBe B durch einen Vektor
zu ersetzen, dessen Richtung man ihrem Drehsinn mit Hilfe einer Schraube
zuordnet. Bei den DrehgroBen der' Mechanik macht man es bekanntlich ebenso.
Je nachdem ob man eine Rechts- oder eine Linksschraube zugrunde legt, fallt
natiirlich die Richtung des ersetzenden Vektors verschieden aus.

Man nennt Vektoren, die nur bequeme Hilfsmittel fiir die zeichnerische
Darstellung von DrehgréBen und fiir das Rechnen mit ihnen sein sollen,
,,axiale’ Vektoren im Gegensatz zu den wirklichen Vektoren, die man zur Unter-
scheidung auch als ,,polare‘* Vektoren bezeichnet.

Bei dem Feld der Abb. 59. 1 ist der axiale Vektor der Induktion bei Annahme
der Rechtsschraube senkrecht zur Zeichenebene von dem Beschauer weg gerichtet.
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Zweite Definition der magnetischen Induktion. § 62.

Denken wir uns mit ihm schwimmend und in der Richtung des durch die kurze
Rechteckseite im Aufpunkt flieBenden, also gegebenen Stromes schauend, so
geht die Kraft nach rechts.

Legen wir umgekehrt die Linksschraube zugrunde und verhalten wir uns
im ibrigen wie vorher, so geht die Kraft nach links.

Es gilt also die Richtungsregel: Man schwimme mit. dem axialen Vektor
der Induktion und schaue in der Richtung der zweiten gegebenen Gré8e; dann
geht die gesuchte GréBe (in unserm Falle die Kraft) bei Zugrundelegung der
Rechtsschraube nach rechts, bei Zugrundelegung der Linksschraube nach links?.

§ 62. Zweite Definition der magnetischen Induktion. Wir bringen die eine
kurze Seite des Priifrechtecks nach Ersatz der Stromquelle durch einen Kurz-
schluB in den Aufpunkt, drehen es, bis die Nullinie senkrecht zu seiner Fliche
steht, und verschieben es (Abb. 62. 1) um die Strecke s in der Richtung seiner
langen Seiten. Bei dieser Verschiebung beobachten wir zweierlei: Erstens miissen
wir einen gewissen Widerstand 9 iiberwinden; zweitens entsteht in dem Recht-

eck ein in der gewShnlichen Weise nachweis-

barer sehr kurz dauernder (vgl. § 127) elektrischer i s ‘ 7 v

Strom I, den man als ,,Induktionsstrom‘ be- Z‘.' - '

zeichnet. PA Rechteck —
Da wir schon wissen, daB auf jeden im Recht- reld B

eck flieBenden Strom I im Felde ¥ eine Kraft

|B| = |B|I! ausgeiibt wird, vermuten wir, daB

die beobachtete Hemmung eben durch diese Abb. 62. .

Kraft § verursacht ist, und daB als Gegenwert
der Arbeit, die wir gegen sie leisten miissen, die Stromwirme des Induktions-
stromes I entsteht. D. h. wir vermuten, da nach (33. 1) die Gleichung

|R|s=|B|Ils=RIQ (62. 1)
gilt, wo Q die gesamte geflossene Elektrizititsmenge bedeutet, daB also
__|®Blis
Q=—"F%" (62.2)

ist.

In der Tat zeigt die Erfahrung, daB die bei einer Verschiebung des Rechtecks
um die Strecke s, also bei der Uberstreichung einer Fliche /s, in Bewegung ge-
setzte Elektrizititsmenge dem iiberstrichenen Flicheninhalt direkt, dem elek-
trischen Widerstand des Rechtecks dagegen umgekehrt proportional ist.

Wir haben demnach durch Anwendung des Energiesatzes eine zweite Defini-
tion der magnetischen Induktion gefunden: sie ist bei Verwendung abgestimmter
Einheiten zahlenmiBig gleich der Elektrizititsmenge, die in einem Priifrechteck
vom Widerstande 1 bei Uberstreichung der Fliche 1 induziert wird.

Zahlenbeispiel. Wir denken uns das schon frither betrachtete Rechteck von 100-1 cm?
Flache um 2 cm in Richtung seiner langen Seiten verschoben. Dadurch entsteht ein Induk-
tionsstromstoB; die gesamte durch ihn in Bewegung gesetzte Elektrizititsmenge Q werde
(etwa mit einem ballistischen Galvanometer) zu 2,50+ 104 Coul bestimmt. Der Widerstand
des Rechtecks betrage 4,90 (2. Nach unserer zweiten Definition der magnetischen Induktion
(- 2) ist dann « Coul Q v

« 107 oul - 4,90 .S
2,50 0 T2 cm'~‘4 0% _ 0,306+ 1074 pyelt (62.3)

QR
| =X _ =
'8 Is
d. h. das Feld ist ebenso gro8 wie bei dem letzten Zahlenbeispiel.

1 Diese Regel ist eine etwas allgemeinere Form der Regel von J. K. Sumec: Elek-
trot. Z. 24 (1903) S. 269. Sie gilt unverindert auch fiir den induzierten Strom (s. § 63).

41



§ 63. Magnetische Felder.

§ 63. Drehsinn- und Richtungsregeln fiir den Induktionsstrom. Zieht man
das Rechteck aus dem Felde heraus, so muB man Arbeit leisten, da die
Stromwirme des Induktionsstromes nicht aus nichts entstehen kann. Auf das
Rechteck muB also eine in das Feld hineinziehende Kraft wirken, d. h. Induktion
und Strom miissen im gleichen. Sinne umlaufen.

Schiebt man umgekehrt das Rechteck in das Feld hinein, so muB8 man
wieder Arbeit leisten; denn wieder flieBt ein Induktionsstrom, der Energie be-
ansprucht. Die Bewegung wird also auch in diesem Falle gehemmt; es muB jetzt
eine aus dem Feld heraustreibende Kraft wirken, d. h. Induktion und Strom
miissen im entgegengesetzten Sinne umlaufen.

Wie man sieht, hingt die Einseitigkeit, die darin liegt, daB die Bewegung
immer gehemmt wird (Lenzsches Gesetz), damit zusammen, daB die entwickelte
Stromwirme von der Stromrichtung unabhingig ist.

Ersetzt man die DrehgroBe ¥ durch einen axialen Vektor, dessen Richtung
ihrem Drehsinn mit Hilfe einer Rechts- (Links-) Schraube zugeordnet ist, so gilt
wieder die schon frither fiir die Kraftwirkung abgeleitete Richtungsregel:
Schwimmt man in der Richtung des-axialen Vektors der magnetischen Induktion
{also in der Abb. 62. I bei Annahme  der Rechtsschraube von vorn nach hinten)
und schaut man in der Richtung der zweiten gegebenen GroBe — in diesem
Falle der Bewegung —, so ist die eintretende Erscheinung — der Induktions-
strom — bei der Rechtsschraube nach rechts, bei der Linksschraube nach links
gerichtet.

§ 64. Bewegung eines stromfiihrenden Leiters in einem magnetischen Feld.
Bei unseren Betrachtungen im § 59 haben wir uns das Rechteck festgehalten
gedacht. Wir wollen diese Beschrinkung jetzt fallen lassen und voraussetzen,
der in ihm flieBende Strom I habe denselben Umlaufsinn wie die magnetische
Induktion, das Rechteck werden also in das Feld hineingezogen. Folgt es diesem
Antrieb, so nimmt der FluB zu; nach unserer Drehsinnregel wird daher ein
Strom induziert, der den urspriinglichen Strom I schwicht. Da die entwickelte
Stromwirme jetzt im quadratischen Verhiltnis geringer ist, vermag die Strom-
quelle auch noch den Gegenwert der bei der Bewegung von den elektromagne-
tischen Kriften geleisteten mechanischen Arbeit zu liefern.

Wie man sieht, ist der induzierte Gegenstrom beim Motor ebenso wie die
hemmende Kraft beim Generator eine unmittelbare Folge des Energiesatzes.

§ 65. Gesetz von Biot und Savart. Magnetische Felder treten hauptsichlich
in der Umgebung elektrischer Strome auf. Ihr Zusammenhang mit diesen kann
nur durch den Versuch festgestellt werden.

So tritt erfahrungsgemiB im senkrechten Abstand 7,
von einem unendlich langen geradlinigen Strom 7
(Abb. 65. 1) in dem umgebenden Luftraum eine magne-
tische Induktion 8B auf, die der Stromstirke I direkt,
dem Abstande 7, umgekehrt proportional ist:

B = const . (65. 1)
7o

Ab. 65 % Sie dreht sich in der durch 7, und I definierten Ebene

in dem durch den Drehpfeil der Abb. 65. 1 angedeuteten Sinne.

Ahnlich wie beim elektrischen Feld kann man versuchen, aus dieser und dhn-
lichen Beobachtungen ein dem Coulombschen Gesetz entsprechendes Ele-
mentargesetz abzuleiten und aus diesem wieder durch Integration fiir alle vor-
kommenden elektrischen Strémungen das magnetische Feld zu berechnen.
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Magnetische Feldstirke. § 66.

Ein solches Elementargesetz ist das Gesetz von Biot und Savart!. Es sagt aus,
daB in einem Aufpunkt 4, der von einem ,,Stromelement der Stirke I und
der Linge d/ den Abstand r hat, eine magnetische Induktion d® entsteht, die
der Stirke I und der Linge d/ direkt, der Kugeloberfliche um 4 mit dem Ra-
dius r dagegen umgekehrt proportional ist. Die Drehebene der Induktion d%
ist die durch 7 und d! definierte Ebene; der Drehsinn stimmt iiberein mit dem
Sinn, in dem das Element d! in dieser Ebene um 4 herumzulaufen scheint.
Die von einer groBen Zahl von Stromelementen erzeugte Induktion ist gleich
der geometrischen Summe der Teilinduktionen, die von den Elementen einzeln
hervorgerufen werden. Bildet das Stromelement mit der Linie » einen unter
180° liegenden Winkel g, so ist dem Betrag von % noch sin ¢ zuzufiigen. Nach
Biot und Savart ist also:

B[=3dIB|=Tp

Die Proportionalititskonstante x hingt von der Art des Mediums im Aufpunkt
ab und heiBt ,,Permeabilitit‘‘ des Mediums.

Man kann leicht zeigen, daB dieses Biot-Savartsche ,,Elementargesetz‘ bei dem vor-
hin betrachteten unendlich langen geradlinigen Strom wieder auf die von der Erfahrung
bestatigte GesetzmaBigkeit (. 1) fiihrt. Auf andere als , lineare’* Leiter ist das Gesetz nach
seiner Formulierung nicht anwendbar.

sing. (65.2)

nrz

§ 66. Magnetische Feldstirke. Wenn im Abstande 7, von einem geradlinigen
langen Strom erfahrungsgemiB die magnetische Induktion const Ifr, herrscht,
so liegt es wiederum nahe, die rein geometrische Feststellung, daB die magnetische
Wirkung mit wachsendem Umfange 277, des in Abb. 65. 1 gestrichelten Kreises
abnimmt, zu trennen von der andern Feststellung, daB sie auBerdem von der
Art des Feldmediums ein wenig abhingt. Man hat sich deshalb die Anschauung
gebildet, daB der Strom I in der Entfernung 7, eine ,,ZwischengroBe‘* § erzeugt,
fiir welche die einfache Beziehung

191 = (66.7)

gilt, und daB die beobachtbare Induktion B dieser GréBe § proportional ist
mit der Permeabilitit x4 als der Proportionalitatskonstante.

Allgemein wollen wir der Hilfsgré8e 9, die wir ,,magnetische Feldstarke
nennen, die folgende Bedingung auferlegen: Fiir jede beliebige im Felde liegende
Fliche soll das iiber deren Randkurve erstreckte Linienintegral von § gleich der
elektrischen Durchflutung der Fliche sein: ,,Durchflutungssatz“. Unter der
,,Durchflutung* verstehen wir dabei den FluB der Stromdichte durch die Fliche,
d. h. die algebraische Summe aller Elektrizititsmengen, die in der Zeiteinheit
durch sie hindurchstromen. Ebenso wie die elektrische Spannung- nach § 36
das Linienintegral der elektrischen Feldstirke ist, bezeichnen wir das Linien-
integral der magnetischen Feldstirke erstreckt iiber den Rand einer Fliche
als ihre ,,Randspannung‘‘ bezogen auf die Fliche.

DaB diese Festsetzung fiir den Fall des geradlinigen Stromes wieder auf die
frithere Formel fiihrt, ergibt sich aus der Symmetrie des Problems. Man wihlt
als Fliche die zu dem Strome senkrechte Kreisfliche vom Radius 7, (Abb. 65. 1).
Dann ist die Durchflutung der Fliche gleich I, die Randspannung gleich

|9 2m7y;
aus der Gleichsetzung beider GroBen ergibt sich aber wieder die Gleichung (66.1).

1 In vielen Lindern heiBt es ,,Gesetz von Laplace’:.
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§ 67. Magnetische Felder.

Die magnetische Feldstarke hat nach dem Durchflutungssatz die Dimension einer Strom-
starke dividiert durch eine Lange. Ihre praktische Einheit ist daher die Einheit Amp/cm. Deren
0,796faches (0,796 as 10/4 ) wird mit ,,Orsted* (O) bezeichnet.

Der Durchflutungssatz hitte keinen bestimmten Sinn, wenn es ungeschlossene Stréme
gibe (wie man vor der Einfithrung der ,, Verschiebungsstrome‘ durch Maxwell geglaubt hat).
Denn gibe es Stromlinien mit freien Enden, so konnten die Durchflutungen der unzihlig
vielen denkbaren Flachen, die von einer gegebenen Kurve umrandet werden, verschiedene
Werte haben.

Den Drehsinn der magnetischen Feldstarke wihlen wir so, daB der iiberwiegende Rich-
tungssinn der die Bezugsfliche durchsetzenden Drehpfeile (Abb. 66. 1) iibereinstimmt mit
dem iiberwicgenden Richtungssinn der Durchflutung. Wenn demnach
L 7 die Drehpfeile auch fiir sich genommen nur den Drehsinn der magne-

tischen Feldstirke ausdriicken und ausdriicken sollen, so entsteht doch,
. § da die Drehpfeile die Bezugsfliche nur je einmal durchsetzen und.die
Randkurve geschlossen ist, die Moglichkeit, der Randspannung einen
: Richtungssinn zuzuordnen. Sonst diirften wir sie auch nicht gleich
der Durchflutung setzen, die als FluB des Vektors der Stromdichte eine
GroBe mit Richtungssinn ist.

Mit dem so festgelegten Drehsinn der magnetischen Feldst4rke stimmt
(in magnetisch isotropen Medien) der beobachtbare Drehsinn der In-
duktion iiberein; und Entsprechendes gilt fir die Richtungen der zu-
Abb. 66. 1. gehdrigen axialen Vektoren.

§ 67. Permeabilitit der Nichteisenkorper. Die durch die Gleichung

% (67.1)

definierte ,,Permeabilitit“ des Feldmediums kann unmittelbar nach dieser

Definition gemessen werden.

Angenommen z. B, in einem geradlinigen Leiter flieBe ein Strom I von 100 A.
Dieser ruft in einem Punkte, der von der Leiterachse einen senkrechten Abstand
7o = 10 cm hat, eine magnetische Feldstirke

100 A 10 A

I
]bl=2nr°=2n-locm=;;cm

hervor. Bringt man nun an dieselbe Stelle des umgebenden Luftraums ein Priif-
rechteck mit einer kurzen Seite von /= 1cm Linge, in dem ein Strom von
I’=1A (z.B.je 1o0mA in 100 feinen Windungen) flieBt, so erhilt man, wie
der Versuch zeigt, eine groSte Kraftwirkung von 0,204 mp'(§ 28). Es ist also
nach (59. 1)

| B 0,204 mp  0,204+9,80- 1078 J o Vs
}%l:_—.ﬁ:u&-lcm: Acm? = 2,00-10 sgn?=2’o°GauB
und daher
_ I8! _ 200-10%Vs.2rcm

= 1,256-10-“—‘,—:n = 1,256-10-3%. (67.2)

P=1917 cmi. 10 A Ac

Dies ist nach unserer Definition die Permeabilitit der Luft. Nur wenig davon
verschieden ist der Wert p, der Konstante 4, den man im leeren Raum bestimmt.
H ist die Abkiirzung fiir die praktische Einheit ,,Henry = Vs/A = Qs.

Fiir alle Stoffe, mit Ausnahme der ,,ferromagnetischen, der , Eisenkorper®, liegt die
Permeabilitat sehr nahe bei dem Wert yu,. Fiir Platin ist z. B. g = 1,00024 y4,, fiir Wismut
4 = 0,00084 uo. Man kann also ohne merklichen Fehler bei allen Stoffen mit Ausnahme der

ferromagnetischen u = u, setzen. Stoffe, bei denen u ein wenig {gjiiirr} ist als yy, heciBen
paramagnetisch
diamagnetisch |
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Permeabilitit. Hysterese. § 69.

§ 68. Die Ringspule. Unser Beispiel im § 67 hat gezeigt, daB es nicht leicht
ist, mit einem geradlinigen Strom die Permeabilitit des umgebenden Mediums
zu messen. Auch bei einer Stromstirke von 100 A erhilt man in 10 cm Ent-
fernung ein Feld von nur 2 GauB; das ist ungefihr das Zehnfache der Stirke des
erdmagnetischen Feldes.

Will man ein starkes Feld erzeugen, so mu man den Strom mdglichst oft
um den Raum herumfiihren, in dem es entstehen soll; auBerdem mufB3 man die
erzeugten Kraftlinien moglichst konzentrieren.

Das einfachste und vollkommenste Hilfsmittel zur Erzeugung starker Felder
ist die Ringspule. Darunter verstehen wir eine Spule wie in Abb. 68. 1, deren
Achse einen Kreis bildet. Bei ihr entsteht ein Feld nur im Innern der Windungen.
Denn fiir die Flichen aller Kreise um den Mittelpunkt M, die man sich in der
Ebene der Zeichnung auBerhalb der Spulenwindungen denken
kann, ist die gesamte Durchflutung und darum auch die
Randspannung gleich Null; wegen der symmetrischen An-
ordnung des Ganzen folgt aber aus dem Verschwinden der
Randspannung das Verschwinden der magnetischen Feldstiarke
selbst.

Fiir die Fliachen solcher Kreise, deren Mittelpunkte auf der
durch M gehenden Senkrechten zur Zeichenebene liegen und Abb. 68. 1.
die in dieser oder zu dieser parallel durch das Innere der
Windungen laufen, ist die Durchflutung von Null verschieden; und zwar ist sie
nach ihrer Definition einfach gleich der Spulenstromstirke I multipliziert mit
der Zahl der Windungen w. Wegen des Symmetrie des Problems kann man
also schreiben:

|9|l=wI, (68. 1)
wo I den Umfang des betrachteten Kreises bedeutet.

Genau genommen ist / fiir die mehr nach auBen liegenden Kreise gré8er als fiir die mehr
nach innen liegenden; deshalb ist die Feldstarke in den Windungen auBen ein wenig kleiner
als innen. Den Mittelwert der Feldstirke im Innern der Windungen kann man aber mit
wl

i
Kreisumfang, d.h. die Linge der kreisférmigen Spulenachse
bedeutet. 7 @M !

Der Drehsinn der Feldstirke ist bei der Ringspule natiirlich B )
gleich dem Umlaufsinn des Stroms inihren Windungen (Abb. 68. 2). Ringspule
Abb. 68. 2.

groBer Genauigkeit nach der einfachen Formel | §| = berechnen, wo jetzt ! den mittleren

§ 69. Eisenkérper. Bei den ferromagnetischen Werk-
stoffen, zu denen hauptsichlich das Eisen mit seinen Legierungen zihlt, ist der
Zusammenhang zwischen 8 und 9 auBerordentlich verwickelt. Die Induktion
in einem gegebenen Eisenkorper ist der Feldstirke nicht nur nicht proportio-
nal; sondern bei einer gegebenen Feldstirke sind sogar unzihlig viele (inner-
halb eines bestimmten Bereichs liegende) Induktionen méglich, und zwar auch
dann, wenn man die duBeren Bedingungen, unter denen der Eisenkérper
steht, gleich wihlt. Dies hat zwei Griinde:

I. Die Anderung des Magnetfelds im Innern der Eisenkorper beansprucht
eine gewisse Zeit; die magnetische Induktion folgt daher den Verinderungen
der sie hervorrufenden Stréme nicht sofort, sondern mit einer gewissen Ver-
zbgerung. Man nennt diese Erscheinung ,,magnetische Nachwirkung*.

2. Die magnetische Induktion in einem Eisenkorper hingt nicht nur von
den duBeren magnetisierenden Strémen ab, sondern auch von dem inneren
magnetischen Zustand, in dem er sich in dem Augenblicke, wo er magnetisiert
wird, bereits befindet. Die Eisenkérper verhalten sich ihnlich wie ein Schalt-
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§ 69. Magnetische Felder.

werk, das auf den gleichen duBeren Eingriff verschieden antwortet je nach den
Schaltvorgingen, die sich vor dem Eingriff schon abgespielt haben.

Magnetisiert man einen Eisenkérper — z. B. in einer Ringspule — durch
einen Strom, der so langsam wechselt, daB man von der magnetischen Nach-
wirkung absehen kann, so durchliuft die Induktion nach einigen Stromwechseln
wihrend jedes Hin- und Herganges des magnetisierenden Stromes eine Kurve,
die eine endliche Fliche umschlieBt, etwa wie in Abb. 69. 1. Die Gestalt dieser
,,Magnetisierungskurve‘ ist nur wenig abhingig von der Frequenz des benutzten
Wechselstroms, kann also auch punktweise mit Gleichstrom verschiedener
Stiarke und verschiedenen Umlaufsinnes aufgenommen werden. Man nennt die
in dieser Kurve zutage tretende Erschei-
nung, daB die Anderung der Induktion
hinter der Anderung der Feldstirke zu-
riickbleibt, ,,Hysterese und die Magne-
tisierungskurve daher auch ,,Hysterese-
schleife.*

Geht man vom unmagnetischen Zu-
stande des Materials aus, so durchliuft
die Induktion zunichst die sogenannte
,,jungfrauliche’* Kurve, die etwa die
Gestalt der Kurve OC hat.

£ A Das Entstehen der Hystereseschleifen kann
qualitativ erklirt werden mit Hilfe der von
Ampere eingefilhrten Vorstellung, daB in
den Molekiilen der Eisenkérper ,,Molekular-
stréome* kreisen, Diese flieBen, solange kein
F 4uBerer magnetisierender Strom wirkt, in allen
Abb. 6. 1. moglichen Ebenen und mit jedem denkbaren

Kreisungssinn, so daB die Resultierende aus

den von ihnen erzeugten Feldstirken und daher auch Induktionen gleich Null ist. Beginnt
jedoch ein duBerer Strom zu wirken, so entsteht in den Zwischenrdumen zwischen den Mole-
kiilen eine magnetische Feldstirke $ und infolgedessen auch eine ihr proportionale Induk-
tion B, = 4y 9. Diese dreht (vgl. § 60) die Molekularstréme so, daB ihre Ebenen und ihre
Umlaufsinne immer mehr mit der Drehebene und dem Drehsinn von %, selbst iiberein-
stimmen. Die Molekularstréme erzeugen daher eine Zusatzinduktion Q, und die resultierende

Induktion ist:
B =B+ 3=+ (69. 1)

B — 1o = 3 heiBt ,, Magnetisierung*‘; das Verhiltnis J/§ setzt man auch
gleich » und nennt es ,,magnetische Aufnahmefihigkeit’* oder ,,Suszeptibilitat .

S

L) Es ist daher
] g B-
R o
. a Da man bei der Aufnahme von Magnetisie-

rungskurven B und § bestimmt, kann man auch

S =B — 1D ausrechnen und als Funktion von

© darstellen. Solche 3/9-Kurven zeigen den Cha-

rakter der ,,Sittigung‘‘: die Magnetisierung strebt

& mit wachsender Feldstirke einem bestimmten, nur

‘e obe—magn feld—» Vo dem Material abhingenden und fiir dieses

¢ charakteristischen Grenzwert ,, zu. Fir die

Induktion gilt nicht dasselbe; ist die Sittigung er-

reicht, so wichst sie entsprechend der Gleichung B = u9 + Iy, linear mit
der Feldstirke weiter.

Aus dem Verlauf der Hystereseschleifen geht hervor, daB in einem Eisen-
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Das Ohmsche Gesetz fiir den magnetischen Kreis. § 71,

korper, der in einer Ringspule magnetisiert wird, auch nach Abschaltung des
magnetisierenden Stroms noch eine gewisse Induktion vorhanden ist. Man nennt
deren Betrag, also den Abschnitt auf der 8-Achse (Abb. 69. 2), ,,remanente In-
duktion‘“ oder ,,wahre Remanenz‘‘.

Koerzitivkraft heiBt der Betrag der Feldstirke §,, die man in der Ringspule
erzeugen muB, um die Induktion (oder die Magnetisierung) wieder vollig auf
Null zu bringen. Sie ist also der Abschnitt auf der §-Achse links vom Nullpunkt.

§ 70. Reversible Permeabilitit. Bei ferromagnetischen Stoffen sind im all-
gemeinen nur die auf bestimmte Kurven, z. B. die jungfriuliche oder die so-
genannte Kommutierungskurve, bezogenen Permeabilititen eindeutig. Die
Fernmeldestréme sind jedoch meist so schwach, daB die Hystereseschleifen in
erster Niaherung durch gerade Linien ersetzt werden kénnen ; der Magnetisierungs-
vorgang wird dann, wie R. Gans?! es ausdriickt, umkehrbar, reversibel. Der
trigonometrische Tangens des Neigungswinkels der kleinen Linienstiicke, in
die die Schleifen iibergehen, heiBit ,,reversible Permeabilitdt .

Hiufig lagert sich die Magnetisierung durch die Fernmeldestréme iiber eine
stirkere konstante Magnetisierung. So hat man in dem magnetischen Kreis des
gewohnlichen Fernhorers eine gewisse durch den Dauermagnet hervorgerufene
konstante Induktion und dariibergelagert die Induktion des Fernsprechstroms.
Dann ist das Linienstiick, dessen Neigung gleich der reversiblen Permeabilitit
ist, nach oben hin verschoben.

Fiir solche verschobene Schleifen haben Madelung?® und Gans durch Ver-
suche festgestellt, daB ihre Neigung, d. h. die reversible Permeabilitit, nur von
der zugehoérigen mittleren Magnetisierung J abhéngt : alle Linienstiickchen, deren
Mittelpunkte in der J/9-Darstellung auf derselben .Horizontalen liegen, sind
einander parallel. Die Versuche haben ferner ergeben, daB die Steilheit der
Linienstiickchen bei niedrigen mittleren Magnetisierungen leidlich konstant ist
und erst bei Anndherung der mittleren Magnetisierung an die Sittigungsmagne-
tisierung rasch abfillt. Soll also die reversible Permeabilitit eines Materials
gegen voriibergehende starke Stérmagnetisierungen unempfindlich sein, so muf
man dafiir sorgen, daB die remanente Magnetisierung des Materials wesentlich
kleiner ist als seine Sittigungsmagnetisierung. 3

Man kann die Linienstiickchen, die einer iiberlagerten
Wechselmagnetisierung entsprechen, durch lineare Be-
ziehungen der Form /"“}

|
B =1, (9 + ) goy) 7 | met
darstellen (Abb. 70. 1)3. Dabei ist u, die reversible Perme- L\t t, ®
abilitat an der betreffenden Stelle der Koordinatenebene; i ___ -5
die Stoffkonstanten u,§* und ¢ sind die Strecken, die
das Linienstiickchen, gehorig verlingert, auf den beiden
Achsen abschneidet. x4, und §* hingen von der- Lage des Linienstiickchens ab.

§ 71. Das Ohmsche Gesetz fiir den magnetischen Kreis. Wir nehmen an,
ein unverzweigter geschlossener magnetischer Kreis bestehe aus Stiicken ver-
schiedener Linge /;, verschiedenen Querschnitts F; und verschiedener Stoff-
eigenschaften u,, und §§. Dann gilt nach dem Durchflutungsgesetz und nach

(70.)
Zwl=39k= 3 - )k (72.3)

i

Abb. 70. 1.

1 Gans, R.: Ann. Physik .27 (1908) S. 1.
* Madelung, E.: Ann. Physik 17 (1905) S. 861. 3 In Abb. 70. 1 lese man p, statt u.
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§ 72. Magnetische Felder.

Ist nun die Zahl der in dem Kreis verlaufenden Induktionslinien an allen Stellen
die gleiche (vgl. § 76), d. h. ist

B Fy =B, Fy=---=B,F, =D, (71.2)
so kann man fiir (. 1) auch
Swl+39ik=9- )J,“F‘ (71.3)

schreiben.
Diese Gleichung hat die Form des Ohmschen Gesetzes. Dem elektrischen

Strom entspricht der ,,magnetische FluB“ @, dem elektrischen Widerstand der
magnetische Widerstand (die ,,Reluktanz*) /;/(u,;F;), und der elektrischen Leit-
fahigkeit die reversible Permeabilitit. Der FluB @ wird nach (. 3) getrieben
erstens durch die mit dem Kreise verketteten Durchflutungen Ywl, zweitens
durch ,,eingeprigte’* ,,magnetomotorische Krifte* 3'9%/,, die wir uns in den
Eisenkérpern sitzend vorstellen kénnen und die den eingeprégten elektromotori-
schen Kriften des § 41 entsprechen.
Bei ,,weichen’* Eisenkérpern von geringer Koerzitivkraft und geringer Remanenz sind
nach Abb. 70. 1 die eingeprigten magnetomotorischen Krafte hiaufig zu vernachlissigen;

eine groBe Rolle spielen sie jedoch bei den fiir Dauermagnete verwendeten ,,harten‘* Werk-
stoffen, die sich durch hohe Koerzitivkraft und hohe Remanenz auszeichnen.

§ 72. Hystereseverluste. Die Hysterese ist mit einer betrichtlichen und in
der Praxis unerwiinschten Wirmeentwicklung verbunden; und zwar ist diese
um so groBer, je groBer in der B/P-Darstellung die von der Hystereseschleife um-
schlossene Flache ist. Nach Warburg gilt fiir die bei einmaliger Durchlaufung
einer Hystereseschleife in einem gleichférmigen Feld entwickelte Wirme, den
,,Hystereseverlust” je Schleife, die Gleichung:

Wy=NT=V[|B|d|9], (72.1)
wo W, die verlorene Energie (die entwickelte Wirme), N, die verlorene Leistung,
T die Schwingungsdauer und ¥ das Volumen des Ferromagnetikums bedeutet.

Bei der Auswertung des Flicheninhalts der Schleife ist zu beachten, daB man fiir 8 und
im allgemeinen verschiedene MaBstibe verwendet. Entspricht z. B.

bei : 10 7 mm,
. B:1kG 3,5 mm,

so ist aus einem Flacheninhalt von 2,5 cm?® zu schlieBen, daB wihrend jeder Periode in der
Raumeinheit die Warmemenge

J18id|9|=25cm:.

y._] erg ucal
=812 cm® = 194 e

k (o)
G - 05G0_079(,.ii1_
3,5mm 7 mm 49 49 cm

= 81,2 —(

entwickelt wird. Diese GroBe W,/V wird hiufig — und zwar meist in erg/cm3 — zur Kenn-
‘zeichnung der Hystereseverluste eines ferromagnetischen Materials angegeben.

§ 73. Darstellung der Hystereseschleife durch Parabelstiicke (Lord Rayleigh).
H. Jordan1 hat gezeigt, daB sich die bei schwachen Feldern von der GréBen-
ordnung eines Milliorsted durchlaufenen Hystereseschleifen iiberraschend genau
nach einem schon von Lord Rayleigh? aus magnetometrischen Messungen her-
geleiteten Verfahren durch Parabelstiicke darstellen lassen. Man darf nimlich

1 Jordan, H.: Elektr. Nachr.-Techn. 1 (1924) S. 7.
2 Lord Rayleigh: Phil. Mag. (5) 23 (1887) S. 225.
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Scherung. § 74.

fiir die beiden ,,Aste‘* einer Hystereseschleife die Gleichungen
B = (uy+2v9) H+ v — 9 (73.1)

ansetzen. Hier sind 5 und — § die Scheitelwerte, zwischen denen die magnetische
Feldstirke wechselt; das obere Vorzeichen gilt fiir den absteigenden (oberen),
das untere fiir den aufsteigenden (unteren) Ast; u, und » sind Stoffkonstanten,
®B und § Betrige. Man erkennt (Abb. 73. 1), A3
daB die durch (. 1) dargestellten beiden Parabel-
stiicke tatsichlich in den Punkten = 4+ 9
zusammentreffen (Punkte P und P’); »$? ist
offenbar die Remanenz!. Die Steilheiten der
beiden Aste sind

:—?;=#4+2v(6:|=$); (73.2)

die Konstante u, hat also die Bedeutung der
,,Anfangspermeabilitit‘, d. h. uer Permeabilitit Abb. 73. 1.
fiir @ — 0. AuBerdem ist sie gleich der Steilheit
der weniger steilen Tangenten in P und P’, wihrend die Neigung der Linie P’ P
gleich u, 4 299 ist.

Aus (. 1) 148t sich leicht der Hystereseverlust berechnen. Zu ihm tragen
natiirlich nur die quadratischen Glieder bei. Nach (72. 1) ist

fe — — 08> — >
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Ny=f{V[8dp=2vfV [ —9)d9=3+/V§.  (73.3)
-9

Im Bereich der Giiltigkeit des Rayleighschen Ansatzes ist daher die fiir die
Hysteresewirme aufzuwendende Leistung proportional der Stoffkonstante »
und der 3. Potenz des Scheitelwerts der in dem Ferromagnetikum wechselnden
magnetischen Feldstirke. Nach (33. 3) kann man dem Hystereseverlust einen
Verl stwiderstand R, zuordnen; dieser ist nach (. 3) Xe

und (68. 1) der Frequenz und der 1. Potenz des 0
Scheitelwerts des magnetisierenden Stroms pro-
portional.

§ 74. Geschlitzte Ringspule. Bei der Unter- T § - // i
suchung eines Eisenrings habe sich diein Abb. 74. 1 % 4
ausgezogene Magnetisierungskurve ergeben. Der /

Ring werde darauf an irgend einer Stelle mit einem. 2 ,
sehr diinnen S#geblatt quer durchschnitten. Da die 1
magnetische Durchlissigkeit der Luft viel geringer
ist als die des Eisens, sinkt bei ungeinderter DS e ol
Durchflutung wI die magnetische Induktion By Abb. 74, 1.
infolge der Durchschneidung sowohl im Eisen wie

im Luftschlitz auf den kleineren Wert 8%. Dieser 148t sich aus der Magnetisie-
rungskurve entnehmen, wenn die neue magnetische Feldstirke % im Eisen
bekannt ist. Fiir § gilt aber nach dem Durchflutungssatz:

T

1 Man iiberzeugt sich leicht von Folgendem: Der absteigende Ast hat bezogen auf P
als Nullpunkt die Gleichung B = u,9 — » 3, der aufsteigende bezogen auf P’ als Nullpunkt
die Gleichung B = u,9 + v9?.

Wallot, Schwachstromtechnik, 2. Aufl. 49



§ 75. Magnetische Felder.

wl =9l =9xlz+ 91U (74. 1)
und
/ ! .l By 1 By !
‘5s=5x§—@1,f~$z“‘i7‘=93—”—:',‘-: (74-2)

wo sich die Indizes E und L auf Eisen und Luft beziehen und Iy + I, =1 ge-
setzt ist. Zeichnet man also in der Bj/PE-Ebene fiir festes $5 die durch (. 2)
dargestellte gerade Linie, so hat deren Schnittpunkt mit der Magnetisierungs-
kurve die gesuchten Koordinaten 8% und 9%.
Der Winkel a, den die Gerade mit der Senkrechten bildet, 148t sich wie folgt berechnen.
Entspricht wie in Abb. 74. 1
bei §5:10 = 1,2 cm, bei B: 1 kG = 0,3 cm,

so ist
Or — 9%
e o o LADEE VoD Dr — §p 6 """ 9p— 9 kG
g Lange von B85 Br .o =4t7®, ©
kG '3
- I
= 4000 92— 0k Ho = 4000 —~ (74. 3)
T8y [

da nach der Definition der Einheiten GauB und Orsted G = 0. Mit 1/l = 10~ erhilt
man z. B. tg « = 21,89 Der EinfluB selbst eines engen Schlitzes ist also sehr betrachtlich.

Hiufig nimmt man als Ordinate die unmittelbar meBbare Induktion 8%
in dem geschlitzten Ring, als Abszisse dagegen die Feldstirke 9z, auf die
man aus der Durchflutung wl schlieBen wiirde, wenn man von dem Schlitz
(oder den Schlitzen) nichts wiiBte. Dann erhilt man nach

O =95+ 93' " (74 4)

durch eine entsprechende Konstruktion dle gestrichelte Magnetisierungskurve.
Man nennt diese auch die ,,gescherte‘‘; denn sie geht aus der nur von den Eigen-
schaften des Eisens abhingigen ausgezogenen Kurve durch eine Verformung
hervor, die man in der Elastizititslehre ,,Scherung** nennt!. Die ,,wirksame*
Permeabilitit

By _ B5 — B4 B
o Oz +§11_" 1+'“_‘ITLMI+P#4’ (74-5)
Ko
auf die man aus der gescherten Kurve schlieBt, ist offenbar immer kleiner als die

,,wahre‘.
4 1/l heiBt auch ,,Entmagnetisierungsfaktor.

§ 75. Wirksame Remanenz. Als Remanenz haben
wir im § 69 die Induktion fiir die wahre Feldstirke Null
definiert. In der Fernmeldetechnik hat man es jedoch
im allgemeinen mit kleinen Durchflutungen, also kleinen
Feldstirken g zu tun; diese sind nach (74. 2) von den
im Innern des Eisensherrschenden wahrenFeldstirken 97

$ verschieden, wenn der Werkstoff aus ferromagnetischen
und nicht ferromagnetischen Stoffen gemengt ist.

Abb. 75. 1. Abb. 75. 1 zeigt die Remanenz bei der ungescherten

Kurve (ausgezogen) und bei der gescherten Kurve (ge-

strichelt). Man erkennt, daB die ,,wahre* Remanenz, d. h. die Héhe des Punk-

1 Frither nannte man die gestrichelte Kurve die ,,ungescherte’, die ausgezogene die
,.gescherte’* (so in der 1. Aufl).
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Induktionsstréme. § 76

tes A iiber der Abszissenachse, groBer ist als die ,,wirksame‘* (scheinbare) Rema-
nenz, d. h. die Héhe des Punktes B iiber der Abszissenachse. Man braucht die
gestrichelte Kurve iibrigens nicht zu zeichnen; die Hohe des Schnittpunkts C
der ,,Scherungslinie’* und der ausgezogenen Kurve gibt ohne weiteres die Re-
manenz, auf die es praktisch ankommt.

Ein Werkstoff von hoher wahrer Remanenz, der nach § 70 eine gegen storende
Magnetisierungen sehr empfindliche reversible Permeabilitit zeigen wiirde, kann
nach dem Gesagten durch ,,Scherung, d. h. durch Einfiigung von Schlitzen,
verbessert werden. Hierauf beruht die hohe ,,Stabilitit‘‘ der in der Pupintechnik
verwendeten Massekernspulen; die mit Isolierstoff ausgefiillten Zwischenrdume
zwischen den Eisenkornern driicken die wirksame Remanenz herab.

§ 76. Induktionsstrome. Im §62 haben wir die magnetische Induktion durch
den ,,Induktionsstrom‘’ definiert, der bei der Bewegung eines Drahtrechtecks in
einem magnetischen Felde entsteht. Die Erfahrung zeigt nun, daB die damals
abgeleitete Gleichung

ls B|F P
o=|B|=BF_2 (76.1)
in der F die iiberstrichene Fliche und @ den FluB der Induktion 8 durch sie
bezeichnet, fiir jeden beliebig gestalteten geschlossenen Drahtkreis gilt, voraus-
gesetzt, daB man unter @ = @, — P, die Abnahme des Flusses durch seine Fliche

versteht :
D, - D
=5 (76. 2)

Ist @, — P, klein, also etwa gleich —d® und gehért zu — dP die kleine Zeit d¢,
so gilt

RI=—°. (76. 3)

Diese Gleichung ist eine besondere Form des Faradayschen ,,Induktions-
gesetzes*. Sie sagt, daB in einem Drahtkreis, der einen zeitlich verinderlichen
magnetischen FluB umschlingt, eine Art elektromotorischer Kraft entsteht, die
gleich der Geschwindigkeit ist, mit der der magnetische FluB8 abnimmt.

Wie die Umlaufsinne des entstehenden Stromes und des Feldes einander
zugeordnet sind, ist schon im § 63 besprochen worden. Wihlt man z. B. fiir den
axialen Vektor des Feldes, wie iiblich, die Rechtsschraube
(Abb. 76. 1), so entsteht bei einer zeitlichen Abnahme eines posi- b
tiven Flusses @ (§ 43) nach § 63 ein Induktionsstrom, der mit
der Zzhlnormale des Stromkreises ebenfalls eine Rechtsschraube
bildet. Wahlt man daher den Zihlpfeil des Induktionsstroms so,
daB auch er mit der Zihlnormale eine Rechtsschraube bildet, so
muBl das Induktionsgesetz. wie in Gleichung (. 3) geschrieben
werden; denn dann ist d®/d¢ negativ, und es ergibt sich .ein  Abb-76.x.
positiver Strom I. Nimmt man fiir das Feld wie fiir den Strom
eine Linksschraube, so bleibt die Form der Gleichung (. 3) offenbar erhalten.

Deutet man, wie es soeben geschehen ist, —d®/d¢ als eine elektromotorische
Kraft, so kann die Gleichung (. 3) als eine Erweiterung der Maschenregel an-
gesehen werden. Mit Riicksicht jedoch auf die in der Folge durchweg benutzte
komplexe Rechenweise empfiehlt es sich, den Differentialquotienten d @/d¢ auf
der Seite der Spannungen unterzubringen, also in dem -angenommenen Fall

do
o=RI+5% (76. 4)
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§ 77. Magnetische Felder.

zu schreiben. Er kann dann etwa als eine ,,induktive Spannung* gedeutet wer-
den. Wir werden in der Folge diese Darstellungsweise bevorzugen.

Im Induktionsgesetz liegt eine wichtige Aussage iiber die magnetische In-
duktion 8. Durch einen geschlossenen Drahtkreis kann man beliebig viele irgend-
wie gekriimmte Flichen hindurchlegen. Von dem ,,FluB durch die Fliche eines
geschlossenen Drahtkreises zu reden, hat also nur dann einen bestimmten Sinn,
wenn die Induktionslinien nirgends freie Enden haben (vgl. § 66). Die Erfahrung
zeigt demnach, indem sie das Induktionsgesetz bestitigt, daB die Induktions-
linien wie die Stromlinien geschlossene Linien sind.

Die Anderung des magnetischen Flusses in der Zeiteinheit d®/d¢ kann er-
fahrungsgemaB nicht nur durch eine Bewegung, sondern auch durch eine rein
zeitliche Anderung des elektromagnetischen Feldes zustande kommen.

§ 77. Das Induktionsgesetz als Feldgesetz. Das Induktionsgesetz ist in all-
gemeinster Fassung ein reines Feldgesetz. Es sagt iiber den Zusammenhang etwas
aus, der in jedem elektromagnetischen Feld zwischen der Verteilung der elektri-
schen Feldstirke @, der zeitlichen Anderung der magnetischen Induktion B
und einer etwaigen Geschwindigkeit v der in dem Felde vorhandenen Materie
besteht. Es behauptet, daB (bei Abwesenheit eingeprigter elektrischer Feld-
stirken) fiir jedes beliebige Flichenstiick das iiber seinen Rand erstreckte Inte-
gral der elektrischen Feldstirke gleich der zeitlichen Abnahme des Flusses der
Induktion in dem Flichenstiick ist:

do

J1€]|ds|cos (€, ds) = — < (77-1)

Dabei ist das Linienintegral der elektrischen Feldstirke zu bilden wie bei der
elektrischen ,,Spannung*; die Abnahme des magnetischen Flusses kann sowohl
durch eine rein zeitliche Anderung des Feldes als auch bei zeitlich konstantem
Felde durch eine Bewegung (Geschwindigkeit) der mit dem Flichenstiick zu-
sammenfallenden Materie zustande kommen.

Da die elektrische Spannung lings einer geschlossenen Kurve in einem wirbel-
freien Felde nach dessen Definition immer gleich Null ist, kann das elektro-
magnetische Feld, wenn sich der magnetische FluB zeitlich #ndert, nur ein
Wirbelfeld sein.

Der Begriff der ,,Spannung‘‘ ist im Wirbelfeld nur dann eindeutig, wenn der Integra-
tionsweg angegeben wird; der Begriff des Potentials verliert im Wirbelfeld sogar iiberhaupt
seine Bedeutung. Oft gibt es jedoch auch im Wirbelfeld Flachen, fiir welche die Abnahme
des magnetischen Flusses dauernd gleich Null oder sehr klein ist, so daB in ihnen das Feld
als wirbelfrei angesehen werden kann. So kreisen bei den parallelen Drihten einer Doppel-
leitung die magnetischen Induktionslinien um die Drihte herum; auf den beiden Wegen
124 und 134 (Abb. 77. 1) ist deshalb die Spannung verschieden groB, und die Differenz der
Potentiale in 1 und ¢ ist unbestimmt. Der FluB der Induktion durch eine
Querebene aber, also durch eine Ebene senkrecht zu den Drahten, ist be-
~ standig wenigstens annidhernd gleich Null; man bekommt also bestimmte
Werte fiir die Potentialdifferenz, wenn man sie durch die Spannung in

|

/

/

.
\/
[

| g einer solchen Ebene definiert. Wenn bei Leitungen von einer Spannung

[t zwischen den Drahten die Rede ist, soistimmer diese Spannung gemeint.
—_—

¥

Wenn eingeprégte Feldstiarken vorhanden sind, darf die Um-

Abb.77.1. laufspannung wieder nur fiir den Vektor € gebildet werden (vgl.

§ 41).

Die gemdB (. 1) induzierte Umlaufspannung ruft erst mittelbar in einem
etwa vorhandenen Leiter nach dem Ohmschen Gesetz einen Induktionsstrom
hervor. Der Leiter macht die in dem Felde bestehende besondere Verteilung
der elektrischen Feldstirke sozusagen sichtbar; er gibt dem Felde die Méglich-
keit, Ladungen in Bewegung zu setzen.
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Ringspule. § 78.

Angenommen z. B., ein ruhender linearer Stromkreis der Linge /, der Leit-
fahigkeit » und des Querschnitts F liege in einem magnetischen Wechselfeld;
auBerdem sei in dem Kreise eine eingeprigte Feldstarke €, vorhanden, die etwa
von einer galvanischen oder thermoelektrischen Batterie herrithre. Dann gilt

nach dem Ohmschen Gesetz:
I=xF €+ G,

und nach dem Induktionsgesetz:

' d
f{@f[[ds} cos (€, ds) =J‘;¢L1~‘ds —f[(&,][dsll cos (€,,ds) = — d—?
oder, da I konstant ist:
RI—E=-%0 oder E=RI+ST. (77.2)

Dies ist wieder die erweiterte Maschenregel.
Bei einer Spule von w Windungen gilt fiir jede Windung, wenn keine ein-
gepragten Krifte da sind, die Gleichung

d a9

Ifog=— (77.3)

Nennen wir nun R den Gesamtwiderstand der Spule, so ist

ds R
f;f = (77-4)
also gilt auch

RI=—032.__2¥ )
=—Wg; == g7 (77-5

Y = w® heiBt auch ,,SpulenfluB*

§ 78. Induktivitit einer Ringspule mit nicht ferromagnetischem Kern. In
einer Ringspule, die im Innern ihrer Windungen mit nicht ferromagnetischem
Material ausgefiillt ist, flieBe ein zeitlich verinderlicher Strom I. Seine zeitliche
Verinderung komme etwa dadurch zustande, daB eine zunichst mit der Spule
verbundene Stromquelle £ (Abb. 78. 1) pl6tzlich abgeschaltet und die Spule
kurzgeschlossen wird. Da jeder Strom Wirme erzeugt, muB I im Laufe der Zeit
verschwinden; mit I verschwindet aber auch
das magnetische Feld im Innern der Spule, also
der FluB @, fiir den sich aus (68. 1) und (67. 1)
die Gleichung

BwF wF
ableiten 1iBt. Nach dem Induktionsgesetz gilt
daher:

I (78. 1)

do 2FdrI
o=RI+wW=RI+,uwT% (78.2)
oder wenn wir die Abkiirzung
F
einfithren:
dr
o=RI+ LG =RI+uw A%l (78. 4)

A ist nach § 71 der magnetische Leitwert des Spulenkerns.



§ 79. Magnetische Felder.

Wenn demnach der die Ringspule durchflieBende Strom mit der Zeit ver-
4dnderlich ist, tritt eine scheinbare elektromotorische Kraft — LdI/d¢ auf, die in
unserem Falle, wo dI/d# negativ ist, wie eine hinzugeschaltete elektromotorische
Kraft das plétzliche Verschwinden des Stromes verhindert. Der Faktor L, der
nur von der Permeabilitit des Spulenkerns, der Windungszahl, der Windungs-
fliche und dem Ringumfang abhingt, heiBt ,, Induktivitat” (,,Selbstinduktion®,
,,»Selbstpotential“) der Spule.

Zahlenbeispiel. Bei einer eisenfreien Ringspule von 3140 Windungen sei schiatzungs-

weise die mittlere Windungsfliche F gleich 36,9 cm3, die mittlere Linge einer Kraftlinie /
gleich 45,5 cm. Thre Induktivitdt hat daher den Wert:

2 2
L= I‘oglf = 1,256 1078 %(3,14)’- 108 3465"95—12'= o1 H.

Ist R der Widerstand der Ringspule, so heiBt das Verhiltnis L/R, das die
Dimension einer Zeit hat, die ,,Zeitkonstante’* der Spule. Die Zeitkonstante ist
nur wenig von der Induktivitit der Spule abhingig. Fiillt man den zur Verfiigung
stehenden Wickelraum das eine Mal mit wenig Windungen dicken, das andere
Mal mit vielen Windungen diinnen Drahtes, so 4ndern sich die GréB8en R und L
stark, ihr Verhiltnis L/R dagegen nur wenig.

Man denke sich, um dies einzusehen, die mehrlagige Wicklung einer Ringspule aufge-
schnitten, gerade gebogen und dann noch einmal quer zu den Drahten durchgeschnitten
(Abb. 78. 2). Ist F die Schnittfliche, o der Radius des (kreisférmigen) Drahtquerschnitts,
f = wo*n/F der sogenannte , Fillfaktor* oder ,,Raumfaktor, u das
Mittel der Umfiange der Windungen und x die Leitfahigkeit des Draht-
metalls, so ist der Widerstand der Spule

wu wy

R=—)¢Q\2ﬂ=f’¢_F' (78.5)

Abb. 78. 2. D. h. er ist bei gegebenem Wickelraum (gegebenem % und F) dem Qua-

drat der Windungszahl direkt, dem Fiillfaktor umgekehrt proportional.

Soweit man diesen also als einigermaBen konstant ansehen kann, ist der Widerstand wie

die Induktivitait dem Quadrate der Windungszahl proportional, die Zeitkonstante also als
das Verhaltnis der beiden Gré8en nahezu konstant.

§ 79. Induktiver Widerstand bei Sinusstrémen. Wenn sich der die Ringspule
durchflieBende Strom sinusférmig mit der Zeit &ndert:

i=1cos(2nfi+ @),
ergibt sich
g = —1{2nfsin(2nft+ @) =4i2nfcos(2nft+ ¢+ 90%. (79.1)

Bei Sinusstromen ist also eine induktive Spannung zu iiberwinden von dem
Scheitelwert L-2nf-§ =wL-f§.

Eine Ringspule verhilt sich hiernach bei Sinusstrémen so, als ob ihr auBler
einem ,,Ohmschen’ Widerstand R noch ein ,induktiver Widerstand" (oder
eine ,,Induktanz‘) 2xfL = wL zukdme.

§ 80. Induktivitit einer Ringspule mit ferromagnetischem Kern. Die in der
Technik verwendeten Spulen haben meist ferromagnetische Kerne. Dann ist (8
und § sind Betrige):

do ds
RI=—wg=—wvFg=—wFgqrg=="7Tapa
und
wiF

L=35 71

A A
oz

b4



Induktiver Widerstand. Ringlibertrager. § 82,

Zur Berechnung der Induktivitit ist also an die Stelle der Permeabilitit der
Differentialquotient von B nach § zu setzen, d. h. das Verhiltnis der bei der
Strominderung dI eintretenden Anderung d®8 der magnetischen Induktion zu
der gleichzeitigen Anderung d$ der magnetischen Feldstirke.

Die Induktivitit ist demnach bei Spulen mit ferromagnetischem Kern genau
genommen keine Konstante. Spricht man von der Induktivitit schlechthin,
so meint man ihren zeitlichen Mittelwert etwa wihrend einer Periode. In der
Fernmeldetechnik ist fiir d8/d$ nach § 70 bei geringen Amplituden die ,,re-
versible” Permeabilitit einzusetzen.

§ 81. Der streuungslose Ringiibertrager. Denkt man sich die Wicklung einer
Ringspule in zwei Teile zerlegt und diese — jeden fiir sich — mit Klemmen
versehen, so entsteht ein ,,Transformator’ oder ,,Ubertra‘ger“. Die beiden Teil-
wicklungen pflegt man als die ,,primire’ und ,,sekundire’ zu unterscheiden..
Wenn die Windungen sehr gleichmiBig auf den Kern aufgebracht sind, verlaufen
nahezu alle magnetischen Feldlinien in ihrem Irnern; alle Linien, die von der
primiren Wicklung umschlungen werden, gehen daher auch durch die sekundire.
Einen solchen Ringiibertrager nennt man ,,streuungslos‘.

Angenommen, die primire Wicklung habe »,, die sekundire w, Windungen.
Dann ist fiir den priméren Kreis 1:

av, ddil___wle%_

d9d9
a =Yg B =ur

d
Ega_wﬁyﬁ, (81. 1)

wo u die reversible Permeabilitit bedeutet. Jetzt ist aber

9l=wl +w1,, (81.2)
also
d¥, wiFdl, wywy Fdl,
Tt v T et v (8r.3)
Setzt man
2 F F
Li=p=,  Lp=p=3, (81.4)
so wird
drI dr
°=R1[1+L1d_;l+l‘“d—;' (81. 5)

L, ist die bereits definierte Induktivitit des Kreises 1; L,, heiBt ,,Gegeninduktivi-
tit" zwischen den Kreisen r und 2.
Entsprechend gilt fiir den Kreis 2:

ar, dar,

0=R2I2+L1’H+Lz_dT, (81-6)
wo
3F
Ly=p=2". (81.7)
Offenbar ist beim streuungslosen Ringiibertrager

Lyu_w L
L, wy’ Ly, w’ (81.8)
L= }/Ll L.

D. h. die Gegeninduktivitit ist gleich dem ,,geometrischen Mittel* der beiden
Selbstinduktivitdten.

§ 82. Kopplungsfaktor und Streuzahl. Da auch die Luft eine gewisse magne-
tische Leitfihigkeit besitzt, ist bei einem Ubertrager immer nur ein Teil der
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§ 83. Magnetische Felder.

Induktionslinien mit beiden Wicklungen verkettet. Sind diese wie in der schema-

tischen Abb. 82. 1 kurz, so braucht man nur zwischen einem gemeinsamen

Linienbiindel und zwei je nur einer einzigen Wicklung zugehorigen Linienbiindeln

zu unterscheiden. Dann bleiben die beiden Selbstinduktivititen L; und 'Ly den
Quadraten der Windungszahlen #? und »£ und die Gegen-
induktivitit dem Produkt w,w, proportional; da jedoch
fir die Gegeninduktivitit der magnetische Leitwert offen—
bar kleiner ist als fiir die Induktivititen, so ist

L, <VL,L,. (82. xy

Im geometrisch kompliziertesten Fall liegen fiir jede

Abb. 82. 1. einzelne Windung, ja fiir jedes Drahtstiick der beiden

Wicklungen andere Verhiltnisse vor, so daB auch der

einfache Zusammenhang zwischen den Induktivititen und Windungszahlen nicht:
mehr bestehen bleibt.

Wenn bei einem Ubertrager die Gegeninduktivitit kleiner ist als das geome-
trische Mittel aus den beiden Induktivitédten, so sagt man, er zeige ,,magnetische
Streuung‘‘. Das Verhiltnis der Gegeninduktivitit zu dem geometrischen Mittel
aus den Induktivititen nennt man Kopplungsfaktor x:

r, My

Ly
VL Ly~
x ist nach dem Gesagten immer kleiner als 1 und nur bei dem idealen streuungs-
freien Ubertrager gleich 1.

In vielen Fillen ist die Einfiihrung einer andern GroBe, des sogenannten.
,,Streugrads* o bequemer. Wir definieren ihn durch die Gleichung

o=1—x%, (82. 3}

(82. 2)

X =

§ 83. Wirbelstréme. Nach dem Induktionsgesetz werden in jedem geschlos-
senen Leiter, der sich in éinem zeitlich verdnderlichen elektromagnetischen Felde.
befindet oder der sich durch ein ungleichmiBiges Feld hindurchbewegt, Strome
induziert. Unter ,,Wirbelstrémen‘‘ versteht man solche Induktionsstréme, deren
Bahnen nicht durch die Gestalt gegebener ,linearer Leiter (Drihte) vorge-
schrieben sind, sondern erst durch eine — meist komplizierte — Integration der
Feldgleichungen gefunden werden miissen; zu ihnen zéihlen insbesondere die In-
duktionsstréme in dickeren Metallmassen.

Soweit die Wirbelstréme als unniitze Energieverbraucher unerwiinscht sind,
sucht man sie zu verringern, indem man die Metallmassen unterteilt. Am ge-
briuchlichsten ist es, die Kerne z. B. von Spulen aus Blechen, Drahtbiindeln
oder feinem Pulver herzustellen. In den Teilleitern entstehen natiirlich auch
Wirbelstréme; die auf die Raumeinheit der Metallmassen entfallende Wirme-
entwicklung nimmt aber mit steigender Unterteilung ab (§ 84).

§ 84. Stromverdringung. Auch die,,Stromverdringung‘‘ oder ,,Hautwirkung*
(englisch: skin effect), d.h. die Erscheinung, daB bei hohen Frequenzen das Innere
der Leiter stromarm und der wirksame Widerstand daher sehr gro8 wird, beruht
auf der Induktion von Strémen durch das eigene magnetische Feld der Leiter.

Die Theorie der Stromverdringung fithrt schon in dem einfachen Fall eines
sehr langen geraden Drahts auf Zylinderfunktionen. Man kann iiber die Haut-
wirkung bei Drihten jedoch auch bereits auf Grund der Dimensionen der in
Betracht kommenden GréBen etwas aussagen. Da die Argumente mathematischer
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Stromverdrangung. § 84.

Funktionen reine Zahlen sein miissen, lassen sich?! alle physikalischen Gesetze
durch mathematische Funktionen dimensionsloser Potenzprodukte physi-
kalischer GroBen darstellen. Diesen Satz kann man anwenden auf die Berech-
nung des Widerstandes 4R, der je Lingeneinheit zu dem Gleichstromwiderstand
R, eines geraden gut leitenden Drahtes infolge der Hautwirkung hinzukommt.
AR kann offenbar nur abhingen von der Dicke 27 des Drahts, von seiner Leit-
fahigkeit 2 und auBerdem — eben weil die Hautwirkung eine Induktionserschei-
nung ist — von der Frequenz f und der Permeabilitit u,. Aus den fiinf GroBen
4R, 7, %, { und p, lassen sich aber nur die zwei dimensionslosen Potenzprodukte
AR7r%*x und r%xfpu, bilden. Es ist also sicher

AR = - g(r*xfu,), (84.1)

wo @ eine rein mathematische Funktion ist?. Fithren wir noch den Gleichstrom-
widerstand der Lingeneinheit R, = 1/(x73x) ein, so wird

=) (84.2)

Uber die Funktion y 148t sich natiirlich auf Grund bloBer Dimensionsbetrach-
tungen nichts aussagen. Sicher ist jedoch das Folgende:

a) Wenn der hinzukommende Widerstand AR unter irgendwelchen Bedin-
gungen dem Quadrate der Frequenz proportional ist, so muf}

AR ~ - A fiul = Pafiul, (84-3)
R = Ry+ 4R = Ry (1 + const - r4 a3 f2 u2) (84- 4)

sein. D.h. der durch die Hautwirkung verursachte zusitzliche Widerstand
wichst unter diesen Bedingungen proportional der Leitfihigkeit des Draht-
materials und sogar quadratisch mit der Drahtdicke. Da nun aber der Gleich-
stromwiderstand mit wachsender Leitfihigkeit und wachsender Drahtdicke in
demselben Verhiltnis abnimmt, so wichst das Verhidltnis des zusitzlichen
Widerstands zum Gleichstromwiderstand sogar proportional der zweiten Potenz
der Leitfihigkeit und der vierten Potenz der Drahtdicke.

b) Ist dagegen der zusitzliche Widerstand AR unter irgendwelchen Bedin-
gungen proportional der Wurzel aus der Frequenz, so ist

AR ~ oy T = L)/, (84.5)

T~ Vel by, (84.6)

In diesem Gebiet nimmt also der zusitzliche Widerstand mit wachsender Draht-
dicke und wachsender Leitfahigkeit ab, wenn auch in schwicherem MaBe als der
Gleichstromwiderstand (~ 1/r gegen ~ 1/r?).

Die genauere Theorie zeigt, daB die GesetzmiBigkeit (. 3) fiir niedrige, die
GesetzmiBigkeit (. 5) fiir sehr hohe Frequenzen annihernd richtig ist. Setzt man

x=—Vrufp,=0314 C%,V#m.ﬁ (84.7)

1 Vgl. Handbuch der Physik, herausgeg. von H. Geiger u. K. Scheel. 2, Kap. 1. Berlin:
Julius Springer :1927.

2 D. h. eine Funktion, die auBer den ausdriicklich angegebenen physikalischen GroBen
keine weiteren enthalt.
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§ 8s. Magnetische Felder.

oder fiir Kupfer (x = 57 Sm/mm?2)

1 4
# =237 =) g (84.8)
sogilt fir x < 1
£~I+i‘_1+“',4z 2
RNIT =1 g (84.9)
fir x > 1 dagegen
R 1 Y ——5 1
-}-?;wx+7=7}/nx/,uo+:. (84. 10)

Die Frequenz.f,, fiir die x = 1 wird, heiBt auch , kritische‘‘ oder ,,Grenzfrequenz"‘
Fiir Kupferdrahte von 4 mm Dicke ist z. B.

_( cm \? KH .
fo= <__2‘37') z = 4,4 kHz; ferner (84. 11)
fir 2,4 kHz (¥ =0,74) R/Ry, = 1,11 nach (. 9)
» 40 .. (¥=30) =33
.\ 300 L (x=8.2) =85 nach (. 10)

Macht man den Leiter 10 mal dicker (2 ¥ = 4 cm), so wird

far 300 kHz (¥ =82) R=82 R,.
Der 10 mal so dicke Leiter hat also, da sein Gleichstromwiderstand R, hundertmal so klein
ist, bei 300 kHz einen nur etwa 10 mal so kleinen Widerstand wie der diinnere.

Bei sehr hohen Frequenzen flieBt der Strom praktisch nur in der ndchsten
Nihe der Leiteroberfliche. Die Wandstirke @ eines Rohrs, dessen Gleichstrom-
widerstand ebenso groB ist wie der Hochfrequenzwiderstand eines ebenso dicken
aus demselben Werkstoff gefertigten massiven zylindrischen Leiters, ergibt sich
aus dem Ansatz

I I
RNR"x‘:; ’;Lx,=x-21:r-0 (84. 12)
zu
D= — = 139 mm
V‘N * f o V x L
Sm/mm? kHz
und fiir Kupfer 2,12
9= Y (84. 13)

¢ heiBt auch ,,Dicke der gleichwertigen Leitschicht*.
Mit der Verdringung des Stromes bei' hGheren Frequenzen geht eine Ver-
dringung des elektrischen und auch des magnetischen Feldes Hand in Hand.

§ 8s. Energieinhalt einer Spule. Eine Ringspule, in deren Windungen ein
Strom flieBt, stellt eine gewisse Energie dar. Denn wenn man die Stromquelle
abschaltet, so flieBt zunidchst noch eine ganze Weile ein veranderlicher Induk-
tionsstrom I, der in jeder kleinen Zeit d¢ eine gewisse Wirmemenge RI*d? ent-
wickelt, wo R den Widerstand der Spule bedeutet. Nun ist aber mit den Be-
zeichnungen des § 78 (die Betragstriche lassen wir wieder weg)

dop d
RI%dt = —wgyIdt = —wd—'(%F)-Idt

= _Fd®-wl=—9dB-Fl=—9dBV, (85.1)

wo unter V das Volum des Spulenkernes zu verstehen ist. Demnach entspricht
die entwickelte Wirme der Abnahme einer GréBe W,

—dW,, =—9dB-V, (8s. 2)
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Magnetische Energie. § 86.

die von den FeldgréBen $ und 8B im Innern des Kernes abhingt und proportional
dem Kernvolum ist.
Da

$dB =9d(ug) =d(“T) =4 (29 (85.3)
ist, gilt auch
aw, = d(22. V). (85. 4)

D. h. ebenso wie wir in (51. 4) die elektrische Energie eines Flichenkondensators
durch W, = (E®[2)V definiert haben, konnen wir jetzt die ,,magnetische
Energie” eines Spulenkerns durch

w,=2%y (8. 5)

definieren. Auch dieser Ansatz stammt von Maxwell. Nach ihm sitzt also die
magnetische Energie einer Ringspule in der Hauptsache nicht in ihren Win-
dungen, also dort, wo der Strom flieBt, sondern im Spulenkern, dessen Volum
sie proportional ist.

Sie kann offenbar auch ausgedriickt werden durch

B L p:
Wm-_—.T'bV:%’I’I:TI“:;Z- (85.6)

Fir L=1H, I=1A erhilt man z. B.
Wa=0,5]=1,4-100"kWh.

§ 86. Anzugskraft eines Magnets. Die Gleichung (85. 5) erlaubt, die Kraft
zu berechnen, mit der der Anker eines Elektromagnets von seinen Polen ange-
zogen wird. Die magnetische Leitfihigkeit der beiden Eisen-
korper sei so groB und der Abstand a'des Ankers von den Pol-
flichen (Abb. 86. 1) so klein, daB die B-Linien in den Luft-
schlitzen mit konstanter Dichte als parallele Linien verlaufen.
Dann leistet die gesuchte Anzugskraft P, wenn sich der Anker
den Polen um die unendlich kleine Strecke da nihert, die
Arbeit Pda. Ebenso groB muB nach dem Energiesatz die mit £
der Ankerverschiebung verbundene Abnahme der Energie des '
magnétischen Feldes sein. D. h. wenn wir mit F die Fliche eines Anker
Pols und mit B, und $,, die FeldgroBen in Luft bezeichnen, so gilt Abb. 86. 1.

Pda =288 pgg;

— elf -

die fiir die Fldcheneinheit berechnete Tragkraft oder Anzugskraft ist daher
i . sl @L . ﬁ d); %L )2 kp (86. I)

2F 2 z2py  z2pgFE 0,040 (kGauB cm?*
4o und F sind bei gegebenem Elektromagnet konstant; die auf die Flichen-
einheit bezogene Kraftwirkung P/(z F) variiert also wie das Quadrat des
magnetischen Flusses.
Dieser &dndert sich stark mit dem Abstande 4. Der Durchflutungssatz liefert

wie in (74. 2):

Bz 24,

'6%:-91:—‘7‘;7‘» (86.2)

man bekommt also die Feldstirke im Innern des Elektromagnets in erster Nihe-
rung wie im § 74 dadurch, daB man im %B/$-Diagramm von dem Punkte .
der Abszissenachse aus Scherungslinien fiir verschiedene Abstinde @ zieht. Wie
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§ 87. Magnetische Felder.

man sieht, sinken B%, B7 und damit um so mehr die Anzugskraft stark mit
zunehmendem Ankerabstande ¢, und zwar besonders stark bei weichem Material,
das einigermaBen von dem Zustande der Sittigung entfernt ist.

§ 87. Stromkreis mit Widerstand, Kapazitit und Induktivitit. Schaltet man
‘eine (konstante oder verinderliche) Stromquelle E, einen Widerstand R, einen
Kondensator der Kapazitit C und eine Spule der Induktivitit L hintereinander
(der Widerstand dieser Spule sei in R enthalten), so gilt nach den Kirchhoffschen
Regeln und nach dem Induktionsgesetz

E=RI+U+%7. (87.1)

Multipliziert man nach (48. 4) mit I = C il—[;r , so erhilt man

EI=RP+UCY +IdALP
—RP+ SECUN+ 4, QL) =RI+ LW, +W,). (87.2)

Die von der Stromquelle aufgebrachte Leistung wird also zum Teil (RI?) zur
Erzeugung von Wirme verwendet, zum Teil in dem Kondensator und in der
Spule aufgespeichert?.

Fithren wir in der Gleichung (87. 1) den SpulenfluB auf den Strom und diesen
auf die Spannung U am Dielektrikum zuriick, so erhalten wir nach Division

durch C:
a U E dU U
< =c R —¢ (87.3)

Diese Differentialgleichung ist dhnlich gebaut wie die Differentialgleichung
fiir einen schwingenden Punkt von der Masse m, der in einem widerstehenden
Mittel durch eine duBere Kraft P aus einer Gleichgewichtslage herausgezogen
wird, an die er durch eine elastische Kraft gefesselt ist. Ist nimlich s sein Aus-
schlag, d. h. seine Abweichung von der Gleichgewichtslage, Ds die durch s ge-
weckte elastische Kraft und pds/d¢ die seiner Bewegung widerstehende Kraft,

so gilt

L

dts

ey

In dem elektrischen Problem entspricht also der Masse m die Indukt1v1tat L,
iem Reibungskoeffizienten p der Widerstand R und der Proportionalithtskon-
stante D der elastischen Kraft der reziproke Wert der Kapazitit C. Die Induk-
tivitit kann (nicht ganz scharf) als die elektrische Tragheit des Stromkreises, der
Widerstand als der elektrische Reibungswiderstand, der reziproke Wert der
Kapazitit als die elektrische Elastizitit (Federung) bezeichnet werden. Die
magnetische Energie entspricht der Bewegungsenergie, die Stromwirme der
Reibungswirme und die elektrische Energie der potentiellen elastischen Energie.

=P — 1>———D (87.4)

§ 88. Berechnung von Induktivititen. In § 81 ergaben sich die beiden Spulen-
fliisse als homogene lineare Funktionen der Stréme. Man kann dieses Ergebnis
verallgemeinern und zeigen, daB sich bei einem beliebigen System linearer Leiter
die einzelnen Spulenfliisse als homogene lineare Funktionen der Strome in der
Form

Y.,=LI,+ Lyl +---+ L, I, usw. (88. 1)
1 Vgl. hierzu Cohn, E.: Das elektromagnetische Feld. 2. Aufl., S. 83.
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Berechnung von Induktivititen. § 89.

darstellen lassen. Hat man diese Gleichungen auf Grund des Durchflutungssatzes
gefunden, so kann man die einzelnen Induktivititen als die Koeffizienten der
Stréme aus ihnen ablesen.

Ich empfehle dem Leser, nach diesem Verfahren die Induktivitat einer sehr langen Doppel-
freileitung zu berechnen, und zwar am bequemsten unter der vereinfachenden Voraus-

setzung, daB der Strom nur in den #uBersten Schichten der Drihte flieBt. Die Rechnung
fiihrt ohne weiteres zu der spiteren Gleichung (92. 2).

Fir die Fernmeldetechnik ist noch eine zweite Methode der Induktivitits-
berechnung fruchtbar, bei der man nicht die magnetischen Fliisse, sondern die
,,Fernwirkungen‘* der einzelnen Stromfiden summiert. Dieses Rechenverfahren
steht zu dem zuerst genannten etwa in demselben Verhiltnis wie die Berechnung
des Magnetfeldes eines Stroms nach dem Gesetz von Biot und Savart zu der
Berechnung auf Grund des Durchflutungssatzes.

Es handelt sich um die folgende Rechenvorschrift, auf deren Ableitung?!

wir nicht eingehen:
d
L= ,‘HM . (88.2)

4Ty

Hier bedeutet L,, die Gegeninduktivitit zwischen zwei Stromfiden r und 2
(Abb. 88. 1); ds,; ist ein Element des ersten Stromfadens, ds, ein Element des
zweiten, ¢ der Winkel zwischen den Stromrich-
tungen in den beiden Fadenelementen und 7 ihr
gegenseitiger Abstand. Zu integrieren ist iiber
beide Elemente; d. h. zuerst ist etwa das eine
Element, z.B. ds;, festzuhalten und iiber den dsz

ganzen Stromfaden 2 zu integrieren; dann inte- Abb, 88. 1.

griert man iiber den Stromfaden r.

Die Gleichung (.2) kann natiirlich nur dann -angewendet werdén, wenn der Verlauf
der Stromfiaden als bekannt vorausgesetzt werden darf. Mit unseren fritheren Definitionen
steht sie insoferp nicht in vélliger Ubereinstimmung, als sie negative Gegeninduktivititen
liefern kann.

§ 89. Induktivitit einer koaxialen Leitung. Wir geben zunichst ein Beispiel
ftir.die Rechnung nach (88. 1). FlieBt in dem Innenleiter einer koaxialen Leitung
(Abb. 32. 1) ein elektrischer Strom I in der einen Richtung, in dem zylindrischen
Riickleiter ein ebenso starker Strom in der anderen Richtung, so 148t sich nach

n Durchflutungssatz das magnetische Feld in einem Innenpunkt, der von
der Achse den Abstand 7 hat, durch
I
19l=7% (89. 1)

darstellen. In einem Stiick der Leitung von der Linge / ist mit dem Strom ver-
kettet der magnetische FluB

Ta Ta
I __ Wo! Ta
‘D=fﬂo|$ldF=fﬂo;;ld'“2—°,;1n7"1-
(£ 7

Die bezogene Induktivitit ist daher nach (88. 1)

__¢_”0 ’a__ 'anE
L——l—;—1;1n7‘—0,4611g7‘km.

(89.2)

1 Vgl. z. B. Abraham, M.: Theorie d. Elektrizitit. 10. Aufl. bearb. von R. Becker.
Leipzig: B. G. Teubner 1933. 1 § 58.
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§ 90. Magnetische Felder.

Sie ist wie die bezogene Kapazitit der koaxialen Leitung (§ 50) nur von dem
Verhiltnis r,/r; abhingig.

Zwischen Innen- und AuBenleiter laufen die Linien der Vektoren 8 und §
in Form von Kreisen um den Innenleiter. Der AuBenraum ist feldfrei, wenn der
Riickstrom véllig im AuBenleiter verliuft.

§ 90. Gegeninduktivitit zweier paralleler Drahte. Wir wollen nach der Doppel-
integralformel (88.2) zunichst die Gegeninduktivitit zweier gerader Strom-
fiden (also unendlich diinner Drihte) von der Linge ! und dem Abstand & be-
rechnen (Abb. go. 1). Die Abstinde der Fadenelemente dx, und d %, vom linken
Ende der Fiden seien x, und x,, ihr gegenseitiger Abstand sei 7. Der in der For-
mel vorkommende Winkel ¢ ist gleich 0° wenn die beiden Stréme im gleichen
Sinne, gleich 180° wenn sie im entgegengesetzten Sinne laufen. Dann ist nach

(88. 2):
5" ax Lo — dxdx dzdx
] ' w= ”ﬂ 4Ty Vo (7 — 7 (g- 2}
a Wir denken uns zuerst x, festgehalten (konstant) und
o summieren iiber x,. Setzen wir
ey % — % =z, also dx,=dz, (90. 2)
e e----- + so wird
Abb, go. 1. z, =1 z—!—z, d
-1 P o ;
Lll - :b 47 dxl ym . (90 3)
=0 Zm—2,;
Hier kann aber das unbestimmte Integral ausgerechnet werden; es ist!
f Y‘;‘d-%‘ = In(z + Ya*+ z8) 4 const = f (z) + const, (9. 4}
wie leicht durch Differentiation nachzuweisen. Also wird
P fdxlw)] " (90. 5

Wir setzen nun wieder im Minuend ! — x, = 2z, im Subtrahend — %, =z, in
beiden Gliedern also dx, = —dz und fithren die Bezeichnung ein:

[ #(z)dz = F(z) + const. (90. 6)
Dann wird nach (. 5):

La=F L{F(— 2~ F(~2)]} =+ LEFO+F () ~2F ). (50.7)

Nun gilt?
F@@) = fln(z+ fﬂ@ dz=zIn(z + Ya*+ %) — Ya?+ 22+ const; (go.8)-

! Man kann fur das Integral auch 9t Gin— + const schreiben. Es besteht namlich

. . . 1 z s
die Idenht&tﬁt@n—a——ln(7+ 1+;’-).
3 Durch partielle Integration erhalt man
fﬁ[r 6in—‘—d: =Nt Gini —f
a a

zd:s

TN
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Gegen- und Selbstinduktivitat paralleler Driahte. § 9I.

also wird schlieBlich
L=+ 4%:{1 In(l+ Y2+ a?) — Yi2 4 at

—Illn(—=14 Y2+ a?) — Y2+ a® + 24}

T PP LE o Lo
:':41‘:[ m__l ZVla+a +2a} (90‘9)

oder, wenn man das Argument des Logarithmus mit seinem Zihler erweitert:

L12=:!:21,{1nwa+—a+‘l I+%:‘+%}- (90. 10}

Nun ist bei den Problemen, die in der Fernmeldetechnik interessieren, der
Fadenabstand & immer klein gegeniiber der Fadenlinge /; man darf also nihe-
rungsweise setzen:

iyg= ;]; = (ln = - 1) (90. 11)

Dies ist zunichst nur die Formel fiir die Gegeninduktivitit zweier paralleler
Stromfiden. Sie darf aber mit guter Anniherung auch fiir die Gegeninduktivi-
tiat zweier paralleler Driahte verwendet werden, vorausgesetzt, daB deren Durch-
messer klein sind gegeniiber ihrem Abstand.

§ 9I. Selbstinduktivitit eines Drahtes kreisformigen Querschnitts. Auch die
Selbstinduktivitit eines einzelnen Drahts von der Dicke 2p kann nach
der Formel fiir die Gegeninduktivitit zweier Fiden berechnet werden; denn
in dem Draht flieBen sozusagen unendlich viele Stromfiden, die sich gegenseitig
beeinflussen. Da jeder dieser Fiden nur unendlich wenig Strom fiihrt, ist fiir den
in der Formel vorkommenden Ina ein Mittelwert einzusetzen; dieser hingt
von der Verteilung der Stromfiden im Drahtquerschnitt ab. Wir wollen zwei
Sonderfille betrachten:

1. Die Stromfiden verlaufen alle auf der Oberfliche des Drahtes. Dann
kommen alle méglichen Stromfidenabstinde von dem Werte Null

bis zu dem Werte 2p vor; aus der eingehenderen Theorie!
b folgt, daB als mittlerer Fadenabstand einfach der Draht-
radius ¢ zu nehmen ist (Abb. 91. 1).
. 2. Die Stromfiden sind gleichmiBig iiber den ganzen -»@ i._
-~ @ - Querschnitt verteilt. Dann ist der mittlere Abstand kleiner Ve
Abb.gr.1. als im ersten Falle; die Theorie ergibt fiir ihn den Wert Abb.or. 2.
9/‘}@ = 0,780 (Abb. 91. 2).

Setzen wir diese Werte ein, so erhalten wir bei Durchstrémung nur der Draht-

oberfliche?, wenn die Drihte in Luft gespannt sind:

u 21
L=;‘;l<ln?—1), (91.1)
bei gleichmiBiger Durchstrémung dagegen

= & 2! - Ho - 3)
L l(ln(e ie) x) z( =-2). (o1. 2)
Bilac. der Strom also nur eine Haut, so ist die Induktlwtat ein wenig kleiner als

bei gleichméBiger Durchstrémung (vgl. § 84).

! Z. B. Breisig, F.: Theoretische Telegraphie. 2. Aufl. Braunschweig: Friedr. Vieweg
& Sohn 1924. § 112.

% Das Pluszeichen ist zu nehmen, weil die Stromfiden gleichgerichtet sind.
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§ 02. Wechselstromschaltungen.

§ 92. Selbstinduktivitit einer Doppelleitung. Durch Vereinigung der Formeln
{9o. 11) und (9I. 2) ergibt sich die Induktivitit der Doppelleitung. Sie setzt sich
aus den Selbstinduktivititen der beiden Drihte fiir sich und ihren Gegeninduk-
tivititen in der folgenden Weise zusammen:

L=Li+Li+Lg+Lay=L + L3+ 2L;,. (92.1)

2 L,y ist hier negativ und wegen der groBien Fadenabstinde kleiner als L, + L,, so
daB L positiv wird. Setzen wir die vorher gefundenen Werte ein, so erhalten
wir bei oberflichlicher Durchstromung

! I
L=2”—1°tl(lna—1+ln2——1—-2ln2—+2)

=%foyn = 0,921lg —

a
™ ' 010 Veios km
bei gleichm#Biger dagegen

— Ho e He r
L_znl(ne‘e'-*- ) "l(lnYelea+4)

( 921lg——+ o0 I) ' mH. (92. 3)
Vﬂx@a km

Aus einem Vergleich der Formeln (. 2) und (. 3) kann man schlieBen, daB der

erste Summand in der Klammer der Gleichung (.3) dem magnetischen Feld

im AuBenraum, der zweite (viel geringere) dem magnetischen Feld im Innern

der Drihte entspricht. Bei ferromagnetischem Material hat man daher zu setzen:

L= (,21 + o,1 —)—’—mH. 2.
9 lsmg’ e (92. 4)

Wegen der Induktivitit anderer Gebilde, insbesondere von Spulen, verweisen
wir auf die Sonderdarstellungen?.

mH, (92. 2)

4. Abschnitt. .

Wechselstromschaltungen.

§ 93. Aligemeines. Unter einer ,,Wechselspannung‘‘ verstehen wir eine elek-
trische Spannung von den folgenden Eigenschaften:

1..Die Kurve, die die Abhingigkeit ihres Augenblickswerts von der Zeit
darstellt, soll aus gleichen Stiicken der Linge T bestehen, wo T die ,,Periode”
der Wechselspannung heiBt.

2. Der Mittelwert der Spannung, genommen iiber eine volle Periode, soll
gleich Null sein.

Eine besonders einfache Art von Wechselspannung ist hiernach die im §.53
erliduterte ,,Sinusspannung*:

u—dcos(zvrﬂ+4p,)—-acos( +¢,) (93. 1)

Bei ihr fillt die ,,Periode’ mit der ,,Schwmgungsdauer“ zusammen.
Entsprechend definiert man den ,,Wechselstrom und den ,,Sinusstrom”.
Unter einer ,,Glelchspa.nnung oder einem ,,Gleichstrom* verstehen wir nicht

etwa eine Spannung oder einen Strom gleichbleibender Richtung, sondern eine

1z B. Rosa, E.B, u. Cohen, L.: Bull. Bur. Stand. § S. go.
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Wechselstrome. § 04.

Spannung oder einen Strom konstanten Augenblickswerts. Durch Ubereinander-
lagerung einer Wechselspannung und einer Gleichspannung entsteht eine ,,Misch-
spannung‘‘; entsprechend ist der , Mischstrom" definiert.

§ 94. Messung der Stirke von Wechselstrémen. Der arithmetische Mittelwert
der Stromstirke, gebildet fiir eine ganze Periode, der beim Wechselstrom defini-
tionsgemiB gleich Null sein soll, kann bei einem beliebigen periodischen Strom
folgendermaBen berechnet werden. Man teilt die ganze Periode T in sehr viele
gleiche kleine Zeitteile d¢ ein. Zu jedem dieser Zeitteile, deren es im ganzen
T/d¢ gibt, gehort eine gewisse Stromstirke. Bildet man nun die Summe dieser
Stromstirken und teilt sie durch ihre Anzahl, so erhilt man den arithmetischen
Mittelwert M:

M=t =Llid. (94. 1)
a

e
Beim Sinusstrom ergibt sich auf diese Weise definitionsgemas
T

fcos (wt+ @) d (0t + @) = ﬁ [sin (wt + ?«)]:
0

a

1

M=wT

= ;;: (sin {27+ @) —sing,) =o. (94. 2)

T
Daf id¢ nach (1. 3) die wahrend einer Periode bewegte Elektrizititsmenge ist, scheidet
0

ein reiner Wechselstrom aus einem Elektrolyt wahrend einer vollen Periode iiberhaupt
nichts aus. Das Voltameter ist daher zur Messung von Wechselstrémen untauglich.

Auch die an den gewohnlichen Galvanometern abgelesene ‘Stromstarke ist gleich Null.
Ihre Spule oder ihr Magnet erfahrt zwar nach beiden Seiten abwechselnd Antriebe, ist aber
zu trig, um ihnen zu folgen. Will man Wechselstrdme elektromagnetisch messen, so mu
man die Tragheit der benutzten beweglichen Systeme (Drihte, Binder, Spulen, Schleifen,
Stabchen, Membranen usw.) so herabsetzen, daB8 die Wechselstrdme imstande sind, sie zu
beobachtbaren Schwingungen mit der Wechselstromfrequenz zu zwingen. Besonders stark
werden diese Schwingungen, wenn die mechanische Eigenfrequenz des beweglichen Systems
mit der Frequenz der Grundschwingung oder einer Oberschwingung des Wechselstromes
nahezu itbereinstimmt (Ausnutzung der ,,Resonanz‘’). Die Schwingungen kénnen entweder
mit dem Auge (Vibrationsgalvanometer, Oszillograph) oder mit dem Ohr (Telephon) wahr-
nehmbar gemacht werden.

Will man durch Wechselstréme einen dauernden Ausschlag erzeugen, so
kann man ein Instrument nehmen, dessen Ausschlag dem Quadrate des Stro-
mes proportional ist (z. B. ein Dynamometer,
Hitzdrahtinstrument oder dergleichen). Das Qua-
drat eines Sinusstroms wird nach der Gleichung

12

i = fcost (0t + @)

)

it J;/ r\ /\ ‘

= (1 + cos 2wt + 2 ) (94-3) ¢ \/ \/ :i
. . . . . t ¢

durch eine Sinuslinie von der doppelten Frequenz
dargestellt (Abb. 94. 1); der Mittelwert des Qua- Abb. o4. 1.
drats ¢* wihrend einer Periode ist aber nicht mehr
wie der des Stromes selbst gleich Null, sondern, wie auchdie Abbildung zeigt, gleich
§%/2. Ein bewegliches System geringer Trigheit schwingt also mit der doppelten
Frequenz des Sinusstroms um eine mittlere Einstellung herum, die ebenso groB

3 Wallot, Schwachstromtechnik, 3. Aufl. 656



§ 9s. Wechselstromschaltungen.

ist wie bei einem Gleichstrom der Stirke ¥§%z = §/}2; ein triiges nimmt diese
Einstelluing dauernd an. Eicht man demnach die Teilung des Instruments mit
Gleichstrom, so zeigt es bei Sinusstrom den Wert /2.

Die Wurzel aus dem Mittelwert des Quadrates der Stromstirke heiBt bei
jedem Wechselstrom ,.effektive Stromstirke; beim Sinusstrom ist sie gleich

V2.

§ 95. Die Klemmenleistung fiir Wechselstzom. Die in der Zeiteinheit durch
die Ausgangsklemmen eines Erzeugers oder durch die Eingangsklemmen eines
Verbrauchers stromende Energie, also die Klemmenleistung, ist bei jedem —
konstanten oder beliebig verdnderlichen — Strom gleich dem Produkt aus der
Klemmenspannung und dem Klemmenstrom

n=us (95. 1)
und hat den im § 34 festgelegten Richtungssinn.

Andern sich sowohl die Spannung wie der Strom sinusférmig:

u=14cos(2xft+ ¢,),
; (95. 2)
i=4{cos(2nft+ @,),
wobei die positiven Werte der Spannung und des Stromes wie iiblich (§ 10)
festgelegt sein mogen, so ist die Klemmenspannung gleich
ui=4Hdicos(2nft + @,) cos (2xft + @,) .
Nun gilt aber die Rechenregel
cosa cos B = 3 (cos (« + B) + cos (x — B));

man kann also auch schreiben

. A
ui = —(cos (47 /¢ + gu + @) + cos (g, — @J), (95. 3)
oder wenn wir die Effektivwerte voriibergehend durch groBe Buchstaben ohne
Index U = i_, =% und die Phasenverschiebung ¢, — ¢, zwischen Strom

2 2
und Spannung durch ¢ bezeichnen:
4s=Ulcosp+ Ulcos(2n-2ft+ @4+ @) . (95. 4)

Die Klemmenleistung besteht also aus einem zeitlich konstanten und einem mit
der doppelten Frequenz 2f und dem Scheitelwert UI schwingenden Anteil
N (Abb. 95. 1). Den zeitlich konstanten Anteil UT
cos @ nennt man ,,mittlere’* oder ,,Wirkleistung"*
(d. h. wirksame Leistung), den Scheitelwert UI
des schwingenden Anteils ,,Scheinleistung*‘. Der
zeitliche Mittelwert des schwingenden Anteils,
‘},’ genommen iiber eine ganze Zahl von Perioden,
ist natiirlich gleich Null, so daB bei Betraclitung
Ut Jr lingerer Zeitriume nur die Wirkleistung zu be-
t — ¢ riicksichtigen ist, die man deshalb auch ,,Lei-

L v A3 ST[—‘J stung’‘ (ohne Zusatz) nennt.

. 98, To.

‘ DaB bei der Wirkleistung der Faktor cos ¢ auf-
treten muB, den: man auch , Leistungsfaktor nennt, ist leicht zu verstehen. Ist namlich
die Phasendifferenz zwischen Spannung und Strom gleich Null oder- gleich 180%, 3o
wechseln beide GrdBen immer gleichzeitig ihr Vorzeichen. Die Energie strdmt also nach
§ 34 immer in derselben Richtung; ob sie vom Erzeuger zum Verbraucher oder in der um-
gekebrten Richtung strdmt, 1a8t sich leicht feststellen, wenn man die Richtungen der Zahl-
pfeile beachtet.
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Wechselstromkreis mit Widerstand und Induktivitat. § 96

Ist dagegen die Phasendifferenz zwischen Spannung und Strom gleich go? oder gleich
270%, so haben die Spannung und der Strom in jeder Periode wiahrend zweier Viertelschwin-
gungsdauern gleiches und in den dazwischenliegenden Zeitriumen ungleiches Vorzeichen
(vgl. Abb. 54. 1). Die Energie strémt also wihrend zweier Viertel der Periode aus dem Er-
zeuger in den Verbraucher, wahrend der beiden iibrigen Viertel dagegen in der umgekehrten
Richtung, so daB sie nur hin- und herpendelt.

§ 96. Wechselstromkreis mit Widerstand und Induktivitit. Eine Spule vom
Widerstande R und der Induktivitit L werde an eine sinusférmige Wechsel-
spannung ¢ = é cos (2% f¢ + @,) = & cos (wt + @,) angeschlossen. Dann ist nach
dem Induktionsgesetz (§ 78) in jedem Augenblicke

e=Ri+ LS (96.1)

Wir vermuten, daB der von der Spannung ¢ in der Kreise erzwungene Strom ¢
schlieBlich ebenfalls sinusférmig wird, und zwar mit der gleichen Frequenz f, lassen
jedoch die Moglichkeit offen, daB seine Phase gegen die der Spannung um einen
gewissen Winkel verschoben ist; d. h. wir setzen fiir alle Zeiten

i=14cos(znft+ @) = fcos(wt + @) (96.2)

und untersuchen, wie gro i und ¢, sein miissen, -damit die Differential-
gleichung (. 1) erfiillt ist.
Setzen wir (. 2) in (. 1) ein, so erhalten wir
écos(wt+ @,) = Ricos(wt+ @) —wLisin(wt+ @), (96.3)
also! fiir ¢ = o:
écosp, = R icosp, — o Lisin g, (96.4)

und fﬁrt=§:

ésingp, = Risingp, + w Licosg,: \96. 5)
Quadriert und addiert man diese beiden Gleichungen, so erhilt man

&= (R*+ 0?1314,
oder
¢
o ———— .6
Tt (96.6)
Setzt man in (. 3) wt = 9o® — ¢,, so folgt

o= Risin(p, -- ¢) — w Licos(p, — @),

also
L
tg(p — 9) = % - (96.7)
Unsere Differentialgleichung (. 1) ist daher erfiillt durch den Ansatz
. ¢ oL
1 = 7—34_*.—__——#; Ccos <w t+ Pe — arctg —jz—') . (96 8)

D. h.: Die erzwingende Wechselspannung kann einen Wechselstrom der gleichen
Frequenz unterhalten, der gegen sie verschoben ist um einen Winkel ¢ = ¢, — ¢,
dessen Tangens gleich w L/R ist. Die Anfangsphase von 4 ist kleiner als die von
e; s ,Jiuft hinter ¢ her”. Der Strom ist kleiner als bei einer induktionsfreien Spule;
die Induktivitit wirkt also widerstandvergroBernd.

1 Da die Gleichung (. 3) fir alle Zeiten gilt, kann man zu ihr auch die Gleichung hinzu-
nehmen, die sich ergibt, wenn man sie Glied #@ir Glied nach # differenziert, und dann in beiden
Gleichungen ¢ = o setzen.
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§ 97. Wechselstromschaltungen.

Die gefundene Lésung gilt entsprechend unserer Ableitung nur fiir den ,,eingeschwungenen
Zustand“‘. Beim Einschalten einer Wechselspannung treten zunichst besondere kompli-
ziertere ,,Einschaltvorginge‘* auf. Sie verschwinden erst im Laufe der Zeit; dann stellt sich
der von uns berechnete stationire oder Beharrungszustand ein.

Nach § 53 kann man bei jeder Schaltaufgabe den Nullphasenwinkel einer
WechselgréBe gleich Null setzen. Wir wihlen als diese WechselgréBe vorzugs-
weise die treibende elektromotorische Kraft, schreiben also meist e = é cos w¢.

§ 97. Zeichnerisches Verfahren. Ein Pfeil von der konstanten Linge é drehe
sich mit der konstanten Winkelgeschwindigkeit w um einen Punkt O herum
ys (Abb. 97. 1). Zur Zeit ¢ = 0 habe er die
Richtung 04,. Dann bildet er zur Zeit ¢
A\ den Winkel w¢ mit 04,, und seine senk-
rechte Projektion auf 04, ist é cos wt.
Wihrend er gleichmiBig umliuft, bewegt
sich demnach die Projektion P, seiner Spitze
auf der Geraden durch O und 4, so hin und
her, daB die Linge der Strecke O P, be-

stdndig proportional der augenblicklichen
Spannung e ist. '
Entsprechend kann, wenn wir wieder
den Ansatz (g6. 2) machen, der Spannungs-

fall im Widerstande R

Abb. 97. 1. Ri=Rfcos(wt+ @) (97.1)

dargestellt werden durch einen Pfeil von der konstanten Linge Rf, der um den
konstanten Winkel — ¢; hinter dem Pfeil von e zuriickbleibt (Abb. g7. 2)1. Denn
die Projektion dieses zweiten Pfeils auf die Gerade durch O und A4, ist in jedem
Augenblick (04, und O 4, seien gleich gerichtet)

Ricos(wt+ @) = R1. (97.2)
Endlich kann auch der induktive Spannungsfall
L(dl—:=—wL£sin(wt+¢f)=wLicos(a)t+¢p,.+9o°) (97-3)

nach Abb. 97. 3 dargestellt werden durch einen
Pfeil von der konstanten
Linge wL4, der wieder
mit der gleichen Winkel-
geschwindigkeit rotiert,
aber dem Pfeil des Span-
nungsfalls R7 um go° vor-
ausliuft. (Auch O 44 habe
die gleiche Richtung wie
04,.)

Die Augenblickswertee,

Riund L j—: konnen also

Abb. 97. 2. Abb. 97. 3.

dargestellt - werden durch
die Projektionen der Spitzen dreier starr miteinander verbundener Pfeile oder
,,Vektoren, die sich mit der konstanten Winkelgeschwindigkeit w um einen
Punkt O herum drehen.

1 Wir tragen in ynsere Zeichnungen immter nur die positiven Betrage der Langen, Win-
kel usw. ein. In unserm Fall ist @, negativ (nach dem vorigen Paragraphen), — g; also positiv.
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Zeichnerische Lésung. § 98.

Wir wollen nun auf diese drei Pfeile das erweiterte Ohmsche Gesetz (g6. 1)
anwenden. Es sagt aus, daB in jedem Augenblick die Projektion des e-Vektors
gleich der algebraischen Summe der Projektionen des Ri-Vektors und des
Ldi/dt-Vektors ist:

e=Ri—(~LY,

d

Dies wird aber, wie Abb. g7. 4 zeigt, dauernd dann und nur dann erreicht,

wenn die drei Pfeile einen geschlossenen Linienzug, in unserem Falle also ein

rechtwinkliges Dreieck bilden. In der Tat folgen jetzt aus
der Abbildung unmittelbar die alten Beziehungen:

), also OP,=O0P,— OP,. (97.4)

&= R2{2 4 @2 L2172 (97-5)
und
ol
tgpy=—- 57 = —tgg. (97.6)
Denkt man sich an Stelle der Pfeile Krafte, so sagt das er-
weiterte Ohmsche Gesetz, daB sich diese Krifte das Gleich- Abb. 97. 4.

gewicht halten. Wahrend bei Gleichstrom die einzelnen Span-

nungen ,,arithmetisch** zu addieren sind, muB8 man bei andauernden Wechselstrémen die
Pfeile wie Krifte, d. h. ,,geometrisch*, mit Beriicksichtigung ihrer Richtung, zusammen-
setzen.

Obgleich man bei der Begriindung des zeichnerischen Verfahrens von den
Projektionen der rotierenden Pfeile, also den Augenblickswerten, ausgehen mufB
und auch nur diese in das Ohmsche Gesetz eingesetzt werden diirfen, so erhdlt
man doch die einzig interessierenden Gleichungen, nimlich die fiir das Verhalt-
nis /¢ und fiir die Phasendifferenz ¢, unmittelbar aus dem Diagramm, ohne daran
denken zu miissen, daB sich dieses eigentlich um den Punkt O mit der Winkel-
geschwindigkeit @ herumdreht. Praktisch rechnet man daher so, als ob die
Pfeile ruhten?.

An Stelle von ,,Vektor'* sagt man auch -, Zeiger*. Die Richtung der Vektoren, die nur
als Hilfsmittel der Darstellung anzusehen sind, hat natiirlich mit der etwaigen Richtung der
dargestellten physikalischen GréB8en (z. B. der Stromdichte) nichts zu tun.

§ 98. Der Lehrsatz von Euler. Neben der graphischen Methode wird in der
Elektrotechnik in ausgedehntem MaBe die sogenannte komplexe Rechnung an-
gewandt3. Thre Grundlage bildet ein von Euler aufgestellter Satz. Er sagt aus,
daB die Umwandlung

el? = cosp + jsing (98.1)
richtig ist. Dabei bedeutet ¢ eine beliebige Zahl; j ist durch die Gleichung
=1 (98-2)

definiert. Die groBe Erleichterung, die die Anwendung dieses Lehrsatzes mit sich
bringt, beruht darauf, da8 er erlaubt, die trigonometrischen Funktionen Kosinus
und Sinus durch die Exponentialfunktion zu ersetzen, mit der man bequemer
rechnen kann.

Wir werden die Funktion e}, also die Exponentialfunktion mit ,,imaginirem**
Exponent, immer durch das Zeichen , ¢ abkiirzen®:

er=/9, (98.3)

1 Man kann auch die Pfeile von vornherein ruhen und dafiir zunachst eine ,,Zeitlinie*
umlaufen lassen.

* Kennelly, A. E.: Transact. Amer. Inst. El. Eng. 10 (1893) S. 175.

3 Das Zeichen /. ist zuerst von A. E. Kennelly benutzt worden [El. World 23

(1894) S. 17]. Im Auslande schreibt man auch cos ¢ + j sin ¢ == cis ¢.
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so daB3 der Eulersche Lehrsatz die Form
[P =cosg +jsing (98- 4)
annimmt.

Fiir die Funktion 9 die man ,,versor ¢'* lesen kann, gelten nach ihrer Definition (. 3)
die folgenden Rechenregeln:

Lt P= /01 /Ps (¢9)'=/29.

A _ (98.5)
L&ﬂ— Z_ﬂ ’ }/_E— wlzi
TpLe=ize.  [rvde=1,9=—is0 (98.6)

Wir merken uns weiter noch, da
£=I' :90°=j, Li180°=—1, [ —99%=-j. (98.7)

§ 99. Losung der Aufgabe mit Hilfe des Eulerschen Lehrsatzes. Wir betrachten
wieder den Kreis mit Widerstand R und Induktivitit L, auf den eine andauernd
wechselnde elektromotorische Kraft e = é cos (w? + ¢,) einwirkt. Wie im § 96
vermuten wir, daB sich der Strom in der Form ¢ = £ cos (w? + @,) darstellen
148t ; es muB also wie dort die Gleichung

écos(wt + @,) = Ricos(w? + ¢,) + Lid%cos(wt + @) (99. 1)

erfiillt sein.

Auch jetzt bringen wir zum Ausdruck, daB diese Gleichung fiir alle Zeiten
gilt; wir verfahren ein wenig anders als im § 96, indem wir fordern, daB (. 1)
atich richtig bleibt, wenn wir die Zeit # um T/4 verkleinern. Nun ist

cos(w(t—§>+¢)=cos(wt+¢p—9o°)=sin(wt+<p);
es muB also auch
ésin(wt + ¢,) =Risin(a)t-i-q;,)-}-Ltd%sin(wt-*—qo‘) (99.2)

erfiillt sein. Addieren wir diese Gleichung, nachdem wir sie mit j multipliziert
haben, zu der Gleichung (. 1), so erhalten wir nach dem Eulerschen Lehrsatz

4 d
e/wt+¢p,=Rf/wt+¢,+L€a—‘Lwt+<B, (99.3)
oder nach der Rechenregel (g8.6) fiir das Differenzieren der Versorfunktion
éjott+ o, =R+ joLl)ijot+ ¢
oder endlich, wenn wir die ganze Gleichung durch Zf’_t dividieren,
é/p.=R+jolL)i/g. (99-4)

Um hier auch auf R und L den Eulerschen Lehrsatz anwenden zu konnen,
fithren wir durch

R =rcosg,
oL =rsing } t99-5)
zwei neue reelle GroBen 7 und ¢ ein und erhalten aus (. 4)
éég:,_=(rcos¢+jrsin<p)iL¢_‘=rLg-iL?_,- (99. 6)
oder
E=ri 9+ 9= 9. (99-7)
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Losung mit Hilfe des Eulerschen Satzes. § 100.

Hier ist ¢ als Scheitelwert reell und positiv. Auch die rechte Seite der Gleichung
ist daher reell und positiv, und es wird

¢+ o;— @, =0 (99.8)
und

é=ri. (99.9)

In diesen beiden Gleichungen ist aber die Lésung der Aufgabe enthalten.
Denn aus den beiden Gleichungen (. 5) folgt durch Quadrieren und Addieren

R 0?2 L= 12, (99. 10)
durch Dividieren
oL
% =tgo, (99. 11)
also nach (. 9)
. & L é
T o x (99- 12)
und nach (. 8)
L
tg(ps — @) = tgp = 27 (99- 13)

§ 100. Komplexe Spannungen, Strome und Widerstinde. Die komplexe Rech-
nung wire nicht so fruchtbar, wie sie es tatsichlich ist, wenn man immer so
umstindlich wie im vorigen Paragraph verfahren miiBte. Berechnen will man
fast immer nur die effektiven Werte der Strome und Spannungen und die Phasen-
verschiebungen zwischen ihnen. Fiir die Gleichung (99. 6) kann man aber auch
schreiben

é i
MERAZLOA Jr v A /8

Die GroBe
8=—V%L‘ﬂ=ILZ€=l3!/_ﬂ (100. 1)
148t sich also aus den gegebenen GréBen
@=%L<&=E/_ql,=lﬁfléﬂ,, (x00. 2)
R=r,0=|R|/0, (x00. 3)

nach der einfachen Gleichung

8= (z00. 4)

B«

berechnen.

Wir nennen § den komplexen Strom, € die komplexe elektromotorische Kraft
und R den komplexen Widerstand. Wirkt also auf einen Stromkreis von dem
(aus reinem Widerstand und Induktivitit gebildeten) komplexen Widerstand
eine komplexe elektromotorische Kraft &, so entsteht ein komplexer Strom,
der gleich dem Verhiltnis von § zu R ist. Das Ohmsche Gesetz gilt demnach
auch fiir sinusférmigen Wechselstrom, wenn man alle GréBen als komplex vor-
aussetzt.

Das Rechnen mit komplexen Strémen, Spannungen und Widerstdnden ist ein ,,symboli-
sches* Verfahren, da es in Wirklichkeit natiirlich nur reelle Stréme, Spannungen und Wider-
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§ I0I. Wechselstromschaltungen.

stande gibt. Es 148t sich aber trotzdem unmittelbar auf jede praktische Aufgabe anwenden.
Ist z. B.
@=xooVLo°, 9{:50004300,
so ist - T
100V Lo°
=————_ =0, A/ — 0_
3 500Q / 300 o28/ 39

In dieser Angabe liegt alles, was wir wissen wollen, die Stiarke des Stroms und seine Phasen-
verschiebung gegen die elektromotorische Kraft. Die komplexen GréB8en sind also keine
ZwischengréBen, die wir durch Ubergang zu reellen Zahlen ausdriicklich deuten miiBten,
sondern (wie die Pfeile des graphischen Verfahrens) bereits das Ziel der Rechnung.

Ist es uns einmal wirklich um die Augenblickswerte der komplexen Stréme usw. zu
tun, so brauchen wir nach den Definitionen (. 1) und (. 2) und dem Eulerschen Lehrsatz die

komplexen Werte nur mit ]/_2 /ot zu multipiizieren und ihre reellen Teile zu nehmen.

§ 10I. Umrechnungen. In dem letzten Zahlenbeispiel haben wir vorausgesetzt, der
komplexe Widerstand des Kreises sei in der Form R = 500 Q / 30° gegeben. Diese ,,polare‘
Darstellung bekommt man aber gewdhnlich erst durch eine Umrechnung; unmittelbar ge-
geben sind die Komponenten R und w L.

Bei irgendeiner beliebigen komplexen Grofe

R=|R|/9p=|R|cosg+j|R[sing=R+jX (ror. 1)

nennen wir | R | den ,,Be}:rag“, @ den ,,Winkel“, R den reellen oder Wirkteil (die ,,reelle
Komponente*), X den imaginaren oder Blindteil (die ,,imaginire Komponente‘:). Da

|R|cosp =R, |R|sinp =X,
ergeben sich die ,,polaren Komponenten aus den rechtwinkligen nach:
— X
|®|=VR*+ X2 und tgop=5. (ro1. 2)

Die erste Gleichung ist jedoch zur Berechnung von | R | mit dem Rechenschieber nicht
recht geeignet. Man bestimmt daher am besten zuerst ¢ nach der zweiten Gleichung und dann
| # | nach einer der beiden Gleichungen

R | = oder |8t ==

cos @ sin ¢

(ro1. 3)

Daraus ergibt sich die folgende einfache Vorschrift fiir die Berechnung mit dem Rechen-
schieber :

1. Man drehe die Zunge des Schiebers um, so da8 die logarithmisch-trigonometrischen
Teilungen ablesbar werden, stelle das eine Ende der Tangensteilung an der unteren Stab-
teilung auf den groBeren?® der beiden Teile (R oder X) und lese mit Hilfe des Laufers an dem
kleineren den ,,vorlaufigen Winkel o ab. Ist die Ablesung nicht mdéglich, so hat man das
falsche Ende der Tangensteilung genommen.

2. Das weitere Verfahren richtet sich nach der Beschaffenheit der Sinusteilung.

a) Geht diese von 34’ bis go°, so schiebe man den Lauferstrich an der oberen Stabteilung
iiber die kleinere Komponente (R oder X), lasse mit ihm auf der Sinusteilung den Winkel o
zusammenfallen und lese am Ende der Sinusteilung an der oberen Stabteilung den Be-
trag ab2

b) Geht die Sinusteilung von 5° 44’ bis 909, so lasse man den Liufer stehen und verschiebe
nur die Zunge, bis der Winkel o auf der Sinusteilung mit dem Lauferstrich zusammenfallt.
Den Betrag findet man dann wieder am Ende der Sinusteilung, diesmal aber an der unteren
Stabteilung.

3. Den endgiiltigen Winkel @, der sich von dem vorldufigen Winkel «, wenn er ihm nicht
gleich ist, um ein ganzzahliges Vielfaches von 45° unterscheidet, bestimmt man am besten,
indem man R und X als die rechtwinkligen Koordinaten eines Punktes P auffaBt und sich
diesen in eine Koordinatenebene eingetragen denkt (Abb. 101. 1), « ist jedesmal der Winke}
unter 45° zwischen PO und der nichsten Achse.

Bei der Feststellung des Betrags ist zu beachten, daB er immer groBer ist als die groBere

Komponente, aber kleiner als ihr }J2-faches.

1 Ohne Riicksicht auf das Vorzeichen.
2 Die gréBere Komponente muB dann dem Winkel go®—a gegeniiber liegen.
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Rechenverfahren. § 102.

Beispiele (vgl. die 3 Vektoren der Abb. 101. 1):

a) Es sei R gleich —25, X = 42. Stellt man das rechte Ende der Tangensteilung auf
42 ein, so liest man bei 25 den Winkel & = 30°46’ ab. Stellt man dann im Falle a) den Winkel
30246’ der Sinusteilung auf den Wert 25 der oberen rechten Teilung, so liest man am Ende
der Sinusteilung | # | = 49 ab. Nach der Abbildung ist ¢ = 90® + a = 120°46".

b) Es sei R = —95; X = —120. Jetzt muB man das linke Ende der Tangensteilung
auf 120 einstellen; bei 95 liest man o = 38922” ab. Stellt man diesen Winkel an der Sinus-
teilung auf 95, so erhilt man | R | = 153. Ferner ergibt sich ¢ = —(g0° + a) = —128022".

c) Essei R=6; X=—120. Dann 148t sich « auf der Tangens- i
teilung nicht mehr finden, wohl aber bei den Schiebern mit enger’ P .
Sinusteilung auf dieser. Man verfahrt wie yorher bei der Tangens-
teilung und findet o = 2°52’. Bei Schiebern mit weiter Sinus-
teilung kann man nach

(3

rechnen (oder die ,,ST-Teilung benutzen). Bei einem so kleinen
Winkel kann man den Betrag! gleich der gr68eren Komponente o
setzen, so daB sich schlieBlich

R~ 120/ — (90° — @) = 120/ — 87°8’

ergibt.
gl Abb. r01. 1.

§ 102. Kreise mit Kapazititen. Fiir einen unver-
zweigten Kreis, der auBer einem Wirkwiderstand und einer Induktivitit noch
eine Kapazitit enthilt, gilt nach § 87
. d:
e=u+Rz+Ld—:, (ro2.1)
wenn wir den Augenblickswert der Spannung am Kondensator mit % bezeichnen.
AuBerdem ist nach der Definition der Kapazitit

. du
1=Cy;. (102. 2)

Beim graphischen Verfahren hat man also auBer den Pfeilen der treibenden
elektromotorischen Kraft, des Ohmschen und des induktiven Potentialfalls
auch noch den Pfeil des Potentialfalls im Dielektrikum des Kondensators zu
beriicksichtigen, der nach (. 2) um go° hinter dem des Stroms zuriickbleibt.

Den Eulerschen Lehrsatz kann man wie im § g9 auf die Gleichungen (. 1)
und (. 2) anwenden. Aus (. 2) folgert man:

d .
iémt+¢p‘= C- d—t(az_wt—}— P.) = ]deLwt+¢p'-‘,
also
4 . 2
e LB =100 /P

oder symbolisch

J=jwCl. (102. 3)
Fihrt man dies in die komplexe Gleichung ein, die der Gleichung (. 1) ent-
spricht, so erhilt man

¢

I= —. (102. 4)
R4+joL + Yo
! Der Betrag kommt bei dieser Art der Berechnung
filr « = 1 2 3 4 5 6°
um 0,2 0,6 1,4 2,4 3,8 5,5%o00

zu klein heraus.
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§ 103. Wechselstromschaltungen.

§ 103. Verwickeltere Schaltungen. Ebenso wie das Ohmsche Gesetz konnen
auch die Kirchhoffschen Regeln in komplexer Form auf Netzwerke mit beliebigen
Schaltelementen angewandt werden. Die frither abgeleiteten Gleichungen fiir
die Hintereinander- und Parallelschaltung von Widerstinden, fiir den Spannungs-
teiler, die Wheatstonesche Briicke, die Verwandlung von Dreiecken in Sterne
usw. bleiben unverdndert giiltig; man hat sie nur mit deutschen Buchstaben
anzuschreiben und alle Gré8en als komplex anzusehen.

§ 104. Zeichnerisches Verfahren und komplexe Rechnung. Seit GauB veranschaulicht
man die komplexen GréBen in einer Zahlenebeng: auf einer x-Achse trigt man die reellen,
auf einer y-Achse die imaginiren Komponenten auf. Jedem komplexen Wert entspricht
ein bestimmter Pant der Ebene; mit diesem fillt die Spitze des Pfeils zusammen, der bei
der zeichnerischen Methode die betreffende GréBe darstellt.

Bei den wirklich wechselnden GréB8en wie der Spannung und dem Strom kommt es nur
auf die Winkel-Unterschiede an; die absoluten Winkel sind gleichgiiltig. Dagegen kommen
den zeitlich konstanten komplexen Widerstinden und Leitwerten absolute Winkel zu.
Da ihre reellen Bestandteile immer positiv sind, liegen die sie veranschaulichenden Punkte
immer im ersten oder vierten Quadranten der Ebene der komplexen Zahlen.

§ 105. Frequenzreziprozitit. Der komplexen Grundgleichung fiir die Spannung an einer
Induktivitait U; = jw L Y entspricht die komplexe Grundgleichung fiir die Spannung an
einer Kapazitit 1y = §/j o C. Ersetzt man also in einer Schaltung die vorhandenen Induk-
tivititen durch Kapazititen und umgekehrt, so gelten fiir die neue, zu der ersten, wie man
sagt, ,.frequenzreziproke* Schaltung! Gleichungen derselben Form; in diesen ist jedoch
iiberall L durch 1/C, C durch 1/L und j @ durch 1/j w zu ersetzen.

Abgesehen von der Vertauschung der Induktivititen und Kapazititen sind zueinander
frequenzreziproke Schaltungen genau in der gleichen Weise aufgebaut. Dadurch unterscheidet
sich die Beziehung der Frequenzreziprozitiat wesentlich von der im § 24 zuerst erwdhnten
,»,dualen‘: Beziehung, die auch als ,,Widerstandsreziprozitit‘‘ bezeichnet wird und bei weitem
wichtiger ist.

§ 106. Die Klemmenleistung in komplexer Darstellung; Scheinleistung und
Scheinwiderstand. Man kann die im § 100 eingefithrte komplexe Schreibweise
auch bei der Berechnung von Leistungen benutzen. Nach der Rechenregel 8. 2

des Anhangs ist nimlich? ohne jede Symbolik

"= = (Ut + (U0,
: (x06. 1)

i= = @0t + @Y.

Die Augenblicksklemmenleistung ist demnach:
n=3{UY 20+ (U, z0i)* + UI* + (UI*)*}
= | U||¥|cos (20¢ + @y + @) + | U ||| cosgp. (106. 2)

Dies stimmt véllig mit Gleichung (95. 4) iiberein. Die mittlere Wirkleistung
ist also gleich dem reellen Teil vom UJ* = |U[|3| s, —@; = |U][3] £ -

Das Produkt U = |U||Y] /ps + @; heiBt ,(komplexe) Scheinleistung".
Mit dieser rechnet man in der Theorie der Schwachstromtechnik hiufig.

Der Quotient W/J = |11|/|3| / g, — s heiBt ,, (komplexer) Scheinwiderstand*
der hinter den Klemmen liegenden Schaltung (vgl. § 11):

g—=9i=R+jX=[ER]costp+j|_§R[sin¢. (106. 3)

1 Matthies, K., u. Strecker, F.: Arch. Elektrotechn. 14 (1924) S. 1.
2Ist R=R+jX =|R| /. @ so bezeichnen wir mit R* den ..konjugierten« Wert

W=R—jX=|R|/—p
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Klemmenleistung. Anpassung nach der Leistung. § 107.

Der Kehrwert des Scheinwiderstandes heiBt ,,(komplexer) Scheinleitwert*:

. R — . .
%=@=G+]B=R+Ijx R,+]X,—|®lcosqz—1|@|smq>. (106. 4)

Im Mittel flieBt in einen Verbraucher die Wirkleistung
= |1]|8]cosp = | R]| 82 cosp = R| 3] = g | 812

—[@!lulzcosq) G]II]’ Igunlul (106. 5)

Man sieht, daB auch hier das Prinzip der Dualitat erfiillt ist. [11[| Q] cos (p, — @;)
entspricht sich selbst dual.

§ 107. Anpassung von-Zweipolen nach der Leistung. Eine Energiequelle von
der komplexen Leerlaufspannung 1! und dem komplexen inneren Widerstand R;
sende Energie in einen verbrauchenden Zweipol vom Scheinwiderstand %
(Abb. 107. 1). Wie miissen die Schaltelemente gewihlt wer- R,
den, wenn die in den Verbraucher wandernde mittlere Lei-
stung N so groB wie méglich werden soll (vgl. § 35)?

Nach (106. 5) ist u R

R
=13 R=mrmrxrosl Tl @70 Ao

Man muB also jedenfalls |U?| recht groB, R, und die Summe X, + X recht klein
machen:

R,=o, X, +X=o. (x07. 2)

Die letzte Beaingung sagt aus, daB die groBte Energie in den Verbraucher wan-
dert, wenn sich die Blindwiderstinde des Systems gegenseitig aufheben, so daB
sein Scheinwiderstand den Charakter eines reinen Wirkwiderstandes annimmt.

Der giinstigste Wert des Wirkwiderstandes R des Verbrauchers ergibt
sich wie im § 35 mit Hilfe der Rechenvorschrift des Anhangs 4. 3: aus

R 1
(Ri+ RP + (X, +X)*  2(R;+ R)

R*= R} + (X, + X)*. (107.3)
D. h. der Wirkwiderstand des Verbrauchers ist so gro8 zu wihlen wie der Betrag
aller iibrigen (Wirk- und Blind-)Widerstinde des Kreises zusammengenommen.
Hat man die zweite Bedingung (. 2) bereits erfiillt, 5o mu88 man R = R, machen;
dann kann man die zweite Bedingung (. 2) und die Bedingung (. 3) zusammen-
fassen in der komplexen Gleichung

R = 0. (107.4)
Fiihren wir diese Bedingung in die Gleichung fiir die Leistung ein, so erhalten
wir fiir die groBte entnehmbare Leistung
_ ul 12 _lul{lR‘ _Iulll
Nma,x - m‘ + m*‘ - (2 R‘)’ - 4 R‘ - (107. 5)

Fiir die Differenz zwischen der gréB8ten der Stromquelle entnehmbareh Leistung und der
tatsichlichen findet man nach (. 5 und .'1):

folgt

Nma _N=|u'|3 RN 2 (R“‘R)’+(X‘+X)2]u‘|’
) + R (R‘+R)‘+(X«+X)’ (RAF R+ (X, + X 4R,
—Re 2 R — R
—_——_— le!-'m‘_i_m (1076)
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§ 108. Wechselstromschaltungen.

Diese Differenz ist also dem Quadrate des Betrags der GroSe
R, — R* R —R
b LA oder o 107.
R+ R R+ % (x07.7)

proportional, die man auch ,,LAnpassungsfehler* nennt.

§ 108. Frequenzabhingigkeit der Schaltelemente. Da in der Fernmelde-
technik fast immer eine groBe Zahl verschiedener Frequenzen iibertragen wird,
bildet die Untersuchung der Frequenzabhingigkeiten die Hauptaufgabe.

Es ist niitzlich, die Aufmerksamkeit zunichst auf die Frequenzabhingig-
keiten der Schaltungselemente zu richten. Der Scheinwiderstand der induk-
tivitits- und kapazititsarm gewickelten Spulen, wie sie in den Widerstands-
sitzen verwendet werden, ist bei niedrigen Frequenzen nahezu frequenzunab-
hingig; bei hoheren Frequenzen wird er komplex und damit frequenzabhéingig,
auBerdem macht sich die frequenzabhingige Stromverdringung geltend (vgl.
§ 84). Der komplexe Widerstand R + jw L der eisenhaltigen Drosselspulen ist
bei niedrigen Frequenzen eine lineare Funktion der Frequenz. Uber diese Fre-
quenzabhingigkeit lagern sich bei héheren Frequenzen weitere durch Hysterese
(§ 72) und Wirbelstrome sowie durch das Auftreten von dielektrischen Uber-
briickungen verursachte Frequenzginge (§ 248). Der Scheinleitwert G + jwC
der Kondensatoren ist bei niedrigen Frequenzen sehr nahe eine lineare Funktion der
Frequenz; auch bei ihm ist jedoch bei hoheren Frequenzen die Frequenzabhingig-
keit — je nachden Eigenschaften des Dielektrikums — im allgemeinen verwickelter.

In erster Niherung pflegt man bei Spulen mit einem Widerstand R + joL,
bei Kondensatoren mit einem Leitwert G 4+ jwC zu rechnen und dabei R, L,
G, C als frequenzunabhingig vorauszusetzen. Im Rah-
men dieser Niherung kann man einen reinen Wider-
stand R durch eine waagerechte Gerade, einen Blind-
widerstand wL durch eine schiefe Gerade durch den
Nullpunkt, einen Blindwiderstand — 1/(wC) durch
eine gleichseitige Hyperbel unterhalb der Abszissen-
achse darstellen.

§ 109. Frequenzabhingigkeit der Scheinwider-
stinde von Zweipolen. Zwei hintereinander (oder
parallel) geschaltete reelle Widerstinde R, und R,
kénnen durch einen einzigen Widerstand R, + R,
(oder R,R,/(R, + R,)) vollig ersetzt werden. Das
Entsprechende gilt fiir zwei Induktivititen und fiir
zwei Kapazititen.

Schaltet man dagegen eine Induktivitit und eine
Kapazitit in Reihe oder parallel, so hat der entstehende
Zweipol einen Scheinwiderstand neuer Frequenz-
abhingigkeit; denn es gilt fiir die Reihenschaltung

1 .1—w'LC

%r=jwl‘+]wc=——] oC » (109‘1)
fiir die Parallelschaltung

joL
By = —wiLc: (x09. 2)
Abb. 109. T u. 2. Die Frequenzabhingigkeit von 8, ist in Abb. 109. 1,

. .die von W, in Abb. 109. 2z dargestellt. Der Schein-
widerstand ¥, hat also fiir tiefe Frequenzen den ,,Charakter‘‘! einer Kapazitit,

1 Der,,Charakter‘ eines komplexen Widerstands ist also nach dem hier befolgten Sprach-
gebrauch durch das Vorzeichen des Blindteils gegeben.
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Frequenzabhingigkeiten. § IIO0.

fir hohe den einer Induktivitit; fir die Frequenz w = 1/YLC = w, ver-
schwindet er véllig. Der Scheinwiderstand 28, dagegen hat umgekehrt fiir tiefe
Frequenzen den Charakter einer Induktivitit, fir hohe den einer Kapazitit,
wihrend er bei der Frequenz w = 1/J LC = w, von + 00 nach — oo springt.
Aus den beiden hier betrachteten Zweipolen, der schwingungsfihigen Reihe
und der schwingungsfihigen Masche, sind zahlreiche Schaltungen der Fernmelde-

technik zusammengesetzt. Wir werden die Frequenz w, = 1/ YLC, die man
formal aus der Induktivitit und der Kapazitit der Reihe oder Masche er-
rechnen kann und bei der der Widerstand der Reihe und der Leitwert der Masche
verschwinden, als die ,,Scheinfrequenz‘‘ der Reihe oder Masche bezeichnen?. Diese
Bezeichnung werden wir auch beibehalten, wenn die Reihe oder Masche auBer-
ihrer Induktivitit L und ihrer Kapazitdt C noch einen reellen Widerstand R enthalt.

Dié hier betrachteten einfachen Beispiele zeigen schon, da8 sich zwei Schal-
tungen, die z. B. im Sinne der Paragraphen 23, 24 und 25 ineinander ,,umwandel-
bar“ sind, hinsichtlich ihrer Frequenzabhéngigkeiten durchaus verschieden ver-
halten kénnen und daB sich Spulen und Kondensatoren so zusammenschalten
lassen, daB die Frequenzabhingigkeiten der entstehenden Gebilde viel mannig-
faltiger sind als die der Elemente, aus denen sie bestehen. Die erwéhnten ,,Um-
wandlungssitze'* sind lediglich Rechenbhilfsmittel.

~ Aus.den Abb. 109. 1 und . 2 erkennt man, daB die dargestellten Blindschein-
widerstinde mit wachsender Frequenz stetig nur ansteigen; ein stetiger Ab-
fall kommt nicht vor, nur ein plétzlicher von + oo auf-— 0. Zobel hat ge-
zeigt, daﬁ sich alle reinen Blindscheinwiderstinde so verhalten (,,Zobelsches
Reaktanztheorem‘‘?).

Der Beweis fiir diesen Satz ist auf dem folgenden induktiven Wege leicht zu erbringen.
Man geht davon aus, daB die Ableitungen von @ L und o C nach o positiv sind. Weiter sind
die Ableitung des negativ genommenen Kehrwerts einer reellen Gré8e und die Ableitung der
Summe zweier reellen GroBen sicher positiv, wenn es die Ableitungen der GréBSen selbst
sind. Damit ist der Satz zunichst fiir beliebige Reihen- und Parallelschaltungen aus Blind-
widerstinden bewiesen. Zum Beweise fiir einen beliebigen Zweipol braucht man sich dann
nur zu erinnern, daB man nach § 25 jedes Netzwerk durch einen einzigen Zweig ersetzen
kann; die dazu erforderlichen Umwandlungsgleichungen (25. 8) haben aber dieselbe Form
wie die fiir die Reihenschaltung zweier Leitwerte mit dem einzigen Unterschiede, daB die
Nennersumme eine gréBere Zahl von Gliedern enthilt.

§ I110. Frequenzabhiingigkeit des Betrags des Stroms bei einer Reihenschaltung
von Induktivitit und Kapazitit. Fiir eine Reihenschaltung L, C, die iiber einen
Widerstand R durch eine elektromotorische Kraft € der Kreisfrequenz w be-
trieben wird, gilt die komplexe Gleichung:

€

= (r10. 1)
R+joL + m
Wir fithren das Verhiltnis 7 der Frequenz w zur Scheinfrequenz w, ein:
n= :’To =w]LC;
auBlerdem setzen wir
f .
V?:—=Z, also wlL =172, wC=%, (x10. 2)
. R3/C R

1 Diese Definition der Scheinfrequenz stimmt praktisch (wenn auch nicht genau) mit der
in der 1. Auflage gegebenen iiberein.
2 Zobel, O. J.: Bell Syst. techn. J. 2 Nr. 1 (1923) S. 5 u. 35.
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§ I10. Wechselstromschaltungen.

Dabei sei, wie wir ausdriicklich festlegen wollen, R < 2 Z, so daB & ein reeller
Winkel ist. Dann folgt aus (. 1)
1 1

Q=- L SR (x10. 4)
zsint‘)-}-j(n—%) z

Der Frequenzgang des Zahlenwerts der Stromstirke 3, bezogen auf die Strom-
starke |€|/Z, hingt also nur von dem Parameter # ab, den wir den ,,Ddmpfungs-
winkel”“ des Stromkreises nennen.

27 tg #, also bei kleinem # das 2w-fache des Dampfungswinkels heiBt auch ,,Dekrement‘*
(vgl. § 138).
Untersuchen wir zunichst die Frequenzabhingigkeit des Betrags: sie ist
gegeben durch die Gleichung
z
5| = L3l

Jomato (o3

In Abb. 1r0. 1 ist die dieser Gleichung entsprechende Kurve f (8, 5) fiir einige
Dampfungswinkel gezeichnet; die Ordinate ist der Zahlenwert des Stroms be-
zogen auf |€|/Z als Einheit. Wie aus der Gleichung unmittelbar hervorgeht,
liegt das Maximum aller Kurven bei der Scheinfrequenz 7 = 1, v =w,: ,,Re-
sonanzfrequenz und Scheinfrequenz fallen bei allen Dimpfungswinkeln zu
sammen. Das Maximum ist um so spitzer, je kleiner der Dimpfungswinkel ist;
denn um so mehr kann im Nenner von (. 5) das die Frequenz enthaltende Glied
neben dem Glied 4 sin? ¢ zur Geltung kommen.

(xx0. 5)

Von der Resonanzfrequenz und der Scheinfrequenz verschieden ist die Eigenfrequenz
des Stromkreises, d. h. die Frequenz, mit der er, wenn keine treibende Spannung da ware,
nach einem plotzlichen Ansto8 zu schwingen

I3 beglinne. Sie ist, wie wir im § 136 zeigen
4\ werden, gleich der Scheinfrequenz multi-
pliziert mit cos @, also bei kleinen Dimp-

5 30 fungswinkeln etwas niedriger als die Schein-
frequenz.
5 Die Darstellung Abb. 110. I ist

quantitativ fiir jede Schaltung der
angenommenen Art verwendbar.

4 Es sei z. B. L = 0,3 H, C = 0,133 uF,
R =600 Q, |E| = 24 V. Dann ist

0 ,
= 800 Hz;

J =
l/\ o 2n Jo,3 H.0,133 uF

2 \ 3 H
[ 20° z=)/-23"__ 1500 Q.
T~ 0,133 uF
1 /40 "oo\ |€|/Z ist also gleich 16 mA, & = arcsin
509 T 0,20 = 11,5% Filr 480 Hzz. B.isty = 0,6;

aus der Darstellung entnimmt man zu '

7 1= 0,6 und & = 11,5° einen Zahlenwert
des Stroms gleich 0,88; der Effektivwert
des Stromes selbst ist also fiir 480 Hz gleich
14 mA.

02 0% 66 08 10 12 1% 16 18 20
Abb, 110, I,

Die in Abb. 110. 1 dargestellte Frequenzabhingigkeit des Stroms ist zugleich
die des Scheinleitwerts der betrachteten Reihenschaltung.
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Frequenzabhingigkeiten. §112.

§ III. Abhingigkeit der Form der Resonanzkurve von den GréSen R, L
und €. Wir wollen die Form der Resonanzkurve durch die Lage und Héhe ihres
Maximums und durch ihre ,,Breite’ kennzeichnen.

Der Hochstwert der Stromstirke zunichst ist nach (110. 5) und (x10. 3)

[3|m=]~%|. (111. 1)

Um die ,,Breite’* der Resonanzkurve zu definieren, denken wir uns in einer
neuen Kurvendarstellung als Ordinate das Verhiltnis y = |J| [ |$|pax, als Ab-
szisse den Wert x = (n — 1/1)/2 = 1 (wjwy — wo/w)
aufgetragen. Dann gilt nach (1x0.5) fiir die neue

Kurvenschar: 19/2
1
y =
P (111. 2)
T+ sin® § ®

oder umgekehrt

_Y=r

X = T sind. (III' 3) Abb. 111, 1.

Setzt man y = —I: = 70,7%, so ist einfacher x = sin #. x ist die ,,relative Ver-
2

stimmung gegen die Scheinfrequenz’’; denn bei kleinen Abweichungen von dieser
gilt

8 ® —_ .
x___i(ﬂ_ﬁ):"’ D _ LT Do) ) L= (1114
wy 20 wy 20 w, Wy

Verstehen wir also unter der (absoluten) ,,Breite” das Doppelte der Abweichung
® — w, fir y =1/Y2 = 70,7% (Abb. 111. 1), so ergibt sich die einfache Be-
ziehung!:

=2wosin0=%. (x11. 5)

Sind daher die Elemente R und L fest, die Kapazitit C dagegen verinderbar,
so verschiebt sich mit steigender Kapazitit das Maximum der Resonanzkurve
nach niedrigeren Frequenzen; seine Hohe aber und die Breite der Kurve bleiben
ungedndert.

Andcrt man dagegen R allein oder L allein, so liegen die Dinge anders. Eine
Anderung von R hat auf die Lage des Maximums keinen EinfluB, wihrend mit
steigendem R seine Héhe abnimmt, die Breite der Kurve dagegen zunimmt. Eine
Steigerung allein von L wirkt bei unverinderter Hohe auf die Lage des Maxi-
mums wie eine Steigerung von C; die Kurvenbreite jedoch nimmt mit wachsender
Induyktivitit, also sinkender Scheinfrequenz ab.

Breite = 2 (w — wo),-z/yi

§ 112. Frequenzabhingigkeit der Phasenverschiebung des Stroms, des Wirk-
und des Blindstroms bei einer Reihenschaltung von Induktivitit und Kapazitit.
Die Phasenverschiebung ¢ des Stroms gegen die elektromotorische Kraft & ergibt
sich nach (x1r0. 4) zu

I

)

28ind’

@ = —arctg (112,71,

Hiernach ist der Strom bei geringer Dampfung fiir Frequenzen unterhalb der

1 Diese Beziehung erlaubt die Bestimmung des Dampfungswinkels (und des Dekrements)
aus der Breite der Resonanzkurve.
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§ 113. Wechselstromschaltungen.

Scheinfrequenz nahezu um go° der Spannung voraus; fiir Frequenzen oberhalb
der Scheinfrequenz dagegen blejpt er hinter ihr um nahezu go® zuriick. In der
Umgebung der Scheinfrequenz macht die Phasenverschiebung ¢ bei verschwin-
dender Diampfung nahezu einen Sprung um 180°; der Scheinleitwert der Schal-

tung dndert sehr rasch seinen Charakter. Bei

'fﬂ der Scheinfrequenz selbst wird ¢ = o.
25 Der Gang der Phasenverschiebung 148t sich auch
20 Wirkstrom in der Weise verfolgen, da8 man den Strom nach
Pa11°30’

1
2sind —j ( — —)
- n/ €
1
4sin?d + (r) -—%) z
45 7 15 Z > 7 in Wirk- und Blindstrom zerlegt. Abb. 112. 1 zeigt

die Frequenzabhingigkeiten fiir den Dampfungs-
winkel 11,59 (vgl. das Beispiel des § 110); als Ordinate

10 I= (112. 2)

’

Dlindstrom ist wie in Abb. 110. 1 der auf |€|/Z bezogene Zahlen-
Abb wert von |J| aufgetragen. Je kleiner der DAmpfungs-
- 1121 winkel ist, um so ahnlicher wird die Kurve des

Blindstroms der Kurve in Abb. 109. 2.
Uber die Darstellung von Frequenzgingen komplexer GréSen mit Hilfe von ,,Orts-
kurven’* findet man Naheres in den Paragraphen 117ff.

§ 113. Resonanzkurve der Kondensatorspannung bei einer Reihenschaltung
von Induktivitit und Kapazitit. Fiir die Spannung am Kondensator, die wir
der Kiirze halber mit I bezeichnen wollen, gilt

8 ¢

u=ij=1—r)’+j-2nsin0' (113.1)

also
0| = €] = €] (113.2)
Y(x — 9%+ 4nisin?d® . J1—29tcos2d +9t°
Sie hat im allgemeinen nicht bei der Scheinfrequenz ein Maximum; dieses mu8l
mit den Hilfsmitteln der Differentialrechnung bestimmt werden. Wir benutzen
(wieder unter der Voraussetzung R < 2Z) den Satz (Anhang 4. 1), daB die
Extrema des Radikanden

e=1—21n%cos2¢ + 7

zugleich Extrema des ganzen Bruchs, also der Spannung, sind. Da

L= 41— cos29), (113.3)
Tk = 4 (1" — cos28) + 878 = 4 (378 — cos29), (113. 4)

liegen Extrema der Spannung bei # = o und bei 9 = 5,, = Jcos 2 §.

Wir setzen zuerst voraus, daB der Dimpfungswinkel kleiner sei als 45°. Dann
ist cos 2 # positiv; also sind beide Extrema reell. Fiir # = o wird d%g/d»?* nach
(- 4) negativ; fiir sehr niedrige Frequenzen hdt der Radikand also ein Maximum,
die Spannung selbst ein Minimum Daraus folgt sofort, daB die andere Bedin-
gung ) = Y cos 28 ein Maximum der Spannung liefert. Dieses liegt aber nur
fiir den Dampfungswinkel Null bei der Scheinfrequenz (5 = 1), sonst bei einer
niedrigeren. Nur bei kleiner Dimpfung fallt alse die Resonanzfrequenz der Kon-
densatorspannung mit der Scheinfrequenz des Stromkreises nahezu zusammen.
Abb. 113. 1 veranschaulicht dies.
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Frequenzabhangigkeiten. § II13.

Ist der Dimpfungswinkel groBer als 459, so ist cos 2 & negativ; das zweite
Extremum ist also nicht mehr reell. AuBerdem wird dann fiir n = o
3 1L
T =—4cs2® (3.3 N
30
positiv; d.h. bei der Frequenz -Null ’ A
liegt jetzt ein Maximum: die Schein- 4% / \
frequenz hat nichts mehr mit der Reso- 26
nanzfrequenz zu tun. 24 I
Zwischen Scheinfrequenz und Resonanz- 2 \
frequenz liegt die Eigenfrequenz w, = w, cos # /2
des Stromkreises. Bei kleinen Dampfungs- 7,
winkeln kann man schreiben: Parameter

1+1;,,._1+Yc0520~1+(1—0’) ’
2

2 2

—

=1_§~c050=ﬂ.: (113.6)

d. h. die wahre Eigenfrequenz liegt bei geringer 79 |
Dampfung in der Mitte zwischen Resonanz-
und Scheinfrequenz. g8

Bei dem Dimpfungswinkel 45° wird ¢
die Spannung am Kondensator durch ou
die Gleichung

|u| =

\
\

[\
N

N

\!
NN

//f

g2
14 (113.7)

fr+nt 0z qv a5 95 10 12 19 16 18 20> 7
dargestellt. Sie ist also bei niedrigen Abb, 113. 1.
Frequenzen fast frequenzunabhingig.
Nimmt man & etwas kleiner als 45°, so ist die Abweichung der Spannung von
dem Werte |€| sogar in einem noch etwas groBeren Frequenzbereich praktisch
zu vernachlissigen. Da die Spannung am Kondensator dem Ausschlag bei mecha-
nischen Schwingungen entspricht, ist dieses Ergebnis von groBer Bedeutung fiir
die Theorie der Oszillographen und Drehspulschreiber.

Fiir Ddmpfungswinkel unter 45° ist die héchste Spannung am Kondensator
gleich
€] _ €]

J1 =zcost20 fcostz9 sinzd’

sie wird also wie der Strom mit zunehmender Dampfung immer kleiner.

Ahnlich wie die Spannung 1, am Kondensator 148t sich die Spannung 11,
an der Spule berechnen und ihr Frequenzgang untersuchen. Fiir Dimpfungs-
winkel unter 45° hat auch sie ein Maximum von der Héhe |€|/(sin 2 #), aber bei
der Frequenz 5 = 1/Y cos 2 #; fiir groBere Dimpfungswinkel steigt sie bestidn-
dig an bis zu dem Wert |€|, den sie fiir alle Dimpfungswinkel bei unendlich
hohen Frequenzen erreicht.

Bei der Reihenschaltung aus Widerstand, Induktivitit und Kapazitit zeigen
nach den § 110 und 113 der Strom sowohl wie die drei Teilspannungen R|g|,
joL|3| und |3|/jwC die Erscheinung der Resénanz. Da dies davon herriihrt,
daB sich die in Reihe geschalteten Widerstinde jw L und 1/jwC bei der Schein-
frequenz gerade kompensieren, sprechen wir in diesem Falle‘von ,,Reihenreso-
nanz‘l,

| U fmax =

(x13.8)

1 Die haufig benutzte Bezeichnung ,,Spannungsresonanz* ist irrefithrend.

6 Wallot, Schwachstromtechnik, 2. Aufl. 81



§114. Wechselstromschaltungen.

§ 114. Frequenzabhingigkeiten bei einer Parallelschaltung von Induktivitit
und Kapazitit. Fir die Spannung U an einer Parallelschaltung L, C, der auBer-
dem ein Leitwert G parallel liegt, und die durch einen ,,Urstrom* Q* betrieben
wird (Abb. 114. 1), ergibt die komplexe Rechnung

%x

I — _L U= 6—7—1— (114. 1)

! +joC+:—

ju ¢ o==c |le jol

! T Diese Gleichung stimmt ihrer Form nach véllig

S . mit der Gleichung (110. 1) iiberein; nur muB man
Abb. 114, 1. S mit U, € mit J*, R mit G und L mit C (und um-

gekehrt) vertauschen.

Der Frequenzgang der Spannung an der Parallelschaltung wird daher ebenso
wie der ihres Scheinwiderstands /Q* quantitativ ebenfalls durch Abb. 110. 1
dargestellt. Die Ordinate ist der auf Z|J*| bezogene Zahlenwert der Spannung 11 ;
der Dampfungswinkel # ist definiert durch

. Gq/L G
smﬂ:—;l/g=?z. (114. 2)

Wenn hier # mit dem Leitwert G wichst, so ist dies durchaus sinnvoll; denn je
geringer dieser ist, um so weniger Strom nimmt er auf, um so weniger Warme
wird in ihm entwickelt.

Der Hochstwert des Scheinwiderstands |11/Q*| liegt immer bei der Schein-
frequenz. Sein Wert ist gleich 1/G, die Breite der seinen Frequenzgang dar-
stellenden Kurven ist gleich 1/(RC) [vgl. (111. 5)]. Bei geringem Leitwert G nimmt
der bei tiefen Frequenzen induktive Scheinwiderstand der Schaltung bei der
Scheinfrequenz fast sprunghaft den Charakter einer Kapazitit an.

Fir den durch die Induktivitit flieBenden Strom gilt die Darstellung
Abb. 113. 1, wenn man die Ordinate als das Verhiltnis | J3;/3*| deutet. Der durch
die Kapazitit flieBende Verschiebungsstrom dagegen beginnt bei sehr tiefen
Frequenzen mit dem Wert Null, durchliuft (bei Dimpfungswinkeln unter 45°)
ein Maximum und miindet schlieBlich bei hohen Frequenzen in den Wert |J*| ein.

Bei der Parallelschaltung aus Leitwert, Induktivitit und Kapazitit zeigen
nach dem Vorstehenden die an ihr liegende Spannung sowohl wie die drei Teil-
strome G|U1|, joC|U| und |U|/jwL die Erscheinung der Resonanz. Da dies
davon herriihrt, daB die Parallelschaltung von jwC und 1/jwL bei der Schein-
frequenz einen unendlich groBen Widerstand darstellt (Abb. 109. 2), sprechen
wir in diesem Falle von ,,Parallelresonanz‘‘1.

§ 115. Verlustbehaftete Spulen und Kondensatoren. Der Verlustwiderstand »
einer Spule 148t sich bei der in den §§ 110 bis 113 betrachteten Reihenschaltung
ohne weiteres zu R schlagen. Ebenso kann man bei der Parallelschaltung des
§ 114 den Leitwert G einfach um den Verlustleitwert g des Kondensators ver-
groBern. Die abgeleiteten Gleichungen und Kurven bleiben mit etwas geinderten
Parametern giiltig.

Etwas' schwieriger ist es, die Verluste eines Reihenkondensators oder einer
Parallelspule richtig zu beriicksichtigen. Wenn das in den vorhergehenden
Paragraphen Abgeleitete anwendbar bleiben soll, muB es mdglich sein, Ersatz-
werte 7, C’, ¢, L’ zu finden, fiir die die Gleichungen

L ‘ o
g+ij=x—_'_’;°—mC7? und r+1(oL=‘+’%L—, (115. 1)

1 Weniger gut, da irref@hrend, ist die Bezeichnung , Stromresonanz*’.
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Inversion. § 116.

bei jeder Frequenz erfiillt sind. Leider fiihrt diese Forderung auf die Be-

dingungen:
Reihenersatzwerte des Kondensators:
/4 g+ wC?
/=g’ +gw:C:Nw’C” C' = —5c ~C, (115. 2)
Parallelersatzwerte der Spule:
y y 72 + wl L2 .
g’=,s+sz1Nw:Ln' L= o' L ~ L, (115.3)

sie enthalten aber die Frequenz.
Immerhin bleibt die Theorie der §§ 110 bis 114 nahezu richtig. In der Nihe
der Scheinfrequenz ist

1/=—%L, g’=7f5. (x15. 4)
Der ,,Resonanzwiderstand‘‘ einer Reihenschaltung ist daher
R=r+f, (115.5)
der ,,Resonanzleitwert* einer Parallelschaltung
G%g+'L—C. (115.6)

Wir wenden das Abgeleitete an auf den Fall, daB eine Stromquelle ¥,
G; = 1/R; auf die Parallelschaltung einer Spule 7, L und eines Kondensators g, C
arbeitet. Dann berechnet sich der maBgebende Dampfungswinkel # nach (114. 2)

zu
- _G‘+'C/L+_s'l/'£__l_‘/£ /Sy g/t
sind = —=—— c=irfc TVl (115.7)

Die Spannung an der Parallelschaltung hat also bei der Scheinfrequenz eine um so
ausgeprigtere Spitze, je kleiner 7 und g und je gréBer der innere Widerstand R,
ist. Ist R; gleich Null, so gibt es iiberhaupt keine Spitze. Das 14Bt sich auch so
verstehen: Die Leerlaufspannung der Stromquelle liegt, wenn R; = o ist, un-
mittelbar an der aus der Spule und dem Kondensator bestehenden Paralell-
schaltung; U ist also bei allen Frequenzen gleich €.

§ 116. Zeichnerische Bestimmung der komplexen GroBe, die zu einer ge-
gebenen reziprok ist; Inversion. Es sei ein komplexer Widerstand R gegeben und
der zugehorige Leitwert & = 1/R durch Konstruktion zu bestimmen.

i Der Winkel des ge-
suchten Leitwerts zunichst
ist nach dessen Definition
dem des Widerstandes ent-

reej gegengesetzt.” Daher wird
der Winkel zwischen den
beiden durch den Nullpunkt
gehenden Geraden, auf

Abb. 116. 1. denen die Punkte R und & Abb. 116. 3.
liegen (Abb. 116. 1), durch

die reelle Achse halbiert; oder, was dasselbe sagt, & und @* liegen auf derselben

Geraden durch den Nullpunkt!.

Die GroBe |@| des Leitwerts kann durch die ,,Polarenkonstruktion gefun-
den werden (Abb. 116. 2): Man schlidgt um den Nullpunkt einen Hilfskreis, dessen

! Haufig zahlt man bei den Leitwerten die Winkel im entgegengesetzten Sinne positiv
wie bei den Widerstinden. Dann liegt @ auf derselben Geraden durch den Nullpunkt wie R.
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§ 117. ‘Wechselstromschaltungen.

Halbmesser p in dem fiir den Widerstand & benutzten MaBstab einem runden
Widerstandszahlenwert entspricht, legt von ® aus die Berithrenden R7; und
RT, an den Kreis und verbindet T, mit T,. Den Schnittpunkt der Linien O %

und T,T, nennen wir ®. Dann ist der gesuchte Betrag |®| gleich |&|/p2. ‘Denn
da die rechtwinkligen Dreiecke 0T,@& und OT,R einander hnlich sind, gilt

18l _ ¢ 1 I@l
> =]’ also |®| = ik . (116. 1)

Liegt R im Innern des Hilfskreises, so zeichnet man zuerst dne zu OR senkrechte Linie
T, T,, dann die Tangenten. Ihr Schnittpunkt hat den Abstand |¢| vom Nullpunkt.

Besonders hiufig soll zu einem gegebenen Widerstand R, der Widerstand

R, = %f (116. 2)

konstruiert werden; der komplexe Widerstand ®, muB ebenfalls gegeben sein.

Dann hat man den Hilfskreis durch den Punkt ®, zu legen und den Punkt &,,
den man unmittelbar durch die Polarenkonstruktion erhilt (Abb. 116. 3), an

der Strecke OR, zu spiegeln. Denn der Winkel von R, = }/?Rli)t, muB gleich

v dem arthimetischen Mittel der Winkel von R, und R,
sein. Der Widerstand R, ist dann, wie man sagt, ,,mit
der Potenz &, zu R, invers. Wir nennen? die nach (. 2)
an R, ausgeiibte Operation ,,Inversion*.

§ 117. Zeichnerische Darstellung der Frequenzgiinge
komplexer GréBen. Wir haben bisher meist die Kom-
Abb. 116, 3. ponenten der komplexen Stréme und Spannungen
als Ordinaten iiber einer Frequenzabszisse aufgetragen.
Man kann den Frequenzgang einer komplexen GroBe aber auch durch eine
einzige Kurve darstellen, wenn man diese noch mit einer — im allgemeinen
unglelchm%iBlgen — Frequenzteilung versiecht. Um das einzusehen, braucht man
sich nur zu erinnern, daB jede komplexe GréBe in der Ebene der komplexen
Zahlen durch einen Punkt dargestellt werden kann. Andert sie sich mit der
Frequenz, so durchliuft der darstellende Punkt eine Kurve, die, wenn man
die zugehérigen Frequenzen an sie anschreibt, als vollstindige Darstellung des
Frequenzgangs der komplexen GroBe angesehen werden kann.
Wir wollen als erstes Beispiel den Scheinwiderstand & einer Reihenschaltung
von Widerstand R und Induktivitit L durch eine Frequenzkurve in der kom-
plexen Ebene darstellen. Da

R=R+jolL, (137. 1)

ist die reelle Koordinate x des darstellenden Punktes gleich R, also von der
Frequenz unabhingig, die imaginire Koordinate y dagegen gleich wL, also der
Frequenz proportional. Der Frequenzgang des Scheinwider-
standes ® wird daher dargestellt durch eine zur imaginiren
Achse parallele ganz im ersten Quadranten liegende gerade
Linie, die von der imaginiren Achse den Abstand Rhat und mit
einer gleichmiBigen Frequenzteilung versehen ist (Abb. 117. 1).
Je hoher die Induktivitit, um so groBer sind die Abstinde der
Teilstriche.

Zieht man vom Nullpunkt aus eine Gerade unter einem Winkel von
45% so trifft sie die Frequenzteilung bei der Kreisfrequenz R/L. Ist
1 Haufig spricht man schon bei der Bildung des Kehrwerts von ,, Inversion.
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Zeichnerische Darstellung der Frequenzginge komplexer GroBen. § I17.

z.B. R=17,5Q, L =0,2H, so wird R/L = 87,5/s; man sieht sofort, daB ein solcher
Widerstand bei Sprechfrequenzen, die ja viel héher liegen, bereits sehr nahe den Charakter
einer reinen Induktivitat hatte.

Als zweites Beispiel stellen wir den Frequenzgang des Leitwertes & = 1/®
in der komplexen Ebene dar. Da

1 R—joL

@=R+ij=R’+w’L” (117.2)

sind die rechtwinkligen Koordinaten x und y des darstellenden Punktes (mit
der Abkiirzung 1/R = G):

R G
Y R I 14 olGILY’ (117.3)
L

Dies ist eine ,,Parameterdarstellung’ der gesuchten Frequenzkurve mit der
Frequenz o als ,,Parameter”. Entnimmt man der Gleichung (. 4) die GroBe
oG L und setzt sie in (. 3) ein, so erhilt man

224+ 92 =Gy, (x17.5)

d. h. der den Scheinleitwert darstellende Punkt lauft
auf einem Halbkreis?!, der durch den Koordinaten-
anfang geht und dessen Mittelpunkt die Koordi-
naten G/2 und o hat (Abb. 117. 2). Dieser Halbkreis
gibt, wenn seine Frequenzteilung gemaB (. 4) sorg-
faltig ausgefithrt wird, ein vollkommenes Bild von
dem Frequenzgang des Scheinleitwerts. Das Bild Abb. 117, 2.

zeigt, daB der Winkel des Scheinleitwerts mit stei-

gender Frequenz immer stirker negativ und sein Betrag {wegen der drosseln-
den Wirkung der Induktivitit) immer kleiner wird. Negativer Winkel bei einem
Leitwert bedeutet ja dasselbe wie positiver bei einem Widerstand.

Auch hier trifft ein Strahl, den man vom Nullpunkt unter einem Winkel von —45° gegen
die Abszissenachse ausgehen 148t, nach (. 4) die Frequenzkurve gerade bei der ausgezeichneten
Frequenz w = 1/GL = R/L; man erkennt, daB sich alle hdheren Frequenzen auf der linken
Halfte des Halbkreises zusammendriangen. Die Frequenzteilung ist daher offenbar auf der
rechten Seite um so weiter, je kleiner der Widerstand R ist.

Liegt hinter der Induktivitit noch eine Kapazitit,
ist also

R=R+j(ol -2, (117.6)

so ist die Frequenzkurve des Widerstands nach wie ne
vor eine gerade Linie (Abb. 117. 3). Diese erstreckt \l
sich aber jetzt von Werten mit unendlich groBer ne-

gativer imaginirer Komponente bis zu Werten mit
unendlich groBer positiver imaginirer Komponente; Abb, 117. 3.
auBerdem ist ihre Frequenzteilung ungleichmiBig. Das

Geradenstiick im vierten Quadranten trigt die Frequenzen unterhalb, das

Geradenstiick im ersten Quadranten die Frequenzen oberhalb der Scheinfre-
quenz w,.

1 Der Halbkreis oberhalb der Abszissenachse ist nach (. 4) bedeutungslos, da die Frequens
nur positiv sein kann.
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§ 118. Wechselstromschaltungen.

Ahnlich kann der Leitwert = 1/® in Abhéingigkeit von der Frequenz wie-
der durch einen Kreis mit dem Durchmesser G dargestellt werden. Nur fallen
jetzt (Abb. 117. 3) die Frequenzen o und oo mit dem Nullpunkt des Systems zu-
sammen, wihrend die Scheinfrequenz dem Punkte G, o entspricht. Die tiefen
Frequenzen liegen auf dem oberen, die hohen auf dem unteren Halbkreis. Aus
dem Bild ist deutlich zu ersehen, daB fiir den Strom, der ja dem Leitwert pro-
portional ist, die Scheinfrequenz zugleich die Bedeutung der Resonanzfrequenz
hat. Da sich die Resonanzkurve um so spitzer erhebt, je geringer der Dampfungs-
winkel ist, liegen die Frequenzpunkte in der Nihe der Scheinfrequenz bei kleiner
Dimpfung weiter auseinander als bei groBer.

Die hier betrachteten Frequenzkurven sind besondere Fille der auch in der
Starkstromtechnik viel verwendeten ,,Ortskurven®.

§ 118. Konstruktion der Leitwertkurve aus der Widerstandskurve. Die im
vorigen Paragraph auf rechnerischem Wege abgeleiteten Kurven kénnen
natiirlich auch durch fortgesetzte An-
wendung der Polarenkonstruktion des
§ 116 gefunden werden. Durch sie ent-
steht ein Kreis, der die gegebene Gerade
in den beiden Punkten P und P*
(Abb. 118. 1) schneidet, in denen sie
auch von dem Inversionskreis geschnit-
ten wird. Der Punkt D auf der reellen
Achse ist das ,,Bild*“ des Punktes A4 ; der
Durchmesser OD des die Gerade abbil-
denden Kreises ist also nach § 116 gleich
dem reziproken Wert des Abstandes O 4
der Geraden von der imaginiren Achse,
multipliziert mit dem Quadrate des In-
versionshalbmessers.

Die Frequenzteilung des Bild-
kreises ergibt sich ebenfalls punktweise.

Abb, 118. 1. Beachtet man, daB die durch die Polaren-

konstruktion gefundenen Punkte2 noch

an der reellen Achse zu spiegeln sind, so erkennt man, daB die Frequenzen vom

Nullpunkt bis wieder zum Nullpunkt im Sinn des Uhrzeigers wachsen, ganz wie
wir es im vorigen Paragraph gefunden hatten.

§ II9. Ortskurven, insbesondere Kreisdiagramme?. Die in den beiden vor-
hergehenden Paragraphen betrachteten Kurven sind besondere Fille der in der
Fernmeldetechnik so wichtigen Frequenzkurven in der komplexen Ebene. Diese
sind im allgemeinsten Fall Veranschaulichungen fiir Funktionen von der Form
BW=7fUA, B,C,...,0), wo die GréBen %,B,€,... konstante komplexe
Gro6Ben sind, w aber die verinderliche Frequenz bedeutet.

Wir wollen in diesem Paragraphen das Problem insofern noch etwas allgemeiner
fassen, als wir den Parameter w als beliebigen reellen Parameter ansehen, bei
dessen Verinderurig die gesuchte Kurve durchlaufen wird. AuBer der Frequenz
kann o z. B. auch eine verinderliche Induktivitit oder Kapazitit bedeuten oder

1 Die Gleichung (. 5) ist ja unabhingig von wL, 4ndert sich also nicht, wenn man wL
durch oL — 1/{@C) ersetzt.

2 In Abb. 118. 1 sind nur diese auf dem Bildkreis aufgetragen.

3 Vgl. Bloch, O.: Die Ortskurven der graphischen Wechselstromtechnik. Ziirich 1917.
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Ortskurven, insbesondere Kreisdiagramme. § 119.

auch irgendeine Funktion der Frequenz, z. B. den in den Paragraphen 110

und 112 verwendeten Ausdruck n — I/n.
Von besonderer Wichtigkeit fiir alle Anwendungen ist die durch eine ge-

brochene rationale Funktion 1. Grades
A+ Bo
T C+Ddo
dargestellte Kurve; wir wollen sie im folgenden etwas naher betrachten. Zur
Vereinfachung bringen wir ihre Gleichung durch Division in die Form

(119. 1)

BC
8, "%
B=5+6+d0 (119. 2)
und untersuchen Schritt fiir Schritt deren geometrische Bedeutung.
Durch Dw zunichst wird offen- imag.

bar eine Gerade von der Richtung
des Vektors ® = |D| , § darge-
stellt, die durch den Nullpunkt
der komplexen Ebene geht. Sie
trigt eine gleichméiBige Frequenz-
teilung.

Auch der Funktion € + Do
entspricht eine Gerade; sie geht
jedoch nicht mehr durch den Null-
punkt, sondern mit der Neigung
des Vektors ® durch den Punkt
€ =|€| ;7 (Abb. 119. 1). TIhre
Teilung ist wie die der Geraden Abb. 110, ™.

Dw gleichmiBig.

Bei einem komplexen Widerstand R 4 joL z. B.ist E=R, D =jL, y =0% § = 9>°
die zugehérige Frequenzkurve ist also eine zur imaginiren Achse parallele Gerade durch den
Punkt € (R, o) mit gleichmaBiger Frequenzteilung.

Der Bruch

BE
-5 . ma
C+Do0  €C+Do
wird durch den zu der Geraden € 4+ Dw mit der Potenz I inversen Kreis (oder
Kreisbogen) durch den Nullpunkt der komplexen Ebene dargestellt (Abb. 119. 1).
Durch den Zusatzvektor 8/® wird dieser Kreis in der komplexen Ebene noch um
eine gewisse Strecke in einer bestimmten Richtung verschoben.

Die Funktion B der Gleichung (. 1) durchliuft also bei Variation des reellen
Parameters w einen irgendwie in der komplexen Ebene liegenden, mit einer
.w-Teilung versehenen Kreis?.

Von besonderem Interesse ist in der Regel der Durchmesser des Bildkreises. Er ist nach
§ 118 gleich dem Kehrwert des kiirzesten Abstandes OA4 (Abb. 119. 1) der Geraden € 4+ Dw

vom Nullpunkt, multipliziert mit dem Quadrat des Betrages der Potenz IR. Fiir den kiirzesten
Abstand 04 148t sich aus Abb. 119. 1. der Wert

04 =|&]sin (5 —) (119. 4)
ablesen.

Fiir einen Leitwert 1/(R + jwL) wird hiernach der kiirzeste Abstand gleich R und der
Durchmesser gleich 1/R = G in Ubereinstimmung mit Abb. 117. 3.

(119. 3)

1 Schenkel, M.: Elektrotechn. Z. 22 (1901) S. 1044.
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§ I120. Wechselstromschaltungen.

§ 120. Umbildung eines komplexen Widerstandes durch eine Reihen- oder
Parallelschaltung. Wir wollen jetzt einige Félle betrachten, wo der Parameter o
nicht die Frequenz bedeutet. Die allgemeine Aufgabe soll sein, zu untersuchen,
wie sich der einen komplexen Widerstand & in der komplexen Ebene darstellende

Punkt verschiebt, wenn .ihm ein Wi-

R L C
.__.| derstand, eine Induktivitit oder eine
Kapazitit vor- oder parallelgeschaltet
R R R wird.

AbD. 120, 1 Wir beginnen mit der Reihen-
T schaltung (Abb. 120. 1). Nennen wir
den Scheinwiderstand des durch die Zuschaltung entstehenden Zweipols 2,
so ist ohne weiteres klar, daB sich der Punkt ® (vgl. Abb. 120. 2) von dem
Punkt R aus bei Vorschaltung eines allmihlich zunehmenden Widerstandes hori-
zontal nach rechts, bei Vorschaltung einer allmihlich zunehmenden Induktivi-
imag. tit dagegen senkrecht nach oben verschiebt. Auch bei
Vorschaltung einer Kapazitit wandert der Punkt 2B

auf einer Vertikalen, aber mit abnehmender Kapazitit
von dem Punkte R aus nach unten. Diese Ergebnisse

. A 20 gk

Abb. 120, 2. Abb. 120, 3.

zun.R

3

stehen mit dem Inhalt des vorigen Paragraphen nicht in Widerspruch, weil die
geraden Linien als Kreise mit unendlich groBem Radius aufgefaBBt werden kénnen..
Etwas verwickelter liegen die Verhiltnisse bei den Parallelschaltungen
(Abb. 120. 3). Schalten wir dem komplexen Widerstand R einen verinderlichen
reinen Widerstand R parallel, so ldBt sich der Schein-
widerstand ® durch Erweitern mit R*/R [vgl. An-
hang (8. 1)] in die Form
@ RR _ _|®p
T R+R T R*H[RPR
bringen.- Der Nenner entspricht bei Verkleinerung
von R einer von dem Punkt R* ausgehenden hori-
zontalen geraden Linie (Abb. 120. 4). Invertiert
man diese gemiB (. 1) mit .|R| als Potenz, so er-
hilt man einen auf der imaginiren Achse reitenden
Kreis durch den Nullpunkt; auf diesem liuft der
Scheinwiderstand %, wenn man den Parallelwider-
stand R abnehmen liBt, von R aus in den Null-
punkt hinein!. Man nennt den Kreis auch den ,,Re-
sistanzkreis’ (Wirkkreis) durch .
Ist dem komplexen Widerstand R dagegen eine Induktivitdt parallel
geschaltet, so setzt man dhnlich wie vorher
B — joLR - | R
joL+ & m*__j_ml’
oL
Hier wird der Nenner bei verinderlicher Induktivitit L dargestellt durch eine

/mag.

(120. 1)

reef/

Abb. 120. 4.

(120. 2)

1 In den Abbildungen sind Angaben, die sich auf die dem Betrage nach invertierte, aber
noch nicht gespiegelte Kurve beziehen, in Klammern gesetzt.
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Umbildung komplexer Widerstande. § 121.

von dem Punkt ®* aus senkrecht nach unten laufende Linie (Abb. 120. 5);
und zwar liegen die niedrigen Werte der auf ihr anzubringenden Induktivitats-
teilung im Unendlichen, die hohen in der Nidhe von ®*. Invertiert man wieder
mit der Potenz |R|, so erhilt man als Bild der Ge- /ngy
raden das in der Abbildung dick ausgezogene Bogen-
stiick eines auf der x-Achse reitenden Kreises durch
den Nullpunkt. Schaltet man also einem Wider-
stand R eine Induktivitit von abnehmender GroBe
parallel, so wandert der Scheinwiderstand % von
dem Punkte R aus auf dem angegebenen Kreis
entgegengesetzt dem Uhrzeiger in den Nullpunkt
hinein.

Ahnlich setzt man bei der Parallelschaltung einer
Kapazitit?

B =

R _ [R?
1+joCR ™ R*+jo|RBECT
Jetzt hat man eine Gerade zu invertieren, die von dem Punkte ®* aus senkrecht
nach oben lauft (Abb. 120. 6). Man erkennt, daB jetzt bei zunehmender Kapazi-
_ ‘tat der Punkt B von R aus auf demselben Kreise wie
mag. vorher im Sinne des Uhrzeigers in den Nullpunkt

hineinlauft.

Man nennt den auf der reellen Achse reitenden
durch den Nullpunkt ge- | jmy

henden Kreis auch den

,,Reaktanzkreis’“ (Blind-
reel/ kreis) durch R. o R

Der Resistanzkreis und
der Reaktanzkreis kénnen
zu jedem gegebenen Wider-
stand R ohne weiteres ge-

Abb, 120. 6. zeichnet werden, da ihre Abb. 120. 7.
Mittelpunkte dort liegen,
wo die Mittelsenkrechte des Vektors i die Achsen schneidet (Abb. 120. %). Be-
zeichnet man den Phasenwinkel von R mit p, so ist der Halbmesser des Resistanz-
kreises gleich | |/(2 sin p), der. des Reaktanzkreises gleich |%|/(2 cos g).

(120. 3)

Abb. 120, 5.

§ I121I. Umwandlung einer Reihenschaltung in eine Parallelschaltung (und
umgekehrt). Es sei dhnlich wie im § 115 eine Reihenschaltung eines Wirkwider-
stands » und eines Blindwiderstands X gegeben, und es werde nach der Parallel-
schaltung 7', X' .gefragt, an der der gleiche
Scheinwiderstand R =7 + jX gemessen
wird. Die Lésung ergibt sich aus § 120:
Schaltet man dem Blindteil X’ den Wirk-
teil #' parallel, so liuft der auf derimagi- .
niren Achse liegende Punkt X' (Abb. 121.1) ~
auf einem Wirkkreis in den Punkt R hin- S~
ein; schaltet man dagegen dem Wirkteil 7/ r reell — r’
einen Blindteil X’ parallel, so lduft der auf Abb. 121.
der reellen Achse liegende Punkt #' auf
einem Blindkreis in den Punkt R hinein. Dieser ist also der Schnittpunkt
der beiden Kreise, und man kann daher wie am SchluB von § 120 zu gegebenem R

1 Die Gleichung 148t sich nach § 105 sofort hinschreiben.

mag—-

89



§122. Wechselstromschaltungen.

die beiden Kreise konstruieren, die die Achsen in den gesuchten Punkten 7’
und X’ treffen.

_ In der Tat ist nach einem bekannten Satz die Strecke OR gleich dem geometrischen
Mittel sowohl von » und #/, wie von X und X’; die daraus folgenden Beziehungen
P+ X2=rr=XX (121. 1)
enthalten aber als besondere Falle die Gleichungen (115. 3).

§ 122. Widerstandsmessung mit der Briicke. Bei der Wechselstrombriicke
(Abb. 122. 1) verschwindet der Briickenstrom, wenn die vier komplexen Seiten-
widerstinde ®,, R,, R;, R, der Briickenbedingung

9‘3 m;

R R, (122. 1)

geniigen. Diese besteht als Gleichung zwischen komplexen

GroBen aus zwei Teilbedingungen, einer fiir die reellen und

einer fiir die imaginiren Bestandteile oder auch: einer fiir
die Betrige und einer fiir die Phasen.

Abb. 122. I. Der bekannte Widerstand werde etwa durch R,, der gesuchte

durch R, dargestellt. Jener wird hiufig wie in Abb, 122.2 ausge-

bildet. Ist dann der unbekannte Widerstand gleich R, + j X, und macht man R, = R,,

so gelten die Gleichungen

Ry=Ry+7;, und X, =wl; —

I
®(Cq +¢5) °
Die Einstellungen der Wechselstrombriicke hén-
gen stark ab von den Leitwerten unberechenbarer
dielektrischer Nebenschliisse, insbesondere nach be-
nachbarten Leitern. In der Abb. 122. 3 sind solche
Nebenschliisse durch vier an die Eckpunkte 4, B, C, D
angeschlossene ,,Erdkapazititen’ angedeutet. Durch
eine von K. W. Wagner! angegebene Zusatzschal-
tung gelingt es, diese Fehlerquelle zu beseitigen.
Man " variiert die Briickenwiderstinde und den in
Abb. 122. 3  gezéichneten

(122. 2)

(Drehkond)  Hiliszweig? so lange, bis die
beiden Telephone T, und
By ol 7 Y} schweigen. Dann sind
Gest) (styferkond) die Punkte C, D, E auf dem VT mizwery |
Abb Potential der Erde, die Ka-
. 122, 2. Abb. 122, 3.

pazititen bei C und D blei-
ben also unwirksam. Die Kapazititen bei 4, B anderseits gehéren iiberhaupt
nicht zu dem Briickenviereck, sind also auf die Einstellung ebenfalls ohne

Einflu8.

§ 123. Frequenzbriicke. Schaltet man in eine Wechselstrombriicke nur be-
kannte Widerstinde, Induktivititen und Kapazititen, so kann man aus den
Werten, die man diesen Elementen geben mu8, um die Briicke ins Gleichgewicht
zu setzen, auf die Frequenz der benutzten Stromquelle schlieBen.

Besonders einfach ist die Briicke nach Robinson3. Man schaltet (Abb. 123. 1)
je einen Widerstand und eine Kapazitit in die Zweige 3 und 4, und zwar in den

1 Wagner, K. W.: Elektrotechn. Z. 32 (1911) S. 1001I.
2 Die Verbindungen 13, 23 und 3 E denke man sich weg.
3 Robinson, C.: Post Office.electr. Engr. J. 16, Nr. 2 (1923) S. 17.
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MeBverfahren. § 124.

Kreis 3 parallel zueinander, in den Kreis 4 in Reihe. Unter den Voraussetzungen
R, = R, = R und C, = C, = C ergibt die Briickenbedingung (# = R,/R;):
1 R
R+ c="rfjerc
Man trennt das Imagindre von dem Reellen und erhilt

(123. 1)

I—w?R2C?=0 und 2=mun. (x23. 2)

Fithrt man also den Leitwert G = 1/R ein, so berechnet sich w
nach der Gleichung
_ G

0=x. (123.3)
Man wihlt das Briickenverhiltnis 2, eicht die Widerstinde R,
und R, bei festem C als Leitwerte (§ 12) und sorgt durch
eine mechanische Kopplung dafiir, da sie dauernd gleich Abb. 123. 1.
grof3 sind.

§ 124. Kompensationsmethoden. Frankesche Maschine. Besonders hiufig wird
bei Niederfrequenzmessungen das Prinzip der Kompensation benutzt (§ 17).
Es ist natiirlich nur anwendbar, wenn die Frequenzen der beiden verwendeten
Wechselstromquellen genau iibereinstimmen; auBerdem ist zu beachten, daB im
allgemeinen sowohl die Betrige wie die Phasen der Spannungen geindert werden
miissen, wenn die ,,Fiihldrihte’* stromlos werden sollen, was meist mit einem
Telephon festgestellt wird.

Die Frankesche Maschine? ist ein Doppel-Wechselstromgenerator. Sein einer
Anker kann mehr oder weniger in das ihm zugeordnete magnetische Drehfeld
eingefiihrt, sein anderer um die Achse der Maschine gedreht werden. Es ist daher
moglich, den Effektivwert der von dem ersten Anker gelieferten Leerlaufspan-
nung und — unabhingig davon — die Phase der von dem zweiten Anker gelie-
ferten Leerlaufspannung stetig und meBbar zu verandern.

Wihrend man die Phasendrehung unmittelbar im GradmaB ablesen Kann,
ist die Anderung des Betrags nicht einfach der Anderung der Eintauchtiefe des
Ankers proportional. Die Frankesche Maschine muB8 daher hinsichtlich. der -
Betrige geeicht werden.

Sie kann zunichst zum Vergleich von Wechselspannungen verwendet werden.
Die eine Spannung U, sei z. B. (Abb. 124, 1) die Spannung am Eingang einer
Leitung, die andere UI, die Spannung an ihrem Ausgang.

Man speist die Schaltung .mit dem Phasenanker.und

kompensiert mit dem Betragsanker. Dann entspricht Fuy Leitung y'u,[:]
jeder der beiden Spannungen eine bestimmte Ein- s
tauchtiefe und eine bestimmte Stellung der Phasen- Abb. 124. 1.
trommel. Die Phasendifferenz zwischen U, und U, er-

gibt sich daraus unmittelbar; das Verhiltnis der Betrige nur, sofern der Betrags-
anker — wenigstens in relativem Mal — geeicht ist. Gew6hnlich eicht man ihn

jedesmal von neuem, indem man diejenigen Bruchteile eines rei- |
nen Widerstandes (Kompensationsapparats) K sucht, an denen B[ T
die Spannungen |11,| und |11, liegen. .

Soll ein. Scheinwiderstand ¥ (Abb. 124. 2) gemessen werden,
so schaltet man ihn in Reihe mit einem Kompensationsapparat K
und speist ihn mit dem Phasenanker. Dann kompensiert man mit
dem Betragsanker erst an %, dann — bei ungeinderter Stellung

Kl 30

Abb. 124. 2.

! Franke, A.: Elektrotechn. Z. 12 (1891) S. 448.
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§ 125. Schaltvorginge.

des Eintauchtriebes, aber um einen Winkel ¢ gedreucer Phasentrommel — an
einem geeigneten Bruchteil R von K. Da die Fiihldrihte keinen Strom aufnehmen,
hat der die Widerstinde durchflieBende Strom & bei beiden Kompensationen
die gleiche Stdrke. Der zu messende Scheinwiderstand ergibt sich daher aus:

'R
%=§3—=RLZ' (x24. 1)

§ 125. Phasenbriicke. Bei einer Briicke, die gemiB Abb. 125. 1 geschaltet ist,
gilt fiir die Leerlaufspannung zwischen den Punkten 3 und 4 nach der Span-
nungsteilergleichung

R
11§,4=1131+1114= - 1 + - I ulz
— joC(R 4+ -
tioc  1o¢(R+iao)
I—joRC .,

Uy, = U, — 2arctgw RC.  (125.1)

T 1+joRC

Legt man also an die Klemmen r und 2 eine Spannung U,,, so kann man an
den Klemmen 3 und 4, wenn man R (oder C) verinderbar macht, eine Leerlauf-

spannung des gleichen Betrags, aber beliebig einstellbarer Phase abnehmen. Das
Diagramm Abb. 125. 2 veranschaulicht die Methode. Macht man noch — etwa
mit Hilfe eines Spannungsteilers aus reellen Widerstinden — die Spannung U,,
dem Betrage nach verinderbar, so hat man eine Anordnung, die wie die Franke-
sche Maschine eine nach Betrag und Phase verinderbare Fiihldrahtspannung
liefert.

5. Abschnitt.

Schaltvorginge.

§ 126. Telephonie und Telegraphie. Mit Wechselstromen, wie sie im 4. Ab-
schnitt behandelt worden sind, hat es vor allem die Telephonie zu tun. Die Klinge
und Geriusche, die durch sie iibermittelt werden sollen, sind zwar keine reinen
Sinusschwingungen konstanter Amplitude, kénnen aber doch wenigstens in erster
Anniherung als Aneinanderreihung ausgesprochen periodischer Vorginge auf-
gefaBt werden.

Im Gegensatz hierzu arbeitet man in der Telegraphie mit Gleich- oder Wechsel-
stromen, die in einer unregelmiBigen, nichtperiodischen zeitlichen Folge ge-
schlossen oder unterbrochen werden. Die Telegraphie muB8 daher von einer
Theorie der Ein- und Ausschaltvorginge ausgehen.
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Kreis mit Widerstand und Induktivitat. § 127.

Die komplexe Rechnung, die ja auf der Voraussetzung beruht, dal die Stréme
und Spannungen sinusartig wechseln, kann in der Theorie der Ein- und Aus-
schaltvorginge nicht ohne weiteres verwendet werden. Diese wird damit mathe-
matisch verwickelter und schwieriger als die Theorie der andauernden Schwin-
gungen.

In diesem Abschnitt sollen nur die einfachsten bei Umschaltungen auftreten-
den Erscheinungen untersucht werden.

§ 127. Kreis mit Widerstand und Induktivitit; Einschaltvorgang. Wir be-
ginnen mit dem besonders einfachen Fall eines Kreises mit Widerstand R und
Induktivitit L (Abb. 127. 1) — z. B. eines Kreises mit einem
Morseapparat oder einem Relais — und untersuchen zunichst R
den Einschaltvorgang. £ AL

Nach dem Ohmschen Gesetz gilt vom Zeitpunkt des Ein-
schaltens ¢ = o ab, also fiir positive Zeiten:

g i

Abb. 127. 1.
E=Ri+ L. (127. 1)
Diese ,,nichthomogene lineare Differentialgleichung 1. Ordnung mit kon-
stanten Koeffizienten* 1iBt sich integrieren, wenn man
Ri—E=RY (127. 2)

setzt; denn dann ist dé/d¢ = d4’/d¢, und wir erhalten fiir die HilfsgroBe i’ die
,,homogene** Differentialgleichung:

. a#
-R’l'——'— L.(—i—t
oder
as
—Rdt=L—. (127.3)
Ihr Integral ist:
!
—Rt=Llni'—Llnc,=Lh—, (127. 4)
1

wo ¢, und damit auch L In ¢, eine noch zu bestimmende ,,Integrationskonstante**
bedeutet. Geht man zur Exponentialfunktion iiber, so erhilt man

i=i’+%=%+cle—ft. (x27. 5)

Die Konstante ¢, ergibt sich aus der Bedingung, daB im Augenblicke ¢ = o der
Strom noch gleich Null sein soll:

E
o=—§+c1;

die Gleichung fiir den Strom nimmt daher schlieBlich die Form an:

A (127.6

Der Strom erreicht den Gleichstromwert E/R erst nach unendlich langer
Zeit. Mit einer solchen Angabe ist jedoch praktisch nichts anzufangen; von In-
teresse ist nur die Raschheit des Stromanstiegs. Fiir diese erhdlt man nach
Abb. 127. 2, die den zeitlichen Verlauf des Stroms gemiB (. 6) darstellt, ein
brauchbares MaB, wenn man im Koordinatenanfang eine Berithrende an die
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§ 128. Schaltvorginge.

Stromkurve legt und die Zeit » angibt, nach deren Ablauf sie die Horizontale
durch den Endwert E/R schneidet (Punkt P). Aus der Zeichnung ergibt sich!

E
SR T=gpctga, (x27. %)

i also, da tg a = (d4/d#).o = E/L,

. /
E L L
T:§E=F. (127.8)
Die Zeit 7 heiBt die ,,Zeitkonstante des Krei-

ses. Je groBer die Induktivitit ist, um so langsdmer
—»z erreicht der Strom seinen Endwert.

o

\

‘————-hh———-q

Abb. 127. 2. Statt der Zeitkonstante kann man auch die Zeit an.
geben, nach deren Ablauf der Strom nur noch um 1°6 oder
1°/e0 unter seinem Endwert liegt. Nach den Ans#tzen

t

e *=o0,01 oder o,001

sind diese Zeiten gleich 4,6 T und 6,9 . Umgekehrt ist zur Zeit { = t die Exponentialfunktion
erst auf 1/e = 36,8% abgefallen.

Man kann das Anwachsen des Stroms nach dem Anschalten einer konstanten
elektromotorischen Kraft auch als Uberlagerung zweier Vorginge deuten und
sich vorstellen, daf sich zwar sofort der verlangte Endwert E/R einstellt, daB
sich aber iiber ihn noch ein ,fliichtiger Vorgang lagert, der mit der Kon
stante T exponentiell verklingt. In der Gleichung (. 6) bedeutet der erste
Posten den bestindigen, der zweite den fliichtigen Vorgang.

§ 128. Beliebiger Augenblick der Einschaltung. Wenn wir vorausgesetzt
haben, daB die elektromotorische Kraft E im Zeitpunkt ¢ = o eingeschaltet wird,
so bedeutet dies eine Vereinfachung, aber keine wesentliche Beschrinkung. Denn
i schaltet man im Augenblicke ¢ = ¢, ein, so muB der
Vorgang natiirlich von diesem Zeitpunkt ab (¢ > ¢))
ebenso verlaufen wie vorher von £ = o ab. Beziehen
wir also die Zeit ¢’ auf den Zeitpunkt ¢, als Nullpunkt
(Abb. 128. 1), so gilt

1
|
| f=t—t
T ; ¢ und fiir Zeiten ¢ > ¢,
e e it
. _E -y E _t=h
Abb. 128. 1 1=x\1—e T)Z»E(I——e ). (128. 1)

In der Tat wird jetzt z. B. s = o fiir ¢ = ¢,.

§ 129. Abschaltung einer konstanten elektromotorischen Kraft ohne Offnung
des Stromkreises. Schaltet man eine konstante elektromotorische Kraft zur
Zeit ¢ = o plotzlich ab, ohne den Kreis zu unterbrechen, so gilt die Differential-
gleichung

o=Ri+Lg—j. (129. 1)

Da jetzt der Strom abnimmt, also di/d? negativ ist, wirkt der Energieinhalt der
Spule wie eine Energiequelle von dem Antriebssinn von E; infolgedessen flieBt
der Strom noch eine geraume Zeit weiter. Nennt man den anfinglichen Strom 1,

1 Bei geeigneter Wahl der Einheiten und ZeichnungsmaBstibe.
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Telegraphierzeichen. § 130.

so lautet das Integral der Gleichung (. 1), da sie von vornherein homogen ist,

(x29. 2)
Der Strom nimmt hiernach (Abb. 129. 1) mit einer
Raschheit, die wieder durch den reziproken Wert

1 =19€ 7.

N

F der Zeit T = L/R gemessen wird, von i, auf Null

|

| ——————

!

lD

|

]

| A 1

- +
t \ ¢
e —— -7~ ~ —’, Z Vi

Abb. 129. 1. Abb. 129. 2.

ab. Der bestindige Vorgang ist jetzt ,,s = o*; iiber ihn ist der fliichtige Vor-
t

gang ¢ = gge ° gelagert.

Beim Telegraphieren mit Arbeitsstrom (Abb. 129. 2) wird bei der Abschaltung die sen-
dende Batterie durch den Widerstand des eigenen Telegraphenapparats ersetzt; der Strom-
kreis bleibt also (von den Schwebelagen der Taste abgesehen) wie hier vorausgesetzt ge-
schlossen.

§ 130. Telegraphierzeichen. Wird eine elektromotorische Kraft an einen
Stromkreis abwechselnd an- und abgeschaltet, wie es beim Telegraphieren mit
,,Einfachstrom der Fall ist, so iiberlagern sich die in dem letzten Paragraphen
berechneten Ein- und Ausschaltvorginge; denn man kann jede Ausschaltung als
Anschaltung einer negativen elektromotorischen Kraft — unter Fortdauer
aller fritheren An- und Abschaltungen — auffassen.

Hiernach lassen sich die Stromkurven von Telegraphierzeichen leicht punkt-
weise konstruieren. Man erkennt, daB sie nur bei sehr kleiner Zeitkonstante und
im Verhiltnis zu ihr groBer Zeichendauer ein anndhernd treues Bild des recht-
eckigen Verlaufs der elektromotorischen Kraft darstellen.

Auch rechnerisch kann man solche Kurven leicht zusammensetzen. Es werde z. B. ein
Morsepunkt (oder ein Morsestrich) von der Dauer 7, = #,—¢, getastet. Dann gilt nach (128. 1)

E _l_tx
fir H<t<ty i= (I—e '). (130. 1)

R
E _To\ _i-t2
fir ty<i: i=§(1—e )e (x30. 2)

Abb. 130. 1, die fiir 7, = 7 gezeichnet ist, zeigt,

AZ daB man bei einem solchen Punkt- oder Strich-
zeichen trotz der starken,,Verzerrung‘‘die Anzugs-
e~ T, —»> und die Abfalldurchflutung des Farbschreibers
—= oder des Relais so einstellen kann, daB weder die
\ V4 —— Niederschrift auf dem Morsestreifen noch der durch
NP das Relais ausgeloste Strom merklich verzerrt ist.

Abb. 130. 1. Abb. 130. 2.

Beim ,,Doppelstrom‘‘-Betrieb (Abb. 130. 2) flieBt wihrend der Zeichen Strom in der
einen, wihrend der Zwischenriume Strom in der entgegengesetzten Richtung. Man kann in
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§ I3I. Schaltvorginge.

diesem Falle den Verlauf des Telegraphierstroms konstruieren, indem man einer konstanten
elektromotorischen Kraft E negative und positive elektromotorische Krifte vom Betrage
2 E iiberlagert.

§ 131. Telegraphiergeschwindigkeit. Von der Dauer 7, des kiirzesten Zeichen-
elements hingt die Zahl # der in der Zeiteinheit iibermittelten Buchstaben ab.
Beim Morsebetrieb rechnet man fiir jeden Strich 3 7,,, wo 7, die Dauer des ,,Punk-
tes’ ist, fiir die Zwischenriume zwischen Strichen und Punkten desselben Buch-
stabens 7, fiir die Zwischenriume zwischen Buchstaben 3 t,, zwischen Wértern
57, Durch das Wort ,,Buchstabe‘ sind dabei Buchstaben, Ziffern und Satz-
zeichen zusammengefaBt.

Im Durchschnitt kann man beim Morsebetrieb fiir den Buchstaben die Zeit-
dauer 8,57, rechnen; die Zahl # ist daher annihernd gleich 1/(8,5 ;). Mit einer
Punktdauer 7, von 50 ms z. B. erhilt man 2,4 Buchst/s oder 140 Buchst/min.

Bezeichnet man bei einem beliebigen Telegraphenapparat mit z die Zahl der
Stromschritte, die (im Durchschnitt) auf einen Buchstaben fallen, so ist offenbar
allgemein

nzty=1I. (x31. 1)

Fiir den praktischen Betrieb kommt es auf die Zahl # an. Die elektrischen
Vorginge auf den Leitungen dagegen hingen hauptsichlich von der Dauer 7,
des einzelnen Stromschritts ab. Unter der ,,Telegraphiergeschwindigkeit* ver-
steht man ihren reziproken Wert, d. h. die Zahl der Stromschritte (kiirzesten
Stromimpulse) in der Zeiteinheit. Bezieht man 1/ryauf die Sekunde, so schreibt
man die Einheit ,,Baud” hinzu (nach dem Erfinder des Baudot-Apparats). Es
ist also

1 __ 1 1/rg ‘Buchst 1 1/7y Buchst
27, z Baud s 6o z Baud min ° (131. 2)

Ob eine bestimmte Telegraphiergeschwindigkeit 1/7, auf einer Leitung ohne
Verstiimmelung der Telegramme erreicht werden kann, hingt nicht nur von
der Art des Apparates und bei Handbetrieb von der Geschicklichkeit des Tele-
graphisten ab, sondern sehr wesentlich auch von den Eigenschaften des Uber-
tragungssystems.

Aus einer Reihe von Griinden, auf die wir spiter eingehen werden, sieht man
in einer fortschreitenden Steigerung der Telegraphiergeschwindigkeit heute kein
technisches Ziel mehr. Das Comité Consultatif Télégraphique (iibliche Abkiirzung:
CCIT) hat daher schon im Jahre 1929 eine Telegraphiergeschwindigkeit von
50 Baud ‘als Norm aufgestellt.

§ 132. Telegraphenschriften. Die ilteste im éffentlichen Betrieb gebrauchte
Telegraphenschrift ist die Morseschrift. Fiir sie ist die Zahl z = 8,5 ein Mittel-
wert, der von den Eigentiimlichkeiten des Morsealphabets und von der Hiufig-
keit abhingt, mit der die einzelnen Buchstaben in der iibermittelten Sprache
vorkommen.

Gibt man unter Beibehaltung des Morsealphabets die Striche durch Strom-
stoBe in der entgegengesetzten Richtung wieder, so erhilt man die ,,Kabel-
schrift (,,Heberschrift”, ,,Recorderschrift”’), die vor allem bei Unterseekabeln
verwendet wird. Da sie viel gedringter ist als die gewohnliche Morseschrift, ist
bei ihr die Zahl z wesentlich niedriger (z s 3,5).

Eine Folge von Zeichen aus je fiinf gleich langen Schriften wird von den (heute
veralteten) Schnelltelegraphen und von den Fernschreibmaschinen iibermittelt. Bei
den zuletzt genannten rechnet man z = 7, da zu der Fiinferkombination noch zwei
Stromst68e hinzukommen fiir den Antrieb (start) und das Stillsetzen (stop) des
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Kreis mit Widerstand und Kapazitit. § 134.

Apparates. Mit der genormten Telegraphiergeschwindigkeit von 5o Baud er-
reicht man nach (131. 1) eine Ubermittlungsgeschwindigkeit von rund 430 Buch-
staben in der Minute.

§ 133. Unterbrechung eines Stromkreises. Wird ein Stromkreis bei der Ab-
schaltung seiner Stromquelle unterbrochen, so sieht es so aus, als kénnte iiber-
haupt kein Strom mehr flieBen. Nach dem Induktionsgesetz wiirde aber bei plétz-
lichem volligem Verschwinden des Stroms eine unendlich groBe entgegenwirkende
elektromotorische Kraft induziert; die in der Induktivitit aufgespeicherte magne-
tische Energie kann ja nach dem Energiesatz nicht plétzlich auf Null abnehmen.

Auch nach der Unterbrechung muB also noch Strom flieBen. Er schlieBt sich
durch die Unterbrechungsstelle als Verschiebungsstrom; d. h. das Problem ist
nur zu behandeln unter Beriicksichtigung der Ka-
pazitit der Unterbrechungsstelle. bl

Unter Umstinden kann auch ein Leitungsstrom <]
zustande kommen. Wichst nimlich die Spannung
an der Unterbrechungsstelle rasch genug an und
entfernen sich die Leiterenden an der Unterbre-
<chungsstelle verhiltnismiBig langsam, so kann die
Unterbrechungsstelle durch einen ,,Funken‘‘ durch-
schlagen werden.

Man erkennt, daB der Vorgang der ,,Unterbrechung* wesentlich verwickelter
ist als die in den § 127 und 129 behandelten Schaltvorginge.

Beim Telégraphenbetrieb mit Ruhestrom (Abb. 133. 1) wird der Stromkreis beim Ab-
schalten (bei der Zeichengebung) vollstandig unterbrochen.

§ 134. Kreis mit Widerstand und Kapazitit. Wir behandeln nun den Fall
der Ladung eines Kondensators iiber einen reinen Widerstand (Abb. 134. 1).
Nennen wir die Spannung am Dielektrikum des Kon-

densators #, so gilt die Gleichung fﬂ, JU:IL?"‘_]—
E=Ri+4u (134. I) F+L c ‘|r

oder, wenn wir differenzieren, nach (48. 4) i . I u
13

_ ds 1 Abb. 134. 1.

Abb. 133. 1.

Hieraus folgt fiir den Vorgang der Ladung und natiirlich erst recht fiir den der
Entladung:

t
i=ce RC, (134. 2)

Der Strom nimmt also exponentiell ab mit einer Geschwindigkeit, die durch
eine neue Zeitkonstante, nimlich das Produkt RC, geregelt wird. Wir nennen
diese — zum Unterschied von der ,ersten Zeitkonstante‘ 7, = L/R — die
,.zweite Zeitkonstante* 7.

Zur Bestimmung der Konstante ¢; miissen wir diesmal die Spannung #
einer Anfangsbedingung unterwerfen und deshalb auf (. 1) zuriickgehen:

¢
4=E—Ri=E—cRe ™. (134.3)

Soll sie zur Zeit ¢ = o gleich Null sein, so folgt 0 = E — ¢, R und damit

¢ t
-— . E -
u=E\I—e"), t=pe . (134. 4)

9 Wallot, Schwachstromtechnik, 2. Aufl. 97



§ 135. Schaltvorgange.

Der Kondensator wirkt demnach bei Beginn der Ladung — da er ja noch
keine Spannung hat — wie ein KurzschluB: der volle Strom E/R ergieBt sich
in ihn. Erst mit steigender Ladung wichst seine Gegenspannung #%, bis sie schlie3-
lich der treibenden elektromotorischen Kraft E das Gleichgewicht hilt und der
Ladestrom verschwindet.

Ahnlich ist es beim Telegraphenkabel: der Endapparat bleibt verhiltnis-
miBig lange fast stromlos, weil der ,,wahre’ Strom (§ 47) zundchst in groBer
Starke als Verschiebungsstrom durch die Isolation flieBt. Auf den durch den
Endapparat flieBenden Strom wirkt demnach die parallel geschaltete Kabel-
kapazitit verzégernd wie eine in Reihe geschaltete Induktivitat.

Bei sehr kleinem Widerstand springt der Ladestrom nach (. 4) sogar auf den sehr groBen.
Wert E/R, um im niachsten Augenblick wieder auf Null abzusinken.

Der plétzliche, sprunghafte Anstieg des Ladestroms im Augenblicke ¢ = o widerspricht.
natiirlich dem Indﬁktionsgesetz; eine Theorie, die befriedigen soll, muB die immer vorhandene-
Induktivitit des Kreises beriicksichtigen (s. § 14%).

Wird ein Kondensator durch Abschaltung einer konstanten elektromotorischen
Kraft iiber einen Widerstand entladen, so ist seine Anfangsspannung gleich
#y zu setzen: uy = — ¢; R, und es ergibt sich daher

¢

z . U
% = yge 2, 1=—pem. (134. 5)

DaB der Strom das negative Vorzeichen haben muB, geht auch aus den Zihl-
pfeilen der Abb. 134. 1 hervor.

Die auf den Belegungen des Kondensators sitzenden Elektrizititsmengen
dndern sich natiirlich proportional den Kondensatorspannungen.

§ I35. Unverzweigter Kreis mit Widerstand, Induktivitit und Kapazitit.
Sind in einem Kreis eine Induktionsspule mit Wirkwiderstand und ein Konden-
sator hintereinandergeschaltet (Abb. 135. 1), so gilt fiir den Fall der Einschaltung
einer elektromotorischen Kraft E nach dem Ohmschen Gesetz

E=Ri+L3~;+u. (135. 1)}

i Fithrt man an Stelle des Stroms nach (48. 4) die Spannung ».

am Kondensator ein, so erhilt man

135.1I. 2
Abb. 135 E=RCE+LCSA+u. (135. 2).

Diese Differentialgleichung muB zunichst wieder homogen gemacht werden
durch Einfithrung einer Hilfsgré8e «':
u—E=4u. (135.3)

Damit nimmt sie die Form an:
dazo R du u’
i +f€t—+L_C-=o' (135.4)

Hier ist der Koeffizient R/L des zweiten Glieds gleich dem reziproken Wert
der ersten Zeitkonstante 7,, der Koeffizient des letzten Glieds dagegen gleich
dem Quadrat der schon im § 109 eingefiithrten Scheinfrequenz
=== — (135. 5)

JZc L oc Imm '

R
Die Losung hingt davon an, in welchem Verhiltnis die beiden Zeitkonstanten

zueinander stehen, ob die erste iiberwiegt (hohe Induktivitit, kleiner Wider-
98
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Kreis mit Widerstand, Induktivitit und Kapazitat. § I 36.

stand und kleine Kapazitit) oder die zweite (niedrige Induktivitat, hoher Wider-
stand und hohe Kapazitit). Wir fithren als bequemes MaB fiir das genannte
Verhiltnis durch die Gleichung

T, 0,
sin g = V V411 = ztlwo iz—ﬂ (135' 6)

wieder den ,,Dimpfungswinkel“ & ein. Da t, gréBer als 47,-sein kann, lassen
wir jetzt die Moglichkeit offen, daB & komplex wird.

Versuchen wir nun die Gleichung (. 4) wieder durch einen exponentiellen
Ansatz «’ = e’ zu lésen, so erhalten wir als Bedingungsgleichung fiir den
Faktor é die quadratische Gleichung:

; J
52+;;+w%=0- (135.7)
Es muB also sein: -
= 2 11 47; — . (135. 8)
Nun ist aber nach (. 6)
2 — L T, _ sind (1 )
1= Gesind ’ 2 = wg 35-9

Die beiden Wurzeln von (. 7) kénnen daher auch in der einfachen Form

0= —— + Yolsin?® — wf = ——— -+ jw, cos P (135. 10)
27; 27

dargestellt werden.

§ 136. Schwingungsvorgang. Wir wollen zunichst voraussetzen, der Damp-
fungswinkel sei ein reeller Winkel zwischen o und go°, also

T L
o<4—::<1 oder R<2V?' (136. 1)
Dann ist auch

Wy cos Pt = w, (136. 2)

reell, und es empfiehlt sich, die aus (135. 10) folgende Lésung in der Form

¢
u=E+ern( wt+cy —ot) (136.3)
anzuschreiben. Fiihrt man hier trigonometrische Funktionen ein, so erhilt man
t

u=FE +e 2n{(c} + c) cosw, ¢ + jle} —c3) smaw,t}. (136. 4)

Die Spannung am Kondensator kann aber nur reell sein. Man muB also auch
setzen konnen:

&+ cp=c¢, jley —c3) = ¢, (x36.5)
wo jetzt ¢; und ¢, reell sind. Damit wird
¢

u=FE+e 2u(c, cosm, t + ¢, sinw, ?) (136.6)
und

t
. T o ¢ .
i=Ce 2:;{(_;%l + w,cz) cosw, t — (;—;l + o, cl) sin w, t}. (136.7)

Die in diesen Gleichungen vorkommenden Ausdriicke
-t b
e 2m1cosw,?! und e 2usine,t (136. 8)
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§ 137. Schaitvorgange.

stellen ,,gedimpfte Sinusschwingungen‘‘ dar. Gibt man den trigonometrischen
Funktionen ihre beiden duBersten Werte 4 1, so erhdlt man die beiden ,,Ein-
hiillenden* (vgl. Abb. 137. 1) mit den Ordinaten
+ e'2—'7 : (136.9)

Zwischen diesen verlaufen die Ausdriicke (. 8) als allméhlich abklingende Wellen-
linien. Fiir die Schnelligkeit des Abklingens ist die doppelte erste Zeitkonstante
maBgebend; der Abstand aufeinanderfolgender Nullpunkte? ist gleich der halben
Eigenschwingungsdauer T, = 2 7t/ w, .

Die wahre Eigenfrequenz des Kreises ist wegen der Beziehung w, = w, cos 9
immer kleiner als die Scheinfrequenz w,. Ist # sehr klein, so wird w, = w,.

§ 137. Bestimmung der Konstanten. Fiir den Vorgang der Ladung des Kon-
densators (also fiir die Einschaltung) gelten die Gleichungen:

o=FE+4g¢, o=—-£;+w,c,. (x37. 1)

Beim Strom ist demnach das Glied mit dem Kosinus ganz wegzulassen, und man
erhilt fiir die Konstanten:

6 =—F, (137.2)
& wysind _ .
b= 2w,1:1_—w°cost9E_ tgd-E, (137.-3)
sin3§
— <” + o, cl) (wo coss T wocosﬂ) E= c;:°ﬁE. (137. 4)
Damit wird
¢
u=E{1—e 2u(cosw,?+ tg?-sinw,?)} l
¢ (137.5)
oo I
:E{I-—e 2“cos0°°S(“’0t_'9)} [
und

ot
T2n

z—-EV e-2T1 <5 C0S (@, — 90°) = EVL g SNt (137.6)

Der fliichtige Bestandtell der Spannung und der Strom verlaufen hiernach
als gedampfte Sinuslinien. Der Strom?® (Abb. 137. 1) bleibt hinter der Spannung®
um 9o® — & zuriick; wir haben ja einen Kreis mit iiberwiegender Induktivitit.
Fiir # = 9o sind Spannung und Strom in Phase; dann kompensieren sich die
Induktivitit und die Kapazitit. Die Kurve der Spannung (Abb. 137. 2) ergibt
sich, wenn man eine nach unten aufgetragene gedimpfte und in horizontaler
Richtung um die Zeitdifferenz (#/2z) T, verschobene Kosinuslinie um die
Strecke E nach oben riickt.

Bei dem Vorgang der Entladung (Ausschaltung) fillt wieder die erste Zahl 1
in der geschweiften Klammer von (. 5} weg, und die Vorzeichen der iibrigen
Glieder kehren sich um.

Bei hohen Dimpfungswinkeln sind die im § rro betrachteten Resonanz-
kurven flach. Soll also ein Kreis nur in der nichsten Néhe einer bestimmten Fre-

1 Genau in der Mitte zwischen zwei Nullpunkten trifft die Kurve die eine der beiden
Einhiillenden. Ihre Maxima und Minima fallen mit diesen Treffpunkten aber nicht zusammen,
sondern liegen um (#/2x) T, vor ihnen.

2 Die Abb. 137. 1 und . 2 sind mit # = 7,5% gezeichnet.

3 D. h. ihrem fliichtigen Bestandteil.
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Schwingungsvorgang. § 139.
quenz (der Resonanzfrequenz) stark erregt werden koénnen, so ,,schwingt er lang-

sam ein‘‘; denn dann darf man ihm nur einen kleinen Dimpfungswinkel geben.

u

A J

E/f- 2E -

> £

o ! |

] ] I

B | |

Lol ; h

-g/E | I i )
ﬂ/z—<_-_r___>l | ! i g

4275 — )|

——— 27, ——> c———7—— >l

Abb. 137. 1. Abb., 137. 2.

Hohe Abstimmschirfe (Trennschirfe, Selektivitit) ist also nicht vereinbar mit
hoher Einschwinggeschwindigkeit. Legt man auf beides Wert, so hat man eine
gewisse mittlere GréBe der Dimpfung zu wihlen.

§ 138. Logarithmisches Dekrement. Bei gedimpften Sinusschwingungen ist
es — vor allem in der Physik und in der Hochfrequenztechnik — -iiblich, ihre
Dimpfung durch das (logarithmische) ,,Dekrement* zu messen. Darunter ver-
steht man den natiirlichen Logarithmus des Verhiltnisses zweier aufeinander-
folgender Ausschlige nach derselben Seite.

Im § 137 war z. B. die Amplitude des fliichtigen Stromes proportional zu

¢ ¢
e 2usinw,t =e 2usin 2;‘.

Sind nun #, und #, zwei um die Schwingungsdauer T,, auseinanderliegende Zeiten
((g = ¢, + T,), so verhilt sich der Strom zur Zeit ¢; zu demx Strom zur Zeit ¢, wie

_h : T (4T T
(e 2n gin 2—;:3) : (e 2n gin ‘l%."'—i)) =e?n:1. (x38.1)
Das Dekrement b ist also [vgl. (135. 9)]
_ T, 2m _ 2mwysind )
b= 27, 2130,  @pc0s® 2mtgd. (238.2)

Wie der Dimpfungswinkel ist das Dekrement wihrend der ganzen Dauer der
Schwingung konstant: die Ausschlige nehmen in ,,geometrischer‘ Folge ab.

Nach (. 2) gehdrt zum Dampfungswinkel 45 das Dekrement 2 r; bei kleinem Dampfungs:
winkel ist

ba2nd =o,x097§)—. (x38.3)
§ 139. Schwingungsfreier Vorgang. Wenn die zweite Zeitkonstante groBer

ist als das Vierfache der ersten (r, > 47,), liefert die Gleichung (135. 6) keinen
reellen Dampfungswinkel # mehr. Dann setzen wir an Stelle von (135. 6) unter
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§ I139. Schaltvorginge.

Benutzung des Hyperbelkosinus (Anhang 5. 1)

_Ymor _me_ Ry/C
Coj 6 = 4T 2Ty 2 2 VL‘ ) (139. 1)
Das so eingefiihrte @ ist wieder ein reelles Argument. Seinen Zusammenhang mit
dem Dimpfungswinkel ¢ vermittelt die Rechenregel 5.4 des Anhangs: Es ist
Coj® = cos (jO) = s (90°® + j @) = sinH, (139. 2)
also!

4 =90°+j6. (139. 3)
Der Dampfungswinkel # wird demnach bei steigender zweiter Zeitkonstante,
sobald er den Grenzwert go° erreicht hat, komplex; sein reeller Teil bleibt auf
90° stehen, wihrend sein imaginirer Anteil, eben das Argument @, von Null

an zu wachsen beginnt.
AuBer dem Parameter @ fithren wir bei der einen Lsung der quadratischen
Gleichung (135. 7) die Zeitkonstante 7,, bei der andern die Zeitkonstante 7, ein.

Beachtet man, daB nach (.2) cos® = —sinj® = — j Gin O, so erhilt man
6 = —— —jwycos? = — = —w, Gin®
2T, 27y
. _I— _ ,;I___,,,, @ @ . -I' 1 +$g@ (139 4)
T 21y 21,60(@ me = T, 2 ’
1 . 2 o 2@oi® .,
0, = — — 4 joycosd = — —Cof?@ + —— Gin@
27y Te T
2 , (139. 5)
== Eoj O (€ojO® — GinBO)
2
oder nach Anhang 5.3
_ 2 Gj® 1 2
0= = . 6oi0 + Gin® = 1,1 £ %46 - (139. 6)
Fiir 7, > 47, gilt also die allgemeine Ldsung
u = E + c;e% + c,ed?
_t 1+%g6 2
=FE+4ce n 2 Jce 1+%e6 (139. 7)
Es lagern sich zwei fliichtige Vorginge iiberein-
ander, die mit verschiedener Raschheit exponen-
tiell verklingen.
In Abb. 139. 1 sind unter der Voraussetzung, daB L
25 und C konstant gehalten werden, die beiden Zeitkonstan-
20 ten 7, und 7, sowie die ,,wirksamen‘ Zeitkonstanten
1 L S—-
ol Es TR
' und (139.8)
05 P—— - 1+390
0% ; P Tg=—"7" Ta
(R VA TR TRT BT
Cof 6—= bezogen auf die Einheit To/2m = I/w,, als Funktion von
Abb. 139. 1. (R/2) YC/L = @0 © aufgetragen. Wihrend bei Widerstan-

den R unter 2 | L/C die entstehenden Schwingungen mit
der doppelten érsten Zeitkonstante 2 7, abklingen, sind bei hoheren Widerstinden zwei Zeit-

konstanten 7, und 7, maBgebend. Diese gabeln sich bei der Grenzdampfung von dem Wert
27T, = Ty/2 aus; mit steigendem Widerstand R gehen sie immer mehr in 7, und entspre-
chend 7, iiber.

1 Wir definieren O so, daB das komplexe # immer im ersten Quadranten liegt
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Schwingungsfreier Vorgang. § I41.

§ 140. Grenzfall. Zu dem ,,Grenzfall* # = 9o°® darf man nur allmahlich iibergehen,
indem man @ zunichst als sehr klein voraussetzt. Man erhdlt (Anhang 5. 5 und 2. 1)

_t1+%8 ot t ot t

— —_——— ——— \l
e ™ % wme 2"(H_e)=e e 2ne 2“(1—.@—!‘)
27y !
_toe o _me o w26t (r40.7)
ez21'+$g6~e T2 —e T2.eT e n(l+2h@_t)
T2
Die allgemeine Losung ist also (wegen 2/r, = 1/(21,))
¢
o O Ot
u=E+e 20 o'(x —-—) c'( —) .2
+ {1 - e+ (140. 2)
-oder, wenn man
(2]
GtGg=a,  —E—g) =0 (140. 3)
setztl,
-t
u=FE+e 2% (c;+ cqgf). (140. 4)

Auch in diesem Fall enthilt das allgemeine Integral, wie man sieht, zwei willkiirliche Kon-
stanten, die entsprechend den Anfangsbedingungen festgesetzt werden kénnen.

§ 14I. Bestimmung der Konstanten. Wir betrachten wieder den Vorgang der
Ladung. Zur Zeit ¢ = o sei # = o; daraus folgt

E+c¢+c,=c. (141. 1)

‘Ferner sei zur Zeit ¢ = o auch der Strom und damit die Ableitung der Spannung
nach der Zeit gleich Null. Das bedeutet:

I+ TO) + e =0 (141. 2)
«oder, da
i— = W und WIQF@— = (1 — TgO) Cof2® (x41.3)
ist,
61 (T4O + 1) —6,(TgO — 1) = o. (141. 4)
Hieraus und aus der Bedingung (. 1) folgt
=2 (666 — 1),
(141. 5)
Cy = -2 (@tg@ +- I)
und daher
{I + @Ztg@ Leht _(Etg@z *r e""}. (141. 6)

Da die Konstante ¢, bei groBem @ sehr klein ist, hingt der Anstieg der Spannung
bei hoher Dimpfung so gut wie nur von der zweiten Zeitkonstante ab.
Etwas anders liegen die Verhiltnisse beim Strom:

1= C (c;0,€%* + c38,€%"). (141.7)
Fiir hohe Dimpfung ist §, groB, d, klein; die beiden Faktoren ¢,8, und c,d,

1 Man darf also ® deshalb nicht ohne weiteres gleich Null setzen, weil bzi diesem Uber-
gang das unbestimmte Produkt (¢} —c})® endlich bleiben kann.
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§ 142. Schaltvorgange.

sind daher von derselben GréBenordnung:

E E E
—cy0, =" (6tg® — ng;u +%6) = - (C1g0 —Tg0) = Etg#,

(141. 8)

Cady =2 (G190 + 1)1 (1 —Tg6) = - (G190 — TgH) = = Gigh,
T Te

und es ergibt sich

E
4T

i = ZGtgO (et — et (141. 9}

In einem Kreis von iiberwiegender Kapazitit, aber nicht vernachlissigbarer
Induktivitit fallt also der Ladestrom zwar auch (vgl. § 134) in der Hauptsache

l_‘g,‘

|

’d
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/g‘

_1?
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~£_

\\
L — NN — — —

Abb. 141. 1.

70 200 J00

mit der Zeitkonstante 7, ab; fir
die Steilheit seines ersten Anstiegs.
ist jedoch, wie aus (.9), (139.4)
und (139.6) leicht ableitbar, le-
diglich die Zeitkonstante 7, maB-
gebend. In dem Augenblick
t = 1/(0; — 6,)+In (6,/0;) hat die
Stromkurve ein Maximum.

Abb. 141. 1 zeigt den zeitlichen Ver-
lauf des Ladestroms und der Kon-
densatorspannung fiir 7, = 20 ms,
Ty = 128 ms, alsonach (139.8)7; = 25 ms,
Ty = 103 ms. Die einfachen Exponen-
tialkurven, in die die beiden Schau-
linien schlieBlich einmiinden, sind ge-
strichelt gezeichnet.

Da im Anfang ¢+ = Cdu/d¢ = o ist, beginnt die Kurve der Kondensatorspannung mit
horizontaler Tangente. Im Augenblick des Strommaximums hat sie einen Wendepunkt. Sie
steigt dann im wesentlichen mit der Zeitkonstante 7, auf den Endwert.

§ 142. Funkenverhiitung durch Kondensatoren. Wir sind nunmehr in der
Lage, die Vorginge, die bei der Unterbrechung eines Stromkreises mit dem nicht
zu hohen Widerstand R-und der Induktivitit L auftreten, etwas genauer zu
untersuchen. Da die Kapazitit C der Unterbrechungsstelle (des Kontakts) sehr
klein ist, bleibt der Dimpfungswinkel weit unter go®. Die Stromstirke sinkt
daher von ihrem Ausgangswert 7, aus schwingend ab. Nach Ablauf etwa einer
Viertelschwingungsdauer ist sie zum ersten Male gleich Null geworden; dafiir
liegt dann an der Unterbrechungsstelle nach § 137 ein Maximum der Spannung.
Da erst ein kleiner Teil der vorher aufgespeicherten magnetischen Energie in
Wirme verwandelt sein kann, enthilt in diesem Augenblick die Kapazitit der
Unterbrechungsstelle fast die ganze urspriinglich vorhandene Energie des Strom-
kreises; man kann daher (L/2) 3} & (C/2) 42 setzen und erhilt

U

L

=

(142. 1)

D. h. bei hoher Induktivitit und hohem Anfangsstrom kann an der Unter-
brechungsstelle eine hohe Spannung auftreten, die unter Umstinden zur Uber-
briickung der Unterbrechungsstelle durch einen Leitungsstrom (Funken, Licht-

bogen) ausreicht.

Funkenbildung an den Kontakten muB natiirlich moglichst verhindert wer-
den. Dazu dienen Kondensatoren, die man den Kontakten parallel schaltet.
Durch sie wird der Dampfungswinkel und mit ihm auch die Schwingungsdauer
vergroBert. Das Spannungsmaximum wird daher herabgedriickt; auBerdem tritt
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Schaltvorginge in zweimaschigen Systemen. § 143.

es spiter ein, d. h. in einem Augenblick, wo der Abstand der Kontaktspitzen
schon so groB geworden ist, daB die Strecke nicht mehr durchschlagen wird.

Aus verschiedenen Griinden empfiehlt es sich, dem Kondensator einen Wider-
stand beizugeben.

Ist der Kontakt von einem Funken iiberbriickt worden, so tritt zu dem Widerstand R
der inkonstante Widerstand des Funkenwegs. Hierdurch kann bei kleinem R die Dauer des
Stromabfalls stark verkiirzt werden.

§ 143. Schaltvorginge in zweimaschigen Systemen. Die Theorie des un-
verzweigten Kreises mit Widerstand, Induktivitit und Kapazitit ist auch fiir
die Vorginge in den einfacheren zweimaschigen Schaltungen grundlegend.

Bei der Schaltung Abb. 143. 1 z. B. kann der zeitliche Verlauf wenigstens
des Kondensatorsttoms und der Kondensatorspannung ohne weiteres hin-
geschrieben werden. Denn der Zweig R, C wird durch einen Generator. aus
reinen Widerstinden betrieben, dessen Leerlaufspannung, die der elektro-
motorischen Kraft E des § 134 entspricht, durch o EL

7 -+

Ut = s

=R+RL (143.7)

A
dessen innerer Widerstand durch

ﬁ .
R, R, |"*

‘- Rl + R; (143' 2) Abb. 143.C;‘
dargestellt wird. An Stelle des fritheren R ist daher
_ RR, s
R,+ R, oy s Ry = BT E, (143.3)

zu setzen, wo S eine Abkiirzung fiir den Ausdruck R, R, + RyR; + R4R, ist,
und es ergeben sich fiir den Ladestrom und die Spannung des Kondensators
die Ausdriicke:

. R, + R R —’i R. _.1,',
1y = 1 3 ’R,+2R,Ee *=SEe™ (143. 4)
und
I %A
u-—}?lTR’E(I'—e ). (143.5)

Wieder wirkt der Kondensator im ersten Augenblick wie ein Kurzschlu8; denn
der Anfangswert R,E/S von 7, ist gleich dem im § 14 abgeleiteten Wert. Die
Spannung # steigt exponentiell auf den Leerlaufwert.

Die Zeitkonstante des Ladevorgangs ist
7= (R, + Ry) C = RICTSR’ (143. 6)
Fiir den Strom 7, folgt aus der Maschenregel::
.
= %Ee—% +Rl%;(1—e_é) (143.7)

. E R, '%
“m+ER _SLe™
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§ 144. Schaltvorginge.

Auch der Strom durch den QuerschluB R, beginnt also mit dem Werte

E Ri. ES—RR, Ry
Rt R SETS RivR, 5B (143.8)

der sich bei kurzgeschlossenem Kondensa-
tor ergibe, und steigt erst allmédhlich mit
der gleichen Zeitkonstante auf den End-
wert E/(R, + R,): Eine parallel geschaltete

i Kapazitit wirkt verzégernd wie eine in
\Lr\\ Reihe geschaltete Induktivitit (§ 134).

; — Abb. 143. 2 stellt den zeitlichen Verlauf der
} | drei Stréme dar.

§ 144. Einschaltvorgang beim Tele-
graphenkabel. Bei einem einadrigen Tele-
\1 graphenkabel flieBen wihrend jedes Schalt-

=y

»L1 vorgangs durch die Isolation Verschie-
bungsstréme nach der Erde ab. Es dhnelt
also (Abb. 144. 1) in groben Ziigen der so-
A, Ry eben betrachteten Schaltung fiir Ry = 0: C
ist die Kabelkapazitit, R, der Widerstand

£ =C g der Sendeapparate und der ersten Hilfte

der Leitung, R, der der zweiten Hilfte der

Abb. 144. 1. Leitung und der Empfangsapparate. Beim

Einschalten wichst daher der Sendestrom i,

noch iiber seinen Endwert E/(R, + R,) hinaus; der Empfangsstrom 7, dagegen

steigt erst allmihlich auf seinen Endwert. Fiir die Geschwindigkeit, mit der
dies geschieht, ist maBgebend die zweite Zeitkonstante:

Ry Ry
R, + Ry

Diese ist dem Produkt aus der Gesamtkapazitit und dem Gesamtwiderstand
des Kabels, also bei gegebener Kabelart auch dem Quadrate der Kabellinge
proportional.

Die Zeitkonstante 7, ist ein angendhertes MaB fiir die Zeit, die der Strom
am Kabelende braucht, um von einem sehr niedrigen Wert auf seinen Héchst-
wert anzusteigen. Wenn genau bekannt ist, wie dieser Strom nach der plétz-
lichen Anschaltung einer konstanten elektromotorischen Kraft verliuft, kann
sein Anstieg fiir eine beliebige Aufeinanderfolge von Zeichen nach § 130

1, ~CR;,=C NC%@C‘M’. (144. 1)

4

I

leicht konstruiert werden. Bei langen Kabeln werden die Zeichen abgeflacht
oder verwaschen, also ,,verzerrt‘. Sind die Verzerrungen sehr stark, so ist es
unmoglich, Relais so einzustellen, daB sie die'Zeichen sicher iibertragen. Man
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Telegraphische Hilfsschaltungen. § 146.

kann dann u. U. noch mit der , Kabelschrift (§ 132) und mit dem Heber-
schreiber arbeiten, der eine Kurve aufzeichnet, deren Entzifferung wenigstens
dem Geiibten auch bei stirkerer Verzerrung gelingt.

Aus der genaueren Theorie der Einschaltvorginge auf Leitungen (16. Abschnitt) wird
hervorgehen, daB der Endstrom auch beim stark idealisierten Kabel nach einer komplizierten
Funktion ansteigt. Ein grobes Bild von der Verzerrung der Telegraphierzeichen erhalt man,
wenn man annimmt, daB der durch den Empfinger flieBende Strom mit einer gewissen Ein-
schaltdauer 7 linear auf den Gleichstromwert ansteigt (Abb. 144. 2). Abb. 144. 3 zeigt, wie
unter dieser Annahme das Morsezeichen # fiir 7, = v und fiir v, = 2 /3 verzerrt wird. Man

erkennt (vgl. § 130), daB es in beiden Fallen noch gut ankommt. da man aber mit der Dauer
des Stromschritts nicht viel unter 7 hinunter gehen darfl.

§ 145. Telegraphische Hilfsschaltungen. Beim Telegraphenkabel (Abb. 144. I)
rithrt der langsame Anstieg des Endstroms von der ,,Vorspannwirkung® der
Kapazitit und der hemmenden Wir-
kung des induktiven Endapparates A
her. Man kann den Anstieg des End- %¢ R
stroms versteilern durch Zufiigung eines 49
Reihenkondensators etwa am Ende der 94
Leitung; eine MaBnahme, die schon von g7
Varley (1862) angewendet worden g6
ist. Ohne Kondensator verliuft der g5 AN
Strom am Ende etwa wie in o4 \
Abb. 145.1 Kurvea, mit Kondensa- ;4 /
tor wie Kurve b. 02

Ein Dauerstrom ist mit diesen 0’ p I/ i z
AbschluBkondensatoren natiirlich nicht / - (Fyt Fp)C
moglich. Auch ist der erreichbare 97 02 03 0% G5
Hochststrom gegeniiber der Schaltung Abb. 145. 1.
ohne Kondensator herabgesetzt. Man
muB daher mit héherer Spannung telegraphieren und sich mit Stromsté8en
begniigen.

Die Kapazitit der Kondensatoren wihlt man gewdhnlich etwa gleich /10 der gesamten
Kabelkapazitat. ‘

Will man lingere Zeichen senden, so muB man dem Strom durch einen zum
AbschluBkondensator parallelen Widerstand die Méglichkeit geben, seinen Gleich-

(SN

c

/a

[
\\

stromwert zu erreichen (Abb. 145.2). Fm
Diese Schaltung heiBt in Deutschland

,,Maxwell-Erde‘“. Der Widerstand muB fy £ {)o-[::
ziemlich groB (etwa 4 mal so groB wie E+‘r L Cm
der ganze Kabelwiderstand) genommen I

werden, damit der Kondensator im ersten
Augenblick mdéglichst viel Strom in sich
aufnimmt. Durch ihn wird natiirlich der stationire Strom verkleinert; man er-
hoht daher gleichzeitig die Telegraphierspannung.

Kurve ¢ der Abb. 145. 1 veranschaulicht die durch die Schaltung der Maxwell-
Erde erreichbare Versteilerung der Kurve des am Ende eines Kabels eintreffen-
den Stroms. Die Telegraphiergeschwindigkeit kann um etwa 50% erhsht werden.

Abb. 145. 2.

§ 146. Verwickeltere Schaltungen. Das im § 143 angewandte Verfahren ver-
sagt bereits, wenn wir feststellen wollen, wie sich bei der Schaltung Abb. 146. 1
nach einer plotzlichen Anschaltung der Stromquelle der Ladestrom und die

! Liischen, F, u. Kiipfmiiller, K.: Elektr. Nachr.-Techn. 4 (1927) S. 168.
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§ 147. Vit¢rpole.

Spannung des Kondensators und der die Spule durchflieBende Strom zeitlich
indern. Man muB dann nach den Kirchhoffschen Regeln rechnen, und zwar in dem
vorliegenden Falle einmal die Knoten- und zweimal die Maschenregel ansetzen;

R, E g bei geeigneter Kombination ergeben sich wieder Differential-
"4 gleichungen zweiter Ordnung fiir die genannten Verinderlichen.

Auf die Einzelheiten der Rechnung gehen wir nicht ein,
wollen aber das Folgende hervorheben. Wenn die Wider-
stinde R, und R; gleich groB sind, iiberwiegt im ersten Augen-
blick: bei weitem der Strom 7, iiber den Strom 7, In dem
MaBe jedoch, wie sich der Kondensator 14dt, sinkt sein Lade-

Abb. 146. 1. strom; dafiir steigt der Spulenstrom, bis er schlieBlich den

Gleichstromwert E/(R, + R,) erreicht.

Wenn der wie im § 110 definierte Dampfungswinkel der beiden parallelen
Zweige gleich go° ist, kompensieren sich die Induktivitit und die Kapazitit.
Der Strom ¢, springt bereits im ersten Augenblick auf seinen konstanten End-
wert. Im Anfang flieBt er nur durch die Kapazitit, zum SchluB nur durch die

Induktivitit.

6. Abschnitt.
Vierpole.

§ 147. Der Begriff des Vierpols. In der Fernmeldetechnik liegen im all-
emeinen zwischen dem Energieerzeuger und dem Energieverbraucher Leitungen,
%bertrager Verstirker, Siebe, Entzerrer usw. Diese Schaltungsteile haben zwei
Eingangs- und zwei Ausgangsklemmen; man nennt sie daher ,,Vierpole“l.
-3, Sy Ein Vierpol ist hiernach nicht einfach ein aus einer Schal-
— e — tung herausgelést gedachtes Gebilde mit vier gleichberech-
| 7" [ tigten Polen. Bei einem solchen wiren nach § 9 drei Stréme
-9y §,« voneinander unabhéngig. Im Gegensatz hierzu ist bei einem
Abb. i47. 1. Vierpol (Abb. 147. 1) der Strom, der in seine eine Emgangs-
klemme hineinflieBt, ebenso groB wie der Strom, der seine an-
dere Eingangsklemme verliBt; und fiir die Ausgangsklemmen gilt das Ent-
sprechende. Es gibt daher bei Vierpolen nur zwei unabhingige Stréme, den
Strom 9, durch die Eingangs- und den Strom ; durch die Ausgangsklemmen.
Unter ,,Vierpoltheorie® versteht man den Inbegriff der Beziehungen, die
man fiir Vierpole und ihre Zusammenschaltungen mit andern Vierpolen, Zwei-
polen und Zweipolquellen auch dann aufstellen kann, wenn man nicht weiB,
wie sich diese Gebilde im.einzelnen aus Widerstinden, Induktivititen, Gegen-
induktivititen, Kapazititen usw. zusammensetzen.
AuBer den beiden ,,Klemmenstrémen‘‘ des Vierpols pflegt man in der Vier-
poltheorie vorzugsweise seine beiden ,,Klemmenspannungen‘ II; und U, zu be-
trachten® (s. Abb. 148. 1).

1 Die Benennung stammt von F. Breisig: Elektrotechn. Z. 42 (1921) S. 933. Zur Auf-
stellung einer ,,Vierpoltheorie'« hat die Verwendung leitungstheoretischer Begriffe in der
,»Kettenleitertheorie’ [Wagner K. W.: Arch. Elektrotechn. 3 (1915) S. 315] den Ansto8
gegeben. Vgl. Wallot, J.: Z. techn. Physik 5 (1924) S. 488; Wiss. Versff. Siemens-Konz..8
(1929) H. 2 S. 45.

? R. Feldtkeller hat eine Sonderdarstellung der Vierpoltheorie geg:ben: Einfithrung
n die Vierpoltheorie der elektrischen Nachrichtentechnik. Leipzig: Hirzel 1937.

3 Durch die beiden Klemmenspannungen ist nur die Differenz der beiden (von r nach 2
in positiv gerechneten) Lingsspannungen bestimmt. Solange man also den Vierpol, wie
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Grundgleichungen des linearen Vierpols. § 149.

,,Lineare’* Vierpole sind Vierpole, deren Klemmenspannungen und Klem-
menstrome durch lineare Gleichungen miteinander verkniipft sind. Zu ihnen
zdhlen als Untergruppe die Vierpole, deren Elemente den Kirchhoffschen
Regeln gehorchen.

Im folgenden wird vorausgesetzt, daB die betrachteten Vierpole keine elek-
tromotorischen Krifte enthalten.

§ 148. Grundgleichungen des linearen Vierpols. Wir denken uns einen be-
liebigen linearen Vierpol gegeben; an seinem Ausgang 2 liege eine Stromquelle
verschwindenden inneren Widerstands, an o
seinem Eingang 1 ein AbschluBwiderstand R, —-{___l—?—%— L
(Abb. 148. 1). Dann flieBt durch das Klem- | ¢ 1% | vepo | W §D)e
menpaar I ein Strom ;, der nur durch die ﬁ :,
elektromotorische Kraft € der Stromquelle Abb. 148, 1.
und durch die Eigenschaften des Vierpols
und des AbschluBwiderstands R, bestimmt ist. Nun ist aber € = U, und nach
§10 R, = — U,/Q,. Es gilt also, da der Vierpol linear ist und keine elektro-
motorischen Krifte enthilt,

(=8 U + & lU,. (148.1)

Die Koeffizienten &,, und &,,, die die Dimension von Leitwerten haben, hingen
nur noch von den Eigenschaften des Vierpols ab.

Denkt man sich an den Eingang 1 des Vierpols eine Stromquelle, an den
Ausgang 2 dagegen einen AbschluBwiderstand R, geschaltet, so kann man die
entsprechende Uberlegung anstellen; sie fiihrt auf eine zweite Gleichung

J =8 U + L ll,, (148.2)

wo die Leitwerte &5, und £,, wieder Vierpolparameter sind.

Das System der Gleichungen (. 1) und (. 2) stellt die ,,Grundgleichungen’* des
linearen Vierpols ,,in Leitwertiorm’* dar.

Lést man es nach den Spannungen auf:

ul = QBu 31 + %nase
U= %ﬂ%l + %2333»

wo die ® der Dimension nach Widerstinde sind, so erhilt man die Grund-
gleichungen des linearen Vierpols ,,in Widerstandsform‘“. Von diesen werden wir
im folgenden vorzugsweise ausgehen.

(148.3)

§ 149. Leerlaufschein- und -kernwiderstinde, KurzschluBschein- und -kern-
leitwerte. Setzt man in den Gleichungen (148. 3) J; = o, d. h. nimmt man an,
daB der Vierpol auf der Seite 2 leerliuft, so wird

u, — B = W 4,
(oo =B =B (),
Der Koeffizient %,, hat also die physikalische Bedeutung des Leerlaufschein-
widerstands ! von der Seite I; der ebenfalls unmittelbar meBbare Koeffizient
B,, heiBt ,,Leerlaufkernwiderstand IR, von der Seite r*‘. Entsprechend folgt fiir
den Fall des Leerlaufs auf der Seite 1 (3; = 0) aus denselben beiden Gleichungen,
daB die Koeffizienten g, und W,, — von den Vorzeichen abgesehen — als

=R, =M,. (149. 1)

es in der Vierpoltheorie geschieht, nur an den Klemmenpaaren untersucht, 148t sich iiber
die Langsspannungen selbst nichts aussagen. Die praktisch verwendeten Vierpole sind je-
doch meist symmetrisch zu einer Lingsmittellinie. Sind bei ihnen die beidén Langsspan-
nungen entgegengesetzt gleich, so ist jede von ihnen gleich 4 (U, —1U,)/2.
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§1 49. Vierpole.

der Leerlaufscheinwiderstand % und entsprechend als der Leerlaufkernwider-
stand M, von der Seite 2 gedeutet werden konnen. Man kann den Grundglei-
chungen des linearen Vierpols in Widerstandsform daher auch die folgende,
physikalisch unmittelbarer verstindliche Form geben:

u =QB"31—'9:R282, }
= M, S, — WL,

(Durch Umkehr des Zihlpfeils fiir I, kénnten die Minuszeichen natiirlich zum
Verschwinden gebracht werden.)

Entsprechend kann man schlieBen, daB die Leitwertparameter der Glei-
chungen (148. 1) und (148. 2) KurzschluBleitwerte sind. Lost man die Gleichun-
gen (. 2) nach den Strémen auf, so erhﬁlt man

(149. 2)

3 =7 111 U,
82
8 ; (149. 3)
88 82 111 - .g?l u
mit der Abkiirzung
8 =VBIBW, — MM, (149. 4)

Die komplexe GroBe 3 heiBt ,,Wellenwiderstand*‘ des Vierpols — aus Griin-
den, die hier noch nicht auseinandergesetzt werden konnen. Wir ziehen die Wur-
zel so aus, das 8 im 1. oder 4. Quadranten liegt.

Da die KurzschluBleitwerte die Kehrwerte der KurzschluBwiderstinde sind
folgen aus (. 3) die beiden wichtigen Gleichungen

2 2
o= B = ?31 ) =B = ggx ’ (149. 5)
d. h. der KurzschluBmderstand von der einen Seite ist invers zu dem Leerlauf-
widerstand von der andern Seite mit dem Wellenwiderstand als Potenz (§ 116).

Ebenso sind M,/8? und IM,/32 die KurzschluBkernleitwerte von der Seite I und ent-
sprechend von der Seite 2.

Nach den Gleichungen (. 5) ist der durch (. 4) definierte ,,Wellenwiderstand‘
gleich dem geometrischen Mittel aus dem KurzschluBwiderstand von der einen
und dem Leerlaufwiderstand von der anderen Seite:

8 =VBIB; = VBB (149. 6)
Diese Gleichungen liefern unmittelbar ein bequemes Verfahren zur Messung des
Wellenwiderstands. Sie zeigen zugleich, daB bei jedem Vierpol die Beziehung
B B
B W (149. 7)

besteht?.

Die Kernwiderstinde 9%, und M, sind charakteristisch fiir die vierpolmaBige
Betrachtung von Schaltungen. Da zwischen der Spannung an einem Klemmen-
paar und dem ein ganz anderes Klemmenpaar durchilieBenden Strom jede
Phasenverschiebung méglich ist, konnen die Winkel der Kernwiderstinde in
allen vier Quadranten liegen. Fiir die Kernwiderstinde verlustloser Vier pole
gilt auch kein Reaktanztheorem (§ 109). Sie verhalten sich in dieser Hinsicht
also anders als die Scheinwiderstinde verlustloser Zweipole. Man vergleiche
hierzu die Paragraphen 167 und 191.

1 Aus (. 7) folgt, daB ein Vierpol durch die Angabe seiner Kurzschlu8- und Leerlauf-
widerstinde im allgemeinen nicht vollstindig beschrieben werden kann.
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Umkehrungssatz. § I150.

§ I50. Der Umkehrungssatz. Ein Vierpol, fiir den die Kirchhoffschen Regeln
gelten, hat nur einen einzigen Leerlaufkernwiderstand. Man nennt diesen merk-
wiirdigen Satz auch den ,,Umkehrungssatz’ der Vierpoltheorie.

Er folgt aus einer fir jedes Netzwerk giiltigen allgemeinen Gleichung, die wir im folgenden
im AnschluB an Wilberforce! ableiten werden. Wir betrachten (Abb. 150. 1) ein Netzwerk
aus # Knoten; diese seien miteinander verbunden durch % (n—1)/2
Zweige, deren Widerstinde die fcst gegebenen komplexen
Werte R;; haben mégen. Das Netzwerk werde durch »n(n—1)/2
in die Zweige eingeschaltete elektromotorische Krifte €, ge-
speist; auBerdem sollen von auBen 7 Stréme ; einstromen.
Unter der Einwirkung der €;; und $; entstehen dann in den
Zweigen n(n—1)/2 Stréme 3y, und an ihnen % (»—1)/2 Spannun-
gen 1,;; und die Kirchhoffschen Regeln reichen hin, diese I
und 1Y, zu berechnen.

Aus der Knotenregel folgt zunichst (vgl. § 9 am SchluB) Abb. 150. 1.
n
3= 3%, (xso0. 1)
=1
(n—1 unabhangige Gleichungen; i =1, 2, ..., #; k& i, da innere Strome I natiirlich

nicht vorkomiaen).
Zwischen den Strémen ;, und den Spannungen 11, bestehen die folgenden % (n—1)/2
Beziehungen (vgl. Abb. 150. 2):

uu= @ck— mu 3(1:
oder

Rex e =€ + Uy (x50. 2)

Man vergleicht nun zwei Betriebszustinde miteinander, bei denen die
Ursachen €;; und g verschieden gew#hlt sind, so daB auch verschiedene
Strome Jy; und Spannungen ll,; in den Zweigen entstehen. Wir wollen die
zu dem zweiten Betriebszustand gehérenden Werte mit Strichen bezeichnen.

AuBer (. 1) und (. 2) gelten dann auch die Gleichungen Abb. 150. 2.
% =23 (k +19) (150.2)
und -
R ix = Clx + Uiy (150. 4)

(R4 hat keinen Strich erhalten). Multipliziert man nun (. 2) mit 34;, (. 4) mit J;;, so werden
die linken Seiten dieser beiden Gleichungen gleich; also sind es auch die rechten:
€ B} + Uea Bk = € Bix + U B4 - (150. 5)

Diese n(n—1)/2 Gleichungen addieren wir. Die eine Halfte der Glieder enthilt je eire
,,Urspannung‘‘ und einen inneren Strom; die andern wollen wir unter Benutzung der Maschen-
regel und der Gleichungen (. 1) und (. 3) so umformen, gaB in ihnen neben inneren Spannungen
die ,,Urstréme’* ¢ auftreten. “Vir zeigen die Umformung fiir die zweiten Glieder der linken
Seiten und ftGr » = 4:

U, 31 Uy Dlg + Uge 4 )
+ Uy3 D45 + Uy B + Usy B4,
+ Wy 3 + Uy Bl
=. = Wy Qf + Ugq 5 + Uy 35 (150.6
Pl e | | Uae e+ U [ T 0.6}
+ Upe s 4 Uyy D
+ U3 54 + Use B3¢

D. h. es erscheinen jedesmal die Spannungen aller Knoten gegen den vierten, multipliziert
nach (. 3) mit dea von auBen auf die Knoten zuflieBenden Str6men. Da man statt des vierten
ebensogut jeden anderen Knoten hitte nehmen kénnen und da Wy = o ist, ergibt sich schlieB8-

1 Wilberforce, L. R.: Phil. Mag. (6) 5 (1903) S. 489. In anderer Form hat schon Kirch-
hoff den Umkehrungssatz abgeleitet.
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§ 151. Vierpole.

lich die folgende fiir jedes Netzwerk giiltige Gleichung:

2 Gt D= €30+ 3 Wed,. (150.7)

; R 33 In den zweiten Summen links und rechts bedeuten % und 4’ also be-
liebig herausgegriffene Knotennummern.

2 ¢ Wir wenden die gefundene Beziehung jetzt auf einen Vierpol

S, J,, ohne elektromotorische Krifte mit den Klemmen 1, 2, 3, 4 an

Abb. 150. 3. (Abb. 150. 3). Dabei setzen wir folgende Betriebsfalle voraus:

. Qh=—3 Q=9 (=0 (Leerlauf sekundir)
2. YP=8;=o0; J3=—J¢ (Leerlauf primir)
Lann folgt aus (. 7):
W 3+ U A= Ui O + Wiy By

Wahlt man & = 4, &' = 2, so ergibt sich

Uy I3 = U ™
oder
Uy

Y
Damit ist der Umkehrungssatz bewiesen.
Wir werden im folgenden den Leerlaufkernwiderstand der Vierpole, die den
Kirchhoffschen Regeln gehorahen, kurz als ihren ,,Kernwiderstand‘‘ bezeichnen.
4 Die Leerlaufscheinwiderstinde werden wir, wenn keine Ver-
wechslung moglich ist, einfach ,,Leerlaufwiderstinde‘ nennen.
%, Die einfachste Ersatzschaltung! fiir einen Vierpol, der den
Kirchhoffschen Regeln gehorcht, ist die ,,Sternschaltung*
Abb. 150. 4. Bei ihr folgt unmittelbar aus den Definitionen der Leer-
Abb.150.4.  Jaufparameter,daB B} = R, + R;, W =R, + R;, M = R;.
Es gibt Vierpole (z. B. Rohrenschaltungen), die den Kirchhoffschen Regeln nicht gehor-
chen, bei denen aber trotzdem die beiden Leerlaufkernwiderstinde einander gleich sind.
Solche Vierpole verhalten sich nach auBen hin so, als ob sie den Kirchhoffschen Regeln

gehorchten.

=SR1=P$=!R,=SR. (150.8)
3

§ I5I. Grundgleichungen des Vierpols in Kettenform. Zur Berechnung von
Vierpolketten eignet sich besonders eine 3. Form der Grundgleichungen, die man
erhilt, wenn man nach den primiren (oder sekundiren) GréBen U,, 3, (oder U,
Q,) auflost. Nach den primiren GroBen aufgeldst ergibt sich:

3 2
h=gh+ %

(I51. 1)
1 8l
= m, u, + T’}f 3%,
nach den sekundiren
B 8
L= b %
* * (151. 2)

B
—s,=§:u,—ﬁ:s,.

Wie man sieht, vertauschen bei der Umkehr der Gleichungen 8} und %} und

ebenso R, und IR, ihre Plitze; §? dagegen bleibt an Ort und Stelle.
Gehorcht der Vierpol den Kirchhoffschen Regeln, so bleibt auch der Kern-

widerstand R an Ort und Stelle; er hat seinen Namen wegen dieser Eigenschaft
erhalten.

1 Im § 167 wird diese Behauptung etwas eingeschrankt werden.
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Kettengleichungen. § 153.

Die Determinante der Gleichungen (. 1) ist gleich M,/M,. Gehorcht also ein
Vierpol den Kirchhoffschen Regeln, so ist die'Determinante der nach seinen
primiren oder sekundiren KlemmengroBen aufgelosten Kettengleichungen
gleich 1: ,,Determinantenbeziehung der Vierpoltheorie®.

,;Symmetrisch” (im Sinne der Vierpoltheorie) heiit ein Vierpol, bei dem
nicht nur M, = M,, sondern auch W = W} ist.

Die Symmetrie, um die es sich hier handelt, hat natiirlich nichts zu tun mit der praktisch
vielleicht noch wichtigeren Symmetrie des Vierpols bezogen auf eine in der Langsrichtung
gedachte Mittellinie.

Eine zu einer quer gezogenen Mittellinie symmetrisch aufgebaute Vierpolschaltung
ist immer auch vierpoltheoretisch symmetrisch. Das Umgekehrte braucht aber nicht zu-
zutreffen.

Die Kettengleichungen stehen gewissermaBen zwischen den Widerstands- und Leitwert-
gleichungen!. Das zeigt sich z. B. darin, daB sie sich selbst dual entsprechen. Vertauscht man
namlich in (. 1) die Stréme mit den Spannungen, die Leerlaufwiderstinde % und %} mit
den KurzschluBleitwerten /32 und B}/82 den Leerlaufkernwiderstand M, mit dem von
derselben Seite gemessenen KurzschluBkernleitwert I,/3% und den Wellenwiderstand mit
seinem Kehrwert, so erhilt man das System

BY/3* T
™= mjg’ Qy + 3" T/8 u,.
_8 B}/ 8
A Vb

das véllig mit dem Ausgangssystem (. 1) {ibereinstimmt.
Die vier Koeffizienten der Gleichungen (. 1) sind friiher meist der Reihe nach mit %,
B, € und A, bezeichnet worden.

§ 152. Messung der Grundparameter. Unmittelbar nach ihrer Definition
lassen sich die Scheinwiderstinde und Scheinleitwerte fiir Leerlauf und Kurz-
schluB messen. Abb. 152. 1 deutet an, wie man bei-
spielsweise den Widerstand ] nach § 124 mit der € x |t ¥-# 2:{«»
Frankeschen Maschine und einem Kompensations-
apparat K bestimmt. Abb. 152. 1

Zur Bestimmung der Kerngré8en mufB3 man jedes- .
mal eine Klemmenspannung auf einer Seite des Vierpols mit einem Klemmen-
strom auf der andern Seite vergleichen. Im allgemeinen ist es bequemer, zu
Bestimmung der KerngréBen das Verhiltnis zweier gleichartiger Klemmen-
groBen zu messen. Zur Bestimmung von IR; und M, miBt man z. B. das Ver-
hiltnis der beiden Klemmenspannungen bei sekundirem und primirem Leer-
lauf [vgl. Gl (149. 2)]

Ly _® My _ B

(u:)3:=0 - m1 ’ (u1)8‘1=0 - E (152. I
Da B} und B} ohnehin gemessen werden miissen, findet man M, und M, sofort
durch eine einfache Rechnung. Bei einem Vierpol, der den Kirchhoffschen Regeln
geniigt, stimmen die gemessenen Werte Ik, und M, in den Grenzen der MeB-
unsicherheit iiberein.

§ 153. Zusammenschaltung eines Vierpols mit einem Verbraucher; Strom-
iibersetzung. Legt man an den Ausgang eines Vierpols einen beliebigen Zwei-

1 Systeme linearer Gleichungen lassen sich durch ,,Matrizen‘* darstellen. Man kann daher
bei Vierpolen eine Ketten-, eine Widerstands- und eine Leitwertmatrix definieren und die
Vierpoltheorie nach den Regeln der Matrizenrechnung aufbauen. Niheres in dem Lehrbuch
von Feldtkeller (siehe die FuBnote im § 147) oder in der Abhandlung von F. Strecker
und R. Feldtkeller: Elektr. Nachr.-Techn. 6 (1929) S. 93.

8 Wallot, Schwachstromtechnik, 2. Aufl, 113



§ 154. Vierpole.

pol R, (Abb. 153. 1), so tritt die Zweipolgleichung

u, =R,
zu den Grundgleichungen. Aus (149. 2) erhilt man
-3 3= ug 3{ %2 ?”21%1 %1282
o ' oder
fup - fu [ LY .
Abb. 153. 1. QR. + %1 - . (153 I)

Wir nennen dieses Verhaltms die ,,Stromiibersetzung*‘.
Gehorcht der Vierpol den Kirchhoffschen Regeln, so kann man (. 1) aus dem
Ersatzbild Abb. 150. 4 nach § 14 unmittelbar ablesen.

Die der Stromiibersetzung dual entsprechende Spannungsiibersetzung! werden wir im
§ 157, den Eingangsscheinwiderstand der Zusammenschaltung im § 156 behandeln.

§ 154. Zusammenschaltung eines Vierpols mit einer Zweipolquelle. Ein Vier-
pol werde durch eine beliebige Zweipolquelle betrieben; wir denken diese durch
ihre Leerlaufspannung € und ihren inneren Widerstand R, ersetzt (Abb. 154. 1).

R, .5, -3 Die so entstehende Schaltung kann wieder als Zwei-
‘ —  polquelle aufgefaBt werden; wir fragen daher nach
¢ w,l ¥-£ | Y, ihrer Leerlaufspannung und ihrem inneren Wider-
AbD. 192 l—-_' stand. Zunichst kénnen wir mit H:lfe der Gleichung
ul = @ - ERa 31

in der ersten Gleichung (149. 2) die primire GroéBe I, durch die primire GréBe J,

ersetzen:
= (R, + BH I, — M.,
Nehmen wir die zweite Gleichung (149. 2) hinzu:
Up =M, 3y — WL,

so 148t sich auch die zweite priméire GréBe 3, entfernen; wir erhalten.

g€ = - (Mg )%
oder mit der Abkiirzung
ﬁ%ﬂ =u (154. 1)
=1y, E — (W, — u, M,) Q. (154 2)

Die Zusammenschaltung verhilt sich also so, als ob sie eine-Leerlaufspannung u, €
und einen inneren Widerstand-

0, M
W, = W —u, My = W — m (154. 3)
hitte. Wir nennen die GréB8e u,, die aus der Stromiibersetzung u, durch Ver-
tauschung von W} mit W} und von R, mit R, hervorgeht, die ,Ubersetzung der
Leerlaufspannung®.

Der innere Widerstand der aus Quelle und Vierpol gebildeten Schaltung ist
nach (. 3) gleich dem auf der Ausgangsseite gemessenen Leerlaufwiderstand

1 Die Stromiibersetzung und die ihr dual entsprechende Spannungsiibersetzung (§ 157)
sind bereits zur Zeit der ersten Begriindung einer Vierpoltheorie (1924) als wichtige Vierpol-
bestimmungsstiicke eingefilhrt worden. Ihre reziproken Werte werden von H. Piloty:
Telegr.- u. Fernspr.-Techn. 28 (1939)+S. 291, als ,,Strom‘- und ,,Spannungsiibertragungs-
faktoren‘: bezeichnet.
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Zusammenschaltungen., § I55.

vermindert um den mit u, tibersetzten von derselben Seite gemessenen Kern-
widerscand IM,.

§ I55. Zusammenschaltung einer Stromquelle, eines Vierpols und eines Ver-
brauchers. Die im vorigen Paragraphen abgeleiteten Gleichungen erlauben, die
beiden Klemmenstrome eines Vierpols als Funktionen seiner Parameter und
der Parameter der Stromquelle und des Verbrauchers unmittelbar hinzuschreiben.

Nach dem Helmholtzschen Satz (16. z) und nach (154. 3) ist zunichst all-
gemein:

g - w€ _ ow€  w€E M, €
2TRA B, RABE—u M, My
'1;’—'1119)22

Rort BY) Rt B — D, (155
23

Gelten im besondern die Kirchhoffschen Regeln, was wir von jetzt ab voraus-

setzen wollen, so wird

C uwyu
Diein den Verbraucher flieBende Stromstirke J, R Re
hangt dann also nur von der elektromotorischen G@E = ‘1 V-P 2 - l
Kraft der Quelle, dem Kernwiderstand M des ) ,
Vierpols und dem Mittelwert Yu,u, ab, der Ra, Re
als eine Art ,,.komplexer Kopplung*‘ des Ver- I L} ‘1 VP 2 D ;G
brauchers mit dem Generator aufgefaBt wer- T
den kann. Abb. 155. 1 und . 2.

Sowohl 9% wie }u,u, 4ndern ibren Wert
nicht, wenn man den Vierpol umdreht und die Widerstinde R, und R, mit-
einander vertauscht; der Strom S, durch die Klemnien 2 ist also ebenso groB3
wie der Strom g,, der durch die Klemmen 1 flésse, wenn man die elektromo-
torische Kraft in den Verbraucher einschaltete (vgl. Abb. 155.1 und 2).

Dieser Satz! ist die sogenannte ,,Frankesche* Form des ,,Umkehrungssatzes. Die Glei-
chung von Wilberforce erlaubt, auch ihn ohne weiteres abzuleiten. Man setzt bei dem im
§ 150 betrachteten Netzwerk alle Einstrémungen gleich Null und unterscheidet die beiden

Betriebsfalle, wo einmal nur der Zweig 12, das andere Mal nur der Zweig 34 eine elektro-
motorische Kraft enthilt. Dann folgt aus (150. 7) unmittelbar

3 R
Cied, = 64, I3, oder @_:: = ‘@%: :
Beachtet man die Gleichung (153. 1), so findet man leicht fiir 3, die andere
Form:

1, € I
Eial RN e (155-3)
Entsprechend ergibt sich fiir den primiren Strom
_mE 1 N ¢ r
%l - 9)2 I— ulll«lz - Vm,. + %l] I — UjlUg ’ (155. 4)

Die Gleichungen (. 5) und (. 4) kénnen als Weiterbildungen der Helmholtz-
schen Gleichung (16.2) aufgefaBt werden: Der primire Klemmenstrom 148t
sich berechnen, als ob der Vierpol ein Zweipol mit dem inneren Widerstand 28}
wire; nur muB noch durch 1 — u, u, geteilt werden. Ebenso ergibt sich der sekun-

_dére Strom aus der ,,iibersetzten” Leerlaufspannung, dem scheinbaren inneren
Widerstand 2} und dem Verbraucherwiderstand ®,, wenn man anch hier noch
durch 1 — u,u, teilt.

Wie man sieht, gilt fiir den priméiren Strom kein Umkehrungssatz.

! Kirchhoff, G.: Poggendorffs Ann. 72 (1847) S. 497.
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§ 156. Vierpole.

Da man . .
u; u,

%=grm (o) —wrm T (155-5)
schreiben kann, setzt sich der primire Strom vektorisch aus dem Leerlaufstrom
und dem iibersetzten (und zwar mit u, iibersetzten) sekundéiren Strom zusammen.

Wenn u,u, neben 1 vernachlissigt werden kann, erhilt man die Gleichungen
u

f=x; f_w v fe=gom f&; (155. 6)
Bei ,,loser Kopplung‘“ berechnet sich also 9, so, als wire der Vierpol am sekun-
diren Ende offen; 9, wird zwar nicht gleich Null, darf aber ebenfalls mit Hilfe
des Wertes B} an Stelle des Wertes ¥, berechnet werden. Die primire Seite
wirkt demnach bei loser Kopplung auf die sekundire; die Riickwirkung der
sekundiren auf die primire ist jedoch zu vernachldssigen. Die langen Leitungen

gehéren zu den lose koppelnden Vierpolen.

§ 156. Der von dem primiren Klemmenpaar aus gemessene Scheinwiderstand
eines durch einen Verbraucher R, abgeschlossenen Vierpols 148t sich nach (149. 2)
folgendermaBen berechnen:

%! = lsli = %i —_ mz QB‘ - u’mz %1 m.' (IS6 I)

Hiernach und nach (154. 3) hingen
die Scheinwiderstinde B, und B,
eines Vierpols nur von dem Produkt
der beiden Kernwiderstinde !, und
m’ abl,

Fiir Leerlauf (R, — co) erhidlt man
wieder den Widerstand B! ; fiir Kurz-
schluB (R, = o) ergibt sxch

m, M 2
= (156.2)

B} = B, —

in Ubereinstimmung mit (149. 5).

Abb. 156. 1 zeigt, wie man den
Eingangswiderstand B, eines sym-
metrischen Vierpols nach § 116 und
Gleichung (. 1) leicht konstruieren
kann; sie diirfte ohne Erklirung verstindlich sein. Der Kernwiderstand M spielt
dabei die Rolle einer Inversionspotenz3.

§ 157. Die Spannungsitbersetzung. Fiir die Spannungsiibersetzung v, = 11,/11,
ergibt sich unmittelbar

Abb. 156. 1.

ool B, W R
L ul %181 mo + %ll 8; _ mlml
R4 B
n, R®,
= wmiw — = ’ (157.1)
w& + B % + 8{

wenn wir wieder §? einsetzen (149. 4).

1 Deshalb ist es auch unmdglich, einen allgemeinen Vierpol (IR, 4 IR,) durch Schein-
widerstainde vollstandig zu kennzeichnen.

* Nur die ausgezogenen Linien sind fiir die Konstruktion wesentlich. Fiir einen durch
einen reellen Widerstand abgeschlossenen Vierpol aus reinen Blindwiderstinden findet man
einebesonderseinfache Konstruktionbei R.Feldtkeller: Elektr. Nachr.-Techn. 5 (1928)S.155.
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Scheinwiderstinde. Anpassung. §158

Auch die Spannungsiibersetzung 148t sich demnach als das Verhiltnis des
Kernwiderstands 9k, zu der Summe zweier Widerstinde darstellen. Diese beiden
Widerstinde sind aber diesmal der zu dem AbschluBwiderstand R, mit der
Potenz 8 inverse Widerstand und der Leerlaufwiderstand von vorn.

Wenn der Ausdruck fiir die Spannungsiibersetzung weniger einfach erscheint
als der Ausdruck fiir die Stromiibersetzung, so liegt dies daran, daB die hier
wiedergegebene Theorie eine Widerstandstheorie ist. Schreibt man die Vierpol-
theorie in Leitwertparametern, so vertauschen die beiden Ubersetzungen ihre
Rollenl.

Die Spannungsiibersetzung hidngt nach (.1) wie die Stromiibersetzung
wesentlich von dem AbschluBwiderstand R,. ab. Nur bei sehr kleinem Wellen-
widerstand ist sie von ihm nahezu unabhingig; ein sehr bekanntes Beispiel ist
der vollkommene Ubertrager (§ 191).

§ 158. Anpassung eines symmetrischen Vierpols an seinen Verbraucher. In
der Praxis wird hiufig eine groBe Zahl von Vierpolen — z.B. Leitungen ver-
schiedener Arten — ,,in Kette* geschaltet wie in Abb. 158. 1. Der Einfachheit
halber wollen wir zunichst voraussetzen, daB

R
die Teilvierpole einer solchen Kette simtlich — j

symmetrisch seien (B} = B, M, = My). z I o
Denkt man sich eine solche Verbindung ™
an einem der Klemmenpaare aufgeschnitten
und den Scheinwiderstand des hinter der
Schnittstelle liegenden Zweipols gemessen, so wird er im allgemeinen von
Klemmenpaar zu Klemmenpaar verschieden ausfallen. Es ist aber denkbar, daB
(bei einer gegebenen Frequenz) der Endwiderstand R, und die Parameter der Vier-
pole so aufeinander abgestimmt sind, daB alle Scheinwiderstinde gleich dem
letzten Scheinwiderstand, d. h. gleich &, sind. Ist diese besondere Bedingung

erfiillt, ist also
LW L _g, (158. 1)

Abb. 158. 1.

AR
so arbeitet offenbar jeder einzelne Vierpol und auch die vor der Vierpolkette
liegende Stromquelle scheinbar auf den gleichen Verbraucher; fiir die Stromquelle
— aber natiirlich nicht fiir den Verbraucher! — ist es so, als ob die Vierpole gar
nicht da wiren.

Man nennt die wichtige Bedingung (. 1) die ,,Anpassungsbedingung‘ (ge-
nauer die Bedingung der ,,Kettenanpassung*). Ist sie erfiillt, so sind die Vier-
pole aneinander und an den Verbraucher ,,angepaBt‘.

Da man (. 1) in der Form

U _ 3 U _ 3

ITI_%—‘,_, ng;,... (158.2/'
schreiben kann, besagt die Bedingung (. 1) auch, daB bei jedem Vierpol einer an-
gepaBten Kette aus symmetrischen Vierpolen die Spannungsiibersetzung 1,
nach Betrag und Winkel gleich der Stromiibersetzung u, ist.

Betrachten wir von jetzt ab nur einen einzigen symmetrischen Vierpol und
bezeichnen wir den Eingangsscheinwiderstand der hinter ihm liegenden Schaltung
mit R,, so ist er nach (153. 1) und (157. 1) an diese angepaBt, wenn

" _ow
R TRl S
5, T

! Wallot, J.: Vortrag 10. Dez. 1924 (Wiss. Versff. Siemens-Konz. 8 1929) H.2 S.
Dort wird auch eine vierte Ubersetzung v, definiert. (ro29) )
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§ 159. Vierpdle.

d. in. (nach der fiir den Winkel von 8 im § 149 getroffenen Festsetzung) wenn

3=1%R, (158.3)
ist. Gewohnlich definiert man die ,,Anpassung*‘ durch diese Bedingung und nennt
sie daher auch ,,Anpassung nach dem Wellenwiderstand*‘.

Die beiden Ubersetzungen u, und v, lassen sich im Falle der Anpassung be-
sonders einfach mit Hilfe einer fiir d‘e Theorie der Schwachstromtechnik duBerst
wichtigen neuen GréBe g berechnen, die man als ,,VierpoliibertragungsmaB‘ oder
., WelleniibertragungsmaB‘“ bezeichnet und fiir symmetrische Vierpole nach der
Gleichung

i)Bl

Cof g = g (158.4)

definiert. Denn bei Anpassung ist

Uo = Ny = Ll = - n = ,,;.>_N_I- -
PTUT BB T m B oW Gojg + fGog
I I - -
= Gojg+ Ging o8 C " (158. 5)
oder umgekehrt:
g:lnlﬁ= n&_ (1586)
u, R

Das durch (. 4) eingefithrte UbertragungsmaB ist also ein logarithmisches MaB
fiir die bei Anpassung auftretende ,,Drehstreckung’‘ der KlemmengréB8en 1 ur.d g,
Man setzt

g=b+ja (158.7)
und nennt b das ,,(Vierpol- oder Wellen-)DampfungsmaB‘, a das ,,(Vierpol- oder
Wellen-)WinkelmaB. Geniigt ein Wert g der Gleichung (. 4), so geniigt ihr auch
der Wert —g. Wir setzen daher fest, daB das DimpfungsmaB b eines aus kom-
plexen Widerstinden aufgebauten Vierpols immer positiv sein soll. Das Winkel-
maQ a ist nach (. 4) an sich um ein Vielfaches von 360° unbestimmt ; da Phasen-
drehungen jedoch nur bei Wechselstrom mdéglich sind, setzen wir fest, daB fiir
o = 0 das Winkelma8 gleich Null sein soll.

Nach (. 6) und dem Anhang 7. I ist bei Anpassung das DiampfungsmaB ein
logarithmisches Ma8 fiir die Schwicihung der Spannung und des Stroms; das
WinkelmaB dagegen ist gleich dem Winkel, um den der Vierpol die Vektoren
dieser beiden GréBen dreht.

Beide GroBen sind reine Zahlen. Es ist iiblich, den Dampfungsangaben das
Zeichen N (,,Neper‘‘) zuzufiigen. Vgl. § 179.

Der Begriff der Anpassung nach dem Wellenwiderstand tritt (wie der des
Kernwiderstands) in der Theorie der Vierpole neu auf. Er hat nichts zu tun mit
dem Begriff der Anpassung von Zweipolen nach dem Scheinwiderstand oder
nach der Leistung (§ 107).

§ 159. Wellentheorie des Vierpols. Die Bedeutung der sog. ,,Anpassungs-
bedingung fiir die Fernmeldetechnik liegt nur zum kleineren Teile darin, da
die an den Klemmenpaaren einer Kette nach dem Verbraucher hin gemessenen
Scheinwiderstinde, wenn sie erfiillt ist, nach Betrag und Winkel die gleichen sind,
oder darin, daB dann bei allen Gliedern.der Kette die Stromiibersetzung gleich
der Spannurgsiibersetzung ist. Die Fernmeldetechnik muB vielmehr in der
Hauptsache deshalb ,,anpassen’* weil dann, wie wir im § 158 bereits an einem
Beispiel gesehen haben, alle Abhingigkeiten besonders einfach werden. Nur
einfache Abhingigkeiten lassen sich aber durch Schaltmittel ohne allzu groBen
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Wellentheorie des Vierpols. § 159.

Aufwand so beeinflussen, daB die technische Aufgabe méglichst vollkommen
gelost wird.

Die Wirkung der Anpassungsbedingung auf die Abhingigkeiten 148t sich
am bequemsten priifen, wenn man die Vierpole durch ihre ,,Wellenparameter*
beschreibt. Unter diesen versteht man beim symmetrischen Vierpol den Wellen-
widerstand und das WelleniibertragungsmaQ.

Der allgemeine Vierpol muB durch vier Wellenparameter beschrieben werden.

Man kann daran denken, die Bedingung der ,,Kettenanpassung‘‘ auch beim allgemeinen

Vierpol zur Definition zunichst eines , Kettenwiderstandes 8, und eines ,,Ketteniiber-
tragungsmaBes g,'* zu verwenden. Man erhilt dann aus (153.1) und (157. 1) die Bedingung

mc‘i‘%':%“}'%i’ (159- I)

aus der sich fiir den erforderlichen AbschluBwiderstand eine quadratische Gleichung etgibt,
deren allein brauchbare! Lésung die Form

g B

2 - 2
| _ g T TRV R
_B . B + V(%‘ j %*) — My M, (159. 2)

annimmt. In Anlehnung hieran hat man den , Kettenwiderstand‘ und das ,,Ketteniiber-
tragungsmaB‘‘ durch die Ausdriicke

f

— - N
81: = V(&—i:—”ig) - (ml mz ’ I

B, -+ Bt ’ (159.3)

definiert. 2 Vi s

Nun hat aber der Wellenwiderstand 8, der sich von B nur dadurch unterscheidet, da
beiihm das arithmetische Mittel der Leerlaufscheinwiderstinde durch ihr geometrisches
Mittel ersetzt ist, ganz zweifellos fiir jeden Vierpol grundlegende Bedeutung. Es verspricht
daher mehr Erfolg, fiir unsymmetrische Vierpole die im § 158 benutzte Bedingung der
Kettenanpassung fallen zu lassen und als ersten Wellenparameter den schon im § 149 de-
finierten Wellenwiderstand 8 selbst zu wihlen.

Die Unzulinglichkeit der Kettenanpassung bei unsymmetrischen Vierpolen laBt sich
auch in anderer Weise zeigen. Sie versagt z. B. schon beim idealen Ubertrager, dessen Win-
dungsverhiltnis von 1 verschieden ist. Bei ihm wird die Spannung, weil der Energiesatz er-
fiilllt sein muB, im gleichen Verhaltnis nach oben transformiert wie der Strom nach unten
und umgekehrt. Beim idealen Ubertrager 148t sich die Kettenanpassung also iiberhaupt nur
beim Windungsverhiltnis 1 verwirklichen. Aber auch bei Ketten aus gleichen Verstarker-
réhren ist die Bedingung der Kettenanpassung kiinstlich, da bei der Elektronenrshre, wie
wir sehen werden, die Stromiibersetzung und die Spannungsiibersetzung nichts miteinander
zu tun haben.

Cojgr =

Wir wihlen daher als ersten Wellenparameter 3, als zweiten definieren wir
das Welleniibertragungsmal3 g durch

BTV A
Cofg = §§ ﬁ;. (159. 4)
Dann ist
Lo yBiw, 8
Gng=Ymm 1= VO, o,
VI, M =@§’1—q' VBB, = BCtgg, (159. 5)

1 Die Losung mit dem Minuszeichen vor der Wurzel 1st nicht brauchbar, da fiir R = W,
sich wieder die friihere Bedingung (158. 3) ergeben muB.
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§ 160. Vierpole.

und daher : = s
B oY
W= /g BGtgg,  Wy= l
B} iR,Ghng
159.6
W = ]/m Gt M, V ] e
27 )y 8Ctgg. m, Gm '
Setzen wir noch L o
B m
L @ =% (159. 7)

so haben wir in den Parametern 8, g, 8, 8, die vier Wellenparameter, durch die:
man jeden allgemeinen linearen Vierpol beschreiben kann. Das System der
Kettengleichungen (151. 1) nimmt damit die folgende Form an:

t, = &, (5 Cofg- Uy + B Ging-9y),
(159. 8y

3, = eL(%‘—*!u,+ 3Gofg-%).

Seine Determinante ist gleich 8%; wenn die Kirchhoffschen Regeln gelten, wird.
82 gleich 1.

§ 160. Die Ubersetzungen nehmen in der Wellentheorie des Vierpols die.
folgenden Formen an:

m /(82 Gin g) 3 1
W:&Jﬂ=§L T ’ {x60. <
g(Etgg—i-m. (Eoig-l-?@mg
”!:WW%Q:;__L__ (160. 2)
TR+ B, 38Cgg+ R, 38, Gofq + 8 * Ging
2
M, B/BLGing) _ & ! 160. 3)
T w8 875 3 Ging (xoe-3)
X, +B JCgg+ g Cofg + § Ging

Dabei haben wir die ,,von den Klemmen 1 und entsprechend 2 aus gemessenen
Wellenwiderstiande*’

8= 3 = VBB, 8,=s3= BB (160. 4)

eingefiihrt.

Die Gleichungen (. 1) bis (. 3) zeigen uns, was wir bei Annahme der Defini-
tionen des § 159 am besten unter ,,Anpassung‘‘ verstehen. Wir sagen: Ein Vier--
pol ist an seine Stromquelle angepaBt, wenn R, = 8,, an seinen Verbraucher,
wenn R, = J,. Unter ,,Anpassung nach dem Wellenw:derstand“ verstehen wir
immer diese Art der Anpassung.

Sind die Bedingungen R, = 8, und R, = 8, erfiillt, so wird:

u; = 0y -—-—%e‘ﬂ, uy = 5—;76 8, (160. 5)

Uy by = L,e’”. (x60. 6)

81

Beim Durchgang von Wechselstrémen durch einen auf beiden Seiten angepaBiten
Vierpol nehmen also die Spannung, der Strom und die komplexe Scheinleistung-
exponentiell gemiB einem Welleniibertragungsma8 g ab; zugleich aber-werden
sie gemdB den beiden Faktoren 3 und 8, transformiert (,,gewandelt”). Da die
Transformation oder Wandlung der komplexen Scheinleistung 1/3} bei Umkehr
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Ubersetzungen. Scheinwiderstinde. § 161.

des Vierpols in ihren Kehrwert iibergeht, muB bei einem ,,passiven‘‘ Vierpol,
d. h. einem Vierpol, der keine Energiequellen enthilt, 3, = 1 sein, wie es der
Umkehrungssatz fordert (§ 150). Dieser ist ‘also im Grunde ein Ausdruck fiir den
Energiesatz.

Nach (. 5) ist bei Anpassung

Uy = by/3%. (160. 7)
In dieser Form kann man fiir das sekundire Klemmenpaar die Bedingung
der Anpassung nach dem Wellenwiderstand aussprechen. Sie stimmt mit der

Bedingung fiir die Kettenanpassung (uz = v,) nur bei symmetrischen Vier-
polen iiberein.

§ 161. Die Scheinwiderstinde lassen sich ebenfalls leicht allgemein in Wellen-
parametern ausdriicken. Nach (156. 1) ergibt sich

MMy __ B184/Ging
By=B — g rm = 300 — 5 5,0

Ging + %Goi g8
B, (161.71)

Cofg + 8' Ging

_ 3 8
= Ging {@"‘ 8~ W Smg+ s.eofg}

und entsprechend
Ging + % Cof g .
B, = __Tl_ 8. (161. 2)
Cofg + i Ging

Diese Gleichungen, in denen 3; nicht vorkommt, zeigen besonders deutlich,
daB die in § 160 eingefithrten Bedingungen fiir die Anpassung zu einer auBer-
ordentlichen Vereinfachung der gleichungsmiBi-

gen Zusammenhinge fithren. Setzt man nidmlich % ] %
R, = Bs, so wird B, = J,; setzt man R, = J,, ‘
so wird B, = 3,. Keflenanpassung

Bei beiderseitiger Anpassung (R, = 8, und —{]
R, = 8,) miBt man also an jedem Klemmenpaar Re 4= o R
in beiden Richtungen den gleichen Scheinwider- ,4“ Re
stand!. In Abb. 161. 1 sind die beiden Arten der —

Anpassung einander gegeniibergestelit.

Bei hohem DimpfungsmaB vereinfachen sich (. 1) und (. 2) ebensosehr wie

bei Anpassung. Dann ist nimlich, da b > o,

@ofg =Cofbcosa + j Ginbsina ~ Ginbcosa + jCofbsina = Sing. (161. 3)
tzt man dies in (. 1) und (. 2) ein, so erhilt man wieder B, = 8, und W, = 3,,
esmal jedoch bei beliebigem R, und R, und nur angenihert.

Die Bedingungen R, = 8, und R, = 3, lassen sich durch
Yma m‘ 8 und ?R ﬁ. 81 8’ (161. 4)

ersetzen. Wir werden diese Bedingungen ab und zu als die erste und zweite Anpassungs-
bedingung unterscheiden.

Fir die KurzschluBwiderstidnde ergibt sich aus (. 1) und (. 2)
B =8:Tgg, Bi= 3.%Tgg- (x61. 5)

. ! Deshalb heit im Franzésischen und Englischen der Wellenwiderstand § impédance
image und image impedance.
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§ 162. Vierpole.

§ 162. Messung der Wellenparameter. Die Wellenwiderstinde 3, 8, und 3,
lassen sich nach (149.6) und (160. 4) ohne weiteres bestimmen. Mit ihnen ist
nach (160. 4) zugleich der Faktor 3 gegeben.

Zur Bestimmung des UbertragungsmaBes eines symmetrischen Vierpols kann
man diesen mit einem angepaflten Widerstand abschlieBen und dann die Span-
nungs- oder Stromiibersetzung messen. Der natiirliche Logarithmus ihres Kehr-
werts ist nach (158. 6) gleich dem UbertragungsmaB des Vierpols.

Bei unsymmetrischen Vierpolen wiederholt man die Messung mit umge-
kehrtem Vierpol und nimmt nach (160. 5) vor dem Logarithmieren das geome-
trische Mittel aus den beiden gemessenen Ubersetzungen. Denn 8 und 8, gehen
bei der Umkehr des Vierpols in ihre- Kehrwerte iiber.

Ein anderes Verfahren beruht auf der Messung der Spannungsiibersetzung

bei Leerlauf:
1

3

(02) o> 00 = 3 Goig (162. 1)

Beim symmetrischen Vierpol liefert dieses b, unmittelbar den Kehrwert von €ofg.

Beim unsymmetrischen miBt man b, von beiden Seiten aus und nimmt das
geometrische Mittel.

Ein drittes Verfahren zur Bestimmung des UbertragungsmaBes beruht auf

den aus (159. 5) und (159. 4) folgenden Gleichungen

. 3 Wk W Wi W,
Ging = T = 9)?112!.‘2: und @ojg = sm;% .
Aus ihnen folgt
A BE B
Tgg = @T:: Q—B"; (162. 2)

Diese Doppelbeziehung liefert jedoch nur dann einen genauen Wert fiir €gg,
wenn der Leerlauf- und der KurzschluBwiderstand hinreichend stark vonein-
ander verschieden sind, d. h. nur bei verhaltnismiBig geringer Diampfung.

Das zweite und das dritte Verfahren ergeben unmittelbar nur den €of g und
den ¥g g. Zu diesen Funktionen muB man nach Beendigung der Messung noch
das Argument g bestimmen. Hierzu dienen Tafeln der Hyperbelfunktionen
komplexen Arguments, z. B. die von Hawelkal.

Stehen keine Tafeln zur Verfiigung, so verfahrt man folgendermafen:

1. Bestimmung von g aus gegebenem @ojg = Cl_i

Aus
Gojbcosa = Ccosx,

(162. 3)

Ginbsina = Csinsx |
erhilt man unmittelbar eine Gleichung fiir b:
cos?x  sin’x
2 rarrwy —T e ==
¢ <(5,0Fb + 6in2b> : (162.4)
und eine fiir a:

=I. (162. 5)

, [C0s? % sin%c)

<¢:os2 a sin’a

Fiihrt man hier die Argumente 2b und 24 ein, so erhalt man nach einfacher Umformung
quadratische Gleichungen mit den Losungen:

Coj2b=C24}JC4—2C%cos 2%+ 1, (162. 6)

cosza=C2—}C*— 2C%coszx+ 1. (162. %)
Den Quadranten von a bestimmt man am sichersten mit Hilfe des Kosinusnetzes (§ 181).

1 Hawelka, R.: Vierstellige Tafeln der Kreis- und Hyperbelfunktionen sowie ihrer
Umkehrfunktionen im Komplexen. Herausgegeben von F. Emde. Braunschweig: Vieweg
1931. Den Tafeln ist eine ausfiihrliche dreisprachige Gebrauchsanweisung beigegeben.
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Messungen. Sternschaltung. § 164,

Bei geringer Dampfung kann man unmittelbar die Gleichungen (. 3) benutzen, indem
man der Reihe nach berechnet: aus der 1. Gleichung ein angendhertes a mit der Annahme
b = o, aus der 2. Gleichung ein angenihertes b mit dem vorher gefundenen a, aus der 1. Glei-
chung eine bessere Naherung fiir 4 mit dem gefundenen b und so fort (Verfahren der allmah-
lichen Anniherung.)

2. Bestimmung von ¢ aus gegebenem FTgg = TLIZ Hier berechnet! man die
Dampfung entweder nach

’ cos T

Tg2b =g 7 (162. 8)
oder nach
1+T3+ 2TcosT
b= osT0 K T T oot (162. 9)
das WinkelmaB nach
2T sint
tgza="—p . (162. 10)

Da der Tangens mit 180° periodisch ist, bleibt das WinkelmaB bei diesem zweiten Bestim-
mungsverfahren um 180° unbestimmt.

Zur Bestimmung des Faktors 8, kann man z. B. die Spannungsiibersetzung v, des Vier-
pols bei Leerlauf von beiden Seiten messen. Das Verhaltnis der beiden Ergebnisse ist nach
(162. 1) gleich 3%/3%.

§ 163. Symmetrische Sternschaltung. Sehen wir von einem bloBen Lings-
widerstand oder einem bloBen Querwiderstand ab, so stellt ® R,
der symmetrische Stern (Abb. 163. 1; auch 7-Schaltung oder A
Kettenleiter 2. Art genannt) die einfachste denkbare Vierpol-

schaltung dar. Man liest unmittelbar am Schaltbild ab, daB R,
definitionsgemaB
5181 — % + mz, (163 I) Abb. 163. 1.
mM=12R, (163. 2)
und deshalb
LN %,
(‘gof g = mz-— =1+ ;‘m’ s ' (163 3)

[ R I
g=y® =B R = YRR+ B ey
2
Diese Gleichungen bilden die vierpoltheoretische Grundlage der Theorie der
gleichmiBigen und Pupinleitungen, sowie zahlreicher anderer Schaltungen.

Fithrt man das halbe UbertragungsmaB ein, so kann man noch einfacher
schreiben:

Sin -g— = -;— % , 3 =7 R, R, Cof —g». (163. 5)
Physikalisch ist die Sternschaltung offenbar nichts an- R

deres als ein komplexer Spannungsteiler.

§ 164. Verinderbare Dimpfungen, wie sie z. B. beim M
Vergleich von Lautstirken viel verwendet werden, stellen in
der Regel Sternschaltungen aus reinen Widerstinden dar
(Abb. 164. 1). Ist ihr Wellenwiderstand Z fest vorgeschrieben, ¢ ¢

so ergibt sich zunichst der Querwiderstand M, mit dem eine Abb. 164. 1.
erwiinschte Dimpfung b erzeugt werden kann, aus (159. 5) zu
z
M = @HI; . (164. I)

! Die Gleichungen sind in der 1. Auflage dieses Buchs auf S. 115 abgeleitet.
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§ 165. Vierpole.

Der Lingswiderstand R folgt dann nach (163. 5) aus

. g b b
R=4MGn®*_-=2Z2Tg. (164. 2)
Soll z. B. Z = 600 () sein, so gehort zu
b= 1 2 3 4 5
M = 511 165 60 22 8,1Q
und daher R = 555 915 1086 1158 1184 Q.

§ 165. Symmetrische Dreiecksschaltung. Diese ebenfalls sehr wichtige Schal-
tung (Abb. 165. 1; auch IT-Schaltung oder Kettenleiter 1. Art genannt) ent-
spricht nach § 24 der symmetrischen Sternschaltung dual. Man kann daher die
den Gleichungen (163. 1), (163.2) und (163. 3) entsprechenden Gleichungen ab-
leiten, indem man gemiB den in den Abb. 163. 1 und 165. 1 verwendeten Be-

R4 zeichnungen R®,/2 durch 1/(2R,), R, durch 1/R, und 3 durch 1/3
ersetzt. Auf diese Weise ergibt sich
t®, e Cojg =1+ % , (165. 1)
Abb, 16s. 1. 1o N
3 W% VI+4?R.’
also o
8= V3 Ry , (165. 2)
VI + _E_R_l_
4%,
ferner . o
g 11/%R Q- TR
Gin = Ry’ 8= Gof (g/2)° (x65-3)

Die Gleichung fiir g lautet demnach beim Dreieck wie beim Stern; die Glei-
chungen fiir den Wellenwiderstand dagegen unterscheiden sich voneinander.

R, Vom Standpunkt des Prinzips der Dualitdt wire es richtiger,
bei den Dreieckswiderstainden R, und R, die Indizes zu ver-
tauschen. Dadurch entstiinden jedoch in der Theorie der Leitun-

Ry gen Unbequemlichkeiten, so da8 man es vorzieht, die Langs-
und Querwiderstdnde iiberall wie beim Stern zu bezeichnen. Frither
waren R und @ an Stelle von R, und 1/R, iiblich.

Die Gleichungen (. 1), (. 2) und (. 3) kénnen natiirlich auch nach
2R;  § 23 durch Umwandlung des Dreiecks in einen Stern abgeleitet
werden.

¢ o

Abb. 165. 2. Zeichnet man die Dreiecksschaltung zusammen mit
einer Stromquelle €, R, wie in Abb. 165. 2, so erkennt
man, daB sie mit R, physikalisch wie ein doppelter komplexer Spannungsteiler
wirkt.
Man faBt den Stern und das Dreieck auch als ,,Abzweig‘‘- oder ,,Abzapf-
schaltungen* usammen.

§ 166. Symmetrische Kreuzschaltung. Die in Abb. 166. 1 dargestellte sym-
metrische Kreuzschaltung (auch Briickenschaltung, X-Schaltung oder Ketten-
leiter 3. Art genannt) besteht im Falle des Leerlaufs (3, = 0) aus zwei parallelen

gleichen Widerstinden %‘-}- %’—; sein Leerlaufwiderstand ist daher

R R R+ R
o= (Tl + 7&) =2 (166. 1)

2
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Dreiecks- und Kreuzschaltung. § 167.

Da in jedem der parallelen Zweige bei Leerlauf der Strom g, /2 flieBt, gilt fiir den
Kernwiderstand nach seiner Definition:

=g (-Bh B KR (166. 2)
Demnach ist
_B R+ R
Coig = = &, —m, (166. 3)
F=VBI M= _ YR R,. (166. 4)
% T % 3 & 3
4 . ’ R %
| %, | \ u,
g 7 z Yuz 4
] ‘_92 -
— H
Abb, 166. 1. Abb. 166. 2.

Die Formel fiir das UbertragungsmaB 148t sich auch in diesem Falle durch
Einfiihrung von g/2 stark vereinfachen:

g _Cofg+1_ R,
@0i’7'— 2 —ER,-—SRI'
.98 _ Coig—1 %
G = T ®
also L
8 _ /%
g = R, (166. 5)

Physikalisch ist die Kreuzschaltung eine Wheatstonesche Briicke. Man er-
kennt dies sofort, wenn man das Schaltbild etwas umzeichnet (Abb. 166. 2). Ist
die Briicke abgeglichen (R, = R;), so ist ihr Kernwiderstand gleich Null, ihre
Dampfung unendlich gro8 und ihr Wellenwiderstand gleich ihrem Scheinwider-
stand.

Hiufig wahlt man die Widerstinde R, und &, so, daB ihr geometrisches Mittel
unabhingig ist von der Frequenz (} ®,®R, = ). Dann erhilt man die besonders
einfachen Gleichungen:

R k
Tgl="2 uwnd 3=-. (166. 6)
Der Wellenwiderstand solcher Schaltungen hingt iiberhaupt nicht von der
Frequenz ab, wihrend der Frequenzgang von g (g/2) in rationaler Form (d. i.
ohne Wurzel) durch den Frequenzgang von &, (oder ®,) gegeben wird.

Die Gleichungen (. 6) gelten z. B. fiir eine Kreuzschaltung, bei der R, =joL,
Ry = 1/(jwC), also k= JL/C ist.

§ 167. Vergleich der Briickenschaltung mit einer Abzweigschaltung. Ersetzt
man einen der vier Widerstinde der Kreuzschaltung durch eine Unterbrechungs-
stelle oder durch einen KurzschluB, so wird aus der Briickenschaltung eine Ab-
zweigschaltung: Die Kreuzschaltung enthilt daher notwendig vier komplexe
Widerstinde und nicht nur drei wie die Abzweigschaltungen.

Wir haben im § 150 behauptet, daB sich jeder Vierpol, der den Kirchhoffschen
Regeln gehorcht, durch eine Sternschaltung ersetzen lasse. Jetzt erkennen wir,
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§ 168. Vierpole.

daB es sich hierbei nur um einen Ersatz auf dem Papier handelt. Denn der
Kernwiderstand wird bei der Sternschaltung durch den Scheinwiderstand
eines Zweipols (des Querwiderstands) dargestellt; sein reeller Teil ist deshalb
immer positiv, und es gilt fiir seinen Blindteil immer der Zobelsche Reaktanz-
satz (§ 109). Im Gegensatz dazu kann der Kernwiderstand eines beliebigen
Vierpols jeden beliebigen Winkel haben und unterliegt keiner Beschrinkung
durch einen Reaktanzsatz.

Man sieht, daB erst die Kreuzschaltung, die einen Widerstand mehr enthilt
als die Abzweigschaltungen, als die einfachste wirklich herstellbare Ersatz-
schaltung fiir beliebige Vierpole angesprochen werden kann. Sie kann im all-
gemeinen nicht durch eine Abzweigschaltung ersetzt werden, weil ein Zweipol,
dessen Scheinwiderstand bei allen Frequenzen gleich der Differenz zweier
komplexer Widerstinde wire [vgl. (166. 2)], nicht hergestellt werden kann.

Ist z B.® = joL, R, = 1/(jowC), so wird M = — j (1 + w2LC)[(4wC); dieser Blind-
widerstand beginnt aber bei w = o mit — oo, erreicht bei @ = 1/J LC das Maximum
— ym/z und sinkt dann wieder auf negative Werte uncndlich hohen Betrags. Er kann also

sowohl wachsen wie abnehmen.

In den Paragraphen 204 und 206 werden wir Differentialschaltungen
kennen lernen, die der Kreuzschaltung gleichwertig, konstruktiv aber ein-
facher sind.

Zu einer gegebenen symmetrischen Abzweigschaltung 3, g 1aBt sich immer
eine gleichwertige Kreuzschaltung (R,, R,) finden, die man auch herstellen kann.
Nach Bartlett! macht man zu diesem Zweck R, = 2 3Tg(g/2), R, = 2 3€tg(g/2)-
[Die Richtigkeit folgt aus (166. 4) und (166. 5).]

§ 168. Symmetrische Briickensternschaltung (Briik-

w® ken-T-Schaltung)2. So nennt man die Schaltung Abb.

— | . 168. 1; sie besteht aus einem symmetrischen Stern ®,,
Ro Ro R,, R,, dessen Lingswiderstinde noch einmal durch

Re einen Widerstand R, iiberbriickt sind, so daB ein Drei-

eck R,, Ry, R, entsteht. Ersetzen wir dieses nach § 23

Abb. 168. 1. durch einen Stern, so erhalten wir wieder einen Stern mit

den folgenden Parametern:
Ro(Ro + Ry) R
1 — To\o T M/ = 70
B="mrm T M=ogow

Um diese Gleichungen zu vereinfachen, nehmen wir an, R, sei gleich dem
geometrischen Mittel von ®, und R, gewdhlt. Dann wird mit der Abkiirzung

mo"{'_m]:@

+ R, (168. 1)

S g S + R
%l=momo+@+@—oﬂio=@’i—mgm°’ (168. 2}
oW R 26% _
B=grete—m &—xoo (x68.3)
und daher

& R

: 4 e &
@oig=62;mo°= 9"’2 , 3 =%, (168. 4)
eﬂ=%, =ln'%l=1nll+%. (168. 5)

1 Bartlett, A. C.: The Theory of electrical artificial Lines and Filters. Londen: Chap-

man & Hall 1930.
2 Stevenson, G. H.: Amer. Pat. 1606817 vom 16. 11. 26.
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Briickensternschaltung. § 171.

Wihlt man insbesondere als Widerstand R, einen frequenzunabhingigen
reinen Widerstand, so ist auch der Wellenwiderstand der ganzen Schaltung un-
abhidngig von der Frequenz, und die Frequenzabhingigkeit
ihres-UbertragungsmaBes ist nur durch den Frequenzgang von
R, bestimmt.

Mit der Briickensternschaltung lassen sich demnach be-
sonders leicht Vierpole konstanten Wellenwiderstands und
vorgeschriebener Frequenzabhingigkeit des UbertragungsmaBes
herstellen.

Der Briickenstern 148t sich wie das Dreieck und das Kreuz aus dem
,,vollstindigen Viereck’* durch Streichung zweier Zweige herleiten (Abb. 168. 2). Da er aus
einem Stern und einem Dreieck besteht, entspricht er sich selbst dual.

SchlieBt man die Schaltung durch einen angepaBten Verbraucher R, =3 =R, R,
ab, so entsteht eine bei der Anpassungsfrequenz abgeglichene Wheatstonesche Briicke;
denn es ist Ry: R, = Ry: Ry. Der cine der beiden Widerstande R, ist dann der ,,iiber-
briickende‘. Da er stromlos ist, kann man die Gleichung (. 5) unmittelbar aus der Span-
nungsteilergleichung ableiten:

o U B R
U R+ R+ Ry
Ist R, noch dazu frequenzunabhingig, so ist die Briicke bei allen Frequenzen abgeglichen.

§ 169. Abzweigschaltungen konstanten Wellenwiderstandes. Die Gleichungen (163. 4)
und (165. 2) fiir die Wellenwiderstinde der Abzweigschaltungen enthalten auBer dem Produkt
R, R, auch das Verhaltnis R,/R,. Man kann den Wellenwiderstand
dieser Schaltungen daher nicht dadurch konstant machen, daB R jid
man ein frequenzunabhdngiges Produkt §, R, wahit.

Es gibt aber den Ausweg (Abb. 169. 1), zu den R,/2 Wider-

stinde R, = } R, R, parallel und zu R, einen Widerstand R,

in Reihe zu schalten und ¥ so zu bestimmen, daB 8 = R, wird. R, R,
Dann ist nimlich nach (163. 4) |Re
3 R 2 Ry R
 _ oY% 1
ST e v e AR 2
R3

=m(ﬁi?+zﬁ,(zmo+mﬂ“+m.

und es muB

Abb. 169. I.

1+4R+ zmo.ml'i" 2xRe(2R+ Ry) = (2R + Ry)?
gewahlt werden. Dies liefert die Bedingung
_ % 2Rt Ry 2 1 (169.1)

‘'Man muB daher in Reihe zu R, eine Parallelschalt@ng aus ®,/2 und R, schalten; dann hat
der Wellenwiderstand die Frequenzabhangigkeit von %, ist also — unabhangig von R, —
konstant, wenn R, konstant ist.

§ 170. Entartete Vierpole nennt man die Vierpole, die aus der Sternschaltung
hervorgehen, wenn man entweder R, = oo oder R, = o setzt. Fiir einen Vierpol,
dessert Klemmenpaare nur durch zwei Lingswiderstinde des Gesamtwerts R,
verbunden sind, gelten die Kettengleichungen U, = U, + R,3; und I, = J;;
fir einen reinen Querwiderstand R, dagegen I, = U; und g, = /R, + ..
Beide Vierpole haben das UbertragungsmaB Null; der Wellenwiderstand ist be
dem ersten unendlich groB, bei dem zweiten gleich Null.

Auf entartete Vierpole 148t sich demnach nur ein Teil der Gleichungen de:
Vierpoltheorie anwenden; diese bringt keine Vorteile.

§ I71. In Kette geschaltete Vierpole. Bei den Anwendungen der Vierpol-
theorie hat man es meist mit Zusammenschaltungen von Vierpolen zu tun, bei
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§172. Vierpole.

denen jedesmal das primire Klemmenpaar des folgenden Vierpols an dem se-
kundiren des vorhergehenden liegt. Wir wollen im folgenden untersuchen, wel-
ches die ,,resultierenden’* Wellenparameter des zusammengesetzten Vierpols
sind, der durch eine solche Schaltung zweier Vierpole I und I7 ,,in Kette" ent-
steht (Abb. 171. 1). Mit den Abkiirzungen

A N S R Gofgr =€, Ging =6,
I
ApD- 72 % Cof g = €1, Gingyy = G (171. 1
und mit 8, = 1 erhalten wir nach (159. 8) fiir den ersten Vierpol
U =56+ 3,63,
R (171. 2)
3= B G U, + 3,63,
fiir den zweiten
U= ,L” €Uy + B Guls,
(171.3)

3= ‘{;;; S s + 81,6, 9s.

Scheidet man hier U1, und 3, aus, so folgen die ,,resultierenden’‘ Grundgleichungen
in Kettenform:

u = ( Gra:u + 5 4 S, @u)'us + (311 B8:1G: & + %"‘Gz @n) 3,
b 8 (171. 4)

Q= (3 81 SC+ 5 8 ¢, @11) u; + (31 3,;6,C; + %—— S, 611) Q.

Wir bezeichnen die Parameter des resultierenden Vierpols mit 3, g und 8, unter-
scheiden wie im §160 die Wellenwiderstinde von den beiden Seiten 3,;, Bs;,

8111 ’ 8811 und erhalten:

_ B3:GiCu+ B
8= B811:€:€1 + 821€: G BirBenr (171.5)
Cof*g = +(gu + g:") ©,¢, S, €, + G CH, (171.6)

__ BuCCu+ B1uCiCu Bau (171.7)

8111@1611 + B3:1©:6u 811 ’ 717

Der resultierende Vierpol ist also im allgemeinen auch dann unsymmetrisch,

wenn die Einzelvierpole symmetrisch waren; seine Parameter hingen von den
Einzelparametern in recht verwickelter Weise ab?.

§ 172. AngepaBte Vierpole. Ist 8;; = 8,;, d. h. sind die beiden Vierpole I
und IT ,nach dem Wellenwiderstand aneinander angepaBt‘, so vereinfachen
sich die Gleichungen des § 171 sehr stark. Dann wird niamlich

8= B Berr> 8= g—:i’ (172. 1)
Cojrg = (€;&;; + &, 6y))*,
also
81=81r.  Bs= Beur, (172. 2)
8 =06r+6u

1 Zur Lésung der in diesem Paragraphen behandelten Aufgabe und ahnlicher Aufgaben
eignet sich besonders die Matrizenrechnung (§ 151).

128



In Kette geschaltete Vierpole. Halbglied. §173.

oder ausfiihrlicher
b="b+ by, a=ar+ay. (172.3)

Schaltet man also zwei angepaBte Vierpole ,,in Kette*, so entsteht ein
Vierpol, dessen duBere Wellenwiderstinde gleich den entsprechenden duBeren
Wellenwiderstinden der Teilvierpole und dessen UbertragungsmaB gleich der
Summe der EinzeliibertragungsmaBe ist.

Von besonderer Wichtigkeit ist der Fall, daB eine groBe Zahl, z. B. n gleiche
symmetrische Teilvierpole kettenartig aneinandergereiht sind. Solche Teil-
vierpole sind notwendig aneinander angepaBt. Fiir eine solche Kette im
engeren Sinne gelten daher die folgenden Sitze:

1. Sie ist als Ganzes wie ihre Glieder symmetrisch.

2. Thr Wellenwiderstand ist unabhingig von der Zahl der Glieder gleich dem
Wellenwiderstand des einzelnen Gliedes.

3. Ihr VierpoliibertragungsmaB ist # mal so groB wie das Vierpoliibertragungs-
mabB jedes ihrer # Glieder.

GleichmiBige Leitungen kénnen aufgefaBt werden als Ketten der hier hervor-
gehobenen Art; ihr Wellenwiderstand ist daher unabhingig von ihrer Linge,
ihr Dimpfungs- und ihr WinkelmaB8 dagegen proportional ihrer Linge..- Man
setzt bei ihnen

g=17l, b=_41, a=al (172. 4)

und nennt die Proportionalititskonstanten y, 8, « die ,,auf die Lingeneinheit
bezogenen’‘ oder kiirzer die ,,bezogenen‘‘ MaBe.

L4Bt man bei einer Leitung vom bezogenen DimpfungsmaB f eine Gesamt-
dampfung von z. B. 2 Neper zu, so darf der Empfinger nach (. 4) vom Sender
die Entfernung I = 2/ haben. Je geringer die Dimpfung je Lingeneinheit,
um so groBer die ,,Reichweite’’. Es sei besonders betont, daB die Ergebnisse
dieses Paragraphen richtig sind unabhingig davon, mit welchen Widerstinden
R, und R, man die Vierpolkette an den beiden Enden abschlieBt.

§ 173. Die halbe Abzweigschaltung (das ,,Halbglied**). Durchschneidet man
einen symmetrischen Stern oder ein symmetrisches Dreieck genau in der Mitte

wie in Abb. 173. 1, so entstehen je- * ®

desmal zwei ,,Halbglieder”, die im

Sinne des § 172 aneinander ange- '
paBt sind. Hieraus und aus Glei- Ra] | L2 ¢ =

chung (172. 2) folgt, daB das Halb-
glied von seiner ,,Sternseite aus Abb. 173. 1.

gemessen den Wellenwiderstand des

Vollsterns, von seiner Dreiecksseite aus gemessen den des Volldreiecks hat. Ist
die Sternseite die Seite 1, die Dreiecksseite die Seite 2, so gelten die Gleichungen

Bi=8x B=8x B=VRM¥®, g=2=2 @z
8 1
B=V—A=—— (173. 2)
8 R,
A ‘/1-}-——4&’

BemiBt man die Widerstinde ®, und &, eines Halbgliedes so, daB z. B. 3, un-
abhingig ist von der Frequenz, so wird die Frequenzabhingigkeit von 8, durch
den Kehrwert von 1 + R,/(4 R,) gegeben. Umgekehrt: Ist 8, konstant, so Andert
sich 8, proportional der Frequenzfunktion 1 + R®,/(4 R,) selbst.

9 'Wallot, Schwachstromtechnik, 3. Aufl. 129




§ 174. Vierpole.

Halbglieder werden wegen dieser Eigenschaft héufig als ,,Zwischenvierpole*
verwendet, d. h. dann, wenn ein Vierpol konstanten Wellenwiderstands mit
einem Vierpol verinderlichen Wellenwiderstands angepaBt verbunden werden

soll (§ 347).

§ 174. Vierpole hohen DimpfungsmaBes in Kette. Sind die Vierpole nicht
aneinander angepaBt, so muBl man ihre resultierenden Parameter im allgemeinen
nach den unbequemen Gleichungen des § 171 berechnen. Wenn jedoch die
Dampfungen b; und b;; so groB sind, daB man den Hyperbelsinus durch den
Hyperbelkosinus ersetzen darf, kann man wenigstens die Formel fiir das Uber-
tragungsmaB sehr vereinfachen. Dann wird nach (171. 6)

Goft g = Goftg; Goftgyy (1 + 522 + B 1)

1o 1 Bas B
(Be1 + Buun)?
= Cof?g; Coitgy, EJ&—L" . (174. 1)
08 B _frore | -50/] Ist nun der EinfluB der ,,StoB-
b s | stelle nur gering im Vergleich
0,6 {Faramefer: zusitzliche —A“——/—+1

= zur dimpfenden Wirkung des Vier-

Daimpfing in mMN "
| pols, so kann man dafiir auch

D4

il ¢ _ e But Buu

: 2 2 %2 }BuBin
% und daher
kS

-02 g=g/+gu+In 3"%:‘3—%

2 3
~04 (174. 2)

schreiben: Die StoBstelle macht
| _ \ sich durch eine ,.zusidtzliche StoB-
—n,sL-- - LA - dimpfung*

Ber+ Bin

2 ":821 81 u

bemerkbar; diese ist gleich dem natiirlichen Logarithmus des Verhiltnisses des
Betrags des arithmetischen Mittels der ,,zusammenstoBenden’ Wellenwider-
stinde zu dem Betrag ihres geometrischen Mittels.

Da eine Dampfung der Form (. 3) 6fter vorkommt, untersuthen wir die Bedeutung des
Ausdrucks. Mit der Abkiirzung 8s71/8111=7r /@ kann man (. 3) leicht in die Form

M—2(ze™ _cosg)r+1=0 (174. 4)

bringen. Nach dieser Gleichung ist in Abb. 174. 1 eine Schar von Linien konstanter StoG-
dimpfung? in der komplexen Ebene des Verhaltnisses 8¢7/8; 1 gezeichnet. Man erkennt,
daB die Anpassung nach Betrag und Phase ziemlich mangelhaft sein darf, ohne daB8 eine
wesentliche StoBdampfung entsteht. Diese ist positiv, wenn sich die Wellenwiderstinde 8g;
und 8; y7 nur nach ihrem Betrag, negativ, wenn sie sich nur nach ihrem Winkel unterscheiden.
Wir werden spiter sehen, daB auch geringe Anpassungsmangel u. U. zu starken und unregel-
maBigen Frequenzgangen AnlaB8 geben kénnen (§ 246).

Abb. 174. 1. blt = In

(174. 3)

§ 175. Wirkdimpfung, Betriebsdimpfung, Einfiigungsdimpfung. Die Vier-
pol- oder Wellendimpfung gibt bei einer Kette angepaBter Vierpole, die durch
eine angepaBte Stromquelle betrieben wird und auf einen angepaBten Verbrau-
cher arbeitet, ein Bild von der ,,Ubertragungsfihigkeit“ der einzelnen Vierpole.

1 Die Darstellung ist eine Erweiterung der Abb. 205 der 1. Auflage. Sie findet sich auch
bei R. Fithrer: Telegr.- u.- Fernspr.-Techn. 21 (1932) S. 267.
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Wirkdampfung, Betriebsdampfung, Einfiigungsdampfung. § 175.

In der Praxis ist jedoch die Voraussetzung vollkommener Anpassung selten er-
fiillt; daher kann die Betrachtung allein der Wellendidmpfungen zu einer Tau-
schung iiber die Ubertragungsfahigkeit einer Vierpolkette fiihren. Daran wird
auch nicht viel geindert, wenn man nach § 171 eine ,,resultierende’ Wellen-
dampfung berechnet; denn die Ubertragungsfihigkeit hingt auch von den
Eigenschaften der Stromquelle und des Verbrauchers ab.

Es ist daher wiinschenswert, ein MaB firr die Ubertragungsfihigkeit einer
zwischen eine gegebene Stromquelle €, R, und einen gegebenen Verbraucher
R, geschalteten Vierpolkette aufzustellen. Dieses MaB wird zweckmaBigerweise
eine reine Zahl sein, die bei allseitiger Anpassung in die Summe der Wellen-
dimpfungen der Kette iibergeht.

Wir definieren als MaB fiir die Ubertragungsfihigkeit zunichst die ,,Wirk-
dimpfung’‘ durch den Ansatz

by =1n YN,/N. (175. 1)

Dabei ist N die in den Verbraucher iibergehende Wirkleistung, N, eine noch
festzusetzende Vergleichsleistung.

Diese Definition hat etwas sehr Einleuchtendes, weil es sicher auf die Lei-
stung N ankommt. Thre Brauchbarkeit -hingt aber wesentlich von der Wahl
von N, ab.

N, darf nicht gleich der in die Vierpolkette wandernden Leistung gesetzt
werden. Denn dann wire die zu definierende Wirkdimpfung ein MaB lediglich
fiir die in der Vierpolkette entstehenden Verluste; bei einer verlustfreien Vier-
polkette kann aber, wie wir im § 184 sehen werden, schon die Wellendiampfung
durchaus endlich sein.

Es ist offenbar nétig, eine Vergleichsleistung N, zu wihlen, die nur von den
Eigenschaften der gegebenen Stromquelle und des Verbrauchers, aber nicht
(wie die in die Kette einstromende Leistung) von denen der zu kennzeichnenden
Vierpolkette abhingt. AuBerdem muB eine recht groBe Vergleichsleistung ge-
nommen werden, damit in jedem Falle Ny > N und damit die Wirkdimpfung
positiv bleibt.

Diese Uberlegungen fithren dazu, nach (107. 5)

@ 3
Ny =% (175.2)

zu setzen. Fiir die Wirkdimpfung ergibt sich damit

RS VA T 1€
bw—anqR.la,.lgR"“'lnzla.l.y——R.R.t (175°3)

wo J, den in den Verbraucher flieBenden Strom bedeutet.

Die hiermit definierte immer positive Wirkddmpfung &, ist zwar ein ein-
wandfreies MaB fiir die durch die Vierpolkette verursachte energiemBige Schwi-
chung. Sie steht jedoch in einem weniger einfachen Zusammenhange mit der
Wellendimpfung als die ,,Betriebsdimpfung*, die deshalb vorwiegend benutzt
wird. Die Definition der , Betriebsdimpfung’’ b unterscheidet sich von der
der Wirkdimpfung nur dadurch, daB an die Stelle -des Produkts der reellen
Teile R, R, das Produkt der Betrige |R, R, | tritt:

_ €]
AFALE X N (175-4)

Offenbar werden hier nicht Wirk-, sondern Scheinleistungen verglichen; und
die Vergleichsleistung N, ist gleich der Scheinleistung, die aus der gegebenen
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§ 176. Vierpole.

Stromquelle unmittelbar in einen Verbraucher vom Scheinwiderstand R,
iiberginge:
| € 21
N°=|4v§}: ’ N:lsﬂ] Imdl' (175.5)
Die Betriebsdimpfung kann — besonders wenn Resonanzen im Spiele sind —
negativ werden.
Ein drittes MaB, die ,,Einfiigungsdampfung* b,, unterscheidet sich von der Betriebs-

dampfung dadurch, daB die Vergleichsleistung N, gleich der Scheinleistung ist, die aus der
gegebenen Stromquelle €, R, unmittelbar in einen Verbraucher R, iiberginge:

R,C* |
Mo @o+mp|  NTISPIRL (1759
also
1€
P ST TR R 175:)

Diese am wenigsten benutzte Dampfung hat den Nachteil, daB im, Vergleichsfalle verschie-
dene Widerstinde R, und R, aneinander stoBen, wihrend sie bei Einfiigung des Vierpols
an diesen angepaBt sein kénnen. Es gibt daher Vierpole, die sicher dimpfen, deren Ein-
fiigungsddmpfung aber negativ ist. Zu ihnen gehért z. B. schon der ideale Ubersetzer (§ 191),
wenn sein Windungsverhiltnis von 1 verschieden ist.

Sind R, und R, reell und gleich groB, so verschwinden die Unterschiede

zwischen den Dimpfungen b,,, b und b, . ,,Restdimpfung‘‘ heiBt bei einem Vier-

S‘G R; mﬂ' Ra md Rl
c — ¢  — C —
Wirkleistung Scheinleistung Scheinfeistung
Wirkddmpfung Betriebsdimpfung ELinfhgungsdompfung
Abb. 175. 1.

pol, der zugleich dimpfende Glieder und Verstirker enthilt, der Wert einer
der drei Dampfungen fiir &, = R, = 600 Q ;0% In Abb. 175. 1 sind zu den drei
Definitionen die Schaltungen gezeichnet, bei denen der Verbraucher die Ver-
gleichsleistungen N, aufnimmt.

§ 176. Berechnung der Betriebsdimpfung einer Vierpolkette. Ebenso wie die
Betriebsdimpfung einer Vierpolkette 148t sich natiirlich die Betriebsdimpfung
jedes ihrer Teilvierpole definieren. Man hat dabei die Stromquelle samt dem vor
dem Vierpol liegenden Teil der Kette als Stromquelle €, R,, den Rest der Kette
samt dem Verbraucher als den Verbraucher R, anzusehen. Es wire jedoch sehr
unzweckmiBig, bei einer gegebenen Kette zuerst die Einzelbetriebsdimpfungen
zu berechnen und aus ihnen dann die Gesamtbetriebsdimpfung zusammen-
zusetzen, schon weil diese Zusammensetzung nicht in einer einfachen Addition

bestehen konnte.
Man formt vielmehr die Definitionsgleichung (175. 4) unter Benutzung der

Beziehung

¢ =" 2-;1%1 u, (176. 1)
etwa folgendermaBen um?:
b=ln m.+_!_81 __l= m.+%1 11131
2y W YRR 2 YR, B,
_ 9%., + %1 ul 3‘1 .. L 11.._1 3--1
=In R, i+ In 1,5, + + In s | (176. 2)

1 Hoecke, G.: Telegr.- u. Fernspr.-Techn. 21 (1932) S. 1, 77.
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Berechnung und Messung der Betriebsdimpfung. § I.78.

Hiernach setzt sich die Betriebsdimpfung einer Kette von # — 1 Vierpolen (also
mit # Klemmenpaaren) additiv zusammen aus einer ,,StoBdampfung‘ (§ 174),
die von dem Unterschied zwischen den Widerstinden R, und 8, herriihrt, und
aus # — I Diampfungen, die den Vierpolen der Kette zugeordnet werden kénnen
und von denen jede einzelne ein logarithmisches MaB ist fiir die durch den zuge-
hérigen Vierpol verursachte Ubersetzung der Scheinleistung.

Die Gesamtbetriebsdimpfung 148t sich nach (176. 2) verhiltnismiBig leicht
ausrechnen, wenn z. B. die Widerstandsparameter der Teilvierpole bekannt sind.
Natiirlich muB dieser Rechnung die Bestimmung der ,,Verbraucherwiderstinde
R, der einzelnen Vierpole vorausgehen. Sie sind nichts anderes als die Ein-
gangswiderstinde ®, der in der Kette jeweils folgenden Vierpole; zu ihrer Be-
stimmung koénnen daher die Gleichungen (154. 3) und (156. 1) dienen.

§ 177. Die Betriebsdimpfung als Funktion der Vierpolparameter und :r
Widerstinde R, und R,. Fiir einen beliebigen Vierpol erhilt man nach (155. 1)

(Ra + BY) (R, + BE) — W, W, |

b=In 2 177.1
2, IR, ! (177-1)
oder, wenn man durchdividiert:
b1 By By g |
In 2( s+ Vet wl e+ e

Fithrt man Wellenparameter ein, so erhilt man nach (159. 4) und (159. 5)

Bf(1)/R | o1/% IRRe | 8 \g;
2{(5 mﬂ—*—é} m‘)@'oig+( 3 Vﬂi.m:>6lng}
Ist “'n besonderen der Vierpol symmetrisch und R, = R, = R, so wird einfacher

b=1In

. (177.3)

w4l(n+ )

b=1In —m (x77-4)
und
b=1In (Soig+2(%t+%)@ing!. (177.5)

. Die Gleichung (. 3) zeigt, wie die Anpassung auf die Betriebsdimpfung wirkt,
Das Glied mit Gin g vereinfacht sich, wenn die erste Anpassungsbedingung (§ 161).
das Glied mit €of g, wenn die zweite Anpassungsbedingung erfiillt ist. Erfiillt man
beide Bedingungen zugleich, so geht die Betriebsdimpfung der Vierpole, die den
Kirchhoffschen Regeln gehorchen, wie man sofort sieht und wie es in §-175 ge-
fordert war, in die Wellendimpfung iiber.

§ 178. Messung der Betriebsdimpfung. Die Betriebsdimpfung liBt sich nach

ihrer Definition unmittelbar messen. Man schaltet die zu untersuchende Vier-

polkette (oder den zu untersuchenden Vier-

pol) zwischen die gegébenen im Betriebe p ;Il”
=¥ e

die Klemmen oeinen KompensationsapparatK Abb. 178. 1.

und sucht mit Hilfe eines Spannungsmessers

von hohem Scheinwiderstand den Teil g von ihm, an dem die gleiche Spannung

tatsichlich vorhandenen Widerstinde R, und | 5tr-@u.
R, (Abb. 178. 1), legt quer vor R, zwischen

liegt wie an den Klemmen 2. Dann entspricht die Spannung 1, der elektro-
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§ 179. Vierpole.

motorischen Kraft €, und es ist

m|=¢ = lwa| =2V |5l
also
b= n(:—; 1% ) (x78. 1)

Aus dem abgelesenen ¢ und den bekannten K, R,, R, berechnet man die Be-
triebsdimpfung.

§ 179. Neper- und DezibelmaB. Wenn man die Betriebsdimpfung von Vier-
polketten oft zu messen oder zu berechnen hat, empfindet man es als listig, daB
sie als der natiirliche Logarithmus der Wurzel aus einem Leistungsverhiltnis
definiert ist. Nimmt man den gewoéhnlichen Logarithmus des Leistungs-
verhiltnisses selbst, so erhdlt man eine GréBe, die sich von der Betriebsdimpfung
nur um einen konstanten Faktor unterscheidet, also ebensogut als Maf3 fiir die
Ubertragungsfihigkeit der Kette verwendet werden kann.

Es ist nun zweckmiBig und iiblich, sich vorzustellen, da die mit dem gewéhn-
lichen Logarithmus berechnete Zahl ebenfalls die Betriebsdimpfung darstellt,
jedoch bezogen auf das Zehnfache einer (dimensionslosen) , Einheit* , Dezibel*
(db)3, die sich aus der Gleichung

N,
b=1In 7\; =lg

N,
—« - 1odb, (179. 1)
also

2,3
db = T = 0115 = 0,115 N {179. 2)
ergibt. Den Buchstaben N = Neper setzt man hinzu, um die Angabe der Betriebs-
dimpfung nach ihrer Definition (175. 4) von der Angabe in db leicht unterscheiden
zu konnen. Das Neper ist nach (. 2) 8,7 mal so gro3 wie das Dezibel ; Dampfungs-
angaben in db fithren also zu 8,7 mal so groBen Zahlenwerten wie solche in N.

Wird die Leistung durch eine Vierpolkette z. B. im Verhaltnis 10%:1 geschwicht, so be-
trigt die Betriebsddmpfung nach (. 1) (lg 10%)-10db = 60 db = 60-0,115 as 7 Neper. .

Wenn man Betriebsdimpfungen in db angibt, so hat das den Vorteil, daB.
die Rechnung bequemer wird und daB8 man leichter einen Begriff von der ent-
sprechenden Leistungsschwichung erhilt. Gibt man die Betriebsdimpfung da-
gegen in Neper an, so 1aBt sie sich ohne Umrechnung mit der Wellendimpfung
vergleichen. Zwar kann man natiirlich auch Wellendampfungen in db angeben;
man muB dann jedoch die etwa nach § 162 bestimmten Werte b erst mit Hilfe
der Gleichung (. 2) umrechnen. Bei geringen Dampfungen hat das NepermaB
weiter den Vorteil, daB man an Stelle von In (1 + ) einfach é angeben kann
(Anhang 2. 2); einer Abnahme der Spannung z. B. um 5% entspricht daher eine
Dimpfung um 0,05 N, aber um 0,43 db.

§ 180. Veranschaulichung der komplexen Hyperbelfunktionen durch Orts-
kurven in der komplexen Ebene. Die Handhabung der Wellentheorie des Vier-
pols wird auBerordentlich erleichtert, wenn man nach Brown? und Emde?
Kurvennetze der Hyperbelfunktionen benutzt.

! Der Name ,,Bel* soll an den Erfinder des Telephons Graham Bell erinnern. Die
Einheit db ist vor allem in England und Nordamerika in Gebrauch. Sie ist nur wenig ver-
schieden von den friiher dort verwendeten Einheiten ,,Meilen englischen Standardkabels‘
(= 0,92 db) und ,,Meilen amerikanischen Standardkabels'* (= 0,95 db).

2 Brown, R.S.: J. Amer. Inst. electr. Engs. 40 (1921) S. 854.

3 Emde, F.: Sinusrelief und Tangensrelief in der Elektrotechnik. Braunschweig: Vieweg
1924.
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Das Kosinusnetz. § 181.

Es sei z. B. der Hyperbelkosinus
Cof(w +ju)y=C x (x80. 1)

darzustellen. Denken wir uns seinen Betrag konstant gehalten auf einem festen
Wert C,, so durchliuft der Punkt %, v in der komplexen Ebene bei verindertem
Winkel % eine bestimmte Kurve, an die man den Wert C, des Betrags anschreiben
kann. Die Gleichung dieser Kurve in den Koordinaten % und » ergibt sich, wenn
man aus den beiden reellen Gleichungen, in die die komplexe Gleichung (. 1)
zerfillt, den verinderlichen Parameter » ausscheidet. Durch Wahl anderer Werte
fiir den Betrag C erhilt man eine Schar von Kurven konstanten Betrags C.

Entsprechend kann man eine Schar von Kurven konstanten Winkels » in die
u[v-Ebene einzeichnen.

Man erhilt damit ein ,,Netz krummliniger Koordinaten in der Ebene der u
und ». An ihm kann man zu jedem Paar #, v das zugehérige Paar C, » unmittel-
bar ablesen. Umgekehrt findet man zu irgend einem im krummlinigen Netz auf-
findbaren Wertepaar C, » des komplexen Hyperbelkosinus das Paar %, v als die
zugehoérigen rechtwinkligen Koordinaten.

Die Netze der komplexen Hyperbelfunktionen geben einen vorziiglichen
Uberblick iiber den Verlauf dieser Funktionen; auBerdem kénnen sie bei nicht
zu hohen Anspriichen an die Genauigkeit die im § 162 erwihnten Tafeln von
Hawelka ersetzent.

Die Netzkurven der Hyperbelfunktionen kénnen im Sinne des § 119 als Ortskurven auf-
gefaBt werden. Die des Kosinusnetzes z. B. stellen die Abhingigkeit der komplexen Funktion

.

u+jv=Ar€of(C %) (180. 2)
von den beiden reellen Verinderlichen C und x dar. Und zwar sind natiirlich die ,,C-Linien**
die Trager von x-Teilungen, die ,,»-Linien‘ die Trager von C-Teilungen.

§ 181. Das Kosinusnetz ist in Abb. 181. 1 dargestellt. DaB die Kurven in
groBen Ziigen so wie in dieser Abbildung verlaufen miissen, davon kann man
sich wie folgt leicht iiberzeugen.

Fiir die #-Achse zunichst (v = o) gilt:

C /% = Coju /0 = Cof (— ) £ 0°; (181.1)

auf ihr schneiden die Linien konstanten Betrags also den Hyperbelkosinus
reellen Arguments ab.
Fiir die gerade Linie ,,u beliebig, v = 9o%‘ dagegen wird
C s = @of (4 + j - 90%) = Cof % cos go® + j Sin u sin go°

= Ginu,9o® = Gin(—wu), —go°; (181. 2)
auf jhr findet man also den Hyperbelsinus reellen Arguments. So kann man
fortfahren; man erkennt, daB die Linien konstanten Betrags C auf waagerechten
Geraden, die man durch die Punkte v = 0°, go®, 180°. .. zieht, immer.abwech-

selnd den Kosinus und den Sinus reellen Argumentes abschneiden.
Fiir die imagindre Achse (# = o) ergibt sich

C % =Cofjv=cosv, 0= —cosv, 4 180°; (181.3)
auf ihr findet man also den trigonometrischén Kosinus reellen Arguments.

1 Zweifarbige Drucke der Netze kénnen zum Preise von 20 Rpf. das Stiick vom Elektro-
technischen Institut der Technischen Hochschule Stuttgart bezogen werden.
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§ 182. Vierpole.

Denkt man sich in jedem Punkt der Zeichenebene senkrecht zu dieser den
zugehorigen Betrag C aufgetragen, so erhilt man das ,,Kosinusrelief”, d. h. ein
tief eingeschnittenes Tal im

14 .| Zuge der ‘v-Achse, dessen

T . 72~ ™" Wande mit wachsender Ent-
& fernung von der v-Achse im-

+ 2° mer steiler werden. Auf der

Talsohle liegen in gleichen

75° Abstianden Sittel (S) von der

Héhe 1 und Trichter (77), in
denen der Betrag des Kosinus
bis zZu dem Werte Null ab-
sinkt. Die Linien konstanten
Betrags sind ,,Linien gleicher
Hohe'.

Die Linien konstantenWin-
kels » verlaufen in dem Netz
rechtwinklig zu den Linien
konstanten Betrags. In dem
Relief sind sie daher Linien
des steilsten Abfalls. Bei gro-
Bem |%| ist (das obere Vor-
zeichen gilt fiir positive, das
untere fiir negative #)

C /= = Gofu (cosv &+ j sin v}
= Cojuy v
=Cof(—u) Lv; (181.4)

d.h. in groBer Entfernung

von der imaginidren Achse

stimmt der Winkel %, wie

Abb. 181. 1 zeigt, abgesehen

S SIS L1 vom Vorzeichen nahezu mit

u=0 4z o 46 48 10 12 74 v iiberein. Die Linien kon-

Abb. 181. 1. stanten Winkels x» verlaufen

dort fast wie waagerechte Ge-

rade gleichen Abstandes; erst bei kleinerem |#| wenden sie sich den Trichtern zu.

Besonders wichtig ist die Feststellung, da} iiber den Sitteln der Darstellung

. Kreuze konstanten Winkels x»‘* liegen; und zwar hat » auf diesen Kreuzen

abwechselnd die Werte 4 0° und 4 180°.

Man kann die v-Achse auch als die periodische Achse bezeichnen.

§ 182. Das Sinusnetz kann sehr leicht auf das Kosinusnetz zuriickgefiihrt
werden. Denn es ist

Gin(u+jv) =S,0 = Ginwucosv + jCofusinv

= j {Gof % cos (90® — v) — j Ginu sin (9o® — v) }
= Cof (# + j (v — 907)) ,90°. (182. 1)

Man muB also, um das Kosinusnetz auch fiir den Sinus benutzen zu kénnen, den
Nullpunkt des Systems in der Richtung der negativen imagindren Achse um
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Das Tangensnetz. § 183.

90° verschieben, so da8 z. B. in Abb. 181. 1 der untere Trichterpunkt zum Null-
punkt wird. AuBerdem ist die Bezifferung der Linien konstanten Winkels %, falls
sie (wie in Abb. 181. 1) in so groBer v

positiver! Entfernung # von der ima- 7 0= 7359
giniren Achse angebracht ist, daB NER
|| als groB angesehen werden kann,
ebenfalls um ¢o® in der Richtung
der negativen imaginiren Achse zu
verschieben [vgl. (181. 4)].

Auch iiber den Sitteln des Si- V= 90°
nusnetzes liegen daher , Kreuze 9
konstanten Winkels ¢‘‘; nur haben
diese konstanten Winkel ¢ abwech-
selnd die Werte + 9o® und — go°.

AP

78
72

§ 183. Das Tangensnetz ist ,in ’ 7
Abb. 183. 1 wiedergegeben. Betrach-
ten wir auch hier wieder einige aus- A S
gezeichnete Achsen und Linien: 2

Mit der Abkiirzung

Ty +ijo) =T v

ist zundchst auf der #-Achse (v=0):

U=45°

Joo

1 780° 0°

y&

a6
2

Tyz=%gus o
=Tg(—u),F18°. (183.1)

Auf der positiven u-Achse ist dem- z v=-#5°
nach 7 konstant gleich 0° auf der =
negativen konstant gleich + 1809; 2\ 5
die Linien konstanten Betrags ‘_\
schneiden auf der #-Achse den Hy-
perbeltangens reellen Arguments aus.
Fir eine Linie ,# Dbeliebig,
v = 459 ist nach 8. 4 des Anhangs

0P

~
Ol

-
+180° S o g*, 0°
u=0 02 gy 06 G8 10 12
Abb. 183. 1.

T _ Ginzu+ jsinge®  Ginzu 4 j

LT Gojzutcosgsd —  Gojzu LW Ginzu;  (183.2)

sie ist also eine Linie des konstanten Betrags 1, auf der der Winkel v von rechts
nach links alle Werte von o° iiber 9o bis zu + 180° durchliuft.
Eine Linie ,,u beliebig, v = go®‘ trigt nach

. _ Ginzu+jsini8®  Ginzwu
Ty +j90°) = Cof2u +cos18°® ~ @ofzu —1
= Ctg “L?f_ = @tg(—u), + 180" (183.3)

wieder die Winkel 0® und -} 180°, wihrend auf der Linie ,,% beliebig, v = 135
der Betrag konstant gleich 1 ist und die Winkel von rechts nach links alle Werte
von 0° iiber — g0° bis zu 4 180° durchlaufen.

1Ist Sy0y=Gin(v+jv), Sy0,= &in(—u+ jv), so ist ¢, = 180° —g,. Der
Gleichung (181. 4) entspricht die Gleichung S/ 0 ~ +Cof u/ + v fiir groBe |u].
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§ 184. Vierpole.

Auf der imaginiren Achse endlich (¥ = o) ist
T)r=%gjv=jtgv=1tgv, 90" = —tgv , —go°. (183. 4)

Das Tangensrelief sieht danach so aus: In einer unendlich ausgedehnten
Ebene von der Hohe 1 sind im Zuge der v-Achse abwechselnd in gleichen Ab-
stinden von jedesmal 9o° Trichter eingearbeitet und Spitzen (oder Tiirme) auf-
gesetzt. Die Trichter senken sich bis zu den Werten Null, die Spitzen steigen auf
unendlich hohe Werte. Der Winkel 7 ist fiir unendlich groBe positive % fiir allev
gleich o9, fiirr unendlich groBe negative # fiir alle v gleich 4- 180°; in horizon-
talen unendlich langen Streifen von der Hohe 9o ist er abwechselnd positiv
und negativ. Reell ist der Hyperbeltangens auf allen horizontalen Linien, die
man durch Trichter und Spitzen ziehen kann und — unabhingig von v — fiir
unendlich groBe |%|. Imaginar ist er auf der v-Achse und nur dort.

§ 184. Verlustlose Vierpole. Besteht ein Vierpol aus lauter reinen Blind-
widerstinden, so braucht seine Vierpoldimpfung keineswegs gleich Null zu sein.
Denn sie ist kein MaB fiir seinen ,,Wirkungsgrad‘‘, sondern fiir die Hohe der
(bei Anpassung) in den Verbraucher wandernden Leistung, die natiirlich auch
von den Blindbestandteilen abhingt.. Ob die Vierpoldimpfung eines verlust-
losen Vierpols gleich Null ist oder nicht, dariiber geben in sehr einfacher Weise
die Vorzeichen seiner Leerlauf- und KurzschluBwiderstinde AufschluB.

Fiir jeden verlustlosen Vierpol gilt nimlich nach (162. 2)

k k Xk Xk
Tgg = %= %: X = X_E: (184. 1)
wenn wir die Blindbestandteile mit X bezeichnen. Da nun der Hyperbeltangens
auf der imaginiren Achse des Netzes (Abb. 183. 1) und nur dort rein imaginir
ist, ist das DampfungsmaB eines verlustlosen Vierpols dann und nur dann gleich
Null, wenn sein KurzschluB- und sein Leerlaufwiderstand, beide von derselben
Seite gemessen, verschiedenes Vorzeichen haben.

Haben sie gleiches Vorzeichen (und ist der Betrag ihres Verhiltnisses weder
Null noch unendlich gro8);'so haben sie eine endliche (oder auch unendlich groBe)
Dampfung.

Gewohnlich unterscheidet man ,,DurchlaBbereiche’, in denen die Dampfung
gleich Null, und ,,Dimpfungsbereiche’ oder ,,Sperrbereiche‘, in denen sie end-
lich ist. In den DurchlaBbereichen der verlustlosen Vierpole haben demnach die
KurzschluB- und Leerlaufwiderstinde verschiedenen, in den Sperrbereichen da-
gegen den glelchen ,,Charakter*’.

Man kann in der komplexen Ebene des UbertragungsmaBes eines verlust-
iosen Vierpols eine Ortskurve mit der Frequenz als Parameter zeichnen. Diese
Ortskurve besteht aus geraden Stiicken, die entweder mit Parallelen zur b-Achse
durch Trichter oder Spitzen des Tangensreliefs oder mit der imaginiren (a)-
Achse zusammenfallen. Die Parallelen zur b-Achse entsprechen Dampfungs-,
die Geradenstiicke auf der a-Achse DurchlaBbereichen.

Aus den Gleichungen

8:=7—-X'X* und B,=7—X} Xk (184. 2)
geht hervor, daB die beiden ,,duBeren Wellenwiderstinde in allen DurchlaB-
bereichen reell, in allen Sperrbereichen dagegen rein imaginir sind. Der Winkel
des mitt eren Wellenwiderstands 8 hingt von dem Winkel des Symmetriefaktors
ab, d. h. davon, ob 8, und 3, gleichen oder verschiedenen ,,Charakter haben.

Das WinkelmaB ist in allen Sperrbereichen gleich einem ganzzahligen Viel-
lachen von go°. Bei symmetrischen verlustlosen Vierpolen sind die Werte go°
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Verlustlose Vierpole. § 185.

270°, . . . ausgeschlossen, da sonst der Kernwiderstand in dem zugehoérigen Sperr-
bereich nach (159. 5), (. 2) und dem Sinusnetz reell wire, was bei Vierpolen aus
Blindwiderstinden nicht moglich ist.

Bei unsymmetrischen Vierpolen kénnen in den Sperrbereichen die rein imaginiaren
Wellenwiderstinde 8, und 3, verschiedenen Charakter haben, so daB der mittlere Wellen-
widerstand 8 reell wird. Dann gibt es Sperrbereiche, in denen das WinkelmaB konstant
gleich 909, 270°. . . ist.

Ist fiir irgend eine Frequenz X* = X! und daher auch X% = X}, so ist die
Dampfung unendlich groB, das WinkelmaB dagegen unbestimmt.

Man erkennt, da8 die Eigenschaft eines- Vierpols, scharfe DurchlaB- und
Sperrbereiche zu haben, nichts weiter ist als die Folge einer hinreichend starken
Verinderlichkeit seiner Leerlauf- und KurzschluBwiderstinde in Abhingigkeit
von der Frequenz.

§ 185. Die verlustlose symmetrische Abzweigschaltung. Fiir sie gilt nach
§ 163 und 165 die Gleichung . -
mds = LR _ /%

Gin P R, = X,’ (I85 I)
wenn wir R, = jX;, R, = j X, setzen. Ist bei einer Abzweigschaltung das Vor-
zeichen von X, das gleiche wie das von X,, so liegt nach dem Sinusnetz das halbe
UbertragungsmaB g/2 auf einer Parallelen zur p
b-Achse durch einen Trichter, die Abzweigschaltung % S ="
dimpft. Haben X, und X, dagegen verschie- eArt

denes Vorzeichen (verschiedenen Charakter), so >€\|/>g Sin 3
liegt g/2 auf einem ,,Kreuz konstanten Winkels < |14

¢ = 4 9o%‘; d. h. dic halbe Dimpfung ist ent- r o< 4
weder gleich Null ‘— wenn namlich g/z auf der Abb. 185. 1,
imagindren Achse liegt —, oder endlich, wenn '

némlich g/2 auf einer Parallelen zur b/2-Achse durch einen Sattel liegt. Im Durch-
laBbereich einer Abzweigschaltung haben demnach die Blindwiderstinde X,
und X, sicher verschiedenen Charakter (ist z. B. X, induktiv, so ist X,
sicher eine Kapazitit). Dieser SchluB liBt sich jedoch nicht umkehren; die Schal-
tung kann, wenn X, und X, verschiedenen Charakter haben, auch sperren.
| X1/(4X,)| muB dann aber groBer sein als 1 (vgl. Abb. 185. 1).

Sind die Bereiche, innerhalb deren die Abzweigschaltung durchlifBit oder
sperrt, Frequenzbereiche und nennt man die Frequenzen, bei denen Durchlaf-
bereiche in Sperrbereiche iibergehen oder umgekehrt, ,,Grenzfrequenzen®, so
ergibt sich aus dem Gesagten, daB es bei den Abzweigschaltungen zwei Arten
von Grenzfrequenzen gibt : bei der ,,Grenzfrequenz 1. Art* liegt das halbe Uber-
tragungsmaB in einem Trichter des Sinusnetzes, und der eine der beiden Blind-
widerstdnde X, und X, dndert seinen Charakter; bei der ,,Grenzfrequenz 2. Art*
dagegen liegt g/2 in einem Sattel des Sinusnetzes und | X | ist gleich 4 | X, |-
Die an Grenzfrequenzen 1. und 2. Art anschlieBenden Sperrbereiche kann man
ebenfalls als Sperrbereiche 1. oder 2. Art unterscheiden (vgl. Abb. 185. 1).

Das halbe WinkelmaB8 ist in allen Sperrbereichen konstant gleich o, 9o’ . . .,
das ganze also gleich 0°, 1809, . .. '

Der Wellenwiderstand der verlustlosen Abzweigschaltung ist nach (163. 5)
und (165. 3)

+3

+3
— g) ~ R g
3= le R, (@'37 ‘;) — V_ X, X, ((&Di 7) (185. 2)
Da einer Waagerechten durch einen Trichter (Sattel) im Sinusnet fiir das gleiche
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§ 186. Vierpole.

g/2 eine Waagerechte durch einen Sattel (Trichter) im Kosinusnetz entspricht,
und da im Kosinusnetz iiber den Sitteln Kreuze des konstanten Winkels 0° oder
180° liegen, ist bei einem

V=X X,  Gof 8
Sperrbereich 1. Art  imaginir reell imaginir
DurchlaBbereich reell reell reell
Sperrbereich 2. Art reell imagindr imagin4r

Auch hier bestitigt es sich also, daB der Wellenwiderstand der symmetrischen
Schaltung in den DurchlaBbereichen reell, in den Sperrbereichen imaginir ist.

§ 186. Das verlustlose symmetrische Kreuzglied hat nach den Entwicklungen
des § 184, die ohne weiteres iibernommen werden kénnen, und nach der Gleichung

8 _1/R_ /X

- = R, = V;. (186. 1)
immer dann die Dimpfung Null, wenn X, und X, verschiedenen Charakter
haben, wihrend die Bereiche, in denen X, und X, den gleichen Charakter haben-
als Sperrbereiche anzusprechen sind. Das volle WinkelmaB a hat in den Sperr-
bereichen die Werte 0°, 1809, ..., der Wellenwiderstand ist in den DurchlaB-
bereichen reell, in den Sperrbereichen rein imaginir, fir X; = X, (Gleichgewicht
der ,,Briicke’’) wird die Dimpfung unendlich groB (sie hat einen ,,Pol*).

Die Tatsache, daB das Kreuzglied sich einfacher verhilt als das Abzweig-
glied, ist erst verhiltnismaBig spat erkannt worden. Bei ihm hingt das Uber-
tragungsmaB nur von dem Verhiltnis R,/R,, der Wellenwiderstand nur von
dem Produkt R, R, ab, wihrend die Ausdriicke fiir die Wellenwiderstinde der
beiden Abzweigglieder auch das Verhiltnis R,/R, enthalten, Beim Kreuzglied
kann man daher g und § unabhingig voneinander dndern; denn vergroBert
man z. B. R, und R, beide im Verhiltnis «, so nimmt g im Verhiltnis « zu, wih-
rend g ungeindert bleibt. Abgesehen hiervon besteht die gréBere Einfachheit
der Kreuzschaltung, um es zusammenzufassen, hauptsichlich in Folgendem:

1. Bei der verlustlosen Kreuzschaltung entscheidet lediglich der Charakter
der beiden Widerstinde X, und X,, ob sie durchlaBt oder sperrt.

2. Es gibt bei ihr nur Grenzfrequenzen einer Art.

3. Es gibt bei ihr ,,Dampfungspole”, die nicht auf dem Null- oder Unendlich-
werden der Widerstinde X, und X, sondern auf ihrem Gleichwerden, d. h. auf
dem Abgleich der von ihr dargestellten Wheatstoneschen Briicke, beruhen.

§ 187. Hyperbolische AnpassungsmaBe. Das Rechnen mit den Gleichungen
der Wellentheorie des Vierpols kann in manchen Fillen viel bequemer gemacht
werden durch Einfithrung von ,,AnpassungsmaBen‘. Deren Definition! dringt
sich am unmittelbarsten auf bei den Gleichungen (161. 1) und (161. 2) fiir die
beiden Scheinwiderstinde B, und W,. Setzt man nimlich

ma — & .
3= 2gt,, 3 = 2 t,, (x87. 1)
so wird
Ging + Tgr,Colg

281 = 81@079 +2gr.Ging 81 ig (9'+ t,) ’

_ o Ging + Tgr.Cofg
%2 - 82(55019+$Igr.6ing - 881Q(9 +ra)'

1 Vgl. Kennelly, A. E.: The application of hyperbolic functions to electrical engineer-
ing problems London 1912. S. 23ff.
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Hyperbolische AnpassungsmaBe. § 188.

Zur Berechnung z. B. von 8, sind dann nur noch folgende Rechenschritte nétig:
Man berechnet g 1, aus R, und 3,, sucht in der Tafel oder im Tangensnetz das
Ma8 t, auf, addiert zu ihm geometrisch das UbertragungsmaB g, sucht zu der
Summe wieder den Tangens auf und berechnet schlieBlich 8, nach (. 2).

Das AnpassungsmaB t, stellt gewissermaBen das dem AbschluBwiderstand R,
,.entsprechende* (oder , gleichwertige’) UbertragungsmaB dar; und etwas Ahn-
liches gilt fiir r,. Da 1, und t, um so gr6Ber sind, je mehr sich R, und R, nach
Betrag und Winkel den Wellenwiderstinden 8, und entsprechend 3, nihern,
haben sie tatsichlich die Bedeutung von Anpassungsmafen.

§ 188. Der Fehlersatz. Setzen wir
g+t6=rli g+ta=t2) (188.1)
Ezg1 = '81 %Q 0, %2 = ,82 ig L, (188 2)

t, und t, sind also MaBe fiir die Giite der Ubereinstimmung zwischen Schein-
und Wellenwiderstand.
Als ,,Scheinwiderstandsabweichungen‘‘ wollen wir die Verhiltnisse

so gilt

L _ B, — 3B
h=mrs T wTs (:8.3)
als ,,Anpassungstehler’’ die Verhiltnissc
— Ra— & — R—3B.
P, = R T8, d, = R, + 8, (188. 4)

bezeichnen. Driicken wir die & durch die citsprechenden MaBe t,, t,, 1, und 1,
aus, so wird

P = —e2u, Py = —e 21, g = —e 2T, P, = —e 2% (188. 5)

und aus (. 1) folgt
P =e%89, und I,=e209,. (188.6)

Ein Anpassungsfehler auf der sekundiren Seite eines Vierpols (#,) ruft demnach
eine ihm proportionale Abweichung des auf der primiren Seite gemessenen Ein-
gangsscheinwiderstands gegen den Wellenwiderstand hervor. Der Proportionali-
titsfaktor ist e~26; d. h. die Abweichung des Scheinwiderstands ist entsprechend
dem doppelten UbertragungsmaB des Vierpols umgebildet. Das Entsprechende
gilt fiir den von den sekundiren Klemmen aus nach vorn gemessenen Schein-
widerstand.

Den Inhalt der Gleichungen (. 6) nennt man ,,Fehlersatz“. Sie konnen zur
Berechnung der Scheinwiderstinde dienen (vgl. § 190).

Schaltet man dem betrachteten Vierpol, dem wir jetzt die Nummer I zuordnen, einen Vier-

pol 1 vor, so bildet fiir diesen der Scheinwiderstand %, ,, den AbschluBwiderstand. Ist also
der Vierpol IT an den Verbraucher %, angepa8t (t, — 00), so ist

Byr=81:Tg (g, + ATy i?,;'l’) =81:%g (g, + Qltig%';') (188.7)
oder, wenn wir
Biu _ =237 _ Bir— Bas
Bar = XY 31 11» e % =9,y = Bror - Bar (188. 8)
setzen,
ny=@r+ §1u (188. 9)
und
dy=e Y. (188. 10)

Ist r, nicht unendlich gro8, so gilt eine verwickeltere Beziechung. Man kann aber annehmen,
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§ 189. Vierpole.

daB sich dann kleine Fehler am Ende von I und am Ende von I] niherungsweise addieren,
und daher den moglichen Hochstwert des Gesamtfehlers gleich

| 8y1]=|Brn|e 20 B, e 2Or+bm (188. 11)
setzenl.

Der Anpassungsfehler 4, am Ende eines Vierpols kann wie im § 107 auch
energetisch gedeutet werden. Setzt man nidmlich voraus, daB die Stromquelle
an den Vierpol angepaBt ist, so nimmt ein angepaBter Verbraucher die komplexe
Schemlelstung u262?/(4 8,), ein nicht angepaBter dagegen die komplexe Schein-
leistung u? / 8, + R.)? auf. Die durch die mangelhafte Anpassung hervor-
gebrachte relatlve Anderung der komplexen Scheinleistung ist daher gleich dem
Quadrat des Anpassungsfehlers:

' '(5.?:: R = (g: + g:)a B <'i"§‘g :) =edr=197 (188 12)

§ 189. Zerlegung der Betriebsdimpfung. Setzt man in der Gleichung (177. 3)
die Exponentialfunktionen ein an Stelle der Hyperbelfunktionen, so wird

VDI D05 BV

§R+& 5R+8: Ra— 8y Re — Bs e-28
lniébegzysn 31 2VR, Bs (I R+ 8: R+ 3, )‘
|§R.,+81| 'ER-i-?l,» —2g !
yes, | + In 9{,8,|+ln|1 B, 9, e | (x89. 1)

Die Betriebsdimpfung liBt sich also in mehrere Teildimpfungen zerlegen.
Wenn wir von der Dampfung In|8;| absehen, ist das erste Glied die Vierpol-
dimpfung. Dazu kommen 2 ,,StoBdimpfungen‘, die aus Abb. 174. 1 entnommen
werden konnen, und eine weitere Dampfung, die von dem primiren und dem
-sekundiren Anpassungsfehler (3,, #,) abhingt. Die StoBdimpfungen sind nicht
mit dem Schein-, sondern mit dem Wellenwiderstand zu bllden Das 3. Glied,
von Zobel? ,,Wechselwirkungsglied'* genannt, ist bei ,,passiven’‘ Vierpolen im
allgemeinen klein, kann aber bei ,,aktiven* Vierpolen, z. B. bei Réhrenschal-
tungen, den Ausschlag geben.

= 1n|§,,‘+b+ln

§ 190. Berechnung der Betriebsdimpfung von Vierpolketten. Die Anpassungs-
maBe konnen auch bei der Vorausberechnung von Vierpolketten nach (176. 2)
mit Vorteil verwendet werden. Wie schon im § 176 auseinandergesetzt, mu8
jede solche Berechnung mit der Ermittlung der Eingangsscheinwiderstinde %8,
simtlicher Vierpole der Kette beginnen. Hierbei muBl man natiirlich von dem
letzten Vierpol ausgehen; erst am SchluB ergibt sich der Eingangswiderstand
der ganzen Kette.

Ist ein Teilvierpol, der den Kirchhoffschen Regeln gehorcht (z. B. eine Kunst-
schaltung), durch seine Leerlaufwiderstinde %}, B}, I gegeben, so berechnet
man den Eingangswiderstand am besten nach (156. 1).

Kennt man (wie z. B. bei Leitungen) von vornherein die Wellenparameter
“81» Bs, @, so rechnet man am bequemsten nach (187. 2) unter Benutzung eines
Tangensnetzes oder einer Tafel. Man kann aber auch den Fehlersatz benutzen.
Hoecke? hat Tafeln angegeben, die zu gegebenem %,/8, und R,/8, unmittel-
bar ¥, und entsprechend #, abzulesen gestatten.

1 Vgl. Feldtkeller, R.: Telegr.- u. Fernspr.-Techn. 14 (1925) S. 274.

3 Zobel, O. J.: Bell Syst. techn. J. 3 (1924) S. 575. Dort findet man auch Kurventafeln
zur bequemeren Berechnung der einzelnen Glieder.

3 Hoecke, G.: Telegr.- u. Fernspr.-Techn. 21 (1932) S. 1, 77.
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Berechnung der Betriebsdampfung von Vierpolketten. § 190.

Die in (176. 2) vorkommenden Ubersetzungen der Scheinleistung wird man,
wenn die Leerlaufwiderstinde gegeben sind, wieder nach den Gleichungen (153. 1)
und (157. 1) berechnen. Sind die Wellenparameter gegeben, so kann man in die
beiden letztgenannten Gleichungen Anpassungsmafe einfithren:

U3, _  86Gint, (Eoi 1, Ginzr,

0,9, GCin(g+ t.) 3Coj(q + r,) T Sin(2(g + 1.) (190‘ 1)
und erhilt daher

,.._
S:.‘
&
CRi 2
<
!
—
5
«
=
~
@
+
H
\\_’/
l
Mt
5
Q
3
N
“ﬂ

(x90. 2)
Behrend?! hat eine (dem Sinusnetz dhnelnde) Darstellung der Funktion

T [ _@_"‘_(i(ll‘il )

= —In| Gof (4 + j v) Sin (4 + jv) |

gegeben, aus der man zu g + t, und 1, unmittelbar die auf der rechten Seite von
(- 2) stehenden Dampfungen entnehmen kann, ein besonders bequemes Verfahren.

Man kann aber auch wie im § 189, ohne AnpassungsmaBe einzufiihren, Cof g
und @in g durch Exponentialfunktionen ersetzen. Dann ergibt sich?

In Villl%l

— +1n|(Gofg + 3 Ging) (Gofg + & ing)!

=%In!(&oi2g+ :(8 + 8“>Cm2g

=—:—ln)e’a-(m—"*'sl)—2 e-20 e 82)*f

| R Be 4R, Ba
_ R+ 3 i _oq Re— 8o\
TS 8:!+ njx—(etoger @) | (190.3)

und nach dem Fehlersatz:

W3 _ R+3 1 BB\

1“V’u,*m“ botin| So= 4+ i T — (g g |

= b —1n| | Bt s Bt By

] %1 81 2R, Ba

Die Betriebsdimpfung der ganzen Kette ist daher gleich der Summe der Vier-

poldimpfungen, vermehrt um die Summe der StoBddmpfungen (N = Zahl der
Vierpole)

(x90. 4)

Ras Bor), (Bor, Brzr), (Borr: Bymm), -+ (Bans R

und vermindert um die Summe der StoBddmpfungen

By, Bin) (Birn Birr) Bipn)s Barnr)s -0 By Buw)-

Man kommt hierbei mit einer Hilfstafel fiir StoBdampfungen aus (z. B. mit
Abb. 174. 1).

1 Behrend, P.: Tel. u. Fernspr.-Techn. 23 (1934) S. 159.
2 Hoecke, G.: a.a. 0.
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§ I9I. Ubertrager.

7. Abschnitt.

Ubertrager.

§ I9I. Der verlust- und streuungsfreie Ubertrager (Transformator). Das
magnetische Feld im Kern eines ,,Ubertragers‘* (vgl. § 81) riihrt nach dem Durch-
flutungssatz von den Strémen in den beiden Wicklungen her und wirkt nach
dem Induktionsgesetz auf die beiden Wicklungen induzierend. Die im Kern
aufgespeicherte magnetische Energie ist daher den beiden Wicklungen gemeinsam :
Leistung, die auf der primiren Seite aufgenommen ist, kann durch die Vermitt-
lung des Kernfelds auf die sekundire Seite ,,iibertragen‘ werden.

Wir haben im § 81 abgeleitet, daB bei einem streuungslosen Ubertrager
die Induktivititen dargestellt werden kénnen durch

L, =wulG, L, = wiG, L, =ww,G, (191.1)

wenn wir den magnetischen Leitwert des Kerns mit G bezeich-

¥ gg i*lz nen. Sind nun die Verluste der beiden Wicklungen zu vernach-
lassigen und bedeuten mit den Zahlpfeilen der Abb. 191. 1 %, die
an die Primirwicklung angelegte, %, die an der Sekundirwick-
lung mit irgend einem Verbraucher abgenommene Spannung, i, und i, die
Klemmenstrome, so gelten die Gleichungen

Abb. 101. 1.

ds dz,
=1L, d-’:ﬁ:led_:zv
di, di, (xgr.2)
e ::*:Lmd—,'*'Lz?g
oder, komplex geschrieben:
W =jo(l;d £ L) =jow,G@ L9, (191. 3)

—W=jo (L Lyd + L) = L jou,G (3 + v, 3y) .
Wir haben den Gliedern mit L, vorldufig beide Vorzeichen gegeben und behalten
uns vor, im nichsten Paragraphen darauf zuriickzukommen.
Durch Division folgt aus (. 3) die Spannungsiibersetzung:
—E=FR-FR-Fp. (191. 4)
Der Ubertrager erlaubt demnach die Spannung eines Wechselstroms hinauf-
oder herunterzutransformieren, er ist ein ,,Spannungswandler”“. Das Umspan-
nungsverhiltnis ist bei dem streuungs- und verlustfreien Ubertrager gleich dem
Verhiltnis der Windungszahlen, dem -,, Windungsverhiltnis”. Da bei der Bildung
der Spannungsiibersetzung die in dem Faktor »,J; 4+ w,J, enthaltenen Strome
mit diesem weggefallen sind, ist die an den sekundiren Klemmen liegende Span-
nung unabhingig von der GréBe des dort angeschalteten AbschluBwiderstandes
R,, also unabhingig von der Belastung.
Fiir die Strome &, und J; und die Stromiibersetzung u, gilt keineswegs etwas

ebenso Einfaches. Da 1, = R, 3, ist, wird

“ay,
wy
f=F2—; (191.5)
3, folgt aus der ersten Gleichung (. 3),
. Wy U Wy
8‘~ij?G:FIZ;3’—ia)L,:Fw,32 (191'6)
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Der verlust- und streuungsfreie Ubertrager. § 192.

Der primire Strom setzt sich also aus zwei Teilen Zusammen: aus dem Leer-
laufstrom W,/(jw L,), der gegen die primire Spannung um go° verzégert ist, und
aus dem ,,iibersetzten’’ sekunddren Strom TF (w,/w,) J,. Infolge der magneti-
schen Kopplung der beiden Kreise bewirkt, wie man sieht, jede Erhéhung der
sekundiren Stromentnahme von selbst eine entsprechende (d. h. ,,iibersetzte‘)
Erhohung des primiren Stromes. Die Gleichung (. 6) ist ein besonderer Fall der
allgemein fiir Vierpole abgeleiteten Beziehung (155. 5).
Die Stromiibersetzung ist [vgl. (153. 1)]:

vy
S8 w, R, Joly, |
Uz R - u, :{:&3, B R+jol,’ (191'7)

sie hingt also im Gegensatz zur Spannungsiibersetzung von der Belastung ab.
Nur bei KurzschluB ist
3 \* w
(o) = F s (x91.8)
dann transformieren sich also die Stréme im gleichen Verhiltnis nach unten wie
die Spannungen nach oben und umgekehrt.

Die meisten der hier fiir den streuungs- und verlustfreien Ubertrager abge-
leiteten Beziehungen lassen sich unmittelbar aus den Grundgleichungen ablesen,
denen er als Vierpol gehorcht. Die Kettengleichungen z. B. haben nach (. 4)
und (. 6) die einfache Gestalt

ul = :F %: 112 »
(191.9)

Uy | -
%= Fiouue Tu %
Nach (15I. 1) ist also der Kernwiderstand des verlust- und streuungsfreien Uberi
tragers gleich F-jwL,,, wihrend sein Wellenwiderstand gleich Null ist. Die
Gleichungen (. 4) und (. 7) fir die Ubersetzungen lassen sich damit auch aus
(157. 1) und (153. 1) ableiten; man erkenrt dann unmittelbar, weshalb uy vor
R, abhingt, v, dagegen nicht.

Der Kernwiderstand, der ja ein Blindwiderstand, aber kein Blindschein-
widerstand ist, kann, wie schon im § 149 betont, mit steigender Frequenz auch
fallen: Fiir ihn gilt kein ,,Reaktanztheorem (§ 109).

Ist auch noch L, sehr'groB, so wird der Ubertrager zum ,,idealen Ubersetzer*
(die Benennung stammt von H. Schulz), d. h. einem Gebilde, das nur noch
transformiert nach den Gleichungen:

u,=F Z—.: u,, fh=7F %82, (191. 10)
By =R, By = e R (tgr. 11)

§ 192. Gegenseitiger Wicklungssinn. Bei zwei oder mehr Wicklungen, die
auf demselben Kern sitzen, die also mehr oder weniger fest miteinander gekoppelt
sind, lassen sich die Wicklungssinne in der folgenden einfachen Weise beriick-
sichtigen.

Die Induktionswirkung in einer Wicklung rithrt nach dem Induktionsgesetz
her von Schwankungen des mit ihr verketteten magnetischen Flusses, der nach
dem Durchflutungssatz teils von dem Strom in der betrachteten Wicklung,
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§ 192. Ubertrager.

teils von Strémen in anderen mit ihr magnetisch gekoppelten Wicklungen er-
zeugt wird.

Das Vorzeichen der selbstinduktiven Spannung Ldz/d¢ ist allein durch
die beiden maBgebenden Gesetze gegeben; es stimmt immer mit dem Vorzeichen
der ,,Widerstandsspannung' R: iiberein. Dagegen hingen die

R Vorzeichen der gegeninduktiven Spannungen auBerdem noch
\ > von der Art ab, wie die Wicklungen gewickelt und gepolt sind.
227 MaBgebend dafiir ist der Durchflutungssatz; nach ihm addieren
\ sich die Durchflutungen der Stréme. die tatsichlich im gleichen

I Sinne um den gemeinsamen Kern kreisen. Wenn* wir also er-

b 5,  reichen wollen, daB die wahren Richtungen der Stréme rich-

gegensinnig tig beriicksichtigt werden, miissen wir wieder den Begriff des

Abb.192. 1. Zihlpfeils zu Hilfe nehmen und etwa folgendes festsetzen (vgl.
Abb. 192. 1):

leich -fgleich] . .
gegen geger}:} sinnig gekoppelt),
wenn zweli in ihnen im Sinne ihrer Zihlpfeile flieBende (also positive) Stréme den
Jgleichen
|entgegengesetzten
Die Regel fiir die Vorzeichen der gegeninduktiven Spannungen lautet dann
cinfach so: Ist die Induktionswirkung in der Wicklung 1 zu berechnen, wihrend

,, Zwei Wicklungen sind { sinnig (oder

gemeinsamen magnetischen FluB im }Sinne umkreisen.‘

auf demselben Kern noch die Wicklungen 2, 3, . .. sitzen, so sind die Glieder
dz drs dz
:i:(Lx’d_;:’}:LwE?:tL13’£ﬂ:"') (192. 1)

anzusetzen, wo das Vorzeichen vor der Klammer sich in der soeben angegebenen
Weise nach dem Zihlpfeil des Stromes 7, richtet, wihrend in der Klammer das
obere Vorzeichen fiir gleichsinnige, das untere fiir gegensinnige Wicklung gilt.

Man iiberzeugt sich leicht, daB man bei Befolgung dieser Regel von selbst den Durch-
flutungssatz erfiillt. Sind z. B. die Wicklungen 1 und 3 gegensinnig, so daB das Glied mit
L,, in der Klammer das negative Vorzeichen erhilt, und ist in irgend einem Augenblick i3,
positiv, i3 negativ, so addieren sich offenbar rechnerisch die von 7, und #; erzeugten Durch-
flutungen. Das ist aber auch physikalisch nétig. Denn i, flieSt entgegengesetzt seinem
Zahlpfeil, also wegen der Gegensinnigkeit der Wicklungen im gleichen Sinne wic 7, um
den gemeinsamen Kern.

Da sich die Definition der Gleich- und Gegensinnigkeit, des ,gegenseitigen
Wicklungssinns*, jedesmal auf zwei Wicklungen bezieht, bedarf es besonders
dann, wenn eine groBere Zahl von Wicklungen auf demselben gemeinsamen Kern
sitzt, einer fiir Schaltbilder geeigneten Bezeichnungsweise. Im folgenden werden
Kreise an die gekoppelten Wicklungen gesetzt und die Gleich- oder Gegensinnig-
keit durch Drehpfeile auf den Kreisen ausgedriickt. Fehlen Drehpfeile, so werden
durch Doppelvorzeichen die beiden gegenseitigen Wicklungssinne beriicksichtigt ;
das -obere Vorzeichen gehért immer zum Gleichsinn, das untere zum Gegensinn.
Sind mehrere koppelnde Kerne vorhanden, so konnen sie durch Buchstaben
oder Ziffern, die man in die Kreise setzt, unterschieden werden.

Wir wenden das Gesagte nun auf die Gleichungen des vorhergehenden Para-
graphen an. Vergleicht man (191. 3) mit (192. 1), so erkennt man, daB das obere
Vorzeichen tatsichlich dem Falle gleichsinniger, das untere dem Falle gegen-
sinniger WickIungen entspricht. Aus (191. 4) folgt daher z. B., da8 die elektrischen
Felder auf der primiren und der sekundiren Seite bei gleichsinnigen Wicklungen
in jedem Augenblicke entgegengesetzte Richtungen haben.

Bei KurzschluB flieBen der primire und der sekundire Strom nach (191. 8)
immer im entgegengesetzten Sinne um den Kern. Denn wenn z. B. in irgend
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Der Spariibertrager. § 193.

einem Augenblicke der Strom ¢, positiv ist, flieBt der Strom ¢, bei gleichsinnigen
Wicklungen entgegengesetzt seinem Zahlpfeil, bei gegensinnigen Wicklungen
wie sein Zihlpfeil, beides bedeutet aber: ,entgegengesetzt dem Strom z; um
den gemeinsamen Kern®.

Aus dem Gesagten ergibt sich, daB die Rechts- oder Linksgangigkeit der Spulenwendeln
fiir ihren gegenseitigen Wicklungssinn keineswegs allein entscheidend ist. Bei mehrlagigen
Spulen z. B. werden die einzelnen Lagen haufig abwechselnd rechts- und linksgingig ge-
wickelt; der vom Kern aus beurteilte Wicklungssinn ist aber fiir jede Lage der gleiche. Ebenso
wesentlich wie die Rechts- oder Linksgiangigkeit einer Wicklung ist die Art ihrer Verbindung
mit den iibrigen Teilen der betrachteten Schaltung (ihre ,,Polung‘).

Es ist zu beachten, daB die Vorzeichen in den Gleichungen des § 191 zunichst
nur fir die Zahlpfeilzuordnungen der Abb. 191. 1 richtig sind, d. h. fiir den
Fall, daB auf der primiren Seite Verbraucherpfeile, auf der sekundiren Erzeuger-
pfeile benutzt werden (oder umgekehrt).

Andert man z. B. an dem Ubertrager nichts, kehrt aber den Zihlpfeill des sekundiren
Stromes um, so dndern sich zwei Dinge: erstens schligt der gegenseitige Wicklungssinn in
den entgegengesetzten um, zweitens werden aus den Erzeugerpfeilen der sekundaren Seite

Verbraucherpfeile. Infolgesessen dndert sich an dem Richtungssinn der Spannungen Ii; und
U, physikalisch nichts, wie es sein muB.

Um ohne Riicksicht auf die Zahlpfeile der Stréome die Vorzeichen der Spannungen
richtig zu beriicksichtigen, setzt man an die Klemmen, von denen die Spannungspfeile aus-
gehen, Pluszeichen und priift, ob Stréome, die von ihnen aus in die Wicklungen hineinflie8en,
im entgegengesetzten oder gleichen Sinn den gemeinsamen FluB umkreisen. Im ersten Falle
ist die Spannungsiibersetzung gleich —w,/w,, im zweiten gleich + w,/w,.

Haufig setzt man durchweg Gleichsinnigkeit oder Gegensinnigkeit aller Wicklungen
voraus und bringt in den Schaltbildern die Unterschiede im gegenseitigen Wicklungssinn
nur durch die Polung zum Ausdruck. Dieses Verfahren ist jedoch weniger empfehlenswert,

da bei ihm die Schaltbilder durch die notwendigen Uberkreuzungen leicht uniibersichtlich
werden.

Da die Frage der Wicklungssinne beim Ubertrager mit rein induktiver Kopp-

lung von geringem Interesse ist, werden wir bei.ihm im folgenden fast immer
Gegensinnigkeit voraussetzen.

§ 193. Der Spariibertrager. Unter einem Spariibertrager! versteht man eine
Wicklung auf einem Eisenkern (Abb. 193. 1), an der man wie beim Spannungs-
teiler einen Teilwert abgreifen kann. Der Spariiber-
trager wirkt ebenso wie der Ubertrager mit zwei gegen-
einander isolierten Wicklungen; die héhere Spannung
liegt an der vollen Wicklung (w,), die niedrigere an dem
Stiick, an dem man abgreift (w,). DaB der Spariibertrager
auch nach oben transformieren kann, liegt wesentlich
daran, daB seine beiden Teilwicklungen L,, und L, auf
demselben Kern sitzen, also durch eine Gegeninduktivi- Abb. 193. 1.
tit L, , miteinander gekoppelt sind.

Da der Spariibertrager immer so gewickelt wird, daB die Gegeninduktivitit
L,y bei den gewihlten Zihlpfeilen einer gegensinnigen Kopplung entspricht,
findet man bei Vernachlissigung der Nebeneinfliisse ohne weiteres:

U=joL,(@ =) —jolndh=joL,d —jo(l,+ Lu)S,, (193.1)

Uy =joLl, (3 —3) —joLl,,d—jol,+joLl,, (3 —3)

=joLn+ LS —jo(Lp+2Ln,+ Ly, (193.2)

1 Auch ,,Autotransformator'* genannt, weil die Spule, aus der er besteht, ,,selbst schon
ein Transformator ist.

10¢
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§ 194. Ubertrager.

oder mit
L,=wiG, Ly,=wu(w,—w)G, Ly=(w,—w)*G (193.3)
U =jow G @3, — 2,3y,
U, =jow,G (0,3 — 0,3y) .
Der verlust- und streuungslose Spariibertrager wirkt demnach genau wie der

nach Abb. 191. 1 gegensinnig gekoppelte Ubertrager mit getrennten Wick-

lungen.

Man kann das auch ausdriicken, ohne das Wort ,,gegensinnig‘‘ zu benutzen: Durch Spal-
tung des Drahtes eines Spariibertragers in zwei voneinander isolierte Wicklungen (Abb. 192. 1)
entsteht immer ein gleichwertiger gewshnlicher Ubertrager. Denn die auf diese Weise gebilde-
ten getrennten Wicklungen sind bei den iiblichen Zahlpfeilen ,,gegensinnig*‘.

(193. 4)

~ O O o § 194. Ersatz des Spar-
> 2 B = 4115 S 5 iibertragers durch eine nur
Ly 2 , L aus Selbstinduktivititen be-

& stehende Schaltung. Wir stellen

: 5 uns die Aufgabe, den Drei-

polL,,L,,L,, Abb. 194. I mit

ADb. 194. 3 und . 2. Beriicksichtigung der beiden

moglichen ~ Wicklungssinne

durch den Dreipol Lj, L;, L; Abb. 194. 2 zu ersetzen. Die Dreipole sind offenbar

gleichwertig, wenn sich bei gleichen Klemmenstrémen gleiche Klemmenspannun-
gen ergeben. Aus dieser Forderung folgen die Gleichungen:

JoLi3 FjoLl,dh=joLli3 +jol;( —3),

. . L L e (194. 1)
FJoL,d +jol,d = —joLli( —) +jolids;
sie sind erfiillt, wenn man
L= L, 4+ L, Ly=L,+L,,, Ly=F Ly, (194. 2)
macht.
Ist spezieller Lyg=L; =L, =1L, so ist L} = Lj = 2L, L} = — L, wenn der Dreipol

Abb. 194. 1 durch Anzapfung in der Mitte einer in einheitlichem Sinne gewickelten
Spule entsteht. Sind dagegen die beiden Halbspulen in ent-
gegengesetztem Sinne gewickelt, so ist L{ = L{=ound L;=L.
Lytlma Fiir den Spariibertrager der ‘Abb. 193. 1 gilt, da in (.2)
=(wy-m/w, 6 das obere Vorzeichen zu nehmen ist, die Ersatzschaltung
Abb. 194. 3. Sie ist voéllig gleichwertig, da die Leerlaufpara-
meter iibereinstimmen, kann aber nicht verwirklicht werden,
Lol weil es keine negativen Induktivitaten gibt.
- ”an” Man erkennt, daB Vierpole mit Gegeninduktivititen ein
e Verhalten zeigen kénnen, das sich mit Vierpolen, die nur aus
Selbstinduktivitaten bestehen, nicht erreichen laBt.
Auch bei gegensinniger Wicklung wird in dem Ersatzbild
(wenn L, # L,) eine der Induktivititen L] und L} negativ.

-Lmz
=—wy (wy-m)6

Abb. 104. 3.

§ 195. Streuung und Verluste. Die vereinfachenden Voraussetzungen, die
wir bisher gemacht haben, treffen bei den wirklichen Ubertragern nicht zu.

Zunichst ist die Gegeninduktivitit L, zwischen der primadren und der sekun-
diren Wicklung nicht gleich dem geometrischen Mittel der beiden Selbstindukti-
vititen L, und L,, sondern kleiner. Wir setzen wie im § 82

Ly=xVL L=y —0)LL,. (195. 1)

x ist der Kopplungs-, ¢ der Streugrad. Der Streugrad betrigt bei Ringiiber-
tragern aus gutem Eisen meist wenige Prozent; bei Ubertragern mit ungeschlos-
senem magnetischem Kreis ist er groBer.
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Streuung und Verluste. § I195.

Weiter treten beim wirklichen Ubertrager Verluste auf, die von einer Um-
wandlung elektromagnetischer Energie in Wirme herrithren. Sie kénnen ver-
schiedene Ursachen haben. Schon den Wicklungen als solchen kommt ein Wider-
stand R zu. Zu diesem treten aber noch weitere durch den Eisenkern verursachte
Verlustwiderstinde.

Besonders wesentlich sind die Hystereseverluste, die darch die Ummagnet;:-
sierung des Eisens entstehen. Wir haben im § 73 gesehen, daB ‘der ihnen ent-
sprechende Verlustwiderstand wie der induktive Widerstand wL der Frequenz
und auBerdem der magnetisierenden Stromstédrke proportional ist. (Niheres im
§ 249.) Um die Frequenzabhingigkeit zu beriicksichtigen, setzen wir den Hyste-
resewiderstand dem induktiven Widerstand w L proportional. Wir erreichen dies
in einfachster Weise, wenn wir zum Ausdruck bringen, da3 die magnetische In-
duktion B hinter der magnetischen Feldstirke § zuriickbleibt, d. h. daB die Per-
meabilitat 4 komplex ist, was wir durch einen dariibergesetzten Strich andeuten:

p=|ply—=9. (195. 2)

Setzen wir ndmlich ein solches komplexes x in die Gleichung fiir die Induktivitit

beispielsweise einer Ringspule ein, so erhalten wir fiir deren komplexen Wider-
stand bei kleinem §:

A : F
R—R+jouw ~R+jo ul(t—jowr
—R+wbd|u vt fjolpw ~R+0L+jol, (195. 3)

wenn wir unter L die Induktivitit verstehen, die die Spule bei reeller Permeabili-
tit hatte. Zu dem Gleichstromwiderstand tritt also bei Annahme einer kom-
plexen Permeabilitdt tatsichlich ein Zusatzwiderstand dw L, der der Frequenz
proportional ist.

Auch der im Kern entwickelten Wirbelstromwirme entspricht ein Zusatz-
widerstand; er ist, wie die Theorie und die Erfahrung zeigen (vgl. § 84), bei den
gewohnlich benutzten Frequenzen dem Quadrate der Frequenz proportional.

Die bei Wechselstrom auftretenden Verluste kénnen daher in erster Nihe-
rung dadurch beriicksichtigt werden, da man fiir den komplexen Widerstand
jeder Wicklung

R=R+0+wNwl+jolL=R+R,+jolL (195. 4)

ansetzt, wo der Faktor ¢ ein Wirbelstromkoeffizient ist. Die Koeffizienten ¢
und ¥, von denen der Dimension nach ¢ eine reine Zahl, 9 eine Zeit ist, schwanken
stark. & kann durch Unterteilung des Kerns herabgesetzt werden.

Fiir den Kernwiderstand, d. h. nach § 191 den gegeninduktiven Widerstand
zwischen den beiden Wicklungen, findet man in derselben Weise, daB er nicht rein
imaginir sein kann, sondern ebenfalls einen merklichen reellen Anteil haben muB3:

M=0+wvd)owl+jol,=R,+joL. (195. 5)

Die Beriicksichtigung der Nebeneinfliisse wird erleichtert, wenn man Ver-
lustgroBen ¢ durch die folgenden Gleichungen einfiihrt:

R=R+00+odol, +jol, =joL,(1—js),
R=R+0+owdol, +jol, =joL,(1 —js,), (195. 6)
M = O+odol,+jol,=jo )1 —oc VL L, (1 —ie,).

Nimmt man an, daB die Zeitkonstanten 7; = L,/R, und 7, = L,/R, der beiden
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§ I 96. Ubertrager.

Wicklungen gleich groB sind (= 7), so hat man

_ R
€ _le+¢§+w19, alsoe—em————wlt. (195.7)
Ep =0+,

Der Anteil ¢ — ¢, entspricht dem ,,Kupfer-“, der Anteil ¢,, dem ,,Eisenverlust‘’.

§ 196. Ersatzbilder. Wir bezeichnen im folgenden wie bisher die komplexen
Widerstinde der beiden gegensinnig gekoppelten Wicklungen mit &, und &,, den
gegeninduktiven komplexen Widerstand mit M. Dann laBt sich der Ubertrager
immer durch eine Sternschaltung ersetzen mit den Lingswiderstinden %, — I
und R, — M und dem Querwiderstand M. Denn bei dieser Ersatzschaltung sind
die Scheinwiderstinde und der Kernwiderstand gleich den entsprechenden
Parametern des wirklichen Ubertragers.

Die Querinduktivitat der Ersatzschaltung ist bei gegensinnigen Wicklungen positiv;
bei gleichsinnigen miiBte sie nach (191. 9) negativ gewahlt werden.

Das Ersatzbild des Ubertragers wird sehr anschaulich, wenn man es von der
., Transformation* befreit, indem man diese in einen davor- oder dahinterzuschal-

o B tenden idealen Ubersetzer verweist (Abb.

1:n 196. 1). Natiirlich muB man dann alle ver-

| 3, Rl R Y; bleibenden Schaltelemente mit Hilfe des
u,! b u'Y O '®) e, Windungsverh.iiltnisses w,[w, = n ,,ins Pri-
i | W, W, i maire‘‘ oder ,,ins Sekundire* iibersetzen,

je nachdem ob man den idealen Ubersetzer

AbD. 196. 1. hinter oder vor die Sternschaltung schal-

tet. In der Tat erreicht man dadurch, da8

das Ersatzbild dem wirklichen Ubertrager vollkommen gleichwertig wird. Denn
es gelten nach der Maschenregel fiir die Sternschaltung die Gleichungen:

=99 -2y,

W ™ g _ ﬁ;%’, (x96. 1)
n n
fir den gegensinnig gewickelten Ubersetzer nach (191. 10) die Gleichungen
Uy=nll, "= n,, (xg6. 2)
fiir die ganze Schaltung daher die Grundgleichungen des gegensinnig induktiv
gekoppelten Ubertragers

u1=9{131-9ﬁ8‘2, u2=9ﬁ8‘1—§ﬁ232. (196.3)
Bei geringem Streugrad o kannman das Ersatzbild noch wesentlich vereinfachen.

Dann ist nimlich m . — .
y —ioVT—0L(1—je,)

msmel—Fijl:Rm +jolL;, (196. 4)
% - =joL{c—id — (=) @ —jen)]
~NioLll —ik—e) = oL +iol L,

=R1+jw%L1, (x96. 5)
R m .
ﬁ—7=%—%m=m+wﬂa, (196. 6)

1 Ein Ubersetzer 1:# hat nach der hier benutzten Definition das ,,Windungsverhaltnis** z
(nicht etwa 1/nl).
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Ersatzbilder und Bemessung des Ubertragers. § 197.

und man erhilt, vom idealen Ubersetzer abgesehen, das bei geringer Streuung
noch immer vollkommen gleichwertige Ersatzbild Abb. 196. 2. Man beachte,
daB bei geringer Streuung in den Lingszweigen nur der Kupferverlust, im Quer-
zweig nur der Eisenverlust liegt.

Ao gh Fho A I 2 gL, A

Em WL,
W
by

Abb. 196. 2. Abb. 196. 3.

Es ist im allgemeinen bequemer, zur Beriicksichtigung der Eisenverluste
einen Widerstand R, parallel zur Induktivitit L, anzuordnen. Nach (115. 3)
und (195. 7) muBl man dann

0l oL, oL
wihlen. Damit erhilt man das Ersatzbild Abb. 196. 3.

Diese Schaltung ist dem wirklichen Ubertrager bei geringer Streuung und
nicht zu hohen Verlusten bei allen Frequenzen vollkommen gleichwertig. Sie
enthilt neben gewohnlichen Widerstinden und Induktivititen zwei Elemente
besonderer Art, einen reinen Widerstand R, von bestimmter Frequenzabhingig-
keit und einen idealen Ubersetzer. Das ist aber kein Mangel des Ersatzbilds, da
sowohl die Frequenzabhingigkeit von R, als auch das Verhalten eines idealen
Ubersetzers auBerordentlich einfach sind.

Der Querwiderstand R, steigt bei niedriger Frequenz dieser proportional; bei hoher
Frequenz nihert er sich dem bei niedrigem # hohen Wert

L, L/H
9 Blus

Ersetzt man in der Schaltung der Abb. 196. 1 iiberall 1/ durch (1/n) (x)*?1,
wo % die magnetische Kopplung des wirklichen Ubertragers ist, so erkennt man
auf demselben Wege, der zu den Gleichungen (. 3) gefithrt hat, daB man bei
‘Wahl des oberen Zeichens nur auf der primiren, bei Wahl des unteren Zeichens nur
auf der sekundiren Seite der Ersatzschaltung Abb. 196. 3 Streuinduktivitit einzu-
schalten hat, und zwar den vollen Wert ¢ L,. Die Ersatzschaltung wird dadurch
ein wenig unsymmetrisch; dafiir ist das Windungsverhiltnis des idealen Uber-
setzers ein wenig gedndert. Diese vereinfachten Ersatzbilder sind hiufig bequemer.

Die hier abgeleitete Ersatzschaltung Abb. 196. 3 kann auch fiir einen Ubertrager mit
gleichsinnigen Wicklungen verwendet werden, wenn man dem Ubersetzer ebenfalls gleich-
sinnige Wicklungen gibt. Beim Windungsverhiltnis 1 darf man den Ubersetzer weglassen; bei
gleichsinniger Wicklung muB man dann aber die (Eingangs- oder) Ausgangsdrihte kreuzen.

MQ. (196. 8)

§ 197. Die Bemessung des Ubertragers; Ubertragungsma8 und Wellenwider-
stand. Ein Ubertrager werde durch eine Energiequelle von der Leerlaufspan-
nung € und dem reellen inneren Widerstand R, betrieben und arbeite auf einen
Verbraucher von dem reellen Widerstand R, . Beide Widerstinde seien frequenz-
unabhingig.

Aus den Gleichungen (195. 6) folgt dann zunichst:

Gojg— VEI® _ it (i 9 (i i)

n i —o (1 —]€m) or
wx—{—%—jér. (197. 1)



§ 197. Ubertrager.

Es sei z. B. o = 0,02; f= 800 Hz; 7 = 100 ms. Dann wird
€ofg =1 4 0,01 — j-o0,002;
also b= 0,14, a = — 0,8°%

Die gebrauchlichen Ubertrager haben demnach in einem weiten Frequenz-
bereich eine nur geringe Vierpoldimpfung, die im wesentlichen von der Streuung
und nur zum kleineren Teil von den Kupferverlusten herriihrt. Denn da cos a & 1,
ist Gofb~ 1 +0/2; b~ To.

Der zweite Wellenparameter des Ubertragers, der mittlere Wellenwiderstand
3. ist nach der Definition (149. 4)

8=jo VL L, y@d—je — (1 —0) (1 —je,)

. T T + m . »

:]w]/LleV"—i‘(;):'—2](51‘;+05m>
~iw VL, —i 2 25
\,]w]Llel/a i (197. 24

auch er ist also bei geringer Streuung und hoher Zeitkonstanie zwar nicht Null,
aber doch klein. Da seine Phase im allgemeinen nur wenig kleiner ist als go°,
kann man die als reell vorausgesetzten AbschluBwiderstinde nur dem Betrage
nach anpassen. Wir wollen daher fiir die wichtigste zu iibertragende (,,mittlere‘’)
Frequenz, die wir f,, nennen, die erste Anpassungsbedingung wenigstens zur

cinen Hilfte erfiillen: -
18| =TVR.R, (197.3)

und dabei auch noch in dem Ausdruck (. 2) fiir den Wellenwiderstand 4,(w?7?)
neben o2 vernachlissigen. Ob die Nichtanpassung des Winkels von 8 unan-
genehme Folgen hat wird sich bei der weiteren Untersuchung herausstellen.
Wir wihlen also

wVeL, L, = VR,R,, (197. 4)
auBerdem entsprechend der zweiten Anpassungsbedingung
Ly:L,=R,:R,. (197. 5)

Beide Gleichungen zusammen liefern die folgenden Vorschriften! fiir die Be-

messung des Ubertragers:
R, R,

L= "°. und L,= =. (197. 6)
Wy, Jo W, |o
Es sei z. B. f,, = 800 Hz, R, = 600 (2, R, = 1600 (), 0 = 2% . Dann folgt aus (. 6)
Ly=o084H, Ly=2,25H.

Der magnetische Leitwert G des Kerns sei bei der betrachteten Ubertragergattung gleich:
1,3 wH. Setzen wir diesen Wert in die Gleichungen L, = »{G und L, = w3 G ein, so erhalten
wir die Bemessungsgleichungen
H
wy = Vo 84 H wy = ’//EEA; =1300.
1,3 uH 1,3pH
Von jetzt ap wollen wir durchweg voraussetzen, daB der Ubertrager nach
(. 6) bemessen sei. Mit der Abkiirzung w/w,, = 1 legen wir also die folgenden
Gleichungen zugrunde:

W —jnR, 2, R |
' (e Vs (197.7)
V9J?=1nVRaR,——f—A Ve 8=inVR.R. ]/ J;;a—;;- ‘

1 Feldtkeller, R., u. Bartels, H.: Elektr. Nachr.-Techn. 5 (1928) S. 247. Gleichung;
(roa).
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Spannungs- und Stromiibersetzung; Betriebsdampfung. § 199.

§ 198. Die Betriebsdimpfung des Ubertragers bei der Frequenz f,,. Die all-
gemeine Gleichung (177. 2) fiir die Betriebsdimpfung ergibt nach (197. 7), (197. 1)
und (197. 2)

P T <I+__]m>

;/Vl—o(l——]e,,,) NOmT

c—]
NOmT
]nya}’x—a(l—]em)“ (198. 1)
Setzt man 7 = 1, so streicht sich das erste gegen das vorletzte Glied, und wir
erhalten unter Vernachléssigung kleiner Glieder hoherer Ordnung:

& In I+—— + -—j(;ln—ti ~1n<1+ Z——}- ~~I_——>

OnT Yo OnT }/Tr
o I
S (198. 2}
2
= ont)o
Bei dem von uns gewiahlten Beispiel ist

o T 1

— = 0,01; — = 0014; ——— = 0,002;

2 O T 'y P D T

wir erhalten daher b = 24 mN, d. h. einen Wert, der unter der Vierpoldimpfung licgt.
Das ist keineswegs verwunderlich; denn wir haben im § 174 gesehen, daB8 auch die dort ab-
geleiteten ,,StoBdampfungen* negativ werden, wenn sie von einer Nichtanpassung nach
dem Winkel (bei Anpassung nach dem Betrag) herriihren.

Bei noch geringerer Streuung ist?

b~ =-1=_2 198. 3)
o zy; R~ R, (198.3
(Man beachte, daB fiir ¢ = o nach (197. 6) T Jo endlich bleibt.)

§ 199. Frequenzabhingigkeiten der Spannungs- und Stromiibersetzung und der
Betriebsdimpfung. Vernachliissigen wir die VerlustgréBen ¢ und ¢,,, so erhalten
wir nach (197.7) mit 'R /R = fiir die Ubersetzungen der Spannung und
des Stroms:

u _ m o juyR,R,
b8 FrRYT ik,
I
=n—m=, 199. 1
W W inRrn,
?(1 mc+%2 ]? "/g_*_]nR
I in 1 1
== — — 199. 2
minaYe * Ve (199. 2)
n

Abb. 199. 1 stellt die Briiche, mit denen die Faktoren # und 1/# multipliziert
sind, als Ortskurven in der Ebene der komplexen Zahlen dar. Man sieht, da8
bei geringer Streuung die Spannungsiibersetzung unterhalb von f,, sehr nahe
gleich dem Windungsverhiltnis #, die Stromiibersetzung oberhalb von f,, sehr
nahe gleich seinem Kehrwert ist. (Je geringer die Streuung, um so niher liegen

1 Feldtkeller, R., u. Bartels, H.: a. a. O.
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§ 200. Ubertrager.

die Punkte ,,» = 1 der reellen Achse.) Bei einigermaBen betrichtlicher Streu-
ung dagegen nehmen die Spannungsiibersetzung bei Frequenzen oberhalb von
fm und die Stromiibersetzung bei Frequenzen unter-
halb von f,, immer stirker ab. Beides ist natiirlich
eine Folge davon, daB wir bei der Frequenz f,, nach
dem Betrage angepaB8t haben. In der Ersatzschal-
tung Abb. 196. 3 nimmt die Querinduktivitit bei sin-
kender Frequenz immer mehr Strom auf, wihrend bei
steigender Frequenz die von den lings liegenden
Streuinduktivititen aufgenommenen Spannungen
immer wesentlicher werden und die Querinduktivitit

immer weniger in Betracht kommt.
Ein entsprechender Verlauf ergibt sich aus (198. 1)
Abb. 199. 1. fir die Betriebsdimpfung; und zwar erhalten wir,
wenn wir die Verluste beriicksichtigen, aber kleine

Glieder hoherer Ordnung vernachlissigen:

b=In1+ %+ _,.'+jy7;(n—%>f. (199. 3)

ont)o

"uy, ——e=

b steigt bei endlicher Streuung auf beiden Seiten! von £, allmihlich an.

Bei den Frequenzen 7, =  ¢/2 und 7, = 2/Yo (d h. ny/y, = 4/o) erreicht die
Betriebsdimpfung annihernd den Wert In |1 + j| =In}2 = 0,35 N. Ist die-
ser zuldssig, so darf man den Bereich zwischen w, = n,®,, und w, = 7,w,, aus-.
nutzen. Mit streuungsarmen Ubertragern kann man demnach sehr breite Fre-
quenzbinder iibertragen.

Fiir ¢ = 0,02 ist 4/0 = 200. Ist also f,, = 800 Hz, so ist die Betriebsdampfung in dem
Bereich zwischen 57 und 11000 Hz kleiner als 0,35 N. Musikalisch (vgl. § 285) bedeutet dies
einen Bereich von mehr als 7 Oktaven (ndmlich %log 200 = 7,64).

§ 200. Der Scheinwiderstand des Ubertragers. Der Scheinwiderstand eines
nach (197. 6) bemessenen Ubertragers 148t sich bei Vernachlissigung der Verlust-
gréBen & und ¢,, leicht nach (156. 1) berechnen?:

m: . BWR,+ B

— R . 9
B=B—grm~ rom
jinR.R,[Yo — 7R, R, iVe
_inReB Vo= R R _xtiVong 0y
R,+inR,[fo I_j}’_a
n

Seine Frequenzkurve? wird daher durch Abb. zo00. 1 wiedergegeben (statt /n,,
lese man ). Fiir n <€ 1 ist ndmlich

B, ~ ———— R,; (200. 2)

_iYe
n

bei Variation des reellen Parameters 1/5 durchliuft 2, also in diesem Frequenz-
gebiet nach § 119 einem Halbkreis vom Durchmesser R,, der von .de'r Orfilnaten—
achse beriihrt wird und dgssen Mittelpunkt auf der reellen Achse liegt. Firn =1

dagegen wird

I

®, =TI R ~ (14 2j70)R, (200.3)
1—jYo
1 Casper, W. L.: Electr. Communic. 2 (1923) S. 262; Feldtkeller, R., u. Bartels, H.:

a.a. 0.
2 Noch unmittelbarer ergibt er sich aus (199. 1) und (199. 2).. .
3 Teldtkeller, R., u. Bartels, H.: Elektr. Nachr.-Techn. 5 (1928) S. 247. Bild 6.
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Der Scheinwiderstand des Ubertragers. § 201.

und fiir hohe Frequenzen (n > 1)

By=(1+jlenk,. (200. 4)
Der Halbkreis geht also mit steigender Frequenz in eine zu der imaginidren Achse
parallele Gerade iiber.

Man erkennt, daB der Ubertrages in
der Nihe der mittleren Frequenz f,, mit
einer besonders hinsichtlich des Betrags
ausgezeichneten Anniherung den Schein-
widerstand  des ,idealen Ubersetzers*
R, = R,[n? hat. Nur bei niedrigen Frequen-
zen und dann wieder bei Frequenzen ober- Parameter T
halb der mittleren nimmt der Scheinwider-
stand ausgesprochen induktiven Charakter Ra
an. Das Entsprechende gilt fiir den Schein- Abb. z00. 1.
widerstand B, von der sekundiren Seite.

In der Nihe der mittleren Frequenz ist ein nach dcm Betrage des Wellen-
widerstands angepaBter Ubertrager mit guter Ndherung auch nach dem Betrage
des Scheinwiderstands angepalt.

imag.
A

§ 201. Das Ersatzbild des Ubertragers bei Beriicksichtigung der Wicklungs-
kapazititen. Legt man an die Enden einer Spule eine Wechselspannung, so
schlieBen sich die Stromlinien nicht nur durch das Metall ihrer Windungen, son
dern zum Teil auch als Linien von Verschiebungsstromen durch das Dielektrikun:.
Die dielektrischen Stromwege und die ihnen entsprechenden Teilkapazititen
kommen neben dem galvanischen Stromweg um so mehr in Betracht, je hoher
die Frequenz und je hoher der galvanische Widerstand der Spule ist und je héhere
Spannungen an den einzelnen dielektrischen Teilleitwerten liegen. Bei einlagigen
Spulen bestehen zwischen benachbarten Windungen, verglichen mit der Gesamt-
spannung, nur geringe Spannungen daher laufen bei ihnen die Verschiebungs-
stréme hauptsichlich vom einen Spulenende zum anderen, vorausgesetzt, dal}
sich nicht etwa in Gestalt benachbarter Leiter (z. B. des Kerns oder einer Spulen-
hiille) besser leitende Stromwege darbieten. Bei mehrlagigen Spulen kommen,
falls sie nicht in besonderer Weise (, kapazititsarm‘‘) gewickelt werden, dhnlich
wie bei den Zylinderkondensatoren hauptsichlich die dielektrischen Leitwerte
zwischen den einzelnen Lagen und die Leitwerte iiber benachbarte Leiter in
Betracht.

ErfahrungsgemiB liegt die Kapazitit. der in der Fernmeldetechnik ver-
wendeten Spulen etwa in der GréBenordnung von 50 pF. Man beriicksichtigt
sie meist, indem man sich Kondensatoren zu den Spulen parallelgeschaltet
denkt.

Im Ersatzbild (Abb. 196. 3) denkt man sich die Kapazititen bei den tieferen
Frequenzen meist im Kern parallel zu der Induktivitit. Man faBt sie dort,

. . . .. w?
was ja dann erlaubt ist, zu einer einzigen Kapazitit C; 4+ — C, zusammen.
1 ws{ 2

Da sich die Verschiebungsstrome nur bei hohen Windungszahlen bemerkbar
machen, wollep wir voraussetzen, dal w, > w,, also C, + (w3/w}) C, ~ (wi/w}) C
ist. Dann tritv nach dem Ersatzbild bei der Frequenz

. = I 1

0= e = =

Yrothe, VG
UL‘i‘

,,Parallelresonanz‘‘ ein. Wenig unterhalb von dieser Frequenz w, hat der Leer-
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§ 202. Ubertrager.

laufwiderstand des Ubertragers von der Seite 1 B} eine nur geringe Blindkompo-
nente WY, wihrend seine reelle Komponente W} den verhiltnismaBig hohen Wert

L
R, m:_} =R, +R,,~R,, (201. 2)
"m0

annimmt, der in der Hauptsache durch die Eisenverluste gegeben ist (vgl.
Abb. 201. 1; 7 bedeutet w/m,,
nicht w/w,y,).

/\ Wird die Frequenz noch sehr

AW

viel weiter erhoht, so flieBt durch

\ 7 die Querinduktivitit L, des Er-

\ satzbildes immer weniger Strom,

/ \711 N so daB man sie ebenso wie den

7 hohen Widerstand R, schlieBlich

e —~— weglassen kann. Denﬁt man sich

45 ap 47 \ /S B L dann die Kapazitit (w}/w?) C, un-

\ L mittelbar vor den idealen Uber-

setzer gelegt, so erkennt man, da3

v/ der Blindbestandteil des Leerlauf--

bb. 201 1. widerstandes WY zum zweiten
Male sehr klein wird, wenn

. o .1
2-jo Ll—i—.*—;g——:o (201. 3)

jo—3C
w? 2

ist. Offenbar hat man jetzt Reihenresonanz (,,Streuresonanz‘‘). Die zugehérige
Frequenz ist I
W, == e
Yo L,C,
Der KurzschluBwiderstand des Ubertragers von der Seite 1 ist nach seiriem
Ersatzbild auch dann, wenn man die Kapazitit beriicksichtigt, bei allen in Be-
tracht kommenden Frequenzen

Wi~ 2R, +jwol,. (201. 5)
Er hingt also nur von dem Gleichstromverlust und der Streuinduktivitit ab

und 148t sich in der komplexen Ebene durch eine zur imaginiren Achse parallele
Gerade darstellen.

(201. 4)

§ 202. Die Ubersetzung der Leerlaufspannung. Die Zweipolquelle §, %, die
wir uns dem Ubertrager vorgeschaltet denken, bildet mit diesem zusammen
nach § 15 wieder eine Zweipolquelle, die ebenfalls durch eine gewisse Leerlauf-
spannung u, & und einen inneren Widerstand %, beschrieben werden kann.

Wir wollen uns hier nur mit der Leerlaufspannung u,€ beschiftigen. Ihr
Verhalten 148t sich aus dem Ersatzbild Abb. 196. 3 ablesen. Bei Gleichstrom
bedeuten der Widerstand R, und die Querinduktivitat Kurzschliisse, die Kapa-
zitit einen unendlich groBen Widerstand. u, beginnt daher bei steigender Fre-
quenz mit geringen Werten, nimmt dann aber zu, da R, stark wichst und auch
joL, immer groBer wird. Ist R, reell und ist bei der Frequenz @, der in-
duktive Widerstand w L, gleich R, geworden, so wird nach der Spannungsteiler-
gleichung

joly i £9°° "

I R e e —n = =

= o 0-
nRa+j-z‘;1Ll 1+j 1B /45° 2L‘15 ’ (202. 1)

d. h. die Leerlaufspannung am Ausgang des Ubertragers betrigt bereits etwa
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Die Ubersetzung der Leerlaufspannung. § 202.

71% der mit dem Windungsverhiltnis # transformierten Urspannung €. Bei der
,.Eigenfrequenz‘ w, ist sie, wieder nach dem Ersatzbild, annihernd auf die mit
# transformierte Urspannung € gestiegen. Bei noch hoheren Frequenzen wird
die Querinduktivitit immer wirkungsloser, wihrend die Streuinduktivitit und
die Kapazitit an Einflul gewinnen. Die Leerlaufspannung bleibt daher oberhalb
der Eigenfrequenz zunichst nahezu konstant, steigt dann aber in der Nihe der
Streufrequenz w, = w, /Yo nochmals zu einem ziemlich spitzen Maximum an,
wie man erkennt, wenn man die Kapazitit in der Ersatzschaltung wieder un-
mittelbar vor den Ubersetzer legt. Oberhalb der Streufrequenz sinkt |u,| stark ab.

Dieselben Schliisse lassen sich aus den Glelchungen ziehen. Ist der Uber-
trager nach (197. 6) an R, angepaBt, so gilt (n = w/w,,, 17, = 0p/m,,):

R, n R, . in R, ¢ inYoR,
Ri=—"% |, R, = 12, L,="=-", — Ly =—— 202. 2
! (')mt}/o ? emfo Jo & ]/o' w2 ! 2 ( )
Es wird also
M= ;n-"z = Lok ]wL
B el T0mG T othGE TR
R
e (202. 3)
I—_9+j6m Y;
Mo
und
0
u, = nN- i =N !
1= = : v
R, +R1+]w——L1+2J_2. ]-{—}?"_-*%DULJ_Z
=n V T o - . . (202. 4)
o+ 1/(onT
1+ (2 + - )(— ,+1m)

In der ersten Klammer des Nenners diirfen wir immer 1/(w,,7) neben Vor ver-
nachléssigen; auBerdem wollen wir zunédchst voraussetzen, daB % so klein sei,
daB ¢/2 neben Yo/(jn) und je, neben 1 —n2/n% weggelassen werden diirfen.

Dann ist
n

1 n\2
l/ 1+o ("7 — %)
d. h. der Betrag der Ubersetzung u, steigt langsam so an, als ob er bei der F