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Vorwort. 
Bei dem scheinbar unersattlichen Bediirfnis nach Darstellungen 

del' Relativitatstheorie, populii.ren sowohl als hochwissenschaftlichen, 
welches besonders in Deutschland herrscht, glaubte ich dem Verlage 
raten zu sollen, eine Sonderausgabe des vortrefflicben Artikels zu ver­
anstalten, den Herr W. Paulijr. fiir die Encyklopadie del' Mathematischen 
W issenschaften, Band V, verfaBt hat. Obgleich damals noch Student 
war Herr Pauli nicht nul' in den feinsten Gedankengangen der Rela­
tivitatstheorie durch eigene Untersuchungen heimisch, sondern auch 
mit del' Literatur des Gegenstandes voll vertraut. 

Der A rtikel paBt sich seiner ganzen Anlage nach in den Rahmen 
der Mathematischen Encyclopadie ein. Die Hiickverweise auf friihere 
Artikel, insbesondere auf die Elektronentheorie von H. A. Lorentz, die 
in ihrem SchluBparagraphen die Theorie des deformierbaren Elektrons 
ankiindigt und daher selbst einen Markstein in der Geschicbte del' 
Relativitatstheorie bedeutet, muBten in diesel' Sonderausgabe natiirlich 
bestehen bleiben und werden den Leser schwerlich storen. Entspre­
chend dem al1gemeinen Charakter del' Encyclopadie werden die mathe­
matischen Zusammenbange in voller Allgemeinheit und Abstraktion 
dargestellt; den mathematischen Hilfsmitteln invariantentheoretischer 
und polydimensionaler Art ist besonders der II. Abschnitt gewidmet. 
Entsprechend den Zielen des physikalischen Encyklopadie-Bandes ande­
rerseits steht aber letzten Endes die physikalische Anwendung im 
Vordergrunde und wird die Moglichkeit der empirischen Priifung nie 
aus dem Auge verloren; z. B. wird im I. Abschnitt del' vielgenannte 
Ritzsche Gegenvorschlag zur Relativitatstheorie dargestellt und an 
Hand del' Erfahrung mit einer Griindlichkeit kritisiert, die del' Be­
deutung seines Urhebers entspricht. 

in del' ausgedehnten Beriicksichtigung des Beobachtungsmaterials 
unterscheidet sich der vorliegende Artikel von Weyls groBer System a­
tik der Raum-Zeit-Theorie, die natiirlich nur die besondere Auffas­
sung Weyls, zum Teil im Gegensatz zu deIjenigen Einsteins, zum 
Ausdruck bringen will; die Weylsche Theorie selbst und die Mieschen 
Gedanken, die sie weiter ausbaut, werden im letzten Abschnitt kritisch 



IV Vorworl 

dargestellt. Von dem Lauesehen Lehrbueh andererseits unterseheidet 
sich der Artikel Paulis darin, daB die Beweise im allgemeinen nieht 
vollstiindig durehgeflihrt, sondern nur ihrem wesentliehen Gedanken­
gange naeh angedeutet werden. Wiihrend das Lauesehe Lehrbueh in 
der Auswahl des Stoffes sieh mannigfache Besehriinkungen auferlegen 
rouB, wird hier die vollstiindige Beriieksiehtigung alier bis Ende 1920 
erschienenen wertvolleren Beitriige angestrebt. Darliber hinaus sind auch 
die eigenen Ansiehten des Verfassers vielfaeh in den Berieht eingestreut. 

Es ist zu hoffen, daB die vorliegende Sonderausgabe als eine niitz­
Hehe Erganzung der Relativitiitsliteratur willkommen sein und in 
gleicher Weise den Physiker wie den Mathematiker bei einem tieferen 
Eindringen in die Theorie f'6rdern wird. 

Miinchen, den 30. Juli 1921. A. Sommerfeld 
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Eine Erganzung zn vorliegendem Arlikel bilden nach der astronomischen 
Seite der Artikel F. Kottler, Gravitation und Relativitatstheorie (Beitrag znm Ar­
tikel VI I, 22 von S. Oppenheim) und nach der mathematischen Seite die Artikel 
von R. Weiteenbiick, Nenere Arbeiten liber algebraische Invariantentheorie, Diffe­
rentialinvarianten und L. Berwald, Differentialinvarianten der Geometrie (mit be­
sonderer Beriicksichtigung der mehrdimensionalen Mannigfaltigkeiten), Bd. III l 
dieser Encyklopadie. 

I. Grundlagen der speziellen Relativitii.tstheorie. 

1. Historisches (Lorentz, Poincare, Einstein). Die Umwandlung 
del' physikalischen Begriffe, welche die Relativitatstheorie bewirkt hat, 
war seit langeI' Zeit vorbereitet. Bereits im Jahre 1887 bemerkte 
Voigt!) in einer Arbeit, die noch auf dem Standpunkt del' elastischen 
Lichttheorie steht, daB es mathematisch be quem ist, in einem bewegten 
Bezugssystem ein~ Ortszeit t' einzufiihren, deren Anfangspunkt eine 
lineare Funktion der raumlichen Koordinaten ist, wabrend jedoch di"e 
Zeiteinheit als unveriinderlich angenommen wil'd. Man kann namlich 
auf diese Weise erreichen, daB die Wellengleichung 

1 Olrp 
L/(p - c!&ii = 0 

auch im bewegten System giiltig bleibt. Diese Bemerkung blieb je­
doch vollstandig unbeachtet, und erst in den grundlegenden Arbeiten, 
die H. A. Lorent~l) 1892 und 1895 veroffentlichte, tritt eine derartige 
Transformation wieder auf. Zu der formalen Erkenntnis, daB die Ein­
fiihrung einer Orlszeit t' im bewegten System mathematisch bequem 
ist, kamen hier wesentlich physikalische Ergebnisse hinzu. Es wurde 
der Nachweis erbracht, daB bei Beriicksichtigung der Bewegungen der 
in den .Ather eingelagerten Elektronen alle Effekte 1. Ordnung in 

1) W. Voigt, "Ober das Dopplersche Prinzip, G1!tt. Nachr. 1887, p.41. Maxi 
erhlUt die Voigtschen Formeln, wenn man in den weiter unten angeschriebenen 
Gleichungen (1) x = Y1 - pI setzt. 

2) H...d. Lormte, La tMorie eIectromagnetique de Maxwell et son applica­
tion au:!: corps mouvants. Arch. Neer!' 25 (1892), p. 363; Versuch einer Theorie der 
elektrischen und magnetischen Erscheinungen in bewegten Klirpem, Leiden 1896. 
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dem Quotienten ~ aus Translationsgeschwindigkeit der Materie und c 
Lichtgeschwindigkeit, welche die Beobachtungen kennen gelehrt hatten, 
quantitativ theoretisch erkliirt werden konnen. Insbesondere ergab die 
Theorie eine Erkliirung dafiir, daB eine gemeinsame Geschwindigkeit 
von Materie und Beobachter gegen den Ather, was die GroBen 1. Ord­
nung anlangt, auf die Erscheinungen keinen EinfluB hat. B) 

Das negative Ergebnis des Michelsonschen Interferenzversuches4), 

bei dem es sich um einen Effekt zweiter Ordnung in ~ handelt, 
c 

machte jedoch der Theorie groBe Schwierigkeiten. Um diese zu be-
seitigen, verfielen Lorentz·) und unabhiingig von ihm Fitzgerald auf 
die Hypothese, daB aIle Korper bei einer Translationsbewegung mit 
der Geschwindigkeit v ihre Dimensionen veriindern. Und zwar miiBte 

die Veriinderung der Liingsdimensionen durch den Faktor " VI-=- :: 
bestimmt sein, wenn " die Veriinderung der Querdimensionen angibt; 
" selbst bleibt unbestimmt. Zur Begriindung dieser Hypothese fiihrt 
Lorentz an, daB es sehr wohl moglich sei, daB die Molekularkriifte 
bei der Translationsbewegung geandert wiirden. Nehme man iiberdies 
an, daB die Molekiile in Gleichgewichtslagen ruhen und rein elektrostatisch 
aufeinander wirken, so folge aus der Theorie von selbst, daB im be­
wegten System Gleichgewicht vorhanden sei, wenn aIle Abstiinde in 
der Translationsrichtung sich bei ungeiinderten Querdimensionen um 

V 1- :: verkiirzen. Nun galt es, diese "Lorentz-Kontraktion" orga-

3) Das von Fizeau gefundene, Bowobl dem Relativitatsprinzip als auch der 
Theorie von Lorentz widersprechende Resultat beziiglich der Beeinflussung der 
Azimutanderung der Polarisationsebene des Lichtes beirn schiefen Durcbgang 
durch eine Glasplatte durch die Erdbewegung wurde hernach von D. B. Brace 
[Phil. Mag. 10 (1908), p. 691] und B. Straj3er [Ann. d. Phys. 24 (1907), p. 137] 
als irrliimlich nachgewiesen. - Ferner ist zu erwiihnen, da8 die Theorie von 
Lorentz die Moglichkeit offen lie8, mit Hilfe der Gravitation auch Effekte erater 
Ordnung des "Atherwindes" zu konstatieren. So mii8te, wie Maxwell bemerkt 
hat, die Translation des Sonnensysterns gegen den Ather eine Ungleichheit von 
erster Ordnung in den VerJinsterungszeiten der Jupitermonde zur Folge haben; 
C. V. Burton [Phil. Mag. 19 (1910), p. 417; vgl. auch H. A. Lorentz, Das Relati­
vitatsprinzip, 3 Haarlemer Vortrage, Leipzig 1914, p. 21] fand jedoch die zu 
gewarligenden Fehlerquellen ebenso groB wie den zu erwartenden Effekt, 80 da8 die 
Beobachtungen der Jupitermonde zur Entscheidung fiir oder gegen die alte Xther­
theorie nicht herangezogen werden konnen. 

4) Eine Beschreibung desselben gibt H. A. Lorentz im Artikel V 14 dieser 
Encyklopadie. 

6) H. A. Lorentz, De relative beweging van de aarde en dem aether, Amst. 
Vers!' 1 (1892), p. 74. 
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nisch in die Theorie einzuarbeiten und auch die anderen negativen 
Versuche lJ), einen EinHu6 der Erdbewegung auf die Erscheinungen 
festzustelien, zu deuten. Da ist zunachst Larmor zu nennen, der be­
reits 1900 die heute allgemein als Lorentz-Transformation bekannten 
Formeln aufgestellt, also auch die Veranderung des ZeitmaBstabes bei 
der Bewegung ins Auge gefaBt hat.7) Lorentz' zusammenfassender 
ArtikeI8), der Ende 1903 abgeschlossen wurde, brachte einige kurze 
Andeutungen, die sich hernach als sehr fruchtbar erwiesen. Er ver­
mutet, daB bei Ubertragung der Veranderlichkeit der Masse von der 
elektromagnetischen auf alie ponderablen Massen die Theorie dariiber 
werde Rechenschaft geben konnen, daB auch bei Vorhandensein der 
Molekularbewegung die Translation keine anderen Folgen hat als die 
erwahnte Kontraktion. Hiermit ware auch der Versuch von Trouton 
und Noble erklart. Nebenbei wird die bedeutungsvolie Frage auf­
geworfen, ob vielieicht auch die Dimensionen der Elektronen durch 
die Translation geandert werden 9). Doch stellt sich Lorentz in der 
Einleitung zu seinem Artikel noch prinzipieli auf den Standpunkt, daB 
die Erscheinungen nicht nur von der relativen Bewegung der betrach­
teten Korper, sondern auch von der Bewegung zum Ather abhangen 9&). 

Wir kommen nun zur Besprechung der drei Arbeiten von Lo­
rentz 10), PoincarfflI) und Einstein U ), welche diejenigen Uberlegungen 
und Entwicklungen enthaIten, die den Grundstock der Relativitiits­
theorie bilden. Zeitlich voran geht die Arbeit von Lorentz. Es wird 
vor aliem der Nachweis erbracht, daB die Maxwellschen Gleichungen 
gegenuber der Koordinatentransformation v 

, x-vt t-Cix ( )13) 
(1) x=" y'="y, z'="z, t'=" . (J=~ V1 - ~J' V1 _ ~I C 
~---~ 

6) F. T. Trouton u. H. R. Noble, London Phil. Trans. A 202 (1903), p. 165; 
Lord Rayleigh, Phil. Mag. 4 (1902), p. 678. 

7) J. J. Larnwr, aether and matter, Cambridge 1900, p. 167-177. 
8) Artikel V 14 dieser Encyklopadie, Schlu8absatz Nr. 64: und 60. 
9) 1. c. Anm. 8), p. 278. 
9 a) 1. c. p. 154. 

10) H. A. Lorentz, Amst. Proc. 6 (1904), p. 809 [Vers!. 12 (1904). p. 986]: 
Electromagnetic phenomena in a system moving with any velocity smaller than 
that of light. 

11) H. Poincare, Paris C. R. 140 (1905), p. 1504, Rend. Pal. 21 (1906), p. 129 
sur la dynamique de l'electron. 

12) A. Einstein, Ann. d. Phys. 17 (1905), p. 891: Zur Elektrodynamik be­
wegter Korper. 

13) Um aus den Formeln bei Lamlor und Lorentz (1) zu erhalten, mu8 man 
in jenen noch x durch x - vt ersetzen, weil dort zuerst der gewohnliche tJber­
gang zum bewegten System gemacht wird. 
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invariant sind, sofern man gleichzeitig die Feldstiirken im gestrichenen 
System pass end wahlt. Dies wird jedoch nur fiir die Gleichungen im 
ladungsfreien Raum exakt nachgewiesen. Die Terme, welche Ladungs­
dichte und Geschwindigkeit enthalten, sind bei Lorentz im gestriche­
nen System nicht dieselben wie im ruhenden System, da er diese 
GroEen nicht ganz richtig transformiert. Er sieht deshalb auch die 
beiden Systeme nicht als voilig, sondern nur sehr angenahert als 
gleichwertig an. Unter der Voraussetzung, daE auch die Elektronen 
bei der Translation die oben erwahnte Deformation erfahren, sowie 
daE aile Massen und Krafte genau so von der Geschwindigkeit ab­
hangen wie rein elektromagnetische Massen und Krafte, kann Lorentz 
das Auftreten der Kontraktion bei ailen Korpern (auch bei Vorhanden­
sein von Molekularbewegung) sowie das negative Ergebnis ailer be­
kannten Versuche, einen EinfluE der Erdbewegung auf die optischen 
Erscheinungen festzustellen, erklaren. Ais entfernte Folgerung ergibt 
sich ubrigens, daE ')( = 1 gesetzt werden muE, d. h. daE die Quer­
dimensionen bei der Translation ungeandert bleiben, wenn andel's 
diese Erkliirung uberhaupt moglich ist. Wir mochten noch ausdriick­
lich betonen, daE auch in dieser Arbeit Lorentz das Relati vitatsprinzip 
keineswegs evident war. Ferner ist fiir ibn im Gegensatz zu Einstein 
charakteristisch, daE er die Kontraktion kausal zu verstehen sucht. 

Die formalen Lucken, die die Arbeit von Lorentz Ubrig lieE, wur­
den von Poi"ncare ausgefiillt. Das Relativitatsprinzip wird von ihm 
als ailgemein und streng giiltig ausgesprochen. Da er die Maxwell­
schen Gleichungen fur das Vakuum wie die ubrigen bisher genannten 
Autoren als giiltig annimmt, so kommt das auf die Forderung hinaus, 
daE aile Naturgesetze gegeniiber der "Lorentz-Transformation"14) ko­
variant sein miissen. Die Unveranderlichkeit der Querdimensionen 
bei del' Translation wird ganz naturgemaE aus dem Postulat her­
geleitet, daE die Transformationen, die den Ubergang von einem ruhen­
den zu einem gleichformig bewegten System vermitteln, eine Gruppe 
bilden mussen, welche die gewohnlichen Verlagerungen des Koordi­
natensystems als Untergruppe enthalt. Ferner werden die Lorentzschen 
Transformatiollsformeln fiir Ladungsdichte und Gfl<;chwindigkeit kor­
rigiert und damit die voilige Kovarianz der Feldgleichungen der 
Elektronentheorie hergestellt. Auf die Behandlung des Gravitations­
problems und die Verwendung der imaginaren Koordinate ict in dieser 
Arbeit werden wir noch zu sprechen kommen (vgl. Nr. 60 und 7). 

14) Die Bezeichnungen "Lorentztransformation" und "Lorentzgmppe" finden 
sich in dieser Arbeit Poincares zum erstenmal. 
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Durch Einstein wurde endlich die Grundlegung der neuen Diszi­
plin zu einem gewissen AbscbluB gebracht. Seine Arbeit von 1905 
wurde fast gleichzeitig mit Poincares Abhandlung eingesendet und ist 
ohne Kenntnis der Lorentzschen Abhandlung von 1904 verfaBt worden. 
Sie enthiilt nicht nur alle wesentlichen Resultate der beiden genann­
ten Arbeiten, sondern vor allem auch eine vollig neue, viel tiefere 
Auffassung des ganzen Problems. 1m folgenden wird dies im ein­
zelnen dargelegt. 

2. Das Relativitatspostulat. Die vielen negativen Versuche 15), 

einen EinfluB der Erdbewegung auf die Erscheinungen durch Messun­
gen auf der Erde selbst festzustellen, lassen mit aller Wahrscheinlich­
keit, man kann wohl sagen mit Sicherheit, den SchluB zu, daB prin­
zipiell die Erscheinungen in einem System unabhangig von der 
Translationsbewegung sind, die es als Ganzes hat. Priizisel' gesagt: 
Es gibt eine dreifach unendliche Scha1' 16) von geradlinig und gleich­
fo1'mig gegeneinander bewegten Bezugssystemen, in denen sich die 
Phanomene in vollkommen gleicher Weise abwickeln. Wir werden 
sie im folgenden mit Einstein Galileische Bezugssysteme nennen, weil 
in ihnen das Galileische Triigheitsgesetz gilt. Es ist unbefriedigend, 
daB nicht alle Systeme als gleichwertig angesehen werden oder wenig­
stens eine kausale Begriindung fur die Auszeichnung einer gewissen 
Schar von Systemen gegeben wird. Diesem Mangel hilft die allgemeine 
Relativitatstheorie ab (vgl. Abschnitt IV). VoYlaufig miissen wir uns 
auf die Galileischen Bezugssysteme, also auf die Relativitat bei gleich­
formigen Translationsbewegungen beschranken. 

Durch das Postulat der Relativitat wird der Ather als Substanz 
aus den physikalischen Theorien entfernt, da es keinen Sinn mehr hat, 
von Ruhe oder Bewegung relativ zum Ather zu sprechen, wenn diese 

15) Neben der unter 6) genannten Literatur ist anzuf"lihren: Die Wiederho­
lung des Michelsonschen Versuches von E. w: Morley und D. C. Miller, Phil. 
Mag. 8 (1904), p. 753 und 9 (1905), p. 680. [Man vgl auch die Diskussion bei 
J. Liiroth, Miinchen Ber. 7 (1909); E. Kohl, Ann. d. Phys. 28 (1909), p. 259 u. 662; 
M. v. Laue, Ann. d. Phys. 33 (1910), p. 156.] Weitere Versuche, eine durch die Erd­
bewegung verursachte Doppelbrechung zu finden D. B. Brace, Phil. Mag. 7 (1904), 
p. 317; 10 (1905), p. 71; Boltzmann-Festschrift 1907, p. 576 und einen Versuch von 
F. 1. Trouton nnd A. O. Rankine, Proc. Roy. Soc. 8 (1908), p. 420, eine Anderung 
des elektrischen Widerstandes eines Drahtes je nach seiner Orientierung zur 
Richtung der Erdbewegung festzuBtellen. Man vgl. dazu auch den zusammen­
fassenden Bericht von J. Laub, Jahrb. f. Rad. u. El. 7 (1910), p. 405 iiber die experi­
mentellen Grundlagen des Relativit;itsprinzips. 

16) Von den trivial en Verschiebungen deB Koordinatennrsprungs und den Ver­
lagerungen del' A.chsen ist hier abgesehen. 
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durch Beobachtungen prinzipiell nicht konstatiert werden konnen. Es 
wird uns dies heute um so weniger befremden, als man nunmehr bereits 
mit Erfolg begonnen hat, die elastischen Eigensehaften der Materie 
auf elektrische Krafte zuruckzufiihren und es ganz widersinnig ware, 
wollte man hernach wieder versuchen, die elektromagnetischen Er­
scheinungen durch die elastisehen Eigenschaften eines hypothetischen 
Mediums zu erklaren 17). Die mechanische Athervorstellung war eigent­
Hch bereits uberfliissig und hemmend geworden, als die elastische 
Lichttheorie durch die elektromagnetische ersetzt wurde. In dieser 
war die Athersubstanz immer ein Fremdkorper geblieben. Neuerdings 
hat Einstein18) vorgeschlagen, den Begriff Ather weiter zu fassen und 
darunter keine Substanz zu verstehen, sondem einfach den Inbegriff' 
derjenigen physikalischen Zustandsgro{jen, die dem von gewohnlicher Ma­
terie freien Raume zugeordnet werden miissen. In diesem weiteren Sinne 
gibt es naturlich einen Ather, man hat nur zu beachten, daB er keine 
mechanischen Eigenschaften hat, d. h. daB zu den physikalischen Zu­
standsgroBen des materiefreien Raumes keine Lagenkoordinaten und 
Geschwindigkeiten gehoren. 

Es konnte scheinen, daB das Relativitatspostulat, nachdem 
man die Athervorstellung aufgegeben hat, unmittelbar evident ist. 
Eine genauere Uberlegung zeigt jedoch, daB dies nicht zutrifft19). 
Wir konnen selbstverstandlich nicht dem ganzen Weltall eine Trans­
lation erteilen und dann priifen, ob die Erscheinungen sich dadurch 
andern. Einen heuristischen und physikalischen Wert hat also unser 
Satz nur dann, wenn man ihn fiir jedes abgeschlossene System als 
giiltig ansieht. Wann aber ist ein System abgeschlossen? Genugt es, 
daB alle Massen hinreichend entfemt sind?20) Die Antwort lautet 
erfahrungsgemaB: Bei gleichformigen Translationsbewegungen geniigt 
es, bei anderen Bewegungen genugt es nicht. Fur diese Vorzugs­
stellung der ersteren muB noch eine Erklii.rung gegeben werden 
(s. Abschn. IV, Nr. 62). Zusammenfassend konnen wir sagen: Das Re­
Iativitatspostulat besagt implizite, daB eine gleichformige Translation 
des Schwerpunktes des Weltalls relativ zu einem abgeschlossenen 
System auf die Erscheinungen in diesem ohne Einfl.uB ist. 

17) Diesen naheliegenden Gedanken hat gelegentlich M. Born vorgebracht 
[Naturw. 7 (1919), p. 136]. 

18) A. Einstein, Ather und Relativitatstheorie, Berlin 1920, Rede gehalten 
in Leiden. 

19) Vgl. dazu A. Einstein, Ann. d. Phys. 38 (1912), p. 1069. 
20) Auf die Notwendigkeit, auch in der speziellen Relativitii.tstheorie die 

femen Massen mit in Betracht zu ziehen, hat in anderem Zusammenhang H. Holst 
hinge wiesen (vgl. unten Anm. 43). 
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3. Das Postulat von der Konstanz der Lichtgeschwindigkeit. 
Die Theorie von Ritz und verwandte Theorien. Die Forderung der 
Relativitat geniigt noch nicht, um die Kovarianz aller Naturgesetze 
gegeniiber der Lorentz-Transformation zu folgern. So ist z. B. die 
klassische Mechanik mit dem Relativitatsprinzip durchaus im Einklang, 
obwohl die Lorentz-Transformation auf ihre Gleichungen nicht anwend­
bar ist. Lorentz und Poincare hatten nun, wie wir gesehen haben, die 
Maxwellschen Gleichungen ihren Betrachtungen zugrunde gelegt. Es 
ist aber durchaus zu verlangen, einen so fundamentalen Satz \Vie die 
Kovarianz aller Naturgesetze gegeniiber del' Lorentz-Gruppe aus mog­
lichst einfachen Grundannahmen herzuleiten. Dies geleistet zu haben, 
ist das Verdienst Einsteins. Er hat gezeigt, daB bloB folgender Satz 
der Elektrodynamik vorausgesetzt werden muB: Die Lichigeschwindig­
keit ist unabhiingig vom Bewegungszustand der Lichtquelle. 1st diese 
punktformig, so sind die Wellenflachen also auf jeden Fall Kugeln 
mit ruhendem Mittelpunkt. Wir wollen diesen SachverhaIt wie iiblich 
der Kiirze wegen mit dem Schlagwort "Konstanz del' Lichtgeschwin­
digkeit" bezeichnen, obwohl diese Bezeichnung zu MiBverstandnissen 
Anla.B geben kann. Von einer universellen Konstanz del' Vakuum­
Lichtgeschwindigkeit kann schon deshalb nicht die Rede sein, weil 
diese nul' in den Galileischen Bezugssystemen stets denselben Wert c 
hat. Ihre Unabhiingigkeit yom Bewegungszustand del' Lichtquelle be­
steht jedoch auch in del' allgemeinen Relativitatstheorie zu recht. Sie 
erweist sich als del' wahre Kern der aIten Atherauffassung. (Uber die 
Gleichheit del' numerischen Werte der Lichtgeschwindigkeit in allen 
Galileischen Bezugssystemen vgl. Nr. 0.) 

Wie im folgenden Abschnitt gezeigt wird, fiihrt die Konstanz del' 
Lichtgeschwindigkeit im Verein mit dem Relativitatspostulat zu einer 
Neuerung des ZeitbegrifIes. Es ist deshalb von W RitzH ) und un­
abhangig von ihm von Tolman 22), Kung 2S) und ComstocP4.) die Frage 
aufgeworfen worden, ob man nicht diesen radikalen Folgerungen ent­
gehen und dennoch in Ubereinstimmung mit der Erfahrung bleiben 

21) W. Ritz, Recherches critiques sur l'electrodynamique generale. Ann. de 
chim. et phys. 13 (1908), p. 146 [Ges. Werke p. 317]; Sur les theories eIectro­
magnetiques des Maxwell-Lorentz, Arch. de Geneve 16 (1908), p.209 [Ges. Werke, 
p.427]; Du rOle de 1'6ther en physique, Scientia 3 (1908), p. 260 [Gee. Werke, 
p.44.7]; vgl. auch P. Ehrenfest, Zur Frage nach der Entbehrlichkeit des Licht­
ii.there, Phys. Ztschr. 13 (1912), p. 317; Zur Krise der Lichtatherhypothese, Rede 
gehalten in Leiden 1912, Berlin 1913. 

22) C. Tolman, Phys. Rev. SO (1910), p. 291 und 31 (1910), p. 26. 
2S) J. Kunz, Am. J. of Science 30 (1910); p. 131S. 
24) D. F. Comstock, Phys. Rev. so (1910), p. 267. 
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kann, wenn man die Konstanz der Lichtgeschwindigkeit leugnet und 
bloB das erste Postulat beibehii.lt. Es ist klar, daB damit nicht nur 
die Existenz des Athers, sondern auch die Maxwellschen Gleichungen 
fur das V akuum verworfen werden, so daB die ganze Elektrodynamik 
neu aufgebaut werden muB. Dies hat in einer systematischen Theorie 
nur W. Rits getan. Er behiilt die Gleichungen 

(2) rot ~ + ~ oS) = 0, div .p = 0 

bei, so daB die Feldstiirken sich in der gewohnlichen Elektrodynamik 
aus einem skalaren und einem Vektorpotentia.l herleiten lassen: 

1 . 
(280) ~ = - grad'P - em:, .p = rot m:. 
Die Gleichungen 1 d V 

{ qdV (-qll P' 

(3) 'P(P, t) = J trpp'J t.:t _!:.' m:(P, t) = J [:pp ]"=t-!:. 
• C 

der gewohnlichen Elektrodynamik werden jedoch ersetzt durch 

j . qdVp' ( qlldVp' 
(4) 'PCP, t) = [rpY]"=t __ r_' m:(P, t) = J tt'PY],'=t __ T_ 

C+-T C+-r 
entsprechend dem Prinzip, daB nur die Geschwindigkeit einer Licht­
welle relativ sur Quelle, von der sie ausgeht, sowie die Geschwindig­
keit einer elektromagnetischen Storung relativ sum Elektron, das sie 
verursacht, gleich c ist. Wir wollen aIle Theorien, welche diese An­
nahme machen, kurz Emissionstheorien nennen. Da das Relativitiits­
postulat bei ihnen von selbst erfullt ist, erklii.ren sie alle den Michel­
sonschen Interferenzversuch, und wir haben nun zu prufen, ob sie mit 
den sonstigen optischen Erfahrungen vertriiglich sind. 

Do. ist zunii.chst zu bemerken, daB sie mit der elektronentheoretischen 
Erklarung der Reflexion und Brechung unvereinbar sind, fur welche die 
Interferenz der von den Dipolen der Substanz ausgehenden KugelweIlen 
mit der einfallenden Welle wesentlich ist. Denken wir uns nii.mlich die 
Substanz rubend und die Lichtquelle gegen sie bewegt, so haben nach 
Ritz die von den Dipolen ausgehenden Wellen eine andere Geschwin­
digkeit (nii.mlich c) als die einfallende Welle, Interferenz ist also nicht 
moglich. Die Emissionstheorien sind ferner nur durch kunstliche 
Zusatzhypothesen imstande, von dem fur die Optik bewegter Medien 
fundamentalen Fizeauschen Stromungsversuch (vgl. Nr. 6) Rechenschaft 
zu geben, was sehr schwer ins Gewicht rallt. Wir wollen .noch ge­
nauer betrachten, was sie uber den Dopplereffekt aussagen. Eine ein­
fache Uberlegung lehrt, daB die Frequenz sich genau so ii.ndem muB, 
wie es die Ithertheorie verlangt, die Wellen lange dagegen wegen der 
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veranderten Geschwindigkeit dieselbe bleibt wie bei ruhender Quelle.!ta) 
Es fragt sich also, ob bei den gewohnlichen, astronomischen Beob­
achtungen des Dopplereffektes die Anderung der Wellenlange oder die 
der Frequenz konstatierl wird. Man kann zugunsten der Emissions­
theorien annehmen, daB es sich bei Beobachtungen mit Prismen urn 
die Frequenz handelt. Bei den Beobachtungen mit Beugungsgittern 
ist die Frage viel schwieriger zu entscheiden. Tolman ist der An­
sicht, daB hier die Wellenlii.nge in Betracht kommt, die Ernissions­
theorien also dadurch widerlegt seien, Stewart 25) dagegen vertritt die 
entgegengesetzte Anschauung. Es laBt sich hier nicht ohne weiteres 
eine Entscheidung treffen, da die Auffassung der Beugung bei den 
Ernissionstheorien schon an sich sehr unklar ist. In den Aussagen 
fiber den Dopplereffekt am bewegten Spiegel gehen die verschiedenen 
Emissionstheorien auseinander. Nach J. J. Thomson!6) und Stewart 25) 

ist der bewegte Spiegel, was die Geschwindigkeit des reflektierten 
Strahles anlangt, aquivalent mit dem Spiegelbild der Lichtquelle, nach 
Tolman wirkt er wie eine neue Lichtquelle an seiner Oberflache, nach 
Ritz 21a) endlich ist die Geschwindigkeit des reflektierten Strahles 
gleich der eines parallelen, von der urspriinglichen Lichtquelle aus­
gehenden Strahles. Bei ruhender Quelle und bewegtem Spiegel ist 
also nach Thomson-Stewart kein Dopplereffekt der Wellenlange zu er­
warten, nach Tolman ist er halb so groB wie der der gewohnlichen 
Optik, nach Ritz stimmt er mit d'iesem iiberein. Nun ist der Doppler­
effekt der Wellenlange des von einem bewegten Spiegel reflektierten 
Lichtes neuerdings wiederholt mit dem Interferometer bestimmt wor­
den 27) mit dem unzweifelhaften Ergebnis, daB er mit dem von der 
klassischen Optik geforderten iibereinstimmt. Die Annahmen von 
Thomson-Stewart und Tolman sind damit widerlegt. Weiter hat 
Q. Majorana 28) auch den Dopplereffekt bei einer bewegten Lichtquelle 
mit dem Interferometer bestimmt und hat gefunden, daB er ebeufalls 
dem nach der klassischen Optik zu erwartenden entspricht. Sein Ver-

22 a) Dies wurde zuerst von Tolman (Phys. Rev., 1. c. Anm. 22) hervorgehoben. 
25) O. M. Stewart, Phys. Rev. 32 (1911), p.418. 
26) J. J. Thomson, Phil. Mag. 19 (1910), p. 30l. 
21a) W. Ritz u. P. Ehren(est, l. c., Anm. 21); s. auch C. Tolman, Phys. Rev. 35 

(1912), p. 136. Wenn im folgenden von "Ritzscher Theorie" gesprochen wird, so 
ist dabei die hier erwahnte, von Willkiir nicht freie Vorschrift mitinbegriffen 
zu denken. 

27) A. A. Michelson, Astroph. J. 37 (H)13), p. 190; Ok. Fabry u. H. Buisson, 
Paris C. R. 158 (1914), p. 1498; Q. Majorana, Paris C. R. 165(1917), p.424, Phil. 
Mag. 35 (1918), p. 163 und Phys. Rev. 11 (1918), p. 411. 

28) Q. Majorana, Phil. Mag. 37 (1919), p. 190. 
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such ist jedoch gegen Bits nicht entscheidend, worauf besonders 
Michau,d19) hingewiesen hat. Sei niimlich L eine mit der Geschwin­
digkeit 1) vom ruhenden Spiegel S sich entfemende Lichtquelle, A. ein 

" -
L 

Fig. 1. 

S fester Punkt vor dem Spiegel, 
so kommt es in Majoranas 
Versuch in letzter Linie auf 
die Veriinderung des Gang­
unterschiedes an, der beim 
Hin- und Zurncklaufen des 
Lichtes auf der StreckeA.S=l 
entsteht, wenn die Geschwin­

digkeit der Lichtquelle von Null auf 1) anwiichst. Auf dem Hinweg 

haben wir nun: Geschwindigkeit gleich c - v, Frequenz VI = V (1 -~), 
also 11 = C - 11 = 1. Bei der Reflexion am (ruhenden) Spiegel S 

"1 
bleibt zwar die Frequenz die gleiche, die Geschwindigkeit wird aber 

hernach c + 1), also die Wellenliinge AI = C + 11 .= A (1 + 211), wenn "1 C 

wir uns auf GroBen 1. Ordnung beschranken. Die gesuchte Anderung 
des gesamten GaDgunterschiedes ist also 

L1 = 2v 1 = ~. 21 
C C ' 

genau wie in der klassischen Theorie. Man kann uberhaupt allgemein 
zeigen, daB in den GroBen 1. Ordnung, solange es sich um geschlossene 
Lichtwege handelt, zwischen der Ritsschen und der gewohnlichen oder 
der relativistischen Optik kein Unterschied besteht. Terrestrische 
Versuche konnen also nur daDn zwischen beiden Anschauungen ent­
scheiden, wenn sie sich auf Effekte 2. Ordnung erstrecken.sO) Ais der­
artiges experimentum crucis konnte nach La RosaS1) und To1man 32) 

der Michelsonsche Interferenzversuch dienen, wenn man ihn nicht mit 
irdischen Lichtquellen, sondern mit Sonnenlicht ausfdhrt. Die Ritssche 
Theorie wiirde im Gegensatz zur Relativitiitstheorie verlangen, daB 
sich dann eine Streifenverschiebung bei Drehung des Apparates zeigt. 

Effekte 1. Ordnung, die gegen Rits entscheiden konnen, gibt es 
jedoch sehr wohl, wenn man es nicht mit geschlossenen, sondem mit 
offenen Lichtwt'gen zu tun hat. Diese Moglichkeit ist zwar nicht 

29) P. Michaud, Paris C. R. 168 (1919), p. 607. 
30) Dies wird gelegentlich von Elwenfest bemerkt (Phys. Ztschr., 1. c. Anm. 21). 
31) M. La Rosa, Nuovo Cimento (6) 3 (1912), p. 346 und Phys. Ztschr. 13 

(1912), p. 1129. 
32) C. Tolman, Phys. l~ev. 36 (1912), p. 136. 
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bei terrestrischen, wohl abel' bei astronomischen Messungen vorhanden. 
Schon ComstockHa) hat auf mogliche Effekte bei Doppelsternen hin­
gewiesen. De Sitter 33) hat dann die Verhiiltnisse quantitativ diskutiert 
und kam zu folgendem Ergebnis: Bei in Wirklichkeit kreisformigen 
Bahnen spektroskopischer Doppelsterne miiJ3te bei Inkonstanz del' 
Lichtgeschwindigkeit del' tatsii.chlich zur Beobachtung kommende 
zeitliche Verlauf des Dopplereffektes dem einer exzentrischen Bahn 
entsprechen. Aus den vorhandenen Bahnen mit sehr kleiner Exzen­
trizitii.t lii.Bt sich entnehmen, daB die Lichtgeschwindigkeit von del' 
Geschwindigkeit v des Doppelsternes weitgehend unabhii.ngig ist. Setzt 
man sie in del' Form c + kv an, so muB k < 0,002 sein. Hii.lt man 
dieses Ergebnis mit den erwii.hnten Schwierigkeiten del' Emissions­
theorien bei der Erklarung des Fizeauschen Versuches und bei del' 
atomistischen Deutung del' Brechullg zusammen, so kann man wohl mit 
Sicherheit sagen, daB sich das Postulat von del' Konstanz del' Licht­
geschwindigkeit ais richtig, del' von Ritz und anderen eingeschlagene Wegr 

den Michelsonschen Versuch zu erkliiren, als ungangbar erwiesen hat. 
4. Relativitii.t der Gleichzeitigkeit. Ableitung der Lorentz­

Transformation aus den beiden Postulaten. Axiomatik der Lorentz­
Transformation. Bei oberflachlicher Betrachtung scheinen die beiden 
Postulate unvereinbar. Denken wir uns namlich eine Lichtquelle L, 
die sich relativ zum Beobachter .A. mit del' Geschwindigkeit v bewegt, 
wahrend del' Beobachter B relativ zu L ruheD moge. Beide Beob­
achter mussen dann ais Wellenflii.chen Kugeln sehen, deren Mittel­
punkte relativ zu ihnen ruhen, also verschiedene Kugeln. Del' Wider­
spruch verschwindet jedoch, wenn man zulaBt, daB Raumpunkte, die 
fiir .A. gleichzeitig yom Licht durchlaufen werden, fur B nicht gleich­
zeitig durchlaufen werden. Wir sind damit unmittelbar zur Relativi­
tii.t del' Gleichzeitigkeit gelangt. Damit hii.ngt zusammen, daB iiber­
haupt erst eine Definition des Synchronismus zweier Uhren an 
verschiedenen Orten gegeben werden muB. Ais solche wahlt Einstein 
folgende. Yom Punkt P gehe eiD Lichtstrahl zur Zeit tp aus, werde 
zur Zeit tQ in Q reflektiert und gelange zur Zeit t; wieder nach P 
zuruck. Die Uhr in Q lii.uft synchron mit del' Uhr in P, wenn 

tQ = tp ~ t' p ist. Das Licht verwendet Einstein deshalb zur Zeit-

2480) D. F. Comstock, Phys. Rev., 1. c., Anm. 24). 
33) W. de Sitter, Arnst. Proc. 15 (1913), p. 1297 u. 16 (1913), p. 395; Phys. 

Ztschr. 14 (1913), p. 429 u. 1267; vgl. auch die Diskussion bei P. Guthnik, Astr. 
Nachr. 195 (1913), Nr.4670, sowie den durch De Sitters zweite Note widerlegten 
Einwand von E Freundlich, Phys. Ztschr. 14 (1913), p. 835. Vgl. auch W. Zur­
hellen, Astr. Nachr. 198 (1914), p. 1. 
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regulierung, weil wir uber den Vorgang der Lichtausbreitung auf Grund 
unserer Postulate bestimmte Aussagen machen konnen. Es sind natflr­
lich auch andere Moglichkeiten der Uhrenvergleichung denkbar wie 
Transport von Uhren, mechanische oder elastische Koppelungen u. dg!. 
Wir mussen verlangen, daB sich bei diesen kein unlosbarer Wider­
spruch zur optischen Uhreneinstellung ergibt. 

Wir sind nun imstande, die Transformationsformeln, welche die 
Koordinaten x, g, s, t und x', g', Il, t' zweier gleichf'ormig gegenein­
ander bewegter Bezugssysteme K und K' verknupfen, herzuleiten. 
Die x-Achse legen wir in die Bewegungsrichtung derart, daB K' 
gegen K sich in der positiven x-Richtung mit der Geschwindigkeif v 
bewegt. Von samtlichen Autoren wird davon ausgegangen, daB die 
Transformationsformeln linear sein mussen. Man kann dies damit 
begrflnden, daB gleichf'ormige, geradlinige Bewegungen in K auch in 
K' gleichf'ormig und geradlinig sein sollen (wobei uberdies noch als 
selbstverstiindlich angenommen wird, daB endliche Koordinaten werte 
in K auch in K' endlich bleiben. Es steckt darin auch die Annahme 
der Gultigkeit der euklidischen Geometrie und der Homogenitat von 
Raum und Zeit). GemaB den beiden Postulaten muB nun die Gleichung 

(2) Xl + '!l + e' - c't' = 0 
die entsprechende Gleicbung 

(2') x'l! + g'l! + e" - Clt'! = 0 

nach sich ziehen, was wegen der Linearitiit der Transformation nur 
m oglich ist, wenn 

Z'2 + g" + s" - cl!t'! = x(z! + yl + Sll - cltl) 

ist, wo x eine von v abhiingige Konstante bedeutet. Berflcksichtigt 
man noch, daB jede Bewegung parallel der z-Achse nach der Trans­
formation wieder parallel der z-Achse sein muB, so folgen daraus 
durch ganz elementare Uberlegungen die Formeln (1) der Nr. 1. Es 
ist jetzt noch eine besondere Betrachtung notig, um zu zeigen, daB 
,,= 1 zu setzen ist. Einstein geht so vor, daB er auf K' noch einmal 
die Transformation (1) mit entgegengesetzter Geschwindigkeit anwendet. 

" ( ):r/+1Jt' " ( )' " ( )' x = x - V .J ~ __ , g =" - v g, e = x - v e , 
V 1 -pl 

t' + 1J~ x' 
t" = x ( - v) c V1 pi 

Man findet 

z" = x(v)x(- v)z, g" = x(v),,(- v)g, 
t" = x(v),,(- v)t. 

e" = x(v),,( - v)e, 
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Da nun K" relativ zu K ruht, mua es mit diesem identisch sein, 

d. h. es mua geIten ,,(v),,(- v) = 1. 

Nun bedeutet aber ,,(v), wie wir bereits in Nr. 1 bemerkt haben, die 
Veriinderung del' Querdimenaion eines Stabes, und diese mua aus 
Symmetriegriinden von der Richtung der Geschwindigkeit unabhiingig 
sein: ,,(v) = ,,(- v), woraus im Verein mit obiger Relation wegen 
des positiven Vorzeichens von ", ,,(v) = 1 folgt. In iihnlicher Weise 
schlie6t Poincare. Er betrachtet die Gesamtheit aller linearen Trans­
formationen, welche die Gleichung (2) in sich iiberfiihren (diese Ge­
samtheit bildet natiirlich eine Gruppe), und fordert, daa sie als Unter­
gruppe enthiilt: 

a) die einparametrige Gruppe der Translationen parallel der 
x-Achse (als Gruppenparameter fungiert die Geschwindigkeit v), 

b) die gewohnlichen Verlagerungen der Koordinatenachsen. Hiel'­
aus folgt wieder" = 1. Einsteins Symmetriefordel'ung ,,(v) = ,,(- v) 
ist niimlich in b) mitenthalten. Wir sind also zu dem definitiven 
Resultat gekommen: 

, x-'/)t 
x =-=== VI-{1I' 

y'=y, z' = z, 
t-~-x 

, c· t = ------. 
l"1"=1' 

(I) 

(II) X'2 + y'2 + z'J _ C2t'2 = Xli + y2 + Z2 _ cllfl. 

Die 
-v 

zu (I) inverse Transformation erhiilt man, wenn man v durch 
ersetzt: 

_x'+v~ x - __ . __ , y = y', z = z', 
VI- (1' 

t'+ '/)!x' 

t C:l4) = ./.===-. 
y I - (12 

(Ia) 

Der einfache Bau der Formeln (1) legt die Frage nahe, ob sie nicht 

34) Es ist fiir manche Anwendungen von Wert, auch die Formeln fiir die 
Koordinatentransformation in dem allgemeinen Fall zu kennen. wo die x-Achse 
nicht die Richtung der Translationsgeschwindigkeit hat. Man erhiilt sie, indem 
t in eine Komponente til in der Richtung der Translationsgeschwindigkeit b des 
Systems K gegen K' und eine zu b senkrechte Komponente t.l. spaltet. Aua (I) 
folgt zunachst v 

t-.tll 
, C 

t = Vl=-P=Z-; t'.1. = t.l.' 

wegen 
(tb}b 

tll=VI-' t'=t,,+t~ 

kann dies aber auch geschrieben werden 1 
t - Ci(rb) 

t' = ----.- ----- . 
VI - It' 

, 1 (1) bt {1a} t =r+,/)t"V1 {11- 1 (rb}b- yi --- pl ' 

Diese Formeln linden sich bei G. He7'glotz, Ann. d. Phys. 36 (1911), p. 497 Gl. (9). 
Enoyklop. d. math. Wi8a8nach. V 2. 37 
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schon aus allgemeinen gruppentheoretischen Gesichtspunkten gefolgert 
werden konnen, ohne daB die Invarianz von (2) vorausgesetzt werden 
mull. Inwiefern dies der Fall ist, zeigen die Arbeiten von Ignatowsky 
und von F1'ank und Rothe.55) Setzt man bloB voraus: 

1. daB die Transfornlationen eine einparametrige homogene line­
are Gruppe bilden, 

2. daB die Geschwindigkeit K gegen K' entgegengesetzt gleich 
der von K' gegen Kist, und 

3. daB die Kontraktion der von K gesehenen, in K' ruhenden 
Liingen gleich ist der Kontraktion der von K' gesehenen in K 
ruhenden Langen, 

so folgt bereits, daB die Transformationsformeln die Gestalt haben miissen 

(3) x' = x-vt , t' = ~=--~::.... 
V1- «Vi V1 - «Vi 

Dber das Vorzeichen, die GroBe und die physikalische Bedeutung von 
a folgt natiirlich nichts. Aus den gruppentheoretischen Forderungen 
laBt sich also bloB die auBere Form der Transformationsformeln ab­
lei ten , nicht ihr physikalischer Inhalt. Man bemerkt iibrigens, da~ 

aus (3) die Transformationsformeln 
(4) x' = x - vt, t' = t 
der gewohnlichen Mechanik hervorgehen, wenn man €X = 0 setzt. Sie­
werden jetzt allgemein nach dem Vorgang von Ph. Frank "Galilei-­
Transformation" genannt. Man erhalt sie natiirlich ebenso, wenn man· 
in (I) c = 00 setzt. 

5. Lorentz-Kontraktion und Zeitdilatation. Die Lorentz-Kon-­
traktion ergibt sich als einfachste Folge der Transformationsformeln 
(I) und damit auch der beiden Grundannahmen. Betrachten wir eineIL 
in der x-Achse liegenden Stab, der im Bezugssystem K' ruht. Die 
Koordinaten seiner Enden x/ und x2' sind also von t' unabhangig,. 
und es ist 
(5) x2' - x/ = 10 
gleich der Ruhlange des Stabes. Wir denken uns andererseits illl; 
System K die Lange des Stabes folgendermallen bestimmt. Wir e'r­
mitteln Xl und x2 als Funktion von t. Den Abstand zweier Lagen,. 
die vom Anfangs- und Endpunkt des Stabes im System K gleichzeitig 
eingenommen werden, nennen wir die Lange 1 des Stabes im be­
wegten System: 
(6) x2(t) - Xl (t) = 1. 

36) W. v.lgnatowsky, Arch. Math. Phys. 17 (1910), p. 1 und 18 (1911), p. 17; 
Phys. Ztschr. 11 (1910), p. 972 und 12 (1911), p. 779; Ph. Frank u. H. Rothe .. , 
Ann. d. Phys. 34 (1911), p. 825 und Phys. Ztschr. 13 (1912), p. 760. 
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Da diese Lagen in X' nicht gleichzeitig sind, haben wir auch nicht 
zu erwarten, daB Z gleich 10 wird. In der Tat folgt aus (1): 

(7) 

der Stab ist im Verhaltnis Vi - fJI : 1 kontrahiert, wie bereits L0-
rentz angenommen hatte. Da die Querdimensionen eines Korpers 
unveriindert bleiben, kontrahiert sich auch sein Volumen nach der 
gleicben Formel 
(7 a) V = Vo Vl-- fJ2. 

Wir baben geseben, daB diese Kontraktion mit der Relativitiit der 
Gleicbzeitigkeit zusammenbiingt, und es ist deshalb die Ansicbt ge­
liuBert worden 36), daB sie nur "scheinbar", von unserer Raum-Zeit­
messung vorgeta.uscbt ist. Nennt man nur dann einen Tatbestand 
wirklicb, wenn er von allen Galileischen Bezugssystemen aus in der­
selben Weise konstatiert wird, so ist die Lorentz-Kontraktion allerdings 
nur scbeinbar, denn der relativ zu K' rubende Beobacbter sieht den 
Stab unverkiirzt. Wir halten das aber nicht .fiir zweckmaBig, jeden­
falls ist die Lorentz-Kontraktion prinzipiell beobachtbar. Zur Beurteilung 
dieser Frage ist ferner ein von Einstein 87) angegebenes Gedanken­
experiment lehrreich, welches zeigt, daB die zur Beobachtung der 
Lorentz-Kontraktion notige Konstatierung der Gleichzeitigkeit raum­
lich entfernter Ereignisse durch MaBstabe allein, obne daB Uhren ver­
wendet werden, vorgenommen werden kann. Verwenden wir namlich 
zwei MaBstabe Ai Bl und A2B2 von der gleichen Ruhlange 10, die sich 
relativ zu K mit absolut genommen gleicher, aber entgegengesetzt 
gerichteter Geschwindigkeit v bewegen, und markieren den Punkt A*, 
in dem sich Ai und A 2, und den Punkt B*, in dem sich Bi und B, 
iiberdecken. (Aus Symmetriegriinden folgt, daB diese Ereignisse in K 
gleichzeitig stattfinden.) Der Abstand A * B*, mit in K ruhenden Staben 
ausgemessen, hat dann den Betrag 

,---~ 

1 = ZO VI - pi. 
Man muB also sagen: Die Lorentz-Kontraktion ist nicht eine Eigen­
schaft eines MaBstabes allein, sondern eine prinzipiell beobachtbare, 
reziproke Beziehung zweier relativ zueinander bewegten MaBstabe. 

Eine analoge Veriinderung wie die Langeneinheit erfahrt die Zeit­
einheit bei Bewegung. Betrachten wir wieder eine in X' ruhende Uhr. 

36) V. Varicak, Phys. Ztschr. 12 (1911), p. 169. 
37) A. Einstein, Phys. Ztschr. 12 (1911), p. 509. 

37* 
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Die Zeit t', welche sie in K' anzeigt, ist ihre Normalzeit 1:, ihre Ko­
ordinate x' konnen wir gleich 0 setzen. Aus (I) folgt dann 

(8) 

Gemessen in del' Zeiteinheit von K geht also die mit del' Geschwindig­

keit v bewegte Uhr im Verhiiltnisse Vl - pH: 1 langsamer, als wenn 
sie ruhte. Diese Folgerung aus del' Lorentz-Transformation ist zwar 
in den Ergebnissen von Lorentz und Poincare bereits implizite ent­
halten, wurde jedoch erst von Einstein klar ausgesprochen. 

Die Zeitdilatation gibt AnlaB zu einer schein bar paradoxen Fol­
gerung, die bereits in Einsteins erster Arbeit erwihnt und spateI' 
von LangevinSS) , Laue 59) und Lorentz 40) genauer diskutiert wurde. 
1m Punkt P mogen sich zwei synchron gehende Uhren Ul , Us be­
finden. Bewegt man dann zur Zeit t = 0 eine von ihnen Us mit der 
konstanten Geschwindigkeit v wiihrend der Zeit t auf irgendeiner 
Kurve nach P', so geht sie hernach nicht mehr synchron mit Ul . Sie 

zeigt bei ihrer Ankunft in P' die Zeit tVl pI statt t an. Ins­
besondere gilt das auch noch, wenn del' Endpunkt P' del' Bahn mit 
dem Anfangspunkt zusammenfillt. Del' EinfluB del' Beschleunigung 
auf den Gang del' Uhr kann vernachIassigt werden, so lange wir uns 
in einem Galileischen Bezugssytem befinden. Betrachten wir ins­
besondere den Fall, daB Us auf del' x-Achse bis zu einem Punkt Q 
und dann wieder zuriick nach P bewegt wird - wobei die Geschwin­
digkeitsanderungen in P und Q l'Uckweise erfolgen sollen -, so wird 
diesel' EinfluB jedenfalls unabhangig von t und leicht zu eliminieren 
sein. Das Paradoxon liegt im Folgenden: Beschreiben wir den Vor­
gang von einem Bezugssystem K*, welches relativ Zll rT, dauernd ruht. 
Die Uhr Ul bewegt sich dann relativ zu K* genau so wie Us relativ 
zu K Dennoch geht am Ende der Bewegung Us gegeniiber del' Uhr 
Ul nach, Ul also gegeniiber del' Uhr US VOl'. Die AuflOsung des 
Paradoxons besteht in del' Bemerkung, daB das Koordinatensystem K* 
kein Galileisches ist und in einem solchen der EinfluB del' Beschleu­
nigung auf eine Uhr nicht vernachlassigt werden kann, weil hier die 
Beschleunigung nicht durch eine auBere Kraft, sondern, wie man in 
del' N ewtonschen Mechanik sagt, durch eine Triigheitskraft erzeugt wird. 
Die volle Aufkliirung des Problems kann naturgemaB erst im Rahmen 

38) P. Langel-in, L'evolution de l'espace et du temps, Scientia 10 (1911), p. 31. 
39) M. v. Laue, Phys. Ztschr. 13 (1912), p. 118. 
40) H . .A. Lorentz, Das Relativitatsprinzip, 3 Haarlemer V orlesungen, Leipzig 

1914, p. 31 u. 47. 
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der allgemeinen Relativitatstheorie gegeben werden (vgl. Abschn. IV, 
Nr. aSb); iiber die vierdimensionale Formulierung des Uhrenparadoxons 
siehe Abschn. III, Nr. 24:). Wir bemerken ferner, daB die Zeitregulierung 
durch Uhrentransport, die wir in der vorigen N ummer ins Auge gefaBt 
haben, nicht ohne wei teres moglich ist, sondern erst richtige Resultate 
liefert, wenn man die Zeitangaben der Uhren auf die Transport­
geschwindigkeit Null extrapoliert. 

DaB V ersuche, einen EinfluB der Gesamttranslation eines Ko­
ordinatensystems auf die Erscheinungen innerhalb dieses Systems fest­
zustellen, gemaB der Relativitatstheorie ein negatives Ergebnis hahen 
miissen, ist evident. Dennoch ist es lehrreich nachzusehen, wie die 
Versuche von einem nicht mitbewegten System K aus gesehen werden. 
Wir wollen hier eine derartige Betrachtung fUr den Miehe1sonschen 
Interferenzversuch durchfiihren. 1st 11 die in K gemessene Lange des 
zur Bewegungsrichtung parallelen, 12 die Lange des zur Bewegungs­
rich tung senkrechten Apparatarmes, so sind die Lichtzeiten t17 t2• die 
zum Durchlaufen der Arme gebraucht werden, bekanntlich bestimmt 
durch 

etl = ~-- et - _2!..2_. 
1 - fJ2' 2 - V1 _ fJ2 

Nun ist wegen der Lorentz-Kontraktion 

11 = 10 Y 1 - fJ2' dagegen 

et = ct =_210 __ • 

1 2 V1 fl' 
also 

Es scheint also, daB der mitbewegte Beobachter III K' eine andere 
Lichtgeschwindigkeit 
(9) c' = c Vi ~·fJ2. 
beobachtet als der Beobachter in K. Dies ist eine Auffassung, die 
Abraham 41) vertritt. N ach Einstein ist dagegen noch die Zeitdilatation 

t' = ty!::":" fJ2 
zu beriicksichtigen, so daB 

etl ' = eti ' = 210 

wird und die Lichtgeschwindigkeit in K' dieselbe ist wie in K. Nach 
Abraham gibt es keine Zeitdilatation. Die Abrahamsche Auffassung 
ist zwar mit dem Miehelsonschen Versuch im Einklang, steht aber im 
Widerspruch mit dem Relativitatspostulat, da sie prinzipiell Versuche 
zulaBt, welche die "absolute" Bewegung eines Systems zu bestimmen 
gestatten.42) 

41) M. Abruham, Theorie u. Elektrizitat 2, 2. Auf!, Leipzig 1908, p. 367. 
42) Es mogen an dieser Stelle auch die Gedankenexperimente von w: Wien 

[Wiirzb. phys. med. Ges. 1!J08, p.29 und Taschenb. f. Math. u. Phys. 2 (1911), 
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Gehen wir nun noch genauer auf den Unterschied zwischen dem 
Einsteinschen und dem Lorentsschen Standpunkt ein. Vor allem hat 
Einstein gezeigt, daB bei einer tiefer gehenden .l!~assung des Zeitbe­
griffes der Unterschied zwischen "Ortszeit" und wahrer Zeit ver­
schwindet. Die Lorentssche Ortszeit el'weist sich als die Zeit im be­
wegten System K' schlechtweg. Es gibt ebenso viele Zeiten und 
ebenso viele Raume, als es Galileische Bezugssysteme gibt. Sehr wert­
vol1 ist es weiterhin, daB Einstein die Theorie unabhangig gemacht 
hat von speziellen A.nnahmen iiber die Konstitution der Materie. 

1st aber deshalb das Bestreben, die Lorentz-Kontraktion atomistisch 
zu deuten, vollkommen zu verwerfen? Wir glauben diese Frage vel"­
neinen zu miissen. Die Kontraktion eines MaBstabes ist kein elemen­
tarel', sondern ein sehr verwickelter ProzeB. Sie wiirde nicht eintreten, 
wenn nicht schon die Grundgleichungen der Elektronentheorie sowie 
die uns noch unbekannten Gesetze, welche den Zusammenhalt des 
Elektrons selbst bestimmen, gegeniiber der Lorentz-Gruppe kovariant 
waren. Wir miissen eben postulieren, daB dies del' Fall ist, wissen 
aber auch, daB dann, wenn dies zutrifft, die TheOl·ie imstande sein 
wird, das Verhalten von bewegten MaBstaben und Uhren atomistisch 
zu erklaren. N ur muS man sich dabei stets der Gleichwertigkeit 
der beiden relativ zueinander bewegten Koordinatensysteme bewuSt 
bleiben. 

Die erkenntnistheoretischen Grundlagen der Relativitatstheorie 
sind neuerdings auch von philosophischer Seite einer eingehenden 
Priifung unterzogen worden.43) Dabei ist auch die Meinung vertreten 
worden, daB die Relativitiitstheorie den Ursachbegriff iiber Bord wirft. 
Wir sind der A.nsicht, daB es erkenntnistheoretisch vollkommen be­
friedigt, zu sagen, die Relativbewegung ist die Ursache der Kontrak­
tion, da diese nicht die Eigenschaft eines MaBstabes, sondern eine 
Relation zwischen zwei MaBstaben ist, und daB man, um der Kausa­
litat zu geniigen, sich nicht wie Holst auf die Massen des Weltalls 
berufen muB. 

p.287] und von G. N. Lewis und C. Tolman [Phil. Mag. 18 (1909), p. 516, Fu13note] 
v .x 

erwiihnt werden, welche den Term - ~ in der Transformationsformel fUr 

die Zeit veranschaulichen. 'Vl - ~! 
43) S. insbesondere J. Petzold, Ztschr. f. pos. Phil. 2 (1914), p 40; Verh. 

d. dentsch. phys. Ges. 20 (1918), p. 189 und 21 (1918), p 495; Ztschr. f. Phys. 1 
(1920), p. 467; M. Jakob, Verh. d. d. phys Ges. 21 (1919), p.159 und 501; H. Holst, 
Kgl. danske Vid. Selak. Math.-fys. Meddelelser II (1919), p. 11; Ztschr. f. Phys. 1 
(1920), p. 32 und 3 (1920), p. 108. 



6. Einsteins Additionstheorem der Geschwindigkeiten usw. Dopplereffekt. 561 

6. Einsteins Additionstheorem der Geschwindigkeiten und seine 
Anwendung auf Aberration und Mitfiihrungskoefllzient. Doppler­
effekt. Es ist ohne wei teres zu sehen, dati die Art, wie man in der 
aIten Kinematik Geschwindigkeiten zusammengesetzt hat, in der rela­
tivistischen Kinematik nicht mehr zu richtigen Resultaten fiihrt. Z. B. 
ist klar, dati eine Geschwindigkeit v < c mit c zusammengesetzt, wie­
der c geben mutl und nicht c + v. Die Transformationsformeln (I) 
enthalten vollstandig die Regeln, wie man hier zu verfahren hat. Es 
sei in K' irgendeine Bewegung 

x' = x'(t'), y' = y'(t'), z' = let') 
gegeben. Durch (I) wird ihr eine Bewegung 

x = x (t), Y = yet), z = z(t) 
in K zugeordnet. Es ist gefragt nach dem Zusammenhang del' Ge­
schwindigkeitskomponenten 
dx' , , , 
dt'=ux =U cosa, 

in K' mit den entsprechenden GroBen 
dx dy 
de = tt", = u cos a, dt = UY' 

dz 
(it = 2';1 

III K. Aus (Ia) erhiilt man 

dx' +vdt' dx = --___ ~~:~---, 
Vi-pI 

dy = dy', dz = dz', 

und daraus mittels Division dUTch die Ietzte Gleichung 

1/1_ V2 .U' 
JI c" uz = 

Diese Relationen finden sich auch in del' eingangs zitierten Arbeit 
von Poincare. Aus ihnen folgt sogleich 

+ tt'v cos c/ 
1 • c· 

(11) 
V - ,. , .. 

,. " , , UVSllla" ~l • + v· + 2u V cos 0: - (--c-----) 
?t = 

was man auch schreiben kann 

(11 a) 

und 

(12) 

y v',. , i--u smo: 
c' tg a = -----,------,--- ---

j~ cos 0: + V 
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Die inversen Formeln resnltieren damns, wenn man v durch - v er­
setzt. Flir die absoluten Betrage gilt also das kommutative Gesetz, 
nicht aber fiir die Geschwindigkeitsrichtungen. Die Regeln fur die 
Spezialfalle, daB die zusammenzusetzenden Geschwindigkeiten parallel 
bzw. senkrecht zueinander stehen, konnen aus den Formeln (10) so­
fort abgelesen werden. 

Ferner entnimmt man aus (Ua), daB Unterlichtgeschwindigkeit 
zu Unterlichtgeschwindigkeit hinzugefiigt, immer wieder nur Unter­
lichtgeschwindigkeit gibt. DaB iiberdies materielle Korper sich nicht 
relativ zueinander mit Uberlichtgeschwindigkeit bewegen konnen, folgt 
schon daraus, daB die Transformation (I) in diesem Fall imaginare 
Werte fiir die Koordinaten liefert. Man kann aber noch mehr be­
haupten: Pfianzte sich eine Wirkung in einem System K mit Dber­
lichtgeschwindigkeit fort, so gabe es· ein (gegen K mit Unterlicht­
geschwindigkeit bewegtes) System K', in dem ein Ereignis, das in 
K ein zweites, zeitlich nachfolgendes verursacht, erst nack dem letz­
teren eintrifft. Setzten wir namlich an uy =". = 0, "> c, so wird 
nach der Umkehrung von (10) 

u' = ~~_-=_v - < 0 
uv ' 1-?" 

c v sobald man - < - < 1 wahlt. Die Begriffe Ursache und Wirkung u c _ 
waren umgestoBen, so daB man auf die Unmoglichkeit, mit Uberlicht­
geschwindigkeit Signale zu senden, schlieBen kann:U ) Die Lichtge­
schwindigkeit spielt also in der Relativitatstheorie in vieler Hinsicht 
die Rolle einer unendlich groBen Geschwindigkeit. U m gelegentlich 
aufgetauchten MiBverstandnissen vorzubeugen, mochten wir jedoch 
noch besonders betonen, daB der Satz von der Unmoglichkeit der 
Uberlichtgeschwindigkeit seiner Herleitung nach nur in den Gaiilei­
Behan Bezugssystemen gilt. 

Wir wollen nun den Fall genauer betrachten, daB die eine der 
Gesch windigkeiten, die zusammengesetzt werden, gleich der Lichtge­
schwindigkeit wird, wobei wir aber die Richtung des Lichtstrahles 
beliebig lassen; wir haben also u' = c. Dann folgt zunachst aus (11) 
u = c, d. h. Lichtgeschwindigkeit + Unterlichtgeschwindigkeit gibt 
wieder Lichtgeschwindigkeit. Die Beziehung (12) ergibt sodann in 
unserem Fall 

V1-=J2 sin a.' to" IX = ---,------. 
o cos a. + p (13) 

Dies ist die relativistische Aberrationsformel, die bereits Einstein in 
----

44) A. Einstein, Ann. d. Phys. 28 (1907), p. 871. 
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seiner ersten Arbeit hergeleitet hat. Eine strengere Begriindung fiir 
dieselbe werden wir weiter unten geben. In GroBen 1. Ordnung 
stimmt sie mit der klassischen Formel iiberein. Die Relativitatstheorie 
bringt hier insofern eine prinzipielle Vereinfachung, als die Falle be­
wegte Lichtquelle - ruhender Beobachter und ruhende Lichtquelle -
bewegter Beobachter vollig identisch werden. 

Eine zweite wichtige Anwendung des Einsteinschen Additions­
theorems der Geschwindigkeiten, auf die nach einem unvollkommenen 
Versuch von J. Laub4.5) zuerst Laue(6) hingewiesen hat, besteht in 
der Erklarung des Fresnelschen Mitfiihrungskoeffizienten. Gegeniiber 
der elektronentheoretischen Erklarung von H. A. Lorentz (1) kann die 
Relativitiitstheorie ebensowenig wie bei der Aberration im Ergebnis 
etwas Neues liefem, wenigstens was die der Beobachtung allein zu­
ganglichen GroBen 1. Ordnung anlangt. Die relativistische Ableitung 
hat jedoch den groBen Vorzug, daB sie einfacher ist als die elek­
tronentheoretische und vor allem, daB sie die Unabhangigkeit des 
Endresultates von speziellen Annahmen iiber den Mechanismus der 
Lichtbrechung in Evidenz setzt. Auch ist die Auffassung eine andere. 
Man hat friiher den Fizeauschen Versuch geradezu als einen Beweis 
fiir die Existenz eines ruhenden Ithers angesehen, indem man ihn 
dahin interpretierte(8), daB die Lichtwellen sich relativ zum bewegten 

Medium nicht mit der Geschwindigkeit .!}..., sondern mit der Geschwin-n 

digkeit ~ - :1 ausbreiten. Es liegt hier eine vom reh;ttivistischen 

Standpunkt unberechtigte Anwendung der gewohnlichen Kinematik 
vor. Man hat die Sache vielmehr so aufzufassen, daB fiir einen mit dem 
Medium mitbewegten Beobachter das Licht sich normal mit der Ge-

schwindigkeit _c_ nach allen Richtungen fortpfianzt. Gerade deshalb 
n 

breitet es sich jedoch relativ zu einem mit der Geschwindigkeit t1 

gegen das Medium bewegten Beobachter nicht mit der Geschwindig-

keit ~ + v aus, sondern mit einer anderen V, die sich aus (10) be-n 
stimmt. Wir wollen uns hier auf den Fall beschranken, daB die 
Strahlrichtung mit der Bewegungsrichtung des Beobachters gegen das 

46) J. Laub, Ann. d. Phys. 23 (1907), p. 788. 
46) M. v. Laue, Ann. d. Phys. 23 (1907), p. 989. 
47) Vgl die Dal'stellung im Artikel V 14, Nr. 60 diesGr Encyklopadie. Eine 

vereinfachte Ableitung des Mitfiihl'ungskoeffizienten vom elektl'onentheoretischen 
Standpunkt gibt H. A. Lorentz in der Natul'w. Rundsch. 21 (1906), p.487. 

48) Siehe z. B. den Artikel V 13, Nr. 21, p. lOS diesel' Encyklopadic von 
H. :d. Lorentz. 
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Medium iibereinstimmt. 1m allgemeinen Fal~ auf den wir im Ab­
schnitt III, N r. 36 r) zuriickkommen werden, ist das Additionstheorem 
der Geschwindigkeiten mit Vorsicht zu handhaben. Es ist also zu 

setzen u,/ = u' = ~, u., = u = V, und die erste Gleichung (10) liefert 
c --+v 

(14) V = 11. "-' _c. + v(l _ ~) 
v 11. n! , 1+-cn 

wenn wir nur die Glieder 1. Ordnung beibehalten. Fiir dispergierende 
Medien ist, wie bereits H. A. Lorentz49) bemerkt hat, auf der rechten 
Seite noch eine Korrektur anzubringen. Wie aus der Ableitung her­
vorgeht, bedeutet dann namlich n den Brechungsindex derjenigen 
Wellenliinge l', welche im mitbewegten System K' wahrgenommen 
wird. Wegen des "Dopplerefi'ektes, dessen Theorie wir sogleich dar­
legen werden, bestimmt sie sich aus der fiir das System K giiltigen 
WeUenlii.nge l zu 

l' = l(l + ;) = l(l + ncv). 

(Wir beschranken uns wieder auf Groaen 1. Ordnung.) Also wird 
c c c eln nv 

n(l.') = n(l.) - 11.1 ell. . lc ' 
und wenn wir noch n statt n(l) schreiben, erhalten Wir endlieh 

(14a) V=~+v(l-!-~el~). 
11." 11.1 11. ell. 

Zeeman 50) ist es gelungen, das V orhandensein dies~s Zusatzgliedes 
auch experimentell sicherzustellen. 

Die Versuchsanordnung wurde neuerdings mehrfach modifiziert, 
indem man das Licht nicht an festen, sondem an bewegten Flachen 
austreten liea, und zwar auch senkrecht auf der Bewegungsriehtung 
des Korpers, in dem die Mitfiihrung bestimmt wird. Es wurden da­
bei bewegte Glas- oder Quarzkorper statt der Fliissigkeit bei Fizeau 
verwendet. Die Theorie bedarf dann gewisser Modifikationen gegen­
fiber der des Fizeauschen Versuchs, und es resultieren andere End­
formeln. 51) Auch ersetzte man die translatorische Bewegung durch 

49) H . .A. Lorentz, Versuch einer Theorie d. elektrischen und optischen Er­
scheinungen in bewegten Korpern, Leiden 1895, p. 101. 

50) P. Zeemall, Amst. Vers!' 23 (1914), p. 246; 24 (1915), p. 18. 
51) Solche Experimente wurden ausgefiihrt von G. Sagnac, Paris C. R. 157 

(1913), p. 708 u. 1410; J. de Phys. (5) 4 (1914), p. 177 [Theorie bei M. v. Lau!!, 
Miinchen Ber. 1911, p. 404 und Das Relativitatsprinzip, 3. Aufl. 1919]; F. Ha"e/J, 
Diss. Jena 1911 und Bericht von O. Knopf, Ann. d. Phys. 62 (1920), p. 389 [Zur 
iiheoretischen Deutung vg!.: P. Harzer, Astron. Nach:. 198 (1914), p. 378 und'199 
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eine Drehung. Besonders bemerkenswert ist del' Versueh von Sagnac 51), 

bei dem alle Apparatteile mitrotiert werden, weil er zeigt, daB die 
Rotation eines Bezugssystems relativ zu einem Galileisehen System 
dureh optisehe Experimente innerhalb des Systems selbst festgestellt 
w~rden kann. Das Ergebnis des Experiments ist mit del' Relativitiits­
theorie vollig im Einklang. Schon fruher hatte 1I1ichelson5la) einen 
ahnlichen Versuch vorgeschlagen, um die Drehung del' Erde optisch 
nachzuweisen, und Laue 51a) hat diesen Vorschlag vom theoretisehell 
Standpunkt aus eingehend besprochen. Wir habeu es hier mit einem 
optischen Gegenstuek zum Foucaultschen Pendelversuch zu tun. 

Ais letzte del' drei fur die Optik bewegter Korper fundamentalell 
Erseheinungen besprechen wi!' hier gleich den Dopplereffekt, obwohl 
er niehts mit dem Additionstheorem del' Geschwindigkeiten zu tun hat. 
Betrachten wir eine sehr weit entfernte Lichtquelle L, die im Sy­
stem K ruht. Mit einem zweiten System K' bewege sich ein Be­
obachter in del' positiven x-Riehtung mit der Geschwindigkeit v rela­
tiv zu K. Die Verbindungslinie LichtquelIe-Beobachter schlieBe in K 
gemessen eillen Winkel a mit del' x-Achse ein, und die z-Achse liege 
uberdies senkrecht auf del' durch diese beiden Richtungen bestimmten 
Ebene. Dann ist in K die Lichtphase bestimmt durch 

~ . [ xcosa+'!I Sina ] "n.v t---'-"'----e c, 
wo v die Normalfrequenz der Lichtquelle bedeutet. Wie wir im Ab­
sehnitt III, Nr. 32d') noeh genauer ausfuhren werden, muS die Phase 
eine Invariante sein. Es gilt also 

21'ttJ! t 2;t~1' t------ . . • [, x' C08 a' + y' sin "'l . L~ x COB a + !I Bin a] 
e C J=e C 

Mittels (1) folgt daraus so fort 
(15') v' = v 1 - {J cos c.: 

V1-{P , 

, cos a -- {J 
(16) cos a = 1 _ (J cos a' 

. , sino:~ 
SIn a = 1 _ {J COS a ' 

woraus man weiter entllimmt 

(16a) t ' sin 0: V 1 {J' 
0' a = ---''-------,0 
o cos 0: - (J 

(1914), p. 10; A . .E!:nstein, Astron. Nachr. 199 (1914), p. \) und 47]; endlich P. Zee­
man, Arnst. Versl. 28 (1919), p. 1451 und P. Zeeman u. A. Snethlage, Arnst. Versl. 
28 (1919), p. 1462; Arnst. Proc. 22 (1920), p. 462 u. 512; Die Theorie aZZer diesel' 
Versuche wird ansfUhrlich entwickelt durch M. t'. Lm/·e, Ann. d. Phys. 62 (1920\ 
p.448. 

51 a) A. A .. Michelson, Phil. Mag. 8 (1904\ p. 716; 1~I. 1". Laue, Miinchen Bel'., 
math.-phys. Kl. 1911, p. 405. 
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und 
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a' 1 I1+7f: a 
tg 2 = JI t=P tg 2' 

Wir fiigen noch die Transformationsformel fiir den raumlichen Winkel 
dS!. eines Strahlenbiindels hinzu. Da 

folgt aus 

(16c) 

dQ,' dcosa' 
dQ, d cos a ' 

, l-{P 
1 + {J cos a = 1 fJ - cosa 

durch Differenzieren sofort 

(17) 
, 1 - fJ2 

d~ = (1 f1 '2 dS!.· - cos a) 

Formel (15) bringt den Dopplereffekt zum Ausdruck, (16a) ist 
die Umkehrung unserer friiheren Gleichung (13). Wir haben also 
zugleich eine neue, strengere Ableitung der relativistischen Aberra­
tionsformel gewonnen. Wie zu erwarten war, stimmt auch der Aus­
druck fiir den Dopplereffekt mit dem klassischen in den GroBen 1. Ord­
nung, die aHein der Beobachtung zuganglich sind, iiberein. Wie bei 
der Aberration bringt hier die Relativitatstheorie insofern eine prin­
zipieHe Vereinfachung, als die in der alten Theorie und beim Schall 
auch tatsachlich verschiedenen FaIle: ruhende Lichtquelle - bewegter 
Beobachter und bewegte Lichtquelle -- ruhender Beobachter voU­
kommen identisch werden. 

Fiir die Relativitatstheorie charakteristisch ist del' Umstand, daB 
auch dann, wenn die Geschwindigkeit der Lichtquelle senkrecht zur 
Blickrichtung gelegen ist (cos a = 0), der Dopplereffekt nicht ver­
schwindet. Vielmehr wird nach (15) in dies em Fall 

(17 a) 
, v 
V=-- . 

y'1 (12 

Diese transversale Dopplerverschiebung nach Rot ist vollkommen im 
Einklang mit der fur jede bewegte Uhr postulierten Zeitdilatation 
(Nr 5). Bald nachdem Stark den Dopplereffekt in dem von den Kanal­
strahlteilchen emittierten Licht beobachtet hatte, wurde von Einstein 52) 

auf die Moglichkeit hingewiesen, diesen transversalen Dopplereffekt 
durch Beobachtungen an Kanalstrahlen zu verifizieren. Bisher ist es 
jedoch nicht gelungen das Experiment durchzufiihren, da es auBerst 
schwierig ist, a genau gleich 900 zu machen und den relativistischen 
transversalen Dopplereffekt yom gewohnlichen longitudinalen zu trennen. 

52) A. Einstein, Ann. d. Phys. 33 (1907), p. 197. 
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II. Mathematische Hilfsmittel. 

7. Die vierdimensionrue Raum-Zeitwelt (Minkowski). Wie im 
vorausgehenden Abschnitt dargelegt wurde, lassen sich die Postulate 
der Relativitat und der Konstanz der Lichtgeschwindigkeit in die 
eiue Forderung der Invarianz aller N aturgesetze gegenfiber der Lorentz­
Gruppe zusammenfassen Unter Lorentz-Gruppe wollen wir von nun 
an die Gesamtheit aller 0010 linearen Transformationen verstehen, welche 
die 1dentitat (II) befriedigen. Jede derartige Transformation kann aus 
Drehungen des Koordinatensystems (zu denen eventuell auch noch 
Spiegelungen hinzutreten konnen) und aus der speziellen Lorentz­
Transformation yom Typus (I) zusammengesetzt werden. 53) Mathe­
matisch gesprochen ist also die spezielle Relativitiitstheorie die In­
variantentheorie der Lorentz-Gruppe. 

Fur ihre Entwicklung sind die Arbeiten Minkowskis 54) grund­
legend geworden. Durch konsequente Ausnutzung von zwei Umstiin­
den gelang es ihm, die Theorie in eine au13erordentlich elegante mathe­
matische Form zu bringen. 

1. Fiihrt man statt der gewohnlichen Zeit t die imaginiire Grope 
it = ict ein, so verhalten sich in der Lorentz· Gruppe, also auch in den 
fJegeniiber dieser Gruppe invarianten Naturgesetzen, Raum und Zeitkoor­
dinaten formal volZig gleich. In der Tat geht dann die fur die Lorents­
Gruppe charakteristische 1nvariante 

x2 + y2 + S2 _ c2 t2 

63) Sobald man von den Transformationen der Koordinaten 8elbst zu denen 
ihrer Differentiale iibergeht, entspricht den Verschiebungen des Koordinaten­
urRprunges keine Transformation mehr (vgl. die folgende Nr.). tiber die Ein· 
schrankung der in der Lorentz-Gruppe zuIassigen Transformationen, welche von 
den Realitli.tsverhltltnis8en gefordert wird, und fiber die Umkehr der Zeit vgl. Nr. 22. 

M) H. Minkowski: 1. Das Relativillttsprinzip, Vortrag gehalten in der math. 
Gesellsch. zu G1>ttingen am 6. Nov. 1907, abgedruckt im Jahresber. d. Deutsch. 
Math. Ver. 24 (1915), p. 372 und in den Ann. d. PhY8. 47 (1915), p. 927. 2. Die 
Grundgleichungen fur die elektromagnetischen V orgiinge in bewegten K1>rpern, 
G1>tt. Nachr. 1908, p.63 und Math. Ann. 68 (1910), p. 4i2, auch separat, Leipzig 
1911. 3. Raum und Zeit, Vortrag gehalten auf der Naturforscherversammlung 
in K1>ln am 21. Sept. 1908, abgedruckt in der Phys. Ztschr. 10 (1909), p 104, 
auch in der Sammlung, Das Relativitlttsprinzip, Leipzig 1913. 1m folgenden 
zitiert als Minkowski I, II und Ill. 

Ais Vorliiufer Minkowskis muB Poincare (Rend. Pal. 1. c. Anm. 11) genannt 
werden, der bereits die imaginiire Koordinate u = ict gelegentlich einffihrl und 
ijfters schon diejenigen Gr1>Ben zusammenfaBt und als Koordinaten eines Punk­
tes im R, deutet, die man heute als Komponenten eines Vektors bezeichnet 
Auch der invarlante Abstand spielt in seinen tiberlegungen eine Rolle. 
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uber in 
(18) 

Es ist deshalb zweckmaBig, nicht von vornberein Raum und Zeit zu 
trennen, sondern die vierdimensionale Raum-Zeit-Mannigfaltigkeit an 
sich zu betrachten, die wir mit Minkowski kurz WeIt nennen wollen. 

2. Da der Ausdruck (18) gegenuber Lorentz-Transformationen in­
variant und auBerdem eine quadratiscbe Form der Koordinaten ist, liegt 
es nahe, ihn als Quadrat der Entfernung des Weltpunktes P(x, y, E, u) 
yom Koordinatenursprung zu definieren in Analogie zum entsprecben­
den Entfernungsquadrat Xli + y2 +.e ll im gewobnlicben Raum. DadUtrch 
wit-d in der Welt eine Geometrie (Metrik) festgelegt, die eine weitgehende 
Verwandtschaft mit der Euklidischen Geometrie hat. Eine voll~ Identitat 
beider Geometrien ist wegen des imaginaren Cbarakters der einen 
Koordinate nicht vorbanden, der zum Beispiel zur Folge bat, daB zwei 
Weltpunkte mit dem Abstand Null nicbt notwendig zusarumenfaUen 
mussen; in Nr. 22 werden diese Verhaltnisse naber erlautert. Unge­
achtet dieser Unterscbiede in den geometriscben Verbaltnissen konnen 
jedoch die Lorentz-Transfol'mationen in Analogie zu den Drebungen 
des Koordinatensystems im Rs als orthogonale lineal'e Transformatio­
nen del' Weltkoordinaten und als (imaginare) Drebungen del' Welt­
aebsen angeseben werden. Und ebenso wie del' gewobnliebe Vektor­
und Tensorkalkul aufgefaBt werden kann als Invariantentheorie der 
ol"thogonalen linearen Koordinatentransformationen des 14., nimmt die 
Invariantentheorie del' Lorentz-Gruppe die Form eines vierdimensio­
Dalen Vektor- und Tensorkalkiils an. 65) Zusammenfassend konnen wir 
also das sweite fiir die Minkowskiscbe Darstellung der Theorie wesent­
liehe Moment so formulieren: lnfolge des Umstandes, dafJ die Lorents­
aruppe eine quadratische Form der vier Weltkoordinaten invariant liifJt, 
kann die Invariantentheorie dieser Gruppe geometrisch eingekleidet werden 
und erscheint dann als naturgemiifJe Verallgemeinernng des gewohnlichen 
Vektor- und Tensorkalkuls fur eine vierdimensionale Mannigfaltigkeit. 

8. Ubergang zu allgemeineren Transformationsgruppen. Um 
bier gleieh auch die fiir die allgemeine Relativitatstheorie notigen 
mathematiscben Hilfsmittel entwickeln zu konnen, wollen wir schon 
bier einige formale Ergebnisse derselben vorwegnebmen. 

Es ist dort nicbt mebr moglicb, den Abstand zweier in endlicher 
Entfernung voneinander befindlicber WeItpunkte in so einfaeher Weise 

55) Die entscheidenden Ansatze fiir denselben finden sich in den zitiertelil. 
Arbeiten Minkowskis. Eine systematische Darstellung wurde zuerst von SO'lnmer­
feld gegeben: A. Sommerfeld, Ann. d. Phys. S2 (1910), p. 749 und SS (1910), p. 649,. 
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zu definieren, wie es durch die Relation (18) geschehen ist. Doch 
liiBt sich auch hier das Quadrat des Abstandes ds zweier unendlich 
benachbarter Punkte darstellen als quadratische Form der Koordinaten­
differentiale. Wir bezeichnen die Koordinaten statt mit x, y, z, u mit 
Xl, X2, x3, X4, kurz mit Xi, die Koeffizienten dieser Form entsprechend 
mit gik und lassen mit Einstein die Summenzeichen fort, indem wir 
ein fur allemal festsetzen, daB iiber jeden Index, der zweimal vor­
kommt, zu summieren ist, wobei er die Werte 1, 2, 3, 4 durchliiuft. 
Dann konnen wir schreiben 

(19) 

Die Summen auf der rechten Seite sind so auszufiihren, daB i und 
k unabhangig voneinander je die Werte I, 2, 3, 4 durchlaufen. Die 
Kombinationen ik, in welchen i 9=- kist, komm.en deshalb insgesamt 
je zweimal, die Kombinationen i i nur einmal in (19) vor. Dies hat 
zum Beispiel die Konsequenz, daB bei Differentiation der quadratischen 
Form 

nach UO sich ergibt 

(20) 

was auch 1m Einklang ist mit dem Eulerschen Satz 

Uidd~ = 2J. 
u' 

1m Linienelement (19) werden die gil im allgemeinen beliebige 
Funktionen der Koordinaten sein konnen. Dementsprechend hat es 
die allgemeine Relativitiitstheorie, nachdem die GroBen gik explizite 
eingefuhrt sind, mit der Invariantentheorie der Gruppe aller Punkt· 
transformationen 

zu tun. 
Wir geben noch mit teiIweiser Erganzung des bisher Gesagten 

die folgende Zusammenstellung der fur die Physik wichtigsten Trans­
formationsgnlppen, indem wir dem Erlanger Programm von F. Klein 56a) 

folgen. Jede der angefuhrten Gruppen enth;ilt die vorangehenden als 
Untergruppen (B' ausgenommen). 

56 a) F. Klein, Programm zum Eintritt in die philosophische Fakultat, Er­
langen 1872; wiederabgedruckt in den Math. Ann. 43 (1893), p. 63. V gl. auch 
Kleins Vortrag: Uber die geometrischen Grundlagen der Lorentz·Gruppe, Jahres­
ber. d. Deutsch. Math.-Ver. 19 (1910), p. 281 und Phys. Ztschr. 12 (1911), p. 17. 
Siehe auch die Bemerkungen in F. Kleins Gesammelten mathematischen Ab­
handlungen, 1. Band, Berlin 1921, p. 565-567. 
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A. Die Gruppe der orthogonalen liuearen Transformationen (Lorentz­
Grupp e) , welche das Quadrat der Distanz 

S2 = X 12 + Xi 2 + Xa 2 + xl 
invariant lii.Bt. Dabei konnen die inhomogenen Transformationen nach 
Belieben mitgezii.hlt werden oder nicht. Definiert man die Lorentz­
Gruppe jedoch als die Gruppe der linearen Transformationen der Ko­
ordinatendifferentiale, welche das infinitesimale Abstandsquadrat 

ds2 = dX12 + dX22 + dXS2 + dX42 

invariant lassen, so besteht sie nur aus 00 6 homogenen Transforma­
tionen. Fur manche Anwendungen sind jedoch gerade die Verschie­
bungen des Koordinatenursprunges wichtig. AuBerdem hat man noch zu 
unterscheiden zwischen den eigentlichen orthogonalen Transformationen 
mit der Funktionaldeterminante + 1, welche sich stetig in die iden­
tische Transformation uberfiihren lassen, und der umfassenderen Gruppe, 
die auch die gemischt orthogonalen Transformationen mit der Funk­
tionaldeterminante - 1 enthiilt, welche mit einer Umklappung ver­
bunden sind. 

B. Die affine Gruppe, die aile linearen Transformationen enthii.lt. 
B'. Die Gruppe der konformen Abbildungen, welche die Gleichullg 

X 12 + Xs 2 + Xs 2 + XI4 = 0 
des Lichtkegels in slch uberfiihrt, so daB 

'2 + ' 2 -L- '2 +'2 (2 + 2 + 2 + 2) Xl X 2 I Xs X4 = Q Xl Xi Xs X4 

wird, wo Q eine beliebige FUllktion der Koordinaten ist. Uber ihre 
Anwendbarkeit auf die Maxu·ellschen Gleichungen und ihre Rolle in 
der Nordstrom schen Gravitationstheorie vgl. Nr. 28 und 65 d). 

C. Die projektive Gruppe del' linear gebrochenen Transformatio­
nen. Auf diese beziehen sich hauptsii.chlich die alteren Untersuchun­
gen der Mathematiker uber nicbteuklidische Geometrie. Fur die Phy­
sik ist sie bisher von geringerer Wichtigkeit (vgl. jedoch Nr. 18). 

D. Die Gruppe alier Punkttransformationen, der die invariante 
Differentialform (19) adjungiert ist. 1hre 1nvariantentheorie ist die 
Tensorrechnung der allgemeinen Relativitatstheorie. 

E. Uber die noch umfassendere Gruppe von Weyl siehe Abschn. V, 
Nr.65. 

9. Tensorrechnung bei affl.nen Koordinatentransformationen.56) 

Urn den Ubelstand zu vermeiden, daB ein und dieselben Formeln in 

56) Au8er der in Nr. 7 zitierten Literatur kommt hier in Betracht: H. Grafjmann, 
Ausdelmungslehre von 1862, Berlin; M. v. Laue, Das Relativitatsprinzip, Braun­
schweig, 1. Aufi.1911, 3. Aufi.1919 jH. Weyl,Raum-Zeit-Materie, Berlin, l.Aufi.1918, 
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der speziellen und in der allgemeinen Relativitiitstheorie in verschie­
dener Weise geschrieben werden, wollen wir gleich die affine Gruppe 
unseren Betrachtungen zugrunde legen und uns nicht auf orthogonale 
Transformationen beschranken. Geometrisch bedeutet dies, daB wir 
auch schiefwinklige (nicht aber krummlinige) Koordinatensysteme zu­
lassen. Die gik sind Konstante, haben aber nicht immer die N ormal­
werle gil: = dl' wie in den orlhogonalen Systemen. Dabei ist das 
GroBensystem h/, definiert durch 

(21) { 0 fiir i =!= k 
d."= 
• 1" i=k. 

Der Tensorkalkiil kann nun in verschiedener Weise begriindet 
werden. Entweder man deutet die Tensorkomponenten als Projek­
tionen gewisser geometrischer Gebilde, oder man charakterisiert sie 
rein algebraisch durch ihr Verhalten bei Koordinatentransformationen. 
Minlwwski faBt bloB den Vierervektor geometrisch auf, wahrend er 
zu dem von ihm zuerst eingef'lihrten Begriffe des Fliichentensors (oder 
wie er sagt, des Vektors II. Art) auf rein algebraischem Wege ge­
langt. Durch Sommerfelds Arbeiten 55 a) wurde jedoch die geometrische 
Methode die herrschende und blieb sie, bis die Lorentz-Gruppe durch 
allgemeinere Transformationsgruppen ersetzt wurde. In der filr den 
Tensorkalkiil der allgemeinen Punkttransformationsgruppe grundlegen­
den Abhandlung von Ricci und Levi-Civita 56), an die Einstein 66) an­
kniipfte, findet sich niimlich auBer einem Ansatz fiir die Interpretation 
der kontra- und kovarianten Vektorkomponenten keine geometrische 
Betrachtung. Erst durch spiitere Arbeiten von Hessenberg, Levi-Oil:ita 
und Weyl51) wurde das geometrische Moment wieder mehr betont. 

2. Auf!.. 1919,3. Auf!.. 1920; G. Ricci u. T. Levi-Civita, Math. de calcul differentiel 
absolu et leurs application, Math. Ann. 64 (1901), p. 135; A. Einstein, Die for­
male Grnndlage der allgemeinen Relativitatstheorie, Berl. Ber. 1914, p. 1030 und: 
Die Gmndlage der allgemeinen Relativitll.tstheorie, Ann. d. Phys. 49 (1916), p.769, 
anch separat als Broschure, Leipzig 1916. Eine abweichende Terminologie ver­
wenden G. N. Lewis, Proc. Am. Acad. 46 (1910), p. 166 und E. B. Wilson und G. N. 
Lewis, Proc. Am. Acad. 48 (1912), p. 387, vgl. auch den Bericht von G. N. Lewis, 
Jahrb. f. Rad. u. El. 7 (1910), p. 321. Ferner: H. Kafka, Ann. d. Phys. 68 (1919), 
p. 1; H. Lang, Diss. Munchen 1919 und Ann. d. Phys. 61 (1920), p. 112. tIber die rezi­
proken Vektorsysleme vgI. man auch O. Ru:nge, Vektoranalysis, Leipzig 1919, 
dessen Darlegung sich aber auf den Ba ~eijchril.nkt. Man vgl. zu den folgenden 
Darlegnngen dieses Ahschnittes anch R. WeiteenbOck, Art. III E 7 dieser Enzykl., 
zweiter Teil, Ahschn. C. - Es sei noch hcmerkt, daB die hier dargelegte Tensor­
rechnung bei affinen Koordinatentransformationen nur der Terminologie nach 
von der in der Algebra ublichen Invario.ntentheorie der Formen verschieden ist. 

66 a) .A.. Sommerfeld, Ann. d. Phys. l. c. 
67) Vgl. Litero.turo.ngo.he in Nr. 10, 14, u. 16, Anm. 680.),66),66), 67) u 77). 

EDcyklop. d. math. Wi8881180h. V S. 38 
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Voil zur Geltung kommt es auch in del' Dissertation vou Lang.56) 

Die rein algebraische Darstellung hat den Vorzug der Einfachheit 
und Ubersichtlichkeit, die geometrische den der Anschaulichkeit. Wir 
folgen hier zunachst der ersteren, um dann fiir spezieile Faile der 
hier el1twickelten Begriffe und Siitze auch geometrische Interpreta­
tiol1en zu geben. 

Die GroBen aik1m ... rat ... , in den en die Indizes unabhangig vonein­
ander die Werte 1,2,3,4 annehmen konnen, heiBen Tensorkompo­
nenten, und zwar in den Indizes iklm ... kovariante, in den Indizes 
1"St .•• kontravariailte Komponenten, wenn sie sich bei der affinen 
Koordinatentransformation 
(22) 
mit del' Umkehrung 
(23) 

(worin die Koeffizienten a/ die Bedingungen 

(24) a/a{ = at a/ = ~/ 

erfiillen), Wle folgt transformieren: 

(25) a'. rat .•. = a /laT .•. N .';:; "-a I. N ra ' 57a\ 
.klm··· 'Xl.,.,... "', "'k I ... "'Q a'" ). 

Hierin ist der ailgemeil1en Vorschrift gemiiB iiber die doppelt vor­
kommenden Indizes zu summieren. (fiber die Verallgemeinerung die­
ser Definition fiir beliebige Koordinatentransformationen siehe Nr. 14.) 
Die Zahl der Indizes der Komponenten eines Tensors heiBt sein Rang. 
Die Tensoren 1. Ranges heiBen auch Vektoren. Das einfachste Bei­
spiel fiir solche sind die (kontravarianten) Koordinaten Xi eines Punk­
tes. Auch die durch (21) definierten GroBen h,k bilden zufolge (24) 
die Komponenten eines Tensors, und zwar im Index i kovariante und 
im Index lc kontravariante. Dieser Tensor h/ hat iiberdies die Eigen­
tiimlichkeit, daB seine Komponenten in allen Koordinatensystemen die 
gleichen Werte annehmen. 

Durch Addition zweier Tensoren erhiilt man einen neuen Tensor 
gleichen Ranges, durch Multiplikation einen Tensor hoheren Ranges, 
z. B. 

aibk = Cik ' a;bk = c/. 
Durch Verjiingung, d. h. Summation liber korrespondierende Indizes 

57 a) 'Vir hielten es fiir richtiger, die Benennungen "kontravariant" und 
"kovariant" entsprechend der historisch iUteren Bezeichnung "kogredient" und 
"kontragredient" zu vertauscben, so da5 dann die Gri.i5en, die' sich so wie die 
Koordinaten transformieren, kovariant genannt wiirden. Doch fiigen wir uns 
bier der jetzt allgemein iiblichen, von Ricci u. Levi-Civita herriibrenden, auch 
von Einstein und Weyl (1. c. Anm. 56) angewandten Bezeichllung. 
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der oberen und unteren Reihe, erhiilt man einen Tensor niedrigeren 
Ranges. So z. B. aus dem Tensor 2. Ranges t/ die Invariante t = t;, 
(wobei unserer Vorschrift entsprechend das Summenzeichen wegge­
lassen ist). Man kann auch Multiplikation und Verjiingung kombi­
nieren. Man bilde z. B. zuerst durch Multiplikation aus ai und bi 

den Tensor 

und dann durch Verjiingung die Invariante 

s = s/. 
Diese erhalt man aber auch direkt aus den Vektoren at und bi mittels 
del' Operation s = aibi • 

Ebenso erhiilt man aus dem Tensor 2. Ranges aik und dem Vektor x 
den Vektor 

und die Invariante J = aikxixk. 

Die hier angewandte Regel laSt auch eine Umkehrung zu: 1st a/xi 
bei beliebigem Vektor Xi eine Invariante, so sind die ai kovariante 
Komponenten eines Vektors; ist aik = aki und aikx;xk bei beliebigem 
Vektor Xi eine Invariante, so sind die ask kontravariante Komponen­
ten eines Tensors 2. Ranges usf. Die Verallgemeinerung diesel' Siitze 
fur Tensoren beliebigen Ranges erhellt unmittelbar. 

Ein Tensor heiBt in den Indizes i und k symmetrisch bzw. schief­
symmetriscb, wenll seine Komponenten bei Vertauschung der Indizes 
i und k sich nicht iindern, bzw. bloB ihr Vorzeichen wechseln (z. B. 
a,k = aw bzw. aik = - aki). Wie leicht zu verifizieren ist, sind diese 
Relationen VOID zufallig gewiihlten Koordinatensystem unabhangig. 
Dabei ist aber wesentlich, daB die beiden Indizes i und k de'J'selben 
Indexreihe (entweder beide der oberen oder beide der unteren) an­
gehoren. 

Die in (19) eingefiihrten GroBen gik bilden ebenfalls eirien Ten­
sor, wie aus del' Invarianz von gikXixk 58) folgt. Er ist sowohl fiir 
die Geometrie als auch fur die Physik von der groBten Bedeutung 
und heiBt der metrische Fundamentaltensor. Man kann aus den gik 
auf folgende Weise neue Tensorkomponenten gewinnen. Man bilde 
zuerst die Determinante 9 del' gik 

(26) 9 = Igik I, 

58) 1m Giiltigkeitsbereich del' affinen Gruppe brauchen die beiden Punkte, 
deren Entfernungsquadrat durch gik Xixk bestimmt iet, nicht als unendlich be­
nachbart angenommen werden, vgl. die folgende Nr. 

38* 
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und dividiere dann die zu einem bestimmten Glied gik konjugierte 
Unterdeterminante durch g. Man erhiilt auf diese Weise 10 GroBen 
g'" (rfk = gkt), welche die Relationen 

(27) 

endUen. 

(26 a) 

g;agka = ~t 

(Es sei auch gleich die Beziehung 

I ikl_ 1 9 -­g 

angemerkt.) Wir behaupten, daB sie kontravariante Tensorkomponen­
ten 2. Ranges sind. Beweis: Aus den kontravarianten Komponenten 
a" eines Vektors erhiilt man durch Multiplikation mit g,,, und Ver­
jiingung kovariante Komponenten: 

(28) 

Da die Umkehrung dieses Gleichungssystems 

(28 a) 

lautet und die Komponenten a" ganz beliebig sein konnen, folgt nach 
dem friiher erwiihnten Satz der Tensorcharakter der gi". 

Wir bezeichnen die GroBen a. und at als kovariante und kontra­
variante Komponenten desselben Vektors. Analog definiert man an 
Tensoren hoheren Ranges das Herauf- und Heruntersetzen der Indizes 
und betrachtet die betrefl'enden GroBensysteme als zum gleic/ten Ten­
sor gehorig, z. B. 

(28 b) a = g. gar' = g ar at" = gtrnl:'a = gira k ik .r kI ir k' • Y r, r . 

Durch daB Herauf- und Heruntersetzen von Indizes wird die Richtig­
keit einer Relation zwischen Tensoren nicht gestort, nur muB beim 
Verjiingen stets iiber korrespondierende Indizes der oberen und der 
unteren Reihe summiert werden, z. B. 

(29) 
J = alb' = alb;, 

Hiermit sind die Regeln der Tensoralgebra erschopft. Die Ten­
soranalysis, d. h. die Vorschriften, wie man durch Differentiation von 
Tensoren nach den Koordinaten neue Tensoren ableitet, folgt fiir die 
affine Gruppe so fort aus der Tensoralgebra durch die Bemerkung, daB 

sich die Operation a:" formal in jeder Hinsicht wie die kovarianten 

Komponenten eines Vektors verhiilt. Die naturgemii.Be Ordnung und 
geometrische Deutung dieser Operationen. kann erst bei der Be­
sprechung des Tensorkalkiils der allgemeinen Transformationsgruppe 
gegeben werden. 
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10. Die geometrische Bedeutung der kontra- und kovarianten 
Komponenten eines Vektors.58 &) Den Vektor konnen wir geometrisch 
darstellen als Strecke nnd nennen ihn deshalb auch Linientensor. 
Seine kontravarianten Komponenten sind dann durch deren Parallel­
projektionen auf die Koordinatenachsen gegeben. Wenn wir den An­
fangspunkt des Vektors in den Koordinatenursprung legen, so sind 
sie zugleich identisch mit den Koordinaten des Endpunktes, und diese 
transformieren sich in der Tat beim Ubergang zu einem neuen Ko­
ordinatensystem nach der vorigen Nr. genau so, wie es von den 
kontravarianten Komponenten eines Vektofs definitionsgemaS verlangt 
wird. Analog wie im Rs laSt sich ferner die Summe zweier Vek­
toren als Diagonale des Parallelogramms darstellen. 

Wir mussen nun Entfernnngen und Winkel einfuhren und gehen 
zu diesem Zweck von einem Cartesischen (orthogonalen) System 
(Xl1 Xu Xs, X,) aus. In diesem ist das Langenquadrat eines Vektors ~ 
mit den Komponenten Xi gegeben durch 

(30) ~2 = ~ X.2 59) , 
i 

nnd zwei Vektoren heiSen aufeinander senkrecht stehend, wenn 

(31) 

verschwindet. 1m allgemeinen heiSt (~~) das skalare Produkt der 
V ektoren ~,~. Die Invarianz dieser Definition gegenuber orthogonal en 
Transformationen folgt aus der Invarianz von (30) mittels der Relation 

().~ + 1l~)2 = J.2~2 + 2).1l(~~) + 1l2~2. 
Da diese Form in ). und Il definit ist 59), folgt auch noch 

(~~)2 _ ~t~2 < 0, 

(worin iiberdies das Gleichheitszeichen nur gilt, wenn ~ und ~ par­
allel sind: ~ = a~). Wir konnen also durch 

(32) 

den von zwei Richtungen eingeschlossenen Winkel definieren. Die 
geometrische Bedeutung des skalaren Produktes ist dieselbe wie im 
gewohnlichen Raum: es ist gleich dem Produkt aus der Orthogonal­
projektion des V ektors ~ auf die Richtung von ~ und der Lange von ~. 

58a) In den Darlegungen dieser Nr. schlieBen WIT uns an G. Hessenberg au 
[Math. Ann. 78 (1917), p. 187]. 

59) Wir nehmen hier an, daB in (30) aIle Quadrate das positive Zeichen 
haben und die Koordinaten reell sind. Auf die abweichenden Verhiiltnisse in 
der wirklichen Raum-Zeitwelt kommen wir in Nr.22 zuriick. 
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Man erkennt das sofort, wenn man das orth6gonale Koordinaten­
system speziell so wahlt, daB eine Koordinatenachse die Richtung 
von ~ hat, was immer moglich ist. 

U m nun auch die Ausdriicke fiir Lange und skalares Produkt in 
einem beliebigen schiefwinkligen Koordinatensystem zu finden, cha­
rakterisieren wir zunachst ein solches System durch seine vier Achsen­
vektoren e" k = 1, 2, 3, 4, deren kontravariante Komponenten in die­
sem System 

(33) 

e1 = (1, 0, 0, 0) 

es = (0, 1,0,0) 

ea = (0,0, 1, 0) 

e", = (0, 0, 0, 1) 

lauten. Ihre Langen sind im aIlgemeinen von 1 verschieden. Es wird 
also zwar die Lange eines Vektors selbst mit einem fur aIle Koordi­
natensysteme gleichen MaBstab gemessen, die Projektionen auf die 
Achsen dagegen mit MaBstaben, die sogar fur die Achsen desselben 
Koordinatensystems im allgemeinen verschieden sind. Es kann danll 
jeder Vektor t in der Form geschrieben werden 

(34) t = :i'e". 
Ffir Entfernung und skalares Produkt folgt daraus so fort 

(35) ~2 = (xie,) . (:i'e,,) = (e,e,,):J!:i' = g,kxi:i', 

(36) (~~) = (xie,) ('!Iek) = (eie,,)xiyk= gt"xiyk 
mit 
(37) gik=(e,ek). 
Wir haben also zugleich die geometrische Bedeutung del' GroBen g,k 
ermittelt. 

Nun fiihren wir das zum Vektorquadrupel e" reziproke Vektor­
quadrupel e,,* ein. Es ist definiert durch die Relationen 

(38) (e,ek*) = Ii,", 
d. h. die Vektoren e,* stehen auf den von je drei Vektoren e. gebildeten 
Raumen senkrecht, und ihre Langen sind auBerdem geeignet normiert. 
Bezeichnen wir nun mit Xi die Pkrallelprojektionen von t auf die re­
ziproken Achsell gemessen mit den zugehOrigen EinheitsmaBstaben, 
so gilt 
(39) t = xke,,*. 
Um den Zusammenhang zwischen den Xi und den Xi zu finden, mul­
tiplizieren wir nun die Gleichung 

(39 a) 
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skalar mit ei . Mit Riicksicht auf (37) und (38) erhalten wir. 

(40) Xi = gll,Xk, 

das heiJlt: Die Parallelprojektionen des Vektors ~ auf die reziproken 
Achsen, gemessen mit den reziproken Einheitsmaf3stiiben sind seine ko­
varianten Komponenten. 60 ) Multiplizieren wir andererseits (39a) skalar 
mit et, so folgt 

Xi - (e *e >,")x - i k k1 
also wegen Xi = gikXk: 

(41) gik = (ete/). 
lndem man die Ausdriicke (34) und (39) fiir ~ einerseits einzeln qua­
driert, andererseits miteinander multipliziert, erhiilt man noch 
(35 a) ~2 = g;kx!Xk = gikx;xk = Xix! 

und ebenso ergibt sich fiir das skalare Produkt aus 

(36 a) 

~ = xkek = xkek*, ~ = ykek = Yk e/: 
(~~) = gikXiyk = gik XiYk = XiY = XiYi' 

Es bleibt noch zu untersuchen, wie sich die Achsenvektoren e. 
bei einer Koordinatentransformation verhalten. Sind e/ die Achsen­
vektoren des neuen (gestrichenen) Koordinatensystems, dann gilt fur 
einen beliebigen Vektor ~ 

Mit Riicksicht auf (22) 

(42) 
und 
(43) 

! = X'l e;' = xkek • 

und (23) folgt daraus 

Die (i/ sind also die Komponenten der neuen Achsenvektoren im alten 
System, die Uki die der allen Achsenvektoren im neuen System. Man be­
statigt iiberdies die aus (25) foIgenden Transformationsformeln fill' 
den Fundamentaltensor gik auf Grund von (37) und (42). 

60) Bei Ricci und Levi-Civita sowie bei Lang, 1. c. Anm. 56), werden die 
kovarianten Vektorkomponenten als Orthogonalprojektionen auf die urspriinglichen 
Achsen gedeutet. Dann muB aber noch ein Faktor hinzugefiigt werden, der die 
Einfachheit und Symmetrie der Formeln stort. Aus (39) folgt namlich durch 
skalare Multiplikation mitei: Xi = (ei !;). Die Orthogonalprojektion von !; auf ei 
ist also gleich 

(Uber i ist hiel'in nicht zu summieren.) Es sei noch bemerkt, daB im Carte­
sis chen System, in dem die gik die Wede 8l annehmen, der Unterschied zwi­
schen kontra- und kovarianten Komponenten verschwindet und auch die Achsen­
vektoren ei dieses Koordinatensystems mit ihrem reziproken Vektorquadrupel 
identisch werden. 
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11. Flaehen- und Raumtensoren. Vierdimensionales Volumen. 
Nach der Strecke ist das niichsthOhere geometrische Gebilde die 
Ji'liiche, dementsprechend folgt auf den Linientensor der Fliichentensor. 
Zu diesem gelangt man auf folgendem Weg. Zwei V ektoren ~, ~ 

spannen ein zweidimensionales Parallelepiped auf. Dessen achsen­
parallele Projektionen auf die sechs zweidimensionalen Koordinaten­
ebenen, gemessen in den Bacha Parallelepipeden der Achsenvektoren e" 
sind gegeben durch 
(44) ~ik = Xiyk - al'yi. 

Sie bilden also die kontravarianten Komponenten eines Tensors 2. Ranges, 
und zwar eines schiefsymmetrischen: es bestehen die Relationen 
(45) ~ik=_~ki. 

LaSt man die reziproken Achsen und die aus den e,* gebildeten Ein­
heitsflachen an die Stelle der oben verwendeten treten, so erhliJt man 
die kovarianten Komponenten 

(44 a) ~ik = xiy" - X"Yi' 

Man nennt nun jaden schiefsymmetrischen Tensor 2. Ranges, d. h. 
jeden Tensor 2. Ranges, dessen Komponenten die Relationen (45) er­
fiillen, einen FHichentensor. Zwar liiEt sich nicht jeder solche Tensor 
in der Form (44) darstellen, - denn die ~ik dieser speziellen Form er­
fiillen die Identitiit 
(46) ~12~S4 + ~13~42 + ~U~23 = 0 

- wohl aber als die Summe zweier einfacher Flii.chentensoren der 
Form (44). Die Invariante 
(47) J = ·HikSik 

stellt den Inhalt des Parallelogramms dar. Sind allgemeiner ~;" und 
'rJ,j; zwei Flachentensoren der speziellen Form (44), so gibt die In­
variante 
(48) 
das Produkt aus der Orthogonalprojektion des Parallelepipedes ~;k 

auf 'rJu; und der GroBe von 'rJ,k an. Die analogen Invarianten fiir all­
gemeine Flachentensoren sind die Summe von Produkten derartiger 
FliichengroEen. 60") Dber die invariantentheoretische Bedeutung der 
linken Seite yon (46) beim allgemeinen Flachentensor siehe Nr. 12. 

600.) Wir mochten in dies em Zusammenhang auf die PlUckerschen Linien­
koordinaten hinweisen. Sind Xl •.. X, und YI .•• y, die homogenen Koordinaten 

zweier Punkte einer Geraden des dreidimensionalen Raumes (so daB ~_ ... Xs 
x, x, 

und y'1 . .•• Ys deren gewohnliche Koordinaten sind), so Hillt sich die Gerade 
y, y, 
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Der Raumtensor wird dargestellt durch ein dreidimensionales 
Raumstiick, welches von drei V ektoren ~, ~, 3 aufgespannt wird. Seine 
Komponenten sind gegeben durch die Detel'minanten 

j ~i TJi ti I I ~. TJ, to 
~ikl = ~k TJk tk, ~ikI = ~k TJ1c tk 

I 1:1 ..,1 1"1 I: I" 
~ ., b SI TJI bl 

(49) 

Sie erfiillen die Symmetriebedingungen, daB sie beim Vertauschen 
zweier Indizes das V orzeichen wechseln. Die Zahl der unabhangigen 
Komponenten ist 4. Zum Unterschied vom Fliichentensor ist (49) 
schon der allgemeinste Raumtensor, d. h. jeder Tensor 3. Banges, 
dessen Komponenten die erwahnten Symmetriebedingungen erfiillen, 
liiBt sich in der Form (49) darstellen. 

Vier Vektoren ~(1), ~(2), ~(S), ~(4) spannen ein vierdimensionales 
V olumelement auf. 1m cartesischen System ist dessen GroBe einfach 
gleich der Determinante der 4x4 Komponenten der Vektoren~. Nach 
(34) und (39) driickt sich diese durch die Komponenten im schief­
winkligen System wie folgt aus: 

(50) S = l}Ilk I· 1 e. I = I Wk I . 1 e;* I, 
wie man durch Anwendung des Multiplikationssatzes der Determinan­
ten findet. I e. I und I e.* I bedeuten darin die Determinanten der 4x4 
Komponenten der Vektoren e, bzw. ei* im cartesischen System. Man 
erhiilt ihren Wert durch Quadrieren und nochmalige Anwendung des 

definieren durch die sechsGroBen PiA: = x.'Yk - xk'Yi, deren Verhiiltnisse von der spe­
ziellen Wahl der zwei Punkte auf der Geraden unabhangig sind. Diese Gro8en 
Pik geniigen der Relation (46). Die formale Analogie zum Flachentensor in der 
vierdimensionalen Welt ist eine vollkommene. 

1st ferner ~ik zuni!.chst ein spezieller Fli!.chentensor vom Typus (440.), so 
wird durch dxi = ~ik Xk einem jeden Vektor Xi eine infinitesimale Verschiebung 
zugeordnet. Do. dXi in der Ebene des Flachentensors ~ilc liegt und auf Xk senk­
recht steht, hat man es mit einer infinitesimalen Drehung des R4 vom Betrag 
und Umlaufssinn von ~ik zu tun. 1st ~ik ein Fliichentensor von allgemeiner Art, 
so entsteht die betreffende Verschiebung durch Addition zweier zueinander ortho­
gonaler Drehungen und kann als Sckraubung bezeichnet werden. Minkowski 
selbst (III, 1. c. Anm. 54) hebt die Analogie des Flii.chentensors zur Kraftschraube 
hervor. Die entsprechende Analogie im dreidimensionalen Raum findet eine 
weitgehende Anwendung aut' die Mechanik in der Schraubentheorie von Sir 
Robert Ball (A Treatise on the Theory of Screws, Cambridge 1900). V g1. auch 
den zugehOrigen Aufsatz von F. Klein, Ztschr. Math. Phys. 47 (1902), p. 237 und 
Math. Ann. 62 (1906), p. 419. 

Es sei auch bemerkt, da8 die selbstitndige Bedeutung der Fliichentensoren 
gegeniiber den Vektoren in mehrdimensionalen Mannigfaltigkeiten schon von 
H. Grapmann, 1. c. Anm. 56), erkannt und naher ausgefiihrt wurde. 
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Multiplikationssatzes der Determinanten mit Riicksicht auf (37), (41) 
und (26a) zu 

lei l2 = !(eje.)! = IUik! =U; Ie/ 121= I (ei* e,t*)! = I gik I = .!.. 
9 

Also ergibt sich endlich fiir das invariante V olumen: 

(51) ~=! ~k!.yg = I Wkl· ,~_. 
. rg 

Do. sich das vlerfache Integral 

fdx l dx2 dx3 dx', 

~elches wir der Kiirze wegen einfach fdx schreiben wollen, beim 
Ubergang zu einem neuen Koordinatensystem wie die Determinante 
I ~k I transformiert, ist das Volumen eines beliebigen Gebietes nach 
(51) gegeben durch 
(52) 

1st das Integral 

eine Invariante, so nennen wir mit WeyZ61) ~ eine skalare Dichte. 
Eine solche entsteht aus einem gewohnlichen Skalar durch Multipli-

kation mit Yu. 
Analoges gilt von der Vektordichte mit den Komponenten lUi, 

die durch die Bedingung definiert ist, daB die (uber ein unendlich 
kleines Gebiet erstreckten) Integrale 

flU i dx 

einen Vektor bilden. Allgemein sprechen wir in einem analogen Sinn 
von einer Tensordichte. Man erhiilt sie ebenfalls aus gewohnlichen 
Tensoren durch Multiplikation mit Yo. 

Bei der in N r. 9 besprochenen Systematik der Tensoreu wurde 
auf die Symmetriebeziehungen der Komponenten keine Rucksicht ge­
nommen. Wir haben jedoch gesehen, daB z. B. die schiefsymmetri­
schen von den symmetrischen Tensoren 2. Ranges in geometrischer 
Hinsicht vollstandig verschieden sind. Bei der Tensoranalysis wird diese 
Verschiedenheit von neuem hervortreten (s. Nr. 19 u. 20). Es empfiehlt 
sich infolgedessen nach dem Vorgang von WeyZ6!) und in Anlehnung 
an die Terminologie in Gra{jmanns Ausdehnungslehre neben der friiber 
verwendeten auch eine neue Systematik der Tensoren einzufiihren. 
Man bilde wie in (44) und (49) die GroBenreihe ~£ 1 ~jk 1 ~W, • .. Die 
Tensoren 1. Stufe (Linientensoren) 1., 2'1 3., ... Ranges entstehen 
dann aus den linearen, quadratischen, kubischen, ... Formen der einen 

61) H. Weyl, ZtBchr. f. Math. 2 (1918), p. 384; Raum - Zeit - Materit>, 
3. Aufl., Berlin 1920, p. 92 if. 

62) H. Weyl, Raum-Zeit-Materie, 1. Aufl., Berlin 1918, p. 45-01. 
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Verschiebung ;i 1:' I: ·tk t ·tkl:1 
ais', aikS'S, aikIS'S·S,· .. 

Ebenso bei den Tensoren 2. Stufe (FIachentensoren): 
b tik b tiktlm 
ikS, iklmS I> , ••• 

Damit die Koeffizienten durch die Formen eindeutig bestimmt sind, 
mussen sie gewissen Normierungsbedingungen geniigen. Die aw aikl •.. 

z. B. miissen bei Vertauschung zweier beliebiger Indizes unverandert 
bleiben, die bik miissen schiefsymmetrisch sein, endlich muB fiir die 
Komponenten bik1m des Fliichentensors 2. Ranges geIten: 
(53a) biklm = - bkilm = - bikml = b,mik , 

(53 b) biklm + billnk + bimkl = ° , 
letzteres folgt aus den Relationen (46). Ein derartiger PHichentensor 
2. Ranges ist der Kriimmungstensor (s. Nr. 16). Die Zahl del' unah­
hiingigen Komponenten eines solchen Tensors reduziert sich im n-di­
mensionalen Raum auf Grund von (53a) und (o3b) auf n2(n;; 1). Die 

hier dargelegte Systematik umfaBt bei weitem nicht aIle GroBen, die 
unter die in Nr. 9 formulierte Definition des Tensors fallen. Doch 
spielen nur diejenigen Tensoren, die sich ihr einordnen lassen, in den 
physikalischen Anwendungen eine Rolle. 

12. DuaIe Ergi.i.nzung zu Fli.i.chen- und Raumtensoren. In einer 
vierdimensionalen Mannigfaltigkeit kann jedem Fliichenstiick 
(54) ~ik = Xiyk _ Xkyi 

ein normales zugeordnet werden von del' Eigenschaft, daB aIle Ge­
raden des letzteren auf allen Geraden des ersteren senkrecht stehen. 
Wir nennen es zu ~ik dual, wenn es auBerdem dieselbe GroBe hat. Es 
ist zuniichst bestimmt durch 

;*ik = X*iy*k _ :r*ky*i, 

worin die Vektoren X*i, y*i auf Xi, yi normal sind: 

X/Xi = 0, X,*yi = 0, Yi*X i = 0, ,!/;*yi = 0. 
Eine einfache Rechnung zeigt dann, daB die Komponenten ;*ik aus 
den Komponenten von ~ik einfach durch eine gerade Permutation 

hervorgehen, wobei aber noch ein Faktor Vg bzw. :g hinzuzufligen ist: 

t*14 = _l_t t*24 = ...!: .. t t*34 __ 1_ t 
'" y'g S2S, SVg S3l1 '" - y'g \019' 

1:*23 = 1 t t*Sl = _l_t 1:*12 __ 1_1: 
'0 Jig "'141 '" Vg "'241 S - Vg SS4' 

(54 a) 

Analog durch Vel'tauschung von ;ik und ;*ik: 

(54b) 
I: * _ '/g-tll3 l: * _ '/g- t81 l: * _ '/g- t12 
'014 - V 1>, 1>24 - V '0, SS4 - r. '0 , 

t *_'/g-1:24 
"'81 - V S , 

l: * _ ,/-t34 
"'12 - r gs . 
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Durch die gleichen Relationen ordnet man dem Flii.chentensor ~i.t auch 
dann den dualen zu, wenn diesel' nicht von del' speziellen Form (44) 
ist. Durch skalare Multiplikation des Flachentensors ~i.t mit seinem 
dualen Tensor ~*i.t nach (48) erhalt man eine Invariante von beson­
del's einfachem Bau: 

(46 a) 

In genau entsprechender Weise liBt sich einem Raumtensor ~UI 
ein dualer V ektor ~*. zuol'dnen. Es ist dies diejenige Strecke, die auf 
allen Geraden des Raumstiickes senkrecht steht und deren Lange 
gleich ist dem V oluminhalt desselben. Es ergibt sich wieder fiir 
irgendeine gerade Permutation iklm: 

(00) ~*m = .:u~w, ~m* =yg~ikl. 

13. Ubergang zur allgemeinen Geometrie Biemanns. Wir gehen 
nun dazu iiber, die Invariantentheorie del' Gruppe aller Punkttransforma­
tionen zu besprechen. Hierzu ist erforderlich, zunachst auf die MaB­
bestimmung und die Sitze del' allgemeinen Riemannschen Geometrie 
einzugehen. Die ii.lteren Geometrien von Bolyai und Lobatschewsky, 
welche das Euklidische Parallelenaxiom aufgegeben haben, behalten aile 
das Axiom del' freien Beweglichkeit starrer Pllnktsysteme (Kongruenz­
axiom) bei und gelangen deshalb bloB zu den speziellen Fallen der 
Raume konstanter Kriimmung. Auch von der projektiven Geometrie 
ausgehend kommt man zu keiner allgemeineren Metrik. Die Maglich­
keit einer solchen wurde zuerst von Riemann 88) ins Auge gefaBt. 
Die Modifikation des Begriffes vom starren Karpel' in del' speziellen 
und allgemeinen Relativititstheorie hat es mit sich gebl'acht, daB man 
heute die so lange als evident angesehenen Kongruenzaxiome aufgeben 
und demnach die allgemeine Riemannsche Geometrie den Betrach­
tungen tiber Raum und Zeit zugrunde legen muB. 

Wir nehmen an, daB sich eine gewisse endliche Umgebung eines 
jeden Punktes del' Mannigfaltigkeit, die wir betrachten wollen (wir 
wollen del' Kiirze wegen bisweilen einfach von "Raum" sprechen) ein­
eindeutig und stetig durch Koordinaten Xl, x9, ••• xft kennzeichnen 
laBt. Von del' ganeen Mannigfaltigkeit braucht dies keineswegs VOI'-

63) B. Riemann, tJber die Hypothesen, welche der Geometrie zngrunde 
liegen. HabilitationBvortrag, gehalten im Jahr 1864. Ans dem NachlaB Rie­
mannB heransgegeben von Dedekinri in den Glltt. Nachr. 18 (1868), p. 133. [Rie­
manns Ges. Werke, p. 254.] Neuerdings separat als BroBchiire erBchienen, her­
ausgegeben von H. Weyl, Berlin 1920. 
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ausgesetzt zu werden. Die Zahl n der Dimensionen der ManIligfaltig­
keit lassen wir zuniichst beliebig. Der Grundbegriff der Metrik ist 
dann die Lange seiner gegebenen Kurve 

:J!' = :J!'(t), (k = 1, 2, ... n) 
wo t einen beliebigen Parameter bedeutet. Erst nachdem sie irgend­
wie physikalisch definierl ist, konnen die Ergebnisse der mathemati­
schen Untersuchung auf die in der Wirklichkeit vorhandene Mannig­
faltigkeit angewendet werden. 1m Rs mfissen wir uns jedenfalls den 
starren MaBstab durch einen beliebig biegsamen MaBfaden ersetzt denken. 

Es handelt sich nun darum, fiber die Funktion sCt) plausible An­
nahmen zu machen. Indem solche Annahmen bloB fiber den Differen-

tialquotienten :: gemacht werden, kennzeichnet sich die Riemannsche 
Geometrie als N ahegeometrie, im Gegensatz zur Euklidischen Ferngeo­
metrie. Als erstes Axiom stellen wir folgendes auf . 

.Axiom I. Der Differentialquotient :: in einem bestimmten Kurven-

punkt soll blofJ abhiingen von den Differentialquotienten ~~ in diesem 
Punkt, nicht von den hoheren Differentialquotienten und vom sonstigen 
Verlauf der Kurve. 

Do. die Bogenllinge s von der Wahl des Parameters t unabhangig 

ist, folgt daraus, daB :: eine homogene Funktion ersten Grades der 

GroBen a;; sein muB. Als Abstand zweier Punkte wird mau die 

Bogenlange der kiirzesten sie verbindenden Linie bezeichnen. Eine 
solche Linie heiSt auf einer zweiten senkrecht stehend, wenn die Di­
stanz von irgendeinem Punkt P der Linie 1 vom Schnittpunkt S 
beider Linien kleiner ist als die Distanz von P von irgendeinem an­
deren Punkte Q der Linie 2. GemsB dem Axiom I. kommt es dabei 
auf die Lage des Punktes P auf der Linie 1 nicht an, sondern nur 

auf die Differentialquotienten (~~t und (~~t in S. Man kann da­

her auch sagen, die Richtung 1 ist orthogonal zur Richtung 2. 1m 
allgemeinen wird daraus nicht folgen, daB auch 2 orthogonal auf 1 

ist. Wir wollen jedoch die Art der Funktion :: durch ein zweites 

Axiom festlegen: 

Axiom II. :: soll die Quadratwurzel aus einer quadratischen Form 
d dx,. '. ds dxi d:Jf' 

er tIt sem. dt = gik (It tIt, 

wofiir wir kiirzer schreiben konnen: 
(19) dss = go: dx' d:J!'. 
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Di~ ist die in Nr. S angeschriebene Gleichung. Das Axiom II. kann 
als Pytkagoreischer Lehrsatz filr unendlich benachbarte Punkte be­
zeichnet werden. Gerade diese Einschriinkung seines Giiltigkeitsbe­
reiches charakterisiert den Ubergang von der Fern- zur N ahegeometrie. 
Infolge des Axioms II. ist die Orthogonalitiit zweier Richtungen eine 
reziproke Beziehung. Umgekehrt, wenn dies immer eine reziproke 
Beziehung ist, muB das Linienelement von del' Form (19) sein.64) Man 
kann deshalb das Axiom II. auch durch das folgende ersetzen: 

Axiom II'. Wenn die Richtung 1 in P orthogonal ist auf der 
Richtung 2, so ist auch 2 orthogonal aUf 1. 

Legt man das Axiom II zugrunde, so kommt man fur n-= 2 
auf die Gau{3sche Geometrie auf beliebig gekriimmten Fliichen zuruck. 
Sowie man sich jede derartige F1iiche in einem euklidischen Ra denken 
kann, kann auch jeder Riemannsche Raum R., in einem euklidischen 

R.,(,,+l): eingebettet werden (nen:] entspricht dabei der Zahl der 
2 

Komponenten gik)' Doch lassen sich alie fur die Relativitiitstheorie 
wichtigen geometrischen Siitze auch herleiten, ohne daB von dieser 
Moglichkeit Gebrauch gemacht wird. Der Winkel (1, 2) zwischen 
zwei Richtungen d:t und ~:t in einem Punkt P kann genau so defi­
niert werden wie im euklidischen Raum, nur mu6ten die geraden 
Strecken durch unendlich kleine kurzeste Linien ersetzt werden. Man 
findet analog zu (32) 

(56) (1 2) gikda;i 6a:k 
cos , =--

Vgikdxidxk. VUik 6:x:i6xk 

Durch Bestimmung des Linienelementes in ~C!!.t l~ unabhii.ngigen Rich-

t (d h . n(n+1) R' ht f" 1 h d' n(n+1) 'h' ungen . . ill 2 lC ungen, ur we c e Ie - ---if-- rei Ige 

Determinante der zugehOrigen GroBen d:r,idaf' nicht verschwindet) 
konnen die gill in jedem Punkt ermittelt werden. 

Bei einer beliebigen Punkttransformatioll 

(57) x'; = X'i (Xl ... x") (i = 1,2, ... n) 

transformieren sich die Differentiale dxk homogen linear 

(58) 

(59) 

mit den entsprechenden inversen Relationen, 

64) D. Hilbert, Grundlagen der Physik, 2. Mitt., Witt. Nachr. 1917, p. 58; 
lV. Blaschke, Leipz. Ber., math.-phys. Kl. 68 (1916), p. 60. 
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d:J!' = ii} dx", 
- Ie oafr 
It. = ox" 

genau Wle In (22) die Koordinaten. Dies ist der Zusammenhang der 
alIgemeinen Transformationsgruppe mit der affinen Gruppe. Wesent­
lich ist jedoch der Umstand, daB die a/ nicht beliebige Funktionen 
der Koordinaten sein konnen, sondern den Integrabilitatsbedingungen 

(62) oa1 oat 
ofll=():xf<' 

die man auch durch die inversen Bedingungen 
()a1 _ oat 

(63) ax'i - ax" 
ersetzen kann, geniigen miissen. An einem bestimmten Pl1nkt PI} 
konnen die a,k jedoch beliebige Werte annehmen. Solange es sich 
also urn Relationen zwischen Tensoren in einem und demselben Punkt, 
also nicht um Differentiation und Integration eines Tensorfeldes han­
delt, konnen aIle Tensoroperationen der affinen Gruppe unmittelbar 
iibertragen werden. Man kann diesen Sachverhalt auch so ausdriicken: 
In der Tensoralgebra ist der Riemannsche Raum in dem ins Auge 
gefa.6ten Punkt PI} ersetzbar durch den "Tangentialraum", den man 
erhalt, indem man den 9ik iiberall dieselben konstanten Werte 9u;(Po) 
erteilt, welche sie im Riemannschen Raume bloB im Punkt Po an­
nehmen. Die Form dss ist ihrer Bedeutung nach invariant, die· 9ik 
bilden die kovarianten Komponenten eines Tensors zweiten Ranges. 
Auch die Regeln fiir den Ubergang zu den kontravarianten Kompo­
nenten !P und fiir die Bildung des Volumelementes d~ konnen aus 
der Tensoralgebra iibernommen werden. 

14:. Begrifl' der Parallelverschiebung eines Vektors. Fiir die 
geometrische Begriindung des Tensorkalkiils im Riemannschen Raum 
hat sich der Begriff der ParalIelverschiebung eines Vektors immer 
mehr als fundamental erwiesen. Zuerst aufgestellt von Levi-Oivita 65) 
auf Grund des Einlagerns des Riemannschen Raumes RlI in einen 
euklidischen Raum R,,(n+l) (vgl. vorige Nr.), wurde er hernach von 

-2--

Weyl66) direkt hergeleitet. Spiiter hat ihn Weyl auch fiir Mannig­
faltigkeiten, in denen das Linienelement noch gal' nicht definiert ist, 
axiomatisch festgelegt (vgl. Abschn. V).67) 

65) T. Levi-Oivita, Notione di para.llelismo etc., Rend. Pal. 42 (1917), p.173. 
66) H. Weyl, Raum-Zeit-Materie, 1. Aufi., Berlin 1918, p. 97-101. 
67) H. Weyl, Math. Ztschr. 2 (1918), p. 384; Raum-Zeit-Materie, 3. Aufl.,. 

Berlin 1920, p. 100-102. 
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Wir betrachten wieder die Kurve 

af' = af'(t) 

und in jedem Punkt P derselben die Gesamtheit aller von ihm aus­
gehenden Vektoren. Es handelt sich dann darum, von allen Abbil-

dungen ;' = r(~k, t) 

del' Vektorgesamtheit von Po(to) auf die Vektorgesamtheit von pet) 
eine spezielle Gruppe in invarianter Weise herauszuheben und als Par­
allelverschiebungen odeI' Translationen zu kennzeichnen. Es ist nun 
nicht moglich einfach zu postulieren, daB zwei parallele Vektoren in 
Punkten von endlichem Abstand dieselben Komponenten haben sollen. 
Denn wenn das in einem Koordinatensystem der Fall ist, wird es 
in einem anderen im allgemeinen nicbt zutreifen. Die betreifende 
Eigenschaft del' Translationen muB vielmehr so formuliert werden: 

1. Es gibt in jedem Punkt P ein solches Koordinatensystem, daB 
die Anderung del' Komponenten eines Vektors bei infinitesimaler Trans­
lation Hings aller von P ausgehenden Knrven verschwindet, d. h. daB 
in P ar 

at = 0 
ist. 

Indem das Wegtransformieren del' infinitesimalen Anderung del' 
Vektorkomponenten fiir aile von P ausgehenden Kurven gleichzeitig 
verlangt wi I'd, werden erst die Parallelverschiebungen Hings verschie­
denen Kurven miteinander verkniipft. Eine einfache Betrachtung zeigt, 

daB die Anderung ~~i der Vektorkomponenten infolge der Forderung 1 

ill em em beliebigen Koordinatensystem 

(64) as' = _ r' dx' tr 
dt r. at ~ 

dx' 
betriigt, wo die r~, bloB von den Koordinaten, nicht von den dt ab-

hangen. Sie erfiillen die Symmetriebedingung 

(65) r~. = r~, .. 
Umgekehrt zeigt man, daB die Forderung 1 erfiint ist, wenn (64) 
und (65) zu Recht bestehen. Gegenuber linearen Koordinatentrans­
formationen verhalten sich die r~. wie die Komponenten eines Ten­
sors, nicht abel' gegenilber del' allgemeinen Transformationsgruppe. 
Letzteres ergibt sich schon daraus, daB die r~. immer zum Verschwin­
den gebracht werden konnen, wahrend die Komponenten eines Ten­
sors in jedem Koordinaten~ystem samtlich verschwinden, wenn es in 
einem System del' Fall ist, da sie sich homogen linear transformieren. 
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Wir definieren gleich noch die GroBenreihe r.,rs durch 

(66) _ k r i _ 'kr, 
~,r. - .q'krr.' rI - 9' k,rs' 

Die Definition der Parallelvel'schiebung wird vel'vollstii.ndigt durch 
die zweite Forderung. 

2. Die Translation ist eine kongruente Abbildung, das heiBt sie 
laBt die Lange der Vektoren unveriindert: 

(67) 

Dadurch werden die geodiitischen Komponenten mit dem metrischen 
Fundamentaltensor verkniipft. DaB auch die Winkel bei der Parallel­
verschiebung unveriinderl bleihen, ist eine einfache Folge der Forde­
rung 2. Da die Relationen (64) und (67) bei beliebigen ~i gelten 
miissen, ergibt sich sofort 

(68) 

(69) .!. (OUir + oU,. _ OUr,) - r, 
2 OX' OX" OX' - l,r.· 

Die GroBen r~, folgen dann aus (66). Christoffel, in dessen Al'beit 68) 
die durch (69) und (66) definierten GroBen zum erstenmal in der Lite-

ratur gedruckt vorkommen, schl'ieb [r/J und {r/} an Stelle von ~ r. 

und r;.. Sie werden auch vielfach Ohristoffelsche Dl'eiindizessymbole 
genannt. Weyl69) bezeichnet sie als Komponenten des affinen Zusammen­
hangs, da die infinitesimale Translation gemiiB (64) eine affine Abbildung 
der Vektoren ist. Rier sollen sie einfach die geodiitischen Komponenten 
des betrefi'enden Bezugssystems genannt werden. Ein Koordinatensystem, 
in welch em sie im Punkt P verschwinden, heiBt selbst in P geodiitisch. 

Aus der Invarianz von ~i1ji bei beliebigem 1ji ergiht sich ferner 
mit Riicksicht auf (64) die Transformationsformel fur die kovarianten 
Komponenten ~i zu: 

(70) €lSi _ rr €lx' I: _ r dx' I:r. 
at - i. (it ~r - r,il dt ~ , 

endlich folgt aus 

die Identitiit 

(71) 

:t (gik~i~k) = 0 

qP~+girp +rokrri =0. oX' "0 Y rI 

68) E. B. Christoffel, CreUes J. 70 (1869), p. 46. Vgl. auch R. Lipsckitz, 
Crelles J. 70 (HI69), p. 71. Die betreffenden Entwicklungen von Riemann wur­
den 1861 in einer Pariser Preisa.rbeit niedergelegt und erst 1876 in der eraten 
Ausgabe von Riemanns gesammelten Werken verofi'entlicht (vgl. Ges. Werke, 
1. Aufi., p. 370). 

69) H. Weyl, Raum-Zeit-Materie, 3. Aufl., Berlin 1920, p. 101. 
Encyklop. d. math. Wi •• ensoh. V B. 89 
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Wir merken noch die aus (26) und (27) durch Differentiation folgen­
den Gleichungen an: 

(72) 

(72a) 

und 
(73) 

(73a) 

drP = - girt'dYr,' dgik = - girYkldgr', 
o ik 0 
-o~ = - yir t' /;Z8, Ogik off' 

oxf = - girgk'oxl , 

dg = ggikdgik = - gyikdgik , 

og ik Og'k ogik 
ox! = gg oxl = - gYik -ax l • 

I· 

Aus (69) erhalt man noch durch Verjiingung 

(74) rr = r8 r = ~ r. og!:._~ = _1_ C Yu = ologyg 
ir 9 r,is 2 9 oxi vi oxi OXi 

und sodann aus (71): 

(75) ~ ?filk + gr8 r i = O. yg oxk rI 

10. Geodii.tische Linien. Die Richtung der Kurve Xk = xk(t) in 
irgendeinem ihrer Punkte P ist charakterisiert durch den Vektor tti 

(76) 
_ dXi 

u'=­
ds ' 

(s = Bogenlange) 

der die Richtung der Tangente an die Kurve III P und die Lange 1 
hat. In der Tat ist 

(77) 

Die geodatische Linie iet nun eine Kurve, die ihre Richtuny stets bei­
behiilt.70) Dies soIl besagen: Konstruiert man in irgendeinem Punkt Po 
der geodatischen Linie den zugehOrigen Richtungsvektor ul , so erhalt 
man die Richtungsvektoren in den anderen Punkten durch Parallel­
verschieben von ui langs der geodatischen Linie. Nach (64) und (70) 
driickt sich das analytisch aus durch die einander vollig aquivalenten 
Relationen 

(78) 

und 

(79) 

letztere kann man auch schreiben: 

(80) d'xi + r d:( dx' = 0 
ds' ,.. ds ds . 

70) H. Weyl, Raum-Zeit-Materie, 1. Aufi., Berlin 1918, p. 102. 
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Dies sind die Differentialgleichungen der geodatischen Linie. Aus 
(80) folgt rilckwarts wegen der Invarianz der Lange eines Vektors 
bei der Parallelverschiebung 

(77 a) 

d. h. (80) gilt nur fiir einen solchen Kurvenparameter 8, der bisauf 
einen konstanten Faktor gleich der Bogenlange ist. 

Die geodatischen Linien konnen auch durch ein Variationsprinzip 
charakterisiert werden. Sie sind namlich zugleich die in Nr. 13 er­
wahnten kureesten Linien, oder genauer gesagt die "Extremruen"70a), 
fiir welche die Variation der Kurvenlange verschwindet (letztere braucht 
nicht notwendig ein Minimum zu sein). Seien.A und B die festen 
Anfangs- und Endpunkte, 8 die Bogenlange, 1 ein beliebiger Para­
meter; dann ist also zu zeigen, daB fill' die geodatischen .Linien 

B B 

(81) i5fd8 = 0 J'-Vgik~X; ~~~ dl = 0 
A A 

wird. Die gik sind dabei gegebene Funktionen der Koordinaten Xi, 

variiert werden die Funktionen xi = xk(l). 
An der Relation (81) wollen wir nun eine aus der Mechanik be­

kannte Umformung 70b) vornehmen. Zu diesem Zwecke wahlen wir 
den Parameter 1 speziell so, daB er auf der Extremalen mit der 
Bogenlange 8 zusammenfiillt und stets denselben Werlebereich durch­
lauft. In den resultierenden Differentialgleichungen kann dann 1 durch 
8 ersetzt werden. Setzen wir nun 

(82) 

so wird B B 

~:td -Ii bL dl u8 - , 
dx'dxk V9'kdf aT 

.A A 

und da die Wurzel fur die Extremale gleich 1 wird, kann statt (81) 
einfach geschl'ieben werden 

B B 

(83) f8Ldl = i5fLdl = O. 
.A A 

70a) V gl. A. Kneser, Art. II 8 dieser Encykl., p. 597 u. 600. 
70b) Es handelt sich dort um den t}bergang von der Jacobischen Form des 

Prinzips der kleinsten Wil'kung zum Hamiltotlschen Prinzip. V gl. A. Vo/J, Art. 
IV 1 dieser Encykl., p. 96. 

39* 
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Damit ist die vollstandige Analogie mit dem Hamiltonschen Prinzip 
der Mecbanik hergestellt, wenn L als Lagrangesche Funktion aufge-

faSt wird. Schreiben wir also fur den Moment noch X' statt !~i = !:i, 
so lauten die aus (83) resultierenden Differentialgleichungen 

(84) ~ oL _~!!. = 0 70°) as OXi ox' . 
oL dre" . 

Da nach (20) o:i;i = gu Ts 1St, ergibt dies in der Tat 

d (dXk) 1 ogr. dxr dx' 
ds gil'ds = 2' ox> di (ii, 

was mit (78) ilbereinstimmt. (In einer Mannigfaltigkeit, in welcher 
die Form ds l nicht definit ist, versagt die hier gegebene Ableitung 
fiir diejenigen Kurven, auf denen durchweg ds = 0 ist. "Uber die 
Ausnahmsstellung dieser "Nulllinien" vgl. Nr. 22.) 

16. Raumkriimmung. Der Begriff der Raumkrilmmung wurde 
zuerst von Riemann 11) aufgestellt, und zwar als eine Verallgemeine­
rung des GaufJschen FliiehenkrilmmungsmaSes filr n-dimensionale Man­
nigfaltigkeiten (siehe darilber Nr. 17). Seine zugehorigen analytischen 
Entwicklungen blieben aber bis zur Publikation der Pariser Preis­
arbeit n ) unbekannt; hier finden sie sieh sowohl nach der Elimina­
tionsmethode, ala auch nach der Variationsmethode fertig ausgefiihrt. 
Vorher waren jedoch ChristoffeP3) und Lipschits7') bereits zu den glei­
chen Ergebnissen gelangt, indem sie die Bedingung darur aufstellten, 
daS eine vorgegebene quadratische Form 

gik dxid:r!' 
in die Form 

(gjk Funktionen der x) 

transformiert werden kann. Dies ist seinerseits wieder ein spezieller 
Fall des gleichfalls von Christoffel in Angriff genommenen Aquivalenz-

70C) Wabrend in der gewobnlicben Mecbanik die Lagrangeschen Gleicbungen 
entstehen, wenn man fur die Raumkoordinaten aIle moglicben Punkttransforma­
tionen zull16t, zeigt das Obige, da6 dieselbe Form el'balten bleibt, wenn aucb 
die Zeit beliebig mittransformiert wird; die unabhangige Variable ist jetzt natiir­
Hch nicbt t, 80ndern s. V gl. 1'. Levi-Civita, l'eoseignement matMm. 21 (1920), p.5. 

71) B Riemann, Habilitationsvortrag 1. c. Anm. 68). 
72) 1. c. ADm. 68). 
73) E. R. Christoffel, Crelles J. 1. c. Anm. 68). 
74) R. Lipschitz, Crelle~ J. 70 (1869), p. 71; 71 (1870), p. 244 u. 288 uod 

72 (1870), p. 1, ferner ebenda 82 (1877), p. 316. Letztere Arbeit ist bereits nach 
der VerlStfentlichung von Riemanns Preisarbeit erachienen. 
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problems der quadratischen Dift'erentialformen, der Frage, wann zwei 
Formen g,lc da! ax'< und 9'." ax" dx'k 

ineinander transformiert werden konnen. Dieses allgemeine Aquivalenz­
problem ist jedoch bisher filr die Physik nicht von Bedeutung ge­
worden. Auf einem zwar rein formalen, aber verglichen mit Ohristoffels 
weitlaufigen Rechnungen sehr kurzen Weg haben Ricci und Levi­
Civita 75), deren Darstellung sich Einstein 76) angeschlossen hat, den 
Krlimmungstensor abgeleitet. Endlich fan den Hessenberg 77) und Levi­
Civita 78) im AnschluS an den Begriff der Parallelverschiebung eines 
Vektors eine anschauliche geometrische Deutung fiir denselben. 

Es war in Nr. 14: immer nur die Rede von der ParaUelverschie­
bung eines Vektors lange einer gegebenen Kune, niemals von der 
Parallelverschiebung vom Punkt P nach P' schlechtweg. Diese ist 
in der Tat bIoS bei euklidischer Geometrie vom Zwischenweg unab­
hangig. Verschiebt man dagegen im allgemeinen Fall einen Vektor 
~i langs einer geschlossenen Kurve parallel, so erhii.lt man am Ende 
einen vom Ausgangsvektor ~; verschiedenen V ektor ~*i. Durch Be­
niitzung dieses Sachverhaltes kann man den Kriimmungstensor deti­
nieren. Es sei namlich eine zweiparametrige Kurvenschar 

x'< = x'«u, v) 

gegeben. Nun verschieben wir den beliebigen Vektol' ~h vom Punkt 
Poo(u, v) liber P10(u + A u, v), P u (u + Au, v + At!) POl (u, V + At!) 
wieder zuriick nach Poo(u, v), abwechselnd auf Kurven mit konstantem 
v und Kurven mit konstantem u. Die Differenz ~*II - ~h = A~h mnS 
offensichtlich von der Ordnung Au Av sein, da sie Null wird, sobald 

eine der GroSen Au oder Av verschwindet. Der lim A I).~: , auf den 
A"-+O ... u ... v 
A .. -+O 

es hier allein ankommt, kann mit Hilfe von (94) ohne weiteres er­
mittelt werden und ergibt sich zu 

(85) . I). ~h 'Dh i dxi da;k hm -- = .niJlc~ -- -I).u I).v du dv' 
worin 

(86) 

von 

orh. or~ 
Rio - OJ .lc + r'h r" r 1• r 

ijk - oxk- - ox} .let ij - }a 

76) G. Ricci und T. Levi-Oivita, Math. Ann. 1. c. Anm. 66). 
76) A. Einstein, Ann. d. Phys. 1. c. ADm. 66). 
77) G. Hessenberu, Math. Ann. 78 (1917), p. 187, 1. c. Anm. 68a). 
78) T. Levi-Civita, Rend. Pal., 1. c. Anm. 66). Vgl. auch die DarstelluDg 

Weyl in der 1. und S. Aufi. von Raum-Zeit-Materit'. 
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Wegen des Vektorcharakters del' linken Seite von (85) - es ist zu 
beachten, daB in ~~" die Differenz von zwei Vektoren im selben Punkt 
gebildet wird - folgt, daB such die rechte Seite Vektorcharakter hat. 
Demnach sind die GroBen R~ik die Komponenten eines Tensors. Es 
ist der Kriimmungstensor, del' nach seinen Entdeckern auch der Rie­
mann-Christoffelsche Tensor heiBt. Der Sinn der Formel (85) wird 
noch etwas anschaulicher, wenn man von den Differentialquotienten 

zu den Differentialen iibergeht. Schreibt man dxj fiir ~~ du und 
d:rf 

~ x" fur dv dv, und fiihrt unter Ausnutzung del' Antisymmetrie von 

RZjk in j und k den FHichenvektor 
dt1ik = dxilJxk - dx"~xj 

eiD, so nimmt sie die Gestalt an 

(87) ~~" = tR7j1.~id(jJk78a) 

Durch die gleiche Uberlegung, die zu (86) fuhrt, erhiilt man fiir die 
Anderung del' kovarianten Komponenten bei del' Parallelverschiebung 
Iiings des genannten geschlossenen 'Veges aus (70): 

(88) 
mit 

(89) 1 (Olg"j "OIYjk otg"k otgij ) 
= 2 oxioxk + ox" ox; - axioXJ - ox"o:rf 
+ ga(J(Ta,hjT(J,ik - Ta,UT{I,ii)' 

Es ist ferner leicht zu zeigen, daB 

~~" = gha~~a 

ist; infolgedessen sind auch Rlaiik die zu R1ik kovarianten Kompo­
nenten: 
(91) RAiik = UJ,aRfj /:. 

Aus (89) folgt, daB die RMJk die Symmetriebedingrngen 

(92) R"lik=-Rhikj=-R,hik=Rjkhil R"'ik + RhJki + Rhkii = 0 
erfiillen, nach Nr. 14 ist also del' Kriimmungstensor als Fliichentensor 
2. Ranges anzusprechen. Das Bestehen del' Relationen (92) kann auch, 
wie Hessenberg 79) gezeigt hat, direkt aus der Definition (87) des Kriim-

780.) Bei einer zweidimensionalen Mannigfaltigkeit fiihrt das hier bespro­
chene Verfahren zum bekannten Zusammenhang des Gau,t3schen Kriimmungs­
maBes mit dem ExzeB bzw. Defekt der Winkelsumme eines geodatischen Drei­
eckes, den bereits Gau,t3 dargelegt hat. 

79) G. Hessenberg, I. c. Anm. 77). 
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mungstensors gefolgert werden. Da Riemann an Stelle von RhiJk(hijk) 
schreibt, werden diese GroBen manchmal auch Vierindizessymbole ge­
nannt. 1m euklidischen Raum verschwinden sie, denn sie versehwinden 
zunachst sieher in den Koordinatensystemen, in welchen die gik kon­
stant sind, und aus ihrem Tensorcharakter folgt dann, daB sie in jedem 
Koordinatensystem verschwinden. Dieses Verschwinden ist also eine 
notwendige Bedingung dafiir, daB die Form g;kdx'dX' in die Form 
~(dX'i)2 transformiert werden kann. 

Aus dem Fliichentensor 2. Ranges R?jk erhiilt man durch Verjiin­
gung einen Linientensor 2. Ranges R ik : 

(93) Rik = R~ak = ga(J RaifJk = ga(J Riakj~' 
Die Symmetrie desselben folgt aus 

gaff Rai /Jk = gafl R{Jkai = ga(J Rak{Ji' 

Seine Komponenten sind nach (86) gegeben durch: 

or~a or~k 
(94) Rik = oxk- - oaP + rfar~(J - r~k~ .. r 
Durch abermalige Verjiingung ergibt sieh aus ihm die Kriimmungs­
invariante 
(95) 

Es moge noch bemerkt werden, daB bei Herglotz 80) uud in den neueren 
Arbeiten von Weyl81) die KrUmmungstensoren definitionsgemaB das 
entgegengesetzte Vorzeichen haben wie hier und bei den anderen 
Autoren. 

17. Riemanns Normalkoorclinaten und ihre Anwendungen. FUr 
viele Zwecke erweist sich die Einfiihrung des folgenden, von Riemann 
in seinem Habilitationsvortrag erwiihnten Koordinatensystems als nutz­
lich. Es sei ein beliebiges Koordinatensystem Xi gegeben. Man ziehe 
nun von irgendeinem Punkt Po aus aUe geodatischen Linien. Ihre Rich­
tungen sind charackterisiert durch die Tangentialvektoren in Po mit 

den Komponenten (dd:)o' In einer gewissen Umgebung von Po wird 

es nul' eine geodiitische Linie geben, welche durch einen gegebenen 
Punkt P und durch Po geht. 1st s die geodiitische Bogenliinge P Po, 
so kann also der Punkt P in eineindeutiger Weise charakterisiert 
werden durch die Werte 

(96) (dICk) if = ~ds o· s. 

79a) Sie tritt zuerst bei R. Lipsch#z, CreUes J. 72 (1870), 1. c. Anm. 74) auf. 
80) V gl. nachste Nr. Anm. 82). 
Ill) H. Weyl, 1. c. Anm. 67). 
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Diese if sind die Riemannschell N ormalkoordinaten. Offensichtlich 
tangiert das Koordinatensystem der y das Koordinatensystem der x in 
Po, so daB dort die 9, k und iiberhaupt die Komponenten eines belie­
bigen Tensors in beiden Systemen iibereinstimmen. Wir kennzeichnen 
sie durch eine iibel'geschriebene 0, z. B. V.k' Einer beliebigen Trans­
formation des x-Systems entspricht eine affine Transformation des y­
Systems. Wir lassen nun das x-System ganz auBer Betracht und 
fragen nach del' Gestalt des Linienelementes im Normalsystem. Zu­
nachst miissen in Po nach (80) die r:. verschwinden, da alle von Po 
ausgehenden geodatischen Linien lineare Gleichungen haben. 

(97) r:. = 0, 

d. h. das Normalsystem ist in po geodatisch. 1m beliebigen Punkt 
P sind nicht die Gleichungen aller von ihm ausgehenden geodiitiscben 
Linien linear, sondem bloB die der einen geodiitischen Linie, welche 
auch durch Po geht. Dies wird ausgedriickt durch 

(98) r:.(y) . yry' = 0, 

worin r:.(y) die Werte der geodatischen Komponenten im Punkt mit 
den Koordinaten y bedeuten. Diese Gleichung rouB fiir alle y geIten. 
Sind umgekehrt die Relationen (97) und (98) fiir ein vorgegebenes 
Koordinatensystem erriillt, so ist dieses ein N ormalsystem. Man kann 
beweisen 81&), daB illfolge dieser Relationen das Linienelement ds2 die 
Form haben muB: 

(99) ds2 = !Jikdyidyk + ~Phijk(y)(yAdyi - y'dyh) (yJdyk - ykdyj). 
(hi) (j k) 

In der Summe muB man die Indexpaare (hi) und (jk) unabhiingig 

voneinander alle (;) moglichen Kombinationen durcblaufen lassen. 

Aus (99) kann auch riickwarts auf (97) und (98) geschlossen werden, 
so daB diese Form des Linienelementes die notwendige und hinrei­
chende Bedingung dafiir bildet, daB das Koordinatensystem der yk ein 
N ormalsystem ist. Die PMjk sind regulare Funktionen der y und ver­
halten sich gegeniiber linearen Transformationen der y wie die Kom­
ponenten eines Flachentensors 2. Ranges, konnen auch stets so be­
stimmt werden Slb), daB sie dessen Symmetriebedingungen erfiillen (vgl. 
Nr.11). Der Kriimmungstensor im NUllpunkt hangt in iiberaus ein­
facher Weise mit den Werten der Phij! daselbst zusammen: E3 ist 

(100) 

81a) Vgl. dazu die Erlauterungen von H. Weber in Riemanns Ges. Werken, 
2. Aufl., p. 405 Bowie P. Schur, Math. Ann. 27 (1886), p. 537. 

81 b) H. Vermeil, Math. Ann. 79 (1918), p. 289. 
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Die RAijk messen also in dieser Darstellung direkt die Abweichung 
der Geometrie von der euklidischen. Riemann bemerkt weiter, daB 
fur den Fall einer zweidimensionalen Mannigfaltigkeit - ihr Linien­
element sei gegebell durch 

ds2 = 'Yll du2 + 2'Y1Sdudv + Y22 dv2 -

die einzige unabhangige Komponente R1212 des Kriimmungstensors ge­
maB der Formel 

(101) K=-
I'll lin -I'i~ 

das Gaupsche KriimmungsmaB K der Flache bestimmt. Dies wird 
durch direkten Vergleich von (89) mit den Gaupschen Formeln fiir 
K gezeigt. Sind u, v speziell Normalkoordinaten der FHiche, so daB 
das Linienelement die Form 

(102) dss = rll du,2 + 2Y12dU,dv + Y22dv2 + n(u, v) (udv - VdU)2 

annimmt, so kann das Gauf3sche KriimmungsmaB in Po wegen (100), 
(101) auch geschrieben werden 

(103) 
o an 

K = - -0--0 ------ot. 
111 12! - 1'12 

Das V orzeichen von Kist historisch begriindet durch das Verhaltnis 
del' Fliiche zum euklidischen Ral in dem sie eingebettet ist, und hat 
nichts zu tuu mit den MaBverhiiltnissen der Flaehe selbst. Es schiene 
im Hinblick auf die Entwicklung (99) des Linienelementes natiirlicher 
das Vorzeichen entgegengesetzt zu wahlen, z. B. die Kriimmung der 
Kugel negativ zu nennen. 

Mit Hilfe der Normalkoordinaten kann nun del' Begriff der Kriim­
mung des Rn auf den der Flachenkriimmung zuruekgefuhrt werden. 
Auf diese Weise ist Riemann iiberhaupt zuerst zu jenem Begriff ge­
langt. Es seien zunaehst zwei Riehtungen gegeben, welche durch die 
Vektoren ;i und 'rji charakterisiert seien. Die Lange dieser Vektoren 
ist gleichgiiltig. Sie bestimmen das lineare Richtungsbiischel 

;iU + 'rjiV 

und die Flachenrichtung 
;ik = ;i'rjk _ ;kl/. 

Liings jeder Richtung des Buschels konstruieren wir die von po aus­
gehende geodatische Linie. Die Gesamtheit dieser geodatischen Linien 
bildet eine Fliiche, auf deren KrummungsmaB es uns ankommt. Das 
Linienelement der Flache ergibt sieh, indem man in (99) die Substi­
tutionen macht: yi = ;itt + 'rjiV. 

Es wird von del' Form (102), worin die GroBen rik und n die Werte 
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annehmen: 
o 0 f:i f:k f: f:' 0 1 0 (I: . k + I:k') f:' 0 o· k . Yll = gns 10 = '0;10', fa = "2gik S''YJ 10 'YJ' = Si'YJ', f99 = g;k 'YJ'll = '1];'1]', 

% = ~Phi ·k;hi~jk. 
(hi) Uk) J 

Flir das Kriimmungsma6 erhiilt man daraus mit Rlicksicht auf (100) 
und (103) sofort 

(104) 
~ Rhijk~'·;~jk 

(hi) Uk) 

~(ghJg;k - ghkgiJ)~--"i~jk' 
(hi) Uk) 

(Der Index 0 ist fortgelassen worden.) 

Mit den N ormalkoordinaten hat dieses Resultat nichts mehr zu tUll, 
es wird einfach jeder Fliichenrichtung (die GrofJe von ;ik heht sich 
ofi'ensichtlich weg) ein invariantes GaufJsches KriimmungsmaB zuge­
ordnet, welches nach Riemann das Kriimmungsma6 des Raumes R" 
in der betrefi'enden Fliichenrichtung heiSt (nachdem man ihm noch 
das entgegengesetzte Vorzeichen gegeben hat). Dabei tritt auch klar 
zutage, daB die Gro6en R"iJk die Komponenten eines Fliichentensors 
2. Ranges bilden. 

1m AnschluB an die von Riemann herriihrende Formel (104) hat 
Herglotz 82) gezeigt, wie man auch den verjiingten Kriimmungstensor 
und die Kriimmungsinvariante geometrisch interpretieren kann. Seine 
Ergebnisse sind diese: Es seien n orthogonale Richtungen gegeben, 

welche (;) Fliichenrichtungen bestimmen. 1st Kers) die Raumkriim­

mung in der durch den r t •n und sten Vektor bestimmten Fliichenrich­
tung, so wird zuniichst die Krlimmungsinvariante R gleich der dop­
pelten Sum me : 

(105) R = 2~K(rs), 
(r'l 

die liber alie Indexkombinationen (rs) zu erstrecken ist. Sie ist un­
abhiingig von der Wahl der n Richtungen 1, 2, ... n und kann als 
die mittlere Kriimmung des Rn in dem betrefi'enden Punkt bezeichnet 
werden. 1st durch den Vektor ;i eine weitere Richtung 0 bestimmt, 
so bestimmt die Summe 

(106) 

welche aich gleichfalis von der Wahl der n Ausgangsrichtungen als 

82) G. Herglotz, Zur Einsteinschen Gravitationstheorie, Leipzig Ber., math.­
phys. Kl., 68 (1916), p. 199. Die Deutung der Kriimmungsinvariante findet sich 
Bchon vor Herglotz bei H . .A. Lorente, Amst. Veral. 24 (1916), p. 1389. 
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unabhangig erweist, den verjiingten Kriimmungstensor. Hiermit ist 
auch der geometrische Beweis fUr den Tensorcharakter von Rik und 
die Invarianz von R, die beide friiher bloB arithmetisch begriindet 
wurden, nachgelieferl. LiiBt man insbesondere eine der n orlhogonalen 
Ausgangsrichtungen, etwa 1, mit der Richtung 0 zusammenfallen, so 
wird n 

(107) R~::-f~ = ~ K(l to). 
r=2 

Aus (105) und (107) folgt endlich fiir das mittlere KriimmungsmaB 
des auf der Richtung 1, welche durch den V ektor ~; charakterisiert 
ist, senkrecht stehenden Rn _ 1 der Ausdrnck 

(108) 

worln 
(109) Gi< = Rik - t gik R 
gesetzt ist. Dieser Tensor spielt in der allgemeinen Relativitatstheorie 
eine wichtige Rolle. 

Es moge hier noch ein einfaches Theorem von Vermeil 8S) er­
wahnt werden, welches auf der Entwicklung (99) des Linienelementes 
beruht. Das V olumen Vn einer Kugel mit dem Radius r im eukli­
dischen Rn hat den einfachen Wert 

Vn = On r ", 

wo On ein Zahlenfaktor ist, auf dessen Wert es hier nicht ankommt. 
In einem beliebigen Riemannschen Raum wird Vn eine komplizierle 
Funktion von r. Denkt man sie sich in eine Potenzreihe nach r ent­
wickelt und behalt nur das auf O"r" nachstfolgende Glied bei, so er­
gibt sich 

(110) V .. = °nt·" { 1 + ~ n~2 + ... }, 
wo R die Kriimmungsinvariante 
Differentiieren erhii.lt man daraus 

1m K ugelmittelpunkt ist. Durch 
die Formel fiir die Oberflache 0" 

der Kugel: 

(111) o = nO rn-1{1 +!! rt + ... }. 
"n 6 n 

Man kann diese Relationen zu einer neuen geometrischen Definition 
der Kriimmullgsinvariante b€mutzen: 

(112) 

83) H. Vermeil, Notiz iiber daB mittlere Kriimmungsma6 einer n-fach aUBge­
dehnten Riemannschen Mannigfaltigkeit. Gott. Nachr., math.-phys. KI., 1917, p. 334. 
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Die Einfiihrung der Normalkoordinaten fiihrt die Frage nach den 
Invarianten gegeniiber beliebigen Transformationen auf die Frage nach 
den Invarianten bei linearen Transformationen zuriick.M ) So kann be­
wiesen werden, daB R (abgesehen von einem belanglosen, konstanten 
Faktor) die einzige Invariante ist, welche bloB die gilt selbst sowie 
deren erste und zweite Differentialquotienten enthiilt und in den letz­
teren linear ist.MB) Und aIle Linientensoren zweiten Ranges, welche 
diese Eigenschaften haben, sind in der Form 

(113) C,Rik + c2R9ilc + cagik (cu cs, ca Konstante) 
enthalten.Ma) 

18. Die Spezia.lfiiJle der euklidischen Geometrie und der kon­
stanten Xriimmung. DaB im euklidischen Raum der Kriimmungstensor 
Rhijk verschwindet, ist ohne weiteres einzusehen (vgl. Nr. 16). Doch 
hat bereits Riemann in seinem Habilitationsvortrag darauf hingewiesen, 
daB sich dieser Satz umkehren liiBt: Verschwindet der Kriimmungs­
tensor, so ist der Raum euklidisch, d. h. es kann dalln stets ein Koor­
dinatensystem gefunden werden, in welehem die g'k Konstante sind. 
Einen allerdings sehr umstandlichen Beweis fiir diese Behauptung hat 
zuerst Lipschits85) gegeben. Am durehsichtigsten und anschaulichsten 
ist der Gedankengang, den Weyl88) angedeutet hat. 1m aligemeinen 
Fall ist das Ergebnis der Parallelverschiebung eines Vektors wesent­
lich abhangig von dem Weg, auf welchem sie erfolgt. Dies wird nur 
dann nicht zutreffen, wenn sich die Vektorkomponenten nicht bloB 
als Funktionen von s, sondern auch als Funktionen der Koordinaten 
i" so bestimmen lassen, daB uberall und fiir aIle Kurvenrichtungen 
(64) befriedigt ist. Das heiBt aber, die ~i miissen die Differential­
gleichungen 

(114) ()~i = _ T' I:r oX" r.~ 

befriedigen. Stelit man nun ihre Integrabilitatsbedingungen auf, so 
zeigt sieh, daB sie gleichlautend werden mit RhiJk = O. Versehwindet 
also der Kriimmungstensor, so laBt sich das Gleichungssystem (114) 
stets losen, die Richtungsiibertragung ist yom Zwischenweg unabhangig, 
man kann auch sagen, sie ist integrabel. Jetzt braucht man nur noch 

84) V gl. die allgemeinen Ang80ben bei E. Noethlr J Invari80nten beliebiger 
Ditl'erentia18ousdriicke, Giltt. Nachr., math.-phys. Kl., 1918, p.37 und die AUB­
fiihrungen bei H. Vermeil, 1. c. Anm. 81 b). 

8480) Vgl. H. Vermeil, 1. c. Anm. 83) und H. Weyl, Raum-Zeit-M8oterie, 
4. Aufi. 1921, Anh8ong. 

86) R. Lipschitz, CreHes J. 70 (1869), p. 71, 1. c. Anm. 74). 
86) H. Weyl, Raum-Zeit-Materie, 1. Aufi., Berlin 1918, p. 111. 
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statt des gegebenen Koordinatensystems K mit den Aehsenvektoren 
ek ein neues Koordinatensystem K' mit den Aehsenvektoren e/ von 
folgender Eigensehaft einzufuhren. Die e/ im beliebigen Punkt Pi 
sollen zu den e;' im beliebigen zweiten Punkt P2 parallel sein. Ihre 
Komponenten (i./ im System K (vgl. Nr. 10) miissen deshalb nach 
(114) die Gleiehungen 

(115) 

befriedigen. Eine solehe Koordinatenwahl wird dadureh moglieh, daB 
zufolge von (115) die Integrabilitatsbedingungen (63) von selbst er­
fiillt sind. In der Tat ist 

oa/ _ ocx}- 8 _ - k - r ., 
OX'I - ax' Ctl - - rr.Cti Ctl 

in i und l symmetriseh. Es gibt nun in jedem Punkt n Vektoren, 
namlieh die n Aehsenvektoren e;', deren Komponenten in K' bei jeder 
infinitesimalen Translation konstant bleiben. Da ein beliebiger Vektor 
~ sieh aus den e/ linear zusammensetzen HiBt und die infinitesimale 
Translation naeh Nr. 14: affin ist, werden aueh die Komponenten von 
~ in K' bei derselben nicht geandert. Das ist aber nur moglieh, wenn 
die geodatisehen Komponenten von K' iiberall versehwinden, d. h. die 
g'o: Konstante sind. Man bestatigt dies aueh leicht dureh direkte Be-

h Og'ik ree nung von iJx'l· Hiermit ist der Beweis vollendet. 

Eine umfassendere Klasse von Riemannsehen Raumen sind die­
jenigen, deren KrummungsmaB sowohl von der Fliiehenriehtung als 
Buch vom Ort unabhangig ist, welehe also nach (104) eharakterisiert 
sind dureh die Relation 

(116) Rhijk + Ct(ghjgik - ghkgij) = 0, 
wo Ct eine (positive oder negative) Konstante bedeutet. Dureh Ver­
jiingung folgt damus noeh 

(117) Rik + (n - l)CtUik = 0 
und 
(118) R = - n (n - 1) Ct. 

Fur spatere Anwendungen merken wir auch noeh den Ausdruek fur 
den dureh (109) definierten Tensor Gik an: 

(119) G _ (n - l).cn - 2~ 
ik - 2 CtUik' 

Fur Ct=O kommt man auf den Fall verschwindender Krummung zuriiek. 
Ein Beispiel fur einen Raum konstanter Krummung ist eine n­

dimension ale Kugel, die wir uns in einem euklidisehen RlI + i einge­
oettet den ken konnen. Wenn man bloB auf ihre inneren MaBverhalt-
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nisse achtet, spricht man besser von einem sphiirischen Raum R". 
Wir haben dann 
(120) ds2 = ~(d:rf)' + (dX"+l)1 

i 

(121) ~(:rf)s + (X"+1)2 = aB. 
i 

Die Indizes in den Sum men laufen immer von 1 bis n. Fahren wir 
zuniichst aIs Koordinaten auf der Kugel die xi. (in 1, ... n) ein, was 
der Parallelpl'ojektion auf die Aquatorebene X,,+l = 0 entspricht, so 
ergibt sich durch Elimination von Xn+l aus (120) mittels (121): 

(122) ds' = ~(d:rf)lI+ (~da;i): 
i a -,. 

Der Aquator x" + 1 = 0 ist eine singula.re Linie des Koordinatensystems, 
und zu jedem Wertesystem fiir die Koordinaten gehOren swei Punkte 
des sphiirischen Raumes R". Man kann auch die Kugelpunkte vom 
Zentrum aus auf die Ebene xH 1 = - a projizieren, was der Koor­
dinatentransformation 

(123) xi. = ~ Xi (rl' = ~(X")'J) ~ = Ia:"~~ = a r i',. a Va,+,.'2 
entspricht. Lassen wir im Endresultat die Akzente wieder fort, so 
nimmt das Linienelement die Gestalt an: 

at ~ 
(124) dsll = (at + ,.1)1 {(at + r2) f (dXi)2 - (x1dxi)I}. 

Das Koordinatensystem umfaBt iiberhaupt nur die eine Halbkugel, der 
Aquator riickt ins Unendliche (r = 00). 

Ebenso erhiilt man durch stereographische Projektion: 

(125) 

(126) 

Xi - ~X/i - r' I 

~(dxi.)t 
d ' i 

S = -( - r')" 
1+ 4a l 

wobei im Endresultat die Akzente gleichfalls weggelassen wurden. 
Singular wird dieses Koordinatensystem bloB im Pol xn+ 1 = a, dort 
wird namlich r = 00. 

Eine vierte Form des Linienelementes erhiilt man durch Einfiih­
rung der Normalkoordinaten, was durch die Substitution von 

(127) xi. = .. ~ 1i (~ = ~(11)2), ~ = ~ sin !L, x"+ 1 = a cos ~ 
r! i r! r! a a 
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in (122) bewirkt wird. Es ergibt sich 

(128) dsi = :: sinll : ~(dx;)2 + :. (1 - :: sinll~) (yid!l'l 
Wegen 
(129) 

(in der Summe der linken Seite ist jede Kombination (ik) bloB em­
mal zu zahlen) kann dies auch ge~chrieben werden 

(128a) ds!! = ~(dyi)2 - ..; (1 - a; sinll~) ~(!ldyk _ ykdyi)ll. 
(> (> a (ik) 

Die yi sind also in der Tat N ormalkoordinaten. Man kann diese Aus­
driicke auch auf dem Umweg iiber Polarkoordinaten ableiten. Dem 
Ursprung des Systems der yi entspricht der Pol xn + 1 = a; bei (! = a'lt 
wird es singular, weil allen Werten von yi, welche die Bedingung 
(J = a'lt erfiillen, derselbe Punkt namlich der Pol xn + 1 = - a entspricht. 
Man erhaIt bereits aIle Kugelpunkte, wenn man (J an die beschran­
kende Bedingung (! < a'lt kniipft. 

Aus (128a) folgt zunachst mit Riicksicht auf (99) und (100), 
daB im Punkt !l = 0 das KriimmungsmaB des Raumes von der Flachen­
rich tung unabhangig ist, daB also dort eine Relation von der Form 
(116) gilt. Der Koeffizient a nimmt wegen 

~ (1 _ a2 sin2 ~) = ~ 
(>' (>' a ('=0 Ba' 

nach (100) den Wert an: 

(130) 
1 "= --0· 
a" 

DaB die Relationen (116) mit demselben Wert von a in allen Punkten 
des spharischen Raumes geIten, folgt aus der Existenz einer Bewegungs­
gruppe Gn (n+l17 welche gestattet, einen vorgegebenen Punkt und ein 

-2-

zugehoriges "n- Bein" gleichzeitig in irgendeinen anderen Punkt und 
ein anderes n-Bein iiberzufiihren und zwar, was wesentlich ist, in der 
Weise, daB die Langen aller Kurven bei der Bewegung unverandert 
bleiben. Bezeichnen wir namlich mit S den Ubergang (135) vom 
System xI, ... xn+1 des euklidischen Rn+l zum Normalkoordinaten-

system im sphiirischen Rn mit T die n(n:-]1 parametrige Gruppe del' 

orthogonalen Transformationen des erstgenannten Systems, so ist 

Gn (n+1) = S-lTS 
-2----

die gesuchte Bewegungsgruppe. Sie zeigt, daB das Linienelement in 
allen N ormalkoordinatensystemen dieselbe Form hal, wo auch immer 
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im sphii.rischen Raum Bn ihr Nullpunkt Hagen mag. Daraus folgt so­
gleich die Allgemeingiiltigkeit der Relationen (116) und (130) im 
spharischen Raum. Man kann das natiirlich auch durch direkte Rech­
Dung bestatigen. 

Die Konstanz des KriimmungsmaBes ist oft'enbar immer dann 
vorhanden, wenn der Rn folgende Eigenschaft hat: In einer gewissen 
(endlichen) Umgebung eines jeden Punktes des Bn laSt sich ein Ko­
ordinatensystem so bestimmen, daB das Linienelement dort eine der 
vier aquivalenten Formen (120), (122), (124) und (128) annimmtj 
" braueht nieht notwendig positiv zu sein. 1st" negativ, so hat man 
in den betreft'enden Formeln iiberall as durch - as zu ersetzen, und 
es gilt dann 

(130a) 1 "=--. at 

Riemann hat nun in seinem Habilitationsvortrag darauf hingewiesen, 
und Lipschits88) hat zuerst bewiesen, daB auch umgekehrt aus der 
Giiltigkeit von (116) immer die genannte Eigenschaft des Rn folgt. 
Vermeil S9) gab mittels Potenzreihenansatzes fiir das Linienelement in 
den Normalkoordinaten einen einfacheren Beweis des allgemeinen 
Satzes, daB bei gegebenem Kriimmungstensor auch schon die Form 
des Linienelementes in Normalkoordinaten eindeutig bestimmt ist. 
Dies wurde gleichfalls schon von Riemann angedeutet. In der Physik 
hat dieser Umkehrsatz bisher keine Anwendung gefunden. 

Fiir kosmologisehe Fragen (vgl. Abschn. IV) von Bedentung iet 
jedoch folgender U mstand. Durch die Form des Linienelementes sind 
die Zusammenhangsverhli.ltnisse des R. im GroBen keineswegs eindeutig 
bestimmt. Dies ist derjenige Punkt, wo die projektive Auffassung 
die differentialgeometrische zu erganzen hat. Erstere gestattet fur 
die Raume konstanter Kriimmung ohne wei teres die Frage nach 
dem Zusammenhang des gansen Raumes zn beantworten. So ergeben 
sieh, wie zneret Klein 90) gezeigt hat, fur die Raume mit konstanter 
positiver Kriimmung zwei Mogliehkeiten. Entweder entsprechen im 
Koordinatensystem der Darstellung (122) jedem Wertesystem der Koor­
dinaten zwei oder nur ein Raumpunkt. 1m ersteren Fall heiBt der 
Raum sphariseh, im zweiten in Anlehnung an die projektive Auf­
fassung elliptisch. Beide Arten von Raumen sind, obwohl unbegrenzt, 

88) R. Lipschitl, Crelles J. 1. c. Anm. 74). 
89) H. Vermeil, Math. Ann. 79 (1918), p. 289, 1. c. Anm. 81 b). 
90) F. Klein, Math. Ann. 4 (1871), p. 573; 6 (1872), p. 112 und insbeson­

dere Math. Ann. 37 (1890), p. 544, wo das Problem in seiner ganzen Allgemein­
hait gelost wird. Ferner Programm zum Eintritt in die philoBophiseha Fakultltt 
in Erlangen 1872, wiederabgedruckt in den Math. Ann. 43 (1893), p. 63. 
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dennoch endlich im Riemannschen Sinn. Das Gesamtvolumen des 
elliptischen Raumes ist offenbar halb so groB wie das Gesamtvolumen 
des spharischen Raumes gleicher Kriimmung. Gleiches gilt vom Ve1'­
haltnis der gesamten Langen der (geschlossenen) geodatischen Linien 
in beiden Raumen. Bei den Raumen mit konstanter negativer Kriim­
mung ist die Zahl der Moglichkeiten viel groBer. Besonders bemer­
kens wert ist die Cliffordsche Flache, welche die Moglichkeit einer 
endlichen Mannigfaltigkeit mit der KTiimmung Null zeigt. Die ganze 
Frage nach den Zusammenhangsverhaltnissen der Mannigfaltigkeiten 
konstanter Kriimmung im GroBen wurcle von Killing als Problem del' 
Clifford-Kleinschen Raumformen bezeichnet. 

19. Die Integralsatze von Gaul3 und Stokes im vierdimensionalen 
Riemannschen Raum. Die Komplikation der Tensoranalysis der all­
gemeinen Transformationsgruppe gegeniiber der der affinen Grllppe 
riihrt daher, daB es jetzt nicht mehr gestattet ist, die Komponenten 
von zwei Tensoren, welche an ve1'schiedene Punkte gekniipft sind, ein­
fach zu addieren. Urn aus Tensoren durch Differentiation neue Ten­
soren abzuleiten, muB man deshalb im allgemeinen den in Nr. 14 ent­
wickelten Begriff del' Parallelverschiebung zu Hilfe nehmen. Die be­
treffenden Regeln wurden zuerst rein formal von Christoffel 91) abge­
leitet und spater von Ricci und Levi-Civita 56a) in ein System gebracht. 
Vereinfachungen und geometrische Inte1'pretationen brachten die Ar­
beiten von lVpy192), Hessenberg 93) und Lang 56 a.). 

Bei gewissen Operationen, die zunachst betrachtet werden sollen 
und sich auf Tensoren ersten Hanges im Sinne der Nr. 11 beziehen, 
gehen jedoch die geodatischen Komponenten in das SchluBresultat 
nicht ein. Es ist deshalb eine naturgemaBe Forderung, bei ihrer Her­
leitung den Begriff del' Parallelverschiebung nicht zu beniitzen. Zu­
nachst kann aus einem Skalar lp durch Differentiation ein Vektor 
grad lp abgeleitet werden, wie unmittelbar aus der Invarianz von 

dlp = ;;dxi 

folgt. Dabei ist zu beachten, daB die :~ kova·riante Komponente sind: 

d OIP (131) gra ;p = oxi ' 

Urn weitere Relationen zu finden, miissen Wlr die Integralsatze von 

91) 1. C. Anm. 68). 
56 a) l. c. Anm. 56). 
92) H. Weyl, Raum-Zeit-lIaterie, 1. Aufl. 1918, p. 103-107. 
93) 1. c. Anm. 77). 

Encyklop. d. math. Wis •• nsch. V~. 40 
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GaufJ und Stokes auf unseren Fall anwenden, wobei wir uns aber auf 
vierdimensionale Mannigfaltigkeiten beschranken wollen. Die be.tref­
fende Verallgemeinerung des Gauf3schen und Stokesschen Satzes fiir 
Ranme beliebiger Dimension findet sich in allgemeinster W{:ise bei 
Poincare93a) und Goursat 9Sb). Fur den Fall der speziellen Relativitats­
theorie (euklidische Geometrie und orthogonale Koordinaten) wurden 
die Formeln auch von Somme1feld55a) entwickelt. 

Es selen 
(132) 

die Komponenten emes Linien-, Flachen- und Raumtensors, 

(133) 

die eines Kurven-, 
luten Betragen 
(133a) 

dt, d(jik, dSikI, dE 

FHichen, Ranm- und Weltelementes, mit den abso-

ds, df5, dS, IdEI. 

Die Komponenten (133) drucken sich durch die Koordinaten so 
aus: Die dsi sind direkt gleich den Koordinatendifferentialen 

(134a) 

sind ferner dx i , 8xi resp. dxi, a Xi, OXi die Komponenten zweier bzw. 
dreier Linienelemente in unabhangigen Richtungen auf dem Flachen­
bzw. Raumelement, so ist 

(134b) daik = I dx', oxi I 
I dx\ oxk 

dxi, ox', OXi 
(134c) dS ikl = dxk, ox}, bxk 

dxl, ox!, bxl 

Setzt man diese Ausdrucke in irgendein Flachen- bzw. Raumintegral 

jg;(X)d(jik bzw. jg;(x)dS ikl ein, so entspricht dies derjenigen Schreib­

weise der mehrfachen Integrale, die Klein 94) gelegentlich eingefiihrt 
und die GrafJmannsche genannt hat. Sie ist die naturgemaBe, da sie 
sofort das Verhalten mehrfacher Integrale bei Koordinatentransfor­
mationen abzulesen gestattet, und Klein 9i) zieht sie deshalb der ge­
wohnlichen Schreibweise vor. Jedoch hat die letztere den Vorzug 

93a) H. Poincare, Acta Math. 9 (1887), p. 321. 
\l3b) E. Goursat, Liouvilles J. (6) 4 (1908), p.331. 
lilia) .A.. Sommerfeld, 1. c. Anm. /iii). Die Divergenz des Flachentensors wird 

dort in anderer Weise hergeleitet, als es hier geschieht. 
94) F. Klein, Dber die Integralform der Erhaltungssatze uew., Gott. Nachr, 

math.-phYB. Kl., 1918, p. 894. 
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groSerer Einfachheit, obzwar sie wieder den Nachteil mit sich bringt, 
das Verhalten des Integranden gegeniiber Koordinatentransformationen 
nicht unmittelbar in Evidenz zu setzen. Man gelangt zu ihr, wenn 
man die unabhangigen Richtungen d, 8 (d, 8, b) bei den einzelnen 
Komponenten des Fliichen (Raum-)elementes pamllel den zugehorigen 
Koordinaten annimmt. Dann wird niimlich 

d(jik = dxi~aI', dSiki = dxi8xkbx', 

wofiir man noch einfacher schreibt 

(135) d(jik = dafdx\ dSiki = dafdal'dx'. 

Es ist aber wohl zu beachten, daB sich diese Ausdriicke bei Koordi­
natentransformationen wie die Komponenten eines Fliichen- bzw. 
Raurotensors verhalten. 

Wir konnen nun aus den Tensoren (132) und (133) zweierlei 
Arten von Invarianten bilden. 

1. Die Orthogonalprojektionen von {, F, A auf ds, d(J, dS multi­
pliziert mit dem Betrag der letzteren Tensoren: 

(136a) f.ds = {;dxi 

(136b) Fado = Fa,d(jik 

(136c) AsdS = AikjdSiki• 

2. Die Orthogonalprojektion des Vektors f auf die Normalrichtung 
zu dS, des Fliichentensors F auf die zu d(j normale Fliichenrichtung, 
des Raumtensors A auf die zu s normale Raumrichtung, immer mul­
tipliziert mit dem Betr80g der letzteren Tensoren. Man findet den 
Wert dieser Ausdriicke mit Hilfe der dualen Ergiinzungen zu ds, d (J, 
dS Cnach Nr. 12 (54 b), (55) zu: 

(13780) fndS = [idS,* =~Vi[idSklm = ~fidSklm 
(Ik 1m) (Him) 

(137b) FNdtJ = FikcltJ'f" = ~ViFikdolm = ~'ijikd(Jzm 
(Ulm) (iklm) 

(137c) Ands = Aik'ds:L=~VgAik!dsm =2-~ikldsm. 
(Him) (iklm) 

Die Summen ~ sind darin iiber gerade Permutation en zu erstrecken, 
(iklm) 

und f, 'ij, ~ sind die zu f,.F, A gehorigen Tensordichten (Nr. 11). 
Die Ver80llgemeinerung der Integr80lsiitze von GaufJ und Stokes 

laSt sich nun so formulieren. Wir integrieren (136a) fiber eine ge­
schlossene Kurve, (136b) und (137b) iiber eine geschlossene Fliiche 
und (13 7 a) iiber ein geschlossenes R8oumstiick. [Die analogen Siitze 
ffir (136c) und (137 c) lassen wir beiseite, da sie in der Physik bisher 

40· 
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keine Anwendung gefunden haben.] Diese Integrale lassen sich in 
Integrate fiber das von ihnen eingeschlossene Flii.chen-, Raum- bzw. 
Weltgebiet verwandeln: 

(138a) ff.ds = fRotNf· dt1 = JRotid' d~k 

(138b) fFadt1 fRotnF. dS fRotwF. dSw 

(139 a) j'fndS = fDiv f· dE fi:Ji'Ofdx 

(139b) fFNd6 fDivnF.dS f~i:Ji'OiF.dSklm 

Dabei ist gesetzt: 

(140 ) R t f Ork Of. 
a . 0 ok = OX. - oxk 

(140 b) 

und 

(Skim) 

(141 a) i)i'O f = 0 fk ~ (Div f = _1 oVo/') ox, yg ox, 

(141b) ('r\t· .. iF- O%ik (DiviF= _1 or'iFik). 
~ ., - (}xk yg oxk 

Das Wichtige dabei ist, daB die Invarianz der Ausgangsintegrale 
auch die Invarianz der Endintegrale nach sich zieht. Diese kann aber 
nur dann vorhanden sein, wenn schon der Integrand an jeder Stelle 
invariant ist, da das Integrationsgebiet beliebig klein gewii.hlt werden 
kann. Daraus folgt nun weiter, daB Rot ikf und Rot wF die kovari­
anten Komponenten eines Flachen- bzw. Raumtensors, i)itJ F eine ska­
lare Dichte und i)i'O i F die kontravarianten Komponenten einer Vektor­
dichte sind. Diese Eigenschaften der Operationen Rot und i)itJ konnen 
in die Regel zusammengefaBt werden: 

1. Die Operation Rot erhOht die Stufe des Tensors (vgl. Nr. 11), 
die Operation ilitJ erniedrigt sie. 

2. Bei der Operation Rot werden die kovarianten Komponenten 
des Tensors, bei der Operation i)itJ die kontravarianten Komponenten 
der Tensordichte differenzierl. Wir fiigen noch hinzu: 

3. Die Operationen Rot und i)i'O entsprechen einander dual. Es 
folgt dies aus den Relationen (137). In der Tat ist z. B. 
(142) Rot wF = i)i'O m F*, 
wie man leicht nachrechnet. 

Wie in der gewohnlichen Vektorrechnung konnen die Operationen 
Grad, Rot, i)itJ miteinander kombilliert werden. Es ergiht sich 

(143) Rot Grad tp = i)itJ i)i'O F = Rot Rot f = O. 
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Wendet man hintereinander die Operation Div und Grad auf einen 
Skalar rp an, so gelangt man zur Verallgemeinel'ung del' Laplacesehen 
Operation LI. Man bezeiehnet sie naeh einem V orsehlag von Cauchy 
mit D. In die Invariantentheorie n-dimensionaler Mannigfaltigkeiten 
wurde sie bereits von Beltrami 94a) eingefiihrt; ihre erste Anwendung 
im Fall der speziellen Relativitatstheorie kommt bei Poincare VOl'. Es 
ist dabei zu beaehten, daB man naeh der Grad-Bildung zufolge (14la) 
zu den kontravarianten Komponenten der Vektordiehte ubergehen muB: 

(144) 0 rp = Div Grad rp =;g o~ (Yi gil: ::.) . 

Fur konstante gil: wird daraus 

(144 a) 0 = gik o~fJI . rp 0 xi(}:xk 

In diesem Spezialfall kann man aueh mittels der Operation 0 aus 
einem Vektor f. einen neuen Vektor ableiten. Es gilt dann namlieh 
wie in der gewohnliehen Vektorreehnung 

(145) DiviRotf= GradiDivf- Dt;. 
Diese Relation laBt jedoeh fur nieht konstante gik keine Verallgemei­
nerung zu. 

Es sei noeh bemerkt, daB sieh hier die in Nr. 11 aus geo­
metrisehen Grunden eingefuhrte Systematik der Tensol'en aueh reeh­
neriseh aufs beste bewahrt. Die Tensoren 1. Ranges sind vor denen 
hOheren Ranges analytiseh dadurch ausgezeiehnet, daB sich aus ihnen 
ohne Zuhilfenabme der geodatischen Komponenten des Bezugssystems 
durch Differentiation neue Tensoren bilden lassen. 

20. Herleitung von invarianten Di:fferentialoperationen mit Be­
nutzung der geodii.tischen Xomponenten. Wir kommen nun zur 
zweiten Gruppe von Differentialoperationen, bei welcher del' Begriff 
der Parallelverschiebung eine wesentliche Rolle spielt. Fur die phy­
sikalischen Anwendungen sind nur zwei von diesen Opel'ationen von 
Bedeutung, namlich diejenigen, welehe den Operationen 

und 
at" ti = a~ (Div des Tensors zweiten Ranges) 

der affinen Gruppe entsprechen. Um ihren Ausdruek in der all­
gemeinen Transformationsgruppe zu finden, maehen wir folgende Kon­
struktion. Es sei zunaehst in jedem Punkt der Kurve :i' = :J!'(t) ein 

94a) E. Beltrami, Sulla teoriea generale dei pal'ametri diiferenziale, Me­
morie Ace. di Bologna (2) 8 (1869). p. M9. 
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Vektor mit den Komponenten a' gegeben. 1st P ein beliebig heraus­
gegriffener Kurvenpunkt, so konstruieren wir durch Parallelverschie­
bung des Vektors al(P) langs der Kurve eine zweite Vektorgesamtheit 
a'(P'), P' beliebig, wobei also in P iff und at iibereinstimmt: 

Nunmehr kann durch 
a'(P) = al(P). 

A' = lim ai(P') - ai(P') 
P'-+P dt 

in invarianter Weise ein Vektor definiert werden, da im Zahler die 
Differenz zweier Vektoren im selben Punkt gebildet ist. Aus (64) 
und (70) folgt sofort 

(146 a) A.' = dd~i + rr'"ard:; und 

(146b) 

Wird an Stelle von t die Bogenlii.nge s und an Stelle von a' der 

Tangentialvektor u' = ~: gesetzt, so erhalt man auf diese Weise den 

Vektor der "Beschleunigung", deBsen Komponenten B' mit den linken 
Seiten von (80) iibereinstimmen: 

(147) 

1st ai nicht nul' Hi.ngs einer Kurve, sondern als Vektorfeld gegeben, 
• i/,at ()a dfik ) .• . i/,a;" 

so 1St lit = ()fik (It, und durch (146 wlrd Jeder Rlchtung de ein 
Vektor 

zugeordnet. Daraus folgt, daB 

Ai _ I i/,a;k 
-aide 

(148 ) ; ()ai + r I r a a k = ()a;k rka 

(148b) 

die Komponenten eines Tensors bilden. Er ist die gesuchte Ver­

allgemeinerung des Tensors ;;; der affinen Gruppe. 

Ein Vektorfeld ai, fiir welches der zugehOrige Tensor aik in einem 
Punkt P verschwindet, heiBt in diesem Punkt statifmM. Nach Nr. 16 
und 18 gibt es im euklidischen Raum und nur in diesem Vektor­
felder, die in allen Punkten eines endlichen Gebietes stationar sind. 

Da das GroBensystem aik weder symmetrisch noch schiefsymme­
trisch ist, haben wir es hier nicht mit einem Tensor im geometrischen 
Sinne der Nr. 11, sondel'll bloB mit einem Tensor im weiteren Sinne 
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der Nl'.9 zu tun. Wir konnen aile spalten in einen schiefsymmetri-

schen Teil .l.(oaj~ _ qak) 

2 0 x" 0 xi 
und einen symmetrischen Teil 

(148 ) '.1. (oa; + Oak) rr c aile = 2 oaf< oxi - i "ar' 

Mit Hilfe der stationaren Vektorfelder konnen wir nun nach dem 
Vorgang von Weyl95) die Divergenz eines Tensors 2. Ranges Ti" ab­
leiten. Es sei SO ein in P stationares Vektorfeld, so daB in diesem Punkt 

O~i __ TO tr 
ox" - r k!:o 

und O~i rr I: ox" = i leSr 

ist. Dann bilden wir nach (141a) die Divergenz des Vektors 

r = Tik~" = Tls". 
Setzen wir die angeschriebenen Werte fur die Ableitungen del' ~j ein, 
so kommt 

(149) 

mit 

(150a) 

(150b) 

% ist dabei die zu T gehOrige Tensordichte, und aus der Invarianz 
von (149) folgt, daB (150a) und (150b) die ko- bzw. kontravarianten 
Komponenten einer Vektordichte bilden. 

1m euklidischen Raum kann die Divergenz eines Tensors zweiten 
Ranges auch noch andel's interpretiert werden. Sind ri und tf zwei 
Einheitsvektoren, so moge T(rs) = TiT,ria'< die Komponente des Tensors 
nach diesen zwei Richtungen heilien. 1st ri in P beliebig vorgegeben, 
so kann man im euklidischen Raum dieser Richtung in jedem Punkt 
P' eine parallele Richtung ;oj in eindeutiger und invarianter Weise 
zuordnen. Das Vektorfeld ri ist oft'ellbar iiberall stationar und kanll 
in (149) fur ~i genommen werden, so daB gilt 

i)iu (%r) = i)iu;:· %. 
Setzt man nun in (1~9a) f = (%r), so folgt sofort 

(151) JTCrn)dS = Ji)iu;.%dx = Ji)iU;:%d~, 

(151 a) 

95) H. Weyl, Raum-Zeit-Materie, 3. Aufi., 1920, p. 104. 
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eine Formel, die von Lang 96 ) abgeleitet wurde. Man kann fiir VOl" 

liegenden Zweck jeden nichteuklidischen Raum durch einen euklidi­
schen Tangentialraum ersetzen, da die zweiten Differentialquotienten 
del' gik in das Schlu13resultat (150) nicht eingehen und die ersten Ab­
leitungen del' gik durch geeignete Wahl del' Koordinaten in beiden 
Raumen immer zur Ubereinstimmung gebracht werden konnen. Des­
wegen kann das Ergebnis des Grenzuberganges in (151 a), der Vektor­
charakter von ~i\) i'1:, allgemeine Gultigkeit beanspruchen, 0 bwohl das 
Integral del' l'echten Seite nul' im euklidischen Raume einen Sinn hat. 

Del' V ollstandigkeit halber sei hier noch die folgende allgemeine 
Formel angefiihrt, die in del' Physik jedoch keine weitere Rolle spielt. 
Aus dem Tensor aikl"·r.t... folgt durch Differentiation del' Tensor 
hoheren Ranges 

! W.·· _ oaik~~ + ri ~I;l... + rk if!Z", + 
(152) a p,rs!'" - OXP . C!pa rsl.... f! pa r.t··· 

+ ... - rf! atkl ... - rQ atkl ... - ••• 
pr esl·.· ps Tel· .. 

Die durch (152) dargestellte Operation, die sich schon bei Christoffel 
findet, nennen Ricci und Levi-Civita kovariante Differentiation. 

Man hat sie fruher wie folgt benutzt, urn die Divergenz des 
Tensors 2. Ranges abzuleiten. Man bildete zuerst gema13 (152) den 
Tensor T/k durch Differentiation von Til; und verjiingte dann: 

Div iT = Tkik. 
Es moge noch erwahnt werden, wie Ricci und Levi-Civita 66b) zu 

dem Ausdruck fiir den Kriimmungstensor gelangt sind. Man gehe 
aus vom beliebigen Vektor ai und bilde zuerst nach (148b) aw dann 
nach (152) aik,Z' Auf der rechten Seite stehen dann sowohl Glieder, 
welche nul' die ai selbst, als auch Glieder, welche die ersten und 
zweiten Ableitungen del' at enthalten. Letztere heben sich abel' fort, 
wenn man die Differenz aik,l- ail,k bildet, und es bleibt einfach stehen 

aik,1 - ail,k = R\,;za •. 
Damit ist dann del' Tensorcharaktel' des Gro13ensystems R"w bewiesen. 
Diese Methode verschafft abel' keine Einsicht in seine natiirliche geo­
metrische Bedeutung. 

21. Afflntensoren und freie Vektoren. Obwohl die allgemeine 
Relativitatstheorie es nul' mit Gleichungen zu tun hat, die gegeniiber 
beliebigen Transformationen del' Koordinaten kovariant sind, spielen 
dennoch in ibr auch Gro13ensysteme eine Rolle, die sich nul' gegeniiber 

96) Lang, Diss. Munchen, 1. c. Anm. 56). 
56 b) Ricci und 7'. Levi-Civita, 1. c. Anm. 56), vgl. auch die Darstellung bei 

Einstein, Ann. d. Phys. 49, 1. c. Anm. 56). 
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linearen (affinen) Koordinatentransformationen wie Tensoren verhalten. 
Wir nennen sie AffintensQren. Solche Affintensoren sind z. B. die 
geodatischen Komponenten. Insbesondere kommen aber auch Affin­
tensoren U/ vor, deren zugehorige Tensordichten Ul' = uryi in 
jedem Bef1ugssystem den Gleichungen 

OU.k 
(153)o~- = 0 

genligen. Es ist klar, daB sich die U/ bei allgemeinen Koordinaten­
transformationen nicht linear-homogen transformieren konnen. Man 
kann jedoch aus den Ul durch Integration ein GroBensystem Jk ab­
leiten, das sich gegenliber einer viel allgemeineren Gruppe von Trans­
formationen als del' affinen wie ein Vektor verhalt. 

U m dies zu zeigen, stellen wir zuerst eine vorbereitende Hilfs­
betrachtung an. Es sei ein Vierervektor s" mit del' zugehorigen Vektor­
dichte fk gegeben, dessen Div liberall verschwindet. 

Ofk (154) oi.ck = O. 

Es habe ferner fk nur innerhalb einer "Weltrohre" von Null ver­
schiedene Werte oder nehme jedenfalls nach auBen so rasch ab, daB 
die liber auBerhalb der Weltrohre gelegene Gebiete erstreckten Inte­
grale, die im folgenden vorkommen, verschwinden, wenn man das 
Integrationsgebiet hinreichend weit entfernt. Wir betrachten ferner 
nur solche Koordinatensysteme, in denen die Raume konstanter Zeit 
x' = const. die Weltrohre nur in einfach zusammenhangenden Be­
reichen schneiden. Nun benutzen wir den Umstand, daB nach (139a) 
und (154), das Integral fS .. dS stets verschwindet, wenn es liber ein 
geschlossenes Raumstiick integriert wird. Ais Integrationsgebiet wahlen 
WIT zuerst zwei Querschnitte x' = con st., die wir uns durch auBerhalb 
del' Weltrohre gelegene Raumteile verbunden denken. Dann folgt 
mit Riicksicht auf (137 a), daB das Integral 

(155) 

fiir beide Querschnitte den gleichen Wert hat, d. h. von X4 unab­
hangig ist. Nun fiihren wir ein zweites Koordinatensystem X' ein, 
das innerhalb del' Weltrohre nur der Bedingung zu geniigen hat, daB 
die Raume x" = const. die Weltrohre in einfach-zusammenhangenden 
Bereichen schneidet, auBerhalb del' Weltrohre aber konstante 9 ik ha­
ben soll. Indem wir nun als Integrationsgebiet eillen Querschnitt 
x' = const. und einen Querschnitt x', = const. nehmen, die wir immer 
so wahlen konnen, daB sie sich gegenseitig nicht schlleiden, ergibt sich 

jf'dx1dx!dxS = ji'4 dx'ldx'2dx'S, 
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d. h. das Integral Jist gegenliber allen hier zugelassenen Koordinaten­
transformationen invariant. 

Auf dies en Fall kann man nun den des Integrals liber die Kom­
ponenten eines Affintensors zuriickfuhren. Man multipliziere diesen 
Affintensor mit einem Vektor p", dessen Komponenten innerhalb der 
Weltrahre konstant sind, 

U"= U/pi. 
Uk verhiiIt sich gegenliber allen linearen Transformationen wie ein 
Vektor. In allen Koordinatensystemen K', die aus dem urspriinglichen 
System K durch eine solche Transformation hervorgehen, sind die 
Komponenten p't ebenfalls innerhalb der Weltrahre konstant, und es 
gilt deshalb in ihnen auch die Gleichung 

()Uk 
ax'< = o. 

Nach (155) ist deshalb das Integral 

J = jU'dx1dx2dxs 

gegeniiber linearen Transformationen invariant und hat auch fUr 
jeden Querschnitt denselben Wert. Da aber 

J= JkP\ 
worin 
(156) 

und der Vektor pk ganz belie big war, hahen die GraBen J" V ektor­
charakter gegeniiber linearen Transformationen.97) 

Wir zeigen nun nach dem Vorgang von Einstein 98), daB sie 
dies en Vektorcharakter auch behalten, wenn man vom Koordinaten­
system K zu irgendeinem Koordinatensystem K' iibergeht, welches 
auBerhalb der WeItrahre mit K iibereinstimmt. Zu diesem Zweck 
brauchen wir nur ein Koordinatensystem zu konstruieren, welches auf 
einem Querschnitt x'" = c1 mit K, auf einem anderen Querschnitt 
x'" = c2 mit K' iibereinstimmt. Da schon bewiesen ist, daB fur zwei 
verschiedene Querschnitte x' = const. desselben Koordinatensystems 
die J" die gleichen Werte haben, ist hiermit auch gezeigt, daB die 
Jk in K und K' dieselben Werte haben. Sie sind von der Koordinaten­
wahl innerhalb der Weltrohre iiberhaupt nicJtt abhiingig. Es ist inter­
essant, daB man ausgehend von dem Affintensor U/, der sich nur 

97) Es wurde dies zuerst bewiesen von F. Klein, tJber die Integralform der 
Erhaltungssatze usw., Gott. Nachr., math.-phys. KI, 1918, p. 394, wo die freien 
Vektoren ausfiihrlich bebandelt werden. Die hier gegebene Ableitung riihrt von 
Ii. WeyZ her, Raum - Zeit - Materie, 3. Auf! 1920, p. 234. 

98) .A. Einstein, Berl. Ber. 1918, p. 448. 
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bei linearen Koordinatentransformationen kovariant verhlilt, durch 
Integration zu einem GroBensystem Jk gelangt, das sich gegeniiber 
einer viel allgemeineren Transformationsgruppe wie ein Vektor verhitlt. 
Der Vektor J", unterscheidet sich von den gewohnlichen Vektoren da­
durch, daB er nicht an einen bestimmten Punkt gebunden ist. Wir 
nennen ihn im AnschluB an die Terminologie der Mechanik mit Klein 
einen {reien Vektor. 

22. Realitatsverhaltnisse. Es· wurde in dies em Abschnitt stets 
so gerechnet, als ob die Form ds2 definit wiire. In der wirklichen 
Raum-Zeitwelt ist das jedoch keineswegs der Fall, vielmehr hat ds2 

in der Normalform drei positive und ein negatives Zeichen. Formal 
bleiben aile bisherigen Ergebnisse auch fUr diesen Fall bestehen, da 
mall durch Einfiihrung einer imaginiiren Koordinate den einen Fall 
auf den anderen zuriickfiihren kann (vgl. Nr. 7). Geometrisch miissen 
die Formeln jedoch etwas anders gedeutet werden. 

Bleibt man zuniichst im Giiltigkeitsbereich der speziellen Rela­
tivitiitstheorie und fiihrt als vierte Koordinate X4 = ct ein, so IaBt 
sich bei gegebenem Anfangspunkt des Koordinatensystems die WeU 
in gegeniiber Lorentz-Transformationen invarianter Weise in zwei Teile 
zerfiillen, die charakterisiert sind durch 

(A) X12 + X2'l + x/ - x/ < ° (Vor- und Nachkegel) 
und 
(B) 
Getrennt werden sie durch den Kegelmantel 

(0) Xl! + X 22 + XS2 - X42 = 0, 
auf dem die Weltlinien der Lichtstrahlen verlaufen. 

LiiBt man den Anfangspunkt eines Vektors mit dem Ursprung 0 
des Koordinatensystems zusammenfallen, so heiBt der Vektor raum­
artig, falls sein Endpunkt in das Weltstiick (B), zeitartig, falls er in 
das Weltstiick ( A), und ein Null vektor (Vektor yom Betrag NUll) falls 
er auf den Kegel (0) falIt. Die Lorentz-Transformation stent sich 
wegen des veriinderten V orzeichens der vierten Dimension eigentlich 
nicht dar als Drehung des Koordinatensystemfl, sondern als Ubergang 
VOll einem System konjugierter Durchmesser des Hyperboloids 

X12 + X 22 + X3 2 - X.J.2 = 1 
zu einem anderen. (Diese Interpretation der Lorentz-'rransformatioll 
sowie auch die iibrigen hier gebrauchten Bezeichnungen kommen zuerst 
bei Minkowski vor.) Durch eine einfache geometrische Betrachtung oder 
auch durch eine einfache Anwendung der Formel (I) fiir die Lorentz­
Transformation kann gezeigt werden, daB durch geeignete Koordinaten-
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wahl fur die Punkte des Weltstuckes (A) stets raumliche, fur die 
Punkte des Weltstuckes (B) stets zeitliche Koinzidenz (Gleichzeitig­
keit) mit dem Ursprung erzielt werden kann. Und was im wesent­
lichen das gleiche ist: Durch geeignete Koordinatenwahl konnen stets 
die zeitliche Komponente eines raumartigen oder aUe raumlichen 
Komponenten eines zeitartigen Vektors zum Verschwinden gebracht 
werden. Nach den Ergebnissen der Nr. 6 konnen uberdies nur die 
Weltpunkte (A) mit dem Ursprung kausal verknupft sein. Fur die 
durch das Linienelement 

ds2 = (dX1? + (dX2)2 + (dX3)2 - (dx'? 

bestimmte Geometrie, die hier besprochen wurde, moge mit Klein und 
HillJert del' Terminus pseudoeuklidisch eingefuhrt werden. 

Ganz analoge Unterschiede zwischen der Geometrie des positiv 
definiten und des indefiniten Linienelementes geIten im Fall der all­
gemeinen Riemannschen Geometrie. Man konstruiere aIle vom Punkt 
Po ausgehenden geodatischen Linien, welche in Po den Bedingungen 
genugen: 

(A) 

oder 

(B) 

oder 

(0) 

(t = Kurvenparameter). Sie fullen gewisse Weltstucke bzw. den diese 
trennenden Kegelmantel (0) stetig aus. Die entsprechenden Richtungen 
(Vektoren) in Po heiBen wieder zeitartig, raumartig bzw. Nullrich­
tungen (Nullvektoren). 

Diese Einteilung del' Raum-Zeitwelt hat, wie Hilbert 99) betont 
hat, eine Einschrankung der zulassigen Punkttransformationen zur 
Folge. Es mussen namlich in zulassigen KoordinatensJstemen die 
drei ersten Koordinatenachsen stets raumartige, die vierte stets zeit­
artige Richtung haben. Dies ist erfullt, wenn erstens die aus ds2 

durch Nullsetzen von dx4 entstehende quadratische Form positiv definit 
ist, wofur die Bedingungen lauten: 

911 > 0, I 9w 912 

9211 922 

911 912 9]3 

921 g22 g23 

g81 g32 gS3 

99) D. Hilbert, Grundlagen d. Phys., 2. Mitt, Gott. Nachr., math.-phys. Kl., 
1917, P 53. 
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und wenn zweitens gilt 

Diese U ngleiehungen durfen durch zuIassige Koordinatentransformationen 
nieht verletzt werden. Da die Determinante 9 der gik zufolge dieser 
Ungleiehungen stets negativ ist, muB in den fUr den definiten Fall 
entwiekelten Tensorformeln stete Vg- dureh V - 9 ersetzt werden.99a) 

Naeh (B) kann die Bogenlange einer Weltlinie aueh imaginar 
werden, und zwar ist dies immer der Fall bei del' Weltlinie eines 
materiellen Korpers. Es ist deshalb in diesem FaIle praktiseh, statt 
der Bogenlange s die Eigenzeit "t" einzufUhren, die bestimmt ist dureh 

(157) s = iCT:. 

Sie gibt die Zeit an, die eine auf dieser Weltlinie bewegte Uhr an­
zeigt. Denn in einem Koordinatensystem, in welehem die Uhr mo­
mentan ruht, wird dT: = dt. Aueh fuhren wir statt 

den Vektor 

(158) 

ein, fiir welehen 

. dx' 
tt' = as 

. dx' n'=­dr: 

(159) gik tt'nk = tt;ni = - c2 
gilt. 

Unter den geodatisehen Linien spielen die geodatischen Nnllinien, 
die auf dem Kegelmantel (0) liegen, eine Ausnahmerolle. Fur sie gilt 
namlieh zwar das Variationsprinzip (83) und die Differentialgleiehungen 
(80), abel' nieht das Variationsprinzip (81). Denn erstens konnen die 
!Coordinaten hier nieht als Funktionen der Bogenlange dargestellt werden, 
weil diese versehwindet, so daB aueh in (80) ein anderer Kurvenparameter, 
del' nul' bis auf eine willkurliehe multiplikative Konstante bestimmt 
ist, stehen muB. Und zweitens kann wegen des Versehwindens del' 

-V;ik ~i ~~~, die bei del' Ableitung von (83) aus (81) in den Nenner 

99a) Minkowski (1. c. Anm. 55), Abh. II) und Klein (Phys. Ztschr., 1. c. 
Anm. 56a) stellen an die zulassigen Punkttransformationen noch eine weitere 

() '4 

einschriinkende Bedingung: Es soIl stets o~, > 0, VertauschuDg von Vergangen-

he it und Zukunft also ausgeschlossen sein, damit man es mit einer wirklich 
kontinuierlichen Gruppe zu tun hat. Es folgt jedoch aus der Kovarianz gegen­
liber dieser engeren Gruppe schon rein formal bereits die Kovarianz gegeniiber 
der Umkehr der Zeit, sofern die Gleichungen nicht ganz kiinstliche Irrationali­
tiLten enthalten (uber dies en letzteren Punkt vg1. Abschn. V). AuBerdem scheint 
die Kovarianz aller Naturgesetze gegenuber der Umkehr der Zeit nach unserer 
heutigen Auffassung auch aus physikalischen Griinden geboten. Wir werden 
deshalb die hier erwahnte Einschrankung nicht annehmen. 
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kommt, der Schhill von (81) auf (83) nicht mehr gezogen werden. 
Man muB die geodii.tischen N ullinien vielmehr so definieren: Die geo­
datischen Nullinien sind vor den anderen auf dem durch (0) be­
stimmten Kegel liegenden Kurven dadurch ausgezeichnet, daB ein 
Kurvenparameter 1 existiert, fur welch en die Differentialgleichungen 

dta;i . dzr d{£' 
drt + r~. K d"'- = 0 

und somit auch das Variationsprinzip (83) befriedigt sind. Fur die 
geodatischen Linien, welche keine N ullinien sind, bleiben dagegen die 
Entwicklungen der Nr. 15 bestehen. 

Auch das Ergebnis von Vermeil betreffend den Zusammenhang 
des Volumens einer Kugel im Riemannschen Raum mit der Krum­
mungsinvariante (Nr. 17) laBt sich nicht unmittelbar auf den inde­
finiten Fall ubertragen, weil hier der Kugel das unendlich ausgedehnte 
Hyperboloid entspricht. 

SchlieBlich sei noch erwahnt, daB gewohnlich in der speziellen 
Relativitatstheorie die Normalform des Linienelementes definitions­
gemaB mit drei positiven und einem negativen Vorzeichen angenom­
men wird, wahrend in der allgemeinen Relativitatstheorie drei nega­
ti ve und ein positives V orzeichen angenommen werden. Hier soll 
einkeitlich an der ersten Bezeichnungsarl festgehalten werden. 

23. Inflnitesim.ale Koordinatentransformation und Variations­
satze. 1st eine GroBe invariant gegenuber Koordinatentransforma­
tionen uberhaupt, so ist sie insbesondere auch invariant gegenuber 
in{lnitesimalen Koordinatentransformationen. Der Nutzen, den die Be­
trachtung der letzteren gewahrt, ruhrt daher, daB aus der Invarianz 
einer GroBe Ihnen gegenuber gewisse Differentialgleichungen herge­
leitet werden konnen, denen die GroBe genilgen muB. Wir definieren 
nun eIDe solche infinitesimale Koordinatentransformation durch 
(160) Xi = Xi + E;i(X), 
wo E eine unendlich kleine GroBe ist. Die;i Mnnen in ganz be­
liebiger Weise von den Koordinaten abbangen. AIle Differenzen zwi­
schen gestrichenen und ungestrichenen Funktionen hat man sieh im 
folgenden nach Potenzen von E entwickelt zu denken. Dabei kommt 
es uns schlieBlich allein auf das Glied erster Ol'dnung an, welches 
die Variation der betreffenden Funktion heiBt. Um die Variation 
irgendeines Tensors beim Ubergang vom ungestrichenen zum gestrichenen 
Koordinatensystem zu erhalten, hat man in die allgemeine Transfor­
mationsformel (25) die Werte 

(161) i ox, ~i+ os' -k Ozk ~i OSk 
a" = o:x;k = Uk E o:x;k ; ". = ow = Uk - E oz' 
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einzusetzen. Letztere folgen aus ;: ::: = h,/ und sind naturlich nur 

bis auf GroBen hOherer Ordnung in E richtig. Wir merken noch den 
Wert ffir die Transformationsdeterminante an: 

I oii:' I o~, lOx" I ogi 
(162) I ox" = 1 + E OX" o ii' = 1- E OX" 

Auf diese Weise erhalt man fur die Variation des Vektors 
O~i o~r 

(163) hal = E oxr ar, hal = - E O:x;l ar 

und fUr die des Tensors zweiten Ranges: 

oalk _ E (O~i ark + O~k air) - ox'" oxr , 

(164) 

Entsprechende Formeln geIten insbesondere fur die Variation von guo 
Es sei noch angemerkt, daB aus (72) fur ein beliebiges symmetrisches 
System t,,, von Zahlen 
(166) 

folgt. (Hierin ist wie 
aus (73): 
(73b) 

t."hgii=_ t'''h9." 
ublich tok = g'ag"flta(J gesetzt.) Ebenso folgt 

In (163) und (164) handelt es sich immer um die Varation 

(166) ha'= ii/ex) - ai(x), ". oai"= ii/"(x) - ai"(x), ,., usw. 

Wesentlich hiervon verschieden ist die Variation 

(167) d*ai = ii/eX) - al(x), . , , h*ai " = ai"(x) - ai"(x), .,. usw. 

Sie hiingt mit jener oft'enbar zusammen durch die symbolische Relation 

(168) h*= h - E o~ ~,., 
woraus sich unmittelbar die Ausdriicke 0* ai, o*a., usw. ergeben. Aua 
(164) und (167) folgt die wichtige Formel 

2.f~i"O*g. dx= Ef[- ~.k _o_~ - ~ ogrs_ ~r'l:iJ dx 
2'" • (7:x;k 2 a Xi S 

oder nach (160&): 

(169) -~-f ~'''o*gudx = E [f iJi'O. ~ . ~idx - f"o~ (~l Gi) dx J 
SchlielHich betrachten wir noch die Variation des Integrals 

J 1m (x)dx. 
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Es ist 

~J =.! SIB(x)dx - j SIB(x)dx =jmJ(x) I ~~ I dx - j SJ.B(x)dx, 
x x x x 

also mit Rucksicht auf (162) und wegen SIB (x) = SIB(x) + E ~~ ;i: 

(170) 

Hierin ist ~* SJ.B = SJ.B (x) - SIB (x). Wenn;i an der Grenze des In­
tegrationsgebietes vel·schwindet, liefert der zweite Term der rechten 

Seite von (170) keinen Beitrag zu ofijffidx, da er nach (139a) in 

ein Integral uber die Grenze verwandelt werden kann. 1st nun J eine 
1nvariante, also SJ.B eine skalare Dickle, so mufJ die Variation (170) 
filr beliebige ;i versckwinden. Indem man zuerst den allgemeinen Aus­
druck fur ~SIB bei irgendeiner Variation der Feldtensoren, aus denen 
sich SJ.B aufbaut, aufstellt und dann die letztere Variation speziell nach 
(164) durch eine infinitesimale Anderung des Koordinatensystems er­
zeugt, erhiilt man aus (170) gewisse Identitaten. Dabei kann in ge­
wissen FaIlen noch ;i als an der Grenze des Integrationsgebietes vel·­
schwindend angenommen werden, was die Rechnungen vereinfacht. 
Dies wird durch die folgenden Beispiele erlautert, die mit Rucksicht 
auf die spii.teren physikalischen Anwendungen durchgerechnet werden. 

a) Aus dem Vektor fJ!j werde durch Rot der Flii.chentensor 

(171) F - O~k __ _ op; 
ik - Oxi oxk 

und aus diesem die Invariante 

(172) L = -} F';kFik 

abgeleitet. 1st 2 die zu L gehorige skalare Dichte 

2=Ly-g, 
so kann aus der Integralinvariante 

.f2dx 

eine fiir die ponderomotorische Kraft der Elektrodynamik wichtige 
Transformation abgeleitet werden. Wir beschranken uns dabei auf 
solche Variationen der Felder und Koordinaten, die an der Grenze 
des Integrationsgebietes verschwinden. Zuniichst seien CPj und 9ik als 
unabhii.ngige Variable betrachtet. Bei einer Variation derselben (von 
der genannten Art) wird zunachst nach einfacher Rechnung mit Ruck­
sicht auf (165): 
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wo zur Abkiirzung gesetzt ist: 
1 (173) Bik = --= @;jk = Fr,F",grs - t FrsP·gik • y-g 

Durch partielle Integration folgt dann: 

(174) tJ.(Sdx =fl2fitJflJi- (~PtJgik)dx, 
mit 

(175) 

woraus noch folgt: 

(175a) iJii 
Ol' = o. ux' 

Nun erzeugen wir speziell die Variationen tJCPi und tJgik durch eine 
infinitesimale Koordinatentransformation, was infolge des Verschwin­
dens derselben an der Gebietsgrenze nach (170) erzielt wird, wenn 
man in (174) fur tJ CPo und tJ gikJ 0* fIJi und O*gik substituiert. Mit 
Riicksicht auf (163), (168) erhiilt man zuniichst: 

r.o*cp = _ C (u: ~CP~ ~i + 4"kcp. 06') 
J. , ox' I, oX" 

und nach partieller Integration wegen (169) und (175a): 

0= J(2fid*fIJ,- ®ikd*g'k) =- 2cJ(Fik1k + SDitl.®)~idx. 
Da der letzte Ausdruck fiir beliebige ~i verschwinden muB, folgt 

F.k fk = - SDitl/® 
oder ausgeschrieben 
(176) F. \k = _ (OSf _ ~ Og,"-." ®T8) . 

• k OXk 2 ox, 
Diese Identitiit werden wir in Nr.30 und 54 beniitzen. 

b) Durch die Untersuchungen von Lmoentz 100), Hilber[101) , Ein­
stein 102), WeyPOS) und Klein 104) iiber das Hamiltonsche Prinzip in 

100) H. A. Lorentz, Arnst. Vers!' 23 (1915), p. 1073; 24 (1916), p. 1389 u. 
1759; 25 (1916), p. 468 u. 1380. 

101) D. Hilbert, Grundlagen d. Physik, 1. Mitt., Gatt. Nachr., math.-phys. 
Kl., 1915, p. 395. 

102) A. Einstein, Berl. Ber. 1916, p. 1115 (auch abgedruckt in der Samm­
lung, Lorentz, Einstein, Minkowski "Das Relativitatsprinzip", 3. Auff., Leipzig 1920). 

103) H. Weyl, Ann. d. Phys. 54 (1917), p.117; Raum-Zeit-Materie, 1. Auff. 
1918, 3. Auff. 1920. 

104) F. Klein, Zu Hilberts erster Note uber die Grundlagen der Physik, 
Gatt. Nachr., math.-phys. Kl., 1917, p. 469; Dber die Differentialgesetze von Im­
puIs und Energie in der Einsteinschen Gravitationstheorie, ebenda 1918, p.235. 
- Die von Klein gegenuber Hilbert erzielte Veremfachung wird dadurch ermog­
licht, daB er auch salcha Variation en der Koordinaten beniitzt, die am Rand 
des Integrationsgebietes nicht verschwinden (wie es ubrigens in der klassischen 

Encyklop. d. math. Wisa.nach. V 2. 41 
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der aligemeinen Relativitatstheorie, deren physikalisehe Bedeutung im 
Abschnitt IV besprochen werden solI, gewinnt die Variation der zur 
Kriimmungsinvariante R gehOrigen Integralinvariante 

Jfftdx 
ein besonderes Interesse. 

Man zerlegt zuniichst diese Invariante J fft dx m ein Voluminte­

gral, welches nur die ersten Ableitungen der gil, enthalt und ein Ober­
flachenintegral : 

(177) Jfftdx = - J@dx+J( .. . ), 
Obertlll.che 

worin 
(178) 

Gist offensichtlich nur gegeniiber linearen Transformationen eine In­

variante (Affinskalar). Das Integral .f@sdx ist aber nach (177) 
dariiber hinausgehend invariant gegeniiber allen Transformationen, 
welche sich nur auf das Innere des Integrationsgebietes erstrecken 
und die Randwerte der Koordinaten sowie der gu, und ihrer Ablei­
tungen unveranderl lassen. Diese beiden Invarianzeigenschaften des 

J"@dx werden nun dazu benutzt, urn einige fiir die Theorie wichtige 
mathematische Identitiiten nachzuweisen. Der Umstand, daB im Inte­
grand des zu variierenden Integrals die zweiten Ableitungen der gil, 
nun nicht mehr auftreten, wirkt dabei sehr vereinfachend, obzwar er 
fiir die Moglichkeit, das im folgenden eingeschlagene Verfahren an­
zuwenden, nicht grundsiitzlich erforderlich ist. 

Wir erhalten zunachst bei einer beliebigen Variation des gil,-

Feldes, wenn wir zur Abkiirzung g,,tk = ~~"k satzen: 

- j'8@dX= - r(~~ 8gi .l: + }~ 8g i.!:) dx . J I ogik og~k" 

_ r(~ ~GJ ___ ~_) 8 ikd _ r ~ (~(M 8 ik) d - J I O[JP og~k ogik 9 x J ;'x" og~k g x. 
Die Ausrechnung zeigt nun 105), daB 

o oGJ oGJ ~/--
OX" og~k - ogri. = @jk = Y - 9 Gil, 

wird, wo Gu der in (109) definierle Tensor ist. Also ergibt sich 

(179) - jd@dx=j@ik89ikdX-ja~" (;~k8gik) dx. 

Mechanik seit Lagrunge rielfach geschieht). Hierdurch werden manche Bezie­
hungen iibersichtlicber. Ein ahnliches, wenn auch nicht so systematisch durch­
gefiihrtes Rechenverfahren findet sich schon bei Lorentz (1. c. Anm. 100). 
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Da das letztere Integral oft'ensichtlich als Oberflachenintegral ge­
schrieben werden kann, gilt nach (177) auch 

(180) 6 Jm-dx = JfMik 6g"'dx+./C .. . ). 
Ober1liLche 

Wir erzeugen jetzt speziell die Variation der gil, durch eine Va­
riation 6* des Koordinatensystems. Dann ergibt sich aus (179) zu­
folge (169) und (170): 

(181) 6* j fMdX=2Ej iJi'O,fM· ;idx + 

E f~~ (00;- o*gr. - 2fMl;i + fM;k) dx. 

Nun spezialisieren wir weiter die infinitesimale Koordinatentransfor­

mation so, daa sie JfM dx invariant liiat. 
1. Die ;i sollen am Rand verschwinden. Dann folgt: 

(182a) 

(182b) 

Hiitten wir bloB diese Identitat ableiten wollen, so hiitte sich die 
Rechnung sehr abkurzen lassen. Herglotz 81a) hat darauf aufmerksam 
gemacht, daa sich als einfache Konsequenz dieser Identitiit ein inter­
essanter Satz ergibt, der schon friiher auf anderem Wege von Schur 105a) 

bewiesen worden war. 1st analog zu (116) 
B",jk = - ft(g",g", - g'jgu), 

wobei aber ft zuniichst noch eine Funktion der Koordinaten sein kann, 
so folgt durch Substitution von (119) in (182a) fur n> 2 sofort 

ocr 
~ = 0, ft = konst. ux' 

Das heiat: 1st das KriimmungsmafJ eines Riemannschen Baumes En 
(n > 2) in jedem seiner Punkte von der Fliichenrichtung unabhiingig, 
so ist es auch vom Ort unabhiingig. 

2. Die ;i sollen kon:rtant sein. Wir konnten sogar die ;i allge­
meiner als lineare Funldionen der Koordinaten ansetzen, jedoch sind 
die weiteren Identitiiten, die daraus resultieren, fur uns nicht von 
Wichtigkeit. Da nunmehr das erste Integral in (181) zufolge (182) 
fortgelassen werden kann, mua fur konstante ~; das zweite Integral 

105) Wagen ihrer Durchfiihrung vgl. man H. Weyl, Raum-Zeit-Materie, 
1. Auf!.. 1918, p. 191, 3. Aufi. 1920, p. 205, 206, sowie 8uch A. Palatini, Rend. 
Pal. 43 (1919), p. 203. 

82·) G. Herglote, 1. c. ADm. 82). 
1068) F. Schur, Math. Ann. 27 (1886), p. 637. 

41* 
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ebenfalls identisch verschwinden. Dies ist aber nur moglich, wenn 
ffir dies en Fall der Integrand identisch verschwindet, da das Integra­
tionsgebiet beliebig klein angenommen werden kann. Da nun nach 
(164), (168) bei konstanten ;i d*gr. = - gr';; zu setzen ist, nimmt 
der Integrand die Form an: 

;i iJ~k (- :g~8 g{' - 2&," + @o/) . 
Setzen Wir also noch 

(183) U;" = -~- u;. gr' - & 0/) , 
so folgt: 

(184) 

Die Auswertung des 
von & liefert 

~(Uf -I- <MD = 0 ox" -. 
Ausdruckes (183) fiir U/ aus dem Wert (178) 

(185) U." = ~ {r: qJg"k~g2 _rIc o(rv~g) -&o.,,} 
, 2 ar ox' r. ox' • , 

wofiir man im Fall .v= g = const. auch schreiben kann 

(185a) Uik=Y-==gU,\ u/=r~.r:ig(H-tGo/.106) 

Wir haben es hier oft'enbar mit einem Affintensor zu tun, wie er 
in Nr. 21 betrachtet wurde. Uber seine physikalische Bedeutung vgl. 
Abschnitt IV, Nr. 57 und 61. 

III. Weiterer Ausbau der speziellen Relativitiitstheorie. 

a) Kinematik. 
24. Vierdimensionale Darstellung der Lorentz-Transformation. 

Die im Abschnitt 1 besprochenen kinematischen Folgerungen der 
Relativitatstheorie lassen sich viel iibersichtlicher darstellen, wenn man 
die vierdimensionale Raum-Zeitwelt den Betrachtungen zugrunde 
legt. Man kann zwei verschiedene Darstellungen nebeneinander ver­
wenden. Erstens die imaginare: 

x1=x, x2=y, xS=z, x4=ict, 
und zweitens die reelle 

x1=x, x!=y, ,xs=z, x4=ct. 
Die erste ist die historisch altere, schon von Poincare107) verwendete, 
die zweite wird von Minkowski in seinem Vortrag "Raum und Zeit" 
benutzt. Die spezielle Lorentz-Transformation (I), bei der XS und xs 

106) 1)uer die Durchfiihrung der Rechnung vgl. A. Einstein, Ann. d. Phys. 
49 (1916), p. 806, Gl. (50) im Fall V 9 = konst.; W. Pauli jr., Phys. Ztschr. 
20 (1919), p. 25, im allgemeinen Fall. 

107) H. Poincare, Rend. Pal. 1. c. Anm. 11), p. 168. 
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unverandert bleiben, ist in vollstandiger Analogie zur Drehung des 
Koordinatensystems im Rs gegeben durch die Formeln 

X'l = Xl COS ffJ + X" sin ffJ X'l = Xl ch 1/1 -- X' sh 1/1 
(186) bzw. ai" = - Xl sh 1/1 + X4 ch 1/1 

X'4 = -- Xl sin ffJ + X4 cos ffJ (ffJ = i1/1). 
Erstere finden sich zuerst explizite bei Minkowski II, Gl. (1); (er 
schreibt iI/J an Stelle von ffJ). Da fiir X'l = 0, X = vt sein muB, sind 
ffJ und 1/1 bestimmt durch 

(187) 

x' 
" 

th 1/1 = [3, 

X' 
I 

_____ ~~----~L---__ --__ -----------------------~ 

J!'ig. 2. 

1m imaginaren Koordinatensystem ist die spezielle Lorentz-Transfor­
mation eine Drehung, im reellen ein Ubergang zu einem anderen Paar 
von konjugierten Durchmessern der invarianten Hyperbel 

(Xl)2 __ (X4)2 = 1. 

In jenem gibt es keinen Unterschied zwischen kovarianten und kontra­
varianten Komponenten eines Vektors. In dies em ist a4 = -- a4 , all­
gemein zieht bei einem beliebigen Tensor das Hinauf- oder Hinunter­
setzen eines Index 4 einen Vorzeichenwechsel nach sich. 

Die Lorentz-Kontraktion wird durch den rechten Teil der oben­
stehenden ~'igur 2, in der Xl = a; als Abszisse und a;4 = ict als Or­
dinate aufgetragen ist, unmittelbar in Evidenz gesetzt. Sie ist so ge­
zeichnet. als 0 b x' reell ware. 
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Ll und L j sind die Weltlinien des im System K' rnhenden Sta­
bes; ihr Abstand lo ist gleich seiner Ruhlange. 1m bewegten System 
Kist als Lange l des Stabes die auf einer zur xl-Achse parallelen 
Geraden durch Ll und L. abgeschnittene Strecke PQ auszusprechen. 
Offenbar ist 

(188) l=~ 
cos tp' 

was nach (187) mit (7) iibereinstimmt. 108) In analoger Weise ver­
anschaulicht der linke Teil der Figur 2 die Einsteinsche l;eitdilatation. 
Als Uhr, die im System K' ruhend angenommen werde, fungiere 
irgendein periodischer Vorgang. Die Weltpunkte des Ablaufs der 
Perioden liegen auf elDer zur xf4-Achee parallelen Geraden. Ihr Ab-

~ B 

Q ) 
P' A 

Fig. B. 

stand 7: ist die normal gemessene Periodendauer. (Die Zeiteinheit ist 
hier der Einfachheit halber so angenommen, daB die Lichtgeschwin­
digkeit gleich eins wird.) Die in K gemessene Periodendauer t ist 
dann gegeben durch die Projektionen der Strecken 7: auf die a;4-Achse. 
Folglich wird 

(189) t 
7:=-­

cos tp' 

was infolge von (187) mit (8) identisch ist. 
Eine einfache Verallgemeinerung dieser Betrachtung fiihrt zu 

einer Veranschaulichung des Uhrenparadoxons (vgl. Nr: 5).109) In Fi­
gur 3 sind Ll und Ls die We1tlinien der Uhren Ut und UBI von 
denen in Nr. 5 die Rede war. 

Die Zeit 7:, welche die Uhr U2 im Weltpunkt Q (der vom Sy­
stem K betrachtet mit P riiumlich zusammenfiHlt) anzeigt, ist bis 

108) Die analoge Figur fUr das reelle Koordinatensystem findet sich in 
Minkowskis Vortrag "Raum und Zeit". 

109) Man vgl. hierzu Anm. 4) zu Minkowskis Vortrag "R"aum und Zeit" in 
der Sammlung, Das Relativiti!.tsprinzip, Leipzig 1913, Bowie M. 'V. Laue, Phys. 
Ztschr. 13 (1912), p. US 
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auf den Faktor ~ gleich der Lange s des gebrochenen Linienzuges L. 
e 

Verallgemeinernd wird man fiir beliebig bewegte Uhren, wenn die 
Beschleunigung nicht allzu stark ist, annehmen diirfen, daa die Zeit 1:, 

die sie anzeigen, gleich ist 

(157 a) T =j·Yl - ~'dt = ~, Ie 

wo s wieder die Liinge der zugehOrigen Weltlinie bedeutet. '" ist 
offenbar die durch (157) definierte Eigenseit der betreffenden Uhr, das 
ist also die Zeit, wie sie von einem jeweils mit der Uhr mitbewegten 
Beobachter konstatiert wird. Von zwei Uhren, die vom Weltpunkt A 
zum Weltpunkt B bewegt werden, gibt also die gleichformig bewegte 
die kleinste Zeit an (vgl. Fig. 3). 

26. Das Additionstheorem der Geschwindigkeiten. Die Transfor­
mationsformeln der Geschwindigkeit beim Obergang zu einem bewegten 
Koordinatensystem K' lassen sich einfach und iibersichtlich schreiben, 
wenn man statt des dreidimensionalen Vektors u den in (158), (159) 
definierten vierdimensionalen Vektor ui einfiihrt, des sen Komponenten 
in unserem Fall die Werte haben: 

(190) (U1 u' u~) = u " -V u t ' 

4 ic 

u = V1~=- ;: 
. 1- et 

Die Transformationsformeln beim 
ten dann nach (186) und (187): 

Ubergang zum System K' lau-

(191) _i~Ul+U' 
U'4 = _--=e ===-V1 ~: 
U'2=Ull , U'8=U3 , 

aus denen man leicht die Formeln (10) bis (12) der Nr. 6 gewinnt, 
insbesondere ist (11 a) identisch mit der Transformationsformel fiir t,", 
Die entsprechenden Formeln fUr reelle Koordinaten ergeben Rich aus 
der V orschrift vom Anfang der N r. 24. 

Eine andere Deutung fUr die Zusammensetzung der Geschwindig­
keiten, die zuerst Sommer{etd llO) gegeben hat, folgt aus der Bemer­
kung, daa sich die Winkel PlI P2 bei zwei aufeinanderfolgenden Dre-

110) A. Sommerfeld, Phys. Ztschr. 10 (1909), p. 826. 
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hungen einfach addieren, wenn man zunilchst das Additionstheorem 
zweier gleichgerichteter Geschwindigkeiten ins Auge faSt. Dieses er­
gibt sich dann aus (187) als eine Folge des Additionstheorems der 
Tangensfunktion: 

tgrp=tg(rp +m)= tg!Pl+tg!Pl. 
1 ..,.2 1 - tg!PI tg !PI 

Analoge Deutungen lassen sich fiir den allgemeineren Fall der Zu­
sammensetzung beliebig gegeneinander geneigter Geschwindigkeiten 
aufstellen, insbesondere laSt sich die Formel (l1a), die den Betrag 
der resultierenden Geschwindigkeit angibt und die Ungiiltigkeit des 
kommutativen Gesetzes fur die Geschwindigkeitsrichtungen durch die 
sphi.rische Geometrie auf einer Kugel yom Radius i veranschaulichen.l1O) 

V. Varicak 111) weist auf die Analogie der Zusammensetzung der Ge­
schwindigkeiten in der Relativitatstheorie mit der Streckenaddition in 
der Bolyai-Lobatschefskyschen Ebene hin. 

26. Tra.nsformation der Beschleunigung. Hyperbelbewegung. 
Ahnlich wie bei der Geschwindigkeit fiihrt man in der Relativitats­
theorie statt des dreidimensionalen Vektors U den durch (147) defi­
nierten, jetzt fiir das Linienelement der speziellen Relativitatstheorie 
zu spezialisierenden vierdimensionalen Vektor B mit den Komponenten 

(147 a) B' = duO = d':l;i 
dr: dr:' 

ein. In der speziellen Relativitatstheorie ist 
duo i duo 

Uidi = U (Ji' 

so daB aus ltifi = _ell durch Differentiation folgt: 

(192) 
duO 

u.R' = U'-d = O. 
• • r: 

111) Auch die Lorentz-Transformation Bowie die relativistischen Formeln 
fiir Dopplereffekt, Aberration und Reflexion am bewegten Spiegel werden von 
Varicak mit der Bolyai-Lobatschefskyschen Geometrie in formalen Zusammen­
hang gebracht. Man vgl. die Noten: V. Varicak, Phys. Ztschr. 11 (1910), p. 93, 
287, 686; Belgrader Akademieber. 88 (1911); das zusammenfassende Referat im 
Jahresber. d. Deutsch. Math.-Ver. 21 (1912), p. 103; sowie Agramer Akademieber. 
(1914), p. 46; (1916), p. 86 und 101; (1916), p. 79; (1918), p. 1; (1919), p. 100. 

Der in Rede stehende Zusammenhang mit der Bolyai-Lobatschefskyschen 
Geometrie lal3t sich (was von Varicak nicht bemerkt wird) kurz so charakteri­
sieren: Deutet man d:l;\ d:l;', dx S, dx' als homogene Koordinaten in einem 
projektiven dreidimensionalen Raum, BO bedeutet die Invarianz der Gleicbung 
(dXI)1 + (d:l;')' + (da;S) I - (dx')' = 0 die Einfiihrung einer Cayleyschen Mal3bs­
stimmung und zwar unter Zugrundelegung eines reellen Kegelschnitts. Das 
weitere folgt auf Grund der bekannteu Oberlegungen von Klein [Math. Ann. 4 
(1871), p. 112] von selbst. 
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Der Zusammenhang von B mit dem Vektor Ii des dreidimensionalen 
Raumes ist gegeben durch 

f (BI Bll DlI) . 1 + (u u) 1 
, ,.Lr = U (1 _ ~I) U 7 (1 _ ~1)2 , 

1 D4' (uu) 1 
.0- = ,-c- (1- ~I)I' 

(193) 

Von besonderem Interesse sind die Transformationsformeln der 
Beschleunigung aus einem momentan mit der Materie mitbewegten 
System K' auf ein System 11, relativ zu dem sich die Materie mit 
der Geschwindigkeit U bewegt. Legen wir die x-Achse in die Ge­
schwindigkeitsrichtung, so wird in diesem Fall 

(B'l, B'll, lIS) = it', ]14 = 0, 

Bl = ~ + .f B4 Bll _ Uy Bj u. 
1 - pI i' - 1 - ~" = 'i - ~! • 

Aus den Transformationsformeln fur die Komponenten von B: 
B'l i~R'1 Bl= IJ2=]1Il, H=lI 3, B =-~~ 

Jfl=7II' 4 V1- ~I' 

die man aus den zu (186) inversen Relationen erhiilt, folgt dann weiter 

(194) Uz = uz'(l - (32)"/., ity = u;(l - (311), it. = it,'(l - (3'l). 

Diese Relationen finden sich schon in der ersten Arbeit Einsteins.m ) 
Ais gleichf'6rmig beschleunigt wird man in der relativistischen 

Kinematik naturgemiiB eine solche Bewegung bezeichnen, fur die in 
dem jeweils mit der Materie bzw. dem Massenpunkt mitbewegten Sy­
stem K' die Beschleunigung stets denselben Wert b hat. Das System 
K' ist fur jeden Augenblick ein anderesj fur ein uDd dasselbe Gali­
leische System Kist die Beschleunigung einer solchen Bewegung 
zeitlich nicht konstant. So liegen die Verhiiltnisse bei der geradlini­
gen gleichformig beschleuDigten Bewegung. Da der allgemeinere Fall 
auf diesen durch eine Lorentz-Transformation zuriickgefiihrt werden 
kann, konnen wir uns auf ibn beschriinken. Aus (194) gewinnt man 
dann leicht durch Integration 

c' (x - xo)2 - c2 (t - to)2 = bl = konst. = all 

und wenn man noch den Koordinaten- und Zeitanfangspunkt so wiihlt, 

daB fiir t = ° x = ° x = cl 
, , b 

wird, nimmt die Gleichung der Bahn die Form an 
c' (195a) Xl - cStl = bl = konst. = all. 

112) Eine sehr einfache, elementare Ableitung derselben findet sich bei 
A. Sommerfeld, ~<\'tomba.u und Spektrallinien, Braunschweig, 1. Auf!. 1919, p. 32() 
u. 321, 2. Auf!. 1920, p. 317 u. 818. 
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Die Geschwindigkeit wachst nicht unbegrenzt, sondern nahert sich 
asymptotisch der Lichtgeschwindigkeit. Die zugehorige Weltlinie ist 
eine Hyperbel, weshalb die gleichformig beschleunigte Bewegung der 
Relativitatstheorie auch Hyperbelbewegung genannt wird, im Gegen­
satz zur "Parabelbewegung" der alten Mechanik. 1m imagtnaren Ko­
ordinatensystem ist die Weltlinie ein Kreis mit dem Radius a: 

(195 b) (Xl), + (X4)2 = as. 

Durch die imaginare Bogenlange s der Weltlinie driicken sich die 
Koordinaten xl, x4 so aus: 

(196a) 1 S 4, • s 
X = acos-, x = aSlD-, a a 

bzw. im reellen Koordinatensystem 

(196b) 
ct ct Xl = ach-, X4 = ash-. 
a a 

Daraus geht hervor, daJ.\ der Vektor B die Richtung des Radius 
c! 

und den Betrag -(j- = b hat. Da man in der x, ict-Ebene zu einer 

beliebigen Bahnkurve in jedem ihrer Punkte einen Kriimmungskreis 
konstruieren kann, gibt es zu jeder Bewegung eines Massenpunktes in 
jedem Augenblick eine oskulierende Hyperbelbewegung. 

Die Hyperbelbewegung ist zuerst von Minkowski 1l8) als beson­
ders einfache Bewegung erkannt und hernach von Born 114) und Sommer­
(eld 1l5) genauer diskutiert worden. Dber ihre dynamische und elektro­
dynamische Bedeutung vgl. Nr. 37, 32 y). 

b) Elektrodynamik. 

27. Inval'ianz der Ladung. Viererstrom. In der Lorentzschen 
Elektronentheorie geniigen Dichte Q und Geschwindigkeit U einer 
elektrischen Ladung der Kontinuitatsgleichung 

(A) ~~ + div QU = 0.115a) 

Es liegt nahe, diese Gleichung als vierdimensionale Div zu schreiben: 
OSi 

(197) -ax£ = 0 (Divs = 0), 

worin die GroJ.\en Si definiert sind durch 

(198) 

113) H. Minkowski, III, 1. c. Anm. 64). 
114) ]1. Born, Ann. d. Phys. 30 (1909), p. 1. 
115) A. Sommerfeld, Ann. d. Phys. 33 (1910), p. 670, 1. c. Anm. 55). 
116 a) H. A. Lorentz, Art. V 14 dieser Encykl. Nr. 2, Gl. (II). 
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Wir mussen nun verlangen, daB (A) und somit auch (197) fur jedes 
Galileische BezugssJstem geIten soIl, und daraus kann mau sehlieBen, 
daB die .<f die Komponenten eines Vierervektors sind. Man nennt ihn 
den Viererstrom. Er findet sieh im wesentlichen schon bei Poincare. 
Zwar bleibt in den Transformationsformeln fur die GroBen Si, die aus 
der Invarianz von (197) entnommen werden konnen, zunachst ein 
Faktor unbestimmt, der noeh irgendwie von der in die Lorentz-Trans­
formation eingehenden Gesehwindigkeit abhiingen konnte; man kann 
aber durch eine Betraehtung, die zu der in Nr. 5 beim Faktor " der 
Transformationsformeln fur die Koordinaten verwendeten yollig ana­
log ist, zeigen, daB er gleich Eins sein muB. Der Vektorcharakter 
yon Si liefert auBer den mehrfaeh erwahnten Transformationsformeln 
fur die Gesehwindigkeit folgende Transformationsformel fur die La­
dungsdichte: 

(199) 

Ihre physikalisehe Bedeutung erhellt, wenn man das Koordinaten­
system K' speziell so wahlt, daB die Ladungsdiehte in K' ruht. Dann 
ist u", = u = v und indem wir fur dies en Fall noeh Qo statt Q' schrei­
ben, ergibt sich 

(199a) 
(10 

Q = Vlc~~~. 

Umgekehrt folgt (199) mit Rueksieht auf das Additionstheorem del' 
Gesehwindigkeiten aus (199 a) zuruek. Nun gilt aber wegen der 
Lorentz-Kontraktion fur ein materielles Volumelement d V nach (7 a): 

also wird 
(200 a) 
das heiBt 
(200 b) 

-v tt" dV=dVo l- CT , 

Die in einem bestimmten matcriellen Volumelement enthaltene Ladung 
ist eine lnvariante. DaB der Betrag del' Gesamtladung eines Teilchens 
sieh nieht andert, wenn man ihm eine Bewegung erteiIt, folgt natur­
lieh direkt aus (A) und kann erfahrungsgemaB als weitgehend ge­
sichert bezeiehnet werden, da sonst die elektrisehe N eutralitat eines 
Atoms durch bloBe Anderung der Bewegung der in ihm enthaltenen 
Elektronen aufgehoben werden konnte. Die Relation (200 b) besagt 
daruber hinausgehend, daB die Ladung eines jeden materiellen V olum­
elementes invariant bleibt. 
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Sommerfeld 116) geht umgekehrt aus von (200 a) und schlieBt 
daraus in folgender Weise auf den Vektorcharakter von s. Das vom 
raumlichen Volumelement dV wahrend del' Zeit dt iiberstrichene 
vierdimensionale V olumen 

dV· dx4 (x' = ict) 
ist als solches eine Invariante. Das gleiche gilt nach Voraussetzung 
(200a) yom Produkt i(JdV. 

Del' gleichfalls invariante Quotient ~;4 diesel' GroBen liefert abel' mit 

den Vektorkomponenten dxl, ... d X4 multipliziert, das in (198) ange­
gebene System del' GroBen si, welches folglich ebenfalls einen Vierer­
vektor bildet. 

Mit Hilfe des Vektors ui IaBt sich zufolge (190), (199a) si ein­
fach schreiben: 

(201) si = ~(JOUi 
C , 

und die Kontinuitatsgleichung wird 

(197 a) o(~~~') = O. 

fiber den Beweis fur den Vektorcharakter von si aus den Max­
wellschen Gleichungen siehe die folgende Nummer, iiber die Deutung, 
welche del' Erhaltungssatz (197) in del' Theorie von Weyl eriahrt, 
vgl. Abschn. V, Nr. 65 d). 

28. Die Kovarianz der Grundgleichungen der Elektronentheorie. 
In Nr. 1 wurde bereits hervorgehoben, daB die Nichtkovarianz del' 
Lorentzschen Grundgleichuugen fiir das elektromagnetische Feld gegen­
iiber del' Galilei-Transformation einer del' Hauptantriebe zur Begrun­
dung del' Relati vitatstheorie geworden ist. In seiner Arbeit von 
1904 117) war Lorents sehr nahe daran, die Kovarianz diesel' Glei­
chungen gegeniiber der Gruppe der Relativitiitstheorie zu beweisen. 
V ollstiindig erbracht wurde del' Beweis von Poincare118) und Ein­
stein 119) unabhangig voneinander. Die vierdimensionale Formulierung 
riihrt von Minkowski 1110) her, del' hierzu den Begri:ff des Fliichenten­
sors, wie wir heute sagen, zuerst aufgestellt hat. 

U m die Feldgleichungen in vierdimensional-invarianter Weise 
darzustellen, wi I'd man zuerst diejenigen vier Gleichungen zusammen-

116) A. Sommerfeld, Ann. d. Phys. 32 (1910), p. 752, 1. c. Anm. 55). 
117) H. A. Lorentz, 1. c. Anm. 10). 
118) H. Poincare, 1. c. Anm. 11). 
119) A. Einstein, 1. c. Anm. 12). 
120) H. Minkou'ski, I, 1. c. Anm. 54). 



28. Die Kovarianz der Grundgleichungen der Elektronentheorie. 631 

fassen, welche die Ladungsdichte nicht enthalten, das sind die Glei­
chungen 

(B) 

Setzt man 

(202) 

1 
rot~ + coP = 0 120&), 

divoP = O. 

{ (F'17 F421 F 4S) = i~, (F231 l!~11 F12 ) = oP 
bzw. im reellen System (Fik = - Fki), 

so kann man (B) schreiben 

(203) 

[vgl. (140b)]. 

(RotF= 0) 

Aus der Invarianz von (203) gegeniiber Lorentz-Transformationen 
folgt dann, daB das GroBensystem Fik einen FHichentensor bildet. Del' 
in den Transformationsformeln zunachst unbestimmt bleibende Faktor 
wird wieder in der bereits mehrfach erwiihnten Weise eliminiert. 
Fuhrt man statt Fik den durch (461) definierten dualen Tensor F*ik ein: 

(202 a) (FH1, FH2, F*4S) = -.p, (F*23, F*sl, F*12) = - i~, 

so kann nach (142), (141 b) das Gleichungssystem (203) auch ge­
schrieben werden 

(203 a) (Div F* = 0). 

Es ist jedoch bekannt, daB im gewohnlichen Raum ~ ein polarer 
(eigentlicher), oP ein axialer Vektor (Fliichentensor) ist und nicht 
umgekehrt. Wir halten deshalb den Fliichentensor (202) fur die natur­
gemiif3e Darstellung des elektromagnetischen Feldes, den zu ihm dualen 
Fliichentensor (202a) fur eine kiinstliche Bildung. Bei MinkowskP21) 
finden sich beide Schreibweisen der Feldgleichungen. Die erstere, die 
in vielen Fallen, insbesondere in der allgemeinen Relativitiitstheorie, 
iibersichtlicher und bequemer ist, geriet jedoch spateI' in Vergessen­
heit, insbesondere wird sie von Sommerfeld 122) nicht erwahnt. Erst 
im Jahr 1916 hat Einstein 123) wieder die Aufmel'ksamkeit auf sie 
gelenkt. 

Aus dem Tensorcharakter von F;k folgen die Transformations­
formeln fur die Feldstarken beim Ubergang zu einem bewegten Be­
zugssystem. Es moge hier die Geschwindigkeit tl der Lorentz-Trans-

120a) H. A. Lorentz, Art. V 14 dieser Encykl. G1. (IV), (Y). 
121) H. Minkowski, I, 1. c. Anm 54). 
122) A. Sommerfeld, 1. c. Anm. 55). 
123) A. Einstein, Eine neue formale Deutung der Maxwellschen GleichuD­

geD, Berl. Ber. (1916), p. 184. 
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formation beliebig gegen die x-Achse des Koordinatensystems orien­
tiert sein. Dann ergibt sich 

(204) 

Die Aufspaltung des Feldes in elektrisches und magnetisches hat 
also nur relative Bedeutung. 1st z. B. im System K bloB ein elektri­
sches Feld vorhanden, so ist in einem relativ zu K bewegten System 
K' auch ein magnetisches Feld vorhanden. Diese Bemerkung beseitigt 
gewisse Harten der Auffassung der Vorgange bei der Induktion durch 
Bewegung eines Magneten einerseits, durch Bewegung des Leiters, in 
dem der Strom indu·ziert wird, andrerseits. l2a) 

Auch die elektromagnetischen Potentiale: skalares Potential cP, 
Vektorpotential ~ der Lorentsschen Theorie gestatten eine einfache 
vierdimensionale Deutung. Wie zuerst Minkowski 5h) bemerkt hat, 
lassen sie sich zu einem Vektor der vierdimensionalen Welt, dem 
Viererpotential, zusammenfassen: 

(205) (fJJlI CP2' CPs) = ~r, cp, = icp. 
Die Ausdriicke 1 

~ = rot~, .p = - grad cP _ -- ~124) 
c 

fiir die Feldstarken lauten dann 

(206) 

[vgl. (140a)]. 
(F = Rot cp) 

Das Viererpotential ist eine mathematische HilfsgroBe, die sich 
in vielen Fallen als niitzlich erweist, unmittelbare physikalische Be­
deutung hat es in der Lorentsschen Theorie keine. Das erste System 
(203) der Feldgleichungen ist eine Folge von (206) und umgekehrt, 
wenn (203) gilt, kann das Vektorfeld cp. immer so bestimmt werden, 
daB (206) befriedigt ist. Durch diese Relation ist aber cp, nicht ein­
deutig bestimmt; ist vielmehr CPt eine Losung von (206) bei gegebenem 

Fw so wird durch CPt + ~:; (1fJ beliebige skalare Fu:riktion oer Raum­

Zeit-Koordinaten) (206) gleichfalls befriedigt. Zur eindeutigen Defi-

12a) A. Einstein, 1. c. Anm. 12). 
640.) H. Minkowski, I, 1. c. Anm. 64). 
124) H. A. Lorentz, Art. V 14 dieser Encykl., Nr. ~, G1. (IX), (X). 
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nition von cp, wird deshalb in der Lorentzschen Theone die Bedingung 

div m: + ~~ = 0 125) 
C ot 

hinzugefiigt, welche sich vierdimensional iibersichtlich In der Form 

(207) (Divcp = 0) 

schreiben Hi.1~t. Eine vierdimensionale Deutung des Hertzschen Vek­
tors .8 ist bisher nicht gegeben worden. 

In analoger Weise wie (B) lii1\t sich das zweite System 
l' U 

(C) rot .p - C & = (l c div & = Q 

der Lorentzschen Gleichungen 1:!5a), welches die Ladungsdichte enthiilt, 
behandeln. Aus (198) und (202) folgt so fort 

(208) 
OF'k . --- =s' oxk 

(DivF=s) 

[vgl. (141 b)]. Definiert man die Ladungsdichte durch (C), so folgt 
unmittelbar der Vektorcharakter des GroBensystems If, der fruher 
schon auf andere Weise begrundet wurde. Druckt man in (208) die 
Feldstarken gemiiB (206) durch das Vektorpotential aus, so kommt 
(vgl. 145): Div; Rot cp = Grad; Div cp - 0 CPi = s; 

und infolge (207) 
(209) o CPt = - St' 

Die Kovarianz der elektromagnetischen Feldgleichungen gegen­
liber der Lorentz·Gruppr. legt die Frage nahe, ob es noch umfassen­
dere Gruppen gibt, bei denen diese Kovarianz stattfindet. Diese Frage 
wird durch Cunningham und Bateman 126) beantwortet. Die allgemeinste 
derartige Gruppe ist die der konformen Abbildungen (Nr. 8, B'), welche 
die GIeichung des Lichtkegels S2 = 0 

in sich uberfuhrt. Neben den Transformationen der Lorentz-Gruppe 
enthiilt sie noch Transformationen durch reziproke Radien an einer 
vierdimensionalen Kugel bzw. einem Hyperboloid im reellen Koordi­
natensystem. Durch die Theorie von Weyl erscheint Batemans 
'l'heorem in einem neuen Licht (vgl. daruber Abschn. V). Einen ein­
fachen Beweis dafur, daB die Lorentz-Gruppe verknupft mit del' 
Gruppe der gewohnlichen Ahnlichkeitstransformationen die einzige 

125) H. A. Lorentz, Art. V 14 dieser Encykl., Nr. 4, Gl. (2). 
125a) H. A. Lorentz, Art. V 14 dieBer Encykl., Nr.2, Gl. (I), (10.) und (IV). 
126) E. Cunningham, Proc. London ma.th. Soc. 8 (1910), p. 77; H. Bateman, 

Proc. London math. Soc. 8 (1910), p. 223. 
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lineare Gruppe ist, gegeniiber der die Lorent.eschen DifferentiaIgleiehun­
gen kovariant sind, gibt Ph. Frank.lI7) 

29. Ponderomotorische Kraft und Dynamik des Elektrons. Schon 
in seiner ersten Arbeit hat Einstein gezeigt, daB die Relativitatstheorie 
es ermoglicht, iiber die Bewegungsgesetze einer beliebig raseh sieh be­
wegenden Punktladung im elektromagnetischen Feld vollig bestimmte 
Aussagen zu machen, wenn diese fiir unendlieh kleine Geschwindig­
keiten derselben bekannt sind. Unter Punktladung ist hier irgendeine 
Ladung verstanden, deren Dimensionen so klein sind, daB das iuBere 
Feld in dem Gebiet, das die Ladung erfullt, als homogen angesehen 
werden kann. Die "Punktladung" braucht also nicht ein Elektron zu 
seiD. 1st (i die Feldstarke des auBeren elektrischen Feldes, e, m La­
dung und Masse unserer "PunktIadung" in einem Koordinatensystem 
X, in dem die Punktladung in dem betreffenden Augenblick ruht, so 
.gilt in diesem System: 

(210) 

Mit Hilfe der Formeln (197) und (207) laBt sich daraus so fort das 
Bewegungsgesetz in einem System K ableiten, relativ zu welchem 
sich die Ladung (und das System K') mit der Geschwindigkeit U In 

der positiven x-Richtung bewegt. Es ergibt sich 

m d':x: {1} 
o j_ dt.=e(i:=e (i+cLu,p] 

(211) (1- PI) : 

mo _ dtY"':""e{(i+ ~-[U,p]} mo __ ~tz=e{(i+~[u.p]}. 
Y1-p t dt l c I,'VI-P~dtl c 

Zuniichst sieht man, daB auf der rechten Seite genau die Lorentzsche 
Kraft U8) steht. Wiihrend sie in den iilferen Darstellungen als neues 
Axiom eingefiihrt wird, ist sie hier eine Folge des ReZativitiitsprinzips. 
Hierzu ist allerdings zu bemerken, daB in dieser Aussage, was Glieder 

von zweiter und hoherer Ordnung in : anlangt, kein physikalisches 

Gesetz, sondem eine Definition der Kraft enthalten ist. In der Tat 
-scheint es zunachst willkiirlich zu sein, was man auf die linken und 
was man auf die rechten Seiten der Gleichungen (211) bringt. Man 

konnte z. B. auch mit (1 - Pi)! bzw. mit (1 - P!)~ heriibermulti­
plizieren nnd dann die auf der rechten Seite stehenden Ausdriicke als 
Komponenten der Kraft bezeichnen. Einstein hat anfangs e(i' auch 
1m bewegten System K als Kraft bezeichnet. In der relativistischen 

127) Ph. Frank, Ann. d. Ph,S. 36 (1911), p.699. 
128) H. A. Lorentz, Art. V 14 dieser Encykl., Nr. S, Gl. (VI). 
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Meehanik wird jedoch gezeigt, daB die oben formulierle von Planck 1S9) 

herriihrende Definition der Kraft, niimlich den Lorentz8chen Ausdruck 

(212) 

bei einer beliebig bewegten Ladung als Kraft zu bezeichnen, die 
zweckmaBigste, ja einzig naturgemaBe ist. Es zeigt sich niimlich, daB 
nur bei dieser Kraftdefinition die Kraft sich als zeitliche Anderung 
eines Impulses auffassen liiBt, der in abgeschlossenen Systemen kon­
stant bleibt (vgl. Nr. 37). Aus (212) und (207) folgen flir die Kraft 
die Transformationsformeln 

(213) 

wobei angenommen ist, daB im Koordinatensystem K' die Materie, 
auf welche die Kraft wirkt, im betreffenden Moment ruht. 

In der alteren Literatur hat man vielfach auf Grund von (211) 

__ '-'110'----::- als longitudillale, __ mo f als transversale Masse bezeichnet; 
(1- ~1)1 (1-- ~I)-
es ist jedoch zweckmaBiger, (211) in der Form 

(214) :t(mi:) =~, 
zu schreiben, wobei jetzt durchweg 

(215) 

als Masse erscheint.1l10) Dieser Ausdruck flir die Abhangigkeit der 
Masse von der Geschwindigkeit wurde speziell flir die Masse des 
Elektrons zum erstenmal von Lorentz 131) abgeleitet, unter der An­
nahme, daB auch die Elektronen bei der Bewegung die "Lorentz-Kon­
traktion" erleiden. Die Theorie des starren Elektrons von Abraham 
hatte eille kompliziertere Formel flir die Massenverallderlichkeit er­
geben.1S2) Es bedeutete einen Fortschritt, daB die Relativitatstheorie 
das Lorentzsche Gesetz der Massenveranderlichkeit ohne eine beson­
dere Annahme tiber Gestalt und Ladungsverteilung des Elektrons be-

129) M. Planck, Verhandl. d. deutschen pbys. Ges. 4 (1906), p. 136. 
130) Dieses Ergebnis ist bereits in den Entwicklungen von Planck [1. c. 

Anm. 129)] implizite enthalten und wurde hernach insbesondere von C. Tolman, 
Phil. Mag. 21 (1911), p. 296 betont. 

131) H. A. Lorentz, Amst. Proc., 1. c. Anm. 10). 
132) Siehe dariiber H. A. Lorentz, Art. V 14 dieser Encykl., Nr. 21, Gl. (77), 

(78). Das (deformierbare) Elektron konstanten Volumens von Bucherer sei seines 
historischen Interesses noch erwahnt: A. H. Bucherer, Mathematische Einleitung 
in die Elektronentheorie 1904, p. 68. Siehe aucb M. Abraham, Theorie d. Elek­
trizitat, 2, 3. Auti., Leipzig 1914, p. 188. 

Enoyklop. d. math. WI8.enBoh. V I. 42 
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grilnden konnte. Auch braucht fiber die Natur der Masse nichts vor­
ausgesetzt zu werden, vielmehr gilt (215), wie hier flir elektromagne­
tische Kriifte gezeigt wurde und wie in der relativistischen Mechanik 
fiir beliebige Kriifte verallgemeinert wird (vgl. Nr. 37), flir jede pon­
derable Masse. Die alte Auffassung, man konne durch Ablenkungs­
versuche an Kathodenstrahlen die konstante "wahre" von der IIschein­
baren" elektromagnetischen Masse unterscheiden 183), laSt sich also 
nicht aufrechterhalten. 

Die Formel (215) fur die Massenveranderlichkeit oder richtiger 
das Bewegungsgesetz (211) bietet die Moglichkeit, die Relativitatstheorie 
durch Versuche fiber die Ablenkung von rae chen Kathodenstrahlen oder 
~-Strahlen in elektrischen und magnetischen Feldern zu priifen. Die 
alteren Messungen von Kaufmann 1M) schienen ffir die Abrahamsche For­
mel zu sprechen, doch hat Kaufmann die Genauigkeit seiner Messungen 
iiberschii.tzt. Durch die Versuche von Bucherer 1S5), Hupka 186) und Rat­
nowski 1S7) neigte sich die Entscheidung bereits mehr der relativistischen 
Formel zu, und die neueren Messungen von Neumann 138) [mit einer 
Erganzung von Schiifer 1S9)] sowie von Guye und Lavanchy 1(0) sprechen 
eindeutig ffir die letztere. Die Theorie der Spektren gibt uns jedoch 
heute in der Feinstruktur der Wasserstofflinien ein viel genaueres 
Mittel, die Art der Abhangigkeit der Masse des Elektrons von seiner 
Geschwindigkeit zu finden 141), und fiihrte zn eiI!.er vollen Bestiitigung 

133) Siehe z. B. H. A. Lorentz, Art. V 14 dieser Encykl., Nr. 60. 
134) W. Kaufmann, Gott. Nachr., math.-nat. Kl. 1901, p. 143; 1902, p. 2!l1; 

1903, p. 90. Ann. d. Phys. 19 (1906), p. 487 lind 20 (1906), p. 639. 
136) A.. H. Bucherer, Verh. d. deutBchen phys. Ges. 6 (1908), p. 688. Phys. 

Ztschr. 9· (1908), p. 756. Ann. d. Phys. 28 (1909), p. 61;{ und 29 (1909), p. 1063. 
Siehe such die a.nschlie6enden Versuche von K. Wolz, Ann. d. Phys. 30 (1909), 
p. 373; sowie die Diskussion zwischen Bucherer und Bestelmeyer: A.. Bestelmeyer, 
Ann. d. Phys. 30 (1909), p. 166; A. H. Bucherer, Ann. d. Phys. 30 (1909), p.974; 
A. Bestelmeyer, Ann. d. Phys. 32 (1910), p. 231. 

136) E. Hupka, Ann. d. Phys. 31 (1910), p. 169; vgl. dazu auch die Dis­
kussion von W. Heil, Ann. d. Phys. 31 (1910), p. 519. 

137) S. Ratnowsky, Dissertation GenC 1911. 
138) G. Neumann, Breslauer Dissertation 1914. AlIszug in den Ann. d. Phys. 

46 (1914), p. 62\); Referat von O. Schafer iiber diese Neumannschen Versuche in 
Verh. d. deutschen phys. Ges. 16 (1913), p.935; Phys. Ztschr. 14 (1913), p. 1117. 

139) C. SchUfer, Ann. d. Phys. 49 (1916), p. 934. 
1(0) Ch. E. Guye u. Oh. Lavanchy, Arch. de Geneve 41 (1916), p. 286, 

353, 44l. 
141) K. Glitscher, Dissertation Miinchen 1917, Auszug in den Ann. d. Phys. 

62 (1917), p. 608. V gl. auch A. Sommerfeld, Atombau und Spektrallinien, Braun­
schweig, 1. Auf!. 1919, p. ST3ff., 2. Auf!. 1920, p. 370, der auf W. Lenz als enten 
Urheber dieser Priifnng der Massenverltnderlichkeit hinweist. 
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der relativistischp.D Formel, die deshalb jetzt als empirisch vollstii.ndig 
gesichert betrachtet werden kann. Die Massenveranderlichkeit bei 
anderen Massen als dem Elektron experimentell zu konstatieren, ist 
bisher wegen der Kleinheit der Effekte nicht gelungen, nicht einmal 
bei den schnellen a-Strahlen. 

Die Gleichung (211) lii,8t sich in eine vierdimensional invanante 
Form bringen, wenn man von del' Kraft auf die Gesamtladung zur Kraft 

(215) 

auf die Volumeneinheit (Kraftdichte) iibergeht. Dieser Ausdruck legt 
namlich nahe, das Produkt des Flii.chentensors F;,I: mit dem Vierer­
strom-Vektor sk zu bilden 
(216) f; = Fik $<. 

Der resultierende Vektor f; hat die Komponenten 

(217) 

Die Kraft auf die Volumeneinheit (Kraftdichte) liefert die drei riium­
lichen Komponenten eines Vierervektors, dessen zeiaiche Komponente 
die (durch c dividierte) pro Zeit- und Volumeneinheit geleistete Arbcit 
(Leistungsdichte) ist. Diesel' wichtige Umstand wurde im wesentlichen 
schon von Poincare1h) erkannt und hernach von Minkowski 54a) klar 
formuliert. Aus (201) und (216) geht hervor, da8 der Vierervektor {; 
der elektromagnetischen Kraftdichte auf dem Geschwindigkeitsvektor 
tt' senkrecht steht: 
(218) f; ui = O. 

Nun kann auch das Bewegungsgesetz (214) in vierdimensional 
invarianter Schreibweise formuliert werden, und zwar kann dies auf 
zweierlei Weise geschehen. Einmal konnen wir den Vierervektor Ki 
mit den Komponenten 

(219) (Ku K 2 , Ks) = ~Tte , K4 = i (St :) 
r 1-~1 

einfiihren. DaB diese Gro8en tatsiichlich einen Vierervektor bilden, 
folgt aus den Transformationsformeln (213) fiir die Kraft. Man nennt 

,~ die Minkowskische Kraft im Gegensatz zur Newtonschen Kraft ,.1- (jl 

~. Die Bewegungsgleichungen lauten dann einfach 

(220) 

11 a) H. Poincare, 1. c. Anm. 11). 
oh) H. Minkou'ski, I, 1. c. Anm. 54). 

duo -K mo d'l: - i' 
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Zweitens kann man die Bewegullgsgleichungen auf die Volumenein­

heit beziehen. Bedeutet /Lo die Ruhmassendichte ';:, so wird 
dJxi . du, 

(221) /Lo ch-" = {,, /Lo CiT = f;. 

Es muB jedoch bemerkt werden, daB der physikalische Sinn diesel' 
letzteren Gleichungen, wenn sie auf das Elektron angewandt werden, 
nicht ganz durchsichtig ist (vgl. Abschn. V, Nr. 63), wenigstens so­
lange man auch hier dem Vektor f; die durch (216) angegebene Be­
deutung beilegt; sie geIten dann zuniichst nur, wenn das Eigenfeld 
des betreflenden Teilchens auf der rechten Seite nicht miteinbezogen 
wird. 

Fur i = 4 liefern die Gleichungen (220), (221) den Energiesatz, 
der eine Foige der Bewegungsgleichungen ist. In der Tat sind die 
4 Gleichungen (219) bzw. (221) nicht unabhaogig voneinander, denn 
durch skalare Multiplikation mit ui erhiilt man nach (192) und (218) 
die Identitiit 0 = O. 

Dber die Verallgemeinerung der Definition des Kraftvektors und 
der Bewegungsgleichungen siehe Nr. 37. 

30. Impuls und Energie des elektromagnetischen Feldes. Diffe­
rential- und Integralform der Erhaltungssstze. In der Elektrodynamik 
wird gezeigt, daB sich die Lorentzsche Kraftdichte f darstellen liiBt 
als Resultierende der durch die Maxwellschen Spannungen erzeugten 
Fliichenkriifte und der (negativ genommenen) zeitlichen Anderung der 
Impulsdiehte des Athers.142) Jene sind definiert dureh 

Tik = (~i~k - t~2aik) + (,pi'\'\ - {,p2 aik), (i, k = 1, 2, 3) 

diese dureh 

und es gilt dann 
(D) f = div 1'- g. 
Es zeigt sieh nun, daB sieh diese Vektorgleichung mit der (skalaren) 
Energiegleichung 

{E) °o~ + div @:i = - (fu), W = ~ (~2 + ~2)14S) 
zu einer vierdimensionalell Vektorgleiehung zusammenfassen liiBt. Man 
bilde zuniichst aus dem Flaehentensor F,k den symmetrisehen Tensor 
2. Ranges 

(222) S/ = ~ (F;rFkr - F,~F*kr) = FirFkr - 1 Fr,Fr • . at 
142) H. A. Lorentz, Art. V 14 dieser Eneykl., Nr. 7. 
143) H. A. Lorentz, Art. V 14 dieser Eney kl., N r. 6. 
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Es sei gleich hier bemerkt, daB sein Skalar verschwindet 

(223) 8/ = O. 
Seine Komponenten sind 

I 8/ = - l'iI' fiir i, k = 1, 2, 3 

(224) (81", 8s", 834) = (8141 8w 83!) = : 6 = icg 

844 = 8!4 = 8!4 = - W. 

Die raumlichen Komponenten des Tensors 8 sind also (im wesent­
lichen) gleich den MaxU'ellschen Spannungskomponenten, die raum­
lich-zeitlichen gleich dem Poyntingschen Vektor und der Impulsdichte, 
die zeitliche gleich der Energiedichte. Die Gleichungen (D) und (E) 
lassen sich dann, wie zuerst von Minkowski 1i4) bemerkt wurde, durch 
Einfuhrung des dUl'ch (216) definierten Vierel'vektors f zusammen­
fassen in das Gleichungssystem: 

(225) t~ = -- ~~: (f = - Div 8). 

Fill' i = 1, 2,;) stellt es den Impulssatz, flir i = 4 den Energie­
satz dar. Man pflegt es deshalb als Impuls-Energiesatz und den Ten­
sor 8 als lmpnls-Energietensor des elektromagnetischen Feides zu bee 
zeichnen. 

Es zeigt sich ferner, daB sich die Ableitung del' Gleichung (C), 
CD) aus den Feldgleichungen (A), (B) durch die vierdimeDsionale 
Schreibweise erheblich vereinfacht: Die Formel (176) ist identisch mit 
(225), wenD man cp, mit dem Viererpotential, Fik mit dem Flii.chen­
tensor del' Feldstarken und t mit dem Viererstrom identifiziert. Man 
braucht deshalb nul' die in Nr. 2:J unter a) gegebene Ableitung fur 
den Fall konstanter Un zu spezialisieren, wobei sie sich noch erheb­
lich vereinfacht, um (225) zu erhalten. Doch ist auch die direkte 
Rechnung leicht auszufilhren. 

Nicht nur in formaler, sondern auch in physikalischer Hinsicht 
bringt die relativistische Deutung des Impuls-Energiesatzes neue Ge­
sichtspunkt.e. Wenn in jedem Koordinatensystem del' Energiesatz 
[4. Komponente von (225)] gilt, folgt del' Impulssatz von se]b"t. 
Beide Siitze gehen vollstandig gleichwertig in die Beschreibung der 
Naturvorgange ein. Entsprechend del' Deutung des Vektors 6 in (E) 
als Energiestrom sind kOllsequenterweise die GroBen Tn als Kompo­
nenten des Impulsstromes anzusprechen. Da del' Impuls selbst schon 
ein Vektor ist, bilden sie (im gewohnlichen Raum) einen Tensor, im 
Gegensatz zum Vektor 6 der Energiestromung Die ll{axwellschell 

144) H. Minkowski, IT, 1. c. Anm. 54). 
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Spannungen, die friiher als reine RechengroBen J>etrachtet wurden 145), 
erhalten hierdurch eine greifbare physikalische Deutung. Sie rilhrt von 
Planck U6) her. (Uber die Verallgemeinerung dieser Deutung und der 
Gleichungen (225) fiir nicht elektromagnetischen Impuls vgl. Nr.42.) 
An den Stallen, wo ponderomotorische Krafte auf die Materie wirken, 
wird nach (225) elektromagnetischer Impuls aus mechanischem erzeugt 
oder in solchen verwandelt, und Analoges gilt von der Energie. (fiber 
die Versuche, jeden Impuls und jede Energie als elektromagnetisch 
aufzufassen, vgl. Abschn. V.) An allen anderen Stellen stromen jedoch 
der Impuls und die Energie des elektromagnetischen Fe1des wie eine 
im allgemeinen kompressible, im Spezialfall stationarer Felder sogar 
inkompressible Fliissigkeit mit unzerstorbarer Substanzmenge. 

Der Tensor Su: bezieht sich auf die Impuls- und Energiedichte, 
und es fragt sich, wie sich Gesamtenergie und Gesamtimpuls eines 
Systems beim Ubergang zu einem bewegten KoordinatensJstem ver­
halten. Indem wir die Besprechung des allgemeinen Falles der Nr. 42 
vorbehalten, moge hier nur der Fall behandelt werden, wo Impuls und 
Energie rein elektromagnetisch sind, wo also die Kraftdichte " und 
die elektrische Ladungsdichte iiberall verschwinden, so daB hier nach 
(225) 

(225 a) OSk 0 ox', = (Div S = 0) 

gilt. Dies trifft zu fur das Feld einer belie big gestalteten Lichtwelle, 
die frei durch den Raum hineilt. Sie moge ainen endlichen Raum er­
fullen, dam it auch ihre Gesamtenergie und ihr Gesamtimpuls endlich 
sind. In der Welt entspricht ihm eine Rohre von endlichem Quer­
schnitt. Es sind hier also genau diejenigen Verhiiltnisse vorhanden, 
die in Nr. 21 vorausgesetzt wurden, und aus den dortigen Entwick­
lungen folgt, daB aus den GroBen S,,' durch Integration iiber das Vo­
lumen die Komponenten eines Vierervektors hervorgehen: 

(226) 

Nach (224) hangen sle in einfachster Weise mit dem Gesamtimpuls 

140) H. A. Lm'entz, Art. V 14 dieser Encykl., Nr. 7, p. 163. 
146) M. Planck, Verh. d. deutschen phys. Ges. 6 (1908), p. 728; Phys. Ztschr. 

9 (1908), p. 828. 
Akzeptiert man diese Deutung, so darf ma.n sich allerdings nicht an dem 

para.doxen UmHtand stoBen, daB eine Impulsstromung auch dann vorhanden sein 
kann, wenn die Impulsdichte iiberall vertichwindet (wie es z. B. im rein elektro­
statischen Feld der Fall ist). Bei der Energiestromung besteht keine derartige 
Moglichkeit. 
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G und der Gesamtenergie E des Systems (der Lich twelle) zusammen: 

(227) (Jl1 J'J' J"s) = c@, J, = iE. 

Wir konnen also sagen: Gesamtenergie und Gesamtimpuls bilden in 
unserem Fall einen Vierervektor. Daraus folgen nach (186), (187) so­
fort die Transformationsformeln 

! Gx- ~ E 

(22fl) Gx' =Yi ~p-. :1--' Gy' z= G1I , G/ = G" 

E' = ~_ ~_v_G.: . 
Vi -=-- (JI 

Wir bemerken noch, daB der Vektor J,. nicht raumartig sein kann. 
Ware dem so, so gabe es niimlich ein Koordinatensystem, in welchem 
G =f= 0, aber E = 0 ware. Dies ist abel' unmoglich, da E nul' ver­
schwinden kann, wenn iiberhaupt kein Feld vorhanden ist. Man hat 
also 

(229) E G<-· =c 

G kann also nul' ein Nullvektor odeI' zeitartig sein. Ein Beispiel fiir 
die erste Moglichkeit ist ein seitlich begrenzter ebener Wellenzug von 

endlicher Lange. Denn fiir diesen ist bekanntlich G = E. Da man c 
diese Beziehung JiJi = 0 schreiben kann, muS sie fur jedes Bezugs­
system giiltig sein. 1st a der in K gemessene Winkel zwischen Strabl­
richtung und Geschwindigkeit des Systems K' relativ zu K, so folgt 
ferner aus (228) die Einsteinsche Transformationsformel fiir die Energie 
einer endlichen e benen Welle 147): 

(228 a) E' = 1 - (J cos_a. E. 
Vl- (11 

1st dagegen J zeitartig, so gibt es stets ein Koordinatensystem K o, 
in welchem der Gesamtimpuls verschwindet. 1st Eo der Wert der 
Gesamtenergie in diesem System, so folgt aus (228) fur ein System 
K, relativ zu dem sich Ko mit der Geschwindigkeit I:J bewegt: 

b 
E .Eo 

(228b) E= o@=_C_=b E. 
Vl-(J·a Vl-(J' c' 

Ein Beispiel dafur ist die Kugelwelle von endlicher Breite odeI' ein 
System von zwei entgegengesetzt gerichteten, sonst vollkommen gleichen 
ebenen Wellenziigen. Wegen der Verallgemeinerung dieser Relationen 
fiir nicht elektromagnetischen Impuls (bzw. Energie) siehe Nr. 42. 

14 7) -A. Einstein, 1. c. Anm. 12), § 8. 
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31. Das invariante Wirkungsprinzip der Elektrodynamik. Nach­
dem bereits PoincareU8) sich von der Invarianz des Sehwarzschildschen 
Wirkungsintegrals U9) gegeniiber der Lorentzgruppe iiberzeugt hat, ha~ 
Born 150) die vierdimensionale Vektorschreibweise auf das Wirkungs­
prinzip angewandt und dassel be auf diese Weise sehr iibersichtlich 
gestaltet. 

Schwarzschild 149) bildet zuerst durch Integration iiber den drei­
dimensionalen Raum die Lagrangesche Funktion 

-~- JeSJ! - iji) dV + J'C' {cp - .~. (51lu)} dV 

und erhiilt hiernach durch Integration iiber die Zeit die Wirkungs­
funktion. Naturgema6 wird man die Integration liber Raum und Zeit 
in ein vierfaches Integral vereinen.14R) Bezeichnen wir mit L die In­
variante 
(230) L = t FikFik = ~J - ijl, 

so lii6t sieh die (doppelte) Wirkungsfunktion einfach schreiben 

(231) W =.j(L - 2tp;8') dE. 

Das in Frage kommende Wirkungsprinzip besagt nun, da6 die Variation 
von W unter gewissen Bedingungen verschwindet: 

(232) 8W = O. 
Diese Bedingungen sind: 

1. Das Integral W werde liber ein bestimmtes Weltstlick integriert, 
unabhangige Variable seien die Komponenten CPi des Viererpotentials, 
die an der Grenze des Integrationsgebietes vorgegebene Werte haben 
sollen. Der Viererstrom 8', d. h. die Weltlinien der elt'ktrischen La­
dungen und ihr Betrag werde nicbt variiert. Nach Nr. 23, (174), 
(175) ist dann 

(233) 8W = 2 fe:x:" - t) 8CPi 

und (232) liefert das zweite System der Maxwellschen Gleichungen 
(208). Das erste System ist schon durch die Existenz des Vierer­
potentials erfiillt und wurde von vornherein vorausgesetzt. 

2. Das Feld tpi ist eine bestimmte Funktion der Weltkoordinaten 
und wird nieht variiertj dagegen solleB die Weltlinien der Materie 
variiert werden. Das Integral liber L lieferl dann keinen Beitrag zur 
Variation, das zweite mn6 erst umgeformt werden. 1st de das Ladungs-

U8) H. Poincare, Rend. Pal., 1. c. Anm. 11). 
U9) K. Schwarzschild, Witt. Nacbr, matb.-naturw. Kl., 1903, p. 126. Siebe 

auch H. A. Lorentz, Art. V 14 dieser Encykl., Nr. D. 
160) M. Born, Ann. d. Ph,S. 28 (1909), p. 671. 
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element, welches einem bestimmten Substanzelement zugeordnet ist, 
und 't' die Eigenzeit der zugebOrigen Weltlinie (von einem irgendwie 
fixierten Nullpunkt an gerechnet), so kann man nach der Bedeutung 
(201) von si schreiben 

.f(Jod~ = icfdeJd-r, J'CPiSid~ = iJdeJcpi ~:i d-r. 
Wir integrieren tiber den Weltzylinder, der erhalten wird, wenn man 
auf jeder Weltlinie der Substanz die gleiche Lange abtragt. Anfangs­
und Endpunkte der Weltlinien sollen nicht variiert werden. Dann 
ergibt sich durch partielle Integration zunachst 

~oW = tfdeJ(~fP.~ ox; - OCPk o:r! d:r.k) d't' 
- dor ex' !lor 

oder auch 

Born verfiihrt so, daB er del' Variation der Substanz-Weltlinien noch 
die Nebenbedingung 

(235) 0 Jds = 0 

hinzuftigt. Nach Nr. 15 ist ftir eine Weltlinie mit stets zeitartiger 
Richtung, wie sie hier vorliegt, bei fixen Endpunkten und konstanten gik: 

(236) 0 Jd-r = ~~r::io:r!d-r, 
also folgt aus (232) diesmal 

duo 
/Lo dor' = f., 

wo !Lo ein konstanter Lagrangescher Multiplikator ist. Diese Rela­
tionen stimmen mit (221) tiberein, wenn man /Lo als Ruhmassendichte 
deutet. Wie in Nr. 29 ist hier vom Eigenfeld des betreffenden Teil­
chens abgesehen. 

Weyp·l) dagegen legt der Variation die Nebenbedingung (23'0) 
nicht auf, filgt aber zur Wirkungsfunktion noch ein Glied 

2f/LoCid~ = 2 icfdm . c!(d-r 
hinzu: 

(231 a) 

Zufolge (234) und (236) folgt damus ebenfalls (221). 

151) H. W('yl, Raum-Zeit-Materie, 1. Aufl., Ii 82, p. 215. 



644 V 19. W. Pauli jr. Relativitll.tstheorie. 

32. Anwendungen a.uf spezielle Fiille. a) Die Integration der 
Potentialgleichungen. Bekanntlich werden die Differentialgleichungen 
(207) und (209), wenn si alB Funktion von Ort und Zeit gegeben ist, 
integriert durch 

f l! r dVQ J(I!'!!') r dVQ 
Q,I_Y~ C Q,I_ PQ 

(~)37) f/Jp - --~~~ ~p t - _ c __ . 15~) 
~ ,I - 4nrpQ" - 4nrpQ • 

In diesen Ausdrilcken filr die Potentiale wird die Symmetrie der 
Differentialgleichungen in Raum und Zeit nicht voll ausgenutzt. Dies 
geschieht dagegen bei einem von Herglotz 153) schon vor Aufstellung 
der Relativitatstheorie gefundenen Verfahren, welches von der parti-
kularen Lasung 

(ler Gleichungen (209) ausgeht, in der jetzt P Q zwei Weltpunkte 
und R ihren vierdimensionalen Abstand bedeuten. Durch Multiplika­
tion mit einer passenden Funktion s( Q) und Integration liber eine den 
Strahl tp ••• 00 positiv umfahrende Schleife in der komplexen tQ-Ebene 
erhiilt Herglotz daraus den liblichen Ausdruck flir das Potential. Der 
Vorteil dieses Verfahrens besteht darin, daB man bei der Berechnung 
der Feldstiirke erst differenzieren und hernach erst die komplexe 
Integration ausflihren kann, wodurch die Rechnung iibersichtlicher 
wird_ Unter dem EinBuB der Relativitatstheorie hat spater Sommer­
feld I5') das Herglotzsche Verfahren modifiziert und erganzt. 

Fur Punktladungen geht (237) iiber in das Wiechertsche Elemen­
targesetz 

(238) 
e ~ I 

4n~ = ._-- I 
P, I (u t p ) i 

. r 
1-­

c 

rp--e-I r 
1- -

c 
I' 

tp bedeutet den von dem Ort der Ladung zur Zeit t - P zum Auf-
e 

punkt gezogenen Vektor. Es gestattet nach Minkowski 1M) eIDe e1l1-
fache vierdimensional-vektorielle Deutung. Es sei 

(239) ;1 = ;I(~) 

162) H. A. Lorentz, Art. V 14 dieser Encykl., Nr. 0, Gl. (XI), (XII). Von der 
seit Ritz [I. c. Anm. 21)] vielfach diskutierten Moglichkeit der Lllsung durch 

vorauseilende Potentiale (in den Formem t + : statt t -~) ist hier abgeseben. 

168) G. Herglotz, GMt. Nachr., math.-naturw. KI., 1904, p. 649 
l1i4) A. Sommerfeld, Ann. d. PlIys. 33 (1910), I. c. Anm. 55), § 7, p. 66a IF. 
166) H. A. Lorentz, Art. V 14 dieser Encykl., Nr. li, Gl. (70). 
156) H. MinkO'wski, III, 1. c. Anm. 64). 
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die Weltlinie der Ladung als Funktion ihrer Eigenzeit, P wie oben 
der Auf-Weltpunkt. Durch diesen lege man einen "N ullkegel" in die 
V ergangenheit. Er schneidet die Weltlinie der Ladung in einem be­
stimmten Punkt Q, und zwar in einem einzigen Punkt, wenn die 
Richtung der Weltlinie stets zeitartig ist. Sind Xi die Koordinaten 
des Aufpunktes P und 
(240) Xi = Xi - ~~, 

so wird also durch die Forderung 

(241) XiXi = 0 
der Punkt Q, und somit auch der zugehorige Wert von T als e111-
deutige Funktion der x' bestimmt: 

(242) ~Q = ((Xi). 

Die Ausdriicke (238) fur die Potentiale lassen sich nun auf Grund 
von (205) und (190) soforl zusammenfassen zu 

eu· 
(238a) 4n'Pi = - (urxn' 
Die Berechnung der Feldstiirken wird durch Einfiihrung der Eigen­
zeit erheblich vereinfacht. Aus (241) findet man zuniichst fur die 
Ableitungen der Funktion (242) nach den Koordinaten af von P: 

Xi (Ok' - ui ;;k) = 0, 

(243) i1-r X k 

'iTxi' = (X~l/) 

Die weitere Rechnung ist ganz elementar und ergibt fiir die Feld­
stiirken: 

(244) 4n'~k = - (x,.:r)3 {02 + (Xr ~~)} (u,Xk - urX,) 

+ e (dU, X dUk X) (x;:Ur) I Ch k - (h i' 

Setzt man in den Aufpunkt eine zweite Ladung emit dem Geschwin­
digkeitsvektor Ui, so ergibt sich aus (216) die von der ersten auf die 
zweite Ladung ausgeiibte Kraft ~: Fur den durch (219) definiertell 
Vieren"ektor Ki der Minkowskischen Kraft folgt 

(245) 
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Sommerfeld leitet sowohl das Wiecherlsche Elementargesetz (238a) 
als Buch die Ausdrilcke (244), (245) durch komplexe Integration 
mittels des oben erwiihnten Verfahrens abo (245) ist in Uberein­
stimmung mit der von Schwarzschild 167) angegebenen ,)elementaren 
elektrodynamischen Kraft". 

(3) Das Feld der gleichfOrmig bewegten Punktladung. Da die Elek­
tronentheorie mit der Relativitiitstheorie im Einklang ist, kann letztere, 
was die Ermittlung des elektromagnetischen Feldes bei gegehener 
Elektronenbewegung anlangt, zu keinen anderen Ergebnissen fiihren 
als den en , welche bereits die vorrelativistische Lorentzsche TheOl'ie 
erhalten hatte. Die Regeln fur die Transformation der Feldstiirken 
ersparen einem aber oft, auf die Differentialgleichungen oder auf die 
allgemeine Formel (244) zuriickzugreifen, wenn das Feld fiir ein be­
stimmtes Koordinatensystem bekannt ist. Handelt es sich Z. B. darum~ 
das Feld einer im System K gleichformig bewegten Punktladung zu 
finden, so ermittle man zuerst das Feld im System K', in welchem 
die Ladung ruht: 

Aus (207) folgt dann sofort 

~ = ~x' ~ = ~ ~'--
x r'O , !I r'" -Vl _ ~!' ~ •... 

e [t' -~ ] 
.p = r's-1I1--~~' 

Bezeichnet t = (x, y, z) den V ektor, dessen Endpunkt del' Aufpunkt,. 
dessen Anfangspunkt der mit jenem in K gem essen gleichzeitige Ort 
der Ladnng ist, so wird 

(246) (t' ~ (1'1 X ~., y, z). r' ~ ViX'~. + yl + z' 

~ ~ ;. y/ pi' Ii} ~ ,~. ~~'~ •• '~) 
Die elektrische Feldstiirke ist also auch hier radial gerichtet, die 
magnetische steht senkrecht auf dern Radiusvektor und auf der Be­
wegungsrichtung. Der Fliiche gleicher absoluter GroBe der elektri­
Behan Feldstiirke ist im bewegten System nicht die Kugel, sondern 

157) K. Schwarzschild, Glitt. Naehr., math.-phys. Kl. 1903, p. 182; vgl. allen 
H. A.. Lorentz, Art. V 14 dieser Encykl., Nr. 26. 

158) Diese Ableitung findet sieh zuerat bei Poincare, Rend. Pal., l. c. 
Anm. 11), § 6. 
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das Heaviside-Ellipsoid, welches schon 1889 von Heaviside 159) in die 
Elektrodynamik eingefiihrt wurde. Es erweist sich einfach als das 
Gebilde, in welches die Kugel durch eine Lorentz-Transformation iiber­
gefiihrt wird. 

Das Feld (246) kann auch durch Spezialisieren aus der all­
gemeinen Formel (244) gewonnen werden. Man fiihre den Vektor X' 
ein, der von der in unserem Fall geraden Weltlinie der Ladung aus­
geht, auf ihr normal, stekt und im Auf- Weltpunkt endet. 1m Ruh­
system K' sind seine Komponenten (t',O). Man findet leicht 

also 

X,' = Xi + c~ us' (Xrur) , X/ Xi = I X'12 = c~ (Xru''), 

I X' I = - ~ (Xr ur ) 

(246 a) 4nF;,t = c!~'13(U.X,t' - u,tX/). 

'}') Das Feld der Hyperbelbewegung. N ach der gleichrormigen Be­
wegung ist der einfachste Fall die "gleichformig" beschleunigte, das 
ist in der Relativitiitstheorie die Hyperbelbewegung (s. Nr. 26). Das 
Feld' einer Punktladung, welche eine Hyperbelbewegung beschreibt, 
wurde zum erstenmal von Born 160) ermittelt. Sommerfeld 161) bedient 
sich bei dessen Berechnung der Integration in der komplexen Ebene. 
Eine elementare Darstellung gibt auch Laue.1U) Legt man den Ur­
sprung des Koordinatensystems in den Mittelpunkt der Hyperbel und 
liiBt die x1x4_Ebene mit der Ebene del' Hyperbel zusammenfallen, so 
ist der Punkt 

;1 = a cos ~ , ;4 = a sin ~ , ;! = ;3 = 0 
a a 

del' Weltlinie (196a) der Ladung, welcher durch (241) dem Aufpunkt 
xl, ... X4 zugeordnet ist, bestimmt durch 

R' + a' s 
(247) cos (1fJ - rp) = "2'SQ--' 1fJ = a 

Hierin ist gesetzt 

(248) R == V XiX', Xl = ~ COS rp, X, = (} sin rp. 

Die Komponenten des Viererpotentials werden 

(249) = =0 =_ e eos1jl 
rp2 rps ,rp, 4n" sin (1jI_ cp) 

159) V gl. H.A.Lorente, Art. va dieser Eney kl., N r.ll h, daselhstaltereLiteratur. 
160) M. Born, 1. c. Anm. 114). 
161) A. Sommerfeld, 1. c. Anm. 115}. 
162} M. v. Laue, Das Relativitatsprinzip, 1. Aufi., Braunschweig 1911, 

p. 108, § l8d). 
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In dem Koordinatensystem, in welchem die Ladung zur Zeit 

t -!.- gerade ruht, verschwindet fJi1 im Zeit moment t. 1m System, in c 
welchem der Aufpunkt mit dem Mittelpunkt der Hyperbel gleichzeitig 
ist, ergibt sich fur die Feldstiirken 

~ _ _ ie o'IjJ __ ~~[a co~J~-::-~c{ll 
z - 4n{lsin'(tp-rp) O{l - 4na{l"sin S ('IjJ-rp) 

e a![R"+a'-2{1"] 
=c - -:; [(R" -+ a")! ~ 4a"?fi~' 

(250) ~ ____ ~_~ ____ • O'IjJ _____ _____ i,!.Y ___ _ 
y- 4n(lsin"('IjJ-rp) oa;(1l)-4na(lt sinS ('IjJ-rp) 

2e a!{I 
= " [(R" + at)! - 4a2 (lt]'/. 

(worin jetzt '!I statt X(ll) gescbrieben ist). 

~=O. 

Die Hyperbelbewegung ist also auch dadurch ausgezeichnet, daB sie 
nicbt mit Bildung einer Wellenzone und entsprecbender Ausstrahlung 
verkniipft ist. (Dagegen ist Ausstrahiung vorbanden, wenn zwei ge­
radlinig-gleichformige Bewegnngen durcb ein Stiick Hyperbelbewegullg 
in einander iibergefiihrt werden.) 

Es Iiegt nahe, zur Berecbnung des Feides der Hyperbelbewegung 
ein mit der Ladung mitbewegtes, also nicbt Galileisches Bezugssystem 
einzufilhren. Ais x-Koordinate kann in demselben die oben mit ~ be­
zeichnete GroBe, als Zeit am besten der Winkel fJi eingefilbrl werden, 
der bis auf einen Faktor mit der Eigenzeit der bewegten Ladung 
iibereinstimmt. Das Linienelement in diesem Koordinatensystem wird 

(251) ds! = (d;1)1l + (d;ll)ll + (d;S)! + (;1)2 (d;t)' 
(;(1) = Q, sell) = X(2), S(3) = X<S), ;(4.) = fJi). 

Die Feldgleicbungen in diesen Koordinaten konnen mit Hilfe del' 
in Abschnitt II aufgestellten Hilfsmittel sofort hingescbrieben werden. 
Das Problem wird dann statiscll, aber nicht eindimensional, die Rech­
nungen vereinfacben sich nicht wesentlich. Es ist historisch inter­
essant, daB schon Born 16S) das Problem durch Einfiihrung eines mit­
bewegten Systems bebandelt hat. Der von ibm verwendete Zeitpara­
meter ist ein anderer als der oben benutzte, die Differentialgleichungen 
erhielt er durch Zuriickgreifen auf das von ibm bereits fruher in in­
varianter Weise formulierte Variationsprinzip (Nr. 31). 

d') lnvariane der Lichtphase. Reflexion am bewegten Spiegel. 
Strahlungsdruck. In Nr. 6 wurden die relativistischen Formelu flir 

163) M. Born, 1. c. Anm. 114). 
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Dopplereffekt und Aberration aus der Invarianz der Lichtphase her­
geleitet. Die Begrilndung filr die letztere ergibt sich unmittelbar aus 
den Tran~formationsformeln filr die Feldstii.rken. Da die Phase einer 
ebenen Welle ilberdies eine lineare Funktion der Raum-Zeitkoordinaten 
ist, kann sie als skalares Produkt aus dem Koordinatenvektor und aus· 
einem W ellen-Vierervektor 1. geschrieben werden 

(252) - vt + (ft) = 1,:t. 

fist der dreidimensionale Ausbreitungsvektor, dessen Richtung mit 
der der Wellennormale ilbereinstimmt und des sen Betrag gleich der 
reziproken Wellenlange (Wellenzahl) ist. 1st speziell die Wellennor­
male parallel der xy-Ebene, so wird 

(252 a) ( 11 11. 0, 'Cv). 1; = C cos (X, C SID (X, 

1m Vakuum ist 1. ein Nullvektor. Die Transformationsformeln 
(15), (16) der Nr. 6 folgen unmittelbar. Auf Grund von (204) lassen 
sie sich leicht durch die TransformationsformElln filr die Amplitude 
A erganzen. Es ergibt sich 

(253) A'=A1-pco~a.164) 
y'1- p' 

Nimmt man noch die Transformation des V olumens V eines seitlich 
begrenzten, endlichen Wellenzuges hinzu: 

(254) v, V 1I1-=--PI = _ .. _. __ . __ .. , 
1 - P COS a 

so folgt fur die Gesamtenergie E = tA2 V desselben wieder die For­
mel (22980).164) Der Vergleich mit (15) lehrt, daB sich Energie undo 
Amplitude genau so transformieren wie die Frequenz, das Volumen 
dagegen umgekehrt: 

E' 
(255) 

E A' V'v'= Vv. 7=-:;' 
Die erste dieser Relationen heht Einstein 164) als besonders bemerkens­
wert hervor; das Wiensche Verschiebungsgesetz ist damit verknupft. 

In engem Zusammenhange mit den Transformationsformeln fur 
Frequenz und Ricbtung einer eben en Welle beim Ubergang zu einem 
bewegten Bezugssystem stehen die Gesetze der Reflexion am bewegten 
Spiegel (der als vollkommen leitend und eben vorausgesetzt werden 
moge). Diese Gesetze lassen sich nii.mlich offensichtlicb durch Ein­
fuhrung eines mit dem Spiegel mitbewegten Koordinatensystems K' 
auf die fur einen ruhenden Spiegel gilltigen zurtlckfuhren.l65) Die 

164) A. Einstein,!. c. Anm. 12), § 8. 
166) A. Einstein,!. c. Anm. 12), § 7. 
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Relativitiitstheorie kann auch hier nul' in del' Form der Herleitung, 
nicht im Ergebnis etwas Neues bringen.166) Die FOl'meln del' alteren 
Theorie sind hier sogar exakt richtig, da aIle vorkommenden GroSen 
mit den MaBstaben und Uhren desselben Systems gemessen werden, 
Lorentz-Kontraktion und Zeitdilatation das Ergebnis somit nicht be­
einflussen konnen. 

Seien "11 a2 die in K gemessenen Winkel del' N ormale del' ein­
falIenden und reflektierten Welle mit del' Riehtung del' Gesehwindig­
keit des Spiegels, at', "i' die entspreehenden Winkel in K', VII V 2 die 
Frequenzen del' einfallenden und refiektierten Welle in K, v/ = Vi' = v' 
.die entspreehenden Frequenzen in K'. Bewegt sieh del' Spiegel 
parallel seiner eigenen Ebene, so wird O't' = 2::r - at', und aUB (15), 
(16) folgt daraus such "!! = 2::r - al1 VI = Vi' D. h. das Reflexions­
gesetz unterseheidet sieh in diesem Fall nieht von dem des ruhenden 
Spiegels. Daraus ergibt sieh weiter, daS es immer nul' auf die Ge­
seh windigkeitskomponente in del' Riehtung del' Spiegelnormale an­
kommt. Wir konnen deshalb annehmen, daB del' Spiegel sieh normal 
zu seiner eigenen Ebene bewegt; seine Geschwilldigkeit v sei positiv 
gezahlt in del' Riehtung del' Normale nach innen, "11"2 sowie a/, "~' 
sind jetzt EinfalIs- und Heflexionswinkel und es gilt 

"/=::r - a1'. 

Aus (15), (16) folgt dann 

(255) 

(256) 

(257) 

Ferner 

woraus sich ergibt 

(257 a) 
und 

V 2 sin a2 = Vi sin "1 
tg ~--2 a! = }-!~ tg ~' . 

. _ (1+~t)cosa,-2.~ 
COS"t - - '1-' 2R +' RI 

- t' COS a l t' 

1 - 2 ~ COB a, + ~. (258) V 2 = V 1 - 1 _ ~t ----. 

Eine sehr elegante Methode, um diese Formeln abzuleiten, gibt 
Bateman. 167) U m in K' die Phage del' reflektiertell aus del' del' ein-

166) V gl. die vor Aufstellung der Relativitatstheorie erschienenen, ausfiihr­
lichen Diskussionen der Reflexionsgesetze am bewegten Spiegel bei W. Hicks, 
Phil. Mag. 3 (1902), p. 9; M. Abraham, Boltzmann-Festschrift 1904, p.80; Ann. 
d. Phys 14 (1904), p. 236; Theorie der Elektrizitat (2), 1. Aufl., Leipzig 1900, 
p. 343, § 40; ferner auch E. Kohl, Ann. d. Phys. 28 (1909), p. 28. 

167) H. Bateman, Phil. Mag. 18 (1909), p. 890. 
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fsllenden Welle zu erhalten, hat man einfach x' durch - x' zu ersetzen. 
Dies ist zugleich der Ubergang zum Spiegelbild. Um die entsprechende 
Transformation in K zu erhalten, hat man zuerst durch aine imaginiire 
Drehung um den Winkel + p, der bestimmt ist durch (187), zu K' 
iiberzugehen, dann die x-Achse umzuklappen und dann durch Drehung 
um - p wieder zu K iiberzugehen. Diese Operationen sind aber aquiva­
lent mit einer Drehung um 2p und nach{olgender Umklappung der x-Achse. 

Setzt man also 

r 
.u 

tg 2p =-c 

so wird nach (187): 

1 
2c'v u=---ct + Vi' 

2 1 + {JI . 2 . 1 - p' 
cos p = 1 _ p!' sm P = t . ~. 

(259) 

und die Transformationen 

x = - 1/ U!- = - ct-:""--;S X + c. _ v' t, r 
- x- Ut cl + Vi 2c'v 

V 1- 7 
(260) t _ U x 

It = 1;- c' U' = ~:~-;:t - c/-:vt 

V l- c' 
vermitteln den tJbergang zwischen Gegenstand (x, t) und Bild (x, t) 
im bewegten Spiegel. Ein Punkt des bewegten Spiegels, fur den 
x = vt ist, wird in sich selbst transformiert (x = x, t = t), bewegt 
sich der Gegenstand mit derselben Geschwindigkeit wie der Spiegel 
(x = vt + a), so gilt das gleiche vom Bild (x = vt + a), wie es sein 
muB. Das Bild eines in K ruhenden Punktes bewegt sich mit der 
Geschwindigkeit U, die man auch aus dem Additionstheorem der Ge­
schwindigkeiten durch Zusammensetzen von v mit v erhiilt. Die Phase 
der am bewegten Spiegel reHektierten Welle geht aus der der ein­
faHenden unmittelbar durch die Substitution (260) hervol', und die 
Relationen (257), (257 a), (258) konnen, wenn man noeh wegen der 
Umklappung der x-Achse iiberall n - a2 statt a2 einfiihrt, vollig 
analog zu (16a), (16) und (15) geschrieben werden: 

~+i-~ (257 ') t 1I:-as C t a, 
g-2- = l~g:!-

U 
cos a, -- c 

(257'a) cos (n - at) = ----,U=--
1 - ccosa, 

Bnoyldop. d. math. Will.nlch. V I. 43 
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U 
1 - ccosa1 

(258') VJ = VI -r======," 

y1--~; 
VariCak l8S) interpretiert diese Formeln durch die Bolyai-Lobatschewsky­
sche Geometrie. 

Die Relationen (255) gestatten sofort, auch die Anderung der 
Amplitude bei Refiexion am bewegten Spiegel anzugeben.18Sa) 

(261) A2 A1 A _ A . 1 - 2 {l COB a. + {l' • 
--;; = ~, 2 - 1 1 - {l' 

Die Differenz der pro Zeit- und Fliicheneinheit austretenden Energie 

~ Ail (c COS ", - v) 
und der eintretenden 

lAll(- C cos "1 + v) 
mu8 gleich sein der pro Zeiteinheit vom Strahlungsdruck p geleisteten 
Arbeit pV.188a) Daraus bestimmt sich p in Ubereinstimmung mit dem 
Ergebnis der vorrelativistischen Theorie zu: 

A 2 (cos a. - {1)' A 'I I' , 
(262) P = 1 1-{l1 = 1 COS" = P . 

Der Lichtdruck ist eine Invariante. In Nr. 45 wird gezeigt, da8 dies 
von jedem Druck gilt. 

E) Das Strahlungsfeld eines bewegten Dipols. Das Feld des Hertz­
schen Resonators ist in (243) als Spezialfall enthalten. Handelt es 
sich iiberdies nur um das Feld in der Wellenzone (gro8e Entfemung), 
so kann nicht nur Xi vom Mittelpunkt des Dipols geziihlt werden, son­
dern 8uch fiir u i statt des Geschwingkeitsvektors der Einzelladungen 
der des Doppelmittelpunktes genommen werden. Bedeuteten lJ, 6 
Geschwindigkeit des Dipols, Beschleunigung der schwingendl'" _a-
dung eur Zeit t - ~, r den von der retardierten, m = t - r -

c c 
den von der gleicheeitigen Lage des Dipols zum Aufpunkt gezogenen 

V ektor, r1 den Einheitsvektor . ~- , 911 den entsprechenden Vektor 
r 

m1 = ~- = II _.!'.., 4)0 den Winkel zwischen lJ und t, so erhiilt man r c 
mit Riicksicht auf (241): 

j{ ~ = ______ e ____ .• {(t u)m·- u(m r)) 
4"c'r(1-{lcos&)9 t 1. t 1 

(263) = ____ e ___ 1 _____ . [r [m uJ] 
4" c'r (1 - (lcos.It")' 1 1 

l'" e {(-:")·[br.l'"+ [. J} [~] 
_____ 'It' = 4nc" '(1- (lcos&)3 !~\) ... --C -.1 uri = tl . 

168) V. Varicak, 1. c. Anm. 111). 
168&) A. Einstein, 1. c. Anm. 12), § 7. 
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Die Relativitatstheorie gestattet ohoe weiteres diese zuerst von 
Heaviside 169) und dann genauer von Abraham 170) abgeleiteten Ausdrficke 
aus den Hertzschen FOl"llleln fiir das Feld des ruhenden Dipols ab­
zuleiten. Das einfachste Verfahren besteht darin, daB man sich zu­
niicbst nach dem Vorgang von Poincarel71 ) davon iiberzeugt, daB auch 
im bewegten System ~ und ~ aufeinander und auf tl senkrecht stehen 
und den gleichen Betrag haben. Man kann niimlich diesen Sachverbalt 
durch die invarianten Vektorgleichungen 

FiiX" = 0, F*iJ:X" = 0 

ausdriicken. Sodann braucht man nur noch die Energiedichte aus 
der TransformatioD!!lformel fiir den Tensor Silt zu berechnen. 

Mit der vom bewegten Dipol ausgestrahlten Impuls- und Energie­
menge beschiiftigt sich vom Standpunkt der Relativitatstheorie 
M. v. Laue.m ) Die Gleichungen (228b) miissen hier zu recht be­
stehen, da die Existenz des Wellenfeldes vom Vorhandensein der elek­
trischen Ladungen unabhiingig ist. Mit Riicksicht auf die Zeitdilatation 
folgt daraus fl1r die pro Zeiteinheit ausgestrahlte Energie 

dE dE' 

1m Ruhsystem ist aber 
dE' _ e' "2 

-dT - 6ne' tJ , 

und die Transformationsformeln (193) fUr die Beschleunigung er­
geben daraus so fort 

dEe" { Ii t Ii t + Ii "1 e! 1 r (tl i> ) t } 

(264) 1-. dt = 6 ;c' [1='''' (l")S + (r~ (li)" f = 6 7rCs (i.~fJ~-! t U2 + i =- (l! 
d~ tl dE - de- = -c" dT' 

in Ubereinstimmung mit der Abrahamschen Berecbnung aus dem 
Feld (263). Die ausgestrahlte Energie setzt sich additiv zusammen 
aus den Anteilen, die von der longitudinalen und der transversalen 
Komponente von U allein hervorgebracht wiirden. 

Betrachtet man den Vorgang vom System K' aus, so erhellt, daB 
die Geschwindigkeit des Dipol8 durch die Ausstrahlung nicht geandert 

169) O. Heaviside, Natw'e 67 (1902), p 6; vgl. auch H. A. Lorentz, Art. V 14 
dieser Encykl., Nr. 14, p. 180 und die dort zitierte Literatur. 

170) M. Abraham, Ann. d. Phys. 14 (1904), p. 236; Theorie der Elektrizitli.t 
2, 1. Aufi. (1906), § 13-16. 

171) H. Poincare, Rend. Pal., 1. c. Anm. 11), § 5. 
172) M. to. Laue, Verh. d. deutBchen phys. Ges. 10 (1908), p. 888; Ann. d. 

Phys. 28 (1909), p. 436. 
43* 
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wird (in K' gleich Null bleibt). Infolge der Tragheit der Energie 
ist jedoch der Satz von der Erhaltllng des Impulses trotz der Im­
pulsausstrahlung (264) nicht verletzt (vgl. N r. 4J). 

b) Die Reaktionskraft der Strahlung. Wenn in dem betreft'enden 
Moment tJ = 0 ist, so ist die GroBe der Reaktionskraft der Strahlung 
bestimmt durch 

Hieraus haben unabhangig voneinander Lauem ) und Abraham 175) 

durch eine Lorentz-Transformation den Ausdruck fiir die Reaktions­
kraft auf eine bewegte Ladung abgeleitet. Hierzu geniigt es nach 
(219) einen Vektor K, zu finden, dessen 3 raumliche Komponenten 
rur tJ = 0 mit obigem Ausdruck fiir ~ ilbereinstimmen und dessen 
zeitliche Komponente in diesem Fall verschwindet. Zu diesem Zweck 
mache man den Ansatz 

(265) 

und bestimme IX aus der Bedingung Kiu' = O. Mit Riicksicht auf 
(159) und (192) findet man 

(266) 

und fiir ~ ergibt sich: 

(2650.) ~= eZ
• 1 {ii+ u __ l!(bV) +_b ...... [(tJij)+~(bUI) ]}. 

6ncs 1 - {J! c(l- PZ) c l (l- Pi) c l (l- PI) 

Abraham17li) bringt auch den Nachweis, daB das Zeitintegral von ~, 
erstreckt iiber die Dauer der Ausstrahlung, gleich dem ausgestrahlten 
Impuls, und ebenso das Zeitintegral von (tJ~) gleich der ausgestrahl­
ten Energie ist. Bei der Hyperbelbewegung verschwindet ~, wie es 
sein muB, da hier keine Ausstrahlung erfolgt (s. oben unter r). 

33. lI4inkowskis phinomenologische Elektrodynamik bewegter 
Korper. Durch die Feldgleichungen (203) und (208) der Elektronen­
theorie sind aIle Fragen der Elektrodynamik bewegter Korper prin­
zipiell beantwortet. Wegen unserer noch unvollstandigen Kenntnis 
des Aufbaues der Materie ist es jedoch berechtigt, die Frage zu stellen, 
was das Relativitatsprinzip iiber die (makroskopischen) Vorgange in 
bewegten Korpern auszusagen gestattet, wenn man die V orgli.nge in 
ruhenden Korpem als durch die Erfahrung gegeben annimmt. Diese 

173) Vgl. H. A. Lorentz, Art. V 14 dieser Encykl., Nr. 20, p. 190, Gl. (74). 
17') M. 'IJ. Laue, 1. c. Anm 172). 
176) M. Abraham, Theorie d. Elektriziti!.t 2, 2. Aufl. (1908), p. 887. 
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Frage hat Minkowski 176) beantwortet, indem er zeigte, daB aus den 
Maxwellschen Gleichungen 

1 0\8 (F) rot ~ + -- - = 0 div jB = 0 
c ot ' 

(G) 

(H) 

t ~ 1 o~ ~ 
ro 4"> - C ~ = "" 

1l = E~, jB = !Lf;), 

div'll = Q 

3= O"~ 
fUr ruhende Korper und dem Relativitatsprinzip die Gleichungen fur 
bewegte Korper eindeutig folgen. Analog wie bei der vierdimensio­
nalen FormuIierung der Gleichungen der Elektronentheorie faBt man 
zuerst die Gleichungen, welche Ladungsdichte und Strom nicht ent­
halten, zusammen und dann die iibrigen. Dies gibt AniaB zur Ein­
filhrung der beiden Fliichentensoren 

(267) (F'II Fm F'3) = i~, (F2S ' FS17 Fit) = jB 

(268) (H'17 H4~' H4S ) = i1l, (H2S ' HSI1 ~2) = f;) 

und des Vierervektors 

(269) 

mit den zugehorigen Transformationsformeln 

(267 a) 

(268 a) 

(269 a) 

, 
1 ";, ~ "", 
I jB;1 = jBlI' 
\ , 
11);, = 1)'17 
~ 

l f;)~! = f;)1I' 

~' = (@; + ~ [U\8]) .. 
.. Vl- pt 

(!8-~ [U@;J) .. 
jB' = -=c=----'--_ 

.. VI - p' 

, (~ + ~ [U,\)]).L 
1) = -----==---

.. III - p' 

(~ - ~ [U~]) , C.L 
f;).L = Vl-p~ 

1 
(! -- (U~) 

, C 

Q = V1 - fl! . 

Wenn in K' die Materie ruht, ist b die Geschwindigkeit der Ma­
terie in K (im Gegensatz zur Geschwindigkeit u der Elektronen) 

und (J = 3!...-. Die Gleichungen (F), (G) bleiben auch fur bewegte 
C 

176) H. Minkowski, II, 1. c. Anm. 54; siehe auch die Ableitung von A. Ein­
stein nnd J. Laub, Ann. d. Phys. 26 (1908), p. 532, in der vom Tensorkalkiil 
kein Gebrauch gemacht wird. 
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Korper bestehen und schreiben sich 

(270) ~~~ k + ~Ek.I + ?~J~ - 0 
(jx' exi (jxk -

( OF*ik ) 
resp. cxk = 0 . 

(271) 
OHik . 

-J' (jxk - • 

Streng geIten sie nur fiir gleicbformig bewegte Korper und wegen 
der Additivitat der Felder auch bei Vorhandensein von mehreren 
Korpern, die sich mit verschiedellen Geschwindigkeiten gleichfOrmig 
bewegen und durch Vakuumzwiscbenriiume gett-ennt sind. Die An­
naherUDg, mit der die Gleichungen (270), (271) gelten, wird allge­
mein um so groBer sein, je kleiner die Beschleunigung der Materie ist. 

Dber die physikalische Bedeutung der in ihnen vorkommenden 
GroBen ist zu sagen, daB ~, $D bzw. j8, 4) im Vakuum die Kraft auf 
einen in K ruhenden elektrischen bzw. magnetischen Einheitspol sind; 
in ponderablen Korpern haben sie keine unmittelbar anschauliche Be­
deutung. Ferner ist 3, (J auch im System K als Strom und Ladungs­
dichte zu bezeichnen. Die Berechtigung hierzu ergibt sich im Nicht-

leiter, wo 3' = 0 ist, direkt aus (269a), denn hier wird (J = -Vl~ {p' 

also de = (Jd V invariant, und 3 = (J U stimmt mit dem Konvektions-
c 

strom iiberein. Ferner befriedigt Ji allgemein die Kontinuitlitsgleichung 
oJ; 

(272) () Xi = O. 

Deshalb ist 3 allgemein Leitungs- + Konvektionsstrom und fl die 
Ladungsdichte. 

Es ist ferner von V orteil, statt ~, .p die in K gemessenen Krafte 
~*, 4)* auf einen mit der Materie mitbewegten elektrischen bzw. magne­
tischen Einheitspol einzufiihren. Nach (213) und (267 a), (268a) ist 

(273) ~* = ~ +.!. [u~], -iJ* = -iJ -.!. [,,$D]. c c 

1m Gegensatz zu ~,.p haben diese Vektoren auch im Innern der pon­
derablen Korper eine unmittelbare physikalische Bedeutung. Auch die 
Feldgleichungen (270), (271) nehmen durch Einfiihrung von ~*, .p* 
an Stelle von ~, 4) eine einfache und anschauliche Form an. 1st ~ 
ein beliebiger Yektor, so moge die Operation ~ definiert werden durch 

ttf ~nd(1 =J·~"d(Jm), 
wobei iiber eme mit der Materie mitbewegte Fliiche zu integrieren 
ist. Dann wird 

~ = ~~ + U div ~( - rot [U~] 177) 

177) V gl. ll. A. Lorentz, Art. V 13 dieser Encykl., Nr. 4, p. is, G1. (12), ')3). 
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und die l!'eldgleichungen lassen sich schreiben 

(274) 

1 • I roti*= -c~-, 
1 • 

rot.p* = c~ + 311 divi) = Q. 

div~ = 0 

31 bedeutet den Leitungsstrom: 
b 

(275) 3 = ~- + 31• c 

Die Gleichungen (274) gestatten auch ohne weiteres den Ubergang 
zur Integralform.178) Aus den Transformationsformeln (269a) folgt, 
daB die Trennung des Stromes in Leitungs· und Konvektionsstrom nicht 
vom Bezugssystem unabhiingig ist. Auch wenn in K' keine Ladungs­
dichte und blofJ Leitungsstrom vorhanden ist, tritt in K eine Ladungs­
dichte und somit auch Konvektionsstrom auf.178a) Die betreffenden 
Transformationsformeln erhiilt man aus (269a) uml (275): 

(276) 

(277) 

(fiber die elektronentheoretische Begriindung dafur siehe die fol­
gende Nr.) 

Die Gleichungen (F), (G) bzw. (274) bilden nur ein inhaltsloses 
Schema, solange nicht die Verkniipfungsgleichungen, die den Zusam­
menhang zwischen ~*, ~* und i), ~ angeben, hinzugefiigt werden. 
Man findet sie, indem man die bisher noch nicht verwendeten Glei­
chungen (H) heranzieht. Aus (2G7a), (268a), (273) folgt sofort: 

I i)+-~ [U~]=E{(t+~[U~]} =E~*, (278) 
~ - ~ [u~] = I£{ ~ - -~ [ui)]} = I£.p*. 

178) V gl. H. A. Lorentz, Art. V 13, Nr. 6 und Art. V 14, Nr. 33. Die dort 
verwendeten GrllJ3en ~',.tI' sind mit unseren ~., .tI* identisch, und die Gleichungen 
(III' a), (IV' a) 1. c. stimmen mit (274) iiberein. Die Gleichungen (Ill"), (IV") sind 
zwar ebenfalls gleicblautend mit (F), (G), doch ist der Zusammenhang zwischen 
.tI und ~' bei Lorentz ein anderer als der durch die zweite Beziehung (273) ge­
gebene. Dagegen ist seine GrllJ3e ~ mit der unseren identi~ch [vgl. (106) 1. c. 
mit der ersten Gl. (273)]. Siehe auch lJlinkowskis eigenen Vergleich seiner For­
meln mit denen von Lorentz [H. Minkowski, II, 1. c. Anm. iii), § 9]. 

17880) H. A. Lorentz, Alte und neue Fragen der Physik, Phys. Ztschr.11 
(1910), p. 1234; insbesondere p. 1242. M. v. Laue, Das Reiativitatsprinzip, 
1. AuD., Braunschweig 1911, p. 119. 
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Nach ~ und lB aufgelost geben diese Gleichungen bei Elimination von 

~*,~*: ~ = E(l-Pj)(f+(EI'-l) ([~-~J-E: (: (f)} 
l-E/LPj 

(278a) 
lB = 1'(1- P")~ - (EI'-l) ([}(fJ - /L} (~~)}. 

l-EI'P' 

und bei Elimination von ~, .p mittels (273): 

r E {~.- : (: (f*) } -~[I)~*] 
~ = -- 1-pl , 

l lB = I' {~*- : (~~*)} + -~ [I)~.] . 
1 - pi 

~278b) 

Fur unmagnetisierbare Korper (p, = 1) stimmen diese Gleichungen in 
den Gliedern erster Ordnung mit dem von Lorentz angegebenen Zu­
sammenhang von ~, lB mit seinen GroBen ~', sy, die unserm ~*, .p* 
entsprechen, uberein.179) 

Analog wie (278) aus den zwei ersten Relationen (H), geht die 
Differentialform des Ohmschen Gesetzes fur bewegte Korper aus der 
letzten Gleichung (H) hervor. Nach (276), (267 a), (273) ergibt sich 

(279) ~ - 6 '''1---;<!j ~* ~ _ (1 ~* 
Iii - II 1. - tJ ;1' IJ. - V1 P" .L' 

was man auch schreiben kann 

(279a) 

Die Transformationsformel (277) fUr die Ladungsdichte kann jetzt 
auch geschrieben werden 

(>'+(j(:~') (l'+(1(~-~*) 
(277 a) ~ = -----,---- = -~--'-

Vl- P" V1- pi 
Fur die Gleichungen (278), (279) hat Minkowski auch eIDe vier­
dimensional-invariante Schreibweise angegeben: 

(280) 

H;kVk=E~kV\ 

Ff" vk = p. H~ vk oder 

Fik VI + Fkl Vi + F" Vk = P. (H;k VI + Hkl Vi + H/i Vk)l80) 

179) H. A. Lorentz, Art. V 14 dieser Encykl., Nr. 41), p. 227, Gl. (XXXIV"). 
Fiir nnmagnetisierbare Korper ist nach Lorentz 

58 = ~ =,v' + .!. [Ill (f], 
C 

\-gl. 1. c. (XXX'), 80wie Nr. 42. 
180) H. Weyl, Raum-Zeit-Materie, 1. Aufl. 1918, p. HiS, Gl. (46). 
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(281) 

34. Elektronentheoretische Ableitungen. 

~ + (v" J") Vi = - (J F,,, if. 
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Hierbei bedeuten V" die Komponenten der Vierergeschwindigkeit der 
Materie. Um die Richtigkeit dieser GIeichungen darzutun, braucht 
offenbar bloB der Nachweis erbracht zu werden, daB sie filr das mit 
der Materie mitbewegte Koordinatensystem K' in die Beziehungen 
(H) ilbergehen; von letzterem kann man Rich unmittelbar ilberzeugen. 

Jede der drei Relationen (280), (282) stellt ein System von vier 
Gleichungen dar. Die vierte Gleichung ist jedoch eine Folge der 
ilbrigen, denn wenn man (280), (281) skalar mit v' muItipliziert, 80 

verschwinden beide Seiten identisch. 
Die Grenzbedingungen ergeben sich durch Lorentz-Transformation 

aus den Grenzbedingungen filr ruhende Korper. An den Grenzflacben 
bewegter Korper miissen die Tangentialkomponenten von ~* und .\J*, 
sowie die N ormalkomponenten von ~ stetig sein. Dabei ist jedoch 
angenommen, daB tJ stetig ist. Bei einem an das Vakuum grenzen­
den Korper geIten die gleichen Bedingungen, wenn man in dem Aus­
druck (273) filr ~*, .\J*, tJ auf beiden Seiten der Geschwindigkeit des 
Korpers gleichsetzt. Es gilt auch filr die Flachendichte 0) der elek­
trischen Ladung ~n1 - ~nI = 4nO). Diese Bedingungen folgen auch 
direkt aus (274), wenn man verlangt, daB die zeitlichen Anderungen 
der FeldgroBen filr einen mit der Materie mitbewegten Punkt, die 

man durch Anwendung des Operators -tlt + (tJ grad) erhalt, stets end­
lich bleiben miissen. ISI) 

Ebenso wie die Minkowskischen Feld- und Verkniipfungsglei­
chungen aus den entsprecbenden Gesetzen fiir ruhende Korper durch 
eine Lorentz-Transformation hervorgehen, fiihrt nach Ph. Frank18!) 
eine Galilei-Transformation zu den Gleichungen der Hertzschen 
Tbeorie.188) 

34. Elektronentheoretische Ableitungen. Da die Feldgleichungen 
der Elektronentheorie gegeniiber der Lorentz-Gruppe kovariant sind 
und fur ruhende Korper durch Mittelwertsbildung die Maxwellschen 
Gleichungen ergeben, mussen sie filr bewegte Korper notwendig auf 

181) Die Grenzbedingungen in der Minkowskischen Elektrodynamik werden 
diskutiert: bei ..4.. Einstein und J. Laub, Ann. d. Phys. 28 (1909), p. 445 und 
M. t'. Laue, Das Relativitii.tsprinzip, 1. Aufl. 1911, p. 128 und 129. 

If12) Ph. Frank, Ann. d. Phys. 27 (1908), p.897. 
183) E. Henschke, Berl. Dissert. 1912; Ann. d. Phys. 40 (1913), p. 887 und 

1. Ishiwam, Jahrbuch f. Rad. u. Elektr. 9 (1912), p. 660; Ann. d. Phys. 42 (1918). 
p. 986 leiten die Feldgleichungen aus einer Verallgemeinerong des Variations­
pl'inzips (232) her. 
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die Minkowskischen Feldgleichungen filhren. Born l 84.) konnte dies nach 
hinterlassenen Aufzeichnungen von Minkowski in der Tat zeigen, indem 
er die Bewegung der Elektronen als eine variierte Bewegung der 
Materie auffaBte. Aus der ersten Variation ergibt sich die elektrische 
Polarisation, aus del' zweiten ein weiterer Anteil derselben sowie die 
Magnetisierung. 

Es blieb ferner aufzukliiren, wieso Lorentz185) auf Grund der Elek­
tronentheorie zu Gleichungen gelangt ist, welche von den Minkows7:i­
schen verschieden sind. Filr unmagnetisierbare Korper konnte bereits 
Ph. Frank 186 ) nachweis en, daB dies an der Nichtberlicksichtigullg vou 
Lorentz-Kontraktion und Zeitdilatation lag. Die naturgemiiBe Uber­
tragung des Lorentzsehen Gedankenganges ins Vierdimensionale und 
zwar flir beliebig beschafl'ene bewegte Korper gibt Diillenbach 187). Del' 
'l'ensor Fik wird definiert als der Mittelwert des mikroskopischen 
Feldtensors Fw der Stromvektor JI als der Mittelwert des Anteiles 

~ Qo u1 + ~ Qo u~ der Leitungselektronen und der konvektiven La­

dungen. Die Mittelwerte sind zu erstrecken liber "physikalisch un­
endlich kleine" Weltgebiete. Naeh (208) handelt es sich nun wesent­
lich darum, den Mittelwert des Stromvektors Qo u~ der Polarisations­
elektronen zu finden. Dureh eine der Lorentzschen vollig analoge 
Betrachtung, wobei nur an die Stelle der Raumgebiete liberal! Welt­
gebiete treten, ergibt sich 

--. OMik 
(282) Qou~ = oxk , 

wobei Mik zuniichst definiert ist durch 

Mik = Qo Xi Uk. 

Da aber del' Mittelwert von 

Il Xi Uk + 0 x'" ui = Il .d_:If1''' 
~o ,0 ,0 dt: 

versehwindet, kann man setzen 

(283) Mik= ~ QO(XiUk_x"'tti)p. 

Definiert man dann Hik dureh 
(284) Rik = pI: _ Mik, 

so folgt (271) aus (208) durch Mittelwertsbildung. 1st die Geschwin-

184) Minkou·ski-BoTn, Math. Ann. 68 (1910), p. 626; auch separat, Leipzig 
1910; siehe dazu auch A. D. Fokkel·, Phil. Mag. 39 (1920), p. 404. 

185) H. A. Lorentz, Art. Y 14 dieser Encykl., Kap. IV. 
186) Ph. Frank, Ann. d. Phys. 27 (1908), p. 1059. 
187) W. Diillenbach, Dissert. Ziirich 1918; Ann. d. Phys. 68 (1919), p. 523. 
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digkeit der Polarisationselektronen relativ zum Molekwschwerpunkt 
klein gegen die Lichtgeschwindigkeit, so hiingt der Fliichentensor Mil: 

mit der in iiblicher Weise definierten elektrischen Polarisation 

und der Magnetisierung 

~­~ = N £.Jet 

IDl=N~ ~e[r, u] 

(zeitliche Mittelwerte, N = Zahl der Molekiile pro Yolumeneinheit, 
u = Elektronengeschwindigkeit, E erstreckt iiber alle Elektronen eines 
Molekiils) in einfacher Weise zusammen: 

(285) 

R ·s 
1--­

c' 
(v = Geschwindigkeit der Materie). 

Die Definition (284) von Hi" wird dann mit Riicksicht auf 
(267), (268): 
(284 a) ~ = ~ + ~, ,p = ~ - IDl. 
Aus (285) folgen die Transformationsformeln: 

(285a) 

(\l3--~[\)ilRJ) 
~~= R~ 

1~ 

. (IDl+~r\)\l3])~ 
IDl = ----.. -. 

~ 1 11 - v: V c-

1st ein im System K' elektrisch unpolarisiertes Teilchen magnetisieri, so 
ist es in K auch elektrisch polarisiert; ist ein in K' unmagnetisc/tes Tei/­
chen ele7.irisch polarisiert, so ist es in K auch magnetisch. 187 a) Aus diesem 
Grunde ist es nicht sachgemiiB, Magnetisierungselektronen von (elektri­
schen) Polarisationselektronen zu unterscheiden, und wir haben deshalb 
oben beiden denselben Namen Polarisationselektronen gegeben, wobei 
an elektrische und magnetische Polarisation zu denken ist. Man kaUll 
sich von den Formeln (285a) natiirlich auch ohne Beniitzung des 
Tensorkalkiils auf Grund der Definition von ~ und IDl Rechenschaft 
geben. 1st die Substanz Ipeziell so beschaffen, daB im mitbewegten 
System K' ~' = (E -1)(:£;', IDl' = (ft -1),p/, 

187&) H. A. Lorentz, 1. c. Anm. 178a). 
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so folgen wegen der Kovarianz dieser Beziehungen gegeniiber Lorentz­
Transformationen unmittelbar die Tensorrelationen 

r M;k if = - (E-1)FuVk 
(286) 1 M;kV, + Mk,Vi + M/iv,,= (1L-1) (HikV, + H",vi+ Hz/v,,), 
die mit Hille von (284) in (280) iibergehen. Man kann (286) auch 
schreiben 1 I ~ -c[uIDl] = (E - 1) (i* 
(286 a) 

IDl + ~ [u~] = (IL - 1).p*. 

Es bleibt noch iibrig, die Transformationsformeln fiir Ladungs­
dichte und Leitungsstrom theoretisch zu begriinden. Sind N~, N:"', 
u~, u:'" die Anzahl der positiven bzw. negativen Teilchen pro Vo­
lumeneinheit und ihre Geschwindigkeiten, so gilt definitionsgemiiB 

~'= e~N~ - e:"'N:'" 
3,' = e~ N~ u~ - e:'" N:" u:'" und im System K: 
~ = e+N+ - c_N_, 

3, = e+ N+ (u+ - u) - e_ N_ (u_ - u). 

Durch intermediiire Einfiihrung der Koordinatensysteme Kt und K~, 
in den en positive bzw. negative Teilchen ruhen, findet man nun aus 
dem Additionstheoren der Geschwindigkeiten die Beziehungen 

(.u -- u) = (I-P)utl 
d (I)) 1 + etU' , 

(wobei die Indizes + und - weggelassen wurden, weil die Formeln 
fiir beide Indizes vollkommen gleichlautend sind). Hieraus und aus 
der Invarianz der Ladung (e = e') folgt dann sogleich (276) und (277). 
Insbesondere ist also eine elektronentheoretische Erkliirung filr das merk­
wiirdige Allftreten von Ladung in bewegten, stromdurchflossenen Lei­
tern gewonnen.187b) 

35. Impuls-Energietensor und ponderomotorisohe Kraft der 
phii.nomenologisohen Elektrodynamik. Joulesche Wirme. Das Re­
lativitatsprinzip gestattet, aus den Ausdrilcken filr den Impuls-Ener­
gietensor und die ponderomotorische Kraft bei ruhenden Korpem ein­
deutig auf die in bewegten Korpem zu Bchlie6en. Filr die ersteren 
wurden jedoch von verschiedenen Autoren verschiedene Ansiitze ge-

187b) H . ..4. Lorente, 1. c. Ann. 187&). 
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macht, und die Frage, welcher von ihnen vorzuziehen ist, kann Iloch 
nicht als endgiiltig geklarl geIten. Es mogen zuerst diejenigen Er­
gebnisse der Relativitatstheorie besprochen werden, die von der spe­
ziellen Wahl des Ansatzes fur den Energietensor unabhangig sind. 

Energiedichte W, Energiestrom @:I, 1mpulsdichte g und die Span­
nungskomponenten T. t (i, k = 1, 2, 3) wird man wie fUr die Felder 
im Vakuum zu einen Tensor S", zusammenfassen: 

1 
Su: = - T", fur i, k = 1, 2, 3 

(287) (Sw S", SS4,) = icg, (S4.lI S4,J, S4,S) = ~ @:I 

S44.=- w. 
Uber die Symmetrieverhliltnisse dieses Tensors iet zunachst noch nichts 
ausgesagt. Die Gleichungen 

(288) f = div T - g 
(289) °o~ + div <S + Q + A = 0 

geben die ponderomotoriscbe Kraft und den Energiesatz iihnlich wie 
in (D), (E), Nr. 30. In letzterem bedeutet Q die pro Zeit- und Vo­
lumeneinheit entwickelte Joulesche Wiirme, A die pro Zeit- und Vo­
lumeneinheit geleistete Arbeit 
(289a) A = (fu). 

1m Koordinatensystem K', in welchem die Materie im betreffenden 
Augenblick gerade ruht, verschwindet A. NaturgemaB wird man (288), 
(289) zur vierdimensionalen Vektorgleichung 

OSk 
(290) r. = - -~~--

zusammenfassen. Die Komponenten r. haben dann die Bedeutung: 

(291) «(11 (" t;) = f, f, = ; (Q + A)_ 

Daraus folgt, daB r. hier nicht auf v' senkrecht steht, vielmehr ist 

(292) 

Da die rechte Seite von (292) ebenso wie die linke invariant sem 
muB, folgt die Transformationsformel 

(293) Q = Q' Y1={fll. 
Sie gilt wegen der 1nvarianz des vierdimensionalen V olumens auch 
fiir die gesamte bei einem bestimmten Vorgang entwickelte Wiirme 
in Ubereinstimmung mit der relativistischen Thermodynamik (vgl. 
Nr. 46) und erscheint hier a1s eine Konsequcnz der Forderung, daB 
die Kraftdichte in der durch (288) angegebenen Weise aus Spannungs-
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tensor und Impulsdichte abgeleitet werden kann, im Verein mit dem 
Tensorcharakter von Sil;' 

Die Tatsache, da8 f; vi von Null Terschieden iet, itihrt zu einem 
eigentiimlichen Dilemma. Die Bewegungsgleichungen konnen niimlich 
nur dann die Form (221) haben: 

dv. 
Jlo -(j~' = f;, 

wenn (f; Vi) = 0 ist, do. die linke Seite, skalar mit v, multipliziert, 
identisch verschwindet. Man stebt also vor der Alternative, entweder 
die Gleichungen (290) ffir die Viererkraft oder die Bewegungsglei­
chungen (221) fallen zu lassen. MinkowskiJ68) beschritt den erstge­
nann ten Weg. Er fiihrt jedoch zu einer von (293) verschiedenen 
Tra.nsformationsformel ffir die Joulesche Wiirme und somit zu einem 
Widerspruch mit den Forderungen der relativistischen Thermodynamik. 
Die richtige, von Abraham189) herriihrende Formulierung ist folgende: 
In der allgemeinen relativistischen Dynamik wird gezeigt, da8 jeder 
Energie triige Masse zugeschrieben werden mu8 (siehe Nr.41 u. 4:2). 
Wird also Wii.rme entwickelt, so bleibt die Ruhmassendichte nicht 
konstant und die Bewegungsgleichungen miissen geschrieben werden 

d 
(294) d-r(Jlovj)=f;. 

Hieraus folgt mit Riicksicht auf (292) durch skalare Multiplikation 
mit Vi 

(295) 

also 
(2950.) 

d:; = - :. (f;v~ = + ~ V1 ~_PI' 
dl'o Q 
Tt=c' 

im Einklang mit dem Satz von der Triigheit der Energie (Nr. 41). 
Aus (294) ergibt sich die bemerkenswerte Tatsache, da8 die Ge­

schwindigkeit eines Korpers sich nicht immer zu iindern braucht, wenn 
auf ihn eine Kraft wirkt.190) Betrachten wir z. B. ainen in K' ruhenden, 
stromdurchflossenen Leiter. Do. der stationiire Strom (vom System K' 
beurteilt) im ganzen auf ihn keine Kraft ausfibt, bleibt er in Ruhe. 

188) H. Minkowski, It 1. c. Anm. 64). 
189) M. Abraham, Rend. Pal. 28 (1909), p.lj Tgl. Bouch die Dilkus.ion zwi­

schen Abraham und Nordstriim:. G. Nordstrom, Phys. Ztschr. 10 (1909), p. 681j 
M. Abraham, Phys. Ztschr. 10 (1909). p. 787j G. Nordstriirll, Phys. Ztschr. 11 
(1910), p. 44.0j M. Abraham, Phys. Ztschr. 11 (1910), p. 627. Die NorclBtriimschen 
Einwil.nde lassen sich nicht aufrechthalten. 

190) M. v. LGu,e, Das Relativititsprinzip, 1. Ad., Braunschweig 1911, p. 142. 
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Dennoch wirkt nach (294) im System K eine Kraft auf ihn. Ein 
analoger Fall begegnete uns bereits in Nr. 32 E). 

Wir kommen nun dazu, die verschiedenen Ansatze fiir den lm­
pulsenergietensor Sik zu diskutieren. Was zuniichst ruhende Korper 
betrifft, so stimmen aIle Autoren darin iiberein, daB fiir hysteresefreie­
Medien Energiedichte W und Energiestrom e; gegeben sind durch 

(296) W = t (((~i) + (.p5B)} und e; = c[~.pJ. 

Wiihrend aber Maxu:ell und Heaviside 191) fiir den Spannungstensor T' 
(des dreidimensionalen Raumes) den Ansatz machten: 

(297) Tik= ~ji).l:- t(~~)6/ + .p;5Bk - H.p5B)6/, (i,k= 1,2,3) 

akzeptiert Hertz 191) den in i und k symmetrischen Ausdruck 

(298) Tic =t(~;~k + ~ki);) - tc~i)6/ +H-Pi5Bk + .pk 5Bj) 
-t(.p5B) 6;1, 

del" sich in anisotropen Medien (KristalIen) von (297) unterscheideL 
Ebenso sind auch fiir die lmpulsdichte g zwei Ansii.tze moglich. Ent-­
weder 
(299) 1 

g=c[i)5B], 

was III homogenen, isotropen Medien nach (296) auch 

(299a) g = :~ e; 
geschrieben werden kann. Oder 

(300) g = : [~.t)] = ~i e;. 

Sind die Ausdriicke fUr W, e;, T, g in ruhenden Korpern vor­
gegeben, so sind die entsprechenden Ausdriicke fill' bewegte Korper 
eindeutig bestimmt, da die Komponenten eines Tensors in irgend­
einem Koordinatensystem aus den Werten derselben in einem Ko­
ordinatensystem ableitbar sind. Entsprechend del" vorangestellten 
Zweideutigkeit im Ansatz von Till und g hat man bisher ffir den. 
Tensor SiI' hauptsachlich die folgenden Ansiitze diskutiert. 

1. Del' Ansatz von Minkowski. 19!) Er stiitzt sich auf die Aus­
driicke (297), (299) fiir ruhende Korper. Wie leicht nachzuweisen-­
ist, wird dann 
(301) S/, = F;rHcr - tHr,Fr<6/" 

191} Wegen der Literatur vgl. man H. A. Lorentz, Art. V 18 dieser 
EncykL, Nr, 23. 

192} H, Minkowski, Abb, II, 1. c. Anm. 54}. Zu den gleichen AUldriicken 
fiir SiC gelangten auch G. Nordstrom, Dissert. Helsingfors 1908 und auf Grnnd 
eines Variationsprinzips J. Ishiwara, Ann. d. Phys. 42 (1918), p. 986. 
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«nil die Ausdriicke (296), (297), (299) bleiben auch in bewegten Korpern 
gUltig. Auch bleibt die im Vakuum giiltige Relation (223) 

(223) S/ = 0 
bestehen. 

Die Viererkraft ~ ergibt sich aus S/, gemaB (290). 1m Ruh­
system K' haben ihre Komponenten die Werte 

(302) (!t', ft', fs') = (>'~' + [~,'~'], f.' = i(~,' ~). 

Es muS noch erwahnt werden, daB Diillenbach 193) auf Grund einer 
allerdings nicht zwingenden elektronentheoretischen Uberlegung gleich­
falls den Minkowskischen Impulsenergietensor abgeleitet hat, und zwar 
gibt er ihn in einer auch fur belie big inhomogene und anisotrope 
Medien gultigen Form an. Auf eine zweite Weise leitet er ihn aus 
einem Wirkungsprinzip ab, das ihm auch die Feldgleichungen ergibt.194) 

2. Der Ansatz von Abraham. 19S) Die Unsymmetrie des Min­
kowskischen Ausdruckes (301) filr den Impulsenergietensor fuhrt zu 
sehr merkwurdigen, der Erfahrung allerdings nicht direkt wider­
sprechenden Folgerungen. Z. B. treten Drehmomente auf, welche nicht 
durch eine Anderung des elektromagnetischen Drehimpulses kompen­
siert werden. Abraham 195) hat deshalb einen symmetrischen Impuls­
energietensor konstruiert, indem er fur ruhende Korper die Ausdrilcke 
(298), (300) annimmt. Dies fiihrt in homogenen, isotropen Medien auf 

(303) 1
St" = HFirHler + H.rF"r) - i Fr,Hr'6," 

- t (EfL - 1) (vi.Ql + v".Qr) 
= F. Hkr -1.F HrI~." - (Ell. - 1) .Q.v" tr 'r. , r • 

= II, Fler - l.F Hr'~." - (Ell. - 1) v.,Q,k 
Ik 'rs 1& r I· 

Der schon bei Minkowski vorkommende "Ruhstrahlvektor" ai ist 
dabei definiert durch 

(304) F - F if H - H v" at - v F I HikVI + HklVi + Rlivk } i-I'" i - i.t' -" I . 

In dem mit der Materie mitbewegten Koordinatensystem K' haben 
die Komponenten der hier vorkommenden Vektoren die Werte 

{ (F1', F2', F s') = ~', F4' = 0; (Ht', H:4', Hs') = i)', H4,.' = 0, 
{304a) (at' at', as') = c@3', a,' = O. 

Die IdElntitii.t der drei Ausdrilcke (303) folgt aus ihrer Ubereinstim­
mung im Ruhsystem K'. Die Relation (223) ist hier gleichfalls giiltig. 

193) W. Diillenbach, 1. c. Anm. 187). 
194) W. Diillenbach, Ann. d. Phys. 69 (1919), p.28. 
196) M.Abraham, Rend. Pal. 28 (1909). I. c. Anm. 189) und ebenda SO (1010). 

p. sa. Theorie d. Elektrizitat 2, S. AuH., Leipzig 1914, p. 298 If .• i 38, 89, 
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Fiir bewegte Korper geIten hier die Ausdriicke (296), (298), (300) fiir 
W, @l, Tw 9 nicht mehr, Abraham l95) hat die betreffenden Ausdriicke 
sowie auch den fiir die ponderomotorische Kraft explizite ausgerechnet. 
Die bier verwendete vierdimensional invariante Formulierung riihrt 
von GrammeP96) her. In der ponderomotorischen Kraft in ruhenden 
Korpern tritt beim Abrahamschen Impulsenergietensor zu (303) noch 
der Zusatzterm Ell- - 1 i) 6 

ci-Tt 

hinzu. Wegen der Kleinheit dieses Terms dilrfte es kaum gelingen, ein 
praktisch ausfiihrbares experimentum crucis zwischen den beiden An­
satzen anzugeben. Es sei noch erwlihnt, daa Laue l97) sich den Abra­
hamschen Annahmen anschIieBt. 

Ein sehr gewichtiges Argument fiir die Symmetrie des phlino­
menologischen Impulsenergietensors scheinen uns folgende, gleichfalls 
von Abraham 198) herriihrende elektronentheoretischen Erwiigungen zu 
sein. Die Viererkraft ist als Mittelwert der mikroskopischen Vierer­
kraft aufzufassen, also nach (290) auch der Impulsenergietensor als 
Mittelwert des mikroskopischen.199) Bei der Mittelwertsbildung geht aber 
die Symmetrieeigenschaft eines Tensors nicht verloren [ebensowenig wie 
das Bestehen der Relation (223)]. 

3. Der Ansatz von Einstein und Laub. 200) Zu einem sowohl 
von dem Minkowskischen als auch von dem Abrahamschen Ansatz 
fiir die ponderomotorische Kraft in ruhenden Korpern (und somit 
auch fiir den Impuisenergietensor) vollkommen verschiedenen Ergebnis 
kommen Einstein und Laub. Sie finden nlimlich, daB sich die be-
obachtete Kraftdichte f = [~,58J 

auf einen ruhenden, stromdurcbflossenen Leiter zusammensetzt aus 

einer Oberfllichenkraft (1 - ~) [~'~a] (~a = magnetische Feidstlirke 

des auaeren Feides) und der Kraft 

f = [3'~i], 
die als die eigentliche Volumkraft anzusprechen ist, im Gegensatz zur 
Gleichung (303), nach der die Volnmkraft [3,58J ist. Der Impuls­
energietensor, den die genannten Autoren angeben, ist eben falls dem-

196) R. Grammel, Ann. d. Phya. 41 (1913), p. 670. 
197) M. fl. Laue, Das Relativitatsprinzip, 1. Aufi., Braunschweig 1911, 

§ 22, p. 136ff. 
. 198) M. Abraham, Ann. d. Phys. 44 (1914), p. 637. 

199) Die Einwendungen, die DiiUenbach [1. c. Anm. 187)] dagegen erhebt, 
.cheinen nicht stichhaltig. 

200) A. Einstein und J. Laub, Ann. d. Phys. 26 (1908), p. 641. 
Enoyklop. d. math. Wi .. enl.h. V t. 44 
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entsprechend zu modifizieren. Die tJberlegungen VOll Einstein und 
Laub wurden jedoch von Gans 1lO1) angefochten.lOl) 

36. Anwendungen der Theorie. ct) Die Versuche 'Von Rowland, 
ROntgen, Eichenwald und Wilson. Die Erklarung der genannten Ve1'­
suche kann die Relativitatstheorie au. der Elektronentheol'ie!OS) voll­
kommen iibernehmen, soweit es sich um unmagnetisie1'ba1'e Korpe1' 

handelt und soweit GroBen hOhe1'er Ordnung in ~ vernachiassigt 

werden konnen.IM) Die Ietzte1'e Vernachiassigung moge zunachst auch 
hier beibehalten werden, dagegen sollen beliebige Werte fur die Per­
meabilitiit p. zugelassen werden. In der Ausdehnung der Theorie auf 
magnetisierbare Korper ist ein wesentlicher Forlschritt zu erblicken, 
den die Elektrodynamik von Minkowski hier gebracht hat. 

Der Versuch von Rowland weist nach, daB der Konvektionsstrom 
dasselbe magnetische Feid erzeugt wie ein Leitungsstrom von der 

Starke Q :. Seine Erklarung folgt unmittelbar aus den Feldglei­

chungen (G) und den Transformationsformeln (2690.) fur den Strom 3. 
Wenn er friiher als ein Argument fiir die Existenz des Ithers heran­
gezogen wurde, so muB dem vom relativistischen Standpunkt entgegen­
gehalten werden, daB er bloB die von der Relativitatstheorie geforderte 
A bhiingigkeit der Zeriegung des elektromagnetischen Feides in einen 
elektrischen und einen magnetischen Teil vom Bezugssystem beweist. 

RontgenslOS) Versuch besteht in dem Nachweis, daB bei der Be­
wegung eines Dielektrikums in einem elektrischen Feld an dessen Be­
grenzung ein Flachenstrom auf tritt, der ein magnetisches Feid erzeugt. 
Eichenwald zeigte hernach, daB seine GroBe 

(3050.) i=Pi$i =(J(E-l)i(ii 

betrigt, wo ~ die Polarisation des Dielektrikums bedeutet. Bei del' 
praktischen Ausfiihrung des Versuches rotiert das Dielektrikum zwischen 
den Platten eines Kondensators. Doch ist es jedenfalls mit weit­
gehender Naherung zulassig, die Theorie fur gleichfol'mig bewegte 
Korper auf diesen Fall zu iibert1'agen. Sei also ein Dielektrikum 

201) R. Gans, Uber das Biot-Savartsche Geaetz, Phya. Ztschr. 12 (1911), p.806. 
202) Die Augabe von Gram",el [1. c. Anm. 196)], die Ausdriicke von Ein­

stein und Laub fiir die ponderomotoriache Kraft widersprll.chen dem Relativitil.ts­
priuzip, ist uurichtig, da diese Ausdriicke uur fUr das Ruhsystem K' Giiltigkeit 
beansprucheu. 

208) Vgl. H. A. Lorentz, Art. V 13 dieser Eucykl., Nr.17 und Art. V H, 
Nr. 8.. Daselbat IUtere Literatur. 

204) Vgl. dazu auch A. Weber, Phya. ZtBchr. 11 (1910), p. 184. 
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paraUel den Kondensatorplatten bewegt, (in = Ii) die Flachendichte der 
(freien) Ladung auf denselben. Da 18 quellenfrei ist und im AuBenraum 
mit ~ ilbel'einstimmt, genilgt es, die Wirbel von 18 zu untersuchen. 
Da wir es hier femer mit einem stationliren Feld zu tun haben, sind 
nach (F), (G), (i und oP wirbelfrei. Wir wollen nun GroBen von 

hOherer Ordnung in -:- konsequent vemachllissigen. Mit Rilcksicht 

darauf, daB ~ und 18 selbst GroBen erster Ordnung sind, folgt dann aus 
(278 a) i) = E(i 

18 = PoP - (Ep - 1) [: (i} 

Der Wirhel von 18 ist also bestimmt durch den Wirbel von (E I' -1) [: (iJ, 

der sich hier auf einen Fllichenwirbel j reduziert vom Betrag 

(305 b) I j I = ,i(Ep - 1) I (i I, 
wo I (i I del' Wert von (i im lnnern des Dielektrikums ist, und von 
del' Richtung von u. Filr I' = 1 reduziert sich dies auf den Wert 
(~05a) del' Elektronentheorie. FUr magnetisierbare Korper warde del' 
Effekt nicht untersucht. 

Das Gegenstiick zum Versuch von Eichenwald ist del' von H. A. Wil­
son. 105) Zwischen den Platten eines kurzgeschlossenen Kondensators 
rotierte ein dielektrischer Zylinder in einem parallel zu den Konden­
satorpJatten gerichteten Magnetfeld. Es zeigte sich eine Aufladung 
der Platten. Wir ersetzen wieder die Rotation durch eine geradlinige 
Bewegung, und zwar moge sie parallel zu den Platten, abel' senkrecht 
auf dem Magnetfeld erfolgen. Nach (F) liiBt sich (i zuniichst aus 
einem Potential fIJ ableiten. Da nun die Platten kurzgeschlossen waren, 
folgt fIJI - fIJI = 0 und somit aucll (i = 0, und i) giht direkt die ge­
suchte Ladungsdichte ro. Die Grenzbedingungen verlangen in diesem 
Fall, daB ~ keinen Sprung erfahrt. Nach (278a) wird also 

(306 a) (I) = ~1'_=-_lHH:l '" (Ep - l){jH. 
1- ep.{tt 

Fiir unmagnetisierbare Korper folgt das Ergebnis der Elektronentheorie 

(306b) ro = (E - 1){j1I. 

206) H. A. Wilson, Phil. Trans. (A) 204 (1904), p. 121. Ober einen ii1~('ren 
nega.tiv verlaufenen Versuch von Blondlot mit Luft als Dielektrikum Bowie iihrr 
den Standpunkt der il.lteren Elektronentheorie vgl. 1I. A. Loren'z, Art. V 13 
dieser Encykl., Nr.20; Art. V 14, Nr. 41). Ober die Di~kus8ion des Wilsonschen 
Versuches vom Standpunkt der Relativitittstheone siehe A. Einstein und J. Laub, 
I. c. Anm. 176); M. v. Laue, Das Relativitittsprinzip, 1. AuO., Braunschweig 1911, 
p. 129f.; H Weyl, Rnum-Zeit-Materie, 1. Aufl., Berlin 1918, p. 166. 

44· 
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H. A. und M. Wi1son 308) ist es gelungen, den Effekt auch an einem 
magnetisierbaren Isolator, den sie sich durch Einbetten von Stahl­
kugeln in Siegellack kiinstlich herstellten, zu messen. Das Ergebnis 
bestiitigt den relativistischen Wert (306 a) fiir die Ladungsdichte. 

Die altere Hertzsche Theorie gibt statt (305a) und (306a) die 
mit der Erfahrung unvertraglichen Werte 

I i I = f3 @:: und (jJ = f3 H. 

p) Widers{and und lnduktion in bewegten Leitern. 207) A uf Grund 
von (279) findet man, daB fiir ein endliches bewegtes Leiterstiick 

(307) 

wo Ro den Ruhwiderstand des Leiters und J = i 3. q bedeutet. Die 
durch (280) gegebene Veranderung der Leitfahigkeit wird namlich 
durch die Veranderung der Drahtlange und des Drahtquerschnittes 
infolge der Lorentz-Kontraktion bei der Berechnung des Widerstandes 
gerade kompensiert. So stellt sich der Versuch von Trouton und 
Rankine S08 ) von einem bewegten System K aus gesehen dar. Das In­
duktionsgesetz fiir bewegte Leiter folgt aus der ersten Gleichung (274) zu 

(308) j(@:*da) = ddt jlJ3n dIJ, 
dagegen ist 

j@:d~ =f= ddt jlJ3.dIJ. 

Aber (308) ist auch durchaus in tJbereinstimmung mit del' Erfahrung, 
da nach (279) nicht @:, sondern Q;* den Leitungsstrom bestimmt. 

r) Die Ausbreitung des Lichtes in bewegten Medien. Milfuhrungs­
koeffizient. Versuch von Airy. Urn die Gesetze der Lichtausbreitung 
in bewegten Medien zu finden, ist es nicht notig, auf die Feld­
gleichungen zuriickzugreifen. Vielmehr miissen sie sich direkt aus 
den Gesetzen fiir ruhende Korper durch Lorentz-Transformation er­
geben. Wir betrachten zunachst ein nicht absorbierendes Medium. 
Die invariante Lichtphase ist wieder durch (252) gegeben, wobei jetzt 
11 die Komponenten hat: 

(309) 1; = (: cos (x, 
~. 0 i~) - sm (X -_. 

U' "c ' 

wenn die z-Achse senkrecht zur Korpergeschwindigkeit und zur 

206) H. A. u. M. Wilson, Proc. Roy. Soc. (A), 89 (1913), p. 99. 
207) Man vgl. hierzu M. Abraham, Theorie d. Elektrizitl1t 2, 3. Aufl., Leipzig 

(1914.), p 388; M. v. Laue, Da.s Relativitll.tsprinzip, 1. Aufl., Braunschweig {1IIll), 
p. 126f.; H. Weyl, Raum-Zeit-Materie, 1. Aufl., Berlin (1918), § 22. 

208) F. T. Trouton und A. O. Rankine, 1. c. Anm. 16). 
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Wellennormale gelegt wird. 1m mitbewegten System Ie ist speziell 

(310) I C 
Ui =-. 

n 

Daraus folgen die Transformationsformeln 

(:3lla) 

(:311 b) 

v . 
1 + ---, COB ct • 

I W V=V --.. __ _ 
yl- ~! 

'JI I"; COB a' + Pic 'JI. 'JI. I 
- COS it = V IV - Sill it = ---, sm ct 
w m w VI - p' 

1 -------.!., COB a' + Pic 
1 IV 

----;- Bin a'V l - (1' 
1. It: 

- COS a = -----, -SIn a = - .. --­
IV v, 

1 + Wi COBa 
IV 

t sina'~ 
g u-- Pll" 

COS ct' +--
c 

+ v , 
1 u-' COS a 

(311 c) W = c- 1 + (1n COB ct' 

V(n COS a' + (1r+ n' Bin! a'(I- (1!) 

Die Relation (311 a) gibt den Dopplerefi'ekt, (311 b) die Aberration, 
(311c) den Mitfiihrungskoeffizient. Sie stimmen in Gliedern erster 
Ordnung mit den Ausdriicken del' alteren Theorie iiberein. Letztere gibt 

(31ld) W = ~ + r(1-~) cos a'. 

(Uber den EinfluB del' Abhangigkeit des Brechungsindex von der 
Wellenlange siehe Nr. 6.) Das Brechungsgesetz an bewegten Grenz­
fliichen mBt sich ebenfalls durch Lorentz-Transformation aus dem fiir 
ruhende Grenzfliichen gewinnen, filhrt aber zu verwickelten Formeln. 

Es ist hier auch das experimentelle Ergebnis von Airy 2(8) zu be­
sprechen, wonach del' Aberratiollswinkel sich nicht iindert, wenn man 
das Fernrohr mit Wasser filnt. Die iiltere Theorie 209) muJ3te, um ihn 
zu erkliiren, ziemlich umstiindliche Betrachtungen anstellen, ds sie den 
Vorgsng von einem Bezugssystem aus beschreiben muBte, relativ zu 
dem sich der Beo bachter (die Erde) bewegt. Betrachtet man ihn je­
doch von einem mitbewegten System aus, so ist das Airysche Resultat 
vom relativistischen Standpunkt aus selbstverstiindlich. Richtet man 
niimlich das Fernrohr auf den scheinbaren Ort des Fixsterns, so fallen 
die von diesem entsandten Lichtwellen senkrecht auf dieses auf. Fiillt 
man es nun mit Wasser, so miissen sich dann auch die Lichtwellen 

208) G. B. Airy, Proc. Roy. Soc. 20 (1871), p. 35; 21 (1873), p. 121; Phil. 
Mag. 4.8 (1872), p. 310. 

209) Vgl. H. A. Lorentz, Arch. neer!' 21 (188;), p. 103 [Ges. Abh. XIV, 
p. 341], daBelbBt altere Literatur. 
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im Wasser senkrecht zur Grenzfliiche ausbreiten. Del' Airysche Ve1"­
such yom mitbewegten System (Erde) aus gesehen, zeigt also yom 
relativistischen Standpunkt aus nur die triviale Tatsache, daB beim 
E infalls winkel 0 (senkrechte Inzidenz) auch der Brechungswinkel 0 ist. 

Man bemerkt, daB die Relationen (311 b, c) dem Additionstheorem 
der Geschwindigkeiten nicht entsprechen. BloB filr a = 0 ergibt sich 
Ubereinstimmung mit demselben (vgl. Nr.6a). Laue UO) fiihrt dies 
auf die Verschiedenheit der Richtung des Strahles und der Wellen­
normale zuriick. Definiert man die Strahlgeschwindigkeit der Rich­
tung und GroBe nach durch 

(212) \t't = ~ 
(® = Poyntingscher Vektor, W = Energiedichte), 

so sollen die Transformationsformeln fiir die Komponenten von WI 

dem Additionstheorem der Geschwindigkeit streng genii gen. A us del' 
Rechnung von Scheye!1l) geht hervor, daB dies in del' Tat der Fall 
ist, wenn man den Jj[inkowskischen unsymmetrischen Impuls-Energie­
tensor zugrunde legt. Aus dem Energiesatz folgt iiberdies in diesem 
Fall, daB die Phasengeschwindigkeit w gleich wird der Komponente 
der Strahlgeschwindigkeit in der Richtung der Wellennormale_ Legt 
man jedoch den Abrahamschen Tensor (304) zugrunde, so werden 
die Verhiiltnisse komplizierter und das Additionstheorem der Ge­
schwindigkeiten gilt auch nicht fiir die Strahlgeschwindigkeit. 

Die Verallgemeinerung filr absorbierende (leitende) Medien bietet 
prinzipiell nichts Neues. Es mag nur erwiihnt werden, daB nach 
(277 a) eine im bewegten Leiter fortschreitende Lichtwelle mit einer 
periodisch veriinderlichen Ladungsdichte verbunden ist. 

0) Signalgeschwindigkeit und Phasengeschwindigkeit in dispergieren­
den Medien. In dispergierenden Medien kommt der Fall vor, daB die 
Phasengeschwindigkeit einer Lichtwelle ~ c ist. Dies scheint der 
Forderung der Relativitiitstheorie zu widersprechen, daB keine Wirkung 
sich mit Uberlichtgeschwindigkeit ausbreiten kann (vgl. Nr. 6). Diese 
Schwierigkeit wurde durch eine Untersuchung von Sommerfeld21!) be­
seitigt, in der auf Grund der Elektronentheorie nachgewiesen wird, 
daB der Wellenkopf sich immer mit der Vakuumlichtgeschwindigkeit 
c ausbreitet, die Moglichkeit, mit Uberlichtgeschwindigkeit Signale zu 
geben aillo in Wirklichkeit nicht vorliegt. Vervollstiindigt wurde 

210) M. v. Laue, Da.s Relativitatsprinzip, 1. Anfi. (1911), p. 134. 
211) A. Scheve, tJber die FortpfJ.anzung des Lichtes in einem bewegten Di­

elektrlkum, Ann. d Phys. 80 (1909), p 806. 
212) A. Sommerfeld, Heinr.-Weber-Festschrift; Phys. Ztschr. 8 (1907), p. 841; 

Ann. d. Phys.44 (1914), P 177_ 
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dieses Ergebnis lloch durch BrillouintlB), der zeigte, daB abgesehen 
vom Absorptionsgebiet del' Hauptteil des Signals sich mit der 
Gruppengeschwindigkeit allsbreitet. 

c) Meohanik und allgemeine Dynamik. 
37. Die Bewegungsgleichungen. Impuls und kinetische Energie. 

Die relativistische Mechanik!lSa) geht von del' Annahme aus, daB in 
einem Koordinatensystem K ', in welchem ein Massenpunkt im be­
treffenden Zeitmornent ruht, die Bewegungsgleichnngen 

d' • 
(313) mo dt~t = ~. 

der alten Mechanik zu Recht bestehen. Das Relativitiitsprinzip ge­
stattet dann in eindeutiger Weise auf die Bewegllngsgesetze in irgend­
einem anderen Kool'dinatensystem K zu schlieBen, indem man einfach 
auf (313) eine Lorentz-Transformation ausuht. Damit ist abel' noch 
nicht bestimmt, was man als Kraft irn System K definieren soil, da 
in den drei Bewegungsgleichllngen ein gemeinsamer Faktor, der in 
beliebiger Weise von del' Geschwindigkeit abhangen kann, zuniichst 
willkurlich bleibt. Bier giht es zwei wesentlich verschiedene Wege, 
urn diese Unbestimrntheit zu beseitigen. 

Entweder man macht eine Anleihe bei del' Elektrodynamik. Ak­
zeptiert man namlich den Lorentzschen Ausdruck fUr die pondero­
motorische Kraft fur beliebig schnell bewegte Ladungen, so ist damit 
auch ein Transformationsgesetz fiir die Kraft gegeben (vgl. Nr. 29). 
DaB sich aile Krafte in derselben 'Veise transformierell, folgt daraus, 
daB zwei Kriifte, die sich im System X' aufheben, sich auch in jedem 
anderen System K aufheben mussen. Die Formeln (213), (214), (215) 
lassen sich sofort fur beliebige Krafte verallgemeinern. An Stelle von 
(217) tritt del' Vierervektor Kraftdichte-Leistungsdichte: 

(314) ([11 f", fa) = f, f4 = i(f ~) , 
del' auf der Vierergeschwindigkeit senkrecht steht: 

(315) ",u" = O. 

213) L. Brillouin, Ann. d. Phys. 44 (1914), p. 203. 
2130.) Wenn im folgenden von relativistischer Mechanik die Hede ist, so 

ist damit stete die Mechanik der speziellen Relativitlttstheorie, also die Mechanik 
der T.orentzgruppe gemeint. Gegen die Verwendung des Wortes .. relativistische 
Mechanik" in diesem Sinne lieJSe sich einwenden, daB die klassische Mechanik 
auoh relativistisch ist, do. sie ja dem Relativitil.tspostulat geniigt. Es hat jedoch 
das Wort relativistisch bereite vielf'aoh die spezifische Bedeutung .. relativ gegen­
iiber der Lorenbgruppe" bekommen, wie dies ja auch im Terminus spezielle 
Relativitll.tetheorie selbst der Fall ist. 
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Dann geIten wieder die Bewegungsgleichungen 
d!Xi. du-

(316) flo d'r-!- = r oder flo d'r' = t;, 
in der !Lo die (invariante) Ruhmassendichte bedeutet. Man kann auch 
die durch (219) definierte 1I1inkowskische Kraft Ki einfiihren und die 
Bewegungsgleichungen in der Form (220) schreiben. 

Aus den Gleichungen 

(317) I fl.dt (mu) = Sl 
und 

d 
dt mc2 = (stu) 

folgt, daB der Impuls 

(318 a) 

gegeben ist durch 
Itt ?no 21') 
\V = mu = ---==-~ U ~ 

VI-~t 
und die kinetische Energie durch 

• tno C' 
Ekin = mc· + konst = :;;=-==-"-.0 + konst 

vI -~. -

Man konnte daran denken, die Konstante so zu bestimmen, daB Ekin 

fiir einen ruhenden Massenpunkt verschwindet. Es erweist sich jedoch 
als praktischer, die Konstante gleich Null zu setzen. Die Energie 
des ruhenden Massenpunktes wird daun moc2 und allgemein 

(318b) E = mc2 = .~~_~ . 
VI -~. 

FUr kleines (j folgt daraus durch Potenzentwicklung 
E = moc2(1 + t{j2) = Eo + tmov2 

in Ubereinstimmung mit der alten Mechanik. Die ZweckmiiBigkeit 
der hier getroffenen Festsetzung wird durch die Bemerkung ersicht· 
lich, daB dann die GroBen 
(3lf)) (Ju J2, J s) = c@, J. = iE 
die Komponenten eines Vierervektors bilden. Es ist niimlich 
(320) Jk = mOcuk. 

Daraus folgt weiter, daB fiir unsere GroBen @, E genau die gleichen 
Transformationsformeln geIten, wie fiir Impuls und Energie eines ab­
geschlossenen, kraftefreien, elektromagnetischen Systems (Lichtwelle), 

vgl. (228): f G -. v. E 
I x c! 

G,. = --,-.-=._ccc=-, G,,' = Gy , G.' = G. 
(321) VI -~. l E' = E --._vG!'. 

VI -~. 
mit den entsprechenden inversen Formeln. Sie geIten auch fUr Im­
puIs und Energie eines Systems von kraftefrei bewegten Massenpunkten. 

214) lrC. Planck, 1. c. Anm. 129). 
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Die Bewegungsgleichungen sowie die Ausdriicke flir Impuls und 
Energie der relativistischen Mechanik gehen fUr kleine Geschwindig­
keiten in die der alten Mechanik liber, wie das von vornherein zu 
erwarten ist. Es gilt aber noch mebr: Die Abweichungen der rela­
tivistiscben Mechanik von der gewohnlichen sind von zweiter Ordnung 

in '1). Darin miissen wir mit Laue!1h) den Grund dafiir erblicken~ 
c 

daB die altere Elektronentheorie, die auf der gewohnlichen Mechanik 
fuBt, aile Effekte erster Ordnung richtig erklaren konnte. 

Minl;:owski 215) hat auch noch eine andere wichtige Darstellung 
der Bewegungsgleichungen (316) gegeben. Wir flihren den kinetischen 
Impulsenergietensor ()il: ein durch die Relation 

(322) ()il: = /Lo UiUl;' 

Seine raumlichen Komponenten stellen den Tensor des Impulsstromes, 
die gemischten (bis auf den Faktor ic) die Impulsdichte, die zeitliche 
die Energiedichte dar. Zufolge der Kontinuitatsbedingung 

(323) () ~o;k = 0 

schreiben sich dann die Bewegungsgleichungen lD der Form 
(}Ol_ 

(324) aXt - (;. 
Es sei hier auch hervorgehoben, daB aus den Bewegungsglei­

chungen (317) sich flir die Bewegung eines Massenpunktes unter dem 
EinfluB einer konstanten Kraft die in Nr. 26 besprochene Hyperbel­
bewegung ergibt. 

38. Von der Elektrodynamik unabhii.ngige Begriindung der 
relativistillchen Mechanik. Das Unbefriedigende an del' vorstehenden 
Ableitung ist, daB sie eine Anleihe bei der Elektrodynamik notig hat. 
Es ist deshalb von Wichtigkeit, daB Lewis und Tolman 215a) noch eine 
andere Ableitung gegeben haben, die von der Elektrodynamik keinen 
Gebrauch macht. Bei ibr erscheint nicht der Kraftbegriff, sondern 
der Impulsbegriff als das primare. Es wird postuliert, daB jedem 
bewegten Massenpunkt ein zu seiner Geschwindigkeit paralleler 
Impulsvektor und eine skalare kinetische Energie in solcher Weise 
zugeordnet werden kann, daB Erhaltungssiitze bestehen. Das heiBt, 

21480) M. v. Laue, Das Relativitlttsprinzip, 1. Auf!.. 1911, p. 88. 
216) H. Minkowski, II, 1. c. Anm.64). 
216 a) G. N. Lewis u. C. Tolman, Phil. Mag. 18 (1909), p. 510. Einwendungen 

von N. Campbell, Phil. Mag. 21 (1911), p. 626 gegen die SchIuBweise dieser Au­
toren treH'en mehr die Ausdl'Ucksweise als daB We sen der Sache. W ie nl1mlich 
P. Epstein, Ann. d. Phys. 36 (1911), p. 729 gezeigt hat, lassen sich die Schliisse 
yon Lewis und Tolman vollkommen streng gestalten. 
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bei einer Wechselwirkung zwischen Massen eines Systems, bei der 
weder Impuls und Energie ausgestrahlt noch Warme entwickelt wird, 
sollen die Summe der Impulse und Energien der einzelnen Massen 
konstant bleiben. Speziell soll dies vom elastischen StoB geIten. 
Lewis und Tolman haben nun ein Gedankenexperiment ersonnen, welches 
zeigt, daB die Form der Abbiingigkeit von Impuls und kinetischer 
Energie von der Geschwindigkeit durch die Forderung der Invarianz 
dieser Erhaltungssiitze gegeniiber Lorentz-Transformationen eindeutig 
bestimmt ist. 

Die beiden Beobachter A und B seien relativ zueinander in der 
x-Richtung mit der Geschwindigkeit v bewegt. Sie mogen Kugeln 
gleicher Masse mit der gleichen Geschwindigkeit u in der y- bzw. 
in der entgegengesetzten Richtung einander zuwerfen, derart, daB 
der StoBdurchmesser die Richtung y hat. Dann bleiben zuniichst die 
x-Komponenten der Geschwindigkeiten beider Kugeln erhalten. Ferner 
muB aus Symmetriegrilnden der Beobachter A an seiner Kugel den 
gleichen Bewegungsvorgang sehen wie der Beobachter B an der 
anderen Kugel. Auf Grund des Additionstheorems (10) der Geschwin­
digkeiten folgt daraus filr die Geschwindigkeitskomponenten lU." lUg 

und lU.,', lU,,' der beiden stoBenden Korper in K und K': 
Vor dem StoB A 

ttl., = 0, lUg = U 

Vor dem StoB B 

lUz=v, lUg =-UV1-;: 

Nach dem StoB A 

lU.:=-v, F-""" v~ 

lV'=U 1-
g c· 

ttl., = 0, lU = - U' 
11 

lU.,' = - t·, 1 Iv' 
lUg' = - u' / 1 - c· 

Nach dem StoB B 

lU., = v, N " lU =+u' 1--
11 c· lUx' = 0, 

1st IlU I der absolute Betrag der Geschwindigkeit, so konnen wir den 
Impuls schreiben @ = m(llU I) . lU, 

wo m definitionsgemiiB aIs Masse bezeichnet wird und nur vom ab­
soluten Betrag der Geschwindigkeit abhii.ngen kann. Aus der Erhaltung 
des Impulses in der x-Richtung folgt zuniichst 

u = u', 
und aus der Erhaltung des Impulses in der y-Richtung 

m(Vvt + u'(1- ;:)) , u VI - ;: = m(u) '11. 
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Gehen wir nach Division durch u zum lim u -+ 0 iiber, so kommt, 
wenn wir fiir m (0) = mo schreiben: 

1n = V '/;'.' 
1-­

c· 

w. z. b. w. 

Es ist leicht zu sehen, daB die Relation (a) durch diesen Ansatz 
auch fiir beliebiges u erfiillt wird. Hat man ferner den Impuls er­
mittelt, so folgt auch der Ausdruck (318b) fiir die kinetische Energie 
unschwer durch Lorentz-Transformation. Die Kraft wird nun definierl 
als zeitliche Anderung des Impulses, und die Transformationsgesetze 
fiir dieselbe folgen unrnittelbar. Hierrnit ist die Moglichkeit nach­
gewiesen, die relativistische Mechanik unabhangig von der Elektro­
dynamik zu begriilldt>n. 

Es mage noch erwiihnt werden, daB die Gesetze des elastischen 
StoBes, zu denen die relativistische Mechallik fiihrt, fiir den allgemeinen 
Fall von Juttner216) hergeleitet und diskutiert wurden. 

39. Das Hamiltonsche Prinzip der relativistischen Mechanik. 
Wie bereits Planck 211) bemerkte, lassen sich die Bewegungsgleichungell 
(317) aus einem Variationsprinzip herleiten. Fiihrt man die Lagrangc­
sche Funktion 

(325) 

ein, so gilt niirnlich 
t, 

(3:?6) j(oL + stor)dt = 0, 
t. 

wie man leicht nachrechnet. Wie beirn Hamiltonschen Prinzip der 
gewahnlichen Mechanik sind die Werle to, tl und die Endpunkte des 
Integrationsweges vorgegeben. Man kann die Bewegungsgleichungen 
auch in der Hamiltonschen Form schreiben. Fiihrt man statt der Ge­
schwindigkeitskomponenten X, y, z die Impulse 

oL oL oL 
(327) @%=~, @Y=ofl' @'=az 

ein und bildet die Hamiltonsche Funktion: 

(328) H = x'· oL + y' ?L + :.?1! _ L = _~o_~'-- = Ek' = ox . oil ., oz l/--U! lU 

r 1- C' 

= m ell /1 +' @Jx ' +~r+ @J,' 
o r m~~' 

216) F. Jiittner, Ztschr. Math. Phys. 62 (19U), p. 410, 
217) M. Planck, 1. c. Anm. 129). 
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80 wird niimlieh 
J. ~H 

X =~QJ .. ' ." usw. 

l ~~'" = fil usw dt on.". • . • 

(329) 

Das Wirkungsintegral fLdt muB eine Invariante gegeniiber 
Lorentz-Transformationen sein. In der Tat ist es einfaeh 

(330) fLdt = - moc'jd", 
wo " die Eigenzeit bedeutet. Das Wirkungsprinzip (323) sehreibt sieh 
dann einfaeh 
(331) 
oder sogar 
(332) 

wenn man noch fiir die Variationen 6:t die Nebenbedingung 
K.ui = 0 

hinzufiigt. Diese .Formulierung des Variationsprinzips riihrt von 
Minkowski!l9) her. 

Die Bewegungsgleiehungen (317) lassen auch eine Umformung 
zu, die dem Virialsatz der gewohnlichen Mechanik entspricht: 

d 
(333) L + E"m + (ii (mur) = (srr). 

Bleibt r bei der Bewegung stets innerhalb endlicher Grenzen und 
kommt die Geschwindigkeit u der Lichtgeschwindigkeit nicht beliebig 
nahe, so folgt durch Bildung des zeitlichen Mittelwertes 

(333a) L + Ek1n = (Str). 
40. Genera.lisierte Xoordinaten. Xsnonische Form der Be­

wegungsgleichungen. In del' relativistischen Mechanik kann eine 
bloB von den Lagenkoordinaten abhiingige potentielle Energie im all­
gemeinen nicht eingefdhrt werden, weil sich Wirkungen naeh den 
Grundpostulaten dieser Theorie nicht mit Uberlichtgeschwindigkeit 
ausbreiten konnen. Es gibt jedoch gewisse Sonderfiille, wo es dennoch 
niitzlich ist, eine solche potentielle Energie einzufiihren, z. B. dann, 
wenn sich ein Msssenpunkt in einem zeitlich unveranderlichen Kraft­
feld bewegt. Gerade dieser .Fall spielt in der Theorie del' Feinstruktur 
del' Balmerlinien eine wesentliche Rolle. Man kann schreiben 

(334) 

(335) 

218) An den Integrationsgrenzen Bollen die 4xi verachwinden. 
219) H. Minkowski, II, Anhang, 1. c. Anm. 54). 
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(336) H(CfJz "" x ... ) = Ekin + Epot = x~~ + ... - L 

(337) jX= :~., ... 

~lez = -~~, 
womit die Gleichungen auf eine kanonische Form gebracht sind. Man 
kann auch generalisierte Koordinaten ql ... q, einfiihren. Die kano­
nisch konjugierten Impulse sind dann gegeben dutch 

(338) 

oL 
p" = -aq-,,', 

und es wird 

R(p, q) = Xq" ~!' - L 
uq" 

dq:r oH dPk oH 
(it' = i)p;' lit = - oq~' 

Ferner gilt genau wie in der gewohnlichen Mechanik die partieUe 
Differentialgleichung von Hamilton-Jacobi. Die vorstehenden Formeln 
geIten ihrer Herleitung nach nur in einem, durch das Problem aus· 
gezeichneten Koordinatensystem. 

41. Die Trii.gheit der Energie. Der einfache Zusammenhang (318 b) 
zwischen kinetischer Energie nnd Masse legt bereits die Vermutnng 

nahe, daB einfach einer jeden Energie E eine Masse m = ~ zukommt.!20) 
c 

Die Triigheit eines Korpers miiBte dann beim Erhitzen desselben zu­
nehmen, ferner mi1Bte die Strahlung Triigheit zwischen den absorbie­
renden nnd emittierenden Korpem iibertragen. Was zuniichst den zwei­
ten Umstand betrifft, so liiBt er sich durch folgende Betraehtnng veri­
fizieren. Ein in K' rnhender Korper emittiere die Strahlungsenergie 
E.', nnd zwar derart, daB im ganzen kein Impuls ausgestrahlt wird, 
der Korper also in K' in Ruhe bleibt. In einem relativ zu K' mit 
der Geschwindigkeit v bewegten Koordinatensystem K wird dann nach 
(228) ein Impuls 

220) A. EiflBtein, Ann. d. Phys. 18 (1906). p. 689 (auch in der Sammlung 
"Relativitll.tsprinzip"). Hier wird dar Satz von der Tritgheit der Energie zum ersten­
mal ausgesprochen; vgl. auch Ann. d. Phys. 20 (1906). p. 627. - G. N. Lewis, Phil. 
Mag. 16 (1908). p. 706. geht umgekebrt von dar Forderung E = me' aus und 

leitet daraus vermittels der Gleichung u tt (mu) = dil~ die Abhangigkeit der 

Masse von der Geschwindigkeit a.b: m = ~-- . Vi - {J-' 
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ausgestrahlt. Da sich die Geschwindigkeit tl des Korpers nicht andert, 
ist dies nur moglich, wenn seine Ruhmasse mo um 

E' 6.m = --'-o c' 

abnimmt. Durch eine ahnliche Impulsbilanz beirn unelastischen StoB 
kann man zeigen, daB auch der Warmenergie Triigheit zugeschrieben 
werden muB. Dies wird auch durch folgende Betrachtung nahegelegt. 
Fur den Gesamtirnpuls und die Gesamtenergie eines Systems von Massen­
pnnkten geIten, wie bereits erwahnt, dieselben Transformationsformeln 
(321) wie fur einen einzelnen Massenpunkt. 1st das Koordinatensystem 
Ko so gewahlt, daB dort der Gesamtimpnls @ verschwindet, so gilt 
im System K wieder 

@= tl Eo 
C'Vl ~., 

Das System verhiiIt sich also wie 
E Ruhmasse n10 = --; .221) Offenbar 
c 

ein einzelner Massenpunkt mit der 

ist ein ideales Gas ein solches Sy-

stem von Massenpunkten. Eo wird hier .Emoc2 + U, wo U die Warme-
energie bedeutet. Ihre Tragheit ist dadurch also erwiesen. 

Einen noch allgemeineren Fall behandeIt H. A. Lorentz.m) Wir 
betrachten ein beliebiges, abgeschlossenes physikalisches System, be­
stehend aus Massen, gespannten Federn, Lichtstrahlen usw. In einem 
Koordinatensystem ](0 ruhe das System, d. h. es habe dort keinen 
Gesamtimpuls. In irgendeinem anderen Koordinatensystem K werden 
wir dann dem System diejenige Geschwindigkeit u zusprechen, mit 
der sich Ko relativ zu K bewegt. Es ist eine iiuBerst plausible physi­
kalische Annahme, daB der Impuls @1 des Systems in K gegeben sein 
wird durch. fU tno 

\VI = mu = U R " 1--c· 

wie beim Massenpunkt.22S) Dann gilt fur @ die Transformationsformel 
Q:I - tnV 

Itt' _ Xl lU' ttt ttl' Itt 
\Vx, - VI _ ~., \VlI, = \VI'" \V" = \V., • 

221) A. Einstein, Ann. d. Phys. 23 (1907), p. 371. 
222) H. A. Lorentz, Das Relativitatsprinzip, 3 Haarlemer Vortrlige vgl. auch 

11. A. Lorentz, Over de maSS8 der energie, Amst. Vers!. 20 (1911), p. 87. 
223) Nimmt man an, daB das System bloB der Einwirkung elektromagne­

tischer Krafte Rusgeseizt ist, so lUBt sich diese Annahme umgehen. Vgl. A. Ein­
stein, Jahrb. f. Rad. u. El. 4 (1907), p . .u0. - Ein abgegrenzter, ebener Lichtwellen­
zng bildet insofern einen Ausnahmefall, als sein Impuls in keinem Koordinaten­
system verschwindet (vgl. Nr. SO). Da in der angcgebenen Formel in diesem Fall 
u = c zu setzen ist, muB man ihm die Ruhmasse Null zllordnen (vgl. H. A. Lo­
rentz, 1. c. Anm. 222). 
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N un lassen wir unser System 1 mit einem System 2, das nur aus 
Strahlung bestehe, in Wechselwirkung b·eten. Sind ~®1 und ~@S! 
die Impulsiinderungen ~EII ~E! die Energieiinderungen der beiden 
Systeme, so muB geIten 

~@S1 + ~@2 = 0, 
und da wegen (228) 

folgt daraus sofort 

(339) 

Diese Uberlegung zeigt, daB es gar nicht darauf ankommt, welcher 
Art die Energien sind. 

Es kann somit als erwiesen betrachtet werden, daB das Relativi­
tiitsprinzip im Verein mit den Siitzen der ErhaItung von Impuls und' 
Energie zum fundamentalen Prinzip von der Tragheit alIer Energie 
fiihrt. Wir konnen dieses Prinzip mit Einstein als das wichtigste Er~ 
gebnis der spezielIen Relativitiitstheorie bezeichnen. Eine quantitative 
experimentelIe Priifung ist bisher noch nicht moglich gewesen. Schon 
in seiner ersten Publikation iiber diesen Gegenstand hat Einstein!24) 
auf die Moglichkeit einer Priifung der Theorie bei radioaktiven Pl'O­
zessen hingewiesen. Doch sind die zu erwartenden Defekte in den 
Atomgewichten der radioaktiven ElementeU5) zu gering, urn empirisch 
festgestellt werden zu konnen. Die Moglichkeit, die Abweichungen 
der (auf H = 1 bezogenen) Atomgewichte del' Elemente von der Ganz­
zahligkeit, soweit sie nicht durch Isotopie bedingt sind, durch die 
Wechselwirkungsenergie der Kernbestandteile und ihre Tragheit zu 
erkliiren, auf die zuerst Langevin 226) hingewiesen hat, wurde neuer­
dings vielfach diskutiert.297) VielIeicht wird sich der Satz der Trag­
heit der Energie in Zukunft durch Beobachtungen fiber die Stabilitiit 
der Kerne priifen lassen. Anzeichen fiir eine qualitative Ubereinstim­
mung sind vorhanden. S!7) 

224) A. Einstein, Ann. d. Phys. 18, 1. c. Anm. 220). 
225) M. Planck, Berl. Ber. 1907, p. 542; Ann. d. Phys.76 (1908), p.1; A. Ein­

stein, Jahrb. f. Rad. u. El. 4 (1907), p. 443. 
226) P. Langevin, J. de Phys. t5) 3 (1913), p. 553. Langevin wollte damaIs 

aZle AbweichuDgen der Atomgewichte von der Ganzzahligkeit auf die Td.gheit 
der inneren Energie der Atomkerne zuriickfiihren. Die Notwendigkeit, dabei auch 
eventuellen Isotopien zn beriicksichtigen, wie sie heute durch die Astonachen 
Verauche ala in den meisten Fallen tatsachlich vorhanden nachgewiesen sind,. 
wurde bald darauf von R. Swinne, Phys. Ztschr. 14 (1913), p. 145 betont. 

227) W. D. Harkins u. E. D. Wilson, Ztschr. f. anorg. Chem. 95 t1916), p. 1 u. 20; 
W. Lenz, Munch. Ber. 1918, p. 35; Naturw. 8 (1920), p. 181; O. Stern u. M. Vollmer .. 
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42. Allgemeine Dynamik. Die Verhaltnisse werden noch einfacher 
und ubersichtlicher, wenn man von Totalenergie und Totalimpuls zu 
Energiedichte und Impulsdichte iibergeht. In Nr. 30, Gl. (225) haben 
wir gesehen, daB sich die elektromagnetische Viererkraft aus der Di­
vergenz eines Spannungstensors S/ herleiten laBt. Dies fiihrt natur­
gemaB auf die Verallgemeinerung, daB dies fiir jede Art von Kriiften 
geIten mil sse. Nach dem heutigen Stand unserer Kenntnisse konnen 
wir dies beweisen, denn wir wissen, daB sich alle (elastischen, chemi­
schen usw.) Krafte auf elektromagnetische zuriickfiihren lassen (von 
der Gravitation sehen wir hier ab). Jlh) Davon machen indessen die 
Krafte, welche die Elektronen und H-Kerne bei ihrer Bewegung auf 
sich selbst ausiiben, eine Ausnahme (vgl. Abschn. V). Man wird des­
halb so vorgehen: Man zerlege im Ausdruck (222) fur den Impuls­
Energietensor den Feldtensor Fill in seine von den einzelnen geladenen 
'Teilchen herriihrenden Teile. Der Tensor S/, zerfallt dann in zwei 
Teile, von denen der eine aus Produkten von Feldtensorkomponenten 
·ve:rschiedene:r Teilchen, der andere aus den Produkten der Feldten­
sorkomponenten, die von je einem und demselben Teilchen stammen, 
besteht. N ur ersteren, der die Wechselwirkung zwischen den Teil­
chen beschreibt, behaIte man bei. Bildet man nun die Divergenz, so 
erhiilt man bloB die Krafte, welche die Teilchen wechselseitig auf­
einande:r ausiiben. Man kann dann schreiben: 

du, _ oS/ 
!to dT: - - .~:r!'. 

0(0/ + S/')o _ 0 
o:x} -. 

und nach (322), (324) 

Die Materie laBt sich also charakterisieren durch einen Impulsenergie­
tensor T/" dessen Divergenz verschwindet: 
(340) T/k = (Jik + Sik, 

OT.k 
(341) iJ) = O. 

Wie in (224) stellen die raumlichen Komponenten von Ttl: die 
:Spannungen dar, die man Buch als Komponenten des Impulsstromes 
deuten kann, wiihrend die ubrigen Komponenten, die Impulsdichte g, 
Energiestrom @5 und Energiedichte W bestimmen: 

(342) Til. = icg, T,; = f@5, T" = W. 

Ann. d. Phys. 69 (1919), p. 225; A. Smekal, Na.turw.8 (1920), p. 206; Wien. Ber. 
1920, ma.th.-nat. Kl. 

227 a) Inwiefern die hier besprochene Dynamik durch die Quantentheorie 
modifiziert werden wird, IIUU sich zurzeit noch nicht sagen. 
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Wir baben den Impuisenergietensor bier dargestellt als Summe aus 
einem mechanischen und elektromagnetischen. Uber die Versuche, den 
mechanischen Teil gleichfalls auf einen elektromagnetischen znrilck­
zufilhren, vgl. Abschn. V. Filr die foIgenden rein phanomenologischen 
Betrachtungen kommt es auf die Natur des Impulsenergietensors nicht 
an, sondern bloB auf seine Existent. In historischer Hinsicht mu.6 
bemerkt werden, daB die Existenz eil1es derartigen Tensors fur die 
mechanische (elastische) Energie zum erstenmal von Abraham liS) aus­
gesprochen und von Laue 228) endgliltig formuliert wurde. Die Sym­
metrie des Impulsenergietensors ist durch seine Zuriickfilhrung auf den 
mechanischen und elektromagnetischen Tensor gewahrleistetj fruner 
hat man sie auch durch ein besonderes Postulat eingefiihrt. Es liiBt 
sich aus ihr eine wichtige Folgernng herleiten. Aus Ti4 = T'i folgt 
namlich nach (342): 

(343) 

Es ist dies der zuerst von Planck 929) ausgesprochene Satz vom. Impuls 
des Energiestromes, demzufolge jeder Energiestrom mit Impuls ver­
bunden ist. Man kann diesen Satz als eine erweiterte Fassung des 
Prinzips von der Tragheit der Energie bezeichnen. Wiihrend sich dieses 
nur auf. die gesamle Energie bezieht, sagt jener auch etwas liber die 
Lokalisation von Impuls und Energie aus. 

Ebenso wie in Nr. 30 schlie.6t man aus (341), daB Gesamtenergie 
und Gesamtimpuls eines abgeschlossenen Systems einen Vierervektor 
bilden: 
(227) (J,., J" Js) = c@, J,= iE. 

Auch gelten wieder die Formeln (228). Die Tragheit einer jeden 
Energieform, also insbesondere auch der potentiellen Energie, foIgt aus 
ihnen unmittelbar. Wir bemerken nochmals, daB wir die additive Kon­
stante der Energie so festgesetzt haben, daB die Energie eines ruhen­
den Elektrons gleich mocll wird. N ur dann gilt allgemein E = mc'. 

Aus (341) folgt auch in der bekannten Weise 2SO) die Erhaltung 
des Drehimpulses 

(344) 2 - J[rg] dV. 

Filr die Gultigkeit des Satzes von der Erhaltung des Drehimpulses 

228) M. Abraham, Phys. Ztschr 10 (1909). p. 739; M. 11. Laue, Das Relativi­
til.tsprinzip, 1. Aufi., Braunschweig 1911, und Ann. d. Pbys. 35 (1911), p.524; 
vgl. aucb W. &hottky. Berl Diss. 1912. 

229) M. Planck, Pbys. Ztllcbr. 9 (1908), p. 828. 
230) Vgl. H. A. Lorentz, Art. V 14 die~er Encykl., Nr. 7. 

EnC1klop. d math. Wi •• enlch. V I. 45 
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ist die Symmetrie der raumlichen Komponenten von Tic wesentlich. 
Fordert man diese Symmetrie fiir jedes Bezugssystem, so folgt daraus 
aber auch die Symmetrie der gemischten Komponenten, die den Satz 
vom Impuls des Energiestroms bedingt.930") 

~3. Transformation von Energie und Bewegungsgro.Be eines 
Systems bei Vorhandensein von au.Beren Kraften. Die Formeln (228) 
geIten nur, wenn unter E und @ alle in Betracht kommenden Energie­
und Impulsarten inbegriffen sind. Steht ein Gas unter einem auBeren 
Druck oder haben wir es mit einem System von ruhenden elektrischen 
Ladungen zu tun, so miiBten wir auch die elastische Energie der Hiille,. 
re~p. der geladenen Materie beriicksichtigen. Es ware dies sehr un­
bequem. Wir wollen deshalb folgendes allgemeine Problem IOsen. Die 
Energiearten, die wir allein beriicksichtigen wollen, mogen eine Kraft 
r. hervorbringen, so daB gilt 

OS.k 
(345) ox~· = - fo 

wenn S,c der den genannten Energiearten entsprechende Tensor ist. 
Es ist gefragt nach den Transformationsformeln fur Totalenergie und 
Totalimpuls. 1m Koordinatensystem K' ruhe das System, d. h. es sei 
bier der Gesamtimpuls Null (@' = 0), femer seien hier aIle Zustands­
groBen von der Zeit unabhiingig. 

Man kann nun zwei Methoden befolgen. Entweder man transfor­
miert erst die Energie- und Impulsdichte auf das bewegte System, 
was nach den Transformationsformeln fur die Komponenten eines sym­
metrischen Tensors leicht geschehen kann, und integriert dann iiber 
das Volumen. In dieser Weise geht Laue 231) vor. Es ergibt sicb 

I@.,= V1 ~ (J" ;! [E' +/S~.,dV']_, @y= ;! !S: lid V', ... 
(346) • E = -!--- [E' + ~fS' dV'J. V1-/P c!"" 

Sind speziell die Spannungen ein raumlich konstanter, skalarer Druck p,. 
so kommt 1 I@ = ----~(E'+p'V') @ = @ = 0 ., 111 _ pi c! '" z 
(346 a) ! 

E = yi--1 p' (E' + ;. p'V') , 
-----

230a) 1m Zusammenhang mit dem Drehimpulssatz moge darauf hingewiesen 
werden, dall P. Epstein, Ann. d. Phys. 36, I c. Anm.215a) daB Drehmoment alB 
Flii.chentensor N,k = XiKc - xkK. (Ki = MinkolCskische Viererkraft) in die 
Theorie einriihrt. 

231) M. v. Laue, Ann. d. Phys. 36 (1911), p. 624 und Das RelativitatBprinzip, 
1. Auf!. 1911, p. 87, Gl. (102), p. 163, Gl. (XXVII). 
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wie zuerst PlancPSt) in seiner grundlegenden Arbeit iiber die Dyna­
mik bewegter Systeme gefunden hat. 

Zweitens kann man eine Betrachtung anstellen ahnlich derjenigen 
in Nr.21 bei der Herleitung des Vektorcharakters von Jk • Nur ist 
wesentlich zu bel'iicksichtigen, daB hier das Integral iiber den Quer­
schnitt X'4 = konst. nicht ohne weiteres ersetzt werden kann durch 
das Integral iiber den Querschnitt x4 = konst. Vielmehr unterscheiden 
sich die beiden Integrale um das Integral 

- fr.d~, 
welches ii ber das zwischen den beiden Querstiicken befindliche Welt­
stiick zu erstrecken iBt. Legt man die x·AchBe in die Richtung der 
RelativgeBchwindigkeit von K gegen K', so folgt leicht 

Jr. dX = (j Jr.' x' dV', 
und nach einigen Zwischenrechnungen findet man 

@ =.1 tI-[E'+Jf'x'dV'l 
:e )11 _ {JI C· ..J ' 

(347) 

E = ~2. ___ [E' + (jsff ' x'd V']. 
V1 - (J' • 

DieBe Formeln riihren von Einstein :i31) her. Man hnn sie durch par­
tielle Integration in die Laueschen iiberfiihren. 

4:4. Anwendung auf spezielle FiiJle. Versuch von Trouton-Noble. 
Eine einfache Uberlegung zeigt, daB nach den Transformationsformeln 
der relativiBtischen Mechank ein bewegter starrer Korper nicht dann 
im Gleichgewicht ist, wenn das resultierende Drehmoment der auf ibn 
ausgeiibten Krafte verBchwindet. Betrachten wir zum Beispiel einen 
Stab, der sich im Koordinatensystem K mit der Geschwindigkeit u in 
der Richtung der x-Achse bewegt. S:l4.). 1m mitbewegten System K' 
mogen an den beiden Enden entgegengesetzt gleiche Krafte in der 
Richtung des Stabes wirken. Der in K' gemessene Winkel zwischen 
Stab und Relativgeschwindigkeit u (x'-Achse) Ton K' gegen K sei a. 
Sind x', y' die Koordinatendifferenzen der beiden Stabcnden in K', x, y 
die entsprechenden Werte in K, so ist 

~:e' = I Sf' I cos ex, !ry' = I ~'I sin ex 

232) M. Planck, 1. c. Anm. 226), vgl. auch A. Einstein, Jahrb. f. Rad. 11. 

El. 4 (1907), p. 411. 
233) A. Einstein, Ann. d. Phys. 23 (1907), p.371 und a.llgemeiner im Jabrb. 

f. Rad. u. El. 4 (1907), p. 446 u. 447. 
234) P. Epstein, Ann. d. Phys. 36 (1911), p.779. 
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und nach (216) 
~'" = st",', Rv = ~: y'i-~{j!, 

im Gegensatz zu X = x' yr- (Js, y = y'. 

In K hat also die Kraft nicht die Stabrichtung. Es 
moment 

wirkt ein Dreh-

(348) m. = (1 - (J2)x'~: - y' ~",' = - (Ji x' ~v' = - (Ji1o I~' I sin « cos «. 

Es ist nun die Frage, wieso trotz Vorhandensein dieses Drehmomen­
tes keine Drehung eintritt. Man wird zunachst bemerken, daB die elasti­
schen Krafte, die in K' den auBeren Kraften ~ das Gleichgewicht 
hal ten, sich genau so transformieren wie diese. Es existiert also im Sy­
stem K ein Drehmoment der elastischen Krafte, welches das auBere 
Drehmoment m aufhebt. Der tiefere Grund dafiir, daB die elastischen 
Krii.f'te hier nicht die Richtung des Stabes haben, ist der, daB sie sich 
nicht ausschlieBlich als Divergenz eines Spannungstensors darstelien 
lassen, sondern daB noch ein Term, der Ton der zeitlichen Anderung 
der Impulsdichte herrilhrt, hinzukommt (vgl. Nr. (2). DaB sich dadurch 
das Drehmoment auch quantitativ richtig ergibt, zeigt folgende Ober­
legung. Das von den elastischen Kriiften herriihrende Drehmoment m 
ist gleich der negativen zeitlichen Anderung des gesamten elastischen 
Drehimpulses £, also nach (344) 

(344 a) dS d fi m =- at =- tit [rg]dV. 

Man leitet dies genau analog ab, wie es von H A. Lorente!Sb) bei 
elektromagnetischen Kriiften geschehen ist. Da in K' alie Zustands­
gro8en Ton der Zeit unabhiingig sind, folgert man leicht!Ma) 

(344 b) m = - [u@l. 

Die Bestimmung des Drehmomentes ist hierdurch auf die des elasti-
schen Gesamtimpulses @ =: ~ l(sdV 

c' J' 
zuriickgefiihrt. Nun illt in unserem Fall der Energiestrom steb der 
Stabrichtung parallel, und das iiber den Stabquerschnitt erstreckte 

Integral !€5 .. dt1 = .Ii €5 I dtf ist nach dem Energiesatz gleich der Ar-

beit (~u). Also wird @ = ~(Ru) r 
cl , 

wo t der Vektor mit den Komponenten x, y ist. In (344 b) eingesetzt, 
gibt das 

I m I = :1 (Ru) I [ur] 1= (JIR",'y' = (J!lo I~' I sin« cos« I 
was tatsiichlich das Drehmoment (378) gerade aufhebt. 

234&) H. A. Lorentz, Art. V a dieser Encykl., Nr. '1 u. 21 a). 
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Eine analoge Uberlegung liiBt sich tiber den Fall des rechtwink­
ligen Rebels anstellen, fur den die Existenz des Drehmomentes von 
Lewis und Tolman lS5 ) bemerkt und von Laue1S8) auf Grund des Satzes 
Tom Impuis des Energiestromes geklart wurde. 

Denkt man sich die auBeren Krafte, die auf den oben betrach­
teten Stab wirken, dadurch hervorgebracht, da8 er an den Enden 
zwei kleine kogelformige Ladungen tragt, so ist nur noch ein kleiner 
Schritt notig, um zur Trouton-Nobleschen Versuchsanordnong ls1) zn 
gplangen. Diese Physiker untersuchten, ob ein geladener Kondensator 
sich senkrecht zor Richtung der Erdbewegung einstellt. In einem 
Koordinatensystem, in welchem sich der Kondensator mit einer Ge-
8chwindigkeit U in der Richtung der x-Achl!e bewegt, tibt namlich 
das elektromagnetische Feld im allgemeinen ein Drehmoment auf den­
selben aus. lSS) Es sei a' der Winkel der Plattennormale mit der Ge­
schwindigkeit u, W' die Energiedichte, E' die elektrostatische Energie 
im mitbewegten System K'. Der Impuls im bewegten System be­
rechnet sich nach (346). Da nun das Feld in K' bloB aus einem ho­
mogenen elektrostatischen Feld zwischen den Platten besteht, welches 
auf diesen senkrecht steht, so wird 

~,,: = I ~' 1 cos a', ~; = I ~' I sin a' 

und flir S::z und S:, ergibt sich 

S:z = w' - 'J:z'l = W' (1- 2 cos' a'), 
S ' (t;'(t;' 2W'·' , Zl/ = - IIloz ~y = SIn a cos a . 

Setzt man dies in (346) ein, so folgt 

(349) !@3:1 = ~ jli~-~~ (2 - 2 cos' a') = 2 ; Y'1~ fJi sin' a', 

@3 2 U E'·' , W E' . 2 ' , = - c! Sill a cos a = - cii SIn a . 

Ahgesehen von Gliedem hoherer Ordnung ist also der Impuls zu den 
Platten parallel. Daraus folgt nach (344 b) ein Drehmoment vom Betl'ag 

(350) 1911 = u@3, = piE' sin 2a'. 

Dennoch zeigt sich keine Drehung, wie nach dem Relativitats­
prinzip von vornherein zu erwarlen ist. Schon 1904 gab H. A. Lo-

235) G. N. Lewis und C. I'olman, Phil. Mag. 18 (1909), p. 610. 
236) M. v. Laue, Phys. Ztschr. 12 (1911), p. 1008. 
237) F. 1'. TrO'Uton u. H. R. Noble, 1. e. Anm. 6); siehe auch H. A. Lore,j", 

Art. V 14 dieser Eneykl., Nr. o6e). 
238) Vgl. fiir die folgende Ableitung M. v. LItle, Das RelativitMsprinaip, 

1. Aufi., Braunschweig 1911, p. 99. 
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,.mts llS9) dafiir die richtige Erklii.rung, daB die elastischen Krafte sich 
genau in derselben Weise transformieren wie die elektromotorischen. 
Tiefer geht die Auffassung von Laue i'O) , wonach der Impuls des 
elastischen Energiestromel! ein Drehmoment bewirkt, welches das 
elektromagnetische gerade aufhebt. Laue i41 ) hat auch untersucht, wie 
das Drehmoment (350) im einzelnen zustande kommt. Dabei ist 

wesentlich, daB in K' neben den Krii,ften I ~1' I = ~ senkrecht zu den 

Platten noch auf jede Platte Krafte senkrecht auf jeder Kante in 
Richtung der Plattenebene wirken. Sind die Platten Rechtecke mit 

2' , 

-R; 
Fig. 4.. 

R, 

den Seiten a, b, so wirkt noch senkrecht auf die Kante b die Kraft 

I Rt ' I = + ~'-, senkrecht auf die Kante a die Kraft I ~3' ! = ~ ~'. 
Sind die Kanten b senkrecht zur Geschwindigkeit u, so braucht R3' 
nicht beriicksichtigt zu werden. Die in den Systemen K' und K an­
greifenden Krafte ~t', ~,' bzw. ~11 ~z werden durch Fig. 4 veran­
schaulicht. 

Durch Transformation der Krafte auf das System K folgt sofort 
das Drehmoment. Das Kriiftepaar ~1 liefert die eine Halfte des Dreh­
momentes, die beiden Kriiftepaare ~z die andere. Man verifiziert auch 
leicht die Ausdriicke (347) fiir den Impuls. Es ergiht sich 

fL,'x'dV' = E'(sinZa' - cos'a') 

ffy' x'd V' = 2E' sina' cos a' , 

woraus wieder (349) folgt. 

239) Art. V 14, Nr. 64, ferner Amst. Vers!' 1. c. Anm. 9). 
2(0) M. v. Laue, Ann. d. Phys. 36 (1911), p. 524. 
241) M. v. Laue, Ann. d. Phys. 38 (1912), p. 370. 
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Auch bei anderen Ladungsverteilungen als beim Kondensator odeI' 
bei zwei durch einen Stab verbundenen Punktladungen tritt ein Dreh­
moment auf, wenn sie sich gleichrormig bewegen, z. B. auch bei 
einem Ellipsoid.!U) Eine Drehung kann dennoch nach dem Relati­
vitiitsprinzip niemals eintreten. 1st jedoch im mitbewegten System K' 
das Feld kugelsymmetrisch, dann ist in K der Impuls parallel u, und 
das Drehmoment verschwindet nach (344 b). Es ist hier namlich 

fS~lIdV' = 0, fS~zdV' = fSv"dV' = fS~:dV', 
und aus S~z + S~u + 8.. = W folgt dann noch, daB jedes der drei 
letzten Integrale gleich } E' ist. Also ist hier nach (346) 

_~ E' E' (1 + 1_ tit) 
(351) @ = u.~... E = ----~~.!- .. 

ct'V1='tl" y'1-~' 

Dber die Anwendungen dieser Beziehungen auf das einzelne Elektroll 
vgl. Abschn. V. 

4:5. Hydrodynamik und Ela.stizitii.tstheorie. Die relativistische 
]llastizitiitstheorie ist historisch aus dem Bestreben entstanden, den 
Begriff des starren Korpers auch in der Relativitatstheorie nutzbar 
zu machen. NaturgemiiB muBte man zuerst nach einer Definition des 
starren Korpers suchen, die gegeniiber Lorentz-Transformationen in­
variant ist. Eine solche Definition wurde zuerst von Born!43) aufge­
stellt. Ein Korper soil dann als starr geIten, wenn in dem Koordi­
natensystem Ko, in dem ein bestimmtes Volumelement des Korpers 
in dem betreffenden Augenblick ruht, das Volumelement undefor­
miert ist. Analytisch formuliert sich dies so: Wir charakterisieren 
die Stromung eines deformierbaren Mediums in del' Lagrangeschen 
Weise, indem wir die Koordinaten Xl ••• x' als Funktionen der An­
fangskoordinaten ;1 ... ;3 und der Eigenzeit T, oder besser der Sym­
metrie halber der Koordinate ;4 = iCT angeben: 

(352) xl' = x"(;I, ... ;4). 
Das Weltlinienelement 

ds! -~dx'" 
zweier benachbarter Raumzeitpunkte wird dann eine quadl'atische 1!~orm 
in den Differentialen d;i; 
(353) dss = Ai,td;;d;k. 

Betrachten wir insbesondere diejenigell Weltpunkte, die fur einen 

242) M. Abraham, Ann. d. Phys. 10 (1903), p. 174 sowie Theorie der Elek­
trizitat, 2, 1. Auti. 1906, p. 1 '10 If. 

243) M. Born, Ann. d. Phys. 30 (11109), p. 1. 
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im betreffenden Moment mit dem Volumenelement mitbewegten Be­
obachter gleichzeitig sind - sie genugen der Gleichung 

( 5 ) d . ox' dl:A: 0 
3 4 "i x' =", 06'< 5 = 

(tti = Vierergeschwindigkeit) -, so kann d~' aus (353) eliminiert 
werden, und das Linienelement ds! schreibt sich als quadratische Form 
der drei raumlichen Differentiale: 

s 

(355) ds! = :2 PiA:d~id~k. 
i,k= 1 

Die Abweichung der Pik von ihren Anfangswerten charakterisiert die 
Deformation des Volumelementes. Fur den starren Korper sollen 
diese Abweichungen stets verschwinden, also 

(3W) ~~=O 0£4 
sein. 

Eine einfache Betrachtung von Ehrenfest!") zeigte jedoch, daS 
ein derartiger Korper nicht in Rotation versetzt werden kann. Ware 
dies namlich moglich, so miiBte sich bei diesem Vorgange einerseits 
wegen der Lorentz-Kontraktion der Umfang der Kreise, welche die 
Punkte des Korpers beschreiben, verkleinern, andererseits muBten ihre 
Radien, die stets auf der Geschwindigkeit senkrecht stehen, unver­
andert bleiben. Weiter haben unabhangig voneinander Herglots 'U.5) 
und Noether 'U.6) bewiesen, daB ein im Bornschen Sinne starrer Korper 
nur drei Freiheitsgrade hat im Gegensatz zu den sechs Freiheits­
grad en des starren Korpers der aIten Mechanik. Abgesehen von Aus­
nahmefallen ist die Bewegung des Korpers vollstandig bestimmt, wenn 
die Bewegung eines einzigen seiner Punkte vorgegeben ist. Dies er­
weckte bereits starke Zweifel an der Moglichkeit, in die relativistische 
Mechanik einen starren Korper einzufiihren.lI!7) Die endgultige Kla­
rung brachte eine Arbeit von Laue 248), der durch eine ganz elemen­
tare Betrachtung bewies, daB die Zahl der kinematischen Freiheits­
grade eines Korpers nach der Relativitatstheorie keine beschrankte 
sein kann. Da namlich keine Wirkung sich mit Uberlichtgeschwindig­
keit ausbreiten kann, hat ein AnstoB, der einem Korper gleichzeitig 

244) P. EMenfest, Phys. ZtBchr. 10 (1909), p. 918. 
245) G. Herglotz, Ann. d. Phys. 31 (1910), p. 393. 
246) F. Noether, Ann. d. PhYB. 31 (1910), p. 919. 
247) Man vgl. dazu: M. Born, Phys. ZtBchr. 11 (1910), p. 233; M Planck, 

Phys. Ztschr. 11 (1910). p. 29.; W. v. Ignatow8ky, Ann. d. Phys. 33 (1910), p. 607; 
P. Ehrenfest, Phys. Ztschr. 11 (1910), p. 1127; M. Born, Gott. Nachr. 1910, p. 161. 

248) M. v. Laue, Phys. ZtBchr. 12 (1911), p. 86. 
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an ,. verschiedenen Stellen erteilt wird, stets zuniichst eine Bewegung 
zur Folge, der mindestens n Freiheitsgrade zukommen. 

Wenn also auch der Begriff des starren Korpers in der relativi­
stischen Mechanik keinen Platz hat, so ist es doch niitzlich und 
naturgemaB, den Begriff der starren Bewegung eines Korpers ein­
zufnhren. Man wird naturgemaB diejenigen Bewegungen starr nennen, 
bei denen die Bornsche Bedingung (356) erfiillt ist. Herglotz 249) hat 
dann eine relativistische Elastizitatstheorie entwickelt, die auf dem 
Gedanken beruht, daB immer dann Spannungen auftreten, wenn die 
Bomsche Bedingung (356) verletzt ist. Die Bewegungsgleichungen 
werden aus einem Wirkungsprinzip 

(357) JJtPd61 ... d~, = 0 

abgeleitet, wo c.fJ eine Funktion der DeformationsgroBen A'k ist. Sie 
ist so gewiihlt, daB tP fiir den ~'all der Ruhe genau so von den PU: 

abhiingt wie die Lagrangesche Funktion der gewohnlichen Elastizitiits­
theorie. Die hieraus resultierenden Bewegungsgleichungen ordnen sieh 
dem Laueschen Schema (340), (341) ein. 

Es moge hier noch erwiihnt werden, daB Laue'50) zum Unter­
schied von den absoluten auch relative Spannungen einfiihrt. Aus 
(341) folgt s 

(358 a) gi = - ~ ~~A: • (i = 1,2,3) 
k=1 

Da hier auf der linken Seite die lokale und nicht die substantieUe 
.Anderung der Impulsdichte steht, geben die raumlichen Komponenten 
von T nicht die elastischen Spannungen an. Die substantielle Ande­
rung ~i der Impulsdichte ist nun bestimmt durch 

also wird 

(358 b) 

mit 

s 

gi = gi + ~ O~k(g.UA:)' 
1 

(359) Tilt = Tik - giUk. (i, k = 1,2,3) 

Es ist zu beachten, daB die relativen Spannungen Tu: nicht symme-

249) G. Herglotl, Ann. d. Phys. 36 (1911), p. 493. 
200) M. v. Laue, 1. c. Anm. 228), femer: Das RelativitlUsprinzip, Braunschweig 

1911, § 26. - In der Elektrodynamik bewegter Korper hatte scbon friiber 
M . .Abraham in genau analoger Weise relative Spannungen eingefiihrt [Rend. 
Pal. 28 (1909), p. 1]. 



692 V 19. W. Pauli jr. Relativitii.tstheorie. 

trisch sind. Die Transformationsgesetze fiir diesel ben lauten einfach 

T""" = ~." Til" = ~'" Tu = Tl., 

(360) T = __ !~_IL 1-' - ~'-
"11 1"1 (ij' .,,, - yi-=-- pI' 

T"., = Yi-pIT:." T;., = Yl-7ii T1." T." = T:1/' 

Zum Unterschied von den entsprechfmden Relationen fiir die abso­
luten Spannungen kommt hier die Energiedichte Wo nicht vor. 1st 
speziell im Ruhsystem der (dreidimensionale) Spannungstensor ein 
Skalar T?" = P0 6iC, (i,k = 1,2,3) 

80 gilt auch Til; = Po6l'. 

Dcr skalare Druck ist eine Invariante: 
(361) P=Po' 
Es folgt dies auch schon direkt aus den Transformationsformeln fiir 
Kraft und FlachengroBe, wenn man den Druck als Kraft pro Flachen­
einheit definiert.l51) [V gl. auch das in Nr. 37 d) iiber die Invarianz 
des Lichtdruckes Gesagte.] 

Eine verhaltnismaBig einfache Form nehmen die Bewegungsglei­
chungen bei Fliissigkeiten an, wo der dreidimensionale Spannungs­
tensor zu einem Skalar degeneriert. Mit dies em Spezialfall beschaf­
tigten sich auBer Hcrglotz 959) Ignatowsky25S) und Lamla I5'); die Re­
sultate dieser Autoren stimmen iiberein. Bedeutet p-o die Ruhmassen­
dichte, P den Druck, P wie in der Hydrodynamik uhlich das Integral 

r~!J- und heschranken wir uns auf adiabatische Vorginge, so ist der 
1'0 

1mpuls-Energietensor gegeben durch 

(36:!) Tl' = p-o (1 + ;')ujuk + p6l'-
Aus den Gleichungen 

folgt dann zunachst durch skalare Multiplikation 
tiitsgleichung 

(363) Oil-out - 0 
o:x;i< -

mit ui die Kontinui-

261) ..4.. Ei1l8tein, Jahrb. f. Rad. u. El. 4 (1907), p. 441, § 13; A. SommerfelrJ., 
Ann. d. Phys. 32 (1910), p. 776. Zum erstenmal ausgelprochen bei M. Planck, 
1. c. Anm. 220). 

262) G. Herglotz, I. c. Anm. 249). 
268) W. 'IJ. Ignatowsky, Phya. Ztschr. 12 (1911), p. 441. 
264) E. Lamia, Berl. Diss. 1911; Ann. d. Phys. 37 (1912), p. 772. 
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und hernacb die Bewegungsgleichung 

(364) u (1 + P) du; - _ (a p + u ~ P). 
,0 c2 a-r - OXi 'd-r c' 

1m Fall der Ruhe gibt Too den gewohnlichen Ausdruck fur die Energie­
dichte. 

Die besprochenen Uberlegungen haben nur den Wert, daB sie 
die Moglichke£t einer widerspruchsfreien relativistischen Hydrodynamik 
und Elastizitiitstheorie zeigen. In physikalischer Hinsicht bringen sie 
nichts Neues. Denn fur Substanzen, in denen die Geschwindigkeit der 
elastischen Wellen klein gegenfiber der Lichtgeschwindigkeit ist, unter­
scheiden sich die Gleichungen der relati vistischen Elastizitatstheorie 
praktisch nicht von den en der gewohnlichen. 

Sowohl Herglotz wie Lamla folgern aus ihren Gleichungen, da6 
es fur die Kompressibilitiit eine untere Grenze geben muB, weil sonst 
die elastischen Wellen sich mit Uberlichtgeschwindigkeit ausbreiten 
wfirden. Es scheint uns jedoch, daB das Relativitiitsprinzip fiber die 
GroBe der Kohiisionskriifte gar nichts aussagen kann. Ruckt die sta­
tische Kompressibilitiit in die Niihe der von Herglotz und Lamla an­
gegebenen Grenze, so werden wohl die phanomenologischen Glei­
chungen unrichtig werden. Es wird dann zu einer Dispersion der 
elastischen Wellen kommen, und die Verhiiltnisse werden sich iihn­
lich gestalten wie es in Nr. 36d) fur die Lichtwellen besprochen wurde. 

d) Thermodynamik und Statistik. 

46. Das Verhalten der thermodynamischen ZustandsgroJ3en bei 
einer Lorentz-Transformation. Wie sich die thermodynamischen Zu­
standsgroBen beim Ubergang zu einem bewegten Koordinatensystem 
transformieren, wurde von Planck m ) in seiner grundlegenden Arbeit 
iiber die Dynamik bewegter Systeme hergeleitet. Er geht dabei aus 
von einem Variationsprinzip. Man kann aber, wie Einstein 256) gezeigt 
hat, die Transformationsformeln auch direkt berleiten; das Variations­
prinzip ergibt sicb dann als Folgerung. 

Wir stellen zuerst die Relationen fur V olumen, Druck, Energie 
und BewegungsgroBe nochmals zusammen, wobei wir annehmen, daB 
die elastischen Spannungen bloB aus einem skalaren Druck besteben: 

(7a) V = VoY(~ [32, 

256) M. Planck, 1. c. Anm. 225). V gl. auch die Arbeit von F. Hasen6hrl, 
Wien. Ber. 116 (1907), p. 1391, der unabhangig von Planck a.uf anderem Wege 
zu iiJmlichen Resultaten gelangte. 

266) A. Einstein, Jahrb. f. Rad. u. El. -1 (1907), p. 411, § 15, 16. 
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(361) P = Po, 

(346 a) I @S =.~ Vi-~'--pj(Eo + Po Vo) 

E = V/-~j (Eo + i; Po Vo)' 
Damus folgt noch 

(346 b) E + P V = Eo + Po vo@S = -c~i (E + p V). 
VI-pi ' 

Wir miissen nun noch die entsprechenden Relationen fur Wii.rme­
menge, Temperatur und Entropie ableiten. 1st d Q die zugefuhrle 
Warme, dA die von auSeren Kriiften am System geleistete Arbeit, 
so ist J dQ=dE-dA, 

l dA=-pdV+ud@S. 
(365) 

Der zweite Term ist wesentlich, er verschwindet nach (346) auch 
dano nicht, wenn die Geschwindigkeit des Systems bei der Zustands­
inderung konstant bleibt, was im folgenden angenommen werden soIL 
Man erhii.lt 911 

I cl 911 I 
dQ = ~T-:---~ dEo + -=----:- d(po Vo) - .---=----::=::: [dEo + d(po Vo)] .. I-Pi Vl-P' C VI-pi -

+ 'V1 -.: (l'Pod Vo 

= 'V1- fJ'(dEo + PodVo) = 'V1 - (J'dQo, 
also 
(366) Q = Qo -V1 - {li. 

Diese Bestimmung stimmt uberein mit der !riiher abgeleiteten Trans­
formation fiir die Joulesche Wii.rme [vgl. (293)]. 

Erteilt man einem System eine Geschwindigkeit u, so kann dies 
ala ein adiabatischer V organg aufgefaSt werden. Die Entropie bleibt 
dabei also unveriindert, sie ist fur ein bewegtes System ebenso groB 
wie fiir ein ruhendes: daS heiSt aber, sie ist eine lnvariante gegen­
ilber Lorentz-Transformationen. 
(367) B = So. 
Wird eine Wirmemenge d Q unendlich langsam zugefiihrt, so ist 

dQ= TdB. 

Aus (366) und (367) folgt daraus sofort 

(368) T = ToY1- ~i. 
Die angegebenen Relationen gestatten, zu jeder Beziehung zwi­

schen den ZustandsgroSen Po, Vo, EOI @o, To im ruhenden System 
die entsprechende Beziehung zwischen den ZustandsgroSen im be-
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wegten System anzugeben. Insbesondere bnn die Abhangigkeit der 
Zust&ndsgleichung einer Substanz von ihrer Geschwindigkeit ermittelt 
werden. 

4: 7. Prinzip der kleiDsten Wirkung. In der alten Thermodyna­
mik kann man die Zustandsgleichung aus dem Wirkungsprinzip l61) 

t. 

J{lJ(- F + EkJn.) + cJA} dt = 0 
/1 

bestimmen, wo F die freie Energie bedeutet: 
F=E-TS. 

Unabhiingige Variable sind die Lagenkoordinaten des Systems, Vo­
lumen und Temperatur. cJ A bedeutet dabei die bei der Variation 
dieser Parameter geleilltete Arbeit. Bei !nderung der unabhangigen 
Variablen snden sich die zu variierende Funktion in bebnnter Weise. 
Die Wirkungsfunktion L:o:= - F + E1rb1. 

zerf'illt hier in zwei Teile, von denen der eine bIoS von der Ge­
schwindigkeit, der andere nur vom inneren Zustand (V, T) des Kor­
pers abhiingt. Auch in der relativistischen Mechanik existiert eine 
solche Wirkungsfunktion. Sie liSt sich jedoch nicht in dieser Weise 
in zwei Teile zerlegen. In der Tat wird fiir 

(369) L=-E+TS+(u@}) 

I
doL d oL d oL 
dt olb = ~z, dt oil = ~" dt os = !!., 

(310) oL oL 
o V = p, oT = S. 

Aus dE = (Rdt) - pdV + TdS = (ud@}) - pdV + TdS folgt nim-
lich dL = (@}du) + pdV + SdT. 
(370) sind aber gerade die aus dem Wirkungsprinzip folgenden Glei­
eh un gen. Wir bemerken auch noch, daS nach (318 a, b) und (325) 
fur den materiellen Punkt 

L = - EkJn. + (u@}) 
zu setzen ist, was als Spezialfall von (369) betrachtet werden kann. 
1m mitbew('gten Koordinatensystem Ko wird L mit der (negativen) 
freien Energie identisch Lo = - Eo + ToSo' Nach (346), (361), 
(368) gilt femer fur L die TransformatioDsformel 

(311) L = VI - pi £07 

das Wirkungsint('gral J L dt ist also eine Invariante, wie es sein muS. 

257) H." Helmholtz, Crellea J. 100 (1886), p. 137 und 213 [Ge •• Abh. 3 
.(1896), p. 2:!6]' 
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48. Die Anwendung der relativistischen Mechanik auf die 
Statistik. 1m Raum der kanonischen Variablen Pk' qlt (vgI. Nr. (0) 
gilt der Liouvillesche Satz 

(372) dpl ... dqN = dp~ ... dqCJ" 

da er eine unmittelbare Foige der Hamiltonschen Gleichungen ist. Er 
gilt natiirIich auch in einem Raum von auderen Varia bIen Xl ••• xu, 
die aus den kanonischen durch eine Substitution von der Funktional­
determinante 1 hervorgehen: 

(372a) dXl ... dxu = dx~ ... dX~N. 

Die aIIgemeinen Theoreme der Statistik haben keine andere Voraus .. 
setzung als den Liouvilleschen Satz, bleiben also in der auf der rela­
tivistischen Mechanik basierenden Statistik unverandel"t bestehen.158) 

Wir formuIieren sie so: 
1. Die Energie sei als Funktion der Variablen Xl ... Xu -

von denen im foigenden stets vorausgesetzt wird, daB sie die Bedin­
gung (372a) befriedigen - gegeben durch 

(373) H(xlI ... xu) = E. 
Dann ist die Entropie gegeben durch 

(374) S = klog V, 
wo V das von der EnergiefHiche H = E oder such das von der 
Energieschale E < H < E + dE eingeschlossene Volumen bedeutet: 

(375) V = J dXl ... dX2N oder auch V .f dXl ... dXtN. 
H<E E<H<E+dE 

2. Die freie Energie F = E - T S ist gegeben durch 

1 
F= - kTlogZ 

~7~ H 
Z fe-kTdXl .. ' dX~N. 

3. Gleichverteilungssatz: Es sind die zeitlichen Mittelwerte 

(377) -oH kT r·· II· 1 2N -an 0 r·· . ....L. x. -~ - = ,ur a e 't von ,... ; Xi -",- = ur 'l,), 
• 0 Xi uXj 

insbesondere fur kanonische Variable 

(377 a) P,fli = leT, 
--oR 
q.-5;-- = kT. 

• uqi 

Hier ist gegeniiber der gewohnlichen Mechanik ein Unterschied vor­
handen. In dieser ist niimlich E kin. = }2' P/l, , so daB die erste Glei­
chung (377 a) einfaoh aussagt, daB die zeitlichen Mittelwerte der-

268) Von denjenigen Modifikationen der statistischen Theoreme, die durch 
die Quantentheorie gefordert werden, sehen wir abo 
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jenigen Anteile der kinetischen Energie, die den einzelnen Freiheits­
graden entsprechen, untereinander gleich und gleich tkT sind. In 
der relativistisclzen Mechanik geht der Zusammenhang des Gleichvertei­
lungssatzes mit der mittleren kinetischen Energie verloren. 

4. Maxwell-Boltzmannsches Verteilungsgesetz: Die Energiefunktion 
H unseres Systems zerfalle in zwei Teile 

(378) H = Hl (Xl· .. Xlhr) + HJ(Xl .•. Xu), 

die von verschiedenen Variablen abhangen. Die Zahl 2n der Vari­
ablen des ersten Telles sei viel kleiner als die Zahl 2 N der Variablen 
des zweiten Telles. Ferner sollen beide Variablengruppen unabhiingig 
voneinander aus verschiedenen kanonischen Variablen durch eine Sub­
stitution der Funktionaldeterminante 1 hervorgehen. Dann ist die 
Wabrscheinlichkeit dafiir, daB die ersten Variablen ungeachtet der 
Werte der zweiten Variablen innerhalb des durch dxl ... dX2n be­
zeichneten Spielraums bestimmte vorgegebene Werte Xl ••• X2n an­
nehmen, gegeben durch 

(379) 

Die von 

(3790.) 

H1 (.,) 

w(xl . .. Xs..)dXl ... dX2n = Ae--kT -- dX1 ••• dxs... 

den X unabbangige GroBe A ist aus der Bedingung 

f w(xl ... xs..)dx1 ••• dXIn = 1 

zu bestimmen. Voraussetzung des Verteilungsgesetzes (379) ist, daB 
der Wert Hl klein ist gegeniiber dem (konstanten) Wert von H. 

49. Spezialfiille. a) Die Strahlung im bewegten Holtlraum. Dieser 
Fall hat ein historiscbes Interesse, do. er aUein auf Grund der Elektro­
dynamik, auch ohne Relativitiitstheorie, behalldelt werden hun. Man 
kommt dann notwendig dazu, der bewegten Strahlungsenergie Impuls, 
also auch triige Masse zuzuscbreiben. Es ist interessant, da8 dieses 
Resultat schon vor Aufstellung der Relativitiitstheorie von Hasen­
ohrl259) gefunden wurde. Seine Schliisse waren allerdings in einigen 
Punkten verbesserungsbediirftig. Eine vollstiindige Losung des Pro­
blems gab zuerst K. v. MosengeiPOO). Planck!61) leitet seine Formeln 
fiir die Dynamik bewegter Systeme mehrfach durch Verallgemeine­
rung der Mosengeilschen Ergebnisse her. 

Die Relativitiitstheorie gestattet, die Abbiingigkeit von Strahlungs­
druck, Bewegungsgro8e, Energie uud Entropie von der Temperatur 

269) P. Haseniihrl, Wien. Ber. 113 (1904), p. 1039; Ann. d. Phys. 15 (1904). 
p.344 und 16 (1906), p. 689. 

260) K. 11. Mosengeil, Berl. Diss. 1906; Ann. d. Phys. 22 (1907), p. 867; vgl. 
anch die Darstellung bei M. Abraham, Theorie der Elektrizitii.t, 2, 2. Aufl., p.44. 

261) M. Planck, I. c. Anm. 225). 
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lIowie die Abhangigkeit der spektralen Verteilung von Temperatur 
und Richtung so fort anzugeben, indem sie den Fall des bewegten Hohl­
raumes auf den des ruhenden zuriickfiihrt. Fur letzteren gilt 

(380a) Eo = a To' Vo, Po::Z taTo', 80 =!-aToS V. 
und nach (369): 

L = i,aTo' Vo' 

endlich fur die Intensitat der Strahlung im Frequenzbereich dv und 
im Kegel dQ.: 

(38b) 
ekTo - 1 

N ach den Formeln der Nr. 46 Colgt daraus zunachst 
1 +-!P I 4. 1 +-!P! 

E=Eo.~=aT V(-l 1'11\31 
" 1- pi -,. ) 

(380b) 

_ _ 1 T' 1 8 _ S _ ~ TS V 1 
P - Po - a a (1 _ plj" - 0 - 3 a (1 - {l1)1' 

.. r.----- 1 1 
L = y l - pi Lo = -:f aT4V (1--~1)" 

u 1 ~ 4 1 u 
@ = - -----c •.. -- E = -- aT' V ---_.- -. 

c l Y 1 _1ft 3 0 3 (1- p,)' c' 

Um auch noch die spektrale Verteilung im bewegten Hohlraum zu 
ermitteln, bedienen wir uns der aus (15), (17) und (253) leicht ab­
zuleitenden Beziehungen 

v' = v 1 - P cos IX d v' = d v 1 - P COB.tIC 

YI-Pl ' Y1-PI , 
, 1 - {ll 

dQ. = -(1 1'1 --)1 dQ., -,. cos ex 

ft., d 'an' _ ft d d n (1-PC08t1C)1 .n.' v o)~ -.n. 11 o)~ 1 _ pi . 

Letztere GroBe muB sich nlimlich wie das Quadrat der Amplitude A 
transformieren. Es folgt daraus weiter 

~ , = ~ (1 - P cos tIC)' 
7 7 (1 _ {l')t ' 

also 

(381 b) ~ dvdQ. = 2~ h 1I1dll dQ.. 
• C ~(l-~co.a) 

ekT -1 
Weiter gilt wegen 

ft',d ' = ft d (1- p~08tlC)' 
.n. v .n. v 1 _ pI 

(382) K = ac T' 1 
.1:1f (1 - P cos tIC)' 

Diese Formel gibt die Abhlingigkeit der gesamten (uber alIa Fre-
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quenzen integrierten) Strahlungsintensitat von der Richtung an. Man 
erhiilt sie natiirlich auch aus (381 b) durch Integration libel' dv. Die 
Gesamtenergie ergibt sich aus (382) vermoge der Beziehung 

j f1 
E = V -c KdQ 

III Ubereinstimmung mit der ersten Gl. (380 b). 
Eine Moglichkeit, die Tragheit der Strahlungsenergie experimen­

tell nachzuweisen, scheint wegen des iiuBerst kleinen Betrages der zu 
erwartenden Effekte nicht zu bestehen. 

(3) Das ideale Gas. Eine Abweichung des Verhaltens des idealen 
Gases von dem nach der aIten Mechanik berechneten infolge von 
relativistischen Effekten (Massenveriinderlichkeit) ist naturgemaB erst 
zu erwarten, wenn die mittlere Geschwindigkeit der Molekiile mit der 
Lichtgeschwindigkeit vergleichbar wird. MaBgebend dafiir ist die GroBe 

(383) 

Bei normalen Temperaturen ist sie enorm groB, erst bei ca. 1 Billion 
Grad wird sie von miUliger GroBenordnung. Die Frage nach den von 
der relativistischen Mechanik geforderten Abweichungen des idealen 
Gases von seinem klassischen Verhalten hat deshalb nicht praktisches, 
sondern bloB theoretisches Interesse. Sie wurde von Jiittner!6!) be­
antwortet. Am einfachsten gelangt man durch Berechnung der freien 
Energie nach Theorem 2, N r. 4:8 zum Ziel. Da die Energie eines 
Massenpunktes durch die Impulse ausgedriickt 

E = moc21 /l+~~-~(p!-+-;!-+-;~) r mo c 
lautet, folgt 

F= -RTlogZ, 

Dabei ist angenommen, daB die vorhandene Gasmenge gleich 1 Mol 
ist; L bedeutet die Loschmidtsche Zahl fiir das Mol, V das Mol­
volumen. Die Ausrecbnung ergibt 

= moe· % -~ --a-' I Z- V ~ 3 2 '1( .)IJlP(ia) 

(384) {( iH(t)(ia)) } F = - RT log V + log - _i-a -. + konst .. 

[H.!.i) bedeutet die Hankelsche Zylinderfunktion itv Art von der nton 

Ordnung mit i = 1, 2.] 

262) F. Juttner, Ann. d. Phys. 34 (1911), p. 866. 
Encyklop. d. math. WiueD.loh. V I. 46 
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Alie anderen thermodynamischen GroBen folgen aus del' freien 
Energie in bekannter Weise, z. B. 

of 
P=-av' 

aF a F 
E = F - T aT = - T'l a i; T 

(unabhiingige Variable 

(38o} 

V, T). Aus der erstell 

RT 
P=-v' 

Gleichung folgt 

Die Zttstandsgleichung des idealen Gases Uleibt in der relativistischen 
Meehanik unverandert bestehen. Es hii.ngt dies damit zusammen, daB 
die Abhangigkeit der freien Energie und des Zustandsintegrals Z vom 
Volumen durch die relativistische Mechanik nicht modifiziert wird, 
was man auch a priori sofort einsehen kann. Anders ist es mit del' 
Abhangigkeit der Energie von der Temperatur. Es ergibt sich 

(386) E = RT { 1 - ~Zi;;~~~f tI}. 
Fur groBes t1 kann man die Hankelsche Zylinderfunktion durch ihre 
asymptotische Darstellung 

e- II 

- i H41l(itl) = --c-,----
ytna 

ersetzen. Durch logarithmisches Differenzieren folgt daraus 

iH;W(ia) 1 
- ii[l-lTia) - = 1 + -2ci' 

was In (386) eingesetzt, gibt: 

(386 a) E = RT(a + ~) = Lmc2 + fRT, 

in Ubereinstimmung mit der aIten Theorie, wie es sein muft Man 
hii.tte den Ausdruck (386) fur die Energie auch aus dem Maxwell­
Bchen Geschwindigkeitsverteilungsgesetz entnehmen konnen. N ach 
Theorem 4, Nr. 4:8 unterscheidet sich dieses nur durch die Art der 
Abhii.ngigkeit des Faktors A. von der Temperatur von dem Verteilungs­
gesetz der alten Mechanik. 

JUttner t88) hat auch den EinfluB der Beu;egung eines idealen 
Gases auf seine thermodynamischen Eigenschaften vom Standpunkt 
der relativistischen Dynamik aus untersucht. Die entsprechenden Be­
ziehungen lassen sich auf Grund der Transformationsformeln del' 
Nr. 4:6 sofort anschreiben. DaB ideale Gas erweist sich als noch viel 
ungiinstiger zur experimentellen Priifung deB Satzes von der Trii.gheit 
der Energie als der mit schwarzer Strablung erfiillte Hohlraum. 

261) F. Juttner, Ann. d. Phya. 36 (1911), p. 146. 
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IV. Allgemeine ReI ativitiitstheori e. 

60. Historisches bis zu Einsteins Arbeit von 1916. 164) Das 
Newtonsche Gravitationsgesetz, das eine momentan in die Ferne wir­
kende Kraft fordert, ist mit der speziellen Relativitatstheorie unver­
einbal'. Diese fordert eine Ausbreitung, die hochstens mit Licht­
gesch windigkeit erfolgt 265), und Kovarianz der Gravitationsgesetze 
gegeniiber Lorentz-Transformationen. Schon PoincareS66) befaBte sich 
mit del' Aufgabe, das Newtonsche Gravitationsgesetz so abzuandern, 
daB diese Forderungen erfiiIlt sind. Es kann dies auf mehrere Wei sen 
geschehen. Allen Ansatzen ist gemeinsam, daB die Kraft zweier 
Massenpunkte aufeinander nicht von ihren gleichzeitigen, sondern von 

den um die Zeit t =!.. verschiedenen Lagen sowie von ihren Ge-
e 

schwindigkeiten (evtl. auch Beschleunigungen) abhiingen. Die A b­
weichungen yom Newtonschen Gesetz sind immer von 2. Ordnung in 

~, bleibell also stets sehr klein und widersprechen der Erfahrung 
e 

nicht.266a) Minkowski 267) und Sommcl'(eld 268) haben die Poincareschen 
Ansatze auf eine dem vierdimensionalen Vektorkalkiil entsprechende 
Form gebrachtj ein spezielles Gesetz diskutiert H. A. Lo1·entz 268a). 

Gegen aIle diese Betrachtungen ist einzuwenden, daB sie yom 
Elementargesetz fiir die Kraft ausgehen statt von der Poissonschen 
Differentialgleichung. 1st einmal die endliohe Ausbreitung einer Wir­
kung erwiesen, so darf man nur dann erwnrten, auf ein(ache BIlge­
meingiiltige Gesetze zu kommen, wenn man sie durch kontinuierlich 
in Ort und Zeit variierende ZustandsgroBen (ein Feld) beschreibt und 
die Differentialgleichungen dieses Feldes aufsucht. Das Problem be-

264) fiber die alteren Versucbe, das Newtonscbe Gravitationsgesetz abzu­
il.ndern, vgl. man die Artikel von J. Zenneck, V 2, imd S. Oppenheim, VI 2, 22, 
insbes. Abscbn. V. Wir geben die bistoriscbe Entwicklung nur in groBen Um­
rissen; wegen mancher Einzelheiten sei auch auf den Al'tikel von F. Kottler, 
VI 2, 22 verwiesen. 

265) Nimmt man an, daB die Ausbreitungsgeschwindigkeit der Gravitations­
wirkungen vom Bewegungszustand der Korper, von denen diese Wirkungen aus­
gehen, unabbil.ngig ist, so folgt sogar, daB sie exaJ.i gleich der Vakuumlichl­
geschwindigkeit sein mu6. 

266) H. Poincare, Rend. PaL, 1. c. Anm. 11). 
266a) Genauere Diskussion bei W. de Sitter, Monthly Not. 71 (1911), p. 388. 
267) H. MitikolCski, 1IJ, 1, c. Anm. 54). 
268) ...4.. Sommerfeld, Ann. d. Phys. 33, 1. c. Anm. 55). 
268 a) H . ...4.. Lorentz, Phys. Zbchr. 11 (1910), p. 12:14; Bowie Das Relati. 

vitatsprinzip, 3 Haarlemer Vortril.ge, p. 19. 
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stand also darin, die Poissonsche GIeichung 

~ (j) = 4nkfLo 

und die Bewegungsgleichung des Massenpunktes 
d!r 
£Ii' = - grad (j) 

so abzuandern, daB sie gegenuber Lorentz-Transformationen invariant 
werden. 

Bevor dieses Problem gelOst wurde, schlug die Entwicklung je­
doch bereits einen anderen Weg ein. Ais die physikalischen Folge­
rungen del' speziellen Relativitatstheorie bis zu einem gewissen Ab­
schluB gelangt waren, machte Einstein 2G9) so fort den Versuch, das 
Relativitatsprinzip auch auf andel's als gleichformig translatorisch be­
wegte Bezugssysteme auszudehnen. Auch in anderen Systemen als den 
Galileischen (Nr. 2) sollten die allgemeinen Naturgesetze ihre Form be­
halten. Die Moglichkeit hierzu bietet das sogenannte Aquivalenzprinzip_ 
In del' Newtonschen Theorie ist ein in einem homogenen Schwere­
feld befindliches System in mechanischer Hinsicht vollstandig gleich­
wertig einem gleichfi:irmig beschleunigten Bezugssystem.269 &) Die For­
derung, daB auch aIle anderen V organge sich in beiden Systemen in 
gleicher Weise abspielen sollen, bildet den Inhalt des Einstcinschen 
Aquivalenzprinzips, das einen Grundpfeiler der von ihm spater ent­
worfenen allgemeinen Relativitatstheorie bildet (vgl. Nr. 51). Da man 
den Ablauf der Vorgange in einem beschleunigten System durch Rech­
nung ermitteln kann, gibt es zugleich die Moglichkeit, den EinlluB 
eines homogenen Schwerefeldes auf irgendeinen Vorgang zu ermitteln. 
Dies iet die heuristische Kraft des Aquivalenzprinzips. Auf diese 
Weise leitete Einstein das Resultat ab, daB Uhren an Orten niedri­
geren Gravitationspotentials langsamer gehen als an Orten hi:iheren 
Gravitationspotentials, und wies bereits darauf hin, daB dies eine Ver­
schiebung del' auf del' Sonne emittierten Spektrallinien gegenuber den 
irdischen nach Rot zur Folge hat (vgl. N r. 53 b). Ferner ergab sich, 
daB die Lichtgeschwindigkeit im Schwerefeld veranderlich ist, die 
Lichtstrahlen infolgedessen gekriimmt sein miissen, sowie daB jeder 
Energie E nicht nul' eine triige, sondern auch eine schwere Masse 

m = ~ zugeschrieben werden musse. In einer folgenden Arbeit zeigte 
c 

269) A. Einstein, Jahrb. f. Rad. u. El. 4 (1907), p. 411, Kap. V. 
269 a) Streng genom men ist die gleichformig beschleunigte Bewegung durch 

cine Hyperbelbewegung (Nr. 26) zu ersetzen, weshalb die Transformationsformeln 
filr die Koordinaten komplizierter werden. Siehe dariiber H. A. Lorentz, Haar­
lemer Vortrage, p. 36 und P. Ehrenfest, Amst. Proc. 16 (1913), p. 1187. 
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Einstein 270), daB die Kriimmung der Lichtstrahlen eine Verschiebung 
der am Sonnenrande gesehenen Fixsterne zur Folge hat, die einer 
Priifung durch die Erfahrung zugiinglich ist. Den Betrag der Ver­
schiebung berechnete er damals zu 0,83 Bogensekunden. 

Diese Theorie des homogenen Gravitationsfeldes bedeutete eine 
Durchbrechung des Rahmens der speziellen Helativitiitstheorie. Wegen 
der Abhiingigkeit der Lichtgeschwindigkeit und der Ganggeschwindig­
keit einer Uhr yom Gravitationspotential ist hier die in Nr. 4, einge­
fiihrte Definition der Gleichzeitigkeit nicht mehr durchfiihrbar, und 
die Lorentz-Transformation verliert ihren Sinn. Von diesem Stand­
punkt aus kann also die spezielle Relatil/itiitstheorie nltr bei Abwesen­
lICit von Gravitationsfeldern richtig sein. N ach Einfiihrung des Gra­
vitationspotentials als physikalische ZustandsgroBe wird man dann die 
Naturgesetze vielmehr als Beziehungen zwischen den iibrigen physika­
lischen GroBen und dem Gravitationspotential auffassen und ihre Ko­
varianz fordern gegeniiber einer umfassenderen Gruppe von Transfor­
mationen, bei der das Gravitationspotential in geeigneter Weise mit­
transformiert wird. Es war nun die Aufgabe, eine salcha auf dem 
Aquivalenzprinzip fuBende Theorie auch fiir nicht homogene Gravita­
·tionafelder aufzustellen. Einstein und Abraham 271) versuchten, das all­
gemeine statische Gravitationsfeld zu charakterisieren durch den Wert 
der Lichtgeschwindigkeit c in jedem Raum-Zeitpunkt, die zugleich 
die Rolle des Gravitationspotentials spielt, und suchten Differential­
gleichungen zu find en, denen c geniigen muB. Abgesehen davon, daB 
diese Theorien nur spezielle Gravitationsfelder in Betracht ziehen, 
fiihrten sie auch sonat auf Schwierigkeiten. 

Es wurde deshalb von Nordstrom i72) der Versuch gemacht, an 
der strengen Giiltigkeit des speziellen Relativitiitsprinzips konsequent 
festzuhaltcn: In seiner Theorie ist die Lichtgeschwindigkeit konstant, 
eine Strahlenablenkung im Schwerefeld findet nicht statt. Sie lOst 
das friiher skizzierte Problem, die Poissonsche Gleichung und die Be-

270) A. Einstein, tJber den EintluB der Schwerkraft auf die Ausbreitung 
deB Lichtes, Ann. d. Phys. 35 (1911), p. 898; auch in der Sammlung "Das Rela­
tivitlitsprinzip", 3. AuB. 1920, enthalten. 

271) A. Einstein, Ann. d. Phys. 38 (1912), p. 355, 443; M. Abraham, Phys. 
Ztschr. 13 (1912), p. 1,4, 793; Disku8sion zwischen Einsteill und Abraham, Ann. 
d. Phys. 38 (1912), 1056, 1069; 39 (1912), p. 444, 704. 

272) G. Nordstrom, Phys. Ztschr. 13 (1912), p 1126; Ann. d. Phys. 40 (1913) 
p. 866; 42 (1913), p. 533; 43 (1914), p. 1101; Finska Vetensk. Verh. 57 (1914 u. 
1915); ferner M. Behacker, Phys. Ztschr. 14 (1913), p. 989; A. Einstein u. A. D. 
Fokker, Ann. d. Phys. 44 (1914), p. 321. Zusammenfassende DarBtellung bei 
M. v. Laue, Jahrb. f. Rad. u. EI. U (1917), p. 263, Bowie das Referat uber alle 
alteren Gravitationstheorien bei M. Abraham, Jahrb. f. Rad. u. El. 11 (1914), p.470. 
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wegungsgleichung des Massenpunktes auf eine gegeniiber Lorentz­
Transformationen kovariante Form zu bringell, in logisch vollkommen 
einwandfreier Weise. Auch wird dem Impuls-Energiesatz sowie dem 
Satz von der Gleichheit der schweren und tragen Masse geniigt. Wenn 
sie dennoch nicht akzeptiert wird, so geschieht dies erstens deshalb, 
weil sie dem allgemeinen Relativitatsprinzip nicht geniigt (oder jeden­
falls nicht in einfacher und natiirlicher Weise geniigt, vgl. N r. 56), 
und zweitens, weil sie der Erfahrung widerspricht: sie liefert keine 
Kriimmung der Lichtstrahlen und eine Perihelbewegung des Merkur 
mit verkehrlem V orzeichen. (Hinsichtlich der Rotverschiebung stimmt 
sie mit der Einsteinschen Theorie iiberein.) Auch Mie 17S) hat eine 
Gravitationstheorie aufgestellt, die auf dem speziellen Relativitiits­
prinzip fuSt. Da sie aber dem Satz von der Gleichheit der triigen 
und schweren Masse nicht streng geniigt, hatte sie immer nur eine 
sehr geringe Wahrscheinlichkeit fiir sich. 

Einstein lieS sich jedoch in seinem Bestreben, den Naturgesetzen 
eine solche Gestalt zu geben, daB sie gegeniiber einer moglichst um­
fassenden Gruppe von Transformationen kovariant werden, durch die 
Schwierigkeiten des Problems nicht irre machen. In einer gemeinsam mit 
GrofJmann ausgefiihrten ArbeitS74) gelang es ihm, in dieser Richtung einen 
wesentlichen Forlschritt zu erzielen. Wenn man das Quadrat des Linien­
elements auf beliebige krummlinige Raum-Zeitkoordinaten transformiert, 
so wird es eine quadratische Form der Koordinatendifferentiale mit 
10 Koeffizienten gil< (vgl. Nr. 51). Das Gravitationsfeld wird jetzt durch 
diesen Zehnertensor der gjkJ nicht mehr durch die skalare Lichtge­
schwindigkeit bestimmt. Zugleich wurden die Bewegungsgleichung des 
materiellen Punktes, der Impuls-Energiesatz und die elektromagne­
tischen Feldgleichungen fiir das Vakuum durch Einfiihrung der gik 

auf die endgiiltige, allgemein kovariante Form gebracht.275) Nur die 
damals aufgestellten Differentialgleichungen der gil< selbst waren nicht 
allgemein kovariant. In einer folgenden Arbeit S78) suchte Einstein 

273) G. Mie, Ann. d. Phys. 40 (1913), p. 1, V. Kap. Gravitation; Eister­
Geitel-Festschr. 1916, p. 261. 

274) A. Einstein u. M. Gropmann, Ztschr. lJath. Phys. 63 (1914), p.216. 
Zusammenfassender Vortrag: A. Einstein, Zum gegenwartigen Stand del Gravi­
tationsproblems, Phys. Ztschr. 14 (1913), p. 1249; anschlieBende Diskussion Mie, 
Einstein, Nordstrom: Phys. Ztschr. 16 (1914), p. 116, 169, 176, 376. 

276) Es ist interessant, daB ohne Zusammenhang mit der Gravitationstheorie 
die betreifenden formalen Entwickelungen sowie die Schreibweise der elektro­
magnetischen Feldgleichungen in allgemeill kovarianter Form Bchon vorher von 
F. Kottler, Wien. Ber. 121 (1912), p. 1659, angegeben wurden. 

276) A.Einstein, Die formale Grundlage der allgemeinen Relativitii.tetheorie, 
Berl. Ber. 1914, p. 1030. 
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diese Differentialgleichungen eingehender zu begriinden und glaubte 
sogar einen Beweis dafiir gefunden zu haben, daB die Gleichungen, 
welche die gik selbst bestimmen, nicht allgemein kovariant sein konnen. 
1m Jahre 1915 erkannte er jedoch, daB die invariantentheoretischen 
Forderungen, die er friiher an seine Feldgleichungen der Gravitation 
stellte, diese gar nicht emdeutig festlegen. Um die Moglichkeiten ein­
zuschriinken, kam er auf die Forderung der allgemeinen Kovarianz 
zuriick, die er friiher "nur schweren Herzens verlassen hatte". 1m An­
schluB an die Riemannsche Kriimmungstheorie gelang es ihm nun in 
der Tat, auch fur die gn selbst allgemein kovariante Gleichungen auf­
zustellen, die allen physikalischen Anforderungen entsprechen!11) (vgl. 
Nr. 56). In einer weiteren Mitteilung 278) konnte er zeigen, daB seine 
Theorie die Perihelbewegung des Merkur quantitativ richtig erkliirt 
und eine Kriimmung der Lichtstrahlen im Gravitationsfeld der Sonne 
fordert, die doppelt so groB ist, wie er sie friiher auf Grund des 
Aquivalenzprinzips fUr homogene Felder abgeleitet hatte. Bald darauf 
erschien Einsteins abschlieBende Arbeit "Die Grundlagen der allge­
meinen Relativitatstheorie".279) 1m folgenden sollen nun die Prinzipien 
und der weitere Ausbau dieser Theorie dargelegt werden. 

51. Allgemeine Formulierung des Aquivalenzprinzips. Zu­
sammenhang zwischen Gra.vita.tion und Metrik. Das Aquivalenz­
prinzip wurde urspriinglich nur fUr homogene Schwerefelder aufgestellt. 
1m allgemeinen Fall liiBt es sich so formulieren: Es gibt fur ein un­
endlich kleines WeUgebiet (d. h. ein so kleines Weltgebiet, dafJ die ort­
liche und zeitliche Variation der Schwere in ihm t'ernaehliissigt werden 
kann) steis ein solches Koordinatensystem KO(Xll Xs' X31 X,), in wel­
chem ein EinflufJ der Schwere tf.:eder aUf die Bewegung von Massen­
punkfen noch auf irgendwelche anderen physikalischen Vorgiinge vor­
handen ist. Kurz gesagt, in einem unendlich kleinen Weltgebiet liiBt sich 
jedes Schwerefeld wegtransformieren. Das lokale Koordinatensystem 

277) A. Einstein, Berl. Ber. 1915, p. 778, 799, 844. - Gleichzeitig wie Ein­
stein und unabhangig davon hat auch Hilbert die allgemein kovarianten Feld­
gleichungen aufgesteUt [D. Hilbert, Grundlagen der Physik, 1. Mitt.; Gott. Nachr. 
H)15, math.-nat. Kl., p. 395]. Seine Darstellung diirfte jedoch aus zwei Griinden 
bei den Physikeru wenig Anklang finden. Erstens wird die Eristenz eines Va­
riatioDsprinzips als Axiom eingefiihrt und zweitens, was noch schwerwiegender 
ist, werden die Feldgleichungen nicht fiir ein beliebiges materieUes System ab_ 
geleitet, sondern speziell unter Zugrundelegung der (im Abschn. V naher bespro­
chenen) Mieschen Theorie der Materie. Auf die anderen Ergebnisse der Hilbert­
schen Arbeit kommen wir noch in Nr. 66 und 67 zuriick. 

278) A. Einstein, Berl. Ber. 1915, p. 831. 
279) A. Einstein, Ann. d. Phys. 49 (1916), p. 769. Auch separat als Bro­

~chiire e:.chienen und in der Sammlung "Das Relativitatsprinzip". 
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Ko kann man sich realisiert denken durch einen frei schwebenden, 
hinreichend klein en Kasten, der keinen auBeren Kraften auBer der 
Schwere unterworfen ist und dieser folgend frei falit. 

Es ist kIar, daB dieses ·Wegtransformieren nur deshalb moglich ist, 
weil das Schwerefeld die fundamentale Eigenschaft hat, allen Korpern 
dieselbe Beschleunigung zu erteilen; oder, was nur ein andercr Aus­
druck daflir ist, weil die schwere und die trage Masse stets gleich sind. 
Diese Aussage ruht nun auf sehr sicheren experimentellen Grundlagen. 
Eotros 280) wies bei einer Untersuchung der Frage, ob die Richtung 
der Resultierenden aus Erdanziehung und Zentrifugalkraft der Erd­
rotation vom Material abhii.ngt, nach, daB schwere und trage Masse 
mit cinem Genauigkeitsgrade von Ios gleich sind. 1m Hin hlick auf 
den Satz von der Tragheit der Energie ist ferner eine Untersuchung 
von Southerns 281) von Interesse, in del' gezeigt wird, daB das Vcr­
haltnis zwischen Masse und Gewicht bei Uranoxyd von dem entspre­
chenden Verhiiltnis bei Bleioxyd hochstens urn 2.\06 verschieden ist. 
Aus dem Aquivalenzprinzip folgt niimlich im Verein mit dem Satz 
von der Triigheit der Energie, daB jeder Energieform auch ein Ge­
wicht zuzuschreiben ist. Hatte nun die beim radioaktiven Zerfall von 
Uran freiwerdende innere Energie zwar Tragheit aber kein Gewicht, so 
mliBte das genannte Verhliltnis einen Unterschied von 26~OO aufweisen. 
Eotvos 280) fand dies bestiitigt, wobei sich die Genauigkeit noch erheb­
Hch steigern lieB. 

Es i"st offenbar naturgemaB anzunehmen, daB in Ko die spezielle 
Relativitiitstheorie gilt. Aile Satze dieser Theorie sollen also bestehen 
hleiben, nur muB an Stelle des Galileischen Koordinatensystems del' 
Nr. 2 das fiir einen unendlich kleinen Bereich definierte System Ko 
treten. Aile Systeme Ko' die durch Lorentz-'l.'ransformationen aus­
einander hervorgehen, sind gleichberechtigt. In diesem Sinne kunn 
man also sagen, daB die Invarianz der physikalischen Gesetze gegen­
liber Lorentz-Transformationen im Unendlichkleinen fortbesteht. Wil 
konnen nun zwei unendlich benachbarten Punktereignissen eine be­
stimmte durch Messungen ermittelbare Zahl, ihren Abstand ds, zu­
ordnen. Hierzu brauchen wir nur das Schwerefeld wegzuhansformieren 
und dann in Ko die GroBe 

(387) ds2 = dX~ + dX~ +. dX; - dX! 

280) R. Eot'Vos, Math. u. Daturw. Ber. aus UDgarn 8 (1890). p. 60; R. E6tvos, 
D. Pekar u. E. Fekete, Abh. der XVI. allgemeineD KODferenz der iDteroat. Erd­
messung 1909; vgl. auch Gl)tt. Nachr. 1909, geschil.ftliche Mitteilungen p.37 und 
D. Pehir, Naturw. 7 (1919). p. 327. 

281) L. SOlltherns, Proc. Roy. Soc. A 84 (1910), p. 325. 
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zu bilden.!82) Die Xoordinalendifferentiale dXl ••• dx~ sind dabei un­
mittelbar mit dem EinheitsmafJstab und der Einheitsuhr zu bestimmen. 
'Vir betrachten nun irgendein anderes Koordinatensystem X, in wel­
chern die Zuordnung der Koordinatenwerte Xl ..• X4 zu den Welt­
punkten - abgesehen von der Bedingung der Eindeutigkeit und 
Stetigkeit - eine ganz beliebige sei. Dann werden an jeder Raum­
zeitstelle die zugeharigen Differentia.Ie d Xi Iinear-homogene Ausdriicke 
in den dx" sein, und das Linienelement ds2 geht fiber in eine quadra­
tische Form 
(388) 

deren Koeffizienten gi" Funktionen der Koordinaten sind. Es ist ferner 
kIar, daB beim Ubergang zu neuen Koordinaten die gok sich so trans­
formieren, daB ds2 invariant bleibt. Die Verhaltnisse sind also vollig 
analog zu denjenigen, die in der Geometrie nichteuklidischer, mehr­
dimensionaler Mannigfaltigkeiten auftreten (Nr. Hi). Das System ](0 

im frei Bchwebenden Kasten iibernimmt die Rolle des geodatischen 
Systems der Nr. 16; in ihm sind die gik konstant, solange ihre zweiten 
Differentiale vernachlassigt werden konnen und das Linienelement hat 
bis auf GraBen zweiter Ordnung die Form (387). Die Gesamtheit del' 
Werte der g,le in allen Weltpunkten wollen wir das G-Feld nennen. 

Das Bewegungsgesetz eines Massenpunktes, del' keinen anderen 
Kraften als der Gravitation ausgesetzt ist, liiBt sich nun einfach so 
formulieren. Die Weltlinie eines solchen Massenpunktes ist cine geo­
diitische Linie (Nr. 17), und es gilt nach (81) und (80): 

( 81) 

(80) 

~fds = 0, 
d'x i . dx" dx' 
ds' + r;., dB '(fs = 0, 

wo r~. durch (66) und (69) definiert ist. 1m System Xo bewegt sich 
namlich der Massenpunkt im betreffenden Augenblick geradlinig-gleich-

f6rmig, ,d;;' = 0, was zugleich das Gleichungssystem der geodatischen 

Linie in Xo ist. Die Aussage, die Weltlinie des Massenpunktes ist eine 
geodatische Linie, ist aber invariant, also gilt sie allgemein. (Dabei 
ist allerdings angenommen, daB im Bewegungsgesetz fur den Massen­
punkt die zweiten Ableitungen der glk nach den Koordinaten nicht 
auftreten.) Die Giiltigkeit dieses einfachen Satzes ist nicht verwunder-

282) Zum Unterschied von den anderen Autoren geben wir aucb in der 
allgemeinen Hclativitatstbeorie dem Linienelement 3 positive und eine negath'e 
Dimension, nicbt umgekebrt. Dies iet aucb beim Vergleich der im folgenden 
vorkommenden Formeln mit den iiblicben zu beriicksicbtigen. 
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lich. Wir haben eben das Linienelement schon so definiert, daB die 
Weltlinie eines Massenpunktes eine geodiitische wird. Wir sehen also: 
Die 10 Tensorkomponenten g;l: iibernehmen iN der Einsteinschen Theorie 
die Rolle des skalaren Newtonschen Potentials t1.J; die aus ihren Ablei­
flungen gebildeten Komponenten r~. bestimmen die Gro(Je der Schu:erkraft. 

Eine genau analoge Betrachtung liiBt sich ffir die Lichtstrahlen 
durchfiihren. 1m System Ko sind die Lichtstrahlen gerade Linien 282a) 

und erfiillen au.6erdem die Relation 

d~ + dX~ + d~-dX!= o. 
Also sind die Weltlinien der Lichtstrahlen allgemein geodiitische Null-
linien (Nr. 22): 
(800.) d'xi dx'" dx' 

-If). + ~. -tiT di = 0, 

(81 a) dss = g;kdafdzk = O. 
K1'etschmann 283) und WeyP84.) haben iiberdies gezeigt, daB schon die 
Beobachtung der Ankunft von Lichtsignalen geniigt, um das G-Feld 
in einem bestimmten Koordinatensystem zu ermitteln, auch ohne daB 
die Bewegung von Massenpunkten herangezogen wird. 

Es gibt jedoch noch eine dritte Art, das G-Feld zu measen. Man kann 
mit Hilfe von MaBstiiben (oder besser von MaBfaden) und Uhren bei einem 
bestimmten gegebenen Koordinatensystem die Abhiingigkeit der GroBe 
ds des Linienelementes von den Koordinatendifferentialen dzk auf allen 
von einem beliebig herausgegriffenen Punkte ausgehenden Weltlinien 
bestimmen. Das G-Feld folgt daraus unmittelbar. Es charakterisiert 
also nicht nur das Gravitationsfeld, sandern auch das Verhalten von Ma(J­
stiiben und Uhren, die Ma(Jverhiiltnisse (Metrik) der vierdimensionalen 
Welt, welche die Geometric des gewohnlichen dreidimensianalen Raumes 
ab; Spezialfall enthiilt. Diese Verschmelzung zweier vorher vollstiindig 
getrennter Gebiete - Metrik und Gravitation - mu.6 als die schOnste 
Leistung der allgemeinen Relativitiitstheorie bezeichnet werden. Wie 
wir gesehen haben und wie auch an einfachen Beispielen erliiutert 
werden kann, ist sie eine zwingende Konsequenz des Aquivalenz­
prinzips und der Giiltigkeit der speziellen Relativitatstheorie im Un­
endlichkleinen. Es kann jetzt die Bewegung eines Massenpunktes 
unter dem alleinigen Einflu.6 eines Gravitationsfeldes auch so aufgefaBt 

2820.) Dabei ist natiirlich angenommen, daB wir uns im GiiltigkeitBbereich 
der geometrischen Optik befinden. Sob aId Beugung vorhanden ist, trifft dies 
nicht zu. Vgl, dazu auch Anm. 8100.) unten. 

283) E. K1'etschmann, Ann. d. Phys. 63 (1917), p. 676. 
284) H. Weyl, Raum-Zeit-Materie, 1. Anfi. (1918), p.182; 8. Aufi. 

(1919), p. 194. 
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werden: Die Bewegung des Massenpunktes ist kriiftefrei. Sie ist des­
halb nicht geradlinig-gleichformig, weil das vierdimensionale Raum­
Zeit-Kontinuum nichteuklidisch. ist und in einem solchen die gerad­
linig·gleichformge Bewegung keinen Sinn hat und durch die Bewegung 
auf der geodatischen Linie zu ersetzeu ist. Entsprechend ist das 
Galileische Tragheitsgesetz durch 

h!ds=O 

zu ersetzen. Dieses hat vor jenem den groBen V orzug, daB es all­
gemein kovariant ist. Die Gravitation ist in der Einsteinschen Theorie 
genau so eine Scheinkraft wie die Coriolis- und Zentrifugalkraft in der 
Newtonschen Theorie. (Man kann die Sache allerdings mit dem gleichen 
Recht auch so auffassen, daB in der Einsteinschen Theorie keine von 
beiden Kraften als Scheinkraft zu bezeichnen ist.) DaB sich erstere im 
allgemeinen nicht in endlichen Bereichen wegtransformieren laBt, diese 
aber wohl, tut nichts zur Sache. In unendlich kleinen Bereichen liiSt 
sich die Gravitation stets wegtransformieren, und das aHein ist ent­
scheidend. DaB der nichteuklidische Charakter der Raum-Zeitwelt 
sich im VerhaIten der MaBstiibe und Uhren nur auBerst wenig, in der 
Abweichung der Bewegung der Massenpunkte von der geradlinig-gleich­
formigen, das ist in der Gravitation, sehr stark auBert, liegt an der 
GroBe der Lichtgeschwindigkeit, wie wir in Nr.63 sehen werden. 

Durch die Verschmelzung von Gravitation und Metrik findet nicht 
nur das Gravitationsproblem, sondern auch das Problem der Geometrie 
eine befriedigende Losung. Die Fragen nach der Wahrheit der geo­
metrischen Satze und nach der tatsiichlich im Raum herrschenden 
Geometrie sind sinnlos, solange sich die Geometrie nur mit Gedanken­
dingen und nicht mit den Gegenstanden der Erfahrungswelt beschii.ftigt. 
Fiigt man jedoch den Satzen der Geometrie die Definition hinzu, daB 
als Lange einer (unendlich klein en) Strecke, die mit einem starren 
Stab oder MaBfaden in bekannter Weise ermittelte Zahl geIten solI, 
so wird die Geometrie zu einem Zweig der Physik, und die genannten 
Fragen bekommen einen bestimmten Sinn.28h) Hier gestattet nun die 
allgemeine Relativitatstheorie sofort eine allgemeine Aussage zu machen: 
Da die Gravitation von der Materie bestimnat wird, miissen wir das­
Relbe auch fiir die Geometrie postulieren. Die Geometrie des Raumes 
ist nicht a priori gegeben, sondern wird erst durch die Materie best-immt. 
(Wie dies im einzelnen geschieht, wird in Nr.66 dargelegt.) Eine 

284.a) A. Einstein, Ober die spezielle und die allgemeine Relativitii.tstheorie, 
1. Aufl., Braunschweig 1917, p. 2. 
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ahnliche Auffassung hatte schon Riemann. !85) Sie konnte jedoch da­
mals nur ein kiihnes Projekt bleiben, denn die Ermittelung des Zu­
sammenhanges zwischen Geometrie und Gravitation ist nur moglich, 
wenu die metrische Zusammengehorigkeit von Raum und Zeit bereits 
erkannt ist. 

62. Das Postulat der allgemeinen Xovarianz der Naturgesetze. 
Dieses Postulat ist es, welches den eigentlichen Antrieb zur allgemeillen 
Relativitiitstheorie gegeben hat und welchem diese ihren N amen ver­
dankt. Es hat verscbiedene Wurzeln. Erstens sind beliebig bewegte 
Bezugssysteme kinematisch volIkommen gleichwertig, und dies Jegt die 
Vermutung nshe, da6 die Gleichwertigkeit auch in dynamischer und 
physikalischer Hinsicht zutrefi'e. A priori ist das natiirlich nicht be­
weisbar, nur der Erfolg kann lehren, ob die Vermutung richtig ist. 

EEl ist jedoch leicht einzusehen, da6 man sich nicht damit be­
gniigen kann, beUebig bewegte Bezugssysteme einzufiihren. Wie Ein­
stein!86) am Beispiel des rotierenden Bezugssystems zeigt, konnen in 
den nicht Galileischen Systemen Zeit und raumliche Entfernungen 
nicht einfach mit der Uhr und dem starren EinheitsmaBstab bestimmt 
werden; die euklidische Geometrie mu6 aufgegeben werden. Es bleibt 
also nichts iibrig, als aIle denkbaren Koordinatensysteme zuzulassen. 
Die Koordinaten sind als vollig willkiirliche Parameter aufzufassenr 

die den Weltpunkten irgendwie in eindeutiger und stetiger Weise zu­
geordnet werden (Gaupsches Koordinatensystem). Da6 eine solche 
Beschreibung der Welt ausreichend ist, geht aus folgender Uberlegllng 
Einsteins 287) hervor. AIle physikalischen Messungen laufen auf die 
Konstatierung von raum-zeitlichen Koinzidellzen hinaus; suBer diesen 
Koinzidenzen ist nichts beobachtbar. Entsprechen aber in einem Gau6-
schen Koordinatensystem zwei Punktereignissen dieselben Kool'dinaten t 

so ist dies such in jedem anderen Gauaschen Koordinstensystem der 
Fall. Wir miissen also das Relativitatspostulat erweitern: Die all­
gemeinen Naturgesetze sollen auf eine solche Form gebracht werden, dap 
sie in jedem Gaupschen Koordinatensystem gleichlauten, d. h. gegeniibel' 
beliebigen Transformationen der Koordinaten kovariant sind. J87B) 

285) Riemann, Habilitationsvortrag, 1. c. Anm. 65). 
286) A. Einstein, Ann. d. Phys. 49 l. c. Anm.279). 
287) A. Einstein, 1. c. Anm.286) und 279). Vgl. dazu auch E. Kretsch­

mann, Ann. d. Phys. 48 (1916), 907 und 943. 
2873.) P. Lenard, tJber Relativitatsprinzip, Ather, Gravitation, Leipzi:;-

1918; 2. Auf!. 1920. Siehe auch die Nauheimer Diskussion, Phys. Ztschr. 21 
(1920), p. 666) erhebt Bedenken gegen die Beniitzung so allgemeiner Koordinaten­
systeme und gegen die Realitat von GravitationsfeJdem, die nach Ein8teins Theorie 
in ihnen auftreten wiirden. Ref. kann sich diesen Bedenken nicht anschlieBen. 
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Diese Kovarianz wird dadurch ermoglicbt, daB die glk in die 
physikalischen Gesetze eingefugt werden. (Mathematisch gesprochen: 
Die allgemeinen Naturgesetze gestatten nach Adjunktion der invarianten 
quadratischen Form ds2 = gik dx' dxk 

beliebige Punkttransformationen.) In der Tat kann jedes Gesetz der 
speziellen Relativitatstheorie nach dem im Abschnitt II angegebenen 
Schema durch formale Einfuhrung der gik allgemein kovariant gemacht 
werden, wie in Nr. 54 noch an einzelnen Beispielen gezeigt werden 
wird. Es ist deshalb von Kretschmann 288) die Ansicht vertreten worden, 
daB das Postulat der allgemeinen Kovarianz iiberhaupt nichts iiber 
den physikalischen Inhalt der Naturgesetze aussagt, sondern bloB etwas 
iiber ihre mathematische Formulierung; und Einstel:n 289) stimmte dieser 
Ansicht durchaus zu. Einen physikalischen Inhalt bekommt die all­
gemein kovariante Formulierung der Naturgesetze erst durch das Aqui­
valenzprinzip, welches zur Folge hat, daB die Gravitation durch die 
gik allein beschrieben wird, und daB diese nicht unabhiingig von der 
Materie gegeben, sondern selbst durch Feldgleichungen bestimmt sind. 
Erst deshalb konnen die gik als physikalische Zustandsgroj3en bezeichnet 
werden. '90) Das Postulat der allgemeinen Kovarianz hat jedoch, wie 
Einstein 289) betont hat, auch noch eine andere Bedeutung. Die Dif­
ferentialgleichungen des G-Feldes selbst werden so zu bestimmen sein, 
daB sie yom Standpunkt der allgemeinen Kovariantentheorie moglichst 
einfach und durchsichtig sind. Diese heuristische Seite des Kovarianz­
postulates hat sich aufs beste bewiihrt (Nr. 56). 

Es ist versucht worden, trotz der allgemeinen Kovarianz das Ko­
ordinatensystem in gewisser Weise zu normieren. Insbesondere be­
schiiftigen sich Untersuchungen von Kretschmann!88) und Mie't91) mit 
dieser Fraga. Es Bcheinen jedoch aIle vorgeschlagenen N ormierungen 
nur in SpezialtaUen moglich bzw. von praktischer Bedeutung zu sein. 
1m allgemeinen Falle und bei prinzipiellen Fragen ist die allgemeine 
Kovarianz unentbehrlich. 

53. Einfache Folgerungen aus dem Aquivalenzprinzip. a) Die 
Bewegungsgleichungen des Massenpunktes bei langsamen Geschwindig­
keiten 292) und schwachen Gravitationsfeldern. Die Bewegungsgleichung 

288) E. Kretschmann, Ann. d. PhYB. 53, 1. c. Anm. 283). 
289) .A. Einstein, Ann. d. Phys. 66 (1918), p. 241. 
290) H. Weyl, Raum - Zeit - Materie, 1. Aufl. 1918, p. 180, 181; 3. Aufi. 

1919, p. 192, 193. 
2!11) G. Mie, Ann. d. PhYB. 62 (1920), p. 46. 
292) Vgl. dazu .A. Einstein, Ann. d. Phye. 49, 1. c. Anm. 279), § 21. 
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(80) filr den Massenpunkt liiBt eine betriichtliche Vereinfachung zu, 
wenn die Geschwindigkeit des Massenpunktes klein gegen/iber der Licht­
geschwindigkeit ist, so daB GroBen von der Ordnung v: vernachliissigt c 
werden konnen. Es werde iiberdies Torausgesetzt, daB das Gravita-
tionsfeld schwach ist. Das heiBt, die gil. sollen nur iiuBerst wenig von 
ihren Normalwerten 

gil. = + 1, filr i = k = 1, 2, 3, g44 = - 1 

gn = 0 fiir i =+= k 
abweichen, so daB die Quadrate dieser Abweichungen vernachlassigt wer­
den konnen. Es wird dann 

(389) 

AuBerdem sei das Feld statisch oder quasistatisch, so daB auch die 
zeitlichen Ableitungen der gik vernachliissigt werden konnen. Dann 

kann fiir r~ gesetzt werden T;,« oder auch - ~ °o~~·, und die Be­
wegungsgleichungen (389) gehen in die Newtonschen iiber: 

(399) ~~i ~:., 
wenn man setzt 

(391) 

Die zuniichst unbestimmte additive Konstante im Potential ~ ist hier 
so festgelegt, daB ~ verschwindet, wenn g44. seinen Normalwert - 1 
annimmt. 

Es ist interessant, daB bei der hier angewandten Naherung in die 
Bewegungsgleichungen nur g« eingeht, obwohl die Abweichungen der 
iibrigen gjk von ihren Normalwerten von derselben GroBenordnung sein 
konnen wie die von g44. Anf diesem Umstand beruht die Moglich­
keit, das Gravitationsfeld niiherungsweise durch ein skalares Potential 
zu beschreiben. 

b) Die Rotverschiebung der Spektrallinien. Der eben erwiihnte Um­
stand hat auch zur Folge, daB iiber den EinfluB des Gravitationsfeldes 
auf Uhren eine allgemeine Aussage gemacht werden kann, auch wenn 
die Gesetze des G-Feldes noch nicht gegeben sind, denn dieser Ein­
fluB ist durc4 g« bestimmt. Dber das Verhalten der MaBstiibe kann 
dagegen eine derartige Aussage erst gemacht werden, wenn die ilbrigen 
gik bekannt sind. 

Man denke sich ein relativ zum Galileischen System Ko mit der 
WinkeIgeschwindigkeit OJ rotierendes Bezugssystem K. Eine in K ruhende 
Uhr geht dann wegen des transversalen Dopplereffektes urn so lang­
samer, je weiter sie von der Drehungsachse entfernt ist, wie sofort 
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erhellt, wenn man den V organg yom System Ko aus betrachtet. Die 
Zeitdilatation ist gegeben durch 

t = ~ v' = ------,=-~=. 
-VI - ef Yl- et mfr· 

Der mitrotierende Beobachter in K wird diese Zeitverkiirzung nichi 
als transversalen Dopplereffekt deuten 1 da ja die Uhr relativ zu ihm 
ruht. Aber es herrscht in K ein Gravitationsfeld (Zentrifugalkraft-
feld) yom Potential ~ = __ ~_ ro l r'. 
Der Beobachter in K wird also zu dem SchluB kommen1 daB die 
Uhren um so langsamer gehen 1 je kleiner das Gravitationspotential 
an der betreffenden Stelle ist. Und zwar ist die Zeitdilatation At 
In erster Naherung gegeben durch 

t = -V-= ~ iii[; '" 'C ( 1 - c~) 1 ~-~ = - ~!. 
1 +-et 

Einstein 293) fiihrte eine analoge Betrachtung fiir gleichformig be­
schlennigte System durch. Transversaler Dopplereffekt und Zeitdila­
tation durch Gravitation erscheinen demnach als zwei verschiedene 
Ausdrucksweisen desselben Sachverhalts, daB namlich eine Uhr stets 
die Eigenzeit 

'C = ';"fas Ie 
anzeigt. 

a:' Allgemein unterscheidet sich die Zeit t = - von der normalen 
c 

Eigenheit 'C einer ruhenden Uhr. Denn das Weltlinienelement einer 
ruhenden Uhr ist 

also nach (3ge): 

(392) t = IT--~g~: = V'~--~--2c~ '" 'C (1 -~-) 1 ~t = - :s 
Die Gleichung (392) hat foigenden physikalischen Inhalt: Versetzt 
man eine von zwei ruhenden, gleich beschaffenen1 urspriinglich synchron 
gehenden Uhren eine Zeitlang in ein Gravitationsfeld 1 so gehen sie 
nachher nicht mehr synchron1 sondern die Uhr1 die im Gravitations­
feld war1 gebt nacho Hierauf beruht aueh, wie Einstein 29') bemerkt 
hat, die Aufklarung des in Nr.5 erwiihnten Uhrenparadoxons. 1m Ko­
ordinatensystem K*1 in welehem die Uhr UJ dauernd ruht, herrscht. 

2~3) .A. Einsttin, Ann. d. PhYB. 86, 1. c. Anm. 270). 
294) .A. Eimtein, Naturw. 6 (1918), p. 697. 
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wahrend del' Bremsungsperiode ein Gravitatsfeld, welches der Be­
<lbachter in K* fUr das Nachgehen der ruhenden Uhr U'l verantwort­
hch machen kann. 

Die Beziehung (392) hat eine wichtige Konsequenz, die sich durch 
die Erfahrung priifen liiSt. Man kann den Uhrentransport auch durch 
einen Lichtstrahl besorgen lassen, indem man als Uhr den Schwin­
gungsvorgang des Lichtes annimmt. 1st namlich das Gravitationsfeld 
statisch, so kann man immer die Zeitkoordinate so festlegen, daB 
die gi/c von ihr nicht abhangen. Dann muS die Zahl der Wellen 
eines Lichtstrahles zwischen zwei Punkten PI und P, ebenfalls von 
der Zeit unabhangig sein, und daher ist dann die Frequenz des Licht­
strahles mit der angegebenen Zeitskala gem essen in Pi und P2 die­
selbe, also vom Ort unabhangig. 295) Dagegen ist die in Eigenzeit ge­
messene Frequenz vom Ort abhiingig. Beobachtet man also eine auf 
der Sonne erzeugte Spektrallinie auf der Erde, so muS ihre Frequenz 
zufolge (392) gegeniiber den entsprechenden terrestrischen nach Rot 
verschoben sein, und zwar um den Betrag 

(393) 

"orin cP Eden Wert des Gravitatspotentials auf der Erde, CPs den auf 
der SonnenoberHache bedeutet. Die numerische Ausrechnung gibt 

(393 a) ~ .. ": = 2,12.10- 6 
'V 

km 
entsprechend einem Dopplereffekt von 0,63 -. sec 

Es sind sehr zahlreiche Versuche gemacht worden, diese Beziebung 
experimentell zu priifen. Schon Jewell'l96) fand Verschiebungen von Spek­
trallinien der Sonne nach Rot, deutete sie jedoch als Druckeffekte. Ais 
Evershed 297) spater nachwies, daS die Verschiebung mit der experimentell 
bestimmten Druckverschiebung nicht ilbereinstimmt, lag es nahe, den 
Einsteineffekt zur Erklarung heranzuziehen.298) Es zeigt sich jedoch 
bei genauerer Priifung, daS die verschiedenen Linien um verschiedene 
Betriige verschoben erscheinen, so daB der Einsteineffekt jedenfalIs 
nicht ausreicht, um aIle Einzelheiten der Erscheinung zu erkliiren. Viel 
besser geeignet zur Priifung der Einsteinschen Theorie sind die neueren 
Beobachtungen an der Stickstoffbande }.. = 38831 (sogenannte Cyan-

296) M. v. Laue, Phys. Ztschr. 21 (1920), p. 669, hat dies durch direktea AU8-
rechnen auf Grund der Wellengleichung des Lichtes bestll.tigt. 

296) L. E. Jewell, Astroph. J. 8 (1896), p. 89. 
297) J. Evershed, Kodaik. Oba. Bull. 86, 1914. 
298) A. Einstein, Ann. d. Phys. 36, 1. c. Anm.270); E. Freundlich, PbYi. 

ZtBchr. 16 (1914), p. 369. 
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ban de ). Diese zeichnet sich namlich dadurch aus, daB sie keinen merk­
lichen Druckeffekt zeigt. Der Vergleich der Absorptionslinien dieser 
Bande im Sonnenspektrum mit den entsprechenden terrestrischen Emis­
sionslinien wurde zuerst von Schwarzschild 299 ) und hernach mit groBerer 
Genauigkeit von St. JohnSOO) am Mount-Wilson·Observatorium sowie 
von Evershed und Royds S01) vorgenommen. Diese Autoren fan den alie 
eine wesentlich kleinere Verschiebung der Linien, als von der Theorie ge­
fordert wird, St. John stellte sogar fast iiberhaupt keine Verschiebung 
fest. Es schien deshalb eine Zeit lang die Theorie durch das Experiment 
widerlegt zu sein. SO!) In einer Reihe von neueren Untersuchungen 
haben jedoch Grebe und Bachem SOI) darauf hingewiesen, daB die ge­
messenen Verschiebungen bei verschiedenen Linien ganz verschiedene 
Werte haben und sodann durch Ausmessen der Linien mit dem regi­
strierenden Kochschen Mikrophotometer bewiesen, daB die Uberein­
anderlagerung verschiedenen Linien im Sonnenspektrum die Ursache 
dieses zuniichst sehr merkwiirdig erscheineuden Umstandes ist. Bei 
den ungestiJrten Linien ergaben sich nun Verschiebungen, die innerhalb 
der Beobachtungsfehler mit dem theoretischen Wert (393a) iibereinstimmen. 
Allerdings sind nur verhaltnismiiBig wenige Linien ungestort. Klirz­
lich fand jedoch Grebe S04.), daB auch der Mittelwert der Verschiebungen 
aus 100 gestorten und ungestorten Linien der genannten Stickstoff­
bande der Theorie entspricht. PerotS04.a) untersuchte ebenfalis diese 
Bande auf Rotverschiebung und fand ein positives Resultat. Doch 
kann man diesem keine groBe Beweiskraft zuerkennen, da auf eine 
eventuelie Uberlagetung der Linien keine Rlicksicht genommen wurde. 

Freundlich S05) versuchte, auch bei den Fixsternen die Gravitations­
verschiebung der Spektrallinien nachzuweisen. Es ist jedoch bei Fix­
stern en nur auf Grund ziemlich unsicherer Hypothesen moglich, den 

299) K. Schwarzschild, Berl. Ber. (1914), p. 120. 
300) Ck. E. St. John, Astroph. J. 46 (1917), p. 249. 
301) J. Evershed und Boyds, Kodaik. Obs. Bull. 39. 
302) Wiechert ersann, durch diese Diskrepanz der Einsteinschen Tbeorie 

mit den genannten Beobachtungen veranlaJ3t, eine Theorie der Gravitation, die 
so viele unbestimmte Konstante enthiilt, da8 sie belieuigen empirischen Werlen 
fiir Rotverschiebung, Lichtstra.hlkriimmuDg nnd Perihelbewegung des Merkur an­
gepa8t werden kann: E. Wiechert, Witt. N achr., ma.th.- naturw. Klasse 1910, 
p. 101; Astr. Nachr., Nr. 0064, 211, Spaite 275; Ann. d. Phys. 63 (1920), p. 801. 

803) L. Grebe und A. Bachem, Verh. d. deutsch. phys. Ges. 21 (1919), p. 464; 
Ztschr. f. Phys. 1 (1920), p. 51 und 2 (1920), p. 416. 

30') L. Grebe, Phys. Ztschr. 21 (1920), p. 662 und Ztschr. f. Phys. 4 (1921), 
p.l06. 

8048.) A. Perot, Paris C. R. 171 (1920), p. 229. 
306) E. Freundlich, Phys. Ztschr. 16 (1916), p. 115; 20 (lll19), p. 561. 

Eno1klOP. d. math. WI ... naoh. V lI. 47 
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Gravitationseft'ekt vom Dopplereft'ekt zu trennen. Freundlichs erste 
Resultate haben tiberdies eine Zurtiekweisung dureh Seeliger 80S) erfahren. 

Zusammenfassend kann man also sagen, daB die experimentellen 
Ergebnisse tiber die Rotversehiebung jetzt ftir die Theorie giinstig 
stehen, diese aber noeh keine endgiiltige Bestii.tigung erfahren hat. 

e) Fermats Prineip der kiirzesten Liihtzeit in statischen Gravitations­
(eldem. Wir nehmen an, daB wir es mit einem statischen Gravitations­
feld zu tun haben, d. h. das Koordinatensystem soIl so wahIbar sein, 
daB aIle gill von der Zeit unabhangig werden und das vierdimensionale 
Linienelement die Form annimmt 

(394) 

wonn dtl eine positiv definite quadratische Form der drei raumlichen 
Koordinatendift'erentiale und ( die vom Ort abhiingige Liehtgeschwin­
digkeit bedeute. Es ist dann also 

(3948) g14 = g" = gs, = 0, gu = -~. 

Das Bestehen der ersten drei angeschriebenen Relationen in allen sta­
tischen G-Feldern ist eine besondere Hypothese, die sich nur durch 
die Dift'erentialgleiehung des G-Feldes selbst reehtfertigen laSt. 1m 
Spezialfall der kugelsymmetrischen, statischen Felder kann man aIler­
dings a priori einsehen, daB das Verschwinden der Komponenten gj. 
(i = 1,2, 3) dureh passende Normierung der Zeit stets erzielt werden 
kann.80Sa) 

Wir wollen speziell die Bahn der Lichtstrahlen in einem solchen 
Feld untersuchen. Nach Nr.61 ist sie durch die Bedingung bestimmt, 
daB sie eine geodiitische Nullinie sein mn8. Diese laBt sich in dem 
hier betrachteten SpeziaIfaIl auf die Form des Fermatschen Prinzips 
briDgen, wie Levi-Oivita807) und Weyl80lI) gezeigt haben. Urn dies 

806) H. v. Seeliger, Astr. Nachr. 202, Spalte 83, 1916; vgl. dazu auch 
E. Freundlich, ebenda Spalte 147. 

80680) Die italienischen Mathematiker unterscheiden den statischen Fall, in 
welchem gj4 = 0 fUr i = I, 2, 8, vom allgemeineren stationl!.ren Fall, in welchem 
die gill; blo8 von der Zeit unab hiingig sind, aber gi' =+= 0 ist. V gl. dazu ins­
besondere .A. Palatini, Atti del reale instituto Vineto di science, lettere ed arti, 
78, 2. Teil (1919), p. 689, wo die Babnen von Massenpunkten und Lichtstrahlell 
im sta.tionl!.ren Fall allgemein diskutiert werden und .A. De-Zuani, Nuovo Ci­
mento (6) 18 (1919), p. o. 

807) T.Levi-Civita, Statica Einsteiniana, Rend. Acc. Line. (0) 26 (1917), p. 468; 
Nuovo Cimento (6) 16 (1918), p. 100. 

808) H. Weyl, Ann. d. Ph,S. 54 (1917), p. 117; Raum - Zeit - Materie, 1. Auf!. 
1918, p.196,196; 8. AuH. 1920, p. 209, 210. 
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nachzuweisen, gehen wir aus von dern V ariationsprinzip (83) der N r. 15. 

1 ax; daf f L = -'i 9a dr dr' J Ld)' = O. 

Dabei sind die Koordinaten in den Endpunkten des Integrationsweges 
nicht mitzuvariieren. Setzen wir nun fur die gilt die aus (394) fol­
genden Werte ein, so wird 

L = -~ (:if- f! (:fr, 
und das Variationsprinzip liefert speziell beirn Variieren von t die 

Gleichung J" (f'l ;~) = 0, f' ;~ = con st., 

und bei geeigneter Norrnierung des Parameters). kann man setzen 

(395) f2 ;~ = 1. 

Wir andern nun die BediDgung fur die Variation folgendermaBen ab. 
1. N ur die riiumlichen Endpunkte der Bahn sollen fix bleiben, 

die Zeitkoordinate soli irn Anfangs- und Endpunkt variiert werden. 
2. Die variierte Bahn soli ebenfalls eine Nullinie seiD (aber nicht 

notwendig geodatisch). Infolge der letzteren Bedingung wird natiirlich 

L_O und oL=-O 
in allen Bahnpunkten. Andererseits ist aber beirn Variieren der 
Zeitkoordinate 

Jj'Ld)' = - f2_d_t Jtll. +Jd ([2 -~) Md)', 
dl. I, dl. dl. 

welcher Ausdruck somit ebenfalls identisch verschwinden muB, wenn 
die variierte Bahn eine Nullinie ist. Die Bedingung (395) dafiir, daB 
die Nullinie eine geodatische ist, kann deshalb ersetzt werden durch 

oder auch durch Elimination der Zeit verrnoge der Beziehung L=O durch 

(396) Jda 
J/=O. 

Es ist dies nichts anderes als das Fermatsche Prinzip der kiirzesten 
Lichtzeit. Es geht daraus hervor, daB selbst, wenn das Gravitations­
feld statisch ist, der Lichtstrahl im dreidimensionalen Rattm keine 900-
diitische Linie ist. DeDn diese ware ja <lurch 

Jfdtl = 0 

charakterisiert. N ur die Weltlinie des Lichtstrahls in der vierdimen­
sionalen Welt ist geodatisch. Der Lichtstrahl wird also im Gravita-

47· 
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tionsfeld gekriimmt. Der Betrag der Kriimmung hangt jedoch auch 
von der Gestalt von deJ ab und kann zum Unterschied vom Betrag 
der Rotverschiebung erst ermittelt werden, wenn die Feldgleichungen 
des G-Feldes selbst bekannt sind (Nr. 58 c). 

Auch fiir die Bahn des Massenpunktes im stat.ischen Gravitations­
feld HUH sich in analoger Weise ein V ariationsprinzi p finden, das die 
Zeitkoordinate nicht mehr enthiilt.S09) Es entbehrt jedoch der an­
schaulichen Bedeutung. 

1)4-. Der EinfluJ3 des Schwerefeldes auf materielle Vorgange.S10) 

Es ist bequem, mit Einstein alles au6er dem G-.B'eld als Materie zu 
bezeichnen. Die Aufgabe besteht dann darin, die N aturgesetze der 
materiellen V orgiinge auf eine allgemein kovariante Form Zll bringen. 
Sie wird im Prinzip durch folgende Betrachtung gelOst. Es sei zuniichst 
ein Koordinatensystem Ko gegeben, in welchem in einem endlichen Welt­
gebiet die g;k ihre Normalwerte haben. Dann haben hier die Natur­
gesetze die Form, welche in der speziellen Relativitatstheorie als giiltig 
angenommen wird. Nun flihrt man irgendein anderes beliebig bewegtes 
Gau6sches Koordinatensystem K ein und ermittelt durch bloBe Rech­
nung die Form der Naturgesetze in K. Auf Grund des Aquivalenz­
prinzips ist klar, daB auf diese Weise zugleich der Einflu6 von Gravi­
tationsfeldern auf die materiellen V organge gefunden ist. Das Ergebnis 
iibertragt man dann auch auf den Fall, da6 sich kein Koordinaten­
system Ko finden lii6t, in welchem in endlichen Gebieten das Gravi­
tationsfeld wegtransfol'miert ist. Diese Ubertragung ist nur auf Grund 
der allerdings bis zu einem gewissen Grade willkiirlichen Hypothese 
moglich, da6 die zweiten Ableitungen der g;k in die betreffenden Natur­
gesetze nicht eingphen. 

In mathematischer Hinsicht entspricht die Situation vollkommen 
derjenigen beim Ubergang vom Tensorkalkiil der euklidischen zu dem 
der Riemannschen Geometrie (Nr. 13,20). Wir konnen also auf Grund 
der im Abschnitt II angegebenen Methoden zu einem jeden Gesetz del' 
speziellen Relativitatstheorie seine allgemein kovariante Form sofort 
angeben, indem wir die dort vorkommenden Tensol'Qperationen durch 
die entsprechenden verallgemeinerten Operationen der Riemannschen 
Geometrie ersetzen. Es ist hier natiirlich der Unterschied von kontra­
und kovarianten Komponenten eines Tensors sowie del' zwischen Ten­
soren und Tensordichten zu beach ten. 

309) V gl. die in Anm. 307) und 30S) zitierten Arbeiten. 
310) V gl. dazu A. Einstein und M. Grol3mann, 1. c. Anm. 274), I. Teil § 6 j 

A. Einstein, Berl. Ber. 1914, 1. c. Anm. 276), Abschn. Cj Ann. d. Phys. 1. c. Anm. 
279), Abschn. D. 
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Diese allgemeinen V orschriften sollen nun am Beispiel der Max­
well-Lorentzschen Feldgleichungen fur das Vakuum erlautert werden. 
Wir definieren wieder den Feldvektor F;c durch (202). Dann bleiben 
nach Nr. 19 (140b) die Gleichungen (203) bestehen: 

(203) ~z.:;~ + 0 PI; + 0 Fie I = 0 o Xl j).1;k (3 Xi • 

Das zweite System (208) der Maxwellschen Gleichungen mua aber 
nach (141 b) etwas anders geschrieben werden. Wir fuhren die kontra­
varianten Komponenten der zu File gehorigen Tensol'dichte em: 

(397) g:ik = -V=- 9 ga; giH FU(i' 
ebenso die zum Stromvektor gehorige Tensordichte 

(398) fi = V 9 Si. 

Dann gilt 

(208 a) 

woraus noch die Verallgemeinerung 
o Ii 

(197 a) oxt = 0 

der Kontinuitlitsgleichung (197) folgt. s10 &) 
Die ponderomotorische Kraft berechnet sich genau wie fruher 

nach (216): r. = F;lcsk 

und die zugehorige Tensordichte nach 

(216a) 

Die gemischten Komponenten del' Energie-Impuls-Tensordichte sind 
nach (222) gegeben durch 
(222 a) @)k= F. Q:kr _ l..F Q:rIO.k , ,r U "r' U I· 

Wichtig ist die Verallgemeinerung von (225). Auf Grund der Regel 
(150a) der allgemeinen Tensoranalysis folgt 

(225 a) I O@;i~ - @) 'r.r = - f· 
oxk r.. , 

oder auch 
O_~k _ .!.@)r,ogr.' =_ f .. 
OXk II ox' , 

Das zweite Glied der linken Seite ist fUr den EinfluB des Gravitations­
feIdes charakteristisch. DaB wirklich auch im allgemeinen Fall (225a) 

810a) Eine Anwendung dieser Gleichungen gibt M. tI. Laue, Phys. Ztschr. 
21 (1920), p 659. Er zeigt, daB fiir die Weltlinien der Lichtstrahlen im leeren 
Raum innerhalb des Giiltigkeitsbereiches der geometrischen Optik aus ibnen die 
Gleichungen (80), (81) der geodatischen Nullinie in der Tat folgen. 
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eine FoIge von (203), (208&) und (216) ist, geht aus der in Nr. 23a) 
ausgefiihrten Rechnung hervor. 

In analoger Weise lassen sich auch die Bewegungsgleichungen 
fiir Fliissigkeiten allgemein kovariant schreiben. 311) Die aI1gemeinen 
Gleichungen von Rerglots fiir elastische Medien behandelt G. Nord­
strOm.lSl!) So wie (225 a) aus dem Ausdruck (225) fiir die pondero­
motorische Kraft hervorgeht, geht aus dem allgemeinen Impuls-Energie­
satz (341) der Impuls- Energiesats del' Mafel'ie bei V(jrhandensein mn 
Gravitationsfeldern hervor: 

(341 a) '0'1:/ -.!. i;r' (jIlr, = 0 
o:i ~ o:i . 

Er unterscheidet sich in physikalischer Hinsicht sehr wesentlich von 
der friiheren Form des Impuls-Energiesatzes. Wlihrend namlich aus 
dieser durch Integration fiir Gesamtenergie und Gesamtimpuls ein Er­
haltungssatz abgeleitet werden konnte, ist dies bei der neuen Form 
(341 a) wegen des zweiten Gliedes der linken Seite nicht mehr mog­
lich. Es kann eben Impuls und Energie von del' Materie auf das 
Gravitationsfeld iibergehen und umgekehrt (Naheres vgl. Nr. 61). 
Wirken keine auBeren Krafte, so kann speziell fUr Till del' durch 
(322) gegebene kinetische Impuls-Energietensor @ik eingefiihrt werden, 

- dxud:i 
also fUr :tl der Ausdruck /Lo -V - 9 gia -d"i- Cfi' Die Gleichungen (341 a) 

reduzieren sich dann auf die der geodatischen Linie. 
66. Die Wirkungsprinzipien fUr materielle Vorgii.nge bei Vor­

handensein von Gravitationsfeldern. Wie zuerst von Rilbert SlS) ge­
zeigt wurde, hiingt der Impuls-Energietensor Till mit der Wirkungs­
funktion in einer einfachen Weise zusammen, die erst in der allge­
meinen Relativitiitstheorie deutlich zutage tritt. Wir zeigen dies am 
Beispiel des mechanisch· elektrodynamischen Wirkungsprinzips der 
Nr. 31, welches wir in der Weylscheu Form (231a) schreiben: 

1 
Wi = JI ~ FikFik - 2rpjt + 2/Lo C2 J d 1.' 

(231 b) =J'~F~kFjkdE-jde~(2rpidxi + 2 floC.{-V-Uik1tiukdE; 

6~=O. 

Dieses Wirkungsprinzip bleibt auch im Schwerefeld giiltig:slS), welln 
die gill nicht mitvariiert werden. (Zu variieren sind wieder unabhangig 

1111) A. Einstein, 1. c. Anm. 310). 
312) G. NordstrOm, Amst. Versl. 25 (11)16), p. 836. 
8ll!) D. Hilbert, Grundlagp,n der Physik, 1. Mitt., 1. c. Anm. 101). Vgl. Bouch 

H. A. Lorentz, 1. C. Anm. 100) und H. Weyl, Ann. d. Phys. 64, 1. c. Anm. :;08); 
Raum-Zeit-Materie, 1. Auff. 1918, p. 215lT., § 32; 3. Auff. 1:120, p. 197. 
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yoneinander die Weltlinien der materiellen Teilchen und (lie Feld­
potentiale q>j.) 

Etwas Neues tritt jedoch auf, wenn die gil variiert werden. Die 
Weltlinien der Substanz und die Potentiale q>i konnen WiT jetzt kon­
stant lassen. Dann liefert das erste Integral nach Nr. 23a) den Beitrag 

- fCSikh9ikdx = - fSil~.q;kdE, 
das zweite liefert den Beitrag Null und das dritte 

- fP,ouiUl~gil;dE = - J€P~gikdE. 
Also wird insgesamt 

(3:J9) hW = _.{'tik ~gikdx = + Plikhgikdx. 

Man erhiilt also den Energietensor der Materie durch Variieren des 
G-Feldes im Wirkungsintegral. Sl3) Diese Regel gilt allgemein, nicht nur 
in dem hier betrachteten Fall. Filr den elastischen Energietensor 
wurde [lie von Nordstrom S14) nachgewiesen, ilber die Theorie von Mie 
siehe Abschn. V, Nr.64. 

Der Zusammenhang zwischen dem materiellen Impuls-Energie­
tensor und der Wirkungsfunktion, der hier zutage tritt, erweist sich 
als iiuBerst wichtig filr die An wendung des Hamiltonschen Prinzips 
in der allgemeinen Relativitiitstheorie (s. Nr. 57). Setzt man ferner 
fiir h gil eine bloB durch Variation des Koordinatensystems erzeugte 
Variation ~*gw fitr die ~W identisch verschwindet (Nr. 23), so kann 
man auf Grund von (169) folgende allgemeine Aussage machen. 1m mer, 
wenn sich die Feldgesetze der materiellen Vorgiin,qe aus einem Wirkungs­
pririzip ableiten lassen und sich gleichzeitig der Energietensor dUl'ch Va­
riieren des G-Feldes in dtr angegebenen Weise aus dem Wirkungsintegral 
ergibt,ist der lmpuls-Energiesatz (34la) eine Folge dieser Feldgesetze. 
Fiir diesen SchluB ist wesentlich, daB die von del' Variation ~* der 
materiellen ZustandsgrofJen herriihrenden Anteile zufolge des Hamilton­
schen Prinzips verschwinden. 

56. Die Feldgleichungen der Gra.vita.tion. Die eigentliche und 
wichtigste Aufgabe der allgemeinen Relativitiitstheorie besteht darin, 
die Gesetze des G-Feides selbst aufzustellen. Von diesen Gesetzen 
mnS natiirlich verlangt werden, daB sie allgemein kovariant sein sollen. 
U m jedoch zu einer eindeutigen Festlegung dieser Gesetze zu gelangen, 
milssen noch weitere Forderungen gestellt werden. Die leitenden Ge­
sichtspunkte sind hierbei folgende: 

314) G. Nordstrom, 1. c. Anm. 312). 
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1. Nach dem Aquivalenzprinzip ist die schwere Masse gleich der 
trii.gen Masse, also proportional der Gesamtenergie. Das gleiche gilt 
daher auch von der Kraft, die im Schwerefeld auf ein materielles Sy­
stem wirkt. Es liegt deshalb nahe anzunehmen, daB umgekehrt auch 
nur die Gesamtenergie fUr das von einem materiellen System erzeugte 
Gravitationsfeld maBgebend ist. Nach der speziellen Relativitiitstheorie 
lii.Bt sich jedoch die Energiedichte nicht durch einen Skalar charakteri­
sieren, sondern nur als 44-Komponente eines Tensors Tw indem zur 
Energie Impuls und Spannungen ala gleichberechtigt hinzutreten. 
Wir formulieren deshalb unsere Annahme so: 

In die Feldgleichungen der Gravitation sollen keine anderen mate-
1'iellen ZustandsgrofJen eingehen als der totale Impuls-Energietensor T ik • 

2. Dariiber hinausgehend macht Einstein in Analogie zur POiSSOIl­

schen Gleichung 
AcP = 4nk/Lo 

den Ansatz, dafJ der Energietensor T;k proportional sein soll einem aus 
den gik allein gebildeten Differentialausdruck zweiter Ordnung. Da dieser 
offenbar wegen der allgemeinen Kovarianz ein Tensor sein muB, folgt 
daraus nach Nr. 17, (113) fiir die Differentialgleichungen des G-Feldes 
die Form 
(400) c1R;k + c2 Rgik + csg;k = kTik' 

Rik ist hierin der durch (94) definierte (verjiingte) Kriimmungstensor, 
R die zugehorige Invariante (95). fiber ihre geometrische Bedeutung 
vgl. Nr. 17. 

Das Wesentliche der hier gemachten Annahmen tritt deutlich 
hervor beim Vergleich mit del' Nordstromschen Theorie, die nach 
Einstein und Fokker 314a) ebenfalls auf eine allgemeine kovariante 
Form gebracht werden kann. In dieser geht bloB del' Skalar T = T/ 
in die Gravitationsgleichungen ein, und zwar ist er proportional der 
Kriimmungsinvariante R. Die iibrigen Gleichungen, die bisher noch 
nicht explizite aufgestellt wurden, miissen die Aussage enthalten, daB 
das Linienelement bei geeigneter Koordinaten wahl stets auf die Form 

ds' = cP~(dX')'I. 

gebracht werden kann, wo also die Konstanz del' Lichtgeschwindigkeit 
gilt. Man sieht, daB diese Feldgleichungen vom Standpunkt des ab­
soluten Differentialkalkiils ganz kiinstlich und verwickelt erscheinen 
gegeniiber den Gleichungen del' Einsteinschen Theorie, in denen aIle 
Komponenten von T;k in gleichberechtigter Weise auftreten. 

31h) .A. Einstein und A. D. Fokke:r, 1. c. Anm. 272). 
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3. Urn in (400) die znniichst noch unbestirnmt gebliebenen Kon­
stanten cl1 C2 , Cs festzulegen, bedarf es einer Ubedegung iiber das Ver­
hiiJtnis einer allgemein relativistischen Theorie zur Kausalitiit. Haben 
wir irgendwelche Losungen der allgemein kovarianten Feldgleichungen 
gefunden, so konnen wir durch andere Koordinatenwahl daraus beliebig 
viele andere Losungen finden. Die allgemeine Losung der Feldglei­
chungen muf3 deshalb 4 willkurliche Funktionen enthalten. Zwischen den 
10 Feldgleichungen (400) fur die 10 Unbelcannten gik mussen demnach 
4 Identitiiten bestehen. Allgemein durfen in einer relativistischen Theorie 
fur m Unbekannte nur m - 4 unabhiingige Gleichungen rorhanden sein. 
Der Widerspruch mit dem Kausalitiitsprinzip ist nur schein bar. Denn 
die vielen moglichen Losungen der Feldgleichungen sind nur formal 
verschieden, physikalisch sind alie vollkommen gleichwertig. Die hier 
dargelegten Verhiiltnisse wurden znerst von Hilbert Sl5) erkannt. 

Wir sind also zu der Forderung gelangt, daB zwischen den 10 Glei­
chungen (400) 4 Identitiiten bestehen mussen. Nun wissen wir, daB 
der Tensor Tu: den Impuls-Energiesatz (341 a) del' Nr. 5~ befriedigt. 
Dieser besteht gerade aus 4 Gleichungen. Es ist deshalb au.6erst 
einleuchtend, uber den lnhalt der 4 verlangten Identitiiten die folgende 
Annahme zu machen: Der Impuls-Energiesatz (34la), p. 720, soU zufolge 
der Feldgleichungen der Gravitation identisch erfUZlt sein. Er ist dann 
also sowobl eine Folge der Gravitationsgleichungen als auch eine Folge 
der materiellen Feldgesetze. Dieses Postulat kommt offen bar darauf 
hinaus, da.6 die (im Sinne des Tensorkalkuls fur den Riemannscben 
Raum nach (150) verallgemeinerte) Divergenz der linken Seite von (400) 
identisch verscbwinden soil. Wendet man diese Operation auf sie an, 
so erbalt man nun nacb (182), (109) und (75): 

- oR 
(tcl + cg)y- 9 ox;· 

Rs muf3 also c2 = - t c sein, so da.6 auBer dem Glied CS9jk in (400) 

315) D. Hilbert, Grundlagen der Physik I, Gott. Nachr., matb.-naturw. Kl., 
1916, p.390. In historischer Hinsicht muB bemerkt werden, daB schon E. Mach 
auf Grund relativistischer Betrachtungen zum Resultat kam, die Zahl der Glei­
chungen, welche die physikalischen Gesetze ausdriicken, musse in Wirklichkeit 
geringer sein als die Zahl der Unbekannten. (Die Geschichte und die Wurzel 
des Satzl's von der Erhaltnng der Arbeit, Prag 1877, p. 36, 37; Mechanik, Leip­
zig 1883.) 

Ferner verdient bemerkt zu werden, daB Einstein eine Zeit lang irrtiimlich 
die Ansicht vertrat, aus der erwlihnten Nichteindeutigkeit der Losung konne ge­
folgert werden, daB die Gra.vita.tionsgleichungen nicht allgemein kovariant sein 
konnen (siehe Berl. Ber. 1914, 1. c. Anm. 276). 
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bl06 der durch (124) definierte Tensor 

(124) G;1e = R'k - t9;,tR 
vorkommt. fiber die physikalische Bedeutung des letztell Gliedes ill 
(400) wird ill Nr. 62 gesprochen werden; wir wollen es zuniichst fort­
lassen, was sich nachtraglich dadurch wird rechtfertigen lassen, da6 
sein Einflu6 in den zuniichst zu besprechenden Fallen iiu6erst gering 
ist. :Mit diesem VOl'behalt konnen wir also die Gravitationsglei­
~hungen jezt scbreiben 

(401) G. Ie = - xTjk' 
tiber den Grund des negativen Vorzeichens del' rechten Seite siehe 
Nr.58a). Durch Verjiingung folgt daraus noch 

{402) R=+xT 
und 
(40la) R.k = - X(T;k- j-9'kT). 
Dies iet die alIgemein kovariante Form del' Feldgleichungell del' Gravi­
tation, die Einstein nacb langen Irrwegen im JabI' 1915 endlich ge­
funden hat. S16) 

W ie bereits in N r. 50, Anm. 277) erwahnt wurde, sind dieselbell 
Gleichungen gleicbzeitig auch von Hilbert hergeleitet worden. Wah­
rend dort den Ausgangspunkt das Variationsprinzip bildet, erscheint 
dieses bei Einstein und in unserer Darstellung als matbematiscbe Folge­
rung, wie in del' folgenden Nr. dargelegt wird. 

57. Herleitung der Gravitationsgleichungen aus einem Varia­
tionsprinzip.317) DaB del' Tensor Glle del' Divergenzgleichung (182) 
geniigt, hiingt uacb Nr. 23 damit zusammen, daB er durch Variierell 
Jes G-Feldes aus einer Integralinvariante hervorgeht: 

(180) J !ffidx = !@ik~rjkdx, 
wenD am Rande die Variation del' FeldgroBen verschwindet. Ferner 

haben wi!' in Nr. 55 gesehen, daB diejenige Integralinvariante !SJRd:L', 
welche beim Variieren del' materiellen Feldgro6eo die Differential­
gleicbungen del' mecbanischen (elastiscbeo) und elektromagnetischen 
Felder liefert, beim Variieren des G-Feldes auf den materiellen Impuls­
Energietensor fiihrt 

{399 a) J!SJRdx = !'IjkJgilcdx. 

Diese zwei Beziehungen fiihren dazn, aIle physikalischell Gesetze in 

316) A. Einstein, Berl. Ber. 1916, p.844. - Vorher hatte Einstein auch den 
AnBatz R", = x Tjk gemacht: Berl. Ber. 1915, p. 778. 

317) V gl. dazu die in Nr. 28, Anm. 100) bis 104) zitiel'tell Arbeiten. 



I) 'Z. Herleitung der Gravitationsgleichungen aus einem Variationsprinzip. 725 

das eine Wirkungsprinzip 

(403) 

(404) 

d !m3dx = 0, 

m3 = 9l + ,,9]l 

zusammenzufassen. An der Grenze des Integrationsgebietes mussen 
dabei die Variationen der FeldgroBen verschwinden. Es ist eine Be­
sonderheit dieser Wirkungsfunktion, daB sie in zwei Teile zerlegt 
werden kann, von denen (Jer eine von den materiellen ZustandsgroBen, 
der andere von den Ableitungen der gil< unabhUngig ist. (Uber aIlge­
meinere Wirkungsfunktionen, welche diese Eigenschaft nicht zeigen, 
siehe Abschn. V.) 

Das Wirkungsprinzip (403) liefert nach Nr. 55, 56 zugleich eine 
ubersichtliche Zusammenfassung der Beziehungen zwischen den Feld­
gleichungen der materiellen Vorgange und der Gravitation: Aus beiden 
folgt der Impuls-Energiesatz (341 a), Nr.54:. Nach Nr. 23, Gl. (184), 
folgt jedoch der Impuls-Energiesatz auch noch in einer anderen Form. 
Setzt man 

(400) 

worin U/ die durch (183), (185) definierten GroBen bedeuten, so gilt 
namlich wegen (184) und (401): 

(406) 

Diese Gleichungen sind gemaB ihrer Herleitung allgemein kova­
riant, obwohl die GroBen ts" sich nur gegenuber linearen Trans for­
mationen wie die Komponenten eines Tensors transformieren. 1m 
Gegensatz zur Form (34la) des Impuls-Energiesatzes lassen sich aus 
(40G) Erhaltungssiitee fur Energie und Impuls in Integralform her­
leiten. Einstein 318) nennt deshalb die GroBen t/ Energie-Irnpulskom­
ponenten des Gmvitationsfeldes und stellt sie den Energie-Impulskom­
ponenten T/ der Materie als in gewisser Hinsicht gleichwertig an die 
Seite. Uber die weiteren pbysikalischen Konsequenzen dieser Aunas­
sung siebe Nr. 61. 

Das Wirkungsprinzip (403) hat endlich noch einen praktischcn 
Wert bei der Integration der Feldgleichuogen in speziellen Fallen. 
Indem es einem erspart, auf die allgemeinen Differentialgleichungen 
zuriickzugreifen, gestattet es bisweilen die Rechnungen bedeutend ab­
zukiirzen. Niiheres siehe N r. 58 b). 

318) A. Eitlsteill, Berl. Ber. 1916, p.778, 1. c. Anm. 277); Ann. d. Phys. 1. c. 
Anm. 279), Abschn. C, § 16 ff.; Ber!' Ber. 1916, 1. c. Anm. 100), § 3. 
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58. Vergleich mit der Erfahrung. a) Newtons Theorie als erste 
Naherung. 319) In Nr. 53a) haben wir gesehen, daB in schwachen, quasi­
statischen Gravitationsfeldern die Bewegnngsgleichungen in die N ewton­
schen ilbergehen. Urn den Nachweis, daB die Newtonsche Theorie in 
der relativistischen als Grenzfall enthalten ist, vollstandig zu machen, 
muB noch gezeigt werden, daB in dem genannten SpezialfaIl das durch 
(391) gegebene skalare Potential der Poissonsschen Gleichung 

(407a) AW = 4nkILo 

geniigt. Zu diesem Zweck bilden wir die 44-Komponente der Glei­
chung (40h). Fiir Tik konnen wir den kinetischen Impuls-Energie­
tensor ILOUiUk einfiihren. Bei Vernachlassigung von GroBen der Ord-

nung ~ sind offensichtlich auBer T 44 aIle Komponenten von Tik gleich 
c 

N uIl zu setzen. Erstere wird 
T44 = !loC2 

und daraus T = gik Ta = g44 T" = - !loc2. 

Die Gleichung (401 a) gibt also zunachst 

(408 a) R« = - ~ x!'oc2• 

Der Wert von R" ist aus (94) zu entnehmen. Da zeitliche Ablei­
tungen und Produkte der rr~ vernachlassigt werden, kommt einfach 

R __ O!'f •. 
44 - ex'" 

Und wegen r" '" r '" _ .!. ° !!"-
44 a, 44 2 ox" 

(408 b) 

letzteres nach (391). In ( 408 a) eingesetzt gibt dies 

(407 b) AW = txc'. fLo. 

Es gilt also in der Tat die Poissonsche Gleichung. Es ist eine groBe 
Leistung des allgemeinen Relativitiitsprinzips, da8 es auf Grund der 
ganz allgemeinen Postulate der Nr. 56 ohne weitere Hypothesen zum 
Newtonschen Gravitationsgesetz fiihrt. Wir sind aber jetzt iiberdies 
imstande, fiber die Bedeutung und den Zahlenwert der Konstante " 
etwas auszusagen. Durch Vergleich von ( 407 a) und (407 b) folgt namlich 

(409) "C2 = ~~k = 8;,: 67 . 10- 8 = 187 . 10- 27 cmgr- 1• 
c' c 2 ' , 

Zugleich ergibt sich, da8 " positiv ist, woruit das negative Vorzeichen 
der rechten Seite von (401) gerechtfertigt ist. Die allgemeine Relativi-

319) A. Ein8tein, Berl. Ber 1916, p. 831 1. c. Anm.278); Ann. d. Phys. 1. c 
Anm. 279), Abschn. E, § 21. 
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tatstheorie gibt also keine physikalische Interpretation fUr das V or­
zeichen (Gravitationsanziehung und nicht AbstoBung) und den Zahlen­
wert der Gravitationskonstanten, sondern sie entnimmt diese Daten 
der Erfahrung. 320) 

b) Strenge Losung fur das Gravitationsfeld eines Massenpunktes. 
Urn die Perihelbewegung des Merkur und die Kriimmung der Licht­
strahlen zu ermitteln, ist es notig, fUr das Feld eines Massenpunktes 
nicht nur g«, sondern auch die iibrigen gik und auBerdem g44 urn eine 
GroBenordnung genauer zu berechnen. Schon im Jahr 1915 hat Ein­
stein S!l) dieses Problem durch sukzessive Approximationen gelOst. Als 
erster gab Schwarzschild m ) und hernach unabhangig davon Droste 3SS) 

eine strenge Losung fUr das G- Feld des Massenpunktes. Perihelbewe­
gung und Strahlenablenkung folgen praktisch genau so wie bei Ein­
stein. GroBe mathematische Vereinfachungen brachte eine Arbeit von 
WeyZS24) , der statt Polarkoordinaten cartesische einfuhrte und statt 
auf die allgemeinen Differentialgleichungen des G-Feldes auf das 
Wirkungsprinzip zuriickgriff. 

Da das Feld eines Massenpunktes statisch und kugelsymmetrisch 
ist, kann das Quadrat des Lillienelements auf die Form gebracht werden: 

(410) ds2 = y[(dx1)! + (dx 2? + (dX S)2] 

+ l(x 1dxl + X~dX2 + x3dxs), + g«(dX4)2, 

worin ,}" lund g44 Funktionen von r = VCx1)! +Cxt)! +-(X3)2 allein 
sind. Dadurch ist aber das Koordinatensystem noch nicbt eindeutig 
festgelegt. Denn bei der Transformation 

(411) x'· = f<;) Xi [und somit r' = V(x'i)f+-(x'-f)s+ (Z' 3l = ler)], 

welche die willkiirliche Funktion fer) enthalt, bebalt das Quadrat des 
Linienelements die Form (410) bei. Man kann also die Koordinaten 
noch we iter normieren. Besonders zwei Arten von Normierungen er­
weisen sich oft als bequem: 

a) '}' = 1: 
(41Oa) ds'= (dxl)l+ (dXI)I+ (dX3)2 

+ l(x1dx1 + x'dx! + XSdXS)1 + g(4(dx4)!; 

320) Dati bei uns in (409) )te' an Stelle von II wie bei den meisten anderen 
Autoren sieht, liegt daran, daB hier T .. definitionsgemliB die Dimension einer 
Energiedichte, dort aber die einer Massendichte hat. 

321) .A. Einstein, Berl. Ber. 1916, 1. c. Anm. 278). 
822) K. Schwarzschild, Bed. Ber. 1916. p. 189. 
323) J. Droste, Amst. Versl. 26 (1916). p. 163. 
324) H. Weyl, Ann. d. Phys. 64 (1917), p. 117 j Raum-Zeit-Materie, 1. Aufl. 

1918. p. 199 ff., 3. Aufl. 1920, p. 217 ff. 
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b) l = 0: 

(410b) ds'= r[(dx1)'+ (dX')ll+ (dXI)'] + 9,idx')'. 
Wir fiihren die Integration der Feldgleichungen in demjenigen Koordi-, 
natensystem aus, in welchem das Quadrat des Linienelements die 
Form (410a) annimmt. 1m Raum auBerhalb der Masse, den wir hier 
allein in Betrocht zu ziehen haben, lauten diese nach (401a) einfach 

(412) Ru:=O. 
Die Komponenten E'k des Kriimmungstensors driicken sich nun in un­
serem Fall, wie man durch Rechnung aus (410a) findet, nach Ein­
fiihrung der Abkilrzungen 

(413) hl= 1 + lr!, L1 =Y- 9 = hY=-g" 
folgendermaBen aus: 

I1lx" 
(414) Elk = [Ell] 6/ + ([Ell] - [En]) -;:t' fUr i, k = 1, 2, 3. 

(415) 

[B 1 _ ,-:1" .1._ ~ r~g~4 _ ..!. -:1' 
'l1 - rlgoo 2 dr -:1 r -:1 

[Bu] = - -'}-:11,. ~~4 - ~i 
E __ .flu, . ~ ~ ~.t~;! . ,,- ,.1 -:1 2 dr -:1 

Ersichtlich sind L Ell] und [B2,] die Werte von Eu bzw. von R" und 
Bas im Punkt Xl = r, x' = XS = O. Diese Werle fiir Ri/r sind in (412) 
einzutragen. Es folgt aus der ersten und dritten Gleichung (415) zuniichst 

,,1' = 0, L1 = konst. 
Wenn wir noch die Bedingung hinzunehmen, daB im Unendlichen die 
,gil: ihre Normalwerte annehmen, wodurch das Problem iiberhaupt erst 
bestimmt wird (vgl. Nr. 62), folgt weiter 

(416) L1 = 1, 
und aus der zweiten Gleichung (415) ergibt sich sodann 

(417) 
2m 

94.,=-1 +-, r 

wo m eine Integl'ationskonstante ist. Durch Vergleich mit dem Newtoll­
schen Potential cP nach (391) erhellt, daB diese Konstante m mit der 
Masse M des felderzeugenden Massenpunktes gemiiB der Formel 

kM 
(418) m = -(:.-

l.usammenhangt. Da m die Dimension einer Lange hat, nennen wir diese 
GroBe den Gravitationsradius der Masse. Man iiberzeugt sich leicht 
davon, daB durch (416) und (417) tatsiichlich aUe Feldgleichungen 
befriedigt werden. 
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Nach Weyl kann man sich die Berechnuog der Kriimmungskom­
pooenteo (415) ersparen, wenD man das Variationspriozip (403) ver­
wendet. Nach (177) konoen wir es fiir den materiefreien Raum auch 
schreiben 

(419) o!@dx=O. 
Wir brauchen hier aber in unserem Fall weder die Zeit noch die 
Koordinaten xl, x', XS einzeln einzuflihren, sondern konnen @ als Funk­
tion von r aHein betrachten. Die Ausrechnuog gibt 

@ = _ _ 2l~ A' = (~-1) 2,d' 
h' hi r ' 

also lieferl (419) wegeo dx = 4nr'dr: 

(420) 0 fas -1)rA'dr= O. 

Variieren von h gibt A' = 0, A = konst., Variieren von A 

ddr (II - 1) r = 0 , (l. - 1) r = konst., 

woraus gemiiB der Definition (413) von A wieder das Feld (41(-», (417} 
folgt. 

Das Quadrat des Linienelements nimmt nach (413) die Form an 

(421a) ds' = (dxl ), + (dX2)2 + (dxS)' 

+ ---~~- (Xl dxl + x'dx' + XS dxS)' - (1 _ 2m) (dx')'. 
r'(r-2111) l' 

Den ersten Teil dieses Ausdruckes, der sich auf den dreidimensio­
nalen Raum bezieht, kann man mit Flamm 375) aoschaulich in fol.­
gender Weise deuten. Auf jeder durch das Zentrum gehenden Ebeoe 
(etwa XS = 0) ist die Geometrie dieselbe wie im euklidischeo RaunY 
auf der Fliiche 4. Ordnung 

z = Y8m(1~-=---2m-), 

die durch Rotation der Parabel 
Zl = 8m(xl - 2m), X(2) = 0 

um die z-Achse entsteht. In der Tat ist auf dieser Ebene 

ds' = (dx!)' + (dx 2)' + -~- (x1dxl + x'dx') ,.1(,.- 2m) -

= (dx!)' + (dx'? + dz'. 
Fur r = 2m wird das Koordinatensystem singular. 

Die zweite Normalform (410b) erhiilt man nach (411) durch die' 
Transformation 

(422) ( 111)' I 
}" = 1 + 2" r, 

'" r'. x'= -x'. 
r 

326) L. Flamm, Phys. Ztschr. 17 (1916), p. 448. 

(i=1,2,3), 
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Es wird dann niimlich 
1- 1n 

(421 b) dss = (1 + ~~)4[(d.2:l)! + (dx? + (dX3)2J ---~ (dX4)2. 
2r 1 + m 

Dieses Koordinatensystem reicht bis ,. = ; . 
2r 

c) Perihelbewegung des Merkur und Kriimmung der Lichtstrahlen. 
Wir kommen nun zur Berechnung der Bahnen der Massenpunkte und 
Lichtstrahlen im Gravitationsfeld (421). Diese sind in der vierdimen­
sionalen Welt geodatische Linien, bestimmt durch das Variations-
prinzip 
(81) 

oder die Differentialgleichungen (80). Aus letzteren folgt durch ein-
fache Rechnung 

(423) 

'r bedeutet fur die Bahn des Massenpunktes die Eigenzeit, fur die des 
Lichtstrahles einen beliebigen Parameter, bei welchem die Differential­
gleichung (105) befriedigt ist. Daraus kann man zunachst schlieBen, 
daB die Bahnkurve von Massenpunkt und Lichtstrahl eben ist und 
weiter, wenn man XS senkrecht zu dieser Ebene legt und Polarkoor­
dinaten 
(424) Xl = r cos q;, x 2 = r sin q; 

einfilhrt, das Bestehen des Flachensatzes 

(425) 

Andererseits 
Nr.53c 

2dcp 
r d~ = konst. = B. 

folgt aus (81) durch Variieren der Zeit ebenso 

dx' 
g4.4, (J; = konst. 

wle III 

dx 4 
Quadriert man diese Gleichung und eliminiert aT mittels der Re-

lationen gu ::i ~~ = - ci filr den Massenpunkt und g/k ~:i~: = 0 

fur den Lichtstrahl, so kommt fur ersteren 

(426 a) (::r+ r2(~~r- ~~c~ - 2mr(:~r = konst. = 2 E 
und 

(426 b) (~:r + r' (:~r - 2 mr (:~r = konst. 

filr den letzteren. Es ist klar, daB ( 426 a) den Energiesatz enthiilt. 
Beide Gleichungen unterscheiden sich von den Newtonschen nur durch 
den letzten Term. Filhrt man noch gemiiB (425) q; statt 'r als unab-
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hangige Variable ein, 80 kommt 

(427 a) B2[~(~~)t+ ~J - 2mc' - ~.'!'I!' = 2E 
r' d rp rt r r3 , 

(427 b) 1 (dr)2 1 2m 1 - - + .. --= konst. =-. r' drp 1.1 r a LIt 

Durch diese Gleichungen sind die gesuchten Bahnkurven vollstandig 
bestimmt. Das letzte Glied der linken Seite von ( 427 a) bewirkt eine 
Perihelbewegung der Planetenbahnen im Sinne der U mlaufsrichtung 
des Planeten und vom Betrag 

(428 a) 
6nm L/7t = ---­

a(l - e') 
(a = groBe Halbachse) 
(e = Exzentrizitat) 

pro Bahnumlauf, was nach (418) und dem 3. Keplerschen Gesetz 
4n l a s 
~- =kM=mc2 (T = Umlaufszeit) 

auch geschrieben werden kann 

(428 b) 

Es bleibt noch die Gleichung (427 b) fiir den Lichtstrahl zu dis­
kutieren. Ware das letzte Glied der linken Seite nicht vorhanden, so 
ware der Lichtstrahl eine Gerade im Abstand L1 vom Zentrum. Das 
Storungsglied bewirkt eine nach dem Massenzentrum konkave Kriim­
mung des Lichtstrahls, die eine gesamte Ablenkung urn den Winkel 

(429) 
4m 

E =--
LI 

zur Folge hat, wo L1 jetzt den Abstand des Zentrums von den Asym­
ptotenrichtungen der Bahn bedeutet. Die hier verwendete Methode 
der Berecbnung der Strahlenkrilmmung riihrt von Flamm 816) her. 
Die Berechnung von Einstein 827) nach dem Huyghensschen Prinzip 
fiihrt zum gleichen Resultat, wie es nach Nr. fiSc) sein muB. 

Die beiden hier entwickelten Konsequenzen der Einsteinschen 
Gravitationstheorie sind einer Priifuug durch die Erfahrung zugang­
lich. Was zuniichst die durch (428) gegebene Perihelbewegung an­
langt, so ist sie nur beim Merkur, wo die Verhiiltnisse wegen seiner 
geringen Distanz von der Sonne und der groBen Exzentrizitat seiner 
Bahn besonders giinstig liegen, von meBbarem Betrage. 1hr theore­
tischer Wert ist 

L1" = 42,89", e L1" = 8,82" pro J ahrhundert 828). 

826) L. Flamm, l. c. Anm. 325). 
827) A. Ein8tein, Ber!. Ber. 1915, 1. c. Anm. 278) i Ann. d. Phys., 1. c. 

Anm. 279), § 22. 
828) V gl. dazu die Zahlentabelle im Art. VI I, 17 (J. Bauschinger), p. 887. 

Eno7klop. d. math. WUlenlch. V t. 48 
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Nun ist den Astronomen seit Leverrier S19) bekannt, daB in der Perihel­
bewegung des Merkur ein Restbetrag vorhanden ist, der durch die 
Storungen von seiten der ilbrigen Planeten nicht verursacht sein kann. 
Nach der erneuten Durchrechnung Ton Newcomb sSO) hat er die GroBe 

.t11, = 41,24" + 2,09", eLln.- 8,48" + 0,43". 

Der theoretische Wert rant also innerhalb die Fehlergrenzen von New­
comb. Wie weit der Newcombsche Wert selbst gesichert (evtl., wie von 
&stronomischer Seite geiuBert wurde, durch Rechenfehler entstellt) 
ist, wird in dem Art. VI 2,22 dieser Enzyklopadie von F. Kottler zu 
diskutieren sein. Ebendort wird auf die Einfliisse nicht relativisti­
schen Ursprunges auf das Merkurperihel einzugehen sein, z. B. Ab­
plattung der Sonne, Drehung des empirischen gegen das Inertial­
system, nicht planetarische storende Massen, namentlich die des Zo­
diakallichtes (Seeliger 3sOa)). Von der Seeligerschen Erkliirung uoter­
scheidet sich die Einsteinsche jedenfalls dadurch zu ihrem Vorteil, 
daB sie keine unbestimmten Parameter notig hat. Wenn also auch 
der Grad der numerischen Obereinstimmung zurzeit vielleicht noch 
nicht sicher beurleilt werden kann, so bedeutet jedenfalls die fiber­
einstimmung des Einsteinschen und Newcombschen Wertes einen 
groBen Erfolg. 

Neuerdings warde wiederholt ein ii.lterer Versuch von P. Gerber S31) 

diskutiert, die Perihelbewegung des Merkur durch die endliche Aus­
breitungsgeschwindigkeit der Gravitation zu erkl!,ren, der jedoch als 
theoretisch vollig mi8g1ilckt bezeichnet werden muB. Er filhrte nam­
lich - aber auf Grund von falschen Schliissen - zwar zur rich­
tigen Formel (428), jedoch ist zu betonen, daB auch damals an dieser 
nur der Zahlenfaktor neu war. 

Eine noch eodgiiltigere Bestitigung wie beim Merkurperihel hat 
die Relativitiitstheorie neuerdings bei der Strahlenablenkuog erfahren. 
Nach (429) erfahrt niimlich ein am Sonnenrand vorbeigehender Licht­
strahl eine Ablenkung von 

E = 1,75". 

829) U. J. Leverrier, Ann. de l'Obs. Paris, vol. V, 1809. 
330) B. Newcomb, Wash. Astr. pap. 6 (1898), p. 108. 
830a) H. v. Beeliger, Munch. Ber. 36 (1906), p. 696. 
331) P. Gerber, Ztschr. Math. Phys. 48 (1898), p. 98; Jahresb. Real-Progymll. 

Starga.rd 1902. Wieder abgedrockt in Ann. d. Phys. 62 (1917), p. 416; Diskus­
sion: H. v. Beeliger, Ann. d. Phys. 63 (1917), p. 111; 64. (1917), p.38; B. Oppen­
heim, Ann. d. Phys. 68 (1917), p. 168; M. v. Laue, Ann. d. Phys. 63 (1917), p. 214; 
Naturw. 8 (1920), p. 736. Vgl. dazu auch J. Zmneck, Art. V 2, Nr.24: und 
B. Oppenheim, Art. VI 2, 22, Nr. 31 b) dieser Encyklopll.die. 
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Dies lii6t sich prilfen durch Beobachtung von Fixsternen in der Nihe 
der Sonne bei totalen Sonnenfinsternissen. Die anla6lich der totalen 
Sonnenfinsternis vom 29. Mai 1919 ausgeriisteten Expeditionen in Bra­
silien und auf der Insel Principe Canden nun in der Tat, daB der von 
Einstein vorausgesagte Effekt vorhanden ist.88J) Auch quantitativ ist 
die fibereinstimlllung eine gute. Die erstgenannte Expedition fand 
namlich im Mittel fiir die auf den Sonnen rand reduzierte Sterna blen­
kung 1,98" + 0,12", die zweite Expedition 1,61" + 0,30". fiber die 
Reduktionsmethoden, durch welche diese Zahlen gewonnen wurden, 
vgl. den Art. VI 2,22 von Kottler. 

Der ursprilnglich von Einstein berechnete halbe Wert (vgl. Nr. 60), 
der sich auch auf Grund der Newtonschen Theorie fiir einen mit 
Lichtgeschwindigkeit bewegten Massenpunkt ergibt, erwies sich als 
mit den Beobachtungen unvereinbar. 

69. Andere spezielle, strenge Losungen im statischen Fall. 
Das Feld (421) filr den Massenpunkt wird singular filr r = 2m bzw. 

r = ~, und es ist deshalb von theoretischem Interesse zu untersuchen, 

wie sich das G-Feld in das Innere der Masse fortsetzt. Hierzu ist 
notig, bestimmte Annahmen fiber die physikalische Beschaffenheit der 
felderzeugenden Masse zu machen, ds der Energietensor J:i sonst 
nicht bestimmt ist. Die einfachste Annahme ist die einer inkom pres­
siblen Flitssigkeitskugel. Fur diesen Fall hat Schwarsschild SSS) die Feld­
gleichungen integriert, von WeyZSM) wurde die Rechnung vereinfacht. 
Der Energietensor ist hier nach (362) gegeben durch 

1~k = (/Lo +~-) UiUk + pgw 

da /Lo = konst., P = .~ wird. Die Grenzbedingungen der Elastizitii.ts-
/-to 

theorie verlangen die Stetigkeit aller 9ii und das Verschwinden des 
Druckes p auf der Kugeloberflache. Mit Riicksicht hierauf ist das 
Feld eindeutig bestimmt. 1m Au6enraum (T> To, To = Ku·gelradius), 
ergibt sich das namliche Feld wie beim Massenpunkt. Del' Gravita­
tionsradius mist dabei 

(430) 

332) F. lV. Dyson, A. S. Eddington u. C. Davidson, A determination of the 
deflection of light by the sun's gravitational field, froUl observations made ad 
the total eclipse of may 29, 1919, Phil. Tra.ns. Roy. Soc. A 220 (1920), p. 291. 

833) K. Schwarzschild, Bed. Ber. 1916, p. 424. 
834) H. Weyl, Raum-Zeit-Materie, 1. Aufl. E 118, p. 208; 3. Auf!. 1920, 

p.220. 
48· 
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1m lnnern der Kugel dagegen gilt, wenn wir das Quadrat des Linien­
elements in der Normalform (410a) schreiben und h dieselbe Bedeu­
tung hat wie in (413): 

(431) I, = 1 _ 2~ r2 ,/ _ 9 _ 3h - ho P _ II. c2 110 - It 
h t r~' r 44 - 2 hXo ' - ..... 0· 3 It - ho 

(ko = Wert von k an der Oberflache). 

Das Quadrat des Linienelements wird hiernach im Innern der Kugel 

I ds'l = (dXl)'l + (dX2)'l + (dXS)2 + (xldxl+::_~:t-~S_dxS)t 
(432) _ (~~-';'lohor(dx'r 
mit 

(433) a = r 1/ ro • 
o V 2'111 

Damit das Liniellelement auBerhalb der Kugel regular bleibt, muB 
Yo> 2m sein. Wie der Vergleich mit (132a) zeigt, ist die Geometrie 
des dreidimensionalen Raumes innerhalb der Flilssigkeitskugel von 
konstanter poaitiver Kriimmung (spharisch oder elliptisch)j a hat die 
Bedeutung dea KriimmungsradiuR. Mit der Berechnung dea G-Feldes 
von kompressiblen Fliissigkeitskugeln beschaftigt aich BauerSS-i ). 

Ein wei teres Problem, welches eine strenge Losung zuHiBt, ist 
das Feld einer elektrisch geladenen Kugel. Es ist fiir die Frage nach 
der Natur des Elektrons (a. Abschn. V) von Interesse zu untersuchen, 
inwiefern das elektrostatische Feld einer geladenen Kugel durch ihr 
Gravitationsfeld beeinflu6t und umgekehrt durch die elektrostatiache 
Energie ein Gravitationsfeld erzeugt wird. Diese Aufgabe ist zuerst 
von Rei/JnerSS5), hernach, ausgehend vom Wirkungsprinzip, von WeylSS6) 
geloat worden. Es zeigt sich, daB das elektrostatische Potential fJJ 
exakt dem Coulombschen gleich ist: 

(434) 

wenn wir hier nicht Heavisidesche, sondem gewohnliche C.G.S.-Ein­
heiten verwenden. Das G-Feld in der Normalform (41Oa) iat jedoch 
nicht mehr durch (416), (417) beBtimmt, sondern durch 

(435) L1 = 1, 

DaB letzte Glied ist das von der elektrostatiachen Energie erzeugte 

33') H. Bauer, Wien. Ber., math.-nat. KJ., Abt. IIa, 127 (1918), p. 2141. 
336) H. Reiftner, Ann. d. Phys. 60 (1916), p. 106. 
336) H. Weyl, Ann. d. Phys. 54, 1. c. Anm. 824); Raum -Zeit-Materie, 

1. Aufl. 1918, p. 207; 3. Aufl. 1920, p. 223. 
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Gravitationsfeld. Es wird erst in Entfernungen von der GroBenord-
xe' e% . 2111 

nung a = In = Me% mit dem Newtonschen Glied --r- vergleichbar. 

Beim Elektron ist a die in den alteren Theorien aIs "Elektronen­
radius" auftretende GroBe,....., 10-13 cm. Die von einem EIektron auf 
ein zweites oder auf ein eigenes LadungseIement ausgeiihte Gravita­
tionsanziehung ist jedoch immer viel kIeiner aIs die eIE'ktrostatischE' 
CouIombsche AbstoBung - das Verhiiltnis bcider ist 

kJ[! "-' 10-40 _ 
e% 

so daB durch das GravitationsfeId (435) das Elektron gegeniiber sei­
nen eigencn AbstoBungskraften durchaus nicht im Gleichgewicht ge­
halten wird. 

Levi-Civita S37) untersuchte auch das von einem hornogenen elek­
trischen oder magnetischen FeId erzeugte Gravitationsfeld. 1st x3 in 
der Richtung des ersteren Feldes gezahlt, F dessen Starke, so nimmt 
das Quadrat des Linienelements die Form an 

ds2 = (dX1)2 + (dx!)~ + (dXS)2 + (Xldx~.~ ~:dx')! 
(436) 

£:1' C2 Konstanten, 
e' 

a =-----. 
ykF 

Der Raum ist zylindersymmetrisch urn die Feldrichtung, und auf jedE'r 
Ebene senkrecht zur Feldrichtung herrscht dieselbe Geometrie wie im 
eukIidischen Raum auf einer Kugel vom Radius a. Der Kriimmungs­
radius (l ist bei Feldern von normaIer GroBe auBerordentlich groB, 
z. B. ist bei F = 25000 GauB, a = 1,5.1015 km. 

WeylSS8) und in einer Reihe von AbhandIungE'n Levi-CivitaSSl') 
haben auch allgemeine Losungen fiir beliebige zylindersyrnmet-rische 
VerteiIungen von geIadenen und ungeladcnen Massen gegeben. Das 
G-FeId ist dann selhst zylindersymmetrisch und statisch. Entspre­
chend dem nicht linearen Charakter der DifferentiaIgleichungen ver­
halt sich gH nicht additiv in den Massen. 

337) T. Levi-Clvita, Realta fisica di alcuni spazi normali del Bianchi, Rend. 
Ace. Line. (5) 26 (1917), 1. Halfte, p. Mi8. 

338) H. Weyl, Ann. d. Phys. 5~, 1. c. Anm.324) und die Erganzung Ann. 
d. Phys. 59 (1919), p. 185. 

839) T. Levi-Civita, ds' einsteiniani in campi newtoniani I-IX, Rend. Acc. 
Linc. (5) 26 (1917); (5) 27 (1918); (5) 28 (1919). Die allgemeine Form der Diffe­
rentialgleichungen des G-Feldes fiir den statischen Fall gibt Levi-Cit"ita in der 
Anm. 307) zitierten Abhandlung Statica Einsteiniana. 
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60. Einsteins allgemeine NiiherungslOsung und ihre Anwen­
dungen. Nur im statischen Fall ist es bisher gelungen, strenge Lo­
sungen der Feldgleichungen der Gravitation zu finden. Es ist des­
halb von groBer Wichtigkeit, daB Einstein 840) ein Verfahren ange­
geben hat, welches gestattet, bei beliebig schnell bewegten Massen 
das G·Feld nii.herungsweise zu ermitteln, wenn nur die Massen hin­
reichend klein sind. Die gil; weich en dann niimlich nur wenig von 
ihren Normalwerten ab, so daB die Quadrate dieser Abweichungen 
vernachlii.ssigt werden konnen, und von den Differentialgleichungen 
(401) des Gravitationsfeldes braucht nur der lineare Teil beibehalten 
zu werden, so daB die Integration leicht vollzogen werden kann. 

Filhren wir hier wieder die imaginare Zeitkoordinate oX' = ict 
ain, so konnen wir setzen 

(437) gik = ~/ + rw 

woraus wegen goala = ~/' bis auf GroBen hoherer Ordnung 

(437 a) !P = ~/ - ru 
folgt. Es sei gleich bemerkt, daB die Grof3en rik nur gegenilber 
Lorentz-Transformationen Tensorcharakter haben. GemiiB dem Aus· 
druck (94) filr den verjiingten Kriimmungstensor nehmen dann die 
Feldgleichungen (401) in der gewilnschten Niiherung die Form an: 

(438) 
a 

ot ~t - (-" - ~_C"at) ~kJ = - 2xT . 
oxa' ~ oxaoxfl 0 Ik 

(J 

Darin ist die Abkilrzung eingefiihrt 

{439) r ==~raa· 
a 

Zur Vereinfachnng fiihren wir zuniichst die GroBen 

(440) r;k = rn - -}<l/r 
ein und filgen gleich noch die inversen, nach den ungestrichenen 
GroBen aufgelOsten Gleichungen 

(440 a) ra. = r;k - ~-~/r', 

(439 a) r' =~r~a = - r 
hinzu. Dann ergibt sich aus (438) 

rot ' ot ' ot ' "t , 
(438 a) ~ _Jok _ _ ---.r~ __ - . __ Yka. + ~ k ~ _£I "_a~ ] = _ 2x T . 

~ oxa' oxkoxa oxioxa 0 ~ oxa oxfl Ik 
a (l 

2140) ..t. Einstein, Berl. Ber. 1916, p. 688. 
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Diese Gleichungen lassen sich noch wesentlicb weiter vereinfachen, 
wenn wir das Koordinatensystem in geeigneter Weise normieren. 
Dnrch die Forderung, da8 sich die gil, nnr wenig von ihren N ormal­
werten unterscheiden, ist namlich das Koordinatensystem selbst nur 
bis auf Gro8en von der Ordnung der rik festgelegt. Man kann nun 
speziell die Koordinatenwahl so treffen, da8 im normierten System 
die Gleicbungen 

(441) 

geIten. Hilbert S41) bat den mathematischen Beweis dafiir erbracbt, daB 
bei beliebig vorgegebenen Werten der r;k im urspriinglicben System 
stets ein solches Koordinatensystem gefunden werden kann, da8 sicb 
die neuen Koordinatenwerte von den aIten nur um Gro8en von der 
Ordnung der r; k unterscheiden und zugleich die Forderung (441) be­
friedigt wi rd. Man hat gerade vier Funktionen zur Verfiigung, um 
die vier Gleichungen (441) zu erfiillen. 

Offensichtlich werden die Differentialgleichungen (438 a) dann 
einfach 
(442) 

13 1 , 

worin, Wle lD der speziellen Relativitii.tstheorie, 0 r:k fiir ~ O:;.k ge-
_ a 

schrieben ist. Die Integration erfolgt in bekannter Weise durch )'e­
tardierte Potentiale: 

j Tik(X' y,z, t-.!:..) 
(443) r;k(x, y, I, t) = 2xn ------r -- - c_ dx dy·dz. 

Wegen des Energiesatzes (34ia), p. 720, ist hierdurch auch (441) mit 
der hier erstrebten Genauigkeit befriedigt. 

Aus (443) gebt hervor, da8 sich die Gravitationswirkungen ebenso 
wie elektromagnetiscbe Storungen mit Lichtgeschwindigkeit ausbreiten. 
Die Form der Gravitationswellen im leeren Raum folgt aUB (441), 
(442), wenn man Til; = 0 setzt. Speziell filr eine ebene in der Xc 
Achse fortschreitende Welle 

(444) 

folgt aUB (441): 
(445) 

(442) ist identisch erfiillt. Einste£n SU) zeigt il berdies, da8 durch ge-

341} D. Halbert, Glltt. Nachr., math.-phys. Kl. 1917, p. 63, 1. c. Anm. 98}. 
8'2} A. Einstein, tJber GravitationBwellen, Berl. Ber. 1918, p. 164. 
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eignete Koordinatenwahl erzielt werden kann, daB auBerdem noch gilt; 

(446) all = au = alS = 0, aS2 = - ass' 

Dber die Emission und Absorption von Gravitationswellen siehe die 
folgende N r. 

Fiir das Feld eines ruhenden Massenpunktes ergibt (443) 

, 4m 11 "b' , 0 1'44 = - -;.-, a e u rIgen rik = , 

2m 2m 
aomit 1'« = - r' I'll = I'S2 = I'ss = + r . 

Man erkennt darin die GroBen erster Ordnung des Feldes (421 b) 
wieder. Auch die Berechnung des Feldes von n bewegten Punkten 
liiBt sich ohne weiteres ausfiihren.84S) Es ergibt sich vor allem, daB 
die Abweichungen ihrer Bewegung von den Gesetzen der Newton-

schen Mechanik nur von zweiter Ordnung in ~ sind, wie es von der 

Erfahrung verlangt wird. 
Auch der folgende Umstandbewirkt eine Abweichung von der 

Newtonschen Mechanik. Die relativistische Gravitationstheorie stimmt 
mit der Newtonschen darin iiberein, daB das Gravitationsfeld einer 
ruhenden Kugel dasselbe ist wie das Feld eines Massenpunktes. Dies 
gilt jedoch nicht flir eine rotierende Kugel. Auf diesen Fall haben 
Thirring und LenseS«) die Einsteinschen Formeln angewandt und die 
zugehOrigen durch die Eigenrotation der Zentralkorper verursachten 
Storungen der Planeten- und Mondbahnen berechnet. Sie sind wohl 
alle zu klein, um beobachtet werden zu konnen. Eine allgemeine 
Diskussion der nach der Einsteinschen Theorie zu erwartenden Ab­
weichungen in den Storungen der Planeten- und Mondbahnen von 
denen der klassischen Mechanik gibt De Sitter 845). AuBer der Perihel­
bewegung des Merkur gibt es keine Abweichung, die der Beobach­
tung zuganglich ist. 

Die wichtigste Anwendung der Einsteinschen NaherungslOsung 
(443) stellt jedoch die Untersuchung von Thirring846) fiber die Rela­
tivitiit der Zentri{ugalkraft dar. Da in der allgemeinell Relativitiits­
theorie die Vorgange auch auf ein relativ zu einem Galileischen Be-

343) Sie wird nach einer von der Einsteinschen etwas abweicbenden Inte­
grationsmethode von J. Droste gegeben: Amst. Proc. 19 (1916), p. 447. 

344) H. Thirring u. J. Lense, Phys. ZtBchr. 19 (1918), p. Hi6. 
340) W. De Sitter, Monthly Not. Roy. Ast. Soc. 76 (1916), p. 699 u. 77 (1916), 

p. 150. V gl. auch De Sitters Abhandlung Planetary motion and the motion of 
the moon according to Einsteins theory, Amst. Proc. 19 (1916), p. 367. 

346) H. Thi"ing, Phys. Ztscbr. 19 (1918), p. 33. Vgl. auch den Nachtrag 
Phys. Ztschr. 22 (1921), p. 29. 
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zugssystem rotierendes System bezogen werden konnen, mua sich die 
Zentrifugalkraft auch als eine von der relativen Rotation der Fix· 
sternmassen herrUhrende Gravitationswirkung auffassen lassen. Man 
konnte nun meinen, die Moglichkeit einer solchen Auffassung sei in 
der allgemeinen Relativitatstheorie bereits durch die allgemeine Ko­
varianz der Feldgleichullgen gewahrleistet. Wie in Nr. 62 noch aus­
fUhrlich erortert werden wird, ist dies jedoch nicht der Fall, weil die 
Grenzbedingungen im Unendlichen dabei wesentlich mitspielen. Thir­
ring stellte sich deshalb nicht die Aufgabe, die volle Aquivalenz der 
relativen Rotation des Fixsternhimmels mit einer Rotation des Be­
zugssysterns gegenUber einem GaliIeiischen System 11achzuweisen, SOl1-

dern modifizierte die Fragestellung so, daa die Schwierigkeit der Fest­
legung der Grenzbedingungen eliminiert wird. 

Wir denken uns in einem Inertialsystem der Newtonschen Gra­
vitationstheorie auBer den weit entfernten, ruhenden (bzw. mit sehr 
kleiner Geschwindigkeit geradlinig gleichfOrmig bewegten) Fixsternen 
eine rotierende Hohlkugel. Yom relativistisr.hen Standpunkt aus ist 
es kIar, daB im Innem der Hoblkugel Zentrifugal- und Corioliskrafte 
auftreten werden, wenn die Masse der Hohlkugel mit der Masse des 
Fixsternsystems vergleichbar wi rd. Dem Prinzip del' Kontinuitat ge­
maB wird man anzunebmen haben, daB solche Krafte, wenn sie auch 
sehr klein sein werden, auch dann vorhanden sind, wenn die Masse 
der Hohlkugel klein ist. In diesem letzteren Fall dUrfen wir abel' 
ohne weiteres die Formeln (443) anwenden, weil dann die gik ofl'en­
sichtlich nul' wenig von ihren Normalwerten abweichen. Die Aus­
rechnung zeigt nun, daB in der Tat ein Massenpunkt im Innern der 
Hohlkugel Beschleunigungen erfiihrt, die den Coriolis- und Zentri­
fugalbescbleunigungen der klassischen Mechanik vollstandig analog 
sind. 1st w der Vektor der Winkelgeschwindigkeit, t das Lot von 
der Drehachse auf den Massenpunkt, tJ dessen Geschwindigkeit, so 
sind diese Beschleunigungen natiirlich nicht direkt gleich 

2[wtJ] + wit, 
wie es nach der klassischen Mechanik in einem relativ zum Inertial­
system mit der Winkelgeschwindigkeit w rotierenden Bezugssystem der 
Fall ware; sondern diese zwei Terme sind noch mit Faktoren multipli­
ziert, die von der GroBenordnung des Verhaltnisses des Gravitationsradius 

m = ~1[ der Hohlkugel zu ihrem Radius a sind. Da dieses Verhalt-c 
nis fllr aile verfugbaren Massen winzig klein ist, bestebt keine Aus­
sicht, dieses prinzipiell wicbtige Ergebnis experimentell zu priifen; und 
man versteht auch, warum der primitive Newtonsche Versuch mit 
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dem rotierenden WassergefaB sowie auch der verfeinerte Versuch von 
B. und T.l?riedliinderS4.1), innerhalb eines schweren rotierenden Schwung­
rades Zentrifugalkrafte na.ehzuweisen, negativ ausfallen muBten. 

61. Die Energie des Gravitationsfeldes. Bereits in Nr. 64: haben 
wir gesehen, daB bei V orhandensein eines Gravitationsfeldes die Diffe­
rentialgesetze fur den materiellen Energietensor nicht wie in der spe­
ziellen Relativitiitstheorie die Form annehmen 

(341) 
sondern 

{Mla) 

so daB aus ihnen fur ein abgeschlossenes System nicht die Erhal-
tungssiitze f 

'X.'dx1 dx' dx' = konst. 

gefolgerl werden konnen. In Nr. 67 zeigten wir jedoch, daB auf 
Grund der Feldgleichungen der Gravitation (401) der Impuls-Energie­
satz (341 a) das Gleichungssystem 

0(1:4" + t~) 
(406) ----~Xk-·- = 0 

zur Folge hat, wo t," die durch (405), (183), (185) definierten 
GroBen sind. Aus diesem Gleichungssystem resultieren nunmehr fur 
ein abgeschlossenes System wieder Erhaltungssatze 

(447) J. =f{:tl + tl) dx1dx'dxs = konst. 

Aus diesem Grunde nennt Einstein das GroBensystem tl die Energie­
komponenten des Gravitationsfeldes und J. Gesamtimpuls und Ge­
samtenergie des abgeschlossenen Systems (vgl. Nr. 67). 

Bei naherer Priifung wurden jedoch groBe Schwierigkeiten offen­
bar, die dieser Auffassung zuniichst entgegenstehen. Sie ruhren letzten 
Endes daher, daB die tu keinen Tensor bilden. Da diese GraBen von 
hoheren Ableitungen der gil< als den eraten nicht abhangen, bnn man 
8ofort schlieBen, daB sie durch geeignete Koordinatenwahl (geodati­
sches Bezugssystem) in einem beliebig vorgegebenen Weltpunkt zum 
Verschwinden gebracht werden konnen. 

Es gilt aber noch mehr: Schrodinger US) fand, daB fur das Feld 
(421a) eines Massenpunktes, welches zugleich das Feld im AuBen­
raum einer Flflssigkeitskugel darstellt, alle Energiekomponenten iden­
tisch verschwinden. Das Resultat laBt sich auch auf das Feld (435) 

347) B. u. T. Friedlander, Absolute und relative Bewegung, Berlin 1896. 
348) E. Bchrlidinger, Phys. Zt8chr. 19 (1918), p. 4. 
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einer geladenen Kugel ausdehnen. Andererseits zeigte Bauer S4.9) , daB 
durch bloBe Einfilhrung von Polarkoordinaten in das euklidische 
Linienelement der speziellen ReJativitatstheorie die Energiekompo­
nenten von Null verschiedene Werte annehmen, es wird dann sogar 
die Gesamtenergie unendlich! Auch sind die tic keineswegs symme­
trisch, und die Energiedichte - ~ ist nicht ilberall positiv. Das Vor­
zeichen der Energiedichte des Gravitationsfeldes hatte ja schon bei 
den alteren Feldtheorien der Gravitation immer Schwierigkeiten ge­
macht.S4.9a) 

Trotz dieser Schwierigkeiten ist aus physikalischen Griinden die 
Forderung nach einem Analogon zu den Energie- und Schwerpunkts­
integralen der Newtonschen Theorie kaum abzuweisen. Lotentz S50) 

und Lcvi-Civita S51) haben deshalb vorgeschlagen nicht die GroBen tic' 

sondern ~ Gic als die Energiekomponenten des Gravitationsfeldes zu 
" 

bezeichnen. Denn nach (401) gilt 
1 

Til; + --- Gil: = 0, 
" 

also auch a~(~;" + ~ @/) = o. 
Einstein 852) hat jedoch dagegen mit Recht eingewendet, daB bei dieser 
Definition der Gravitationsenergie die Gesamtenergie eines abgeschlos­
senen Systems stets Null ware, und die Erhaltung dieses Energie­
wertes verlangt nicht die Fortexistenz des Systems in irgendeiner 
Form. Man konnte dann also aus den Erhaltungssatzen nicht solche 
Folgerungen ziehen, wie wir sie sonst zu ziehen gewohnt Silld. In 
einer Erwiderung auf Schrodingers Arbeit konnte Einstein S5S) ferner 
zeigen, daB bei Wechselwirkung von mehreren Mass en die til; sicher 
nicht ilberall verschwinden. 

Die endgiiltige Klarung des Sachverhaltes brachte schlieBlich 
Einsteins Arbeit "Der Energiesatz in der' allgemeinen Relativitats­
theorie"SM). Es wird hier der Beweis erbracht, daB die Werte (447) 

849) H. Bauer, Phys. Ztsehr. 19 (1918), p. 163. 
349a) VgI. dariiber z. B. M. Abraham, Jahrb. f. Rlld. u. E1. 11 (1914), p. 670, 

1. c. Anm. 272). 
360) H. A. Lorentz, Amst. Vers!' 26 (1916), p. 468, 1. c. Anm. 100). 
361) T. Levi-Civita, Rend. Ace. Linc. (6) 26 (1917), 1. Halfte, p. 381. 
862) A. Einstein, Ber!' Ber. 1918, p. 164, 1. c. Anm. 842), § 6. 
368) A. Einstein, Pbys. Ztsehr. 19 (1918), p. 116. 
364) A. Einstein, BerI. Ber. 1918, p. 448; siebe auch F. Klein, tJber die Inte­

gralform der Erhaltungssil.tze und die Theorie der ril.umlieh gesehlossenen Welt, 
G6tt. Nachr., math.-phys. K1., 1918, p. 894. 



742 V 19. W. Pauli jr. Relativitll.tstheorie. 

flir Gesamtenergie und Gesamtimpuls eines abgeschlossenen Systems 
in ziemlich weitgehendem MaBe yom Koordinatensystem unabhiingig 
sind, obwohl die Lokalisation der Energie in den verschiedenen Ko­
ordinatensystemen im allgemeinen vollig verschieden ausiallt. Dieser 
Beweis wurde hernach von Klein SM) vervollstandigt (vgl. Nr. 21). Man 
muB hiernach zwar den Werten der t/ selhst jede physikalische Be­
deutung absprechen, d. h. es gelingt nicht, die Lokalisation von 
Energie und Impuls im Gravitationsfeld in allgemein kovarianter und 
physikalisch befriedigender Weise durchzufiibren. Aber die Integral­
werte (447) haben einen bestimmten physikalischen Sinn Die Be­
deutung der Gleichung (406) liegt nur darin, daB sie die Anderung 
der ma"teriellen Energie eines abgeschlossenen Systems in einfacher 
Weise zu berechnen gestattet. 

Der Beweis der Invarianz der durch (447) definierten GroBen JI; bei 
gewissen, we iter unten angegebenen Koordinatentransformationen ist 
sehr einfach zu flihren. Es sei ein begrenztes abgeschlossenes System 
gegeben. AuBerhalb eines gewissen Bereiches B desselben sei das 
Linienelement das der speziellen Relativitatstheorie (Galileisches Ko­
ordinatensystem). Wir betrachten zunachst nur solche Koordinaten K, 
die auBerhalb B mit einem Galilelschen Koordinatensystem iiberein­
stimmen. Polarkoordinaten sind dadurch z. B. ausgeschlossen. Dann 
verschwindet der Integrand von (447) auBerbalb der Weltrobre B und 
aIle Voraussetzungen der Nr. 21 sind erfiillt. A us dem dort Gesagten 
folgt: Erslens: Die Integralwerte von Impuls und Energiesind unab­
hangig von der Koordinatenwahl innerhalb B, wenn sicb die Koordi­
naten nur stetig an ein Galileisches System auBerhalb B anschlieBen. 
Und zlCeitens: Die GroBen J; verhalten sich gegeniiber linearen Ko­
ordinatentransformationen - wobei jetzt also aucb auBerhalb B die 
Koordinatenwerte veraudert werden - wie die kovarianten Kompo­
nenten eines Vektors. Dber einen analogen Invarianzsatz flir die raum­
lich geschlossene W elt si~he die folgende N r. 

Es bleibt noch die Frage zu erortern, ob die GroBen t/ durch 
die Gleichungen (406) eindeutig bestimmt sind, d. h. ob es nicbt noch 
andere GroBen w/ als die durch (405), (183), (185) gegebenen GroBen 
t/ gibt, welche das Gleichungssystem (406) zufolge der Feldglei­
chungen (401) identisch befriedigen. Wie zuerst Lorentz SbO&) gezeigt 
hat und wie aucb Klcin SM) hervorhebt, ist letzteresin der Tat der 
Fall, sobald man zugiht, daB die w/ auch die zweiten Ableitungen der 

36011.) H. A. Lorentz, 1. c. ADm. 360). 
350) F. Klein, Gott. No.cbr. 1918, p. 236, 1. c. ADm. 103). 
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9ik enthalten diirfen. Physikalische GrHnde lassen sich gegen diese 
Moglichkeit nicht beibringen. Man erhalt dann naturlich verschiedene 
Werte fdr die Gesamtenergie eines Systems, je nachdem ob die Ein­
steinschen t;k oder die Lorentzschen w/, zugrunde gelegt werden. 

Von der Gleichung (406) macht Einstein s56) eine wichtige An­
wendung auf die Emission und Absorption der Gravitationswellen, 
deren Feld in N r. 60 erortert wurde. Wenn in einem materiellen 
System Schwingungen oder auch sonstige Bewegungen vor sich gehen, 
so folgt aus der Theorie, daB das System Wellen ausstrahlt, und zwar 
ist die Ausstrahlung bestimmt durch die dritten Ableitungen seiner 
Tragheitsmomente 

(448) DiI: If.£o:tztdxl dx' dxs (i, k = 1,2,3) 

nach der Zeit. Der Energiestrom der ausgestrahlten Welle langs der 
xl-Achse ist 

(449) 
... . .. 

(Sl = 8n~6-ri[(Pn-:;l?ssr+ (.Du)!J 
(k = gewohnliche Gravitationskonstante) 

und die gesamte pro Zeiteinheit nach allen Richtungen ausgestrahlte 
Energie 

(450) dE k ["'" .•• 1 ("'" ••• )2J 
-Tt=fOc6 ~D;k-T ~Dii . 

Letztere ist nach (449) stets positiv. Die ausgestrahlte Energie ist 
so klein, daB sie zu keinen astronomischen Effekten Veranlassung gibt, 
die innerhalb der hierbei in Betracht kommenden Zeitraume bemerk­
bar waren. Sie ist jedoch von prinzipieller Bedeutung fur die Atom· 
physik. Einstein vertritt die Ansicht, daB die Quantelltheorie auch 
die Gravitationstheorie wird modifizieren mussen. 

Ahnlich berechnet sich die absorbierte Energie. Es falle eine 
Gravitationswelle yom Typus (444), (445), (446) langs der xl·Achse 
auf ein materielles System, dessen Dimensionen klein seien gegeniiber 
der Wellenliinge der einfallenden Welle. Dann ist die pro Zeiteinheit 
absorbierte Energie gegeben durch 

(451) dE = _~ [~)'IS jj +.!.. o()'u - )'aa) •. !.. (jj - jj )] 
dt 2 ot liS ·2 at 2 III 83' 

wobei sich die GroBen r,a, rl" ras auf das Wellenfeld beziehen. 
62. )[ocWlkation der Feldgleiohungen. Xela.tivitit der Trig­

heit und riumlioh-geaohloBBene Welt.s57) a) Das Machsche Prinlip. 

366) A. Einstein, 1. c. Anm. 342). 
857) Die in diesem Abschnitt dargelegten Gedanken sind in A. Einstein. 

Arbeit "Kosmologische Betrachtungen zur allgemeinen Relativitll.t8theorie" (Berl. 
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In Nr.58 war von der Perihelbewegung des Merkur schlechtweg die 
Rede, ohne daB eine nahere Angabe gemacht wurde, wodurch das dort 
verwendete Koordinatensystem Ko, relativ zu welchem diese Perihel­
bewegung gemessen werden soIl, physikalisch bestimmt ist. Dieses 
ist vor allen anderen relativ zu Ko gleichiormig rotierenden Bezugs­
system en K durch die Kugelsymmetrie des G-Feldes und vor aUem 
durch das Verhalten der gil; im raumlich Unendlichen ausgezeichnet; 
die gu nehmen namlich dort ihre Normalwerte an. Die Grenzbedin­
gungen fur das riiumlich Unendliche, die zur vollstandigen Bestimmung 
der gjk aus den Lagen und Geschwindigkeiten der Massen, allgemeiner 
aus dem materiellen Energietensor Tw den Differentialgleichungen des 
G-Feldes noch hinzugefugt werden, zeichnen gewisse Koordinaten­
systeme Ko vor anderen aus. Bei der Frage der Relativitat der 
Zentrifugalkrafte (Nr. 60) hatte sich diese Schwierigkeit besonders 
stark filhlbar gemacht. Diese Auszeichnung von gewissen Koordinaten­
systemen durch die Grenzbedingungen ist zwar mit dem Postulat 
der allgemeinen Kovarianz nicht logisch unvereinbar, widerspricht 
aber dem Geist einer relativistischen Theorie und muB als schwerer 
erkenntnistheoretischer Mangel bezeicbnet werden. Einstein 358) be­
leuchtet ihn drastisch durch ein Gedankenexperiment mit zwei relativ 
zueinander um ihre Verbindungslinie rotierenden Fliissigkeitsmassen. 
Er haftet nicht nur der klassischen Mechanik und der speziellen Re­
lativitiitstheorie an, sondern auch der im vorhergehenden entwickelten, 
auf den Gleichungen (401) basierenden Gravitationstheorie. Er wird 
erst behoben, wenn die Grenzbedingungen in allgemein kovarianter 
Weise festgelegt sind. 

Wir stellen also die Forderung auf: Das G-Feld soll durch die 
Werte des Energietensors (Tn) allein in eindeutiger, allgemein kovarianter 
Weise bestimmt sein. Da Machs~9) bereits den hier erwiihnten Mangel 
der Newtonschen Mechanik klar erkannt und die absolute Beschleu­
nigung durch eine Relativbeschleunigung gegen die ubrigen Mass en 
des Weltalls ersetzt hat, nannte Einstein 360) dieses Postulat gelegent­
lich Machsches Prinzip. Insbesondere ist zu fordern, daB die Trag­
he it der Materie durch die umgebenden Massen allein bestimmt ist, 
also verschwinden soIl, wenn aIle iibrigen Massen entfernt werden, 

Ber. 1917, p. 142) entwickelt. (Auch abgedruckt in der Sammlung "Das Relati­
vit!l.tsprinzip".) 

868) A. Einstein, Ann. d. Phys. 49, 1. C. Anm. 279), § 2. 
309) E. Mach, Mechanik, Kap. II, Nr. 6; Die Geschichte und die Wurzel 

des Satzes von der Erhaltung der Arbeit, ZU8atznote 1. 
360) A. Einstein, Ann. d. Phys. 00 (1918), p. Ul. 
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weil es vom relativistischen Standpunkt aus keinen Sinn hat, von 
einem Widerstand gegen absolute Beschleunigungen zu sprechen (Re­
lativitiit der Triigheit). 

b) Betrachtungen iiber das statistische GZeichgewicht des Fixstern­
systems. Das l- Glied. Auch abgesehen von der Frage der Grenz­
bedingungen im raumlich Unendlichen stoBt man noch auf eine wei­
tere Schwierigkeit, wenn man die bisher verwendeten Feldgleichungen 
auf das Fixsternsystem als Ganzes anwendet. Die Oberwindung der­
selben wird dann auch die Erfiillung der unter a) gestellten Forde­
rungen mit sich bringen. 

Schon C. Neumann SSt) und Seeliger 86t) haben darauf hingewiesen, 
daB das Newtonsche Gravitationsgesetz nur dann strenge giiltig sein 
hnn, wenll die Massendichte des Weltalls fiir r _ 00 schneller als 

-; zu Null konvergiert. Sonst wiirde namlich die von allen Massen 
r 
des Weltalls auf einen Massenpunkt ausgeiibte Kraft unbestimmt sein. 
In einer folgenden Abhandlung 868) diskutiert Seeliger weiter die Mog­
lichkeit, daB die Massendichte zwar in beliebigen Entfernungen von 
N uil verschieden bleibt, das N ewtonsche Potential dagegen durch das 
mit der Entfernung rascher abklingende Potential 

e- Vir 
w=A····-r 

zu ersetzen sei. Dieses Potential war bereits in anderem Zusammen­
hange von C. Neumann 864.) mathematisch untersucht worden. Es 
kommt darauf hinaus, die Poissonsche Gleichnng 

(A) LlW = 4nkfLo 
durch 
(B) LlW -lw = 4nkfLo 

zu ersetzen. Die Schwierigkeit, die bei der Newtonschen Theorie auf­
tritt, verschwindet dann. 

Gegen die erste Moglichkeit - strenge Giiltigkeit des N ewton­
schen Gesetzes und hinreichend schneiles Abnehmen del' Massendichte 
im Unendlichen - lassen sich nun nach Einstein gewichtige Griinde 
vorbringen, wenn man sich auf den Standpunkt stellt, daB sich das 

861) C. Neumann, Abh. d. Kgl. sacha. Gee. d. Wise. zu Leipzig, math.-nat. 
Kl. 26 (1874), p. 97. 

3(2) H. v. Seeliger, Astr. Nachr. 137 (1896), p. 129. 
363) H. v Seeliger, Mlinch. Ber. 26 (1896), p. 373. 
:l64) C. Neumann, Allgemeine Untersuchungen liber das Newtonsche Prin­

zip der Fernwirkungen, Leipzig 1896, vgl. insbesondere p. 1. 
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ganze Sternsystem im stati!ltischen Gleichgewicht befinden muB. Ware 
das Potential in groBen Entfernungen endlich (also die Massendicbte 
hinreicbend stark abnehmend), so miiBte es vorkommen, daB ganze 
Himmelskorper das Fixsternsystem verlassen, dieses miiBte also "ver­
oden", und zwar nach den Gesetzen der statistischen Mechanik so 
lange, als die gesamte Energie des SternBystems groBer ist als die 
Arbeit, die erforderlich ist, um einen einzigen Himmelskorper ins Un­
endliche zu entfernen. Aucb der schon durch C. Neumanns und See­
ligers Untersuchungen ausgeschlossene Fall eines unendlich hohen Po­
tentialwertes in sehr groBen Entfernungen (also die Massendichte bis 
ins Unendliche reichend oder nicht geniigend schnell abnehmend) ver­
bietet sich nach Einstein, weil dies mit der Tatsache im Widerspruch 
stiinde, daB die beobachteten Sterngeschwindigkeiten verhaltnismaBig 
klein sind. Bei Giiltigkeit von (B) verschwinden jedoch aIle diese 
Schwierigkeiten. Denn es ist dann eine gleichmaBige Massenverteilung 
der Materie von der Dichte [.£0 und dem (raumlich konstanten) Potential 

«I> = - 4~1~ [.£0 

dynamisch moglich. 
Genau analog wie in der Newtonschen stellt sich in der relati­

vistischen Theorie die Sachlage dar. Halt man an den Gleichungell 
(401) fest, so erweist es sich nach Einstein als unmoglich, die Grenz­
bedingungen so aufzustellen, daB zugleich dem "Verodungseinwand" 
begegnet und der Tatsacbe der geringen Sterngeschwindigkeiten Rech­
nung getragen wird. Man kann jedoch die Feldgleichungen in einer 
Weise modifizieren, die dem Ubergang von ( A) zu (B) vollig analog 
ist. In der Tat haben wir bei der Aufstellung der Feldgleichungen 
in N r. 56 das zu gik proportionale Glied csglk in (400) einfach fort· 
gelassen, was weder durch die allgemeine Kovarianz nocb durch den 
Impuls-Energiesatz der Materie geboten war, und konnen es jetzt in 
die linke Seite von (401) aufnehmen, wobei wir im AnschluB an 
Einstein - l fiir Cs schreiben: 

(452) Gn -lg,k = - "Tik • 

Durch Verjiingung ergiht sich daraus noch 

(453) 
und 
{452 a) 

R+41=+"T 

Es folgt sofort, daB bei Zugrundelegung der so modifizierten Feld­
gleichungen eine mit konstanter Massendichte angefiillte Welt im 
Gleichgewicht ist. Und zwar erweist sie sich als elliptisch oder spha-
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risch, also riiumlich geschlossen. Macht man namlich den besonderen 
Ansatz 

'x" 
(454) git= o/' + ai=[(Xl)I~(Xt),+(;;.)jj' g;4.=O, g44=-I, (i,k=I,2,3) 

so wird nach Nr. 18, (117), (118), (119), (130): 
6 R=--ai' G 1 ('fu"r . k 1 2 3) ik =a,gik' ,t,"= , , 

Ferner wird 

T44, = P,oc2, die iibrigen Til< = 0, T = - P,oc2: 

die Gleichungen (452) sind also erfilllt, wenn 

(455) l = ~- = ~"u (;2 = 411 k 1'0 . 
a! 2' 0 ct 

Aus den Feldgleichungen (401) wilrde dagegen wegen ). = 0 auch 
1 

. ! = P,o = 0 folgen. 
a 

Da die Welt sich in diesem Beispiel und voraussichtlicb auch 
bei allgemeineren MaBsenvertf'ilungen riiumlich geschlosBen ergibt, so 
sind Grenzbedingungen im Unendlichen nicht weiter erforderlich. Die 
Feldgleichungen (452) beseitigen also nicld nur den Konflikt der kleinen 
Sterngeschwindigkeiten mit der statistischen Mechanik, sondern auch den 
oben erwiihnien erkenntnistheoretischen Mangel, u:elcher dCt· friiheren 
Fassung der Theorie anhaftet. Man hat sich vorzustellen, daB die 
Losung (454) der Feldgleichungen das mittlere Verhalten der Welt­
metrik wiedergibt. N ur in der Niihe von einzelnen Massen werden 
die gik merklich von den Werten (434) abweichen. Bei Massen­
systemen, deren Dimensionen klein gegen diesen jedenfalls auBer­
ordentlich groBen Kriimmungsradius sind, wie z. B. beim Planeten­
system, wird man das l-Glied vernachliissigen konnen, und die Lo­
sungen der Feldgleichungen (401) werden ihre Giiltigkeit behalten. 
Auch das Machsche Prinzip scheint durch die Feldgleichungen (452) 
erfiillt zu sein, obzwar ein allgemeiner Beweis dafilr noch nicht er­
bracht ist. Wahrend namlich die friiheren Gleich ungen (401) bei ver­
schwindender Materie die allgemeine Losung g'k = konst. besitzen 865), 
ist dies bei den Gleichungen (452) nicht der Fall, sondern es muB 
dann gH: = 0 sein. In einem fJollig leeren Raum giibe es iiberhaupt 
kein G-Feldj weder eine Lichtfortpfianzung, noch die Existenz von 

366) DaB dies die einzige Losung der fruberen Gleicbungen (401) fur den 
vlH1ig materiefreien Raum ist, ist bisber noch nicht im allgemeinen Fall be­
wiesen. Fur den statischen Fall hat jedoch R. Serini, Rend. Ace. Line. (5) 27 
(1918), 1. Halfte, p. 2:15, einen Beweis des Satzes gegeben. 

Encyklop. d. math, Wia •• nach. V I. 49 
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MaBstiiben und Uhren waren dann moglich. Damit hiingt ZUBammen, 
daB auch das Postulat der Relativitat der Triigheit befriedigt ist. 
Allerdings hat de Sitter S66) auch fUr den vollig leeren Raum eine von 
9ik = ° verschiedene Losung der Feldgleichungen (452) gegeben, nam­
lich eine vierdimensional-pseudosphiirische WeIt 

(456) gik=~ik+ - :.r~r-- ... , (i,k=1,2,3,4jx'=ict) 

at - :2J(Xi)! 

(457) 

1 

3 
Tik = (Lo = 0, 1 = as' 

im Gegensatz zur "Zylinderwelt" Einsteins, die durch (454) gegeben 
ist. Jedoch vertrat Einstein S67) die Anschauung, daB erstere Losung 
nicht iiberall regular ist, so daB sie eigentlich nicht das G-Feld einer 
leeren Welt, sondern einer WeIt mit Hachenhaft verteilter Masse dar­
stellt. Zu einem iibereinstimmenden Resultat kam WeylS68). Die 
Frage ist jedoch noch nicht endgiiltig geklart. 

Die astronomischen Konsequenzen der Feldgleichungen (452) wer­
den diskutiert von de Sitter S69) und Lense S70). Man vgl. dazu auch 
den Art. VI 2, 22 von Kottler. 

c) Die Energie der geschlossenen Welt. Ebenso wie die Glei­
chungen (401) lassen sich auch die Gleichungen (452) aus einem 
Variationsprinzip ableiten. Man braucht nur zur Wirkungsfunktion 
(404) noch den Term 21 -V - 9 hinzuzufiigen: 

(458) ~J~dx = 0, 

(459) ~ = ffi + 2,q/~-g + ,,9]l. 

Auch gilt wieder der Energiesatz in der Form (406): 

(460) 

wenn man von den friiheren Gro6en t,k noch .A._ ~k subtrahiert: 
K i 

(461) 

366) W. de Sitter, Arnst. Proc. 19 (1917), p. 1217 u. 20 (1917), p. 229. 
367) A. Einstein, Berl. Ber. 1918, p. 270; De Sitters Erwiderung: Arnst. Proc. 

20 (1918), p. 1809. 
868) H. Weyl, Phys. Ztschr. 20 (1919), p. 31; vgl. auch F. Klein, G1>tt. 

Nachr. 1918, 1. c. Anm. 364), insbes. § 9. Es werden hier die geometrischen Ver­
hlUtnisse eingehend diskutiert. 

369) W. de Sitter, Monthly Not. Roy. Astr. Soc. 78 (1917), p. 3. 
370) J. Lense, Wien. Ber. 126 (1917), p. 1037. 
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Diese Uberlegung findet sich in der eingangs [Anm. 357)] zitierten 
Einsteinschen Arbeit angedeutet und bei Klein 871) naher ausgefiihrt. 

Es fragt sich nun, ob der in Nr. 61 bewiesene Satz der Unab­
hangigkeit des Integralwertes del' Energie vom Koordinatensystem 
auch fUr die Gesamtenergie der geschlossenen Welt gilt. Hierzu ist 
deshalb eine neue Uberlegung notig, weil friiher del' Satz unter der 
V oraussetzung bewiesen wurde, daB auBerhalb des betrachteten abge­
schlossenen Systems die gik gleich + 0/ werden, was hier offenbar 
nicht der Fail ist. Mit diesel' Frage beschaftigten sich Einstein 372) 
und Klein m ). Es muB gezeigt werden, daB gewisse Oberflacheninte­
grale verBchwinden. Bei spezieilen KoordinatenBystemen wurde bereits 
von Einstein nachgewiesen, daB dies in der Tat zutrifft, einen ailge­
meinen Beweis gibt Grommer S73). Es zeigt sich iiberdieB, daB sowohl 
der Gesamtimpuls als auch die Gesamtenergie der geschloBsenen Welt, 
Boweit Sle vom Gravitationsfeld herriihren, verschwinden: 

(462) !i;4 dx1 dx2dxS = o. 
Setzt man jedoch an Steile del' Einsteinschen Energiekomponenten 
die in Nr. 61 erwiihnten Lorenteschen, die auch die zweiten Ableitungen 
der gik enthalten, so wiirde, wie Klein gezeigt hat, die Gesamtenergie 
des Gravitationsfeldes nicht mehr verschwinden. 

V. Theorien iiber die Natur der elektrischell Elementar­
teilchen. 

63. Elektron und spezielle Relativitatstheorie. Schon seit langer 
Zeit war man bemiiht, aile mechanischen Eigenschaften des Elektrons 
auf elektromagnetische Prinzipien zuriickzufiihren. Die Bewegungs­
gleichung 

(463) d@ =~ 
dt 

(@ = Impuls des Elektrons, ~ = iiuf3ere Kraft) 

wird hierbei BO gedeutet 87-l): Man stellt die Postula.te auf, daB erstens 
aile auf das Elektron wirkenden Kriifte elektromagnetiBcher Art sind, 
also durch den Lm·entzschen Ausdrllck (215) gegeben Bind, und zwei­
tens die auf das Elektron wirkende Gesamtkraft stetB verschwinden Boil: 

(464) .ff! {~ + ~- [U.\)]} d V = o. 

371) F. Klein, G(itt. Nacbr. 1918, p. 236, 1. c. Anm. 103), Zusatz am ScbluB. 
372) ..:1. Einstein, Berl. Ber. 1918; F. Klein, Gott. Nacbr. 1918, p. 394, 1. c. 

Anm.864). 
373) J. Groll/mer, Berl. Ber. 1919, p. 860. 
374) Man vgl. bierzu Art. V 14 dieser Encykl. von H. A. Lorentz, Nr. 21. 

49* 



750 V 19. W. Pauli jr. Relativitiit&theorie. 

Die Integration ist hierin fiber ein Elektron zu erstrecken. Diese Ge­
samtkraft kann man nun in zwei Teile teilen. Eine yom auBeren 
FeLd herruhrende Kraft 

.fQ {~" + ~ [tl.\)"]} dV =~, 
die auf der rechten Seite von (463) steht, und eine vom Elektron auf 
sich seLbst ausgelibte Kraft, die nach dem Impulssatz gleichgesetzt 
werden kann 

@J bedeutet darin den elektromagnetischen Impuls des Eigenfeldes des 
Elektrons. Bei nicht allzu groBen Beschleunigungen (quasistationarer 
Bewegung) kann dafiir derjenige Impuls genommen werden, welcher 
der gleichformigen Translationsbewegung des Elektrons mit der be­
treffenden Momentangeschwindigkeit entspricht. Er ist natiirlich ab­
hangig von der Ladungsverteilung im Elektron. 

Die naheliegendste Annahme war die, daB das Elektron vollkommen 
starr sei. Die Theorie fiir diesen Fall wurde vollstandig von Abra­
ham ST5) durchgefiihrt. 1m Jahre 1904 zeigte jedoch H. A. Lorents S76), 

daB nur dann der Impuls des Elektrons in einer solchen Weise von 
der Geschwindigkeit abhangt, daB die Folgerungen mit dem Relati­
vitatsprinzip im Einklang stehen, wenn eine Kontraktion des Elek­
trons in der Bewegungsrichtung im Verhaltnis yf=p2: 1 ange­
nommen wird. Und Einstein S77) zeigte hierauf, daB die Abhangigkeit 
von Energie, Masse und Impuls von der Geschwindigkeit aus dem 
Relativitatsprinzip allein folgt, ohne daB irgendeine Annahme iiber 
die Natur des Elektrons gemacht werden muB (vgl. Nr.29). Man 
kann deshalb auch umgekehrt aus den Beobachtungen liber die Massen­
veranderlichkeit keinen Aufschlu6 iiber die Natur des Elektrons er­
halten. 

Es ist jedoch leicht zu sehen, daB das Relativitatsprinzip die 
Existenz einer Energie nicht elektromagnetischer Art beim Elektron 
zur zwingenden Konsequenz hat, wenigstens solange man auf dem 
Boden der Maxwell-Lorentsschen Theorie bleibt. Es wurde dies zu­
erst von Abraham 378) hervorgehoben. Nehmen wir zuniichst an, daB 
die Ladungsverteilung im ruhenden Elektron kugelsymmetrisch ist. 

376) M. Abraham, Ann. d. Phys. 10 (1903), p. 106. Siehe auch H. A. Lo-
rente, Art. V 14 dieser Encykl., Nr. 21. 

376) H. A. Lorentz, Amat. Vers!' 1904, 1. c. Anm. 9). 
877) A. Einstein, Ann. d. Phys. 17 (1906), p. 891, l. c. Anm. 11), § 10. 
87t!) M. Abraham, Phya. Ztschr. 6 (1904), p. 676; Theorie d. Elektrizitll.t 2, 

p. 206, Leipzig 1906, 1. Auti. 
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Dann gilt fiir Energie und Impuls des bewegten Elektrons, soweit 
sie elektromagnetischer Art und durch die Maxwell-Lorentzschen Aus­
drilcke gegeben sind, nach (351): 

(351) 

-! E" 
ac> @=u ... 

lll-W' 

E (1 + ~ U t
) o 3 c! E= ...... _-::....:.=.:....-. 

Yl-~' 

Waren diese Ausdriicke zugleich Gesamtenergie und GesamtimpuIs, 
so miiBte nach (317), (318) gelten 

E f(U~~)dt .((U~~)d{j. 
Dies ist jedoch nicht der Fall, vielmehr hat das Integral der rechten 
Seite den Wert ~ 

- s}fo_. + konst. 
V1-~1 

Nimmt man den Impuls im Gegensatz zur Energie als rein elektro­
magnetisch an, so folgt fUr die gesamte Enel'gie Eo bzw. E des 
ruhenden bzw. bewegten Elektrons, sowie fiir die Ruhmasse 

(465) 

Die Ruhmasse 1110 ist dabei definiert durch 

@=-~. 
V1 - {J! 

Diese Relationen sind mit dem Satz von del' Tragheit der Energie 
im Einklang, wie es sein muB (die additive Konstante in E wurde 
bel'eits diesem Satz entsprechend festgelegt). Die Gesamtencrgie des 
ruhenden Elektrons ist gleich t dcr Lorentzsclten elektromagnetischen 
Energie dessclben. 

Es hat nach den bisherigen Betrachtungen den Anschein, als ob 
das starre Elektron del' Absoluttheorie mit einem rein elektromagne­
tischen Weltbild - oder besser gesagt, mit dem speziellen elektro­
magnetischen Welt bild, das auf der Maxwell-Lorentzschen Theorie 
basiert - vereinbar ware im Gegensatz zu dem Elektron, wie es von 
der Relativitatstheorie gefordert wird. Dies ist jedoch aus foigendem 
Grunde nicht richtig. Die Starrheitshypothese ist ein der Elektro­
dynamik vollstandig fremdes Element. Hatten wir sie nicht einge­
fiihrt, so hatten wir verlangen miissen, daB nicht nul' die an dem 
Elektron angreifende Gcsamtkraft verschwindet [Gl. (464)], sondern 
sogar die an jeder einzelnen Stelle angreifende Kraft: 

~ {~ + : [u.p]} = o. 
Es ist kIar, uaB mit dieser Fordenmg eine ruhende Ladung (u = 0) 
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unvereinbar ist, es folgt Q = 0 (man beachte die Beziehung div ~ = Q). 
Wir sehen also: Die Maxu·ell·Lorentzsche Elektrodynamik ist mit der 
Existenz von Ladungen iiberhaupt unvereinbar, sofern sie nicht durch 
ihr wesensfremde theoretische Elemente ergiinzt wird. Das Elektron der 
Absoluttheorie hat also in Wirklichkeit, was die rein elektromagne­
tische Auffassung anlangt, vor dem Elektron der Relativitatstheorie 
nichts voraus. Es ist auf jeden Fall notig, Krafte einzufiihren, welche 
den Coulombschen AbstoBungskraften der Ladung des Elektrons auf 
sich selbst das Gleichgewicht halten, und diese Krafte resultieren nicht 
aus der Maxwell- Lorentzschen Elektrodynamik. Schon Poincare379 ) 

erkannte diese N otwendigkeit und fuhrte rein formal einen skalaren 
Kohiisionsdruck p ein, Uber dessen Natur er keine Aussagen machen 
konnte. Allgemein ist das Problem des Elektrolls so zu formulieren: 
Der Impuls-Energietensor S,k del' Maxwell-Lorenlzschen Elektrodyna­
mik ist durch solche Terme zu ergiinzen, daB die Erhaltungssiitze 

(341) 

fUr den gesamten Impuls-Energietensor mit der Existenz von Ladungcn 
vereinbar werden. Die Zusatzterme mUssen jedenfalls von physika­
lischen ZustandsgroBen abhiingen, die durch Differentialgleichungen 
kausal bestimmt sind. (In Nr. 42 hatten wir fUr den Energietensol' 
eines isolierten Elektrons den phiinomenologischen Ansatz fLoU,uk 
gemacht.) Inwiefern diese Formulierung vom Standpunkt del' allge­
meinen Relativitiitstheorie zu modifizieren ist, wird in Nr. 66 und 66 
erortert werden. 

Wir konnen jetzt auch die von EhrenfestSI',() aufgeworfene Streit­
frage beantworten, ob fUr ein schon in der Ruhe nicht kugelsymme­
trisches Elektron eine gleichfOrmige Translationsbewegung nach jeder 
Richtung hin kriiftefrei moglich ist. Es wird niimlich in diesem Fall 
der elektromagnetische Impuls des bewegten Elektrons nicht immer 
die Richtung del' Geschwindigkeit haben, so daB die elektromagne­
tisch en Krafte ein Drehmoment auf das Elektron ausiiben werden. 
Die Verhiiltnisse sind jedoch, \Vie Laue S81) betont hat, vollig analog 
denjenigen beim Trouton-Nobleschen Versuch. So wie dort das elektro­
magnetische Drehmoment durch das vom elastischen Energiestrom 
hervorgerufene kompensiert wird, erfolgt die Kompensation hier durch 
den Energiestrom, del' durch die oben erwiihnten Zusutzterme im Im-

379) H. Poincare, Rend. Pal. 21 (1906), p. 129, 1. c. Anm. 40). 
380) P. Ehrenfest, Ann. d. Pbys. 23 (HI07), p. 204; Bemerkung hierzu von 

A. Einstein, Ann. d. Phys. 23 (1907), p_ 206. 
381) M. v. Laue, Ann. d. Phys. 35 (1911). p. 524, I. c. Anm. 240). 
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puls-Energietensor dargestelit wird. Die Einfiihrung dieser Zusatz­
terrne erweist sich nicht erst beirn bewegten, sondern schon beim 
ruhenden Elektron als notwendig. Die Ehrenfestsehe Frage ist also 
zu bejahen. 

Es bleibt noeh die Frage zu erortern, was von diesem theore­
tisehen Standpunkt aus und was erfahrungsgernaB iiber die Dimen· 
sionen des Elektrons ausgesagt werden kann. Erfahn~ngsge'/lliif3 wissen 
wir heute mit ziemlieh groBer Wahrscheinliehkeit, daS alie Materie 
letzten Endes aus Wasserstoffkernen und Elektronen bestcht. Alles 
was wir bisher iibet' das Elektron sagten, gilt natiirlich auch fiir den 
Wasserstoffkern. Die Erfahrung hat iiber die Dimension dieser Teil­
chen nur gelehrt, daB sie sieher nieht groSer als 10-13 em sind, d. h. 
daB sieh zwei solche Teilchen in dieser Entfernung in bezug auf die 
Krafte, die sie aufeinander ausiiben, praktisch noeh wie Punktladullgen 
verhaIten. DaB die Dimensionen der Teilehen noeh viel kleiner sind 
als 10-1s em, wird durch die bisherigen Erfahrungen nicht ausge­
sehlossen. Theoretisch kann man nur vom Standpullkte der Lorentz­
schen Ansehauungen aus bestimmte Aussagen machen, namlieh fol­
gende: Eine mit gleichmaSiger Oberflachenladung belegte Kugel vom 
Radius a hat die Energie 

e! E- ._-,-- 8na' 

wenn e die in Heavisidesehen Einheiten gemessene Gesamtladung be­
deutet. Aus (405) folgt dann 

(466) et a= .... 
(j nmo c! 

Eine Veranderung der Anllahme iiber die Ladungsverteilung wiirde 
nur den Zahlenfaktor modifizieren, nieht die GroBenordnung des a­
Wertes. Dieser ergibt sich aus den bekanntell Ruhmassen fUr Elektroll 
und W asserstoffkern, flir ersteres von der GroSenordnung 10-1S em, 
fiir diesen entspreehend seiner groSeren Masse ca. 1800 mal kleiner. 
Es muS jedoeh bemerkt werden, daB diese Betrachtung auf sehr 
sehwaeben theoretischen Grundlagen steht. Sie beruht namlich, wie 
wir gesehen haben, auf folgenden Hypothesen: 

1. Die Ladungsverteilung des ruhellden Elektrolls (H-Kerns) ist 
kugelsymmetriseh. 

2. Der gesamte Impuls des bewegten Elektrons (H-Kerns) ist dureh 

den Ausdruck @ =:J[~f)] d V der Maxwell- Lorentzschen Theorie 

gegebenj diese wird also aueh bei auBerster Konzentration der La­
dungen und Felder noeh als giiltig angenommen. 
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Besonders die zweite Hypothese erscheint bedenklich. Eine em­
pirische Stiltze fiir die so berechneten Dimensionen, insbesondere flir 
die theoretische Forderung, daB der Radius des Wasserstoffkerns 
wesentlich kleiner sein mnB als der des Elektrons, liiBt sich aus dem 
bis jetzt gesammelten Erfahrungsmaterial in keiner Weise finden.381 &) 

64:. Die Theorie von Mie. Den ersten Versuch, eine Theorie 
aufzustellen, welche von der Existenz der elektrischen Elementarteil­
chen Rechenschaft gibt, hat Mie S82) unternommen. Er stente sich die 
Aufgabe, die Feldgleichungen und den Impuls-Energietensor der Max­
well-Lorentsschen Theorie so zu verallgemeinern, daB im Innern der 
elektrischen Elementarteilchen den Coulombschen AbstoBungskriiften 
durch andere Krafte, die ebenfalls elektrischer Natur sind, das Gleich­
gewicht gehalten wird, auBerhalb der Teilchen jedoch die Abwei­
chungen von der gewohnlichen Elektrodynamik unmerklich bleiben. 

Das erste System der Maxwellschen Gleichungen 

(203) 

aus dem die Existenz eines Viererpotentiais folgt, 

(206) Fu = ~:} - ~~ 
(vgl. Nr. 28), behalt Mie bei. Ferner wird der Viererstrom jedenfalls 
die Kontinuitatsgleichung 

oak 
(197) ii:rJ< = 0 

erfiillen miissen. Daraus folgt die Existenz emes Fliichentensors 
Hik = - HH, welcher del' Gleichung 

()Hik 
(467) t =-()Xl-

geniigt. Dabei faBt Hu die Vektoren i) und ~ zusammen, ebenso 
wie Fik die V ektoren ~ und ~. Man sieht, daB fiir Hik = Fik die 
Gleichungen in die der gewohnlichen Elektrodynamik iibergehen und 
daB sie formal mit denen del' phiinomenologischen Elektrodynamik In 

ponderablen Korpern iibereinstimmen. 

381 a) Wir konnen in diesem Pankte der Darstellung in M. Borns Buch, Die 
Relativitatstheorie Einsteins, Berlin 1920, p. 192 nicht beistimmen. 

382) G. Mie, Grundlagen einer Theorie der Materie, Ann. d. Phys. 37 (1912), 
p. 511; 39 (1912), p. 1; 40 (1913), p. 1. Vgl. auch die Darstellung bei M. Born, 
Gott. Nachr., math.-phys. Kl. 1914, p. 23, wo die Analogie del' Ableitung des 
Impuls-Energiesatzes aus dem Wirkungsprinzip der 1I'Iieachen Theorie zur Ab­
leitung des Energiesatzes aus dem Hamiltonschen Prinzip in der gewijhnlichen 
Mechanik herausgearbeitet wird. Ferner H. Weyl, Raum-Zeit-Materie, 1. Auf!. 
1918, § 25, p. 165; 3. Auf!. 1920, § 25, p. 175. 
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Nun bekommen aber diese Feldgesetze einen neuen physikalischen 
Inhalt durch folgenden entscheidenden Ansatz: Die Vektoren Hilt und 
sk sollen universelle Funldionen von Filt und fJJi sein: 

(4670.) Hilt = uilt(F, fJJ), sk = vlt(F, fJJ). 

Die ersten sechs Beziehungen unterscheiden sich von denen der pbii.­
nomenologischen Elektrodynamik wesentlich do.durch, daB Hilt auch 
explizite von fJJi abhiingt. In der Mieschen Tbeorie haben nicht nur 
Potentialdifferenzen, sondern auch der Absolutwert des Potentials eine 
reale Bedeutung. Die Gleichungen bleiben nicht unverandert, wenn 
man rp durch fJJ + konst. ersetzt. Wir werden spiiter sehen, daB aus 
diesem Umstand der Mieschen Theorie eine ernstliche Schwierigkeit 
erwiichst. Die letzten vier Gleichungen (467 a) sind fiir die Existenz 
und die Bewegungsgesetze del' materiellen Teilchen (Elektron und 
R-Kern) wesentlich. In mehr oder weniger willkiirlicher Weise nennt 
JI1ie fJJi und Fit Intensitiitsgrofjen, sk und Hik Quantitiitsgrofjen. 

Durch (467 a) werden nicht weniger als zehn universelle Funk­
tionen in die Theorie eingefiihrt. Rier bringt jedoch das Energie­
prinzip, wie Mie gefunden hat, eine groBe Vereinfachung mit sich, 
indem es gestattet, die zehn unbekannten universellen Funktionen auf 
eine einzige zu reduzieren. Es zeigt sich niimlicb, daB aus (206) und 
(467) nur dann eine Gleichung von der Form 

~ar + div @) = 0 (W = Energiedichte, 6 = Energiestrom) 

gefolgert werden kann, wenn eine Invariante L(F, rp) (zuniichst rela­
tiv zur Lorentz-Gruppe) existiert, aus der Hilt und si durch Differen­
tiation abgeleitet werden konnen: 

()L 1 oL 
(468) Hi< = . - - Si = -

Ol"i/,' 2 0 cp;' 
so daB also gilt: 

(4680.) 

Eine einfache Rechnung zeigt dann, daB die Gleichungen (467) aus 
dem Wirkungsprinzip 

(469) ~JLdlJ = 0 

folgen, wenn die Variation die Bedingung erfiillt, daB die Beziehungen 
(206) auch fiir das variierte Feld giiltig bleiben. 

Dber die Invariante L, die oft auch Weltfunktion genannt wird, 
lassen sich einige allgemeine Aussagen machen. Zuniichst sind die 
einzigen voneinander unabbiingigen Invarianten, die sich aus dem 
Fliichentensor Filt und dem Vektor fJJi bilden lassen, diese: 
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1. Das Quadrat des Fliichentensors F iI,: t FikFi ". 
2. Das Quadrat des Vektors fPi: fPjfJi. 
3. Das Quadrat des Vektors FjkfPk: F;rfP,Filrpr. 
4. Das Quadrat des Vektors F;~fP" oder, was dasselbe ist, des 

Raumtensors 1':kfP' + FUfPj + F,ifPc' 
L m!t(J also eine Funktion dieser vier Invarianten sein. Wird L gleich 
der ersten der genannten Invarianten, so degenerieren die Feldglei­
chungen der Mieschen Theorie in die gewohnlichen Gleichungen der 
Elektronentheorie fiir den ladungsfreien Raum. Es wird also L nur 
innerhalh der materiellen Teilchen von tF;cP" merklich verschieden 
sein konnen. Weitere Aussagen lassen sich iiber die Weltfunktion L 
nicht machen. Es gelingt nicht, die Moglichkeiten so weit einzu­
schranken, daB man mit Notwendigkeit auf eine ganz bestimmte 
Weltfunktion gefiihrt wird, vielmehr bleibt noch eine unendliche 
Mannigfaltigkeit von Moglichkeiten iibrig. 

Wir muss en nun noch dell Impuls-Energietensor Tile als Funktion 
der FeIdgroBen ermitteln. Die zugehOrigen Rechnungen vereinfachen 
sich nach Hilbert SSS) und WeylS84) auBerordentlich, wenn man die 
Mieschen Feldgleichungen in einer der allgemeinen Relativitatstheorie 
angepaBten Form schreibt und dann die in Nr.55 eingefiihrte Methode 
des Variierens der g/Ie anwendet. Erst dann treten die formalen Zu­
sammenhiinge klar hervor. Wir haben dies durch die Schreibweise 
der vorangehenden Formeln schon vorbereitet und sind darin formal 
von Mie abgewichen, der sich in seinen Arbeiten von 1912 und 1913 
natilrlich auf den Boden der speziellen Relativitatstheorie stellte. Zu­
nachst bleibt genau wie bei der gewohnlichen Elektrodynamik in Nr.54: 
das Gleichungssystem (203), (208) auch in einem beliebigen G-Feid be­
stehen, dagegen sind (197), (467) zu ersetzen durch 

(197a) 

(467b) 

o ;i - -0 £lxi - , 

. O~/k 
f' = }fXk· 

Wir bemerkell 111 it lVeyl, daB die "QuantitatsgroBen" jetzt als Tensor­
dichten (d. h. mit -V - 9 multipliziert) auftreten, wahrend die "Intensitiits­
groBen" gewohnliche Tensoren bleiben. Die Beziehungen (468), ( 468 a) 
und das Hamiltonsche Prinzip (469) bleiben ebenfalls bestehen, letzteres 
kann natiirlich auch geschrieben werden 

(469 a) ~f2dx=0. 
383) D. Hilbert, Grundlagen der Physik I, 1. c. Anm. 99). 
384) H. Weyl, Raum-Zeit-Materie, 1. Auf!.. 1918, p. 184£.; 3. Auf!. 

(1920), p. 199. 
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Um den Energietensor Tik zu finden, brauchen wir nur die Variation 
der Wirkungsfunktion bei Variation des G-Feldes zu bestimmen. Da 
hier L von den Ableitungen der gik unabhiingig ist, muB bei konstant 
gehaltenem elektromagnetischen Feld einfach geIten 

d£ = c:tikdgik, 

also 
cL 1 

(470) Tik = iJgik - 2" Lgik , T .k = L!:_ kr _ 2..LJ<k 
• 0 gik 9 2 u •. 

Setzt man andererseits in den aus (468a) resultierenden allgemeinen 
Ausdruck 

d L - cL d i k + Hi k d F - 9 j d - cgik 9 ik ~S cPj 

speziell eine solche Variation der FeldgroBen, die einer infinitesimalen 
Koordinatentransformation entspringt, so wie sie durch (163), (164) ge­
geben wird, so muB d L identisch verschwinden. D. h. es muB geIten 

2 0~j(OL rk HkrF + t) 0 oxk ~-g;;' 9 - 'ir S CPi - , 

was nur moglich ist, wenn die Klammer selbst identisch verschwindet. 

Setzt man endlich den hieraus folgenden Wert fiir o~~ grk in (470) 

ein, so erhaIt man 

(470) 

Aus der Ableitung geht hervor, daB die zughOrigen kovarianten Kom­
ponenten Tik symmetrisch sind. Ferner konnen wir auf Grund der 
Ergebnisse der Nr. 55 ohne weiteres sagen, daB der Impulsenergiesatz, 
der bei Abwesenheit von Gravitationsfeldern die Form 

o T.k 
(341) - --'- = 0 

OXk 

und in Gravitationsfeldern die Form 

(34la) c'l/ _ 1 c:tn og,.. - 0 or 2 OXi -

annimmt, eine Folge der Feldgleichungen ist. Der Ausdruck (470) 
fur den Impuls-Energietensor ist identisch mit demjenigen, zu dem be­
reits Mie durch direkte Ausrechnung gelangt war. 

Wir wenden uns nun wieder zur Frage nach dem Bewegungs­
gesetz und der Existenzmoglichkeit von materiellen Teilchen. In der 
gewohnlichen Elektrodynamik ist die elektrische Feldstarke definiert 
als die auf die (ruhende) Ladung wirkende Kraft. Diese einfache Be­
deutung der Feldstiirke ist in der Mieschen Theorie im Innern del' 
materiellen Teilchen nicht mehr vorhanden, vielmehr ist ja die pondero­
motorische Kraft iiberall stets gleich Null· Dennoch bleibt die prak­
tische Bedeutung der Gesamtladung des Teilchens bestehen. Betrachten 
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wit' namlich ein elektrisches Elementarteilchen, das sich in einem 
iiuEeren Feld befindet. Fiir diesen Fall folgt aus (341) filr i = 1,2,3: 

-t:l~-' jT;4dxldx9dxS = - j(T;"nk)dl1 (k = 1,2,3) 

(nk = Einheitsvektor in Richtung der Flii.chennormale.) 

Hierin erstrecken wir das zweite Integral liber eine hinreichend vom 
materiellen Teilchen entfernte FHiche. Da auf ihr die gewohnliche 
Elektrodynamik gilt, hat das Oberflii.chenintegral den gleichen Wert 
wie in dieser, d. h. es stellt die Lorentzsche Kraft dar. Wir haben 
hiermit nach dem Vorgang von Mie eine elektrodynamische Begriin­
dung des Bewegungsgesetzes (210) fiir das Elektron gegeben. Zugleich 
sehen wir, daE die Ruhmasse mo des materiellen Teilchens gemiiE dem 
Satz der Tragheit der Energie sich bestimmt aus 

(471 ) 

Fiir T/' ist der aus (470) resultierende Ausdruck einzusetzen. 
Mie setzt das Feld de~ ruhenden Elektrons statisch und kugel­

symmetrisch an. Letztere Annahme ist zwar, wie in der vorigen Nr. 
erlautert wurde, durch unser tatsachliches Wissen allein nicht ge­
rechtfertigt, empfiehlt sich aber doch wegen ihrer Einfachheit. Man 
hat dann diejenigen Losungen der Feldgleichungen aufzusuchen, die 
liberall - sowohl fur r = 0, als auch fiir r = 00 - regular sind. 
Von' derjenigen Weltfunktion, die der Wirklichkeit entspricht, hat 
man zu fordern, daB sie fiir jede Elektrizitatsart eine und nur eine 
solche Losung ergibt. Es ist bisher nicht gelungen, eine WeUfunl.iion 
zu linden, die diese Forderung er!ullt. Die bisher diskutierten Ansatze 
fUr L fUhren vielmehr zu der der Erfahrung widersprechenden Folge­
rung, daB Elementarteilchen mit beliebigen Werten der Gesamtladung 
moglich sind. Man darf aber deshalb die Miesche Elektrodynamik 
noch nicht verwerfen, weil durchaus nicht nachgewiesen iet, ob es nicht 
doch eine Weltfunktion gibt, die mit der Existenz bestimmter Elementar­
teilchen im Einklang ist. 

Eine viel ernstere Schwierigkeit scheint uns in folgendem bereits 
von Mie bemerkten Umstand zu liegen. Wenn wir eine Losung fiir 
das elektrostatische Potential rp eines materiellen Teilchens von der 
verlangten Art gefonden haben, so wird rp + konst. nicht wieder eine 
Losung sein, wei I in die Feldgesetze der Mieschen Theorie der Absolut­
wert des Potentiales eingeht. Das materielle Teilchen wird also in 
einem konstanten iiuf3eren Potentialfeld nicht existenefiihig sein. Es 
scheint uns dies ein sehr schwerwiegender Einwand gegen die Miesche 
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Theorie zu sein. Bei den in den folgenden Nrn. zu besprechenden 
Theorien tritt eine derartige Schwierigkeit nicht auf. 

Es muS noch ein Versuch von Weyl erwahnt werden, die Asym­
metrie der beiden Elektrizitiitsarten auf Grund der Mieschen Theorie 
verstiindlich zu machen. 1st die Weltfunktion L keine rationale Funk-
tion von -V 'Piq';, so kann man 

und 
filr 'Pi «p' > 0, L = t Fik Fik + tv (+ -V 'P: «pi) 

filr 'Pi'Pi < 0, 
setzen. w bedeutet darin irgendeine nicht gerade Funktion. Die 
Feldgleichungen bleiben dann im statischen Fall bei Vertauschung 
von 'P mit - 'P (positiver und negativer Elektrizitat) nicht invariant. 
Allgemein ist die Moglichkeit vorhanden, wenn L eine mehrdeutige 
Funktion der 4 oben erwahnten Fundamentalinvarianten ist, filr die 
positive Elektrizitii.t den einen, filr die negative den anderen eindeutigen 
Zweig dieser Funktion als Weltfunktion zu wahlen. Wir kommen in 
Nr. 67 auf diese Moglichkeit zurilck. 

65. Die Theorie von Weyl. In einer Reihe von Arbeiten 585) 
hat Weyl eine ilberaus tiefgehende, auf einer Verallgemeinerung der 
Riemannschen Geometrie basierende Theorie entwickelt, die beansprucht, 
alles physikalische Geschehen auf Gravitation und Elektromagnetismus 
und diese Erscheinungen selbst wieder auf die Weltmetrik zurilck­
zufilhren. Ihre Grundlagen und bisherigen Ergebnisse mogen an dieser 
Stelle besprochen werden, weil die Theorie auch liber die Natur der 
materiellen Teilchen bestimmte Aussagen macht. 

a) Reine Infinitesimalgeometrie. Eichinvarianz. Del' Ubergang 
der euklidischen Geometrie zur Riemannschen wird nach Abschn. II 
dadurch vollzogen, daS die Ubertragung der Richtung eines Vektors 
vom Punkt P zum Punkt P' nicht mehr als vom Zwischenweg un­
abhangig angenommen wird. JVeyl geht nun noch eillen Schritt weiter, 
indem er auch eine entsprechende Abhangigkeit der Lii.ngenilbertragung 
zuliiBt. Es ist dann nur mehr moglich, an einem und demselben Welt­
punkt gemesspne Liingen miteinander zu vergleifthen, nicht abel' solche 
in verschiedenen Weltpunkten. Dem entspricht es, daB nur mehr die 
Verhaltnisse der gil zu einander durch Messungen ermittelbar sind, 
nicht diese GroBen selbst. Legen wir zuniichst die Absolutwerte der 
gil: irgend wie willkiirlich (in stetiger Weise) fest und definieren 

ds! = gik dx'dxC 

886) H. Weyl, Bar!' Ber. 1918, p. 466; Math. Ztschr. 2 (1918), p.384; Ann. 
d. Phys. 69 (1919), p.l01; Raum-Zeit-Materie, 8. Aufl. (1920), II. Kap. nnd 
IV. Kap. § 84 u. 36, p. 242 If.; Phys. Ztschr. 
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als das Langenquadrat eines MaBstabes, wenn dxi die Koordinaten­
differenzen seiner Enden sind. (Wir sprechen hier und im folgenden 
der Kiirze halber von der Lange eines MaBstabes, natiirlich gilt aber 
im Fall eines zeitartigen Linienelementes das gleiche fur die Periode 
einer Uhr.) Verschiebt man dann den MaBstab lange einer be­
stimmten Kurve Xi = Xi(t) yom Punkt P'(t) zum Punkt P' (t + dt), 
so wird sich das Langen quadrat ds2 = 1 dabei verandern, und zwar 
wollen wir axiomatisch annehmen, daB es sich immer um einen be­
bestimmten Bruchteil von 1 andern wird: 

(472) 
dl drp 
dt = -1 Tt, 

wo rp eine bestimmte Funktion von t ist, die nicht mehr von 1 ab­

hangt. .AIs zweites .Axiom fiihren wir ein, daB ~~ nur von den ersten 

Differentialquotienten :~i der Koordinaten abhangt. Da ferner die 

Gleichung (472) fur eine beliebige Wahl des Parameters t gultig sein 

muB, mufJ ~~ eine homogene Funktion ersten Grades der ~~i sein. 

Wir konnen diese Funktion weiter spezialisieren, wenn wir den in 
Nr. 14: erlauterten Begriff der Parallelverschiebung in un sere Betrach­
tungen mit einbeziehen. Dieser Begriff wurde dort durch zwei Forde­
rungen festgelegt, von denen die eine die Unveranderlichkeit der Kom­
ponenten eines Vektors bei infinitesima1er Parallelverschiebung in einem 
passend gewiihlten Bezugssystcm ausspricht, wahrend die zweite die Un­
veranderlichkeit del' Lange eines Vektors bei der Parallelverschiebung 
zum .Ausdruck bringt. Die erste .Annahme konnen wir unverandert 
beibehalten; sie fuhrt zum .Ausdruck (64) fur die Anderung del' 
Vektorkomponenten: 

(64) 

mit 
(65) r,~s = r:r' 
Die zweite .A.nnahme aber verliert hier offenbar ihren Sinn, weil zwe~ 
Vektoren in verschiedenen Punkten der Lange nach nicht mehr ver­
glichen werden konnen. Sie ist vielmehr zu ersetzen durch die Forde­
rung, daB sich bei Parallelverschiebung die Lange gemaB (472) ver­
andern soIl: 

(473) d ( ~i I:k) d (I: 1:1) 1:/ < k d rp dt 91k 5 5 = dt 515 = - glk 5 I; lit' 
drp d~ 

Setzt man (64) ein, so folgt zunachst, daB fii eine Linearform der "lit 
sein muB: 
(474) 
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Nur dann ist also eine Parallelverschiebung moglich. Weiter ergibt 
sich mit 
(66) r -g r k P _giA:r, i,r. - ik r" I"' - k,r,' 
(475) ?a~; + gir cP, = rr,i' + rr,i" 
Die geodatischen Komponenten der Weylschen Geometrie sind also 
von denen der Riemannschen verschieden. Wir wollen immer die 
Ausdriicke der letzteren, die im Fall cP, = 0 aus ersteren hervorgehen, 
durch einen Stern kennzeichnen. Sind also r~ die GroJ.Sen (69), so ist ',r, 
(476) r;,r. = rtr. + Hg'rCP, + gi,CPr - gr,CPi)' 

Wir hatten die Absolutwerte der giA; vollstandig willkiirlich fest­
gelegt. Statt des Wertesystems gil: hatten wir ebenso gut ein Werte­
system 19"" verwenden konnen, wo l eine beliebige Ortsfunktion ist. 
Alle Langenelemente waren dann mit l zu multiplizieren, und nach 

(472) hatten wir statt CPi das Wertesystem CPi - () ~o;. '" = cP, - -~ :~i 
gefunden. Das Festlegen des Faktors 1, der Eichung, in der Geo­
metrie von Weyl ist nun der Wahl der Koordinaten in der Riemann­
schen Geometrie durchaus an die Seite zu stellen. So wie wir don die 
Invariane alZer geometrischen Beziehungen und physikalischen Gesetze 
gegeniiber beliebigen Koordinatentransformationen gefordert haben, miissen 
wir hier aufjerdem noch ihre lnvarianz gegeniiber den Substitution en 

(477) 1 0'" 
CPi = CPt - T 63:1' 

d. i. Abiinderungen der Eicltung fordern (Eichinvarianz). 
b) Elektromagnetisches Feld und Weltmetrik. Aus (472) folgt 

durch Integration P' 

logl!:'= -.fcp;d:t, 

(478) 

p 
P' 

f'Pjdxi 

lp = lpeP 

1st die Linearform CPidxi ein vollstandiges Differential, so ist die Lange 
eines Vektors, vom Weg, auf dem er transportiert wird, unabhangig, 
und wir kommen auf den Riemannschen Fall zuriick. Die notwendige 
und hinreichende Bedingung datur ist das Verschwinden der Ausdriicke 

(479) FiA; = ~~ -~:t. 
In der Tat laJ.St sich in dies em Fall nach (477) der Vektor CPi durch 
passende Wahl der Eichung stets vollstandig zum Verschwinden bringen. 
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1m allgeme-inen Fall werden jedoch die GroBen Fak von Null ver­
schieden sein. Sie bilden dann die kovarianten Komponenten eines 
Flachentensors, die iiberdies bei .A.nderungen der Eichung nach (477) 
unverandert bleiben. Sie geniigen ferner den Gleichungen 

(480) ~~;~ + 0 Fu + () Fu = 0 
ow ox'< (}xi ' 

die eine Folge von (479) sind. Man sieht, daB die Beziehungen (479), 
(480) vollstandig gleichlauten mit den Gleichungen (206), (203) der 
Elektronentheorie. Die Analogie geht aber noch weiter. Wenu man 
(entgegen den Annahmen der Mieschen Theorie) der Ansicht ist, daB 
die elektromagnetischen Erscheinungen primar nur durch den ortlichen 
und zeitlichen Wechsel der Feldstarken bedingt werden, die Potentiale 
dagegen nur die Bedeutung von mathematischen HilfsgroBen haben, 
so sind aUe Potentialwerte rp., die zu den gleichen Feldstiirken Fik 

fiihren, physikalisch vollkommen gleichwertig, so daB in ersteren ein 

Gradient ~~i unbestimmt bleibt. Genau das gleiche gilt aber, wie wir 

gesehen haben, fiir den metrischen Vektor rpj. Dies fiihrt dazu, mit 
Weyl beide GroBenreihen rp" Fa" zu identifizieren: Der metrische Vek­
tor rpi' der nach (478) das Verhalten der Liingen bestimmt, soll (bis auf 
einen numerischen Faktor) mit dem elektromagnetischen ViererpotentiaZ 
identisch sein. So wie in der Einsteinschen Theorie die Gravitations­
wirkungen mit dem Verhalten von MaBstiiben und Uhren innig ver­
kniipft sind, derart, daB jene aus diesem eindeutig folgen, gilt in der 
Weylschen Theorie fiir die elektromagnetischen \Yirkungen das gleiche. 
In dem angegebenen Sinne erscheinen Gravitation und Elektrizitiit in 
dieser Theorie beide als AusfluB der Weltmetrik. 

Diese Auffassung muB WeyZ jedoch nachtriiglich modifizieren. 
Die Grundannahmen der Theorie fiihren niimIich in dieser Gestalt, 
wie Einstein S86) betont hat, zuniichst zu Folgerungen, welche der Er­
fahrung zu widersprechen scheinen. Denken wir uns ein elektrostatisches 
Feld verbunden mit einem statischen G-Feld. Die riiumlichen Kom­
ponenten rpi (i = 1,2,3) verschwinden dann, und die zeitIiche Kom­
ponente rp4 = rp sowie die gil< sind von der Zeit unabhiingig. Die 
Eichung ist dadurch bis auf einen konstanten Faktor festgelegt. Wenden 
wir die Beziehung (478) auf die Periode -c von ruhenden Uhren an, 
so folgt sofort 
(481) '" = "'0 eacpt, 

wo a; ein Proportionalitiitsfaktor ist. Del' Sinn dieser Gleichung ist 

386) A. Einstein, Berl. Ber. 1918, p. 478, mit der nachfolgenden Erwide­
nmg Weyls. 
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diesel'. Es mogen sich zuerst zwei gleich beschaffene Uhren 0;., Us mit 
gleicher Ganggeschwindigkeit an del' Stelle Pt mit dem elektrostatischen 
Potential rpt befinden. Die Uhr Us moge dann t sec. lang an eine 
Stelle P2 mit dem Potential rpj und dann wieder nach P t zuriick­
gebracht werden. Das Resultat wird sein, daB die Ganggeschwindig~ 
keit del' Uhr Us gegeniiber del' von Ut um den Faktor e-a(<p·-<p,)t ver­
groBert bzw. verkleinert sein wird (je nach dem Vorzeichen von " 
und von rps - rpt). Insbesondere miiBte sich diesel' EfIekt bei den 
Spektrallinien einer bestimmten Substanz zeigen, und es konnte iiber­
haupt nicht Spektrallinien von bestimmter Frequenz geben. Denn 
wenn auch " noch so klein ist, so wurden nach (481) die Unterschiede 
im Laufe del' Zeit belie big anwachsen. Demgegenuber nimmt Weyl 
jetzt folgenden Standpunkt ein. Der ideelle ProeefJ der kongruenten 
Verpflanzung von Weltstrecken, wie er durch (472) testgeZegt Wi1'd, hat 
nichts zu tun mit dem realen Verhalten von MafJstiiben und Uhren; das 
metrische Feld dart nicht direkt durch die diesen MefJinstrumenten entnom­
menenAngaben definiert werden. Die GroBengik und rpt sind dann im Gegen­
satz zum Linienelement ds! del' Einsteinschen Theorie prinzipiell nicht 
mehr durch direkte Beobachtungen ermittelbar. Diesel' Verzicht er­
scheint sehr schwerwiegend. Wenn jetzt auch kein direkter Wider­
spruch zur Erfahrung vorbanden ist, so scheint die Theorie dadurch 
doch yom physikalischen Standpunkt aus ihrer inneren Uberzeugungs­
kraft beraubt.S87) So ist jetzt z. B. del' Zusammenhang zwischen Elektro­
magnetismus und Weltmetrik kein eigentlich physikalischer, sondern 
ein rein formaler. Denn es besteht gar kein unmittelbarer Zusammen­
hang mehr zwischen den elektromagnetischen Erscheinungen und dem 
Verhalten von MaBstiiben und Uhren, sondern nul' mehr ein Zusammen­
hang zwischen jenen und dem durch mathematische Definition als kon­
gruente Vektorverpflanzung bezeichneten ideellen ProzeB. Ubrigens 
lassen sich ja fur einen Zusammenhang zwischen Weltmetrik und 
Elektrizitat nul' formale, keine physikalischen Griinde geltend machen, 
ganz im Gegensatz zu dem Zusammenhang zwischen Weltmetrik und 
Gravitation, welcher in del' Gleichheit von schwerer und trager Masse 
eine kraftige empirische Stiitze findet und eine zwingende Konsequenz 
des .Aquivalenzprinzips und del' speziellen Relativitatstheorie ist. 

c) Der Tensorkalkiil in W C1Jls Geometrie. Bevor wir zur Auf­
stellung del' Feldgesetze schreiten, mussen wir noch die formalen 
Regeln zur Aufstellung eichinvarianter Gleichungen kurz darlegen. 

387) A. Einstein glaubt, daB die Theone auch in dieser Fas8ung der Wirk­
lichkeit gegeniiber nicht standhalten wird (Phys. Ztschr. 21 (1920), p. 661, ferner 
"Ather und Relativitatstheorie", Berlin 1920; Rede gehalten in Leiden.) 

EncykJol'. d. math. Wissonsch. V S. 60 
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Es ist klar, daB in del' Weylschen TheOl'ie der Tensorbegriff so modi­
fiziert werden muB, daB ein Gleichungssystem, welches das Verschwinden 
aller Komponenten eines Tensors ausdriickt, nicht nur bei beliebiger 
Anderung der Koordinaten, sondern auch bei beliebiger Anderung der 
Eichung nach (477) invariant bleibt. Und zwar erweist es sich als 
zweckmaBig, nul' diejenigen GroBen Tensoren zu nennen, die sich bei 
einer Transformation (477) bloB mit einer Potenz Ae von l multi­
plizieren; e heiBt das Gewicht des Tensors. So ist 9ik vom Gewicht 1, 
gii vom Gewicht - 1, -V=- 9 in einer vierdimensionalen Welt vom 
Gewicht 2, r~k ist nach (64) odeI' (476) absolut eichinvariant, d. h. vom 
Gewicht O. 

Aile diejenigen Operationen, die aHein auf dem Begriff der Parallel­
verschiebung fuBen, lassen sich naturgemaB so fort auf die Weylsche 
Geometrie iibertragen, nur muB man fiir die r~k statt der Ausdriicke 
(66), (69) die Ausdriicke (66), (476) setzen. So lassen sich auch hier 
geodatische Linien definieren durch die Forderung, daB ihre Tangenten 
stets sich selbst parallel bleiben sollen; sie geniigell wieder den Glei­
chungen (80), Die Gleichungen (77 a) [UiUi = konst.] sind jedoch nach 
(472), (474) zu ersetzen durch 

d (i (i)( k) d-r: uiu) = - ttiu CPk U • 

1st speziell an einer Stelle der geodatischen Linie U j u' = 0, so bleibt 
diese Beziehung dauernd bestehen. Rierauf beruht die Moglichkeit, 
geodatische Nullinien festzulegen. Die Eigenschaft der geodatischen 
Linien, zugleich die kiirzesten zu sein, faUt in der Weylschen Geo­
metrie weg, weil der Begriff der Kurvenlange hier sinnlos wird. Wie 
in Nr. 16 gelangt man ferner durch Parallelverschieben eines Vektors 
langs elDer geschlossenen Kurve zum Kriimmungstensor 

(86) 
oN, orh 

R",!J'k = -----'--kJ - __ -,ok + rf' ri"· - r" r'f'k ox oxi .a'J Ja~.· 

Die hier angeschriebenen Komponenten sind vom Gewicht 0, die Kom­
ponenten BAljk infolgedessen vom Gewicht 1. Die Symmetrieverhiilt­
nisse bei dies em Kriimmungstensor sind jedoch andere als die beim 
Riemannschen, die durch (92) bestimmt sind. Weyl hat dies noch 
naher ausgefiihrt und auch den Ausdruck (86) fiir den Kriimmungs­
tensor durch Einsetzen von (476) explizite ausger~chnet. Ebenso wie 
in Nr. 17 ergibt sich auch der verjiingte Kriimmungstensor Rlk (94), 
dessen kovariante Komponenten das Gewicht Null haben, sowie die In­
variante R (~5) vom Gewicht - 1. Schlie.6lich bleiben alle Operationen 
der Nr. 19 und 20 auch in der Tensoranalysis der Weylschen Theol'ie 
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bestehen, wenn erstens die differenzierlen Komponenten von Tensoren 
oder Tensordichten von Gewicht 0 sind und zweitens rur die GroBen 
rrlt wie oben die durch (66) und (476) bestimmten Ausdriicke ge­
nommen werden. Man wird bemerken, daB es zum Beweis der meisten 
anget'iihrten Siitze vollstiindig ausreicht zu wissen, daB mit Hilfe der 
GroBen r[" der Begriff der Parallelverschiebung gemiiB (64) in in­
varianter Weise festgelegt wird, ohne daB der Zusammenhang mit den 
metrischen GroBen gikl CPi bekannt zu sein braucht. In den letzten Dar­
stellungen seiner Theorie hat Weyl diesen Umstand stark betont, indem 
er den Aufbau der Geometrie in drei Stufen vollzieht. In der ersten 
werden diejenigen Sitze entwickelt, die in einer beliebigen Mannig­
t'aItigkeit galten, in der zweiten die auf dem Begriff der Parallel­
verschiebung ("affinel' Zusammenhang" nach Weyl) fuBenden Be­
ziehungen und endlich in der dritten die Folgerungen aus der Existenz 
der beiden metl'ischen Fundamentalformen: der quadratischen g."dafdX' 
(Gravitation) und der linear en CPidx' (Elektrizitiit). Die Verknupfung 
dieser beiden in den friiheren Theorien getrennten Erscheinungsgebiete 
kommt auch formal dadurch zum Ausdruck, daB die gil, und CPa in den 
geodatischen Komponenten rrk und somit auch in den meisten anderen 
eichinvarianten Gleichungen beide gleichzeitig vorkommen. 

Von besonderer Wichtigkeit fur die physikalischen Anwendungen 
sind die Modifikationen und Erweiterungen, welche die in Nr. 23 an­
gestellten Uberlegungen iiber infinitesimale Koordinatentransformationen 
und Integralinvarianten in der Weylschen Theorie erfahren. Zunachst 
treten neben die infinitesimalen Koordinatentransformationen als gleieh­
berechtigt die infinitesimalen Anderungen der Eichung. Fiir diese gilt 
nach (477) mit}. = 1 + En(x): 

(482) 

Sodann fiihren in der Weylschen Theorie offensichtlich nur skalare 

Dichten m yom Gewicht Null zu Integralinvarianten .fm dx. Die 

zugehorigen Skalare sind dann wegen des Faktors -V - 9 in einer 
vierdimensionalen WeIt yom Gewicht - 2. Skalare von dieser Art 
werden deshalb im folgenden eine wichtige Rolle spielen. Unter ihnen 
gibt es vier, die rational aus den Komponenten des KriimmungstE'nsors 
gebildet sind: 

(483) 1. F Fa" R Rhijk R Rik R' 888) 
I II: , hij" , i" , . 

888) DaB die angegebenen Invarianten die einzigen dieser Art sind, bewt'i~t 
R. WeitzenbOck, Wien. Ber. math.-nat. Rl., Ha, 129 (1920). 

50· 
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Die im Wirkungsprinzip der Einsteinschen Theorie auftretende In­
variante B ist dagegen yom Gewicht - 1. Weyl hebt hervor, daB 
durch den U mstand, daB die zu (483) gehOrenden skalaren Dichten 
das Gewicht 0 haben, eine viel'dimensionale Welt vor einer metrischen 
Mannigfaltigkeit von anderer Dimensionszahl ausgezeichnet ist. In 
der Tat HeBen sich in letzteren keine skalaren Dichten mit dem Ge­
wicht 0 von so einfachem Bau konstruieren. 

d) Feldgesetze und Wirkun,qsprineip, Physikalische Folgerungen. 
Wir miissen nun die eichinvarianten Naturgesebe aufsuchen. Nach 
Weyl miissen sich alle Vorgange auf elektromagnetische und Gravi­
tationswirkungen zuriickfuhren lassen. Es sind also die 14 unab­
hangigen Zustandsgro8en rp,. gn vorhanden. Da aber zur Invarianz 
gegeniiber Koordinatentransformationen noch die Eichinvarianz hinzu­
kommt, miissen in der allgemeinen Losung der Feldgleichungen jetzt 
6 statt 4 willkiirliche Funktionen vorkommen, weshalb auch zwischen 
den 14 Feldgleichungen 6 Identitiiten bestehen miissen. Wir werden 
sehen, daB analog wie in der Einsteinschen Theorie die 4 Identitiiten 
den Impuls-Energiesatz aussprechen, hier die 6.Identitiit den Satz von 
der Erhaltung der Ladung ausspricht, 

Man wird zunachst versuchen, die Maxwell-Lorentzschen Glei­
chungen beizubehalten und auch den Energietensor der Materie mit 
dem Maxwellschen zu identifizieren und in den Einsteinschen Glei­
chungen bloB den Kriimmungstensor der Riemannschen Geometrie 
durch den der Weylschen Theorie zu ersetzen, Es zeigt sich jedoch, 
daB nur ersteres, nicht aber letzteres moglich ist. Untersuchen wir 
zuerst die Maxwellsche Theorie. Das erste System der Maxwellschen 
Gleichungen ist, wie schon bemerkt wurde, von Haus aus eniillt. Do. 
aber die Feldstarken F'k vom Gewicht Null sind, gilt in einer vier­
dimensionalen Welt dasselbe von den kontravarianten Komponenten ~ik 
der zugehorigen Tensordichte. Die Gleichungen 

olj·k . 
o:i = l' 

sind deshalb eichinvariant: Die Maxwellschen Gleichungen bleiben in­
variant, wenn man gti durch 19u, ersetet. Der Satz von Bateman, da8 
die Maxwellschen Gleichungen gegeniiber konformen Transformationen 
invariant sind (Nr. 28), ist hierin als Spezialfall enthalten. In der 
Tat fuhrt eine solche Transformation die Normalwerte ~l' der gil" die 
in der speziellen Relativitatstheorie Geltung haben, in l61k iiber. Die 
Eichinvarianz der Maxwellschen Gleichungen hiingt damit zusammen 

daB das Wirkungsintegral J = It F ic ~ikdx, aus dem sie hervorgehen, 
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selbst eichinvariant ist. - Wir wollen hier noch die Bemerkung ein­
fugen, daB das in Nr. 30, G1. (223) als scheinbar zufallig erwiihnte 
Verschwinden des Skalars des Maxwellschen Energietensors ebenfalls 
in der Eicbinvarianz dieses Wirkungsintegrals seinen Grund bat. Die 
Variation desselben liefert niimlich nach Nr. 55 bei konstant gehal-

~J = JCSik~gikdx. 
Sucht man nun die Bedingung dafur, daB J bei del' in"finitesimalen 
Eichiinderung ;. = 1 + EX(X) unverandert bleibt, so folgt nach (482) 
direkt CS/ = 0, w. z. b. W.889). 

Ganz anders wie mit del' Maxwellschen verhii.lt es sich mit der 
Einsteinschen Tbeorie. Schon das Gesetz, daB die Weltlinien von 
Massenpunkten und Lichtstrablen geodatisch sind, gilt in der Weyl­
schen 'l'heorie nicbt allgemein. Der Massenpunkt bewegt sich nur bei 
Abwesenheit von elektromagnetischen Feldern auf einer geodatischen 
Weltlinie, und fur den Lichtstrahl verliert die Gleichung der geodati­
schen Linie ihren Sinn, weil scbon bei Abwesenheit von Gravitations­
feldern die Glieder, welche das Viererpotential fIJi entbalten, oszillie­
rende Funktionen von der Periode des Lichtes in die Gleichung del' 
geodatischen Linie hineinbl'ingen. Nnr die eichinvariante Gleichung 

qikdxidxk = 0 

des N ullkegels bleibt fur die Weltlinien der Lichtstrahlen zu Recht 
bestehen. Der Versuch, die Feldgleichungen der Einsteinschen Theorie 
fill' die Theorie von Weyl dadurch nutzbar zu machen, daB man an 
Stelle der Riemannschen Kl'ummungsgroBen die allgemeineren Weyl­
schen setzt, scheitert endlich daran, daB in del' GIeichung 

389) Do. namlich J die fPi nur in Gestalt der eichinvarianten Fi l: enthalt, 
brauchen wir hier die fPi nicht zu variieren. - Dieser Zusammenhang la6t eine 
interessante Anwendung auf die Nordstromsche Gravitationstheorie zu. Do. hier 
das Linienelement, wie in Nr. 66 erwiiJmt wurde, die Form 

ds! = <P ~(dx')! 
i 

annimmt, folgt zunachst aus der Eichinvarianz der Maxwellschen Gleichungen, 
daB diese in der Nordstromschen Theorie auch in Gravitationsfeldern unvel'­
anderl giiltig bleiben, daR somit Gravitationsfelder elektl'omagnetische Vorgange 
nicht beeinflussen (z. B. keine Kriimmung der Lichtstrahlen). Umgekehrl erzeugt 
wegen des Verschwindens des Maxwellschen Energieskalars in der Nordstriim­
Behan Theorie die elektromagnetische Energie keine Gravitationsfelder, do. in die 
Feidgleichungen der Gravitation nur der Energieskalar eingeht. Nach Obigem 
hat auch dieser Umstand seinen formalen Grund in der Eichinvarianz der Max­
wellschen Gleichungen. 
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die linke Seite vom Gewicht 0, die rechte vom Gewicht - 1 ware; 
letzteres sieht man leicht am Beispiel des Maxwellschen Energieten-

Bors. Es liegt dies daran, daB das Wirkungsintegral fm dX, aus dem 

die Einsteinschen Feldgleichungen hervorgehen, nicht eichinvariant ist, 
da der Integrand das Gewicht 1 statt 0 hat. Wenn man also am 
Prinzip der Eichinvarianz festhalt, muB man die Einsteinschen Feld­
gleichungen verlassen. Die letzte Bemerkung deutet aber bereits auf 
den Weg hin, wie man zu eichinvarianten Feldgleichungen gelangen 
kann. Man hat ein Wirkungsprinzip 

(484) ~f~dx = 0 

aufzustellen, in dem das Integral auch gegeniiber Abweichungen der 
Eichung invariant ist. 1st allgemein bei Variieren von CPi und gw 
fall~ die Variationen am Rand verschwinden: 

(485) ~f~dx = jcWitJCPi+ 'tBikJgik)dx, 
so sind: 
(486) lV;= 0, ~;k= 0 

die Naturgesetze. Indem man die Beding-ungen dafiir aufsucht, daB 

das f~dx gegeniiber infinitesimalen Koordinatentransformationen und 

infinitesimalen Inderungen der Eichung invariant ist, erhalt man 
5 Identitaten zwischen diesen 14 Gleichungen, sowie es oben aus 
Granden der Kausalitat gefordert wurde, namlich: 

oro; . 
(487) -. +~ .. ~~ 0 ox' 

~~k 
(488) !1_:_ - r,~~", +~-FikWk= O. ox 
Ferner folgt aus der Betrachtung von solchen Variation en des Wir­
kungsintegrals, die am Rande nicht verschwinden, die Moglichkeit, 
aus der Wirkungsinvariante in bestimmter Weise eine Vektordichte fi 
und die Dichte eines Affintensors S/ zu konstruieren, welche die 
Beziehungen 

(489) ofi oroi -=- und oal eli 

identisch erfiillen, ohne selbst zufolge der Naturgesetze zu verschwin­
den. Weyl bezeichnet deshalb fi als den Viererstrom, S/ als Energie­
komponenten. Wir sehen daraus: Dcr Sats von der Erhaltung der La­
dung tritt dem Satz von der Erltaltung der Energie in der Weylsclten 
Theorie als formal durcha'Us gleichberechtigt an die Seite. Beide Slitle 
folgen auf doppelte TV£,ise aus den Naturgesetzen, was die notwendigen 
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5 Identitiiten zwischen denselben Ueferl. Die Komponenten der Total­
energie, die auch schon in der Einsteinschen Theorie nur einen Affin­
tensor bilden, d. h. nur gegeniiber linearen Transformationen kovariant 
sind, konnen jetzt nicht mehr in einen von der Gravitation und einen 
von der eigentlichen Materie herriihrenden Anteil zerlegt werden; einen 
Impuls-Energietensor ';t,/ der Materie gibt es hier also iiberhaupt nicht 
mehr. Man muB zugeben, daB das Wirkungsprinzip diese Zusammen­
hange in iiberaus einfacher und iibersichtlicher Weise erkennen laBt. 
Wir mochten jedoch hinzufiigen, daB es vom physikalischen Stand­
punkt durchaus nicht selbstverstandlich ist, daB sich die Naturgesetze 
aus einem Variationsprinzip ableiten lassen. Vielmehr scheint es na­
turgemaBer, die Naturgesetze aus rein physikalischen Forderungen ab­
zuleiten, so wie es fiir dle Einsteinsche Theorie in Nr. 56 geschehen ist. 

Um weitere Folgerungen ziehen zu konnen, mnB man nun spe­
zielle Ansatze fiir die Wirkungsfunktion machen. Die Zahl der Mog­
lichkeiten ist hier zwar nicht so groB wie in der Theorie von Mie. 
Wahrend dort namlich aus irgendwelchen Invarianten J;" J 2 , ••• 

durch eine belieb~ge Funktion f(JlI~' ... ) eine neue Invariante ab­
geleitet werden konnte, ist dies hier nicht mehr der Fall, wei I die 
Invarianten vom Gewicht - 2 sein miissen, dam it die zugehorigen 
skalaren Dichten das Gewicht 0 haben. Es fiihrt deshalb hOchstens 
einp homogene Funktion ersten Grades dieser Invarianten zu einer 
nauen zulassigen Wirkungsfunktion. Immerhin bleibt die Mannigfaltig­
keit der zulassigen Wirkungsfunktionen noch ziemlich betrachtlich. 
Die nachstliegende Annahme ist die, daB die Wirkungsinvariante ra­
tional aus den Kriimmungskomponenten gebildet sein solI. Nach dem, 
was unter c) gesagt warde, muB sich dann die Wirkungsfunktion 
linear aus den Invarianten (483) zusammensetzen. 890) Die Ausrech­
nung ergibt dann zunachst die Giiltigkeit der Maxwellschen Gleichungen 

lJijik . 
(211') fj;"- = f', 
Bodann den Ausdrnck 

(490) 

fitr den Viererstrom (R bedeutet die Kriimmungsinvariante der Weyl­
schen Geometrie, k eine Konstante). Fiir den statischen Fall folgt daraus 
(491) R = konst. 

1st iiberhaupt Ladung Torhanden, so hnn die const. nicht verschwin-

890) H. Weyl (Ann. d. Phys. 69 und Ranm - Zeit- Materie, 3. AutI" 
1. c. Anm. 385) halt as fiir wabrscheinlich, daB speziell die Annahme 
W=tFik Fik+cRhiikEijk der Wirklichkeit entspricht. 
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den. Nimmt man iiberdies an, daB sie positiv ist, so (olgt die positive 
Krummung des Raumes und somit die Geschlossenheit der Welt von 
selbst, ohne daB es notig ist, ein besonderes l-Glied zu den Gravita­
tionsgleichungen hinzuzunehmen. Es ist dies ein wesentlicher V orzug 
del' Weylschen Theorie. Was endlich die Gravitationsgleichungen an­
langt, so sind sie auch fiir den Fall der Abwesenheit eines elektro­
magnetischen Feldes (fPi = 0) mit den Einsteinschen Gleichungen nicht 
identisch, wie es nach den friiheren Uberlegungen zu erwarten war, 
auch sind sie von hoherer als zweiter Ordnung. Es liiBt sich jedoch 
zeigen, daB fiir den praktisch allein wichtigen Fall des statischen, 
kugelsymmetrischen Feldes im AuBenraum eines "Massenpunktes", del' 
fiir die Perihelbewegung des Merkur und die Kriimmung del' Licht­
strahlen maBgebend ist, das Gravitationsfeld (421) del' Einsteinschen 
Theorie zugleich eine Losung der Gravitationsgleichungen del' Theorie 
von Weyl ist. lJiese ist daher ebensogut wie jene imstande, die Perihel­
bewegung des Merkur und die Krummung der Lichtstrahlen im Schwere­
(eld zu erklaren. 891) 

Es bleiben noch die Folgerungen fiir das Problem der Materie 
zu besprechen. Die Aufgabe ist wieder, diejenigen statischen, kugel­
symmetrischen Losungen del' Feldgleichungen zu ermitteln, die nirgends 
singular sind. Von derjenigen Wirkungsfunktion, die del' Wirklichkeit 
entspricht, mu.6 man wieder verlangen, daB sie nur je eine solche Lo­
sung fur jede del' beiden Elektrizitiitsarten zuliiBt. Ais wesentlich 
neues Moment gegeniiber del' Theorie von Mie kommt hinzu, daB 
wegen der Geschlossenheit del' Welt nicht Regularitiit im Unendlichen, 
sondern auf dem "Aquator" del' Welt zu fordern ist. So kommt man 
dazu, einen Zusammenhang zwischen del' GroBe del' Welt und del' des 
Elektrons zu vermuten, was immerhin etwas phantastisch erscheinen 
mag. Die Kriifte, die das Elektron zusammenhalten, sind hier nul' teil­
weise elektrischer Natur, teilweise aber Gravitationskrafte. Schon bei 
den hier speziell naher diskutierten Ansiitzen fiir die Wirkungsfunk­
tion werden jedoch die Differentialgleichungen so kompliziert, daB die 
Integration bisher nicht ausgefiihrt werden konnte. AuBerdem sind 
die Differentialgleichungen die gleichen fur positive und negative Elek­
trizitat (vgl. dazu Nr.67), so daB die tatsachlich vollig asymmetrischen 
Verhaltnisse jedenfalls nicht richtig wiedergegeben werden. Zusammen­
(assend kann man also sagen, daf3 es der Theorie von Weyl bisher 
nicht gelungen ist, das Problem der M aterie der Losung niiher zu bringen. 

391) Man vgl. dazu auJ3er den in der Anm. 386) zitierten Arbeiten von 
Weyl auch W. Pauli jr., Verb. d. deutscben pbys. Ges. 21 (1919) p. 742, wo spe­
ziell das in Anm. 390) erwahnte Wirkungsprinzip zugrunde gelegt wird. 
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Wie in Nr. 67 noch naher erortert werden wird, spricht im Gegen­
teil manches daidr, daB eine Losung des Problems auf diesem Wege 
iiberhaupt nicht gefunden werden kann. 

66. Die Theorie von Einstein. Von einem ganz verschiedenen: 
Gesichtspunkt aus suchte Einstein 899) die Frage nach dem Bau der 
materiellen Teilchen in Angriff zu nehmen. Die Feldgleichungen (401) 
resp. (452) fuBten auf der Annahme eines materiellen Impuls-Energie­
tensors cr.;", welcher die Gleichung 

(341 a) iJ'1:/ _ 1.i;r. ogr. = 0 
axle t ox~ 

erfiillt. An dieser Annahme wollen wir hier festhalten. 
sche Energietensor 
(222 a) 

Da der Maxwel1-

(vgl. Nr. 54) nur im ladungsfreien Raum dieser Bedingung geniigt, 
miissen noch weitere Glieder zu S/ hinzugenommen werden. Mie 
nahm nun an, daB diese Glieder elektrischer Natur, d. h. Funkti()nen 
der elektrischen ZustandsgroBen F;", £Pi seien. Dagegen nimmt Einstein 
an, daB die materiellen Teilchen allein durch Gravitationskrii(te zusam­
mengehalten werden, also die Zusatzglieder von den gile und ihren Ab­
leitungen abh3.ngen sollen. Obwohl der Maxwellsche Tensor Sjle jetzt 
nicht als der totale Energietensor der Materie bezeichnet werden kann 
und der Gleichung (341 a) nicht genugt, geht Einstein auch hier analog 
wie in Nr. 56 von dem Ansatz aus, daB dieser Maxwellsche Energie­
tensor f6l' proportional sein soIl einem aus den gile allein gebildeten Ditre­
rentialausdruck zweiter Ordnung. Dieser einfache Ansatz ist fUr die 
Einsteinsche Theorie ausschlaggebend. Man schlieBt daraus, im Verein 
mit der Forderung der allgemeinen Kovarianz wie in Nr. 56, daB die 
Feldgleichungen die Form haben mussen: 

Rik + "if Rgl " = - "Sile· 
Bier noch ein zu gik proportionales Glied hinzuzufiigen, wird sich als 
uberfl.ussig erweisen. Da aber die Gleichung (34la) fur Sile nicht gilt, 
haben wir kein Recht mehr, so wie friiher "if = - t zu setzen, viel­
mehr ist fiir die Bestimmung von "if ein anderer Umstand maBgebend. 
Nach (223) verschwindet der Skalar S/; damit auch der Skalar der 
linken Seite der Feldgleichungen identisch verschwindet, muB "if = - i 
gesetzt werden, so daB die Feldgleichungen lauten: 

(492) R jle - {gjkR =- "Sile' 

392) A. Einstein, Berl. Ber. 1919, p.849; auch in der Sammlung Lorentz­
E;;nstein·Minkowski, DaB Relativitittsprinzip, 6. Aufi., Berlin 1920. 
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AuPerdem sollen die Gleichungen 

(203) 
und 

oiJik . 
(208) ox" = f' 
der Elektronentheorie ihre Giiltigkeit behalten. Eine einfache Abzahlung 
lehrl, daB (203) und (492) gerade 4 unabhii.ngige Gleichungen weniger 
als Unbekannte enthalten, wie es in einer allgemein relativistischen 
Theorie verlangt werden muB. Es sei noch bemerkt, daB sich die Feld­
gleichungen in diesem Fall, wie es scheint, nicht aus einem Wirkungs­
prinzip herleiten lassen. Da ferner nach Nr.64: die Divergenz von Sa, 
auf Grund von (203) und (208) den Werl 

- Fo"fk 

des negativen Lorentzschen Kraftvektors annimmt und die Divergenz 
von Ri ,,- ig,,,R verschwindet, lieferl die Divergenz der Feldglei­
chungen (492) die Beziehung 

(493) F,,,sl< - 41 o~ = O. 
" ox' 

Sie eeigt, dafJ bei den sNgrunde gelegten Feldgleichungen in der Tat den 
Ooulombschen AbstofJungshriiften durch einen Gravitationsdruck das Gleich~ 
gewicht gehalten wird. Setzt man s" = ~oUk, so folgt iiberdies 

(494) oR i dR 0 
oa/ u = (fi= , 

d. h. R bleibt auf der Weltlinie eines und desselben Materieelementes 
konstant. 1m ladungsfreien Raum wird nach (493) 

oR =0 ox' , 
also 
(495) R = konst. = Ro. 
1m Innern der materiellen Teilchen sinkt R yom Wert Ro standig zu 

immer kleineren Werlen bis zum Mittelpunkt des Teilchens. ,1" R stellt 

nach (493) direkt die potentielle Energie der das Teilchen ZUSBmmen­
haltenden Gravitationskrii.fte dar. 

Wir miissen nun den Impuls-Energietensor Ti" der Materie auf· 
suchen. Fur diesen soll die das 1- Glied enthaltende Gleichung (452) 
bestehen bleiben. Nach (453) wird hier fur den materiefreien Raum 
R = - 41. Der Vergleich mit (495) zeigt, daB 

(496) Ro= - 41, 1 =_ ~o 
zu setzen ist. Es ist ein Hauptvorzug der nenen Formulierung, daa 
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die Konstante A hier nicht dem Grundgesetz an sich eigentumlich 
ist, sondern die Bedeutung einer Integrationskonstante hat. Die Glei­
~hung (453) schreibt sich dann 

Gjk + {ROgik = - xTw 
wahrend (492) 

Gu: + ±Rg/ k = - X8ik 

Durch Vergleich folgt ergibt. 

(497) 
1 

Tik = 8ik + h (R - RO)gik· 

Diesel' Tensor erfiiilt also zufolge von (492) von selbst die fruhere 
Gleichung (452) und somit auch die Gleichung (341 a), auBerdem ver­
·schwindet er im materiefreien Raum. Es ist deshalb auch vom physi­
kalischen Standpunkt durchaus berechtigt, ihn als Energietensor del' 
Materie zu bezeichnen. Die materielle Energiedichte - :t44 setzt sich 
aus zwei Teilen, einem elektromagnetischen und einem vom Gravita­
tionsfeld herruhrenden Teil zusammen, von denen beide positiv sind. 
Es ist leicht zu sehen, daB die raumlich geschlossene Welt mit kon­
stanteI' ruhender Massendichte (T/ = T22 = TaB = 0, T 44 = - !Loc!) 
eine Losung der neuen Feldgleichungen ist. Aile Beziehungen del' 
Nr. 62b) bleiben unverandert bestehen. Del' elektromagnetische Tensor 
8/ berechnet sich allgemein aus (497) zu 

(498) 8/= Tik_!T~/, 
:also in unserem Fall 

(499) 

Die Energie der riiumlich geschlossenen Welt riih,t zu t vom elektro­
magnetischen, au l vom Gravitationsfeld her. Diesel' Anteil del' elektro­
magnetischen an del' Gesamtenergie ist genau del' gleiche, wie er in 
Nr.63 auf Grund spezieller (nicht notwendig zutreffender) Annahmen 
fur das Elektron hergeleitet wurde. 

Versucht man nun auf Grund del' Differentialgleichungen (203) 
bzw. (206), (208) und (492) das Fe] d eines materieilell Teilchens zu 
ermitteln, so findet man, daB zur Bestimmung del' Unbekannten im 
statischen kugelsymmetrischen Fall eine Gleichung zu wenig vorhanden 
iet. Nach der hier entwickelten Einsteinschen Theorie ist jede statische, 
kugelsymmetrische Verteilung der Elektrizitiit im Gleichgewicht. So be­
friedigend also auch die Grundlagen diesel' Theorie sind, auch sie ist 
nicht imstande, das Problem del' Materie zu lOsen. 

67. Allgemeines iiber den gegenwlirtigen Sta.nd des Problems 
der Ma.terie. Jede del' besprochenen Theorien hat ihre besonderen 
Vorzuge und N achteile. Ihr gemeinsamer MiBerfolg veranlaBt uns 
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jedoch, diejenigen Mangel und Schwierigkeiten besonders zusammen­
znfassen, die ihnen allen gemeinsam sind. 

Das Ziel aller Kontinunmstheorien ist, den Atomismus der Elek­
trizitat damuf zurfickzufiihren, daB die Differentialgleichungen, welche 
die N atnrgesetze ausdriicken, nur eine diskrete Zahl von iiberall regu­
laren, statischen und kugelsymmetrischen Losnngen haben, nnd zwar 
speziell je eine solche Losung fUr die positive nod die negative Elek­
trizitatsart. Es ist klar, daB Differentialgleichungen, welche diese Eigen­
schaft haben, auBerst kompliziert gebaut sein mussen. Es scheint nns, 
daB diese Verwickeltheit der Naturgesetze schon an sich gegen die 
Kontinunmstheorien spricht, denn man wird vom physikalischen Stand­
punkt wohl verlangen mussen, daB die an sich so einfache und grund­
legende Tatsache des Atomismus auch einfach und elementar von der 
Theorie zu denten ist nnd nicht sozusagen als ein Kunststuck der 
Analysis erscheint. 

Ferner haben wir gesehen, daB'die Kontinuumstheorien gezwnogen 
sind, besondere Krafte einzufuhren, welche den Coulombs chen Absto­
Bungskraften im Innern der elektrischen Elementarteilchen das Gleich­
gewicht halten. Nimmt man an, daB diese Krafte elektrischer Natur 
sind, so mnB man dem elektromagnetischen Viererpotential eine ab­
solute Bedeutung zusprechen, was zn den in Nr. 64 erorterten Schwie­
rigkeiten fiihrt. Gegen die andere Moglichkeit, daB die elektrischen 
Elementarteilchen dnrch Gravitationskriifte znsammengehalten werden, 
spricht aber ein sehr gewichtiges empirisches Argument. Man wurde 
namlich in dies em Fall erwarten, daB die schwere Masse des Elek­
trons zn seiner Ladung in einer einfachen Zahlenbeziehnng steht. In 

Wirklichkeit ist aber die betreffende dimensionslose Zahl -:fi. (k = 
myk 

gewohnliche Gravitationskonstante) von der GroBenordnung 102°1 (s. 
auch Nr. 69). 

Von den Feldgleichungen ist uberdies zu verlangen, daB sie von 
der Asymmetrie (Verschiedenheit der Massen) der beiden EJektrizitiits­
arten Rechenschaft geben. Es ist jedoch leicht zn sehen, daB dies 
mit ihrer allgemeinen Kovarianz in formaler Hinsicht im Widerspruch 
steht. 898) Fiir den statischen Fall enthalten die Feldgleichnngen neben 
den gil: (i, k = 1,2,3 oder i = k = 4) nnr das elektrostatische Po­
tential fP als Variable. Ais ein spezieller Fall der allgemeinen Kova­
rianz mfissen nnn die Differentialgleichnngen insbesondere anch bei 
Umkehrung der Zeit x" = - xl. kovariant sein. Dahei geht aber fP 
lD - cp fiber, wiihrend die gi" nnveriindert bleiben (es ist in noserem 

398) W. Pauli jr., Phya. Ztschr. 20 (1919), p,467. 
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Fall U" = 0 fur i = 1, 2, 3). 1st also cp, Ui" (Uf4 = 0) eine Losung der 
Feldgleichungen, so ist auch - cp, Un (gi4 = 0) eine Losung, im Wider­
spruch zur Asymmetrie der beiden Elektrizitatsarten. Man konnte ver­
suchen, dieser Konsequenz dadurch zu entgehen, daB man nicht ratio­
nale Wirkungsinvarianten einflihrt, so wie es am Ende der N r. 64: 
angegeben wurde. Aber erstens werden dann die Feldgleichungen lloch 
komplizierter, und zweitens geschieht die Auswahl des eindeutigen 
Zweiges der WirkungsCunktion nicht in allgemein kovarianter Weise, 
indem z. B. gegeniiber einer Umkehr der Zeit X'4 = - x' jetzt keine 
Kovarianz mehr vorhanden ist. 

Endlich ist auch noch ein begriffliches Bedenken zu erwahnen.394) 

Die Kontinuumstheorien operieren ohne wei teres mit dem gewohnlichen 
Begriff der elektrischen Feldstarke auch fiir die innerelektronischen 
Felder. Diese Feldstiirke ist jedoch definierl als die Kraft auf einen 
Probekorper, und da es keine kleineren Probekorper gibt als Elektron 
und Wasserstoffkern, scheint die Feldstarke in einem bestimmten 
Punkt im Innern eines solchen Teilchens prinzipiell nicht beobachtbar, 
also eine physikalisch inhaltslose Fiktion zu sein. 

Wie immer man sich im Einzelnen zu diesen Argumenten stellen 
mag, so viel scheint sicher zu sein, daB zu den Grundlagen der bisher 
aufgestellten Theorien erst neue, der Kontinuumsauffassung des Feldes 
fremde Elemente hinzukommen miissen, damit man zu einer befriedi­
genden Losung des Problems der Materie gelangt. 

394) Vg1. dazu W. Pauli jr., Verh. d. phys. Ges., 1. c. Anm. 391) und die 
Nauheimer Diskussion, Phys. Ztschr. 21 (1920), p.650. 

(Abgeschlossen im Dezember 1920.) 

(Die spater erschienene Literatur konnte nachtraglich nur teilweise 
beriicksichtigt werden.) 




